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1. Komplexe Zahlen

1.1. Vorbemerkungen

Komplexe Zahlen traten erstmalig im 16. Jahrhundert bei Problemen der Gleichungs-
lehre auf: sie wurden zunichst nicht anerkannt und als ,,unmégliche Zahlen* be-
zeichnet. Trotzdem versuchte man zaghaft, mit ihnen nach den herkémmlichen Regeln
zu rechnen und erkannte dabei bald ihre Brauchbarkeit. Heute stellt das Rechnen mit
den komplexen Zahlen ein wichtiges mathematisches Hilfsmittel, z. B. in der Wechsel-
stromtechnik und in der Stromungslehre. dar. Aus diesem Grunde wird im folgenden
fiir die Lehrlinge der Elektroberufe das Rechnen mit komplexen Zahlen behandelt.
Als Einleitung soll zuniichst cine sehr vereinfachte wiederholende Ubersicht iiber die
bisher behandelten Zahlbereiche gegeben werden, damit deutlich wird, welche Stellung
die komplexen Zahlen einnehmen.

Um eine Vereinfachung handelt es sich insofern, als im folgenden beispielsweise die
natiirlichen Zahlen einfach mit der Null und den negativen ganzen Zahlen zum Bereich
der ganzen Zahlen zusammengefafit werden, so da} dann die positiven ganzen Zahlen
mit den natiirlichen Zahlen identisch sind. Tatséchlich besteht aber ein begrifflicher
Unterschied zwischen den natiirlichen Zahlen und den positiven ganzen Zahlen; das wird
beispielsweise schon daraus klar, dad man zwar sagen kann, man hat drei Gegenstiinde
vor sich liegen (,,drei* ist hier eine natiirliche Zahl), withrend die Aussage, da} man
..plus drei Gegenstiinde* vor sich liegen hat, unsinnig ist (,,plus drei” ist eine positive
ganze Zahl).

1.2. Vom Bereich dernatiirlichen Zahlen
zum Bereich der reellen Zahlen

1.2.1. Der Bereich der natiirlichen Zahlen

Der Zahlenbegriff entwickelte sich bereits in vorgeschichtlicher Zeit zum Kennzeichnen
von Mengen gleichartiger Dinge, also beim Zihlen. Durch das Zihlen entstand die Folge
der natiirlichenZahlen: 1;2;3:4; ... Die Null gehért im allgemeinen nicht zu den natiir-
lichen Zahlen; denn wenn nichts vorhanden ist, besteht keine Veranlassung zum Zihlen.
Offensichtlich gibt es eine kleinste natiirliche Zahl, die Eins, aber keine grofite. Von
zwei (verschiedenen) natiirlichen Zahlen steht stets fest, welche die groBere ist. Die
natiirlichen Zahlen lassen sich also der GréBe nach ordnen. Diese Eigenart der Folge
der natiirlichen Zahlen 1dBt das Veranschaulichen auf einem Strahl zu, indem man auf
ihm von seinem Anfangspunkt A aus nach rechts die Einheitsstrecke wiederholt ab-
trigt und die so entstehenden Punkte der Reihe nach mit den natiirlichen Zahlen
bezeichnet (Abb. 1.1.).

1 2 3 4 5 6
Abb.1.1. Al t + + + t+ t




Mit dem Zihlen entstand durch das Zusammenfassen mehrerer Schritte das Rechnen
mit den natiirlichen Zahlen. Die Ergebnisse miissen selbstverstindlich ebenfalls der
Folge der natiirlichen Zahlen angehéren. sonst kénnte man nicht vom Rechnen im
Bereich der natiirlichen Zahlen sprechen. Addieren, Multiplizieren und Potenzieren
sind im Bereich der natiirlichen Zahlen uncingeschrinkt ausfiihrbar; das heifit, sind a
und b natiirliche Zahlen, so sind stets auch

a-+b, a-b und a°

natiirliche Zahlen.

. Beispiel 1:

Fiir a = 3, b =5 erhilt man

a+b=3+4+5=8; a-b=3-5=15; a¥= 3= 243.
Die Umkehrungen dieser Rechenoperationen, also das Subtrahieren, das Dividieren,
das Radizieren und das Logarithmieren. sind dagegen nur in sp( ziellen Fillen im Bereich
der natiirlichen Zahlen ausfiihrbar. Soist 5 — 3 = 2;15:3 = i/(y 1= 4;log,1024 = 10.

1.2.2. Der Bereich der ganzen Zahlen

Das Bilden der Differenz a — b fiir den Fall, daB a = b ist, erfordert das Einfiihren der
Zahl (). Wir erhalten so die Zahlenfolge 05 1;2;3:4;5;.. ., die durch den bei 0 be-
ginnenden Zahlenstrahl veranschaulicht werden kann (Abb. 1.2.). Fiir diese Zahlen-
folge ist das Bilden der Differenz a — b mit @ = b maoglich und ergibt die Zahl 0. Das

1 2 3 4 § 6

0
Abb.12. |} + + ' + : -

Erweitern des Zahlenbereichs besteht also in dem Einfiithren der Zahl 0, der der .,Null-
punkt® am Anfang A des Zahlenstrahls entspricht. Um das Subtrahieren auch fiir den
Fall zu erméglichen, dal der Subtrahend groler als der Minuend ist, wird die Einheits-
strecke vom Nullpunkt aus nach links auf dem \'(’rlﬁngcrten Zahlenstrahl wiederholt
abgetragen; daun werden die mit dem Vorzeichen ..—* versehenen negativen ganzen
Zahl(‘n 71 —3: ... eingefithrt und den neu emﬂtandeneu Punkten der Reihe
nach zucreordnet (Abb. 1.3.). Zur Unterscheidung versicht man nun die natiirlichen

Abb. 1.3. =t + + + + + u + + +

Zahlen mit dem Vorzeichen ,,+“ und nennt sie jetzt positive ganze'Zahlen. Die
beiderseitig unbegrenzte Folge stellt den Bereich der ganzen Zahlen dar, wobei fest-
gesetzt wird, daB jede Zahl groBer als die auf der Zahlengeraden links vor ihr stehenden
ist, —6 < —5; —7 < —5; —3 < 0. Offensichtlich gibt es keine kleinste und keine
grofite ganze Zahl.

Im Bereich der ganzen Zahlen ist auler dem Addieren, Multiplizieren und Potenzieren
mit positiv ganzzahligem Exponenten auch das Subtrahieren ohne Einschrinkung aus-
fiihrbar.
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B Beispiel 2:

5+ =413 (- =—3  (+5) (+8)=-+40
5+ (—8=—3  (+5)—(—B=+13  (£5)- (-8 =—140
D+ ED=+3 (D) (+BH=—13 (=5 (+8=—40

D+ (B=—13 (=) —(=B=+3 (=5 (=8 =+40

Der Quotient a: b mit den ganzen Zahlen a und b dagegen stellt nur dann wiederum
eine ganze Zahl dar, wenn b als Faktor in-a enthaltenist, d. h. wenn es eine ganze Zahl ¢
gibt, so daB b - ¢ = a ist. Das ist z. B. fiir a =91 und b = 7 der Fall, weil 7-13 =091
ist, desgleichen fiir a = —12, b = —4, weil (—4) -3 = —12 ist.

1.2.3. Der Bereich der rationalen Zahlen

Das Bilden des Quotienten a : b mit den ganzen Zahlen a und b fiir den Fall, daB a nicht
den Faktor b enthilt, erfordert wiederum eine Erweiterung des Zahlenbereichs, das
Einfithren der vorzeichenbehafteten Briiche.

Jedem Quotienten a : b, bei dem b nicht als Faktor in a enthalten ist, kann, wenn b0
ist, trotzdem ein Punkt der Zahlengeraden zugeordnet werden. Man teilt die Einheits-
strecke in |b| gleiche Teile und trigt vom Nullpunkt aus |a| solche Teile nach rechts
oder links ab, je nachdem, ob Div idend und Divisor gleiche oder verschiedene Vor-
zeichen haben. So findet man z. B. den Punkt, der dem Quotienten (—5): (—T7) zuge-
ordnet ist, indem man die Einheitsstrecke in |—7|= T gleiche Teile teilt und vom
Nullpunkt aus [—5/=5 solche Teile nach rechts abtrigt (Abb. 1.4.a). Den Punkt,

=2 =, 0 +1 +2
; ; Sy i + Abb.14.a

‘ 5)7)
der dem Quotienten (—17): (4-5) entspricht, findet man, wenn man die Einheitsstrecke
in |+5| =5 gleiche Teile teilt und vom Nullpunkt aus |— 17| = 17 solche Teile nach
links abtrigt (Abb. 1.4.b). Auf diese Weise wird z. B. den Quotienten (+3): (—4),
-|5 -4 =3 =2 -1 0 +1 +2

+ . :l:ll\l!lltril|ll’x||r: 4’_; Abb. 1.4.b
(17):+5)

(—3): (+4), (—12): (+16) ein und derselbe Punkt der Zahlengeraden zugeordnet
(Abb. 1.5.). Nun wird festgesetzt, da} diese demselben Punkt zugeordneten Quotienten

eine gebrochene Zahl darstellen, die man einfach durch — § oder —0,75 bezeichnet.
16

In entsprechender Weise kommen z. B. die gebrochenen Zahlen — = —5.3 und
g(; — 1,44 zustande. Die gebrochenen Zahlen bilden zusammen mit den ganzen Zahlen
den Bereich der rationalen Zahlen. Behilt man die Regel bei, daB jede Zahl groBer
B PREY . B

(3):4)

(-3):(+4)

(-12):(+16)

Abb. 1.5,
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ist als alle, deren zugeordnete Punkte auf der Zahlengeraden weiter links liegen, so
steht von zwei rationalen Zahlen stets fest, welche die grofere ist. Zwischen zwei
beliebig dicht beieinanderliegenden rationalen Zahlen kann man noch beliebig viele
weitere rationale Zahlen angeben; z. B.: Zwischen 1,44 und 1,45 liegen 1,441; 1,442;
14435 .. .5 1,449; zwischen 1,442 und 1,443 liegen 1,4421; 1,4422; .. .5 1,4429 usf.
Diesen Sachverhalt beschreibt man durch die Formulierung:

Die rationalen Zahlen liegen iiberall dicht.

Im Bereich der rationalen Zahlen ist nun auch die Division mit Ausnahme der Division
durch Null uneingeschriinkt ausfithrbar. Dagegen sind die inversen Rechenoperationen
der dritten Stufe, das Radizieren und das Logarithmieren, nur in speziellen Fillen im
Bereich der rationalen Zahlen ausfiihrbar, auch wenn der Wurzelradikand nicht negativ
sowie Basis und Numerus des Logarithmus positiv sind (was laut Definition in jedem
Falle erfiillt scin muB): Die Wurzel Ti’b kann nur dann cine rationale Zahl darstellen,
wenn b die n-te Potenz einer rationalen Zahl ist,d.h. wenn es eine rationale Zahl a gibt, so
daBa" = b ist; dasist z. B. der Fall beih — ?é,n =4, weil (3)'= %ist. Der Logarithmus
log, b ist nur dann gleich einer rationalen Zahl, wenn b eine Potenz von a ist, d. h., wenn
es eine ra‘tionalc Zahl ¢ gibt, so daB a° = b ist; das ist z. B. der Fall bei logie92,197 = 3,

3
weil 1,092 = 2,197 ist.

1.2.4. Der Bereich der reellen Zahlen

Die Symbole }2, 3}/2, 13 und log,3 z. B. bedeuten dagegen keine rationalen Zahlen. Das
Bilden der Wurzel und des Logarithmus erfordert im allgemeinen eine nochmalige Er-
weiterung des Zahlenbereichs durch Einfithren der irrationalen Zahlen ¥2, 1/2, 13, logy3
usw. Die irrationalen Zahlen werden zwischen die rationalen eingeordnet: sie kénnen mit
beliebiger Genauigkeit durch rationale Zahlen angeniihert werden. Um z. B. i 2 durch
zwei rationale Niherungswerte a; und a, einzuschachteln,

a, <2 <y,
muf}

0% L2 L ap
sein. Daraus findet man

12 <J2 <13, weil 1,29=1,728 <2 < 1,39— 2,107 ist,
dann

1,25 <§2 <1,26, weil 1,25%~ 1,953 <2 < 1,265 ~ 2,0004 ist

LY~ . . . . . .
usf. Wie fiir 2 lassen sich irrationale Zahlen stets durch beliebig nahekommende ratio-
nale Werte annihern.

@  Geben Sic in dieser Weise eine Schachtelung fiir V3 bis auf Tausendstel an!

Das numerische Rechnen mit irrationalen Zahlen wird durch das Rechnen mit den
rationalen Niherungswerten ausgefiihrt. Die irrationalen Zahlen bilden zusammen mit
den rationalen den Bereich der reellen Zahlen.
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Obwohl zwischen zwei noch so dicht beieinanderliegenden rationalen Zahlen beliebig
viele weitere rationale Zahlen angegeben werden kénnen, haben zwischen den rationalen
Zahlen noch unzihlig viele irrationale Zahlen Platz. Auf der Zahlengeraden liegen also
zwischen den Punkten, die den rationalen Zahlen zugeordnet sind, noch die Punkte, die
den irrationalen Zahlen entsprechen. Nach dem Einordnen der irrationalen Zahlen
veranschaulicht die Zahlengerade den Bereich der recllen Zahlen. Nunmehr ist jedem
Punkt der Zahlengeraden cine Zahl, und zwar eine reclle Zahl, zugeordnet. Von zwei
reellen Zahlen steht stets fest, welche von ihnen die groBere ist. Die reellen Zahlen
sind also der Grofie nach geordnet.

Im Bereich der reellen Zahlen ist nun auch das Logarithmieren (Basis und Numerus als
positiv vorausgesetzt) stets ausfiihrbar, desgleichen das Radizieren, wenn der Radikand
nicht negativ ist. Die Gleichungen x? = a und x*" = a z.B. haben daher bei nicht nega-
tivem a reelle Zahlen als Losungen.

B Beispiel 3:
x2 = 2 hat die Lésungen x,

x' = 81 hat die Losungen x, = 3,

%= 0 hat die Losung x = 0.

1.3. Der Bereich der komplexen Zahlen
1.3.1. lmaginére Zahlen
Die Gleichungen x*= —a (a > 0) und 2+ px + ¢=0 (p*— 4q < 0) z. B. haben im

Bereich der reellen Zahlen keine Losungen. Um diese Einschrankung zu beseitigen ist
wieder eine Erweiterung des Zahlenht‘reichs notwendig.

Um z.B.
2= —a (a >0)
lésen zu kénnen, definiert man durch — 1 = j2= j - j eine neue Zahl j. Dann kann man
x2=—a(a >0)
auch als
x2= j%a

mit den Lésungen

x;=j Jaund x,=—j Ya
schreiben.
Durch Quadrieren von x, und x, erhilt man wieder —a, wenn man j wie ein allgemeines
Zahlensymbol behandelt und bedenkt, daB j2= —1 ist; x; und x, sind dann also

Lésungen der vorgelegten Gleichung. Man n(‘nm.j die imaginire Einheit und die Zahlen
ja.jb, 2j, —3j, nj usw., die als Produkt der imaginiren Einheit mit einer belleblgen
reellen Zahl (a, b, 2, — 3, 7 usw.) dargestellt werden, imaginire Zahlen.

D> Man bezeichnet die Zahl j, fiir die j* = —1 gilt, als imaginire Einheit.
Eine imaginiire Zahl hat die:Form @+ j. Der Faktor a bedeutet eine beliebige reelle Zahl.
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Fiir die imaginire Einheit benutzt man in der Mathematik das Symbol i, bei den An-
wendungen in der Elektrotechnik dagegen die Bezeichnung j, um V erwechslungen mit i
als Symbol fiir die Stromstirke zu vermeiden. Auch im folgenden wird j als Symbol der
imaginiren Einheit benutzt, weil die Behandlung dicses Stoffgebiets vor allem wegen
der Anwendungen in der Elektrotechnik erfolgt.

Bis zum Beginn der Neuzeit wurden Lésungen von Aufgaben wie x2= —2 fiir un-
méglich, unwirklich oder eingebildet gehalten. Daraus ist auch die heute noch ge-
briuchliche Bezeichnung ,.imaginire Zahlen“ fiir derartige Losungen entstanden
(,;imaginir, d. h. nur in der Einbildung bestehend). Dennoch begann man vorsichtig
mit ihnen in der gleichen Weise wie mit reellen Zahlen zu rechnen, wobei sich ihre
Brauchbarkeit erwies. Heute sind die imaginiiren Zahlen zusammen mit den aus ihnen
entwickelten komplexen Zahlen zu einem unentbehrlichen Hilfsmittel der Mathematik
und ihrer Anwendungsgebiete geworden; ihr Wesen wurde einwandfrei geklirt.

Aufgaben
1. Die Lé x, und x, folgender Gleict sind el Fiihren Sie die Probe durch!
a)at—= 25 b) x4 11— 0 ) a2 = — 121 D=4
13
a4 lzc=0 f)at— —4% g)at=—8la® h)x*= —225a% (b>0)
2. Welche Zahlen x tigen den folgenden Gleich ?
a) a2+ 100 = 0 b) x2 4 17 =0 x4 01=0 dx2+r2=0
3. Bilden Sie die Folge j, j% j%, j%,j° . . . , und suchen Sie nach einer GesetzmiBigkeit!

@

1.3.2. Kompl Zahlen in allg i Form

Erweitert man den Bereich der reellen Zahlen durch die imaginiren Zahlen, so erhlt
man den Bereich der komplexen Zahlen 3 = a + bj. wobei a und b reelle Zahlen und j
die imaginire Einheit bedeuten. Eine quadratische Gleichung x*+ px+q=0
(p*— 4q < 0), die im Bereich der reellen Zahlen keine Losung hat, besitzt Losungen
im Bereich der komplexen Zahlen.

B Beispiel 4:

22— 4x 4+ 13 =0 [(—4)?2—4 .13 <0];
X2 —4x=—13
X dx L9 — 1344 *
(x—22=_9
Nun miiite radiziert werden, und da rechts cine negative Zahl steht, ersetzt man vorher
— 1 durch j2:
(w229
-
By = i8]

also x; = 2 + 3j und x, = 2 — 3j.



Man macht die Probe,indem man z.B. x, in die quadratische Gleichung einsetzt und j dabei
wie ein all i Zahlensymbol behandelt. Bedenkt man, daB j2 1 ist, so ergibt
sich (24 3j)° — 4(2 + 3j) + 13 =4+ 12j + 9j2— 8 — 12j + 13 =
Die komplexe Zahl x, erfiillt also die quadratische Gleichung.

. Machen Sie die Probe mit x;!

Der Bereich der komplexen Zahlen 3= a + bj enthilt fiir b = 0 die reellen, fiira =0
die imaginiren Zahlen; a heilt Realteil, b Imaginirteil der komplexen Zahl a + b j.
Bei zwei komplexen Zahlen ist es sinnlos zu fragen, welche von ihnen die groBere ist;
hier liegt also ein wesentlicher Unterschied gegeniiber den natiirlichen, den ganzen, den
rationalen und den reellen Zahlen vor.

’ Zwei komplexe Zahlen, die sich nur durch das Vorzeichen des I indrteils heid

werden als zueinander konjugiert komplex b k

B Beispicle:
3+ 45,3 —4j: —54 2j, —5 — 2j: allgemein: a + bj, a — bj.

’ Zwei komplexe Zahlen, die sich nur durch das Vorzeichen des Realteils und des Ima-

giniirteils inander unterscheiden, heifien d

Il Beispicle:
3+4j, —3—4j; —5+2j,5—2j: a+bj, —a—bj.

Naheliegend sind folgende Festsetzungen:

. Zwei komplexe Zahlen a -+ bj und ¢ 4+ dj sind einander gleich, wenn sie in Real- und
Imaginirteil iibereinstimmen, d. h. wenn a = ¢ und b = d ist.

. Die vier Grundrechenoperationen mit komplexen Zahlen werden nach den fiir das
Rechnen mit reellen Zahlen giiltigen Regeln ausgefiihrt; j wird dabei wie ein all-
gemeines Zahlensymbol behandelt, und ein eventuell auftretendes j2 = j . j wird
durch — 1 ersetzt.

Aus diesen Festsetzungen ergeben sich folgende Regeln fiir die vier Grundrechen-
operationen. .

Addition
) (a+bj) + (e + dj) = (a + e) + (b + d)j
Die Summe zweier komplexer Zahlen ist ebenfalls eine komplexe Zahl. Der Realteil der
Summe ist gleich der Summe der Realteile der Summanden, der Imaginiirteil der Summe
ist gleich der Summe der Imaginirteile der Summanden.
. Beispiele:

@3N +A+5)=5+8j; Q=T+ (—1+6)=1—j;

(a+ bj) - (a — bj) = 2a, d.h., die Summe zweier konjugiert komplexer Zahlen ist eine
reelle Zahl, ein Sonderfall der komplexen Zahl.

. Welche Zahl muf zu a -+ bj addiert werden, damit sich als Summe die imagindre Zahl 2bj
ergibt? Welche Zahl muf zu a - bj addiert werden, damit sich Null ergibt ?
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Subtraktion
@) (@+bp)—(ct+dj)=(a—e)+ (b—ad)j
Die Differenz zweier komplexer Zahlen ist ebenfalls eine komplexe Zahl.

. Formulieren Sie die Regel fiir das Bilden der Differenz!

. Beispiele:
@+3)—(1+5)=3—2j;(2— 7)) — (—1+ 6j) = 3 — 13].
' Welche Zahl muf von (a -+ bj) subtrahiert werden, damit sich als Differenz
a) die reelle Zahl 2a,
b) die imagindre Zahl 2bj ergibi?
@  Zeigen Sie die Richigkeit des folgenden Satzes!
Statt die Zahl 3, = ¢ -+ dj zu subtrahieren, kann man auch die zu 3, entgegengesetzte Zahl
— %y = — ¢ — dj addieren : .
B 3=t (—3)
Multiplikation
(a+bj) (c +dj) = ac+ adj + bej + bdj*= (ac — bd) + (ad + be)j;
B) (a+bj):(c+ dj)=(ac —bd) + (ad + be)j
Das Produkt zweier komplexer Zahlen ist ebenfalls eine komplexe Zahl.

. Formulieren Sie die Regel, nach der das Produlkt aus den Faktoren gebildet wird!

Il Beispicle:
(4 3) (L 5)) = — 114233 @~ 7)) (—1+6)— 40 + 19f;
(a+ bj) - (a— bj) = a®+ b2, d.h., das Produkt konjugiert komplexer Zahlen ist eine
reelle Zahl,

Division
Man erweitert den Quotienten mit der zum Divisor konjugiert komplexen Zahl, weil
dann ein reeller Divisor entsteht:
a+bj _ (a+bj)(c—dj) - nic—adj+bcj+bd*ac+bd be—ad .
cHdj T etdye—d)  ard —er@ T agad
4 a+ bj ac+bd be —ad
) ctraj  E+a Eraz

J (¢ und d nicht gleichzeitig Null).
Der Quotient komplexer Zahlen ist also ebenfalls eine komplexe Zahl.

B Beispicle:
443 19 17,

2—1j .
T—5j 26 26" —i+6j 31 31"

In den folgenden Abschnitten werden zwei weitere Darstellungsmoglichkeiten fiir
komplexe Zahlen behandelt, durch die sich die Regeln fiir die Multiplikation und Divi-
sion vereinfachen.
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Aufgaben

Ermitteln Sie folgende Differenzen und Summen komplexer Zahlen!

©) (=3 + 2j) + (6 — 5j)

L a) (34 5j) + (2 + 3j)

b) (5 —3j) + B + 7))

) (T—j) + (—2—3)) ©) (34 5j) — (2 + 3))
8 (=3+2)—(06—5) h)(@+j)—(=2-3)

©

. @) (a+ bj) + (a — bj)
QA+ —G— ki)

b) (a + bj) — (a — bj)
€) (0,85 + 15j) + (0,58 — 0,42j) — (0,43 — j)

DE—3)—6+1))

)G+ +E—5)

f) (2,3a —1,3bj) — (3,5a + 3,5bj) + (6,8a — 0,8bj)

L

a) (5x + 5j) — (Tx — 4j) + (2x — j) — (3x + 6)

b) (15y — j) — By — 7j) — (v + 3j) + (— 6y + 5j)
) (6a -+ 5bj) — (—3a— 4bj) + (17a — 8bj) + (—a + 5bj)

Ermitteln Sie die Produkte und Quotienten folgender komplexer Zahlen!
b) (54 7j) - (8 — 3j)
e) (13 +5))-(2—j)

4. ) (2— 7)) (6 +j)
) (—9+ 7)) (—10—11j)

54 6j 3—2j 147j 2—3j

s . ! L g A

S8 Ly V=5 )3 4
342 243j )54 45
V34 Tt +35 2+3; 3—2j

13j _25) _13 -

L) Ry V3—3; Dixs;
1 1 1 1

Ry Ve—r; Oary Yoy

1.3.3. Die Gausssche Zahlenebene

) (—4—-35j)-B—2j)
£) (0,9 —0,2j) - (1,2 — 3j)

Jeder komplexen Zahl 3 = a + bj kann der Punkt P (a;b) der Koordinatenebene zu-
geordnet werden, und umgekehrt 140t sich jedem Punkt P (a;b) die komplexe Zahl

3= a + bj zuordnen (Abb. 1.6.).

Die reellen Zahlen, die fiir b = 0 im Bereich der komplexen Zahlen a + bj enthalten
sind, werden durch die Punkte der Abszissenachse veranschaulicht, die hier deshalb

reelle Achse genannt wird. Die imaginiren
Zahlen (a = 0) werden durch die Punkte
der Ordinatenachse  veranschaulicht, die
man hier deshalb imaginire Achse nennt.
Die Ebene, in der die komplexen Zahlen
veranschaulicht werden, nennt man zu
Ehren des groflen deutschen Mathematikers
Carr FrieoriceE Gauss (1777—1855), der
viel zur begrifflichen Kliarung der komplexen
Zahlen beigetragen hat, Gausssche Zahlen-
ebene.

Pla;b)
7] SE———"
]
i
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a
£
H
%
S Abb. 1.6.



. Beispiel 5:

Der Zahl

3, =3+ 5j entspricht der Punkt
P,(3:5);

3= 17— 8j entspricht der Punkt
Py(7; —8);

33 = —2 +j entspricht der Punkt
Py(—251);

33 = — 1 — 2j entspricht der Punkt

Py(—1; —2) (Abb. 1.7.).

Dem Ursprung 0 des Koordinatensystems
ist die Zahl 0+ 0j =0 zugeordnet. Der
Punkt P(a; b) kann somit zur Veranschau-
lichung der komplexen Zahl 3= a - bj
dienen. Statt durch P(a;b) kann man den
Punkt, der die Zahl 3= a + bj veranschau-
licht, geradezu mit = a -+ bj bezeichnen
(Abb. 1.8.); davon soll hier kiinftig Gebrauch
gemacht werden.

. Beispiel 6:
Den Punkt P,(3;5)
bezgichnet man mit 3, = 3 + 5j,
den Punkt P,(7; —8)
bezeichnet man mit 3, = 7 — 8j,
den Punkt Py(—2:1)

bezeichnet man mit 3, = —2 4 j,
den Punkt P,(— 1; —2)
bezeichnet man mit 3, = — 1 — 2j
(Abb. 1.9.).

@  Veranschaulichen Sie die Zahlen 3 + 45 ;
—2+7j5; 1,3—6,2j; —4,8— 265
in der Gaussschen Zahlenebene!

Statt P(a;b) kann auch der Pfeil, der vom
Ursprung O zu diesem Punkt reicht, die Zahl
a + bj veranschaulichen (Abb. 1.10.). Dieser
Pfeil wird Zeiger genannt und ebenfalls mit
3= a4 bj bezeichnet. Nach dem Satz des
Pythagoras ist die Linge des Zeigers gleich
]//a2+ b2 Die reelle Zahl }Ja2-+ b2 nennt
man den Betrag oder auch den Modul der
komplexen Zahl 3 = a + bj. Man bezeichnet
den Betrag mit z = |3| = |a + bj|:

G) |3l=2=|a+ bj|=Vd®+ 2.
14
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Fiir b = 0, im Falle einer reellen Zahl also, ist der Betrag ]’412+ 02= ]/a2 = |a| und

stimmt mit dem im Bereich der reellen Zahlen erklirten Betrag der reellen Zahl a iiber-

ein. Gleiche Betrige haben die komplexen Zahlen, deren zugeordnete Punkte gleiche

Entfernung vom Schnittpunkt O der beiden Achsen haben. Der Winkel ¢, den der

Zeiger mit der positiven reellen Achse bildet, wird Phase oder auch Argument der be-

treffenden komplexen Zahl genannt. Die Phase ¢ ermittelt man aus den Bezichungen
b b a a

) Si“¢=_z_=ﬁ__ﬁ’ oS(p=;=‘/.t_f_,‘_—_+__bé

b
oder aus tang = - . Benutzt man den Tangens, so mufl man der Anschauung (GAuss-
sche Zahlenebene) entnehmen, welcher der beiden méglichen Winkel, die sich um 180°
unterscheiden, der richtige ist.
B Beispiel 7:
Betrag und Phase der komplexen Zahl 3, = 2 + 3j sollen berechnet werden.

I3l =25 =12" 13 =V13;
: 3 2 5
sing;=-—, cos®, =-—; daraus folgt®, ~ 56,3
Vi3 Vi3
Der zugehorige Zeiger ist in Abbildung 1.11. dargestellt.

B Beispiel 8:

daraus folgt ¢, = 296,6°.

. Zeichnen Sie den zugehirigen Zeiger in die Gausssche
Zahlenebene ein! .

Aufgaben

1. Geben Sie zu den folgenden komplexen Zahlen die entsprechenden Punkte P,, P,, P, und P,
der Gaussschen Zahlenebene an!
Zeichnen Sie die Zeiger!

a)s =3+ 4j b) 3= 4— 3j €)= —2 4 3j d)j, = —3—2j

[

. Fiir die Zahlen der Aufgabe 1 sind der Betrag z und die Phase @ zu berechnen.

L

Wie groB sind der Betrag und die Phase der komplexen Zahl a + bj fiir a — b?

»

a) Wie gro8 sind die Betrige und die Phasenwinkel der konjugiert komplexen Zahlen
5+ 12jund 5 — 12j5°?

b) Verallgemeinern Sie das Ergebnis von a) fiir alle konjugiert komplexen Zahlen!

o

Welcher Zahl ist der Zeiger zugeordnet, der durch Spiegelung folgender Zeiger am Ursprung
entsteht ?

a)p=3—4j b) 3, =a+bj

15



1.3.4. Veranschaulichung von Addition und Subtraktion in der Gaussschen Zahlenebene

Werden die komplexen Zahlen 3, = a; + b, j und 3, = ay,+ b,j durch ihre Zeiger dar-
gestellt (Abb. 1.12.), so liBt sich die Summe 3, + 3, finden, indem man die von den
beiden Zeigern 3, und 3, gebildete Figur zu einem Parallelogramm erginzt; denn der neu

bjf———————— (bretr)y
| 5
_ | byj
,v\B |
By |
y I
| I
bir— 75 ‘ |
! L byj
a2 a
Abb. 1.12. Abb. 1.13.

gefundene Parallelogrammpunkt oder der Zeiger zu diesem Punkt gibt wegen der
Kongruenz der schraffierten Dreiecke die Summe 3 + 3, = (a; + ap) + (by + by)j
an (Abb. 1.13.).

In 1.3.2. wurde gezeigt, daB 3, — 3, = 3, + (— 3;) gilt, wobei —3, die zu 3, entgegen-
gesetzte Zahl ist. In 1.3.3. (Aufg. 5) wurde gefunden, daB sich der Zeiger — 3, durch
Spiegeln des Zeigers 3, am Ursprung ergibt. Auf Grund dieses Sachverhalts findet man
den Zeiger 3, — 3,, indem man die Zeiger 3, und — 3, zum Paralleiogramm zusammen-
setzt (Abb. 1.14.). .

Aufgaben

Ermitteln Sie die S und Diffe der k I Zahlen aus den Aufgaben 1 und 2 von
Seite 13 auf grafischem Wege!

1.3.5. Komplexe Zahlen in
goniometrischer Form

Der Betrag z und die Phase ¢ der kom-
plexen Zahl j = a + bj werden nach Ab-
bildung 1.10. aus den Beziehungen

(3)  z=Va+ b2,

a

: b o
(6) sing=—, cosp= % 2 Abb. 114,

ermittelt. Stellt man die beiden letzten Formeln nach b bzw. a um, so erhiilt man

b=zsing, a=zcosq.

16



Setzt man das in die allgemeine Form 3 = a + bj ein, so erhiilt man die goniometrische
Form der komplexen Zahl: j = zcos ¢ 4 jzsing bzw.

(7) 3==z(cosqp + jsing).

B Beispicl 9:
Die komplexe Zahl 3, = 2 + 3j soll in die goniometrische Form umgeschrieben werden.

Wie bereits ermittelt wurde, ist z; = V13, @, = 56,3°. Dann lautet die goniometrische
Form

31 = V13 (cos 56,3° + j sin 56,3°).

Wird die Phase im Bogenmalf} angegeben, so ist ¢, = 0,983, und damit lautet die gonio-
metrische Form

3, = V13 (cos 0,983 -+ j sin 0,983).

I Beispiel 10:

3= 1—2j. Esist z, = V.;, @, = 296,6°, im Bogenmal} 5,177. Die goniometrische Form
lautet dann

32 = V'5(cos 296,6° + j sin 296,6°)
oder
32 = V5 (cos 5,177 + jsin 5,177).

@  Probe: Bestimmen Sie die Funkti te des Kosinus und des Sinus, und lésen Sie die Klam-
mer auf! Dann muf wieder die allgemeine Form der komplexen Zahl entstehen.

Aufgaben
1. Schreiben Sie folgende kompl Zahlen in i rischer Form!
a) 3+ 4j b)4 — 3j c) —6+2j d) —1—4j
) 1,24 2,75 D53 8 —} +26j
2. Schreiben Sie folgende k lexe Zahlen in all, iner Form!
a) 3(cos 12,8° + j sin 12,8°) b) V2 (cos 1,2 + jsin 1,2)
n n
¢€) (cos 315° 4 j sin 315°) d) 14kcos?+jsing)

1.3.6. Multiplikation und Division kemplexer Zahlen in der goniometrischen Form

Multiplikation
Die Berechnung des Produkts 3, - 3, der in goniometrischer Form vorliegenden kom-
plexen Zahlen
31= 21 (cos @y + j sin @) und 3, = z,(cos @, + j sin p,)
ergibt
31 32 = z1(cos @y + j sin ¢y) - 35(cos @y -+ J sin ¢y)

= 2;%,(C0S @) €OS Py + J €os @y sin @, + j sin ¢, cos @, — sin ¢, sin @,).

2 [001333) 17



Spiiter wird gezeigt werden, daB die ,,Additionstheoreme
€OS (py €OS @, — sin' @, sin @, = cos (91 + @3)
und
sin g, cos @y + cos @, sin @, = sin (¢, + @,)
gelten.
. Priifen Sie die Formeln nach, indem Sie
a) gy = 30° @, = 30°%
b) ¢ = 30° @, = 60°
setzen !
Mit Hilfe der beiden Formeln ergibt sich:
31 32 = s13a[cos (@y + @y) + j sin (@) + ,)].
Ist 3, =z, (cos ¢, + j sin ;) und 3, = z,(cos @y + J sin @,),
so ist das Produkt
B) 810 82= 121+ 2;[cos (1 4 ¢2) + jsin (71 + ¢2)]-

’ Das Produkt komplexer Zahlen ist die komplexe Zahl, deren Betrag das Produkt der Be-
triige der Faktoren und deren Phase die Summe der Phasen der Faktoren ist.

Die Multiplikation komplexer Zahlen in der goniometrischen Form ist also wesentlich
iibersichtlicher als die Multiplikation komplexer Zahlen in der allgemeinen Form.

B Beispiel 11:
4 = 5(cos 134,2° + j sin 134,2°),
3o = 2(c0s 93,5° L jsin 93,59);
31 - 32 = 10(cos 227,7° + j sin 227,79).
Man findet in der Gaussschen Zahlenebene leicht den Zeiger, der dem Produkt zugeordnet
ist. Seine Linge betriigt 10, und er schlieBt mit der positiven reellen Achse einen Winkel
von 227,7° ein; seine Spitze liegt also im 3. Quadranten. Bestimmt man die Funktions-
werte von Sinus und Kosinus und lést man die Klammer auf, so erhilt man das Produkt
in der allgemeinen Form.

B Beispiel 12:
Die Zahlen 3 = 3 + 4j und 3, = 2 + 5j sollen miteinander multipliziert werden: das
Produkt soll aus ihren goniometrischen Formen bestimmt werden. Es ergibt sich

8 = 5(cos 53,1° + j sin 53,1°),

30 = V29(cos 68,2° + j sin 68,2°);

3132 = 5 V29(cos 121,3° -+ j sin 121,39);
3152 =~ 26,9 (cos 121,3° - j sin 121,3°).

Ergibt sich hierbei einmal eine Phase grifler als 360°, so kann sie wegen der Periodizitit
der Winkelfunktionen durch eine Phase kleiner als 360° ersetzt werden; z. B. ist
cos 400° -+ j sin 400° = cos (40° + 360°) + j sin (40° + 360°) = cos 40° -+ j sin 40°,
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Division
Entsprechend ergibt die Berechnung des Quotienten 3, : 3, (3, #+ 0) der in gonio-
metrischer Form vorliegenden Zahlen 3, und 3,
B _ #i(cos@y+jsing) _ z  cosgy+jsing;
32 zy(cos Py 4 jsin @y) Z,  cosPy+jsing,
Dieser Quotient wird mit der zum Divisor konjugiert komplexen Zahl erweitert:

o = _cns'}J‘cosT;+sin¢,sinq?2+j(sinf]?,cos!ﬁ._,—coslP.sinlr/z)‘
= cos® @, + sin®@,

Spiter wird gezeigt werden, daB3 die ,,Additionstheoreme*
€os @) cos @, + sin @, sin @, = cos (@, — @,)

un
sin ¢, cos ¢, — cos ¢, sin @, = sin (¢; — @,)

gelten.

. Priifen Sie auch diese Formeln nach!

Mit Hilfe der beiden Formeln ergibt sich:
3 z 2
"= 2 feos(gu =) + jsin(p — ).

Ist 3; = z,(cos ¢y + j sin @;) und 3, = 3z, (cos @, + j sin @,), so ist der Quotient gleich
1 1 -

® eri [cos(pr — @2) +jsin(g1 — ¢2)].

» Der Quotient komplexer Zahlen ist die komplexe Zahl, deren Betrag der Quotient der Be-
triige von Dividend und Divisor und deren Phase die Differenz der Phasen von Dividend
und Divisor ist.

Auch die Division komplexer Zahlen in der goniometrischen Form ist also wesentlich
iibersichtlicher als die Division in allgemeiner Form.

. Beispiel 13:
3, = 5(cos 134,2° | j sin 134,2°), 32 = 2(cos 93,5° + j sin 93,5%);
31 % 30 = 3 (cos 40,7° + j sin 40,7°).
Ergibt sich dabei einmal ein negativer Winkel, so kann dieser wegen der Periodizitit der Winkel-
funktionen durch einen positiven ersetzt werden; z.B. ist
cos (— 30°) 4 j sin (— 30°) = cos 330° -+ j sin 330°.
Aufgaben
1. Ermitteln Sie die Produkte und Quotienten komplexer Zahlen der Aufgaben 4, 5 und 6 von
Seite 13 unter Verwendung der goniometrischen Form der entsprechenden komplexen Zahlen!
2. Berechnen Sie die folgenden Produkte bzw. Quotienten!
a) 3(cos 15° — j sin 15°) - 2(cos 23° + j sin 23°)
b) 4(cos 45° + j sin 50°) - 0,5(cos 61° -+ j sin 61°)
€) 3(cos 215° + j cos 25°) : 2(cos 16° - j sin 16°)
Hinweis: Bei diesen Aufgaben ist zu beachten, daf jeweils das erste Glied nicht die gonio-
metrische Form einer komplexen Zahl darstellt; bei der ersten Aufgabe kann man diese recht
schnell finden, bei den beiden letzten dagegen stellt man erst einmal durch Bestimmen der
Funktionswerte von Kosinus und Sinus und Auflésen der Klammer die allgemeine Form die-
ser komplexen Zahl her, und daraus ermittelt man dann die goniometrische Form.
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1.3.7. P ieren und Radizi k ! Zahlen

P

Potenzieren mit ganzzahligen Exponenten
Mit n sei eine beliebige ganze Zahl groBer als 1 bezeichnet. Wie im Reellen wird fest-
gesetzt:
’ 1. Unter 3" versteht man das Produkt von n (gleichen) Faktoren 33

2.3 =3

3.3%=1 (%0);

= 1
4'i"=&—" (G =+0).

Damit ist die Potenz komplexer Zahlen fiir alle ganzzahligen Exponenten erklirt.

Betrag und Phase der Potenz von 3 = z(cos @+ J sin @) sollen jetzt durch Betrag und
Phase von 3 ausgedriickt werden. Nach der Multiplikationsformel

(8) 51+ 32= 21 - 35cos (@, + o) + j sin (py + @,)]
ergibt sich fiir 3; = 3, = 3= z(cos ¢ + j sin ¢):
3 3=13 zlcos (¢ + @)+ j sin (¢ + ¢)],
3% =22(cos 2¢p + j sin 2¢p).
@  Bestimmen Sie in analoger Weise 39 =32 - 3, indem Sie in (8) 3, — 32 und 30 =3 setzen!
Sie erhalten 3 = z3(cos 3¢ + j sin 3¢).
Die Formeln fiir 3% und 3* fithren zu der Vermutung
(10) ¥ = ##(cos gy + jsingy).

@  Zeigen Sie die Richtigkeit dieser Vermutung fiir g = 4, indem Sie in (8) 3, — 3 und 3, — 3
setzen!

Fir g = 2, g = 3 und g = 4 ist damit die Formel (10) gesichert. Wiirde man nun in
analoger Weise ihre Richtigkeit der Reihe nach fiir g=15, g =6 und die folgenden
ganzen Zahlen beweisen, so erhielte man noch keine GewiBheit iiber ihre Richtigkeit
fiir alle folgenden ganzen Zahlen, weil man nicht jeden Fall einzeln untersuchen kann.
Es fiihrt aber folgender Gedankengang zum Ziel. Wenn sich aus der Annahme, die
Formel (10) sei fiir eine bestimmte ganze Zahlg — n > 1 richtig, ihre Richtigkeit fiir
die auf n folgende Zahl g = n - 1 ergibt, so kann man dann schlieBen:

Da (10) sicher fiir g = 2 richtig ist, mu8 (10) auch fiir die auf 2 folgende Zahl
g = 3 richtig sein;
ist (10) nun fiir g = 3 richtig, muB (10) auch fiir die auf 3 folgende Zahlg = 4
richtig sein; ,
usw.
So folgt dann aus der Richtigkeit der Formel (10) fiir g = 2 ihre Richtigkeit fiir alle
auf 2 folgenden ganzen Zahlen.
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Nun bleibt noch zu zeigen, daB tatsichlich aus der Annahme der Richtigkeit der Formel
(10) fiir eine bestimmte ganze Zahl g = n ihre Richtigkeit fiirg = n + 1 folgt.
Ist
3" = z"(cos np+ j sinng)
richtig, so folgt aus der Produktformel (8) fiir 3, = 3" und 3, = 3, daB auch

3" =a"-z[cos(ng+ @) +jsin(np+ )],
also
3"t = z""[cos (n + 1)@+ j sin(n + 1)¢]
richtig ist.
Damit ist die Richtigkeit von (10) fiir alle ganzen Zahlen, die grofer als 1 sind, be-
wiesen. Das benutzte Beweisverfahren heiBt Schlu von n auf n 4 1.

@  Dic Formel (10) gilt auch fiir g = 1. Weisen Sie das nach!
Die Formel (10) gilt auch fiir negative ganze Zahlen g. Denn fiir g = — n ist nach Defi-
nition

o
6:

3 [a(cosg + jsing)]"

(3 0).

Da der Nenner eine Potenz mit positivem ganzzahligem Exponenten ist, kann (10)
benutzt werden:

1 a2 1 )
z"(cosn® 4 jsnnp) L cosng -+ jsinng

=

Erweitert man nun mit der zum Nenner konjugiert komplexen Zahl, so erhilt man

=% %g%???;%w = z7"(cosng — jsinn@);
wegen cos(—a) = cos & und sin (—«) = — sin & gilt

37" =z "[cos(—n @)+ j sin (—n@)]; was zu beweisen war.
@  Dic Formel (10) gilt auch fiir g = 0. Weisen Sie das nach!

Nunmehr ist die Richtigkeit der Formel (10) fiir alle ganzen Zahlen g bewiesen. Somit

gilt:

> Der Betrag der Potenz ist gleich der Potenz des Betrags der Basis, und die Phase der Potenz
ist gleich dem Produkt der Phase der Basis mit dem Exponenten.

B Beispicl 14:
Man soll 3*= (3 + ng)‘ berechnen. In der goniometrischen Form ist
3= 2V§lcos%+jsin%)<
Nach (10) erhilt man
F—@ l":?)ﬂ(coso% 4 jsinb%’-) — 1728(cos - jsin 7);
#=—1728.
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. Beispiel 15:
Man soll 5—12 = ﬁ berechnen. In der goniometrischen Form ist
il

cos(; ~;—’j+jsiu(~ A}]

1 g @ v FEY
Nach (10) erhilt man? =32=12 (cos—g + jsin '

=7
2

Ist speziell | 3| = 1, gilt also 3 = cos @ -+ j sin @, so erhalt man aus (10) fiir ganzzahliges g
(11) (cosg + jsing)® = cosgqp + jsingep.

Diese Formel heiBt Satz des MorvrEe.

B Beispiel 16:
Mit Hilfe des Satzes von Morvre sollen cos 2 und sin 2¢ durch sin ¢ und cos ¢ ausge-
driickt werden. Fiir g = 2 erhilt man aus (11)
(cos ¢ -+ j sin @)* = cos 2¢ + j sin 2¢,
cos? @ — sin® @ + j 2 sin @ cos ¢ = cos 2 ¢ | jsin 2 ¢

Wenn zwei komplexe Zahlen gleich sind, miissen ihre Realteile und ihre I iniirteile
itbereinstimmen ; daraus ergibt sich

€0s 2¢p = cos? ¢ — sin® ¢, sin 2@ = 2 sin @ cos ¢.

Aufgaben
s 1
1. a) ;%(cos:‘l +jsenn)] b) % (cos% + jsin%)l
©) [5(cos 10° + jsin 109F d) [2(cos 127° +- j sin 1279)]2
2. a) (44 3j)2 b) (} — 3j o) (—2+3j) d) (sin 7 - j cos m)?
\ 1 \12
€) (cos% + jsin Zﬁ)“ f)(cos%~jsin%) 8) [3(cos%—jsin—2§)]

3. Driicken Sie cos 3¢ und sin 3¢ durch sin ¢ und cos ¢ aus!
Radizieren
’ Unter einer 1i-ten Wurzel aus § versteht man eine Zahl, deren n-te Potenz gleich j ist:
——— kY
(V;) = 4. Fiir |/} schreibt man auch .
Es sei zunichst angenommen, daf} es in jedem Falle eine komplexe Zahl 3 gibt, deren
n-te Potenz j ist; ihre goniometrische Form sei 3 = Z(cos D + j sin D):
(12) V3= Z(cos ® 1 j sin D).
Betrag Z und Phase @ dieser Zahl sollen nun durch den Betrag z und die Phase ¢ von
3= z(cos @ + j sin ¢) ausgedriickt werden.
Man potenziert (12) mit n:

3=[Z(cos D + j sin D)]".
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Daraus folgt nach (10)
s(cos ¢ + j sin @)= Z"(cos n® + j sinn D).

Nun sind komplexe Zahlen genau dann gleich, wenn sie gleiche Betriige haben und sich
ihre Phasen nur um ganzzahlige Vielfache von 27 unterscheiden.

@  Machen Sie sich das anschaulich in der Gat hen Zahlenebene klar!

Daraus folgt z = Z" und ¢ + k- 27 =n D, also
Z="Vzundd): qiﬂmitkzo,il,...

Setzt man dies in (12) ein, so erhilt man

a3 1i= ’]’/z(cosq+jsin¢)=]/zkros¢+" +jsinq]+:2“)

. Machen Sie die Probe durch Potenzieren mit n!

’ Der Betrag der Wurzel ist gleich der Wurzel des Betrags des Radikanden; die Phase der
Wourzel ist gleich dem Quotienten der Phase des Radikanden mit dem Wurzelexponenten,
wobei zu'beriicksichtigen ist, daB die Phase nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 2 be-
stimmt ist.

B Beispiel 17:

1
4 =
Man soll 3 = V1+ V3 j berechnen. In der goniometrischen Form ist

3*2{005 A]smfl Nach (13) erhilt man

+]=m \}

4 i 137 .. 13n
d-2 =12 cos o~ +isin—45 ):
'ng —3 = ﬁ (cos — ] sinl;)zq)

. Zeigen Sie, daf sich fiir alle weiteren k keine neuen Zahlen ergeben!

Im Falle einer n-ten Wurzel erhiilt man fir k=0, k= 1,...,k = n — 1 alle verschie-
denen Werte der Wurzel.



Aufgaben

1 a) V;(cos% +jsiu%) b) 1 16 (cos - +jsin%)
) 14 (cos 260° 1 j sin 260°%) ) V64 (cos 144° + jsin 1489
2. a)V4+ 35 w¥i—3 oi=2¥s; aj—s eV
ni—3 V=6 h)‘l o % _—j?n% i) i 3(:%+ jsin g;')

1.3.8. Komplexe Zahlen in Exponentialform

Die oben hergeleiteten Formeln (8) und (9) iiber das Produkt und den Quotienten kom-
plexer Zahlen, die in goni rischer Form gegel sind, sind bereits einfacher als die
entsprechenden Regeln fiir die komplexen Zahlen in allgemeiner Form. Eine weitere
Vereinfachung ergibt sich, wenn man fiir cos @+ j sin @ die Potenz e/ schreibt, also

(14) el?=cosg + jsing

festsetzt; denn dann ergeben sich die Regeln iiber das Produkt und den Quotienten
komplexer Zahlen und auch andere Regeln, die bei etwas tieferem Eindringen in die
Lehre von den komplexen Zahlen auftreten, ohne weiteres aus dieser Festsetzung durch
Anwenden der geliufigen Potenzgesetze.

Die Formel (14) wurde von LEONHARD EULER (1707 —1783) aufgestellt und heifit ihm zu
Ehren EvLERsche Formel. DaB die Basis e = 2,71828 . . . eine irrationale Zahl ist, sei
hier nur am Rande vermerkt; denn bei der Anwendung, die hier von der EULERschen
Formel gemacht werden soll, spielt dieser Zahlenwert keine Rolle.

Aus 3= z(cos ¢ + j sin ¢) ergibt sich mit der EULERschen Formel die Exponentialform
der komplexen Zahl:

(13) § = zelo

- Beispiel 18
Die komplexe Zahl mit dem Betrage z = 4 und der Phase ¢ = 45° (Abb. 1.15.) hat die
Exponentialform 3 = 4¢/45°, -

Gibt man die Phase im Bogenmaf3 an \450 = I) , soist iA. Abb. 1.15.
i

3= 4e i,

Umformung in die goniometrische Form gibt nach der

EuvLerschen Formel

5= 4(cos 45° -+ j sin 45°) = 4 [ cos I + jsin Z)

Einsetzen der Winkelfunktionswerte und Auflésen der

Klammer fiihrt zur all i Form dieser k 1

Zahl: 3 = 2V2 + 2V3j.
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- Beispiel 19:

Die komplexe Zahl 3 = 5 + 12j hat den Betrag 13 und die Phase 67,4° = 1,176. Man er-
hilt die Exponentialform

3= 130i674° — 13¢i 1,176
und die goniometrische Form
— 13(cos 67,4° -+ j sin 67,4%) = 13(cos 1,176 -+ j sin 1,176).
Es gilt /@ +k2a) = cos (p + k27) +jsin(p + k27) (k=05 £15...)
=cos @+ jsing
— eip;

¢79 hat also wie sin ¢ und cos ¢ die Periode 2 7.

1.3.9. Multiplikation, Division, P ieren und Radizieren kompl Zahlen
in der Exponentialform

Im folgenden sollen komplexe Zahlen in Exponentialform multipliziert, dividiert,
potenziert und radiziert werden.

Multiplikation

310 B2 = melts - zyelPe,
Anwendung des Potenzgesetzes a? - a?= a?*? fiihrt auf
(16) 31+ f2 =z zze/ @it

Schreibt man das Ergebnis um in die goniometrische Form, so ergibt sich Ubereinstim-
mung mit der Formel (8):

31 Bo= si5alcos (g + @)+ sin (@1 + @,)]-

Division
T L )
P 2,617

P
Anwendung des Potenzgesetzes %,— = P~ fiihrt auf
17) % = :_;ew.—w,)_

Schreibt man das Ergebnis um in die goniometrische Form, so ergibt sich in Uberein-
stimmung mit der Formel (9):

i S

. —?‘ [cos (@1 — @2) + jsin(@r— ¢2)].
2 2
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nach der EuLERschen Formel (14) ist das gleichwertig mit
T T 9 k
Vﬁ:]/zkcos¢+nk'7+j m(”+ 21]

was mit der Wurzelformel (13) fiir komplexe Zahlen iibereinstimmt. Daraus folgt, daf
das Radizieren komplexer Zahlen in Exponentialform formal nach den im Reellen
giiltigen Gesetzen durchgefithrt werden kann.

Aufgaben
1. Berechnen Sie

;3@ . 2x

i
a) das Produkt 3, - 353 b) den Quotienten 3, : 3, fiir 3, = 4e ¥ und g=1e '

»

Berechnen Sie

a) das Produkt 3, - 3,3 b) den Quotienten 3, : 3, fiir 3, = 5¢/ % und 3, = 2. ¢/ +*'°!

w

Berechnen Sie sx .z

Y J
a) das Produkt 3, - 3,3 b) den Quotienten 3,:3, fiirz, =2-¢ ° undg—3.¢ !

Produkt und Quotient sind in allgemeiner Form anzugeben.
4. fir 3=3elY 5.

6. V5 fiir 3= §el?J 7.

1.3.10. Zusammenfassung

Das Lisen quadratischer Gleichungen fiihrt in einzelnen Fillen auf die Notwendigkeit,
negative Zahlen zu radizieren; das ist jedoch im Gebict der reellen Zahlen nicht moglich.
Deshalb wurde fiir das uneingeschrinkte Radizieren eine erneute Erweiterung des
Zahlenbereichs zu dem Bereich der komplexen Zahlen notwendig. Die Gausssche
Zahlenebene veranschaulicht den Bereich der komplexen Zahlen.

P>  Eine komplexe Zahl j wird
in allgemeiner Form 3 = a + bj,
in goniometrischer Form § = z(cos ¢ + j sin ¢),
in Exponentialform 3 = zei?
geschrieben,

wobei z = + b? ist und ¢ sich aus cos p=

,singp= — bzw. aus
$= Va2 +b®

a

Va? b2
tan g = :Ia errechnen laBt.
Wie die Grundrechenarten Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division sind
auch Potenzieren, Radizieren und Logarithmieren mit komplexen Zahlen ausfithrbar
(von wenigen Ausnahmefillen, wie Division durch Null, Potenzieren der Null mit nicht
positiven Exponenten, abgesehen) und ergeben wieder komplexe Zahlen. Von dem
Begriff' der natiirlichen Zahl ausgehend, ist der Zahlbegriff den jeweils auftretenden
Bediirfnissen entsprechend schrittweise erweitert worden.



1.4. Anwendung komplexer Zahlen
in der Elektrotechnik

Bei einphasigem Wechselstrom éndern sich Stromstirke und -richtung periodisch, und
zwar nach einer Kosinusfunktion. Ist J,, der Maximalwert der Stromstirke und i ihr
Momentanwert, so gilt

(20) i =dJ, cos(wt + ¢;).

Hierin heiBt o Kreisfrequenz, ¢; Phasenwinkel des Stroms. Zur Zeit ¢ — 0 ergibt sich
aus (20) der Anfangswert des Stroms

i=J, cos ;.

. « 5 27w . . .
Dieser Anfangswert wird nach der Zeit T = - Wieder erreicht, denn es ist
. 2z
i=J,cos ((u Sk (pi) = J,, cos @,.

Die Zeit T= 2{ wird Periode genannt; es gilt daher
o 2n
0 =5
Die Anzahl der Perioden T in der Sekunde heiBt Frequenz und wird mit f bezeichnet;
ihre Einheit ist Hertz (Hz). Es gilt also
1 5
T-f=1, f= i und © = 2xf.

Man betrachtet nun einen mit der Winkelgeschwindigkeit ® in der GAUssschen Ebene
im mathematisch positiven Drehsinn umlaufenden Zeiger i, dessen Liinge J ,, ist und der
zur Zeit t = (0 die Phase @i hat, d. h., der zur Zeit ¢t = () mit der reellen Achse den
‘Winkel g; bildet (Abb. 1.16.). Zur Zeit t bildet er dann mit der reellen Achse den Winkel
ot + @; (Abb. 1.17.). Fiir diesen Zeiger gilt also

(21) i=dJp|[cos (ot + ¢i) + jsin (ot + ¢i)] = Tmeiwt+e),

Die Projektion dieses Ze'igcrs auf die reelle Achse (Abb. 1.17.) oder, anders ausge-
driickt, der Realteil der zugehérigen komplexen Zahl ist

i=J o cos (0t + g.),

er gibt folglich nach (20) den Momentanwert der Stromstirke an.

iA Abb, L16. iA. Abb. 117
l Abb.1.18.

g i )

!

.
2 o
i A 2\, ; uf| Zweipol
o 1 i rA




FlieBt dieser Strom i durch einen Zweipol (Abb. 1.18.), so bewirkt er an diesem einen
Spannungsabfall u, der im allgemeinen ebenfalls dem Kosinusgesetz mit der gleich
Kreisfrequenz , aber anderem Phasenwinkel ¢, gehorcht:

(22) u=U,, cos(wt + ¢,).

Hier ist u der Momentanwert der Spannung, U,, ihr Maximalwert. Dieser Momentan-
wert der Spannung kann nun analog zum Strom als Projektion eines Zeigers u auf die
reelle Achse aufgefaBt werden, der mit der Winkelgeschwindigkeit ) in der GAUssschen
Ebene im positiven Drehsinn umliuft, dessen Liange U, ist und der zur Zeit t = 0 mit
der reellen Achse den Winkel ¢, bildet (Abb. 1.19.):

(23) U= Up[cos(ot + ¢u) + jsin(ot + gu)] = Umeilet+e),

Abb. 1,19, Abb. 120,

rA.

u 1 rA.

Die mit der Frequenz f umlaufenden Zeiger i und u bilden stets den Winkel

(0t + @) — (0t + @)= @, — @i
(Abb. 1.20.), der positiv ist, wenn die Spannung voreilt, und negativ, wenn der Strom
voreilt.
Die Theorie der Wechselstromtechnik lehrt nun, daBl der Quotient :‘ der komplexen
Zahlen 1 und i den gerichteten Widerstand R ergibt:
24) ‘_: =N
dieses Gesetz entspricht dem OmMschen Gesetz fiir den Gleichstrom. Einsetzen von
(21) und (23) in (24) ergibt

1 L7",Pj(“"+“’")

R = — (Em,)ef(%,—w)= R.ei @u—0i)
I e

)
= Ry[cos (g — ¢) + jsin (g — ¢i)]-

Der Quotient
Un_
Im
heiBit Scheinwiderstand. Offensichtlich ist |R| = R,. In R = R,e/@u— %) ist t nicht ent-

halten; der gerichtete Widerstand i ist also im Gegensatz zu 1t und { umabhingig von
der Zeit; er ist konstant und kennzeichnet den Strom-Spannungs-Zusammenhang fiir

=R,
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Fond 1 1

den betr Zweipol. T e ist die Phase von R gleich der Phasendifferenz
@u— @; zwischen Spannungs- und Stromzeiger. Der gerichtete Widerstand %t hat als
Realteil

(25) Ru= R,cos(p,— gi),

als Imaginirteil

(26) R,= R,sin(p,— ¢;).

Beide haben eine physikalische Bedeutung. Um sie zu finden, werden beide Gleichungen

mit .J,, multipliziert: o
b

JnRu= JuRcos(p,— ) = Uy cos(p, — ¢y),

JuRy = JnR;sin(p,— ¢i) = Uy sin(p,— ¢;).
Da die Zeiger u und istets den Winkel ¢, — @; bilden (Abh. 1.20.),
bedeutet U, cos (p, — ¢;) die Komponente des Spannungs-

zeigers U in Richtung des Stromzeigers i (Abb. 1.21.). Diese
Komponente heift Wirkspannung U ,:

Abb. 1.21.

Us= Up cos (g — gi) = JuRo-
Entsprechend bedeutet U, sin (p, — ¢;) die Komponente senkrecht dazu, die Blind-
spannung U, heilt:

Uy= Upsin(p,— ¢i)= JuRy.

Die Blindspannung trigt nicht wie die Wirkspannung zur wirklich verfiigbaren elek-
trischen Leistung bei, sondern bedingt nur zusitzliche Verluste. Der Widerstand R,
iiber dem die Wirkspannung U, = J,, R, liegt, heiit Wirkwiderstand, der Widerstand
R, iiber dem die Blindspannung U, = J,, R, liegt, heiBt Blindwiderstand. Es gilt also:
(gerichteter Widerstand) § = - = R, + Ryj;
(Scheinwiderstand) R,=|R| = VR, + R?;
R,

tan (¢, — ¢;) = F,:"
Oumsche Widerstinde sind Wirkwiderstinde, (reine) Kapazititen und Induktivititen
sind Blindwiderstinde; den Blindwiderstand einer Induktivitit I errechnet man nach

der Formel Ryz = wL, den Blindwiderstand einer Kapazitit C nach Ryc= — %C
Bei Parallel- und Reihenschaltung von Wechselstromwiderstinden gelten fiir die ge-
richteten Widerstiinde analoge Formeln wie fiir Ormsche Widerstinde bei Gleichstrom :

Rges = Ny + R, (Reihenschaltung).

= 791“7 + le (Parallelschaltung).

B Beispiel 22:
Eine Spule hat den Wirkwiderstand R, = 20 Q und die Induktivitit L — 0,06 H (Henry).
Bei einer Frequenz von f = 50 Hz betriigt ihr Blindwiderstand somit

Ry=— oL =006-2 750 Q= 18,8 Q.
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Als gerichteter Widerstand ergibt sich dann Rt = (20 + 18,8j) Q. Daraus erhiilt man den

Scheinwiderstand R, = || = V202 + 18,82 Q = 27,4 Q.

Die Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung erhilt man aus

tan (¢, — @) = %8, @, — ; = 43,3°, die Spannung eilt also vor.

Die goniometrische Form des gerichteten Widerstands ist

R = 27,4 (cos 43,3° - j sin 43,3°) Q,

die Exponentialform

R = 27,407 Q

FlieBt durch die Spule ein Strom von J,, = 0,6 A, so entsteht als maximale Klemmen-
spannung U,, = J,R,= 0,6 A - 27,4 Q =16,4 V.

Die Wirkspannung betrigt U, = J, R, = 0,6 A -20Q =12V

und die Blindspannung U, = J,, R, = 0,6 A - 18,8 Q= 11,3 V.

Beispiel 23:

Ein Kondensator C = 1 uF ist bei einer Frequenz von f~ 796 Hz in Reihe geschaltet
mit einem Ormschen Widerstand von R, = 50 €. Der gerichtete Widerstand 3, des Kon-
10%-V |
26I =" 5000 1As) = —200;Q. Der gerichtete
Widerstand %, des Ommschen Widerstands ist R, = (50 -+ 0j) Q = 50 Q. Somit ist
mglg = (50 — 200) Q. Daraus ergibt sich der Scheinwiderstand R, der Reihenschaltung
= |‘ﬁgos\ — V502 + 200 -+ 2002 Q — 206 Q. Die Phasenverschiebung zwischen Strom und
2
50
die Phase g, des Stroms zur Zeit t = 0 gréBer als die der Spannung, d.h., der Strom eilt
der Spannung voraus. FlieBt ein Strom von J,, = 1 A durch Widerstand und Kondensa-
tor, so ist die maximale Klemmenspannung U,, = 206 V, die Wirkspannung U,, = 50 V,
die Blindspannung U, = 200 V.

densators ist R, = 0 -+ Ryoj= —

Spannung erhilt man aus tan (p, — @;) = = —4; 9, — @; = — 76° Hier ist also

Beispiel 24:

Eine Spule (10 Q, 0,1 H) und ein Kondensator (10 4F) sind in Reihe geschaltet, die Fre-
quenz betrigt 50 Hz. Eilt der Strom gegeniiber der Spannung vor oder umgekehrt ?

Ry = (10 + 314, Ry = (0 — 51 10,) Q— —3jQ
Rges = R, + Ry = (10 — 286,65) Q.
—286,6 . .
Aus tan (¢, — @) = 10 erhilt man @, — @, = — 88°; der Strom eilt also fast um

90° vor.
Ermitteln Sie R, R, und R, sowie U, und U, fiir diese Schaltung!
Beispiel 25:

Spule und Kondensator aus dem Beispiel 24 sind jetzt parallelgeschaltet. Eilt jetat der
Strom oder die Spannung vor ?
R, R, 336/ 7. 31877 R
=Wy 90e 7 'elbe 7 o j103° 0.
Raes R, + R, 287075 Q=46,6e Q;
@ — @; = 10,3° > 0, d.h., die Spannung eilt vor.

Ermitteln Sie entsprechend dem Beispiel 24 die tibrigen Werte!
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Aufgaben

1. Zwei Spulen, von denen die eine den Wirkwiderstand R,, = 100 Q und die Induktivitit
L, = 0,3 H, die andere den Wirkwiderstand R,,, = 50 Q und die Induktivitit L, = 0,2 H
hat, sind

a) hintereinander geschaltet; b) parallelgeschaltet
und an eine Wechselspannung von U = 220 V mit der Frequenz f = 50 Hz angeschlossen.

Zu berechnen sind zu
a) die Stromstirke, die Spannungen an beiden Spulen und die Phasenverschiebung;

b) die Stromstirken in der Zuleitung und in den Zweigen sowie die Phasenverschiebung.

Eine Spule hat bei R,; = 10 0 Wirkwiderstand die Induktivitit L, = 0,05 H, eine zweite
Spule hat bei R,,, = 30 Q Wirkwiderstand die Induktivitit L, = 0,04 H. Die Spulen werden

a) hintereinander geschaltet : b) parallelgeschaltet
und an eine Wechselspannung von U = 110 V mit der Frequenz f = 25 Hz angeschlossen.
Zu berechnen sind zu

a) die Stromstiirke, die Spannungen an beiden Spulen und die Phasenverschiebungen;

b) die Stromstiirke in den Zweigen und in der Zuleitung sowie die Phasenverschiebungen.

o

Eine Spule mit dem Wirkwiderstand R,, = 100 Q sowie der Induktivitit L = 0,6 H und ein
Kondensator mit C = 30 pF Kapazitit sind

a) hintereinander geschaltet; b) parallelgeschaltet
und an eine Wechselspannung U = 220 V mit der Frequenz f = 50 Hz angeschlossen.

Zu berechnen sind zu

a) die Stromstiirke, die Spannungen an der Spule und an dem Kondensator sowie die Phasen-
verschiebung,

b) die Stromstirke in der Zuleitung und in den Zweigen sowie die Phasenverschiebung.

-

. Parallel zu einem Kondensator von C = 20 uF ist eine Spule von R, = 15 Q Wirkwider-
stand und L = 0,8 H Induktivitit geschaltet. Die Stromstirke in der Zuleitung ist
Jm=10,5 A. Die Frequenz des Wechselstroms ist f= 50 Hz.

Zu berechnen sind

a) der Blindwiderstand R,c des Kondensators und der Blindwiderstand Ry der Spule,
b) der Scheinwiderstand R, der Schaltung,

¢) die Spannung U zwischen den Verzweigungspunkten,

d) die Stromstiirken Jmc und JmL im Kondensator und in der Spule.

[

. Eine Spule mit der Induktivitit 0,4 H und 8 Q Wirkwiderstand und ein Kondensator mit
C = 40 yuF sind in Reihe geschaltet und an eine Wechsel g von 120 V hl 5
welche die Frequenz von f= 60 Hz hat. Wie grof$3 sind =

a) der Blindwiderstand des Kondensators Ry,

b) der Blindwiderstand der Spule Ry, .

¢) der Scheinwiderstand R, des &uBeren Stromkreises,
d) die Stromstirke J,,,

e) die Spannungen UmL an der Spule und Umc am Kondensator ?



2. Grafisches Rechnen und
Nomografie

2.1. Vorbemerkungen

Tn der Technik, in der Wirtschaft und in den Naturwissenschaften treten hédufig um-
fangreiche, immer wiederkehrende Rechenarbeiten auf. So muB z. B. der Dreher Dreh-
zahlen an der Drehmaschine berechnen, in Sparkassen miissen Zinsbetrige ermittelt
werden, in der Elektrotechnik sind Drahtquerschnitte fiir die jeweiligen Stromstirken
und Werkstoffe zu bestimmen.

Solche Rechenarbeiten konnen durch verschied Rechenhilfsmittel, wie Zahlentafeln,
Logarithmen, Tabellen, erleichtert werden. Auch mechanische Gerite, wie Rechenstab,
Rechenscheiben, Rechenmaschinen verschiedenster Art, dienen diesem Zweck. Moderne
elektr he Rechenaut: fithren heute Rechnungen in wenigen Minuten aus,
die geiibte Rechner nur in wochenlanger Arbeit bewiiltigen konnen.

Andere Hilfsmittel sind grafische Darstellungen, die Nomogramme! genannt werden.
Nomogramme ermoglichen es, aus gegebenen Grofen durch einfaches Ablesen ge-
suchte Gréfen zu ermitteln. Das Darstellen von in mathematischer Form vorliegenden
GesetzmiBigkeiten aus den verschiedensten Wissenschaften durch Nomogramme ist
die Aufgabe der Nomografie.

Das Anfertigen von Nomogrammen erfordert grofie Erfahrung und ist oft zeitraubend
und kostspielig. Fiir kompliziertere Rechengange wird iiberdies das Nomogramm leicht
uniibersichtlich, und seine Benutzung bedarf dann grofer Ubung und Sorgfalt. Dazu
kommt, daB die Herstellung und das Ablesen wie bei jeder grafischen Darstellung mit
Ungenauigkeiten behaftet ist. Die Benutzung eines Nomogramms in der Praxis ist
deshalb nur rentabel, wenn

—

. die betreffende Berechnung mit verschied Zahlenwerten oft wiederkehrt, so daf3
das Nomogramm stiindig benutzt werden kann;

X

. die Genauigkeit des Diagramms immer oder zumindest in der iiberwiegenden An-
zahl der Fille ausreicht;

[

. die Benutzung des Nomogramms gegeniiber der numerischen Berechnung zeitliche
Vorteile bringt:

4. das Nomogramm iibersichtlich ist, so daB das Benutzen leicht erlernt werden kann
und ohne langes Uberlegen mechanisch und sicher méglich ist.

U youos (griech.), Gesetz; yodgery (griech.), zeichnen, im Umrill darsteHen.



2.2. Funktionen und Funktionsleitern

2.2.1. Grafische Darstell im kar

hen Koordi

&

Jeder grafisshen Darstellung liegt eine Funktion zugrunde. Man nennt y dann eine
Funktion von x (Symbol: y = f(x)), wenn jedem x aus einer gewissen Menge X (dem
Definitionsbereich der Funktion) ein bestimmtes y aus einer Menge Y (dem Wertevorrat
der Funktion) eindeutig zugeordnet ist. Eine solche Funktion kann beschrieben werden
a) durch eine in Worten gegebene Vor-

schrift,
Abszisse Ordinate

b) durch Paare einander zugeordneter x-
und y-Werte, die gewshnlich in Form
einer Wertetafel angeordnet werden,

c) durch einen analytischen Ausdruck in
x (oder in x und y),

Y
Ordinatenachse—_|  geom. Bild
I der Abszisse
b= ——<Als4+5)
o |

|
I~geom. Bild der

- W By D

A | Ordinate
d) durch eine grafische Darstellung. - |
Am beka_nntesten i.st die -graﬁscl?e Dar- ,é 5 ,2 4“3 _27 Wi 7‘ é 5 Z ; x
stellung im kartesischen Koordinaten- r
system. Diesem liegen zwei einander Koordinaten”" 71 .
rechtwinklig schneidende Achsen zu- HrSprLng -g|  Abszisstnachss
grunde, auf denen unter Verwendung -4
der gleichen MaBeinheit gleichmiBig ge- -5k
teilte MeB3skalen angebracht sind. Jedem |
Wertepaar der Funktion entspricht Abb. 2.1,

ein Punkt als geometrisches Bild. Die

beiden Zahlenwerte des Wertepaares heilen die Koordinaten des Punktes (Abszisse
und Ordinate). Geometrisch kénnen sie durch die Lotstrecken vom Punkt auf die Koordi-
natenachsen veranschaulicht werden (Abb. 2.1.).

Sofern Definitionsbereich und Wertevorrat auf einzelne Werte beschrinkt sind. besteht
die grafische Darstellung aus diskreten Punkten, die niemals durch eine Kurve ver-
bunden werden diirfen.

Falls die Funktion fiir alle reellen x eines Intervalls erklirt ist, ergibt sich als grafische
Darstellung eine Kurve.

Gestalt und Lage dieser Kurven hingen auBler von der zugrunde liegenden Funktion
auch von den auf den Achsen gewihlten MaBeinteilungen ab und lassen sich durch
Anderung dieser Mefiskalen ebenfalls verindern.

2.2.2. Funktionsleitern

Eine MeBskale, wie sie auch auf den Achsen des kartesischen Koordinatensystems ver-
wendet wird, entsteht, wenn man auf einer Geraden einzelne Punkte markiert und he-
ziffert. Die Auswahl und Bezifferung dieser Punkte erfolgt nach einem gewissen Gesetz,
das den Abstand der Punkte von einem beliebig angenommenen Anfangspunkt als
Funktion der zur Beschriftung benutzten Zahlenwerte festlegt. In der Nomografie
spricht man deshalb statt von MeBskalen auch von Funktionsleitern. Je nach der
Gestalt des verwendeten Leitertriigers und je nach dem Gesetz der Leiterteilung unter-
heidet man verschied Arten von Funktionsleitern.

34



2.2.3. Das Gesetz der Leiterteilung

Um eine Leiterteilung vornehmen zu kénnen, muBl man das Gesetz kennen bzw. fest-
legen, nach dem die Teilung zu erfolgen hat. Dazu wiihlt man auf dem Triger einen be-
liebigen Anfangspunkt P, von dem aus zu den Teilpunkten P, P,, ..., P die Triger-

]<_l_.| A A B 2 Fn
{

) 1 o o o 3 7]
|

Abb. 2.2. . Xm |

teile x;, x5, . .., x mit Hilfe einer ebenfalls festzulegenden Leitereinheit [ gemessen
werden. Sind diesen Teilpunkten die Beschriftungen «, &y, &g, - . ., & zugeordnet, die
einem gewissen Gesetz f(a) geniigen, so folgt daraus das Gesetz der Leiterteilung:

@) =1f(e) — f(«0)]

Meist ist die Leiter nach oben ebenfalls durch einen letzten Punkt Pp, begrenzt. Der
zugeordnete Zahlenwert oy bestimmt zusammen mit ay den MeBbereich der Leiter.
Man nennt xp, die Leiterhohe (Abb.2.2.).

B Beispicl 1: [=05em B ) P P
Die Abbildung 2.3. 2 3 4 § )
zeigt cine geradlinige Leiter mit @ () (@n
f(a) = a? (quadratische Leiter) X X_]
ay=2: am=>5: I=10,5cm. m |

Der MeBbereich liegt also zwischen 2 und 5; ihm entspricht eine Leiterhohe Abbid:3

xm = - [flam) — flag)] = I+ [am?® — 7]

xm = 0,5 em [52 — 22] = 10,5 cm.

Fiir den mit & = 4 bezifferten Punkt P ergibt sich als Abstand vom Anfangspunkt P;:
x=1-[f(e) — fa)]

B= 0’,5 cm [42 — 22] = 6 cm.

17

2.2.4. GleichmiiBig geteilie Leitern %
. . ) . . " s 15—

Ist das zugrunde liegende Gesetz f(a) cine lineare Funktion, so ergibt sich eine 74—
gleichmiBige Leiterteilung. Man spricht deshalb in diesen Fillen auch von linear 5
geteilten Leitern. ;2 3]
B Beispiel 2: 11
10 —

Es soll eine gleichmiflig geteilte geradlinige Leiter mit dem MeBbereich von 6 bis 9]

17 entworfen werden (Abb. 2.4.), wobei die Leiterhohe 44 mm betragen soll. 5
Gegeben: f(a) = a3 ag=6; am=17; xy =44 mm 7
Gesucht: 1 Abb.24. 6
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Um die verlangte Leiter entwerfen zu kénnen, muf} die Leitereinheit nach Gleichung (1)
errechnet werden.
2w =1 [fam) — f(a)] = 1 (am — o)
__*m _ 44mm _ 44
= T =

l=4mm

Sehr hiufig wird dem Anfangspunkt der Leiter der Zahlenwert «y= 0 zugeschrieben.
Dann vereinfacht sich das Gesetz der Leiterteilung.

(la) x=1+f(e), wenn a;=20

B Beispicl 3:

Es soll eine linear geteilte geradlinige Leiter mit dem MeBbereich 0...7 und der Leiter-
einheit [ = 15 mm gezeichnet werden.

Gegeben: f(a) = a; = 15mm; ay=0; ap =17
Gesucht: x,...%m

Es ergibt sich mit Gleichung (1a)

xm=1 flom)=1 - am= 15mm.7

xm = 105 mm

und beispielsweise fiir &« = 6

x=1-f(a) =1l-a=15mm-6

x = 90 mm.

So entsteht die Abbildung 2.5.

| Abb. 2.5.
7 P &
I | | | | | T 1
=0 7 2 3 4 5 6 7
I x |
.|= Xm
Aufgaben
1. Was éndert sich, wenn man die Einheit einer gleichmifig geteilten Leiter a) auf die Hilfte

»

=3

o

]
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verkleinert, b) auf das Doppelte vergréBert ?

Eine 60 mm lange Strecke ist so gleichmiflig zu teilen, daB sie die Zahlenwerte 15 bis 21
triigt. Die Leiterteilung ist zu errechnen und die Leiter zeichnerisch darzustellen. (Auf groft-
mogliche Zeichengenauigkeit ist zu achten.)

. Es ist eine gleichmiBig geteilte Leiter mit einem Mefbereich von 24 bis 36 und einer Leiter-

einheit von 6 mm zu zeichnen.

. Der Abstand des Zahlenwertes 24 von dem Zahlenwert 30 einer gleichmiBig geteilten Leiter

ist 48 mm. Es ist die Leitereinheit zu errechnen.

Die Leitereinheit einer gleichmiBig geteilten Leiter ist 12 mm. Wie grof ist der Abstand des
Zahlenwertes 6 von dem Zahlenwert 27 in mm ?

Eine gleichmiBig geteilte Leiter beginnt mit 7. Die Leitereinheit ist 4 mm, die Leiterhhe
ist 48 mm. Wie heiflt der Zahlenwert, der am Ende der Leiter stehen muf3?



2.2.5. UngleichmiiBig geteilte Leitern

Aus dem Abschnitt 2.2.4. ist bekannt, daB eine lineare Funktion stets durch eine gleich-
miiBig geteilte Leiter dargestellt werden kann. Es wird nun untersucht, wie dic Leiter
geteilt wird, wenn eine nichtlineare Funktion dargestellt werden soll.

In Beispiel 1 in Abschnitt 2.2.3. wurde gezeigt, wie durch Berechnﬁng der Abstiinde x
mit Hilfe des Gesetzes der Leiterteilung die Lage der einzelnen Teilpunkte bestimmt
werden kann. Es gibt aber auch einen anderen Weg, der iiber das Bild der zugrunde
liegenden Funktion im kartesischen Koordinatensystem geht.

Fiir die Bilder nichtlinearer Funktionen ergeben sich im kartesischen Koordinatensystem
Kurven. So ergibt z. B.

y=Ilgx die logarithmische Kurve,
F=A4.0 eine Hyperbel,

gt

3 eine Parabel.

s=
Wenn man diese Kurven als krummlinige Triger mit einer Leiter versieht und diese
dann auf eine der Koordinatenachsen projiziert, ergibt sich dort eine geradlinige Leiter,
der die entsprechende Funktion als Leitergesetz zugrunde liegt.

B Beispicl 4:
Die Abbildung 2.6. zeigt das Verfahren fiir die logarithmische Funktion y = Ig x. Die
Abszissenachse trigt die Numeri, die Ordinatenachse die Logarithmen. Die Teilung
beider Achsen ist, wie immer im kartesischen System, gleichmifig. Nur die Mafleinheiten
wurden unterschiedlich gewihlt. Jetzt werden die Numeri auf die Kurve projiziert und die
projizierten Werte angeschrieben. Dadurch erhilt man eine krummlinige Leiter. Projiziert

y Abb. 2.6,
18312 7 20
~lg%
y g
8
U ] 03
9
091 8 G 9 33
5 75
0616 Y 63
0715 % 5
3
064 £ 43
- v
051 3 4 3 g
04 g
4 T
07+
0 41 —
071 23 45678 9100 20 x
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man diese Kurvenpunkte auf die Ordinatenachse, so entsteht dort eine logarithmische
Teilung auf einem geradlinigen Triiger. An der Ordinatenachse erhilt man dabei neben
der urspriinglichen gleichmifBigen Teilung eine ungleichmiBige Teilung. Man erkennt auch
an der rechts herausgezogenen senkrechten Geraden die ungleichmiBige Leiterteilung
fiir y = Ig x. Auf der Geraden stellen die Zahlenwerte den Numerus (also die Werte von x)
dar, abgetragen als Strecken vom Anfangspunkt 1 sind aber die Funktionswerte (also
y=lgx).

Beispiel 5:

P, 1 q

P iter mit q ischer Teilung (vgl. Beispiel 1).

Wirft man einen Kérper von einem erhéhten Ort aus in waagerechter Richtung, so nihert
er sich im luftleeren Raum dem Erdboden nach dem Gesetz des freien Fallss — Jae
Die grafische Darstellung dieses Gesetzes, die der Bahn (der Wurfparabel) des gewor-
fenen Korpers entspricht, ergibt bei Projektion auf die s-Achse eine quadratische Leiter
(Abb. 2.7.).

Zeit (1)

Abb. 2.7, 3 4 5 6 5 7 0
7
2
\ g
A 4

|
3 5
2 o s

S=5t
; 6

Beispiel 6:

Wurzelleiter

Gegeben ist ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite a — 40 mm. Eine Seite soll mit einer
Leiterteilung versehen werden, deren Zahlenwerte a die jeweilige GroBe der Flichen A
derjenigen Dreiecke ben, die vom A dreieck durch eine Parallele zur Grund-
seite durch eben diesen Punkt der Leiterteilung abgeschnitten werden (Abb. 2.8.).

Gegeben: xy=0; xy = a = 40 mm 0 Abb. 2.8.

Gesucht: f(x): I; x (fiir, verschiedene a)
Es muB eine Bezichung zwischen den an' die Teilung zu
schreibenden Zahlen (x) und x gefunden werden. Dabei ist
& der Zahlenwert der Dreiecksfliche A:

A:amm’zg.h"'
3




T
T2
4

x2 - amm?® = 2,32 - g mm?

B
x~ 1,52 Yamm

(Gleichung der Leiterteilung)

x~152mm Va=1-f(a)

Hieraus folgt:

1= 1,52 mm; f(s)=Va

Es ist also eine Leiterteilung nach einem Quadratwurzelgesetz erforderlich. Sie lieBe sich

durch Projektion der zu y = Vx gehorenden Kurve auf die y-Achse gewinnen, wobei die

Strecke von 0 bis 1 auf dieser Achse gleich 1,52 mm werden miifite.
Einfacher ist die Berech inzelner Punkte mit Hilfe der Leiterteilungsgleichung:

4 =50, ay= 100, =200, o =300, as= 400, a= 500,
= 600, a5 = 700.

o~ 1,52mm -V 50 ~ 1,52 mm - 7,07 ~ 10,75 mm
%, ~ 1,52 mm - V100 ~ 1,52mm- 10 =~ 15,2 mm
%y~ 1,52 mm - 1200 =~ 1,52 mm - 14,15 ~ 21,5 mm
% ~ 1,52 mm - 1300 ~ 1,52 mm - 17,3 ~ 26,3 mm

%5 ~ 1,52 mm - V700 ~ 1,52 mm - 26,46 ~ 40,2 mm

Das Ergebnis zeigt die Abbildung 2.9.

Aufgaben

1. a) Die untere Leiter eines 25 cm langen logarithmisch geteilten Rechenstabs trigt die Zahlen-
werte von 1 bis 10, die Leiter fiir die Quadratzahlen die Zahlenwerte von 1 bis 100 und
die Leiter fiir die Kubikzahlen die von 1 bis 1000.
Es sind die Leitereinheiten der 3 Leitern zu errechnen.

b) Auf der Leiter fiir die Quadratzahlen sind die Entfernungen der Zahlenwerte 6 und 55
vom Anfangspunkt zu errechnen und am Stab zu kontrollieren.

¢) Auf der Leiter fiir die Kubikzahlen sind die Entfernungen der Zahlenwerte 6; 55 und
830 vom Anfangspunkt zu errechnen und zu kontrollieren.

2, Eine logarithmisch geteilte Leiter trigt die Zahlenwerte a, = 2,5 und «,, = 120. Thr Abstand
betriigt 134,5 mm. Es ist die Leitereinheit 7u errechnen.

3. a) Eine logarithmisch geteiite Leiter beginnt mit a, = 3. Sie ist 100 mm lang, die Leiter-
einheit ist 65 mm. Wie grof} ist o« am Ende der Leiter ?

b) Es ist der Abstand des Wertes 60 vom Wert 10 zu errechnen und zu iiberpriifen,

4. Es ist eine Kubikleiter mit ag= 03 am = 5; xm = 10 cm zu zeichnen.
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2.2.6. Doppelleitern

Werden auf einem Triger zugleich zwei Leitern abgetragen, so entsteht eine Doppel-
leiter. Fiigt man in dieser Weise eine Funktionsleiter und eine gleichmiafig geteilte
Leiter mit derselben Leitereinheit zusammen, so kann die entstehende Doppelleiter
die Wertetafel der der Funktionsleiter zugrunde liegenden Funktion ersetzen, d. h.,
man kann zugeordnete Wertepaare ablesen.

Beispiel 7:
Es ist eine Doppelleiter fiir die Abhéngigkeit der Kreisfliche 4 vom Kreisdurck d
im MeBbereich ay = 1 bis ap, = 8 mit der Leitereinheit I = 2 mm zu entwerfen.

. 4 . P 2 kg T . . "
Die Funktionsleiter ergibt sich aus 4 = == dz= Y a2 mm? mit dem Leiterteilungsgesetz:

x=1[f(2) — f(ag)]

[ dimm 12 3 4 5 6 7 8
i M R Rmass asas saa s s

‘ Alnm®08 5 10 15 20 25 30 7] 50

& =2mm - l% a? — i:‘- 12} : Abb. 2,10,

Die Leiterhshe x,, wird:
[7 7T 1
- Hgi . Tl 3
xm—2mm\L4B 41 ~ 99 mm

Entsprechend werden x, . .. x; fiir o = 2---7 errechnet, z.B.

E a )

T~ 2mm,

Die so errechneten Punkte werden auf dem Tréger aufgetragen und beziffert. Schlieflich
wird eine gleichmiBig geteilte Leiter mit derselben Leitereinheit ! = 2 mm und mit

x,=2mm

&y =% 12 aufgetragen, so daf sich wegen f(a') = o’ z.B. fiir a’ = 10 ergibt:

x= 2mm [ 10 — }l = 18,4 mm. Das Ergebnis zeigt die Abbildung 2.10.

Doppelleitern werden besonders einfach, wenn auch die Funktionsleiter linear ist.
Solche Doppelleitern sind als Umrechnungshilfen fiir verschiedene MaBeinheiten sehr
praktisch. Bei ihnen liuft die Konstruktion auf das Entwerfen zweier gleichmiBig ge-
teilter Leitern mit verschiedenen Leitereinheiten hinaus.
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Beispiel 8:

Es ist eine Doppelleiter zur Umrech der Leist inheiten kW und PS zu entwerfen.
Die Beziehung 1 kW = 1,36 PS bedingt, dafl derselbe Punkt, der auf der kW-Leiter mit
& beziffert ist, auf der PS-Leiter die Bezifferung 1,36 » bekommen mu8. Es gilt also

fiir die kW-Leiter: x= lkw- a 1
e N [ falls ap=0.

fiir die PS-Leiter: x=Ips- 1,36«

Durch Gleichsetzen ergibt sich Ikwa = Ips- 1,36 - «

Ikw = 1,36lps.



o 1 2 3 5 6 7 8 9 107N

T v
kW 0 1 2 4 5 6 7 8 Abb. 211

Die Leitereinheit auf der kW-Leiter muf3 also 1,36mal so groB sein wie die auf der PS-

Leiter. So entsteht die Abbildung 2.11.

Aufgaben

1. Auch auf dem Rechenstab finden sich Doppelleitern, die allerdings hier auf zwei getrennten
Triigern angebracht sind und zu deren Querverbindung der Léuferstrich dient. Welche sind es?

»

Entwerfen Sie Doppelleitern fiir die Berechnung

a) der Flicheninhalte der Quadrate (4 = a%): b) der Wiirfelvolumina (¥ = @%);

¢) der Flicheninhalte von gleichseitigen Dreiecken (A = % VE' :

d) der Kreisumfinge (u = 7d); ) der Kugeloberflichen (4 = 7d?;

f) der Kugelvolumina | ¥ = g @)1

ol

Entwerfen Sie Doppelleitern zum Umrechnen von
a) Zoll in mm; b) Kilokalorien in Kilowattstunden;
¢) Kilopond in Newton; d) Millibar in Torr!

2.2

Geradstreckung von Kurven im rechtwinkligen Koordinatensystem

Gerade Linien sind immer cinfacher und genauer zu zeichnen als gekriimmte Linien
(ausgenommen der Kreis). Gerade Linien ergeben sich aber im rechtwinkligen Koordi-
natensystem nur als Darstellungen linearer Funktionen. Man kann jedoch nichtlineare
Funktionen, die bei linear geteilten Koordinatenachsen krumme Linien ergeben, durch
Einfithren ncuer Verinderlicher zu linearen Funktionen machen und demgemil als

grafische Darstellungen Geraden erhalten. Dazu miissen allerdings

die Leitern auf den Koordinatenachsen den neuen Verinder- J Albig12
lichen angepaft, d.h. ungleichmiBig unterteilt werden. Man 4
spricht hierbei von einer Geradstreckung der Kurven.
3t
. Beispiel 9:
; ; 2r Xy=2
Die Hyperbel xy — 2 ist geradzustrecken (Abb. 2.12.). Das kann
auf zweierlei Weise geschehen: 1+
a) Die Gleichung wird beidseitig logarithmiert: "1“ _‘? _|2 _;’ i ;
lgx +lgy=Ig2. 0 2 3 4
Fiir Ig x und lg y werden neue Veriinderliche eingefiihrt: w
u=Ilgx; v=Igy. -2
Dann ergibt sich die in u und v lineare Funktion -3
u-+ov=Ig2
v=—u+lg2. F-4
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Im uv-System wird die grafische Darstellung eine unter 135° ansteigende Gerade. Die u-
und die v-Achse miissen beide eine logarithmische Teilung in x bzw. y erhalten (Abb. 2.13.).

b) Die Gleichung wird in die Form y — é gebracht und fijri eine neue Veriinderliche z

eingefiihrt; dann entsteht die lineare Gleichung y = z. Die z-Achse muB} diesmal mit einer
Reziprokleiter versehen werden, fiir die die Leitergleichung heiBit:

s=1fw=1.1,

Fiir [ ist dabei die gleiche Leiter-
einheit wie auf der y-Achse zu
wihlen. Dann berechnet man:
fir a—1: % =21

ar= 2wy =1

ag = 4: x, = }l usw.
Die Hyperbel wird dadurch zu
einer unter 45° durch den Koor-

dinat sprung verlaufenden Ge-
raden gestreckt (Abb. 2.14.).

Aufgaben

Die Bilder folgender Funktionen sind ge-
radzustrecken.

Ly—TVx
2. y=1}1a*
3 x24y2=25
4.y=2%
5.y=Igx

Untersuchen Sie jeweils, ob ein beider-
seitiges Logarithmieren der Gleichung zum
Ziel fiihrt oder ob die unmittelbare Ein-
fithrung neuer Verinderlicher sinnvollist!
In welchen Fillen fiihren beide Wege zum
Erfolg ?

y
L0
-5
2
WG NG T X

xy=2

-02
o1

Abb. 2.13,

Abb. 2.14, Yy }

2.3. Leitertafel-Nomogramme

Die bisher besprochenen und grafisch dargestellten Funktionen stellten Bezichungen
zwischen lediglich zwei Verinderlichen dar. Diese bilden nicht das Stoffgebiet der
Nomografie. Nomogramme haben die Aufgabe, Funktionen mit drei und mehr Ver-
anderlichen darzustellen. Die bei zwei Veriinderlichen méglichen Methoden (Kurve im
Koordinatensystem; Doppelleiter) versagen dann in der bisherigen Form; sie miissen
sinnvoll erweitert werden. Aus der Doppelleiter entsteht die Drei- oder Mehrleitertafel,
aus der Kurve die Kurvenschar (das Kurvennetz), die sogenannte Netzlafel,

42



2.3.1. Dreileitertafeln

Funktionen mit drei Verinderlichen kénnen durch Nomogramme mit drei Leitern dar-
gestellt werden. Beispiele solcher Funktionen sind:

A=a-

U=1-R; P=U"-1I;

F=4-0.

Als Triger fiir die drei Leitern verwendet man méglichst Geraden, die entweder parallel
zueinander liegen oder durch einen gemeinsamen Punkt gehen. Das Prinzip des Drei-

leiter-Nomogramms ist folgendes:

Jede der drei Geraden trigt die Funktionsleiter je einer der drei Verinderlichen.
Diese Funktionsleitern werden dabei so kombiniert, dal jede beliebige Gerade,
die nicht parallel zu einer der Trigergeraden verlduft, die Trigergeraden in drei
Punkten schneidet, deren Bezifferungen die dargestellte Funktion erfiillen.

Beispiel 10:

Es soll eine Dreileitertafel konstruiert werden, mit der die Addition und Subtraktion
positiver und negativer Zahlen auf grafischem Wege ermoglicht wird: a + b = c.

Die Triger sollen drei abstandsgleiche parallele Geraden sein. Da die Leiterfunktionen
linear sind [f(x) = a = a, f(B) = B =0, f(y) = y = cl, ergeben sich gleichmiflig ge-

teilte Leitern. Legt man die Sum-
menleiter in die Mitte, wihlt ihre
Leitereinheit halb so gro wie die
der beiden iuBeren Summanden-
leitern und stimmt die Lage der drei
Leitern so ab, daf3 ihre Nullpunkte
auf einer Geraden liegen, so ergibt
sich das gewiinschte Nomogramm.
Da auch negative Werte von a, b und
¢ in den Bereich der Rechnungen
einbezogen werden sollen, ist der
MeBbereich aller drei Leitern auch
auf negative Werte auszudehnen
(Abb. 2.15.).

Zur Benutzung benitigt man eine
mechanische ,,Ablesegerade®, z. B.
einen Faden, die Kante eines (am besten
durchsichtigen) Lineals, eine auf Trans-
parentpapier gezeichnete Gerade. Sie
wird an die beiden gegebenen Werte
angelegt und schneidet die dritte
Gerade dann im gesuchten Ergebnis.
In Abbildung 2.15. ist eingezeichnet:

(1) Addition: 246
(2) Addition: g (=)

(3) Subtraktion:

c
16

a
GJ r Gea+b T8
7 74 =17
6 12 6
5 0 _M-""1s
4 o -4
3 — 6 =
24 44 -2
o N ] x
1 - ’
-1 \\2_ /,‘»-—1
-2+ 43 (B -—" -2
a4 N\ —
h 61 > F-3
-4 ///— \\ H-4
-5 -7 - (V)0 N S
-6~ ~12 \\ -6
-7 ~14 T—7
-8- & 1-8
Abb, 2.15.
=i x==8;
=x; X=—43
x=—1.

D= (=0)=x;
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2.3.2. Die Schliisselgleichung fiir Tafeln mit drei parallelen Leitern

Die Anpassung der Lage der Trigergeraden und der Funktionslcitern an die darzustel-
lende Funktion erfolgt mit Hilfe der sogenannten Schliisselgleichung.
Fiir die drei parallelen Leitern der Abbildung 2.16. mégen die Leitergleichungen gelten:

x=U fila); y=1L foB); z=1s fuly). Abb. 2.16.
Man entnimmt der Figur folgende Proportion:

B
(s—x):(y—x)=b:(atb). 17—

Aus ihr folgt

b-(y—x)=(:—2)-(a+b), x £
by —bx=z-(a+b)—ax—bx,

(2) (a+b)-5=ax+by.

Mit Hilfe der Leitergleichungen werden x,y und z ersetzt. Man erhilt die Schliissel-

gleichung

BG) @+ V)b fu(z) =a b+ fi(e) + b lse ().

Man kann die Koeffizienten der Funktionen durch die Symbole ¢,, ¢, und ¢; darstellen

und erhilt so eine vereinfachte Form der Schliisselgleichung (3):

Ba) e3+f3(z) = e+ f1(«) + e+ f2(3)

b a

mit

(D) (a+b) Iy — oy
3c) a-l=cp;
(3d) b.ly=c,.

Man kann die Gleichungen (3b) bis (3d) je nach Bedarf zur Berechnung von a, b, b1l
verwenden, wenn man sie entsprechend umstellt.
Es muB darauf hingewiesen werden, dafB (3) und (3a) nur dann gelten, wenn
ag= fo=yo= 0 gilt. Sind diese Werte aber verschieden von Null, so ergibt sich als
Schliisselgleichung :
Be) aslis() — 130l = er[fi(@) = fi(ep)] + es[f2(8) — F2(B0)1-
Soll jetzt eine gegebene Funktion, z. B. die Umfangsfunktion eines Rechtecks
U=2m + 2n (m und n seien die Rechteckseiten),
durch ein Dreileiternomogramm dargestellt werden, mufl die Schliisselgleichung
(3) Glied fiir Glied mit dem analytischen Ausdruck der Funktion in Ubereinstim.
mung gebracht werden (Koeffizientenvergleich):

(a+0)ly- fyly) = aly - fy(a) + bly SalB)

1-U =2 m 42 -a.

Daraus folgt:
) fuly) mm = Us fy(a) mm = m; f,(8) mm — n
b) (@+b)l,=1; al;=2; bl,=2.
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Das bedeutet:

zu a)

zu b)

Es miissen drei gleichmiBig geteilte Leitern konstruiert werden, wobei die Funk-
tionen f(x) = & und fy(8) = f, also zwei lineare Funktionen, auf den AuBen-
triigern dargestellt werden sollen und die ebenfalls lineare Funktion f3(y) = ¥
auf dem Innentriger.

Von den fiinf Unbekannten a, b, l;,1,,l; kénnen zwei willkiirlich festgesctzt
werden, wihrend sich die anderen daraus bestimmen lassen. Dabei ist es oft so,
daB die willkiirliche Wahl zweier der fiinf Unbekannten dadurch eingeschrinkt
ist, daB fiir zwei der Verénderlichen, hier z. B. m und n, der MeBbereich und die
Leiterhohe vorgeschrieben sind. Dann ist dadurch I, und I, festgelegt.

Beispiel 11:

Es soll ein Leitertafelnomogramm fiir den Umfang eines Rechtecks aufgestellt werden
(U = 2m + 2n), wobei die Leiterhghe fiir die Summandenleitern je mit 90 mm und die
MeBbereiche fiir m und n durch 5 mm = m = 50 mm bzw. durch 10 mm = n = 100 mm
vorgeschrieben sind.

Aus f;(s) mm = m, f,(B) mm = n, f;(y) mm = U folgt als Festsetzung:

m= amm; n= fmm; =ymm, also fi(x) =0, f2olf)=F, fa(?)=7.
Daraus ergibt sich weiter: y=2a+ 2§
und: (a+ b)l;=1; al,=2; bl,=2

sowie: 5= a=50; 10 =< <100,d.h.
a=>5; am=>50; fo=10; fm= 100 und fiir beide Leitern xp = 90 mm.
Daraus errechnet man I, und [,. '
xm = L{f1(om) — fi(a)] = Li(am — o)
90 mm — 1,(50 — 5)

I, =2mm

am = L[fo(Bm) — fo(B)] = L(Bm — Bo)

90 mm = [,(100 — 10)

l,= 1mm
Wegen y = 2« + 2 mul} gelten:
vo =2ap + 28 =2-5+2-10=30,
ym=2am + 2fm = 2 50 + 2. 100 = 300.
Daraus folgt bei gleicher Leiterhdhe:
2m = b3 [f(ym) — f3 ()] = b (ym — o)
90 mm == I, - (300 — 30)

I, = 3 mm.
Jetzt folgt fiir die Leiterabstinde:
al, =2 b.l,=2;
a-2=2; b-1=2;
a =1; b =2
Alsoa:b=1:2.
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Daraus folgt a + b = 3. Das bestitigt auch die dritte
Beziehung: (a+b)l;, =1

(a+b) =
(a+b) =3.
Das Ergebnis zeigt die Abbildung 2.17.
o 300+ (100
Abb, 217, MMM U/mm { n/mm
“T 21+ +a
_-
wt %04 -1
-~
s+ 204 //// +m
o+ 804 +60
//
5T /// 760+ +50
-
2+ s 4 +uw
-
5+ -7 ot o
-~
-~

’/70,-/ 60+ T
5+ 0t +n
b=2 Einhgiten a= 1 Einheit $

Ablesebeispiel (gestrichelte Ablesegerade): 2-10 +2-80 = 180

Man erkennt:

>

Durch Lei fel mit drei llelen Leitern lassen sich alle Funktionen mit

drei Veri x, Yy, = llen, deren lytische Ausdriicke von der Form

11 (@) + exf2(y) = eaf3 (2) sind.

Falls f1(x), f_(y) und ]_, (?) lineare Funktionen sind, erhalten die Leitern gleichmiiBige
Teil und Trigerabstinde kénnen z.T. willkiirlich gewihlt werden,
z.T. ergeben sie sich durch Verglelchen des analytischen Ausdrucks der darzustellenden
Funktion mit der Schliisselgleichung fiir diesen Nomogrammtyp

alify (@) + blofa (B) = (a + b) 3f3(7)-

2.3.3. Dreileitertafel g mit drei parallelen, gleichmiBig geteilten, gleich-

liufigen Leitern

Nomogramme dieser Art kinnen sich unterscheiden

a) im Abstand der Trigergeraden;

b)in MeBbereich und Leitereinheit der drei Leitern.

Es ist zu untersuchen, welche Faktoren diese GroBen beeinflussen.
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In Abschnitt 2.3.2. wurde festgestellt
aly=¢;5  bly=cy;
= a, e O
a= L b= .,
Das heiBlt, daB der Abstand der Triigergeraden von den Koeffizienten ¢; und ¢, der Ver-
dnderlichen in dem analytischen Ausdruck der darzustellenden Funktion und von den
Leitereinheiten auf den beiden gesetzten Leitern abhingt. Insbesondere gilt a = b,
d. h., es ergeben sich abstandsgleiche Triger, falls ¢; = ¢, und I, = I, (vgl. Abschnitt
2.3.1.; Beispiel 10).
Die Einheiten I; und [, hiangen wie alle Leitereinheiten wegen

am = I[f(am) — f(o)]

vom MeBbereich « . .. am und von der Leiterhohe xp, ab. Wenn diese vorgeschrieben
sind, sind also I, und I, nicht frei wihlbar (vgl. Abschnitt 2.3.2.; Beispiel 11).

Die Leitereinheit I; der Ergebnisleiter hiingt ebenfalls von ihrem MeBbereich ab. Dieser
ist aber durch die MeBbereiche der gesetzten AuBenleitern und durch den analytischen
Ausdruck der darzustellenden Funktion bestimmt.

. Beispiel 12:
Leitertafel fiir das Widerstandsgesetz R = R, + R, in den MeBbereichen 0Q < R, < 6Q;
0Q=R,<6Q.
Da die Koeffizienten der Verinderlichen R, und R, sowie ihre MeBbereiche gleich sind,
ergeben sich bei gleicher Hohe der beiden éulleren Leitern auch gleiche Leitereinheiten.
Folglich mufl das Nomogramm abstandsgleiche Triger erhalten. Die Leiterhohe sei zu
36 mm angenommen. Dann folgt:

_tm SG@m =6mm = l,;

& — X 6—0

L=
e
Wird die Tafelbreite mit 80 mm angenommen, so wird a = b = 40 mm.
Berechnung von [;:

a=2St l—b.

Ym = om + fm
—6+6=12 G—F

Yo =% + o 5

=0+0=0 o« 4]

fy 36 mm 2
12—0

=3 mm. 2

zeigt

Die Abbildung 2.18. 1]
das Nomogramm. [

Ablesebeispiel : R= PRy + R,
R=(3+5)2=8% Abb. 2.18.
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Andert sich in R = R, + R, der MeBbereich von z.B. R,(0Q < R, < 18 Q) bei gleicher

Leiterhohe, so verlaufen die Triger nicht mehr abstandsgleich und die Leitereinheit der
Ergebnisleiter indert sich ebenfalls.

. Bestimmen Sie fiir diesen Fall den Abstand der Trager und die Leitereinheit der Ergebnis-

leiter !

Beispiel 13:

Werden in R = R, 4 R, die Koeffizienten ungleich, so ergeben sich auch bei gleichen
MeBbereichen Triger mit verschiedenen Abstiinden:

R=2R +Rmit2Q<R <10Qund2Q <R, <10Q.
Leiterhhe: 40 mm; Tafelbreite: 90 mm

40 mm

I, *10-2:5mm=13
¢y 2 €y 1
=i, 3 P W
ST 5 L5
bia=1:2; b=30mm; a=60mm

ym=20m+ fm =210 4+ 10 = 30
yo =200 + P =2-24+2=6

40 mm s

30—6 3

1=

Die Abbildung 2.19. zeigt das Nomogramm.

RiQ Rle R/
10 1 30 1 —10
94 v 27 9 B
8 24 s
7 21 P
6 18 ’_,_———”‘ | s
54 _,15’—”" |5
b= 72 4
3 9 | 3
== 6—— Ao
Ablesebeispiel: R= 2R, + R, & "
R=(2:4+7)2=15Q Abb. 2.19.

Enthilt der analytische Ausdruck der darzustellenden Funktion einen konstanten
Summanden, so wird dadurch lediglich die Ergebnisleiter beeinflufit.

. Entwerfen Sie ein Nomogramm mit dem analytischen Ausdruck
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Aufgaben
1. a) Welchen EinfluB hat der Koeffizient von R, im Beispiel 13 auf die Lage der Ergebnis-
leiter ?

b) Wie miiite der Koeffizient von R, lauten, wenn die Ergebnisleiter nach rechts anstatt nach
links verschoben werden soll?

¢) Welchen Einfluf} iibt der Koeffizient von R, auf den MeBbereich und die Teilung der Er-
gebnisleiter aus?

»

Es ist eine Leitertafel fiir die Gleichung R = R, + 2R, zu entwerfen.
Gegeben: 5Q =< R, =45Q Leiterhéhe: 80 mm
S5Q=R,=45Q Tafelbreite: 90 mm

®w

Es ist eine Leitertafel fiir das Gesetz R = R, + R, zu entwerfen.
Gegeben: 5Q < R, =550 Tafelhohe: 100 mm
10Q=R,=110Q Tafelbreite: 90 mm

[

Es ist eine Leitertafel fiir das Gesetz R = R, -+ R, zu entwerfen.
Gegeben: 5Q = R < 60 Q Tafelhohe: 80 mm
10 Q = R, = 100 Q) Tafelbreite: 90 mm

@

Es ist eine Leitertafel fiir das Gesetz I = I, + I, zu entwerfen.
Gegeben: 2A < I, <10A  Tafelhdhe: 64 mm
4A=<T,=20A Tafelbreite: 90 mm
6. Es ist eine Leitertafel fiir R = 2R, + 3R, + 10 Q zu entwerfen.
Gegeben: 2Q < R, =10Q Leiterhhe: 80 mm
4Q=R, =120 Tafelbreite: 100 mm

‘Welchen Einflufl iibt ein konstanter Summand auf den MeBbereich und die Leiterteilung der
Ergebnisleiter aus?
a-+b

2

zu entwerfen.

7. Esist eine Leitertafel fiir das arithmetische Mittel M =
10 Tafelhohe: 80 mm
10 Tafelbreite: 90 mm

Gegeben: 2 <a

2<b

A~ 1A

A

2.3.4. Gegenliiufige Leitern

In Abschnitt 2.3.3. wurde gezeigt, daB jede Funktion von der analytischen Form
¢, f1(x) + ¢ofs(y) = ¢5[5(z) nomografisch durch eine Leitertafel mit drei parallelen Trigern
dargestellt werden kann, wobei die x- und y-Leitern auf den beiden #ufleren Triigern,
dic Ergebnisleiter (z-Leiter) auf dem dazwischenliegenden Triger abzutragen ist.
Es entsteht die Frage, wie das Nomogramm sich éndert, wenn die Funktionen der un-
abhiingigen Verinderlichen x und y subtraktiv miteinander verkniipft sind:

e fyl®) = eafo(y) = €5 f5()-
Es gibt zwei Wege zur Losung.
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1. Weg: Durch Umstellen kann auf den in Abschnitt 2.3.3. behandelten Fall zuriick-
gegangen werden:

crfix) = eafoly) + csf5(2)-

Dann erscheint allerdings die Ergebnisleiter auf einem der beiden auBen liegenden
Trager.

2. Weg: Soll die Ergebnisleiter auf dem mittleren Trager verbleiben, ergibt der Vergleich
mit der Schliisselgleichung fiir die Anlage der Leiter des Subtrahenden etwas grund-
siitzlich Neues:

(a+8)ly - foly) = al, fi(a) + bly f5(B)s
e3 - f5(z) = e1 - filx) — 3 - fly)-

Daraus folgt:

boly=—e¢,.
Da der Leiterabstand b eine positive GroBe ist, mufl die Leitereinheit [, in diesem Falle
negativ werden.
Das bedeutet, daB die $-Leiter in bezug auf die a- und y-Leiter in entgegengesetzter
Richtung abzutragen ist. Solche Leitern heiBen gegenlaufige Leitern.

Bei derartigen Leitern muB sinngemif mit 3, der groBte und mit iy, der kleinste Zahlen-
wert des Mefbereichs bezeichnet werden.

B Beispiel 14:
Es ist ein Nomogramm fiir I = I, — I, zu entwerfen.
Gegeben: Leiterhohe xp, = 64 mm; Tafelbreite a + b= 84 mm; Mefbereiche
4AST <12A;4A< T, < 12A
Den MeBbereich von I berechnet man aus

ag= 4; am=12;

Po=12; Pm= 4.

Daraus folgt:

Yo =0 —fp = 4—12=—8

} —8=y=8
Ym=om— fm=12— 4=28

Xm 64 mm

|, . S -

e — 0t 2—4 8 mm
64 mm

j e p

o T a—12 8 mm

f 64 mm — Wi

T Ym—70 8—(—8)
a= b= 42 mm.
Das Ergebnis zeigt die Abbildung 2.20.

Aufgaben

1. Entwerfen Sie eine Dreileitertafel fiir die Subtraktion positiver und negativer Zahlen mit
einer gegenliufigen Leiter!

2. Entwerfen Sie eine Dreileitertafel mit gegenliufiger Leiter fiir die Funktion z = 2x — 3y — 5!
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Abb. 2.20. I1/A [/A [2/A

27 81 T 4
7 4
-+ 6 -5
s 5
10 ey 4 3
~~_ 3
* 9 Loy Sy - 7
7 \\\\
8 0 TS~ - 8
-1 T~
7 -2 4 g
-3
6 -4 10
—5]
5+ -6 - 11
-7
u_\_ -g - =12
Ableseverspiel: | = L= L
I=(M-9)A=2A
2.3.5. Dreileitertafelnomogramme mit drei parallelen, ungleichmiiBig geteilten Leitern

Gesetze, in denen die Funktionen der beiden unabhingigen Verinderlichen multi-
pliziert oder dividiert werden miissen, kénnen nicht mit Tafeln mit gleichmiBig ge-
teilten Leitern dargestellt werden.

Diese Gesetze werden zuniichst durch Logarithmieren auf eine additive oder subtraktive
Form gebracht und dann nach der Schliisselgleichung so behandelt wie bisher. Alle
Vorschriften zum Entwurf von Tafeln mit gleichmiBig geteilten Leitern bleiben
giiltig.

B Beispicl 15:
F=4.0 l u:%:s't_l

IgF=1gd+1go ‘ lgv=Igs—Igt
Vergleich mit der Schliisselgleichung

(a+ Bl f(y) = al, - f(2) + bl - f(B) | (a+b)ls-f() = aly-f(a) — bLf(B)

In diesen Fillen sind also die Leiterteilungen logarithmisch:

S =lga: fB)=1gp: f()=Igy.
Die Leiterabstinde a und b sowie die LeitermaBstibe I, [, und I, ergeben sich dabei
von Fall zu Fall aus den zusitzlichen Vorschriften iiber MeBbereich, Leiterhohe und
Tafelbreite. Dabei ist besonders zu beachten, daB die Leitereinheit die Strecke einer

logarithmischen Einheit, das ist die Entfernung des Zahlenwertes 1 vom Zahlenwert 10,
darstellt.
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Das Berechnen der Abstinde fiir die logarithmische Teilung erfordert erheblichen Zeit-
aufwand, mufl aber meist fiir jedes Nomogramm gesondert durchgefiihrt werden.
Ein grafisches Hilfsmittel fiir das Bestimmen dieser Leiterabstinde, das diesen Zeitauf-
wand verringert, ist die sogenannte Logarithmenharfe. Mit Hilfe einer einmal sorg-
filtig konstruierten logarithmischen Leiter kann man entsprechende Leitern mit jeder
beliebigen Leitercinheit bestimmen.
In Abbildung 2.21. wurde (am rechten
Rand sichtbar) eine logarithmische
Leiter mit [ = 125 mm sorgfiltig 107
konstruiert. Um nun Leitern mit [ g
7
6

75
0_10 20 30 40 50 60| 80 90 100 110 120125

I <125 mm abgreifen zu kénnen,
wurden von den Punkten der Aus- 1170
gangsleiter Strahlen nach dem 125 mm B
entfernt gel Punkt P g ]
Es ist leicht zu erkennen, daBl die
logarithmische Teilung der rechten

1
L //
[+
=%
1
e
Leiter durch die Strahlen proportional P —::—ﬁ_q 1
L

5
[
[

|
LY

L —1

[=725mm

verkleinert wird. Die obere und die [
untere waagerechte Leiter tragen mm-
Teilung. Sie geben die gewiinschte
Leitereinheit an. Soll z. B. die Leiter-
einheit auf [, = 75 mm verkleinert ST
werden, so wird ein Papierstreifen
wic in Abbildung 2.21. an die Zahlen
75 der waagerechten Leitern gelegt. 7J
Di.r Schnittpunkte des Papinrs.trcifeus 0 10 20 30 40 50 60180 90 100 0 20125
mit den Strahlen werden markiert und 75

mit den entsprechenden Zahlen von b, 2.21.

1 bis 10 versehen. Werden fiir die

Leiterteilung Zahlen gebraucht, die beispiclsweise zwischen 1 und 2 liegen, wie1,2; 1,3
usw., so konnen ihre Abstiinde in diesem Fall vom Rechenstab auf die Logarithmen-
harfe iibertragen oder nach der Gleichung x = [ - Ig « errechnet werden.

Eine besonders einfache Konstruktion einer Logarithmenharfe ergibt sich bei Ver-
wendung eines Spezialgitterpapiers, das in einer Richtung logarithmisch, in der anderen
linear geteilt ist.

Besonders wertvoll ist die Verwendung dieses Gitterpapiers beim VergroBern der Leiter-
einheit iiber die Ausgangseinheit [ = 125 mm hinaus. Das konnte an sich durch Ver-
lingern der Strahlen geschehen. Das ist aber oft unpraktisch. In Abbildung 2.22. ist
deshalb ein anderer Weg erliutert. Soll z. B. eine logarithmische Leiter von der Hohe
90 mm bei einem MeBbereich 12 < f < 30 mit Hilfe der Ausgangsleiter wie in Abbil-
dung 2.21. (10 < « < 100, Leiterhohe 125 mm) dargestellt werden, so wird auf einem
Papierstreifen die: Leiterhéhe 90 mm durch 2 Striche markiert, die mit den Zahlen 12
und 30 versechen werden, denn sie bilden den Anfang und das Ende der Leiter. Jetzt
miissen noch die dazwischenliegenden Zahlen aufgetragen werden. Dazu wird der
Papierstreifen mit der Zahl 12 auf die Rasterlinie durch 12 der linken Leiter so gelegt,
daf} die Zahl 30 des Streifens den Schnittpunkt des Papierstreifens mit der Rasterlinie
durch 30 an der linken Leiter bildet. Jetzt konnen die Schnittpunkte des Papier-
streifens mit den iibrigen Rasterlinien markiert und mit Zahlen versehen werden.
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250

B she. <
et
\"lg/ Abb, 2.22,

Die Leitereinheit der neuen Leiter kann man wie folgt errechnen:
x30=1-(1g30—1g12)
90 mm = I(1,4771 — 1,0792)
90 mm 90 mm

- o — 225 mm.
03979 = 04 5 mm
Wird die neue logarithmische Leiter bis zur Rasterlinie 120 verlangert, so ist die Strecke

von 12 bis 120 die Leitereinheit. Sie muf8 225 mm betragen.

. Beispiel 16:
Es ist ein Nomogramm fiir das Gesetz F = 4 - o mit | mm? < 4 < 10 mm?,

12 kp mm™< o < 30 kp mm™2, der Leiterhéhe 90 mm und der Tafelbreite 100 mm zu
entwerfen.

Logarithmiert: lgF=1g4 L lgo

Mit F= ykp, 4=amm? o= fkpmm?
ergibt sich:

lgy=lga+lgp.

Fira, = 1, f, = 12isty, = 1.12— 12.

Fiir am = 10, fm = 30 ist yp = 10 - 30 — 300.
Daraus folgt 12 < » < 300.

Leitereinheiten:

L= Xm _ 90 mm _ 90 mm — 90 mm

P lgay —lga,  lg10—Igl 1—0

L Ym . 90 mm _ 90 mm _ 90 mm 555

* T Tz Pm—lgBe  1g30 —Ig12 1,48 — 1,08 04  ceomm

fom o0 0mm o S0OE L QORI
lgvm —lg7, 1g300 —Igl2 2,48 — 1,08 14 g
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Almmz2 F/kp S/kp-mm-2

0 — 300 T3
4 i
- 28
8
- 200 = 27
74 - 26
25
- — 150
6 - 2u
5 L 23
—100 |- 22
- 90
] - 80 -2
354 L 70 ’_,,f—Z()
a - 60 = - 19
- 50 e - 78
&7 P - 17
—
PO L 76
= 30
—15
15 L 20 - 74
.
- 15 .
1L Lo L
Ablesebeispiel: F=A - o
F=2-20kp = 40kp Abb. 2,23,
Die Leiterabstiinde sind nicht gleich. Es ergibt sich:
a-l, =1 a:b =l =225mm:90 mm=5:2
b-l,=1 a-+ b= 100 mm
a=~Tlmm; b=~ 29 mm.
Die Abbildung 2.23. zeigt das Nomogramm.
Beispiel 17:
Esist eine Leitertafel fiir das Gesetz zur Berechnung der kinetischen Energie
W= cy (mitg =~ 9,8m - s™*) zu entwerfen.

2g
MeBbereiche: 1kp <G < 15kp; Ims1<v <30ms?
Tafelhghe: 100 mm; Tafelbreite: 120 mm
akp=G; fmsl=v; ykpm= W,

Es gilt also:
a-f?
Y=308"

EE———Y



Q/kp V/ms™ Logarithmiert:
5o 2 lgy=lga+2 lgp—1g(2-98)
E _‘- 25 MeBbereich fiir y:
10 F 20 Firay =1,8=1 ist
8 s 1-12
7 Yo= %5 oqa =~ 0,05.
o8 ] - A0 B T 2.98
5— “//;, - 8 Fiir &y = 15, iy = 30 ist
E T [~ >
4 ——E s - ¢ _15-30° _ 13500 _ oo
3] - = r i "Tm=398 7 196 O
3 = L Leitereinheiten:
- E! 3
24" E 05 l - 25 L= Xm _ 100 mm
3 F 2 T lgam —lga,  lgls—lgl
] - 15 100m
] 01 ~ i
;A E o0s L 7 1,18 =0 s
iy = ¥m ___ 100mm
Ablesebeispiel : Wy = 2—%— T g Pm—lg By 1g30 —Igl
_196-10? ~ 100mm
Wy="3.gg - kem = 10kpm Abb. 2.24. 1,48 oy e
3 10
o m _ M00mm MM i
T lgym—lgrve 15690 —1g0,051 2,84 — (0,71 —2)
Leiterabstéinde:
al _ 1. b0l = ]
g arb=1ly:21,=67,7:170
a-+b=120mm
Daraus folgt:
_120-677mm _ 81240 .,
=Ten7 1170 | 237,71 T )
_ 120170 20800 Lo
=Tma = g7y W T S mE
Das Nomogramm zeigt die Abbildung 2.24. im MaBstab 1: 2.
Aufgaben

1. Zeichnen Sie eine Logarithmenharfe entsprechend der Abbildung 2.21. mit /= 125 mm und

1

der Teilung wie am Rechenstab!

zu

ich

Mit einer Logaritk harfe sind die folgenden logarithmischen T
a)xy= 90mm; I=90mm; =1

b) xpy ~ 132 mm; =90 mm; a,= 10

¢)xpy ~ 542mm; l=90mm; a;=1

d) xp; = 180 mm; =60 mm; ay=3

Die Teilpunkte sind mit den entsprechenden Zahlen zu versehen.

e) Auf der Leiter der Aufgabe 2a) ist die Strecke zwischen den Zahlen 1 und 2 logarithmisch

in 10 Teile zu teilen und mit Zahlen zu versehen.
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3. Mit Hilfe von logarithmisch geteilten Vordrucken sind entsprechend der Abbildung 2.22.
die folgenden logarithmischen Teilungen zu zeichnen.

a) apy = 200 mm; ! = 200 mm; a5 = 1;
b) xp = 100 mm; 1= 200 mm; ay =1;
€) xy = 90 mm; &= 15; am = 55

d) Beim Parallelverschieben des in Abbildung 2.22. eingezeichneten Papierstreifens bleibt
die Leitereinheit (I = 225 mm) unveriindert.
Durch Parallelverschicben eines solchen Papierstreifens im genannten Vordruck nach
Ig 20 ist eine logarithmisch geteilte Leiter mit oy = 20 und ay = 70 herzustellen. Die
dadurch erhaltene Leiterhohe xp, ist rechnerisch zu iiberpriifen (*m = 122 mm).

d®-3,14
4

L

Es ist eine Leitertafel fiir das Gesetz F — — + o zu entwerfen.

Gegeben: Imm <d < 10mm; 8kpmm™ < ¢ < 25 kp mm™2
Tafelhéhe: 150 mm; Tafelbreite: 120 mm

@

. Es ist eine Leitertafel fiir das Hubvolumen eines Kompressors zu entwerfen:
V=10,785-10""dm® - mm™2. 5. d2:
Gegeben: 50 mm =< s = 250 mm; 50 mm < d < 250 mm
Tafelhohe: 160 mm; Tafelbreite: 105 mm

2.3.6. Zusammenfassung

Mit Hilfe von Tafeln mit drei parallelen Leitern lassen sich Funktionen mit drei Ver-
anderlichen darstellen. Die allgemeine Schliisselgleichung lautet

(- b) L foly) = aly f1() + blofo(B).

Mit gleichmiBig geteilten Dreileitertafeln lassen sich Additionen und Subtraktionen
durchfiihren, wenn man von zwei Leitern ausgeht und die dritte als Ergebnisleiter be-
nutzt. )
Die Leitereinheit [ ist abhingig

a) von der Tafelhshe,

b) vom MeBbereich.

Das Leiterabstandsverhiltnis a : b ist abhiingig
a) von den MeBbereichen der AuB8enleitern, d. h. von den Leitereinheiten lyundl,,
b) von den Koeffizienten der Funktionen der unabhingigen Verinderlichen.

Ein konstanter Summand beeinflult den MeBbereich der Ergebnisleiter (y-Leiter) und
verschiebt die Zahlenwerte ihrer Teilung. Negative Koeffizienten der Funktionen
der unabhingigen Verinderlichen bewirken gegenliufige Teilung der betreffenden
Leiter.

Werden Produkte, Quotienten und Potenzen durch Logarithmieren auf Summen bazw.
Differenzen zuriickgefiihrt, so ist das Multiplizieren, Dividieren und Potenzieren mit
Hilfe von ungleichmiBig geteilten Leitern moglich.
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2.3.7. Leitertafel amm fiir vier V

2

Ticl
liche

Viele nomografisch darzustellende Gesetze enthalten vier Verinderliche.
Sofern sie die Form

e fi(x) + eafo(y) + 3fs(z) = e falu)

haben oder durch Logarithmieren auf diese Form gebracht werden kénnen, lassen sie

sich durch zwei miteinander gekoppelte Nomogramme mit je drei parallelen Leitern
darstellen.

Man fiihrt dazu eine fiinfte Hilfsverianderliche v wie folgt ein:
(D) ey filx) +eafoly)=v.
Diese verbindet man dann mit den beiden letzten Verinderlichen zu
(I1) v+ eyfs(z) = eafa(u).
(I) und (IT) lassen sich je durch eine Dreileitertafel darstellen, wobei man die v-Leiter
aus (I) zugleich als v-Leiter in (II) benutzt. Die v-Leiter braucht dabei keine Einteilung

und keine Zahlenwerte zu erhalten, da auf ihr nichts abzulesen ist. Sie heiBt Zapfen-
linie. .

4 7 7 R A
T T T { T {
I Ir
o 7 B 7 3
b a S e fi d 2
0 2 LR A

S
&
S
& 7 Ble n
- o 4 1
h b 5 a-e bl b pbb.2950bee




B Beispicl 18: ©/g.mm2-m=1 I Rlg Afmmz

Nomogramm 010 4 - 100 420 05
zur Berechnung des ] %0
elektrischen Widerstands 06
in festen Leitern 80110 Y
mit Hilfe von R = %" 047 a7
Deecl Togusithinisron UEw] 08
ergibt sich: e T ———— 49
IgR=1go+lgl—IlgA. 005 50 5 s
] 11
Mit g= aQmm?m™; - 12
a 004 b B 40 £ 7'3
= B 5] 1 7:"
APl P Y 1 s
R=:0Q 803 30+ 05
3 04
und einer neutralen 0025 251 03 2
y-Leiter als Zapfenlinie 1
ergibt sich: ] 02
002 o 20 25
(I lga+lgp=Igy ]
(I lgy—lgy=Ige. ] o1 3
Beil der Veeitigang w00 17} -
einem einzigen Nomogramm 1 13 00k 4
kann schlieBlich fiir die - 1 12 003
und die ¢-Leiter noch der- 1 n !

selbe Triger benutzt wer- 001 —— e 10002 5
den (Abb. 2.25.). X
Ablesebeispiel : R= ng

Fiir g =005 MM 12 70m, A=1mme

~005-70  _
Abb. 2.26. R ="T—R-352

Die Benutzung solcher Tafeln geht so vor sich, daB8 zuniichst durch eine erste Ablese-
gerade zu den gegebenen Werten auf der a- und der f-Leiter ein Punkt auf der Zapfen-
linie festgelegt wird. Dieser wird mit dem dritten gegebenen Wert auf der 7-Leiter
durch eine zweite Ablesegerade verbunden, die auf der é-Leiter den gesuchten Wert
anzeigt.
Die Abbildung 2.26. zeigt das Nomogramm fiir die MeBbereiche:

0,01 Qmm2m1 <0 <0, Qmm2m™; 10m <! <100m; 0,5mm?2 < 4 < 5mm?

Alle Leitern enthalten logarithmische Teilungen, die 7)-Leiter ist eine gegenliufige
Lﬂter, da in Gleichung (IT) lg 5 mit negativem Vorzeichen auftritt.
Ubungen zum Entwerfen derartiger Leitertafel-Nomogramme sind in diesem Rahmen

nicht moglich. Ebenso werden Dreileitertafeln mit nichtparallelen Trigern hier nicht -

besprochen.



2.4. Netztafel-Nomogramme

2.4.1. Das Wesen der Netztafel

Im Abschnitt 2.2.1. wurde gezeigt, daB eine Funktion zwischen zwei Verinderlichen
y = f(x) in einem kartesischen Koordinatensystem durch eine Anzahl diskreter Punkte
oder durch eine Kurve dargestellt werden kann. Auch die Funktionen zwischen drei
Verinderlichen y = f(x, z) konnen in einem Koordinatensystem durch eine Kurve gra-
fisch dargestellt werden, wenn man zunichst einer der unabhingigen Verinderlichen,
z. B. , einen bestimmten konstanten Wert z, zuweist. Wihlt man einen anderen Wert z,,
ergibt sich auch eine andere Kurve. Ldt man jetzt s verinderlich werden, d. h. alle
moglichen Werte z;,z,,... durchlaufen, so ergibt sich als Bild eine Kurvenschar
(Abb. 2.27.).

Jeder Kurve entspricht ein ganz be- 25
stimmter Wert von z, der fiir alle 3% / LA
Punkte dieser Kurve derselbe ist. \
Man nennt diese Kurven deshalb auch / =23
z-Gleicher; z heiBt der Parameter der AN A P,
Kurvenschar, die gesamte grafische
Darstellung cine Netztafel.

So wie fiir alle Punkte einer Kurve die \
Veriinderliche z denselben Wert hat, \
sind fiir alle Punkte einer Parallelen

zur x-Achse die y-Werte und fiir alle \\\ NS—— pe— %
Punkte einer Parallelen zur y-Achse h
die x-Werte gleich. Erstere heiflen ~ T
deshalb y-Gleicher, letztere a-Glei- B r
cher. Man kann diese Scharen von  apb.2.27.
Parallelen zu den Achsen ebenfalls in

die Netztafel einzeichnen und dann sagen, daB} jede Netztafel drei Kurvenscharen ent-
hilt. Jedem Punkt sind dann drei Kurven und damit drei bestimmte Werte der drei
Verinderlichen zugeordnet, wihrend bei den Leitertafeln jeder Geraden, die drei zu-
sammengehorige Punkte verbindet, drei Punkte und damit drei bestimmte Werte der
drei Verinderlichen zugeordnet sind.

2,
//4

NL

2.4.2. Diagonaltafeln

Allgemeine Grundlagen

Besonders einfach werden die Netztafeln, wenn alle drei Kurvenscharen Parallel-
geradenscharen sind. Fiir die x- und y-Gleicher trifft das sowieso schon zu, fiir die
z-Gleicher ist es dann gegeben, wenn die darzustellende Funktion linear in allen drei
Verinderlichen ist.

Wenn wieder (wie in 2.2.3. festgelegt wurde) mit x; .. .,y;...,5; ... die Trigerteile,
die Beschriftungen an den Triagerpunkten aber mit ..., ..., 9, ... bezeichnet
werden, muf} die Gleichung der Parallelgeradenschar grundsatzlich die Form

Jo(B) = ey fi(x) + ¢5f3(y) haben mit y als Parameter.
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(Das entspricht der Geradengleichung y = mx + n aus der analytischen Geometrie mit
n als Parameter.)
Die Lage der Punkte auf den Achsen, die Richtung und die gegenseitige Lage der
Scharparallelen ergeben sich mit Hilfe der Leitercinheiten aus den Trigerteilen:

=4 [fi(a) = filao)]s

¥ =LULB) — fa(B)]s

3= Ll f3(7)— f3(po)]-
Ist speziell

Ji(xo) = f(Bo) = f3(y0) = 0,
d. h., beginnen alle Leitern die
Zahlung mit 0 im Koordinaten-
ursprung, so folgt:

fill=1s SulBy=1+

fs()= { B

3

y x
=gy —
h

H
— od
i, + 3 L oder

Abb. 2.28,

AL N
y=o¢ I, x 4¢3 i
Der Neigungswinkel ¢ der Parallelgeradenschar gegen die x-Achse 1afBt sich dann durch

tan @ = ¢, o* bestimmen und die Lage der einzelnen Parallelen mit dem Parameter Z;

durch die Ordinate ihres Schnittpunkts mit der y-Achse, niimliche, :l z; (Abb. 2.28.).
3

Diagonaltafeln mit gleichmdfig geteilten Leitern auf beiden Achsen

Diese Netztafeln sind die einfachsten; sie finden allerdirigs in der Praxis wenig An-
wendung, da die durch sie dargestellten Rechenoperationen des Addierens und Sub-
trahierens im allgemeinen ohne Nomogramm leichter zu bewiltigen sind. Infolge der
gleichmiBigen Teilung gilt:

Nl = a5 folB)=B5 faly)=7-

B Beispiel 19:
Es ist eine Netatafel fiir das Gesetz des Onmschen Widerstandes R, + R, = R zu ent-
werfen.
Gegeben: 0Q =R, =<6Q: 0Q<R,<6Q
Tafelhhe und Tafelbreite je 90 mm
Mit Ry=aQ: Ry=fQ: R=yQfolgt s+ f=1y oder f=—a-rty.

Fir die Losung aller Aufgaben legt man fest, daB8 die Zahlenwerte der Verinderlichen «
und f# immer auf der Abszi bzw. Ordinat hse aufgetragen werden. Die dritte Ver-
anderliche y soll immer als Parameter dienen.

Wegen y= a -+ f folgt y) = a + Bo=0+0=0und ypy = ay + fim = 6 + 6 = 12,

also 0 < » < 12. Damit ist y, = 1 und y,, = 12.
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B Abb. 2.29.
6
5 5
5|
3
Y
2] 2 54
1 7 s
A%y
\ I J
0 7 2 & 4 5 6 0 N A 3 4 5 6
—_— o
Gerade mit Gerade mit Gerade mit
der Gleichung der Gleichung der Gleichung
=—a+y B=—a+ty: B=—otys
B=—o+1 B=—a+2 B=—a+8
Die Leitereinheiten auf den Achsen ergeben sich wie folgt:
Xm 90 mm Ym 90 mm
= = 3 b=7"—F2=——=15mm
L T 16— 5 mm = B — Po =0
Abb. 2.30,
Die Richtung der Diagonalen ergibt
sich aus
Rq & e
A 3
tantp=7;-c, mit ¢,=—1 zu 5 2
15 mm
tang = (— ) =—1; B 4 o
@ = 135° (Abb. 2.29.). 3
Die Beschriftung der Diagonalen er- 2 & 7
mittelt man am besten aus den
Schnittpunkten mit der g-Leiter durch 7 >
Einsetzen von «, in die Gleichung 21N Nl N\ [ N\ N\
. 0
f= —a-+ y. Das ergibt 0 7 P 3 . 5 6
R/
= 04y alsof=yp. VQ
Das bedeutet, daB3 in diesem Falle o Ablesebeisgiel i 3
3 2 i : Addition Subtraition
die Bezifferung der p-Leiter gleich- y=a+p B=y-«
zeitig die Beschriftung der jeweiligen P= R+ ;}?: R-

Parallelen darstellt (Abb. 2.30.).

R=(5+2)2=178 R=(6-21Q=4Q
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Diagonaltafeln mit logarithmischen Leitern auf beiden Achsen

Sollen analytische Ausdriicke, die die Form eines Produkts oder eines Quotienten
haben, durch Diagonaltafel-Nomogramme dargestellt werden, werden sie zunichst
logarithmiert:
y=x3
lgy=Igx+1gaz.
Unter Verwendung logarithmisch geteilter Leitern auf den Achsen lassen sie sich dann
wie die bereits besprochenen Funktionen behandeln.

B Beispiel 20:

d-3,14-n
1000 mm - =t 2 entwerfen.

Es ist eine Netztafel fiir das Gesetz v =
Es bedeuten
v: Schnitt- oder Umfangsgeschwindigkeit in m - min™?,
d: Werkstiickdurchmesser in mm,
n: Umdrehungszahl des Werkstiickes in min™1,
Gegeben: 1mm <d < 100 mm; 1m:-min™! <» < 100 m - min™?!
Tafelhohe und Tafelbreite je 100 mm
n gestuft nach einer geometrischen Folge: 19/30/47,5/75/118/190/300/474 min~1,

Es ist ratsam, fiir d und v die x- bzw. -Werte zu wihlen, da in den genannten Intervallen
alle Zwischenwerte auftreten kénnen, die Drehzahl n dagegen als Parameter y zu nehmen,
da von ihr nur die bestimmten angegebenen Werte benétigt werden.

3.14n
1000

B=oa-y oder lgf=Ilga-+Igy.
Fiir die Leitereinheiten findet man:

Mit d = a mm; v = fm-min"!; = ymin~!-m . mm™! ergibt sich

_ Xm _ 100mm 100 mm —50 !
T lgam—lga,  Igloo—Ig1  z—o o mm=le

L

Der Neigungswinkel der Parallelenschar ergibt sich aus

1y 100 mm &
tampfc.lfl = -m—l. P = 45°
Die Bezifferung der Diagonalen ist durch die Stufung vorgeschrieben. Infolgedessen muf3
diesmal die Lage der Diagonalen in der Netztafel bestimmt werden. Das geschieht am
besten fiir « = 1, d.h. durch Bestimmen des f-Wertes des Punktes, durch den die Dia-
gonale auf der f-Achse verlaufen muf3.

Fiir n = 19 min™! ergibt sichlgﬂ:]ga+]gy:lgl+lg3’1136()19
3,14-19
gf=0+1g™ =~ 5
g B +lg 1000 0,05

Dieser Zahlenwert ist ungiinstig, weil er auBlerhalb des MeBbereichs von f liegt. Wird
gleich 1 gesetzt, so ergibt sich die Abszisse des Schnittpunktes der Geraden mit der
a-Leiter.



Fiir = 1 und n = 19 min™* folgt
3,14-19
1000

3,14-19
0 =lga + g™ oo

lgl=Iga+1g

Ig x = —(Ig 3,14 + 1g 19 — Ig 1000)
Ig & = —0,49693 — 1,27875 + 3 = 1,22432

a =~ 16,8.
> W
W 0
700
%
¥ :
60
50 Mmin™!
i\
w0 »
30 B
/ 9
2
0 &‘3 Al
Y/m-min™! 4 o)
79 - 4
B 7 17
7 P
6
5
%
B 4 ¥
3 /’
2
/ / 4
7 /
7 2 3 4 5678910 20 30 40 50607080 100
@ Yom .
X =6122mm
Ablesebeispiele: a) Fiir d = 8mm und n="118min"" ist v=3m-min~1
b) Fijr d = 40mm und v =20m-min~" liegt die giinstigste Drehzahl n
2zwischen 118 min™" und 190 min™1.
Abb, 2.31. Es wird im allgemeinen die ndchst kleinere genommen, also n=T18min"1
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Dieser Zahlenwert ist brauchbar. Um den Punkt méglichst genau zu finden, errechnet man
seinen Abstand vom Ursprung in Millimetern.

x=1-lg«x
x==50.1,22432 mm
x = 61,2 mm.

Durch diesen Punkt der a-Leiter geht die Diagonale fiir n = 19 min™. Die Lage der iibri-
gen Diagonalen konnte auf dieselbe Weise ermittelt werden. Man nutze aber folgende
Moglichkeit :

Wegen der Abstufung der Umdrehungszahlen nach einer geometrischen Folge sind die
Abstinde der Diagonalen gleich. Zeichnet man also auBler der Diagonale fiir die kleinste
Drehzahl noch die Diagonale fiir die grofite Umdrehungszahl ein, so kann man den Ab-
stand beider Geraden in sieben gleiche Teile teilen (weil es acht Umdrehungszahlen sind).
Das hat den Vorteil, dal die Rechenarbeit erspart und die unvermeidbare Zeichentole-
ranz gleichmiBig auf alle Diagonalen verteilt wird (Abb. 2.31.).

Beispiel 21:

Es ist eine Netztafel fiir die Formel des Vol eines ImaBi hseckigen ge-
3¥3
2

raden Prismas V' = - s2. h zu entwerfen,

Gegeben: 4mm < s < 20 mm: [, = 200 mm;
2mm < h <20 mm: [,= 100 mm;
V gestuft: 50/100/150/200/250,/300/400/500/600/700/800/900/1000 mm?.

Esist V gestuft gegeben. Deshalb ist es giinstig, wenn die Werte fiir 7 auf den Diagonalen
dargestellt werden. Die Ausgangsformel wird aus diesem Grund umgestellt:

2V LISV

h= =s*1,15-V.

= AT g
Mit fmm =h; amm=s; pymm?®= 1,15. V ergibt sich = a72. 7.
Logarithmiert: lgf= —2.lga+Igy.
Die Leitereinheiten sind diesmal gegeben. Dafiir muB3 berechnet werden die
Tafelhohe: ’
ym = L(g fm — lg ;)
= 100(lg 20 — Ig 2) mm
= 100(1,30103 — 0,30103) mm
Ym = 100 mm;
Tafelbreite:
*m = hL(lga —lg ap)
= 200(lg 20 — lg 4) mm
200(1,30103 — 0,60206) mm

xn = 139,8 mm.

|

Il

Die Richtung der Diagonalen folgt aus:

=—2.-=—1; ¢p=135°
1



Abb. 2.32,

20

Hom X
8
g N
6 = =
s Q
g !

7

2 % %% B
Abtesebeispel: V = '+ 52+
. Fir s=10mm, V= 500mm3 ist
h =58mm

Die Berechnung der Lage der durch die vorgeschriebene Stufung festliegenden Diagonalen
erfolgt wieder durch Berechnung der Abszissen der Schnittpunkte auf der a-Leiter.

Fiir ¥ =50 mm?®, f,=2 und oap=4 folgt

y = 1,15.50 = 57,5 und wegen lga = 1_87—2—15190 = M ~ 0,129

und lg ay=lg4 ~ 0,602 schlieBlich
x = 1,(Ig & — lg ) = 200(0,729 — 0,602) mm
x =~ 25,4 mm.

Entsprechend werden die Werte fiir die iibrigen vorgeschriebenen Stufen berechnet.

x| 2§,{'5§,§_\'73,1 ‘ 85,_7-‘”95,L 1033] ... |

Die Netztafel fiir die Bestimmung des Volumens der Sechskantsiule zeigt die Abbil-
dung 2.32.

v |50 | 100 150 | 200 \Tso Tsoo | 400 | 500 | 600
;

Allgemeine Gleich form fiir N feln mit ein oder zwei logarithmisch geteilten Achsen
& ) Y 8! g

Alle Funktionen mit analytischen Ausdriicken der Form y=¢-x" .z kénnen im
doppelt logarithmisch geteilten Netz durch Diagonaltafeln dargestellt werden. Mit
x2a,y 2B, ¢z 2y ergibt sich

B=a™ .y oder logarithmisch Ig f# = mlg a +lgy.
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Man erkennt:

L. Fiir die Darstellung im doppelt logarithmisch geteilten Netz sind Potenzfunktionen
geeignet. Der Exponent m bestimmt (zusammen mit den Einheiten der aufden Achsen
abgetragenen a- und B-Leitern) die Steigung der Parallelen:

s

L

2. Durch Ig y wird die Lage der einzelnen Geraden der Schar durch den Schnittpunkt
mit der f-Achse festgelegt. Falls ag= 1 und o= 1, ist lg y die Ordinate dieses Schnitt-
punkts.

tang =m -

Auch Exponentialfunktionen von der allgemeinen Form y = ¢ -a” .z kénnen durch
Diagonaltafeln dargestellt werden. Mit x = a; yepfiez y ergibt sich = a“- ¥
oder logarithmisch Ig = « -lga + 1g y.

In diesem Fall ist aber die x-Leiter mit gleichmiBiger Teilung zu versehen, wihrend
die B-Leiter logarithmisch zu teilen ist. Es ergibt sich also ein cinfach logarithmisch
geteiltes Netz.

Man erkennt:

1. Die Richtung der Parallelen ist durch den Logarithmus der Basis der Exponential-
funktion (Ig @) im Zusammenhang mit den Leitereinheiten der a- und p-Leiter be-
stimmt.

2. Die Lage der einzelnen Geraden ist wie oben durch lg y mit Hilfe des Schnittpunkts
auf der f-Achse festgelegt.

B Beispicl 22:
Es ist eine Netstafel zur Bestimmung des Endguthabens bei Verzinsung durch Zinses-
zinsen nach der Gleichung k, = k, - r* aufzustellen.

Dabei bedeutet: k, das Anfangsguthaben in MDN;

k, das Endguthaben in MDN nach n Jahren:

r den Zinsfaktor (r = 1 + %} > wenn p 9%, der ZinsfuB ist).

Gegeben: 1MDN < k, < 10 MDN; I, = 5mm;
1 MDN < k, < 40 MDN; I, = 90 mm;
0 Jahre < n < 30 Jahre; ZinsfuB: 49 (r — 1,04).
Mit n = & Jahre; k,= SMDN; J, = y MDN folgt B=y-re.
Logarithmiert: lgf=a-lgr-4Igy.
Die Leitereinheiten sind gegeben, daraus folgt die Richtung der Geraden.
tanw:{f ~1gr:?59-lg 1,04
tan ¢ = 18- 0,01703
tan ¢ =~ 0,307; = 17°

Wegen a, = 0 folgt Ig = lgy, also §= 5. Die Bezifferung der einzelnen Diagonalen
stimmt also mit der Beschriftung ihrer Schnittpunkte auf der p-Achse iiberein.
Die Abbildung 2.33. zeigt die Netaztafel.
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Abb. 2.33.
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Ablesebeispiel : ky =ty r" »
Fiir n=10Jahre , ko = 3MDN, Zinsfub = 4% ist

Aufgal;en K= 14,4OMDN

1. Esist eine Netztafel fiir die Gleichung I — I, = I, zu entwerfen. I, gestuft von 1 A zu 1 A,
Gegeben: 0A <1 <6A; 0A=I<6A
Tafelhéhe und Tafelbreite je 90 mm

g 33 J i g 10
2. Es ist eine Netztafel fiir die Gleichung tgy = — o zu entwerfen.
n-s

Es bedeuten

tey: Grundzeit-Maschine fiir das Abdrehen eines Werkstiickes in min;

n: Drehzahl des Werkstiickes in min™';

st Vorschub je Umdrehung senkrecht zur Schnittrichtung in mm.

Gegeben: 0,03 mm =< s < 6 mm; 0,02 min < tgy = 5 min; n gestuft nach einer geome-
trischen Folge: 19/30/47,5/75/118/190/300/474 min™";
Tafelhéhe und Tafelbreite je 150 mm.

3. In ein doppelt logarithmisch geteiltes Netz sind die den folgenden Gleichungen entsprechenden
Geraden einzuzeichnen.

a)f=2 a2 b) =3 at ) =4 a2 a) =05 a2



4. In ein doppelt logarithmisch getenltes Netz sind die den folgenden Gleich ent hend
Geraden einzuzeichnen.

Wi=w  W=3x  9f=ta D=t em:i
. ‘ éX

.5. In ein einfach logarithmisch geteiltes Netz sind die den folgenden Gleichungen entspre-
chenden Geraden einzuzeichnen.

a)p=2° B =22 ) ="
D=2  9p=4D  Dp="

In ein einfach und ein doppelt logarithmisch gel.elhcs Netz sind Geraden in beliebiger Lage
zu zeichnen und die ihnen entsprechenden Gleich llen. Die ermittelten Glei-
hungen sind durch Ablesebeispiele zu iiberpriifen.

s

2.4.3. Strahlentafeln

Allgemeine Grundlagen

Eine weitere einfache Netztafel ergibt sich, wenn die Kurvenschar ein Strahlenbiischel
ist. Die Gleichung muB dann grundsitzlich die Form f,(8) = ¢, f5(y) - fy(a) + ¢, mit y
als Parameter haben. (Das entspricht der Geradengleichung YV =mx+n mit m als
Parameter.)

Z5

Miv x =4 [fi(x) = fi(a)]s Y 24 ‘\’
¥ =LA — fulols .
3= L[ fo(y)— fa(ro)] —2,

folgt, falls f)(x) = f2(Bo) = f5(y0) = 0,

schlieBlich (2c, “
TyZ:cl_’;.f‘+c2 oder / — X

y = ;‘l,;: czx+ bey Abb, 2,34,

als grundlegende Form der analytischen Ausdriicke von Funktionen, die sich durch
Strahlentafeln darstellen lassen. Der Neigungswinkel ¢; der einzelnen Strahlen ergibt

. C;
sich aus tan ¢; = T

Das Zentrum des Biischels liegt auf der y-Achse im Punkte mit der Ordinate lyc,
(Abb. 2.34.).
Strahlentafeln mit gleichmdpig geteilten Leitern auf beiden Achsen

Falls fy(a) = o, fo()= B, fs(y) =y gesetzt werden kann, ergeben sich gleichmaBig ge-
teilte Leitern auf den Achsen, und die Strahlentafel nimmt die einfachste Gestalt an,
die méglich ist.
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. Beispiel 23:
Es ist eine Strahlentafel fiir die Gleichung v = d-3,14- "_ zu entwerfen.
1000 mm - m~"
Gegeben: 0mm < d <540 mm;: Om min™! < v < 45m . min1;
n gestuft: 19/30/47,5/15/118/190/300/474 min™1 ;

Tafelbreite: 135 mm; Tafelhohe: 90 mm.

Mitd = xmm; v= fm-min}; 3;1:]0" = ymin~!. m - mm™! ergibt sich
B=v-
Diese Gleich 1aBt sich im gleichmiBig geteilten Netz darstellen.
Die Leitereinheiten auf den Achsen ergeben sich wie folgt:
135

[t PO 1 MR N

m—0 540—0

Ym _ 90mm

2mm.

e EOR o
P Bn—B 45—0
Die Neigungswinkel g; der einzelnen Strahlen ergeben sich, falls I, = 1 gesetzt wird,
wie folgt:

¢z 1, 3,14-n; I, . 3,14-2 . )
tanp; = —';‘72 = —W'ﬁmm = T000. 025 n;min = 0,025 - n; min.
Fiir n; — 19 min~? ergibt sich tan o — 0,025 - 19 ~ 0,048; gy~ 25,5,

Entsprechend konnen die Neigungswinkel fiir die anderen Strahlen berechnet werden.
Es ergibt sich die Abbildung 2.35.

45
40
35

I

|

I 19
Ym- min~? 20 ! / / =g

/

I

/

0 80 160 240 320 400 480 540
o@ ————= Opm
d-3%-n
1000mmm’
Fijr d =160mm, v =25m-min~1 ist
n = 475min~" Abb. 2.35,

Ablesebeispiel: v =
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Strahlentafeln mit logarithmisch geteilten Leitern auf den Achsen

Sofern die eine Verinderliche im Exponenten einer Potenz steht, kann man durch
Logarithmieren die fiir Strahlentafeln erforderliche Form der Gleichung herstellen.
In der cinfachsten Form ist das der Fall bei dem Ausdruck

o
=3

lgy=x-lgz bzw.
lgf=a-lgy.
Das erfordert eine logarithmische Teilung auf der §-Achse, eine lineare auf der x-Achse.
. Beispiel 24:
Es ist cine Strahlentafel fiir die Zinseszinsformel ey = ky - 1™ zu entwerfen.
Gegeben: 1000 MDN < k, < 4000 MDN; kg = 1000 MDN sei konstant;
0 Jahre < n < 25 Jahre; Zinsfull p 9, gestuft: 2/3/4/5% 5
Tafelbreite: 125 mm; l: 150 mm.

Zuniichst wird die Form der gegebenen Gleichung untersucht, um festzustellen, in wel-
chem Netz sie darstellbar ist. Wihlt man fiir k, die B-Leiter und fiir n die a-Leiter, so
erhilt die Gleichung die Form f = k. r®.

Setzt man nun r = y, so ist =k, - p“ oder lg f = a-lgy+lgk,.

Gleichungen dieser Form sind, wie bereits festgestellt wurde, im einfach logarithmisch
geteilten Netz darstellbar.

Man setzt MDN = k,; a Jahre =n; p=r=14 P

100
kn o Die Leitereinheit fiir die x-Leiter
errechnet man wie folgt:
4000 —
; gl 125 mm
] =———=5mm.
3000—— o dm—%  25—0
Ka/MON 2500 1, = 150 mm war gegeben.
i et R S S [ oo o
20003 3 Die Richtungen der Strahlen fiir
g | " verschiedene Werte von p erhilt
1 2% man mit Iy = 1 wie folgt:
7500 .
] =2 P
] tan¢p—lllg(l+100|
10004 =L =50
T g, g p.
02 466102 %® B 22 85 e ’

———— "Jahre
Ablesebeispiel : ky = ky - p?
Fiir n = 20Jahre, ky = 000MIN, p%=4% st

kn = 2200MDN Abb. 2.36.
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Fiir die vorgeschriebenen Zinssitze ergibt sich:

p | 2 | 8 | 4 5
r | 1,02 1,03 | 1,04 1,05
Igr | 00086 | 0,01284 | 0,01703  0,02119

tang | 0,258 0,385 0,511 0,636

» 5 | 210 | en1e | s2se

Die Abbildung 2.36. zeigt die gesuchte Strahlentafel.
Aufgaben
1. Esist eine Strahlentafel fiir die Gleichung 4 = F - s zu entwerfen.

2.

Gegeben: 0kpm = 4 < 100 kpm: 0kp = 10 kp:
s gestuft: 1/2/3/4 bis 10/20/25/50/100 m :
Tafelbreite und Tafelhohe je 100 mm .

. B e 2 F-v
Es ist eine Strahlentafel fiir die Leistungsformel P = 103 kpms—T kW=
Gegeben: 0kW < p < 20kW; Okp < F < 1000 kp; v gestuft: 0,5/1/2/3/4 ms™1;
Tafelbreite und Tafelhohe je 100 mm .

7 zu entwerfen.

2.4.4. Netztafelnomogramme fiir vier Verinderliche

In 2.3.7. wurde erarbeitet:

Enthilt eine Funktion vier Verinderliche, so 1a8t sich ihr analytischer Ausdruck
durch Einfiihren einer Hilfsverinderlichen in zwei Gleichungen mit je drei Ver-
anderlichen zerlegen. Fiir jede Gleichung wird eine Tafel entworfen und beide
werden schlieBlich mit 'Hilfe der gemeinsamen Hilfsverinderlichen miteinander
verbunden.

Das wurde dort fiir Leitertafeln gezeigt. Es 146t sich aber auch fiir zwei Netztafeln
durchfiihren. (Auch die Verbindung einer Netztafel und einer Leitertafel ist méglich.)
Das Entwerfen derartiger verbundener Netztafeln iibersteigt diesen Rahmen. Das fol-
gende Beispiel zeigt eine fertige verbundene Netztafel, um das prinzipielle Aussehen und
die Benutzung zu zeigen.

Beispiel 25:

Verbundene Netztafel zum Bestimmen der Masse von Rohren von 1 m Liinge bei verschie-
denen Wandstirken s, verschied lichten Durch n d und verschied Mate-
rial von der Dichte o. Die zugrunde liegende Formel lautet

3
L

e (ds+ sy .

m - mm?*
Es bedeuten

m: Masse von 1 m Rohr in kg - m™?
s: Wandstirke in mm

o: Dichte in kg - dm™?

d: lichter Durchmesser in mm



Das Nomogramm in Abbil- ~ Abb. 237

dung 2.37. zeigt das Ablese- lm: e s ¢ ]
.37, zeig A

beispiel: 6 — = Smm

Ein Kupferrohr von 80 mm S~ v m e s 6 A v 9 )

lichtem Durchmesser und 100 e/,

5 mm Wandstirke und einer %0 j w0

Linge von 1m hat eine ! / /w / / =

Masse von 12 kg. 4 &0 ! / / / /__1_35

mm - 79 —t ; E
- el
2.4.5. Zusammenfassung I / // y &L m 5
50 ; WG Mgm

Auch mit Netztafeln lassen sich W0 / ///J// %;2‘7
Nomogramme fiir Funktionen I / ////7 G &
mit drei und vier Verinder- 8 ¥ / /}7 » o %
lichen herstellen. Am einfach- 20 ! \/ c e
sten sind Netztafeln mit Ge- 10 4 | E
radenscharen, die entweder 0 /%4’ S N = ’7‘5 8
parallel (Diagonaltafeln) oder £
durch ein Zentrum als Strahlen- / E 5
biischel (Strahlentafeln) verlau- | E
fen. Dazu muf3 die darzustel- | Fo,
lende Funktion entweder einen &« N
linearen analytischen Ausdruck
besitzen oder einen solchen, Ablesebeispiel :rm = 0,001dm®m™"-mm"2. 3,14 -(d-s+s%) o
der z. B. durch Logarithmieren Fir d = 80mm, s=5mm, Kupfer st
auf eine lineare Form gebracht m=12kg-m="

werden kann.

Werden die Zahlenwerte der drei Veriinderlichen mit «. B, 7 bezeichnet, « auf der
waagerechten, § auf der lotrechten Achse abgetragen und y als Parameter der Geraden-
schar verwendet, so ergibt sich als allgemeine Form fiir die

Diagonaltafel Strahlentafel

(la) B=c,x+cyy baw. * (1b) B=cx-y+c, baw.
(2a) B=am™.y oder (2b) B=a’ oder

(3a) B=a“ y; (3b) p=yc.

Die Gleichungen (2) und (3) lassen sich durch Logarithmieren umformen zu
(ta) lgf=m-lga+lgy; (4b) lgf=7y-lgas

(5a) lgf=a-lga+lgy; (5b) Igp=a-lIgy.

Zur Darstellung der Netztafeln sind

bei (1) doppelt linear geteilte Netze,

bei (2) bzw. (4) doppelt logarithmisch geteilte Netze und

bei (3) bzw. (5) einfach logarithmisch geteilte Netze erforderlich.

Die fiir die Konstruktion der Netztafeln wichtigen GroBen (Leitereinheiten, Richtung
und Lage der Diagonalen bzw. Strahlen) ergeben sich aus dem darzustellenden ana-
Iytischen Ausdruck der Funktion und den vorgeschrichenen MeBbereichen.
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3. Analytische Geometrie

3.1. Vektorrechnung

3.1.1. Wiederholung und Ergiinzung einiger physikalischer Kenntnisse

Viele physikalische GroBen, wie Masse, Zeit, Arbeit, Leistung, Temperatur, Ormscher
Widerstand und Frequenz, sind durch Angabe von Mafzahl und MaBeinheit véllig be-
stimmt. Beim Zusammensetzen zweier Massen, Zeiten usw. werden die MaBzahlen in
gewohnter Weise addiert. Solche physikalische Grilen heillen skalare GroBen.

Aber nicht alle physikalischen Gréflen wer-
den durch Angabe von MaBzahl und MaB3-
einheit vollstindig charakterisiert. Die Wir-
kung einer Kraft zum Beispiel ist unter
anderem auch von ihrer Richtung abhiingig.
Bekanntlich veranschaulicht man eine Kraft
durch einen Pfeil entsprechender Richtung,
dessen Lange nach Festlegen einer Lingen-
einheit der MaBzahl der Kraft entspricht.
In Abbildung 3.1. zum Beispiel treten die
Krifte B, B, und P, auf. Die Krifte ), und
P, sind mit R, im Gleichgewicht. Doch auch
eine zu P, gleich grofle, parallele, aber ent-
gegengesetzt orientierte Kraft ;i wire mit
P, im Gleichgewicht; R konnte also die
Krifte B, und B, ersetzen, ohne dafl dies
das Gleichgewicht stéren wiirde. Man nennt
R Resultierende der Krifte ¥, und B,. Das
Experiment zeigt, da8 i zeichnerisch als
Diagonale in dem von B, und g, ,,aufge-
spannten‘* Parallelogramm gefunden werden
kann. Die aus den Kraftpfeilen gebildete
Figur nennt man Parallelogramm der Krifte.
Im vorliegenden Falle ist der Betrag von
R, gleich 3, von P, gleich 4 und von R gleich
5 Krafteinheiten. Daher hat das Parallelo-
gramm Seiten von 3 und 4 Lingenein-
heiten, und die Diagonale ist 5 Einheiten
lang (Abb. 3.1.). Dieses Parallelogramm
ist ein Rechteck, denn fiir die Teildrei-
ecke gilt 32 + 42 = 52, sie sind also recht-
winklig (Umkehrung des pythagoreischen
Satzes). In Abbildung 3.1. wurden zwei
Krifte nach der ,,Parallelogrammregel®

Abb. 3.1,

\ Rishtung einer Parallelogrammseite

B
EVAN
23\
a%;\ R
5\\\
\
\ \ &




Abb.3.4. Last an einem Wandkran Abb. 3.5. Druckkrifte eines SchluBisteins

(e
A

Zugkraft

=

Hubkraft

AN

Abb. 3.6. Spannkriifte in der Kette

Abb. 3.3. Krifte am Meiflel :

@, driickt den Meillel in den Werkstoff; >
%, reibt den Span ab §é’ g
S

N\ bewegende Kraft
A
J Druckd “2‘/5,,6 b |
kraft &zl
\
Druckkraft AR
] Abb. 3.7. Kréifte an Kreuzkopf T
und Kurbelzapfen ciner Dampfmaschine Abb. 3.8. Schubkraft an einem Wagen

zusammengesetzt; vielfach mufl man auch Krifte nach der gleichen Regel zerlegen. In
diesen Fillen sind die Parallelogrammdiagonale und die Richtungen der Parallelo-
grammseiten bekannt, woraus die Lingen der Parallelogrammseiten leicht zeichnerisch
gefunden werden konnen (Abb. 3.2.). Praktische Beispiele zeigen die Abbildungen 3.3.
bis 3.8.

Auch die Zusammensetzung zweier gleichférmiger (geradliniger) Bewegungen gehorcht
der Parallelogrammregel. Vom Anfangspunkt 4 der Bewegung aus werden die beiden
Wege 4B und AC gezeichnet, die der betreffende Gegenstand bei jeder einzelnen Be-

wegung in gleichen Zeiten zuriicklegen wiirde (Abb. 3.9.). Aus 4B und AC konstruiert
man ein Parallelogramm. Die Resultierende der -beiden Bewegungen wird durch die
von 4 ausgehende Diagonale des Parallelogramms dargestellt.

Abb. 3.10.
Abb. 3.9.

Stromungsrichtung

=




Nicht nur beim Zusammensetzen und Zerlegen von Kriften oder gleichférmigen Be-
wegungen spielt die Parallelogrammregel eine Rolle. Die Abbildung 3.10. zeigt, dafB
die Achse eines rotierenden Rades in einer Gabel liegt, die um eine vertikale Achse
drehbar gelagert ist. Wird die Gabel gedreht, so springt die Achse auf einer Seite aus der
Gabel, und zwar mit um so gréerer Gewalt, je groBer der Drehimpuls J5 des Rades
(das Produkt aus Trigheitsmoment und Drehgeschwindigkeit) und je gréBer der Dreh-
impuls Js um die vertikale Achse (das Produkt aus Drehmoment und der Zeit, in der
es wirkt) ist. Auf welcher Seite der Gabel die Achse herausspringt, 1iBt sich voraus-
sagen, wenn man beide Drehimpulse durch je einen Pfeil entsprechender Linge ver-
anschaulicht, der in der jeweiligen Drehachse liegt und so orientiert ist, wie sich eine
Rechtsschraube bei dieser Drehung lings ihrer Achse bewegen wiirde. Die beiden Pfeile
miissen nach der Parallelogrammregel zusammengesetzt werden. Die Richtung des
resultierenden Pfeils ist die Richtung, in die

sich die Radachse einstellt. w (l 5 ng p [ 1919 " f %) ﬂ} (; %5

Auf Grund dieser Erérterungen definiert man:

’ Physikalische GréBen, denen Pfeile zuge- :
ordnet werden konnen, mit deren Hilfe man 1L7] @&l /gfm m’ n ZZ‘UO’
nach der Parallelogrammregel die Resul- -
tierende findet, heiBen VektorgroBen. J) p 17} U} v %4 ’If T 4 7 " Z%
Die Zusammensetzung der Pfeile nach der

Parallelogrammregel nennt man ,,geome- 49 WW w /{g 96[ /19, Y%} ;

trische Addition®.

VektorgroBen werden im allgemeinen durch AEbSEH *a
deutsche Buchstaben (Abb. 3.11.) bezeichnet.
Es ist aber auch die Bezeichnung durch {l“
Anfangs- und Endpunkt des veranschau-

— Abb. 3.12.
lichenden Pfeils, z. B. PQ (Abb. 3 p

oder durch einen iiberstrichenen lateini-
schen oder griechischen Buchstaben méglich; letzteres ist z. B. bei der Winkelgeschwin-
digkeit der Fall, die durch einen Pfeil in der Drehachse (Rechtsschraubenregel) ver-
anschaulicht und mit o bezeichnet wird.

3.1.2. Der Vektorbegriff

Der den skalaren GriBen entsprechende mathematische Begriff ist der Zahlbegriff, der
schlieBlich nach stufenweiser Erweiterung bis zum Begriff der reellen Zahl gen
umfassend ist, um die rechnerische Behandlung aller skalaren GréBien zu erméglichen.
Entsprechend wird ein mathematischer Begriff, der Vektor, definiert, der den Vektor-
groBen entspricht und ihre rechnerische Behandlung erméglicht. Es versteht sich, daf3
auch der Vektorbegriff geniigend weit sein muB, um alle Vektorgréflen mathematisch
behandeln zu kénnen. Die Anforderungen, welche die Vektorgroflen in dieser Hinsicht
an den Vektorbegriff stellen, sind recht unterschiedlich, wie die folgenden Beispiele zeigen.

a) Greift an einem Punkt eines nicht starren Kérpers die VektorgroBe Kraft an, so kann
sie durch einen von diesem Punkt ausgehenden Pfeil veranschaulicht werden. Der
ganzen Sachlage entsprechend ist der Pfeil an den Angriffspunkt gebunden; die Kraft
ist hier eine ortsgebundene VektorgroBe.

-1
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b) Wirkt auf einen drehbaren starren Kérper die VektorgroBe Kraft, so ist bekanntlich
der Abstand ihrer Wirkungslinie vom Drehzentrum sehr wichtig, jedoch gar nicht,
an welcher Stelle der Wirkungslinie die Kraft angreift. Beim Veranschaulichen durch
einen Pfeil kann dieser daher an irgendeiner Stelle der Wirkungslinie angebracht, also
auch in der Wirkungslinie beliebig parallel verschoben werden. Die Kraft ist hier eine
liniengebundene Vektorgrofe.

c) Verschiebt man alle Punkte des Raumes geradlinig und parallel um eine bestimmte
Strecke, so wird diese Bewegung als Verschiebung bezeichnet; die Verschiebung ist
ebenfalls eine Vektorgrofle. Beim Veranschaulichen durch einen Pfeil kann dieser an
beliebiger Stelle des Raumes angebracht, also ganz beliebig parallel verschoben werden.
Eine solche VektorgroBe heiflt ungebundene oder freie VektorgroBe. Sie stellt den all-
gemeinsten Fall dar, der durch den mathematischen Vektorbegriff erfait werden muf.

Wird vom speziellen Inhalt der VektorgroBen abgesehen und das Gemeinsame heraus-

gestellt, so wird der mathematische Begriff des Vektors gebildet:

’ 1. Der Vektor ist eine Rechengrofe.

2. Das Bild eines Vektors ist ein Pfeil besti Liinge, Ricl g und Orientierung. Der
Vektor ist durch Liinge, Richtung und Orientierung dieses Pfeils eindeutig festgelegt.

Da ein Vektor durch Linge, Richtung und Orientierung eines Pfeils eindeutig fest-
gelegt ist, folgt, daB alle gleich groBen, parallelen und gleich orientierten Pfeile Bilder
ein und desselben Vektors sind.

So wie man also die reellen Zahlen durch die Punkte der Zahlengeraden veranschaulicht,
werden die Vektoren durch Pfeile veranschaulicht. Um das Verstindnis zu erleichtern,
wird hier das Rechnen mit Vektoren an Hand der zugeordneten Pfeile erkliart und
durchgefiihrt. Dabei werden die Vektorpfeile mit dem gleichen Symbol bezeichnet wie
der Vektor, den sie veranschaulichen.

Vektoren werden wie die Vektorgréflen mit deutschen Buchstaben bezeichnet, durch
Anfangs- und Endpunkt eines zugeordneten Pfeils oder durch einen iiberstrichenen
lateinischen oder griechischen Buchstaben (vgl. 3.1.1.).

Der Liinge des Vektorpfeils % entspricht der Betrag des Vektors 2. Er wird mit | |
oder, falls keine Miverstindnisse auftreten konnen, mit 4 bezeichnet.

Naheliegend ist die Definition der Gleichheit von Vektoren:

. Vektoren sind genau dann gleich, wenn sie in Betrag, Richtung und Orientierung iiberein-
stimmen.
Kollinearitit und Komplanaritdt

Vektoren a,b,¢,..., die die gleiche Richtung haben, kénnen durch Vektorpfeile
‘a, b, ¢, ... veranschaulicht werden, die in ein und derselben Geraden liegen (Abb. 3.13.a);
solche Vektoren nennt man kollinear. Vektoren a,b,c, ..., die durch Vektorpfeile
a,b, ¢, ... veranschaulicht werden kénnen, die in ein und derselben Ebene liegen, heiflen

komplanar (Abb. 3.13.b).
A
/ L// 127
/

Abb. 3.13.a Abb. 3.13.b /
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3.1.3. Vektoraddition

In Anlehnung an die bei den Vektorgroflen giiltige Parallelogrammregel (geometrische
Addition der Pfeile) wird die Addition zweier Vektoren folgendermaflen definiert:

Um die Vektoren a und b zu addieren, setzt man zwei ihnen

zugeordnete Pfeile @ und 6 mit ihren Anfangspunkten!
aneinander, so daB sie ein Parallelogramm aufspannen w
(Abb. 3.14.). Durch den vem Anfangspunkt zur gegen-

den Parallel 1 s vend

iiberli Vektorpfeil 3

ist dann der Vektor a 4 b eindeutig festgelegt.
Da Vektorpfeile beliebig parallel verschoben werden diirfen
und dabei doch stets ein und denselben Vektor veranschau-
lichen, kénnen alle Seiten des Parallelogramms als Vektor-
pfeile a bzw. b aufgefaBBt werden (Abb. 3.15.). Es ist dann
eine Vereinfachung, wenn man beim Addieren nicht mehr
das ganze Parallelogramm, sondern nur noch eins der Abb. 3.15.
Teildreiecke konstruiert. Fiir die Summanden a und b ist
damit allerdings eine Reihenfolge eingefiihrt; naheliegt
dann die Festsetzung:

Um a + b zu bestimmen, wird an das Ende von Pfeil a
der Anfang von Pfeil b angesetzt; der Pfeil vom Anfang
von a zum Ende von § ist dem Vektor a + b zugeordnet

Abb. 3.16.

-5
(Abb. 3.16.). 55 s
Um b+ a zu bilden, wird dementsprechend an das Ende
von b der Anfang von a angesetzt (Abb. 3.17.). P2
In dieser Festsetzung ist auch die Addition zweier gleich Abb. 817,

gerichteter Vektoren enthalten, die von der Parallelogramm-

regel nicht erfafit wird. 4
@  In welcher Bezichung stehen |al, [b] und |a + b| mitein- 4 7
ander, wenn a und b gleich gerichtet und orientiert sind? In

welcher Beziehung stehen sie, wenn die beiden Vektoren ent- (y+8)+t Abb. 3.18.
gegengesetzt orientiert sind?

Eigenschaften der Summe zweier Vektoren :

1. Fiir die so erklirte Addition gilt offensichtlich (vgl.
Abb. 3.16. und 3.17.) das Kommutationsgesetz :

() a4+b=0+a. we(b+t) Abb. 3.19.

. Das Verfahren kann sofort auf die Addition von mehr als zwei Vektoren iiber-
tragen werden. (a+ b) + ¢ verlangt, erst a + b zu bilden und hierzu ¢ zu addieren
(Abb.3.18.); es leuchtet unmittelbar ein, dal die Konstruktion des Summenpfeils a+ b
dabei iiberfliissig ist. Entsprechend verlangt a+ (b+ ¢), erst b + ¢ zu bilden und dies
zu a zu addieren (Abb. 3.19.); statt dessen kann man offensichtlich gleich an das
Ende von a den Anfang von b und an das Ende von b den Anfang von ¢ ansetzen.
Die Klammersetzung ist also ohne Einfluff und somit iiberfliissig. Es gilt das Asso-
ziationsgeselz:

@) @+ +ce=a4+O+c)=a+b+c.

! Das Ende des Pfeils ist die Spitze.

(&)



Die Giiltigkeit des Kommutationsgesetzes und des Asso-
ziationsgesetzes sowie der Sonderfall gleich gerichteter
und orientierter Vektoren rechtfertigen den Terminus
Addition.

Entsprechend ist die Summe von mehr als drei Vektoren
zu bilden, z. B. a; + a, + a3+ a; (Abb. 3.20.).

Nullvektor und entgeg Vektor

Unter dem Nullvektor versteht man einen Vektor, der den
Betrag Null hat; ihm wird keine bestimmte Richtung und
Orientierung zugeschriecben. Im Gegensatz zum Skalar 0
symbolisiert man den Nullvektor mit O. Es wird festge-
setzt, daB der Nullvektor zu jedem Vektor kollinear und
zu jedem Vektorpaar komplanar ist.

Bilden die Vektorpfeile beim Addieren der Vektoren einen
geschlossenen Polygonzug! (Abb. 3.21.), so ergibt sich als
Summe der Nullvektor. Insbesondere ist die Summe zweier
Vektoren der Nullvektor, wenn sie gleichen Betrag, gleiche
Richtung, aber entgegengesetzte Orientierung haben:
a-+b= 9 (Abb. 3.22.a). Bezeichnet man den Vektor, der
im Betrag und in der Richtung, aber nicht in der Orien-
tierung mit @ iibereinstimmt, mit —a, so gilt wie in der
Algebra

a+ (—a)= O (Abb. 3.22.b);

—a heif3t der zu a entgegengesetzte Vektor.

Aufgaben

Abb. 3.20,
",
1
,J_‘ ]
¥y
Abb. 3.21.
D)
¥ /s
f
a b)
Abb. 3.22.

Die folgenden Vektoren 9, ..., H werden durch Vektorpfeile in der Zeichenebene veranschau-
licht: ((; x) 2. B. soll den Winkel zwischen dem Vektorpfeil % und der x-Achse bedeuten. Gegeben

sind
o durch [A| = A4 =3, (U;x)=235°,

% durch B = 2, (B: x) = 1700,

G durch C = 1,5, (G:x) = 170,

2 durch D =17, (D; x) = 3180,

¢ durch E = 10, (€; x) = 0°,

& durch F = 13, (F:x) = % (Winkel im Bogenmaf),
® durch G = 2,4, (®; x) = 1,1 (desgl.),

© durch H= 3,5, (93 %) = 2 (desgl.).

1%+ B|= A + B:x) =

2.1 +9|= €+ Dx)=

3. [C+Fl= € +F:2)=

LG+H=  (G+Di9=

! Polygon, d.h. Vieleck.
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5. Wie viele Aufgaben dieser Art kann man aus den ge-
gebenen Vektoren bilden ?

6IAFBHC|= (A4 B+C;x)=
TU+C + D= (A+C +Dsx)=

8. Wie viele solcher Aufgaben kann man aus den acht
gegebenen Vektoren bilden ?

Anmerkung: Die zu addierenden Vektoren brauchen
natiirlich nicht (wie in den voranstehenden Aufgaben)
komplanar zu sein. Vergleichen Sie hierzu Abbildung 3.23.! ) Abb. 3.23.

3.1.4. Vektorsubtraktion

Die Subtraktion zweier Vektoren wird als Umkeh-
rung der Addition erklirt:

[ a=c—D
l b=c—a

Wegen der Giiltigkeit des Kommutativgesetzes der
Addition geniigt es, eine der beiden rechts stehenden
Gleichungen zu untersuchen. Die Gleichung a = ¢ — b
beschreibt also die gleiche, in Abbildung 3.16. dar-
gestellte Beziehung zwischen a, b und ¢ wie die Glei-
chung a + b = ¢. Daher liBt sich a = ¢ — b (Abb. 3.24.) aus gegebenem ¢ und b finden,
indem man an das Ende des Minuenden ¢ das Ende des Subtrahenden b ansetzt und den
Vektorpfeil vom Anfang des Minuenden ¢ zum Anfang des Subtrahenden b zeichnet. Das
gleiche wird aber erreicht, wenn man ¢ und — b addiert (Abb. 3

at+b=c

c—b=c+ (—b).
> Die Subtraktion eines Vektors wird durch die Addition des geng Vektors er-
setzt.

Das ist eine wesentliche Vereinfachung.
. Beispiel 1: Abb. 3.26. 0

—
Die orientierte Seitendiagonale Py P, eines von drei
Vektorpfeilen a, b und ¢ gemiB Abbildung 3.26.
aufgespannten Prismas P, P, P, P, P; Py soll durch
die Vektoren a, b und ¢ ausgedriickt werden. Alle
Kanten des Prismas kénnen dann durch Vektor-

e

pfeile a, b, ¢ bezeichnet werden. Um nun Pg P,
durch a, b, ¢ auszudriicken, w:rd Pﬂ P, als ,,Sum»
menpfeil** der \/ektorpfelle Pu P,, }?;. und Pl Pg
aufgefalt. Wegen P P“ ==5, P‘ P,=—¢ und
I’,—;g = a ergibt sich:

;s‘l;z:(* b) + (—¢) +a, also Pi;;:a—b—c.
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Aufgaben
1. Gegeben sind die Vektoren , . .., 9 (vgl. Seite 78).

a) |A — B|= (A —B:x) =

BIB—A= (B—Wx)=

) |D—€|= ®—-C;2)=
DIU—B+F =  O—B+Fi9=

e)|€C +C -6+ o= CE+C—G+ Hix) =

2. Das Parallelogramm P,P,P, P, wird durch Vektorpfeile P, P, = q, ;, P, = b aufgespannt.
Driicken Sie P, P, durch a und b aus!
3. Driicken Sie fiir das Prisma (Abb. 3.26.) auch die iibrigen Seitendiagonalen durch a, b und

¢ aus, desgleichen Ps Py !

3.1.5. Vervielfachungs Multiplikation eines Skalars mit einem Vektor

Vorbemerkung

Das Multiplizieren von Zahlen wurde urspriinglich als wiederholtes Addieren des glei-
chen Summanden erklirt, z. B. 3-a = a + a + a. Der erste Faktor gibt an, wie oft der
zweite als Summand gesetzt werden muB; der zweite Faktor wird ,,vervielfacht*. Diese
Erklirung versagt aber, wenn der erste Faktor keine natiirliche Zahl ist. Fiir diese
Fille ist die Multiplikation neu zu erkliren. In jedem Falle bleibt jedoch das Multi-
plizieren mit dem Addieren verkniipft; denn es gilt das Distributionsgesetz

a(b+c¢)=ab+ ac.

Der Vektora -+ a + a stimmt in Richtung und Orientierung mit a iiberein und hat den
dreifachen Betrag von a. Naheliegend ist hierfiir die Schreibweise 3a (Abb. 3.27.). Ent-
sprechend ist bei natiirlicher Zahl n der Vektor na durch die Summe von n (gleichen)
Summanden a zu erkliren; na stimmt also in Richtung und Orientierung mit a iiberein
und hat den n-fachen Betrag: |na| = n a|. Man nennt na Vervielfachung des Vektors a.
Durch Verallgemeinerung erhilt man folgende Definition fiir das Produkt aus Skalar
und Vektor:

' pa(p > 0) bedeutet einen Vektor, der wie a gerichtet und —t—
orientiert ist und den Betrag
ipal = pla| hat; . . S N
pa(p < 0) bedeutet einen Vektor, der wie a gerichtet, aber
entgegengesetzt orientiert ist und den Betrag [pa|= |p|(a| W+t 3G
hat. Abb. 3.27.

. Beispiel 2:
Eine orientierte Seitenhalbierende soll durch die orien-
tierten Dreieckseiten ausgedriickt werden (Abb. 3.28.). Es
gilt:

S
=
@

AM =0+ Lc und
- = A 7
3= CB-+ BM=—a— }c. Abb. 3.28.

@
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Eigenschaften des Produkts zwischen Skalar und Vektor

1. Fiir die Verkniipfung pa zwischen Skalar p und Vektor a gilt das Assoziationsgeselz
in der Form

®3)

r(sa) = (rs)a=rsa.

Da es also auf die Klammersetzung nicht ankommt, kann man ganz auf sie verzichten.
Zum Beweis von (3) ist zu zeigen, daﬂ Betrag, Richtung und Orientierung vonr (sa) und
(rs)a iibereinstimmen. Unmittelbar klar ist dle Uberemstlmmuug in der Richtung.

Wegen

Ir(sa)| = |r| [sa| = |r||s||a]

“I(rs)a = |rs| |a = |r||s]| a|

e o
stimmen auch die Betrige iiberein. Um die Ubereinstimmung der Ol‘lL b’rung nach-

zuweisen, sind Fallunterscheidungen durchzufiihren.

Zeigen Sie an Hand einer Skizze, daf r(sa) und (rs)a im Falle a) r >0, s > 0, b)r=>0,
s < 0 gleiche Orientierung haben! Welche Fille sind dann noch offen?

2. Es gilt auch das Distributionsgesetz, und zwar in den Formen

“@)
und

®)

ma 4+ mb=m(a+ H) 3

=%

ra 4 sa = (r + s)a.

Abb. 3.29.

W.mf’

me

m<0

Zu (4): Diese Bezichung liiBt sich aus Abbildung 3.29. ablesen; auf Grund der Ahnlich-
keit der Dreiecke ist ma + mb gleich m(a+ b).

Zu(5):

Der Beweis wird zuniichst fiir den Fallr >0
und s >0 gefiihrt. Dann ist (Abb. 3.30.)
ra+ sader Vektor der Richtung und Orien-
tierung von q, der den Betrag r|a| + s|a|
hat. Und (r + s)a bedeutet dann ebenfalls
den Vektor der Richtung und Orientierung
von a, der den Betrag |(r + s)a| = (r + s)|a|
=r|a|+ s|a| hat; denn r,s und |a| sind
reelle Zahlen, bei denen das Distributions-
gesetz gilt, d. h. die Klammer aufgelost
werden kann.

Fiir welche Fille ist nun der Beweis von (5)
noch offen?

6 [001333)

o
r
PO
St

T

re

Abb. 3.30.

St

re+sy

risi+skl

(r+s)

|1
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Da das Distributionsgesetz gilt, ist man berechtigt, die Verkniipfung pa eines Skalars
mit einem Vektor als Multiplikation eines Skalars mit einem Vektor zu bezeichnen.
B Beispicl 3:

Man beweise: Werden die Seitenmitten eines (beliebigen, nicht notwendig ebenen) Vier-
ecks A BCD miteinander verbunden, so entsteht ein Parallelogramm (Abb. 3.31.).

Es gilt
Abb. 3.31.

g =4a+4b=4%@+0)

und

gy=—he—}d=}(—c—0) 5

da — D= a - b ist, gilt weiter

8, =4+ D). W

Man erkennt, daB die Pfeile 3, und 8, gleiche Linge und

Richtung haben; damit ist die Behauptung bewicsen. B 3 4
Einheitsvektor

Mit ¢, wird der zu a gehérige Einheitsvektor bezeichnet; er hat gleiche Richtung und
gleiche Orientierung wie a, jedoch den Betrag 1:

|egf=1«
Der Vektor a kann als Produkt seines Betrages mit dem Einheitsvektor ¢; dargestellt
werden:

| Abb. 3.32.
a=|ajea=at;

. P . . o /
hiermit ist gleichwertig e
a a
= —=—(a==0).
€q fa| B (a==0)
4
B Beicpiel 4: K3

Die Richtung einer Geraden, die den Winkel zwischen zwei Vektorpfeilen a und b halbiert,
kann durch ey 4 ep charakterisiert werden (Abb. 3.32.).

Zur Kollinearitit und Komplanaritit

Kollineare Vektoren kénnen durch Vektorpfeile veranschaulicht werden, die in ein
und derselben Geraden liegen (vgl. 3.1.2.). Dann muf} die Relation

(6) b=1za

bestehen, weil sich alle Vektoren, die gleiche Richtung wie a haben, mit Hilfe eines
passenden Skalars 2 durch Aa darstellen lassen. Umgekehrt folgt aus Gleichung (6),
daB a und b kollinear sind. Zwei Vektoren sind also dann und nur dann kollinear, wenn
die Beziehung (6) besteht.

Komplanare Vektoren kénnen durch Vektorpfeile veranschaulicht werden, die in ein
und derselben Ebene liegen (vgl. 3.1.2.). Offensichtlich kénnen sie sogar durch Pfeile
veranschaulicht werden, die in einer Ebene liegen und von ein und demselben Punkt

82



ausgehen (Abb. 3.33.). Indem man nun durch 8,
die Spitze von ¢ zu a und b Parallelen zeich-
net, erkennt man, da} zwischen komplanaren
Vektoren a, b und ¢ die Relation

() ¢=i0+pb

bestehen muB. Umgekehrt ergibt Za-+ ub Abb. 3.33.
offensichtlich stets einen zu a und b kom-

planaren Vektor. Drei Vektoren sind also dann und nur dann komplanar, wenn die Be-
ziehung (7) besteht.

@  Welche Bedeutung hat Gleichung (6) baw. (7) insbesondere, wenn 7 und yu die Werte 1, — 1
und 0 annehmen?

Koeffizientenvergleich

Bei den Anwendungen ergibt sich mitunter eine Vektorgleichung

U P10+ g0 = pa+ g50,

wobei a und b nicht kollinear sind. Dann liegt die Vermutung nahe, da8

Pi=Ps»

%=
gilt. Eine solche SchluBweise nennt man Koeffizientenvergleich. Die Richtigkeit der Ver-
mutung laBt sich leicht beweisen.
Indem man auf beiden Seiten der Vektorgleichung ¢,b + p,a subtrahiert, erhilt man

P10 — Pt = 20— g;b,
(pr— P2)a= (g:— ¢:)0. i
Wire nun p, == p,, so konnte man beide Seiterr dieser Gleichung mit = multi-
1~ P2

plizieren und erhielte

Dann wiiren a und b im Gegensatz zur Voraussetzung kollinear, denn diese Gleichung
hat die gleiche Struktur wie die Formel (6). Da dieser Widerspruch durch die Annahme
P1 == p, zustande kommt, miissen wir diese Annahme fallen lassen. Dann kann aber nur
P1= Pa gelten. |
Wiire q; == ¢,, so konnte man die gegebene Vektorgleichung mit —— multiplizieren
b

und erhielte ebenfalls im Widerspruch zur Voraussetzung, daB8 a und b kollinear sind.
B Beispiel 5:

In Abbildung 3.34. ist ein Parallelogramm durch U 4 v

die Vektorpfeile a und b bestimmt. Es sollen die

Teilverhiiltnisse ermittelt werden, in denen die W,

Diagonalen von ihrem Schnittpunkt S geteilt werden.

Die Losung des Problems erfolgt in vier Schritten:

a) Zunichst wird eine Vektorgleichung aufgestellt, A& 4 T

welche die orientierte Teilstrecke RS auf der  Abb.3.34.

6* 33
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einen Diagonalen mit der orientierten Teilstrecke T'S auf der anderen Diagonalen in
Bezichung setzt:

RS=0-+TS.
b) Die orientierten Teilstrecken Rq und TS werden mit Hilfe der noch unbekdnnlen

Teilverhiltnisse /2 und u durch die orientierten Gesamtstrecken RV und TL/ ausge-
driickt:

RS= iRV, TS=uTU.
Damit folgt aus a)
ARV =1 +n 0.
— —
¢) Die orientierten Gesamtstrecken RV und T U werden durch die beiden nicht kolline-
aren Vektoren a und b ausgedriickt:
RV=>0-+a, TU=—0+a.
Damit folgt aus b)
Mb+a)=Db+ pu(—b+a),
26+ ia="b— ub+ pa,
264 2a= (1 — Wb+ pa.
d) Durch Koeffizientenvergleich erhalt man zwei skalare Gleichungen fiir die beiden
Unbekannten 4 und p:
Vergleich fira: | 2= pu A

4 A
Vergleich fiir b: ‘ A=1—p) |-
Daraus folgt: , w ‘ Q
Das heif3t, S halbiert beide Dlagonalen I3 28 B

Abb. 3.35.
Beispiel 6:

Das Trapezin Abbildung 3.35. ist durch die Vektorpfeile a und b gegeben. P, P, wird durch
Q halbiert; die zu P, P, durch P, gezeichnete Parallele schneidet P, P, in R. In welchen

Verhiltnissen werden RP; und P,Q von ihrem Schnittpunkt S geteilt ?

a) Die beiden orientierten Teilstrecken RS und P,S werden miteinander in Beziehung
gesetzt:

RS= —b-+ P,S. .
b) Mit Hilfe der noch \mbekannten Teilverhiltnisse 2 und y werden dlc beiden onenuerten

Teilstrecken RS und P S durch die orientierten Gesamtstrecken RP und P ,Q aus-
gedriickt:

— —  — —
RS=iRP;, P,S=uPQ.
Damit folgt aus a)

IRP;= —b+ uP,Q.



c) Rfl;3 und P,Q werden durch die nicht kollinearen Vektoren a und b ausgedriickt:
RPy=aqa, P,Q=2b+}(a—b)=3b+ }a.
Damit folgt aus b)
la=—b+ p(Eo+ bo),
ja=(—1 +§,u)b+ %,ua.

d) Durch Koeffizientenvergleich erhilt man zwei skalare Gleichungen fiir die beiden Un-

bekannten 7 und gu:
Vergleich fira: | 2

Vergleich firb: | 0=—1-3p |.
Daraus folgt

=4, n=3%.

Beispiel 7:

In welchem Verhiltnis teilt die Halbierende cines Dreieck-Innenwinkels die gegeniiber-

liegende Seite (Abb. 3.36.) ?

a) AS— —b -+ CS.

b) ic= —b+ putw,; hier interessiert nur 1.
e) i(—a—Db)=—b+ ulev— ea),

—}.q—lb:—b+/4[§i~,u%,

g o (g B
—ta—ib=—Lat (14 b)b.

3

H | —1=-L ‘

- n

—A=—1+ b |3
A= b flh 3.36.
TED Abb. 3.36.
s y — . :

Es gilt also AS = 1c= ﬂ——i-bA B. Dieses Ergebnis wird instruktiver, wenn man die

Beziehung zwischen ASund SB angibt, die man folgendermaBen findet:

AS=dc= A(AS 4 SB)= 14S + 1SB,

(1— )AS— 1SB,

— —

Mit dem errechneten 2 folgt daraus

a5=Lsp
a
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Da I:S undg.B kollinear und gleich orientiert sind, kann daraus die skalare Gleichung

4s— b 5B,
a
E:ﬁ:b:a

gewonnen werden. Die Winkelhalbierende teilt also die gegeniiberliegende Seite im Ver-
hiltnis der anliegenden Seiten.
Aufgaben
1. Das Trapez in Abbildung 3.35. ist durch die Vektorpfeile a und b gegeben.
a) In welchem Verhiltnis werden die Diagonalen durch ihren Schnittpunkt geteilt ?

b) P, P, wird von Q halbiert. In welchem Verhiltnis wird P, P, vom Schnittpunkt mit P,Q
geteilt ?

2.-In Abbildung 3.35. wird der Grundlinienpfeil 2b durch nb ersetzt. Behandeln Sie jetzt die
entsprechenden Probleme!

3. Gegeben ist Dreieck A BC durch die Vektorpfeile 4B — ¢ und CA — b. Auf CB wird vou
C aus die Strecke (%B =cp abgetragen. In welchem Verhiiltnis wird die Seitenhalbierende
a) s,, b) s, vom Schnittpunkt mit A P geteilt ?

4. Bestimmen Sie die Teilverhiltnisse, in denen die Seitenhalbierenden s, und s) des Dreiecks
ABC durch ihren Schnittpunkt geteilt werden! (Dehnen Sie die Untersuchung auch auf s,
aus, so konnen Sie beweisen, daf} die drei Seitenhalbierenden einander in einem Punkte
schneiden.)

5. Die Winkelhalbierende w, und die Seitenhalbierende s, = A4 M des Dreiecks 4 BC schneiden
einander in S. Bestimmen Sie AS: SM!

3.1.6. Komponentendarstellung

Die bisher benutzten Vektorsymbole entsprechen in gewisser Weise den allgemeinen
Zahlensymbolen; sie bringen keinen bestimmten Betrag, keine bestimmte Richtung
und Orientierung zum Ausdruck. Die mit diesen Vektorsymbolen durchgefiihrten Rech-
nungen fiithren wie die Rechnungen unter Benutzung allgemeiner Zahlensymbole zu
allgemeinen Ergebnissen. Fir die praktische Anwendung der Vektoren ist aber auch
ein Rechnen mit Vektoren b Betrags, b Richtung und bestimmter
Orientierung erforderlich, das dem numerischen Rechnen entspricht. Dafiir muf} die
Vektorsymbolik so verindert werden, dal auch der bestimmte Betrag, die bestimmte
Richtung und Orientierung in der Symbolik zum Ausdruck kommen kénnen. Das wird
erreicht, indem man ein riumliches rechtwinkliges xy z-Koordinatensystem einfiihrt
und die Richtung und Orientierung der x-, y- und z-Achse durch die Einheitsvektoren
i, i und f festlegt (Abb. 3.37.). Die x-Achse, y-Achse und z-Achse bzw. die Einheits-
vektoren i, i und f bilden in dieser Reihenfolge cin Rechtssystem, das heiBt:

Werden sie in dieser Reihenfolge Daumen. Zeigefinger und Mittelfinger der rechten
Hand zugeordnet, so veranschaulichen diese drei Finger bei rechtwinkligem Spreizen
den Zusammenhang zwischen den Koordinatenachsen bzw. zwischen i, j und ¥ als
Rechtssystem.
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® Haien  Sie Daumen,
Zeige- und  Mitelfinger
der rechten Hand parallel
zu drei in einer Ecke zu-
sammenlaufenden  Zim-
merkanten. und bezeich-
nen Sie die Kanten als
y- und =Achse! Wie

x
viele Moglichkeiten giht
es? Machen Sie sich klar,
daf sich keine dieser
Mglichkeiten beim ana-
logen Benutzen der lin-
ken  Hand  einstellen
kénnte!

Normalfall zeigt die
ise nach oben (Abb.
In Abbildung

er Punkt 1 die Koor-

dinaten a, =1, a,
man schreibt kurz
say) = A(1;2;4).

Entsprechend ist
Bb,:b,:b)=B
@ Ceben Sie in gleicher
Weise die Koordinaten
von C an (Abb. 3.38.)!

Bekanntlich veranschau-

a
{(a,: a

v

lichen alle gleich langen,

parallelen und gleich orien-
tierten Vektorpfeile ein und
denselben  Vektor. Unter
diesen Vektorpfeilen gibt es
genau einen. dessen Anfang
im Ursprung! 0(0;0:0) des
Koordinatensystems  liegt.
Dieser  Vektorpfeil  heibt
Ortsvektor. Durch die Spitze

eines jeden Ortsvektors wird

cindentig  ein Punkt des

legt, und um-

ist jedem Punkt
eindentig cin Ortsvektor zu-
. dessen Spitze in dem betreffenden Punkt liegt. Damit ist auch jedem Vektor

dem Punkt eindeutig ecin Vektor.

geord

cindeutig cin Punkt zugeordnet und j

Ein Vektor a werde durch den Ortsvektor a veranschaulicht, dessen Spiize bei

.3.39.). Im alleemeinen sind die acht Punkte O (0:0:0), Py(a,;0:0),

{{a,:0,5a.)]

dieser Punkt hat die Bezeichnung

) (Aufungsbuchstabe des lateinischen Worts origo, d.h. Ursprung)



Py(05a,30), Pyla,;a,;0), Py0;05a,),
Py(a,;05a,), Py0sa,a), Aaa,a,)
die Ecken des Quaders mit achsenparallelen
Kanten, in dem der Ortsvektor a orien-
tierte Diagonale ist. Es gilt

a=a,+a,+a,=a.i+a,j+aft. 74 %4 ¥y

Diese Schreibweise nennt man Komponen-
tendarstellung des Vektors ; a,, a, und a,
heiBen vektorielle Komponenten, a,, a, und
a, heiflen skalare Komponenten des Vektors
a.! Gleichzeitig sind a,, a, und a, die Koor-
dinaten des Punktes A, in dem die Spitze
des Ortsvektors a liegt. Statt A(a,;a,;a,)
schreibt man auch A4 (a). In den beiden Ab-
bildungen 3.40.a und bista= 2i+ 3j + 4f
dargestellt, wobei das Koordinatensystem
von zwei verschiedenen Seiten aus betrach-
tet wird.

A

az

X Abb. 3.39.

Al2.34)

@  Zeichnen Sie in der gleichen Weise die
Ortsvektoren
b= —2i+ 3j—4f und c=i—j+ 31
Geben Sie die Koordinaten der Spitzen B
und C an!

Abb, 3.40.a

Al2,3:4)

Anwendungen der Komponentenschreibweise

1. Betrag 3

Durch zweimaliges Anwenden des pytha-
goreischen Lehrsatzes (erst in der xy-Ebene 2

zur Bestimmung der Entfernung O A, dann
im rechtwinkligen Dreieck O A4’ A zur Be-
stimmung der Entfernung O A:; vgl. Abb. 2i 4
3.41.) ergibt sich fiir die Linge des Orts- 0 7 2 3 4 5
vektors a und damit fiir den Betrag des z
Vektors a [ ]

la] =7[a,F+ [a,2+ [a,]2
=Va2+ a2+ a,

Abb. 3.40.b

also

@) |a|=a=Va + a® + a.?. lo,/

& : ’ '
Abb. 3.41.

yQ

! Da a,, a, und a, auch negativ sein kénnen, |, [a, | wnd
{q,| dagegen nicht, gilt im allgemeinen mrhl Ing (= a, usw.,

sondern lag| = la,l la,| = [y, ||

* Stets gilt [a,[* lay|? = ax

)
e,

88 x



. Beispiel 8:
Der Ortsvektor ain den Abbildungen 3.40.a, bhat somit die Linge a = V2o + 324 4254,
2. Addition

Da bei der Addition von Vektoren das Assoziativgesetz (2) und das Kommutativgesetz
(1) und bei der Multiplikation von Skalar und Vektor das Distributivgesetz (5) gelten,
ergibt die Addition zweier Vektoren a und b, welche die Komponentendarstellungen

a=a,i+ a,j+af und b=b,i+b,j+ bt
haben:

a+ b= (a,i+ a,j+ af)+ (b,i+ b,i+ bf),
©) 040 = (ax+b)i+ (ay+ by)j+ (a: + b:)E-

’ Die Komponenten der Summe sind gleich der Summe der entsprechenden K
der Summanden.

. Beispiel 9:
(it 3]+ 4+ (—2i+3{—4h =2 —2)i+ @+ 3)j+ (¢ — HF=6j.
3. Subtraktion 5
a—Db=(a,i+ a,j+ af)— (b,i+b,j+ b)), 8
(10) a — b = (ax— by)i+ (ay — by)i + (a:— b2)t.
@  Formulicren Sie die Regel!

A 4
B Beispiel 10:
(2i+ 3j+ 4%) — (—2i+ 3] — 41) = 41+ 8F. %
B Beispiel 11:
Der Pfeil vom Punkt A(a) = A(a,; a,: a;) zum Punkte
B(b) = B(b,; b,: b.) veranschaulicht den Vektor X

AB=b— a= (b, — a,)i+ (b, — a,)i + (b: — a)E. Abbsoaz.
Vergleichen Sie Abbildung 3.42.!
4. Multiplikation zwischen Skalar und Vektor

Auf Grund des Distributivgesetzes (4) und des Assoziativgesetzes (3) ergibt sich
(1) ma=m(a,i+ aj+at)= ma,i + ma,j + ma,ft.
B Beispicl 12:
0,4(—2i+ 3] — 4= —0,81+ 1,2 — 1,6¢
5. Einheitsvektor

Die Komponentendarstellung des zu a = a,1 4 a,j+ a,f gehorigen Einheitsvektors ¢,
G RN. NS P STPI (P . § ST
g =— = —0=—(a a a,f)= 2% 2.
% la| a d@; > = 2 21 a a 1

Lot

a
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I Beispiel 13:
a=15i— 12] + 161, ea = 0,61 — 0,48] -I- 0,64F.

6. Koeffizientenvergleich

Bei den Anwendungen ergibt sich mitunter eine Vektorgleichung
i+ @i+ nf = pyi+ i+ ot

Die Vektoren i, j und f sind natiirlich nicht kollinear oder komplanar. Man vermutet, daf}

auch hier der Koeffizientenvergleich .
Pi=Pas Q= 150y

maglich ist (vgl. S. 83). Das laBt sich leicht beweisen:

Indem man auf beiden Seiten p,i+ g,j+ r,f subtrahiert, erhilt man
(P1—pa)i+ (1 — g i+ (r,—r)E= 0.

Wiire nun p, = p,, so konnte man die Gleichung mit 1 multiplizieren und { iso-
lieren: P1— P2
f== A0 5 T g
P1— P1— P2
i, j und f wiiren demnach komplanar [vgl. (7)], was jedoch nicht sein kann. Da dieser
Widerspruch durch die Annahme p, =+ p, zustande kommt, miissen wir diese Annahme
verwerfen. Dann kann aber nur p, = p, gelten.

‘ Zeigen Sie in analoger Weise, daf} q, = g, und r; = r, sein muf!
B Beispiel 14:
An der Vektorgleichung (a + b+ ¢)i — (3b— 6a + Tc)j+ (4a + Tc — 9b)f = 14i
ist der Koeffizi vergleich durchzufiihren.
Man erhilt
atb+c=14, |
—((Bb—6a-+Tc)=0,
4a+Tc—9b=0.
. Welche a, b und c erfiillen dieses Gleichungssystem?

7. Zur Kollinearitit

Zwei Vektoren a und b sind genau dann kollinear, wenn die Bezichung (6) gilt. Setzt
man a und b in Komponentendarstellung ein, so erhilt man anschlieBend durch Koeffi-
zientenvergleich drei skalare Gleichungen. Dann errechnet man aus einer dieser Glei-
chungen A. Erfiillt dieses 4 die beiden anderen Gleichungen, so erfiillt es auch die Vek-
torgleichung (6), die Vektoren sind dann also kollinear.

Erfiillt es dagegen cine der beiden anderen Gleichungen nicht, so gibt es kein 2. das
(0) erfiillt; die Vektoren sind dann also nicht kollinear.

B Beispiel 15:

f und — % i4i— %f sind kollinear, weil die Vektoren Gleichung (f)
erfiillen.



8. Zur Komplanaritit

Drei Vektoren sind genau dann komplanar, wenn (7) gilt. Auch hier erhilt man aus der
Komponentenschreibweise drei skalare Gleichungen. Aus zweien von ihnen berechnet
man 2 und y. Erfiillt dieses Wertepaar auch die dritte Gleichung, so erfiillt es die Glei-
chung (7), die Vektoren sind dann komplanar. Andernfalls sind sie es nicht.

B Beispicl 16:
i—3j+2f, —4i+j—3F und 5i+ 7j sind komplanar, weil sie Gleichung (7) er-

fiillen.
Aufgaben
1. Welche der in Abbildung 3.43. gezeichneten Koordi ysteme sind Rechtssysteme ?
z
Abb. 3.43. z 4 i% / Z
J y J
a) 5 b) ) y d) ¥

Im folgenden siad die Vektoren 2 = —3i-+ 3j-+ 5f, B 45,0 =4i-+3j— 1,
D T5i— 45]+ 158, G— — 12,51+ 15— 251, F=—i+|+1 G=2i—j+3t
und $ = 5,51 — 3{ + 7f gegeben.

Zeichnen Sie die Ortsvektoren %, B und € in ein Koordinatensystem cin!

Bestimmen Sie die Betriige der drei Vektoren A, B und C!

Bestimmen Sie die Summen a) A + 8 b) A+ C ¢) B+ C!
Bestimmen Sie die Differenzen a) A — B8 b) A —C ¢) BV — C!
Bestimmen Sie a) A + B+ € b)A+-B—C )A—-B+C d) —A+ B—-C!

Wie viele derartige Aufgaben kann man aus den drei Vektoren bilden?

2.

3.

4. Wie lauten die Komponentendarstellungen der zu 2, ¥ und € gehérigen Einheitsvektoren?
5.

6.

7.

L

Geben Sie die Komponentendarstellungen der folgenden Vektoren an!
a) 23 b) 168 ) FA—3,5C

Sind die folgenden Vektoren kollinear?

a)Aund ¥ b)PYundC ¢)AundC d) D und €

Sind die folgenden Vektoren komplanar?

a), Bund € b)E, Dund ¢ ¢) F, G und H

°

10.

1)

11. a) Fiir welche a, b und c ist die folgende Gleichung erfiillt?
(Ba— 2b+ )i+ (c— 3b-+ da)j — (5b— 5a— = 22i+ 24j+ I7F
b) Fiir welche x, y, z ist die folgende Gleichung erfiillt ?

as I8
+ot

L g 6)idk F i P 5003
@y + 9%+ 62)i+ T i+ 1= 200i+
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3.1.7. Das skalare Produkt

Wirkt eine konstante Kraft ‘B auf einen Gegenstand, wih-
rend er einen geradlinigen Weg 3 zuriicklegt, so wird eine
Arbeit 4 verrichtet, die sich als Produkt der Weglinge mit
der GroBe der Kraftkomponente in Wegrichtung berechnen
laBt. Wird mit (‘B; 8) der Winkel zwischen Kraft- und Weg-
richtung! bezeichnet, so gilt (Abb. 3.44.)

A=|RB||3] cos (R; 3).
Diese Bezichung stellt eine multiplikative Verkniipfung zweier VektorgroBen (Kraft
und Weg) dar, deren Ergebnis eine skalare GriBe (Arbeit) ist. Eine solche Verkniipfung
zweier Vektorgroflen, deren Ergebnis ein Skalar ist, kommt oft vor. Deshalb definiert
man allgemein fiir zwei den Winkel (a; b) einschlieBende Vektoren a und b das skalare
Produkt |a| |b| cos (a; b), wofiir man kurz a - b schreibt?:
(12) a.b= |a”bl¢'os(a;ﬁ).

Das skalare Produkt zweier Vektoren ist gleich dem Produkt ihrer Betrige mit dem Kosi-

nus des von ihnen eingeschlossenen Winkels.

Abb. 3.44.

Das skalare Produkt wird auch Punktprodukt oder inneres Produkt genannt.

B Beispiel 17:
Gegeben sind |a| =9, |b] = 7 und (a; b) = 60°; man soll a - b ermitteln.
a-b=29-7.cos60°= 31,5.

Fiir a - a schreibt man auch a2 Dann gilt also
a*= a| a cos0°=a2.

Daraus folgt fiir den Betrag a des Vektors a
Abb. 3.45.

13) a= }F: ;ﬁ

‘Wie Abbildung 3.45. zeigt, kann das skalare Produkt auch anschaulich als Produkt aus
der Linge des Vektorpfeils b mit der Projektion des Pfeils a auf b gedeutet werden.

Eigenschaften des skalaren Produkts

L. In Abbildung 3.46. haben die Vektorpfeile a;, a,, a; die gleiche Projektion auf b, so
daB

a-b=0a,-b=04-b=¢ | Abb, 3.46.

. X By |
ist. Daraus folgt, dal bei gegebenem skalaren |
Produkt ¢ und einem Faktor b der andere nicht
eindeutig bestimmt werden kann. Das bedeutet o, :
aber, daf} es zur Bildung des skalaren Produkts
keine Umkehrung, keine Division, gibt. W

L

v

! Das Symbol (a; b) soll den Winkel bezeichnen, den die beiden mit ihren Anfangspunkten aneinandergesetzten Vektor-
pleile a und b einschlieBen und der zwischen 0 und = = 180° liegt. Somit ist (a; b) — (b5 a).
2 Gelesen ,,a Punkt b,
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2. Beim skalaren Produkt gilt das Kommutativgesetz

(14) a-b="b.a,

denn das bedeutet nach der Definition des skalaren Produkts
la|[b] cos (a;b) = |b| |a] cos (b: a).

Weil (a: b) = (b; a) gilt, stimmen beide Seiten iiberein.

3. Beim skalaren Produkt gilt auch das fiir jede Multiplikation charakteristische Di-
stributivgesetz

15) (a+by.c=a.c+b.c.

Denn wie die Abbildung 3.47. zeigt, ist die Projektion von a 4+ b auf ¢ gleich der Summe
der Projektionen von a und von b auf c.

4. Nun l4Bt sich leicht beweisen, dal
(15a) (a+D) - (c+d)=a-c4+a-d4+b.c4+b.b
gilt, dal die Klammern also formal in der gleichen Weise aufgelést werden, wie man das
vom Rechnen unter Benutzung allgemeiner Zahlensymbole her kennt. Denn es gilt
(a+D0)-(c+d)=a-(c+Dd)+Db-(c+Dd)
=(+Dd-a+(c+Dd)-b
=c-a+Dd-a4+c¢c - b+Dd 0,
(a+Db)-(c+d)=a-c+a-dD+b - -c+Db-d.

. Geben Sie zu jeder Zeile das Gesetz an,
das die Umformung ermdglicht !

B Beispiel 18:

(a+5)2=(a+D)-(a+b)
=a-ata-b+4b-a+4b-b,
(a+b)2=a?+ 2(a- b) + b2 R
Die Regel (15a) kann miihelos auf mehr als zwei Summanden in den Klammern iiber-
tragen werden. Auch dann werden die Klammern so aufgelost, wie man das vom Rech-
nen mit allgemeinen Zahlensymbolen her kennt.
5. In Verbindung mit einem skalaren Faktor p gilt beim skalaren Produkt das
Assoziativgesetz (pa) - b=p(a-b). Da es also auf die Klammersetzung nicht an-
kommt, kann man ganz auf sie ver-

zichten: w P (0>0)

(16) (pa)-b=p(a.b)=pa.b. @ A \

Bcim” folgenéyn B_eweis beachte man, o \ \ 4@‘{

daB fiir die Winkel im Falle 4

p >0 (pa;b)=(a;b), im Falle p <0

(pa;b)=m— (a;b) gilt (Abb. 3.48.). Abb, 3.48. pw(p<0)
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Esist
(pa)-b=|pal[b] cos (pasb) = |p||a|[b] cos (pa;b).

Daraus ergibt sich fiir

p>0 p <0
(pa)-B=plal (b|cos(a:b) | (pa)-b=|p||al [b]cos[— (as5)]
=p(a-b). =—|p|la| b| cos (a;b)
‘ =p(a-b).

0. Wenn zwei Vektoren aufeinander senkrecht stehen, so ist ihr skalares Produkt gleich
Null, weil cos 90° = 0 ist. Umgekehrt folgt aus

a-b=|a||b| cos(a;b)=0
und a == 9, b= O, daB
cos (a3 b) =0

ist, da} a und b also aufeinander senkrecht stehen. Im Gegensatz zum Produkt reeller
Zahlen kann also das skalare Produkt zweier Vektoren gleich Null sein, ohne daB} ein
Faktor Null ist. )

7. Sind die Vektoren a und b in Komponentendarstellung gegeben:
a=a,i+a,j+ {;Zf und. b=b,i+b,j+ b.f,
so gilt auf Grund des Distributivgesetzes (15a) und des Assoziativgesetzes (16)
a-b= aybi i+abd,i itabit
Faghj-itab,i-jtabi-t
+abt i+abf j+abt-f.

Nun ist
g st
i-j=j-i=0,
i-f=t-i=0,
j-f=f-j=0.
Also gilt:

(17) a0 = axbx+ ayby + azb;.
Liegen a und b in der xy-Ebene, so ist a, = b, =0, und es gilt:
(17a)a-b=ab, +ab,.
B Beispiel 19:
Das skalare Produkt der Vektoren
a=—i-6j+ 5fund b= 3i-— 2j+ 4f soll gebildet werden. Nach (17) ist
@ b=(—1)-3+6-(—2)+5 4=>5.
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Winkel zwischen zwei Vektoren

Um den Winkel zwischen zwei Vektoren a und b zu ermitteln, stellt man die Definitions-
gleichung des skalaren Produkts (12) nach cos (a3 b) um:

ash
18) cos(a; b) = ——-
Fiir cos (a3 b) > 0 ist (a; b) ein spitzer Winkel, fiir cos (a; b) < 0 ist (a3 b) stumpf.
l  Beispicl 20:
Wie grof3 ist der Winkel (a; b) zwischen den Vektoren a = — i+ 6]+ 5fund
b—3i— 2j 4 4f?

Nach (18) gilt cos(a; b) =
(a:b) ~ 83,20,

5
—— ~ 0,118,
V62-¥29

Projektion eines Vektors auf die Richtung eines anderen
Soll die Projektion von a auf b bestimmt werden, so bildet man das skalare Produkt
von a mit dem b zugeordneten Einheitsvektor:
a-Cy.
Dieses skalare Produkt ist gleich dem Produkt der Projektion von a auf b mit der Zahl 1.
B Beispiel 21:
Die Linge der Projektion von
2f auf b = 41— 2]+ 4f soll ermittelt werden.
+ 31,

Die Projektion hat die Linge 2. Das negative Vorzeichen zeigt an, dafl der Winkel (a: b)

stumpf ist.
Berechnung der Arbeit 5
Auf Grund der Definition des skalaren Produkts kann fiir die Arbeit
A= 3 3 &
geschricben werden.
Abb. 3.49.
w 0

B Beispicl 22:
Der Angriffspunkt der Kraft f = 2i 4 3] — ¥ (skalare Komponenten in Kilopond) wird
vom Punkt A(1;4; —2) zum Punkt B(6:7:3) (Koordinateneinheit: Meter) geradlinig
verschoben. Wie grofB} ist die verrichtete Arbeit ?

Werden die den Punkten 4 und B zugeordneten Ortsvektoren a und b eingefiihrt
(Abb. 3.49.), so gilt

8=b—a=5i4 3j+ 5,

so daf

P-s=14

wird. Da das skalare Produkt hier positiv ist, ist der Winkel zwischen Kraft und Weg
spitz; die Kraft férdert also die Bewegung lings des Weges. Die verrichtete Arbeit be-
tragt 14 kpm.



Aufgaben

La)(a—bp2= b) (a +0) - (a—b) = e)(a+D0) (2a+b) =

2. Gegeben sind A = —3i+ 3j+ 58, B=1i— 2j+ 4f, C=4i+3j—1,
D=1751—23]+ 1,8, E=4i— 3"1—— g . Bestimmen Sie die Winkel zwischen
a)Aund B; b) Bund€; ¢) Bund D; d) D und ¢; e) A und E!
f) Wie viele derartige Aufgaben kann man mit den gegebenen Vektoren bilden ?

g) Bestimmen Sie den Winkel zwischen 2 und i!

w

Welche Winkel hat das Dreieck A(1; 15 1), B(—2;5; —1), C(—1;2;6)?

Anleitung: Bestimmen Sie die Winkel zwischen den Vektoren 4B und A4C usw.!

»~

Wie grof sind die Winkel der durch folgende Punkte gegebenen Vierecke ?
a) P\(—2;3;5), Py(0:2;0), Py(—1;051), Py(—10;—15—3)
b) P,(1;151), P,(0;7;6), Py;(3; —2:5), Py(2;4;10)

¢) Handelt es sich um ebene Vierecke ?

o

. WiegroB3 sind die Winkeldesin der xy-Ebene gelegenen Dreiecks 4 (2; — 3), B(5;0), C(4; 10) ?

o

. Bestimmen Sie die Linge der Projektion von a = 61— 7]+ 3f auf
a)b= 15i— 12{+ 16F; b) c=2i—j— 3H

<Y

. a) Der Angriffspunkt der Kraft § = i 4 | — ¥(skalare Komponenten in Kilopond) wird vom
Punkt A4(1;0;0) zum Punkt B(3; 4; 7) (Koordi inheit: Meter) verschol Fordert
oder hemmt die Kraft die Fortbewegung ? Wie grof3 ist die Arbeit?

b) Desgl. Verschiebung von D(— 15 0; 0) nach C(2;3;0)!

3.1.8. Das Vektorprodukt

Der Betrag des Drehmoments I, das durch eine senkrecht
zur Drehachse gerichtete Kraft B hervorgerufen wird, 1t
sich als Produkt des Betrags dieser Kraft mit dem Abstand p
ihrer Wirklinie von der Drehachse berechnen (Abb. 3.50.a).
Ist T die orientierte Entfernung des Angriffspunkts der Kraft
von der Drehachse, so ist der Abstand p

p = || sin (v; P).1
Der Betrag des Drehmoments ist somit
(19) | M| =p|¥|=|r]|¥|sin(;%).

Das Drehmoment ist als VektorgroBe erklart, die durch einen Pfeil in der Drehachse
veranschaulicht wird, der so orientiert ist, wie sich eine Rechtsschraube bei einer vom

! Wegensin[x — (1;¥)] = sin (t;¥) undsin % = 1 gilt die Bezichung unabhingig davon, ob (1; &) spitz, stumpf oder gleich

L
= ist.
2
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Abb. 3.50.b Abb. 3.50.c \?

;,

w
-—

Drchmoment hervorgerufenen Drehung translatorisch be-

wegen wiirde (Abb. 3.50.b) oder anders formuliert: t, { und

bilden (in dieser Reihenfolge) ein Rechtssystem (Abb. 3.50.c).

Hier liegt wieder eine multiplikative Verkniipfung zweier

VektorgroBen vor, deren Ergebnis jedoch eine VektorgroBe ist. Da auch eine solche
Verknupfunﬂ zweier Vektorwmﬁ('n ofters vorkommt, deﬁmert man allgemein fiir zwei
den Winkel (a: b) elnschlleﬁen(le Vektoren a und b das Vektorprodukt a x b;!

» Der Vektor a Xb hat folgende Eigenschaften:
1. Betrag: [aXb|= |a||b] sin (a;b),
2, Richtung: Senkrecht zu a und b,

Abb. 3.51.

3. Orientierung: q, b, a Xb bilden ein Rechtssystem.

Das Vektorprodukt wird auch Kreuzprodukt oder iiuBeres Produkt genannt.

B Beispiel 23: wxb

Gegeben sind zwei Vektoren a und b, die durch Vektorpfeile in der Zeichenebene ver-
annhaullcht werden konnen (Abb. 3.51.). Das Vektorprodukt a < b soll ermittelt werden.
ann durch einen Pfeil veranschaulicht werden, der auf der Zeichenebene senkrecht
steht. Im Falle der Abbildung 3.51. zeigt er nach oben aus
der Zeichenebene heraus. Ist |[a| =9, [b| = 7, (a: b) = 60°,
so ergibt sich [a < b| = 54,5.

|
|
1y = le:lsinfes &
|

Da der Flicheninhalt eines von den Vekturpf(‘ll(n a und b

aufgespannten Parallelogramms (Abb. 3.52.) gleich J

£

A= |a||b|sin(a:b)=|axb| Abb. 3.52.

ist, kann der Betrag |a < D] des Vektorprodukts als Flicheninhalt des Parallelogramms
gedeutet werden, das von den Vektorpfeilen a und b aufgespannt wird; die Richtung
von a - b liegt senkrecht zur Parallelogrammfliche.

Eigenschaften des Vektorprodukts

1. Tn Abbildung 3.53. sind die von den komplanaren Vektoren a, und b, a, und b, a, und
b aufgespannten Parallelogramme flichengleich, so da

i Xh ='ayxb=it; Xb=¢ -
ist. Daraus folgt, dal bei gegebenem Vektorpro-
dukt ¢ und einem Faktor b der andere nicht ein-
dentig bestimmt werden kann. Das bedeutet aber,
dall es zur Bildung des Vektorprodukts keine
Umkehrung, keine Division, gibt.

1 Gelesen: ,,a Kreuz b*, Abb. 3.53.
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Abb. 3.54.a

2. Beim Vektorprodukt gilt das Kom-

mutationsgesetz nicht. Es ist zwar
axb bxal,

denn das ist gleichbedeutend mit
al |b|sin (a;b) b| |a| sin (b:a).

Das ist wegen der Winkelgleichheit
(a;b) = (b:a) offensichtlich richtig.
Auch die Richtungen von a - b und
b < a stimmen iiberein. Die Orientie-
rung von b < aist jedoch der vona » b
entgegengesetzt (Abb. 3.54. a und b).
Daher gilt

(20) bxa=—axbh.

Diese Beziehung heit Alternativge-
setz: es tritt beim Vektorprodukt an
die Stelle des Kommutationsgesetzes.
3. Auch beim Vektorprodukt gilt das
firr jede Multiplikation charakteristi-
sche Distributionsgesetz

@) (a4+b)xe=axc+bxec

Den Beweis fithren wir nur fiir den
Sonderfall, da3 a, b und ¢ komplanar
sind. Fiir diesen Fall zeigt Abbildung
3.55.a, daBl das von a + b und ¢ auf-
gespannte Parallelogramm  fliichen-

gleich ist der Summe der Parallelo-
gramme, die von a und ¢ und von b

und ¢ aufgespannt werden. Da iiber-

dies Richtung und Orientierung der
drei  Vektorprodukte iibereinstim-
men, ist damit fiir diesen Fall die

Giiltigkeit von (21) nachgewiesen.

Zeigen Sie, daf (21) auch bei den
komplanaren Vektoren der Abbil-
5.b gilt!

dung 3.
t. Nun liBt sich leicht beweisen, daf3

(21a) (a+b)x(c+Dd)=a
+b

Abb. 3.54.b



Abb. 3.55.a Abb. 3.55.b

4

o Py /
7

gilt, daB die Klammern also formal in der gleichen Weise aufgelsst werden, wie man das

vom Rechnen unter Benutzung allgemeiner Zahlensymbole her kennt. Dabei ist aber auf

die Reihenfolge der Faktoren zu achten, weil beim Vektorprodukt das Alternativgesetz
gilt.

w+8

. Beweisen Sie (21a)! Anleii : Verfahren Sie analog wie beim Beweis von (15a)!

Die Regel (21a) kann ohne Schwierigkeiten auf mehr als zwei Summanden in den
Klammern iibertragen werden.

5. InVerbindung mit einem skalaren Faktor p gilt beim Vektorprodukt das Assoziations-
gesetz (pa) X b= p(axDb). Da es also auf die Klammersetzung nicht ankommt, kann
man ganz auf sie verzichten:

(22) (po) xb=p(axb)=paxbh.

p/tnx#) p>0
wr b p<0 wxb
4
" 4
3 P 1y u
Abb. 3.56.a Abb. 3.56.b
Beweis:
(pa) xb und p(a xb) haben offensichtlich gleiche Rich-
tung; aber auch in der Orientierung stimmen sie iiber- plwxd)
ein, wie man der Abbildung 3.56.a und b entnimmt. Die
Betriige sind ebenfalls gleich, denn es gilt

|(pa) xb| = |pal|b]|sin(pa; b) = [p||al|b]|sin (pa;b)*

= |p|lal|b] sin (a3 b)
und

Ip@@xB)| = |pllaxb|=|pllal[b]sin (a;b).

! Fiir die Winkel (pa; b) und (a; b) gilt im Falle p>0 (pa; b) = (a; b) und im Falle p<0 (pa;b) =7 — (a3 b), in beiden
Fillen also sin (pa; b) = sin (a; §).
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6. Wenn zwei Vektoren kollinear sind, so ist ihr Vektorprodukt gleich dem Nullvektor,
weil sin 0° = sin 180° = 0 ist. Umgekehrt folgt aus

laxB|=|a| ] sin (a;b) =0

und a =9, b+ D, daB

sin (a; b) =0

ist, daB a und b also kollinear sind. Im Gegensatz zum Produkt reeller Zahlen kann also
auch das Vektorprodukt gleich Null sein, ohne daB ein Faktor Null ist.

7. Sind die Vektoren a und b in Komponentendarstellung gegeben:

a=a;i+a,j+at und b=b,i+b,j+bt,

so gilt auf Grund des Distributionsgesetzes (21a) und des Assoziationsgesetzes (22)

axb=ab,ixi+ ab,i<i+ab,ixt

Fagbix it abyix j+ah.jct
Fabtxitabfxi+abtxt.

Nun ist

Ixi=ixi=txl=D,
ixj=—jxi=t,
il =i =,

ixE=—fxj=1i.

Zeigen Sie die Richtigkeit dieser Gleichungen!

Also gilt

(23) axb=(ayb;— a;by)i + (a:bx — axb.)j + (axb, — a,by)t.
Liegen a und b in der xy-Ebene, so ist @, = b, = 0, und es gilt

(23a) axb=(ab,— ayb,)t.

Beispiel 24:
Das Vektorprodukt der Vektoren
a= —i+6j+ 5fund b = 3i— 2]+ 4f soll gebildet werden.

Nach (23) ist a xb = 341+ 19] — 16f.

Der Ortsvektor a b= 341+ 19] — 16f steht auf dem von den Ortsvektoren
aufgespannten Parallelogramm senkrecht; seine Linge betrigt |axb| =~ 42

einheiten, und die Parallelogrammfliche betrigt |a <xb| ~ 42 Flicheneinheiten.

Berechnung des Drehmoments

Auf Grund der Definition des Vektorprodukts und der Beziehung (19) kann
Drehmoment

M=1rxP

geschrieben werden.
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I Beispiel 25:

Ein starrer Korper sei um den Punkt A4 (1; 4; —2) drehbar (Koordinateneinheit: Meter).
Im Punkt B(6; 7; 3) wirke auf den Kérper die Kraft = 2i - 3] — f (skalare Kompo-
nenten in Kilopond). Das Drehmoment soll bestimmt werden.

Werden die den Punkten A4 und B zugeordneten Ortsvektoren a und b eingefiihrt, so gilt
fiir die orientierte Entfernung v des Angriffspunktes B vom Drehpunkt 4

=b—a=35i+3j+ 5t
Das Drehmoment ist dann
M=1rxP=—18i+ 15j4 9%
(skalare Komponenten in Meterkilopond).

@  Geben Sie [N und e an!

Lineargeschwindigkeit bei Rotation

Ein starrer Kérper rotiere mit der Winkelgeschwindigkeit ) um eine Achse. Welche
Lineargeschwindigkeit hat der Punkt B des Kérpers?
Der Winkelgeschwindigkeit ¢» kann man einen Vektor o zuordnen, der folgendermaflen
festgelegt wird:
1. 0| =0,
2. Richtung von o ist gleich der Richtung der Drehachse,
3. o ist so orientiert, wie sich eine Rechtsschraube bei dieser Drehung lings ihrer Achse
bewegen wiirde.

Dann hat der Punkt B des Kérpers, der mit einem Punkt 4 ABR.25% @
der Achse durch den Vektorpfeil v verbunden ist, die Linear-
geschwindigkeit (Abb. 3.57.)

P=wxTt. #
Ist ¢ die Linge des Lotes von B auf die Achse, so 4=

P

ilt ndmlich

gilt ndmlich B ) /rb/—
V] =wo=o|t]sin (®;1) = |0 x|,

und auBerdem stimmen Richtung und Orientierung von v und ® xt iiberein.

B Beispiel 26:
Ein starrer Korper rotiert mit der Winkelgeschwindigkeit 15 s~ um eine Achse, die durch
den Punkt A(1;4; 7") (Koordinateneinheit: Meter) und den Einheitsvektor
o= é Z_ i + f festgelegt ist; e ist nach der Rechtsschraubenregel orientiert. Die
Lineargeschwmdlgkelt des Punktes B(6; 7; 3) soll bestimmt werden. Dann ist

@ = 156 10i— 2{+ 11(skalare Komponenten in W:nd;)
= (614 T{+ 39 — (i -+ 4j— 20
= 51 3]+ 5F (skalare Komponenten in Metern),
b = wxXt=—43i+ 5]+ 40f (skalare Komponenten in Metern pro Sckunde).

Daraus folgt v = 0| =~ 59 ms™ 1,
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Aufgaben

(O

w

ol

o

ol

. a)(a+b)x(a+b) = b) (a4 2b) x(a - b) = e) (a—b) X(a—b)=
. Gegeben sind die Vektoren %, ..., € (3.1.7. Aufgabe 2). Bestimmen Sie die Fliche des Par-

allelogramms, das von den folgenden Ortsvektoren aufgespannt wird!
a) ¥ und B b) B und € ¢) B und D d) ® und ¢ e) % und i

a) Wie groB ist der Flicheninhalt des Dreiecks, das durch die folgenden Punkte gegeben ist ?
A (151:1), B(—2:5; —1), C(—1:2:6)

Anleitung: Arbeiten Sie mit den Vektoren A B usw.! Denken Sie daran, daB die von den
Pfeilen aufgesp e Parallelogr {liche den Betrag des Vektorprodukts veranschaulicht !

b) Geben Sie die beiden Einheitsvektoren e, und e, an, die auf der Dreiecksfliche senkrecht
stehen!

Begriinden Sie folgenden Satz: Sind a und b kollinear, so ist a <6 — D!

Um festzustellen, ob drei Vektoren a, b und ¢ komplanar sind, untersucht jemand, ob die Vek-

toren a b und a ¢ kollinear sind. Fiihrt das Verfahren zum Ziel ? Geben Sie eine Begriin-

dung!

- Ein starrer Korper sei um den Punkt A(2; — 1:3) drehbar (Koordinateneinheit: Meter).

Im Punkt B(—9;3;—4) wirke auf den Kérper die Kraft § — 2i— 11j -+ 10¥ (skalare
Komponenten in Kilopond). Bestimmen Sie das Drehmoment!

Ein starrer Kérper rotiert mit der Winkelgeschwindigkeit 314 s™1 um eine Achse, die durch
den Punkt 4(2: —1; 3) (Koordinateneinheit: Meter) und den Vektor 12i — 4j - 6F (nach
der Rechtsschraubenregel orientiert) festgelegt ist. Bestimmen Sie die Lineargeschwindig-

keit des Punktes B(—9;3; —4)!

3.1.9. Anwendungen in der G rie

Merkwiirdige Punkte des Dreiecks

1. Es soll bewiesen werden, daB sich die Hshen eines Dreiecks
in einem Punkte schneiden.
Eine einfache Umformung des Problems erleichtert die Losung
der Aufgabe. Statt zu behaupten, die drei Hohen schneiden
einander in einem Punkt, formuliert man die gleichwertige
Aussage (Abb. 3.58.a):
Schneiden einander h, und h, in H, so steht 4H auf a senk-
recht.

Voraussetzung :

h, | ¢, by | b, h, und h, schneiden einander in H.

Behauptung:

AH | a. .
Da die Aufgabe vektoriell behandelt werden soll, werden die
Vektorpfeile AH =z, CH=r+5, BH=1 ¢ eingefiihrt
(Abb. 3.58.b).
Nunmehr kénnen Voraussetzung und Behauptung durch
Vektoroperationen ausgedriickt werden.
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Voraussetzung :

@+06 Le, dh  @E+0-c=0;
G—09 16 dh @—0-b=0.
Behauptung :

rladhyra=0.

Beweis:
tra=g-(=b—0)
=—g-b—g-¢ 1, dessen Eigenschaften noch nicht bekannt sind, wird
eliminiert. Das erméglichen die Voraussetzungen:
r-c=—b-c,
r-b=c-b;
=—c-b+0b-c

r-a=0,w.z.b w

2. Es soll bewiesen werden, da die Winkelhalbierenden eines Dreiecks einander in
einem Punkte schneiden.
Voraussetzung : ¢
w,, halbiert y, wg halbiert f, w; und wg schneiden einander in W.
Behauptung :
Die Gerade A W halbiert a (Abb. 3.59.a).
In vektorieller Schreibweise (Abb. 3.59.b):
Voraussetzung:
(x+b)x(ev — ea) = O,
d.h. pxeo—rxea—bxea= D3
@— O x(a—e) =09, Abb. 3.59.2

d.h. rxes—rxe —cxea=D.

Behauptung:

tX(ec—ep) =9

Beweis:

rX(ec—ep)=rXe —rXep
Aus den Voraussetzungen
LXec = xea— ¢Xeaund
rXep==xxea-+bxea
ermitteln und einsetzen:

=rxea—cxea—rxea—bXea

=(—c—bXe
=axe A P 3
rX(ec —ev) =0, w.z. b.w. Abb. 3.59.b
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Additionstheoreme Abb. 3.60.
1. Das Additionstheorem fiir die Kosinusfunktion 3
Aus Abbildung 3.60. liest man ab:
€, = cos ai+ sinaj, ‘ e/A
1

€y = cos B+ sin .

Werden die linken und die rechten Seiten dieser Gleichungen skalar miteinander multi-
pliziert, so folgt daraus wegen der Eindeutigkeit der skalaren Multiplikation wieder eine
Gleichung:

¢+ €, = cos & cos f} 4 sin a sin 3.

Nach der Definition des skalaren Produkts gilt aber auch
¢ e=1-1.cos(x—p).

Durch Gleichsetzen erhiilt man

(24) cos(a — @) = cosccos 3 + sinesin 3.

@  Leiten Sie an Hand der Abbildung 3.61. her:

(25) cos(a + @) = cosacos g — sinasing!

Die Formeln (24) und (25) heiBen Additionstheoreme der Kosinus-
funktion.

2. Das Additionstheorem fiir die Sinusfunktion KEBEET
Aus Abbildung 3.00. liest man wieder
¢, =cosai+sinaj,

¢, =cos i+ sin fif

ab. Werden die linken und die rechten Seiten dieser Gleichungen vektoriell miteinander
multipliziert, so entsteht nach (23a)

€ X €y = (cos a sin # — sin a cos f3)f.

Nach der Definition des Vektorprodukts gilt aber auch: ¢; > ¢, ist ein Vektor, der senk-
recht zur xy-Ebene steht und wie —f orientiert ist; sein Betrag ist sin (& — p). Das
heif3t:

€, X € = — sin (« — f)f.
Durch Gleichsetzen erhilt man

— sin (a — f)f = (cos a sin § — sin « cos f)f
und daraus die skalare Gleichung
(26) sin (¢ — 3) = sinacos 3 — cos«sing.
@  Lciten Sie an Hand der Abbildung 3.61. her:
(27) sin(a 4 3) =sinecos g + cosasing!

Die Formeln (20) und (27) heilen Additionstheoreme der Sinusfunktion.
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Kosinussatz

Jetzt sollen mit Hilfe der Vektorrechnung Bezichungen zwischen den Seiten eines Drei-
ecks hergeleitet werden. Nach Abbildung 3.62. gilt
(28) a=—b—c.

Werden die linke und die rechte Seite dieser Gleichung
skalar mit sich selbst multipliziert, so ergibt das

a-a=(=b—c)-(—=b—¢),
a-a=b-b+c-c42b-c, PP

a?=b2+ 2+ 2bc cos (T— «), ¢

(29) @ =0b*+ ¢*— 2beccos a. Al

Das ist der bekannte Kosinussatz.

@  Stellen Sie (28) nach b oder ¢ um! Sie erhalten zwei zu (29)
analoge Formeln.

Sinussatz A c 8

Werden beide Seiten von (28) vektoriell mit ¢ multipliziert,

so fillt ein Glied weg: ¢
Abb. 3.63.b
axtc=—hbxec,
axc=cxb. . . % § i
Sind zwei Vektoren gleich, so miissen ihre Betriige gleich )
sein: v P
axe| = |exb], A
la || sin (7 — B) = |¢| |b] sin (T — &), A 4 8
asinff =bsina,
(30) a:b =sina:sing. Abb. 3.64.a ‘

Das ist der bekannte Sinussatz.

. Multiplizieren Sie (28) vektoriell mit a oder b! Sie erhalten
zwei zu (30) analoge Formeln.

Aufgaben

1. Beweisen Sie, dal die Diagonalen des Rhomb fei d
senkrecht stehen!

5]

. Beweisen Sie, daf} die Seitenhalbierenden eines Dreiecks ein-
ander in einem Punkte schneiden (Abb. 3.63.)!

3. Beweisen Sie, daB3 die Mittelsenkrechten eines Dreiecks ein-
ander in einem Punkte schneiden (Abb. 3.64.)!

4. a) Spezialisieren Sie die Formeln (25) und (27) fiir den Fall
a=p!

b) Leiten Sie Ausdriicke fiir cos 3 a und sin 3 x her!

o

. Leiten Sie das Additionstheorem fiir die Tangensfunktion her!

a)tan(x+ ) b)tan(s—f)
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3.2. Analytische Geometrie:
Punkte, Geraden, Ebenen

und Kreise

3.2.1. Abstand zweier Punkte

Dcn Abstand zweier Punkte P,(t;) und P,(t,) erhd]t man

(Abb. 3.65.) als Linge des \eklorpfollﬂ B P =0—1
bzw. als Betrag des Vektors P, I’ 3
PiPy= | PPy = |t,— 1.

Der Ubergang zur ]\ompunentvnschrﬂbwt‘l:.(- mit
=54 y,j+ 5f und 1, = x,i+ ¥ 21+ z,f ergibt die Ent-
fernungsformel

PPy = [(xy — x) i+ (yo — ¥1) i+ (s — 3B
M) PiPi=V@— 2’ + (g2 — y1)° + Gz — =1)°
B Beispiel 1:

Der Abstand der Punkte P, (12; —3: 5) und P,(2;13; —4)
betrigt

PP, =V(— 10 + 168+ (— 9’ = 209,
Liegen P, und P, in der xy-Ebene (Abb. 3.66.), ist also
z) = %, = 0, so ergibt sich aus (1)
(la) PP,= V(x-zw— x’l)ﬁj‘r (ya— ;"1)2~
Diese Gleichung stellt die Anwendung des pythagore-
ischen Satzes auf das rechtwinklige Dreieck P,RP,

mit der Hypotenuse PP, und den Kathetenlingen
Y¥ 14 &

Xy — x| und |y, —y,| dar.

B Beispiel 2:

Z
Z—1:‘1 k
R
%
Abb. 3.65.
¥
)4
Y|
-yl
A
J 1X=xl R
.
% X
Abb. 3.66.

Der Abstand der (in der xy-Ebene liegenden) Punkte P,(3;—7) und Pi(Ts

PP, =V t+1=11,1.

Aufgaben

1. Wie groB} sind die Seiten des durch folgende Punkte bestimmten Dreiecks ?

A(1;1;1), B(—2:;5:—1), C(—1:2:6)

1) betriigt

2. Wie grof3 sind die Seiten der durch die folgenden Punkte bestimmten Vierecke ?
a) P,(—2:3;5), Py(0:2;0), Py(—1:0:1), Py(—10;—1;—3)

b) P (1;1:1), Py(0;7:6), P,(3: —2:5), P,(2:4;10)

3. Wie grof} sind die Seiten des durch folgende Punkte bestimmten Dreiecks ?

A(2;—3), B(5;0), C(4:10)
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3.2.2. Teilung einer Strecke

Der Punkt P, liege auf der Strecke ﬁz- Diese Strecke
wird dann durch P, im Verhiltnis

A=PPy: ﬁz
geteilt (Abb. 3.07.). Es gilt also
P,P,= iP,P,.

Werden die Strecken orientiert, so ergibt sich

—_—— —_— Abb. 3.67. 0
(2) P,Py=iP,P,.

Fiir = 0 folgt aus (2) 1_71—1_;0 = O3 P, fallt dann also mit P; zusammen. Wird 7 grofer
(1451525 3;5...), so durchliuft P, die Strecke PP, von P, nach P, (Abb. 3.08.).
Ist z. B. 2 = 100, so ist der Vektorpfeil P,P; hundertmal so lang wie der Vektorpfeil

P,P,; P, liegt dann also sehr nahe bei P,. Aber auch

wenn A unbegrenzt weiter wichst. wird P, nie auf P, B R aek
fallen, sondern sich P, nur immer mehr nihern. A 8 B A ‘3
ey U, SRS Y Y. §
Wenn P, auf der Strecke P,P, liegt, sind PP, und P 5 5 A 12
T . . . [USE (-
PyP, gleich orientiert. Gleichung (2) zeigt, daB dann 5 2 B

) >0 sein muB; P, heiBt dann innerer Teilpunkt. Soll L, [ B

nun (2) auch fiir 4 <0 gelten, so muBl }"0’152 offenbar A f ?

entgegen P, P orientiert sein. ABELSE!
B Beispicl 3:
m— e —
Offenbar bedeutet P, P = — 3§ P, P, daB der Vektorpfeil P, P, anderthalbmal so lang wie
der Vektorpfeil P,P,, gleich gerichtet, aber entgegengesetzt orientiert ist (Abb. 3.69.).
5 f; P,,
L o
Abb. 3.69. /1._%

Ist 2 <0, so liegt P, auf der Geraden P, P, auBerhalb der Strecke P,P,. Man nennt P,
dann einen #uBeren Teilpunkt der Strecke.

P It 20, so st Py ein innerer Teilpunkt,
ist 2 < 0, so ist Py ein duBerer Teilpunkt der Strecke.

Die Beziehung (2) kann durch die Ortsvektoren (ﬁ; =1 0~I7; =1, und OP, =, aus-
gedriickt werden (Abb. 3.67.):

B) ry—1=a(ta—1y).

Bestimmung des Teilverhiltnisses J. bei gegebenem P, P, und P,

Liegt P, auf der Geraden P,P,, so kann man aus (3) das Teilverhiltnis ermitteln, nach
dem P die Strecke PP, teilt.
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B Beispiel 4:
In welchem Verhiltnis teilt Py(2; 0: 3) die Strecke P, P mit P, (0; 1: 2) und P,(6; — 2; 5)?
Man setzt vy = 2i + 3, 1, = i+ 2%, r‘761~21+ sfm (3)em

2i— i+ E= A(4i— 2]+ 29).

Koeffizientenvergleich: 2=4]
1 —1=-2}
e .
Alle drei Gleichungen werden durch % = 4 erfiillt, das demnach auch die Vektorgleichun-

gen (3) und (2) befriedigt: P, P = 1P0P2, P, ist wegen 7 > 0 innerer Teilpunkt.

B Beispiel 5:

In welchem Verhiltnis teilt Py(14; —7; — 1) die Strecke P,P mit P,(2; —1; 3) und
P,(—4;2;5)?

In der glelchel] Weise findet man, dal 2= —32 die Vektorgleichungen (3) und (2) er-
fulll

P, Py=—3} P P,. \Xegcn A< sl P, duBerer Teilpunkt, und zwar liegt P, niher bei

P, als bei Pz, weil |VP Pyl |P P,| ist.

. Beispiel 6:
In welchem Verhiltnis teilt Py(5: 6; —4) die Strecke P. ﬁ, mit P (2; —1; 3) und
P, (—4:2:5)?
Die analoge Behandlung fithrt auf
i 3=—9]
T=—41
—1=91 .

Es gibt kein 7, das alle drei Gleichungen befriedigt, also gibt es auch keins, das hier die
Vektorgleichungen (3) und (2) erfillt. Der Punkt licgt folglich nicht auf der Geraden

Py P, und kann somit die Strecke nicht teilen. Die Vektoren P, P und P, P2 sind in diesem

Fulle nicht kollinear.
Bestimmung des Teilpunktes Py bei gegebenen P}, P, und /.
Um die Koordinaten des Teilpunktes P, zu ermitteln, wird (3) nach dem Ortsvektor des
Teilpunktes Py(v,) aufgelost:

Ll +4)= 4+ lt2’

v AT
(42) 1, = i__-?.
1+ 4
Durch Ubergang zur Komponentendarstellung und durch Koeffizientenvergleich erhilt
man die (ll'cl sl\alarcu Gleichungen
Ly + Axy Y1+ Aye 1Lt Az
(4b) xy = c W= s Ry = Z
1+ 7 147 144

fiir die Koordinaten des Teilpunktes P,.
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. Beispiel 7:
Welcher Punkt P, teilt die Strecke P, P, mit P;(2; — 1: 3) und P,(—4; 2; 5) im Verhilt-
nis 4= —17
Aus (4b) ergibt sich xy =4, y, = —2, 3, = %, also Py(4; —2; %).

Liegen die Punkte P, und P, in der xy-Ebene, so sind z, und z, gleich Null. Dann folgt
aus (4b) 3y = 0. In diesem Falle werden also die Koordinaten des Teilpunktes Py (x; yo)
aus den ersten beiden Gleichungen von (4b) ermittelt.

B Beispicl 8:

Welcher Punkt P, teilt die Strecke P, P, mit P,(—3; 5) und P,(1; —4) im Verhaltnis
1=$2?

Nach (4b) ergibt sich P, (—

8,
2°8)"

Wird P,P, von P halbiert, so ist 2 =1, und es gelten

- x1 + T2 Y1+ y: Z1+72
G) x = 5 2 =T #p="

’ Die Koordinaten des Halbierungspunktes P der Strecke | Py ergeben sich als arithmeti-
sches Mittel der entsprechenden Koordinaten von P| und P,.
Aufgaben

1. Bestimmen Sie die Sgitenmitten der durch folgende Punkte bestimmten Dreiecke!

a) A(l; 1: 1), B(—2:5: —1), C(— 15 2: 6) b) A(2; —3), B(5: 0), C(4: 10)

»

Die Strecken 4 B und CD mit A(5; —3;7), B(—1; —2; 4), C(5; — 4), D(— 1; 3) sollen im
Verhiltnis
e)i=

1 5 1, g b
a)],:—-fi, ll)/.—*'sﬂ. c) j= d)).—-l

00’

oz
100°
@) A= 100: h) 7= —100: i)i—=—3

geteilt werden. Geben Sie jeweils die Koordinaten des Teilpunktes an!

w

. Welche Werte mul} 7 durchlaufen, damit P, die Gerade P, P, beschreibt ? Gelangt P, dabei
an jede Stelle der Geraden?

3.2.3. Gleichung der Geraden

Zuweipunktegleichung der Geraden

Die Gleichungen (4a) bzw. (4b) ordnen jedem Wert von A mit Ausnahme von A =— 1
einen Punkt Py(ty) bzw. Py(x,: vo: 5) zu, der auf der Geraden P, P, liegt. Durchlauft 2
die Menge der reellen Zahlen aufler — 1, so beschreibt der Punkt P, die Gerade P,P,,
wobei nur P, ausgelassen wird. Einen Punkt, der wie P, eine Linie beschreibt, nennt
man laufenden Punkt. Das variable 4, dem der laufende Punkt zugeordnet ist, heifit
Parameter. Die Gleichung (4a) bzw. (4b) kann als Gleichung der Geraden aufgefafit
werden, die durch die beiden Punkte P, und P, bestimmt ist. Eine Gleichung einer
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Geraden, die durch zwei gegebene Punkte fest-
gelegt ist, nennt man Zweipunktegleichung der
Geraden.
Eine Zweipunktegleichung der Geraden kann man
auch aus Abbildung 3.70. ablesen:
©) r=1+i(t2—1y),
wobei P (r) der laufende Punkt der Geraden und
7 wieder ein Parameter ist. Der Ortsvektor t des
laufenden Punktes P dndert sich in Abhiingigkeit
von / so, daB seine Spitze stets auf der Geraden
PP, liegt. Durchliuft 2 die Menge der reellen
Zahlen, so beschreibt P die Gerade. Die Glei-
chung (6) hat gegeniiber (4a) den Vorteil, daB sie
fiir keinen Wert von 2 sinnlos wird und daB} P
jeden Punkt der Geraden beschreibt.
Durch Ubergang zur Komponentenschreibweise t — x i +yi+ st n=xi+y,i+ 2k
Ty = Xyt + ¥5i 4 2,f und durch Koeffizientenvergleich erhilt man aus (6) das System der
drei skalaren Gleichungen

[x=mx4 Axp— ;) |
(6a) |y=yi+ 22— 1) |

l s=2 4+ Az,— %) |
das mit (6) vollig gleichwertig ist. @

Fiihren Sie die Herleitung von (6a) ausfiihrlich durch!
B Beispicl 9:

Wie lautet die Gleichung der Geraden durch die Punkte Py(2; —1;3)und Py(—4;2:5)?

Aus (6a) erhalt man die Parameterdarstellung
x=2—61 |
[y=—1+32|
z=3+21 |.

Setzen Sie zur Probe A= 0 und 1= 1! Geben Sie einige weitere Punkte der Geraden an!

Beispiel 10:

Liegt der Punkt P(1; 2; 3) auf der Geraden P, P, des Beispiels 9 ? Ist das der Fall, dann
mul es ein A derart geben, daf fiir x = 1, y = 2, z = 3 das Gleichungssystem des Bei-
spiels 9 erfiillt ist:

|1=2—62 1
2=—1+31|
[3=3+21
Ein solches 7 existiert offenbar nicht, denn nach der ersten Gleichung kommt nur / = Ei—,

nach der zweiten 2 = I und nach der dritten 7 = 0 in Frage. Es gibt also kein J, das alle
drei Gleichungen zugleich erfiillt. Der Punkt P(1; 2: 3) liegt daher nicht auf der Geraden.
Der Punkt P(14: —7: — 1) dagegen licgt auf der Geraden.

. Weisen Sie das nach!
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Nun soll der Parameter A eliminiert werden. Zu diesem Zweck multipliziert man beide
Seiten der mit (6) gleichwertigen Gleichung

T— 1= A(t,— 1)

vektoriell mit v, — t,. Dadurch wird der auf der rechten Seite stehende Vektor A(r, — 1,)
vektoriell mit dem dazu kollinearen Vektor r,— 1; multipliziert, und das ergibt den
Nullvektor:

(O =1y x@—1)=>

Diese Gleichung kann folgendermafen gedeutet werden: t — t, und t,— 1, sind kollinear,
die Punkte P,, P, und P liegen also in einer Geraden. Gleichung (7) ist eine parameter-
freie Zweipunktegleichung der Geraden.

Liegen die Punkte P, und P, und somit auch die Gerade P, P, in der xy-Ebene, so ist
t=xi+yj I;=xi4yj. I=2x,14 ), und die Geradengleichung ergibt sich nach
(7) speziell in der Form

[(x— )i (y — y1) i1 % [(xe — 21) i+ (y2— 1) ] = O.
Nach 3.1.8., Formel (23 a), folgt daraus
[(x = 2) (y2— y1)— (¥ — 1) (xa— x,)]E= D

und
Ba) @—2) W2— Y1) — Y —Yy) (@—x,) =0.

Falls x, == x, gilt, die Gerade also nicht parallel zur y-Achse verliuft, kann dies auf die
Form

Y2 — Y1
@b) y—y = m(w — o)

gebracht werden.

. Die Beziehung (8b) kann nach Division durch x — x,
mit Hilfe des Strahlensatzes geometrisch gedeutet werden
(Abb. 3.71.). Machen Sie sich das ausfiihrlich klar!
Liegen die Punkte P, und P, auf den Koordinaten-
achsen der xy-Ebene, P;(a; 0) und P,(0; b), so ergibt
sich aus (8b)

8¢c) % + % 0l Abb. 3.71.

Diese Gleichung heit Ach bschnittsgleichung der Geraden. Sie ist also ein spezieller
Fall der Zweipunktegleichung der Geraden.

Lést man in Gleichung (8a) die Klammern auf, so erhilt man die Struktur der all-
gemeinen Gleichung der Geraden (in der xy-Ebene):

©9) Ax+ By+C=0.

Aufgaben

1. Wie lauten die Gleichungen der Geraden, die das durch folgende Punkte bestimmte Dreieck
einschlieRen ?

a) A(L; 15 1), B(—2;5;—1), C(—1;256) b) 4(2; —3), B(5;0), C(4;10)
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2. Spezialisieren Sie (6a) fiir die xy-Ebene! Eliminieren Sie den Parameter, und versuchen Sie
die Gleichung auf die Form (8b) zu bringen!

Lol

Liegen die Punkte P(49; —27:72), P'(—}:3:32), P’(—6;6;—5) auf der Geraden
v=—i+3j+ 28+ 251 — 3]+ TD?

. Die Punkte P, (1; 3;0), Py(—5: 1; 0), Py(1; —1;0), Py(3; 4; 7) sind Eckpunkte einer drei-
seitigen Pyramide. Geben Sie die Gleichungen der Geraden an, in denen die sechs Kanten
liegen, und fertigen Sie entsprechende Skizzen (Schrigbild, Grund-, Auf- und Seitenrif}) an!

'S

o

Geben Sie die Gleichung der Geraden, die durch die folgenden Punkte geht, in der allgemeinen
Form an!

a) P,(3; —2) und P,(3: 8) b) P,(—5: 12) und P,(—5: 9)
¢) P,(3; —2) und Py(—4; —2) d) P,(—5: 12) und Py(15; 12)

Ll

Geben Sie die Gleichungen der Geraden in der allgemeinen Form an, welche die x-Achse und
die y-Achse in folgenden Punkten schneiden!

a)x=2, y=3 b)x=2, y=—3 o¢)x=—-2, y=3 d)x=-—-2, y=-—3

7. Liegen die folgenden Punkte auf einer der gegebenen Geraden
g5 —3) — (y+D(—3) =0, g: ;;jz 4, g 2x43y4+4=0?
a) A(2: 22) b) B(1; —12) ) C(— 15 —3) .
8. Bringen Sie die folgenden Geradengleick auf die Ach bschnittsform! In welch

Punkten werden die Koordinatenachsen geschnitten ?

W

a)5(x—3)—(y+ (=3 =0 b)- P9

x+3 =
€)2x 4+ 3y +4=10
Punktrichtungsgleichung der Geraden B 3

Wird die Gerade g durch einen Punkt P(r,) und die
Forderung festgelegt, daB3 sie die Richtung des Vek-
tors a hat, so muf} der von P ausgehende, den Vektor a
veranschaulichende Pfeil in der Geraden g liegen (Abb.
3.72.). Fiir den Ortsvektor v des auf der Geraden g
laufenden Punktes P(r) gilt dann:

10) t=1,+ 2a.
Eine Gleichung einer Geraden, die durch einen gegebenen Punkt und eine gegebene
Richtung festgelegt ist, nennt man Punktrichtungsgleichung der Geraden.

Durch Ubergang zur Komponentenschreibweise (a = a,i+ a,j+ a.f) und durch Koeffi-
zientenvergleich erhilt man aus (10) das System der drei skalaren Gleichungen

ey

Abb. 372,

| x =xy+ Aa, |
(lOa) y=Yo+ Aa,
| 2= z+ 4a, |,
das mit (10) vollig gleichwertig ist.
@  Fiikren Sie die Herleitung von (10a) ausfiihrlich durch!
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. Beispiel 111
Wie lautet die Gleichung der Geraden, die durch den Punkt Py(3; —1; 5) geht und dem
Ortsvektor a = —4i-+ 3+ 2f parallelist?
Aus (10a) erhilt man die Parameterdarstellung

x=3—41
y=—1+32
z=5+21

Fiihren Sie gemdf3 Beispiel 9 die Probe durch! Geben Sie weitere Punkte der Geraden an!

Beispiel 12:
Liegt der Punkt P(—1: 2: 7) auf der Geraden des Beispiels 11?
Da der Punkt das Gleick ystem des Beispiels 11 befriedigt, liegt er auf der Geraden.

Weisen Sie das nach!

Beispiel 13:
Wie lautet die Gleichung der Geraden durch den Punkt Py(1; —2; 3), die der z-Achse

parallel ist ?
Fiir aist ein Ortsvektor zu nehmen, der in der z-Achse liegt, z.B. a = 4f. Damit wird aus

(10a)
x=1
y=—2
z=3+41|.

Nun soll der Parameter 1 eliminiert werden. Zu diesem Zweck multipliziert man beide
Seiten der mit (10) gleichwertigen Gleichung

1—r=A%a
vektoriell mit dem zu Aa kollinearen Vektor a. Da das Vektorprodukt kollinearer Vek-
toren den Nullvektor ergibt, verschwindet A:
1) (—ry)xa=09.
Diese Gleichung kann folgendermaBen gedeutet werden: t— 1, und a sind kollinear.
Gleichung (11) ist eine parameterfreie Punktrichtungsgleichung der Geraden.
Liegen der Punkt P, und der Ortsvektor a und somit auch die durch sie bestimmte
Gerade in der xy-Ebene, so ergibt sich die Geradengleichung nach (11) speziell in der
Form

[(x— x) t+ (¥ — ¥o)i] ¥ (azi+ a,f) = O.
Nach 3.1.8., Formel (23a), folgt daraus
[(x— xg)ay— (y — yo)a ]t =9,

und
(12a) (& — xy) ay — (y — yo) ax=0.
Falls a, = 0, der Ortsvektor a also nicht in der y-Achse liegt, kann (12a) auf die Form

s O
y—y=- (x = x)
gebracht werden.
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Bezeichnet man den Winkel, den der Ortsvektor a mit i bildet, »
a
mit & (Abb. 3.73.), so ist —~ = tan «, wofiir kurz m gesetzt 3 ’
wird: Iz £ ?
4 Ty
Ly =tan® = m. g
ag
: 3 o H
Man nennt m Richtungsfakior. Damit ergibt sich
| —
(2b) y — yp= m(x — x)- : X
Abb. 3.73.
@  Dic Besichung (12b) kann mit Hilfe von m = tan & geometrisch
gedeutet werden (Abb. 3.74.). ¥
Machen Sie sich das ausfiihrlich klar! P
¥
Liegt der Punkt P, auf der y-Achse und der Ortsvektor a /y%
in der xy-Ebene: | B
. ., . @ ; 4 XX
Py(0;n)und a = a,i+ a,jmit a—" = m, so ergibt sich aus (12b) g
z
(12¢) y = max + n.
Diese Gleichung ist bekannt; sie wurde als analytischer Aus- D &
druck der linearen Funktion bezeichnet. Hierin bedeutete x Abb. 3.74.

die unabhingige und y die abhiingige Verianderliche. Durch

diesen analytischen Ausdruck wurde jedem x eineindeutig ein y zugeordnet. In (12¢)
ist aber keine der beiden Veriinderlichen als unabhingige oder als abhingige Ver-
anderliche ausgezeichnet. Diese Gleichung stellt die Bedingung dafiir dar, daB ein
Punkt P(x;y) auf der Geraden liegt.

Die Geradengleichung (12 ¢) wird zu Ehren des franzésischen Mathematikers DESCARTES
(1596-1650), den man zu den Begriindern der analytischen Geometrie zihlt, kartesische
Form der Geradengleichung genannt. Die kartesische Form der Geradengleichung ist
also ein spezieller Fall der Punktrichtungsgleichung der Geraden.

Aufgaben

1. Spezialisieren Sie (10a) fiir die xy-Ebene! Eliminieren Sie den Parameter, und versuchen Sie,
die Gleichung auf die Form (12b) zu bringen!

2. Die Punkte A(1; 1; 1), B(—2; 5; — 1), C(— 1; 2; 6) bestimmen ein Dreieck.
a) Wie lautet die Gleichung der Geraden durch 4, B, C, die der Seite a bzw. b bzw. c parallelist ?
b) Geben Sie die Punkte an, die auf der durch 4 gehenden Parallelen zu a liegen und von A
den Abstand 1 haben!
3. Wie Aufgabe 2: A(2: —3), B(5; 0), C(4; 10).

4. Die Punkte P, P,P, P, sind die Eckpunkte einer dreiseitigen Pyramide (vgl.S. 112, Auf-
gabe 4). Wie lautet die Gleichung der Geraden, die durch P, geht und auf der Ebene P, P, P,
senkrecht steht ?

Anleitung: Die Richtung senkrecht zur Ebene P,P;P, wird z.B. durch ;2P3 P i;;l" an-
gegeben.
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5. Wie lautet in der xy-Ebene die Gleichung
a) der in x = 3 auf der x-Achse senkrechten Geraden,
b) der in y = — 4 auf der y-Achse senkrechten Geraden,
¢) der y-Achse, d) der x-Achse?

S

a) Welches Verfahren kennen Sie, um eine Gerade in ein xy-Koordinatensystem einzuzeichnen,
deren Gleich in kartesischer Form gegeben ist ?

b) Zeichnen Sie in dieser Weise die Geraden, welche die Gleichungen y = 2x -+ 3,

y=—3x+2,y:§ x+1,y-£xhaben‘

11
¢) AuBlern Sie sich iiber die Symmetrieei haften folgender Geradenpaare!
y=14%x y=4ix y=8x y=—§x y=3%+4 2y =—3F—2
7. Bringen Sie die folgenden Geradengleich auf die kartesische Form!
Y 5% L. L
a)x+5 4, b)5x+4y—2=0 c)2 5—1

Normalform der Geradengleichung

Wird die Richtung der durch Py(t,) gehenden Geraden g durch den Einheitsvektor ¢,
festgelegt, so wird Gleichung (11) speziell zu

(13a) (* — ty) x ¢, =D.
Das ist die Normalform der Geradengleichung. Das Charakteristische der Normalform
ist die Aussage, daB8 das Vektorprodukt des Vektors r — 1, = ;’:l" mit dem Einheits-
vektor, der die Richtung und Orientierung der Geraden festlegt, dem Nullvektor gleich
ist. Eine Anwendung der Normalform wird im nichsten Abschnitt behandelt.
. Die Gerade sei durch die Punkte P (t,) und P,(r,) gegeben. Wie lautet die Normalform?
Mit P; & Pyund T, — t; £ a erhilt man aus (13a)
(13b) (£ — 1,) X €, g, = D.
. Beispiel 14:

Wie lautet die Normalform der Gleichung der Geraden, die durch Py(2; — 1; 3) und die

Richtung a = i+ j + [ gekennzeichnet ist ?
Man bestimmt zuniichst

c“=,— Ly
V3 +V3]+

Dann ergibt sich nach (13a)
1
[(x — 2)i + (y + 1) + z—%)f],<( P +13f>=>3.
B Beispiel 15:
Wie lautet die Normalform der Gleichung der Geraden, die durch die Punkte P (15— 2;5)
und P,(3: 2: —4) geht?
Nach (13b) ist

[w—1)i+ (y + 2+ z—»)f]v(“miﬂ—,m e )=
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Um die Normalform der Geradengleichung fiir eine in der xy-Ebene liegende Gerade
zu spezialisieren, wird t=x1+ y{. t,= %1+ ¥i» A = a,i+ a,j gesetzt. Dann ergibt
sich aus (13 a)

; ; 92 oo % A _
[l = 0 =o)X (=i i ] = ©
und nach 3.1.8. (23a)
(x — %) ”*»*—(y-y)ijf -9
also
(14) a, a, s —ayxy + azy, —o0.

s
Va2 + a,t Va2 + a,® Va2 + a,?

Das Charakteristische der Normalform der Geradengleichung in der xy-Ebene ist, daB
die Summe der quadrierten Koeffizienten von x und y gleich 1 ist.
. Weisen Sie das bei (14) nach!

Jede Geradengleichung kann in die Normalform iibergefiihrt werden, eine Gleichung in
der allgemeinen Form (9) z. B., indem man beide Gleichungsseiten durch A2+ B2
dividiert :

B C

A
14a x4+ ———y+ =0
(1) VA2+32 VA2+Bzy l/,l::+ B2

In diesem Ausdruck ist die Summe der quadrierten Koeffizienten von x und y gleich 1.

. Beispiel 16:
Die Geradengleichung 5x — 3y + 11 = 0 sollin die Normalform umgeschrieben werden.
5x—3y+11 =0]:15*+3°
5 3 11
—x——=y+-==0.
V34~ V34" V34
Aufgaben
1. Bringen Sie folgende Geradengleichungen auf die Normalform!

y—2
x+3

a) 4 b)6(x—2) — (T—y(—4) =0

2. Geben Sie die Gleichungen der Geraden, die je zwei
der Punkte P,(1; —2), P,(—2; 1), Py(3;3), P,(0;5)

verbinden, in der Normalform an!

3.2.4. Abstand eines Punktes von einer Geraden

Der Abstand d des Punktes ((q) von der Geradeng
soll ermittelt werden, die durch den Punkt Py(t,)
und die Richtung a festgelegt ist. Das geschieht
am einfachsten mit Hilfe des Flicheninhalts des Abb. 3.75,
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in Abbildung 3.75. schraffierten Dreiecks. Dieser Flicheninhalt kann sowohl durch das
halbe Produkt einer Seite mit der zugehorigen Hohe ausgedriickt werden:

A=%|a|d,

als auch durch den halben Betrag des Vektorprodukts:

A=1}|PQxal,

denn das schraffierte Dreieck ist die Halfte des Parallelogramms, das die Vektorpfeile

ﬁé und a aufspannen. Durch Gleichsetzen erhilt man

|PQxal  =lad,

=
| PQ Xal|
la]

‘POQX

|0 xel =d,

=d,

a

=d,

as) =t xe| = d.
Die Formel (15) erinnert an die Normalform der Geradengleichung (13a). Geht man
in der Gleichung (13a) zum Betrag iiber, so erhilt man

[(t—1y) x| =0.

Das steht mit (15) im Einklang, denn der Punkt P (1) liegt auf der Geraden, sein Ab-
stand von der Geraden ist also d = 0. Aus dem Vergleich von (15) und (13 a) ergibt sich
folgende Regel:

>

16 Tencleich

Setzt man in die Ni 'm der G fiir den Ortsvektor t des laufenden
Punktes P (r) den Ortsvektor q eines Punktes Q(q) ein, so ist der Betrag des entstehenden

Ausdrucks gleich dem Abstand d des Punktes Q von der Geraden.

Beispiel 17:

Welchen Abstand hat Q(5; 2; 3) von der durch Py(3; —3; 2) und a= 2i— j+ 3¥ be-
stimmten Geraden ?
Wird nach obiger Regel verfahren, so erhilt man

— (@ =t Xea| = [<5—s)i+(z+3)1+(3—z)2JX{szi—V%i+r%f)],
d=~55. ' i

Beispiel 18:

Welchen Abstand hat der Punkt Q(2;3;—2) von der durch P;(—2;2;3) und
P,(—3; —2; 2) bestimmten Geraden?
Wird nach obiger Regel verfahren, so erhiilt man mit Hilfe von (13b)

d=[(q— 1) Xer,—y,|
L 1 4. 1
=|@i+i—5hx[——=i——=j— =t
\( ! ) (}m hf Vm)
d~64.
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Da die skalaren Komponenten von r und q mit den Koordinaten der Punkte P und
iibereinstimmen, kann man die oben zur Bestimmung des Abstands d unter Benutzung
der Ortsvektoren aufgestellte Regel auch auf die Koordinaten der Punkte iibertragen:

’ Setzt man in die N Iform der Geradengleichung fiir die Koordi des laufend
Punktes P die Koordinaten eines Punktes Q ein, so ist der Betrag des entstehenden Aus-

drucks gleich dem Abstand des Punktes Q von der Geraden.

Diese Formulierung der Regel ist besonders geeignet, wenn die Gerade und der Punkt
in der xy-Ebene lle"en, weil dann im '1l|nfeme1m en nicht die Vektor-, sondern die
Koordinatenschreibweise benutzt wird.

B Beispiel 19:

@

Welchen Abstand hat der Punkt Q(8: 7) von der Geraden y — —g*t 57
9 2
Die Normalform der Geradengleichung ist I)B :Jv ?(3) 0. Einsetzen der Koordi-
naten von Q fiir die des laufenden Punktes P(x: y) ergibt
60
d= 1—3-8+I T—15| =~ -

Aufgaben:

1. a) Welche Abstiinde hat der Punkt P,(3; —4: 7) von den Geraden, in denen die Seiten des
durch die Punkte A(1; 1; 1), B(—2:5; — 1), C(— [: 2: 6) bestimmten Dreiecks liegen ?

b) Welche Abstiinde hat der Ursprung O(0; 0: 0) von den drei Geraden ?
¢) Wie grof sind die Hohen des Dreiecks?

2. a) Welche Abstinde hat der Punkt P,(2: —5) von den Geraden, in denen die Seiten des
durch die Punkte A4(2; —3), B(5: 0), C(4: 10) bestimmten Dreiecks liegen ?

b) Wie groB3 ist der Abstand des Ursprungs von den drei Geraden?
¢) Wie grof} sind die Hohen des Dreiecks ?

3.2.5. Winkel zwischen zwei Geraden

> Unter dem Winkel zwischen zwei Geradent =1, 4 Aa undt =1, + A'a’ versteht man den
Winkel zwischen den Vektoren a und a’, und zwar auch dann, wenn die Geraden einander
nicht schneiden.

. Machen Sie sich klar, daf3 es im Raum Geraden gibt, die einander nicht schneiden und die

auch nicht zueinander parallel sind.

Solche Geraden heiflen zueinander windschief.
Sind die Geraden durch je zwei Punkte P,(r,), Py(r,) und P/'(r,"), P,'(1,") festgelegt, so
sind ihre Gleichungen nach (6)

r=1+A(t, 1) und r=1/+ 2ty —1)).

Richtung und Orientierung der Geraden werden in diesem Falle durch die Vektoren
1, — 1, und v, — 1’ angegeben, so daB als Winkel zwischen den beiden Geraden der
Winkel zwischen den Vektoren r, — 1, und r,” —1,” zu ermitteln ist.
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. Beispiel 20:
Der Winkel zwischen den beiden Geraden g und g’ soll ermittelt werden, wobei g durch
Py(1; 2: —1) und a= —2i-+ 3]+ fund g’ durch P/(—1;3;5) und ' =i—j+f
festgelegt sind.
Der gesuchte Winkel ist nach Definition gleich dem Winkel (a; a’). Nach 3.1.7. (18) er-
hilt man (a; a') =~ 128,1°.

. Bestimmen Sie den Winkel zwischen den beiden Geraden, die durch P (2: —3; 4),
Py(—3:4: —2) und P,'(— 1: 1: —4), P,/ (3: 5: — 2) festgelegt sind!

Handelt es sich um zwei Geraden der xy-Ebene, so benutzt man meist die kartesische

Form der Geradengleichung:

y=mx+n mit m=tana.

Dann 146t sich der Winkel & — &” zwischen den beiden Geraden y = mx + n (m = tan o)
und v =m'x +n’ (m’ = tan &) am einfachsten mit Hilfe des Additionstheorems des
Tangens (vgl. 3.1.9., Aufgabe 5) ermitteln:

’ tan« — tan«” m—m’
(16): tami(a = w') = 1+ tanctane’ ~ 14 mme’

B Beispicl 21:
Unter welchem Winkel schneiden einander die Geraden g und g’ mit den Gleichungen
2x+ 3y +5=0bzw. x —y—2=107?
In kartesischer Form ist

Daraus ergibt sich nach (16) x — a’ =~ 101,3°.
Wiiren die Bezeichnungen g und g’ der beiden Geraden vertauscht worden, so hitte sich
der Nebenwinkel von 101,3°, niimlich 78,7° als Winkel zwischen beiden Geraden ergeben.
Da die gegebenen Geraden nicht orientiert sind, konnen beide Winkel als Winkel zwischen
den Geraden angegeben werden.

Bedingungen fiir Parallelitit und Orthogonalitit

Zwei Geraden v = 1y + Aa und t = r," + A'a’ sind parallel, wenn a und a’ kollinear sind,
also

(17) axa =0
ist. Liegen die Geraden in der xy-Ebene, so bedeutet das speziell
(a,;i+a,j) % (a)/i+a,1)= D,

woraus nach 3.1.8. (23a) folgt:

, , o
(2,8, — a0, )f=D,
a0, —au =0,
4y %
v =
ay ay

(17a) m’ = m.
’ Die Richtungsfaktoren paralleler Geraden sind gleich.
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Zwei Geraden stehen aufeinander senkrecht, wenn

318) a.a'=0

ist. Liegen die Geraden in der xy-Ebene, so bedeutet das speziell
(@zit+aj) (a/i+a/])=0,

aa, +a,a, =0,
a e
st 18 =—=,
ﬂz ﬂl/
(18a) m  =—L (m=+o0).
m
’ Die Richtungsfaktoren zueinander senkrechter Geraden sind d gegeng,
reziprok.
. Beispiel 22
Die Geraden mit den Gleichungen y =f%x— 7 und y = —3x — 3 stehen aufeinander
senkrecht, weil m — % und m’ = —3 (183) gilt,
Aufgaben

1. Gegeben sind die Geraden g und g’ durch Py(—7:13:4) unda = — i+ 3j — 1, Py (1;4;—3)
und o’ = 21— 3j + 2f. Welchen Winkel bn]dcn die Geraden ?

2. Gegeben sind die Geraden g und g’ durch Py(— 1; — 1; 3) und P, 1(1252; —35), Py'(3; —2;2)
und P,’(—2; 5; 7). Welchen Winkel bllden die Geraden ?

3. Geben Sie eine Gerade an, die auf der Geraden t = 2i — 4]+ 3t+ 22i+ 3j— ) senk-
recht steht und durch den Ursprung 0(0; 0: 0) geht! Gibt es mehrere Losungen dieses Pro-
blems ? Machen Sie sich den Sachverhalt haulich klar, und bedenken Sie vor allem, da
die Geraden einander nicht schneiden miissen!

4. Wie groB sind die Winkel des durch folgende Punkte bestimmten Dreiecks?
A(2; —3), B(5; 0), C(4; 10)

5. Wie lauten die Gleichungen der Geraden, in denen die Hohen des Dreiecks der Aufgabe 4
liegen ?

6. Beweisen Sxe mit Hilfe der Additionstheoreme, dafl aus m = tan x und m’ = tan (a + — )

m=— ~folgt' Warum fiihrt das Additionstheorem des Tangens nicht zum Ziel ?

3.2.6. Parameterdarstellung der Ebenengleict g

Durch die drei Punkte Py(xy), Py(t;) und Py(t,) wird die Ebene E festgelegt (Abb. 3.76. )o
Nach Abbildung 3.77. vllt

PDP:;-POP1+#P0P_»,
wenn P(t) der laufende Punkt in der Ebene E ist. Mit den Ortsvektoren der Punkte
wird daraus (Abb. 3.78.):

t— = At — %) + p(ty — 1),
A9 r=rty+ a0 —T) + p(ta—1p).
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Abb. 3.76. Abb. 3.77.

Sind statt der Punkte P(1;) und P,(t,) zwei
Vektoren a und b gegeben, welche die Stellung
der Ebene E festlegen (Abb. 3.79.), so wird ent-
sprechend

Abb. 3.78,

(20) v =71y+ A0 4 pb.
Bei (19) und (20) handelt es sich um Ebenengleichungen in Parameterdarstellung. Auf
das Eliminieren der Parameter wird hier verzichtet.

Beispiel 23:

Die Gleichung der Ebene soll angegeben werden, die durch die drei Punkte Py(3; 1; 4),
P,(1; 3; 5) und Py(—1; — 1; —2) gegeben ist.

Aus (19) folgt

t=3i+ 4 4E4 A—2i+ 2)+ 1) + p(—4i—2j— 60).

Probe: Fir 2=0, p=0 ergibtsichrg;

1, p=0 ergibtsichr;

0, p=1 -ergibtsichr,.

fiir
fiir

Fiir andere Wertepaare 4 und u ergeben sich weitere Ortsvektoren, deren Spitzen in der
Ebene liegen.

Geben Sie die Gleichung der Ebene an, die durch den Punkt Py(2; —17; —3) und die Vek-
toren a =i+ i+ 3fund b = i — j— { festgelegt ist!

Aufgaben
1. Geben Sie die Gleichung der Ebene an, in der das Dreieck 4 BC mit A(1; 1: 1), B(—2:5;— 1)

L]

bl

und C(— 1;°2; 6) liegt! Geben Sie zwei weitere Punkte der Ebene innerhalb des Dreiecks
und zwei aullerhalb des Dreiecks an!

Gegeben ist das Viereck, das durch die Punkte P)(—2; 3;5), P,(0: 2;0), P,(—1:0; 1) und
Py(—10; — 1; — 3) bestimmt wird. Geben Sie die Gleichung der Ebene a) P, P, P,; b) P, P, P,
an! ¢) Wie viele Ebenen werden durch die Punkte P,, P,, P; und P, bestimmt ?

a) Geben Sie die Gleichung der xy-Ebene an!
b) Geben Sie die Gleichung der xz-Ebene an!
¢) Geben Sie die Gleichung der yz-Ebene an!
d) Geben Sie die Gleichungen der Ebenen an, die auf der xy-Ebene senkrecht stehen und die

‘Winkel zwischen der xz-Ebene und der yz-Ebene halbieren!
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3.

chnittproblen.c

Schnittpunkt zweier Geraden

Schneiden zwei Geraden g und g’ mit den Gleichungen t = t,+ Za und v = =1y + Aa
einander im Punkte S(t,), so muB S sowohl vom laufenden Ortsvektor v der Geraden g
als auch vom laufenden Ortsvektor r der Geraden g’ erreicht werden kénnen. Es mul
also ein Wertepaar 4, und 2, geben, so dafl

(21) to=1y+ 40 =1+ i/ a’

erfiillt ist. Aus der Bedingung (21) lassen sich die beiden Zahlen 4, und 7, errechnen.
Wenn man die errechneten Werte in die Geradengleichungen einsetzt, muf$ sich in
beiden Fillen t,, der Ortsvektor des Schnittpunktes S, ergeben. Schneiden die Gera-
den einander nicht, so 1iBt sich kein Wertepaar A, und 1, so ermitteln, daB die Be-
dingung (21) erfiillt ist.

I Beispiel 24:

Der eventuelle Schnittpunkt der Geraden g und g’ soll ermlllell werden. Die Gerade g ist
durch die Punkte P,(—6: 10; 4) und P,(2: —4:6), g’ durch P’(8: —17:3) Imd
P,/(3: —2; 4) festgelegt. Als Gleichungen der Geraden ergi‘ben sich nach (6)

t=—6i+ 10j+ 4F+ A(8i— 14+ 20),
t—8i—7j+3F+ A(—5i+5i+1).

Glelchsetzen nach (21) und Koeffizientenvergleich fithren zu dem Gleichungssystem fiir

Agund 4/
— 14+ az,+51':0 |
17— 142,—5

Lf 24— =T |
. Losen Sie das Gleichungssystem! Sie erhalten 7, = 0,5, 2" = 2. Machen Sie die Probe!
Die Geraden schneiden einander also. Mit dem errechneten Wertepaar ergibt sich aus bei-
den Geradengleichungen t, = —2i+ 3j + 5, der Schnittpunkt ist also S(—2; 3 5).

Handelt es sich um zwei Geraden in der xy-Ebene, deren Gleichungen in Koordinaten-
schreibweise gegeben sind, so wird der Schnittpunkt S (x,;y,) der helden Geraden mit
den Gleichungen Ax+ By +C =0 und A'x+ By + C' =0 in bekannter Weise
durch Lésen dcs Gleichungssystems

Ax+By+C =0 i
Ax+By+C =0 |

gefunden.

. Unter welchen Bedingungen hat das Gleichungssystem keine baw. keine eindeutige Lésung ?

Schnittpunkt zwischen Ebene und Geraden

Schneidet die Ebene mit der Gleichung r = 1)+ Aa+ pb die Gerade mit der Gleichung
t =1, + 2’0’ in dem Punkte S(r,), so muB S sowohl vom laufenden Ortsvektor t der
Ebene als auch vom laufenden Ortsvektor t der Geraden erreicht werden kénnen.
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Es muf} also ein Tripel' 4,, u,. A, geben. so daBl

(22) to=Ty+ A0 + pb =

'+ A 0

erfiillt ist. Aus der Bedingung (22) lassen sich ;. . und 4, errechnen. Wenn man dann
s Hts in die Ebenengleichung und 7, in die Geradengleichung einsetzt. ergibt sich in
beiden Fillen 1, der Ortsvektor des Schnittpunktes S.

Beispiel 25:

Die Ebene ist durch die Gleichung
r=2i—T7j—3F+ A(i+j+3D)+ u(i—j—0,
die Gerade durch die Gleichung

= —3i+ 6] 20+ F(—i+2{—D

gegeben. Aus (22) folgt durch Koeffizientenvergleich das Gleichungssystem
At pus+ A =—35
h—m—23 =13 |
| 34, —p+ A =5 |
Lésen Sie das Gleichungssystem! Sie erhalten 7, = 2, u,= —3, 7/ = —4. Machen Sie

die Probe!
Setzt man die Losung in die Ebenen- bzw. in die Geradengleichung ein, so erhilt man

=2i—7j— 314+ 2(i+j+3D—3(—i—D
und

ro=—3i+6j+ 20— 4(—i+2i—9,

in beiden Fillen also

r,=1—2j-+ 6f,

d.h. S(1: —2:6).

Aufgaben

1.

1

Lo

Gegeben ist cin Fiinfeck durch die Punkte P,(2; — 15 4), Py(l: —2: 3), Py(5: 2: 7).
Py(4; —5; 1), P5(1; —2; 3). Wo schneiden eventuell die folgenden Geraden einander ?

a) P,P, und P, P, b) P, P, und P,P; ¢) PP, und P, P;

d) Wie viele Geraden gibt es, die zwei der gegebenen Punkte verbinden und einander in
keinem der gegebenen Punkte schneiden ?

Gegeben sind die Punkte P;(1; 7), P,(0: 5), Py(3: —2), P,(—2: —3), P;(0: 0), Py(4; 0).
Wo schneiden eventuell die folgenden Geraden einander ?

a) P, P, und P, P, b) P, P, und P,P; ¢) P,P, und P,P,?
d) Wie viele derartige Geraden, die einander in keinem der gegel Punkte schneid
gibt es?

Wo liegen die FuBpunkte der Héhen des Dreiecks, das durch die Punkte 4(2; —3), B(5; 0),
C(4; 10) bestimmt wird ?

! Tripel: Drei zusammengehérige Zahlen.
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4. Gesucht ist der Schnittpunkt zwischen der Ebene E und der Geraden g, wenn
a) die Ebene durch Py(4: —5: 1), P;(5: —7: 4) und P,(6; —6; 2),
die Gerade durch P;(3; 4; —2) und P,(11: —20; 12);
b) die Ebene durch P(3: — 1; 6) und die Vektoren a = 2i 4 3j — 2f und b= i+ 2f,
die Gerade durch P;(—4; 3: 2) und den Vektor ¢ = 5i- j— f festgelegt sind.
5. Wo schneidet die Gerade, die durch die Punkte Py(1; 4; 4) und P;(3; —2; 1) festgelegt ist,
a) die xy-Ebene; b) die xz-Ebene; ¢) die yz-Ebene ?

Schnittgerade zweier Ebenen
Schneiden zwei Eb: mit den Gleick t=rto+ A0+ pbund r=1,+ Va'+ u't’

3
einander in der Geraden s, so mufl diese sowohl vom laufenden Ortsvektor r der
einen Ebene als auch vom laufenden Ortsvektor t der anderen Ebene beschrieben

werden kénnen. Es muB also ein Quadrupel® 2, u,, 4, und p,’ geben, so daBl
(23) to=1Tp+ 2,0 + pb =1y + 20" 4 pV

erfiillt ist. Aus der Beding.v,}ng (23) lassen sich drei Werte des Quadrupels durch den
vierten ausdriicken, denn Ubergang zur Komponentendarstellung und anschlieBender
Koeffizientenvergleich ergeben drei skalare Gleichungen. Wenn man die so erhaltenen
Ausdriicke in die Ebenengleichungen einsetzt, ergibt sich in beiden Fillen die Gleichung
der Schnittgeraden s.

I Beispiel 26:

Eine Ebene ist durch Py(—3; 0; 1), P;(—11; —3: 0) und P,(—1: 1: 2), eine andere
durch Py’(2: 15 2), P,"(1; 2; 3) und P,’(1: 0: 3) bestimmt. Gesucht ist die Gleichung der
Schnittgeraden s. Die beiden Ebenengleichungen lauten:

r=—3i+F+ A(—8i—3]—0+ pu@2i+j+D,
T= b A A D i D,
Aus (23) folgt das Gleichungssystem

D | 2p+ 4+ p' =5+ 82
ai | op—
(I oy —

Aus (I) und (II) sowie (I) und (III) ergeben sich durch Elimination von z,’ die Gleichungen
| w24 =4452

‘ 3 =649

und schliellich daraus

=243,

) =1+ 4,

= A

In beide Eb, leick ingesetzt, folgt daraus

ro=1i-+2j+ 3t+ A(—2i+2f),

die Gleichung der Schnittgeraden. Hierin ist 7, Parameter.

1 Quadrupel: Vier zusammengehérige Zahlen.
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3.2.8. Verschiebung

Ein geometrisches Gebilde soll verschoben werden. Das heifBit, alle seine Punkte sollen
geradlinig und parallel um die gleiche Strecke verschoben werden. Die Verschiebung
ist durch den Vektor t,, eindeutig festgelegt (Abb. 3.80.). Den Punkten

P(E);iPy(Eg)sies P

des urspriinglichen Gebildes, die wir Urpunkte nen- K.
nen, werden durch die Verschiebung die Bildpunkte I

zugeordnet. Nach Abbildung 3.81. gilt

P'(Y), Py/(g')s - - -

SO

Py

(24) t=1"—1,, TYy=1)—"Tp,...

Daraus ergibt sich folgende Regel: P Abb. 3.80.

>

Wird ein Gebilde einer Verschiebung t,, unter-
worfen, so sind in seiner Vektorgleichung die Orts-
vektoren

Eikgans
der Urpunkte durch
¥ —Tms 80 —tms e e

zu ersetzen, wobei t', vy, ... die Ortsvektoren der
Bildpunkte sind.
Beispiel 27:

Die Gerade, die durch P,(r)) und P,(r,) festgelegt
und deren laufender Punkt P(t) ist, hat nach (6)
die Gleichung

Abb. 3.81.
=1+ A, —1y). 0

Es soll die Gleichung des Gebildes angegeben werden, das durch die Verschiebung t,, der
gegebenen Geraden entsteht.

Nach der Regel sind t durch t" — 1, t, durch ;" — t,, und t, durch t,’ — t,, zu ersetzen.
So ergibt sich

V=14 A —1).

Diese Gleichung bringt zum Ausdruck, daB nach der Verschiebung eine Gerade vorliegt,
die durch die Punkte P)(r,’) und P,’(ty’), die Bildpunkte von P(r,) und P,(t,), fest-
gelegt ist. Wegen 1,’ = 1, + 1, und 1" = 1, + 1, [vgl. (24)] ist

L =1—1,

d.h. Urgerade und Bildgerade sind parallel.

Es ist anschaulich klar, da} das Ergebnis dieses Beispiels verallgemeinert werden kann:

>

hhild

Die Verschiebung ist eine Kongr bei der die Bildstrecken den Urstrecken

parallel sind.
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Durch die Verschiebung t,, = x, i+ v,j+ s,f wird offensichtlich dem Ursprung
0(05050) der Bildpunkt P, (x ;% 3 %,) zugeordnet, d. h. der erst im Ursprung ge-
legene Punkt kommt an die Stelle P (x5 v 2 3,)-

Nach ﬁl)ergaug zur Komponentendarstellung der Ortsvektoren v,t,, ... und t',v), ...
erhilt man aus (24) durch Koeffizientenvergleich folgende Beziehungen zwischen den
Koordinaten der Urpunkte P(x 3), Po(xg: o3 3)» ... und ihren Bildpunkten
Plixl's whs ), By Cesls o 5% Vo

(24a) x=a"—x,, 2=z — 2z,
X=X — X, B=13 —Zm;
Daraus ergibt sich folgende Regel:
P> Wird cin Gebilde so verschoben, daB der urspriinglich im Koordi prung geleg

Punkt an die Stelle P, (X3 Ym; #m) kommt, so sind in seiner Gleichung
L, Y, &5 To. Yoo Zo5- .-

durch

X=Xy YW —Yms B —Zmi XY — Ty Yo — Yms 20" — Fmse -

zu ersetzen.

[ | Beispiel 28:

Die xy-Ebene wird so verschoben, daB der im Ursprung gelegene Punkt an die Stelle
P, (%, yn) = P,.(3: —5) kommt. Welche Gerade entsteht dann aus der Geraden mit
der Gleichung y = 4x — 7?

Man hat x durch x’ — 3 und y durch y’ -+ 5 zu ersetzen, um die Gleichung der verschobenen
Geraden zu erhalten:

y = dx’ — 24,

Wenn klar ist, welche die Koordinaten der Urpunkte und welche die Koordinaten der
Bildpunkte sind, kann man auf die Kennzeichnung der zuletzt genannten durch den
angefiigten Strich verzichten. Man kann dann im Beispiel 28 sagen, daf} die Gerade vor
der Verschiebung die Gleichung y = 4x — 7, nach der Verschiebung die Gleichung
y = 4x — 24 hat.

Von dieser Vereinfachung wird bei den folgenden Beispielen Gebrauch ht.

Il Beispiel 29:
Die Parabel y = x? soll so verschoben werden, daB der im Ursprung gelegene Punkt an
die Stelle P(—2: 3) kommt. Wie lautet die Gleichung nach der Verschiebung? In der
Gleichung sind x durch x + 2 und y durch y — 3 zu ersetzen: y — x% + 4x 4 7.

[ | Beispiel 30:

Das Bild der Funktion mit dem analytischen Ausdruck y = sin x sollso verschoben werden,

( n

dalB der im Ursprung gelegene Punkt an die Stelle P 7 1 ] kommt.

Indem man x durch x — -;i und y durch y + 1 ersetzt, erhilt man nach Umformung
y=—cosx— 1.
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Aufgaben

1. Die xy-Ebene soll so verschoben werden, daB der im Ursprung gelegene Punkt an die Stelle

P(6; — 5) kommt. Welche Gleichungen haben die folgenden Kurven nach der Verschiebung ?
y—3
x+35
Desgleichen; der im Ursprung gelegene Punkt kommt an

die Stelle P (32—1 o).

a)y=—3x+1 b)2x+3y—5=0 ¢c) =—4 d)y=2x> e)2y —dx2=1

L

Plx)
a)y=sinx b) y = cosx c©)y=tanx

"
d)y + sin (x— %) =0 -cu/c

3.2.9. Der Kreis

Gleichung des Kreises (Mittelpunkislage) A
Der Punkt P(r) soll den Kreis vom Radius ¢ beschrei-
ben, dessen Mittelpunkt im Ursprung 0(0;0) liegt
(Abb. 3.82.). Bedingung hierfiir ist, daBl der Ortsvek-
tor t des laufenden Punktes P (r) die konstante Linge ¢
hat, daB also
| -c 0 c
T =c
gilt. Nach 3.1.7. (13) kann fiir |t| auch Jr-t = }/22 ge-
schrieben werden, so daB man ]’rz = ¢ und schlieBlich =
(252) ¥ = & Abb. 3.83.

erhilt. Das ist die Gleichung des Kreises in Vektor-
schreibweise. Abb. 3.84.
Fiihrt man einen mit i und j komplanaren Vektor ¢
vom Betrage ¢, sonst aber beliebig ein (Abb. 3.83.), so
kann wegen 2 = ¢ - ¢ = ¢2 fiir (25a) auch
2=c2
o=,
(t4c)-(t—c)=0
geschrieben werden. Das besagt, daB8 (t+4c¢) | (r— )
ist (Abb. 3.84.); dies ist der Satz des Thales.
Sind x und y die Koordinaten des laufenden Kreis-
punkts P(r), gilt also t = xi+ v, so ergibt sich wegen
P (xity]) (vityi)=x2+y2
aus (25a)
(25b) &% 4 y* = 2.
Diese Gleichung 1Bt sich mit Hilfe des pythagoreischen
Satzes anschaulich deuten (Abb. 3.85.).

Abb. 3.85.
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Lést man (25b) nach y auf, so erhilt man
(250)y =V — 2,

die Gleichung des oberen Halbkreises, und
@5d)y = -y — =,

die Gleichung des unteren. Betrachtet man (25¢) und (25d) als analytische Ausdriicke
von zwei Funktionen mit der unabhingigen Verinderlichen x, so ist der Definitions-
bereich in beiden Fillen —¢ < x < ¢, der Wertevorrat im ersten Falle 0 <y <¢, im
zweiten Falle —¢ <y <0.

Gleichung des Kreises (allgemeine Lage)

Wird der Kreis mit der Gleichung (25b) so verschoben, dafl der urspriinglich im Ur-
sprung gelegene Mittelpunkt an die Stelle P ,,(x,,; y ») kommt, so sind nach Abschnitt
3.2.8. in der Kreisgleichung (25b) x und y durch (x — x,,) bzw. (y —y,,) zu ersetzen:

(26) (& — xm)* + (y — ym)* = >
Auch diese GleichunglaBt sich mit Hilfe des pythagoreischen

Satzes unmittelbar anschaulich deuten (Abb. 3.86.). Plxy)
Durch die drei Zahlen x,,, ¥, und ¢ sind Lage und Grofe y / )
M,

des Kreises vollig bestimmt. Wenn drei Punkte Py(x;; 1),
Py(x,3y,) und Py(xy;y;) des Kreises gegeben sind, so Y
miissen die Koordinaten eines jeden dieser Punkte die
Kreisgleichung (26) erfiillen. Das ergibt ein System von

drei Bestimmungsgleichungen fiir x,,,y , und c:

I

x, und y, in (26) einsetzen: | (x; — x,)* + (y; — yn)*=¢*

x, und y, in (26) einsetzen: | (x; — x )2 + (Yo — Y m)* =3 |
| Abb.3.86.
x; und y, in (26) einsetzen: | (x; — x,)2 4 (Y3 — ¥ m)* = c*|.

Um aus diesem System x,, v,, und ¢ zu ermitteln, 16st man die Klammern auf und
eliminiert (durch Subtraktion je zweier Gleichungen) die Quadrate x,2 v,* und ¢
Das gibt ein System von zwei linearen Gleichungen zur Bestimmung von x,, und y .

I Beispiel 31:

Wie lautet die Gleichung des Kreises, der durch die Punkte P;(4: 16), P,(18; 14), P;(16;0)
geht ? Das Gleichungssystem

(4 —x,)2 + (16 — y,)* = ¢
(18 — )2 -+ (14— y, )t = &
(16— %)+ (0 —yp)t= et
hat die Lésung x, — 10, y, = 8, ¢ = 10. Daraus folgt die Kreisgleichung
(x — 10) 4 (y — 8)2 = 100.

@  Woarum versagt das Verfahren bei P,(0: 0), Py(—4: 2), P,(2: —1)?
Geben Sie auf Grund dieses Beispiels die Bedingung an, der die Punkte geniigen miissen !



Aufgaben

1. Wie lautet die Gleichung des Kreises, der durch die folgenden Punkte geht ?
a) P,(—8; —3), P,(16:7), P;(9; 14) b) P,(—4;2), Py(—11; 1), Py(—3; —5)
) Py(1; 2), Py(3:4), Py(5:3) d) P(—3: —2), Py(—1: 1), P4(0:0)

»

Bestimmen Sie die Mittelpunkte und die Radien der Kreise mit den folgenden Gleichungen!
a) x4y 6x— dy — 3=0 b) x* 4 y? — l4x + 26y + 217 = 0

®

Der Mittelpunkt des Kreises, der durch die drei Punkte P, P, und P, geht, 1aBt sich auch
in der Weise ermitteln, dal man den Konstruktionsweg rechnerisch verfolgt. Man mifte
also die Gleichungen von zwei Mittelsenkrechten des Dreiecks P, P, P, aufstellen und ihren
Schnittpunkt ermitteln.

a) bis d) Verfahren Sie in dieser Weise bei Aufgabe 1. a) bis d)!

»

Geben Sie die Gleichungen der Kreise an, die durch die folgenden Stiicke gegeben sind!
a) Mittelpunkt P,,(3: 5,3), Kreispunkt P(7; 7)

b) Kreispunkte P;(4; 2), Py(7; —9), Radius 25

¢) Kreispunkt P(7; 3), Mittelpunkt P, (x,,: 6), Radius 5

d) Kreispunkt P(—7: 3), Mittelpunkt P, (0; y,,), Radius 13

€) Uberlegen Sie sich, ob es bei den Aufgaben a) bis d) stets Lsungen gibt, auch wenn man
die gegebenen Zahlen beliebig abwandelt!

Schnitt zwischen Kreis und Gerader

Sind Kreisgleichung und Geradengleichung in Koordinatenschreibweise gegeben, so
miissen die Koordinaten eventueller Schnittpunkte beide Gleichungen zugleich erfiillen.
Kreis- und Geradengleichung werden also zu einem System von zwei Bestimmungs-
gleichungen zusammengefalt, aus dem sich die Koordinaten der Schnittpunkte be-
stimmen lassen.

(x—xuf+ (y—yn)=c
Ax+By+C =0

B Beispiel 32:

Wo schneidet die Gerade 3x 4 4y — 2 = 0 den Kreis (x — 2)2 -+ (y 4 1)2= 16?
Das Gleichungssystem | (x— 20+ (y -+ 1)2= 16
| 3xtdy—2= 0
hat die Losungen x, = 5,2, ¥ = —34;
x=—12, y,= 14.
Die Schnittpunkte sind S, (5,2; —3,4) und S,(— 1,2; 1,4).

B Beispiel 33:

9

Wo schneidet die Gerade y = x -+ 10 den Kreis 2% + y2 = 25?
Das Gleichungssystem a2 4 y2 = 25
y=x410
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fiihrt auf die quadratische Gleichung
(x4 5)2=—125,

die im Bereich der reellen Zahlen keine Losung hat. Wie man sich leicht an Hand einer
Skizze iiberzeugt, schneidet die Gerade den Kreis nicht. Dieser Sachverhalt spiegelt sich in
der Rechnung dadurch wider, dal man eine quadratische Gleichung erhiilt, die im Bereich
der reellen Zahlen keine Losung hat.

@ Beispiel 34:

Wo schneidet die Gerade y = —$x + 1 den Kreis (v — 7)2 4 (y — 2)2 = 252
Das Gleichungssystem ‘ (x— 12+ (y—202=25

\ y=—%x+1
fiihrt auf die quadratische Gleichung
(x—4)2=0,
die nur eine Lésung (,,Doppelwurzel®) hat: x, = 4. Aus der Geradengleichung errechnet
man das zugehérige y, = — 2. Der Kreis und die Gerade haben nur den Punkt Py(4; —2)

gemeinsam. Die Gerade ist Tangente an den Kreis.

K Uberzeugen Sie sich von diesem Sachverhalt an Hand einer Zeichnung!
Aufgaben

Ermitteln Sie die eventuellen Schnittpunkte folgender Kreise und Geraden!
1. (x—8)2+y*—25=0und 4y — 5x 436 =10

2. (x4 20)2 4 (y+ 14— 144=0 und y= L4x+ 7

3.x%4£y?— 169 =0 und 12x+ 5y— 169 =10

4. (x— 102+ (y—8)2=100 und x—y+1=0

T in einem gegeb Kreispunkt

Die Gleichung der Tangente soll ermittelt werden, die den Kreis mit der Gleichung
x4 y% = ¢ im Punkte Py(x,; y,) berithrt (Abb. 3.87.). Auf der im Punkt P, auf dem
Kreisradius O P, senkrechten Geraden liegt auller P; kein Kreispunkt; denn jeder
weitere Punkt auf dieser Geraden hat vom Kreismittelpunkt eine Entfernung, die
groBer ist als der Kreisradius ¢. Diese auf dem Radius O P, senkrechte Gerade ist daher
Kreistangente. Da der Radius den Anstieg mp = tan ap = 2 hat, ist der Anstieg der
dazu senkrechten Tangente o

*o
=tan&p = — —-
"z % Yo

Nach der Punktrichtungsgleichung der Geraden erhilt
man

X0
e e MO
¥ =Y ya( 0)

und daraus die Tangentengleichung

X% + Yoy = %P + ¥o© Abb. 3.87.
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Da der Berithrungspunkt Py(x,;y,) Kreispunkt ist, miissen seine Koordinaten die
Kreisgleichung erfiillen: xy2 4 yo? = ¢ Damit erhilt die Gleichung der Kreistangente
schlieBlich die Form

Q7)) xox + yoy = *,

die der Kreisgleichung dhnelt; x und y sind die Koordinaten des laufenden Punktes
P(x;y), xy und y, sind die Koordinaten des Beriihrungspunktes Py(x,; vo)-

B Beispiel 35:
An den Kreis mit der Gleichung x2 + y2 = 169 soll im Kreispunkt P;(— 12; 5) die Tan-
gente gelegt werden. Wie lautet ihre Gleichung ?
Nach (27) ergibt sich —12x + 5y = 169.

Wird der Kreis zusammen mit der in Py(x,; y,) angelegten Tangente so verschoben, dafl
der urspriinglich im Ursprung gelegene Mittelpunkt an die Stelle P ,,(x ;¥ ») kommt,
so sind nach Abschnitt 3.2.8. in der Tangentengleichung (27) x, y, x, und y, durch
(x— xp), (¥ — ¥m)s (xg— x,,) und (vo— ¥ ,,) zu ersetzen. Das fithrt zu

(28) (29— xp) (x — %) + (Yo — Ym) (¥ — Ypm) = ¢*

B Beispicl 36:

An den Kreis mit der Gleichung (x — 2)? + (y + 3)2 = 25 soll im Kreispunkt P,(5; 1)
die Tangente gelegt werden. Wie lautet ihre Gleichung?
Nach (28) ergibt sich

6G—2)(x—2)+ (1+3)(y+3) = 25.

3 19
In der kartesischen Form lautet die Gleichung der Tangente y = — T + I

Zur Probe kann man nun den Schnitt zwischen dieser Geraden und dem gegebenen Kreis
bestimmen, wobei (falls y eliminiert wird) die entstehende quadratische Gleichung nur die
eine Losung (Doppelwurzel) x = 5 haben darf.

Aufgaben

An den Kreis soll jeweils im Kreispunkt P, die Tangente gelegt werden. Wie lautet die Tan-
gentengleichung ?

1ox2 4yt =225, Py(—12;9) Prlxriys)
2. x4 y2 = 20,25, P,(2,7;3,6)

3. (x— 4P+ (y+1)2= 25 Py8:2)

4. x4 y2 4 4x — 6y — 387 =0, P,(10; 19)

5.x24y2—4x=0, Py(2;2) B (x:30)

Tangente durch einen Punkt an den Kreis Abb. 3.88.

An den Kreis x2+ y2 = ¢2 soll vom Punkte P;(x,3y,) eine Tangente gelegt werden
(Abb. 3.88.).

Ist Py(xy;y,) der Beriihrungspunkt der Tangente, so lautet die Tangentengleichung
nach (27) xgx + y,y = c2 Auf dieser Tangente liegt auch P, so dal X%y + ¥y, = ¢? gilt.
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Um die unbekannten Koordinaten x, undv)'0 des Beriihrungspunktes P, zu ermitteln, be-
nitigt man eine zweite Gleichung. Da P, auf dem Kreis liegt, gilt

i+ yoP =k
Aus dem System
| X%+ Yoy =
Xi 4yt =c? |
kann man die beiden Unbekannten x, und y, ermitteln. Nachdem die Koordinaten des

Beriihrungspunktes P, bestimmt sind, kann nach (27) die Tangentengleichung auf-
gestellt werden.

(29)

B Beispiel 37:

Wie lauten die Gleichungen der Tangenten, die von P,(7; 1) an den Kreis x2 - y2=25
gelegt werden konnen ?
Die Koordinaten des Beriihrungspunktes werden aus dem Gleichungssystem

| %0 T+y-1=25 |
X2+ yo2 = 25

ermittelt. Die Berithrungspunkte sind Py, (3; 4) und Py, (4; — 3). Die Tangentengleichungen
lauten 3x + 4y = 25 und 4x — 3y = 25.

Aufgaben

1. Geben Sie die Tangenten an, die von P,(7; — 17) an den Kreis x2 + y2 = 169 gelegt werden
konnen!

2. Desgl. P,(9; —4), x? — 4x + y? + 6y — 12 = 0.

Anleitung: Die xy-Ebene ist zweckmiBig zu verschieben.

“w

Leiten Sie das Gleichungssystem (29) her, indem Sie die bekannte Konstruktion der Be-
rithrungspunkte P, (x,: y,) rechnerisch verfolgen! Die Beriihrungspunkte sind die Schnitt-
punkte des Kreises x% - y2= ¢? mit dem Kreis um P (%, ) ) durch 0(0; 0) und
Pi(x,: y,).

Schnittwinkel zwischen Kreis und Gerader

’ Der Schnittwinkel zwischen einer Geraden und einem Kreis wird als Schnittwinkel zwi-
schen der Geraden und der betreffenden Krei: erklirt.

[l Beispiel 38:
Unter welchem Winkel schneidet die Gerade mit der Gleichung y — x + 1 den Kreis
mit der Gleichung x* 4 y? = 257
a) Bestimmen der Schnittpunkte: P,(3: 4), P,(—4: — 3). Aus Symmetriegriinden treten
an beiden Schnittpunkten die gleichen Schnittwinkel auf, so daB man nur einen
Schnittpunkt weiter zu behandeln braucht.

b) Die Gleichung der Tangente, die 1m Kreispunkt P, an den Kreis gelegt werden kann,
lautet y = ———37x+7

¢) Aus dem Anstieg my = 1 der schneidenden Geraden und dem Anstieg m, — der
Kreistangente durch den Punkt P, ergibt sich nach Abschnitt 3.2.5. fiir den Sclmn.t-
winkel &, — a; ~ 81,9°
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Aufgaben

Bestimmen Sie den jeweiligen Schnittwinkel zwiscRen Kreis und Gerader!
Fertigen Sie jeweils eine Skizze an!
=1

1 a4 y2—6x—6y+9=0; +

X
3

o) wl<w

2 (x4 22+ (y—22=16; y=2—
3 (x+ LS+ (y — 2,52 = 6,25; y-Achse
Schnittpunkte zweier Kreise

Schneiden zwei Kreise mit den Gleichungen

(x—xp)?+ly—ym)=c?
und

(—x P+ (y—yu)t=c?
einander, so erhilt man die Koordinaten ihrer Schnittpunkte als Losung des Systems
dieser beiden Gleichungen.

B Beispicl 39:
In welchen Punkten schneiden die Kreise mit den Gleichungen x2? + y2 =25 und
(x — 5)* 4 (y — 35)* = 1025 einander ?
Aus

x4y =25 |

| (x— 5)2 4 (y — 35)2 = 1025 |
ergeben sich die Schnittpunkte P,(—3: 4) und P,(4; 3).

Schnittwinkel zweier Kreise

> Der Schnittwinkel zwischen zwei Kreisen wird als Winkel zwischen den beiden T:
erkliirt, die die Kreise im Schnittpunkt beriihren.
I Beispiel 10:
Der Schnittwinkel der Kreise des Beispiels 39 soll ermittelt werden.
Mit my — — % und my = — 3% erhilt man nach 3.2.5. (16) tan (2, — ) — 1,25,
&, — a; =~ 51,3°
Aufgaben
Bestimmen Sie in den folgenden Aufgaben die eventuellen Schnittpunkte folgender Kreise!
Lt it (r— D=9 (x— 32+ (y— =25
2 (e— 1y — =55 xttyr=1
3. 224 y2 4 10y +21=0; 22+ y2+ 10xL-21=0
Ermitteln Sie in den folgenden Aufgaben die Schnittwinkel der Kreise!

4. Kreise der Aufgabe 1 5. Kreise der Aufgabe 2 6. Kreise der Aufgabe 3
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3.3. Analytische Geometrie:
Kegelschnitte

3.3.1. Kegel und schneidende Ebene

Abb. 3.89.

Der gerade Kreiskegel; der Doppelkegel

Zwei Geraden g und g mogen einander im Punkte S unter dem
spitzen Winkel o (d. h. 0 < a< —; ) schneiden (Abb. 3.89.). Dreht

man nun die Gerade g um die Gerade g, ohne daf} sich der Schnitt-
winkel a dndert, so entstehen zwei gerade Kreiskegel mit gemein-
samer Spitze S, gemeinsamer Achse g und gleich groBen Offnungs-
winkeln 2a (Abb. 3.90.). Jede Ebene, die auf der Achse g senkrecht
steht und nicht durch S geht, schneidet einen der Kegel in einem
Kreis, dessen Mittelpunkt auf g liegt (Abb. 3.90.). Deshalb heilen
die Kegel gerade Kreiskegel. Das aus den beiden geraden Kreis-
kegeln bestehende Gebilde nennt man Doppelkegel.

Abb. 3.90. Abb, 3.91. Abb. 3.92.

AN-[%,/=c =ssine
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Auf dem Mantel des unteren Kegels wird im Abstande s von der Spitze S (Abb. 3.91.)
ein Punkt A festgelegt. Die Ebene durch A, senkrecht zur Kegelachse, schneidet den
Kegel in einem Kreis & mit dem Mittelpunkt N und dem Radius AN = ¢ = s sin .
Nun soll der von 4 ausgehende Ortsvektor 1 gesucht werden, dessen Spitze den Mantel
des Doppelkegels beschreibt (Abb. 3.92.). Zu diesem Zweck werden drei zueinander
senkrechte Einheitsvektoren ¢;, ¢, und ¢; (Abb. 3.92.) durch die Festsetzungen

i N3

Al 2

e, =22, eg=—o e, = €3 X €
1= 25 s= g BT BXh

eingefiihrt. Dann gilt:
t=AN+1,+ AU

mit

= Zl\(rl = ssin ey,
I = c cos ¢ + ¢ sin @€, = s sin & cos @€, + s sin & sin ¢, und
11:1\"§—r,,.: WCS— Tp=S5CoSXCy— T, =5C0OsXC;— ssinq cos e, — ssinasinpe,.
Damit ergibt sich
r=ssinae + ssina cos@C; + s sina singe, + As cosa ¢, — As sin a cos ¢,
— Zssin asin pe, und weiter

1) r=[14+d—2)cosg] ssinae;+ [(1 —2)sing]ssinees+ 48 coset;.

B Beispiel 1:
(Abb. 3.93.)
t— [L+ (1 — 7) cos g] 10 sin 30° ¢, + [(1 — 7) sin ] 10 sin 30° ¢, - 4 10 cos 30° ¢,
t=5[1 -+ (1 — A cosqgle, + 5(1— 7) sin ge, + 5 V3 7c,.
Fiir bestimmte Werte der Para-
meter /2 und ¢ ergeben sich die
Ortsvektoren 1, deren Spitzen an  Abb. 3.93.
bestimmten Punkten des Kegel-
mantels liegen, beispielsweise fiir
7=}, @ = 315° (Abb. 3.94.) der
Ortsvektor
= 6,7Te, — 1,7Te, + 4,33 ¢,.
. Uberlegen Sie sich, welchen Teil des
Kegelmantels die Spitze von t be-
schreibt, wenn

a)0<i<l, b)i=1,
¢)i>1, d)i<0,

e) 1=0, flo<gp<m,
g)a<e<2m h)p=0,
i)p==m

Abb. 3.94.

ist!
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Abb. 3.97.a

136

Ebene Schnitte des
Doppelkegels

Nun werde der Doppelkegel
von einer durch 4 gehenden,
zu ¢, parallelen Ebene ge-
schnitten, die mit der Kegel-
achse den Winkel

plosp<3)

bildet (Abb. 3.95. und 3.96.).

Als Schnitt zwischen dieser

Ebene und dem Kegelman-

tel entsteht eine Kurve, die

man Kegelschniti nennt. Die

abb.3.96.  Form des Kegelschnitts wird

bei fest vorgegebenem Kegel

vor allem vom Winkel £ zwischen der Ebene
und der Kegelachse bestimmt:

Aus Abbildung 3.97.a erkennt man, daf fiir

al p= .7’ nur der Kegel geschnitten wird,

auf dessen Mantel A liegt, also nur der
untere, und daB als Kegelschnitt eine ge-
schlossene Kurve entsteht;

Abb. 3.97.b



Abb. 8905 aus Abbildung 3.97.b erkennt
man, dafl fir f=a ebenfalls
nur dieser eine Kegel geschnitten
wird, daB aber eine offene Kurve
entsteht;

aus Abbildung 3.97.c schliellich
ist ersichtlich, daf fir § <«
beide Kegel geschnitten werden
und somit eine Schnittkurve er-
halten wird, die aus zwei (offenen)
Kurveniisten besteht.

Die im Falle § > « (Abb. 3.97.a)
entstehende Kurve heifit Ellipse.
Der Fall f = % ergibt den Kreis;
Kreise konnen deshalb als spe-
zielle Ellipsen aufgefaBBt werden.
Die fiir § = o (Abb. 3.97.b) ent-
stehende Kurve heifit Parabel.
Die Kurve, die fir g < «
(Abb. 3.97.c) erhalten wird, heilit
Hyperbel.

Es ist nicht schwer, bei gegebenem «, s und § den Kegelschnitt in wahrer GréBe und
Gestalt zu konstruieren, wie das in den Abbildungen 3.97. durchgefiihrt wurde.
Das Verfahren sei am Beispiel der Ellipse erliutert. Die Schnittebene, in der die
Ellipse liegt, ist im Seitenri8 des Kegels (Abb. 3.98.a) nur

als Gerade AA’ zu sehen, die Ellipse als Strecke AA4'. Abb.3.95.c

Wie groB ist die Ellipsensehne, die in x, auf 44" senk-
recht steht? Die senkrecht zur Kegelachse durch x,
gehende Ebene (in Abb. 3.98.b als Gerade BB, zu sehen)
schneidet den Kegel in einem Kreis k, (in Abb. 3.98.b
als Strecke B,B, abgebildet). Das axarometrische Bild
(Abb. 3.98.c) liBt erkennen, daB die in x; auf 4.4’ senkrecht

Abb. 3.98.a i5: Abb. 3.98.b




Abb. 3.98.d

stehende Ellipsensehne zugleich auf BB, senkrechte Kreissehne ist. Nach Umklappen
des Kreises k, in die Zeichenebene kann sie dem Kreis entnommen werden (Abb. 3.98.d).
Das fiihrt zu der in Abbildung 3.98.e dargestellten Konstruktion. Dabei wird anschau-
lich klar, daB 44" Symmetrieachse des Kegelschnitts ist.

Abb. 3.99.a Abb. 3.99.b Abb. 3.99.¢
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Bei den obigen, die Gestalt des Kegelschnitts betreffenden Untersuchungen wurde s
auBler acht gelassen, denn offensichtlich beeinfluBt s nicht die Gestalt, sondern nur die
GroBe des Kegelschnitts. Das gilt aber nur, solange s von Null verschieden ist. Ist
dagegen s=0, geht die
schneidende Ebene also
durch die Kegelspitze, so
entsteht im Falle >«
(Abb. 3.99.a) ein Punkt, im
Falle §=a (Abb.3.99.b)
eine Gerade und im Falle
B < a (Abb. 3.99.c) ein Ge-
radenpaar als Schnittfigur.
Man spricht dann von ent-
arteten Kegelschnitten. Auf
die Behandlung der entarte-
ten Kegelschnitte wird im
folgenden verzichtet; daher
ist stetss >0 vorausgesetzt.

Jetzt soll der von A ausge-
hende Ortsvektor t gefunden
werden, dessen Spitze die
schneidende  Ebene  be-
schreibt. In dieser Ebene
legen die Einheitsvektoren

sin ffe; — cos feg

und j=¢,
Abb. 3.100.
nach Abbildung 3.100. die

x- bzw. y-Richtung eines auf g

A bezogenen Koordinaten-

systems fest. Dann gilt fiir einen beliebigen Punkt P(r)= P(x: y) dieser Ebene:
t=xi+yj=xsinfe, — x cos ey + ¥C,,

(2) t=xsinge; + ye,— & cos ey

Aufgaben

1. Ein kantiger Bleistift wird mit der Maschine gespitzt. Zu welchen Kurven gehoren die ent-
stehenden Bogen ?

~

Eine Stabtaschenlampe strahlt etwa in Form eines geraden Kreiskegels. Was fiir eine Licht-
figur entsteht auf dem ebenen FuBboden, wenn die Lampe horizontal gehalten wird ?

[

. Konstruieren Sie den Kegelschnitt in wahrer Gestalt und GréBe (Bezeichnungen nach
Abb. 3.97.):

a) a= 70°, f=20° s=2;
b) a =20°, B=170° s=3!
Anleitung: Wihlen Sie die GroBe der Einheit und die Anordnung zweckmiBig, so daB das zur

Verfiigung stehende Zeichenblatt gut genutzt wird!
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Die gemeinsame Scheitelgleichung der Kegelschnitte

Die Punkte des Kegelschnitts miissen sowohl vom Ortsvektor (1)
t=[1+4 (1— 2)cos ¢] s sin ac; + [(1 — 4) sin ] 5 sin ae, + As cos «e,,
der den Kegel beschreibt, als auch vom Ortsvektor (2)
T = sin ffe; + ye, — x cos fe,,
der die schneidende Ebene beschreibt, erreicht werden kénnen. Fiir die Punkte P (x; y)
des Kegelschnitts folgt deshalb durch Gleichsetzen von (1) und (2) die Bedingung
[1+ (1 — 2)cos ¢] s sin ae; + [(1 — A) sin ¢] 5 sin a¢, + As cos o,
= x sin fi¢; + ye, — x cos fie,.
Daraus ergeben sich durch Koeffizientenvergleich die drei skalaren Gleichungen
(3a) | [14 (1— 2)cos ¢] s sin « = x sin §
(3b) | [(1— A)sing]ssing  —y
(3¢) ‘ As cos & =—xcosf}

Aus diesem Gleichungssystem sollen nun die Parameter ¢ und 1 liminiert werden.
¢ wird beseitigt, indem man (3a) und (3b) nach (1 — ) cos ¢ beziehungsweise
(1 — 2) sin@ auflsst:

i 5 xsinf
(3a) | (1= Z)cosg = }:i‘:a —1
apy | < —
(3b) | (1—2) sing Sl A
beide quadriert:
S | " ¢ sin? B sin'B
60| (= tpety =53l gzt

(3b) | (1 — A)3sinZ¢p

und addiert:

(1— 2y _ **sin®f 5 xsinf
s*sin®a ssina ’

—2A4 2 :xgsinzﬂ_oxsinﬁ

- s?sin? & ~ ssina

Mit Hilfe von (3 ¢) wird noch 2 eliminiert:

o ¥cosf | afcos®B  asin?f _ o, xsinf y?

T scosa ' s?cos?a s¥sin®a ssina s*sin®a

Da y nur quadratisch vorkommt, wird nach y2 aufgelost:

yi= (Z::;{— sin® & — sinzﬁ) x4 25 |\—2§:g sin®a + sin « sin ﬂ)x,
<2 r sina . -
y2= C—D}E (1 — cos?a) — smgﬂl a2 2 Y g cos B + cosa sinff) x,
. cos®a | cos &
5 PR
cos™ 3 . Ssin@sin (¢ + 3
@ == —l).r-’—{-?#w.
cos® @ cos &
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Die Gleichung (4) ist eine parameterfrene Beziehung zwischen den Koordinaten der
Punkte P (x; y) des Kegelschnitts, in der s, « und f§ vorkommen, die die Grofle und Ge-
stalt des Kegelschnitts bestimmen. Die Gleichung (4) bestitigt die bereits durch An-
schauung gewonnene Erkenntnis, daB die x-Achse (also die Gerade 4.4’) Symmetrie-
achse, kurz Achse des Kegelschnilts ist; denn y kommt nur in der zweiten Potenz vor,
die Gleichung ist also jeweils fiir y und — y zugleich erfiillt. 4(0;0) heiBlt Scheitel des
Kegelschmttq im Falle der Ellipse Hauptscheitel. Zur Abkiirzung wird in (4)

(Ga)
und

5b) S sin & sin (¢ 4+ ﬂ)

cos @

cos g

=¢
cos &

gesetzt. Das ergibt
6) y=(*—=Da*+2px.

Diese Gleichung heifit gemei Scheitelgleich der Kegelschnitte. Da0 < a < —:,

g

n s .
s>0und 0 =g < 5 vorausgesetzt wurden, ist stets p > 0. Weiter folgt unter den
soeben genannten Voraussetzungen aus f Z a noch cos < cos «, so daB

im Falle der Ellipse wegen f >a 0<Je <1,

(7a) im Falle der Parabel wegen f = a e=1,
im Falle der Hyperbel wegen B<a e >1

ist;

(7b) im Falle des Kreises ist wegen § = % e=0.

Man nennt ¢ numerische Exzentrizitit; 2 p heiBt Parameter, p heit Halbparameter des
Kegelschnitts.

l  Beispiel 2:
Ein Doppelkegel mit halbem Offnungswinkel a = 30° wird von einer Ebene geschnitten,
die mit der Kegelachse einen Winkel von § = 60° bildet. Der Scheitel 4 hat von der Kegel-

spitze S den Abstand s = 1 (Skizzieren Sie den beltenrll}') Nach (5a) und (5b) ergeben
c0s60°

sich die numerische Exzentrizitit & = - $30° — S < | und der Halbparameter
P o cos 3
= g0 51“(300—_—‘_—'6—0—)— = l,. Wegen ¢ < 1 handelt es sich um eine Ellipse; ihre
cos 30 3 g N
Scheitelgleichung (6) lautet dann y2? = — —- x2 -+

CR A

Aus (6) und (7 a) ergibt sich,
daB bei der Parabel wegen ¢2— 1 =0 das Quadrat mit der Seite y flichengleich
ist dem Rechteck mit den Seiten x und 2p,
daB bei der Ellipse wegen £2— 1 < 0 an der Fliche des Quadrats mit der Seite y
gegeniiber der des Rechtecks mit den Seiten x und 2p etwas fehlt,
daB bei der Hyperbel wegen ¢2— 1 > 0 die Fliche des Quadrats mit der Seite y
die des Rechtecks mit den Seiten x und 2p iibertrifft.
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Aus der Bedeutung der griechischen Worter

1 maoafolij: Gleichheit, 1 #AAeipic: Mangel und # Ymepfoir: UberschuB

folgt eine Erklirung fiir die Namen der drei Kegelschnitte.

Die Herleitung der Glelchunw(b) hat gezeigt,dafl jeder unter den Bedmgunﬂ‘en 0 <
s>0und 0 =g < < 5 hergestellte ebene Schuitt eines Doppelkegels durch eine Clel-

chung der Form (60) mlt & =0, p > 0 dargestellt werden kann. Ist nun umgekehrt jede
Gleichung der Form (6) mit & = 0 p > 0 Darstellung einer Kurve, die als ebener Schnitt
eines Doppelkegels (0 <« < ,s>0und 0 Zp < )entstehen kann? Gibt es also
beispielsweise einen Doppelkegel an dem durch einen ebenen Schnitt die Kurve mit
der Gleichung y2 = 3124 2x gewonnen werden kann?

Das ist tatsichlich der Fall. Um das zu beweisen, wird gezeigt, daB sich «, f und s aus
vorgegebenem ¢ und p bestimmen lassen. Allerdings gibt es jeweils mehrere Schnitte
von verschiedenen Doppelkegeln, durch die der gleiche Kegelschnitt entsteht, wie sich
im folgenden zeigen wird. Aus (5a) erhilt man

"(8a) cos f=ecosa

und aus (5b)

*Cos &
(8b) s =P %%
sina - sin (& + B)
p-cosa _ pcosa
" sin*acos B+ sina cosasinf £-sin?a - cos & -+ sin & cos & sin f§
P
s

T e sinfatsinasinf  cen'a+ sinall— & costa

was noch zu der Bedingung

(8c) 1 —&*cos’a =0

fiihrt.

Der Winkel « ist also innerhalb gewisser Grenzen frei wihlbar, nimlich so, daB8 der
Radikand, die linke Seite von (8 ¢), nicht negativ wird (wegen 0 < e= list bei Ellipse und
Parabel « véllig frei wihlbar, selbstverstindlich unter Beachtung der Voraussetzung
0<a << %) ; B und s ergeben sich dann nach (8a) und (8b) aus ¢ und p, d. h., man findet

einen Kegel und eine schneidende Ebene, die den Kegelschnitt erzeugen.

[ | Beispiel 3:

Ein Kegel und eine schneidende Ebene sollen gefunden werden, die den Kegelschnitt
y? = 3x% -+ 2x erzeugen. Der Verglmch mit (6) zeigt, dal p = 1 und &2 =4, also ¢ =2
ist. Wegen ¢ > 1 handelt es sich um eine Hyperbel. Nach (8¢) ergibt sich fiir « die Be-
dingung 1 — 4 cos* x =0, d.h. cos?a g;{— cos a = é und a = 60°. Wird &= 60°
gewihlt, so wird aus (8 a) cos ff = 2 cos 60° = 1, also f=10° und aus (8b)

. 1 cos 60°

T §in 607 sin (60° + 0°) 3
von der Ebene so geschnitten, dal s =3 und = 0° ist, so entsteht die Schnittkurve
mit der Gleichung y? = 3x% + 2x. Wahlt man dagegen beispielsweise a = 75°, so ergibt

. Wird also ein Kegel vom halben Offnungswinkel a = 60°

9
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sich aus (8a) cos f— 2 cos 75° = 0,5176, also f = 58°50’, und aus (8b) s = 0,372. Die
Kurve mit der Gleichung y? = 3x2 + 2x kann also auch dadurch entstehen, da ein Kegel
mit x = 75° von einer Ebene unter s = 0,372 und f = 58°50" geschnitten wird.

@  Konstruieren Sie beide Kegelschnitte nach dem in Abbildung 3.98. geseigten Verfahren!

Aus (6) laBt sich noch der eventuell vorhandene zweite Schnittpunkt A" des Kegel-
schnitts mit der x-Achse ermitteln:

(e2— 1)x242px =0,
x[(e2— 1)x+2p]=0.
Dieses Produkt ist Null, wenn einer der Faktoren Null ist. So ergeben sich x; = 0 [das

ist die Abszisse von A4(0;0)] und
(9a) x, =

2p

1—¢

[das ist die Abszisse von A'(x,; 0)]. Fiir ¢ = 1, im Falle der Parabel also, existiert x,
nicht, der Nenner wire dann ja Null.

Fiir ¢ S 1 ist

(9b) x,20.

Im Falle der Ellipse ist also x, positiv, im Falle der Hyperbel negativ, wie sich auch
anschaulich am Kegel ergibt (vgl. Abb. 3.97.; die positive x-Richtung ist durch den
Pfeil angedeutet, der Ursprung liegt bei 4). Man nennt A’ ebenfalls Scheitel des Kegel-
schnitts, im Falle der Ellipse Hauptscheitel.

Aufgaben

1. Der Offnungswinkel des Doppelkegels sei-2a, der Winkel zwischen schneidender Ebene
und Kegelachse sei f, der Scheitel A habe von der Kegelspitze den Abstand AS = s.
Bestimmen Sie fiir die folgenden Angaben, um welchen Kegelschnitt es sich jeweils handelt,
wie seine Scheitelgleichung lautet und die Koordinaten des eventuell vorhandenen zwei-
ten Schnittpunkts 4’ mit der Achse!

(Benutzen Sie weitgehend den Rechenstab! Kontrollieren Sie die Rechenergebnisse an Hand
einer Zeichnung!)
a)a=70° f=20° s=2 b)x=20°% B=1T0° s=3 e)a=40° f=40% s=1

2. Geben Sie jeweils einen Kegel und eine schneidende Ebene an, durch welche die Kurven

a)y?= —0,3x%2+ 5x, b) y2 = x® 4 24x

erzeugt werden!

Ebene Schnitte eines geraden Kreiszylinders

Behilt man bei einem geraden Kreiskegel (Abb. 3.91.) den Grundkreis k (vom Radiusc),
auf dem A liegt, unverindert bei und 1aBt den Offnungswinkel 2a des Kegels gegen
Null gehen, so riickt die Kegelspitze S auf der Achse des geraden Kreiskegels un-
begrenzt nach oben. Der Grenzfall ist ein Korper, dessen Mantellinien auf der Ebene
des Kreises k senkrecht stehen und somit auch parallel sind. Dieser Korper heifit be-
kanautlich gerader Kreiszylinder. Die Gleichung der Schnittkurve zwischen dem
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Zylinder und der Ebene durch A4, die mit der Zylinderachse den Winkel $ bildet, erhilt
man dann aus (4) fir a —» 0, d. h. cos a > 1, und
ssina sin(a + ﬁ) __esin(a + @)
cos & T cosa

y2 = (cos® f— 1)x%+ 2¢ sin fx.

—> ¢ sinfi:!

Das ist eine Gleichung der Form (6), wobei ¢ = cos # = 0 und p = ¢ sin # > 0, wenn
=0 (der Zylinder wird dann nicht geschnitten) ausgeschlossen wird. Die durch die
obige Gleichung bestimmte Kurve ist demnach ein Kegelschnitt, d. h., sie kénnte auch
als ebener Schnitt eines geraden Kreiskegels entstanden sein. Wegen == 0 ist ¢ = cos < 1.
Es handelt sich also um eine Ellipse. Ist f = %, so ergibt sich

y2=—ax242cx, x2—2cx+c2+yi=c? (x—c)2+yi=c?,

die Gleichung des Kreises k.
Der ebene Schnitt eines geraden Kreiszylinders ist also eine Ellipse bzw. ein Kreis.

Aufgaben

1. Ein runder Bleistift wird mit dem Messer gespitzt. Zu welchen Kurven gehéren die ent-
stehenden Bogen ?

2. Ein gerader Kreiszylinder (c = 10) wird von einer Ebene geschnitten, die mit der Zylinder-
achse einen Winkel von 30° bildet.
a) Wie lautet die Gleichung der Schnittellipse ?
b) Geben Sie einen Kegel und eine schneidende Ebene an, durch die eine zu dem Zylinder-

schnitt kongruente Ellipse entsteht!

3.3.2. Die Parabel

Die Scheitelgleichung der Parabel
Nach (7a) ist bei der Parabel ¢ = 1. Damit ergibt sich aus (6) die Scheitelgleichung
der Parabel:

(10a) y* = 2px.
Die Gleichung (10a) kann folgendermafen gedeutet werden: Die Ordinate eines
Parabelpunktes ist geometrisches Mittel aus der zugehdrigen Abszisse x und
dem fiir eine bestimmte Parabel konstanten Para-
meter 2p. Dies ermoglicht in Verbindung mit dem
Hohensatz eine punktweise Konstruktion der
Parabel:

Abb. 3.101.

Der Schnittpunkt des iiber der Strecke O P, mit
0(0: 0) und P, (x, -+ 2p: 0) gezeichneten Thales-
kreises (Abb. 3.101.) mit der Geraden x = x, ist
ein Parabelpunkt.

Xt2p x

1 Es ist giinstig, daB fiir s sin « wieder c gesetzt werden kann; denn aus & — 0 folgt s — 0o und sin & — 0, wiihrend ¢ der
halbe Zylinderdurchmesser wird.
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Aus (10a) ergibt sich als Gleichung fiir die obere Halbparabel
(10b) y =V2px,

fiir die untere

(10¢) y=—2px.

(10b) und (10c) kénnen zum Anfertigen je einer Wertetabelle dienen. Danach kann
die Parabel gezeichnet werden. Werden (10b) und (10¢) als analytische Ausdriicke
von zwei Funktionen mit der unabhingigen Veriinderlichen x betrachtet, so umfafit
der Definitionsbereich in beiden Fillen das Intervall 0 < x < co, der Wertevorrat im
ersten Falle 0 <y < oo, im zweiten —oo <y <0

Besonders einfach “erden die rechten Selten von (IOb) und (10¢), wenn x = % ein-

gesetzt wird. Dann ergeben sich y = p und y = — p, die Ordinaten der Parabelpunkte
mit der Abszisse 2 (Abb 3.102.). Demnach betrigt die Linge

der Parabelsehne, die im Punkte F' (P 0} auf der Achse senk- ¥

recht steht, 2p: sie ist also gleich dem Parameter.
Die Parabel als geometrischer Ort 13

Der Abstand eines beliebigen Parabelpunktes P(x; + Vm) 4 x
von F(% 3 0) betrigt nach der Entfernungsformel (Abbil- .,
dung 3.103.a)

FpP= l,»/(x = %)z 4 (+2px — 0y Abb. 3.102.
AL e =
ZVXLPH-”Tﬁ—ipx y y
Yerrer® A w o
= By . -~
=VlEty LAl /) i F2.0) .
P D 7 ]
1 7 b
=|x+% 7 2
— H
FP=x+!;_; 5

Abb. 3.103. und b
das bedeutet aber, daB der Abstand F P gleich dem Abstand QP des Punktes P von der
Geraden [ ist, welche die Gleichung x = — IZL hat (Abb. 3.103.a). Diese Gerade heilit

Leitlinie der Parabel; sie steht auf der Parabelachse senkrecht. Die Parabel hat also
die Eigenschaft, daB die Abstinde ihrer Punkte P jeweils von einem festen Punkt F'
der Achse und von einer festen Gerade I, die senkrecht zur Achse verlduft, gleich sind:

(lta) FP=QP.

1 Auf Grund der Definition der Wurzel als nicht negative Zahl gilt }c* = jc|, falls ¢ auch negativ sein kann. Daran ist z
denken, wenn — wie oben — ein Ausdruck radiziert werden soll, der allgemeine Zahlensymbole enthilt.
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Auch der Scheitel 4(0;0) der Parabel ist als Parabelpunkt von F und von! gleich weit
entfernt; er halbiert somit das Lot von F auf l:

{(11h) LA=A4F ="

Nun kénnte man vermuten, daB auch noch andere Punkte P(x;y) von dem festen

Punkt F‘/% g O) und von der festen Geraden mit der Gleichungx = — % gleiche Abstinde

haben, obwohl sie nicht auf der Parabel y*=2px liegen. Doch das ist nicht méglich,
denn wenn die Punkte P die Bedingung (11a) erfiillen, so folgt daraus, daB zwischen
ihren Koordinaten die Beziehung (10a) y2 = 2px besteht, daB sie also auf der Parabel
liegen (Abb. 3.103.b). Aus (11a)

FP—QP

wird nach der Entfernungsformel

[~ 8+ -or= = oo

es folgt weiter

2 P’ P
L= PECt=att pEp

und schlieBlich (10a)

y2=2px.

Damit ist die Ortseigenschaft der Parabel be-
wiesen:

>

Die Parabel ist der geometrische Ort aller
Punkte der Ebene, die von einem festen
Punkte und einer festen Geraden der Ebene
gleich weit entfernt sind.

Die Parabel kann auch auf diese Weise defi-
niert werden. Hieraus ergibt sich eine Faden-
konstruktion der Parabel:

An einer parallel verschiebbaren Reif3-
schiene (Abb.3.104.) ist rechts ein nicht
dehnbarer Faden befestigt, der auBlerdem
bei F festgemacht ist und von der Blei-
stiftspitze P lings der ReiBschiene straff-
gehalten wird. Beim Verschieben der Reif3-
schiene beschreibt P eine Parabel.

Daf} FP = QP ist, erkennt man, wenn man
den Faden bei F lost und entlang der
Reiflschiene auslegt.

Wird von einem Parabelpunkt Po(:co; + V%)
auf die Leitlinie I das Lot Q,P, gefillt
(Abb. 3.105.), so ist wegen der Ortseigenschaft
das Dreieck F'PyQ, gleichschenklig.
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Daraus ergibt sich eine weitere Moglichkeit der Konstruktion der Parabel:

Eine Gerade durch F schneidet die Leitlinie in Q,. Die Mittelsenkrechte von FQ, und die

in Q, auf der Leitlinie errichtete Senkrechte schneiden einander im Parabelpunkt P;.
Es sei T, der FuBpunkt des Lotes von
P, auf FQ, (Abb. 3.105.). Da das
Dreieck F P,Q, gleichschenklig ist. gilt
QyT, = T,F, und daraus folgt mit
(11b)QTy: TGF=LA: AF (=1:1).
Nach der Umkehrung des Strahlen-
satzes mul} deshalb T, A parallel ;L
sein. Das bedeutet aber, daBl T, auf
der zur Leitlinie parallelen Scheitel-
tangente liegt.

Die Parabeltangente
Auf der Mittelsenkrechten T P, von
FQ,liegt auBler P, kein Parabelpunkt
(Abb. 3.105.). Jeder weitere Punkt P}
bzw. P, auf T P, (Abb. 3.100.) hat
ja jewecils gleiche Abstinde von F
und (),, aber nicht von I’ und der Yy
Leitlinie I, wie das die Ortseigen-
schaft von jedem Parabelpunkt for-
dert. Demnach ist T,P, Tangente.
Daraus ergibt sich folgende Tangen-
tenkonstruktion:
Errichtet man auf einer durch F
gehenden Geraden in ihrem Schnitt-
punkt mit der Scheiteltangente die
Senkrechte, so ist dies eine Tan-
gente der Parabel. Die Schar dieser
Tangenten umhiillt die Parabel A £
(Abb. 3.107.). Der auf der Tang x
liegende Parabelpunkt wird nach  Abb.3.107.
Abbildung 3.105. ermittelt.
Verlingert man P,T, bis zum Schnittpunkt P, mit der x-Achse (Abb. 3.105.), so haben

P, und P, Abszissen von gleichem Betrage. Daraus folgt eine Tangentenkonstruktion,.
bei der man den Punkt F nicht benétigt.

B Beispicl 4:
P(3: 5) liege auf einer Parabel, deren Achsegie x-Achse und deren Scheiteltangente die_
y-Achse ist. Die Gerade durch P,(3; 5) und P;(— 3; 0) ist Tangente, die die Parabel im
Punkte P, beriihrt.
Aus Abbildung 3.105. kann man den Anstieg der Tangente ablesen, welche die Parabel
im Punkt P, beriihrt. Im folgenden soll dieser Anstieg jedoch als Grenzwert des An-
stiegs der Parabelsekante PP, fir P, —> P ermittelt werden. Solche Sachverhalte
wurden beim Behandeln der Differentialrechnung ausfiihrlich besprochen. Im Falle
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der oberen Halbparabel gilt nach (10b) y = J2px, fiir die Parabelpunkte Pi(x;; y,) und
Py(xg3 y,) alsoy; = J2px, und yy = V?pxo. Der Anstieg der Sekante P, P, ist dann nach
Abbildung 3.108. gleich

Y — o Abb. 3.108, A
m, = .
X1 — %o
der Anstieg der Tangente, welche die Parabel im Yo
Punkt P, beriihrt, gleich /% ’
m, = lim m, = lim 21— X1-Xo
z- 2, E e e )
— lim V2PE = V2px,
P A .
Versucht man, diesen Grenzwert dadurch zu er- Xp X1

mitteln, daB man den Grenziibergang im Zihler o
und im Nenner getrennt durchfiihrt, so erhilt man den unsinnigen Ausdruck e Des-

halb formt man den Differenzenquotienten zunichst durch zweckmiiBliges Erweitern so
um, da3 man beim Grenziibergang im Zihler und im Nenner nicht wieder Null erhalt;

12p% —V2px, 2px, —V2px) - (2pm + VZpms)

lim = lim —= LSS
z- 2, X —% 2,2y (%, — x0) (Y2px, +V2px,)
= lim —2PEEH) L,
2yt (11— x9) (2px, + V2px,)
Jim: Vpr,—V2ij,: I / 2p .
2,7, XX 2,2, V2p%, + V2 px,

Jetzt erhiilt man ein sinnvolles Ergebnis, wenn man x; im Zzhler und im Nenner ge-
trennt gegen x, gehen l4Bt:

2p 2p P__ P,

lim ——— = "F = _&_
21, V2Px, +V2px, 2V2px, V2px, Yo

Liegen P, und P, auf der unteren Halbparabel, ist also nach (10¢) y, =— ]/2px1,

Yo=— }/pro, so ergibt sich als Tangentenanstieg entsprechend

m=—r__2

—V2px, Yo

also ebenfalls m, = ;’ (yo+0).
0
Mit diesem Anstieg und den Koordinaten des Berithrungspunktes P, erhilt man nach der
Punktrichtungsgleichung der Geraden die Gleichung der Tangente:
g B g
y=ye = e =),

YYo= Yo' = PX— PXo-
Da die Koordinaten des Parabelpunkts P, die Parabelgleichung (10a) erfiillen, kann
fiir y,® noch 2px, eingesetzt werden, wodurch die Tangentengleichung auf eine der
Parabelgleichung ahnliche Form gebracht wird;
YYo— 2pXo=px— pxy,
¥Yo=P(x+x).
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Die Brennpunkteigenschaft der Parabel

Die Abbildung 3.105. zeigt noch die Gleichheit der Winkel 9 zwischen der Tangente
TyP, und F P sowie zwischen der Tangente und der Achsenparallelen Q,P,. Jeder von F
ausgehende Strahl der Ebene wird daher von der Parabel parallel zur Achse AF re-
flektiert, und jeder parallel zur Achse einfallende Strahl wird zum Punkt F reflektiert.
Deshalb heifit F Brennpunkt, und der Strahl F P, heit Brennstrahl. Der soeben ge-
fundene Sachverhalt sei kurz als Brennpunkteigenschaft bezeichnet. Die praktische
Bedeutung (Scheinwerfer, Schallverstirker usw.) ist bekannt.

Aufgaben
1. Wie lautet die Scheitelgleichung der Parabel, wenn der Halbparameter p
a)l; b)L5; o) 11; d)3; e)V2; =
betrigt ? Nennen Sie die Koordinaten des Brennpunktes! Wie heift die Gleichung der Leit-

linie ? Wie lauten die Gleichungen der Tangenten, die die Parabel in den Punkten Py(1; y,)
beriihren ?

2. Wie lautet die Gleichung der Parabel, deren Achse die x-Achse ist und deren Scheitel bei
0 (0: 0) liegt, wenn ihr Brennpunkt die folgenden Koordinaten hat ?
a)F(1;0)  b)F(1,5:0) ) F(11;0)  d)FG;0) ) F(2;0) ) F(z: 0)
. Wie lauten die Gleichungen der Parabeln, deren Scheitel O(0; 0) ist und deren Leitlinien die
folgenden Gleichungen haben ?
a)x=—3 byx=—14 )x=—12
. Wie lauten die Gleichungen der Parabeln, deren Achse die x-Achse ist und deren Scheitel
bei 0(0; 0) liegen, wenn sie durch die folgenden Punkte gehen"
a) P(1; 1) b) P2; —2) o) P(1; —2) &) Pkg ‘34)
Welche Koordinaten hat der Brennpunkt der Parabel, die beim Schnitt eines geraden Kreis-
kegels vom Offnungswinkel 2« = 80° entsteht, wenn der Scheitel A(0; 0) von der Kegel-
spitze den Abstand 2 hat ? Welche Gleichung hat die Leitlinie ?

@

'S

Lyl

)

Die Offnung eines parabolischen Schei fers hat einen Durch von 22 c¢m, die Tiefe
des Scheinwerfers betragt 12 em. Welche Gleichung hat die Kurve des Seitenrisses ?

o

a) Der Querschnitt eines Scheinwerfers hat die Form einer Parabel, in deren Brennpunkt
sich die annihernd punktférmige Lichtquelle befindet. Der Durchmesser der Schein-
werferéffnung ist d = 1 m. Die Strahlen, die den Scheinwerfer verlassen, ohne vom Spiegel
reflektiert zu werden, bilden einen Kegel, dessen Offnungswinkel 2o = 90° betrigt. Wie
lautet die Scheitelgleichung der Parabel ?

b) Desgleichen: d = 40 cm, 2 = 120°.

3.3.3. Die Ellipse
Die Mittelpunktsgleichung der Ellipse

“In der Gleichung (6) sollen fiir £ und p an einer vorlicgenden Ellipse unmittelbar sicht-
bare Stiicke eingefiihrt werden. Nach (9a) und (9b) hat der zweite Schnittpunkt
A'(x,30) der Ellipse mit der x-Achse die Abszisse

2p
Xp=1—"—75>0.

1
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Wird der Abstand der beiden Schnittpunkte (das

sind die Hauptscheitel) 4, 4" mit 2a hezeichnet, VieZab | — —
so ist ‘2—1{7 = 2a, also
1—¢&
—_— A A
=a. -a a Za
Damit erglbt sich aus (6) Vg — —
y2=(e2— 1)x2+4 2a(l — &?)x,
J

(1— &%) (22— 2ax)+y2=0

Durch quadratische Erginzung entsteht in der
zweiten Klammer ein vollstindiges Quadrat: A

i
(1— &) (22— 2ax + a2) + y2 = (1 — ?)a?, 'ﬂ\/a 2
(1= ) (= a4y = (1= e2)a?,
(x—ay ¥ 5

@ oyt

Abb. 3.109.

Wird die xy-Ebene so verschoben, daB der urspriinglich bei 0 (0; 0) gelegenen Punkt A
an die Stelle (—a3;0) kommt (Abb. 3.109.), so sind x und y durch x — (—a) und y — 0
zu ersetzen:

2
(13) % +— 1.

(1—¢)a®

Der Gleichung ist nun auch die Symmetrie der verschobenen Ellipse beziiglich der
y-Achse zu entnehmen, denn x tritt nur in der zweiten Potenz auf. Dieses Ergebnis ist
bemerkenswert. Denn da der Kegel bei 4", dicker* ist als bei 4 (vgl. Abb. 3.97.a),sollte
man zunichst erwarten, daB die Ellipse eine eiférmige Figur ist. Auch ALBRECHT DURER
(1471—1528) war dieser Meinung. Aus Gleichung (13) folgt

ly|=y1—¢ ]/az — x%.
Fiir x = 0 hat |y| offensichtlich ein Maximum der GroBe a /1 — &2 Wird fiir diesen
groften Wert b gesetzt:
(14) b=a)l1— ¢, b2=(1— e%)a® = a®— g2a2,

so ergibt sich aus (13)

Diese Gleichung heiflt Mittelpunkisgleichung der Ellipse. Aus (14) folgt b < a, wenn
0 <& < 1. Im Falle des Kreises, der als Sonderfall der Ellipse aufgefat werden kann,
ist nach (7b) £ = 0, so daB dann b = a gilt.

Aus (15a) erkennt man auch die zentrale Symmetrie der Ellipse: Erfiillen die Koordina-
ten des Punktes P (x; y) die Ellipsengleichung (15 a), so ist das auch fiir die Koordinaten
des Punktes P'(—x; —y) der Fall, der zu P beziiglich M (0; 0) zentralsymmetrisch liegt
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(Abb. 3.110.); die Ellipse ist also zentralsymmetrisch
beziiglich M (0; 0), und M kann daher als Mittel-

punkt der Ellipse bezeichnet werden. Die Strecke 3 P
von M zu einem beliebigen Ellipsenpunkt P heifit /‘>\
A M A

Halbmesser, die Verbindungsstrecke zweier zuein-

ander zentralsymmetrisch zu M gelegener Ellipsen-
punkte P und P’ (Abb. 3.110.) heifit Durchmesser
der Ellipse. Der grofite Ellipsendurchmesser A4’
heifit Hauptachse, der kleinste B B’ Nebenachse. Die
Linge der Hauptachse betrigt 2a, die der Neben-
achse 2b. Man nennt @ und b groBe und kleine

P

8

Abb. 3.110.

Halbachsen der Ellipse. Die Punkte 4 und A’ heiBen Hauptscheitel; B und B’

Nebenscheitel. Lost man (15a) nach y auf, so ergibt sich
(15b) y = % Va2 — 22
als Gleichung der oberen Halbellipse und

b s

(15¢)y =— - Va2 — x®

als Gleichung der unteren. Nach Anfertigen einer Wertetabelle kann die Ellipse gezeichnet
werden. Betrachtet man (15b) und (15 ¢) als analytische Ausdriicke von zwei Funktionen
mit der unabhiingigen Variablen x, so umfafit der Definitionsbereich in beiden Fillen
—a = x = a, der Wertevorrat im ersten Falle 0 <y =< b,im zweiten Falle—b < y < 0.

B Beispicl 5:

‘Welche Gleichung hat die Ellipse, deren Mittelpunkt M(0; 0) ist und die durch die Punkte ‘
P,(1; 2), Py(3; — 1) geht? Da P, und P, Ellipsenpunkte sind, miissen ihre Koordinaten
dize Ellipsengleichung erfiillen. Durch Einsetzen der Koordinaten in die Ellipsengleichung
]

atE= 1 oder b2x2 + a®y® = a®b® erhilt man zwei Bestimmungsgleichungen fiir a

und b. Setzt man die gefundenen Werte fiir @ und b in die Ellipsengleichung ein, ergibt
2

.q XE y
T L
sich 2+ 54

Ellipsenkonstruktionen

Eine Konstruktion der Ellipse erhilt man, wenn man (15b)
zu einer Proportion umformt:

(162) Ya* — x* a=y:b.

Sind a und b, die Halbachsen der Ellipse, gegeben, und
soll zu einem heliebigen x des Definitionsbereichs das zu-
geordnete y gefunden werden, so ist zuerst ]/az—— a2 als
Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks zu konstruieren, in
dem a die Hypotenuse und x die andere Kathete ist. Zweck-
miiBigerweise errichtet man dazu bei X(x; 0) die Senk-
rechte auf der x-Achse (Abb. 3.111.a) und zeichnet um

1

J Abb. 3.111.a



Wi
28

Abb. 3.111.b Abb. 3.111.c

M(0;0) mit dem Radius a den Kreis, der diese Senkrechte in N(x; 1/;5— x2) schneidet.
Zeichnet man nun noch mit dem Radius b um M den Kreis (Abb. 3.111.b), der M N
in R schneidet, und durch R die Parallele zur x-Achse, die X N in P schneidet, so gilt

Va*—x*:a=XP: MR = XP:b.

Nach (16a) muB daher X P = y und P also Punkt der Ellipse sein. Daraus ergibt sich

{\/J'

Abb. 3.112,

die sogenannte ,,Konstruktion mit Hilfe der beiden Scheitelkreise*:

Um M zeichnet man die beiden Scheitelkreise k, und k;, mit den Radien a und b (Abb.
3.111.c). Fiir jeden von M ausgehenden Strahl, der k, in N und k;, in R schneidet, findet
man einen Ellipsenpunkt P(x: y), indem man die Parallele zur y-Achse durch N mit der

Parallelen zur x-Achse durch R zum Schnitt bringt.

Aus dieser Konstruktion kann auch leicht eine Parameterdarstellung der Ellipse ge-

wonnen werden. Aus Abbildung 3.112. liest man wegen RR = X P = y

X =acost

y =bsint
ab. Variiert der Parameter t in einem Intervall der
GroBe 27, so wird die Ellipse beschrieben. Man kann
t eliminieren, indem man die nach 3: und Z umge-
stellten Gleichungen quadriert und addiert; es ergibt
sich wieder Gleichung (15a).

Formt man (15b) oder (16a) um zur Proportion
(16b) Ja? — «

so erkennt man, daBl jede Ordinate y eines Ellipsen-
punktes aus der zur selben Abszisse x gehorigen Ordi-

ty=ga:b,

nate }a®*— x* cines Punktes des groflen Scheitel-
kreises k, durch Stauchen im Verhaltnis a : b entsteht
(Abb. 3.113.).
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Abb. 3.114.a

Abb. 3.114.b

Abb. 3.114.c

Wird die Strecke VU =VP+PU=a+b
(Abb. 3.114.a) so bewegt, daB8 ¥ und U stets
auf zwei zueinander senkrechten Achsen
gleiten, so beschreibt der Punkt P eine
Ellipse mit den Halbachsen VP = a und
PU=b.

. Beweisen Sie das, indem Sie gemif3 Ab-

bildung 3.114.b ein Koordinatensystem und
den Parameter vy einfiihren!

Dieser Sachverhalt ist die Grundlage der
gern benutzten ,,Papierstreifenkonstruk-
tion* einer Ellipse:

Man markiert ¥, P und U auf der Kante eines Papicrstreifens, den man dann in der oben
erklirten Weise auf zwei zueinander senkrechten Geraden gleiten 18t (Abb. 3.114.¢).
Der Bleistift markiert dabei die Lage des Ellipsenpunktes P.

Die vorgeschriebene Bewegung der Strecke UV 1aBt sich aber auch mechanisch durch
Fithrungsschienen erreichen. Man spricht dann von einem Ellipsenzirkel.

Die Ellipsentangente

Im folgenden soll der Anstieg der Tangente, die die Ellipse im Punkte P, beriihrt, als
Grenzwert des Anstiegs der Ellipsensekante P, P, fiir P, > P, erklirt werden. Im Falle

der oberen Halbellipse gilt nach (15b)y = — |/a2— «2, fiir die Ellipsenpunkte Py(x;;y,)
und Py(xy; v,) also y; = i ]/a——:\cl2 und y,J =— ]/a‘— x,%. Der Anstieg m, der Sekante
ist dann nach Abbildung 3.108.
=11
ST x, —x

der Anstieg der Tangente, welche die Ellipse im Punkte P, beriihrt, gleich

b —— by

—Va? —x2— 7Vu‘ —x?

. . e . a a

m, = lim m; = lim N=Yo  qim —
Z, -y By BT X0 gy X1 — %o

| P SR

e (Va2 —x2— Va — %)
m, = lim —_—
-2y #— %o
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Aus dem gleichen Grund wie beim Bestimmen des Anstiegs der Parabeltangente wird
zweckmiBig erweitert:

Y = — Ve ) (== V)

=l — —
m, a',g?u (2, — x) (Va® — %2 + Va? — x,2)

b
— 5 (1t x0)
=lim —u———
2y, Va2 — 2,2 + Va?

—2x
a °7°

e ——
2Va® — x,?

bx, b o
= . S 2 3
m=———"0_; wegen yo=— Ja®— x,
¢ T gen  yo= -} 0
: b

kann das durch Erweitern mit = auf

b2x,

m=— ;"
Yo

gebracht werden. Liegen P; und P, auf der unteren Halbellipse, ist also nach (15c¢)

b
P
chend

— xg2, ¢0 ergibt sich als Tangentenanstieg entspre-

also ebenfalls
b2
m,= — ﬁ:—:(yu +0).

Mit diesem Anstieg und den Koordinaten des Berithrungspunktes P, erhilt man nach
der Punktrichtungsgleichung der Geraden die Gleichung der Ellipsentangente :
bVx,

Y=Y = *“Tyo(xa Xo),

a%yy,— a%? = — b2xxy+ b2,

¥o?

X% 4 Yo o
b2

2
J Xo
wtE et

2 2
Da Py(x,:y,) Ellipsenpunkt ist, gilt *o + 2o 1, so daB sich als Gleichung der
ol%o: Yo psenp gut — 5 ] g
Ellipsentangente
Try  YYo 1
a2 b2
ergibt.
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Die Exzentrizitit der Ellipse

In (14) war b2 = a2 — ¢2a® gesetzt worden,-

somit ist
(17) a*e*= a®— b2,

Hieraus ergibt sich eine geometrische Deu-
tung von a¢ mit Hilfe des pythagoreischen
Satzes:

In einem rechtwinkligen Dreieck, in dem
a Hypotenuse, b Kathete ist, muf} die andere

y Abb. 3.115,
8
a
A ‘7 M B \a
=

Kathete ae darstellen. Zwei solche Dreiecke BM F) und B M F, erhiilt man zum Bei-
spiel, wenn man um B den Kreis mit dem Radius a zeichnet, der die Hauptachse in F;
und F, schneidet (Abb. 3.115.). Dann gilt F\M = M F, = Ja%— b% = a¢. Hierfiir fiihrt

man die Bezeichnung e ein:

e=ac¢ :}‘az—b2< a,

sodaB Fi(—e; 0)= F,(—ae; 0)= Fl(— ]/a2 —b2;0) und

2:0)

Fy(e; 0)= Fy(ae; 0) = F:(]a

gelten. Man nennt e lineare Exzentrizitit; ¢ wurde als numerische Exzentrizitiit be-

zeichnet. |

Die Exzentrizititen e und auch ¢ sind ein Maf dafiir, wie weit F'; und F, vom Zentrum M
entfernt liegen. Nur beim Kreis fallen sie wegen a = b (vgl. 3.31) mit dem Zentrum zu-
sammen. Damit erklirt sich die Bezeichnung Exzentrizitit; ¢ heiit numerische Exzen-
trizitit, weil es das Zahlenverhiltnis cos 3 : cos « darstellt; e heif3t lineare Exzentrizitiit,

weil es als Streckenlinge (z. B. von F, M) gedeutet werden kann.
Bei der Parabel hatte sich ein Punkt I auf der Achse ergeben, der bemerkenswerte

Eigenschaften hat:

1. Die Linge der Parabelsehne, die im Punkte F auf der Achse senkrecht steht, ist gleich

dem Parameter 2p;

2. der Punkt F hat Bedeutung fiir die Ortseigenschaft der Parabel;

3. der Punkt F spielt eine Rolle bei der Brennpunktseigenschaft der Parabel; er heiBt

deshalb Brennpunklt.

Es dringt sich die Frage auf, ob F und F,
analoge Bedeutung fiir die Ellipse haben.
Das soll im folgenden untersucht werden.
H  Beispicl 6:
Um die Linge der zur Hauptachse senk-
rechten Ellipsensehne z. B. bei F; (—e:0)=
F,(—ae¢: 0) zu bestimmen, werden aus
der Ellipsengleichung die Ordinaten der
Ellipsenpunkte ermittelt, welche die Ab-
szisse — a¢ haben (Abb. 3.116.).

Abb. 3.116.
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Am zweckmaBigsten ist hierfir (und auch im folgenden) die Ellipsengleichung in der
Form (13). Die gesuchten Ordinaten ergeben sich als y,; = (1 — %) a und y;, = — (1 — &?)a,
woraus man mit (12) y,, = p und y;; = —p erhilt. Die Lange der fraglichen Ellipsen-
sehne betrigt also tatsichlich 2p.

. Weisen Sie nach, daf3 diese Eigenschaft auch fiir F gilt!

Die Ellipse als geometrischer Ort
Um die eventuelle Bedeutung der Punkte F, und F, fiir eine Ortseigenschaft der Ellipse
zu finden, wird der Abstand eines beliebigen Ellipsenpunktes P(x; 4+ l/l — & I/az;ix?)
von Fi(—ag;0) bzw. Fy(ae; 0) ermittelt (Abb. 3.117.):1
FiP=)x+acp+ (£ V1—¢ Ja— =)
e Py
Vit e
F\P =|a+ ex|. .
Wegen 0 <& <1 ist fiir alle in Frage kom- fi(-ae.0) y
menden x (—a <x <a)
(18a) F,P = a + ex.
Bei der Parabel ergab sich FP = 127- + x,
und das konnte nach Abbildung 3.103. als Abb-3.118. J
Abstand Q P des Parabelpunkts P von der |

Geraden mit der Gleichung x = — 12’ ge- 4

14
Plx;+VT-€% Va?-x2)

Abb. 3.117.

Plxy)

deutet werden. Diese Gerade wurde Leit-
linie genannt. LBt sich aus (18a) fiir die
Ellipse ein entsprechender Schluf ziehen?
Das wire der Fall, wenn x nicht den Fak-
tor ¢ hiitte. Man kann ihn aber beseitigen,
indem man die Gleichung durch ¢ dividiert:

~
>
L

Leitlinie

FP a £ ¥
=?+x.

&

Es kann dann %+x als Al)zstand (ﬁ’ des Punktes P von der Geraden !, mit der
Gleichung x = — -% =— “,::: = gedeutet werden (Abb. 3.118.), die Leitlinie der Ellipse
heiBt und auf der Hauptachse senkrecht steht.

20 QP oder anders:

&

Es gilt also

(18b) F,P: QP =¢

. 2_1,2
mlt(:‘:V'a

a

! Wie schon betont, wird die Ellipsengleichung in der Form (13) benutat.
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Die Ellipse hat also die Eigenschaft, daB die Abstéinde ihrer Punkte P von einem festen
Punkt F, der Hauptachse und einer festen Geraden I, senkrecht zur Hauptachse das
konstante Verhiltnis & (0 < ¢ < 1) haben.

. Weisen Sie nach, da Entsprechendes auch beziiglich F, und einer Leitlinie 1, mit der Glei-

chung x = % gilt!

Nun ist allerdings denkbar, daB auch noch andere Punkte P(x;y) von dem festen
a
€
dieses Abstandsverhiltnis ¢ haben, obwohl sie nicht auf der Ellipse (13) liegen. Doch
das ist nicht moglich; denn wenn die Punkte P die Bedingung (18b) erfiillen, so folgt
daraus, daB zwischen ihren Koordinaten die Bezichung (13) besteht, daf sie also auf
der Ellipse liegen.

Damit ist eine Ortseigenschaft der Ellipse bewiesen:

Punkte F;(—e; 0) = F;(—ae; 0) und der festen Geraden /, mit der Gleichung x =—

> Die Ellipse ist der geometrische Ort aller Punkte der Ebene, deren Abstinde von einem
festen Punkt und einer festen Geraden der Ebene das konstante Verhiltnis ¢ (0 < & < 1)
haben.

Die Ellipse kann auch auf diese Weise definiert werden.
In gleicher Weise wie den Abstand F,P erhilt man:

)

FP=|(x—aep+ (x)1—Y

=7l —ex)*;

FoP =la—ex|; (0<e<1).
Wegen 0 < & < 1 ist fiir alle in Frage kommenden x (—a =x =a)
(18¢) F,P=a— ¢ex.

Nach (18a) und (18¢) ist also

Fﬁ’:a—}-sx,

I?’:a— £x.

Man erkennt hieraus, daB die Summe der Abstinde unabhiingig von x ist und somit
fiir jeden Ellipsenpunkt gleich ist. Es gilt:

(184)F, P + F, P = 2a.

Die Ellipse hat folglich die Eigenschaft, daB die Summe der Abstinde ihrer Punkte von
zwei festen Punkten F| und F, konstant ist.

Auch hier ist leicht nachzuweisen, daB keine anderen Punkte als die Ellipsenpunkte
von Fy(—e;0) und Fye; 0) die gleiche Abstandsumme 2a haben.

Damit ist eine weitere Ortseigenschaft der Ellipse bewiesen:

’ Die Ellipse ist der geometrische Ort aller Punkte der Ebene, fiir welche die Summe der Ab-
stinde von zwei festen Punkten der Ebene den gleichen Wert hat.

Die Ellipse kann auch auf diese Weise definiert werden.

Aus den vorstehenden Erérterungen folgen zwei weitere Ellipsenkonstruktionen:
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1. Um die Punkte F, und F, wird je ein Kreis mit dem Radius r, bzw. r; gezeichnet (Abb. 3.119.).
Diese Radien werden von einer Strecke der Linge 2a so abgegriffen, daB r, 4 r, = 24 ist.
Schneiden die Kreise einander, so sind die beiden Schnittpunkte zwei symmetrisch zur Ge-
raden F, F, gelegene Ellipsenpunkte.

Wird bei F, und F, ein (nicht dehnbarer) Faden der Linge 2a > F, F, befestigt und mit der

Bleistiftspitze P gestraflt (Abb. 3.120.), so gilt F, P 4 F,P = 2a. Beim Bewegen der Blei-
stiftspitze lings des gestrafften Fadens beschreibt P deshalb eine Ellipse. Diese Konstruk-
tion ist als ,,Giirtnerkonstruktion‘* der Ellipse bekannt, \

Log

Die Brennpunktseigenschaft der Ellipse

Es wurde bereits erkannt, daBl die von F
ausgehenden Strahlen an der Parabel par-
allel zur Achseund umgekehrt die parallel zur I3 £ r'
Achse einfallenden Strahlen zum Punkte F

hinreflektiert werden. Entsprechend werden
alle von F, ausgehenden Strahlen an der
Ellipse zum Punkte F, reflektiert und um-
gekehrt; F, und F, heilen deshalb Brenn-
punkte. Dieser physikalischen Formulie- i
rung der Brennpunktseigenschaft entspricht
(Abb.3.121.a) die Gleichheit der Winkel  Abb.3.119.
(F1P; t) und (PF,:t), wobei t ein Vektor
in Richtung der Ellipsentangente ist. Diese
Gleichheit kann dadurch nachgewiesen
werden, dal die Gleichheit der skalaren
Produkte epp-t = [t cos (F;P:t) und
epr, - t = [t] cos (PFy; t) gezeigt wird. Auf
Grund der Symmetrie geniigt die Unter-

suchung der oberen Halbellipse, fiir die
das Anstiegsverhiltnis im Ellipsenpunkt — Abb. 3.120.

2a

P(x; 1= ¢2a2— x?) nach Seite 154 gleich 7
my=—>bx:a l/az— x? ist.
Damit ef‘giﬂéich (Abb. 3.121.b) T N
t=aVa®— % — bxi, P
mit (14) £
t=alel— i — T axj. Fael) X Rl
Weiter ist F. P — i 1 — &Va?— 2}
Weltell" lS.t F,P = (ae +.x)l + Vl & )a %] B, B8 T21
(Abb.3.121.a), woraus sich mit (18a)
_ast+x.  Vi—¢& Va¥—
trp a+£x‘+ a+ ex JJ
; B 7 avax’
ergibt. Damit wird x
Cpp-t=ca}a®— 2t Abb.312Lb  _p,
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Desgleichen ist EFE = (ae —ax)i—}J1—

woraus sich mit (18¢)

as—x, Vi—eVa i

epp, =
PE, a—ex a—éx
ergibt. Damit wird

¢pr, -t =¢a Va2 — 2.

. Fiihren Sie die fehlenden Zwischenrechnungen aus!

Die beiden skalaren Produkte sind also gleich; damit ist auch die Gleichheit der Winkel
zwischen Brennstrahlen und Tangente bewiesen.

Aufgaben

1. a) Driicken Sie b* in der Gleichung der Ellipse durch a und p aus!

b) Benutzen Sie das Ergebnis von a, um bei einer gezeichnet vorliegenden Ellipse p zu kon-
struieren!

2. a) Spezialisieren Sie die gemei Scheitelgleichung (6) fiir die Ellipse! Die Gleichung soll
nur a und p enthalten. -

b) Versuchen Sie, von der Mittelpunktsgleichung aus zu demselben Ergebnis zu gelangen!

w

Bestimmen Sie die Gleichung der Ellipse, deren Mittelpunkt bei 0(0: 0) liegt, deren Achse in
die x-Achse fallt und die durch die Punkte a) P;(3: 0), Py(0; 1,5): b) P,(1: 1), Py(0; 1,1);
¢) P,(—1; —1), P,(5: 0.4) geht!

Bestimmen Sie die Koordinaten der Brennpunkte, und ermitteln Sie die Gleichungen der
Leitlinien! Bestimmen Sie die numerische Exzentrizitit ¢ und den Halbparameter p!

=

Bestimmen Sie die Gleichung der Ellipse, deren Brennpunkte F,(— 6: 0), Fy(6: 0) sind und
die durch P(1; 2) geht! Ermitteln Sie die Gleichungen der Leitlinien, die numerische Exzen-
trizitit ¢ und den Parameter 2p!

[

2 2 [ \2
. a) Zeigen Sie, daf} 4x® |c — l} + 4y (c + %) = (cz — lzj (c > 0) eine Ellipsen-
gleichung ist! ¢ ¢

b) Wie grof} sind Haupt- und Nebenachse ? Beachten Sie, daB auch ¢ < 1 maglich ist!

¢) Wie grof} ist die lineare Exzentrizitit ? Welche Koordinaten haben die Brennpunkte ?

=)

. Die Lingenkreise des Geoids (idealisierte Gestalt der Erde) sind Ellipsen, deren grofle Halb-
achsen 6 378 388 m und deren kleine Halbachsen 6 356 909-m lang sind. Wie groB sind die
numerische und die lineare Exzentrizitit ?

=

Bestimmen Sie die GroBe des Ellipsendurchmessers P'Pin Abhiingigkeit von der Abszisse
des Ellipsenpunktes P(x; y) (Abb. 3.110.)! Untersuchen Sie dann, ob sich fiir P = 4 bzw.
P = A’ tatsichlich der gréBte, fiir P = B bzw. P = B’ tatsiichlich der kleinste Durchmesser
ergibt!

Ll

Konstruieren Sie zu einer gezeichnet vorliegenden Ellipse in einem Ellipsenpunkt die Tan-
gente!
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9. Die Lemniskate ist der geometrische Ort aller Punkte der
Ebene, fiir die das Produkt der Abstinde von zwei festen
Punkten F,(—e; 0) und F,(e; 0) den gleichen Wert e? hat.
a) Wie lautet die Gleichung der Lemniskate ?

b) AuBern Sie sich zur Symmetrie der Kurve!
¢) Fertigen Sie eine Skizze an!

10. In Ihrer Umwelt begegnen Sie manchmal Figuren (z.B. bei
Flanschen, Fensterbigen), die, oberflichlich betrachtet, wie |
Ellipsen aussehen, die ihnen aber nur dhneln, weil sie der ein- o}
facheren Herstellung wegen aus Kreisbégen zusammengesetat

sind (vgl. Abbildung 3.122.). Man nennt solche Figuren Korb- A" 12
bogen.
a) Konstruieren Sie einige Korbbégen!
b) Konstruieren Sie hierzu jeweils eine Ellipse mit ebenso
groBBen Achsen!
11. a) Wie konstruiert man die Punkte P einer vorgegebenen i
Ellipse, in denen die Brennstrahlen F, P und F, P einander
rechtwinklig schneiden ?
b) F, P und F,P sollen unter einem beliebig vorgegebenen X
Winkel einander schneiden.
Abb. 3.122.b

3.3.4. Die Hyperbel

Die Mittelpunktsgleichung der Hyperbel

In Gleichung (6) sollen £ und p durch an einer vorliegenden Hyperbel unmittelbar sicht-
bare Stiicke ersetzt werden. Nach (9a) und (9b) hat der zweite Schnittpunkt 4'(x,; 0)
der Hyperbel mit der x-Achse die Abszisse

— 2P

N= T < 0.

Wird der Abstand der beiden Schnittpunkte A’ und A (das sind die Scheitel) mit 2a be-
. .. 2p - 2p

zeichnet, so ist !ﬁ?‘ == g = Za,

also

(19)

6_1=a.

Somit folgt aus (6)
¥2= (2= 1)a%+ 2a(2— 1)x,
(e2— 1) (x2 4 2ax)— y2=0.

Durch quadratische Erginzung entsteht in der zweiten Klammer ein vollstindiges
Quadrat:

(e2— 1) (x2 4+ 2ax + a?)— (£2— 1)a2,
(e2— 1) (x 4+ a)®— y* = (e2— 1)a,

=1.
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Wird die xy-Ebene so verschoben, da8 der ur- ~ Abb-3.123a Y

spriinglich in 0(0; 0) gelegene Punkt 4 an die
Stelle (a;0) kommt (Abb. 3.123.), so ist x durch
(x— a) zu ersetzen:

(20) Ea ¥ A’ A

a? T (@ — 1a? =L -2a -a o .

Der Gleichung ist nun auch die Symmetrie der
verschobenen Hyperbel beziiglich der y-Achse
zu entnehmen, denn x tritt nur in der zweiten
Potenz auf. Wird nun analog zur Ellipse, aller-
dings véllig formal (das heiflt ohne geometri- J
sche Deutung) fiir (e2— 1)a2 >0
b? eingefiihrt:

(21) b= (2— 1)a® = e2a2— a?,

Abb. 3.123.b

b=a)er—1, -2a -0 a
so ergibt sich
y2

—==1

ax
(2a) — -3

Das ist die Mittelpunkisgleichung der Hyperbel.

Aus (22a) erkennt man die zentrale Symmetrie der Hyperbel:
Erfiillen die Koordinaten des Punktes P(x;y) die Hyperbelgleichung (22a), so ist das
auch fiir die Koordinaten des Punktes P'(—x;—y) der Fall. Die Hyperbel ist also
zentralsymmetrisch beziiglich M (0;0), und M kanniaher als Mittelpunkt der
Hyperbel bezeichnet werden (Abb. 3.124.). Die Strecke M P heift Halbmesser, die Ver-
bindungsstrecke zweier zentralsymmetrisch gelegener Hyperbelpunkte P und P’
(Abb. 3.124.) Durchmesser der Hyperbel. Der

kleinste Hyperbeldurchmesser 4’4 ist die i

Hauptachse der Hyperbel; 4" und A heiflen
Scheitel. Dic Mittelsenkrechte zu 4’4 nennt P
man Nebenachse, a und b Halbachsen.
Lést man (22a) nach y auf, so ergibt sich

99 Y - : x
_'_‘b))—a],x—~a mn
als Gleichung der oberen Halbhyperbel und

(22(1)}‘:—%}/x2—l12 P‘

als Gleichung der unteren. Nach Anfertigen  Abb.3.124.

einer Wertetabelle kann die Hyperbel gezeich-

net werden. Betrachtet man'(22b) und (22c¢) als analytische Ausdriicke von zwei
Funktionen mit der unabhiingigen Veriinderlichen x, so umfa3t der Definitionsherecich
in beiden Fillen — oo < x < —a, a <x < oo, der Wertevorrat im ersten Falle
0 < y < oo, im zweiten Falle — co <y = 0
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Die Asymptoten der Hyperbel

Aus (22b) 14Bt sich folgende vektorielle Darstellung der
oberen Halbhyperbel gewinnen, wobei die x-Richtung wie
gewohnt durch denEinheitsvektori,die y-Richtung durch
den Einheitsvektor j gekennzeichnet wird (Abb.3.125.a):

t==xi+yj,
I:xi-‘,—%}/xz—uzi.

Der zugehérige Einheitsvektor ¢, gibt die Richtung
vom Mittelpunkt M (0; 0) zum Hyperbelpunkt
Plx; L Jx*="a?) an (Abb. 3.125.b). Fir x> oo strebt

er offensichtlich einer Grenzlage ¢, zu. Um diese Grenz-

lage zu ermitteln, formt man den Ausdruck fiir ¢, so
um, daf} das iiber alle Grenzen wachsende x nur in Nen-
nern vorkommt, denn dann gehen die betreffenden
Briiche fiir x — co gegen Null:

Fiir x — oo ergibt sich

i+

lime,=———
x>00 Va®+ b%

wobei 8 = ai+ bjist. Die Ortsvektoren ¢; und 3liegen
in der Geraden mit der Gleichung

22d) y= % x (Abb.3.125.c).

Diese Gerade heif3t Asymptote der Hyperbel. Damit erhiilt
b seine geometrische Deutung: b ist der Abschnitt auf der
Scheiteltangente zwischen x-Achse und Asymptote. Aus

Symmetriegriinden ist auch y = — %x Gleichung einer

Asymptote, in welcher der Ortsvektors = ai— b jliegt
(Abb. 3.125.d).

Die vorstehenden Eréorterungen zeigen, dafl die Hyperbel-
asymptote y = % x fiir x — co Grenzlage der Geraden

MP ist, die durch den Mittelpunkt M (0;0) und den
162

Moz
Abb. 3.125.a

¥
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Y
B heseme
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b
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Abb. 3.125.¢
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Abb. 3.125.d



Punkt P (x 5 ,Z, ]/;‘3 —_;*) der Hyperbel geht. Hieraus wird
oft geschlossen, dafl sich der Hyperbelpunkt P derAsym-
ptotey = % x unbegrenzt nihert. Dieser Schluf ist pro-
blematisch. Wiirde sich der Punkt P namlich nicht auf
der Hyperbel, sondern beispielsweise auf der zu y = %x
parallelen Geraden y = % x — 1 unbegrenzt nach rechts
oben entfernen (Abb. 3.126.), so wiirde die Gerade M P

fiir x — co offenbar ebenfalls die Gerade y = % x als

Grenzlage haben, obwohl sich der Abstand zwischen P -/ 3§ ABE 5126
und dieser Geraden iiberhaupt nicht dndert, wie weit sich
der Punkt P auch nach rechts entfernen mége. Deshalb

ist noch zu beweisen, daf sich der Hyperbelpunkt P der Asymptote y = —zrx beliebig

nihert, wenn er sich geniigend weit nach rechts oben entfernt. Dazu werde (Abb. 3.127.)
r= A8+ p%’ fiir unbegrenzt wachsendes A betrachtet und festgestellt, ob dabei u gegen
Null geht (denn das wiirde bedeuten, daf} sich der Hyperbelpunkt P der Asymptote un-
begrenzt nihert): /

A8 4 ud' =1,
. . " ¥ " b —
Aai + bj) 4+ p(ai — bj) = xi + = Vo — ati.
Der Koeffizientenvergleich ergibt
ak +ap=x
L b2 —bu= i Vat—a? |,
| a

woraus man durch Eliminieren von x Abb. 3.127.

H=0T
erhilt. Fiir A—>co geht y—0. Die Hyperbel schmiegt sich demnach anihre Asymptote an.
Die Hyperbeltangente
. Ermitteln Sie den Anstieg der Tangente, welche die Hyperbel im Punkt Py(x,: y,) beriihrt,

als Grenzwert des Anstiegs der Hyperbelsekante P, P, fiir Py — P,! Orientieren Sie sich da-

bei am analogen Vorgehen bei der Ellipse!

Man erhilt

bx, b2x, 2
=— = fiir 0 bzw.
T Vs —at o Yo >

bx,y bxy . ” s

-1 = fir yo< 0, in beiden Fillen also
m, Ve —ab aty, %<0,
bix,

™=y
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Mit diesem Anstieg und den Koordinaten des Beriihrungspunktes P, ergibt sich nach
der Punktrichtungsgleichung der Geraden die Gleichung der Tangente, welche die
Hyperbel im Punkte Py(x,; y,) beriihrt:

bx,
— yo= x — x
¥ —do= G| o)
a®yyo — a*y,® = b xxy — b3xo%,
XX ¥Yo _ X _ ¥
az b2 S al b2 »
Xy . ¥
02 bz g

Nun sei noch untersucht, was man als Grenzfall dieser Gleichung erhilt, wenn sich der
Beriihrungspunkt Py(x,; y,) auf dem rechten oberen Hyperbelzweig unbegrenzt vom
Mittelpunkt entfernt, d. h. wenn x;, — co und y,— co gehen. Zu diesem Zweck wird
die Tangentengleichung auf die kartesische Form der Geradengleichung gebracht und,

b ———— 5 -
nachdem y, durch = Vxo*— a? ersetzt ist, so umgeformt, daB das iiber alle Grenzen

wachsende x, nur noch in Nennern vorkommt; denn dann gehen die betreffenden
Briiche fiir x, — co gegen Null:

_ bx, b?
=R
. bbzx,, g B
L Vx* — @ P
o b ab
¥= T ey
al I—Tﬁz

Fiir x, — co wird daraus
b

¥

die Asymptotengleichung (22 d). Auf Grund dieses Sach-
verhalts kann man die Asymptote als Gerade auffassen,
welche die Hyperbel ,,im Unendlichen‘ beriihrt.

Die Exzentrizitit der Hyperbel

In (21) war b% = e2a2— a2 gesetzt worden. Somit ist

TR a? £ b2
(23) a?e?=a%+ 0%, ae=}a2+ b2, g:}"j . Abb.3.28.

Analog zur Ellipse werden zwei Punkte F; und F, auf der Hauptachse bestimmt, deren
Abstinde vom Mittelpunkt der Hyperbel

e=ae= Vazi—i-rbz
betragen. Man nennt e wieder lineare Exzentrizitit; sie ist hier grofer als a. Die lineare

Exzentrizitite — a¢ = V’a2 + b2 wird durch die vom Mittelpunkt M und von der Scheitel-
tangente begrenzte Strecke auf der Asymptote dargestellt (Abb. 3.128.). Damit kann
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Fy(e;0)=F(ag;0)=F, (]/a2+ b2, 0) nach Abbildung 3.128. eingezeichnet werden.
Entsprechend ergibt sich

Fy(— e30) = Fy(— ae; 0)= Fo(— Ja* + 25 0).
Es dringt sich die Frage auf, ob F, und F, fiir die Hyperbel analoge Bedeutung haben
wie die Brennpunkete fiir die Parabel und Ellipse. Das heiBit, ob die Linge der Hyperbel-
sehne, die im Punkt F; bzw. F, auf der Hauptachse senkrecht steht, gleich dem Para-
meter 2p ist und ob die Hyperbel eine Orts- und eine Brennpunktseigenschaft hat, bei
der F, und F, eine Rolle spielen.
Um die Linge der zur Hauptachse senkrechten Hyperbelsehne zum Beispiel bei
F,(e;0)= Fy(ag; 0) zu bestimmen, werden aus der Hyperbelgleichung die Ordinaten
der Hyperbelpunkte ermittelt, welche die Abszisse ac haben. Am zweckmiBigsten ist
hierfiir (und auch im folgenden) die Hyperbelgleichung in der Form (20). Die gesuchten
Ordinaten ergeben sich als y;; = (¢2— 1)a und y,, = — (¢2— 1)a, woraus man mit (19)
¥ = p und y,, = — p erhilt. Die Linge der fraglichen Hyperbelsehne betrigt also tat-
sichlich 2p. Das gleiche ist auch bei F, der Fall.

. Weisen Sie das nach!

Die Hyperbel als geometrischer Ort

Um die eventuelle Bedeutung von F, und F, fiir eine Ortseigenschaft der Hyperhel
zu finden, wird der Abstand eines beliebigen Hyperbelpunktes P(x; + }e2— 1 Vx2i— a2)

(die Hyperbelgleichung wird hier wieder in der Form (20) benutzt) von F,(ae; 0) bzw.
Fy(—ae;0) ermittelt. Man erhilt:

FiP=V(@—exp=|a—ex| (¢>1),
firx=a firx <—a
(24a) FI;P:— a+ ex; Iﬂi’: a— gx.
Entsprechend dem Vorgehen bei der Ellipse (S. 156) wird durch ¢ dividiert:

_ a R P _a
S Sy Sy

&
Im Falle x = a kann — % + x als Abs':amd()ilJ des Punktes P von der Geraden !, mit

der Gleichung x = % gedeutet werden (Abb. 3.129.a). Diese Gerade heiBt Leitlinie und

y ¥y
q Pray) i 0
™ A
A ML Al A ML 1
a a\ x X X -a ; a 2
a X Ix=-x | &
€ . ¥
e IS
K T
= 3
a) = Abb. 3.129. b
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steht auf der Hauptachse senkrecht. Im Falle x < — a kann Z — x ebenfalls als Ab-
stand 07’ des Punktes P von dieser Leitlinie gedeutet werden (Abb. 3.129.b). In beiden

Fillen gilt demnach F‘;P = QP oder anders geschrieben:
(24b) F,P:QP=¢

P
mit & = i =0 . Die Hyperbel hat also die Eigenschaft, daB die Abstinde ihrer

Punkte von einem festen Punkt F; der Hauptachse und ciner festen Geraden I, senk-
recht zur Hauptachse das konstante Verhiltnis ¢ > 1 haben. Entsprechendes gilt aus
Symmetriegriinden beziiglich F, und einer Leitlinie l,.

®  Wic lauter ihre Gleichung?
. Weisen Sie nach, da nur die Hyperbelpunkte die Bedingung (24b) erfiillen!
Damit ist dann eine Ortseigenschaft der Hyperbel bewiesen:

’ Die Hyperbel ist der geometrische Ort aller Punkte der Ebene, deren Abstinde von einem
festen Punkt und einer festen Geraden der Ebene das konstante Verhiltnis £ > 1 haben.

Die Hyperbel kann auch auf diese Weise definiert werden.
In gleicher Weise wie den Abstand F,P erhilt man y

F.P =Y(a + exp?
=la+ex| (e>1),

firx =a | firx=—a
(24¢) F2P:a+ex | F?P:—u—sx.
Nach (24a) und (24 ¢) ist also
FiF:—a+£x F\P=a— ex
F.P =a+ ex F;P:—a—sx.
Man erkennt hieraus, daB die Differenz der Abstinde von x unabhingig ist:
FyP— F\P=2a | FP—F,P=2a,
was zu
(25) |FyP— F\P|=2a

zusammengefaBt werden kann. Die Hyperbel hat also die Eigenschaft, daB die Diffe-
renz der Abstinde ihrer Punkte von zwei festen Punkten F, und F, einen konstanten
Betrag hat.

@  Zeigen Sic, dap nur die Hyperbelpunkte die Bedingung (25) erfiillen!
Danmit ist eine weitere Ortseigenschaft der Hyperbel bewiesen:

> Die Hyperbel ist der geometrische Ort aller Punkte der Ebene, fiir die die Differenz der
Abstiinde von zwei festen Punkten der Ebene den gleichen Betrag hat.
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Die Hypernel kann auch auf diese Weise definiert werden.
Aus den vorstehenden Erérterungen folgen zwei Hyperbelkonstruktionen:

1. Um die Punkte F, und F, wird je ein Kreis mit dem Radius r, bzw. r, gezeichnet (Abb. 3.130.).
Diese Radien werden von einer Strecke der Linge 2a so abgegriffen, dal [r, — r,| = 2a ist.
Schneiden die Kreise ei der, so sind die beiden Schnittpunkte zwei symmetrisch zur Ge-
raden F, F, gelegene Hyperbelpunkte.

Abb. 3.130. Abb. 3.131.

N

Wird bei F, ein Lineal drehbar angebracht und an diesem rechts ein Faden geeigneter
Linge befestigt, der auBerdem bei F, befestigt ist und von der Bleistiftspitze P lings
des Lineals gestrafft wird, so gilt F,P — F, P = 2a (Abb. 3.131.). Werden diieRollen
von F, und F, vertauscht, so gilt F; P — F, P = 2a,inbeiden Fillen also | F,P — F, P|=2a.
Bei Drehen des Lineals unter entsprechendem Bewegen der Bleistiftspitze P beschreibt diese
daher eine Hyperbel.

Die Brennpunkteigenschaft der Hyperbel

Auch die Hyperbel hat eine Brennpunktseigenschaft:

Jeder von einem der Punkte F, oder F, ausgehende Strahl der Ebene wird an der Hy-
perbel so reflektiert, dafl die riickwirtige Verlingerung durch den anderen geht:
F,und F, heilen deshalb Brennpunkte. Dieser physikalischen Formulierung der Brenn-

punktseigenschaft entspricht (Abb. 3.132.a) die Gleichheit der Winkel (FT}”; t) und

F,P; t), wobei t ein Vektor in Richtung der Hyperbeltangente ist. Diese Gleichheit
kann dadurch nachgewiesen werden, daB} die
Gleichheit der skalaren Produkte

ep p-t=|t| cos (F;P;t)und .
s =t cos (Fi3) i
epp-t= |t| cos (Fy P; t) gezeigt wird. Auf

Grund der Symmetrie geniigt die Unter-

suchung der oberen Halbhyperbel fiir x = a,

fiir die die Steigung im Hyperbelpunkt

P(x;)e2— 1 1x2— a?) gleich f5(-ag;0) Fy(ae,0) X

m,=bx:a Jaxi— a%ist. Abb. 3.132.a
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Damit ergibt sich (Abb. 3.132.b) S
bx

i=an2— a’i + bxj,
mit (21) .

t=a)xt— a® + Ve — Laxj.

=y S s
Weiter ist F,P = (x — ag)i+ Ve2— 1 Ja2— a? i ”
(Abb. 3.132.a), woraus sich mit (24a) i agVx®-a?
o Abb. 3.132.b
Sppas TP o B8
1 F,p —a -+ éx

ergibt: damit wird
epp-t=ea ) — a?.

Desgleichen ist F:ﬁ = (x+ae)i+ Ye2—1 Yx®— a? i, woraus sich mit (24¢)

, x4 ae, V&8 — 1V —a?,
P e T ates
ergibt; damit wird

er,p-t=¢a sz— a.
Die beiden skalaren Produkte sind also gleich. Damit ist auch die Gleichheit der Winkel
zwischen Brennstrahlen und Tangente gesichert.
Aufgaben

2
1. a) Driicken Sie in 1:7 — 25 =1 b2 durch a und p aus!
b) Benutzen Sie das Ergebnis von a), um bei einer gezeichnet vorliegenden Hyperbel (ein-
schlieBlich Asymptoten) p zu konstruieren!

2. a) Spezialisieren Sie die i Scheitelgleichung (6) fiir die Hyperbel! Die Gleichung
soll nur a und p enthalten.

1

b) Versuchen Sie, von der Mittelpunktsgleich aus zu d Ergebnis zu gelangen!

3. Bestimmen Sie die Gleichung der Hyperbel, deren Mittelpunkt bei 0(0; 0) liegt, deren Haupt-
achse die x-Achse ist und die durch die Punkte a) Py(2;0),P,(3:1); b) P,(—4;2), P,3;—1)
geht!

Ermitteln Sie die Koordinaten der B p .' die Gleich der Leitlinien, die numeri-
sche Exzentrizitiit ¢, den Parameter 2p und die Gleichungen der Asymptoten!

ol

Bestimmen Sie die Gleichung der Hyperbel, deren Brennpunkte F,(6; 0), Fy(—6; 0) sind
und die durch P(2; 1) geht! Ermitteln Sie die Gleichungen der Leitlinien, die numerische
Exzentrizitit ¢, den Parameter 2p und die Gleichungen der Asymptoten!

s

a) Zeigen Sie, dal 4x?sin?c — 4y® cos2c— sin22¢ — 0 eine Hyperbelgleichung ist!
b) Wie lautet die Gleichung der Asymptoten dieser Hyperbel ?
¢€) Wie groB ist die lineare Exzentrizitit? Welche Koordinaten haben die Brennpunkte ?
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L)

)

»

10.

2 2
Die Gleichung z—z — ;)—2 = 1 ist fiir a = b die Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel.

a) Welchen Winkel schlieBen die Asymptoten einer gleichseitigen Hyperbel ein ?

b) Wie heiflen die Gleichungen der Asymptoten ?

¢) Welchen Zahlenwert haben die lineare und die numerische Exzentrizitit ?

d) Bestimmen Sie die Koordinaten der Brennpunkte!

€) Wie lauten die Gleichungen der Leitlinien ?

a) Wo schneidet die Ellipse b2x? - a®y? = a?b® die Hyperbel b2x2 — e2y2 — ¢2b%, wenn e

die lineare Exzentrizitiat der Ellipse ist? Wie grof} ist dann die lineare Exzentrizitit der
Hyperbel ?

b) Desgleichen b2x2 - ey = ¢2b2 und b2x2 — = a®?, wenn e die lineare Exzentrizitit
der Hyperbel ist? Wie grol} ist die lineare Exzentrizitat der Ellipse ?

. Bestimmen Sie die GroBe des Hyperbeldurchmessers P’ P in Abhingigkeit von der Abszisse

des Hyperbelpunkts P(x; y) (Abb. 3.124.). Untersuchen Sie dann, ob sich fir P = A bzw.
P = A’ tatsichlich der kleinste Durchmesser ergibt! Gibt es einen groBten Durchmesser ?

Konstruieren Sie zu einer gezeichnet vorliegenden Hyperbel (einschlieBlich Asymptoten)
in einem Hyperbelpunkt die Tangente!

a) Wie konstruiert man die Punkte P einer vorgegebenen Hyperbel,in denen die Brennstrahlen
F, P und F,P einander rechtwinklig schneiden ?

b) F, P und F,P sollen einander unter einem beliebig vorgegebenen Winkel schneid

3.3.5. Die gemeinsame Ortsdefinition der Kegelschnitte

In den vorangegangenen Abschnitten war herausgestellt worden, dafl Parabel. Ellipse
und Hyperbel als geometrische Orter definiert werden kénnen. Die Ortsdefinitionen mit
Hilfe der Leitlinie (bei Ellipse und Hyperbel ist ja jeweils noch eine andere Ortsdefinition
mit Hilfe der beiden Brennpunkte méglich) lauten:

>
>

>

Die Parabel ist der geometrische Ort aller Punkte der Ebene, die von einem festen Punkt
und einer festen Geraden der Ebene gleich weit entfernt sind.

Die Ellipse ist der geometrische Ort aller Punkte der Ebene, deren Abstinde von einem
festen Punkt und einer festen Geraden der Ebene das konstante Verhiltnis ¢ (0 < &£ <1)
haben.

Die Hyperbel ist der geometrische Ort aller Punkte der Ebene, deren Abstiinde von einem
festen Punkt und einer festen Geraden der Ebene das konstante Verhiltnis ¢ >> 1 haben.

Die erste dieser Definitionen 1Bt sich den beiden letzten angleichen; denn durch die
folgende Formulierung wird nichts anderes ausgesagt:

>

Die Parabel ist der geometrische Ort aller Punkte der Ebene, deren Abstinde von einem
festen Punkt und einer festen Geraden der Ebene das konstante Verhiiltnis ¢ = 1 haben.
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Diese Definitionen ké zur i Ortsdefinition der Kegelschnitte zusam-
mengefallt werden:

’ Ein nicht kreisférmiger Kegelschnitt ist der g ische Ort aller Punkte der Ebene, deren
Abstiinde von einem festen Punkt und einer festen Geraden der Ebene das konstante Ver-
hiltnis ¢ haben;

fiir 0 < ¢ <1 ist der Kegelschnitt eine Ellipse, fiir ¢ = 1 eine Parabel und fiir ¢ > 1

eine Hyperbel.
Der feste Punkt heift Brennpunkt. Er liegt auf der Hauptachse des Kegelschnitts. Die
feste Gerade heiBt Leitlinie. Sie steht auf der Hauptachse des Kegelschni kreck

3.3.6. Aligemeinere Lage der Kegelschnitte

Am gebriuchlichsten sind die Scheitelgleichung y2 — 2px (p >0) der Parabel und die
2 2

2 2
Mittelpunktsgleichungen —i% + %’; =1 der Ellipse bzw. %2- — )';7 =1 der Hyperbel.
Durch Spiegelung an der y-Achse (dann muf} in der Gleichung x durch — x ersetat
werden) ergibt sich nur bei der Parabel etwas Neues, und zwar die nach links offene
Parabel mit der Gleichung y2 = — 2px (p>0). Beide Fille kénnen durch die Glei-

chung y2 = 4 2px (p > 0) zusammengefaBt werden.

. Zeichnen Sie nach Anfertigen einer Wertetafel die Parabel y? = —3x (nur zu negativen
Abszissen lassen sich Ordinaten bestimmen)! Fassen Sie die obere und untere Halbparabel
jeweils als grafische Darstellung einer Funktion auf! Wie lauten die analytischen Ausdriicke
in der expliziten Form? Bestimmen Sie den Definitionsbereich und den Wertevorrat! Ver-
gleichen Sie diese Parabel mit der Parabel y* — 3x!

Die Kurven mit den Gleichungen
¥'=+2px, (p>0),

(26a) S+ % =1 (@>b),
y2

haben die x-Achse zur Hauptachse, auf ihr liegen also die Brennpunkte. Die Kurven
sollen jetzt parallel so verschoben werden, daB der urspriinglich bei 0 (0;-0) gelegene
Parabelscheitel bzw. Mittelpunkt der Ellipse und Hyperbel an die Stelle M(x 3y )
gelangt. Dann miissen in den Gleichungen x durch (x — x,,) und y durch (y — y,,) ersetzt
werden, so daf} sich

(y—ymlP==£2plx—x,) (p>0),

P, 2 - 2
(20p) E=ral 4 O—gult_ (4 p),

ergeben.
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Durch Spiegelung der Kurven an der Winkelhalbierenden des ersten und dritten Qua-
dranten (dann miissen in den Gleichungen x und y vertauscht werden) ergeben sich aus
den Gleichungen (26a)

x?= +2py (p>0),

2 2

@6e) L+ =1 (a>1),
2 2
R

Dies sind wieder Gleichungen der Parabel, Ellipse bzw. Hyperbel. Allerdings ist jetzt
die y-Achse Hauptachse; auf ihr liegen die Brennpunkte. Gilt bei der Parabelgleichung
rechts das Pluszeichen, so ist die Parabel nach oben, anderenfalls nach unten offen.
B Beispicl 9:
x? = 2y ist Gleichung der nach oben offenen Parabel, deren Scheitel 4 bei 0(0 0) und
deren Brennpunkt F wegen p = 1 bei 4(0; %) liegt.
Il Beispiel 10:
x? = —4y ist Gleichung der nach unten offenen Parabel; 4(0; 0), F(0; — 1).

B Beispiel 11:
2 2
‘1},6 + ’; = 1 ist Gleichung der Ellipse, deren Hauptscheitel bei 4"(0; — 4), 4(0; 4) und
deren Brennpunkte bei F,(0; — 2,646), Fy(0; 2,646) liegen. ’

B Beispiel 12:

2 2
y? + % = 1 ist Gleichung einer Ellipse, deren Hauptachse die x-Achse ist.

| | Beispiel 13:
y2 y2 ot
g i 1 und e 1 sind Gleichungen von zwei Hyperbeln; bei beiden ist die
y-Achse Hauptachse.

. Ermitteln Sie die Koordinaten der Scheitel und Brennpunkte! Wie lauten die Gleichungen,
wenn die Kurven wieder an der Winkelhalbierenden des ersten und dritten Quadranten ge-

spiegelt werden?

Auch die Kurven mit den Gleichungen (26 ¢) sollen jetzt parallel so verschoben werden,
dall der urspriinglich in 0(0;0) gelegene Scheitel- bzw. Mittelpunkt an die Stelle
M (x ;3 ¥ m) gelangt. Das fiihrt auf

(x—xn)?=+2p(y—ym) (p>0),
oa) Oy E5 oy

’

G=yml - (e =%a) 4
a b* =
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Die Gleichungen (26b) und (26d) lassen sich auf die Form
(26e) Ax*+ Br + Cy>+ Dy + E =0
bringen. Im Falle einer Parabel (20b), bei der also die Achse der x-Achse parallel ist,
fehlt das Glied mit x2; d. h., 4 = 0:
Bx+Cy?+ Dy+ E=0.
Diese Gleichung kann durch einen der Koeffizienten (der natiirlich von Null ver-
schieden sein muB) dividiert werden, z. B. durch C:
(@) +o0+ (&) + (5] =0
Wird fiir die neuen Kocffizienten «, f, y gesetat, so ergibt das
(27a) ex + y* 4 gy + y = 0.

Diese Gleichung der Parabel, deren Achse der x-Achse parallel ist, enthilt noch drei
(von 1 verschiedene) Koeffizienten &, f und y. Sind Py(x:y), Py(xy:y,) und
Py(xy3 y5) drei Punkte dieser Parabel, so miissen ihre Koordinaten die Gleichung (27 a)
erfiillen:

ax,+y it + By +y=0

axy+ v+ By +y =0

axg+yt+ By, +y=0|.
Das Gleichungssystem 1Bt sich nach «, f und y auflésen, so daB diese Koeffizienten
durch die Koordinaten der drei Punkte P, P, und P, ausgedriickt werden. Das be-

deutet aber, dal die Parabelgleichung und damit auch die Parabel durch die drei
Punkte vollig bestimmt ist.

B Beispicl 14:

Durch P,(—2;2), P,(1; 0), P,(2; 1) soll eine Parabel gelegt werden, deren Achse der
x-Achse parallel ist. Durch Einsetzen der Koordinaten von Py, P, und P, in (27a) ergibt

sich

Pi: | —204+44284+y=0

P,: a4+0+ 0+y=0

P.: 20+ 14 B+y=0].

Die Auflésung dieses Gleichungssystems fiihrt auf x = 0,4, f = — 1,4, y = —0,4. Somit

wird aus (27a)
0,4x 4+ y2— 1,4y — 0,4 = 0.
Durch quadratische Erginzung liBt sich das auf die Form (26b) bringen, aus der die
Scheitelkoordinaten x,,, y,,, der Parameter 2p ersichtlich sind, und aus der auBerdem
erkannt werden kann, nach welcher Seite die Parabel geoffnet ist.
(y — 0,7)2 = —0,4(x — 2,225)

. Bestimmen Sie die Koordinaten von S und von F!
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Entsprechend fehlt im Falle einer Parabel, deren Achse parallel zur y-Achse verliuft
(26d), in (26 ¢) das Glied mit y2,d. h. C = 0 : Ax*+ Bx 4 Dy + E = 0. Diese Gleichung
kann z. B. durch A4 dividiert werden (4 == 0):

@) x*+x+ 3’y + ' =0.

Selbstverstindlich ist auch diese Parabel durch drei Punkte véllig bestimmt.

Im Falle der Ellipse haben 4 und C in (20 ¢) gleiche, im Falle der Hyperbel verschiedene
Vorzeichen. Dividiert man dann (26e) beispielsweise durch 4 (A4 == 0), und bezeichnet
man die Koeffizienten neu, so entsteht eine Gleichung

t+tr+uyt+ovy4+w=0

mit vier (von 1 verschiedenen) Koeffizienten. Man benétigt daher vier Punkte, um
eine Ellipse oder Hyperbel festzulegen, deren Achsen den Koordinatenachsen parallel
sind.

Zusammenfassung

Die Gleichung 2. Grades Ax%+ Bx + Cy2+ Dy + E = 0 ist im allgemeinen Gleichung
eines Kegelschnittes. Haben die quadratischen Glieder gleiche Vorzeichen, so ist der
Kegelschnitt eine Ellipse, bei gleichen Koeffizienten der quadratischen Glieder speziell
ein Kreis. Haben die quadratischen Glieder verschiedene Vorzeichen, so handelt es sich
um eine Hyperbel. Fehlt ein quadratisches Glied, so ist der Kegelschnitt eine Parabel.
Die Lage der Kegelschnitte ist bei den vorstehenden Erérterungen nicht véllig all-
gemein, denn die Achsen sind ja stets parallel zu den Koordinatenachsen. Auf eine
Drehung des Kegelschnitts muB hier jedoch verzichtet werden.

Y
3.3.7. Anwendungen 5

Die Wurfparabel

Um die Bahn eines geworfenen Gegenstands mathema- ¢
tisch zu erfassen, werden die Faktoren, von denen sie ab- |
hingt, zunichst getrennt untersucht (Abb. 3.133.a).
Wiirde auf den mit der Anfangsgeschwindigkeit v, ge-
worfenen Gegenstand keine Schwerkraft wirken, so
wiirde er in der Zeit t den Weg 1, =1, zuriicklegen (vom
Luftwiderstand sei hier und im folgenden abgesehen).
Wiirde er dagegen frei fallen, so wiirde er in der glei-
chen Zeitt den Weg 1, = — } gt?jzuriicklegen. Die Uber-
lagerung (Parallelogramm der Wege) fiihrt auf

Abb. 2.133.a

¥
t=1+1,=1t0,— gt2j; Abb.3.133b
mitt=xi+yj und by=v,cos pi+ vysinpj ®, singy
0
folgt daraus (Abb. 3.133.b)
) . 1, 005 93
U= tygcos gl + (tvgsing — L gt?)j. (v%=1%1)
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Durch Koeffizientenvergleich erhilt man

X = tyycos ¢ ‘

y = toysing — dge* |,

und Eliminieren des Parameters ¢ fiihrt schlieBlich auf

28 = S - S |
(28a) y = xtang 2vgtcostp ¥

Durch quadratische Erginzung erhilt man weiter

. vesin@ cosp \2 _ 2vpfeostp 2’ sin*@

(28b) (x — f=— (v 2,

woraus man nach (26c¢) und (26d) entnehmen kann, daB} es sich bei der Wurfbahn um
eine nach unten offene Parabel handelt, die den Scheitel bei

g a
8 g

2 2 12 )\
vo°sin2¢ vy’ sin® ¢
? ( 28 7 2 )
hat. AuBerdem leuchtet ohne weiteres ein, daB diese Parabel durch den Ursprung des
Koordinatensystems geht.

.,Stahl iiber der Mitte** beim Kegeldrehen

Beim Kegeldrehen (Abb. 3.134.a) kann es vorkommen, dal der Drehmeif3el etwas ,,iiber
der Mn.te“ (Fachausdruck) steht, d. h., daB8 die Drehstahlspitze nicht in der Horizontal-
ebene durch die Drehachse, sondern um ¢ iiber dieser Horizontalebeneliegt (Abb.3.134.b).

/Dle/rmei/]el

Abb. 3.134.a Abb. 3.134.b

Die Erfahrung lehrt, daB in diesem Falle kein Kegel entsteht (Abb. 3.134.c). Zu welchen
Kurven gehéren die Bogen des Umrisses (Abb. 3.134.c)?

Um das Problem mathematisch zu fassen, sei der Sachverhalt in Grund-, Auf- und
Kreuzril dargestellt (Abb. 3.134.d) und cin xy-Koordinatensystem eingefithrt. Man
entnimmt dem Seitenrif}, daB zwischen dem Radius r (x) des rotierenden Werkstiicks an
der Stelle x (der negativen x-Achse), dem Abstand h(x) der MeiBelspitze von der verti-
kalen Ebene durch die Drehachse und ¢ die Beziehung

[r@)P=[r()]*+c?
besteht.
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Da der Radius r(x) gleich y
ist, gilt somit
ye = () + .
Nun entnimmt man dem
Grundri (man bedenke:
x < 0, aber h(x) >0, denn
h (x) bedeutet eine Strecken-
linge)
oy = 1=l
h(x) = coty ’

d. h.,
Th (o)) =

so daf sich

2
X
y= Y 4
cot?q
. . Abb. 3.134.c
ergibt. Man erhilt weiter

.

@ (ceotq)r O C
Es handelt sich also nach
(26¢) um eine Hyperbel, de-
ren Hauptachse die y-Achse
ist. Der Drehkérper kann als
Korper erklirt werden, der
durch Rotation dieser Hy-
perbel um die Nebenachse
entsteht. Er heil’t einscha-
liges Rotationshyperboloid.
AnderDrehmaschine kommt
jedoch nur der Teil fiirx <0
in Betracht.

Abb. 3.134.d

Aus der Art, wie das einschalige Rotationshyperboloid auf der Drehmaschine entstand,
ist ersichtlich, daB sich auf der iiberall gekriimmten Fliche des Hyperboloids Geraden
befinden. Denn wenn das Werkstiick stillsteht und der Drehmeiflel lings der vorher
eingestellten Geraden bewegt wird, beriihrt er stindig das Hyperboloid. DaB es unzihlig
viele solche Geraden auf dem Hyperboloid gibt. kann man sich durch folgende Uber-
legung anschaulich klarmachen: Man ritze mit der Drehstahlspitze lings der ein-
gestellten Geraden in das nicht rotierende Werkstiick eine Gerade ein, drehe dann das
Werkstiick um einen sehr kleinen Winkel und ritze mit der Drehstahlspitze wieder eine
Gerade ein usf. Auf diese Weise entsteht auf dem Hyperboloid eine Geradenschar. Auf
dem Hyperboloid befindet sich noch eine zweite Geradenschar, die mit der soeben be-
schricbenen nicht identisch ist. Das erkennt man folgendermaBen: Wiirde die Spitze
des Drehmeifels nicht um ¢ iiber, sondern unter der Horizontalebene durch die Achse
stehen, so entstiinde aus Symmetriegriinden offenbar dasselbe Hyperboloid: die Dreh-
stahlspitze wiirde dann aber bei stillstehendem Werkstiick andere Geraden einritzen.
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Auf dem Hyperboloid gibt es also zwei Geradenscharen. Dies hat technische Bedeutung.
Dadurch ist es namlich moglich, mittels hyperbolischer Zahnrider die Drehung einer
Achse unmittelbar auf eine anders gerichtete zu iibertragen.

Aufgaben

1. Bestimmen Sie die Gleichung der Parabel, deren Achse zur x-Achse parallel ist und die durch
Py, P, und P, verliuft! Wo liegt der Scheitel, wo der Brennpunkt ? Wie lautet die Gleichung
der Leitlinie ?

a) Py (4 3), Py(—1; —1), Py(—1;2)
b) P (—2; —1), Py(1; 3), P4(5; 1)
. Wie Aufgabe 1b, nur soll jetzt die Achse parallel zur y-Achse sein.

w »

. Bestimmen Sie die Gleichung der Parabel, wenn

a) F(—5;7), A(—10;7); b) F(—5;7), A(—1;7); ©) F(—=5;7), A4(—5;53);

d) F(—5;17), A(—5; 10); ist. Wie lautet die Gleichung der Leitlinie ?

a) Bestimmen Sie mit Hilfe der Gleichung (28a) die Wurfweite (p > 0), wenn die Wurfstelle
und die Aufschlagstelle in gleicher Hohe liegen (die Wurfbahn soll frei von Hindernissen
seint)!

b) Geben Sie die hichste Stelle der Wurfbahn an!

. Wie lautet die Gleichung der Wurfparabel fiir einen unter 45° abgeworfenen Stein, der eine

10 m entfernte Wand 3 m iiber der Abwurfstelle trifft 2 Wie grof3 ist die Anfangsgeschwindig-
keit ?

. Wie hoch steigt eine mit der Anfangsgeschwindigkeit von 80 m - s™! unter 60° abgeschossene
Leuchtkugel ? (Das Ergebnis weicht sehr von der Wirklichkeit ab, weil bei einer solchen
Geschwindigkeit der Luftwiderstand nicht mehr vernachlissigt werden darf.)

-

2

o

I

. Die Kurve, die ein an den beiden Endpunkten befestigter langer biegsamer Draht bildet, kann
nitherungsweise als Parabel angesehen werden. Stellen Sie die Gleichung der ,,Durchhangs-
parabel® einer Hochsp leitung zwischen zwei im waagerechten Gelinde stehenden

Masten auf! Die Entfernung zwischen den Masten betriigt 100 m, die Aufhiingepunkte sind 21 m

iiber dem Boden, der Durchhang betrigt 7 m. (Ursprung im FuBpunkt des linken Mastes.)

8. Verschieben Sie die Ellipse 422 4~ 9y2 = 36 um 2 Einheiten nach rechts und um 1 Einheit
nach unten, und bestimmen Sie ihre Schnittpunkte mit den beiden Koordinatenachsen !
9. Wie viele Punkte sind nétig, um eine gleichseitige Hyperbel festzulegen, deren Achsen den
Koordinatenachsen parallel sind ?
10. a) Welche Ellipse oder Hyperbel mit Achsen parallel zu den Koordinatenachsen geht durch
die Punkte P,(3; 1), Py(—2; 11), Py(2; —5) und Py(1; 9)?
Ermitteln Sie
b) die Koordinaten des Mittelpunktes,
¢) die Koordi: der Brennpunkte und
d) die Gleichungen der Leitlinien!
11. Fiihren Sie die gleichen Untersuchungen wie in Aufgabe 10 fiir die folgenden Punkte durch!

1

Py (—3; —1), Py(2; —11), Py(—2;5), Py(—1; —9)
2. Fiihren Sie die gleichen Untersuchungen wie in Aufgabe 10 fiir die folgenden Punkte durch!
Py(— 15 —1), Py(5; — 1), Py(2; 1), Py(2; —3)

176



13. Wie lautet die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel, deren Achsen den Koordinatenachsen
parallel sind und die durch die Punkte a) P, (2; 2), Po(—3: 1), Py(—2: —4): b) P,(2: 2),
P,(—3; 1), P;(—2; 4) geht ? Bestimmen Sie die Brennpunkte und die Gleich der Leit-
linien!

1

~

Wie lauten die Gleichungen der Ellipsen- und Hyperbelschar mit den Brennpunkten
a) (15 5), (1: 16); b) (15 5), (—7:5)?
1

@

Geben Sie an, um welche Kegelschnitte es sich bei den folgenden Gleichungen handelt! Wie
lauten die Koordinaten der Scheitel und der Br

a)2x®— 12x + 3y — 6y + 15=10

b)at—dx—dy? — 8y 1 4=10

e)xt44x+y?—2y4+4=0

d) 9x2 — 36x - 4y2 =10

e)5x—y?— 2y —11=0

£)x2— 6y — 12y + 93 =0

g) Welche Lage hat ein Kegelschnitt, wenn in seiner Gleichung (26 ) B = 0 ist?

16. Bei der zweiten Anwendung wurde oben das einschalige Rotationshyperboloid erwihnt.

a) Konstruieren Sie auf Grund der Abbildung 3.134.d den Aufrif} des einschaligen Rotations-
hyperboloids!

b) Zeich Sie die Brennpunkte, die Asymptoten und die Leitlinien der Hyperbel ein!

Stellen Sie sich die folgenden Korper haulich vor (Skizze)!

a) Rotiert eine Ellipse um eine ihrer Achsen, so entsteht ein Rotationsellipsoid.

17.

Q

b) Rotiert eine Hyperbel um ihre Hauptachse, so entsteht ein zweischaliges Rotationshyper-
boloid.

c) Rotiert eine Parabel um ihre Achse, so entsteht ein Paraboloid.

3.3.8. Schnitt zwischen Kegelschnitt und Gerade

Ein Kegelschnitt und eine Gerade seien durch ihre Gleichungen gegeben, z. B. die
Parabel durch (y — 3)? = 4(x 4 2) und die Gerade durch y = 4 — x. Um die eventuellen
Schnittpunkte zu finden, behandelt man die beiden Gleichungen als System zweier
Bestimmungsgleichungen mit den beiden Unbekannten x und y:
(y—3p=4(x+2) |

y=4—x le

Indem man die zweite Gleichung in die erste einsetzt, eliminiert man y:
(4—x— 3P =4(x+2).

Diese quadratische Gleichung hat die Lésung x; = 7, x, = — 1. Aus der Gleichung der
Geraden erhilt man die zugeordneten Ordinaten: y, = — 3, y, = 5. Wie die Probe zeigt,
erfiillen die Wertepaare (x,3y;) und (x,5y,) beide Gleichungen, die Punkte P,(x,; y,)

und Py(x,; y,) liegen daher sowohl auf der Parabel als auch auf der Geraden: Sie sind
die Schnittpunkte.
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Wenn man die eine Veriéinderliche aus der Kegelschnittgleichung mit Hilfe der Ge-
radengleichung eliminiert, entsteht im allgemeinen eine quadratische Bestimmungs-
gleichung mit einer Unbekannten. Hat diese (wie im obigen Beispiel) zwei reelle
Lésungen, so gibt es zwei Schnittpunkte. Hat sie als Lésung eine sogenannte Doppel-
wurzel, so ist die Gerade Tangente des Kegelschnitts. Hat sie dagegen keine reelle
Losung, so haben Kegelschnitt und Gerade keinen Punkt gemeinsam. Ubrigens kann
es auch vorkommen, dafl beim Einsetzen aus der Geradengleichung in die Kegelschnitt-
gleichung das quadratische Glied wegfillt, so da eine lineare Gleichung entsteht. Das
ist der Fall, wenn es sich bei dem Kegelschnitt um eine Hyperbel handelt und die
Gerade einer der beiden Asymptoten parallel ist. Aus

| b2x2— azyz = a%h2

y:%x+c
folgt
b2x2— b2x2 4 2abe x — a%2 = a%?,
b2 4 c?
*T e

Falls der Kegelschnitt eine Parabel ist und die Gerade zu der Parabelachse parallel ist,
erhilt man chenfalls eine lineare Gleichung, da dann Gerade und Kegelschnitt nur
einen Schnittpunkt haben. Beispiel: y2 = 2px, y =c.

. Der Kegelschnitt 4x* — 9y — 36 = 0 wird von der Geraden 3y — 2x — 15 = 0 in einem
Punkt geschnitten. Untersuchen Sie dieses Verhalten niher!

@  Der Kegelschnitt 932 — 36x -+ 25y + 50y — 164 = 0 wird von der Geraden
36x + 45y — 252 = 0 beriihrt. Zeigen Sie das!

Zu einem interessanten Resultat kommt man insbesondere, wenn man die Hyperbel
:; - ’Zz = 1 und ihre Asymptoteny = l:l Yundy = — Z x mit der Geradeny =mx + n
zum Schnitt bringt, was die Hyperbelpunkte H; und H, und die Asymptotenpunkte
A, und 4, ergeben moge (Abb. 3.135.). Es zeigt sich dann, dal der Mittelpunkt der
‘Strecke H,H, mit dem der Strecke A4, identisch
ist, so daB auch 4,H, = A4,H, sein muf. Bei all dem
geniigt es iibrigens, jeweils nur die Abszissen der
Schnitt- und Teilpunkte zu bestimmen. Aus dem
gefundenen Sachverhalt ergibt sich eine Hyperbel-
konstruktion, wenn ein Hyperbelpunkt H, und die
beiden Asymptoten gegeben sind:

J

Eine beliebige! Gerade durch H, schneidet die
Asymptoten in A, und A,. Aus der Bedingung
A H, = A,H, findet man auf der Geraden den

zweiten Hyperbelpunkt H,. Irgendeine andere
Gerade durch H, oder H, liefert einen dritten Hyper-
N Abb. 3.135. belpunkt usw.
1 Da bei der itung dicser Bezi die G gleichung y = mx+ n benutzt wurde, gelten die Erorterungen

nicht ohne weiteres fiir den Fall, daB die schncidende Gerade auf der Hauptachse der Hyperbel senkrecht steht.
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Aufgaben

Bestimmen Sie die eventuellen Schnittpunkte zwischen Kegelschnitt und Gerade! Fertigen Sie
jeweils eine Skizze an!

13221 2y2— 12x4 4y +8=0, 2y fx=0

2. 4y%+ 24x—6x2 8y —32=0, V2y_V3x_2—0
3.x24+2x+8y—31=0, y=—x

4. 4y + 24x — 6x2 4 8y — 32 = 0 und die y-Achse

5. 8x+ 2y — 31 4 y2= 0 und die x-Achse

6. (2x — 3y)(2x - 3y) — 36 =0, 3x—2y—15
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