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Einleitung

Zum Mathematikunterricht in Klasse 11

Verbindliche Grundlage fiir den Mathematikunterricht in der Abiturstufe ist der Lehrplan
[G 6.
Fiir Klasse 11 stehen folgende Hauptziele im Mittelpunkt des Unterrichts:

— Wiederholung und Vertiefung des bis zur Klasse 10 erworbenen grundlegenden Wissens und
Kénnens (~ LP 5; 8ff.")
Das erfolgt einerseits durch stindige Ubung und Wiederholung wesentlicher Inhalte aus
den vor henden Kl ufen und andererseits durch Anwendung und Erweiterung
dieses Wissens und Konnens in Verbindung mit der Behandlung neuen Stoffes und
in bestindiger Verfolgung wesentlicher Leitlinien des Mathematikunterrichts.

_ Einfiibrung in Grundlagen der Analysis (~ LP 5ff.)

Sie erfolgt schrittweise iiber die Behandlung von Zahlenfolgen, des Grenzwertbegriffs,
des Differentialquotienten und des Integrals. Die Schiiler werden hierbei an gegeniiber dem
Mathematikunterricht bis Klasse 10 qualitativ neue mathematische Denkweisen herange-
fithrt. Nicht jedes einzelne Element der Theorie ist in der Praxis unmittelbar anzuwenden.
Eswird gewissermaBen ein neues Instrumentarium entwickelt, das erst in seiner Gesamtheit
von hoher praktischer Bedeutung ist. Das Interesse der Schiiler muB folglich fiir die Ent-
wicklung der mathematischen Grundlagen insgesamt geweckt werden, bis schlieBlich an
,,ausgewihiten und erforderlichenfalls vereinfachten Sachverhalten* (# LP 12) Einsichten
in die praktische Bedeutung der Mathematik erzielt werden konnen.

Aus der allgemeinen Zielstellung der Abiturstufe ergibt sich, daB in Klasse 11 in Verbindung
mit den beiden speziellen Hauptzielen des Mathematikunterrichts die Schiiler auch in diesem
Unterrichtsfach systematisch auf ein Hochschulstudium vorzubereiten sind. Es sind hohe
Anforderungen zu stellen, insbesondere hinsichtlich der Selbsténdigkeit der Schiiler bei der
Aneignung und Festigung des von ihnen zu erwerbenden Wissens und Konnens. Dazu sind
geeignete Methoden erforderlich. Der Lehrplan orientiert in diesem Zusammenhang auf
die groBe Bedeutung des vielfaltigen Arbeitens mit Aufgaben und nennt eine Reihe von
Schiilertitigkeiten, die in Verbindung damit organisiert werden sollten (» LP 13 f.). Die
Schiiler sind schrittweise an das selbstandige Arbeiten mit der Literatur heranzufiihren,
wofiir vor allem das auf der Grundlage des Lehrplans entwickelte Lehrbuch zu nutzen ist.
Der Lehrer sollte aber auch auf weitere Literatur, etwa fiir die Vorbereitung von Schiiler-
vortrigen, verweisen (. LP 11).

1 Die in diesem Buch verwendeten Abkirzungen und Zeichen sind auf Seite 237 erldutert.



Der Mathematikunterricht in Klasse 11 ist theoretisch anspruchsvoll. Damit ist nicht
allein der gegeniiber dem vorangehenden Mathematikunterricht hohere Abstraktionsgrad
gemeint, sondern insbesondere auch die Forderung nach einem tieferen inhaltlichen Ver-
standnis und erhGhter Anwendungsbereitschaft des zu erwerbenden Wissens und Konnens.
Es ist stets davon auszugehen, daB der Mathematikunterricht der Abiturstufe allgemein-
bildenden Charakter hat und deshalb die Entwicklung grundlegenden mathematischen
Konnens im Mittelpunkt steht.

In seiner Gesamtanlage ist der Mathematikunterricht so zu gestalten, daB bei der Aneignung
grundlegenden mathematischen Wissens und Koénnens solche Personlichkeitseigenschaften
ausgeformt werden, wie sie der Lehrplan auf Seite 12 nennt.

Zum Aufbau und zur Verwendung der Unterrichtshilfen

Die vorliegenden Unterrichtshilfen wurden auf der Grundlage des Lehrplans ausgearbeitet.
Alle Aussagen dieses Buches zu der methodischen und organisatorischen Gestaltung des
Unterrichts sind nicht verbindlich, sondern stellen Empfehlungen dar.

Im folgenden werden die Funktion und die Art und Weise der Nutzung der Unterrichts-
hilfen erlautert.

(¢)) Zur Unterstiitzung der Plankontrolle wird eine Ubersicht zur Jahresstoffverteilung
in Form eines Diagramms vorangestellt (» UH 10). Mit ihrer Hilfe kann der Lehrer be-
stimmen, bis zu welchem Zeitpunkt im Schuljahr etwa die Behandlung der einzelnen Stoff-
abschnitte abgeschlossen werden sollte.

) Jedem Stoffgebiet und jedem Stoffabschnitt sind Vorbemerkungen vorangestellt.
Darin werden die Hauptanliegen, die mit der Behandlung des Jjeweiligen Stoffes verbunden
sind, in knapper Form dargestellt. Der Stoff wird in die Linienfiihrung des Lehrplans ein-
geordnet, und es werden wesentliche Ziele der Bildung und Erziehung genannt. Deshalb
beginnt jede richtige Verwendung der Unterrichtshilfen mit dem Studium der jeweiligen Vor-
bemerkungen. Ohne Kenntnis des dort Gesagten ist eine richtige Wertung und Einordnung
der Einzelhinweise, in denen nicht stindig allgemeine Zielstellungen wiederholt werden,
nicht méglich.

Die in den Vorbemerkungen zu den Stoffabschnitten enthaltenen Leitfragen konnen zur
Zielorientierung iiber den gesamten Stoffabschnitt hinweg wie auch fiir die einzelnen Lern-
einheiten sowie fiir Teil- und Gesamtzusammenfassungen verwendet werden. Ferner werden
Ubersichten iiber die Struktur des zu vermittelnden Stoffes zur Orientierung fiir den Lehrer
angegeben, die z. T. aber auch zur Systematisierung im Unterricht eingesetzt werden konnen.
3) Fiir jedes Stoffgebiet ist eine Stoffverteilung angegeben. Die dort vermerkten Lern-
einheiten decken sich in Abfolge und Inhalt mit denen des Lehrbuchs. Diese Stoffverteilung
ist ebenfalls nur ein moglicher Vorschlag. Er muB durch den Lehrer in den Zeitablauf des

Schuljahres unter Beriicksichtigung der Zeit- und Stundenpl an der ei Schule
eingeordnet und ggf. auch inhaltlich erginzt, abgewandelt oder weiter konkretisiert werden.
(4)  Jedem Stoffgebiet sind Aufgaben fiir tigliche Ubungen und Wiederh voran-

gestellt. Sie umfassen solche Komplexe, die zur Festigung des Grundwissens und der grund-
legenden Fihigkeiten und Fertigkeiten sowie zur Sicherung des Ausgangsniveaus fiir die
Behandlung neuen Stoffes dienen und weitgehend auch zuriickliegenden Stoff einbeziehen.
Sie sind nicht den einzelnen Lerneinheiten zugeordnet, damit der Lehrer selbst, entspre-
chend den Erfordernissen in seiner Klasse, Auswahl, Anordnung und Zeitpunkt des Einsatzes
bestimmen kann. Ein erheblicher Teil der Aufgabenstellungen soll lediglich bestimmte Auf-
gabentypen charakterisieren; je nachdem, wie es die Klassensituation erfordert, kann der
Lehrer ohne groBe Miihe Aufgaben aus dem Lehrbuch oder eigene Aufgaben ergéinzen.
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) Fiir jedes Stoffgebiet und fiir jede Lerneinheit sind Kontrollaufgaben bzw. -fragen
formuliert, die jeweils in Einheit mit entsprechenden Lehrbuchaufgaben zu sehen sind.
Damit wird mit Hilfe von Aufgaben bzw. Aufgabentypen das am Ende der Behandlung
des Stoffgebiets oder der betreffenden Lerneinheit zu erreichende Niveau moglichst genau
gekennzeichnet. Es ist dabei zu beachten, daB die Kontrollaufgaben zum Stoffgebiet nicht
einfach als Summe der Kontrollaufgaben zu den einzel Lerneinheiten zu betrachten
sind. In den Lerneinheiten werden mitunter nur Zwischenziele auf dem Weg zu den umfas-
senderen Zielen verfolgt, die sich in den Kontrollaufgaben zum Stoffgebiet widerspiegeln.
Die Kontrollaufgaben sind nicht als Muster fiir Klassenarbeiten gedacht, wohl aber kénnen
und soliten solche Aufgaben zu Kontrollen verschiedener Form verwendet werden. Thre
Hauptfunktion besteht darin, daB am Grad der Bewiltigung solcher Aufgaben durch die
Schiiler der Lehrer ,,ablesen‘ kann, inwieweit die gestellten Ziele erreicht wurden.

6 Fiir jede Lerneinheit sind die wesentlichen Ziele angegeben. Sie kennzeichnen, welcher
Zuwachs an Wissen und Kénnen und an Einsichten bei den Schiilern erreicht beziehungsweise
welche Kenntnisse, Fahigkeiten und Fertigkeiten weiter ausgepriigt werden sollen. Auch mit
dem Stoff in enger Beziehung stehende Erziehungsziele werden genannt. Allgemeinere Ziele
im Bereich der ideologischen Bildung und Erziehung und der Fihigkeitsentwicklung, die
nur iiber einen groferen Zeitraum hinweg erreicht werden konnen, sind im allgemeinen
in den Vorbemerkungen zu den Stoffgebieten und -abschnitten genannt.

(@) Im AnschluB an die Zielangaben sind fiir jede Unterrichtsstunde Schwerpunkte
formuliert. Sie kénnen dem Lehrer vor allem bei Lerneinheiten mit mehreren Unterrichts-
stunden helfen, den Inhalt sinnvoll aufzuteilen und die Stunden zu gliedern.

(8) Die methodischen Hinweise zu den Lerneinheiten enthalten keine minutids dargestell-
ten Stundenabliufe. Sie beziehen sich vielmehr im allgemeinen auf die vorher angegebenen
Schwerpunkte, die auch in ihrer Abfolge nicht in jedem Falle notwendigerweise einzuhalten
sind. So wird man wohl zu Beginn einer Unterrichtsstunde oder in der ersten Stunde einer
Lerneinheit das im LernprozeB anzustrebende Ziel formulieren und motivieren. Die Sicherung
des Ausgangsniveaus kann aber sowohl vor der Erarbeitung des neuen Stoffes als auch in
unmittelbarer Verbindung damit erfolgen. In den Hinweisen wird deshalb z. B. nur gesagt,
was an Wissen und Konnen vorausgesetzt werden muB3 und wie man es erneut bereitstellen
konnte, aber nicht in jedem Fall, wann das im Unterrichtsablauf geschehen solite.
Zeitpunkt und Umfang von Hausaufgabenkontrollen, kurzen Leistungskontrollen und
dergleichen wird der Lehrer selbst festlegen.

Fiir die Erarbeitung sind mitunter logisch aufeinander folgende Schritte genannt. Entschei-
det man sich fiir den hier jeweils vorgezeichneten Weg, so sind im allgemeinen auch diese
Schritte einzuhalten.

Fiir Festigungsphasen sind hiufig mehrere Moglichkeiten angegeben, aus denen der Lehrer
auswihlen kann. Die dort genannten Aufgaben konnen auch fiir Hausaufgabenstellungen
genutzt werden, ohne daBl das immer erwéhnt wird.

Die in einigen Lerneinheiten als Tafelbilder bezeichneten Ubersichten sind je nach Eignung
und entsprechender Aufbereitung auch als Projektionsfolien oder Arbeitsblitter einsetzbar.
9 Fiir die Stoffal i Ub und A d findet der Lehrer Hinweise
zur Behandlung bestimmter Aufgabenkomplexe und Aufgabentypen sowie auch einzelner
Lehrbuchaufgaben. Ferner sind einige ,,Stundenmuster* dargestellt, in denen die mogliche
Abfolge einer Ubungsstunde beschrieben ist.

Hinweis: Die Ubersicht auf Seite UH 10 sollte unter Beachtung der Ferien, Praktika, Ex-
kursionen, Priifungen usw. sowie des Stundenplans in der Schule in den jeweiligen kon-
kreten Schuljahresablauf eingeordnet werden. Dazu kdnnen unten Monats- und Wochen-
angaben eingetragen werden. Eine solche Jahresiibersicht kann auch im Fachunterrichts-
raum ausgehédngt werden.
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Stoffgebiet 1

Zahlenfolgen; das Beweisverfahren der vollisténdigen
Induktion; Kombinatorik

Vorbemerkungen

Den Inhalt dieses Stoffgebietes, mit dem der Mathematikunterricht der Abiturstufe beginnt,
bestimmen drei miteinander verbundene Ziele (LP 19). Zu behandeln sind:

— Zahlenfol und ihre Partial =

— Beweisverfahren der vollstindi Induktion;

— Kombinatorische Problemstellungen, Begriffe, Sitze und Verfahren.

Hinzu kommt jedoch noch als vierte Komponente, daB die Begriffe ,,Menge* und ,,Funktion*
und einige mit ihnen zusammenhingende Fakten, das Rechnen mit rationalen Zahlen, das

Umformen von Termen, das Losen von Gleich und Ungleict der Logarithmus-
begriff wie Logarithmengesetze systematisch zu wiederholen sind.
In gewisser Weise bilden die Z )| als iell i den fiir den weiteren

Mathematikunterricht besonders wichtigen Kern dieses Stoffgebiets. Bei ihnen wiederum
stehen — im Hinblick auf spitere Funktionsbetrachtungen, den Grenzwertbegriff und die
Integralrechnung — die Monotonie sowie Partialsummen und deren Untersuchung im Zen-
trum der Aufmerksamkeit. Alles andere ist dem unterzuordnen, ohne damit seine Bedeut-
samkeit im einzelnen in Frage zu stellen.

Die Behandlung der vollstindigen Induktion ist vor allem als Fortsetzung der Leitlinie
,,Beweisen‘ zu verstehen. Mit ihr ist — fiir den Schiiler erstmalig, sicht man von Erorterungen
zum indirekten Beweis in Klasse 8 ab — ein Beweisverfahren selbstindiger Unterrichts-
gegenstand. Dabei ist zu beachten: Diesem Verfahren haftet keine logische Besonderheit
an (wie etwa dem indirekten Beweis). Vielmehr geh’ es hier um die Nutzung einer spezi-
fischen Eigenschaft der Folge der natiirlichen Zahlen. So ist dieser Stoffkomplex auch im Zu-
sammenhang mit der Leitlinie ,,Zahlenbereiche* zu sehen. Aulerdem sind gewisse Aussagen
(Summenformeln, Ungleichungen) bereitzustellen, die im weiteren Unterricht bendtigt werden.
Die Behandlung der Kombinatorik erfolgt unter dem Aspekt einer ersten Einfiihrung in
diese mathematische Disziplin. An den Schiilern verhéltnismiBig leicht zugédnglichen und
interessanten Fakten soll eine spezifische Form des mathematischen Denkens so geschult
werden, wie es fiir die Abiturstufe, nicht zuletzt unter fachiibergreifender Sicht, notwendig
erscheint. Dies ist im Zusammenhang mit der Lehrplanforderung nach verstarkter heuri-
stischer Schulung zu sehen. Deshalb kann auch das Losen von Aufgaben in diesem Stoff-
abschnitt nicht vorrangig als ein nach kurzem Einordnen des Sachverhalts erfolgendes
Einsetzen in vorher abgeleitete Formeln und hlieBendes A hnen ltet werden.
Die Schiiler sollen vielmehr zu einem systematischen, schrittweisen Herangehen an Pro-
bleme und zum Durchdenken vollstindiger Fallunterscheidungen befihigt werden. Das
kann beispielsweise auch an einfachen Sachverhalten geschehen, die bei formaler Erledigung
auf Kombinationen oder Variationen mit Wiederholung fithren wiirden, fiir die der Lehr-
plan keine Behandlung von Formeln vorsieht.
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Aber auch in den iibrigen Teilen des ersten Stoffgebiets, insbesondere im Vermuten von
Summenformeln, stecken wesentliche Potenzen, der erzieherisch bedeutsamen Lehrplan-
forderung zu entsprechen, ,,die Schiiler sowohl zu beféhigen, rationell, intensiv und diszipli-
niert nach vermittelten mathematischen Methoden und Verfahren zu arbeiten als auch
selbstédndig, umsichtig und unter Einsatz ihres Wissens und Konnens das Losen fiir sie
neuer Probleme zu versuchen* (LP 10). Neben der iiberall in gleichem MaBe zu beachtenden
Entwicklung wertvoller Personlichkeitseigenschaften, auf die der Lehrplan an gleicher Stelle
hinweist, liegen weitere erzieherische Potenzen vor allem in einer lebensverbundenen und
parteilichen Behandlung von Sachverhalten und Aufgaben aus der gesellschaftlichen Praxis
und anderen Wissenschaftsdisziplinen; sie bestimmen auch wesentlich den Inhalt des ab-
schlieBenden Stoffabschnitts 1.3 ,,Ubungen und Anwendungen‘“.

Kontrollaufgaben

Nach der Behandlung des Stoffgebietes 1 sollten alle Schiiler Aufgaben folgenden Typs

16sen konnen:

— Ermittlung von Folgengliedern aufgrund vorgegebener Zuordnungsvorschriften, graphi-
sche Darstellung;

— Angabe einer moglichen Zuordnungsvorschrift bzw. des n-ten Gliedes einer Zahlenfolge,
falls ein Anfangsstiick der Folge gegeben ist;

— Untersuchung einer vorgegebenen Folge auf Monotonie; Begriindung der dabei getrof-
fenen Feststellung;

— Identifizierungen hinsichtlich ,,arithmetische Zahlenfolge® und ,,geometrische Zahlen-
folge*:

Entscheidung, ob eine gegebene Zuordnungsvorschrift eine arithmetische bzw. geometri-
sche Folge liefert;

Entscheidung, ob ein vorgel Anfar iick einer Folge zu einer arithmetischen bzw.
geometrischen Folge gehoren kann;

Angabe der Differenz bzw. des Quotienten im betreffenden Falle;

— Realisierungen der Begriffe ,,arithmetische Zahlenfolge* und ,,geometrische Zahlenfolge*,
d. h. Angabe der ersten Glieder oder einer (expliziten) Zuordnungsvorschrift fiir eine
arithmetische bzw. geometrische Folge
@ ohne zusitzliche Bedingungen;

@ falls Glieder oder Differenz/Quotient vorgeschrieben sind;
@ bei vorgeschriebenem Monotonieverhalten;

— Ermittlung der (ersten Glieder der) Partialsummenfolge zu einer vorgegebenen Folge;
Vermutung einer (expliziten) Zuordnungsvorschrift fiir diese Partialsummenfolge und
Beweis der Richtigkeit dieser Vermutung mittels vollstindiger Induktion;

— Ermitteln -der Summe einer vorgegebenen endlichen arithmetischen bzw. geometrischen
Zahlenfolge unter Nutzung der betreffenden Summenformeln; umgekehrtes Vorgehen bei
bekannter Summe; Losen von Sach- und Anwendungsaufgaben, die auf eine solche
Fragestellung fiihren;

— Entscheidung, ob es bei einer vorliegenden kombinatorischen Fragestellung um Permu-
tationen, Variationen oder Kombinationen (ohne Wiederholung) geht, und Anwendung
der betreffenden Formel fiir die Anzahl zur Beantwortung der Frage.

Das anzustrebende Niveau wird etwa durch folgende Aufgaben, deren selbstdndiges Losen

die Schiiler dauerhaft beherrschen miissen, gekennzeichnet:
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th

=2

. Geben Sie die ersten vier Glieder der Folge (a,) mit a; =

k(k + 1)
k+2
o i " 90 21 27
Sie die Folge auf Monotonie! Sind die Zahlen —, — und — Glieder der Folge (a;)?

Wenn ja, welche? 1 4 7
Nennen Sie die Definition der Monotonie von Zahlenfolgen!

an! Untersuchen

Geben Sie eine (explizite) Zuordnungsvorschrift fiir eine Folge (a;) an, von der ein
1 4 9 16 25
o w2 B, 2, 20 Sy
Anfangsstiick .lautet. (2 R b it B 6)
Stellen Sie die so erhaltene Folge fiir 1 < & < 10 in einem geeigneten Maf3stab graphisch
dar!

. Bei welchen der nachstehend aufgefiihrten Folgen handelt es sich um eine arithmetische

bzw. um eine geometrische Folge? Geben Sie in diesen Fallen die Differenz bzw. den
Quotienten an, und setzen Sie die Folge entsprechend um zwei Glieder fort!

9 3 4 16
) (E’T’ 1,_3_,3) b) (-2; —6; —12; —20; =30)  ©) (0,55 1,752,9;4,155,3)

. Geben Sie explizite Zuordnungsvorschriften fiir Folgen an, die die angegebenen Eigen-

schaften haben!
a) Streng monoton fallende arithmetische Folge (@) mit a, = 0,6
b) Geometrische Folge, die nicht monoton ist
¢) Streng monoton wachsende geometrische Folge (a;) mita; = 5
Begriinden Sie, warum jede arithmetische Folge monoton ist!

1
Ermitteln Sie fiir die Folge (a) mit ¢y = ———v——
Partialsummen! @ -1D@e+ )
Vermuten Sie auf Grund dessen eine allgemeine Summenformel fiir (ax)! Erldutern Sie,
warum die Formel noch nicht als allgemeingiiltig angesehen werden kann, und fiihren
Sie einen Beweis mittels vollstindiger Induktion! (.~ LB 39, Aufg. 3a))!

(k z 1) die ersten fiinf

1
i ei itag, =——————— (2 1).
Gegeben sei eine Zahlenfolge (a,) mit a, TERICEE)] nz1)

Ermitteln Sie die ersten drei Glieder dieser Folge und der dazugehorigen Partialsummen-
folge (s,)!

Fiir diese Glieder der Partialsummenfolge gilt

*) s =

n
3n+ ¢
Ermitteln Sie den Wert der Konstanten c!

Setzen Sie diesen Wert in (*) ein, und zeigen Sie durch vollstindige Induktion, daBl damit
eine explizite Zuordnungsvorschrift fiir die Partialsummenfolge (s,) vorliegt!

(n=1,2,3).

60
Wie groB ist demzufolge die Summe Y a,?

n=1

Bild 1.1

. Bild 1.1 zeigt den Anfang einer Spirale, die sich aus Halbkreisen zusammensetzt. Der

Radius des ersten Halbkreises sei r, der Radius jedes weiteren Halbkreises ist halb so
grof} wie der Radius seines unmittelbaren Vorgiangers. Die Langen b, , b2, b3, ..., b, ...
der Halbkreisbdgen bilden eine unendliche Folge (b,).



10.
11.

12,

Geben Sie das n-te Glied dieser Folge in Abhéngigkeit von r an! Beweisen Sie durch
vollstindige Induktion, daB fiir die Summe s, der ersten n Glieder der Folge (b,) gilt:

Sy = Zr:r(l —-21—") (nz1)!

Eine arithmetische Folge (a;) beginne mit den Gliedern @, = —2,5; a2, = —1,8.
Geben Sie eine explizite Zuordnungsvorschrift fiir diese Folge an, und ermitteln Sie die
Summe der ersten 30 Glieder dieser Folge!

. Eine geometrische Folge beginne mit @ = 3 und habe den Quotienten ¢ = 1,1.

Geben Sie eine explizite Zuordnungsvorschrift fiir diese Folge an!
Die wievielte Partialsumme dieser Folge ist (angenéhert) 1927

. LB 52, Aufg. 16

Beim Durchgang durch eine Glasplatte verliere ein Lichtstrahl 5% seiner Intensitit
(Helligkeit). Welcher Bruchteil der urspriinglichen Intensitit ist nach dem Durchgang
durch 12 dieser Glasplatten noch vorhanden?

Wie viele solcher Platten wiirden ein Absinken der Helligkeit auf ein Viertel des Aus-
gangswertes bewirken?

Wie viele Wanderwege kann man unter den folgenden Bedingungen mit vier (fiinf)

Farben kennzeichnen?

a) Die Kennzeichnung erfolgt durch ein Kreuz oder einen Kreis, ein Dreieck, ein
Quadrat, einen waagerechten oder einen senkrechten Strich.

b) Die Kennzeichnung erfolgt durch zwei zueinander parallele Striche in verschiedenen
Farben. Dabei wird die Reihenfolge beachtet (also etwa zwischen ,,blau-rot und
,,yot-blau* unterschieden).

¢) Zur Kennzeichnung dienen (wie bei b)) zwei zueinander parallele Striche. Sie diirfen
aber auch gleichfarbig sein, und die Reihenfolge spielt keine Rolle. (» LB 71, Aufg. 11)

Losungen:
2 12 20
1. (@0 = 0), a, Syim =G =A== (ay) ist streng monoton wachsend.
90—a'21—a'27itk'F1 lied
17 = 9 7 = de; - ist kein Folgenglic
2.4 = (~1p-
a = (-1 P (k > 0)
2 4 64 256
3. a) Geometrische Folge; ¢ = —; a6 = —; a7 = —
) rische Folge; ¢ = -5 a6 = 57547 =

" N

b) Weder arithmetische noch geometrische Folge
¢) Arithmetische Folge; d = 1,2; ag = 6,5; a, = 7,7

ek 2. 3 4 5 n
S S8 m Sy =S =8y =S =
L R Sy s g e S e TS T e
1 1 1 8 20
B S S g i e s it e 20,
STty TN TsTgic=d asg
b, = 21" "ar

a=-25+(k-1)-0,7=0,7k —32 (k >0)

30
s30 = X, (0,7k — 3,2) = 229,5
k=1



9.ap =311t (k > 0); n =21 (d. h.s;; ®192)
11. 0,95!2 ~ 0,542, rund 54 % der urspriinglichen Helligkeit; % (also 25%) bei 27 Platten
12.2)4-6 = 24 (5-6 = 30) b) V2 =12 V2 =20)

C)v(:) +4=10 ((;) +5= 15)

Aufgaben fiir tigliche Ubungen und Wiederholungen

Komplex 1: Terme — Bel Vari;
1. Fiir welche natiirlichen (ganzen) Zahlen k liefert der Term

a) 2k — 7;b) k% + 3;¢) 20 — k%;d) (k — 2) (k + 2);

e) k* + 8 positive (negative) Werte?

Fiir welche natiirlichen (ganzen, reellen) Zahlen sind die folgenden Terme (im Bereich

der reellen Zahlen) nicht definiert?

1
S e N R e T ("H)"(n_s)

3. Geben Sie vier Elemente der folgenden Mengen an, und beschreiben Sie die Mengen
moglichst in Worten!

N

a) {4k; k € N} b) {2n — 1;ne Nund n > 0}
¢) {5k + 1; ke G} d) {4m + 3; me N}

1. LI |
e){E,kEN} 1) n(n—l)’nEN’">l]

4. Beschreiben Sie folgende Mengen natiirlicher Zahlen in Worten, und geben Sie sie
moglichst mit Hilfe von Variablen an!

a) {0; 4; 8; 12; 16; 20} : b) {2;12;22;32;42;...}

c) {2;4;8;16;32;...} d) {0;1;4;9;16;25;...}

e) {1;5;25;125;...} f) {2;3;5;7;11;13;17; 19}
5. Exsetzen Sie in Sk+1 (a—l)(a+1)‘::i'lp’+p

die Variable durch  n+1 | b +2 [r=1 |2

Komplex 2: Termumformungen
6. Formen Sie in Summen um!
a) 3(a + 4b); 5u(3v — 2w); 2x + ¥) (x — 3y)
b) 3(2a — 5t) - 2st; 4v(0,25u + 0,8w) - Su*w

¢) 2m + 5n)?; (a - —l-b)z' (314 —iv) (314 + iv)
’ 2 ’ 4 4
7. Klammern Sie moglichst weitgehend gemeinsame Faktoren aus!
a) 16r — 20s; 15a%b + 35ab?; 0,85m*n® — 1,7m*n*

mn*  m*n*
6

2
b) ?ab + 2a; uv? + dutv; + 0,1 mn?



8. Vereinfachen Sie folgende Terme!
a) 2mn — 3m(5m — 5n) — 2(8n* + 3)
b) (a + b)* — (2a + 2b) 2a — 2b) + 5a(2b — a)
©) 3(x(x + y)* = y(x = »)*) — 2xy* + 3yx?)
. Formen Sie in Produkte um!
) x™ + xMHL; gmin — gms Pkl )
b) 6a"t? + 124%; u** — u?*; a"b*" + a"b"
c) 0,4b™+ + 0,88b"; 25x2m+3 — 35xm+1
10. Schreiben Sie folgende Terme als Produkte!
a) xy* — 4xz%; a® + 2ab + b* — 25
b)1 —m? —2mn — n?; rs +rt + s* + 25t + 2

-

11. Vereinfachen Sie die Terme!
n n 1 1 n+1 n
i =il == H =
a)ﬂ+l+1 n+1 n n+1 n n+1
1 1 n-1 1 n-1 n+1
Dt Tmiwer el
c)3n+1_345 n+l n+1 +1
n? n’ n? P T nn—-1  n
a0 1-k ab® — 16a®> 2a + b

B2k vk’ (a+ b7 3 — 122

Komplex 3: Teilbarkeit

12.a,k,m,n sqien natiirliche Zahlen. Welche der Terme
2a, 3k, 6m, 10n,2a + 1, 4k + 1, 5m + 3,2n — 1,
10a + 2,8k +4,12m + 3,8n — 6,3a + 7,4k — 7, 6m + 10, 15n — 12
kennzeichnen mit Sicherheit
a) gerade (ungerade) Zahlen, b) durch 3 (4, 5, 6) teilbare Zahlen,
¢) Zahlen, die bei Division durch 3 (4, 5, 6) den‘Rest 1 (2, 3, ...) lassen?

13. Welcher der folgenden Terme liefert fiir jedes natiirliche k (m, n) bzw. fiir kein natiir-
liches k (m, n) einen ganzzahligen Wert?
3)25k+10.3k+1_13k—1. k k* -1

5 9 V2% +17k+1"k+1
l’)n(n+1).m+n_(2m-(—1)-)—(2n+1)_(4m+1)—-(2n—1)
2 et 4 ’ 2
1 2
c)(m+1)(n+1)—m-n;”+(n+;+("+2);n+(n+l)+(:+)+(n+3)
Komplex 4: Losen von (einfachen) Gleich und U

14. Ermitteln Sie miindlich die Losungen folgender Gleichungen im Bereich de;' natiirlichen
(ganzen) Zahlen!

&)
a)3n+7—31,2"—+3-—ﬁ,m—~12

D+ 1) —1)=n*k*=9+ (k —3)(k + 3)
n*—-121=0;m*> +25=0;a> —2a =0;k* + 2k = 8



15. Geben Sie alle natiirlichen Zahlen n an, fiir die folgende Ungleichungen gelten!
a)3n<15;n+2<2l;n—5<n+12
b)7n —3 < Tn;8n < 3n;5n+2>3n+7
)9 —n<10;6 —2n>14;12 — 8n < 30 — 2n
1 1 2
e e 5T
n <5 n+3 e
e) n? < 30; 7% > 100; n(n + 1) < 15
n n n—38
f) o] > 13 — >0,1; 9=
16. Fiir welche ganzzahligen k¥ werden folgende Ungleichungen zu wahren Aussagen?
2 k 3 12 k 20 4
Nrim Py iv deem ¥y
Komplex 5: Begriindungen und Beweise
17. Entscheiden Sie ohne Ausrechnen, ob die folgenden Aussagen wahr sind! Begriinden
Sie!
a) 2,58 (-17,3) < 3,4-(-7,3);
(8,6 — 12,9)* < (8,6 — 11,7)*
5,6 5,6 .45 +83 A 2-43 +45
827 +3,5 82116 62 6,2

tl)i < 33
n

>0;4/n<10

b)

3 3,7
42 - +18<6—=—;25-29,6-(—4) < —10-28,8
D42 - o=+ 18 <6 - Fri25 296 (-9 <

d) 0,84° > 0,76°; 0,681'% > 0,681'3

18. Welche der folgenden Behauptungen trifft fiir jede (nicht fiir jede, fiir keine) reelle Zahl
a (b, c,d) zu?
Erldutern und begriinden Sie unter Zuhilfenahme von Beispielen!

a) Aus a < 0 folgt |a| > 0; Ausa < —afolgta >0

1
b) Aus a < b folgt —a < —b; Ausa < bfolgt% > 5

¢) Aus a < b folgt a* < b?; Aus a < b folgt a® < b®
d)Ausa < bfolgta+c<b+c
e) Ausa < bfolgta-c < b-c
f) Ausa < bundc < dfolgta —c< b —d
19. Die folgenden A sind zu b
a) Die Differenz der Quadrate zweier unmittelbar aufeinanderfolgender ganzer Zahlen
ist stets ungerade.

Die Differenz der Quadrate zweier unmittelbar aufeinanderfolgender gerader Zahlen
ist stets durch 4 teilbar.

b) Die Summe von sieben unmittelbar aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen ist
stets durch 7 teilbar.
(Uberpriifen Sie, ob eine entsprechende Aussage fiir acht unmittelbar aufeinander-
folgende Zahlen wahr ist!)
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¢) Ist n eine ganze Zahl, so ist n> — n durch 2 teilbar.
Ist n eine ganze Zahl, so ist n* — n durch 6 teilbar.

d) Addiert man zum Produkt zweier unmittelbar aufeinanderfolgender natiirlicher
ZaMcn die groBere der beiden, so erhidlt man deren Quadrat.
Addiert man zum Produkt dreier unmittelbar aufeinanderfolgender natiirlicher
Zahlen die mittlere von ihnen, so erhilt man die dritte Potenz dieser Zahl.

e) Die Differenz der Quadrate zweier unmittelbar aufeinanderfolgender gerader Zahlen
ist stets gleich der doppelten Summe dieser Zahlen.
Untersuchen Sie die Giiltigkeit der entsprechenden Aussage fiir ungerade Zahlen!

Stoffverteilung
Thema | Std. | Zu reaktivierender Stoff Zu erarbeitender Stoff
Stoffabschnitt 1.1 Zahlenfolgen; das isverfahren der vollstindigen Induktion 19 Std.
1 Zur Wieder- 3 — Menge, Element (auch Schreibweisen), leere Menge,
holung von Einermenge, Teilmenge
Mengen und - M di; D itt
Funktionen — Gleict und Ungleich
- Lo von Gleict (Ungleict ) und ihre
D 1lung auf der Zahl d E
— Funktionsbegriff, Ar; Funktionswert, Definitions-
bereich, Wertebereich
— Darstellungsweisen von Funktionen, insbesondere Graphen
2 Der Begriff der 2 — Funktion, Argument, — » 1 (Zahlenfolge),
Zahlenfolge Funktionswert Glied einer Zahlenfolge
— Gleichungen und Graphen — Endliche und unendliche
von Funktionen Zahlenfolgen
— Term; Werte von Termen — Explizite Zuordnungs-
— Grundeigenschaften vorschrift
natiirlicher Zahlen — Ermitteln von Gliedern und
(Nachfolgerrelation) * Zuordnungsvorschriften von
Zahlenfolgen
— Graphische Darstellung
einer Folge
— Rekursive Zuordnungs-
vorschrift
3 Monotonie von | 3 — Monotonie von Funktionen | — B 2 (Monotones Wachsen
Folgen - Aquivalentes Umformen (Fallen) von Zahlenfolgen)
von Termen — Strenge Monotonie
— Eigenschaften der — Konstante Zahlenfolgen
Kleinerrelation — Untersuchen von Zahlen-
— Losen einfacher Unglei- folgen auf Monotonie
chungen iiber dquivalente — P 3 (Arithmetische Folge),
Umformungen Differenz, explizite Zu-
ordnungsvorschrift
- Monotonie arithmetischer
Folgen.

18



Thema

Std.

Zu reaktivierender Stoff

Zu erarbeitender Stoff

— P 4 (Geometrische Folge),
Quotient, explizite
Zuordnungsvorschrift

— Monotonie geometrischer
Folgen (Fallunterscheidung)

4 Partialsummen

- Folgen, n-tes Glied,

~ Begriff ,,n-te Partialsumme**
- A llen von Partial-

explizite Zuordnung:
vorschrift, Berechnen von
Gliedern

— Gesetze der Addition reeller
Zahlen, insbesondere
Assoziativitat

— Vermuten expliziter
Zuordnungsvorschriften

summenfolgen

— Summenzeichen

— Suchen nach expliziten
Zuordnungsvorschriften
fiir Partialsummenfolgen
und damit nach Summen-
formeln

— Induktiv gewonnene Formeln
als unbewiesene Vermutungen

~ Zusammenfassung der Kennt-
nisse iiber Zahlenfolgen

5 Der Grund-
gedanke des
Beweisverfah-
rens durch
vollstindige
Induktion

~ Variablenbelegung und
-ersetzung in Termen

— Termumformungen

— Vorgehen beim Beweisen
mathematischer Aussagen

- Maoglichkeit des Erfassens
aller Elemente einer geordne-
ten endlichen Menge durch
Angabe des ersten Elements
und Gewinnung jedes wei-
teren aus seinem (unmittel-
baren) Vorginger
Ubertragbarkeit dieser Uber-|
legung auf die Menge der
natiirlichen Zahlen

- Fiibren eines Beweises durch
vollstindige Induktion mit
ausfiihrlicher wortlicher
Formulierung

D> 1 (Prinzip der voll-
stindigen Induktion)

6 Beweise fiir
Summenformeln
mittels voll-
standiger
Induktion

— Folgen, Berechnen von
Gliedern

— n-tes Glied, explizite Zu-
ordnungsvorschrift

— Partialsummen(folgen)

— Summenzeichen

— Arithmetische und
geometrische Folgen

— Schritte eines Beweises

durch vollstindige Induktion

Beweise fiir einige konkrete

Summenformeln mit zu-

nehmender Verkiirzung der

Darstellung

— Beweis der Induktionsbehaup-
tung durch Umformen einer
ihrer Seiten

~ Verzicht auf besondere
Variable k¥ im Induktions-
schritt

- D 2 (Summenformeln fiir
arithmetische Folgen) (mB)

- D> 3 (Summenformeln fiir
geometrische Folgen) (mB)

2%



Thema Std. | Zu reaktivierender Stoff Zu erarbeitender Stoff
7 Weitere Beweise | 2 — Aquivalentes Umformen — Beweis der Giiltigkeit von
mittels voll- von Ungleichungen Ungleichungen, darunter
standiger — Teilbarkeit 2" > n fiir alle natiirlichen n
Induktion — Termumformungen - Beweis von Teilbarkeits-
— Begriff und Eigenschaften aussagen
des (konvexen) n-Ecks (z. B. | — Beweis der Induktionsbehaup-
Diagonale, Innenwinkel) tung durch Umformen der
~ Satz iiber die I inkel- Induktionsvora
summe im Dreieck — Ausfithren des Induktions-
schlusses von n — 1 auf n
statt von 7 auf n + 1
— Beweis einfacher geometri-
scher Aussagen
8 Ubungen und 3 — Arithmetische (geometrische) | - Formale Ubungen zu
Anwendungen Folge, Zuordnungsvor- Folgen und ihren Partial-
zu Folgen und schrift, Summenformel summen
ihren Partial- - Termumformungen — Losen von Gleichungen
summen — Losen von Gleichungen der Form x" = a und
— Logarithmusbegriff und a=b
Logarithmengesetze - Anwendungsaufgaben, die
— Vorgehen und zu beachtende auf arithmetische (geometri-
Schwerpunkte beim Losen sche) Folgen fiihren
von Sach- und A d - Z der
aufgaben Kenntnisse iiber das Beweis-
verfahren der vollstindigen
Induktion und seine An-
wendung, speziell auf den Be-
weis von Summenformeln
1.2 Komt ik 8 Std.
9 Permutationen | 2 — Termumformungen — Beispiele fiir unterschiedliche
— Losen von Gleich Fr llungen in der
- Beweisverfahren der Kombinatorik
vollstindigen Induktion — Begriff ,,Geordnete Menge*
— Begriff ,,Permutation*
— Einfiihren von ,,n!*“
— D 4 (Anzahl P, der Permuta-
tionen von n Elementen) (mB)
10 Variationen 3 — Geordnete Mengen — Begriffe ,,Variation (Kombi-

und Kombina-
tionen

- Permutationen

— Fakultitsschreibweise

— Termumformungen, insbe-
sondere binomische Formeln

— Beweis mittels vollstindiger
Induktion

nation) von n Elementen zur
k-ten Klasse*
— Schreibweisen ,, V4 und ,,Ck«
D> 5 (Variationen);
> 6 bis > 8 (Kombina-
tionen) (mB)
— Begriff ,,Binomialkoeffi-

<
zient*, Schreibweise (: )

— Beziehungen zwischen
Binomialkoeffizienten




Thema

Std.

Zu reaktivierender Stoff

Zu erarbeitender Stoff

11 Einfache An-
wendungen zur
Kombinatorik

— Permutationen, Kombina-
tionen und Variationen

- Fakultatsschreibweise und
Binomialkoeffizienten

— Sach- und Anwendungs-
aufgaben, die auf Permuta-
tionen, Kombinationen oder
Variationen fithren

— Charakterisierung der bisher
behandelten Falle als solcher
,»,ohne Wiederholung*

— Einfaches Beispiel fiir einen
Fall ,,mit Wiederholung*

Stoffabschnitt 1.3 Ubungen und Anwendungen 8 Std.
Ubungen 6 K lexe Aufgaben zu Z vollstandiger Induktion
ur®l Kombinatorik
Leistungskontrolle | 2
Stoffabschnitt 1.1 (19 Std.)

Zahlenfolgen und deren Partialsummen;
das Beweisverfahren der vollsténdigen Induktion

In diesem Stoffabschnitt geht es um drei recht unterschiedliche Zielsetzungen:

— Einige in friilheren Klassenstufen behandelte und im weiteren Unterricht besonders
bendtigte mathematische Kenntnisse sind erneut bereitzustellen.

- Fiir die kommenden Stoffgebiete sind grundlegende Begriffe und Sétze iiber Zahlenfolgen
zu erarbeiten.

— Den Schiilern ist das Beweisverfahren der vollstindigen Induktion nahezubringen und
damit ihr Wissen und Konnen zum Beweisen iiberhaupt weiterzuentwickeln.

Dabei sollte die Behandlung der einzelnen Lerneinheiten auf die Klarung der folgenden
Leitgedanken ausgerichtet sein:

— Was versteht man unter einer Zahlenfolge?
Welche Moglichkeiten bestehen, eine solche Folge eindeutig zu kennzeichnen?

— Welche Besonderheiten bestehen bei der Spezialisierung von Begriffen wie ,,Funktions-
gleichung, ,,Definitionsbereich*, ,,Wertebereich* auf Zahlenfolgen als spezielle Funk-
tionen?
Welche Symbolik ist gebrauchlich?
Wie sieht die graphische Darstellung einer Zahlenfolge aus?

— Was heifit es, daB3 eine Folge (streng) monoton wichst bzw. fillt?
Wie kann man eine vorgegebene Folge auf Monotonie untersuchen?

— Was ist eine arithmetische Folge, und wie lautet ihre (explizite) Zuordnungsvorschrift?
Was 1d8t sich iiber die Monotonie einer solchen Folge sagen?

— Was ist eine geometrische Folge, und wie lautet ihre (explizite) Zuordnungsvorschrift?
Wie steht es mit der Monotonie einer derartigen Folge?

— Was versteht man unter der n-ten Partialsumme bzw. der Partialsummenfolge einer
Zahlenfolge? Welche Moglichkeiten gibt es, zu einer Zuordnungsvorschrift fiir die Partial-
summenfolge (s,) und damit zu einer Summenformel fiir (a,) zu gelangen?

.
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— Wie lauten Summenformeln fiir arithmetische und geometrische Folgen?
Welche fiir die Folgen charakteristische Grofien konnen mit ihrer Hilfe auch berechnet
werden, und wie kann das geschehen?

— Welches Prinzip liegt dem Beweisverfahren durch vollstindige Induktion zugrunde?
In welchen Schritten verlduft ein solcher Beweis?
Welcher Art sind die Aussagen, die auf diese Weise bewiesen werden?

Lerneinheit 1 (3 Std.)
Zur Wiederholung von Mengen und Funktionen
LB 8 bis 14

Diese Lerneinheit dient — nach einer kurzen Motivierung fiir die Beschiéftigung mit Folgen
und mit einem Andeuten der Bedeutung insbesondere konvergenter Folgen — vor allem der
Reaktivierung bestimmter friiher behandelter Stoffe:

Da der Begriff ,,Folge* als spezielle Funktion definiert wird, muB der Funktionsbegriff
wiederholt werden. Da dieser Begriff als Menge geordneter Paare definiert worden ist
(K. 8), ist auch eine Wiederholung des Begriffs ,,Menge* und der ,,Elementbeziehung*
notwendig; vor allem im Hinblick auf das Ldsen von Gleichungen und Ungleichungen
werden dann auch ,,Teilmenge* und ,,Durchschnitt‘ wiederholt.

Das Losen von Gleichungen (auch solcher mit Absolutbetrigen) und Ungleichungen wird
jedoch nicht nur zur Anwendung der Begriffe der Mengenlehre wiederholt. Die Schiiler
benétigen hier gewisse Sicherheit zumindest aus drei Griinden:

— Beim Arbeiten mit expliziten Zuordnungsvorschriften fiir Folgen miissen die Schiiler
Gleichungen, beim Untersuchen der Monotonie von Folgen Ungleichungen 16sen.

— Der absolute Betrag wird bei Grenzwertuntersuchungen von Folgen und Funktionen be-
nétigt. Deshalb sollten die Schiiler beim Losen entsprechender Gleichungen (und ge-
gebenenfalls einfacher Ungleichungen) ihre diesbeziiglichen Kenntnisse auffrischen.

- Die Funktionen, die in den spiteren Stoffabschnitten zu untersuchen sind, werden fast
ausschlieBlich in Form von Gleichungen vorgegeben. Dabei miissen die Schiiler Glei-
chungen umformen, vor allem aber auch l6sen, z. B. beim Ermitteln von Nullstellen.

Ebenfalls im Hinblick auf die spitere Untersuchung von Funktionen werden dann auch die
anderen Darstellungsweisen, vor allem die graphische Darstellung, wiederholt.

Welche inhaltlichen Schwerpunkte man in dieser Lerneinheit setzt, hingt in besonderem
MaBe von dem in der betreffenden Klasse erreichten Niveau ab. Gegebenenfalls sind also die
nachfolgend genannten Schwerpunkte abzuindern. Dabei hat allerdings der Funktions-
begriff Prioritit; die Behandlung von Gleichungen mit Absolutbetrigen hingegen kann auch
bis zum Beginn des Stoffgebiets 2 aufgeschoben werden. Dennoch sollte man auch hier
moglichst friihzeitig eine Grundlage fiir die allméhliche weitere Festigung, etwa in Form
taglicher Ubungen, schaffen.

Um die besonderen Bedingungen der jeweiligen Klasse besser beriicksichtigen zu konnen,
enthilt das LB gerade zu dieser LE mehr Aufgaben, als in 3 Stunden zu bewiltigen sind;
eine entsprechende Auswahl ist also geboten. Die meisten Aufgaben sind jedoch so beschaf-
fen, daB sie in tiglichen Ubungen nachfolgender Stunden eingesetzt werden kénnen.

Bei den Wiederholungen darf der Schwerpunkt nicht einseitig auf Abfragen bzw. Hersagen
friiher gelernter Texte (Definitionen, Sitze und auch Losungsverfahren) liegen. Auch im LB
wird durch die Gestaltung des Lehrtextes und der Aufgabenstellungen dem Schiiler ein
hohes MaB an Selbstindigkeit abverlangt. Allgemeine Erérterungen sollten dann zusam-
men mit dem Beschreiben und Begriinden der Schritte beim Losen von Aufgaben erfolgen.

22



Ziele

Die Schiiler

— haben ihr Wissen vom Begriff ,,Menge* und entsprechenden Relationen gefestigt,
sie konnen es auf einfache arithmetische und geometrische Sachverhalte anwenden,

— haben ihr Wissen vom Begriff ,,Funktion‘* gefestigt; sie konnen die Funktion als
Menge geordneter Paare [x; y] definieren und von vorgelegten Abbildungen (Paar-
mengen) entscheiden, ob es sich um Funktionen handelt oder nicht,

— konnen Vor- und Nachteile der vier Darstellungsweisen fiir Funktionen und ent-
sprechende Beispiele angeben,

— konnen (relativ einfache) Gleichungen und Ungleichungen l6sen.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Motivierung fiir die Beschéftigung mit Folgen

— Wiederholung der Begriffe ,,Menge*, ,,Element einer Menge*, ,,Teilmenge einer
Menge*, ,,Durchschnitt von (zwei) Mengen* (einschlieBllich der entsprechenden
Schreibweisen) und Anwendung vor allem auf Zahlenmengen

2. Stunde

— Wiederholung der Begriffe ,,Losung einer Gleichung* und ,,Losungsmenge einer
Gleichung*

— Ubungen im Losen einfacher linearer und quadratischer Gleichungen; dabei
Wdh von Regeln fiir das dquivalente Umformen von Gleichungen und der L§-
sungsformel fiir quadratische Gleichungen (z. B. LBA 10)

— Ubungen im Losen einfacher Ungleichungen (z. B. LBA 12); dabei Wdh von
Regeln fiir das dquivalente Umformen von Ungleichungen

3. Stunde

— Wiederholung des Begriffs ,,Absoluter Betrag einer (rationalen bzw. reellen) Zahl
und Ubungen im Losen einfacher Gleichungen mit Absolutbetrigen

- Wiederholung der Begriffe ,,Funktion*, ,Definitionsbereich einer Funktion‘,
,,Wertebereich einer Funktion*

~ Wiederholung der Darstellungsweisen von Funktionen

Methodische Hinweise

Motivierung fiir die Beschéiftigung mit Folgen Es wirkt sich positiv auf das interessierte
und aktive Mitarbeiten der Schiiler aus, wenn ihnen das Ziel ihrer Lerntitigkeit bekannt
ist, sie die einzelnen Schritte ihres Lernens an diesem Ziel orientieren konnen. Das gilt fiir
die einzelne Unterrichtsstunde genauso wie fiir ein ganzes Schuljahr.

Das Lehrbuch bietet auf Seite 7 f. Material fiir eine versténdliche und vor allem auch zeitlich
nicht zu aufwendige Motivierung, indem es die Aufmerksamkeit auf einen GrenzprozeB3
und ein geeignetes ,,Gegenbeispiel*“ richtet und dabei gleichzeitig den von den Schiilern
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seit Klasse 6 genutzten Begriff der Folge anklingen l4Bt. Die Schiiler sollten die
M betrachten, die dazugehorigen Textabschnitte lesen und dann die beiden
Sachverhalte und deren Gemeinsamkeiten beschreiben (UG). Unter etwas stirkerer Fiih-
rung durch den Lehrer konnen die Unterschiede und damit die Ungenauigkeit des Wortes
,,anschmiegen fiir die Beschreibung der beiden Sachverhalte verdeutlicht werden. Mit den
unendlichen Dezimalbriichen kann der Lehrer die Schiiler an ein weiteres Beispiel erinnern:

,,Die Glieder der Folge 0,3; 0,33; 0,333; ... sind zwar alle kleiner als —;— = 0,3, sie kommen

aber dieser Zahl und nur ihr beliebig nahe. Damit sind die wichtigsten Inhalte der Stoff-

gebiete 1 und 2 angedeutet.

Als verstandliche Beispiele fiir die Stoffgebiete 3 und 4 konnte der Lehrer nennen:

— Was versteht man unter der Augenblicksgeschwindigkeit? Wie kann man sie berechnen?

— Bei welchen Abmessungen hat ein Balken die groBte Tragfdhigkeit, wenn er aus einem
Baumstamm vom Durchmesser d hergestellt werden soll?

— Wie kann man den Flicheninhalt von krummlinig begrenzten ebenen Figuren ermitteln?

Damit ist auch der Zusammenhang mit den Funktionen hergestellt, denn der Schiiler weil3:

— Bei der Geschwindigkeit geht es um die Weg-Zeit-Funktion.

— Die Tragfihigkeit des Balkens hingt von seinen Abmessungen ab.

— Flicheninhalte werden durch Lingen bestimmt.

Wiederholung einiger Begriffe der Mengenlehre ZweckmiBig ist folgende Untergliederung:

- Menge, Elementbeziehung (dabei insbesondere Schreibweise mittels geschweifter Klam-
mern); Einermenge, die leere Menge

— Teilmenge, Durchschnitt, Mengendiagramm

Im Prinzip sollten die Schiiler zunichst einen Abschnitt im Lehrbuch durchlesen und dann

das dadurch Reaktivierte beim Losen von Aufgaben anwenden. In manchen Fillen wird es

die Klassensituation gebieten, eine Teilaufgabe vorab gemeinsam zu 16sen, wie liberhaupt

ein ausgewogenes Verhiltnis von miindlichem und schriftlichem Arbeiten anzustreben ist.

Im Setzen und Lesen geschweifter Klammern zum Beschreiben der Eigenschaften der

Elemente einer Menge sind die Schiiler am wenigsten geiibt. Deshalb ist LBA 2 wichtiger

als LBA 1.

Insgesamt ist auch bei der Wiederholung die richtige Schwerpunktsetzung zu beachten. So

geht es bei LBA 1 nicht etwa um eine Wiederholung der Teilbarkeit oder gar von Verfahren

zum Ermitteln des (ggT und) kgV. Die den Schiilern relativ gut vertrauten Begriffe aus diesem

Bereich sollen sie nur schnell zu einer (durch die unterschiedliche Anzahl der Elemente

bedingten) Vielfalt von Mengen fiihren, auch dann, wenn aus Zeitgriinden auf einzelne

Aufgaben verzichtet wird.

Die Bearbeitung von LBA 4 und 5 bietet Gelegenheit, nicht nur die Zusammenhénge der den

Schiilern bekannten Zahlenbereiche zu wiederholen, sondern auch andere wichtige arith-

metische Begriffe (Potenz, Logarithmus) und ausgezeichnete Winkelfunktionswerte erneut

bereitzustellen, ohne jedoch hier ausfiihrlich z. B. auf die Winkelfunktionen eingehen zu

konnen.

Mit dem Losen der LBA 7 sollen die Schiiler zwar auch einige Rechenregeln (z. B. Addieren

gebrochener Zahlen als gemeine Briiche) wiederholen, jedoch alle notwendigen Berechnungen

miindlich und nur so weit, wie jeweils erforderlich, ausfiihren.

Nach Méglichkeit sollte man auch geometrische Beispiele einbezichen, etwa mit Hilfe der

LBA 6 (die Kreisringe sind als Flichen einschlieBlich der sie begrenzenden Kreise zu ver-

stehen). Bei b) ist zu beachten: Den Schiilern ist der Begriff ,,Vereinigung zweier Mengen‘

mit der entsprechenden Symbolik nicht bekannt, so da8 fiir den von k, und k» erzeugten

Kreisring R, nur die Schreibweise

Ry, ={x;xek;oder xek, oder xe 4; ~ I}

und nicht Ry, = (kg v 4,) ~ (I v k;) moglich ist.
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Wiederholung von ,,Gleichung®, ,,Losung®, ,,Losungsmenge* Diese Begriffe sind beim
Arbeiten mit Gleichungen zu wiederholen, ihre Definitionen beim Kommentieren und Be-
griinden zu verwenden. Dabei sollen die Schiiler verstehen, dal die Losungsmenge einer
Gleichung leer sein, daB sie endlich oder unendlich viele Elemente enthalten und insbeson-
dere auch mit dem Grundbereich iibereinstimmen kann. Als Grundbereich sollte vorzugs-
weise die Menge der reellen Zahlen gewihlt und die Frage der Aquivalenz bzw. Losbarkeit
von Gleichungen in Abhingigkeit vom jeweils festgelegten Grundbereich aus Zeitgriinden
nicht explizite erortert werden.

Ut im Losen einfacher Gleict und Ungleick Beim Losen von Gleichungen
festigen die Schiiler auch ihre Fertigkeiten im Rechnen mit rationalen Zahlen, Umformen
von Termen oder von Gleichungen. Hier wie auch sonst sollten sie moglichst rationell
vorgehen, indem sie zundchst die Aufgabe durchdenken und erst in Abhiingigkeit davon ein
Losungsverfahren einsetzen oder aber durch einfachere Uberlegungen die Losung finden.
Das sei an LBA 8c) gezeigt:

_ Die Schiiler sollten an den Zahlen 3 und 14 (bzw. 1,5 und 7) erkennen, daB die Diskrimi-
‘nante (» Losungsformel) negativ ist, die Gleichung demzufolge keine Losung hat und
somit auch das angegebene x nicht zur Losur gehdren kann.

_ Es ist aber auch rasch erkennbar, daB x negativ ist, demzufolge fiir dieses x alle drei
Summanden auf der linken Seite der Gleichung positiv sind, ihre Summe also nicht 0
sein kann.

Alle anderen Wege sind aufwendiger. Schiiler, die z. B. den ,,normalen* Weg der Probe
gehen, sollte man darauf hinweisen. Noch offenkundiger ist der Vorteil bei den Ungleichungen
in LBA 9, z. B. bei d): Den beiden Faktoren von s ist sofort 0 < s < 1zu entnehmen. Dem-
zufolge ist der Zahler des Bruches positiv, der Nenner negativ, mithin der Quotient selbst
fiir dieses s kleiner als 0, also erst recht kleiner als 0,1.

Ubungen im Lésen von Gleich mit A betriigen Derartige Aufgaben sind den
Schiilern bisher kaum begegnet. In Klasse 7 (und seitdem nicht wieder) wurden einige
wenige Gleichungen, bei denen die Variable innerhalb der Absolutstriche steht, behandelt.
Auch der LP Klasse 11 fordert nicht, eine Theorie, einen Kalkiil fiir das Losen derartiger
Gleichungen zu entwickeln. Im Hinblick auf das spéter Benotigte kann man sich auf einfache
Ausdriicke beschriinken, so daB gute inhaltliche Vorstellungen vom absoluten Betrag aus-
reichen. Vor einer Wdh der Definition des Betrages sollten die Schiiler durch das Ldsen
von Gleichungen der Form |a| = x und |x| = a (a € P) folgende Erkenntnisse reaktivieren:

_ Jede Zahl hat einen Betrag; auf der Zahlengeraden gibt er ihren Abstand vom Nullpunkt
an. :

— Betrige sind nie negativ.

— Entgegengesetzte Zahlen haben den gleichen Betrag.

Fiir wenigstens eine der Gleichungen vom Typ |x| = a sollten die Schiiler die Losungs-
schritte schriftlich fixieren, z. B.:

x| =5

x=5 oder —x=5 L = {5; —5} (nach Probe)
x= -5
(bzw. x4 = 5; x, = =5)
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Diese Form und auch die Gedanken der Losung sind dann leicht zu iibernehmen, z. B. fiir

Ix =31 =5
|
1 :
x—3=5 oder —(x-3)=5 L={8; -2}
x—=3=-5
x; =8 X, = =2

(,,Wenn der Betrag einer Zahl 5 sein soll, dann muB sie selbst oder die ihr entgegengesetzte
Zahl 5 sein.«) ’

An solchen Beispielen sollte man, auch durch Veranschaulichung an der Zahl den
(~ Bild 1.2), herausarbeiten, daB die’ Losungen gerade diejenigen beiden Zahlen sind, die
von 3 den Abstand 5 haben.

1 N ¢ 1 1

, ,
| |
! )
Bild 1.2 -z 0 3

!
8

Ungleichungen mit Absolutbetréigen haben die Schiiler noch nicht kennengelernt. Um hier
bereits Voraussetzungen fiir ihre Anwendung bei der Grenzwertdefinition im Stoffgebiet 2
zu schaffen, sollte man im Zusammenhang mit den beiden besprochenen Gleichungen auf
die Ungleichungen

IXl <5 und [x -3/ <5

eingehen. Durch inhaltliche Betrachtungen, unter Zuhilfenahme der Zahlengeraden und
der Vorstellung vom Abstand wird herausgearbeitet :

Losungen von |x| < 5 sind alle Zahlen zwischen —5 und 5, also alle, deren Abstand von 0
kleiner als 5 ist. Losungen von |x — 3| < 5 sind alle Zahlen zwischen —2 und 8, also alle,
deren Abstand von 3 kleiner als 5 ist.

Wiederholung des Funktionsbegriffs Unter Bezug auf die Motivierung ( UH 23 f.) sollten
die Schiiler in SSA zunichst den Text zwischen @ 1 und 2 durcharbeiten. Dann werden in
einem kurzen UG die Begriffsdefinitionen und Erklirungen erarbeitet. ® 2 verlangt Iden-
tifizierungstitigkeiten, die gute Ubungs- und Kontrollméglichkeiten bieten.

Wiederholung der Darstellungsweisen von Funktionen Die Wdh des Funktionsbegriffs soll
auch die verschiedenen Moglichkeiten umfassen, die Menge der geordneten Paare erfassen,
beschreiben und mitteilen zu konnen. Ohne die einzelnen Darstellungsweisen, ihre Vor-
ziige und Grenzen zum abfragbaren Wissen machen zu wollen, sollen sich die Schiiler dabei
wieder vergegenwirtigen :

~ Mittels einer Tabelle gibt man die Paare (wenn es nur relativ wenige sind) explizit an, so
daB man sofort entnehmen kann, ob Eindeutigkeit vorliegt.

— Die graphische Darstellung zeigt auf einen Blick wichtige Funktionseigenschaften (z. B.
Eineindeutigkeit und Periodizitét); sie ist aber nur moglich bzw. sinnvoll, wenn die
Argumente bzw. Funktionswerte Zahlen oder GroBen sind, und zeigt oft nur einen Teil
des Graphen. Auflerdem ist immer zu bedenken, ob das Verbinden isolierter Punkte
jeweils sinnvoll bzw. berechtigt ist.

- Eine Gleichung mit zwei Variablen kann eine Funktion dadurch angeben, daB sie als
Lésungsmenge eine Menge geordneter Paare hat. Dadurch sind auch unendliche Mengen
geordneter Paare zu erfassen, je nach Bedarf muB man sich einzelne Paare aber immer
erst errechnen. Auch hier kommen nur Zahlenmengen bzw. GroBenmengen in Frage.
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Dabei kann man schon hier, unter Benutzung des einleitenden Beispiels x + y = 3 mit
xeN bzw. x e R* auf die Notwendigkeit einer Angabe des Definitionsbereichs hin-
weisen.

_ Die Wortvorschrift ist sicher das Allgemeinste, wenn man an Art und Anzahl der Funk-
tionswerte denkt, sicher aber auch das, womit sich mathematisch am wenigsten arbeiten
1aBt. Deshalb wird man bei einer derartigen Angabe versuchen, zu einer anderen Dar-
stellungsweise iiberzugehen.

Die den Funktionsbegriff betreffenden LBA 13 bis 15 haben ausschlieBlich die zuvor be-
sprochenen Begriffe und Darstellungsweisen zum Gegenstand. Dabei sollen durch die Auf-
gabe 15 die Zusammenhinge zwischen den Gleichungen, Ungleichungen und ihren Losungs-
mengen einerseits und den vermoge eines kartesischen Koordinatensystems zugeordneten
Punktmengen andererseits herausgearbeitet werden. Auch die umgekehrte Aufgabenstellung
sollte hier Beachtung finden, indem man den Schiilern mittels einer Projektionsfolie ver-
schiedene, durch Geraden in einem x, y-Koordinatensystem erzeugte Punktmengen in einer
Ebene vorstellt und sie auffordert, diese wie in Aufgabe 15 zu kennzeichnen.

Kontrollaufgaben

a) Stellen Sie die Funktion f mit y = f(x) = (x — 3)2 — 4 in einem geeigneten Bereich
graphisch dar!

b) Ermitteln Sie die Nullstellen x; und x; (x; < x2) der Funktion f! Geben Sie einige Ele-
mente der Menge M = {x;xe P und x; < x < x,} an! Geben Sie den Durchschnitt
dieser Menge M und der Menge N der natiirlichen Zahlen an!

¢) Kennzeichnen Sie in Ihrer Darstellung diejenige Menge von Punkten Q(x; ), deren
Koordinaten die folgenden Ungleichungen erfiillen!

Xy + X2

Xy £ x = x; und f(—2—)§y§0

Losung: b) x; = 1;x, =5; M~ N = {2;3;4}

Lerneinheit 2 (25td.)
Der Begriff der Zahlenfolge
LB 15 bis 18

Ziele

Die Schiiler

— wissen, daB Zahlenfolgen spezielle Funktionen sind; sie konnen eine entsprechende
Definition angeben,

_ kennen den Unterschied zwischen endlichen und unendlichen Zahlenfolgen,

_ konnen den Zusammenhang von Funktionsgleichung und expliziter Zuordnungs-
vorschrift erldutern und kennen die fiir Folgen iibliche Terminologie und Symbolik,

— konnen Zahlenfolgen in einem #, a,-Achsenkreuz graphisch darstellen,

— haben die Moglichkeit rekursiver Zuordnungsvorschriften kennengelernt,
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— konnen in einfachen Fillen, insbesondere bei gegebener expliziter Zuordnungs-
vorschrift, aus gegebenem k das zugehorige @, (und umgekehrt) berechnen,

— wissen, daBB es auBer expliziter und rekursiver Zuordnungsvorschrift auch noch
andere Moglichkeiten zum Beschreiben von Zahlenfolgen gibt.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Erarbeitung des Begriffs ,,Zahlenfolge* (» 1); endliche und unendliche Zahlenfolgen

— Ubertragung einiger Begriffe, Symbole und Darstellungsweisen von Funktionen auf
Folgen (m 4)

— Einfache Ubungen im Ermitteln von Folgengliedern und Argumenten (@ 5;
LBA 1und2)

2. Stunde

— Ubungen im Ermitteln von Folgengliedern, Argumenten und wenigen expliziten
Zuordnungsvorschriften (® 6; LBA 3)

~ Bekanntmachen mit rekursiven Zuordnungsvorschriften, dabei Einfiihren und An-
wenden von ,,rekursive (explizite) Zuordnungsvorschrift* (® 7; LBA 5)

Methodische Hinweise

Erarbeitung des Begriffs ,,Zahlenfolge* Bei der Begriffsbildung (nach LP 22 Zahlenfolge
als spezielle Funktion) wire ein deduktives Vorgehen durchaus moglich: Nennen der De-
finition (Lesen, Formulieren nach Angabe der Merkmale); zu bekannten Funktionsglei-
chungen entsprechende Zahlenpaare bilden und in einer Tabelle erfassen (bei solchen Re-
alisierungen und auch Identifizierungen Riickgriff auf Beispiele aus LE 1 moglich).

Es ist jedoch zweckmiBiger, Begriff und Definition mehr induktiv, vom Beispiel ausgehend,
zu erarbeiten. Den Schiilern ist némlich das Wort ,,Folge* gut bekannt, und Folgen sind
ihnen schon hiufig begegnet (z. B. bei der Behandlung der Proportionalitit); sie haben von
diesem Begriff aber insofern unvollkommene Vorstellungen, als sie die Folgen nur als den
Wertebereich der betreffenden Funktion ansehen. Mit dem induktiven Vorgehen sollen nun
die vorhandenen Vorstellungen aufgegriffen, nach Analyse des Sachverhalts erginzt und
schlieBlich zur Definition weitergefiihrt werden. .
Dabei kommt es auf vielseitig ausgewihlte Beispiele an (.~ @ 4). Die Schiiler erkennen relativ
leicht, aber mehr intuitiv, eine mogliche Zuordnungsvorschrift und vermogen so die ge-
gebenen Anfangsstiicke fortzusetzen. Schwerer fillt ihnen das Beschreiben ihres Vorgehens;
in der Regel geben sie zunichst die Art des Fortsetzens an, z. B. bei c): Zéhler und Nenner
werden immer um 1 groBer, das Vorzeichen wechselt. Ohne hier schon eine explizite Zu-
ordnungsvorschrift anzustreben — eine rekursive wird iibrigens eher versucht —, sollte man
doch eine Beschreibung wie

2
an erster Stelle steht —;—, an zweiter Stelle steht — ?, 3

an n-ter Stelle steht (bei ungeradem #)

n
n+1
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anstreben. Die Schiiler finden so selbst die Zuordnung zu den natiirlichen Zahlen, der
Funktionscharakter wird deutlicher, die selbstindige Formulierung der Definition fillt
leichter. Sicher werden dabei die Schiiler zunichst die gesamte Menge der natiirlichen Zahlen
als Definitionsbereich ansehen. Das Benutzen des unbestimmten Artikels (,,eine Menge
natiirlicher Zahlen*) wird dann durch den Hinweis auf den Unterschied ,,Abbrechen —
nicht abbrechen‘ gerechtfertigt, wodurch gleichzeitig endliche und unendliche Folgen
charakterisiert sind.

Besondere Bezeichnungen bei Folgen Folgendes Vorgehen ist denkbar:

— Kurzer LV gemill m4:

Die Definition von ,,Folge* als spezielle Funktion legt nahe, an die Darstellungsweisen
fiir Funktionen (.~ LE 1, 3. Std.) anzukniipfen, zumal die Schiiler bei @ 4 gemerkt haben,
wie miihsam und schwierig eine verbale Formulierung der Zuordnungsvorschrift ist.
Ein solches Beginnen ist nicht nur deshalb ratsam, weil dies den Schiilern am meisten
vertraut ist, sondern auch, weil dadurch am besten die bei Folgen iiblichen Bezeichnungen
eingefiihrt und dann weiterhin stindig benutzt werden kdnnen.

— In SSA sollte der Teil ,,Wertetafel* und ,,graphische Darstellung von M4 durchge-
arbeitet werden. Die Schiiler erkennen dabei, daB die graphische Darstellung von Folgen
aus isolierten Punkten besteht und fiir sie nur der 1. und 4. Quadrant benétigt werden.
Dann bearbeiten sic @ 5.

In dieser Anfangsphase sollte beim Beschreiben und Antworten auf Ausfiihrlichkeit ge-
achtet werden, um die eingefiihrten Termini zu festigen.

‘Ubungen im Ermitteln von liedern und Ar Hauptziel derartiger Ubungen
ist die Aneignung des Begriffs ,,Folge* und der dabei benutzten Terminologie und Symbolik.
Daneben ist jedoch auch der Ubungsaspekt, z. B. im Rechnen, Begriinden, Analysieren und
Vergleichen, zu beachten.

Bezeichnet man mit Z(a,) die explizite Zuordnungsvorschrift der betreffenden Folge, so
gibt es fiir das Tripel & — a, — Z(ay) drei Moglichkeiten, zu zwei gegebenen Objekten das
dritte (ein drittes) zu finden; ihnen entsprechen drei Grundtypen von Aufgaben, deren
Zusammenhang auch die Schiiler erfassen sollten:

W) Ziy—»as @ Zgy-k () Zo~ @),

Das Losen von Aufgaben des Typs (1) fillt den Schiilern am leichtesten, weil es fast algo-
rithmisch abliuft: Einsetzen — Ausrechnen. Die Schiiler erkennen, daB dabei aus der ge-
samten durch die Zuordnungsvorschrift festgelegten Menge von Paaren [#; a,] ein einziges
(bzw. einige) ermittelt wird und daB derartige Aufgaben stets eindeutig I6sbar sind.
Aufgaben des Typs (2) sind als Umkehrung zu (1) aufzufassen. Sie sind im LB (# LBA 2) in-
sofern etwas abgeindert worden, als nicht nur k zu ermitteln ist, sondern zuvor oder dabei
zu entscheiden ist, ob es sich bei der jeweils vorgegebenen Zahl iiberhaupt um ein Folgenglied
handelt. Das geschieht, um durch die zu verneinenden Fille mehr Begriindungsmoglich-
keiten zu schaffen. Es bleibt dem Lehrer iiberlassen, ob er die Losung derartiger Aufgaben
mehr algorithmisch oder mehr inhaltlich verlangt.

Beispiel fiir das algorithmische Arbeiten zu LBA 2:
Ist —30 Glied der Folge (7k — k?)? Wenn ja, welches?
Losung: Tk — k* = =30

k* =7k —30=0

7 49 + 120
kl/z =?i —_—

ky =10; ky = =3; k2 ¢ N
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Antwort: —30 ist das 10. Glied der Folge (7k — k2); denn es gilt
a0 =7-10 — 10> = 70 — 100 = —30.
Das relativ einfache Aufgabenmaterial wiirde es auch erlauben, nur inhaltlich zu arbeiten,
meist als systematisches Probieren:
,,Wenn —30 Glied von (7k — k?) sein soll, muB k& gréBer als 7 sein. k = 7 ergibt a; = 0;
erst ab k& = 8 sind die Glieder negativ. @y = —18; a,o = —30; alle weiteren Glieder sind
kleiner<:.
Fiir viele Schiiler bedeutet es groBere Sicherheit, wenn sie auf algorithmisches Vorgehen
orientiert werden. Dennoch sollte man auch inhaltliche Uberlegungen fordern, wo sie ver-
einfachend sind.
Beim Suchen nach expliziten Zuordnungsvorschriften (Typ (3)) muB auf alle Fille inhaltlich
gearbeitet werden.
Dabei ist zunichst zu zeigen, daB es nicht immer nur eine einzige Mdglichkeit zum Fort-
setzen eines vorgegebenen Anfangsstiicks gibt, etwa am Beispiel
(@) = (152;3;..)
mit (@) = (k) oder (a) = (k* — 6k* + 12k — 6).
oder a3 =1;a; =25 a1 = G + @1
Fiir das Verstindnis dieses Sachverhalts, aber auch fiir die nachfolgenden Ubungen kann es
niitzlich sein, zundchst mit nur einem vorgegebenen Glied zu beginnen:
,,Nennen Sie 3 Zuordnungsvorschriften, so daB gilt: a) a; = 5(n + 4; 10 — 5n; 4n + 1);
1 1 -2 -2 .
b)a; =— ( 2 n—; s ) ! (Es sollen keine Glieder mehrfach auftreten.)
4 \n+1 4 n+1
Die Aufgaben 3 und 4 geben meist 3 Folgenglieder vor. Hier kommt es auf ein Analysieren im
einzelnen, Vergleichen von Glied zu Glied, Feststellen von Verdnderungen, Abhingigkeiten,
GesetzmiBigkeiten an, auch auf Kombinationsfihigkeit und Intuition. Man muf das den

Schiilern sagen und auch, daB eine Hilfe durch (vor: bende oder zu erarbeitende) Regeln
nur in geringem MaBe moglich ist. Sie kann nur in den Hinweisen bestehen:

— Suchen Sie nach Gemeinsamkeiten und Unterschieden von Glied zy Glied!
— Suchen Sie nach Zusammenhingen zwischen & und a,!

Beispiel zu LBA 3a): ), 43’

— Wir lassen die Minuszeichen zunichst unberiicksichtigt. Dann ist der Unterschied von

Glied zu Glied 6: 6k
— So wiirden 6; 12; 18 entstehen, es fehlen also jeweils noch 11: 6k + 11
— Dazu muB das Entgegengesetzte gebildet werden: —(6k + 11)

Bekanntmachen mit rekursiven Zuordnungsvorschriften Die Schiiler sollen hier nur die
Einsicht gewinnen, dal auch auf diese Weise eine Folge eindeutig festgelegt ist und daB das
Wesentliche dieser Art des Festlegens in der Angabe eines Anfangsgliedes und einer Fort-
setzungsvorschrift besteht. Damit wird bereits das Versténdnis fiir das Beweisverfahren der
volistindigen Induktion vorbereitet.

Beim Losen der relativ wenigen Aufgaben erkennen dxe Schiiler Vor- und Nachteile gegen-
tiber den expliziten Zuordnungsvorschriften:

— Rekursive Zuordnungsvorschriften lassen oftmals die Veridnderung von Glied zu Glied
und damit beispielsweise eine Eigenschaft wie die Monotonie leichter erkennen.

- Die Ermittlung einzelner Glieder setzt aber voraus, daB vorangehende bereits bekannt
sind; und da das fiir alle Glieder gilt, muB man zur Ermittlung von a; alle Glieder von
ay bis a,_, erst errechnet haben.
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Der Hinweis auf weitere Moglichkeiten des Festlegens von Folgen braucht nicht viel Zeit
und soll auch nicht zu Ubungen fiihren. Er ist aber doch wichtig zur Vertiefung des Ver-

stindnisses der Schiiler von Folgen und ihrer Bedeutung.

Kontrollaufgaben
1. LBA 6a)
2. LBA 1c) und 2a) (LB 50)

Lerneinheit 3 (35td.)

Monotonie von Folgen
LB 18 bis 22

Ziele

Die Schiiler

— haben die Begriffe ,,Monotonie von Zahlenfolgen* und ,,Arithmetische (Geometri-
sche) Zahlenfolge* erfaB3t und kénnen entsprechende Definitionen angeben,

— koénnen gegebene Folgen auf Monotonie untersuchen,

— konnen aus den Definitionen Gleichungen fiir die Differenz (den Quotienten) und
das k-te Glied herleiten,

— konnen bei einfachen Folgen aus vorgegebenen Gliedern oder Differenzen (Quo-
tienten) weitere Glieder berechnen,

— konnen arithmetische (geometrische) Folgen identifizieren,

~ haben sich im Analysieren, Vergleichen, Abstrahieren geiibt.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Erarbeitung des Begriffs ,,Monotonie von Zahlenfolgen* (® 8; » 2)
— Untersuchen von Folgen auf Monotonie (m 6 bis 9; LBA 1 bis 3)
2. Stunde

— Erarbeitung des Begriffs ,,Arithmetische Folge* (» 3)

— Arbeiten mit arithmetischen Zahlenfolgen (® 9; LBA 4 bis 7)

3. Stunde

— Erarbeitung des Begriffs ,,Geometrische Folge (» 4)
— Arbeiten mit geometrischen Folgen (@ 10; LBA 8 bis 11)
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Methodische Hinweise

Motivierung und Zielstellung Nach der Behandlung der LE 2 liegt es nahe, weitere Funk-
tionseigenschaften fiir den Spezialfall ,,Folgen** zu untersuchen.

Erarbeitung des Begriffs ,, M ie von Zahlenfol; Beim Beschreiben des Bildes A 10a)
stellen die Schiiler u. a. fest, daB diese Funktion ausschlieBlich steigt, monoton steigt.
Ein Vergleich mit den anderen Funktionen ergibt, daB keine weitere derartige Funktion
dargestellt ist, daB aber €) und auch c) monoton fallen. Bei den anderen erfolgt Steigen
und Fallen immer nur stiickweise.

Der Begriff ,,Monotonie von Funktionen wurde in Klasse 9 — und zwar im Sinne strenger
Monotonie — nur eingefiihrt: ,,Die Funktionswerte ... steigen fiir wachsende Argumente ...
man sagt, diese Funktionen sind monoton steigend** (LB Klasse 9, S. 89). Dennoch diirfte
es den Schiilern leichtfallen, selbstindig eine einwandfreie Definition zu formulieren,
etwa: ,,Eine Folge heilt monoton wachsend, wenn jedes Glied kleiner als das folgende ist.*
Die abgeschwichte Monotonie (,,klginer** wird ersetzt durch ,,nicht groBer) sollte der
Lehrer vorgeben, die endgiiltige Formulierung dann der » 2 entnommen werden.

Untersuchen von Folgen auf Monotonie Die Schiiler untersuchen bei der Folge die Differenz
ay,, — a; (7*» 2) und iiberpriifen, ob sie fiir alle k£ nicht kleiner bzw. nicht groBer als 0 ist.

Die Schiiler miissen dabei erkennen, daB es nicht um ein Losen der Ungleichung
Grp1 — @, = 0 (bzw. =0) geht, sondern um ein Uberpriifen ihrer Allgemeingiiltigkeit. Zu
diesem Zweck wird diese Differenz (also ein Term und keine Ungleichung) so lange umge-
formt, bis eine Zahl (. W 6) oder ein Term in & (bzw. n; » m 7) vorliegt. Nun muB noch ein
Vergleich mit 0 erfolgen, der in beiden Fillen einfacher als bei der Ausgangsdifferenz ist.

Bei monotonen Folgen sind Fragen wie ,,Welches Glied iibertrifft als erstes die Zahl 1002«
sinnvoll. Sie spielen eine Rolle bei gewissen Anwendungsaufgaben, dann aber auch bei
Grenzwertuntersuchungen im Zusammenhang mit dem Umgebungsbegriff. Die Schiiler
sollten daher die LBA 2 und 3 bearbeiten, obwohl sie keine Monotonieuntersuchungen
zum Inhalt haben. Eine weitere Moglichkeit, den Grenzwertbegriff vorzubereiten, liegt im

=T
Vergleichen der beiden als monoton wachsend erkannten Folgen (n ) (»®7) und

k .
(-?) (~ LBA 1a)), wobei ein Unterschied festzustellen ist: 1 wird nicht iiberschritten bzw.
jede beliebige Zahl wird iiberschritten.

Erarbeitang des Begriffs ,,Arithmetische Folge* LP 20 fordert fiir die Erarbeitung der
Begriffe ,,Arithmetische (Geometrische) Folge* relativ weitgehende SSA. Zwei Moglich-
keiten dazu, die den Schiilern Gelegenheit zum Vergleichen, Beschreiben und Abstrahieren
geben, seien skizziert:

— Die Schiiler vergleichen diejenigen Folgen bei denen die Monotonieuntersuchung auf
eine Zahl als Differenz fiihrte, mit denen, bei denen das nicht der Fall war. Ergebnis:
Bei den ersteren existiert stets ein und dieselbe Differenz von Glied zu Glied; bei den
anderen éndert sich die Differenz in Abhéngigkeit von k. Der Lehrer teilt das Begriffswort
s»Arithmetische Folge* mit, die Schiiler definieren den Begriff, etwa: ,,Eine Folge heiBt
arithmetische Folge, wenn die Differenz ay,; — a fiir alle k& den gleichen Wert hat*,
Dies wird mit » 3 verglichen, beide Formulierungen werden als gleichwertig erkannt.

k
- Die Schiiler bilden die ersten 4 Glieder etwa der Folgen (—) (-2n - 1); (k* = k)

(~ LBA 2 und 3) und stellen dann Gemeinsamkeiten und Unterschiede fest. Eventuell
kann als Impuls gegeben werden: Die ersten beiden Folgen haben etwas gemeinsam,
worin sie sich beide von der dritten unterscheiden (Differenzen von Glied zu Glied).
Die Arbeit schlieBt wie bei der ersten Variante ab.
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Arbeiten mit arithmetischen Folgen Zunichst recht einfache Ubungen ( auch LBA 4)
sollten die Schiiler erkennen lassen: Eine arithmetische Folge ist durch ein Glied (samt
Nummer) und die Differenz, aber auch durch zwei ihrer Glieder festgelegt, selbst wenn diese
nicht benachbart sind.

Die Gleichung a, = ay + (k — 1) dsollte in SSA, gegebenenfalls mit Hilfe des LB, gefunden
werden, Dabei muB die Zielstellung lauten: ,,a, ist in Abhingigkeit von a, , k, d anzugeben*,
weil sonst die rekursive Beschreibung @, = a,_; -+ d genannt wird.

Von der Klassensituation wird es abhingen, ob man auch das Untersuchen des Zusammen-
hangs von arithmetischen Folgen und linearen Funktionen der SSA iiberlassen kann. Zu-
mindest wird der Hinweis notwendig sein: ,,Bedenken Sie, was konstant ist und was sich
durch Einsetzen verschiedener Werte verandert, was einander entspricht!*.

Erarbeitung des Begriffs ,,Geometrische Folge** Die Erarbeitung kann wie bei den arith-
metischen Folgen, ebenfalls in SSA, erfolgen. Es wird nicht ratsam sein, beim Ausgangs-
material bereits die ganze Vielfalt geometrischer Folgen — bedingt durch unterschiedliche
g und a, - zu beriicksichtigen. Die folgenden Beispiele konnten dem Analysieren und Ver-
gleichen dienen und Ausgang des Abstrahierens sein:

2k + 5) =(7;9;11;13;15;...) )
(3% = (3;9;27; 81;243;...) @
(*,%) = (1;8;27; 64; 1255...) 3)

1 11 1 1 1
(7)=(7 e TR T ) @
(=29 = (=25 —4; -8; —16; —32;..) )

Um die Begriffserarbeitung nicht durch Rechenfehler zu belasten, konnen auch die Anfangs-
stiicke bereits vorgegeben sein. Eventuell muf3 der Lehrer auffordern, nach einer Gemein-
samkeit von (2), (4) und (5) gegeniiber (1) und (3) zu suchen, damit die Schiiler finden:
,,Man muB immer mit derselben Zahl multiplizieren, um von einem Glied zum nichsten
zu kommen“. Nach Mitteilung des Begriffswortes ,,Geometrische Folge* konnen die
Schiiler auch » 4 selbstiindig in volliger Analogie zu - 3 formulieren.
Die Schwerpunkte fiir LE 3 wurden so gesetzt, daB arithmetische und geometrische Fo]gen
. zunichst getrennt voneinander behandelt werden. Man kann natiirlich die beiden Begriffe
auch gemeinsam erarbeiten. Ausgangsmaterial konnten dann die zuvor fiir die getrennte
Erarbeitung vorgeschlagenen arithmetischen und geometrischen Folgen und ein Gegen-
beispiel sein.

Arbeiten mit geometrischen Folgen Solange Folgen im Mathematikunterricht behandelt
werden, erfahren arithmetische und geometrische Folgen eine gewisse Betonung, waren mit-
unter sogar die einzigen behandelten Folgen. Das liegt nicht an ihrer innermathematischen
Bedeutung, sondern daran, daB viele dem Schiiler zugéngliche und mit den Mitteln des
Schulstoffs auch 18sbare praktische Probleme auf arithmetische und geometrische Folgen
fiihren und daB ohne diese Folgen das Feld praktischer Anwendungsmoglichkeiten duflerst
gering wire.

Dem trigt auch der LP Rechnung. Dennoch sieht er fiir die Behandlung dieser Folgen eine
gewisse Einschridnkung vor: Es erfolgen keine gesonderten Konvergenzuntersuchungen fiir
die geometrischen Folgen, und fiir das Monotonieverhalten wird keine vollstindige Fall-
unterscheidung erarbeitet. Auch im Hinblick auf die spateren Anwendungen sollte man sich
in der SSA auf die Fille mit a > 0 und ¢ > 0 beschrianken und dafiir auch die entsprechen-
den Beweise fiihren lassen. Die anderen Fiille sollten dann in differenzierter Arbeit, eventuell
auch durch differenzierte HA, nur an entsprechenden Beispielen erortert werden.

Im iibrigen sei auf das zum ,,Arbeiten mit arithmetischen Folgen‘* Gesagte verwiesen.
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Bild 1.3 Folgen Funktionen
L)

M.F. ~ Monotone Folgen
AF. = Arithm. Folgen
G.F. — Geom. Folgen
K.F. = Konstante Folgen

Im Rahmen einer systematisierenden Zusammenfassung sollte an der Tafel ein Diagramm
(~ Bild 1.3) erarbeitet werden, das das bisher behandelte Begriffssystem veranschaulicht. Fiir
Ubungen sollte es so eingesetzt werden, wie es die Aufgabe 4 auf LB 12 zeigt. Die LBA 1
bis 5, 8 und 9 konnen als Beispiele dazu verwendet werden.

Kontrollaufgaben

1. LBA 1f) und 2b) g

2. Geben Sie eine lizi vorschrift fiir eine monoton fallende arithmetische
Folge (a;) an, fiir die a; = 5; a; > 0 gilt!

3. Geben Sie eine izite Zuordi orschrift fiir eine geometrische Folge mit a; =1;
as < 5 < asan!

Lerneinheit 4 (25td.)
Partialsummen
LB 22 bis 27

Ziele

Die Schiiler

— haben den Begriff ,,Partialsumme** und seine Bedeutung fiir die Praxis erfaBit; sie
konnen zu vorgegebenen Folgen (a;) Anfangsstiicke der Partialsummenfolge (sx)
bilden,

— haben die Bedeutung des Symbols ,,> « erfaBt, konnen mit Hilfe dieses Symbolis
geschriebene Summen ausfiihrlich schreiben und umgekehrt Partialsummen vor-
gegebener Folgen angeben,

— haben ihre Fihigkeiten im Analysieren, Vergleichen, Verallgemeinern weiterent-
wickelt und sind von der Beweisnotwendigkeit der induktiv gewonnenen Summen-
formeln iiberzeugt.
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Schwerpunkte

1. Stunde

— Erarbeitung des Begriffs ,,Partialsumme**

— Arbeiten mit dem Summenzeichen (@ 15, LBA 1 bis 3)
2. Stunde

— Erarbeitung einiger Summenformeln durch (unvollstindige) Induktion (m 11 bis
13; LBA 4a))
— Ubungen im Vergleichen und Analysieren

Methodische Hinweise

Motivierung Es fallt den Schiilern relativ leicht, den Begriff ,,Partialsumme** zu verstehen.
Das Versténdnis wird noch erhoht, wenn man das im LB gewihlte Einfithrungsbeispiel
durch eins aus der Erfahrungswelt der Schiiler ersetzt oder erginzt.

Erarbeitung des Begriffs ,,Partialsumme‘* Ausgangsfolge (@) und Partialsummenfolge (s;)
diirfen die Schiiler nicht miteinander verwechseln. In SSA am @ 13 erzeugen sie derartige
Folgen gliedweise; sie erkennen am Beispiel, daB die a, und die s, unterschiedlich sind, daB
aber eine Folge (a) ihre Partialsummen festlegt, daB zu jedem k auch ein s, gehort, daf es
also berechtigt ist, von einer Folge (s¢) zu sprechen. Erst danach bearbeiten die Schiiler
@ 14. Eine solche Ubung ist zum Erfassen des Begriffs ,,Partialsumme(nfolge)* notwendig,
hat insgesamt allerdings geringere Bedeutung als das umgekehrte Vorgehen.

Arbeiten mit dem Summenzeichen Mit dem Symbol ¥ a, haben viele Schiiler zunichst

Schwierigkeiten; es ist ihnen zu kompliziert und uniibersichtlich, zu abstrakt. Das zunéchst
akzeptierte Motiv, Summen kiirzer zu schreiben, wird unwirksam, wenn die Erleichterung
mit Unverstindnis erkauft wird. Um dies zu vermeiden, kann man statt einer sofortigen
allgemeinen Einfiihrung (.~ LB 23) auch von einem bereits behandelten Beispiel ausgehen.

Im UG ist zu erdrtern Als TB! entsteht schrittweise
Wir haben zur Folge (a;) = (2k - 1) einige (a) =2k - 1)
Partial nen gebildet, beisp S4. Sa=Q21-1)+@2-2-1)
Eine Kurzschreibweise muBl zum Ausdruck +2-3-1D)+2-4-1)
bringen, daB
— es um Glieder der Zahlenfolge (a,) mit 2k —1
a, = 2k — 1 geht, U
- eine Summe zu bilden ist, >2% -1
4
4
~ die Glieder a, bis a, Summanden sind. Y2k -1
k=1
4
4
Dabei miissen Klammern gesetzt werden. >Q@k-1)
k=1
! Das Symbol ,, § ** bedeutet ,,geht iber in*'. Die i vier Zeilen inen also

als eine einzige.
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4 4
Denn andernfalls wire von Y 2k die Zahl 1 S@Rk-1)=1+3+5+7=16
1

=1
zu subtrahieren, und das liefert ein anderes 4
Ergebnis: (ZZk—l=2+4+6+8—l=19)
: k=1

Die Zeichen ,, +“ und ,,Y* konnen im TB in gleicher Farbe markiert werden, und auch die
Zusammengehdrigkeit der Summationsgrenzen 1 und 4 mit den Faktoren im ersten und
letzten Summanden kann entsprechend hervorgehoben werden. Die Sprechweise ,,Summe
(2k — 1) iiber aile k von 1 bis 4 oder ,,Summe iiber (2k — 1) von k = 1 bis 4 ist bei den
letzten Zeilen einzufiihren. "

Man muB nun entscheiden, ob man sofort zur allgemeinen Schreibweise Y, @ ibergeht
oder zunichst weitere Beispiele bearbeiten 1dBt: &=l

— Verbleiben bei (2k — 1), Ausdriicken und Berechnen bzw. Angeben von as, a7, Ss, §7
— Entsprechendes Arbeiten mit der Folge (k?)

Dabei ist auch zu zeigen, daB das Symbol nicht nur Partialsummen zu schreiben gestattet,
z.B.:

7
SQEk-1)=5+7+9+11+13 =45
k=3

Damit die Schiiler in der Handhabung des Summenzeichens eine gewisse Sicherheit erlangen,
sollten sie in SSA eine Auswahl aus den LBA 1 und 3 (vorrangig vor @ 15 und LBA 2) be-
arbeiten.

@ 15 und LBA 2 sollen die Schiiler erfiillen bzw. lésen, ohne die Summen ausfiihrlich hin-
zuschreiben. Dennoch muB man auch hier behutsam vorgehen, beispielsweise bei @ 15:

— DaB a) und b) einander gleich sind, sollte sofort erkannt und begriindet werden.
Spitestens an dieser Stelle wird man die Beliebigkeit des Sur ionsindex hervorheben,

k

eventuell sogar darauf hinweisen, daB auch die Schreibweise Y ay statthaft ist; ein aus-
fithrlich geschriebenes Beispiel iiberzeugt davon. k=1

_ Zu erkennen, daB a) und c) einander nicht gleich sind, fillt schon schwerer. Die Begriin-
dung, ,,c) hat einen Summanden mehr, keiner ist 0%, findet bzw. versteht mancher Schiiler
erst, nachdem er sich 26 bzw. 27 als jeweils letzten Summanden vorgestellt hat.

Hausaufgaben Auswahl aus LBA 1 bis 3; LBA 1 aus LE 5 als vorbereitende HA fiir die
Erarbeitung des dort zu behandelnden Grundgedankens des Beweisverfahrens durch voll-
stindige Induktion, dabei unter Teilaufgabe c) statt nach einer allgemeinen Losungsformel
vielleicht besser nach der Mindestzahl von Umsetzungen bei 30 Scheiben fragen und das
Fortschreiten in der Bearbeitung der Aufgabe verfolgen, um nétigenfalls weitere Hinweise
geben zu konnen.

ung und Zi Die Schiiler haben bereits nach expliziten Zuordnungsvor-
schriften fiir Folgen gesucht. In der Regel macht ihnen dieses Tiifteln und Probieren SpaB.
Daran sollte man ankniipfen und zunichst nicht das gewichtige ,,Summenformel* als
Ziel fixieren, sondern das bekannte ,explizite Zuordnungsvorschrift* fiir die Partialsum-
menfolge. DaB das sinnvoll ist, haben sie bereits erfahren; denn bisher wurde diese Folge
nur rekursiv (s; = @3 Sae1 = Sa + anyq) Konstruiert. Danmit sollten die Schiiler aber auch
den Unterschied zum bisherigen Vorgehen erkennen: Durch die vorgegebene Folge (ay) ist
zugleich die Folge (s¢) bestimmt, auch wenn man zunichst nur ein Anfangsstiick berechnet
hat; es ist also dhnlich wie beim Ermitteln einer expliziten Vorschrift fiir eine rekursiv ge-
gebene Folge. Dadurch besteht die Moglichkeit des Uberpriifens einer gefundenen Vermu-
tung, was den Reiz des Suchens noch erhéht.
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Erarbeitung einiger Summenformeln Im UG zum m 11 kénnen die Schiiler den Zusammen-
hang zwischen den ermittelten s, und den zugehérigen k leicht erkennen ((a,) = (2k — 1)
mit (s,) = (k?)). Dann sollten sie in SSA die LBA 4a) in gleicher Weise durchdenken (die
Folge der geraden Zahlen bietet sich aus Analogiegriinden an).

Erst nach dem Steigern des Schwierigkeitsgrades bei der Arbeit an M 12 und 13 sollte man
von den expliziten Zuordnungsvorschriften als ,,Summenformeln* sprechen, als Summen-
formeln fiir die Folgen ().

Bei der Folge (s;) = (2¥) (m 12) ist ein unmittelbarer Zusammenhang zwischen s, und k
nur schwer zu erkennen. Die Schiiler sollten also zunichst nach einem Zusammenhang
zwischen s, und g, suchen und (da sie einen zwischen a; und k& kennen) damit mittelbar
auch einen zwischen s; und k finden. Insofern dient das tabellarische Aufschreiben der &,
ay, s, nicht nur dem Ermitteln der s,, sondern auch dem Finden des gesuchten Zusammen-
hangs und der Erkenntnis, daB Ordnung und Ubersichtlichkeit die Erfolgsaussichten beim
Suchen erh6hen.

g und A Hinsichtlich der Entwicklung allgemeiner wissen-
schaftlicher Denk- und Arbeitsweisen (.~ LP 7) soll den Schiilern beim Finden von Summen-
formeln (wieder) bewuBlt werden:

{ im Ver

— Es ist ein allgemeiner Zusammenhang, eine GesetzmaBigkeit gesucht.

— Es werden zunichst Einzelobjekte dargestellt, betrachtet und verglichen, um daraus einen
Zusammenhang fiir diese zu finden.

— Der erkannte Zusammenhang wird verallgemeinert.

— Die so gewonnene Aussage mul3 bewiesen werden.

Den zweiten, schwierigsten Schritt konnen folgende Hinweise erleichtern helfen: Stellen
Sie einen rechnerischen Zusammenhang zwischen £ = 3 und s; oder zwischen a; und s3
her (mit £ = 1 zu beginnen, ist oft wenig aussichtsreich) und iiberpriifen Sie, ob dieser Zu-
sammenhang analog auch fiir andere k gilt!

Durch den letzten Schritt wird zugleich eine Motivation fiir die Behandlung des Beweis-
verfahrens der vollstindigen Induktion vorbereitet.

Kontrollaufgabe
. I 1 . o " A
Ermitteln Sie fiir (@) = @ —DEE+D eine mel, und Sie sie mit
Hilfe des Summenzeichens!
(7~ LB A3a)aus LE 6)
Lerneinheit 5 (15td.)

Der Grundgedanke des Beweisverfahrens durch vollstindige Induktion
LB 28 bis 32

Es ist zu beachten: Einerseits kann volle Einsicht in das Beweisverfahren der vollstindigen
Induktion nur in einem verhiltnismiBig lang andauernden ProzeB erzielt werden, so daf3
manche der nachstehend formulierten Ziele etwas vermessen erscheinen modgen. Anderer-
seits besteht die Gefahr, gerade am Anfang den Zugang zum Versténdnis dieses Verfahrens
ein fir allemal zu verbauen, indem logisch unsauber und oberflichlich gearbeitet oder zu
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schnell eine kurze, formale und mehr oder weniger normierte Darstellung angestrebt wird.
Letzteres wiirde dazu fiihren, daf die Schiiler sehr bald ohne Verstindnis einzelne Zeilen
nach einem gewissen Schema aneinanderreihen und das Wesentliche im Uberwinden ge-
wisser rechentechnischer Schwierigkeiten bei den notwendigen Umformungen sehen.

Ziele

Die Schiiler

— haben den Grundgedank des Beweisverfal der vollstindigen Induktion
(,,Anfang‘ und ,,Vererbung*) erfaf3t,

— konnen das Prinzip der vollstindigen Induktion mit eigenen Worten formulieren
und sich dabei einer geeigneten Symbolik bedienen.

Schwerpunkte

— Erarbeitung des Grund an einem
anschaulichung an passenden ,,realen Beispielen*

- Beweisen einer bereits vermuteten Summenformel (m 14)

— Formulieren des Prinzips der vollstindigen Induktion (> 1)

1 und dessen Ver-

Methodische Hinweise

Erarbei und V i des Grundgedank Um zum Grundgedanken des
,,und so (geht es immer) weiter der vollstindigen Induktion zu kommen, sind u. a. zwei
Ausgangspunkte moglich:

— Unmittelbarer AnschluB8 an den Gedankengang der LE 4 mit dem Nachweis der vorher
vermuteten Summenformel fiir die Folge der ungeraden Zahlen (» LB 28f.);

— Auswertung der vorbereitenden und das Interesse vieler Schiiler weckenden HA zum
Lucasschen Turm?! (LBA 1; HA von LE 4).

Bei Wahl der ersten Variante wird der Lehrer die Idee der geometrischen Veranschaulichung
der Quadratzahlen an die Schiiler gewil herantragen miissen, sie dann jedoch auffordern,
selbst moglichst schliissig zu argumentieren, um die Giiltigkeit der vermuteten Summen-
formel zu begriinden. Erst danach — gewissermaBen zusammenfassend — sind im UG die
beiden wesentlichen Fakten - ,,Anfang* und ,,Vererbung — noch einmal deutlich heraus-
zustellen.

Bei Wahl der zweiten Variante wird jetzt in der — abschlieBenden — gemeinsamen Lésungs-
diskussion erértert, warum U(n) = 2" — 1 mit Sicherheit die Zahl der notwendigen Um-
setzungen bei # Scheiben angibt; das fiihrt zu den gleichen Erkenntnissen wie die erste
Variante. Allerdings ist ein Vorgehen nach Variante 2 insgesamt zeitaufwendiger, setzt eine
aufgeschlossene Klasse voraus und erfordert viel Geschick in der Unterrichtsfithrung,
um einerseits die Selbstiandigkeit der Schiiler nicht zu stark einzuschrinken und andererseits
den Zeitbedarf in ertriglichen Grenzen zu halten.

1 Nach dem ssi iker E Lucas (1842-1891)
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Eine Erlduterung der bereits praktizierten SchluBweise anhand ,,realer Sachverhalte*
(z. B. ,,Dominoprinzip* und ,,Génsemarsch* auf LB 29f.) soll eine moglichst anschauliche
Vorstellung von dem Beweisverfahren durch vollstindige Induktion erzeugen. Auch das
Wort ,,Vererbung soll vor allem ein einprigsames Bild vermitteln.

bschliefend ist darauf hir isen, daB die Ubertragung dieser bei endlichen (geordneten)
M absolut zuverlassi; Schluf auf unendliche Mengen nicht selbstverstindlich
ist (. LB 30). Bei der Menge N der natiirlichen Zahlen ist das nur dadurch gerechtfertigt,
daB bei fortgesetzter Nachfolgerbildung von 0 aus die gesamte Menge N erfaBt wird.

Beweisen einer bereits vermuteten Summenformel Ebenso wie im m 14 sollte hier noch auf
jegliche verkiirzte und irgendwie normierte Darstellung verzlchtet werden. Dabei kann
freilich nur ein Teil der Beweisiiberl die im UG 11
sind, (als TB) schriftlich festgehalten werden. Wihlt man fiir den Beweis den Sachverhalt
aus M 14, so konnen die Schiiler die ausfiihrliche Darstell hl

noch einmal 1

Auch fiir die SSA an @ 17a) oder b) kann aus Zeitgriinden eine ausfiihrliche Formulierung
in den Schiilerheften nicht erwartet werden, doch kann man sie als HA (.~ dort) nachholen
lassen.

Die groBere Schwierigkeit beim Beweisverfahren durch vollstindige Induktion besteht beim
Induktionsschritt, der nicht nur im konkreten Fall am schwersten zu vollziehen, sondern
auch am schwersten in seiner Bedeutung zu verstehen ist. Hier muB3 gezeigt werden, da8 fiir
jedes natiirliche & (also fiir beliebiges natiirliches k) aus der (vorausgesetzten) Wahrheit der
Aussage fiir k¥ die Wahrheit fiir den unmittelbaren Nachfolger & + 1 folgt. Es muB} deutlich
werden, daB es allein auf den Nachweis des Folgens ankommt, daB also die Giiltigkeit der
Aussage weder fiir & noch fiir £ + 1 nachgewiesen wird. Vor allem ist einer naheliegenden
falschen Formulierung und damit auch falschen Vorstellungen vorzubeugen: Es wird nicht
etwa gezeigt, daB aus der Giiltigkeit fiir beliebiges & die Giiltigkeit fiir & + 1 folgt. Denn
letzteres wiirde ja geméB der Regel fiir das SchlieBen auf eine All-Aussage bedeuten; daB man
bereits die Giiltigkeit fiir alle natiirlichen Zahlen k voraussetzt. Die Induktionsvoraussetzung
wire gleichbedeutend mit der zu beweisenden Aussage, und es gibe gar nichts mehr zu be-
weisen, denn was fiir beliebiges natiirliches & gilt, das gilt selbstverstindlich auch fiir £ + 1;
hier lige ja lediglich eine Variablenersetzung vor. Der Tatbestand wird besonders deut-
lich, wenn man eine in der mathematischen Logik gebriuchliche Symbolik verwendet
(nicht mit den Schiilern):

Der Induktionsschritt lautet  Wk[H(k) » H(k + 1)],
er lautet nicht [Vk H(k)] - H(k + 1).

Im LB wird auf den geschilderten Sachverhalt explizit erst an spiterer Stelle (LB 35)
aufmerksam gemacht, und so sollte man auch im Unterricht verfahren, weil volles Ver-
stindnis fiir die Beweisprozedur erst allmihlich entwickelt werden kann.

Von Anfang an muB jedoch auf moglichst sorgfiltige und saubere Formulierungen geachtet
werden. MiBverstindliches oder Falsches ist hier naheliegend, zumal die Beweisfiihrung
im Induktionsschritt wiederum gemiB der oben erwidhnten SchluBregel erfolgen muB:
Da die entscheidende ,,Vererbung* fiir alle natiirlichen Zahlen gezeigt werden muB, zeigt
man sie fiir eine beliebige natiirliche Zahl. Die Verwendung einer besonderen Variablen &
anstelle von # ist dafiir keineswegs entscheidend; sie soll dem Schiiler nur das Erlangen einer
richtigen Vorstellung etwas erleichtern. Wesentlich ist jedoch, daB im Induktionsschritt &
zwar beliebig, aber fest gewihlt wird — im Grunde genau wie bei jedem anderen, dem Schiiler
langst vertrauten Beweis einer All-Aussage.

Formulieren des Prinzips der vollstindigen Induktion (Bereits bei der Planung der Stunde
bedenke man, ob die Zeit ausreicht, diese Thematik noch geniigend griindlich zu behandeln,
insbesondere wenn man @ 17 im Unterricht bearbeiten 148t, sonst sollte man diesen Schwer-
punkt an den Anfang der LE 6 verlegen.)
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Im @ 18 wird eine Problematik deutlich: Formal gesehen ist H(xz) in der Bedeutung
»n% + 3n + 7 ist durch 5 teilbar* keine Aussage, sondern eine Aussageform, weil mit n
eine freie Variable enthalten ist, und auch H(k — 1), H(k + 1), H(z — 2), H(2n), deren
Bildung der Auftrag erfordert, sind Aussageformen. Man sollte das jedoch mit den Schiilern
nicht erortern. Wir sagen ja auch sonst beispielsweise ,,Die Aussage 2" > n gilt fiir alle
natiirlichen Zahlen, obwohl es eigentlich heiBen miiBte ,,Die Aussage ,Fiir alle natiirlichen
Zahlen n gilt 2" > n* ist wahr* oder auch ,,Die Aussageform 2" > n ist allgemein giiltig
(liber der Menge der natiirlichen Zahlen)*.

Beim Prinzip der vollstindigen Induktion gilt Ahnliches. Es ist als Aussage iiber die Wahr-
heit von Aussagen iiber natiirliche Zahlen formuliert.

Wiirde man sich der bereits oben verwandten Symbolik bedienen konnen, so lieBe sich die
im Prinzip der vollstindigen Induktion beschriebene Beweisstruktur fiir den Fall no = 0
kurz (gewissermaBen eine Sprachebene ,tiefert) so angeben:

[H(0) A Vk(H(k) - H(k + 1))] = Vr H(n).

Die Notwendigkeit der Beschrankung auf umgangssprachliche Darstellungen ist vorteil-
haft, weil einem bloBen mechanischen Einprigen entgegengewirkt werden kann. Deshalb
sollten die Schiiler den Sachverhalt mit eigenen Worten und auf moglichst unterschiedliche
Weise beschreiben, auch wenn damit in Kauf genommen wird, daB beispielsweise Termini
wie ,,wahr*, , giiltig, ,,richtig vollig synonym gebraucht werden. Im LB wird eine solche
flexible Ausdrucksweise ebenfalls bevorzugt.

Hausaufgaben Ausfiihrliche Niederschrift der im @ 17 geforderten Beweisfiihrungen

Kontrollaufgabe
LBA3

Lerneinheit 6 (35td.)
Beweise fiir Summenformeln mittels vollstindiger Induktion
LB 32 bis 40

Durch die Beschrinkung auf den Beweis von Summenformeln sollen die Schiiler schritt-
weise an die Handhabung des Beweisverfahrens herangefiihrt werden. Hier fiihrt im Induk-
tionsschritt immer ein Vorgehen zum Ziel, bei dem die linke Seite der ,,Induktionsbehaup-
tung® unter Benutzung der ,,Induktionsvoraussetzung* zur rechten Seite umgeformt wird.
Gleichzeitig tragt man der Tatsache Rechnung, daB fiir die folgenden Stoffgebiete die Zahlen-
folgen, etwa als Grundlage fiir Grenzbetrachtungen, das Wesentlichste sind. Man sollte je-
doch bereits hier auf weitere, spiter zu behandelnde Anwendungsbereiche hinweisen.

Ziele

Die Schiiler

— kennen die Schrittfolge beim Beweisverfahren der vollstindigen Induktion, wobei
insbesondere der Induktionsschritt zu beachten ist,
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— konnen mit Hilfe dieses Beweisverfahrens Summenformeln fiir Zahlenfolgen,
darunter allgemeine Summenformeln fiir arithmetische und geometrische Folgen,
selbstindig beweisen,

— haben erkannt, daB beim Beweisverfahren der vollstindigen Induktion die zu
beweisende Aussage als Vermutung bereits vorliegen muB, und haben ihre Fihig-
keit, selbst zu derartigen Vermutungen zu kommen, weiterentwickelt,

— kennen die Summenformel(n) fiir die arithmetische (geometrische) Folge und
konnen mit deren Hilfe Summen konkreter Folgen berechnen.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Hervorheben der Schrittfolge fiir Beweise durch vollstandige Induktion

— Beweise fiir einige Summenformeln (m 15 und 16)

2. Stunde

— Festigen des Verfahrens (® 17)

— Erarbeitung und Anwendung einer allgemeinen Summenformel fiir arithmetische
Folgen (> 2; ® 21)

3. Stunde

— Erarbeitung einer Summenformel fiir geometrische Folgen (> 3; @ 22)
— Zusammenfassung und weitere Beweisiibungen

Methodische Hinweise

Hervorheben der Schrittfolge bei isen durch vollstéindige Indukti Hierbei sollte keines-
falls zu friih eine moglichst kurze Beweisdarstellung angestrebt werden, denn damit
wiirde man gegen. eine ausdriickliche Lehrplanforderung verstoBen (LP 20). Es ist zu be-
achten, daB die Beweisprozedur aus zwei Teilen und nicht aus vier besteht, wie mancher
Schiiler filschlicherweise aus der Hervorhebung von Induktionsvoraussetzung, Induktions-
behauptung und Beweis dieser Induktionsbehauptung innerhalb des Induktionsschrittes
entnehmen konnte. Eine derartige Unterteilung des Induktionsschrittes erleichtert zwar die,
Beweisdarstellung, ist aber nicht unproblematisch: Es geht nicht um einen ,,Beweis de
Induktionsbehauptung*, sondern um den Beweis einer Implikation, namlich H(k) —» H(k +1)
und dafiir wird die entsprechende SchluBregel angewendet. Der Lehrer sollte kurz am Bei-
spiel des Beweises zu dem den Schiilern bekannten Satz ,,Wenn zwei (natiirliche) Zahlen}
a und b durch ¢ teilbar sind, so ist auch ihre Summe durch c teilbar* verdeutlichen, daB auch
hier bei der iiblichen Trennung in Voraussetzung — Behauptung (- Beweis) nicht lediglich die
,,Behauptung®, also,,a + b ist durch c teilbar, bewiesen wird, sondern vielmehr der ganze
Satz, eine Wenn-so-Aussage.

fiir einige S formeln Man sollte zuerst die Formel fiir die Summe der ersten 7
natiirlichen Zahien (m 15) beweisen (ein relativ einfaches Beispiel und auBerdem spiter fiir
> 2 notig). Gerade bei den ersten Beispielen ist es wichtig, daB die Schiiler unmittelbar nach
der gemeinsamen Erarbeitung oder zu Hause noch einmal eine ausfiihrliche Darstellung
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nachlesen konnen, die auch begriindende Kommentare zu den einzelnen Umformungs-
schritten enthilt, die an der Tafel gewiB nicht fixiert werden kénnen. Dort sollte man aller-
dings die Stelle deutlich (farbig) hervorheben, an der die Induktionsvoraussetzung benutzt
wird.

Man beachte auch: Da ein Beweisverfahren im Mittelpunkt der Betrachtung steht und nicht
etwa der zu beweisende Satz, sind die ,,Beweisf 11 im LB durchweg als A

iiber die Giiltigkeit (Wahrheit) von Aussagen formuliert. So lautet die Induktionsvoraus-
k(k + 1)

2

setzung im M 15 nicht ,1 +3 +5+ ... +k = sondern stellt voran:

s, Furn = k gelte ..., allerdings im Konjunktiv, um den Charakter der ,,Annahme** deutlich
zu machen. Man sollte zumindest beim miindlichen Arbeiten nicht auf derartige Formulie-
rungen verzichten und sie auch beim schriftlichen Fixieren der Beweise bevorzugen, obwohl
vom mathematischen Sachverhalt her dafiir keine Notwendigkeit besteht.
@ 19 sollte unbedingt bearbeitet werden [a) dient dem Vertrautwerden mit dem Summen-
zeichen (~ HA); b) und - darauf aufbauend - c) 14Bt sich, nach kurzer Vorbereitung in
SSA, rasch miindlich erledigen]. Hier sollen die Schiiler vor allem an den Vergleich neu
gewonnener Erkenntnisse mit dem bereits Bekannten und an das folgerichtige Weiterdenken
als ein allgemeines Prinzip wissenschaftlicher Arbeit — auch im Sinne einer gewissen zusitz-
lichen Kontrolle der Richtigkeit des Erarbeiteten — gewohnt werden.
Zusammenfassend sollte hervorgehoben werden: Das Beweisverfahren der vollstindigen
Induktion liefert keine neuen Erkenntnisse, die zu beweisende Aussage muB vielmehr als
Vermutung bereits vorliegen. Dies fiihrt zu einer Aufgabe, bei der die zu beweisende Sum-
menformel erst durch Verallgemeinerung aus Einzelfillen gewonnen werden muB.

s 1
Die Summenformel der Folge (m
verhaltnisméBig einfach vermuten, und zwar in SSA. Danach sollte auch der Beweis in SSA
erfolgen.
AbschlieBend kann der Lehrer darauf hinweisen, daB man die Summenformel auch durch

1 1 1
Anwenden der Beziehungk(k__m = e herleiten kann, ohne dazu einen Beweis

mittels vollstindiger Induktion zu brauchen. Das darf die Schiiler jedoch nicht zu der Mei-
nung fiihren, die vollstindige Induktion sei eine iiberfliissige Erschwernis.
Moglichkeiten fiir dhnliche Ubungen bieten die LBA 2b), 3a), 4b) und 5a).

) (m 16, spiter im Stoffgebiet 2 benétigt) 4Bt sich

Hausaufgaben @ 19a); als Vorbereitung zur Herleitung der Summenformel fiir die arith-
metische Folge (in der 2. Std.) LBA 1b), 3b) und c) (davon stellt LBA 3c) die groBten
Anforderungen, da der Term fiir das k-te Glied der Folge und damit eine explizite Zuord-
nungsvorschrift aufgestellt werden muB).

Festigung des Verfahrens Zunichst sollte noch einmal die Struktur des Induktionsschrittes

hervorgehoben werden (. LB 35), zumal wenn Schiiler in der HA den Induktionsschritt

unvollstindig, miBverstindlich oder gar falsch formuliert haben.

Beim Hinweis, dal man auf ein besonderes Symbol k verzichten kann, sollte man an die Par-

[tlalsummenfolge (sa) einer Folge (ax) erinnern, bei der die Benutzung zweier verschiedener

{Variablen 1 und k ebenfalls nicht notwendig ist, aber hdufig der Deutlichkeit halber bevor-
* 'zugt wird. AuBerdem sollte den Schiilern eine oftmals gewisse Willkiirlichkeit und die unter-
| schiedliche ZweckmaBigkeit des Anfangs mit 0 oder 1 bewuBt werden. Dafiir eignet sich die

‘Bearbeitung von @ 20 im Anschluf3 an den Beweis fiir die Summe der ersten » Quadratzahlen

/(m 17, benétigt im Stoffgebiet 4 (» LB 241)).

'Die Beweisiibungen sollten in ausreichendem MaBe in SSA erfolgen.



Erarbeitung einer formel fiir arithmetische Folgen Dieses Vorhaben ist
unter dem Gesichtspunkt eines moglichst rationellen Arbeitens zu motivieren. Fiir die
Erarbeitung der Formel(n) kann man vorgehen

— wie auf LB 36f. dargestellt;
— wie es in LBA 7 zur LE 4 an einem konkreten Fall erldutert ist:

ss=a+@+d)+@+2d)+...+@+@m-2)d)+(a+ (n—-1)d)
ss=@+m-d)+(@a+m—-2)d)+a@a+n-3)d)+...+@+d)+a

2s, = n(2a + (n — 1)d) usw.

Dabei sieht der Schiiler gewif3 keine Notwendigkeit mehr, die so erhaltene Formel noch
mittels vollstindiger Induktion zu beweisen; denn die a lite Uberlegung bei ,,beliebi-
gem, aber festem »*¢ diirfte ihm vollig stichhaltig erscheinen. AuBerdem muB der Weg
als ausgesprochener Kunstgriff erscheinen, und deshalb sollte er nach Moglichkeit nicht
angestrebt werden. Man muB} jedoch damit rechnen, daB ein Schiiler einen entsprechenden
Vorschlag macht — weniger in Erinnerung an die evtl. friiher bearbeitete Aufgabe als durch
die Bekanntschaft mit diesem Verfahren aus populdrwissenschaftlicher Literatur.

Nach dem Herleiten von D> 2 sollten die Schiiler die Formel(n) nicht nur dadurch festigen,
daf sie Formeln mit a, ao und auch a, als Anfangsglied miteinander vergleichen, sondern sie
vor allem auf einfachste Fille anwenden (@ 21).

Hausaufgaben LBA 4; LBA 1a) und 4c) zur Vorbereitung der Erarbeitung von > 3

Erarbeitung einer Si formel fiir ische Folgen Zunichst sollte man den Weg
der Herleitung von > 2 kurz wiederholen und einige Ubungen einfachster Art anschlieBen.
Das erleichtert auch die Motivierung; ob diese, wie auf LB 37 dargestellt, ausreichend ist,
ist von der Klassensituation her zu entscheiden.

Eventuell ist es zweckméBiger, gleich zu Beginn die Herleitung der Summenformel bis

n—1
a, = a- Y q* durchzufiihren und daraus zu schlufBifolgern, daB8 zunéchst eine Summenfor-

k=0
mel fiir die Folge der n-ten Potenzen einer beliebigen (von 0 und 1 verschiedenen) Zahl
zu ermitteln ist.
Bei der dem Beweisversuch zu [> 3 vorangehenden Uberlegung, ob auch negative oder ge-
brochene Zahlen zu einem mit der Vermutung iibereinstimmenden Ergebnis fiihren, kann
Zeit durch Gruppenarbeit gespart werden; auch die Bezugnahme auf LBA 4c) ist moglich.
Oft wird bei geometrischen Folgen ein anderer Weg beschritten:

Sp=a+aq + aq® + aq® + ... + ag"? + ag"!
qsy = ag + aq® + ag® + ... + ag""* + ag""* + aq"

Sp — qSp = @ — agq" usw.

Auch dieser ,,Kunstgriff ist problematisch, selbst wenn man ihn nur fiir ein bestimmtes n
(etwa n = 5) praktiziert und die durch Verallgemeinerung gewonnene Formel mittels voll-
stdndiger Induktion beweist. Der Weg auf LB 37f. ist zwar zeitaufwendiger, birgt aber
grofere Potenzen fiir die Entwicklung all, i geistiger Fihigkeiten und entspricht der
Forderung nach heuristischer Schulung (LP 10).

Zusammenfassung und weitere Beweisiibungen Hier sollte die Zus auf LB48ff. genutzt
werden. Mit Ausnahme des Abschnittes ,,Weitere Summenformeln‘ konnten die Schiiler
zu zusammenfassenden Darlegungen aufgefordert werden, die dann mit denen des Lehr-
buchs verglichen werden.
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Kontrollaufgaben
1. LB A 2a) und 5a)

2. Bine arithmetische Folge (a,) und eine geometrische Folge (g,) beginnen mit @, = g, = 2.
Die Differenz der arithmetischen Folge sei d = 0,3, der Quotient der geometrischen Folge
q=0,5.

50 10
Ermitteln Sie Y a und Y &!
k=1 k=1

50 10
Losungzu2.: > ap/=467,5 3 g = 3,99
k=1 k=1

Lerneinheit 7 (2std.)
Weitere Beweise mittels vollstindiger Induktion

LB 40 bis 43

Zur Wei icklung der Fihigkeiten der Schiiler im Fiihren von Beweisen durch voll-
stindige Induktion wird dieses Verfahren auf Ungleichungen, Teilbarkei und

geometrische Sachverhalte angewandt. Das Schwergewicht sollte dabei auf Ungleichungen
gelegt werden, weil sie fiir die weitere Arbeit sehr groBle Bedeutung haben.

Ziele

Die Schiiler

— haben erkannt, daB der Anwendungsbereich des Beweisverfahrens der vollstindigen
Induktion sich nicht auf Summenformeln beschrénkt,

— sind im Fiihren der Beweise sicherer geworden und haben erfahren, daB3 im In-
duktionsschritt auch ein anderes Vorgehen als das bisher praktizierte zweckméBig
sein kann,

~ konnen die Giiltigkeit gewisser Ungleichungen, einfacher Teilbarkeitsbeziehungen
und geometrischer Aussagen beweisen.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Sicherung des Ausgangsniveaus

— Beweis der Giiltigkeit einiger Ungleichungen (m 18, LBA 1a) oder b) oder 2),
dabei Beweis der Induktionsbehauptung durch Umformen der Induktionsvoraus-
setzung

2. Stunde

von Teilbarkei n (M 19 oder LBA 3a))
- Bewelse einfacher geometrischer Aussagen (& 20 oder LBA 4 bzw. 5)
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Methodische Hinweise

Sicherung des Ausgangsniveaus  Fiir vorbereitende tégliche Ubungen zum Auffrischen des
Wissens und Kénnens zu Ungleichungen eignen sich die Aufgaben 15 bis 18 auf UH 17.
Fiir eine gezielte Sicherung des Ausgangsniveaus zu Beginn dieser LE seien zwei Maoglich-
keiten genannt:

— Die Schiiler fithren -~ weitgehend in SSA — ein oder zwei einfache Beweise ohne vollstandige
Induktion fiir die Giiltigkeit von Ungleichungen, z. B. fiir

1
,Aus x > 0 folgt x + — = 2¢.
X
Dabei kann man auf einen wichtigen Umstand aufmerksam machen, der Gegenstand von
. - ) 1
@ 23 ist: Zwar wird man beim Finden des Beweises von x + — 2 2 zu der fiir alle x, also
%

auch fiir x > 0, zutreffenden Aussage (x — 1)> = 0 fortschreiten, aber damit ist der Beweis
noch nicht erbracht. Man mubB sich vergewissern, dal nur dquivalente Umformungen vor-
genommen wurden, oder die Darstellung in umgekehrter Reihenfolge wihlen (aus didak-
tischen Griinden zu empfehlen). Hier kommt noch hinzu: Die Frage, an welcher Stelle
die Voraussetzung x > 0 benétigt wird, fiihrt auf das Problem, das den Schiilern beim
Multiplizieren oder Dividieren beider Seiten einer Ungleichung erfahrungsgemiB die
groBten Schwierigkeiten bereitet.

Andere Aufgaben gleicher Art wiirden Beweise fiir die folgenden Aussagen fordern, die
eng mit der soeben erorterten zusammenhéngen:

2 224 Ausa-b > 0folst (@ + b) (% + %) 2 4%,
Zum Problem des Multiplizierens bzw. Dividierens beider Seiten einer Ungleichung kann
man auch unter Mitarbeit der Schiiler einen TrugschluB vorfiihren, etwa den ,,Beweis*
fiir die Aussage

,,Aus @ > b folgt fiir beliebiges a, b > 0 auch @ > 2b*.
Man erhilt aus @ > b durch Multiplikation mit b

& o X
,.Wenn x - y > 0 ist, so gilt— +
y

ab >b% daraus durch Subtraktion von a*
ab — a* > b*> — @?,  daraus mittels Division durch b — a
a >b+a, daraus durch Abschitzen wegena > b
a >b+b, also die Behauptung ’
a >2b.

Dabei ist nicht nur die fehlerhafte Stelle dieser ,,Beweisfiihrung* aufzudecken. Auch die
zulissigen dquivalenten Umformungen miissen deutlich als solche erkannt und herausge-
stellt werden, und es ist auf das am SchluB erfolgte ,,Abschitzen‘ einzugehen, das man
ja spiter benétigt.

Beweis von Ungleichungen Beginnen sollte man mit dem im m 18 dargestellten Beweis.
Nach Erérterung des prinzipiellen Vorgehens im UG konnen die Schiiler in SSA Induk-
tionsanfang sowie Induktionsvoraussetzung und -behauptung formulieren. Nach erfolgter
Zwischenauswertung ist zu entscheiden, ob der Beweis der Induktionsbehauptung im UG
oder — nach einigen Hinweisen — in SSA gefiihrt werden kann. Im letzteren Falle tritt evtl.
die im oben erwihnten @ 23 dargestellte fehlerhafte SchluBweise auch bei einigen Schiilern
auf, was gewiB mehr Aufgeschlossenheit fiir die Erorterung dieser Frage schafft. Andernfalls
sollten die Schiiler diesen Auftrag lesen und dann - nach angemessener Zeit zum Durch-
denken - diskutieren.

Zur Behandlung im Unterricht eignen sich ferner die LBA 1a) oder b) oder auch LBA 2.
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Beweis von Teilbarkeitsaussagen Sowohl im M 19 als auch in der LBA 3a) werden die
Umformungen im Induktionsschritt von dem Bestreben diktiert, die Induktionsbehauptung
anwenden zu konnen. Die hier angewandte Strategie des ,,gemischten Vorwirts- und Riick-
wirtsarbeitens* bzw. des,,Riickwirtsarbeitens* sollten die Schiiler im Imeresse heuristischer
Schulung verstehen lernen.

Bei LBA 3a) sollte der Lehrer abschlieBend verdeutlichen, daB die Uberlegungen unabhingig
von den speziellen Zahlen 9 und 8 sind, daB also a"— 1 fiir alle natiirlichen Zahlen @ und »
durch @ — 1 teilbar ist, und hervorheben, daB zwar zwei natiirliche Zahlen (z und n)
in dieser All-Aussage auftreten, ein Beweis mittels vollstindiger Induktion aber nur iiber #
gefiihrt wird.

LP 20f. fordert, in Ubungen nicht nur von k auf k + 1, sondern auch von k — 1 auf &
zu schlieBen. Das wird im M 19 beriicksichtigt. Man kann ebenso bei LBA 3a) oder auch
schon zu einem fritheren Zeitpunkt verfahren. Ein zu frithes Bekanntmachen mit unter-
schiedlichen Vorgehensweisen jedoch kann bei leistungsschwicheren Schiilern eher zur
Verwirrung statt zur angestrebten inhaltlichen Klarheit fithren.

Beweise einfach ischer A Hier gibt es verhaltnisméBig wenig Sachverhalte,
die einerseits allen Schiilern zuzumuten und andererseits nicht von der Art sind, daB man
einfacher als mit einem Beweis durch vollstindige Induktion zum Ziel kommen kann. Beim
Losen der LBA 4 beispielsweise wiirde man am einfachsten so schlieBen: Jeder der n Eck-
punkte 1aBt sich mit jedem der (» — 3) ihm nicht benachbarten Eckpunkte durch eine
Diagonale verbinden; dabei wird allerdings jede Diagonale doppelt gezihit: d, = @
So erhdlt man die gesuchte Anzahl ohne (unvollstindige) Induktion und ist zugleich der
Giiltigkeit dieser Formel sicher.

Auch m 20 (Innenwinkelsumme des n-Ecks) 148t sich fiir den konvexen Fall relativ einfach
bewiltigen, entweder wie im LB angedeutet oder nach — gedanklicher — Verbindung eines
innerhalb des n-Ecks gelegenen Punktes mit jedem Eckpunkt. Im Fall nicht notwendig
konvexer n-Ecke hingegen erfordert der fiir den Induktionsschritt benutzte Umstand, daf3
man stets durch eine passend gewihlte Diagonale das n-Eck in ein Dreieck und ein (7 — 1)-
Eck zerlegen kann, eine etwas eingehendere Uberlegung. Darauf wird auch im LB, verbunden
mit einem Literaturhinweis, aufmerksam gemacht, und auch der Lehrer sollte das im Unter-
richt nicht verschweigen.

Kontrollaufgaben
LBAlc)und 5

Lerneinheit 8 (35td.)
Ubungen und Anwendungen zu Folgen und ihren Partialsummen
LB 43 bis 48

LP 21 bzw. 23 fordert, geometrische Folgen und das Losen der dabei auftretenden Expo-
nentialgleichungen besonders zu beriicksichtigen (dabei sind Logarithmen und Logarithmen-
gesetze systematisch zu wiederholen) und orientiert in diesem Zusammenhang auch auf die
Behandlung von Anwendungsaufgaben aus der Okonomie und die Nutzung der in ihnen
ruhenden erzieherischen Potenzen. Allerdings wird man sich hier im Hinblick auf die zur
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Verfiigung stehende Unterrichtszeit und die Komplexitit derartiger Aufgaben auf sehr ein-
fache Sachverhalte beschranken und schwierigere Aufgaben dem Stoffabschnitt 1.3 ,,Ubun-
gen und Anwendungen‘* zuweisen miissen.

Ziele

Die Schiiler

— haben ihre Fertigkeiten im Ermitteln von Summen endlicher arithmetischer und
geometrischer Folgen gefestigt und konnen, je nach Vorgabe, Anfangs- oder End-
glied, Anzahl der Glieder oder Differenz bzw. Quotient ermitteln, insbesondere
eine vorgegebene Anzahl von Gliedern interpolieren,

— konnen ihr reaktiviertes Wissen iiber den Logarithmusbegriff und die Logarithmen-
gesetze beim Losen von Aufgaben zu geometrischen Folgen anwenden,

— haben die Anwendungsméglichkeiten von Zahlenfolgen in verschiedenen Wissen-
schaftsdisziplinen, in der Technik und in der gesellschaftlichen Praxis, insbesondere
die Bedeutung geometrischer Folgen fiir die Normung erkannt,

— kdnnen relativ einfache Anwendungsaufgaben, die auf arithmetische (geometrische)
Zahlenfolgen fiihren, selbstéindig l16sen.

Schwerpunkte

1. Stunde

- Losen formaler Aufgaben zu arithmetischen Folgen (LBA 1 oder 2)
— Lsen einer Anwendungsaufgabe, die auf eine arithmetische Folge fiihrt (m 21
oder LBA 5)

2. Stunde

~ Wiederholung des Logarithmusbegriffs und der Logarithmengesetze sowie Losen
von Gleichungen der Form x* = b und a* = b (m 22)
— Losen von Interpolationsaufgaben zu geometrischen Folgen (m 23, LBA 6 oder 7)

3. Stunde

— Ldsen formaler Aufgaben zu geometrischen Folgen (m 24, ® 25, LBA 3 oder 4)
— Losen von Anwendungsaufgaben zu geometrischen Folgen (LBA 8 oder 9)

Methodische Hinweise

Motivierung und Zielstellung Nach der allgemeinen Zielstellung, die bisherige Beschriinkung
auf die Summenermittlung zu iiberwinden, sollten die Schiiler im UG moglichst rasch
folgende Frage beantworten: ,,Bei einer arithmetischen Folge sei das fiinfte Glied um 20
groBer als das erste. Um wieviel ist das zehnte Glied groBer als das erste?* Die zu erwartende
relativ hohe Anzahl falscher Antworten warnt die Schiiler, vorschnell zu sein, und motiviert
sie, Formeln fiir arithmetische Folgen zu wiederholen. Bei den beiden Formen der Summen-
formel ist zu erdrtern, daB es nicht nur moglich sein muB, aufgrund bekannter a,nund d
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bzw. a, die Summe s, zu berechnen, sondern auch bei vorgegebenen s, und zwei anderen
Werten die restlichen beiden.

Losen formaler Aufgaben zu arithmetischen Folgen In den Ubungen ist keineswegs Voll-
stindigkeit anzustreben, und erst recht nicht sind die verschiedenen Fille einander syste-
matisch gegeniiberzustellen. Die oben angefiihrte Einsicht und einige wenige Ubungen,
z.-B. mit LBA 1 und 2, reichen vollig aus; auch LBA 12 (LB 51) ist moglich.

Losen einer A zu arithmetischen Folgen Zunichst sollte, ausgehend von
® 21 oder LBA 5, das Vorgehen beim Lisen von Anwendungsaufgaben wiederholt werden:
— Analysieren der Aufgabenstellung, Erfassen des Sachverhalts, Planen der Losung

— Ausfithren des Losungsplanes

— Riickbeziehen des Ergebnisses auf die Aufgabenstellung

- Auswerten

Dabei ist hervorzuheben, daB es fiir die einzelnen Etappen kein fiir alle Arten von Aufgaben
sinnvolles Schema gibt, sondern nur allgemeine Hinweise, die zu beachten sind, etwa bei
der Analyse: Sachverhalt veranschaulichen (Skizze), Gegebenes und Gesuchtes hervorheben,
geeignete Bezeichnungen (Variable) einfiihren, Einheiten gegebener Grofen bedenken
(evtl. Umrechnungen), Vorstellungen vom Ergebnis verschaffen (Abschétzen), (voraussicht-
lich) benétigte Formeln bereitstellen. Die Schiiler sollten ferner wissen, daB das Ausfiihren
eines Losungsplanes auch scheitern kann, was zum erneuten Durchdenken der Aufgabe und
zum Aufstellen eines neuen Planes zwingt. AuBerdem sollten sie beachten, daB die letzte
Etappe nicht nur im Formulieren eines Antwortsatzes besteht, sondern auch das Vergleichen
der erhaltenen ,,innermathematischen** Ergebnisse mit dem realen Sachverhalt unter Be-
riicksichtigung der anfangs erfolgten Abschitzung vorangehen muB und auch ein Messen
an eigenen Erfahrungen nicht unterbleiben sollte.

Nach dieser Besinnung benétigen die Schiiler einige Zeit, um den Lsungsweg in SSA planen
zu konnen. Der erarbeitete Plan wird dann im UG diskutiert, Gegebenes und Gesuchtes
dhnlich wie auf LB 44 an der Tafel festgehalten und durch die zur Berechnung benétigten
Formeln ergénzt. Das Losen kann wiederum in SSA erfolgen, die gemeinsame Auswertung —
zumindest teilweise — durch Kontrolle anhand des LB ersetzt werden. Die zusitzliche Frage:
,,Wieviel Meter Papier befinden sich auf einer Rolle, wenn der Gesamtdurchmesser 50 cm
betrigt?* erhoht den Ubungseffekt.

Als Vorbereitung auf den néchsten Schwerpunkt ist eine Aufgabe mit ,,geometrischer In-
terpolation* empfehlenswert (HA unter Hinweis auf ihre Besonderheit), etwa — auf die
Gleichung x* = 29 fiihrend (~ LB 44) —: ,,Zwischen a, = 2 und as = 58 sind vier Zahlen
a,, as, as, as so zu bestimmen, daB eine 6-gliedrige geometrische Folge entsteht .

Motivierung Hier kann an die in der 1. Std. gestellte vorbereitende HA angekniipft werden.
DaB die Frage nach der Anzahl der Glieder bei bekanntem Anfangsglied, Endglied und
Quotient auf Gleichungen wie 5* = 29 fiihrt (~ LB 44), sehen die Schiiler im Zusammen-
hang mit der Auswertung der vorbereitenden HA leicht ein, so daB bei der Motivierung auf
eine dazu analoge Aufgabenstellung fiir 5* = 29 verzichtet werden kann.

Wiederholung des Logarithmusbegriffs und der Logarithmengesetze Es geht hier nicht primar
um die formale Seite (Existenzaussage, Definition). Wichtig sind vielmehr einfache Ubungen
im Bestimmen von Logarithmen und von Numeri (auch spiter im Rahmen tiglicher Ubun-
gen), solche Aufgabenstellungen wie log; 125 einbeziehend. Die hier naheliegende falsche
Antwort ,,5 gibt zur Klirung AnlaB, und die richtige Antwort ,,Eine reelle Zahl zwi-
schen 4 und 5 erfordert eine Bezugnahme auf die entsprechende Existenzaussage und die
bereits aus Klasse 9 bekannte Monotonie der Exponentialfunktion.

Auch die Frage nach 10'#2 oder 3'°*317 miissen die Schiiler ohne Zégern richtig beantworten
konnen und Logarithmen klar als ,,heruntergekommene Exponenten‘ erfassen. Deshalb
sind auch die Logarithmengesetze in enge Beziehung zu den den Schiilern vertrauteren
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Potenzgesetzen zu bringen, bis hin zu einer abschlieBenden Formulierung wie ,,Logarith-
mengesetze sind eigentlich nichts anderes als Potenzgesetze in einer anderen Schreibweise*:.
Deren Wdh kann in SSA erfolgen (~ LB 44f. und [8]). SchlieBlich sollte man die Glei-
chungen, die AnlaB zu der Wiederholung boten, nicht nur mittels der Logarithmentafel
16sen, sondern auch auf den Rechenstab eingehen. Das Gegeniiberstellen der Mantissen-
skale L* und der logarithmisch geteilten Grundskalen ist fiir das Verstindnis des Prinzips
des Stabrechnens und damit der Logarithmen iiberhaupt niitzlich.

Losen von Inter zZu ischen Folgen Wurde, wie oben beschrieben,
eine derartige Aufgabe als Motivation benutzt, so sollte man diese jetzt 15sen. Auch B 23 oder
LBA 6 kommen hier in Betracht.

Um praktische Fragestellungen nicht linger zuriickzustellen, ist spitestens im Anschluf
an die Bearbeitung von W23 oder LB A 6 die technische Bedeutung einer geometrischen
Stufung moglichst anschaulich zu vermitteln, indem man z. B. an einfachen Gegenstianden
wie Niageln oder Schrauben, etwa von 1 cm bis 10 cm Linge, eine arithmetische und eine
geometrische Stufung mit gleicher Stufenzahl einander gegeniiberstellt. In diesem Zusam-
menhang kann auch auf die Papierformate eingegangen werden (LBA 17, LB 52).

Hausaufgabe LBA 7; LBA 8a) als vorbereitende HA zur 3. Std. (Anwendungsaufgaben
zu geometrischen Folgen)

Losen formaler Aufgaben zu geometrischen Folgen Am schwersten fillt den Schiilern das
Ermitteln der Gliederanzahl, auBer bei so einfachen Zahlenverhiltnissen wie in LBA 5;
wo das Bilden der Glieder (gewissermaBen Probieren) zum Ziel fiihrt. Probieren kann sogar
geniigen, wenn die Summe vorgegeben ist:

»,Wie viele Glieder hat eine endliche geometrische Folge mit dem Anfangsglied 2, dem Quo-
tienten 3 und der Summe 6560, und wie lautet ihr letztes Glied?*

Eine derartige Aufgabe kann man vor die Behandlung von M 24 setzen. Dabei sollten die
Schiiler zunichst schétzen, denn die meist zu hohen Schétzwerte helfen, das starke An-
wachsen geometrischer Folgen (bei einem Quotienten gréfer als 1) bewuBtzumachen.
Niitzlich dafiir sind iibrigens auch die bekannten Aufgaben von dem sagenhaften Erfinder
des Schachspiels und seiner erbetenen Belohnung in Weizenkornern oder von dem Pferd,
bei dem man ,,nur* die Hufnéigel — von 1 Pf fiir den ersten stindig den Betrag verdoppelnd
bis zum letzten — zu bezahlen braucht. Der Lehrer sollte sie deshalb an passender Stelle
einsetzen.

Beim Losen der oben formulierten Aufgabe kann man das ,,Probieren durch Bilden der
Glieder zulassen, denn es ist nicht unokonomisch. Beim M 24 jedoch muB ein derartiges
Vorgehen als unrationell verworfen werden (es sei denn, man benutzt einen elektronischen
Taschenrechner). Vor allem aber muB den Schiilern der Wert eines Verfahrens deutlich
werden, das in jedem Falle mit vertretbarem Aufwand zum Ziel fiihrt (ohne daB es deshalb
stets angewandt werden miiBte).

Die Aufgabenstellung im W 24 wirft bewuBt Fragen auf, wie sie dhnlich bei Grenzwert-
untersuchungen immer wieder auftreten. Von gleicher Art sind die LBA 3¢) und 4b).

Lésen von A zu ischen Folgen Zwar ist LBA 9 inhaltlich ge-
wichtiger als LBA 8, doch liefert letztere in gewisser Weise ein ,,Grundmodell* fiir derartige
Vorginge. Deshalb sollte LBA 8 — weitgehend in SSA — im Unterricht bearbeitet werden
(zur Teilaufgabe a) HA in der 2. Std.) wihrend - je nach der verfiigbaren Zeit — LBA 9
im UG nur vorbesprochen werden sollte (» HA dieser Stunde). Dabei sollten die Schiiler
auch erkennen: Obwohl der mit den geometrischen Folgen entwickelte mathematische
Apparat ausreicht, derartige Aufgaben zu 16sen, spiegelt er in mancher Hinsicht den Sach-
verhalt unvollstindig wider. Denn der Zuwachs des Holzbestandes erfolgt nicht wie bei

! Irrefiihrend ist es, diese Skale als ,,Logarithmenskale'* zu bezeichnen, denn L ist gerade nicht logarithmisch, sondern
linear (gleichmaBig) geteilt. Thre explizite Behandlung sieht der Lehrplan iibrigens auch in Klasse 9 nicht vor.
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Zinsen schlagartig nach Ablauf eines Jahres, sondern kontinuierlich, ,,stetig®. Es liegt
eine Funktion vor, deren Definitionsbereich nicht auf natiirliche Zahlen beschrinkt ist,
und zwar eine Exponentialfunktion (wenn man davon absieht, daB Wachstums- und Reife-
bzw. Rubeperioden des Holzes abwechseln).

Der Lehrer solite auch darauf eingehen, daB die Zunahme des Holzbestandes bei einem
‘Wald nur dann in dieser Weise zutreffend beschrieben werden kann, wenn die Biume weder
ganz jung noch iiberaltert sind und weitere ,,Nebenbedingungen* (Witterung, Diingung,
Krankheiten oder Schidlingsbefall) auBBer Betracht bleiben.

Hausaufgabe Losen der vorbesprochenen LBA 9

Kontrollaufgaben

1. In dem etwa 4000 Jahre alten Papyrus Rhind aus Agypten wird die Aufgabe behandelt,
10 MaB Getreide so unter 10 Personen zu verteilen, daB die Anteile eine arithmetische
1
Folge mit T MaB als Differenz bilden. Welche Anteile erhalten demnach die einzelnen
Personen?

2. Bei der ,,gleichmiBig temperierten Tonleiter* sind zwischen Grundton und Oktave (mit
doppelter Frequenz des Grundtons) 11 Tone so ei hal daB die Fi eine
geometrische Folge bilden. Der Grundton habe die Frequenz 440 Hz (Kammerton a’).
Welche Frequenz hat dann der vierte Ton dieser Folge (0”)?

Losungen:

125M1323MB 7MB 2. 523 Hz (Rech by igkei

T3 aBl, 6 a,...,ﬁ a S z (Rechenstabgenauigkeit)
Stoffabschnitt 1.2 (8 Std.)
Kombinatorik

LP 21 und 23f. orientieren darauf, die Schiiler mit elementaren kombinatorischen Uber-
1 vertraut zu hen und sie zu befihigen, mit Hilfe der (lediglich einzufiihrenden)
Begriffe und Sitze entsprechende formale Ubungen durchzufiihren und einfache Anwendungs-
aufgaben zu Permutationen, Variationen und Kombinationen zu 16sen.

Das erfordert, auch im Hinblick auf die zur Verfiigung stehende geringe Stundenanzahl,
den UnterrichtsprozeB so zu planen, daB die Lehrplanforderungen nicht iiberschritten
werden und ein vertretbares MaB3 an Ausgewogenheit zwischen theoretischen Erorterungen
und praktischen Anwendungen erreicht wird. Dabei ist insbesondere der Motivation der
Schiiler durch interessante Problemstellungen und Aufgabeninhalte die notwendige Auf-
merksamkeit zu schenken.

Aus den Zielstellungen zur Behandlung dieses Stoffabschnitts (» auch UH 11) lassen sich
folgende Leitgedanken ableiten:

— Bei zahlreichen praktischen Sachverhalten werden die Elemente ein und derselben Menge
in ihrer unterschiedlichen Anordnung betrachtet, und es wird nach der Anzahl aller
méglichen Anordnungen gefragt.

— Bei bestimmten Sachverhalten geht es um geordnete Teil einer vor;
Menge und deren Anzahl in Abhéngigkeit von der Anzahl der Elemente, bei anderen spielt
die Anordnung der Elemente in den Teilmengen keine Rolle.

— Bestimmte Uberlegungen ermdglichen, bei einem vorgegebenen Sachverhalt simtliche

benen
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Anordnungen und ihre Anzahl, simtliche (geordnete und nicht-geordnete) Teilmengen
mit einer bestimmten Anzahl von Elementen und auch die Anzahl dieser Teilmengen zu
finden.

— Es gibt Sachverhalte und Probleme, die sich durch kombinatorisches Uberlegen erfassen
und I&sen lassen, jedoch nicht mit Hilfe der erarbeiteten Begriffe ,,Permutation*, ,,Va-
riation*, ,,Kombination* und der entsprechenden Anzahl-Aussagen.

Lerneinheit 9 (25td.)
Permutationen
LB 53 bis 56

Ziele

Die Schiiler

— haben einen Einblick in kombinatorische Fragestellungen erhalten,

— haben die Begriffe ,,Geordnete Menge* und ,,Permutation von »n Elementen*
erfafit und konnen alle Permutationen einer Menge von n Elementen (n = 4) bilden,

— haben den Beweis fiir P, = n! verstanden und kénnen bei einfachen Sachverhalten
diese Formel anwenden.

Schwerpunkte

1. Stunde

- Motivierung der Behandlung kombinatorischer Fragestellungen

- Erarbeitung des Begriffs ,,Permutation*, dazu ,,Geordnete Menge* und ,,Lexiko-
graphische Anordnung*

~ Finden der Formel P, =1-2-3-... - n (m25, ®27)

- Erarbeitung und Festigung des Begriffs ,,n-Fakultit (LBA 4 bis 6)

2. Stunde

- Beweis fiir P, = n! (@ 28)
- Ubungen im Ermitteln von P, (Auswahl aus LBA 1 bis 3 und 7)

Methodische Hinweise

M, ar kombhi

ierung der Beh ischer Fragestellungen Kombinatorische Probleme
von der Art und dem Niveau, wie sie laut LP behandelt werden konhen, sind relativ haufig
und auch leicht zu verstehen. Sie finden das Interesse der Schiiler, die Motivierung fiir die
Beschiftigung mit solchen Fragen fillt deshalb nicht schwer. Man kann dafiir das Einfiih-
rungsbeispiel auf LB 52 oder einen anderen, der jeweiligen Klasse besonders vertrauten
Sachverhalt benutzen.
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Erarbeitung des Begriffs ,,Permutation* Der LP fordert sowohl fiir ,,Geordnete Menge*
als auch fiir ,,Permutation* keine exakte Definition (etwa als Paar [M; <] bzw. als Ab-
bildung), sondern schreibt das anspruchslosere ,,Einfiihren* vor. Deshalb sollte man das
Wesentliche der Begriffe an Beispielen erarbeiten. Bei den geordneten Mengen kann man
dabei von dem bekannten ,,geordneten Paar* ausgehen (es zumindest einbeziehen), die
Unterschiedlichkeit von [a; 6] und [b; @] (fiir b + a) durch die unterschiedliche Lage der
Punkte in der graphischen Darstellung veranschaulichen. Es kommt also weniger auf eine
verbale Erklirung an (etwa ,,Eine geordnete Menge ist eine Menge, bei der die Reihenfolge
der Elemente festgelegt ist*) als vielmehr auf das Darstellen geordneter Mengen mit iiber-
einstimmenden Elementen: ,,Nennen Sie drei unterschiedlich geordnete Mengen mit den
Elementen a, b, ¢!*“. Auch die drei Merkmale einer Ordnungsrelation sollten nicht abge-
fragt, sondern durch (auch auBermathematische) Beispiele konkretisiert werden.

@ 26 dient nicht nur dem Festigen des Begriffs ,,Geordnete Menge*, sondern auch dem
Motivieren und Einfithren von ,Lexikographische Anordnung*. Einige Schiiler werden
dabei zunichst weniger als 24 Permutationen finden. Das lexikographische Anordnen der
gefundenen Permutationen gestattet das Finden der ,,Liicken*. Auf diese Weise werden die
an sich unterschiedlichen Aufgabenstellungen

— Ordnen vorhandener Wérter (bisher vor allem prakuznert),
— Systematisches Erzeugen neuer Worter

miteinander verbunden, wird die erste Aufgabe in die zweite iibergefiihrt.

Finden einer Formel fiir die Anzahl der Permutationen Die beim Bearbeiten von @ 26 zu-
nichst aufgetretenen Méngel konnen ein (zusitzliches) Motiv fiir ein Ermitteln der Anzahl
P, sein. In SSA an m 25 kann das erforderliche systematische und planvolle Vorgehen er-
arbeitet werden. Spitestens hier sollte auch eine Erkldrung des Wortes ,,Kombinatorik*
versucht werden. Von der Umgangssprache her verbindet man mit ,,Kombination* bzw.
.. Kombinieren* die Vorstellung vom folgerichtigen und systematischen, alle Maoglichkeiten
bedenkenden Zusammenfiigen einzelner Objekte. Diesbeziiglich sind die Titigkeiten der
Schiiler auf dem Weg zum Ergebnis (P, = n!) fiir ihre Bildung und Erziehung von minde-
stens ebenso grofer Bedeutung wie erworbenes Faktenwissen (Formeln) selbst.

Erarbeitung des Begriffs ,,n-Fakultit* Auf eine exakte (induktive) Definition auch dieses
Begriffs [0! = 1; n! = n - (n — 1)!] wird verzichtet. Er wird vielmehr als eine abkiirzende
Sprech- und Schreibweise fiir ,,Produkt aller Zahlen von 1 bis 7* eingefiihrt. Eine gewisse
Vertrautheit damit ist erforderlich, weil »! im folgenden Unterricht zum Erarbeiten weiterer
Begriffe und zum Formulieren von Aussagen und deren Beweisen sehr haufig benutzt wird.
Dafiir reicht es nicht, n! fiir vorgegebene n berechnen zu kénnen, es muB auch eine gewisse
Sicherheit im Zerlegen, Umformen, Vereinfachen erworben werden, z. B. durch Bearbeiten
der LBA 4 bis 6. Eine Motivierung dafiir, 0! und 1! iiberhaupt zu definieren, kann mit dem
Streben nach Vollstindigkeit (alle natiirlichen Zahlen) und in Analogie zu den Potenzen
a' und a° erfolgen. Es gerade in dieser Weise zu tun, kann ebenfalls in Analogie zu den Po-
tenzen motiviert werden. Zwar sind keine den Potenzgesetzen entsprechenden Gesetze fiir

1
n! bekannt, LBA 4d) liefert aber sofort (1 — 1)! = —.
) n

Die Schiiler diirften nach einem entsprechenden Impuls in SSA fiir n =2 bzw. n =1
finden:

21 1.2
= == = = | = s
e-ni=1t== 5 1, alsol! =1 bzw.
11
- =0=—=— = 1 1 =1.
€1 )N=0 T = 1, asooml
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Beweis fiir P, = n! Zunichst sollten die Schiiler die Schritte eines Beweises durch voll-
stindige Induktion und die Gedankenfiihrung beim oben beschriebenen Kombinieren
wiederholen: Zu n geordneten Objekten kann man ein weiteres an (z + 1) Stellen hinzu-
fiigen. Der Beweis ist dann so einfach, daB ihn die Schiiler in SSA fiihren kénnen.

Ubungen im Ermitteln von P, Sie sollen vor allem als Anwendungen auf reale Sachverhalte
erfolgen. Deshalb sind im LB nur wenige Aufgaben zu formalen Ubungen wie LBA 2 und 3
zu finden.

Kontrollaufgaben
LBA 3b) und 5a)

Lerneinheit 10 (35td.)
Variationen und Kombinationen
LB 56 bis 62

Ziele

Die Schiiler

- kennen die Begriffe ,,Variation von n Elementen zur k-ten Klasse* und ,,Kombi-
nation von n Elementen zur k-ten Klasse*,

- haben die Anzahl V¥ erarbeitet und den Beweis fiir VE = verstanden,

n!

(n — k)!

~ konnen die Formel fiir die Anzahl C¥ aus den Formeln fiir V¥ und P, herleiten,

— konnen von einfachen Fr 11 heiden, ob sie auf Variationen bzw.
Kombinationen fiihren, und gegebenenfalls die entsprechenden Anzahlformeln
anwenden,

— kennen den Begriff ,,Binomialkoeffizient“ und die entsprechende Schreibweise,

- haben ihre Fahigkeiten im Fiihren von Beweisen sowie im Analysieren, Vergleichen
und Verallgemeinern weiterentwickelt.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Erarbeitung der Begriffe ,,Variation* und ,,Kombination*
— Erarbeitung der Formel fiir V¥, dabei Entwickeln all| ingeistiger Fahigkeiten
©5; m26)

2. Stunde

, n
— Beweis zu V¥ =

1
Induktion (n = k)t
- Erarbeitung der Formeln fiir C¥ (> 6 und 7; @ 32; LBA 4)

dabei Festigen des Beweisens mittels vollstindiger
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3. Stunde
— Erarbeitung des Begriffs ,,Binomialkoeffizient* und der Schreibweise (:)

— Induktive Erarbeitung und Begriindung der Beziehungen in [> 8

Methodische Hinweise

Erarbeitung der Begriffe ,,Variation** und ,,Kombination** Einer erneuten Motivierung
bedarf es nicht, wenn die Schiiler bei Beginn des Stoffabschnitts ,,Kombinatorik* die drei
Fragen auf LB 52 durchdacht haben. Dafl man jetzt — folgt man dem Weg des LB — beide
verbliebenen Fragen aufgreift, verwundert bei ihrer Gleichartigkeit nicht. Diese gemeinsame
Einfiihrung von ,,Variation und ,,Kombination** hat den Vorteil, beide Begriffe durch
Gegeniiberstellung besser voneinander abgrenzen und dabei die Beispiele fiir den einen sofort
als Gegenbeispiele fiir den anderen nutzen zu kénnen. Wahlt man z. B. aus den zehn Grund-
ziffern drei aus und fiigt sie zu einer Ziffer zusammen, so erhélt man mit 345 und 543 zwar
zwei verschiedene Variationen, aber ein und dieselbe Kombination. Mit 345 und 543 ent-
stehen zwei verschiedene Ziffern, beim Tele-Lotto aber ist es fiir einen ,,Dreier gleich-
giiltig, in welcher Reihenfolge 3, 4, 5 gezogen wurde. Weitere Gegenbeispiele kénnen durch
Wiederholung von Elementen erzeugt werden: Es gibt zwar die Ziffer 343, im eingefiihrten
Sinne ist dies aber weder eine Variation noch eine Kombination; beim Tele-Lotto konnte
so etwas auch gar nicht auftreten.

Das Sichtbarmachen von Gemeinsamkeiten und Unterschieden kann in den Ubungen fort-
gesetzt werden. Dabei sollte man sowohl Aufgaben stellen, die einige Variationen (Kombi-
nationen) anzugeben verlangen, als auch solche, bei denen nach beiden gefragt ist:

,,Bilden Sie aus der Menge aller Buchstaben 3 verschiedene Variationen (Kombinationen)
zur 4. Klasse, die

— sich in allen Elementen unterscheiden,
— sich nur in einem Element unterscheiden,
— in allen Elementen iibereinstimmen!

Suchen Sie dabei méglichst nach sinnvollen Wortern!«

,,Bilden Sie alle Variationen (Kombinationen) zur 2. Klasse der 4 Buchstaben S, T, A, R!«
Bei diesen Ubungen sollte man auch die Permutationen der » Elemente und die Menge der
n Elemente selbst als spezielle Variationen (Kombinationen) einbeziehen, ebenso die n
Elemente (strenggenommen die » Einermengen) einzeln. Insbesondere der zweite Aufgaben-
typ kann zur Differenzierung dienen, indem beim Bilden aller Variationen gleichzeitig die
Anzahlen VX fiir k£ = 1 bis 4 ermittelt werden, dabei eine Abhangigkeit von k festgestellt
und somit zum néichsten Schwerpunkt iibergeleitet wird.

Das Tafelbild auf UH 55 verdeutlicht den Gedankengang und kann bei einer Zusammen-
fassung erarbeitet werden.

Erarbeitung der Formel fiir % Auch hier ist, eigentlich noch mehr als bei den Permuta-
tionen, fiir die Bildung und Erziehung der Schiiler das Finden der Formel genau so wichtig
wie der Beweis. Mit dem Arbeiten am m 26, dem Festhalten eines der beiden Parameter,
dem Aufdecken von Z hingen und dem Verall inern werden einerseits aligemeine
heuristische Regeln angewandt. Andererseits wird aber ein fiir die Kombinatorik typisches
Denken praktiziert: Man beginnt mit dem einfachsten und am leichtesten zu iiberschauen-
den Einzelfall und versucht, aus ihm durch systematisches Kombinieren die anderen Fille
zu erzeugen, dabei stets bedenkend, ob und wie sich Art und Anzahl der entstehenden Ob-
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Menge von n Elementen

Geordnete Menge von n Elementen

i
Geordnete Teilmenge Teilmenge
mit k& Elementen mit k Elementen

jekte dndern. In diesem systematischen, disziplinierten, folgerichtigen Denken ist eine der
wichtigsten Erziehungspotenzen des ganzen Stoffabschnitts ,,Kombinatorik‘ zu sehen. Die
Schiiler sollen auf diese Weise befihigt werden, einfache kombinatorische Uberlegungen,
z. B. an Sachverhalten aus ihrer Umwelt, anzustellen, ohne an eine Formel gebunden zu
sein.

Der Weg zur Formel ist auch deshalb so wichtig, weil nur diejeni Schiiler den hlie-
Benden Beweis verstehen, ihn woméglich sogar in SSA finden konnen, die zuvor die gleichen
Gedanken am Beispiel verstanden haben.

Auch bei den Umformungen ist aus erzieherischen Griinden jeder Eindruck eines Kunst-
griffs zu vermeiden. Wenn z. B. die Anzahlen

Vi=5-4; Vi=5-4-3; Vi=5-4-3-2

gefunden worden sind, muB noch einmal zur klaren Zielorientierung erarbeitet werden:
Wir wollen

- V% in Abhingigkeit von k ausdriicken und
— versuchen, die Produkte mit Hilfe der Fakultitsschreibweise auszudriicken.

Von hier kann weitergedacht werden: Bei den Produkten fehlt an 5! nicht nur irgendetwas,

es fehlt eine (kleinere) Fakultit. Wiirden wir sie anfiigen, miiSten wir anschlieBend wieder

51 5! < & e

I TG oo sieht zwar umstidndlicher aus als das

Produkt 5 - 4, entspricht aber den beiden genannten Zielen und gestattet eine Verallgemeine-
5! _— “ n!

Gonr und schlieBlich zu V¥ = YR

Das Auftreten von (7 — k)! im Nenner und das Wissen, daB n = k sein kann, sollte AnlaB

sein, erneut die ZweckmaBigkeit der Festsetzung 0! = 1 zu zeigen.

Fiir das Versténdsis des Beweises ist es ratsam, die Uberlegungen zu V3 und V5 im m 26

von den Schiilern - in Analogie zu VZ - ausfiihrlicher darlegen zu lassen, als es auf LB 56f.

aus Platzgriinden geschieht.

Hausaufgabe Durcharbeiten von m 26 als Vorbereitung des in der 2. Std. zu fithrenden
Beweises (das Verteilen der Erarbeitung und des Beweises von [> 5 auf zwei Unterrichts-
stunden ist aus Zeitgriinden notwendig).

dividieren. Der Bruch in V% =

rung zu V¥ =
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Beweis der Formel fiir V¥ Ein SV legt wiederholend die am m 26 durchgefiihrten Uber-
legungen dar (» HA in der 1. Std.). Im Beweis bereitet die Umformung

nl(n — k) _ nl(n — k)

-k @—(+1))@—k

den Schiilern oftmals Schwierigkeiten. Hier sollte im UG erortert werden:

Die Induktionsbehauptung hat als Zahler n!. Der Faktor (» — k) 1aBt sich aber kiirzen,
weil der Nenner ihn als den gréBten Faktor von (n — k)! ebenfalls enthilt. Was bleibt dann
im Nenner? Offenbar die Fakultit derjenigen Zahl, die vor (n — k) steht, man muB also von
n noch 1 mehr subtrahieren, also (k + 1). Es muB dem Schiiler deutlich werden, daf3
(n — (k + 1)) kleiner als (n — k) ist. Auch bei diesen allgemeinen Uberlegungen .ist eine
Konkretisierung durch Zahlen zweckmiBig.

Erarbeitung der Formeln fiir C¥  Finden und Begriinden dieser Formeln sind so leicht, daB
SSA méglich ist. Die Schiiler konnen schon in den vorangegangenen Ubungen fiir spezielle
k entdecken: Es gibt k!-mal soviel Variationen wie Kombinationen (bei gleichen » und k).
Sie konnen nunmehr selbst die allgemeine Uberlegung ,,Um zur Anzahl C¥ zu kommen,
muB man die betreffende Anzahl V¥ durch k! dividieren* bis zur entsprechenden Schreib-
weise durchfiihren. Wie sich die Erkenntnis, daB es im allgemeinen weniger Kombinationen
als Variationen geben muB, in [> 6 und > 7 duBert, sollten sie durch einen Vergleich der
beiden Nenner erldutern.

Diese allgemeine Gedankenfiihrung hat den Charakter einer Herleitung, die Aussage ist also
bewiesen; noch einen Beweis durch vollstindige Induktion anschliefen zu wollen, wiirde
bei den Schiilern auf Unverstandnis stoflen.

Das Umformulieren von [> 6 in die numerisch zweckméBige Form von [> 7 sollte in einigen
einfachen Ubungen (LBA 4) vorbereitet werden:

i 9!
. l=______~ " 3=
LBA4b): CF = 7 LBA4a): C = G
_1+2:3:4:5:6-7 1:2:3-4-5-6-7-8-9
B 341 = 61- 3!
_7:6-5-4 ! _9-8-7
A Y

Die Schiiler miissen das Zustandekommen von Zahler und Nenner gesehen und diese selbst
gebildet haben, auf eine allgemeine Formulierung kann dann sogar verzichtet werden.
Einfache Ubungen im Berechnen verschiedener CX (etwa wie ® 32) leiten dann bereits zur
3. Std. iber.

Erarbeitung des Begriffs ,,Binomialkoeffizient
Es ist nicht zu erwarten, daB die Schiiler nach
dem Bearbeiten von @ 32 den Zusammenhang
der gefundenen Zahlen mit den Koeffizienten
des PascaLschen Dreiecks (der LP fordert
nicht das Einfiihren dieses Wortes) selbst fin-
den, auch wenn sie ihre Ergebnisse iibersicht-
lich, etwa wie in Bild 1.4, anordnen.

Bild 1.4

Das Entdecken dieses Zusammenhangs mit Hilfe der Darstellung auf LB 59 sollte ein
wenig Uberraschung auslosen. Unter Umstinden muB man diesen Zusammenhang an einem
Beispiel etwas erhellen:
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,,Wir iiberlegen, wie der Koeffizient 6 von ¢?b? in der Summe zu
@+b*=@+b-@+b-@+b-(a+b)

zustande kommt. Dazu markieren wir (in lexikographischer Reihenfolge), wie sich das
Produkt a?h? insgesamt 6mal ergibt:

(@+b)-(@a+b) (@a+b) (a+b)

x x % x
% x X x
% x x %

x X Tx x

x X x

x X X x

Es muB ja jedes Glied der einen mit jedem Glied aller anderen Summen multipliziert werden.<
Auf diese Weise erkennt der Schiiler, daB es auch hier um ein Kombinieren geht.

Bei der Einfiihrung des Symbols (Z ) kann es dadurch zu Verwechslungen kommen, daB nun

,»n iiber k* steht, im Gegensatz zu CX. Deshalb sollten die Schiiler eine Kurz-Sprechweise
wie ,,C unten n — oben k*“ vermeiden, vielmehr ausfiihrlich ,,Anzahl von n Elementen zur
k-ten Klasse* sprechen. Im iibrigen kann man nur auf diesen historisch gewachsenen Unter-
schied hinweisen und zu seiner Beachtung auffordern.

Einige Bezi isch Binomialkoeffizienten Der Begriff ,,Binomialkoeffizient*
und auch seine Schreibweise gehoren gewil nicht zum Grundwissen, zumal der Binomische
Satz nicht behandelt wird. Das trifft auch auf die in > 8 formulierten Beziehungen
(Z) = (" :'_ k) und (:) + (k : 1) = (: : i ) zu. Diese Aussagen sollen nicht etwa
gelernt, sondern in erster Linie wiederum durch Vergleichen und Verallgemeinern gefunden
und dann bewiesen werden. Dabei gelingt das Finden und verbale Beschreiben des Zusam-
menhangs anhand des PascaLschen Dreiecks den Schiilern relativ leicht. Schwierigkeiten
bereitet nur die Formulierung mit Hilfe der Symbolik. Das ist nicht verwunderlich und auch

zweitrangig.
Ubungen zu Kombinationen sollten nicht nur Recheniibungen wie etwa in LBA 4 sein.
W 27 und die meisten der LBA 5 bis 9 enthalten zusétzliche Bedi die dazu zwingen,

vor dem Anwenden der Formel zundchst den Sachverhalt zu durchdenken. Dabei sollten die
Schiiler herausfinden, daB und wie diese zusitzlichen Bedingungen meist auf eine Reduzie-

rung der El der A 1ge fithren. Auch das gehort zur heuristischen Schu-
lung.
Kontrollaufgaben
1. Wie viele Variationen zur 4. Klasse kann man aus den Buchstaben K, A, S, T, E, N
bilden?
Welche davon steht in lexikographischer Reihenfolge an dritter und welche an drittletzter
Stelle? /

2. Wie viele Kombinationen der Elemente a, b, ¢, d, e, f, g zur 3. Klasse enthalten keinen
Vokal (beide Vokale; genau einen Vokal)?

Losungen:

1. 360; AEKSNT; TSNEKA

2.10;5;20

57



Lerneinheit 11 (35td.)
Einfache Anwendungen zur Kombinatorik
LB 62 bis 65

Es erfolgt eine (weitere) Herausbildung von Fihigkei ischen Kombini
und Analysieren von Sachverhalten. Es wire daher verfehlt den 3 Unterrichtsstunden
schwerpunktméBig jeweils einen der drei Begriffe zuzuordnen; den Schiilern wire dadurch
die Entscheidung dariiber, welches mathematische Hilfsmittel jeweils einzusetzen ist, weit-
gehend abgenommen. Vielmehr sollte man die Schwerpunkte nach Sachverhalten festlegen,
die in den Beispielen und Aufgaben im LB enthalten sind.

Ziele

Die Schiiler

- haben tiefere Einsichten in Vielfalt und Bedeutung kombinatorischer Problem-
und Fragestellungen erworben,

— haben ihre Gewohnheit gefestigt, eine Aufgabenstellung erst griindlich zu durch-
denken, ehe sie ihnen bekannte mathematische Hilfsmittel einsetzen,

— haben (erneut) die Niitzlichkeit von Formeln eingesehen; sind sich aber dennoch
bewuBt, daB sie (einfache) kombinatorische Fragen auch ohne Kenntnis einer
Formel 16sen konnen,

— sind im Anwenden der eingefiihrten Begriffe und Sitze sicherer geworden,

- haben ihre Fihigkeiten im Analysieren, Vergleichen, systematischen Probieren und
Kombinieren weiterentwickelt.

Schwerpunkte

1. Stunde

Eineindeutige Zuordnungen (M 28; @ 35; LBA 6)

2. Stunde

Fragen der Informationsiibermittlung (m 30; LBA 2 und 5)
3. Stunde

Geometrische Probleme (M 29; LBA 3 und 4)

Methodische Hinweise

Eineindeutige Zuordnungen Innerhalb der nach den Aufgabeninhalten gebildeten Schwer-
punkte sollte man sich um eine Steigerung des Schwierigkeitsgrades bemiihen. Von den
Beispielen und Aufgaben im LB ist LBA 1 die leichteste, ordnet sich jedoch in keinen der
Schwerpunkte ein. Die Schiiler sollten nicht nur die Zahlen C,, bzw. C}3, errechnen,
sondern auch verstehen lernen: Das Ergebnis einer solchen Stichprobenuntersuchung ist
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um so zuverlissiger, je groBer die Stichprobe gewihlt wurde. Aus 6konomischen Griinden
muB man sich aber in der Anzahl beschrinken; offensichtlich ist das, wenn das Erzeugnis
durch die Untersuchung zerstort wird (Brenndauer einer Glithlampe). Eine Garantie dafiir,
daB auch alle nicht zur Stichprobe gehdrenden Erzeugnisse eines ,,Loses* einwandfrei sind,
kann selbst dann nicht gegeben werden, wenn die Stichprobe keine Beanstandungen ergibt.
Wichtig ist die Frage nach dem Zusammenhang zwischen Losgrofe, StichprobengroBe und
Sicherheit, mit der man aus den Ergebnissen der Untersuchung auf die Gesamtheit schlieBen
kann (statistische Qualititskontrolle). IThre Untersuchung ist eine der Aufgaben der mathe-
matischen Statistik, die sich wiederum auf Ergebnisse der Wahrscheinlichkeitsrechnung
stiitzt.

Die Schiiler sollten beim Losen solcher Aufgaben stets die gesuchten Zahlen vor dem Er-
rechnen schitzen, groBenmiBig vergleichen und diesen Vergleich begriinden.

Bei LBA 6 ist zunichst die praktische Bedeutung der eineindeutigen Zuordnung (Verkehrs-
fahndung, Ubersichtlichkeit) herauszuarbeiten. Die hohere Schwierigkeit gegeniiber LBA 1
besteht einmal darin, daB man fiir Buchstaben und Ziffern gesondert denken und dann die
beiden Ergebnisse zusammenfiigen muB, und dann in der Tatsache, daB es sich eigentlich
um Variationen mit Wiederholung handelt. Bei den Ziffern bereitet dies keine Schwierig-
keiten, wenn mitgeteilt worden ist, daB auch 0000 (bzw. 000) auftreten darf; die Zahl
26 - 10000 (Fall 1) wird dann schnell gefunden. Im Fall der 3 Buchstaben konnte folgender
TrugschluB auftreten: Die dem Kennbuchstaben hinzuzufiigenden beiden Buchstaben bilden
Variationen von 26 Elementen zur 2. Klasse, also ist die Anzahl V3, - 10° = 26 - 25 - 10,
Andererseits gibt es geniigend Schiiler, die von der Méglichkeit des mehrfachen Auf-
tretens von Buchstaben wissen und die falsche Anzahl 26 - 25 - 10° korrigieren. Je nach
Klassensituation konnte man dann die Gleichartigkeit mit dem Sachverhalt bei den Ziffern
feststellen und zu »* fiir die Anzahl der Moglichkeil aus n El k (evtl. auch mehr-
fach) auszuwihlen, verallgemeinern.

Hausaufgaben Durcharbeiten von B 28; Bearbeiten von @ 35

Fragen der Informationsiibermittlung Bei den Sachverhalten jm m 30 und in den LBA 2 und
5 handelt es sich ebenfalls um eineindeutige Zuordnungen (Funktionen): Den Buchstaben
des Alphabets werden Symbole (Morseschrift, Blindenschrift), den Teilnehmern in einem
Fernsprechnetz Nummern zugeordnet. Man sollte mit LBA 2 beginnen, weil es hier tat-
sichlich um Kombinationen geht und es auch nicht schwer ist, diese zu erkennen und die
Anzahl als Summe der C¥ (1 = k = 6) zu berechnen. Die Schiiler sollten dabei die Fiirsorge
unseres Staates fiir Behinderte erkennen, die sich in der Sicherung von Bildung, Ausbildung
und Arbeitsplatz fiir diese Mitmenschen duBert; man sollte aber auch darauf hinweisen,
dab sie nicht unser Mitleid, wohl aber unser Verstindnis, unsere Hilfe und Zuwendung
brauchen.

DaB m 30 auf Wiederholungen fiihrt, ist wiederum sofort ersichtlich: Es sollen 2 Zeichen
zu Symbolen aus 4 Zeichen kombiniert werden. Einige Schiiler werden den im LB beschrie-
benen Ubergang von z, = 4 zu z; = 4 - 2 = 8 nicht sofort nachvollziehen, weil sie meinen,
das hinzukommende Zeichen konne bei jedem der vorhandenen Zeichen an 3 verschiedenen
Stellen stehen. Erst das Aufzeichnen iiberzeugt davon, daB z. B. ,,~...* infolge der Mehr-
fachanwendung auf verschiedene Weise entstehen kann (.~ Bild 1.5).

Man sollte ferner erortern, daB verniinftigerweise moglichst wenige vierstellige Symbole
auftreten und die haufigsten Buchstaben die kiirzesten Symbole haben sollten. Die Vorlage

Bild1.5

[ — B[ E0 — =) B — B
r

new new . neuw
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eines Morse-Alphabets bestitigt das dann. Selbstverstindlich wird man Kenntnisse und

Erfahrungen einiger Schiiler aus der GST-Ausbildung nutzen.

LBA 5 sollte in SSA geldst werden.

Bei Frage a) sind keinerlei kombinatorische Kenntnisse notig. Dort wird sich zeigen, ob die

Schiiler unbedingt eine der 3 Anzahl-Formeln anwenden wollen oder in der Lage sind, den
den Menschenverstand zu benutzen. Folgende véllig gleichberechtigte Losungswege

sind zu erwarten:

- Von den insgesamt moglichen 100000 Anschliissen — namlich den Nummern 000000
bis 99999 — ist die Anzahl fiir Sonderanschliisse zu subtrahieren; das sind 20000, nimlich
die Nummern 00000 bis 19999. So ergeben sich 80000 Anschliisse.

- Betrachtet man zunichst die letzten vier Stellen, so ergeben sich mit 0000 bis 9999 dafiir
10000 Mﬁglichkeiten.’Vor jede davon kann man eine 2, 3, ..., 8, 9 setzen, also 8 - 10000
= 80000.

Bei Teil b) miiBte unter Umstinden der Hinweis erfolgen, daB eine Verbindung durch 2 Teil-
nehmer, also durch 2 Nummern, gekennzeichnet ist; da dabei die Reihenfolge ohne Belang
ist, sollte eigentlich klar sein.

Geometrische Probleme Geometrische Probleme bilden nicht deshalb erst den dritten
Schwerpunkt, weil ihre Losung besonders schwierig ist, sondern weil die Schiiler moglichst
rasch an praktische Anwendungen herangefiihrt werden sollten. Sie sollen nicht nur — wie
schon bei der vollstindigen Induktion — erkennen, daB die zunichst fiir natiirliche Zahlen
gewonnenen Begriffe und Verfahren auch fiir die Geometrie von Bedeutung sind, wenn dort
natiirliche Zahlen eine Rolle spielen. Erkannt werden soll vor allem die gleiche abstrakte
Struktur der Fragen nach

— der Anzahl von Verbindungen im Telefonnetz;
— der Anzahl von Verbindungsgeraden von Punkten;
— der Anzahl von Schnittpunkten von Geraden.

Immer geht es darum, daB zwei Objekte ein drittes eindeutig festlegen, also darum, die
Anzahl von Kombinationen bzw. Variationen zur 2. Klasse zu bestimmen. Die Schiiler
sehen auf diese Weise deutlicher die Moglichkeit, praktische Sachverhalte geometrisch zu
veranschaulichen, und bekommen eine Ahnung von der Dualitit zwischen Punkt und
Gerade.

An die Bearbeitung von M 29 kann sich nicht nur ein Vergleich mit der LBA 5b) und eine
Verallgemeinerung auf n Punkte anschlieBen, sondern auch die Frage, welche Veréinderun-
gen sich ergeben, wenn mehr als zwei Punkte auf ein und derselben Geraden liegen.

Hausaufgaben LBA 4 (allenfalls mit dem Hinweis, mit W29 zu vergleichen); LBA 3
(Hier geht es weder um Kombinationen noch um Variationen, auch nicht um solche mit
Wiederholung. Die Losung muB vielmehr durch systematisches Durchdenken aller mog-
lichen und AusschlieBen mehrfach auftretender Fille erfolgen. Leistungsstarke Schiiler
konnen diese Frage auch fiir ein Siebeneck untersuchen.)

Kontrollaufgabe
5 Ehepaare treffen sich zu einem geselligen Tanzabend und nehmen an einem (runden)
Tisch mit 10 Stiihlen Platz.
a) Wie viele verschiedene Sitzordnungen sind moglich?
(2 Sitzordnungen gelten dann als verschieden, wenn bei mindestens einer Person an
mindestens einer Seite zwei verschiedene Personen sitzen.)
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b) Wie viele verschiedene Sitzordnungen sind méglich, wenn Ehegatten nebeneinander-
sitzen sollen, und zwar stets der Herr links von der Dame?

¢) Wie viele verschiedene Sitzordnungen sind bei bunter Reihe moglich? (Es sitzen niemals
Personen gleich hlech beneinander.)

d) Wie viele verschiedene Tanzpaare sind moglich? (Es tanzen nur Personen unterschiedlichen
Geschlechts miteinander.)

€) Den ersten Tanz tanzt jeder Herr mit seiner Ehefrau. Mit ihr tanzt er dann erst wieder,
wenn er mit allen anderen Damen am Tisch getanzt hat. Nach wie vielen T4nzen ist das
frithestens der Fall?

Losung: a) 9 = 362880 b)4! =24 c)4!-5!=2880 d)5*=25 )4

Stoffabschnitt 1.3 (65td.")
Ubungen und Anwendungen

Wenn in den Formulierungen auf LP 14f. zur Bedeutung der ,,Ubungen und Anwendungen
am Ende der Behandlung der einzelnen Stoffgebiete vom ,,selbstindigen Losen komplexer
Aufgaben‘ gesprochen wird, so bedeutet ,,Komplexitit* dabei nicht, daB mathematisch
schwierige Sachverhalte ins Spiel zu bringen seien. So wird beispielsweise in LBA 4 die Be-
rechnung nach der Summenformel fiir arithmetische Folgen lediglich durch eine Frage aus der
Prozentrechnung angereichert. Mathematisch neue Inhalte im engeren Sinn kommen im
gesamten Stoffabschnitt nicht zur Sprache.

Fiir die Ausbildung eines anwendungsbereiten Wissens und Konnens ist vor allem wichtig,
daB die Schiiler zunichst entscheiden miissen, welches mathematische Riistzeug aus einem
etwas umfangreicheren Bestand fiir die jeweilige Aufgabe benétigt wird, daB sie also nicht
allein aus dem Standort der Aufgabe entnehmen kdnnen, mit welchen Hilfsmitteln die
Losung erfolgen kann. Dies ist gerade bei dem recht unterschiedliche Teile enthaltend
Stoffgebiet 1 wertvoll, und diesen Vorteil darf der Lehrer nicht dadurch verringern, daB er
etwa in einer Unterrichtsstunde ausschlieBlich Aufgaben zu arithmetischen Folgen losen
14Bt, in einer zweiten auf geometrische Folgen fiihrende, wihrend er eine dritte kombinatori-
schen Fragestellungen vorbehilt. Es liegt deshalb nahe, die Behandlung der Aufgaben nach
gewissen Sachkomplexen zu ordnen (~ auch LE 11).

Dem besonderen Anliegen dieses Stoffabschnitts kann nur entsprochen werden, wenn der
SSA in geniigendem MaBe — mehr noch als in den Stoffabschnitten 1.1 und 1.2 — und den
mit ihr verbundenen Problemen einer zugleich zeitsparenden und fiir alle Schiiler wertvollen
Auswertung besondere Aufmerksamkeit gewidmet wird. Moglichkeiten wie Arbeit an ver-
deckter Tafel oder auf einer Folie sind hier zu nutzen.

Auch zur Organisationsform der Gruppenarbeit wird der Lehrer hier eher als sonst greifen,
ebenso zu DifferenzierungsmaBnahmen unterschiedlicher Art. Fiir leistungsstarke Schiiler
beziehe man die besonders (durch Sternchen) gekennzeichneten Aufgaben mit ein, auch solche
aus vorher behandelten LE. Das LB bietet auch fiir diesen Stoffabschnitt durchgerechnete
Beispiele an, erginzt durch vertiefende Schiilerauftrige. Auch wenn man diese Beispiele
nicht im Unterricht behandelt, hat der Schiiler in ihnen doch Muster fiir Losungsiiberlegun-
gen und Niederschriften. Deshalb sollten beispielsweise die Schiiler auch einmal eine Auf-
gabe als HA unter bewuBter Bezugnahme auf ein derartiges Beispiel bearbeiten. Diese Be-

1 Von den insgesamt 8 Stunden, dic laut LP zur Verfagung stehen, soliten 2 Stunden far eine LK und deren Auswertung
vorgesehen werden.
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zugnahme kann auch darin bestehen, daB in bestimmten Belangen von dem Beispiel im LB

abgewichen wird.

Das mogliche Vorgehen in diesem Stoffabschnitt sei an der Behandlung der LBA 3 ange-

deutet, die man einem Komplex ,,Innermathematische Anwendungen* zurechnen kann.

Man sollte sie moglichst nicht dem LB entnehmen, und ihre Bearbeitung kann mit einer

Wdh (als HA) der LBA 5 aus LE 7 vorbereitet werden. Die gemeinsame Auswertung fiihrt

zu der Frage, was bei » nicht durch den gleichen Punkt gehenden Geraden passiert.

UG: Es wird geklart, daB

— zunichst iiberlegt werden muB, welche verschiedenen Lageméglichkeiten es fiir n Geraden
gibt,

— die Frage nach der Anzahl der (disjunkten) Ebenenteile am leichtesten zu beantworten ist,
wenn 2lle Geraden parallel zueinander sind,

— es sinnvoll ist, zuerst zu ,,probieren* und dabei fortschreitend n = (0), 1,2, 3,4, ... zu
betrachten.

Bei der anschlieBenden Darstellung der Lageméglichkeiten fiir 1 bis 4 Geraden kommt es

auf ein systematisches und iibersichtliches Anordnen der Einzelskizzen an. ZweckmiBig

ist die Benutzung einer Folie, bei der schon die Anordnung deutlich macht, wie man syste-

matisch jeweils von einem Fall mit & Geraden zu einem Fall mit & + 1 Geraden fortschreitet

(Bild 1.6). Die Fille n = 1 und n = 2, evtl. auch noch n = 3, kénnen daran erértert und die

Anzahl der jeweiligen Ebenenteile kann eingetragen werden.

SSA: Die Schiiler bearbeiten die Fille (n = 3 und) n = 4, bei der Auswertung wird der

entsprechende Teil der Folie aufgedeckt. Hier darf der Aufmerksamkeit der Schiiler nicht

T daB beispielsweise der zweite Fall bei n = 3 sowohl aus dem ersten als auch aus

dem zweiten fiir » = 2 entstehen kann. Zu beachten ist auch, da3 etwa beim vierten Fall fiir

n = 4 keine wesentlich andere Konfiguration entsteht, wenn der Schnittpunkt der beiden

Geraden, die zu keiner anderen parallel sind, zwischen den Parallelen liegt (auch dann gibt

es 2 Geraden, auf denen 2 Schnittpunkte liegen, und 2 Geraden mit 3 Schnittpunkten). Vor

allem aber muB deutlich werden, daB die Uberlegungen zur Anzahl der Ebenenteile auf einem

begrenzten Blatt (Rechteck) erfolgen diirfen, das alle Schnittpunkte enthilt.

Das UG zur Auswertung fiihrt auch zu der Einsicht, daB die groBte Anzahl von Ebenen-

teilen erzeugt wird, wenn keine Paare zueinander paralleler Geraden auftreten und durch

Bild 1.6

Anzahl der
Ebenenteile
(unter jedem Bild angegeben)

62



Bild 1.7

Bild 1.8

die Schnittpunkte stets nur zwei Geraden verlaufen. Auf diesen Fall wird dann die Unter-
suchung eingeschrinkt.

Nun wird herausgestellt: Es handelt sich hier zwar um eine kombinatorische Fragestellung,
diese ist aber nicht mittels einer der bekannten Formeln zu beantworten. Es kommt vielmehr
darauf an, verall inernd einen Z I zu vermuten und dies durch vollstindige
Induktion zu beweisen. Fiir den Induktionsschritt ist dann zu iiberlegen, um wie viele Teile
sich die Anzahl der Ebenenteile vermehrt, wenn man zu k Geraden eine (k + 1)-te hinzu-
nimmt. Leistungsstirkere Schiiler kénnen diese Uberlegung in SSA anstellen, ihre Vermutung
dann unter Hinzunahme einer fiinften Geraden erhérten und die Richtigkeit fiir den allgemei-
nen Fall begriinden. Die anderen Schiiler kénnen den Text zur LBA 3b) benutzen, der das
Ergebnis bereits enthilt.

Kommen die Schiiler im AnschluB an die gemeinsame Auswertung nicht von selbst zur

+1
Vermutung der Formel e, = % + 1 fiir die Anzahl e, der Ebenenteile, so hilft die

Anregung, sich bei n Geraden diese Anzahl als Summe aufzuschreiben:
e=1+1+2+4+3+4+...+n.

Das hilft erkennen: Es geht eigentlich um die Summe der ersten » natiirlichen Zahlen, ver-
mehrt um 1 (die Anzahl der Ebenenteile bei 0 Geraden). Nun kann die bekannte Formel
dafiir bzw. die Summenformel fiir arithmetische Folgen wiederholt und angewandt werden.
Auch wenn die Schiiler hier noch rein gedéichtnismiBig die Formeln reproduzieren, sollte
der Lehrer empfehlen, die Zusammenfassung auf LB 65f. zu nutzen, und auf das Arbeiten mit
Wissensspeichern iiberhaupt eingehen.

Ist man auf diese Weise zur Formel fiir e, gekommen, so kann man auf den Beweis mittels
volistindiger Induktion (LBA 3c)) verzichten, da im Stoffabschnitt 1.1 die Summenformel
fiir arithmetische Folgen bewiesen wurde. (Das sollte den Schiilern auch dann nicht verschwie-
gen werden, wenn man zur Festigung den Beweis fiihren lassen mochte.) Stattdessen kann
man erdrtern, daB eine ,,Landkarte*, wie sie durch derartige Geraden als Grenzen entsteht,
immer ,,zuldssig* allein mit zwei Farben gefirbt werden kann (,,zuléssig* heifit dabei, daB
Gebiete mit gemeinsamer Grenzlinie unterschiedlich gefarbt sind). Die Beweisfiihrung ist als
HA fiir die lei drkeren Schiiler i Bei ihr ist wiederum das Schwierigste die
Hinzunahme der (k + 1)-ten Geraden im Induktionsschritt, die ein ,,Umférben‘ notwendig
macht (Bild 1.7). AbschlieBend bieten sich hier Hinweise auf Fille, in denen man 3 oder gar
4 Farben bendtigt (Bild 1.8), und auf das ,,Vierfarbenproblem* an.
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Wenn nachfolgend zu einigen weiteren Themen bzw. Sachkomplexen Beispiele und LBA,
z. T. auch aus fritheren LE und deshalb nicht der Forderung nach Komplexitit entspre-
chend, genannt werden, so bedeutet die dabei gewihlte Reihenfolge keine Wertung. Es sind
auch andere Ordnungsgesichtspunkte moglich, und fiir manche Aufgabe ist die Zuordnung
zu einem Komplex nicht eindeutig. Schliefllich wird der Lehrer unter den genannten Kom-
plexen eine Auswahl treffen miissen, ebenso unter den Aufgaben innerhalb einiger Komplexe.

2

Formale Ubungen

Noch nicht behan- | Verbindung zwischen ,,Fakultat® und ,,Bmomlalkoefﬁzxem“ (Stoﬂ'—

delte LBA aus den | abschnitt 1.2) und ,,Folgen (Partial )¢ sowie ,, rfahren der
LE2bis 6 vollstindigen Induktion* (Stoffabschnitt 1.1)

m31 Zu LBA 1: Starkes Anwachsen der Fakultit, im Teil c) zu beachten:
LBA1

a*
Von einer bestimmten Stelle ab fallt ( ) fiir jedes @ > 0 monoton,

weil dann die Fakultiten ,,stirker wachsen* als die Potenzen

Gliicks- und Gesellschaftsspiele, Lotto-Toto

LBA 7
8 (LE10)
9 (LE 10)

Wiirfeln

Tele-Lotto 5 aus 35 4

Dabei konnte die Frage auftauchen, wie es mit der Anzahl von Tip-
scheinen beim FuBball-Toto steht, die mit Sicherheit einen Tip mit 13
richti Vor (ohne Zi iel) oder sogar 14 richtigen Voraus-
sagen enthalten. Die Schiiler miissen erfassen, daB es hier um einen grund-|
sitzlich anderen Sachverhalt als bei den anderen Wettarten geht: Es gibt
nur 3 mogliche Spielausginge, die sind aber fiir 13 bzw. 14 verschiedene
Spiele in einer f¢ ! Reihenfolge vor Mathematisch
handelt es sich also um Variationen mit Wiederholung, und zwar von

3 Elementen zur 13. bzw. 14. Klasse. Bei Variationen mit Wiederholung
(und ebenso bei Kombinationen) besteht also die Einschrdnkung k < n
nicht mehr. Eine Beantwortung der Frage diirfte bei systematischem Vor-
gehen wie beim Morsealphabet (B 30) nicht schwerfallen. Eine Formel
benotigt man dafiir nicht, und das sollten auch die Schiiler erkennen.

‘Wandern, Sport und Touristik

LBA 8
9
10
11

Riicker n beim Eishock
Einlauf beim Sprint
Ubernachtung von Touristen
Kennzeichnung von Wanderwegen

Technik, Volkswirtschaft und ,,Umwelt*

m32
33
LBA 18 (HA)
19
20
21

Rotationskapselpumpe

Bearbeitungsreihenfolgen fiir ein Werkstiick

Arbeitsstufen einer Drehmaschine

Maschinenbelegungsproblem

Kredittilgung

Elektroenergieverbrauch

Bei der Behandlung dieser Beispiele und LBA sollte man auf die Bedeu-
tung der Technologie fiir die Erhhung der Arbeitsproduktivitit und da-
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mit auf die Erfiillung der volkswi: ftlichen H: fgabe eingehen. Da-|
bei ist keineswegs der Umfang derartiger Erdrterungen, sondern die unmiB-
versténdliche und parteiliche Stellungnahme zu konkreten Fragen, etwa
auch des Neuererwesens oder der wissenschaftlich-praktischen Titigkeit
der Schiiler, fiir den erzieherischen Effekt entscheidend.

LBA 19 ist ohne jegliche Formelkenntnis, im Grunde sogar ohne jegliche
spezifische Vorbildung auf dern Geblet dcr Kombmatonk 16sbar. Gerade
darum ist sie im Sinne all; lung wertvoll. Aufler-
dem soll sie die Schiiler in ganz einfacher Form zu F; 1] der
Optimierung fithren. Thre Bearbeitung fiihrt verhaltnisméBig leicht zu der
Einsicht, daB zur Bewiltigung derartiger Probleme in Dimensionen, wie
sie in der Praxis auftreten, besondere Verfahren und vor allem moderne
Rechenanlagen unentbehrlich sind. Man sollte in diesem Zusammenhang
den Schiilern auch nicht verschweigen, daB durch die Lésung von Opti-
mierungsproblemen unserer Volkswirtschaft bereits Milliardenbetrige
erspart werden konnten.

Bei LBA 21 ist es im Interesse optimaler erzicherischer Wirksamkeit not-
wendig, zeitlich und vor allem auch értlich zu ,,aktualisieren:. Der Lehrer
sollte also nicht nur Angaben aus aktuellen staatlichen Dokumenten und
Verlautbarungen (etwa die Mitteilungen der staatlichen Zentralverwaltung
fiir Statistik) benutzen, sondern sich auch Daten aus 6rtlichen Planungs-
unterlagen und Berichten verschaffen, um auf Grund dieser Daten derartige
Aufgaben bilden und behandeln zu kénnen. Dabei soll den Schiilern
einerseits bewuBt werden, daBl die mathematische Untersuchung solcher
Fragen fiir Planungszwecke erforderlich ist. Andererseits sollen sie er-
fahren, daB Abweict 1 von th isch ermittelten Er i bis zu
einem recht erheblichen Grade legitim sind, weil bei der mathematischen
Bearbeitung von vielen Einzelheiten und konkreten Bedingungen in der
Realitdt abstrahiert werden muB, eine gewisse Idealisierung erfolgt, etwa
wenn man gleichmaBiges Wachstum von Jahr zu Jahr annimmt.

Eine Konkretisierung auf Grund értlicher Verhaltnisse empfiehlt sich auch
bei LBA 20.

m28 K ict auf dem Stundenpl;
LBA 4 Dachziegel (Arithmetische Folgen)
5 Lagerung von Rohren (Arithmetische Folgen)
6 Kennzeichnung von Rohren (Kombinatorik)
12 Fahrscheinentwertung (Kombil ik)
13 Stufenweise Verdiinnung (Geometrische Folgen)
14 Farbstofflosung (Geometrische Folgen)
Physikalische Anwendungen
32
LBA 15 Fallgesetz
16 Radioaktivitit
17* Luftdruck

Bei diesen Aufgaben geht es um geometrische Folgen und eigentlich sogar
um die Exponentialfunktion. Bei ihrer Behandl ist das zu beach
was in LE 8 zur Zunahme des Holzbestandes gesagt wurde.
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Stoffgebiet 2

Grenzwerte von Zahlenfolgen und Funktionen

Vorbemerkungen

Die Behandlung dieses Stoffgebi trigt grundl den und leich vorbereitenden
Charakter fiir die Einfithrung der Schiiler in die Differential- und Integralrechnung. Dazu
werden Betrachtungen an unendlichen Mengen (Zahlenfolgen) angestellt. Im Mathematik-
unterricht von der Unterstufe an kamen die Schiiler zwar immer wieder mit dem Unendlichen
in verschiedener Weise in Beriihrung (z. B. mit der unendlichen Folge der natiirlichen Zahlen,
mit der Geraden als unendlicher Punktmenge, mit unendlichen Dezimalbriichen usw.), ohne
daB aber damit in Zusammenhang stehende Fragen geklart wurden. Die Behandlung des
Unendlichkeitsbegriffs in der Mathematik ist auch in KI. 11 nicht Gegenstand des Mathe-
matikunterrichts. Aber mit der Definition des Grenzwertbegriffes werden die Schiiler
an fiir sie vollig neue Denkweisen herangefiihrt. Deshalb sollte der Lehrer darauf vorberei-
tet sein, daB Schiiler dazu auch Fragen stellen, die nicht im Unterricht behandelt werden
konnen.

Zunichst werden das Verhalten von Zahlenfolgen (a,), die im Stoffgebiet 1. im Mittelpunkt
standen, bei unbegrenzt anwachsendem » betrachtet und der Begriff des Grenzwertes einer
Zahlenfolge definiert. Damit werden handhabbare Bedingungen angegeben, unter denen
eine bestimmte Zahl als Grenzwert einer Folge angesehen werden soll. Durch ein hohes Maf
selbstindiger Arbeit der Schiiler und eine kluge Auswahl von instruktiven Beispielen ist zu
sichern, daB die Schiiler den Grenzwertbegriff und damit in Verbindung stehende Begriffe
inhaltlich verstehen und sich einprigen. Gleiches trifft auf die ebenfalls grundlegenden
Begriffe Grenzwert und Stetigkeit einer Funktion zu. Mit deren Hilfe werden in den folgenden
Stc bi die tr: den Begriffe der Infinitesimalrechnung Differentialquotient und
Integral entwickelt und eine Reihe von Satzen formuliert. Das Hauptanliegen der Behand-
lung des Stoffgebietes 2 ist also vor allem die Erarbeitung neuen ,,theoretischen Werkzeugs*,
mit dem die praktisch duerst bedeutsamen Methoden der Differential- und Integralrechnung
aufgebaut werden konnen.

Wenn das Losen von Aufgaben auch in diesem Stoffgebiet betont wird, so deshalb, weil die
Schiiler gerade iiber weitgehend selbstindig durchgefiihrte Untersuchungen konkreter
mathematischer Objekte (Folgen, Funktionen) Verstindnis fiir die neuen und grundlegenden
Begriffe gewinnen und ihr bisheriges Wissen und Kénnen weiterentwickeln sollen (. LP 25).
In die Kontrollaufgaben zum Stoffgebiet und zu den Lerneinheiten, mit denen das zu errei-
chende Niveau abgesteckt wird, sind folglich auch nicht Fragen etwa nach dem Wortlaut
dieser oder jener Definition, dieses oder jenes Satzes aufgenommen, sondern konkrete Auf-
gaben, an deren Bewiltigung die Anwendungsbereitschaft des von den Schiilern erworbenen
Wissens und Konnens abgelesen werden kann. Fiir die Begriindung ihrer Losungsansétze,
Antworten oder Losungen haben die Schiiler den Inhalt bestimmter Definitionen und
Sitze anzuwenden.

Dem interessierten Lehrer sei [17; insbesondere Abschnitt 5.3.] empfohlen; im Literatur-
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verzeichnis dieses Buches sind auch weitere grundlegende Werke von Mathematikern und
Philosophen zum Unendlichkeitsbegriff aufgefiihrt.

Interessierte Schiiler kénnen auf vergniigliche mathematische Unterhaltungsliteratur hinge-
wiesen werden, z. B. [18], [20], [24]. Auf dieser Grundlage kénnen auch auBerhalb des Un-
terrichts Diskussionen gefiihrt werden, durch die man die Schiiler zum Nachdenken iiber
philosophische Fragen und mathematische Grundfragen anregen kann.

Kontrollaufgaben

Nach der Behandlung dieses Stoffgebietes sollten die Schiiler Aufgaben folgenden Typs
16sen konnen:
1. Untersuchung von Folgen auf Monotonie und Beschrinktheit sowie die Existenz von
Grenzen, vor allem zur Festigung und Anwendung dieser Begriffe
n + 1
n
ist! Nennen Sie gegebenenfalls Schranken und Grenzen! (LBA 5 aus LE 1)
—~ LBA 2¢) aus LE 1; LBA 3 aus LE 2
Nachweis, da eine gegebene Folge konvergent ist
Nachweis durch Anwendung der Grenzwertdefinition, daB eine gegebene Zahl Grenz-
wert einer gegebenen Folge ist

2
— Untersuchen Sie, ob die Folge (@,) mita, = (nach oben oder unten) beschrinkt

N

+1 1
— Untersuchen Sie, ob die Folge (a,) mit a, = L o den Grenzwert g = 5 hat!

1
— Weisen Sie nach, daB die Folge (a,) mit a, = =i eine Nullfolge ist! ’

w

Berechnung des jeweiligen Grenzwertes gegebener Folgen durch Anwendung der Grenz-
wertsitze fiir Folgen
2 _
- Ermitteln Sie lim w{!
now 202+ 1
- LBA 1g) aus ,,Ubungen und Anwendungen‘‘; LBA 4b) aus LE 7

4. Berechnung des Grenzwertes einer Funktion an einer Stelle x, durch Anwendung der
Grenzwertsitze fiir Funktionen
o o A2 2 -4
— Ermitteln Sie llm(—-i-i-— !
x-0 X 1
— Ermitteln Sie den Grenzwert der Funktion f mit f(x) = —(x? + 2x) an der Stelle
X

X0 = 0!

Aufgaben fiir tigliche Ubungen und Wiederholungen

Die folgenden Aufgaben beziehen sich auf bis zur Klasse 10 und im Stoffgebiet 1 in Klasse
11 behandelten Stoff. Einige Komplexe sind besonders zur Sicherung des allgemeinen Aus-
gangsniveaus fiir die Behandlung des Stoffgebietes 2 geeignet. Ferner kann man auch noch
nicht verwendete Aufgaben aus den Komplexen zum Stoffgebiet 1 (. UH 15ff.) einbeziehen.
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Komplex 1: Rechnen mit reellen Zahlen

1835  4/24-1,62 1214- 644

Lt Sie: 506736 183 P05

2. Geben Sie Niherungswerte (auf 2 Dezimalstellen nach dem Komma) fiir folgende reelle
Zahlen an: 2x; 0,6;/10; sin 60°!

3. Ermitteln Sie unter Benutzung von Rechenhilfsmitteln:
/15,365 ./0,0586; \/6840; /235 ; 1/100; 3/52,3!

4. Berech.nen Sie miindlich:
34,25 102 \/2- /85 /30: /2; 64T 647 ; 871

Komplex 2: Berechnen und Umformen von Termen
2x -
S.BerechnenSie——y fir x =10 und y = 5 bzw. x =i und y =i
2y + x 4 2
bzw. x = 1,5 und y = —2,5!
2

2
6. Welchen Wert nimmt der Term (i - b) an, wenn Sie a = 30, b = 15 oder @ = 3

3 b
b =Toder a= -3 b = 0,5 setzen?

7. Formen Sie um bzw. vcrc'mfachen Sie:

a pq —q*
3(x + ;1 - — - 93
x +y) — x+y 36 (6+), T -9
- b%: s+ 8?2 = (r2 = sH)!
8. Bilden Sie die Summe, die Differenz, das Produkt und den Quotienten der Terme L

2 2 2

und ?_ bow. = m uni 2%y !

n+1 x+y x+y

9. Zerlegen Sie die folgenden Terme in eine Summe, eine Differenz oder ein Produkt!
@ -4 (x+y? pPP+4p-12  (@2*+5)-(*+2?
a+2’ xy T@+H@+6)’ 2r +5)
Komplex 3: Losen von Gleich und Ungleich

10. Losen Sie folgende. Gleict bzw. Ungleict (xeP;neN)!
a)lxl <3 b)|4—2nl<17
€) -5<x<5 d)x2-5x=0
x2—x—-42=0 f)%_,,<6
gn-3<5 i h) x> + ax — ab = b?
i) 4x + 3| =12 k)sinx +cosx =1
Din-1<2 m)n—%<1
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Komplex 4: Untersuchungen von Zahlenfolgen

11. Ermitteln Sie jeweils die ersten 4 Glieder der Folgen (a,), stellen Sie die Glieder in einem
Koordinatensystem dar und untersuchen Sie die Folgen auf Monotonie!
a=n’  a=(-20 a=q3
el o ke
h =TT @S
12. Geben Sie fiir die nachstehenden Anfangsstiicke von Folgen jeweils eine Zuordnungs-
vorschrift an, ermitteln Sie danach je zwei weitere Glieder der Folgen und (bilden)
berechnen Sie jeweils die Partialsummen bis zum 4. Glied!

a, = cos 1~

2)2;5;8;11;... b)1;3;9;27;...
c)0'1'2'3' d) 0,6; 0,06; 0,006; 0,0006;
ST ,6; 0,06; 0,006; 0,0006; ...
11 1
2:7:2: —3: . A £ Y
e)12;7;2; —3; DL -5 5
Komplex 5: Ui h von Funkti

13. Ermitteln Sie Wertetafeln, und zeichnen Sie die Graphen folgender Funktionen f mit
f@ =5 -4 f6) =26 + 1 f() = V3
O = Ixl = 25 £ = Ix — 1] + Ix + 11; f(x) = sin%!

14. Untersuchen Sie das Monotonieverhalten und ermitteln Sie die Nullstellen der folgenden
Funktionen f mit

() = x* = 4; f(x) = tan x; f(x) =§ +3;

) =105 ) = 2615 S =t (x + O)!

15. Ermitteln Sie den Anstieg der Funktion f mit
f(x) = x = 3; f(x) = 0,75x + 10; f(x) = x* — (x + 4)*!
16. Ermitteln Sie die Nullstellen der Funktionen f mit
- 15 3
F6) = T S0 = G 4 % () = 2 = 5 !
17. Bestimmen Sie f(4), f(a), f(a + b), f(x + h) fiir die Funktion f mit
2
flx) =

x-1
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Stoffverteilung

Thema | Std. | Zu reaktivierender Stoff Zu erarbeitender Stoff
Stoffabschnitt 2.1 Schrank Grenzen und Grenzwerte von Zahlenfolgen 12 Std.

— Einfithrung in 1 — Vielecks- und Kreis- — Inhaltliche Vorstellungen
die Grenzwert- berechnungen oder iber Schranken, Grenzen
problematik bei — Berechnungen bei gleich- und Grenzwerte von Folgen
Zahlenfolgen formig-geradlinigen Be- - Historische Bedeutung fiir

wegungen die Entwicklung und An-
(abhingig von der Wahl des wendung der Mathematik
Einfithrungsbeispiels)

1 Schranken von | 1 - Folgen (Berechnung von - p 1 (Obere (untere)
Zahlenfolgen Gliedern) Schranken einer Folge);

— Graph einer Folge Beschrinktheit einer Folge

— Geometrische Folge — Angeben und Begriinden

— Monotonie von Folgen von Schranken

- Ungleichungen — Sprechweise , fiir fast alle
n gilt<

2 Obere und 1 — Folgen — p 2 (Obere (untere) Grenze
untere Grenze — Schranken von Folgen einer Folge)
einer Folge — Ungleichungen - D1 (Satz von der oberen

(unteren) Grenze)
— Angeben und Begriinden
von Schranken und Grenzen

3 Grenzwert einer | 2 — Ungleichungen — e-Umgebung einer Zahl a
Zahlenfolge —~ Beschrinktheit von Folgen - » 3 (Grenzwert einer

— Intervall Zahlenfolge)
— Betrag einer reellen Zahl — Konvergente (divergente)
Folgen

4 Untersuchungen | 2 — Umformen von Termen —~ Nachweis, daB eine gegebene
von Zahlen- — Arbeiten mit Betrigen Zahl Grenzwert einer ge-
folgen auf — Lasen von Ungleichungen gebenen Folge ist
Konvergenz — Nullfolge

— Bezeichnung:
lima, =g
nse

— Eindeutigkeit des Grenz- .
wertes einer Folge

5 Konvergenz- 2! — Monotonie, Beschrinktheit — D> 2 (Satz iiber die Konvergenz,
verhalten und Konvergenz von Folgen monotoner beschrinkter
monotoner — Satz von der oberen Folgen) (mB)

Folgen (unteren) Grenze — Nachweis der Konvergenz
— Partialsummenfolgen von Folgen

70



Thema Std. | Zu reaktivierender Stoff Zu erarbeitender Stoff
6 Grenzwertsitze | 2 — Summe, Differenz, Produkt, | — Summe, Differenz, Produkt,
fiir Zahlen- Quotient zweier Terme Quotient einer Folge
folgen - Bedingung fiir den Defini- — Zerlegen von Folgen in

tionsbereich eines Terms
mit Variablen
— Zerlegen von Termen in
Summen, Differenzen, Pro-
dukte, Quotienten
— Grenzwerte einfacher Folgen
— Grenzwertdefinition

Summen, Differenzen, Pro-
dukte, Quotienten von Fol-
gen

- D 3, > 4 (Grenzwertsitze fiir
Folgen)
(mB fiir den Grenzwert einer
Summe von Folgen)

7 Anwendung
der Grenzwert-
sitze

— Ausklammern; Kiirzen;
Termumformungen

- Konstante Folgen;
Nullfolgen

— Berechnen von Grenzwerten
von Folgen durch Anwenden
der Grenzwertsitze

— Zusammenfassung: Be-
schrinktheit und Konvergenz
von Folgen

Stoffabschnitt 2.2 Grenzwerte von Funktionen; Stetigkeit

8 Std.

8 Beispiele fiir
unstetige funk—
tionen

— Funktionsbegriff; Defini-
tions- und Wertebereich
- Graphen von Funktionen

— Untersuchen der Graphen
von Funktionen auf Spriinge,
Knicke, Liicken und Pole

9 Grenzwert einer
Funktion an
einer Stelle

[8)

— Angeben von Zahlenfolgen,
die einen gegebenen Grenz-
wert haben

— Punktionsbegriff; Zusam-
menhang von Argument und
Funktionswert

— Berechnen von Funktions-
werten

— Graphen von Funktionen

— Darstellen von Folgen und
Folgengliedern

— Betrachten von einander zu-
geordneten Folgen von Ar-
gumenten (in der Umgebung
einer Stelle) und Funktions-
werten

— P 4 (Grenzwert einer Funk-
tion an einer Stelle)

— Symbol:

lim f(x)
x4,

— Ermitteln von Grenzwerten

10 Grenzwert-
sitze fiir
Funktionen

— Grenzwertsitze fiir Zahlen-
folgen

- Zerlegen von Termen in
Summen, Differenzen, Pro-
dukte, Quotienten

— Zusammensetzen und Zer-
legen von Funktionen

- D> 5 (Grenzwertsitze fir
Funktionen)

- Berechnung von Grenzwerten
fiir Funktionen

11 Stetigkeit

— Grenzwert einer Funktion an
einer Stelle

— Umgebung einer Stelle

— Intervall; Definitionsbereich

— B 5 (Stetigkeit einer Funk-
tion an einer Stelle)

— Stetigkeit in einem Intervall
und im gesamten Defini-
tionsbereich

— Untersuchung einfacher
Funktionen auf Stetigkeit
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Thema Std. | Zu reaktivierender Stoff Zu erarbeitender Stoff

12 Eigenschaften 1 — Abgeschlossenes und offenes | — [> 6 (Zwischenwertsatz)
stetiger Funk- Intervall — Maximum und Minimum
tionen - Nulistellen von Funktionen einer Funktion in einem

- Intervall
— D 7 (Satz vom Maximum
(Minimum))

— Beispiele und Gegen-
beispiele zu den Sitzen

Stoffabschnitt 2.3 Ubungen und Anwendungen 5 Std.
Ubungen und 4 Untersuct von Zahlenfolgen und Funktionen;
Anwendungen Anwendungen
Klassenarbeit 1

Unterrichtsmittel

FO 06040/1-5 Reelle Zahlen; SKUS-Best. Nr. 06 7529 56

Stoffabschnitt 2.1 (12 5td.)
Schranken, Grenzen und Grenzwerte von Zahlenfolgen

Mit der Behandlung des Grenzwertbegriffes wird das Fundament fiir die in den Stoffgebieten
3 und 4 zu behandelnde Differential- und Integralrechnung gelegt. Dort lernen die Schiiler
die Begriffe ,,Differentialquotient‘ und ,,(bestimmtes) Integral* als Grenzwerte ausgewihlter
Funktionen kennen. Daher ist die Behandlung des Stoffgebietes 2 sorgfiltig zu motivieren
und insbesondere die Bedeutung des Grenzwertbegriffes den Schiilern in einprigsamer
Weise vor Augen zu fiihren.

Die folgende Ubersicht zeigt die Struktur des im Stoffabschnitt 2.1 zu vermittelnden Stoffes.
Darin ist entsprechend dem LP gekennzeichnet, welche Begriffe zu definieren oder einzu-
fithren, welche Sétze zu beweisen und bei welchen Titigkeiten Fahigkeiten (Fi) oder Fertig-
keiten (Fe) zu entwickeln sind. Im unteren Teil der Ubersicht sind solche Titigkeiten auf-
gefiihrt, die bei der Behandlung der Begriffe, Sdtze und Verfahren auftreten und an deren
sicherer Ausiibung gearbeitet werden muB.



Begriffe Siitze Verfahren
Definieren: ==
Obere (untere) U hen (unendlicher)
einer Zahlenfolge (» 1) Zahlenfolgen
Einfiihren:
Sprechweisen -
— ,,Fiir fast alle natiirlichen > | Untersuchen von Zahlen-
Zahlen gilt...* (LB 79) folgen auf Beschrinktheit
- ,,beschrinkt (unbeschrinkt) (Fa)
wachsen (fallen)* (LB 80)
Definieren:

[
Obere (untere) Grenze einer
Zahlenfolge (»2)
Einfithren:
&-Umgebung einer Zahl a
(LB 85)

Definieren:

»3)

Einfiithren:

— Konvergente (divergente)
Zahlenfolge
(LB87)

~ Nullfolge (LB 90)

— Schreibweise ,,lim a,*

Satz von der oberen
(unteren) Grenze (B> 1; 0B)

Ermitteln der oberen
(unteren) Grenze (Fi)

U hen von Zahlen-
folgen zum Hinfiihren auf die
Grenzwertproblematik

Untersuchen, ob eine ge-
gebene Zahl Grenzwert einer
gegebenen Zahlenfolge ist
(Fa)

L]

2

(LB 90) naw
Satz iiber die Konvergenz Untersuchen des Konvergenz-
beschriankter monoton verhaltens monotoner

hsender (fallender) Folgen | Zahlenfol
(>2; mB)
Einfithren: i
i

Summe (Diﬂerc.:nz, Produkt, Satz iiber den G: t der | Ubungen zum Nact

Quotient) zweier Zahlenfolgen | Summe zweier konvergenter der Konvergenz bzw. zum

(LB 96) Zahlenfolgen Ermitteln des Grenzwertes
(> 3; mB) gegebener konvergenter Zah-

lenfolgen in einfachen Fillen
| 3 (Fe)
Satz iiber den Grenzwert der
Differenz (des Produktes, des
Quotienten) zweier konver-
genter Zahlenfolgen
(> 4; oB)
Definieren — Beweisen, Begriinden (Fi)

Beweisen

— Termumformungen (Fe)
- Ldsen von Gleichungen
und Ungleichungen (Fe)
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Aus dieser Strukturiibersicht ist erkennbar, daB3 im Unterricht drei wesentliche Etappen zu
durchlaufen sind:

— Zunichst ,,wird die Behandlung der Eigenschaften von Zahlenfolgen mit Untersuchungen
zu Schranken und Grenzen fortgesetzt (LP 25).

— Danach erfolgt die Erarbeitung des fiir die Einfithrung in die Infinitesimalrechnung
fundamentalen Begriffes des Grenzwertes einer Zahlenfolge mit ersten Ubungen.

- SchlieBlich wird nach Bedingungen, aus denen man auf die Konvergenz einer Zahlenfolge
schlieBen kann, ohne die Definition anzuwenden, und nach Mdoglichkeiten fiir die Be-
rechnung von Grenzwerten in einfachen Féllen gesucht.

Eng verbunden mit diesen Titigkeiten sind das Verstdndnis der Schiiler fiir das Definieren
und Beweisen weiterzuentwickeln und die Fertigkeiten im Umformen von Termen und im
Losen von Gleichungen und Ungleichungen zu festigen (LP 25).

Einfiihrung in die Behandlung der Grenzwerte (15td.)
von Zahlenfolgen t
LB 75 bis 76

Ziele

Die Schiiler

— erwerben erste inhaltliche Vorstellungen von den Begriffen ,,Schranke ...,
,,Grenze ... und ,,Grenzwert einer Zahlenfolge,
— gewinnen erste Einsichten in die Bedeutung des Grenzwertbegriffes.

Schwerpunkte )

— Sicherung des Ausgangsniveaus durch Ankniipfen an Kenntnisse tiber die Kreis-
berechnung oder irrationale Zahlen

— Erarbeitung erster inhaltlicher Vorstellungen iiber den Grenzwert einer Zahlenfolge
anhand eines Beispiels

— Zusammenfassung der erarbeiteten Vorstell 1 und Zielstellung fiir das Stoff-
gebiet insgesamt und die unmittelbar folgenden Unterrichtseinheiten

Methodische Hinweise
Einfithrung in die Behandlung des neuen Stoffgebietes In einem LV oder UG (je nach dem
Stand der Schiilerkenntnisse) konnte an frither erworbene Kenntnisse angekniipft werden:

— In Klasse 9 wurde nachgewiesen, daB3 z. B. ﬁ (MaBzahl der Diagonale eines Einheits-
quadrats) keine rationale, sondern eine irrationale Zahl ist. Irrationale Zahlen sind
unendliche nichtperiodische Dezimalbriiche; sie bilden gemeinsam mit den endlichen
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Bild 2.1

Dezimalbriichen und unendlich-periodischen Dezimalbriichen den Bereich der reellen
Zahlen P. Zur Bestimmung rationaler Ndherungswerte z. B. fiir \/ 2 wurde die Zahl in
immer kleiner werdende Intervalle eingeschachtelt (Einsatz von FO ,,Reeclle Zahlen*
moglich). Die unteren (bzw. oberen) Intervaligrenzen bilden dabei eine monoton wachsende
(bzw. fallende) Folge, deren Glieder sich der Zahl, die mit dem Symbol \/ 2 bezeichnet
wird, immer mehr ndhern.

- In Klasse 7 wurde experimentell eine Formel fiir die Berechnung der Linge des Kreis-
umfanges erarbeitet, ohne den entsprechenden Satz dort beweisen zu konnen. In Analogie
zum Vorgehen beim Ermitteln des Satzes iiber das Volumen gerader Kreiszylinder in
Klasse 7 kann man nun iiberlegen (.~ Bild 2.1): Wenn man einem Kreis ein regelmiBiges
Vieleck einbeschreibt, so erhélt man mit dem Umfang dieses Vielecks einen Niherungs-
wert fiir den Kreisumfang. Beschreibt man ein regelméBiges Vieleck mit groBerer Ecken-

" anzahl ein, so kommt man dem Kreisumfang nach folgendem Prinzip niher: Die MaB-
zahlen der Umfénge der n-Ecke bilden eine Zahlenfolge, deren Glieder sich mit wachsen-
dem n der Linge des Kreisumfangs nihern (fiir » = 1 bekanntermaBen 2x). Auf LB 75 ist
der gleiche Gedankengang fiir einen Halbkreis mit ein- und umbeschriebenen Strecken-
ziigen beschrieben.

Erarbeitung erster inhaltlicher Vorstellungen iiber den Grenzwert einer Zahlenfolge Fiir die
Wahl des Beispiels werden zwei Varianten vorgestellt.

Variante 1

Man kniipft an die Bemiihungen von ARCHIMEDES zur Besti des Krei: an,
wie sie auf LB 76 angedeutet werden. Die Schiiler sollten dann einige Schritte der An-
nédherung an den Kreisumfang durch eine Folge ein- und umbeschriebener regelmaBiger
n-Ecke rechnerisch ausfiihren. Die Variante hat den Vorteil, daB man an bekanntem Stoff
ankniipfen kann und die Schiiler z. T. in SSA tiitig werden kénnen.

Variante 2

Man kniipft an Versuche griechischer Mathematiker an, das Problem des Unendlichen zu
fassen, und erldutert das von ZENON (490 bis 430 v. u. Z.) stammende Paradoxon vom Wett-
lauf des AcHILLES mit einer Schildkréte. Zunichst wird nur die Frage aufgeworfen, ob
AcHILLEs die Schildkréte einholen kann, wenn er ihr einen Vorsprung gewihrt. Die Variante
hat den Vorteil, daBl nach der Erarbeitung des Grenzwertbegriffes der Grenzwert der zu
betrachtenden Zahlenfolge tatsdchlich ermittelt werden kann. Die Schiiler konnen mit ele-
mentaren Mitteln den Zeitpunkt des Einholens bestimmen. Sie werden zunéchst kein Pro-
blem sehen. Es ist deshalb notwendig, die Schiiler erst in den paradoxen Gedankengang
einzufiihren.

Vorgehen nach Variante 1

In den folgenden Tafelbildern sind einige Formeln und Werte zusammengestellt, die fiir
die Betrachtungen bendtigt werden.
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/4

Einbeschriebenes n-Eck I Umbeschriebenes 7-Eck
Sn
z

a) Einbeschriebenes n-Eck b) Umbeshriebenes n-Eck Bild 2.2
. On S an 2 Sh
sin 3 = —-2— 7- = >
o 180°
s,,=2-sin180 S, = 2-tan
U, = 2n - sin 180 U, = 2n - tan 180
n Folge (u,) Folge (U,)
(Un)
3 5,196 10,392 8 o
4 5,657 8,000
5 5,878 7,265 5
6 6,000 6,929 7k
s A # °
12 6,211 6,430 .
: : : 2x] 0 &
2% 6,264 6,322 sk Lo un)
. °
48 6,278 6,298
. H . o
96 6,282 6,286 5 k6 - s
¢ : : Bild2.3
27 ~ 6,283

Bemerkung: ARCHIMEDES gelangte zu der auf LB 76 genannten Abschidtzung durch Berech-

T Q3

nung des Umf: eines r

96-Ecks (wiederholte Teilung des 6-Ecks: 12-, 24-,

48-, 96-Eck). Im UG konnten folgende Fragen diskutiert werden:

- Sind die Folgen (u,) bzw. (U,) monoton, sind sie wachsend, sind sie fallend?
— Wird bei Folge (4,) bzw. (U,) eine bestimmte Zahl nicht iiberschritten (unterschritten)?

Nennen Sie solche Zahlen!
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Kann man mehrere angeben?
— Gibt es eine groBte (kleinste) Zahl, die nicht unterschritten (iiberschritten) wird? Wenn ja,
welche?

Folgende Teilantworten ergeben sich:

Folge (un) Folge (U,)
Zahlen, die nicht iibesrchritten werden 2.B.7;10; 2 z.B.11;20; 6- tau%
Kleinste Zahl, die nicht Giberschritten .
s E ' 6-tan—g

Zahlen, die nicht unterschritten werden z.B.0;5;6-sin i;—

GroBte Zahl, die nicht unterschritten 6 si hud
2 sin—
wird 3

Vorgehen nach Variante 2

Aufgabe: AcHILLES lduft mit einer Schildkréte um die Wette. Da er schneller liduft als sie,
gibt er ihr einen Vorsprung. Holt AcHILLES die Schildkrote ein?

Die (richtige) Antwort wird nicht ausbleiben.

Der Lehrer muBl nun den paradoxen Gedankengang aufbauen:

Wir nehmen an, AcHILLEs (4) hat die k-fache Geschwindigkeit gegeniiber der Schildkrote

(S); er gibt ihr den Vdgsprung a (Skizze nach Bild 2.4, zunichst ohne die gestrichelten Hilfs-

linien und die Hilfsbezeichnungen; P ist der ,,Einholepunkt).

a %
s —
—
o / // !
" i !
— 1
" _—— ]
s, % ni J
A
Bild2.4
Lbosung 1: Durch Anwenden der Formel fiir die gleichformig geradlinige Bewegung ergibt
g a-k
sichs, = =i

Losung 2: Aus der Skizze (jetzt gestrichelte Hilfslinien und entsprechende Bezeichnungen
anbringen) ist zu ersehen, daB S von 4 nicht eingeholt werden kann, denn immer,
wenn A an die Stelle gelangt, wo S begonnen hat, ist S ein Stiick weitergelaufen.
Zwar werden die Strecken immer kiirzer, aber der Vorgang nimmt kein Ende.
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Im UG kénnten sich folgende Fragen und Antworten ergeben:
— Welche Linge haben die von 4 ( a a )
- |a

zuriickgelegten Einzelstrecken? SRR

— Was ist das fiir eine Folge? — Geometrische Folge

- Wie heiBt deren n-tes Glied? -

— Was ist zu ermitteln? — Die Summe der Einzelstrecken:

e i
a+—+—+...

! k Kk

— Es sind aber unendlich viele Einzel- a a a
strecken! Welche Summe erhalten wir, —ért % ey Fopt K1
wenn wir irgendwo abbrechen?

- Kann man eine Formel fiir diese n-te - ~LB39

Partialsumme angeben?

Eventuell konnen diese Betrachtungen sofort mit bestimmten Werten durchgefiihrt werden
(z.B.a = 100 m, £ = 100).

Hinweis: Man kann das Zenon-Paradoxon ‘auch ,,modernisieren*, z. B. durch folgende
Aufgabe:

Ein Motorradfahrer und ein Radfahrer fahren morgens 6.00 Uhr von ihren Heimatorten
A und B zu ihrem Arbeitsort C. Der Motorradfahrer fihrt mit einer durchschnittlichen
Geschwindigkeit von 60 km h-*, der Radfahrer hat den dritten Teil dieser Geschwindigkeit.
B liegt am Wege von 4 nach C und ist 6 km von A entfernt. Wie weit ist der Arbeitsort C
von A und von B entfernt, wenn beide Fahrer zum gleichen Zeitpunkt in C eintreffen?
Durch Vergleich mit Losung 1 wird nochmals das paradox Erscheinende hervorgehoben:
Obwohl es sich jeweils um einen unendlichen ProzeB handelt, strebt die betreffende Folge
offenbar doch einem bestimmten Wert zu.

Zusammenfassung und Zielstellong SSA durch Lesen des Textes auf LB 75f. oder LV zur
gewdhlten Variante.

Lerneinheit 1 (15td.)
Schranken von Zahlenfolgen
LB 77 bis 80

Ziele

Die Schiiler

— kennen den Begriff ,,obere (untere) Schranke einer Zahlenfolge* und den Sinn der
Sprechweisen ,,Die Eolge (a,) ist nach oben (unten) beschrankt* und ,,(a,) wiichst
(fillt) unbeschrankt,

— konnen fiir Zahlenfolgen existierende Schranken angeben,

— kennen den Sinn der Sprechweise ,,fiir fast alle natiirlichen Zahlen n gilt*.
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Schwerpunkte

— Erarbeitung der Begriffe ,,obere (untere) Schranke ... (» 1) und Einfithrung der
Sprechweisen ,,Die Folge (a,) ist nach oben (unten) beschrinkt und ,,(a,) wichst
(fallt) nach oben (unten) unbeschrankt* durch Untersuchen von Folgen (LB 77,
Bild B 8)

— Einfiihrung der Sprechweise ,,fiir fast alle n gilt** (LB 79)

— Ubungen im Bestimmen von Schranken fiir Folgen (Auswahl aus LBA 1, 3, 6, 10)

Methodische Hinweise

Erarbeitung der » 1 und Einfiihrung prechender Spr i Die Schiiler untersuchen
die Folgen (1) bis (4) des Bildes B 8 auf weitere Eigenschaften von Folgen. Sie nennen weitere
Glieder dieser Folgen und beantworten fiir jede Folge folgende Fragen.

— Ist die Folge monoton wachsend (fallend)?
— Lassen sich Zahlen angeben, die kleiner (gréBer) als jedes beliebige Glied der Folge sind?
Nennen Sie gegebenenfalls solche Zahlen! Begriinden Sie Ihre Angaben!

Die Ergebnisse konnen zusammenfassend in folgende Tabelle eingetragen werden:

Folge (a,) Nach oben Obere Nach unten Untere

. beschrénkt Schranke beschrinkt Schranke
n*) nein - ja . 0;1; —10
(5 —2n) | ja 5;4;3 nein =

1 1
T TR : o : .

(( 1y n) ja L3S ja 1; =2; =5
[(GA%)] nein - nein -

Zugleich sollten verschiedene Sprechweisen geiibt werden, z. B.:

— Die Folge (a,) mit a, = 5 — 2n ist nach oben beschrinkt;
~ sie hat obere Schranken;

— sie ist nach unten nicht beschrénkt;

- sie ist nach unten unbeschrinkt;

— sie fillt unbeschrénkt;

— sie hat keine untere Schranke.

Bemerkungen: Auf LB 78 wird von der ,,Lage der Folgenglieder im Koordinatensystem**
gesprochen und fiir die Folge (2) formuliert: ,,Alle Folgenglieder liegen unterhalb der Zahl
5¢. Die Folgenglieder sind dabei die Ordinaten der dargesteliten Punkte. Die Folgenglieder
(als Zahlen) werden auf Punkte der Ordinatenachse abgebildet. Eine Schranke ist eine Zahl,
der man einen Punkt auf der Ordinatenachse zuordnen kann. In der mathematischen Litera-
tur (~ auch [8], S. 21f.; [25], S. 106f.) trifft man gelegentlich die Darstellung der Folgen-
glieder auf einer Zahlengeraden an; davon wird in LE 9 Gebrauch gemacht.

Einfithrung der Sprechweise ,,fiir fast alle » gilt* In SSA sollten die Schiiler die ersten
10 Glieder der Folge (a,) mit a, = 2" ermitteln, diese mit dem Anfangsstiick der Folge (b,)
mit b, = (—2)" vergleichen und dann die auf LB 79f. dargestellte Untersuchung der Folge
(a,) durcharbeiten.
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Nach der Klirung evtl. auftretender Fragen (Hinweis darauf, daB die Achse im Bild B9,
auf der die Glieder abgetragen sind, nicht linear geteilt ist) konnen die Schiiler noch @ 4
bearbeiten und bei ihren Formulierungen die Sprechweise ,,fiir fast alle n gilt* verwenden.
Hinweis: Diese Sprechweise hat nur fiir unendliche Folgen Sinn (.~ FuBnote auf LB 76).
Sie wird spiter in » 3 (LE 3) verwendet, sollte jedoch bereits im Zusammenhang mit der
Behandlung von Schranken und Grenzen eingefiihrt werden, obwohl sie hierfiir entbehrlich
wire. Es sollten noch andere gleichwertige Formulierungen verwendet werden, z. B.:

,.fur alle n auBer endlich vielen‘;

,fiir alle n bis auf endlich viele*;

,fiir alle n > n, (wobei die Aussage auch noch fiir einige n < n, gelten kann);

,.fur hochstens endlich viele # gilt nicht*.

Durch Gegeniiberstellung der Folgen ((—2)") und (2") sollte vor allem der Unterschied
zwischen den Formulierungen ,,fiir fast alle »** und ,,fiir unendlich viele n“ verdeutlicht
werden.

Ub im Bestil von Schranken von Folgen In gleicher Weise wie in der Tabelle

auf UH 79 konnen weitere Folgen auf Monotonie und Beschrinktheit untersucht werden

(Auswahl aus LBA 1 bis'4; LBA 5).

Weitere Moglichkeiten:

— Nach LP 27 sind auch geometrische Folgen in die Untersuct einzubeziel Die
Schiiler arbeiten W 2 durch und wenden es auf die Lésung von LBA 2b) an.

— Die Schiiler arbeiten M 1 durch, erkennen dabei, daB es sich um die Partialsummenfolge

1\n
der geometrischen Folge (3 . (ﬁ) ) handelt (Glieder einzeln notieren lassen), geben

analog dazu ein weiteres Beispiel an und untersuchen es.

— Konstruktion von Folgen, die vorgegebenen Bedingungen geniigen (LBA 6, 7)

— Ubungen zur Sprechweise ,.fiir fast alle » gilt*, z. B. beim Losen von LBA 8 (als Vor-
iibung), LBA 10; bei LBA 8 auch alle # nennen lassen, fiir die die gegebene Ungleichung
nicht gilt

Kontrollaufgaben
Erldutern Sie den Begriff ,,obere (untere) Schranke*, und wenden Sie ihn auf die Folgen

@) = @ = 1; G —( :},,)an!

Lerneinheit 2 (1 5td.)
Obere und untere Grenze einer Zahlenfolge
LB 81 bis 83

Ziele

Die Schiiler

— kennen den Begriff ,,obere (untere) Grenze einer Zahlenfolge*,
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- wissen, daB eine nach oben (unten) beschriankte Zahlenfolge eine obere (untere)
Grenze hat,

- wissen, daB die kleinste obere (griBte untere) Schranke die obere (untere) Grenze
ist,

— konnen fiir Zahlenfo]gen existierende Grenzen angeben.

Schwerpunkte

- Erarbeitung des Begriffes ,,obere (untere) Grenze einer Zahlenfolge* (» 2) und des
Satzes von der oberen (unteren) Grenze (> 1)

~ Ubungen im Bestimmen von Schranken und Grenzen vorgegebener Folgen bzw.
im Konstruieren von Folgen zu vorgegebenen Schranken und Grenzen

\

Methodische Hinweise

Erarbeitung von » 2 und > 1 Die Untersuchungen der Folgen, die

— in der in LE 1 erarbeiteten Tabelle (UH 79) enthalten sind oder
— in den HA bearbeitet wurden oder
— neu, z. B. in LBA 1, vorgelegt werden,

miinden bei Vorhandensein von Schranken in jeweils die Frage: La8t sich unter den Zahlen,
die kleiner (groBer) als jedes beliebige Glied der Folge sind, eine grofBte (klemste) Zahl an-
geben (» 2)?

Ermittelte (oder vermutete) Grenzen werden hervorgehoben. Fiir einzelne Folgen begriinden
die Schiiler, weshalb eine bestimmte Zahl Grenze ist. Als Anleitung kénnen m 3 bis 5 dienen
(SSA).

> 1 wird (oB) mitgeteilt und kann am Beispiel der untersuchten Folgen plausibel gemacht
werden.

Ub im il von Schranken und Grenzen bzw. im Konstruieren von Folgen Die

Ubungen sollten an 3 Aufgabentypen erfolgen:

(1) Geg.: Folge Ges.: Obere (untere) Grenze (soweit vorhanden)

(2) Geg.: Zahl Ges.: Eine Folge, fiir die die gegebene Zahl obere (untere)
Grenze ist

(3) Geg.: Folge; Zahl Frage: Ist die gegebene Zahl obere (untere) Grenze der gegebenen
Folge?

Fiir die Typen (1) und (3) stehen die LBA 1 bis 4 zur Verfiigung. Beim Begriinden der Ant-
worten sollten sich die Schiiler im Gebrauch der definierten Begriffe und der eingefiihrten
Sprechweisen iiben. Dabei kann auch formuliert werden:

Die obere (untere) Grenze einer Folge ist zugleich eine obere (untere) Schranke dieser Zah-
lenfolge, aber nicht jede Schranke ist zugleich Grenze einer Zahlenfolge.

1
Hausaufgabe m4, @ 6; in Analogie dazu Untersuchung der Folge (1 + -;) 5 damit wird

Vorlauf fiir die Untersuchungen zur Erarbeitung des Grenzwertbegriffes in LE 3 geschaffen.

6 [002193] 81



Kontrollaufgaben R
5 1
Geben Sie, sofern vorhanden, Schranken und Grenzen fiir die Zahlenfolgen (a,) = (T) und

=

n) i
FESY A

Lerneinheit 3 (25td.)
Grenzwert einer Zahlenfolge
LB 84 bis 88

In dieser Unterrichtseinheit wird der grundl de Begriff des Grenzwertes einer Zahlen-
folge behandelt. Es geht dabei um das Erfassen einer Beziehung zwischen einer Folge und
einer Zahl. Anhand reprasentativ ausgewihlter, gut iiberschaubarer Folgen sollten sich die
Schiiler weitgehend selbsténdig die inhaltlichen Vorstellungen erarbeiten, die zur Definition
des Grenzwertes fiihren. :

Ziele

Die Schiiler

_ kennen den Begriff ,,e-Umgebung einer Zahl a* und kénnen in einfachen Fillen
feststellen, ob ein gegebenes Glied einer Folge in einer bestimmten e-Umgebung
liegt,

_ kennen die Definition des Begriffes ,,Grenzwert einer Zahlenfolge und kdnnen
sie anhand selbstgewihlter Beispiele erldutern,

_ konnen konvergente und divergente Folgen unterscheiden und Beispiele dafiir

angeben.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Sicherung des Ausgangsniveaus

— Untersuchung von Zahlenfolgen auf Monotonie, Beschrinktheit und die Existenz
von Zahlen, denen sich die Fol lieder mit T dem 7 beliebig nihern, dabei
Einfiihrung von ,,e-Umgebung von a*

— Ubungen im Darstellen und Untersuchen von e-Umgebungen

2. Stunde
— Erarbeitung der Definition des Grenzwertbegriffes (» 3) und Einfiihrung von

. konvergente (divergente) Folge*
— Festigung des Grenzwertbegriffes
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Methodische Hinweise

Sicherung des Ausgangsniveaus Die anschlieBenden Untersuchungen, die zur Definition
des Begriffes ,,Grenzwert* fithren werden, erfordern immer wieder das Losen elementarer
Ungleichungen, vor allem im Bereich der natiirlichen Zahlen (Auswahl aus Komplex 3 der
Aufgaben fiir tagliche Ubungen und Wiederholungen, UH 68).

Untersuch von Zahlenfol und Einfiihrung von ,,c-Umgebung von a*“ Die Schiiler
sollten in SSA die Folgen (1) bis (3) aus den Bildern B 11 bis 13 untersuchen, dazu als Gegen-

beispiele die Folgen (a,) mit a, = 2" (Bild B9) und a, = (-1)" (1 -—) (Bild B 19)

sowie eine konstante Folge, z. B. a, = 4 (auch als vorbereltende HA mdglich).
Die Schiiler erhalten als Anleitung:

~ Fiihren Sie die Untersuchung fiir jede Folge in folgenden Schritten durch!
(Gef. unter Verwendung der Lehrbuchbilder erst bei Schritt 5 einsetzen.)
1. Berechnen Sie die ersten 10 Glieder, und tragen Sie sie in eine Wertetafel ein!
2. Stellen Sie die Folge in einem Koordinatensystem dar!
3. Priifen Sie die Folge auf Beschrdnktheit!
4. Priifen Sie die Folge auf Monotonie!
5. Stellen Sie aus dem Graph fest, ob sich die Folgenglieder vermutlich einer Zahl nihern!
6. Stellen Sie fest, ob fiir fast alle n die Folgenglieder in der Nihe dieser Zahl liegen!

— Vergleichen Sie bzgl. der gefundenen Ergebnisse die Folgen miteinander!

— Uberpriifen Sie ihre Ergebnisse, indem Sie sie mit entsprechenden Bildern und Darlegungen
im LB vergleichen! (Einbeziehung der HA und der Ergebnisse von Untersuchungen aus
vorangehenden Stunden)

In der Auswertung wird festgestellt, daB die Sprechweisen ,,die Folgenglieder ndhern sich
mit wachsendem » beliebig einer Zahl** und , fiir fast alle » liegen die Folgenglieder in der
Nahe einer Zahl‘ nicht exakt genug sind, wenngleich sie fiir eine vorliufige Beschreibung
ausreichten. Das ist das Motiv dafiir, die Umgebung einer Zahl exakt zu beschreiben,
also ein Intervall einzufiihren, in dem die Zahl liegt, und das Verhalten der Folgenglieder in
einem solchen Intervall zu beschreiben. Der Begriff ,,e-Umgebung von a* wird eingefiihrt
(Betrachtung wie Bilder B 14 und B 15 in Verbindung mit dem Ldsen von @ B 7).

Ubungen im Darstellen und Untersuchen von e-Umgebungen In SSA sollten die Schiiler
&-Umgebungen in einem Koordinatensystem markieren (LBA 1) und Vor allem iberpriifen,
ob eine gegebene Zahl x in einer gegebenen e-Umgebung einer bestimmten Zahi a liegt
(LBA 3).

Dabei sollten die Schiiler e-Umgebungen einer Zahl a sowohl auf einer Zahlengeraden
(~ Bild B 16) als auch auf der Ordinatenachse in einem Koordinatensystem (.~ Bild B 18)
darstellen.

Erarbeitung von » 3 und Einfiihrung von ,konvergente (divergente) Folge* Der Begriff
»,e-Umgebung von a* wird gefestigt (z. B. bei der Kontrolle der HA) und auf die Unter-
suchung von Folgen angewendet. Dazu sollten die Schiiler in SSA den Text nach @ 8 durch-
arbeiten und @ 9 16sen. Das dort beschriebene Vorgehen kann an den in der 1. Stunde be-
arbeiteten Folgen nachvollzogen werden. Im Blickpunkt steht dabei immer die Frage:
Gibt es eine Zahl a derart, daB fiir die betrachtete Folge fiir fast alle n die Glieder a, in einer
e-Umgebung von a liegen, wie klein man auch immer die positive Zahl & wihit? In der Aus-
wertung der Ergebnisse wird festgestellt:

- unbeschrinkte Zahlenfolgen konnen offenbar keine Zahl mit der genannten Eigenschaft
haben (Begriindung),
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— es gibt aber auch nicht fiir jede beschriinkte Folge eine solche Zahl,
- die Forderung ist nur bei den Folgen (1) bis (3) (Bilder B 11 bis B 13) und bei konstanten
Folgen erfiillt.

Die verschied Moglic

der Formulierung von » 3 werden miteinander verglichen
1

(~ LB 87), ihre Gleichwertigkeit erlautert und etwa auf die Folge (1 — — angewendet.
n

AnschlieBend werden die Begriffe ,,konvergente (divergente) Zahlenfolge* eingefiihrt und
dafiir Beispiele aus den untersuchten Folgen genannt.

Festigung des Grenzwertbegriffes Im UG wird erdrtert: Fiir die Existenz eines Grenzwertes g
ist nicht entscheidend, daB fiir unendlich viele n alle zugehdrigen Folgenglieder in jeder
beliebig gewihlten s-Umgebung von g liegen, sondern daB das fiir fast alle n gilt. So gibt es

bei Folge (a,) mit @, = (—1)"- a=1

zwar zwei Zahlen a; = 1 und a, = —1, fiir die gilt,

daB fiir jedes ¢ unendlich viele Glieder in der e-Umgebung von a, bzw. a; liegen, die Be-

dingungen fiir die Existenz eines Grenzwertes (nach Definition) sind jedoch damit nicht

erfiillt. Das ist zu begriinden (» @ 11, LE 4).

Die bisher verwendete unscharfe Formulierung, daB sich die Folgenglieder beliebig einer

Zahl g (dem Grenzwert) nihern, darf nicht zu dem SchluB fiihren, daB die Zahl g notwendi-

gerweise von einem Folgenglied erreicht wird. Der Grenzwert g ist im allgemeinen kein
_] " .

Folgenglied (Ausnahmen sind z. B. konstante Folgen oder (L(z—z)—") % (—21—" cos %))
n

Beim Bearbeiten von LBA 5 konnen diese Uberlegungen gefestigt werden.

Hausaufgabe LBA 6

Kontrollaufgaben

1. Geben Sie eine Definition des Grenzwertes einer Zahlenfolge, und fiihren Sie ein Beispiel
dazu an!

1
2. Gegeben sei die Folge (a,) mita, = 2 — =
1
a) Liegt dag Glied a; in der ?-Umgebung von 2?
b) Bestimmen Sie alle natiirlichen Zahlen n, fiir die a, in der 0,01-Umgebung von 2 liegt!

3. Geben Sie je ein Beispiel fiir eine konvergente und eine divergente Zahlenfolge an!

1
Losung zu 2.: a) ay, liegt in der ?-Umgebung von 2.
b)n > 100

Lerneinheit 4 (25td.)
Untersuchungen von Zahlenfolgen auf Konvergenz g
LB 88 bis 92

Im Mittelpunkt der Lerneinheit steht die Anwendung der Grenzwertdefinition. In vielfaltig
gestalteten Ubungen sollen die Schiiler tiefer in die fiir sie neuen Denk- und Arbeitsweisen

der Analysis eindringen und zugleich ihre Fihigkeiten im Beweisen und Begriinden weiter-
entwickeln.
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Zijele

Die Schiiler .

— konnen fiir einfache Fille unter Verwendung der Grenzwertdefinition nachweisen,
daB eine gegebene Zahl Grenzwert einer gegebenen Folge und diese somit konver-
gent ist, 3

— entwickeln somit ihre Fihigkeiten im Beweisen und Begriinden weiter,

— wissen, daf eine konvergente Zahlenfolge genau einen Grenzwert hat,

- kennen den Begriff ,,Nullfolge und die Schreibweise ,, lim a, = g*.

, o0
Schwerpunkte
1. Stunde
- Sicherung des Ausgangsniveaus fiir die Untersuchungen ‘von Zahlenfolgen auf
Konvergenz

— Anwendung der Grenzwertdefinition zum Nachweis, daB eine gegebene Zahl
Grenzwert einer gegebenen Zahlenfolge ist, dabei Einfiihrung von ,,Nullfolge«

(m 7 und 8)
2. Stunde
- Erarbeitung der Eindeutigkeit des Grenzwertes einer konvergenten Folge (m 9,
e11)
— Ubungen im Nachweisen, daB bene Zahlen G te t Zahlenfol-
gen sind oder nicht, dabei Einfiihren der Bezeichnung lim a, = g
oo
Methodische Hinweise
Sicherung des A i fiir die U h von Zahlenfolgen auf Konvergenz Die

Schiiler benétigen Fertigkeiten im Umformen von Termen, im Arbeiten mit Betrdgen, im

Lésen von Ungleichungen und vor allem im Ermitteln des Wahrheitswertes von Ungleichungen

nach dem Belegen der Variablen.

Dazu sollten geeignete Beispiele aus den Komplexen 2 und 3 der Aufgaben fiir tigliche

Ubungen und Wiederholungen, UH 68, ausgewihlt werden. Giinstig erscheint es auch,

bereits hier solche Ungleichungen 18sen zu lassen, die in den nachfolgenden Untersuchungen

auftreten, z. B.

n+1 1 Tn +1 1
2 2 3n 710

Dadurch werden sich die Schiiler dann besser auf die dort dargestellten Begriindungen kon-

zentrieren konnen.

Anwendung der Grenzwertdefinition auf die Untersuchungen Dic m 7 und 8 eignen sich fiir f
die SSA. Hierfiir sollten die Schiiler wie folgt angeleitet werden (am m 7 dargestellt):

n+1
n

=i

1 1
<2—0-(l7), —2‘<?(I9),
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+1
— Geben Sie einige Glieder der Folge (" o5 ) an (Graph zeichnen)!

— Untersuchen Sie die Folge auf Beschrianktheit und Monotonie!

— Entnehmen Sie dem Graphen Schranken, vermutliche Grenzen, den vermutlichen Grenz-
wert!
(Hinweis: Selbst wenn man z. B. 10 Folgenglieder veranschaulicht, ist i. a. der Grenzwert
nicht eindeutig ablesbar.)

1 .
— Priifen Sie, ob die Zahl 5 Grenzwert der Folge ist! (Anwendung von » 3: Zu zeigen,
daB |a, — g| < & bei jedem positiven & fiir fast alle » gilt!)

Nunmehr sollten die Schiiler beim Durcharbeiten der Beispiele jeweils die Schritte (a) bis (c)
und jede Umformung zunichst selbst (im Heft) vollziehen und das LB vor allem zur Be-
stitigung ihres eigenen Vorgehens benutzen.

Auch @ 10 sollte in SSA bearbeitet werden. Auf den Vortell statt Ungleichung (1) die dazu
iquivalente Ungleichung (3) zu verwenden, sollten die Schiiler nicht sofort hingewiesen
werden, sondern sie sollten ihn moglichst selbst entdecken.

In Verbindung mit m 8 kann der Begriff ,,Nullfolge*! eingefiihrt werden. Im UG kann der
Lehrer darauf verweisen, daB beim weiteren Aufbau der Infinitesimalrechnung Nullfolgen
bendtigt werden und somit die Einfiihrung des Begriffs begriinden. Nullfolgen werden z. B.
auch bereits in den LE 6 und 7 beim Berechnen von Grenzwerten konvergenter Folgen
mit Hilfe der Grenzwertsitze verwendet.

Den Beispielen folgend sollten die Schiiler LBA 3 und 5 l6sen.

Erarbeitung der Eindeutigkeit des Grenzwertes einer konvergenten Folge Um die Konver-
1 .
genz z. B. der Zahlenfolge (a,) mit a, = (—1)" (l + 7) zu untersuchen, berechnen die

Schiiler die ersten 10 Glieder und zeichnen den Graph. Die Untersuchung ergibt: Die Folge
ist beschrinkt. Sie hat also nach [> 1 eine obere und eine untere Grenze (—2 bzw. 1,5). Die
Folgenglieder nahern sich mit wachsendem » im Wechsel den beiden Zahlen —1 und +1.
Hat die Folge demnach zwei Grenzwerte?

Da der LP den (indirekten) Beweis fiir die Eindeutigkeit des Grenzwertes einer konvergenten
Zahlenfolge nicht fordert, sollten sich die Schiiler die Gedankenfiihrung dieses Beweises
lediglich am Beispiel der oben betrachteten Folge verdeutlichen und zu diesem Zweck
e-Umgebungen von 1 und von —1 in den Graph einzeichnen. Die hier durchzufiihrenden
Uberlegungen dienen der Festigung der Grenzwertdefinition, gehdren jedoch nicht zum
reproduzierbaren Wissen der Schiiler.

Zur weiteren Vertiefung der Einsichten und in Vorbereitung auf LE 5 sollten die Beziehun-
gen und Unterschiede zwischen den Grenzen und dem Grenzwert einer Folge an Beispielen
erliutert werden: Es gibt konvergente Folgen, bei denen der Grenzwert (nicht) mit einer
Grenze iibereinstimmt. Die Schiiler sollten weitere Beispiele anfiihren und iiberlegen: Welche
Eigenschaften haben solche Folgen noch? (. auch m 6, LB 87)

Ub im N: von G ten Zunichst sollte anhand bekannter Folgen mit
bekannten Grenzwerten die Schreibweise lim a, = g (und auch die Sprechweise) eingefiihrt

n—oo
werden. In den Ubungen konnen drei Typen von Aufgaben gestellt werden:

(1) Zeigen Sie, daB die Zahl a Grenzwert der Folge (a,) ist! (@7 und 8; LBA 1 bis 4)
(2) Zeigen Sie, daB die Zahl a nicht Grenzwert der Folge (a,) ist!

(m 9; LBA 7 und 8; Hinweis nach # 9 beachten)
(3) Priifen Sie, ob die Zahl a Grenzwert der Folge (a,) ist! (LBA 5 und 6)

1 In der Fachliteratur wird der Begriff ,,Nulifolge* haufig (in anderer Weise) vor dem Grenzwertbegriff eingefiihrt und
mit seiner Hilfe der Grenzwert einer Zahlenfolge definiert.
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Typ (3) sollte im Unterricht bevorzugt werden, jede der anderen Aufgabenstellungen 148t
sich in diese Form umwandeln.

In SSA sollten sich die Schiiler zunichst eine Vorstellung von der betreffenden Folge ver-
schaffen (einige Glieder bestimmen, Graph skizzieren), eine Vermutung iiber die Existenz
eines Grenzwertes gewinnen und dann den Nachweis fiihren. Dabei sind jeweils zwei Schritte
zu gehen:

- Die Ungleichung la, — g| < & ist so umzuformen, daB man eine iiberschaubare Beziehung
zwischen n und ¢ gewinnt.

- Es ist zu priifen, ob diese Beziehung fiir fast alle n bei jedem positiven & gilt (oder: ob es
nur endlich viele n gibt, fiir die diese Beziehung nicht gilt).

Hervorzuheben ist die Erkenntnis, daB auf diese Weise keine Grenzwerte ermittelt werden

konnen, sondern daB lediglich fiir vorgegebene oder angenc ne Zahlen |
werden kann, ob sie Grenzwert der gegebenen Folge sind oder nicht.

Hausaufgabe Fiir bisher untersuchte Folgen fertigen die Schiiler eine Ubersicht nach
folgendem Muster zur Vorbereitung auf die Behandlung der LE 5 an (Anwendungsmdglich-
keiten auch noch in den LE 6 und 9).

Folge beschrinkt monoton konver-
(an) gent*
nach oben nach unten wachsend fallend
1 . . . . .
1- 7 ja ja Jja nein Ja

* Hier kann der Schiiler auch den Grenzwert eintragen, falls dieser bekannt oder offensichtlich ist.

Kontrollaufgaben
=1) 1
1. Weisen Sie nach: lim (— ) ==
nsoo \ 30 3
2. Nennen Sie ein Beispiel fiir eine Nullfolge, und fiihren Sie den Nachweis dafiir!

Lerneinheit 5 (25td.)
Konvergenzverhalten monotoner Folgen
LB 92 bis 95

Ziele

Die Schiiler

— kennen den Satz iiber die Konvergenz monotoner und beschriinkter Zahlenfolgen,
verstehen dessen Herleitung und konnen sie nachvollziehen,

— konnen die Konvergenz gegebener Zahlenfolgen durch den Nachweis der Be-
schranktheit und Monotonie dieser Folgen feststellen.
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Schwerpunkte

1. Stunde

— Motivierung und Zielstellung fiir die Untersuchung monotoner beschrinkter
Zahlenfolgen

- Sicherung des Ausgangsniveaus

— Erarbeitung der Herleitung des Satzes iiber die Konvergenz monotoner be-
schrinkter Folgen (> 2; @ 15)

2. Stunde

— Anwendung von > 2 und Ubungen im Nachweisen der Konvergenz von Folgen
(LBA 1 bis 3)
- Zusammenfassung

Methodische Hinweise

Motivierung und Zielstellung fiir die Untersuch b kter Zahlenfol Im
UG wird festgestellt, daB die Schiiler bisher noch kein Verfahren kennen, um die Konver-
genz einer Folge festzustellen oder gar den Grenzwert zu berechnen. Beim Auswerten der
Ubersicht (» vorbereitende HA, LE 4) erhebt sich die Frage, ob es Eigenschaften von Folgen
gibt, die mit Sicherheit auf deren Konvergenz schlieBen lassen. Hieraus resultiert die Ziel-
stellung: Vermutlich spielen die Monotonie und die Beschrinktheit von Folgen eine Rolle
beziiglich der Konvergenz. Wir wol]eu daher monotone beschréinkte Folgen néher unter-
suchen.

Sicherung des Ausgangsniveaus Fiir die bevorstehenden Untersuchungen brauchen die
Schiiler Sicherheit im Arbeiten mit Ungleichungen und in den bisher erworbenen Kennt-
nissen iiber Folgen. Daher sollten in SSA folgende Aufgaben gelost werden:

~ Unter welchen Bedingungen hat eine Folge eine Grenze (.~ > 1)? Nennen Sie ein Bei-
spiel!
— Geben Sie fiir die Folge (

-1 . 5
) einige natiirliche Zahlen # an, fiir die die Glieder der
Folge in der 11—04Umgebung von 1 liegen! Berechnen Sie diese Glieder! Wie viele Glieder

1
der Folge liegen auBerhalb der -E-Umgebung von 1?

Erarbeitung der Herleitung von [> 2 In Ankniipfung an die Zielstellung sind folgende
Schritte denkbar:

— Untersuchung einer beliebigen monoton wachsenden und nach oben beschrankten Folge;
Einbeziehen des Bildes B 21 (LB 93)

- Herleitung von [>2 in enger Anlehnung an die Darstellung auf LB 92f. (Im Bild B 21
sollten noch die Zahlen a,, a,, und weitere Glieder eingetragen werden, die in dieser Dar-
stellung eine Rolle spielen. Das Bild sollte an der Tafel entwickelt werden, wobei die

. &-Umgebung so groB gehalten wird, daB die Zeichnung iibersichtlich bleibt (. Bild 2.5).)

— Verdeutlichung des Gedankenganges durch Verifizierung aller Schritte der Herstellung

T =4 . <
am Beispiel einer Folge (etwa (n )) mit bestimmten &, m und n

— Formulierung von > 2
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-alle
Glieder
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Endlich
viele
Glieder
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Bild 2.5 EE E E E E

Hausaufgabe Zur Festigung von I> 2 und seiner Herleitung: @ 15 fiir alle Schiiler oder als
SV in einer der folgenden Unterrichtsstunden fiir einzelne Schiiler

Anwendung von [>2 Erforderlichenfalls ist das Nachweisen von Monotonie und Be-
schrinktheit von Folgen zu wiederholen (LBA 1 aus ,,Ubungen und Anwendungen*;
m1lund?2, LE1).

Die Anwendung von [> 2 beim Untersuchen von Folgen auf Konvergenz wird an Beispielen
erlautert.

Stets sind zwei Schritte zu gehen:

- Die Folge wird auf Monotonie gepriift.
— Die Folge wird auf Beschrinktheit untersucht.

Die Schiiler miissen erfassen: Untersucht man Folgen, deren Monotonie vorgegeben ist
(LBA 1 und 2), so ist nur noch die Beschrinktheit nachzuweisen. Weil man hingegen noch
nichts iiber die Monotonie der Folge, so ist es rationeller, die Schrittfolge zu vertauschen,
denn wenn eine Folge nicht beschrinkt ist, braucht man sie gar nicht erst auf Monotonie
zu priifen.

m 11 kann in SSA durchgearbeitet werden (dazu Kenntnisse iiber das Bilden von Partial-
summenfolgen reaktivieren und @ 16 erteilen). Aus dem Beispiel darf jedoch nicht geschlos-
sen werden, daB Partialsummenfolgen stets konvergieren.

Zusammenfassung Die Schiiler sollten den nach 1> 2 stehenden Lehrbuchtext durchlesen
und an selbst gewéhlten Beispielen erldutern. Bereits an dieser Stelle kann anhand des
Textes auf LB 94 zur Zielstellung fiir LE 6 iibergeleitet werden.

Hausaufgabe Unter Nutzung der Ubersicht (~ HA auf UH 87) alle im bisherigen Unter-
richt ermittelten Grenzwerte und die entsprechenden Folgen zusammenstellen lassen. Ein
Schiiler kénnte das gesammelte Material auf eine Seitentafel oder Folie schreiben, damit stiin-
de ein gewisses Reservoir zur Verfiigung, das im folgenden Unterricht zum Ermitteln
weiterer Grenzwerte genutzt werden kann.

Kontrollaufgabe
. . . 3(n—1) 5 LN* :
Priifen Sie, ob die Folgen (a,) mit a, = — und (b,) mit b, = { — 5 konvergieren!

Losung:
(a,) monoton wachsend und beschrénkt, also konvergent
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(b,) ist nicht monoton, aber beschrinkt. Daraus allein 148t sich nach [> 2 keine sichere SchluB-
folgerung fiir die Konvergenz ziehen. Eine nidhere Untersuchung zeigt jedoch, daB dle Fo]ge
offenbar gegen 0 konvergiert. Und man kann durch A dung der G

nachweisen, daB (b,) eine Nullfolge ist (» LE 4).

Lerneinheit 6 (25td.)
Grenzwertsdtze fiir Zahlenfolgen
LB 96 bis 98

Ziele

Die Schiiler

— konnen die Summe, die Differenz, das Produkt und den Quotienten zweier Folgen
bilden bzw. in einfachen Fillen Folgen in eine Summe, eine Differenz, ein Pro-
dukt oder einen Quotienten zweier Folgen zerlegen,

- kennen die Grenzwertsitze fiir Zahlenfolgen und verstehen den Beweis des Satzes
iiber den Grenzwert einer Summe von Folgen,

— konnen die Grenzwertsitze auf einfache Beispiele anwenden.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Motivierung und Zielstellung

— Erarbeitung des Zusammensetzens und Zerlegens von Folgen (m 12; @ 18)
~ Erarbeitung der Grenzwertsitze (> 3 und > 4)

2. Stunde

— Erarbeitung von Beispielen fiir die Anwendung der Grenzwertsiitze
- Ubungen im Berechnen von Grenzwerten
— Zusammenfassung

Methodische Hinweise

Motivierung und Zielstellung Ankniipfend an LE 5 (» die vorbereitenden MaBnahmen
in der Zus und in den HA dort) wird als Ziel des Unterrichts in LE 6 das Berechnen von
Grenzwerten (nicht mehr nur das Nachweisen der Konvergenz der entsprechenden Folgen)
genannt und die Frage formuliert:

Wird es unter Anwenden des Riickfiihrungsprinzips méglich sein, Grenzwerte von Folgen
aus bekannten Grenzwerten einfacherer Folgen zu berechnen?

90



Erarbeitung des Zusammensetzens und Zerlegens von Folgen Unter Nutzung der von den
Schiilern erarbeiteten Zusamr 11 (~ vorbereitende HA der 2. Std. der LE 5) sollte
an einem einfachen Beispiel der Grundgedanke herausgearbeitet werden. So ist z. B. der

1
Lo ) bekannt (* auch LBA 4 in LE 4). Man 1Bt das n-te Glied

2i
Grenzwert der Folge (

der Folge in die Summe 2 + = umformen und notiert einige Glieder in dieser Weise:

n 1 2 3 4 5 6
2+ 1
2 3 2,5 2,33 2,25 2,2 2,17
24 241 | 244 24 24 244 24
+ + > +3 Fr g +

Aus der letzten Zeile der Tabelle ist sehr einfach der Grenzwert 2 abzulesen. Die ersten Sum-
1
manden der Glieder bilden eine konstante Folge, die zweiten die Folge (7) , eine Null-

folge. Offensichtlich besteht also in diesem speziellen Fall ein Zusammenhang zwischen

2n + 1
dem Grenzwert der Folge ( s ) und den Grenzwerten der Zerlegungsfolgen (2)

und (l)
n

Nun soll diese Frage fiir den allgemeinen Fall untersucht werden. Zunéchst muB geklart

werden, wie sich Folgen aus einfacheren Folgen zu zen bzw. in einfachere zerlegen

lassen.

In weitgehend SSA sollten erarbeitet werden:

- Zpr Sicherung des Ausgangsniveaus z. B, die LBA 8 und 9 aus den Aufgaben fiir tagliche
Ubungen und Wiederholungen (UH 68);

— m 12 in folgender Aufgabenstellung (LB erst nach der Losung zur Kontrolle einsetzen):

- 1

Notieren Sie jeweils die ersten 5 bis 10 Glieder der Folgen (a,) = (E—l) und (b,) = (”2: ) !

n
Bilden Sie eine neue Folge (c,), indem Sie die Folgen (a,) und (b,) gliedweise addieren, und
bestimmen Sie das n-te Glied (a, + b,) der neuen Folge (c,)!

- 018

Im Zusammenhang damit werden die Begriffe ,,Summe (Differenz, Produkt, Quotient)
zweier Folgen* eingefiihrt.

2n + 1
Erarbeitung der Grenzwertsitze Durch Riickgriff auf das Beispiel der Folge ( "" )

oder durch Bearbeitung von ® 19 und 20 sollte eine Vermutung im Sinne von [> 3 gewonnen
werden. Fiir die Erarbeitung von [> 3 und seines Beweises gibt es verschiedene Moglichkeiten:

— SSA am Beweis im LB; ein Schiiler erliutert danach nochmals den Beweisgang und
belegt die einzelnen Schritte mit einem selbstgewihlten Beispiel;

— LV zum Beweis (unter Einbeziehung der Schiiler);

— SV zum Beweis (» vorbereitende HA der 2. Std. der LE 5);

— Im UG wird zunichst der Beweis fiir ein konkretes Beispiel erbracht, wobei die gleichen
Gedankengiinge wie beim all 1 Beweis durchlaufen werden; hlieBend SSA
am Beweis im LB (.~ HA).
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2i 1
Zur letzten Variante kann wiederum die Folge ( s ) oder @ 18 verwendet werden:

-1
Voraussetzung: Die Folgen (a,) = ("T) und (b,) = (—n—;—l) konvergieren, und es
5 n

n

ilt lim s
B % e 2832

13
2z 2

3n -1
2n

Behauptung: Die Folge (a, + b,) = ( ) konvergiert gegen 1 +

Beweis:

~ Entsprechend der Grenzwertdefinition ist zu zeigen, daB bei jedem positiven & fiir fast
alle n gilt:
3 . 3n -1 3 se
2 % oz

— Wir wihlen zunichst eine beligbige positive Zahl e. Dann gilt fiir die Folgen (a,) und (b,):

-1

M1 -e< L < 1 + & fiir alle n von einem bestimmten 7, ab;
1 1 1 =

@=-¢e< ot < — + & fiir alle 7 von einem bestimmten 7, ab.
2 2n 2 |

- Die Addition der Ungleichungen (1) und (2) ergibt:

3 3n—1 3

(3)7—28< P <7+25.

Wegen der beliebigen Wahl einer positiven Zahl e ist auch 2e eine positive Zahl.

o 3
Nach analogen Uberlegungen zu LB 97 ergibt sich die Zahl ) als Grenzwert der Folge
(an + by). :

Bemerkung: Im Lehrbuch wird mit % gearbeitet. Man kann jedoch ohne Beschrinkung

der Allgemeinheit auch mit ¢ arbeiten.
3n—-1
2n
3n 1 3 1
! Bl = -
zerlegt werden, z. B o o 2 =
Dem Beweis zu [> 3 schlieBt sich die Mitteilung iiber die Giiltigkeit von > 4 (oB) an.

Hinweis: Die Folge ( ) kann auch auf andere Weise in eine Summe von zwei Folgen

Erarbeitung von Beispi fiir die A g der Grenzwertsiitze Neben der Bearbeitung
von LBA 1 konnen gegebenenfalls Beispiele aus LE 7 vorgezogen werden.

Ubungen im Berechnen von Grenzwerten In weitgehend SSA sollten die Schiiler (im LB
finden sie verstindliche Beispiele als Muster vor) die LBA 2 und eine weitere Auswahl aus
den LBA zu LE 7 16sen (.~ auch HA), falls sie bereits iiber ausreichende Fertigkeiten im
Umformen von Termen beim Zusammensetzen und Zerlegen von Folgen verfiigen.

Zusammenfassung [> 3 und [> 4 werden zu einer Gesamt usa faft:

Wenn es gelingt, eine Folge in eine Summe, Differenz, ein Produkt oder einen Quotienten
von konvergenten Folgen zu zerlegen, und es sind die Grenzwerte der durch Zerlegung ent-
standenen Folgen bekannt, so 1dBt sich der Grenzwert der gegebenen Folge als Summe
(Differenz, Produkt, Quotient) der Grenzwerte der durch die Zerlegung entstandenen Folgen
berechnen.
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Die Grenzwertsitze konnen durch Beispiele interpretiert werden (. auch HA) (Bedingung
beim Quotienten beachten).

Es ist zu betonen, daB mit den bisher erarbeiteten Sitzen weder die Konvergenz einer be-
liebigen Folge nachgewiesen, noch der Grenzwert einer beliebigen konvergenten Folge
berechnet werden kann. Die ,,Leistungsfihigkeit der bisher erarbeiteten theoretischen

,,Werkzeuge* sollte man nach folgender Ubersicht 1stellen (das kann auch erst
am SchluB der Behandlung der LE 7 erfolgen):
Grenzwertdefinition ——> Nachweis, daB eine gegebene Zahl Grenzwert einer

gegebenen Folge ist
Satz iiber die Konvergenz —— Nachweis der Konvergenz beschrankter monotoner

monotoner beschrinkter Folgen
Folgen
Grenzwertsitze ———> Berechnung von Grenzwerten, falls sich eine ge-

gebene Folge in eine Summe, eine Differenz, ein
Produkt oder einen Quotienten zweier konvergenter
Folgen zerlegen 1dBt, deren Grenzwerte bekannt
sind. Besonders giinstig ist es, wenn es gelingt, ge-
gebene Folgen in konstante Folgen oder Nullfolgen
zu zerlegen.

Die genannten Moglichkeiten wurden nur an relativ einfachen Beispielen geiibt. Mitunter

148t sich der Grenzwert einer Folge aus der Betrachtung des Anfangsstiickes, des allgemeinen

Gliedes oder des Graphen erraten oder vermuten.

Hausaufgaben Auswahl aus LBA1 und 2 in LE 7;‘Interpretation der Grenzwertsitze
durch selbstgewihlte Beispiele; Vorbereitung mehrerer differenzierter SV fiir die Zus zu
Stoffabschnitt 2.1 (LB 101ff.)

Kontrollaufgaben
1. Sprechen Sie iiber die Bed der G tsitze fiir die Besti von Grenzwerten
konvergenter Folgen!
2.1LBA2
Lerneinheit 7 (15td.)

Anwendung der Grenzwertsdtze
LB 98 bis 100

Ziele

Die Schiiler

— konnen Grenzwerte bestimmter Folgen durch Anwenden der Grenzwertsitze be-
rechnen,

— beherrschen den grundlegenden Begriff des Grenzwertes einer Zahlenfolge und die
damit im Zusammenhang stehenden Begriffe.
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Schwerpunkte

— Erarbeitung von Beispielen fiir die Berechnung von Grenzwerten (Auswahl aus
o 13 bis 16)

— Ubung und Vertiefung des Berechnens von Grenzwerten (Auswahl aus LBA 1
und 2)

— Zusammenfassung (LB 101 ff.)

Methodische Hinweise

Erarbeitung von Beispielen fiir das Berechnien von G ten In Abhingigkeit vom Ubungs-
effekt in LE 6 und von der Kontrolle der HA sollte eine Auswahl aus den M 13 bis 16 durch-
gearbeitet werden, mit dem zusétzlichen Auftrag: Wihlen Sie jeweils eine dhnliche Folge,
und erldutern Sie daran das Bestimmen des Grenzwertes!

Ubung und Vertiefung Bei der weitgehend SSA ist darauf zu achten, daB eine gegebene
Folge in verschiedener Weise zerlegt werden kann. Es gilt stets, solche Zerlegungsfolgen
zu finden, deren Grenzwert im Prinzip bekannt ist, also vor allem konstante Folgen und
Nullfolgen. Aufgaben vom Typ LBA 1a) bis g) und 2a) bis g) sind von allen Schiilern zu
16sen. Man sollte auch eine Aufgabe mit einer divergenten Folge einsetzen, z. B.:

Tn* + 2n

Priifen Sie, ob sich fiir die Folge (ﬁ) ein Grenzwert bestimmen 1403t!
n

Auch die LBA 1 und 2 konnen so umformuliert werden, denn es darf nicht der Eindruck
als ob jede t Folge konvergent und der Grenzwert berechenbar sein miisse.

Zur Festigung des erworbenen Wissens kann der Wert von Gegenbeispielen nicht hoch

genug eingeschitzt werden (.~ [13], vor allem Abschnitt 1.3.).

Zur differenzierten Arbeit mit leistungsstarken Schiilern seien noch folgende Moglichkeiten

genannt:

2n +1\%
— Ankniipfend an m 14 und @ 21 Ermitteln des Grenzwertes der Folge (a,) mita, = ( "n ) .
Die Anwendung von [> 4 (Zerlegung in Faktoren) fithrt, wenn lim als bekannt

nso
vorausgesetzt wird, zu lim = 25 = 32 und damit auf die Frage, ob eine ent-

nso
sprechende Beziehung allgemein gilt. Die Losung von LBA 3 bestitigt diese Vermutung.

— Mit dem Konstruieren von Folgen nach vorgegebenen Bedingungen (LBA 4 und 5) wird
zugleich die Erarbeitung des Grenzwertes einer Funktion vorbereitet, denn dort werden
gewisse Folgen verwendet, die gegen eine bestimmte Zahl x, konvergieren.

— Hat man in der Einfiihrung in die Probleme nach Variante 2 das Paradoxon des ZENON
von AchiLLes und der Schildkrote verwendet (» UH 75), so kann nunmehr das dort
aufgeworfene Problem gelost werden:

Die Betrachtung gipfelt in der Frage, ob fiir die Partialsummenfolge (a,) mit
1

1 =

n

il

ein Grenzwert gefunden werden kann.

a4, =a-

=

k
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. 1
Losung: a und k sind Konstanten. Wir formen um zu a,, = 4 1 (1 - —1—) .Da —
1-—-

*
-k
4 ka Das ist der

fir k¥ > 1 eine Nullfolge ist, ergibt sich lim a,, = —
n-»o0 -

3

gleiche Term, der sich bei Anwendung der Formel fiir die glelchformlg -geradlinige Be-

wegung ergibt.

Zusammenfassung Bei der Arbeit an der Zus auf LB 101ff. erfiillen die Schiiler folgende
Auftrige:

— Erldutern Sie jeden Begriff bzw. jeden Satz anhand eines selbstgewdhlten Beispiels!
— Nennen Sie andere, gleichwertige Formulierungen fiir die Definitionen und Satze!

Kontrollaufgaben
_ 5n+ 2 5 . .
1. Untersuchen Sie die Folge (a,) = T auf hranktheit und M (Be-

griindung), und bestimmen Sie gegebenenfalls Schranken, Grenzen und den Grenzwert!
4
2. Weisen Sie nach, daB die Folge (b,) = (" 3 ) eine Nullfolge ist!

Stoffabschnitt 2.2 85td.)
Grenzwerte von Funktionen; Stetigkeit

Bisher standen Zahlenfolgen als spezielle Funktionen im Mittelpunkt der Untersuchungen.
Nunmehr wird zur Betrachtung von Funktionen iibergegangen, die in bestimmten Inter-
vallen reeller Zahlen definiert sind.
[lUnter Verwendung konvergenter Folgen von Argumenten wird das Verhalten von Funk-
ionen in der Umgebung bestimmter Stellen untersucht. Dabei sollte von anschaulichen
Vorstellungen ausgegangen werden, indem die Schiiler Graphen von Funktionen daraufhin
untersuchen, ob sie Liicken, Spriinge, Knicke oder dergleichen aufweisen oder ob sie sich
in einem bestimmten Intervall ohne Absetzen des Stiftes durchzeichnen lassen.
Aus solchen Betrachtungen ist das Motiv zu entwickeln, exakte Beschreibungen des Verhal-
tens von Funktionen an bestimmten Stellen und in bestimmten Intervallen zu finden.
Ein Hauptanliegen der Behandlung dieses Stoffabschnitts ist zwar der weitere Ausbau des
theoretischen Instrumentariums fiir die folgenden Stoffgebiete, wobei die Definition der
Begriffe ,,Grenzwert einer Funktion an einer Stelle*“ und ,,Stetigkeit einer Funktion an einer
Stelles sowie die Grenzwertsitze fiir Funktionen im Mittelpunkt stehen. Dennoch bilden
auch hier vielfiltige Ubungen im Losen von Aufgaben einen Schwerpunkt des Unterrichts,
um die Begriffe durch Anwenden zu festigen und tiefer zu erfassen.
Es ,ka.nn_mcht_wartet werden, daB die Schiiler beim Anei uen der Definitionen dieser
wexteren fundame; Begriffe die tragenden Ideen selbstd . Deshalb sollte
en Erarbeitung unter starker Anleitung durch den Lehrer vollzxehen
Obwohl die zu behandelnden Sitze nicht bewiesen werden, entwickeln die Schiiler ihre
Fihigkeiten im Beweisen und Begriinden beim Bearbeiten zahlreicher Einzelbeispiele.
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In der folgenden Ubersicht ist die Struktur des in diesem Unterrichtsabschnitt zu behandeln-

den Stoffes dargestellt.

Begriffe

Siitze

Verfahren

Definieren:

Grenzwert einer Funk-
tion f an der Stelle xo
»>4)

Einfiihren:

von G ten
von Funktionen in einfachen
Fillen (Fe)

[
Summe (Differenz, Produkt,
Quotient) zweier Funktionen
(LB 111)

Definieren:

Stetigkeit einer Funk-
tion fan der Stelle x,
»35)

v
Satz iiber den Grenzwert der
Summe (der Differenz, des
Produktes, des Quotienten)
zweier Funktionen
(>5; oB)

Berechnen von Grenzwerten
von Summen (Differenzen,
Produkten, Quotienten) von
Funktionen in einfachen
Fillen (Fe)

R, + s emial,

von fir
an der Stelle x, stetige (un-
stetige) Funktionen (Fi)

Einfiihren:

Y
Stetigkeit einer Funktion f
in einem Intervall 7
(LB 115)

Einfiihren:

Stetigkeit einer Funktion f
im gesamten Definitionsbereich
(LB 115)

Einfithren:

Bemerkungen zur Stetigkeit
einer Funktion in dem Rand-
punkt eines abgeschlossenen
Intervalls 1

(LB 116)

+
Zwischenwertsatz —————
(>6;0B)

Maximum (Minimum) einer
Funktion fin einem Intervall
I1(LB119)

}
Satz iiber die Existenz des
Maximums (Minimums) einer
stetigen Funktion fin einem
abgeschlossenen Intervall 1
™ 7; 0B)

Betrachten von Beispielen fiir
Funktionen, die in einem
Intervall I oder im gesamten
Definitionsbereich stetig
(unstetig) sind

Verstehen von Beispielen und
Gegenbeispielen; niherungs-
weises Ermitteln von Null-
stellen (Fa)

— Definieren

'~ Termumformungen (Fe)

— Losen von Gleichungen
und Ungleichungen
(Fe)

— Beweisen, Begriinden
(Fe)
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Lerneinheit 8 (15td.)
Beispiele fiir unstetige Funktionen
LB 103 bis 106

Ziele

Die Schiiler

— erwerben anhand von Beispielen erste inhaltliche Vorstellungen von der Stetigkeit
bzw. Unstetigkeit einer Funktion f an einer Stelle x,,

— begreifen, daB prizise Begriffe entwickelt werden miissen, mit denen die Stetigkeit
bzw. Unstetigkeit von Funktionen an bestimmten Stellen oder in bestimmten Inter-
vallen eindeutig beschrieben werden kann.

Schwerpunkte

— Motivierung der Behandlung des Verhaltens von Funktionen an bestimmten
Stellen und in bestimmten Intervallen

— Untersuchung von Funktionen (@ 23 und 24)

— Weitere Ubungen zur Sicherung des Ausgangsniveaus fiir LE 9

Methodische Hinweise

Motivierung der Behandlung des Verhaltens von Funktionen Im UG wird der im Bild B 24
dargestellte physikalische Vorgang erldutert.

Hinweis: In Lehrbiichern der Physik und Nachschl ken wird im all inen die Tem-
peratur als von der zugefiihrten Warmemenge abhingige Grofe auf der Ordinatenachse
abgetragen. Im physikalischen Sinne wird mit dem Graphen ein Vorgang beschrieben, der
darin besteht, daB bei Zufiihrung von Wirme die Temperatur in einem bestimmten Intervall
konstant bleibt (z. B. bis alles Eis geschmolzen ist), die Kurve also in diesem Intervall parallel
zur Abszissenachse verlduft (» z. B. [11], S. 98). Im Bild B 24 sind die variablen GroBen
vertauscht, womit dann auch ein anderer Vorgang beschrieben wird. Der Graph der Funk-
tion zeigt an der Stelle T ein ,,ungewdhnliches** Verhalten, das im bisherigen Mathematik-
unterricht noch nicht im Blickpunkt stand.

Sicherung des Ausgangsniveaus Erforderlich sind hinreichende Fertigkeiten im Berechnen
von Wertetafeln und Zeichnen von Graphen von Funktionen (Aufgabe 13 aus den Aufgaben
zur tiglichen Ubung und Wiederholung (UH 16) einsetzen).

Untersuchung von Funktionen Fiir das Vorgehen bieten sich zwei Moglichkeiten an:

Variante 1

Die Schiiler bearbeiten ® 23 und 24 und stellen die Losungen tabellarisch zusammen. In
Verbindung mit den Bildern B 25 bis 29 und dem Text auf LB 104f. konnen sie sich die in-
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haltlichen Vorstellungen aneignen, die in den folgenden Unterrict den prizisiert werden
sollen. Der Einsatz des LB in dieser Weise ist rationell.

Variante 2

In SSA untersuchen die Schiiler die Funktionen (1) bis (5) aus @ 23. Da die meisten dieser
Funktionen den Schiilern nicht geldufig sind, sollten evtl. noch zwei ihnen bekannte F unk-
tionen einbezogen werden, z. B. eine lineare und eine quadratische Funktion. Je nachdem,
wieviel Zeit zur Verfiigung steht, konnen die Schiiler Wertetafeln und Definitionsbereiche
ermitteln, Graphen zeichnen und auf Monotonie und Existenz von Nullstellen untersuchen.
Auf alle Fille sind Stellen zu ermitteln, in denen die Graphen der Funktionen (dhnlich wie
im Beispiel zur Motivierung) keinen stetigen Verlauf zeigen. Die Bilder B 25 bis 29 und der

(x)
g Fmit £(6) =x+1
Yoo
Yoyg
¥z
e
Y5
Ya
Ya
Y2 =
»=1
1
o] x4 Xz X3 Xg Xs| Xo|lxo  Xo=1 X
1 s XaXy
Wertetabelte fiir y,= f (x,) mit (x,) =(1+ 7)
n 1 2 | 3 | & | 5 | 8 |7 8 | 9 | w
Xn 0 95 | 057 | 075 | 08 | 083 | Ugs | 086 | 089 | 09
fFlxa) | 1 75 | 187 | 45 | 18 | 183 | 186 | 188 | 189 | 19 Bild 2.6
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Text auf LB 104f. sollten erst nach den eigenen Bemiihungen der Schiiler zur Kontrolle
benutzt werden.

Bei beiden Varianten konnen die Untersuchungen dadurch erginzt werden, daB die Schiiler
zum Vergleich ihnen bekannte lineare und quadratische Funktionen, Potenzfunktionen
(z. B. mit f(x) = x", n negativ, ganz) oder Winkelfunktionen (z. B. mit f(x) = tan x) be-
trachten (.~ [7], S. 38 bis'40; [8], Kapitel B; [4], Kapitel C 5, C 7, C 10).

Weitere Ubungen zur Sich des A i fiir LE9 In SSA bearbeiten die
Schiiler ® 25 (dabei die in den LE 5 und 6 erarbeiteten Ubersichten nutzen) und den auf
LB 106f. in LE 9 einfiihrenden Text (dabei versuchen sie, sich dessen Inhalt am Graph einer
beliebigen selbstgewihlten Funktion zu verdeutlichen).

Hausaufgaben Auswahl aus den LBA 1 bis 5; Bearbeiten von @ 26

Hinweise: Die Einheiten sind moglichst groB3 zu wihlen (10 cm), um eine iibersichtliche
Darstellung zu sichern (.~ Bild 2.6). Im @ 26 wird nur die Markierung der Punkte (x,; f(x,))
verlangt. Um auf 4 hinzuarbeiten, soliten auch die Glieder der Folgen (x,) und (f(x,))
dargestellt werden, so daB sichtbar wird, daB fiir die gegen 1 konvergierende Folge (x,) die
zugehdrige Folge (f(x,)) offenbar gegen 2 strebt. Um das zu erkennen, reichen 10 Glieder
u. U. noch nicht aus, und man muB8 sich die Folgen fortgesetzt denken.

Wiihrend bisher Folgen in einem Koordinatensystem dargestellt wurden, sind hier die Glie-
der der Folgen (x,) bzw. (f(x,)) zweckmiBigerweise auf der Abszi: - bzw. der Ordinaten-
achse ein und desselben Koordinatensystems abzubilden (» dazu auch Bemerkung zu
LE1).

Es geht also jetzt stets um zwei Folgen:

— (xy), die man beliebig, aber so wihlt, daB x, ihr Grenzwert ist;
— (f(xa)), deren Konvergenzverhalten interessiert.

Lerneinheit 9 (25td.)
Grenzwert einer Funktion an einer Stelle
LB 106 bis 110

Zjele

Die Schiiler

— verstehen das Vorgehen beim Erfassen des Verhaltens einer Funktion in der Um-
gebung der Stelle x, mit Hilfe von Folgen von Funktionswerten,

— kennen die Definition des Grenzwertes einer Funktion an der Stelle x, und die
zugehorige Symbolik,

- konnen die Definition unter Anleitung auf einfache Beispiele anwenden.

99



Schwerpunkte

1. Stunde

— Zielstellung zur Erarbeitung des Begriffs ,,Grenzwert einer Funktion‘

_ Erarbeitung der Definition des Grenzwertes einer Funktion an einer Stelle (» 4)
— Anwendung der » 4 (17 und 18)

2. Stunde

— Anwendung der » 4 auf Spezialfille (lineare und konstante Funktionen) und
Qegenbeispiele (@27 und 28; m 19)

— Ubungen im Ermitteln von Grenzwerten von Funktionen (Auswahl aus LBA 1
bis 7)

Methodische Hinweise

Zielstellung zur Erarbeitung des Begriffs ,,Grenzwert einer Funktion®* Nach der Wdh der
Uberlegungen zur Sicherung des Ausgangsniveaus fiir LE 9 und der Kontrolle der vorberei-
tenden HA in der vorangegangenen Unterrichtsstunde erfolgt ein LV mit folgenden Leit-
gedanken:

Bei der Erarbeitung des Begriffs ,,Grenzwert einer Funktion* geht es nicht um eine Erweite-
rung des Begriffs ,,Grenzwert einer Zahlenfolge* und dessen Ubertragung auf beliebige
Funktionen, sondern um eine grundsitzlich andere Frage. Wiahrend uns bei Zahlenfolgen
deren Verhalten bei unbegrenztem Anwachsen des Arguments n interessierte, wollen wir
jetzt das Verhalten einer Funktion an einer bestimmten Stelle x, bzw. in deren Umgebung
untersuchen. (Der Frage nach dem Verhalten einer Funktion bei unbegrenztem Anwachsen
des Arguments wird erst im Stoffgebiet 3 ,.Differentialrechnung* nachgegangen.)

Die in LE 8 betrachteten Funktionen zeigen ungewdhnliches Verhalten, héufig nur an einer
einzigen Stelle. In anderen Bereichen verhalten sie sich ,,normal*“. Und besonders dort, wo
sie sich ,,normal* verhalten, sind die Funktionen von besonderem Interesse. Die bisher
benutzten Umschreibungen des Verhaltens von Funktionen an bestimmten Stellen sind
unzulinglich, die dabei verwendeten Begriffe (Sprung, Liicke, Knick) nicht definiert. Wir
benétigen vielmehr von der Anschauung unabhiingige Mittel, um exakt feststellen zu kon-
nen, wodurch sich die Funktionen in ihren ,,normalen* Bereichen von ihrem ,,ungewShn-
lichen* Verhalten an bestimmten Stellen unterscheiden.

Dazu werden wir die Begriffe ,,Grenzwert einer Funktion an einer Stelle, ,,Stetigkeit einer
Funktion an einer Stelle und ,,Stetigkeit einer Funktion in einem Intervall* erarbeiten.
Erarbeitung der » 4 Im UG wird das auf LB 107f. dargestellte Beispiel durchgearbeitet.
Der Lehrer sollte die Untersuchung durch folgende Auftrige, Impulse und Hinweise fithren:
1. Wir wihlen zwei Funktionen f; und f; aus, die an der Stelle x, = 1 ein ungewshnliches
Verhalten zeigen (LB 107, Bilder B 25 und 27). Zeichnen Sie die Graphen in getrennte Ko-
ordinatensysteme! Wiihlen Sie die Einheit geniigend groB (10 cm)!

Wie im @ 26 wihlen wir Folgen von Argumenten aus, die gegen xo = 1 konvergieren.

1 1
Nennen Sie solche Folgen (z.B. {1 — —) 5 (—" ), Lk ), L )u. a.)! Wel-
n n+1 n 2n -1

che sind monoton wachsend (fallend)?
Wir wahlen zunéchst eine monoton wachsende, gegen 1 konvergierende Folge, z. B.

=]

1
(xpmitx, =1 ——.
n
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3. Bestimmen Sie die ersten 10 Glieder der Folge (x,), stellen Sie eine Wertetafel auf und
markieren Sie diese Glieder auf der Abszissenachse beider Koordinatensysteme!

4. Bilden Sie die Folgen der zugehdrigen Funktionswerte (f(x,)) fiir beide Funktionen!
Wertetafeln! Markierung auf den Ordinatenachsen!
Bestimmen Sie die Grenzwerte dieser Folgen (Grenzwertsitze anwenden)!

5. Wihlen Sie eine andere gegen 1 konvergierende Folge (x,), z. B. eine monoton fallende

(etwa (xp) mit x, = 1 + %) ! Wiederholen Sie dafiir die Schritte 3. und 4.!

6. Machen Sie sich am Graph der Funktion (1) verstindlich, daB bei beliebiger Wahl einer
gegen 1 konvergierenden Folge (x,) die zugehorige Folge (f(x,)) stets gegen 2 konvergiert
(LB 108)!

Die nun einzufiihrende » 4 und die entsprechende Symbolik sollten etwa anhand der Funk-
tion f; an der Stelle x, = 1 erldutert werden. Anhand der Funktion f; an der Stelle x, = 1
kann ein Gegenbeispiel erdrtert werden. (Welche Bedingungen sind nicht erfiillt?)

Anwendung der » 4 In SSA arbeiten die Schiiler die m 17 und 18 durch. Stets sollten sie
dazu den Graph der Funktion zeichnen oder entsprechende Lehrbuchdarstellungen nutzen.
Fiir die Bestimmung des Grenzwertes werden sofort beliebige Folgen (x,) ausgewihlt, die
der jeweiligen Bedingung geniigen. .

Hausaufgaben LBA 1 (in Verbindung mit dem nochmaligen Durcharbeiten von m 17 und
18). Das richtige Losen von LBA 1 kann als Nachweis fiir das Verstehen der Beispiele ange-
sehen werden.

Anwendung der » 4 auf Spezialfille Die in @ 27 und 28 enthaltenen einfachen Fille kénnen
rasch plausibel gemacht werden. Auf das Gegenbeispiel W 19 sollte man nicht verzichten.

Ubungen im Ermitteln von G ten von Funkti In SSA I6sen die Schiiler eine
Auswahl aus den LBA 1 bis 7. Dabei miissen die Schiiler nicht in jedem Falle die exakten,
auf » 4 fuBenden Nachweise fiihren. Es geniigt zuweilen auch fiir das inhaltliche Verstehen,
wenn sie in Verbindung mit einem Graph die Existenz oder Nichtexistenz eines Grenzwertes
plausibel erkidren, wobei sie sich durchaus inhaltlich auf > 4 stiitzen (z. B. auch bei LBA 7)
und sich bewuBt sind, daB auf diese Weise jedoch kein exakter Nachweis gefiihrt werden
kann.

Kontrollaufgaben
1. Was verstehen Sie unter dem Grenzwert einer Funktion an der Stelle xo?

2 —2x
2. Ermitteln Sie den Grenzwert der Funktion f(x) = x—"‘ an der Stelle xo = 0!

Lerneinheit 10 (25td.)
Grenzwertsdtze fiir Funktionen

LB 111 bis 113

In Analogie zur Berechnung von Grenzwerten von Folgen werden weitere und rationelle
Mbglichkeiten der Berechnung von Grenzwerten von Funktlonen gefunden. Ubungen sollen

die Schiiler befdhigen, in einfachen Fillen Grenzwertbesti 1bstdndig durct
fiihren.
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Ziele

Die Schiiler  «
— konnen Funktionen in Summen, Differenzen, Produkte oder Quotienten einfacherer

Funktionen zerlegen,
— kennen die Grenzwertsitze fiir Funktionen und konnen mit ihrer Hilfe Grenzwerte

berechnen (.~ LP 26)

Schwerpunkte

1. Stunde

— Motivierung der Erarbeitung rationeller Verfahren zum Berechnen von Grenz-
werten von Funktionen in Verbindung mit der Reaktivierung der Berechnung von

) Grenzwerten von Zahlenfolgen durch Anwenden der Grenzwertsétze fiir Zahlen-
folgen

— Einfithren von ,,Summe (Differenz, Produkt, Quotient) zweier Funktionen* mit
entsprechenden Ubungen im Zusammensetzen und Zerlegen von Funktionen
(m20; ®29)

— Erarbeitung der Grenzwertsiitze anhand von Beispielen (@ 30; > 5)

2. Stunde
Festigung des Berechnens von Grenzwerten von Funktionen (m 21 bis 24; LBA 1, 3,
5,6)

Methodische Hinweise

Motivierung der Erarbeitung ‘rationeller Verfahrén zum Berect von G ten von
Funktionen Die Schiiler 16sen folgende Aufgaben, wiederholen dabei das Ermitteln von
Grenzwerten von Zahlenfolgen und vergleichen die Losungswege miteinander:
1. Ermitteln Sie den Grenzwert der Folge (a,) mit
2n* +1, )
n? + 4
2. Ermitteln Sie den Grenzwert der Funktion f mit
x% + 4x
&) ==
X
an der Stelle x = 0 (LBA 4d))!
Beim Vergleichen beantworten die Schiiler die Fragen:

Gy =

— Wie gehen Sie bei Aufgabe 1. vor (Anwenden der Grenzwertsitze fiir Folgen) und wie bei

Aufgabe 2.7
- Kann man zum Ermitteln von Grenzwerten von Funktionen in dhnlicher Weise ranonelle

Verfahren anwenden?
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Einfiihren von ,,Summe (Differenz, Produkt, Quotient) zweier F i “ Nach dem
Durcharbeiten von M 20 und @ 29 bilden die Schiiler selbst weitere Beispiele fiir das Zusam-
mensetzen und Zerlegen von Funktionen.

Erarbeitung der Grenzwertsiitze fiir Funktionen Zwei Schritte sind denkbar:

— Bearbeitung von @ 30 unter Einbeziehung des Textes auf LB 111

— Formulieren der Grenzwertsitze, Erldutern anhand selbstgewihlter Beispiele durch die
Schiiler

Bemerkung: Einerseits ist die Analogie zwischen den Grenzwertsitzen fiir Zahlenfolgen

und denen fiir Funktionen bewuBtzumachen (ggf. tabellarisch gegeniiberstellen), anderer-

seits immer wieder auch der Unterschied zu betonen (.~ Zielstellung auf UH 100).

Festigung des Berechnens von Grenzwerten von Funktionen

— Die Schiiler arbeiten in SSA die m 21 und 22 durch und wenden die darin vorgefiihrten
Verfahren beim Losen einer Auswahl aus LBA 1 und 3 an.

— Die m 23 und 24 dienen der Vorbereitung auf die Behandlung des Differentialquotienten,
ebenso die LBA 5 und 6, auf deren Bearbeitung nicht verzichtet werden sollte.

Hausaufgaben Auswahl aus LBA 2, 4, 5 und 6

Kontrollaufgabe

2 4 g
Ermitteln Sie lim % (Aufgabe 2, UH 102) jetzt nur mit Hilfe der Grenzwert-
sitze! x>0 & = v

Lerneinheit 11 (25td.)
Stetigkeit
LB 113 bis 116

Ziele

Die Schiiler

— kennen die Definition der Stetigkeit einer Funktion an der Stelle x, und in einem
Intervall I;

— verstehen das Vorgehen beim Untersuchen einfacher Funktionen auf Stetigkeit
und konnen es in sehr einfachen Fillen selbst ausfiihren.

Schwerpunkte

1. Stunde
— Wiederholung: Definitionsbereiche und Grenzwerte von Funktionen
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— Erarbeitung der » 5 und Festigung (W 25 und 26)

- Al dung der B 5 auf einfache Beispicle (LBA 1)

2. Stunde

— Festigung des Begriffs ,,Stetigkeit einer Funktion an einer Stelle* durch Losen von
Aufgaben und seine Erweiterung auf die Stetigkeit einer Funktion in einem Inter-
vall bzw. im gesamten Definitionsbereich (m 26b))

— Untersuchungen zur Stetigkeit (Unstetigkeit) von Funktionen an einfachen Bei-
spielen (LBA 2 bis 4)

Methodische Hinweise

Wiederholung: Definitionsbereiche und G te von Funkti In SSA sollte die Tabelle
auf LB 113f. durchgearbeitet werden. Folgende Kontrollauftrige (auf Folie) konnten erteilt
werden:

— Geben Sie fiir jede Funktion den Definitionsbereich an!

- Begriinden Sie die in Spalte 3 enthaltenen Aussagen iiber die Existenz des Funktions-
wertes und des Grenzwertes an der Stelle xo = 1!

— Priifen Sie, bei welchen Funktionen der Graph ohne Absetzen des Stiftes durchgezeichnet
werden konnte!

— Wodurch unterscheiden sich die gegebenen Funktionen hinsichtlich der betr
Eigenschaften?

Erarbeitung und Festigung der » 5 In SSA (auch in Gruppen) erfiillen die Schiiler folgenden
Auftrag:

Fiihren Sie wie in der Tabelle auf LB 113f. die Untersuchungen fiir die im @ 23 (LB 104)
gegebenen Funktionen

f> mit f(x) = |x| an der Stelle xo = 0;

fomit f(x) = leI an der Stelle xo = 0;

1
fs mit f(x) = = an der Stelle xo = 1!

Beantworten Sie dabei fiir jede Funktion folgende Fragen:

— Ist die Funktion an dieser Stelle definiert?

— Hat sie dort einen Grenzwert?

— Stimmen Funktionswert und Grenzwert, sofern sie existieren, dort iiberein?

— Kann man den Graph an dieser Stelle, ohne den Stift abzusetzen, durchzeichnen?
— Fiir welche Funktion kénnen Sie diese Fragen bejahen?

— Nennen Sie andere Stellen, fiir die alle diese Fragen bejaht werden konnen!

Hinweis: Nutzen Sie den Text auf LB 104f.; die m18 und 19; LBA 7 (LB 110); Bilder B 24,
26, 27! :

Die Schiiler bzw. Schiilergruppen konnen die Ergebnisse ihrer Untersuchungen in einer Ta-
belle zusammenfassen.



Funktion Stelle Bedingungen
Sfx) Xo - = e
xoeD lim f(x) lim f(x) = f(xo) | Graph laBt sich

E0, x5 bei xo durch-
existiert Zeichnen

x2+1 1 erf. erf. erf. erf.

2
-1
J; 1 1 nicht erf. | erf. nicht erf. nicht erf.
usw.

Man kann umgekehrt auch Bedingungen vorgeben und entsprechende Beispiele dazu suchen
lassen.
Die Auswertung der Tabelle fiihrt zu B 5 und kann dem Verstehen der ® 25 und 26 dienen.

Anwendung der » 5 auf einfache Beispiele Mit Hilfe der in » 5 formulierten und durch die
Arbeit an der Tabelle gefestigten Schrittfolge zum Nachweis der Stetigkeit einer Funktion an
einer Stelle x, sollten die Schiiler die LBA 1 13sen und dabei die Tabellenform nutzen.

Festigung des Begriffs ,,Stetigkeit einer Funktion an einer Stelle Beim Auswerten der HA
begriinden die Schiiler, warum eine bestimmte Funktion an einer Stelle xo stetig ist oder
nicht. Der Stetigkeitsbegriff sollte auch im weiteren Unterricht in erster Linie durch seine
Anwendung gefestigt werden.

Seine Erweiterung zu den Begriffen ,,Stetigkeit einer Funktion in einem Intervall® bzw.
,,Stetigkeit einer Funktion im gesamten Definitionsbereich* kann mit Hilfe der Erléuterun-
gen zum M 26b) erarbeitet werden.

Hinweise:

— Zur Erlduterung der Stetigkeit in einem abgeschlossenen Intervall (» LB 115) eignet sich
neben W 27 auch die Funktion f mit

1
—x+1 firx<1

f(x) = aus der Tabelle auf LB 113f.
7% +2 firxz1

Sie ist im Intervall {0; 1> nicht stetig, denn sie ist wohl in xo = 1 definiert, aber es exi-
stiert dort kein Grenzwert.

Sie ist im Intervall <1; 2) stetig, denn sie ist in x, = 1 definiert, und fiir alle ganz im Inter-
vall verlaufenden, gegen 1 konvergierenden Folgen (x,) stimmt der Grenzwert lim f(x,)
mit f(1) iiberein. Ll

Eine solche Folge wire z. B. (x,) = (l + L

— Ebenso sollten fiir die an W27 anschheBende Bemerkung (}' LB 116) weitere Beispiele
angegeben werden.

Untersuchungen zur Stetigkeit (Unstetigkeit) von Funktionen Diese Ubungen dienen in
erster Linie der Festigung der Kenntnisse der Schiiler und nicht etwa der Entwicklung von
Fertigkeiten. Dennoch konnen die Schiiler die beim Losen der LBA 2 bis 4 erforderlichen
Schritte (Bestimmen von Funktions- und Grenzwerten, Skizzieren der Graphen usw. )
weitgehend in SSA gehen. Sie konnen auch selbst Beispiele fiir (an einer Stelle, einem Inter-
vall) stetige (unstetige) Funktionen bilden.

Hausaufgaben Auswahl aus LBA 2 bis 4
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Kontrollaufgaben
1. Priifen Sie, ob f(x) = x* an der Stelle x, = 2 stetig ist!

1
2. Priifen Sie, ob f(x) = = im Intervall (—1; 1) stetig ist!

1
3. Priifen Sie, ob f(x) = T stetig ist!

Lerneinheit 12 (15td.)
Eigenschaften stetiger Funktionen
LB 117 bis 120

Ziele
Die Schiiler
— kennen den Zwischenwertsatz und den Satz vom Maximum (Minimum),
— verstehen die Anwendung dieser Sitze zur niherungsweisen Besti von Null-

stellen und Maxima (Minima) von Funktionen (in abgeschlossenen Intervallen).

Schwerpunkte

— Erarbeitung des Zwischenwertsatzes (> 6) und Festigung anhand von Beispielen
und Aufgaben (m20; ® 31; LBA 1 und 7)

— Erarbeitung des Satzes vom Maximum (Minimum) (>>7) und Anwendung auf ein-
fache Beispiele (@ 32; m 30; LBA 5), ohne hier Fertigkeiten anzustreben

Methodische Hinweise

Erarbeitung und Festigung von [>6 In SSA sollten sich die Schiiler > 6 erarbeiten
(~ LB 117f.). Dazu erhalten sie folgende Anleitung:

— Erldutern Sie anhand des Bildes B 31 den Satz iiber die Existenz einer Nullstelle!

— Erldutern Sie anhand des Bildes B 32 die Erweiterung dieses Satzes!

- Erlautern Sie > 6 anhand des Bildes B 33!

— Begriinden Sie, daB die beiden vorangehenden Aussagen im [> 6 mit enthalten sind
(. auch LBA 7%)! >

Zur Festigung sollte im UG geklirt werden: Wir kdnnen nicht fiir beliebige Funktionen
Nullstellen berechnen, weil wir fiir die dabei auftretenden Gleichungen nicht in jedem Falle
iiber Losungsverfahren verfiigen. In solchen Fillen kann man gegebenenfalls Nullstellen
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durch systematisches Probieren niherungsweise bestimmen bzw. direkt finden. Der Zwischen-
wertsatz kann dazu ebenfalls verwendet werden.
AnschlieBend konnen in SSA W29 und @ 31 bearbeitet werden.

Erarbeitung und Anwendung von [> 7 Folgende Schritte im UG sind denkbar:

— Betrachten der Bilder B 36 und 37, evtl. unter Einbeziehung des Textes auf LB 119
(Warum hat die Funktion im Bild B 36 keinen groBten und keinen kleinsten Wert? -
Antwort: Es gibt keine groBte reelle Zahl; 1 gehort nicht zum Definitionsbereich)

~ Einfiihren der Begriffe ,,Maximum (Minimum) von fin I*

Hinweis: Diese Begriffe entsprechen den im Stoffgebiet 3 einzufiihrenden Begriffen ,,Glo-
bales Maximum (Minimum)*.
.— Formulieren von > 7; dazu Erortern von ® 30

AnschlieBend wird > 7 in SSA beim Losen von LBA 5 angewendet; die Schiiler skizzieren
dabei die Graphen.

Hausaufgaben LBA 1 und 3; @ 32

Kontrollaufgaben
1. LBA 2a) 2.LBA 6a)

Stoffabschnitt 2.3 ) (55td.)
Ubungen und Anwendungen

Zur Zielstellung fiir die Behandlung dieses Stoffabschnitts sei auf die einleitenden Ausfiih-
rungen zum Stoffabschnitt 1.3 auf UH 61 verwiesen.

Die vom LP vorgesehenen Unterrichtsstunden sind auf keinen Fall zur Vermittlung neuen
Stoffes, sondern zur Weiterentwicklung des Konnens der Schiiler zu verwenden. Auch da,
wo im Rahmen des Losens von Aufgaben neue Erkenntnisse gewonnen werden (z. B. bei
Beweisaufgaben), geht es nicht um die Erweiterung des reproduzierbaren Wissens, sondern
um die Festigung der beim Losen solcher Aufgaben zu verwendenden Begriffe, Sitze und
Verfahren. Die Aufgaben sollen vorwiegend den komplexen Einsatz des erworbenen Wissens
und Konnens (auch aus zuriickliegenden Stoffgebieten und KI ufen) verlangen und
weitgehend in SSA (teilweise auch in Gruppenarbeit und nach differenzierten Aufgaben-
stellungen) geldst werden.

LP 26f. und 28 setzen die hier zu beachtenden Schwerpunkte. Die folgende Ubersicht
schliisselt diese auf die 5 Unterrichtsstunden auf und ordnet ihnen Komplexe bestimmter
LBA zu. Diese Aufgaben werden auf keinen Fall alle bearbeitet werden konnen. Der Lehrer
sollte, den Bedi 1gen in der ei Klasse entsprechend, auswahlen und entscheiden,
welche Aufgaben im Unterricht allen Schiilern zu stellen bzw. fiir HA vorzusehen bzw.
differenziert einzelnen Schiilern oder Schiilergruppen zu iibertragen sind.
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Unterr- | Auswahl Zu lésende Probleme
Std. aus LBA
) [ 1 bis 8 Untersuchen von Zahlenfolgen auf Monotonie. i
16 bis 18 Beschrinktheit. Grenzen und Konvergenz einschlieBlich
20, 21 Ubungen im Beweisen und Begriinden
2 9 bis 11 Untersuchen vor allem geometrischer Folgen und von
16, 19 Partialsummenfolgen
3 12 bis 15 Losen komplexer Aufgaben geometrischen Inhalts einschlieBlich
einer Beweisfithrung durch vollstandige Induktion
4 22 bis 25 Untersuchen von Funktionen (Grenzwerte, Nullstellen, Maxima,
Minijma)
S Schriftliche LK zum Stoffgebiet 2

Methodische Hinweise

Im Vordergrund steht weitgehend die SSA beim Losen von Aufgaben unter Verwendung
des LB und von Nachschlagewerken im Unterricht, verbunden mit intensiver héuslicher
Arbeit, insbesondere in folgenden Formen:

- Die Schiiler 16sen komplexe Aufgaben als HA. Bei rechtzeitiger Aletragserteilung konnen
die Schiiler kleine schriftliche Hausarbeiten (z. B. zu den LBA 11 bis 17) anfertigen und
vorlegen. Zur Durchsicht dieser Arbeiten kann der Lehrer leistungsstarke Schiiler (Fach-
helfer) heranziehen.

— Die Schiiler bereiten zu Hause einzeln oder in Gruppen zu gleichen oder unterschiedlichen
Aufgaben SV vor. Unterschiedliche Losungswege werden dann im Unterricht miteinander
verglichen. Diese Form eignet sich auch fiir komplexe Aufgaben und Beweisaufgaben,
z. B. bei den LBA 4, 5, 18 bis 21.

Es geht hierbei nicht darum, daB vom Lehrer weitere Beweise vorgefiihrt werden, sondern
daB sich die Schiiler im Beweisen iiben. Das Finden von Beweisgedanken kann nicht nach
Minuten geplant werden, im Unterricht entstehen dabei zuweilen groBere Differenzen im
Zeitbedarf zwischen den Schiilern. Deshalb sollten sich die Schiiler in hiuslicher, evtl. diffe-
renzierter Arbeit in Ruhe darauf vorbereiten. Beim SV im Unterricht konnen erginzend be-
stimmte Beispiele genannt, erldutert bzw. bearbeitet werden, z. B. im AnschluB an LBA 4

1
bzw. 5 entsprechende Folgen (a,) und (—a—) oder zu LBA 18 entsprechende Folgen (a,) und

(a,—a) bzw. (la,|). Oder: Zu den in den LBA 1 oder 6 angegebenen Folgen (a,) werden, so-
fern sie gegen eine Zahl a konvergieren, die Folgen (a, — @) angegeben, und es wird nach-
gewiesen, daB diese Folgen Nullfolgen sind.

Die Schiiler legen Zusammenstellungen an, wobei sie groBere Stoffbereiche wiederholen
miissen und sich zugleich ein Hilfsmittel zum Losen weiterer Aufgaben schaffen (Kataloge
von Folgen: divergente, konvergente Folgen, speziell Nullfolgen und Folgen mit be-
stimmten anderen Grenzwerten; Kataloge von Funktionen mit Kennzeichnung von
Eigenschaften; Ubersichten tiber wichtige Definitionen und Sitze, an Beispielen verdeut-
licht). Sie arbeiten dazu das LB und eigene Niederschriften durch und benutzen auch die
Zusammenfassungen auf LB 101 und LB 121f.
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Zur 1. Stunde (.~ Ubersicht auf UH 108)
Hier sei ein moglicher Stundenverlauf skizziert, wobei auf eine effektive, selbstindige und
teilweise differenzierte Schiilertitigkeit orientiert werden soll.

Gliederung
(1) Kontrolle und Auswertung der HA
(2) Untersuchen einer Zahlenfolge auf Monotonie und Konvergenz
(3) Differenzierte Ubung:
— Beweisen eines Satzes
— Berechnen von Grenzwerten
(4) Erteilen von HA

Zu (1) Die HA konnten sein:
— Losen von LBA 1a)
— Geben Sie fiir die in der Zusammenfassung auf LB 121 genannten Grenzwertsitze
je ein Beispiel an!
In Auswertung der zweiten Aufgabe nennen einzelne Schiiler ihre Beispiele, andere
Schiiler beurteilen, ob diese Beispiele richtig gewihlt wurden.
Zu (2) SSA an LBA 16a). Gegebenenfalls konnen der Graph der Folge gezeichnet und
weitere Glieder ermittelt werden (LBA 16¢) und f) fiir leistungsstarke Schiiler).
Zu (3) - Beweis der in LBA 4 formulierten Sdtze durch vom Lehrer bestimmte Schiiler
oder solche, die es sich selbst zutrauen
— Losen einer Auswahl aus LBA 6 durch Schiiler, die noch unsicher im Nachweisen
der Konvergenz von Folgen und im Berechnen von Grenzwerten sind. Sie beginnen
mit denjenigen Aufgaben, bei denen sie nach eigenem Ermessen weniger Schwierig-
keiten haben. Der Lehrer leistet in diesem Stundenabschnitt individuelle Hilfe.
Zu (4) Losen von LBA 19 zur inhaltlichen Vorbereitung der folgenden Unterrichtsstunde
(~ 2. Std. der Ubersicht auf UH 108)

Zur 2. und 3. Stunde

In der 2. Std. sollte neben dem Ermitteln von Grenzwerten geometrischer Folgen und von
Partialsummenfolgen (z. B. LBA 9 und 10, Auswahl aus LBA 1 und 6) insbesondere LBA 11
gelost werden. Die dabei gefestigten Kenntnisse werden dann in der 3. Std. beim Lésen
geometrisch eingekleideter Aufgaben angewendet. In die Auswahl komplexer Aufgaben
sollte auch LBA 13 einbezogen werden, weil hierin auch ein Beweis durch vollstindige In-
duktion zu fiihren ist.

Zur 4. Stunde

Das Untersuchen von Funktionen sollte auch mit dem Ziel erfolgen, das Ausgangsniveau
zur Behandlung des Stoffgebietes 3 zu sichern. In die Ubungen nach Art der LBA 24 und 25
sollten auch aus den Klassenstufen 8 bis 10 bekannte Funktionen (lineare, Potenz-, Wurzel-
und Winkelfunktionen) einbezogen werden.

Zur Festigung des Arbeitens mit Termen, wie sie beim Behandeln des Differentialquotien-
ten auftreten werden, konnen die ® 23 und 24 und die LBA 5 und 6 aus LE 10 dienen.

In LBA 23 soll der Grenzwertsatz fiir die Summe von Funktionen (> 5 (a)) bewiesen werden.
Dieser Beweis wird vom LP nicht gefordert. Deshalb kann er allenfalls eine Ubung im Be-
weisen fiir leistungsstarke Schiiler sein.
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Stoffgebiet 3

Differentialrechnung

Vorbemerkungen

Die im Stoffgebiet 2 begonnene WEr Schiiler in die Analysis wird nunmehr mit
der Behandlung grundlegender Begriffe, Siatze und VerfaHFeﬁ'd’e’?éff?renﬁalrechnung fort-
gesetzt. Die Schiiler lernen damit ein wichtiges Anwendungsgebiet des Grgnzwertbegriffes
kennen. Zugleich werden neue Denk- Tindt Arbeitsweisen der Mathematik entwickelt und
auch solche, die in den vor 1en K1 tufen erworben wurden, zur Bearbeitung
von Problemen und zur Losung von Aufgaben mit Hilfe der Differentialrechnung heran-
gezogen, so daB die Behandlung dieses Stoffgebietes einen gewissen Hohepunkt in der
mathematischen Ausbildung der Schiiler darstellt.

Folgendes Wissen und Konnen soll herausgebildet werden: Die Schiiler

_ erfassen inhaltlich voll die zentralen Begriffe ,,Ableitung der Funktion fan der Stelle xo*
und ,,Ableitung der Funktion fim Intervall I¢*;

— konnen selbstidndig rationale Funktionen und Wurzelfunktionen differenzieren;

— konnen eine Gleichung fiir eine Tangente an den Graph einer Funktion aufstellen;

_ konnen Kurvendiskussionen an Beispielen der genannten Funktionen durchfiihren;

— konnen als Hauptziel der Behandlung dieses Stoffgebietes die erarbeiteten theoretischen
Grundlagen zum rationellen Losen entsprechender Aufgaben nutzen, dabei soll die ,,Be-
handlung ... nicht von vornherein auf das kalkiilmiBig-algorithmische Vorgehen orien-
tiert sein* (LP 31);

— konnen insbesondere Extremwertaufgaben 15sen und die dazu erforderlichen Schritte
durch Anwenden der vermittelten Begriffe, Sdtze und Verfahren begriinden.

Daraus ergeben sich folgende fachlich-didaktische Schwerpunkte:

— Erarbeiten der theoretischen Grundlagen des Ableitungsbegriffs;

— Erarbeitung der Regeln zur Differentiation einer Summe, eines Produkts, eines Quotienten
zweier Funktionen und verketteter Funktionen sowie von Regeln zur Bildung der 1. Ab-
leitung rationaler Funktionen und von Wurzelfunktionen;

— Erarbeiten der theoretischen Grundlagen und Entwickeln von Fertigkeiten bei Kurven-
diskussionen und bei Extremwertaufgaben, dabei Erwerben von sicheren Fertigkeiten
im Differenzieren von Vertretern der behandelten Funktionen;

— Untersuchen der Umkehrbarkeit der Differentiation und Aufsuchen von Stammfunk-
tionen.

Die im Mathematikunterricht bisher entwickelten geistigen Fiihigkeiten der Schiiler werden

in diesem Stoffgebiet zielstrebig weiter ausgeprigt, z. B. ist die sprachlich-logische Schulung

konsequent weiterzubetreiben, die von ihnen zu beherrschende mathematische Terminologie
und Symbolik erfihrt eine wesentliche Bereicherung, Fihigkeiten im Erkennen des Wesent-
lichen, im Analysieren, Abstrahieren, Systematisieren werden beim Erarbeiten von Begriffen,
beim Beweisen von Sitzen, beim Bearbeiten von Problemen und beim Losen von Aufgaben
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weiter ausgebaut. Durch Auftrége zur selbstindigen Bearbeitung einzelner ausgewihlter
Lehrbuchabschnitte werden die Schiiler an das Studium mathematischer Literatur heran-
gefiihrt.

Zur wel haulichen und politisch-ideologischen Bildung und Erziehung sollten eine kurze
Darstellung der geschichtlichen Entwicklung der Differentialrechnung und Wertungen der
Losungen von Extremwertaufgaben aus Technik, Okonomie und Landesverteidigung genutzt
werden. Durch weitgehend selbstindige Arbeit der Schiiler beim Erwerb und bei der Festi-
gung des Wissens und Kdnnens werden wertvolle Charakterei haften und Verhaltens-
qualitdten weiter ausgepragt.

Fachiibergreifende Beziehungen bestehen zum Physikunterricht (. LP Ph Klasse 12, Stoff-
gebiet 1. Mechanik II, Stoffabschnitt 1.1).

Kontrollaufgaben

1. Zeigen Sie, daB die Funktion fmit f(x) = 2x* an der Stelle x, = 1,5 differenzierbar ist!
Erldutern Sie den Begriff ,,Differenzierbarkeit der Funktion fan der Stelle xo*!

2. Bilden Sie die 1. Ableitung der Funktion f mit f(x) = 3x> + 5 an der Stelle xo, = 2
durch Bestimmen des Grenzwertes des Differenzenquotienten!

Erlautern Sie die einzelnen Schritte!
3. Ermitteln Sie eine Gleichung fiir die Tangente an den Graph der Funktion f mit

fx) =%x’ —%im Punkt P,(—;—;f(%))!

4. Berechnen Sie diejenigen Stellen x, an denen die Tangenten an den Graph der Funktion
f(x) = 2x* — 1 parallel zu der Sekante durch die Punkte Py(—1; f(—1)) und P»(2;/(2))
sind!

Fertigen Sie eine Skizze an!
5. Bilden Sie die 1. Ableitungen folgender Funktionen!

1
o) o 2 Bt pmpa g =L
2 x

b) f(x) = (3x +2) £ ) f() = x(x* = 3%)

2 e

) f(x) = 2—+1 & f() =2 +/x + 1
1

/o) =Y@x =17 8 /() = =
4
Erldutern Sie die dabei benutzten Regeln!
6. LBA 5in LE 10
7.LBA 5in LE 12

8.a) LBA 8in LE 14
b) Geben Sie eine G‘elchung fiir die Tangente an den Graph der Funktion fmit f(x) = \/ x
im Punkt P, (2; f(x;)) an!

9.LBA2,3,7inLE 15
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1

1

1

1

1

1

. Nullstellen von Funktionen und Schnittpunkte der Graphen von Funktionen
a) Erldutern Sie den Begriff ,,Nullstelle der Funktion f*!
b) LBA2,5,7in LE 16
¢) LBA2,4in LE 17
d)LBA1,4inLE 18
e) Erldutern Sie den Weg zur Losung einer Wurzelgleichung!

=

. Verhalten rationaler Funktionen im Unendlichen
LBA 1d), a), ¢), 2¢) in LE 19

2. Polstell Joomsr o

. g ’ Funktionen
a) LBA 2a) in LE 20
b) Erldutern Sie den Begriff ,,Polstelle der rationalen Funktion f*!
c) Erldutern Sie, wie das Verhalten einer gebrochenen rationalen Funktion in einer
Umgebung einer Polstelle untersucht wird!

3. M ieverhalten rationaler Funktionen
LBA1b)in LE 24
4. Lokale Extrempunkte von Funktionen
a) Erldutern Sie die Begiiffe ,,Jokales Extremum*, ,,globales Extremum** der Funktion f
an der Stelle x,!
b) LBA 2a), ¢), ) in LE 25
. Kurvendiskussionen
LBA 32b), ¢), d); 34 (LB 221f)
6. Extremwertaufgaben
LBA 42, 48, 53, 54, 62 (LB 222ff.)
7. Aufsuchen von S ktionen

LBA?2,5,9 in LE 29

n

Aufgaben fir tigliche Ubungen und Wiederholungen

Komplex 1: Ubungen im Umformen von Termen

1

1. Fiir welche Zahlen sind die folgenden Terme im Bereich der reellen Zahlen nicht definiert?

2% +3 m-5 & =8
a)x+6 l’)mz—S e)22—36

3 2 6 %
i = e N A

1 X
b +1 h)/2x% — 8 i k
g)/b* + )/ 2% I)\/x2—9 )\/lx_1

2. Formen Sie die folgenden Produkte in Summen um!
a)(3a? +b)-c-(@—1b) A =X+ )
)Bz+5Qz-1)(@+1) d) (¢ + d)?(c* — d?
1 1
e) (714 + ?v) (Bu — 2v)
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3. Schreiben Sie die folgenden Summen als Produkte!

2 1
a) x* + 18x + 81 b)Za’—?a+—§
€) 5,29 — y? d) 6,2x — 93x2
e) z* — 16 f)a®> —ab + 3a — 3b
4. Formen Sie die folgenden Summen in Quotienten um!
a)):2+x,112+xy‘—2y“_xy+y h)Za—l 3a+2_ a-3
S5y 3y 2 76 - 2¢ 14b — 4c 356 — 10c¢
o S5m + Tn _ 13n — 11m
2m*® + 2m*n 6m*n — 6mn*
Komplex 2: Losen von Gleich Ungleict und Gleich

8

5. Losen Sie die folgenden Gleichungen jeweils nach den in eckigen Klammern vermerkten
Variablen auf!

a+c

a)d = “h le3h] b A= -d) 4]
©) A =2mr® + 2nrh [r;h) a4 =%a2 /3 Ial

4= %a’(d +25) [d;s]

(=)

. Ermitteln Sie die Lost der folgenden Gleichungen (Variablengrundbereich:
Menge der reellen Zahlen)!

a)(x+4)(x—9)—(x-—5)(x—7)=20
b)(.v+b)x—a=(c+bx)—(b—-a)x mit b+ 0

4 Ty -2 2
I+~ 2 6 30+ ga L4 be0xsl,a% —b
5 3 2 b 1-z
il G -
e) T f)4x2 -9 =0 g) (x + 5)* =576
3 4 2
h)—x* = —x i) 22 - 282+ 195 =0 k) —x? —4x = —3
8 ¥y 3 2
7. Zerlegen Sie die folgenden Terme in Linearfaktoren!
ayx?—x-6 b) 2x* — 5x + 2 €) 6x2 + 5x — 6
8. Geben Sie die Losungsmenge folgender Ungleict an (Variabl undbereich:
Menge der reellen Zahlen)!
a)3x +5<13 b)9 -2y <11
©)5x—2<7x+8 d)2—§>§-2
) l=z z—-2
P=z—3
9. Losen Sie folgende Gleichur (Variabl undbereich: Menge der reellen
Zahlen)!
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11

a)2x + 7y =25 I>)7x-+‘3y=—-T
x=-3y=-7 3 7,5
Y 2)’— >
2x + 3y x -5y
c)-——4—- — = 4 d)4x — Sy =1
2x — +
"4y-"3y=2 20x = 5(1 + 57)

1 1
e)ix +?y—2
3x +2y =11

Komplex 3: Arbeiten mit Potenzen und Wurzeln

10. Berech bzw. vereinfachen Sie (alle Basen seien reelle Zahlen)!

a) -§—a’ chox- % ~a~2bx? - 5a°b'x° b) %x""‘ 2 (% . x“") S(x0)3
3 1 3
©) %a"h%abz —%—a“b’ d)a? b% +bZ- z%
2 1
2 1,1 S ) N
o)\ /ab* \Jab pLidy2 o (a757)7 S
2-3./2 (a7 51)
11. Geben Sie die Bedingungen an, unter denen die folgenden Wurzeln definiert sind!
a)/x »/3 - x O0J/2Zx -3
Komplex 4: Ubungen zu Funktionen
12. Skizzieren Sie die Graphen folgender Funktionen f!
a) f(¥) =2x — 1 b)f(x)=—%x +%
©) f(x) =x* -3 @) f(x) = (x = 1)
e)f(x)=(x-22%*+1 f) f(x) =x* +2x -2
2) f(x) = x° h) f(x) =x* -1
5 _1 _ 1 _
D) =—&=*0 k) f(x) T (x* -1)
1
D) =—5&=*0 m) f(x) =+/x +2(x 2 =2)
m) £0) =/ () = ——
Jx
D) =3Yx @ /() = Ixl
1x|
L
0 f) = Ixl + Ix — 2| S e s o el

-1 fir x=0



13. Eine Gerade soll durch die Punkte P, (2; 3) und P, (4; —1) gehen.

a) Ermitteln Sie eine Gleichung dieser Geraden!
b) Liegen die Punkte P; (1;4) und P, (3; 1) auf dieser Geraden?

14. Eine Funktion f'mit f(x) = x? + px + g hat die Nullstellen x; = 2 und x, = 8.
a) Ermitteln Sie p, ¢, die Funktionsgleichung und die Koordinaten des Scheitelpunkts!
b) Gehdren die Punkte P; (3; —5) und P, (—3; 5) dieser Parabel an?

Komplex 5: Losen von Aufgaben aus der Geometrie
15. Im rechtwinkligen Dreieck A ABC (¥ ABD = 90°) (~ Bild 3.1)
sei gegeben | Berechnen Sie

¢, b a
a,c b
a,p h
pq h
pb a

16. Berechnen Sie Flicheninhalt und Umfang der in Bild 3.2 dargestellten Figur!
17. Bestimmen Sie x, wenn gilt (.~ Bild 3.3):

a a c X e

3)7——;. b)—b——;: 0)7

Formulieren Sie die benétigten Sitze in Worten!

Bild 3.1 Bild 3.2 Bild 3.3

18. Berechnen Sie das Volumen und den Oberflicheninhalt folgender Korper!
a) Oben offener Zylinder (gegeben r., k) mit unten angesetztem Kegel (gegeben
ry = r.55) (~ Bild 3.4)
b) Geschlossene Halbkugel (gegeben: r)

[
hz
=Ty b ’/, 4
e
YT
d B
Bilder 3.4, 3.5
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¢) Prisma, dessen Grundfliche ein gleichschenkliges Trapez ist (gegeben: py, P2 seien
die Lingen der parallelen Seiten des Trapezes mit p; > p2, hy sei die Lange der Hohe
des Trapezes, 4 sei die Linge der Hohe des Prismas) (~ Bild 3.5)

Komplex 6: Ermitteln von Grenzwerten von Funktionen

19. Bestimmen Sie folgende Grenzwerte!

a) lim 2x® b) lim (4x* — 7x + 3)
x=2 x—1
4x% — 1
¢) lim (3x® — 2x? d) lim ———
) ¥ ( ) ) 1 1+ 2x
Xt
. 4x? -1 x? = 3x
e lim ——— f)lim —— =
1 14+ 2x x0 X2+ 3x
X = =
2
Stoffverteilung
Thema I Std. l Zau reaktivierender Stoff Zu erarbeitender Stoff
Stoffabschnitt 3.1 Ableitung einer Funktion 8 Std.
~ Motivierungs- 1 — Durchschnitts- und Augen- — Beispiele
beispiele fiir blicksgeschwindigkeit Augenblicksgeschwindigkeit
das Stoffgebiet; (» Physikunterricht) einer ungleichférmigen
‘Wiederholung —~ Wiederholung des Grenz- geradlinigen Bewegung;
wertbegriffs; Berechnen von Extremwertaufgabe
Grenzwerten
- Lineare Funktionen
1 Anstieg einer 1 — Anstieg einer Geraden — Anstieg m einer Geraden

Kurve in einem — Tangens eines Winkels als Tangens des Winkels,
Punkt den g mit der positiven

Richtung der x-Achse
einschlieBt
— Anstieg einer Sekante an
eine Kurve als ,,mittlerer
Anstieg der Kurve im
Intervall {xq; Xo + A)*
— p 1 (Differenzenquotient der
Funktion fan der Stelle xo)
Einfithren von ,,Grenzwert
des Differenzenquotienten*
- Einfithren von ,,Tangente
an eine Kurve in einem
Punkt*
Anstieg einer Kurve im
Punkt P, als Anstieg der
Tangente an den Graph der
Funktion im Punkt Po

1
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Thema

Std.

Zu reaktivierender Stoff

Zu erarbeitender Stoff

— Anstieg der Tangente als
Grenzwert des Differenzen-
quotienten

2, Augenﬁlicks-

_ Gleich

_ Durchschni hwindi

bei geradlinigen
Bewegungen

aBig t
gung (freier Fall)

g
keit als Quotient von Weg-
differenz As und Zeit-
differenz At

— Augenblicksgeschwindigkeit
zum Zeitpunkt 7, als Grenz-
wert der Durchschnitts-
geschwindigkeit fiir Az — 0

3 Ableitung einer
Funktion an
‘einer Stelle

— Definition des Grenzwert-
begriffs

» 2 (Differenzierbarkeit einer

Funktion f an einer Stelle x)

— » 3 (1. Ableitung der Funk-
tion fan der Stelle xo)

— Historische Erlduterungen

zur Entstehung der

Differentialrechnung

4 Beispiele fiir die
Berechnung von
Ableitungen

- Gleichung einer Geraden

— Schrittfolge fiir das Bilden
der 1. Ableitung einer
-Funktion iiber den Grenz-
wert des Differenzen-
quotienten

- Ermitteln des Wertes der
1. Ableitung ausgewihiter
Funktionen f an der Stelle xo

— Aufstellen einer Gleichung
der Tangente an den Graph
einer Funktion fan der
Stelle xo

— Berechnen des Schnittwinkels
der Tangente mit der x-Achse|

5 Ableitung einer
Funktion in
einem Intervall

— Einfithrung von ,,Differenzier-
barkeit einer Funktion fin
einem Intervall I*¢

- Einfithrung von ,,1. Ab-
leitung einer Funktion fin
einem Intervall I*

— Differenzierbarkeit von
Funktionen

- Bilden der 1. Ableitung von
Funktionen im Intervall 7

— Ableitung der konstanten
Funktion g mit g(x) = ¢

— Berechnen von solchen Stel-
lén, an denen die Tangenten
an den Graph der Funktion f
parallel zu einer Geraden sind

6 Zusammenhang
zwischen Stetig-

— Stetigkeit einer Funktion f
in xo

— Sprechweise ,,Aus ...
folgt ...«
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Thema

Std.

Zu reaktivierender Stoff

Zu erarbeitender Stoff

keit und Diffe-
renzierbarkeit

- Differenzierbarkeit einer
Funktion fin xp

— Einfiihrung von ,,notwendige
Bedingung*‘ und ,,hinrei-
chende Bedingung*

- Satz ,,Aus der Differenzier-
barkeit von fin x, folgt die
Stetigkeit von fin xo“;
Nichtgiiltigkeit der Umkeh-
rung dieses Satzes

Stoffabschnitt 3.2

Differenti

iationsregeln; die Differentiation von rationalen

Funktionen und Wurzelfunktionen

15 Std.

7 Ableitung einer
Summe

1

— Begriffe ,,Summe zweier

Funktion‘

Funktionen* und ,,Rationale

- > 1 (Differenzierbarkeit und
Differentiation der Summe
zweier in x, differenzierbarer
Funktionen) (mB)

— Summenregel, auch fiir mehr
als zwei Summanden

— Anwenden der Summenregel
auf ausgewihlte Funktionen

Quotienten

Funktionen*
- Differenzierbarkeit einer

Funktion fan einer Stelle xo

8 Ableitung eines | 2 — Graphen von Potenzfunk- — D 2 (Differenzierbarkeit und
Produkts; tionen Differentiation des Produkts
Ableitung von — Begriff ,,Produkt zweier zweier in x, differenzierbarer
Potenzfunk- Funktionen** Funktionen) (mB)
tionen mit - b 3 (Differenzierbarkeit und
natiirlichen Differentiation einer Potenz-
Exponenten funktion mit natiirlichen

Exponenten) (mB)

— Ableitung der Funktion
fx)=c-gx),ceP

— Anwenden der Produktregel
auf ausgewihlte Funktionen

— Aufstellen einer Gleichung
fiir eine Funktion unter vor-
gegebenen Bedingungen

9 Ableitung eines | 2 - Begriff ,,Quotient zweier - b 4 (Differenzierbarkeit und

Differentiation eines Quo-
tienten zweier in x, differen-
zierbarer Funktionen) (oB)

— Quotientenregel

— Erweitern der Quotienten-
regel fiir die Ableitung von
Potenzfunktionen mit natiir-
lichen Exponenten auf Po-
tenzfunktionen mit negativen
ganzzahligen Exponenten
(Nachweis)

— Anwenden der Quotienten-
regel und der Regel zur Dif-
ferentiation von Potenzfunk-
tionen mit ganzzahligen
Exponenten
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Thema

Std.

Zu reaktivierender Stoff

Zu erarbeitender Stoff

10 Differentiation
rationaler
Funktionen

- Rationale Funktionen
- Nichtrationale Funktionen

— Einfithrung der Begriffe
,»Ganze rationale Funktion
und ,,Gebrochene rationale
Funktion‘

~ Ubungen im Differenzieren
rationaler Funktionen

11 Umkehr-
funktionen

- Potenzfunktionen mit (nicht-
ganzzahligen) rationalen
Exponenten

— Wurzelbegriff

— » 4 (Umkehrfunktion einer
Funktion)

- Einfithrung der Begriffe
,,eineindeutige Funktion*
und ,,zueinander inverse
Funktionen‘

— Einfithrung von ,,Wurzel-
funktion*; Definitionsbereich
und Wertebereich von Wur-
zelfunktionen

— Monotonie und Stetigkeit bei
zueinander inversen Funk-
tionen =

— Zeichnen der Graphen von zu-|
einander inversen Funktionen

12 Differentiation
von Wurzel-
funktionen

- Grenzwertsitze fiir Funk-
tionen

— Wurzelbegriff

- Warzelfunktion

I

Ableitung der Wurzel-
funktion g(x) = \/ x

— D 5 (Beziehung zwischen den
Ableitungen beliebiger zuein-
ander inverser Funktionen)
(oB)

Erweitern der Regel fiir die
Ableitung von Potenzfunk-
tionen mit ganzzahligen Ex-
ponenten auf Potenzfunk-
tionen mit Exponenten der

Form-l—(neN, n>1)
n

— Anwenden dieser Regel auf
die Differentiation von
‘Waurzelfunktionen

13 Verkettung von
Funktionen

Einfithrung der Begriffe
,,verkettete Funktionen*, .
,,innere Funktion*,

,»~auBere Funktion‘

14 Ableitung der
Verkettung
zweier
Funktionen

— Ableitung von rationalen
Funktionen und von
Waurzelfunktionen

- Satz iiber die Differenzierbar-
keit und die Differentiation
verketteter Funktionen (oB)

- Kettenregel

— Erweitern der Regel fiir die
Ableitung von Potenzfunk-
tionen mit ganzzahligen
Exponenten auf Potenz-
funktionen mit rationalen
Exponenten (x > 0)

— Anwenden dieser Regeln
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Thema Std. | Zu reaktivierender Stoff Zu erarbeitender Stoff
15 Ableitungen 2 - Differenzierbarkeit einer - Einfithrung von ,,n-te Ab-
hoherer Funktion leitung einer Funktion an

Ordnung einer Stelle xo bzw. in einem
Intervall 7«

— Zusammenfassung der
Differentiationsregeln
ffabsch 3.3 Kurv h , Extremwertaufgaben 25 Std.
16 Nullstellen 1 — Nullstelle einer Funktion - Ermitteln von Nullstellen
ganzer rationaler| ~ Berechnen von Nullstellen ganzer rationaler Funktionen
Funktionen von linearen und quadrati- — Erarbeiten von Losungs-
schen Funktionen verfahren fiir Gleichungen 3.
~ Losungsformel fiir die und hoheren Grades, die auf
Normalform der quadrati- lineare und quadratische
schen Gleichung Gleichungen zuriickgefiihrt
— Verwenden des nichtaus- werden kénnen
schlieBenden ,,oder* - Berechnen der Koordinaten
der Schnittpunkte der
Graphen zweier Funktionen
17 Nulistellen 2 — Definition ,,Nullstelle einer
gebrochener gebrochenen rationalen
rationaler Funktion*

Funktionen — Berechnen von Nullstellen
gebrochener rationaler Funk-
tionen

18 Nulistellen von | 2 — Wurzelfunktionen; Defini- - Bestimmen der Nullstellen

Waurzel- tionsbereich und Werte- von Wurzelfunktionen

funktionen bereich — Losen von Wurzelgleichun-
gen (einmaliges Quadrieren
erforderlich)

- — Probe bei Wurzelgleichungen
19 Verhalten 2 - Grenzwertbegriff ~ Verhalten gegebener

rationaler - Grenzwertsitze fiir Folgen rationaler Funktionen im

Funktionen fiir Unendlichen

xX— + © - Einfithrung des Begriffs
»»Asymptote einer Kurve*

20 Polstellen 1 - Stellen, an denen gebrochene | - Einfithrung des Begriffs
rationaler rationale Funktionen nicht »»Polstelle einer gebrochenen

Funktionen definiert sind rationalen Funktion*

— Berechnen von Polstellen ge-
brochener rationaler
Funktionen

— Untersuchen des Verhaltens
einer Funktion in einer
Umgebung der Polstelle
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Thema Std. | Zu reaktivierender Stoff Zu erarbeitender Stoff
21 Lokaleund 1 — Begriffe ,,Maximum* und - » 5 (Lokales Maximum
globale Extrema »Minimum* (Minimum) einer Funktion
von Funktionen an einer Stelle xo)
— Einfiihrung von ,,globales
Maximum (Minimum) einer
Funktion in einem Intervall 7
22 Eine notwendige| 2 — Ableitungsbegriff — D 6 (Eine notwendige Be-
Bedingung fiir - Not dige Bedi hin- di fiir lokale Extrema)
lokale Extrema reichende Bedingung (mB)
— Beweis, daB die Umkehrung
dieses Satzes nicht gilt
— Berechnen méglicher
lokaler Extrema
23 Der Satz von 1 — Tangentenproblem -~ D 7 (Satz von ROLLE)
RoLLE und der - > 8 (Mittelwertsatz der Dif-
Mittelwertsatz ferentialrechnung) (oB)
der Differential-
rechnung
24 Eine hinrei- 2 — Monotonie von Funktionen | — [>9 (Zusammenhang zwi-
chende Bedin- — Lésen von Ungleichungen schen Monotonie und 1. Ab-
gung fiir die — Zerlegen von Termen in leitung einer in einem Inter-
Monotonie Linearfaktoren vall differenzierbaren Funk-
tion) (mB)
— Fallunterscheidung beim
Losen quadratischer Un-
gleichungen
25 Ein hinreichen- | 2 - Satz iiber eine notwendige — > 10 (Notwendige und
des Kriterium Bedingung fiir lokale Extrema| hinreichende Bedingung fiir
fiir lokale - Satz iiber den Zusammen- lokale Extrema) (mB)
Extrema hang zwischen Monotonie — Rechnerisches Ermitteln
und 1. Ableitung einer lokaler Extrema
Funktion — Erarbeiten eines Verfahrens
zum Ermitteln lokaler
Extremstellen (Schrittfolge)
26 Kurven- 4 — Differentiationsregeln — Kurvendiskussion ganzer
diskussionen — Ermitteln von Nullstellen, rationaler Funktionen,

Polstellen, lokalen und glo-
balen Extrema von rationalen
Funktionen und Wurzel-
funktionen

~ Monotonieverhalten einer
Funktion

- Verhalten einer Funktion im
Unendlichen

— Beschrinktheit des Werte-
bereichs einer Funktion

— Symmetrieeigenschaften des
Graphen einer Funktion

gebrochener rationaler
Funktionen,
von Wurzelfunktionen

— Schnittpunkt des Graphen
einer Funktion mit der
y-Achse
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Thema Std. | Zu reaktivierender Stoff Zu erarbeitender Stoff

27 Extremwert- 5 — Ermitteln lokaler Extrema — Schrittfolge: Aufstellen des
aufgaben — Flicheninhalts- und Volu- Losungsansatzes (Zielfunk-

menformeln geometrischer tion) unter Beriicksichtigung
Objekte der Nebenbedingungen;
- Strahlensatz Untersuchen der Zielfunktion
— Satzgruppe des auf das Vorhandensein
' PYTHAGORAS lokaler Extremwerte;
Bestimmen des globalen
Extremums der Zielfunk-
tionen; Antwortsatz

Stoffabschnitt 3.4 ktionen 55td.

28 Umkehrung 3 - Differentiationsregeln — Umkehrung der Differen-
der Differen- - Mittelwertsatz der Differen- tiation von Funktionen
tiation tialrechnung - P 6 (Stammfunktion einer

gegebenen Funktion)

~ Ermitteln von Stammfunk-
tionen zu einfachen gegebe-
nen rationalen Funktionen,
‘Waurzelfunktionen und Po-
tenzfunktionen mit rationalen|
Exponenten

— Herleitung von > 11 (Menge
aller Stammfunktionen einer
gegebenen Funktion)

— Geometrische Bedeutung der
Konstanten ¢

29 Regeln fiir 2 ~ Summenregel - Regeln fiir das Aufsuchen
das Aufsuchen — Regel fiir die Differentiation von Stammfunktionen:
von Stamm- einer mit einem konstanten Summe zweier Stamm-
funktionen Faktor multiplizierten funktionen;

Funktion eine mit einem Faktor multi-
— Regel fiir die Differentiation plizierte Funktion; Potenz-
von Potenzfunktionen mit funktion mit rationalem
rationalen Exponenten Exponenten (r & —1)
— Beweis dieser Regeln
— Ermitteln von Stammfunk-
tionen nach diesen Regeln
— Ermitteln einer Stamm-
funktion, die vorgegebenen
Bedingungen geniigt
Stoffabschnitt 3.5 Ubungen und Anwend 13 5td.
Ubungen und 4 — Erfassen der Aufgat 11
Anwendungen — Entwickeln des Losungsweges
6 — Selbstindiges Losen von Aufgaben
Klassenarbeit 3 3 Stunden aus 3.5
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Unterrichtsmittel

FO 013/1-5 Geometrische Bedeutung der 1. Ableitung einer Funktion’
FO 012/1-4 Kurvenuntersuchung mit Hilfe der Differentialrechnung

fx) = 11—8(.:3 —18x2 +72x) +1 2

F974 Geometrische Deutung der 1. Ableitung einer Funktion

F975 Kurvenuntersuchung?

Hinweis: Zum Einsatz der Filme ~ [35]!

Stoffabschnitt 3.1 (85td.)

Ableitung einer Funktion

Um das Interesse der Schiiler am neuen Stoff dieses umfangreichen Stoffgebiets zu wecken,
sollten in einer Einfiihrungsstunde geeignete Motivierungsaufgaben aus dem Erfahrungs-
bereich der Schiiler gewihlt werden, die nach Behandlung dieses Stoffgebiets auch geldst
werden. Dazu konnen auBermathematische Probleme herangezogen werden, wie sie im
Lehrbuch angegeben werden. Es wire aber auch méglich, die Schiiler an dieser Stelle auf
das innermathematische Problem ,,Ermitteln einer Gleichung der Tangente an den Graph
einer Funktion fim Punkt P,* hinzuweisen. Ob eine Motivierung der Schiiler durch einen
kurzen historischen AbriB iiber die Entstehung der Differentialrechnung bereits an dieser
Stelle angebracht ist, kann nur der Fachlehrer auf Grund der Klassensituation entscheiden.
Keinesfalls darf jedoch eine solche geschichtliche Betrachtung fehlen. Sie kann am Ende der
LE 3 als LV in Anlehnung an LB 128ff. gegeben oder fiir den AbschluB dieses Stoffab-
schnitts als SV eingeplant werden. Einige Schiiler kénnten Jahresarbeiten iiber LEmsNIZ und
NEwToN anfertigen (# [12; Seiten 31 bis 33], [10; Seiten 187ff., 206f.]).

Nach der Reaktivierung erforderlicher Kenntnisse iiber den Grenzwertbegriff und den An=
stieg einer Geraden (wobei jetzt der Anstieg m der Geraden g als Tangens des Winkels ein-
gefiihrt wird, den g mit der positiven Richtung der x-Achse bildet) wird der Begriff ,,Ab-
leitung der Funktion f an der Stelle x,* erarbeitet (1. Teilziel). Ausgehend von konkreten
Problemstellungen (,,Anstieg einer Kurve in einem Punkt*, ,, Augenblicksgeschwindigkeit),
in denen das lokale Verhalten von Funktionen mit Hilfe von Grenzwerten erfa3t werden kann,
wird das entsprechende mathematische Problem (Abstraktion) formuliert und untersucht.
Das 2. Teilziel dieses Stoffabschnitts besteht in der Festigung des Weges zum Berechnen
der 1. Ableitung einer Funktion f an der Stelle x, durch Bestimmen des Grenzwertes des
Differenzenquotienten. Als Anwendung ist das Problem ,,Aufstellen einer Gleichung fiir
die Tangente an den Graph einer Funktion fim Punkt P,‘ zu behandeln. Anschlieend
wird der Begriff ,,Ableitung der Funktion fim Intervall I* eingefiihrt.

Die Klirung des Zusammenhangs zwischen Stetigkeit und Differenzierbarkeit der Funktion
fan der Stelle x, ist das 3. Teilziel dieses Stoffabschnitts.

Im Folgenden wird eine Ubersicht iiber die Stoffstruktur im Abschnitt 3.1 gegeben.

1 Die hier mit i der Di iale ist nicht L !

2 Nur bedingt eil dhig, da itteln von ** micht L ist!

3 Stofferwei durch Besti von und A ber und konvexes Verhalten von
Funktionen!
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Tangente an eine Kurve in
einem Punkt (LB 134)

Definieren:
Differenzenquotient der Funk-
tion fan der Stelle xo (> 1)

Definieren:

Differenzierbarkeit der Funk-
tion fan der Stelle x, (> 2)

Definieren:

1. Ableitung (Differential-
quotient) der Funktion fan
der Stelle x, (> 3)

Einfiihren:

— Differenzierbarkeit der
Funktion fim Intervall 7
(» LB 143)

Begriffe J Sitze Verfahren

Wiederholen:

— Grenzwert der Funktior f Ermitteln von Grenzwerten
an der Stelle xo von Funktionen
(» B4, LB 108)

— Anstieg einer Geraden T von Anstiegen von
(» LB 130f.) Geraden

Einfiihren:

Bilden von Differenzen-
quotienten;

geometrische Deutung als
mittleren Anstieg der Kurve
im Intervall I;

Anstieg einer Sekante der
Kurve im Intervall 7 (LB 132);
physikalische Anwendung:
Durchschnittsgeschwindigkeit.

Untersuchen der Existenz des
Grenzwertes der Funktion f
an der Stelle x,

Bestimmen des Wertes der
1. Ableitung der Funktion f
an der Stelle x; als Grenz-
wert des Differenzen-
quotienten;

geometrische Deutung als An-
stieg einer Kurve im Punkt
Po;

Anstieg einer Tangente an den
Graph der Funktion fim
Punkt P, (LB 134);

physikalische Anwendung:
Augenblicksgeschwindigkeit

Aufstellen einer Gleichung
fiir die Tangente an die
Kurve im Punkt P,
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Begriffe Siitze Verfahren

— 1. Ableitung der Funktion f _ Ermitteln der 1. Ableitung

im Intervall 7 (» LB 143) . einiger ganzer rationaler
Funktionen und einer ge-
—— | 1. Ableitung der konstanten brochenen rationalen Funktion

Funktion f mit im Intervall I unter
fx)=c(ceP)(®8) Nutzung der 1. Ableitungen
o dieser Funktionen an der

Stetigkeit und Differenzier- Stelle xo

Einfiihren: barkeit der Funktion fan

— Notwendige Bedingung der Stelle xo (~ LB 145)

- Hinreichende Bedingung

(~ LB 145)
!
Motivierungsbeispiele fiir das Stoffgebiet; Wiederholung (1 5td.)

LB 127 bis 130

Ziele

Die Schiiler

— haben einen ersten Einblick in Problemstellungen, die der Differentialrechnung
zugrunde liegen, erhalten (. Beispiele LB 127f.),

— reaktivieren ihre Kenntnisse iiber den Grenzwertbegriff,

— konnen Grenzwerte von Funktionen berechnen,

~ haben ihre Kenntnisse iiber Eigenschaften linearer Funktionen gefestigt.

Schwerpunkte

— Motivierung der Schiiler zur Behandlung des Stoffgebietes durch Aufgaben aus der
Physik (Kinematik) und aus der Technologie/Okonomie (Extremwertaufgabe)
— Sicherung des Ausgangsniveaus zur Behandlung.des Stoffabschnitts

Methodische Hinweise

Motivierung und Zielstell zur Behandh des Stoffgebi Im allgemeinen werden die
Schiiler durch auBermathematische Problemstellungen stirker angesprochen als durch
innermathematische. Deshalb sollte die Einfithrung in die Differentialrechnung mit den im
Lehrbuch genannten Anwendungsbeispielen begonnen werden.

Je nach der Klassensituation kann
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— der Lehrer diese (oder dhnliche) Beispiele den Schiilern als charakteristische Problemstel-
lungen der Differentialrechnung erldutern,

- bei diffes ierter Aufgat llung einen Teil der Klasse das Beispiel ,,Augenblicks-
geschwindigkeit“, den restlichen Teil das Beispiel ,,Extremwertaufgabe Container
durchlesen lassen. Je ein Schiiler dieser Gruppen gibt dann die Problemstellung mit
eigenen Worten wieder.

In diesem Zusammenhang sollte der Lehrer darauf hinweisen, daB es bei solchen Funk-
tionen wie in der Containeraufgabe nicht leicht ist, den Graph der Funktion zu skizzieren.
Das Aufsuchen vieler Punkte mit Hilfe einer Wertetabelle ist sehr miihsam. Er kann an dieser
Stelle schon ankiindigen, daB mit Hilfe der Differentialrechnung die Untersuchung solcher
,»,Kurven* rationell durchgefiihrt werden kann.

Am Ende der Motivierungsphase soll den Schiilern das Zie/ der Behandlung dieses Stoff-
gebiets umrissen werden: Damit Aufgaben von der Art der Motivierungsbeispiele von den
Schiilern selbstidndig gelost werden kdnnen, miissen einige theoretische Grundlagen der
Differentialrechnung erarbeitet werden. Dabei sollte den Schiilern bewuBtgemacht werden,
daB ihr bisher erworbenes mathematisches Wissen und Konnen, besonders iiber Funk-
tionen und Gleichungen, umfassend zur Anwendung kommt.

Sicherung des A i zur Behandl des Stoffabschni Es werden die Begriffe
,,Grenzwert der Funktion fan der Stelle xo* und ,,Anstieg einer Geraden‘* wiederholt und
Grenzwerte von Funktionen in Aufgaben folgender Art berechnet:
Berechnen Sie die Grenzwerte
2 - 2 2
ayptin EEE B) lim 22 Olim EE 2
B0 ho h 10

Hausaufgaben LBA 1 und 2

Lerneinheit 1 (15td.)
Anstieg einer Kurve in einem Punkt
LB 130 bis 134

Ziele

Die Schiiler

— kennen den Zusammenhang zwischen dem Anstieg einer Geraden und dem Tangens
des Winkels, den die Gerade mit der positiven Richtung der x-Achse einschlieBt,
und konnen ,,Anstiegswinkel von Geraden berechnen,

— konnen den Anstieg einer Geraden aus zwei gegebenen Punkten berechnen,

~ kennen die Begriffe ,,mittlerer Anstieg einer Kurve in einem Intervall* und ,,An-
stieg einer Kurve in einem Punkt*, kénnen sie geometrisch deuten und in einfachen
Fillen den Anstieg des Graphen einer Funktion an vorgegebenen Stellen berechnen,

— kennen die Definition des Begriffs ,,Differenzenquotient der Funktion an der
Stelle xo* und konnen sie mit eigenen Worten wiedergeben.
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Schwerpunkte

— Sicherung des Ausgangsniveaus: Berechnen des ,,Anstiegswinkels* einer Geraden

— Problemstellung: Anstieg einer Kurve in einem gegebenen Punkt

— Brarbeitung: Begriff ,,Anstieg einer Kurve in einem Punkt* (» 1) und Verfahren
zum Berechnen des Anstiegs einer Kurve in einem Punkt

— Festigung: Berechnen des Anstiegs einer Kurve in einem Punkt

Methodische Hinweise

Sicherung des Ausgangsniveaus durch Berechnen von Anstiegswinkeln Die Schiiler kennen
die Begriffe ,,Anstieg einer Geraden* aus dem Stoffgebiet ,,Lineare Funktionen‘ der Klasse 8
und den Begriff ,,Anstiegsdreieck aus dem Stoffgebiet ,,Ungleict und Gleich -
systeme* der Klasse 9, sie haben im Stoffgebiet ,,Winkelfunktionen‘* der Klasse 10 gelernt,
den Tangens eines spitzen Winkels als Quotient aus der Linge der Gegenkathete und der
Linge der Ankathete dieses Winkels im rechtwinkligen Dreieck auszudriicken. So finden
die Schiiler

m = tan «,

in Worten: ,,Der Anstieg m der Geraden g ist der Tangens des Winkels, den die Gerade g
mit der positiven Richtung der x-Achse einschlieBt. Zur Festigung dient LBA 1.

Im UG lernen die Schiiler — ausgehend von LBA 2 — das Berechnen des Anstiegs einer
Geraden aus den vorgegebenen Koordinaten zweier Punkte:

i =itane =2t Y% e xg).

X3 — Xo
Problemstellung Es wird die Frage aufgeworfen, ob man auch von dem Anstieg des Graphen
einer nichtlinearen Funktion sprechen kann (» FuBnoten 1 auf LB 131 bis 134).

Erarbeitung des Verfahrens zum Berechnen des Anstiegs einer Kurve in einem Punkt Im UG
sollte dieser fiir das Verstéindnis der Differentialrechnung wichtige Abschnitt betont anschau-
lich und faBlich in Anlehnung an LB 130ff. schrittweise erarbeitet werden:

1. Schritt: Einfithrung ,,Mittlerer Anstieg einer Kurve in einem Intervall*; SSA in Gruppen
an @3 ’

2. Schritt: In Anlehnung an m 1 Ermittlung des Anstieges der Parabel y = x? an der Stelle
xo = 0,5 (~ linke Spalte der folgenden Tafelbilder)

3. Schritt: In SSA zur Festigung der Gedankenginge des 2. Schrittes Ermittlung des An-
stieges der Parabel y = x? an einer beliebigen Stelle xo (im LB nicht enthalten; ~ mittlere
Spalte)

4. Schritt: Tm UG weitere Verallgemeinerung, wie auf LB 133f. dargestellt, dabei besonders

zu betonen, daB die Menge D der geordneten Paare [h; ﬂi*——"}’)—ﬂ] mit 2 + 0 eine

Funktion ist (» rechte Spalte)

127



Geégeben:

Graph der Funktion
flx) = x2,
Stelle x, = 0,5

Gesucht:

Anstieg der Kurve
im Punkt
P; (0,55 0,5%)

(1) Sekante durch
P, (0,55 0,5%) und
P, (0,5 + h; (0,5 + h)*)

Fiir jedes & (h + 0) gibtes
genau eine Sekante
durch Py und Py.

Anstieg einer Kurve im Punkt P,

Graph der Funktion
fx) = x%,

Stelle x,

Anstieg der Kurve
im Punkt
Po (xo5 x3)

(1) Sekante durch
Py (x03 x2) und
Py (xo + h; (xo + h)?)

Graph der Funktion
£

Stelle xo

Anstieg der Kurve
im Punkt

Po (xo; f(x0))

(1) Sekante durch
Py (xo; f(x0)) und
Py (xo + h; f(xo + h))

Bild 3.6

(2) Anstieg der Sekante (2) Anstieg der Sekante
durch P, und Py, (h + 0) durch Py und P, (h + 0)
m = tan oy m = tan &y
_ (0,5 + h? - 0,52 _ (xo0 + I)? - x}
- h - h
_ x5+ 2xoh + B —x3
s
Dh)=1+h D(h) =2xo + h
xo fest Xo fest

(2) Anstieg der Sekante
durch P, und P, (h + 0)

m = tan o

_ SGo + 1) — f(xo)
h

D(h) =

X, fest

f(xo + h) — f(x0)
h

(3) Grenzwert fiir # —» 0

lim (1 +h) =1
h—0
Anstieg der Parabel

y= x? an der Stelle 0,5

(3) Grenzwert fiir 4 - 0
lim (2xo + h) = 2x,
"0

Anstieg der Parabel

» = x? an der Stelle x,

(3) Grenzwert fiir h — 0
li Sflxo + h) — f(xo)

im-——~
=0 h

Anstieg der Kurve im
Punkt P, an der Stelle x,
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Nun sollte sich ein kurzer LV anschlieBen:

~ Definition des Begriffs ,,Differenzenquotient der Funktion f an der Stelle X0t (> 1);
. h) — o s s
- Wenn der Grenzwert lim M existiert und fiir alle Nullfolgen denselben
"0
Wert hat, so heiBt er der ,,Anstieg der Kurve im Punkt Py*;
- Die ,,Grenzgerade* ¢ durch P,, deren Anstieg gleich diesem Grenzwert ist, heiBt ,, Tan-
gente an den Graph der Funktion fim Punkt Py*.

Zur Veranschaulichung dieser Problematik kann auch FO 013/1 bis 5 ,,Geometrische Bedeu-
tung der 1. Ableitung einer Funktion* mit der Einschrinkung dienen, daB die dort einge-
zeichneten ,,Differentiale* dx, dy kein Lehrplangegenstand sind. Bei ausreichender Zeit
kann noch der 1. Teil von F 974 ,,Geometrische Deutung der 1. Ableitung einer Funktion®
vorgefiihrt werden (» [35]).

Festigung durch Losen von Aufgaben Die Schiiler sollten weitgehend selbstindig bei
LBA 4 und 5 den Losungsweg und das Ergebnis jeder Aufgabe erliutern.

Hausaufgaben Berechnen des Anstieges des Graphen der Funktion f(x) = x2 + 2x an
der Stelle xo = 1,3; als vorbereitende HA Bearbeiten von @ 4 aus LE 2

Kontrollaufgaben

1. Wie berechnet man den Winkel, den eine Gerade mit der Gleichung y = mx + n mit der
positiven Richtung der x-Achse bildet (Beispiel: y = \/ 3x +2)?

2. Berechnen Sie den Anstieg des Graphen der Funktion f(x) = 2x2 + 1 an der Stelle
Xo = —3, und begriinden Sie jeden Losungsschritt!

Lerneinheit 2 (15td.)
Augenblicksgeschwindigkeit bei geradlinigen Bewegungen
LB 134 bis 137

Ziele

Die Schiiler

— vertiefen ihre Kenntnisse iiber die A
beschleunigten Bewegung (» Physikunterricht der Klasse 9),

- erkennen die zur Berechnung des Anstiegs einer Kurve in einem Punkt analoge
Betrachtungsweise,

— kennen die mathematische Formulierung von Durchschnittsgeschwindigkeit und
Augenblicksgeschwindigkeit einer beliebigen geradlinigen Bewegung,

— konnen einfache Aufgaben zur Berechnung der Augenblicksgeschwindigkeit

leichmiBig beschleuni; B 16sen.

blick hwindigkeit einer gleichmaBig
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Schwerpunkte

— FErarbeitung: Berechnung der Augenblicksgeschwindigkeit als Grenzwert der
Durchschnittsgeschwindigkeit bei einer ungleichférmigen geradlinigen Bewegung
(LB 136)

— Festigung durch Ubungen im
maBig beschleunigter Bewegungen

T der Augenblick hwindigkeit gleich-

Methodische Hinweise

Sicherung des Ausgangsniveaus durch Auswerten der Hausaufgaben Der Lehrer stellt fest,
ob die Schiiler die Losung der Problematik ,,Anstieg des Graphen einer Funktion an einer
Stelles verstanden haben und inwieweit sie durch die vorbereitende HA (.~ LE 1) auf das
neue Problem ,, T 1g der Augenblick 1 digkeit einer beliet geradlinigen
Bewegung zur Zeit #,* eingestimmt sind.

Erarbeitung der Berech der A i hwindigkeit Erkennt der Lehrer bei der
Auswertung der HA, daB die Schiiler die Problematik erfaBt haben, kénnen sie weitgehend
selbstindig mit Hilfe des LB arbelten Anderenfalls sollte das neue Problem im UG er-
ortert und die analoge Vorgeh her beitet werden. Nach der Bearbeitung
von @ 5 sollten die Schiiler Vorschlage fiir die Losung des Problems machen. Dabei kénnten
die folgenden Tafelbilder entstehen.

SchlieBlich sollten die Schritte zur Bildung des Grenzwertes des Differenzenquotienten
herausgearbeitet werden, die sich die Schiiler einprigen miissen (» UH 131):

Augenblicksgeschwindigkeit bei geradlinigen Bewegungen
5 — Durchschni hwindiokes
v — Augenblicksgeschwindigkeit
Gleichformige Bewegung Ungleichférmige Bewegung
s=f) = ot s=f0 s=f0 =50
Spezialfall:
GleichmiBig beschleunigte
Bewegung
s : §
s b A s P | /
P T sl
5 Hty+At)
er ke 30k
) P 20} s
b ’[ ety it At L S S i
o] t tz t ot to oAt tp t [ 1 2 3t
AE#0, tofest fitg) =412
i +At) = L (t+At)2
Bild 3.7 Bild 3.8 f(t: 8)= L (te+at)
tofest
Bild 3.9
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— Ermitteln der Funktionswerte fiir 7, und #, + At
- Bilden der Differenz der Funktionswerte

- Bilden des Quotienten aus der Differenz der Funktionswerte und der Differenz der Argu-
mente

— Umformen dieses Quotienten
— Bilden des Grenzwertes dieses umgeformten Quotienten

- _ S5 £, As _flto + A1) — flt) | - _ As _ g (to+A1)* 13
HnR iy “ar T ar ar 2 At
_ & 154200t + (A1) —1F
T2 At
_& .At(Zn, +Ar)
T2 At
g
== (2t At
3 (21, + A1)
At—0 At =0
As A g
v = lim— v = lim [—-(Zt + At)]
-0 A1 d1-0L2 °
. flto + A1) — f(to)
= lim
40 At
- g . 2,
. flto+A0) ~ f(to) v
v = lim ————
“ A0 At v=gto
Festi durch Ubungen im Berech von A blick hwindigkeis LBA 1 sollte

vollstindig gelost und ausgewertet werden.

Hausaufgabe LBA 2* mit dem Hinweis auf die besondere Form dieser Funktionsgleichung

Kontrollaufgabe

Ermitteln Sie die Augenblicksgeschwindigkeit fiir den senkrechten Wurf nach oben mit der
Gleichung

s=fO= 512+ oo,

wobei g die Fallbeschleunigung auf der Erde, v, die Anfangsgeschwindigkeit seien!

131



Lerneinheit 3 (15td.)
Ableitung einer Funktion an einer Stelle
LB 138 bis 139

Im Verlauf des Abstraktionsprozesses wird das den Beispielen der LE 1 (Anstieg einer
Kurve in einem Punkt) und LE 2 (Augenblicksgeschwindigkeit bei ungleichformigen Be-
wegungen) zugrunde liegende mathematische Problem formuliert, indem von den einzelnen
konkreten Sachverhalten abstrahiert wird. Insofern hat diese Stunde eine zentrale Bedeu-
tung. ’

Ziele

Die Schiiler

— kennen die Definitionen fiir die Begriffe ,,Differenzierbarkeit einer Funktion f an
der Stelle xo und ,,1. Ableitung einer Funktion f an der Stelle xo* und kdnnen
diese Definitionen mit eigenen Worten wiedergeben,

— konnen die Schritte bei der Bildung der 1. Ableitung einer Funktion an einer Stelle

angeben,
— kennen einfache geschichtliche Zt hiinge iiber die E hung der Diffe-
rentialrechnung.
Schwerpunkte -
— Sicherung des A i : G i \keiten beim Ermitteln des Anstiegs

einer Kurve in einem Punkt und beim Bestimmen der Augenblicksgeschwindigkeit
bei geradlinigen Bewegungen; Existenz eines Grenzwertes
. — Motivierung und Problemstellung: Formulierung des der Differentialrechnung zu-
grunde liegenden mathematischen Problems
— Erarbeitung des Begriffs der 1. Ableitung einer Funktion an einer Stelle (» 2und3)
— LV: Zur Entstehung der Differentialrechnung

Methodische Hinweise

Sicherung des Ausgangsniveaus Im Rahmen einer Leistungskontrolle sprechen ein oder
mehrere Schiiler zu den Gemeinsamkeiten beim Ermitteln des Anstiegs einer Kurve in einem
Punkt und beim Bestimmen der Augenblicksgeschwindigkeit bei geradlinigen Bewegungen.
Die anderen Schiiler sollten die Aussagen der zu priifenden Schiiler kritisch werten, sie
erginzen oder weitere Fragen an die ,,Priiflinge* stellen.

Im UG wird unter Nutzung der Erkenntnisse aus LE B 9 (besonders @ B 17) geklirt, was es
heiBt: 1mf(x—°+m existiert. Das in » 2 bendtigte Definiens sollte durch die

-0

ansch.heﬁende Bemerkung (~ LB 138) bereitgestellt werden.
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Motivi g und Probl 11 Ein LV erldutert, daB noch andere Begriffe durch solche
Grenzwerte, wie sie bei der Festlegung der Begriffe ,,Augenblicksgeschwindigkeit* und
,,Anstieg einer Kurve in einem Punkt‘* erforderlich waren, definiert werden konnen, z. B.
die chemische Reaktion hwindigkeit, die A blick bei der elektromagneti-
schen Induktion, die Stromstdrke im Wechselstromkreis. Die Schiiler erfahren: Zur mathe-
matischen Bearbeitung solcher oder @hnlicher Sachverhalte mu3 man zunichst von den kon-
kreten Inhalten der einzelnen Sachverhalte absehen (abstrahieren).

Es erheben sich zwei Fragen:

— Wie lautet das gemeinsame mathematische Problem"
— Wie wird es geldst?

Erarbeitung des Begriffs der 1. Ableitung einer Funktion an einer Stelle Im UG wird zur
Beantwortung der beiden Fragen geklirt:
Zur ersten Frage:

— Es muB fiir die mathematische Abstraktion eine Funktion f gegeben bzw. formulierbar
sein. (Dabei sollte darauf hingewiesen werden, daB bei praktischen Sachverhalten die
Variablen hdufig GroBen bezeichnen.)

— Die Funktion £ muB in einer Umgebung der Stelle x, definiert sein.

Zur zweiten Frage:
1. Schritt: Bilden des Differenzenquotienten D der Funktion fan der Stelle xo:

D) = SCxo + hz = flxo) (h + 0);

D ist eine Funktion!
2. Schritt: Umformen des Differenzenquotienten

3. Schritt: Uberpriifen, ob der Grenzwert der Funktion D fiir & — 0 existiert;
f'(xo) ist eine Zahl!
f(xo + h) = f(xo)

Wenn lim —_—— existiert, so heiflt die Funktion fan der Stelle x,
h-0

differenzierbar (» 2).

4. Schritt: Berechnen des Grenzwertes
Wenn die Funktion fan der Stelle x, differenzierbar ist, so heiBt der errechnete
Grenzwert die 1. Ablei (der Differenti: ient) der Fi ion f an der
Stelle x, (» 3).

LV: Zur E h der Differentialrechnung Der bisher zuriickgelegte Weg im Erkennt-
nisprozeB, dabei insbesondere der AbstraktionsprozeB, ist zu verdeutlichen.

An dieser Stelle konnten auch die historischen Zusar hinge bei der Ei ) der
Differentialrechnung erldutert und dabei die Leistungen LeiBNz® und NEWTONs gewiirdigt
werden.

An mathematisch und geschichtlich interessierte Schiiler konnten Jahresarbeiten iiber
Leben und Werke von LeieNiz und NEWTON vergeben werden (.~ LB 128ff. und [10], [12]).

Kontrollaufgabe

Erldutern Sie die einzelnen Schritte bei der Bildung der 1. Ableitung der Funktion f an der
Stelle xo!
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Lerneinheit 4 A (25td.)
Beispiele fiir die Berechnung von Ableitungen
LB 139 bis 142

Ziele

Die Schiiler

— konnen die 1. Ableitung ausgewihlter Funktionen an gegebenen Stellen (auf dem
Weg iiber die Bildung des Grenzwertes des Differenzenquotienten) berechnen;
dabei festigen sie ihre theoretischen Einsichten,

— konnen eine Gleichung fiir eine Tangente an den Graph einer Funktion an einer
gegebenen Stelle aufstellen. ’

Schwerpunkte

1. Stunde

— Sicherung des Ausgangsniveaus: Verfahren zum Nachweis der Differenzierbarkeit
einer Funktion und zum Bilden der 1. Ableitung einer Funktion an einer Stelle

— Ubungen im Berechnen der 1. Ableitung einer Funktion fan einer Stelle xo, dabei
Erarbeiten einer Gleichung fiir die Tangente an den Graph der Funktion an einer
vorgegebenen Stelle

2. Stunde

Ubungen im Berechnen von Ableitungen und Ermitteln von Tangentengleichungen

Methodische Hinweise

Sicherung des A i A hend von der Kontrollaufgabe der LE 3 reaktivieren
die Schiiler ihre Kenntnisse iiber die Begriffe ,,Differenzierbarkeit*, ,,1. Ableitung®, ,,Dif-
ferentialquotient* und iiber das Verfahren zum Bilden der 1. Ableitung einer Funktion an
einer Stelle.

Es wird das Ziel dieser beiden Stunden mitgeteilt: Ubungen im Berechnen der 1. Ablei-
tung von Funktionen.

Ub im Berechnen von Ablei und Aufs von T. Im UG
wird m 7 (ohne Benutzung des LB) bearbeitet und sofort bis zum Ermitteln der Gleichung
der Tangente an den Graph der Funktion f mit f(x) = x> an der Stelle xo = 1,5 (» m 10)
weitergefiihrt (Erweiterung der Zielstellung, die den Schiilern erst an dieser Stelle mitgeteilt
werden sollte).

Es folgt SSA am M 8 oder einer entsprechenden Aufgabe. Die Schiiler helfen einander, not-
falls konnen sie das LB zu Rate ziehen. Die W 8 abschlieBende Bemerkung bereitet die Be-
handlung der Differenzierbarkeit einer Funktion in einem Intervall vor (» LE 5). Fiir wei-
tere Ubungen eignen sich: 1. Ermitteln Sie eine Gleichung der Tangente an den Graph
der Funktion f(x) = x® + x2 ( ® 8) an der Stelle x, = 2!; 2. LBA 2a).

)
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Nach der Kontrolle geloster Aufgaben wird tiber den Grad der Selbstindigkeit bei der
Losung weiterer Aufgaben entschieden werden konnen. Erforderlichenfalls kann zunéchst
SSA an LBA 2b) erfolgen, denn das Umformen des Differenzenquotienten beim Bearbeiten
von M9 konnte Schwierigkeiten bereiten. Deshalb werden zweckmiBigerweise die einzelnen
Schritte kontrolliert und erforderlichenfalls berichtigt.

® 10 wird nach den Ubungen in der 1. Stunde in SSA zu bewiltigen sein (einschlieBlich der
Berechnung des Schnittwinkels der Tangente mit der x-Achse), ebenso LBA 4a) zur weiteren
Festigung.

Kontrollaufgaben

1. Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion f(x) = 3x% + x
a) an der Stelle xo = 2; b) an der Stelle x,!

2.* Begriinden Sie folgende Konstruktion der Tangente an die quadratische Parabel y = x2:
»Man lege die Gerade durch den Beriihrungspunkt P, und den Mittelpunkt R der
Strecke OQ, wobei Q der FuBpunkt des Lotes von P, auf die x-Achse ist*“!

Lerneinheit 5 (15td.)
Ableitung einer Funktion in einem Intervall
LB 143 bis 144

Ziele

Die Schiiler

— kennen die Begriffe ,,Differenzierbarkeit einer Funktion in einem Intervall* und
,»1. Ableitung der Funktion fim Intervall /*“ und wissen, daB dann f” eine Funktion
ist,

— kennen den Begriff ,,differenzierbare Funktion®,

— konnen ausgewahite Funktionen (einschlieBlich der konstanten Funktion) auf dem
Weg iiber das Bilden des Grenzwertes des Differenzenquotienten differenzieren.

Schwerpunkte

— Sicherung des Ausgangsniveaus: Bilden der Ableitung einer Funktion an verschie-
denen Stellen des Definitionsbereichs

— Erarbeitung der Ableitung einer Funktion in einem Intervall und der Ableitung
der konstanten Funktion fmit f(x) = ¢ (® 8)

~ Zusammenfassung: Anlegen einer Tabelle der bisher differenzierten Funktionen
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Methodische Hinweise

Sicherung des Ausgangsniveaus Im Rahmen der tiglichen Ubung ermitteln die Schiiler
die Ableitung der Funktion

f(x) = 2x® — 3x

an verschiedenen Stellen x,. In der Auswertung werden noch einmal die einzelnen Schritte
(Bilden des Differenzenquotienten, Umformen des Differenzenquotienten, Bilden des
Grenzwertes des Differenzenquotienten) verdeutlicht und herausgearbeitet, daB die Funktion
an jeder Stelle ihres Definitionsbereichs differenzierbar ist.

Erarbeitung: Ableitung einer Funktion in einem Intervall und einer konstanten Funktion In
einem LV sollten die einzufiihrenden Begriffe ,,Differenzierbarkeit einer Funktion im Inter-
vall I*, ,,1. Ableitung von fin I* sowie ,,Differenzierbare Funktion* unter Hinweis auf die
entsprechenden Formulierungen auf LB 143 erldutert werden. Den Schiilern muBl der
Unterschied zwischen f“(x,), einer Zahl, und f” als Menge geordneter Paare [x; f'(x)]
deutlich werden.

Dann erfolgt SSA an LBA 1a).

Um die Ableitung der konstanten Funktion /' mit f(x) = ¢ zu ermitteln, sollten die Schiiler
folgende Titigkeiten ausfiihren:

— Graph der Funktion fmit f(x) = 2 zeichnen;

— Vermutungen tiber die 1. Ableitung nennen und begriinden;

— Beweis fiihren;

— @ 8 bearbeiten.

(Hinweis auf LE B 4 auf LB 91: Untersuchung einer konstanten Folge auf Konvergenz)

Zusammenfassung Aus ihren Aufzeichnungen sollten die Schiiler eine Tabelle einiger bisher
differenzierter Funktionen herausschreiben, z. B.:

f f

f(x) = x>+ x2 f(x) = 3x% + 2x
f)=x"1 (x+0) fx)=—-x"2 (x+0)
/(r)=%t2 tz0) I =gt

In der Auswertung der Tabelle sollten die Schiiler im UG fiir die Arbeit in den nichsten LE
durch folgende Fragen motiviert werden:

— Das Bilden des Grenzwertes des Differenzenquotienten ist sehr aufwendig. Gibt es zum
Bilden der 1. Ableitung rationellere Verfahren, etwa in Form von Regeln, z. B. fiir das
Differenzieren rationaler Funktionen? '

— Lassen sich schon solche Regeln vermuten?

- Die hier differenzierten Funktionen sind stetig (Wdh der Definition des Begriffs ,,stetige
Funktion*). Folgt aus der Stetigkeit einer Funktion f an der Stelle x, stets die Differen-
zierbarkeit von fan dieser Stelle xo?

Hinweis: Diese Frage wird in LE 6 untersucht.

Hausaufgabe Zur erneuten Orientierung der Schiiler auf das Tangentenproblem unter
erhohtem Schwierigkeitsgrad: Ermitteln Sie die Gleichung fiir die Tangente an den Graph
einer Funktion unter der Bedingung, daB die Tangente parallel zur Sekante durch die Punkte
P, und P, ist. (Es konnte ein Hinweis zum Erfassen dieser Bedingung erforderlich sein.)
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Kontrollaufgaben

1. Differenzieren Sie die Funktion f(x) = 4x® — 2x + 5, und bestimmen Sie diejenigen
Zahlen x, fiir die f(x) = 0 ist!
2. Erlautern Sie den Begriff ,,differenzierbare Funktion‘!

Lerneinheit 6 (15td.)
Zusammenhang zwischen Stetigkeit und Differenzierbarkeit
LB 144 bis 146

Ziele

Die Schiiler

— wissen, daB aus der Differenzierbarkeit von fan der Stelle x, die Stetigkeit von f
an der Stelle x, folgt, daB aber die Umkehrung dieses Satzes nicht gilt,

— haben die erforderliche Argumentation verstanden,

— konnen die Begriffe ,,notwendige Bedingung®“ und ,hinreichende Bedingung*
anwenden.

Schwerpunkte

— Sicherung des Ausgangsniveaus: Erliutern der Sprechweise ,,Aus ... folgt ...«
und Nachweis der Stetigkeit der Funktion f(x) = |x| an der Stelle 0 (® 9)

— Erarbeitung des Zusammenhangs zwischen Stetigkeit und Differenzierbarkeit
einer Funktion fan einer Stelle xo (m 12)

— Festigung durch Priifen gegebener Aussagen iiber Stetigkeit und Differenzierbarkeit
auf ihren Wahrheitswert

— Zusammenfassung zum Stoffabschnitt 3.1 (LB 145)

Methodische Hinweise

Sicherung des Ausgangsniveaus Die dritte der in LE 5 zur Motivation formulierten Fragen
wird wieder aufgegriffen: ,,Folgt aus der Stetigkeit einer Funktion f an der Stelle x, stets
die Differenzierbarkeit von fan dieser Stelle xo?*

Es wird zunichst mitgeteilt: ,,Aus ... folgt ...* ist eine andere Sprechweise fiir ,,Wenn ...,
50 ... Die Schiiler bilden die ,,Wenn — so — Form* der oben formulierten Aussage: ,,Wenn
fin x, stetig ist, so ist fin x, differenzierbar.

Zur Entscheidung iiber den Wahrheitswert dieser Aussage sollte als besonders ,interessante*
Funktion die Funktion f(x) = |x| ausgewihlt werden. Bei der Arbeit an @ 9 zeigen die
Schiiler, daB die Funktion f(x) = |x| an der Stelle O stetig ist.
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Erarbeitung des Z 1 ischen Stetigkeit und Differenzierbarkeit Im UG wird
untersucht, ob die Funktion f(x) = |x| an der Stelle 0 differenzierbar ist, wobei die Teil-

AR . - .
untersuchungen der Konvergenz der Folge (—%—) fiir eine beliebige Nullfolge (k,) mit

h, > 0 bzw. k¥ < 0 (fiir alle n) von je einer Schiilergruppe der Klasse ausgefiihrt werden.
m 12 sollte man an dieser Stelle nicht lesen lassen, weil dann die Schiiler nicht gefordert
werden, ihr Wissen und Kénnen anzuwenden und zur Losung von Teilaufgaben einzusetzen.
Die Schiiler sollten dann selbstindig formulieren: ,,Aus der Stetigkeit von fan der Stelle x,
folgt nicht die Differenzierbarkeit von fan dieser Stelle xo*.

Die Schiiler formulieren die Umkehrung dieser Aussage. Der Lehrer teilt mit, daB sie wahr
ist, auf das gemeinsame Erarbeiten ihres Beweises jedoch verzichtet werden muB.

Die Schiiler formulieren den Satz ,,Aus der Differenzierbarkeit von'f an der Stelle x, folgt
die Stetigkeit von fan der Stelle x,* unter Ver dung von ,,hinreichende Bedi und
,,notwendige Bedingung*. Diese beiden Begriffe konnen den Schiilern anhand dieses Bei-
spiels (vom Wort her) plausibel gemacht werden:

Die Kenntnis der Wahrheit der Aussage 4 ,,reicht hin, um zu wissen, daB die Aussage B
auch wahr ist.

Die Wahrheit der Aussage B ist ,,notwendig* fiir die Wahrheit der Aussage 4, denn es kann
A nicht wahr sein, wenn B falsch ist (weil bei wahrer Priamisse und falscher Konklusion der
Wahrheitswert der Implikation ,,falsch* ist).

Festigung durch Untersuchen des Wahrhei tes vor b A Durch miindli-
ches Bearbeiten von LBA 2a) und b) werden die Kenntnisse iiber den Zusammenhang
zwischen Stetigkeit und Differenzierbarkeit einer Funktion an der Stelle x, vertieft.

f zum Stoffabschnitt 3.1 Die Zusammenfassung auf LB 145 wird in Ver-
bindung mit Aufgabe 2 aus dem Abschnitt ,,Kontrollaufgaben* erarbeitet.

Kontrollaufgaben

1. LBA 1b), 2¢)

2. Ist die Funktion f (Bild 3.10) an der Stelle 2 differenzierbar?
Begriinden Sie!

Bild 3.10

Stoffabschnitt 3.2 (155td.)

Differentiationsregein; die Differentiation von rationalen
Funktionen und Wurzelfunktionen

Die grundlegende Motivation fiir die Behandlung dieses Stoffabschnitts ist das Bestreben,
das bisher bekannte und sehr aufwendige Verfahren zur Berechnung der Ableitung einer
Funktion zu rationalisieren. So werden nunmehr Sitze iiber die Differenzierbarkeit und die
Differentiation einer Summe (eines Produkts, eines Quotienten, der Verkettung) zweier
differenzierbarer Funktionen erarbeitet und z. T. bewiesen. Daraus ergeben sich entspre-
chende Differentiationsregeln als Handl vorschriften. Insbesondere werden Regeln zur
Differentiation von Potenzfunktionen (einschlieBlich Wurzelfunktionen) formuliert.

Die Schiiler sollen Sitze und Regeln inhaltlich verstehen und erste Fertigkeiten im Anwenden
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dieser Regeln erwerben, voll entwickelte Fertigkeiten sind erst im Stoffabschnitt 3.3 bei
Kurvendiskussionen und beim Losen von Extremwertaufgaben zu erreichen.
Von den Schiilern wird geistige Disziplin gefordert, zumal Veranschaulichungen nicht mog-

lich sind.

Im folgenden wird eine Ubersicht iiber die Stoffstruktur im Abschnitt 3.2 gegeben.

Begriffe

Siitze

Verfahren

Wiederholen:

Summe zweier Funktionen

Wiederholen:

v
Satz iiber die Differenzier-
barkeit und die Differentiation
einer Summe zweier differen-
zierbarer Funktionen
(>1; mB)

¥
Summenregel (»* LB 148f.)

Produkt zweier Funktionen

b
Satz iiber die Differenzierbar-
keit und die Differentiation
eines Produkts zweier diffe-
renzierbarer Funktionen

1
Produktregel (» LB 151)

(>2; mB)
[

Satz iiber die Differenzierbar-
keit und die Differentiation
«einer Funktion f mit

1
Regel zur Differentiation einer
Funktion

fx)=c-g(x); ceP

f@)=c-2(); ceP (c konstanter Faktor)
(@ 12a))
V0 i
Satz iiber die Differenzierbar-
keit und die Differentiation
einer Potenzfunktion tiirlichem Exponenten

fG)=x"mitneN,nz1

Regel zur Differentiation
einer Potenzfunktion mit na-

(> 3; mB)
Wiederholen:
| Vo 1
Quotient zweier Funktionen Satz iiber die Differenzierbar- | Quotientenregel
u, v mit v(xo) + 0 keit und Differentiation eines | (»# LB 154)
Quotienten zweier differen-
zierbarer Funktionen
(> 4; 0B) 1)
Y Regel zur Differentiation von
Potenzfunktionen mit nega-
tiven ganzzahligen Exponen-
ten
Einfiihren:
Ganze (; i — | Diffe
Funktion Funktionen
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n-te Ableitung einer Funktion
an der Stelle xo (bzw. im
Intervall I)

Begriffe Siitze Verfahren
Wiederholen:
Potenzfunktion mit rationalem
Exponenten;
,nichtrationale Funktion‘
Einfithren:
‘Wurzelfunktion Diffe von Wurzel-
funktionen
Einfiihren:
Eineindeutige Funktion
Definieren:
Umkebrfunktion
()]
|
Einfiithren:
I 1
Zueinander inverse Funktionen | Satz iiber die Beziehungen
zwischen den 1. Ableitungen
zueinander inverser Funk-
tionen (> 5; 0B)
Einfiihren:
. VI 1
Verkettete Funktionen Satz iiber die Differenzierbar- | Kettenregel (# LB 169)
keit und die Differentiation
verketteter Funktionen
(» LB 169; oB)
—_— Regel zur Differentiation von
Potenzfunktionen mit
rationalen Exponenten
Einfiihren:

Bilden héherer Ableitungen

von

- rationalen Funktionen;

— Waurzelfunktionen;

~ Potenzfunktionen mit
rationalen Exponenten

Lerneinheit 7

Ableitung einer Summe

LB 147 bis 149

(15td.)

In den LE 7 bis 10 lernen die Schiiler Sitze und Regeln, die zur Bildung der Ableitung von
rationalen Funktionen erforderlich sind, kennen. Dabei verstehen sie die erforderliche ge-
eignete Umformung des Differenzenquotienten mit dem Ziel, Differenzenquotienten der

Teilfunktionen zu bilden.
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Da die Schiiler die Regel fiir die Ableitung von Potenzfunktionen mit natiirlichen Exponen-
ten noch nicht kennen, muB auf die in LE 5 angefertigte Tabelle einiger bisher differen-
zierter Funktionen zuriickgegriffen werden.

Ziele

Die Schiiler

— haben erkannt, daB es niitzlich wire, iiber Sitze und Regeln fiir das Differenzieren
von Summen, Produkten und Quotienten von Funktionen zu verfiigen, die eine
rationellere Arbeitsweise erméglichen,

— kennen den Satz iiber die Differenzierbarkeit und die Differentiation der Summe
zweier differenzierbarer Funktionen und kénnen ihn weitgehend selbstindig be-
weisen,

— konnen die darauf beruhende ,,Summenregel“ auf ausgewihlte Funktionen an-
wenden.

Schwerpunkte

— Motivierung der Erarbeitung von Differentiationsregeln

— Erarbeitung der Regel iiber die Differentiation einer Summe zweier differen-
zierbarer Funktionen (m 13;0> 1)

- Festigung der Summenregel durch formale Ubungen

Methodische Hinweise

Motivierung  Die Schiiler sind leicht davon zu iiberzeugen, daB es zweckmiBig ist, Re-
geln fiir die Ableitung komplizierter Funktionen zu erarbeiten (Hinweis auf die Funk-

tionen f(x) = ax* + bx + ¢ oder f(a) = a* + 6—V (a > 0); ~ Einfiihrungsbeispiel auf
LB 128). a

Als Ziel dieses Stoffabschnitts wird den Schiilern mitgeteilt: Es miissen Sétze iiber die Diffe-
renzierbarkeit bereits bekannter Funktionen erarbeitet und daraus Regeln zur Differen-
tiation dieser Funktionen gewonnen werden. Da es hierbei vor allem darum geht, den not-
wendigen theoretischen Vorlauf fiir spitere Anwendungen zu schaffen, ist besonders kon-
zentriertes Mitdenken erforderlich.

Die Zielstellung fiir diese Unterrich de lautet: Erarbeiten eines Satzes iiber die Diffe-
renzierbarkeit der Summe zweier differenzierbarer Funktionen # und v an der Stelle xo.

Erarbeitung der Herleitung der Summenregel Zunichst werden die Grenzwertsitze fiir
Funktionen wiederholt. Dann lesen die Schiiler m 13, erldutern es und formulieren die
Vermutung:

,»Wenn die Funktionen « und v in x, differenzierbar sind, so ist auch die Summe s = u + v
in x, differenzierbar.

Bei der Beweisfiihrung im UG sollte der Lehrer stark fiihren. Die Schiiler sollten zwar die
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einzelnen Schritte selbst durchfiihren, jedoch nach jedem Schritt diesen sofort erliutern und
begriinden.

Besondere Beachtung verdient das Umformen des Differenzenquotienten. Es darf dem
Schiiler nicht als ,,Kunstgriff‘, den er nicht von selber finden konnte, vermittelt werden.
Aus dem Satz iiber die Differenzierbarkeit einer Summe zweier Funktionen (> 1) ergibt
sich sofort, wie die Ableitung an der Stelle x, berechnet werden kann.

Den Schiilern ist zu erldutern, daB sich daraus eine Handlungsvorschrift, die ,,Summenregel*,
ergibt. Sie erfahren, daBl die Summenregel gilt

~ fiir thehr als zwei Summanden;
— fiir in einem Intervall differenzierbare Funktionen.

Die Schiiler suchen die Summenregel im Tafelwerk auf. Dabei ist zu betonen, daB diese
Regel nicht nur fiir die hier behandelten Funktionen, sondern fiir Summen beliebiger dif-
ferenzierbarer Funktionen gilt.

Festigung der Summenregel Zum Uben dienen Aufgaben mit solchen zusammengesetzten
Funktionen, deren Teilfunktionen schon abgeleitet worden sind (.~ auch die in LE 5 ange-
fertigte Tabelle). -

LBA 1 sollte unbedingt bearbeitet werden, denn darauf baut LBA 2 auf

(Hinweis: x> — 3 = x? + (—3); v(x) = -3 ist eine konstante Funktion).

LBA 3 konnen die Schiiler selbst mit weiteren Beispielen anreichern.

Hausaufgaben LBA 4 (erfordert komplexes Anwenden des Wissens und Konnens, deshalb
u. U. kurze Hinweise durch den Lehrer); LBA 5* zusitzlich fiir leistungsstarke Schiiler

Kontrollaufgaben

Ermitteln Sie die 1. Ableitung folgender Funktionen unter Verwendung der Ergebnisse
bereits geldster Aufgaben!

’)f(x)=1t3+3x+% D fx)=3x2+x~-5 ) f()=x>+2

Lerneinheit 8 (25td.)

Ableitung eines Produkts, Ableitung von Potenzfunktionen
mit natiirlichen Exponenten

LB 150 bis 153

Ziele

Die Schiiler

— kennen den Satz iiber die Differenzierbarkeit und Differentiation eines Produkts
zweier in x, differenzierbarer Funktionen und verstehen die Herleitung dieses
Satzes,

— konnen die auf diesem Satz beruhende ,,Produktregel* auf ausgewihlte Funktionen
anwenden,
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— kennen den Satz iiber die Differenzierbarkeit und Differentiation der Potenz-
funktion f(x) = x" mit natiirlichem Exponenten z (n * 0),

— konnen den Beweis dieses Satzes weitgehend selbstandig fithren und die darauf
beruhende Regel in formalen Aufgaben anwenden.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Motivierung: Differenzierbarkeit eines Produkts zweier differenzierbarer Funk-
tionen s

— Erarbeitung der Herleitung von > 2

— Festigung der Produktregel durch Losen formaler Ubungsaufgaben

2. Stunde

— Anwendung der Produktregel (@ 12)
— Erarbeitung des Beweises zu > 3
— Festigung der von [> 3 abgeleiteten Regel (LB 152)

Methodische Hinweise

Motivierung An dieser Stelle leuchtet den Schiilern die Notwendigkeit, die Differenzier-
barkeit eines Produkts von differenzierbaren Funktionen zu untersuchen, noch nicht recht
ein, weil sie zuniichst nur an (ganze) rationale Funktionen denken. Deshalb ist es niitzlich,
einige Beispiele von nichtrationalen Funktionen Zu nennen, deren Ableitung spiter gebildet
werden soll:

p(x) =x-/x*+1 oder p(x) =x-sinx.
Eine andere Moglichkeit der Motivierung: Es gibt eine Summenregel. Gibt es auch eine
,,Produktregel*“? Wenn ja, wie konnte sie lauten?

Erarbeitung der Herleitung von> 2  Die Schiiler bearbeiten @ 11 und duBern eine Vermutung
als Antwort auf das darin gestellte Problem.
Fiir die Erarbeitung des Satzes gibt es zwei Wege:

— Mitteilen oder Lesen von [> 2; anschlieBend im UG Beweis fiihren;
— Im UG Herleiten von b 2; anschlieBend Aufsuchen im LB.

Beim Umformen des Differenzenquotienten wird in jedem Falle Hilfe durch den Lehrer

erforderlich sein.

Den Schiilern muB im AnschluB bewuBtgemacht werden, daB

— 2 fiir Produkte beliebiger differenzierbarer Funktionen und nicht nur fiir die hier be-
trachteten speziellen Funktionen gilt;

_ dieser Satz auch fiir in einem Intervall I differenzierbare Funktionen gilt; * .

— die auf diesem Satz beruhende ,,Produktregel* auch fiir Produkte mit mehr als zwei
Faktoren gilt.
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Festigung der Produktregel Die Schiiler sollten selbst in Anlehnung an m 15 geeignete Bei-
spiele fiir die Ableitung eines Produkts zweier differenzierbarer Funktionen unter Ver-
wendung von Funktionen, deren Ableitung bekannt ist (» Tabelle in LE 5), bilden.

Anwendung der Produktregel Nach einigen Ubungen im Anwenden der Produktregel und
der Summenregel sollten in SSA die im ® 12 geforderten Beweisfiihrungen folgen. Die auf
diesen Sitzen beruhenden Regeln sind fiir die weitere Arbeit wichtig.

Erarbeitung des Beweises zu > 3 Die Bearbeitung von m 16 fiihrt zu der Vermutung, da3
jede Potenzfunktion vom Typ f(x) = x" mit natiirlichem Exponenten (n + 0) differenzierbar
ist und daB deren Ableitung f’(x) = nx"~! ist. In SSA kann die Richtigkeit dieser Vermutung
durch Beweis mittels vollstindiger Induktion bestitigt werden (Hinweis auf die Anwendung
der Produktregel).

Festigung der von > 3 abgeleiteten Regel Durch das Losen formaler Aufgaben sollen die
Schiiler sichere Fertigkeiten im miindlichen Ableiten von Potenzfunktionen (mit natiirlichen
Exponenten) erreichen. Bei diesen Ubungen sind die bisher erarbeiteten Differentiations-
regeln mit einzubeziehen (konstante Funktion, konstanter Faktor, Summenregel, Produkt-
regel). Dazu dienen die LBA 1, 2, 5, 6. Weitere Aufgaben konnen die Schiiler selbst bilden
und anschlieBend lsen.

Kontrollaufgaben
1. Warum wird n = 0 in der Regel fiir die Ablei der P funktionen f(x) = x" (ne N)
ausgeschlossen?

. Bilden Sie die 1. Ableitung der folgenden Funktionen f, und geben Sie dabei die ange-
wendete Regel an!

5]

a) f(x) = x® b) f(x) = 3x°
©) f(x) = 2x* + 3x° d)fx)=5
1
e) f(x) = (2x® + 5x) - 3x f) f(x) = (Ex’ + 2) (x% — 3x)
Uberlegen Sie, wie die Aufgabe f) auch anders gelost werden kann! Welcher Weg ist
vorteilhafter?
Lerneinheit 9 (25td.)

Ableitung eines Quotienten
LB 153 bis 155

Ziele

Die Schiiler

— kennen den Satz iiber die Differenzierbarkeit und die Differentiation eines Quo-
tienten zweier in x, differenzierbarer Funktionen und kénnen die auf diesem Satz
beruhende ,,Quotientenregel‘‘ anwenden,

— wissen, daB die Regel zur Differentiation von Potenzfunktionen mit natiirlichen

144



Exponenten auch fiir Potenzfunktionen mit negativen ganzzahligen Exponenten
gilt, und konnen Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten n (r + 0) dif-
ferenzieren.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Motivierung und Zielstellung im Rahmen von Ubungen zum Anwenden bekannter
Differentiationsregeln

— Erarbeitung von > 4 und der Quotientenregel (LB 154)

— Festigung der Quotientenregel

2. Stunde

— Ubungen im Anwenden der Differentiationsregeln

— Erarbeitung der Regel fiir die Differentiation von Potenzfunktionen mit negativen
ganzzahligen Exponenten (m 18)

- Festigung aller bisher behandelten Differentiationsregeln

Methodische Hinweise

Motivierung und Zielstell Nach der Kontrolle der HA werden in der tiglichen Ubung
Aufgaben gestellt, zu deren Losung die Schiiler die bisher bekannten Differentiationsregeln
anwenden miissen. Darunter sollte sich auch eine Aufgabe befinden, die eine Potenzfunktion
mit negativen ganzzahligen Exponenten enthalt, z. B.:

f(x) = 3x* + —;—x‘ - x72

Maoglicherweise wenden einige Schiiler unbesehen die Regel fiir die Differentiation von
Potenzfunktionen mit natiirlichen Exponenten auch auf w(x) = x~2 an. Eine Regel fiir die
Differentiation von Potenzfunktionen mit negativen ganzzahligen Exponenten ist aber noch
nicht hergeleitet, ein entsprechender Satz ist noch zu formulieren.

Erarbeitung von > 4 und der Quotientenregel Der Lehrer teilt diesen Satz lediglich mit
(oB), oder die Schiiler lesen ihn im LB und erldutern die auf diesem Satz beruhende Quo-
tientenregel einschlieBlich ® 14 (Hinweis auf die Giiltigkeit dieser Regel fiir Quotienten
zweier differenzierbarer Funktionen mit Nennerfunktion ungleich Null).

Die Schiiler sollten sich der Beweisnotwendigkeit auch fiir [> 4 bewuBt sein.

Im UG sollte m 17 bearbeitet werden, so daB in den Nachschriften der Schiiler eine iber-
sichtliche Darstellung entsteht.

Festigung der Quotientenregel Die Schiiler 16sen LBA 1a) bis ¢) und weitere Aufgaben,
um sichere Fertigkeiten im Anwenden dieser Regel zu erwerben. Sie sollten weitere Aufgaben
selbst bilden und 16sen.

Ubungen im A den der Differ ionsregeln Dabei sollte der Lehrer die HA kontrol-
lieren, um Schliisse auf den weiteren Festigungsbedarf seiner Schiiler ziehen zu konnen. Die
Schiiler 16sen eine Auswahl aus LBA 2 mit Hilfe der Quotientenregel.
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Erarbeitung der Regel fiir P funkti mit negati i Ex t Nach
den vorangegangenen Ubungen sollten die Schiiler die Ableitung der Funktion f(x) = x~"
(x + 0) selbstédndig bilden konnen (.~ m 18).

Zur Erstfestigung 16sen sie die LBA 1d), €), 2d), e) miindlich. Den Schiilern ist bewuBt-
zumachen, daB3 die Regel zur Differentiation von Potenzfunktionen mit natiirlichen Expo-
nenten auch fiir Potenzfunktionen mit negativen ganzzahligen Exponenten gilt (» Folgerung
auf LB 154).

Festigung aller bisher behandelten Differentiationsregeln LBA 5 wird in SSA bearbeitet,
mit deren Ergebnis wird LBA 7 gelost (Achtung bei LBA 7a)!). Uberdies sollten die
Schiiler Aufgaben dieses Typs selbst bilden und 15sen.

Zur Systematisierung konnte das folgende Tafelbild entstehen, das die Schiiler in ihre Hefte
iibernehmen und bei der Behandlung der LE 14 ergénzen sollten (.~ UH 155).

Differentiationsregeln 1. Ableitung von Funktionen
£ i ¥ £
Konstanter c-g c-g Konstante Funktion ¢ 0
Faktor ce P
1 . -1
Simime wdn | @ Pqtenzfunktmn x° n-x"
mitneG,n + 0
Produkt uv uv + w'
> . u u'v — uv
Quotient mit — 5
v(xo) + 0 ¢ Y
: v’

(spezxell — - v—z)
Kontrollaufgaben
1. Bilden Sie die Ableitung folgender Funktionen, und geben Sie solche Stellen an, an denen

die Funktionen nicht differenzierbar sind!

2x* 41 1

DW= N =gEeT
2. Kann die Ableitung der Funktion f mit f(x) = x" (n€ G, n < 0) an der Stelle x, gebildet

werden?

lDil"ferenzieren Sie gegebenenfalls!
Begriinden Sie anderenfalls Thre Aussage!
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Lerneinheit 10 (25td.)
Differentiation rationaler Funktionen
LB 155 bis 158

Ziele

Die Schiiler

— kennen die Begriffe ,,Ganze rationale Funktion* und ,,Gebrochene rationale
Funktion, kénnen ganze und gebrochene rationale Funktionen unterscheiden
und Gleichungen fiir rationale Funktionen aus vorgegebenen Bedingungen angeben,

~ wissen, daB rationale Funktionen im gesamten Definitionsbereich differenzierbar
und damit auch stetig sind,

— konnen rationale Funktionen differenzieren.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Motivierung und Zielstellung: Untersuchen der Differenzierbarkeit rationaler
Funktionen

- Einfiihrung der Begriffe ,,Ganze rationale Funktion* und ,,Gebrochene rationale
Funktion* (& 19 und 20)

— Festigung der Begriffe und der Differentiationsregeln

- Erarbeitung: Differenzierbarkeit und Stetigkeit rationaler Funktionen (m21;
LB 157)

2. Stunde

Ubungen im Differenzieren rationaler Funktionen und im Aufstellen von Gleichun-
gen fiir ganze rationale Funktionen

Methodische Hinweise

Moativi 1

ung und Ziel: In der téglichen Ubung werden Graphen von bisher differen-
zierten Potenzfunktionen dargestellt und diskutiert. Dabei ergeben sich als Ziele fiir diese
Lerneinheit: Der in Klasse 9 eingefiihrte Begriff ,,Rationale Funktion ist nunmehr zu pra-
zisieren, und rationale Funktionen sind auf Differenzierbarkeit zu untersuchen.

Einfiihrung von ,,Ganze rationale Funktion und ,,Gebrochene rationale Funktion* Die
Schiiler wissen, daBl die Potenzfunktionen f(x) = x" (n € G) Beispiele fiir rationale Funk-
tionen sind. Im Lehrbuch bis einschlieBlich M 19 erarbeiten sich die Schiiler das erforder-
liche Wissen iiber ganze rationale Funktionen. Im anschlieBenden UG wird der Begriff
»Gebrochene rationale Funktion erliutert. Auf die nach 20 genannte ganze rationale

2+ 1)(x2 -3
Funktion f(x) = (x+—)x(zx+1;+4) ist besonders einzugehen.
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Festigung der eingefiihrten Begriffe und der Differentiationsregeln Die Ubungen sollten an
den LBA 1, 2, 4 erfolgen. Die Schiiler sollten auch selbst Gleichungen fiir rationale Funk-
tionen bilden.

Erarbeitung: Differenzierbarkeit und rationaler Funkti Selbstandig erarbeiten
sich die Schiiler diese Begriffe und die zwischen ihnen t henden Zusa ha Sie
erhalten den Auftrag: ,,Lesen Sie den Abschnitt der LE 10, beginnend mit W 21, aufmerksam
durch, und begriinden Sie, warum rationale Funktionen differenzierbar sind !¢

Die Schiiler konnen nun auch begriinden, warum die rationalen Funktionen fiir die Anwen-
dung der Mathematik bedeutungsvoll sind.

Hinweis: Den Schiilern ist bewuBtzumachen, daB der Definitionsbereich einer gebrochenen
rationalen Funktion die Menge aller reellen Zahlen ist, mit Ausnahme der Nullstellen der
Nennerfunktion.

Ub im Diff i rationaler F\ Sie sollten besonders abwechslungsreich
gestaltet werden, wobei die Aufgaben dem Ubungsbediirfnis der einzelnen Schiiler ent-
sprechend differenziert zu stellen sind.

Die Differentiationsregeln werden mit Hilfe von LBA 3 gefestigt, bei der Kontrolle der
Losungen sind die benutzten Regeln anzugeben. Die Schiiler sollten auch einmal den Graph
einer Funktion und den der 1. Ableitung dieser Funktion darstellen. Am Beispiel der LBA 5
und 6 lernen die Schiiler, eine Gleichung fiir eine ganze rationale Funktion anzugeben,
wenn bestimmte Bedingungen vorgegeben sind. Es kénnen auch solche Aufgaben bearbeitet
werden, die in den LE 7 bis 10 zuriickgestellt wurden (z. B. Aufgabenzum Tangentenproblem).

Kontrollaufgaben
1. Bestimmen Sie die 1. Ableitung folgender Funktionen, und geben Sie jeweils die benutzte
Regel an!
1
a) f(x) = 3x® + 4x2 — Zx+ 5
b) f(x) = (2x + 3)(4x* — 5)
_2x-3
) f() = 7
1
d) f(x) = 2x* — 4x F=

2
e)f)="7—7

2. Bilden Sie die erste Ableitung folgender Funktionen!
2) f(x) = %% + tx + m + nx~*
b) f(t) = Xt + xt + m + nx~*
2 —4
3, Begriinden Sie, warum die gebrochene rationale Funktion f(x) = %_ 5 nicht mit der
ganzen rationalen Funktion g(x) = x + 2 iibereinstimmt (* auch LBA 9)!

4. Gegeben sei die Funktion f(x) = x> — 27x + 54.
2) Der Graph der Funktion f schneidet die x-Achse an der Stelle —6. Berechnen Sie den
Anstieg der Tangente an den Graph der Funktion fan dieser Stelle!
b) Geben Sie eine Gleichung fiir diese Tangente an!
¢) Ermitteln Sie diejenigen Stellen x der Funktion £, fiir die f7(x) = 0 gilt!
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Lerneinheit 11 (1 5td.)
Umkehrfunktionen
LB 158 bis 162

Ziele

Die Schiiler

- kennen die Definition des Begriffs ,,Umkehrfunktion einer Funktion‘* und kénnen
zur gegebenen eineindeutigen Funktion f die Umkehrfunktion Fbilden,

— kennen den Begriff ,,Wurzelfunktion*,

- wissen, daB die Graphen von fund fachsensymmetrisch zur Geraden mit y = x
liegen und daB sich die Eigenschaften ,,Monotonie* und ,,Stetigkeit von f auf f
iibertragen.

Schwerpunkte

— Motivierung und Zielstellung: Erarbeiten einer Regel fiir die Bildung der 1. Ab-
leitung von Potenzfunktionen mit rationalen Exponenten (@ 15)

— Erarbeitung der Begriffe ,,Umkehrfurktion einer gegebenen Funktion*, ,,Zuein-
ander inverse Funktionen*, ,,Wurzelfunktion* (> 4; ® 16 bis 18; m 23)

— Festigung des Begriffs ,,Umkehrfunktion einer Funktion f** (R 25)

Methodische Hinweise

Motivierung und Zielstellung Im Unterricht der Klasse 9 haben die Schiiler Potenzfunk-

m
tionen fmit f(x) = x" (x = 0; m, ne N; m > 1, n = 2) als Beispiele fiir nichtrationale
Funktionen kennengelernt.

In der tiglichen Ubung wird u.a. auch gefordert, eine Potenzfunktion mit rationalem

2
Exponenten, z. B. f(x) = x7 , zu differenzieren. Daraus ergeben sich die Fragen:
— Konnen solche Funktionen differenziert werden?
~ Ist es iiberhaupt erforderlich, solche Funktionen zu differenzieren?
Als langfristiges Ziel wird ,,Differentiation einer Potenzfunktion mit rationalem Exponen-
ten ... und als Nahziel nach Bearbeitung von @ 15 durch die Schiiler die Untersuchung des
Z hangs beispielsweise zwischen den Funktionen f(x) = x* und g(») = \/;gena.unt.
Erarbeitung der Begriffe ,,Umkehr i Zueinander inverse K ti , sy Wurzel-
funktion* Nach Arbeit im Lehrbuch bis ElnSCh]lCB]lCh » 4 wissen die Schiiler, daB nur dann
die ,,Umkehrfunktion von f* gebildet werden kann, wenn die Funktion feineindeutig ist. Sie
konnen auch P 4 mit eigenen Worten wiedergeben. Bei der Arbeit an den LBA 1 bis 3
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wiahlen die Schiiler die eineindeutigen Funktionen aus. Sie werden auf die Einschrinkung des
Definitionsbereichs hingewiesen und erkennen den Zusammenhang zwischen strenger
Monotonie und Eineindeutigkeit einer Funktion f(~ @ 16).

Im UG wird m 23 bearbeitet, wobei die Umbenennung der Variablen den Schiilern Ver-
standnisschwierigkeiten bereiten konnte.

Nach SSA am @ 17 wird der Begriff ,,Zueinander inverse Funktionen* eingefiihrt.

Nun kann am Beispiel der zueinander inversen Funktionen y = f(x) = \/ x (x =z 0) und
X = f(y) =" (y = 0) (bzw. nach Umbenennung der Variablen: y = f(x) = x") der Be-
griff ,,Wurzelfunktion* eingefiihrt werden. Durch Arbeit am ® 18 werden die Schiiler die
achsensymmetrische Lage der Graphen der Funktionen fund f beziiglich der Geraden mit
¥ = x ,,entdecken‘‘.

SchlieBlich teilt der Lehrer mit, daB sich die Eigenschaften ,,Monotonie* und ,,Stetigkeit‘
von Funktionen auf die zugehorigen Umkehrfunktionen iibertragen.

Festigung des Begriffs ,,Umkehrfunktion* Beim L&sen einer Auswahl aus den LBA 4
und 5 sollten in Anlehnung an W 25 Definitionsbereich und Wertebereich der Funktionen

fund fausdriicklich angegeben werden. Diese Aufgaben dienen auch der Weiterentwicklung
der zeichnerischen Fertigkeiten der Schiiler.

Kontrollaufgaben

1. Welche Bedingungen miissen vorliegen, damit zwei Funktionen als ,,zueinander invers*
bezeichnet werden diirfen?

2.LBA 4a), 5a), 5d)

Lerneinheit 12 (25td.)
Differentiation von Wurzelfunktionen
LB 162 bis 166

Ziele

Die Schiiler

— konnen die Differenzierbarkeit der Funktion g(x) = \/ x (x = 0) nachweisen und
die Ableitung dieser Funktion ermitteln,

— erkennen einen Zusammenhang zwischen den Ableitungen zueinander inverser
Funktionen,

- sind aufgrund von Beispielen zu der Vermutung gelangt, daB3 die Regel zur Differen-
tiation von Potenzfunktionen mit natiirlichen Exponenten auch fiir Wurzelfunk—
tionen gilt,

— haben den entsprechenden Beweis verstanden,

- konnen Wurzelfunktionen differenzieren.
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Schwerpunkte

1. Stunde

— Sicherung des Ausgangsniveaus: Wiederholen der Schrittfolge zum Ermitteln der
1. Ableitung einer Funktion, der Grenzwertsitze fiir Funktionen und des Begriffs
»» Wurzelfunktion

— Erarbeitung von > 5 (0B)

— Festigung des Bildens und des Differenzierens von Umkehrfunktionen

2. Stunde

— Erarbeitung einer Vermutung fiir die Ableitung einer Wurzelfunktion (m 28)

— Nachweis der Giiltigkeit der Differentiationsregeln fiir Potenzfunktionen mit
natiirlichen Exponenten fiir das Differenzieren von Wurzelfunktionen (LB 165)

— Festigung des Differenzierens von Wurzelfunktionen

Methodische Hinweise

Sicherung des Ausgangsniveaus Zur Vorbereitung des folgenden Beweises sollten
- die Schrittfolge zum Ermitteln der 1. Ableitung einer Funktion,

- die Grenzwertsitze fiir Funktionen,

- die Definitionen der Begriffe ,,n-te Wurzel*“ und ,,Wurzelfunktion*

wiederholt werden.

Erarbeitung von > 5 (0B) Im Unterrichtsgesprich wird nachgewiesen, daB die Funktion
g(x) = \/ x fiir alle x > 0 differenzierbar ist. Beim Umformen des Differenzenquotienten ist
der Zihler rational zu machen (in Anlehnung an das bekannte Rationalmachen des Nenners),
ein Schritt, den die Schiiler nicht allein finden konnen, der deshalb unter Hinweis auf den
Zusammenhang zwischen den Ableitungen zueinander inverser Funktionen vom Lehrer
mitgeteilt werden sollte. Zur Motivation der Erarbeitung dieses Satzes kann der auf
LB 163 genannte Rationalisierungsaspekt dienen. Tragfahiger erscheint jedoch das Be-
" streben, die Ableitung der Wurzelfunktion g(x) = V.\' (x > 0) zu ermitteln und damit die
erforderliche Umformung des Differenzenquotienten zu erreichen. In Anlehnung an die
Darstellung im LB kénnte im UG das Tafelbild auf UH 152 entstehen.
Die in der Merkregel im TB verwendete Symbolik (.~ LB 139) wird in LE 14 zur Formu-
lierung einer Merkregel fiir die Kettenregel verwendet. Sie kann deshalb schon hier benutzt
werden.
Der Beweis zu [> 5 ist nicht zu erarbeiten, den Schiilern jedoch auch hier die Beweisnotwen-
digkeit zu verdeutlichen.

Festigung des Bildens und des Differenzierens von Umkehrfunktionen In SSA werden die
LBA 1 und 2 bearbeitet. Dabei sollten die Schiiler erkennen, daB man auf zwei Wegen die
Ableitung der Umkehrfunktion einer gegebenen differenzierbaren Funktion bilden kann.

Erarbeitung einer Vermutung Unter Nutzung von [> 5 erarbeitet eine Schiilergruppe die
1
Ableitung der Funktion y = f(x) = x3 (. M 28), eine andere die Ableitung der Funktion
1

¥ = f(x) = x*. Die Ergebnisse lassen die Schiiler vermuten, daB die Regel fiir die Differen-
tiation der Potenzfunktionen mit natiirlichen Exponenten auch fiir Potenzfunktionen f mit

1
f(x) =x7 (neN,n > 1) gilt.
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Z h ischen den Ablei inander inverser ki

y=f) =x x20 | x=f0)=r 020

f, fsind zueinander inverse Funktionen.

Es sei x, eine beliebige positive Zahl. Dann gilt

Yo = f(xo) = x§ | Xo = f(yo) = \/I%
Die Ableitungen sind
Sf(x0) = 2xo Fo) = (o > 0)

\/_
Da x, = \/y_o ist, gilt:

fo) = 31— (xo > 0)
Xo

Da f'(xo) = 2x, ist, gilt:

f'vo) =
e f(x )
bzw. f(xo) * f'(¥o) =1.
Merkregel: % g—; =1
Nachweis der Richtigkeit der erarbeif Vi Die Vorarbeit an den oben genannten

Spezialfillen erméglicht einen SV zur Regel fiir die Differentiation der Potenzfunktionen
1
f(x) = x™ mit ne N, n > 1 (der Definitionsbereich muB stets angegeben werden).

Festi| des Differenzi von Wurzelfunktionen Nach dem miindlichen Losen ein-
facherer Aufgaben wie LBA 3a) bis c) und 4a) bis c) werden weitere Teilaufgaben aus LBA 3
und 4 in SSA bearbeitet.

Kontrollaufgaben

Ermitteln Sie die 1. Ableitung der folgenden Funktionen!

1 () =3/x + 5+/a 2. fy=/x+231
- - 2

3-f(a)=(\/a+l)(:/ﬂ—t) 4-f(x)=7;‘:

5 f(x)=2 % (vor dem Differenzieren umformen)
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Lerneinheit 13 (1 Std.)
Verkettung von Funktionen
LB 166 bis 168

Zjele

Die Schiiler

- kennen den Begriff ,,Verkettung von Funktionen‘ und kénnen ,,innere Funktion*
und ,,duBere Funktion* einer Verkettung bestimmen,

— wissen, daB8 Funktionen nur dann verkettet werden konnen, wenn der Werte-
bereich der inneren Funktion eine Teilmenge des Definitionsbereichs der dufleren
Funktion ist.

Schwerpunkte

— Motivierung und Zielstellung zur Verkettung von Funktionen
— Erarbeitung des Verkettungsbegriffs (LB 167; ® 30 bis 32)
— Festigung des erarbeiteten Begriffs

Methodische Hinweise

Motivierung und Zielstellung Im Rahmen der tiglichen Ubung zur Festigung der bisher
erarbeiteten Differentiationsregeln finden sich auch Aufgaben des Typs f(x) = (x* — 5)¢
oder f(x) = 3\/.1:‘ + 1, die die Schiiler mit ihren bisherigen Kenntnissen nicht 16sen konnen.
Es muB eine neue Operation eingefiihrt werden: die Verkettung von Funktionen.

Erarbeitung des Begriffs ,,Verkettung von Funktionen* 1. Schritt: Die Schiiler lesen m 30
und die folgende Verallgemeinerung, erldutern den Begriff ,,Verkettung der Funktion # mit
der Funktion v*“ und nennen an Beispielen jeweils die duBere und die innere Funktion.

2. Schritt: Die Schiiler bearbeiten B 31 und 32 und erkennen dabei die Bedingung, die an den
Wertebereich der inneren Funktion gestellt werden muf.

des Ver begriffs In SSA werden eine Auswahl aus LBA 1, 3 und 4 und
weitere selbstgebildete Aufgaben geldst. Mathematisch besonders interessierte Schiiler 16sen
dabei LBA 2* und erldutern anschlieBend deren Ergebnis.

Kontrollaufgaben

Geben Sie die duBere Funktion # und die innere Funktion v bei folgenden verketteten Funk-
tionen an! 2 - ly

2 4
a) f(x) = (2x - 3)* 1 b) f(x) = m
o) fx)=3/5x+3




Lerneinheit 14 (25td.)
Ableitung der Verkettung zweier Funktionen
LB 168 bis 171

Ziele

Die Schiiler

— kennen die Kettenregel und konnen sie zur Differentiation verketteter differenzier-
barer Funktionen anwenden,

- erkennen, daB jede Potenzfunktion mit rationalem Exponenten fiir jedes positive x
differenzierbar ist und daB die Regel fiir die Differentiation von Potenzfunktionen
mit natiirlichen Exponenten auch fiir Potenzfunktionen mit rationalen Exponenten
gilt,

— konnen Potenzfunktionen mit rationalen Exponenten differenzieren und haben
damit ein langfristig verfolgtes Ziel erreicht.

Schwerpunkte

1. Stunde .

— Motivierung fiir das Erarbeiten der Kettenregel (® 21)

- Einfiihrung der Kettenregel (LB 169)

— Festigung der Kettenregel (@ 33 bis 35)

2. Stunde

— Erarbeitung der Regel fiir das Differenzieren von Potenzfunktionen mit rationalen
Exponenten (@ 22)

— Festigung dieser Regel

Methodische Hinweise

Motivierung fiir das Erarbeiten der Kettenregel In der taglichen Ubung zur Festigung der
Differentiationsregeln kann den Schiilern bewuBtgemacht werden, daB es sehr aufwendig
ist, verkettete differenzierbare Funktionen (» @ 21) mit Hilfe der Produktregel abzuleiten.
Uberdies konnen verkettete Funktionen, deren duBere Funktion eine Wurzelfunktion ist,
auch mit Hilfe der Produktregel nicht differenziert werden. Deshalb mufl man untersuchen,
ob die Verkettung differenzierbarer Funktionen differenzierbar ist und wie die entsprechende
Regel lautet.

Einfiihrung der Kettenregel Nach der Bearbeitung von @ 21 kénnen die Schiiler den fol-
genden Satz vermuten:

,,Die Verkettung differenzierbarer Funktionen ist differenzierbar, und fiir die Ableitung der
Funktion f(x) = u(v(x)) an der Stelle x, gilt f"(xo) = &'(v(x0))  v'(x0)“. Der Beweis wird
1t. LP nicht gefiihrt, auf die Beweisnotwendigkeit muf3 jedoch hingewiesen werden. Die auf
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diesem Satz beruhende Ketfenregel kann nun auch in Kurzform unter Verwendung der
entsprechenden Symbolik (der Begriff ,,Differential ist kein Behandlungsgegenstand) for-
muliert werden.

Festigung der Kettenregel Die W 33 bis 35 werden im UG bearbeitet. Dann sollte zunehmend
SSA folgen, z. B. beim Losen von LBA 1a), b); 2a), b); 3a), b), ¢); 4a), b), c), wobei einfache
Aufgaben miindlich geldst werden sollten. Dabei miissen zunéchst solche Aufgaben ausge-
schlossen werden, deren duBere Funktion eine Wurzelfunktion ist.

Erarbeitung der Regel fiir das Diff i von P fi ionen mit rationalen Ex
Nach festigenden Ubungen zur Kettenregel konnen die einzelnen Schritte beim Nachweis
der Differenzierbarkeit der Potenzfunktion

fx)=x" (x=0)mitm,neN,m>1undn =2

in SSA ausgefiihrt werden, moglicherweise kommentiert ein Schiiler seine Arbeit. In Analo-
gie folgt SSA an @ 22.

Damit ist das langfristig angestrebte Ziel erreicht (» LE 11, UH 149). Das in LE 9
(» UH 146) angelegte Tafelbild kann nun durch das folgende erginzt werden.

Differentiationsregeln 1. Ableitung von Funktionen
£ [ Z|r
Kettenregel u(v(x)) | u'(w(x)) - v'(x) Potenzfunktion X" I rioxtt

. + mit r rational
Zusammenhang zwischen zueinander

inversen Funktionen: Beachte!
= 1 Wenn r negativ ganzzahlig,
o= YZe) muB x + 0 sein.

‘Wenn r nicht ganzzahlig,
muB x > 0 sein.

Festigung der Regel Nach dem Anwenden der Regel beim miindlichen Losen der LBA 1¢),
d), f); 2f) sollten die LBA 1¢); 2¢), d), e), die den Einsatz der Kettenregel (duBere Funktion
ist eine Wurzelfunktion) fordern, bearbeitet werden.

SchlieBllich sind in SSA Aufgaben zur umfassenden Anwendung der behandelten Differen-
tiationsregeln zu 16sen (Auswahl aus LBA 3, 4, 7 und 8b)).

Im folgenden Unterricht (besonders im Stoffabschnitt 3.3) sind die Fertigkeiten der Schiiler
im Differenzieren von Vertretern der bisher behandelten Funktionen und im Anwenden
der Differentiationsregeln systematisch weiterzuentwickeln (.~ LP 30).

Kontrollaufgaben

Differenzieren Sie!

1f(x) = @x% + 3x + 4)° 2. f) = +2
x2 —1)\2 3 [22 +1

3. f(x) = (ﬁ) 4. f(x) = e
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Lerneinheit 15 (25td.)
Ableitungen héherer Ordnung
LB 172 bis 173

Ziele

Die Schiiler

— kennen den Begriff ,,n-te Ableitung einer Funktion an einer Stelle x, (bzw. in
einem Intervall I)** und konnen Ableitungen héherer Ordnung von gegebenen
Funktionen bilden,

— konnen die Graphen gegebener Funktionen sowie deren 1. und 2. Ableitung in ein
und d 1ben Koordinatensy darstellen.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Erarbeitung des Begriffs ,,n-te Ableitung einer Funktion* (LB 172)

— Festigung im Bilden von Ableitungen héherer Ordnung

2. Stunde

— Ubungen im Bilden von Ableitungen hoherer Ordnung von rationalen Funktionen
und Wurzelfunktionen

- Zusammenfassung zum Stoffabschnitt 3.2 (LB 173f.)

Methodische Hinweise

Erarbeitung des Begriffs ,,n-te Ableitung® In SSA sollte, um die Arbeit der Schiiler mit
dem LB weiterzuentwickeln, die LE 15 erarbeitet werden. Die Schiiler soliten sich Auf-
zeichnungen anfertigen, die sie befihigen, beispielsweise folgende Fragen zu beantworten:
— Unter welchen Bedingungen ist eine Funktion fan der Stelle x, zweimal differenzierbar?
— Was versteht man unter der ,,2. Ableitung der Funktion fim Intervall 7¢?

— Wie bezeichnet man die 2., 3., ..., n-te Ableitung einer Funktion noch?

Nach der Beantwortung dieser Fragen bilden die Schiiler die 4. Ableitung der Funktion
f(x) = 2x® — 0,5x% + 3x — \/E

Festigung im Bilden von Ableitungen hoherer Ordnung In SSA sollte eine Auswahl aus
LBA 1 bis 3 sowie 5 und 6 bearbeitet werden.

Ubungen im Bilden von Ableitungen hiherer Ordnung von rationalen Funktionen und Wurzel-
funktionen Wenn dabei auch die Differentiation von Wurzelfunktionen im Mittelpunkt
stehen wird (LBA 7 und 8), sollten die Schiiler in Vorbereitung auf die anschlieBende Zu-
sammenfassung auch Aufgaben zur Differentiation von rationalen Funktionen losen, je
nach dem Festigungsbedarf in der betreffenden Klasse.
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V4 zum Stoffabschnitt 3.2 Es ist zweckmaBig, die vorausgehenden Ubungen
mit der Zusammenfassung zu verbinden. Deshalb sollte man entweder von Beispielen aus-—
gehen und die entsprechende Regel (auch in Worten) erldutern lassen oder von der Regel
Jjeweils zum Bilden von Beispielen iibergehen (.~ Zus auf LB 173f.).

Kontrollaufgaben

Bilden Sie die 1. und 2. Ableitung folgender Funktionen!

1. f(x) = (2% + 5)° 2./ =C+HE-1D
3x 3x

e YOS

5./ =+/2x+3

Stoffabschnitt 3.3 (255td.)
Kurvenuntersuchungen, Extremwertaufgaben

In diesem Stoffabschnitt werden einige Anwendungen der Differentialrechnung behandelt.
Nachdem zunichst die theoretischen Grundlagen dafiir erarbeitet worden sind, sollen vor
aliem sichere Fertigkeiten bei Kurvenuntersuchungen und im Lésen von Extremwertaufgaben
erreicht werden. Dabei sind die Fertigkeiten im Differenzieren von rationalen Funktionen,
Waurzelfunktionen und Potenzfunktionen mit rationalen Exponenten sowie im Lésen von
Gleichungen (insbesondere von solchen, die auf lineare und quadratische Gleichungen fiih-
ren) voll zu entwickeln. Vielfiltige Moglichkeiten der inneren Differenzierung und Schiiler-
selbstkontrolle sollten genutzt werden.
Das Losen von Extremwertaufgaben bereitet den Schiilern erfahrungsgema8 — wie allgemein
das Losen von Sach- und Anwendungsaufgaben — oft erhebliche Schwierigkeiten. Die Ur-
sachen dafiir sind vielfach in Unsicherheiten beim Ermitteln des Lésungsansatzes zu suchen.
Von besonderer Bedeutung ist deshalb die Befahigung der Schiiler, die richtigen Ansitze fiir
das Losen solcher Aufgaben durch Erkennen der darin enthaltenen funktionalen Zusam-
menhénge zu finden.
Die Schiiler miissen die gegebene Aufgabenstellung erfassen (z. B. durch Wiedergeben mit
eigenen Worten, durch Anfertigen einer Skizze, durch Ermitteln der GréBe, die ein Maxi-
mum annehmen soll usw.) und die im allgemeinen als Worttext formulierte Aufgabe in
eine mathematische Form bringen konnen (mathematische Modellierung). Ziel ist, die
Schiiler zu befihigen, diese ,,Ubersetzung* schlieBlich in die Form einer ,,Zielfunktion mit
nur einer unabhingigen Variablen® zu bringen. Dabei kommt es auf eine effektive ,,Strategie*
an. Dieser zentrale heuristische Aspekt muB8 den Schiilern deutlich gemacht werden. Sie
miissen auch erkennen, daB sie dazu im umfassenden MaBe ihr bisher erworbenes mathe-
matisches Wissen und Kénnen benétigen, das es stindig zu reaktivieren gilt (z. B. durch
Bekanntgabe eines Wiederholungsplans im Fachunterrichtsraum, durch tigliche Ubungen,
durch differenzierte Aufgabenstellung wie Wiederholungen in den Hausaufgaben, durch
Nutzen der Formelsammlung usw.). Diese langfristige Planung sollte insbesondere beriick-
sichtigen (# auch ,,Aufgaben fiir tigliche Ubungen und Wiederholungen* auf UH 112F.):
1. Quadratische Gleichungen; Gleichungen hoheren Grades, die auf quadratische und
lineare Gleichungen zuriickgefiihrt werden kénnen; Wurzelgleichungen;
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Begriffe

Verfahren

Wiederholen:

(~ LB176)

Berechnen von Nullstellen
linearer und quadratischer
Funktionen

(Ldsen von Gleichungen, die
sich auf quadratische oder
lineare Gleichungen zuriick-
fiihren lassen)

Berechnen von Nullstellen
ganzer rationaler Funktionen

(Minimum) einer Funktion f
an einer Stelle xo (» 5)

Einfiihren:

Globales Maximum
(Minimum) einer Funktion f
in einem Intervall 7

(LB 188)

Bedingung fiir lokale Extrema
(> 6, mB)
i

Satz von RoOLLE (> 7, oB)

Mittelwertsatz der Differen-
tialrechnung (> 8, oB)

Satz iiber den Zusammen-
hang von Monotonie und

1. Ableitung einer im Inter-
vall 7 differenzierbaren Funk-
tion (9, mf)

Definieren: 4

1 einer gebroch Bereck von D

rationalen Funktion gebrochener rationaler

(» LB178) Funktionen

Einfiihren:

Asymptote Untersuchen des Verhaltens

(» LB182) rationaler Funktionen im
Unendlichen

Einfiihren:

Polstelle einer gebrochenen Berechnen von Polstellen

rationalen Funktion gebrochener rationaler

(» LB 185) Funktionen

y

Untersuchen des Verhaltens
einer Funktion in einer
Umgebung der Pole

Definieren:

Lokales Maximum — | Satz Giber die notwendige Berechnen moglicher lokaler

Extrema

Satz tiber die (notwendige
und) hinreichende Bedingung
fiir die Existenz eines lokalen
Maximums (Minimums)

(> 10, mB)

Berechnen lokaler Extrema

Kurvendiskussionen

Extremwertaufgaben
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2. Fldcheninhalts- und Volumenformeln (besonders aus der Stereometrie: Quader, Pyra-
mide, Zylinder, Kegel; Beziel zwischen einzel GréBen);

3. Satzgruppe des PYTHAGORAS;

4. Strahlensatz.

Auf UH 158 wird eine Ubersicht iiber die Stoffstruktur dieses Unterrichtsabschnittes

gegeben. i

Lerneinheit 16 (15td.)
Nullistellen ganzer rationaler Funktionen
LB 175 bis 178

Ziele

Die Schiiler

— festigen ihre bereits in Klasse 9 erworbenen Fertigkeiten im Ermitteln der Null-
stellen ganzer rationaler Funktionen, insbesondere im Lsen quadratischer Glei-
chungen, J

— konnen nunmehr die Nullstellen einiger ausgewihlter rationaler Funktionen dritten
und hoheren Grades berechnen, indem sie entsprechende Gleichungen, die auf
quadratische oder lineare Gleichungen zuriickgefiihrt werden konnen, 16sen.

Schwerpunkte

— Motivierung: Untersuchen von Graphen von Funktionen
— Festigung im Berechnen von Nullstellen ganzer rationaler Funktionen (M 38 bis 40)

Methodische Hinweise

Motivierung Zur Einfiihrung in die umfangreiche Problematik dieses Stoffabschnitts sollte
den Schiilern anhand der Darlegungen auf LB 176 ein Uberblick iiber mogliche Frage-
stellungen gegeben werden, die z. T. auch ohne Anwendung der Differentialrechnung be-
arbeitet werden konnen. Die Schiiler sollten darauf hingewiesen werden, daB sie stindig
ihre Fertigkeiten beim Differenzieren rationaler Funktionen und von Wurzelfunktionen
weiterentwickeln.

Festigung im Berechnen von Nullstellen Die Schiiler wissen, daB die Nullstellen der ganzen
rationalen Funktion f(x) = a.x" + ... + ao die Losungen der Gleichung @,x" + ... + ao =0
sind.

Es ist zweckmiBig, zunichst kurz das Losen quadratischer Gleichungen zu iiben. In m 38
bis 40 werden die Nullstellen solcher Funktionen berechnet, denen Sonderformen von Glei-
chungen hoheren Grades (fehlendes Absolutglied, biquadratische Gleichung, Produktdar-
stellung) entsprechen. Die Schiiler sollten dabei Vorschlige fiir das Losen solcher Gleichun-
gen, das wichtigste Anliegen dieser Stunde, bringen (Auswahl aus LBA 1 bis 5).
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Kontrollaufgaben

Bestimmen Sie die Nullstellen folgender Funktionen!

a) f(x) = x — 5x% + 6x b) f(x) = x* + 5x% — 126
O f0) =G~ G- 4)

Lerneinheit 17 (25td.)
Nulistellen gebrochener rationaler Funktionen
LB 178

Ziele

Die Schiiler

— kennen die Definition des Begriffs ,,Nullstelle einer gebrochenen rationalen Funk-
tion* und konnen die Nullstellen gebrochener rationaler Funktionen berechnen,
— konnen die Schnittpunkte der Graphen zweier rationaler Funktionen ermitteln.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Erarbeitung der Definition des Begriffs ,,Nulistelle einer gebrochenen rationalen
Funktion* und von Beispielen zum Bestimmen der Nullstellen einer gebrochenen
rationalen Funktion (W 42; LB 178)

- Festigung des Besti von Nullstellen gebrochener rationaler Funktionen

2. Stunde

— Ubungen im Berechnen von Schnittpunkten der Graphen von Funktionen
— Ubungen im Differenzieren rationaler Funktionen

Methodische Hinweise

Erarbeitung von ,,I einer gebroch ionalen Funkti Die den Schiilern be-
kannte Definition des Begriffs ,,Nullstelle* bleibt mit der Einschrinkung erhalten, da3 bei
gebrochenen rationalen Funktionen diejenigen Stellen hlieBen sind, fiir die v(x) =0

ist. Am m42 wird das Ermitteln der Nullstellen gebrochener rationaler Funktionen er-
lautert.

w, Recti Nullctoll

des von I

In SSA wird eine Auswahl aus LBA 1 bis 3 zum
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Bestimmen der Nullstellen rationaler Funktionen f(x) = %— bearbeitet. Besonders sind
4 .

solche Aufgaben auszuwihlen, bei denen v an einigen Nullstellen von u gleich Null ist.

An solchen Stellen ist die Funktion f nicht definiert.

Ubungen im Berechnen von Kurvenschnittpunkten und im Differenzieren rationaler Funk-
tionen Die Schiiler haben bisher noch nicht gelernt, Schnittpunkte von Graphen zweier
Funktionen zu ermitteln. Sie werden jedoch nach einer Wh des Losungsverfahrens fiir ein
System von zwei linearen Gleichungen mit zwei Variablen (Klasse 9) selbstindig finden,
daf zum Bestimmen der Abszissen der Schnittpunkte der Graphen zweier Funktionen fund
g gilt: f(x) = g(x).

Selbsténdig 16sen die Schiiler LBA 6 bis 8 aus LE 16, LBA 4 aus LE 17, z. T. als HA,
sowie einige Ubungsaufgaben zum Differenzieren rationaler Funktionen, damit die im Stoff-
abschnitt 3.2 erworbenen Fertigkeiten erhalten und weiter gefestigt werden.

Kontrollaufgaben
1. LBA 1b) und 2¢)
2. Bestimmen Sie die Schnittpunkte der Graphen der Funktionen

1 1
f(x)=7x—l und g(x) =ﬁ!

Lerneinheit 18 (25td.)
Nullstellen von Wurzelfunktionen
LB 179 bis 181

Ziele

Die Schiiler

— konnen Nullstellen von Wurzelfunktionen berechnen,

— konnen Wurzelgleichungen durch Quadrieren auf lineare oder quadratische Glei-
chungen zuriickfiihren,

- wissen, daB Quadrieren keine dquivalente Umformung einer Gleichung ist und da
deshalb die Probe erforderlich ist.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Erarbeitung des Berechnens der Nullstellen von Wurzelfunktionen (®@26; m43
bis 46)
— Festigung des Berechnens der Nullstellen von Wurzelfunktionen (LB 180)
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2. Stunde

— Weitere Festigung des Berechnens der Nullstellen von Waurzelfunktionen
— Ubungen im Berechnen der Schnittpunkte der Graphen zweier Wurzelfunktionen

Methodische Hinweise

Erarbeitung des Berechnens der Nullstellen von Wurzelfunktionen Zur Sicherung des Aus-
gangsniveaus reaktivieren die Schiiler mit Hilfe von ® 26 die Begriffe ,,Wurzel*“ und ,,Wurzel-
funktion* (LE 11). Sie prigen sich ein, daB bei Wurzelfunktionen Uberlegungen zum Be-
stimmen des Definitionsbereiches und des Wertebereiches erforderlich sind.

Im UG sollten dann die m 43 bis 46 bearbeitet werden (evtl. nur bis zur Aufldsung der Wur-
zeln durch Quadrieren), damit die Schiiler sowohl das allgemeine Losungsprinzip erkennen
als auch Erfahrungen beim Losen verschiedener konkreter Fille sammeln kénnen. Es muf3
den Schiilern bewuBt werden, daB das Quadrieren einer Gleichung keine dquivalente Um-
formung ist. Die Schiiler sind auf die Notwendigkeit der Probe ausdriicklich hinzuweisen.

des Berech der T 1 Die Schiiler 16sen zunehmend selbsténdig eine
Auswahl aus LBA 1 und 2. Sie nutzen dabei die auf LB 180 angegebene Schrittfolge. Lehrer
und leistungsstarke Schiiler leisten dabei Hilfe.

Festi; des Berech von Nullstellen und der Schnittpunktberechnungen In SSA wird
eine weitere Auswahl aus LBA 1 und 2 bearbeitet. Stets sollten zunichst Definitionsbereich
und Wertebereich festgelegt werden. SchlieBlich sollten alle Schiiler beim Bestimmen der
Ni llen Wurzelgleict der im Lehrbuch angegebenen Typen in ar Zeit
richtig 16sen konnen. Die Schnittpunkte der Graphen zweier Wurzelfunktionen werden
anhand von LBA 3 berechnet. Wenn noch Zeit vorhanden ist, kdnnen Ubungen im Diffe-
renzieren von Wurzelfunktionen angeschlossen werden.

Kontrollaufgaben
LBA 1¢),2b), 4

Lerneinheit 19 (25td.)
Verhalten rationaler Funktionen fiir x — +
LB 181 bis 184

Ziele

Die Schiiler

_ haben die Notwendigkeit und ZweckmaBigkeit der Untersuchung des Verhaltens
rationaler Funktionen fiir unbeschrinkt wachsende (bzw. fallende) Argumente ver-
standen,
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]
— konnen das Verhalten ganzer rationaler Funktionen und gebrochener rationaler
Funktionen im Unendlichen bestimmen,
— kennen den Begriff ,,Asymptote einer Kurve*‘.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Sicherung des Ausgangsniveaus durch Wh der Grenzwertsitze fiir Zahlenfolgen
(®27; LEB6)

— Motivierung der Untersuchung des Verhaltens rationaler Funktionen im Unend-
lichen (® 28)

- Untersuchung des Verhaltens einer Funktion f fiir unbeschriinkt wachsende (fal-
lende) Argumente (LB 181f.)

— Festigung der Untersuchung des Verhaltens ausgewihlter Funktionen im Unend-
lichen (@ 29; m 47)

2. Stunde

— Untersuchung des Verhaltens gebrochener rationaler Funktionen im Unendlichen
(m 48 und 49)
— Festigung der Untersuchungen (LB 184)

Methodische Hinweise

Sicherung des Ausgangsniveaus In SSA wird @ 27 bearbeitet. AnschlieBend sollten die
Grenzwertsitze fiir Zahlenfolgen (LE B 6) wiederholt und einige entsprechende Aufgaben
gelost werden, z. B.:

,,Bestimmen Sie mit Hilfe der Grenzwertsitze die Grenzwerte der Zahlenfolgen

o (575 vl

Motivierung der Untersuchurigen Da mit Hilfe des Ermittelns der Nullstellen einer Funk-
tion noch keine Aussage iiber das Verhalten dieser Funktion (und damit auch iiber den
Verlauf des Graphen) gemacht werden kann, ist es notwendig, das Verhalten von Funk-
tionen fiir unbeschrankt wachsendes (fallendes) x zu untersuchen (Bearbeitung von @ 28).

Untersuchungen zum Verhalten einer Funktion im Unendlichen Im UG wird in Anlehnung
an LB 181f. zundchst das Verhalten einer gebrochenen rationalen Funktion untersucht. Die
Schiiler miissen erkennen, daB fiir gewisse unbeschrinkt wachsende Folgen von Argumenten
die Folgen der dazugehdrigen Funktionswerte untersucht werden miissen. Dabei werden
die Grenzwertsitze fiir Zahlenfolgen angewendet.

Die Schiiler miissen ferner verstehen, daB die Aussage iiber eine spezielle Folge nicht geniigt,
sondern daB eine Verallgemeinerung notwendig und deshalb eine Aussage iiber das Verhalten
der Folge der Funktionswerte fiir jede unbeschrinkt wachsende Folge des Arguments zu
machen ist. Diese Gedanken sind im LB ausfiihrlich dargestelit.

Es werden die Sprechweise ,,f hat bei unbeschrinkt wachsendem x den Grenzwert g*, die
Schreibweise ,, lim f(x) = g* und der Begriff ,,Asymptote einer Kurve* eingefiihrt.

x= 40
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Festi der Ui h Selbstandig bearbeiten die Schiiler in Analogie zu dem erar-
beiteten Vorgehen @ 29. Dabei ist zu erwarten, daB die Hilfe des Lehrers von einigen Schii-
lern in Anspruch genommen wird. AnschlieBend sollte das Verhalten ganzer rationaler Funk-
tionen im Unendlichen am M 47 und beim Ldsen von LBA 1d) unter Hinweis auf die unge-
wohnte Darstellungsweise untersucht werden (in » B 4 hatten die Schiiler gelernt, daB der
Grenzwert g eine reelle Zahl ist).

Untersuchung des Verhaltens gebrochener rationaler Funktionen im Unendlichen Es ist
nun noch das Verhalten solcher gebrochenen rationalen Funktionen im Unendlichen zu
untersuchén, bei denen der Grad der im Zahler stehenden Funktion gréBer (bzw. kleiner)
als der Grad der im Nenner stehenden Funktion ist. Dazu eignen sich Aufgaben in Analogie
zu M 48 und 49. Danach sollten sich die Schiiler die Ubersicht ,,Arbeitsschritte* auf LB 184
erarbeiten.

Festi; der Us Selbstindig l16sen die Schiiler eine weitere Auswahl aus
LBA 1 und 2 und folgen den auf LB 184 angegebenen Arbeitsschritten, ohne jedoch diese
Ubersicht zu benutzen.

Hsusaufgabei Auswahl aus LBA 1 und 2; zusitzlich LBA 3* fiir leistungsstarke Schiiler

Kontrollaufgaben
Das Verhalten folgender Funktionen ist zu untersuchen.
2x*+5

] Y P

a) f(x) = 3x3 + 5x2 —4x + 1 LEC b ey
x% + 2x 3x—2
C)f(x)=w ﬂ)f(X)=x_~,_+_2
Lerneinheit 20 (15td.)

Polstellen rationaler Funktionen
LB 184 bis 187

Ziele

Die Schiiler

— kennen den Begriff ,,Polstelle einer rationalen Funktion* und konnen Polstellen
berechnen,

— konnen das Verhalten einer Funktion in der Umgebung einer Polstelle untersuchen,

— wissen, daB dje Gerade x = x, eine Asymptote an den Graph der Funktion
flx) = ﬁ- ist, wenn x, eine Polstelle dieser Funktion ist.

)
v(x)
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Schwerpunkte

— Motivierung und Zielstellung zum Untersuchen von Polstellen zur weiteren Charak-
terisierung des Verhaltens rationaler Funktionen (@ 30 und 31)

— Erarbeitung des Berechnens von Polstellen und Untersuchen einer rationalen
Funktion in der Umgebung einer Polstelle (m 50; @ 32)

— Festigung dieser Titigkeiten durch Lésen von Aufgaben

Methodische Hinweise

Motivierung und Zielstellung zu den Unter Die Schiiler machen selbst Vorschlige,
wie man das Verhalten einer rationalen Funktion charakterisieren konnte,
Durch die miindliche Bearbeitung von @ C 30 und C 31 werden die Schiiler auf das Ver-

1 1 <
halten der Funktionen f(x) = — und g(x) = — in einer Umgebung der Stelle O orientiert.
x X
Die Graphen dieser Funktionen sind ihnen bekannt. Es erheben sich folgende Fragen:

— Wie heiBt eine solche Stelle?

— Haben auch andere Funktionen solche Stellen?

~ Wie kann man solche Stellen ermitteln und das Verhalten der Funktion in einer Umge-
bung dieser Stelle bestimmen?

Erarbeitung des Ber von P llen und des Unter von Ui solcher
Stellen Die Schiiler lesen auf LB 185 den Abschnitt iiber die Einfiihrung des Begriffs
»Polstelle einer rationalen Funktion®. Sie konnen damit in Analogie zum Vorgehen beim
Berechnen der Nullstellen gebrochener rationaler Funktionen formulieren, wie Polstellen

% N u
gebrochener rationaler Funktionen f = — berechnet werden:
v .

1. Schritt: Ermitteln der Losungen x, der Gleichung #(x) = 0;

2. Schritt: Uberpriifen, ob u(x,) + 0 ist;

Ergebnis: Die Polstellen von f'sind jene Stellen x, fiir die v(x) = 0 und u(x) + 0 ist.

Die Schiiler sollten sofort wenigstens in einem Beispiel die Polstellen einer gebrochenen
rationalen Funktion bestimmen (Auswahl aus LBA 1 und 2).

Die Untersuchung des Verhaltens einer gebrochenen rationalen Funktion in der Umgebung
einer Polstelle sollte zweckméBigerweise im UG unter Einbeziehung von m 50 (Nutzung der
Tabelle) und @ 32 erfolgen. Dabei sind die im Bild C 41 dargestellten vier Fille der An-
niherung einer Kurve an die Asymptote herauszuarbeiten, wobei die Schiiler auf das Be-
rechnen geeigneter Funktionswerte hinzuweisen sind.

Festigung der erarbeiteten Verfahren Wihrend die Schiiler im Berechnen von Polstellen
Fertigkeiten erwerbenvmiissen, sollten diese beim selbstindigen Untersuchen des Verhaltens
einer Funktion bei Anniherung an eine Polstelle nicht gefordert werden.

Selbsténdig sollten die Schiiler die Polstellen in LBA 1 bis 3 berechnen, bei LBA 3 zunichst
unter Anleitung im Unterricht auch das Verhalten der Funktionen in der Umgebung der Pol-
stellen untersuchen.
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Lerneinheit 21 (15td.)
Lokale und globale Extrema von Funktionen
LB 187 bis 190

Ziele

Die Schiiler

— haben verstanden, daB lokale Extrempunkte zur Charakterisierung des Kurven-
verlaufs dienen,

— kennen die Definition des Begriffes ,,lokales Extremum (lokales Maximum bzw.
lokales Minimum) einer Funktion an einer Stelle xo* und kénnen es vom ,,globalen
Maximum (bzw. Minimum) einer Funktion in einem Intervall 7* unterscheiden,

— konnen die Begriffe ,,Extremum* und ,,Extrempunkt‘ richtig verwenden,

— konnen lokale und globale Extrempunkte des Graphen einer Funktion feststellen.

Schwerpunkte

— Motivierung und Zielstellung: Untersuchen lokaler Extrempunkte einer Kurve

— Erarbeitung der Definition des Begriffs ,,Lokales Maximum (Minimum) einer
Funktion an einer Stelle xo und Einfithrung des Begriffs ,,Globales Maximum
(Minimum) einer Funktion in einem Intervall 7** (@ 52 und 53;» 5; ® 33; LB 188f.)

— Festigung des Ermittelns lokaler und globaler Extrema

Methodische Hinweise
Motivierung und Ziel Im UG wird gefunden: Die Untersuchungen des Verhaltens
von Funktionen und des Verlaufs des Graphen einer Funktion haben zwar in den vorange-
gangenen Lerneinheiten einige wichtige Resultate gebracht; jedoch sind die Moglichkeiten
der Untersuchung des Verlaufs einer Kurve noch nicht ausgeschopft. ,,Welche weiteren
Punkte des Graphen einer Funktion sind fiir den Verlauf charakteristisch?* Den Schiilern
ist bewuBtzumachen, daB in den folgenden Unterrichtsstunden die theoretische Grundlage
fiir das Ermitteln solcher lokalen Extrema bzw. Extrempunkte zu erarbeiten ist.

Erarbeitung der Begriffe ,,Lokales Extremum‘ und ,,Globales Extremum* Die Arbeit an
m 52 und m 53 (verteilt auf Schiilergruppen) soll auf die Begriffsbildung ,,lokales Maximum*
(bzw. ,,lokales Minimum*¢) hinfithren und kann zur Orientierung auf das Losen von Extrem-
wertaufgaben dienen. Ein Schiiler stellt anschlieBend den Sachverhalt dar. Durch m 53
werden die Schiiler motiviert, nach einem geeigneten Verfahren zur Ermittlung solcher
Stellen zu suchen, an denen die Funktion ¥ ihr Maximum hat (evtl. Einsatz von Bild 3.11
auf FO).

Die Schiiler werden einsehen, da das Ermitteln der geordneten Paare [x; V'] sehr mithsam
ist, abgesehen davon, daB Maximumpunkt und Minimumpunkt des Graphen der Funktion
nicht mit Sicherheit bestimmbar sind.
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Bild 3.1 o]

Nun sollte im UG B 5 erliutert werden. Dabei wird die Formulierung ,,Es gibt ein & > 0
derart, daB ...« der Formulierung bei der Grenzwertdefinition (in LE B 3) ,,Bei jedem po-
sitiven & gilt: ... gegeniibergestellt und begriindet. Nach der Bearbeitung von @ 33 konnten
sich Umformulierungsiibungen z. B. unter Verwendung von ,,e-Umgebung einer Stelle*
(LE B 3) anschlieen.

Zur Unterscheidung von Extremum (als lokale Eigenschaft einer Funktion) und Extrem-
punkt (als lokale Eigenschaft des Graphen dieser Funktion) sollte die Ubersicht auf LB 189
genutzt werdan. 3

Der in LE B 13 eingefiihrte Begriff ,,Maximum (Minimum) einer Funktion fim Intervall I*
wird jetzt prizisiert: ,,Globales Maximum (Minimum) einer Funktion f im Intervall I*.

Festi des Ermittelns lokaler und globaler Extrema Selbstindig sollten die Schiiler so-
wohl lokale und globale Extrempunkte gegebener Graphen von Funktionen in einem ge-
gebenen Intervall (LBA 1) bzw. Extrema gegebener Funktionen in einem gegebenen Intervall
(LBA 2 und 3) ermitteln als auch aus entsprechenden vorgegebenen Bedingungen Graphen
von Funktionen skizzieren (LBA 4).

Hausacfgaben Auswahl aus LBA 2 bis 4; evtl. Vorbereitung eines SV zur 1. Stunde der
LE 22

Kontrollaufgaben

1. Unter welchen Bedingungen ist ein lokales Maximum einer Funktion zugleich ihr globales
Maximum im Intervall I?

2.1BA2b)

Lerneinheit 22 (25td.)
Eine notwendige Bedingung fiir lokale Extrema
LB 190 bis 193

Ziele

Die Schiiler

— wissen, daB an jeder lokalen Extremstelle x, der differenzierbaren Funktion f
gilt f'(xo) = 0, haben den Beweis dieses Satzes verstanden und konnen ihn wieder-
geben,
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— haben erkannt, daB die Bedingung f"(x,) = 0 notwendig, jedoch nicht hinreichend
fiir die Existenz lokaler Extrema differenzierbarer Funktionen ist,

- konnen die Stellen berechnen, an denen die 1. Ableitung einer differenzierbaren
Funktion Null ist.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Sicherung des Ausgangsniveaus (@ 34 und 35)

— Erarbeitung von > 6

- Beweis zu > 6

— Festigung des Ermittelns moglicher lokaler Extremstellen gegebener Funktionen
(m 53 und 55)

2. Stunde

- Bestimmen lokaler Extrema in einem Intervall (@ 57 und 56)
- Nachweis, daB die Umkehrung zu > 6 nicht gilt (m 56)
— Festigung durch Anwenden von 1> 6

Methodische Hinweise

Sicherung des Ausgangsniveaus In SSA werden @ 34 und 35 bearbeitet.

Erarbeitung von > 6 Aus dem Ergebnis von @ 34 und durch Deuten des Bildes C 47c)
sollten die Schiiler selbstindig vermuten, daB

— f'(xo0) = 0 sein muB, wenn die Funktion f in x, ein lokales Extremum hat bzw.
— der Graph im Punkt P, eine Tangente haben muB, die parallel zur x-Achse ist.

Beweis zu > 6 Der Lehrer muB entscheiden, ob der Beweis in einem LV (unter Nutzung
der Darstellung auf LB 191), im UG oder in einem vorbereiteten SV (. LE 21) zu
fithren ist. In jedem Falle sollten die Schiiler nach der Beweisfiihrung anhand ihrer Auf-
eict die Beweisgedanken und die Beweisschritte wiedergeben kénnen. Die Schiiler
erkennen den Inhalt von [> 6 in folgenden Formulierungen: ,,Die Bedingung f*(xo) = 0~
ist eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines lokalen Extremums von £ an der Stelle
X0 (# LE6) und ,Nur die Nullstellen der 1. Ableitung von f kénnen Stellen lokaler

Extremwerte sein‘.

Festi des Ermi ogli lokaler Ex It Zur Erstfestigung kann m 53
(LE 21) dienen. Es wird im M 55 vollstindig gelost. Dann wird in SSA eine Auswahl aus
LBA 1 und 2 bearbeitet.

Bestimmen lokaler Extrema in einem Intervall Die Schiiler bearbeiten die LBA 3 und 4.
Dann wird zur nochmaligen Betonung der Bedingung in > 6, da3 die Funktion f an der Stelle
Xo differenzierbar sein muB, wenn fin x, ein lokales Extremum haben soll, in W 57 gezeigt,
daB die Funktion f(x) = |x| an der Stelle 0 zwar ein lokales Minimum hat, das jedoch mit Hilfe
von [> 6 nicht ermittelt werden kann, weil die Funktion fan der Stelle 0 nicht differenzierbar
ist (» LE 6).
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Nachweis, daB die Umkehrung zu [> 6 nicht gilt Wenn die von den Schiilern selbst zu for-
mulierende Umkehrung zu [> 6 wahr wire, dann wire f’(xo) = 0 auch eine hinreichende
Bedingung fiir die Existenz eines lokalen Maximums. Zur Entscheidung iiber den Wahr-
heitswert dieser Aussage sollten die Schiiler m 56 bearbeiten.

Festigung durch Anwenden von > 6 InSSA werden eine Auswahl aus den LBA 1 bis 6 sowie
die LBA 7 und 9 (von leistungsstarken Schiilern LBA 8*) gelost.

Kontrollaufgaben
LBA 2b) und 4a)

Lerneinheit 23 . (15td.)
Der Satz von ROLLE und der Mittelwertsatz der Differentialrechnung
LB 193 bis 195

Ziele

Die Schiiler

— kennen den Satz von RoLLE und den Mittelwertsatz der Differentialrechnung und
konnen beide Sitze mit eigenen Worten wiedergeben,

— wissen, daB der Satz von ROLLE ein Spezialfall des Mittelwertsatzes ist,

— konnen den Mittelwertsatz zur Lésung einfacher Aufgaben anwenden.

Schwerpunkte

- Motivierung der Erarbeitung einer hinreichenden Bedingung fiir die Existenz
lokaler Extrema

— Erarbeitung von > 7 und > 8 (@ 36)

- Festigung des Mittelwertsatzes durch einfache Anwendungen

Methodische Hinweise

Motivierung der Bedingung Beim Bearbeiten von M 56 in LE 22 haben die Schiiler er-
kannt, daB f"(x,) = 0 eine notwendige, aber keine hinreichende Bedingung fiir die Existenz
eines lokalen Extremwertes der differenzierbaren Funktion f an der Stelle x, ist und damit
die Frage nach einem hinreichenden Kriterium fiir lokale Extrema noch offen ist. Die
Schiiler sollten erfahren, daB iiber eine langere Zeit noch einige theoretische Grundlagen
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fiir ein solches Kriterium erarbeitet werden miissen und daB anschlieBend der erarbeitete
theoretische Aufbau noch einmal riickschauend iiberblickt werden.soll.

Erarbeitung von > 7und > 8 Nach dem Bearbeiten von @ 36 (es sind Graphen unterschied-
licher Funktionen enistanden) wird mit Hilfe des folgenden Tafelbildes in einem straff ge-
fiihrten UG zunichst der Satz von ROLLE erarbeitet. Vorerst wird also nur die linke Spalte
schrittweise aufgedeckt. Durch Einbeziehen der rechten Spalte erhilt man dann den Mittel-
wertsatz der Differentialrechnung.

Die Schiiler sollten erkennen, daf es sich hier um Existenzsdtze handelt. Das Ziel, ein hin-
reichendes Kriterium fiir lokale Extrema zu erarbeiten, ist jedoch noch nicht erreicht.

Satz von ROLLE | Mittelwertsatz der Differentialrechnung
Voraussetzungen
fin {a; b) stetige Funktion, fin {a; b) stetige Funktion,
in (a; b) differenzierbar, in (a; b) differenzierbar
Sfl@) = f(b) =0
Behauptung
Es gibt (wenigstens) eine Stelle & in Es gibt eine Stelle £ in (a; b), fiir die
(a; b), fiir die gilt gilt
718 = 0. 1 = O - fl@
b-a
Geometrische Veranschaulichung
Tangente in £ an den Graph der Tangente in & an den Graph der
Funktion ist parallel zur x-Achse. Funktion ist parallel zur Sekante
durch P, und P,.
P
y Y L.
=
/I' b-a
0 | /n £ b\ X of o B box
Bild 3.12 Bild 3.13

Festigung des Mittelwertsatzes In SSA sollten LBA 1 und 2 bearbeitet werden. Die Schiiler
erldutern hlieBend ihre L6

&

Kontrollaufgaben

1. Wie lautet der Mittelwertsatz der Differentialrechnung?

2. Zeigen Sie, daB der Satz von ROLLE ein Spezialfall des Mittelwertsatzes der Differential-
rechnung ist!
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Lerneinheit 24 (25td.)
Eine hinreichende Bedingung fiir die Monotonie
LB 195 bis 197

Ziele

Die Schiiler

— kennen den Satz iiber den Zusammenhang zwischen der Monotonie einer Funktion
und Eigenschaften der 1. Ableitung dieser Funktion in einem Intervall und kon-
nen ihn mit eigenen Worten wiedergeben,

— haben den Beweis dieses Satzes fiir monoton wachsende Funktionen verstanden
und konnen in Analogie dazu den Beweis fiir monoton fallende Funktionen selb-
stindig fiihren,

— haben verstanden, wie Monotonieintervalle von Funktionen ermittelt werden, und
dabei erste Fihigkeiten erworben.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Sicherung des Ausgangsniveaus (@ 37; > 8)

— Erarbeitung von > 9 (@ 38)

— Beweis zu > 9 (Fall: monoton wachsend) (LB 196)

2. Stunde

— Beweis zu > 9 (Fall: monoton fallend) (® 39)
— Anwenden von [> 9: Untersuchen des Monotonieverhaltens von Funktionen und
SchluBfolgerung fiir die Existenz lokaler Extrema (® 58 und 59)

Methodische Hinweise

Sicherung des Ausgangsniveaus In der tiglichen Ubung werden in SSA @ 37 (in Vorbe-
reitung des Losens quadratischer Ungleichungen in der 2. Stunde) und @ 38 (Bereitstellung
des Graphen einer Funktion und deren Ableitung) bearbeitet. Bei der parallel dazu laufen-
den Kontrolle der HA stellt der Lehrer fest, ob diese noch zu berichtigen oder zu vervoll~
stindigen sind. Gegebenenfalls muB z. B. LBA 3b) weitergefiihrt werden, indem man f(&)
berechnen laBt:
Da &= a+b

y2 = f(b) = b? ist, so gilt

1 1
f®= T(J’x +y2 + 24y = = (y‘—;ryz + \/J’x}'z) ;

ist, erhdlt man f(&) =% (a@* + 2ab + b*). Wenn y, = f(a) = a* und
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wobei J% das arithmetische Mittel und /y,y, das geometrische Mittel der Funktions-

werte y,, ya ist.
D> 8 ist zu wiederholen, da er zum Beweis von [> 9 benétigt wird.

Erarbeitung von > 9 Beim Verfolgen des langfristigen Ziels, ein hinreichendes Kriterium
fiir lokale Extrema zu erarbeiten, liegt es nahe, die Monotonie einer Funktion in einem Inter-
vall zur Untersuchung lokaler Extrema heranzuziehen. Aus dem Graph der Funktion
f(x) = x? — 4x + 4 und deren Ableitung (@ 38) leiten die Schiiler eine Vermutung ab,
die als > 9 formuliert ist.

Beweis zu > 9 (Fall: monoton wachsend) Wenn der Lehrer den Hinweis gibt, was unter der
Behauptung ,, fist im Intervall monoton wachsend* zu verstehen ist, und auf die Anwendung
des Mittelwertsatzes aufmerksam macht, miite der Beweis in SSA erfolgen konnen. An-
schlieBend sollte ein Schiiler die Beweisschritte an der Tafel noch einmal erlautern.

Im UG werden nun die Bemerkungen auf LB 196 erldutert, wobei der in @ 38 erarbeitete
‘Graph zur Veranschaulichung dienen kann.

Beweis zu [> 9 (Fall: monoton fallend) Es kann SSA am @ 39 erfolgen. Bei der Kontrolle
sollte ein Schiiler die einzelnen Schritte noch einmal erlédutern.

Anwenden von > 9 Im UG wird in ® 58 und 59 das Monotonieverhalten einer ganzen
und einer gebrochenen rationalen Funktion mit Hilfe der 1. Ableitung untersucht. Diese
Gedankengiinge sind den Schiilern noch nicht vertraut. Deshalb sind hier das Verstindnis
der Schiiler fiir die einzelnen Schritte und Fahigkeiten im Ermitteln von Monotonieintervallen
anzustreben. Besondere Aufmerksamkeit muB3 dem Vorgehen beim Losen quadratischer
Ungleichungen gewidmet werden, da es nicht zum anwendungsbereiten Wissen der Schiiler
der Klassen 9 und 10 gehorte.

AnschlieBend sollten wenigstens LBA 1a) und 2b) geldst werden.

Kontrollaufgaben
1. Erlautern Sie, inwiefern aus dem Monotonieverhalten einer Funktion in einem Intervall
auf lokale Extrema dieser Funktion geschlossen werden kann! -
1 3
2. Untersuchen Sie das Monotonieverhalten der Funktion f(x) = —3—x3 - Tx‘ — 10x mit

Hilfe der 1. Ableitung! Geben Sie die lokalen Extremstellen an! ™

Lerneinheit 25 (25td.)
Ein hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema
LB 197 bis 199

Ziele

Die Schiiler

— kennen derr Satz iiber die notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Vorhan-
densein lokaler Extrema,
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— haben den Beweis dieses Satzes fiir die Existenz eines lokalen Maximums verstan-
den und konnen in Analogie dazu den Beweis fiir die Existenz eines lokalen Mini-
mums selbstindig fiihren,

— kennen den Algorithmus zum Ermitteln lokaler Extrema und konnen unter An-
wendung der Sitze iiber eine notwendige und eine hinreichende Bedingung fur die
Existenz lokaler Extrema lokale Extremstellen ermitteln.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Zielstellung: Erarbeiten eines rationellen Verfahrens zum Ermitteln von Extrem-
stellen

~ Erarbeitung von D> 10 (m 58; > 9)

— Beweis der Aussage (a) in > 10 (LB 198)

— Erarbeitung einer Schrittfolge fiir das Ermitteln lokaler Extrema (LB 199)

2. Stunde

~ Beweis der Aussage (b) in > 10 (@ 40)
— Ubungen im Ermitteln lokaler Extrema (@ 41)

Methodische Hinweise

Zielstellung  Die Schiiler konnen mit Hilfe von > 6 solche Stellen differenzierbarer Funk-
tionen ermitteln, die als Stellen lokaler Extremwerte in Betracht kommen und mit Hilfe
von [>9 dann auf die Existenz lokaler Extrema schlieBen. Da das sehr aufwendig ist, gilt
es nunmehr, ein rationelleres Verfahren zu finden.

Erarbeitung von > 10 Um eine Vermutung fiir ein hinreichendes Kriterium fiir lokale
Extrema zu erarbeiten, sollte von der in M 58 untersuchten und im Bild C 51 dargestellten
Funktion ausgegangen werden.

Wird der Graph der Funktion f’(x) in einem neuen Koordinatensystem dargestellt, so kann
noch einmal der Inhalt von [> 9 geometrisch veranschaulicht werden. Wird f”/(x) gebildet, so
kann > 9 auf die Funktion f* angewendet werden (Veranschaulichung durch den Graph
der Funktion f*(x) im Bild 3.14 auf UH 174).

Beim Betrachten der Graphen der Funktionen fund f*’ liegt es nahe zu vermuten:

f'(x0) =0 und f"(x0) <O
Wenn
f'(x0) =0 und f"(xo) >0,
ein lokales Maximum
so hat fander Stelle xo { e
ein lokales Minimum.

Nun kann D> 10 ausgesprochen oder auf LB 198 gelesen werden.

Die Schiiler werden erkennen, da$ mit > 10 die lang gesuchte notwendige und hinreichende
Bedingung fiir die Existenz lokaler Extrema gefunden ist. Riickschauend sollte noch einmal
das Satzgefiige verdeutlicht werden, das durchlaufen wurde, wobei kurzgefaBt der Inhalt
jedes Satzes wiedergegeben wird ( Tafelbild auf UH 175).
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Beweis der Aussage (a) in > 10 Der aus der An-
schauung heraus erarbeitete > 10 muB auf seinen
Wabhrheitsgehalt hin iiberpriift werden. Fiir die
methodische Gestaltung des Beweises zur Aus-
sage (a) sind folgende Varianten denkbar:

— SSA am Text auf LB 198 mit Niederschrift
(schrittweise; nach jedem Schritt Erlduterung
der Aufzeichnungen mit eigenen Worten);

— UG: Erarbeiten der ,,Strategie der Beweis-
fithrung; Niederschrift der Voraussetzungen
und der Behauptung; Schiilervorschlige fiir
mogliche Beweismittel, SchluBfolgerungen und
Begriindungen;

- LV mit Niederschrift der Gedankenginge
durch die Schiiler;

Wiedergabe durch einen Schiiler anhand seiner
Aufzeichnungen; Erginzungen und Fragen
durch andere Schiiler; "

— HA fiir einige Schiiler zur Vorbereitung eines
SV in der nichsten Stunde

Erarbeitung einer Schrittfolge fiir das Ermitteln
lokaler Extrema Im UG wird die auf LB 199 dar-
gestellte Schrittfolge, etwa am Beispiel f(x) = x*
— 12x + 2, erarbeitet. Eine Erstfestigung sollte
in SSA beim Losen der LBA 1b) erfolgen (auch
die Funktionswerte an den Extremstellen, also
die Extremwerte, sind zu berechnen).

Hausaufgaben LBA 1d); u. U. Variante 4 (~
oben); Wh des Beweises zu [> 10 im Falle einer
der ersten drei Varianten

Beweis der Aussage (b) in> 10 Nach der Kontrolle der HA '()' auch die Differenzierung
oben, dann SV) sollte in SSA @ 40 bearbeitet werden.

Ubungen im Ermitteln lokaler Extrema Die Schiiler festigen die in der 1. Stunde erarbeitete
Schrittfolge zum Ermitteln lokaler Extremstellen durch Lésen von LBA 1e) und 1f) sowie
von Aufgaben, in denen fiir die zweimal differenzierbare Funktion f gilt: f'(xo) = 0 und
f"(x0) =0 (> @41 und LBA 1c¢) und 2d)). Zur Entscheidung iiber das Vorliegen eines
lokalen Extremums muB die Funktion auf ihr Monotonieverhalten untersucht werden.
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D> 6: Eine notwendige Bedingung > 7: Satz von ROLLE
fiir lokale Extrema
D> 8: Mittelwertsatz
!
D 9: Eine hinreichende Bedingung D> 10: Eine (notwendige und)
fiir Monotonie hinreichende Bedingung
fiir lokale Extrema
Kontrollaufgaben
LBA 2a), e), f)
Lerneinheit 26 (45td.)
Kurvendiskussionen

LB 200 bis 205

Ziele

Die Schiiler

— wissen, welche Eigenschaften einer Funktion bei einer Kurvendiskussion zu unter-
suchen sind,

— kennen eine Schrittfolge zur Durchfiihrung von Kurvendiskussionen,

— koénnen rationale Funktionen und Wurzelfunktionen untersuchen, wobei sie die
neuen Elemente des Fachwortschatzes und der Symbolik verwenden.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Motivierung und Zielstellung zum Durchfiihren von Kurvendiskussionen
— Erarbeitung einer Schrittfolge fiir Kurvendiskussionen (m 61)
— Ubungen zu Kurvendiskussionen ganzer rationaler Funktionen

2. Stunde
— Erweiterung der Schrittfolge fiir Kurvendiskussionen gebrochener rationaler Funk-
tionen
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- Festigung der Kurvendiskussionen gebrochener rationaler Funktionen (M 62 und
63; Zus LB 205f.)

3. Stunde

— Anwenden der Schrittfolge auf Kurvendiskussionen von Wurzelfunktionen
— Ubungen zu Kurvendiskussionen von Wurzelfunktionen (m 64)

4. Stunde
Ubungen zu Kurvendiskussionen rationaler Funktionen und von Wurzelfunktionen

Methodische Hinweise

Motivi g und Zielstell zum Durchfiihren von Kurvendiskussionen Die Schiiler wissen,
daB viele naturwissenschaftliche und technische Erscheinungen und Prozesse durch mathe-
matische Funktionen beschrieben werden konnen (Hinweis des Lehrers z. B. auf die LBA 20,
21,45,48, 51,63, 64, 65, 66, ... als Auswahl aus dem Stoffabschnitt ,,Ubungen und Anwen-
dungen*).

Im UG ist herauszuarbeiten, dal beim Losen einer solchen Aufgabe zunichst diese funk-
tionalen Zusammenhinge gefunden werden miissen und daB dann die betreffende Funktion
und ihr Graph auf charakteristische Stellen und besondere Eigenschaften zu untersuchen
sind. Die Schiiler tragen dazu ihre bisher erworbenen Kenntnisse zusammen.

Ziel der Behandlung dieser Lerneinheit ist, eine Schrittfolge fiir systematische ,,Kurven-
diskussionen* von rationalen Funktionen und Wurzelfunktionen zu erarbeiten und diese
zum Losen von Aufgaben anzuwenden.

Erarbeitung einer Schrittfolge fiir Kurvendi i ganzer rationaler Funkti Im UG
werden mit Hilfe von m 61 die einzelnen Schritte einer Kurvendiskussion erarbeitet. Es ist
zweckmiBig, zu Beginn die 1. und die 2. Ableitung der vorgegebenen Funktion von den
Schiilern bilden zu lassen, damit diese abgeleiteten Funktionen fiir die weiteren Untersu-
chungen zur Verfiigung stehen.

Die Schiiler sollten dabei ihre Niederschriften iibersichtlich gliedern und sich im UG der
richtigen Fachausdriicke bedienen. Im letzten Schritt werden die Ergebnisse der vorher-
gehenden Schritte zum Skizzieren des Graphen der Funktion herangezogen.

Die Schiiler sollten die berechneten Stellen — der Bezeichnungsweise im Lehrbuch entspre-
chend - fortlaufend indizieren und keine Doppelindizes verwenden.

Ubungen zu Kurvendiskussi ganzer rationaler Funkti In SSA soll wenigstens eine
der LBA 1a), ¢), 2a), c) bearbeitet werden, dabei zur Differenzierung LBA 1c) oder 2¢)
durch leistungsstarke Schiiler. Insbesondere sind die Bereitschaft und die Fihigkeiten der
Schiiler zur Selbstkontrolle der Rechnungen (vor allem beim Lésen von Gleichungen, beim
Berechnen von Funktionswerten, beim Grobvergleich von Zeichnung und Rechnung)
weiterzuentwickeln.

Erweiterung der Schrittfolge fiir Kurvendiskussi gebrochener rationaler Funkti Die
Schiiler bringen selbst Vorschlidge, wie die in der 1. Stunde aufgestellte Schrittfolge zu er-
weitern ist. Als Beispiel sollte LBA 2b) bearbeitet werden (diese Funktion hat Nullstellen,
Polstellen und Extremstellen). Um den Graph mdoglichst genau zeichnen zu kénnen, sollten
noch die Funktionswerte an den Stellen +1, +2, +3 ermittelt werden. Dabei sind die Sym-
metrieverhiltnisse zu beachten.

Festi; der Kur i i gebrochener rationaler Funkti Selbstindig sollten die
Schiiler die Graphen der in B 63 vorgegebenen Funktion (ohne Benutzung des Lehrbuchs)
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diskutieren und hlieBend ihre Aufzeict mit den in der Zusammenfassung auf
LB 205f. dargestellten Schrittfolge vergleichen.

Anwenden der Schrittfolge auf Kurvendiskussionen von Wurzelfunktionen Anhand von
LBA 24) oder von M 64 solite die in der 2. Stunde erarbeitete Schrittfolge auf den neuen
Anwendungsbereich zugeschnitten werden. Dabei wird besonders betont, daBl eingangs der
Definitionsbereich der Funktion bestimmt werden muB.

Ubungen zu Kurvendiskussionen von Wurzelfunktionen In SSA sollte LBA 1d) bearbeitet
werden. Zwischenergebnisse werden nach angemessener Zeit verglichen.

Ubungen zu Kurvendi: i rationaler Funkti und von Wurzelfunktionen Die Auf-
gaben sollten differenziert gestellt werden, unter anderen auch LBA 32 und 33 aus ,,Ubungen
und Anwendungen*. Es ist darauf zu achten, daB die Schiiler die einzelnen Teilaufgaben
ziigig und in sauberer Form bearbeiten und dabei auch die Formelsammlung zur Differen-
tialrechnung in [7] benutzen.

Kontrollaufgaben
Untersuchen Sie das Verhalten folgender Funktionen, und skizzieren Sie deren Graphen!
1. f(x) = 25x% — x* 2. f(x) = x> — 6x2 — 16x
x*—10x2 + 9 1 -
3 f) = ———— 4. f(x) =7\/x(4—x)
Lerneinheit 27 (55td.)
Extremwertaufgaben

LB 206 bis 212

Nach der Behandlung der LE 26 miiten nunmehr die Schiiler die zum Lésen einer Extrem-
wertaufgabe erforderlichen Schritte weitgehend selbstéindig gehen konnen.

Um die Schiiler zu beféhigen, den Losungsansatz selbstéindig zu finden (» Vorbemerkungen
zum Stoffabschnitt 3.3 auf UH 157), reicht die Methode des Vor- und Nachmachens an-
hand von Musteraufgaben nicht aus, wenn auch die moglichen Fille (die Zielfunktion ist
eine ganze rationale Funktion, eine gebrochene rationale Funktion oder eine Wurzelfunk-
tion; die Zielfunktion soll ein Maximum oder ein Minimum annehmen; die Zielfunktion
ist eine Funktion mit einer unabhingigen Variablen oder eine Funktion mit mehreren un-
abhingigen Variablen; die globalen Extrema liegen im Innern eines gegebenen Intervalls
oder an den Intervallenden) an entsprechenden Beispielen abgehandelt werden sollten.

Es ist stets der Definitionsbereich der Zielfunktion festzulegen. Zum Lisen der Extremwert-
aufgabe gehort auch die Uberpriifung, ob das ermittelte lokale Extremum auch das globale
Extremum ist oder ob das globale Extremum an einem Intervallende liegt. SchlieBlich miissen
die Schiiler das Ergebnis der Aufgabe auf Ubereinstimmung mit den in der Aufgabenstellung
vorgegebenen Bedingungen iiberpriifen.

Das Ergebnis der Aufgabe ist inhaltlich auszuwerten und sollte, insbesondere wenn es sich
um Probleme aus Bereichen dér gesellschaftlichen Praxis handelt, zur Entwicklung von Ein-
sichten und Uberzeugungen genutzt werden (.~ [31]).

Die folgende Ubersicht soll dem Lehrer eine Auswahl aus den in dieser LE angebotenen
Beispielen, Auftragen und Aufgaben erleichtern.
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Inhalt aus Typ der Ziel- | Nebenbedingun- | Art des
Sachgebiet funktion gen aus Stoff- lokalen globalen
bereich Extremums Extremums
65 Physik ganz rat. - Max. lok. Max.
W66 Geometrie gebr. rat. Stereom. Min. lok. Max.
m67 Geometrie gebr. rat. Planim. - Max. an
einem Inter-
vallende
e 44 Geometrie ganz rat. Strahlensatz Max. lok. Max.
68 Okonomie Wurzelfkt. Satz d. PyTH. | Min. lok. Max.
LBA1 Geometrie ganz rat. Stereom. Max. lok. Max.
LBA2 Geometrie ganz rat. Stereom. Max., lok. Max.
LBA3 Geometrie ganz rat. Satz d. PyTH. Max. lok. Max.
LBA 4 Geometrie ganz rat. Stereom. Max. lok. Max.
LBAS Geometrie ganz rat. Kreislehre - Max. an
einem Inter-
vallende
LBA6 Geometrie ganz rat. Planim. Max. lok. Max.
LBA7 Funktion Waurzelfunkt. | - Max./Min. lok. Max.
/lok. Min.
LBA S Geometrie Wurzelfunkt. | Satz d. PyTh. Max. lok. Max.

Ziele

Die Schiiler

— kennen das Vorgehen beim Losen von Extremwertaufgaben,

— haben erste Fihigkeiten im selbstindigen und rationellen Suchen nach einem Lo-
sungsansatz erworben,

— haben zum Aufstellen von Losungsansitzen erforderliche Kenntnisse aus verschie-
denen Stoffgebieten reaktiviert,

— haben erste Fertigkeiten im Abarbeiten geeigneter Losungsschritte erworben,

— haben die Bedeutung des Losens von Extremwertaufgaben fiir die gesellschaftliche
Praxis erkannt.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Motivierung und Zielstellung: Bedeutung des Losens von Extremwertaufgaben fir
die gesellschaftliche Praxis, Sicherung des Ausgangsniveaus durch Bereitstellen
von frither erworbenem Wissen und Kénnen

— Erarbeitung des Vorgehens beim Losen von Extremwertaufgaben an Beispielen,
die auf ganze rationale Funktionen fiihren (@ 65)

2. Stunde
— Ubungen im zunehmend selbstindigen Aufstellen des L6 es sowie im
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zweckméBigen Umformen von Nebenbedingungen zum Erzielen von Rechenvortei-
len beim Differenzieren der Zielfunktion (M 66)

- Ubungen im selbstindigen Ermitteln der Extrema der Zielfunktionen an Beispielen
von rationalen Funktionen

— Auswerten der Ergebnisse von praxisbezogenen Aufgaben

3. Stunde

Ubungen im zuneh d selbstindigen Aufstellen des Losur es an Beispielen

von rationalen Funktionen, deren globales Extremum an einem Ende des gegebenen

Intervalls liegt (m 67) !

4. Stunde

- Ubungen im weitgehend selbstindigen Aufstellen des Lo es und im
selbstindigen Ermitteln der Extrema von Wurzelfunktionen (M 68)

— Auswerten der Ergebnisse praxisbezogener Aufgaben

5. Stunde

— Zusammenfassung zur Schrittfolge beim Ldsen von Extremwertaufgaben (LB
211f1)
— Ubungen im selbstindigen Lésen von Extremwertaufgaben (@ 44)

Methodische Hinweise

Motivierung und Zielstellung Die Schiiler sollten im UG in Anlehnung an die Ausfiihrungen
auf LB 127f. selbst Probleme aus der gesellschaftlichen Praxis nennen, in denen ein Extrem-
wert zu ermitteln ist. Sie sollten auch Bedingungen nennen, die es gestatten, eine praxis-
relevante Extremwertaufgabe mit mathematischen Mitteln zu bearbeiten (das Problem muB
durch eine Funktion beschreibbar, die Funktion zweimal differenzierbar sein).

Sicherung des Ausgangsniveaus Das fiir das Auffinden des Losungsansatzes langfristig
bereitzustellende Wissen und Konnen der Schiiler ist in den Vorbemerkungen zu diesem
Stoffabschnitt gekennzeichnet (» UH 157f.). Dariiber hinaus sollten in die taglichen
Ubungen dieser Lerneinheit einbezogen werden:

— Ldsen von quadratischen Gleichungen und Gleichungen hoheren Grades, die auf qua-
dratische Gleichungen zuriickgefiihrt werden koénnen;

— Bilden der Ableitungen von rationalen Funktionen und Wurzelfunktionen;

— Ermitteln globaler Extrema solcher Funktionen;

~ Ermitteln von Extrempunkten im Rahmen von Kurvendiskussionen.

Erarbeitung des Vorgehens beim Lisen von Extremwertaufgaben Am M 65 sollte heraus-

gearbeitet werden:

1. Es muB ein funktionaler Zusammenhang, eine ,,Zielfunktion‘, fiir dieses Problem ge-
funden werden; hier besonders einfach (Nutzen der Formelsammlung): eine ganze ratio-
nale Funktion mit einer unabhingigen Variablen;

2. Es sind die lokalen Extrema dieser ,,Zielfunktion‘ zu ermitteln;

3. Es ist zu iiberpriifen, ob das berechnete lokale Maximum zugleich das globale Maximum

dieser Funktion in dem vorgegebenen Intervall ist;

4. Das Ergebnis ist in einem Antwortsatz zu formulieren.

Nun sollte an LBA 1 gezeigt werden, wie der Losungsansatz aufgestellt wird, wenn die Ziel-
funktion (hier rational) eine Funktion mit mehreren unabhéangigen Variablen ist, und wie

—
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die sich aus der Aufgabenstellung ergebenden Nebenbedingungen zum Darstellen der Ziel-

funktion mit nur einer unabhéngi Variablen einzubeziehen sind.

Ubungen im zunchmend selbstiindigen Ermitteln von L fdtzen, Nebenb

und der Extrema Im UG zu M 66 wird erneut herausgearbeitet, daB die Funktion
f(a, b, ¢) = 2(ab + bc + ac) durch Einbeziehen der Nebenbedi: in eine Funktion

z ; 6V
mit einer Variablen g(a) = a® + = iiberfiithrt werden kann. Nun konnen die Schiiler selb-

stindig die Extrema dieser Zielfunktion ermitteln. 1
Beim Losen der LBA 3 (die Zielfunktion ¥V = f(r, h) = = ~r? ist eine Funktion mit zwei

unabhingigen Variablen) kann der Zusammenhang zwischen r, 4 und s mit Hilfe des Satzes
des PYTHAGORAS erfaBt werden: s? = r? + A%
Die Schiiler sollten erkennen, daB es fiir die weiteren Losungsschritte einfacher ist, wenn

#2 = 52 — h? substituiert wird. Die Substitution durch i = /s> — r? kompliziert die Arbeit.

Auswertung der Ergebnisse Im UG sollten die Schiiler die Bedeutung solcher Aufgaben
fiir die Praxis wie in W 65 und 66 erkennen, jedoch auch verstehen, daB in der Praxis
meist noch zahlreiche andere Parameter zu beachten sind.

U im hmend indi Arbeiten mit rationalen F i deren
Extremum am Intervallende liegt In weitgehend SSA ist der Losungsansatz von M 67 zu
finden. Beim Untersuchen der Zielfunktion auf das Vorhandensein lokaler Extrema ist
festzustellen, daB ein lokales Maximum nicht existiert. Das globale Maximum liegt an einem
Intervallende. Eine dhnliche Problematik liegt in LBA 5 vor. Das Aufstellen des Losungs-
ansatzes diirfte keine Schwierigkeiten bereiten (Zielfunktion 4 = a - b; Nebenbedingung
2a + br = 400). Jedoch ist b = 63,7 und damit auBerhalb der zuliissigen Breite vonb = 50.
Also ist das globale Maximum an einem Intervallende zu ermitteln.

Ubungen im weitgehend selbstindigen Lésen von Aufgaben mit Wurzelfunktionen In SSA
wird der Lo von M 68 1lt. Die Zielfunktion ist eine Wurzelfunktion. Die
Untersuchungen der Zielfunktion auf die Existenz lokaler Minima sind hier wesentlich auf-
wendiger. Deshalb sollten die Berechnungen durch Ansagen von Zwischenergebnissen
kontrolliert werden.

Mobglicherweise kann noch der Losungsansatz fiirt LBA 8 erarbeitet werden.

Auswerten des Ergebnisses von @ 68 Im UG sollten Uberlegungen zum Einsatz mathe-
matischer Verfahren bei Rationalisierungsarbeiten in Technik und Okonomie erfolgen.

Zusammenfassung zur Schrittfolge beim Lisen von Extremwertaufgaben Die Schiiler miissen
sich (Zusammenfassung auf LB 211£.) noch einmal verdeutlichen: Der entscheidende Schritt
beim Losen einer Extremwertaufgabe ist vor allem, eine Funktion zu finden, die das vorgege-
bene Problem beschreibt, und ihren Definitionsbereich anzugeben (Verwenden von Skizzen!).
Dabei konnten aus den bisher gelosten Aufgaben einige Zielfunktionen genannt werden.
Bei Zielfunktionen mit mehr als einer unabhingigen Variablen miissen weitere Zusammen-
hiinge als Nebenbedingungen aufgedeckt und mathematisch formuliert werden. Auch hier
sollten die Schiiler bereits verwendete Nebenbedingungen nennen.

Die anschlieBenden Schritte sind weniger problematisch. Unbedingt ist ein Antwortsatz
zu formulieren, nachdem das Ergebnis an den in der Aufgabe gestellten Bedingungen tiber-
priift worden ist.

Ubungen im selbstiindigen Losen von Extremwertaufgaben In SSA wird @ 44 bearbeitet.
Die Nebenbedingung wird mit Hilfe des Strahlensatzes (bisher noch nicht benutzt) for-
muliert. (Welcher Satz konnte herangezogen werden? Richtiges Aufstellen der Verhiltnis-
gleichung in den Schiilerarbeiten beachten!)
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Kontrollaufgaben
LBA 45 und 57 aus ,,Ubungen und Anwendungen®

Stoffabschnitt 3.4 (5Std.)
Stammfunktionen

Durch Untersuchungen zur Umkehrung der Differentiation von Funktionen wird der
Ubergang zur Behandlung des Stoffgebiets ,,Integralrechnung** geschaffen. Ohne daB der
Begriff ,,Unbestimmtes Integral* fillt, Jernen die Schiiler durch inhaltliche Uberlegungen
Regeln fiir das Bilden von Stammfunktionen zu gegebenen Funktionen kennen, die auch
bewiesen werden. Auf diesen Vorgaben bauen die folgenden Ausfiihrungen auf.

Der Lehrplan stellt dem Lehrer allerdings frei, diesen Stoffabschnitt auch erst innerhalb
des Stoffabschnitts 4.2 ,,Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung* als ,,Unbestimm-
tes Integral* zu behandeln (» UH 209).

Lerneinheit 28 (35td.)
Umkehrung der Differentiation
LB 213 bis 216

Ziele

Die Schiiler

— haben das Problem der Umkehrung der Differentiation einer Funktion verstanden
und kennen die Definition des Begriffs ,,Stammfunktion‘,

— konnen zu gegebenen einfachen rationalen Funktionen, Wurzelfunktionen und
Potenzfunktionen mit rationalem Exponenten Stammfunktionen angeben,

_ sind zu der Einsicht gelangt, daB die Existenz einer Stammfunktion die Existenz
von unendlich vielen Stammfunktionen bedeutet,

_ haben die Herleitung des Satzes iiber die Menge aller Stammfunktionen einer
Funktion f (> 11) verstanden,

— kennen die geometrische Bedeutung der Konstanten c,

— konnen die Gleict von S funktionen zu gegebenen Funktionen, die
besti Bedi i ermitteln.
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Schwerpunkte

1. Stunde

— Sicherung des Ausgangsniveaus durch Wh der Sitze iiber die Differentiation von
rationalen Funktionen, Wurzelfunktionen und Potenzfunktionen mit rationalem
Exponenten sowie der entsprechenden Differentiationsregeln

— Motivierung und Zielstellung: Bilden der Umkehrung der Differentiation einer
Funktion

— Erarbeitung des Begriffs ,,Stammfunktion‘ (m 69; ® 45; » 6)

- Erarbeitung einer zu > 11 fiihrenden Vermutung (® 46 und 47)

2. Stunde

— Wiederholung zum Mittelwertsatz der Differentialrechnung (> 8)
— Herleitung zu > 11 (LB 214f.)

3. Stunde

— Ubungen im Darstellen der Graphen einiger Stammfunktionen einer gegebenen
Funktion f

- Ubungen im Ermitteln der Gleichungen von S funktionen, die t

Bedingungen geniigen (m 70)

Methodische Hinweise

Sicherung des Ausgangsniveaus Im Rahmen der tdglichen Ubungen sollten die Sitze iiber
die Differentiation von rationalen Funktionen, Wurzelfunktionen und Potenzfunktionen
mit rationalem Exponenten sowie die entsprechenden Differentiationsregeln wiederholt
werden,

Beispiel fiir eine tagliche Ubung zur Wh der Differentiationsregeln:

f=f f=f
1 1 1
fx) = —Z-X’ f=x o=~ @ =-=
fx) = 2x3 f/(x) = 6x? -
fx) =+/x @)= =
f=x+4 =1 v J
f)=x+5 fx)=1 f(x) = 3x* — 5x fx)=12x3 -5
Motivierung und Zi Im UG sollte, von einem Beispiel (Bestimmung der Weg-
Zeit-Funktion aus der Geschwindigkeits-Zeit-Funktion einer ungleichféormigen Bewegung)

ausgehend das Problem der Umkehrung der Differentiation einer Funktion verdeutlicht
werden.

Um die Umkehrung der Differentiation einer Funktion ausfiihren zu konnen, sind folgende
Teilziele zu erreichen:

— Fiir die Funktion, deren Ableitung vorgegeben ist, ist ein neuer Begriff zu bilden;

— Die Umkehrung der Differentiation einer Funktion muB ,,theoretisch abgesichert‘
werden;

— Es miissen Regeln zum Aufsuchen der neuen Funktion erarbeitet werden.
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Erarbeitung des Begriffs ,,Stammfunktion* Von den in der tiglichen Ubung differenzierten
Funktionen ausgehend werden nach Anderung der Bezeichnungen (die gegebene Funktion
wird jetzt mit f, die durch Umkehrung der Differentiation gebildete Funktion mit F bezeich-
net) zu gegebenen Funktionen f die Funktionen F gesucht (» auch m 69) und im @ 45 so-
gleich iiberpriift, daB F* = f gilt.

Wichtig ist, daB die Schiiler weitere Beispiele bilden. Dann sollten die Schiiler versuchen,
selbst den Begriff ,,Stammfunktion‘* zu definieren, um anschlieBend mit » 6 zu vergleichen.

Erarbeitung einer zu > 11 fiihrenden Vermutung Beim Bearbeiten von @ 46 sollten die
Schiiler erkennen:

— Zu einer Funktion kann es mehrere Stammfunktionen geben;
1
— Zur Funktion f(x) = —(x > 0) (~ @ 46¢)) ist keine Stammfunktion zu finden (,,Ob es
X
keine gibt oder ob wir sie nur noch nicht kennen, ist noch nicht entschieden*).

In SSA sollte dann @ 47 bearbeitet werden, um das Verstehen der geometrischen Bedeutung
der Konstanten ¢ vorzubereiten. Die Schiiler erfahren dabei, daB3 die Existenz einer Stamm-
funktion der Funktion f die Existenz von unendlich vielen solcher Stammfunktionen bedeu-
tet.

Hausaufgaben Um in der 2. Stunde die Frage ,,Kann es auBer den ermittelten Stammfunk-
tionen einer Funktion noch weitere Funktionen geben?‘ beantworten zu konnen, wieder-
holen die Schiiler:
1. den Mittelwertsatz der Differentialrechnung;
2. das Bestimmen von Konstanten (Parametern) in Funktionen (z. B.: In f(x) = 3x*>+ax+2
ist a so zu bestimmen, daB der Punkt P, (2; 1) auf dem Graphen der Funktion fliegt);
3. die Differentiationsregeln fiir die Funktionen f mit
a) f(x) = c u(x);  b) f(x) = u(x) + v(x);
4. die Regel fiir die Differentiation einer Potenzfunktion f mit f{ (x) =x",reR.
(Stattdessen t falls nur Hinweise auf entsprechende Punkte des im Fachunterrichts-
raum hingenden Wiederholungsplans)

‘Wiederholung zum Mittelwertsatz der Differentialrechnung Im Rahmen der Kontrolle der
HA geben die Schiiler > 8 mit eigenen Worten wieder. Die Umformung

b) — f(a
10 =@ _

—a

durch Multiplikation mit (b — a) ergibt f(b) — f(a) = f(§) (b — a).
Um einen Gedanken der folgenden Herleitung vorzubereiten, kénnte gefordert werden:
Beschreiben Sie den Graph der Funktion £, wenn f/(§) = Ofiirallea < & < b gilt!

Herleitung von > 11 Die Schiiler werden an die am Ende der 1. Stunde gestellte Frage
erinnert (. auch HA der 1. Std.). Sie miissen zur Beantwortung dieser Frage die Aussagen
(*) und (**) auf LB 214 verstehen lernen.

Nun wird Aussage (**) auf die Stammfunktionen F und G ein und derselben Funktion fan-
gewendet.

Die Beweise zu den beiden Aussagen sollten

— im UG unter starker Einbeziehung der Schiiler oder
— durch zwei SV (nach (*) und (**) getrennt)

gefiihrt werden.
Riickblickend sollte noch einmal die zentrale Bedeutung des Mittelwertsatzes der Differen-
tialrechnung verdeutlicht werden.
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Mit Hilfe von > 11 wird gezeigt, daB die Umkehrung der Differentiation nicht eindeutig ist.
Zwei Stammfunktionen der Funktion f unterscheiden sich durch eine Konstante ¢, die
jetzt auch geometrisch als Differenz der Funktionswerte G(x), F(x) der Stammfunktionen
G, F einer Funktion fan der gleichen Stelle x gedeutet werden kann.

Ubungen im Darstellen der Graphen einiger Stammfunktionen Nach Wh von > 11 und
nachdem die Schiiler je drei verschiedene Stammfunktionen der in den LBA 1 und 2 ange-
gebenen Funktionen genannt haben, sollten sie die Graphen einiger Stammfunktionen far-
big hervorheben und die Konstante ¢ geometrisch deuten.

Ubungen im Ermitteln der Glei von S funkti die b Bedi
geniigen In SSA wird an B 70 das Aufstellen einer Gleichung fiir eine Stammfunktion
einer gegebenen Funktion f, wenn die Stammfunktion bestimmte Bedingungen erfiillen soll
(oder wenn der Graph der Stammfunktion durch einen vorgegebenen Punkt verlaufen soll),
erarbeitet. AnschlieBend 15sen die Schiiler eine Auswahl aus den LBA 4 und 5. Auf die dort
verinderte Bezeichnungsweise ist aufmerksam zu machen.

Kontrollaufgaben
1. Geben Sie je drei verschiedene Stammfunktionen zur Funktion f(x) = 4x® an! Zeichnen
Sie die Graphen dieser funktionen in ein und dasselbe Koordi y ein!
Geben Sie eine geometrische Deutung der Konstanten ¢! 1
: Sie die tion F der Funktion f(x) = 7:(2 — = x + 5, die an der
Stelle 2 den Funktionswert 15 hat! B

Lerneinheit 29 (25td.)
Regeln fiir das Aufsuchen von Stammfunktionen
LB 216 bis 217

Ziele

Die Schiiler

— kennen einige Regeln fiir das Aufsuchen von Stammfunktionen,
— haben diese Regeln bewiesen,
— konnen diese Regeln zum Ermitteln von Stammfunktionen anwenden.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Erarbeitung einiger Regeln fiir das Ermitteln von Stammfunktionen (mB)

— Ubungen im Bilden von Stammfunktionen mit Hilfe der Regeln (a) bis (c) auf
LB 216
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2. Stunde

- Weitere Ubungen im Bilden von Stammfunktionen
- Ubungen im Ermitteln von Stammfunktionen, die vorgegebenen Bedingungen
geniigen

Methodische Hinweise,

Beweise einiger Regeln fiir das Ermitteln von Stammfunktionen Bisher wurden Stamm-
funktionen nur zu solchen Funktionen gebildet, die als Ableitung vorgegebener Funktionen
schon einmal aufgetreten waren. Fiir die weitere Arbeit ist es erforderlich, Regeln fiir das
Ermitteln von Stammfunktionen zu beliebigen Vertretern der behandelten Klassen von
Funktionen zu erarbeiten.

Da das Aufsuchen von Stammfunktionen die Umkehrung des Differenzierens ist, liegt es
nahe, von einigen Differentiationsregeln auszugehen, und zwar von der Summenregel, der
Regel fiir die Differentiation einer Funktion mit einem konstanten Faktor und der Regel
fiir das Ableiten von Potenzfunktionen mit rationalen Exponenten (die Produktregel, die
Quotientenregel und die Kettenregel lassen sich nicht allgemein umkehren).

Die Schiiler sollten die fiir das Ermitteln von Stammfunktionen zu erarbeitenden Regeln
selbst zu formulieren versuchen und anschlieBend mit den Formulierungen auf LB 216
vergleichen. Beim Versuch, die Regel (a) mit eigenen Worten auszudriicken, brauchen die
Schiiler die Hilfe des Lehrers.

Die Durchfiihrung der Beweise sollte methodisch abwechslungsreich gestaltet werden. Wird
z. B. der Beweis der Regel (a) im UG gefiihrt, konnte ein leistungsstarker Schiiler die Regel
(b) in einem SV an der Tafel beweisen, und der Beweis der Regel (c) konnte in SSA erfolgen.
Als Vorbild fiir eine Beweisniederschrift konnte das folgende Tafelbild entstehen (hier fiir
die Regel (a)).

Satz (a): Wenn F eine Stammfunktion von fund G eine Stammfunktion von g ist,
so ist F + G eine Stammfunktion von f + g.

Voraussetzung: F’ = f
nach » 6 (Stammfunktion)

G =
Behauptung: (F + G) = f+ g
Beweis:
Beweisfeststellungen Begriindungen
F+G)Y=F+¢ Summenregel
F=f }
Voraussetzung
G =g :

(F+GY =f+g w.z.b.w.

Bei Regel (c) sollten die Schiiler die Einschrinkungen fiir x, die bei unterschiedlichen Expo-
nenten bestehen, beachten.
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Ubungen im Bilden von Stammfunktionen Im UG begriinden die Schiiler in m71 das
Ermitteln der Stammfunktion durch Angabe der benutzten Regel miindlich. Sie geben weitere
Stammfunktionen G von f an.

In SSA werden dann die Regeln (a) bis (c) beim Losen einer Auswahl aus den LBA 1 bis 4
angewendet, wobei einfache Aufgaben miindlich zu 15sen sind.

Weitere Ubungen im Bilden von Stammfunktionen Nach einer Wh der Regeln fiir das Auf-
suchen von Stammfunktionen sollten in SSA die LBA 5 und 6 bearbeitet werden. Schiiler,
die ausreichend sicher im Ermitteln von Stammfunktionen von Potenzfunktionen mit
rationalem Exponenten sind, sollten die LBA 7 und 8 bearbeiten und deren Losungswege
anschlieBend vorfiihren.

PR h Redi: Qelh a;

Ubungen im Ermitteln von mit vor
bearbeiten die Schiiler eine Auswahl aus den LBA 9 und 10 in Anlehnung an m 70.

Kontrollaufgaben

1. Geben Sie zu jeder der folgenden Funktionen eine Stammfunktion an!

-
2) f()=3x2+ 5x— 7 b) f() = % (% 0)

c)f(X)=3/;+71j

L

1
Was konnen Sie bisher iiber einé Stammfunktion zu der Funktion f(x) = - aussagen?

(Antwort: Hochstens die Vermutung, daB sie existiert, aber keine Potenzfunktion ist)

Stoffabschnitt 3.5 (135td.)
Ubungen und Anwendungen

Zur Zielstellung fiir die Behandlung dieses Stoffabschnitts sei auf die einleitenden Ausfiih-
rungen zum Stoffabschnitt 1.3 auf UH 61 verwiesen.

Da im vorangegangenen Unterricht nach der Behandlung der Theorie stets Losungsverfahren
fiir bestimmte Aufgabenklassen bzw. Aufgabentypen nicht nur Behandlungs- sondern auch
Ubungsgegenstand waren, ist nunmehr zunichst dieses umfangreiche Instrumentarium
zum Losen von komplexen Aufgaben wiederholend erneut bereitzustellen, wobei zugleich
die theoretischen Grundlagen gefestigt werden. Das kann knapp und auf Schwerpunkte
bezogen geschehen, wenn man z. B. jeweils von dem betreffenden Aufgabentyp ausgeht und
die Schrittfolge des Losungsweges angeben und begriinden 1aft.

Von den nach Abzug der Stundenanzahl fiir die zu planende Kl beit verbl
10 Unterrichtsstunden sollten 4 Stunden fiir die Problemerfassung und Entwicklung von
Losungswegen und (nicht notwendig die letzten) 6 Stunden fiir Intensiviibungen im Auf-
gabenlésen durch SSA (unter Beriicksichtigung einer inneren Differenzierung) verwendet
werden.

Diese Ubungen sind so anzulegen, daB die Schiiler ,,wendig* werden, daf sie innerhalb einer
Unterrichtsstunde schnell von einem Aufgabentyp zu einem anderen iibergehen kdnnen.
Dabei soll die jeweilige Thematik nicht systematisch abgehandelt werden; es werden nur

hand

! Von den zur Verfugung 131 i sollten 3 Stunden fiir eine abschlieBende Klassenarbeit
verwendet werden.
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kurz die benétigten Definitionen, Sitze, Regeln und Verfahren genannt und ihre Anwendung
begriindet. |

Beim Kontrollieren der Losungswege und der Ergebnisse ist zu beriicksichtigen, daB die
Schiiler verschiedene Wege eingeschlagen haben kénnen. In solchen Fillen sollte sich eine
Diskussion iiber den rationell L6 g anschlieB

Niitzlich konnte es sein, die Losungswege bestimmter Aufgabentypen auf Kartelkarten
iibertragen zu lassen, so daf in der Folgezeit die Schiiler ihren fiir das Lsen einer Aufgabe
vorgesehenen Weg mit dem auf der Karteikarte aufgezeichneten vergleichen konnen.

In der folgenden Ubersicht sind jeweils Gruppen von LBA dieses Stoffabschnitts gebildet
und den beiden oben genannten Ubungskomplexen zugeordnet.

Gruppe l LBA Zu l6sende Probleme

Zur Problemerfassung und Entwicklung von Losungswegen

1 1 A den der Differentiati 1
(Ausw.)
11 Ermitteln einer Gleichung fiir die Tangente an eine Parabel
25 Ermitteln lokaler Extrema unter gegebenen Bedingungen
22 Ermitteln der Polstellen einer Funktion und Untersuchen des Ver-
haltens der Funktion in der Umgebung dieser Polstellen
2 30 Untersuchen des Monotonieverhaltens einer Funktion
31 Berechnen lokaler und globaler Extrema
42 Fmden dcs Losungsansatzes von Extremwertaufgaben;
: Strahl
49 Nebenbedmgung Satz des PYTHAGORAS
3 A den der Different
(Ausw.)
3 41 Untersuchen einer Funktion auf Di ierbarkeit an t
Stellen
65 Ermitteln des L6 und hlieBendes Losen von
Extremwertaufgaben
62 Ermitteln des L6 einer E:
4 26 bis 29 Berechnen lokaler Extremwerte
(Ausw.)
21 Anwenden der Kurvendiskussion auf Aufgaben aus dem Militirwesen
14 Nachweis, daB fiir eine Funktion eine gegebene Gleichung gilt
5 13 Untersuchen des Monotonieverhaltens einer gebrochenen rationalen
Funktion
16 A den der Differentiati; In sowie Ermitteln von Ableitungen|
hoheren Grades und der Nullstellen der 1. Ableitung
17 Anwenden der Differentiationsregeln, Ermitteln von Ableitungen
hoheren Grades sowie Beweisfithrungen durch vollsténdlge Induknon
51 Finden des L& fiir E ph:
Inhalts und Lsen solcher Aufgaben
6 36 Kurvendiskussion einer Wurzelfunktion
45, 50 Finden des L6 tzes fiir E

Zu Intensiviibungen im Aufgabenlosen

7 2,4 A den der Differentiati 1
(Ausw.)
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Gruppe LBA Zu lisende Probleme
12 Untersuchen der Differenzierbarkeit einer Funktion an einer Stelle
23 Ermitteln der lokalen und globalen Extrema einer Funktion in einem
Intervall
20 A den der Kurvendiskussion auf Aufgaben aus dem Militirwesen
8 67 Losen einer Komplexaufgabe (Schwerpunkt: Tangente an den Graph
einer Funktion)
32b) Kurvendiskussion ganzer rationaler Funktionen
33a),b)
(Ausw.)
18 Losen einer A d fgabe physikalischen Inhalts
9 9 Losen einer Aufgabe zur Tangente an den Graph einer Funktion
19 Lgsen einer A d fgabe physikalischen Inhalts
33(Ausw.) | Kurvendiskussion gebrochener rationaler Funktionen
10 40, 44 Finden von L& a fiir Ext t
43 Losen dieser Aufgaben
11 52,48 Finden von L& 4 fiir Extremwertaufgaben, dabei
53 Auswahl vorteilhafter Losungswege @
Losen einiger dieser Aufgaben
12 55, 54 Finden von Lsungsansitzen fiir Extremwertaufgaben
57 Losen dieser Aufgaben
13 62, 63 Finden von Losu i fiir Extremwer t
Losen dieser Aufgaben
8 Lbosen einer Aufgabe zur Tangente an den Graph einer Funktion




Stoffgebiet 4

Integralrechnung

Vorbemerkungen

Die Schiiler lernen nach der Differentialrechnung nunmehr einen weiteren wichtigen An-
wendungsbereich des Grenzwertbegriffs kennen.

Folgendes Wissen und Konnen soll herausgebildet werden:

Die Schiiler

— erwerben feste Kenntnisse iiber den Begriff ,,Bestimmtes Integral®, d. h., sie kénnen die
Uberlegungen, die zu diesem Begriff fiihren, reproduzieren und die Deﬁmuon inhaltlich
wiedergeben, haben insbesondere verstanden, daB dabei bestimmte Grenzwertprozesse
eine grundlegende Rolle spielen, und kennen Bedingungen fiir die Existenz des be-
stimmten Integrals in einem Intervall;

— kennen den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und kénnen mit seiner

Hilfe besti 1 gewihlter Funktionen sicher und in angemessener Zeit be-

rechnen; entsprechende Fertigkeiten zu erwerben, ist das Hauptanliegen der Behandlung

dieses Stoffgebietes;

kennen den Zusammenhang zwischen bestimmtem Integral und Flicheninhalt einer

Punktmenge und wenden die gewonnenen Kenntnisse, Fihigkeiten und Fertigkeiten zu-

nehmend selbstindig auf die Berechnung von Flicheninhalten (» Fall scheidung

LP 39f. unter Stoffabschnitt 4.3) unter Einbeziehung frither erworbenen Wissens und

Konnens (Ei; haften der Funktionen, Kurvendiskussionen) an;

- konnen die Integralrechnung zur Losung bestimmter physikalischer Probleme anwenden,
z. B. einfache Berechnungen der physikalischen Arbeit bei einer lings eines Weges ver-
anderlichen Kraft durchfiihren.

Daraus ergeben sich folgende fachlich-didaktische Schwerpunkte:

— Erarbeiten des Begriffs ,,Bestimmtes Integral* in engem Zusammenhang mit dem Pro-
blem des Berechnens von Flicheninhalten nicht allseitig geradlinig begrenzter ebener
Punktmengen;

- Erarbeiten des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung und das Entwickeln
von Fertigkeiten im Berechnen bestimmter Integrale (fiir ausgewihlte Klassen von Funk-
tionen) mit Hilfe des Hauptsatzes und davon abgeleiteter Regeln;

— Anwenden des erworbenen Wissens und Kénnens auf Flicheninhaltsberechnungen unter
Reaktivierung und Vertiefung der Kenntnisse und Fertigkeiten der Schiiler aus der Dif-
ferentialrechnung.

Hinsichtlich der Entwicklung der geistigen Fiihigkeiten der Schiiler ist verstéirkt an der weiteren
Ausbildung von Fihigkeiten und Fertigkeiten zur Begriffsbildung und zum Definieren zu
arbeiten (LP 37). Im iibrigen gelten auch hier die in den Vorbemerkungen zum Stoffgebiet 3
getroffenen Aussagen.
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Begriffe

Verfahren

Deﬁnierén:
—

Bestimmtes Integral
einer Funktion fin
einem Intervall

- 1

Existenz des bestimmten
Integrals fiir in {a; b)

- monotone Funktionen

<a; by 1: mB
*1 (>1; mB)
— stetige Funktionen
(> 2; 0B)
Additivitit des bestimmten
Integrals
(> 3; 0B)
—— | Regeln (LB 250; 0B)
a b
(O] { f(x)dx a) [f(x) + g(x)]dx
a
(3 b b
5 /@ = [f@dx + [g() dx
a a
(LB 242) %
. b) k- flx)dx
@ [fx)dx=0 o b
s = =k [ f)dx
(LB 242) =
Einfiihren:
[ [ {
1 Integral i Ermitteln von Stamm-
(LB 248) Bestimmtes Integral — funktionen
Stammfunktion
Bestimmtes Integral als
Funktion der oberen Grenze
(> 4; mB)
2
Hauptsatz der Differential- Berech i I \!
und Integralrechnung mittels des Hauptsatzes, dabei
(> 5; mB) auch Verfahren der Integration
durch lineare Substitution
Definieren: l—
[~ | FEicheninhalt von Flichen-
von Punktmengen inhalten .
2 (Fille » LP 39f)
;
Einfiihren:
L> Physikalische Arbeit hnen der
(LB 265f.) schen Arbeit bei

verinderlicher Kraft
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Moghchkexten der weltanschaulichen und der politisch-ideologischen Bildung und Erziehung
hen im BewufBt 1 der Bedeutung der neuen Begriffe, GesetzmiaBigkeiten und
Verfahren zur tieferen Erfassung und zur Losung von Problemen aus Produkti n, Technik
und Wissenschaft (.» LP 12). So gewinnen die Schiiler tiefere Einsichten in di Bedeutung
der Mathematik fiir die Praxis und damit in die Notwendigkeit, feste und umfassende
mathematische Kenntnisse, Fahigkeiten und Fertigkeiten zu erwerben.
Hinsichtlich fachiibergreifender Aspekte sind insbesondere Bezichungen zum Physikunter-
richt zu beachten (. LP Ph, Klasse 11, Stoffgebiet 1. Mechanik I, besonders Stoffab-
schnitt 1.1).
In der Ubersicht auf UH 190 sind die in diesem Stoffgebiet zu behandelnden Begriffe, Sitze
und Verfahren und einige Bezichungen zwischen ihnen zusammengestellt.

Kontrollaufgaben

1. Berechnen bestimmter Integrale
(LBA 1 bis 6 aus ,,Ubungen und Anwendungen*)

2. Wie ist der Begriff ,,Bestimmtes Integral* definiert? Gehen Sie auch auf spiter vorge-
nommene Festsetzungen ein!

Welche Eigenschaften einer Funktion f sichern die Existenz des bestimmten Integrals
b

[ fx) dx?

®

a
Geben Sie Beispiele fiir solche Funktionen an!
. Welcher wichtige Satz bildet die Grundlage fiir die rationelle Berechnung bestimmter
Integrale?
Erlautern Sie Inhalt und Bedeutung dieses Satzes!
. Berechnen von Flicheninhalten in Verbindung mit Elementen der Kurvendiskussionen
und anderen zu reaktivierenden Stoffen
(LBA 7,9, 10, 12a), 14, 16, 18, 23b), 25 aus ,,Ubungen und Anwendungen®)
Begriinden Sie die Notwendigkeit, im allgemeinen zwischen ,,bestimmtem Integral* und
,»Fliacheninhalt* zu unterscheiden!
Welche Fille werden bei der Behandlung der Flicheninhaltsberechnung von Punktmengen
beriicksichtigt?
Wie erfolgt in den einzelnen Fillen die Berech des Flicheninhalts?
Welche Gesichtspunkte sind gegebenenfalls dabei besonders zu beachten?
8. Berechnen der physikalischen Arbeit (LBA 31 aus ,,Ubungen und Anwendungen*‘)

-

12

Ll

=

Aufgaben fiir tigliche Ubungen und Wiederholungen

1. Wiederholende Ubungen zu den Komplexen:
— Terme (Arbeiten mit Variablen; Belegungen; Umformungen)
— Operationen und Kleiner-Relation in verschiedenen Zahlenbereichen (einschlieBlich
Rechengesetze, Teilbarkeit natiirlicher Zahlen)
- Eigenschaften von Funktionen (Skizzieren der Graphen)
— Lésen von Gleichungen, Ungleichungen und Gleichungssystemen
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— Geometrie (besonders Flichen- und Kérperberechnung, geometrische Abbildungen)
(~ die entsprechenden Vorschlige zu den Stoffgebieten 1. bis 3.)

2. Untersuchen von Zahlenfolgen, Berechnen von Grenzwerten von Zahlenfolgen
a) Ermitteln Sie jeweils die ersten fiinf Glieder der Zahlenfolgen
(), (155, (),
n ’ 2% )’ \k?
b) Untersuchen Sie die angegebenen Zahlenfolgen hinsichtlich Monotonieverhalten und
Konvergenz!
Sk—3\ (n+1\ (17\ (Tn+3
(7 () @) )
¢) Bestimmen Sie folgende Grenzwerte!
Jim ey Ty St
n-ooo"—l, k= k2 -k’ paw SM ’ nvo N — 8
3. Ermitteln von Grenzwerten von Funktionen
» T e i im —

H H
323 =2 " ya1 X2 -1 ,:u_l, x2 -1
3 B
B tim SR =%
10 h
4. Lissen von Aufgaben aus der Differentialrechnung (auBer Kurvendiskussion)
a) Ermitteln Sie die 1. Ableitung von f an der Stelle Xo!
f(x) = =3x* + 2x + 6; X0 = 2
fx) =x+3x2 = Tx +2;x0 = =7
b) Ermitteln Sie den Anstieg des Graphen der Funktion fan der Stelle xo!
S&x) =x* + 15 x0 =%

)= —x* +2x = T; %0 = —%
¢) Unter welchem Winkel schneiden die Graphen folgender Funktionen die x-Achse?
fx)=— %x +7

fO&) = —x* +3 .
d) Bilden Sie die 1. Ableitung folgender Funktionen!
f)=-Tx2+3x+9; [ =0x*-Tx+67° [f(x) =% +11;
foy=e+ s g =T tEEL
x-=17
¢) Ermitteln Sie je zwei Stammfunktionen von f!
f(x) =x® +Tx* — 6x;  f(x) =5x* + 3\/;;

3 5 —
f(x)=?; f(X)=7—7x’+113\/x
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5. Ub zu Kur

(Definitions- und Wertebereich, Nullstellen, lokale Extrema, Verhalten im Unendlichen,

Polstellen)

a) f(x) =x*+2x — 4
¢) f(x) = x® — 4x? + 4x
e) f(x) = x* —10x* - 9

b) f(x) = %(x‘ — 8x% + 12)

Q) =7-2x
f) f(x) =/5x - 2

x*+2 X2 —-5x'4+4
== h) f(x) =
8) f(x) =3 ) f(x) T
Stoffverteilung

Thema ' Std. I Zu reaktivierender Stoff’ Zu erarbeitender Stoff

S hnitt 4.1 Integral 6 Std.

1 Flacheninhalt 1 - Flicheninhalt von Vielecks- | — Problem des Berechnens
einer Punkt- und Kreisflichen von Flicheninhalten von
menge unter — Monotonie, Konvergenz und nicht allseitig geradlinig be-
der Parabel Grenzwerte von Zahlen- grenzten Punktmengen
y=x*+1 folgen, Partial — Flacheninhalt der Punkt-

— Monotonie und Stetigkeit
von Funktionen
- Rechnen mit reellen Zahlen

menge Q unter der Parabel
y = x? + 1 im Intervall
<0;1)

2 Definition des | 2 - M ie, Beschrinktheit | — Verall, n der am
bestimmten und Grenzwerte von Zahlen- Beispiel (Punktmenge unter
Integrals folgen der Parabel y = x2 + 1)

~ Monotonie und Stetigkeit durchgefiihrten Uberlegungen
von Funktionen, Existenz — P 1 (Bestimmtes Integral)
eines groBten bzw. kleinsten | — B 2 (Flacheninhalt einer
° Funktionswertes in einem Punktmenge)
Intervall

3 Existenz des 2 — Rationale und irrationale — Beispiel einer Funktion, fiir
bestimmten Zahlen die das bestimmte Integral in
Integrals — Grenzwerte von Zahlen- {a; b) nicht existiert

folgen, Nullfolgen - D1 (mB) und D> 2 (0B)
— Monotonie und Stetigkeit — Beweis von > 1
von Funktionen - Anwendung auf 3 (LE 1)

4 Erweiterung 1 - Rechnen mit reellen Zahlen | — Erarbeiten der Definitionen
des Integral- a b
begriffs, [f(x)dx 5, —[ f(x)dx und
Additivitat ° ‘

[rmax =0
- B3 (Additivitat) (0B)

13 [002103]

193



Thema | Std. | Zu reaktivierender Stoff Zu erarbeitender Stoff
Stoffabschnitt 4.2 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 6 Std.!

5 Das bestimmte | 2 - Differenzenquotient und — D> 4 (mB) (Das bestimmte
Integral als Differentialquotient, Ab- Integral als Funktion der
Funktion der leitung einer Funktion in oberen Integrationsgrenze)
oberen Inte- einem Intervall — Begriff ,,Unbestimmtes

* grationsgrenze - Stammfunktion, Ermitteln Integral*

von Stammfunktionen gege-
bener rationaler und Wurzel-
funktionen

- Funktionsbegriff

— Stetigkeit von Funktionen

6 Hauptsatzder | 2 — Ableitung einer Funktionin | - > 5 (mB)

Differential- einem Intervall — Bezeichnung ,,Hauptsatz der

und Integral- — Ermitteln von Stammfunk- Differential- und Integral-

rechnung; tionen rechnung*, Bedeutung des

Berechnung (Rationale Funktionen, Hauptsatzes

bestimmter Waurzelfunktionen) - Anwenden des Hauptsatzes

Integrale zur Berechnung bestimmter
Integrale

7 Berechnung 2 — Ermitteln von Stamm- — Berechnen bestimmter Inte-
von Integralen funktionen grale verketteter Funktionen
(verketteter - Differenzieren von Potenz- — Einfithren und Anwenden
Funktionen) und Wurzelfunktionen des Verfahrens der Integra-

— Verkettung von Funktionen, tion durch lineare Substitu-
die Kettenregel der tion in der Form
Differentiation x
— Rechnen mit reellen Zahlen J flax + bydx
1
x
= [i Flax + b)] *
a x;
ffabschnitt 4.3 Flich berech 6 Std.

8 Punktmengen, 1 — Flacheninhalt von Vielecks- — Berechnen des Flicheninhalts
die oberhalb flichen von Punktmengen, die ober-
der x-Achse — » 2 (Flacheninhalt einer halb der x-Achse liegen
liegen Punktmenge) (dabei Berechnen der Null-

- Rationale Funktionen und stellen und Skizzieren der
‘Wurzelfunktionen (Eigen- Graphen der Funktionen)
schaften, Skizzieren der
Graphen, Ermitteln der Null-
stellen)

9 Punktmengen, |2 wie bei 8 — Erarbeiten der Beziehung
die unterhalb &
der x-Achse A= | -I S dx
bzw. teils ober- fiir den Flicheninhalt von
halb, teils unter- Punktmengen unterhalb der
halb der x-Achse und Berechnen des
x-Achse liegen

1 Falls

itt 3.4 bereits im

wurde! Laut LP 32 kann 3.4 auch erst an dieser Stelle

iet 3
(vor LE 5) behandelt werden, dann sind fiir 4.2 nur 5 Std. vorgesehen (LE 5 nur 1 Std.).
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Thema Std. | Zu reaktivierender Stoff Zu erarbeitender Stoff
Flacheninhalts derartiger
Punktmengen

- Berechnen des Flicheninhalts

von Punktmengen, die teils
oberhalb, teils unterhalb der
x-Achse liegen (dabei jeweils
Berechnen der Nullstellen
und Skizzieren der Graphen
der Funktionen)

10 Punk 2 - Berecl der Sct te | — Erarbeiten und Anwenden

die von den der Graphen zweier Funk- des Verfahrens zur Berech-

+ Graphen zweier tionen nung des Flacheninhalts der-
Funktionen ein- artiger Punktmengen (zu-
geschlossen nichst ohne, dann auch mit
werden Schnittpunkt der Graphen

in {a; b))
11 Physikalische 1 - Physikalische Arbeit bei — Berechnen der physikalischen
Arbeit lings eines Weges konstanter Arbeit bei lings eines Weges
bzw. verdnderlicher Kraft verdnderlicher Kraft
(» Physikunterricht) - Zusammenfassender Uber-
blick
Stoffabschnitt 4.4 Ubungen und Anwendungen 6 Std.
Ubungen und 4 Losen komplexer Aufgaben zur Fliacheninhal h unter
Anwendungen Reaktivierung und Vertiefung des Wissens und Kénnens aus der
Diffe ial (Differenzi Ermitteln von Stamm-
funktionen, Kur i i ) und aus der I Irech
(wichtige Begriffe und Satze, Berechnen bestimmter Integrale)
Klassenarbeit 2
Unterrichtsmittel

R ,,Bestimmtes Integral und Flicheninhalts*
(Erscheinen fiir September 1981 vorgesehen)
Hinweis: FO ,,Das bestimmte Integral* (.~ SKUS-Best. Nr. 06 7516 56) entspricht inhalt-
lich nicht mehr dem ab 1. 9. 1980 giiltigen Lehrplan und ist deshalb nicht mehr einzusetzen.
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Stoffabschnitt 4.1 (65td.)
Bestimmtes Integral

Es ist der Begriff ,,Bestimmtes Integral* im Zusammenhang mit seiner Anwendung zur
Erklirung und Berechnung des Flicheninhalts nicht allseitig geradlinig begrenzter ebener
Punktmengen zu erarbeiten. Das letztgenannte Problem bildet den Ausgangspunkt der
Betrachtungen, deren wesentliche Inhalte durch folgende Leil

‘werden konnen.

1. Flicheninhalt einer Punk unter der Parabel (LE1; LE 3)

y = x% + 1; Welche reelle Zahl ist dieser Punktmenge

als Flicheninhalt zuzuordnen?

Prizisierung und Verallgemeinerung der unter 1. durch- (LE2;» 1)

gefiihrten Uberlegungen; Begriff ,,Bestimmtes Integral*

. Wie 14Bt sich mit Hilfe des Begriffs ,,Bestimmtes Integral* (LE2;»2)
der Flicheninhalt einer Punktmenge erklaren bzw. spater
auch berechnen?

4. Welche Eigenschaften einer Funktion fsichern die (LE 3; > 1mB; > 20B)

i :

L

w

Existenz des bestimmten Integrals '[ S(x)dx?

a
. Welche Festsetzungen zum Begriff ,,Bestimmtes Integral (LE4; >3 0B)
sind zweckmiBigerweise zusitzlich vorzunehmen, um eine
breitere Anwendung zu erméglichen (Festlegungen fiir
a =bunda > b)?

[

Vor: fiir erfolgreiches Arbeiten in diesem Stoffabschnitt sind feste Kenntnisse
der Schiiler iiber den Grenzwertbegriff, iiber Grenzwerte von Zahlenfolgen und {iber Mono-
tonie und Stetigkeit von Funktionen. AuBerdem werden Fertigkeiten im Rechnen mit
reellen Zahlen und Sicherheit im Arbeiten mit dem Summenzeichen bendtigt.

Zur Sicherung des A iveaus bei der Behandl der LE 1 sollten die Schiiler die
LBA 2 bis 5 (LB 228f.) bereits langerfristig 16sen (ggf. Aushang im Fachkabinett, Orientie-
rung auf selbstindige Reaktivierung des Wissens und Konnens mit Hilfe des Lehrbuchs,
Moglichkeit des Arbeitens in Lerngruppen). Die in den Aufgaben enthal
Begriffe, Sitze und geforderten Beweisfithrungen sind fiir die Sicherung des Ansgangsniveaus
ebenfalls erforderlich und deshalb in die empfohlenen Vorbereitungen einzubeziehen.
Ferner sollte ein Schiiler am Beginn der Behandlung dieses Stoffabschnitts den Auftrag er-
halten, einen SV iiber die Schwerpunkte der LE 1 bis 3 (Sy isierung) vor i
und Mébglichkeiten zur Konsultation erhalten; » LE 3, 2. Stunde, unter ,,Festigung.
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Lerneinheit 1 (15td.)
Flicheninhalt einer Punktmenge unter der Parabel y = x* + 1
LB 229 bis 231

Zijele

Die Schiiler

- reaktivieren Kenntnisse iiber die Berechnung des Inhalts von Vielecks- und Kreis-
flachen,

— verstehen das Problem der Ermittlung des Flidcheninhalts von nicht allseitig gerad-
linig begrenzten ebenen Punktmengen (die keine Kreisflichenteile sind) und durch
Anstellen entsprechender Uberlegungen am Beispiel des Flicheninhalts der Punkt-
menge unter der Parabel y = x2 + 1 im Intervall <0; 1> die Motivierung fiir die
Behandlung des Stoffabschnitts,

— erkennen, daB3 dazu Grenzwerte von Zahlenfolgen herangezogen werden miissen.

Schwerpunkte

— Sicherung des Ausgangsniveaus (Inhaltsberechnung von Vielecks- und Kreis-
flichen) (Bild D 5)

— Motivierung, Zielstellung (Bild D 6)

— Erarbeitung: Ermitteln des Flacheninhalts der Punktmenge unter der Parabel
y = x? + 1 im Intervall <0; 1) (Bilder D 7 bis D 9)

Methodische Hinweise

Sicherung des Ausgangsniveaus durch Inhaltsberechnungen von Vielecks- und Kreisflichen Zu
Beginn der Stunde berechnen die Schiiler die Inhalte der im Bild D 5 dargestellten Punkt-
mengen (.~ LBA 1 auf LB 228; ~ auch vorbereitende HA auf UH 196).

Die Schiiler sollten ihr Vorgehen kommentieren (verwendete Formeln, ggf. erforderliches
Zerlegen in Teilflichen). Ein kurzer LV (oder vorbereiteter SV) konnte sich anschlieBen:

— Flicheninhaltsberechnung von Vielecken mit Hilfe bestimmter Formeln; ggf. Zerlegung
in Teilflichen (.~ Bild D 5¢));

— Formel fiir Kreisflicheninhalt; Erinnerung an anschauliche Uberlegungen (Uberdecken
mit quadratischem Gitter, Ermitteln von Naherungswerten durch Auszidhlen von Qua-
draten, ,,Einschachteln‘‘ der Kreisfliche, immer bessere Anndherung ,,von oben* und
,,von unten* durch fortgesetztes Verfeinern des quadratischen Gitters (.~ [4], S.234;
evtl. Folie verwenden)

Motivierung und Zi I Den Schiilern ist noch kein Verfahren zur Berechnung des
Flacheninhalts der im Bild D 6 dargestellten Punktmenge Q bekannt.

Der Lehrer kann diese Motivatiort durch den Hinweis auf physikalische Sachverhalte, die
mit der Frage nach dem Flicheninhalt gewisser Punktmengen verbunden sind, untermauern
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(LB 227f.; Bilder D 1 bis D 4). Er erinnert an den Physikunterricht (» LP Ph, KI. 11,
_ Stoffabschnitt 1.1), in dem die physikalische Arbeit bei verinderlichen Kréften durch Aus-
zihlen der Flacheneinheiten im F-s-Diagramm ermittelt wurde (auch dort war kein Be-
rechnungsverfahren bekannt).
Die Berechnung derartiger Flicheninhalte ist also eine Aufgabe der Integralrechnung; als
Ziel dieser Stunde werden demnach eine vorlidufige Antwort auf die Frage nach dem Fla-
cheninhalt der Punktmenge Q in Bild D 6 und entsprechende Losungsiiberlegungen ange-
geben.

Erarbeitung der Losungsiiberlegungen zum Problem des Flicheninhalts der Punktmenge unter
der Parabel y = x> + 1 im Intervall 0; 1>  Es empfiehlt sich sowohl aus zeitlichen Griin-
‘den als auch wegen des Schwierigkeitsgrades des Stoffes ein LV oder ein UG mit starker
Fiihrung durch den Lehrer (auf Darstellung im LB stiitzen).

Folgende Schritte sollten herausgearbeitet werden:

— Problem: Welche (reelle) Zahl ist der Punktmenge Q in Bild D 6 als Flidcheninhalt zu-

zuordnen? (Hier evtl. kurz auf FuBinote auf LB 227 eingehen)

Herangehen an die Losung {iber Betrachtung von Vielecksflichen, die in Q hineingelegt

werden bzw. die Q iiberdecken, damit gewissermaBen ,,Einschachteln* des (als existierend

angenommenen) Flicheninhalts von Q (Orientierung an den vorher wiederholten Uber-
legungen zum Kreisflicheninhalt)

Feststellen der Art der verwendeten Vielecke (Zusammensetzung aus bestimmten Recht-

eckstreifen; Vorteil dieser Wahl)

— Erértern von Moglichkeiten des Verfeinerns bzw. Verbesserns der Anniherung an den
Flicheninhalt von Q (fortgesetztes Verdoppeln der Anzahl der Teilintervalle; Vorteile
dieses Vorgehens bewuBtmachen, u. U. auch auf andere Moglichkeiten hinweisen; An-
niherung ,,von oben bzw. ,,von unten*; Bilder D 7 bis D 9)

_ Bilden der Summen s, und S,; Zusammenhang Folgen (s,) und (S,) — fortgesetzte Hal-

bierung der Teilintervalle; Betrachten der Tabelle (LB 230f.), dabei Nutzen der Ergebnisse

der LBA 2 bis 5 (LB 228f.)

Feststellen der Konvergenz der Zahlenfolgen (s,) und (S,) sowie der Existenz eines ge-

meinsamen Grenzwertes

Zusammenfassend ist bewuBtzumachen:

— Zur Beantwortung der Frage nach dem Flicheninhalt von Q sind Grenzwerte gewisser
Zahlenfolgen erforderlich. Der gemeinsame Grenzwert der Zahlenfolgen (s,) und (S,)
wird der Punktmenge Q als Flidcheninhalt zugeordnet.

- Der Nachweis der Konvergenz von (s,) und (S,) gegen ein und denselben Grenzwert
und das Berechnen dieses Grenzwertes bleiben zunichst noch offen (Orientierung auf
LE 3). Die zum Problem formulierte Frage ist also noch nicht endgiiltig beantwortet.

Hausaufgaben LE 1 im LB durcharbeiten mit dem Ziel, die wesentlichen Uberlegungen
wiedergeben zu konnen; LBA 1 (fiir besonders leistungsstarke Schiiler evtl. LBA 2)

Kontrollaufgabe

Geben Sie die wesentlichen Gedanken zur Losung des in LE 1 ges!ellten Problems mit
eigenen Worten wieder!
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Lerneinheit 2 (25td.)
Definition des bestimmten Integrals
LB 232 bis 238

Ziele

Die Schiiler

— kennen den Begriff ,,Bestimmtes Integral*, haben die zu ihm fiihrenden Uberlegun-
gen, die durch Verallgemeinerung der in LE 1 exemplarischen Betrachtungen anzu-
stellen sind, verstanden und kénnen sie einschlieBlich der getroffenen Vorausset-
zungen wiedergeben,

— kennen die Definition des Flicheninhalts gewi Punkt mittels des be-
stimmten Integrals und konnen sie auf einfache Beispiele anwenden.

Schwerpunkte

1. Stunde

~ Sicherung des Ausgangsniveaus: Wiederholung der am Beispiel ( » LE 1) durch-
gefiihrten Uberlegungen zur Losung des Flacheninhaltsproblems

— Motivierung und Zielstellung

— Erarbeitung der » 1 (Bestimmtes Integral)

— Zusammenfassung (LB 244f.)

2. Stunde

— Wiederholung: Begriff des bestimmten Integrals
- Erarbeitung der » 2 (Fliacheninhalt) (@ 2)
— Festigung: Bestimmtes Integral und Flicheninhalt

Methodische Hinweise

Sicherung des Ausgangsniveaus durch Wiederholung der in LE 1 durchgefiihrten Uberlegungen
SV zur Frage nach dem Flicheninhalt der in Bild D 6 dargestellten Punktmenge Q (# dazu
die in LE 1 fiir die Erarbeitung genannten Schritte). Die anderen Schiiler erginzen gege-
benenfalls beziehungsweise stellen Fragen. In Verbindung damit werden die Ergebnisse
von LBA 1 aus LE 1 verglichen (.~ die Tafelbilder auf UH 200 oben).

Motivierung und Zielstellung In LE 1 wurde, ausgehend von anschaulich-geometrischen
Betrachtungen, ein Losungsweg fiir die Beantwortung der Frage nach dem Flicheninhalt
einer bestimmten Punktmenge gefunden.

Es ist nunmehr notwendig, die durchgefiihrten Uberl weiter zu prazisi und zu
verallgemeinern, dabei die anschaulich-geometrischen Betrachtungen durch die arithmeti-
sche Beschreibung der Grenzprozesse zu ersetzen und damit die Anwendungsmoglichkeiten
zu erweitern (Beitrag zur weltanschaulichen Bildung: Streben der Mathematik nach Ab-
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Welche (reelle) Zahl ist als Flicheninhalt von O f¢ ! ?

F(x) =241 Nmr der Vergleich
Teilung Sn S»
0 1 < 2
1 1,125 < 1,625
2 1,21875 . < 1,46875
n wiichst . s, wird groBer | S, wird kleiner
ST =
Bild4.1 sn und S, nihern sich einander immer mehr.
n— © lim s, lim S,
noon na
— e
lim s, = lim S,
nsw n-s
— Nachweis der Konvergenz
von (s,) und (S,) gegen ein
und denselben Grenzwert 5
inLE3 G G t
— Berechnung dieses Grenz- wird Q als Flacheninhalt
wertes in LE 3 zugeordnet.

straktion und Verallgemeinerung, Rolle fiir Erfassen und Beschreiben der objektiven Reali-
tit und fiir Anwendung in der Praxis).

Die auf arithmetischer Grundlage vorgenommenen Betrachtungen fiihren zum fundamen-
talen Begriff des bestimmten Integrals (Hinweis auf zahlreiche Anwendungen in Mathematik
und Naturwissenschaften).

Erarbeitung der » 1 (Bestimmtes Integral) Zunichst sollte im UG eine Art ,,Problemliste
zusammengestellt werden. Sie soll diejenigen Fragen bzw. Schwerpunkte erfassen, die durch
die nachfolgenden Uberlegungen (~ Bild 4.2) geklirt werden miissen.

— Mit welchen Funktionen arbeiten wir? Bild 4.2 N
— Art der Teilung des Intervalls {a; b)

— Bilden von s, und S,

- Eigenschaften der Zahlenfolgen (s,) und (S»)

— Besondere Anforderungen an die Grenzwerte von (sy) und (S,)

Da die Erarbeitung des Begriffs ,,Bestimmtes Integral* relativ hohe Forderungen an das
abstrakte Denken stellt, sollte der Lehrer vom erreichten Leistungsvermdgen der Klasse her
entscheiden, welcher der nachfolgend genannten Wege am geeignetsten ist.
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LV der Uberlegungen einschlieBlich » 1;
Schiiler notieren das Wesentliche, ggf. kurze Teilzusammenfassung bzw. Beantwortung
von Kontrollfragen (. UH 200; am Beispiel aus LE 1 orientieren) durch Schiiler, dazu
auch Verwendung des AB 1 * (UH 202) sowie Einsatz von R ,,Bestimmtes Integral und
Flacheninhalt* (sobald ausgeliefert) zur Unterstiitzung der Ausfiihrungen méoglich.

UG wobei evtl. die im AB angegebene Darstellung als TB entsteht bzw. die genannte Dia-
Reihe eingesetzt wird

SSA im LB;
Schriftliches Fixieren des Wesentlichen (evtl. auf dem AB, Orientierung an ,,Problem-
liste*), dieses Vorgehen zumindest in einzelnen Etappen mit dazwischengeschalteten
Teilzusammenfassungen

Zusammenfassend ist
- der Inhalt der im AnschluB an » 1 getroffenen Feststellungen (LB 235f.) bewuBtzumachen;
— nochmals hervorzuheben, daB insbesondere jede monotone und jede stetige Funktion die

in » 1 gemachten Voraussetzungen beziiglich der Funktion f erfiillt (Ankniipfung in
LE 3);

5
— mit ilen: die Bezeichnung ,,ff(x) dx‘ (auch die Sprechweise), die Begriffe ,,Inte-

a
grationsgrenze*, ,, Integrationsvariable, ,,Integrationsintervall* (kann auch bei Wdh in
der folgenden Stunde geschehen).

Wiederholung zum Begriff des bestimmten Integrals SV zu den Uberlegungen, die zum Be-
griff ,,Bestimmtes Integral fiihren, und zu » 1 (ggf. Ergédnzungen durch andere Schiiler und
Beantwortung von Fragen), oder SSA am AB 1, falls in der 1. Stunde noch nicht erfolgt,
mit anschlieBendem SV

Erarbeitung der » 2 (Flicheninhalt) UG mit Verwendung des LB zur Festigung von » 1
L] k(k + 1 . L

und zur Vorbereitung von » 2; Wdh: Y i = %; Ubertragung auf 3 (i — 1); evtl.
i=1 i=1

in Verbindung mit LBA 1 Berechnung einiger Summen; SSA am @ 2.

Beim Auswerten wird, ankniipfend an @ 2c), die Frage nach dem Flicheninhalt gewisser

Punktmengen wieder aufgegriffen. » 2 wird vom Lehrer mitgeteilt bzw. von den Schiilern

durchgelesen. Zu beachten ist dabei die im AnschluB an » 2 (» LB 237) getroffene Fest-

stellung.

Zusammenfassend macht der Lehrer auf die in » 2 enthaltenen Voraussetzungen aufmerksam

und weist darauf hin, daB spiter (. LE 9) auch andere Fille behandelt werden.

Hausaufgabe LBA 2 (LBA 3 als freiwillig zu 18sende Aufgabe fiir leistungsstarke Schiiler)

* Das AB I ist als Liickentext angelegt; dic von den Schillern auszufillenden Licken sind hicr als eingerahmte Stellen
gekennzeichnet,
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Arbeitsblatt 1

y

1,

bx

Das bestimmte Integral

Voraussetzungen:

1. | Funktion fist definiert in {a; b).

2. | fhat in jedem abgeschlossenen Teilintervall von <a; b)
einen kleinsten und einen groBten Funktionswert.

Therl
ber

m;

Ax

Mi

Xi<1 Xi
Bild4.3
Ax =x — x1_y

1. n beliebig, aber fest gewihlt:

— Teilung des Intervalls {a; b) in | 2" gleichlange | Teilinter-

valle

— Bildung der Produkte | m, - Ax | und und der

Summen

on o
Sp= 2 m-Ax|und | S, = Y M, Ax
i=1 =1

2. Uberlegungen fiir jede natiirliche Zahl durchgefiihrt:

Folgen (s,) und (S,)

(sw)

nach oben beschrinkt, monoton wachsend '

(Sn) I nach unten beschrinkt, monoton fallend |

Nach>B2 (s») und (S,).

Wichtig sind die Fille, fiir die

n—oo

I (S. — s») | eine Nullfolge ist.

4

b
Das bestimmte Integral J' f(x)dx | ist nach » 1
a

der gemeinsame Grenzwert von (s,) und (S,);
eine reelle Zahl.
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Kontrollaufgaben

1. Geben Sie die Definition des bestimmten Integrals einer Funktion f in einem Intervall
{a; b) mit eigenen Worten wieder!

2. Nennen Sie Klassen von Funktionen, die die bei dieser Definition getroffenen Voraus-
setzungen erfiillen!

3. Wovon hingt die Existenz des bestimmten Integrals einer Funktion f in einem Intervall
{a; b) gemiB » 1 ab?

4. Wie kann man mittels des bestimmten Integrals den Flicheninhalt der in Bild 4.4 darge-
stellten Punktmengen festlegen?

Bild 4.4 flx)= ;—,_ f(x) =sinx
Lerneinheit 3 (25td.)
Existenz des bestimmten Integrals
LB 238 bis 242
Ziele
Die Schiiler

— erkennen am Beispiel einer Funktion f, fiir die das bestimmte Integral nicht exi-
stiert, daB die Existenz eines groBten (kleinsten) Funktionswertes von f in jedem
abgeschlossenen Teilintervall von <a; b> noch nicht geniigt, um die Existenz des
bestimmten Integrals in {a; b) zu sichern,

- wissen, daB fiir im Intervall {a; ) monotone oder stetige Funktionen das bestimmte
Integral existiert (> 1 und > 2), )

— verstehen den Beweis fiir in {a; > monotone Funktionen und kénnen ihn inhaltlich
wiedergeben,

— konnen die gewonnenen theoretischen Einsichten auf ausgewahlte Funktionen
anwenden und somit auch die in LE 1 aufgeworfene Frage nach dem Flicheninhalt
der in Bild D 6 dargestellten Punktmenge Q endgiiltig beantworten.
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Schwerpunkte

1. Stunde

— Sicherung des Ausgangsniveaus

~ Motivierung und Problemstellung: Erortern von m 2

— Erarbeitung von > 1 und D> 2, Beweis fiir > 1

2. Stunde

— Wiederholung: Existenz des bestimmten Integra]s

— Erarbeitung von B 3

— Festigung: Anwenden von > 1 und D> 2, Zusammenfassung

Methodische Hinweise

Sicherung des Ausgangsniveaus durch Wiederholung zur Monotonie und Stetigkeit von Funk-
tionen

—

. Nennen Sie Beispiele fiir monotone bzw. fiir stetige Funktionen (Intervalle angeben)!

2. Geben Sie je ein Intervall an, in dem die Funktion f(x) = 2 - sin 2x monoton fillt bzw.
monoton wichst!

. Es sei feine in <a; b)) monoton wachsende Funktion. <a; b> werde (beliebig) in Teilinter-
valle zerlegt. An welchen Stellen im i-ten Teilintervall {x;_,; x;> nimmt f den groBten
bzw. den kleinsten Funktionswert an?

w

Motivierung und Probl 11 Zur Motivierung sind folgende Schritte méglich:

Wdh: » 1 unter besonderer Beriicksichtigung der Forderungen an die Funktion f;

Betonen der Tatsache, daB die Existenz des bestimmten Integrals einer Funktion f in

einem Intervall davon abhingt, ob die Grenzwerte der Folgen (s,) und (S,) iibereinstim-

men;

Lésen von @ 3 und @ 4 (je ein Schiiler an der Tafel)

- SSAamm2

Ergebnis: Es gibt Funktionen mit den in B 1 geforderten Eigenschaften, fiir die das be-

stimmte Integral in einem vorgegebenen Intervall nicht existiert. Damit ist fiir die betrach-

teten Funktionen die Existenz des bestimmten Integrals nicht gesichert.

Unter Bezugnahme auf die anfwendigen Untersuchtngen zum Nachweis der Existenz
b

des Integrals J xdx im m1 wird erkannt, daB es zweckmiBig ist, nach Kriterien zu

0
suchen, die eine einfachere Entscheidung iiber die Existenz eines bestimmten Integrals
in einem vorgegebenen Intervall ermdglichen.

Als Ziel der Stunde ergibt sich die Beantwortung der Frage, welche Eigenschaften einer
b

Funktion f die Existenz von J' f(x) dx gewihrleisten.
a

Erarbeitung von > 1 (mB) und > 2 (0B) Zunéchst sollte auf die Zusammenfassung (1. Std.
LE 2) hingewiesen werden: Zur Menge der Funktionen, die in jedem abgeschlossenen Teil-
intervall ihres Definitionsbereiches einen kleinsten und einen groBten Funktionswert haben,
gehoren die stetigen Funktionen und die monotonen Funktionen.

Dann werden [> 1 und > 2 mitgeteilt (auch kurzes Eingehen auf Fufinote zu LB 239; Mog-
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lichkeit der immanenten Wiederholung zu ,,notwendige und hinreichende Bedingungen®)

und die (unmittelbar aus W 2 folgende) Beweisnotwendigkeit bewuBt h

Im Mittelpunkt der Erarbeitung steht der Beweis zu > 1:

Es ist zunachst zu kliren (UG), was eigentlich bewiesen werden soll, nimlich die Existenz
b

des bestimmten Integrals J' f(x) dx fiir eine in {a; b) monotone Funktion. Da das bestimmte
b a
Integral J' f(x) dx nach » 1 der gemeinsame Grenzwert der Folgen (s,) und (S,) ist, gilt es

a
also zu zeigen, daB aus der Monotonie von fin <a; b) folgt: lim s, = lim S,.
nswo nso
Das ist der entscheidende, aber schwierigste Schritt des Beweises!
Im Beweisschritt (2) erfolgt ein Hinweis auf die zur Sicherung des Ausgangsniveaus vorge-
schlagene Aufgabe 3.
Eventuell sollte auch darauf hingewiesen werden, daB lim s, = lim S, erfiillt ist, wenn

nso oo
gezeigt werden kann, daB die Folge (S, — s,) eine Nullfolge ist (Beweisschritt (3)). Das
Durcharbeiten des Beweises selbst sollte in SSA im LB erfolgen (auch UG méglich). In
beiden Fillen gibt dann ein Schiiler die wesentlichen Uberlegungen des Beweises wieder.

Festigung Fiir die in den Bildern D 19 und D 20 dargestellten Funktionen erdrtern die
5
Schiiler die Existenz von f f(x) dx.
i a

Hausaufgaben Wdh: Beweis zu > 1; Kontrollaufgabe 2. (UH 206)

Wiederholung zur Existenz des bestimmten Integrals SV zur Hausaufgabe, Wiedergabe von
D> 1 und > 2 (~ folgendes Tafelbild; auch schon in 1. Std. verwendbar); Ubg (mdl.): LBA 1

Welche Eigenschaften von f sichern die Existenz des bestimmten Integrals?
fin {a; b) monoton

y f, yh N y (

ol «a b x 0l a b x 0ol a b x >1
odex Bild 4.5 1
fin <a; b) stetig v Fiir derartige Funk-
y y y Bild4.6 | tionen existiert
b
3
F ) J‘ f(x) dx.
f a
1

ol a b x ol a b x 0l e b x

Zu beachten: Fiir Funktionen, die sowohl stetig als auch monoton sind, existiert das
bestimmte Integral sowohl nach t> 1 als auch nach > 2!
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Erarbeitung von M 3 Hierbei wird die in LE 1 gestellte Frage nach dem Flicheninhalt der
in Bild D 6 dargestellten Punktmenge Q endgiiltig beantwortet.
Es ist bewuBtzumachen, daB3 dort noch offen blieben

(1) der Nachweis fiir lim s, = lim S,,

nsoo now 1
(2) die Berech des i G tes und damit des Integrals f (x? + 1)dx
und des Flicheninhalts von Q (nach » 2). 0

UG: Es ist zu kliren

— Problem (1) ist nach » 1 gelost, denn f(x) = x* + 1 ist in <0; 1> monoton.
— Daher geniigt dle Berechnung des Grenzwertes einer der beiden Folgen (im LB Folge S,).

— Die Beziehung Z (@ + b) = E a; + Z by
(» FuBnote zu LB 241) ist zu erlautem wobe| hier b, = 1 ist ( auch @ 5).

SSA am m 3:
Beim Auswerten kann R ,,Bestimmtes Integral und Flicheninhalt (Teil 2: Konstruktives
Erarbeiten der Fliacheninhaltszahl) mit eingesetzt werden.

Festigung durch Anwenden von > 1 und > 2 Ubg: LBA 2 und 3 (ggf. vollstindige Durch-
fithrung als HA); SV iiber die Schwerpunkte der LE 1 bis 3 (Systematisierung); ~ UH 196*

Kontrollaufgaben
1. Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen in den angegebenen Intervallen!

x2-7, -2=x<1
a) f(x) = —2x* + 3; {-2;5) b)f(x)——{ F1; 1sxs=4

b
Begriinden Sie die Existenz von [ f(x) dx in den angegebenen Intervallen!
a

2. Fithren Sie den Beweis zu [> 1 fiir in {a; b) monoton fallende Funktionen!

Lerneinheit 4 (15td.)
Erweiterung des Integralbegriffs; Additivitit
LB 242 bis 243

Ziele

Die Schiiler
a b a
~ kennen die Festlegungen [ f(x) dx = — [ £(x) dx und [f&dx =0,

b a a
— kennen die Eigenschaft der Additivitat (> 3) und kdnnen sie, besonders auch spater
bei Flacheninhaltsberechnungen, anwenden,
— runden somit ihre Kenntnisse iiber den Begriff des bestimmten Integrals ab.

1 Evtl, kann dieser SV auch erst zu Beginn der Unterrichtsstunde zu LE 4 erfolgen.
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Schwerpunkte

- Motivierung des Erweiterns des Integralbegriffs, Zielstellung
— Erarbeitung der genannten Festlegungen und von > 3 (@ 6)
— Festigung (neuer Stoff, Integralbegriff) (LB 243; Zus 244f.)

Methodische Hinweise

Motivierung und Zielstell Nach Auswertung der HA folgt ein SV zu bisher erarbeiteten
3
Kenntnissen iiber das bestimmte Integral® (» 1; j f(x) dx ist eine reelle Zahl und Grenz-

a
wert gewisser Zahlenfolgen; Bedingungen fiir die Existenz des bestimmten Integrals; Anwen-
dung zur Erklirung des Flicheninhalts gewisser Punktmengen).

Motivierung: Bisher war fiir die Integrationsgrenzen @ und b stets a < b vorausgesetzt. Es
ist zweckmaiBig, diese Einschrinkung fallenzulassen.

Zielstellung: Wir erweitern den Integralbegriff fiir die Fille @ = b und a > b (damit Er-
weitern der Anwendungsmoglichkeiten) und lernen einen Satz kennen, den wir spiter bei

heninhalick h

er benotigen.

Fls
Flic

Erarbeitung der (in den Zielen) genannten Festlegungen und von >3 Das Problem wird
b
prazisiert: Wir setzen voraus, da J. f(x) dx in {a; b) existiert, also eine eindeutig bestimmte

a
reelle Zahl ist. Nach dem Vertauschen der Integrationsgrenzen ist die obere kleiner als die
untere. Die folgenden Fragen sollten die Schiiler moglichst selbst finden.

— Welche Beziehung besteht zwischen

a 5
[ dx und [ f(x)dx?
b a
a
— Wie ist (um alle Fille zu erfassen) J' f(x) dx zu erkldren?
a

Die Schiiler sollen Vermutungen duBern.

SSA mit LB 242 bis einschlieBlich Festsetzung (2). Die entsprechende Aufgabenstellung
konnte lauten:

,Erarbeiten Sie mit Hilfe des Lehrbuches eine Antwort auf die gestellten Fragen (.~ oben),
und lsen Sie anschlieBend die Aufgaben 1 und 3!

Auswertung: Hinsichtlich Festsetzung (1) (LB 242) bewuBtmachen: Durch Vertauschen der
Integrationsgrenzen dndert sich das Vorzeichen der durch das bestimmte Integral festge-
legten reellen Zahl.

Zur Erarbeitung von > 3 (Additivitit des bestimmten Integrals) bieten sich zwei Moglich-
keiten an:

— SSA an @ 6 und am folgenden Lehrbuchtext bis ,,... nennt man Additivitit des bestimmten
Integrals*, anschlieBend Losen von LBA 6

- D3 wird vom Lehrer mitgeteilt, die Schiiler werden aufgefordert, ihn zu interpretieren
bzw. geometrisch zu deuten, anschlieBend Losen von LBA 6.

1 SV kann entfallen, wenn bereits in der vorhergehenden Stunde eingesetzt.
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Festigung SSA: LBA 2, 4, 5 (im Zusammenhang mit LBA 4 ist unbedingt auf die Aus-

filhrungen auf LB 243 ei hen; Zi fassung der gewc

einen Schiiler; das Wesentliche zeigt das folgende Tafelbild.

Erkenntnisse durch

‘Weitere Beziel zum I Ibegriff;

Additivitiit des bestimmten Integrals

I3
J' f(x) dx existiert in <a; b). Dann gilt:
a

b
j’ f(x) dx ist eine eindeutig bestimmte reelle Zahl.
a

(G t gewisser Zahlenfolgen; » 1)

v 1
‘Weitere Beziehungen: Additivitiit:

@ [f@dx=0 Deutung:
° A=A+ 4,

Bild4.7

b x
Punktmenge Q,(Q;) — Flicheninhalt 4,(4)

a b b c b
O [f@dx =~ [f@dx  [fG)dx = [f)dx + [ f&x) dx
b a a a c

(a < b) (ce<a; b))

Kontrollaufgaben

ab?
b 6
bz
2. Wegen fxdx = (>m1) giltfxdx =18.
c o
10

6 3 6 c
Berechnen Siefxdx+ fxdx+ fxd.x + fxdx+ fxdx!
i 0 3 10 6

5
1. Wovon hiingt die durch das bestimmte Integral [ f(x) dx eindeutig festgelegte reelle Zahl
a
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Stoffabschnitt 4.2 (6 5td.)
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Es geht um folgende zwei Anliegen:

— Es werden Zusammenhiinge zwischen der Integralrechnung und der Differentialrechnung,
die ja beide den Grenzwertbegriff als fundamentalen Begriff verwenden, herausgearbeitet.

— Es sollen ein Verfahren zur rationellen Berech bestii I le erarbeitet und
erste Fertigkeiten im Anwenden dieses Verfahrens erworben werden.

Fiir die Motivation der Schiiler und vor allem fiir die Behandlung der Stoffabschnitte 4.3
und 4.4 steht zweifellos das zuletzt genannte Anliegen im Vordergrund. Es sollte jedoch
auch bei der Behandlung des Hauptsatzes bewultgemacht werden, daB die Suche nach
Zusammenhiingen und Verallgemeinerungen nicht nur von theoretischem Interesse ist,
sondern daB gerade solche Untersuchungen oft zu Ergebnissen fiihren, die fiir die An-
wendung in der Praxis hochst wichtig und vorteilhaft sind. Im Ergebnis der notwendigen
Festigung des erworbenen Wissens werden in diesem Stoffabschnitt gewissermafBen die hand-
werklichen Voraussetzungen fiir die erfolgreiche Bewiltigung der spiter zu behandelnden
Probleme geschaffen.

Dazu gehért auch die Entwicklung der Fihigkeit, das Verfahren der Integration durch lineare
Substitution auf einfache Beispiele anwenden zu konnen.

Der neue Stoff kniipft an die Kenntnisse aus dem Stoffabschnitt 4.1 und vor allem an das
Wissen und K6nnen aus dem Stoffgebiet 3. »Differentialrechnung* an. Die Schiiler benoti-
gen neben der Kenntnis der Begriffe ,,Differenzenquotient®, ,,Differentialquotient*, , Ab-
leitung*“ und ,,Stammfunktion Fahigkeiten im Ermitteln von Ableitungen bzw. von Stamm-
funktionen gegebener Funktionen. Insbesondere sind Fertigkeiten im Rechnen mit reellen
Zahlen erforderlich,

Die folgenden Ausfithrungen zu den LE 5 bis 7 setzen voraus, daB der Stoffabschnitt 3.4
»Stammfunktionen* bereits im Rahmen der Differentialrechnung behandelt wurde. Ent-
scheidet sich der Lehrer jedoch fiir die vom Lehrplan zugestandene Maglichkeit, den Stoff-
abschnitt 3.4 erst innerhalb dieses Stoffabschnitts 4.2 ,,Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung** zu behandeln (» LP 32 und UH 181), so sind die vorgesehenen 5 Unter-
richtsstunden hier einzuplanen. Das dabei zu erwerbende Wissen und Konnen ist dann als
notwendige Grundlage fiir das Gewinnen einer rationellen Berechnungsmethode fiir be-
stimmte Integrale zu motivieren. In der 1. Unterrichtsstunde dieses Stoffabschnitts kodnnte
dann sofort mit der Erarbeitung von 1> 4 begonnen werden, was unter Umstinden auch das
Behandeln des Beweises zu diesem Satz noch in dieser Stunde ermoglicht (zumindest kénnte
das Durcharbeiten des Beweises als Hausaufgabe griindlich vorbereitet werden). Die so
gegebenenfalls gewonnene Unterrichtszeit sollte fiir weitere festigende Ubungen (im Er-
mitteln von Stammfunktionen bzw. von unbestimmten Integralen) verwendet werden.
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Lerneinheit 5 (25td.)
Das bestimmte Integral als Funktion der oberen Integrationsgrenze
LB 245 bis 248

Ziele

Die Schiiler

X

— erkennen, daB durch &(x) = J f(z) dt eine Funktion in <a; b) definiert wird,

S .

— wissen, daB fiir in {a; b) stetige Funktionen f die Funktion & eine Stammfunktion
von fin {a; b) ist, und verstehen > 4 und dessen Beweis,

— kennen den Begriff ,,Unbestimmtes Integral* und kénnen unbestimmte Integrale
gegebener Funktionen ermitteln.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Sicherung des Ausgangsniveaus: Wiederholung von Grundlagen aus der Dif-
ferentialrechnung (@ 7)

— Motivierung und Zielstellung

— Erarbeitung: Das bestimmte Integral als Funktion der oberen Integrationsgrenze
(m1;>4).

2. Stunde

— Erarbeitung des Beweises zu > 4 (>B 7; > 1 und 3)
- Einfiihren des Begriffes ,,Unbestimmtes Integral‘
— Festigung: Ermitteln von Stammfunktionen bzw. von unbestimmten Integralen

Methodische Hinweise

Sicherung des Ausgangsniveaus durch Wiederholung von Grundlagen aus der Differential-
rechnung Der Lehrer sollte in Abhéngigkeit vom Festigungsbedarf eine Auswahl aus den
folgenden Aufgaben 2. und 3. treffen bzw. gegebenenfalls auch ahnliche Aufgaben ergianzen.

1. Bearbeiten Sic @ 7!
2. Ermitteln Sie die 1. Ableitung der folgenden Funktionen!

Q@) =6-2E -1 b) f(x) =%+2JI
O f() = @x - 5 d) f() = /9% = 1,7
3. Geben Sie je zwei unktionen zu folgenden Funktionen an!

a)f(x)=x3—5x2+%x b)f(x)=i—::-+7\/;
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9 f) =3
Uberpriifen Sie Ihre Ergebnisse durch anschlieBende Differentiation!

Durch Kommentieren der einzelnen Aufgaben bzw. durch SV werden die Kenntnisse iiber
die Begriffe ,,Differenzenquotient*, ,,Differentialquotient* bzw. ,,Ableitung* und ,»,Stamm-
funktion* reaktiviert.

Motivierung und Zielstell Die Motivierung fiir die Untersuchungen im Stoffabschnitt 4.2
sollte aus dem Erkennen der Notwendigkeit und ZweckméBigkeit der Suche nach einem
rationellen Verfahren zur Berechnung bestimmter Integrale erwachsen.

LV:

— Bezugnahme auf m 1 und 3, BewuBtmachen des hohen Aufwandes beim Berechnen be-
stimmter Integrale durch Zuriickgehen auf die Folgen (s,) und (S,);
— Notwendigkeit des Erarbeitens eines rationelleren Verfahrens;
— Mitteilung, daB die Kenntnis einer beliebigen Stammfunktion F der Funktion fin<a; b)
3

fiir die angestrebte rationelle Berechnung von J f(x) dx eine wesentliche Rolle spielt;
a

— Zielstellung: Finden eines Z zwischen besti; Integral und Stamm-
funktion, Erarbeiten eines diesbeziiglichen Satzes (notwendige ,,theoretische Vorarbeit*
fiir das gesuchte Rechenverfahren)

Erarbeitung: Das bestimmte Integral als Funktion der oberen Integrationsgrenze (> 4) UG

in Anlehnung an die Darstellung im LB:

Die Uberlegungen werden zunichst an m 1 durchgefiihrt. Es wurde gefunden:
3 %

fx dx = = b =20).

0

Uber die Betrachtung der Tabelle auf LB 245 wird herausgearbeitet: Die Zuordnung zwischen

b

3}
b und _[ x dx (bzw. die Menge der geordneten Paare ([b; J' X dx]) stellt eine Funktion dar,
0

0
die wir mit @ bezeichnen:
5
D(b) = jx dx bzw. nach Umbenennung der Variablen mit
0

D(x) = f tde.
0

Der Lehrer teilt mit: In Verallgemeinerung der obigen Uberlegungen gilt, daB fiir eine be-
x
liebige in {a; b) stetige Funktion fauch die Funktion @ mit &(x) = ff(t) dz eine in <a; b)

a
stetige Funktion ist (anschauliche Deutung als Flicheninhalt fiir f(x) = 0 in <a; b); Bild
D 24).

x

2
Nun wird nochmals auf das Beispiel @(x) = f tdt = XT zuriickgegangen, in dem f(z) = ¢

0
bzw. (wieder nach Umbenennung der Variablen) f(x) = x gilt.

2
Frage: Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Funktionen @ mit ®(x) = XT und
[mit f(x) = x?

14% 211



(gef. Hinweis auf Aufgabe 3. unter ;,Sicherung des Ausgangsniveaus)

Ergebnis:

(1) Die Ableitung von @ ergibt f, ?'(x) = f1 x);

(2) @ ist eine Stammfunktion von f.

Die Verallgemeinerung fiihrt auf die als > 4 bezeichnete Aussage. Es ist hervorzuheben, da
damit eine Beziet zwischen besti Integral und Stammfunktion (~ Zielstellung)
gefunden wurde.

Erginzend ist zu erldutern, daB die in > 4 genannte Stammfunktion eine Funktion ihrer
oberen Grenze ist (# Uberschrift zur LE).

Die Notwendigkeit eines Beweises der gefundenen Aussage ist bewuBtzumachen, der Beweis
selbst wird in der folgenden Unterrichtsstunde erarbeitet.

Erarbeitung des Beweises zu >4 Der auf LB 246fT, ausfiihrlich dargestellte Beweis ist
relativ umfangreich und deshalb fiir die Schiiler durchaus nicht einfach zu iiberschauen.
Daher ist zunichst Klarheit dariiber zu schaffen, was gezeigt werden soll und in welcher
Schrittfolge wir dabei vorgehen:

x

— [ 4 sagt aus, da8 fiir eine in {a; b)) stetige Funktion fdie Funktion @ mit &(x) = f f() de
eine Stammfunktion von f'in {a; b) ist. a

_ Das bedeutet (Begriff ,,Stammfunktion*): Fiir jedes x aus dem Intervall <a; b} gilt
P(x) = fx).

_ Bs ist also zu zeigen, daB fiir ein beliebiges x aus {a; b) gilt ?'(x) = f(x).

— Zur Berechnung von @‘(x) ist der Differenzenquotient der Funktion @ an der (beliebig
gewihlten) Stelle x zu bilden und der Grenzwert dieses Differenzenquotienten fiir 4 — 0
zu berechnen. Das wird erleichtert durch eine Abschiitzung des Differenzenquotienten
nach oben und unten (dabei verwenden wir wieder [> B 7, nach dem jede in einem abge-
schlossenen Intervall stetige Funktion fdort einen gréBten und einen kleinsten Funktions-

wert (f(X) bzw. f(x)) hat.

Zur Erarbeitung des Beweises selbst werden folgende vier Varianten vorgeschlagen (ihre
Auswahl ist abhiingig vom Leistungsstand der Klasse bzw. von unterrichtsorganisatorischen
Bedingungen, z. B. Doppelstunde oder zwei Stunden an verschiedenen Tagen).

_ Die Schiiler arbeiten schrittweise den Beweis im Lehrbuch durch (Bilden und Umformen
des Differenzenguotienten mit Hilfe von > 3, Abschiitzen des Differenzenquotienten, Be-
rechnen des Grenzwertes des Differenzenquotienten fiir 4z — 0). Nach jedem Schritt wird
das Ergebnis von einem Schiiler kurz dargestellt bzw. werden auftauchende Fragen geklart
(Schrittfolge an Tafel festhalten, Schiiler formulieren jeweils die Teilziele).

_ SSA durch den gesamten Beweis (dabei Fragen notieren); anschlieBend wiederholt ein
Schiiler die wesentlichen Uberlegungen.

_ HA mit dem Auftrag, den Beweis bis zur nichsten Unterrichtsstunde durchzuarbeiten
und gegebenenfalls Fragen zu notieren. In der folgenden Stunde wird dann der Beweis
gemeinsam erdrtert (UG, SV, Kommentare).

— LV und Wiederholung wichtiger Gedanken und Schritte durch die Schiiler.

Besondere Aufmerksamkeit ist der Umformung des Differenzenquotienten mit Hilfe von
> 3 und der anschaulichen Erlauterung der Beziehung (1) (~ LB 242) beim Abschitzen des
Differenzenquotienten zu widmen (von Schiilern fordern bzw. wiedergeben lassen).

Zus: Der in den Erkenntnissen der Schiiler erzielte Fortschritt wird bewuBtgemacht:

_ Wir haben fiir in einem Intervall <a; b stetige Funktionen eine Beziehung zwischen dem
‘b

bestimmten Integral f f(x) dx und einer Stammfunktion von f gefunden (~ D> 1).
a
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— Damit ist auch gesichert, daB jede in {a; b) stetige Funktion dort eine Stammfunktion hat
(» Beweis zu [> 4).

— Da das Aufsuchen einer Stammfunktion als Umkehrung der Differentiation aufgefaBt
werden kann, ist damit auch eine Beziehung zwischen der Differential- und der Integral-
rechnung hergestellt.

Einfiihren des Begriffs ,,Unbestimmtes Integral* Unter Bezugnahme auf die Kenntnisse aus
dem Stoffabschnitt 3.4 (» auch Wdh zu Beginn der 1. Stunde dieser LE) werden der Be-
griff ,,Unbestimmtes Integral* fiir die Menge aller Stammfunktionen einer Funktion mit-
geteilt' sowie das Symbol ,, J' f(x) dx* eingefiihrt und an einem Beispiel erldutert.

Im Vergleich zum Begriff ,,Bestimmtes Integral‘ ist herauszustellen:

Das bestimmte Integral ist eine reelle Zahl (der gemeinsame Grenzwert gewisser Zahlen-
folgen).

Das unbestimmte Integral ist eine Menge von Funktionen (die Menge der Stammfunktionen
von fin einem Intervall).

Festigung Die Schiiler sollten Aufgaben zum Ermitteln von Stammfunktionen bzw. von
unbestimmten Integralen 16sen (Benutzen der soeben eingefiihrten Schreibweise, Uberpriifen
der Ergebnisse durch Differenzieren; » auch Kontrollaufgaben, die auch als vorbereitende
HA zur 1. Stunde der LE 6 eingesetzt werden konnen).

Kontrollaufgaben
1. Welche Verinderungen am Beweis zu [> 4 ergeben sich fiir # < 0?
2. Geben Sie zu folgenden Funktionen jeweils drei Stammfunktionen an!
WW=5-7 BE@=%* of®=3Yx
3. Ermitteln Sie die folgenden unbestimmten Integrale!
2) [ (5 —2x-)dx  b)[(a?+2t—/b)ar
4. ]S)'ie ;?lgenden Funktionen @ sind jeweils eine Stammfunktion einer Funktion f, Ermitteln
ie
PR =5x2+7 b)P(x) = 3+/2x

Lerneinheit 6 (25td.)
Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung,

Berechnung bestimmter Integrale

LB 249 bis 252

Es wird D> 5 erarbeitet (er bildet den eigentlichen Schwerpunkt dieses Stoffabschnitts,
>4 ist d 1 nur als ,,Durch i zu betrachten) und zum Berechnen bestimmter
Integrale angewendet. Die Erorterung der Bedeutung des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung soll die mathematische Bildung der Schiiler bereichern und ihr Ver-
stindnis fiir mathematische Arbeitsweisen vertlefen (Streben nach Verallgemeinerung,
Suchen nach GesetzmaBigkeiten und Z h3 ).

1 Zu den damit verbundenen Problemen ~ [12), S. 146f.
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Ziele

Die Schiiler

— verstehen die Herleitung von [> 5 und kdnnen sie wiedergeben,

_ konnen Inhalt und Bedeutung des Hauptsatzes der Differential- und Integral-
rechnung erldutern,

— erwerben Fihigkeiten im Berechnen bestimmter Integrale mit Hilfe des Haupt-
satzes.

Schwerpunkte

1. Stunde

_ Sicherung des Ausgangsniveaus: Ubungen im Ermitteln von Stammfunktionen
gegebener rationaler und Wurzelfunktionen, Berechnen der Ableitung solcher
Funktionen

— Motivierung und Zielstellung

_ Erarbeiten der Herleitung von > 5 (> C 11; > 4; 5 bis 8)

_ Einfiihren der Bezeichnung ,,Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung,
Erldutern seiner Bedeutung

2. Stunde

— Ubungen im Berechnen bestimmter Integrale nach > 5
— Erarbeiten der Regeln
b b b

J U@ £ g dx = [ f(x) dx + [ g(x) dx und

a K a
[k fe)dx =k~ [fx)dx (keP;k +0)  (LB250)

— Zusammenfassung

Methodische Hinweise

Sicherung des Ausgangsniveaus Die Schiiler 16sen Aufgaben zum Ermitteln von Stamm-
funktionen gegebener rationaler und Wurzelfunktionen bzw. berechnen die Ableitung solcher

Funktionen (Beispiele » Kontrollaufgaben zur LE 5).
Diese Ubung kann auch fiir eine Kurzkontrolle eingesetzt werden, oder die Aufgaben kénnen

als vorbereitende HA zu dieser Unterrichtsstunde gestellt werden, die dann mit deren Kon-
trolle und Auswertung beginnt, was u. U. Zeit einsparen hilft (» Hinweis zu Kontrollauf-

gaben der LE 5).

ierung und 'Zi

In Ankniipfung an das Ergebnis der vorangegangenen Unter-

richtsstunde (> 4 wird wiederholt) ergibt sich die Motivierung durch die F: 11 Das
eigentliche Ziel, ein rationelles Verfahren zum Berechnen bestimmter Integrale zu erarbei-

ten, ist noch nicht erreicht.
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Als Ziel dieser Stunde wird also formuliert: Es ist zu zeigen, wie mit Hilfe einer beliebigen
3

Stammfunktion F der Funktion f das bestimmte Integral J' f(x) dx leicht berechnet werden
kann (Erarbeiten eines Satzes).

Erarbeitung der Herleitung von > 5 Vor dem Erarbeiten der Herleltung von l> 5istes

zweckmaBig, unter Bezugnahme auf die zur Sicherung des A p )
Ubungen nochmals folgende Fakten bewuBtzumachen, etwa im UG:

— Die Funktion @ mit &(x) = f f(#) dt ist eine Stammfunktion von fin {a; b) (nach [> 4).

- Das bestimmte Integral ist elizne reelle Zahl. Die reelle Zahl fb f(x) dx ist der Funktions-
wert von @ an der Stelle b, das heif}t, es ist JP f()de = lﬁ(b).a

— Zu einer Funktion f gibt es nicht nur eine, gondcm unendlich viele Stammfunktionen, die

sich um eine additive Konstante unterscheiden (.~ > C 11).
Ist F eine weitere solche Stammfunktion (neben @) von f, so gilt @(x) = F(x) + c.

D 5, Herleitung

Voraussetzungen: f stetig in {a; b)>;
F sei eine (beliebige) Stammfunktion von fin {a; b).

x
1. @ mit D(x) = f Jf(t) dt ist ebenfalls Stammfunktion von f'in {a; 6> (> 4).

a
Dann gibt es ein ¢ mit $(x) = F(x) + c fiir alle x aus <a; b).
13

~

. D) = [ f(r)ds
@(b) =F(b) +c ©>CIl11)

s

FS

. Ermitteln von c:
a
@(a) = [ £(t) dt = O (Festlegung (2) in LE 4)

@P(a) = F(a) + ¢
Fl@ +c=0
¢ = —F(a)

w

b
- 9(B) = [ f(t)dt = F(b) — F(a)

bzw. (nach Umbenennung der Variablen):

b
[ £ dx = F() - F(a)
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— Das bestimmte Integral hdngt auBer von f nur von den Integrationsgrenzen a und b ab.
a
Speziell gilt (fiir a = b) f f(t)dt = 0 (~ LB 242, Festlegung (2)).
a

Es folgt nunmehr

SSA am Text auf LB 249f., einschlieBSlich M 5, zum Erarbeiten der Herleitung.
AnschlieBend wird die Herleitung wiedergegeben durch SV an der Tafel (~ die Tafelbilder
auf UH 215) oder UG oder Bearbeitung eines Liickentextes (AB, FO fiir Lichtschreiber
schrittweise abdecken).

Die Beziehung 5. (» Tafelbild) ist von den Schiilern inhaltlich zu interpretieren bezichungs-
weise die entsprechende Handlungsvorschnft zu formulleren

Das bestimmte Integral f f(x) dx berechnen wir, indem wir

1. irgendeine Stammfunktwn Fvon fermitteln,

2. die Funktionswerte von F fiir die Integrationsgrenzen a und b berechnen: F(a), F(b).
3. die Differenz F(b) — F(a) berechnen.

Anhand von M 6 bis 8 wird die gefundene Berechnungsvorschrift sofort verdeutlicht. Die
Schiiler werden ohne weiteres den groBen Vorteil erkennen, den > 5 fiir das praktische
Berechnen bestimmter Integrale bietet.

Festigung und Einfiihrung von ,,Haup der Differential- und I 1 Die
Schiiler bearbeiten eine Auswahl aus LBA 1 und 2. Dabei ist auf konsequente Einhaltung
der Schreibweise zu achten (.~ ® 6 bis 8).

Dann wird die Bezeichnung ,,Hauptsatz* emgefuhrt die Bedeutung dieses Satzes wird
erldutert?.

Da schon die Wahl dieser Bezeichnung die besondere Bedeutung dieses Satzes zum Aus-
druck bringt, werden die Schiiler aufgefordert, aus ihrer Sicht diese Bedeutung zu erlautern.
Der Lehrer faBt zusammen und ergénzt gegebenenfalls (» LB 251, Text nach m 9).

Ubungen im Berechnen besti Integrale nach >5 Nach Kontrolle und Auswertung
der HA und Wdh von [> 5 erfolgt SSA an einer Auswahl aus LBA 3 bis 6.

Dabei ist auf die unterschiedliche Wahl der Integrationsvariablen zu achten. Bekannte
Regeln fiir das Ermitteln von Stammfunktionen sind durch die Schiiler zu wiederholen und
anzuwenden. Die Schiiler sollten auch, zumindest fiir einzelne Fille, priifen bzw. begriinden,
ob die Bedingungen gemiB > 1 bzw. [> 2 fiir die Funktionen im Integrationsintervall erfiillt
sind. Zu beachten ist ferner, daB die LBA 7 und 8 in Beziehung zu > 3 stehen.

Erarbeiten der Regeln (a) und (b) (~ LB 250) Dabei kann an vorher berechnete Integrale
angekniipft und mit m 9 verglichen werden. Beim Losen von LBA 9* kann der Beweis zu
Regel (a) von einem leistungsstarken Schiiler vorbereitet und dann vorgetragen werden.
Der Beweis zu Regel (b) wird vom LP ebenfalls nicht gefordert, er kann jedoch interessierten,
leistungsstarken Schiilern empfohlen werden. Die Bedeutung dieser Regeln sollte bewuft-
gemacht werden; z. B. wird Regel (a) im Stoffabschnitt 4.3 beim Berechnen des Inhalts von
Flichen, die von den Graphen zweier Funktionen eingeschlossen sind, von ,,rechts nach
links* benutzt.

Zusammenfassung Ein Schiiler erldutert nochmals Inhalt und Bedeutung des Hauptsatzes
(» Kontrollaufgaben). Die Begriffe ,,Bestimmtes Integral®, ,,Unbestimmtes Integral* und
,»Stammfunktion* werden wiederholt.

1 Diese Betrachtungen konnen auch in der 2. Std. im AnschluB an die Ausyertung der HA und dic Wdh von [> 5
erfolgen.
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Hausaufgaben Aufgaben folgender Art sollen vor allem die Behandlung der LE 7 inhaltlich

vorbereiten.
. Ermitteln Sie die 1. Ableitung der Funktion

FEREN

—

N

zieren von F(x))!

w

Versuchen Sie, folgende Integrale zu berechnen!
3 3
1
a)f(x‘—7x+6)dx b)f(9x+7)’d.x
° 1

3
c)f 5x + 3dx
0

Geben Sie eine Stammfunktion F(x) der Funktion f(x) = \/; an (Probe durch Differen-

Kontrollaufgaben

1. Erldutern Sie Inhalt und Bed des H: der Differential- und Integralrech-
nung!

2. Kennzeichnen Sie die Schritte bei der Herleitung des Hauptsatzes!

Lerneinheit 7

Berechnung von Integralen verketteter Funktionen
LB 252 bis 254

Ziele

(25td.)

Die Schiiler

— kennen das Verfahren der Integration durch lineare Substitution,

— erwerben erste Fertigkeiten im Berechnen bestimmter Integrale verketteter Funk-
tionen, die sie dann beim Losen der im Stoffabschnitt 4.3 zu behandelnden Auf-
gaben zur Flicheninhaltsberechnung mit Erfolg einsetzen konnen.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Sicherung des Ausgangsniveaus durch Auswerten der HA (Ubungen im Ermitteln
der 1. Ableitung gegebener Funktionen, im Aufsuchen von Stammfunktionen und
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im Berechnen bestimmter Integrale)

— Motivierung und Zielstellung

— Erarbeitung des Verfahrens der Integration durch lineare Substitution (m10;
LB 253)

2. Stunde

— Festigung: Berechnen bestimmter Integrale mit Hilfe des Hauptsatzes
— Anwenden des Verfahrens der Integration durch lineare Substitution

Methodische Hinweise

Sicherung des Ausgangsniveaus durch Auswertung der vorbereitenden HA Die Schiiler kom-
mentieren ihre Arbeit beim Losen der HA und wiederholen dabei den Begriff ,,Verkettung
von Funktionen* und das Verfahren der Differentiation verketteter Funktionen (Ketten-
regel; » LB 168ff.).

ung und Zi Fiir die Differentiation verketteter Funktionen steht eine
besondere Regel (Kettenregel) zur Verfiigung.

Fiir die Integration verketteter Funktionen (~ die oben ausgewerteten Aufgaben 3b) und
¢)) kennen wir ein entsprechendes Verfahren bisher nicht. Wihrend Aufgabe 3b) mit Hilfe
der binomischen Formel gelost werden kann, besteht ein dhnlicher ,,Ausweg* fiir Aufgabe
3¢) nicht.

Zielstellung: Wir wollen eine Regel fiir die Integration verketteter Funktionen, deren ,,innere
Funktion* jeweils eine lineare Funktion ist, erarbeiten.

Erarbeitung des Verfahrens der Integration durch lineare Substitution UG, in dem folgende
Voriiberlegungen angestellt werden:

— Zum Berechnen des bestimmten Integrals einer Funktion f mit Hilfe des Hauptsatzes
bendtigen wir eine (beliebige) Stammfunktion F von f.

- Das eigentliche Problem besteht also darin, zu einer Funktion (in Klasse 11 Potenz-
bzw. Wurzelfunktionen), die mit einer linearen Funktion verkettet ist, eine Stammfunk-
tion zu ermitteln.

~ Da das Aufsuchen einer S funktion die Umkehroperation zum Differenzieren ist,
konnten die vorhandenen Kenntnisse iiber das Differenzieren verketteter Funktionen beim
Losen des Problems von Nutzen sein.

-
SSA am m 10 (~ auch Aufgabe 3c) von oben; Hinweis auf Verwendung der Ergebnisse der
Aufgabe 1 und 2) bis einschlieBlich der Formel vor m 11.
Ein Schiiler wiederholt anschlieBend die wesentlichen Uberlegungen, auftretende Fragen
werden geklirt. Analog 16sen die Schiiler nun mit Hilfe des AB 2 * (UH 219) die Aufgabe 3b).

1 Siehe FuBnote zu AB 1 auf UH 201.
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Arbeitsblatt 2

3
fOx + 7 dx
1

w

- F(2) = —;—z

— Einsetzen von z = | 9x +7 lin F(2) liefert F(z(x)) =

— Ableitung von F nach x ergibt

~ g ist die Verkettung der Funktion f(z) = El mit der

ist eine Stammfunktion zu f(z) =l z? I

;—(9x + 7

F'(z):2'(x) = %(Qx + 729 =909x + 7)? = 9 g(x) | [Kettenregel]

- F’(z) - Z(x) =| Ox + 7?2 | =gk

lF(z(x)) = -217(9): + 73 | =Gk)

- Ubergang zu den unktionen (ke Faktor bleibt erhalten):

(L 3y -3 2.9 — 2
Probe: (27(9x+7)) = O+ 9 = Ox + )

- Damit erhalten wir:

3
1 -3
24y =| [ 3 -
f(9x+7) dx [27(9x+7)]l [ 1304 ].
1
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Erstfestigung durch SSA an LBA 1a) und b)

Hausaufgaben LBA 2a), 4a); Durcharbeiten von B 11; Lésen von @ 10 (evtl. als SV gezielt
an einzelne Schiiler vergeben)

Ubungen im Berechnen besti Integrale mit Hilfe des H unter Eink

der Integration durch lineare Substitution Die zu l6senden Aufgaben sollten keineswegs nur
solche Fille enthalten, bei denen Integration durch lineare Substitution anzuwenden ist.
Nach Kontrolle der HA und (gegebenenfalls) dem SV zu @ 10 erfolgt SSA an LBA 1c¢),
2b) und c), 4c¢), 3b).

Die Schiiler sollten sich dabei vor allem die Vorgehensweise, also die inhaltliche Aussage
der Gleichung

xy

ff(ax +b)dx = [% Flax + b)] *

aneignen und deshalb beim Vergleichen der Ergebnisse etwa wie folgt kommentieren:

— f(ax + b) ist eine verkettete Funktion; wobei die innere Funktion eine lineare Funktion
z(x) = ax + b ist. ’

— Wir setzen (substituieren) z = ax + b und erhalten f(z).

— Wir ermitteln eine Stammfunktion F(z) von f(z) und ersetzen wieder z durch ax + b:
F(z(x)) = F(ax + b).

~ Wir dividieren F(ax + b) durch a und erhalten damit die gesuchte Stammfunktion G
zu f(ax + b):

1
G(x) = ;F(ax + b).
~ Das bestimmte Integral berechnen wir dann mit Hilfe des Hauptsatzes:

fxzf(ax + b)dx = [% F(ax + b)]

X2
x1
Die Schiiler sollten zunichst die einzelnen Schritte beim Losen von Aufgaben ausfiihrlich

schriftlich fixieren, mit fortschreitender Fihigkei wicklung jedoch die Niederschrift
verkiirzen.

Beispiel:
Atllrﬁihrliche Form: |

5 :
| (4x + 5)* dx

o

f@@) = 2% z=4x+5

F(z) = %z’; F(ax +b) = é(4x + 5)2

1 1 R
;F(ax +b) = -ﬁ(‘ix + 5)
5
1 5
f(4x +5)7dx = [_ @x + 5)3] ~1291,7
12 .
0
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Kurzform:
5 /
f(4 + 5 dx = L. (4x + 5)® e 4x + 5° 5~12917
x =z 3% Rl k7 e ,
0
Im zweiten Teil der Stunde sollte ein Wechsel der Aufgabentypen (z. B. mit LBA 2a),
1f), 1b), 2f) aus ,,Ubungen und Anwendungen®) stattfinden; dabei sollten Aufgaben wie

X2
f (ax?® + bx + c)* dx einbezogen werden.

X,
Durch das Beschreiten unterschiedlicher L ge sollte die ,,Reichweite* der Verfahren
bewuBtgemacht werden.
Die Schiiler sollten auch stets vor jeder bestimmten Integration priifen, ob die betreffende
Funktion im Ir ionsi vall liberall definiert ist. Anlal dazu kénnen Aufgaben geben,
bei denen der Integrand nicht im gesamten Integrationsintervall definiert ist, z. B.

5

5 2
3 5dx
f«/?.x—de, f?-dx, IW
1 -3

-2
Das,,Einstreuen* derartiger Aufgaben soll die Schiiler zwingen, stets dasIntegrationsintervall
mit dem Definitionsbereich zu vergleichen, um ,,blindes** und unkritisches Arbeiten zu
vermeiden. Analog sollte auch spéter bei Flicheninhaltsberechnungen verfahren werden.

Hausaufgaben @ 12 und 13 als inhaltliche Vorbereitung der Behandlung der LE 8; Vor-
bereitung eines SV (» LE 8, Stundenteil ,,Erarbeitung*)

Kontrollaufgaben

Berech Sie folgende bestimmte I le!

5 5 5
a)[@x+52dx  b)[@x+52dx o) f/ax + 5dx
o 0 0

5
dx e)fJ3x—4dx
o

o f;
Aéx +5
0

Stoffabschnitt 4.3 (65td.)
. Flacheninhaltsberechnungen

Die Schiiler wenden nun die erworbenen Kenntnisse aus der Integralrechnung auf die
Berechnung von Flicheninhalten nicht allseitig geradlinig begrenzter Punktmengen an.
Dabei sind die Fertigkeiten im Ermitteln von Stammfunktionen und im Berechnen bestimm-
ter Integrale weiter auszubilden. Gleichzeitig wird das Wissen und Koénnen der Schiiler
beziiglich Funktionen (lineare Funktionen, quadratische Funktionen, Potenz- und Wurzel-
funktionen) und ihrer Eigenschaften weiter gefestigt (Fertigkeiten im Skizzieren der Gra-
phen). Eine besondere Rolle spielt das Berechnen der Nullstellen von Funktionen bzw. das
Ermitteln der Schnittpunkte der Graphen zweier Funktionen (Weiterentwickeln von Fertig-
keiten im Lsen von Gleichungen). Enge Beziehungen bestehen auch zum Stoffabschnitt 3.3.
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AuBer den notwendigen Erweiterungen von » 2 (einzelne Fille ~ LP 39f.) wird wesentlich
Neues nicht erarbeitet. Auf die Unterscheidung zwischen bestimmtem Integral und Flichen-
inhalt ist stets zu achten.

Von besonderer Bedeutung sind gerade in diesem Stoffabschnitt das selbstdndige, aktive,
schopferische Arbeiten der Schiiler, das Auseinandersetzen mit Problemen (Erkennen der
Probleme, zielstrebiges Suchen nach Losungswegen unter Anwendung des erworbenen
Wissens und Konnens), das eigenstindige Reaktivieren der Kenntnisse und das immer
bessere Ausbilden der Fihigkeit, sich sprachlich zusammenhingend iiber bestimmte Fragen
zu duBern (Kommentieren, Erarbeiten und Halten von Schiilervortragen).

Lerneinheit 8 (15td.1)
Punktmengen, die oberhalb der x-Achse liegen
LB 255 bis 258

Ziele

Die Schiiler

— erwerben die Fihigkeit, Flicheninhalte von Punktmengen (.~ » 1), die oberhalb
der x-Achse liegen, zu berechnen,

— erhohen dabei (und auch in den folgenden Unterrichtsstunden) ihre Fertigkeiten
im Durchfiihren der dazu notwendigen Untersuchungen (Losen von Gleichungen
bzw. Ermitteln von Nullstellen von Funktionen und Skizzieren der Graphen von
Funktionen bzw. entsprechender Punktmengen).

Schwerpunkte

— Sicherung des Ausgangsniveaus: Wdh ,,Nullstellen einer Funktion*, ,,Flichen-
inhalt einer Punktmenge* (» LE C 16 und » 2)

— Motivierung und Zielstellung

— Berechnen des Flicheninhalts von Punktmengen oberhalb der x-Achse (Funktion
und Integrationsgrenzen gegeben; Funktion gegeben, Integrationsgrenzen zu er-
mitteln; Punktmenge mittels Graph gegeben) (m 12)

Methodische Hinweise

Sicherung des Ausgangsniveaus durch Auswerten der HA Die Schiiler kommentieren die
Losungen von @ 12 und 13 und wiederholen die Begriffe ,,Nullstelle einer Funktion* und
,,Flicheninhalt einer Punktmenge* (» 2) (im Bedarfsfalle SSA an weiteren Aufgaben zum
Berechnen von Nullstellen (» LE C 16)).

1 2 Variante zu LE 8 und 9 auf UH 226f.
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Motivierung und Zielstellung Ankniipfend an die Problematik, den Fldcheninhalt nicht
allseitig geradlinig begrenzter Punktmengen zu ermitteln, die in LE 1 Motivierung und Ziel-
stellung fiir die Einfiihrung der Integralrechnung ergab, wird festgestellt, daB die Schiiler
nunmehr iiber das erforderliche Wissen und Konnen verfiigen, um dieses Problem losen zu
konnen.

AnschlieBend empfiehlt sich, einen Uberblick iiber die zu beriicksichtigenden Fille zu er-
arbeiten (~ Zus LB 266fT.).

Als Ziel dieser Stunde wird dann die Erarbeitung des Falles (1) angegeben Berechnen des
Flicheninhalts von Punkt die oberhalb der x-Achse liegen.

Erarbeif : Flichenint von Punk oberhalb der x-Achse LV oder SV (» HA
in LE 7, 2. Std.) als ,,Leitorientierung* fiir die Behandlung der Fille (1) bis (4) (» Zus
LB 266ff.) an Hand des folgenden Tafelbildes. (Dieses TB kann auch schon bei der Sicherung
des Ausgangsniveaus bzw. erst zu Beginn der Behandlung der LE 9 eingesetzt werden.)

Fliicheninhalt A4 einer Punk (]

Bild 4.8

I Punktmenge Q I —> | Flédcheninhalt 4

(reelle Zahl)

Forderungen an 4
n4azo0

(2) Fiir Q; = Q, gilt 4, = 4.

(3) Additivitit: 4 = 4, + A,
[A=A4; + A2 + ... + A4,]

@0~ 4=1

1 Bild 4.9
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Hergestellt wird dann die Beziehung zu » 2 (LB 237): Unter den dort genannten Voraus-
5
setzungen gilt 4 = f f(x) dx.

a
SSA an LBA 1 schlieBit sich an.

Beim Auswerten von LBA 1b) sollten die Schiiler erkennen, daB das Verfahren der Flichen-
inhaltsberechnung mit Hilfe des bestimmten Integrals zum gleichen Ergebnis fiihrt wie die
Verwendung der bekannten elementar-geometrischen Formel fiir den Inhalt einer Trapez-
flache, aber mehr leistet, indem es auch denjenigen Punktmengen einen Inhalt zuordnet,
fiir die uns solche Formeln nicht zur Verfiigung stehen (» LBA 1a) oder auch Kontroll-
aufgabe 1).

Es folgt das Durcharbeiten von W 12, danach SSA an LBA 3 und evtl. LBA 2. Beim Aus-
werten nennen und begriinden die Schiiler ihre Losungsschritte.

Kontrollaufgaben

1. @ 11, erginzt um die Forderung, die Flicheninhalte auch mittels der Integralrechnung zu
bestimmen (ggf. in Auswahl)

2.LBAS

Lerneinheit 9 (25td.?)
Punktmengen, die unterhalb der x-Achse liegen
LB 258 bis 261

Ziele

Die Schiiler

— erfassen die Notwendigkeit einer Erweiterung von » 2 und kennen und beachten
den Unterschied zwischen bestimmtem Integral und Flicheninhalt,

— erwerben erste Fertigkeiten im Berechnen des Flicheninhalts von Punktmengen,
die oberhalb oder unterhalb bzw. teils ober-, teils unterhalb der x-Achse liegen,
sowie in der Durchfiihrung der dazu gegebenenfalls erforderlichen Untersuchungen
(Berechnen der Nullstellen, Skizzieren der Graphen).

Schwerpunkte

1. Stunde

— Wiederholung der Definition des Flicheninhalts (» 2)

— Erarbeitung der Berechnung des Flicheninhalts von unterhalb der x-Achse lie-
genden Punktmengen (> 2; @ 14; W 14)

1 » Variante zu LE 8 und 9 auf UH 226f.

224



- Festigung (Funktion und Integrationsgrenzen gegeben)
2, Stunde

— Berechnung des Flicheninhalts von Punktmengen, die teils ober-, teils unterhalb
der x-Achse liegen (B 16 und 15)

Methodische Hinweise

Wiederholung der Definition des Flicheninhalts Kontrolle der HA; Wdh der » 2 und der
Forderungen an den Flicheninhalt einer Punktmenge (. TB in LE 8, insbesondere (1) und
(2)); SSA an @ 14

Erarbeitung: Flicheninhalt von Punktmengen unterhalb der x-Achse Die Schiiler werden
unter Orientierung auf das Ergebnis von @ 14 und die Wiederholung (» oben) zu Lisungs-
vorschlidgen (mit Begriindung) fiir das im m 14 gestellte Problem aufgefordert (LB zunéchst
nicht benutzen, Aufgabe an Tafel vorgeben). Dabei sind unterschiedliche Vorschlige mog-
lich und im Sinne der schopferischen Anwendung der Kenntnisse und der Entwicklung der
Fiahigkeiten im Definieren zu begriiBlen, etwa:

4
A=[(*-5x+4)dx
1

4
4= [[-(* = 5x + )]dx
& 2 LE 6, Regel (b) auf LB 250, bzw. LBA 9*
A= —[(* - 5x + 4 dx
1

1
A= J'(xz —5x + 4)dx 2 LE 4, Festsetzung (1) auf LB 242
4

Zusammenfassend arbeiten die Schiiler die Losung von M 14 einschlieBlich der Verallge-
meinerung durch. Es ist bewuBtzumachen, daB damit » 2 erweitert wurde und im allgemeinen
zwischen bestimmtem Integral und Flicheninhalt zu unterscheiden ist.

Die Erarbeitung kann auch ohne vorhergehende Losungsdiskussion sofort am Lehrbuchtext
erfolgen. Der schopferische Beitrag der Schiiler ist dabei allerdings geringer.

Festigung durch Aufgabenlsen (SSA) Die Schiiler 16sen LBA 1a) bis c) und sollten dabei
jeweils zundchst den Graph der Funktion und die Punktmenge skizzieren (moglichst ra-
tionelle Verfahren anwenden) und priifen, ob f iiberall im Integrationsintervall definiert
ist (» UH LE 7, 2. Stunde) bzw. ob die Bedingungen der Monotonie oder der Stetigkeit
erfiillt sind. Beim Erarbeiten der Losungen festigen die Schiiler ihre Kenntnisse iiber die
charakteristischen Eigenschaften der vorgegebenen Funktionen und ihrer Graphen sowie
ihre Fertigkeiten im Berechnen der Flicheninhalte.

SchlieBlich kommentieren die Schiiler ihre Losungen.

Hausaufgaben Durcharbeiten von W 16 (dazu SV fiir die 2. Std. vergeben); LBA 2a) und
le)

Erarbeitung: Flicheninhalt von Punktmengen, die teils ober-, teils unterhalb der x-Achse liegen
Der Kontrolle der HA folgt als Auswertung ein SV (~ HA in 1. Std.), ausgehend von
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SchluBfolgerungen aus dem Durcharbeiten von M 16, etwa: Stets die Existenz von Null-
stellen im Integrationsintervall priifen, gegebenenfalls in Teilintervallen unter Beachtung

1
des Vorzeichens von f integrieren (zur Verdeutlichung kann J’ (2x + 1) dx berechnet

-3

und mit dem Ergebnis von LBA 2a) verglichen werden). Dann wird die Zusammenfassung
auf LB 266f. (Fille (1) bis (3) einschlieBlich der Beispiele) betrachtet.

Zur Festigung 16sen die Schiiler LBA 3a) und 2d) (zum Vorgehen ~ Festigung in der
1. Std.; gegebenenfalls individuelle Hilfen durch den Lehrer oder auch leistungsstirkere
Schiiler). 5

m 15 wird diskutiert (UG).

Die Schiiler betrachten Bild D 33 (oder entsprechendes TB bzw. FO), machen Losungs-
vorschlige und lesen nach gemeinsamer Ermittlung der Parabelgleichung die Losung nach.

Hausaufgaben LBA 3b) und 2b); Aufgaben der folgenden Art als ‘vorbereitende HA zur
1. Std. der LE 10, dazu auch Hinweis auf die LE C 16 (ggf. Aushang im Fachunterrichts-
raum):

In welchen Punkten schneiden sich die Graphen der Funktionen

a) f(x) = %x +3 und g(x) = %x’;
b)f(x) = —x2+5 und g(x) = %xz -2;
) flx) =x*+1 und g(x) =x + 1;

A fe) =2/x und g(x) = —;—x ?

Skizzieren Sie jeweils die Graphen der Funktionen!

Variante fiir die Gestaltung von LE 8 und LE 9 (35td.)
LB 255 bis 261

Methodische Hinweise

Sicherung des A i /Motivierung und Zi Hierfiir sind die Vorschlige

fiir LE 8 von UH 222 zu empfehlen.

Erarbeitung Sie beginnt mit einem LV: Forderungen an den Flicheninhalt einer Punkt-
menge; dann setzt die SSA an folgenden Aufgaben ein:

1. Berechnen Sie folgende Integrale!

3 [ 3
a) J.x"' dx b) f x*dx <) J' x3dx
0 -3 i3

N

Skizzieren Sie den Graph der Funktion f(x) = x*in (—3;3)!

Versuchen Sie mit Hilfe der Ergebnisse von Aufgabe 1. und unter Beachtung der Forde-
rungen an den Flicheninhalt einer Punktmenge, die Flacheninhalte der folgenden Punkt-
mengen zu ermitteln!

w
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a) M,, begrenzt vom Graph der Funktion f(x) = x3, der x-Achse und der Geraden

x=3

b) M,, begrenzt vom Graph der Funktion f(x) = x3, der x-Achse und der Geraden
x=-3

c) M;, begrenzt vom Graph der Funktion f(x) = x3, der x-Achse und den Geraden
x=-3undx =3

Auswertung: Die fiir die Berechnung des Flidcheninhalts der einzelnen Punktmengen gelten-
den Beziehungen werden herausgearbeitet und verallgemeinert (.~ Zus LB 266f., Fille (1)
bis (3) einschlieBlich der Beispiele).

Erstfestigung LBA 1 aus LE 8; LBA 1a) und 2a) aus LE 9

Intensive Festigung Die Schiiler bearbeiten LBA 4,2,3 aus LE 8; LBA 1b), 2b), le)
und ¢), 3a), 2d) aus LE 9.

Ein Teil der 3. Stunde konnte fiir eine LK mit Hilfe von LBA 1c) und 3b) aus LE 9 (jeweils
mit Skizzieren der Graphen bzw. Punktmengen) verwendet werden.

Lerneinheit 10 (25td.)
Punktmengen, die von den Graphen zweier Funktionen

eingeschlossen werden

LB 261 bis 265

Ziele

Die Schiiler

— kennen das Vorgehen beim Berechnen des Flict von Punkt die
von den Graphen zweier Funktionen eingeschlossen werden,

— erwerben erste Fertigkeiten im Berechnen des Flicheninhalts derartiger Punktmen-
gen,

— festigen ihre Fertigkeiten im Durchfiihren der dazu erforderlichen Untersuchungen
(in der Regel vorheriges Ermitteln der Integrationsgrenzen, d. h. der Abszissen der
Schnittpunkte der Graphen, durch Losen von li und quadratischen Gleich
gen und solcher, die darauf zuriickgefiihrt werden kénnen; ~» auch m C 41 und
LBA 6 bis 8-aus LE C 16).

s hal

Schwerpunkte

1. Stunde

— Sicherung des Ausgangsniveaus: Ubungen im Berechnen der Koordinaten der
Schnittpunkte der Graphen zweier Funktionen

— Problemstellung
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— Erarbeitung des Vorgehens an Beispielen (@ 17 und 18)
— Festigung: Losen von Aufgaben, die keine Schnittpunkte im Integrationsintervall
ergeben

2. Stunde

_ Losen weiterer Aufgaben, auch solcher, die auf Schaittpunkte im Integrations-
intervall fiihren

-Z zu Flicheninhaltsberechnungen (LB 266ff.)

Methodische Hinweise
Sich des A i Es werden die Losungen der HA, auch der vorbereitenden
HA (~ 2. Std. der LE 9), k¢ iert und verglich

Problemstellung Die Schiiler betrachten Bild D 34, analysieren die Sachverhalte, machen
Losungsvorschlidge und begriinden sie.

Erarbeitung des Vorgehens an Beispielen SSA an m 17 und 18 mit anschlieBender Verallge-
meinerung; Zusammenfassung durch einen Schiiler: Problem, Interpretation der Gleichung
b

A= [ [f(x) — g(x)]dx, zu beachtende Bedingungen (/ Tafelbild auf UH 229); SchluB-

a
folgerungen aus W 18

Festigung durch Losen von Aufgaben (keine kte im Integrationsintervall) SSA an
LBA 1a), 2b), 3). Die Schiiler sollten dabei stets die Graphen der Funktionen bzw. die
Punktmengen skizzieren.

Festigung durch Losen weiterer Aufgaben (u. a. auch mit Schni im
intervall) Sie beginnt mit SSA an LBA 3d) (einschlieBlich Skizzieren der Punktmenge)
und deren anschlieBender Auswertung.
Der Wdh der wesentlichen Erkenntnisse der 1. Stunde folgt ein UG zum Erortern des Falles,
daB die Graphen der Funktionen innerhalb des Integrationsintervalls noch einen weiteren
Schnittpunkt haben, am Beispiel von LBA 9 aus ,,Ubungen und Anwendungen* in folgenden
Schritten:
— Berechnen der Koordinaten der Schnittpunkte der Graphen von fund g;
— Skizzieren der Graphen bzw. der Punktmenge;
_ Erortern des Sachverhalts unter Beriicksichtigung der Lage der Graphen im Integrations-

intervall;
- Losungsansatz;
— Ausfiihren der Berechnungen des Flicheninhalts.

2

Zum Vergleich kann evtl. noch f (x? — x2 — 2x) dx berechnet werden.

-1

(Hinweis: In weniger leistungsstarken Klassen kann der in der hier vorgeschlagenen LBA 9
vorliegende Fall auch erst im Stoffabschnitt 4.4 erdrtert und stattdessen an dieser Stelle
LBA 3a) behandelt werden.)

AnschlieBend folgt: SSA an LBA 4; Zus durch einen SV, der einen kurzen Uberblick iiber
die im Stoffabschnitt 4.3 erarbeiteten Kenntnisse gibt: Behandel Fille, Berech des
Flicheninhalts der jeweiligen Punktmengen, Unterscheiden zwischen bestimmtem Integral
und Flicheninhalt (» Zus auf LB 266f.).
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Fliicheninhalt von Punk die von den Graphen zweier Funktionen ein-
geschlossen werden

b

_ —
4= [V - gnax | TOEE Mrale

x aus {a; b)

Riickfiihrung auf Fall (1) durch
Verschieben der Graphen

parallel zur y-Achse um ¢

(ggf. vorhandene Nullstellen von f

und g in <a; b brauchen nicht
beriicksichtigt zu werden).

21

fi

Bild 4.10
fG) = filx) + ¢

glx) =g:1(x) + ¢

©Q: =0

Lerneinheit 11 (15td.)
Physikalische Arbeit
LB 265 bis 266

Ziele

Die Schiiler

— vertiefen ihre Kenntnisse iiber den Begriff der physikalischen Arbeit aus dem
Physikunterricht in Ankniipfung an die in LE 1 angefiihrten Beispiele zu physikali-
schen Sachverhalten,

_ konnen fiir einfache Fille die physikalische Arbeit mittels der Integralrechnung
berechnen, .

~ erk daf} die Integralreck iiber den Rahmen der Mathematik hinaus
Bedeutung fiir die Losung wissenschaftlicher und technischer Probleme hat.
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Schwerpunkte

— Motivierung und Zielstellung (Bilder D 1 bis D 4)

— Erarbeitung der Integralschreibweise fiir die Definition der physikalischen Arbeit
bei lings des Weges verinderlicher Kraft (m21; ® 16)

- Festigung: Losen von Aufgaben

— Zusammenfassung zur Integralrechnung; historische Aspekte (LB 266fT.)

Methodische Hinweise

Motivierung und Zielstellung Die Tatsache, daB} zahlreiche Zusammenhiénge in den Natur-
wissenschaften (besonders der Physik) und in der Technik auf die Frage nach dem Flachen-
inhalt von (im allgemeinen nicht allseitig geradlinig begrenzten) Punktmengen zuriickgefiihrt
werden konnen, wurde in LE 1 mit zur Motivierung fiir die Behandlung der Integralrechnung
‘genutzt. Deshalb sollte an die dort enthaltenen Beispiele (# Bilder D 1 bis D 4) angekniipft
werden. /

-Ausreichendes Wissen und Konnen stehen nunmehr bereit, um die Bedeutung der Integral-
rechnung fiir die Losung physikalischer Probleme an ausgewéhlten Beispielen zu zeigen.

Erarbeitung der Integralschreibweise fiir die ikalische Arbeit Hier ist SSA moglich, da
auf Vorkenntnisse (» LP Ph, Stoffgebiet 1, ,,Mechanik I, Stoffabschnitt 1.1) aufgebaut
werden kann; dazu zwei Varianten:

— Die Schiiler lesen den Lehrbuchtext bis einschlieBlich M 21 und bearbeiten anschlieBend
@ 16. Dabei sollten sie das, was sie fiir wesentlich halten, schriftlich in iibersichtlicher
Form festhalten.

Es folgt ein SV zu den wesentlichen Punkten.

— SV (vorbereitet) in Verbindung mit dem Tafelbild auf UH 231;

UGzum2l;
SSA an @ 16

Hinweis: R ,,Bestimmtes Integral und Flicheninhalt (# UH 195) enthilt auch einen Teil
,,Bestimmtes Integral und physikalische Arbeit, der zur Erarbeitung bzw. Zusammen-
fassung eingesetzt werden kann.

Festigung durch Losen von Aufgaben Die Schiiler 16sen LBA 1 und 2 sowie LBA 31 aus
,,Ubungen und Anwendungen*.

Der Lehrer weist darauf hin, daB man auch andere physikalische Grofien, die sich durch
Flichen darstellen lassen, durch bestimmte Integrale erfassen und berechnen kann.

Z f zur I Irech Die Arbeit an der Zus auf LB 266fT., durch die sich
die Schiiler ihrer beim Behandeln des Stoffgebietes 4. erreichten Fortschritte im Wissen
und Konnen bewuBt werden sollen, verbindet der Lehrer mit knappen Darlegungen zur
historischen Entwicklung der Integralrechnung bzw. der Verfahren zum Berechnen von
Fléacheninhalten (ARCHIMEDES, CAVALIERI, KEPLER, LEIBNIZ, NEWTON; ~ [10]).

Kontrolle ben zum itt 4.3
LBA 7, 8a), 10, 11, 12, 15, 27, 33 aus ,,Ubungen und Anwendungen*
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Physikalische Arbeit

F Yangs des Weges s F lings des Weges s
konstant veriinderlich
F = konst. F~s;F=k-s F(s) beliebige stetige
Funktion in {sy; 52)
F

F =konst

0 s
k Nicht elementar
W = F(s2 = 51) W= (63 =D berechenbar
52
W= [ F(s)ds
S
Stoffabschnitt 4.4 (65td.")

Ubungen und Anwendungen

Zur Zielstellung der Behandlung dieses Stoffabschnitts sei auf die einleitenden Ausfiithrungen
zum Stoffabschnitt 1.3 (UH 61) verwiesen.

Die hier zur Verfiigung stehenden Unterrichtsstunden sollten fiir das Losen komplexer
Aufgaben (einschlieBlich der Wiederholung von Elementen der Differentialrechnung) ver-
wendet werden. Das Ermitteln von Stammfunktionen und Berechnen bestimmter Integrale
(~ LP 40) ist beim Losen solcher Aufgaben in jedem Falle erforderlich. Dabei konnen die
LBA 1 bis 6 fiir tigliche Ubungen oder individuell fiir einzelne Schiiler, die die entspre-
chenden Fertigkeiten noch festigen miissen, evtl. durch Arbeiten in Lerngruppen, eingesetzt
werden.

Es beinhalten die

— LBA 7 bis 30 jeweils die Berechnung des Flicheninhalts einer P (Im Zusam-
menhang damit sind zusitzliche Forderungen gestellt, zum Beispiel das
Berechnen von Nullstellen und lokaler Extrempunkte sowie das Skizzieren
der Graphen der gegebenen Funktionen bzw. der Punktmengen);

— LBA 31 bis 33 physikalische Sachverhalte.

1 Von den insgesamt 6 Stunden, die It. LP zur Verfiigung stehen, sollten 2 Stunden fiir eine abschlieBende Klassen=
arbeit verwendet werden.
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Die LBA 35* bis 39* sind Aufgaben mit erhéhtem Schwierigkeitsgrad und daher besonders
fiir differenzierte Aufgabenstellungen geeignet.
Die folgende Ubersicht enthilt Hinweise zu einigen Aufgaben.

LBA 17 erfordert den Nachweis der Konvergenz einer Folge und das Berechnen ihres
Grenzwertes.

18 Zunichst sind die Gleichungen der Parabeln aus den Angaben im Bild D 42
zu ermitteln.

19 fiihrt auf ein bereits von ARCHIMEDES gefundenes Ergebnis. Sie bietet dem

Lehrer die Moglichkeit, auf die Bedeutung von ARCHIMEDES im Zusammen-
hang mit der Quadratur des Parabe]scgmems als emem historisch wichtigen

ersten Schritt zur I i Sofern nicht
bereits an anderer Stelle geschehen, konnen hier einige weitere Informationen
zur historischen Entwicklung der I Irech und der Flicheninhal
berechnungen angeschlossen werden.

20 Extremwertproblem

21 Analog zu LBA 18 bzw. LBA 26

§§ Problemstellungen aus der Praxis (Technik, Bauwesen), gee]gnet zum Ver-

28 deutlichen der Bed der Integralrech in diesen B h

26 ‘Wdh.: 1. Ableitung einer Funktion an einer Stelle als MaB fiir den Anstieg

des Graphen dieser Funktion an dieser Stelle

Beispiel fiir eine Unterrichtsstunde

Ziele

Die Schiiler

— erwerben in hmendem MaBe Fertigkeiten im selbstindigen Losen komplexer
Aufgaben zu Flicheninhaltsberechnungen, indem sie jeweils die Aufgabenstellung
analysieren, geeignete Losungsschritte planen, die Berechnungen ausfiihren,

- reaktivieren dabei K isse und Fertigkei im Durchfiihren von Kurven-
diskussionen und wenden sie an.

Schwerpunkte

— Tigliche Ubung
— Losen komplexer Aufgaben
- Zusammenfassung und Einschétzung des Unterrichtsergebnisses
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Methodische Hinweise

Tigliche Ubung In SSA werden die LBA 1f ), 5a), 6c) und 4b) geldst, anschlieBend die
Ergebnisse verglichen. Es folgt eine inhaltliche Wdh zur Definition des Begriffes des bestimm-
3

ten Integrals f S(x) dx.
a

Lésen komplexer Aufgaben Hier sind zwei Varianten denkbar.

Variante 1
Die Schiiler 16sen — weitgehend selbstidndig - die folgenden Aufgaben.

LBA Hinweise fiir die Bearbeitung

11 Teilaufgaben a) bis c) in der geforderten Reihenfolge; beim Skizzieren der
Parabel (unter b)) besonders auf das richtige Erkennen ihrer Lage und das
rationelle Ermitteln ihres Scheitelpunktes achten

12b) Lésungsschritte: Berechnen der Koordinaten der Schnittpunkte der Graphen,
Skizze, B h des Flécheni ; dabei beachten: Rasches Erfassen der
Lage der Graphen; Vergleich mit Normalparabel, Symmetrieverhiltnisse

19 SV zum Lésungsweg;

dazu erginzend kurzer LV: Dieses Ergebnis fand bereits ARCHIMEDES, die
»Quadratur der Parabel* ist, historisch betrachtet, der erste Schritt zur Ent-
wicklung der spiteren Integralrechnung

Variante 2
Die Schiiler 18sen schrittweise die relativ umfangreiche LBA 13.
Die Planung der Lsungsschritte wird hier durch die vorliegende Gliederung in die Teilauf-
gaben a) bis €) wesentlich erleichtert. Sie muB sich in einer iibersichtlichen Niederschrift
beim Losen widerspiegeln (Kennzeichnen des im jeweiligen Schritt zu Berechnenden;
getrenntes Anordnen der Nebenrechnungen auf der rechten Seite des Blattes). Falls erforder-
lich, soliten die Schiiler die benétigten Kenntnisse in selbsténdiger Arbeit auffrischen, z. B.
mit Hilfe der Ubersicht auf LB 199 und der Zus auf LB 205f.
Es kann auch in Gruppen gearbeitet werden. Eine Gruppe konnte z. B. die Teilaufgabe a),
eine andere die Teilaufgabe b) bearbeiten (hier sind allerdings die Anforderungen etwas ge-
ringer). Die Teilaufgaben c) und d) 16sen dann wieder alle Schiiler gleichermaBen. Auch die
Integration (zwei Integrale) unter e) kann in Gruppen erfolgen.
Zwischenkontrollen (Vergleich der Lésungen) sind besonders dann zweckmiBig, wenn be-
stimmte Resultate fiir die weitere Rechnung verwendet werden, z. B. die Abszissen der
Schnittpunkte von f und g (unter c)) fiir die Losung der Teilaufgabe e). Dabei sind die
Schiiler immer wieder zum Kommentieren und Begriinden ihres Vorgehens anzuhalten.
Auf Mbglichkeiten rationellen Arbeitens sollte stets besonders geachtet werden. Beispiels-
weise konnen die Schiiler das lokale Minimum des Graphen von g auch ohne Hilfe der
Differentialrechnung ermitteln, indem sie ihre Kenntnisse iiber Eigenschaften quadratischer
Funktionen nutzen:
g(x) = 2x? + 2x = 2[x? + x]

1\2 1 1 1
g(x)—2[(x + 2) 4],unddaraust,..( 5 2).

Als abschlieBende Ubung kann SSA an LBA 25 folgen.
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Zusammenfassung Schiiler und Lehrer schitzen die in dieser Unterrichtsstunde erzielten
Arbeitsergebnisse und den dabei erreichten Stand in der Entwicklung der Fertigkeiten der
Schiiler ein. Der Lehrer gibt gezielte Hinweise zu Schwerpunkten der weiteren Festigung.

Hausaufgaben LBA 23a)
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