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Herr Munz will die Mitglieder seiner funfkdpfigen Familie fiir eine Gruppenaufnahme ne-
beneinander stellen. Auf wie viele Arten kann er das tun?

Flr eine Trikolore (dreifarbige Fahne;
Fig. 1) stehen 6 Farben zur Verfligung.
Zwischen wie vielen Moglichkeiten hat
man die Wahl, wenn

a) jeder Streifen von anderer Farbe sein
soll

b) benachbarte Streifen verschiedenfar-
big sein sollen?

Wie viele dreistellige Zahlen aus nur unge-
raden Ziffern gibt es, wenn Wiederholun-
gen ausgeschlossen (erlaubt) sind?

Fig. 1

In der , Plattenecke* einer lllustrierten werden monatlich zehn Neuerscheinungen vorge-
stellt, aus denen die Leser die , Hits des Monats‘ auswahlen, indem sie drei der genann-
ten Titel mit den Rangziffern 1, 2 und 3 versehen und ihre Wahl einsenden.

a) Wie viele verschiedene Dreiergruppen sind méglich?

b) In der Faschingsausgabe werden die Platze 8, 9 und 10 ermittelt. Wie viele Wahimég-
lichkeiten gibt es?

c) Wie viele Wahimdglichkeiten gibt es, wenn die ersten Drei und die letzten Drei zu
wiahlen sind?

Wie viele sechsstellige Zahlen lassen sich aus den Ziffern 1, 2, ..., 9 bilden, wenn jede
Ziffer héchstens einmal vorkommen darf?

Wie viele dreistellige Zahlen bestehen aus drei verschiedenen Ziffern?

Uwe Uberklebt einen Spielwiirfel, so daB vier Seiten die ,,2'* und zwei Seiten die ,,5* zei-
gen. Er wirfelt dreimal und erreicht die Augensumme 9. Nun ist Peter mit drei Wirfen an
der Reihe. Er gewinnt, wenn er eine groBere Augensumme erzielt. Zeichne ein Baumdia-
gramm fur diese drei Wirfe. Berechne die Augensummen. Bestimme die Wahrschein-
lichkeit, mit der Peter gewinnt.

Welches der Ereignisse A: ,Es féllt genau zweimal Wappen** oder B: ,Es féllt einmal
oder dreimal Wappen'* ist beim viermaligen Werfen einer idealen Munze wahrscheinli-
cher?

Ein idealer Wirfel wird dreimal hintereinander geworfen. Welches der drei folgenden Er-
eignisse tritt am ehesten ein?

A: Es fallt dreimal die 6;

B: Es fallen nur Funfen und Sechsen;

C: Es fallen nur gerade Zahlen.

Eine Speisekarte verzeichnet 4 Vorspeisen, 7 Hauptgerichte und 6 Nachtische. Wie viele
verschiedene Menis kann man sich zusammenstellen?

Bei einem Fest treten 4 Solisten auf; die Reihenfoige ist jedoch unbekannt. Wie viele
verschiedene Reihenfolgen sind moglich?



28 Eine Firma hat 4 Autos und 7 Einstellplatze. Auf wie viele Arten kénnen die Autos ge-
parkt werden,
a) wenn man nur darauf achtet, welche Platze besetzt sind
b) wenn man darauf achtet, welches Auto auf welchem Platz steht?

29 In einer Urne befinden sich 10 weiBe und 5 rote Kugeln. 4 Kugeln werden mit einem Griff
gezogen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhalt man
a) nur weiBe Kugeln b) nur rote Kugeln
c) 3 weiBe und 1 rote Kugel d) 2 weiBe und 2 rote Kugeln?

30 Unter 50 Gliihbirnen in einem Karton befinden sich 2 defekte. Jemand wahit 2 Birnen
aus. Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind beide (ist genau eine; ist keine) der Birnen in
Ordnung?

31 Ein idealer Warfel wird 8mal geworfen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhalt man
a) im ersten Wurf eine 6, in den anderen Wurfen keine 6
b) nur im letzten Wurf eine 6 c) genau 1mal eine 6
d) genau 2mal eine 6 e) mindestens 2mal eine 6?

Il. Wahrscheinlichkeitsverteilungen

3 Die 32 Karten eines Skats_,piels werden  Karte | As |K6nig|Dame|Bube 110| 9 | 8 |7
nach Fig. 3 bewertet. Es wird eine Karte |/ - | » i 4 | 3 | 5 I10| 0 | 0 l 0
zuféllig gezogen. Die Zufallsvariable X ge- ‘
be den Wert dieser Karte an. Stelle die Fig. 3
Wahrscheinlichkeitsverteilung von X auf.

4 Ein Wirfel werde zweimal geworfen. Die Ergebnismenge S besteht aus 36 geordneten
Zahlenpaaren, (1;1), (1;2), ..., (6;6). Berechne die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der
folgenden ZufallsgréBen:

X: e;— Augensumme, Y: e;— Maximum der beiden Augenzahlen,
Z: e,— Betrag der Differenz beider Augenzahlen,
W: e,— arithmetisches Mittel beider Augenzahlen.

5 Aus den natirlichen Zahlen von 10 bis 20 werde zufillig eine Zahl ausgewahlt. Die Zu-
fallsgroBe X gebe die Anzahl der positiven Teiler der ausgewéhlten Zahl an.
Ermittle die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X.

6 Die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer ZufallsgréBe X sei gegeben durch:

a) x; | -2 -1 0o 1 2
p(x) | 11_0 1 : 3. Berechne p(x,).
b) x | 1 2 3 4

P(X=x]) | 7k 5k 9k¢ 4k? . Berechne k.



lll. Erwartungswert

10

UIf hat durch lange Beobachtung eines
Spielautomaten die Wahrscheinlichkeits-
verteilung flir die Gewinnkombinationen
ermittelt (Fig. 1).

a) Berechne den Erwartungswert flir den
Gewinn, wenn der Einsatz 10 Pf (20 Pf)
kostet. Lohnt sich héufiges Spielen bei
diesem Einsatz?

Welchen Gewinn hat der Automaten-
besitzer bei einem Einsatz von 20 Pf nach
100 Spielen zu erwarten?

b) Wie hoch muss der Einsatz mindes-
tens sein, damit der Automatenbesitzer
auf lange Sicht keinen Verlust macht?

a) Berechne den Erwartungswert des Ge-
winns fir das Glucksrad in Fig. 2 (Fig. 3),
wenn Rot einen Gewinn von 40 Pf, Blau
einen Gewinn von 10 Pf und Grin einen
Verlust von 30 Pf bringt.

b) Was lasst sich Uber den zu erwarten-
den Gesamtgewinn nach 200 Spielen
(nach 2 Spielen) sagen?

Beim Spiel in Fig. 4 rickt der Spielstein
nach jedem Wurf mit einem Warfel um die
geworfene Augenzahl nach rechts, falls
diese gerade, und nach links, falls diese
ungerade ist. Wie viel Wirfe werden auf
lange Sicht im Durchschnitt erforderlich
sein um das rote Feld zu erreichen?

Karl bietet seinen Freunden Gllicksspiele
mit einem Wirfel an. Sie kénnen zwischen
drei Gewinnplanen wahien (Fig.5); ein
Pluszeichen bedeutet Gewinn fir sie, bei
einem Minuszeichen ist der betreffende
Geldbetrag an Karl zu zahlen. Nach wel-
chem Gewinnplan wirdest du spielen,
wenn der verwendete Wirfel ideal ist (die
angegebene  Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung hat)?

Ein Bauer zieht Kélber groB und verkauft
sie nach einem Jahr. Der Reingewinn an
einem Kalb betragt im Durchschnitt 180
DM. Allerdings bringt der Bauer erfah-

Gewinn | Wahrschein-
in Pf lichkeit
200 001
100 003
50 0710
10 025

Fig. 1

Augenzahl 1 2 3 4 5 6
+3{+2|+2|—-2{+3|—4

Gewinn-

plane +1+1 ]+ =1 =1 -1
C |+5|—-2|+1|—1|+3| -1

Wahrschein-

lichkeit 02{01}01]02(0,1}0,3

Fig. 5

rungsgemaf nur 90% der Kélber durch, ein verendetes Kalb bedeutet einen Verlust von
durchschnittlich 270 DM. Mit welchem Reingewinn je Kalb kann der Bauer rechnen?



IV. Wahrscheinlichkeit von Ereignissen

6 Die beiden Gliicksrader G, und G, aus
Fig. 3 werden je einmal gedreht. Die Zu-
fallsgréBe X sei die Anzahl der dabei ange-
zeigten Zweien auf den Glicksradern.

a) Gib die Wahrscheinlichkeitsverteilung
von X an.
b) Berechne den Erwartungswert von X.

7 Die drei Glicksrader aus Fig. 3 werden
gedreht. Die ZufallsgroBe Y sei die Anzahl
der angezeigten Zweien.

a) Zeichne ein Stabdiagramm fur die

Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufalls- Fig. 3
gréBe Y.
b) Berechne E(Y).

8 Die ZufallsgréBe X in Fig.4 gibt den % 28 29 a0 a1 30

Durchmesser (in mm) von Léchern in Zie-
geln an. Berechne den Erwartungswert P(X=x]) |015 045 020 015 005
von X. Fig. 4

V. Bernoulli-Ketten

B Entscheide, ob bei den folgenden Situationen eine Beschreibung als BernouLLi-Kette
vorgenommen werden kann.
a) In einer Urne liegen N Kugeln, von denen M, M<N, blau und der Rest, also N—M,
gelb sind. Es werden nacheinander n Ku-
geln
al) mit Zurtcklegen
a2) ohne Zurlcklegen
gezogen.
(Zusatz: Mit welcher Wahrscheinlichkeit
wird jeweils bei der zweiten Ziehung eine
blaue Kugel gezogen?)
b) Friedrich kauft sich auf der Dresdner
Vogelwiese (Fig.1) an einer Losbude 5
Lose, die er nacheinander 6ffnet.
¢) Ursula ware schon zufrieden, wenn ihr
beim Lottospiel irgendein Gewinn zufiele.
Sie will ein Jahr lang am Wettspiel teilneh-
men.

6 Welche der folgenden Zufallsexperimente kdnnen als BernouLu-Ketten aufgefasst wer-
den?
a) Eine ideale Minze wird zehnmal geworfen.
b) Aus einer Serie von GlUhbirnen werden 5 ausgewahlt, die Brenndauer bestimmt und
festgestellt, ob diese mindestens 1000 Stunden betrégt oder nicht.
c) Eine Untersuchung darauf, ob die Blut-
gruppe A vorliegt, bei 8 zuféllig ausge-
wahlten Personen (Fig. 2).
d) Zehn ideale Minzen werden gleichzei-
tig geworfen.
e) Eine verbeulte Miinze wird zehnmal ge-
worfen.
f) Zehn verbeulte Mlnzen werden gleich-
zeitig geworfen.



VI. Binomialverteilung

3 Eine ZufallsgréBe X sei binomialverteilt mit den Parametern n=8 und p=0,6.
Bestimme die folgenden Wahrscheinlichkeiten:
a) P([X=<2]) b) P([1<X<6]}) c) P([X>0]) d) P([X<7]).

4 Eine ZufallsgréBe X sei binomialverteilt mit den Parametern n=12 und p=0,3. Bestimme
folgende Wahrscheinlichkeiten:
a) P([X=<10]) b) P([X<6]) c) P([3<X=<10]) d) P([X=9]).

5 Franz méchte gerne wissen, wie groB die Wahrscheinlichkeit ist, beim dreimaligen Wur-
feln wenigstens einmal sechs Augen zu erhalten. Wie ist diese Aufgabe mithilfe einer
binomialverteilten ZufallsgréBe zu I6sen?

6 Ein idealer Wirfel wird 100-mal geworfen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit féllt die Sechs
héchstens 15-mal (mehr als 25-mal; mindestens 15-mal, aber héchstens 25-mal)?



Losungen Kombinatorik
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Er kann sie auf 120 Arten aufstellen.

a) 120 Moglichkeiten
b) 120 + 6 - 5 = 150 Moglichkeiten

5-4-3=60(5%=125)

a) Essind 10 - 9 - 8 = 720 Dreiergruppen moglich.
b) Es gibt ebenfalls 720 Wahlmdoglichkeiten.
c) Esgibt10-9-8-7-6-5 =151 200 Wahlmoglichkeiten.

9.8-7-6-5-4=60480 Zahlen

9-9-8 =648 Zahlen
(1. Ziffer aus {1; ... ; 9}, 2.und 3. Ziffer aus {0; 1; ... ; 9})

Augensumme Wahrscheinlichkeit
8

/2 6 27

4

/ —5 9 57

4

2

\5 12 5

2

~_ —2 12 2
5

—5 15 1

27

Um zu gewinnen, muf} Peter die Augensumme 12 oder 15 erreichen. Die
Wahrscheinlichkeit dafiir betragt 57 -

P(A) = —; P(B)= —; Ereignis B ist also wahrscheinlicher.

16’ 1_6’
PA) = (L)% P@) =(1)% PO =(L);

Ereignis C ist also am wahrscheinlichsten.

Man kann sich 4 - 7 - 6 = 168 Meniis in der iiblichen Reihenfolge zusam-
menstellen.

Es sind 4 * 3 - 2 = 24 Reihenfolgen méglich.

Die Autos kénnen a) auf (D =35 Arten b)auf7-6-5-4 =840 Arten
geparkt werden.




29 Es gibt insgesamt (15) = 1 365 Moglichkeiten, die Kugel zu ziehen.
a) Es gibt ( ) Moglichkeiten, nur weiBle Kugeln zu ziehen; die

Wahrscheinlichkeit betragt also ]?31605 0,1538.

b) Es gibt ( ) = 5 Moglichkeiten, nur rote Kugeln zu ziehen; die

Wahrscheinlichkeit betragt also —— 13 T 0,0037.

c) Es gibt ( ) ( j = 600 Moglichkeiten, 3 weifle und 1 rote Kugel

600 _
1365 0,4396.

d) Es gibt ( ) ( ) = 450 Moglichkeiten, 2 weille und 2 rote Kugeln

zu ziehen; die Wahrscheinlichkeit betrégt also :éi5605 0,3297.

zu ziehen; die Wahrscheinlichkeit betragt also ——

30 Es gibt insgesamt (520) = 1225 Moglichkeiten, 2 Birnen auszuwéhlen.
Davon sind in (428) = 1128 Féllen beide Birnen in Ordnung
(in (418 ) (%) = 96 Fillen genau eine und in einem Fall keine der Birnen
in Ordnung). Die Wahrscheinlichkeit betrigt also 1128 ~0,9208

1225
~ 1
(1225 0,0784; 1oor = 0,0008).

31 a) Esgibt 57 = 78 125 Moglichkeiten; die Wahrscheinlichkeit betrsigt
o5 = 0,0465.

b) Wie a)

c) Es gibt (8) 57 = 625 000 Moglichkeiten; die Wahrscheinlichkeit
betriigt {2020 ~0,3721.

d) Es gibt (2) 5% = 437 500 Moglichkeiten; die Wahrscheinlichkeit
betréigt o0 = 0,2605.

e) Es gibt 5% = 390 625 Moglichkeiten, keine 6 zu erhalten, 625 000
Moglichkeiten, genau eine 6 zu erhalten (vgl. ¢)), also gibt es ;
1679 616 - 390 625 - 625 000 = 663 991 Moglichkeiten, mindestens
2 mal die 6 zu erhalten; die Wahrscheinlichkeit betragt

663991 _
1679616 0,3953.



Lésungen Wahrscheinlichkeitsverteilungen

3 a) z;(Quadrat der Augenzahlen) | 1 I 4 | 9 | 16 l 25 l 36
| “ 1|11 ] 1|11
piz:) 6|6|6|6|5]|s
b) (X > 16] = {5;6} X <9) = {1;2;3}
1 <X <25]={1;2;3;4} [X =36]={6}
(X < 36] =1{1;2;3;4;5} (X >36]=10
(X <0/ =0
1 1
0) P(IX > 16]) = 5 PX <9) =5
P([1 < X <25)) = % P(IX =36)) = %
P([X < 36]) = % P([X >36])=P([X <0])=0

4 P(X=2)=04 (

P(X =4]))=0,2 <

=l Zle Zfe
~— N

P([X >3])=0,6 (
7
P(2< X <6])=0,6 (1—1—>
Die Wahrscheinlichkeiten wurden berechnet fiir die natiirlichen Zahlen
11,12, ..., 19, 20. Bei Hinzunahme der 10 ergeben sich die Werte in Klam-

mern.
Werte von Y |

5 (Summe der Kartenwerte) 2 ‘ 3 ‘ 4 | > | 6 l 7 i i 110
Wabrecheintiohe ERERER AN R R
ahrscheinlichkeiten 248 | 31 | 31 | 248 | 31 48 | 31 | 248 | 31
Werte von Y
(Summe der Kartenwerte) 12 ‘ 13 ' 14 1 15 I 20 ‘ 21 l 2
Watrseheinticnkeien | 2| L 2| 2| L] 2 [ L] 2
anrscheinfichkeiten 31 |31 | 31 | 31|31 (248 | 31 | 248

135 43

Py <7)) = T 0,544 P([Y >10]) = 55 ~ 0,347

6 @ | 3 | 4 |5 |6 | 7 | 8 |09

p(X=z) | 01 | 01 | 02 | 02 | 02 | 01 | o1
p(X >7)=0,2+0,1+0,1=0,4



Lésungen Erwartungswert

10

a) Der Erwartungswert ist 2,5 (—7,5). Der Automatenbesitzer hat bei einem
Finsatz von 20 Pf nach 100 Spielen einen Gewinn von 7,50 DM zu erwarten.
b) Der Einsatz mufl mindestens (genau: 12,5 Pf) 13 Pf sein.

a) Der Erwartungswert ist —6,25 (0).

b) Zu Fig. 2: Nach 200 Spielen ist mit einem Gesamtverlust von 12,5 DM zu
rechnen.
Zu Fig. 3: Nach 200 Spielen ist damit zu rechnen, dafl weder Gesamtgewinn
noch Gesamtverlust gemacht worden ist.
Uber den Gesamtgewinn 148t sich nach 2 Spielen kaum eine Vorhersage
machen, da sich der Erwartungswert erst auf lange Sicht einpendelt.

Auf lange Sicht werden im Durchschnitt 40 Wiirfe erforderlich sein.
Nach Gewinnplan C (C).

Mit einem Reingewinn von 135 DM.

Lésungen Wahrscheinlichkeit von Ereignissen

6

x; (Anz. der Ausschuflteile) | 0 | 1 | 2 | 3
p(z;) | 0,343 | 0,441 | 0,189 | 0,027

E(X)=0-0,343+1-0,441+2-0,189+3-0,027 =0,9

Sei X: Anzahl der griinen Tomaten.
X kann die Werte 0, 1, 2 annehmen.

3 4 3
E —0. — - i
(X)=0-Z41-542- = =1

Die Wahrscheinlichkeit betrégt %, falls er das erste Streichholz nach Verbrauch
wieder in die Schachtel steckt; falls er die beiden Streichholzer direkt hinter-
einander aus der Schachtel holt, betrdgt die Wahrscheinlichkeit %



Lésungen Bernoulli-Ketten

5 al)Es handelt sich um eine Bernoulli-Kette, da die Wahrscheinlichkeit, eine

) . M ) ) -
blaue Kugel zu ziehen, immer ~ und eine gelbe Kugel zu ziehen, immer

N-—-M
N

betrigt.

a2)Wird nicht zuriickgelegt, liegt keine Bernoulli-Kette vor, da die Wahrschein-

lichkeit, eine bestimmte Farbe zu ziehen, sich von Zug zu Zug dndert. Bei

der zweiten Ziehung ist die Wahrscheinlichkeit fiir blau A{ T falls beim

falls im ersten Zug

ersten Mal eine gelbe Kugel gezogen wurde, oder M-

N—-1"
eine blaue Kugel gezogen wurde.

Pfadregeln:

M M-1 N-M M MM-1+ N — '
P(B,) = + : - M ai M>=%

N N-1' N 'N-1 N(N-1)

b) In Abwandlung der beschriebenen Vorgehensweise konnte Friedrich auch

©)

nacheinander fiinfmal ein Los kaufen und 6ffnen. Beide Spielarten be-
schreiben die gleiche Situation. Es handelt sich nicht um eine Bernoulli-
Kette, da sich beim Kauf eines Loses jeweils die Gesamtzahl der dann noch
zur Auswahl stehenden Lose dndert und gleichzeitig auch das Verhéiltnis
von Gewinnen zu Nieten.

Bem.: Bei einer sehr groBen Anzahl von Losen dndert sich die Gewinnaus-
sicht je Zug nur geringfiigig, so daf3 Friedrich bei jedem seiner 5 Lose dann
praktisch gleiche Chancen hat. In diesem Fall konnte man die Situation
ndherungsweise als Bernoulli-Kette beschreiben.

Da die Wahrscheinlichkeit fiir irgendeinen Gewinn beim Lotto unabhéngig
vom vorangegangenen Spiel ist, liegt eine Bernoulli-Kette vor.

6 a) Bernoulli-Kette
b) Bernoulli-Kette

c)

Bernoulli-Kette

d) Einzelexperiment, man sollte deshalb nicht von Kette sprechen (hochstens

Kette der Léange 1).

e) Bernoulli-Kette

f)

wie d)



Lésungen Binomialverteilung

3 a) P(|X <2])~0,0007 + 0,0079 + 0,0413 = 0,0499
b) P([1 < X < 6]) ~ 0,0413 + 0, 1239 + 0,2322 + 0,2787 = 0, 6761
¢) P(X >0])=1-P([X =0]) ~1—0,0007 = 0,9993
d) P(IX < 7)) =1-P([X >7]) = 1~ (0,0896 + 0,0168) = 0,8936

4 a) P(X <10) =1- P([X > 10]) ~ 1 — (0,00001488 + 0,00000053) ~ 1
b) P([X < 6]) ~ 0,0138+0,0712+0, 1678+0,2397-+0,231140,1585 = 0, 8821
) P(3<X <10)] = P([X <10]) - P([X <3])
~1— (0,0138 + 0,0712 + 0, 1678 + 0,2397) = 0, 5075

5 n=3p= % (fiir eine Sechs)

PIX>1)=1—P(X =0]) =1— (g) - (%)O (2)3 ~0,4213

Franz wird mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 42 % wenigstens einmal sechs
Augen wiirfeln.

6 n=100, p= %
P([X < 15)]) ~ 0,3877
P([X >25)]=1- P(|[X <25]) ~1—0,9881 = 0,0119
P([15 < X < 25]) ~ 0,7007



