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1. MENGENBILDUNG 

Aussagen, 
Aussageformen 

6 

• 

• 

• 

Aussagen sind entweder wahr oder falsch. 

~ 

It Aussagen wahr oder falsch 

a) Die Stadt Dresden liegt an tier Elbe wahr 

b) Dos chemische Element Schwefel ist falsch 
ein Metall 

c) Die notUrliche Zahl 7 isl eine Primzohl wahr 

d) 5 = 6 falsch 

Von Aussageformen kann man nicht sagen, ob sie wahr 
oder falsch sind. 

1 

Aussageformen 

a) Die Stodt S liegt on der Elbe 

b) Dos chemische Element r. is! ein Metall 

c) Die naturliche Zahl n ist eine Primzohl 

d) )( = 6 

Aussageformen werden durch bestimmte Einsetzungen fUr 
die Variablen zu wahren oder falschen Aussagen. 

Aussogeformen ~ussQgen wahr oder falsch 

a) Die S!adt S Die Sl.ldt V' I tenberg wahr 
lieg! an der Elbe liegt an der Elbe 

Die S!adt Ber n falsch 
liegt an der Elbe 

b) Die naWrliche Die naiUrliche Zahl 20 falsch 
Zahl n ist eine is! eine Primzahl 
Primzahl Die noWrliche Zahl 31 wahr 

ist eine Primzahl 

c) It = 6 6 = 6 wahr 
1 = 6 falsch 



1. MENGENBILOUNG 

Bilden von Mengen 

• 

Oer Begriff "Menge" 

Elemente 

Mengen werden gebildet, indem man aus einem zugrunde 
gelegten Bereich von Dingen, dem Grundbereich, nach 
bestimmten Gesichtspunkten Dinge auswahlt und zu einer 
Gesamtheit zusammenfaBf. 

' I 

Grundbereich Qusgewahlte Oinge 

a) Qlle SchUler einer Milglieder des Chors dieser Schule 
beslimmlen Schule 

b) alle Geraden alle GerQden dieser Ebene, die eine 
einer Ebene vorgegebene Richtung haben 

c) Qlle notUrlichen Qlle notiirlichen Zohlen, die durch 3 
Zohlen teilbar sind und lwischen 10 

und 30 liegen 

Eine Gesamtheit von aus dem Grundbereich ausgewahlten 
Dingen nennt man Menge. 
Als Variable fOr Mengen benutzen wir groBe lateinische 
Buchstoben, evtl. mit Indizes. z.B.: 
M;N;A;B; 
Mo;M I ; M2• 

Die Dinge. die dieser Gesamtheit ongehoren. nennt man 
Elemente der betreffenden Menge. 
Als Variable fOr Elemente benutzen wir kleine loteinische 
Buchstaben, evtl. mit Indizes. z.B.: 
x;y;a;b; 
xo; Xl; X2• 

AngabevonMengen . M = {12; 15; 18; 21; 24; 27} 
Ourch Angabe Um mitzuteilen. daB z. B. a Element der Menge M 1st oder 
oiler Elemente z. B. y nicht Element der Menge N ist. schreibt man: 

o E M gelesen: 

Ourch Angobe des 
Grundbereichs und einer 
Aussageform 

,,0 ist Element von M" oder ,,0 Element MU 

y ~ N gelesen: 
"y ist nicht Element von N" oder .. y nlcht Element N" 

Enthalt eine Menge sehr viele oder unendlich viele Ele
mente, die nicht einzeln aufgefUhrt werden konnen. so 
gibt man den Grundbereich und eine Aussageform an. mit 
deren Hilfe man die betreffende Menge bilden konn. 

7 



1. MENGENBILDUNG 
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Grundbereich Aussogeform Angobe der Menge 

a) Menge der x < 70000 x E M genou donn, 
nolUrlichen wenn x < 70000 
Zohlen 

b) Menge der 10 < x < 300 x E M genou donn, wenn 
nolUrlichen und x I 3 10 < x < 300 
Zohlen und x I 3 

c) Menge der x < 70000 x E M genou donn, 
gonzen Zohlen wenn x < 70000 

Bemerkung: Zur Festlegung beispielsweise der Menge unter 

a) in der Tabelle genUgt es nicht zu sagen: 

(1) Wenn eine naturliche Zahl kleiner als 7 ist, so ist sie 
Element der zu bildenden Menge. 

Dadurch wird namlich nicht ausgeschlossen, daB. eventuell 
noch andere naturliche Zahlen zur Menge gehoren konnen. 
Betrachten wir beispielsweise die Menge 
M* = {O; 1; 2; 38; 19; 4; 3; 100; 5; 6}, 
so ist die Forderung, daB jede natOrliche Zahl, die kleiner 
als 7 ist, Element der Menge sein soli, auch fUr M* erfUllt. 
Um wirklich nur die Zahlen, die kleiner als 7 sind, als 
Elemente der Menge zu erhalten, mUssen wir noch zusatzlich 
sagen: 

(2) Wenn eine naturliche Zahl Element der zu bildenden 
Menge ist, so ist sie kleiner als 7. 

Mit (1) und (2) ist die im Beispiel angefUhrte Menge M 
genau festgelegt. Es ist Ublich, (1) und (2) zu folgender 
Sprechweise zusammenzufassen: 

(3) Eine naturliche Zahl ist Element der Menge M genou 
donn, wenn sie kleiner als 7 ist. 
KUrzer: x E M genau dann, wenn x < 7. 

Durch die Sprechweise "genau dann, wenn" wird zum 
Ausdruck gebracht, daB alle die Dinge aus dem Grundbe
reich Elemente der jeweils zu bildenden Menge sind, die 
die Aussageform zu einer wahren Aussage machen, aber 
auch nur diese. 
Man sagt auch: "Zur Menge M gehoren genau die Dinge, 
die die Aussageform zu einer wahren Aussage machen." 



1. MENGENBILDUNG 

Beispiele fOr die 
Mengenbildung • 

Einermengen enthalten nur ein einziges Element. 
Grundbereich: Menge der natOrlichen Zahlen 

Spezielle Mengen 
Leere Menge 

Allmengen 

Teilmengen 

• 
• 

x E A genau dann, wenn x + x = x 
Die Menge A besitzt als einziges Element die Null, A = {O}; 
denn 0 + 0 = O. FUr jede andere natOrliche Zahl x gilt: 
x + x = 2 x =f= x . 
Grundbereich: Menge der natOrlichen Zahlen 
x E B genau dann, wenn x . x = x 
B = {O; 1}. B ist eine Zweiermenge . 
Grundbereich: Menge der naturlichen Zahlen 
x E C genau dann, wenn x =f= 7 
C ist die Menge der naturlichen Zahlen auBer der Zahl 7. 

Die leere Menge (in Zeichen: 0) enthalt kein Element. 
• Grundbereich: Menge der ganzen Zahlen 

x E D genau dann, wenn x + 1 = x 
Die Aussageform x + 1 = x wird durch keine Einsetzung 
zu einer wahren Aussage; D enthalt also kein Element. Es 
gilt also: D = o. 
Ober einem beliebigen Grundbereich kann die leere Menge 
durch die Aussageform "x =f= x" gebildet werden: 
x E 0 genau dann, wenn x =f= x. 

Allmengen enthalten alle Dinge des jeweiligen Grund
bereichs. Ober jedem Grundbereich kann die zugehorige 
Allmenge gebildet werden, indem alle' Dinge des jeweiligen 
Grundbereichs in ihr zusammengefaBt werden. 
Die Allmenge E kann z. B. mit Hilfe der Aussageform 
"x = x" gebildet werden: 
x E E genau dann, wenn x = x. 

.. DEFINITION 1: EineMenge Mist Teilmenge von einerMenge 
N genou donn, wenn jedes Element von M ouch Element von 
N ist. 

Schreibweise: M ~ N 
Gelesen: 
"M ist Teil(Unter-)menge von N" oder 
"N ist Obermenge von M" oder 
"N umfaBt M". 

• Die Menge M4 der durch 4 teilbaren Zahlen ist Teilmenge 
der Menge M2 der geraden Zahlen: 
M4 = {O, 4, 8, 12, 16, ... } 
Mz = {O, 2, 4,6, 1,10, 12,14, 16, ... } 
Wir schreiben: M4 ~ M2• 

9 
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1. MENGENBILDUNG 

Echte 
Teilmenge 

Veronschoulichung 
von Mengen 

10 

Bemerkung: Die Definition der Teilmenge besagt lediglich, 
daB in der Obermenge N kein Element der Untermenge M 
fehlen dorf. Dos ist ober ouch donn der Fall, wenn Ober
und Untermenge gleich sind. Desholb gilt fUr jede Menge M 
ouch die Beziehung 
Mc;;,M. 

~ DEFINITION 2: Eine Menge Mist echte Teilmenge von N 
genou donn. wenn jedes Element von M ouch Element von N 
ist und doruber hinous wenigstens ein Element in N liegt. dos 
nicht ouch in M liegt. 

Schreibweise: MeN 
Gelesen: 
"M ist echte Teilmenge (Untermenge) von NU oder 
.,N ist echte Obermenge von M" oder 
.. N umfoBt echt MU. 

• Es sei N die Menge oiler BOcher einer SchOlerbibliothek 
und M die Menge oiler MothemotikbOcher dieser Bibliothek. 
Es gilt donn: Die Menge M oiler MothemotikbOcher dieser 
SchOlerbibliothek ist eine echte Teilmenge der Menge N 
aller BOcher dieser Bibliothek: MeN. 

Bemerkung: Noch der Definition 1 ouf Seite 9 konnen wir in 
unserem Beispiel ouch Mc;;, N schreiben, denn jedes Ele
ment der Menge M (die MothemotikbOcher) gehort jo ouch 
zur Menge N (oiler BOcher dieser Bibliothek). 
Will man betonen. daB M eine echte Teilmenge von N ist. 
so schreibt man: MeN. 

Zur Veronschoulichung von Mengen werden haufig Punkt
mengen einer Ebene verwendet. die durch geschlossene 
Kurven begrenzt sind. 

Tel7menge H ~ N fchlt. Teilmenge MeN 

fI 



2. MENGENOPERATIONEN 

Durchschnitt von 
Mengen 

• 

Gegeben seien Mengen M und N. 
Aus M und N werde wie folgt eine Menge D gebildet: 
x E D genau dann, wenn x E M und x E N. 
Zur Menge D gehoren also genau die Elemente, die sowohl 
in M als auch in N liegen. 
Die Menge D heiBt der Durchschnitt der Mengen M und N. 
Schreibweise: M n N. 
Gelesen: "M geschnitten mit N". 

DEFINITION 3: 
x E M n N genou donn, wenn x E M und x <: N 

Ourchschnitl I11n Meng811 /111 N 

fI D i MnN - q; I 

©C6 
Durch die Bildung des Durchschnitts wird den Mengen M 
und N eine Menge "I zugeordnet, ahnlich wie durch 
die Addition den Zahlen a und b deren Summe b 
zugeordnet wird. Die Addition nennt man eine Rechen· 
operation; entsprechend heiBt die Durchschnittsbildung 
eine Operation mit Mengen . 

Gegebene Mengen Durchschnift 

c) M isl die Menge aller M n N is! die Menge aller 
Rhomben . Quadra e . 

Nisi die Menge oiler 
Rechlecke . (Diogramm : Fall \.1. ) 

b) M is! die Menge aller M n N = {9, 10,11,12, 13, 14 } 

notiirl ichen Zohlen n, 
fUr die gilt : n < 15. 
N is! d ie Menge oiler 
noturlichen Zahlen n, 
fUr die gill: n > 8. (Diagramm: Fall (1. ) 

c) M isl d ie Menge aller M n N = N 

Vlerecke . 
N is! die Menge aller Rhomben . (Diagramm: Fall ®) 

11 



2. MENGENOPERATIONEN 

Disjunkte Mengen 

Eigenschoften 
der Durchschnittsbildung 

Vereinigung von 
Mengen 

12 

Gegebene Mengen Du rchschn itt -
d) M ist die Menge oiler M n N = N 
notUrlichen Zohlen. 
N ist die Menge oiler Quo-
dratzahlen. (Diogromm: Fall ®) 

e) M is! die Menge aller M n N = 0 
Vierecke . Es gibt keine geo-
N ist d ie Menge aller Funf- me!rische Figur. die sowohl 
ecke. Viereck als ouch FUnfeck is!. 

(Diagromm: Fall @) 

f) M is! die Menge oIler M n N = 0 
naWrlichen Zahlen n. fur 
die gilt: 
n > 15. 
N is! die Menge aller naWr-
lichen Zahlen n. fUr die gilt : 
n < 8. (Diagramm: Fall <;V) 

Wenn Mengen M und N kein gemeinsames Element be
sitzen, nennt man sie elemenffremde oder disjunkfe 
Mengen. 
Bei disjunkten Mengen ist also der Durchschnitt stets leer: 
M n N = 0. 

Es gilt stets: 
(1) M n N = N n M (Kommutativitat, /20) 
(2) M n M = M 
(3) Ml n (M2 n Ma) = (Ml n M2) n Ma (Assoziativitat, /20) 

Gegeben seien Mengen M und N. 
Aus M und N werde wie folgt eine Menge V gebildet: 
X E V genau dann, wenn X E M oder X E N. 

I 



2. MENGENOPERATIONEN 

Zur Menge V gehoren also genau die Elemente, die in 
wenigstens einer der gegebenen Mengen M und N liegen. 
Die Menge V heiBt die Vereinigung der Mengen M und N. 
Schreibweise: M u N 
Gelesen: "M vereinigt mit N" 

.. DEFINITION 4: 

• 

x EMu N genau dann, wenn x E M oder x E N 

D I MvN 

Bemerkung: Das "oder" in Definition 4 bedeutet also, daB 
wenigstens einer der Folie x E M bzw. x E N zutreffen muB, 
dam it das Element x zur Vereinigung M u N gehort. Das 
schlieBt aber nicht aus, daB beide Folie zutreffen konnen. 
"Entweder - oder" bedeutet dagegen, daB genau einer 
der beiden Folie zutrifft . 

- -
Gegebene Mengen Vereinigung 

a) S sei die Menge oiler Zu S u O gehoren z. B. olle 
Schienenfohrzeuge in der StroBenbahnen, alle Traktoren 
DDR. und ouch alle Diesellokomo· 
o sei die Menge oIler Fahr· tiven der Oeutschen Reichs· 
zeuge mit Dieselmotor in der bohn. 
ODR. (Oiogramm: Fall CD) 

b) Ma sei die Menge oIler Ma U MlI = {O, 6, 9, 
durch 6 teilboren natUrlichen 12, 18, 24, 27 } 
Zohlen, die kleiner ols 30 
sind. 
MlI sei die Menge oiler durch 
9 teilboren notUrlichen Zoh· 
len, die kleiner ols 30 sind. (Diagramm: foil <D) 

13 



2. MENGENOPERATIONEN 

Eigenschaften 
der Mengenvereinigung 

VerknUpfung 
von Durchschnitts- und 
Verein igu ngsope ration 

14 

-
Gegebene Mengen Vereinigung 

c) M is! d ie Menge o il er M u N is! d ie Menge oiler 
Vie ·ecke. Vlerecke und oiler Drelec~e. 

N isI d ie Menge oiler Drelecke. (Diogromm : Fo il ~) 

d) M is! d ie Menge o iler M J N = M is! die Menge 
Vlered.e . oiler Vlerecke. 
N isI d(e Menge o iler Rhomber . (D iogromm : Fo il @) 

Es gilt stets: 

(1) M u N = NuM (Kommutativitat, /20) 
(2) M u M = M 
(3) MI u (M2 u Ma) = (MI u M2) U M3 (Assoziativitat, / 20) 

Es gilt stets: (Distributivitat, /24) 
(1) MI n (M2 u Ma) = (MI n M2) u (MI n Ma) 



2. MENGENOPERATIONEN 

Obersicht 

Mengenbildung 

Es ist also sowohl die Durchschnittsoperation bezuglich der 
Vereinigungsoperation distributiv (Fall 1) 
als ouch die Vereinigungsoperation bezuglich der Durch
schnittsoperation (Fall 2). 

Mengen werden s!e!s Uber einem bes!imm!en Grundbereich gebildel. Zur Mengenbildung 
konnen Aussageformen mit Variablen benutzt werden. 
Dabei werden genou die Dinge aus dem Grundbereich zu einer Menge zusammengefoflt, 
die die jeweilige Aussogeform beim Einsetzen zu einer wohren Aussoge mochen. 

Mengen beziehu ngen 

Teilmenge 

M ~ N 

Echte Teilmenge 
M e N 

Jedes Element von M is! ouch 
Element von N. 

Jedes Element von M ist ouch Ele
ment von N, und darUber hinous be
sitz! N wenigstens ein Element, das 
nicht Elemen! von M is!. 

15 



2. MENGENOPERATIONEN 

Mengenoperalionen 

Du rchschnitl 
M n N 

Vereinigung 
M u N 

16 

)( E M n N genau dann. 
wenn )( E M und )( E N 

M n N = N n M 
M. n (M1 n Ma) = (M. n M!) n M3 
M n M = M 

)( E M u N genou donn. 
wenn )( E M oder )( E N 

M u N = N u M 
M. u (Mz U M3) = (M . u M 2) U M3 
M u M = M 

Die Durchschnittsopero!ion is! d is!ribuliv 
beziiglich der Vereinigungsoperol ion. 

Die Vereinigungsoperalion isl d islribuliv 
beziiglich der Durchschnitlsoperalion. 
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1. NATORLICHE ZAHLEN 

Veranschaulichung 

Kardinalzahl 

18 

Die Zahlen 0,1,2,3,4, ... bezeichnet man als naturliche 
Zahlen. 
Bemerkung: Es ist ouch Ublich, die Folge der naturlichen 
Zahlen mit der Zahl1 zu beginnen. 
Ob die Zahl 0 zu den naturlichen Zahlen gerechnet werden 
soil oder nicht, kann be/iebig festgelegt werden. 

Jede naturliche Zahl kann durch eine Menge veranschau
licht werden. 

lchl ' _n~~a(J/ichung 

7 

3 

5 

FUr jede naturliche Zahl auBer Null gibt es unendlich viele 
Mengen, die zu deren Veranschaulichung benutzt werden 
konnen. 
Die betreffende naturliche Zahlgibt dos einzige Gemeinsame 
oiler der Mengen an, durch die sie veranschaulicht werden 
kann. Dos ist die Anzahl der Elemente. 
Die naturliche Zahl 0 wird nur durch eine einzige Menge 
"veranschaulicht", durch die leere Menge. 

Mit naturlichen Zahlen kann man die Anzahl der Elemente 
in einer Menge angeben. 
Benutzt man eine natUrliche Zahl, um die Anzahl der Ele
mente einer Menge anzugeben, so nennt man sie Kardinal
zahl. 



1. NATORLlCHE ZAHLEN 

Ordinalzahl 

Addition 

Veranschaulichung 

Neutrales Element 

Eigenschaften der 
Addition 

2* 

• 

Benutzt mon eine noturliche Zohl, um den Plotz eines 
Elements in einer durchnumerierten Menge onzugeben, so 
nennt mon sie Ordinalzahl. 

Die nati.irliche Zahl 

als Kardinalzahl a,~f Ordinolz.ohl 
re: '"." :.. 

~. 

Peter las in einem Buch Peter fond aur der 150. Seile 
150 Seiten. eines Buches einen Druck-

fehler. 

Operotionszeichen: ,,+" Gelesen: .. plus" 
Durch die Addition wird jedem Poor [aj b] noturlicher 
Zohlen die noturliche Zohl 0 + b, die Summe von a und b, 
zugeordnet. 
[OJ b] - a + b 
Bezeichnet man die Summe mit e, so konn mon ouch 
schreiben: a + b = e 
Die Zohlen a und b heiBen Summanden. 

Die Addition noturlicher Zohlen laBt sich durch die Ver
einigung zweier beliebiger disjunkter (/ 12) Mengen ver
onschoulichen • 

3 + 4 = 7 5 + 0 = 5 

Die Zohl 0 heiBt neutrales Element bezUglich der Addition. 
Es gilt ollgemein: 

I a + 0 = a. 

Die Addition ist im Bereich der noturlichen ZohJen stets 
ousfUhrbor. 
Dos bedeutet: Wie immer mon ouch noturliche Zahlen 0 

und b wahlt, stets gibt es eine naturliche Zahl e als Sum
me von a und b. Es gibt aber ouch nur eine solche Zahl e. 

19 



1. NATORLlCHE ZAHLEN 

Kommutativitat (/ 12) 

Assoziativitat (/ 12) 

Ordnung 

20 

Zu belieblg gegebenen naturlichen Zahlen a und b glbt es 
genau eine naturllche Zahl c mlt a + b = c. 

Es giltstets: 

Es gilt stets: 

I 0 + (b + c) = (0 + b) + c 

Dos bedeutet: Sind drei Zahlen zu addieren. so sind zwei 
Additionen hintereinander auszufUhren. Die Reihenfolge 
dieser beiden Additionen ist dabei beliebig. 
Wegen der Kommutativitat und Assoziativitat kann man 
bei mehreren Additionen die Summanden beliebig ver
tauschen und zusammenfassen. 

DEFINITION 1: 
Die naturliche Zahl a helBt klelner als die naturliche Zahl b 
genau dann, wenn es elne naturllche Zahl x * 0 glbt, so daB 
gilt: 
a + x = b. 

Schreibweise: 0 < b oder b > 0 

Gelesen: .. 0 ist kleiner als b" bzw . .. b ist groBer als 0" 

oder .. 0 kleiner b" bzw . .. b groBer 0" 

a :::::; b (gelesen: ,,0 kleiner gleich b") bedeutet. daB entweder 
a < b oder a = b gilt. die Zahl 0 also nicht groBer als b ist. 
a ~ b (gelesen: .. a groBer gleich b") bedeutet. daB entweder 
a> b oder a = b gilt. die Zahl a also nicht kleiner als b ist. 

a) x E M genau dann. wenn x 
b) x E M genau dann. wenn x 

5. M = {0;1;2;3;4; } 
5.M={0;1;2;3;4} 

Der Bereich der naturlichen Zahlen ist durch die Kleiner
Beziehung geordnet. 
Die Zahl 0 ist die kleinste naturliche Zahl. 

a) Es gilt: 3 < 5; denn 3 + = 5. 
b) Es gilt: 99 < 100; denn 99 + = 100. 
c) Es gilt nicht: 17 < 15; denn es gibt keine naturliche Zahl 
x =1= O. fUr die gilt: 17 + = 15. 



1. NATORLICHE ZAHLEN 

U nmittelbarer 
Nachfolger 

5 ubtraktlon 

d) Es gilt nicht: 415 <-415; denn es gibt keine naturliche 
Zahl x =f= 0, fOr die gilt: 415 + x = 415. 

SATZ 2: FOr belieblge natOrliche Zahlen 0 und b gilt genau 
elner der folgenden drei FCille: 
o < b; 0 = b; b < 0 

SATZ: FOr belieblge natOrliche Zahlen 0, b und c gilt: 
Wenn 0 < b und b < c, so 0 < c. 

~ DEFINITION 3: Die natOrliche Zahl 0 + 1 helBt der un
mlttelbare Nachfolger der natOrlichen Zahl o. 

Bemerkung: StaH "unmiHelbarer Nachfolger" sagt man auch 
kOrzer nur "Nachfolger". 
FOr jede naturliche Zahl und ihren Nachfolger gilt 
a < a + 1, 
d. h., jede Ilaturliche Zahl ist kleiner als ihr Nachfolger 
(/41). 
Die Zahl 0 ist als kleinste naturliche Zahl nicht Nachfolger 
einer anderen naturlichen Zahl. 
Durch die Nachfolgerbeziehung sind die naturlichen Zah
len zu einer Folge angeordnet. . 

Operationszeichen: ,,-" Gelesen: "minus" 
Bei der Subtraktion im Bereich der naturlichen Zahlen ist 
zu einer gegebenen Summe b und einem gegebenen Sum
manden a eine naturliche Zahl x zu finden, so daB gilt: 
a + x = b. 
Anders geschrieben: x = b - a 
Daher heiBt die Subtraktion Umkehrung der Addition. 
Die Zahl b heiBt Minuend, 
die Zahl 0 heiBt Subtrahend. 
Die Zahl b - a heiBt Oifferenz. 
Durch die Subtraktion wird (im Falle ihrer AusfOhrbarkeit) 
jedem Paar [a; b] naturlicher Zahlen die naturliche Zahl 
a - b, die Differenz von a und b, zugeordnet. 
[a; b] -+ a-b. 
Die Subtraktion ist im Bereich der naturlichen Zahlen 
nicht immer ausfOhrbar. 
Wenn die Subtraktion im Bereich der naturlichen Zahlen 
ausfOhrbar ist, so gibt es nur eine naturliche Zahl x, fOr 
die a + x = b gilt. In diesem Fall ist also die Differenz 
b - a eindeutig bestimmt. 
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1. NATORLICHE ZAHLEN 

Monotonle 
der Addition 

der Subtraktion 

Multlpllkatlon 

Neutrales Element 

n 

SATZ 4: Die Subtraktlon 1st Im Berelch der naturllchen 
Zahlen nur ausfOhrbar. wenn der Subtrahend kleiner 1st als 
der Minuend oder wenn der Subtrahend gleich dem Mlnu
end en ist. 
Bel der Subtraktion gilt stets: 

I o-o~O 0-0=0. I 
1 man zu zwei Zahlen, die in der Kleiner-Beziehung 

stehen. dieselbe Zahl addiert, J stehen auch die erhaltenen 
Summen in der Kleiner-Beziehung. 

I Wenn 0 < b, so 0 + x < b + x 

• a) Da 5 < 8, auch 5 < 8 
b) Da 156 < 157. auch 156 1 < 157 1 

man von zwel Zahlen, die in der Kleiner-Beziehung 
stehen, dieselbe Zahl subtrahiert. ) stehen auch die erhal
tenen Differenzen in der Kleiner-Beziehung. 

Wenn 0 < b, so 0 - x < b - x 
(AusfOhrbarkeit der Subtraktion vorausgesetzt) 

a) Da 5 < 8, auch 5 ~ < 8 .J 

b) Da 19 < 20, ouch 19 < 20 

Operationszeichen: "." 
Gelesen: "multipliziert mit", "mal" 
Durch die Multiplikation wird jedem Paar [0; b] natorlicher 
Zohlen die natorliche Zahl 0 • b, das Produkt von 0 und b, 
zugeordnet. 
[0; b] ~ 0 • b 
Bezeichnet man dos Produkt mit e, so kann man auch 
schreiben: 
o·b=e. 
Die Zahlen 0 und b helBen Foktoren. 

Die Zahl1 heiBt neutroles Element bezOglich der Multipli
kation. 
Es gilt allgemein: 
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Veranschau I ichu n9 Wie die Addition, kann ouch die Multiplikation durch 
Mengenbildungen veranschaulicht werden. 

3·4=12 M={a;b;c} N= { } 
Wir bilden aus den Elementen beider Mengen Paare: 

(ab) 
M'\U 

[ la] [ ,b][ ;cl 
[ ,a] [ ,b] [ /c] 
[ ,a] [ ,b][ ,c) 
[ la] [ ,b) [ ,e) 

Wir erhalten im Fall (a) und im Fall (b) jeweils eine Menge 
mit 12 Elementen (Paaren), die dos Produkt 12 veran
schaulicht. 

Eigenschaften der Die Multiplikation ist im Bereich der naWrlichen Zahlen 
Multlplikation stets ausfOhrbar. 

Dos bedeutet: Wie immer man ouch naWrliche Zahlen a 
und b wahlt, stets gibt es eine naWrliche Zahl cols Produkt 
von a und b. Es gibt aber ouch nur eine solche Zahl c. 

~ Zu beJieblg gegebenen naturllchen Zahlen a und b glbt es 
genau elne naturllche Zahl emit a . b = c. 

Kommutativitat Es gilt stets: 

I~a--.b--=--b-.-a----------~ 

Assoziativitat 32 . 25 = (8 .4) ·25 = 8 . (4 .25) 

Es gi It stets: 

I a . (b . c) = (a . b) . c 

Dos bedeutet: Sind drei Zahlen zu mulUpUzLeren. so sind 
zwei Multiplikationen hintereinander auszufOhren. Ore 
Reihenfolge dieser belden Multiplikationen 1st dabei be .. 
Iiebig. 
Wegen der Kommutativitat und Assoziativitat der Multfpli
kation dOrfen ouch In einem Produkt mlt mehr cds zwel 
Faktoren diese beliebig vertauscht und zusammengefaBt 
werden. 

23 
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Distributivitot der 
Multiplikation bezUglich 
der Addition 

24 

3 . 17 = 3 . (10 + 7) = 3 . 10 + 3 . 7 

Es gilt stets: 

I a . (b + c) = a . b + a . c 

Soli eine Summe mit einem Faktor multipliziert werden, so 
ist jeder Summand mit dem Faktor zu multiplizieren. Dann 
sind die erhaltenen Teilprodukte zu addieren. 

SATZ 5:Wenn die Subtraktlon b - c aU5fOhrbar i5t, 50 gilt: 

I 0 . (b - c) = 0 . b - 0 . c 

Beweis: Wir setzen b - c = x, also b = c + X (/21). 
Dann gilt: 
a· =a. ( ) 
a·b=a·c+a·x 
a·x=a·b':"-a·c 

Einsetzep von c + x fOr b 
DistributivitCit 
Die Subtraktion ist die Umkeh
rung der Addition. Daher ist a . x 
die Differenz von a . b und a . c. 

a . (b - c) = a . b - a . c Einsetzen von b - c fOr x 
w. z. b. w. (lies: "was zu beweisen war") 

SATZ 6: FOr jede natOrliche Zahl 0 gilt: 

10.0 = 0 

Beweis: Wir setzen 0 = b - b, wobei b eine beliebigena
tOrliche Zahl ist. Dadurch konnen wir beim Beweis den 
Satz B 5 verwenden. 

a = a ( ) 
a·O=a·b-a·b 
a·O = 0 
w.z. b.w. 

Einsetzen von b - b fOr 0 
nach Satz B 5 

Wenn also in einem Produkt wenigstens ein Faktor 0 ist, 
so ist das Produkt gleich o. 
Umgekehrt ist aber ein Produkt auch nur dann gleich 0, 
wenn wenigstens ein Faktor gleich 0 ist. 
Zusammenfassend gilt: 

SATZ 7: Eln Produkt 1st genau dann gleich 0, wenn wenlg-
5ten5 eln Faktor glelch 0 1st. 

Dieser Satz gilt auch fOr Produkte mit mehr als zwei 
Faktoren. 
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Tellbarkeits
bezlehung 
Teiler 

Vielfaches 

Gerade Zahlen, 
Ungerade ;Zahlen 

• 

• 

DEFINITION 8: Die naturllche Zahl a helBt Teller der na
turlichen Zahl b genau dann, wenn es elne natUrliche Zahl x 
glbt, 50 daB gilt: 
a· x = b 

Schreibweise: a 1 b 
Gelesen: "a ist Teiler von b" oder "a teilt b" oder "a ist 
in b enthalten" 

Es gilt: 

a) 4 112 4 = 12 x = 3 
b) 5 30 5 = 30 x = 6 

Wenn a Teiler von b ist, so nennt man b Vielfaches von a. 

SATZ 9: Fur jede naturllche Zahl a gilt: 

1 (1) ala (2) alO (3) 11a 

0 10 
,0,.' 

1 t a 
'. L 

a l a , . , 
4 14; 210 , 1 14; 
denn 4 = 4 denn 2 = 0 denn 1 = 4 

x = 1 x = o x = 4 

Bemerkung: Nach dem letzten Satz heiBt auch das 1-fache 
(x = 1) und das O-fache (x = 0) jeder naturlichen- Zahl a 
Vielfaches von a. 

DEFINITION 10: Alle natiirlichen Zahlen, die den Teller 1 
besitzen, heiBen gerade Zahlen. 
Alle anderen naturllchen Zahlen helBen ungerade Zahlen. 

Bemerkung: 1st die Zahl b gerade, so laBt sie si ch also in 
der Form 2·n darstellen. 1st die Zahl b dagegen ungerade, 
so laBt sie sich in der Form 2·n + 1 darstellen. FOr die 
Zahl 0 gilt: 2·0 = O. Also ist die 0 eine gerade Zahl. 

FUr jede naturliche Zahl n gilt: 

12 n ist gerade 12 n + 1 ist ungerade 

25 



1. NATORLlCHE ZAHLEN 

Primzahl ~ DEFINITION 11: Jede naturliche Zahl, die graBer als 1 ist 
V 34; Satz 23) und die nur durch 1 und durch sich selbst 
teilbar ist, heiBt Primzahl. 

Bemerkung: 2 ist die einzige gerade Primzaht. Es gibt un
endlich viele Primzahlen. 

Eigenschaften der 
Teilbarkeitsbeziehung 
Teilbarkeif einer Summe 

SATZ 12: Wenn a I b a I c, so a I b + c. 

Beweis: Aus der Voraussetzung a I b und a I c folgt, daB es 
natOrliche lahlen x und y gibt mit: 

Teilbarkeit 
einer Differenz 

Teilbarkeit 
eines Produktes 
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• 

a = b (I) und 
(J = c (11) 
a . x + a . y = b + c Addition von (I) und (11) 
a (x + y) = b + c Distributivitot (/ 24) 
z = x + Y ist wieder eine natOrliche lahl, also: 
a = b + c. Das bedeutet aber gerade a I b + c, 
W.z. b.w. 
Bemerkung: Die Umkehrung des Satzes B 12 gilt nicht. Die 
Umkehrung von Satz B 12 lautet: 
Wenn ,a I b + c, so a I b und a I c. Um zu zeigen, daB 
diese Umkehrung nicht gilt, geben wir ein Gegenbeispiel 
an: FOr a = 7, b = 39, c = 3 gilt zwar a I b + c, es gilt 
aber weder a I b noch a I c. 

SATZ 13: Falls die Subtraktion b - c ausfiihrbar 1st, gilt: 
Wenn a I b a I c, so a I b - c. 

Bemerkung: Die Umkehrung des Satzes B 13 gilt nicht. 
Also folgt aus a I b - c nicht, daB a I b und a I c . 

Wenn a i b und 0 c. 
so 0 I b + c 

13 \ 117 und 13 I 91. 
also auch 13 \ 117 + 91. 

d. h.13 120B 

7 I 42 und 7 I 28. 
also auch 7 I 42 - 28. 

d. h. 7 114 

~ SATZ 14: Wenn a I b a I c, so a \ b . c 

Das bedeutet: Wenn eine natOrliche lahl a Teiler von min
destens einem Faktor eines Produktes ist, so teilt a dos 
gonze Produkt. 
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Transitivitat 

Division 

• 7 18400, denn 8400 = 84 ·100 und 7 184 

Bemerkung: Die Umkenrung des Satzes B 14 gilt nicnt. Also 
fol9t aus 0 1 b . c nicnt, daB 0 1 b oder 0 1 c. FUr 0 = 14, 
b = 16 und c = 21 gilt zwar 0 1 b . c, es gilt aber weder 
o 1 b nocn 0 1 c. 

~ SATZ 15: Wenn 0 I und I c, so 0 I c. 

Beweis: Aus der Voraussetzung 0 1 b und b I c folgt, daB es 
natUrlicne Zahlen x und y gibt mit 
o . x = b (I) und b· Y = c (11) 
o . x . y = co· x aus (I) fUr b in (11) eingesetzt 
z = x . Y ist wieder eine natUrliche Zahl, also 
o· z = c. 
Das bedeutet aber gerade 0 I c. 
W.z. b.w. 

a) 9 1 

b) 41 
und 
und 

1135, also auch 9 1135 
1 32, also auch 4 1 32 

Operationszeichen: ,,:" 
Gelesen: "dividiert durch" oder nur "durch" 
Bei der Division im Bereich der natorlichen Zahlen ist zu 
einem gegebenen Produkt b und einem gegebenen Faktor 0 

eine natUrliche Zahl x zu finden, so daB gilt: 
o . x = b, anders geschrieben 
x = b: o. 
Daher heiBt die Division Umkehrung der Multipllkation 
(/22). 
Die Zahl b heiBt DiVidend. 
Die Zahl 0 heiBt Divisor. 
Die Zahl b : 0 heiBt Quotient. 
Durch die Division wird (im Fall Ihrer AusfUhrbarkelt) 
jedem Paar [0; b] naturlicher Zahlen die naturliche Zahl 
0: b, der Quotient von 0 und b, zugeordnet: 
[o;b]-a:b 
Die Division 1st im Bereich der naturlichen Zahlen nicht 
immer ausfUhrbar. 

Bel der Division gilt stets: 

I (1) 0: 0 = 1; (0 * 0) (2) 0:1 = 0 (3) 0: 0 = 0; (0 * O) 

Die Division 1st im Bereich der naturlichen Zahlen genau 
dann ausfUhrbar, wenn es elne einzige naWrliche Zahl x 

17 
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Monotonie 
der Multiplikation 

der Division 
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gibt, fOr die a . x = b gilt. Das heiBt, daB der Quotient b : a 
eindeutig bestimmt ist. 

a) 0 . x = 15 
x = 15: 0 

Eine solche natOrliche Zahl gibt es nicht. 
b) O· x = 0 

x = 0: 0 
FOr alle natOrlichen Zahlen x gilt 0 . x = O. 

Die Division durch 0 ist also nicht ausfOhrbar. Das gilt fOr 
alle Zahlbereiche. 

SATZ 16: Die Division 1st Im Berelch der natOrllchen Zahlen 
ausfOhrbar, wenn der Dividend Vielfaches des Divisors 1st. 
Anderenfalls 1st sie nicht ausfOhrbar. 
Die Division durch Null 1st grundsatzlich nicht ausfOhrbar. 

Wenn man zwei Zahlen, die in der Kleiner-Beziehung 
V 20) stehen, mit derselben Zahl multipliziert, so stehen 
ouch die erhaltenen Produkte in der Kleiner-Beziehung. 

I Wenn a < b, so a . x < b . x ; (x *' 0) 

Aus 35 < 63 folgt 35 3 < 63 3, aber aU5 35 < 63 fol9t 
nicht 35 . 0 < 63 · 0, denn 0 = o. 

Wenn man zwei Zahlen, die in der Kleiner-Beziehung 
stehen, durch diesel be Zahl dividiert, so stehen ouch die 
erhaltenen Quotienten in der Kleiner-Beziehung. 

Wenn a < b, so a : x < b : x 

(falls Division ausfUhrbar) 

Da 3S < 63, ouch 35 7 < 63 7. 
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Beziehungen~chen natUrl1chen 2ahlen 
'";. .: 

... " ... " ~, ~~~(: 

Beziehung Definit ion Eigenschoften 

Kleiner- o < b genou donn, wenn es eine Es gill genau einer der Folie: 
Beziehung natUrliche Zahl x :;: 0 gibt mit 1) 0 < b 
o < b o + x = b. 2) 0 = b 

3) b < 0 

Wenn 0 < b und b < c, so a < c. 

Teilbar- o I b genau dann, wenn es eine Wenn 0 I b und b I c, so a I c. 
keitsbe- natUrliche Zahl x gibt mit Wenn 0 I b und 0 I c, so a I b c 
ziehung o · x = b. (falls b - c ausfUhrbar). 
o I b a heiBt Teiler von b Wenn a I b oder 0 I c. so a l b · c. 

b heiBt Vielfaches von a a l a 
0 1 0 

1 1 0 

Rec:henoperafionen mlt notUrliche~' l.ohle"'n·j 
'-l ,,:(~'., ~ .'5 

Operation AusfUhrbarkeit Eigenschciften 

Id on Uneingeschronkt a -:- b = b - o 

Summe ausfiih rbar 0 (b c) (0 ~ b) . c 

--------
0 - 0 = 0 v 

0 b = c 0 1 hei Bt der Nachfolger von o. 
<;I 

/ Wenn 0 < b, so 0 - x < b + x. 
Summanden 

.Q 

ull I Uneingeschronkt a . b = b· 0 <;I 

frat n ausfiihrbar o . (b . c) = (0 . b) . c 11 

Produkt o · 1 - 0 .--v 

- 0·0 = 0 

o . b = c Wenn 0 < b. so 0 . x < b . x: (x :;: 0). ~ 
/ 

<;I 
Faktoren 

S t 0 Nicht uneingeschronkt ausfUhr- a - a = O 

Differenz bar. a - O = a 

/ ---- AusfUhrbar genau dann, wenn Wenn 0 < b, so 0 - x < b - x (falls a - x 
x = b - a b ~ a. und daher auch b - x ausfUhrbar). 

/ 
Minuend 

Subtrahend 

D, Nicht uneingeschronkt ausfUhr- 0 : 0 = 1: (a :;: 0) 
Quotient bar. a:1 = 0 

/ - AusfUhrbar genau dann, wenn 0:0 = 0: (0 :;: 0) 

x = b: 0 b Vielfaches von a und a :;: O. Wenn 0 < b, so o:x < b:x (falls o:x und 
/ b :x ausfUhrbar). 

Dividend 

Divisor 
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Dekadisches Positions- Die Zeichen ,,0", ,,1", .. 2", ,,3", ,,4", "S", ,,6", ,,7", "S", 
system ,,9" heiBen Grundziffern. 
Grundziffern Mit Hilfe der zehn Grundziffern werden die naturlichen 

Zahlen im dekadischen Positionssystem dargestellt. 

Ziffern Die Darstellung jeder naturlichen Zahl mit Hilfe der zehn 
Grundziffern heiBt Ziffer dieser naturlichen Zahl. Dazu 
gehoren ouch die Grundziffern selbst. Sie sind die Dar
stellung der naturlichen Zahlen, die kleiner als 10 sind. 

Zehnerpotenz Als Zehnerpotenz (/133; Def.21) wird jede Zahl be
zeichnet, die sich als Produkl schreiben laBt, in dem jeder 
Faktor gleich 10 ist. 

Oarstellung nat(irlicher 
Zahlen 

Dualsystem 

Zweierpotenz 

30 

Man legt fest ( /' 134; Def. 24): 

1(1) 101 = 10 (2) 10°= 1 

Jede natUrliche Zahl laBt sich als Summe von Vielfachen 
von Zehnerpotenzen darstellen. Dabei treten als Faktoren 
der Zehnerpotenzen nur die Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 
8, 9 auf. 
Jeder Grundziffer in der Ziffer einer naturlichen Zahl ist 
eine Zehnerpotenz als Stellenwert zugeordnet. 
Der Stellenwert einer jeden Grundziffer ist stets das Zehn
fache des Stellenwerts der rechts von ihr stehenden Grund
ziffer. Daraus erklCirt sich der Name "dekadisches Posi
tionssystem", das auch "dekadisches Stellenwertsystem" 
genannt wird. 

Im Dualsystem werden zur Darstellung der natorlichen 
Zahlen Zweierpotenzen verwendet. 

Als Zweierpotenz wird jede Zahl bezeichnet, die sich als 
Produkt schreiben laBt, in dem jeder Faktor gleich 2 ist. 
Man legt fest: 

1(1)21 =2 (2)2°=1 
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Oorstellung notUrlicher 
Zohlen 

Teilbarkeitsregeln 

T. durch 10 

T. durch 2 

• 

Jede natOrliche Zahl laBt sich als Summe von Vielfachen 
von Zweierpotenzen darstellen. Dabei treten als Faktoren 
der Zweierpotenzen nur die Zahlen ° und 1 auf, da das 
Zweifache jeder Zweierpotenz bereits gleich der nachst
hoheren Zweierpotenz ist. 
Um Verwechslungen mit dem dekadischen Positionssystem 
zu vermeiden. benutzt man im Dualsystem als Ziffern die 
Zeichen ,,0" und "L" statt ,,0" und ,,1". 
Jeder Ziffer ist bei der Darstellung einer natOrlichen Zahl 
im Dualsystem eine Zweierpotenz als Stellenwert zuge
ordnet. 
Der Stellenwert einer jeden Ziffer ist stets dos Zweifache 
des Stellenwerts der rechts von ihr stehenden Ziffer. Dar
aus erklart sich der Name "Dualsystem", das auch "dua
les Positionssystem" oder "binares Stellenwertsystem" ge
nannt wird. 

Oor ellung no urhcher i~-nlen I;r ~.~ ~~".> 
., --

dekadischen dualen System 

:> L.21 + 0.25 + 0·2' + L·23 + 0.22 + L·21 + L·2G 

Kurzschreibweise: LOOLOLL 

L 2' + 0 .27 + 0.26 + L·25 + L·2' + L·23 

+ 0·2: + 0.11 + 0 . 20 

Kurz.schreibweise : LOOLLLOOO 
L . 21 + 0 . 20 

Kurzschreibweise : LO 

Statt der Zahlen 10 oder 2 kann man jede beliebige andere 
natOrliche Zahl, die groBer als 1 ist, als Grundzahl fUr .ein 
Positionssystem verwenden. 

1st eine Zahl b durch 10 teilbar. so gibt es eine Zahl x mit 
10·x=b (/25; Def.8). 

SATZ 17: Elne Zahl ist genau dann durch 10 teilbar, wenn 
ihre Ziffer mit ,,0" end et. 

Nach der Definition B 10 (/25) sind nur die geraden 
Zahlen durch 2 teilbar. Die geraden Zahlen sind die 
Zahlen 0; 2; 4; 6; 8 und alle Zahlen, deren Ziffern mit 
,,0"; ,,2"; ,,4"; ,,6" oder "S" enden. 
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T. durch 5 1st eine Zahl b durch 5 teilbar, so gibt es eine Zahl x mit 
5· x = b. 
Je nachdem, ob x gerade (x = 2 n) oder ungerade 
(x = 2 n + 1) ist, gilt 
5 . 2 n = b, also 10 n = b 
oder 5 . (2 n + 1) = b, also 10 n + 5 = b. 
Im ersten Fall endet die Ziffer der Zahl b mit ,,0", im zweiten 
Fall mit ,,5". Andere Moglichkeiten gibt es nicht. 

SATZ 18: Eine Zahl ist genau dann durch 5 teilbar, wenn 
ihre Zlffer mit ,,0" oder .. 5" endet. 

T. durch 4 Jedes Vielfache von 100 ist durch 4 teilbar; denn 41100, 
und damit teilt 4 auch jedes Vielfache von 100 (/26; Satz 14). 
Daraus folgt, daB alle Zahlen, deren letzte beiden Grund
ziffern eine durch 4 teilbare Zahl darstellen, ebenfalls 
durch 4 teilbar sind. 

T. durch 8 
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• 75336 ist durch 4 teilbar 
75300 ist durch 4 teilbar (Vielfaches von 100) 

36 ist durch 4 teilbar 
75300 + 36 = 75336 ist donn ouch durch 4 teilbar (/26; 

Satz 12) 

Alle Zahlen, deren letzte beiden Grundziffern eine nicht 
durch 4 teilbore Zohl darstellen, sind nicht durch 4 teilbar. 

75343 ist nicht durch 4 teilbar. 
Um das nachzuweisen, nehmen wir das Gegenteil der 
Behauptung an: 
4175343. 
AuBerdem 4 175300 (Vielfaches von 100). 
Daraus folgt 4 1 (75343 - 75300) (/26; Satz 13), 
d. h. 4143. 
Dos ist falsch. also wor die Annahme 4 175343 falsch. 

SATZ 19: Elne Zahl ist genau dann durch if tell bar, wenn 
ihre letzten bel den Grundziffern eine durch if tell bare Zahl 
darstellen. 

Jedes Vielfache von 1000 ist durch 8 teilbar. Entsprechend 
wie bei der Teilbarkeit durch 4 ergibt sich: 

SATZ 10: Eine Zahl ist genau dann durch 8 teilbar, wenn 
ihre letzten drel Grundziffern eine durch 8 tell bare Zahl 
darstellen. 
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T. durch 9 Alle Zehnerpotenzen lassen bei Division durch 9 den 
Rest 1. 
1=9·0 +1 

10 = 9 . 1 + 1 
102 = 9 . 11 + 1 
1 03 = 9 . 111 + 1 
Das k-fache einer beliebigen Zehnerpotenz laBt daher 
bei Division d u rch 9 den Rest k: 

0 = 9·3 + 
00 = 9 ·88 8 

000 = 9 ·444 T 

9765 ist durch 9 teilbar 
9765 = 9000 + 700 + 60 + 5 

000 = 9· 999 + 
00 = 9· 77 + 7 

0 = 9· 6 + 6 
= 9· 0 + 

Summe: 9765 = 9 ·1082 + 
Da 9 19 · 1082 und 9 I • gilt 9 19765 (/26; Satz 12) 

Eine derartige Zerlegung ist fOr jede Zahl moglich. so daB 
die Teilbarkeit durch 9 nur von der Teilbarkeit der Rest
summe abhangt. Die einzelnen Reste werden immer von 
den Grundziffern der gegebenen Zahl dargestellt. Die 
Summe dieser Reste erhalt man dadurch. daB man die 
durch die Grundziffern der gegebenen Zahl bezeichneten 
Zahlen ohne RUcksicht auf ihren Stellenwert addiert. Die 
so entstandene Summe heiBt Quersumme der gegebenen 
Zahl. Also ist eine Zahl durch 9 teilbar. wenn ihre Quer
summe durch 9 teilbar ist. Bei alien anderen Zahlen ist 
die Quersumme nicht durch 9 teilbar. 

~ SATZ 21: Eine Zohl ist genou donn durch 9 tellbor, wenn 
ihre Quersumme durch 9 teilbor ist. 

T. durch 3 Ebenso wie bei der Division durch 9 lassen alle Zehner
potenzen ouch bei der Division durch 3 den Rest 1. Wie 
bei der Teilbarkeit durch 9 ergibt sich 

Zerlegung In Prim
foktoren 

3 (001807] 

SATZ 22: Elne Zohl 1st genou donn durch 3 teilbor, wenn 
Ihre Quersumme durch 3 te/lbor 1st. 

Wird eine Zahl in Faktoren zerlegt. die samtlich Prim
zahlen (/26; Def.11) sind. so nennt man eine solche 
Zerlegung kurz Primfaktorenzerlegung. 

33 
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Das k. g. V. 
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17640 = 2·8820 
~ 

= 2·2·4410 
A 

= 2 . 2 . 2 . 2205 
A 

= 2 . 2 . 2 . 3 . 735 
/"'-

= 2 . 2 . 2 . 3 . 3 . 245 
/~ 

= 2 . 2 . 2 . 3 . 3 . 5 . 49 
/"'

=2·2·2·3·3·5·7·7 

kUrzer: 17640 = 23 .32 .5 .72 

Wenn man die Reihenfolge der Faktoren auBer Acht laBt, 
gibt es fUr naturliche Zahlen auBer 0 und 1 nur eine einzige 
Moglichkeit der Primfaktorenzerlegung. Um keine Aus
nahme machen zu mUssen, wird bei einer Primzahl diese 
Zahl selbst als Primfaktorenzerlegung aufgefaBt. 

SATZ 23: Die Primfaktorenzerlegung einer jeden natOrlichen 
Zahl ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig be
stimmt. 

Bemerkung: Der 5atz B 23 wUrde nicht mehr gelten, wenn 
man die Zahl 1 zu den Primzahlen hinzunehmen wUrde. 
50 waren z. B . 

. 22 • 5 und .22 • 5 
dann zwei verschiedene Primfaktorenzerlegungen der 
Zah120. 

DEFINITION 24: Eine Zahl, die Vielfaches mehrerer Zah
len ist, heiBt gemeinsames Vielfaches dieser Zahlen. 

Zu gegebenen Zahlen gibt es unendlich viele gemeinsame 
Vielfoche. Das kleinste unter ihnen heiBt kleinstes gemein
sames Vielfaches (k. g. V.) der gegebenen Zahlen.1 

Vielfache von 12 12 24 36 48 60 72 84 96 .. 

Vielfache von 16 16 32 48 64 80 96 .. 

Vielfache von 24 24 48 72 96 .. 

Gemeinsome Vfelfoche 96 .. 
k. g. V.: 48 

> Du die Zuhl Null Vielluches (dus Q-Iache) einer jeden Zuhl isl. wird sie bei der 8il
dung de. k. g. V. ausgeschlossen. 
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Der g. g. T. 

3* 

• 

Zur Bestimmung des k. g. V. gegebener Zahlen wird die 
Primfaktorenzerlegung verwendet. 

Das k. g. V. von 24,28 
und 49 ist zu bestimmen. 

24= 
18 = 22 • 7 
49 = 

k. g. V.: 23 • 3 . 71 = 1176 

Zur Berechnung des k. g. V. wohlt man aus den Prim
faktorenzerlegungen der gegebenen Zahlen die jeweils 
hochste Potenz der auftretenden Primfaktoren aus. Das 
k. g. V. ist das Produkt der so ausgewohlten Potenzen. 
Jede der gegebenen Zahlen ist in diesem Produkt als 
Teiler enthalten, daher ist es' Vielfaches jeder der gegebe
nen Zahlen. Es ist aber auch kleinsfes gemeinsames Viel
faches. WOrde man nomlich auch nur einen Primfaktor 
aus dem Produkt fortlassen, so ware es nicht mehr gemein
sames Vielfaches. 

• DEFINITION 25: Elne Zahl, die Teller mehrerer Zahlen 1st, 
helBt gemelnsamer Teller dleser Zahlen. 

Der groBte gemeinsame Teiler (g. g. T.) gegebener 
Zahlen ist die groBte Zahl, die alle gegebenen Zahlen 
teilt. 
Zahlen, die auBer 1 keinen gemeinsamen Teiler haben, 
heiBen zueinander teilerfremd.1 

tTeller von 28 1 2 4 7 14 28 
I 

Tel!~r von 42 .. _ 1 2 ) 6 7 14 21 42 

Gemei(lsame reiler 2 7 
g. g. ~!.: 14 -,rh' 

Zur Bestimmung des g. g. T. gegebener Zahlen wird die 
Primfaktorenzerlegung verwendet. 

Der g. g. T. von 540, 144 und 
198 ist zu bestimmen. 

540 = 22 . 33 • 5 
144 = 2( . 
198 = . )2 ·11 

g.g.T.: 2 .32 = 18 

1 Du die Zuhl1 Teiler einer jeden Zuhl isl. isl sie uuch slels gemeinsumer Teiler beliebig 
gegebener Zuhlen. Bei der Aufzdhlung gemeinsumer Teiler wird sie deshulb nichl uufge' 

ruhrl. 

3S 
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Zur Berechnung des g. g. T. wahlt man aus den Prim
faktorenzerlegungen der gegebenen Zahlen die jeweils 
niedrigste Potenz der in alien Zerlegungen auftretenden 
Primfaktoren aus. Der g. g. T. ist das Produkt der so aus
gewahlten Potenzen. Dieses Produkt teilt alle gegebenen 
Zahlen und ist daher gemeinsamer Teiler. Es ist aber 
auch groBter gemeinsamer Teiler. WUrde man namlich 
auch nur einen weiteren Primfaktor zum Produkt hinzu
nehmen, so ware es nicht mehr gemeinsamer Teiler. 
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BrOche 

Echter Bruch. 
unechter Bruch 

Kurzen 

Erweitern 

Zum Aufbau des Bereichs der gebrochenen Zahlen stehen 
die naturlichen Zahlen zur VerfOgung. Aus ihnen werden 

die BrOche gebildet. BrOche haben die Form "i-" ,a und b 

naturliche Zahlen, b =1= O. Der waagerechte Strich heiBt 
Bruchstrich, die Zahl 0 ber dem Bruchstrich heiBt Zahler, 
die unter dem Bruchstrich heiBt Nenner. 

~ (gelesen: ein Drittel); ~ (gelesen: elf Viertel), 

~ (gelesen: ein Halb) 

Bemerkung: Die BegrOndung dafOr, daB der Nenner eines 
Bruches stets ungleich Null sein muB, ergibt sich aus dem 
Rechnen mit gebrochenen Zahlen. 
Der Nenner eines Bruches gibt an, in wieviel gleiche Teile 
ein Ganzes geteilt wurde. 
Der Zahler eines Bruches gibt an, wieviel solcher Teile 
gemeint sind. 

DEFI N ITIO N 26: : heiBt echter Bruch, foils a < b. 

: heiBt unechter Bruch, foils a ~ b. 

Man kOrzt einen Bruch. indem man Zahler und Nenner 
durch einen gemeinsamen Teiler dividiert. Sind Zahler 
und Nenner eines Bruches feilerfremd, so laBt sich dieser 
Bruch nur durch 1 kOrzen. 

Man erweitert einen Bruch. indem man Zahler und Nenner 
mit derselben von 0 verschiedenen naturlichen Zahl mul
ti pliziert. 
Einen Bruch kann man stets erweitern. 

a c 
SATZ 27: Die Bruche b und d gehen genou donn durch 

Kurzen oder Erweitern ouseinonder hervor, wenn gilt: 

Gebrochene Zohlen Man kann den BrOchen Punkte eines Strahls zuordnen. 
015 Klossenvon Bruchen Dazu wahlt man auf einem Strahl eine beliebige Strecke AB. 

die vom Anfangspunkt des Strahls ausgehend abgetragen 

37 
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wird. Diese Strecke betrachtet man als Ganzes (Einheit). 
Dann entspricht jedem Bruch eine Strecke, deren Anfangs
punkt mit dem Anfangspunkt A des Strahls zusammenfallt. 
Jedem Bruch wird der Endpunkt der ihm entsprechenden 
Strecke zugeordnet. 

I i i i i lid i i I IJ i I' 
~ 1 1. 1 ! s 
1 1 1 1 1 T 

Das folgende Blld zeigt, daB Bruchen, die durch Kurzen 
oder Erweitern auseinander hervorgehen, derselbe Punkt 
zugeordnet wird. 

Solche Bruche werden jeweils zu einer Klasse zusammen
gefaBt. 

a c 
SATZ 28: BrOche b und d liegen genau dann In elner Klasse, 

wenn gilt: a . d = b· c. 

~ DEFINITION 29: Jede Klasse von BrOchen, die durch KOr
zen oder Erweltern auselnander hervorgehen, helBt ge
brochene Zahl. 

Bemerkung: In jeder Klasse liegen unendlich vieie BrOche. 

Fur zwei beliebige BrOche ~ und ~, die in ein und dersel

ben Klasse liegen, gilt a . d = b . c (/37; Satz 27). 
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Zuordnung von 
Punkten und Zahlen 

Der Hauptnenner 
Gleichnamige BrUche 

Eine gebrochene Zahl, d. h. eine Klasse von BrUchen, kann 
durch jeden in dieser Klasse liegenden Bruch bezeichnet 
werden. Das KUrzen und Erweitern eines Bruches bedeutet, 
daB man zu einer anderen Bezeichnung derselben gebro
chenen Zahl Ubergeht. 

~, !, i ... bezeichnen diesel be gebrochene Zahl. 

. 1 2 3 
Man schrelbt daher 2 = "4 = "6 ... 

a c 
SATZ 30: b = d gilt genau dann, wenn a· d = b . c gilt. 

Durch die Zusammenfassung der BrUche zu Klassen, den 
gebrochenen Zahlen, besteht jetzt eine Zuordnung V 82) 
von Punkten eines Strahls zu Zahlen. Einen solchen Strahl 
nennt man wieder Zahlenstrahl. Am Zahlenstrahl im ersten 
Bild auf Seite 38 sind zur Bezeichnung gebrochener Zahlen 
jeweils die am weitesten gekUrzten BrUche geschrieben. 
Ein Vergleich eines Zahlenstrahls mit natUrlichen Zahlen 
und eines Zahlenstrahls mit gebrochenen Zahlen zeigt, 

daB jeder gebrochenen Zahl f die natUrliche Zahl a 

entsp>richt und umgekehrt. 

o 

1 
ii 

J.. 
5 

2 

1. 
2 

3 

1J. ~ 
6 7 

5 

DEFINITION 31: BrOche mlt glelchem Nenner helBen 
gleichnamlg. 

Gegebene gebrochene Zahlen lassen sich stets durch 
gleichnamige BrUche darstellen, indem man zweckmaBig 
erweitert. 

Gegeben 

3 5 11 

2' 6 ' 9 

Gleichnamigt 
Darslellung 

27 15 22 
a) 18 ; 18 ; 18 

54 30 44 
b) 36 ; 36 ; 36 

81 45 66 
c) 54 ' 54 ' 54 

Veranschaulichung , 

39 
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Ordnung 
V 20) 

40 

• 

• 

Die gemeinsomen Nenner 18, 36, 54 sind gemeinsome Vielfoche 
der Nenner der ursprUnglichen BrUche. Do es zu vorgegebenen 
Zohlen unendlich viele gemeinsome Vielfoche gibt, gibt es ouch 
unendlich viele gemeinsome Nenner. Unter ihnen gibt es einen 
kleinsten, dos k. g. V. (/ 34) der Nenner der gegebenen BrUche. 
Dos ist in diesem Beispiel die Zoh118. 

Mitunter laBt sich ein gemeinsamer Nenner gegebener 
BrOche auch durch KOrzen finden. 

5 85 100 5 17 8 
'4; 20 ; SO Durch KOrzen ergibt sich: -; ~ ; -

DEFINITION 32: Das k. g. V. der Nenner gegebener Bruche 
heiBt der Hauptnenner (H N) dieser Bruche. 

Um BrOche gleichnamig zu machen, bringt man sie zweck
maBig auf den Hauptnenner, damit die Zahler moglichst 
klein bleiben . 

Gegebene 
BrUche: 

7 

168 
168 = 23 • 3 ·7 

9 

20 
20 = 22 . 5 

23 
-
126 

126 = 2 .32 ·7 

HN: 23 • 32 . 5 . 7 = 2520 

7 . 7 105 9 . 9 1134 23 
~168 = ---:-u;s = 2520 ; 20 = ~ = 2520 ; 126 = 

a c 

Erweiterungs
foktoren: 

·23 460 
~--= 

·126 2520 

DEFINITION 33: b < d genau dann, wenn a· d < b· c. 

ace a 
Statt Ji< Cl schreibt man auch er > Ji und liest: 

C "B a .. .. Cl gro er Ji . 

SATZ 34: Beim Vergleichen verhalten sich die durch Bruche 
mit dem Nenner 1 darstellbaren gebrochenen Zahlen wie 
die ihnen entsprechenden naturlichen Zahlen. 

Beweis: Nach der Definition der Ordnung gebrochener 
Zahlen gilt: 
a C T < T genau dann, wenn a . 1 < 1 . c d. h. 

a c T < T genau dann, wenn a < c, w. z. b. w. 
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Daher kann man beim Vergleichen gebrochene Zahlen, 

die sich in der Form ~ darstellen lassen, durch die naWr

liche Zahl a ersetzen und umgekehrt. 

a) Statt ~ < ~ kOrzer: 7 < 9 b) Statt ~ < ~ kUrzer: 0 < 4 

8 15 . (8 4 15 5) c) Statt2<Tkurzer4<5 2=T und 3=T 

Von zwei Punkten eines Zahlenstrahls, die verschiedenen 
gebrochenen Zahlen zugeordnet sind, liegt derjenige weiter 
links, der der kleineren der beiden Zahlen zugeordnet ist. 
Man sagt kUrzer: Von zwei verschiedenen gebrochenen 
Zahlen liegt die kleinere auf dem Zahlenstrahl links von 
der groBeren. 
Gebrochene Zahlen, die durch BrOche mit gleichem Nenner 
oder gleichem Zahler dargestellt sind, lassen sich besonders 
leicht vergleichen. 
(1) gleiche Nenner: 

. a c 
Es gilt: b < b genau dann, wenn a . b < b . c und 

a· < . c genau dann, wenn a < c V 28), also 

a c 
b < b genau dann, wenn a < c 

(2) gleiche Zahler: 
a a 

Es gilt fOr a =l= 0: b < d genau dann, wenn a . d < b . a 

und a . d < b . a genau dann, wenn d < b V 28), also 

I : < : geoa" da"". weo" b > d "d , * 0 

Im Gegensatz zu den natorlichen Zahlen hat keine ge
brochene Zahl einen unmittelbaren Nachfolger (/21). 

Erlauferung: Zum Beispiel hat 1~ keinen unmittelbaren 

Nachfolger. So kann etwa 1~ nicht unmittelbarer Nach

folger sein, denn die Zahl:O liegt zwi$chen beiden: 
374 

10 < 20 < 10· 

41 
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Echt bzw. unecht 
gebrochene Zahlen 

Rechenoperationen; 
Addition 

42 

Aber auch Jo ist nicht unmittelbarer Nachfolger von 1~ , 
denn die Zahl 103 liegt zwischen beiden: 
3137 

10 < 40 < 20· 

Auf diese Weise kann man fOr jede beliebige gebrochene 

Zahl, die groBer als 130 ist, nachweisen, daB sie nicht un

mittelbarer Nachfolger von 130 ist. 

DEFI N ITIO N 35: Elne gebrochene Zahl helBt echt gebrochen. 
wenn sle sich durch echte Brilche darstellen laBt. Elne ge
brochene Zahl helOt unecht gebrochen, wenn sle si ch durch 
unechte Brilche darstellen laBt V 37)· 

Echt gebrochene Zahlen sind kleiner als 1, unecht ge
brochene Zahlen sind groBer als 1 oder gleich 1. 
Die gebrochene Zahl 0 ist die kleinste gebrochene Zahl. 

Durch die folgende Definition wird die Addition gebroche
ner Zahlen auf die Addition natOrlicher Zahlen (Zahler 
der BrOche) zurOckgefOhrt. 

DEFINITION 36: Gebrochene Zahlen werden addlert, Indem 
man sie durch glelchnamlge Brilche darstellt und deren Zahler 
addiert. 
Den gemeinsamen Nenner behalt man bel. 

Die Addition gebrochener Zahlen ist uneingeschrankt aus
fOhrbar, da man stets gegebene BrOche gleichnamig 
machen und die natOrlichen Zanlen in ihren Zanlern addie
ren kann. 

11 7 55 28 83 
8" + 10 = - + - = 40 

+ 
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Elgenschaften der 
Addition 
Kommutativitot V 20) 

Assoziativitot V 20) 

SATZ 37: Die Addition gebrochener Zahlen 1st kommutatlv. 

Beweis: 
a e ad + be 
b + d = bd 

a e be + ad 
r; + Cl = bd 

(/42; Def.36) 

(Kommutativitot der Addition natur
Ilcher Zahlen) 

a e be ad 
b +([ = bd + bd (/42; Def.36) 

a e e a 
1) + ([ = d +1) (Kurzen) w. z. b. w. 

SATZ 38: Die Addition gebrochener Zahlen 1st assozlatlv. 

Das bedeutet: Sind drei Zahlen zu addieren. so sind zwei 
Additionen hintereinander auszufuhren. Die Reihenfolge 
dieser beiden Additionen ist dabei beliebig. 

i. 57 ~ 21 _70 + 513 + 52 + 168 = 803 _ 2~ 
36 + 40 + 90 + 45 - 360 360 - 360 
Wegen der Kommutativitot und Assoziativitot der Addition 
durfen in einer Summe mit mehr als zwei Summanden 
diese beliebig vertauscht werden. 

SATZ 39: Bel der Addition verhalten slch gebrochene Zahlen, 
die slch durch Briiche mlt dem Nenner 1 darstellen lassen, 
wle die Ihnen entsprechenden natiirllchen Zahlen. 

023 5 7 8 9 n 

hhl1 : 
Daher kann man bei der Addition die gebrochenen Zahlen. 

die slch in der Form ~ darstellen lassen. durch die jeweils 

entsprechende naturllche Zahl a ersetzen und umgekehrt. 
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• 

"Gemischte Zahl" 

Neutrales Element 
(/19) 

Subtraktion 

4 2 2 
a) 1+7=4 +7 

6 8 
c) 2+4=3 + 2 

Bemerkung: Statt 4 + ~ kann man kUrzer schreiben 4 ~ 
Diese Schreibweise wird auch als "gemischte Zahl" be
zeichnet. Jede unecht gebrochene Zahl laBt sich entweder 
als gemischte Zahl sc"reiben oder sie entspricht einer 
naturlichen Zahl. 

15 14 1 1 
a) - = - + - ~ = 2-

7 7 7 7 

Bemerkung: Gebrochene Zahlen, die als gemischte Zahlen 
geschrieben sind, lassen sich leichter vergleichen. So er-

kennt man sofort, daB z. B.25 ~~ zwischen 25 und 26 liegt. 

In der Darstellung 93376 ist dies nicht ohne weiteres zu 

erkennen. AuBerdem vermeidet man unnotig groBe Zahler. 

a 
SATZ 40: FOr jede gebrochene Zahl b gilt: 

I ; +0 c, i: 
Die Zahl 0 ist also das neutrale Element bezUglich der 
Addition gebrochener Zahlen. 
Beweis: 
a a 0 a+O a 

-b- + 0 = b + b = -b - = b ~. z. b. w. 

Bei der Addition gebrochener Zahlen zeigt sich, daB BrUche 
mit dem Nenner 0 ausgeschlossen werden mUssen. WUrde 
man solche BrUche zulassen, so mUBte man ebenfalls die 
Erweiterung von BrUchen mit 0 zulassen, um stets gleich
namig machen zu konnen. Damit konnte man jedoch alle 

BrUche auf die Form ~ bringen, alle BrUche wUrden also mit 

~ in einer Klasse liegen. Es gabe demnach Uberhaupt nur 

eine einzige gebrochene Zahl. 

DEFINITION 41: Gebrochene Zahlen werden subtrahlert, 
indem man sie durch gleichnamige BrOche darstellt und 
die Zahler subtrahiert. 
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Monotonie 
der Addition und 
Subtraktion 

• 

Den gemelnsamen Nenner behalt man bel. 

a 
b 

e 

d 

ad be 
---
b d b d 

ad - be 

bd 

Auf Grund dieser Definition ist die Subtraktion (wie im 
Bereich der natUrlichen Zahlen) die Umkehrung der Addi
tion (/21). 
Die Subtraktion gebrochener Zahlen ist wie im Bereich 
der natUrlichen Zahlen nur dann ausfOhrbar, wenn der 
Subtrahend nicht groBer als der Minuend ist. 

SATZ 42: Bei der Subtraktion verhalten si ch gebrochene 
Zahlen, die sich durch BrOche mit dem Nenner 1 darstellen 
lassen, wie die ihnen entsprechenden natOrlichen Zahlen a. 

Bei der Subtraktion kann man daher die gebrochenen 

Zahlen, die sich in der Form ~ darstellen lassen, durch die 

jeweils entsprechende natUrliche Zahl a ersetzen und um
gekehrt. 

a 
• SATZ 43: FOr jede gebrochene Zahl b gilt: 

I:-o~: 
Beweis: 
a a 0 a-O a 
/i-O =/i-/i=-b- =/i w.z.b.w. 

Wie fOr natUrliche Zahlen (/22) gilt auch im Bereich der 
gebrochenen Zahlen: 

SATZ 44: 
a e a x e x 

Wenn -<-, so- +-<- +-
b d b y d y 

a e a x ex. 
Wenn - < - so - - - < -- - - falls die Subtrakhonen 

b d' b y d y' 

ausfOhrbar slnd. 

45 
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Multlplikation 

Elgenschaften 
der Multlplikation 
Kommutativitat V 23) 

Assoziativitat V 23) 

46 

.. DEFINITION 45: Gebrochene Zahlen werden multipllzlert, 
Indem man fewells die ZCihler und die Nenner der dar
stellenden Bruche multlpllzlert. 

• 27 13 27 . 13 9· 13 117 
S'3 =--a:-3=-a-=s-

Die Multiplikotion gebrochener Zohlen wird durch diese 
Definition ouf die Multiplikotion noturlicher Zohlen (Ziihler 
und Nenner der BrUche) zurUckgefOhrt. 
Die Multiplikotion gebrochener Zohlen ist uneingeschriinkt 
ousfUhrbor. do man die noturlichen Zohlen in den Ziihlern 
und Nennern stets multiplizieren konn. 
Es ist zweckmiiBig. vor dem Ausrechnen der Produkte so 
weit wie moglich zu kUrzen. 
Gemischte Zohlen wondelt man vor dem Multiplizieren in 
unechte BrUche um. 

SATZ 46: Die Multiplikation gebrochener Zahlen 1st kom
mutatlv. 

SATZ 47: Die Multiplikation gebrochener Zahlen ist asso
ziatlv. 

Dos bedeutet: Sind drei Zohlen zu multiplizieren. so sind 
zwei Multiplikotionen hintereinonder ouszufUhren. Die 
Reihenfolge dieser beiden Multiplikotionen ist dobei be
liebig. 
Der Beweis dieser Siitze erfolgt iihnlich wie bei der Addition 
(/43). 
Wegen der Kommutotivitot und Assoziotivitiit der Multipli
kotion dUrfen ouch in einem Produkt mit mehr ols zwei 
Foktoren diese beliebig vertouscht werden. 
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Disfribufivifof (/24) 

Neutrales Element 
(/23) 

Monotonie (/ 28) 

Division 
Reziprokes 

SATZ 48: Die Multlpllkation 1st bezuglich der Addition distri
butiv. 

SATZ 49: Bei der Multiplikation verhalten sich gebrochene 
Zahlen, die sich durch Bruche mit dem Nenner 1 darstellen 
lassen, wie die ihnen entsprechenden natOrlichen Zahlen. 

o 1 

.D.- 7j 1-
1 1 

3 

I 
.. 5 9 10 11 

I I 4Jd : 
f""! 1 ~ 
1 1 1 

1. 1I 7i" 11. 
1 1 1 

Bei der Multiplikation kann man daher die gebrochenen 

Zahlen, die sich in der Form ~ darstellen lassen, durch die 

jeweils entsprechende natUrliche Zahl a ersetzen und umge
kehrt. 

a 
SATZ 50: FOr jede gebrochene Zahl b gilt: 

Die Zahl1 ist also das neutrale Element bezUglich der Multi
plikation gebrochener Zahlen. Ein Produkt gebrochener 
Zahlen ist genau dann gleich 0, wenn wenigstens ein Faktor 
gleich Null ist. 

SATZ 51: Die Multiplikation ist bezuglich der Kleiner-Be
ziehung monoton. FOr beliebige gebrochene Zahlen 

--- - und -- - =1= 0 gilt: a c x (X ). 
b' d y' y 

I a < ax <x 
Wenn b < d' so b . Y < d' y 

a 
DEFINITION 52: Ist-eine von Null verschiedene gebro-

b b 
chene Zahl, also a =1= 0, so heiBt die gebrochene Zahl - das 

a 
a 

Reziproke der gebrochenen Zahl b' 

47 
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a b a· b 
Da - . - = -- = 1 gilt. ist das Produkt einer gebro-

b ab· a 
chenen Zahl mit ihrem Reziproken stets gleich 1. z. B.: 
2 3 
T'2 =1. 

.. DEFINITION 53: Gebrochene Zahlen werden dividiert, in
dem man den Dividenden mit dem Reziproken des Divisors 
multipliziert. 

In Definition B 53 ist die Division so festgelegt. daB sie die 
Umkehrung der Multiplikation ist. Durch die angegebene 
Divisionsvorschrift findet man namlich zu gegebenem Pro
dukt und einem seiner Faktoren den zweiten Faktor: 

In der Gleichung ; . ~ = ~ ist der Faktor ; zu bestimmen. 

Anders geschrieben: ; = ~ : ~ 

Nach Definition B 53: ~ = ab . ~ 
y c 

Einsetzen fUr .!... in die erste Gleichung: 
y 

(~ . ~) . ~ = ~ . (~ . ~) = 1 
Also ist das Produkt ba . ~ tatsachlich gleich dem gesuchten 

ace 
Quotienten b : Cf' 
Da durch die Definition B 53 die Division auf die Multipli
kation zurUckgefUhrt wird und die Multiplikation gebroche
ner Zohlen uneingeschrankt ausfUhrbor ist. kann man jetzt 
jede Divisionsaufgobe losen. Ausgenommen ist wieder die 
Division durch Null. denn sie liefert kein eindeutig bestimm
tes Ergebnis. 

3 a x 
a) -=;-:5 =y X 3 x a x·a 

FUr y mUBte gelten -=;- - y' -:5 = y-:S 
Wegen x . a = a gibt es keine solche Zahl. 

b) ~.~ =~ FUr~ mUBte gelten ~ =~.~ =~~ 
7'5 Y Y 7 Y 5 y·S 

Diese Gleichung gilt fUr jede Zohl -~. 
y 
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Monotonie 
(/28) 

4 [00 1807] 

Die gebrochenen Zahlen bilden also einen Zahlbereich, in 
dem die Addition, die Multiplikation und die Division (mit 
Ausnahme der Division durch Null) uneingeschrankt aus
fOhrbar sind. 
Dagegen ist die Subtraktion wie im Bereich der natorlichen 
Zahlen nur dann ausfOhrbar, wenn der Subtrahend nicht 
groBer als der Minuend ist. Daraus ergibt sich die Not
wendigkeit, abermals einen neuen Zahlbereich aufzu
bauen, namlich den Bereich der rationalen Zahlen V 58). 

.. SATZ 54: Bei der Division verhalten si ch gebrochene Zahlen, 
die sich durch Bruche mit dem Nenner 1 darstellen lassen, 
wie die ihnen entsprechenden naturlichen Zahlen. 

o 1 

.Q.4 cl 2 
1 1 

3 

..3. 
1 

5 6 7 9 10 n -..._ 

2 i. .f L 
1 1 1 

Bei der Division kann man daher die gebrochenen Zahlen, 

die sich in der Form ~, darstellen lassen, durch die jeweils 

entsprechende natorliche Zahl a ersetzen und umgekehrt. 

7 7 
0) T: 5 = 3 

8 2 
b) 2 :-~f = T 

a • 
SATZ 55: Fur jede gebrochene Zahl b gilt: 

Beweis: 
a a 1 a 1 a 

0) I) : 1 = b : T = b . 1 = I) 

a 0 b 0 
b) 0 :1)=1'0=0=0 w.z.b.w. 

Die Division gebrochener Zahlen ist bezOgllch der Kleiner
beziehung monoton, da jede Division durch eine Multi
plikation ersetzt werden kann. 
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Die naturlichen Zahlen 
als Teilbereich der 
gebrochenen Zahlen 

50 

Beim Vergleichen gebrochener Zahlen und bei alien 
Rechenoperationen mit gebrochenen Zahlen kann man die 

gebrochenen Zahlen, die in der Form ~ darstellbar sind, 

durch die jeweilige natorliche Zahl a ersetzen. Nach dieser 
Ersetzung bilden die natorlichen Zahlen einen Teilbereich 
der gebrochenen Zahlen, d. h., jede natorliche Zahl ist 
eine gebrochene Zahl. 

Natiir/iche lah/en - Tei/menge der gebrochenen lah/en 

Jetzt kann man jede Qivision natorlicher Zahlen ouch als 
DiVision gebrochener Zahlen schreiben. 

5 7 5 1 5 5 
5 : 7 = T : T = T . 7" = 7"' also 5 : 7 = 7" 

Damit ist jede Division natOrlicher Zahlen (auBer der 
DiVision durch 0) innerhalb des Bereichs der gebrochenen 
Zahlen ausfUhrbar. 
Umgekehrt kann jede gebrochene Zahl als Quotient natOr
licher Zahlen geschrieben werden. 

2;;8 = 2658 : 23 FUhrt man die Division 
2658 : 23 aus, so ergibt sich: 

13 
2658 : 23 = 115 23 

35 
128 
13 

Es gilt also 



2. GEBROCHEN E ZAHLEN 

Doppelbruche 

Die gebrochenen 
Zahlen In 
Dezimalbruch
dorstellung 
ZennerbrUcne 

Erwelterung des 
dekadlschen 
Posltlonssystems 

4* 

AlIgemein werden der Bruchstrich und das Zeichen 
gleichberechtigt als Divisionszeichen verwendet. 

39 
50 39 12 39·25 13 13 

a) 12 = 50 : 25 = 50 . 12 = 2 . 4 = 8" 
25 

12 6 25 
b) 6 = 12 : 25 = 12 . 6 = 50 

25 

." ". 

• DEFINITION 56: Eln Bruch, dessen Nenner elne Zehner
potenz (/' 30) 1st, helBt Zehnerbruch. 

BrUche, die selbst nicht schon Zehnerbruch sind, deren 
Nenner aber nur die Primfaktoren 2; 5 (oder Potenzen 
dieser Zahlen) enthalten, lassen sich zu ZehnerbrUchen 
erweitern. Man sagt, sie lassen sich in ZehnerbrUche urn
wandeln. 

1 5 50 500 
a) 2 = 10 = 100 = 1000 ; 

5 625 6250 
b) "8 = 1000 = 10000 

21 42 420 
c) 50 = 100 = 1000 

EnthCilt der Nenner eines. Bruches noch andere Primfak
toren als 2 und 5, so kann man diesen Bruch nur dann in 
einen Zehnerbruch umwandeln, wenn der gegebene Bruch 
durch diese Primfaktoren kUrzbar ist. 

Das Positionssystem wird nach rechts fortgesetzt (/30). 
Die rechfs von den Einern stehenden Grundziffern haben 
also der Reihe nach die Stellenwerfe: 
1 1 1 1 

10 ' 100' 1000' 10000' ... 

Pofenzsch reibweise: 
1 1 1 1 

1 01 ' 1 02 ' 103 ' 104 ' • • • 

Zur Orientierung wird zwischen die Einer- und Zehntel
stelle ein Komma gesetzt. 
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Dezimalbruche 
Dezimalen, 
Gemeine BrUche 

Perioden 

52 

Erweitertes dekad isches Positionssysfem 

Tousen- Hunder Zeh- Einer ~~ , , -l dert- rousel . . . 
der fer .Id 

... 
ner 

1 1 1 1 1 1 
103 10~ 101 10° - = - - = - - = - ... . . . 101 10 102 100 103 1000 

1 1 1 
4 . 103 + 5 . 102 + 6 . 101 + 3.100 + 7 · - + 8· - + 9 · -

101 102 103 

4 5 6 3, 7 8 9 

4563,789, gelesen: 4563 Komma 7 - 8 - 9 

~ DEFINITION 57: Die Darstellung einer gebrochenen Zahl 
im dekadischen Positionssystem (/ 30) heiBt Dezimalbruch. 
Die Stellen rechts vom Komma heiBen Dezimalstellen (kur
zer: Dezimalen). Im Unterschied zu den Dezimalbruchen 

o 
nennt man Bruche der Form "I)" (0 und b naturliche Zahlen, 

b '*' 0) gemeine Bruche. 

1) Umwandlung von ZehnerbrUchen. 

• £rste Moglichkeit: 
27 1 5 625 

.0) 10 = 2 .100 + 7 '101 = 2.7 b) 8 = 1000 = 0,625 

Zweite Moglichkeit: 
27 

0)10 =27 :10; 27: 10 = 2.7 
70 
o 

5 
b) 8 = 5 : 8; ~ : 8 = 0,625 

50 
20 

40 
o 

2) FUr gebrochene Zahlen. fUr die es keine Darstellung 
durch ZehnerbrUche gibt. verfahrt man ahnlich wie bei 
der zweiten Moglichkeit. In diesem Falle bricht die Division 
nicht ab. sondern bestimmte Grundziffern bzw. Gruppen 
von Grundziffern wiederholen sich standig. Diese si ch 
wiederholenden Ziffern heiBen Perioden. Nach der An
zahl der Grundziffern in einer Periode spricht man von 
1; 2; 3; ... ; n-stelligen Perioden. 
Auf den Seiten 72 und 73 wird gezeigt. daB man auch in die
sem Fall das schriftliche Verfahren der Division anwenden 
darf. 
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Endliche und un
endliche DezimalbrUche 

4 
a) 3 = 4: 3 

4: 3 = 1, 
10 

33 ... ; kUrzer : ~ = 1. 3 

10 
10 
"1 

(gelesen: Eins - Komma - drei; 
Periode drei). 
Die Periode ist 1-stellig. 

b) ~58 = 178 : 55 

178 : 55 = 3,2 
130 

.36 ... ; kUrzer: ~8 = 3,2 

200 
350 
200 
350 
20 

5 
c) 12 = 5 : 12 

(gelesen: Drei - Komma - Zwei 
Drei - Sechs; Periode Drei - Sechs). 
Die Periode ist 2-stellig 

5: 12 = 0,41 6 ... ; kurzer: 1
5
2 = 0.41 

50 
20 
80 
80 
8 

DEFINITION 58: Eln Dezimalbruch, der vor oder hinter 
dem Komma eine letde Stelle mlt von 0 verschledener 
Ziffer besltzt, heiBt endlicher Dezimalbruch. 
Ein Dezimalbruch, in dessen Dezimalstellen Perloden auf
treten, heiBt periodischer Dezlmalbruch. Periodlsche Dezi
malbrOche sind unendllch. 

DezimalbrUche. bei denen die Periode unmittelbar hinter 
dem Komma beginnt, heiBen reinperiodisch. Treten zwi
schen dem Komma und der Periode noch andere Ziffern. 
sogenannte Vorperioden, auf, so nennt man solche Dezi
mal b rUche gemischtperiodisch. 
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Umwandlung 
von Dezimalbruchen 
in gemeine Bruche 

Das Rechnen mit 
gebrochenen Zahlen 
in Dezimalbruch
darstellung 

54 

Man kann auch umgekehrt jeden endlichen oder periodl
schen Dezimalbruch in einen gemeinen Bruch umwandeln. 
1) Endliche DezimalbrUche: 

64 16 
a) 0,64 = 100 = 25 b) 35 22, = 3522 _ 1761 

, 100 - 50 

2) Periodische DezimalbrUche: 
Hier wird ohne Beweis benutzt, daB man einige Rechen
operationen mit periodischen DezimalbrUchen genauso aus
fUhren darf wie mit endlichen DezimalbrUchen. 

a) 0,3 ist in einen 
gemeinen Bruch um
zuwandeln. 

x= o 

10x=3,3 
x = 0,3 (-) 

9x = 3 
3 1 

x=9=) 

- 1 
Also gilt: 0,3 =). 

b) 6,427 ist in einen 
gemeinen Bruch um
zuwandeln. 

x= 6 
x = 6427,27 

10 x = 64,27 ( - ) 
990 x = 6363 
6363 707 

x = 990" = 110 

. - 707 
Also gilt: 6,427 = 110 . 

c) 0,9 ist in einen gemeinen Bruch umzuwandeln. 

x = 0,9 

10x=9,9 
x = 0,9 (-) 

~=9 
x=1 

Also gilt: 0,9 = 1. 

SATZ 59: FOr jede gebrochene Zahl glbt es elne Darstellung 
als Dezlmalbruch. Dieser ist entweder endllch oder perlo
dlsch. 
Umgekehrt stellt jeder endliche oder perlodlsche Dezlmal
bruch elne gebrochene Zahl dar. 

Bemerkung: Es gibt auch unendliche DezimalbrUche, die 
nicht periodisch sind, z. B. 0,515115111511115. .. Solche 
DezimalbrUche ~tellen keine gebrochenen Zahlen dar. Es 
sind Darstellungen irrafiona/er Zahlen (/74; Def.85). 

Das Rechnen mit gebrochenen Zahlen in Dezimalbruch
darstellung nennt man auch kUrzer "Rechnen mit Dezimal
brUchen" . 
FUr das Rechnen mit endlichen DezimalbrUchen gelten die 
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Vergleichen 
von DezimalbrUchen 

Addieren 
und Subtrahieren 

• 

Multiplizieren 

folgenden Regeln: Treten in einer Aufgabe auch peri
odische DezimalbrOche auf, so muB man diese entweder 
runden oder in gemeine BrOche umwandeln. 

a) Von zwei DezimalbrOchen mit verschiedener Stellen
zahl vor dem Komma ist derjenige groBer, der mehr Stel
len vor dem Komma hat. 
b) Zwei DezimalbrOche mit gleicher Anzahl von Stellen 
vor dem Komma werden ohne BerOcksichtigung des Kom
mas wie natGrliche Zahlen verglichen. Dazu mOssen sie 
jedoch durch AnfOgen von Nullen gleichnamig gemacht 
werden. 

Es sind 13,9 und 13,11 zu vergleichen. 
Gleiche Anzahl von Dezimalen: 13,90 u nd 13,11. 
Vergleich: 13,90 > 13,11; denn 1390> 1311 

DezimalbrOche werden schriftlich addiert bzw. subtrahiert, 
indem sie zunCichst so untereinander geschrieben werden, 
daB Stellen mit dem gleichen Stellenwert in derselben Spalte 
stehen (kurz: Komma unter Komma). Dann verfCihrt man 
genau so wie bei der Addition bzw. Subtraktion natiirlicher 
Zahlen. 
Das Komma wtrd im Ergebnis zwischen Einer- und Zehn
telstelle gesetzt. 

a) 25,38 
103,009 

0,5 
+ 13,71 

142,599 

b) 841,36 
27,053 
0,123 

- 122,4 
691,784 

DezimalbrOche werden schriftlich multipliziert, indem man 
sie zunCichst ohne RUcksicht auf das Komma wie natorliche 
Zahlen multipliziert. 
Das Komma setzt man dann so, daB das Ergebnis so viel 
Dezimalstellen hat, wie die beiden Faktoren zusammen 
besitzen. Wenn notig, mOssen Nullen erganzt werden. 

a) 735,06 ·5,204 
367530 
1470120 

294024 
3825,25n4 

b) 0,047 . 0,0092 
423 

94 
0,0004324 

Ein Dezimalbruch wird mit 10, 100, 1000, ... multipliziert, 
indem man das Komma um 1,2,3, ... Stellen nach rechts 
versetzt. 
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Dividieren Ein Dezimalbruch wird durch eine natOrliche Zahl schrift
lich dividiert, indem man wie bei der Division natOrlicher 
Zahlen verfahrt. Nach der Division der Einer des Divi.
denden wird im Ergebnis ein Komma gesetzt. 
1st der Divisor ein Dezimalbruch, so multipliziert man zu
nachst Dividenden und Divisor mit 10, 100, 1000, . . . , je 
nachdem, ob der Divisor 1, 2, 3, ... Dezimalstellen hat. 
Damit ist der Divisor wieder eine natOrliche Zahl. 

a) 1337,19 : 87 

1337,19 : 87 = 1 .37 

321 
609 
o 

b) 1,58445 : 35,21 

,445 : 3521 .045 
1584 
15844 
14084 
17605 
17605 
--0 

c) 273 : 1,2 

2730 : 12 = 22 ,5 
33 

60 
o 

d) 26,47 : 5,6 

~ ,7 : 56 = ,7267857142 
~7 
150 
380 

440 
-.480 

320 
400 

80 
240 
160 

'----48 

Ein Dezimalbruch wird durch 
10, 100, 1000, ... dividiert, 
indem man das Komma um 
1, 2, 3, ... Stellen nach links 
versetzt. 

Eine gebrochene Zahl ist eine Klasse von Briichen, die durch Kurzen oder Erweilern ous-
einonder hervorgehen. Es werden nur Bruche gebildel, deren Nenner ungteich Null ist. 

Beziehung Definition Eigenschoften 

Kleiner- a c Es gill genau einer der Folie 
Beziehung b < d genou da nn, 

a c a c c a 

wenn a . d < b . c. 
1) - < 2) - =- 3) 

d 
< -

b d b d b 

a c a c c e a e - < - Wenn - < - und d < (' so b <f ' b d b d 

Gebrochene Z ohlen haben keinen Nochfo lger. 

56 



2. GEBROCHENE ZAHLEN 

Rechenoperationen mit gebrochenen Zahlen 

Operation 

Addition 

o e od + be 
t,- + d" = t;d-

Multiplikat ion 

o e 0 e 

b d b d 

Subtraktion 
(Umkehrung der 
Addition) 

o e od - be 
b - d" = bd 

Division (Umkeh
rung der Multipl i
kation) 

o e 0 d 
- : -=- - -
b d b e 

Ausfuhrbarkeit 

U nei ngeschran kt 
ausfii h rbar 

U neingesch ran kt 
ausfiihrbar 

Nieht uneinge
sehronkt ausfiihrbar. 
Ausfiihrbar genau 
dann, wenn 

~~~ . 
b - d 

Uneingesehriinkt 
ausfiihrbar (ouf 
die Multiplikation 
zu riickgefiih rt) 

-. .. ~.'. -
I Eigenschaften 

o e e 0 

"b + d = d + "b 

: + (~ + ;)=(: +J)+; 
o 0 

"b + 0 ="b 
o e 0 x e x 

Wenn - < - , so - + - < - + -
b d b y d y 

o e e 0 
- ' -= - ' -
b d d b 

: ' (~- '7) = (:' ;) .; 
o 0 

b· 1 = b 
o b 
"b . Cl = 1 ; (0 :F 0) 

o 
- ·0 = 0 
b 

a e 0 x e x 
Wenn - < - , so - . - < - . -

b d b y d Y 

(~- :F 0) 
a a 
- - - = 0 
b b 

~ - o =~ 
b b 

o e a x e x 
Wenn - < - , so - - - < - - -

b d b y d Y 

--, 

.. 1 .... 

o l.c 
+ 

\J i '0 

I;) I.Q 
11 -.. 1 .... 

+ 
\J 1 '0 --

(Falls die Subtraktionen ausfiihrbar sind.) 

w. 0 e 0 d 
I"egen der Definition - : - = - . - kann jedeOivision durch eine Multiplikation ersetzt werden . 

b d b e 
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Verwendung 
der Variablen 

Rationale Zahlen 
als Klassen 
von Differenzen 

Zuordnung 
von Punkten 
und Zahlen 

58 

In den Abschnitten 1 und 2 wurden Buchstaben wie 0, 

b, ... ,x, y als Variable nur fOr naWrliche Zahlen ver
wendet. Daher konnten Variablen fOr gebrochene Zahten 
nur mit Hilfe von zwei Buchstaben geschrieben werden, 

o 
z. B. b oder x: y. 

In diesem Kapitel werden nun Buchstaben als Variablen 
fOr gebrochene Zahlen verwendet. 

Zum Aufbau des Bereichs der rationalen Zahlen werden 
alle Differenzen gebrochener Zahlen gebildet. Diese Dif
ferenzen sollen nicht ausgerechnet werden, sondern sie 
werden zur Darstellung der Zahlen des neuen Bereichs, 
also der rationalen Zahlen, benutzt. Daher werden sie 
in Klammern gesetzt: (0 - b). 
FaBt man in diesen Differenzen Minuend und Subtrahend 
als MaBzahlen fOr Streckenlongen auf, so lassen sich alle 
Differenzen durch Streckenabtragung auf einer Geraden 
veranschaulichen, auf der ein Punkt A festgelegt ist. 

A 

Dabei wird jeder Differenz eindeutig ein Punkt P der Gera
den zugeordnet. Umgekehrt sind jedem dieser Punkte 
unendlich viele Differenzen zugeordnet. 

3,5cm 

Die Differenzen (3 - 7) und (3,5 - 7,5) sind demselben Punkt P 
zugeordnet, und es gilt 
3 + 7,5 = 7 + 315. 

So wie in diesem Beispiel sind beliebige Differenzen (0 - b) 
und (c - d) genau dann demselben Punkt der Geraden 
zugeordnet, wenn gilt: 
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Alle Differenzen, die ein und demselben Punkt zugeordnet 
sind, werden jeweils zu einer Klasse zusammengefaBt. 
Differ~nzen (a - b) und (c - d) liegen also genau dann 
in einer Klasse, wenn gilt: a + d = b + c. 

DEFI .... ITION 60: Jede Klasse von Differenzen, die dem
selben Punkt zugeordnet sind, heiBt rationale Zahl. 

Zahlengerade Damit ist jede rationale Zahl einem Punkt der Geraden 
zugeordnet. Dadurch wird diese Gerade zu einer Zahlen
geraden. 

.. DEFINITION 61: Die rationale Zahl, In der die Dlfferenz 
(0 - 0) vorkommt, wlrd mlt ,,+0" (gelesen: plus 0) be
zelchnet. 
Die rationale Zahl, In der die Dlfferenz (0 - b) vorkommt, 
wlrd mlt ft-boo (gelesen: minus b) bezelchnet. 
Die rationale Zahl, In der die Dlfferenz (0 - 0) vorkommt, 
wlrd nur mlt ,,0" (Null) bezelchnet. 

Vorzelchen In den Bezeichnungen .. +a" bzw. .. -b" fOr rationale 
Zahlen heiBen die Zeichen .. +" bzw. ,,-" die Vorzeichen 
der rationalen Zahlen . 

Positive rationale 
Zahl 
negative rationale 
Zahl 

• 
-5 +Z 

I 11 I I 

DEFINITION 61: Die ratlonalen Zahlen, die auf der Zahlen
geraden rechts von ° liegen, helBen posit Iv. Dos slnd die 
ratlonalen Zahlen mit dem Vorzelchen ,,+". 
Die ratlonalen Zahlen, die auf der Zahlengeraden links von ° liegen, helBen negativ. Dos sind die rationalen Zahlen mit 
dem Vorzelchen ,,-". 

S9 
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• 

Entgegengesetzte ~ 
rationale Zahlen 

60 

Beliebige Dirferenz in derselben Bezeichnung der ra-
Different Klasse der Form (0 - 0) tionalen Zahlen 

bzw. (0 - b) 

(16 - 3) (13 ) -r 13 

c: -670) ( 2;) 21 
-- = - 3 

7 

(~ _ 3:) ( !) 8 - -
9 

In der Definition B 61 sind die Buchstaben a und b noch 
Variable fUr gebrochene Zahlen, d. h., +a bedeutet eine 
positive und -b bedeutet eine negative rationale Zahl. 
In den folgenden Abschnitten werden Buchstaben als Vari
able fUr rationale Zahlen benutzt. FUr diese Buchstaben 
konnen also die Bezeichnungen beliebiger rationaler Zah
len eingesetzt werden, d. h. also, daB z. B. a eine positive 
oder eine negative rationale Zahl oder auch die Zahl 0 be
deuten kann. 

DEFINITION 63: Rationale Zahlen, die sich nur durch das 
Vorzeichen unterscheiden, heiBen zueinander entgegen
gesetzt. Die Zahl 0 ist zu sich selbst entgegengesetzt. 

Zueinander entgegengesetzte Zahlen liegen aur der Zah
lengeraden symmetrisch zur Null. 

o +7 
I 

+i +3 2 

! 
I 

+*,2 

Der Obergang von einer rational en Zahl zur entgegen
gesetzten Zahl wird durch das Vorsetzen eines Minus
zeichens angegeben. 

Rationale Entgegengesetzte Zahl Entgegengesetzte der 
Zahl entgegengesetzten 
0 - 0 Zahl - ( - 0) 

+ 2 - ( + 2) = - 2 - ( - 2) = 2 
4 

-( + :) =- : - ( - :) = 
4 

9 9 

3)5 - ( - 3,75) = + 3,75 - ( -1- 3,75) = - 3,75 
9,7 - ( - 9,7) = + 9,7 - ( + 9,7) = - 9.7 
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Es gilt stets 

1- (-a) = a 

Absoluter Betrag ~ DEFINITION 64: 

Ordnung 
(/40) 

lal = . {
a, falls a positiv oder a = 0 

-a, falls a negativ 

lal heiBt der absolute Betrag der Zahl a, kurzer: Betrag von a. 

7 7 
+3 -0,9 0 +- +8,1 -8,1 

9 9 ... 
7 7 

+3 +0,9 0 +- +- +8,1 +8,1 
9 9 

Der Betrag einer Zahl ist stets positiv oder Null. Zuein
ander entgegengesetzte Zahlen haben denselben Betrag. 
Jeder positiven rational en Zahl und der Null (kUrzer: jeder 
nicntnegativen Zahl) entspricht genau eine gebrochene 
Zahl und umgekehrt. 

o L 7 ~ 

2. 4 3 J 5 J 

I i I i ! : 
, 

I : 
I 

-If -3 -2 -1 U f -j +~ + 
~ + -3+~ J ~ ~ 

Die nichtnegativen rationalen Zahlen werden entspr~chend 
den gebrochenen Zahlen geordnet. 

DEFINITION 65: Von zwei beliebigen rationalen Zahlen 
ist diejenige kleiner, die auf der Zahlengeraden weiter links 
liegt. 

Aus der Definition B 65 folgt: 
Jede positive rationale Zahl ist groBer als Null und auch 
groBer als jede negative. Jede negative rationale Zahl ist 
kleiner als Null. Es gilt also 

o < a, falls a positiv, 
und a < 0, falls a negativ. 

• a) +19,3 < +19,35 
d) -30,4 < 0 

b) 0 < +0,001 c) -18 < -17 
e) -4 < +4 
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Rechenoperationen 
mlt 
rationalen Zahlen 
Addition 

62 

Falls a und b negativ: a < b genau dann, wenn lal> Ibl. 
Falls a und b positiv: a < b genau dann, wenn lal < Ibl. 
Da die positiven rationalen Zahlen und die Null entspre
chend den gebrochenen Zahlen geordnet sind, gilt folgen
der Satz: 

SATZ 66: Beim Verglelchen verhalten slch die nlcht negatlven 
ratlonalen Zahlen wie die gebrochenen Zahlen. 

Daher kann man beim Vergleichen die nicht negativen 
rational en Zahlen durch die entsprechenden gebrochenen 
Zahlen ersetzen und umgekehrt. 

• a) 19,3 < 19,35 
d) -30,4 < 0 

b) 0 < 0,001 
e) - 4 < 4 

c) -18 < -17 

• 

FOr keine rationale Zahl gibt es einen unmittelbaren Nach
folger (/21). 

SATZ 67: Positive rationale Zahlen werden wle die ihnen 
zugeordneten gebrochenen Zahlen addlert. Daher kann man 
positive rationale Zahlen bei der Addition durch die Ihnen 
zugeordneten gebrochenen Zahlen ersetzen und umgekehrt. 

7 
J 1j 

j I 11 [ r I1 rl 
-s -4 -3 -2 -7 01 +1 "2 "311 +4-,5 

+;; +-S 

: 
Insbesondere kann man also die Betroge rationaler Zah
len durch gebrochene Zahlen ersetzen. Das gilt auch fOr 
die Subtraktion von Betrogen, sofern die Subtraktion der 
entsprechenden gebrochenen Zahlen ausfOhrbar ist. 
Zur Unterscheidung von Vor- und Operationszeichen wer
den die rationalen Zahlen in Klammern gesetzt. 

• SATZ 68: Die Summe negatlver ratlonaler Zahlen 1st glelch 
der zur Summe ihrer Betrage entgegengesetzten Zahl. 

• SATZ 69: Die Summe zweler entgegengesetzter Zahlen 1st O. 

SATZ 70: Der Betrag der Summe zweler rationaler Zahlen 
mit verschledenen Vorzelchen und verschledenen Betrogen 
1st glelch der Differenz der Betrage der Summanden. 
Das Vorzeichen der Summe 1st gleich dem Vorzelchen des 
Summanden mlt dem groBeren Betrag. 



3. RATIONALE ZAHLEN 

Elgenschaften der 
Addition 
Kommutotivitot (/ 20) 

Assoziativitat (/ 20) 

Monotonie (/22) 

Subtraktion 
(/21) 

a) (-2) + (+6) 
Betrag der Summe: +4 } 
Vorzeichen der Summe: plus (-2) + (+6) = + 4 
b) (+4,2) + (-5) 
Betrag der Summe: +0,8 } ( 42' (-5) - -08 
Vorzeichen der Summe: minus +,) + --, 

Bemerkung: Die in Satz B 70 ausgesprochene Regel laBt 
sich auch ohne den Begriff der Differenz, jedoch dann 
wesentlich umstandlicher, formulieren. 

SATZ 71: Die Addition rationaler Zahlen 1st kommutativ. 

!a+b=b+a 

SATZ 72: Die Addition rationaler Zahlen ist assozlatlv. 

! a + (b + c) = (0 + b) + c 

Auf Grund der Kommutativitat und der Assoziativitat der 
Addition rationaler Zahlen ist in Summen mit mehr als zwei 
Summanden die Reihenfolge der Summanden beliebig. 

• SATZ 73: Die Addition 1st bezuglich der Klelner-Bezlehung 
monoton. Fur rationale Zahlen 0, b und x gilt stets: 

! Wenn a < b, so a + x < b + x., 

Die Subtraktion ist die Umkehrung der Addition. Man 
schreibt x = b - a statt a + x = b. 

(+5) - (+2) 1; denn , + (+2) = +5 
(+5) + (-2) -3 

( +3) - (+9) 6 ; denn ( J+ (+9) = +3 
(+3) + (-9) -6 

(+7) - (-4) 1 I; denn ) + (-4) = +7 
(+7) + (+4) = + 11 
(-2) - (+12) = ; denn J+ (+12) = -2 
(-2) + (-12) = - 14 
(-13) - (-4) ~ ; denn ) + (-4) = -13 
(-13) + (+4) -9 
(-6) - (-9) 1; denn -! 1)+ (-9) = -6 
( -6) + (+9) - 3 
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3. RATIONALE ZAHLEN 

AusWhrbarkeit 

Monotonie (/ 22) 

Multiplikation 

Eigenschaften 
der Multiplikation 
Kommutativitat (/ 23) 

Assoziativitat (/ 23) 
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SATZ 74: Eine rationale Zahl wird subtrahiert. indem man 
die :z:u ihr entgegengeset:z:te Zahl addiert. 

Da es zu jeder rationalen Zahl eine entgegengesetzte Zahl 
(/60) gibt und da die Addition rationaler Zahlen uneinge
schrankt ausfOhrbar ist, gilt der folgende Satz: 

SATZ 75: Im Bereich der rationalen Zahlen ist die Subtrak· 
tion uneingeschronkt ausfUhrbar. 

Da jede Subtraktion durch eine Addition ersetzt werden 
kann, ist auch die Subtraktion bezOglich der Kleiner-Be
ziehung monoton. 

I Wenn a < b, so a - x < b - x. 

~ SATZ 76: Ein Produkt rationaler Zahlen. in dem beide Fak
toren gleiches Vor:z:eichen haben. ist gleich dem Produkt 
der Betroge (/ 61). 

• 

Eln Produkt rationaler Zahlen. in dem die beiden Faktoren 
verschiedene Vor:z:eichen haben. ist gleich der :z:um Produkt 
der Betroge entgegengeset:z:ten Zahl. 
FOr jede rationale Zahl a gilt: 

Bemerkung: Betrage sind nicht negativ und werden daher 
wie die ihnen zugeordneten gebrochenen Zahlen multipli
ziert. 

a) (+4,5) . (+ 1,5) = +6,75; denn 4,5 . 1,5 = 6,75 
b) (-2) ·(-3) = +6 

( 7) ( 6) 14 -c) + 3 . - 9 = - 9 = - 1,5 

SATZ 77: Die Multiplikation rational er Zahlen ist kommu
tativ. 

SATZ 78: Die Multiplikation rationaler Zahlen 1st asso:z:iativ. 

I a . (b . c) = (a . b) . c 



3. RATIONALE ZAHLEN 

Vorzeichen 
eines Produktes 

Distrlbutivitat (/ 24) 

Monotonie (l' 28) 

5 

Auf Grund der Kommutativitat und der Assoziativitat der 
Multiplikation ist in Produkten mit mehr als zwei Faktoren 
die Reihenfolge der Faktoren beliebig. 

Das Vorzeichen (/59) eines Produkts wird durch die An
zahl der negativen Faktoren bestimmt. 1st diese gerade. 
so ist das Produkt positiv, anderenfalls negativ. 
Ein Produkt ist genau dann gleich 0, wenn wenigstens ein 
Faktor gleich 0 ist. 

SATZ 79: DieMultipllkatlon 1st bezUglich der Addition dlstrl. 
butlv. 

I a . (b + c) = a . b + a . c 

SATZ 80: FUr rationale Zahlen a, b und positive rationale 
Zahlen x gilt stets: 

I Wenn a < b, so a . x < b . x . I 
FOr ratlonple Zahlen a; b und negative rationale Zahlen x 
gilt: 

I Wenn a < b, so a . x > b . x . I 
Die Multiplikation id also bezOglich der Kleiner. Beziehung 
nur mit der Einschrankung x> 0 motioton. FOr negative 
Faktoren x und fOr x = 0 bleibt die Kleiner-Beziehung nicht 
erhalten. 

a) a = -3; b = +5; x = 
Es gilt -3 +5, aber (-3) . (-2) (+5) . (-2) 

6> -10 

b) a = -4; b = -1; x = 
Es gilt -4 -1, aber (-4)· (-2) (-1). (-2) 

8>2 
c) a = +3; b = +8; x = 
Es gilt +3 +8, aber (+3) . ( - 2) (+8) . (-2) 

-6> 16 

d) a = -2; b = +3,4; x = 
Es gilt -2 +3,4, aber (-2) ·0 (+3,4) ·0 

0=0 
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3. RATIONALE ZAHLEN 

Division V 27) 

AusfUhrborkeit 

Die gebrochenen 
Zahlen als Teilbereich 
der rationalen Zahlen 
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Die Division ist die Umkehrung der Multiplikation. MCln 
schreibt 
a : b = statt . b = a 
Daraus ergibt sich nach den Regeln Ober das Vorzeichen 
eines Produkts (/64; Satz 76) das Vorzeichen des Quotien
ten x. Der Betrag von x ist gleich dem Quotienten der 
Betroge von a und b. Dies sind nichtnegative rationale 
Zahlen, sie werden also wie die ihnen zugeordneten ge
brochenen Zahlen dividiert. Damit ist die Division ratio
naler Zahlen auf die Multiplikation zurOckgefOhrt. 

SATZ 81: Die Division rationaler Zahlen ist uneingeschrankt 
ausfUhrbar. 

SATZ 82: Ein Quotient rationaler Zahlen, in dem Dividend 
und Divisor gleiches Vorzeichen haben, ist gleich dem Quo
tlenten der Betrage. 
Eln Quotient rational er Zahlen, in dem Dividend und Divisor 
verschiedene Vorzeichen haben, ist gleich der zum Quotien
ten der Betrage entgegengesetzten Zahl. 

Die Division durch 0 liefert kein eindeutig bestimmtes 
Ergebnis und ist daher auch im Bereich der rationalen 
Zahlen ausgeschlossen. 
Wie im Bereich der gebrochenen Zahlen kann man auch 
im Bereich der rationalen Zahlen den Bruchstrich als 
Divisionszeichen auffassen. 

(b ~ 0) 

Aus Satz B 82 folgt: 

(b ~ 0) 

1st a =t= 0, so heiBt ~- = 1 : a das Reziproke von Q. (/47; 
a 

Def.52) 

Beim Vergleichen und bei alien Rechenoperationen kann 
man die nichtnegativen rationalen Zahlen durch die ge
brochenen Zahlen ersetzen. Nach dieser Ersetzung bilden 
die gebrochenen Zahlen einen Teilbereich des Bereichs 
der rationalen Zahlen. 



3. RATIONALE ZAHLEN 

Gonze Zohlen Die rationalen Zahlen 
... , -3, -2, ~1, 0, +1, +2, +3, ... 
heiBen ganze rationale Zahlen (kurz: ganze Zahlen). 

Jede rat ionale Zahl laBt sich in der Form 1:., (q =F 0) darstellen . wobei p und q ganze Zahlen 
q 

sind. Durch Kurzen kann man stets erreichen, daB p und q teilerfremd (/ 35) sind. 
Durch AusfUhrung der Division p : q erhalt man Dezimalbruchdarstellungen (/ 51) fur ratio-
nale Zahlen. Dies sind entweder endliche oder period ische Dezimalbruche (/ 53) mit dem 
entsprechenden Vorzeichen. 

Definition Eigenschoften 

Rat ionale Zahlen a und b heiBen Zu jeder rationalen Zahl a gibt es genau 
entgegengesetzt, falls sie sich nur durch eine entgegengesetzte Zahl - a. 
dos Vorzeichen untersche iden . Null ist zu sich selbst entgegengesetzt. 

- ( - a) = a 

Entgegengesetzte Za hlen liegen auf der 
Zahlengeroden symmetrisch zur Null. 

Absoluter Betrog Fur jede Zohl a gilt 101 _ o. 
101 = r a. falls a ~ 0 

\ - 0, falls 0 < 0 
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3. RATIONALE ZAHLEN 

Kleiner. Beziehung 

a < b genau dann, wenn 

1) a < 0 und b > 0 

oder 

2) a < 0 und b = 0 

oder 

3) lal < Ibl, falls 
a > 0 und b > 0 

oder 

4) lal > Ibl, falls 
a < 0 und b < O. 

Definition 

Ad dition 
(/ 67 und 63; 
Setze 67 bis 73) 

Muiti plikalion 
V 64 ; SeIze 76 bis 80) 

Su btra ktion 

0 - b = 0 + ( - b) 
(/ 63 ; Sane 74 und 75) 

Division 
(/ 66; Sene 81 und 82) 
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Ausfijhrbarkeit 

uneingeschronkt 
ausfUhrbar 

uneingeschra nkt 
ousfUhrbar 

uneingeschrenkt 
ausfiihrbar 

Es g ilt genau einer der Folie 

a < b. a = b. a > b. 
Wenn a < b und b < c, so a < c. 
Es gibt keine kleinste rationale Zahl. 
Rationale Zahlen haben keinen unmittel· 
baren Nachfolger. 

Eigenschaften 

a + b = b + a 
o + (b + c) = (a + b) + c 

a + O= o 
0 + ( - 0) = 0 

Wenn 0 < b. so 

o + x < b + x 

o·b = b · o 
o . (b . c) = (0 . b) . c 
o ·1 = 0; 0 ·0 = 0; 

1 
0· -= 1,(0 * 0) 

o 

Wenn 0 < b. so 
a . )( < b . x, (x > 0) 

a - 0 = 0 + ( - 0) = 0 

0 - 0 = 0 

\J 

to 

+ 
oD 

to 

II 
....... 
\J 

+ 

(Auf die Add ition 
zu riickgefU h rt.) 

uneingeschronkt 
ausfUhrbar : : ~ : ;}(O 

0 :0 = 0 (a '*" 0) 

0) 



4. REELLE ZAHLEN 

Punkte auf der 
Zahlengeraden 

• 

Zwischen zwei beliebigen rationalen Zahlen a und b liegen 
unendlich viele weitere rationale Zahlen. 

a = 1,5; b = 1,6 

Zwischen 1,5 und 1,6 liegt 1,5 : 1,6 = 1.55 

Zwischen 1,50 und 1,55 liegt 1,50 ; 1,55 = 1.525 

Zwischen 1,500 und 1,5251iegt 1,500 i 1,525 = 1.5125 

Zwischen 1,5000 und 1,51251iegt 1,5000 i 1,5125 1,50625 

Zwischen 1,5 und 1,6 liegen also die Zahlen 1,55; 1,525; 
1,5125; 1,50625; ... 

1.5fJS25 

1.503125 
~:i!156'!5 

Dieses Verfahren laBt sich beliebig weit fortsetzen. Damit 
erhalt man also unendlich viele rationale Zahlen, die 
zwischen 1,5 und 1,6 liegen. 

Es gibt aber auf der Zahlengeraden unendlich viele Punkte, 
denen keine rationale Zahl zugeordnet ist. 

In diesem Bild ist ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck 
ABC (Kathetenlange 1) mit den Quadraten Uber seiner 
Hypotenuse und seinen Katheten dargestellt. Alle einge
zeichneten Teildreiecke sind kongruent. Daher ist das 
Hypotenusenquadrat doppelt so groB wie ein Katheten
quadrat, die MaBzahl seines Flacheninhalts also gleich 2. 
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4. RE E LL E Z A H LE N 

Liicken 
der Zahlengeraden 

Rationale Punkte 

Reelle Zahlen 
als Klassen 
von Intervall
schachtelungen 
Intervall. 
IntervallCinge 
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Die Quadratseite AB hat bei der gewohlten Longeneinheit 
keine rationale Zahl als MaBzahl ihrer Longe. Das wird 
indirekt bewiesen. 
Beweis: Angenommen. die Longe der Quadratseite AB 
hotte die rationale MaBzahl x. Dann lieBe sich x folgender
maBen darstellen V 67; Obersicht): 

(1) x =.f (p .. q ganze teilerfremde Zahlen V 35), q =F 0) 
q 

Quadratfloche: 

Ei nsetzen aus (1) : 

(2) 

Da 2 q2 durch 2 teilbar ist, ist auch p2 und damit p durch 2 
teilbar. (Wore nomlich p nicht durch 2 teilbar, enthielte 
also p nicht den Faktor 2, so auch p2 nicht). Wenn aber p 
durch 2 teilbar ist, so ist p2 sogar durch 4 teilbar. 
Daraus folgt nun nach (2), daB auch 2 q2 durch 4, also q2 
durch 2 teilbar ist. Damit ist q durch 2 teilbar. 
Insgesamt haben also p und q den gemeinsamen Teiler 2. 
Das ist aber ein Widerspruch zur Gleichung (1), in der p 
und q als teilerfremd vorausgesetzt wurden. 
Die Annahme, daB die Longe der Quadratseite AB eine 
rationale MaBzahl hat, hat also zu einem Widerspruch ge
fuhrt und ist daher falsch, w. z. b. w. 

Trogt man die Strecke AB aus dem zweiten Bild von Seite 69 
von 0 aus auf der Zahlengeraden ab, so ist dem Punkt B 
also keine rationale Zahl zugeordnet. Solche Punkte der 
Zahlengeraden heiBen LUcken. 

Punkte, denen rationale Zahlen zugeordnet sind, heiBen 
rationale Punkte. 

DEFINITION 83: Slnd a und b zwei rationale Zahlen mlt 
a < b. so heiBt die Menge aller rational en Zahlen, die aus a 
und b selbst und alien dazwischen liegenden rational en Zah
len besteht, ein Intervall. 
Die den Zahlen a und b auf der Zahlengeraden zugeordneten 
Punkte heiBen Endpunkte des Intervalls. Sle bestlmmen 
eine Strecke, deren Lange auch als Intervallange bezeichnet 
wird. 



4. REELLE ZAHLEN 

Intervallsehaehtel u ng Obgleieh den LOeken auf der Zahlengeraden keine ratio
nalen Zahlen zugeordnet sind, kann man jedoeh rationale 
Zahlen angeben, die einer solchen LOeke sowohl ,von links 
als aue:, von reehts immer naher kommen. Eine LOeke 
auf der Zahlengeraden laBt sich mit solchen rationalen 
Zahlen in immer kOrzer werdende Intervalle einsehlieBen. 

Es gibt keine rationale Zahl x mit X2 = 2. 
Dureh eine Folge von Intervallen, die man dureh fortge
setztes Halbieren erhalt, laBt sieh diese lOeke folgender
maBen einsehlieBen: 

0 b 0 2 b2 

1 2 1 4 
2 3 9 

- 1 -
2 2 4 
5 6 25 36 

- - -
4 4 16 16 

11 12 121 144 
- - -

8 8 64 64 
22 23 484 529 

- - - -
16 16 256 256 
45 46 2025 2116 
- - -- --
32 32 1024 1024 

n 
I I ~ I I .. 
5 n 23 3 2 7j "845 16 Z 

32 

Die LOeke L kann man aueh dureh andere Folgen immer 
kUrzer werdender Intervalle einsehlieBen, beispielsweise 
dureh fortgesetzte Zehnteilung. 

I L I 
1 1,1(. 1,5 
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4. REELLE ZAH LEN 

• 

72 

0 b 0 2 b2 

1 2 1 4 
1,4 1,5 1,96 2,25 
1,41 1,42 1,9881 2,0164 
1,414 1,415 1,999396 2,002225 

Dieses Verfahren zur EinschlieBung einer LOcke heiBt 
Intervallschachtelung. Statt durch eine fortgesetzte Tei
lung der Intervalle in 2 oder 10 Teile. kann man eine 
LOcke auch durch fortgesetzte Teilung in 3, 4. 5. 6, ... Teile 
einschlieBen. 

Jede Lucke laBt sich durch unendlich viele Intervallschachte
lungen einschlieBen. 

Auch rationale Punkte lassen sich durch Intervallschachte
lungen einschlieBen. 

4 
Der der Zahl "9 zugeordnete Punkt laBt sich folgender-

maBen einschlieBen. 

0 b 
4 

0<9<b 

0 1 
4 

0< 9 <1 

0,4 
4 4 5 

0,5 10<9<10 

0,44 
44 4 45 

0,45 
100 < "9 < 100 

0,444 0,445 
444 4 445 
1000 < 9 < 1000 

Die Zahl ~ kann durch keinen endlichen Dezimalbruch 

dargestellt werden, denn jeder Dezimalbruch a ist kleiner 

und jeder Dezimalbruch b ist groBer als :. Deshalb ist 

die Dezimaldarstellung fOr: der periodische Dezimal
bruch 0,4: 

- 4 
0,4="9' 



4. REELLE ZAHLEN 

Reelle Zahlen 

Diesen periodischen Dezimalbruch erhCilt man auch durch 
das einfachere schriftliche Divisionsverfahren. Damit ist 
die Anwendung dieses Verfahrens, auch wenn es nicht ab
bricht, gerechtfertigt. 
Ebenso lassen sich solche Punkte durch Interval/schachte
lungen einschlieBen, denen durch endliche DezimalbrUche 
darstel/bare Zahlen zugeordnet sind. Jede Interval/schach
telung schlieBt genau einen Punkt ein. Umgekehrt ICiBt 
sich jeder Punkt der Zahlengeraden durch Interval/schach
telungen einschlieBen. Diese Interval/schachtelungen wer
den dem jeweiligen Punkt zugeordnet. 

• DEFINITION 84: Jede Klasse von Intervallschachtelungen, 
die ein und demselben Punkt zugeordnet sind, heiBt reelle 
Zahl. 

• 

Im Bereich der reel/en Zahlen ist jeder Zahl eindeutig ein 
Punkt der Zahlengeraden, aber auch umgekehrt jedem 
Punkt eindeutig eine Zahl zugeordnet. 
Jetzt gibt es also auf der Zahlengeraden keine LUcken 
mehr, und jede StreckenlCinge hat eine reel/e MaBzahl. 
Auch dem Endpunkt, der auf der Zahlengeraden abgetra
genen Diagonale des Einheitsquadrates V Beispiel S. 69) ist 
jetzt eine Zahl zugeordnet. Diese Zahl wird z. B. durch 
die Interval/schachtelungen im Beispiel auf Seite 71 darge
stel/t und mit .. VT' bezeichnet. Das Quadrat dieser Zahl 
ist gleich 2. Der Beweis dieser Behauptung erfordert grUnd
lichere Kenntnisse Ober Interval/schachtelungen und wird 
deshalb hier Obergangen. Damit ist die Gleichung X2 = 2 
losbar. Eine Losung ist Vi, die andere -Vl, 
Bemerkung: AI/gemein ist jede Gleichung x" = a; (a 2: 0; 
n = 1,2, ... ) (;' 133; Def.21 und 134; Def.J.4) im Bereich 
der reel/en Zahlen losbar. Es gibt genau eine nichtnega-

tive Zahl x, die diese Gleichung erfUI/t. Das ist VG (;' 147; 
Def. 32). 1st n ungerade, so gibt es auch fUr a < 0 genau 
eine negative reel/e Zahl x, die die Gleichung erfOI/t. Das 

ist die Zahl x = - 11 -0. 

a) X4 = 81 b) x7 = -128 

x = j!81= 3 x = - V~--(---1-28~) = - V128 = -2 
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4. REELLE ZAHLEN 

Irrationale Zahlen • DEFINITION 85: Reelle Zahlen. die rationalen Punkten 
zugeordnet sind. heiBen rationale reelle Zahlen. 

Unendliche 
Dezi malbruche 
als Bezeichnungen fUr 
reelle Zahlen 
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Alle anderen reellen Zahlen heiBen irrational. 
Die rationalen reellen Zahlen und die irrationalen reellen 
Zahlen bilden zusammen den Bereich der reellen Zahlen. 

Man kann zeigen. daB sich die rationalen reellen Zahlen 
beim Rechnen und Vergleichen wie die ihnen entsprechen
den rationalen Zahlen verhalten. Deshalb spricht man kurz 
von rationalen und irrationalen Zahlen. Diese bilden zu
sammen also den' Bereich der reellen Zahlen. 

Gebrochene Zahlen sind Klassen von BrOchen. Jeder Bruch 
einer Klasse dient zur Bezeichnung der jeweiligen gebro
chenen Zahl. 
Rationale Zahlen sind Klassen von Differenzen. Die Be
zeichnung einer rationalen Zahl wird aus einer bestimmten 
Differenz der jeweiligen Klasse gewonnen. Das ist die Diffe
renz. in der Minuend oder Subtrahend gleich Null ist. 
Reelle Zahlen sind Klassen von Intervallschachtelungen. 
Die Bezeichnungen fOr die reellen Zahlen werden aus den
jenigen Intervallschachtelungen gewonnen. die durch fort
gesetzte Zehnteilung entstehen. Dabei erhalt man fOr die 
reellen Zahlen folgende Bezeichnungen: 
a) FOr die rationalen Zahlen erhalt man endliche oder 
periodische DezimalbrOche. Wegen 0.9 = 1 konnen dabei 
periodische DezimalbrOche mit der Periode 9 durch end
liche ersetzt werden (/54; Beispiel c). 
b) FOr die irrationalen Zahlen erhalt man unendliche 
nichtperiodische DezimalbrOche. 
Jede reelle Zahl hat also einen bestimmten Dezimalbruch 
als Bezeichnung. Umgekehrt ist auch jeder Dezimalbruch 
die Bezeichnung einer bestimmten reellen Zahl. Daher 
sagt man statt .. Dezimalbruch" auch .. Dezimalzahl". Da 
ein unendlicher nichtperiodischer Dezimalbruch nicht voll
standig angegeben werden kann. mOssen fOr irrationale 
Zahlen rationale Zahlen als Naherungswerte angegeben 
werden. 
Das kann mit beliebiger Genauigkeit geschehen. Es mOssen 
dabei nur genOgend viele Dezimalstellen berOcksichtigt 
werden. 

V2 ::::: 1,4 
V2:::::1,41 
V2:::::1,414 

V2::::: 1,4142 
V2 ::::: 1,41421 
V2 ::::: 1,414213 



4. REELLE ZAHLEN· 

Ordnung 

Rechenoperotionen 
mit reellen Zohlen 

Von zwei verschiedenen reellen Zahlen ist diejenige kleiner, 
die auf der Zahlengeraden weiter links liegt. 

SATZ 86: Fur reelle Zohlen a und b gilt genou elner der fol
genden drei Folie: 
a < b oder a = b oder a > b. 

Mit Hilfe der Rechenoperationen im Bereich der rationalen 
Zahlen lassen sich die entsprechenden Rechenoperationen 
im Bereich der reellen Zahlen definieren. Es gelten auch 
hier wieder die bekannten Rechengesetze (Kommutativitot, 
Assoziativitot, Monotonie usw.). 

Rechnen mit .. SATZ 87: Beim Rechnen mit Noherungswerten, die mit ver-
Noherungswerten schiedener Genouigkeit vorgegeben sind, hat dos Ergebnis 

der Rechnung hochstens die Genouigkeit, mit der jeweils der 
Noherungswert mit geringster Genouigkeit in die Rechnung 
eingegongen ist. 

Rundungsregeln 

1st ein Noherungswert mit n zuverlossigen wesentllchen 
Ziffern V 77) ols Noherungswert von geringster Genoulg
keit eingegongen, so konn dos Ergebnls sinnvoll nur durch 
elnen Noherungswert mit ebenfolls n wesentllchen Ziffern 
ongegeben werden. 

Noherungswerte werden durch das Zeichen """,," gekenn
zeichnet. Gelesen: "angenohert gleich" oder "rund" oder 
"nahezu gleich" oder "etwa gleich". 
Bemerkung: Falls auf Grund des gegebenen Sachzusammen
hanges keine MiBverstondnisse moglich sind, setzt man 
auch das Gleichheitszeichen, z. B. bei logarithmischen Be
rechnungen. Derartige Noherungswerte werden unter Be
achtung der Rundungsregeln durch DezimalbrOche mit 
ausschlieBlich zuverlossigen Ziffern angegeben, so daB aus 
deren Darstellung bereits auf ihre Genauigkeit geschlossen 
und auf eine besondere Kennzeichnung durch das Zeichen 
""",," verzichtet werden kann. 

Abrunden 

Steht am Ende einer Ziffer Beispiel: 
eine der Grundziffern 
1, 2, 3, 4, 

42~ \ so bleibl die unmitlelbar 4282 
0 

davor slehende Grundziffer 428 i Rl4 

beim Rundcn tH!verondert. 4284 
Die gerundete Zahl ist k/einer als die 
vorgegebene Zahl. 
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Beispiele fUr dos 
Rechnen mit 
NCiherungswerten 

76 

Aufrunden 

5teht am Ende einer Ziffer eine der Grund- Beispiel: 
ziffern 4286\ 6, 7, 8, 9, 4287 
so wird die unmittelbar davor stehende 4288 ~ 4290 

Grundziffer beim Runden um 1 erhoht. 4289 
Die gerundete Zohl ist groBer als die vor- Beachte! 
gegebene Zohl. 5497 ~ 5500 

Regel fOr 5 (TGL 1333) 

In Wissenschofl und Technik " , 

1. Fall: 17 503 ~18000 

Folgen nach 5 weitere wesentliche Ziffern , 0,1951 ~ 0,2 

so wird aufgerundet. 

2. Fall: 
8975 ~ 8980 
(aufrunden, weil7 

1st 5 lelzte wesentliche Ziner und ist nicht ungerade) 
bekannt, ob sie durch Rechnung entstan- 89,65 ~ 89,6 
den ist. so wird auf eine gerade Zahl ge- (abrunden, weil 6 
rundet (Gerade-Zahl-Regel) gerade) 
l. Fall: 
1st 51etztewesentliche Z iffer und ist bekannt, 397,482 ~ 397,5 
daB sie durch Aufrunden (Abrunden) ent- ~ 397 
standen ist, so wird abgerundet (aufge- (entstanden durch 
rundet). Aufrunden, also 
Bemerkung : Nach TGL 1333 ist eine durch Abrunden) 
Aufrunden entstandene 5 durc~ einen Punkt 397,528 ~ 397,5 
iiber der 5 zu kennzeichnen: 5. ~ 398 
Eine durch Abrunden entstondene 5 ist (entstanden durch 
durch einen 5trich unter der 5 zu kenn- Abrunden, also 
zeichnen: ~. Von dieser Festlegung darf Aufrunden) 
nur aus technischen Griinden abgewichen 
werden. 

Im Banbesen und Gesch~ '"'~ . ~ , 

Steht am Ende einer Ziffer die 34 528,00 M ~ 35 000,00 M 
Grundziffer 5, so wird stets auf- 34 482,00 M ~ 34 500,00 M 
gerundet. ~ 35 000,00 M 

Dos Volumen eines Quoders ist zu berechnen. 
Gegeben: a = 123,5 cm; b = 2,5 m; c = 2563,0 mm 
Vereinheitlichen der GroBenangaben: 
a = 1,235 m; b = 2,5 m; c = 2,5630 m 
Eingabewert mit geringster Genauigkeit: b = 2,5 m. 
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Wesentliche Ziffern 

Zuverlossige Ziffern 

Die Kante b ist mit einer MaBzahl mit n = 2 wesentlichen 
Ziffern gegeben. Das Ergebnis kann sinnvoll auch nur 
mit zwei wesentlichen Ziffern angegeben werden. 
Losung: Runden der anderen Eingabewerte auf n + 1 = 3 
wesentliche Ziffern, Ergebnis runden auf n = 2 wesentliche 
Ziffern: a:::::: 1,24 m; b = 2,5 m; c:::::: 2,6 m 
Als Ergebnis erholt man rechnerisch V = 8,0600 m3• Auf 
zwei geltende Ziffern gerundet: V:::::: 8,1 m3• 

Der Flocheninhalt eines Kreises ist zu berechnen. 
Gegeben: r = 1250 mm; n = 3,14 
A = n r2 = 3,14 . 12502 mm 2 = 3,14 · 1562500 mm 2 

A = 4906250 mm2 

A:::::: 4910000 mm 2 = 4,91 m2 

Da n nur mit drei zuverlossigen liffern als Eingabewert ver
wendet wurde, wUrden mehr als drei Ziffern im Ergebnis 
eine ungerechtfertigte Genauigkeit vortouschen. 

Unter den wesentlichen Ziffern (auch geltende Ziffern 
genannt) versteht man alle Ziffern der Ziffernfolge dieser 
Zahl mit Ausnahme der NuJlen, die links von der ersten 
und rpchts von der letzten von Null verschiedenen Grund
ziffer in der liffernfolge stehen. 
Alle wesentlichen liffern einer liffernfolge sind zuver
lossige liffern, d. h. die (von rechts) erste ist nach den 
Rundungsregeln gerundet. 

a) 354608519 :::::: 354609000 :::::: 355000000 
"--v--' --.--

6 wesentliche 3 wesentliche 
liffern Ziffern 

b) 0,000370050 :::::: 0,00037 
'-...---' '-v-' 

5 wesentliche 2 wesentliche Ziffern 
Ziffern 

c) 40000,00 km = 40000000 m = 4000000000 cm 

1 wesentliche Ziffer 

Unter den zuverlossigen Ziffern einer reellen lahl ver
steht man diejenige, die bis zu einer bestimmten Stelle zu 
deren liffernfolge gehoren, wobei die letzte nach den Run
dungsregeln (/75) gerundet ist. 
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Rechnen mit reellen 
Zahlen 

Auflosen von Klammern 

Setzen von Klammern 

Multiplikation von 
Summen 

Binomische Formeln 

78 

a) Zu 12 soli die Summe 8 + 5 addiert und die Differenz 
10 - 3 subtrahiert werden. 
12 + (8 + 5) - (10 - 3)= 12 + 13 - 7 = 18 
b) Die Summe aus der Summe 3 + 4 und der Differenz 
5 - 2 ist mit dem Faktor 3 zu multiplizieren. 
{(3 + 4) + (5 - 2)} 3 = {7 + 3} 3 = 10·3 = 30 

(1) Steht vor der Klammer ein Pluszeichen, so kann die 
Klammer weggelassen werden. 
(2) Steht vor der Klammer ein Minuszeichen, so kann die 
Klammer weggelassen werden, wenn man die Plus
und Minuszeichen in der Klammer in die jeweils entge
gengesetzten Zeichen verandert. 

(1) Soli vor der Klammer ein Pluszeichen stehen, so kann 
man die Klammer ohne weiteres setzen. 
(2) Soli vor der Klammer ein Minuszeichen stehen, so sind 
alle Plus- und Minuszeichen, die in der Klammer stehen 
sollen, in die entgegengesetzten Zeichen zu verandern. 

U osen 

a + (b + c) = a + b + c 
a -+ (b - c) = a -+ b - c 
a - (b + c) = a - b - c 
a - (b - c) = a - b -+ c 
a - ( - b -+ c) = a -+ b _. c 
a - ( - b - c) = a -+ b + c 

FO r alle reellen Zahlen a, b, c, d gilt: 

(a + b) (c + d) = ac -+ ad -+ bc -+ bd 
(a -+ b) (c - d) = ac - ad -+ bc - bd 
(a - b) (c -+ d) = ac -+ ad - bc - bd 
(a - b) (c - d) = ac - ad - bc -+ bd 

Selzen 

Ausklammern 
~---------------

FOr alle reellen Zahlen a, b gilt: 
(a + b)2 = a2 -+ 2ab+- b2 

(a -+ b) (a - b) = a2 - b2 
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Pascalsches Dreieck 

Division von Summen 
durch eine Zahl 

Division von Summen 
durch Summen 

Berechnet man (a + b)n fOr n ~ 0, n ganz, so erkennt man 
nach folgender Anordnung ein Bildungsgesetz fOr die Ko
effizienten. (Blaise Postal, 1623-1662, franz. Mathematiker) 
(a ± b)O = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 
(a ± bP = a ± b . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 1 
(a ± b)2 = a2 ± 2 a b + b2 . . . . . . . . . . . . . . . . .. 1 2 1 
(a ± bP = a3 ± 3 a2 b + 3 a b2 ± b3 •••••••••• 1 3 3 1 
(a ± b)4 = a4 ± 4 a3 b + 6 a2 b2 ± 4 a ba + b4 1 4 6 4 1 

FOr alle reellen Zahlen a, b, c, x; (x =l= 0) gilt: 
a b c 

(a + b + c) : x = a : x + b : x + c : x = X + X + x 
Summen werden durch eine Zahl dividiert, indem man 
jeden Summanden durch diese Zahl dividiert. 

a) (6 X2 + 7 x + 2) : (3 x + 2) = 2 x + 1 
-(6X2+4x) 
--- --~3x--+ 2 

- (3 x + 2) 
o 

2 
b) (3 X2 + 8 x + 6) : (3 x + 2) = x + 2 + -) - 2 

- (3 X2 + 2 x) x + 
6x + 6 

- (6 x + 4) 
2 

Algorith mus (Rechenvorschrift): 
(1) Man sucht ein Glied des Dividenden [6 x2], dos durch ein 
Glied des Divisors dividiert werden kann [3 x]. 
(2) Man bildet dos Produkt aus dem erhaitenen Quotienten 
[2 xl und dem Divisor [3 x + 2]. 
(3) Man subtrahiert dieses Produkt [6 X2 + 4 x] vom Divi-
denden. 
Nun sind zwei Falle moglich: 
1. Fall: Differenz ist Null; die Division ist ohne Rest durch-
gefOhrt. 
2. Fall: Differenz ist nicht Null; die Schritte (1), (2) und (3) 
werden wiederholt. 
Fall 2.1. : Nach endlich vielen Schritten wird die Differenz 
Null V Beispiel a) 
Fall 2.2.: Differenz wird nie Null V Beispiel b); dos Ver
fahren wird an geforderter Stelle abgebrochen (Division 
mit Rest) 
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Arithmetisches 
Mlttel 
(Durchschnitt) 

80 

Weitere Beispiele 

a) 135 m2 n2 - 45 m2 n + 45 m n2 - 15m n 
= 15 m n (9 m n - 3 m + 3 n - 1) 
= 15 m n [3 m (3 n - 1) + (3 n - 1)] 
= 15 m n [(3 n - 1) (3 m + 1)] 
= 15 m n (3 n - 1) (3 m + 1) 

b) 4 X2 + 12 x y + 9 y2 _ (2 x + 3 y)2 
20 x + 30 Y - 10 (2 x + 3 y) 

1 
= 10 (2 x + 3 y) 

0 2 - 2 0 b + b2 

02 + 2 0 b +- b2 _ (0 - b)2 . (0 + b) (0 - b) 
c) 02 _ b2 - (0 + b)2 • 0 + b 

o+b 
(0 - b)2 0 + b 

= (0+ b)2' (0 + b) (0 - b) 
o-b 

- (0 + b)2 

DEFINITION 88: Das arithmetische Mittel a von n Zahlen 
oder GroBenangaben 01> 02' ••• , On ist der Quotient aus 
der Summe dieser Zahlen und deren Anzahl. 

wahrend eines Tages wurden folgende Temperaturen ge
messen: 

Uhrzeit 000 300 600 900 1200 1500 1800 21 00 

Temp. t 10 8 6 11 16 20 17 12 
in QC 

Die Durchschnittstemperatur f dieses Tages (das arithme
tische Mittel) ist: 

t = 10 + 8 + 6 + 11 +816 + 20 + 17 + 12 = 1 ~~ = 12,5 
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1. DER FUNKTIONSBEGRIFF 

Darstellung 
von Zuordnungen 

81 

• Oarstellung von Zuordnungen 

durch Pfeile durch eine 
Tabelle 

A 8 
a • 
b 0 
c • 
d • 
e • 

f * 

durch geord
nete Paare 

[ai JtJ 
[b; 0] 
[Ci . J 
{ di JtJ 
[ei . J 
[f i * J 

In der Darstellung durch geordnete Paare stehen jeweils 
an erster Stelle die Elemente von A und an zweiter Stelle die 
Elemente von B. 

• Die Menge A sei die Menge der reellen Zahlen. Jeder 
Zahl x aus dieser Menge werde die reelle Zahl y zugeord
net, fUr die z. B. folgende Gleichung gelte: 
y = x2• 

Sowohl die Menge A als auch die Menge B enthalt unendlich 
viele Elemente. 
Auswahl zusammengehoriger Elemente: 

- 3 
1 5 

V2 x - 2 -- 0 1 -
2 4 

9 4 
1 

0 
25 

Y - 1 - 2 
4 16 

Man kann auch hier zusammengehorige Elemente als ge
ordnete Paare schreiben, z. B. [-3; 9], [0; 0] usw. 

• Die Menge A sei die Menge der Punkte eines Dreiecks. 
Durch eine Verschiebung der 'Ebene, in der das Dreieck 
liegt, wird jedem Dreieckspunkt P ein Bildpunkt P' eindeutig 
zugeordnet. Die Menge B der Bildpunkte ist wiederum ein 
Dreieck. 
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Funktion· 

Definilionsbereich, 
Wertevorral 

6* 

.. DEFINITION 1:Werden den Elementen elner Menge A eln
deutlg die Elemente einer Menge B zugeordnet, so helBt 
die dabel ent5tehende Menge von geordneten Paaren elne 
Funktion. 

Zur Bezeichnung von Funktionen benutzt man u. a. die Buch
staben f. g. h, ({J. 

Die Menge A heiBt Definitionsbereich, die Menge B Werte
vorrat der Funktion. 

Bemerkung: Im folgenden werden Funktionen behandelt, bei 
denen Definitionsbereich und We rtevo rrat Teilmengen V 9) 
der Menge der reellen Zahlen sind. 
Zur Angabe von Definitionsbereich und Wertevorrot be
nutzt man ouch folgende Intervallschreibweise V 70; 
Def.83): 

Schreibweise 
." ': 

Bedeulung 
~ 

..cC. ,. ", 

abgeschlossenes Interval/ 

- 3 ::;;; x ::;;; 5 oder (- 3; 5) Menge oIler reellen 
Zahlen von - 3 
bis 5 

-3 0 5 (einschlieBlich 
- 3 und 5) 

offenes Inlerva" 

- 3 < x < 5 oder ( - 3; 5) Menge oIler reel-
len Zahlen zwi-
schen -3 und 5 

-3 0 5 (also ausschlieB-
lich - 3 und 5) 

rechls halboffenes Interva" 
.' 

- 3 ::;;; x < 5 oder ( - 3; 5) Menge oIler reel-
len Zahlen zwi-
schen -3 und 5 

-3 0 5 (einschlieBlich -3) 

unendllche Intervalle 

- 00 < x < 00 oder ( -00 ; 00) Menge oIler 
reel/en Zahlen 

0 
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Argumente, 
Funktionswerte 

Darstellung 
von Funktlonen 

84 

• unendliche Intervalle 

- 00 < x ~ S oder ( - 00; S) Menge oIler reel-
len Zahlen, die 
kleiner oder 

0 5 
gleich S sind. 

- 3 < x < 00 oder ( - 3; 00) Menge oIler reel-
len Zahlen, die 
groBer als - 3 
sind. 

-3 0 

.. DEFINITION 2: Die Elemente des Definitionsberelchs elner 
Funktlon nennt man ouch Argumente. 
Die Elemente desWertevorrots nennt man die zu den bet ref. 
fenden Argumenten gehorigen Funktlonswerte • 

• Beispiele fUr Variablen fUr 

Argumente x t 0 

Funktionswerte y = f(x) s = q.>(I) V = 9(0) 

Die Schreibweise y ,,= f(x) (gelesen y gleich f von x) be
deutet, daB die Zahl y bei der Funktion f dem Argument x 
zugeordnet ist. 
Die Argumentvariable, fUr die man aus dem Definitionsbe
reich beliebig einsetzen kann, heiBt unabhongige Variable. 
Die Variable fUr Funktionswerte heiBt abhongige Variable. 

1. Wertetabelle (Zah/enpaare) 
Falls eine Funktion aus endlich vielen Zahlenpaaren be
steht, kann man diese Paare in Form einer Tabelle angeben. 
Diese Tabelle nennt man Wertetabelle. 

• Temperaturmessungen wdhrend eines Tages 

Uhrzeit 0.00 3.00 6.00 9.00 12.00 15.00 18.00 21.00 

Temperalur 
12 10 9 14 18 23 19 15 

in °C 
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Besteht eine Funktion aus unendlich vielen Zahlenpaaren. 
so gibt man oft eine Auswahl der Zahlenpaare In einer 
Wertetabelle an. 
2. Funktlonsgleichungen 
Kann man bei einer Funktion zu jedem Argument den Funk
tionswert mit Hilfe einer Gleichung errechnen. so nennt 
man die betreffende Gleichung eine Funktionsgleichung. 

• Jecler reellen Zahl x soli ihr Dreifaches, vermlndert um 
5, zugeordnet werden. Diese Vorschrlft laBt sich durch 
y = 3 x - 5 angeben. Aus dieser Gleichung laBt sich zu 
jedem Argument x der zugehorige Funktionswert y be
rechnen. Beispiele: 

o 2 

-- 5 ~O.2 

8emerkungen: 
(1) Statt .. die Funktion mit der Gleichung y = f(x)" sagt C 
man auch kOrzer "die Funktion y = f(x)". 
(2) Nicht jede Gleichung. in der zwei Variable auftreten, 
1st eine Funktionsgleichung . 

• x2+y2=25 
Setzt man fOr x die Zahl 3 ein. so erhalt man 9 + yl = 25. 
Diese Gleichung wird sowohl von +4 als auch von -4 
erfijllt. Der Zahl 3 werden also zwei verschiedene Zahlen 
zugeordnet, d. h. die Zuordnung ist nlcht elndeutlg. 

3. Graphische Darstellung (8ild einer Funktlon) 
Zur graphischen Darstellung einer Funktlon kann man ein 
Koordinatensystem verwenden. das aus zwel einander 
rechtwinklig schneidenden Zahlengeraden besteht. 
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• 

• 

86 

Durch ein solches Koordinatensystem wird jedem Punkt 
der Ebene eindeutig ein geordnetes Zahlenpaar und um
gekehrt jedem geordneten Zahlenpaar eindeutig ein Punkt 
der Ebene zugeordnet . 

y y 
3 

Pr (3, 2) ft(3,2) 

~ 
0 

1 (0.1) 

-3 -2 -1 0 1 2 11 x 0 7 x 
-1 0 

-2 
Pz(-2;-1j 

-3 oPi1;-3) 

Damit ist auch jedem Zahlenpaar einer gegebenen Funk
tion ein Punkt im Koordinatensystem eineindeutig zuge
ordnet. Die Gesamtheit dieser Punkte nennt man gra
phische DQrstellung oder Bild der Funktion. 
Die graphische Darstellung einer Funktion ermoglicht einen 
anschaulichen Oberblick Ober die Anderung der Funktions
werte . 

D 3 ,9 lZ 15 78 27 Ullrzeit 

Das Bild dieser Funktion besteht aus acht einzelnen Punkten. 
Damit der Temperaturunterschied zwischen den einzelnen 
Messungen deutlicher sichtbar wird. verbindet man diese 
Punkte durch Strecken. Die ZWischenpunkte auf diesen 
Strecken gehoren i.a. aber nicht zum Bild der Funktion und 
geben daher nicht den tatsachlichen Temperaturverlauf an. 



1. DER FUN KTIONSBEGRIFF 

• Graphische Darstellung der Funktion y=X2. 

y 

~ 

, 
I 

J , 
I 

1 , 

, I 1 0 • I I x 

We rteta belle : 

x y 

--3 9 
-2 4 
-1 1 

0 0 
1 1 
2 4 
3 9 

Die Wertetabelle enthalt elne fOr 
das Zeichnen notwendlge Auswahl 
aus der Menge der zur Funktlon 
gehorenden Paare . 

. Mit Hilfe der Funktionsgleichung kann man auBer den eln
gezeichneten Punkten beliebig viele weitere Punkte er
mitteln. Das Bild dieser Funktion besteht nicht aus getrennt 
liegenden Punkten wie das Bild im Beispiel Ober den Tem
peraturverlauf. Es besteht aus einer zusammenhangenden 
Kurve, von der hier ein Ausschnitt gezeigt wird. Man kann 
diese Kurve nicM vollstandig zeichnen, da der Definitions
bereich der Funktion aus der Menge aller reellen Zahlen 
besteht. 
Man kann den Definitionsbereich der Funktion mlt der 
Gleichung y = X2 z. B. auf die Menge aller reellen Zahlen x 
einschranken, fOr die - 2 ::;;; x ::;;; 2 gilt. Auf dlese Weise 
erhalt man eine andere Funktion: denn wegen der Ein
schrankung des Definitionsbereichs besteht sie nur aus elnem 
Teil der Paare, die die ursprOngliche Funktion bildeten, 
obwohl sie dieselbe Funktlonsgleichung besltzt. Das Blld 
der eingeschrankten Funktion laBt sich nun vollstandig 
zeichnen. 

Wird der Definitionsbereich nicht angegeben, $0 sollen 
alle die reellen Zahlen x zum Deflnltionsbereich gehoren, 
fOr die sich aus der Funktionsgleichung ein Funktionswert 
y = f(x) berechnen laBt. 

• y=V25 - X2 
Da Wurzeln nur fOr nichtnegative Radikanden erklart sind 
(/147, Def.32), lassen sich Funktionswerte nur fOr die 
reellen Zahlen x berechnen, fOr die gilt: Xl ::;;; 25. 
Daraus ergibt sich als Definitionsbereich die Menge der 
reellen Zahlen x mit - 5 ::;;; x ::;;; 5. 
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Monotonle 
bel Funktlonen 

.. DEFINITION 3: Eine Funktlon f helOt In elnem Intervall 
(;' 70) Ihres Deflnltlonsberelchs monoton wachsend bzw. 
monoton fallend, wenn fOr je zwel Argumente Xl und XI 
aus dlesem Intervall mit Xl < XI gilt: 
f(xl) < f(xa) bzw. f(Xl) > f(xa). 

1st eine Funktion in einem Intervall monoton wachsend bzw. 
fallend, so steigt bzw. fallt ihr Bild standlg In diesem Inter
vall (im Sinne wachsender Argumente). 

Nullstellen Es gibt Funktionen, bei denen fUr gewisse Werte der unab-
vonFunktlonen hangigen Variablen x der zugehorige Funktlonswert 

y = f(x) glelch Null 1st. Das bedeutet, daB unter den Zahlen
paaren der Funktion solche vorkommen, die die Form [x: 01 
haben. Diesen Paaren entsprechen bel der graphischen 
Darstellung der Funktion Punkte auf der x-Achse. Das 
Bild der Funktlon schneidet also in dlesen Punkten die 
x-Achse bzw. berOhrt dlese. 

88 

.. DEFINITION 4:Wenn dleWerte y = f(x) elner Funktlon fOr 
bestlmmte Werte von x glelch Null slnd, 10 helOen dlese 
x-Werte Nullstellen der Funktlon. 

Die Nullstellen elner Funktion sind die Abszlssen der
jenigen Punkte, In denen das Funktlonsbild die x-Achse 
schneidet bzw. berOhrt. 
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Um die Nullstellen einer Funktion y = f(x) zu bestimmen. 
setzt man y gleich Null. Dadurch erhalt man die Gleichung 
f(x) = O. also eine Gleichung mit einer Variablen. Die 
Losungen dieser Glelchung (/ 96; Def. 7) sind die gesuchten 
Nullstellen. 
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2. LlNEARE FUNKTIONEN 

Die Funktion y = m x FOr jede reelle Zahl m erhalt man eine bestimmte Funk-
Schar von Funktionen tionsgleichung. Durchlauft m alle reellen Zahlen. so ist 

durch die Gleichung Y = m x eine Schar von Funktionen 
gegeben. 

90 

Definitionsbereich und Wertevorrat jeder dieser Funktionen 
mit m =l= 0 ist die Menge der reellen Zahlen: 
Definitionsbereich: - 00 < x < 00 

Wertevorrat: - 00 < Y < 00 

FOr m = 0 enthalt der Wertevorrat nur die Zahl O. 

• SATZ 5: Die Bilder der Funktionen y = m x sind Geraden, 
die durch den Ursprung V 85) verlaufen. 

Beweis: Alle Punkte des Bildes einer Funktion Y = m x 
liegen auf ein und derselben Geraden, die durch den Ur
sprung verlauft. Das erkennt man folgendermaBen: Die 
Koordinaten des Ursprungs (0; 0) erfOllen die Funktions
gleichung. denn es gilt: 0 = m . O. Der Ursprung gehort 
also zum Bild der Funktion. 
Die vom Ursprung verschiedenen Punkte Pl(Xl ; Yl) und 
P2(X2; Y2) sollen ebenfalls zum Bild der Funktion gehoren. 
Ihre Koordinaten erfOllen also die Funktionsgleichung: 
Yl = m Xl 
Y2 = m X2 

I 

t-
YI Yt 

Die rechtwinkligen Dreiecke OQl1 und OQ2P2 sind ahnlich, 
denn es gilt 

Yl = m und Y2 = m (Ahnlichkeitssatz, )' 273). 
Xl X2 

Deshalb ist <9:: PlOQl = <9:: P20Q2 und die Strecken OP; 
und OPz bilden mit der x-Achse denselben Winkel. d. h., 
sie liegen beide auf einer gemeinsamen Geraden. Damit 
liegen auch ihre Endpunkte PI und Pz auf dieser Geraden 
durch den Ursprung. Wahlt man statt Pz einen beliebigen 
anderen Pun kt, dessen Koordinaten die Funktionsgleichung 
erfOllen, so ergibt sich durch die gleichen Oberlegungen. 



2. LlNEARE FUN KTIONEN 

BUd einer Schar 
von Funktionen 

• 

daB er ebenfalls auf der durch 0 und PI bestimmten Geraden 
liegt. Dos bedeutet also. daB alle Punkte. die zum Bild der 
Funktion gehoren. auf dieser Geraden liegen. 
Damit steht aber noch keineswegs fest. daB auch alle 
Punkte. die auf dieser Geraden liegen. zum Bild der Funk
tion gehoren. Es ist also noch zu beweisen: Alle Punkte 
der Geraden gehoren zum Bild der Funktion. 
1st PI (Xl ; YI) ein vom Ursprung verschiedener Punkt des 
Funktionsbildes. so gilt fUr seine Koordinaten YI = m Xl' 

d. h. YI = m. 
Xl 

1st P2(X2 ; Y2) ein beliebiger anderer Punkt auf der durch 0 
und PI gehenden Geraden. so gilt fUr seine Koordinaten 
wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke OQlI und OQ2P2: 

Y2 = YI, also Y2 = m. 
X2 Xl X2 

Daraus folgt Y2 = m X2• Also gehort Pz zum Bild der Funk
tion. Da P2 beliebig gewahlt war. gilt dies fUr jeden Punkt 
der Geraden. 
w.z. b. w . 

Die Bilder der Funktionen Y = m X und Y = - m X sind 
symmetrisch in bezug auf die x-Achse und auf die y-Achse. 
Die Richtung der jeweiligen Geraden hangt vom Koeffizien
ten m ab. 
FUr m > 0 steigt die Gerade. 
FUr m < 0 fallt die Gerade. 
FUr m = 0 erhalt man die Gleichung Y = O. 
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Anstieg 

Die Funktlonen 
y=mx+b 

91 

Das bedeutet: Die Funktionswerte sind unabhangig von x 
stets gleich O. Das Bild dieser Funktion ist die x-Achse. 

Ill> DEFINITION 6: Der Koefflzlent m helBt der Anstieg der 
Geraden mlt der Glelchung y = m x. 

• 

1" ~.-1 ,y ~ , 
" ~~ 'Dal 

)j" / ~ ~/ _ V~-I 

~A =t /m/> 1 !:""J? :"\1 

~t,( 
~: Jt- P\ Im/~ 

~. 1:1 ~ 

~ 

'"-l 

Die Bilder der durch y = m x gegebenen Schar von Funk
tionen sind also alle Geraden durch den Ursprung mit 
Ausnahme der y-Achse. Die y-Achse kann namlich nicht 
Bild einer Funktion mit der Gleichung y = m x sein, denn 
auf ihr liegen alle Punkte P(O; y), wobei fOr y alle reellen 
Zahlen eingesetzt werden konnen. DieZuordnung ist 
also nicht eindeutig. 

Der Summand m x heiBt das lineare Glied, der Summand b 
das absolute Glied der Funktionsgleichung. 
Das Bild einer bestimmten Funktion y = m x + b erhalt 
man dadurch, daB man das Bild der Funktion y = m x um 
b parallel zur y-Achse verschiebt. FOr b > 0 erfolgt die 
Verschiebung in Richtung wachsender y-Werte, fOr b < 0 
erfolgt die Verschiebung in Richtung fallender y-Werte . 

y-fx 

x 



2. LlNEARE FUN KTlONEN 

Bild linearer 
Funktionen 

Da die GroBe der Verschiebung auch auf der y-Achse abge
lesen werden kann, gibt b an, wo die Gerade y = m x + b 
die y-Achse schneidet. 

Absolutes alled b der funktionen y-mx+ b (m - 7J 

Die Funktionen y = m x + b heiBen lineare Funktion~n. 
Ihre Bllder sind Geraden mit dem Anstieg m, die die y-Achse 
im Abstand b vom Ursprung schneiden. 
Die Funktionen y = m x + b sind fUr m> 0 monoton wach
send, fUr m < 0 monoton fallend . 

• y=3x-2 
a) Graphische Darstellung mit Hilfe einer Wertetabelle. 
Da eine Gerade durch zwei Punkte bestimmt ist, braucht die 
Wertetabelle nur zwei Paare zu enthalten 

x 1-1 1 2 
Y - 5 4 

.Y 
a) 

x 

b) Graphische Darstellung unter Verwendung von m und b 
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Die Funktionen y = b FOr m = 0 erhalt man die speziellen linearen Funktionen 
y = b. Bei ihnen sind die Funktionswerte unabhangig von x 
stets gleich b, oder mit anderen Worten, jeder reellen Zahl x 
wird dieselbe Zahl b zugeordnet. Das bedeutet, die Bilder 
der Funktionen y =,b sind Parallelen zur x-Achse im Ab
stand b. 

Explizite und implizite 
Form einer 
Funktionsgleichung 
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• y 

• 

yoz 

1 

o 

1st eine Funktionsgleichung nach der abhangigen Variablen 
aufgelost, so sagt man, die Gleichung sei in expliziter Form 
gegeben. In alien anderen Fallen hat die Gleichung implizite 
Form . 

Implizite Form Explizite Form 
~ .. ' 

A C 
Ax + 8 y = C (8 =1= 0) Y = --x +-= mx + b 

8 8 

4x + 3 y =- 9 
4 

Y = --x - 3 
3 



3. LINEARE GLEICHUNGEN UNO UNGLEICHUNGEN 

Gleichungen 

Unglelchungen 

AusdrUcke, in denen das Gleichheitszeichen ,,=" Yor
kommt, heiBen Gleichungen. 
Die durch das Gleichheitszeichen getrennten Teile einer 
Gleichung heiBen linke bzw. rechte Seite dieser Gleichung. 

AusdrUcke, in denen die Zeichen .. <", ,,>", ,,<", ,,>" 
Yorkommen, heiBen Ungleichungen. 
Wie bei den Gleichungen, unterscheidet man auch hier 
linke bzw. rechte Seiten der Ungleichungen. Gleichungen 
und Ungleichungen ohne Variable sind wahre oder falsche 
Aussagen V' 6). 

• a) 4 + 3 = 7 (wahr) 
c) 3· 0 = 3 (falsch) 

b) 5 ·7 > 30 (wahr) 
d) (5 + 4)2 < 10 (falsch) 

• 

Von Gleichungen und Ungleichungen mit Varlablen kann 
man zunachst nicht sagen, ob sie wahr oder falsch sind. 
Setzt man aber fUr die Variablen bestimmte reelle Zahlen 
ein, so entstehen entweder wahre oder falsche Aussagen . 

x )x + 7 = 0 0 30 < 9 

- 2 3( - 2) + 7 = 0 f - 2,5 3 ( - 2,5) < 9 w 

0 3 · 0 + 7 = 0 f 1 3 · 1 < 9 w 

7 3 ( - ~) + 7 = O w 
3 

3 3 · 3 < 9 f 

U v (u + v)t ~ US + y! 

- 2 3 (_ 2 + 3)2 ~ ( _ 2)2 + 32 f 

- 2 - 3 ( - 2 - 3)2 ~ ( _ 2)2 + ( _ 3)Z w 

0 0 (0 + 0)2 ~ Ot + Ot W 

Gleichungen bzw. Ungleichungen mit einer Variablen wer
den durch Einsetzen einer Zahl fUr diese Variable zu wahren 
oder falschen Aussagen. 
Gleichungen bzw. Ungleichungen mit zwei Variablen wer
den durch Einsetzen yon Zahlenpaaren zu wahren oder 
falschen Aussagen. 
Bemerkung: 
Enthalten Gleichungen bzw. Ungleichungen mehr als zwei 
Variablen, so muB man entsprechend der Anzahl der Varia
blen mehr als zwei Zahlen einsetzen, urn wahre oder falsche 
Aussagen zu erhalten. 

95 



3. LlNEARE GLEICHUNGEN UNO UNGLEICHUNGEN 

Wird eine Gleichung oder Ungleiehung mit Variablen belm 
Einsetzen zu einer wahren Aussage. so sagt man, daB sie 
dureh die betreffende Zahl oder dureh das betreffende 
Zahlenpaar erfOllt wird. 

LCSsung einer ~ DEFINITION 7: Jede Zohl (jedes Zohlenpoor). dos elne 
Glelchung oder Unglelchung erfiillt. helBt LCSsung. Glelchung 

bzw. Unglelchung 

Aquivolenz 
van Glelchungen 
(Unglelchungen) 

AII~n Untersuehungen Ober Losbarkeit von Gleiehungen 
und Ungleiehungen liegt der Bereich der reellen Zahlen 
zugrunde, wenn nieMs anderes gesagt ist. Gibt es keine 
Losung, so heiSt die betreffende Gleiehung oder Unglei
ehung unlosbar. 
Eine Gleiehung oder Ungleichung losen. bedeutet. siimtliche 
Losungen zu finden. 

~ DEFINITION 8: Zwel Glelchungen (zwel Unglelchungen) 
hetBen glelchwertlg oder aqulvolent. wenn sle dleselben 
Losungen besltzen. 

Beim Losen einer Gleiehung oder Ungleiehung wird diese 
dureh sehrittweises Umformen vereinfaeht. Eine Umfor
mung, die eine Gleiehung oder Ungleichung in eine dazu 
aquivalente Gleiehung oder Ungleiehung UberfUhrt, heiBt 
aqulvolente Umformung. 
Um eine Gleichung mit einer Variablen (z. B. x) zu losen. 
formt man sie so lange um, bis man Gleichungen der Form 
x = a erhalt. aus denen man die Losungen unmittelbar 
ablesen kann. Deshalb sagt man kurz: x = a ist eine Losung 
der gegebenen Gleichung. Man bezeichnet diese Umfor-

Isolieren mungen als Auflosen nach der Variablen x oder als IsoUe
ren der Variablen x. 
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Werden beim Losen nur aquivalente Umformungen ausge
fOhrt, so erhalt man die gesuchten Losungen. Anderenfalls 
konnen Losungen fortfallen oder auch im Endergebnis 
Zahlen auftreten, die nicht zu den gesuchten Losungen ge
horen. 

• a) Die Gleichung 3 x (x - 4) = 6 (x - 4) ist zu losen. 
3 x (x - 4) = 6 (x - 4) : (x - 4) 

3x=6 :3 
x=2 

Als Losung ergibt si ch die Zahl 2. Dagegen hat die gege
bene Gleichung die Zahlen 2 und 4 als Losung. Die Divi-
sion durch x 4 ist also keine aquival~nte Umformung. 
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• b) vx + 42 = x I Quadrieren 
x + 42 = X2 I Ordnen 

Xl -x- 42 = 0 
Die letzte Gleichung hat die losungen Xl = 7 und XI = -6. 
Die gegebene Glelchung hat aber nur die losung Xl = 7. 

Probe Umformungen. bei denen wie in Beispiel a) Losungen fort
fallen. dUrfen nicht vorgenommen werden. Dagegen 
lassen sich Umformungen wie in Beispiel b) oft nicht ver
meiden. Um die dadurch auftretenden Zahlen. die nicht 
Losungen sind. wieder auszusondern. macht man elne 
Probe. Dazu seftt man die erhaltenen Zahlen In die Aus
gangsgleichung ein und prOft nach. ob dabei eine wahre 
Aussage entsteht . 

7 [001807] 

• VX + 42 =X 
Losungen: 
Xl = 7 

X2 =-6 Xli = - 6 : 

Probe: 
'f7----+- 40:"2 = 7 

7 = 7 (wahr) 
yr----:6:-+~4=2 = - 6 

6 = - 6 (falsch) 

AuBerdem ist die Probe eine Rechenkontrolle. Bel der Probe 
mUssen nach dem Einsetzen beide Selten der Gleichung 
getrennt ausgerechnet werden. Wiederholt man nomllch bel 
der Probe nichtoqulvalente Umformungen aus dem losungs
gang. so konnen aus falschen Aussagen wahre Aussagen 
entstehen. Dasselbe kann auch durch Wiederholung von 
Rechenfehlern aus dem losungsgang bewirkt werden. 

• Die Gleichung vx + 3 = -5 ist nicht losbar. da die Wurzel 
nicht negativ sein kann. 
Jemand "lost" die Gleichung folgendermaBen: 

vx + 3 = -5\ Quadrieren Probe: 
X+ 3 = 25 -3 V22 + 3 = -5 Quadrleren.(bel 

X = 22 22 + 3 = 2S der Probe nlcht 
Richtig ausgefjjhrte Probe: 25 = 25 zugelassen) 

V22 + 3 = -5 
V25 =-5 

5 =-5 

Da bei der Probe im ersten Fall elne nichtoquivalente Um
formung des losungsganges (Quadrleren) wiederholt 
wurde. ist aus der falschen Aussage V22 + 3 = -5 die 
wahre Aussage 22 + 3 = 25 entstanden. obwohl X = 22 
nicht Losung der Gleichung ist. 
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Llneare Glelchungen 
m It elner Varlablen 

Rechnerlsche Losung 
von Glelchungen 

98 

• 

AuBer Variablen wie x, y, z, fOr die Losungen gesucht wer
den, kommen in Gleichungen und Ungleichu'1gen oft noch 
andere Variablen vor, die als beliebige, aber feste Zahlen 
betrachtet werden . 

0= 4 
b = 11 
c= 5 

4X2=11+5 
)(2 =4 

o)(2=b+c ,--
b+c x, = Vb : c 

X2=_-
0 

x! ~ - Vb~ c 

0= -5 0= 
b= 17 b= 
c = -17 c= , T 

- 5)(2 = 17 - 17 3)(2 = 
)(2 = 0 )(2= 

3 
5 

-8 

5-8 
-1 

X, = 2 Xl = XI 0 kein e losungen 
Xs - 2 

Setzt man fOr die Variablen a, b und c bestimmte Zahlen 
ein, so erhalt man jeweils eine spezielle Gleichung. ErfOllen 
die fOr a, b und c eingesetzten Zahlen die Ungleichung 

b + c 2 0, so ist die betreffende Gleichung losbar, und a -
man erhalt ihre Losungen durch Einsetzen aus 

Xl = Vb~C und x2 = _Vb~C. 

Jede lineare Funktion y = m X + b; (m =l= 0) hat genau eine 
Nullstelle; denn ihr Bild ist eine Gerade, die zur x-Achse 
nicht parallel ist, die mit dieser also genau einen Schnitt
punkt hat. 
Zur Bestimmung dieser Nullstelle setzt man y gleich 0 
(/ 89) und erhalt 
mx+b=O . 
Gleichungen der Form m X + b = 0 und alle Gleichungen, 
die sich durch aquivalente Umformungen auf diese Form 
bringen lassen, heiBen lineare Gleichungen mit einer 
Variablen. 

Das Losen von Gleichungen erfolgt mit Hilfe aquivalenter 
Umformungen. 



3. L1NEARE GLEICHUNGEN UNO UNGLEICH UNGEN 

Aquivalente 
Umformungen 

7* 

1. Zusammenfassung ents.prechender Glieder. die auf der
selben Seite der Gleichung stehen. 
Entsprechende Glieder sind jeweils: Die absoluten Glieder 
(/92). die linearen Glieder und Glieder, die die Variable in 
derselben Potenz enthalten. 
2. Addition oder Subtraktion derselben Zahl oder desselben 
Vielfathen der Variablen bzw. gleicher Potenzen von ihr 
auf beiden Seiten. 
3. Multiplikation beider Seiten mit derselben von Null ver
schiedenen Zahl. Division beider Seiten durch dieselbe yon 
Null verschiedene Zahl. 
4. Vertauschung-der Seiten. 
Diese Umformungen werden in der Reihenfolge angewen~ 
det. die einen moglichst bequemen Losungsweg fUr die 
gegebene Gleichung ergibt. 

• a) m x + b = O. m+-O \-b 
m x = -b I:m 

b 
x= -

m 

Probe: 

m{-!)+b=O 

-b+b=O 
0=0 

b) 3 x _ 2 x + 5 = 16 _ 7 x -+- 19 _ 2 x + 1 
723 

MU Hauptnenner (42) multiplizieren : 

42(3 x _ 2x /~) ~~ 42 (16 _7 x ~ 19 _ 2x t !) 
Auf/osen der Klammern: 

126 x - 6 (2 x + 5) = 672 - 21 (7 x + 19) - 14 (2x + 1) 

Auf/osen der Klammern; 

126 x - 12 x - 30 = 672 - 147 x - 399 .- 28 x - 14 

Zusammenfassen; 

114 x - 30 =.- 175 x + 259 
289 x = 289 

x =1 

Probe: 

+ 175 x + 30 
: 289 

2.1+5 7·1+192·1+1 
3 . 1 -- --7- =, 16 _. -2,--- - -3-

3 - 1 = 16 - 13 - 1 

2=2 
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N icht.aquivalente 
Umformungen 

100 

c) 5 )( + 0 = 2 b - 301-:0 Probe: 
5 x = 2 b - 40 . . 5 5 2b - 40 + 2b 3 

2b-40 . 5 0= -- 0 
x =--5--

lb-30 =lb-30 
Auflosung derselben Gleichung nach 0: 
5X+ o =2b- 3 o l-5X+30 

4o=2b-5x :4 
2b - 5x 

0=-4-

Die Probe verlauft wie oben. 

1) Division beider Seiten einer Gleichung durch die Varia
ble. Dabei fallt die Zahl Null als Losung fort. 
2) Division beider Seiten einer Gleichung durch eine 
Summe oder eln Produkt, in denen die Variable vorkommt. 
Dabei fallen die Zahlen als Losungen fort, fOr die die be
treffende Summe bzw. das betreffende Produkt Null wlrd. 

• a) x (x - 7) = x (x - 3) 
Klommern ouflosen 
X2 =- 7 x = XS - 3 x I - X2 + 3 x 

- 4 x = 0 I : ( -4) 
x=O 

Probe: 
o (0 - 7) = 0 (0 - 3) 

0=0 

Division der gegebenen Gleichung durch die Variable x: 
x (x - 7) = x (x - 3) I : x 
x-7 =x-3 

Diese Gleichung ist nicht losbar. Die Losung x = 0 ist 
also fortgefallen. 
b) (x - 3)(x + 4) = (x -7)(x -- 3) 
Klammern auflosen 
X2 + 4 x - 3 x - 12 = X2 - 3 x - 7 x + 21 

x2+x-12 =x2-10x+21 l-:x2+10x+12 
11 x = 33 . 11 

x = 3 
Probe; 
(3 - 3) (3 + 4) = (3 - 7) (3 - 3) 

0·7= -4·0 
0=0 

Division der gegebenen Gleichung durch x - 3: 
(x - 3) (x + 4) = (x - 7) (x - 3) I : (x - 3) 

x+7 =x-7 
Diese Gleichung ist nicht losbar. Die Losung x = 3 ist also 
fo rtgefall en. 
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lineare Glelchungen 
mit Bruchen 

Umformungen. bei denen durch Division beider Seiten 
der Gleichung Losungen wegfallEm. dUrfen nur dann vor
genom men werden. wenn man zuvor untersucht hat. fOr 
weJche Werte der Variab~en der Divisior gleich Nu" wird. 
Diese Werte sind Losungen der gegebenen Gleichung. 
3) Multiplikation beider Seiten einer Gleichung mit der 
Variablen. Dabei kommt die Zahl Null als Losung hinzu . 
.. Die Zahl kommt als Losung hinzu" bedeutet. daB die be
treffende Zahl Losung der durch Multiplikation entstan
denen Gleichung ist. Diese Zahl ist im allgemeinen jedoch 
nicht Losung der ursprOnglich gegebenen Gleichung. 
4) Multiplikation beider Seiten einer Gleichung mit einer 
Summe oder einem Produkt. in d~nen die Variable vor
kommt. Dabei kommen die Zahlen als Losungen hinzu. 
fOr die die betreffende Summe bzw. das betreffende Pro
dukt Null wlrd. 

• x - 1 = x Diese Gleichung hat keine Losung. 

• 

Multiplikation der gegebenen Gleichung mit x - 1 
x - 1 = x . (x - 1) 

(x - 1)2 = X (x - 1) Auflosen der Klammern 
Xi - 2 x + 1 = Xl - X - Xi + 2 x (Seiten vertauschen) 

x=1 
Probe: 
1 -1 = 1 

0=1 
Die Zahl 1 ist zwar Losung der Gleichung 
(x - 1)1 = X (x - 1). 
aber nicht Losung der gegebenen Gleichung. 

lineare Glelchungen. in denen Bruche auftreten. werden 
zunachst mit dem Hauptnenner dieser Bruche multlplizlert. 

9 1 10 4 
a)-X+ 2=-X+"9; (x=t=O) 

Hauptnenner: 18 x 
9 1 10 4 
-X+2:=-X+"9 ,.18x 

Diese Multiplikation ist eine aquivalente Umformung. da 
x = 0 nicht als Losung hinzukommen kann. Diese Zahl 
muBte namlich von vornherein ausgeschlossen werden. da 
fur x = 0 die gegebene Gleichung keinen Sinn hat. 

18 x . ! + 18 x .!. = 18 x .10 + 18 x . i \' Kurzen x 2 x 9 
162 + 9 x = 180 + 8 x - 8 x - 162 

x = 18 
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Graphlsche Losung 
von Gleichungen 

102 

Probe: 
9 1 10 4 
18+"2=18+9-

1 = 1 

b) x + 3 _ x - 7. (x =l= 2; x =l= 4) 
X--=-i - x - 4' 

Hauptnenner: (x -- 2) (x - 4) 

~:t~ = ~-=!. j -(x - 2) (x - 4) 
x-2 x-4 1 

i 

Auch hier ist diese Multiplikotion eine aquivalente Um
formung. da x = 2 und x = 4 ausgeschlossen sind. 

x+3 x-7 (x - 2) (x - 4) ---- = (x - 2) (x -- 4)--
x -- 2 x - 4 

KUrzen und Klammern auflosen: 

X2 - 4x + 3 x -12= X2 - 2 x - 7 x + 14 
Zusommenfassen: 
X2 -- x - - 12 = X2 -- 9.'( + 141- X2 + 9 x + 12 

8x = 26 
13 

x=4 
Probe: 
13 13 
7; + 3 4- --7 
-f3--- = ~

"4 -2 4 --·-4 

25 - 15 
4 --X-

5- = - 3-
4. -4 

5 == 5 

Jede lineare Gleichung mit einer Variablen (z. B. x) laBt 
si ch durch aqulvalente Umformungen auf die Form 
m x + b = 0; (m '-to 0) brlngen. 
Die Losung dieser Gleichung ist die Nullstelle der Funktion 
y = m x + b (/ 98). 
Zur graphischen Losung der Gleichung m x + b = 0 zeich
net man dos Blld der Funktion y = m x + b und liest die 
Nullstelle aus der Zeichnung ab. 
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Llneare Glelchungen 
mlt zwel Varlablen 

Wegen der Zeichenungenauigkeit bekommt man nach 
diesem Verfahren im allgemeinen nicht die genaue Losung. 

• 3 x + 5 = 0; zugehorige Funktionsgleichung: y = 3 x + 5 

• 

y, 

J 
I 

I 

1 1 

I 
IXo"~71 0 

I 

x 

Nullstelle: x ~ -1,7 
Probe: 
3 . (-1 ,7) + 5 = 0 

-5,1 + 5 = 0 
-0,1 = 0 

Die Probe fOhrt zu einer falschen Aussage. Im Rahmen der 
Zeichenungenauigkeit kann man sle Jedoch durch die 
wahre Aussage -0,1 ~ 0 ersetzen. Daher ist -1,7 No· 
herungslosung (;' 75) der gegebenen Glelchung. 

Jede Gleichung, die durch oquivalente Umformungen auf 
die Form A x + 8 x = C gebracht werden kann, heiBt 
lineare Gleichung mit zwei Variablen (x und y). In 
dieser Gleichung sind 8, A und C feste reelle Zahlen. Die 
Variablen x und y treten nur in der ersten Potenz auf. 
Jedes Zahlenpaar [x; y], dos die Gleichung A x + 8 Y = C 
erfOllt, heiBt Losung dieser Gleichung (;' 96; Def.7). 
Jede lineare Gleichung mit zwei Variablen hat unendlich 
viele Losungen, ausgenommen der FaIlA=8=O und C=t=O . 

Lineare 61eichungen mit zwei f/ariablen 

I MO,B1'OI C1'O I I A1' 0,8" 0, C· 0 J I A.O;8-0i C"'O I 
3x + 4y = 7 5x-y=0 1 ZX +0·y-3 

[jjsungen sind z. B. y-5x x-6 
die Paare Liisungen sind Paare Liisungen sind Paare 
f1; 1],{-7,2.51, [x/5x] [GIy] 
[OJJ: [/, OJ (x beliebig fCBH) (y beliebig rBell) 

~ 

~ Lt '~'L H ~ It 

I I 

0 1 "'- x 01 x o 2 x 
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Systeme IInearer 
Glelchungen 
mlt zwel Varlablen 

104 

• Lineare 61eichungen mit zwei Variablen 

I MOl 8-0; C-o J I A"O,8.0,C"O J I A-OI 8'ftO;C-0 I 
tx+O·yc O O·x+fY"-t a,x-liiY- a 

x - a Y·~ y-O 

Losungen sind L6sungen sind Lijsungen sind 
Paare [O;y}, Paare [XI il, Paare [xiO], 
(y beliebig reell) (x beliehig reell) x beliehig reell 

y y y 
r-
r-

1 x-a 7 e-
1 ~ 1 1 

1 y-O 
0 1 x 0 1 x 0 1 x 

r- f-

I A-O,B-Oj C- 0 I I A-O;B 0: (;·0 I 
O' x+O'y-5 o'x+o'y-O 

0-5 0-0 
k8ine Liisung Liisung8n sind alle lahlenpaare 

[x;y),' (x,y beliebig reel/) 
Die graphische Oarstellung 
ist die ganz8 fbene. 

Die graphische Darstellung der Gleichung A x + 8 Y = C ist 
also stets eine Gerade. falls wenigstens einer der Koeffizienten 
A und 8 ungleich Nu" ist. 

Betrachtet man zwei Glelchungen und sucht die Zahlen
paare. die beide Gleichungen erfOllen. so nennt man diese 
Gleichungen ein System von zwei linearen Gleichungen 
mit zwei Variablen. 
(1) Al x + 81 Y = Cl Variable: x. Y 
(2) A2 X + 82 Y = C2 feste Zahlen: Al' 81, Cl' Az. 8a• Ca· 
Jedes Zahlenpaar. das beide Gleichungen des Systems er
fOllt. heiSt Losung dieses Gleichungssystems. Die Probe 
muB an beiden Gleichungen vorgenommen werden. Ein 
Gleichungssystem kann a) keine Losung. b) genau eine Le;. 
sung. c) unendlich viele Losungen haben. 



3. lINEARE GLEICHUNGEN UNO UNGLEICHUNGEN 

Rechnerische Losung 
von System en linearer 
Glelchungen 
mit %wei Variablen 

• 

Gleichsetzungsverfahren • 

a) (1) 3 x + 4 Y = 3} 
(2) 3 x + 4 Y = 8 

b) (1) 2 x - 4 Y = -8t 
(2) -0,5 x + 3 y = 8f 

c) (1) x + y = 2} 
(2) 4x + 4 y = 8 

keine Losung 

Losung: x = 2 
y=3 

Unendlich viele Losungen 
(Jedes Poor, dos die erste 
Gleichung erfOllt, erfOlIt ouch 
die zweite Gleichung) 

Im Fall 0) sagt man: Die Gleichungen des Systems wider
sprechen einander. So kann in Belspiel 0) die Summe 
3 x + 4 Y nicht gleich 3 und gleich 8 sein. 
Im Fall c) sagt man: Die Glelchungen des Systems sind ab
honglg. Im Beispiel c) ist Gleichung (2) durch Multlplikation 
mit 4 aus Gleichung (1) entstanden, also besteht dos System 
eigentlich aus nur einer Gleichung. 

Zur Losung von Gleichungssystemen gibt es drei Verfahren: 
0) dos Gleichsefzungsverfohren, 
b) dos Einsefzungsverfohren, 
c) dos Verfohren der gleichen Koeffizienfen. 
Dos Ziel jedes dieser Verfahren ist es, dos Losen von einem 
System mit zwei Variablen auf dos Losen von Glelchungen 
mit einer Variablen zurUckzufOhren. Man sagt: Elne der 
Variablen wird eliminiert. 
jedes Gleichungssystem kann mit jedem der drei Losungs
verfahren gelost werden, falls es Uberhaupt losbar 1st. 
In den folgenden Beispielen treten zunochst nur solche 
Systeme auf, die genau eine Losung haben. 

(1) Y = 1 + x 
(2) y = 13 - 2 x 

Wenn man die Existenz einer Losung voraussetzt, so er
fOllen die Zahlen des Losungspaares beide Gleichungen. 
Auf den linken Seiten der belden Gleichungen steht dann 
dieselbe Zahl, also ouch auf den rechten Seiten, d. h. es gilt 
1 + x = 13 - 2x. 
Die beiden rechten Seiten wurden gleichgesetzt. Dadurch 
ist die Variable y eliminlert worden und eine Gleichung 
mit einer Variablen entstanden, die wie Ublich gelost wird: 

1+x=13-2x 1+2x-1 
3 x = 12 

x = 4 
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Damit ist eine Zahl des Losungspaares gefunden. Zur Be
stimmung der anderen setzt man sie in eine der gegebenen 
Gleichungen ein: Probe: 

(1) Y = 1 + 4 (1) 5 = 1 + 4 (2) 5 = 13 - 2 . 4 
y=5 5=5 5=5 

Einsetzungsverfohren • (1) 9 x - 5 Y = 3 

Verfohren der • 
gleichen Koeffizienten 
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(2) Y = 8 x - 13 

Unter der Voraussetzung der Existenz einer Losung werden 
beide Gleichungen von den Zahlen des Losungspaares 
erfOllt. Gleichung (2) besagt dann, daB man in Gleichung 
(1) 8 x - 13 fUr y einsetzen und so die Variable y elimi
nieren kann: 
(1) 9 x - 5 (8 x - 13) = 3 

9x-40x+65=3 
- 31 x + 65 = 3 

Klammer auf/osen 
Zusammenfassen 
-65 

-- 31 x = -62 : ( --31) 
Einsetzen in (2) 

(2) Y = 8·2 -13 
y=3 

Probe: 
(1) 9 . 2 - 5 . 3 = 3 

3=3 

(1) 6 x - 4 Y = -28 
(2) 7 x + 2 Y = -6 

x=2 

(2) 3 = 8 . 2 - 13 
3=3 

Nimmt man wieder an, daB eine Losung existiert, so wer
den von den Zahlen des Losungspaares die gegebenen 
Gleichungen und auch alle be.i den folgenden Umformungen 
auftretenden Gleichungen erfOllt. 
Durch geei.gnetes Multiplizieren oder Dividieren beider 
Gleichungen erhalt man fUr elne der Variablen gleiche 
Koeffizienten. Durch Addition oder Subtraktion der Glei
chungen wird dann diese Variable eliminiert. 
Efiminieren von x: Eliminieren von y: 
(1) 6 x - 4 Y = -28 1·7 (1) 6 x - 4 Y = -28 I: 2 
(2) 7 x + 2 Y = -6 I . 6 (2) 7 x + 2 Y = -6 

(1) 42 x - 28 y = -196 (1) 3 x - 2 Y = -14 
(2) 42 x + 12 Y = -36 (2) 7 x + 2 Y = -6 

(1) -(2): (1)+(2): 
- 40y = -160 10x = -20 

Y = 4 x = -2 
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• 

Einsetzen in (2): 

(2) 7 x+2· 4=-6 
7 x=-14 

x=-2 
Probe: 

1
-8 
: 7 

(1) 6· (-2) - 4 ·4 = -28 
- 28 = -28 

Einsetzen in (2): 

(2) 7· (-2)+2Y=-61~14 
2 y=8 .2 

y=4 

(2) 7· (-2) + 2 ·4= -6 
-6 =-6 

Man kann mit Hilfe der drei genannten Verfahren ent
scheiden, ob ein gegebenes Gleichungssystem genau eine 
oder keine Losung oder unendlich viele Losungen hat. 

11 11 17 
(1) 4x+ 2 Y=4 

x 
(2) "2 = 1 - Y 

(2) x = 2 - 2y 
11 11 17 

(1) 4 (2 - 2 y) + 2 y = 4 
11 11 11 17 
2- -2 Y+2Y=4 

11 17 
2=4 

I
· 2 

, Einsefzen in (1) 

Es hat sich ein Widerspruch ergeben. Das bedeutet, daB 
es kein Zahlenpaar gibt, dos beide Gleichungen des gege
benen Systems erfUIlt. Die beiden Gleichungen wider
sprechen einander. 
Das erkennt man deutlich auch daran, daB man das gege
bene Gleichungssystem auffolgende Form bringen kann: 

17 
(1) x +2y =n 
(2) x + 2 y = 2 (/105, Fall a) 

• (1) 

(2) 

x - 3 y = 15 
1 

Y = 3 x - 5 I Einsetzen in (1) 

x - 3( ~ x - 5) = 15 

x - x + 15 = 15 
15 = 15 

Es ist die wahre Aussage 15 = 15 entstanden. 
Das System hat unendlich viele Losungen. Jedes Zahlen
paar, das die eine Gleichung erfUllt, erfUllt auch die an-
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Graphische Losung 
von Systernen linear~r 
Gleichungen rnit zwei 
Variablen 

108 

dere. Die Glelchungen slnd voneinander abhongig. Das 
zeigt auch folgende Umformung: 
(1) x - 3 Y = 15 

1 
(2) y = "3 x - 5 I (-3) 

(1) x - 3 Y = 15 
(2) - 3 Y = - x + 15 + x 
(1) x - 3 Y = 15 
(2) x - 3 Y = 15 (/105, Fall c) 

Die Anwendung jeweils eines der drei Losungsverfahren 
auf ein Glelchungssystem ergibt 
a) einen Widerspruch, falls das System nicht 105 bar ist, 
b) die Losung, falls das System genau eine Losung hat, 
c) eine wahre Aussage, falls das System unendlich viele 
Losungen hat. 

Zur graphischen Losung eines Systems von zwei Iinearen 
Gleichungen mit zwei Variablen steJlt man die Losungen 
beider Gleichungen (/ 104) in eln und demselben Koordlna
tensystem dar. Dadurch erhalt man zwei Geraden, falls nicht 
In einer Gleichung A = 0 und B = 0 ist. Die Losungen des 
Glelchungssystems sind diejenigen Zahlenpaare, die beide 
Glelchungen erfullen. Die graphischen Darstellungen die
ser Losungen sind also dlejenigen Punkte, die auf beiden 
Geraden liegen. 
Hat das gegebene Gleichungssystem genau elne Losung, so 
findet man diese als Koordinaten des Schnlttpunktes der 
beiden Geraden in der graphischen DarsteUung 

Graphlsche L05ung von Glelchungssysternen 

1. Fall : Gleichungeh keine Losungen 
2 parollele nicht widersprechen 
zusarn rnenfallen d e einander 
Geraden 

2. Fal/ : genou 
2 einander eine LOsung 
schneidende 
Geraden 

J . Fall: Gleichungen unendlich 
2 zusamrnen- sind voneinander vlele Losungen 
foliende Geroden abhonglg 
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Wegen der Zeichenungenouigkeit erhalt man im ollge
meinen Naherungslosungen. Dos ist ouch bei der Probe 
zu berUckslchtigen. 

• V 105, erstes Belsplel) 
0) (1) 3 x + 4 Y = 3 

(2) 3 x + 4 Y = 8 
3 3 

(1) Y = - ,x + 4 
3 

(2) Y = - ,x + 2 

b) (1) 2 x - 4 Y = -8 
1 

(2) - 2" x + 3 Y = 8 

1 
(1) Y = 2"x + 2 

1 8 
(2) Y = 6 x + -3 
Man liest ab: 
x::::: 2; y::::: 3 

c) (1) x + y = 2 
(2) 4x + 4 Y = 8 

(1) Y = - x + 2 
(2) Y = - x + 2 

• (1) x + 5 Y = 2,3 
(2) x + y = 1,5 

1 
(1) Y = - 5" x + 0,46 

(2) Y = - x + 1,5 
Man liest ab: 
x ::::: 1 ,4; Y ::::: 0,2 ' 
Probe: 
(1) 1 ,4 + 5 . 0,2 ::::: 2,3 

2,4::::: 2,3 
(2) 1,4 + 0,2::::: 1,5 

1,6::::: 1,5 

y 

x 

o x 

x 

y 

x 
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Systeme von drel 
IInearen Glelchungen 
mlt drel Variablen 

110 

• 

Mit Hilfe derselben Losungsverfahren wie bei Systemen 
von zwei linearen Gleichungen mit zwei Variablen werden 
die Anzahl der Gleichungen und die Anzahl der Varia
blen schrittweise verringert. 

(1) 3 x + 4 Y + 3 z = 1 ,.2 
(2) 2x-y-z=6 . (-3) 
(3) x+3y+2z=-1 
(1) 6 x + 8 Y + 6 z =2 I Addition 
(2) -6 x + 3 Y + 3 z = -" 18 von (1) und (2) 
(1 ' ) 11 Y 9z - - 16 

(1) 3 x + 4 Y + 3 z = 1 
(2) 2x-y-z=6 
(3) x+3y+2z=-1 . (-2) 
(2) 2x-y-z=6 Addition von 
(3) -2x -6y -4z = 2 (2) und (3) 
(2') - 7y - 5z - 8 

(1') 11y+9z= -16 ·5 
(2') -7 Y - 5 z = 8 ·9 
(1') 55 Y + 45 z = -80 Addition von 
(2') -63 Y - 45 z = 72 (1') und (2') 

-8 Y = -8 : (-8) 
Y = 1 Einsetzen in (2') 

(2') -7·1 - 5 z = 8 +7 
- 5 z = 15 : (-5) 

z =-3 

y = 1 und z = 3 in (3) einsetzen: 
x -+ 3 . 1 + 2 . (-3) = -1 

x=2 
Losung: 
x = 2; y = 1; z = -3 
Probe: 
(1) 3 ·2 + 4 . 1 + 3 (-3) = 1 

1 = 1 
(3) 2 -+ 3 ·1 + 2 (-3) = -1 

-1 =-1 

(2) 2 . 2 - 1 + 3 = 6 
6=6 



4. PROPORTIONA LITAT 

Zohlenverglelch 
durch Differenzen 

durch Quotienten 

Dos VerhCiltnls 
zweler Zohlen 

Zum Vergleich von Zahlen a und b kann man die Dif
ferenzen a - b oder b - a bilden. 
Der Betrag la - b I = Ib - a I dieser Differenzen gibt den 
"Unterschied" der Zahlen a und ban . 

• a = -10.5 
b = 3.9 la - bl = Ib - al = 14.4 

Die beiden Zahlen unterscheiden sich um 14.4. 

Zum Vergleich von Zahlen a und b (a. b =f= 0) kann man 

auch die Quotienten ~ oder ~ bilden. 

... DEFINITION 9: Sind die Zohlen a und b von 0 verschleden, 

so heiBt der Quotient : (ouch a:b geschrleben) dos VerhCilt· 

nls von a zu b. 

Sind a und b rationale Zahlen (/59). so sind auch ihre 

Verhaltnisse ~ bzw. ~ rationale Zahlen. Sie lassen sich da

her als Quotienten ganzer Zahlen (/67) schreiben. Das 

Verhaltnis V; z. B. ist dagegen irrational (/74) und da

her nicht als Quotient ganzer Zahlen darstellbar. 

• a = -2.4 
b=6 

a -2.4 _ -2 _ 04 
1)=-6--5- -. 

Das Verhaltnis von -2,4 zu 6 ist also gleich -0.4. 

Verglelch von GroBen
ongoben 

In der Praxis werden nicht nur Zahlen. sondern auch 
GroBenangaben miteinander verglichen. GroBen sind z. B. 
Lange. Geschwindigkeit. Temperatur. Arbeit. Ihre cha
rakteristische Eigenschaft besteht darin. daB sie gemessen 
werden konnen. GroBenangaben bestehen aus einer Zahl. 
der MaBzahl. und einer Einheit. Zwei gleichartige 
GroBenangaben konnen verglichen werden. indem man 
das Verhaltnis ihrer MaBzahlen bildet. Dabei muB fOr 
Zahlenangaben ein und derselben GroBe die gleiche Ein
heit verwendet werden. Sollen verschiedenartige GroBen
angaben verglichen werden. so wird dem Verhaltnis der 
MaBzahlen eine Benennung hinzugefOgt. die sich aus den 
Einheiten der zu vergleichenden GroBenangaben ergibt. 
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Werden Gro6enangaben verglichen, so sagt man auch: 
es wird das Verholtnis der GroBen gebildet. 

• a) Verholtnis der Spurweiten bei Modellbahn Spur TT 
u nd Reichsbahn: 

12 mm 1 
1435 mm ~ 120 

b) Von einem 2 Hektar groBen Acker wurden 60 dt Wei
zen geerntet. 

60 dt -30~ 
2 ha - ha' 

Der absolute Fehler Bel Angaben von MeB- und Noherungswerten treten stets 
Abweichungen vom wahren Wert auf. 

Der relative Fehler 

Dlrekte 
Proportlonalitiit 
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• DEFINITION 10: Die Dlfferenz zwlschen elnem MeD- od er 
Niiherungswert und dem wahren Wert elner GroBe helBt 
abloluter Fehler. 

• 

Je nach Vorzeichen dieser Differenz ist der absolute Fehler 
pos;tiv oder negativ. Er hat dieselbe MaBeinheit wie die 
betrachtete GroBe. 

DEFINITION 11: Das Verhiiltnll des absoluten Fehlers zum 
wahren Wert helBt relatlver Fehler. 

Der relative Fehler 1st eine unbenannte Zahl, die dasselbe 
Vorzeichen hat wie der zugehorige absolute Fehler. Er 
wird oft in Prozenten angegeben. V 118) 

Mit Zirkel und Lineal wurde ein rechter Winkel konstru
iert. Nachtrogliche Messung ergab 89,5°. 
absoluter Fehler relativer Fehler 

89,5° - 90° = - 0,5 0 - ~ = -0,005 ~ - 0.6 % 

DEFINITION 11: Elne GrtiBe y helBt zu elner anderen GrtiBe 
x dlrekt proportional (gelchrleben: y,....,. x), wenn bel feltge
wiihlten MaBeln"elten folgendes gilt: 
1. Jeder MaBzahl der ersten GrtiBe 1st genau elne MaBzahl 
der zwelten GrtiBe zugeordnet (/ 81) und umgekehrt. 
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2. Jede MaBzahl der elnen GroBe ergibt slch aus der zuge
ordneten MaBzahl der anderen GroBe durch Multlpllkatlon 
mlt elnem elnheltlichen Faktor k. Dleser Faktor helBt 
ProportlonalltCitsfaktor. 

!r=k.x 

Bemerkung: Aus dem jeweiligen Zusammenhang geht her
vor, ob die Variablen zur Bezeichnung von GreBen oder 
zur Bezeichnung von MaBzahlen verwendet werden. 
Der Proportionalitotsfaktor hat eine Benennung, die sich 
aus den Einheiten der proportionalen GreBen ergibt. Je 
nach Wahl dieser Einheiten kann der Proportionalitots
faktor bei ein und demselben Sachverhalt verschieden seln • 

• Ein Pkw fahrt mit einer konstanten Geschwindigkeit v vcn 

90 k~. Die beiden GreBen Fahrzell t und Weg s sind 

proportional: 5", f. 

Graphische Oarstellung 
der direkten 
Proportionalitot 

Indlrekte (umge
kehrte) 
ProportlonalltCit 

8 [00 18 07] 

MiBt man den Weg in K lomelern und die Fahrzeit In 
Stunden, so ist 90 Proportionalitotsfaktor mit der Benen-

km 
nung h : 

km 
5=901),f, 

MiBt man dagegen den Weg in 

zeit in Mlnuten, so ist wegen 

1,5 Proportionalitotsfaktor: 
km 

5= 1,5 - .. t. 
mm 

Kllomelern und die Fahr-
km km 

90 T = 1,5 mindieZahl 

Jede Gleichung y = k . x, die den Zusammenhang zweier 
direkt proportionaler GreBen angibt, ist die Gleichung einer 
linearen Funktion (/90), deren Bild eine Gerade durch 
den Ursprung (/91) 1st. Stellt man einander zugeordnete 
MaBzahlen zweier direkt proportionaler GreBen als Punkte 
in einem Koordinatensystem dar, so liegen diese Punkte 
auf einer solchen Geraden. 

~ DEFINITION 13: Elne GroBe r helOt zu einer anderen 
GroBe x Indlrekt proportional, wenn bei festgewCihltenMaB
elnhelten folgendes gilt: 
1. Jeder Ma8zahl der ersten GroBe 1st genau eine MaBzahl 
der zweiten GroBe zugeordnet und umgekehrt. 
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114 

2. Das Produkt der MaBzahlen ist konstant. 

IX' y = c 

Aus X • Y = c folgt Y = c .1, d. h. y ist zum Reziproken 

V 47) von X direkt proporti:nal: y ,.....,..!.. Daher bezeichnet 
X 

man die Konstante couch bei der indirekten Proportiona
litat als Proportionalitotsfaktor. Er hat i. a. eine Be
nennung, die sich aus den Einheiten der indirekt propor
tionalen GroBen ergibt, und hangt von der Wahl dieser 
Einheiten ab. 

Die Gleichungen y = c . .!., die den Zusammenhang 
X 

zweier indirekt proportionaler GroBen angeben, sind nicht 
Glelchungen von linearen Funktionen, sondern von Po
tenzfunktionen (y = c . x-~) V 137; Def. 26). 

• FUr einen bestimmten Weg braucht 
a) ein Omnibus 1 Stunde bei einer Durchschnittsgeschwin
digkeit von 60 km . h-1, 

b) ein Mopedfahrer 2 Stunden bei einer Durchschnitts
geschwindigkeit von 30 km· h-1, 

c) ein Radfahrer 6 Stunden bei einer Durchschnittsge
schwindigkeit von 10 km· h-1• 

In alien drei Fallen ist das Produkt der MaBzahlen von 
Geschwindigkeit und Zeit gleich 60, also konstant. Dos 
bedeutet: Bei einer bestimmten Weglange sind Durch
schnittsgeschwindigkeit und Zeit indirekt proportional. Be
zeichnet man die Zeit mit t und die Durchschnittsgeschwin
digkeit mit v, so gilt v· t = s. Dabei ist der konstante 
Proportionalitatsfaktor s = 60 km der in alien drei Fallen 
zurUckgelegte Weg. 

Gegenuberstellung 

Direkte ProportlonalltCit Indlrekte ProportlonalitCit 

x 1 2 3 3,5 7 10 )( 0,5 1 2 5 7,5 10 

Y 6 12 18 21 42 60 Y 18 9 4,5 1,8 1,2 0,9 
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8* 

Direkte Proportionalitat 

Je groBer die Werte von x 
sind, desto groBer sind die 
Werte von y. 
Werden die Werte von xver
doppelt, verdreifacht usw., 
so werden auch die entspre
chenden Werte von y verdop
pelt, verdreifacht usw. 
Werden die Werte von x 
halbiert, gedrittelt usw., so 
werden ouch die entspre
chenden Werte von y hal
biert, gedrittelt usw. 
Die Werte von y ergeben 
sich aus den entsprechenden 
Werten von x durch Multi
plikation mit k. 

y rv x; y = k . x 

Die Verholtnisse einander 
zugeordneter Zahlen sind 
alle gleich dem Proportio
nalitotsfaktor k. 

[=k 
x 
Dos Verholtnis zweier be
liebiger Werte von x ist 
gleich dem Verholtnis der 
zugeordneten Werte von y. 

0 

Indirekte Proportionalitat 

Je groBer die Werte von x 
sind, desto kleiner sind die 
Werte von y. 
Werden die Werte von xver
doppelt, verdreifacht usw., 
so werden die entsprechen
den Werte von y halbiert, 
gedrittelt usw. 
Werden die Werte von x 
halbiert, gedrittelt usw., so 
werden die entsprechenden 
Werte von y verdoppelt, ver
dreifacht usw. 
Die Werte von y ergeben 
sich aus den Reziproken der 
entsprechenden Werte von 
x durch Multiplikation mit c. 

1 1 
yrv-;Y=c,-

x x 
Die Produkte einander zu
geordneter Zahlen sind alle 
gleich dem Proportionali
totsfaktor c. 

X· Y = c 

Dos Verholtnis zweier be
liebiger Werte von x ist 
gleich dem reziproken Ver
holtnis der zugeordneten 
Werte von y. 

y 
12 

10 

8 

8 

4-

2 

0 10 x 
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Proportion .. 
(Verhtiltnlsgleichung) 

DEFINITION 14: Elne Glelchung der Form 
a:b = c: d (a, b, c, d :j:: 0) 
helBt Verhtiltnlsglelchung oder Proportion. 
Die Zohlen a, b, c und d helBen die Glleder der Proportion. 

Die Gleichung a : b =c : d wird ouch folgendermaBen ge
lesen: a verhalt sich zu b wie c zu d, kurzer: a zu b wie 

a c 
c zu d. Statt a : b = c : d schreibt man ouch b = er 
/'111; Def.9). Die Glieder werden nach ihrer Anordnung 
in der Proportion benannt. 

Proportion 

Aufieng/leder 

Produktglelchung Wird die Proportion a : b = c : d mit b . d multipliziert, so 
ergibt sich die Gleichung a . d = b . c. Sie heiBt die zur 
gegebenen Proportion gehorlge Produktgleichung. 

116 

.. SATZ is: In Jeder Proportion 1st dos Produkt der tnnen
glleder glelch dem Produkt der AuBenglleder. 

Aus der Produktgleichung lassen sich durch Anwendung 
der Umformungsregeln fur Gleichungen weitere Regeln fUr 
das Rechnen mit Proportlonen ablelten. 

a : C ~ 

a:b-c : d 

·(b·d) 

(Produktg~ chung) 

.1 ) nd Jeiten 
la c u verfallschen 

11 b : a ~ d : c 



S. PROPORTIONEN 

Fortlaufende 
Proportlonen 

Anwendungen 
der Proportlonen 

Vierte Proportionale 

• 

• 

SATZ 16: In jeder Proportion kann man vertaulchen-
a) die Innenglleder unterelnander, 
b) die Au8englleder unterelnander, 
c) die Innenglleder gegen die AuBenglleder. 

Gegebene Produktglelchung 
Proportion 2:4 = 5:10 4· 5= 2 ·10 

Innenglieder 
vertauschen: 2:5 = 4:10 5· 4= 2 ·10 
AuBenglieder 
vertauschen: 10:4 = 5:2 4· 5 = 10· 2 
Innen- gegen 
AuBenglieder 
vertauschen: 4:2 = 10:5 2 ·10 = 4· 5 

Treten in einer fortlaufenden Glelchung mehr als zwei 
Verhaltnisse auf, so 1st es Oblich, diese fortlaufende Glel
chung auch als fortlaufende Proportion zu schreiben. 

Statt ~: = ~: = :: schreibt man 01 : 0. : 0 3 = b1 : bl : ba• Aus 

dleser fortlaufenden Proportion lassen sich belsplelsweise 
folgende Proportionen ablesen: 
01 : b1 = Os : ba 

03 : 02 = ba : bl 

01 : 03 = b1 : ba 

Statt 3 : 5 = 6 : 10 = 15 : 25 = 9 : 15 schrelbt man auch 
3 : 6 : 15 : 9 = 5 : 10 : 25 : 15 

In Aufgaben aus zahlrelchen Gebleten der Praxis trltt 
Proportionalitat zweler GroBen auf. Solche Aufgaben wer
den mit Hilfe von Proportionen gelost. 

Sind dabei drei der vier Glieder einer Proportion gegeben 
und ist das vlerte zu berechnen, so helBt dieses die vierte 
Proportionale der Proportion . 

Bei der Verbrennung von Kohlenstoff entsteht das Gas 
Kohlendioxld. Dabei ist dos Verhaltnls der Kohlenstoff
menge zur Menge des entstehenden Kohlendloxids glelch 
3 : 11. 
Wievlel Gramm Kohlendloxid entstehen bel der Verbren
nung von 10 9 Kohlenstoffl 
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S. PROPORTIONEN 

Prozentrechnung 
Vergleichszohl100 

Prozentbegriff 

118 

• 

• 

Losung: Es mogen x 9 Kohlendioxid entstehen. Dann gilt 
folgende Proportion: 

10 : x = 3 : 11 I Produktgleichung 
3x=110 :3 

x = 36,7 
Bei der Verbrennutlg von 10 9 Kohlenstoff entstehen etwa 
36,7 9 Kohlendioxid. 

Welche Zeit benotigt ein Pkw fUr einen Autobahnabschnitt 
von 128,0 km, wenn er mit einer durchschnittlichen Ge
schwindigkeit von 85,0 km· h-1 fahrt? 
Losung: 85 . x = 128 

x = 1,5 = 1 h 30 min 
Der Pkw benotigt bei einer durchschnittlichen Geschwin
digkeit von 85,0 km· h-1 fUr die 128,0 km 1 Stunde und 
30 Minuten. 

Um zwei Verhaltnisse V 111), d. h. zwei Quotienten, be
quem vergleichen zu konnen, kann man sie auf einen ge
meinsamen Nenner bringen. ZweckmaBigerweise wahlt 
mc;m oft als gemeinsamen Nenner die Zahl 100. 

In drei fUnften Klassen werden die Anzahl der Schwimmer 
Stufe 11 verglichen. 

50 35 

5b 31 

Se 33 

20 

19 

16 

20 57 
- ~057 =-
35 • 100 
19 61 
- ~0.61 = -
31 100 
16 48 
- ~0.48 =-
33 100 

... DEFINITION 17: Eln Hundertstel elner Zahl (GriS8enan
gabe) G hemt eln Prozent,l dleser Zahl (GriSBenangabe). 
Fur 1 Prozent schrelbt man 1 %. 
10/ G' d G 0/ G . d G _ p . G 

/0 von Sin 100' P /0 von Sin p. 100 - 100 . 

Bezeichnungen: G heiBt Grundwert; p heiBt Prozentsatz; 
p·G 
100 heiBt Prozentwert und wird mit W bezeichnet. 

1 prccenlum (Ial.), vcn Hundert 
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Grundaufgaben 
der Prozentrechnung 

Vermehrter (vermin
derter) Grundwert 

Mit den Bezeichnungen gilt die Gleichung 
p.G 

W = 100 oder als Proportion 

Da bei einem bestimmten Saehverhalt der Grundwert (die 

Zahl G) fest gegeben ist, ist 1~ eine feste Zahl. Das be

deutet, daB Prozentwerte und Prozentsatz dlrekt propor
tional sind (/ 112f; Def.12) . 

• a) 1% von 17 sind 1~ = 0,17 

G = 17; W = 0,17; p = 1 

b) 5% von 17 sind 5 ' 11~0 = 1~0 = 0,85 

G = 17; W = 0,85; p = 5 
. 53 1219 

c) 23%von 53 m slnd 23 ' 100 m = 100 m = 12,19 m 

G = 53 m; W = 12,19 m; p = 23 

Die Ergebnisse des letzten Beispiels auf Seite 118 lassen sleh 
mit Hilfe des Prozentbegriffs folgendermaBen ausdrOeken: 
Die Klasse5a hat 57%Sehwimmer:G=35;W=20;p:::::::57. 
Die Klasse 5b hat 61% Sehwimmer: G=31; W=19; p:::::::61. 
Die Klasse Se hat 48% Sehwimmer: G=33; W=16; p:::::::48. 

AlIgemein gilt: W: p = G : 100. 
Zu bestimmen Zu bestimmen 
ist p: ist W: 

W p·G p=-.100 W=-
G 100 

Zu bestimmen 
ist G: 

W G= - .100 
P 

Bei der Losung von Aufgaben ist besonders auf Formu
lierungen wie .. Erhohung um" oder .. Steigerung auf" bzw . 
.. Verringerung um" oder .. Senkung auf" zu aehten. Der
artige Formulierungen deuten auf vermehrten bzw. ver
minderten Grundwert hin. Der vermehrte Grundwert ist 
die Summe aus Grund- und Prozentwert. Der verminderte 
Grundwert ist die Differenz aus Grund- und Prozentwert. 
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5. PROPORTIONEN 

Prozentaufgaben 
mit indirekter 
Proportionalitat 

Promille 
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• 

• 

• 

Der Abgabepreis von 56,70 M je Stock an den GroBhandel 
liege um 7,5% hoher als der Selbstkostenpreis fUr einen 
Betrieb. Wieviel betrogt der Selbstkostenpreis ? 
Gegeben: Vermehrter Grundwert (Abgabepreis) 
G2 = G + W = 56,70 
Prozentsatz: p = 100 + 7,5 = 107,5 
Gesucht: Grundwert G (Selbstkostenpreis) 
Losung: G2 : p = G : 100 

G = G2 • 100 = 56,70 . 100 _ 52 74 
P 107,5 - , 

Der Selbstkostenpreis betrogt 52,74 M je Stock. 
Nach EinfUhrung einer verbesserten Technologie verringern 
sich die S.elbstkosten fUr ein Erzeugnis um 18% auf32,80 M. 
Wieviel betragen die Selbstkosten mit der alten Technologie ? 
Gegeben: Verminderter Grundwert (neue Selbstkosten) 
G1 = G - W = 32,80 
Prozentsatz: p = 100 - 18 = 82 
Gesucht: Grundwert G (alte Selbstkosten) 
Losung: G1 : p = G : 100 

G = G1 • 100 = 32,80· 100 = 40 
P 82 

Vor der EinfUhrung einer neuen Technologie betrugen die 
Selbstkosten je Stock 40,00 M. 
Ein D-Zug durchfahrt eine Strecke mit einer Durchschnitts
geschwindigkeit von 60 km· h-1• 

Wieviel Prozent der ursprUnglichen Fahrzeit betragt die 
Zeitersparnis, wenn der Zug seine Geschwindigkeit um 
durchschnittlich 5 km . h-1 erhoht? 
Losung: 
Der Geschwindigkeit 60 km· h-1 sind 1oo%-der Fahrzeit zu
geordnet. 
Der Geschwindigkeit 65 km . h-1 sind x% der Fahrzeit zu
geordnet. 
Da Geschwindigkeit und Zeit indirekt proportional sind, 
sind die Produkte der einander zugeordneten Zahlen gleich 
(/113f; Def.13): 
60 . 100 = 65 . x 

60 ·100 
x = 65 :::::: 92,3 

Der Zug benotigt nur noch etwa 92,3% der ursprUnglichen 
Zeit. Die Zeitersparnis betragt also rund 7,7%. 
In der Prozentrechnung wird die Zahl 100 als Vergleichs
zahl zugrunde gelegt. In vielen Fallen ist es nUtzlich, die 
Zahl 1000 als Vergleichszahl zu benutzen. 



S. PROPORTIONEN 

~ DEFINITION f8: Eln Tausendstel elner Zahl (Gr6Benan
gabe) helBt eln Promllle dleser Zahl (Gr6Benangabe). FOr 
1 Promllle schrelbt man fOfo{j' 

Zinsrechnung Die Zinsrechnung ist eine Anwendung der Prozentrechnung 
auf das Geldwesen, wobei der Prozentwert den Zinsen 
eines Geldbetrages fUr ein volles jahr entspricht. 

Prozentrechnung Zinsrechnung 

Grundwerl G Grundbetrag G 
Prozentsalz p Zinssatz p 
Prozentwert W Zinsen Z 

Die Zinsen fUr ein jahr erhalt man aus der Proportion 

I ~Z_:_P_= __ G_:1_00 __ (/_1_1_9)_; ___ Z_= __ -~=~=P ______________ ~1 ~ 
FUr beliebige andere Zeitraume werden die Zinsen pro
portional zur Zeit berechnet. 

Zinsen fOr 

I Jahre: I Monale : I Tage : 

G·p C · p , C · p Z =_ ·, Z = - Z=-
100 100 12 100 

8emerkungen: 
(1) Bei Zinsberechnungen wird zugrunde gelegt: 
1 jahr = 12 Monate 
1 Monat = 30 T age 

t 
360 

(2) Bei der Berechnung der Zinsen nach den angegebenen 
Gleichungen wird vereinfachend angenommen. daB der 
Grundbetrag wahrend des gesamten Zeitraums unver
andert bleibt. In der Praxis werden jedoch die .falligen 
Zinsen jeweils dem Grundbetrag zugeschlagen und dann 
mit verzinst. Dadurch ergeben sich hohere Zinsbetrage. 
die nach der sogenannten Zinseszinsrechnung berechnet 
werden. 
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6. QUADRATISCHE FUNKTIONEN 

Die Funktlon y = X2 

Normalparabel 

122 

Jede Funktion mit der Gleichung y = A X2 + 8 x + C heiBt 
quadratische Funktion, wobei die Koeffizienten A, 8, C 
beliebige reelle Zahlen mit A =f= 0 sind. 
Man nennt 
A X2 dos quadratische, 
8 x dos lineare und 
C das absolute Glied der Funktionsgleichung. 

Die funkfion y. x2 

Definitionsbereich: - QC <: x <: 00 i Wertevorrat: 0 .:I Y <: QC 

Einerseits ist das Quadrat einer reellen Zahl stets nicht
negativ. Im Wertevorrat treten also nur nichtnegative 
Zahlen auf. Andererseits ist jede nichtnegative reelle Zahl 
Quadrat einer reellen Zahl. Im Wertevorrat treten also 
auch alle nichtnegativen reellen Zahlen auf. 

Dos Bild der Funktion y = X2 ist eine quadratische Pa
rabel. Man nennt sie auch Normalparabel. 
FUr x == 0 ergibt sich der kleinste Funktionswert, nomlich 
y = O. 
Wegen X2 = (_X)2 haben Parabelpunkte mit gleicher Ordi
nate den gleichen Abstand von der y-Achse. Das bedeutet, 
daB die y-Achse Symmetrieachse V 222) der Parabel ist. 
Man nennt diese Symmetrieachse auch Parabelachse. Die 
beiden zueinander symmetrischen Teile der Parabel heiBen 
Parabeloste. 
Der Punkt, in dem eine Parabel ihre Symmetrieachse 
schneidet, heiBt Scheitel dieser Parabel. Der Scheitel der 
Normalparabel liegt im Ursprung. Sie offnet sich nach 



6. QUADRATISCHE FUNKTIONEN 

Die Funktlonen y = 0 X2 

(0 =1= 0) 

oben. Die Richtungsangaben "nach oben" bzw. "nach 
unten" bezie~en sich immer auf die Ubliche Lage der 
Koordinatenachsen. Im Interval! - 00 < x S;;; 0 ist die 
Funktion y = Xl monoton fallend, im Intervall 0 ~ x < 00 

monoton wachsend V 88, Def. 3). 

Die Funktionen .y • ax 2 

Definitions.fch: - 00 < x < 00 

W6rrevorrat : 0:; y < - falls a > 0 

Der Obergang von y = Xi 

zu Y = a Xi bedeutet, daB 
fUr jedes Argument x der 
zugehorige Fu n ktionswert 
der Funktion y = X2 mit a 
multipliziert wird. Da
durch wird die Nor
malparabel folgender
maBen verondert: - 00 a<O 

Streckung V 268) der Normalparabel 
in Richtung der y-Achse 
Cffnung nach oben 

Streckung der Normalparabel in Richtung 
der y-Achse und Spiegelung V 219) an 
der x-Achse 
Cffnung nach unten 

keine Anderung 
C,ffnung nach oben 

Spiegelung der Normalparabel an der 
x-Achse 
C,ffnung nach unten 
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6. QUADRATISCHE FUNKTIONEN 

Die Funktlonen 
y = X2 + px + q 

Die Funklionen 
y=x2 +e 

12" 

• 

lal < 1 a>O Slauchung der Normalparabel in Richtung 
der y-Achse Offnung nach oben 

q<O Slauchung der Normalparabel in Rlchlung 
der y-Achse und Spiegelung an der x-Achse 

. \ \", Offnung nach unlen 

In alien Fallen liegt der Scheitel der Normalparabel im 
Ursprung. 

Definitionsbereich: 
-oo<x<oo 
Wertevorrat: 

pS 
- 4 + q ~ y < 00 (/ 126) 

I 

Die funkfionen y _xz + e 

Scheite/ : S (01 C) 

Der Obergang von y = Xl 

zu Y = Xl + e bedeutet. 
daB fOr jedes Argument x 
zum zugehorigen Funk
tionswert der Funktion 
y = X2 die Zahl e addiert 
wird. Dadurch wird die 
Normalparabel um e in 
Richtung der y-Achse ver
schoben (/ 92). 



6. QUADRATISCHE FUNKTIONEN 

Die Funktionen 
y = (x + d)2 

Die Funktlonen 
y = (x + d)2 + e 

• 

• 

Die Funktionen 
I) y = X2 und 11) y = (x + d)2 
unterscheiden sich dadurch. daB fOr jedes Argument x der 
zugehorige Funktionswert Xl der Funktion I) von der Funk
tion 11) fOr x - d angenommen wird. Es ist nCimlich 
[(x - d) + d]' = X2 

Das Blld der Funktion y = (x + d)2 ist also die um -d in 
Richtung der x-Achse verschobene Normalparabel. 

Die funktionen y- (x + d J 2 

Der Obergang von y = Xl ZU Y = (x + d)2 + e bedeutet. 
daB die Normalparabel um e in Richtung der y-Achse und 
um -d in Richtung der x-Achse verschoben wird. 
Der Scheitelpunkt S hat dann die Koordinaten -d und e: 
S (-d; e) 

Die funkfionen y . (x +d)2 + e 

Scheifef: S (-d; e) 
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Die Funktlonen 
y=Ax2 +Bx+C; 
(A:t= 0) 

126 

Aus Y = (x + d)2 + e 
erhalt man durch Ausrechnen 
y = X2 + 2 d x + d2 + e i Zur AbkOrzung setzt man 2d =p 
y = X2 + px + q und d2 + e = q. 
Umgekehrt hat jede Funktion y = X2 + p X + q als Bild eine 

Normalparabel mitdem Scheitelpunkt s( _ ~ ; _ ~2 + q) , 
deren Symmetrieachse parallel zur y-Achse liegt und die sich 
nach oben offnet. 
Die Koordinaten des Scheitelpunktes ergeben sich aus den 
Gleichungen 2 d = P und d2 + e = q. 
Die Anzahlen der Nullstellen der Funktionen 
y = Xi + P X + q 
lassen sich jeweils an der Ordinate des Scheitelpunktes 
ablesen: 

p2 
--+ q< o 

4 

zwei Nullstellen 

Scheitelpunkt 
unterhalb der 
J(-Achse 

Definifionsbereich; 
-oo<x<oo 
Werfevorraf; 

p! 
--+ q = 0 

4 

e ine Nullstelle 

Scheitelpunkt 
liegt auf der 
x-Achse 

82 
- 4 A + C ::::;; y < 00 , falls A > 0 

82 
- 00 < y ::::;; - 4 A + C , falls A < 0 . 

p2. 
--+ q> O 

4 

keine Nullstelle 

Scheitelpunkt 
liegt obe.rhalb 
der x-Achse 



6. QUADRATlSCHE FUNKTlONEN 

• 

Die Funktionen mit einer solchen Gleichung heiBen quo
drotische Funktionen. Die Gleichungen der zuvor be
handelten quadratischen Funktionen sind Spezialfalle dieser 
Gleichung: 
0) y = X2 erhalt man fOr A = 1; B = C = 0 
b) y = a X2 erhalt man fOr A = a; B = C = 0 
c) y = X2 + p X + q erhalt man fOr A = 1; B = p; C = q 
Durch Ausklammern von A erhalt man aus 
y = A X2 + B x + C die Gleichung 

y = A (X2 + ~ X + ~) = A (X2 + P X + q); (} = p;~ = q) 

Dos Bild dieser Funktion ergibt sich dadurch, daB die 
Ordinaten aller Punkte der Normalparabel mit der Glei
chung .y = X2 + P X + q auf das IAI-fache gestreckt oder 
gestaucht und eventuell (falls A < 0) an der x-Achse ge
spiegelt werden (/123f, Tabelle). 
Der Scheitel5 der Normalparabel mit der Gleichung 

y = X2 + p X + q hat die Koordinaten 
oder: 

p pS 
-2 und -4- + q 

( B 82 C) 
5 - 2 A ; - 4A: + A . 

Der Scheitel 5' der Parabel mit der Gleichung 
y = A X2 + B x + Chat dann die Koordinaten 

( 8 B2 ) 
5' - 2 A; - 4 A + C 

Diefunktionen Axz+8x +C'Y (k~ O) Die Anzahl der Null-
t=.1~l7:iF.~;n;iii~~~:m-x1 stellen ei ne r allgemei nen 

quadratischen Funktion 
y = AX2 + B x + C 

= A (X2 + ~ X + ~) 
ist gleich der Anzahl der 
Nullstellen der Funktion 

B C 
Y=X2 + A X+ A ; 

dennA(X2 +! x+ ~) =0 

gilt genau fOr die Werte 
von x, fOr die auch 

B C 
X2 + AX +A = 0 

L-________ --I gilt. (Beachte A =l= O!) 
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7. QUADRATISCHE GLEICHUNGEN 

Rechnerische I.osung 

Normalform 
der quadratischen 
Gleichung 

128 

Zur Bestimmung eventuell vorhandener Nullstellen (/89) 
einer allgemeinen quadratischen Funktion 
y = A X2 + 8 x + C; (A =1= 0) ist die Gleichung 
AX2 + 8 x + C = 0 
zu losen. 
Je nach der Anzahl der Nullstellen hat diese Gleichung 
zwei Losungen oder eine Losung oder sie hat keine Losung. 
Wegen A =l= 0 laBt sich die Gleichung durch A dividieren: 

X2 + P X + q = 0; (p =! ; q = ~) 
Da sich jede quadratische Gleichung auf diese Normolform 
bringen laBt, genUgt es, die Losungen fUr die Normalform 
onzugeben. 
Aquivalente Umformungen der Normalform zur Bestim· 
mung der Losungen: 

X2 + px + q = 0 

X2 + px =-q 
-q 

+ (i)2 (Qua.~ratische 
£rganzung) 

X2 + p X + (i r = ( i r -q (binomische Formel, I' 78) 

(x+ ir =(ir- q 

Fur(ir - q < 0 gibt es keine Losung x, do (x + ir 

fUr kelne Zohl x negativ wird. 

FUr (i r - q ::: 0 kann man wie folgt weiter aquivalent 

umformen: 

(x + i)' =(V(if -qf - (V(ir - qY 
(x i)' - (l (i r qy = 0 (binomische Formel) 

(x +i l(if q)(x + ~ ~(ir q)=o 
Da ein Produkt genau donn gleich 0 ist, wenn mindestens 
ein Foktor gleich 0 ist (/24; Satz 7), sind folgende Zahlen 
Losungen: 

Xl = - i + V( if - q; fUr Xl wird der erste Faktor 

gleich O. 
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Diskriminante 

• 

9 [001807] 

Xz = - ~ - V( ~r -q; fUr x2 wird der zweite Faktor 

gleich O. 

Der Radikand (/147) D = (~r -q ist fOr die Anzahl der 

Losungen entscheidend. Er heiBt daher Diskriminante. 
Die Scheitelpunktsordinate des Bildes der zur gegebenen 
Gleichung gehorenden Funktion ist gleich -D (/126; 
T abelle). 

Dlskriminante 0 Anzahl der Anzahl der Null-
Losungen von stellen von 

xt + p X + q = 0 y = x2 + px + q 

( ~r - q > o zwei Losu nge n zwei N ullslellen 

p 
X 1 ' 2 = -2 ± (~r -q 

(pr 2 - q = O e ine Los ung 

P 
X1 ' 2 = - 2 

(~r - q < 0 keine Losung 

1 21 
a) X2 + eX - 32 = 0 

X - - J.- + 1 /1-:--+--'-1-:-:6S=-
1,2 - 16 - V 256 

1 13 
= -16 ±f6 

3 
Xl =4" 

eine N ullslelle 

keine N ullsle lle 

Probe: 
(Losung Xl) 

( ! r + ! . ! -;~ = 0 

18 3 21 
32 + 32 - 32 =0 

0=0 
(Losung X2) ( -~ r + ! ( - ~) -;~ = 0 

49 7 21 
64 - 64 - 32 =0 

0=0 
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• b) Probe: 
X2 - 4,2 x + 4, 41 = ° 2,1 2 - 4,2 . 2,1 + 4,41 = ° 
X1,2 = 2,1 + y4, 41-=-4,41- ° = ° 
XI ,2 = 2,1 
c) X2 - 1,3 x + 9,5 = ° 
XI ,2 = 0,65 ±,yO,652 - 9,5 
Wegen 0,652 - 9,5 < ° hat die Gleichung keine Losung. 

.. SATZ 19: Slnd Xl und X2 Losungen der quadratischen Glei
chung X2 + p X + q = 0, so laBt sich die linke Seite dieser 
Gleichung folgendermaBen in ein Produkt aus zwei in X 

IInearen Faktoren zerlegen: 

Bewels: 
(x - Xl) • (x - X2) = X2 - (Xl + X2) X + Xl X2 

Da Xl und x2 die Losungen der Gleichung 
X2 + px + q = ° sind, gilt: 

Xl = - t + VD [D = ( i r -q] 
P ,/-

x2 = - 2 - vD 

Xl + XI = - P Xl· X2 =( - i + YD)( - i-VD) 

=(iY - D 

=(iY-(if+q 
Xl· X q 

Setzt man dies in Gleichung (*) ein, so erhalt man: 

(*) 

(x - Xl) (X - x2) = X2 px + q w. z. b. w. 

Vietascher Wurzelsatzl SATZ 20: Fur die Losungen Xl und X2 der quadratischen 
.. Gleichung X2 + p X -t q = 0 gilt: 

130 

I Xl + x2 = - p und Xl· X2 = q 

Die Losungen einer Gleichung werden tlaufig ouch Wurzeln 
dieser Gleichung genannt. 
Der Vietasche Wurzelsatz kann zur Probe benutzt werden. 

1 Francois Viete (1540--1603), Fran10sischer Malhemaliker 
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Spezlalfalle der 
Glelchung 
X2 + P X + q = 0 

Probe: 
2 

Xl + XI = - 5" = - P 

8 
Xl • X2 = - 25 = - 0,32 = q 

Die folgenden Spezialfalle sind wie jede quadratlsche 
Gleichung mit der Losungsformel (/129) losbar. Sie lassen 
sich jedoch kOrzer folgendermaBen losen. 

1) P = 0, also Xl + q = 0 

{
FOr q > 0: keine Losung 

X2 = - q FOr q = 0: eine Losung Xl,S = 0 
FOr q < 0: zwei Losungen XI,I = ± V -q 

2) q = 0, also Xl + P X = 0 
( ) _ 0 {FOr p = 0: eine Losung Xl,S = 0 

X X + P - FOr p =1= 0: zwei Losungen Xl = 0, XI = - p 

Graphlsche Losung Jede quadratische Gleichung mit einer Variablen laBt slch 
durch <:iquivalente Umformungen auf die Normalform 
X2 + P X + q = 0 bringen. Die Losungen dieser Gleichungen 

SchniHpunkte ouf der sind die Nullstellen (/88) der Funktion y = Xli + P X + q. 
x-Achse Zur graphischen Losung der Gleichung Xl + p X + q = 0 

zeichnet man daher das Bild der Funktion y = xl!I + px + q 
(verschobene Normalparabel, Offnung nach oben) und 
Iiest die Nullstellen aus der Zeichnung ab. Wegen der 
Zeichenungenauigkeit bekommt man nach diesem Ver
fahren im allgemeinen nicht die genauen Losungen. 

9* 

13 
• Xl -5x + 4= 0 

1/.' .y , 
3 

\ 
2 \ 

\ 
1 

0 

1-1 

1-2 

1-3 

11 

- -

I I I 
I 

n,.l 
I ~3j ,""'}-!I '~ 'J ~ 

~ 

\ 3 H . ~ x 

1\ J , I 
\ j 

.... J 

r. '.5;-3, 

Wir bestimmen die Scheitel
punktkoordinaten (/ 126): 
S (2,5; -3) 
Wir tragen S (2,5; - 3) In ein 
Koordinatensystem ein. Wir 
zeichnen das Funktionsblld 
(Schablone an S anlegen) . 
Ablesen der Nullstellen: 
Xl ~ 0,8; Xs ~ 4,2: 
Probe: (Vietascher Wurzel
satz) 
Xl +xs=0,8+4,2=5=-p 
Xl • XI = 0,8 . 4,2 = 3,36 ~ q 
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Schnittpunkte Eine Umformung der Gleichung 
auf der Normalparabel X2 + p x + q = 0 

ergibt 
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xt = - p x - q 
Die Losungen dieser Gleichung sind diejenigen Zahlen x, 
fUr die die Funktionen 
Y = X2 und 
Y= - px q 
gleiche Funktionswerte haben. In der graphischen Dar
stellung sind das die Abszissen der Schnittpunkte beider 
Funktionsbilder. Ein Vorteil dieses Verfahrens gegenUber 
dem ersten besteht darin, daB man die Normalparabel 
Y = X2 nur einmal zu zeichnen braucht. Es genUgt dann, 
bei jeder Gleichung die jeweilige Gerade y = - p x - q 
durch die Kante eines Lineals darzustellen, um die gesuchten 
Abszissen abzulesen. 
Je nach Anzahl der Losungen der gegebenen Gleiehung 
hat die betreffende Gerade mit der Parabel zwei Punkte 
(Sekante), einen Punkt (Tangente) oder keinen Punkt (Pas
sante) gemeinsam (/' 253). 

• a) X2 + x - 2 = 0 "'I .Y 

~ N ,·X.f.2 4 l rJ"~ ") J 
\ \ '" i\\ " ~ 

~ 
\ 
i\ , 

-l -1 

y ~ )( Iy , 

1 
i1 1 

" 2~ I 
1 "-'I V 

I ~ V 

'" ..,,; " V "-1\0 V1 21"< 
-~ V 
V \ 
-2 V· -2) 1 

~ I 

Parabel: y = X1 

Gerade: y = x T 2 
Xl::::: - 2 
Xa ::::: 1 

b) X2 + 2x + 1 
Parabel: y = X2 

Gerade: y = - 2x 1 
Xl = XI::::: -1 

Bemerkung: Wegen der Zeichenungenauigkeit ist es nieht 
sicher, ob tatsiichlich nur eine Losung vorliegt. Es kann 
vorkommen, daB die Schnittpunkte sehr dieht beieinander 
liegen. 

c) X2 - X + 1 = 0 
Para bel : y = X2 Gerade: y = X • 1 
keine Losung 



8. DIE POTENZFUN KTIONEN y= it; (k GANZE ZAHL) 

Der Potenzbegrlff .. DEFINITION 21: Eln Produkt a · a .•••. a aus n Faktoren 
a (n > 2) helOt Potenz. 

Vorzelchen 
von Potenzen 

Man schreibt: a . a ..... a = an . 
n Foktoren 

a heiBt die Basis, n der Exponent der Potenz an. 

• 0) 3 . 3 . 3 . 3 . 3 = 36 = 243 

b) ; . ; . ; . ; = (; r = ~~ 
c) (-5). (-5) . (-5) = (-5)3 = -125 
d) 0 . 0 . 0 . 0 . 0 . 0 = ()8 = 0 

Es gilt: 

Wenn a < 0, so aIm> 0 (FOr olle naturlichen 
Wenn a 2! 0, so aIm 2! 0 \ 

Wenn a 2! 0, so alm+1 2! 0 Zahlen m 2! 1) 
Wenn a < 0, so a2m+1 < 0 

n gerade n ungerade 

'~~o J I~A '~ an E 0 an ~ 0 
a<O 
~ 

on > 0 on < 0 

.. SATZ n: Fur belleblge reelle Zahlen a :j: 0 gilt: 

1(- a)2m = a2m und (- a)lm+1 = - a 2m+1 

• 0) 64 

( -6)4 
(-6)4 

= 1296 
= 1296 
= 64 

FOr 0 und 1 gilt: 

I on = 0 und 1 n = 1 

b) 0,26 = 0,00032 
(-0,2)6 = -0,00032 
(-0,2)6 = -0,26 

Daher folgt aus $atz en fOr a = -1: 
(_1)21< = 121< = 1 
(_1)2k+1 = _121<+1 = -1 

Rechnen mlt Potenzen FOr das Rechnen mit Potenzen gelten die folgenden Regeln 
(Potenzgesetze) (Potenzgesetze), wobei a =f= 0; b =f= 0 ist. FOr die naturlichen 

Zahlen m und n wird zunachst wie in Definition C 21 m 2! 2 
und n ~ 2 festgesetzt. Diese Einschrankung fOr die Exponen
ten wird spater fallen gelassen (/134, Def.24). 
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8. DIE POTENZFUNKTIONEN Y = xl<; (k GANZE ZAHL) 

Erste Erwelterung 
des Potenzbegrlffes 

134 

~ SATZll: 

• 

gleiche Basis und gleicher Exponent 

Addition 
. ; 

Subtraktion 
x . an ± y . an = (x ± y) . an(x. y be li ebig reell) 

-;.: 

gleiche Basis glelcher Exponent 

Multiplikation am. an = am+n an . b" = (a . b)" 

am 

~ =(:r Division -;;- '= an,-n (m - n ~ 2) 
a 

Potenzierung (am)n = om." = (oft)m 

AdditionjSubtraktion: 
1 4 1 -1 7 0) 3 a~ + 0,8 a~ = 3,8 a~ b) _ X7 __ X7 + _ X7 =- X 
3 9 18 18 

Multiplikation: 
c) a4 • a3 = (a· a . a· a) . (a . a . a) ~ a . a . a . a· a· a· a = a7 

d) a3 • b3 = (a· a . a) . (b • b . b) = (a b) . (a b) . (a b) = (a b)3 
Division: 

as a . a . a . a . a . a . a ; a 
e) a5 = a . a . a . a . a = a3 

f) ;: = ~ ~;:;:; = ; . ; . ; . ; = (;r 
Potenzieru ng: 
g) (a3)4 = (a3) • (a3) • (a3) • (a3) = a3+3+3+3 = a4-3 

= a4+4+4 = (a4) • (a4) • (a4) = (a4)3 

Bemerkung: Beachte den Unterschied zwischen (am)" und 
a (m"). 

• (23)2 = 82 = 64 dagegen 2 (32) = 29 = 512 
Statt aIm") schreibt man kOrzeram". 

Der Potenzbegriff wird durch folgende Festlegung auf alle 
natOrlichen Zahlen als Exponenten ausgedehnt. 

~ DEFINITION 24: 

1(1)00=1; (0=t=0); (2) 0 1 = 0 

Diese Definitionen sind sinnvoll. FOr den so erweiterten 
Potenzbegriff gelten namlich die Rechenregeln aus Satz C 23 
weiter. 



8. DIE POTENZFUNKTIONEN y = xk; (k GANZE ZAHL) 

• a) Beispiel fOr die Regel am . a" = am+": 
00 • a4 = 1 . a4 == a4 = aO+4 

Die Potenzfunktionen 
y = x" (n = O. 1. 2, ... ) 
Die Funktionen 
y=x2m (m=1.2 •... ) 

b) Beispiel fOr die Regel (am)" = am.": 
(a 1)7 = a7 = a1 ·7 

Bemerkung: 
Bei der Definition aO = 1 muB a = 0 ausgeschlossen wer
den. da sich sonst WidersprOche ergeben wOrden. 

Die Bilder der Funktionen y = .X2. Y = X4 • ••• heiBen Pa
robeln 2 .• 4 .• 6 .•... Grades. Sie liegen symmetrisch zur 
y-Achse; denn nach Satz C 22 (/133) gilt (_x)2m = x2m. Also 
gehort zu einer beliebigen Zahl x und der zu ihr entgegen
gesetzten Zahl -x derselbe Funktionswert. 

DefinitionsiJerfJich;- "'" < x < + -
Werrevorrat: O~y<+O<) 

y_(_x)ZJ: 

-)( 

y 

o x x 

Die Funktionen Definitionsberelch: - 00 < x < 00 

y = X2m - 1 (m = 1.2.3 .... ) Wertevorrat: _ 00 < x < 00 

Die Bilder der Funktionen y = x3, Y = x5, • •• heiBen Pa
rabeln 3.,5., ... Grades. Sie liegen punktsymmetrisch' zum 
Ursprung; denn nach Satz C 22 gilt (_x)2m-l = _x2m-l. 

Also unterscheiden sich der zu einer beliebigen Zahl x =1= 0 
gehorende Funktionswert und der zur entgegengesetzten 
Zahl (/60) -x gehorende Funktionswert nur durch das 
Vorzeichen. 
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8. DIE POTENZFUNKTIONEN Y = xk; (k GANZE ZAHL) 

Die Funktion y = xO 

Gerade, ungerade 
Funktlonen 
(/170; 222) 
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• 

Definitionsbereich: - f>O < X <+ 00 

WerfevrJrraf:-oo<y< +00 

o x 

y 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ xLk-I 

-x x x 
/ 

(_)(;Z~-I. -Xlii-I 

/ 
/ 

/ 

Definitionsbereich: alle 
reellen Zahlen x mit x =F O. 
Wertevorrat: Die Zahl1 

Das Bild dieser Funktion besteht aus alien Punkten auf der 
Parallelen zur x-Achse im Abstand +1, ausgenommen der 
Punkt (0; 1). Nach Definition C 24 (/134) 1st namlich die 
Potenz XO fUr alle x =l= 0 gleich 1, fOr x = 0 jedoch nicht 
definiert. Man sagt, das Blld der Funktion y = XO hat bei 
x = 0 eine LOcke. 

.. DEFINITION 25: Elne Funktlon y = f(x) helBt gerade, wenn 
fOr jedes x aus Ihrem Definltlonsberelch f( -x) = f(x) gilt. 
Eine Funktion y = f(x) heiBt ungerade, wenn fOr jedes x aus 
Ihrem Definitionsbereich f( -x) = -f(x) gilt. 

Die Bilder gerader Funktionen besitzen die y-Achse als 
Sym metrieachse. 
Die Bilder ungerader Funktionen sind punktsymmetrisch 
zum Ursprung. 
Die Potenzfunktionen y = x2m; (m = 0, 1, 2, ... ) sind ge
rade Funktionen. 
Die Potenzfunktionen y = X2m - 1 , (m = 1,2,3, ... ) sind 
ungerade Funktionen. 



8. DIE POTENZFUNKTIONEN y = xk; (k GANZE ZAHL) 

Die Poten zfunktionen 
y = x-n; (n = 1,2,3, ... ) 
Zweite Erwelterung 
des Potenzbegriffs 

Bemerkung: 
Im allgemeinen ist eine Funktion weder gerade noch un
gerade, wie es das Beispiel der Funktion f(x) = X2 - 4 x + 1 
zeigt: 
f(2)=4-8+1 = -3; f(-2)=4+8+1 =13. 

Die Potenzen mit negativen ganzzahligen Exponenten wer
den so definiert, daB die Rechenregeln aus Satz C 23 auch 
fUr Potenzen mit beliebigen ganzzahligen Exponenten gel
ten. (Dies laBt sich auf Grund der folgenden Definition 
beweisen. Hier werden nur einige Beispiele gerechnet.) 

DEFINITION 26: 

1 
a-n = - ; (a =l= 0, n natUrlich) 

an 

• 0) Beispiel fOr die Regel am • an = a m+n : 

1 1 1 
a-3 • a-6 = _ . _ = _ = a-(3+6) = a(-3)+(-6) 

a 3 a 6 a3+5 

1 1 
X2 • x-4 = X2 • _ = _ = x-2 = X2+(-4) 

X4 X2 

~ SATZ 27: Fur oUe ganzen Zahlen k und belieblge reeUe 
Zahlen a; (a =i= 0) gilt 

Beweis: 
0) k > 0; In diesem Fall gilt die Gleichung auf Grund von 
Definition C 26 
b) k = 0; In diesem Fall gilt die Gleichung nach Defi
nition C 24 

137 



8. DIE POTENZFUNKTIONEN y= xk; (I< GANZE ZAHl) 

Die Funktionen y = x-1m ; 

(m =1.2.3 •... ) 
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c) k < 0; In diesern Fall gibt es eine positive ganze lahl m 
mit k ='- m. Dann gilt: 
1 1 

1 
- -1- (nach Definition C 26) 

w.z. b. w. 

Definitionsb8l'f1ich: -0<> < X < O,O<x<+oo 
Wertevorrat : O<y+<x> 

Wegen 
1 1 (_x)-2m = = _ = x-2m 

(_x)2m x2m 

Definitionsbereich: 
alle reellen lahlen x 
mit x =1= 0 
Wertevorrat: 0 < y < 00 

sind diese Potenzfunktionen gerade. ihre Bilder liegen also 
symmetrisch zur y-Achse. Die Bilder dieser Funktionen be
stehen jeweils aus zwei getrennten Teilen (zwei Asten). 
Sie nahern sich beliebig dicht der x-Achse und zwar urn so 
mehr. je mehr der Betrag von x zunimmt. Dabei wird die 
x-Achse selbst jedoch nicht erreicht. do die Funktionswerte 
stets groBer als 0 sind. 
Man sagt. die Bilder nahern sich asymptotisch der x-Achse. 
Entsprechend nahern sich die Bilder asymptotisch der 
y-Achse. wenn der Betrag von x immer kleiner wird. 



8. DIE POTENZFUNKTIONEN y = xk; (k GANZE ZAHL) 

Die Funktionen 
Y = x-(2m-l); 

(m =1,2,3, ... ) 

Definitionsbereich: 
alle reellen Zahlen X 

mit X =F 0 
Wertevorrat: 
alle reel1en Zahlen y 
mit y =F 0 

Definifionshereich:-oo<X<Oi O<x<+ 0<> 

Werfevorrat: - 0<> <y<Oi O<y<+oo 

Wegen 
1 

( _x)-(2m-l) = .---=~ 
( _x)2m-l 

1 _-=----=- = _x-(2m-I) 
_X2m- 1 

sind diese Potenzfunktionen ungerade. ihre Bilder liegen 
also punkt~rmmetrisch zum Ursprung. Die Bilder bestehen 
aus zwei Asten. die sich asymptotisch den Koordinaten
achsen annCihern. 

Zusamenfassender Oberblick Uber die Potenzfunktionen y = Xk 

(k beliebige ganze Zahl) 

Y= xlc k positlv k negotiv k = O 

gerode ungerode gerode ungerode 

Oefinitions- - oo< x<oo -OO< X<oo - oo< x<oo - < x<oo - oo< x<oo 
bereich ouf3er Quf3er Quf3er 

x = o x = o x = 0 

Werte- O ~ y < - oo< y<oo o < y <oo - < y<oo y = 1 
VOlT(lt 

Y " 
Quf3er 
y = o 
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8. DIE POTENZFUNKTIONEN Y = xk; (k GANZE ZAHL) 

Die Definitionsberelche der Potenzfunktionen ergeben sich einfoeh OU$ der Totsoche, 
doB mon ouBer der Null jede reelle Zohl mit einem beliebigen gonzzohligen Exponenten 
potenzieren konn. Die Zonl Null konn nient mit negotiven Exponenten potenziert werden, 
do dos eine Division duren Null bedeuten wiirde. Ebenso ist 00 nient definiert. 
Die Wertevorrate der Potenzfunktionen bestehen ous alIen den Zohlen y, fur die es 
eine Zonl x gibt, so doll y = xk gilt. DoB dos ouch olle in der T obelIa ;eweils ongege
benen reellen Zonlen sind , folgt ous der Losborkeit der Gleichung xk = y bei vorgege
benem y und k (/ 73). 

k positiv k negotiv 

gerode ungerode gerode 

r=--=l n gerode 
L-...Jn > O 
c=J ~ ~n8erode 
~ n gerode 
~n < O 
c=J n ungerode 

n < O 

.ungerode 

Gemeinsome 
Punkte 

( - 1;1)(1,1) 
(0; 0) 

( - 1; - 1) (1 ; 1) ( - 1;1) l1;') ( - 1; - 1) (1·1) 
(0; 0) 

steigend O ~ x <oo - oo< x <oo -oo< x < O 

follend - oo< x ~ O 0< x < 00 - oo< x < O 
und 
O < x <oo 
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9. DER BEGRIFF DER UMKEHRFUNKTION 

Umkehrbar ~ 
elndeutlge Funktlonen, 
elnelndeutlge 
Funktlonen 

• 

DEFINITION 28: Elne Funktlon y = f(x) helBt umkehrbar 
elndeutlg oder elnelndeutlg, wenn nlcht nur jedem Element 
des Deflnltlonsberelchs (Argument) genau eln Funktions
wert zugeordnet 1st, sondern auch umgekehrt zu jedem Funk
tlonswert genau ein Argument gehtirt V 84) • 

a) Die Funktion y = X2 ist nicht eineindeutig; denn zu 
jedem Funktionswert y> 0 gehoren zwei Argumente Xl 

und X2 mit Xl = -X2• 

b) Die Funktion y = 2 X - 1 ist eineindeutig, denn zu 
jedem Funktionswert y gehort genau ein Argument x. 

Vertauscht man die Reihenfolge der Elemente in alien Paaren 
einer Funktion, so ist die dabei entstehende Paarmenge 
genau dann wieder eine Funktion, wenn die gegebene 
Funktion eineindeutig ist. Denn nur dann ist die durch die 
Vertauschung entstandene Zuordnung auch wieder ein
deutig. 

~ DEFINITION 29: Durch Vertauschung der Elemente In alien 
Paaren [x; y] elner elnelndeutlgen Funktlon f entsteht elne 
Funktlon, die aus den Paaren [y; xl besteht. Dlese Funktlon 
helBt Umkehrfunktlon oder Inverse Funktlon zu der gege
benen Funktlon. 

Nach der in dieser Definition angegebenen Vertauschung 
ist der Definitionsbereich der gegebenen Funktion der 
Wertevorrat ihrer Umkehrfunktion und der Wertevorrat 
der gegebenen Funktion der Definitionsbereich ihrer Um
kehrfunktion. 
Zur Unterscheidung von der ursprUnglichen Funktion f 
bezeichnet man ihre Umkehrfunktion mit f oder mit einem 
anderen Buchstaben wie etwa g, h, y. Sehr gebrouchlich 
ist auch die Bezeichnung f-l. 
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9. DER BEGRIFF DER UMKEHRFUNKTION 

• 

142 

y y·f(x) 
Y = f(x) = 2 x - 1 

1; -71 Definitions-
I:.: bereich: 2~ x:S 4 ~ 
{: Wertevorrat: 3 ~ y<7 
~ __ I 

I I 
I I 
I I 

0 x 

Die zugehorige Umkehrfunktion besteht aus alien Paaren 
[y; xl, in denen einem beliebigen Argument y mit 3 < Y < 7 
ein Funktionswert x mit 2 s x < 4 zugeordnet ist. Zu vor
gegebenem Argument y erhalt man den zugehorigen Funk
tionswert x am einfachsten, indem man die Gleichung der 
gegebenen Funktion nach x auflost: 

x = g(y) = ~ y + ~ (Gleichung del" Umkehrfunktion) 

l {Y --lX.~(Y) 
!;? I 

"::: I 
~ 
~ I 

-- I 
I I 
I I 
I I 

Defi n itions-
bereich 3 ~ ys 7 
Wertevorrat: 2 s xs 4 

Im Unterschied zur Funktion y = f(x) sind jetzt bei der 
Funktion x = g(y) die Argumente auf der y-Achse und die 
Funktionswerte auf der x-Achse aufgetragen. Daher haben 
beide Funktionen dasselbe Bild. 

Dos A~hsenkreuz wird durch Klappung urn die Gerade 
y = x in die gewohnte Lage gebracht, d. h., die Achse fUr 
die Argumente zeigt nach rechts und die Achse fUr die 
Funktionswerte zeigt nach oben: 

x·gfy) 

---~ 

I I 

y 

1 1 
x = g(y) = "2 y + "2 
(Gleichung der Umkehr
funktion) 
Definitions-
bereich: 3 s ys 7 
Wertevorrat: 2 < x< 4 



9. DER BEGRIFF DER UMKEHRFUNKTION 

.... y yog(x) Obergang zur gewohnten 
~ { ---/?j- I Bezeichnung der Varia-
~ I blen und Achsen: 
~ 2 --- I 1 1 

I Y = g(x) = - -x + -
1 I I 2 2 

(Gleichung der Umkehr-
o 3 x funktion) 

Defimtionsbereich 

y 

1 1 
y=2 x +2 
x=2y-1 
y=2x-1 

Definitions-
bereich: 3 <x ~ 7 
Wertevorrat: 2:S Y :::;; 4 
Zeichnet man das Bild 
der Funktion y = f(x) 
und das Bild ihrer Um
kehrfunktion y = g(x) in 
ein und dasselbe Achsen
kreuz, so liegen diese 
Bilcler wegen der Klap
pung des Achsenkreuzes 
achsensymmetrisch zur 
Geraden y = x. 

x Bildet man die Umkehr
funktion von y = g(x), 
so erhalt man wieder 
die ursprOnglich gege-
bene Funktion y = f(x): 

Auflosen nach x: 

Vertauschung der Variablenbezeichnung: 
Das ist die gegebene Funktion. 

• SATZ 30: Blldet man zu elner gegebenen Funktion deren 
Umkehrfunktlon und von dleser wlederum die Umkehrfunk
tlon, so erhCilt man die gegebene Funktlon. 

Dieser Satz ergibt sich aus der Tatsache, daB man nach 
zweimaliger Vertauschung der Elemente in alien Paaren 
einer Funktion wieder die ursprOngliche Paarmenge erhalt. 
Die Funktion y = X2 ist in dem Definitionsbereich 
- 00 < x < 00 nicht eineindeutig (/' 141, Beispiel a), hat 
also keine Umkehrfunktion. 
Funktionen, die eine Umkehrfunktion besltzen, nennt man 
auch kurz umkehrbar. 

• SATZ 31: Wenn elne Funktion monoton (/ 88) 1st, so ist sle 
einelndeutig und damit umkehrbar. 
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Beweis: 
Angenommen, die betrachtete Funktion sei monoton wach
send. Das bedeutet, daB diese Funktion fOr irgend zwei 
verschiedene Argumente nicht denselben Wert annehmen 
kann; denn zum groBeren Argument gehort auch immer 
ein groBerer Funktionswert. Zu jedem Funktionswert ge
hort also nur ein Argument. Nach Definition C 28 V 141) 
ist die Funktion damit eineindeutig. Falls die betrachtete 
Funktion monoton fallend ist, verlouft die Oberlegung ganz 
entsprechend. 
w.z. b. w. 
Bemerkung: Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht, d. h., 
es gibt eineindeutige Funktionen, die nicht monoton sind. 

• y 

o 

o 

o 

y = f(n) = (- 1)n n 
Definitionsbereich: Men
ge der natOrlichen Zah
len 
Wertevorrat: Menge der 
positiven geraden und 
der negativen ungeraden 

~......I--,"--I-.....i.--I-...I-..A.-"'--~-t .. ~ Zah I e n o n 

o 

o 

o 

Wertetabelle 

Diese Funktion ist eineindeutig und damit umkehrbar: 
a) Zu jedem Argument n gehort genau ein Funktionswert y. 
b) Umgekehrt gehort auch zu jedem Funktionswert y genau 
ein Argument n. 
Die Funktion ist aber nicht monoton. 
0) Sie ist nicht monoton wachsend. 
Beispielsweise gilt fOr n1 = 2 und n2 = 5: n1 < n2 aber 
f(n1) > f(n2), denn f(nl) = 2 und f(n2) = -5. 
b) Sie ist auch nicht monoton fallend. 
Beispielsweise gilt fOr n1 = 3 und n2 = 4: n1 < n2 aber 
f(nl) < f(n2)' denn f(nl) = -3 und f(n2) = 4. 



9. DER BEGRIFF DER UMKEHRFUNKTION 

• 

10 [001807] 

Aus nicht elneindeutigen Funktionen kann man oft durch 
Einschronkung des Deflnitionsbereichs eineindeutlge und 
damit umkehrbare Funktionen gewinnen. 

o 

y 

1 

a 

y 

1 

o 1 

O~x<oo,O:iy<oo 

Beweis: 

y-x 2 Y = Xl Definitionsbereich: 
- oo<x<oo 
Einschronkung des Defini
tionsberelchs: y = Xl 

Deflnitionsbereich: O~x< 00 

Diese Funktion ist monoton 
wachsend. also auch ein
eindeutig. 

x 

x -7 x 
-c.o<x~O;O!y <"" 

y 

1 

x 

FOr beliebige Argumente Xl und XI mit Xl < X. aus dem 
Definitionsberelch 0 ~ X < 00 gilt: 
(Xl) < (xJ. d. h. x~ < X:. 
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Das kann man folgendermaBen zeigen: 

x~ - x~ = (Xl + xlI)lxI - Xli) 

Nun ist aber Xl + Xli > 0. da beide Argumente nicht nega
tiv sind und X2 nicht gleich 0 ist. AuBerdem ist wegen Xl < Xli 

die Differenz Xl - Xli negativ. 
Das Produkt (Xl + Xli) (Xl - Xli) ist also negativ. Daher 
gilt 

X~ - X~ < O. also 
X~ < X; • w. z. b. w. 

Entsprechend ist die Funktion 
y = Xli Definitionsbereich: - 00 < X :::;;; 0 
monoton fallend • 

Bildung der Gleichung der Umkehrfunkfion: 
y = Xli 

Auflosen nach x: 
fUr 0 <X < 00 

X =vr 
Umbenennung der Variablen: 

y = VX I 

fUr - 00 < X:::;;; 0 

X= -vr 
y = - Vi 
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10. DIE POTENZFUNKTIONEN Y = xii (n =!= 0; n NATORL. ZAHL) 

Oer Wurzelbegriff 

Dritte Erwelterung ~ 
des Potenzbegriffes 
auf beliebige rationale 
Exponenten 

Zu jeder nichtnegativen Zahl a und zu jeder posltlven gan
zen Zahl n gibt es genau eine nichtnegative reelle Zahl, die 
Losung der Gleichung xn = a ist. 

DEFINITION 32: 1st a elne belleblge nlchtnegatlve reelle 
Zahl und n elne positive ganze Zahl, so bezeichnet man die 
nichtnegative reelle Zahl b, fOr die bn = a gilt, mlt b = '(a 
(gelesen: n-te Wurzel aus a). 

Die Zahl a heiBt Radikand, die Zahl n heiBtWurzelexpo
nent. Die Operation, die den Zahlen n und Q die Zahl 
b = VG zuordnet. heiBt Radizieren oder Wurzelziehen. 

Nach Definition C 32 ist nVG diejenige nichtnegative Zahl. 
deren n-te Potenz gleich a ist. Es gilt also 

Statt Va (auch gelesen: Guadratwurzel aus a) schreibt man 
kurzer va (gelesen: Wurzel aus a). Fur Va liest man auch: 
Kublkwurzel aus a. 
Nach Definition C 32 ist Va = a. Daher wird das Zelchen 
V-ublicherweise nicht benutzt. 

DEFINITION 33: 1st a eine bellebige positive Zahl, m elne 
belleblge ganze Zahl und n elne belleblge positive ganze 

m 

Zahl, so wlrd die Potenz an durch foJgende Gleichung den
niert: 

Falls m > 0, so 1st die Definitionsgleichung auch fur a = 0 
n 

sinnvoll. denn es gilt 
m 

On = Vom = VO = 0 

~ DEFINITION 34: 

10;' = O. fall. : > 0 
FUr m = 1 ergibt sich aus der Definition C 33 der Spezialfall 

1 
- ~r::; an = ya (a 2 0) I 
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10. DIE POTENZFUNKTIONEN y = xn; (n .+O; n NATORL. ZAHL) 

Ratlonalmachen des 
Nenners 

• 

• 

• 

Die Polenzfunktlonen 
1 

y=xn 
1 

Die Funktionen y = JClm 

(m == 1,2,3, ... ) 

148 

Die Definition C 33 erweitert den Potenzbegrlff auf ratio
nale Exponenten so, daB die Potenzgesetze (/ 134, Satz 23) 
weiter gelten. 
Die Potenzgesetze fOr Potenzen mit gebrochen rationalen 
Exponenten in Wurzelschreibweise werden auch Wurzel
gesetze genannt. 

a Vx l y' • VX4 yli _ Vxt ye . VX4 y6 _ VXIl y4. X4 y5 ) V 4 Z2 2 Z4 - 4 Zll 2 Z4 - 4 Z2 • 2 Z4 

_ V y;8 ye _ X2 y8 
- 8z6 -2zll 

b) Vx2 • Vii = Vii· Vi = vxs = X 
6 

c) (\15)6 = V56 = 53 = 51 = 25 

FOr a ~ 0 gilt (vo)" = nVan = a 

Falls der Wurzelexponent gerade ist, existiert yan auch 
fOr a < O. In diesem Fall gilt jedoch : yan = \0 \; (n gerade). 

a) V26 = (V:2)6 = 2 

b) y( -2)6 =·Y64 = 2 = 1- 2\ und nicht etwa 
y( -2)6 = (y _2)6 = - 2, denn y -2 existiert nicht. 

Steht im Nenner eines Bruches eine Wurzel, so gelingt es 
mitunter, durch Erweitern oder KOrzen die Wurzel zu be
seitlgen. Das nennt man Rationalmachen des Nenners. 

a 0 • \Ib2 a\1b2 
a) Vii =Vb' Vb' =-b-

b) v'18 - VU = (V18 - vU> (v'18 - vU> 
v'18 + y12 (V18 + vU> (V18 - vU> 
_ 18 - 2 vn:18 + 12 = ~- 12 V6 = 5 _ 2 V6 
- 18 -12 6 

Jede Potenzfunktion y = xlm; (m = 1,2, ... ) ist fur x ~ 0 
monoton steigend und daher eineindeutig (/ 135, Bild). In 
dlesem Bereich ist sle also umkehrbar (/143). 
Y = xlm Definitionsbereich: 0 ::; x < 00 

{ 

lm _ ~ Definitionsberelch: 
Umkehr- x = -yy = ylm 0 ::; y < 00 

funktlon lm _ ~ Deflnitionsberelch: 
y = ~ x = xlm 0::; X < 00 
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10. DIE POTENZFUNKTIONEN y = xn ;(n =1=0; n NATORL. ZAHL) 

1 
Die Funktionen y = X2m-1 

(m =1.2.3 .... ) 

1 

Die Potenzfunktionen y = x"m = ~xhelBen ouch Wurzel
funktionen. Sie sind die Umkehrfunktionen (/'141) -der 
Potenzfunktionen y = x"m mit dem Definltionsberelch 
o ::;; x < 00. Die Bilder dieser Wurzelfunktionen liegen daher 
achsensymmetrisch zu den Bildern der entsprech~mden 
Potenzfunktlonen bezUglich der Geraden y = x. 

Auch die Funktlonen y = x"m mit dem Definltlonsberelch 
- 00 < x ::;; 0 slnd monofon (fallend) und daher um
kehrbar. Als Umkehrungen erhalt man die Funktlonen 

1 

y = - X"m = - ~VX Definltionsberelch 0 ::;; x < 00. 

Jede Potenzfunktion y = x"m- 1 (m = 1,2, ... ) 1st fUr x ~ 0 
monoton steigend und daher einelndeutlg. (I' 136). Sle 1st 
also In dlesem Berelch umkehrbar. 

y = X" m - 1 Deflnltlonsberelch: 0 ::;; x < 00 

Um- { lm-1 _1 _ Deflnltlonsberelch: 
kehr- x = -VY = ylm -1 0 ::;; y < 00 

funk- lm -~r.- _1 - Deflnltlonsberelch: 
tion Y = -, x = X"m -1 0 ::;; X < 00 
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10. DIE POTENZfUNKTIONEN Y =xn; (n=l=O; n NATORL. ZAHL) 

• 

150 

Dlese Wurzelfunktlonen slnd also die Umkehrfunktlonen 
der Potenzfunktionen y = x2 m -1 mit dem Definitionsbereich 

2m -!r.; o ~ X < 00. Die Bilder der funktionen y = -y x liegen 
also achsensymmetrisch zu den Bildern der Funktlonen 
y = x2m -1 bezOglich der Geraden y = x. 

Die Potenzfunktlonen y = x2m -1 slnd Im Gegensatz zu den 
Potenzfunktionen y = x2m fOr - 00 < x < 00, also auf der 
ganzen x-Achse, monoton (steigend) und damlt umkehrbar. 
Die Umkehrfunktlonen sind aber nicht durch eine elnzige 
Glelchung darstellbar, da Wurzeln nur fOr nlcht negative 
Radikanden definlert sind (/147; Def. C 33). 

Potenzfunktlon Umkehrfunktlon 

y = X2m -1 

rm -~ - x, for 0 ~ x < 00 
Definltlonsberelch: Y = lm-1 -

- oo<x<oo - - V - x, fUr - 00 x < 0 

y 

x 

y--V-.x 



11. DIE EXPONENTIALFUNKTIONEN Y = 0"; (0 > 0) 

Vierfe Erweiterung 
des Potenzbegriffs 

• 

Auf Grund folgender Oberlegungen laBt sich der Potenz
beg riff fur 0 > 0 sogar duf beliebige reelle Zahlen als 
Exponenten erweitern. 

Die Potenz 3Yl wird folgendermaBen durch eine Intervall
schachtelung (/72) definiert. 

- -

Intervallschachtelung fUr fi N<lherungs- N<lherungs-
werte fUr werte fUr 

r" s" 3'" 3'" 

1 2 3 9 
1,4 1,5 4,6 5,2 
1,41, 1,42 4,71 4,76 
1,414 1,415 4,728 4,733 
1,4142 1,4143 4,7287 4,7293 
1,41421 1,41422 4,72879 4,72884 

Die Naherungswerte fur die reellen Zahlen 3'n und 3 n I!I 
bilden ihrerseits eine Intervallschachtelung, die dieselbe IiI 
reelle Zahl erfaBt, wie die durch die reellen Zahlen 3'n 
und 3'n selbst gebildete Schachtelung. Diese Zahl wird als 

3 Yl definiert. Sie ist unabhangig von der fur V2 gewahlten 
Schachtelung eindeutig bestimmt. 

Es gilt 3Yl = 4,72e ... 
Auf die Beweis~ dieser Behauptungen muB wegen ihrer 
Schwierigkeiten verzichtet werden. 
Fur den so erwelterten Potenzbegriff gelten die Potenz
gesetze (/134; Satz 23). 

Exponentialfunktionen Fur jedes feste 0 > 0 bilden die durch die Gleichung y = 0" 

gegebenen Paare [x; y] eine Funktlon, deren Definltions
bereich das Intervall - 00 < x < 00, also die Menge oIler 
reellen Zahlen 1st. 
Diese Funktionen heiBen Exponentialfunktionen. 

• 0 = 2: y = 2" 

o = 10: y = 10" 

1 
0=2": 

1 
0= 10: 

0= 1: 

y=G),,=2-" 
Y = (1~)" = 10-x 

Y = 1x 
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11. DIE EXPONENTIALFUNKTIONEN Y = 0" (0) 0) 

152 

Definitionsbereich: - 00 <: X <: 00 

WerteVOff'(Jt ,' 0 < y < 00 

Die Bllder der Funktionen y = 0" liegen achsensymmetrisch 
bezOglich der y-Achse zu den Bildern der entsprechenden 

Funktionen y = 0 -" = (! r denn fOr entgegengesetzte Argu

mente werden die gleichen Funktionswerte angenommen. 
FOr 0 > 1 sind die Exponentialfunktionen monoton wach
send. FOr kleiner werdende Argumente nCihern slch ihre 
Bllder asymptotisch (/ 138) der x-Achse. 
FOr 0 < 0 < 1 sind die Exponentialfunktionen monoton fal
lend. FOr groBer werdende Argumente nCihern slch ihre 
Bllder asymptotisch der x-Achse. 

FOr 0 = 1 ergibt sith y = 1", also die konstonte Funktlon 
y = 1. 
Keine Exponentialfunktlon hat elne Nullstelle. Die Bilder 
aller Exponentialfunkt!onen verlaufen durch den Punkt 
(0; 1), denn fOr beliebiges 0 =+ 0 gilt 0° = 1, insbesondere 
also fOr 0 > O. 
Der Wertevorrat jeder Exponentlalfunktion y = 0"; (0 > 0) 
ist die Menge der posltlven reellen Zahlen. 
Das erkennt man folgendermaBen 
1) Jede solche Funktion hat wegen der positiven Basis nur 
positive Funktionswerte. 
2) Es treten auch alle posltlven reellen Zahlen als Funktlons
werte auf, denn zu jedem positiven y glbt es genau eine reelle 
Zahl x, fOr die y = 0" bel fest vorgegebenem 0 > 0 und 
0=+1 gilt. 
Belde Behauptungen werden mlt Hilfe von Intervallschach
telungen bewiesen. 



11. DIE EXPONENTIAlFUNKTIONEN Y = Oll(O > 0) 

Die Zahl e In den Naturwissenschaften und In der Technlk trltt haufig 
elne Exponentialfunktion auf, deren Basis irrational (/ 74) 
ist und mit e bezeichnet wird. Ein Naherungswert dieser 
Zahl ist 
e .:::: 2,718281828459. 

y V 

I 
I 

'I 

I 
I rrAF 

1V 
./ 

-....... " 
-1 0 1 x 

• Der Zerfall eines radioaktiven Elements wird durch fol
gende Funktlon beschrieben: 

Addltlonstheorem fOr 
Exponentlalfunktlonen 

f(t) = n e-k ' 

Dabei gibt der jeweilige Funktlonswert f(t) die Anzahl der 
zur Zelt t vorhandenen radioaktiven Atome an, wenn n die 
Anzahl der zum Zeitpunkt t = 0 vorhandenen radioaktiven 
Atome ist. Die Zahl k ist eine fOr das betreffende Element 
charakterlstische Konstante. 

8emerkung: Prinzlpiell kann man Exponentialfunktionen 
auch fOr Basen a ~ 0 definleren. Dies erweist slch jedoch 
als wenig sinnvoll, da diese Funktlonen im F.all a < 0 nur 
fOr ganzzahlige Argumente definiert sind. 
Im Fall a = 0 erhalt man die Funktion y = OX; (x =f= 0). 
Ihr Blld ist die x-Achse ohne den Ursprung. 

Wegen ax,+lI. = aX, • all,; (a > 0) gilt fOr alle Exponential
funktionen y = f(x) = aX folgendes Additionstheorem: 

I (Xl + XI~ = (Xl) • (XI) 
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12. 01 E LOGARITHMUSFUNKTIONEN Y = 109" x (a > 0; a =1= 1) 

Zu jeder positiven Zahl b und zu jeder positiven Zahl a =1= 1 
gibt es genau eine Zahl x, die Losung der Gleichung b = a" 
ist. 

Der Logarithmus ~ DEFINITION 35: 1st a> 0, a * 1 und b> 0, so bezelchnet 

• 

man die eindeutlg bestimmte Zahl x, fOr die b = a" gilt, 
mlt x = 109" b 
(gelesen: Logarlthmus von b zur Basis a). 
Dabei helOt die Zahl b der zum Logarithmus gehorlge 
Numerus. 
Die Operation, die den Zahlen a und b die Zahl x = 109" b 
zuordnet, helOt Logarlthmleren • 

b = 2"; X = log2 b 

1 1 1 1 1 1 
2" - - - -

64 32 16 8 4 2 

x - 6 - s - 4 - 3 - 2 - 1 

I 0 1 2 I : 1 : I': I J: I: I,: .. · 
Logarlthmengesetze ~ SATZ 36: 
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1) 109" (bl . ba) = log" bl + log" ba 

2) log" (::) = log" bl - log" ba 

3) log" be = clog" b, 

fUr c = ~ ergibt sich hieraus: log" Vb = ~ log" b 
n n 

Beweis zu 1) 
Setzt man log" bl = Xl und log" ba = XI' so folgt 

bl = a'" und ba = a"'~ 
Dann ist bl • ba = aX, • aX, = aX'U', also 

log" (bl • ba) = Xl + Xa' 

Setzt man in dieser Gleichung fOr Xl und Xa aus den ersten 
Gleichungen log" bl bzw. log" ba ein, so folgt: 
log" (b l • ba) = log" bl + log" ba' 
w.z.b.w. 



12. DIE LOGARITHMUSFUNKTIONENy=log"x(a>O;a=l=1) 

Die Logarlfhmus
funkflon 

Dekadllcher und 
nafOrllcher 
Logarlfhmus 

• 

jede Exponentialfunktlon y = a"; (a =1= 1) ist monoton. also 
eineindeutig und damit umkehrbar. 

Um
kehr
funk
tion 

y = a" (a =1= 1) Def.-Ber. - 00 <x<oo 

{
X = log"y 

Y = log" x 

Wertevorr. O<y<oo 
Def.-Ber. O<y<oo 
Wertevorr. - 00 <x < 00 

Def.-Ber. O<x<oo 
Wertevorr. - 00 <y< 00 

V 141 f) 

Die Logarithmusfunktionen y = log" x; (a =1= 1) sind also 
die Umkehrfunktionen der Exponentialfunktionen y = a"; 
(a =1= 1) und umgekehrt. Ihre Bilder liegen zueinander 
achsensymmetrisch bezUglich der Geraden y = x . 

FUr a > 1 slnd die Logarithmusfunktionen monoton wach
send. FUr kleiner werdende Argumente nahern sich ihre 
Bilder asymptotlsch V 138) der negativen y-Achse. 
FUr 0 < 0 < 1 sind die Logarithmusfunktionen monoton 
fallend. FUr kleiner werdende Argumente nahern sich Ihre 
Bilder asymptotisch der positiven y-Achse. 
Alle Logarithmusfunktionen haben als einzige Nullstelle 
x = 1. d. h .• ihre Bilder verlaufen durch den Punkt (1 ; 0). 
FUr jede Basis 0 gilt also log" 1 = 0 (wegen aO = 1). Ebenso 
gilt log" 0 = 1 (wegen 0 1 = 0). 

FUr das Rechnen mlt Logarithmen werden Ublicberwelse 
die Basen 10 (dekadischer Logarithmus) und e (naturlicher 
Logarithmus) V 153) verwendet. Zur AbkUrzung wlrd 
dabel folgende Schreibwelse verabredet: 
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12. DIE LOGARITHMUSFUNKTIONEN y = logax(a > OJ a =1=1) 

156 

statt log10 X schreibt man Ig x 
(gelesen: Logarithmus x oder I - 9 - x). 
statt loge x schreibt man In x 
(gelesen: Logarithmus naturalis x oder I - n - x). 
Die Logarithmen mit diesen Basen lassen sich auf Grund 
folgender Zusammenhange ineinander umrechnen. 
Man setzt 
(1) x = 1 ()y; daraus folgt 
(2) y = Ig x 
Aus Gleichung (1) folgt durch Logarithmieren 

In x = In 1()y 
oder In x = y . In 10 
Daraus erhalt man durch Einsetzen fOr y aus Gleichung (2): 

In x = Ig X· In 10 
1 

Igx = Inx ._
In 10 

Aus den Umrechnungsgleichungen erhalt man fOr x = e: 

1 '9.~_1_ . In 10 

Damit kann man die Umrechnungsgleichungen auch in 
folgender Form schreiben: 

1 
Inx=lgx·

Ig e 
Ig x = In x . Ig e 

Es gilt Ig e = In 110 = 0,4343 (auf vier Dezimalen genau) 

In 10 = _1
1 = 2.3026 (auf vier Dezimalen genau) 
ge 

AlIgemein gilt fOr beliebige Basen folgende Umrechnungs
gleichung: 

• Gegeben: Ig x = 1.5832 Gesucht: In x 
In x = 1.5832 . 2.3026 = 3.6455 



13. GEBRAUCH DER LOGARITHMENTAFELN 

Jede positive Zahl x laBt sich in der Form r ·1()k darstellen, 
wobei k eine ganze Zahl und r eine reelle Zahl ist mit 
1 :s;; r < 10. 

~ SATZ 37: Der dekadlsche Logarlthmus Jeder posltlven reellen 
Zahl x ICiBt slch folgendermaBen darstellen: 
19 x = 19 r + k mlt 1 ~ r < 10, (also 0 ~ 19 r < 1) und k ganz
zahllg. 

8ewe/s: 
Die Zahl x wird dargestellt als x = r . 1()k; (1 :s;; r < 10) 
Dann gilt: Ig x = Ig (r . 1()k) 

= Ig r + Ig 1()k 
= Ig r + k . Ig 10 
= Ig r + k w. z. b. w. 

Mantlsse, Kennzahl ~ DEFINITION 38: In der Darstellung des dekadlschen Log
arlthmus fur 19 x helBt 19 r dieMantisse und k die Kennzahl 
des betreffenden Logarithmus. 

Wenn man also die dekadischen Logarithmen fUr Numeri 
zwischen 1 und 10, d. h. die Mantissen kennt, so kann man 
durch Addition der entsprechenden Kennzahl zur Mantisse 
die Logarithmen fUr beliebige Numeri finden. Da die Dezi
maldarstellungen V 52) der Mantissen mit ,,0, ... " be
ginnen, genOgt es, in einer Logarithmentafel nur die Ziffern 
anzugeben, die auf das Komma folgen. Die Logarithmen 
sind im allgemeinen irrationale Zahlen V 74). Daher 
mUssen' diese Angaben gerundet werden. Je nach Genauig
keit spricht man von vier-. fUnf- oder siebenstelligen Log
arithmentafeln. 

• 194863 = Ig (4,863 .103) 

= Ig 4,863 + 19 103 = 19 4,863 + 3 = 3,6869 

Ig 486,3 = Ig (4,863 .102) 

= 194,863 + 19 102 = 19 4,863 + 2 = 2,6869 

19 48,63 = 19 (4,863 .101) 

= Ig4,863 + 19 101 = 19 4,863 + 1 = 1,6869 

Ig4,863 = Ig (4.863 . 100) 

= 194.863 + Ig 100 = 19 4,863 + 0 = 0,6869 

19 0,4863 = Ig (4,863 . 10-1) 

= 194,863 + 19 10-1 = 19 4,863 - 1 = 0,6869 - 1 

19 0,04863 = 19 (4,863 . 10-2) 

= Ig4,863 + Ig 10-2 = 19 4,863 - 2 = 0,6869 - 2 
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13. GEBRAUCH DER LOGARITHMENTAFELN 

Regeln fOr das 
Aufsuchen von dekadl
schen Logarlthmen In 
der Tafel 

• 
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FOr das Rechnen mit Logarithmen ist es zweckmaBig, posi
tive Kennzahlen vor das Komma zu schreiben, die negativen 
dagegen hinter die Mantisse zu schreiben. 

a) Die Mantisse ergibt sich aus der geltenden Ziffernfolge 
des Numerus ohne ROcksicht auf die Stellung des Kommas. 
Dabei beginnt die .. geltende Ziffernfolge" mit der ersten 
von 0 verschiedenen Ziffer von links. 
b) Die Kennzahl ergibt sich aus der Stellung des Kommas. 
Numerus: N ~ 1 Numerus: 0 < N < 1 
Kennzahl: k ~ 0 Kennzahl: k < 0 
Die Kennzahl k ist um 1 Der Betrag der Kennzahl k 
kleiner als die Anzahl der ist gleich der Anzahl der 
Stellen des Numerus vor Nullen vor der geltenden 
dem Komma. Ziffernfolge des Numerus, 

a) x = 635,8 
Gesucht: Ig x 
Kennzahl: k = 2 

Igx =2, ... 

Geltende Ziffernfolge 
des Numerus: 6358 
Mantisse: 8034 
Ig x = 2,8034 

b) Ig x = 0,2860 - 3 
Gesucht: x 
Mantisse: 2860 
Geltende Ziffernfolge 
des Numerus: 1932 

x = 0,001932 

n 

d 

o 

einschlieBlich der Nlo!lI vor 
dem Komma. 

O· n 
d=-:ro 

7·8 
d=-:ro~6 

10· d 
n=-O-

10 ·4 
n=-n~2 

19¥IJ 

2878 



13. GEBRAUCH DER LOGARITHMENTAFELN 

• 

• 

Mit Hiffe der Logarithmen fassen sich numerische Rechnun
gen feichter ausfUhren. 

a) x = 84,523 • V164,2 ·0,3 z 
N IgN =-

y'111,2 . 0,00923 n 
84,52 1,9270 /.3 
164,2 2,2153 :3 

111,2 2,0461 1:2 
0,0092 0,9638 - 3 ·3 

x = 120800000000 
84,523 

5,7810 I 
V164,2 0,7384 + 
0,3 0,4771 -1 

z 6,"65 1 } 
y111,2 1,0230 

2,8914-9}+ -0,00923 

n 3,9144 9 

x 11,0821 

b) = 6,438·0,1749 + V83510 _ ~ 
x 14,982.4,502' - n 

N IgN 

83510 4,9218 1:4 
14,98 1,1755 ·2 

x = 0,01795 

6,438 0,8088 } 
0,1749 0,2427 -1 + 

1,,126 0,0515 

V83510 1,2304 
17.00 1,2304 

18,126 1,2584 = 
z ~ 18,13 3.2584 2 

14,982 2,3510} + -
4,502 0,6534 

n 3,0044 

x 0,2540 - 2 
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14. DIE WINKELFUNKTIONEN 

WinkelmaBe 

Altgrad 

Neugrad 

BogenmaB 

160 

Die MoBeinheiten fOr die Winkelmessung werden ols 
Bruchteile eines Vollwinkels (I' 212) definiert. 

MaBeinheit 1° (ein Grad): der 360. Teil eines Vollwinkels 
1° = 60' (Minuten); l' = 60" (Sekunden) 

MaBeinheit 111 (ein Neugrad oder Gon): der 400. Teil 
eines Vollwinkels 
111 = 100' (Neuminuten); l' = 100« (Neusekunden) 

MaBeinheit 1 rad (ein Radiant): der 2 n-te Teil eines 
Vollwinkels 
1 rod ~ 57,30° 
Durch diese MoBeinheit wird jedem Winkel (X eine MoBzohl 
arc (x, dos BogenmaB des betreffenden Winkels, zugeordnet. 
Zeichnet man diesen Winkel ols Zentriwinkel in einen be
liebigen Kreis ein, so ergibt sich sein BogenmoB ouch ols 
Verholtnis der Longe des zugehorigen Bogens zur Longe 
des Radius. Dieses Verhaltnis ist fOr olle Kreise gleich, do 
olle Kreissektoren mit demselben Zentriwinkel ohnlich 
sind. 

Es gilt also 
bl bl -=-

FOr einen beliebigen Kreis 
gilt: 

(x0 b 
360° = 2n r' 
dorous folgt 



14. DIE WINKELFUNKTIONEN 

Erwelterung 
des Wlnkelbegrlffs 

Positive, negative 
Drehrichtung 

11 (001807) 

!?.=~.exO (*) 
r 3600 

Das VerhCiltnis ~ ist also genau dann gleich 1, wenn ex der 
r 

2 n-te Teil eines Vollwinkels ist, d. h.!?. = 1 genau dann, 
r 

wenn ()( = 1 rad. 

AlIgernein gilt: ~ = arc ex. 
r 

Aus Gleichung (*) folgt dann 

I "". ~ ,';;'0 .• 0 

Die Schenkel eines Winkels (/199) konnen auch als Original 
und Bild bei derDrehung (/216) einesStrahls urn seinenAn
fangspunkt angesehen werden. So ist irn folgenden Bild der 
Strahla' das Bild des Strahls a bei einer Drehung urn den Win
kel ()( rnit dern Anfangspunkt Odes Strahls a als Drehzentrurn. 

a 

Als positive Drehrichtung wird die der Bewegung des Uhr
zeigers entgegengesetzte Richtung festgesetzt.. Die negative 
Drehrichtung ist die RiclJ.tvng, in ~er sich der Uhrzeiger 
bewegt. 

a 
Cl .1200 

o 
a 

a--SO· 
a 

Q; • -24{)° 

B'ei einer bestirnrnten Drehung wird die Drehrichtung 
durch das entsprechende Vorzeichen des WinkelrnaBes ange
geben. Das Zeichen ,,+" wird wie Ublich weggelassen. 
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Winkel Ober 3600 

Hauptwert des Winkels 

Winkelfunkfionen 
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Bei der Betrachtung trigonometrischer Funktionen erweist 
es sich als notwendig. auch Winkel zu definieren. deren 
MaB dem Betrag nach groBer als 360° (bzw. 2:rr: oder -400g) 

ist. Dazu zohlt man bei einer Drehung Ober den Vollwinkel 
hinaus im Sinne der ursprOnglichen Messung Obe'" 360° 
bzw. -360° je nach Drehrichtung weiter. 

• 1X = 1000° 
= 280° + 2 . 3600 

a-7000° 
IX - 280+ n • 360· 

1X = -1395° 
= 45° - 4 . 3600 

a- - 1395° 
a -4So-.. '360· 

Das MaB x eines beliebigen Winkels loBt sich folgender
maBen angeben: 

x = x + k . 360° (GradmaB) } k ganze Zahl 
x = x + k· 2:rr: (BogenmaB) 

Dabei ist x ein WinkelmaB zwischen 0° und 360° bzw. 
zwischen 0 und 2:rr:. Man nennt x den Houptwert von x. 

Zur Definition der Winkelfunktionen zeichnet man den je
weiligen Winkel in ein rechtwinkliges Koordinatensystem. 
Dabei follt der eine Schenkel mit der positiven Richtung 
der Abszissenachse (u-Achse) zusammen. Der andere 
Schenkel wird beweglicher Schenkel genannt. 
Der Punkt P ist der Schnittpunkt des beweglichen Schenkels 
eines beliebigen Winkels mit einem um den Ursprung 0 
des Koordinatensystems gezeichneten Kreis mit dem Radius 
r. Der Punkt P hat die Koordinaten u und v. 
Durch die im folgenden angegebenen Zuordnungen ent
stehen Funktionen. deren Definitionsbereiche Mengen von 
reellen Zahlen sind. Da aber in diesem Fall die reellen 
Zahlen als MaBzahlen von Winkeln aufgefaBt werden. 
sprechen wir von "Winkel"funktionen. 
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Sinus, Koslnus 

Tangens, Kotangens 

11* 

DEFINITION 39: Der Sinus eines Winkels mlt dem MaB x 
ist das Verhaltnis der Ordinate v des Punktes P zum Radius r 
des Kreises. 

v 
sin x = -, (- 00 < x < 00), (gelesen: Sinus x) 

r 

DEFINITION /f0: Der Kosinus einesWinkels mit dem MaB x 
ist das Verhaltnis der Abszisse u des Punktes P zum Radius r 
des Kreises. 

cos x = ~, (- 00 < x < 00), (gelesen: Kosinus x) 
r 

DEFINITION /f1: Der Tangens elnesWinkels mit dem MaB x 
ist das Verhaltnis der Ordinate v zur Abszisse u des Punktes 
P, (u :j: 0). 

v n 
tan x = -t;' [- 00 < x < 00 und x :j: (2 k + 1) 2; k ganz], (ge-

lesen: Tangens x) 

DEFI N ITI 0 N /fl: Der Kotangens einesWlnkels mlt demMaB x 
ist das Verhaltnis der Abszisse uzur Ordinate v des Punktes P, 
(v :j: 0). 

u 
cot x = -, (- 00 < x < 00 und x :j: k· n; k 9anz), (gelesen: 

v 
Kotangens x) 

Bemerkung: Diese Definitionen der Winkelfunktionen sind 
unabhongig von der Wahl des Kreises und damit von der 
GroBe des Radius r. Auf Grund der Ahnlichkeit der Drei
ecke OQ1P1 und OQl2 gilt namlich 

v 

u. 
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Wlnkelfunktionen im 
rechtwinkllgen 
Dreleck 
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FUr Winkel zwischen 0° und 90° lassen si ch die Funktions
werte der Winkelfunktionen als Seitenverhaltnisse im recht
winkligen Dreieck auffassen. 

C 

A c B 

~ SATZ 43: Im rechtwinkligen Dreieck mit 7' = 90° gilt 

Q 
Der Sinus eines Winkels ist gleich dem Uin· sin 0: = -

c genverhaltnis von Gegenkathete zu Hypo. 
b tenuse. sinp =-
c 
b 

Der Kos inus eines Winkels ist gleich dem Lan· cos a = -
c genverhaltn is von Ankathete zu Hypo. 
Q 

cosp = -
C 

tenuse. 

Q 

D~r Tangens eines Winkels ist gleich dem 'ana = -
b Uingenverhallnis von Gegenkathete zu An· 
b 

ton p = -
kathete. 

Q 

b 
Der Kotongens eines Winkels ist gleich dem cola =-

Q Langenverholtnis von Ankathete zu Gegen. 
Q kathete. colP = -
b 

Beweis: v 
El 

1.1 

Jedes rechtwinklige Dreieck mit der Hypotenuse c laBt 
sich wie im linken Bild in einen Kreis mit dem Radius r = c 
und in ein rechtwinkliges Koordinatensystem einzeichnen. 
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DarsteJlung der 
Winkelfunktlonswerte 
am Elnheltskrels 

Nach der Drehung dieses Koordinatensystems in die ge
wohnte Lage liest man auf Grund der Definitionen C 39 bis 
42 die Behauptungen unmittelbQr ab. 
Beim Beweis fOr den Winkel IX muB das Dreieck zunochst 
um eine seiner Seiten geklappt werden. 

Im folgenden Bild ist ein Winkel x in einen Kreis mit dem 
Radius r = 1. einen sogenannten Einheitskreis. eingezeichnet. 
Die in den Punkten A bzw. B an diesen Kreis gelegten Tan
genten heiBen Haupt- bzw. Nebentangente. 

r 

u. 

Wegen der Unabhongigkeit von der Wahl des Kreises gilt: 

v 
Oer Sinus eines Winkels ist gleich der sinx =-= '( 

1 Ordinate des Schnittpunktes seines be-
weglichen Schenkels mit dem Einheitskreis. 

u 
Oer Kosinus eines Winkels ist gleich der cos x =·1 = 11 

Abszisse des Schnittpunktes seines beweg-
lichen Schenkels mit dem Einheitskreis. 

v AA 
tanx =- == Oer Tangens eines Winkels ist gleich 

u OA der Ordinate des Schnittpunktes seines 

AA - beweglichen Schenkels mit der Haupt-
=-= AR tangente. 1 

(LlOQP,...., LlOAR) 

11 aT 
cot x = - == Oer Kotangens eines Winke ls ist gleich 

v 08 der Abszisse des Schnittpunktes seines 

aT - beweglichen Schenkels mit der Neben-
=-= 8T tangente. 1 

(LlOQP,...., LlOT8) 

Falls der bewegliche Schenkel die Haupt- bzw. Neben
tangente nicht schneidet. wird der Schnittpunkt der Yer
longerung des beweglichen Schenkels Ober 0 hinaus mit 
der jewelligen Tangente betrachtet (Bild Seite 166). 
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166 

u 

Die Dorstellung der Winkelfunktionswerte am Einheits
kreis zeigt. daB die Werte der Sinus- und der Kosinusfunk
tion dem Betrag~ nach nicht groBer als 1 werden konnen. 
Dagegen wachsen die Funktionswerte der Tangens- und 
der KotangelTsfunktion dem Betroge nach Uber alle Gren
zen, do die Abschnitte auf den Tangenten beliebig long 
werden konnen. 

Funk'ion Definifionsbereich W~rtevorrot 

y = sin JC - 00< )« 00 - 1 ~ y ~ 1 

y = C05)( - 00< )« 00 - 1 ;;;; Y ;;;; 1 
r, 

y = tan x -oo< x < und - oo< y < oo 
n 

JC =f= (2k + 1) 2" (k ganz) 

y = co, x 00 < x < 00 und - oo< y <oo 
x =f= k . :It (k ganz) 

Obwohl man anschaulich zu erkennen glaubt. daB jede 
reelle Zahl a.us den angegebenen Intervallen als MaBzahl 
der entsprechenden Streckenlonge im Wertevorrat auch 
wirklich auftritt. muB dies bewiesen werden. Darauf 5011 

aber hier verzichtet werden. 
An der Darstellung am Einheitskreis kann man unmittel
bar ablesen. welche Vorzeichen die Funktionswerte fUr 
Winkel aus den einzelnen Quadranten haben. 

I 11 III IV 

sin x + + ... -
cos x + - - + 
tan x + - + -
cot x + - + -
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Weiterhin liest man ab: 

00 900 1800 2700 3600 

It 3 
0 - n - It 2 :n 

2 2 
>I 

sin x 0 1 0 - 1 0 
cos x 1 0 - 1 0 1 
tan x 0 - 0 - 0 
col x ,r1 - 0 - 0 -

Funktionswerte In einem gleichschenklig rechtwinkligen Dreieck gilt: 
einiger spezieller Winkel c2 = 2 a2 ; c = a V2 (Sotz des Pythagoras, /' 278) 

, a a 1 
c s n 4S = - = -= = 2 12 

c a V2 
a 1 . 

cos 45 = C = 2 I 2 

tan 45 =~= 1 
a A c B 

col 45 = ~ = 1 
a 

In einem gleichseitigen Dreieck gilt : 

A 

C h2 = a2 - (~r = 3 r ; 

o 
-I-

B 

a ,/-
h=2"v 3 

Im Dreieck ADC gilt: 
a 
- 1 

. 30 2 • sm =o= } ' 

sin 60° 
~vr 

h 2 
=-=--= a a 

a v- a 
30 h 2" 3 1 r.- 2" 1 

cos = a = a 2 p ; cos 60 = Cl = ~2 

a a a _ 
2" 2" 1 - h 2"V3 .-

ton30 =-=--= 3 13 ; ton60 ~=-=-- = J3 
h a ,/_ a a 

2"v 3 "2 2" 
a a a ,/-

" h "2 v 3 r->. cot 30 = - =-= ~3. a a 
"2 2" 1 ,-

cot600= -h = - = -3 ~3 

2" 2" 
a ,/-
"2 v3 
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Periodizitat 
der Winkelfunktionen 
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... 

• 

0° 30° 45° 60° 90° 
n :11 :71 11: 

0 6 4 3 2 

1 1 1 

2 -V2 - V3 2 2 
1 1 - Vl - V2 1-

0 
2 2 

~ Vl 
3 

1 Vl 

Vl 
1 
TVl 0 

u 

Dreht man den beweglichen Schenkel eines beliebigen 
Winkels x um 2 n (360°), so befindet er sich in der gleichen 
Loge wie vor der Drehung. Domit sind olle in den Defi
nitionen C 39 bis C 42 (/ 163) ouftretenden Verhaltnisse 
fUr den Winkel x + 2 n diesel ben wie fUr den Winkel x. 
Dos gilt nicht nur fUr eine Drehung um 2 n, sondern 
ouch fUr jede Drehung um ein gonzzohliges Vielfaches 
k ·2 n von in. Also gilt fUr jeden Winkel x ous dem jewei
ligen Definitionsbereich: 
sin x = sin (x + k . 2 n) 
cos x = cos (x + k ·2 n) 
tan x = tan (x + k . 2 n) 
cot x = cot (x + k ·2 n) 

} (k ganzzahlig) 

DEFINITION 44: Eine Funktlon (helBt periodisch, wenn es 
elne Zahl a> 0 gibt, so daB fOr jedes x gilt: 
(x) = (x + a) 
Jede solche Zahl a heiBt Periode • 

SATZ 45: DleWinkelfunktionen slnd periodlsche Funktlonen. 

Perioden der Winkelfunktionen sind beispielsweise 
2n, (k= 1); 4n, (k = 2); 100n, (k = 50). 
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Bezlehungen zwlschen 
Funktlonswerten von 
Wlnkeln aus verschle. 
denen Quadranten 
( Quadranten
bezlehungen) 

FUr die Sinus- und Kosinusfunktion ist 1 n die kleinste 
Periode. FUr die Tangens- und Kotangensfunktion ist n die 
kleinste Periode. 
FUr sie gilt also: 

tan x = tan (x + k n) } (k ganz) 
cot x = cot (x + k n) 

u 

Wegen der Kongru· 
enz (/ 205) der Drei-
ecke gilt 

OP'Q' und OQP P'Q' = PQ, also 
OP'Q' und OQP OQ' = OQ, also 
OAR' und OAR AR' = AR, also 
OBT' und OBT BT' = BT, also 

Entsprechend ergeben sich die Beziehungen fUr Winkel im 
Ill. und IV. Quadranten .. 
sin (180° + x) = - sin x 
cos (180° + x) = - cos x 
tan (180° + x) = tan x 
cot (180° +x) = cot x 

sin (360° - x) = - sin x 
cos (360° - x) = cos x 
tan (360° - x) = - tan x 
cot (360° - x) = - cot x 
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Funktionswerte 
negativer Winkel 

Graphische Oar
stellung der 
Winkelfunktionen 

170 

Wegen der Kongruenz 
(/205) der Dreiecke OQ'P' 
und OQP gilt: 
sin (900 + x) = cos x 
cos (90 0 + x) = - sin x 

Entsprechend ergibt sich: 
sin (900 ± x) = cos x 
cos (900 ± x) = =+= sin x 
tan (90 0 ± x) = =+= cot x 
cot (90 0 ± x) = =+= tan x 
sin (270 0 ± x) = - cos x 
cos (270 0 :1 x) =~ ± sin x 
tan (2700 ± x) = =} cot x 
cot (2700 ± x) = :~ tan x 

Wegen der Kongruenz 
(/ 205) entsprechender 
Dreiecke gilt: 
sin (-x) = - sin x 
cos (-x) = cos x 
tan (-x) = - tan x 
cot (-x) = - cot x 

SATZ 46: Die Funktion y = cos x ist eine gerade Funktion. 
Die Funktionen y = sin x; y = tan x; y = cot x sind ungerade 
Funktionen. V 136, Def. 25; 222) 

Zur graphischen Darstellung der Winkelfunktionen kann 
man die Funktionswerte dem Einheitskreis entnehmen. 
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y=cos x 

Oefinitionsbereich:-oo<x< +00/ Wertevol'rat: -1 s y ~ 1 

y=tanx 

Oefinitionsbeff:lch:-oo<x<OOjx·f+kr(kganzzahligh~:-oo<y<Ot:I 

y-cot x 

IJefinitionsbereic/J: -..., ... x<oo/ x. kK (k ganzZ11hligl; Wertevorrat: -00 <:. y < 00 

Bezlehungen z:wlschen Auf Grund der Definitionen der Winkelfunktionen gilt: 
den Wlnkelfunktlonen 

sin x v u v -- = - : - = - = tan x. falls cos x =l= O. 
cos x r r u 
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• 

172 

d. h. X =F (2 k + 1) .; und 

cos x u y = u 
-.- = -: - -= cot x,falls sin x =F 0, d. h. x =F k . n. 
Sin x r r y 

Aus diesen Gleichungen folgt: tan X· cot x = 1. 
Weiterhin gilt (/ 163): 

y2 u2 y2 + u 2 r2 
sin2 x + cos2 X = - + - = = - = 1 r2 r2 r2 r2 • 

"sin2 x" ist eine abkOrzende Schreibweise fOr ,,(sin X)2". 

sin x 
- - = tanx 
cos x I tan x . cot x = 1 sin2 x + cos2 X = 1 
cos x 
-.- = cot x 
Sin x 

slnt x cosl x tanl x cott x 

slnt x 1 - cos2 x 
tan 2 x 1 -

1 + tan2 x 1 + cot2 X 

COs2 X 1 - sin: x 
1 cotl X -

1 + tan2)( 1 + cot2 )( 
sin2 x 1 - cos2 X 1 tan- )( --- - --1 - sin ' )( cos2 x cot2 X 

1 - sln2 x cost x 1 
coP J( - - -sin2 x 1 - cos: x tan " x 

Will man aus dem in der Tabelle angegebenen Quadrat 
eines Funktionswertes diesen selbst bestimmen, so muB man 
beachten, in welchem Quadranten der betreffende Winkel 
liegt bzw. fOr welche Winkel die in der Formel auftretenden 
Funktionen definiert sind. 

2 _ 1 
cos x - '1 -c+C-:-ta-n-=2-x 

cosx= 1/1 : 2 V + an x 

gilt fOr jeden Winkel x aus dem 
Definitionsbereich der Tangensfunk-
tion. 
gilt nur fOr solche Winkel, fOr die 
cos x > 0 gilt. Das sind alle Winkel x 
aus dem I. und IV. Quadranten mit 

n 
x =l= (2k + 1)2 ' 

1 r 1 gilt nur fOr solche Winkel, fOr die 
cos x = - V 1 +tan2x cos x < 0 gilt. Das sind alle Win

kel x aus dem 11. und Ill. Quadranten 

mit x =t= (2 k + 1) ; . 
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Additionstheoreme 
der Winkelfunktionen 

Folgerungen aus den 
Addltionstheoremen 

sin (x + y) = sin x cos y + sin y cos x 
sin (x - y) = sin x cos y - sin y cos x 
cos (x + y) = cos x cos y - sin x sin y 
cos (x - y) = cos x cos y + sin x sin y 

tan (x + ) = tan x + tan y 
y 1 - tan x tan y 

tan (x _ y) _ .. t-,an--;-x_----,ta;-n-'-y_ 
- 1 + tan x tan y 

t ( ) cot x cot Y - 1 
co x + y = -;---,---!.--;-

cot y + cot x 

cot (x _ ) = cot x cot Y + 1 
Y cot Y - cot x 

p 

o R 

Beweis zu (1) fOr spitze Winkel x und y: 

(1 a) 
(1 b) 
(2 a) 
(2 b) 

(3 a) 

(3 b) 

(4 a) 

(4 b) 

~ ROQ = ~ SPQ (Schenkel stehen paarweise aufeinander 
senkrecht, I' 231, Satz 33). 

sin (x + y) = PT = Sf + SP = QR + SP 
OP OP OP OP 

QR OQ PQ SP (Erweiterung mit OQ, -_._+_.-
- OQ OP OP p(j bzw. PQ). 

sin (x + y) = sin x . cos y + sin y . cos x 
Die GOltigkeit dieser Gleichung laBt sich auch fOr be/iebige 
Winkel x und y nachweisen. Dieser Beweis soli hier nicht 
gefOhrt werden. 
Ersetzt man in der ersten Gleichung y durch -y, so erhalt 
man wegen 
cos (-y) = cos y und sin (-y) = - sin y 
sin (x - y) =sin x cos y - sin y cos x. 

Setzt man in (1 a) bis (40) y = x, so erhalt man die sogenann
ten Doppelwinkelformeln: 
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Doppelwinkelformeln 

Die Funktionen 
y = 0 sin x 

174 

sin 2 JC = 2 sin JC cos JC 

cos 2 JC = cos2 JC - sin2 x 

2 tan JC 
tan 2x = ----

1 - tan2 JC 

cot2 JC - 1 
cot 2 JC = ----

2cotx 

Durch Addition und $ubtraktion von (1 a) und (1 b), bzw. (2a) 
und (2b) und anschlieBende Umbenennung ergibt sich: 

sin ex + sin fJ = 
. ex+fJ ex-fJ 

2 SIO -- cos --
2 2 

. ex-fJ ex+fJ 
sin ex - sin fJ = 2slO -- cos --

2 2 
ex+fJ ex-fJ 

cos ex + cos fJ = 2 cos -- cos --
2 2 

H 2' ex+fJ. ex-fJ 
cos ex - cos I' = - SIO -2- SIO 2 

Beweis der ersten G/eichung 
Addition von (1 a) und (1 b): 
sin (x + y) = sin x cos y + sin y cos x (1 a) 
sin (x - y) = sin x cos y - sin y co._s_x_~( +~) ____ (~1_b.!..__) 
sin (x + y) + sin (x - y) = 2 sin x cos y 

Wir setzen x + y = (\ und x - y = p. 
x+y=(X 
x-y={3 

2x=(X+{3 
2y=(X-{3 

(X+{3 
x=-2-

(X-{3 
y=-2-

Daraus ergibt sich: 

. . {3 2 ' (X+{3 (X-{3 
sin (X + Sin = Sin -2- cos -2-' 

Definitionsbereich: - 00 < X < 00; 

Wertevorrat: - lal ~ y ~ lal 

w. z. b. w. 

Die Werte der Funktion y = a sin x erhalt man, indem man 
die Werte der Funktion y = sin x mit a multipliziert (/ 123). 
Gilt I Cl I =f= 1, so ergibt sich dadurch ein anderer Werte
vorrat. 
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Die Funktionen 
y = sin b x (b =l= 0) 

lal> 1 a > O Dehnung der Sinuskurve in Richtung der 
y-Achse 

a < 0 Dehnung der Sinuskurve in Richtung der 
y-Achse und Spiegelung on der x-Achse 

lal = 1 a = 1 keine Anderung 

a= -1 Spiegelung der Sinuskurve on der x·Achse 

lal < 1 a>O Stouchung der Sinuskurve in Richtung der 
y-Achse 

a<O Stouchung der Sinuskurve in 
y-Achse 

• y = sin x 
Wertevorrat: - 1 ~ Y :s 1 
y = 3 sin x 
Wertevorrat: -3 < y :s 3 

y = - 3 sin x 
Wertevorrat: -3 :s y ~ 3 

und Spiegelung on 
Richtung der 
der x-Achse 

D8finitionsbereich: - "" < x < 00 i Wertevor~af: -Ial ~ y ;:i lal 

Den Wert sin Xl' den die Funktion y = sin X an der Stelle Xl 
X 

annimmt, nimmt die Funktion y = sin b X an der Stelle i-
an; denn es gilt: 

. (b Xl) . sin 'b = Sin Xl 
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• 

y = sin (x + c) 

• 

176 

Ibl > 1 b>O Stouchung in Richtung der x-Achse 

b<O Stouchung in Richtung der x-Achse und 
Spiegelung on der y-Achse 

Ibl = 1 b = 1 keine Anderung 

b=-1 Spiegelung on der y-Achse 

Ib l < 1 b>O Dehnung in Richtung der x-Achse 

b<O Dehnung in Richtung der x-Achse und 
Spiegelung an der y-Achse 

Oefi"iflonsMffic!l:- - ... X ... -I Kemvo,.,.at: -1Soy-S1 

Bemerkung: Da y = sin x eine ungerade Funktion ist (/136). 
gilt sin (- b x) = - sin b x. 
Daher kann die Spiegelung an der y-Achse durch die Spie
gelung an der x-Achse ersetzt werden. 

Das Bild der Fuflktion y = sin (x -+ c) ist gegenOber dem 
Bild der Funktion y = sin x um -c parallel zur x-Achse 
verschoben (/ 125) . 

y-sin (x <c) 

DefinitionGbereich: - - < x < 00 , W8rtevor~: -1 ~ y.:i 1 
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y = 0 sin (b x + c); 

(b * 0) 

12 [001807) 

Bemerkung: Aus dem Bild auf Seite 176 kann man die Bezie

hung sin (x + ;) = cos x ablesen (/ 170). 

Dos Bild der Funktion y = 0 sin (b x +c) =0 sin [b (x + ~)] 
erhCilt man aus dem Bild der Funktion y = sin x durch fol
gende Transformationen : 
1. Dehnung oder Stauchung in Richtung 
der y-Achse: y = 0 sin x 
2. Dehnung oder Stauchung in Richtung 
der x-Achse : y = 0 sin b x 

3. Verschiebung um - ~ parallel zur 

x-Achse: y = 0 si n [b (x + ~)] 

• y = 2 sin [! x - ;] = 2 sin [! (x -2)] 
1. y = 2 sin x 

2. Y = 2 sin ! x 

3. y=2sin[!(X - 2)] 

~ I" y- ~ ' L/ 
L' '\. If' '\. 

lL , 
" - -~ f z lL 

"- - / 
I' ..... V ~ 

Fur 0 < 0 
oder b < 0 
kommen die 
entsprechenden 
Spiegelungen 
hinzu 

~ , -
Y"L,IJ t :1-211 

I I 1 _ 
....':t /-2 'If'; 

" :x 
~ Jl. 

'\. ~ 

~ L ..:i::.. ... 
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15. EBENE TRIGONOMETRIE 

Die Tafeln der Wlnkel
funktionswerte und 
Ihrer Logarlthmen 

Die Frage, ob ein Dreieck durch gegebene StUcke eindeutig 
bestimmt ist, kann mit Hilfe der Kongruenzsotze entschieden 
werden. 
1st das Dreieck eindeutig bestimmt, so kann es aus den gege
benen StUcken sowohl konstruiert als auch mit Hilfe der 
Winkelfunktionen berechnet werden. Mit solchen Berech
nungen beschoftigt sich die ebene Trigonometrie. Daher 
nennt man die Winkelfunktionen auch trigonometrische 
Funktionen. 

Zur numerischen DurchfOhrung trigonometrischer Be
rechnu ngen sind die Funktionswerte der Winkelfunktionen 
tabelliert worden. Auf Grund der Quadrantenbeziehungen 
(/170) genUgt es, nur die Werte fOr Winkel von 0° bis 90° 
anzugeben. Dabei konnen wegen der Beziehungen 
cos x = sin (90° - x) und cot x = tan (90° - x) (/170) 
die Werte der Sinus- und Kosinusfunktionen bzw. der 
Tangens- und Kotangensfunktionen jeweils in ein und der
selben Tafel aufgefOhrt werden. Die Kosinus- und Kotan
gensfunktionen sind im Intervall von 0° bis 90° monoton 
fallend. Daher ist d beim Interpolieren die Differenz zum 
groBeren Funktionswert. 

• a) Es soli cos 289,47° ermittelt werden. 

178 

cos 289,47° = cos (360° - 70,53°) = cos 70,53° 
d 0 o· n 
n=lO; d=1O 

16·3 
d=1O::::::: 5 

cos 289,47° = 0,3333 

~,60' 

i I I 
I I I 

0,3322' 

I ... 

I" 
705J" 

I~ I 
0 

33"::"" 

n 
7o~l 

~~i I 
d : 

b) Es sollen alle Winkelx mitcotx= -1,787 ermitteltwerden. 
d 0 
n=lO 

10·d 10·2 
n =-0-=-7-::::::: 3 

X' = 29.23 ° 
2930' 
I 

1,782 
t 

D 

29,~ 
I 

7,789 
: 1 
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Berechnung 
rechtwlnkliger 
Drelecke 

12* 

Da der Kotangenswert negativ ist, gilt fUr die gesuchten 
Winkel aus dem 11. und IV. Quadranten 
Xl = 180° - X' X2 = 3600 - X' 

Xl = 150,77° X2 = 330,77° 
Da 180° die kleinste Periode der Kotangensfunktion ist 
(/169), erholt man somtliche gesuchten Winkel durch 
X = 150,77° + k .180°, (k ganzzahlig). 

Je nach Art der gegebenen DreiecksstUcke sind folgende 
Folie moglich (Bild C 92): 

C 

A c 8 

Gegeben I:!c 

1. Fall: 0 

Hypotenuse sin = - ; fJ = 90° - '" 
c 

und eine b 
Kathete: b = (cz - at oder cos", =-
0, c c 

b = c · cos '" 

2. Fall: 0 
{J = 90° - '" Beide Katheten: tan IX = b; 

0 , b 
. 0 0 

c = Vot+ bl oder srn '" = - ; c =-
c sin Cl 

3. Fall: b 
b = 0 cot "' ; {J = 90° - '" Ein Winkel und die 

cot ", = - ; 
0 

Gegenkalhete : 
0 0 ,a c = Vat + bl oder sin ", = - ; c =-.-
c srn '" 

4. Fall: a 
0 = b . tan 

Ei n Winkel und die tan ", = b; 
Ankathete : 

fJ = 90° - '" "'. b b b 
c = Val+ bl oder cos ", = - ; c = --

c cos 0< 

179 
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Berechnung gleich. 
schenkliger Dreiecke 

180 

• 

• 

Gegeben 

5. Fall: 0 
sin =- ; o = c . sin 0< ; fJ = 90 0 - 0< 

Ein Winkel und c 
die Hypotenuse V-- b b = c2 - 0 2 oder cos 0< = -
O<,c c 

b = cos 0< 

Eine Eisenbohnlinie soli Ober eine BrOcke von 13,70 m 
Hohe gefiihrt werden. Wie long muB die zur Briicke on· 
steigende Strecke mindestens sein, wenn der Steigungs
winkel nicht mehr ols 10 betrogen soli? 
Losung: 

h=13,70m 

. h 
Sin ex = -

s 
h 

s=---
sin ex 

N 

13,70 
sin 1 0 

s 

IgN 

1,1367 } 
0,2419 - 2 -

0,8948 + 2 
s 2,8948 

s = 785 m 

Die onsteigende Strecke muB mindestens 785 m long sein. 

Jedes gleichschenklige Dreieck wird durch seine Symmetrie
ochse (/288) in zwei kongruente (/306) rechtwinklige 
Teildreiecke zerlegt. Dodurch treten bei der Berechnung 
eines gleichschenkligen Dreiecks diesel ben Folie ouf wie 
beim rechtwinkligen Dreieck . 

Einem Kreis mit dem Rodius 
r = 3 cm ist je ein regelmoBiges 
7-Eck ein- bzw. umbeschrieben. 
Die Seitenlongen sind zu be
rechnen. 

Losung: 

r = 3,00 cm 

ex = 3600 
= 51 ,43 0 ~ = 25,71 0 

7 2 
1 
-s 

ex 2 u su 
ton - = -- =-

2 r 2 r 
ex 

su = 2 r ton 2: 
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Berechnung von schief· 
winkligen Dreiecken 
Sinussatz 

N IgN N IgN 

2r 
• 0; 

Sln-
2 

0,n82 I 
0,6373 -;- 1 + 

2r 
0; 

tan -
2 

0,n82 I 
0,6826 -1 + 

Se = 2,60 cm 

1,4155 - 1 
0,4155 Su 

Su = 2,89 cm 

1,4608 - 1 

0,4608 

Mit Hilfe der folgenden Satze lassen sich Stilcke eines be
liebigen Dreiecks berechnen. 

SATZ 47 (Sinussatz): 
In jedem Dreieck sind die VerhCiltnisse der Selten z.u den 
Sinus ihrer Gegenwinkel untereinander gleich. 

I' b , ---------
sin 0; sin f3 Sin Y 

In anderer Fassung: 

In jedem Dreieck ver~alten sich die Seiten zueinander wie 
die Sinus ihrer Gegenwinkel. 

I a : b : c = sin 0; : sin f3 : sin y 

Beweis: 

c 

A q D p 

Es gilt 

sin IX = ~e; he = b sin IX (6, ADC) 

. fJ he h . fJ (1\ BeD) Sin = -; c = a Sin u. 
a 

a sin fJ = b sin IX I : sin IX sin fJ 
a b 

sin IX sin fJ 
FUhrt man dieselbe Oberlegung mit der 
Hohe h" durch, so erhalt man: 

b c 
8 sin fJ sin y 
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a b c 
Insgesamt also sin ex = sin f3 = sin I' 

Damit ist der Sinussatz jedoch nur fUr alle spitzwinkligen 
Dreiecke bewiesen. 

c 

B 

FUr stumpfwinklige Dreiecke gilt: 

sin (180° - ex) = ~e; he = b sin (180 - ex) (f.. ADC) 

sin f3 = he; he = a sin f3 (f.. BeD) 
a 

a sin f3 = b sin (180 ° - ex) 
Wegen sin (180° - ex) = sin ex V 169) folgt 

a sin f3 = b sin ex,also wieder ~ = ~f3' 
Sin ex Sin 

Wie beim spitzwinkligen Dreieck ergibt sich dann welter 
o b c 

sin ex = sin f3 = sin I' 
Der Sinussatz gilt auch fUr rechtwinklige Dreiecke. Setzt 
man beispielsweise I' = 90°, so ergibt sich aus 

a b -- = c und -- = c 
sinex sin f3 

a b 
--=--=c 
sin ex sin f3 
Da c = 1c = ~ (I' = 90°, also sin I' = 1), gilt auch hier 

Sin I' 
wieder die behauptete Gleichung. Damit ist der Sinussatz 
fUr jedes beliebige Dreieck in der einen Fassung bewiesen. 
Die andere Fassung ergibt sich folgendermaBen: 

a b b c 
sin ex = sin f3 sin f3 sin I' 
Vertauschung der Innenglleder: 
a sinex ~ = sin f3 
b sin f3 c sin I' 
Als fortlaufende Proportion V 117): 
a : b : c = sin ex : sin f3 : sin y. 
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~ SATZ 48: In jedem Dreleck 1st das Verhiiltnls elner jeden 
Selte zum Sinus Ihres Gegenwlnkels glelch dem Durchmesser 
des Dreiecksumkrelses V 310). 

a b e 
--=--=--=2, 
sin IX sin f1 sin y 

Beweis : C 
~---

<=}: BMC = 2 ex ,denn <=}: BMC ist der zum Peripheriewinkel 
<=}: BAC = ex gehoriger Zentriwinkel Obe.: dem Bogen BC. 
<=}: BMD = <=}: CMD = ex , 
denn MD ist Symmetrieachse im gleichschenkligen Dreieck 
l::. BCM. 

a 

sin ex = 2 (6 MBD) , 
r 

daraus folgt 

~=2r. 
Sin ex 
Daraus folgt zusammen mit dem Sinussatz 

a b c 
sinex = sin {3 = sin y = 2 r, w. z. b. w. 

Der Beweis dieses Satzes fOr stumpfwinklige und recht
winklige Dreiecke wird hier nicht mehr ausgefOhrt. 

~ SATZ 49 (Kosinussatz): 
In jedem Dreleck 1st das Quadrat elner Selte glelch der 
Summe der Quadrate der belden anderen Selten, vermin
dert um das doppelte Produkt aus dlesen Selten und dem 
Koslnus des von Ihnen elngeschlossenen Wlnkels. 

a2 = b2 + c2 - 2 be cos IX 

b2 = a2 + c2 - 2 ac cos f3 
c2 = a2 + b2 - 2 ob cos y 
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184 

Beweis: 

a) spitzwinklige Dreiecke (/181; Bild unten): 
h,2 = b2 - q2 (Satz des Phytagoras, 6 ADC) 
h,2 = 0 2 - p2 (Satz des Pythagoras, 6 BeD) 

02 _ p2 = b2 _ q2 

02 = b2 + p2 _ q2 

0 2 = b2 + (c - q)2 - q2; (p = C - q) 
02 = b2 + c2 - 2 c q + q2 _ q2 
0 2 = b2 + c2 - 2 c q 

cos ex = ~ (6 AD e) q = b . cos ex, 

in Gleich ung (*) ei ngesetzt: 

0 2 = b2 + c2 - 2 b c cos IX • 

(*) 

Die anderen beiden Glei~hungen erhalt man unter Ver
wendung der Hohen ha bzw. hb• 

b) stumpfwinklige Dreiecke (/ 182; Bild oben): 
h,2 = b2 - q2 (Satz des Pythagoras, 6 ADC) 
h,2 = 0 2 - p2 (Satz des Pythagoras, 6 BeD) 

02 _ p2 = b2 _ q2 

02 = b2 + p2 _ q2 
0 2 = b2 + (c + q)2 - q2; (p = C + q) 
0 2 = b2 + c2 + 2 c q + q2 _ q2 
0 2 = b2 + c2 + 2 c q (**) 

cos (180° -ex) = ~ (6 ADC) 

- cos ex = ~ q = - b cos ex, 

in Gleichung (**) eingesetzt: 

0 2 = b2 + c2 - 2 b c cos ex • 

Entsprechend findet man auch in diesem Fall die anderen 
Gleichungen. 

c) rechtwinklige Dreiecke: 
Da ex = 90° und damit cos ex = 0, folgt aus 
0 2 = b2 + (2 (Satz des Pythagoras) 
0 2 = b2 + c2 - 2 b c cos ex 

C 

'I 

c B 
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Fu r die Seiten b und c verlauft der Beweis mit den spitzen 
Winkeln fJ und y wie im Fall a). Damit ist der Kosinussatz 
fUr alle moglichen Falle bewiesen. 

Berechnung ~ SATZ 50: Der Flocheninhalt eines jeden Dreiecks ist gleich 
des Flocheninhalts dem halben Produkt aus zwei Seiten und dem Sinus des von 
eines Dreiecks ihnen eingeschlossenen Winkels. 

Beweis (/181; Bild unten): 
1 

A = I c· he 

sin (\ = :e; he = b sin ex (6 ADC) 

sin fJ = he; he = (/ sin f3 (6 BeD) 
(/ 

FUr he in (*) eingesetzt: 

A=~bcsinex und A=~(/CSinfJ. 

(*) 

Die dritte Gleichung erhalt man bei Verwendung von ha 
oder hb• Der Beweis fUr stumpfwinklige und rechtwinklige 
Dreiecke verlauft wie bei den entsprechenden Fallen im 
Beweis des Sinussatzes (/181), w. z. b. w. 

Nach dem Sinussatz gilt fUr jedes Dreieck 

b = ~- . sin f3. 
Sin Y 

Setzt man dies fUr b in die erste Gleichung von Satz 50 ein. 
so ergibt sich 

A 1 c . f3 . d = - . -.~ . Sin . C . Sin (\ 0 er 
2 sin y 

A = .~~. sin(\· sin fJ. 
2 sin y 

Entsprechend gilt 
A = b2 . • sin ex • sin y 

2 si n fJ 
A _ (/2 • sin fJ . sin y 

-"2 ---sin (\ --

Nach Satz C 48 (/ 183) gilt fUr jedes Dreieck 
be' 

---:---fJ = 2 r bzw. -.- = 2 r, d. h. 
Sin Sin Y 
b = 2 r sin fJ bzw. C = 2 r sin y. 
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Sent man dies fOr b und c in die erste Gleichung von Satz 
C 50 ein, so erholt man 

A = ~ . 2 r sin p . 2 r sin y . sin IX oder 

A = 2 r2 sin IX sin p sin y . 

Je nach Art der gegebenen DreiecksstOcke sind folgende 
Folie der Dreiecksberechnung moglich (vier Grundauf
gaben, / Kongruenzsotze, Seite 237). 

C 

c B 

Gegeben Anfangsschritt Berechnung der 
librigen Sti.icke 

c, p, y (sww) Sinussatz : 01 = 1800 - (p + y ); 
Im Fall wsw c c 
wird zunachst b =-.- sinp a = - ,- sinOt 

si n y SlO Y 
der dritte 
Winkel be-
rechnet und 
donn wie hier 
weitergerech-
net. 

IX, c, 0 (wss) Sinussotz: {J = 1800 - (01 + y ); 
sin 01 a 

sin y =- c b = -. - sin p 
0 SIO 01 

a, y , b (sws) Kosinussatz : sin y 
Cl = 0 2 + b2 - 2 0 b cos y sin =- 0; 

C 

f3 = 1800 - (01 + y ) 

0, b, C ($SS) Kosinussatz : 0 2 + c2 _ b2 

bl + c2 - 0 2 cos tJ = 
2ac COS Ot = 

2bc -, = 1800 - ( 01 + P) 
oder 

sin 01 
sin {J = _ . b 

0 

• a) Gegeben: IX = 63,7°; c = 7,3 cm; a = 11,4 cm 
Gesucht: y, P. b 
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sin y sin ex 
--=--

c a 
. sin ex 

SIO y = --. c 
a 

N IgN 

sin (X 1,9525 - 2 }-a 1,0569 

sin (X 

0,8956 - 2 I + 
a 

c 0,8633 

sin Y 0,75&9 -1 

Yl = 35,0°; [Y2 = 145,0°] 

Y2 kommt nicht in Betracht, do ex + Y2> 180°. AuBerdem 
wUrde fUr Y2 der groBere Winkel der kleineren Seite gegen
Uberliegen, was im Widerspruch zu dem Satz, daB in jedem 
Dreieck der grOBere Winkel der groBeren Seite gegenUber
liegt (/235), stUnde. 
fJ = 180° - (ex + y) fJ = 81,3° 

b 
N IgN 

a 
--=--

}-sin p sin ex a 1,0569 

b =~.sin fJ 
sin (X 0,9525 - 1 

SIO ex a 
sin (X 

1,1044 I + sin P 0,9950 -1 

b 1,0994 

b = 12,6 cm 

b) Gegeben: ex = 36,4°; c = 9,2 cm; a = 3,5 cm 
Gesucht: y, p, b 

N Ig N 

sin ex 
sin !X 0,7734 -1 } -sin Y =--. c 

a 0,5441 a 

sin (X 

0,2293 - 1 )+ a 
c 0,9638 

sin Y 0,1931 

Es gibt keinen Winkel Y mit Ig sin Y = 0,1931; denn dos 
wUrde sin Y > 1 bedeuten. Das .ist aber unmoglich (/166; 
Tabelle). Es gibt also kein Dreieck mit den gegebenen 
StUcken. 
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c) Gegeben: ex = 43,9° ; c = 14,8 cm; 0= 12,3 cm 
Gesucht: y, /3, b 

sin ex 
N Ig N 

sin y = -- . C 
sin <X 1,8410 - 2 a 
a 1,0899 

sin <X 
0,7511 - 2 

a 

c 1,1703 

sin, Y 0,9214 - 1 

Yl = 56,6 ° Y2 = 123,4° 

} -

} + 

ex + YI und ex + Y2 sind beide kleiner als 180°. Ebenso ist 
fur beide Winkel der Satz erfUllt, daB der groBere Winkel 
der groBeren Seite gegenuberliegt. Daher muB mit beiden 
Winkeln weitergerechnet werden. 

/3 = 1800 - (ex + y) /31 = 79,5° /32 = 12,7° 

b=-~.sin/3 
Sin ex 

I 11 
N Ig N N IgN 

a 1,0899 } - a 1,0899 } -
sin <X 0,8410 -- 1 sin <X 0,8410 - 1 

a 

} + 

a 
1,2489 

} + 
1,2489 

sin <X sin <X 

sin PI 0,9927 - 1 sin P2 0,3421 - 1 

b1 1,2416 b2 0,5910 

bl = 17,4 cm b2 = 3,9 cm 

Mafisfab 7:" 

Bemerkung: Wie das letzte Beispiel zeigt, ist ein Dreieck nur 
dann eindeutig durch zwei Seiten und einen Winkel be-
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stimmt, wenn dieser Winkel Gegenwinkel der groBeren von 
beiden gegebenen Seiten ist. Anderenfalls gibt es entweder 
kein Dreieck oder zwei nicht kongruente Dreiecke mit den 
gegebenen StUcken (/ Kongruenzsatz ssw, Seite 237). 

• In einer Entfernung von 0 = 10 m vom Ufer eines Flusses 
steht ein Haus. Visiert man von zwei senkrecht Obereinan
derliegenden Fenstersimsen, deren Hohenunterschied e=8m 
ist, dos andere Ufer an, so erhalt man Neigungswinkel 
von iX = 18,40 und fJ = 24,6°. Wie breit ist der FluB? 

Losung: 

y = fJ - iX Y = 6,2 0 

d e 
sin (900 - fJ) = sin y 

d = ~sin (90 0 - fJ) 
sm y 

o+x 
cos tX = -er--
x = d cos (X - 0 = y - a 

e . x = -. - sin (900 -fJ) COSiX -0 
smy 

e 
x = -.- cos fJ cos (X - 0 

sin y 

e 

N Ig N 

e 0,9031 I 
cos (\ 0,9772 - 1 .,. 
cos fJ 0,9587 - 1 

e cos ex cos {J 2,8390 - 2} 
sin y 0;0334 - 1 

Y 1,8056 

e 
--. - cos iX cos fJ = Y = Y - 0 
smy 

x:==:: 63,9 m - 10 m 
x:==:: 54 m 

Ergebnis: Der FluB ist etwa 54 m breit. 
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Genouigkeit 

Grundregeln 

Telle und Skalen 
Bemerkungen 
zu den Skalen 

190 

Der Rechenstab ist ei n auf den logarith mengesetzen V' 154) 
beruhendes mechanisches Rechenhilfsmittel vornehmlich fOr 
das Multiplizieren und Dividieren sowie Potenzieren und 
Radizieren. 

Die logarithmisch geteilten Skalen des Rechenstabs ermog
lichen eine Rechengenauigkeit bis auf drei geltende Ziffern 
(/77), wobei die dritte Ziffer haufig geschatzt werden muB. 

Zuerst wird die GroBenordnung des Ergebnisses mit Hilfe 
eines Oberschlags ermittelt. 
Eingestellt werden nur Ziffernfolgen, z. B. 5738·0,023. 
Oberschlag: 6 .104 .2,5.10-3 = 15 ·10 = 150 
Einstellen: 5-7-4 bzw. 2-3, ablesen 1-3-2, also 132 

rei/e des Rechensfabs Ska/en des Rechensfabs 

Quadrafska/en 
A'und B 

Die Grundskalen C und 0 stimmen Oberein und stellen 
das Grundintervall 1 bis 10 einer logarithmischen Skale 
einmal auf der gesamfen Stablange dar. Sie bieten deshalb 
die groBfmogliche Rechengenauigkeit und werden bevorzugf 
benufzf. 
Die Reziprokskale R stellt das Grundintervall 1 bis 10 
einmal auf der gesamfen Stablange dar, aber in enfgegen
gesefzter Richtung wie auf den Grundskalen C und D. Sie 
bietet Vereinfachungen bei mehrfachem Multiplizieren und 
Dividieren. 
Die Quadratskalen A und B stimmen Oberein und stellen 
das Grundintervall1 bis 10 zweimal auf jeweils einer Ha/ffe 
der Stablange dar (Beschriftung 1 bis 10 bzw.10 bis 100). Der 
TeilungsmaBstab auf A und B ist also halb so groB wie der 
auf C und D; einer Einstellung von log n auf C bzw. D ent
spricht also 2 log n = log n2 auf A bzw. B. 
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Multlplikatlon und 
Division 
Multiplikation 
mit RUckschlag 

Die Kubikskole K stellt dos Grundintervall1 bis 10 dreimal 
auf jeweils einem Drittel der Stabliinge dar (Beschriftung 1 
bis 10 bzw. 10 bis 100 bzw. 100 bis 1000). Einer Einstellung 
von log n auf C bzw. D entspricht also 3 log n = log n3 

auf K. 

finsfelfung beim 
Muifiplizieren 

Liiuferslrich iiber Dz 
Cy liber Oz 

m C1 (oder C10) {iber Dx 
ill Ltiufersfriah liber Cy 
ill Unl8r Gy ablesen Oz Unler Cl (oder e70) ablesen Dx 

, x ·y·z I (I] 

rn 0 

Von einer Multipl-ikation mit Riickschlag spricht man, 
wenn nicht C 1, sondern C 10 Uber die einem Faktor ent
sprechende Ziffer auf D gestellt werden muB, um ablesen 
zu konnen. Durch Benutzung der Reziprokskale konnen 
"RUckschloge" umgangeh werden. 

Hinfereinonderousfiihrung van Multiplikatian und Division 

Jlj4,S . 1 

Uberschlag; 
rund 1 

Ergebnis: Q 767 

Schema: 

D Laufersfrich !iber 03 
CB tiher 03 

11 Zunge Festho/ten, LiiuF8rsfrich ubcr C5 
U LouFer Festhalten, C11 unrer Liiufersfrich 
11 Zurrge fesfha/ten, LauFerstrich tilJer C45 
D Unter ells ablesen: D 767 

x· y . z 
'd' • 
vr .)j 

DiviSion ( El ), Multiplikaffon (D), Division ( 11J), Mulfrplikafion (U) 

Bemerkung: Beim HintereinanderausfUhren von Multiplika
tionen und Divisionen wird auf das Ablesen der Zwischen
ergebnisse verzichtet. Zu beachten ist dabei, daB beim Ver-
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Verhaltnisgleichungen 
(Proportionen) 

Potenzleren und 
Radizieren 

192 

schieben der Zunge der die Zwischenergebnisse morkieren
de Uiufer nicht beruhrt und somit nicht verschoben wird! 

FOr die Erfossung von untereinonder proportionolen GroBen 
konnen olle geforderten Werte noch einer einzigen Einstel
lung der Zunge mit Hilfe des lijufers ermittelt werden. 

Bestimmen von 
Kre isumfiingen: 

d\ 2 \ 3 \ 4 1 
u 16.2819.42 \12,561 

fsgil'.· u·fd 
Einma/ige Einstellung 
D 81 unter Aff 
6 Ober Bd abfesen Au 

:: 
Dos Potenzieren und Rodizieren erfolgt jeweils mit einer 
einzigen Einstellung des Uiufers mit sofortigem Ablesen. 
Bemerkung zur Wahl. der Skalenabschnitte beim Radizieren: 
1) Beim Ziehen einer Quadratwurzel sind die Rodikonden 
durch Abspolten von Zehnerpotenzen V 30) mit gerad
zahligen Exponenfen jeweils in ein Produkt ous einem Fok
tor F mit 1 < F < 100 und einer Zehnerpofenz 102n zu zer
legen. Die Ziffernfolge von Fist donn im entsprechend be
schrifteten Grundintervoll ouf A einzustellen. 
2) Beim Ziehen einer Kubikwurzel sind die Rodikonden 
durch Abspolten von Zehnerpotenzen mit ganzzahligen Viel
fachen von 3 ols Exponenten jeweils in ein Produkt ous einem 
Foktor F mit 1 < F < 1000 und einer Zehnerpotenz 103" zu 
zerlegen. Die Ziffernfolge von Fist donn im entsprechend 
beschrifteten Grundintervoll ouf K einzustellen. 

finsfellung bcim 

Potenzieren 
o liiufersfrich auf Ox 
fJ Unter Liiufer ablesen 

auf A fur x2 

aur K fiit x3 

Radizieren 
o Uiufersfrich ouf Ay, bzw. Kyz 

(8emerkung beochfenJ 
U Unler lOuferslrich abfesen ouf D 
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1. PUNKTE UNO GERAOEN 

Bezeichnungen 
Geomelrische Bezeichnungen 
Grundfiguren 

Punkte groBe lateinische Buchslaben. 
evtl. mit Indizes: A. B • .•.• At> B1 ..• , , 

Gel'aden kleine laleinische Buchstaben. 
evIl. mit Indizes: a, b, ...• al' b2 •... 

.- ,c • 

.• 

Ebenen kleine griechische Buchstaben. 
evil. mil Indizes: (x , P •...• (Xl ' PI . 0 

Wir betrachten nur Punkte und Geraden, die in ein und 
derselben Ebene liegen. Punkte und Geraden sind die Ele
mente der ebenen Geometrie. 

Gegenseilige Lage • 
von Punkten und Geraden 

A liegt auf a bzw. 
a geht durch A 

Parallelitat von 
Geraden 
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A liegl nichl auf a bzw. 
a geht nicht durch A 

... Durch zwei Punkte A und B geht genau eine Gerade. 

A --O---____ Bt -
Die Gerade, die durcn A und B gent, bezeicnnen wir als 
Gerade AB. 
Zu verscniedenen Geraden a und b gibt es nocnstens einen 
Punkt A, der sowohl auf a als auch auf b liegt. 
Haben zwei Geraden genau einen gemeinsamen Punkt, so 
nennen wir ihn den Schnittpunkt von a und b. 

... DEFINITION 1: Geraden a und b einer Ebene heiBen parallel 
zueinander genau dann, wenn sie entweder zusammenfallen 
od er keinen Punkt gemeinsam haben. 



1. PUNKTE UNO GERAOEN 

Gegenseitige Lage zweier 
Geraden einer Ebene 

Durch jeden Punkt A gibt es zu jeder Geraden a genau eine 
Parallele. 

a und b schneiden a und b sind vonein-

>< einander in A ander verschieden 
und ha ben den ge-
meinsamen Punkt A 

a und b sind par- a und b haben ~ allel zueinander keinen gemein-
sa men Punkt --------a und b fallen 

~ zusammen 

Richtung .... DEFINITION 1: Die Menge aller Geraden, die zu elner 
Geraden a parallel sind, nennen wlr eine Richtung. 

Richfung a 

13* 195 



2. ANORDNUNGSBEZIEHUNGEN . EBENE FIGUREN 

Orientierte Geroden 
Richtungssinn 

Zwischenbeziehung 

Strecken 

196 

• 

Wird festgelegt. welcher von zwei Punkten A und B einer 
Geraden a vor dem anderen liegen soli. so wird die Ge
rade a dadurch orientiert. 

v 
;/ 
~ A liegt \101 8 

Auf jeder Geraden gibt es genau zwei verschiedene Orien
tierungen. die einander entgegengesetzt heiBen. Die Orien
tierung einer Geraden kann durch eine Pfeilspitze veran
schaulicht werden. Wir sagen auch. daB durch eine orien
tierte Gerade ein Richtungssinn festgelegt wird. 
Nur parallele Geraden konnen entweder gleich oder ent
gegengesetzt orientiert sein . 

a und b sind gleich 
orientiert 

a und b sind entgegengesetzt 
orientiert 

Man sagt nur dann. daB ein Punkt zwischen zwei anderen 
liegt, wenn sie alle drei auf einer Geraden liegen. 

.. DEFINITION 3: Eine Figur, der zwei Punkte A und B und 
olle die Punkte ongehoren, die zwischen A und B liegen, heiBt 
Strecke AB. 

Die Punkte A und B nennen wir Endpunkte. 



2. ANORDN UNGSBEZIEH U NGEN 

Orientierte Strecken 1st festgelegt. welcher Endpunkt einer Strecke vor dem 
anderen liegen soli. so heiBt die Strecke orientiert oder 
gerichtet. 

Weitere 
Lagebeziehungen 

8 

--+ 

Schreibweise: AB- (A liegt vor B). 
--)0 --~ 

Die gerichteten Strecken AB und BA heiBen zueinander 
entgegengesetzt orientierte Strecken. 

AB und CD 
liegen our 
derselben 
Geroden 

A8 und CD 
Iiegen ouf 
verschiedenen 
Geroden 

Gleich orientierte 
Sfrecken 

: I 0 
A 8 

C D 

Entgegengesetzt 
orientierte 
Sfrecken 

~ 8 D 

---o()O--!~~C>--

A 8 

-0 '11 
D c 

Von gleich oder entgegengesetzt orientierten Strecken kann 
man nur dann sprechen. wenn die Geraden. auf denen sie I!II. 
liegen. parallel sind. IiIII 

A und 8 liegen Der Punkt C liegt B 
ouf der Geroden zwischen den 

~ AC auf verschie- Punkten A und 8 
denen Seiten des 
Punktes C 

A und B liegen Entweder A liegt --...- ~ ouf der Geraden zwischen C und B ....,.. A 8 

AC auf derselben oder C 

Seite des 8 liegt zwischen 
C 8 -, A ... 

Punktes C C und A --0-
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2. ANORDNUNGSBEZIEHUNGEN 

Strahlen 

198 

A und B liegen 
auf verschiedenen 
Seiten einer Gera
den a 

Die Gerade a 
schneidet die 

Strecke AB in 
einem inneren 
Punkt 

A und B liegen auf Die Gerade a und 
derselben Seite die Strecke AB 
einer haben keinen 
Geraden a gemeinsamen 

Punkt 

c ) 
A B a ------

... DEFINITION 4: ElnStrahl AB 1st dleMenge all er Punkte der 
Geraden AB, die mit B auf derselben Selte des Punktes A 
dieser Geraden lIegen elnschlleBlich des Punktes A selbst. 

Strahl AB 

Der Punkt A heiBt Anfangspunkt des Strahls AB. Strah
len werden mit h, k, ... , hI' kl' ... bezeichnet. hA soli be
deuten, daB A der Anfangspunkt des Strahls h ist. 
Jeder Punkt A einer Geraden a teilt diese Gerade a in zwei 
Strahlen mit entgegengesetzter Orientierung (entgegen
gesetzte Strahlen). A ist gemeinsamer Anfangspunkt beider 
Strahlen. 

gieich orientierte entgegengesetzt 
Strahlen orientierte 

Strahlen 

h und k liegen 

~ 
h8 

auf derselben 

~ Geraden 

A 

h und k liegen 

-t= ....-". ~ auf verschiede- ha I 
nen Geraden I ......... I ----1A- k ... +- --.... -

kA 
A 

,. 



2. AN 0 R 0 NUN G S B E Z I E HUN G EN 

Holbebenen 

Winkel 
V 160, 212) 

Scheitel. Schenkel 

Bezeichnung 

Jede Gerade einer Ebene teilt diese Ebene in zwei Halb
ebenen. 

Halbebene (a,A) 

A 
o 

Halbebene (a,B) 

o 
8 

~ DEFINITION 5: Ein Poar von Strahlen mit gemeinsamem 
Anfangspunkt, die nicht auf einer Geraden liegen, heiBt 
Winkel. 

Winkel 

Die beiden Strahlen. die einen Winkel bilden, heiBen 
Schenkel, der gemeinsame Anfangspunkt heiBt Scheitel 
des Winkels. 
Durch einen Winkel wird die Ebene in zwei Teile zerlegt. 
FOr die Messung eines Winkels, also die eindeutige Zu
ordnung einer Zahl (/211). ist es erforderlich, einen der 
beiden Teile auszuzeichnen. Diesen Teil der Ebene nennt 
man das Innere des Winkels. 

a) Winkel (h, k) bzw. ~ (h, k) 
(h und k sind die Schenkel) 
b) Winkel ABC bzw. ~ ABC 
(B ist der Scheitel, und die Strahlen BA und BC sind die 
Schenkel) 
c) Winkel IX 

~~~ 
h 8 A 
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2. AN 0 R D NUN G S B E Z I E HUN G E N 

Nebenwinkel V 229) DEFINITION 6: Zwei Winkel, die den Scheltel und einen 
Schenkel gemeinsam haben, heiBen Nebenwlnkel genau 
dann, wenn die nicht gemelnsamen Schenkel entgegengesetzte 
Strahlen sind. 

Nebenwinkel Scheitelwinke/ 

8 S A 

Scheitelwinkel V 229) " DEFINITION 7: Zwei Winkel, die den Scheitel gemeinsam 
haben, heiBen Scheltelwinkel genau dann, wenn ihreSchenkel 
paarweise entgegengesetzte Strahlen sind. 

Dreiecke V 232) 

Floche 

Umlaufssinn 
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.. DEFINITION 8: Elne Figur, die aus drei nlcht auf einer 
gemeinsamen Geraden liegenden Punkten A, B, C und deren 
Verblndungsstrecken besteht, heiBt Dreieck ABC. 

Die Punkte A. B und C heiBen die Eckpunkte. die Strecken 
AB. BC und CA die Seiten des Dreiecks ABC. 

Als die Floche eines Dreiecks bezeichnen wir den von den 
Dreieckseiten eingeschlossenen Teil der Ebene. 

Durch die Reihenfolge, in der die Eckpunkte eines Dreiecks 
aufgezohlt werden. wird ein Umlaufssinn fUr das Dreieck 
festgelegt. 

Umlaufsinn 

8 



2. AN 0 R 0 NUN G S B E Z lE HUN G E N 

Winkel eines Dreiecks 
Innenwinkel (/ 233) 
AuBenwinkel (/ 233) 

In einem Dreieck ABC heiBen .q:: ABC, .q:: BCA und .q:: CAB 
die Innenwinkel, kurz die Winkel des Dreiecks. Zu jedem 
Innenwinkel gibt es zwei Nebenwinkel, die als Scheitel
winkel kongruent sind. Sie heiBen AuBenwinkel des 
Dreiecks. 

Jnnenwinkel Au8enwinkef 

n-Ecke ~ DEFINITION9:Werden n Punkte PlfP2 ••••• Pn• von denen 
keine drei aufeinanderfolgenden auf einer gemeinsamen 
Geraden liegen. in der gegebenen Reihenfolge durch die 

Eckpunkte, Seiten, 
Diagonale 

5trecken Pl P2• P2Pa • •••• PnPl verbunden. so heiBt die dadurch 
entstehende Figur ein n-Eck. 

n-Ecke werden auch als Vieleckeoder Polygone bezeichnet. 

In einem n-Eck P1P2 • •• Pn heiBen die Punkte PI' P2, ••• , Pn 
die Eckpunkfe und die Strecken p--:~, P2P3 , ••• , PnPI die 
Seifen des n-Ecks. Eine Strecke, die zwei beliebige, nicht 
aufeinanderfolgende Eckpunkte verbindet, heiBt Diagona/e 
des n-Ecks (n > 3). Mitunter wird auch die Gerade, auf 
der die betreffende Verbindungsstrecke liegt, Diagonale 
genannt. 
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Einteilung der Polygone 

Floche eines nicht 
Uberschlagenen 
Polygons 

202 

Konvexe Polygone: 
Jedes Polygon, bei dem alle 
Diagonalen innerhalb des 
Polygons liegen. 

Oberschlagene Polygone: 
Jedes Polygon, bei dem sich 
zwei nicht aufeinander 
folgende Seiten schneiden. 

Konkave Polygone: 
Jedes nicht Uberschlagene 
Polygon, bei dem es eine 
Diagonale gibt, die nicht 
innerhalb des Polygons 
liegt. 

f'z ~:::-____ .:> 

p, 

~:..------ ~ R, dI 

'-_---Ps 

Der Teil der Ebene, der von den Seiten eines nicht Ober
schlagenen Polygons eingeschlossen wird, heiBt Floche 
dieses Polygons. 



3. BEWEGUNGEN UNO KONGRUENZ 

Parallelprojektionen 

• 

Einelndeutige 
Abblldungen der 
Ebene auf si ch 

• 

Gegeben sind zwei verschiedene Geraden a und b sowie 
eine Gerade r. die weder zu a noch zu b parallel ist . 
Wird durch Parallelen zurGeraden r jedem PunktA derGera
den a der entsprechende Schnittpunkt A' der Geraden b 
zugeordnet. so heiBt diese Zuordnung Parallelprojektion 
der Geraden a auf die Gerade b in Richtung von r. 
Wir nennen A Originalpunkt. kurz Original und A' Bildpunkt. 
kurz Bild von A. Wir sagen: Die Gerade a wird auf die 
Gerade b abgebildet. Dabei wird jedem Punkt von a genau 
ein Punkt von b zugeordnet. Umgekehrt gehort zu jedem 
Punkt von b genau ein Punkt von a. 

A i-

-
~ ~ A ". 

~ 
~io""" , ~ 

~ 
~ 

--
Bei einer Parallelprojektion eines Dreiecks ABC auf eine 
Gerade wird jedem Punkt 0 des Dreiecks genau ein Punkt 
0' der Geraden zugeordnet. Umgekehrt kann bei dieser 
Abbildung ein Bildpunkt mehrere Originalpunkte besitzen. 
Die Abbild u ng i m ersten Beispiel ist u m keh rbar ei ndeutig oder 
eineindeutig. die im zweiten Beispiel nur eindeutig (/141). 

Bei einer eineindeutigen 
Abbildung der Ebene auf 
sich wird jedem Punkt A der 
Ebene genau ein Punkt A' 
der Ebene als Bildpunkt zu
geordnetundjederPunktder 
Ebene besitzt genau einen 
Originalpunkt. A und A' hei
Ben einander entsprechende 
Punkte bei der betreffenden 
Abbildung. Wird bei' dieser 
Abbildung der Ebene aufsich 
eine Figur F auf eine Figur F' 
abgebildet. so nennt man F 
und F' einander entsprechen
de Figuren bei dieser Abbil
dung. 
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3. BEWEGUNGEN UND KONGRUENZ 

Umkehrung 
einer Abbildung 

• 

NacheinanderausfUhrung 
zweier Abbildungen 

Bewegungen 
V 21 Sf) 

204 

• 

Abbildungen lassen sich umkehren. 

Bei einer Parallelprojektion einer Geraden a auf eine Gerade b 
wird jedem Punkt A von a genau ein Punkt A' von b zugeordnet. 
Umgekehrt besitzt jeder Punkt N von b genau ein Original A auf 
a. Die Abbildung. die jedem Punkt N von b sein Original A von a 
zuordnet. ist ebenfalls eine Parallelprojektion (der Geraden b 
auf die Gerade a). Sie heiBt Umkehrung der ursprUnglich gegebe
nen Parallelprojektion. 

Abbildungen lassen sich nacheinander ausfOhren 

Eine Gerade a' sei dus Blld einer Geraden a bei einer Parallel
projektion f 1• Dabei sei der Punkt N das Bild von A. Die Gecade a" 
sei das Bild der Geraden a' bei einer Parallelprojektion f2 • Dabei sei 
A" das Bild des Punktes N. Die Abbildung. bei der der Punkt A" 
das Bild des Punktes A ist. nennen wir die NacheinanderausfUhrung 
der Abbildungen f1 und f2. 

Werden eine Abbildung der Ebene auf sich und die zu ihr 
gehorige Umkehrabbildung nacheinander ausgefOhrt. so 
wird im Endergebnis jeder Punkt auf sich selbst abgebildet. 
Wir sagen: Die Ebene wird identisch auf sich selbst abge
bildet. 
Diese Abbildung heiBt identische Abbildung oder Iden
mat. 

Unter alien moglichen Abbildungen der Ebene auf sich. 
die von der Identitiit verschieden sind. gibt es solche. bei 

-- B A 



3. BEWEGUNGEN UND KONGRUENZ 

Kongruenz 

Elgenschoften der 
Kongruenz 

denen nur die Lage von Original- und Bildfiguren ver
schieden ist. Solche Abbildungen nennen wir Bewegungen. 
Sie lassen sich mit Hilfe von Transparentpapier veran
schaulichen. 
Eine VergroBerung (/268) ist zum Beispiel keine Bewegung. 

Wir unlerscheiden 

gleich- Original und Bild C r.' , 
sinnige Be- eines beliebigen 
~egungen Dreiecks haben 

gleichen Umlaufsinn 

R' 

ungleich- Original und Bild C 
sinnige Be- eines beliebigen 
wegungen Dreiecks haben 

enlgegengeselzten 
Umlaufsinn. 

A' 

... DEFINITION 10: Zwei geometrische Figuren heiBen kon
gruent genou donn, wenn die eine dos Bild der onderen bei 
einer Bewegung ist. 

Schreibweise: Fl --- F2 
(lies: die Figuren Fl und F2 sind einander kongruent) 

Jede Figur ist zu sich selbst kongruent. 
Aus Fl --- F2 folgt F2 --- Fl 
Aus Fl --- F2 und F2 --- Fa folgt Fl --- Fa 
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3. BEWEGUNGEN UNO KONGRUENZ 

Strecken 
Streckenabtragung 
(/224) 

Streckenvergle ich 
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, ~- c. ~ ~ -- S' Wir unterscheiden 
\ I'. - ~ 

F, und Fz F2 ist das Bild D C r; B' 
sind gleich- von Fl bei 
sinnig einer gleich- ') , J kongruent sinnigen 

Bewegung 
A 8 0' ~ 

F, und Fs F2 ist das Bild E C C' 
sind v~m Fl bei 

~ 
y ungleich- einer un-

sinnig gleichsinnigen C kongruent Bewegung 
A 8 8' 1 

Zu jeder Strecke AB gibt es auf jedem Strahl CD genau 
einen Punkt B', so daB AB"'-' CB' gilt. Wird dieser Punkt 
bestimmt, so sagen wir, daB die Strecke AB auf dem Strahl 
CD von C aus abgetragen wird. Die Streckenabtragung 
ist eindeutig. 

8 

A~ 

o~----------__ o~----------________ ~o~ ________ __ 
C 8' D 

Zwei Strecken AB und CD lassen sich vergleichen, indem 
die eine von beiden, z. B. AB von C aus auf dem Strahl CD 
abgetragen wird. 

Vergleich zweier Strecken AB und CO 
_1 

- Bei der Strek- A 8 AB ist klei-
-- kenabtragung ner als CO C 8' 0 - -- liegt B' zwi-

AB < CD 
, '---0 

schen C und 0 
- Bei der Strek- A 8 AB ist kon· 0 , 

-- kenabtragung gruent CD 
- -- fallen B' und 0 0 
AB""" CD o zusammen C ()B' 

AB ist groBer Bei der Strek· A 8 

als CD kenabtragung 0 C) 

AB> CD 
liegt 0 zwi· C D 8' 
schen C und B' a eiiiiIIIIIC -



3. BEWEGUNGEN UND KONGRUENZ 

Summe und Differenz 
zweier Strecken 

Mittelpunkt einer Strecke 
(/225) 

Winkel 
Antragen eines Winkels 
(/224) 

Vergleichen zweier 
Winkel 

Die Summe zweier Strecken AB und CD findet man durch 
Abtragen dieser Strecken auf einer gemeinsamen Geraden. 
Wie man diese Gerade ouch wahlt und in welcher Reihen
folge man die Abtragung ouch vornimmt, stets erhalt man 
kongruente Strecken als Summe. 

~: 
Jr' 

-0 o 

o~--------~c--------~o A M 8 o 

Ein Punkt M einer Strecke AB heiBt ihr Mittelpunkt genau 
dann, wenn die Strecken AM und MB kongruent sind. 
Jede Strecke besitzt genau einen Mittelpunkt. Wir sagen, 
daB der Mittelpunkt die betreffende Strecke halbiert. 

Zu jedem Winkel (h, k) gibt es auf jeder Seite eine,s Strahls I 
mit dem Anfangspunkt 0 genau einen Strahl k', der von 0 
ausgeht, so daB 1: (h, k) ~ 1: (I, k) gilt. Wird einer dieser 
Strahlen bestimmt, so sagen wir, daB der Winkel (h, k) in 
der betreffenden Halbebene an den Strahll angetragen 
wird. 

Zwei Winkel werden verglichen, indem beide an einen 
Strahll in derselben Halbebene angetragen werden. 

Vergleich zweier Winkel (h, k) und (/, m) •• 
<" ., 

c:.:.c 

~ (h, k) ist kleiner « L:. als ~ (/. m) 
~ (h. k) < ~ (/, m) 

~ (h, k) ist kongruent 

<:<~ Lm'" -i: (I, m) 
-i: (h. k) ~ ~ (/, m) ..f,'h· 

~ (h. k) ist grol3er <: <~ ~ als ~ (I. m) 
·W) ~ (h, k) > 1: (I . m) 
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3. BEWEGUNGEN UNO KONGRUENZ 

Winkelhalbierende eines 
Winkels (/ 223. 225. 243) 

Summe zweier Winkel 

Einteilung der Winkel 
(/212) 
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Ein Strahll heiBt Winkelhal
bierende eines Winkels (h, k) 
genau dann, wenn er vom 
Scheitel des Winkels ausgeht, 
innerhalb des Winkels ver
Iduft und wenn die Winkel 
(h, I) und (I, k) kongruentsind. 

h Jeder Winkel besitzt genau 
K........II.... ______ .....;.;.. eine Winkelhalbierende. 

Die Summe zweier Winkel (h. k) und (I. m) erhalt man 
dadurch. daB man sie an einen beliebigen Strahl, wie fol
gendes Bild zeigt. antragt. Wie man diesen Strahl auch 
wahlt und in welcher Reihenfolge die Winkel auch ange
tragen werden, stets erhalt man kongruente Winkel als 
Summe. 

h' 

Ein Winkel. der einem seiner Nebenwinkel kongruent ist, 
heiBt ein rechter Winkel. 
Durch Vergleich mit einem rechten Winkel konnen die 
Winkel eingeteilt werden. 
Ein Winkel, der kleiner als ein rechter Winkel ist, heiBt 
ein spitzer Winkel. 
Ein- Winkel, der groBer als ein rechter Winkel ist, heiBt 
ein stumpferWinkel. 

Winlml 

RechfBr Winksl Spitz8r Winksl 



3. BEWEGUNGEN UNO KONGRUENZ 

Senkrechte Geroden 
(/225) 

Lot 
(/226) 

FuBpunkt eines Lotes 

14 [001807) 

~ DEFINITION 11: Zwel Geroden helBen zueinondersenkrecht 
genou donn, wenn sie sich unter einem rechten Winkel 
schneiden. 

~ In jedem Punkte A einer Geroden a gibt es in jeder Ebene 
durch a genou eine Gerode b, die our a senkrecht steht. 

~ DEFINITION 12: Eine Gerode, die durch einen nlcht our 
einer Geroden a lIegenden Punkt P geht, heiBt Lot von P 
our die Gerode a genou donn, wenn sie our der Geroden a 
senkrecht steht. 

p 

L a 

Den Schnittpunkt L eines Lotes auf a mit dieser Geraden a 
nennen wir den FuBpunkt des Lotes. 

~ Von jedem Punkte P glbt es our jede Gerode, die nlcht durch 
P geht, genou ein Lot. 
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4. STRECKEN- UNO WINKELMESSUNG 

Streckenlonge 
Einheitsstrecke 

LongeneinheitEm 

Eine Strecke wird gemessen, indem sie mit einer gegebenen 
Strecke, der Einheifsstrecke oder Ldngeneinheit, ver
glichen wird. 
Die Zahl, die angibt, wie oft die Langeneinheit bzw. Bruch
teile von ihr auf der gegebenen Strecke nacheinander ab
getragen werden konnen, heiBt die MaBzahl der Ldnge 
dieser Strecke bei der gegebenen Langeneinheit. 
Kongruente Strecken haben die gleiche MaBzahl. Man sagt 
daher: kongruente Strecken sind gleich lang, kOrzer: sie 
sind gleich. 
Beim Abtragen kann der Fall eintreten, daB auch bei Be
nutzung beliebiger Bruchteile der Langeneinheit der je
weils durch die Abtragung erhaltene Punkt nie mit dem 
betreffenden Endpunkt der Strecke zusammenfallt. In die
sem Fall ist die MaBzahl der Lange eine irrationale Zahl 
(/74), und man nennt die Strecke zur gegebenen Langen
einheit inkommensurabel. 

Die Langenangabe fOr eine Strecke ist eindeutig, wenn die 
MaBzahl derLange und dieLangeneinheitangegeben werden. 

o bersicht Uber Longeneinheiten 

Bezeichnung Zeichen Beziehung 

Kilometer km 1 km = 103 m 
Meter m 
Dezimeter dm 1 dm = 10- 1 m 
Zentimeter cm 1 cm = 10- 2 m 
Mill imeter mm 1 mm = 10- 3 m 

Zur Bezeichnung einer Strecke benutzt man auch kleine 
lateinische Buchstaben. Den gewahlten Buchstaben ver
wendet man dann auch zur Bezeichnung der Streckenlange 
(mitunter auch fOr deren MaBzahl). 

• AB = a; a = 3,0 cm 

Die Summe zweier Die Lange der Summe zweier Strecken ergibt sich durch 
Strecken Addition der Langen der beiden Strecken. 

Entfernung und Die Entfernung zweier Punkte A und B voneinander ist 
Abstand die Lange der Strecke AB. 
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Der Abstand eilJes Punktes P von-einer Geraden a ist 
die Lange der Strecke PL, wobei L der FuBpunkt des Lotes 
von P auf die Gerade a ist (/ Bild Seite 209). 



4. STRECKEN· UN D WINKELMESSUNG 

Messen eines Winkels 

GradmaB 

Der Abstand zweier paralleler Geraden (/194) a und 
b ist die Uinge einer Strecke AB, wobei A auf a und B auf 
b liegt und die Gerade AB senkrecht auf den Geraden a 
und b steht. 

Ein Winkel wird gemessen, indem er mit einem gegebenen 
Winkel, dem Einheltswlnkel, verglichen wird. 

Man kann den Einheitswinkel so wohlen daB ein rechter 
Winkel das 90·fache dieses Einheitswinkels ist. Man nennt 
diesen Einheitswinkel 1 Grad und bezeichnet ihn mit 10. 
In diesem Fall sagt man, daB die Winkel im GradmaB ge
messen werden (/160). 

UnterteiJung des GradmaBes 

Bezeichnung Zeichen Beziehung 

Grad 1° 
Minute l ' 1° = 60' 
Sekunde 1" 1 ° = 3600" 

Die MaBzahl fUr die GreBe eines Winkels ergibt sich ohn
lich wie bei der Streckenmessung durch Antragen des 
Einheitswinkels bzw. geeigneter Bruchteile innerhalb des 
ausgezeichneten Teiles der Ebene (/ 199). 
Kongruente Winkel haben die gleiche MaBzahl. Man sagt 
daher: kongruente Winkel sind gleich groB, kUrzer: sie 
sind gleich. 
Zur Bezeichnung eines Winkels benutzt man auch kleine 
griechische Buchstaben. Den gewohlten Buchstaben ver
wendet man dann auch zur Bezeichnung der WinkelgreBe. 

• -9:: (h, k) = (X; (X = 320 5' 16" 

Summe zweier Winkel Die MaBzahl der Summe zweier Winkel ergibt sich durch 
Addition der MaBzahlen der beiden Winkel. 



4. STRECKEN- UN D WIN KELMESSUNG 

Erweiterung 
des Winkelbegriffes 
Nullwinkel 

Gestreckter Winkel 

212 

• Die Summe der MaBzahlen zweier Winkel nennt man kurz 
"Summe der beiden Winkel". Man sagt: Die Summe der 
Winkel eines Dreiecks betrogt 180°. 

1. Haben die Strahlen h und k denselben Anfangspunkt 
und fallen sie zusammen, so heiBt diese Figur Nullwinkel. 
Ein Nullwinkel hat das MaB 0°. 
2. Ein Paar entgegengesetzter Strahlen mit demselben An
fangspunkt heiBt gestreckter Winkel. Ein gestreckter 
Winkel hat das MaB 180°. 

Einteilung der Winkel nach ihrer GroBe 

-
Winkelart GroBe 

Nullwinkel 0° 

0 

spitzer 00 < et < 90 0 

L-Winkel 

rechter 90° 

~ Winkel 

stumpfer 90 0 < Cl < 1800 

~ Winkel 

gest reckte r 1800 

Winkel ~ 

uberstu mpfer 1800 < Cl < 360 0 

?-Winkel 

Vollwinkel 360 0 

a 



5. KREISE UNO ELLIPSEN 

Kreis .. DEFINITION 13: Die Menge oiler Punkte einer Ebene, die 
von einem festen Punkt M dieser Ebene gleich weit entfernt 
sind, heiBt ein Kreis mit dem Mlttelpunkt M. 

Die Verbindungsstrecke MA eines Kreispunktes A mit dem 
Mittelpunkt M des Kreises heiBt Radius. 1st r die Uinge 
der Radien eines Kreises, so sprechen wir auch van dem 
Radius r des Kreises. 

Kreis 

Kreisfloche Der Teil der Ebene, der van einem Kreis eingeschlossen 
wird, heiBt die Floche dieses Kreises. Die Punkte der 
Kreisflache haben einen Abstand van M, der kleiner als r 
ist. 

Eigenschaften der Kreise 1. Jeder Strahl, der van einem Punkt der Kreisflache aus
geht, hat mit dem Kreis genau einen Punkt gemeinsam. 
2. Eine Gerade hat hochstens zwei Punkte mit einem Kreis 
gemeinsam. 
3. Zwei verschiedene Kreise haben hochstens zwei Punkte 
gemeim lm. 

Haben eine Gerade und ein Kreis zwei gemeinsame Punkte, 
so sagt man, daB die Gerade den Kreis schneidet. Haben 
eine Gerade und ein Kreis genau einen Punkt gemeinsam, 
so sagt man, daB die Gerade den Kreis berUhrt. 
Haben zwei Kreise zwei gemeinsame Punkte, so sagt man, 
daB sie einander schneiden. 
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5. KREISE UNO ELLlPSEN 

Ellipsen 

Gartnerkonstruktion 

21" 

~ DEFINITION 14: Die Menge all er Punkte elner Ebene, fur 
die die Summe der Entfernungen von zwel festen Punkten 
konstant ist, helBt Ellipse. 

Die beiden festen Punkte Fl und F2 werden Brennpunkte 
der Ellipse genannt. 

Man wahlt zwei feste Punkte Fl und F2 als Brennpunkte 
und befestigt in ihnen eine Schnur, die longer als F1F2 sein 
muB. FUhrt man nun einen Bleistift so Uber das Papier, 
daB die Schnur stets gestrafft ist, so beschreibt er eine 
Ellipse. 



6. EIGENSCHAFTEN ELEMENTARER BEWEGUNGEN 

Verschlebung 
(/205) 

Eigenschaffen 
von Verschiebungen 

~ DEFINITION 15: Eine Bewegung heiBt eine Verschlebung 
genau dann, wenn jede Gerade zu ihrer Bildgeraden parallel 
ist und wenn entweder kein Punkt auf sich selbst abgebildet 
wird oder wenn alle Punkte mit ihren Bildpunkten zusammen
fallen. 

(1) Zu je zwei porollelen 
Geroden gibt es (mindestens) 
eine Verschiebung, bei der 

a die eine dos Bild der onde-
ren ist. 

1st A' dos Bild eines Punktes A bei einer Verschiebung, so 
heiBt die Richtung der Geroden AA' die Verschiebungs
richtung und die Uinge der Strecke AA' die Verschiebungs
weite. 

Verschiebung 

Eine Verschiebung ist durch cinen Punkt A und seinen 
Bildpunkt A' eindeutig bestimmt; wir bezeichnen sie mit 

AA->:. Die orientierte Strecke XX wird ouch ols Verschie
bungspfeil bezeichnet. 

(2) Die orientierten Strecken (/ 197), die Originolpunkte 
mit ihren Bildpunkten bei einer Verschiebung verbinden, 
sind parallel, gleichorientiert und kongruent. 
(3) Die NocheinonderousfOhrung zweier Verschiebungen 
ergibt eine Verschiebung. 

215 



6. ELEMENTARE BEWEGUNGEN 

Drehung 
um einen Punkt 

Eigenschaften 
von Drehungen 

216 

Die Konstruktion des Bildes erfolgt durch Zusommen
setzung der Verschiebungspfeile. 
Bemerkung: Die Anwendung von zwei Zeichendreiecken 
zurn Zeichnen von Parallelen bei praktischen Zeichen
aufgaben beruht auf den Eigenschaften der Verschiebungen. 
Das obenstehende Bild zeigt, wie zu einer Geraden 9 die 
Parallele h durch einen Punkt P rnit Hilfe zweier Zeichen
dreiecke gezeichnet werden kann. 

... DEFINITION 16: Eine Bewegung heiBt eine Drehung um 
elnen Punkt genau dann, wenn entweder genau ein Punkt 
auf sich selbst abgebildet wird od er wenn alle Punkte mit 
ihren Bildpunkten zusammenfallen. 

(1) Zu je zwei Punkten eines Kreises rnit dem Mittel
punkt M gibt es eine Drehung urn M, bei der der eine 
Punkt das Bild des onderen ist. 

A' 

M 
Der Punkt M heiBt das Drehzentrum der Drehung. 
1st A' das Bild eines Punktes A bei einer Drehung urn M, 
so heiBt der Winkel AMA' ein Drehwinkel. 

(2) Bei ein und derselben Drehung sind olle Drehwinkel 
untereinander kongruent. 
Daher sprechen wir auch von. dem Drehwinkel bei einer 
Drehung. 
1st A' dos Bild eines Punktes A bei einer Drehung um M, 
so liegt A' auf dern Kreis urn M rnit dern Radius AM. 



6. ELEMENTARE BEWEGUNGEN 

Punktspiegelung 

Drehung um elnen Punk! 

Wird der Kreis von A nach A' entgegen dem Umlaufsinn 
eines Uhrzeigers durchlaufen, so sagen wir, daB die 
Drehung einen positiven Drehsinn besitzt. Im anderen 
Falle heiBt der Drehsinn negativ. 
Eine Drehung ist durch Angabe des Drehzentrums, der 
GreBe des Drehwinkels und des Drehsinns eindeutig be
stimmt. 

(3) Die Nacheinanderausfi.ihrung zweier Drehungen mit 
demselben Drehzentrum M ergibt eine Drehung um M. 
Haben beide Drehungen um M denselben (entgegenge
setzten) Drehsinn, so ist die GreBe des Drehwinkels b~i 
der Nacheinanderausfi.ihrung gleich der Summe (der Dif
ferenz) aus den GreBen der beiden Drehwinkel. 

... DEFINITION 17: Eine Drehung urn elnen Punkt M helBt 
eine Punktspiegelung an M genau donn, wenn der Dreh
wlnkel ein gestreckter Winkel ist. 
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6. ELEMENTARE BEWEG U NGEN 

Eigenschaften 
von PunktspiegeJungen 
(/227) 

218 

Den Punkt M nennen wir dos Zentrum der Punktspiege
lung. Eine Punktspiegelung ist durch Angobe des Zen
trums eindeutig bestimmt. 
(1) 1st A' dos Bild von A bei einer Punktspiegelung on M, 
so liegen A und A' ouf einonder entgegengesetzten Strohlen 
mit dem Anfongspunkt M, wobei sie von M gleich weit 
entfernt sind. 

Punktspiegelung 

(2) Jede Gerode, die durch dos Zentrum einer Punkt
spiegelung geht, wird ouf sich selbst obgebildet. 
Jede 'Gerode a, die nicht durch dos Zentrum geht, wird 
ouf eine zu ihr porollele Gerode obgebildet, die von a 
verschieden ist (Bild unten links). 
(3) Zu je zwei porollelen Geroden gibt es (mindestens) 
eine Punktspiegelung, bei der die eine dos Bild der onderen 
ist. 

-~--

Bemerkungen: Die Zentren oiler 'Punktspiegelungen, bei 
denen zwei porollele Geroden aufeinonder abgebildet 
werden, liegen auf ihrer Mittelparollelen, das heiBt ouf 
derjenigen Geroden, die von beiden Geroden gleichen 
Abstand hat (Bild rechts). 



6. ELEMENTARE BEWEGUNGEN 

Splegelung ... DEFINITION 18: Eine Bewegung heiBt eine Spiegelung an 
an einer Geraden elner Geraden a genau dann, wenn die Gerade a punktweise 

auf sich selbst abgebildet wird und die Seiten der Geraden 
vertauscht werden. 

Eigenschaften 
von Geradenspiege
lungen V 228) 

Spiegelung an einer 6eraden 

(1) An jeder Geraden a gibt es genau eine Spiegelung. 
Die Gerade a heiBt die Spiegelachse ader die Spiegel
gerade der Spiegelung. 
Wird ein Punkt A an einer Geraden a gespiegelt, heiBt sein 
Bild A' das Spiegelbild van A und man sagt, daB A und A' 
spiegelbildlich zur Geraden a liegen. 
(2) Bei der Spiegelung an einer Geraden a gilt fUr jeden 
Punkt A, der nicht auf a liegt, falgendes: 
a) Der Punkt A und sein Spiegelbild A' liegen auf verschie
denen Seiten van a. 
b) Die Gerade AA' steht senkrecht auf a. 
c) A und A' haben denselben Abstand van a. 

b 

a 

b' 

(3) Jede zur Spiegelachse a parallele Gerade ist auch 
parallel zu ihrem Spiegelbild (Bild rechts). 
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6. ELEMENTARE BEWEGUNG EN 

no 

Jede zur Spiegelachse a nicht parallele Gerade schneidet 
ihr Spiegelbild auf der Spiegelachse (Bild links). 
(4) Eine Gerade b wird bei der Spiegelung an a genau 
dann auf si ch selbst abgebildet, wenn b auf a senkrecht 
steht (Bild rechts). 

Bemerkungen: Die NacheinanderausfUhrung zweier Spiege
lungen an den Geraden a und b ergibt 
1) eine Drehung, falls a und b einander schneiden, mit 
ihrem Schnittpunkt als Drehzentrum (Bild links); 
2) eine Verschiebung, falls a und b parallel sind (Bild rechts). 
Verschiebungen und Drehungen sind gleichsinnige, Gera
denspiegelungen ungleichsinnige Bewegungen (/205). 

a 
a b 

A' 
~-+--~-----+----~~A· 
A 

.. Jede Bewegung ist entweder eine elementare Bewegung 
oder sie ergibt sich aus der NacheinanderausfUhrung ele
mentarer Bewegungen. 

Die Eigenschaften der elementaren Bewegungen werden 
ebenso wie die anderen bisher genannten Eigenschaften 
fOr die Beweise der folgenden geometrischen Setze ver
wendet. Die Eigenschaften der elementaren Bewegungen 
sind ihrerseits selbst geometrische Setze. die bewiesen wer
den konnten. 



7. SYMMETRIE 

Symmetrie 

Punktsymmetrle 

... DEFI N ITI 0 N 19: Eine geometrische Figur heiBt symmetrisch 
genou donn, wenn es eine von der Identitat verschiedene 
Bewegung gibt, bei der die Figur ouf sich selbst obgebildet 
wird • 

• Wird ein Quadrat ABCD um seinen Mittelpunkt (Schnittpunkt 
der Diagonalen) mit einem positiven Drehwinkel von 90° 
gedreht. so wird A auf B. B Quf C. C auf D und D auf A ab
gebildet. Das Bild des Quadrats ist das Quadrat selbst. 

6 E 

A c 

DEFI N ITIO N 20: Eine geometrischeFigur heiBt punktsymme
trisch genou donn, wenn es eine Punktsplegelung gibt, bei 
der die Figur ouf sich selbst obgebildet wird. 

Das Zentrum der Punktspiegelung heiBt dann Symmetrie
zentrum der Figur. 
Beispiele fOr punktsymmetrische Figuren sind Parallelo
gramme (/ 248). Strecken. Kreise V 213). das Bild der 
Sinusfunktion und anderer ungerader Funktionen V'136. 
170). 

D C k§i o o 
8 

A 8 
221 



7. SYMMETRIE 

Axiolsymmetril~ .. DEFI NITIO N 21: Eine geometrische Figur helBt oxlolsymme
trisch genou donn, wenn es eine Gerodensplegelung gibt, bel 
der die Figur ouf sich selbst obgebildet wlrd. 

E 

8 

D 

Die Spiegelgerade heiBt dann Symmetrieachse der Figur. 
Beispiele fur aXialsymmetrische Figuren mit einer Symme
trieachse sind Strecken, Winkel und Drachenvierecke 
(/247). 

Beispiele fur aXialsymmetrische Figuren mit beliebig vielen 
Symmetrieachsen sind Kreise und die Bilder gerader Funk
tionen (z. B. der Kosinusfunktion) (/ 136, 170). 

Die Mittelsenkrechte .. 
einer Strecke (/225) 

DEFINITION 22: Diejenige Senkrechte ouf einer Strecke AB, 
die diese holbiert, heiBt ihre Mittelsenkrechte. 

l22 

Die Mittelsenkrechte einer Strecke ist ihre Symmetrieachse. 
Ein Punkt P liegt genau dann auf der Mittelsenkrechten von 
AB, wenn er von A und von B gleich weit e~tfernt ist. 

p 

A Ma 8 



7. SYMMETRIE 

satze Uber die 
Winkelhalbierende 
(/225,243) 

(1) Die Winkelhalbierende eines Winkels ist seine Symme
trieachse. 
(2) Ein Punkt P liegt genau dann auf der Winkelhalbie
renden eines Winkels, wenn er von beiden Schenkeln 
dieses Winkels denselben Abstand hat. 
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8. KONSTRUKTIONEN MIT ZIRKEL UNO LINEAL 

Abtragen von Strecken 
auf einem Strahl 
(/206) 

Antragen von Winkeln 
an einen Strahl 
(/207) 

224 

Unter einer geornetrischen Konstruktion rnit Zirkel und 
lil'\,eal ist folgende Aufgabe zu verstehen: 
Aus gegebenen Punkten (einer Ebene) sind weitere Punkte 
(dieser Ebene) zu bestirnrnen. Dabei dOrfen die folgenden 
Grundaufgaben endlich oft ausgefOhrt werden: 
(1) Durch zwei gegebene Punkte ist die Gerade zu zeichnen. 
(2) Urn einen gegebenen Punkt ist der Kreis rnit einern 
gegebenen Radius zu zeichnen. 

Gegeh6n: 

~ 
A 

o c h 

Beschreibung: 
Wir zeichnen einen Kreis urn C rnit dern Radius AB. Dieser 
schneidet den Strahl h irn gesuchten Punkt B'. 

6egehen: 

0000---...... 

Beschreibung: 
1) Wir zeichnen urn P einen Kreis, der die Schenkel des 
gegebenen Winkels in A bzw. B schneidet. 

Mit dern Radius PA zeichnen wir einen Kreis urn 0, der I in C 
schneidet. Diesen Kreis bezeichnen wir rnit K. 
2) Wir zeichnen urn C einen Kreis rnit dern Radius AB, der 
den Kreis k in den Punkten D und D' schneidet. Die Strah
len OD und OD' bilden rnit dern gegebenen Strahl J jeweils 
einen Winkel, der zurn gegebenen Winkel kongruent ist. 
Bernerkung: 1st nicht der Winkel selbst. sondern nur seine 
GroBe gegeben. so wird zurn Antragen der Winkelrnesser 
benutzt. 



8. KONSTRUKTIONEN MIT ZIRKEL UNO L1NEA~ (GRUNOKONSTRUKTIONEN) 

Mittelsenkrechte 
elner Strecke 
(/222) 

Mittelpunkt einer 
Strecke 
V 207) 

Wlnkelhalbierende 
(/ 208. 223. 243) 

Senkrechte In elnem 
Punkt elner Geraden 
(/209) 

15 [001807) 

6egeben: 

Beschreibung: 
1) Wir zeichnen urn A und B jeweils einen Kreis rnit einern 

Radius r > A: . 

2) Die Schnittpunkte beider Kreise seien C und D. Die Ge
rade CD ist die Mittelsenkrechte der Strecke AB. 

Der Mittelpunkt einer Strecke ist der Schnittpunkt der 
Strecke rnit ihrer Mittelsenkrechten. 

< h 

Beschreibung: 
1) Wir zeichnen einen Kreis urn den Scheitel A. der die 
Schenkel h und k in B und C schneidet. 
2) Urn B und C zeichnen wir Kreise rnit gleichern Radius r 
(z. B. r = AB). D sei Schnittpunkt beider Kreise. Der 
Strahl AD ist dann Winkelhalbierende des Winkels (h. k). 

6egeben: 

ll5 



8. KONSTRUKTIONEN MIT ZIRKEL UNO L1NEAL(GRUNOKONSTRUKTIONEN) 

Lot von einem Punkt 
auf eine Gerade 
(/209) 

Blld eines Dreiecks 
bei einer Verschiebung 
(/215) 

226 

Beschreibung: 
1) Wir zeichnen urn den gegebenen Punkt A einen Kreis, 
der die Gerode a in den Punkten B und C schneidet. 
2) Nun konstruieren wir die Mittelsenkrechte der Strecke 
BC. Sie ist die gesuchte Senkrechte in A ouf a. 

Beschreibung: 
1) Wir zeichnen urn den gegebenen Punkt A einen Kreis 
rnit einern Radius r, der groBer ols der Abstond des Punk
tes A von a sein rnuB. Die Schnittpunkte dieses Kreises rnit 
der Geroden a seien B und C. 
2) Die Konstruktion der Mittelsenkrechten der Strecke BC 
ergibt dos Lot von A ouf a. 

fJegeben : 

Beschreibung: 
1) Wir zeichnen von A, B und C ous Strohlen hI' h2 und 
ha' die rnit dern Strohl PQ gleich orientiert sind. 
2) Wir trogen ouf den Strohlen PQ ab. Dos ergibt die 
Punkte N, B', C. 'Dos Dreieck A'B'C ist dos Bild des 
Dreiecks ABC bei der Verschiebung fa. 



8. KONSTRUKTIONEN MIT ZIRKEL UNO LlNEAL(GRUNOKONSTRUKTIONEN) 

Bild elnes Drelecks 
bei einer Orehung 
urn einen Punkt (/ 216) 

Blld elnes Drelecks 
bei einer Punktsplegelung 
an M (/218) 

15* 

Oegeben: 

H 

Seschreibung: 
1) Wir zeichnen Kreise urn M rnit den Radien MA. MS 
und MC. 
2) Wir tragen den Winokel ~ (h. k) in M an die Strahlen MA. 
MS und MC an. Die freien Schenkel der angetragenen 
Winkel schneiden die entsprechenden Kreise In den Punk
ten A', S' und C. Das Dreieck A'S'C' ist das Blld des Drel
ecks bei der Drehung. 
Semerkung: Ein Schenkel eines Winkels heiBt frei. wenn auf 
ihm noch kein Punkt gewCihlt wurde. 

Gegeben: 8 

D7 



8. KONSTRUKTIONEN MIT ZIRKEL UNO LlNEAL(GRUNOKONSTRUKTIONEN) 

Bild eines Dreiecks 
bei einer Geraden
spiegelung V 219) 

Beschreibung: 
1) Wir zeichnen von A, B und C ous die Strohlen hI' h2 
und ha' die durch M verloufen. 
2) Wir trogen die Strecken AM, BM bzw. CM ouf den 
Strohlen hp h2 bzw. ha von M ous ab und erholten die 
Punkte N, B' bzw. C. Dos Dreieck A'B'C ist dos Bild 
des Dreiecks ABC bei der Punktspiegelung an M. 

Beschreibung: 
1) Wir fallen die Lote 11 , 12 bzw. 13 von A, B und C ous ouf 
die Gerode G und erholten die FuBpunkte Ao' Bo bzw. Co. 
2) Wir trogen ouf den Loten 11, 12 bzw. 13 von Ao' Bo 
bzw. Co ous die Strecken AAo' BBo bzw. CCo ab. Wir erhol
ten die Bildpunkte N, B' bzw. C. Dos Dreieck A'B'C ist 
dos Bild des Dreiecks ABC bei der Gerodenspiegelung 
an G. 



9. WI N KELPAARE 

Scheltelwlnkel 
V 200) 

Nebenwlnkel 
V 200) 

~ SATZ 23: Scheitelwinkel sind kongruent. 

Beweis:. Do zwei Scheitelwinkel mit dem Scheitel A bei einer 
Punktspiegelung on A einonder entsprechen, sind sie kon
gruent. 

&hcJfe/Winkc/ Ncbenwinke/ 

~ SATZ24: Die Summe zweier Nebenwinkel betragt 180°. 

Jeder Winkel besitzt zwei kongruente Nebenwinkel. 

Supplementwinkel ~ DEFINITION 25: Zwei beliebigeWinkel, deren Summe 180° 
betragt, heiBen Supplementwinkel. 

Komplementwinkel ~ DEFINITION 26: Zwei beJiebigeWinkel, deren Summe 90° 
betragt, heiBen Komplementwinkel. 

Stufenwinkel ~ DEFINITION 27: Zwei Winkel heiBen Stufenwinkel genou 
donn, wenn folgendes gilt: 

(1) Die Scheitel A und B der Winkel sind verschieden. 
(2) Ein Poor Schenkel liegt ouf der Geroden AB. Die 
beiden Schenkel sind gleich orientiert. 
(3) Die beiden onderen Schenkel liegen ouf derselben 
Seite der Geroden AB. 

U9 



9. WINKELPAARE 

Wechselwlnkel 

230 

.. SATZ 28: Stufenwlnkel slnd kongruent genau dann, wenn 
die Schenkel, die auf verschledenen Geraden lIegen, parallel 
slnd. 

8eweis: 
a) Zwei parallele Geraden a und b werden von einer Ge
raden c in den Punkten A und. B geschnitten (Bild links). 
Die Winkel ~ und (3 seien Stufenwinkel mit den Scheiteln A 
und B. Da die Wlnkel bei der Verschiebung AB oder bei 
der Verschiebung BA einander entsprechen, sind sie kon
gruent. 

b hi 

a 

b) Zwei Stufenwinkel ~ = ~ (h, k), {3 = .q: (h', k') mit den 
Scheiteln A und B seien kongruent (Bild rechts). Die Schen
kel, die auf verschiedenen Geraden liegen, seien h und h'. 
waren h und h' nicht parallel, so gabe es zu h durch B 
einen parallelen Strahl h", der mit h' auf derselben Seite 
von AB liegt. Nach a) waren dann die Winkel .q: (h, k) 
und .q: (h", k') kongruent. Dann mOBten auch die Winkel 
.q: (h', k') und .q: (h", k') kongruent sein. Das ist nicht 
moglich. Folglich sind die Schenkel h und h' parallel. 

.. DEFINITION 29: ZwelWlnkel helBenWechselwlnkel genau 
dann, wenn folgendes gilt: 

(1) Die Scheitel A und B der Winkel sind verschieden. 
(2) Ein Paar Schenkel liegt ouf der Geraden AB. Die 
beiden Schenkel sind entgegengesetzt orientiert. 
(3) Die beiden onderen Schenkel liegen auf verschiedenen 
Seiten der Geraden AB. 



9. WINKELPAARE 

Entgegengesetzt 
liegendeWinkel 

.. SATZ 30: Wechselwinkel sind kongruent genau dann, wenn 
die Schenkel, die auf verschiedenen Geraden liegen, parallel 
sind (Bild links). 

b 

a 

.. DEFI N ITIO N 31: Zwei Winkel heiBen entgegengesetzt lie
gendeWinkel genau dann, wenn folgendes gilt (Blld rechts): 

(1) Die Scheitel der Winkel A und B sind verschieden. 
(2) Ein Poor Schenkel 'liegt ouf der Geroden AB. Die 
Schenkel sind entgegengesetzt orientiert. 
(3) Die beiden onderen Schenkel liegen ouf derselben Seite 
der Geroden AB. 

.. SATZ 32: Entgegengesetzt liegendeWlnkel sind Supplement
winkel genau dann, wenn die Schenkel, die auf verschiedenen 
Geraden Iiegen, parallel sind (Bild links). 

b 

{j 
A 

B 

Winkel, deren .. SATZ 33:Wenn die Schenkel zweierWinkel paarwelse senk
recht aufeinander stehen, so sind sie kongruent, falls der 
Scheitel des einen nicht im Innern oder auf einem Schenkel 
des anderen Winkels Jiegt (Bild rechts). 

Schenkel paarweise 
senkrecht aufeinander 
stehen 

231 



10.DREIECKE 

Elntellung 
der Dreiecke 
(/200) 

232 

E!nteilung der Dreiecke noch den Innenwinkeln 

Art der Dreiecke Erklarung 

spitzwinklige die drei Inn en-

AA:i8 Dreiecke winkelsind 
spitze Winkel 

rechtwinklige ein Innenwinkel C 
Dreiecke ist ein rechter AL8 Winkel 

stumpfwinklige ein Innenwinkel 

C~8 Dreiecke ist ein stumpfer 
Winkel 

Einteilung der Dreiecke nach den Seiten 

Art der Dreiecke Erklarung 
~. 

unregelmal3ige Die Seiten a. b, c C 
Dreiecke sind paorweise D verschieden 

A B 

gleichschenklige es gibt zwei 

~ Dreiecke Seiten, die gleich 
long sind 

A 8 

gleichseitige die Seiten a, b, c 6 Dreiecke sind gleich long 

A c B 

Rechfwinkfiges Dreil1ck 6feichschenkfiges Dreieck 



10. DREIECKE 

Innenwinkel 
(/201) 

AuBenwinkel 
(/201) 

Hsnge 
aff8r 
recMwink
lig8n 
Or8iecke 

Bemerkung: Die Menge oiler Dreiecke ist die VereilJigung 
der Menge (/12f) oiler spitzwinkligen, der Menge oiler 
rechtwinkligen und der Menge oiler stumpfwinkligen Drei
ecke. 
Die Menge oiler gleichseitigen Dreiecke ist (echte) Teil
menge der Menge (/7) oiler gleichschenkligen Dreiecke, 
die ihrerseits (echte) Teilmenge oiler Dreiecke ist. 

.. SATZ 34: Die Summe der Innenwinkel eines Dreiecks be
tragt 180°. 

Beweis: Mon zeichnet durch 

A' 

A 

Bemerkung: 
Aus diesem Sotz folgt: 

C die Porollele NB' zu AB. 

B 

Donn gilt (/ Bild): 
(X = b und} (Wechselwinkel 
f3 = e on Porollelen). 
Aus b + y + e = 180° 
folgt doher 
(X + f3 + y = 180°. 

1) Ein Dreieck hot hochstens einen rechten oder einen D 
stumpfen Winkel. 
2) Aus zwei gegebenen Innenwinkeln eines Dreiecks ICiBt 
sich der dritte berechnen. (y = 180° - «(X + f3» 
3) Die beiden spitzen Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks 
sind Komplementwinkel (/229). 

.. SATZ 35: Ein AuBenwinkel eines Dreiecks ist gleich der 
Summe der beiden nicht anliegenden Innenwinkel. 

c 

B 

Beweis (/ Bild): 
Es gilt IX + (Xl = 180° 
Weiter gilt 
IX + f3 + y = 180°. 
Dorous folgt: 
(Xl = f3 + y. 
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Aus diesem Satz folgt: 

.. SATZ 36: Ein AuBenwinkel ist stets groBer als jeder der 
beiden nicht anliegenden Innenwinkel. 

.. SATZ 37: Die Summe der AuBenwinkel eines Dreiecks be
trogt 360°. 

Beziehungen .. SATZ 38: Der groBeren von zwei Seiten eines Dreiecks 
liegt der groBere Winkel gegenUber. zwischen Seiten und 

Winkeln 

234 

Beweis: In einem Dreieck ABC sei a > b. Die Gerade 
CW sei Winkelhalbierende des Winkels y. Bei der Spie
gelung an der Geraden CW liegt dos Bild A' des Punk
tes A zwischen C und B. Dos Bild (x' des Winkels,x bei 
dieser Spiegelung ist der Winkel CA'W. Dieser Winkel 
ist gleichzeitig AuBenwinkel des Dreiecks WBA'. Dann gilt 
,x' > (3 V Satz D 36). Wegen,x' =,x ist ,x > {3. 

Aus diesem Satz folgt: 

.. SATZ 39: Der groBten Seite eines Dreiecks liegt der groBte 
Winkel gegenUber. 

.. SATZ 40: Dem groBeren von zwei Winkeln eines Dreiecks 
liegt die groBere Seite gegenUber. 

Beweis: In einem Dreieck ABC sei ,x> (3. 
1) Angenommen. es ware b > a. Dann mOBte nach Satz 38 
(3 >,x gelten. Dos widerspricht der Voraussetzung. 
2) Angenommen. es ware a = b. Dann ware dos Dreieck 
ABC gleichschenklig und ,x = (3 als Basiswinkel in diesem 
Dreieck V 232). Auch dies widerspricht der Voraus
setzung. 
3) Also kann nur a > b gelten. 
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Aus diesem Sotz folgt: 

.. SATZ 41: Dem groBten Winkel eines Dreiecks lIegt die groBte 
Seite gegenuber. 

Drelecksunglelchung .. 

Speziell fUr rechtwinklige Dreiecke folgt ous diesem Sotz, 
daB die Hypotenuse groBer ols jede der beiden Kotheten 
ist. 

SATZ 41: Die Summe zweier Seiten eines Dreiecks ist stets 
groBer als die dritte Seite • 

D 

Beweis: Die Seite AB des Dreiecks ABC wird uber B hinous 
um a bis zum Punkt D verlongert. 
Es gilt also AD = a + c. 
Dos Dreieck BDC ist gleichschenklig, also gilt 
o = 0' (Bosiswinkel). 
Im Dreieck ADC gilt doher 
0< 0' + y. 
FUr die gegenUberliegenden Seiten folgt dorous 
AC < AD, d. h. b < a + c. 
Entsprechend wird bewiesen: D 
a < b + c. 
c < a + b. 

Gleichschenkllges 
Dreleck (/2 32) 
Symmetrieachse (/221) 

.. SATZ 43: Jedes gleichschenkllge Dreleck besitzt elne Symme
trleachse. 

c 

A 

Beweis: In einem Dreieck 
ABC seien die Seiten a und 
b gleich long. Bei der Spie
gelung an der Winkelholbie
renden w des Winkels ACB 
wird der Punkt C ouf sich 
selbst, der Punkt A ouf den 
Punkt B und der Punkt B 
ouf den Punkt A obgebildet. 
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Bosiswinkel 

Gleichseitiges 
Dreieck (/ 232) 
Syrnrnelrieochsen 

Folglich ist die Winkelhalbierende w Symmetrieachse des 
Dreiecks. 
Aus dem Beweis ergibt sich, daB die Winkelhalbierende w 
gleichzeitig Mittelsenkrechte der Basis ist. 

~ SATZ 44: Die Basiswinkel eines gleichschenkligen Dreiecks 
sind kongruent. 

Beweis: Die Basiswinkel eines gleichschenkligen Dreiecks 
entsprechen bei der Spiegelung an der Mittelsenkrechten 
der Basis einander. Folglich sind sie kongruent. 

~ SATZ 45: Jedes gleichseitige Dreieck besitzt drei Symme
trieachsen. 

(Dieser Satz folgt aus Satz C 43.) 

Innenwinkel (/ 201) ~ SATZ 46: Jeder Innenwinkel eines gleichseitigen Dreiecks 
hat eine GroBe von 60° • 

. 
Abbildungen eines gleichseitigen Dreiecks ABC ouf 
sich selbst 

Drehungen Drehwinkel Drehwinkel Drehwinkel 
urn den von 1200 von 2400 von 3600 

Schnitlpunkt S 
der Syrnme-
trieochsen 

Spiegelungen Spiegelachse Spiegelachse Spiegelachse 
an Geroden AS BS CS 
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Kongruenzsatze fur 
Dreiecke 
(/205) 

Konstruktion von 
Dreiecken 

(sws) 

(sss) 

Zwei Oreiecke 
sind kongruenl, 
wenn sie in zwei 
Seiten und dem 
von ihnen einge
schlossenen 
Winkel uberein
stimmen 

Zwei Dreiecke 
sind kongruent, 
wenn sie in den 
drei Seiten uber
einstimmen 

(ssw) Zwei Dreiecke 
sind kongruent, 
wenn sie in %wei 
Seiten und dem 
Gegenwinkel der 
grol3eren uber
einstimmen 

(wsw) Zwei Dreiecke 
sind kongruent, 
wenn sie in einer 
Seite und den 
beiden anliegen
den Winkeln 

C C' 

8' 
- -

AB = NB'; AC = Ne; ~ cc = ~ cc ' 

C C' 

C C' 

B 

ubereinstimmen A B' 

AB = NB'; ~ cc = ~ '; ~ fJ = ~ {J' 

Die Kongruenzsatze konnen mit Hilfe von Bewegungen be
wiesen werden. 

Auf Grund der Kongruenzsatze lassen sich aus geeigneten 
StOcken Dreiecke 'konstruieren. 
Sind zum Beispiel drei Strecken gegeben, so sagen wir, daB 
ein Dreieck aus drei Seiten zu konstruieren ist. 
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Gegeben: 555 • 

Gegeben: SWS • 

238 

~ 
A c 8 

Beschreibung: 
(1) Wir zeichnen einen beliebigen Strahl mit dem Anfangs
punkt A und den Kreis um A mit dem Radius c. 
Der Kreis schneidet den Strahl in B. 
(2) Wir zeichnen den Kreis um B mit dem Radius a und 
(3) den Kreis um A mit dem Radius b. 
Beide Kreise schneiden einander in C. 
Bemerkung: Die gegebenen Strecken m Ussen der Dreiecks
I,lngleichung genUgen. 

8~gtben: 
b 

c 

L 
P/anfigu/': 

c 

A c 8 

Beschreibung: 
(1) Wir zeichnen einen beliebigen Strahl mit dem Anfangs
punkt A und den Kreis um A mit dem Radius c. Der Kreis 
schneidet den Strahl in B. 
(2) Wir tragen in A an den Strahl AB den Winkel (X an. 
(3) Der Kreis um A mit dem Radius b schneidet den freien 
Schenkel des angetragenen Winkels in C. 
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Gegeben: wsw • 

Gegeben: ssw • 

Gegeben: 
c 

b l 

PlanfigU1': C 

6 
A c 8 

Beschreibung: 
(1) Wir zeichnen einen beliebigen Strahl mit dem Anfangs
punkt A und den Kreis um A mit dem Radius c. Der Kreis 
schneidet den Strahl in B. 
(2) Wir tragen in B an den Strahl BA den Winkel fJ an. 
(3) Der Kreis um A mit dem Radius b schneidet den freien 
Schenkel des angetragenen Winkels in C. 
Bemerkung: 1st der Gegenwinkel der kleineren Seite ge
geben, so ergibt die Konstruktion entweder kein Dreieck 
oder zwei nicht kongruente Dreiecke oder ein Dreieck, wie 
etwa in dem Fall, in dem die kleinere Seite halb so lang 
wie die groBere ist und ihr Gegenwinkel 30° betragt. 

Beschreibung: 
(1) Wir zeichnen einen beliebigen Strahl mit dem Anfangs
punkt A und den Kreis um A mit dem Radius c. Der Kreis 
schneidet den Strahl in B. 
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(2) Wir tragen in A an den Strahl AB den Winkel (\ an. 
Der freie Schenkel se'i h. 
(3) Wir tragen in B an den Strahl BA auf der Seite von AB, 
die den Strahl h enthiilt, den Winkel f3 an und erhalten den 
Strahl k. Die Strahlen h und k schneiden einander in C. 
Bemerkung: 
Die Summe der gegebenen Winkel muB kleiner als 1800 

sein. 

Mittelsenkrechten .. DEFINITION 47: Die Mittelsenkrechte einer Dreiecksseite 
eines Dreiecks 
(/222) 

Umkreis 
eines Dreiecks 

240 

heiBt eine Mittelsenkrechte des Dreiecks. 

A 

C Wir bezeichnen die Mittel
senkrechten mit ma, mb und 
m,. (ma ist die Mittelsenk
rechte der Seite a usw.) 

.. SATZ 48: Die Mittelsenkrechten eines Dreiecks schneiden 
einander in einem Punkt. 

Beweis: Die Geraden ma, mb und m, seien die Mittelsenk
rechten eines Dreiecks ABC. Der Schnittpunkt von m, und 
ma sei M. Aus SymmetriegrOnden gilt AM ""'" BM und 
BM""", CM. Dann gilt ouch AM""'" CM. Der Punkt M liegt 
also ebenfalls auf der Mittelsenkrechten der Seite At:. 

Aus dem Beweis des Satzes Ober die Mittelsenkrechten 
eines Dreiecks ergibt sich, daB die Eckpunkte eines Drei

ecks ABC von dem Schnitt-
C punkt M der Mittelsenkrech-

----...: ten des betreffenden Drei
ecks gleich weit ent(ernt sind. 
Der Kreis um M mit dem Ra
dius AM, der also durch alle 
Eckpunkte des Dreiecks ABC 
geht, heiBt der Umkreis des 
Dreiecks ABC. 
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... SATZ 49: Oer Schnittpunkt der Mittelsenkrechten elnes Orel
ecks ist der U mkreismittelpunkt des Dreiecks. 

Lage des Umkreismittel
punktes 

Hijhen eines Dreiecks 
(/349) ... 

16 [0018011 

Art 
des Dreiecks 

spitzwinkliges 
Dreieck 

rechtwinkliges 
Dreieck 

stumpfwink
liges Dreieck 

gleichschenk
liges Dreieck 

Lage des 
Mittelpunktes 

innerhalb der 
zugehorigen 
Dreiecksflache 

auf der 
Hypotenuse 

auBerhalb der 
zugehorigen 
Dreiecksflache 

auf der Sym
metrieachse 
des Dreiecks 

DEFI N ITIO N 50: Dos Lot von einem Eckpunkt eines Drelecks 
auf die gegenuberliegende Seite oder auf deren Verlangerung 
heiBt eine Hijhe des Dreiecks (Bild links). 

Wir bezeichnen die Hohen eines Dreiecks ABC mit ha. hb 
und he (Bild rechts). 

c c 

A 
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Lage des 
Hohenschnittpunktes 

242 

Der $chnittpunkt einer Hohe mit der zugehorigen Drei
ecksseite ader deren Verliingerung heiBt der FuBpunkt 
dieser Hohe. Als Liinge einer Hohe bezeichnen wir den 
Abstand des betreffenden Eckpunktes van der Gegenseite. 

... SATZ 51: Die Hohen eines Dreiecks schneiden einander in 
einem Punkt. 

E c o __ ------------------~r_------------------~ 

f 

Beweis: Die Geraden ha. hb und he seien die Hohen eines 
Dreiecks ABC. Die $chnittpunkte der Parallelen durch 
die Eckpunkte des· Dreiecks ABC zu den gegenUberlie
genden Dreiecksseiten seien die Punkte D. E und F. Die 
Dreiecke ABC. BDC. CEA. und AFB sind paarweise kan
gruent. A ist Mittelpunkt der Seite EF. B ist Mittelpunkt der 
Seite rb und C ist Mittelpunkt van DE. Die Hohen ha. hb• he 
sind daher gleichzeitig Mittelsenkrechten des Dreiecks DEF 
und schneiden einander in einem Punkt. w. z. b. w. ( / 240). 

Art Lage des Hohen-
des Dreiecks schnittpunktes 

spitzwinkliges innerhalb der 

~ Dreieck zugehorigen 
D reiecksflache 

rechtwinkliges Scheitel des H 
Dreieck rechten 

~ Winkels 
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Art 
des Dreiecks 

stumpfwink
liges Dreieck 

gleichschenk
liges Dreieck 

Lage des Honen
s<;nnittpunktes 

auBernalb der 
zugehorigen 
Dreiecksflache 

auf der Symme
trieachse 

Winkelhalbierende Wir bezeichnen die Winkelhalbierenden im Dreieck ABC 
eines Dreiecks mit Wao wfJ. wy • 

V 208, 223, 225, 276) 

.. SATZ 52: Die Winkelhalbierenden eines Dreiecks schneiden 
einander in einem Punkt. 

Beweis: Die Geraden W«. wfJ und Wy seien die Winkel
halbierenden eines Dreiecks ABC. Der Schnittpunkt von 
Wo; und wfJ sei W. Aus SymmetriegrOnden hat W einer
seits von c und b und andererseits von c und a gleichen 
Abstand. Dann hat W ouch von a und b gleichen Abstand. 
Der Punkt W liegt demnach ouch auf wy • w. z. b. w. 
Der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden eines Dreiecks 
liegt stets innerhalb des Dreiecks. 

c 

c 

A 

Inkreis eines Dreiecks Der Schnittpunkt W der Winkelhalbierenden eines Drei
ecks ABC hat von den Seiten des Dreiecks gleichen Ab
stand. Der Kreis um W mit diesem Abstand als Radius 

16* 243 



10. DREIECKE 

berOhrt die Seiten a, b und c (von innen). Wir nennen 
diesen Kreis den Inkreis des Dreiecks ABC. 

... SATZ 53: Der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden eines 
Dreiecks ist der Inkreismittelpunkt des Dreiecks. 

Seitenhalbierende ... DEFINITION 54: Die Gerade, die durch einen Eckpunkt 
eines Dreiecks eines Dreiecks und durch den Mittelpunkt der gegenuberlie

genden Seite geht, heiBt eine Seitenhalbierende des Dreiecks. 

Lage des Schnittpunktes 
der Seitenhalbierenden 

c 

A B 

Wir bezeichnen die Seiten
halbierenden eines Dreiecks 
ABC mit Sa, Sb und Se. 

... SATZ 55: Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks schneiden 
einander in einem Punkt. 

Der Schnittpunkt S der Seitenhalbierenden eines Dreiecks 
liegt stets innerhalb des Dreiecks. Er heiBt der Schwer
punkt des Dreiecks. 

Obersicht Obe" die Arten der Dreiecke 
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Arten der Vlerecke 

Winkel elnes 
Vierecks 

Trapeze 

konvcxcs Viercck konkaves Viereck ilberschlagenes 
Viereck 

... SATZ 56: Die Wlnkelsumme in einem Vlereck betragt 360°. 

Beweis: In jedem konvexen oder konkaven Viereck gibt es 
eine Diagonale, die dos Viereck in zwei Teildreiecke teilt. 
Do die Winkelsumme in jedem der beiden Dreiecke 1800 

betrCigt, ist die Winkelsumme im Viereck doppelt so groB, 
also 3600 • Auch jedes U bersch lagene Viereck setzt sich aus 
zwei Teildreiecken zusammen. Die Winkelsumme in bei
den Dreiecken und damit im Viereck ist also ouch in diesem 
Folie 360°,w. z. b. w. 
Alle jetzt folgenden Satze dieses Abschnitts beziehen sich 
auf konvexe Vierecke. 
Welche Satze ouch fUr andere Vierecke gelten, wird hier 
nicht erortert. 
Die Konstruktion eines Vierecks laBt si ch auf die Kon
struktion von Teildreiecken zurUckfUhren. 

... DEFINITION 57: Ein Viereck mit (mindestens) elnem Paar 
paralleler Seiten 'heiBt ein Trapez. 

Parallele Seiten eines Trapezes heiBen Grundseiten, die 
beiden anderen Seiten werden Schenkel genannt. 

245 



11. VIERECKE 

MiHellinie Die Verbindungsstrecke der Mittelpunkte der Schenkel eines 
Trapezes nennen wir Mittellinie des Trapezes. Der Ab
stand zweier Grundseiten heiBt Hohe des Trapezes. 

246 

~ SATZ 58: Die Mittellinie eines Trapezes verlauft parallel 
zu den Grundseiten. 

Beweis: Die Mittelpunkte der Schenkel eines Trapezes ABCD 
mit den Grundseiten AB und (6 seien E und F (Bild links). 
Es genOgt zu zeigen, daB E und F yon beiden Grundseiten 
denselben Abstand haben. Die FuBpunkte des gemein
samen Lotes yon E auf die beiden Grundseiten seien X 
und Y. Aus der Kongruenz der Dreiecke AXE und DYE 
nach (wsw) folgt die Kongruenz der Strecken XE und YE. 
Der Punkt E hat also yon beiden Grundseiten denselben 
Abstand . Auf dieselbe Weise kann gezeigt werden, daB 
auch F denselben Abstand yon beiden Grundseiten hat. 

a' A' 

A a B,C' c' 0' 

~ SATZ 59: Die Mittellinie eines Trapezes ist halb so lang wie 
die Summe aus den beiden Grundseiten. 

Beweis: a und c seien die Grundseiten, m sei die Mittel
linie und E bzw. F seien die Mittelpunkte der Schenkel 
eines Trapezes ABCD (Bild rechts). Wir spiegeln das Trapez 
an dem Punkt Fund erhalten das Bild A'B'C'D' . Die 
Strecke AD' ist die Summe aus den Grundseiten. Die 
Strecke EE' ist doppelt so lang wie die Strecke EF. Da die 
Strecken AD' und EE; bei der Verschiebung ft.£. einander 
entsprechen, sind sie gleich lang. Daraus folgt 

1 
m = 2(a + c), w. z. b. w. 

~ SATZ 60: Die Winkel, die demselben Schenkel eines Trapezes 
anliegen, sind Supplementwinkel. 

Beweis: Die beiden Winkel, die demselben Schenkel an
liegen, sind entgegengesetzt liegende Winkel an parallelen 
Geraden (Bild Seite 247 links) (/231). 



11. VIERECKE 

o c o 

c 
A~--~------------~~ 

B 

Gleichschenklige Trapeze Sind in einem Trapez die nicht parallelen Seiten gleich 
long, so nennt man es gleichschenklig. 

Drachenvierecke 

Symmetrie V 221) 

Diagonale V 207) 

~ SATZ 61: Ein Trapez ist gleichschenklig genau dann, wenn 
die Winkel, die einer Grundseite anliegen, kongruent sind 

~ DEFINITION 62: Ein Viereck mit zwei Paaren benachbarter 
gleich longer Seiten heiBt ein Drachenviel"eck (Blld I"echts) 

~ SATZ 63: Jedes Dl"achenviel"eck besitzt (niindestens) eine 
Symmetl"ieachse. 

Beweis: In einem Drachenviereck ABCD sei 
AB-= AD 
und 
BC = DC. 
Die Mittelsenkrechte der Strecke BD geht dann sowohl 
durch A als ouch durch C. Demnach ist die Diagonale AC 
des Drachenvierecks gemeinsame Symmetrieachse der 
beiden gleichschenkligen Teildreiecke und damit Symme. 
trieachse des Drachenvierecks. 

~ SATZ 64: Die Diagonalen eines Dl"achenviel"ecks stehen 
senkl"echt aufeinandel". 

Beweis: Ein Drachenviereck ABCD habe die Symmetrie· 
achse AC. Bei der Spiegelung an dieser Geraden ent· 
sprechen die Punkte B und D einander. Die Gerade BD 
steht demnach senkrecht auf der Geraden AC. 

~ SATZ 65: In jedem Dl"achenviel"eck gibt es ein Paar gegen
Oberliegendel" Winkel, die kongl"uent sind. 

Beweis: Ein Drachenviereck ABCD habe die Symmetrie
achse AC. Bei der Spiegelung an AC entsprechen die 
gegenUberliegenden Winkel ABC und ADC einander. Folg
lich sind sie kongruent. 
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Rhombus 
(/251) 

Ein Rhombus ist ein Drachenviereck mit vier kongruenten 
Seiten. 

Parallelogram me ~ DEFINITION 66: Ein Trapez mit zwei Paaren parallel er 

Diagonalen (/ 201) 

Symm.etrie l/ 221) 

148 

Seiten heiBt ein Parallelogramm. 

~ SATZ 67: In jedemParallelogramm sind die gegenOberlie
genden Selten gleich lang. 

A 

D C Beweis: 1st ABCD ein 
~------~::9 Parallelogramm, so gilt 

6 ABC ~ 6 CDA (wsw) 
Daraus folgt 
AB = CD und BC = DA. 

~ SATZ 68: Wenn in einem Viereck die gegenOberliegenden 
Seiten jeweils gleich lang sind, so ist das Viereck ein Paral
lelogramm. 

Beweis: In einem Viereck ABCD gelte AB = DC und BC = AD. 
Daraus folgt 6. ABC ~ 6 CDA und daher <9:: BCA = <9:: DAC, 
d. h., daB die Seiten BC und AD des Vierecks parallel 
sind. Entsprechend ergibt sich die Parallelitat der Seiten AB 
und DC. Das Viereck ABCD ist also ein Parallelogramm. 

~ SATZ 69: Die Diagonalen eines Parallelogramms halbieren 
einander. 

Der Schnittpunkt der Diagonalen eines Parallelogramms 
wird Mittelpunkt des Parallelogramms genannt. 

~ SATZ 70: Jedes Parallelogram m ist punktsymmetrisch. 
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Beweis: Bei der Spiegelung am Mittelpunkt M eines Par
a"elogramms ABCD ist C das Bild von A. D das Bild von B. 
A dos Bild von C und B dos Bild von D. Das Paro"elogromm 
wird also ouf sich selbst obgebildet und ist demnoch punkt
symmetrisch. 

~ SATZ 71: Wenn ein Viereck punktsymmetrisch 1st, so 1st es 
ein Parallelogramm. 

o c 

8 
Beweis: Ein Viereck ABCD sei punktsymmetrisch bezUglich 
eines Punktes M. Es seien einerseits A und C und onde
rerseits B und D einonder entsprechende Punkte bei der 
Punktspiegelung an M. Do donn die Seiten AB und CD 
bzw. AD und CB einonder entsprechen. sind sie jeweils 
gleich long. Noch Sotz D 68 folgt. daB dos Viereck ein 
Poro"elogromm ist. 

~ SATZ 72: Wenn in einem Viereck die Diagonalen elnander 
halbieren, so ist dieses Viereck ein Parallelogramm. 

Beweis: Der Diogonolschnittpunkt M eines solchen Vier
ecks ABCD ist Zentrum einer Punktspiegelung. bei der sich 
A und C bzw. B und D entsprechen. Doher ist ABCD 
punktsymmetrisch, also nach Satz D 71 ein Poro"elogromm. 

~ SATZ 73: In jedem Parallelogramm sind gegenOberllegende 
Winkel glelch groB und benachbarte Winkel Supplement
winkel (/219). 

Beweis: Bei der Spiegelung am Mittelpunkt M eines Por
a"elogramms entsprechen geqenUberliegende Winkel ein-

D c 
~~------------~ 

8 
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Rechtecke 

Winkel. Diagonalen 
(/201) 

250 

ander. Sie sind folglich kongruent. DaB benachbarte Win-. 
kel Supplementwinkel sind. folgt daraus. daB sie entge
gengesetzt liegende Winkel mit parallelen Schenkeln sind. 

~ SATZ 74: Wenn in einem Viereck gegenOberliegende Win
kel jeweils gleich groB sind, so ist dos Viereck ein Porollelo
gromm. 

Beweis: In einem Viereck ABCD gelte (X = Y und f3 = b. 
Da die Summe der Winkel 360 0 betrogt. gilt (X + f3 = 180 0 

und (X + b = 180 0 • Da weiter (X und f3 entgegengesetzt 
liegende Winkel bezOglich der Geraden AD und BC sind. 
mOssen die Geraden AD und BC parallel sein. Entsprechend 
sind die Geraden AB und DC parallel. Das Viereck ist also 
ein Parallelogramm. 

~ DEFINITION 75: Ein Porollelogromm mit einem rechten 
Winkel heiBt ein Rechteck. 

Aus dem Satz D 73 folgt: 

Alle Winkel eines Rechtecks sind rechte Winkel. 

~ SATZ 76: In jedem Rechteck sind die Diagonolen gleich long. 

Beweis: Im Rechteck ABCD sind die Dreiecke ABC und DAB 
kongruent. Daraus folgt AC = DB. 

~ SATZ 77: Wenn in einem Porollelogromm die Diogonolen 
gleich long sind, so ist dos Porollelogromm ein Rechteck. 

Beweis: In einem Parallelogramm ABCD seien die Strecken 
AC und BD gleich lang. Dann sind die Dreiecke ABC und 
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Symmetrieverhaltnisse 
V 221) 

Rhomben 

Diagonalen (/201) 

SymmetrieverhCiltnisse 
(/ 221) 

Quadrate 

DAB kongruent. Daraus folgt .q: ABC = .q: DAB. Da diese 
Winkel Supplementwinkel sind. ist jeder ein Rechter. Also 
ist das Parallelogramm ein Rechteck. 

Jedes Rechteck ist als Parallelogramm punktsymmetrisch. 
AuBerdem besitzt es zwei Symmetrieachsen. die jeweils 
durch die Mittelpunkte der gegenOberliegenden Seiten 
gehen (Bild Seite 250). 

~ DEFINITION 78: Ein Parallelogramm, dessen Selten alle 
gleich lang sind, heiBt Rhombus. 

~ SATZ 79: .In jedem Rhombus stehen die Diagonalen senk. 
recht aufeinander. 

Der Beweis ergibt sich daraus. daB jeder Rhombus ein 
Drachenviereck ist. 

~ SATZ 80: Wenn in einem Parallelogramm die Diagonalen 
senkrecht aufeinander stehen, so ist das Parallelogramm ein 
Rhombus. 

Jeder Rhombus ist als Parallelogramm punktsymmetrisch. 
AuBerdem sind seine Diagonalen Symmetrieachsen. 

~ DEFINITION 81: Eln Parallelogramm mlt einem rechten 
Winkel und vier gleich langen Seiten heiBt eln Quadrat (Blld 
Seite 252). 

Ein Quadrat ist also sowohl ein Rechteck als auch ein 
Rhombus. 
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Symmetrieverhiiltnisse 
(/221) D 

Obersicht Uber die Arten der Vierecke 
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c 
Ein Quodrot ist punktsymme
trisch, und es besitzt vier 
Symmetrieochsen, und zwor 
die Diogonolen und die Ver
bindungsgeroden der Mittel
punkte gegenUberliegender 
Seiten. 



12. KREISE 

Kreis und Gerade ~ DEFINITION 82: Eine Gerade heiBtSekante, Tangente bzw. 
Passante eines Kreises je naehdem, ob sie mit dem Kreis 
zwei Punkte, genau einen Punkt bzw. keinen Punkt gemeln
sam hat. Eine Sekante. die dureh den Mittelpunkt eines 
Kreises geht, nennen wir eine Zentrale (/ 259). 

Sekante Tangenfe 

Passanfe Zenfra/e 

Ein Radius, der den BerOhrungspunkt einer Tangente mit 
dem Mittelpunkt des Kreises verbindet, heiBt BerUhrungs
radius der T angente. 

Kreis und Streeke ~ DEFINITION 83: EineStreeke, die zwei Punkte elnes Kreises B 
verbindet, heiBt Sehne dieses Kreises (BlId unten). Eine Sehne, 
die dureh den Mittelpunkt eines Kreises geht, heiBt Dureh-
messer des Krelses. Ein Viereek, dessen Seiten Sehnen (Tan-
genten) eines Kreises sind, heiBt ein Sehnenviereek (Tan
gentenviereek) des Kreises (Bild Seite 254). 
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Kreis und Winkel 

Symmetrie eines 
Kreises C-'" 221) 

254 

Sehnenviereck Tangentenvfereck 

~ DEFINITION 84: 

1. Ein Winkel, dessen Scheitel im Mittelpunkt eines Kreises 
liegt, hei13t Zentriwinkel dieses Kreises. 
2. Ein Winkel, dessen Scheitel Punkt eines Kreises ist und 
dessen Schenkel den Kreis sch neiden, hei13t Peripherie
winkel. 
3. Ein Winkel, dessen Scheitel Punkt eines Kreises ist. des
sen einer Schenkel den Kreis schneidet und dessen anderer 
Schenkel auf einer Tangente des Kreises liegt, hei13t Sehnen
tangentenwinkel. 

~ SATZ 85: Jeder Kreis ist punktsymmetrisch (Bild Seite 255). 
AuBerdem ist jede Zentrale eines Kreises Symmetrie
achse des Kreises. Ein Kreis wird bei jeder beliebigen Dre
hung um seinen Mittelpunkt auf sich selbst abgebildet. 
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Kreisbogen Wird ein Kreis von einer Geraden in den Punkten A und B 
geschnitten. so wird der Kreis in zwei Teile zerlegt. die 
wir Kreisbogen nennen (Bild unten links). Jeden der beiden 
Kreisbogen bezeichnet man mit AB. Aus dem jeweiligen 
Zusammenhang ist ersichtlich. welcher von beiden gemeint 
ist. Geht die Gerade durch den Mittelpunkt. so ist jeder 
Kreisbogen ein Halbkreis. B 

... SATZ 86: Zwei Kreisbogen AB und CD eines Kreises um M D 
sind kongruent genou donn, wenn die zugehorigen Zentri-
winkel AMB und CMD kongruent sind (Bild rechts). 

Beweis: 
a) AB und Cb seien kongruente Bogen eines Kreises um M. 
Dann gibt es eine Bewegung. bei der sie einander ent
sprechen. Do bei dieser Bewegung nur der Punkt M auf 
sich selbst abgebildet wird. ist dies eine Drehung. Daraus 
ergibt sich. daB die Zentriwinkel AMB und CMD kongruel1t 
sind. 
b) A. B. C. D seien Punkte eines Kreises um M. Die Zentri
winkel AMB und CMD seien kongruent. Dann gibt es eine 

Drehung um M. bei der die Bogen AB und CD einander 
entsprechen. do ein Kreis bei einer Drehung um seinen 
Mittelpunkt ouf sich selbst abgebildet wird. Daraus folgt. 
daB sie kongruent sind. 

255 



12. KREISE 

Peripherie- .. SATZ 87: Jeder Zentrlwinkel 1st doppelt so groB wie ein 
und Zentriwinkel Peripheriewinkel Ober demselben Bogen. 

256 

Beweis: Zu einem Bogen AB eines Kreises um M gehore der 
ZenfriwinkeliX und ein Peripheriewinkel fJ mif dem Sehei
fel C. 
a) Der Mittelpunkt M des Kreises liege auf AC. Da iX 
AuBenwinkel im gleichsehenkligen Dreieek BMC ist, gilt 
iX = 2 fJ (fJ ist Basiswinkel). 
b) Der Mittelpunkt M liege im Innern van fJ. Die Gerade 
CM sehneide AB in D. 
Es gilt naeh Fall a): 
iX I = 2 fJI und (\2 = 2 fJ2' 
Wegen iX = iX I + iX2 und fJ ~= fJI + fJ2 folgt iX = 2 fJ. 
e) Der Mittelpunkt M liege auBerhalb van fJ. Die Gerade 
CM sehneide den Kreis in D. 
Es gilt naeh Fall a): 
iXI = 2 fJI und iX2 = 2 fJ2' 
Wegen iX = iX2 - iX I und fJ = {J2 - PI folgt IX = 2 p. 
Dieser Satz wurde hier nur fOr Zentriwinkel bewiesen, die 
kleiner als 1800 sind. Er gilt jedoeh fOr beliebige Zentri
winkel. 

.. SATZ 88: Zwei Peripheriewinkel Ober demselben Bogen slnd 
kongruent (Bild links). 

c 
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Tholes 

17 [001807] 

Ein Beweis ergibt sich daraus, daB jeder der beiden Peri
pheriewinkel Uber demselben Bogen halb so groB wie der 
zugehorige Zentriwinkel ist. 

.. SATZ des THALES (89): Jeder Peripheriewinkel Ober einem 
Durchmesser ist ein rechter Winkel. 

Beweis: Da der Zentriwinkel ein gestreckter Winkel ist, 
muB jeder zugehorige Peripheriewinkel halb so groB sein. 
Er ist also ein rechter Winkel. 

.. Umkehrung des Satzes von THALES (90): 
Der Scheitel C des rechten Winkels eines rechtwlnkligen 
Dreiecks ABC liegt auf dem Kreis mit der Hypotenuse als 
Durchmesser. 

Beweis: C sei der Scheitel des rechten Winkels eines recht
winkligen Dreiecks ABC und M sei Mittelpunkt von AB. 
Wir nehmen an, daB C nicht auf dem Kreis um M mit dem 
Radius MA liegt. Dann liegt C entweder auBerhalb oder 
innerhalb dieses Kreises. 
a) C liege auBerhalb des Kreises (Bild links). Dann 
schneidet die Gerade CM den Kreis in einem Punkt Co. 
Der Winkel ACoB ist dann ein rechter Winkel. Da der 
Winkel ACM kleiner als der AuBenwinkel ACoM des Drei
ecks ACoC und entsprechend der Winkel BCM kleiner als der 
Winkel BCoM ist, ergibt sich, daB der Winkel ACB kleiner 
als ein rechter Winkel ist. Das ergibt einen Widerspruch zur 
Voraussetzung. Dieser Fall ist demnach nicht moglich. 

C 

b) C liege innerhalb des Kreises (Bild rechts). Die Ge
rade MC schneidet dann den Kreis in einem Punkt Co. 
Entsprechend wie bei a) ergibt sich, daB der Winkel ACB 
groBer als der Winkel ACoB und dam it groBer als ein 
rechter Winkel ist. Auch dieser Fall ist nicht moglich. 
Aus a) und b) folgt, daB C auf dem Kreis um M mit dem 
Radius MA liegt. 
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Tangenten 
(/253) 

Zentri- und 
Sehnentangentenwinkel 
(/254) 

Peripheriewinkel und 
Sehnentangenfenwinkel 
(/254) 
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~ SATZ 91: Tangente und Beruhrungsradlus elnes Krelses 
stehen senkrecht aufelnander. 

Beweis: MA sei Radius eines Kreises um M. und die Ge
rade AB sei Tangente in A an den Kreis. Angenommen. die 
Gerade MA stUnde nicht senkrecht auf AB (Bild links). 
Dann gabe es von M ein Lot auf AB. dessen FuBpunkt L 
von A verschieden ware. Bei der Spiegelung an ML mOBte 
das Bild Aides Punktes A sowohl auf dem Kreis als auch 
auf der Geraden AB liegen. Das 1st nicht moglich. da die 
Tangente mit dem Kreis nur den Punkt A gemeinsam hat. 
Folglich steht die Gerade MA senkrecht auf der Tangente AB. 

c 
Der Zentriwinkel AMB und der Sehnentangentenwinkel BAC 
(Bild rechts) heiBen einander zugehorig. wenn der Kreis
bogen AB im Innern des Sehnentangentenwinkels liegt. 

SATZ 92: Eln Zentrlwlnkel 1st doppelt so groB wle der zuge
horlge Sehnentangentenwlnkel. 

Beweis: Nach Satz D 91 gilt 
e: + P = 90° 
Im Dreieck ALM gilt andererseits 

e: + ; = 90°. 

Folglich ist; = p. 

Wenn der Winkel ACB ein Peripheriewinkel mit dem zuge
horigen Bogen AB ist. so nennen wir den Sehnentangenten
winkel. in dessen Innerem der Bogen AB Iiegt. dem Peri
pheriewinkel zugehorig und umgekehrt. 

SATZ 93: Jeder Perlpherlewlnkel und der zugehorlge 
Sehnentangentenwlnkel slnd glelch groB. 
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Sehnen V 253) 

17* 

Beweis: Es gilt (Bild links): 
'Y = 2.x (Satz D 87) 
und 
'Y = 2 f3 (Satz D 92). 
Daraus folgt: 
.x=f3 

c 

~ SATZ 94: Zwei Sehnen elnes Krelses haben vom Mlttelpunkt 
des Kreises glelchen Abstand genau dann, wenn sle glel.ch 
lang slnd. 

Beweis: 
a) Zwei Sehnen AB und CD eines Kreises urn M seien 
gleich lang (Bild rechts). Sind dl und d2 die Abstande des 
Mittelpunktes M von AB b.zw. CD, so folgt ous der Kongruenz 
der gleichschenkligen Dreiecke ABM und CDM die Be
ziehung: dl = d2• 

b) Die Abstande dl und d2 des Mittelpunktes M eines Kreises 
von zwei Sehnen AB und CD seien gleich. Ll und 4 seien B 
die FuB,>unkte der Lote von M ouf AB bzw. CD. Donn gilt 
sowohl 6. ALlM '" 6. D~ ols auch 6. BLlM ::::: 6. CLaM. 
Darous ergibt slch die Kongruenz der Sehnen AB und CD. 

~ SATZ 95: Die Mlttelsenkrechte elner Sehne 1st Zentrale des 
Kreises (/ 253). 

Beweis: AB sei eine Sehne 
eines Kreises urn M. Die 
Mittelsenkrechte. (/ 222) 
ouf AB ist Syrnrnetrieochse 
des Dreiecks ABM und geht 
daher durch die Spitze M. 
Folglich 1st die Mittelsenk
rechte Zentrale des Kreises. 
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Tangenten 
an einen Kreis 

Tangentenabschnitt 

260 

Bemerkung: Aus diesern Satz ergibt sich die Konstruktion 
des Mittelpunktes eines gegebenen Kreises. Zur Konstruk
tion des Mittelpunktes eines Kreises werden zwei beliebige 
Sehnen eingezeichnet. Auf ihnen werden die Mittelsenk
rechten konstruiert. Deren Schnittpunkt ist der Mittelpunkt 
des Kreises 

~ SATZ 96: Von elnem belleblgen Punkt C auBerhalb eines 
Kreises gibt es genau :z:wei Tangenten an den Kreis. 

G8gBben: 

oC 

Beweis: Gegeben sei ein Kreis urn M und ein Punkt C auBer
halb des Kreises. Der Kreis urn den Mittelpunkt der 
Strecke MC schneidet den gegebenen Kreis in genau zwei 
Punkten A und N, die die BerOhrungspunkte der Tan
genten sind, denn die Winkel CAM und CNM sind nach 
dern Satz des Tholes rechte Winkel. 
1st A der BerOhrungspunkt einer Tangente von einern Punkt 
P an einen Kreis, so heiBt die Strecke PA der Tangenten
abschnitt dieser Tangente. 
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Zwei Kreise 
Gegenseitige Lage 

~ SATZ 97: Die beiden Tangenten von elnem Punkt Pan elnen 
Kreis mit dem Mlttelpunkt M liegen z;ur Geraden MP axlal
symmetrisch. 

PaF------~--+-~ 

Beweis: Die BerUhrungspunkte der beiden Tangenten von 
einem Punkt P auBerhalb eines Kreises mit dem Mittel
punkt M seien A und A'. Do die Dreiecke MAP und MA'P 
kongruent sind, sind auch die Winkel MPA und MPA' kon
gruent. Die Gerade MP ist demnach Winkelhalbierende 
des Winkels APA' und damit seine Symmetrieachse. Folg
lich liegen die Geraden PA und PA' bezUglich der Geraden 
MP spiegelbildlich. 

~ SATZ 98: Wenn A und A' die Beriihrungspunkte der belden 
Tangenten von elnem Punkt P an einen Kreis um M slnd. 
so ist die Gerade MP Symmetrieachse der Strecke AA'. Die 

- -
Strecken AP und A'P slnd kongruent. 

Ein Beweis kann unter Verwendung des Satzes D 97 erfolgen. 

Konzentrische Kreise 

Beide Kreise hoben einen 
gemeinsamen Miltelpunkt 
Es gilt: 

' 2 < 'I und M2 = MI 

Exzentrisch8 Kreis8 

Ein Kreis liegt gon% im 
Innern des anderen. Die 
Millelpunkte sind ver
schieden. Es gilt 

MI M2 < '1-'2 

261 



12. KREISE 

262 

Ein Kreis berUhrt den an
deren Kreis von innen. 
Es gilt: 

M1Mz = 'I - 's· 

Zwei Kreise schneiden 
einander. 
Es gilt: 

'1-" < M,Ma < '1 + ' 2 ' 

Ein Kreis berUhrt den on .. 
deren von ouBen. 
Es gilt : 

MIMI = '1 + '2 . 

Zwei Kreise hoben ke inen 
gemeinsomen Punkt. 
Es gilt : 

MIM2 > '1 + '2 . 

.......-----4. M,H, 
..... ~.----li f,+rz 
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Gemeinsame Tangenten 
V 253) .. 

DEFINITION 99: Elne Gerade t helBt gemelnsal'Ae Innere 
Tangente zweler Krelse mit den Mittelpunkten Ml und M. 
genau dann, wenn sle Tangente belder Krelse 1st und die 
Strecke MIM2 zwlschen Ml und M2 schneldet. 
Eine Gerade t helBt gemelnsame ftuBere Tangente zweler 
Krelse mlt den Mlttelpunkten Ml und M2 genau dann, wenn 
sie Tangente beider Krelse ist und die Gerade MIM2 nlcht 
zwlschen den Punkten Ml und M2 schneldet. 

@@ 
r:d--
~ 

Konzentrische und ex· 
zentrische Kreise haben 
keine gemeinsamen 
Tangenten. 

Zwei Kreise, die sich von 
innen berOhren, ha ben 
genau eine gemeinsame 
QuBere Tangente in 
ihrem BerOhrungspunkt. 

Zwei Kreise, clie slch 
schneiden, haben genau 
%Wei gemeinsame QuBere 
Tangenten, die axial· 
symmetrisch bezOglich 
der gemeinsamen Zen
tralen V 253) Iiegen. 

Zwei Kreise, die sich 
von auBen berOhren, 
haben eine und nur eine 
gemeinsame innere Tan
gente (im BerOhrungs
punkt) und zwei gemein
same QuBere Tangenten. 

Zwei Kreise ohne ge
meinsame Punkte haben 
genau zwei gemeinsame 
innere und zwei gemein
same QuBere Tangen
ten, wenn die Kreis
f1Qchen keine gemein
samen Punkte besitzen. 
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Tangentenabschnitte Die durch die BerOhrungspunkte RI und R2 einer gemein
samen Tangente an zwei Kreise gebildete Strecke RIR2 
heiBt Tangentenabschnltt dieser Tangente. 

264 

~ SATZ 100: Wenn %wei Kreise %wei gemeinsame auBere 
(innere) Tangenten besit%en, so sind die Tangentenabschnitte 
kongruent. 

s 

Beweis: 
a) '1 =1= '2. Nach Satz D 98 V 261) gilt) 
SR2 = SR2' und SRI = SRI'· 
Durch Subtraktion erhalt man: 
SR2 - SRI = SR2' - SRI', also 
RIR2 = R/R2'· 

b) '1 = '2. In diesem Fall existiert kein Schnittpunkt S der 
Tangenten. Die Behauptung RIR2 = R1'Rz' folgt jetzt daraus, 
daB R1R/Rz'R2 ein Rechteck ist, da die BerOhrungsradien 
auf den parallelen Tangenten jeweils senkrecht stehen. 
Der Beweis fOr Tangentenabschnitte auf inneren Tangenten 
ergibt sich entsprechend durch Addition der Teilabschnitte 
(Bild Seite 265 oben). 
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Konstruktion 
der gemeinsamen 
CiuBeren Tangenten 

Konstruktion 
der gemeinsamen 
inneren Tangenten 

Gegcben: 

Beschreibung: 
(1) Wir zeichnen um den Mittelpunkt M2 des Kreises mit 
dem groBeren Radius einen Kreis mit dem Radius r2 - r1' 
(2) Wir konstruieren nun die beiden Tangenten von Ml an 
den Kreis mit dem Radius r2 - r l (/260). 
(3) a) Der Strahl Mll schneide den Kreis mit dem Ra
dius r2 in PI'. Eine gemeinsame auBere Tangente ist das 
Bild RI'P/ der Geraden MlPl bei der Verschiebung PlPl '. 
(b) Entsprechend erhalt man die zweite Tangente. D 
Bemerkung: Sind die Radien beider Kreise gleich lang, so 
sind die beiden Parallelen zur Zentralen MlM2 im Ab-
stand r die beiden gemeinsamen auBeren Tangenten. 

Oegeben : 
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Besch,eibung (Bild Seite 265 unten): 
(1) Wir zeichnen um den Mittelpunkt M2 des groBeren 
Kreises einen Kreis mit dem Radius '1 + '2. 
(2) Die BerOhrungspunkfe der beiden Tangenfen von MI an 
den Kreis mit dem Radius '1 + '2 seien PI und P2• 

(3) a) Der Strahl M2PI schneidet den Kreis mit dem Ra
dius'2 in PI'. Eine gemeinsame innere Tangente ist dos 
Bild RI'PI' der Geraden MIPI bei der Verschiebung PIPI ;. 
b) Entsprechend erhalt man die zweite Tangente. 

Sehnenvierecke 
V 253) 

~ SATZ 101: In jedem konvexen Sehnenviereck sind die gegen
uberliegenden Wlnkel Supplementwinkel. 

Tangentenvierecke ~ 
V 253) 

Beweis: ABeD sei ein Sehnenviereck. mit dem Umkreis
mittelpunkt M (Bild links). Werden die Eckpunkte mit M 
verbunden. so ergeben sich vier gleichschenklige Drei
ecke. Aus der Kongruenz der jeweiligen Basiswinkel und 
aus dem Satz Ober die Winkel eines Vierecks (/245) folgt, 
daB gegenOberliegende Winkel Supplementwinkel sind. 

D 

SATZ 102: In jedem Tangentenviereck ist die Sum me zweier 
gegenuberliegender Seiten jeweils gleich groB. 

Beweis: Es gilt (Bild rechts): 

AB + CD = AE + BE + CG + OG 
= AH + BF + CF + OH (/261, Satz98) 
= AH + OH + BF + CF 
= AD + BC 

RegelmaBige Vlelecke Ein konvexes Vieleck mit n kongruenten Seiten und paar
weise kongruenten Innenwinkeln heiBt ein regelmoBiges 
n·Eck. 
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SATZ 103: Jeder Innenwinkel eines regelmoBigen n-Ecks hat 
eine GroBe von 

IX = (n - 2) . 1800 = 1800 _ 3600 . 
n n 

C 

n = 3 IX = 1800 _ 3600 
3 

n=6 

IX = 60 0 

E 

8 

IX = 1800 _ 3600 

6 
IX = 1200 

3600 

n = 4 IX = 1800 
- 4 

IX = 90 0 

H 

L~----~~------~E 

8 

n - 12 IX - 1800 _ 3600 
- - 12 

IX = 1500 

~ SATZ 104: Jedem regelmoBigen n-Eck loBt sich ein Kreis 
umbeschreiben. 

~ SATZ 105: Jedem regelmaBigen n-Eck laBt slch eln Krels 
einbeschreiben. 
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VergroBerungen • Ein Punkt Z werde mit den Eckpunkten eines Dreiecks A8C verbun-
- --

den (Bild links). Wir verdoppeln die Strecken ZA, Z8, ZC und er-
halten die Punkte A', 8' und C'. Dos Dreieck A'8'C' wird als eine 
VergroBerung des Dreiecks A8C bezeichnet. 

D 

Verkleinerungen Ein Punkt Z werde mit den Eckpunkten eines VierecksA8CD verbun-
----

den (Bild rechts). Wir halbieren die Strecken ZA, Z8, ZC, ZD und 
erhalten die Punkte A', 8', C' und D'. Dos Viereck A'8'C'D' wird 
als eine Verkleinerung des Vierecks A8CD bezeichnet. 

Zentrale Streckung VergroBerungen und Verkleinerungen, bei denen sich die 
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Verbindungsgeraden yon Original- und Bildpunkten in 
einem Punkt schneiden, sind Beispiele fOr zentrale Strek

kungen. 
Der Schnittpunkt der Verbin
dungsgeraden heiBt Zen
trum der zentralen Strek
kung. Das Langenyerhaltnis 
k der Verbindungsstrecken 
yon Bild- und Originalpunkt 
mit dem Zentrum heiBt 
Streckungsfaktor oder 
MaBstab einer zentralen 
Streckung. Mit derfolgenden 

C' Definition werden die zen-
A' tralen Streckungen I erfaBt. 

... DEFINITION 106: Eine eineindeutige Abbildung der Ebene 
auf sich heiBt eine zentrale Streckung genau dann, wenn 
folgendes gilt: 

(1) Jede Gerade wird auf eine zu ihr parallele Gerade ab
gebildet. 
(2) Es gibt entweder genau elnen Punkt, das Zentrum, der 
auf sich sebst abgebildet wird, oder aber alle Punkte der 
Ebene fallen mit ihren Bildpunkten zusammen (Identitot). 

c 
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Positive und negative 
Streckungsfaktoren 

Das Zentrum einer zentralen Streckung liegt entweder 
zwischen einander entsprechenden Punkten. oder einander 
entsprechende Punkte liegen auf einer Geraden durch das 
Zentrum Z auf derselben Seite von Z. 
Positiv ist ein Streckungsfaktor dann. wenn Original- und 
Bildpunkt auf derselben Seite des Zentrums liegen. 
Negativ ist ein Streckungsfaktor dann. wenn das Zentrum 
einer zentralen Streckung zwischen einander entspre
chenden Punkten liegt. 

streckungrfaktoren 

positiv: k:> 0 ---

Die Strecke A'B' sei Bild der Strecke AB bei einer zentralen 
Streckung; dann gilt: 

A'B' 
k=

AB 
Die Bildstrecke A'B' wird das k-fache der Originalstrecke 
AB genannt. 

... SATZ 107: Jede Gerade, die durch das Zentrum einer zen
tralen Streckung geht, wird auf sich selbst abgebildet. 

Beweis: WOrde der Bildpunkt A' eines Punktes A bei einer 
zentralen Streckung mit dem Zenfrum Z nicht auf der 
Geraden AZ liegen. waren die einander entsprechenden 
Geraden AZ und A'Z nicht parallel. Das ist bei einer zen
tralen Streckung nicht moglich. folglich muB die Gerade AZ 
auf sich selbst abgebildet werden. 
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270 

~ SATZ 108: Zwel Winkel, die bel einer zentrolen Streckung 
elnonder entsprechen, slnd kongruent. 

A 

z 

Beweis: Die Schenkel zweier Winkel. die bei einer zen
tralen Streckung einander entsprechen. sind entweder 
paarweise gleich oder entgegengesetzt orientiert. Ihre Kon
gruenz folgt dann aus Satz D 23. 28 oder 30. 

~ SATZ 109: Bel jeder zentrolen Streckung 1st dos LCingen
verhCiltnls von Bild- und Orlginolstrecke fur olle elnonder 
entsprechenden Strecken gleich dem Streckungsfoktor k. 

8emerkungen: 
1) Eine zentrale Streckung ist entweder durch Angabe eines 
Punktes als Zentrum und einer Zahl als StreckungsmaBstab 
oder durch Angabe eines Punktes als Zentrum und zweier 
Punkte auf einer Geraden durch dos Zentrum als Original
und Bildpunkt eindeutig bestimmt. 
2) Die NacheinanderausfUhrung zweier Streckungen mit 
dem Zentrum Z und den MaBstaben kl und k2 ist eine zen
trale Streckung mit dem Zentrum Z und dem MaBstab 
k = kl . k2• 

3) Die Umkehrung einer zentrolen Streckung mit dem 
Zentrum Z und dem MaBstab k ist eine zentrale Streckung 

mit dem Zentrum Z und dem MaBstab ! . 
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Ahnllchkeits
abblldungen 

Obersicht liber zentrale Streckungen 

Streckungs- 8ezeich- Gegen~eilige Lage 
faktor nung eina'nder entsprechent;ler Punkte 

bezuglich des Zentrums 

k>1 Ver- Original P 
groBe- liegt zwischen 
rung Bild P' und 

Zentrum Z 

Identitiit Original P und 
Blld P' fallen 
zusammen 

Ver- Slid P' liegt 
kleine- zwischen 
rung Original P 

und 
Zentrum Z Z pt 

-1<k<0 Ver- Zen'rum Z 
kleine- liegt zwischen 
rung P und P'. - -

PZ> P'Z 

k = - 1 Punkt- Zentrum Z 
spiege- liegt zwischen 
lung P und P'. - -

PZ = P'Z. 

k <-1 Ver- Zen'rumZ 
groBe- liegt zwischen 
rung P und pt. - -

PZ < P'Z. 

p 

... DEFINITION 110: Eine eineindeutlge Abblldung der Ebene 
auf sich heiBt eine Ahnlichkeitsabbildung genau dann, wenn 
sle entweder 
a) elne Bewegung V 204) oder 
b) elne zentrale Streckung V 168) oder 
c) die Nachelnanderausfiihrung elner Bewegung und einer 
zentralen Streckung 1st (Blld Selte 1n). 
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• 

Z~~--~r-~~------------~ 

Ahnlichkeifsfakfor Ahnlichkeitsfaktor oder MaBstab einer Ahnlichkeitsabbil
dung heiBt der Quotient k aus den Uingen von Bild- und 
Originalstrecke. 

272 

~ SATZ 111: Jede Bewegung ist eine Ahnlichkeitsabbildung 
mit dem Ahnlichkeitsfaktor k = 1. 

~ SATZ 112: Bei jeder Ahnlichkeitsabbildung ist der Quotient 
aus den Langen der Original. und zugehorigen Blldstrecke 
fur alle einander entsprechenden Strecken konstant. 

~ SATZ 113: Bei jeder Ahnlichkeitsabbildung sind einander 
entsprechende Winkel kongruent. 

• 

Bemerkungen: 
1) Die NacheinanderausfUhrung einer Drehung und einer 
zentralen Streckung heiBt Drehstreckung. 
2) Die NacheinanderausfUhrung einer Geradenspiegelung 
und einer zentralen Streckung wird Streckspiegelung ge
nannt • 

kB' kB' 
k = AB = AoBo 
Aus cx = CX o 
und (xo = (X' 

folgt cx = (X'. 
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Ahnliehkeit 

Ahnlichkeitssatze 
fUr Dreiecke 

18 [001807] 

Ubersicht Uber Ahnlichkeitsabbildungen 

Ahnlich- g leichsinnige ungleichsinnige 
keits- Ahnlichkeits- Ahnlichkeits-
fak.or abbildungen abbildungen ,- " 

k = 1 gleichsinnige ungleichsinnige 
Bewegungen Bewegungen 

k =+= 1 Zentrale Streckungen. Streckspiegelungen 
Drehstreckungen 

.. DEFINITION 114: Zwei geometrisehe Figuren heiBen ahn
lieh genau dann, wenn sie Original und Bild bei einer Ahn
liehkeitsabbildung sind. 

Schreibweise: Ft f'V Fz (lies: Die Figuren Ft und Fz sind ein
ander ahnlich). 

.. SATZ 115: 
a) Jede Figur ist sieh selbst ahnlieh. 
b) Aus Fl ,.., F2 folgt F2 ,..., FI• 
c) Aus Fl ,..., Fz und F2 ...., Fa folgt FI .-, Fa. 

.. SATZ 116: Ahnliehe Figuren stimmen in einander entspre
ehenden Winkeln und in den Quotienten aus den Langen 
einander entspreehender Seiten uberein. 

Der Beweis des Satzes 116 folgt aus den Eigenschaften der 
Ah nlich keifsabbildu ngen. 
Bemerkung: Entsprechen zwei ahnliche Figuren bei einer 
zentralen Streckung einander, so sagen wir, daB sich die 
Figuren in Ahnlichkeitslage befinden. 

Die folgenden Ahnlichkeitssotze rUr Dreiecke werden 
haufig fur Beweise anderer geometrischer Satze verwendet. 

1. Zwei Dreiecke 
sind ahnlich, wenn 
sie in zwei Winkeln 
Ubereinstimmen. 

0: -a' 

~-......... ~~p, 
273 



13. AHNLlCHKEIT 

274 

2. Zwei Dreiecke 
sind ahnlich, wenn 
die drei Verhalt
nisse einander 
entsprechender 
Seiten gleich sind. 

3. Zwei Dreiecke 
sind ahnlich, wenn 
sie in einem Winkel 
Obereinstimmen 
und wenn die 
Verhaltnisse ein
ander entspre
chend anliegender 
Seiten gleich sind. 

4. Zwei Dreiecke 
sind ahnlich, wenn 
sie in den Ver
haltnissen je 
zweier entspre
chender Seiten 
und dem Gegen
winkel der jeweils 
groBeren Oberein
stimmen. 

c 

c 

a' a-k 

~
C, b' 

7J.k 
a' 

b' f-k 

O-----~8 A' c' 8' 

eX IX: 
11' 
t;-k 

C' c' 

o--:----------.~ -k 

8 A' c' 8' 

a: - (Xl 
a' (i-k 

c· 
c' c- k 

~ :,:~, 
O--.... ~--~~ ~8' 

Die Beweise dieser Satze konnen alle nach ein und dem
selben Gedankengang gefUhrt werden. 
Als Beispiel beweisen wir den ersten Ahnlichkeitssatz: 
In zwei Dreiecken .ABC und kB'C' seien die Winkel <X und 
<x' und die Winkel fJ und fJ' kongruent. Wir nehmen 
kB' > AB an. Bei der zentralen Streckung 'I mit dem 

X'B' 
Zentrum A und dem MaBstab k = AB sei Bo das Bild 

von B und Co das Bild von C. Da AB;; ~ kB' gilt, sind die 
Dreiecke ABoCo und kB'C' hach dem Kongruenzsatz (wsw) 
kongruent. Dann gibt es eine Bewegung '2' bei der das 
Dreieck A'B'C' das Bild des Dreiecks ABoCo ist. Folglich 
ist das Dreieck A'B'C' das Bild des Dreiecks ABC bei der 
NacheinanderausfUhrung der zentralen Streckung'l und 
der Bewegung '2' Die beiden Dreiecke sind also einander 
ahnlich. 
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Strah I ensatze 

18* 

Die folgenden Strahlensatze werden haufig zur Losung 
praktischer Aufgaben, beispielsweise zur Bestimmung der 
Hohe eines Baumes oder zur Teilung einer Strecke ver
wendet. 

1. Werden zwei 
Strahlen mit 
gemeinsamem 
Anfangspunkt von 
zwei Parallelen 
geschnitten, so 
verhalten sich die 
Abschnitte auf dem 
einen Strahl wie die 
entsprechenden 
Abschnitte auf dem 
anderen Strahl. 

Ein entsprechender 
Satz gilt ouch fUr 
zwei Geraden. 

2. Werden zwei 
Strahlen mit ge-
meinsamem An-
fangspunkt S von 
%wei Parallelen 
geschnitten, so 
verhalten sich die 
%wischen den 
Strahlen liegenden 
Abschnitte auf den 
Parallelen wie die 
von S ausgehen-
den Abschnitte auf 
jedem der beiden 
Strahlen. 

Ein entsprechen-
der Satz gilt ouch 
fUr zwei Geraden. 

a:b =a':b' 
c:a =c':a' 
Daraus folgt 
%. B.: 
a:a' =b:b' 
c:c' =0:0' 

a:b=a':b 

p:p' =o:b 
p':p=b':o' 
Daraus folgt 
z. B.: 
p':b' =P:o' 

p:p' =o:b 
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Streckentellung 

Bemerkung: Die beiden Satze lassen sich auf die Falle von 
mehr als zwei Strahlen und mehr als zwei Parallelen ver
allgemeinern. 
Die Beweise der Strahlensatze ergeben sich entweder un
mittelbar aus dem Sotz 109 oder aber aus den Ahnlich
keitssotzen. 
Beide Strahlensatze sind in der angegebenen Formulierung 
umkehrbar. 

Innere Teilung AuBere Teilung 

Der Teilpunkt T einer Der Teilpunkt T einer 
Slrecke liegl zwischen Strecke liegt auBerhalb 
ihren Endpunklen. der Strecke. 

T T 
0 I 0 0 c I 
A 8 A 8 

Teilverhaltnis k ~ DEFINITION 117: 

satze Uber Winkel- ~ 
halbierende im Dreieck 
(/243) 

276 
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AT k < 0, faHs T innerer TeiJpunkt. 
k = BT und k > 0, falls T auBerer Teilpunkt. 

Gilt AB : AT = AT : BT, so heiBt die Strecke AB durch T 
stetig oder nach dem "Goldenen Schnitt" geteilt. 

SATZ 118: Die Winkelhalbierende eines Innenwinkels eines 
Dreiecks tellt die gegenOberliegende Seite innen im Ver. 
hCiltnis der anliegenden Dreiecksseiten 

Beweis: w~ sei Winkelhalbierende des Winkels IX des Drei
ecks ABC. Der Schnitipunkt von w~ mit BC sei TI • Der 
$chnittpunkt der Geraden AC mit der Parallelen zur Winkel
halbierenden durch B sei D. 

c Es gilt: 
<J ADB = <J CATI 
(Stufenwinkel an den Par
allelen ATI und BD) 
<J CATI = <J TIAB 
(nach Konstruktion der Win
kelhalbierenden) 
<J TIAB = <J DBA 
(Wechselwinkel an den Par-
allelen ATI und BD) 

also: <J ADB = <J DBA 
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Daher ist das Dreieck ADB gleichschenklig, und es folgt 
AB = AD = c. 
Nach dem Strahlensatz gilt 
rIB _ AD 
TIC - AC 

- - TB c 
und wegen AD = c und AC = b: 1 = b' w. z. b. W. 

TIC 

satze fOr rechtwinklige 
Dreiecke V 232) 

Den FuBpunkt der Hohe h vom Scheitel des rechten Winkels 
auf die Hypotenuse bezeichnen wir mit D. Die Strecken 
AD = q bzw. BD = P heiBen die zu den Katheten b bzw. a 
gehorigen Hypotenusenabschnitte. 

Hohensatz ~ SATZ 119: In jedem rechtwinkligen Dreieck ist dos Quodrot 
der Hohe h ouf die Hypotenuse gleich dem Produkt der Hypo
tenusenobschnitte. 

c 

vd/h 
D 1 

q 

Beweis: In einem rechtwinkligen Dreieck ABC sei D 
der FuBpunkt der Hohe h von C ouf die Hypote-
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Kathetensatz 

nuse AB. Die Dreiecke ADC und BDC sind elnander ahnlich. 
Donn gilt die Proportion h : q = p : h. Dorous ergibt sich 
h2 = P . q, w. z. b. w. 

... SATZ 120: In jedem rechtwinkligen Dreleck ist das 
Quadrat einer Kathete glelch dem Produkt aus der Hypote
nuse und dem zur Kathete gehorenden Hypotenusenabschnltt. 

I (1) a2 = c . p (2) b2 = c . q 

q 18 
/ 

/ c 
c / 

/ '-.. 
/' ...... 

_ / 

Beweis: Das Dreieck ABC sei rechtwinklig mit dem rechten 
Winkel bel C. Die Hohe von C ouf AB hobe den FuB
punkt D. Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke ABC und BDC 
bzw. ABC und ADC folgen die Proportionen a : c = p : a 
bzw. b : c = q : b. Damit ergeben sich die Beziehungen 
a2 = c . P bzw. b2 = C • q. w. z. b. w. 

Satz des Pythagoras ... SATZ 121: In jedem rechtwinkligen Dreieck 1st das Qua-

278 

drat Ober der Hypotenuse gleich der Summe der Quadrate 
Ober den Katheten. 

Beweis: Ein Dreieck ABC sei rechtwinklig mit dem rechten 
Winkel bei C. Aus a2 = c . p und b~ = c·q folgt 
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Umkehrung des .... 
Satzes des Pythagoras 

a2 + b2 = C (p + q) . 
Da p + q = c gilt. 
ergibt sich 
a2 + b2 = c2 • W. Z. b. w. 

SATZ 122: Wenn in einem Dreieck ABC fUr die Seltenlongen 
e, a und b die Beziehung e2 = a2 + b2 gilt, so ist das Dreleck 
bei C rechtwinklig. 

Beweis: In einem Dreieck ABC gelte c2 = a2 + b2• Ange
nom men, der Winkel y bei C sei kein Rechter. Dann liegt 
der Punkt C nicht auf dem Thaleskreis Ober AB. 
a) C liege auBerhalb des Thaleskreises. Da .q: BCoC 
groBter Winkel im Dreieck BCCo ist. (.q: BCoC ist stumpf, 
da sein Nebenwinkel .q: BCoD als Teil eines rechten Winkels 
spitz ist). ist a groBte Seite in diesem Dreieck. also gilt D 
a> al' 
Entsprechend gilt b > b1• 

Daraus folgt a2 + b2 > a12 + b12• 

Da aber a12 + b12 = c2 gilt (6 ABCo ist rechtwinklig), ergibt 
sich a2 + b2 > c2 im Widerspruch zur Voraussetzung. 

c 
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c B 

b) C liege innerholb des Tholeskreises, Co sei der Schnitt
punkt des Lotes durch C ouf AB mit dem Tholeskreis. Donn 
gilt 
012 + b12 = C 2 

Do ~ BCCo groBter Winkel im Dreieck BCeo ist (1: BCCo 
ist stumpf, do sein Nebenwinkel ~ BCD ols Winkel im recht
winkligen Dreieck BCD spitz ist), ist 01 groBte Seite im 
Dreieck BCCo' also gilt 
01> o. 
Entsprechend ergibt sich b1 > b. 
Dorous folgt 0 2 + b2 < 012 + b12 , 

also 0 2 + b2 < c2 

im Widerspruch zur Voroussetzung. 
Dos Dreieck ABC ist also bei C rechtwinklig, w. z. b. w. 
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FICichenmaBe 

Quadrat 
(/251) 

Vorbemerkung: Bei der Herleitung der Formeln fUr Recht
ecke und Quader wird vorausgesetzt, daB Einheitsquadrate 
bzw. EinheitswUrfel existieren, deren Seiten- bzw. Kanten
lange kommensurabel ist mit den Seiten- bzw. Kanten
longen der zu berechnenden Flochen bzw. Korper. 
Die Formeln fUr Rechtecke (jedes Quadrat ist ein spezielles 
Rechteck) und Quader gelten wie auch die Formeln fOr 
alle anderen geometrischen Gebilde jedoch auch fUr belie
bige reelle Zahlen als MaBzahlen fOr die jeweiligen Seiten
langen. 

FlochenmaBe Zeichen Beziehung 

Quad ratkilometer km2 1 km2 = 106 m2 

Hektar ha 1 ha = 100 a = 104 m2 

Ar a 1 a = 102 m2 

Quadratmeter m2 

Quadratdezimeter dm2 1 dm2 
1 

= _ m2 = 10- 2 m2 

100 

Quad ratzentimeter cm 2 1 cm2 
1-

= - dm2 = 10- 4 m2 
100 

1 
Quadratmillimeter mm2 1 mm2 = - cm2 = 10- 8 m2 

100 

Ubersicht Uber die verwendeten Variablen 

Seiten, Kanten 0, b, C FICichen inhalt A 
Radius r Umfang u 
Durchmesser d G rundflocheninhalt AG 
Hohe h Mantelinhalt AM 
Mantelli nie s Obcrflocheninhalt Ao 

Volumen V 

Ein Quadrat von der Seitenlonge a kann durch Einheits
quadrate geeigneter Seitenlonge vollstondig ausgelegt wer
den, d. h. durch a Streifen mit jeweils a Einheitsquadraten 
(Bild Seite 282 oben). 

I A = 0 2 
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Rechteck 
(/250) 

Parallelogramm 
(/248) 

282 

• 

• 

(1) u -/fa 
-/f·3cm 

u-1Zcm 
(Z) A '" a2 

-Jcm·Jcm 
A -9cmz 

Ein Rechteck mit den Seitenliingen Q und b kann durch 
Einheitsquadrate geeigneter Seitenliinge vollstiindig aus
gelegt werden, d. h. durch Q Streifen mit jeweils b Einheits
quadraten. 

I u = 2 (0 + b) 

A 

n· tem 

~ • 

(1)u-Z(a+b) 

u -1/icm 
(2)A- a·b 

·/icm ·Jcm 
'" 72cm 2 

Die Berechnung des Fliicheninhalts eines jeden Parallelo
gramms kann zurUckgefOhrt werden auf die Berechnung 
der Fliiche eines jeweils fliichengleichen Rechtecks (Bild 
Seite 283). 

I A = 9 . hg I u = 2 (0 + b) 

Bemerkungen: 
1) Es ist gleichgUltig, welche Seife .des Parallelogramms 
als Grundseife gewiihlf wird. A = Q • ha = b . hb 
2) Aus A = g . hg ergibf sich: 
Parallelogram me mit gleich langen Grundseifen und gleich 
langen zugehorigen Hohen haben gleiche Fliicheninhalfe. 
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Dreieck 
(/185.232) 

• 

• 

Parallefogramm : a· 5,Ocm lb· 3,6 cm i ha ~ 3,0 cm 

u~2{a+b)·2(Scm+ 
u·77,2cm 

(2) A = g·hg • 5cm· 3cm 
A -15cmz 

Die Berechnung des FICicheninhaltes eines jeden Dreiecks 
kann zurOckgefOhrt werden auf die Berechnung eines 
Parollelogromms. dos den doppelten Inholt des Dreiecks 
hot. 

Bemerkungen: 
1) Es ist gleichgOltig. welche Seite des Dreiecks ols Grund
seite gewCihlt wird. 

1 1 1 
A = "2 a . ha = 2." b . hb = 2." c . he 

2) Aus A = ~ g hgergibt si ch : 

Dreiecke mit gleich longen Grundseiten und gleich longen 
zugehorigen Hohen hoben gleiche FICicheninholte . 

(1) u ... a+b+c 
u = 3,9Cf[I+2,7cm + ll/lcm K 7D,6cm 

(2)A - fghs 
A = Z,Ocm ·2.5cm -5,Ocm2 
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Trapez 
(/245) 

Drachenviereck 
V 247) 

284 

Die Bereehnung jedes Trapezes kann auf die Bereehnung 
eines Parallelogramms zurOekgefUhrt werden. DafUr gibt 
es zwei Moglichkeiten: 

1) Drehung des Trapezes um 1800 um den Mittelpunkt eines 
Sehenkels; man erhiilt ein Parallelogramm mit doppeltem 
Fliieheninhalt des zu bereehnenden Trapezes (Bild a). 
2) Erzeugung eines Parallelogram ms, dos den gleiehen 
Fliieheninhalt hat wie dos zu bereehnende Trapez (Bild b). 

Bemerkungen: 
Aus A = m . h ergibt sich: 
Zwei Trapeze mit gleich langen Mittellinien m und gleieh 
langen Hohen haben gleiche Fliieheninhalte. 

Die Berechnung jedes Draehenviereeks kann auf die Berech· 
nung eines Rechtecks zurOckgefOhrt werden, das den dop
pelten Fliicheninhalt des jeweils zu bereehnenden Draehen
vie reeks hat. 
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Beliebiges Vieleck 

Kreis 
V 213) 

u = 2 (0 + b) 

Bemerkung: Die Formel fUr den F.lacheninhalt eines Drachen
vierecks gilt auch fUr Rhomben und Quadrate. Bei diesen 
Figuren stehen die Diagonalen ebenfalls aufeinander senk
recht. Beim Quadrat (Diagonale d) erhalt man speziell: 

A _~d2 - 2 . 

Die Berechnung beliebiger Vielecke wird im allgemeinen 
zurUckgefUhrt auf die Berechnung von Dreiecken und Tra
pezen, indem man das jeweils gegebene Vieleck in geeigne
ter Weise in Dreiecke (Dreiecksmethode) bzw. Trapeze 
(Trapezmethode) zerlegt. 

DreiBcksmethode TrapezmBfhode 

E 

6 6 

A = Ai + ~ + . . . + An 

Der Flacheninhalt und der Umfang eines Kreises laBt sich 
mit elementaren Mitteln nur naherungsweise bestimmen. 
In beiden Fallen spie/t die Zahl :rr; ~ 3,1416 als Proportio
nalitatsfaktor V 113) eine entscheidende Rolle. 
Je kleiner man Quadrate wahlt, mit denen eine Kreisflache 
van innen und von auBen ausgelegt wird, desto kleiner 
wird die Differenz der Summe aller Quadrate "von innen" 
und "van auBen" und desto genauer wird der Flachen
inhalt des Kreises durch diese Summen begrenzt. 
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Kreisteile 

RaummaBe 

286 

/ 
",. ........ 

I ~ ~ ~ ~ 
I ~ ~ ~ ~ ~ ~ \ 
~ ~ ~ ~ ~ ~ 
~ ~ ~ ~~ ~ ~ 

\ ~ ~ ~ ~ ~ ~ I , 
~ ~ ~ ~ 

" '" ~ 

Die Formeln fUr die Berechnung der Flocheninhaltevon Kreis
teilen gewinnt man fUr Kreisring und Kreisabschnitt (Kreis
segment) durch Differenzbildung und fUr den Kreisausschnitt 
(Kreissektor) mit Hilfe einer Proportion. 

Kreisring Kreisabschniff Kreisausschniff 

Roummol3e Zeiehen Beziehung 

Kubikkilometer ~ km3 1 km 3 = 100 m3 

0 

Kubikmeter m' 

1 
Kubikdezimeter dm3 1 d m3 = __ m3 = 10- 3 m3 

1000 

1 
Kubikzentimeter em3 1 cm' = __ dm3 = 10- 8 m3 

1000 

1 
Kubikmillimeter mm' 1 mm' = __ cm3 = 10- 9 m3 

1000 
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Wur(el 

Quader 

Ein WOrfel von der Kantenlange a kann durch Einheits
wOrfel geeigneter Kantenlange vollstandig ausgelegt wer
den, d. h. durch a Schichten mit jeweils a Stangen zu je 
a EinheitswOrfel. 
Die Oberflache eines WOrfels laBt sich in die Ebene ab
wickeln. 

v = 0 3 Aa = 6 0 2 

Ein Quader mit den Kantenlangen a, b und c kann durch 
EinheitswOrfel geeigneter Kantenlange vollstandig aus
gelegt werden, d. h. durch c Schichten mit jeweils b Stangen 
zu je a EinheitswOrfel. 
Die Oberflache eines Quaders laBt sich in die Ebene ab
wickeln. 
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Cavalierisches 
Prinzip 

288 

Sind von den drei Kanten 
eines Quaders zwei gleich 
groB. d. h .• sind zwei der 
einander kongruenten Be
grenzungsflachen Quadrate. 
so nennt man einen solchen 
Quader auch quadratische 
Saule. 

Liegen Korper zwischen zwei parallelen Ebenen und erzeugen 
alle zur gemeinsamen Grundebene dieser Korper parallel 
verlaufende Schnitte in gleichen Hohen flCichengleiche 
Schnittfiguren, so sind diese Korper volumengleich. 

Korper 1 I Korper2 I Ko"rper3 

Ehana1 As, . A6z . A6a 
Ebene Z As. - As! - ASJ 

hl . hz - h3 

Bemerkungen: 
1) Dieser Satz wurde erstmals von dem italienischen Mathe
mati ker Bonaventura Cavalier; (1598 -1647) ausgesprochen. 
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Prismen 

Kreiszyllnder 

19 [001807] 

2) Dos Cavalierische Prinzip konn zur Bestimmung des Volu· 
mens beliebiger Korper verwendet werden (Bild Seite 288). 

FUr. die Volumenberechnung geroder Prismen gilt die For
mel fUr den Quoder, der Z1J den Prismen gehort. Die Be
rechnung schiefer Prismen wird unter Benutzung des Cava
lierischen Prinzips ouf die Berechnung des jeweils entspre
chenden geroden Prismos zurUckgefUhrt. 
Die Oberflache jedes Prismos laBt sich in die Ebene ob
wicketn. 

Die Berechnung des Volumens jedes Kreiszylinders laBt sich 
ouf Grund des Cavalierischen Prinzips nach der Formel fUr 
dos Volumen eines Prismos durchfUhren. Die Oberflache 
jedes Kreiszylinders taBt sich in die Ebene obwickeln. 

6erader und schief8rKreiszylinder Netz 

A.., 
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Pyramiden 
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Bemerkungen: 
1) Bei Anwendung des Cavafierischen Prinzips kommt es 
nur auf den Nachweis der Gleichheit der Hohen und der 
Gleichheit der Flacheninhalte der durch parallele Schnitte 
entstehenden Figuren an, also nicht auf die Gestalt der 
Flachen. Der Kreiszylinder kann als spezielles Prisma an
gesehen werden, das als Grundfliiche einen Kreis hat, also 
AG = n r2. 

:re 
V = AG . h = :re r2 h = --- d2 h 

4 

Ao = 2 AG + AM = 2:re r (r + h) = :r d (d + 2 h) 
2 

2) Die Formel fOr die Berechnung der Oberflache gilt nur 
fOr gerade Kreiszylinder, da der Mantel eines schiefen Kreis
zylinders eine Flache ergibt, die si ch nicht mit elementaren 
Mitteln berechnen laBt. 

Die Berechnung jeder Pyramide wird auf folgende Weise 
auf die Berechnung des jeweils entsprechenden Prismas 
zu rOckgefU h rt: 
I) Auf Grund des Cavalierischen Prinzips existiert fOr jedes 
beliebige Prism a ein volumeng/eiches gerades, regelmaBiges, 
dreiseitiges Prisma, das eine flachengleiche Grundfliiche und 
gleiche Hohe besitzt. 
11) Jedes dreiseitige Prism a laBt sich durch geeignete Schnitte 
in drei vofumengfeiche Pyramiden zerlegen. Die Oberfliiche 
jeder Pyramide laBt sich in die Ebene abwickeln (Bild 
Seite 291). 
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Pyramidenstump( 

19* 

C' 

A 

~V_= __ -~_A_G_'_h __________ ~_AO __ =_A_G_+_A_M __________ ~1 ~ 

Die Berechnung des Volumens eines Pyromidenstumpfes 
wird ouf die Berechnung einer Pyromide zurOckgefOhrt. 
Jeder Pyromidenstumpf laBt si ch durch eine entsprechende 
Ergonzungspyramide zu einer Pyromide erganzen. 
Die Oberflache jedes Pyromidenstumpfes laBt sich in die 
Ebene obwickeln (Bild Seite 292). 
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Kreiskegel 
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Die Berechnung des Volumens jedes Kreiskegels laBt sich 
ouf Grund des Cavalierischen Prinzips noch der Formel fUr 
dos Volumen einer Pyromide durchfUhren. 
Die Oberflache jedes Kreiskegels laBt sich in die Ebene ob· 
wickeln. 

N6tZ 
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Kreiskegelstumpf 

1 1 1 
V ~ AG . h -' - ~ r~ h = - ~ d~ h 

3 3 12 
:l 

Aa = AG + AM = :t r (5 + r) = "4 d (2 5 -1- d) 

s s 

Esgilt: Ai < AG < Aa 

Bemerkung: 
Die Formel fOr die Berechnung der Oberflache gilt nur 
fOr gerade Kreiskegel. da der Mantel eines schiefen Kreis
kegels eine Flache ergibt. die sich nicht mit elementaren 
Mitteln berechnen laBt. 

Die Berechnung des Volumens eines Kreiskegelstumpfes 
wird auf die Berechnung eines Kreiskegels zurOckgefOhrt. 
Jeder Kreiskegelstumpf laBt sich durch einen entsprechen
den Erganzungskegel zu einem Kreiskegel erganzen. 
Die Oberflache jedes Kreiskegelstumpfes ICiBt sich in die 
Ebene abwickeln. 

~ ~ 

V cC~3 h (r/·! r1 r~ -:- (22) .. 12 h (d12 + d1 d2 + d/) 

Aa -- AG AD: AM 

~ [r,2 . r/· 5 (r, rJ].; [d~ f- d~ : 25 (d, -; dJ] 

Bemerkung: 
Die Formel fOr die Berechnung der OberflCiche gilt nur fUr 
gerade KreiskegelstOmpfe. do der Mantel eines schiefen 
Kreiskegelstumpfes eine Fli:.iche ergibt. die sich nicht mit 
elementaren Mitteln berechnen ICiBt (Bild Seite 294). 
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Kugel 
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I(fJgefsfumpf 

Die Berechnung des Volumens einer Kugel wird auf die 
Berechnung der Volumina eines entsprechenden Kreis
zylinders und Kreiskegels zurOckgefOhrt; denn mit dem 
Cava/ierischen Prinzip kann bewiesen werden, daB das 
Volumen einer Halbkugel gleich ist dem Volumen eines 
Kreiszylinders verringert um das Volumen eines Kreis
kegels. Die Oberflache einer Kugel laBt sich nicht in die 
Ebene abwickeln. 

4 n 
V = -~nr3 =- d3 

3 6 
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Kugeltelle 
KugelabschniH(-segmente) 
Kugelkappe 

h 

9~h 
R2= r2_h2 

A6) =A G2 =J(r 2 

As) = J[ r2_J(g2 

=J((r 2 -h 2) 

AS2 =J( R2 

=J((r 2-h 2) 

As) = AS2 

Bemerkung,' Im Gegensatz zu der Formel fOr das Volumen 
einer Kugel. die mit Hilfe des Cavalierischen Prinzips herge
leitet wird. kann die Formel fOr die Kugeloberfloche mit 
elementaren Mitteln nicht bewiesen werden. 

1 
VPyr - aAG ·h 

h-" 
v,.,uge, '" ; r (AG) + AG2 + ... + A6n~ 

Ao;uget 

j Jrr 3·trAo 

Ao· 4-Kr z 

Die Berechnung des Volumens jedes Kugelabschnitts (Kugel
segments) wird auf die Berechnung des Volumens eines 
entsprechenden Kreiszylinders und Kreiskegelstumpfes zu
rOckgefOhrt; mit Hilfe des Cavalierischen Prinzips kann 
bewiesen werden. daB das Volumen eines Kugelabschnitts 
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Kug8/abschniff Kug81kappe 

gleich ist dem Volumen eines Kreiszylinders verringert um 
das Volumen eines Kreiskegelstumpfes. 
VAbschnill = VZylinder - VKegelstumpf 

v = rr r2 h - i h [r2 + r (r - h) + (r - h)2] 

v = .!:....h~ (3-, - h) = "'::h2 (3 d - 2 h) 
3 6 

AM = 2 n r h = n dh (Kugelkappe) 

Bemerkung: Die Formel fUr die Berechnung des Inhalts der 
Oberflache einer Kugelkappe ist gleich der fUr den Mantel 
eines Kreiszylinders. Das bedeutet: Die Kugelkappe ist 
flachengleich dem Mantel des Kreiszylinders. der die gleiche 
Hohe hat wie die Kugelkappe und der zugehorigen Kugel 
umbeschrieben ist. 



14. FLACHEN- UN D RAUMIN HAL TSBERECHNU NG 

Kugelschicht 

Kugelzone 

Dos Volumen einer Kugelschicht ergibt sich als Differenz 
aus dem Volumen zweier Kugelabschnitte. 
h2 - hI = h 
V Abschnill 11 - V Abschnill I = V 

Kugelschicht Kuge/zone 

Entsprechend ergibt sich der Flocheninhalt einer Kugelzone 
als Differenz aus zwei Kugelkoppen. 

le 
V = -6 h (3 !!l2 + 3 (}22 + h2) 

AM = 2 le r h = le dh (Kugelzone) 

Kugelausschnitt (-sektor) Die Berechnung des Volumens eines Kugelausschnitts er
folgt durch Addition der Volumina eines Kugelabschn itts 
und des entsprechenden Kreiskegels. 
Entsprechend ist der Oberflocheninhalt eines Kugelaus
schnitts die Summe der Oberflochen der zugehorigen Kugel
kappe und eines Kegelmantels (Bild Seite 298). 
VAusschnilt = VAbschnilt + VKegel 

1l 1l 
V = 3" h2 (3 r - h) + 3' Q2 (r -- h) 

Q2 = h (2 r - h) 
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Kuge/ausschnitt 
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15. DARSTELLENDE GEOMETRIE 

Aufgaben 

Grundprinzip 

Projizieren 

Projektionsstrahlen 

Projektlonsarten 

Die darstellende Geometrie hat die Aufgabe. raumliche Ge
bilde (die Originate) hinsichtlich ihrer zeichnerischen Dar
stellung zu untersuchen und Verfahren fOr die Konstruktion 
ihrer Bi/der (ouch Risse) auf der Zeichenflache zu entwik
keln. 

Grundprinzip der darstellenden Geometrie ist die Abbitdung 
(Zuordnung) von Punkten des Raumes (dreidimensional) auf 
Punkte der Zeichenebene (zweidimensional) durch Proji
zieren . 

.. Projizieren" heiBt dos Abbildungsverfahren. bei dem man 
sich dos Bild des Originals als Schattenwurf durch Licht
strahlen entsfanden denkt. Die in der darstellenden Geo
metrie angenommenen Lichtstrahlen nennt man Projek
tionsstrahlen. 

Je nach der Lage der Projektionsstrahlen zueinander und 
zur Projektionstafel unterscheidet man: 
1. Parallel projekfion (/ 203) 
a) senkrechte (orthogonale) Parallelprojektion 
b) Schrage Parallelprojektion (Schragbild) 
2. Zentrol projektion 

Paralfelprojektion Zentrafprojektian 
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AlIgemeine einfache 
Lage 

Tiefenstrecken 
(-geraden. -flachen) 

Frontstrecken 
(-geraden. -flachen) 

Parallelprojektion 
V 203) 

Satze 

300 

Je nach der Lage des Originals zur Projektions(RiB-)tafel 
unterscheidet man zwischen allgemeiner Lage und ein
facher Lage. 

AI/gameine Lage 

Kanten und 
ebene ffiichen 
in beliebiger 
Lage zur RiBfafB/ 

finfache Lage 

l10glichst vie!e 
Kanten und 
ebe(IB fllichen 
paralleloder 
senkrcchf zur 
RiBtafel 

Strecken (Geraden. Flachen). die senkrecht zu einer Pro
jektionstafel verlaufen. nennf man Tiefenstrecken (-geraden. 
-flachen). 

Strecken (Geraden. Flachen). die parallel zu einer Projek
tionstafel verlaufen. nennt man Frontstrecken (-geraden. 
-flachen). 
Bemerkung: In bezug auf Frontstrecken spricht man auch 
von Strecken in Front/age. 

Tiefenstrecken frontstrecken, (-fllichen) 

FOr die Parallelprojektion (senkrecht und schrag) gelten 
allgemein folgende SCitze: 

.. Jedem Punkt als Original wird eindeutig ein Punkt als Bild 
zugeordnet. 

Bemerkung: Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht; denn 
jedem Bildpunkt kbnnen alle Punkte des jeweiligen Pro
jektionsstrahls als Original zugeordnet werden. 
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~ Jeder Geraden als Original wird je nach ihrer Lage zu den 
Projektionsstrahlen entweder ein Punkt oder eine Gerade 
als Bild zugeordnet. 

liegt die Originalgerade parallel zu den Projektionsstrah
len. so hat sie als Bild einen Punkt. sonst eine Gerade. 

~ Jeder Strecke als Original wird je nach ihrer Lage zu den 
Projektionsstrahlen entweder ein Punkt oder eine Strecke 
als Bild zugeordnet. 

liegt die Originalstrecke parallel zu den Projektionsstrah
len. so hat sie als Bild einen Punkt; sonst eine Strecke. 

~ Parallelen Geraden als Originale werden je nach ihrer Lage 
zu den Projektionsstrahlen zwei Punkte, eine einzlge Gerade 
oder parallele Geraden als Bild zugeordnet. 

liegen die Originale parallel zu den Projektionsstrahlen. 
so haben sie zwei Punkte als Bilder; sonst eine einzige 
Gerade oder parallele Geraden. je nachdem. ob die durch 
die Originale aufgespannte Ebene parallel zu den Projek
tionsstrahlen liegt oder nicht. 

~ Jeder ebenen Figur als Original wird je nach ihrer Lage zu 
den Projektionsstrahlen eine Strecke oder eine ebene Flgur 
als Bild zugeordnet. 

Senkrechte 
Paralielprojektion 
Konslruklionsverfahren 

liegt die Ebene des Originals parallel zu den Projektions-
strahlen. so hat die ebene Figur als Bild eine Strecke. sonst I!II. 
eine ebene Figur. IiII 
Jedem Korper als Original wird eine ebene Figur als BlId 
zugeordnet. 

Die Projektionsstrahlen verlaufen senkrecht zur Projek
tionstafel. Bei der senkrechten Parallelprojektion wird 
jedem Raumpunkt P (Original) ein Bildpunkt P' in der Pro
jektionstafel T zugeordnet, indem man von P aus das Lot 
auf die Ebene T fallt. Der FuBpunkt des Lotes ist der Bild
punkt P . 
Bemerkung: Die Projektionstafei wird stets als unbegrenzte 
Ebene angenommen. Lediglich in Abbildungen wird zur 
Verdeutlichung jeweils ein Teil der Ebene hervorgehoben. 
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Eintafelprojektion 

GrundriB 

AufriB 

302 

Nach der Anzahl der verwendeten Projektionstafeln unter
scheidet man: 
Eintafelprojektion - GrundriB 
Zweitafelprojektion - Grund- und AufriB 
Dreitafelprojektion ~ Grund-, Auf- und KreuzriB 

Dabei erfolgt die zeichnerische Darstellung durch senk
rechte Parallelprojektion auf eine Projektionstafel. 

Wird die Projektionstafel waagerecht (horizontal) ange
nom men, so nennt man das durch senkrechte Parallel pro
jektion erhaltene Bild den GrundriB des Originals. Die 
waagerecht angenommene Projektionstafel nennt man 
GrundriBtafel, meist mit TI bezeichnet. 
Den GrundriB eines Originals bezeichnet man mit einem 
Strich am Symbol des Originals (P', g'; GrundriB des 
Punktes P bzw. der Geraden g). 

Grundrifl GrundriB 6rundrifl 
8ines Punldes einer 8eraden eincs Wurfe/s 

H 6 
p Pz E< f 

V I o -- / C f / 

A 8 

/ !P' / / l-Y ~ V ~fY AF V' 4/ 

.p' 

~ 
U,[j6' 

g' 1 A~E' B;r 

Wird die Projektionstafel senkrecht (vertikal) angenommen, 
so nennt man das durch senkrechte Parallelprojektion 
erhaltene Bild den AufriB des Originals. 
Die senkrecht angenommene Projektionstafel nennt man 
AufriBtafel, meist mit T2 bezeichnet. 
Den AufriB eines Originals bezeichnet man mit zwei Stri
chen am Symbol des Originals (P", g": AufriB des Punktes 
P bzw. der Geraden g). 
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GrundriB 
und HohenmaBslab 

GrundriB mit 
Hohenzahlen (Kolen) 

AufrifJ AufrifJ AufriB 
ein8s PUl1kfes einer Geraden eines Wiirfcls 

p 

Da der Grundri13 eines Originals die rdumliche Lage der 
Punkte des Originals nicht eindeutig bestimmt. fOgt man 
dem Grundri13 einen HohenmaBstab oder Hohenzahlen 
(Koten) hinzu. 

Der HohenmaBstab ist eine senkrecht neben dem zuge
horigen Grundri13 gezeichnete Ma13linie. auf der durch ent
sprechende Strecken die Hohen der Originale Ober der 
GrundriBtafel angegeben werden. Den Punkten der Grund
ri13tafel wird die Hohe 0 zugeordnet. 

Hohenzahlen (Koten) sind Zahlen. die den jeweiligen 
Grundrissen der Originalpunkte in einer festzulegenden 
Einheit in Klammern beigefOgt werden. Sie geben den Ab
stand der Originalpunkte von der Grundri13tafel an. 
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Zwei- und Dreitafel
projektlon 

Zweitafelprojektion 

304 

Bemerkung: Es ist Oblich. Originalpunkte. die mit ihrem 
GrundriB zusammenfallen. also in der GrundriBtafelliegen. 
nicht mit einem Strich zu versehen. 

Weder der GrundriB allein noch der GrundriB mit Hohen
maBstab bzw. mit Hohenzahlen bestimmt in jedem Fall die 
Gestalt eines raumlichen Gebildes (eines Korpers als Origi
nal) eindeutig. Dos folgende Bild zeigt die Darstellung eines 
Korpers als GrundriB mit Hohenzahlen bzw. mit HohenmaB
stab. Dieser Darstellung wOrden zum Beispiel beide Korper 
im unteren Bild genOgen. Um Eindeutigkeit herbeizufOhren. 
werden weitere Risse hinzugefOgt. 

D c ~D~ ____________________________ ~C f,f, 
6,H 

A 8 
MaBangabfm inmm 

A 8 

o s s 

B B 

Bei der Zweifafelprojekfion erfolgt die zeichnerische 
Darstellung durch senkrechte Parallelprojektion auf zwei 
Projektionstafeln. die Grund- und AufriBtafel. die senkrecht 
zueinander angenommen werden. 
Die Schnittgerade von Grund- und AufriBtafel nennt man 
RiBachse. auch Projekfionsachse. 
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20 (001807] 

Die Verbindungsgerade von Grund- und AufriB eines jeden 
Punktes, die senkrecht zur RiBachse verlauft heiBt Ord
nungslinie. 

6rundriB- und AufriBebene 

Haupteigenschaftder Zweitafelprojektion: Grund- und AufriB 
eines Punktes liegen auf einer Senkrechten zur RiBachse (auf 
einer Ordnungslinie). 

Liegen ein GrundriBpunkt und ein AufriBpunkt nicht auf 
derselben Senkrechten zur RiBachse. so gehoren sie als 
Bilder nicht dem gleichen Originalpunkt an. 

Der Abstand des Grundrisses P' von der RiBachse gibt den 
Abstand des Punktes P von der AufriBtafel T, an. 

Der Abstand des Aufrisses P" von der RiBachse gibt den 
Abstand des Punktes P von der GrundriBtafel Tl an. 

Z weffafel projek lion 

eines Punkfes einer 66raden eines (}uaders 

tr E~H' F76' 

p~ g 
":lP' .~ A: 0- ~·C' 

~~ 
D;H' C:G' 

< pI 

p.' , 
A'[' 8;F' 
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Dreitofelprojektion 

KreuzriB 

306 

Da die Zweitafelprojektion nicht in alien Fallen die not
wendige Klarheit Ober die Gestalt eines raumlichen Ge
bildes vermittelt, bedient man sich oft der Dreitafelprojek
tion. Dabei wird die Zweitafelprojektion durch eine dritte 
senkrechte Parallelprojektion, auf die KreuzriBtafel, er
ganzt. 

Die KreuzriBtafel ist eine Projektionstafel, die senkrecht 
zur Grund- und AufriBtafel steht; Grund-, Aufril3- und 
Kreuzril3tafel bilden zusammen eine rechtwinklige roum
liche Ecke. 

Das durch senkrechte Parallelprojektion auf die Kreuzril3-
tafel erhaltene Bild nennt man den Kreuzril3 des Originals. 
Den Kreuzril3 eines Originals bezeichnet man mit drei 
Strichen am Symbol des Originals (P''', g''': Kreuzril3 des 
Punktes P bzw. der Geraden g). 
Der Kreuzril3 P'" ist mit den dazugehorigen Grund- und 
Aufrissen P' bzw. P" auch durch Ordnungslinien verbun-
den. ' 
Bemerkung: Die Ordnungslinie, die den Grundril3 P' mit 
dem Kreuzril3 P'" verbindet, ist durch einen Viertelkreis
bogen um den Schnittpunkt der zwei Ril3achsen unter
brochen. 
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Schrage 
Parallelprojektion 

SchrogriB (Schrogbild) 

Kavalierperspektive 

20* 

... Der KreuzriB eines jeden Originalpunktes ist dem Grund
und AufriB desselben Originalpunktes eindeutig zugeordnet. 

... Wenn zwei Risse eines Originalpunktes gegeben sind, so laBt 
si ch der dritte RiB stets aus den beiden gegebenen Rissen 
konstruieren. 

• 

Bei der schrdgen Parallelprojektion verlaufen die Projek
tionsstrahlen nicht senkrecht zur Projektionstafel. Das ab
zubildende Original wird dabei als vor der Projektions
tafel befindlich angenommen. 

Das durch schrdge Parallelprojektion erhaltene Bild nennt 
man den SchrogriB (auch Schrdgbild) des Originals. 
Den SchrdgriB eines Originals bezeichnet man im allge
meinen mit denselben Symbolen, mit den en auch sein Origi
nal bezeichnet ist, sonst Wgt man diesen Symbolen einen 
Strich hinzu. 
Ein SchrdgriB eines Originals ist durch seinen Verzerrungs
winkel ex und durch das VerkUrzungsverholtnis q, in 
dem die Tiefenstrecken gegenOber den Frontstrecken im 
Bild erscheinen, bestimmt . 

Quadep: a r 25rom, b- 4IJm:n, c = 20mm 

er • 60~ q 1 ' 

iiefen- E 
E 

I 
sfrecke 

I 
I DL ___ 

DJ------- / 
/ 

/ / 
/ / 

I / 
I / 

/ 

A A 8 
fronffliiche I(avalierperspekfive 

Die Kavalierperspektive ist eine spezielle schrdge Parallel
projektion mit dem 
Verzerrungswinkel ex = 45° und dem 
VerkOrzungsverhdltnis q = 1 : 2. 
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Konstruktionsverfahren 

Der Kreis 
in Kavalierperspektive 
(Die Ellipse als Bild 
eines Kreises) 

308 

Bei der schragen Parallelprojektion wird jedem Raumpunkt 
P (Origi-nal) ein Bildpunkt P' zugeordnet, indem man je 
nach dem vorgegebenen Verzerrungswinkel eX und dem 
VerkOrzungsverhaltnis q 
a) die Bilder aller Tiefengeraden um den Verzerrungs
winkel eX gegen die Horizontale der Zeichenebene (gleich 
Projektionstafel) neigt und 
b) die Lange aller Tiefenstrecken nach dem VerkOrzungs
verhaltnis q verandert. 
Die Konstruktion von Schragrissen erfolgt also mit Hilfe 
von Front- und Tiefenstrecken. Falls das abzubildende 
geometrische Gebilde keine Front- bzw. Tiefenstrecken hat, 
mOssen Hilfslinien in Front- bzw. Tiefenlage eingezeichnet 
werden. 
Bemerkungen: 1) Es ist bei schrager Parallelprojektion allge
mein Oblich, die Projektionstafel vertikal anzunehmen; 
Frontstrecken (-geraden, -flachen) werden deshalb wie beim 
AufriB kongruent abgebildet. 2) q und 0. werden meist so 
gewahlt, daB sich die Schragrisse leicht konstruieren lassen, 
aus ihnen leicht MaBe entnommen werden konnen und die 
Schragrisse moglichst anschaulich sind. 
Ein Kreis enthdlt weder Front- noch Tiefenstrecken. 

Zur Abbildung eines Kreises in Kavalierperspektive benutzt 
man deshalb als Hilfslinien einen Durchmesser als eine 
Frontstrecke und zu diesem Durchmcsser senkrechte Sehnen 
als Tiefenstrecken. 

Bemerkungen: 1) Der als Frontstrecke dienende Durch
messer ist gleichmdBig zu unterteilen, so daB die als 
Tiefenstrecken dienenden Sehnen gleiche Abstdnde haben. 
2) Die groBe Achse der Ellipse, die der Kreis in Kavalier
perspektive als Bild besitzt, ist um einen Winkel von etwa r 
entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn gegen den waage
rechten Durchmesser des Kreises gedreht. 
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Zentrolprojektion 

Wahre GroBe einer 
Strecke (ebenen Floche) 

Verfahren zur Bestim
mung der wahren GroBe 

Bei der Zentralprojektion (Zentralperspektive) verlaufen 
die Projektionsstrahlen nicht parallel zueinander und treffen 
im allgemeinen nicht senkrecht auf die Projektionstafel. 
Das Projektionszentrum P (der gemeinsame Ausgangspunkt 
aller Projektionsstrahlen) befindet sich in endlicher Ent
fernung von der Projektionstafel (im Gegensafz zur Parallel
projektion, wo man den Ausgangspunkt in unendlich 
groBem Abstand von der Projekfionstafel angenommen 
hat.) (/' Bild Seife 299). 
Bei der Zentralprojektion ist auf die vom Projektionszen
trum P durch die Punkte eines in Frontlage befindlichen 
Originals verlaufenden Projektionsstrahlen der Strahlen
satz anwendbar. 
Es gilt: 'RB' : -AB = B'C : BC = CD' : CD = ... 

Bei der Zentrolprojektlon 1st dos Blld elner in Frontlage 
befindlichen ebenen Figur (Original) elne zum Original 
Cihnliche Figur. (/'271 f) 

Befindet sich ein Original (Strecke, ebene Figur) in ein
facher Lage, Frontlage zur Projektionstafel, so wird es auf 
diese Tafel in wahrer GroBe abgebildet. Befindet sich ein 
Original in allgemeiner Lage zur Projektionstafel, so 
wird es auf diese Tafel nicht in wahrer GroBe abgebildet. 

Die wahre GroBe eines Originals in allgemeiner Lage kann 
durch folgende Verfahren besfimmt werden: 
1) Umklappung 2) Drehung. 
Ziel beider Verfahren ist es, das Original in einfache Lage, 
Frontlage zu einer Projektionstafel zu bringen, in der es 
dann in wahrer GroBe abgebildet werden kann. 
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Spurpunkt 
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Die durch Umklappen oder Drehen erhaltenen Bilder be
zei~hnet man mit dem Index ,,0" am Symbol des jeweiligen 
Originals (Po; so: Umklappung bzw. Drehung des Punktes 
P bzw. der Strecke s in die Projektionstafel). 

Wahre 6rfiRe einer Sfrecke AB ~S 

durch Umklappen durch Drehen 

li B" 

Wahre 6rfiRe cines Drelecks ABO 

durch Umklappcn durch Drehen 

c c· 

Jede Gerade in allgemeiner Lage zur Projektionstafel 
durchstoBt die Projektionstafel in einem Punkt. Einen sol
chen "DurchstoBpunkt" nennt man Spurpunkt (bezeichnet 
mit ,,5"). Liegt der Spurpunkt in der GrundriBtafel . so 
nennt man ihn GrundriBspurpunkt (entsprechend AufriB
bzw. KreuzriBspurpunkt). 
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Spurgerade (Spur) 

Fallinie 

Neigungswinkel einer 
Geraden (Strecke) 

Neigungswinkel einer 
Ebene (Floche) 

Jede Ebene (Flache) in allgemeiner Lage zur Projektions
tafel durchstoBt die Projektionstafel in einer Geraden (einer 
Strecke). Ei ne solche "Du rchstoBgerade" (-strecke) nennt 
man Spurgerade oder kurz Spur (bezeichnet mit s). 
Liegt die Spurgerade (Spur) in der Grund.riBtafel, so nennt 
man sie GrundriBspur (entsprechend AufriB- bzw. KreuzriB
spur). 

Eine Gerade einer Ebene (in allgemeiner Lage zur Pro
jektionstafel), die senkrecht auf der Spurgeraden dieser 
Ebene steht, nennt man Fallinie (bezeichnet mit I). Die Fall
linie 1 einer Ebene konstruiert man, indem man von einem 
Punkt P der Fallinie das Lot auf die Spurgerade dieser 
Ebene fallt. 

Jede Gerade in allgemeiner Lage zu einer Projektionstafel 
durchstoBt diese Projektionstafel unter einem bestimmten 
Winkel. Diesen Winkel nennt man Neigungswinkel 
(meist mit ex bezeichnet) dieser Geraden. Man spricht auch 
vom Neigungswinkel einer Strecke in allgemeiner Lage. 
Der Neigungswinkel einer Geraden 9 kann konstruiert 
werden, wenn man 
1) den Spurpunkt S der Geraden 9 und den Grund- und 
AufriB eines Punktes P dieser Geraden kennt; 
2) den GrundriB g' der Geraden 9 und den HohenmaBstab 
zweier Punkte P dieser Geraden kennt. 

Als Neigungswinkel ex einer Ebene bezeichnet man den 
Winkel, den eine Fallinie dieser Ebene mit ihrem Bild in der 
jeweiligen Projektionstafel einschlieBt. 

Der Neigungswinkel ex einer Ebene kann konstruiert wer
den, wenn man 
1) den Spurpunkt S der Fallinie 1 und den Grund- und 
AufriB eines Punktes P der Fallinie kennt, 

311 



15. DARSTELLE N DE G EOMETRI E 

SlUfzdreieck 

Umklappung 
einer Sfrecke 
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2) den GrundriB J' der Fallinie und den HohenmaBstab 
eines Punktes P der Fallinie kennt. 

Als StUtzdreieck einer Ebene (Geraden. Strecke) bezeich
net man das rechtwinklige Dreieck. das aus folgenden 
StOcken gebildet wird: 
1) Hypotenuse: 
Abstand eines Punktes P einer Fallinie von deren Spur
punkt S; PS. 
2) Katheten: 
a) Abstand der Projektion P' des Punktes P der Follinie 
von S; P'S. 
b) Abstand des Punktes P der Fallinie von P' in der Projek
tionstafel. 
Das StOtzdreieck einer Ebene (Geraden) liegt stets senk
recht zur jeweiligen Projektionstafel. 

Sfiifzdreieck einer 6eraden Sfiifzdreieck einer ehenen figllr 

s 

Bemerkung: Dos StOtzdreieck dient zur Bestimmung des 
Neigungswinkels und der wahren GroBe von ebenen Figu
ren in allgemeiner Lage. 

Befindet sich die Strecke AB = s in allgemeiner Loge zur 
Projektionstafel T. so erhalt mon ihre wohre GroBe durch 
Umklappen auffolgende Weise: 
1) Von den Punkten A und B fallt mon die Lote ouf die 
Tafel; man erhalt dos Trapez AA'B'B. das senkrecht zur 
Projektionstafel steht; dabei ist A'B' = s'. 
2) In der Projektionstafel T errichtet man in A' und B' 
Senkrechten zu s'. auf denen die Abstande von A bzw. B von 
T abgetragen werden; man erhalt die Punkte Ao und Bo• 
3) Verbindet man nun die Punkte Ao und Bo. so erhalt man 
die Strecke AoBo = so. dos Bild der Strecke s in wahrer 
GroBe: So = s. 
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Umklappung 
einer Geraden 

Umklappung 
einer ebenen Figur 

B 

8' 

L..:---- Bo 

Befindet sich eine Gerade g in allgemeiner Lage zur Pro
jektionstafel T, so wird g in die Tafel T umgeklappt, indem 
man einen Punkt P von g in die Tafel klappt und den erhal
tenen Punkt Po mit dem Spurpunkt s von g verbindet. 
V Neigungswinkel einer Geraden 311). 

Befindet sich eine ebene Figur in allgemeiner Lage zur 
Projektionstafel, so erhalt man ihre wahre GroBe, indem 
man 

S" ___ -_ 

lSfJI 

hso 

C' 

/ 
/ 
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Drehung einer Slrecke 
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1) die Figur selbst oder 
2) das StUtzdreieck der Figur 
in die Projektionstafel klappt (Bild Seite 313). 

Befindet sich eine Strecke AB = s in allgemeiner Lage, so 
erhCilt man ihre wahre GroBe, indem man z. B. ihren 
GrundriB s' urn A' in Frontlage zur AufriBtafel dreht. Der 
AufriB s" stellt dann die wahre GroBe der Strecke AB = s 
dar, So = s". 

8" 8, 
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