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Vorwort zur 2. Auflage

Die Mathematik, kurz und biindig, 2. Teil, enthilt die analytische Geometrie, Diffe-
rentialrechnung und Integralrechnung und bildet die Fortsetzung des im Mathematik-
Skelett dargestellten mathematischen Lehrstoffs. Doch ist die Darstellung in sich
geschlossen und unabhingig vom Mathematik-Skelett.

Zur leichteren Finprigung des Stoffes sind neben den kurzen, zum Lernen beson-
ders geeigneten Texten optische Hilfsmittel mit verwandt. So ist dem akustischen
wie dem visuellen Gedichtnis in gleicher Weise Rechnung getragen.
Die Uebersicht der einzelnen Kapitel wird durch folgende optische Mittel erleichtert:
1. blauer Ueberdruck hat Bezug auf den in diesem Kapitel behandelten Stoff;
er erspart das Nachschlagen in einem Inhaltsverzeichnis;
2. rote Umrandung bedeutet die Hervorhebung von Sitzen und Regeln;
3. schwarze Figuren (mit blauen und roten Hilfslinien) dienen zur Ver-
anschaulichung und Erliduterung der Sitze;

4. in den Beispielen ist, wo angingig, zur Erleichterung der Uebersicht der Beginn
der Aufgabe oberhalb durch einen blauen Strich und die Lésung durch einen
roten Strich gekennzeichnet.

Ueber die im Texte vorkommenden mathematischen Abkiirzungen gibt die folgende
Tabelle Aufschlufl:

= gleich X Winkel % dy nach dx
=~ annihernd gleich A Dreieck (1. Differentialquot.)
= identisch gleich Goder g Gerade ¥ 1. Ableitang det
> grofler als m  Richtungsfaktor L °
< kleiner als einer Geraden Funktion y=f(x)
> kongruent f(x} Funktion von x lntegra]
~ ahnlich lim limes (Grenzwert) , Bestimmtes
oo unendlich lg Logarithmus zur f Integral zw. den
| Basis 10 ¢ Grenzen aund b
|| parallel ; cirlicher L

n natiirlicher Log.
4 senkrecht (Basis e = 2,7183)

Die Darstellung der analytischen Geometrie bezieht sich auf ein rechtwinkliges
Koordinatensystem, die Abzissenachse wird als x-Achse, die Ordinatenachse als
y-Achse bezeichnet. Die Mittelpunktskoordinaten sind fiir Kreis, Ellipse und Hyperbel
einheitlich mit x und v bezeichnet, um Verwechslungen mit den Koeffizienten a, b, c
der allgemeinen Gleichung der Geraden zu vermeiden.

In der Differentialrechnung ist die Untersuchung algebraischer und geometri-
scher Maxima und Minima besonders ausfiihrlich behandelt worden. Die Behandlung
der Reihen mit Hilfe der Differentialrechnung ist dagegen dem 4. Teil vorbehalten
worden.

Die Integralrechnung beschriankt sich auf Ableitung und Einiibung der wichtigsten
Integralformeln. Als Anwendung erfolgt die Berechnung von Kurvenbégen, Flichen
und von Rauminhalten von Rotationskdrpern.

Allgemein ist zur Eintibung jeder Formel eine Anzahl von Beispielen vollstindig
durchgerechnet. 3
Der Verlag.
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Analytische Geometrie.

Der Punkt.
Ay
Z. Juadrant I Quadront
g P —
w2 Po
+
XI - , + I
% A
<-—»--~«-~~--m-~~-op{+.r,,
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yl

Im rechtwinkligen Koordinatensystem heiBit XX’ Abszissenachse
oder X-Achse, YY'Ordinatenachse oder Y-Achse, O ist der
Koordinatenanfangspunkt, Ursprung oder Nullpunkt (s. Sk. S.21).
Die mit Vorzeichen versehenen senkrechten Abstinde OA=x,
und AP,=y, sind die Koordinaten des Punktes P,im I.Quadranten.

P,{Ix‘ mit negativer Abszisse und positiver Ordinate liegt im II. Quadranten.
P,{_;“ mit negativer Abszisse und negativer Ordinate liegt im III. Quadranten.

{ty mit positiver Abszisse und negativer Ordinate liegt im 1V. Quadranten.

Y Fiir 2 Punkte P, und P,
Qz{o auf der X-Achse ergibt

Ye
0 T 7 sich als deren Abstand
0’{!/7 /3(07 e’{ii X P,P,=x,—x,. Analog ist

J: die Strecke zwischen 2

P Punkten Q, und Q, auf
derY-Achse:Q,Q,=y,—y,
5




Abstand zweier Punkte.
l% Liegen 2 Punkte Pl{f}
1
und P, { ;’2 beliebig in
der Ebene,—so ergibtsich
A ihr Abstand P,P, nach
Pythagoras im rechtw.

. X AP,P,A:

R/

|
1
1
1
1
1
!
!
|
i
1
|
I
1

a4

}‘(z P1Pr_>‘:d:}/(x»z‘xl)g‘*‘(%_)ﬁ)g

Beispiel: Bestimme die Linge der Seiten des A ABC aus den Koordinaten der

J—1 14 {5_
Eeken 4{ 71 B{_6 cf?

AB=V (14 + 7 +(—6—1) = V44l - 49=y490= 7/10
E—(;‘:V(S—l4)”+(6+p)’ =y 81 F 144 =V225=15
AC=Y (54172 +06 —1)2 =V144-+ 25=V169=13

Teilung einer Strecke.

o o
- ©

A X 8 Y

Eine Strecke 4B kann durch einen Punkt X oder Y innen oder
auBen geteilt werden; X nennt man den inneren, Y den duBleren
Teilpunkt. » = AX: BX oder A = AY: BY heiBit das Abstands-
verhiltnis des Pu_ —er Punkte 4 u. B.
Fiir den inneren Teilpunkt X ist, da die Strecken 4X und BX
entgegengerichtet sind, A eine negative Zahl. Fiir den dufBleren
Teilpunkt Y ist, da AY und BY gleichgerichtet sind, % eine po-
sitive Zahl.

v 18

Va oV
\S %4




Nach dem Strahlensatz gilt: AP : BP = A,P, : B,P, (s. Sk. S.6).

K= ::i], analog A = XZZL; durch algebraische Umformung:

2 Y=Y
A (x—xy) = x—x5 Ax—hxy = x—x;; x (1—2) = x;,— A x,.

analog y — ¥1—*y.| Koordinaten des
: 1-% | Teilungspunktes.

_ X —hx

1

Dabei ist, wie erwihnt, zu beachten, daf A positiv, wenn P duflerer
Teilpunkt, daB » negativ, wenn P innerer Teilpunkt. Fiir den
Mittelpunkt M einer Strecke AB ist AM: BM = 1:1 und daher

== 14 i i e = (=Dx  x+
x = —1; in die Forinel eingesetzt: x = i) 2

x, +x +
v PRy = Y02 Mittelpunktskoordinaten.

Beispiel: Die Verbindungsstrecke zweier Punkte A{_il und B{:; soll iiber B

hinaus um sich selbst und iiber 4 hinaus so verlingert werden, daf8 sich die Ver-
lingerung zur urspriinglichen Strecke wie 3 : 2 verhilt. Man bestimme die Koordi-
naten der Endpunkte P und Q und die Koordinaten des Mittelpunktes M von PQ!

5

AP:BP = 2:1; A = 4 2 B():on—:s:a;)\:+73r
5
e 1 e D =1 s et i T 10
Mp ==y P{ 5 mg=r=r""% L O{—23
3
3 —5 - (—11)
— 11 —2-(=3) _ —9 3\
)'p:——‘l-:‘:———::) yQ= : =—23
2 ] ==
—11+ 10 1 5—23 0,5
‘ME Ty T Ty Ym T T 3 =—19 M{__g

VY

X,

{



Die Schwerlinien eines A schnelden sich im Verhiltnis 2:1
(siehe Sk. S.5). DS: CS = 1:2; ¥=~7 eingesetzt in die Formel
fiir die Koordinaten des TellungSPunktes

xl-}_-_x_,_(__) : xl-i-x,“i—xs
_ X txy
R & f: -- 3
x=x1+;ﬂ+x3; y=y1+3§+y, | Schwerpunktskoordinaten.

Beispiel: Die Koordinaten der Ecken eines A ABC sind A{ - i B { :lg C{_lg

Welche Koordinaten hat der Schwerpuakt?

_—5—13+3_ ) ___4-_—6—19___ }—5
=———"=—5; y= 5 =—4 S,
Fldche eines Dreieckes. i

Wie bei der Messung von Strecken und A
Winkeln legt man der Dreiecksfliche ein 4 B2 V)

Vorzeichen bei, und zwar bedeutet:

+ den Umlauf im Gegenuhrzeigersinn,
— den Umlauf im Uhrzeigersinn. _3
A C

Dreieck mit einer Ecke im Ursprung:

A OIS

1
F= -_i»(xﬂ'f“xa)’l) §




Unter Beachtung des Umlaufsinnes ist:
AP1P2P3 :A0P1PQ+A0PQP3+A0P3P1

APP,P,: |F :% [(xxy'a—xﬂh) o (x2y3 -—x3y9) + (%334 —x,yg)]

0 x
oder F =1 X1 Y1 X3 Yo | X3 Y3 =i xl )}:1
7 X2 Yo X3 V3 | 1 N1 ! xj y:

Beispiel: Berechne die Fliche folgender Dreiecke mit den Koordinaten:

1 4} Bl_3 <7} 2. a{} B{] c{§

Zul. F=5[9-4—(—2) —2)] =5 [36 — 4] =16 (F.E).
Das A wird im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen.
Zu 2. F = 3 [(—10 —1) +(—2 —15) + (— 3 + 4] = (—) 13,5 (F.E.).

Das A wird im Uhrzeigersinn durchlaufen.

Die Gerade.

Fiir die Lage einer Geraden ist von ausschlaggebender Bedeutung
der Winkel, den die Gerade mit_der +X-Achse bildet. Be-
zeichnet man diesen Winkel'mit o, so versteht man darunter
denjenigen <, um den man die +X-Achse im Gegenuhrzeiger-
sinn drehen muB, um sie mit der Geraden zur Deckung zu bringen.

/{\ ; i ;X

s
Ist eine Gerade durch 2 Punkte Pl{;l und Pgl;‘;? gegeben, so er-
1 J2
gibt sich aus der Figur: | tg « = Yam Vi _ oy
Xo — X1

Da mit dem <« die Richtung der Geraden festliegt, bezeichnet
man tg « auch als den Richtungsfaktor der Geraden und setzt

vielfach tga = m.



Beispiel: Welche Winkel bilden die Seiten des AABC mit der X-Achse?

4 —5 6
CR I i S

Fﬁr.ﬁgilt:tgu,zz——z{{z%:l o, = 45°
Fiir BC gilt: tg ay = _()Bjj)z - — ]—6i o, = 151° 23" 20"
Fiir AC gilt: tg o, = ‘;8_‘;7 = — 3'; a; = 97° 35 40"

Die Gleichung der Geraden.
Die moglichen Lagen einer Geraden gegen das Koordinatensystem
sind:
1. Die Gerade ist parallel zur X-Achse.

2. ,, - ’ ’s 55 Yo 5
3. ,» geht durch den Ursprung.
4. ,, ,, schneidet beide Achsen in 2 Punkten.
1. Moglichkeit: Fiir alle Punkte, welche
Y auf der Geraden || zur
X-Achse liegen, ist die
! T Ordinate = +a.
a 2 . .
i 1 i X y = + a ist daher die
t T : - Gleichungeiner
i-a’ i-a' zur X-Achse
parallelen
Geraden.
y = 0 ist die Gleichung
der X-Achse
2. Méglichkeit: selbst.
Yﬂ.w nnnnn N Analog ist
. b x=+b die Gleichun
i ) einer zur Y-
X Achse paralle-
i = len Geraden.
ER— x = 0 ist die Gleichung
-0 S—— der Y-Achse
r b selbst.

10



3. Moglichkeit:
yY /)7{_27

¥ <

4. Moglichkeit:

y——; = -&: =
s tga m,x1 tgo=m

Fiir irgendeinen Punkt
P oder P, auf einer Ge-
raden durch den Ur-
sprung hat das Verhilt-
nis von Ordinate zur
Abszisse stets den glei-
chen Wert.

y = mx | ist daher die

Gleichung einer Gera-
dendurchdenUrsprung.

y'=mx' Lt. Fig. ist x=x'
und y'::y'+t

y =y —t
y-—t:mx

y=mx-+t | ist daher

die Gleichung einer Ge-
raden mit gegebener
Richtung und gegebe-
nem Achsenabschnitt
auf der Y-Achse.

Y™y
x—x,

tg o= =m

y =y =m-(x—x;)

ist die Gleichung einer
Geraden, von der ein

Punkt und ihre Rich-
tung gegeben sind.

11



Da die Punkte 4. P und
B auf der Geraden lie-
gen, ist die Fliche des
p{l‘ A APB=0.
Y 0=3[sy—x-0+axt
= () »p o= 5¢]
sy txt=st/:st

V<

TN M
!.§‘+tflv1st die Glei-

Y Al

chung einer Geraden

mit gegebenen

Achsenabschnitten.
Aus der Ahn-
lichkeit von
Dreiecken (s.

Sk.S.6)folgt:

X—2X; Xo— X1

Dies ist die
Gleichung

einer Gera-
den, von der
2 Punkte ge-

<

geben sind.

Beispiel: Wie lauten die Gleichungen folgender Geraden?:

12

1.

Gerade I geht durch den Ursprung und bildet mit der X-Achse einen
Winkel, fiir den tg » = 7 ist.

o

. Gerade Il geht durch den Punkt P { _(), ihr Richtungsfaktor ist%'

3. Gerade 111 geht durch die Punkte 4 { _; und B { . ; :
4. Gerade 1V schneidet auf der X-Achse die Strecke s = — 4 und auf der
Y-Achse die Strecke f = 12 ab.
5. Gerade V schneidet auf der Y-Achse die Strecke t = — 2 ab upd bildet
mit der X-Achse einen Winkel, dessen Richtungsfaktor m — — -—‘;—ist.
Zul.: y=mx y= gt G =3x—4y=0.
9
Zul:y—y,=m(x—x) y—06=7=(x+2): 5y —30=2x+4:
bl
G, =2x— 5y + 34 =0.
. Y% _ Ya—N y=9 =3—9 —12
3. _ P SO 4R =—2:
de X — X X, — x x+1 5+ 1 6 “

—22—2=y—9;, G;=2c+y—T=0.



AT X 4L —3kxty=12
Z\x4..5+t 1 _4+12 1; x+y
G,=3x—y+12=0.
6
Zu5.: y=mx+t y:—?x—2; 5y =—6x —10

G,= 6x +5y + 10 =0.

Will man eine Gerade rasch zeichnen, so bestimmt man ihre
Schnittpunkte mit den beiden Achsen in der Weise, dall man
in die Gleichung einmal x=0 einsetzt und damit den
Schnittpunkt mit der Y-Achse erhilt, das andere Mal y == 0 ein-
setzt und analog den Schnittpunkt mit der X-Achse errechnet.

Soll ein Punkt auf einer Geraden liegen, so miissen die Ko-
ordinaten des fraglichen Punktes in die Gleichung der Ge-
raden eingesetzt, die Gleichung erfiillen.

Beispiel:
Liegen die Punkte P,{__2_3 P,{ —0-6 P,{:g aufder Geraden G=3x—2y—12=07?

Fiir P, gilt: 3-2 — 2-(—3) — 12 =0; P, liegt daher auf der Geraden.

Fir P, gilt: 3:0 — 2.(—06) — 12 =0; P, liegt ebenfalls auf der Geraden.
Fiir P; gilt: 3-(—3) —2:(—7) — 12 = —7; P, liegt nicht auf der Geraden.
Man bestimme fiir die Punkte A{l::l und B{—Z,S die fehlenden Koordinaten
so, dafl die Punkte auf der Geraden G= 3x + Ty 4 21 =0 liegen.
¥y:3:-14+Ty+21=0; Ty=—063; y,=—09.

xgi3x +7-(—4,5) + 21 =0; 3x=10,5; x5=23.5.

N Aus der Figursfolgt:
N L = ﬂi_fi'?#’f @ =0, — o,
Ty, M =15 (0 —a,)
! tga ig; tg o,
T tgo, - tga,
(siehe Sk. 8 30).

Winkel zwgier Geraden.

i

tg =

) >

t o m,—m,
LA 14+ m,.-m,

13



Merke:

Ist die Gerade in der allgemeinen Form ax -+ by +¢=0 ge-
geben, so 16st man die Gleichung nach y auf; der Koeffizient

von x ist dann der Richtungsfaktor m der Geraden.

z.B.: 5a—3y +7=0;y :g.rjr%;m:§~

Beispiel: Man bestimme den Winkel der beiden Geraden G, =12x + 9y —39 =10
und G, = 6x — 15y + 42 = 0!

my = — _

ey
3

Ip tg @ = 14150 — 0,8451 = 0,5699; ¢ =T4%56".
Parallele Gerade.

Sind 2Gerade in der Form G,=y —n
gegeben, so berec

G,=y=m, x +t,
nkel, den sie miteinander

einschlieffen, nach der Formel: tg» = MM Sollen beide
2
Gerade parallel sei erden; tg » ist dann eben-
falls 0 und es gi
. | (RS

1+m; m,’

m;=m, | d. h.

Sind 2 Gerade parallel, so miissen ihre
Richtungsfaktoren gleich sein.

Beispiel: Durch die Ecken des A ABC sind die Parallelen zu den Gegenseiten zu
legen. Welche Gleichungen haben sie? A4 { _g B \ _% € { j i &

Ya— Y.

Nach der Formel m =—=—"—""ist:
Xy — X,

o _=l=§__ 2 =341 1 _—3—-5_ _®,
AB 4_*_57'7 3° mﬂ(,‘___z__‘;‘:_;' mA(IH_2_+_54 3
Fiir die Parallele zu 4B durch C gilt nach der Formel: y — y, = m - (x — x,)

2
y+3=— 3 (x+2);3y+9=—2x—4; G,=2x+3y +13=0.

Fiir die Parallele zu BC durch A ergibt sich analog:

1
y — 5:3--(x+ 5); 3y —15=x+45; G,=x—3y + 20 =0.
Fiir die Parallele zu AC durch B ist:

y+1 :—%—(x——4):3y+3: —8x +32;:G,;=8x+ 3y —29 — 0.

14



Gerade, welche aufeinander senkrecht stehen.

Y
d § ...
o, 1 + 90°;
tg o tg (90° + q,) =
i 1
- g oy, — tg o s

&,

Zwei Gerade stehen aufeinander senkrecht, wenn
der Richtungsfaktor der einen gleich ist dem nega-
tiven reziproken Richtungsfaktor der anderen.

1.Beispiel: Welche Gleichungen haben die Héhen des A ABC? A4 {g B{_g C{:lg

5—3 2 ; 11 ; 34
Mup= 39 T daherlstmhc =g Da die Hohe h, noch durch C

geht, gilt nach der Punkt-Richtungsgleichung y — y, = m - (x — x,):
11
y+ 6= 9 (x +10); 2y +12 = 11x 4 110; b, =11x — 2y 4 98 = 0.

Analog ergibt sich fiir die Hohen h_ und h,:
—6—5 11 8
’nBC e _—-T(H—-—Z_—; 'B*: mhn = —‘i_li
8
y—3 = —1i (x —9); 11y —33 = — 8x - 72; h,=8x | 11y — 105 = 0.
_=6=3 9 B 19
T TH0—9 19" ™ T g
1
y—5=— 9—9(1—{—2):9)'—4-5:7—19x——38;th]9x—{—9y—7:0.

2. Beispiel: In den Schnittpunkten P, und P, der Geraden G= 3x 4 2y |- 18 =10
mit den Koordinatenachsen sollen die Senkrechten zur Geraden errichtet
werden. Wie lauten ihre Gleichungen?

Setzt man in der Geradengleichung x = 0, so ergibt sich y = — 9; also P, {_—9 "
—6
W w m e % y=0, , , x=—06; , Pz{ 0
e 3 . e 2
m(,--——?, mg ‘?.

)‘%«9:§(x—0): S=2x—3y —27=0.

5
y——0”—‘—§~(x-{—6):s252x———3y+ 12=0.
15



Koordinaten des Schnittpunktes zweier Geraden.

Da derSchnittpunkt auf der Geraden G,,aber auch auf G, liegt, also
beide Geradengleichungen erfiillen muB), ergibt sich als Regel:

Um die Koordinaten des Schnittpunktes zweier Geraden zu
erhalten, 16st man die beiden Geradengleichungen nach x
und y auf.

11
17x — 6y + 38 = 0 gegeben. Von dem Punkte P auf der Geraden, dessen

Abszisse - 2 ist, soll auf die Gerade 4B das Lot L gefillt werden. Welche
Koordinaten hat der Fulpunkt F dieses Lotes?

1. Beispiel : Eg¢ sind zwei Punkte A{ und B{—lg sowie die Gerade G=

4
m'”’_—5’+16 31 ?'daher mbz

x =2, in die gegef)one Garadcnglelch ung mgneut glbl:
34 — 6y + 38 = 0; 6y = 123 y=igfl

P hat also die Koordmalen x===2 und. yﬁ 12 PJ :

N12°

Die Gleichung fnrdle Gerade AB ergibt sich aus derFormel e ST L
x—x, X —x
y—li —17—11 4
x+16 5+4+16 3’
4x 4 64 = — 3y + 33; ABE4x+?V—}—‘H =0.
Fiir das Lot L ist, da m = — nnd pl2 bekannt sind:
4 12
3
y——l2=—z(x—2); 4y —48 = 3x — 0; L=3x — 4y + 42 =),
I 4x+ 3y = — 31 |
1. 3x — 4y = — 42
25x = —124 — 126 =—250; xp=—10. in L yp,=3.

2. Beispiel: Esist die Gleichung der Geraden aufzustellen, die durch den Schnitt-
punkt S der Geraden G,=28x — 15y +30 =0 und G,= 2x + 3y — 15 =10
geht und zur Geraden G,= 20x — 9y — 60 = 0 parallel ist!

I 8x — 15y = — 30; 5 - _ 20
IL2x+3 = 15 |-5 5 2 %9

5.l T LR
18x = 45;x:?;y=? 3 y———s—g(—* 2)'9

9y — 30 = 20x — 50
G =20x—9y —20=0.
16



Normalform der Gleichung einer Geraden.
Gegeben ist der< g,den

4y der ebenfalls gegebene
} senkrechte Abstand d
% der Geraden vom Ur-

sprung mit der + X-
¢ Achse bildet.
) Gesucht ist die Glei-

chung der Geraden aus

X den gegebenen Bestim-
#  mungsstiicken.

Ef +>—;- =1; dieWerte

d d -
S =eosbis = | fiir s und t eingesetzt,
da_ g = d ' ergeben:
t ’ sin B X-cosp  y-sinp
| + p =1/-d

x-cosp +y-sinp —d=0| Hessesche Normalform.

Soll die Gleichung der Geraden von der allgemeinen Form
I. ax + by + ¢ = 0 in die Normalform
II. x - cos B +y-sin p —d = 0 iibergefiihrt werden,
so multipliziert man I. mit dem zunichst unbekannten Faktor p

III. apx + bpy + cp= 0. Da Il und III identisch werden
sollen, erhilt man ap = cos $ und bp = sin 8, folglich

1 1
250 4 B0 2 = = B
ap” -+ bl’ - ]" L (12-}- hi’p i‘}/—(_l_a_-}——bl

Die Normalform der N= 9% + by + ¢ -0
Gleichung I ist also S ey =
Regel:

Um die Gleichung einer Geraden auf die Normalform zu
bringen, stellt man alle Glieder auf eine Seite, und zwar so,
daB das konstante Glied stets negativ ist; hierauf dividiert
man die ganze Gleichung durch die Quadratwurzel aus der
Summe der Quadrate der Koeffizienten von x und y.
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Beispiel: Die Gleichung der Geraden G= 8x— 15y 4 170 = 0 ist in die Normal.
form iiberzufithren. Wie grof} ist d und {7

— 8x— 15y — 170 e = 8y — 15y — 170 —0
Vot 15 | I |

—8x — 15y — 170=0;

_ 8 15 =
N=—a—Ty—10=10

8
BT cos B; cos B ist negativim IL und III. Quadr. | § liegt im
I11. Quadranten.

-—-ILE = gin B: sin f} ist negativ im 1. und IV. Quadr. (siehe Sk. S. 28)
7

Ig 15 = 1,1761
lg 17 = 1,2304
lg sin B’ = 9,9457 — 10 B =61°56"; B = 180° + B’ — 241°50";

d = 10.
Entfernung eines Punktes von einer Geraden.

Ist eine Gerade in der Form G= ax + by + ¢~ 0 gegeben und
—ax—by—c _ 0

Va®+ b?
so betrigt die Entfernung eines Punktes P, { ! von der Geraden:

lautet ihre Gleichung in der Normalform N=

_=ax =by,~¢ )
Vm d. h..

y ><

o

Um die Entfernung eines Punktes von einer Geraden zu erhal-
ten, bringt man zuerst die Gleichung der Geraden auf die
Normalform. Setzt man dann die Koordinaten des fraglichen

Punktes P, [, in die linke Gleichungsseite ein, so stellt der ab-
solute Betrag dl(‘beb Ausdruckes die gesuchte Entfernung e dar.

Das Vorzeichen des Ausdruckes gibt Aufschluf) iiber die Lage
des Punktes gegen die Gerade.

C

—ax—by —c X
Ableitung der Formel: Aus N = ———— =0 folgt d e
'u L b* Va4 b2

: 5 : a . .
Die Parallele zu G hat den gleichen Richtungsfaktor — X ihre Gleichung lautet
)

—ax — by — ¢, . - .
demnach N, = ——=—===—, wobei ¢, zunachst noch unbekannt ist.
l a® -+ b?



N, geht durch P,, die Koordinaten von P, missen die Gleichung erfillen:
—ax, — by, —c
la-‘- J_)I';? ' — 6. Daraus ergibt sich ¢, = —ax, — by, und d, =

¢ = ax — by,
V&£ Vo' + b
Der Abstand e des Punktes P, von G ist:
g i g e B U 220
Va* + 0
Ist der Wert e positiv, so liegen Punkt und Ursprung auf ver-
schiedenen Seiten der Geraden.
Ist der Wert negativ, so liegen Punkt und Ursprung auf gleicher
Seite der Geraden.
Istder Wert Null, so liegt der Punkt auf der Geraden selbst.

1. Beispiel: Gegeben sei die Gerade G = 4x — 3y + 15 = 0 und die Punkte
2 —3 —6
F {1 8 { 6 Q { -3’

Welche Lage nehmen die Punkte gegen die Gerade ein und wie grof} sind
ihre Abstinde von G?

= s =
NE_“r:y__l_S_,,o:
—4)-2+3-1—15 —2
FiirxliZImdyl:-‘listePz( %) z l:); 50:;_4_

Der Abstand des Punktes P von der Geraden G betrigt 4: Punkt P und

Ursprung liegen auf gleicher Seite von G.
(—4) (—3)+3-6—15 15

Fiir x,= —3 und y, — 6 isteg = 3 o s 3.

Der Abstand des Punktes S von der Geraden G betrigt 3; Punkt S und Ur-
sprung liegen auf verschiedenen Seiten von G.

) e G 31— B) =25
Fifr x, = — 6 und y, — — 3 ist ¢ (=4 (=6)+3-(=3) 132_0:30.
. 5 5

Der Punkt Q liegt auf der Geraden selbst.

2. Beigpiel: Welche Gleichung hat eine Gerade, die durch den Punkt P —;
geht und vom Punkt Q {___f den Abstand ¢4 hat?

—,

Die gesuchte Gleichung habe die Form y = mx -+ ¢: dann lautet die Normal-
_ —mx+y—t
form N=——=——=\.
] m?*+4-1

Punkt P muB der Gleichung geniigen, also 3 = — m 4 ¢: daraus t=3 +m-
s oy 8 1 e (0 o —_—
Weiter ist: — 4 — L ___( m): 41 m* 1 = 3m 4 4:

Y m
16 (m? + 1) = (3m + 4)*: 16m
m(Tm — 24) = 0:

1
1
4160 =9m*> +L24m 4-160: Tm* — 24 m = 0:

s

m, == 0: t,=—=3; eingesetzst in die Gleichung der Geraden: G, =y = 3.

_ 24 45 Sec e e .

im—24=0: m,—= = t, = —: eingesetzt in die Gleichung der Geraden:
1

GC,=24x —Ty 45 — 0.
? 19



Halbierungslinien der Winkel, welche zwei Gerade
miteinander bilden.

}l‘
'Du/f

VY

Gi=ax+by +e,=0; Gy= a**— .y + ¢, =0. Die Winkel-
halbierende @yeier Geraden 11 der geometrische Ort aller
Punkte, die von ‘beid en Gerade glelche Absta ndé*haben.

‘. 1
gleichen Seiten der Geraden G,"nd G,)

—ax — by, —¢ T GeXy — by, — ¢,

N1:N2 Odel‘ HJENI— NQ:O.

Fiir einen Punkt P, { gilt: e; = — e, (P, und 0 liegen auf ver-
schiedenen Seiten von G,1 aber auf der gleichen Seite von G))

—ax, — by, — ¢ . by, — ¢,

ya,2+b,” N ¥ a>+h2
N,=- Nyoder H,=N, + N, =0,

20



Regel: Um die Gleichungen der Winkelhalbierenden zweier ge-

gebener Geraden aufzustellen, fiihrt man beide Gleichun-
gen in die Normalform iiber; dann ist:

H, =N, — N, = 0 (fiir den Winkelraum, in dem der Ursprung liegt).
H,= N, + N, == 0 (fiir den Winkelraum, in dem der Ursprung nicht liegt).

Beispiel: Wie lauten die Gleichungen der Halbierungslinien des Winkels der beiden

M{ “: Auch hier gilt fiir jeden
Y

R;inkt r {
Iiégt, der Satz des Pythagoras:

K"‘-—T',E,(a\” —u)’+(y—v)’ =

.

Geraden G, =3x —4y + 12 = 0 und G,=5x + 12y — 60 == 0? Beweise,
daf} die Winkelhalbierenden aufeinander senkrecht stehen!

—3 4y — 1: —
N, = x+5y 12::0; NEESx-}—llZ;' 60:0.
_ —3x+4y — 12 bx 12y — 60 L
H = 5' — + 13y =01 65
—39x + 52y — 156 — 25x — 60y + 300=10; — 64x— 8y + 144=0.
H,=8x -y —18 =0.
—— 3 4y — 12 5 12y — 6
B, = x+5)’ 4 x f;’ 0:0]'()5
— 39x + 52y — 156 - 25x 4 60y — 300 =0; — 14x 4112y — 456 =0
H,=17x — 56y + 228 = 0.
my = —8:mpy, — ‘%; folglich: H, 1 H.,.

% Der Kreis.
{r Der Mittelpunkt M liegt im
q Ursprung :

Fiir jeden Punkt P { ;, der auf

Der Mittelpunkt hat die

dem Kreise mit Radius r liegt,
gilt nach Pythagoras: r>=x?—+y?

K=x*+y?=1r%

e Mittelpunktsgleichung.
Koordinaten 9

;- deraufdem Kreise |

£ R

Norm




Merke: «—r, wenn der Kreis die Y-Achse beriihrt.
v=r, wenn der Kreis die X-Achse beriihrt.
u=—v =r, wenn der Kreis beide Achsen beriihrt.

e s T R T SRR

Belsplel '\lan bestimme die Gleichung eines Kreises,

1. der durch den Punkt P{ lt;geht u.die Y-Achseim Punl\tQ{ 7 beriihrt;

2. der durch den Punkt 4 { 2 geht und beide Koordinatenachsen beriihrt.

Zu 1. Bedingung: u ==r: auBlerdem mufl v-=—7 sein! Die gesuchte Kreis-
gleichung hat die Form: (x — «)* + (v — v)* == r*: eingesetzt x == — 8 u.

v = — 11 (P ist ein Punkt der Kurve!)

(—8 — w2+ (— 11472 =u* 64+ 16+ 1+ 16=1u*
16 u=— —80; p=—>35. K= (x+5)*+ (y+ 7)*> = 25.
Zu 2. Bedingung: it =— v == r! A als Kurvenpunkt muf§ der Kreisgl. geniigen:
g: P g
(1 — w3 H{A @R—p)=p* 1 —2u+ >+ 4 —dp+ p® = W1 — 6pe 4 5=0;
+
Mp=— = ? 4, 1y = 55 uy == 1; daher:
K—(x—’)) +(v-5)’~:~-21 K,=(x— 1) 4+ (y— 10 =1

2, Belsplel g Wle lautel (he Clewhung des Kreises, der durch die Punkte

{"2, 1%_.{_3 und P:,{_““) geht?
Py, P, und P, sind Kurvenpunkte: ihre Koordinaten, in die Kreisgleichung
eingesetzt, miissen die Gleichung erfiillen:

L(—10—u)+(6—v)=7* 100420 u 4 * + 36 —12v -} v =7
(4 —u) +(— 8 —v)* =1r% 16 — 8u+w?+64416v+ v =r*
L (2 — p)* + (— 10 — ) = r*: 4 —dpu 4w +100F20v v =7*

L—IU 56428 —28v=0;]|: 28: 24+ u—v=20
M— 1 —24-—4u —4v=0;]: 41 —6—pu—v=

=

T By P e B g
Aus 1L 7% = (4 >I-4)’+ (— 8+ 2)* = 64 4 36 = 100; also:
= (v 4 4)* + (v + 2)? = 100.

3. Beispiel: Wie laut?t dle Gleichung des Kreises, der durch den Ursprung und
den Punkt P{_ﬁgeht, wenn sein Mittelpunkt auf der Geraden G=xr—3 - 0

liegen soll?

Zur Berechnung der Unbekannten x4, v und r konnen durch die Kurven-

2

munkte 0 und P‘ 5zwei Bestimmungsgleichungen aufgestellt werden. Da
I lo —92 &SE g

ferner der Mittelpunkt M{‘\u auf der Geraden liegen soll, miissen die Koordi-

naten des Mittelpunktes in die Geradengleichung eingesetzt. diese erfiillen.
(3. Best.-Gl.)
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LO—p+(0—v)2?=r% I''9+4+v*=r?
ILE—w+(—2—v)=r} W:1+4+44+avtv=r
III. 4 — 3 =0; daher u = 3. = 2 -
—II': 4 —4v=0:v=1.
Aus I': v =10; daher: L=} v ¥
K=(x—3)+4(y—1?=10.

Anmerkung: Es empfiehlt sich, bei allen Aufgaben der analytischen Geo-
metrie eine Zeichnung anzufertigen!

Ueberfiihrung der allgemeinen Kreisgleichung
in die Normalform.

Eine Gleichung II. Grades stellt seinen Kreis dar, wenn die
Koeffizienten von x* und y?gleich sind und das Glied mit xy
fehlt. Diese Gleichung hat die Form: ax® + ay*+ bx +cy +d 0.
Regel: : ‘

Soll die allgemeine Kreisgleichung in die Normalform iiber-
gefiihrt werden, so fait man einerseits die Glieder mit x* und
x. andererseits die Glieder mit y> und y zusammen und er-
ginzt jeweils zum Quadrat.

Beispiel: Welche Mittelpunktskoordinaten und welchen Radius haben folgende

Kreise?
1. 4+ y?—10x +4y + 13 =0: 2. 4x* 4 4y® — 28y = 51.
Zu 1. x* —10x + 25 + y* + 4y + 4 = — 13 4 25 4 4:
(x—52 + (y+2? = 16; =5, v=—2 r=4
51 , n\? 51 T\
Zu 2. x*H{-y? — Ty = 3 x4y —1y+ (E) —)4— +- (3) ;

7 2
P+ ()-—2‘) = 25; pu=0, wv= 3 r = 3.

Kreis und Gerade.




1. Eine Gerade schneide in 2 Punl;ten
2. Eine Gerade beriihrt einen Kreis i

3. Eine Gerade liegt gﬁhz auBler

@ Losung d=r.
Kreises:
'keine Losurg d > r.

I‘ieispi.el; Welche Lage hat er Kreis 'K'iﬁr'f;e;'aden G?

Zu 1.

Zu 2.

Zu 3.
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L K,=x?+4y?—=2x—4y —20=10; G;=3x—y—6=0.

2. Kb,k=x>4+y 4+ 4x+2y—20=0; G,=3x+4y+35=0.

. K=x"+y 4+ 2x—4y+ 1=0; G;=2x—y—6=0.

Lost man die Kreisgleichung und die Geradengleichung nach x und y
auf, so erhdlt man die Koordinaten der Schnittpunkte:

Aus G;:y =3x —6:in K;: x* + (3x — 6) — 2x — 4 (3x — 6) — 20 =

x? + 9x% — 36x + 36 — 2x — 12x 4 24 — 20 == 0; 102" — 50x +- 40 == 0;
5+y25 —16
12_5x+4:0-x|2* V;) 0. r,lt%
x, =4; xo=1; y,=6; y,=—3.
Die Gerade schneidet den Kreis in den Punkten P‘{O und Pz{_é .
Beweis: K; = (x—1)? + (y — 2)2 = 25; M,{,,; r=>5.
3x—y— 6 3.1—2—6 5 Y10 1,/
[VIEW":‘ —=0d= —= —-l—: (_)Tl/ 1=
Y10 /10 10 2

= 1,6 also d<r.
—4\—5.) s K (.“4"*33

Aus Gyt x = ———— )+y-1__4(_4>,_3,,)4_2y

—20=0;|-9; lby'+280y+1225+9y — 48y — 420 + 18y — 180 = 0;
—10+ .

25y" + 250y + 625 =0; y* + 10y +25=0;y, ,= w:

'- 2

x=— 5.

Die Gerade beriihrt den Kreis im Punkte P {__::
Beweis: K,= (x + 2)> + (y 4 1)? = 25;: Ng{::]]; 2
= Br— Ry —35 —3(—=2)—4(—1)—35
Tt . OSBGOS
5 5

also d = 1.
Aus Gg: y =2x — 63 in Ky:x? + (20 — 6)? +2x — 4 (2x — 0) + 1 =
x? 4 4x* — 24x +36 -+ 2x — 8x + 24 + 1 =10: 5 — 30x + 61 = 0.

30 + 7900 — 1220 30 + V=320 N S o .

Xy = m = 10 ; da der Wurzelwert eine imaginire

GroBe ist, gibt es keine brauchbare Losung.
Die Gerade liegt ganz auflerhalb des Kreises.

Beweis: K = (x - 1)? + (y — 2)? =4; ﬁl{;i; p==9
B g b 2(—1)— 2 —6 10
N-——_‘——U;dz———————_-———:l——‘_’ys;
Vs Vs Vs )
alsod > r.



Tangente an den Kreis.

A%

Der Kreismittelpunkt liegt im Ursprun

Yo

= mx; = mag, me= —,
‘P » Yo 0 %

er Richtungsfak-

tor der Tangen

Nun gilt: y — y,

— a2
Xox -+ yoy = x0° 1 9}

Der Kreismittelpunkt hat allgemeine Lage:
Der Richtungsfaktor von
MP, ist>—";  da der

Xg— K
Kreisradius senkrecht auf
der Tangente im Puankt
x, ; Xo—
Py {yz steht, istm, = ——y‘; _/:
Da die Tangente auBerdem
durch P, geht, hat sie die

Wa o\

Gleichung:
TxEy—yo — Ko H
X=Xy Y=

oder (xo— ) (x—x0) + (yo —¥)- (y —y0) = 0.
Addiert man zu dieser Gleichung die Kreisgleichung fiir P,
(xg— #)* + (v, — v)>*=r?, so erhilt man
(g —#)- (x— 2y + 2 — ) + (Fo— ) (F — Vo + Yo — V) =7"
Damit ist die Gleichung der Tangente im Punkte P, an den Kreis
auf die iibliche Form gebracht:

Te= (x— ) (x—#) + (5= 1) (y —v) —7*

Jede Gerade, welche im Beriihrungspunkt P, einer Tangente T
auf dieser senkrecht steht, heift Normale der Kurve im Punkt P,.
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Beispiel: An den Kreis K==x* | y?+4 16x — 4y - 43 = 0 sollen in den Punkten
mit der Abszisse xr, — — 5 die Tangenten gezogen werden. Wie lanten ihre

Gleichungen ?

9 5 p=—_8 o
K=(x+ 8) + (y — 2)? = 25: M{\#z . f?=25.
x, = — 5, in die Kreisgleichung eingesetzt: 9 4 (y — 2)? = 25:
G—2r=16; y—2==%4; y,=6; y,=—2.

— —3
Die Berithrungspunkte sind Pox { g und P.,._, { 3"
m _ 6—2 4 i = _i
MPy = 518 3°™nT T 4

T:y—6= —%(x—%.‘i): 4y —24 = —3x—15; T, = 3x+4vy—9=0.

Nach der Formel gilt fiir 7',:
(—5+8)(x+8) +(—2—2)(y—2)=25; 3x+24—dy+8=25:
T, =3x—4y+71=0.

Tangenten von einem Punkt auBerhalb des Kreises
an den Kreis.

yy Der Beriihrungspunkt P,
{l'u habe die Koordinaten x,
Yo und y,. Um diese zu be-

rechnen, setzt man in die
Tangentengleichung fiir x

: > und y die Koordinaten x,
ﬁ undy, desPunktesP ein(P,
istein Punkt der Tangente

% und muf} der Tangenten-
7{% gleichung geniigen).

Damit erhilt man die I. Bestimmungsgleichung fiir x, und y,.

Da P(,{ © auch auf'dem Kreisiliegt, miissen seine Koordinaten
(

x, und vy, in die Kreisgleichung eingesetzt, diese ebenfalls er-
fiillen. (II. Best.-Gl.)

Beide Bestimmungsgleichungenmach x, und y, aufgelost, lie-
fern die Koordinaten des Beriihrungspunktes, die, in die all-
gemeine Tangentengleichung eingesetzt, zur Ermittlung der
Gleichung der gesuchten Tangente fiihren.
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Beispiel: Stelle die Gleichungen der Tangenten auf, die man vom Punkt P{_ g
an den Kreis K= 5x? + 5y* — 20x — 60y + 164 = 0 ziehen kann!

1 . 36
KEx’—+—y"’—4x—12_v=——%;; K=(x—22+(v—06)7 = —;

55
M 2, 2_§§.
{(” * 5

36
L= (—4— 2+ (re—6) (6—6) =2
164
IL x4 yo? — dx, — 123,‘)—;_T .
36 4 16 164
Aus L — x4 12 =20 ry =30 in Tl oyt — P12y = — ] 25

16 + 25y,* — 80 — 300y, 4 820 = 0:
__ 300 + ¥ 90000 — 75600 _ 300 + 120

i

25,7 — 300y, + 756 — 0;

50 50
9 42 3% 18
0, =g ¥ Yo, T o
b ’ & 1 % ‘ 4 eingesetzt in die
Die Beriihrungspunkte sind daher P, § ;,, und P, 108 Tangenten-
l 1 5 gleichung

T,: (%—2)“—2)4—(%—*6)(}'——6):‘{, Ty\=x—2y+16=0.
T,: (%—2)(;--—2) Jr(%s_ﬁ)(y_()):s'_:; T,=x+2y— 8=0.

Tangenten an den Kreis parallel oder senkrecht
zu einer Geraden.

I. Ist die Tangente parallel zur gegebenen Geraden,dannistm =m,
Ist die Tangente senkrecht zur gegebenen Geraden, dann ist

1

m.

Um m, zu erhalten, l6st man die allgemeine Tangentengleichung

nach y auf; fiir den Kreis mit dem Mittelpunkt im Ursprung er-

2
ibt sich aus: xx+ =r?; 5 x - L. SOOI,
g 0 YoY Y Yo Yo 1 Yo
Fiir den Kreis in beliebiger Lage: (x, — «) (x—x) + (y, —v)(y —v)=7r?
ist nach algebraischer Umformung: | m, =— TO 2] (vl s. 25)
Yo— Vv

I1. Da P, {y“ als Beriihrungs- und Kreispunkt der Kreisgleichung

geniigen muf), setzt man die aus I. errechnete Unbekannte x,
oder y, in die Kreisgleichung fiir x und y ein und erhilt damit
die Koordinaten des Beriihrungspunktes P,.

[
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Beispiel: An den Kreis K= x* 4 y* 4 8x — 10y + 32 = 0 sind Tangenten parallel
zur Geraden G= 5x — 12y + 8 = 0 zu ziehen. Wie lauten ihre Gleichungen?

Bedingung: mp=mg! Da m;= — o _'l: und mg = T52—ist, muf} sein:
o — Vv
Xo—p__ 5
I —
Yo—V 12
II (.75—%—4)2—i—(y—5)2 9, u= —4;v=>5
’ ,_1:0—{—4 5 . o, . —12x,—23 .
L Yo—5 12} — 12xy — 48 = 5y, — 25: ¥, = 5 in Kreisgl.

x4 (112—";—_—?) + 8xy —2(—12x, —23) 4+32=0 |- 25
25x,7 + 144x,2 + 552x0 -+ 529 + 200x, + 600x, - 1150 -+ 800 = 0
— 1352 +V1827904 — 1675804

169x,7 + 1352x, + 2479 = 0; x, =

338
_ — 13521390
_ Y m =7,
37 67
X, =—13 Ky = g
, 29 101
Aus 1. 3 Ny T

T,: (—~+4) +4)+( 5)(y 5)=19; T,=5x— 12y + 41=0.

T,:( +4)(x+4)+(91 )(y_s):9; T Sxr Ty e 0=,

Zwei Kreise.

Um die Schnittpu
beide Kreisgleich
Unter dem Wi
steht man den
einem Schnittp

halten, 16st man

Beispiel: Bestimme di

bildet die gemeins

Lxa?+y 4+ 6x—8y=0
1L 2* 4+ y* — 4x 4+ 2y = 60
IL.—IL=IIL 10x — 10y = — 60; | : 10 x—y=—06; x=y—06:in 1.
r—6F +5* + 6(y—6) — 8y=10; y¥*— 12y + 36 + y* + 6y— 36 — 8y =0;
2 —Uy=0;y—Ty=0; y,=0; y,=T1

Aus IIl.: x, = —6; x,=1.

K, und K, haben die Punkte Pl<_(6) und P._,{% gemeinsam.
28



Der Richtungsfaktor der Sekante durch P, und P, ist m = }ti_:«‘x*;

il _ =

146

K= (x + 3)* + (y — 4)*> = 25; der Mittelpunkt M, hat die Koordinaten
w=—23;y, =4.

K,= (x — 2)* 4+ (y + 1)’ = 65; der Mittelpunkt M, hat die Koordinaten

ey = 25 v, = —1.

mp p, =

Der Richtungsfaktor der Zentralen M, M, ist = _}1%_:—4 =—1.

Sekante und Zentrale bilden einen Winkel von 90°

Die Ellipse.
Eine Ellipse ist eine Kurve von der Art, daB fiir jeden ihrer Punkte
die Symme der Abstinde von 2 festen Punkten — den Brenn-
punkten F, und F, — konstant ist, und zwar gleich ist dem groBen

AY
B

Durchmesser der Ellipse.

04, =04, =a = groBe Halbachse; OB, = OB, = b = kleine Halbachse:
OF, = ()F,:‘:ﬂc‘&*ﬁmartﬁ Emntrmtat

Die Brennpunkte #, und F, erhilt man als -&ghnittpunkte des
Kreises um B, qdér B, mit Radius a auf der groBen Achse; es

i

gilt: a®*=0b%+ e?oder | e=a’—b?

Ferner ist der Definition der Ellipse zufolge“'f’F + PF, = 2a.
Aus dleser Bedmgung leitet sich die Elllpsenglelchung ab. Da
PF, =y (x— e) i (3 — 0)™ind; Hbis= V(T +e)’ + (y —0)? ist, gilt:
V(x—e)+y* + V(x+e)>+y° =2a; quadriert:
x?—2ex +e*+y?=4a>— 4a }/(xTeﬂ)'j}—y'z + a2 +2ex+e?+y%;
29




4a } x?+2ex+e*+ y2 =4a’+ 4ex|: 4 und quadriert:
a’x® + 2a%ex + a%? + a’y® = a* + 2a’%ex + e’4? ;
x2(a®—e®) +a’y?=a’(a’ = e?), a®> — e’ = b’ gesetzt:
b%x® + a’y? = a?? |: a’b?

_xr y? : §
E= e +4,=1 | Mittelpunktsgleichung

Errichtet man im Brennpunkt F, mit der Abszisse x, — e die Senk-
rechte, so ergibt sich fiir den Ellipsenpunkt als zugehérige Or-
dinate yl

+b9w ;%% + a’y,? = a’b?; a’y,? = a’b? —b%>=b? (a’ —¢?)

5 b b?
Y = o 3 yi== P
Die halbe Sehne der Ellipse, die im Brennpunkt senkrecht zur
groBBen Achse steht, heifit Halbparameter p.

b2
P a

Zweite Eigenschaft der Ellipse:

Die Ellipse ist eine Kurve von der Art, daB fiir simtliche Punkte
das Abstandsverhiltnis von einem festen Punkt F' — dem Brenn-
punkt — und einer festen Geraden D — der Direktrix oder
Leitlinie — konstant und kleiner als 1 ist. (e < 1.)

PF: PT— AF: AR —  (numerische Exzentrizitit)
Die groBle Achse der Ellipse wird durch den Brennpunkt und die
7 P zugehorige Direktrix harmonisch geteilt.

AF: AR= A'F: A'R oder (a —e): (OR —a) -
= (a+e): (OR + a)

F 4
Rl A\Ge " A

(ate) - (OR —a) = (a—e) (OR + a)
U'OR—aVz%*e-OR—(le:;
—a.0R—e.OR}+-a*—ae

%¢ - OR = 2a; 01{:%’

AF  a—e a—e e =

“AR OR—a o -

a
e




Gleichung der Direktrix: | D,=x—

Sind die Ellipsenachsen parallel zu den Koordinatenachsen und
hat der Mittelpunkt M die Koordinaten x und v, so ist:

_ ;,,) ( y;}vyj — 1| Normalgleichung.

Ueberfiihrung der allgemeinen Ellipsengleichung
in die Normalform.
Eine Gleichung II. Grades stellt eine, Ellipse, deren Achsen paral-
lel zu den Koordmatenachsen lauﬁen, dar, wenn die Koeffizien-
ten von a? und y? gleiches V zeichen haben und das Glied mit
xy fehlt. Diese Gleichung ha also die Form:
ax® + byt *ék%d}f+e:0

Regel: Um die allgemeine Ellipsengleichung in die Normal-
form iiberzufiihren, setzt man zunichst die Koeffizienten
von x? und y? als Faktoren heraus und erginzt dann wie
beim Kreisin den Klammerausdriicken jeweils zum Quadrat.

Beispiel: Welche Mittelpunkts- und Brennpunktskoordinaten hat die Ellipse
E = 25x% 4 150x +- 49y* — 196y — 804 == 0?  Welche Gleichung hat jede
Direktrix ?

25 (x* 4 6x) + 49 (y? — dy) = 804

25 (x -+ 3)* + 49 (v — 2)* = 804 + 225 L 196 = 1225 |: 1225
3, v—2F
49 25 ’
Ju i 3 wnd

Dies ist die Gleichung einer Ellipse mit dem Mittelpunkt M 1 ¥ 2_
den Halbachsen a == 7 und b = 5.

e=at — b =49 — 25 =24: o=} 24=49.

Daher sind die Koordinaten der Brennpunkte:

F, {;:::411 ?"P—\—3——49j;9 it drz{;:;/:———e——-.? —4,9=
Der Abstand der Leitlinie vom Mittelpunkt betrigt  x, = Fikaal T lan 10.
Fiir die Direktrix

D,ist x, =p+x,=—3+10=17: daher D, =x— 7:==0:

Dyist x, —=pu—x,— —3—10= —13; daher D,=x {13 = 0.



Konstruktion der Ellipse aus den Halbachsen « und b:

Man beschreibt um den Mit-
telpunkt M konzentrische
Kreise mit a und b als Ra-
dien und zieht durch den
Mittelpunkt Strahlen, die
beide Kreise schneiden.
Die Parallelen durch die
Schnittpunkte mitdem klei-
nen Kreis zur X-Achse und
die Parallelen durch die
Schnittpunkte mit dem
groBen Kreis zur Y-Achse
schneiden sich jeweils in einem Kurvenpunkt der Ellipse.

Der Beweis fiir die Konstruktion folgt aus der Beziehung PQ : NQ = b : a

die sich fiir den Ellipsenpunkt P aus der Mittelpunktsgleichung und aus

QN® = a* — 0Q" ableiten lafi.

Ellipse und Gerade.

II Um die Lage einer Geraden zu einer Ellipse zu bestimmen,

16st man die Gleichungen der Geraden und der Ellipse nach
x und Ed auf (Slehe auch ,,Kreis und Gerade*, Seite 24!).

Beispxel: Welche Lage hat die Gerade G zur Ellipse E ?
.G, =Tx—2y+16=0; E,=2x* +4y + 2x + 4y — 2=

v GiE=3% - TS .;3.
2. G, = 3x + By + 50 —0uWEIES ]00+%§

Zu | 2 x% 4 49x? + 224x 4 ’5@4‘2; + 14x+4-32—2-—0:
50x? + 240x £ 286 = 0::2;  252% 4-120x 143 — 0:0
— 120 + V14400 — — 180 +
= & 400 — 14300 hw@ 10, |
i 50 50
— 110 13045
v, = ——— = W = — M
) A 30 '
= 154416 @  — 182416
1 =‘-——--L’ sy, = 5 e
Die Gerade schneidet di_e. E“ipse in den Puunkten P, { - j'.); und P, 1 f
e ) i \ 50 — 8y )2
Zu 2. z=-—3-—fvinE,zx’ + 4y* = 100: <——3—’) + 4y =100]-9
2500 - 800y | 64y? + 36y = 900: / 100y? + 800y -+ 1600 = 0 |: 100:
s 4 V =
24 8y +16=10; Vi st AR ok “4 L = —4: xq,=—0

Die Gerade berithrt die Ellipse im l’unkte P { 2 ist also Tangente an
die Ellipse.
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Tangente an die Ellipse:
a) Der Ellipsenmittelpunkt liegt im Ursprung:
Gleichung der Tangente im

T - xox X, Yo¥
b? Berithrungspunkt P, { *
® 1 yo

b) Der Ellipsenmittelpunkt hat die Koordinaten . und v :
I = (g — 1) (x—4) _}_(YO—"Z),TU'_'V)_]_

aQ

Beispiel: Fiir die Punkte, deren Abszissen xg==—1%/5 sind, sollen die Gleichungen
der Tangenten an die Ellipse E = 25x®+ 64y* — 150x — 256y — 1119 = 0 auf-
gestellt werden.

25 (x* — 6x) + 64 (y* — 4y) = 1119
25 (x — 3)* 4 64 (y — 2)? = 1119 + 225 + 256 = 1600 ]: 1600
e

64 ‘ 25
Der Ellipsenmittelpunkt hat die Koordinaten u = 3 und v = 2; die Halb-
achsen sind ¢ = 8 und b = 5.

xo—:——%inE:81+64y"'+270—256y——1119==0
64y> — 256y — 768 = 0 |: 64
4+V16+48 4t38
y?— 4y — 12 =0; yo 3 ==
=6 == — 2,
Yo, Yo, =
5—3)
(I P
) 5 6—2(r—2 _
Ty: n + 25 =1 |-1600
— 120x + 360 4 256y -— 512 =1600; 120x — 256y - 1752 =10 |: 8
T, =15x — 32y 4 219 =0.
1)
(————3 (x —3)
.\ (=290 —2) _
Ty o +4 e =1 |- 1600

— 120x } 360 — 256y -+ 512 = 1600; 120x -} 256y + 728 =0 |: 8
T, = 15x + 32y + 91 = 0.

Tangenten von einem Punkt auBlerhalb der Ellipse
an die Ellipse.

1. Der gegebene Punkt P, liegt auf der Tangente, mufi also

der Tangentengleichung geniigen.

2. Der gesuchte Beriihrungspunkt P, liegt auf der Ellipse und

muB der Ellipsengleichung geniigen.

Daraus ergeben sich 2 Bestimmungsgleichungen zur Berech-

nung der Koordinaten x, und y, des Beriihrungspunktes.

(Siehe auch Seite 26: Tangenten von einem Punkt auBler-

halb des Kreises an den Kreis!)
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Beispiel: Wie lauten die Gleichungen der Tangenten von dem Punkt P, {_;
an dJdie Ellipse E=a1%}2y* —1=07?

_x2 2
E=1-+yI:1.

x=35und y = — 2in die Tang.-Gl. T= 'a" + y;g’ = 1 eingesetzt;
: 2 5x9 —
STxo —_ %’ =1; darausy,= xoT; in E eingesetzt:
2
( 5xy — l)
2 A2 =
1L x2+ 2 \" 2 1=0 |

8xy” 4 25207 — 1025 + 1 —8=10; 33x,° — 10x, — 7=10;
10 + V1004924 10 + 32

E _—

66 = 66
xo, = llundx%——%:in I ynl———%und ;Yo,z""g"
x+6 2y_1; T,=17x+ 12y — 11 =0,
1 2.2y

Tz!—gx——?’ =1; 2—*x+4y+3_—0

Tangenten an die Ellipse parallel oder senkrecht
zu einer Geraden.

Fiir die Ellipse_in belie
> ‘ m?

£
.

T B M . £ S P L

)@;'
£
&

Beispiel: An die Elhpse E= 2"\ fM‘N &Mﬁngenten zu legen, die auf
der Geraden G =x — y + 6 =0 senkrecht stehen.
U3

? b
E:—-+y mg =1; allgemein ist m, = 2%,
a’y,’
4‘xo . A o ar . )
I 12y, 1; x0= 3yo; in E eingesetzt:
IL Byo)* + 3y0* —12=0; 9y + 3y, =12; y’'=1;
Yo, = lund y,, = — 1; in L. Xy, = 33 X0, = — 3.
3x 1.y o
I: 5+ =LThi=xty—d=
—3x 1l-y o -
Tz-'lz n =1; T.=x+y+4=0.
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Die Hyperbel.

Eine Hyperbel ist eine Kurve von der Art, daB fiir jeden ihrer
Punkte die Differenz der Abstdnde von 2 festen Punkten — den
Brennpunkten F, und F, — konstant ist, und zwar gleich ist der
reellen Hyperbelachse.

PF, — PF, = 2a

0A = a = reelle Halbachse der Hyperbel;
0B = b = imaginire Halbachse der Hyperbel;
0F, = OF, = e = lineare Exzentrizitit.

Den Brennpunkt Ferhilt man, wenn man dlgf)lagonale 0C des

von den Halbachserl ‘webildeten Rechteckﬂf auf der reellen
Halbachse von 0 aus abtriigt; es ist:

Analog der Ableitung fiir d1e Ellipse arglbt sich als Hyperbel-
gleichung:

H= x* o8 “: 1 Mlttelplmkts~

. 4 gmchung
Wie bei der Elhpse erglbt sich fiir den Halb
b
P=

3¢



Der Strahl, der durch 0 geht und auf dem OC liegt, heiBt
Asymptote; es gibt deren zwei.

Da die Asymptote durch den Ursprung geht, hat sie die allge-
meine Form: y—=mx; m=tga= g—; folglich lauten die Gleichun-~

gen der Asymptoten:

A, Eyzgx und A,Eyr——-—%x

Zweite Eigenschaft der Hyperbel:

Die Hyperbel ist eine Kurve von der Art, daB fiir deren simt-
liche Punkte das Abstandsverhiiltnis von einem festen Punkt
— dem Brennpunkt F — und einer festen Geraden — der
Direktrix D — konstant und gréBer als 1 ist. (s> 1.)

Die reelle Achse der Hyperbel wird durch den Brennpunkt und
die dazugehorige Direktrix harmonisch geteilt.

Analog der Ellipse ergibt sich fiir die numerische Exzentrizitédt -
der Hyperbel:

£ == — und fiir die

e
a

a‘z aQ

Gleichung der Direktrix: |D, =x——=0; D25x+?20
e

Sind die Achsen der Hyperbel parallel zu den Koordinatenachsen
und hat der Mittelpunkt M die Koordinaten » und v, so ist:

H= ;Q-“)Q = b_Q")Q —1 | Normalgleichung.

Ueberfiihrung der allgemeinen Hyperbelgleichung
in die Normalform.

Eine Gleichung II. Grades steﬂt eine Hyperbel dar, deren
Achsen parallel zu den Koordinatenachsen laufen, wenn die
Koeffizienten von x* und y? entgeg'engesetzte Vorzeichen haben
und das Glied mit xy fehlt. Sie hat also die Form:

ax® — by¥t cx {-dy - e=0.
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Fiir die Rechnung gilt die im entsprechenden Kapitel iiber die
Ellipse Seite 31 aufgestellte Regel.

Beispiel : Welche Mittelpunkts- und Brennpunktskoordinaten hat die Hyperbel:
H=100x" — 49y? — 392y — 1000x — 3184 = 0? Welche Gleichung hat jede
Direktrix ? Wie lauten die Gleichungen der Asymptoten ?

100 (x2 — 10x) — 49 (y* + 8y) = 3184
100 (x — 5 — 49 (y + 4)* = 3184 + 2500 — 784 = 4900 | : 4900
(x—3F _ (yLap_
9 10
Dies ist die Gleichung einer Hyperbel mit dem Mittelpunkt M {‘:’l; e
0.

der reellen Halbachse @ = 7 und der imaginiren Halbachse b = 1

e’ =a’ + b2 =149; e = J/149 = 12,21.

Daher sind die Koordinaten der Brennpunkte:

F {x‘ =pu —<|» e=75 412,21 =17,21 und F, {x2= u—e=95—1221=—1,21;

Nyp=v =i

1y, =w =—4

Der Absiand der Direktrix vom Mittelpunkt betrigt xo—g =04,
e 1221
Fiir die Direktrix
D,istx;, =p+ x=5+4=29; daher D=x—9=0.
Fir D,istx, =p —xo=5—4=1; , D=x—1=0.
b

Fiir die Asymptote I, die durch M{_i geht, ist m, = . = !;:2 ; somit lautet

ihre Gleichung: y 44 = l,](-)(x— 5); Ty + 28 = 10x — 50
A =10x—Ty —78=0.

1
Fiir die Asymptote II ist m, = — —79 : daher die Gleichung:

y+4=—17-—0(x—5); 1y +28=—10x + 50; A, =10x + Ty —22=0.

Gleichseitige Hyperbel.
Eine Hyperbel, fiirdie a =b ist, heiBt gleichseitig. -Ihre Mittel-

punktsgleichung hat die Form | H=x"—y?=a?

Beispiel: Welche Mittelpunkts- und Brennpunktskoordinaten hat die Hyperbel:
H=y? —x*—8x —12=0? Wie lauten die Gleichungen der Asymptoten?

P (xF+4)P2=12—16=—4|: (—4)

2 2
i‘Y-——t—‘l—)———’!’;:l ader: (x + 4)> —y? =41,

Dies ist die Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel mit dem Mittelpunkt
{‘—_3 und den Achsen @ =b=2. e’ =a’+ b*=8; e = 2,83; daher:
F, Jr,=pte= —442; 83- }),17 —_— F2{ Xy==p—e==—4—2, 83———883

“\—V T =
Fiirdie Asymptotelm!m.: 1: daher:y— 0= 1(x+4);4 =x—y+4=0;
i M, m=-—1; ,, v—0=—1(x+4): ,=x+vy+4=0.

37

LTI



Konstruktion der Hyperbel mit Hilfe der Asymptoten und b.

Man errichtet in einem beliebigen Punkt Q auf der reellen Halb-
achse die Senkrechte bis zum Schnittpunkt N mit der Asymp-
tote. Um B schligt man den Kreis mit QN als Radius, der die
reelle Halbachse in S schneidet. SO von Q aus auf QN abge-
tragen, liefert den Kurvenpunkt P. Analog erhiilt man die
weiteren Kurvenpunkte.

Der Beweis fiir diese Konstruktion folgt aus der Beziehung b*> = QN —PQ =
= (QN + PQ) (QN — PQ), die sich fiir den Hyperbelpunkt P aus der Mittel-

punktsgleichung und aus QN = 0OQ - 3 ableiten 14fit.

Hyperbel und Gerade.

Schnittpunkte zu emmitteln, 16st man wie

k _'pse beide Gleichu:

Um die eventuel
ngen nach x und y auf.

beim Kreis und der

e L ep—

Beispiel: Welche Lage hat die ! 36 = 0 zur Hyperbel

H=x"—y* =647

@x — 36)* = 64;
— 8x2 —}4{#16\*— 1360 =10: (— 8)

27 +Y 729——*@,, 30 217

2 N 2
x,=17; x, =10, [ r v,= 15 und y, =~6

! —21x+1710=0;

Die Gerade schneidet die Hyperbel in-den Punkten P, { ig und P, {_12
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Tangente an die Hyperbel.

Hat der Beriihrungspunkt P, die Koordinaten x; und y,, so lau-
tet die Gleichung dér Tangente, wenn

a) der Mittelpunk Ursprung liegt:

yperlr)’e'i/:.,\H = 16y* — 25x* — 400 =0
e und ﬂig Normale bestimmt werden.

HE]()yZ—Zij:-‘J 0 : : =

Bei dieser Hyperbel ist die Y-Achse die reelle Achse (b = 5) und die X-Achse
die imaginire Achse (@ = 4): die Gleichung der Tangente lautet in diesem Fall:

=Yy _ Xt

b* a’

xo = — 3 in die Hyperbelgleichung eingesetzt: 160y,” — 225 = 400

. 625 25
16y,% = 625; ¥ =g yo = (1) i
25y (—3)x

“4.25 7 L1

4y +3x=16; T=3x+4dy—16=0.

— : 4
mp = %; da die Normale senkrecht auf der Tangente steht, ist my = 3

—3
Die Normale geht durch P, { ?_‘E; also lautet ihre Gleichung:
4
25 4
Ney —2=2(:43)-12
9

4
12y — 75 =16x + 48; N=106x— 12y 4 123 = 0.

Tangenten von einem Punkt auBerhalb der Hyperbel
an die Hyperbel.
" Die Losung derartiger Aufgaben erfolgt nach der schon fiir

Kreis und Ellipse entwickelten Methode.
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Beispiel: Wie lauten die Gleichungen der Tangenten vom Punkte P,{ ; an die
Hyperbel H= x* — 2y* —2=107?

N
=771V
=4 und y = 3 in die Tangentengl. T = %‘;— = % =1 eingesetzt:

4 3
I-‘%—%ﬂ:l; 2xo—3ys=1; daraus xo___.’i 3 1;inHeingesetzt:

2
IL (3——"‘:1) — 2y, — 2210 |4

9y0® + 6y0 + 1 — 8y,* — 8 =0; Yol + 6yo —7=10

_—6+V36+28 —6+£8 1. -7
yOI'_,-‘ 2 - 2 ’ }‘o,== s Yo, = — (.
Aus L. Xo, = 23 Xo, =—10.
. 15
T,:—z—"——l—yzl; Ty =x—y=1=0.
T,::Elgf—:g——‘h T, =5x—17y+1=0.

Tangenten an die Hyperbel parallel oder senkrecht
zu einer Geraden.
Auch hier finden die schon fiir Kreis und Ellipse aufgestellten
Richtlinien Anwendung.
Hat die Hyperbel ihren Mittelpunkt im Ursprung, so ist der Rich-

tungsfaktor der Tangente: b’x,
T= agyo
Fiir die Hyperbel mit den Mittelpunktskoordinaten . und v ist:
_ b° (%o ~ _#l
o a’ (yn —v)

Beispiel: An die Hyperbel H= 4x? — y* — 16x — 2y + 19 = 0 sind Tangenten paral-
lel zur Geraden G =6x — 5y + 20 = 0 zu legen.

H=4 (x* —4x) — (y* + 2y) = — 19;
4 —2 —(y+1)=—194+16—1=—4|: (—4)
D=2
4 1 :
Bei dieser Hyperbel ist die Y-Achse die reelle Achse (b = 2), die X-Achse ist
die imaginire Achse (@ = 1); der Mittelpunkt hat die Koordinaten y =2

und v=—1.

mg = —:~; ebenso muB mp= % sein.
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Die Gleichung der Tangente lautet in diesem Fall:

— o=Vl —v) —uw (x—p b (xo — p)

T: ] . ::__o__'u. ilt -
b2 po 1; mp =7 e Nun gilt:
4(x0—2) _ 6 _ 10x, — 23 . .
Tkl 5° 20x0—40=06y,+6; Yo=——7— in Hyp.-Gl. einges.

10x, — 23 \? 2
11 4x0* — (xo—s_) — 16x — ?(104:0 — 23)+19=0; daraus ergibt sich:
- . _ 64+7 74096 — 3520 64+24
16x¢*> — 64x0+ 55 = 0; o,y = 3% =5
11
xot—T; x02—~4'—
3 2
Aus I: Yo =35 Fu=-—3
3 11
G+1)orn (F-2)e—2
Tz 3 — 1 =1; T, =6x—35y—9=0.
7 5
(=Z+) oy (E-2)e-2
Te: = y — 1 =1; T,=6x — 5y —25=0.

Die Parabel.

Die Parabel ist eine Kurve
von der Art, daB fiir jeden
ihrer Punkte der Abstand von
einem festen Punkt — dem
Brennpunkt F' — und einer
festen Geraden -—— der Direk~
trix D — gleich ist.

Die halbe Sehne P, F' der Pa-
rabel ist der Halbparameter
p. Der Scheitel der Parabel
halbiert die Entfernung zwi-
schen Brennpunkt und Di-

rektrix: OF = g—; demnach
lautet die Gleichung der

Direktrix : sz+§-_—:0
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Der Definition der Parabel zufolge ist: PF — PR. Daraus leitet

sich die Parabelgleichung ab. PF= /(x =171 (y—0)’; PR=x1¢
es mul} sein: J (rA')QJ y-fxil b .
quadriert: x° —px +7 +y?=x>+ px +2;

P =y? = 2px | Scheitelgleichung der Parabel.

Hat der Scheitel der Parabel die Koordinaten » und v, dann ist:

P=(y—v)=2p(x—4u

Normalgleichung.

Weitere Lagen der Parabel:

o o
F
= F
>
P=y?>=—2px P=x>=—2py
oder oder
(y =P =—2p (x— ) (x— Y= = 2p(y =)
D=x—-2= =L
==y P=x>=2py P=y=;
oder
(x—u)=2p(y—v)
D=y+%=0

Ueberfiihrung der allgemeinen Parabelgleichung

in die Normalform.

Eine Glelchung II. Grades stellt eine Parabel dar, deren Achse
parallel zu einer Koordinatenachse liuft, wenn entweder das
Glied mit a* oder y” fehlt und dagGlied mit xy nicht vorkommt.
Die Gleichung hat also die Form:

ay’+ by +cx+d= 0 oder ax*+ bx+cy +d=0.

42



Beispiel: Welche Scheitel- und Brennpunktskoordinaten haben folgende Parabeln?:

Zu

Zu

1. ¥ — 8x — 4y 4+ 100 =0;
2. x*+ 2x 4 3y + 10 = 0. Wie lauten die Gleichungen der Direktrix?

1. y? —8x —dy+100=10; (y —2)>=8x — 1004 4; (y — 2)* =8 (x — 12).
Dies ist die Gleichung einer Parabel mit den Scheitelkoordinaten =12 und
v =2, deren Achse parallel zur X-Achse liuft, sich nach rechts &ffnet und

den Halbparameter 4 hat. = % R gy

y=v= y)

Die Koordinaten des Brennpunktes sind F

Der Abstand der Direktrix vom Scheitel betrigt %: 2: fir

x=pu— I—) =12 — 2 =10 lautet daher die Gleichung der Direktrix:
2 D=x—10=0.

2. x* 4+ 2x+3y +10=10; (x+1)=—3y—10+4+1; (x+1)>*=—3(y+3).
Dies ist die Gleichung einer Parabel mit den Scheitelkoordinaten u = — 1
und v= — 3, deren Achse parallel zur Y-Achse liuft, sich nach unten 6ffnet
3
und den Halbparameter-i hat. Jx T
Die Koordinaten des Brennpunktes sind F \)’ oy B — 3 3_ 3-_’5_'
4 4
Der Abstand der Direktrix vom Scheitel betrigt %—— %; fiir
3 9
y=v +7§ =—3+ =7 lautet daher die Gleichung der Direktrix :

D: y+%=00derDE4y+9=9.

Konstruktion der Parabel.

Man beschreibt um }@ﬁn
Brennpunkt F dﬁp:ﬂﬂ'a el
Kreise mit béliebigem Ra-
triigt von, dem Peri-
‘ 'punktg er auf der
hse die Strecke p ins
K;ﬁ‘innere is7am Punkte
N auf der Achse "\b, errich-
tet in%\ die Seukrechte bis
zum Schh mit dem ent-
sprechenden reis und er-
hilt so 2 KurvenpunkteP,
und P,.

Nach der Konstruktion ist der Abstand der Punkte P, und P, von F genau so grof}
wie von der Direktrix D. Die Parabelbedingung (Seite 41) ist also erfiillt.
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Parabel und Gerade.
Vergleiche die entsprechenden Kapitel iiber Kreis und Ellipse!

Beispiel: Welche Lage hat die Gerade G = x — 2y — 10 = 0 zur Parabel
P=y*+46y+6x+421=07?

1. Aus G folgt: x =2y 4 10; in P eingesetzt:

L. y* 4+ 6y + 6(2y +10)+ 21 =0; y*+ 18y + 81 =0;

_ —18+V32—324
> _—

—9; in I: x= —8.

Die Gerade beriihrt die Parabel im Punkte P{ :g

Tangente an die Parabel.

Hat der Beriihrungspunkt P, die Koordinaten x, und y, so
lautet die Tangentengleichung, wenn

a) der Scheitel der Parabel'im Ursprung liegt:

Tp =yoy =p(x+x)

b) der Scheitel die Koordinaten « und v hat:

T,=@o—(—=pEtx—24

Fiir die 2. Lage der Parabel lauten die entsprechenden Glei-
chungen der Tangenten:

a)|] T=yy=— plx+x)
b)] T=(@o—v )@y —v)=—px+x—2u

fiir die 3. Lage: a)| T=xx=py+yo)
b)| T=(xo—u)(x—u)=p(y+y,—2

fiir die 4. Lage: a)l T=xx=—p(y+7y,)
| T=@-wE—n=—py+y,—2v

44



Beispiel: Im Punkte Py, dessen Abszisse xy= — 9 ist, ist die Tangente an die
Parabel P=2y? — 8y + 3x 4 17 = 0 gezogen. Wie lautet ihre Gleichung?

xo=—9indie Parabelgl. eingesetzt: 2y > — 8y, — 274+ 17=0;y," — 4y, —5=0;

4t)16+20
Vo, = g ¥, =5 yo,=—1;
3
P=2(y’—4y)=—3x—17; (y—2)"=———2—(x+3).
Fiir diese Parabel mit den Scheitelkoordinaten = — 3 und v ==2, die sich

3
nach links 6ffnet, (2. Lage!) und deren Parameter - 1 ist, lautet die Tangenten-
gleichung; T=(yo —Vv) (y —v) = — p (x + x0 — 2 p): also:

T,: (5—2)(y — 2)=—§—(x-9 +6);dy —8=—2+3; T1=x+4y—11=0.

Ty (—1—2)(y—2)~—%(x—9+6) dp—ti=m 8 Te=a A i=0;

Tangenten von einem Punkt auBlerhalb der Parabel
an die Parabel.

Vergleiche auch hier die entsprechenden Kapitel iiber Kreis
und Ellipse!

Beispiel: Wie lauten die Gleichungen der vom Punkt P, { an die Parabel
P =5x* 4 6y = 0 gezogenen Tangenten?

P=x?=— gy; daraus folgt: p :% ’
In die Tangentengleichung, T——aa:ox =—p(y+y) x=—2und y =10
eingesetzt:

4 10x0 — 30
L —2x= — (10+9’o), - 10x0 = 30 +- 33 Yﬂz“xﬂf—}_&';
in Pemgesetzt ;
11.5)(92-{—6-1(-)}%—3—_—-3—0:0; SxQ 90xa—60—0 xo? + 4x¢ — 12 =0;

—4+{ 16+48 —4t8 _
%o, , = -—2+— == Xo, =12 ?md X0, = — 6.
10

Aus L yo = -3 yoyae — 30.
T1:2x=—§(y—‘l?0); T =10x + 3y — 10 = 0;
T:: —6x=—g(y—30); T, =10x — y 4 30 =0.
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Tangenten an die Parabel parallel oder senkrecht
zu einer Geraden.

| Siehe auch in diesem l‘alleﬁ entsprechenden Abschnitte bei
Kreis und Elllpse nach ‘ ,

Ursprung liegt:

3. Lage: 4. Lage:
X X
m,=2=2 m,= I—)"

b) wenn der Scheitel der Parabel die Koordinaten » und v hat:

1. Lage 2. Lage: 3. Lage: 4. Lage:
m,= 4 my=— 2 T mT_—_—xL—f
Yo —V Yo~V P p
1. Beispiel: An die Parabel y?> = 18x ist eine Tangente senkrecht zur Geraden

G=12x + 3y — 5 =0 zu ziehen. Wie lautet ihre Gleichung?

9
Fiir die Parabel ist p =9; also ist m; = ;‘, (1. Lage!).
U

Fiir die Gerade ist mg = ———2-‘

S
J
; 1
Es muf} sein: my = — —1
"

9 3 -
Also e =4 ol 0= 6 in die Parabelgleichung eingesetzt: 36 = 18x0; x, = 2.

Die 'i‘angentengleichung heifit dann T=6y =9 x4 2); 9x + 18 = 6y;
T=3x—2y+6=0.

2.Beispiel: An die Parabel P=x? — 6x — 4y + 1 =0 ist eine Tangente parallel zur

Geraden G = 4x — 2y + 3 — 0 zu ziehen. Wie Jautet ihre Gleichung?

P=(x—3)*=4(y+2): dies ist eine Parabel mit den Scheitelkoordinaten
u =3 und v = — 2, die sich nach oben iffnet (3. Lage!) und p = 2 hat.

Es muf} sein: mp= m !

9
xo— 3

49 — 42 — 4y + 1= 0: yo=2
T=(xo—u)(x—p)=p+y—2v):
(T—3)(x—3)=2(y+2+4):; 4x—12=2y4 12;

= 2: xo =7 in Parabelgleichung eingesetzt:

T=2x—y—12=0.
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Differentialrechnung.

Die analytische Geometrie geht von geometrischen Grundlagen aus

und sucht dafiir algebraische Formen zu finden.

Im Gegensatz dazu geht die Differentialrechnung von der Algebra aus.
Die graphischen Darstellungen dienen nur zur Veranschaulichung.
Der Begriff der Funktion ist ein Grundbegriff der Differentialrechnung.
Fiir ihn ist das Symbol y = f) iblich geworden. Die meisten Funktionen
lassen sich graphisch darstellen. Die Grundlage der graphischen Dar-
stellung bildet die Wertetabelle, welche dadurch gewonnen wird, daf}
zu willkiirlich angenommenen Werten der einen Verinderlichen (un-
abhingige Variable x) die zugehérigen Werte der anderen (abhingige
Variable y) errechnet werden (vgl. Sk. S. 21 und S. 24).

Beispiele:
1. Quadratische Funktion: y =x
Wertetapelle: x | y=x?
(—4 +16)
—3 4+ 9
=g | 4 4
— + 1
0 0
+1] + 1
+2 | + 4
+3| 4+ 9
(+4 ] + 16

Wertetabelle :

2. Transzendente Funktionen: y = sin x und y = cos x

~ pes

X =sinX | y=cosXx
0° 0 !
30° 0,5 0,87
60° 0,87 0,5
90" 1,0 0
120° 0,87 —0,5
150° 0,5 — 0,87
180° 0 —1
210° —0,5 — 0,87
240° — 0,87 —0,5
270° —1 0
300° — 0,87 40,5
330° —0,5 + 0,87
360° 0 1
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Die Operation, welche zu einer
gegebenen Funktion y=f, die
Abgeleitete y" = f"(,) liefert, heifit:
Differentiation (Differenzieren).
Sie umfafBit 3 Schritte:

1. Zu einem bestimmt gedachten Wert der unabhingig Variablen
x gehort ein ganz bestimmter Funktionswert y =f,;. LiBt man
x um eine ganz kleine GroBe Ax auf den Wert x+ Ax anwach-
sen, so gehort dazu der neue Funktionswert fi.; o, der sich
vom vorhergehenden y um Ay unterscheidet und daher mit
y + Ay bezeichnet werden kann.

2. Der Differenz der unabhiingig Verinderlichen entspricht die
Aenderung Ay = fix + ax)— f o3 €8 1st:

Ay fe+an—fw

Ax e der Differenzenquotient.

3. Die Grenzwertermittlung (limes) dieses Ausdruckes liefert
dann die abgeleitete Funktion y' = f"(,), die als Differentialquo-

tient bezeichnet wird und statt y’" auch in der Form :% geschrie-

ben wird (lies dy nach dx!); es ist

y = lim it o = fio) der Differentialquotient.
Ax—>0 Ax
y ist demnach der Wert, dem su:h fur ein bestimmtes x an-

nihert, wenn Ax immer mehr der Grenze Null zustrebt.

Die Gerade durch P und P, ist eine Sekante S der durch die Funktion fix)

dargestellten Kurve. Thr Richtungsfaktor ist tga, = m, = %—z(siehe S.9. Nihert

sich Ax der Null, so nihert sich die Sekante S der Tangente T im Punkte P

an die Kurve. Sowie der Differenzenquotient él:.der Sekante durch P und P,

Ax
entspricht, gehért zu seinem Grenzwerte, dem Differentialquotienten y’, die
Tangente im Punkte P.
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1. Beispiel: y=mx+t; y+ Ay=m (x+ Ax) + ¢;

Ay=m - -(x+Ax)+t—(mx+t)=mc+m- Ax+t—mx—t=m- Ax;

—A—'-‘-'Zm: lim AV

Ax Ar—>0 Ax

Fiir y = mx + ¢ ist also _y' = m, wobei m = tga ist, d. h.

Der 1.Differentialquotient gibt den Richtungsfaktor einer Geraden
an und bedeutet somit geometrisch den Richtungsfaktor der
Tangente an die Kurve y = f{,, im Punkte mit der Abszisse x. Er
ist demnach gleich dem trigonometrischen Tangenswert des Nei-
gungswinkels, den die Tangente an die Kurve mit der positiven
Richtung der X-Achse bildet.
2. Beispiel: y =x%; y +Ay2= (x + Ax)? = x? + 2x Ax +Ek

Ay = x?2 4+ 2x Ax + Ax — x* =Ax-(2x + Ax)

Ay lim Ay
By N Ax —»0 Ax =2
Fiir y = x? ist also y' = 2x.

3. Beispiel: y =ax? —bx+c y+Ay=a(x+Ax)—bx+Ax)+c
Ay = 2axAx + an — bAx = Ax (2ax + aAx — b)

Ay . lim Ay

Ko =2ax — b + aAx; P b By
Fiir y = ax? — bx 4 c ist y' =2ax —b.

Mit Hilfe der Differenzenquotienten entwickelt man die

Differentialquotienten der einfachsten Funktionen.

=2ax —b

Formelzusammenstellung:

’ . ’ 1
lLiy=c....y' =0 9.| y =aresinx;y' = T
} , 1
2. ly=x....y =1 10. | y =arccosx;y’ = — =
: ’ ) 1—x*
3 PR ; t . L 1
y =X arctgx; ¥ =05
4 p " p o tg X P 1
y=a =arc ctg X5y = l+;\‘2
5. Y= sinx. . — e y' == 0"
6. y=cosx. . =a* y'=a"-Ina
1 oo A
= f = . 15. =lIlnx y' ==
1. =g \ COs™ X Y X
' l 16 - ml _1 —
8 ' y =ctgx =~ i Ay ogx .y =T
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17. y‘—-‘f(x)-f—f}’(,)—\l'(,) P y' ’—*'f'(x) B 'P'(,; = w'(,) d.h.

Der Differentialquotient eines Aggregates von Funktionen ist
gleich dem Aggregat der Differentialquotienten der einzelnen
Funktionen.

Beispiele:
i 1 - i 2
y=x% 3 = 6x° y=m=xh Y= =—
2 9 1 2
- ' 9.2 3./79 T ’ P4 s . o
y=4x% 3 =12x y= Vx-:x’, y e x ’—33}/"
" 1}
=T7=; =T7%-In1 ="*] ; e .
y y y 8X: Y= TS

Weitere Beispiele:

- s 3
y=1+4x*—x"*—sinx + m; y'=2x+;—cosx.

A —+9x=' O = R =i v
3 4
y—5+v — g =—x =5 }x7T —x_ 3 —x
x: V_
. 3 4.4 .1 — 3 4 , o
ye=—o-x 1 +4x 3 +5x ==t ——=+=
T 3 i A P

Hoéhere Ableitungen.
Hat man von der Funktion y = fi.j/die 1. Ableitung y' = f"(y
gebildet, so stellt dieser Ausdruck wiederum eine Funktion
von x dar, die erneut differenziert werden kann und den
2. Differentialquotienten liefert. Analog kénnen weitere Ab-
leitungen gebildet werden.

Beispiele:
1.) v=3x*—£x’+—5 x*—9;
J 3 2 bl
= 12x*> — 2x* + 5x; y" = 36x* —dx+ 5: == 72— 4
YW =12; y®=0.
2) y=cosx: y==—sinx; y'=—cosx; y''=sinx: yY=cosx.....

Produkt zweier Funktionen.
Hat man ein Produkt zweier Faktoren 1 und v zu differenzieren,
so ist der Differentialquotient y* = 2,/Faktor mal Ableitung des
1. Faktors + 1. Faktor mal Ableltung des 2. Faktors

y=u-v; y=vu'+ur
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Beispiele:

1) y=6x*- Y <%

3 2 18x* -+ 4x° 22x -
y ="V x*- 18x* 4 6x*-—3 = — =32 =22 Y2
3- ‘ X vx V{\‘
2.) y =sinx- ctg x;
7 cos x (— l) cos®x i} cos? x — 1
y' == —= - cos x 4 sin x =T = =
sin x sinx  sin x  sin x sin x
sin’ x .
= E = — sin x
sin x
) sin x * cos x " .
oder einfacher: y= ————— ==co8x; y = —sinx.
sin x

Quotient zweier Funktionen.

o . W g 4. . o
Hat man einen Quotienten ; zu differenzieren, so ist
' Nenner Ableitung des Zliﬂon—- Zihler - Ableitung des Nenners

(ﬁienner)2
u y“,' v-u—u-v
Y'—‘;" y:"*vp—_““
Beispiele:
elﬂp;e)e— 1 . '——(1_4_)(2),0_1,2/{“_ 2x
YT YT 1+ T aFey
2) _3x—=5 , (8—T79-3—03Bx—5)(—=17 __
IYTE =1 Y T (8 — ) o
_ 2 —2lx42x—35 11
(8—7x)* - (8—7x)"
1 1
3)y=Vx—1 '=V_ 2V'_ — - l)zf B ?+2}/7=
* i’ x x
N SN
2XV—; 2x?
Funktion einer Funktion.

Hat man z. B. y (a bxé“zu differenzieren, so ist die Basis
dieser Potenz w1eder eine nktmn von x; es ist allgemein
y=F[f(x)]. Derartlge kbmplﬁfertel‘a Funktionen fiihrt man durch
Einfiihrung einer Hilfsvariablen z- auf einfache Funktionen zu-
riick und es istdanny = F’(z), wobel in dlesem Falle z=a—bx ist.

z=a—bx differenziert, glbt:‘ d—;”: '3

y =z differenziert, gibt: g—; = 2z.

Nan 321l 7= ‘({g gﬁ d.h.y'—=2z +(—b) odery'=—2b (a—bx).
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Regel: Man differenziert die Funktion einer Funktion von x, in-
dem man zundchst die Funktion nach der Hilfsvariablen z

differenziert und hierauf

mit dem Differentialquotienten

der Hilfsvariablen z nach der unabhingigen Variablen x

multipliziert.
Beispiele:
1) 10 (1—2x%)" 1 Man setzt z=1—2x%; dann ist
Nk — B _
= i,
1
Nun ist y=10-z" % und
d 1, — ,  —6x? (=2 12x?
(T'?:—lo'(—r)'z 5; somit y == =2 =, 2
: . V(—2+7)" V(1—2x%¢
2.) y=(sinx)" Man setzt z=sin x; dann ist
dz
Nun ist y =z" und dx —C08 %
::—j‘,'-—*—n - zn—1: somit ¥ =cos x - n (sin x)"=1 = n - cos x (sin x)"—1.
3.) y = cog (mx® + nx) Man setzt z = mx® + nx: dann ist
dz
Nun ist y = cos z und E=2mz+n
d i 3
(}%’ = —sinz: somit y' = (2mx + n) (—sin z) = —(2mx +n) -sin (mx? -+ nx).
4.) y = arc cos (ax) Man setzt z = ax; dann ist
dz
Nun ist y = arc cos z und ax
dy 1 it v’ — 1 — a
=5 = — ; somity = a -
dz 1 = y y1—z? Vl (ax
5.) y = sin (arc ctg x) Man setzt z = arc ctg x; dann ist
Nun ist y = sin z und dz -1 and
dy dx 1 + x?
E; = €08z &
ctg = ==x: daher cos z = -
V1422
' — 1
somit y = T+ g 5 €08 3 = 111:2‘
s —= 1
(4 + x? TV 4R
x
3 2nx .
6. y = = etn Man setzt z = — : dann ist
2n 3
g de _ n
Nun isty = T;_ e’ und dx 3
2ax
dy : o 2n 3 5 3|/ e
dz-——2"(2.50nmy—3 o e = |/ e2nx |
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X — m xX—m

1.) y==1In T m Man setzt z = x—}——m; dann ist
. B dz_(x+m)-1—(x—m)-1 __ 2m
Nun ist y = Inz und dx G op = GErm
dy 1 comit v’ — 2m - (x + m) __2m
dz  z ¥ x+m)?-(x—m) x*—m’
8.) y=a’—x Man setzt z = x> — x; dann ist
. dz
Nun ist y = a* und Te = 2x—1;
dy S 2
3= a* - Ina; somity' = 2x — 1) a* - Ina = (2x — 1) a**-* - Ina.
z
Einige weitere Beispiele:
x - (— 2%)
v = x oo = Yo' — 1"‘ZVb’—xz b — x? - &2 b?
. l/—b—"’——-x"’ ’ b? — «? ( bt — x?) Voi—x? - V(o8 — x2)°

3 . i 3( ., ; ;
y = —cos x - sin’x + cos’x; y'-":o.)— sin’x (—sinx) + cosx - 2 sinx - cos x )+

2

3 : 3
-3 cos?x+ (— sinx) = 3 sin x - cos’x 3 ginx — 3 sin x - cos’x = — Tsln x.

+ , cos’x - 3 sin’x - cos x + sin’x - 3 cos®x (— sinx)
y = In}sin’x - cos’x; ¥y = Py 3 =

Vsnn”x cos’x - 4 V(Sln"x cos” x)?

3 sin’x - cos’x (cos’x—sin’x) 3 cos2x 3

z T — ctg 2x.
4 - gin’x + cos’x 4 sinx cosx g o8

Anwendung der Differentialrechnung auf Kurven-
diskussionen.

1. Dader 1 Differentialquotient glelch dem Richtungsfaktor m
der Tangehte ist, also die Steigung einer Kurve bedeutet, so
erhilt man fiir einen positiven Wert von m = t*,a ein posi-
tives y': Dle Kurve steigt. &

2. Fiir einen negaﬁven ’Wm‘t von m = ﬁeg o ist y‘ negativ: Die
Kurve fzﬂlt & i

3. Istm= tgn = 0 so ist die Tangente an die Kurve parallel zur
X-Achse: y* = 0 liefert einen Hochst- oder Tiefstpunkt, —
ein Maximum oder Minimum.

4. y” = 0 gibt einen Wendepunkt.

5.y = 0 und_y” = 0 gibt_einen Wendepunkt. mit. swer zur
X- l\chse parallelen Wendetangente.
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Tabelle:

y' !’ Kurve: Bild:

+ | + | steigend konkav //

Sk — | steigend konvex /'/

— | + | fallend konkav \

— | — | fallend konvex \\

0 + | Minimum \o/

0 — | Maximum /.\

+ 0 | Wendepunkt /

0 0 | Wendepunkt mit zur

X-Achse |l Tangente /—‘/

LBeispicl: piyutiore die Kurve y —¢#* —x + 5 und stelle im Punkte P,{ 3

4 n 2

die Gleichung der Tangente an die Kurve auf!

. 1 3 w1
F=gd—gi  1'=g .
Bedingung fiir Max. oder Min. y' == 0; folglich: x5 = 0; x=3.
9 1
x = 3 in die Kurvengl. einges.: y = % e g = 2.
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y' ist +: daher hat die Kurve im Punkte 4 {__2 ein Minimum.
Links von 4 : x < 3 z. B. x = 1 ergibt:
N
y=g g 1
/7’ | fallend konkav:
¥y =
E Rechts von A : x > 3 z. B. x — 4 ergibt:
- , 1 3 1
: Y=34—5=+1%
A{3 | steigend konkav.
2 e o
x? 3 1
= 2 i i ’ 1 82 =———=x-4 -
2 in die Kurvengl. einges 2 5 X -+ 3
65-Y36+28 6t
,\-”—6,\'—7:0;)(,’_-_.: 3 —_—= 4.) =1.

0| -

x==T7in y'einges. y =



Die Gleichung der Tangente im Punkte P, {; lautet also:
y—2=2(x—17); T=2x—y—12=0.

Vgl. hierzu das Beispiel auf Seite 46 der analyt. Geo., das hier mittels
Differentialrechnung gelost wurde!

2.Beispiel: Diskutiere die Kurve y =2x*— 6 x?—1! Wie lautet die Gleichung der

Wendetangente ?

3.Beispiel

y =6x*—12x y'=12x—12.
Bedingung fiir Max. oder Min. 3' = 0 : folglich 6 x> — 12 x = 0;
x; = 2 in Kurvengl. eingesetzt: xg =0;
yp=160—24 —1=—29; y:=0—0—1=—1
fiirx,=2isty"' =24—12= 412 | fiirx,=0isty”’ =0 —12=—12
daher 4 { _g Minimum. daher B } —(1) Maximum.
Bedingung fiir Wendepunkt: y"" = 0 : folglich 12 x — 12 = 0:
x3 =1 in Kurvengl. yy =2 — 6 — 1= — 5; also C { __:Wendepunkt.
LmksvonBlstx<07Bx—- 1:
= = 1
y.,: —()—1_+:’;—1212:'—ég } steigend konvex.
1
Zwischen Bund Cist 0 < x<1 z. B. x =§:
V= _6_ E FEp— 4,1
rE1—39 7 2 ) fallend konvex.
=6 —12=—6
Zwischen C und Aist1 < x< 22 B. x = -':-
;21 36 __9 l
y 2 fallend konkav.
= 18 — 12 =46 I
RechtqvonAlstx>2z B.x=3:

y i zé - :g - _T_ 24 }stelgend konkav.

Fiir xy = 1 ist ' = 6 — 12 = — 6 = m; daher lautet die Gleichung
der Wendetangente: y +5=—6(x—1) Tw=6x+y—1=0.

: Wie lautet die Gleichung der Kurve 111. Grades, die im Punkt P { ; ein

Maximum und im Punkte ()I einen Wendepunkt besitzt?

Eine Gleichung III. Grades hat die allgemeine Form: y = ax® +
bx? + cx + d; dann ist ¥ = 3ax? + 2bx + c und y"' = 6ax + 2b.

Bedingungen zur Bestimmung von a, b, ¢ und d:

P und Q sind Kurvenpunkte, also miissen ihre Koordinaten: die
Kurvengleichung erfiillen. (I. und II. Bestimmungsgleichung)

P ist extremer Punkt, also muf fiir x =1 sein: y' = 0 (IIL. Best.-Gl.)
Q ist Wendepunkt, also muf fiir x = 3 sein: y" =0 (IV. Best.-Gl.)
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LY9=a+ b+ c+ d, M—I=1": 26a+8b-L 2¢=

1 = 27a 4+ 9b + 3¢ + d: —38
1. 0 = 3¢ + 2b + ¢: IN: 3a-+2b+ec=0/[(—2)
IV. 0 = 18a + 2b; I': 18a 4 26 =0
I'—2.11' 20a + 4b— — 8 ] ! 9
it 486 = gy IS HEG b
Aug II': ¢ :—%-{— 9: r,':%s; Ausl: d- 9——%— ‘*%——15 4= l—l]—
. , ; 1 9 5 11
Die gesuchte Funktion lautet: y - «9 x? ——A +—x A

4. Beispiel: Bestimme dieGleichungderKurve 111.Grades,die durch denUrsprung geht,
im Punkte P {f einenWendepunkt hat und derenTangente im Punkte

mit der Abszisse x — 1 einen Winkel von 45° mit der X-Achse bildet!

vy = ax’$+ bx*+ ex+ d: v =3ax® 4+ 2bx+ 1y = 6ax -+ 2b.

Der Ursprung und der Punkt P sind Kurvenpunkte: ihre Koordi-
naten in die Kurvengl. eingesetzt, miissen diese erfiillen (I. und IT.
Best -Gl.) P ist Wendepunkt, also mufy fiir x =2 sein: v - 0. (1L
Best.-Gl.) Da die Tangente in Q den Richtungswinkel 45° besitzt, ist
tg 45°=1=m und es muf fiir x=-1 sein: y'~ m 1. (IV. Best.-Gl.)

1. 0==0+0-+0-+d; daraus: d = 0

II. 1 = 8a 4 4b + 2¢ . 1
i—2«IV: — 1= 2a:a=—73}
1L 0 = 12a | 2b =21 e 2
IV. 1 - 3(1 _{ 2b _*70 . (___ 2) Aus 1. = L
1
Aus IV. ¢ = — +.
1 7 :
Die gesuchte Gleichung lautet: y — — 3 x4 3. — 5 X
5.Beispiel: Eine Kurve 11I. Grades schneidet die X-Achse in A(x, = — 3). Die
Tangente im Punkte B (x,= —1) der Kurve hat den Richtungsfaktor 2.
2
Im Punkte C (x; = —é) ist die Gerade T = 171x — 81y - 170 =0

Wendetangente der Kurve. Stelle die Gleichung der Kurve auf!

y=ax® 4+ bx* t-ex +d; y - 3ax® -+ 2bx+¢; ¥’ = Oax - 2b.
A {_3 muf} als Kurvenpunkt der Gleichung geniigen. (1. Best.-Gl.)

In B hat die Tangente m = 2: also muf} fiir v= —1 sein: y' 2.
(11. Best.-GL.)

sein: y'" = 0 (I11. Best.-G1.)

w| e

C ist Wendepunkt; also muf} fiir x — —
19
Die Wendetangente hat in C den Richtungsfaktor m = g > also mufy fir

2 " 1
x=—7 sein: y = 39 (1V Best.-Gl.)



LO-— —2%7a -9b — 3¢ - d !

L2 -3a—2b4¢ | H—IV: —1- 15a — 6b
HI.LO  —da -+ 2b j HI': 0 — 12a-i- 6b
19 4 4
]\.7 vga—gh ‘e I — 1= 3a5 @ _%
> =
b =% ey 4 3
Ky &
Die gesuchte Gleichung lautet: y — — % = % o ',_; X

0. Beispiel: Wie lautet die Gleichung I Grades, deren Differentialquotient

.

y v — 2x =~ 3 ist und die fiir v 3 den Wert y = 14 hat?

ve=axt byt e <od Y Baxt L2y + 0 [y — bax + 28]

L. Bedingung: 3ax® = 2bx - ¢ = x* — 2x ~ 3: durch Koeffizienten-
vergleichung ist: 3a=1: a= %
2h=—21b=—1: ¢c=3

1 . :
2. Bedingung: 14 — —{(i) —1(3)* +-3-3 ~d: d=

v

. . 1, .
Die gesuchte Gleichung lautet: y - ?.\"‘ — x?+=3x — 5.

4 Anwendung der Differentialrechnung
f Maxima und Minima
LiBt sich emet

Maxnmum oder Minimum ge-
sucht werden solljals Bunktio .einer unabhingigen Veriinder-
lichen ausdriicken, so’setzt man'den 1. Differentialquotien-
ten dieser Funktion gleich Nulls Auf di€se Weise erhiilt man
eine Bestimmungsgleichung z& derjenigen Stelle,
an welcher ein Maximum oder Minimum eintreten kann. Das
wirkliche Auftretsn eines Maximums oder Minimums priift man

durch Aufstellung des 2. Diff.-Quot. fir die gefundene Stelle.

. Beispiel: Welches Rechteck mit gegebener konstanter Fliche F hat den klein-
sten Umfang U?

Das Rechteck habe die Seiten x und y. Dannist sein Umfang U=2x+2y,

F 2F
seine Fliche F = x-v. Daraus folgt y = = und U = 2x + —
2 F
"v.n'

—2:xt=F

U 24 2F(—1)x—2=2—

F 2F

U= 0 gesetzt: 0 =2 ——3
£ X

(]

~?

: - ¥
=+ }F x,=~1|F [unbrauchbar.] y, = —V,:'F: VF

C e 4F 4
U e — :_F(‘_D = i—a- = —= = = (daher Minimum.
X X }F VF

Da die beiden Sciten des Rechteckes gleich grof sind, ist es ein Quadrat,
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e

2.Beispiel:

Um ein gegebenes Rechteck mit den Seiten @ und b ist ein gleich-
schenkliges Dreieck von kleinster Fliche zu beschreiben:

all ™ Die Basis des gesuchten A sei x, seine

7 Hohe y, dann ist F f—‘% xy. Nach dem
Bb r l Strahlensatz (siehe Sk. S. 6) gilt:

. x:a=y: (y—b); daraus x = ayb; in
S
X F eingesetzt:
F 1 ay — Al
2 y—b 2 y—b
poa =b2y—'1_a 2y°—2by—y’ a y—2by
2 (y—b)? 2 (y—b)* 2 (y—b)?
F' = 0gesetzt: y* —2by=0; y(y—2b) = 0; y, =2b: y,=0[unbrauchbar]
- oab. gal a9
T ob—b . b’ xom e
ple—® (y—b)* - (2y—2b) — (y*—2by) - 2 (y—b)
T2 (y—b)*
_a 28 —4by? +2b%y—2by* -+ 4b"'y——2b“—2y3~+4by2>-{-2by"'—4b2_\t
T2 (y—b)*

” a 2b%y—26° . . ooa 46 —2b° a
F =g - _(_)’_‘—:EF fiir y = 2b eingesetzt: F'' == S Ty Ty
(daher Min.).

Das gesuchte kleinste A hat die Basis x—=2a und die Hohe y—=2b; seine
1
FlMin == :,_'2(1'217: 2ab.
3.Beispiel: Welche Abmessungen miissen Radius und Hohe eines Kreiszylinders

58

haben, wenn seine Oberfliche gleich ist einer Kreisfliche mit dem
Radius @ und sein Volumen einen grofiten Wert annehmen soll?

Der Grundkreisradius sei x, die Hohe y; dann ist:
Ozy. = 2xn (x + y): die Kreisfliche ist a®a. Laut Aufgabe muf} sein:

29,
2x7 (x +y) =a’n; 2x° 4 2xy=4da’; y :g—‘z';{
19,2
Viyl. = x?ny = x?n - 9—-2;21. = % (a’x — 2x7%).

V'= % (a* — 6x?). V' =0 gesetst: a® — 6x* = 0; x* = %;x=%}/o_;

-

73 2¢  a.f
dieser Wert in y eingesetzt: y = o __ a V’*" Y= 31/ :

Ve 3yl o

P

N.]bi

R L A ,,_'1]/
-(—12x)=——6nx:furx—bVﬁlstV’— 6n 6 6
= —an V6 (daher Max.)



4 .Beispiel:

5.Beispiel:

Der maximale Zylinder hat den Radius x = —6—‘/? und die Hohe y =

. 1st also ein gleichseitiger Zylinder, sein

’

e D

In eine Kugel vom Radius r soll ein Kegel vom grofiten Volumen
eingeschrieben werden.

Der Grundkreisradius sei x, die Héhe y;
dann gilt nach dem Sehnensatz:

=y (2r—y).

1 1
Vke =galay = o -y (2r—y) ay =

3
2 7
?Tﬂy’—%‘y’
V' = %rﬂy——ny’. V' =0 gesetat:
44
37' y=ayt y= 37’
dieser Wert in x? eingesetzt: x’ = i:—r 2r— %r ; = % 2.
2 _
= Top V.
V' = %rﬂ—“b'y: fir y -‘-';—rist V"=%rn— —g—rﬂ = — %m

(daher ein Max.)
Der gesuchte Kegel hat den Radius x =—§- Tﬁ'und dieHakoy 2%1‘.
gsein PMax = 1 % 2 4 32 .

3

Es sollen zylindrische Becher vom Inhalt 1078 ccm hergestellt werden.
Welche Dimensionen wird man ihnen geben, um maoglichst an Material

2
zu sparen? (7 =T)

Vzy=— x"ny; 1018=x’ny; y= ll?:?
Oberfl. = Grundfl. 4+ Mantel = x*n + 2xay = x°2 + 2x7 - 107? =
nx
5 2156
x
i - 5 g 2156 3
O =2nx+ 2156 - (— 1)x—*=2nx =1 0'=0 gesetzt: 21x’=2156;
2156 - 7
e — — 7%. =
2= 3. 22 T x=1.
_ 10181 _
Y=22a9 "
0" = 2x — 2——————156‘: 2) =% +4312 = ﬁ+43,12 = + (daher ein Min.)

Die Becher miissen einen Radius von 7 cm und eine Hohe von 7 cm
haben.
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= 1 ist ein moglichst grofies Rechteck ein-

zuschreiben.

Maggeblich fiir die Rechtecksfliche ist die
Lage eines Eckpunktes P{ :; dann ist:
F = 2x - 2y = 4xy.

Aus der Ellipsengl folgt-

4.b a’x—2x3 4b a’*— 2x?

Y oo
a Ya'x'—at V a®—x*

F' = 0 gesetat: a®*—2x*=0; x”z%; x :% V2: in y einges.

Fr— b

b —
H =73 }/2.
n (a*—2x°) (—2x)

2a v

vereinfacht: F*

]

4bx(2x'—3a2)
bl
%ﬁ(a’—&z"’)

x == 2 eingesetzt:

108 (daher ein Max.)

Frax =4

a b
PLEREY

1.Beispiel:
den kleinsten Abstand?

2

4

60

}2 = Zab.

Welcher Punkt der Hyperbel H == x?— y?= 16 hat vom Punkt P{O

6

T S TS BTN

d=}(x—0)* +(y—6)' = Yx*+-(y—6)*;
aus der Hyperbelgleichung folgt

=16 + y?: eingesetzt in d:
d=}16+y*+y*—12y+36= V2y’—12y—i—52
i 4-y—l2
d= cd'=0 tzt:
212y —12y+52 gesets
4y—12=0: y=3; x’=16+9Y; .t./zzi'i



e 4y—12
Vo 15,050 2 (Zpsif] s 2

. 2)2y'—12y+52,
2y’ —12y 52 ’
cnlaehts ds —ee D g g s o
vereinfacht: = (2y2~—12y+52)3; fiir y=3 ist d"'= ]r———(18—36+52)’
68

= }/—ﬁ = + (daher ein Minimum).

Die gesuchten Punkte sind P,{i und P, {-5 ihr Abstand von

3 8

der Hyperbel betrigt dmin = V2519 = V34,

o P—— oo ks

8.Beispiel: Zwischen dem Brennpunkt und dem Scheitel der Parabel P=y'=2px
ist eine zur Achse senkrechte Sehne gezogen. Welchen Abstand vom
Scheitel hat diese, wenn das von ihren Endpunkten und dem Brenn-

punkt gebildete Dreieck eine grofite Fliche haben soll?

2
Fpo=y (Lz)--—x) Aus y* = 2px folgt x =-§;; ein-
IR U ¢ . i, PG S W
gesetet: T=y\e T’/ T 27 T 2
—2_ 3. p_ 3 P . P
F'—2 zpy,F'—Ogesetzt.zpy 97y 37

2

y=(__':)—§}/3; dannistx=3p ’ x=%.

. 2p
F ________}_ . fiir y_—_-p—rist
py7 3 3
F' = — 4.2 = —} 3 (daher ein Max.)
P 3/ 3 3 .

Die Sehne hat vom Scheitel den Abstand L;; das A

i " 5 P p P _
hat die grofite Fliche FMax = ’3'}/—? s (— = _6—) =

2
o eln

w3
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Kriimmung einer Kurve — Kriimmungskreis.

Die GroBe der Kr ung
in einem hehebwea« urven-

ist bestimmt

.

ch Radlus jenes Krei-
ses, dqﬁalch der Kurve im be-
treffenden Kurvenpunkt am
engs@h anschmiegt und als
1i ungskrels bezeichnet
wuﬁ Ist sein Radius o und
hat sein Mittelpunkt die Ko-

otdinaten « und v, dann ist

/4=xo“)’0' ' 1+(}’0')2;'
. [1+(y0 ] 1. (y“‘,)g Kriimmung =5
T Iy v=gy,+ WY )
Yo

Beispiel: Man berechife zunichst allgemein, dann speziell den Kriimmungsradius
und die Koordinaten des Kriimmungsmittelpunktes fiir P =y* = 2px,
speziell fiir den Scheitel!

V2p

soa 1
y'=2px;y=%V2p - Vas y'="2V2p - zv—x—:i 2’,%¥
y'=5% V2
\ 4y
el (2x.2-p) - xc?
[1+L P4Vt 4 (210‘1,’!’)3 %o
Fi Xq . 2xo (210)
ir P‘,‘ ist 0 = g _
Yo Vap Vap
— ’2'(2xu+l’)” — (2xo+P):‘
V2p P
p _
1 et 4
- V2p ( +2“’0) wo¥ = _ (2xn‘f‘P) 2%, Vxy
H= 1 - ° — = =
2V x, V2p o - 2V

- x0+~xn+l’=3~"o+P-

_— ( _ (2xotp) - 200V xy _ (4xet-2p) x,
0 Jo — =Yu s
V x, - ¥V 2p ]/2p

0
Fiir den Scheitel 4 1st 0= |/ f—=p; p=pund v=0.
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Merke:

Integralrechnung.

Die Integration ist die Umkehrung der Differentia-
tion. Bei der Integration handelt es sich darum, die-
jenige Funktion zu finden, deren erster Differential-
quotient gegeben ist.

Man schreibt die gesuchte Funktion in der Form:

F (x)= [ fx) dx und nennt sie das Integral der gege-
benen Funktion fiy,).

Zu jedem unbestimmten Integral muB8 noch eine Kon-
stante ¢ addiert werden.

Formelzusammenstellung der einfachen Integrale:

: f dx

g |2 dx="—4-c . 8.] | === =arcsinx+c=—arccosx+c]
n+1 V12

! fu~x"

. fsin xdx= - cosx+c|1@® fe“ di—e" +e

. a*
osvdy=sinx+c¢ [114 |a* dx = e
1 f(m R * ';f lna

dx

5
cO8" X

dx
-x +e % b 7 - — " 4+ C
X+ 7 | {&lsmz o ctg x+c

xu +1 (lx

an¥! 2 dx
Ty e . fl—_;»—xg=arctgx+.'f=——arc ctg v+c'

dx=a-

=tgr + ¢ : 12. (—l‘i‘ =lnx +c.

13.

/[f (x) + ) — 'l'(.r)} dx:ff(x) dx+ |7 (x) dx —fzp(x) dx| d.h.

Das Integral eines Aggregates von Funktionen ist
gleich dem Aggregat der Integrale der einzelnen

Funktionen.
63



Beispiel:
- f,\’dx

Regel: Statt der Verghtgt

6
x m m m
e -¢ —ex 43 dx R ———— )X e — ¥4 .
+ f4 ikl dx 1° 4

_X A g __:_. o o . ~71 5 .
fx dx=— 237 T3 H‘c 1127 Sr—4dx j——— 5*dx— : ES#(
3 11 d _.,.!; _—x_ l_l i 1
attdr==3 35 =7 te L dr=11-lnx+¢
15x* 4 24 x" — 361" 5 - i
Tox" dx = i~ 2 —3x")da=
5 a3 xf —5 e
=—.— 1 —_ 33— == Sies Tl
4 __3 T Z 3 6 12.\"" 2x 2 + L &
4 6 X

E)
=Vg =3V — 2l o

2 2 p ) 3 , [sinx | cosx
cos® x ainta,) GFSSlER 12 ctgxr =2 cosx  sinx /|

sin® x 4- cos® x 4 ‘
=2 . e - ¢

Sin x cos x gin 2 x

Integration durch Substltutlon.

chen X man eine neue Vari-
able z ein, di te mit x im Zusammen-
s einer Fundamental-

hang steht und dann
form entspr§l’k£f’:ﬁ'(z) o o

a
Beispiele: 1.) Man setzt: z=4a—5ux:
2 V a_“;)i _73 - dann ist:
a5 4_1_2—__5 d.x‘:—[l—_z.
_3[ 2 dx 3
. TS5 dz=
10 z
815 g e
=0.3 3° = — Tl/(4a—i)x)“ + e
)y an setzt: z = 2x° — 3:
2.) / (2x°—3)" - Sa'dx - 5 s — Man 4t 12 2x
dann ist:
| z* 1 , (I_:‘ - 4, g dz
- T = _}_;_(2'“ g, dr 10x*: x*dx 0
3) [ 80— 28 iy " Man setzt: z=— x* — Tx?+ 8:
v — T+ 8 e =2 3 = 2lnz dann ist:
dz
=2-In(x'—Tx2+8) | e | 7 =4 — l4x:
dx
(4x° — ldx)dx = dz.
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5

4.) f dx B
Ya1—12xa—9x*

dx

V21—(9x2+12x+-4) +-4 -

dx

dx
f |/'2'§—(3x+2)2:f 5V1—(3x+2\
5)

5 dz 1 3x+2

a2 c _’é_ arc sin 5

R B

5.) dx dx o
42 —20x + 34 | (2x—35)} +9

:f__ti*___..q_:j_f_'ii_z
9[1+(2x3—5)'] 2:9) 1+ 2

S SR § . 2x—S5 I
= gurctgz =parctg — c.
)fctg4xdr—f6084x lfl—l’z‘
sin 4x H
.,—,,Tlrl.-.:Tlnsm 4x +c.

”f V(l%—e)mdx:/z"dz*

_ z" x m+n
== m+n l/(l+e + ¢
__{_1
8)f s x oosrdx:f dz
na
RII‘I x 1]
=-—oua e

[rm

ctg 2x cos 2x

9.) f
Vln sin 2%

_iff

dz= 2z

U

dx=32 == dx==
_[sin2x]/ Insin 2x *
= 2¥Insin 2x + c.

10) dx = 1 arct v
I—La"" lna 1422 —’{—z T lna"C T

l arctg a* 4 c.

Mathematik - Skelett 11

Man setzt; z = '-:;f-st—z;
dann ist:

dz 3 5

ke € dx ~§dz.
Man setzt: z = 2x;—3;
dann ist:

dz 2 3

(—i;—t — ‘—3‘, dx —?dz

Man setzt: z = sin 4x;

2 dz
dann ist: T = 4 cos 4x;
dz
cos 4x dx = —
Man setzt: z =1+ e";
dann ist:
dz x x
-——=e ; e dx—=dxz
dx

Man setzt z=sin x: dann ist:
dz

— = cosx: cosxdx = dz.

dx

Man setzt z = Insin2x;
dann ist:
dz _ 2cos2x

dx

cos 2x dz
=

——ax=
sin 2x 7 sin 2x 2

Man setzt z=a*; dann ist:

dz dz
—=a* lna; a* dx =-—
dx Ina



Partielle Integration.
Beim Integral fx  cos x dx ist beispielsweise der eine Teil
der zu integrierenden Funktion nicht der Differentialquotient
des anderen Teiles, sofd@B die Swbstitutionsmethode versagt.

Beide Teile der Funkti@n.g abey ei sowohl differenzier-
bar als auch integrierha . ju eshalb die Integration
v o
- oody i
+ v - du; beiderseits integriert: jd(uv) ———j udv +/vdu;

u-v :/udv +j vdu; oder:

fudv =u-v— fvdu

P 3 Setzt man u = x und dv =
Beispiele 1.) fx cos xdx= x-sinx —fsin xdy =

== cos xdx, so ist du = dx

folgt d(uv) = u-dv +

x-sinx 4+ cosx + ¢, und v = [ cos x dx = sin x.
2.) fx.e, Jo== 2 iipH _fe’ de Setzt man v = x und
dv — e* dx, 80 ist du = dx
x ef—e =e*-(x—1)4-c. | und v ;"/e’dx = ex,
30 lnx Inx f 1 d Man setzt u==In x und dv—
=k —dxr = d .
i »x = f, dann ist: du :;—(lx
fex L)
i Yo Ry ey (14+3x) +c. v*f _‘(“f_‘
4.) x-a” a* s Man setzt u = x and dv =
/!l’ = Ina —fi;‘;d.r - Ina a*dx: dann ist: du-—dx und
x f . ax
a t= a* dx =5
x-lna — 1)+ Ina
(Inay (ln )? ( ) te.
5.) 5. . ., Man setzt u = cos xund dv
cos’x dx=sinx - cosx+ [ sin’vdx = = cos x dx; dann ist du =

—sinx-axundv = j;t()s xdx

= sinax.

==sinx-cosx + [(1—cos’x) dx = sinx cosx
+ x ——f{‘os",\' dx; daherist
2 fvos’.r dx == sinx - cos x+ x: folglich

y a1
cos*xdx = T 7 sin 2x + e.




6.
arcsinxdx=x-aresinx — [ —=dx=
V1—a?

==x-arc sinx + V]—x? ¢

1.
)farcctgx(lx:.v - arc ctg x +

d Man setzt u==arc sinx und

dv = dr, dann ist du =

——dxund v—‘fdx:x.

}[l; x?
2 ds
}/l—x = e=- xls
_1 e dz -
N -
Man setzt u = arc ctg x

und dv = dx; dann ist du

—1
f}:,_x'.rgdxix-arn(]:tgx—f— 1+ zdxln:tv/’dx
E In (14x%) +c. f P )
1+ z==1+4x
1 d_z:: dz 5
2 z ! d‘x' s
° ° ° 1 9 !
Einige schwierigere Integrale. Fin (4% |
. sin""'x cosx  n—1 [ .
sin n X d.\‘: oy +. Slnn—2 X dx _*_‘ c .
L n Rekursions-
i n n—1 . el .
./ cos”xdx— 20T 4 B lfCOS"' 2xdx+c formeln.
n n
e r’ in® X e Kreis-
Jr—2 (x~—2—arc sin — +§ r—x +c integral.

Das bestimmte Integral.

Y

foras—[fras] 5[ ras]..

Der Wert eines bestimmten Integrals
wird erhalten, indem man in das be-
rechnete unbestimmte Integral fiir x
erst die obere Grenze einsetzt und
davon denjenigen Wert subtrahiert,
den das gleiche Integral fiir die un-
tere Grenze annimmt.

Merke: Das bestimmte Integral ist keine Funktion von x, son-
dern eine Zahl.

5*
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Beispiele 1.) [ (6x* —3x + 1)dx = [2x ——x +x]

—(—16—6—“)~24l-%

2)[ 2+ 420+ 10
— (2 +1—32)=48.

x =35

= (250——-}— 5)

=[xt _] —@+16—1)

3.) j , 2eosxdx=2 [sinx]%'—»—Z [slnir—s.n (__)] =

‘2[—ﬁ+.il/2_]=2}/2_.

05 xdx —l
. [
4)/ (6 — 82" 16[’ =

Man setzt z = 6 — 8x7;

dann ist: £% = —16x;
O L N 3 s
o 16[6—ax]-fl_b[1— ~ 64 ,“,,,;_‘I‘,;
0.2 Man setzt z — 5x:

[~

Inx
0.) — dx
x

= f,dz »_—%g'%[(hm)’]i:
E[’(h"’ ) — (Ine)* ] ; [4 - 1]: %

ta 1
7.)f2 sinaxdx=— ﬂmzdzv*—(—cosz):
a a

3a

8 ]
'lh\

dann ist: d_; =
Tdx

-
e~ 272,
Man setzt z — Inx;
dann ist: d—z *—l—
T dx x”
d
= —d.
x

ne = 1.

Man setzt z = ax:

dann ist: — = a:
dx

dz

dx = —.
a

Ist eine Kurve y = f (x) gegeben,
so ist das Flidchenstiick, das von dieser
Kurve, der X-Achse und den in den
Punkten x=a und x=> errichteten
Ordinaten begrenzt wird:

sz ydx




Denn das Integral ist gleich dem Grenzwert der Summe aller schmalen
Rechtecke, deren Seiten einerseits die Ordinaten der Kurvenpunkte und
andererseits die Strecken Ax sind. Man stellt das symbolisch dar:

b
— li 2 .
Die Flache F = Axlm! 0 yAX=L ydx.
a

1. Beispiel:

Bestimme die Schnittpunkte der Kurve y = x* — 8 #? 4 15x mit der
X-Achse und die Flichen der Segmente oberhalb and unterhalb der

Abszissenachse!

y=0gesetzt: x*—8x*415x=0; x(x*—8x+15)=0;

8+ P64—60 8+2

x, s x'—8x 4+ 15=0; Xy 3=

375 81, 216 135 4
tg—3t3 7 ~HEE
Die Vorzeichen geben an, ob die Flichen oberhalb (+) oder

unterhalb (—) der X-Achse liegen.

2. Beispiel:

Wie grof ist das Flichenstiick, das zwischen der Kurve y=x*— 9x*
+15x 430, der X-Achse und den Ordinaten des hichsten und tiefsten

Punktes liegt?

y=21"—9x*+15x + 30; y'=3x*—18x+15; Bedingung: y'=0.

30 _6+4
Bt — 18 x 18 =0)els 87— Bal iy = O Vszs 20 _ £

x;=5; x, =1
5

5 4
F = f (x*-— 92 + 15x + 30) dx = [Z—Bx“v}—%sx’—}—.‘)()x] =
1

_%3—37 +%‘5+150———+%—5—3o—§1(’—a4 (F.E.)
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3
3. Beispiel: Wie grof} ist das von der Kurve y =§— + 4, der X-Achse und der Or-

dinate fiir x=2 begrenzte Flichenstiick?

|
1 "
: y=0geselzt:?+4:0; xP=—8; x=—2
A
; 2z 3 M 2
! x? x
l F:f (——{—4)dx=[——+4x] —248—2+8=
N\ Z g T 4] 3
=16 (F. E.)

4. Beispiel: Wie gro8 ist das Segment der Parabel y = x* — 6x 4 10, das durch
die Gerade y = x abgeschnitten wird ?

Ly=x"—6x-+10
Y$ Iy =«
ILin . 2* — 7x +10 =0

1+Ya9—40 _7+3

i 2 2
5 215
o x4
F,mj; xdx-—[z]z— 5 2~109.

5 3
F,= | (x*—6x-+10)dx= [-’;— — 3x? l()x]

2

Xy == s x, =255 x=2.

5

2

:%—75+50—-§—+]2—20:6.

F=F, —F,=105 — 6 =41 (F.E)

5. Beispiel: Wie grof} ist die Fliche desjenigen Stiickes, das zwischen den beiden
Parabeln y? = 4x und y* = 12x — 72 gelegen ist ?

I y?—4x
1L y? = 12x — 72 = 12(x—6)

I1—I1. 8x=172; x=09.

4 3 A7 4
F,:f ﬁ;dx::2-[—x9] =237 =36.
3 3
0 0
9 9
Fzzf |/12x-—72dx:Vsz Yx —6dx
6 6

A

NR: z=x—6; g——'l; dx =dz
dx

a4 33°
F':ZVEfzzliz::VE'%[(x—6)2] =
6
:%.zﬁ[gﬁ—oJ=12.

% F—F,—F,—36—12=24; F=48(F.E)
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6. Beispiel: Bestimme von der Kurve y =2 sin x - cos x das Fliichenstiick zwischen
der X-Achse, der Y-Achse, der Kurve und ihrer Ordinate fiir x -—:?!

n
F 2[2(2sinx+cosx)dx=
“o

e &
'—_-f ? 2sinxdx —{-—f ? cosxdx=
5 0
X

ANy —[~200s:] f; [ x]f._.
=0+4+241—0=3(F.E)

7. Beispiel: Man berechne die Fliche ciner Ellipse mit den Halbachsen a und b!

2
1:—2—{—);=l l a®b?; b*x? 4 a’y? = a’b?; y?=£)—,(a’—x“)
a’

b
*

o= ’;j V' —x*dx: nach der Formel fiir das Kreisintegral :
0

g=

£

4

F b x . x ,5—1" b[a® =2 abx
ey, . Tl Vet gt =22, A
q rl[zarcsmlﬁ—z}/u x]o a[2 2] T ; daher:
F

=abn. (Ist a=b; dann ist F = a?n die Kreisfliche).

Volumenberechnung von Rotationskérpern.

Rotiert eine Kurve

= f (x)um die X-Achse,




Rotiert die Kurve
y=f(x) um die Y-Achse,
so ist das Volumen des

Rotationskorpers:

V=n x*dy

1. Beispiel: Man bestimme das Volumen eines geraden Kreiskegels vom Radius r

und der Hohe h:

Wie grof3 ist das Vo-

Der Kreis x*+ y?=r? rotiert um die X-Achse.

2. Beispiel:
lumen der entstehenden Kugel?

Aus der Kreisgl. folgt: y*=r*—x%
3

to |

? 2
3. Beispiel: Die Ellipsezg +:z = 1 rotiert um die Y-Achse; wie gro8 ist das Volu-

men des Rotationsellipsoides?

““4a?bn.

)

2
Aus der Ellipsengl. folgt: x* = 2—2 b —y?
3]"

v b(m- 1)4—2“2” by~
- Aol R O

4. Beispiel: Ein Kelchglas hat als Achsenschnitt die Kurve x* = 0y. Berechne

das Volumen bei 5 em Fliissigkeitshohe!

5
V:nf 6ydy:6n-[?
0

»1’
] =3n-25="75n (ccm).
0



5. Beispiel : Welches Volumen hat der ringférmige Korper,

der durch Rotation des zwischen der Parabel

[Y y*=4x und der Geraden 2x — 3y -4 =0 liegen-
' den Flichenstiickes um die X-Achse entsteht?

S O O TS BRI

L 2x—3y +4==0
I1. y?*=dx

N\
¥ <

4:in I1.
ye= 6y —8; y*—6y+8=0;

Aus I: x = 3"’)—

6+¥36—32 6+2
¥igin~ meiessspgonme | o

“ <~

."1""4; Ya= '2; k- '—L; xz::l_

~ 4 1
Vi==n / dxdx—=n-2 {\"] =2n-15==30a.
-

) +
f (f,’fﬁ) dx'——i%f (4x* +~16x+-16) dx:-g—[g x4 87
1

+16x ] ;‘ [13—"4 128- }—64—-~——8——16] =28
14

V=V, — Vy=307— 287 =2x (R.E.).

2 2
6. Beispiel: Das Flichenstiick, das von der Kurve L:_— —%— =1, den beiden Asymp-

toten und Parallelstrecken zur X-Achse im Abstand } 4 begrenzt ist,
rotiert um die Y- Achse. Welchen Rauminhalt hat der dadurch ent-

stehende Korper?

Lo e

AY // Aus der Hyperbelgl. folgt: »* =

7 |64 1376

Gleichung der Asymptote: A = vo—%x =3
A) 3 4
s Yo 2 ]
31,
8 512
o m

, 3 1376 7 — 512 __ 864
l:’/l—,/;,’ ,7 :T_I— '_";ZJT(RE).
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Bestimmung von Bogenlidngen ebener Kurven.

&

L ’—‘[:VI:(;;YQ dx

&

¥ R
1<

denn (As)? = (Ax)?2 - (Ay)? also As = Ax Vl {-(ii)'-!

o lon S [T e

1. Beispiel: Berechne die Linge :gs Bogens der Kurve y*=px® (Neilsche Parabel)

zwischen den Abszi 0 und 5 fiir p =1!

- €8 s
g

«;_{?’ﬁz‘ -

yreopa®s y=|p-xii y' = 4
st i e P 4 9
/ 3 2 ISy Man setzt z =1+ " x;
3 Vx — 279
Lﬂf ]/1+(§ V*) dx= i) ¢ x dx dz 9 dx~—dz4
0 & 9
5 1
2 EY . 19\ _ Ms—8]
L"9,/; % d“'_27[(1+4 ]0 U 1] >7[
1 ‘mwmwmmm%
=57 335 =12 37 (L.E.)
2. Beispiel: Wie grofy 'ist die Bogenlinge der Kurve y = ‘li. x"——].3 In x zwischen

den Absvissen x, == 1 und x, = e?

mf l/ —I—’x’+l F2i + 1 =[efgrldx:fl"(§+§l,§)d":

1 e ] 11 et ] 1 o
:[z Ty ’""Jfff-?’"““ g Tamleg ey
e’ 1
= ——t = 1) =21 (L.E.
4—{—4 4(e+) ( )-

4



Berechnung der Mantelflichen von Rotationskérpern.

1. Beispiel:

2. Beispiel:

M==2

b
T [ vyt + (y')? dx

denn das Integral ist gleich dem Grenzwert der Summe aller Zylinder-

mintel, deren Grundkréisumfang 2y und deren Mantellinie /s ist.
b b ==
lim lim . Ayy? o,
wa:/\.__)() day- Ns= Pos =0 \: ny 1 4 (/x \ X

== 2/ Vﬁl (\ )21{‘(

Wie grof} ist der Mantel eines"Keégelsider, durch Rotation der Geraden
y = mx um die X-Achse entstcht? (Bis x,~= h und y, = 7).

T T y %

RIITESY

h\,

M:::"Jf_rl/ ___(11‘*”:7,

m=—

. o R
":.t/'rv+h2[’f_)] O WA
Bt a 2], h

s

Ein Kreis von der (;leick}hh;i ¥2=—272“]- y? == 0 rotiere um die X-Achse.
Wie grof} ist die gekriimmte.Qberfldche einer Kugelhaube von der
Hiéhe h und wie grof} ist'die.Gesamtoberfliche der Kugel? (Siehe auch
Sk. S.10/11).

K=(x—r)>+y?=r1r?
2r—2a

Y Ty DR -

2V2rx —x2  V2rx—x®

[ rx—x* Vl_;_f)":*)* dx =

) et

~2r
j Fx-—x"’ +r?—2rx + 2P dx=

r—h

'::an[x] =2ar
2r—h
= it T [Zr—()]:‘-’llr’n.

[2r——2r+h]::.r:lh.
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MATHEMATIK |

kurz und bindig
Geometrie, Stereometrie, Arithmetik, Algebra und Trigonometrie
Preis 2,40 DM

MATHEMATIK 11}
kurz und bindig
Spharische Trigonometrie, Synthetische Geometrie der Kegelschnitte

MATHEMATIK IV
kurz und biindig

Kombinatorik, Wahrscheinlichkeitsrechnung, Versicherungsrechnung,
Unendliche Reihen, Komplexe Zahlen
Anhang: Grundregeln der darstelienden Geometrie
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Thiringer Volksverlag G.m.b. H.
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