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Knobelaufgaben mit der Post fir alle Grundschiiler,
die Freude an Mathematik haben.

A ae

Mit Herrn Raute und Frau Dreieck rechnen und knobeln!

Beachte bitte folgende Hinweise:

Uberlege dir fiir jede Aufgabe einen Lésungsweg und schreibe deine Rechnungen
und L6sungen auf. Erklare, wie du deine Lésung gefunden hast! Wenn du probiert
hast, dann beschreibe wie. Achte darauf, eine Frage in der Aufgabe mit einem
Antwortsatz zu beantworten. Wenn madglich, prife dein Ergebnis mit einer Probe.
Es gentigt auch, wenn du nicht zu allen Aufgaben eine Losung einsendest.

Einsendungen und Hinweise an

LOGO-Korrespondenzzirkel
c/o Dr. Norman Bitterlich
Draisdorfer Str. 21
09114 Chemnitz

oder
norman.bitterlich@t-online.de

Bitte vergiss nicht, auf deiner Einsendung deinen Vor- und Familiennamen sowie
den Namen und den Ort deiner Schule anzugeben!

Viel Spal’ beim Rechnen und Tufteln wiinschen dir
Annemarie Maf3alsky und Norman Bitterlich

www.mathe-logo.org
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Wirfelspiele

Aufgabe 1. Familie Geometrie — das sind Frau Dreieck, Herr Raute und die Geschwister
Kreisa und Quadrato — beschaftigen sich gern mit Wiirfelspielen. Eines Abends spielen sie
mit folgenden Regeln: Jeder darf mit einem Wirfel drei Mal hintereinander wirfeln und die
drei Augenzahlen addieren. Wer die hochste Augensumme erreicht, hat gewonnen.

Nach dem Spiel stellen sie fest

(1) Die Augensumme von Kreisa ist dreimal so grof3 wie die von Frau Dreieck.
(2) Die Augensumme von Herrn Raute ist um 2 grof3er als die von Frau Dreieck.
(3) Die Augensumme von Quadrato ist doppelt so gro3 wie die von Herrn Raute.

a) Konnte es sein, dass Quadrato unter den Bedingungen (1) bis (3) das Spiel
gewann? Wie grol3 ist in diesem Fall seine Augensumme?

b) Quadrato hat aber leider nicht gewonnen. Wer hat gewonnen und welche
Augenzahl erreichte jeder der vier Spieler, wenn die Summe aller Augenzahlen 48
betragt?

Losungshinweise zu Aufgabe 1a) — Antwortsatz: Quadrato hat das Spiel gewonnen,
wenn seine Augensumme 10 betrug.

Probe: Mit drei Wirfen sind Augensummen zwischen 3 (dreimal ,Eins®) und 18 (dreimal
~Sechs®) moglich.

Wenn Quadrato die Augensumme 10 erreichte, dann gilt:

Nach Aussage (3) erreichte Herr Raute die Augensumme (10:2=)5.
Nach Aussage (2) betrug die Augensumme von Frau Dreieck b-2=)3.
Nach Aussage (1) schaffte Kreisa die Augensumme (3-3=)09.

Alle Bedingungen sind erfillt und Quadrato erreichte die hochste Augensumme.

Losungshinweise zu Aufgabe 1b) — Antwortsatz: Kreisa gewann mit der Augensumme
18 (sie wurfelte also dreimal eine ,Sechs®). Quadrato erreichte 16, Herr Raute 8 und Frau
Dreieck 6.

Herleitung: Zur Losung der Aufgabe kannst du in einer Tabelle alle Mdglichkeiten durch
systematisches Probieren untersuchen. Beginne mit der Augensumme, die Frau Dreieck
erreicht haben kdnnte, und ermittle aufgrund der Aussagen (1) bis (3) die Augensummen
der anderen Mitspieler. Wenn die Summe der vier Augensummen 48 ergibt, hast du die
Losung gefunden. Die kleinste mdgliche Augensumme betragt 3. Beginne damit deine
Tabelle:

Augensumme von ...
Frau Kreisa Herr Raute Quadrato Summe | Vergleich
Dreieck wegen (1) wegen (2) wegen (3)
3 9 5 10 27 27 < 48
4 12 6 12 34 34 <48
5 15 7 14 41 41 <48
6 18 8 16 48 48 =48
7 >18 nicht moglich

Nur wenn die Augensumme von Frau Dreieck 6 betragt,

Augensummen 48. Kreisa hat mit der Augensumme 18 gewonnen.

ist die Summe aller
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Losungsvariante: Die Uberlegungen fir das Ausfillen der Tabelle kannst du auch fir das
Aufstellen einer Gleichung nutzen. Bezeichne zum Beispiel die Augensummen der vier
Mitspieler mit den Anfangsbuchstaben ihrer Namen (also Q, K, D, R). Dann findest du
folgende Zusammenhange:

(1) K=3-D (2) R=D+2 3) Q=2-R
Das bedeutet B) Q=2-(D+2)=2-D+4
Es soll gelten: Q + K +D+ R =48
Ersetze: (2-D+4)+(3-D)+D+(D+2)=7-D+6=48
Also gilt: 7-D=48-6=42

So findest du die Lésung fur Frau Dreieck: D = 6. Daraus kannst du (wie in der Tabelle)
die Augensummen der anderen Mitspieler ermitteln. Prife das Ergebnis mit einer Probe.
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Aufgabe 2. Quadrato und Kreisa wurfeln je einmal mit einem Wirfel und verdecken das
Ergebnis. Herr Raute soll erraten, welche Augenzahlen die beiden Wiurfel zeigen. Als
Hilfestellung verraten die Kinder:

Quadrato: ,Meine Augenzahl ist grof3er als 2.
Kreisa: ,Meine Augenzahl ist halb so grof3 wie Quadratos Augenzahl®.
Quadrato:  ,Meine Augenzahl ist nicht durch 3 teilbar.”

Herr Raute hat das Ratsel schnell gelost. Du auch? Welche Augenzahlen haben Quadrato
und Kreisa gewdurfelt?

Quadrato und Kreisa wirfeln nun noch einmal und nennen folgende Hilfestellung:

Quadrato: ,Meine Augenzahl ist grof3er als 4.

Kreisa: ,Meine Augenzahl ist kleiner als 4°.
Quadrato: ,Die Summe beider Augenzahlen ist durch 3 teilbar.”
Kreisa: ,Meine Augenzahl ist eine gerade Zahl.”

Herr Raute denkt kurz nach, doch dann behauptet er: ,Das kann nicht sein! Eure
Hilfestellungen kdnnen nicht alle richtig sein.“ Erklare, warum Herr Raute Recht hat.

Losungshinweise — Aufgabe 2 (Teil 1) — Antwortsatz: Nach dem ersten Wirfeln haben
Quadrato eine 4 und Kreisa eine 2 gewdirfelt.

Begrindung: Quadrato muss eine gerade Augenzahl gewdrfelt haben, weil Kreisas
Augenzahl die Hélfte von seiner Augenzahl ist. Quadrato kann also mit einem Wirfel nur
2, 4 oder 6 gewdrfelt haben. Wegen der ersten Aussage von Quadrato ist 2 nicht méglich.
Wegen der zweiten Aussage von Quadrato ist auch 6 nicht moglich. Also hat Quadrato
eine 4 gewdrfelt und Kreisa eine (4 : 2 =) 2.

Losungshinweise zu Aufgabe 2 (Teil 2) — Antwortsatz: Herr Raute hat Recht, die
Aussagen nach dem zweiten Wirfeln sind nicht alle gleichzeitig erftllbar.

Begrindung: Entsprechend der ersten Aussage von Kreisa ist ihre Augenzahl kleiner als
4, also 1, 2 oder 3. Nach Kreisas zweiter Aussage ist die Augenzahl eine gerade Zahl.
Damit hat Kreisa eine 2 gewuirfelt.

Entsprechend der ersten Aussage von Quadrato ist seine Augenzahl grol3er als 4, also 5
oder 6. Nach Quadratos zweiter Aussage ist die Summe beider Augenzahlen durch 3
teilbar. Es sind nur die Summen 5 + 2 = 7 oder 6 + 2 = 8 moglich. Keine dieser Summen
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ist durch 3 teilbar. Also hat Herr Raute Recht, die vier Aussagen kdnnen nicht alle
gleichzeitig richtig sein.
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Aufgabe 3. Quadrato Uberlegt: Wie viele verschiedene Mdglichkeiten gibt es, mit drei
Wirfen solche Augenzahlen zu wirfeln, dass die Summe zweier Augenzahlen genau so
grol3 ist wie die dritte Augenzahl? Kannst du ihm helfen? Schreibe alle Mdglichkeiten auf!

Losungshinweise zu Aufgabe 3 — Antwortsatz. Quadrato findet 9 Moglichkeiten, die die
Bedingung der Aufgabe erflllen.

Herleitung: Um alle Moglichkeiten zu finden, solltest du systematisch vorgehen. Da die
dritte Augenzahl die Summe der beiden anderen Augenzahlen sein soll, muss die dritte
Augenzahl am héchsten sein und kann fur einen Wurfel nur zwischen 1 und 6 betragen.

Dritte Augenzahl =1 Dieser Fall ist nicht mdglich, weil die Summe zweier
Augenzahlen mindesten (1 + 1 =) 2 betragt

Dritte Augenzahl = 2 1+1

Dritte Augenzahl =3 1+2 (oder 2+1)

Dritte Augenzahl =4 1+3 oder 2+2 (oder 3+1)

Dritte Augenzahl =5 1+4 oder 2+3 (oder 3+2 oder 4+1)

Dritte Augenzahl =6 1+5 oder 2+4 oder 3+3 (oder 4+2 oder 5+1)

Die in Klammern angegeben Summen sind natirlich auch richtig, sind aber fur die Addition
nicht verschieden von den entsprechenden Summen. Wenn du sie aber auch
aufgeschrieben hast, so ergeben sich 15 Mdglichkeiten. Wenn du sogar beriicksichtigst,
ob der Waurfel mit der hochsten Augenzahl (also mit der Summe der beiden anderen
Wiirfel) der erste, zweite oder dritte Wirfel ist, so gibt es sogar 45 Mdglichkeiten.
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Aufgabe 4. Kreisa und Quadrato spielen folgendes Spiel: In jeder Runde darf Quadrato
zweimal wirfeln. Kreisa darf in der ersten Runde einmal wirfeln und dann in jeder
folgenden Runde einmal mehr als in der vorangegangenen Runde. Wenn jedoch Quadrato
in einer Runde zweimal ,6“ wurfelt (,Doppel-6“), darf Kreisa danach nur einmal wurfeln und
dann aber in jeder anderen Runde wieder einmal mehr als in der vorangegangenen
Runde.

a) Quadrato beginnt. In sechs Runden hat er leider keine ,Doppel-6“ gewurfelt. Wie oft
wirfelte Quadrato in diesen 6 Runden, wie oft Kreisa?

b) Das néchste Spiel beginnt wieder Quadrato. Diesmal schaffte er in sechs Runden
genau einmal eine ,Doppel-6“. Nach 6 Runden stellten sie fest, dass sie beide
gleich oft wirfeln konnten. In welcher Runde hat Quadrato die ,Doppel-6*
gewdurfelt? Begriinde deine Antwort.

Loésungshinweise zu Aufgabe 4a) — Antwortsatz: Quadrato wuirfelte 12 Mal, Kreisa
warfelte 21 Mal.

Herleitung: Quadrato durfte in jeder der sechs Runden zweimal wirfeln, also insgesamt
(6 - 2 =) 12 Mal. Wenn Kreisa in der ersten Runde einmal wurfelte, durfte sie in der
zweiten Runde zweimal, in der dritten Runde dreimal usw. bis in der sechsten Runde
sechsmal wiurfeln, insgesamtalso (1+2+3+4 +5+ 6 =) 21 Mal.
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Losungshinweise zu Aufgabe 4b) — Antwortsatz: Quadrato wurfelte in der vierten
Runde eine ,Doppel-6°.

Begriundung: Untersuche in einer Tabelle, wie oft Kreisa wirfeln durfte, wenn Quadrato in
einer der sechs Runden eine ,Doppel-6“ wurfelte:

Quadratos Kreisas Anzahl von Wrfen

Runde mit

.Doppel-6* Runde 1l | Runde 2 | Runde 3 | Runde 4 | Runde5 Runde 6 Summe
Runde 1 1* 2 3 4 5 6 21
Runde 2 1 1* 2 3 4 5 16
Runde 3 1 2 1* 2 3 4 13
Runde 4 1 2 3 1* 2 3 12
Runde 5 1 2 3 4 1* 2 13
Runde 6 1 2 3 4 5 1* 16

Mit * wird die Runde markiert, in der Kreisa nur einmal wurfeln durfte.

Nur wenn Quadrato in der vierten Runde eine ,Doppel-6“ wiurfelte, durfte Kreisa nur 12
Mal wurfeln. In der Tabelle ist die Probe zu diesem Ergebnis enthalten.

In der Aufgabenstellung wird geschrieben, dass Kreisa nach der ,Doppel-6“ nur einmal
waurfeln durfte. Da Quadrato immer die Runden begann, ist die vierte Runde (und nicht die
dritte) die korrekte L6sung.

Hinweis: Vielleicht hast du das Ergebnis einfach erraten. Dann darfst du aber nicht die
Probe vergessen! Trotzdem bleibt deine Losung unvollstandig, weil beim Erraten einer
LAsung nicht sicher ist, ob es vielleicht noch eine andere Lésung gibt.

Lése zur Ubung die Aufgabe doch auch fiir den Fall, dass das Spiel nur tiber vier Runden
geht! Was stellst du fest? Und welche Lésung erhaltst du, wenn das Spiel Uber acht
Runden gehen wirde?
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Domino-Steine

Ein Domino-Spiel besteht aus 28 Spielsteinen, die jeweils

in zwei ole o
quadratische Felder geteilt sind. Auf diesen Feldern sind Punkte so | o o o

angebracht, dass jede mogliche Kombination aus zwei Zahlen von O bis 6

genau einmal dargestellt ist. Statt Punkte auf die Spielsteine zu zeichnen,
konnen wir auf die Felder Zahlen schreiben. Ein leeres Feld bedeutet , 0

2

Fir den nebenstehenden Spielstein schreiben wir kurz 2-4. Jede Kombination gibt es aber
nur einmal, also ist 4-2 derselbe Spielstein wie 2-4.

Die Regeln beim Domino-Spiel besagen, dass sich bei
aneinanderstoRenden Spielsteinen nur Felder mit gleicher Punktzahl 0114
berihren durfen (Anlege-Regel). Die zwei Spielsteine der oberen Reihe
erfullen die Anlege-Regel. Die zwei Spielsteine der unteren Reihe erfullen 23 05

die Anlege-Regel nicht.

Aufgabe 1a). Wie viele der 28 Spielsteine eines Domino-Spiels haben weder eine 2 noch
eine 5 auf einem Feld?

Aufgabe 1b). Kreisa fragt Quadrato: ,Was denkst du — gibt es mehr Spielsteine, deren
Summe der Zahlen beider Felder geradzahlig ist, als Spielsteine, deren Summe der
Zahlen ungeradzahlig ist?“. Was meinst du? Begriinde deine Antwort.
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Losungshinweise zu Aufgabe 1a) — Antwortsatz. Insgesamt 15 der 28 Spielsteine eines
Domino-Spiels zeigen weder eine 2 noch eine 5.

Begrindung: Schreibe alle 28 Spielsteine auf und streiche die Spielsteine, auf denen
eine 2 oder eine 5 (oder beide Zahlen) zu sehen sind. Es bleiben 15 Spielsteine ubrig.

0-0 0-1 0-3 0-4 0-6
1-1 1-3 1-4 1-6
e aliie-—r w = el
3-3 3-4 3-6
4-4 4-6

=6
6-6

Hinweis: Wenn du richtige Spielsteine eines Domino-Spiels zur Losung der Aufgabe
verwendet hast, konntest du die Spielsteine in zwei Haufen aufteilen:

- einen Haufen mit Spielsteinen ohne 2 oder 5,
- einen Haufen mit Spielsteinen mit 2 oder 5.

Die Anzahl der Spielsteine in jedem Haufen sind dann nur noch zu zahlen.

Losungsvariante: Es gibt 7 Spielsteine, auf denen eine (oder zwei) 2 zu sehen sind,
namlich mit 0, mit 1, ...., oder mit 6. Es gibt 7 Spielsteine, auf denen eine (oder zwei) 5 zu
sehen sind, namlich mit 0, mit 1, ...., oder mit 6. Dabei wird aber der Spielstein 2 — 5
doppelt gezahlt. Also gibt es (7 + 7 — 1 =) 13 Spielsteine, auf denen 2 oder 5 zu sehen
sind. Somit gibt es (28 — 13 =) 15 Spielsteine ohne 2 und ohne 5.

Losungshinweise zu Aufgabe 1b) — Antwortsatz. Es gibt mehr Spielsteine mit einer
geraden Augensumme als Spielsteine mit einer ungeraden Augensumme.

Begriindung: Schreibe wieder alle Spielsteine auf und streiche diejenigen Spielsteine
durch, deren Augensumme ungeradzabhlig ist.

0-0 B 0-2 B8 0-4 __©~5__ 0-6

6-6

Es wurden 12 Spielsteine durchgestrichen und somit bleiben (28 — 12 =) 16 Spielsteine
Ubrig, deren Augensumme geradzahlig ist. Wegen 16 > 12 gibt es mehr Spielsteine mit
geradzahliger Augensumme als Spielsteine mit ungeradzahliger Augensumme.

Hinweis: Wenn du richtige Spielsteine eines Domino-Spiels zur Losung der Aufgabe
verwendet hast, konntest du die Spielsteine in zwei Haufen aufteilen:

- einen Haufen mit Spielsteinen mit gerader Augensumme,
- einen Haufen mit Spielsteinen mit ungerader Augensumme.

Die Anzahlen der Spielsteine in jedem Haufen sind dann nur noch zu vergleichen.
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Losungsvariante: Die Augensummen der Spielsteine kénnen zwischen 0 und 12
variieren. Schreibe fur alle moglichen ungeradzahligen Summen die passenden
Spielsteine auf:

Summe = 1: 0-1

Summe = 3: 0-3 oder 1-2

Summe = 5: O0-5 oder 1-4 oder 2-3

Summe = 7: 1-6 oder 2—-5 oder 3—-4

Summe = 9: 3-6 oder 4-5
Summe = 11 5-6

Auf diese Weise findest du ebenfalls 12 Spielsteine mit ungerader Augensumme.

Hinweis: Sicher hast du beobachtet, dass es mehr gerade Zahlen (0, 2, 4 oder 6) als
ungerade Zahlen (1, 3 oder 5) gibt. Deshalb |&sst sich vermuten, dass es mehr gerade
Augensummen als ungerade Augensummen gibt. Aber dieser Zusammenhang muss
genauer erklart werden.
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Aufgabe 2. Quadrato mochte das kleine ,Fenster” aus 4 Spielsteinen so mit 3 2
Spielsteinen bedecken, dass die Anlege-Regel immer erflllt ist und auf jeder —
Seite des Fensters die gleiche Punktsumme zu sehen ist. Er hat den ersten | — —
Spielstein bereits aufgelegt. f

a) Versuche, die Belegung zu vollenden. Was stellst du fest?

b) Wahle einen anderen Spielstein fir die linke obere Ecke und versuche es damit.
Was stellst du fest?

Losungshinweise zu Aufgabe 2a) — Antwortsatz. Es kann Quadrato nicht gelingen, das
kleine Fenster wie gefordert mit Spielsteinen zu bedecken.

Begrindung: Wegen der Anlegeregel muss Quadrato fur die rechte obere

Ecke einen Spielstein mit einer 2 legen. Damit betragt die Punktsumme in der 3 2

oberen Seite (3 + 2 + 2 =) 7. Fur die gleiche Punktsumme auf der rechten —

Seite fehlen noch (7 — 2 =) 5 Punkte. Um die Anlegeregel zu erfillen, missen ——

X XN

beide fehlende Felder der rechten Seite mit der gleichen Zahl x bedeckt

werden. Das kann fur die ungerade Zahl 5 aber nicht gelingen, weil 2 - x eine
gerade Zahl ergibt.

Losungshinweise zu Aufgabe 2b) — Antwortsatz. Auch mit jedem anderen ersten
Spielstein kann es Quadrato nicht gelingen, das kleine Fenster wie gefordert mit
Spielsteinen zu bedecken.

Hinweis: Bei einer solchen Aufgabenstellung ,Wahle einen anderen Spielstein ...“ gentgt
es, ein weiteres Beispiel zu untersuchen.
2 2

Begrindung: Wahlst du einen ersten Spielstein, bei dem die Augensumme
eine ungerade Zahl ist, so erkennst du, dass die Begrindung von Aufgabe 2
(a) ebenfalls gilt: Die Summe der beiden Felder mit x musste ebenfalls eine
ungerade Zahl ergeben.

AlD

Versuche es deshalb mit einem ersten Spielstein, dessen Augensumme
geradzahlig ist, zum Beispiel mit 4 — 2. Wegen der Anlegeregel sind weitere
Felder bereits festgelegt: Rechts oben muss das Feld mit der 2 bedeckt

oh b
W WN
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werden. Die Punktsumme der oberen Seite betragt 8. In der Mitte der linken Seite muss
das Feld mit 4 bedeckt werden.

Nun musst du das linke untere Feld mit O bedecken, um auf der linken Seite die
Punktsumme 8 zu erhalten. AuRerdem musst du die beiden freien Felder der rechten Seite
jeweils mit 3 bedecken, um auf der rechten Seite ebenfalls die Punktsumme 8 zu erhalten
und dabei die Anlegeregel zu beachten.

Um auch auf der unteren Seite die Punktsumme 8 zu erhalten, misstest du das freie Feld
mit einer 5 bedecken. Um aber die Anlege-Regel zu beachten, misstest du das freie Feld
mit einer 0 bedecken. Beides ist nicht gleichzeitig moglich. Also kann Quadrato auch
dieses Beispiel nicht zu einem Fenster ergdnzen, das den Bedingungen entspricht.

Bestimmt hast du auch weitere Beispiele untersucht — in keinem Fall kann es gelingen,
das Fenster wie gefordert zu vervollstandigen.
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Aufgabe 3. Ohne auf die Anlege-Regel zu achten, ist die Belegung eines 2 156
,Fensters® mit Spielsteinen kein Problem. Quadrato hat 6 Spielsteine so 5§ 0
aufgelegt, dass an jeder Seite die Punktsumme 12 betragt. g 0

a) Suche auch 6 Spielsteine aus einem Domino-Spiel, mit denen du E 316

dieses Fenster mit der Seitensumme 12 belegen kannst. Verwende
dabei aber nicht den Spielstein 5-6.

b) Wie grol3 muss die Summe auf jeder Seite mindestens sein? Findest du ein solches
,Fenster®, bei dem die Summe so klein wie moglich ist?

Losungshinweise zu Aufgabe 3a) — Antwortsatz: Es gibt viele Moglichkeiten, solche

Fenster mit Spielsteinen zu bedecken. 115

Hinweis: Bei dieser Aufgabenstellung ,Suche auch 6 Spielsteine aus
einem Domino-Spiel ...“ genligt es, ein Beispiel anzugeben.

Fuhre aber eine Probe durch, ob alle vier Seiten die gleiche Punktsumme
haben:

oben: 0+1+5+3=9 rechts: 3+0+0+6=9

links: 0+5+2+2=9 unten: 2+0+1+6=9

Achte aber auch darauf, dass kein Spielstein mehrfach benutzt wird. Im

nebenstehenden Fenster sind zwar die Punktsummen auf allen vier Seiten

gleich 11, aber die Spielsteine 0 — 3 und 1 — 5 werden jeweils zweimal

verwendet. Damit ist dieses Beispiel keine Losung der Aufgabe!

Aufgabe 3 (b) — Antwortsatz: Die Punktsumme eines solchen Fensters

muss mindesten 3 betragen.

Begrindung: Wahle aus dem Domino-Spiel die sechs Spielsteine mit den
kleinsten Augensummen. Dassind:0-0,0-1,1-1,0-2,1-2und 0 -

O=NO =210 NMNOO
= NOO WO WwW O0C0OoOW

3. Es gelingt, damit ein Fenster mit der Punktsumme 3 auf jeder Seite zu

belegen.

Wairdest du aber einen dieser Spielsteine durch einen anderen Spielstein

austauschen, so héatte dieser eine Augensumme grof3er als 3. Zum Beispiel

ware fur den Spielstein 2 — 2 die Augensumme 4. Dieser Spielstein liegt im

NN
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Fenster aber auf einer der vier Seiten, in der Abbildung beispielsweise auf der linken
Seite. Somit betragt die Punktsumme der linken Seite bereits mindestens 4. Es kann also
keine kleinere Punktsumme geben.

Hinweis: Wenn du als kleinstmdgliche Punktsumme die Zahl 4 gefunden hast, ist dies
auch ein gutes Ergebnis, zum Beispiel mit den Spielsteinen0-0, 0-1, 1-1, 0-2, 1-—
2und 2 - 2.

kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkhkkkkhkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk

Aufgabe 4. Kreisa entdeckt: Wenn sie die Spielsteine wie zweistellige Zahlen betrachtet,
kann sie aus drei Spielsteinen eine richtig gerechnete Additionsaufgabe legen (vergleiche
das Beispiel in nebenstehender Abbildung: 23 + 21 = 44).

Wie viele verschiedene Aufgaben kann Kreisa aus drei Spielsteinen eines Domino-Spiels
legen, wenn sie nur Spielsteine verwendet, auf denen keine 4, 5 oder 6 zu sehen ist?

Losungshinweise zu Aufgabe 4 — Antwortsatz: Es gibt 58 verschiedene Mdglichkeiten.

Herleitung: Die LOsung ist eigentlich gar nicht so schwer zu finden. Weil es aber sehr
viele verschiedene Maoglichkeiten gibt, kommt es darauf an, eine geschickte Aufstellung
aller Falle zu fihren, um keine Mdglichkeiten zu tGbersehen.

Wir wissen, dass es gleiche Summanden nicht geben kann, weil jeder Spielstein nur
einmal vorkommt. Wir suchen deshalb nur solche Moglichkeiten, bei denen der obere
Summand kleiner als der untere Summand ist. Durch Vertauschen der Summanden einer
richtig gerechneten Aufgabe erhaltst du eine weitere Moglichkeit.

Wir wissen auch, dass der Spielstein 0-0 nicht verwendet werden kann, weil dann der
zweite Summand und die Summe Ubereinstimmen, aber jeder Spielstein nur einmal
vorkommt.

Wir miussen zudem darauf achten, dass die beiden Summanden nicht durch Vertauschen
der Einer- und Zehnerziffer entstehen, weil dies den gleichen Spielstein bedeuten wirde,
aber jeder Spielstein nur einmal vorkommt.

Nun untersuchen wir, wie die mdglichen Summen durch Zahlen aus Spielsteinen erzeigt
werden kdnnen.

Summe | Geeignete Additionsaufgaben Anzahl
00 0
01 0
10 0
11 0
02 0
12 01+11 | 02+10 2
21 01+20 | 10+11 2
22 01+21 10+12 2
03 01+02 1
30 10+20 1
13 01+12 | 02+11 | 03+10 3
31 01+30 | 10+21 | 11+20 3
23 01+22 | 02+21 |03+20 |10+13 |11+12 5
32 01+31 | 02+30 | 10+22 | 11+21 |12+20 5
33 01+32 | 02+31 10+23 | 11+22 13+20 5
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Es gibt 29 verschiedene Moglichkeiten, bei denen der erste Summand kleiner als der
zweite Summand ist. Durch Vertauschen der Summanden entstehen weitere 29
verschiedene Mdglichkeiten, insgesamt also 58 Mdglichkeiten.

Losungsvariante: Wir untersuchen, welche Summen moglich sind, wenn wir den oberen
Summanden festlegen.

Oberer | Geeignete Additionsaufgaben, bei denen der untere Summand A
i - nzahl
Summand | grol3er als der obere Summand ist:
00
01 +02=03 | + +11=12 | +12=13 | +20=21 | +21=22 | +22=23 9
+30=31 | +31=32 | +32=33
10 +11=21 | +12=22 | +13=23 | +20=30 | +21=31 | +22=32 | +23=33 7
11 +12=23 | +20=31 | +21=32 | +22=33 4
02 +10=12 | +11=13 | + +21=33 | +30=32 | +31=33 5
12 +20=32 | + 1
21 0
22 0
03 +10=13 | +20=23 | + 2
13 +20=33 1
31 0
23 0
32 0
33 0

Es gibt 29 verschiedene Mdoglichkeiten. Durch Vertauschen der Summanden entstehen
weitere 29 verschiedene Moglichkeiten, insgesamt also 58 Moglichkeiten.

Hinweis: Wenn du viele richtige Aufgaben erkannt und aufgeschrieben hast, wurde
bereits die volle Punktzahl vergeben, auch wenn die Losung nicht ganz vollstandig war.
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Bunte Herbstblatter

Aufgabe 1. Bei einem Herbstspaziergang der Familie Geometrie sammelten Kreisa und
Quadrato schon gefarbte Blatter. Es waren Blatter von Ahorn-, Buchen-, Eichen- und
Kastanienbdumen. Zu Hause angekommen, stellten sie fest:

(1) Es waren zweimal so viele Kastanienblatter wie Eichenblatter.
(2) Es waren zwei Ahornblatter weniger als Eichenblatter.

(3) Es waren dreimal so viele Buchenblatter wie Ahornblatter.

(4) Es waren genauso viele Kastanienblatter wie Buchenblatter.

Wie viele Blatter sammelten Kreisa und Quadrato insgesamt? Beschreibe, wie du dein
Ergebnis gefunden hast!

Loésungshinweise zu Aufgabe 1 - Antwortsatz: Kreisa und Quadrato sammelten
insgesamt 34 Blatter.

Hinweis: Um die Schreibweise abzukirzen, verwenden wir in allen Aufgaben fir die
Anzahl der Blatter nur die Anfangsbuchstaben der Bezeichnungen:
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A ... Ahornblatter, B ... Buchenblatter, E ... Eichenblatter, K ... Kastanienblatter.

Herleitung: So eine Aufgabe kannst du durch systematisches Probieren |6sen. Erstelle
dafur eine Tabelle, in der du deine Versuche eintragst. Prife bei jedem Versuch, ob alle
Bedingungen der Aufgabenstellung erfillt sind.

Da es zwei Ahornblatter weniger sind als Eichenblatter, missen es mindestens

2 Eichenblatter sein. Beginne also die Tabelle mit E = 2.

Annahme Aussage (1) Aussage (2) Aussage (3) Aussage (4)
E K=2-E A=E-2 B=3-A K=B?
2 4 0 0 4>0
3 6 1 3 6>1
4 8 2 6 8>6
5 10 3 9 10>9
6 12 4 12 12=12
7 14 5 15 14 < 15

Weil die Anzahl der Kastanienblatter in jeder Zeile um 2 grol3er wird, aber die Anzahl der
Buchenblatter in jeder Zeile um 3 steigt, werden es ab E =7 immer mehr Buchen- als
Kastanienblatter sein. Nur wenn im Blatterstraul® 6 Eichenblétter sind, sind es genauso
viele Kastanien- wie Buchenblatter. In diesem Fall sind es insgesamt (6 + 12 + 4 + 12 =)
34 Blatter.

In der Tabelle ist die Probe enthalten, denn alle 4 Aussagen sind bertcksichtigt.

Hinweis: Vielleicht hast du Gliick gehabt und die Lésung gleich beim ersten Mal richtig
erraten. Dann ist die Probe besonders wichtig!

Losungsvariante: Wie schon in der Tabelle in der zweiten Zeile aufgeschrieben, kannst
du die Aussagen (1), (2) und (3) in einer Gleichung darstellen. Es soll namlich gelten

(1)K=2-E (2Q)A=E-2 (3)B=3-A (4 K=B

Wenn du mit Hilfe der Aussage in Gleichung (2) die Anzahl A in der Gleichung (3) ersetzt,
findest du die neue Gleichung

B=3-(E-2)=3-E-6
Nach Aussage (4) soll aber K =B gelten, also 2- E=3 - E - 6.

Aus dieser Gleichung findest du leicht den Wert E = 6. Nun musst du noch K, A und B
berechnen, um die Summe zu ermitteln und die Probe durchfiihren zu kdnnen.
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Aufgabe 2. Kreisa mochte aus drei Ahornblattern, zwei Eichenblattern und einem
Kastanienblatt eine Girlande basteln. Am linken Ende der Schnur beginnt Kreisa mit einem
Ahornblatt und méchte nach rechts die anderen Blatter anbringen. Wie viele verschiedene
Girlanden konnte sie basteln, wenn Blatter einer Art nicht direkt nebeneinander hangen
sollen? Begrinde dein Ergebnis!

Loésungshinweise zu Aufgabe 2 - Antwortsatz: Kreisa kann 7 verschiedene Girlanden
basteln.

15. OGO-Korrespondenzzirkel Schuljahr 2020/21 Seite 11 von 29



Herleitung: Kreisa hat die 6 Platze fur ihre Blatter markiert und links ein A platziert. Weil
zwei A nicht benachbart sein durfen, erkennt sie drei Mdglichkeiten, die drei Ahornblatter
anzuordnen:

NINENEEL
Qlal?2T2Tal2TaA
lal2Tal>21Tal?

Betrachten wir die Zeile (1): Da die beiden benachbarten Fragezeichen nicht mit zwei E
ersetzt werden konnen, gibt es hierfir zwei verschiedene Mdéglichkeiten fir die Girlande:

AlEJA]JTE|[K]A
AlE]JA]JKIE]A

Betrachten wir nun die Zeile (2): Da die beiden benachbarten Fragezeichen nicht mit zwei
E ersetzt werden kdnnen, gibt es hierfiir zwei verschiedene Moéglichkeiten fur die Girlande:

AlJE]JTK]JA]JTE]A
AlK]ITEJA]JTE]LA

In Zeile (3) kdnnen an keiner Stelle zwei Blatter der gleichen Art nebeneinander hangen.
Es gibt also 3 Mdglichkeiten, ein Fragezeichen durch K zu ersetzen. Dann sind die Platze
fur E bereits festgelegt:

A|lK|IA|lE|AI|E
A|lE|A|K|AI|E
AlE|IA]lE]A]|K

Es gibt also insgesamt (2 + 2 + 3 =) 7 verschiedene Girlanden.

Bestimmt ist es dir auch aufgefallen, oder? Frau Dreieck meint zu Herrn Raute:
,Kannst du nicht bis fiinf zdhlen?*“ Herr Raute entschuldigt sich: ,Ja, es waren finf und
nicht vier Aussagen! Da habe ich leider nicht aufgepasst.*
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Aufgabe 3. Frau Dreieck sammelte ebenfalls bunte Ahorn-, Buchen-, Eichen- und
Kastanienblatter. Von den vier Sorten waren alle Blatterzahlen verschieden.

a) Quadrato wollte nun wissen, welche Sorte in diesem bunten Herbststraul? am
haufigsten vorkommt. Frau Dreieck antwortete:

(1) Es waren mehr Kastanienblatter als Buchenblatter.
(2) Es waren mehr Ahornblatter als Buchenblatter.

(3) Es waren mehr Buchenblatter als Eichenblatter.
(4) Es waren mehr Eichenblatter als Ahornblatter.

(5) Es waren mehr Eichenblatter als Kastanienblatter.

Herr Raute horte aufmerksam zu und bemerkte: ,Diese funf Angaben kdnnen nicht alle
richtig sein.” Ist es dir auch aufgefallen? Warum hat Herr Raute recht?

b) Frau Dreieck hatte sich tatsachlich geirrt. Eine ihrer Aussagen war nicht wahr. Sie hat
diese falsche Aussage geandert, so dass nun alle Aussagen richtig waren. Jetzt konnte
Quadrato die Blattsorte bestimmen, die am haufigsten vorkam. Was hat Quadrato wohl
herausbekommen? Erklare, wie er die Losung gefunden haben kdnnte!
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Lésungshinweise zu Aufgabe 3a) — Antwortsatz: Die Aussagen (1), (3) und (5) kénnen
nicht gleichzeitig richtig sein. Auch die Aussagen (2), (3) und (4) kdnnen nicht gleichzeitig
richtig sein.

Begriundung: Wir schreiben die flinf Aussagen als Ungleichungen:
(1K>B (2)A>B (3)B>E AE>A B)E>K

Schreiben wir die Ungleichungen (1), (3) und (5) hintereinander, also K> B, B > E, E > K,
so steht von links nach rechts gelesen, dass es mehr Blatter K als B und E gibt, aber von
rechts nach links gelesen, dass es weniger Blatter K als E und B gibt. Dies kann aber nicht
gleichzeitig gelten.

Schreiben wir die Ungleichungen (2), (3) und (4) hintereinander, also A>B, B > E, E > A,
so steht von links nach rechts gelesen, dass es mehr Blatter A als B und E gibt, aber von
rechts nach links gelesen, dass es weniger Blatter A als E und B gibt. Dies kann ebenfalls
nicht gleichzeitig gelten.

Losungshinweise zu Aufgabe 3b) — Antwortsatz. Frau Dreieck hat die Aussage (3)
geandert. Dann konnte Quadrato feststellen, dass die Eichenblatter am haufigsten
vorkamen.

Herleitung: Wenn Frau Dreieck die Aussage (1) oder die Aussage (5) anderte, dann sind
die Aussagen (2), (3) und (4) nicht gleichzeitig wahr, also sind nicht alle Aussagen wahr.

Wenn Frau Dreieck die Aussage (2) oder die Aussage (4) &nderte, dann sind die
Aussagen (1), (3) und (5) nicht gleichzeitig wahr, also sind nicht alle Aussagen wabhr.

Wenn Frau Dreieck die Aussage (3) anderte, dann ist nach Aussage (4) E > A, nach
Aussage (5) E > K und nach der gednderten Aussage (3) E > B.

Also sind die Eichenblatter am haufigsten.

Nur wenn Frau Dreieck die Aussage (3) anderte, kdnnen alle Aussagen wahr sein.
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Aufgabe 4. Quadrato hatte eine Anzahl Blatter vor sich liegen. Da schlug Kreisa folgendes
Spiel vor: ,Ich habe 30 Blatter. In der ersten Runde gebe ich dir so viele Blatter von
meinen Blattern, dass sich deine Anzahl verdoppelt. Dafur gibt's du mir 1 Blatt zurlck. In
der zweiten Runde verdopple ich deine neue Anzahl und du gibst mir dafir 2 Blatter
zurtck. In der dritten Runde verdopple ich deine neue Anzahl und du gibst mir daftr
doppelt so viele Blatter zurtick, wie du in der zweiten Runde gegeben hast (also 4 Blatter).
Das spielen wir immer so weiter: Ich verdopple in der nachsten Runde deine Anzahl und
du gibst mir daflr doppelt so viele Blatter zurtick, wie du in der vorangegangenen Runde
gegeben hast. Wer zuerst nicht genug Blatter hat, um die Regeln zu erflllen, oder sogar
gar keine Blatter mehr hat, verliert.”

a) Quadrato hat 2 Blatter. Er ist sich sicher, bei diesem Spiel nicht verlieren zu
konnen. Prife nach — gewinnt Quadrato? Schreibe den Spielverlauf auf!

b) Wie viele Blatter muss Quadrato am Anfang des Spiels haben, damit er das Spiel
gewinnen kann? Begrinde deine Antwort!

Loésungshinweise zu Aufgabe 4 — Antwortsatz. Hat Quadrato am Anfang 2 oder 3
Blatter, so verliert er. Hat aber Quadrato 4 oder mehr Blatter, so verliert Kreisa.
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Begrundung: Wir schreiben die Spielverlaufe auf. Dabei beachten wir, dass Kreisa immer
so viele Blatter an Quadrato gibt, wie er gerade hat (um seine Anzahl zu verdoppeln).

Quadrato gibt immer doppelt so viele Blatter an Kreisa, wie er zuvor gegeben hat.

Kreisa Kreisa an Quadrato Quadrato an Kreisa Quadrato
30 2
30—2=28 2 > 2+2=4
28+1=29 < 1 4-1=3
29-3=26 3 > 3+3=6
26 +2 =28 < 2=2-1 6-2=4
28 -4 =24 4 > 4+4=8
24 + 4 =28 < 4=2-2 8-4=4
28 —4 =24 4 > 4+4=8
24 +8 =32 < 8=2-4 8-8=0
Quadrato hat verloren
Kreisa Kreisa an Quadrato Quadrato an Kreisa Quadrato
30 3
30-3=27 3 > 3+3=6
27+1=28 & 1 6-1=5
28 -5=23 5 > 5+5=10
23+2=25 < 2=2-1 10-2=8
25-8=17 8 > 8+8=16
17+4=21 < 4=2.2 16-4=12
21-12=9 12 > 12+12=24
9+8=17 < 8=2-4 24 — 8 =16
17-16=1 16 > 16 + 16 =32
1+16=17 < 16=2-8 32-16=16
17-16=1 16 > 16 + 16 = 32
32=2-16 32-32=0
Quadrato hat verloren
Kreisa Kreisa an Quadrato | Quadrato an Kreisa Quadrato
30 4
30—-4=26 4 > 4+4=8
26 +1 =27 < 1 8-1=7
27 —-7=20 7 > 7+7=14
20+2=22 < 2=2-1 14-2=12
22-12=10 12 > 12+12=24
10+4=14 < 4=2-2 24 -4 =20
20

14 — 20 geht nicht

Kreisa hat verloren
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Noch mehr Domino-Steine

Ein Domino-Spiel besteht aus 28 Spielsteinen, die jeweils in zwei ole o

quadratische Felder geteilt sind. Auf diesen Feldern sind Punkte so | o o o

angebracht, dass jede mogliche Kombination aus zwei Zahlen von O bis 6

genau einmal dargestellt ist. Statt Punkte auf die Spielsteine zu zeichnen,
kdnnen wir auf die Felder Zahlen schreiben. Ein leeres Feld bedeutet ,0°. 2 4

Fir den nebenstehenden Spielstein schreiben wir kurz 2-4. Jede Kombination gibt es aber
nur einmal, also ist 4-2 derselbe Spielstein wie 2-4.

Aufgabe 1. Kreisa addiert die beiden Zahlen von einem Spielstein und nennt dies die
Summe des Spielsteines. Beispielsweise ist die Summe des Spielsteines 5-2 gleich 7.

a) Wie viele Spielsteine eines Domino-Spiels haben eine Summe, die 7 oder grof3er
als 7 ist? Schreibe auf, wie du das Ergebnis gefunden hast!

b) Kreisa stellt fest, dass verschiedene Spielsteine eine gleichgrol3e Summe haben
kénnen. Fur welche Summe gibt es die meisten verschiedenen Spielsteine und wie
viele Spielsteine sind es genau, die diese Summe haben? Begriunde dein Ergebnis!

Losungshinweise zu Aufgabe la) — Antwortsatz. Es gibt 12 Domino-Steine mit einer
Summe gleich oder grél3er als 7.

Begrindung: Schreibe alle 28 Spielsteine auf und streiche die Spielsteine, auf denen die
Summe beider Zahlen kleiner als 7 ist. Es bleiben 12 Spielsteine lbrig.

e e
1-
2-5 2-6
3-4 3-5 3-6
4-4 4-5 4-6
5-5 5-6

6 -

Hinweis: Wenn du richtige Spielsteine eines Domino-Spiels zur Lésung der Aufgabe
verwendet hast, konntest du die Spielsteine in zwei Haufen aufteilen:

- einen Haufen mit Spielsteinen, deren Summe kleiner als 7 ist,
- einen Haufen mit Spielsteinen, deren Summe gleich 7 oder groR3er als 7 ist.

Die Anzahl der Spielsteine in jedem Haufen sind dann nur noch zu z&ahlen.

Lésungsvariante: Du kannst die Anzahl der gesuchten Domino-Steine auch durch
folgende Uberlegung finden:

- Ist auf einem Domino-Stein eine 0 zu sehen, kann die Summe nicht grol3er als 6
werden. In diesem Fall gibt es also keinen Domino-Stein.

- Ist auf einem Domino-Stein eine 1 zu sehen, kann die Summe 7 nur erreicht
werden, wenn auf dem Stein auch eine 6 zu sehen ist. In diesem Fall gibt es also
1 Domino-Stein (1 — 6).

- Ist auf einem Domino-Stein eine 2 zu sehen, kann die Summe 7 nur erreicht oder
Ubertroffen werden, wenn auf dem Stein auch eine 5 oder eine 6 zu sehen ist. In
diesem Fall gibt es also 2 Domino-Steine (2 — 5, 2 — 6).
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- Ist auf einem Domino-Stein eine 3 zu sehen, kann die Summe 7 nur erreicht oder
ubertroffen werden, wenn auf dem Stein auch eine 4, eine 5 oder eine 6 zu sehen
ist. In diesem Fall gibt es also 3 Domino-Stein (3 -4, 3 -5, 3 -6).

- Sind auf einem Domino-Stein nur die Zahlen 4, 5 oder 6 zu sehen, ist die Summe
beider Zahlen stets groRRer als 7. Es gibt 6 solche Domino-Steine (4 — 4, 4 -5, 4 —
6,5-5,5-6,6—06).

Insgesamt gibt es also (0 + 1 + 2 + 3 + 6 =) 12 Domino-Steine, die eine Summe gleich
oder grolRer als 7 haben.

Losungshinweise zu Aufgabe 1b) — Antwortsatz. Am haufigsten tritt die Summe 6 auf,
4 Domino-Steine haben diese Summe.

Begrindung: Schreibe wieder alle Spielsteine auf. Alle Domino-Steine, die unter einer
der gestrichelten Linien stehen, haben die gleiche Summe. Bei der Summe 6 ist diese
Linie am langsten und unter dieser Linie stehen 4 Domino-Steine.

Summe: 6 -+ 2 3 4 5 6
_0-0 __0-1 ,,o -2 0-3 04 __0-5 _0-6 7
1-1r 1-2  1-3 1-4  1-5 1-6 8

2-2 2-3 24 25 26 9

' 3-3 34 35  3-6 10

44 45 A6 11

55  5-6 12

 6-6

Losungsvariante: Die Augensummen der Spielsteine kénnen zwischen 0 und 12
variieren. Schreibe fur alle mdglichen Summen die passenden Spielsteine auf. Achte
darauf, dass du keine Steine doppelt verwendest. Dies gelingt dir, wenn bei
unterschiedlichen Zahlen die kleinere Zahl stets an erster Stelle steht. Zahle alle
aufgeschriebenen Zahlen, um zu priufen, dass alle 28 Domino-Steine bertcksichtigt
wurden:

Summe=0: 0-0 Summe=7: 1-6/2-5/3-4
Summe=1: 0-1 Summe=8: 2-6/3-5/4-4
Summe=2: 0-2/1-1 Summe=9: 3-6/4-5
Summe=3: 0-3/1-2 Summe =10:4-6/5-5
Summe=4: 0-4/1-3/2-2 Summe =11:5-6

Summe=5: 0-5/1-4/2-3 Summe =12:6-6

Summe=6: 0-6/1-5/2-4/3-3
kkkkkkkkhkkkkkkkkkkkkhkkhkkhhkkhkkkkhkkhkhhkkhkkhhkhhkhkkhhkhkkhhkhkhhkkhhkkkhkhkkhhkkhhkkkhkkkhkkhkk

Aufgabe 2. Frau Dreieck legt acht Spielsteine auf ein Quadrat mit 4 x 4-Feldern und
achtet darauf, dass die Summe aus den Punkten in jeder der vier waagerechten Reihen
und in jeder der vier senkrechten Reihen den gleichen Wert ergibt. Wenn diese
Bedingungen erfullt sind, nennt man es ,magisches Quadrat®.

a) Frau Dreieck mochte mit den Spielsteinen 2-3, 2-4, 2-5, 3-4,
3-5, 3-6, 4-4 und 5-5 das Quadrat so bedecken, dass sich in
jeder waagerechten Reihe und in jeder senkrechten Reihe die

Punktsumme 15 ergibt. Zwei Spielsteine hat sie schon gelegt — 4|2
hilf ihr, das magische Quadrat zu vervollstandigen. Gib an, wie
du die Spielsteine gelegt hast! 215

b) Herr Raute behauptet, dass Frau Dreieck mehrere
Moglichkeiten hat, diese Aufgabe zu losen. Hat er recht? Wenn ja, wie viele
verschiedene Lésungen gibt es?
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(Hinweis: Zwei Losungen sind verschieden, wenn an der Stelle eines Spielsteines
der einen L6sung ein anderer Spielstein der anderen Losung liegt.)

Losungshinweise zu Aufgabe 2a) Es genugt bei dieser Aufgabenstellung, eine korrekte
Belegung aufzuschreiben, bei der also jede Zeilensumme und jede Spaltensumme 15
betragt.

Herleitung: Bei dieser Aufgabenstellung musst du nicht beschreiben, wie du die Losung
gefunden hast. Vielleicht hast du dir die genannten Domino-Steine genommen und
probiert — dass ist ein richtiger Weg zur Losungsfindung!

Wir wollen hier aber untersuchen, wie wir gezielt eine Ldsung finden kdnnen. Dazu
schreiben wir zunachst die ausgewéhlten Domino-Steine auf und berechnen deren
Summen. Wir streichen die Domino-Steine durch, die bereits aufgelegt sind:

Domino-Stein 2-3 3-4 3-5 4 -4 3-6 5-5
Summe 5 7 8 8 9 10

An den rechten und unteren Rand schreiben wir die Zeilensummen bzw. die
Spaltensummen, die bereits erreicht sind.

1. Schritt: Betrachten wir die dritte Zeile. Damit
diese Zeilensumme 15 ergibt, muss die Summe fur

die zwei Fragezeichen (15 —4 —2 =) Q9 ergeben. [ 4 2|2 7

~N O O O

Dies ist nur mit dem Stein 3 — 6 mdglich. Wir legen

den Stein in dieser Reihenfolge auf. 215

N
(62}
WEVV|Ww

2. Schritt: Betrachten wir nun die vierte Zelile.
Damit diese Zeilensumme 15 ergibt, muss die
Summe fur die zwei Fragezeichen (15-2-5=) 8
ergeben. Dafir stehen zwei Domino-Steine zur
Verfigung. 4

(o)l IEVEEENE =)

15 |4 2
15 |2 5

a1

Wir versuchen zunéchst, den Stein 3 — 5 |2 5]3
aufzulegen, und zwar so, dass die 5 unter der 6
steht. Dann fehlen in der vierten Spalte noch (15 —
6 — 5 =) 4 bis zur Summe 15. Daflr steht kein
Domino-Stein zur Verfigung.

Legen wir jedoch den Stein 3 — 5 so, dass die 3 unter der 6 steht. Dann fehlen in der
vierten Spalte noch (15 — 6 — 3 =) 6 bis zur Summe 15. Doch der Domino-Stein mit der
Summe 6 liegt schon. Auch so kann es mit dem Stein 3 — 5 nicht gelingen.

Wir mussen also in die vierte Zeile den Domino-Stein 4 — 4 legen. Nun sind noch die 4
verbleibenden Domino-Steine aufzulegen. Der 2. Schritt ist also eindeutig bestimmt.

Domino-Stein 2-3 3-4 3-5 5-5
Summe 5 7 8 10

Da keine der verbleibenden Summen mehrfach vorkommt, wird die weitere Auswahl
schrittweise eindeutig bestimmt sein.

3. Schritt: Um in der vierten Spalte die Summe 15 zu erreichen, bendtigen wir einen Stein
mit der Summe (15 — 6 — 4 =) 5, also den Domino-Stein 2 — 3. Wir legen ihn so, dass die 2
rechts oben steht.
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4. Schritt: Um auch in der dritten Spalte die Summe 15 zu erreichen, benétigen wir einen
Stein mit der Summe (15 — 4 — 3 =) 8, also den Domino-Stein 3 — 5. Legen wir den Stein
so, dass die 5 oben liegt, fehlt in der ersten Zeile der Stein mit der Summe (15 -5 -2 =)
8, doch dafur ist kein Stein mehr zur Verfigung. So geht es also nicht.

Legen wir den Stein dagegen so, dass die 3 oben liegt, fehlt in der ersten Zeile der Stein
mit der Summe (15 — 3 — 2 =) 10, also der Stein 5 — 5. Der 4. Schritt ist also eindeutig
bestimmt.

5. Schritt: Zum Schluss legen wir den Stein 3 — 4 auf und prufen, ob alle Zeilensummen
und Spaltensummen tatséachlich 15 betragen. Auch der 5. Schritt ist eindeutig bestimmt.

Wir haben nun eine Losung gefunden.

?710 312]5 5 513]2]15

?710 513]8 4 3]15]3]15
41213 {6 ]15 4 213 6|15 4 213 61|15
2i5]14 4115 2 514 4115 2 514 4115
6 7 7 10 6 7 15 15 15 15 15 15

Losungshinweise zu Aufgabe 2b) — Antwortsatz. Es gibt 4 Mdglichkeiten, das Quadrat
mit den Domino-Steinen zu bedecken, sodass alle Zeilensummen und Spaltensummen
gleich 15 sind.

Herleitung: Bestimmt hast du fleilig
probiert und die vier verschiedenen S 51312115 S 512|315
Moglichkeiten entdeckt. Bei dieser 4 31513115 4 3131515
Aufgabenstellung gentgt es aber
nicht, alle gefundenen Mdglichkeiten 4 1 213 16]15 4 216 3]15
aufzqschrelben. Du musst _auch sislal alis > 5la 4l1s
begrinden, warum es keine weiteren

Mdoglichkeiten geben kann. Das ist der 15 15 15 15 15 15 15 15
schwierigste Teil dieser Aufgabe!

Wenn du aber wie in der Lésungsdarstellung zu Aufgabe 2a eine Losung hergeleitet hast,
findest du die richtige Begrtindung.

Im 1. Schritt haben wir den Domino-Stein 3 — 6 in dieser Richtung aufgelegt. Wir kénnen
den Stein aber auch in der Richtung 6 — 3 auflegen. Wir erhalten auf diese Weise eine
zweite Losung, weil alle anderen Erklarungen weiterhin richtig bleiben.

Im 3. Schritt haben wir den Domino-Stein 2 — 3 so aufgelegt, dass die 2 oben liegt. Wir
kénnen den Stein aber auch so auflegen, dass die 3 oben liegt. Wir erhalten auf diese
Weise fiur jede der beiden bereits

gefundenen LOsungen eine weitere 4 31513115 4 31315
LOsung.

_ _ _ 5 5132115 5 512]3
Es gibt also insgesamt 4 verschiedene
Losungen. Mehr kann es aber nicht 4 213 6]15 4 216 3
geben, weil die Belegung durch die
anderen Domino-Steine immer eindeutig 2 514 4115 2 514 4
festgelegt war. 15 15 15 15 15 15 15 15
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Aufgabe 3. Quadrato legt 4 Spielsteine senkrecht nebeneinander und addiert die oberen
vier Zahlen und die unteren vier Zahlen, zum Beispiel

S1+|3]+]6]+]0]= 14
11+131+11l+12)1= 7

a) Quadrato legt fest, dass die obere Summe doppelt so grofl3 sein soll, wie die untere
Summe. Findest du die kleinste untere Summe, die unter dieser Bedingung mdglich
ist? Gib ein Beispiel an! Warum kann es keine kleinere Summe als in deinem
Beispiel geben?

b) Quadrato mochte wieder, dass die obere Summe doppelt so grof3 ist wie die untere
Summe. AulRerdem mochte er, dass die obere Summe aus vier gleichen
Summanden besteht. Wie viele Méglichkeiten hat Quadrato, dafur vier Spielsteine
des Domino-Spieles auszuwahlen? Begriinde dein Ergebnis!

(Hinweis: Die Reihenfolge der Spielsteine spielt fur die Addition keine Rolle.)

Losungshinweise zu Aufgabe 3a) — Antwortsatz: Die kleinste untere Summe betragt 2.

Herleitung: Um zu zeigen, dass die untere Summe mdglich ist, musst du ein Beispiel
angeben. Dabei gibt es verschiedene Mdglichkeiten, die Bedingungen der Aufgabe mit der
unteren Summe 2 zu erfillen.

Oof+|1|+|2|+|1]= 4 of+|1]+|3]|+]0]|= 4
Ol+]0]|+|O0]+]2]|]= 2 Ol+]O0|+|O0|+]2]= 2

of+[a]+[a]+]2]= 4 [o]+[3]+ = 4
o]+ +l1]+|1]= 2 0 O|l+]1 = 2
ol+12]+]0|+1]12]|= 4
O|+]0|+]2]+|2]= 2

Nun musst du aber noch begrinden, warum es keine kleinere Summe geben kann. Die
untere Summe kann nicht 0 sein. In diesem Fall ware das Doppelte der unteren Summe
ebenfalls 0 und es miissten vier Domino-Steine 0 — 0 verwendet werden.

Wenn die untere Summe 1 ware, konnten in der oberen Reihe zwei Einsen stehen, doch
dann missen zwei Steine 0 — 0 oder zwei Steine 1 — 0 verwendet werden:

Of+|Of+]21|+]2]|= 2 of+]1]|+]2|+]0]|= 2
Ol+]0]|+|O0]+]1]= 1 of+]O|+]O|+]1]|= 1

Wenn die untere Summe 1 ware, konnte in der oberen Reihe eine 2 stehen, doch dann
muissen mindestens zwei Steine 0 — 0 verwendet werden:

Ol+]0]|+|O0]+]2]|]= 2 O[+]O0|+|2]|+]0]|=
Of+]Of+]Of+]2]|= 1 of+]O0|+]O|+]1]|= 1

Da keine Steine mehrfach verwendet werden durfen, kann also die untere Summe weder
0 noch 1 sein.
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Losungshinweise zu Aufgabe 3b) — Antwortsatz: Quadrato hat 12 Mdoglichkeiten,
gemal der Spielregeln vier Domino-Steine auszuwahlen.

Begrindung: Wenn in der oberen Reihe vier gleiche Zahlen stehen, mussen in der
unteren Reihe 4 verschiedene Zahlen stehen (weil es keinen Domino-Stein mehrfach gibt).
Somit entsteht die kleinste Summe, die in der unteren Reihe moglich ist, durch Addition
der Zahlen 0, 1, 2 und 3. Die kleinste Summe betragt also 6. Das Doppelte davon ist
(2 - 6 =) 12. Dies kann in der oberen Reihe durch viermal 3 erreicht werden. Damit haben
wir bereits eine Mdglichkeit gefunden.

In einer Tabelle kannst du nun alle Méglichkeiten aufschreiben, wenn du alle Zerlegungen
der unteren Summen in vier verschiedene Summanden findest:

Obere Obere | Untere | Zerlegung der unteren Summe in vier verschiedene
Reihe Summe | Summe | Summanden (zwischen 0 und 6)

3+3+3+3 12 6 0+1+2+3

4+4+4+4 16 8 0+1+2+5 0+1+3+4

5+5+5+5 20 10 0+1+3+6 0+1+4+5 | 0+2+3+5 | 1+2+3+4

6+6+6+6 24 12 0+1+5+6 0+2+4+6 | 0+3+4+5 | 1+2+3+6 | 1+2+4+5

kkkkkkkkkkkkkkkkkhkkkkkkkkkkkkkkkkkkhkkkkkkkkkhkkkkkkkkhkkkhkkkkkkkkkkkkkkkkk

Zahlenspielereien

Aufgabe 1. Quadrato hat sich eine Zahl ausgedacht. Im ersten Schritt verdoppelt er diese
Zahl und subtrahiert dann 10. Im zweiten Schritt verdoppelt er das Ergeb-nis aus dem
ersten Schritt und subtrahiert 10. Im dritten Schritt verdoppelt er das Ergebnis aus dem
zweiten Schritt und subtrahiert erneut 10. Er erhalt ein Ergebnis, das gréRRer als 20 ist. Im
Schritt davor war das Ergebnis noch kleiner als 20.

Finde heraus, welche Zahl sich Quadrato am Anfang ausgedacht hat. Erklare, wie du die
Ldsung gefunden hast.

Losungshinweise zu Aufgabe 1 — Antwortsatz: Quadrato hat sich am Anfang die Zahl
12 ausgedacht.

Probe: Im ersten Schritt erhéalt Quadrato die Zahl (2 - 12 — 10 =) 14.
Im zweiten Schritt erhalt er die Zahl (2 - 14 — 10 =) 18. Sie ist kleiner als 20.
Im dritten Schritt erhalt er die Zahl (2 - 18 — 10 =) 26. Sie ist groRer als 20.

Herleitung: Eine solche Aufgabe kannst du durch systematisches Probieren ldsen.
Beachte: Der Satz ,Ich habe probiert” gentgt nicht. Schreibe auf, wie du probiert hast!

Um die Ergebnisse des Probierens ubersichtlich aufzuschreiben, solltest du eine Tabelle
verwenden. Trage in jeder Zeile ein, welche Ergebnisse Quadrato erhalt, wenn er mit einer
ausgedachten Zahl beginnt. Da in jedem Schritt 10 subtrahiert wird, kannst du zum
Beispiel mit der ausgedachten Zahl 10 beginnen:

A“ngeadhal“:hte 1. Schritt 2. Schritt anrﬁ'g'gh 3. Schritt anrg'g'gh
10 2.10-10=10 | 2.10-10=10 | 10<20 | 2.10-10=10 | 10< 20
11 2.11-10=12 | 2.12-10=14 | 14<20 | 2.14-10=18 | 18<20
12 2121014 | 2.14.10=18 | 18<20 | 2.18-10=26 | 26> 20
13 2.13-10=16 | 2.16-10=22 | 22>20 | 2.22-10=34 | 34> 20
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Nur wenn sich Quadrato die Zahl 12 ausgedacht hat, ist der Vergleich mit 20 nach dem
zweiten und nach dem dritten Schritt richtig.

Hinweis: Auch wenn du in der Tabelle in der Zeile mit der ausgedachten Zahl 12 eine
Losung gefunden hast, beende noch nicht das Probieren. So kannst du namlich
feststellen, dass nur die ausgedachte Zahl 12 Losung der Aufgabe ist.

Losungsvariante: Du kannst die Loésung auch finden, indem du rtickwérts rechnest. Wir
bezeichnen dafir mit A die ausgedachte Zahl, mit B das Ergebnis nach dem ersten Schritt,
mit C das Ergebnis nach dem zweiten Schritt und mit D das Ergebnis nach dem dritten
Schritt.

Weil D grofRer als 20 sein soll, finden wir eine Abschéatzung fiur C: D=2 - C - 10 > 20,
also C>(20+ 10):2=15.

Damit C grol3er als 15 wird, finden wir fur B: C=2-B-10>15,
also B> (15+10):2>12.

Damit B groRer als 12 wird, gilt fir die ausgedachte Zahl A: B=2-A-10>12,
also A>(12+10):2=11.

Damit das Ergebnis nach dem dritten Schritt gro3er als 20 wird, muss die ausgedachte
Zahl groRRer als 11 sein. Nun gibt es aber noch eine zweite Bedingung: Das Ergebnis C
nach dem zweiten Schritt muss kleiner als 20 sein. Damit finden wir fur B:

Weil C kleiner als 20 sein soll, finden wir eine Abschatzung firB: C=2-B - 10< 20,
also B<(20+10):2=15.

Um das zu erreichen, muss fur die ausgedachte Zahl A gelten: B=2-A-10<15,
also A<(15+10):2<13.

Somit findest du fur die ausdachte Zahl A die Beschrankung 11 < A < 13. Die Losung der
Aufgabe kann also nur 12 sein. Das Ergebnis musst du noch mit einer Probe bestatigen.
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Aufgabe 2a). Kreisa hat sich sechs Zahlenkarten gebastelt — auf jeder dieser Karten steht
eine der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 oder 6. Sie hat alle sechs Zahlen verwendet. Sie will die
Karten so in einer Reihe anordnen, dass folgende Eigenschaft erfillt ist: Jede Summe von
drei nebeneinander liegenden Karten ist ein Vielfaches von 3. Sie beginnt links mit der
Karte ,1“ und legt die anderen Karten rechts daneben.

Quadrato hat Kreisa beobachtet und bemerkt: ,Da gibt es mindestens drei verschiedene
Anordnungen, die mit ,1“ beginnen und die geforderte Eigenschaft haben!“ Hat Quadrato
Recht? Findest du auch drei verschiedene Anordnungen? Gib drei Anordnungen an, die
du gefunden hast.

Aufgabe 2b). Wie viele verschiedene Anordnungen gibt es insgesamt, die die geforderte
Eigenschaft haben und bei denen links eine ,1“ steht? Begrinde deine Antwort.

Aufgabe 2c). Plotzlich jubelt Kreisa: ,Ich habe einen Trick gefunden, wie ich aus einer
Anordnung mit ,1“ an der linken Seite eine Anordnung finden kann, die diese Eigenschaft
auch hat und links mit ,2“ beginnt, ohne bei jeder Karte neu nachdenken zu missen!“ Was
konnte Kreisa entdeckt haben? Hast du auch einen solchen Trick gefunden? Beschreibe,
wie dein Trick funktioniert!
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Lésungshinweise zu Aufgabe 2b) — Antwortsatz: Es gibt 8 verschiedene Anordnungen,
die die Bedingungen der Aufgabe erflllen und mit 1 beginnen.

Herleitung: Bezeichne die sechs Platze mit A, B, C, D, E und F. Laut Aufgabe muss A =1
gewahlt werden. An der zweiten Stelle B kannst du nun jeder der Zahlen 2 bis 6 probieren.
Bilde dazu die Summe A + B und ermittle, mit welcher noch nicht verwendeten Zahl eine
durch 3 teilbare Summe entsteht. Beginne mit B = 2. Weil die Summe A+B=1+2=3
ist, kannst du fur C nur die Zahlen 3 oder 6 auswéhlen. Versuche es mit C = 3. Dann ist
A+B+C=1+2+ 3=6durch 3 teilbar.

Um die Reihe fortzusetzen, muss nun die Summe B + C + D durch 3 teilbar sein. Die
Summe von B + C = 2 + 3 = 5 kennst du schon. Es kdnnte also D = 1 sein (das geht aber
nicht, weil die 1 schon ausgewahlt wurde) oder D = 4 sein.

Um die Reihe weiter fortzusetzen, muss nun die Summe C + D + E durch 3 teilbar sein.
Die Summe von C + D = 3 + 4 = 7 kennst du schon. Es kdnnte also E = 2 sein (das geht
aber nicht, weil die 2 schon ausgewahlt wurde) oder D = 5 sein.

Fur F bleibt nun nur noch F = 6 Ubrig. Die Summe D+ E+ F =4+ 5+ 6 = 15 ist aber
tatsachlich auch durch 3 teilbar. So hast du die Reihenfolge 1 -2 -3 -4 -5 -6
gefunden, die alle Bedingungen der Aufgabe erfullt.

Du kannst aber nach A = 1 und B = 2 auch mit C = 6 fortsetzen. Auf diese Weise findest
du eine zweite Reihenfolge: 1 -2 -6 -4 -5- 3.

Fur B = 3 gibt es zwei Moglichkeiten: 1 -3 -2 -4 —
Fur B =5 gibt es zwei Mdglichkeiten: 1 =5 -3 -4 —
Fiur B = 6 gibt es zwei Moglichkeiten: 1 -6-2-4 -3 —

6;,1-3-5-4-
6;,1-5-6-4-
51-6-5-4-

5 -
2 -

OJNCD
I\)OOI\)

Dagegen gibt es fur B = 4 keine Reihenfolge. Die Summe A + B =1 + 4 =5 kann nur
durch 1 oder durch 4 zu einer durch 3 teilbaren Summe erganzt werden — doch beide
Zahlen sind bereits ausgewahlt.

Also gibt es insgesamt genau 8 verschiedenen Reihenfolgen, die links mit 1 beginnen.

Losungshinweise zu Aufgabe 2a) Wenn du zuerst die Aufgabe 2b) bearbeitest und
dabei mindestens 3 Moglichkeiten findest, ist damit naturlich auch die Aufgabe 2a) geldst.
Es genugt bei einer solchen Fragestellung, drei richtige Reihenfolgen aufzuschreiben.
Probe nicht vergessen!

Losungshinweise zu Aufgabe 2c) Wenn du die Méglichkeiten gefunden hast, bei denen
an erster Stelle eine 1 steht, findest du natirlich auch alle Mdglichkeiten, bei denen an
erster Stelle eine 2 steht. Bestimmt musst du dabei gar nicht viel nachdenken, weil du
erkannt hast, wie du systematisch die Reihenfolge festlegen musst.

Aber es gibt tatséchlich mathematische Tricks, aus einer Méglichkeit mit 1 an erster Stelle
eine Mdglichkeit mit 2 an erster Stelle zu zaubern:

Variante 1: Wéhle eine Reihenfolge mit 1 an erster Stelle: 1-3-2-4-6-5.
Addiere zu jeder Zahl den Wert 1: 2-4-3-5-7-6.
Ersetze die Zahl 7 durch 1 — fertig: 2-4-3-5-1-6

(Prufe auch an anderen Beispielen, ob die Bedingungen immer alle erfullt sind!)

Variante 2: Nimm alle Zahlen weg, die vor der 2 stehen, und hange sie hinten an.
Sowird aus 1 -3 -2 -4 -6 -5 die Reihenfolge 2-4-6-5-1-3.
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(Prufe auch an anderen Beispielen, ob die Bedingungen immer alle erfillt sind!)
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Aufgabe 3. Kreisa und Quadrato spielen mit mehreren Zahlenkarten, die so auf dem Tisch
liegen, dass die Zahlen zu sehen sind. Abwechselnd ziehen sie eine Karte, bis alle Karten
verteilt sind. Dann vergleichen sie die Summen der gezogenen Karten. Ist bei beiden die
Summe jeweils eine gerade Zahl, so endet das Spiel unentschieden. Ist bei beiden die
Summe jeweils eine ungerade Zahl, so endet das Spiel ebenfalls unentschieden. Ist
jedoch bei einem die Summe eine ungerade Zahl und beim anderen eine gerade Zahl, so
gewinnt derjenige, dessen Summe eine gerade Zahl ist.

Aufgabe 3a). Auf dem Tisch liegen die Zahlenkarten 1, 2, 3 und 4. Kreisa darf immer
beginnen. Nach einer Weile stellen Kreisa und Quadrato erstaunt fest, dass noch keiner
gewonnen hat. Kannst du erklaren, warum das so ist?

Aufgabe 3b). Nun liegen die Zahlenkarten 1, 2, 3, 4, 5 und 6 auf dem Tisch. Wieder darf
Kreisa immer beginnen. Nun wundert sich Quadrato, dass Kreisa immer gewinnt. Wie
gelingt es Kreisa, immer zu gewinnen? Erklare, welche Karten Kreisa ziehen muss.
Warum kann Quadrato den Sieg von Kreisa nicht verhindern!

Losungshinweise zu Aufgabe 3a) — Antwortsatz: Egal, welche Karten Kreisa und
Quadrato nehmen, sie haben entweder beide eine gerade Summe ihrer Zahlenkarten oder
beide eine ungerade Summe ihrer Zahlenkarten.

Begrindung: Schreibe auf, welche Karten Kreisa gezogen haben kdnnte und berechne
die Kartensumme. Die Karten, die Ubrig bleiben, hat Quadrato gezogen. Berechne auch
seine Kartensumme. In der Tabelle wird das Ergebnis sichtbar: Entweder haben beide
eine ungerade Kartensumme oder sie haben beide eine gerade Kartensumme. Das Spiel
endet also immer unentschieden.

Kreisas Kreisas Quadratos Quadratos
Karten Summe Karten Summe

1 2 3 ungerade 3 4 7 ungerade
1 3 4 gerade 2 4 6 gerade
1 4 5 ungerade 2 3 5 ungerade
2 3 5 ungerade 1 4 5 ungerade
2 4 6 gerade 1 3 4 gerade
3 4 7 ungerade 1 2 3 ungerade

Losungsvariante: Die Summe aller Karten betragt (1 + 2 + 3 + 4 =) 10. Die Zahl 10 ist
eine gerade Zahl. Da die Karten vollstéandig auf Kreisa und Quadrato aufgeteilt werden,
ergibt die Summe von Kreisas Kartensumme und Quadratos Kartensumme zusammen 10.
Deshalb gilt:

- Wenn Kreisa mit ihren zwei Karten eine gerade Summe hat, muss auch Quadratos
Kartensumme eine gerade Zahl sein, damit die Summe geradzahlig wird.

- Wenn dagegen Kreisa mit ihren zwei Karten eine ungerade Summe hat, muss auch
Quadratos Kartensumme eine ungerade Zahl sein, damit die Gesamtsumme
geradzahlig wird.

Du kannst es aber auch so begrinden: Wenn es einen Gewinner gibt, muss seine
Kartensumme eine gerade Zahl ergeben und die Kartensumme seines Gegenspielers
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muss eine ungerade Zahl ergeben. Jedoch ist die Summe einer geraden und einer
ungeraden Zahl nicht geradzahlig, kann also nicht 10 ergeben. Es ist also nicht mdglich,
dass es bei diesen Spielregeln einen Gewinner gibt.

Losungshinweise zu Aufgabe 3b) — Antwortsatz: Wenn Kreisa beginnen darf, kann sie
immer so spielen, dass sie gewinnt.

Begrindung: Die Summe aller Karten betragt (1 +2 + 3 +4 + 5+ 6 =) 21. Die Zahl 21 ist
eine ungerade Zahl. Da die Karten vollstandig aufgeteilt werden, ergibt die Summe von
Kreisas Kartensumme und Quadratos Kartensumme zusammen 21. Deshalb gilt:

- Well nur die Summe einer geraden Zahl und einer ungeraden Zahl ungeradzahlig
ist, gibt es in jedem Spiel einen Gewinner.

Kreisa kann gewinnen, wenn sie zwei ungerade und eine gerade Zahl zieht. Wenn Kreisa
als erstes eine ungerade Zahl zieht, kdnnte zwar Quadrato bei seinem ersten Zug auch
eine ungerade Zahl ziehen. Dann liegen nur noch eine ungerade Zahl und drei gerade
Zahlen auf dem Tisch. Wenn Kreisa nun im zweiten Zug diese ungerade Zahl zieht, kann
Quadrato nicht verhindern, dass Kreisa als dritte Zahl eine gerade Zahl zieht, welil ja nach
Kreisas Zug nur noch gerade Zahlen auf dem Tisch liegen.

Kreisa kann also immer gewinnen — egal welche Karten Quadrato nimmt — wenn sie im
ersten Zug eine ungerade Zahl zieht, im zweiten Zug eine ungerade Zahl zieht und im
dritten Zug eine gerade Zahl zieht.

Was wuirde aber passieren, wenn Kreisa in ihrem ersten Zug eine gerade Zahl nimmt?
Dann kdnnte Quadrato mit seinem ersten Zug eine ungerade Zahl nehmen.

- Zieht Kreisa mit ihrem zweiten Zug nun eine ungerade Zahl, kann auch
Quadrato mit seinem zweiten Zug noch eine ungerade Zahl nehmen. Dann liegen
nur noch gerade Zahlen auf dem Tisch — Kreisa hatte zum Spielende zwei gerade
und eine ungerade Zahl — héatte also verloren.

- Zieht Kreisa dagegen mit ihrem zweiten Zug noch eine gerade Zahl, kann Quadrato
mit seinem zweiten Zug die letzte gerade Zahl nehmen. Dann liegen nur noch
ungerade Zahlen auf dem Tisch — Kreisa hétte zum Spielende zwei gerade und
eine ungerade Zahl — héatte also auch verloren.
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Domino-Bedeckungen

Kreisa und Quadrato spielen wieder mit Domino-Steinen. Du erinnerst dich? Ein Domino-
Spiel besteht aus 28 Spielsteinen, die jeweils in zwei quadratische Felder geteilt sind. Auf
diesen Feldern sind Punkte so angebracht, dass jede mogliche Kombination aus zwei
Zahlen von O bis 6 genau einmal dargestellt ist.

Aufgabe 1. Finde alle Domino-Steine, die folgende Eigenschaften gleichzeitig erfillen:

(1) Die Summe der beiden Zahlen auf dem Domino-Stein ist kleiner als 9.
(2) Das Produkt der beiden Zahlen ist grof3er als 13.

Losungshinweise zu Aufgabe 1 — Antwortsatz: Nur die zwei Domino-Steine 3-5 und 4-4
erfullen beide Bedingungen gleichzeitig.
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Herleitung: Wir bezeichnen die Summe der beiden Zahlen auf einem Domino-Stein als
Punktsumme, das Produkt beider Zahlen als Punktprodukt.

Wenn du mit richtigen Domino-Steinen probierst, ist es ganz einfach: Teile die 28
Spielsteine auf — in einen Haufen mit Steinen, deren Punktprodukt héchstens 13 ist, und in
einen Haufen mit Steinen, deren Punktprodukt groRer als 13 ist. Der Haufen mit
Punktprodukt grof3er als 13 enthélt die acht Steine 3-5, 3-6, 4-4, 4-5, 4-6, 5-5, 5-6 und 6-6.

Lege von diesem Haufen alle
Spielsteine zur Seite, deren
Punktsumme mindestens 9 ist. Es
3.5 verbleiben nur die genannten Steine.

4-4 Lésungsvariante: Auch ohne Domino-
Steine kannst du die Auswahl in
ahnlicher Weise vornehmen. Schreibe
alle 28 Spielsteine auf. Markiere die
Steine, deren Punkt-summen mindestens 9 sind (streiche sie von links unten nach rechts
oben durch). Markiere nun alle Steine, deren Punkt-produkte hochsten 13 ist (streiche sie
von links oben nach rechts unten durch). Nur die Steine, die noch nicht markiert sind,
erfullen beide Bedingungen gleichzeitig.

Losungsvariante: Du kannst das systematische Probieren einschréanken, wenn du dir
zunachst folgendes Uberlegst: Ist auf einem Domino-Stein eine 0, 1 oder 2 zu sehen, kann
das Punktprodukt nicht gréRer als 13 werden, weil das gréf3te Punktprodukt dieser Steine
den Wert (2 - 6 =) 12 nicht Ubertrifft.

Sind auf einem Domino-Stein nur die Zahlen 5 und 6 zu sehen, kann die Punktsumme
nicht kleiner als 9 sein, weil die kleinste Punktsumme dieser Steine nicht unter (5 + 5 =) 10
liegt. So verbleiben nur noch 7 Steine, die du untersuchen musst. Du findest schnell die
zwei Steine, die beide Bedingungen erfillen, wenn du von jedem dieser Steine das
Punktprodukt und die Punktsumme ausrechnest:

Domino-Stein 3-3 3-4 3-5 3-6 4-4 4-5 4-6
Summe 6 7 8 9 8 9 10
Produkt 9 12 15 18 16 20 24
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Aufgabe 2a). Quadrato hat sich die sieben Domino-Steine 2-3, 2-4, 2-5, 2-6, 3-5, 5-5 und
4-6 genommen und mdchte damit den gezeichneten Ring bedecken. Dabei achtet er auf
die Anlege-Regel: Zwei aneinanderstoRende Felder benachbarter Domino-Steine zeigen
die gleiche Zahl.

Er will die bereits eingetragenen Zahlen von einer Domino-
Halfte mit der entsprechenden Zahl bedecken. Schreibe auf,
wie Quadrato die Domino-Steine auflegen muss. Erstaunt
stellt Quadrato fest, dass er aufgrund der Anlege-Regel nur
eine Mdglichkeit hat, den Ring zu bedecken. Erklare, warum
keine andere Bedeckung maglich ist.
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Aufgabe 2b). Auch Kreisa méchte den Ring bedecken und
wahlt sich die sieben Domino-Steine 1-2, 1-4, 2-3, 2-4, 2-5, 2
3-4 und 4-5. Sie stellt fest, dass es trotz beachteter Anlege-
Regel verschiedene Moglichkeiten gibt. Wie viele
verschiedene Bedeckungen findest du? Schreibe deine 2
Ldsungen auf.

Aufgabe 2c). Nun mochte auch Herr Raute so eine
Aufgabe l6sen. Quadrato gibt ihm die sieben Domino-
Steine 1-2, 1-3, 2-3, 2-5, 3-4, 3-5 und 4-5. Nach einer | 1 3
Weile stohnt Herr Raute: ,Die Aufgabe ist nicht |6sbar!” Hat
er Recht? Begrtinde deine Antwort.

Losungshinweise zu Aufgabe 2a) Da Quadrato nur zwei Domino-Steine mit einer 4 hat,
versuche zuerst diese aufzulegen. Liegt der Domino-Stein 2-4 so wie in der Abbildung 1,
mussen als néchstes die Domino-Steine 2-6 und 4-6 aufgelegt werden. Doch nun hat
Quadrato keine Domino-Steine mehr mit 4, so dass er die Anlegeregeln nicht mehr
erfillen kann.

Verwendest du den Domino-Stein 4-6 wie in der Abbildung 2, ist zur Fillung der Lucke der
Domino-Stein 6-6 erforderlich, doch der steht Quadrato nicht zur Verfigung.

Legst du dagegen den Domino-Stein 4-6 wie in Abbildung 3, dann hat Quadrato keine
weiteren Domino-Steine mit 6, sodass er die Anlegeregeln nicht erfullen kann.

2 4]~ 6 |4 4167
2 2 ”
Abb.1|6 |6 4|7 |3 Abb.2 | 6 3 Abb. 3|6 |? 3

Wenn es eine Méglichkeit gibt, so muss diese mit dem Domino-Stein 2-4 wie in Abbildung
4 beginnen. Um den linken Rand zu vervollstandigen, kannst du wegen der Anlegeregel
zur 4 sofort den Domino-Stein 4-6 auflegen. Auf der unteren Linie kannst du nun nur mit
dem Domino-Stein 2-6 fortsetzen, um an die 6 anzulegen (Abbildung 4).

Um weiter die Anlegeregel zu erfillen, kbnnen die zwei Fragezeichen in Abbildung 5 nur
durch den Domino-Stein 2-3 belegt werden.

Nun hat Quadrato nur noch einen Domino-Stein mit 2, namlich 2-5, den er in der oberen
Reihe anlegen muss. Aul3erdem hat Quadrato nur noch einen Domino-Stein mit 3, nadmlich
3-5, den er in der unteren Reihe anlegen muss. (Abbildung 6). In die verbleibende Liicke
passt der Domino-Stein 5-5.

412 a4l4al2 alal2]2]5]?
?
Abb. 4|6 |2 3 Abb.5]6 [2]? 7|3 Abb. 6|6 |2]2[3]3 |5

Wir haben gesehen, dass es in jedem Schritt nur eine Mdglichkeit gab, den nachsten
Domino-Stein auszuwahlen. Also kann es keine weitere Mdglichkeit geben, auf den Ring
die verfigbaren Domino-Steine aufzulegen.

Lésungshinweise zu Aufgabe 2b) Es gibt sehr viele verschiedene Mdoglichkeiten. Mit
dieser Aufgabenstellung wurde aber nicht verlangt, alle Mdglichkeiten zu finden. Um
moglichst viele Moglichkeiten anzugeben, musst du systematisch vorgehen:
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Beispielsweise kannst du mit dem Domino-Stein 2-1 links oben beginnen. Wegen der
Anlegeregel muss als nachstes der Domino-Stein 1-4 aufgelegt werden. Doch nun gibt es
zwei Mdglichkeiten: Entweder mit dem Domino-Stein 3-4 oder mit dem Domino-Stein 4-5
fortzusetzen. In Abbildung 7 wurde mit 3-4 fortgesetzt, sodass der ndchste Domino-Stein
2-3 sein muss. Nun verbleiben noch die Domino-Steine 2-5, 2-4, 4-5, die auf zwei
verschiedene Weisen aufgelegt werden konnen (Abbildung 8 und Abbildung 9).

211114143 211114143 2111|414
3 2 3
Abb. 7 21 Abb.8| 4|4 |5]5|2]12|Abb.9|5]5|4]4|2]2

In Abbildung 10 wurde mit dem Domino-Stein 4-5 fortgesetzt, sodass der nachste Domino-
Stein 2-5 sein muss. Nun verbleiben noch die Domino-Steine 2-3, 2-4, 3-4, die auf zwei
verschiedene Weisen aufgelegt werden kénnen (Abbildung 11 und Abbildung 12).

211114145 211114145 211114145
5 2
Abb. 10 2| Abb.11 | 4|4 |33 |2]|2] Abb.12 |33 |4]4]|2

Insgesamt sind es schon 4 Mdéglichkeiten, wenn du mit dem Domino-Stein 1-2 beginnst.

Beginne nun mit dem Domino-Stein 2-3 links oben. Wegen der Anlegeregel muss als
nachstes der Domino-Stein 3-4 aufgelegt werden. Doch nun gibt es wieder zwei
Maoglichkeiten: Entweder mit dem Domino-Stein 1-4 oder mit dem Domino-Stein 4-5
fortzusetzen. In Abbildung 13 wurde mit 1-4 fortgesetzt, sodass der nachste Domino-Stein
1-2 sein muss. Nun verbleiben noch die Domino-Steine 2-4, 2-5, 4-5, die auf zwei
verschiedene Weisen aufgelegt werden kénnen (Abbildung 14 und Abbildung 15).

2133441 21334141 2133441
1 2 1 2 1
Abb. 13 2|Abb. 141414 |5]|5|2)|2]|Abb.15}5]|5|4]14|2]2

In Abbildung 16 wurde mit dem Domino-Stein 4-5 fortgesetzt, sodass der nachste Domino-
Stein 2-5 sein muss. Nun verbleiben noch die Domino-Steine 1-2, 1-4, 2-4, die auf zwei
verschiedene Weisen aufgelegt werden kénnen (Abbildung 17 und Abbildung 18).

2131341415 2313|4145 21313414
5 2
Abb. 16 2|1 Abb. 17 |11 (4|4 2|2 Abb. 18 |44 |11 |2

Insgesamt sind es weitere 4 Mdglichkeiten, wenn du mit 2-3 beginnst.

Du kannst aber auch noch mit dem Domino-Stein 2-5 links oben beginnen. Noch einmal
findest du 4 weitere Mdglichkeiten:

215|544 |1 215|544 |1 215|544 1
1 2 1 2 1
Abb. 19 21Abb.20)1 3|3 |44 |2]|2|Abb.21|4]14|3]3|2]2
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215154143 2155|4143 21515414

3

Abb. 22 2| Abb.23 |11 |44 |2]|2]| Abb.24 414 |1]1 2

Somit hast du insgesamt schon (4 + 4 + 4 =) 12 Mdglichkeiten gefunden.

Jede Maoglichkeit kannst du aber umdrehen (Abbildung 26 ist das gedrehte Bild von
Abbildung 25). So erhéltst du eine weitere Mdglichkeit, sodass du auf diese Weise noch
einmal 12 Belegungen angeben kannst — insgesamt gibt es also 24 verschiedene
Maglichkeiten.

Abb.25|1 |1 (4]4(2]2 Abb. 2613 |44 |5]5

Wenn du mehr als 8 Moglichkeiten gefunden hast, ist das ein sehr gutes Ergebnis. So eine
lange Begrindung wie hier dargestellt, wurde dabei nicht erwartet.

Losungshinweise zu Aufgabe 2c¢) — Antwortsatz: Herr Raute hat Recht, er kann mit den
vorgegebenen Steinen den Ring nicht bedecken, wenn er die Anlegeregel beachtet.

Begrindung: Die Anlegeregel fordert, dass zwei aneinandersto3ende Felder
benachbarter Steine die gleiche Zahl zeigen. Das bedeutet aber, dass jede Zahl in
geradzahliger Anzahl vorliegen muss. Es gibt aber auf den Steinen dreimal 2 und
dreimal 5. Deshalb kann die Anlegeregel nicht tberall erfullt werden.

Losungsvariante: Du kannst natirlich auch probieren, den Ring zu bedecken, und stellst
schnell fest, dass es dir nicht gelingt. Allerdings ist die Antwort ,Ich habe keine Moglichkeit
gefunden® nicht ausreichend. Du konntest ja eine Mdglichkeit Ubersehen haben. Also
musst du vollstandig aufschreiben, wie du probiert hast.
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Kreisa hat sich ein neues Spiel ausgedacht. Sie gibt Quadrato die (4|2 4

Domino-Steine 2-4 und 2-5 und fordert ihn auf, ein Zahlenfeld so zu -
bedecken, dass uber jeder Zahl eine Domino-Hélfte mit der 5|2 S

entsprechenden Zahl liegt. Bei Zahlenfeld (1) ist es ganz einfach. (1)

Aufgabe 3a). Warum kann es Quadrato nicht gelingen, weitere Domino-

Steine auswahlen, um das Zahlenfeld (2) zu bedecken, wenn er von 2151214
Kreisa bereits die Steine 2-4 und 2-5 erhielt? 2
Aufgabe 3b). Welche Domino-Steine benétigt Quadrato fur das 113122
Zahlenfeld (3), wenn er von Kreisa schon 2-4 und 2-5 erhielt?

Markiere, wie die Domino-Steine auf das Zahlenfeld zu legen sind. 6141212
5(6|5|2
411(3]|1

(3)
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Losungshinweise zu Aufgabe 3a) Die vorgegebenen Zahlen erfordern, dass entweder
der Domino-Stein 2-4 oder der Domino-Stein 2-5 zweifach benétigt wird. Deshalb kann
Quadrato das Zahlenfeld nicht bedecken.

Begrindung: Es gibt drei Mdglichkeiten, den Domino-Stein 2-4 aufzulegen.

3 412|153 412|153

Moglichkeit1 |2 | 5|2 | 4| Moglichkeit2|2]5|2 |4 | Moglichkeit3 |2 |5]?2

Maglichkeit 1: Liegt dieser Domino-Stein links oben, so kann links unten nur der Domino-
Stein 2-5 liegen. Auf den verbleibenden 4 Feldern lassen sich nur

- waagerecht die Domino-Steine 2-4 und 3-5 auflegen, aber der Domino-Stein 2-4
liegt schon an anderer Stelle, oder

- senkrecht die Domino-Steine 2-5 und 3-4 auflegen, aber der Domino-Stein 2-5 liegt
schon an anderer Stelle.

Maoglichkeit 2: Liegt dieser Domino-Stein in der linken Spalte, so kann das mittlere 2x2-
Feld nur mit zwei Domino-Steinen 2-5 belegt werden, sowohl waagerecht als auch
senkrecht.

Moglichkeit 3: Liegt dieser Domino-Stein rechts unten, so kann das linke 2x2-Feld nur mit
den Domino-Steinen 2-4 und 2-5 belegt werden, sowohl waagerecht oder senkrecht. Aber
der Domino-Stein 2-4 liegt schon an anderer Stelle.

Losungshinweise zu Aufgabe 3b) — Antwortsatz:
Quadrato bendtigt die Domino-Steine 1-3, 1-4, 1-6,
2-2, 2-3, 5-6.

Begriundung: Es gibt nur eine Stelle, an der 2 und
4 aneinanderstol3en. Also kann der Domino-Stein 4-
2 nur auf diese Felder gelegt werden.
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Weil nun diese beiden Felder bereits belegt sind, gibt es nur noch eine Stelle, an der 2 und
5 aneinanderstofRen. Der Domino-Stein 5-2 kann also auch nur auf diese Stelle gelegt
werden.

Nun sind aber auch die Domino-Steine 2-2, 2-3, 1-6 und 1-3 eindeutig bestimmt. Es
verbleibt noch die linke untere Ecke mit vier Feldern. Waagerecht passen die Domino-
Steine 5-6 und 1-4 darauf. Senkrecht kénnten auch die Domino-Steine 4-5 und 1-6 darauf
passen — aber den Domino-Stein 1-6 gibt es nur einmal und der wurde schon gelegt
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