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VORWORT

In dem vorliegenden Band 2 werden lehrreiche geometrische Aufgaben sowie deren
Losungen aus den Olympiaden Junger Mathematiker der DDR der Jahre 1961/62 bis
1966/67 und aus den beiden Vorolympiaden 1960 und 1961 vorgestellt. Es wurden nur
Aufgaben der Olympiadeklassen 9 bis 12 beriicksichtigt.

Autoren der Aufgaben und ihrer Losungen lassen sich nicht angeben, da Aufgaben und
Losungen haufig verdndert wurden. Hinter jeder Aufgabe ist jedoch angegeben, aus
welcher Olympiade die betreffende Aufgabe stammt. Es bedeutet (x/y/z) die x-te Olym-
piade (VO 61 bedeutet Vorolympiade 1961), y die Olympiadeklasse (9, 10, 11, 12, 11.12)
und z die Stufe. Weitere Informationen iiber die Mathematik-Oympiaden in der DDR
sind im Vorwort des Bandes 1 der Aufgaben mit Losungen aus den Olympiaden Junger
Mathematiker der DDR (Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1972) und im
Heft 2 der Mitteilungen der Mathematischen Gesellschaft der Deutschen Demokratischen
Republik, Jahrgang 1971, enthalten.

In den Vorbetrachtungen wird der Versuch unternommen, die Definitionen und wichtig-
sten Sitze der Geometrie, die im Unterricht und in der auBerunterrichtlichen Arbeit
benutzt werden, zusammenzustellen. Da die Auffassungen und Bezeichnungsweisen in
den z.Z. in der DDR eingefiihrten Schulbiichern und Nachschlagewerken nicht einheit-
lich sind, wurde weitgehend eine Anlehnung an das Kompendium der Mathematik (Volk
und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1973) gesucht. Im Interesse einer fiir die
Mathematik-Olympiaden ndtigen exakteren Formulierung mufBten jedoch auch neue
Wege beschritten werden. Zum Beispiel wird hier in der Bezeichnung zwischen der
Strecke und ihrer Linge sowie zwischen dem Winkel und seiner GroBe unterschieden.
Die Bezeichnungen entsprechen denen, die in den Banden der Studienbiicheres ,,Mathe-
matek fiir Lehrer (VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin) benutzt werden.
Die Loésung einer Aufgabe besteht in der Herleitung der Behauptung aus den S#tzen
der Vorbetrachtungen bzw. in der Ausfiihrung dessen, was dort unter VI. beziiglich
der Konstruktionen gesagt wird. In den Loésungen wird, um den Leser nicht mit
Nachschlagen zu langweilen, nicht an jeder Stelle auf die benutzten Séitze usw. ver-
wiesen. Innerhalb der Losung einer .Aufgabe wird auf die Vorbetrachtungen i.allg.
hochstens einmal verwiesen, z.B. in der Form: ,,vgl. Satz II1.27 oder ,,vgl. 1.18*.
Vielfach werden géngige Namen der Sitze benutzt, wobei diese aber in der Formulie-
rung der Vorbetrachtungen zu verstehen sind. Man beachte die Unterschiede, die z.B.
bei den Kongruenzsitzen, den Ahnlichkeitssitzen und beim Satz des Thales in Schul-
biichern, im Kompendium der Mathematik und in der Kleinen Enzyklopidie Mathematik
(VEB Bibliographisches Institut, Leipzig 1965) bestehen.
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VORBETRACHTUNGEN

In den folgenden Abschnitten werden zunidchst Definitionen und Sétze der Geometrie,
die bei der Losung der Aufgaben Verwendung finden, systematisch zusammengestellt.
Ferner wird der Aufbau der vollstindigen Losung einer Konstruktionsaufgabe erliutert.
Die angefiihrten Sitze werden ohne Beweis wiedergegeben. Einige von ihnen sind als
Axiome aufzufassen, werden jedoch nicht als solche gekennzeichnet, da die iibrigen hier
nicht aus ihnen hergeleitet werden. Aullerdem werden auch einige zweckmiBige Be-
zeichnungen eingefithrt, die im Text allgemein Verwendung finden.

Die Redewendungen ,,heiBen®, , bedeuten®, ,,genannt werden®, ,,versteht man‘ wer-
den stets im Sinne von ,,genau dann, wenn‘‘ verwendet.

Mit der Formulierung ,,Wenn das Gebilde g der Bedingung B geniigt, so heifit es ein
Element der Menge M, ist gemeint: ,,g ist dann und nur dann Element von M, wenn
es der Bedingung B geniigt®.

Die Redeweise ,,n paarweise voneinander verschiedene Objekte‘ (z. B. Zahlen, Punkte,
Strecken) wird gleichbedeutend mit der Redeweise ,,n Objekte, von denen keine zwei
gleich sind* verwendet.

I. Einfache Grundrelationen

In den Aufgaben dieses Buches kommt ausschlieBlich die sogenannte euklidische Geo-
metrie vor, von der ja ein gewisser Teil im Unterricht unserer Schulen behandelt wird.
Grundbegriffe dieser Geometrie (des Raumes) sind Punkte, Geraden und Ebenen. Die zwi-
schen ihnen und weiteren abgelesteten Begriffen wie Strecke, Winkel, Kreis, Kugel u.a.
bestehenden Relationen, wie Inzidenz, Schnitt, Kongruenz, Ahnlichkeit u.a., sind Gegen-
stand der euklidischen Geometrie.

Da es oft vorteilhaft ist, die geometrischen Gebilde als Punktmengen zu interpretieren,
werden eine Reihe von Bezeichnungen aus der Mengenlehre mit in die Geometrie iiber-
nommen, z.B.:

¢ — Element von,
€ — Teilmenge von,
C — echte Teilmenge von,
u — Vereinigung,
n — Durchschnitt,
@ — leere Menge



Die Darlegungen unter 1. bis 18. enthalten die wichtigsten Relationen iiber Inzidenz,
Strecken- und Winkelmessung.

1.

Lo

Zwei Punkte 4 und B sind entweder gleich, in Zeichen
A=B.

— man sagt dafiir auch: sie fallen zusammen, sie inzidieren miteinander — oder sie
sind voneinander verschieden, in Zeichen

A + B.
Dabei gelten fiir die Gleichheit die drei folgenden Gesetze:

a)  Fir jeden Punkt A4 gilt 4 = A.
b) Gilt A = B, so gilt auch B = 4.
c) Gilt A = Bund B = C, so gilt auch 4 = C.

Entsprechendes trifft auch fiir je zwei Geraden g und % sowie fiir je zwei Ebenen ¢
und % zu.

Bezeichnen 4 einen Punkt, g eine Gerade und ¢ eine Ebene, so bestehen folgende
Alternativen:

a) A liegt auf g — gehort g an, inzidiert mit g — in Zeichen A € g, oder nicht, in
Zeichen A ¢ g.

b) A liegt in € — gehdrt e an, inzidiert mit ¢ — in Zeichen A4 € ¢, oder nicht, in
Zeichen A4 ¢ ¢.

c) g liegt in & — gehort € an, inzidiert mit ¢ — in Zeichen g C ¢, oder nicht, in
Zeichen g ¢ £. Dabei folgt aus 4 eg und g C ¢ stets 4 ee.

Ist g eine Gerade und A4 ein Punkt auf ihr, so wird g durch A4 in zwei von 4 aus-
gehende Halbgeraden oder Strahklen zerlegt. _

Jeder von 4 verschiedene Punkt auf g liegt auf genau einem dieser beiden Strah-
len, wihrend 4 beiden Strahlen angehort. Liegt B 4= A auf einem solchen Strahl,
so heiBlt dieser Strahl aus A durch B.

Sind B und C zwei von 4 verschiedene Punkte auf g, so sagt man, B und C liegen
auf derselben Sette bzw. auf verschiedenen Seiten von A, je nachdem ob sie auf
demselben Strahl oder auf verschiedenen Strahlen liegen, die von 4 ausgehen.

Sind 4 und B zwei nicht zusammenfallende Punkte, so gibt es genau eine Gerade

gas = 9Ba>

auf der sowohl 4 als auch B liegt.

Liegen 4 und B in der Ebene ¢, so liegt auch g,z in ¢. Die Menge aller Punkte
von ¢ ,p, die sowohl auf dem von 4 ausgehenden, B enthaltenden Strahl als auch
auf dem von B ausgehenden, 4 enthaltenden Strahl liegen, heiBit die Strecke AB.
Es gilt: :

AB = BA.

A und B heillen Endpunkte von AB und die tibrigen Punkte von AB innere
Punkte von AB. Im Falle B = A4 bedeutet AB den Punkt 4.

Der Punkt A4 liegt genau dann auf derselben Seite des Punktes Ceg,p wie B,
wenn C ¢ AB ist.

Jede Strecke wird durch eine nicht negative reelle Zahl |AB|, die Ldnge der
Strecke AB, gemessen, wobei hier, wie in der hoheren Mathematik iiblich, kein



Unterschied zwischen der Linge und ihrer MaBzahl gemacht wird, indem man
sich alle Langen auf dieselbe Einheit bezogen denkt.
Die Lange hat folgende Eigenschaften:

a)  Es gilt stets |4B| = 0. Die Schreibweise | A B| = 0 wird auch verwendet und
bedeutet, dal A = B ist.

b)  Es gilt stets |AB| = |BA|.

c¢) Fir jeden Punkt C gilt |AB|< |AC|+ |CB| (Dreiecksungleichung), und das
Gleichheitszeichen steht genau dann, wenn C auf 4B liegt.

d) Zu jedem Punkt A4 und jeder positiven Zahl x gibt es auf jedem von A
ausgehenden Strahl genau einen Punkt X, fiir den |4X|= x gilt.

Zu jeder Geraden g gibt es in jeder g enthaltenden Ebene einen nicht auf g ge-
legenen Punkt. Ist A ein nicht auf g gelegener Punkt, so gibt es genau eine Ebene
€, die sowohl A4 als auch g enthélt. Die Gerade g zerlegt ¢ in zwei von g begrenzte
Halbebenen so, daf jeder Punkt von ¢, der nicht auf g liegt, genau einer der bei-
den Halbebenen angehort, wihrend g zu beiden Halbebenen gehort.

Man sagt: ,,Zwei Punkte 4 und B von ¢ liegen genau dann in derselben von der
Geraden g C ¢ begrenzten Halbebene, wenn g keinen inneren Punkt von AB ent-
hilt, und 4 und B liegen genau dann auf derselben Seite von g, wenn g keinen
Punkt von 4B enthilt.*

Zu jeder Ebene ¢ gibt es einen nicht in ihr gelegenen Punkt. Jede Ebene ¢ zer-
legt den Raum in zwei von & begrenzte Halbrdume so, dal jeder nicht mit ¢
inzidierende Punkt in genau einem der beiden Halbrdume liegt, wahrend ¢ bei-
den Halbraumen angehdort.

Man sagt: ,,Zwei Punkte 4 und B liegen genau dann in demselben von ¢ begrenz-
ten Halbraum, wenn ¢ keinen inneren Punkt der Strecke 4B enthilt, sie liegen
genau dann auf derselben Seite von g, wenn ¢ keinen Punkt der Strecke 4B ent-

hélt.

Auf jeder Geraden g gibt es zu jedem Punkt C' des Raumes genau einen Punkt F,
so daB |CF| < |CP| fir jeden Punkt P + F von g gilt. F heiBt die senkrechte
Projektion von C auf g oder auch der Fufpunkt des Lotes CF von C auf g. Die Lange
|CF| heiBt der Abstand des Punktes C von g. Liegt C nicht auf g, so steht g.p auf g
senkrecht.

In jeder Ebene ¢ gibt es zu jedem Punkt C des Raumes genau einen Punkt F,
so daB |CF|< |CP]| fiir jeden Punkt P + F von ¢ gilt. F heilt die senkrechte Pro-
jektion von C auf ¢ oder auch der Fufpunkt des Lotes CF von C auf . Die Lange
|CF| heiBt der Abstand des Punktes C von ¢. Liegt C nicht in g, so steht gcp auf ¢
senkrecht.

Fiir zwei nicht zusammenfallende Geraden g und % gibt es genau die drei unter a),
b) und c¢) beschriebenen Moglichkeiten der gegenseitigen Lage.

a) g und % liegen nicht in derselben Ebene. Dann sind sie windschief zuein-
ander und haben keinen gemeinsamen Punkt. In diesem Fall gibt es genau
ein Punktepaar (4, B) mit Aeg und Beh derart, daB |AB| < |PQ)| fiir
alle Punkte Peg und @ € & ausfillt, wenn nicht gleichzeitig P = 4 und
@ = B gilt. |AB| heiBt dann der Abstand von g und kh, und es steht g,
senkrecht auf ¢ und auf 4.

b) g und % liegen in derselben Ebene und haben keinen Punkt gemeinsam.
In diesem Fall und im Fall g = % heilen g und % zueinander parallel, in

9 .
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Zeichen g || k; daB g nicht parallel zu A ist, wird durch die Schreibweise
g # k zum Ausdruck gebracht.

Ist g || &, so heiBt auch jeder Strahl auf g und jede Strecke von g zu k4, zu
jedem Strahl auf % und zu jeder Strecke von % parallel.

Ist g || &, so gibt es eine Zahl d, den Abstand von g und h, derart, daB jeder
Punkt von ¢ den Abstand d von % und jeder Punkt von % den Abstand d
von ¢ hat.

Ist g || b, g = h, so gibt es nur eine Ebene, die sowohl g als auch % enthalt.
g und & haben genau einen gemeinsamen Punkt (Schnittpunkt) S. Dann

‘gibt es genau eine Ebene, der sowohl g als auch & angehort. S zerlegt ¢

und % in je zwei Strahlen g,, g, bzw. &, k,. Jedes der vier Strahlenpaare
(Gms Bg), m = 1,2, n =1, 2, bestimmt einen Winkel, in Zeichen

{(gm:hn) = {(hn’ gm): (1) hy I3 g

mit der Grife
9 s M
[ G Pa)|, Bild 1 5

den Schenkeln g, und h, und dem Scheitel S (Bild 1). Die GroBe jedes
Winkels wird dabei durch eine positive Zahl kleiner  im BogenmaB oder
kleiner 180° im GradmalBl gemessen. AuBerdem werden die Grenzfille
X (g4, ¢,) der GroBe 0° und < (g,, g,) der GroBe 180° zugelassen.

Von den vier Winkeln (1) haben gleiche GroBe:

|{(g1’h1)| = I{(gz,hz)l und I{(glahz)l = I{(gz;}h)l-

Diese beiden Paare gleich groBer Winkel werden als Scheitelwinkel bezeich-
net, die iibrigen vier Winkelpaare als Nebenwinkel. Die Summe der GroBen
je zweier Nebenwinkel betrigt im GradmaB 180°. Hat ein Winkel die glei-
che GroBe wie sein Nebenwinkel, so ist seine GroBe 90° und er heifit ein
rechter Winkel. Ist einer der Winkel (1) ein rechter, so ist dies auch jeder
der drei iibrigen, und man sagt, g steht senkrecht auf h oder auch g ist ortho-
gonal zu h, in Zeichen g | k.

AuBerdem hat die Winkelgréie folgende Eigenschaften: Liegt die Gerade g
in der Ebene ¢ und ist g, ein von dem Punkt S e g ausgehender Strahl auf
g, so gibt es zu jeder Zahl « mit 0 < « < 7w in jeder der beiden von g be-
grenzten Halbebenen von ¢ genau einen von S ausgehenden Strahl s (freier
Schenkel an g,) mit

|{(81 gl)l =.

Liegt die Gerade ¢ in der Ebene ¢ und sind s, und s, zwei von dem auf g
gelegenen Punkt S ausgehende Strahlen, die in verschiedenen von g be-
grenzten Halbebenen von ¢ liegen, so gilt

l{(sl’s)l + H:(S: 32)| = |?:(81732)|,

wenn s einen von S ausgehenden Strahl auf g bezeichnet, genauer: einen
solchen, der einen Punkt mit einer Strecke gemeinsam hat, deren einer
Endpunkt auf s; und deren anderer auf s, liegt und die nicht zum Punkt 8
ausgeartet ist. In diesem Fall heilt s, wenn | (s, s;)| < 180° ist, innerhalb
des Winkels X (s, ;) gelegen.

Zur Untersuchung ebener Figuren kann nach Einfiihrung einer Orientie-
rung (eines Drehsinns) in der Figurenebene der Begriff des Winkels und
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seiner GroBe zu dem des orientierten Winkels und seiner GrofBe, in Zeichen
% (gy, k) und | X (9, hy)|, verfeinert werden. In vielen Fillen wird der
Gegenuhrzeigersinn als Orientierung verwendet, man kann aber auch den
Uhrzeigersinn wahlen.

Fiir die GroBen der orientierten Winkel gilt stets

0° < | X (g1, hy)| < 360°
und

|<7:(91’k1)| + l{(hvgﬂl = 360°,

wenn das GradmaB zugrunde gelegt wird. Einer der beiden Summanden auf
der linken Seite der letzten Gleichung ist dabei gleich |< (gy, k)| (Bild 2a

und b).
0r/entlerung 0r/ent/erung
& (hyeg/ + (/71: 91’
Bild 2a ’ Bild 2b

Ein Winkel heiBt ein spitzer, rechier, stumpfer oder gestreckter Winkel je
nachdem, ob fiir seine GroBe « gilt:

a < 90° o=90° 90°<a< 180° oder o = 180°.

Jeder orientierte Winkel, dessen GroBe >180° ist, heilt ein diberstumpfer
Winkel.

Fiir eine Gerade g und eine Ebene ¢ gibt es genau die drei unter a), b), ¢) be-
schriebenen Moglichkeiten der gegenseitigen Lage:

a) g liegt in ¢ (vgl. 5).
b) ¢ hat mit ¢ keinen gemeinsamen Punkt.

In beiden Féllen heiBt g parallel zu ¢, in Zeichen g || e. Alle Punkte von g haben
dann den gleichen Abstand von ¢, der als Abstand von g und ¢ definiert wird,

,und durch jeden Punkt von & gibt es genau eine Gerade, die zu g parallel ist; sie

liegt in e.
c) g hat mit ¢ genau einen Punkt (Schnittpunkt) S gemeinsam. Ist dann s
einer der von S ausgehen-
den Strahlen auf g, dann h (
gibt es in & einen von 8 /
ausgehenden Strahl &', so
daB | (s, )| < |5 (s, )] ' s’
fiir alle in £ gelegenen Strah-
len ¢ gilt, die von S aus- S‘/
gehen. Der Winkel < (s, ") e

wird als Schnittwinkel von / i
g und ¢ definiert (Bild 3). Bild 3 /

11
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12.

13.

12

Definiert man im Fall g || ¢ die Gré8e des Schnittwinkels von g und ¢ als
0°, so hat jede Gerade mit jeder Ebene einen Schnittwinkel, dessen GroSe o
im GradmaB stets der Bedingung 0° < a < 90° geniigt. Dabei gilt x = 0°
genau dann, wenn g || & ist, « = 90° genau dann, wenn g auf zwei vonein-
ander verschiedenen durch S gehenden Geraden in & und damit auf allen
in £ gelegenen von S ausgehenden Strahlen senkrecht steht. In diesem Fall
sagt man, g steht auf ¢ senkrecht, in Zeichen g | e. Im Fall 0° < o < 90°
gibt es nur einen in & gelegenen Strahl s’, fiir den | (s, s')| = & ist. Dabei
liegen ', ¢ und die auf ¢ senkrecht stehende Gerade durch § in ein und
derselben Ebene. Durch jeden Punkt jeder Geraden g gibt es genau eine

. zu g senkrechte Ebene, und durch jeden Punkt jeder Ebene ¢ gibt es genau

eine auf ¢ senkrecht stehende Gerade.

Fiir zwei nicht zusammenfallende Ebenen ¢ und 7 gibt es genau die zwei unter a)
und b) beschriebenen Moglichkeiten der gegenseitigen Lage:

a)

b)

Sind 4, B, C drei paarweise voneinander
verschiedene Punkte, so werden zwei Fille

¢ und 7 haben keinen gemeinsamen Punkt. Dann und im Fall ¢ = 4 heiBien
¢ und 7 zueinander parallel, in Zeichen ¢ || 7. Genau in diesem Fall gibt es
eine Zahl d, den Abstand der beiden Ebenen, so daB jeder Punkt von &
den Abstand d von % und jeder Punkt von # den Abstand d von ¢ hat.

¢ hat mit % genau eine Gerade g gemeinsam (Schnittgerade). Durch g wer-
den £ und 7 in je zwei Halbebenen ¢, ¢, bzw. %, , 7, zerlegt. Ist Seg und
ist ¢ die auf ¢ senkrechte Ebene durch
S, so schneidet ¢ die Halbebene ¢, in
einem von S ausgehenden Strahl s, und
7, in einem von 8 ausgehenden Strahl
t,. Der orientierte bzw. nicht orien-
tierte Winkel zwischen s, und ¢, wird
als der entsprechende Schnittwinkel
(Netgungswinkel) von g, und 7, definiert
(Bild 4).

Bild 4

unterschieden:

a)

b)

A, B, C liegen nicht auf derselben Geraden, dann gibt es genau eine Ebene
€45c, die jeden der drei Punkte enthilt.

A, B, C liegen auf derselben Geraden. Hier spielen zwei Spezialfille eine
besondere Rolle:

1. |AC| = |CB|. Dann liegt der Punkt C' auf 4B und heiBt der Mittel-
punkt von AB.

2. Liegt C so auf AB, dal [AC|: |CB| = |AB]: |AC| gilt, so sagt man,
C teile AB stetig.

Bei drei Geraden ¢,, g,, & sind die beiden fol-

genden Fille von besonderer Bedeutung:

a)

b)

91 || %> g2 || b. Dann ist g, || gs.
g1l gz P, g, =g, » in der Ebene
durch g, und g, gelegen (Bild 5). Bild 5



14.

15.

16.

17.

Dann ist & 4 ¢,, und es gilt fiir die Gr6Ben der entstehenden Winkel:

7

a=o, B=F, y=9, =0 2)
a=y, =90, y=2o, 6=F 3)

In (2) heiBt jedes der entsprechenden Paare gleichgroBer Winkel Stufenwinkel,
in (3) Wechselwinkel.

Fiir die gegenseitige Lage zweier Geraden g, » und einer Ebene ¢ ist der Fall
g || » von besonderer Bedeutung. Dann ist der Schnittwinkel von g und & ebenso
groBl wie der von % und e. Insbesondere gilt im Fall g | ¢ genau dann % 1 &,
wenn g || & ist, und im Fall g || e gilt & || e.

Fiir die gegenseitige Lage einer Geraden g und zweier Ebenen ¢ und # sind folgende
Fille von besonderer Bedeutung:

a) ¢ ||n. Dann ist der Schnittwinkel von g und & ebenso gro wie der von ¢
und 7. Insbesondere gilt im Fall g | ¢ genau dann g | %, wenn ¢ || 5 ist,
und im Fall g || e gilt ¢ || #.

b) eln,9Lln Dannistg||e.

Bei der gegenseitigen Lage dreier paarweise voneinander verschiedener Ebenen
&1, &, &3 sind folgende Fille zu unterscheiden:

a) & ||ess €|l &5 Dannist g, |5,

b) & || &3, &2 4 £3. Dann schneidet ¢; die Ebenen ¢, und ¢, in parallelen Ge-
raden, und die Schnittwinkel von ¢ mit ¢; und ¢, haben gleiche GroBe.

c) Keine zwei der ¢ sind parallel.

1.  Es gibt keinen allen drei ¢; angehorenden Punkt. Dann sind die drei
Schnittgeraden der ¢, paarweise parallel.

2.  Es gibt genau einen Punkt, der allen drei ¢, angehort, den Schnitt-
punkt der Schnittgeraden von ¢,, &, von &,, &5 und von ¢, &;.

3. Es gibt genau eine Gerade, die allen drei ¢; angehért.

Weitere Fille gibt es nicht.

Zwei Punkte P und P’ liegen spiegelbildlich oder symmetrisch zueinander in bezug
auf
[ den Punkt M

M
die Gerade ¢ } , wenn P und P’ von { g }
die Ebene ¢ €

den gleichen Abstand haben und im Falle P 4 P’

M enthilt
Jpp { g senkrecht schneidet ] und im Fall P = P”
1 eist,

P =M ist
{Pegist }
Peegist

Zu jedem Punkt P gibt es in jedem der drei Fille genau einen Punkt P’, der spie-
gelbildlich zu P liegt.

Zwei (nicht notwendig voneinander verschiedene) Punktmengen 9, und 9,
heiflen in bezug auf M, g bzw. ¢ spiegelbildlich gelegen, wenn fiir jeden Punkt
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P, e M, und fir jeden Punkt P,e M, der in bezug auf M, g bzw. ¢ spiegelbild-
lich gelegene Punkt P; bzw. Pj; zu M, bzw. MM, gehort, also P;eM,, Pye M,
gilt.

18. Sind 4, B, C drei paarweise voneinander verschiedene Punkte, s und ¢ die von
B ausgehenden Strahlen durch 4 bzw. C, so bédeutet XABC = <X (s, ) bzw. in
der Ebene ¢,z nach Einfithrung einer Orientierung 4 ABC = & (s, t). Liegt der
Punkt D auf AC, so gllt mit diesen Bezeichnungen | X ABD|+ | <DBC| = |<ABC|.
Es gilt aber nicht immer |{ABD| + |&DBC| = | X ABC| (Bild 6).

Ist AB gemeinsame Seite des in der von

g4 begrenzten Halbebene ¢ gelegenen ~w, (rientierung
Vielecks (s. Abschn. IIT) 2, und des in O

der von g¢,5 begrenzten Halbebene ¢, ge-
legenen Vielecks (2,, so wird der Schnsti-
winkel von 2, und 2, bzw. der von £; und A
£, begrenzten Vielecksflichen als der
Winkel (Neigungswinkel) zwischen ¢, und
&, definiert.

Bild 6
11. Geometrische Orter!

Die Aussage, M ist die Menge aller Punkte, die der Bedingung % geniigen, ist gleich-
wertig mit den beiden folgenden Sétzen, die Umkehrungen voneinander sind:

a)  Gehért der Punkt P zur Menge 9, so geniigt P der Bedingung 8.
b)  Geniigt der Punkt P der Bedingung 3, so gehért P zur Menge 9.

Die Kenntnis solcher Mengen ist u.a. fiir die zeichnerische Konstruktion von Figuren
mit Zirkel und Lineal wichtig. Daher sind insbesondere solche Falle von Interesse, bei
denen die Menge aller Punkte einer Ebene ¢ angegeben wird, die der Bedingung 9 ge-
niigen. Man spricht in diesen Fillen auch von dem geometrischen Ort M aller Punkte
(der Ebene ¢), die % geniigen.

Im Hinblick auf die Anwendungen bei Konstruktionen werden hier im wesentlichen
nur solche geometrischen Orter aufgefiihrt, die Geraden, Kreise oder Teile von diesen
sind.

Def. II.1  Die Menge aller Punkte des Raumes, die von dem Punkt M denselben
Abstand 7 haben, heifit die Kugel mit dem Mittelpunkt M und dem Radius
r, sie entsteht durch Drehung eines Kreises. Im Fall » = 0 spricht man auch
von einer zu einem Punkt ausgearteten Kugel. Die Menge aller Punkte, die
von M einen kleineren (groferen) Abstand als r haben, heilt das Innere
(Aupere) der Kugel. Die Vereinigungsmenge aus der Kugel und ihrem Inne-
ren heil3t Kugelkorper.

Def. II.2  Die Menge aller Punkte der Ebene ¢, die von dem in ¢ gelegenen Punkt M
den Abstand 7 haben, heillt der in der Ebene ¢ gelegene Kreis mit dem
Mittelpunkt M und dem Radius 7. Im Fall » = 0 spricht man auch von
einem zu einem Punkt ausgearteten Kreis. Die Menge aller Punkte der
Ebene ¢, die von M einen kleineren (groBeren) Abstand als r haben, heilit
das Innere (Aufere) des Kreises. Die Vereinigungsmenge aus dem Kreis
und seinem Inneren heillt K reisfliche oder auch Kreisscheibe.

1 Die Bezeichnung ,,geometrischer Ort** wird im wesentlichen aus traditionellen Griinden verwendet.
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Def. I1.3

Def. I1.4

Durchmesser der Kugel (eines Kreises) mit dem Mittelpunkt M und dem
Radius r heiit jede Strecke AB, die M enthilt und deren Endpunkte auf
der Kugel (dem Kreis) liegen. Fiir sie gilt [AB| = 2r,

Die Menge aller Punkte des Raumes, die von der Geraden g den Abstand r
haben, heilt der (Kreis-)Zylinder mit der Achse g und dem Radius r. Er
entsteht durch Drehung einer Geraden um die zu ihr parallele, aber ver-
schiedene Gerade g.

Es sei g eine Gerade, die durch den auf ihr gelegenen Punkt § in die beiden Strahlen s
und s zerlegt werde. Ist P ein von S verschiedener Punkt des Raumes, so bezeichne p
den von S ausgehenden Strahl durch P.

Def. I1.5

Def. I1.6

Satz I1.1

Satz I1.2

Satz 11.3

Satz 11.4

Satz I1.5

Satz I1.6

Die Menge aller Punkte P des Raumes, fiir die eine der beiden Gréfen
| (p, )|, | (p,5)] den Wert « hat, wobei a« zwischen 0° und 90° liegt,
bildet zusammen mit S den (Dop-

pel-)Kegel mit der Spitze S, der

Achse g und dem Offnungswinkel 2. AitA

Er entsteht durch Drehung einer V‘ / I

durch S gehenden Geraden um g
(Bild 7). Bild 7

Die auf der Geraden g, senkrechte Ebene durch den Mittelpunkt der
Strecke AB heiBt die Symmetrieebene der Strecke AB. Jede in ihr gelegene
Gerade durch den Mittelpunkt ven AB heilt Mittelsenkrechte von AB, sie
steht auf g,5 senkrecht.

Die Menge aller Punkte einer Ebene, die von der in ihr gelegenen Geraden g
denselben Abstand haben, besteht aus zwei spiegelbildlich und parallel zu
g gelegenen Geraden.

Die Menge aller Punkte des Raumes, die von der Ebene ¢ denselben Ab-
stand haben, besteht aus zwei spiegelbildlich und parallel zu ¢ gelegenen
Ebenen.

Die Menge aller Punkte des Raumes, die von dem Punkt 4 den gleichen
Abstand wie von dem Punkt B = A haben, ist die Symmetrieebene der
Strecke AB.

Die Menge aller Punkte der Ebene ¢, die von dem Punkt 4 € ¢ denselben
Abstand haben wie von dem Punkt Beeg, B & A, ist die in ¢ gelegene Mit-
telsenkrechte der Strecke 4B.

S sei der Schnittpunkt der in der Ebene ¢ liegenden Geraden ¢ und #,
g == h. Dann besteht der geometrische Ort aller Punkte von ¢, deren Ab-
stand von g gleich dem von 4 ist, aus zwei sich in S rechtwinklig schnei-
denden Geraden w und w’, deren jede zwei Scheitelwinkel der vier von ¢
und % erzeugten Winkel [vgl. 1.9.¢)] halbiert.

Ist g Schnittgerade der Ebenen ¢ und 7, ¢ # 7, dann besteht die Menge
aller Punkte, deren Abstand von ¢ gleich dem von 7 ist, aus zwei sich in
g senkrecht schneidenden Ebenen w und w’, deren jede zwei der vier von ¢
und 7 erzeugten Winkelrdume halbiert.

Die Menge aller Punkte einer Ebene ¢, die von einem Punkt F € ¢ den
gleichen Abstand haben wie von ein und derselben Geraden gce, F¢ g,
ist eine Parabel.
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Die Menge aller Punkte des Raumes, die

a) von einem Punkt F und ein und derselben Geraden g, F ¢ ¢,
b) von einer Geraden g und einer Ebene ¢, g ¢ &,

c) von einem Punkt F und einer Ebene ¢, F ¢ ¢,

d) von zwei zueinander windschiefen Geraden

den gleichen Abstand haben, ist in den Fillen a) und b) ein parabolischer Zylinder, ¢) ein Rotations-
paraboloid, d) ein hyperbolisches Paraboloid (Sattelfliche).

Diese geometrischen Gebilde kommen in den Aufgaben nicht vor, sondern werden hier nur der Voll-
sténdigkeit halber genannt.

Im folgenden bedeuten k ein Kreis mit dem Mittelpunkt M in der Ebene ¢, 4, B,
A =+ B, zwei Punkte von k, b und b’, die beiden von A4 und B begrenzten Bégen von k

(ausschlieBlich ihrer Endpunkte, vgl. Def. IV.3), C einen Punkt von b, s den von 4
ausgehenden Strahl durch B und ¢ den von A4 ausgehenden Strahl auf einer Tangente

an k, die auf derselben Seite von g,5 wie 3 liegt. Ferner werde der durch den Umlauf-
sinn 4 —~ B — C bestimmte Drehsinn in ¢ zugrunde gelegt (Bild 8).

Satz IL.7"  Sehnentangentenwinkelsatz: Bei den eben einge-
fithrten Bezeichnungen gilt:

| ACB| = |& (¢, 8)]|.

Satz I1.7” Satz iiber den Zentriwinkel: Bei den oben ein-
gefiihrten Bezeichnungen gilt:

2|4 ACB| = | £ AMB.

Beide Sitze lassen sich zusammenfassen zu Satz
I1.7. Bild 8

Satz I1.7  Es ist bei den oben eingefiihrten Bezeichnungen
2|&ACB| =2|& (¢, 8)| = |£AMB|.
Satz I1.8"  Peripheriewinkelsatz: Liegt P auf b, soist
| % APB| = | & ACB|. (4)

Satz I1.8” Umkehrung des Peripheriewinkelsatzes: Gilt fiir den Punkt P e ¢ die Bezie-
hung (4), so liegt P auf b (Bild 8).

Die Sitze I1.7, I1.8 und II.8" lassen sich zusammenfassen zu Satz II.8.

Satz IL8  Der Bogen b ist der geometrische Ort aller Punkte P von ¢, fiir die | & APB|
ein und denselben Wert « hat. Dabei ist

1

o= |&APB| = |& (¢ s)| = - | &AMB|, o=0° o= 180°

Zusatz zu Satz 8: Der Bogen b, fiir dessen Punkte P die Beziehung
| < APB| = 360° — | £ APB|

gilt, ist der beziiglich g,5 spiegelbildlich zu b gelegene Bogen. Daher ist der
geometrische Ort aller Punkte P von &, fiir die |<APB| denselben Wert

hat, die aus b und b bestehende Punktmenge.
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Def. II.7  Ist @ ein auf derselben Seite von g5 wie b gelegener Punkt, so heilit b der
auf derselben Seite von g,5 wie @ gelegene, zum Peripheriewinkel der GroGe
«, 0° < & < 180°, gehorige Kreisbogen iiber der Strecke AB.

Aus Satz 8 bzw. Satz 8" folgt in Verbindung mit Satz 7 der sogenannte Satz des Thales
bzw. dessen Umkehrung.

Satz 11.9  Satz des Thales: Liegt der Punkt P auf einem von 4 und B begrenzten
Halbkreis, so ist < APB ein rechter Winkel.

Satz 11.10  Umkehrung des Satzes des Thales: Ist < APB ein rechter Winkel, so liegt P
auf einem von 4 und B begrenzten Halbkreis.

l1l. Kongruenz; Vielecke

Kongruenz

Def. II1.1  Zwei Punktmengen 9t und M’ heilen kongruent, in Zeichen M = IN’, wenn
es eine eineindeutige Abbildung von 9 auf MM gibt, bei der fiir jedes Paar
(P, @) von Punkten von 9% und deren Bildpunkte P’, Q' von 9 stets
|PQ| = |P'Q| gilt.

Satz III.1 Die in Def. ITI.1 genannte eineindeutige Abbildung ist im Raum entweder
eine (gleichsinnige) Bewegung — dann heiBen M und 9N’ direkt kongruent —
oder sie ist aus einer (gleichsinnigen) Bewegung und genau einer Spiegelung
an einer Ebene zusammensetzbar — dann heiBen I und M spiegelbildlich
oder indirekt kongruent. Jede (gleichsinnige) Bewegung ist aus einer Par-
allelverschiebung (Translation) und einer Drehung um eine Achse zusam-
mensetzbar, wenn die identische Bewegung, die jeden Punkt festlaBt, ge-
gebenenfalls als Drehung oder als Translation aufgefait wird. '

Zwei Strecken sind genau dann kongruent, wenn sie gleiche Linge haben, und zwei
Winkel genau dann, wenn sie gleiche GroBe haben. Zwei beziiglich einer Geraden spiegel-
bildlich gelegene Mengen im Raum sind direkt kongruent, zwei beziiglich einer Ebene
oder eines Punktes spiegelbildlich gelegene Mengen sind indirekt kongruent. Zwei
Mengen konnen gleichzeitig direkt und indirekt kongruent sein, z.B. ist jede Menge,
die eine Symmetrieebene hat, zu sich selbst direkt und indirekt kongruent.

Mit Hilfe dieser fiir den dreidimensionalen Raum giiltigen Ausfithrungen kann man auch
den Begriff der indirekten Kongruenz in einer Ebene bzw. auf einer Geraden einfiihren,

, %

%f’/h
AN
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w’ a Bild 9d

indem man ,Spiegelung an einer Ebene‘ durch ,Spiegelung an einer Geraden® bzw.
,Spiegelung an einem Punkt‘ ersetzt. Denkt man sich z.B. eine Ebene in einen drei-
dimensionalen Raum eingebettet, so werden indirekt kongruente Figuren in der Ebene
zu direkt kongruenten im Raum.}

Das Bild 9 zeigt indirekt kongruente Figuren, und zwar 9a im Raum, 9b und 9c¢ in
der Ebene, 9d auf einer Geraden — hier bestehen die beiden Figuren aus je zwei Strecken.

’

Aligemeine n-Ecke

Def. I11.2 Sind 4,, 4,, ..., 4,, n = 3, paarweise voneinander verschiedene Punkte,
von denen keine drei aufeinanderfolgende auf derselben Geraden liegen
(dabei gilt 4, als auf 4, folgend), so bilden diese zusammen mit den Strecken
A,4,, ..., 4, 44,, 4,4, eine geometrische Figur, die das n-Eck 4,4, ... 4,
heiBt. Die Punkte 4,, 4,, ..., 4, heilen die Ecken, die Strecken 4,4,, ...,
A, ,4,, A,A, die Seiten des n-Ecks. Jede der Strecken 4,4, i=1, ..., n,
k=1,...,n, t =k die nicht Seite ist, heiBt Diagonale und allgemein
jede Strecke P@, wobei P und @ auf verschiedenen Seiten des n-Ecks liegen,
Transversale des n-Ecks. Zwei voneinander verschiedene Seiten, die die-
selbe Ecke als Endpunkt haben, heiBlen benackbart. Die Summe der Lingen
der n Seiten heiBt der Umfang des n-Ecks.

In den Aufgaben kommen nur ebene, nichtiiberschlagene (sog. einfache) n-Ecke vor,
das sind solche, deren Seiten sdmtlich in derselben Ebene liegen und bei denen nur
benachbarte Seiten einen gemeinsamen Punkt haben. Im folgenden wird daher unter
jedem n-Eck ein ebenes, nichtiiberschlagenes verstanden.

Def. ITI1.3 Fiihrt man in der Ebene des n-Ecks 4,4, ... 4, den der Durchlaufungs-
richtung 4, - 4, - --- -~ 4, -+ A, entsprechenden Drehsinn ein, so heilen
die in diesem Sinn orientierten Winkel % 4,,,4,4;, ,, t+=1,...,n, mit
Ayg= A4, und 4, , = A, die Innenwinkel des n-Ecks, und zwar heilen die
Innenwinkel <A, 4:4; ; und & d4;,,4;,,4; mit 4,,, = 4, fir jedes
t=1, ..., n benachbart.

(Die Bilder 10a und b zeigen den Innenwinkel 4 A4,4,4, bei verschiedenen
Orientierungen.)

A, O Jrientierung 4, O Orientierung

Ay Ay

A A A A,
Bild 10a Bild 10b

1 Indirekt kongruente Figuren beziiglich eines dreidimensionalen Raumes sind beziiglich eines vier-
dimensionalen Raumes stets direkt kongruent, wenn die Begriffe analog definiert werden.
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Def. II1.4 Zwei n-Ecke heiBlen kongruent, wenn sie im Sinne der Def. III.1 als Pankt-
mengen kongruent sind.

Satz II1.2 7 positive Zahlen sind genau dann die Seitenlingen eines n-Ecks, wenn
jede von ihnen kleiner ist als die Summe der iibrigen n — 1. Fiir die Summe
der GroBen der gemiB Def. IIL.3 erklirten Innenwinkel jedes n-Ecks gilt
die Formel:

”
S | €4iadiA, | = (n— 2) - 180°, (5)
t=1

Satz II1.3 Zwei n-Ecke sind genau dann- kongruent, wenn man die Seitenlingen und
WinkelgroBen des einen mit @, und o;, @,y = @, ,,; = ®; und die des
anderen mit b, und f;, b,y = b, Boy1 = P1» ¢ = 1,..., n, so bezeichnen
kann, daB a,., und a;, b, und b; die Lingen benachbarter Seiten, a;,,
und «;, f,,, und f, die GréBen benachbarter Winkel sind und

a; = b, (6)

a; = B, (7)
firalle7 =1, ..., n gilt.

Zusatzbemerkung: Wegen (5) geniigh es fiir die Kongruenz der beiden n-Ecke schon, (6) fiir alle n
Indizes und (7) nur fir n—1 der Indizes, ja soga.r wie eine genauere Betrachtung zeigt, nur fir
n—3 der Indizes vorauszusetzen.

Satz I11.4 Jedes n-Eck zerlegt die Ebene, in der es liegt, in zwei Teile, deren einer
das Innere des n-Ecks' heilt. Das n-Eck bildet zusammen mit seinem
Innern eine n-Ecksfliche, deren Inhalt gleich dem Inhalt seines Innern ist,
der Flicheninhalt des n-Ecks genannt wird und mit I bezeichnet wird.

Allgemein ist der Inhalt I (9N) einer Punktmenge IMN — falls ein solcher erklirt ist — eine

reelle Zahl mit folgenden Eigenschaften:

1. I =0

2.  Fur M, =M, gilt 1 (9)? ) = I(My).

3. Sind 9)? und 9N, zwei Punktmengen ohne gemeinsames Element (M; n M, = @),
so hat 1hre Vereuuglmgsmenge M, u M, den Inhalt T (M, u M,) = T (M) + I(M,).

4. Gilt M, <M, € My und I(M,) = I(IMN;), so hat M, einen Inhalt I (M,) und die-
ser ist glelch I(9m,).

Die in den meisten Aufgaben vorkommenden %-Ecke sind konvex.

Def. I11.5 Ein n-Eck heiit konvex, wenn die GroBe jedes seiner Innenwinkel kleiner als
180° ist. Die Nebenwinkel der Innenwinkel heiBen Aufenwinkel.

Satz I11.5 Die Summe der z» Grofien der Aullenwinkel betragt fiir jedes konvexe n-Eck
360°.

Satz II1.6 Ein n-Eck ist genau dann konvex, wenn jede seiner Diagonalen ganz in der
n-Ecksfliche liegt?, dann liegen auch alle Transversalen in der n-Ecksflache.

! Man kann das Innere durch folgende Erkliarung festlegen: Es ist die Menge aller Punkte P der Ebene,
die nicht auf dem n-Eck liegen und zu denen es einen von P ausgehenden Strahl gibt, auf dem
eine ungerade Anzahl von Punkten des n-Ecks aber kein Eckpunkt liegt.

2 Allgemein liegen von den @ Diagonalen jedes n-Ecks mindestens n—3, aber nicht immer

mehr ganz in der n-Ecksfliche.
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Aus dieser Eigenschaft der konvexen n-Ecke folgt unmittelbar, dafl ein
n-Eck genau dann konvex ist, wenn fiir je zwei Punkte der zugehérigen
n-Ecksfliche deren Verbindungsstrecke ganz in der n-Ecksflache liegt. Diese
letzte Eigenschaft kann auch zur Definition der Konvexitit bei allgemeinen
Punktmengen benutzt werden.

Eine besondere Rolle spielen die regelmiBigen oder reguliren n-Ecke.

Def. I11.6 Ein #n-Eck heiBt regelmdfig, wenn je zwei seiner Seiten und je zwei seiner
Winkel kongruent sind.

Satz II1.7 Jedes regelmiBige n-Eck besitzt folgende Eigenschaften:

a)  Es hat einen Umbkreis k, dessen Mittelpunkt der Mittelpunkt des

n-Ecks heiBt.
b)  Es hat einen Inkreis k', dessen Mittelpunkt mit dem Mittelpunkt des

Umkreises zusammenfallt. 9

c¢) Die GréBe jedes Innenwinkels betrigt (1 - —) 180°. Jedes regel-
miBige n-Eck ist also konvex. "

d)  Fiir seinen Flicheninhalt I gilt

I= s—nr'-"si.n27t— 1:12(301;E mit
@573 n 4 n

T t 2
a=2r-sin:=2tan1=—s, (8)
n n n

wenn a Seitenlinge, r Umkreisradius, ¢ Inkreisradius und 2s Umfang
des n-Ecks bedeuten. P

Im Fall » = 6 gilt insbesondere @ = r. Jedes regelmiBige n-Eck liegt
mit Ausnahme seiner auf & liegenden Ecken ganz im Innern von &
und mit Ausnahme der Mittelpunkte seiner Seiten, in denen es &’
beriihrt, auBBerhalb von %’.

Allgemeine Dreiecke

Bei Dreiecken wird, dem bislang iiblichen Schulgebrauch Rechnung tragend, anstelle
von ABC auch die Bezeichnungsweise A ABC verwendet. Die Lingen der den Ecken
A, B, C gegeniiberliegenden Seiten werden in dieser Reihenfolge mit a, b, ¢ und die
GroBen der ihnen gegeniiberliegenden Innenwinkel mit «, 8, y bezeichnet.

Unter Beriicksichtigung dieser Verabredung bleiben die folgenden Sitze und Formeln
‘iiber Dreiecke richtig, wenn die Bezeichnungen der Ecken, der Seiten und der Innen-
winkel vertauscht werden, wenn also z. B. gleichzeitig ersetzt werden:

A durch B, B durch ¢, C durch 4,
a durch b, b durche, ¢ durcha,
o durch §, f durchy, v durch a.

Satz ITI.8 Drei positive Zahlen a, b, ¢ sind genau dann die Seitenlingen eines Dreiecks,
wenn sie der Ungleichung (Dretecksungleichung)

e —bl <c<a+b 9
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geniigen (vgl. auch I.4.c). Die positiven Gradmafle «, 3, y sind genau dann
die GroBen der Innenwinkel eines Dreiecks, wenn sie der Bedingung

a+ f+y=180° (5")
geniigen.

Aus (5') folgt, daB die GréBe jedes Innenwinkels jedes Dreiecks kleiner als 180° ist,
jedes Dreieck ist also konvex, und man braucht zur Definition des Innenwinkels beim
Dreieck, wie {iberhaupt bei konvexen n-Ecken, den Begriff des orientierten Winkels
nicht.

Def. II1.7  Das Dreieck A heilt spitzwinklig, rechtwinklig oder stumpfwinklig, je nach.-
dem sein grofter Winkel ein spitzer, ein rechter oder ein stumpfer ist.
Wegen (5') hat jedes Dreieck hichstens einen nichtspitzen Winkel.

Satz II1.9 TIst o’ die GréBe eines zu x gehérigen AuBenwinkels, so gilt o’ = § + .
Satz II1.10 Die Ungleichung @ < b gilt genau dann, wenn « < § ist.

Satz 1II.11 Die beiden Dreiecke A und A’ sind genau dann kongruent, wenn sich die
Bezeichnung der Seitenlingen a, b, ¢ von A mit den GroBen «, §, v der ihnen
gegeniiberliegenden Winkel und der Seitenlingen a’, &', ¢’ von/\" mit den
GroBen o', ', 9" der ihnen gegeniiberliegenden Winkel so wihlen laBt,
dafB in einem der folgenden vier Fille saimtliche Bedingungen erfiillt sind:

1. a=d, b=V, y=19" [Kongruenzsalz (sws)),
2. a=ada, b="b, c¢= ¢ [Kongruenzsatz (sss)],
3. a=d 2b="V, a=a [Kongruenzsalz (ssw)],
4. a=4d, =0, y=9 [Kongruenzsatz (wsw)].
Die Berechnung der iibrigen Seitenlingen und WinkelgroBen aus drei gemi8 einem der

Fille 1. bis 4. gegebenen Stiicken kann mit Hilfe des Sinus- und des Kosinussatzes vor-
genommen werden.

Satz I11.12 Sinussatz: Bei den oben festgelegten Bezeichnungen gilt:

a:sina = b:sinf. (10)
Wenn r den Radius des Umkreises (s. Def. I11.9) bedeutet, gilt:
a:sinx = 2r, (10"

Satz III.13 Kosinussatz: Bei den oben festgelegten Bezeichnungen gilt:
a? = b% + ¢ — 2bc - cosa. (11)

Def. II1.8 Die Gerade g heiBlt Muttelsenkrechte des Dreiecks A, wenn sie eine in der
Dreiecksebene gelegene Mittelsenkrechte einer Seite von A ist.

Satz 1I1.14 Zu jedem Dreieck gibt es genau einen Punkt M, der jeder der drei Mittel-
senkrechten von A angehért. M hat von einer Ecke von A den gleichen Ab-
stand r wie von jeder der beiden iibrigen Ecken von A. Daher liegt A mit
Ausnahme seiner drei auf dem Kreis £ um M mit dem Radius r gelegenen
Eckpunkte ganz im Innern von k.

Def. II1.9  Der in Satz ITI.14 genannte Kreis £ heilt der Umkreis von A.
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Def. TII.10

Satz II1.15

Def. 111.11
Satz I111.16

Def. ITT1.12

Satz I11.17

Def. I11.13

Satz II1.18

Def. I11.14

22

Unter der (¢nneren) Winkelhalbierenden des Dreiecks ABC, die den Innen-
winkel von A A4BC mit dem Scheitel A halbiert, versteht man die Strecke
AD, wobei D derjenige Punkt von BC ist, fiir den <t BAD =~ <X DAC gilt.
Die Lange der Winkelhalbierenden wird mit w, bezeichnet.

Zu jedem Dreieck A gibt es genau einen Punkt O, der jeder der drei Winkel-
halbierenden von A angehort. Er hat von einer der drei Geraden ggc, gug,
gca den gleichen Abstand p wie von jeder der beiden iibrigen. Der Kreis &’
um O mit dem Radius p beriihrt jede dieser drei Geraden in einem Punkt
einer Dreiecksseite und liegt im iibrigen einschlieBlich seines Innern ganz
im Innern von A ABC.

Der in Satz II1.15 genannte Kreis &’ heiBt der Inkreis von A ABC.

Der Punkt D der Winkelhalbierenden AD von A ABC teilt BC im Verhalt-
nis der Lingen der anliegenden Seiten, d.h., es gilt:

|BD|: |DC| = |AB|: |AC|.

Unter einer Seitenhalbierenden eines Dreiecks versteht man eine Strecke,
deren einer Endpunkt Ecke und deren anderer Endpunkt Mittelpunkt der
dieser Ecke gegeniiberliegenden Seite ist. Die Lénge der Seitenhalbierenden
durch den Punkt 4 wird mit s, bezeichnet.

Zu jedem Dreieck A gibt es genau einen Punkt S, den sogenannten Schwer-
punkt von A\, der allen drei Seitenhalbierenden von A angehort. S teilt jede
der Seitenhalbierenden im Verhiltnis 2 : 1, und zwar so, daB fiir die Seiten-
halbierende AG von A ABC gilt:

|48|: (86| = 2:1.

Unter einer Hoke eines Dreiecks versteht man das Lot (vgl. 1.7) von einer
Ecke auf die Gerade durch die beiden anderen Ecken. Die Linge der auf gg.
senkrechten Hohe wird mit &, bezeichnet.

Zu jedem Dreieck A gibt es genau einen Punkt H, den sogenannten Héhen-
schnittpunkt von A\, der jeder der drei Geraden angehért, die eine der
Hohen von A enthalten. H liegt genau dann im Innern von A, wenn A
spitzwinklig ist, und genau dann auBerhalb, wenn A stumpfwinklig ist.
Ist A rechtwinklig, so ist H der Scheitel des rechten Winkels.
Fiir den Flicheninhalt I von /\ ABC gelten folgende Formeln:

1 1
I=§a-ka=sg=—2—ab-siny=]/s(s—a)(s—b)(s—c), (12)

wenn 2s = a + b + ¢ gesetzt wird und %, die Lange der auf einer Seite der
Léange a senkrechten Hohe ist.

Spezielle Dreiecke

Ist A ABC ein rechtwinkliges Dreieck und C der Scheitel seines rechten
Winkels, so heit 4B Hypotenuse, und die beiden anderen Seiten AC und
BC heiBlen Katheten.



Satz I11.19 Lehrsatz des Pythagoras: Ist das Dreieck A mit den Seitenldngen a, b, ¢
rechtwinklig und ist ¢ die Hypotenusenlénge, so gilt:

R (13)

Satz I11.20 Umkehrung des Lehrsatzes des Pythagoras: Gilt fiir die Seitenldngen a, b, ¢ des
Dreiecks A (13), dann ist A rechtwinklig und hat ¢ als Hypotenusenlinge.

Satz 111.21 Lehrsatz des Buklid (Kathetensatz): Auf der Hypotenuse A B des rechtwink-
ligen Dreiecks ABC sei F der FuBipunkt des Lotes von C auf g4z.
Dann gilt:

|AB| - |AF| = |AC|* und |AB|-|BF|= |BC|%. (14)
Der Kathetensatz gestattet die beiden folgenden Umkehrungen.

Satz I11.22 CF, C < F, sei das Lot von C auf g,5, 4 + B, und es gelte (14). Dann sind
A, B, C die Ecken eines rechtwinkligen Dreiecks mit der Hypotenuse 4.B.!

Satz I11.23 A ABC sei ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse AB, F sei ein
Punkt von g,g, fiir den (14) gilt. Dann ist CF das Lot von C auf g,,.2

Satz I11.24 Héhensatz: /\ ABC sei ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse A B
und der Hohe CF. Dann gilt:

|AF|- |FB| = |CF|2. i (15)

Satz I11.25 Umkehrung des Hohensatzes: CF, C + F, sei das Lot von C auf ¢,5, A + B,
und es gelte (15). Dann sind 4, B, C die Ecken eines rechtwinkligen Drei-
ecks mit der Hypotenuse 45.

Der Versuch, wie beim Kathetensatz auch die 2. Umkehrung des Hoéhensatzes zu bil-
den, fithrt auf den folgenden Satz.

Satz II1.26 Ist A ABC ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse 4B, und liegt
der Punkt F auf AB so, daB (15) gilt, dann ist CF entweder Hohe oder Sei-
tenhalbierende von A ABC.

Fiir den Flicheninhalt jedes rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten-
langen @ und b gilt gemiB (12) die Formel:

1
I=—2—a-b. (12,)

Def. II1.15 Sind zwei Seiten eines Dreiecks zueinander kongruent, so heiBt das Dreieck
gleichschenklig. Sind alle drei Seiten kongruent, so heit das Dreieck gleich-
seitig. Bei jedem gleichschenkligen, nicht gleichseitigen Dreieck heiBen die
kongruenten Seiten Schenkel und die dritte Seite Basis. Die den Schenkeln
gegeniiberliegenden Winkel heien Basiswinkel.

SatzII1.27° Das Dreieck A ist genau dann gleichschenklig, wenn eine der beiden fol-
genden Bedingungen erfiillt ist:
1.  Zwei Innenwinkel von A sind kongruent (die ihnen gegeniiberliegen-
den Seiten sind dann kongruent).

1 Es geniigt nicht vorauszusetzen, daB eine der Gleichungen (14) erfullt ist.
% Es geniigt schon vorauszusetzen, daB eine der Gleichungen (14) erfill ist.
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2. A ist symmetrisch in bezug auf eine seiner Mittelsenkrechten (auf
dieser liegen dann die entsprechende Winkelhalbierende, Seiten-
halblerende und Hohe).

SatzII1.27"" Das Dreieck A 1st genau dann gleichseitig, wenn eine der beiden folgenden
Bedingungen erfiillt ist:

1. Zwei Innenwinkel von A haben je die GroBe 60°.
2. A ist gleichschenklig, und ein Winkel hat die GroBe 60°.

Aus (12) ergeben sich fiir den Flacheninhalt I, die Hohenldnge 4, den Um-
kreisradius  und den Inkreisradius p jedes gleichseitigen Dreiecks mit der
Seitenldnge a die Beziehungen:

2 —
=%l/§, h=%]/3, r=—_ ]/’, 0=— ]/3 (127)

Vierecke

Aus Satz II1.2 ergibt sich durch Spezialisierung der Satz IT1.2".

Satz II1.2" Vier positive Zahlen sind genau dann die Seitenlingen eines Vierecks, wenn
jede von ihnen kleiner ist als die Summe der drei iibrigen. Die Summe der
Grofen der vier Innenwinkel betrigt 360°.

Aus Satz II1.3 und der Zusatzbemerkung ergibt sich der folgende Satz.

Satz II1.3" Zwei Vierecke £2 und £’ sind genau dann kongruent, wenn sich die Seiten-
lingen a, b, ¢, d von Q und a’, ¥, ¢, d’ von £ so bezeichnen lassen, daB bei
dieser Anordnung stets Léngen benachbarter Seiten nebeneinander stehen,
a=d,b=V,c=¢,d=d,a=a gilt und a« bzw. &’ die GréBen eines
Innenwinkels von £ bzw. £’ bedeuten, der von benachbarten Seiten der
Léngen a und d bzw. ¢’ und d’ eingeschlossen wird.

Satz IT1.28 Bei jedem Viereck liegt wenigstens eine Diagonale ganz in der Vierecksfliche
(vgl. auch die FuBnote zu Satz III1.6).

Die Untersuchung von Vierecken 1Bt sich damit auf die von Dreiecken zuriickfiihren.
Da sich iiber allgemeine Vierecke auBler den letzten beiden Sdtzen nur wenig aussagen
laBt, werden im folgenden nur gewisse Klassen spezieller Vierecke behandelt.

Def. 111.16 ABCD heiBt Seknenviereck, wenn A, B, C, D auf demselben Kreis, dem
Umbkreis von ABCD, liegen.

Satz 111.29 Jedes Sehnenviereck ist konvex und liegt mit Ausnahme seiner Ecken ganz
im Innern seines Umkreises.

Satz I11.30 ABCD ist genau dann Sehnenviereck, wenn die Summe der GroBen zweier
gegeniiberliegender Innenwinkel 180° betrigt, wenn also | 4 ABC| + | &L CDA|
= 180° ist.

Def. I11.17 ABCD heiBt Tangentenviereck, wenn jede der Seiten AB, BC, CD, DA den-
selben Kreis k beriihrt.

Satz I11.31 Jedes Tangentenviereck ist konvex und liegt mit Ausnahme der Beriihrungs-
punkte ganz aulerhalb des in Def. I11.17 genannten Kreises k.
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Satz I11.32 ABCD ist genau dann Tangentenviereck,wenn |AB| + |CD| = |BC|+ | DA
ist.

Def. II1.18 ABDC heilt Trapez, wenn zwei seiner Seiten zueinander parallel sind.
Satz I11.33 Jedes Trapez ist konvex.

Def. II1.19 Ist in dem Trapez ABOD AB || CD, so heit jedes der Lote von einem
Punkt einer dieser beiden Seiten auf die die andere Seite enthaltende Ge-
rade Hohe des Trapezes in bezug auf das parallele Seitenpaar (4B, CD).
Sind E und F die Mittelpunkte von BC und DA, so heit EF Mittellinie
des Trapezes.

Satz I11.34 Ist EF Mittellinie und % Hohenlinge des Trapezes ABCD beziiglich des
parallelen Seitenpaares (4.8, CD), I der Flicheninhalt von ABCD, so gilt:

EF || AB, 2|EF|=|4B|+|CD| und I=|EF|-k.

Def. I11.20 Sind in einem Trapez zwei gegeniiberliegende Seiten nicht parallel zuein-
ander, so heiBen sie Schenkel, und die beiden parallelen Seiten heilen Grund-
seiten des Trapezes.

Def. II1.21 Hat ein Trapez zwei gleich lange Schenkel oder ist es ein Rechteck (vgl.
Def. IT1.24), so hei3t das Trapez gleichschenklig.

Satz II1.35 Das Trapez ABCD mit AB || CD ist genau dann gleichschenklig, wenn eine
der beiden folgenden Bedingungen erfiillt ist:

1.  ABCD ist symmetrisch zu der Geraden durch die Mittelpunkte von
AB und CD.
2. ABC= 4<DAB.

Def. TI1.22 Ein Viereck heiit Parallelogramm, wenn je zwei gegeniiberliegende Seiten
parallel sind.

Satz I11.36 Jedes Parallelogramm ist Trapez und damit konvex.

Satz II1.37 Das Viereck £2 ist genau dann Parallelogramm, wenn eine der folgenden fiinf
Bedingungen erfiillt ist:

Je zwei gegeniiberliegende Seiten sind gleich lang.

Je zwei gegeniiberliegende Winkel sind kongruent.

Die Mittelpunkte beider Diagonalen fallen zusammen.

£ ist ein Trapez mit zwei gleich langen, zueinander parallelen Seiten.
Die Summe der GréBen je zweier benachbarter Innenwinkel betragt
180°.

Fiir den Flicheninhalt I jedes Parallelogramms mit den Léngen a, b be-
nachbarter Seiten, einer zu o gehérigen Hohenlinge A, und der GroBe w
eines Innenwinkels gilt:

Ul 0 o =

I=a-h,=a b-sinw.

Def. I11.23 ABCD heilt Drachenviereck, wenn es zu einer der Geraden g ¢, gzp sSym-
metrisch ist (Bild 11).

Satz 111.38 ABCD ist genau dann Drachenviereck, wenn eine der zwei folgenden Be-
dingungen erfiillt ist:
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Def. I11.24

0 J
, A
A A [A
g Drachenvierecke 8
Bild 11
1.  Jede Seite von ABCD ist einer benachbarten gleich lang.
2. Esist g,c 1 ggp, und zwei benachbarte Seiten sind gleich lang.

Ein Viereck heiBt Rechieck, wenn jeder seiner Innenwinkel ein rechter ist.

Satz II1.39 Jedes Rechteck ist konvex.
Satz I11.40 Das Viereck 2 ist genau dann Rechteck, wenn eine der folgenden sechs Be-

Def. IIT.25

Satz III.41
Satz I11.42

Def. ITT.26
Satz III.43
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dingungen erfiillt ist:

£ hat drei rechte Innenwinkel. )

Die Diagonalen von 2 sind Durchmesser desselben Kreises.

£ ist Parallelogramm und Sehnenviereck.

Q ist ein Parallelogramm mit einera rechten Innenwinkel.

£ ist ein Trapez mit zwei gegeniiberliegenden rechten Winkeln.
£ ist ein Sehnenviereck mit zwei benachbarten rechten Winkeln.

S Ou oo~

Der Flicheninhalt jedes Rechtecks mit den Liéngen o und & benachbarter
Seiten ist

I=a-b.

Ein Viereck heiBt Rhombus oder Raute, wenn seine Seiten paarweise gleich
lang sind.

Jeder Rhombus ist konvex.

Das Viereck £ ist genau dann Rhombus, wenn eine der folgenden vier Be-
dingungen erfiillt ist:

1. ist symmetrisch zu jeder der beiden Geraden, die eine der Diago-
nalen enthalten.

2. ist Parallelogramm mit zwei benachbarten gleich langen Seiten.

3.  Qist Parallelogramm und Tangentenviereck.

4.  Q ist Trapez und Drachenviereck.
Ein Viereck heiit Quadrat, wenn es regelmiBig ist.

Das Viereck ( ist genau dann Quadrat, wenn eine der folgenden sechs Be-
dingungen erfiillt ist:

1.  Die Diagonalen von £ sind senkrecht aufeinander stehende Durch-
messer desselben Kreises.

L2 ist Rhombus mit einem rechten Winkel.

£ ist Rhombus und Sehnenviereck.

£ ist Rechteck mit zwei benachbarten gleich langen Seiten.

£ ist Rechteck und Tangentenviereck.
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6.  Q ist Sehnenviereck und Tangentenviereck von konzentrischen Krei-
sen.

Fiir jedes Quadrat {2 mit der Seitenlinge a gelten die Beziehungen:
I=a? 2r=d=a]/§, 20=a,

wenn [ den Fliacheninhalt, d die Diagonalenlinge, » den Umkreisradius und
¢ den Inkreisradius bedeuten.

IV. Ahnlichkeitslehre; Kreis- und Kugelgeometrie

Def. IV.1

Def. IV .2

Zwei Punktmengen 9t und 9’ heiflen zueinander dinlick, in Zeichen M ~ N,
wenn es eine eineindeutige Abbildung von 9t auf M’ gibt, bei der fiir jedes
Paar von Punkten P, @ von MM mit P + @ das Verhiltnis | P'Q’| : | PQ| den-
selben (von 0 verschiedenen) Wert hat. Dabei bedeuten P’ und ¢’ die Bil-
der von P und Q.

Zwei Punktmengen heiBen dhnlick gelegen oder homothetisch, wenn es einen
Punkt Z, das Ahnlichkeitszentrum, eine positive Zahl ¢ und eine einein-
deutige Abbildung der beiden Mengen aufeinander gibt, bei der fiir jedes
Paar einander entsprechender Punkte P und P’ stets Z, P und P’ auf der-
selben Geraden liegen, und zwar entweder

a) P und P’ stets auf demselben von Z ausgehenden Strahl (zentrische
Streckung), oder
b) P und P’ stets auf verschiedenen von Z ausgehenden Strahlen,

und wenn dabei stets |ZP’| = q - | ZP)| gilt.

Bemerkung: Homothetische Punktmengen sind &hnlich.

Grundlegend fiir die Ahnlichkeitslehre sind die beiden Strahlensitze, von denen der
erste umkehrbar ist, der zweite nicht. Es seien g und g’ zwei nicht zusammenfallende
Geraden mit dem Schnittpunkt S, 4;, ¢ = 1, 2, zwei S nicht enthaltende Geraden, die
mit g die Schnittpunkte 4; und mit g° die Schnittpunkte 4] haben, und es sei ent-
weder Sed,4,, 8 € AjA; oder S¢ 4, 4,, S ¢ A{ 4] (Bild 12).

Bild 12

Dann gelten folgende Sitze:

Satz IV.1

Satz IV.2

1. Strahlensatz: Es sei k, ||h,, dann gilt:
1S4,] : |S4;] = |S4,| : |84, (16)
Umbkehrung des 1. Strahlensatzes: Es gelte (16), dann ist &, || &,.
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Satz IV.3

Satz IV.4

Satz IV.5

Satz IV.6

Satz IV.7

Satz IV.8

Def. IV .3

Satz IV.9
Satz IV.10

Satz IV.11

2. Strahlensatz: Es sei b || by, dann gilt:
|4, 47| : |4245] = |SA4,|: |S4,|.
Das Dreieck A ist dem Dreieck A’ genau dann dhnlich, wenn sich die Seiten-

lingen von A mit a, b, ¢ und von A’ mit a’, ¥, ¢’ so bezeichnen lassen, dafl
in einem der vier folgenden Fille samtliche Relationen erfiillt sind:

. a=« und f=4¢, (. Ahnlichkeitssatz oder Haupt-
dhnlichkeitssatz),

2. a:d=b:b=c:c, (2. Ahnlichkeitssatz),

3. a:d=b:% und y=19, (3. Ahnlichkeitssatz),

4. a:a' =b:% und ax=b, a=o (4. Ahnlichkeitssalz).

Alle nicht zu einem Punkt ausgearteten Kugeln sind einander &hnlich, und
alle nicht zu einem Punkt ausgearteten Kreise sind einander dhnlich.

Durch drei paarweise voneinander verschiedene, nicht auf derselben Ge-
raden gelegene Punkte 4, B, C gibt es stets genau einen Kreis, den in ¢4g¢
gelegenen Umkreis von A\ ABC.

Durch vier paarweise voneinander verschiedene, nicht in derselben Ebene
gelegene Punkte gibt es stets genau eine Kugel.

Ist k& ein Kreis und g eine in der Ebene von k gelegene Gerade, so hat g mit
k entweder keinen Punkt gemeinsam (dann liegt ¢ ganz auBerhalb von
k, und % liegt ganz auf ein und derselben Seite von g) oder genau einen
Punkt gemeinsam (dann liegt mit Ausnahme dieses Punktes g ganz auller-
halb von &, und % liegt ganz auf ein und derselben Seite von g) oder genau
zwei Punkte gemeinsam (dann liegt die von ihnen begrenzte Strecke mit
Ausnahme ijhrer Endpunkte ganz im Innern von %k, und die iibrigen Teile
von g liegen ganz auBerhalb von %k, und es gibt auf beiden Seiten von g
Punkte von k). Weitere Fille gibt es nicht.

Hat die in der Ebene des Kreises k gelegene Geérade g mit & genau einen
Punkt B gemeinsam, so heilen g Tangente an k und B Beriihrungspunkt.
Hat g mit k& genau zwei Punkte A, B gemeinsam, so heiBen g Sekante, AB
Sehne von k und jede der beiden Mengen aller Punkte von k, die auf der-

selben Seite von g liegen, ein von 4 und B begrenzter (Kreis-)Bogen 4B
des Kreises k.

Ist AB Sehne, aber rﬁcht Durchmesser des Kreises %, so steht 4B auf dem
Durchmesser CD von k genau dann senkrecht, wenn dieser den Mittelpunkt
von AB enthilt.

Die den Punkt B des nicht zu B ausgearteten Kreises k enthaltende, in
der Ebene von & gelegene Gerade g ist genau dann Tangente an %, wenn sie
auf dem Durchmesser von k durch B senkrecht steht.

Bedeuten 4, A', B, B’, S fiinf paarweise voneinander verschiedene in der-
selben Ebene gelegene Punkte, von denen keine vier auf derselben Geraden
liegen, wihrend A, B, S und 4’, B’, S je auf derselben Geraden liegen und
zwar so, daB entweder S € AB und Se€A’B’ oder S¢ AB und S¢ A'B’
gilt, so liegen A4, B, A’, B’ auf demselben Kreis k genau dann, wenn

|SA| . ]SBI = |SA’| . |SB’| )]
ausfillt.



Im Falle A = B oder A’ = B’ ist unter den iibrigen Voraussetzungen (17)
genau dann erfiillt, wenn A, B, A’, B” auf demselben Kreis k liegen und g5,
bzw. g5, Tangente an k ist.

Der Teil des Satzes IV.11, der aussagt, daB aus der angegebenen Lage der Punkte die
Beziehung (17) folgt, ist eine Zusammenfassung des Sehnen-, Sekanten-, und Sekanten-
tangentensatzes (Bild 13).

Satz IV.12

Def. IV .4

Satz IV.13

Satz I1V.14

Def. IV.5

Satz IV.15

Bild 13

Zu jedem Kreis k gibt es durch jeden auBerhalb von k gelegenen Punkt P
genau zwel Tangenten an k. Sind 4 und B die Beriihrungspunkte und M
der Mittelpunkt von k, so gilt |PA| = |PB|, |<xAPM| = |< BPM|, und
gpar ist Mittelsenkrechte von AB.

Sind A und B zwei Punkte des Kreises & mit dem Mittelpunkt M, so heiGt
der von M A, MB und einem der von 4 und B begrenzten Bogen von k
berandete Teil der Kreisfliche Kreissektor oder Kreisausschnitt, der von AB
und einem dieser Bogen berandete Teil Kreissegment und der in dem Segment
gelegene Teil der Mittelsenkrechten von AB in der Kreisebene Hoke des
Segmentes.

Bei den Bezeichnungen von Def. IV .4 seien b die Linge eines von 4 und
B begrenzten Bogens von k&, der nicht auf derselben Seite von g ,p liegt wie
M, o die im GradmalB gemessene Grofle von < AMB, r der Radius, « der
Umfang, I der Flicheninhalt von & und Ig der Flicheninhalt des Kreis-
sektors, dessen gekriimmter Randteil der genannte Bogen der Lange b ist.
Dann gilt:

uw=2xrr, I=rxr} 2I3=0br, 180°:-b = na. (18)

Ist ¢ eine Ebene und x eine Kugel, so hat & mit x entweder keinen Punkt
gemeinsam — dann liegt ¢ ganz auBerhalb von » und % ganz auf ein und der-
selben Seite von ¢ — oder genau einen Punkt B gemeinsam — dann liegt mit
Ausnahme von B die Ebene ¢ ganz aullerhalb von » und » ganz auf ein und
derselben Seite von ¢ — oder genau einen Kreis k£ gemeinsam —dann liegt das
Innere von k ganz innerhalb und das AuBere von k ganz auBerhalb von x,
und es gibt auf beiden Seiten von & Punkte von ». Andere Falle gibt es nicht.

Haben die Ebene ¢ und die Kugel # genau einen Punkt B gemeinsam, so
heiBt ¢ Tangentialebene an » und B Berihrungspunkt. Haben ¢ und »
einen Kreis gemeinsam, dann heiBt jede der beiden Mengen aller Punkte
von %, die auf derselben Seite von & liegen, Kugelkappe oder Kalotte und
jede der beiden Mengen aller Punkte des von » begrenzten Kugelkérpers,
die auf derselben Seite von ¢ liegen, Kugelsegment.

Schneidet die Kugel » die nicht durch ihren Mittelpunkt gehende Ebene ¢
in dem Kreis k, so steht ¢ auf dem Durchmesser AB von x genau dann
senkrecht, wenn A B den Mittelpunkt von k enthilt.
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Satz IV.16

Def. IV.6

Satz IV.17

Satz IV.18

Satz IV.19

Def. IV.7

Satz 1V.20

Satz IV.21

Satz IV.22

Satz IV.23

Def. IV.8

30

Hat die Ebene ¢ mit der nicht zu einem Punkt ausgearteten Kugel » den
Punkt B gemeinsam, so ist sie genau dann Tangentialebene an x, wenn
der B enthaltende Durchmesser von » auf ¢ senkrecht steht.

y sei ein Kugelsegment, das von dem von » begrenzten Kugelkérper durch
die Ebene ¢ abgeschnitten wird, und AB sei der auf ¢ senkrecht stehende
Durchmesser von . Dann hei}t die in y gelegene Teilstrecke von AB
Héhe von y.

Es seien » eine Kugel vom Radius », I ihr Flicheninhalt, ¥ das Volumen
des von ihr begrenzten Kugelkérpers, V), das Volumen eines Segmentes
von » mit der Hohenldnge & und I, der Flicheninhalt der zugehorigen
Kalotte. Dann gelten die Formeln:

4 -
I=4nr’, V=g, I =2mrh, =%h2(3r—h). (19)

Zwei nicht zusammenfallende Kreise in ein und derselben Ebene haben
entweder keinen Punkt, genau einen Punkt oder genau zwei Punkte ge-
meinsam ; der erste Fall liegt genau dann vor, wenn einer der beiden Kreise
ganz auBlerhalb des anderen liegt. Im letzten Fall liegt jeweils von den
beiden Bogen, in die ein jeder der beiden Kreise durch die Schnittpunkte
zerlegt wird, der eine ganz innerhalb und der andere ganz auBerhalb des
anderen Kreises. '

Die Menge der Mittelpunkte aller Kreise des Raumes, die die beiden Punkte
A und B, A + B, gemeinsam haben, ist die Symmetrieebene der Strecke
AB (vgl. Def. I1.6).

Haben zwei Kreise (die Kreise diirfen auch zusammenfallen) einen gemein-
samen Punkt B und in B eine gemeinsame Tangente, so beriihren sie sich
in B. Liegen dabei beide Kreise in derselben Ebene und einer der beiden
Kreise ganz innerhalb der anderen Kreisfliche, so beriihrt er den anderen
Kreis von innen, liegen beide Kreise bis auf ihren Beriihrungspunkt auBer-
halb voneinander, so beriikrt jeder von ihnen den anderen won aufen.

Die Menge der Mittelpunkte aller Kreise des Raumes, die den nicht zu
einem Punkt ausgearteten Kreis k£ in dem Punkt B berithren, ist die auf der
Tangente an k& durch B senkrecht stehende Ebene durch B.

Zwei in derselben Ebene gelegene nicht zusammenfallende Kreise beriihren
sich dann und nur dann, wenn sie genau einen gemeinsamen Punkt haben.

Zwei nicht zusammenfallende Kugeln haben entweder keinen Punkt, genau
einen Punkt oder genau einen Kreis gemeinsam. Der erste Fall liegt genau
dann vor, wenn eine der beiden Kugeln ganz auBerhalb der anderen liegt.
Im letzten Fall liegt jeweils von den beiden Kalotten, in die k eine jede der
beiden Kugeln zerlegt, die eine ganz innerhalb und die andere ganz aulBer-
halb der anderen Kugel.

Die Menge der Mittelpunkte aller Kugeln, die den Kreis ¥ gemeinsam
haben, ist die auf der Kreisebene senkrecht stehende Gerade durch den
Mittelpunkt von k.

Haben zwei Kugeln (die Kugeln diirfen auch zusammenfallen) einen ge-
meinsamen Punkt B und in B eine gemeinsame Tangentialebene, so be-
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Satz IV.25

rithren sie sich in B. Liegt dabei eine der beiden Kugeln ganz innerhalb
des anderen Kugelkorpers, so beriikrt sie die andere Kugel von innen. Im
anderen Fall, in dem beide Kugeln bis auf den Berithrungspunkt aufBerhalb
voneinander liegen, beriihrt jede von ihnen die andere von aufen.

Die Menge der Mittelpunkte aller Kugeln, die die nicht zu einem Punkt
ausgeartete Kugel » im Punkt B beriihren, ist die auf der Tangentialebene
an » durch B senkrecht stehende Gerade durch B.

Zwei nicht zusammenfallende Kugeln beriihren sich dann und nur dann,
wenn sie genau einen gemeinsamen Punkt haben.

V. Polyeder; gekriimmte Flichen

Def. V.1

Polyeder

Sind die » paarweise voneinander verschiedenen Vielecksflichen @,,
i=1,...,n, n =4, derart im Raum gelegen, daB jede Seite jedes der @, Seite
von genau zweien der @, ist und je zwei der @, hochstens eine Seite gemein-
sam haben, so bilden die @, zusammen mit ihren Seiten und Ecken ein
Polyeder I1. Dabei heifit jede der @, Seitenfliche oder auch Seite von I,
jede Seite jedes der @, heillt Kante von /7 und jede Ecke eines der @, heifit
Ecke von I1. Jede Strecke, deren Endpunkte Eckpunkte von /7 sind, und
die selbst nicht Kante ist, heit Flichendiagonale, wenn sie Diagonale einer
Seitenfliche @; ist, andernfalls Raumdiagonale. Falls nichts zusétzlich be-
merkt wird, verstehen wir unter einer Diagonale eine Raumdiagonale. Es
werden nur solche Polyeder betrachtet, die sich nicht selbst durchsetzen,
d.h. bei denen die Menge der gemeinsamen Punkte je zweier der @, ent-
weder Seite oder Ecke beider @, oder leer ist, und die zusammenhingend
sind, d.h. bei denen man von jeder Ecke zu jeder Ecke auf Kanten ,,wan-
dern* kann. Je zwei Seitenflichen mit gemeinsamer Kante heifflen benach-
bart. Jedes Polyeder bildet zusammen mit seinem Innern! einen Polyeder-
korper, dessen Rauminhalt auch als Volumen des Polyeders bezeichnet wird.
Die Summe der Flicheninhalte der @, heillt der Flickeninhalt des Poly-
eders 1. Liegt die Verbindungsstrecke je zweier Punkte von I7 ganz in
dem zugehorigen Polyederkérper, so heiit I konvex. Ist IT ein konvexes
Polyeder, so heilt jeder Winkel zwischen zwei benachbarten Seitenflichen
(vgl. 1.16) Innenwinkel von I1.2 (Das Bild 14 zeigt ein Polyeder mit
16 Ecken, 32 Kanten, 16 Flichen.)

I4
N\

\
[V
1
\
kY]
——————

e b ) &

A1l
4

Wr\

Bild 14 =

1 Das Innere kann éhnlich wie in der FuBnote zu Satz III1.4 erklirt werden.
? Bei nicht konvexen Polyedern verwendet man zur Definition des Innenwinkels einen geeignet
orientierten Winkel.
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Unter einem Tetraeder versteht man
ein aus vier Seitenflichen bestehen-
des Polyeder (Bild 15).

Bild 15

Jedes Tetraeder ist konvex, besteht aus vier Dreiecksflichen @, und hat
vier Ecken 4; und sechs Kanten 4,4,, ¢, j=1,2,3,4, ¢ & j, wobei die
Bezeichnung so gewahlt werden kann, da8 4, nicht in der Ebene von @,
liegt. Ist (7,4, k, I) irgendeine Anordnung der Zahlen (1, 2, 3, 4), so sind
94,45 und g4, 4, windschief zueinander.

Bei den Bezeichnungen von Satz V.1 heilt 4, die @, gegentiberliegende Ecke,
das Lot A4, F, von 4, auf die @, enthaltende Ebene heilt Hohe des Tetra-
eders auf @;, 4,4, und 4,4, heilen Gegenkanten. Jedes Tetraeder, dessen
sdmtliche Seitenflichen gleichseitige Dreiecke (mit der Seitenlinge a) sind,
heiBt regelmdfiges Tetraeder (mit der Kantenlinge a).

Fiir das Volumen V jedes Tetraeders gilt die Formel

wenn G den Flicheninhalt einer Seitenfliche und % die Linge der Hohe
durch die ihr gegeniiberliegende Ecke bedeuten.

Insbesondere gilt fiir das Volumen V und den Flicheninhalt I jedes regel-
méiBigen Tetraeders mit der Kantenlinge a:

V= VT; -a®, I=a%3. (20)

Hexaeder _/
Unter einem Hezxaeder versteht man ein Bild 16 E

aus sechs Seitenflichen bestehendes
Polyeder. Jedes Hexaeder, bei dem jede Seitenfliche eine Parallelogramm-
fliche ist, heifit Parallelepiped (Bild 16).

Jedes Parallelepiped ist konvex und hat acht Ecken und zwolf Kanten, die
drei Quadrupel paralleler Strecken bilden. Die sechs Seitenflichen bilden
drei Paare paralleler, einander gegeniiberliegender Seitenflichen.

Das Lot von einem Punkt einer Seitenfliche von I7 auf die Ebene der ihr
gegeniiberliegenden Seitenfliche @ heifit zu der Seitenfliche @ gehorige
Héhe von I1.

Sind I der Flicheninhalt einer Seitenfliche des Parallelepipeds und & die
zugehorige Hohenldnge, so gilt

V=I:-h
fiir das Volumen V von [].

Jedes Parallelepiped, dessen simtliche Seitenflachen Rechtecksflichen sind,
heiBt Quader.
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Satz V.6

Def. V.9

Satz V.7

3 [002171]

Sind a, b, ¢ die Léngen dreier von derselben Ecke ausgehender Kanten eines
Quaders, so gelten fiir dessen Diagonalenlinge d und fiir das Volumen ¥V
des zugehoérigen Quaderkdrpers die Formeln:

d=)a®+b*+¢% V=a-b-c. 21)
Jeder Innenwinkel eines Quaders ist ein rechter Winkel.

Jeder Quader, dessen simtliche Seitenflichen Quadratflichen sind, heiBt
Wiirfel.

Fiir die Diagonale d jedes Wiirfels mit der Kantenlinge ¢ und das Volumen
V des zugehorigen Wiirfelkorpers gelten die Formeln:

d=a)/3, V=2d (22)

Oktaeder

Ein Oktaeder ist ein aus acht Seiten-
flichen bestehendes Polyeder (Bild
17). Ist jede der acht Flichen eine
gleichseitige Dreiecksfliche, so heillt
das Oktaeder regelmdfig.
Bild 17

Jedes regelmifBige Oktaeder ist konvex und hat sechs Ecken, von denen
jede mit vier der iibrigen durch eine Kante verbunden ist, und zwolf Kan-
ten, die sechs Paare paralleler Kanten bilden. Die acht Seitenflichen bilden
vier Paare paralleler Flichen. Die Mittelpunkte der Seitenflichen jedes
regelmiBigen Oktaeders bilden die Ecken eines Wiirfels, und die Mittel-
punkte der Seitenflachen jedes Wiirfels bilden die Ecken eines regelmafigen
Oktaeders. Fiir den Flicheninhalt I jedes regelmiBigen Oktaeders mit der
Kantenlinge a und das Volumen V des zugehérigen Oktaederkorpers gel-
ten die Formeln:

I=2a%3, V=K3ga3. (23)

Prisma

Unter einem Prisma versteht man ein Polyeder, das aus zwei kongruenten,
in nicht zusammenfallenden parallelen Ebenen gelegenen n-Ecksflichen,
der sogenannten Grund- und Deckfliche, und n, n = 3, Parallelogramm-
flichen, den sogenannten Mantelfldchen, besteht.

Sind % der Abstand der Grundflichenebene von der Deckflichenebene und
I der Inhalt der Grundfliche eines Prismas, so hat der zugehorige Prismen-
korper das Volumen

V=1I-bh.
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-

Pyramide

Unter einer Pyramide versteht man ein aus einer ausgezeichneten n-Ecks-
flache und #, n = 3, Dreiecksflichen bestehendes Polyeder. Die ausgezeich-
nete n-Ecksfliche heillt die Grundfliche der Pyramide, jede der iibrigen
n Seitenflichen Mantelfliche. Die den n Mantelflichen gemeinsame Ecke S
heifit die Spitze der Pyramide, und das Lot von S auf die Grundflichen-
ebene heift die Hoke der Pyramide.

Eine Pyramide, deren Grundfliche die Fliche eines regelmiBigen n-Ecks
ist, heiBit gerade, wenn ihr HéhenfuBpunkt Mittelpunkt des n-Ecks (vgl.
Satz IT1.7.a) ist.1

Jede Pyramide mit dem Grundflicheninhalt I und der Hohenlinge % be-
grenzt einen Pyramidenkdrper vom Volumen
I-h

3

Wenn keine Verwechslungen zu befiirchten sind, wird anstelle von Pyra-
midenkérper aus traditionellen Griinden auch das Wort Pyramide gebraucht.

Einige gekriimmte Flichen

Schneidet man einen Kreiszylinder (Def. I1.4), der die Achse g und den
Radius r hat, mit zwei zu g senkrechten Ebenen, die den Abstand A von-
einander haben, so heiBt der von den beiden Schnittkreisen begrenzte end-
liche Teil des Zylinders Zylindermantel. Jede auf ihm gelegene, die beiden
Kreise verbindende Strecke heifit Mantellinie. Der Zylindermantel schlieBt
zusammen mit den beiden von seinen Randkreisen begrenzten Kreisschei-
ben einen (geraden) Kreiszylinderkérper vom Radius  und der Héhenlinge
h ein.

Wenn keine Verwechslungen zu befiirchten sind, wird, dem iiblichen Sprach-
gebrauch folgend, statt Zylinderkorper auch das Wort Zylinder verwendet.

Fiir den Flicheninhalt I jedes Zylindermantels vom Radius r und der
Hohenldnge 4, die Mantellinienldnge I (alle Mantellinien desselben Zylinder-
mantels haben die gleiche Linge) und das Volumen des zugehorigen Zylin-
derkérpers gilt:

I=2rrh, Il=h, V==rh.

Schneidet man einen (Doppel-)Kegel (Def. IL5), der die Spitze S und die
Achse g hat, mit einer zu ¢ senkrechten Ebene, so heiBt der von dem Schnitt-
kreis & und der Spitze S begrenzte endliche Teil des Kegels Kegelmantel.
Ist A ein auf k gelegener Punkt, so heiBt AS Mantellinie und k Grundkreis
des Kegelmantels.

Allgemein heiit eine Pyramide gerade, wenn ihr HohenfuBpunkt der Schwerpunkt des Grund-

flichen-n-Ecks ist. Der Schwerpunkt eines Dreiecks ist in Satz III.17 erklért. Der Schwerpunkt
jedes Parallelogramms ist dessen Diagonalenschnittpunkt. Eine Definition des Schwerpunktes eines
allgermeinen n-Ecks geschieht am einfachsten mit Mitteln der analytischen Geometrie oder der
Vektorrechnung und wird hier nicht gegeben. Diese Fille kommen in den Aufgeben nicht vor.
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Jeder Kegelmantel begrenzt zusammen mit seiner Grundkreisfliche einen
(geraden) Kreiskegelkorper. Das Lot SM von § auf die Grundkreisebene
heiBt die Hohe des Kegelkorpers.

Dem iiblichen Sprachgebrauch entsprechend, wird sowohl anstelle von
Kegelmantel als auch anstelle von Kegelkorper kurz das Wort Kegel be-
nutzt, falls keine Verwechslungen zu befiirchten sind.

Satz V.10 Der HohenfuBpunkt jedes Kegelkorpers ist dessen Grundkreismittelpunkt
M. Zwischen dem Flacheninhalt I, dem Grundkreisradius r, der Mante!-
linienlinge s (alle Mantellinien desselben Kegelmantels haben die gleiche
Linge), der Hohenlange 4 jedes Kegelmantels vom Offnungswinkel 2« und
dem Volumen V des zugehérigen Kegelkorpers bestehen die folgenden Re-
lationen:

h r

- (24)
COS X S 2

1

V=3

rrih, I=xnrs, s= ]/7'2 + R =

VI. Konstruktionen

Bei einer Konstruktionsaufgabe, z. B. ein Dreieck aus drei gegebenen Stiicken mit Zirkel
und Lineal (etwas genauer gesagt: unter alleiniger Zuhilfenahme von Zirkel, Lineal ohne
Skale und Bleistift! auf einem Blatt Papier) zu konstruieren, entstehen i.allg. folgende
Fragen:

(1) Wie viele (paarweise voneinander verschiedene) Figuren der geforderten Art gibt
es iiberhaupt? Dabei hingt die Antwort i.allg. von den tatsidchlichen GréBen der
als gegeben zu betrachtenden Stiicke ab. Die GroBen der ,,gegebenen‘ Stiicke
(Parameter) sind vielfach gar nicht ,,gegeben, sondern in gewissen Bereichen
variabel, aber bei jeder einzelnen der auszufiihrenden Konstruktionen als fest-
gehalten zu denken.

(2) Wie konnen alle diese Figuren konstruiert werden? Die Antwort ist in der Be-
schreibung eines Konstruktionsverfahrens zu sehen. Da im allgemeinen Fall un-
endlich viele Parameterwerte zu betrachten sind, kénnen nicht alle Figuren tat-
sichlich konstruiert werden.

Bemerkung 1:

Bei ,,besonders einfachen‘ Aufgaben in unteren Klassenstufen sowie auch im konkreten Anwendungs-
fall in der Technik brauchen vielfach nur endlich viele Parameterwerte betrachtet zu werden. Wenn
dies nicht zu viele sind, kénnen siémtliche Lisungen auch tatsichlich konstruiert werden.

Bemerkung 2:

In den unteren Klassen gibt es bei den einfacheren Aufgaben genau eine Figur der verlangten Art,
und es wird zur Erleichterung vom Schiiler nicht der Nachweis dieser Tatsache vcrlangt, sondern
er darf - vielfach durch die Anschauung gestitzt — ochne Beweis von dieser Tatsache ausgehen. Haufig
wird sogar nur die Angabe einer Konstruktionsvorsehrift, ja manchmal sogar nur die Ausfithrung
einer Konstruktion ohne Beweis fiir deren Richtigkeit verlangt. Die Xonstruktionsaufgaben in den

1 Anstelle dieser Geriite konnen auch équivalente andere zugelassen werden, z.B. ReiBfeder, Reoil-
schiene o.4. Manchmal wird zur Vereinfachung der Ausfithrung auch die Verwendung von Parallel-
linealen und Zeichendreiecken (fir die Abtragung rechter Winkel) erlaubt. Die Benutzung einer
Skale (z. B. em-Skale) und Winkelmesser (Transporteur) ist nur zuléssig, um die ,,gegebenen Stiicke**
einmalig auf dem Zeichenblatt aufzutragen. Nicht zulédssig ist in diesemm Rahmen die Benutzung
von Inversoren, Ellipsenzirkeln, mit ReiBnigeln befestigten Fiaden u.a.m.
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Mathematik-Olympiaden der hdheren Stufen (3. und 4. Stufe, Olympiadeklasse 9 bis 11/12) sind
nicht in dieser vereinfachten Form, sondern in dem unter (1) und (2) erliuterten Sinn zu verstehen,
wobel eine solche Figur wirklich gezeichnet werden soll.

Bemerkung 3:

Bei der Behandlung der Aufgaben soll, wenn nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird, an-
genommen werden, daB alle ,,gegebenen‘‘ Streckenldngen und Winkelgro8en ungleich Null sind und
daB zur Ausfihrung der Konstruktion Zeichenblétter, Lineale und Zirkel beliebiger GréBen zur
Verfiigung stehen.

Fir theoretische Zwecke wire eine Beschrinkung der GréBenverhiéltnisse ohnehin nicht am Platze,
und fir praktische reichen die wirklich vorhandenen Hilfsmittel gewohnlich aus. — Niemand wird
z.B. in die Verlegenheit kommen, die Konstruktion eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Katheten
die Liéngen 1 Lichtjahr und 1 Nenometer haben, ausfithren zu sollen, obwohl dieser Fall natiirlich
in einer allgemeinen Konstruktionsbeschreibung fiir ein rechtwinkliges Dreieck mit gegebenen Ka-
thetenldngen enthalten ist.

Bemerkung 4:

Die Konstruktion einer Geraden, die ja in ihrer Gesamtausdehnung nie gezeichnet werden kann
(dhnliches gilt auch fiir einen Strahl), ist als die Konstruktion zweier ihrer Punkte aufzufassen, auch
wenn diese dicht beieinander liegen und daher eine befriedigende technische Ausfithrung der Kon-
struktion des ganzen auf dem Zeichenblatt liegenden Teiles der Geraden noch erhebliche Schwierig-
keiten bereiten kann. Als Gegenstick hierzu sei auBerdem an die bekannte Aufgabe erinnert, eine
Gerade durch einen gegebenen Punkt des Zeichenblattes und den nicht auf diesem gelegenen Schnitt-
punkt zweier anderer gegebener Geraden zu konstruieren — iibrigens ein Fall, in dem einmal nicht
ein Blatt beliebiger GroBe als vorhanden vorausgesetzt wird.

Zur Behandlung von Konstruktionsaufgaben im Sinne der Beantwortung der Fragen
(1) und (2) haben sich verschiedene Verfahren herausgebildet, die man in das folgende
Schema S bringen kann.

Schema S besteht aus vier Teilen:

a)  Analyse (oder auch Analysis). Unter der Annahme, daB es eine allen Bedingungen
der Aufgabe geniigende Figur gibt, wird diese in Teilfiguren zerlegt, die nach-
einander mit Hilfe bekannter Verfahren aus den gegebenen Stiicken konstruier-
bar sind, so daB sich ein Satz folgender Art ergibt:

,,Wenn es eine allen Bedingungen der Aufgabe geniigende Figur gibt, so kann diese
auf folgende Weise konstruiert werden.** Dann folgt die im Satz angekiindigte
Beschreibung der Konstruktion.

b)  Konstruktion (auch Synthese genannt). Es wird angegeben, welche Zeichenschritte
auszufiithren sind, um eine gesuchte Figur zu erhalten. Dabei ist es zuldssig, die
nach der folgenden Bemerkung 2 als bekannt anzusehenden Schritte zu zitieren.

Bemerkung 1:

Es wird nicht ausgesagt, daB eine solche Figur nur auf die angegebene Weise konstruiert werden
kann, es kann durchaus so sein, daB es noch andere Konstruktionsméglichkeiten fiir dieselbe Figur
gibt. Es ist also i.allg. nicht so, daB eine Figur nur dann alle Bedingungen der Aufgabe erfiillt, wenn
sie auf die angegebene Weise konstruiert worden ist, sondern wenn sie so konstruierbar ist. Soll eine
andere Konstruktion gew#hlt werden, mu8 allerdings eine andere Analyse vorausgehen.

Bemerkung 2:

Bei der Beschreibung von Konstruktionen mit Zirkel und Lineal werden die folgenden elementaren
Konstruktionen als bekannt angesehen:

Abtragen einer Strecke gegebener Linge auf einer Geraden,

Abtragen eines Winkels gegebener Grée an einen Strahl,

(Zeichnen eines freien Schenkels)

Konstruktion eines rechten Winkels,
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Fiillen eines Lotes von einem Punkt auf eine Gerade,
Konstruktion der Parallelen zu einer gegebenen Geraden durch einen gegebenen Punkt,
Konstruktion der Mittelsenkrechten einer Strecke,
Halbierung eines Winkels,
Konstruktion des Kreisbogens aus Def. I1.7,
Konstruktion eines Dreiecks aus
drei Seiten,
zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel,
zwei Seiten und dem Gegenwinkel der groBeren,
einer Seite und zwei Winkeln,
Konstruktion von Um- und Inkreis eines Dreiecks,
Teilung einer Strecke in gegebenem rationalen Verhiltnis,
Konstruktion der Tangenten von einem gegebenen Punkt an einen gegebenen Kreis,
Konstruktion eines Rechtecks aus gegebenen Seitenldngen.

c) Satz (mit Beweis). Dieser Teil besteht aus der Formulierung und dem Beweis der
Umkehrung des unter a) genannten Satzes. Es ist also folgender Satz zu be-
weisen:

,»Wenn jeder der in der Konstruktionsbeschreibung b) angegebenen Schritte aus-
fithrbar ist (evtl. auf mehrere Arten), so geniigt jede dabei entstehende Figur
allen Bedingungen der Aufgabe.*

Bemerkung :

Damit diese Umkehrung iiberhaupt richtig ist, muB .die Konstruktion b) und somit die Analyse a)
geeignet gewihlt werden: Diese ,,geeignete Wahl ist als eine der Hauptleistungen bei der Losung
der Aufgabe anzusehen.

d)  Determination (auch Diskussion genannt). Sie besteht aus zwei Teilen:

)  Existenz: Es wird dargelegt, in welchen Fillen jeder und in welchen Fillen
nicht jeder der in b) angegebenen Konstruktionsschritte ausfithrbar ist.

B) Eindeutighkeit (bzw. Mehrdeutigkeit). Fiir jeden Fall, in dem sémtliche Kon-
struktionsschritte nach b) ausfiithrbar sind, wird angegeben, auf wie viele
Arten dies moglich ist und welche Folgen die verschiedenen Ausfithrungen
fiir die Endfigur haben (also wie viele inkongruente Endfiguren man erhalt,
wenn es nicht auf die Lage ankommt).

Mit der Ausfithrung der Teile a) bis d) ist die Aufgabe im Sinne der Fragen (1) und (2)
gelost, d.h., es ist eine vollstindige Losung angegeben worden. Wenn namlich nicht alle
Konstruktionsschritte b) ausfiihrbar sind, so gibt es wegen des Satzes in a) keine Figur
der geforderten Art, wihrend sich anderenfalls aus ¢) und d) die Anzahl der existieren-
den Figuren der verlangten Art ergibt. Dazu 148t sich jede von diesen gemall b) kon-
struieren.

Soll dem Schiiler zur Erleichterung bei einer Konstruktionsaufgabe die Behandlung
gewisser Teile der vollstindigen Losung erlassen werden, so ist dies bereits bei der
Aufgabenstellung deutlichzumachen, wodurch strenggenommen eine andere Aufgabe
entsteht. Bei einem Wettbewerb, wo die Schiiler in einer festgelegten Zeit ihre Arbeiten
beenden miissen, ist eine solche Erliuterung von groBer Bedeutung, da i.allg. fir
zusitzliche Betrachtungen (bzw. die Lésung einer die gestellte Aufgabe enthaltenden
Aufgabe) keine zuséatzlichen Punkte gegeben werden und die hierfiir aufgewendete Zeit
evtl. bei der Losung anderer Aufgaben fehlt.
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1. GEOMETRIE IN DER EBENE

A1 AABC sei ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Hypotenuse AB die Linge
|AB| = 25 und dessen eine Kathete BC die Linge |BC| = 20 hat. Auf
dieser Kathete wird die Strecke BD der Linge |BD| = 15 abgetragen.
E sei der in diesem Fall auf AB gelegene Fuipunkt des Lotes DE von
D auf g 5.
Berechnen Sie den Umfang des Dreiecks BDE!
(4/9/1y

A.1.2 Aus der Figur zum Lehrsatz des
Pythagoras (Bild A.1.2) mache man
durch Verbinden der dufleren Eck- C
punkte ein Sechseck. Sein Flachen- :
inhalt soll durch die Kathetenldngen ) 7
des Ausgangsdreiecks ausgedriickt
werden !
(2/10/3)

Bild A.1.2
A13 Von sechs Orten 4, B, C, D, E und F ist iiber ihre Entfernungen (in km)

40

voneinander folgendes bekannt:

|AB| =30, |AE|=63, |AF| =50, |BF|=40, |CD|=49,
|CE| = 200, |DF|= 38.

Welche Entfernung haben B und D voneinander?
(6/10/3)

1 Vgl. den Hinweis im Vorwort!



A4

A15

A1.6

A7

A.1.8

A19

AABC sei ein Dreieck mit | CBA| = 45°. P sei ein Punkt auf der Seite
BC. Es sei |BP|: |PC| =1:2und | X CPA| = 60°.

Man ermittle ohne Benutzung der Trigonometrie die Grofe | < ACB]|.
(3/11.12/4)

Beweisen Sie, dafl in jedem Dreieck die Summe der Lingen der Seiten-
halbierenden kleiner als der Umfang des Dreiecks ist!

(2/10/4)

Beweisen Sie den Satz:
In keinem rechtwinkligen Dreieck ist die Léange der Hypotenuse kleiner als

das L2 fache der Summe der Kathetenlédngen.

(6/9/3)

a)  Folgender Satz ist zu beweisen:
Fiir jedes Dreieck mit den Seitenlingen a, b, ¢, den zugehorigen
Héhenlédngen A, , &, und A, und mit a = b gilt:

a+hy,=b+h,. *)

b)  Man untersuche, wann dabei in (*) das Gleichheitszeichen steht!
(3/10/2)

Beweisen Sie folgenden Satz:
Ist das Dreieck 4 BC rechtwinklig, so gilt fiir jeden Punkt M auf der Hypo-
tenuse AB

|AM|?- |BC|? + |BM|2- |AC|> = |CM|*. |AB|.
(4/10/4)

Gegeben seien zwei dhnliche Dreiecke mit den in dieser Reihenfolge ein-
ander entsprechenden Seitenlingen a,, b;, ¢; bzw. a,, b,, ¢,. Ist ein Drei-
eck mit: den Seitenlingen a; + a,, b, + by, ¢, + ¢, zu den gegebenen &hn-
lich?

Beweisen Sie Thre Behauptung

a)  geometrisch,
b) arithmetisch !

(1/9/2)
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A1.10

A.1.11

A.1.12

A.1.13

A1.14

42

In einem Zirkel Junger Mathematiker wird folgende Aufgabe gestelit:
Gegeben ist ein Dreieck ABC'; gesucht ist ein gleichseitiges Dreieck PQR
so, daB3 P innerer Punkt der Strecke BC, @ innerer Punkt der Strecke CA4
und B innerer Punkt der Strecke 4B ist.

Bei der Diskussion iiber diese Aufgabe werden verschiedene Meinungen ge-
duBert:

Anita glaubt, daB3 die Aufgabe nicht fiir jedes Dreieck 4 BC lésbar ist.
Berthold ist der Meinung, daB es fiir jedes Dreieck 4 BC genau eine Losung
gibt.

Claus behauptet, fiir jedes Dreieck 4 BC gelte folgendes: ,,Es gibt unendlich
viele Losungen, und alle Losungsdreiecke PQR sind einander kongruent.
Dagmar meint zwar auch, fiir jedes Dreieck ABC gebe es unendlich viele
Loésungen, sie behauptet dann aber weiter: ,,Es gibt wenigstens ein Dreieck
ABC mit der Eigenschaft, daB nicht alle Dreiecke PQR, die als Losung auf-
treten, einander kongruent sind.*

Untersuchen Sie diese Meinungen auf ihre Richtigkeit!

(6/10/4)

Gegeben sei ein Dreieck ABC. Zur Seite BC' wird eine Parallele gezogen, die
die Seiten AB bzw. AC in D bzw. E, D & E, schneide.

In welchem Verhiltnis teilt D die Seite AB, wenn sich die Umfinge der
Dreiecke A DE und A BC zueinander verhalten wie der Inhalt des Dreiecks
ADE zum Inhalt des Trapezes DBCE?

(2/11/3)

Unter allen Strecken M N, die das Dreieck 4 BC in zwei inhaltsgleiche Teile
zerlegen, ist die Anzahl und die Lange aller derjenigen zu ermitteln, die
moglichst kurz sind.

(5/11.12/4)

Man beweise folgenden Satz:
Fiir die GréBen a, i, ¥ der drei Innenwinkel jedes Dreiecks gilt:

a)  sin%z = sin?f + sin?y — 2sinf siny cosa
und

b)  cos?x + cos?f + cos’y + 2cosa cosf cosy = 1.
(3/12/1)

Beweisen Sie folgenden Satz: ,
Fiir die GroBen «, 3, ¢ der drei Innenwinkel jedes Dreiecks gilt:

coto - cotf + cotff - coty + coty - cota = 1.
(6/11.12/2)



AA15

A.1.16

A1.17

A1.18

A1.19

A.1.20

Beweisen Sie den folgenden Satz:
Ein Drejeck, dessen drei Innenwinkel die Grofen «, § und ¢ besitzen, ist
genau dann rechtwinklig, wenn cos 2x +- cos 2 + cos 2y = —1 ist.

(3/12/3)

Es ist folgender Satz zu beweisen:
Sind &, f und y die Groflen der drei Innenwinkel desselben Dreiecks, dann

gilt:
3 *
cosa + cosfi + cosy < 5 (*)

Weiter ist zu untersuchen, wann dabei in (*) das Gleichheitszeichen steht.
(4/11.12/4)

Beweisen Sie, daB fiir jedes Dreieck, dessen drei Innenwinkel die GroBen
o, , y haben,

3
cos?x + cos?f + cos?y = v

gilt!
@/12/2)

Beweisen Sie folgenden Satz:

Wenn bei einem Dreieck der Mittelpunkt des Umkreises und der Mittel-
punkt des Inkreises zusammenfallen, so ist das Dreieck gleichseitig.
(3/10/4) .

Es seien 4 BC ein nicht rechtwinkliges Dreieck und % sein Umbkreis. D sei der
Schnittpunkt der Tangenten £, an k£ in 4 und fz an k in B. Die Parallele
durch D zur Tangente {; an k in C schneide g, in B’ und ggc in 4’. Es
ist zu beweisen, daB unter diesen Voraussetzungen

a) sowohl 4, B’, D als auch 4’, B, D jeweils die Ecken eines gleich-
schenkligen Dreiecks sind,
b)  eseinen Kreis gibt, der durch 4, B, A’, B’ geht.

(2/9/1)

Beweisen Sie ohne Benutzung der Trigonometrie folgenden Satz:
In jedem rechtwinkligen Dreieck ist die Summe der Kathetenlingen gleich
der Summe der Durchmesserlingen von Um- und Inkreis.

(3/9/1)
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Al21

A.1.22

A1.23

A1.24

A.1.25

Beweisen Sie ohne Benutzung trigonometrischer Funktionen folgenden
Satz:
Der Flicheninhalt jedes Dreiecks ist gleich dem Produkt der Seitenlingen
dieses Dreiecks, dividiert durch den vierfachen Umkreisradius des Drei-
ecks.

(5/9/1)

Es sei r der Radius eines Kreises, der beide Katheten der Lingen a bzw. b
eines rechtwinkligen Dreiecks beriihrt und dessen Mittelpunkt auf der Hypo-
tenuse liegt. Es ist zu beweisen, daf

i_1.1
r a b
gilt.
(2/10/1)

Das Dreieck ABC sei gleichschenklig. Sein Umkreis habe den Radius 7,
und den Mittelpunkt M, sein Inkreis den Radius 7, und den Mittelpunkt N.
Beweisen Sie, daBl

|MN| = V"l("l — 2r1,)
ist!
(2/11/1)

A, B, C seien die Ecken eines Dreiecks. Es sei D der FuBlpunkt des Lotes
von 4 auf ggo. Ein Kreis, der die Gerade gg in D beriihrt, schneide die
Strecke AB in den Punkten M und & und die Strecke AC in den Punkten P
und Q.

Man beweise, daf3

|AM| + |AN| _|AP|+|4Q|
|4C] |4B]

ist.
(3/12/2)

Gegeben sind die Langen a und b von parallelen Seiten eines Trapezes. Die
Mittelpunkte seiner Diagonalen seien P und .
Berechnen Sie die Liange der Strecke PQ!

(3/10/2)



A.1.26

A.1.27

A.1.28

A.1.29

A.1.30

Es sei ¥ der Mittelpunkt der Diagonalen DB des Parallelogramms 4 BCD
und F derjenige Punkt auf 4D, fiir den

|DA] : [DF| =3:1
gilt.
Welchen Wert hat das Verhiltnis des Flacheninhalts des Dreiecks DFE zu
dem des Vierecks ABEF?
(6/10/2)

Es sei ein Rechteck mit den Seitenlingen 2a und 2b gegeben. Von der
Rechtecksfliche sind vier kongruente rechtwinklige Dreiecksflichen derart
abgeschnitten, dal die Restfigur die

Flache eines Achteckes bildet, bei I<L.. |
dem alle Seiten gleich lang sind -
(Bild A.1.27). —g
Man berechne die Seitenldngen des S

Achtecks (in Abhéngigkeit von a

und ).

(2/12/4) Bild A.1.27 2a

In dem Viereck 4 BCD wird die Seite AB iiber B hinaus bis zum Punkt £
so verlingert, daB |BE| = |AB| ist. Von jeder der folgenden Bedingungen
ist zu untersuchen, ob sie dafiir notwendig ist, dafl der Winkel <*ACE ein
rechter ist.

Das Viereck ABCD hat

1)  vier kongruente Winkel,

2)  vier kongruente Seiten,

3)  zwei Paare kongruenter Seiten,

4)  zwei kongruente Seiten mit gemeinsamem Eckpunkt,
5)  zwei kongruente Winkel.

(6/9/1)

Gegeben sei eine aus drei kongruenten Quadratflichen zusammengesetzte
Rechtecksfliche (Bild A.1.29).
Es ist zu beweisen, daB fiir die Winkel der Groflen « und 8 der Figur

o« + f = 45° H 6 F £
ist. a
(3/10/4) | 1"
Bild A.1.29 4 B A 0

Es ist der folgende Satz zu beweisen:

Wenn in einem Trapez die Diagonalen aufeinander senkrecht stehen, so
ist die Summe der Quadrate der Diagonallingen gleich dem Quadrat der
Summe der Lingen zweier paralleler Trapezseiten.

(3/9/3)
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A.1.32

A.1.33

A.1.34

A1.35

16

Gegeben sei ein Trapez ABCD, bei dem die Seiten AB und CD parallel
und die Seiten BC und 4D nicht parallel sind. Der Schnittpunkt der Diago-
nalen sei A und der von gy und g, sei S. Die Parallele zu AB durch H
schneide die Seite BC in E und die Seite AD in F. Die Projektion von S
auf ggp sei G, und es sei G = K.

Man beweise, dafl < BGE =~ < EGC ist.

(3/11/1)

Uber den Seiten eines konvexen Vierecks, dessen Diagonalen aufeinander
senkrecht stehen, sind gleichschenklig-rechtwinklige Dreiecke mit den Sei-
ten des Vierecks als Hypotenusen errichtet. Die Fliacheninhalte dieser vier
Dreiecke seien mit I,, I,, I3 und I, bezeichnet, und zwar so, da8 die Drei-
ecke mit den Flicheninhalten I; und I, sowie die mit I, und I, jeweils iiber
gegeniiberliegenden Seiten des Vierecks errichtet sind.

Beweisen Sie, dafl unter diesen Voraussetzungen

L+ I,=1,+1,
ist!
(2/9/2)

Beweisen Sie den folgenden Satz:
Fiir jedes ebene konvexe Viereck gilt: Seine Diagonalen schneiden emander
genau dann rechtwinklig, wenn

-
7

a® + ¢ = b® + d?
ist, wobei @ und ¢ die Langen zweier gegeniiberliegender Seiten des Vier-
ecks sowie b und d die Léngen der beiden iibrigen Seiten des Vierecks sind.

(6/9/2)

Jede konvexe Vierecksflache wird durch ihre Diagonalen in vier Dreiecks-
flachen zerlegt. Man beweise, daBl ein konvexes Viereck genau dann ein
Parallelogramm ist, wenn je zwei der vier Dreiecke den gleichen Flichen-
inhalt haben.

(4/10/3)

Gegeben sei ein konvexes Viereck ABCD. Es ist zu beweisen, da8 fiir den
Quotienten g aus dem groBten und dem kleinsten aller Abstinde zweier
Eckpunkte voneinander stets gilt:

gz 2.

(1/11.12/4)



A.1.36

A1.37

A.1.38

A.1.39

A.1.40

Beweisen Sie folgenden Satz:
Fiir den Flicheninhalt I jedes Sehnenvierecks mit den Seitenléngen a, b, ¢,
d gilt

I=V(s—a)(s—b)(s—c)(s—d),

wenn 0 5 c
_atbtct+d G R
-

P DAF

bedeutet. .

Bild A.1.37
(4/121) ‘ A 5

Jede Seite des Rechtecks ABCD werde im Verhiltnis 1:2 geteilt (Bild
A.1.37), und zwar derart, daB gilt:

|AE|: |EB| = |BF|: |FC| = |CG|: |GD| = |DH|: |HA| = 1:2,

wobei E € AB, F e BC, G ¢ CD und H € DA ist.

Die Schnittpunkte von g,r mit gz, bzw. gpe seien P bzw. @ und die von
Jne mit ggp bzw. gpe seien S bzw. R. P,Q, R, S bilden die Ecken eines
Vierecks.

a)  Man beweise, daB das Viereck PQRS ein Parallelogramm ist.

b)  Man berechne den Flicheninhalt des Vierecks P@QRS in Abhdngigkeit
vom Flidcheninhalt des Rechtecks ABCD.

(2/11/2)

Der Flicheninhalt des ebenen Vierecks ABCD sei I, die Langen der Seiten
AB, BC, CD, DA seien (in dieser Reihenfolge) a, b, ¢, d.

Man beweise, daB dann die Abschitzung

at+c¢c b+d

< i
I=2 2

besteht, und untersuche, wann in ihr das Gleichheitszeichen gilt.
(5/11.12/3)

Ein Kreisausschnitt mit einem Zentriwinkel der GréBe 60° wird durch eine
Senkrechte zur Winkelhalbierenden so in zwei Teile geteilt, dafl die Um-
fainge dieser zwei Teile gleich groB sind.

Es ist zu untersuchen, welcher von den beiden Teilen den kleineren Flichen-
inhalt hat.

(2/10/4)

Vergleichen Sie den Flicheninhalt der von Kreisbogen begrenzten schraf-
fierten Fldche (Bild A.1.40) mit dem des rechtwinkligen Dreiecks ABC!
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A.1.4

A.1.42

A1.43

Al.44

48

(Die Dreiecke ACE, ABF bzw.CBD yij
sind  gleichschenklig-rechtwinklig ; F

D, E bzw. F sind die Mittelpunkte £
der begrenzenden Kreisbégen durch

B und C, A und C, A und B, und

es gilt |AC| < |BC| < |AB|. AuBer-

dem liegen CE und CD auBerhalb Bild A.1.40 A g
von AABC und E, F, D auf dersel- o

ben Seite von g,5.)

(2/10/3)

In dem gleichschenklig-rechtwinkligen Dreieck A BC mit den Katheten AC
und BC der Linge a sind im Innern um jeden Eckpunkt Kreisbogen mit
a
2
fliche eine Fliche K mit dem Inhalt I frei.

dem Radius — geschlagen. Die drei Kreissektoren lassen auf der Dreiecks-

a)  Berechnen Sie !
b)  Wieviel Prozent des Flicheninhalts I, des Dreiecks 4 BC betrigt der
Flicheninhalt I, ndherungsweise (bis auf 2 Stellen nach dem Komma)?

(6/10/1)

In ein Quadrat der Seitenlinge a sollen fiinf Kreise, von denen keine zwe
zusammenfallen, so gezeichnet werden, daB einer der Kreise den Mittelpunkt
des Quadrates als Mittelpunkt hat und jeder der vier iibrigen Kreise sowohl
diesen Kreis als auch je zwei benachbarte Quadratseiten beriihrt.

a) Berechnen Sie den Radius dieser Kreise!
b)  Beschreiben Sie eine Konstruktion dieser fiinf Kreise, bei der nur
Zirkel und Lineal verwendet werden!

(3/10/1)

In dem in Bild A.1.43 dargestell- A

ten Teil eines Ornaments treten als k o Y ky T
Grundformen Kreise und Kreisbogen 4
auf, die einander in der aus dem Bild
ersichtlichen Weise beriithren. Es sol- T
len die Radien r,, 7, und r, der Kreise
ky, ks bzw. kyund k; in Abhingigkeit
vom Radius 7 von k und &’ berechnet
werden.

(6/10/1)

M g M
Bild A.1.43

Einem Kreis k seien drei einander paarweise berithrende Kreise einbeschrie-
ben, die den gleichen Radius r haben und von denen jeder auch noch % be-



A1.45

A.1.46

AA47

4 [002171]

rithrt. Drei kleinere Kreise mit gleicnem Radius x seien so eingezeichnet,
daB jeder von ihnen zwei der Kreise mit dem Radius 7 sowie k beriihrt.

Es ist 2 zu berechnen, wenn r gegeben. ist.

(3/10/3)

Gegeben sei eine Strecke AB mit dem Mittelpunkt M. M, und M, seien
die Mittelpunkte der Strecken AM bzw. M B. Es werden ein Halbkreis k,
der den Mittelpunkt M und den Radius |4M| hat, und zwei weitere Halb-
kreise %, und k, mit den Mittelpunkten M, und M, und den Radien 'A—J”l
gezeichnet, die in derselben von g4, 2
begrenzten Halbebene wie & liegen.
Der Kreis k, berithre den Halbkreis
k von innen und jeden der beiden
Halbkreise &, und %, von auBen (Bild
A.1.45).

Ermitteln Sie die Lage des Mittel- ; +
(1/11/3)

Unm die Punkte 4 und B der Strecke AB der Linge a werden Kreisbogen
mit dem Radius @ gezeichnet, die sich in D schneiden. Die Mittelpunkte von
AB, AE bzw. EB nennen wir E, F bzw. (. Um F und G werden jeweils mit

dem Radius % die Halbkreise auf derselben Seite von g, wie D gezeichnet

(Bild A.1.46). M ist der Mittelpunkt des Kreises, der die Kreisbogen um
A und B von innen und jeden der Halbkreise um ¥ und & von auBen be-
rithrt. '

Man berechne | ME|.

(3/12/2)
i
L L
d
A F E 6 B
Bild A.1.46 a

Ein Kreis ¥ mit dem Radius r werde von vier in derselben Ebene wie k
r
2
schnitten, daB keine zwei der Kreise k,, k,, k;, k, einen Punkt gemeinsam
haben (Bild A.1.47).

liegenden Kreisen k,, k,, k3, k,, von denen jeder den Radius —- hat, so ge-
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A.1.48

A1.49

A.1.50

A.1.51

A.1.52

Es ist zu beweisen, daB der Flaeheninhalt der in der Figur gerasterten Teil-
fliche des Kreises k gleich der Summe der Fliacheninhalte der schraffierten
Teilflichen der Kreise k,, &;, k3, k, ist.

(4/11/1)

Gegeben seien zwei konzentrische Kreise.

Man beweise, da8 die Summe der Quadrate der Entfernungen eines Punktes
P auf dem &uBeren Kreis von den Endpunkten eines Durchmessers des
inneren Kreises von der Lage des Punktes P unabhéngig ist.

(5/10/3)

In dem Parallelogramm ABCD seien |AB| = |CD| = a, |BC| = |AD| = b,
a > b und h, der Abstand der Geraden g, von der Geraden g;,. Ferner
sei eine Kreisscheibe mit dem Radius r gegeben. Der Mittelpunkt der Kreis-
scheibe durchlaufe das Parallelogramm.

Berechnen Sie den Inhalt der Fliche @, die von der Kreisscheibe iiber-
strichen wird!

(5/9/3)

Beweisen Sie folgenden Satz:
Liegen die fiinf paarweise voneinander verschiedenen Punkte P, P, P,, P;,

P, auf demselben Kreis so, dal | < P, PP,| = | X P, PPy| = | < P3P P,| = 45°
gilt, dann ist P, P, P, P, ein Quadrat.
(2/9/3)

In den Eckpunkten eines Sehnenvierecks, bei dem keine Seite Durchmesser
des Umkreises ist, werden an den Umkreis die Tangenten gezeichnet.

a)  Beweisen Sie folgenden Satz:
Ist das genannte Sehnenviereck ein Trapez, so sind die Schnittpunkte
benachbarter Tangenten die Ecken eines Drachenvierecks.

b) Ist dieser Satz umkehrbar?

(4/10/1)

Der ,,Inversor von PEAUCELLIER besteht aus zwei in O gelenkig verbun-
denen Stiaben OA und OB derselben Linge, die in 4 und B mit einem
,,Gelenkrhombus® APBP’ verbunden sind (Bild A.1.52). Es sei [04|>|PA4|.
Man zeige, daB das Produkt der Entfernungen [OP| und |OP’| eine von der
Stellung des Mechanismus unabhingige Konstante ist.

(3/10/4)

Bild A.1.52




A.1.53

A.1.54

A.1.55

A.1.56

4%

Einem Kreis vom Radius  ist ein regelmaBiges Zwolfeck einbeschrieben.

a)  Berechnen Sie den Umfang des Zwolfecks!

b)  Berechnen Sie den Flicheninhalt des Zwolfecks!

¢) Um wieviel Prozent des Kreisumfanges ist der Umfang des Zwélfecks
kleiner als der des Kreises? (Das Ergebnis ist auf eine Stelle nach dem
Komma genau anzugeben.)

d)  Um wieviel Prozent des Kreisinhaltes ist der Flicheninhalt des Zwolf-
ecks Kkleiner als jener? [Genauigkeit wie bei ¢)]

(5/10/2)

Ermitteln Sie ohne Messung die Summe der GroBen der Innenwinkel an den
fiinf Spitzen des im Bild A.1.54 dargestellten fiinfzackigen Sternes!

(6/9/1)

Bild A.1.54 Bild A.1.55

In einem Spiegel, der die Form eines geraden Kreiszylindermantels habe
und dessen Innenfliche spiegelt, fallt bei P, in einer zur Zylinderachse senk-
rechten Ebene ein Lichtstrahl derart ein, daB der Einfallswinkel die GroBe

i (a < %) hat und daB der Strahl nacheinander an den Punkten P,

P,, ..., P, des Mantels, die auf demselben Kreis liegen, reflektiert wird
(Blld A 1. 55) Man berechne

a)  die Bogenlinge IPOP,,|,

b)  «, wenn P,y mit P, zusammenfillt und sich der Polygonzug nicht
iiberschneidet,

¢)  alle positiven ganzen Zahlen =, fiir die P, mit P, zusammenfillt, wenn

5 .
o = — 7° 1st.

18
(4/11/1)

Gegeben ist eine natiirliche Zahl » = 3. Es sei P, P, ... P, ein regelmaBiges
n-Eck.

Geben Sie die Anzahl aller stumpfwinkligen Dreiecke P, P, P,, an, bei denen
p,., P, P, Ecken von P, P, ... P, sind!

(6/11.12/4)
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A.1.57

A.1.58

A.1.59

A.1.60

A.1.61

A1.62

52

Welche der folgenden vier Aussagen sind wahr, welche sind falsch?

1. Jedes einem Kreis einbeschriebene gleichseitige Vieleck ist ,,gleich-
winklig*.

2. Jedes einem Kreis einbeschriebene ,,gleichwinklige® Vieleck ist gleich-
seitig.

3.  Jedes einem Kreis umbeschriebene gleichseitige Vieleck ist ,,gleich-
winklig*.

4.  Jedes einem Kreis umbeschriebene ,,gleichwinklige** Vieleck ist gleich-
seitig.

(3/11.12/4)

In einer Ebene seien n paarweise voneinander verschiedene Punkte P,,
P,, ..., P, (n>3) gegeben, von denen keine 3 auf derselben Geraden liegen.
Es ist zu untersuchen, ob es einen Kreis gibt, auf dem mindestens drei
dieser n Punkte liegen und der im Innern keinen der iibrigen Punkte ent-
hils.

(3/11/2)

In einer Ebene seien #n Punkte (n = 2) so verteilt, daB es zu jedem von ihnen
unter den iibrigen nur einen nichstgelegenen gibt. Zu jedem dieser » Punkte
werde der von ihm ausgehende und in dem ihm néchstgelegenen Punkt
endende Vektor und nur dieser gezeichnet.

Man ermittle die groBtmogliche Anzahl dieser Vektoren, die in demselben
der » Punkte enden konnen.

(6/11.12/3)

In einer Ebene ¢ seien ein Quadrat A BCD und ein in seinem Innern gelegener
Punkt P gegeben. Ein Punkt @ durchlaufe das Quadrat.

Beschreiben Sie die Menge aller derjenigen Punkte R von g, fiir die das
Dreieck PQR gleichseitig ist!

(6/11.12/4)

Ermitteln Sie die Menge aller Punkte einer Ebene, fiir die die Summe der
Abstinde von den je eine Seite enthaltenden Geraden eines in dieser Ebene
gegebenen regelmifigen Fiinfecks fiinfmal so groB ist wie der Inkreisradius
des Fiinfecks!

(4/11.12/4)

Gegeben sei ein Quadrat ABCD mit der Seitenlinge 1. Ermitteln Sie die
Menge aller Punkte in der Ebene des Quadrates, fiir die die Summe der

Entfernungen von den Geraden g,5, gs¢, 9cp» 9pa gleich 4 ist!
(5/10/1)



A.1.63

A.1.64

A.1.65

A.1.66

Zwei Geraden ¢, und g, schneiden einander rechtwinklig im Punkt 4. Er-
mitteln Sie den geometrischen Ort der Schwerpunkte aller Dreiecke AX Y,
fir die Xeg,, Yeg,, Xt 4, Y4 4 und | XY| = 6 ist!

(3/10/3)

Der Kreis k rolle unaufhérlich (ohne zu gleiten) auf dem Kreis &', dessen
Radius doppelt so groB ist wie der von k, so ab, daB er &’ von innen beriihrt.
Man ermittle die Bahnkurve, die ein beliebiger auf & fixiert zu denkender
Punkt P bei dieser Bewegung durchliuft (Bild A.1.64).

Anlestung: Man beweise zunédchst den folgenden Hilfssatz:

,»Lreffen zwei vom Mittelpunkt M’
von k' ausgehende Strahlen den in
einer festen Lage betrachteten Kreis
k in den Punkten S, bzw. S, und den
Kreis &' in den Punkten 8 bzw. S;,
so sind der M’ nicht enthaltende

—~
Bogen 8,8, von k und der kiirzere

——
Bogen 8,8, von k’ gleich lang. .

Eine Armbanduhr besitze auler dem im unteren Teil des Zifferblattes an-
gebrachten Sekundenzeiger noch eine Stoppuhreinrichtung mit einem Sekun-
denzeiger, dessen Achse durch die Mitte des Zifferblattes verliuft. Wenn
beide Zeiger in Gang sind, laufen sie mit gleicher Winkelgeschwindigkeit.
Da die Stoppuhr willkiirlich in Gang gesetzt werden kann, zeigen die beiden
Sekundenzeiger entweder in jedem oder in keinem Augenblick die gleiche
Zeit an. Im zweiten Fall denken wir uns beide Zeiger in beiden Richtungen
beliebig verldngert und zu Geraden idealisiert.

Welches ist der geometrische Ort fiir alle Schnittpunkte der beiden zu Ge-
raden idealisierten Sekundenzeiger, wenn diese eine halbe Umdrehung aus-
fiihren?

(1/10/3)

Das Bild A.1.66 stellt den Grundril 8+

eines Teiles eines Theaters dar.

|AB|(A + B, |AB| < |CB|) ist die A+

Breite der Biihnenoffnung, CD der  gjiq A.1.66 ¢ U

GrundriB einer Flucht von Seiten-

logen. Es sind alle Punkte P auf CD zu ermitteln, von denen aus der
GrundriB AB der Biithnendffnung unter einem méglichst groBen Sehwinkel
erscheint.

Unter dem Sehwinkel ist hier der Winkel <4 PB zu verstehen.

Armerkung: Die Figur ist eine Skizze. Die GroBenverhialgnisse im Theaterraum konnen
andere sein.

(6/10/3)
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Ein regelmiBiges Tetraeder habe die Hohenlinge 4. Ein Punkt im Innern
des Tetraeders habe von den Seitenflichen die Abstinde @, b, ¢c und d.
Man beweise, daB

a+b+c+d=h
gilt.
(4/10/3)

Beweisen Sie den folgenden Satz:

Sind bei einem Tetraeder mit den Ecken 4, B, C, D die Umfinge aller seiner
vier Seitenflichen untereinander gleich, dann sind diese Flachen zueinander
kongruent.

(6/9/3)

Der von einem regelmaBigen Tetraeder begrenzte Korper wird von 4 Ebenen,
von denen jede zu genau einer Seitenfliche des Tetraeders parallel ist, derart
geschnitten, daB die Schnittfiguren Flachen regelmiBiger (gleichseitiger)
Dreiecke und die verbleibenden Seitenflichen von regelméaBigen Sechsecken
berandet sind. Man berechne die Oberfliche des entstandenen Polyeders
und das Volumen des von ihm begrenzten Koérpers.

(2/11/2)

Die Kantenlinge eines regelméafigen Tetraeders sei @. Durch den Mittelpunkt
einer Kante ist eine Ebene ¢ so gelegt, daB sie diese Kante nicht enthilt
und parallel zu zwei Gegenkanten verlauft.

Berechnen Sie den Flicheninhalt der Schnittfigur der Ebene ¢ mit dem
Tetraeder!

(4/10/4)



A.25

A.2.6

A27

A28

Die Fliche des Quadrates A BCD sei Seitenfliche eines Wiirfels der Kanten-
linge a, M der Mittelpunkt der gegeniiberliegenden Seitenfliche.

Wie gro8 ist der Abstand der Geraden ggc und g4, voneinander?
(6/11.12/3)

Auf jede Seitenfliche eines Wiirfels werde eine gerade Pyramide aufgesetzt,
deren Grundfliche Seitenfliche des Wiirfels ist und deren Mantelflichen
mit der Grundfliche Winkel der GroBe 45° bilden.

a)  Wieviel Seitenflichen besitzt der aus dem Wiirfelkérper und den
Pyramidenkorpern zusammengesetzte Korper, und welche Form
haben sie?

b)  Geben Sie das Volumen des zusammengesetzten Korpers als Funk-
tion der Linge a der Wiirfelkante an!

(4/9/3)

Verbindet man bei einem Wiirfel die Mittelpunkte der Seitenflichen gerad-
linig miteinander, so erhilt man die Kanten und Diagonalen eines dem Wiir-
fel einbeschriebenen regelmiBigen Oktaeders.

Verfihrt man in entsprechender Weise bei dem Oktaeder, so erhilt man
die Kanten und Diagonalen eines Wiirfels. Man berechne das Verhiltnis

a)  der Volumina von Wiirfel und einbeschriebenem Oktaeder,
b)  der Volumina von Oktaeder und einbeschriebenem Wiirfel,
¢) der Flicheninhalte von Wiirfel und einbeschriebenem Oktaeder,
d)  der Flicheninhalte von Oktaeder und einbeschriebenem Wiirfel.

(6/10/2)

Ein Wiirfel mit den Eckpunkten 4, B, C, D, A’, B’, C', D’ werde mit genau
acht Ebenen in verschiedener Weise zum Schnitt gebracht, und zwar so,
dafB

a)  jede der acht Ebenen die Mittelpunkte dreier von derselben Ecke aus-
gehender Wiirfelkanten enthilt, so daBl die angedeutete Figur (Bild
A .2.8a) entsteht,

N
Bild A.2.8a ¢ V' BildA.28b A A ,H 8

b)  durch Abschneiden aus jeder Seitenfliche des Wiirfels eine regel-
méBige Achtecksfliche entsteht (Bild A.2.8b).

Man berechne die Volumina der entsprechenden Restkorper.

(4/11.12/2)



A.29

A.2.10

A.2.11

A.2.12

A.2.13

A.2.14

Das Rechteck ABCD liege in der Ebene &. P sei ein beliebiger Punkt auf
der Senkrechten zur Ebene ¢ durch 4.

Es ist zu beweisen, daB die Punkte 4, B, D auf der Kugel mit dem Durch-
messer PC liegen.

(5/9/2)

A,B,C,D,E,F,G, H seien die Ecken eines Quaders, wobei 4B || DC ||
EF || HG, AE || BF || CG || DH gilt, und AD und AE Kanten der Lénge a
und AB Kante der Linge a][3 sind. § sei der Schnittpunkt der Diagonalen
der Seitenfliche mit den Ecken A4, B, C, D.

a)  Es ist der Radius r der Kugel, die durch die Punkte 4, D, E und S
geht, in Abhingigkeit von a zu berechnen.

b) Es ist zu beweisen, daBl die Ebene durch die Punkte S, F und G diese
Kugel beriihrt.

N2/

Aus einem Kugelkorper vom Radius 7 ist ein Kugelsektor herausgeschnitten,
der sich aus einem Kegelkorper der Héhe £ und dem zugehorigen Kugel-
segment zusammensetzt. Man berechne die Hohe % des Kegels, wenn

a)  der Flicheninhalt der herausgeschnittenen Kugelkappe gleich einem
Drittel des Oberflicheninhalts der Kugel ist und

b) das Volumen des Kugelsektors gleich einem Drittel des Volumens
des Kugelkorpers ist.

(5/11.12/2)

Es sei M der Mittelpunkt der Kugel %,, und P sei ein Punkt auBlerhalb
%,. Ferner seix, die Kugel mit dem Mittelpunkt P und dem Radius | MP|,
und I sei der Flicheninhalt des innerhalb #, liegenden Teiles von z,.
Beweisen Sie, daBl I von der Lage des Punktes P unabhingig ist!
(6/11.12/2)

A, B, C, D seien die Ecken eines Tetraeders. Auf den Kanten D4, DB bzw.
DC seien Punkte M, N bzw. P so gewihlt, daB die Vierecke ABNM sowie
ACPM Sehnenvierecke sind.

Beweisen Sie:

a) das Viereck BCPN ist Sehnenviereck und
b)  die Punkte 4, B, C, M, N, P liegen auf derselben Kugel.
(2/11.12/4)

Man beweise folgenden Satz:

Wenn der Schnitt jeder Ebene, die mit der Fliche ¢ des Raumes mehr als
einen Punkt gemeinsam hat, ein Kreis ist, dann ist ¢ eine Kugel.
(6/11.12/4)



A.2.15

A.2.16

A.217

A.2.18

A.2.19

Drei paarweise voneinander verschiedene Kreise beriihren einander in drei
paarweise voneinander verschiedenen Punkten.

Man zeige, daB die drei Kreise entweder in derselben Ebene oder auf der-
selben Kugel liegen..

(4/11.12/3)

Man berechne das Verhiltnis des Oberflicheninhalts eines Kegelkorpers,
dessen Achsenschnitt die Fliche eines gleichseitigen Dreiecks ist, zum
Oberflicheninhalt eines Zylinderkérpers mit quadratischem Achsenschnitt,
wenn die Rauminhalte beider Koérper gleich sind.

(5/10/1)

In einem Kreiskegelkérper mit der Spitze S, dessen Achsenschnitt die
Fliche eines gleichseitigen Dreiecks ist, befindet sich eine Kugel, die den
Mantel des Kegels beriihrt und deren Mittelpunkt M die Héhe SM’ des
Kegels im Verhéltnis |[SM|: [MM’|=1:2 teilt. Die Lange eines Durch-
messers der Grundfliche des Kegels sei a.

Wie groB ist der Radius » der Kugel?

(3/1072) :

A,B,C, D, A, B, (', D seien die Ecken eines Wiirfels der Kantenlinge a,
wobei die von dem Quadrat ABCD begrenzte Seitenfliche auf der Kante
AA’ senkrecht steht.

Man ermittle den geometrischen Ort der Mittelpunkte aller Strecken XY
der Linge a, fiir die X auf 44’ und Y in der von ABCD begrenzten Seiten-
fliche liegen.

(3/11.12/3)

A,B,C, D, A, B, C', D seien die Ecken eines Wiirfels, wobei die von den
Quadraten ABCD und A’B'C’D’ begrenzten Seitenflichen parallel zuein-
ander sind und A4’||BB’|| CC’ || DD’ gilt. Ein Punkt X durchliuft mit
konstanter Geschwindigkeit das Quadrat ABCD von 4 aus iiber B, C und
D nach 4, und ein Punkt Y durchlduft mit derselben Geschwindigkeit
das Quadrat A’, B’, ", D’ von A’ aus iiber D’,C’ und B'nachA’. X und Y
beginnen ihre Bewegungen zum gleichen Zeitpunkt in 4 bzw. in 4’.
Ermitteln Sie den geometrischen Ort der Mittelpunkte aller Strecken XY
bei gleichzeitig betrachteten X und Y'!

(2/12/3)
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A.2.20

A.2.21
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In eine quaderformige Schachtel mit den inneren Abmessungen 10 cm,
10 cm und 1 em sind gleich groBe Kugeln vom Radius 0,5 cm einzulegen.
Jemand behauptet, man konne mehr als 105 dieser Kugeln in der Schachtel
unterbringen.

Stellen Sie fest, ob diese Behauptung richtig ist!

(6/11.12/1)

Man beweise folgenden Satz:

Liegen n paarweise voneinander verschiedene Punkte P, ¢ =1,2,...,n,
n = 2, so im Raum, daB jeder von ihnen von ein und demselben Punkt Q
einen kleineren Abstand hat als von jedem anderen der P, dann ist n < 15.
(6/11.12/4)



3. GEOMETRISCHE KONSTRUKTIONEN
IN DER EBENE

A3.1 Gegeben sei eine Gerade g und zwei auf derselben Seite von g gelegene
Punkte 4 und B, 4 & B, derart, daBl g und g,z weder parallel noch senk-
recht zueinander sind. AC sei das Lot von 4 auf g, BD sei das Lot von B
auf g.
Konstruieren Sie auf g alle Punkte P, fiir die < APC = < BPD gilt!
(2/9/2)

AJ3.2 Gegeben sind drei Strecken mit den Lingen @, b und ¢ (insbesondere sei
a=5cm,b=4cm, c=1cm)
Konstruieren Sie eine Strecke der Linge

_a*+b,
© 3¢

(4/10/3)

A33 Gegeben sei ein Winkel mit den Schenkeln ¢ und 7, wobei q und r nicht auf
derselben Geraden liegen. P sei innerer Punkt einer Strecke QR, die mit
g nur den Punkt @, mit » nur den Punkt R gemeinsam hat. Es soll eine
Gerade durch P konstruiert werden, fiir deren Schnittpunkte 4 und B mit
den Schenkeln des Winkels |PA| = |PB] gilt.
(1/9/3)

A34 Konstruieren Sie ein Dreieck 4BC aus k, + k, = 10 cm, « = 45°, § = 60°!

Dabei ist 2, die Linge der Hohe durch A h, die Lange der Hohe durch B,
a die GroBe des Winkels < BAC und § die GroBe des Winkels < CBA.
(5/10/4)
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A3S5

A3.6

A3.7

A3.8

A39

A3.10

A3.11

60

Man konstruiere ein Dreieck ABC aus |AC| =5 und |4B|=c¢ und
|&BMA| = » (<180°), wenn M der Mittelpunkt der Strecke BC ist (bei
der Olympiade geniigte es, den Fall w < 90° zu'behandeln).

(1/12/1)

Es soll ein Dreieck ABC konstruiert werden, wenn gegeben sind a = [BC|,
o= |§: CAB |, 8, = Lénge der Seitenhalbierenden durch C.
(5/9/3)

a)  Essoll ein Dreieck ABC aus |BC| = 5,6 cm, | < ACB| = 60° und dem
Radius des Umkreises » = 3,5 cm konstruiert werden. Es geniigt, ein
derartiges Dreieck zu konstruieren.

b)  Der Abstand des Umkreismittelpunktes M von der Geraden ggc ist
zu berechnen.

¢) Es ist zu untersuchen, fiir welche Werte von r es kein Dreieck A BC
gibt, das r als Umkreisradius hat und bei dem |BC| = 5,6 cm und
| XACB| = 60° ist.

(3/9/1)

Konstruieren Sie ein bei C rechtwinkliges Dreieck 4 BC aus den Liangen s,
und s, der Seitenhalbierenden von BC bzw. AB!
(3/10/1)

a) Es ist ein gleichseitiges Dreieck aus % + & =.17,5 cm zu konstruieren,

wobei a die Seitenldnge und & die Héhenlange des Dreiecks bezeichnen.

b)  Berechnen Sie a!
(1/10/3)

Zu einem spitzwinkligen Dreieck 4 BC sollen drei Punkte D, E, F mit fol-
genden Eigenschaften konstruiert werden:

a) E ist innerer Punkt der Strecke BC.
b) F ist innerer Punkt der Strecke AC.
¢) D ist innerer Punkt der Strecke AB.

d) DF||BC.
e) ADEF ist gleichseitig.
(3/9/2)

Es ist ein Quadrat zu konstruieren, dessen Ecken auf dem Rande ein und
derselben gegebenen Halbkreisfliche liegen.
(4/9/3)



A3.12

A3.13

A3.14

A3.15

A3.16

A.3.17

A.3.18

Es ist ein Rechteck zu konstruieren, das den gleichen Inhalt wie ein
Quadrat mit der Seitenlinge @ hat und dessen Umfang doppelt so grol wie
der des Quadrats ist.

(2/10/4)

Zu dem gegebenen Dreieck ABC mit den Seitenlingen ¢ = |BC| und
b= |CA| sowie y = | X ACB| ist ein Quadrat des Flicheninhalts 2ab |cosy|
zu konstruieren.

(6/10/4)

Es sollen alle Trapeze ABCD konstruiert werden, deren Seitenlingen die
folgenden Werte haben:

|AB]| =6cm, |BC|=4ecm, |[CD|=45cm, |[DA|=3cm

und bei denen AB || CD ist.
(3/9/2)

Konstruieren Sie einen Rhombus 4BCD aus e + f und «! Dabei bedeutet
e die Lange der Diagonalen AC, f die Linge der Diagonalen BD und « die
GroBe des Innenwinkels < DA B.

(5/10/3)

Innerhalb eines Kreises mit dem Mittelpunkt M liege der von M verschie-
dene Punkt P.

Konstruieren Sie von allen Sehnen durch P diejenigen kleinster Linge!
(6/9/2)

Gegeben seien ein Kreis mit dem Mittelpunkt M und ein Punkt 4 aufBer-
halb des Kreises. Konstruieren Sie auf M A einen Punkt X so, daB
|XT| = |XA| gilt, wenn 7' Beriihrungspunkt einer Tangente des Kreises
ist, die durch X geht!

(VO 61/10/3)

Gegeben sind zwei konzentrische Kreise mit den Radien r und R, wobei
R > rist.

a) Konstruieren Sie einen Km-!:is, der sowohl den inneren als auch den
duBeren der gegebenen Kreise beriihrt!

b)  Welches ist der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Kreise mit
dieser Eigenschaft?

(2/10/1)
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A3.19

A3.20

A3.21

A3.22

62

Gegeben sind drei nicht auf ein und derselben Geraden liegende Punkte.
Um jeden dieser Punkte ist ein Kreis so zu konstruieren, dafl sich diese
Kreise paarweise so beriihren, daf} jeder auBerhalb der beiden anderen liegt.

(4/9/2)

Zu einem (nicht zu einem Punkt ausgearteten) Kreis ¥ und einer Geraden ¢
sollen alle (nicht ausgearteten) Kreise ¥’ konstruiert werden, die k beriihren
und g in einem gegebenen (auf g gelegenen) Punkt 4 beriihren.

(6/9/3)

Fiir die GroBe R des Gesamtwiderstandes von zwei parallel geschalteten
Widerstinden der GroSen R, und R, gilt die Beziehung '

1 1 1

E R ER
Bei Festlegung geeigneter MaBeinheiten fiir Widerstinde und Strecken-
lingen kann die MaBzahl von R durch folgende Konstruktion gefunden
werden: Auf einer beliebigen Geraden g werden in den Punkten 4 und C
(beliebiger Abstand groBer als 0) die Senkrechten g,z und g, errichtet,
wobei B auf derselben Seite von g liegt wie D und die MaBzahlen von | AB|
und R, sowie die von |CD| und R, iibereinstimmen. Verbindet man A4
mit D und B mit C, so schneiden sich diese Verbindungslinien in E. Ist F
der FuBpunkt des Lotes von E auf g, so liefert die MaBzahl von |EF| die
MaBzahl von R.

a)  Beweisen Sie die Richtigkeit dieses Satzes!

b) Wie kann man graphisch die Grofle des Gesamtwiderstandes ermit-
teln, wenn drei Widerstinde, und zwar je einer von 8 2, 10 2 und
12 £ parallel geschaltet werden?

(2/10/3)

Gegeben sei ein gleichseitiges Dreieck ABC. Verlingern Sie AC iiber C
hinaus bis zu einem beliebigen Punkt E!

Konstruieren Sie tiber CE das gleichseitige Dreieck CDE, wobei D auf
derselben Seite von g, liegt wie B!

Verbinden Sie A mit D und B mit E, und halbieren Sie jede der beiden
Strecken! Die Mittelpunkte seien M und N. Beweisen Sie, daB das Dreieck
CMN gleichseitig ist!

(2/10/2)



LOSUNGEN




1.

GEOMETRIE IN DER EBENE

Die Dreiecke ABC und BDE (Bild L.1.1) sind nach dem 1. Ahnlichkeits-
satz wegen

|<EBD| = |[£ABC|
und
| < DEB| = | X BCA| = 90°
dhnlich. Daher gilt b}
|BE|: |BC| = |BD|: |4B|,
Bild L.1.1

und es ist

15-20

12.
25

|BE| =

Dann liefert der Satz des PyrHAGORAS, angewandt auf A BDE,

|DE| = J/|BD|* — |BE[* = /225 — 144 = 9.
ABDE hat demnach den Umfang 36.

Die Eckpunkte des Ausgangsdrei-
ecks und des Sechsecks seien so, wie
in Bild L.1.2 angegeben, bezeichnet.
Es gilt nach dem XKongruenzsatz
(sws)

ACC,C, = AABC,

da beide Dreiecke rechtwinklig sind
und |CC,| = |CB| = a sowie |CC,|
= |C4| = bist. Die Summe der Fli-
cheninhalte der Dreiecke 4BC und
CC,C, ist

I, = ab. (1) BildL.1.2
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[00 21 71]

Das Quadrat 4.4,B,B hat aufgrund des Satzes des Pyrnacoras den Fli-
cheninhalt a2 + 2. Die Summe der Flicheninhalte der drei Quadrate der
Figur (Bild L.1.2) ist

I, =2 (a? + b?). (2)

Es bleiben noch die Flicheninhalte der Dreiecke 44,4, und BB,B, zu
berechnen. Ist D der FuBpunkt des Lotes von 4, auf ¢,., so gilt

| DAA,| + |%4,4B| + | < BAC| = 180°
|xA4,4B| = 90°

| DAA,| = 90° — [x BAC| = | X CBA|,
so daB die Dreiecke ABC und 4,4AD wegen 4,4 =~ AB kongruent sind;
insbesondere ist daher |DA| = a.
Nun gilt gps L gas,, demnach DA, || 44,, und darum hat in AA44,4,
die zu A, gehorige Hohe die Linge a. Weil |44,| = bist, hat A 44,4, den
Fliacheninhalt

1
Ia=§ab. (3)

Fiir A BB, B, erhilt man analog, indem man A BB,E = A ABC und damit
|EB| = b beweist — E sei FuBpunkt des Lotes von B, auf ggzc —, den Fla-
cheninhalt

1

@

Aus (1), (2), (3) und (4) ergibt sich
I=2(a*+ab+ b?)

als Flicheninhalt des Sechsecks.

I, = —=ab. (4)

Aus den gegebenen Entfernungen erkennt man, daB
|EA| + |AF| + |FD| + |DC| = |EC| (1)

ist. Daraus folgt, dall E, A, F, D und C in dieser Reihenfolge auf EC liegen;
denn wegen der Dreiecksungleichung muf gelten:

|EC| < |EA| + |40

|AC| < |AF| + |FC|

|FC| < |FD| + |DC|,
und die Gleichheitszeichen stehen genau dann, wenn A4 auf EC, F auf AC
und D auf FC liegen.
Wiirde ndmlich einer der Punkte nicht auf der angegebenen Strecke liegen,
so wiirde in der entsprechenden Abschitzung das Kleinerzeichen gelten
und dann konnte nicht die Relation (1) bestehen.
Wegen

|AB|? + | BF|2 = 30 + 402 = 502 = | AF|®
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sind nach der Umkehrung des Lehrsatzes des PYTHAGORAS 4, B und F
die Ecken eines rechtwinkligen Dreiecks mit der Hypotenuse AF (Bild
L.1.3). Das Doppelte des Flicheninhaltes dieses Dreiecks betrigt, wenn @
der FuBpunkt des Lotes von B auf AF ist:

21 = |4F| - |BQ| = |AB| - |BF]|.

Also ist
_|AB|-|BF| 30-40
|BQ| = [AF] 50 2.
Nach dem Kathetensatz, angewandt 8
auf A ABF ergibt sich m
T l ' —
erBEE_s o T o o @
|AF| 50 Bild L.1.3
Mithin ist

|@D| = |QF| + |FD| = 32 + 38 = 70.
SchlieBlich erhalt man nach Anwendung des Lehrsatzes des PyTHAGORAS
auf das Dreieck BQD
|BD|? = |BQ|?* + |@D|? = 24% + 70® = 5476 = 74?
und damit
|BD| = 74.
Die Entfernung von B nach D betrigt also 74 km.

Fillt man vom Punkt C (Bild L.1.4) das Lot auf g, und bezeichnet den
FuBpunkt des Lotes mit D, so ist wegen | < CPA| = 60° sicher D < P und

| < DCP| = 30° [nach Satz II1.8 (5')].
Spiegelt man den Punkt P an der Geraden g, und bezeichnet das Spiegel-
bild von P mit P’, so erhilt man (nach I.17 und Satz II1.27") ein gleich-

seitiges Dreieck P’PC mit der Hohe CD. Also ist |DP| = @

Da nach Voraussetzung |PC| = 2|BP| ist, folgt |[DP| = |BP|. Somit ist
das Dreieck DBP nach Definition III.15 gleichschenklig. Ferner gilt, da
< DPB Nebenwinkel von < CPA ist, | XxDPB|=120° also |<BDP)|
= | < PBD| = 30°.

Ferner ist (nach 1.18)

| DBA| = |« CBA| — | < PBD| = 45° — 30° = 15°.
AuBerdem gilt c

| xBAP| = 180° — (| % CBA| + | < DPB|)

= 180° — (45° + 120°) = 15°.

Daher ist AABD (nach Satz II1.27') gleich- ‘
schenklig, und zwar so, daB g

|AD| = |DB| Bild L.1.4




gilt. Da auch ACDB wegen |CD| = |DB| nach Definition gleichschenklig
ist, gilt |AD| = |CD|, und somit ist das Dreieck ADC gleichschenklig-
rechtwinklig.

Folglich ist | < ACD| = 45° und daher nach I1.18

| ACB| = | ¥ DCP| + |xACD| = 30° + 45° = 75°.

Sind A4, B, C die Ecken eines Dreiecks und werden die iiblichen Bezeich-
nungen a = |BC|, b = |CA|, ¢ = |AB| und fiir die Langen der Seitenhaibie-
renden s, , S, , S, verwendet, so ist zu zeigen, daB

Sgt+ sy +s, <a+b+ec (1)
gilt. Diese Ungleichung (1) folgt aus den drei Ungleichungen

28, <b+c

28,, <c+a (2)

2s,<a+b

durch Addition und Division durch 2. Wegen der Willkiir in der Bezeich-
nungswahl geniigt es zum Beweis der drei Relationen (2), die erste von ihnen

28, <b+ec - (2.1)

zu beweisen.

Ist D der Schnittpunkt der Parallelen zu g,5 durch C mit der Parallelen
zu gyc durch B (D existiert wegen g,z 4 gac), S0 ist (nach Def. 111.22)
ABDC ein Parallelogramm. Daher ist |[BD| = |CA| = b und der Schnitt-
punkt S seiner Diagonalen ist sowohl Mittelpunkt von 4D als auch von
BC (nach Satz I11.37.3). Folglich ist AS Seitenhalbierende von A ABC
und es gilt

|4D| = 2|48| = 2s,.

Somit besteht nach der Dreiecksungleichung, angewandt auf A ABD, die
Ungleichung (2.1)

Wiire der Satz falsch, so gibe es ein rechtwinkliges Dreieck mit den Kathe-
tenldngen a, b und der Hypotenusenlinge ¢, fiir das

1 .
c<i/—§(a+b), also 2¢2 < (a + b)® = a®+ 2ab + b?
gilt.
Da nach dem Satz des PYTHAGORAS ¢ = a2 + b2 ist, miilite also

a® + b% < 2ab,
d.h.
a*—2ab+b2=(@a@a—0)2<0

sein, was aber nicht wahr ist.
Daher ist der Satz richtig.
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a)  Ist I der Flicheninhalt des Dreiecks, so gilt
ah, =21 und bk,=21I.

Damit erhalten wir

(@+ hy) — (b+hb)=<a+2—1)—(b+2—1)
a b
21
—(a—b)(l—E). (1)
Wegena =b (>0) und ab = absiny = 21 (y ist die GréBe eines
Winkels, der von Dreieckseiten mit den Léingen a und b bestimmt
wird) folgt hieraus die Aussage

@+ hy) — (b + k) 20,

die mit der behaupteten gleichbedeutend ist.

b)  Aus (1) folgt, daB (@ + &) — (b + k,) = 0 genau dann gilt, wenn
ab = 2] oder wenn a = b ist, d.h., wenn das Dreieck rechtwinklig
ist und ¢ und & die Kathetenlingen sind, oder wenn das Dreieck
gleichschenklig ist und @ und b die Liangen von Schenkeln sind.

Im Fall M = 4 bzw. M = B reduziert sich die zu beweisende Relation auf
die Identitdt

|BA[?- |AC|*= |C4|*- |AB|* bzw. |4BJ?.-|BC|?2= |CB|*-|AB|.

Im Fall M ++ A, M + B seien P und @ die FuBpunkte der Lote von M auf

Jac bzw. ggeo (Bild L.1.8).
P, @ und C sind die Ecken eines Rechtecks, und aus dem Satz des

’ H

PyrHAGORAS ergibt sich die Relation

[MP[2 + |MQ|* = |MC|2. (1) c
Aus_ dem 2. Strahlensatz erhalten wir die M
Beziehung

|AM|: |AB| = |MP|: |BC| BildL.1.8 4 M 8
und damit

|AM| - |BC| = |MP| - |AB|. (2)

Analog erhilt man
|BM|-|4C| = |MQ| - |AB|. (3)
Aus den Gleichungen (2) und (3) ergibt sich durch Quadrieren und Addieren
|AM|2- |BC|* + |BM|?- |AC|* = (|MP)2 + |MQ|?)-|AB|?,
d.h. wegen (1)
|AM|*- |BC|* + |BM|?- |AC|? = [CM|?- |AB|2.



L.1.9 Behauptung: Jedes solche Dreieck ist zu den gegebenen dhnlich.

Beweis:

a)

b)

Es geniigt zu zeigen, dafl ein Dreieck mit den Seitenlingen a, + a,,
b, + by, ¢; + ¢, zu einem kongruenten eines der gegebenen Dreiecke
ahnlich ist. In dem Dreieck ABC sei |BC| = a,, |CA| = b, |AB| = ¢,.
AD sei die B enthaltende Strecke der Lange |AD| = ¢; + ¢,, F der
Schnittpunkt von g, mit der Parallelen zu gz durch D, E der Schnitt-
punkt von gpr mit der Parallelen zu g, durch B (Bild L.1.9).

Wegen gpr || gsc liegt F auf derselben Seite von gz wie D. Da wegen
B e AD die Punkte D und A auf verschiedenen Seiten von gz. lie-
gen, liegen auch F und A auf verschiedenen Seiten von gg., so daf
C auf AF liegt. Entsprechend folgt durch Betrachtung von 4, F und
D beziiglich ihrer Lage zu gzz, daBl E auf DF liegt. Infolgedessen
liegen E und F auf derselben Seite von g,z wie C. Daher sind << CAB
und < EBD Stufenwinkel an den Parallelen g, und ggz, <ABC
und < BDFE Stufenwinkel an gg- und gpg, so daB

XCAB= XEBD und <ABC = XBDE

ist, woraus F
NABC ~ ABDE ) Iy
und wegen |BD| = ¢, und der Ahn- £
lichkeit der gegebenen Dreiecke
|BE| = b, und |DE|=a, BIdL19 B 0

folgt. Da BEFC wegen BE || CF und BC || EF (nach Def. I11.22)
Parallelogramm ist, gilt

|CF| =b, und |EF|=a,.
Somit hat A ADF die Seitenlingen

|DF| = a; + a,, |FA|=0b,+by,, |AD|=¢,+c,
und ist wegen

XCAB= 4 FAD und <ABC= <XBDE

zu A ABC éhnlich.
Aus der Ahnlichkeit der gegebenen Dreiecke folgt

gy =by:by=1¢,:¢;

und hieraus
b
Zp1=241-24
aq b 51
also

a2+a1=b2+bl___cz+cl
a; by e

woraus sich die behauptete Ahnlichkeit ergibt.
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L.1.10

Wir zeigen, daB die Meinung und Behauptung von Dagmar richtig und daher
die zu ihrien in Widerspruch stehenden Meinungen der drei anderen falsch
sind.

Es bedeutet keine Einschrinkung

der Allgemeinheit anzunehmen, Bild L.1.10 p
daB im gegebenen Dreieck (Bild

L.1.10)

q
|%BCA| < [ABC| < % CAB|, ‘V
insbesondere also ' '
A R R 8

| < BCA| <60° und |%CAB| z 60°

gilt.

Unter diesen Bedingungen sei R’ ein beliebiger (innerer) Punkt von A B.
P’ sei derjenige Punkt, fir den AP'CR’ gleichseitig ist und der auf der
anderen Seite von gopr wie 4 liegt. Dann liegt P’ auf der anderen Seite
von ggc wie A, weil X BCA| < 60°und |< P'CA| = | X P'CR’| + |« R'CA4]
> 60° gilt. AuBerdem ist | < P'CA| < 120° und | & P'R'A| < 60°+|<xCR’A|
< 180°, so daBB AR’P’C ein konvexes Viereck ist und insbesondere R’ und C
auf verschiedenen Seiten von g,pr liegen. Da R Punkt von AB ist, liegt B
auf derselben Seite von ¢, wie R’, so daB8 die Strecken BC und AP’ einen
Schnittpunkt haben, der mit P bezeichnet werde. Ist nun @ derjenige Punkt
auf dem Strahl aus A durch C, fiir den

|4Q| : |AC| = |4P|: |AP| (1)
gilt, und R derjenige Punkt auf dem Strahl aus 4 durch B, fiir den
|AR|:|AB| = |AP|:|AP'| 2)

gilt, so ist, da wegen P ¢ AP’ sicher [AP|:|AP'| <1 ausfillt, @ innerer
Punkt von AC und R innerer Punkt von 4B.
Nach der Umkehrung des 1. Strahlensatzes gilt aufgrund von (1)

gre || 9pc
und aufgrund von (2)

grr “ ger'-
Daher folgt aus dem 2. Strahlensatz, daB die drei Beziehungen
|PQ|: |P'C| = |AP|:|AP'|
|PR|: |P’R'| = |AP|: |AP|
| X @PR| = | X CP'FR|
bestehen. Da A\ P'CR’ gleichseitig ist, folgt somit
|PQ| = |PR| und |[XQPR|=60°

so daB A PQR gleichseitig ist. '

Hieraus ergibt sich weiter, daB QR || CR’ ist, so daB keine zwei der gleich-
seitigen Dreiecke, die zu verschiedenen Lagen von R’ auf AB gehoren, zu-
sammenfallen kénnen. Es gibt also zu jedem Dreieck 4BC unendlich viele
verschiedene gleichseitige Dreiecke, die der im Zirkel gestellten Aufgabe
entsprechen.



L1.11

Es bleibt noch zu zeigen, daB es bei mindestens einem Dreieck 4 BC unter
diesen gleichseitigen Dreiecken mindestens zwei zueinander inkongruente
gibt. Dazu wahlen wir A ABC gleichseitig. Sind P, , @,, R, die Mittelpunkte
von BC, CA bzw. AB, so ist A P,@, R, gleichseitig und es gilt

1
IP1Q1| =§ IABI'

Sind P,, Q,, R, die Mittelpunkte von P,C, @A bzw. R,B, so ist auch
AP,Q,R, gleichseitig und es gilt nach dem Kosinussatz

|P.Q,| = ]/|BP2|2 + | BQy|2 — 2| BP,| - | BQ,| - cos60°
3\2 1\2 3 1 1
=|AB|]/<Z) +<Z) —2 gy

7
= |4B| -VT_> | Py@, |,

so daB AP,@; R, und A P,Q,R, infolge unterschiedlicher Seitenldngen in-
kongruente gleichseitige Dreiecke sind.

Bezeichnet man mit U, den Umfang des Dreiecks ADE, mit U, den des
Dreiecks 4 BC, mit I, den Flicheninhalt des Dreiecks 4 DE und mit I, den
des Trapezes DBCE (Bild L.1.11), so gilt nach Voraussetzung '

U,:U,=1,:1,. (1) c
Nennt man £

|AB| =¢, |AD|=c¢,,
|BC| = a, |DE|=a,,
jcA| =b, |EA|=1b, BildL.1.11 g 0 '

-b; -sin

und |X DAE| = o, so ist (1) wegen I, = o a gleichbedeutend mit

(@, +by+¢):(@+b+c)=besina: (b-csineg — b ¢, sina). (2)
Da nach dem 1. Ahnlichkeitssatz A 4 BC ~ A ADE ist, gilt
a:a,=b:b=c:¢.
Folglich ist (2) aquivalent mit
ci:e=bye : (be — bye)
und weiter mit

L _ by 3
o b0 (3)

Nach dem 1. Strahlensatz gilt:

by __ 0 \
b—b, ¢c—¢
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Aus (3) und (4) folgt:

4
2
c— ¢

c
1

also teilt D die Seite AB stetig (goldener Schnitt).

Wir betrachten zunichst eine Strecke M N, deren Endpunkt M auf dem
Strahl aus 4 durch B und deren Endpunkt N auf dem Strahl aus 4 durch
C liegt und fiir die der Inhalt des Dreiecks A M N halb so groB ist, wie der
Inhalt des Dreiecks ABC. Die Strecke MN darf auch teilweise auBerhalb
des gegebenen Dreiecks verlaufen. Setzt man |[AM| = z und [AN| = y, so
ist nach einer bekannten Inhaltsformel (Satz 1I1.18) der Flicheninhalt des
Dreiecks AMN genau dann halb so groB wie der des Dreiecks ABC, wenn

1 ) 1 .

- 2y sina = E-Ebc sina,
also

2zy = be
gilt.

Bedeutet d, = | MN|, so ergibt sich nach dem Kosinussatz, angewandt auf
NAAMN,

di = 2? + y? — 2wy cosa
=(@—y)?+ 2zy (1 — cosx)
= (x — y)® + be (1 — cosa).
Andererseits gilt nach dem Kosinussatz, angewandt auf das Dreieck ABC,
a? = b% + ¢ — 2bc cosa
= (b — ¢)® + 2bc (1 — cosa),
also
_a?—(b—c)
Folglich ist
1
=@~ yr+5a— (b o
b—c) a+bdb—c
2 2
=@—yP+2(-b(s—¢
mit 2s = a + b + ¢. Unter Verwendung der Inhaltsformel (Satz I11.18)

= @ =y + 27—

I=]/s(s—a)(s—b)(s—c),
I = Flicheninhalt des Dreiecks ABC,
ergibt sich somit
212
s(s—a)

di=(x—y)*+ (2)
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Durch zyklische Vertauschung ergeben sich aus (2) die Formeln

2'[2 2 __ 17 /7\2 212
s(s—b)’ do= (@ y)+s(s—c)’

df= (' —y)»+ (3)
wenn z', 3 bzw. z’/, ¥’ die entsprechenden Abschnitte bei einer Strecke
bedeuten, deren Endpunkte auf den von B bzw. C ausgehenden Strahlen
liegen, und d, bzw. d, die Langen dieser Strecken sind.

Wir nehmen jetzt 0.B.d.A. an, daBl @ < b < ¢ ist.

Dann gilt:

212 < 212 < 212
s(—a) s(s—b)"s(s—¢)

und das erste bzw. zweite Gleichheitszeichen steht genau dann, wenn a = b
bzw. b = ¢ ist. Hieraus und aus (2) und (3) ergibt sich, da} jede der Lingen
d,, dy, d. nicht kleiner als

21
]/s (s—a)
ist.
Um zu zeigen, daB

d=—m=l/2(s—b)(s—c)

s(s—a)

das gesuchte Minimum ist, geniigt es zu zeigen, dafl die fiir x = y ent-
stehende Strecke MN, deren Linge d, = d ist, nicht in das AuBere des
Dreiecks eintritt.

Im Fall z = y ergibt sich aus (1)

bo

r=y= 3

Da a <h <c¢ vorausgesetzt ist, gilt wegen der Dreiecksungleichung
¢c<a+b=<2bund daher

be
—§<Vb—2=b§c,

8o daB jeder der Punkte M und N auf einer der Dreiecksseiten liegt.

Ist @ < b, so gibt es genau eine kiirzeste unter diesen Strecken, nimlich die
fir z = 9.

Ist a = b < ¢, s0 gibt es genau zwei kiirzeste unter diesen Strecken, nim-
lich die fiir x = y und 2" = y'. _
Ist a = b = ¢, so gibt es genau drei kiirzeste unter diesen Strecken, namlich
die fir x = y, 2’ = %’ und 2’ = y".

Bezeichnet man mit r den Radius des Umkreises eines Dreiecks und mit
a, b und ¢ die Seitenlingen dieses Dreiecks, so gilt nach dem Sinussatz
bzw. dem Kosinussatz
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a = 2r sina, (1)
b=2rsinf, (2)
¢ = 2rsiny, (3)
a® = b% + ¢ — 2bc cosa. 4)
Aus (4) folgt wegen (1), (2) und (3) die Behauptung a)
sin?x = sin?f + sin?y — 2sinf siny cosa. (5)
Da sin%a + cos?a = 1 fiir alle reellen « gilt, folgt aus (5)
—cos?q + cos?fl + cos?y + 2cosx sinf siny = 1. (6)
Wegen der fiir alle reellen z und y bestehenden Beziehung
cos (x + y) = cosz - cosy — sinx - siny
gilt
sinf - siny = —cos (f + y) + cosf - cosy.
Daa + f + y =« ist, muB cos (§ + y) = — cosx sein, also gelten
sinf - siny = cosx + cosf - cosy. (7
Wegen (7) folgt aus (6) die Behauptung b)
cos?a + cos®f + cos®y + 2cosa cosff cosy = 1.
L.1.14 Sind & und § die GréBen von Innenwinkeln desselben Dreiecks, so gilt
O<a<n, 0<Pf<r, O<a+f<m.
Dann ist
sin (x + f) =0, sing+0, sinf+0
und daher -
. . cosa c-osﬁ _1
ok o+ ) ) = s oo o o = aong a5
sinf ' sinx
also
cot (o + B) = cotx cotf — 1 )

cota + cosff

Wegen « + f=mn —y gilt coty = —cot (« + ), woraus durch Beriick-
sichtigung von (1)

1 — cota - cotf
coty = —————
cota + cotf
folgt, was hier dquivalent mit
cota - coty + cotf - coty = 1 — cota - cotf
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und

ist.

a)

b)

cota - cotff + cotf - coty + coty - cota =1

Voraussetzung: Das Dreieck ist rechtwinklig.
Behauptung: cos 20 + cos 28 + cos 2y = — 1.

Beweis: O.B.d.A.seia = % Aus o + f§ + 9 = = folgt dann

2y =m — 2f.
Daher gilt

cos 20 + cos 2 + cos 2y = cosm + cos 2f + cos (T — 2[).
Da cos (t — 2) = — cosx fiir alle reelleﬂ x gilt, folgt

cos 20 + cos 2f8 + cos 29 = cosw + cos 28 — cos 2 = — 1.
Voraussetzung: cos 2« + cos 2 + cos 2y = —1. (1)
Behauptung: Das Dreieck ist rechtwinklig.

Beweis: Aus a + f + y = = und den fiir alle reellen x geltenden Be-
ziehungen cos (27 — x) = coszx sowie cos 2z = 2cos?x — 1 folgt

cos 2y = cos 27 — 2 (x + )]
=cos2(x + f)
= 2cos?(x + ) — 1.

zr+y cs:z:~—y

cos + cosy = 2c0s —5— - cos — (2)

fiir alle reellen z und y gilt, ist
cos 2a + cos 2 = 2cos (x + f) - cos (@ — f).
Dabher ist (1) dquivalent mit
2cos (@ + ) - cos (@ — f) + 2cos?(x + B) =0
also mit
cos (ax + B) [cos (@ — ) + cos (= + )] = 0. (3)
Wegen (2) ist (3) gleichbedeutend mit
cos (x + ff) - 2cosa - cosff = 0. 4)

(4) ist genau dann erfiillt, wenn mindestens einer der Faktoren
cos (x + f3), cose, cosf gleich Null ist.

Auscos(a+/3)=0und0<a+ﬁ<nfolgta+ﬂ=%,alsoy=%.
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Aus cosa = 0und 0 < o < 7 folgt & =

Aus cosff = 0und 0 < f <« folgt f =

wl:l wl:l

Da einer dieser drei Fille vorliegen muB, ist das Dreieck rechtwinklig.

L.1.16 Aus dem Kosinussatz folgt:

1
= 24 02 g2y = 2 2 __ g8
cosx 2bc(b + ¢ — a?) (ab® + ac® — a?),

2abc

1
cosf = Sae (c® + a® — b%) = (be® + ba? — b?),

2abe
1
— T (@ 4+ D% — c?) = 2 2 _ o8
cosy = 5— (a@® + b — ¢?) 2abc(ca + ¢b? — %),
wenn a, b und ¢ die entsprechenden Seitenlingen des Dreiecks sind.
Dabher gilt:
cosa + cosfl + cosy
= 2ibc(ab2+b62+ca2+acz+ba2+cb2—a"— b®—c®—3abc+ 3abce)
3 1
=5+ (ab® +bc® +ca®+ ac®+ ba? +cb?—a®— b — ¢ — 3abe)
2  2abc
—3 @+b—c)a—b+c)(—a+b+c)— abc]
=2 " 2absl@ '
Folglich ist
3
cosa + cosfl + cosy < 5 (1)

aquivalent damit, daB der Ausdruck
d=@+b—c)la—b+c)(—a+b+c)—abe

kleiner oder gleich Null ist.

Da a, b und ¢ die Seitenlingen eines Dreiecks sind, gilt nach der Dreiecks-
ungleichung

a+b—c>0,
a—b+c>0, 2)
—a+b+c>0.
Weiterhin gilt:
@+b—c)@a—b+c)=a®>— (b—c)? < a?
@—b+ec)(—a+b+c)=c—(a—b2=c? (3)
(—a+b+c)@a+b—c)=0b%— (c —a)® < b2
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Wegen (2) und @ > 0, b > 0, ¢ > 0 folgt aus (3)
@a+b—c)la—b+c)(—a+b+c)<abe,
d.h. d < 0. Also gilt

3
cosa + cosf + cosy < 5

Dabei gilt das Gleichheitszeichen wegen (3) genau dann, wenn a = b = ¢,
d.h., wenn das Dreieck gleichseitig ist.

Bedeuten a, b, ¢ die Lingen der Seiten und «, 8, y die GroBen der jeweils
gegeniiberliegenden Innenwinkel des Dreiecks, so gilt nach dem Kosinus-
satz

b2 + 2 ._ a2)2 + (62 + a2 — b2>2

costa + cos?fl + cos2y =
B 4 ( 2be 2¢a

a2+b2_022
+( 2ab )

Daher ist die zu beweisende Ungleichung, die in der Form

0

WY

1 1 1
2y — 28 _ __ 20,
(cosa 4)+(cos ,B. 4>+(cosy 4)
geschrieben werden kann, mit
© (B2 + ¢® — a®)? — b%c?] a® + [(c® + a® — b%)? — c®a?] b2
+ [(@® + b2 — ¢%)2 — a?b%} c® = 0 (2)

dquivalent.
Es bedeutet keine Einschrinkung der Allgemeinheit anzunehmen, daB
0 < a? < b2 < ¢? gilt. Setzt man

b®ia’=1+2z, c*:a?=1+y,
so fillt dann
O=x=y (3)
aus, und (2) geht iiber in
G{l+ta+ygpr—(+a) A+ +[I+y—ar—1+] 1 +a)
+l+z-y;P-Q1+2)](1+y}z0
und weiter wegen a %= 0 in
y—x2-l+x+y) +ay=0. @)

Wegen (3) ist die Ungleichung (4) erfiillt. Aus ihr folgt (2) und damit die zu
beweisende Ungleichung. Dabei steht in dieser das Gleichheitszeichen genau
dann, wenn es in (4) steht, also wenn & = y = 0 ist, d.h.,, wenn a = b =¢
und somit das Dreieck gleichseitig ist.
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L.1.18 Ist M Umkreismittelpunkt von A ABC, so gilt
|MA| = |MB| = |MC|.
Ist M Inkreismittelpunkt von A ABC, so liegt M auf jeder der drei Winkel-
halbierenden von A ABC, und es gilt demzufolge:
| X MAB|=|xMAC|, | X MBA|=|<xMBC|, |<x MCA|= |< MCB|.
Daher ist nach dem Kongruenzsatz (ssw)
NAMB=ABMC=ACMA,
woraus sich |AB| = |BC| = |CA| ergibt, so daB A ABC gleichseitig ist.

L.1.19 a)  Wir zeigen zunichst, daBl sowohl von den drei Punkten 4, B’, D als
auch von den drei Punkten 4’, B, D keine zwei zusammenfallen.
Als Punkt von ¢ ist D von A verschieden und als Punkt von £, ist
D von B verschieden. Daher liegt D weder auf g,o noch auf gg¢, so
daB auch D 4+ 4’ und D + B’ gilt. Da A ABC nicht rechtwinklig ist,
sind AC und BC wegen des Satzes von THALES nicht Durchmesser
von k, und folglich sind #; 4 ¢, und ¢ 4 t5. Mithin ist g,z ¢, und
daher 4 + B’ sowie g 5 % g und daher A’ & B. Weiter seien A+
und B+ auf k so gelegen, daBl A4+ und BB* Durchmesser von k sind.
Dann werden die folgenden drei Fille unterschieden :

1. C liegt auf der anderen Seite von g,+z+ wie D (Bild L.1.19a).
2. C liegt auf derselben Seite von g,z wie D (Bild L.1.19b).
3. C liegt zwischen g,5 und g +5+ (Bild L.1.19¢).

Bild L.1.19a Bild L.1.19b

Bild L.1.19¢

78



Damit sind alle zuldssigen Lagen fiir C' erfafit. In allen drei Fillen
werden die Groen der Winkel von AABC in iiblicher Weise mit
2, fi, v bezeichnet.

1. Fall: In diesem Fall ist A ABC spitzwinklig. Nach dem Sehnen-
tangentenwinkelsatz (Satz I1.7") gilt

|« BAD| = |%ABD| =y (la)
und daher weiter

X CAD| = | %X CAB| + |XBAD| = a 4+ y > 90°, (2a)

4 CBD| = |¥CBA| + |<ABD| = + y > 90°, (3a)

Da DB’ || t ist und einer der Winkel zwischen #; und g, die GréBe
hat, ist | .DB’C| entweder f oder 180° — f = a + y.
Wegen (2a) und B’ + A folgt

|« DBC| = 6. 4)
Entsprechend folgt, daB
| DAC| =« (5)

ist.
Wegen (2a) ist | X DAB’| entweder a + y oder 180° — (x + ) = f.
Da |&£DAB’| < 180° — |« DB’A| ist, muB wegen (4)

|%DAB| = B

sein, womit gezeigt ist, dal A A B'D gleichschenklig (mit der Spitze D)
ist. Entsprechend folgt, dafl auch A A’BD gleichschenklig (mit der
Spitze D) ist.

2. Fall: In diesem Fall ist ¥ > 90° und es gilt
|%BAD| = |<ABD| = 180° — y = « + f < 90° (1b)
| X CAD| = <90°, |XBAC| =2 <90°.

Weiter ist |<DB’A| entweder § oder 180° — f, muB also wegen
|<DAB'| = f und |<DAB’| + |< DB A| < 180° gleich § sein, wor-
aus die Gleichschenkligkeit von AAB'D (mit der Spitze D) folgt.
Entsprechend ergibt sich, daB A A’ BD gleichschenklig (mit der Spitze
D) ist.

3. Foll: Es kann o.B.d. A. angenommen werden, dafl C auf derselben
Seite der Mittelsenkrechten von 4B liegt wie 4, so dafl « > 90° aus-
fallt. Dann gilt

| X CAD| =a + y, (2¢)

|%CBD| =8 +y (3e¢)
und aus denselben Griinden wie im 1. Fall

|%c4'D| =,

|<DAB'| = $.
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Also ist AAB'D gleichschenklig (mit der Spitze D). Weiter muf}
| & DA’B| entweder « (>90°) oder 180° — a = f§ + y (< 90°) sein und
wegen (3c¢) ist auch | DBA’| entweder « oder § + y. Da |< DB4’|
+ | DA’B| < 180° ausfillt, haben beide Winkel die GroBe § + y, so
daB A 4’BD gleichschenklig (mit der Spitze D) ist.

b)  Da in allen drei Fillen die beiden Dreiecke AB’D und A’BD gleich-
schenklig sind und D als gemeinsame Spitze haben und fiir D als
Schnittpunkt von ¢, mit ¢z sicher | AD| =|BD)| gilt, folgt |A’D|=|AD)|
= |BD| = |B’D|. Somit liegen 4, A’, B, B’ auf dem Kreis um D mit
dem Radius |4D| und, wie zusédtzlich bemerkt sei, mit dem Durch-
messer A’B’, so daB A A’B'A bei A und A A’B’B bei B einen rechten
Winkel hat.

Im Dreieck ABC sei AB die Hypotenuse, und r bzw. g seien die Radien
seines Um- bzw. Inkreises. AB ist ein Durchmesser des Umkreises nach der
Umkehrung des Satzes des THALES,

also gilt c

|4B| = 2r. N

F
Beriihrt der Inkreis die Hypotenuse '0
in D, die Katheten in £ und F (£ :

. . Bild L.1.20

liege auf BC) (Bild L.1.20), so gelten A Ji 8
(nach Satz IV.12) die Gleichungen

2r = |AB| = |AD| + |[DB| = |AF| + |BE|.
Ist O der Inkreismittelpunkt, dann gilt
|OE| = |OF| = o.

Deswegen, und weil die Winkel bei E, C und F rechte sind, ist das Viereck
OECF (nach den Sitzen 111.42 und III.43) ein Quadrat. Folglich ist

|FO| = |EC] = o.
Wir erhalten zusammenfassend :
IAO’] + |BC| = (]AF] + ]FC]) + (]BE| + |EC])
= (|AF| + |BE|) + (|FC| + |EC|)= 2r + 2p.

Man bezeichne die Eckpunkte des Dreiecks so mit 4, B und C, daB keiner
der Dreieckswinkel groBer als der bei C ist, und sodann die Langen der
Dreiecksseiten wie iiblich mit a, b und
¢ (Bild L.1.21). Dann ist AC nicht
Durchmesser des Umkreises k, weil sonst
der Winkel bei B ein rechter und daher
groBer als der bei C wire. Ist CD Durch-
messer des Umbkreises k, so ist D ¢ g,¢.
H sei der Fufipunkt des Lotes von C
auf g5 . Dann gilt, wenn r der Umkreis-
radius ist,

|CD| = 2r Bild L.1.21
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[0021 71]

und fiir den Flicheninhalt I des Dreiecks ABC, wenn noch |HC| = h, ge-
setzt wird
_ch,

- (1)

Nach Definition von H ist | & BHC| = 90°, und nach dem Satz von THALES
gilt

|<xDAC| = 90°. (2)
Der Punkt B liegt auf derselben Seite von g, wie D, denn andernfalls ligen

B und D nach dem obigen auf verschiedenen Seiten von g,,. Dann wire
ABCD ein nicht iiberschlagenes Sehnenviereck und daher nach Satz II1.30

" 1x4DC| + |£4B0| = 180°, (3)

Wegen (2) ist | X 4DC| < 90° und folglich wire wegen (3) |xABC| > 90°
im Widerspruch dazu, da8 <ACB groBter Winkel im Dreieck 4 BC ist.
Weiter gilt nach dem Peripheriewinkelsatz < CBA = < CDA. Also gilt
nach dem 1. Ahnlichkeitssatz A BOH ~ A DCA. Daraus folgt (Satz IV.4.2)

a:h,=2r:b,
d.h. b
kc = '2—7-' .
Setzt man diesen Wert in die Flacheninhaltsformel (1) ein, so erhéilt man
_abo
4r°

Bemerkung: Unter Benutzung der Trigonometrie ergibt sich die letzte Gleichung aus
den Formeln (10’) und (12) der Vorbetrachtungen.

Wir nehmen 0.B.d.A. an, daB C der Scheitel des rechten Winkels von
NAABC ist. Es sei M der Mittelpunkt des genannten Kreises. M hat von
jeder Kathete des Dreiecks 4 BC den Abstand r. Die Hohen der Dreiecke
AMC bzw. BMC von M auf AC bzw. BC haben daher je die Lange r. Der
Flicheninhalt von A ABC ist die Summe der Flicheninhalte von AAMC
und ABMC, folglich gilt:

ab ar br

PR

woraus man

0.B.d.A. sei |AC| = |BC| vorausgesetzt. § sei der von C verschiedene
Schnittpunkt der Symmetrieachse des Dreiecks (durch C) mit dessen Um-
kreis (Bild L.1.23). Da das Dreieck gleichschenklig ist, liegen M und N
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auf der Symmetrieachse gog; denn gqs ist die Mittelsenkrechte von AB und
enthilt die Winkelhalbierende des Dreiecks mit C' als Scheitel. R sei der
FuBpunkt des Lotes von N auf g,..

Es ist

ARNC ~ NASC, (1

da XNCR = <SCA4, |<XCRN|=90° und nach dem Satz des THALES
|§: C’AS| = 90° gilt, letzteres weil SC Durchmesser des Umkreises ist.
Weiterhin ist A ANS gleichschenklig.

Beweis: Es ist
|xNAS| = 90° — | £ CAN|
und
|<ANS| = 180° — 90° — | X BAN|.

Also gilt wegen | BAN| = | < CAN| (AN liegt auf der Winkelhalbierenden
von A ABC durch 4)

|$ NAS| = |xANS|.
Daraus folgt

| 48| = |SN|. (2)
Wegen (1) gilt daher
|CN|:|NR| = |CS|: |S4]. (3)

1. Fall: M liegt auf CN, dann folgt aus (3) mit d = |[MN|:
(ry +d):7y=27,:|SA4|
und wegen (2)
(ry + d):ry =27y (p — d),
also
r2 —d¥=2nr,,
d* =13 — 211y,
d=11r(ry— 27,).
2. Fall: M liegt auf NS, dann folgt
aus (3) und (2)
(r,— d) :ry=2ry: (ry + d),
woraus man ebenfalls
d= ]/rl (ry — 271y)

erhalt. Bild L.1.23
Da d reell ist, folgt noch r; = 27,.

'

Nach dem Sekanten- bzw. Sekantentangentensatz (Satz IV.11) gilt (Bild
L.1.24):

|BM|-|BN| = |BD?, (1)
|CP| -|0Q| = |CDI?, (2)
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L.1.26

G*

und
|AM| - |AN| = |AP| - |4Q]. (3)

Weiterhin gilt nach dem Lehrsatz des PYTHAGORAS, angewandt auf ACAD
bzw. ANABD,

|CD|* = |4C[* - |AD]?, 4

|BD|? = |AB|* — |AD|2. (5)
Aus (1), (2), (4) und (5) folgt

|BM| - |BN| — |CP| - |CQ| = |AB|2 — |AC|% (6)

Da
|BM| = |AB| — |AM|, |BN|= |AB| — |AN|.,
|CP| = |AC| — |AP| wund |0Q| = |4AC| — |A4Q)|
gilt, ist (6) dquivalent mit
(|AB| — |AM|) (|4B| — |AN|) — (|40| — |AP|) (JAC| — |4Q))
= |4B|* — [40]?
und weiter mit A
—|4B|(|AM| + |AN]|) + |[AM| - |AN| = y ,
—|AC|(|AP| + |4Q]) + |AP| - |4Q].
Wegen (3), |4B| % 0 und |AC| + 0, folgt hieraus
|AM| + |AN| |AP| + |4Q|
|4C| |AB| )

N a

Bild L.1.24 8 0 c

E sei der Schnittpunkt von g, mit der Parallelen zu g,, durch C. Dann ist
AECD nach Def. II1.22 ein Parallelogramm. Also gilt

|AE| = |DC| < |4B|.
AuBerdem liegt E auf derselben

D c
Seite von ¢, wie C, also auch wie B, \v
so dal E auf AB liegt und > ‘d
|EB|= |4B| — |4E|=a—-b piavri2s 4

ist (Bild L.1.25).

Der Mittelpunkt P von AC ist Schnittpunkt der Diagonalen des Parallelo-
gramms AECD und daher Mittelpunkt von DE. Also ist |[DP| = |PE|. Da
auBerdem laut Aufgabenstellung |DQ| = |@B| gilt, folgt aus der Umkeh-
rung des 1. Strahlensatzes PQ || B und dann aus dem 2. Strahlensatz

EB . a—2>
ipo =ZBl an. |pe| -
]

£ g

Die Hohen der Dreiecke DAB bzw. DFE auf ¢, bzw. gpp sind zueinander
parallel, da die zu diesen Hohen gehdrenden Seiten DB bzw. DE der ge-
nannten Dreiecke auf derselben Geraden liegen (Bild L.1.26).
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Nach dem 2. Strahlensatz verhalten  Bild L.1.26 b ¢
sich die Lingen dieser Hohen auf-

grund der Voraussetzung wie 3 : 1. F £

Ferner verhalten sich die Liangen der

Grundseiten DB bzw. DE zueinander -

wie 2:1. Daher verhalten sich die
Flicheninhalte beider Dreiecke wie
6 : 1. Folglich verhilt sich der Flicheninhalt des Dreiecks DFE zu dem des
Vierecks ABEF wie 1: 5.

Die Kathetenlingen der abgeschnittenen rechtwinkligen Dreiecksflichen
werden mit # und y und die Hypotenusenléinge, die gleich der zu berechnen-
den Seitenlinge des Achtecks ist, werde mit ¢ bezeichnet.

Dann gilt:

22 +¢=2a, d.h. x=2a2_ ° (1)
2b —

2y +¢c=2b, dh. y= 3 ¢ (2)
und

z? + y2 = c?, (3)
also wegen (1) und (2)

(2a —c)* (2b—c)?

i T4 T

woraus

+2(@+bc—-2(@+5b)=—0 (4)

folgt. Hieraus ergibt sich, daB entweder

c=—(a+b)+ |(a+b)+2(@®+b?) (5)
oder

c=—(a+b)— J(a+b)?+2(a+b? (6)
sein mub. 4

Da a, b und ¢ positiv sind, kann ¢ nicht der Relation (6) geniigen. Falls die
Konstruktion iiberhaupt moglich ist, muB ¢ die Bedingung (5) erfiillen.

Bemerkung : Die Konstruktion ist genau dann méglich, wenn ¢ < 2 min («, b) ist, d. h.
wenn mex (a, b) << 3 min (a, b) ausfallt.

Wir zeigen zunichst, daB die Bedingung 4) notwendig dafiir ist, da < ACE
ein rechter Winkel ist. Wegen |BE| = | 4B| folgt aus der Umkehrung des
Satzes des THALES (Satz I1.10):
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" gungen 1) bis 5) nur die Be-

Wenn der Winkel & ACE ein rechter ist, so liegt C auf einem Kreis um B
mit dem Radius |4B|.

Somit ist |AB| = |BC| eine notwendige Bedingung dafiir, daB der Winkel
X ACE ein rechter ist.

Nun weisen wir nach, da keine der Bedingungen 1), 2), 3) und 5) not-
wendig dafiir ist, daB | ACE| = 90° ist. Da bei festgehaltenen Punkten
4, B, C die Lage von D und damit die Lingen von AD und CD sowie die
GroBen der Winkel ¢ BAD, < ADC und < DCB jeweils ohne Einfluf auf
die GroBe des Winkels <t ACE sind, ist es leicht, Vierecke anzugeben, z. B.
das in Bild L.1.28, die keiner der Bedingungen 1), 2), 3) oder 5) geniigen,
bei denen aber trotzdem <t ACE ein rechter Winkel ist.

Somit ist also von den Bedin-

dingung 4) notwendig dafiir,
daB < ACE ein rechter Win-
kel ist.

Bild L.1.28 A 8 £

1. Lésung

Das gegebene Rechteck werde an ggy gespiegelt, wobei die Punkte 4, B, C,
D in die Punkte A’, B’, ¢V, D’ iibergehen (Bild 1.1.29).
Dann gilt AGEB’ = ANHFA’ nach dem Kongruenzsatz (sws) und daher

| % GEB| =«

A A
|<AEB'|=a + .
Wegen S
A4’ =BD, AB =DE VAR I =
un
|$AA4'B'| =90° = | < BDE| A 5 £ g
ist Bild L.1.29

NAA'B =AB'DE.
Daher ist A AB'E gleichschenklig mit der Spitze B’. AuBerdem ist
| X4AB'G| = 90° — |« A'B'A4|,
|XGB'E| = |xA'B'A|,
also
|XAB'E| = |[<AB'G| + | < GB'E| = 90°,
so daB A AB’E rechtwinklig gleichschenklig ist und
|<AEB'| = o + § = 45°
betragt.

2. Losung
Es ist

und tanfi =

ro| —
C.U|i—i

tana =
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Aus der in diesem Falle giiltigen Beziehung

tana + tanf

tan (z + f) = 1 — tana - tanf

erhilt man dann
tan (x + f8) = 1,

d.h., es mufl & + ff = 45° + k - 180° mit geeignetem ganzzahligem % gelten.
Wegen 0° < o < 90° und 0° < ff < 90° kommt nur £ = 0 in Frage.

0 (A

In dem Trapez ABCD (Bild 1..1.30) sei  Bild L.1.30
AB || CD. Vorausgesetzt ist dann

Jac L gsp. Wird der Schnittpunkt von y
gag und der Parallelen zu gz, durch

C mit E bezeichnet, so ist das Viereck

BECD nach [Definition III.22 ein Parallelogramm, und es sind folgende
Aussagen wahr:

1) |AE|= |AB| + |BE|,
weil B auf AFE liegt; anderenfalls lige E auf derselben Seite von g, wie 4

und nicht wie C, so daBl CE von gg, geschnitten wiirde, was gcp, || 945
widerspricht.

2) |BE|=|CD|, |EC|= |BD|

weil BECD ein Parallelogramm ist.

3) 9ec L Gac

weil ggc || gpp und gpp L g4c gilt.
In dem rechtwinkligen Dreieck AEC stimmen somit die Kathetenldngen

mit den Diagonalenldngen und die Hypotenusenlinge mit der Summe der
Grundseitenlingen des Trapezes tiberein. Die Behauptung folgt dann sofort
aus dem Satz des PyTtHAGORAS, angewandt auf A AEC:

(|AB| + |BE|)* = |AC|? + |CE|* .
was dquivalent ist mit

(|4B| -+ |CD|)? = |AC|*+ |BD|

Da g5 + gep ist, gilt auch goe + 945
und gge # gop- Daher schneidet gq
die Geraden g, 5 und gcp, in je einem )
Punkt L bzw. K. Wegen G + E gilt BudL.1.31 A4
K % Cund L + B (Bild L.1.31).

Aus den Strahlensitzen folgt dann:

|K@G| _ |CE| _ |CH| _ |CD|
|GL| |EB| |HA| |A4B|

(I
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und
ISC] _ [KC'| _ |O’D|

|SB|  |LB| |AB|
Aus (1) und (2) folgt
|KG| |KC| |[KG@| |GL|
=" bzw., o =1t
|GL| |LB| |[KC| |LB|
Da auBerdem die Winkel <t CKG und < GLB rechte sind, sind die Dreiecke

KG@GC und GLB éhnlich.
Daher gilt:

X BGL = < KGC. (3)
Da, weiter die Winkel < SGE und < EGL rechte sind, folgt wegen (3)
< BGE = < EGC.

Die Diagonalen jedes konvexen Vierecks 4BCD schneiden sich in einem
Punkt M, der im Innern des Vierecks liegt (Bild L.1.32).

Aus dem Satz des PyrHAGORAS folgen dann auf-
grund der Voraussetzungen die Gleichungen

|AB|2 = |AM|? + |BM|2,
[CD|? = |CM|* + |DM|2,
|BC|? = |BM|*> + |CM 2,

|DA[* = |DM|* + |[AM]2. Bild 1..1.32

Wir entnehmen daraus

|AB|2 + |CD|2 = |BC|? + |DA|>

Die Linge der Hohe auf die Hypotenuse eines gleichschenklig-rechtwink-

4 .
> wenn ¢ die Hypotenusen-
2

linge ist. Der Flacheninhalt dieses Dreiecks ist darum gleich CZ

ligen Dreiecks ist nach dem Hohensatz gleich

1
Durch Multiplikation der beiden Seiten der Gleichung (1) mit vy erhalten

wir die nach III.(12) mit der zu beweisenden Gleichung aquivalente Glei-
chung

1 1 1 1
J— 2 —_ 2 . 2 . 2
g 4B + 5 |OD|* = | BO|* +  [DAJ2.

1. Beweis (ohne Verwendung von Trigonometrie oder Vektorrechnung):
Zu beweisen ist:

a) Wenn die Diagonalen des Vierecks einander rechtwinklig schneiden,
8o ist a? + ¢% = b2 + d2.

b) Wenn a® + ¢® = b2 4 d? ist, so schneiden die Diagonalen des Vier-
ecks einander senkrecht.
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Beweis von a):

Die Diagonalen eines ebenen konvexen Vierecks schneiden einander in einem
Punkt der Vierecksfliche und nach Voraussetzung senkrecht. Werden die
Liangen der Diagonalenabschnitte wie im Bild L.1.33a bezeichnet, so gilt
nach dem Satz des PYTHAGORAS:

a? = w? + 2, b= a®+ 42, /\
z
c=y2+22 und d?=2%+ wl BN

Daraus folgt

a? 4 ¢ = w2+ 2% + y? + 22 = b% + 42
Also gilt a).

Bild L.1.33a

Bewets von b):

Die Bezeichnung der Seitenlingen sei so eingerichtet, daB a eine grofBte
Seitenlinge ist. O.B.d.A. kann auBlerdem a = b = d angenommen werden.
In diesem Fall gilt

az=b=dz=c (1)

denn ¢ > d wiirde wegen @ = b zu a? + ¢* = b* + d? in Widerspruch stehen.
Ferner konnen die Gré8en der vier Innenwinkel des ebenen konvexen Vier-
ecks nicht alle kleiner als 90° sein, weil ihre Summe 360° ist. Der Scheitel-
punkt eines groBten Winkels (dessen GroBe also mindestens 90° betrigt)
sei mit B und die beiden B benachbarten Eckpunkte des Vierecks seien so
mit A und C bezeichnet, daB

|4B|.z |BC| 2)

ist. SchlieBlich sei D der vierte Eckpunkt des Vierecks. Da AB und BC
benachbarte Seiten des Vierecks ABCD und a und ¢ Lingen gegeniiber-
liegender Seiten sind, gilt wegen (1) und (2) entweder

|AB| =a oder |BC|=c.
Im ersten Fall wiirde |CD| = ¢ und somit wegen (1)
|4D| z |CD|, (3)

im zweiten Fall dagegen |AD| = a, und somit wegen (1) ebenfalls (3) gel-
ten, d.h. (8) ist in jedem Falle richtig. Es seien nun ¥ und ¥ die FuBpunkte
der Lote von B bzw. D auf g, (Bild L.1.33b). Ferner sei

|BE|=h,, |DF|=h,, |AE|=p, |CE|=q, |AF|=r, |CF|=s;
wegen (2) und (3) gilt /
pzgqg und r=s. (4) Bild L.1.33b

Nach der Auswahl von B sind in
AN ABC die Winkel mit den Scheiteln
A und C spitz, so daB E zwischen 4
und C liegt. Dagegen sind fiir F die

D
Q'
beiden Fille zu unterscheiden, daBl a

F zu AC gehort oder mnicht. Diese A 8



beiden Fille konnen im folgenden aber gemeinsam behandelt werden, wobei
gegebenenfalls das obere Operationszeichen fiir den ersten, das untere fiir
den zweiten Fall gilt. Es ist

p+gqg=r=+s(=|A4AC)). (5)
Nach dem Satz des PyTHAGORAS gelten weiterhin die Gleichungen:

AB|* = p* + k2, |BC|>=¢* + B2,
1
|CD|2 = s* + B2, |DA|2=1* + B2

Daraus folgt (wegen der vorausgesetzten Gleichheit |4B|? + |CD|? = |BC|?
+ |pAj?)
P>+ s2=q*+ 12
und weiter
PP - =rt—s
d.h.
P+PP—g =(r+s)r—2s).
Wegen (5) und |AC| = 0 gilt daher
p—g=r7Fs. (6)

(Samtliche auftretenden Differenzen von Streckenlingen und Flichen-
inhalten sind wegen (4) nicht negativ. Die untere Gleichung (6) stellt einen
Widerspruch dar, da E € AC, und somit E 4+ A4, E & C, p < |4C| < r gilt;
der Fall, daB3 F nicht zu AC gehort, kann demnach nicht eintreten.

Aus den Gleichungen (5) und (6) folgt schlieBlich p = r, und somit £ = F,
d.h. E liegt (weil ABCD ein ebenes Viereck ist) auf der Diagonalen BD,
und 4C sowie BD schneiden einander in E senkrecht. Damit ist b) bewiesen.

2. Beweis mit Hilfe der Vektorrechnung

Es seien q, b, ¢ und b die durch die Seiten des Vierecks in Linge und Rich-
tung bestimmten Vektoren, und zwar so orientiert, daf3

a+b+ec+d=0 (7)
ist. Alle folgenden Gleichungen sind untereinander gleichwertig:

a% — B2 + ¢z — d% = o,
(@—D5)(a+B)+ (c~Dd) (c+Dd) =0,
(@ —Db) (a+b) — (¢c—b)(a+Db)=0 wegen (7),
(@a—b—c+d)(a+b)=o,
—2(+¢)(a+5b) =0 wegen (7),
(6 +¢)(a+Db) =0o.
Die letzte Gleichung bedeutet Orthogonalitit der Diagonalen des Vierecks.
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Die Fliche des Vierecks A BCD moge Bild L.1.34 c

durch ihre Diagonalen AC und BD
in die von den vier Dreiecken A, D
DNg, Ng und A, berandeten Flachen

zerlegt werden. Die Numerierung sei

so gewihlt, daB die Dreiecke A; und )
A\, eine gemeinsame Seite besitzen,
die auf BD liegt (Bild L. 1.34). A g
Dann ist die H6he von A, die auf

der AC enthaltenden Geraden senkrecht steht, auch Héhe von A,. Folg-
lich sind A; und A, genau dann flichengleich, wenn der Mittelpunkt von
AC auf BD liegt.

Entsprechend ergibt sich, dafl A, und Ay bzw. A; und A, genau dann
gleichen Flicheninhalt haben, wenn der Mittelpunkt von BD auf AC liegt
(bzw. von AC auf BD).

Da AC und BD hoéchstens einen Punkt gemeinsam haben kénnen, ergibt
sich:

Die Flicheninhalte der A; (¢ = 1, 2, 3, 4) sind genau dann paarweise gleich,
wenn die Mittelpunkte von AC und BD zusammenfallen, also (nach Satz
IIT.37.3) wenn das Viereck ein Parallelogramm ist.

In jedem konvexen Viereck ist die Summe der GroBen der Innenwinkel
[nach Satz II1.2.(5)] gleich 27, daher kénnen nicht alle Innenwinkel eines

solchen Vierecks GroBen haben, die kleiner als % sind.

O.B.d.A. sei |§:ABO’] > % In dem Dreieck ABC ist dann nach Satz ITI.10

AC die lingste Seite.
Nach dem Kosinussatz gilt:

|AC|? = |AB|* + |BC|* — 2|AB| - |BC| cosy, 1)
wenn y = | X ABC| ist.
Wegen % =< y < = folgt aus (1)

|AC|® = |AB|* + |BC|. 2

0.B.d.A. sei |AB| < |BC|, dann folgt aus (2)
40l (1201

(ram) =1+ (jam) =
also

40|

j45 = 1*
Ist M der grofte und m der kleinste aller auftretenden Abstdnde zweier
Eckpunkte voneinander, so ist M = |AC| und m < |AB| und folglich

M 1400 s,
m

7= AB|
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Es sei ABCD ein Sehnenviereck, e die Lange der Diagonalen (Sehne) AC
und § = |XABC| (Bild L.1.36). Dann gilt |« CDA| = n — f nach dem Satz,
daB im Sehnenviereck die Summe der Gréfen zweier gegeniiberliegender
Winkel r betrigt (Satz II1.30).

Nach dem Kosinussatz, angewandt auf die Dreiecke ABC bzw. ACD, gilt

et = a® + b2 — 2ab cosf, (1)
e? =%+ d? + 2cd cosf3, (2)

da cos (r — B) = — cosf fiir alle reellen § gilt.
Aus (1) und (2) folgt

2 (ab + cd) cosf = a? + b2 — ¢ — 42
und wegen ab + c¢d >0
a? + b% — c? — d?

cosf = 2 (ab+cd) 3)
Bild L.1.36
Der Flacheninhalt I des Sehnenvierecks A BCDist
1
=5 [absinf + edsin (x — f8)] 4)

1
2
da sin (r — §) = sinf fiir alle f§ gilt. Aus (3) und (4) folgt wegen

sin?f + cos®ff =1

(@b + cd) sinf, -

zunéachst

,[4(ab + cd)? — (a® + b® — ¢ — d?)?
4 (ab + cd)?

Iz=%(ab+cd)

und weiter

1612 = [2 (ab + cd) + (a® + 1% — ¢% — d?)]
-[2(ab + ¢d) — (a® + b% — ¢ — d?)]
= [(a® + 2ab + b%) — (c* — 2¢d + d?)]
“[(c® + 2¢d + d*) — (a® — 2ab + b?)],
also
16[2=(a+b+c—d)-(a+b—c+d)-(c+d+a—0b)-(c+d—a+b).

Da im konvexen Viereck die Summe der Lingen dreier Seiten stets grofler
ist als die Linge der vierten Seite (Satz III.2), ist jeder Faktor auf der
rechten Seite dieser Gleichung positiv, und es folgt:

2 2

]/a+b+c+d—2b a+b+c+d—2a
' 2 ' 2 ’

I_Va+b+c+d—2d a+b+c+d—2¢

also

I=)(s—a)(s—b)(s—c)(s —d).
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a)

b)

Da ein Viereck genau dann ein Parallelogramm ist, wenn je zwei
gegeniiberliegende Seiten gleich lang sind (Satz II1.37.1), geniigt es
zu zeigen, dal}

|SR| = |PQ| und |SP| = |RQ| gilt.
Nach Voraussetzung ist:

|AE| [BF| |CG| |DH| 1

|EB| |FC| [GD]| |HA| 2’

also
|BF| = 3 |BC| wnd |DH| = |4D],

also |BF|=|DH| undanalog |AE|= |CG|.
Nach dem Kongruenzsatz (sws) ist daher sowohl
NABF = ANCDH,
weil |AB|= |OD|, |BF|= |DH| und | ABF|= | CDH| = 90° gilt,
als auch
NAED = NCGB,
weil [AE| = |CG|, |DA| = |BC| und |&< DAE| = | & BOG| = 90° gilt.
Somit folgt:
|AF| = |HC| und |BG|= |ED|
und

|*X4ED|= |« CGB|, |XFAB|=|xHCD|,
| & EDA| = |« GBC|, |&BFA|=|xDHC)|.

Es gilt daher nach dem Kongruenzsatz (wsw):
NAEP = NCGR, NBFQ=ADHS.
Wegen
|DE| = |DS| + |SP| + |PE| = |GB| = |GR| + |RQ| + |@B|

und

|DS| = |@B|, |PE|= |GR|
gilt

|SP| = |RQ]|.
Entsprechend folgt

|PQ| = |RS|.

Also ist das Viereck PQRS ein Parallelogramm.

Mit 7(P) wird der Flicheninhalt des Parallelogramms PQRS, mit
I(N) der des Rechtecks ABCD, mit I, der des Dreiecks ABF bzw.
des Dreiecks CDH, mit I, der des Dreiecks AED bzw. des Dreiecks



BC@, mit I, der des Dreiecks AEP bzw. CGR und mit I, der des
Dreiecks BF@Q bzw. DHS bezeichnet.

Es gilt:

I(P)=IR)—2I,—21,+2I; +21,. 1)
Wegen

I _|AB| - |BF| I _ |AE| - |DA|

R
und

|BF| = |BC| und |4B| = |4B]
ist:
1 1
I1=Iz=€]AB|-|BO’|=€I(92). (2)
Es gilt weiter (Satz II1.18):
2I;= |PA| - |PE|sin | & EPA|

und
21,= |@B| - |QF|sin |x F@B|.
Da
| < EPA| =|%SPQ| und |XFQB|= |xPQR|
ist, sowie
|*SPQ| + |« PQR| = 180° und sin (180° — ) = sinx
gilt, folgt:
21, + 21, = sin| < PQE|(PA| - |PE| + QB| - [QF). @

Beachtet man nun, da3

|AB| = |4E| + |EB|, |BC|= |BF|+ |FC| und
|PA| = |BC|

ist, so erhélt man aufgrund der Voraussetzungen nach dem 2. Strahlen-
satz

|PE|: |QB| = |AE|: |AB|=1:3,

also

|PE| =3 [@B| und |PA|: |QF| = |BC|: [CF| =3:1,
also |QF| =% |PA|.
Setzt man diese Werte in (3) ein, so folgt

2(I,+1) == |PA| -|QB| sin | PQR|. )

93



L.1.38

94

Weiter gilt (Satz II1.37)

I(Y) = |PQ| - |QR| sin | & PQR)|. (8)
Aus dem 1. Strahlensatz folgt

|PQ|:|PA| = |EB|: |AE| =2:1,

|QR|: |@B| = |FC|: |BF| =2:1,

woraus sich wegen (4) und (5)

2(I3+I4)=—%I(‘})) (6) .
ergibt. Aus (1), (2) und (6) erhilt man

1) = 100 — 2 T0) + 2 IP)
und hieraus schlieBlich

2
I®) =21

Ist ABCD nicht konvex, dann sei 0.B.d.A. AC die auBerhalb von ABCD
gelegene Diagonale (Bild L.1.38).

In diesem Falle konstruiert man den zum Punkt B in bezug auf g, sym-
metrisch gelegenen Punkt B’. Fiir den Flicheninhalt I’ des konvexen,
ABCD enthaltenden Vierecks AB’CD mit den gleichen Seitenlingen gilt
dann I’ > 1.

Wir zeigen nun, dall die Abschitzung fiir alle konvexen Vierecke gilt und
betrachten dazu das konvexe Viereck 4BCD.

Setzt man | < DAB| = « und bezeichnet den Flicheninhalt des Dreiecks
ABD mit I”, dann gilt nach Satz II1.18

I,,_a-d'sinzz 0 c ;
=
und wegen sina < 1 d
I// < C_Ljd_
= 2 2
Bild L.1.38 g g

wobei das Gleichheitszeichen genau dann steht, wenn o = % ist.
Entsprechendes gilt fiir die Dreiecke ABC, ACD und BCD); folglich fillt

ab cd be ad

aus, woraus sich

2Ié%(ab%—cd%—bc+ad)=—;—(a+c)(b+d),
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also

ergibt.
Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn jeder der vier Innenwinkel
von ABCD ein rechter ist, d.h. im Falle eines Rechtecks.

Der Inhalt I des Kreisausschnitts (Bild L.1.39) ist % des Inhalts einer

Kreisfliche mit dem Radius . Daher bestehen, wenn b die Linge des ent-
sprechenden Kreisbogens bezeichnet, nach Satz IV.13 die Gleichungen
T _r
I= s und b= 37

Das durch die Teilung des Kreisausschnitts entstehende Teildreieck ist
nach Satz IT1.272. gleichseitig, weil die Seiten des Dreiecks, die auf den
Schenkeln des Zentriwinkels von 60° liegen, kongruent sind (sie sind Hypo-
tenusen von rechtwinkligen Dreiecken, die nach dem Kongruenzsatz (wsw)
einander kongruent sind). Dieses gleichseitige Dreieck habe die Seiten-
linge a. Die Umfénge der beiden Teile des Kreisausschnitts sind genau dann
gleich groB, wenn

2a=2(r—a)+ b,

also wenn

4a=2r+b=2r+%r,

d.h.

r T Bild L.1.39 a r-a
a=—|1+—
2 ( 6)

gilt.
Demnach erhalten wir

a? - = 2]/§
I - — 2 1 ) £
=g 3= ( - 6) 16
fiir den Flicheninhalt I, des gleichseitigen Teildreiecks.

Behauptung: Von den beiden Teilen des Kreisausschnitts hat das Dreieck
den kleineren Flicheninhalt.

Bewezs:

Die Behauptung ist gleichbedeutend mit der Relation I, < %
Es geniigt deshalb zu beweisen, daB
T\ - 4
1+— -
( + 6) V3 < 3T
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gilt oder, was damit dquivalent ist, dal

m\4 16
I 2
(1+6)3<9r

ausfallt. Nun ergibt sich, weil = < 3,18, also % < 0,53 ist,

754
(1+E)3<17

16
und wegen 3,10 < m andererseits 17 <-3TI:2, womit dieser Nachweis er-
bracht ist.

Wie iiblich, seien die Seitenlingen von A ABC mit e, b, ¢ bezeichnet. Dann
gilt nach Voraussetzung b < @ < ¢. Sind in dieser Reihenfolge r,, r, und 7,
die Radien der Kreise um D, E bzw. F, die die ,,Sichelfliche* begrenzen,
so gelten nach dem Satz des PyrHaGoras die Gleichungen

272 = a?, 2% =10% 2%=c%
Aus a? + b? = ¢? folgt daher
3+ 12 =13, (1)

Die ,,Sichelfliche* entsteht, indem an A\ ABC iiber 4B das Kreissegment
angefiigt wird und auBerdem die sich nicht iiberlappenden Kreissegmente
iiber BC und AC abgeschnitten werden. Da A AEC und ACDB gleich-
schenklig-rechtwinklig sind, ist |< ECA| = 45° = |« DCB|, so daB wegen
| xACB| = 90° die Punkte E, C, D auf derselben Geraden liegen. Die Senk-
rechte zu ¢z, durch C ist daher gemeinsame Tangente an die Kreise um
E und D durch C, so daB sich die Bogen iiber AC und BC in C berithren.
Die Flacheninhalte dieser Kreissegmente sind gleich

T 1 .
T (=123

(;, Viertelkreisfliche minus Dreiecksfliche®).
Als Flicheninhalt der ,,Sichelfliche‘‘ erhalten wir somit

1 s 1 o 1 T 1
s b+ (—4 s E) - (—4 - E.’f) - (—4 - 5’5)=
also

1 = 1
gobt - - -l

d.h. nach (1) %ab.

Ergebnis: ,,Sichelfliche* und Dreieck haben denselben Flicheninhalt.
Zusatzbemerkung: F liegt auf CD.
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{0021 71]

Beweis:

Die Dreiecke ABC und ABF sind rechtwinklig; darum liegen 4, C, F und
B auf dem Kreis & mit dem Durchmesser 4B (Umkehrung des Satzes von
THALES). Da F auf derselben Seite von g,; wie £ und D liegt, liegt es auch
auf derselben Seite von g,5 wie C. Weiter gilt nach dem Satz des PYTHA-
GORAS

|AC|® + |BC|*> = |AB|? = |AF|* + |BF|?
und daher wegen
|AF| = |BF| und |AC| < |BC|

sicher |BF| < |BC|, so daB F auf dem A nicht enthaltenden von B und C
begrenzten Bogen von k liegt.
Betrachten wir BF als Sehne, so folgt aus dem Peripheriewinkelsatz

< BAF = 4 BCF

und, weil < BAF Basiswinkel im gleichschenklig-rechtwinkligen Dreieck
ABF ist,

|« BOF| = 45°.

Da auch | BCD| = 45° ist (X BCD ist Basiswinkel im gleichschenklig-
rechtwinkligen Dreieck CBD), liegt F auf CD.

a)  Fir den Fliacheninhalt I, des Dreiecks A BC gilt

I=5. o)
Ferner gilt:
Iy =1Ip— Iy,

wobei I, die Summe der Flicheninhalte der drei im Innern des Drei-
ecks ABC gelegenen Kreissektoren ist. Da nach dem Satz des PyTHA-

GORAS |AB|=a ]/5 > a gilt, schneiden sich die um A bzw. B jeweils
mit dem Radius % geschlagenen Kreise nicht (Bild L.1.41).

Diese drei Kreissektoren lassen sich zu einer Halbkreisscheibe zu-
sammensetzen, da die Summe der Winkelgroflen im Dreieck 180° be-

trigt. ¢
Dabher gilt
I, wa?
D = 8
H
und damit! Bild L.1.41 4 g
a® wa? =\ a? a?
I.=1I,—Ip=———-=(1——)—== 02146 - —.
S S ( 4) 2 2
1 Aus einer Tafel entnimmt man = = 3,1416 -~ § mit [6]{<< §.107%, woraus
r é |6| s
1— %= 0,2146 — 7 T< 1,25 - 107° folgt.
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b)  Wegen (1) betrigt somit der Inhalt I, rund 21,46% des Flachen-
inhaltes des Dreiecks 4BC.

Wenn sich zwei der fiinf Kreise beriihren, so missen sie auBerhalb vonein-
ander liegen, da sie gleiche Radien haben und nicht zusammenfallen. Be-
rithrt ein Kreis zwei benachbarte Quadratseiten, so liegt sein Mittelpunkt
auf der Diagonalen, die von der gemeinsamen Ecke dieser Seiten ausgeht, da
er von beiden Seiten gleichen Abstand hat.

a)  Ist M der Schnittpunkt der Diagonalen des gegebenen Quadrats und
M’ der Mittelpunkt eines der zwei benachbarte Quadratseiten be-
rithrenden der fiinf gegebenen Kreise, dann konnen die Ecken des
Quadrates so mit A, B, C, D bezeichnet werden, daB M’ auf AM
und M auf AC liegen. Man erhilt dann ’ ¢

a s %
|aM| = S Y2, |MH| = 2r

und nach dem 2. Strahlensatz (Satz IV.3)

1
[AX'): |AM| =73, k "
f

also

A a 7}

|[AM’| = 2. Bild L.1.42

So ergibt sich wegen |[AM| = |AM’'| + |M'M|
SV2=r)2 +2r.

Daraus erhilt man

a

-
2=r+r]/2

und somit die gesuchte Beziehung
a —

b)  Man erhdlt M als Schnittpunkt der Diagonalen des gegebenen Qua-
drats A BCD und den Berithrungspunkt £ als Schnittpunkt von 4 .M

mit dem Kreis vom Radius % um 4 ; denn aus (1) und (2) folgt

|dM| ~ 2=,

d.h., |[EM| ist der Radius der gesuchten Kreise.
Auf den Diagonalen findet man nun die Mittelpunkte der vier iibrigen
Kreise, indem man von M jeweils eine Strecke der Linge 27 abtrigt.
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Bezeichnet man die Mittelpunkte der Kreise k&, k', k,, k, und k, der Reihe
nach mit M, M’, M,, M,und M,, den Beriihrungspunkt der Kreise k und &’
mit B und den nicht auf BM, gelegenen Schnittpunkt von k; mit gg,,, mit
A, dann gilt

|[MM,|=r+r sowie AB | MB (Bild L.1.43a).
Auflerdem gilt A
|AB| = |MB| =r,
und daher
IMIB|=T—TI‘ r ,i MZ

Daraus folgt nach dem Lehrsatz des PyTha-
GORAS, angewandt auf A MBM,,

(r+m)=(r—r)+r, M 8
. Bild L.1.43a
und somit
4rr, =1% d.h. wegenr >0

r

r= Z
Ferner gilt
| MMy| =7+ 1,
und
IMzB|A= re2ry—ry= % — Ty,

also nach dem Satz des PyTHAGORAS, angewandt auf A MBM,,

r 2 A
2 —|__ — 2 Y
(r—}—rz)—(z 72)+r, Iz 1;
und somit A M
r2
3rry, = T d.h. wegen r > 0
’ IT
2= 79" /7]
12 M 78
Weiterhin gilt Bild L.1.43b

IM1M3| =7 + 17 und |‘MICI =7 — 1y,

wobei C' der FuBpunkt des Lotes von M, auf 4B ist (Bild L.1.43Db).
Nach dem Lehrsatz des PyTHAGORAS, angewandt auf A M,CM,, erhalt
man dann ’

IM30|2 = (ry + 713)% = (1, — 1y)?
=4r,rg=1rry,
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also
| MO = ]/ ’Ta
SchlieBlich gilt:
|MMy| =r+r; und |MyD| =1 —r,
wobei D der Fulpunkt des Lotes von M, auf M B ist, sowie
|[MD| =r — | MyC|,
also
|MD| = r — Jrr,.
Nach dem Satz des PYTHAGORAS, angewandt auf A MDM,, gilt dann
(r+ 1y = (r — ) + (r — Vfrry),
oder auch
(r+ 7t — (r = 1)t = [ — Jrr),
und somit
drry = r2 — 2r ]/m + rry,
folglich wegen r > 0
r—3ry=2]rr,.
Quadriert man beide Seiten dieser Gleichung, so erhilt man die Relation
r2 — Brrg + 975 = 4rry
und daher fiir 7, die quadratische Gleichung

1077y, 2

9 9 ’

woraus sich fiir die Losungen 3, und r3, die Beziehungen

2
T3

57 1 5r 4r
= — 2 2y = 4+ =
rs, 9+]/(25r wor) o=+ o

und

ergeben. Hiernach ist entweder

r
ry =71 oder ry= 'R
Wegen 73 < r folgt

r
G

Tq =



Zusammenfassend gilt also Bild L.1.44 B,

r r r
TI=Z’ ra=-— und r53= —.

12 9

Die Mittelpunkte M,, M, und M,
der drei Kreise k,, k,, k3 mit dem
Radius r sind die Ecken eines gleich-
settigen Dreiecks der Seitenldnge 27
(Bild L.1.44). M sei der Mittelpunkt
von k, B, der Berithrungspunkt von
k mit k,. Dann folgt aus den Sédtzen IV.10 und IV.20 sowie aus der Defi-
nition IV.7, daBl M, € M B, ist. Daher ist

|MM,| = |MB,| —r

und wegen |MB,| = |MB,| = |MBy| auch |MM,| = |MM,| = |MM,|.
Folglich ist M der Mittelpunkt des Umkreises des gleichseitigen Dreiecks
M, M, M, und damit Schnittpunkt der Seitenhalbierenden dieses Dreiecks.
Die Linge der Seitenhalbierenden von A M, M, M, ist

r |3 :

(Hohe im gleichseitigen Dreieck); daher gilt nach Satz II1.17

2 -

|MM,| =73,

und der Radius von £ ist
2 -

|[MM,| +r= r(§ ]/3 + l).

Wir merken uns fiir den Mittelpunkt D von M, M, noch die Gleichung
r
|MD| =513

Ist nun N der Mittelpunkt desjenigen ,kleineren Kreises, der die Kreise
um M, und M, beriihrt, so ist

2 - o 1
W] = r(5 )3+ 1) -5 )3-z=-r(513+1)-a.
Nach dem Lehrsatz des PyTHAGORAS, angewandt auf A M,DN, gilt

|M,N|*= |M,D|* + |DN|?,

woraus sich nacheinander die folgenden paarweise dquivalenten Gleichungen
ergeben:

1 - 2

(r+x)2=r2+[r(§]/3+l)—x] )
r2+2ra:+x2=rz+rz<i+zl/§+ 1)—2rx(l.]/3;+1)+x2
3 3 3 ’
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Zx(% ]/§ + 2) = r(—;— + %]/13,) (wegen r ¥ 0),
x(]/§ +6)=r(2+ ]/ﬁ)

L2t ],/§=T(2 +1/3) (6 — 1/3) _,9+4)3
6+)3 (6+)3)(6-73) 33

Bemerkung: Aus der letzten Darstellung von z folgt

0,48266r << x < 0,482697,
0,4826 r < x < 0,4827 7.

Es sei C der Schnittpunkt des Halbkreises £ mit der Mittelsenkrechten m
von AB.
Ist « der Radius von ks, so gilt

1
| M M,| = | M, M| = 5 |AM| + =, (1)

daher liegt M, auf m.
Weiterhin sei P der Beriihrungspunkt von %, mit k,. Bezeichnet man den
Radius des Halbkreises k£ mit r, so gilt:

| M M| =71 —x.

Wegen | M, M| = % und (1) gilt daher nach dem Satz des PYTHAGORAS,
angewandt auf A M, MM;,

(%)2 +(r—a)k= (—;— + :5)2.

1
Diese Gleichung ist wegen r = 0 mit x = 37 dquivalent.

Also liegt M auf der Mittelsenkrechten von AB im Abstand % von ¢ und

ér von M, also zwischen C und M.

Ist » der Radius des in der Aufgabe genannten Kreises um M, so gilt wegen
der vorausgesetzten Beriithrung von innen nach Satz IV.20

|AM|=a—r, |BM|=a—r.

Daher liegt M auf der Mittelsenkrechten m von AB. Da E auf m und auf
AB liegt, sind die Dreiecke ANAEM und A FEM bei E rechtwinklig und
es folgt aus dem Lehrsatz des PYTHAGORAS

a 2
| MEB* = |AM|* ~ |4B]* = (a — 1 - (5) (1)
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sowie
2 2
|ME|? = |FM|> — |FE|2=(% + r) —(%). (2)

Wegen der vorausgesetzten Berithrung von auflen gilt namlich nach Satz
1v.20

|FM|=%+T.

Aus (1) und (2) ergibt sich

oo (3 (3 (3

also
E112— 2ar + 12 = 2 4 2
2
und weiter
3 5
S at="
V=g
r= 3 a
10
Mit Hilfe von (1) erhilt man hieraus
7\ a* 24
2 _{_° - =__ %
| ME| (10 “) 2 100"
also
6
|ME| = ]/5— a.

Der Inhalt p der gerasterten Flache ist gleich der Differenz aus dem Inhalt
w72 des Kreises £ und dem Inhalt f der in & gelegenen nicht-gerasterten

Fliche
p=mnr—f.

Der Flicheninhalt s der schraffierten Fliche ist gleich der Differenz aus
der Summe der Inhalte der vier Kreisscheiben %, und f. Da die genannte
Summe gleich

2
47 (%) = 7r?

ist, ergibt sich

s=mnr2—f
und damit
§=7p.
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Es seien M der Mittelpunkt der gegebenen konzentrischen Kreise %, und
k, und 4 und B die Endpunkte eines Durchmessers des inneren Kreises k,.

Behauptung: |PA|* + |PB|* = ¢, wobei ¢ nicht von P ¢ k, abhingt.

Beweis:
Es seien C bzw. D die Fullpunkte der Lote von 4 bzw. B auf g,,, und %
die Senkrechte zu g 5 durch M (Bild L.1.48). Liegt P nicht auf 2 und nicht
auf g, so fallen C und D nicht mit 4, B oder M zusammen, und es gilt
fiir die Dreiecke ACM und BDM
|AM| = |BM| (als Radien des inneren Kreises),
|<ACM| = |« BDM| (als rechte Winkel),
|xAMC| = | BMD)| (als Scheitelwinkel).
Folglich sind die Dreiecke ACM und BDM kon-
gruent nach dem Kongruenzsatz (wsw), und es
gilt
|OM| = |DM| und [AC|= |BD|.
0.B.d.A. kann angenommen werden, daB3 P auf
derselben Seite von % wie B liegt. Dann folgt

aus dem Satz des PYTHAGORAS, angewandt auf A
NACP,

|AP|2= |AC|®* + (|ICM| + |MP|)?,
sowie, angewandt auf A BPD,
|BP|2 = |BD|* + (|MP| — |DM|)2
Wegen |BD| = |AC| und |DM| = |CM| folgt daraus
|BP|2 = |AC|® + (|(MP| — |CM]|)=.
Also ist
|AP|? + |BP|* = |AC|* + |CM|* + 2|CM| - |MP| + |MP|?
+ |AC|® + |MP|>* -2 |CM| - |MP| + |CM|?
=2(|AC|* + |CM|* + |MP}?).
Weiter gilt nach dem Satz des PYyTHAGORAS, angewandt auf AACM,
|AM|2 = |AC|? + |CM|?

Bild L.1.48

und somit ist
|AP|® + |BP|* = 2 (]AM]2 + |MP|2) =c,

da |AM| und |MP| die Radien der konzentrischen Kreise sind.
Liegt P auf g,5, und zwar o.B.d. A. auf der Verlangerung von AB iiber B
hinaus, so erhilt man

|AP[® + |BP|* = (|AM| + |MP|)? + (|MP| — |BM|)
und wegen |AM| = |BM|

|AP[2 + |BP|* = (|AM| + |MP|)* + (MP| — |AM|)
—2(|AM|2 + |MPJ) = c.
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Liegt P auf 4, so erhélt man durch Anwendung des Satzes des PYTHAGORAS
auf AAMP und A MBP

|AP|2 + |BP|: = |AM|* + |MP|2 + |MP|* + |BM|?
und wegen |[AM| = |BM|
|AP|2 + |BP|2 = 2 (AM|? + |MP[) = c.

Es sind zwei Fille zu unterscheiden:

1)  Fir 2r = h, wird die gesamte Parallelogrammflache iiberstrichen,

2)  Fiir 2r < b, wird ein Teil der Parallelogrammfliche nicht iiberstri-
chen; es gilt ndmlich, wenn &, die zur Seite BC gehorige Hohenlinge
des Parallelogramms ABCD bezeichnet, ah, = bh,, und somit, weil
a > b vorausgesetzt ist, b, < k,, und daher auch 2r < &, .

Im Falle 1) 148t sich die iiberstrichene Flache @ in die Teilflichen @, bis
@, zerlegen (Bild L.1.49a).
Dabei sind

@, und @; Rechtecke mit den Seitenlingen a und r,

@, und @, Rechtecke mit den Seitenlingen b und 7,

D,, D,, Dg und Py Kreissektoren, die im Radius r iibereinstimmen
und deren Winkel sich zu einem Winkel der GroBe 360° ergénzen.
Daher kann man die vier Kreissektoren @,, @,, @ und Py zu einer
Kreisscheibe zusammensetzen.

& s
b a als @
¢7 T B NS Vi x C
¢ | B/ /7 7%
@ ;T d g @ b P |
LA @ g o —
1 P2 A a J:]
Bild L.1.49a Bild L.1.49b

Also gilt fiir den Flicheninhalt I (@) der iiberstrichenen Fliche

1(®) =2[1(Dy) + I(Dy)] + I(Dy) + o2
=2(ar + br)+ wr2 + ah,,

wobei I (®,) den Flicheninhalt von @, bedeutet.

Im Falle 2) entstehen auBerhalb des Parallelogramms die gleichen Teil-
flichen wie im Falle 1). Die Fliche des Parallelogramms wird nicht vollig
iiberdeckt. Es bleibt die Fliche @, frei.

D, ist ein Parallelogramm mit der Seitenlinge (@ — 2z) und der zugehorigen
Hohenldnge (b, — 27), wobei x die Seitenlinge eines der Eckrhomben ist
(Bild L.1.49b).
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Nach dem 2. Strahlensatz gilt
x:r=>b:ih,,

und damit

b

h,’

Also gilt fiir den Inhalt I(®’) der iiberstrichenen Fliche im Falle 2)
(@) = 1(@) — 1(P,)

xr =

2
=2ar + 2br + ©r® + ah, — (aha — 2br — 2ar + 4br ),
d.h. ’
bre
1(@) = 4(ar + br — -L) + w2
ko

Ist M der Mittelpunkt des Kreises durch P, P,, P,, P;, P,, so gilt nach
Satz I1.7

| < P,MP,| = 2] £ P,PPy| = 90° M
und entsprechend

| PoMP,| = 90°, 2)

|§:P3MP4| = 90°. (3)

Da P, und P, voneinander verschiedene Punkte desselben Kreises sind, folgt
aus (1) und (2)

| & PyMP;| = 180°
und entsprechend
| xP,MP,| = 180°,

also sind P,P, und P,P, Durchmesser desselben Kreises, die wegen (2) auf-
einander senkrecht stehen. Daher ist nach Satz ITI.43.1 das Viereck
P,P,P,P, ein Quadrat.

Es sei ABCD ein Sehnenviereck, bei dem keine Seite Durchmesser des Um-
kreises ist. Dann sind die Tangenten an den Umkreis von 4 BCD in benach-
barten Eckpunkten nicht parallel zueinander und haben daher einen
Schnittpunkt. Wir bezeichnen den Schnittpunkt der Tangenten in 4 und
B mit E und entsprechend den der Tangenten in B und € mit F, in C und
D mit G und den der in D und A mit H. E, F, G, H sind (als Folge von Satz
1V.12) paarweise voneinander verschieden.

Aufgrund einer bekannten Eigenschaft von Tangentenabschnitten (Satz
1V.12) gelten dann die folgenden Beziehungen:

|AE| = |BE|, |BF|=|CF|, |CG|=|DG|, |DH|= |4AH]|.
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Ist M der Mittelpunkt des Umkreises des Sehnenvierecks ABCD, so gilt
auBerdem

|MA| = |MB| = |MC) = |MD|.

Daher ist jedes der Vierecke AEBM, BFCM, CGDM, DHAM ein Drachen-
viereck (Satz I11.38.1). Infolgedessen halbieren ihre Diagonalen ME, MF,
MG bzw. MH die Winkel < AEB, < BFC, < CBD bzw. x DMA (Satz
II1.38.2) und stehen auf den Strecken 4B, BC, CD bzw. DA senkrecht.

a) Ist nun ABCD Trapez, so kann 0. B.d. A. angenommen werden, dafl
AB || CD ist. In diesem Fall ist auch die auf AB senkrechte Strecke

ME parallel zu der auf CD senkrechten Strecke M. Folglich liegen

ME und MG auf der Geraden gz, so dal die Diagonale EG von EFGH

" die Winkel < HEF und < HGF halbiert. Daher ist nach dem Kon-
gruenzsatz (sww) A EFQ zu A EHG kongruent. Wegen F == H lie-

gen diese Dreiecke somit auf verschiedenen Seiten von ggg, und zwar
spiegelbildlich zu gg;. Folglich ist EFGH ein Drachenviereck (Def.

IIT.23).
; B
c
[
E 5 I
0
A

Bild L.1.51a Bild L.1.51b

b)  Ja. Dazu ist zu zeigen:
Ist EFGH Drachenviereck, so ist ABCD Trapez.
Beweis:
Wenn EFGH Drachenviereck ist, so kann es 0.B.d.A. zu gg;
symmetrisch angenommen werden, so da} gze jeden der beiden Win-
kel < HEF und < FGH halbiert. Wegen

XHEF = SAEB und < HGF = <DGC ()

halbiert gz, auch die beiden Winkel auf den rechten Seiten von (1).
Da gy den Winkel <AEB und g,,, den Winkel < DGC halbiert
(Satz IV.12) ist gyp = grg = gue- AuBerdem steht g,p auf 4B und
gue auf DC senkrecht. Daher steht sowohl 4B als auch DC auf g,z
senkrecht, so daB3

AB || CD
gilt.

1. Losung:

Man betrachte den Mechanismus in einer fixierten Stellung, bei der 4 = B
und P <+ P’ ist. Da die beiden Vierecke AOBP’ und APBP’ Drachenvier-
ecke sind, gilt fiir ihre Diagonalen nach Satz I1I1.38.2

AB | OP" und A4B i PP,
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und demnach liegen O, P und P’ auf derselben Geraden. Der Schnittpunkt
dieser Geraden mit g5 ist der Schnittpunkt der Diagonalen des Rhombus
APBP’ und liegt daher auf AB. Er werde mit C' bezeichnet.
Der Punkt O liegt auBerhalb der Strecke PP’.
Lage O auf PP’, so hitte die Grofle eines der beiden Winkel < 40P, < AOP’
einen Wert, der groBer oder gleich 90° ist, da ihre Summe 180° betrigt.
Daher wire in einem der Dreiecke POA, P’OA der Winkel mit dem Scheitel
O der groBte im betreffenden Dreieck. Folglich wire PA oder P’A nach
Satz II1.10 die langste Seite im Dreieck, was wegen der Voraussetzung
|P’A| = |PA| < |0A| nicht moglich ist.
Daher gilt wegen |PC| = |P'C|

|OP| - |OP'| = (|OC| — |CP|)(|OC| + |CP|) = |OC|* — |CP|%;
ferner ist nach dem Satz des PYTHAGORAS

|oC|* = |04[* — |AC[?
und

|CP|2 = |PA|2 — |AC|?,
woraus sich ergibt, da3

|OP|-|OP'| = |0A|* — |PA|? (1)
gilt, also |OP| - |OP’| nicht von der Stellung des Mechanismus abhingt.

Bemerkung: In den Grenzfillen A = B oder P = P’ ist APBP’ kein Rhombus. Es
gilt aber trotzdem (1); denn im Fall A = B liegen P und P’ auf der Geraden gy, und
dann gilt:

[OP|-|OP’| = (104| — |[PA|)(|0A| + |PA|) = |OA|* — | PAJ?,

und im Fall P = P’ ist P FuBpunkt der Hohe auf AB im gleichschenkligen Dreieck
AOB, und es folgt aus dem Satz des PYTHAGORAS

|OP| - |OP’| = |OP|>? = |OA|* — |PA 2

Bild L.1.52

2. Losung (Bild L.1.52):
0.B.d.A. kann angenommen werden, daB OA festliegt. O, P und P’ liegen
auf derselben Geraden (siehe erste Losung), welche Sekante (im Grenzfall
Tangente) des Kreises £ mit dem Radius |PA| um 4 ist. Die Behauptung
folgt dann aus dem Sekantentangentensatz (vgl. Satz IV.11):

|OP| - |OP| = [0Q[%,

wenn @ der Berithrungspunkt einer Tangente von O an k ist.
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Es sei M der Mittelpunkt des Kreises.  Bild L.1.53

Weiter seien C eine Ecke und A und B
die beiden C benachbarten Ecken des

Zwolfecks (Bild L.1.53). Dann gilt:

r=|MA| = |MC| - |MB|~|4B| I~T=%

(A B ist Seite eines dem Kreis einbeschriebenen regelmafigen Sechsecks) und

MC 1 AB
(ACBM ist wegen |AM| = |BM| und |AC| = |BC| nach Satz II1.38.1 ein
Drachenviereck).
a)  Die Strecken 4B und M( haben einen Schnittpunkt D. Setzt man

|DC| = x, dann gilt
x=r— |MD| =1'—r-112E

(MD ist Hobhe im gleichseitigen Dreieck M AB).
Bezeichnet s = [AC| = |BC| die Seitenlinge des Zwdlfecks, so gilt
nach dem Lehrsatz des PyTHAGORAS, angewandt auf das Dreieck CBD,

st = (é)z -3 175)2 =2 = r)3-r(2-13),

also
s=r)2 - ]/§

Der Umfang des Zwolfecks betrigt daher 127 ]/ 2 — Vf:!—

b)  Wir berechnen zunichst den Fliacheninhalt I, des Dreiecks M BC.
Es gilt
1 . o T2
I, = 57 rsin30° = T
Der Flicheninhalt 121, des Zwédifecks betrigt demnach 372,
c) Es ist

12r)2 - 13:2r% ~ 3,106 = ~ 0,989.
Weil
3,10552 < 36 (2 — |/3) < 3,1065%,
also
3,1055 < 6 |/2 — |3 < 3,1065
gilt und wegen 3,1415 < = < 3,1416
0,9885 - 3,1416 < 3,1055 < 6 ]/2 — /3 < 3,1065 < 0,9895 - 3,1415
ausfillt.
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Der Umfang des Zwoélfecks ist also um etwa 1,1 % kleiner als der des

Kreises.
d) Wegen 0,9549 - 3,1416 < 3 < 0,955 - 3,1415 ist

3r2:wr2=3:%x = 0,955.

Der Flacheninhalt des Zwolfecks ist also um etwa 4,5% kleiner als
der des Kreises.

Es seien 4,, 4,, 4,5, A, und A; die Scheitelpunkte der Winkel an den
Spitzen des Sternes (Bild L.1.54) und fiir ¢ = 1, ..., 5 sei x; die GroéBe des
Innenwinkels mit dem Scheitel 4,;.

Geht man — bildlich — von 4, mit Blickrichtung nach 4, auf 4,4, entlang
bis 4,, dreht sich in 4, im Gegenuhrzeigersinn herum, bis zum erstenmal
A, in Blickrichtung liegt, geht dann auf 4,4, entlang bis 4,, dreht sich
dort wieder im ausgezeichneten Sinn, bis zum erstenmal 4, in Blickrichtung
liegt, geht auf 4,4, nach 4, und so fort, bis man in 4, wieder die Ausgangs-
stellung erreicht hat, so hat man sich insgesamt zweimal um sich selbst
gedreht. A

Da diese Drehung in einer Ebene !
stattfindet, betrigt die GroBe des oy v
Drehwinkels 2 - 360° (bei der von ‘
uns vorausgesetzten euklidischen

Geometrie).

Andererseits dreht man sich bei y ) 'A
dieser ,,Wanderung‘ fiir =1, ..., 5 1 > A,
im Punkt A, um einen Winkel der ‘

GroBe 180° — a;. Bild L.1.54

Somit gilt:

5-180° — (o + ap + 23 + oy + a5) = 2 - 360°,
also

2y + g + ag + 24 + o5 = 180°.

Es gilt

[P M| = |P,M| = |P,M| = =7
un
| X PPy M| = | X MP,Py| = | < P,P,M| =[5 MP,P,| = -+ = o,

da die GroBe des Einfallswinkels gleich der Grofle des Reflexionswinkels ist,
Basiswinkel in jedem gleichschenkligen Dreieck kongruent sind und
| P,PoM| = x (Scheitelwinkel) ist.

Daher sind die Dreiecke P,MP,, P _MP,, P, P, usw. untereinander kon-
gruent, und es gilt fiir die Bogen:

—~———~ — —
PP, =P P,=P,Py=--.

und
| < PoMP,| = |4 PyMP,| = | £ PuMPy| = - = 1 — 22
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a) Dann ist

e N —— P

]POP,,|= |PoP1|+ |P1P2|+"'+ |Pn—1PnI
=rm—20)r+(m—22)7r+ -+ (n—2) 1
=n(t - 2x)r.

b)  Fiir » = 10 gilt in diesem Falle:

P
[PoPyo| =10 (= — 20) r = 277,

also

2
x=—T.
5

c) Fillt P, mit P, zusammen und ist 2 = % T, so gilt:

n(n—%n)r=k2:r (k=1,2,3,...). 1)

(1) ist dquivalent mit

n=%k. (2)

Da 7 eine von Null verschiedene natiirliche Zahl ist, wird (2) genau
dann erfiillt, wenn k& = 2k’ mit &" > 0 und ¥’ ganzzahlig gilt.
Daher ist

n=9kK (K =1,2,3,..).

Die gesuchte Anzahl werde mit A4, bezeichnet. AuBlerdem wird der Ein-
fachheit der Bezeichnung halber o.B.d. A. angenommen, daBl der Umkreis
Uvon P, P,... P, den Radius 1 hat. Dann wird U durch die P; in » Bogen

2
k; (1=1,2,...,n) zerlegt, deren jeder die Linge 711 hat.

Drei Eckpunkte P, P;, P,,, von P, P, ... P, sind aufgrund des Peripherie-

~ winkelsatzes und seiner Umkehrung (Sitze II.8" und II.8”) genau dann die

Ecken eines bei P; stumpfwinkligen Dreiecks, wenn die Lange des von P,
und P, begrenzten, P, enthaltenden Bogens b von U kleiner als = ist.
Daraus erkennt man, daBl es in den Fillen » = 3 und » = 4 keine stumpf-
winkligen Dreiecke der geforderten Art gibt. Es ist also 4; = 4, = 0. Da-
her wird fiir das Folgende n = 5 vorausgesetzt.

Ist a, die Anzahl aller derjenigen zu betrachtenden Dreiecke, die denselben
Punkt P, als Ecke haben und dort stumpfwinklig sind, so ist 4, = na,, da
jede Ecke P, des n-Ecks P, P, ... P, wegen dessen RegelmaBigkeit bei die-
ser Betrachtung gleichberechtigt ist und zu voneinander verschiedenen P,
niemals gleiche Dreiecke gehoren.
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Zur Berechnung von a, beachten wir zunichst, daB der obengenannte
Bogen b sich aus j der k; zusammensetzt, wobei, da die Lange von b klei-
ner als w ist, 2 < j < N mit

-1
‘ i 3 bei ungeradem n

ln ; 2 bei geradem n

gilt.
Der Bogen b kann dabei nur so liegen, daB P, einer der j — 1 von den
Endpunkten von b verschiedenen Endpunkte der b bildenden k; ist. Folg-
lich gilt:
N N-1 (N -1)N
am=3i-n=-3j= T
i=2 i=1

Daraus ergibt sich fiir 4, in den Fillen n = 5:

1
lgn {n — 1) (n — 3) fiir ungerades n
A,=n

a, =
1
Ign (r — 2) (n — 4) fiir gerades =.

Wegen A3 = A, = 0 ist diese Formel auch fiir » = 3 und » = 4 richtig.

Die Aussage 1. ist wahr.

Der Mittelpunkt des Kreises und je zwei benachbarte Ecken des Vielecks
sind die Ecken eines gleichschenkligen Dreiecks. Je zwei dieser Dreiecke
sind nach dem Kongruenzsatz (sss) untereinander kongruent. Daher sind
auch alle einander entsprechenden Winkel dieser Dreiecke kongruent und
somit die Winkel des Vielecks. ‘
Die- Aussage 2. ist falsch, sie gilt z.B. nicht, wenn das einbeschriebene
Vieleck ein nicht quadratisches Rechteck ist.

Die Aussage 3. ist i.allg. falsch, z. B. gilt sie nicht, wenn das umbeschriebene
Vieleck ein nicht quadratischer Rhombus ist.

Die Aussage 4. ist wahr.

Zieht man vom Mittelpunkt des Kreises die Verbindungsstrecken zu den
Ecken des Vielecks, so werden durch diese Strecken nach Satz IV.12 die
Winkel des Vielecks halbiert, da die Seiten des Vielecks Tangenten an den
Kreis sind. Je zwei benachbarte Ecken des Vielecks sind zusammen mit
dem Mittelpunkt des Kreises die Ecken eines gleichschenkligen Dreiecks.
Je zwei dieser Dreiecke sind nach dem Kongruenzsatz (wsw) kongruent, da
sowohl ihre Basiswinkel als auch ihre Schenkel kongruent sind. Daher sind
auch die Seiten des Vielecks gleich lang.

Es sei d der kleinste aller Abstinde je zweier der gegebenen Punkte. 0.B.d. A.
seien P, und P, zwei Punkte mit |P,P,| = d, M sei der Mittelpunkt von
P.P, und k sei der Kreis mit dem Durchmesser P,P,. Dann liegt weder im
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Innern von & noch auf k selbst einer der Punkte P4, ..., P,, weil sonst der
Abstand eines solchen Punktes von P, oder P, kleiner als d wire.
Weiterhin seien ky bzw. k,, ... bzw. k, diejenigen Kreise, die durch P,, P,,
P, bzw. P,, P,, P,, ... bzw. P, P,, P, gehen.

Unter diesen gibt es einen Kreis mit kleinstem Durchmesser. k; sei ein
Kreis, der im Vergleich zu den anderen Kreisen ky, ..., %_y, by, .., &,
den kleinsten Durchmesser hat. 0.B.d. A. kann ¢ = 3 angenommen werden.

Behauptung: ky ist ein Kreis, der den Bedingungen der Aufgabe geniigt.

Beweis:
Es sei &’ ein Kreis durch P, und P, mit dem Mittelpunkt M’ und dem

a «
Radius + > 5 - Dann liegt M” auf der Mittelsenkrechten m von P,P, und

.k’ schneidet m in zwei' Punkten, von denen der eine innerhalb und der

andere, der mit S” bezeichnet werde, auflerhalb von k liegt. Fiir S” ¢gilt dann
|MS'| = |M'S| + |MM’|
= |M'S'| + V| M'P,|t — |MP, ]2

=r’+]/r'2—(%)2. (1)

Ist nun S,, v = 3, der auBerhalb von k gelegene Schnittpunkt von %, mit
m, so gilt wegen 7, = r;, wenn » = 4 ist, aufgrund von (1)

|MS,| = |MS,]. 2)

Daher liegt der S, enthaltende von P, und P, begrenzte Bogen b, von £,
nicht innerhalb von k,; denn M liegt innerhalb von k, und daher liegt wegen
(2) S, und damit b, nicht innerhalb von k;. Der zu b, komplementéire Bogen
von k& liegt dagegen innerhalb von k. Da P, nicht innerhalb von k liegen
kann, liegt P, auf b, und damit nicht innerhalb von %,.

_Wir beweisen zunichst den folgenden Hilfssatz: Sind P;, P;, P, drei der »

zu betrachtenden Punkte und enden die von P; und P; ausgehenden Vek-
toren beide in Py, so ist | P,P.P,| groBer als 60°.

Beweis:

Ware | < P,P,P,| < 60°, so bildeten P,, P;, P, die Ecken eines Dreiecks,
in dem nicht der Winkel bei P, groBer als jeder der beiden anderen Winkel
ware.

Daher wire nicht die Seite P,P; linger als jede der beiden anderen Seiten.
Folglich wiirden nicht beide von P; und P; ausgehenden Vektoren in P,
enden. Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Ist jetzt P, irgendeiner der n Punkte, so folgt aus dem Hilfssatz, daBl hoch-
stens 5 Vektoren in P, enden koénnen; denn anderenfalls miiiten wenig-
stens zwei von ihnen einen Winkel einschlieBen, der nicht gré8er als 60° ist.
Ist » < 5, so kénnen hochstens n — 1 der Vektoren in P, enden, da nicht
mehr nicht von P, ausgehende Vektoren vorhanden sind.

Um zu zeigen, daB die angegebenen Schranken die Maximalzahlen sind,
geniigt es, ein Beispiel anzugeben, bei dem diese Werte angenommen werden.
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Wir denken uns 5 von P, ausgehende Strahlen s,,7 = 1, 2, 3, 4, 5, von denen
keine zwei einen Winkel, dessen GroBe kleiner als 72° ist, einschliefen. Im
Falle n = 6 liege P; aufs;,7=1,2,3,4,5, (im Falle n <5 nur die P, mit
+=1,2,...,2 — 1) und habe von P, den Abstand 1 + ¢ - d, wobei d eine
noch naher zu bestimmende Zahl bedeutet, fiir die 0 < d < 0,1 gilt.

Falls weitere P; vorhanden sind (also in den Fillen » = 7), so mogen diese
auflerhalb des Kreises ¥ um P, mit dem Radius 3 liegen. Dann enden die
vonden P,(¢=1,...,5im Fallen 26;¢=1,...,7 — 1 im Falle n < 6)
ausgehenden Vektoren alle in P, . Dazu ist zu zeigen, daB fiir diese P; stets
P, der P, niachtgelegene Punkt ist.

Jeder der auBerhalb k gelegenen Punkte hat von jedem der in Rede ste-
henden P, einen Abstand groBer als 1,5, wihrend P, von jedem dieser P,
einen Abstand kleiner als 1 + 5 - 0,1 = 1,5 hat. Der Abstand irgend zweier
der ersten finf (bzw. n — 1) P, ist groBer als die Seitenldnge eines einem
Einheitskreis einbeschriebenen regelméafligen Fiinfecks. Diese betrigt

2sin % — 2sin36°
— 25in30° + 2 (sin36° — sin30°)
=1+ 2 (sin36° — sin30°).

Waihlt man nun d so, dafl auBler 0 << d < 0,1 noch 5d < 2 (sin36° — sin 30°)
ausfillt (wozu nach einer Zahlentafel d = 0,035 ausreicht), so folgt

2 . o J10-2)5-2
d < —5' (Sln36 —_ Sm30 ) = —10—
und der Abstand zweier der ersten fiinf (bzw. n — 1) P, ist stets groBer als
der Abstand jedes dieser P, von P,.

Zu jedem Punkt @ des Quadrats ABCD gibt es in ¢ genau zwei Punkte R
und R’, deren jeder mit P und ¢ zusammen die Ecken eines gleichseitigen
Dreiecks bildet, so daB also

| % RPQ| = | < R'PQ| = 60°

ist.

Daher ist die zu beschreibende Menge 9 die Vereinigungsmenge der beiden
Bilder des Quadrates ABCD nach den Drehungen der Ebene ¢ um 60° im
positiven bzw. negativen Sinn mit dem Drehzentrum P, 9 besteht also
aus zwei zu A BCD kongruenten Quadraten.

Mit p werde der Radius des Inkreises, mit s die Linge einer Seite und mit
I der Flicheninhalt des Fiinfecks bezeichnet.

Weiterhin werden mit &,, k,, kg, by, ks die Abstédnde eines beliebigen Punk-
tes P der Ebene von den die entsprechenden Seiten des Fiinfecks enthal-
tenden Geraden bezeichnet.
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1. Fall:

P sei ein beliebiger Punkt im Innern des Fiinfecks.

Verbindet man den Punkt P mit den Eckpunkten des regelmafigen Fiinf-
ecks (Bild L.1.61a), so ist der Flacheninhalt des Fiinfecks gleich der Summe
der Flicheninhalte der 5 entstehenden Dreiecke.

Es gilt also

T (b + By + By + ). (1)
Hieraus ergibt sich insbesondere, wenn P der Mittelpunkt des Inkreises
ist,

s

I = E‘ M
Aus (1) und (2) folgt:

50 ="hy + hy + hy+ by + by,

5p. @)

Bild I..1.61a \?/ Bild L.1.61b

2. Fall:

P liege auf einer Seite des Fiinfecks. Dann ist mindestens ein Abstand,
d.h. mindestens eine der GréBen k,, k,, &y, by, ks gleich Null.

0.B.d.A. sei by = 0.

Man erhilt dann analog zu Fall 1

I= (b + by + hy+ 1)

wobei, falls P Ecke des Fiinfecks ist, auch noch genau ein weiteres der
h,(t=1,2,3,4) Null ist.
Es gilt also ebenfalls:

50 = hy + hy + hy + hy + hs.

3. Fall:

P liegt auBerhalb des Fiinfecks und auf keiner Geraden, die eine Seite des
Fiinfecks enthélt (Bild L.1.61b).

Verbindet man den Punkt P mit den Eckpunkten des regelmiBigen Fiinf-
ecks, so erhilt man 5 Dreiecke, fiir die die Lange jeder Grundlinie gleich
s ist und deren Héhen die Liangen &, ky, hy, by bzw. ks haben.

Der Flacheninhalt des Fiinfecks ist in diesem Falle kleiner als die Summe
der Flicheninhalte der 5 entstandenen Dreiecke.
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Also gilt

5.5- s
5 0<§(h1+h2+k3+k4+h5),
d.h.
50 < hy + hy + hy + by + hy.
4. Fall:

Liegt P auBerhalb des Fiinfecks und auf einer Geraden, die eine Seite des
Fiinfecks enthilt, so ist eine der GroBen 4, gleich Null, etwa &, = 0. Dann
erhilt man 4 Dreiecke und analog zu Fall 3 ist

51810 8 byt byt g+ By,
2 2
wobei, falls P Schnittpunkt zweier der erwihnten Geraden ist, auch noch
genau ein weiteres k;, = 0 ist. Es gilt also auch in diesem Fall:
Bo <hy+ hy+ hy+ byt hs.

Die Menge aller Punkte, die den Bedingungen der Aufgabe geniigen, ist
also die Menge aller Punkte der Fiinfecksfliche.

Die Geraden ¢,g, gsc) Jcp> 9pa zer- Bild L.1.62 /) v
legen die Ebene auBerhalb des Qua- I
drates in 8 Felder, die in Bild L..1.62
mit I bis VIIT bezeichnet sind, wobei T I I
die Punkte der Trennungsgeraden
als zu allen ihnen anliegenden Fel- 0 A
dern gehorig betrachtet werden. v
Wir betrachten zunéichst das Feld I. VI vz
Die Abstiande jedes Punktes P dieses
Feldes, der die gestellte Bedingung erfiillt, von den Geraden g¢,5, gzc, 9cp»
gpa bezeichnen wir mit e 5, egc, ecp bzw. epy.

Dann gilt:

eAB + eBc + GCD + eDA = 4.

Weil P zwischen den parallelen Geraden gzc und g, , liegt, ist ege — 5,4 = 1.
Da die Geraden g,5 und g., parallel sind, und weil gop, und P auf verschie-
denen Seiten von g, liegen, ist ecp = 45 + 1.

Daher folgt:

26AB + 1+1= 4;
d.h.

esp=1.

Diese Bedingung wird genau von den Punkten erfiillt, die im Feld I und
auf einer Parallelen zu g,; im Abstand 1 liegen. Analog erhilt man Par-
allelen zu den Quadratseiten im Abstand 1 in den Feldern IT, IIT und IV.
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Wir betrachten nun das Feld V.
Die Abstinde jedes Punktes @ dieses Feldes, der die gestellte Bedingung
erfiillt, von den Geraden ¢4z, Jsc> Jen> 9pa bezeichnen wir mit f,p5, fze,

fop bzw. fp,.
Dann gilt:

fap + foc + fop + fpa=4.

Analog zum Fall P eT ist

fep="fap+1 und fp,=fgc + 1.
Daraus folgt

2fap + 2fpc +2 =14,
d.h.

fag + foc=1.

@ liegt daher auf der zu g, paralielen Diagonalen des aus ABCD durch
Spiegelung an D entstehenden Quadrates.

Analog erhilt man in den Feldern VI, VII und VIII die Strecken, deren
Endpunkte mit den Endpunkten der schon gefundenen Strecken in den Fel-
dern IT und III, IIT und IV bzw. IV und I iibereinstimmen.

Im Innern des Quadrats (Feld IX) kénnen keine derartigen Punkte liegen,
da der Abstand jedes Punktes im Innern von jeder der Quadratseiten klei-
ner als die Seitenlinge ist, was dann auch fiir die entsprechenden Summen
gilt.

Die gesuchte Punktmenge besteht also aus den Punkten des Achtecks,
dessen Eckpunkte alle auf demselben Kreis um den Mittelpunkt des Qua-
drates ABCD liegen und von dessen Seiten jede entweder zu einer Seite
oder zu einer Diagonalen des Quadrates 4 BCD parallel und kongruent ist.

a)  Wir betrachten zunichst den Mittelpunkt Z der Strecke X Y. Wegen
| XAY | = 90° folgt aus der Umkehrung des Satzes von THALES, dal
Z Mittelpunkt des Kreises durch X, 4 und Y ist und damit

|4Z| =3 Y
gilt. Der Schwerpunkt S von Z
ANAYX ist der Schnittpunkt i
der Seitenhalbierenden, und 7 Y] 7
dieser teilt AZ im Verhdltnis : !
2:1 (Satz III.17), d.h. es ist

]
|48 =2. ! Bild L.1.63

Dies gilt fiir jede zugelassene Lage von X und Y, so dall jedes der-
artige S auf dem Kreis vom Radius 2 um A4 liegt (Bild L.1.63).
b) Liegt S auf dem Kreis um 4 mit dem Radius 2, so 148t sich S4 stets
|
iiber § hinaus um &;) verlingern. Der so entstandene Punkt heille Z.
Liegt S und damit Z nicht auf den gegebenen Geraden, so bestimmen
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die Schnittpunkte X, ¥ und A des Kreises um Z mit dem Radius
|ZA| mit den gegebenen Geraden ein rechtwinkliges Dreieck AX 7Y,
dessen Hypotenusenmittelpunkt Z ist. AZ ist also Seitenhalbierende.
|XY| ist als Lange des Durchmessers des Kreises gleich 2|AZ| = 6.
S teilt AZ nach Konstruktion im Verhiltnis 2: 1, ist also Schwer-
punkt von A AXY.

Der gesuchte geometrische Ort ist also der Kreis vom Radius 2 um
den Punkt 4 mit Ausnahme seiner Schnittpunkte mit den beiden
gegebenen Geraden.

Beweis des Hilfssatzes:

Es seien S, und S, die beiden zweiten Schnittpunkte der Strahlen mit k
und « = |X 8, M’'S,| (Bild L.1.64).

Dann ist nach dem Satz iiber den Zentriwinkel (Satz I1.7”) a halb so gro8
wie | XS, MS,|, wenn M der Mittelpunkt von £ ist. Sind r und 7’ die Radien

von k bzw. k', so gilt fiir die Lange ! des Bogens S,8, und die Lange I des

Bogens §;8;
limr =22:180° und
Uy =o:180°

und somit wegen ' = 2r

1 =2r:¢ =1.

Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Zur Ermittlung der Bahnkurve des
Punktes P gehen wir von der Lage
von P aus, in der P Beriihrungspunkt von & und &’ ist. In dieser Lage, in
die jeder Punkt von k bei der Rollbewegung einmal kommt, wenn diese
geniigend lange fortgesetzt wird, bezeichnen wir P mit P,. B sei-der Be-
rithrungspunkt von k und %’ bei einer anderen Lage von k. Ist | < P,M'B|
< 90°, so schneidet die Strecke M’ Py den Kreis k in dieser Lage ein zweites
Mal. Wir zeigen, daf dieser Schnittpunkt P, der auf k feste Punkt P ist.

Nach dem Hilfssatz hat der kiirzere der Bogen éﬁl die gleiche Linge wie

der kiirzere der Bogen El\’o. Folglich muBl der Schnittpunkt P, in der An-
fangslage der Punkt P, gewesen sein. Da es nur einen Punkt auf % gibt,
der diese Eigenschaft hat, ist der Schnittpunkt P, tatsichlich der auf k
festgehaltene Punkt P.

Mithin liegt P bei jeder Lage von k, bei der | PoM’B| < 90° ist, auf der
Strecke M'P,. Ist | BM'Py| = 90°, so fallen P und M’ zusammen. Da es
umgekehrt durch jeden Punkt von M’'P, einen Kreis vom Radius r durch
M’ gibt, der k' in einem Punkt B beriihrt (wobei | PoM’B| < 90° ausfillt),
wird die Strecke M’'P, von P auch vollstindig durchlaufen. Wird die Be-
wegung so lange fortgesetzt, bis B wieder in P, ankommt, so hat P aus
Symmetriegriinden den Durchmesser von k' durch P, genau einmal hin und
her durchlaufen.

Bild L.1.64
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Ergebnis:

Ist P ein beliebiger auf k festgehaltener Punkt, so durchlauft er bei der
Rollbewegung (wenn diese geniigend lange fortgesetzt wird) den durch ihn
gehenden Durchmesser von k', der im Fall P = M’ sinngemal als der k
berithrende Durchmesser von &’ zu verstehen ist. (Dies entspricht dem Fall
| X PoMB| = 90°).

Es seien M, und M, der Drehpunkt von Stopp- bzw. Sekundenzeiger, 4,
bzw. A, ihre Endpunkte zu Beginn des Bewegungsvorganges (so daBl also
M, auf A, M, liegt), E, und E, ihre Stellungen
zu einem anderen Zeitpunkt wihrend der
Bewegung, P der Schnittpunkt von g, g, mit
Irr,E, SOWIE

a = I{AleAz[’ g = 9mm, -

Es bedeutet keine Einschrinkung der All-
gemeinheit anzunehmen, daB 4, auf der-
selben Seite von g liegt wie der Halbkreis %
um M, mit dem Radius |M,4,|, den E,
wihrend des Vorganges einmal vollstdndig
durchliuaft.

Ist E, = A,, so ist P = M,. Liégt E, auf g,
so ist P = M,. Fir alle anderen méglichen
Lagen von E, liegt P nicht auf g und es gilt
nach dem AuBenwinkelsatz (Satz I11.9)

| M,PM,| = |XxA,M,P| — |XA4,M,P|. (1)

A

Bild L.1.65

AuBerdem gilt, da die Winkelgeschwindigkeiten beider Zeiger nach GroBe
und Richtung gleich sind

| <A, ME,| = | <S4 M,E,|. (2)
Wir unterscheiden jetzt zwei Fille

1.  E,liegt auf derselben Seite von g wie £,
2. E,liegt auf der anderen Seite von g.

Im 1. Fall gilt

| XA ME,y| = | XA MA,| + |xA,M,E,|, (3.1)
im 2. Fall dagegen

360° — | XA, ME,| = | XA, M,A,| + |XA,M,E,|. (3.2)

In keinem der beiden Fille kann P auf derselben Seite von g liegen wie E,.
Wire das namlich doch der Fall, so miiite im 1. Fall

|xA,M,P| = |§:A1M1E1|
und
| x4, M,P| = | XA, M,E,|
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gelten. Daraus ergabe sich wegen (1)

| M\ PM,| = |XAM\E,| — | X4, M,E,|
| X AM,E,| — | XA, M,E,| [wegen (2)]
—| %A, M,4,| <0 [wegen (3.1)],

was nicht sein kann.
Im 2. Fall gilte entsprechend

|4, M,P| = 180° — | XA, M,E,|
und
| <A, M,P| = | <A, M,E,|.
Daraus ergibe sich wegen (1) der Widerspruch

|5 M,PM,| = 180° — | <4, M,E,| — | X4, M,E,|
= 180° — | XA MoEy| — | S A4, M,E,
|54, M,A4,] — 180° < 0.

Da also P nicht auf derselben Seite von g wie E, liegen kann, gilt im 1. Fall:

|& M,PM,| = 180° — | XA, M,E,| — (180° — |4, M,E,|)
= | XA M,Ey| — |5 A, M,E,|,

also wegen (2) und (3.1)
| M PM,| = | XA, M,A4,| = 2. {4.1)
Im 2. Fall erhilt man entsprechend

| M, PM,| = | A, M, E,y| — (180° — | XA, M,E,))
— | XA, Mo By + (360° — | X A, Mpd,| — | X A M,E,| —180°)
= 180° — | A, M,d,| = 180° — . 4.2)

Nach der Umkehrung des Peripheriewinkelsatzes (Satz 11.8”) liegt daher P
auf dem Kreis k durch M, und M,, fiir den der auf derselben Seite von ¢
wie h gelegene Bogen iiber M, M, zum Peripheriewinkel 180° — « gehort.
Um zu zeigen, daB & der gesuchte geometrische Ort ist, bleibt noch nach-
zuweisen, dafl auch umgekehrt jeder Punkt P e k& Schnittpunkt von g,z
mit g, g, bei einer zuldssigen Zeigerstellung ist. Fiir P = M, und P = M,
ist dies bereits geschehen. Ist P ein anderer Punkt von k, so gilt, wenn P
auf derselben Seite von g wie h liegt, nach dem Peripheriewinkelsatz:

| X M, PM,| =180° — « (2. Fall)
und, wenn P auf der anderen Seite von g liegt,
|< M,PM,| =« (1. Fall).

Ist nun E, der Punkt auf gpy, mit |M,E,| = |M,4,|, fir den M, auf PE,
liegt, und E, der Schnittpunkt von gp,, mit 4, so kann man iiber (4), (3)
und (1) auf (2) schlieBen und damit zeigen, daB (E,, E,) eine wihrend des
Vorganges aunftretende Kombination von Zeigerstellungen bildet.
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Ist b ein Kreisbogen mit den Endpunkten 4 und B, so hat nach dem Peri-
pheriewinkelsatz |XAVB| fiir jeden Punkt V von b denselben Wert o,
(Bild L.1.66). Dabei gilt folgender Zusatz: Sind b, und b, zwei Kreisbogen,
deren jeder die Endpunkte 4 und B hat und die beide auf derselben Seite
von g, wie D liegen, so gilt, wenn b, auBerhalb des b, enthaltenden Kreises
liegt \

Ly, > X, - (1)
Beweis:
Ist F der Mittelpunkt von ABund §,,» = 1, 2, der Schnittpunkt der Mittel-
senkrechten von AB mit b,, so gilt wegen

|AF| = |BF| und |xAFS,|= |xBFS,|=90°
aufgrund des Kongruenzsatzes (sws)
NAFS, = A BFS,
und daher
|xAS,F| = |« BS,F|.

Hieraus folgt

2| XASF| = |XAS,B| = %, .

Nach Voraussetzung liegt S, als
Punkt von b, auflerhalb des Kreises
durch 4, B und §;, wihrend F als
Punkt der Sehne AB innerhalb die-
ses Kreises liegt. Daher liegt S, auf
FS,, und es gilt nach dem Aufien-
winkelsatz Bild L.1.66

1 1

5 %o = | XAS,F| = |<AS,F| + |£8,48,| > |XASF| = 5 %oy
womit der Zusatz bewiesen ist.

Ist jetzt P derjenige Punkt auf dem Strahl s aus C durch D, fiir den

|OP|2= |CA] - |CB|

gilt, so beriihrt nach der Umkehrung des Sekantentangentensatzes (ent-
halten in Satz IV.11) der Kreis k& durch A, B und P den Strahl s in P. Ist
@ ein beliebiger von P und C verschiedener Punkt auf s, so liegt @ auBer-
halb von % und der @ enthaltende Kreisbogen mit den Endpunkten 4 und

B liegt daher (wegen Satz IV.18) ebenfalls aufierhalb von k. Folglich gilt
wegen (1)

|*xA4QB| < |xAPB|.

Liegt P auf CD, so ist also der Winkel, unter dem AB von einem Punkt
von s und daher erst recht von CD aus gesehen wird, fiir P und nur fir P
am groBten.

Liegt P nicht auf CD, so ist |CD| < |CP|. Ist dann @ ein innerer Punkt
der Strecke CD, so liegt @ auBerhalb des Kreises ¥’ durch 4, B und D.
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Andernfalls hiatte ndmlich CQ mit & einen Schnittpunkt @', da C auBerhalb
von k' liegt. Nach dem Sekantentangentensatz miite dann

|CQ'| - |OD] = |CA] - |CB| = |CP[*
gelten, was wegen
|CQ'| < |CD| < |CP|

unmoglich ist.
Mit @ liegt auch der Kreisbogen durch @ mit den Endpunkten 4 und B
auBerbalb von ', und es gilt wegen (1)

|<A4QB| < |« ADB,|.

Der gesuchte Punkt ist also der Berithrungspunkt P des s beriihrenden
Kreises durch 4 und B, falls P auf CD liegt, und der Punkt D, falls P nicht
auf CD liegt.
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GEOMETRIE IM RAUM

L.21

L.2.2.

P und je drei der vier Ecken des regelmiBigen Tetraeders t sind die Ecken
je eines Tetraeders, so daf} also P gemeinsame Ecke von vier Tetraedern ist,
deren jedes genau eine Seitenfliche von t als Seitenfliche hat. Der Flichen-
inhalt jeder dieser vier untereinander kongruenten Seitenflichen von t sei
mit G bezeichnet. Die Hohen der vier Tetraeder durch P haben nach Vor-
aussetzung die Lingen a, b, ¢, d. Daher sind (Satz V.2) die Volumina der vier

Tetraeder % a@, ~:1))—bG, %CG, % dG und das Volumen von t

1
V=§G(a+b+c+d).

1
Andererseits ist V = e Gh, woraus wegen G + (0 die Behauptung
h=a+b+ c+ dfolgt.

Es sei
|BC| =a, |AC|=b, |AB|=c¢, |4AD| ==z, |BD|=y, |CD|=:=.

Dann gilt nach Voraussetzung, wenn man den Umfang einer der Seiten-
flichen mit « bezeichnet:

a+b+c=u (ANABQC), (1
a+y+z=u (ADCB), 2
x+b+z=u (ACDA), 3
z+y+c=u (ABAD). (4

— e e

Durch Addition und Division durch 2 erhilt man aus diesen vier Glei-
chungen

at+tbt+ct+x+y+z=2u. (5)

Addiert man nun (1) und (2) miteinander und subtrahiert davon (5), so er-
hilt man a — 2 = 0.
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Entsprechend folgt b = y aus (1), (3) und (5) und ¢ = z aus (1), (4) und (5).
Damit hat sich ergeben, daBl je zwei Gegenkanten des Tetraeders gleiche
Linge haben. Da je zwei Seitenflichen des Tetraeders eine Seite gemeinsam
haben und ihte anderen Seiten zwei Paare gegeniiberliegender Kanten des
Tetraeders bilden, folgt nach dem Kongruenzsatz (sss) die Kongruenz aller
vier Seitenflichen zueinander.

Jeder der vier abgeschnittenen Tetraederkdrper ist regelmiBig (Bild L.2.3).
Sind namlich § gemeinsame Ecke des gegebenen und eines abgeschnittenen
Tetraederkorpers, 4,, + =1,2,3, die drei iibrigen Ecken des gegebenen
und A’ die von S verschiedene Ecke des betrachteten abgeschnittenen
Tetraederkorpers auf SA4,, so gilt nach Voraussetzung

AA, || 4545 firi=1,2,3; j=1,2,3; i+47j,
und daher nach dem 1. Strahlensatz

S 45| |S45] = [S4,] - |54,
woraus wegen |SA4,| = |S4,|

1545 = |54 )
folgt. Da SA;4, nach Voraussetzung gleich-
seitig ist, gilt |<A4,84,| = 60°. Folglich ist
nach Satz II1.27”.2 wegen (1) auch A A;S4;
gleichseitig, d.h., es gilt |4;4| = |84;]. Da-
her ist auch N A7 A47A4; gleichseitig und damit 4
der abgeschnittene Tetraederkérper regel- Bild L.2.3
miBig.
Da aus jeder Seitenfliche des gegebenen Tetraeders ein regelméaBiges Sechs-
eck entsteht, mul jeder der abgeschnittenen Tetraederkérper die Kanten-

linge % haben, wenn a die Kantenldnge des gegebenen Tetraeders ist. Da-

her ist das Volumen ¥V’ jedes der abgeschnittenen Tetraederkérper nach
Satz V.2

V’—Vé aa—l/éaa._l_—z
“12°\3) 127 21 27

wenn V das Volumen des gegebenen Tetraeders bezeichnet. Also ist das
Volumen des Restkorpers

4V 23 232

Ve=V-5r=5 324

Bezeichnen I den Fliacheninhalt einer Seitenfliche des gegebenen, I’ den
einer Seitenfliche eines abgeschnittenen Tetraederkorpers und I, den-Fla-
cheninhalt des den Restkérper begrenzenden Polyeders, so gilt

Ip=41—-4-3-1'+4.I =41 —8I'
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und, da die Seitenflichen beider Tetraeder gleichseitige Dreiecke sind (Satz
IT1.277),

3 /3
I= ]/4—112 und I’ =-:]3§a2,
woraus sich
IR = 7_!3 al

ergibt.

A, B, C, D seien die Ecken des Tetraeders, und E sei der Mittelpunkt von
AB (Bild L.2.4). Dann kann ¢ 0.B.d. A. als £ enthaltend und parallel zu
AD und BC vorausgesetzt werden. Daher schneidet ¢ weder 4D noch BC.
Folglich liegen 4 und D bzw. B und C jeweils auf derselben Seite von &,
wihrend 4 und B auf verschiedenen Seiten von ¢ liegen. Mithin schneidet
¢ die Kanten AC, CD und DB. Die Schnittpunkte seien in dieser Reihen-
folge mit F, G und H bezeichnet.
Dann gilt

EF || BC und GH || BC
sowie

FG|| AD und HE || AD.
Daraus folgt nach dem 2. Strahlensatz:

|EF| = |FG| = |6H| = |HE| = 5.

Die Schnittfigur EFGH ist demnach ein Rhom- Bild L.2.4

bus.

Da wegen der RegelmiBigkeit von 7 die Seitenflichen untereinander kon-
gruente regelmiBige Dreiecksflichen sind, sind deren Hohen untereinander
kongruent; es gilt also

|DE| = |CE| = |DF| = |BF|.
Da auBerdem |CD| = |BD| ist, gilt nach dem Kongruenzsatz (sss) ACDE
~ ABDF und folglich - DCE = < DBF. Wegen |CG| = |BH| (= % o))

gilt nach dem Kongruenzsatz (sws) ACGE = ABHF und mithin
|GE| = |HF|. Die Mittelpunkte von GE und HF fallen im Schnittpunkt der
Diagonalen im Rhombus (Satz I11.37.3) zusammen, so dal GE und HF
Durchmesser desselben Kreises sind. Damit ist EFGH als Rhombus und
Sehnenviereck nach Satz II1.43.3 ein Quadrat und hat den Flicheninhalt

2
I-|EF=2.
4
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Zunichst bemerkt man, dafl g4,, und gz, wind- H 5
schief zueinander sind, weil g,,, mit ¢,5, nur M
den Punkt A gemeinsam hat und folglich die [ KA
in £,450 gelegene, 4 nicht enthaltende Gerade gg. /
weder schneidet noch zu ihr parallel ist (Bild
L.2.5). Daher gibt es (nach I.9.a) genau ein
Punktepaar (X,Y) mit X €ggo, Y €9y, fir N
das |XY| = d gilt, wenn d den zu berechnenden rikd
Abstand von ggo und g,,, bezeichnet. Dabei gilt Bild L.2.5
auBerdem

Ixy L Gam (1)

und
9xv 1 9sc- (2)

Die Ebenen e 4p;, und epoyp schneiden sich in einer Y enthaltenden Geraden g.
Wegen

9IBc ” Jap 3)
ist

gnc | 9- (4)
Andernfalls hatte namlich g mit gz; einen Schnittpunkt, der auch gemein-
samer Punkt von ¢,z und ¢ 4p,, wire und damit auf g, lige, was (3) wider-
spricht.
Aus (2), (3), (4) und (I.13Db) folgt g | g, . Hieraus ergibt sich in Verbindung
mit (1) Wegen g + g

gxy L €apm- (5)

Bezeichnet Z den Schnittpunkt der Parallelen zu gy, durch B mit e,5,,,
80 ist gpz | €4ppr Wegen (5), insbesondere also

98z 1 Gaz (6)

und |XY| = |BZ|; denn im Fall X + B ist BXYZ ein Parallelogramm,
wihrend in dem (iibrigens nicht eintretenden) Fall X = B auflerdem ¥ = Z
ware.

Wegen gg; || 9xy, (2) und (I.13.b) ist gp; | gpc. Somit liegt Z in der auf
ggc senkrechten Ebene & durch B, die eine Seitenfliche des Wiirfels ent-
hilt, deren Rand das Quadrat ABFE ist. Die Ebene &,p,, schneidet die
Strecke EF in ihrem Mittelpunkt K. Aufgrund der Bedeutung von M und
K ist namlich MK || AD, so dafl MK in e,p,, liegt.

Als Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen ist nach Satz 1.13 dann
]{AKE| = |« KAB|. Hieraus folgt wegen Z ¢ AK, AE | EK und (6) nach
dem 1. Ahnlichkeitssatz

NAEK ~NAZB

und damit
a 1
|4Z| - |BZ| = |KE] |AE| —§,a=§,
also
1
|4Z| = 5 |BZ|. - (7)



L.2.6

Wegen (6) ist A AZB rechtwinklig mit der Hypotenuse AB, so daB auf-
grund des Lehrsatzes des PyTHAGORAS und (7)

also

|BZ|* = |AB|? — |AZ|? = a? —71- |BZ|?,

gilt. Mithin ist

a)

b)

d=|XY| = |BZ|

Da es sich jeweils um eine gerade Pyramide mit quadratischer Grund-
fliche der Seitenlinge a handelt, ist jede Mantelfliche jeder der
Pyramiden ein gleichschenkliges Dreieck mit der Basislinge a, und
diese Dreiecke sind alle untereinander kongruent.

Wir berechnen die Grofle des Winkels zwischen zwei Dreiecksflichen,
die dieselbe Wiirfelkante als Basis haben. Der Winkel setzt sich zu-
sammen aus -

1. dem Winkel zwischen einer Dreiecksfliche und der Grundfliche
der zugehorigen Pyramide

2. dem rechten Winkel zwischen zwei benachbarten Seitenflichen
des Wiirfels und

3. dem Winkel zwischen der anderen Dreiecksfliche und der

Grundfliche der zugehorigen Pyramide. Seine GroBe ist mithin
45° + 90° + 45° = 180°, wie aus 1.11.b und I1.16 folgt.

Die beiden betrachteten Dreiecke liegen also in derselben Ebene, und
weil sie einander kongruent und gleichschenklig sind und eine gemein-
same Seite besitzen, bilden ihre Schenkel die Seiten eines Rhombus.
Da der Wiirfel 12 Kanten hat, besitzt der zusammengesetzte Kérper
12 Rhombusflichen als Seitenflichen; denn keine zwei zu verschie-
denen Kanten gehdérende Rhomben liegen in derselben Ebene. Die
Rhomben sind untereinander kongruent.

Wir zeigen noch, dal die Rhomben keine Quadrate sind. Die Héhen
der aufgesetzten Pyramiden haben - wegen des Winkels zwischen
Mantel- und Grundfliche jeder Pyramide von der GroBe 45° — die

Lange %. Die Hohen der die Mantelflachen bildenden Dreiecksflichen

2
haben dann nach dem Satz des PYTHAGORAS die Linge 1/2 (%) , d.h.
% ]/§ . Damit haben die Diagonalen der Rhomben unterschiedliche

Linge, namlich ¢ und a ]/5.
a
a’—

1
Jede der aufgesetzten Pyramiden hat das Volumeng( 2), d.h.
3

%. Die sechs aufgesetzten Pyramiden haben somit zusammen mit

dem Wiirfel das Volumen 243,
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Jeder Wiirfel mit der Kantenlinge a hat das Volumen a® und den Flichen-
inhalt 6a2.
Jedes regelmiBige Oktaeder mit der Kantenlinge b hat [nach Satz V.6 (23)]

3 _ _
das Volumen % ]/2 und den Flicheninhalt 252 ]/ 3.

a)

b)

Die Kantenlinge des duBeren Wiirfels sei a. Dann gilt fiir die Kanten-
linge b des einbeschriebenen Oktaeders nach dem Satz des PyTHA-
GORAS

Daher ergibt sich fiir das Volumen V¥, des Wiirfels und fiir das Vo-
lumen V,, des Oktaeders

31/9 3
Vw=a* und V0=<—g—]/§) ]%2=%

und mithin
Vw:Vo=06:1.

Der Mittelpunkt S jeder Seitenfljche des Oktaeders liegt auf den
Seitenhalbierenden dieses gleichseitigen Dreiecks.

Dijese Seitenhalbierenden werden von § im Verhiltnis 2:1 geteilt,
so daB jede zu einer Dreiecksseite parallele Strecke durch S, deren
Endpunkte auf je einer der' beiden anderen Dreiecksseiten liegen,
nach dem 2. Strahlensatz die Liinge% b hat.

Vier solcher Strecken, von denen jede in einer von vier Seitenflichen
des Oktaeders mit einem gemeinsamen Eckpunkt liegt (diese vier
Seitenflichen sind die Mantelflichen einer vierseitigen Pyramide mit
quadratischer Grundfliche £2) und parallel zu jeweils einer Seite von

L ist, bilden ein Quadrat mit der Seitenlingeéb. Die Seitenmittel-

punkte dieses Quadrates sind die Eckpunkte einer Seitenfliche des
dem Oktaeder einbeschriebenen Wiirfels W, so daf fiir die Kanten-
linge a” von W’ aus dem Satz des PYTHAGORAS

, b\ /by b
=)/ +5) -5
folgt. Daher gilt

b3
Vo = 3 ]/é
und fiir das Volumen Vy des Wiirfels W’ Y
Vi = <§ ]/2) - 2 )3
und mithin
VO: VlV' =9:2.
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[0021 71]

¢)

d)

a)

Fiir den Flacheninhalt Oy des duBleren Wiirfels und den Flicheninhalt
0, des Oktaeders gilt
2 a 5\ 13 21/
Ow=6a® und 0, - 2(E ]/2) 13 = 2]

Daher ist

Ow:0,=6:13=2]3:1.
Es gilt

0, = 2613

und fir den Flicheninhalt Oy des inneren Wiirfels

P4,

ow,=6( ]/2) -5
Dabher ist

Op: Oy = 313: 2.

Es sei @ die Kantenlange des Wiirfels. Durch die acht Ebenen werden
in diesem Falle die Mantelflichen von acht kongruenten Pyramiden
abgeschnitten, deren Grundflichen von gleichseitigen zueinander kon-
gruenten Dreiecken A begrenzt werden.

Die Lange jeder dieser Dreiecksseiten betragt e ]/§ die der Hohe kp
einer jeden der Pyramiden — ]/§ denn es gllt nach dem Satz des

PYTHAGORAS A} = s% — —hA , wobel s die Linge einer von der
P 3 g

Spitze der Pyramide ausgehenden Kante und %, die Liange der Hohe
eines der Dreiecke A\ ist

a _
Wegen s = 7-2—und hp = — —]/2 V3 —]/6 folgt:

h2 —a2_a2_a2
P74 6 12’

a —
Der Inhalt der Grundfliche jeder der Pyramiden betrégt als Fliche

eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seitenlinge — ]/— nach Satz
a? 3
I1.277 3 ]/‘, und daher ist das Volumen jeder der Pyram1den Sa—ﬁ'

Also gilt fiir das Volumen ¥V, des Restkoérpers:
@ -3 a?.

8-6 6

VR=a3_8'
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P,, P,, ..., Py seien die Eckpunkte eines der zu betrachtenden regel-
méfBigen Achtecke (vgl. Bild A.2.8b). Bezeichnet b die Seitenlinge
des Achtecks, so gilt:

b =24,
wobei x = |A'Pg| = |A'P,| = |P;B’| = ... ist.
Weiter gilt: 2x + b = a, daraus und aus x = % ]/§ folgt dann

b=(J2-1)a.

Daber ist der Inhalt I der Grundflache jeder der abgeschnittenen Pyra-
miden nach Satz I11.27"”

;- VB(2-1)pe
2

Die Hohenlange kp jeder der Pyramiden betrigt
(2-1),.
16
denn es gilt nach dem Satz des PyTHAGORAS
2 2 b2 P2
A) = '§' - § )
d.h.
2-1
hp = k 94/2___) a

[

Daher gilt fiir das Volumen V, jeder der Pyramiden nach Satz V.8

VP=V2—(:)1/?'§—I)a3=%(10—7V§).

Das Volumen V, des Restkorpers betrigt also:

VR=a,3—a—33(10— 7V§)=%(]/§— 1) 3.

L.2.9 Der Mittelpunkt M der Strecke PC ist der Mittelpunkt der Kugel mit dem
Durchmesser PC. Die Punkte A, B und D liegen genau dann auf dieser
1
Kugel, wenn |AM| = |BM| = |DM| = |CM| = 5 |PC| ist (Bild L.2.9).

Zum Beweis dieser Gleichheiten fille man das Lot von M auf ¢. Sein Ful3-
punkt § liegt wegen MS || PA auf AC. Ferner gilt nach dem 1. Strahlen-
satz wegen |CM| = |MP)|

130
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Also ist S nach Satz IT1.37 der Schnitt- Bild L.2.9 p

punkt der Diagonalen des Rechtecks
4BCD. Die Dreiecke CSM, ASM, BSM " ‘
und DSM sind mithin nach dem Kon-

B
gruenzsatz (sws) untereinander kon- ﬁ? A
gruent. (
Daher ist 2 0

4| = |BM| = |DM| = M| =5 |PC|.

Die Punkte 4, B, C, D und P liegen also auf der Kugel mit dem Mittelpunkt
M und dem Radjus% | PC|, also mit dem Durchmesser PC.

a)  Auf der Kugel » durch 4, D, E und S liegen die Kreise durch 4, D, E
mit dem Mittelpunkt K und durch 4, D, § mit dem Mittelpunkt K’
(Bild L.2.10). Daher liegt nach Satz IV.15 der Mittelpunkt O von x»
sowohl auf der Senkrechten g von ¢,y durch K als auch auf der
Senkrechten g’ von e,ps durch K’. Bedeutet 7' den FuBpunkt des
Lotes von K auf ¢,5., so gilt fiir den Abstand d von g und e,

|KT| =d = |OK'|. H 6
P
Wegen |KT| = % ist also £
F
0 M /]
joK’| =2 " .
2 i
4 : 14 0 — ——1
Da ¢’ 1 e,4pc ist, muB AOK’S 7. b Z7. " £
bei K’ rechtwinklig sein, so £ -~°S P
daB nach dem Satz des PyTtHA- A r q I}
GORAS Bild L.2.10
2= |08|2 = |OK'|* + |K'S|
ausfallt.

Da A ATS bei T rechtwinklig ist, gilt

2 2 2
|48|? = |AT|2 + |TS|2 = <§) + (%]AB]) =%+%a2=a2.
(1)

Folglich ist A ADS gleichseitig mit der Seitenlinge a. Der Radius
seines Umkreises ist daher

21 - " a ,
§-§]/3a=ﬁ=|KS|. (2)
Somit ergibt sich

A S L S P Y TR
r (2)+(1/§) 12a’ r 6]/21. 3)
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b)

Es ist zu zeigen, daB espe | gos gilt. Dazu geniigt es (nach 1.10.c) zu
zeigen, dal gps | gos und ggs 1 gog gilt, da eine Gerade genau dann
auf einer Ebene senkrecht steht, wenn sie auf zwei verschiedenen
Geraden dieser Ebene durch S senkrecht steht. Da A GSO das Spiegel-
bild von AFSO beziiglich gogy ist, gilt AGSO =~ AFSO, so daB
Yos L Jos aus gps L gos folgt. Dies nun wieder ergibt sich aus der
Umkehrung des Satzes von PyTHAGORAS, angewandt auf A FSO, weil

|FO|2 = |[FS|* + |08|? 4)
gilt.
Zum Beweis von (4) beachte man die Giiltigkeit der folgenden Be-
ziehungen:
Aus

AFSB = AGSC nach dem Kongruenzsatz (sws)
sowie

AFOL = AGOL nach dem Kongruenzsatz (sws)

folgt
AFOS = A GOS nach dem Kongruenzsatz (sss).

Nun gilt nach dem Satz des PyTHAGORAS
|FS|® = |BS|® + [BF|* = a?® + a® = 2a?,

da BF nach Voraussetzung auf e,5, und damit nach I1.10.c auf BS
senkrecht steht. Es ist weiter

|BS| = 48| = a,

da S Schnittpunkt der Diagonalen im Rechteck ABCD ist [Satz
111.40.2 und (1)], und nach Voraussetzung

|BF| =a.
Mithin folgt
|FO|2 = |FL|® + |LO[3,

wenn L der Mittelpunkt des Quadrates BCGF ist nach dem Satz des
PyYTHAGORAS,

a ~
als halbe Linge der Diagonalen im Quadrat BCGF und
|LO| = a3 - |KO| = a)3— |TK’| = a}3 — |ST| + |SK'|

— B 2B ta)s

nach Voraussetzung und (2).
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Damit ergibt sich nach (3)

PO~ P8 = 2o - 2= Lo jospy,

womit (4) bewiesen ist.

Bezeichnet man mit r den Radius der Kugel und mit 4 die Linge der Hohe
des Kegelkérpers, so ist der Grundkreisradius des Kegelkorpers nach dem

Satz des PYTHAGORAS gleich Vr2 — B2,

a)

b)

In diesem Fall erhilt man, da 4772 der Inhalt der Kugeloberflache ist
(Satz IV.17) die Gleichung

2rr(r—h) = %47:1‘2.

2 1
Daraus ergibt sich wegen r 40, r — h = ‘:)T” also h = §T’ d.h., die

Lange der Hohe des Kegelkorpers betragt ein Drittel des Kugel-
radius.

In diesem Falle erhilt maI;, da das Volumen V, des Kegelkorpers
nach Satz V.10

Vy=— (1 hZ)h_—3-- (hr® — A3)

wl |

und das Volumen V, des zugehérigen Kugelsegmentes nach Satz
INVAY

V= %(r— hE[3r — (r — h)] = %(21‘3— 3ht + )
ist, die folgende Gleichung:

Vy+ Vy= (2r3 2hr?) =

C.\.’!Il—'

wlua
S
R

Hieraus folgt:

2rz(r—k)=%ra,

und wegen r &= 0

2

r—h=§r,
also
h=%r.

In beiden Fillen betrigt also die Lange der Kegelhohe ein Drittel
des Kugelradius.
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Der Radius von %, sei . Man lege eine Ebene ¢ durch M und P (Bild L.2.12).
Der Schnittkreis ¥ von x; und zx, schneidet ¢ in zwei. Punkten Q,, Q,. Der
Schnittpunkt von MP und @,Q, sei S genannt. P, sei der von M verschie-
dene Schnittpunkt von gp,, und x,. Dann ist I der Flicheninhalt der auf
%y liegenden Kugelkappe, deren Hohe die Linge | MS| hat. Da |MP| der
Radius von k, ist, gilt nach Satz IV.17

~

I==-2.|MP|.|M8S|.

Da das Dreieck M@Q,P; nach dem
Satz von THALEs rechtwinklig ist,
gilt nach dem Kathetensatz:

|MQ|2 =2|MP| - |MS|.
Mithin erhilt man
I=x.|MQ|*=~rr,

womit gezeigt ist, daB I nicht von
der Lage des Punktes P abhingt.

Bild L.2.12

4

a)

b)

Da ABNM und ACPM Sehnenvierecke sind, liegen 4, B, N, M
sowie 4, C, P, M jeweils auf einem Kreis. Die durch D, M, A und
D, N, Bund D, P, C gehenden Geraden sind Sekanten dieser Kreise.
Nach dem Sekantensatz (vgl. Satz IV.11) gilt

|DM| - |DA| = |DN| . |DB|
und

|DM| - |DA| = |DP| - |DC|,
also

|DN| - |DB| = |DP| . |DC|.

Daher liegen nach der Umkehrung des Sekantensatzes die Punkte IV,
B, C, P auf einem und demselben Kreis und, da nach Aufgabenstellung
NBCP ein Viereck ist, ist es ein Sehnenviereck.

Sind M, bzw. M, die Mittelpunkte der Umkreise von ABNM bzw.
ACPM, r, und r, ihre Radien und g, bzw. g, die Senkrechten zu &,p,
durch M, bzw. zu £,¢y, durch M,, so gilt

Q4] = |@B| = QM| = |@N] = Y@M, [* +  fiir alle Q e g, (1)
Q4| = |QC| = |QM]| = |QP| = ]/|QM2|2 + 72 fur alle Q €g,. (2)
Daher liegt sowohl g, als auch g, in der zu AM senkrechten Ebene ¢
durch den Mittelpunkt von AM. Weil & g5, 4 c4cpr ist, gilt auch

g14g.. Folglich haben g, und g, einen Schnittpunkt 0. Fiir ihn gilt
wegen (1) und (2)

|04| = |0M| = |0B| = |ON| = |0C| = |0P].

Also liegen A, B, C, M, N, P auf der Kugel um O mit dem Radius
|o4].
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Als Fliche enthilt ¢ wenigstens einen Punkt.

a)

h)

Besteht ¢ nur aus einem Punkt, so ist ¢ eine (ausgeartete) Kugel mit
dem Radius 0.

Liegen auf ¢ zwei Punkte und ist » eine diese beiden Punkte ent-
haltende Ebene, so ist der Schnitt von 5 und ¢ nach Voraussetzung
ein Kreis k. Bezeichnen g die auf % senkrecht stehende Gerade durch
den Mittelpunkt von & und ¢ eine beliebige g enthaltende Ebene, dann
hat £ mit k£ zwei und daher mit ¢ mindestens zwei Punkte gemeinsam
und schneidet folglich ¢ in einem Kreis k,. Die Verbindungsstrecke
der beiden Schnittpunkte von k& mit ¢ ist Durchmesser von &k (k,
liegt in % und hat den Mittelpunkt von k als Mittelpunkt), so dal ¢
die in ¢ gelegene Mittelsenkrechte dieser Strecke ist. Mit Hilfe von
Satz IV.9 folgt daraus, daB g den Mittelpunkt von %, enthilt und
daher k, in zwei solchen Punkten N und S schneidet, daB NS Durch-
messer von k, ist. Dabel ist NS fiir alle ¢, die g enthalten, dieselbe
Strecke; denn andernfalls hitte g mit ¢ mindestens drei Punkte ge-
meinsam, und der Schnitt von ¢ wire fiir keine g enthaltende Ebene ¢
ein Kreis.

Behauptung: ¢ ist die Kugel » mit dem Durchmesser NS.

Beweis:

1) Nach dem vorangehenden liegen N und § sowohl auf ¢ als
auch auf x.
Im folgenden bedeutet P einen von N und S verschiedenen
Punkt.

2)  Die Ebene ¢,y schneidet ¢ als eine g = gy enthaltende Ebene
nach dem Vorangehenden in dem in ihr gelegenen Kreis & mit
dem Durchmesser NS und #x als eine NS und damit den Mittel-
punkt von x enthaltende Ebene aufgrund der DefinitionenII.1,2,3
ebenfalls in k. Daher liegt P entweder auf beiden Flichen ¢
und x» oder auf keiner von beiden, je nachdem ob P auf *
liegt oder nicht.

Wir fiithren zunéachst einige Bezeichnungen ein:

Es bedeuten k,, » = 1, 2, 3, die drei Kreise, ¢, die k, enthaltende Ebene, B,
den Berithrungspunkt und ¢, die gemeinsame Tangente von k, und k,,
{T m, n} = {1, 2, 3} sowie {i,j} = {2, 3}. Da die drei Kreise und die Be-
rithrungspunkte paarweise voneinander verschieden sind, gehort jeder der
Berithrungspunkte genau zweien der Kreise an, so daB die Bezeichnung wie
angegeben gewihlt werden kann.

a)

b)

Im Fall &; = ¢, liegen alle drei Tangenten ¢, in ¢,, da jede von ihnen
einen der Kreise k,, k, beriihrt. Da ¢, und ¢, den Kreis %, beriihren,
liegen beide in ¢,. Nach Voraussetzung ist B, & B, und mithin ¢, + t,.
Daher gibt es nach 1.10 nur eine Ebene, die £, und ¢, enthilt, und es
ist g5 = ¢,. '

Ist &, =+ ¢,, so ist ¢; der Schnitt von ¢ und &,. Da ¢, mit &, nur den
Punkt B, gemeinsam hat, liegt B, nicht auf {;, und damit nicht in &,.
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Folglich liegen B,, B,, B, nicht auf derselben Geraden, und %, liegt
nicht in eg, p,5,. Ist P ein nicht in g g, 5, gelegener Punkt von k&, , so
gibt es nach Satz IV.7 genau eine Kugel » durch die Punkte B,,
B,, By, P.

Behauptung: Jeder der Kreise k,, ky, ky liegt auf x.

Beweis:

1) Da P, B, und B; in ¢; und auf » liegen, ist der Schnitt von &,
und » nach Satz IV.14 ein Kreis, und zwar der durch diese
drei Punkte, also k,. Daher gilt k, < x.

Hieraus folgt, daB die als Tangente von k; in ¢, gelegene Ge-
rade t, mit k, und daher auch mit » nur den Punkt B, gemein-
sam hat.

2)  Der Schnitt von & mit x ist ein Kreis &; durch B, und B; und
hat als Teilmenge von » mit der auch in ¢, gelegenen Geraden
¢, nach 1) nur den Punkt B, gemeinsam. Daher ist nach SatzIV.8
t; Tangente an &} in B;.

Infolgedessen liegt sowohl der Mittelpunkt von k} als auch der
von k; nach den Sitzen IV.19 und TV.20 auf der in ¢; gelegenen
Senkrechten g; zu t; durch B, und auf der in ¢; gelegenen Mittel-
senkrechten &, von B;B;. Da k; den auf g, gelegenen Punkt B,
nicht enthilt, fillt k; nicht mit g, zusammen, so daB &, und k;
denselben Mittelpunkt haben. Da beide Kreise B, enthalten,
fallen sie aufgrund von Definition I1.2 zusammen. Also gilt auch

by Co, kg T

Es seien r; der Grundkreisradius, I, der Oberflicheninhalt und V, das Vo-
lumen des Kegelkérpers sowie r,, I, und ¥, die entsprechenden MaBe des
Zylinderkorpers. Die Liange der Mantellinie des Kegels betriagt wegen der
Form des Achsenschnittes 27, .

Die Oberfliche des Kegelkérpers setzt sich aus einer Kreisscheibe vom
Radius r; und einem Kegelmantel vom Grundkreisradius r, und der Mantel-
linienlénge s = 27, zusammen. Daher gilt nach den Satzen IV.13, Formel
(18) und V.10, Formel (24)

I
2
Als Fliche eines gleichseitigen Dreiecks hat der Achsenschnitt und damit

I, (2r) + =r2 = 3w, (1)

1 -
auch der Kegelkorper die Hohenlange 2r, — ]/3, und somit gilt nach Satz
V.10 (24) 2

1 wrd
vV, =7tr§rl§]/§= 1

B

Die Oberfliche des Zylinderkorpers setzt sich aus zwei Kreisscheiben vom
Radius r, und einem Zylindermantel vom Radius 7, und der Hohenldnge 2r,
zusammen. Daher gilt nach den Sétzen IV.13 und V.9

I=47r2 4+ 2rri = 6nre (3)

@)
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und auBerdem

Vo= mri2ry = 2n73. (4)
Wegen V, = V, folgt aus (2) und (4)

1-1 _ 3 — _ 6 —

. ]/2]/3 = J12, (5)

und somit aus (1), (3) und (5)

L 1\ 1s— 1/3
1_2_5(_) - = 12_]—.

Sind S4 Mantellinie und M F Lot von M auf g5, (Bild L.2.17), so gilt nach

dem 1. Ahnlichkeitssatz AMFS ~AAM'S, also wegen |AM'| = 2,
|S4| = ¢ und |MF| = r 2

T |SM| = % ‘a :
F
und damit .
a
__Ism|
=
Bild L.2.17

Besitzt die Hohe des Kegelkorpers,
d.h. des gleichseitigen Schnittdreiecks
mit der Seitenlange a, die Linge k, so gilt nach Satz I11.27”

a -~
h=—2-l/3.

Nach Voraussetzung ist weiterhin |[SM|: |MM’'| = 1:2, woraus wegen
|SM’'| =R

A M!

h
|SM|—§

folgt, so daB sich schlieBlich

ergibt. Bild L.2.18

Wir bezeichnen den zu ermittelnden geometrischen Ort mit 9, den Mittel-
punkt von XY mit M (Bild L.2.18) und unterscheiden zunichst drei Falle.

a) X=4,
by X=4,
c) XedA, XA, X+ 4.
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Zu Fall a):

Ist M eM, so liegt XY =AY in €45, und zwar, da Y in der Fliache des
Quadrates ABCD liegt, wegen deren Konvexitdt sogar in dieser Quadrat-
fliche. Wegen

1 . a
| XM| =5 |XY]| =5

liegt M daher auf dem in ¢4z, gelegenen Kreisbogen b um 4 mit dem

Radius % , fiur dessen Punkte P

0<|<xPAB| £90° und 0 < |XPAD| < 90°

gilt. _
Liegt M auf b und bezeichnet S den Schnittpunkt des Strahls s aus 4 durch
M mit einer A nicht enthaltenden Seite von ABCD, der wegen (1) existiert,

so gilt
|48| z a.

Daher gibt es auf der in der Quadratfliche gelegenen Strecke AS einen
Punkt Y mit

|AY|=a=2|4AdM|,
so daB M ¢ M ist. Also ist b < M.

Zu Fallb):

Ist jetzt M e M, soist ¥ = A wegen |AA’| = a und A4’ | €45c der ein-
zige Punkt, fir den |XY| = a gilt. Daher mu M der Mittelpunkt N der
Strecke A A’ sein. Offenbar ist N auch tatsichlich Punkt von 9.

Zu Fall c):
Ist jetzt M € M, so bilden X, 4, Y die Ecken eines bei 4 rechtwinkligen
Dreiecks. Als Mittelpunkt der Hypotenuse XY ist M nach der Umkehrung
des Satzes von THaLEs Mittelpunkt des Umkreises des Dreiecks XAY.
Dabher gilt

|4y | = |XM| - <.

M liegt also auf der Kugel » um 4 mit dem Radiusg— . Da mit X und Y

wegen der Konvexitat des Wiirfels auch XY im Wiirfelkorper liegt, ist M
sogar Punkt des im Wiirfel und nicht auf 44" oder &, gelegenen Teiles
dieser Kugel. Liegt umgekehrt M auf x, so sei X auf dem Strahl aus 4

durch 4’ so gelegen, daB |[MX| = % gilt. Wegen |AM| = % ist daher X

nach dem Kongruenzsatz (ssw), angewandt auf AAMX, eindeutig be-
stimmt.

Wegen M ex ist 0 < |XMAA| <90° und wegen |AM| = |MX| gilt
| X MXA| = |<xMAX|, so daB g,,x zu keiner Seitenfliche des Wiirfels par-
allel ist. Insbesondere schneidet daher g,,, die Ebene &,45. in einem Punkt
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Y (+A), so daBB A XAY rechtwinklig mit der Hypotenuse X Y ist. Nach der
Umkehrung des Satzes von THALES ist folglich XY Durchmesser und mit-
hin M Mittelpunkt des Umkreises von AXAY, so daB

|MX| = |MY| -3

gilt.

Zum Nachweis, daB M € I ist, bleibt noch zu zeigen, daB Y in der Flache
des Quadrates ABCD liegt. Wire das nicht der Fall, so lige Y auBlerhalb
des Quadrates und damit des Wiirfels. Da M im Wiirfelkérper liegt, miiBten
M und Y auf verschiedenen Seiten einer der drei Ebenen liegen, die eine
der Seitenflichen des Wiirfels enthalten, die nicht durch A4 gehen. Also
miilte MY eine dieser Ebenen schneiden. Das ist aber fiir e500r und epcer

wegen |XY| = a, M € XY nicht moglich, und fiir £5.c.;y Wegen |MY| = %
nicht méglich, da alle Punkte von ggrorpy von # einen Abstand > % haben.
Zusammenfassung: Damnit ist M = [N} ub Uz, also der Schnitt der Kugel x

vom Radius% um A mit dem Wiirfelkorper.

Aufgrund der gegebenen Bedingungen ergibt sich die Lage des Punktes Y
aus der von X folgendermaBen (Bild L.2.19):

a) fir X ¢ ABliegt Y auf A’D’ so, daB |AX| = |4"Y]| ist,
b)  fiir X ¢ BC liegt Y auf D'C’ so, daB |BX| = |D'Y] ist,
¢) fir X e CD liegt Y auf C'B’ so, daB |CX| = |C'Y] ist,
d) fiir X e DA liegt Y auf B’A” so, daB |DX| = |B'Y| ist.

Zur Losung der Aufgabe werden die folgenden beiden Sitze bewiesen:

Satz 1: Ist P der Mittelpunkt von 44’ » c
und @ der Mittelpunkt von CC’, so liegt
der Mittelpunkt Z von XY auf PQ. / X'

A' == '
Satz 2: Liegt Z auf PQ, so ist Z Mittel- hY -=
punkt einer der Strecken X Y. ru{‘,\lrz,-—;/

P
Aus beiden Sitzen folgt, daB der zu er- [y il c
mittelnde geometrische Ort die Strecke Y’kﬁ \
PQ ist. Bild L.2.19 4 P

Beweis von Satz 1:

Wird zu einem fest gedachten Zeitpunkt der Bewegung der Wiirfel an der

Achse gp, gespiegelt, so geht dieser in sich iiber, und zwar so, daB 4, B, C,

D und X in dieser Reihenfolge mit A’, B’, ¢’, I, Y vertauscht werden. Da-

her liegt Z auf der Symmetrieachse goo. Weil jeder Wiirfel nach Satz V.3

konvex ist, ist P die Menge der Punkte von gpg, die im Wiirfelkérper lie-

gZen.P%a aus demselben Grund X Y und damit Z im Wiirfelkérper liegen, gilt
e PQ.
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Bewets von Satz 2:

Es sei ¢, die auf gpq senkrecht stehende Ebene durch Z € PQ. Dann liegen
P und @ nicht auf derselben Seite von e,. Da jede der Kanten AA’, BB,
CC’, DIV zu g, parallel ist, liegen jeweils 4 und 4’, B und B’, C und (',
D und I nicht auf verschiedenen Seiten von ¢,, wihrend 4 und C bzw. 4’
und ¢’ nicht auf derselben Seite von ¢, liegen.

Die Ebene ¢, enthilt die Strecken BB’ und DD’ entweder beide — genau
dann, wenn Z der Mittelpunkt von PQ ist — oder beide nicht. Folglich hat
£, mit jeder der Strecken AB, A’B’, AD, A’D’ oder mit jeder der Strecken
BC, B'C’, CD, C'D’ einen Punkt gemeinsam. Diese Schnittpunkte vertau-
schen sich bei der im Beweis von Satz 1 genannten Spiegelung auf die dort
beschriebene Weise. Daher gibt es zu jedem Punkt Z € PQ ein Paar, im Falle
Z %= P, Z & @ genau zwei Paare (X,Y) zusammengehoriger Punkte X,Y,
fiir die Z Mittelpunkt von XY ist.

Neben der Moglichkeit, 100 Kugein zu je 10 in 10 Reihen zu legen, gibt es
auch die Moglichkeit, in einer Reihe 10 Kugeln, in der nichsten 9 Kugeln,
dann wieder 10 Kugeln usw. unterzubringen. Dabei ist der Abstand d der
Geraden durch die Mittelpunkte der ersten von der der zweiten Kugelreihe

nach Satz I11.27" d =r - ]/3, wobei r der Kugelradius ist; denn der Ab-
stand der Geraden durch die Mittelpunkte ist gleich der Linge einer Hohe
eines Dreiecks, dessen Eckpunkte die Mittelpunkte dreier benachbarter
Kugeln sind (Bild 1..2.20). Ein derartiges Dreieck ist gleichseitig und hat
die Seitenlinge 2.

Bezeichnen wir mit # die Anzahl der Kugelreihen, so gilt fiir den Abstand 2
der Tangentialebenen bei der oben beschriebenen Anordnung der Kugeln
(Bild L.2.20)

r

h=2r+(n—l)rl/§.

Fiir » =11folgt (wegen r= %) h<10. =

Man kann daher 11 Reihen in der

Schachtel unterbringen. Die Kugeln g;14 1..2.20
lassen sich so anordnen, daBl 6 Rei-

hen mit je 10 und 5 Reihen mit je 9 Kugeln besetzt sind, also 105 Kugeln
in der Schachtel liegen.

Dabei liegen in den ,dulleren’ Reihen jeweils 10 Kugeln. Ersetzt man nun
eine der Reihen zu 9 Kugeln durch eine mit 10 Kugeln, so vergréBert sich
der Abstand

h=2r+r(11-1)}3=1+5]3

auf

K o=6r+8r)3=3+4)3<3+4-174=1996

Da &’ < 10 ist, lassen sich 106 Kugeln in der Schachtel unterbringen. Die
Behauptung ist also richtig.
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D

2)

3)

Behauptung: QP; und QP; (i % j) sind zwei Strecken, die sich in ¢
unter einem Winkel treffen, der gréBer als 60° ist (vgl. L.1.59).

Beweis (indirekt):

a) Lagen P; und P; auf dem gleichen von R ausgehenden Strahl, so
hitte der weiter von @ entfernte dieser Punkte von dem anderen einen
kleineren Abstand als von @ im Widerspruch zur Voraussetzung.
Insbesondere fallt kein P; mit @ zusammen, so daBl @P, eine Strecke
ist.

b) Wire die GroBe a,; des Winkels < P,QP; nicht groBer als 60°,
so koénnte P;P; nicht linger als jede der beiden anderen Seiten des
Dreiecks P,QP, sein, weil in diesem sonst mindestens ein von < P,QP,
verschiedener Winkel eine GroBe hitte, die nicht kleiner ist als 60°
und diesem eine Seite gegeniiberlige, die nicht kiirzer als P;P; ist.
Bringt man alle von ¢ ausgehenden Strahlen, die mit QP, Winkel
einschlieBen, von denen jeder nicht grofer als 30° ist, mit der Kugel »
um @ vom Radius 1 zum Schnitt (Bild L.2.21), so entsteht eine Kugel-
kappe x; mit dem Flicheninhalt

I,=2x-1-h =27 (1 - cos30°) = =(2 — |3) 1)

Behauptung: »; und x; haben
fiir ¢ 44 keinen Punkt ge-
meinsam.

Beweis: 2 %
Es sei R; der Schnittpunkt von '
» mit dem Strahl aus @ durch

P;. Dann geniigt es zu zeigen, p;41..9.91

daB alle Punkte von s, auf der-

selben Seite der Symmetrieebene ¢ von E;R, wie R; liegen.
Angenommen, es gibe einen Punkt R €x,, der nicht auf derselben
Seite von ¢ wie , liegt. Dann hat die Strecke RR; einen Schnittpunkt
R’ mit . Ist k der Schnittkreis von £ und %, so gibt es auf k einen
Punkt 8 derart, daB R’ auf @S liegt; denn ¢ geht nach Satz I1.3,
angewandt auf R, = 4, R; = B, durch Q.

Hilfssatz: Ist S* ein solcher Punkt auf &, daB @S den Mittelpunkt M
von KRR, enthidlt, dann gilt fiir jeden Punkt S von k

|S*M| < |SM]|.

Der Hilfssatz folgt unmittelbar daraus, dal der in ¢ gelegene Kreis
um M durch S* den Kreis k nach Satz IV.10 in S* beriihrt und daher,
weil er einen nicht gréBeren Radius als & hat, ganz in der von k begrenz-
ten Kreisflache liegt.

Aus dem Hilfssatz ergibt sich

|S*R,| < | SR, (2)

da aufgrund des Lehrsatzes des PYTHAGORAS, angewandt auf die
Dreiecke S*MR, und S'MR,,

|S*R,|2 = [S*M|> + |MR,|?
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und
[;S'Ril2 = |S’M|2 + IMRi|2

gilt. Aus (2) folgt wegen | X SQR;| < 90° fiir alle S e k
[XS*QR;| < |XSQR,|.
Daher wire wegen R € x,

| < S*QR,| < lsztR’QRi = |XRQR;| — | < RQR'| < | < R,QR|
< 30°,

was wegen |X R,QR,| = 2|XS*QR;| mit der nach 1) giiltigen Be-
ziehung

|<% P,QP,| > 60°

unvereinbar ist.
4)  Aufgrund von 3) ist die Summe der Inhalte der x; nicht groBer als
die Kugeloberfliche, d.h. es gilt:

n
I, <4x,
i=1

also wegen (1)
nm (2 - 1/5) <4,

woraus

n

A

2_41/§=4(2+V§)=8+4]/§<15

folgt, denn wegen
£2.3<7 ist 4)3<T.

Bemerkung: Durch eine genauere Untersuchung léaBt sich zeigen, daB unter den Be-
dingungen der Aufgabe sogar stets n < 12 ist, wobei der Fall n = 12 realisiert werden
kann.



3. GEOMETRISCHE KONSTRUKTIONEN
IN DER EBENE
L.3.1 1. Analyse

Angenommen, P ist ein Punkt der verlangten Art, dann werden zwei Fille
unterschieden:

a) P liegt auf CD, §

b) P liegt nicht auf CD.

Im Fall a)sei A’ das Spiegelbild von 4 A
ang. Dann gilt | XA'PC| = |<APC|

und | BPC| = 180° — |XAPC|,so BldL31 ¢ 0 NG
dag)| & BPA’| = 180°ist. Mithin liegt

P auf A’B.

Im Fall b) gilt $APD = $APC = 4 BPD, so daBl B auf g,5, also P auf
gap liegt.

Daher kann der Punkt P nur dann allen Bedingungen der Aufgabe geniigen,
wenn er auf eine der folgenden Weisen konstruierbar ist.

I1. Konstruktion

a): Man konstruiere das Lot AC auf g und zeichne g¢,.. Auf g,. trage
man von A nach der Seite, auf der C liegt, eine Strecke der Linge 2| AC| ab,
wodurch man den Punkt A’ erhilt. Der Schnittpunkt von 4’B mit g sei P.
b): Man zeichne g,5. Der Schnittpunkt von g,z mit g sei P.

I1I. Satz

Jeder Punkt P, der gemaf I1.a) oder II.b) konstruiert wurde, geniigt allen
Bedingungen der Aufgabe.

Beweis:

Zu aj: Ist BD das Lot von B auf g, so haben ggp und g,. keinen ge-
meinsamen Punkt, weil AC || BD und g,5 nicht senkrecht zu g ist. C liegt
also auf derselben Seite von gz, wie A’. Da B nicht auf ¢ liegt, ist
P % B, und es liegt P als Punkt von A’B auf derselben Seite von gz, wie
4’ und C. Folglich liegt P auf dem von D ausgehenden Strahl durch C.
Analog ergibt sich, daBl P auf dem von C ausgehenden Strahl durch D liegt.
Daher ist P ein Punkt der Strecke CD. Nach Konstruktion ist weiter
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|AC| = |A’C|, |« ACP| = |x4’CP| = 90°, so da ANACP = A A’CP und
X APC = 5 A'PC gilt. Daher ergibt sich | X BPC| = 180° — |*APC| und,
da P auf CD liegt, weiter | BPD| = | xd4’PC| = |x4PC|.

Zu b) : Jetzt liegt P nicht auf CD. Denn da 4B nach Voraussetzung ¢ nicht
schneidet, liegt P nicht auf AB. Es liegt also entweder A auf BP oder B
auf AP. 0.B.d. A. kann der erste Fall angenommen werden. Mithin liegen
P und B auf verschiedenen Seiten von g,c. Da ggp || g4c ist, liegt D auf
derselben Seite von g, wie B, so daB PD die Gerade g,., und zwar in C
schneidet. C liegt also auf PD und P nicht auf CD. Daher ist << BPD
= X BPC = <APC.

IV. Determination

1. Jede der Konstruktionen II.a) und IL.b) ist stets ausfiithrbar (Exi-
stenzsatz).

Beweis:
Es bleibt nur zu zeigen, dal A’B stets g schneidet. Da 44’ die Ge-
rade g in C schneidet, liegen A und A’ auf verschiedenen Seiten von
g und da B nach Voraussetzung auf derselben Seite von ¢ wie 4 liegt,
befinden sich A’ und B auf verschiedenen Seiten von g, so daB 4’B
sicher g schneidet.

2. Jeder Konstruktionsschritt in II.a) und I1.b) ist auf hochstens eine
Weise ausfithrbar (Eindeutigkeitssatz).
Somit gibt es auf g stets genau zwei Punkte, die allen Bedingungen
der Aufgabe geniigen. Diese Punkte konnen nicht zusammenfallen,
weil P im Fall I1.a) auf CD, im Fall IT.b) nicht auf CD liegt.

1. Analyse

Auf eine Analyse kann hier verzichtet werden, wenn es gelingt, eine stets
zum Ziele filhrende Konstruktion anzugeben, weil von vornherein klar ist,
daf es (bis auf Kongruenz) stets genau eine Losung gibt.

II. Konstruktion a £
Man konstruiere ein bei D recht- 1/}
winkliges Dreieck # DC'mit |CD| = a, h

|FD| = b. Danach konstruiere man >
das bei F rechtwinklige Dreieck AFC BildL.3.2. 4 3 F d 8
mit |AF| = 3¢. Sodann konstruiere

man das bei C rechtwinklige Dreieck 4 BC mit F auf 4B.

II1. Satz
Wenn B und F gemaB 1I. konstruiert sind, ist
a? + b?
|BF| = 50
Beweis:

In A ABC ist nach Konstruktion CF Héhe und daher gilt nach dem Hohen-
satz
|BF|- |AF| = |CF|
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In ACFD ist CF Hypotenuse, so dall nach dem Satz des PYTHAGORAS
|CD|® + |FD|? = |CF|
gilt. Daher ist
__|CD|? + |FD|* _ a? + b?

|BF| = |AF] T

IV. Determination
Eine Determination eriibrigt sich aus den in I. angefiihrten Griinden.

1. Analyse

Es sei g,p eine solche Gerade und A ihr Schnittpunkt mit ¢ und B ihr
Schnittpunkt mit r. Ist S der Scheitel des Winkels und € der Schnitt-
punkt der Parallelen zu r durch P mit gg,, dann gilt nach dem 1. Strahlen-
satz

|AC|:|CS| = |AP|:|PB| =1:1, (1)
also
|ACt = |CS].

Daher kann g,z nur dann allen Bedingungen der Aufgabe geniigen, wenn
A und B durch folgende Konstruktion erhalten werden kénnen.

I1. Konstruktion

Durch P wird die Parallele zu r gelegt. Thr Schnittpunkt mit ggq sei C.
Dann wird auf ¢ von S aus eine Strecke der Linge 2|SC| abgetragen. Ihr
Endpunkt sei 4. B sei Schnittpunkt von g,p mit der » enthaltenden Ge-
raden.

III. Satz

Sind 4 und B gemaB II. konstruiert, so geniigt g,5 allen Bedingungen der
Aufgabe.

Beweis:

Die in der Aufgabe genannte Strecke QR schneidet gpc in P, so daB R und
damit wegen ggp, || gcp die ganze Gerade gsp auf der anderen Seite von gp.
liegt wie @. Insbesondere liegen S und @ auf verschiedenen Seiten von g,
so daB C auf SQ und damit auf ¢ liegt. Folglich gilt [SC| = |[CA4| und da-
her nach dem 1. Strahlensatz (1), also |4P| = |PB|. Es bleibt nun noch zu
zeigen, dafl B auf dem Strahl » liegt. Lage B nicht auf r, so lagen B und R
auf verschiedenen Seiten von ¢,, da B laut Konstruktion auf der r enthal-
tenden Geraden liegt. Das gleiche gilt dann auch von P und B, da P innerer
Punkt von @R ist. Also muBl PB die Gerade g, schneiden, d.h. 4 lige auf
PB. Dann lige 4 auf derselben Seite von ¢gpe wie B und damit wie S, was
nicht sein kann, weil C nach Konstruktion Mittelpunkt von AS ist.

IV. Determination

Samtliche Konstruktionsschritte sind auf genau eine Weise ausfiihrbar.
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1. Analyse

Ist A’B’C’ ein zu dem gesuchten Dreieck ABC dhnliches Dreieck, so sind
auch die rechtwinkligen Dreiecke dhnlich, die 4B bzw. A’B’ als Hypo-
tenuse und die Hohe von A ABC durch 4 bzw. von A A’B'C’ durch A’ oder
die Hohe durch B bzw. B’ als Kathete besitzen. Daher gilt, wenn ¢ = [4B],
¢ = |A’B’|, h, die Linge der Hohe durch 4" und k,, die Linge der Héhe
durch B’ ist, '

c:¢ =hy hy, c:¢ =hy:hy
und damit
c:¢ = (hg + hy): (hy + hy). (1)

Sind also von einem solchen Dreieck A’'B'C’ die GroBlen ¢ und b, + kb,
bekannt, so ist bei gegebenen k, + &, unter allen zu A A’'B’C’ dhnlichen
Dreiecken hochstens ein solches gesuchtes Dreieck A ABC, dessen Gréfle ¢
die Relation (1) erfillt (Bild L.3.4). -

iy 0’ £
’
£
, S
AN
AI C' Bl lSﬂ I = hﬂ+hll A c B
1 (2) (3)
Bild L.3.4

11. Konstruktion

Man gebe sich eine Strecke SD’ der Linge ¢’ (& 0) vor und konstruiere
ANA'B'C’ mit

|A’'B'|=¢, |¥BAC|=2 und |xA'B'C'|=54.
Sodann konstruiere man in A A’B'C’ die Hohen durch A’ sowie durch B’
und konstruiere mit deren Lédngen 4, bzw. h, einen Punkt E’ auf g, so,
daB |SE'| = hy + hy wird. Auf einer von ggp verschiedenen Geraden g
durch S sei E so gewihlt, daB |SE| = h, + h, gilt, wihrend D der Schnitt-
punkt von ggg mit der Parallelen zu EE’ durch D’ sei.
II1. Satz

Setzt man c¢= |SD|, so hat AABC mit [4AB|=c¢, |$BAC| =4,
| <ABC| = f die geforderten Eigenschaften.

Beweis:
Nach dem 1. Strahlensatz gilt

|SD|: |SD’| = |SE|: |SE'|,
d.h.

c:¢ = (hy + hy): (g + D),
und damit ist (1) erfiillt.
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IV. Determination

Gilt h, + kb, >0 und z + 8 < 180°, so ist die Konstruktion von NABC
bis auf Kongruenz eindeutig moglich. Es sind némlich alle Hilfskonstruk-
tionen ausfithrbar und die Linge ¢ ist unabhingig von der Wahl der Ge-
raden ggg.

1. Analyse
Angenommen, 4BC sei ein Dreieck der geforderten Art, dann liegt M
a)  auf einem K_reisbogen% (ausschlieflich seiner Endpunkte 4 und B)

iiber AB mit dem Peripheriewinkel w, wie sich aus der Umkehrung
des Peripheriewinkelsatzes ergibt,

b)  auf dem Kreis & um den Mittelpunkt D von 4B mit dem Radius %

Denn aus [BM|: |BC| = 1:2und |BD|: |BA| = 1: 2 folgt nach der
Umkehrung des 1. Strahlensatzes zunichst AC || DM und daher nach
dem 2. Strahlensatz

1
|BM|: |BC| = |DM|: |AC|, also |[DM| = [AC].

SchlieBlich liegt C (%= B) mnach
Definition von M

auf der Geraden gg,,,
auf dem Kreis um M mit
dem Radius |MB]|. Bild L.3.5a 4

Daher sind 4, B, C nur dann die Ecken eines Drejecks der geforderten
Art, wenn sie auf folgende Weise konstruiert werden kénnen.

11. Konstruktion

1. Uber der Strecke AB der gegebenen Liange ¢ werde ein Kreisbogen b
mit dem zugehorigen Peripheriewinkel w konstruiert.
2. Es wird der Mittelpunkt D von 4B konstruiert.

3. Um D wird der Kreis £ mit dem Ra,dmsﬁ |DA|) gezeichnet. M

sei gemeinsamer Punkt von k und b.
4. Es wird die Gerade gg,, gezeichnet.
5. Von M aus wird auf gg,, die Strecke CM = MB, C + B, abgetragen.

I111. Satz

Ist C auf die in II. angegebene Weise konstruiert, dann geniigen 4, B, C
allen Forderungen der Aufgabe. .

Beweis:

a) NachIL1.ist |[AB| = c.
b)  Aufgrund von II.5 ist |BC| = 2|BM|. Wegen |BA| = 2|BD| gemif
I1.2 gilt daher

|BC|: |BA| = |BM|: |BD|. (1)
‘ 147
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Da M als Punkt von b nicht auf g5 liegt, ergibt sich aus (1) nach der
Umkehrung des 1. Strahlensatzes AC || MD und nach dem 2. Strah-
lensatz weiter

|AC|: |MD| = |4B|:|DB| =2:1.
Folglich ist wegen I1.3.
|AC| = 2|MD| =b.
Nach dem Peripheriewinkelsatz gilt wegen II.1.
|<AMB| = 0.

IV. Determination

1.

Jede der Konstruktionen I1.1 bis I1.5 ist ausfiihrbar, wenn M existiert.
Existiert M nicht, so sind II.4 und II.5 nicht ausfiihrbar.

Uber die Existenz von M kann anhand des folgenden Hilfssatzes ent-
schieden werden, der hier nicht bewiesen, sondern nur durch die
Figur im Bild L.3.5b veranschaulicht wird, wobei

|DB|
2

DB cot 21, |DEy| =

I‘DEII = 2 2

cot % gilt.

Hilfssatz:

Ist &’ der Kreis um D mit dem
Radius % und £” der Kreis um

D mit dem Radius % cot %,

dann liegt b ganz in der von
k' und k"’ begrenzten Kreisring-
flache und schneidet jeden in
dieser gelegenen zu &’ konzen-
trischen Kreis. Im Fallw = 90°

liegt b auf k.
M existiert genau dann, wenn einer der folgenden Fille vorliegt:

Bild L.3.5b

a)  w<<90° 1<£§00t2,
c 2

b) @ > 90°, ot 1
2 c

c) w=9° b=c.

Jeder der Schritte II.1 bis II.5 ist — bis auf Kongrueﬁz - fiir jedes
existierende M auf genau eine Weise ausfiihrbar.

b
a) In jedem der Fille 1.a) und 1.b) sowie? = cot % gibt es genau

einen Punkt M, der auf b und k liegt.
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b .
b) In jedem der Fille 1.a) und 1.b) sowie? + cot% gibt es genaw

zwei gemeinsame Punkte von b und k, nimlich M, und M,.
Dabei ist sicher |3 ABM,| % |XABM,|, so daB die gema8 II.
konstruierten Dreiecke bei Beriicksichtigung der Bezeichnungen
verschieden ausfallen. Es wird hier nicht untersucht, ob die
beiden Dreiecke evtl. kongruent sein kénnen.

c) Im Fall 1.c) ist jeder Punkt von b Punkt von k und fithrt zu
einem gleichseitigen Dreieck mit b = c.

1. Analyse

Angenommen, ABC sei ein Dreieck der verlangten Art, dann bestehen fol-

gende Lagebeziehungen:
Bezeichnet M den Mittelpunkt von BC und D den Mittelpunkt von 4B,

dann liegt D

1)  auf dem Kreis k um C mit dem Radius s,
2)  auf einem zu o gehorigen Ortskreisbogen b iiber BM.

Beweis:
1)  gilt aufgrund der Definition des Kreises (Def. I1.2).
2)  Nach der Umkehrung des 1. Strahlensatzes gilt

DM || AC L
und somit
< BDM = < BAC Se M

(als Stufenwinkel an Parallelen), so daf3
nach der Umkehrung des Peripherie- 70 s

winkelsatzes D auf b liegt. )
Der Punkt A4 liegt Bild L.3.6

1) auf dem von B ausgehenden Strahl durch D (ausschlieBlich B)
2)  auf dem Kreis um D mit dem Radius |BD|.

Beide Aussagen folgen unmittelbar daraus, daB D Mittelpunkt von A B ist.
Daher konnen 4, B, C nur dann die Ecken eines allen Bedingungen der Auf-
gabe geniigenden Dreiecks sein, wenn sie auf folgende Weise konstruierbar
sind.

I1. Konstruktion

Man zeichne die Strecke BC der gegebenen Linge a. Danach konstruiere
man den Mittelpunkt M von BC. Um C schlage man den Kreis k mit dem
gegebenen Radius s,, und iiber BM errichte man einen zu a gehorigen Orts-

kreisbogen b. Ist D ein gemeinsamer Punkt von k& und b, so trage man auf
dem von B ausgehenden Strahl durch D von D aus nach der B nicht ent-
haltenden Seite eine Strecke der Liange |BD| ab, deren zweiter Endpunkt 4
sei.
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II1. Satz
Sind A4, B, C gemiB II. konstruierbar, so bilden sie die Ecken eines allen
Bedingungen der Aufgabe geniigenden Dreiecks.

Beweis:

Nach Konstruktion ist | BC| = a, D Mittelpunkt von 4 B und |CD| = s,.
Nach dem Peripheriewinkelsatz gilt

|<BDM| = «

und nach dem 1. Strahlensatz und dem Satz {iber Winkel an geschnittenen
Parallelen (I.13)

XBDM =~ xCAB,
so daB3

| < CAB| = «
ist.

IV. Determination

1. Samtliche Konstruktionsschritte in II. sind, falls D existiert, aus-
fithrbar.
Um die Existenz von D zu untersuchen, werden noch folgende Be-
zeichnungen eingefiihrt:

¥ sei der b enthaltende Kreis, r dessen Radius, M 1 dessen Mittelpunkt,

d = |M,C| und b der Komplementarbogen von b beziiglich & (ohne
die Endpunkte M und B). Mit diesen Bezeichnungen gelten die fol-
genden beiden Hilfssitze:

Hilfssatz 1:
k und ¥’ haben genau dann einen gemeinsamen Punkt D, wenn

" d-r<s,sd+r (1)
guv.

Beweis:

a) Nach der Dreiecksungleichung gilt, wenn D gemeinsamer Punkt
von k und &’ ist,

d-r=|0M,| - |M,D] 5 |CD| < |CM,] + [M,D),
was wegen |CD| = s, mit (1) dquivalent ist.
b)  Ist (1) erfiillt, so gilt fiir den einen Schnittpunkt S von k mit
gC’M1
|M,S| = |M,C| - |CS|=d—s, <
und fiir den anderen Schnittpunkt 8" von k mit gcy,,
|M,S'| = |M,C| + |CS'|=d + s, =7.

Daher kann k nicht ganz innerhalb und auch nicht ganz auBer-
halb von &’ liegen und hat folglich mit &' mindestens einen
Punkt gemeinsam.

Damit ist Hilfssatz 1 bewiesen.



Hilfssatz 2:

Wennb nicht langer als b ist (der zu b gehorige Peripheriewinkel ist

nicht kleiner als der zu &’ gehorige), so hat k mit b genau dann einen
gemeinsamen Punkt, wenn k einen inneren Punkt mit BM gemeinsam

hat, d.h., wenn% < 8, < a gilt.

Zusatz: Wenn b nicht linger als b’ ist, so kénnen & und b nicht zwei
Punkte gemeinsam haben.

Beweis:

a)

b)

D sei gemeinsamer Punkt von k und b. Dann gilt nach Voraus-
setzung |< BDM| = 90°. Daher ist < BDM im Dreieck BDM
der groBte Winkel, so daBB BM lingste Seite ist. Nun gilt auf-
grund der Dreiecksungleichung

|CB| — |BD| < |CD| < |CM| + |MD|
und folglich

|CB| — |BM| < |CD| < |CM| + |MB|,
d.h. -

|cM| < |CD| < |CB|. @)
Daher gibt es auf M B einen inneren Punkt S mit| CS| = |CD|.

S liegt auf %.
Liegt auf £ ein innerer Punkt S von BM, so gilt

|cM| < |C8| < |CB|,

also liegt M innerhalb und B auBerhalb von £.

Daher haben k und &’ zwei Schnittpunkte £ und £’, wobei der
eine von diesen Punkten begrenzte Bogen von k' ganz inner-
halb von k, der andere ganz auBerhalb von k liegt. Daher ist
C ein Punkt des erstgenannten, B ein Punkt des letztgenannten

Bogens. Mithin liegt einer der Punkte E, E' auf b, der andere
auf b'.
Beachtet man noch, dafl wegen

d—r=|CM,| - |M,M| <|CH| - 5

und
a=|CB| < |CM,| + |[M\B|=d +r

die Beziehung (1) sicher erfiillt ist, wenn die mit (2) dquivalente
Ungleichung
a -
E < Se <a

gilt, so ergibt sich aus den beiden Hilfssdtzen, daB in folgenden
Fillen k& und b (mindestens) einen gemeinsamen Punkt haben:
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a
2
2) x<90° d—r=ss,<d+r.

1) z = 90°, <s, <@

In allen anderen Fillen existiert D nicht, und es gibt daher
kein Dreieck, das allen Bedingungen der Aufgabe geniigt.

Der Bogen b kann auf genau zwei Weisen gezeichnet werden, die be-
ziiglich gz, spiegelbildlich liegen und daher im folgenden jeweils zu
(spiegelbildlich) kongruenten Figuren fithren. Es geniigt daher eine

Lage von b zu betrachten.
Im Fall x = 90°, _a2_ < 8, < @, kann nach dem Zusatz %k mit b nicht

zwei Punkte gemeinsam haben, d.h., D und A ABC sind eindeutig
bestimmt (bis auf Kongruenz). In den Féllen « < 90°, d — r = 5, und

a < 90°, d + r = s, haben k und ¥ und damit auch % und b héchstens
einen gemeinsamen (Berithrungs-)Punkt, d.h., D und damit A ABC
sind eindeutig bestimmt.

Im Fall a < 90°, % <s,<a haben k und b héchstens einen gemein-

samen Punkt: D und A ABC sind eindeutig bestimmt.

- In jedem der Fille

a

3 und «<90°, ae<s,<d+r

x<90°, d—r<s, <

haben % und b genau zwei Schnittpunkte D und I, die dann stets
zu inkongruenten Dreiecken 4BC und A’BC fiihren.

Bewets, daB ABC und A’ BC inkongruent sind :
Sind DF bzw. D'F’ die Lote von D bzw. D" auf gg¢, so gilt fiir die

Flacheninhalte:

I (ABC) = |BC|-|DF]|,

1 (4'BC) = |BC|- |D'F|,
weil nach dem 2. Strahlensatz

|DF|:k, = |BD|:|BA|=1:2,

|D'F'|:hy = |BD|: |BA"| =1:2
gilt, wenn b, bzw. &; die zu 4 bzw. 4’ gehérende Hohenlange bezeich-
net.
Wire |DF| = |D'F’|, dann miiite, da DD’ | M,C ist, C FuBpunkt
des Lotes von M, auf g sein, was nicht wahr ist, weil ' nicht Mittel-
punkt von BM ist.
Daher ist |DF| 4 |D’F’| und mithin

I (ABC) + I (A’BO), so daB nicht

NABC = NA'BC

gelten kann.
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Bemerkung: Mit Hilfe trigonometrischer Funktionen kénnen die fiir die Determination
wichtigen GroBen d und r durch die gegebenen Stiicke @ und x wie folgt ausgedriickt
werden.

IMH| @

sina 4 sina

— 2 2
d=|CM,| = VICHE + [HM,P = V(Ta) + (%cota)

=2 ]/9 + cot?ax
4

r = “W-‘Mll =

dj:r: (42

- a -
9 sin?a + cos?a 1] = ——1|1 + 8sin? 1].
4 sinx [V 1l 4sina[v xE ]

1 .'Amlyse
Angenommen, es gibt ein Dreieck der verlangten Art, dann liegt sein Um-
kreismittelpunkt M

1) auf dem Kreis um B mit dem Radius 7,
2) auf dem Kreis um C mit dem Radius r.

Der Punkt 4 liegt dann -

1) auf dem Kreis um M mit dem Radius 7,
2)  auf einem in C an BC angetragenen freien Schenkel der Winkelgrée
60°.

Daher geniigt das Dreieck A BC nur dann allen Bedingungen der Aufgabe a),
wenn es auf folgende Weise erhalten werden kann.

11. Konstruktion

Um jeden der Endpunkte B und C der gegebenen Strecke BC der Linge
5,6 cm wird der Kreis vom Radius r geschlagen. M sei Schnittpunkt dieser
beiden Kreise k,, k,. Dann wird um M der Kreis £ mit dem Radius r ge-
zeichnet. In C wird ein freier Schenkel zur WinkelgroBe 60° an OB angetra-
gen. A sei Schnittpunkt von &k mit diesem freien Schenkel.

III. Satz

Wenn alle unter II. genannten Konstruktionsschritte durchfithrbar sind,
dann ist 4ABC ein Dreieck der verlangten Art.

Beweis:
Aufgrund der Konstruktion ist

1) |BC|=56cm;
2)  |xA4BO| = 60°;
3) MA|=r,|MB| =r, | MC| = r, so daBi r Umkreisradius ist.

IV. Determination (nur teilweise erforderlich)

1
1. ImPFallr = 3,5 cm existiert wegen r > 3 | BC| stets ein Schnittpunkt
M der beiden Kreise k,, k,.
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Von den beiden freien Schenkeln mull wenigstens einer auf derselben
Seite der Tangente an £ in C liegen wie B und daher k in einem zwei-
~ ten Punkt A4 schneiden.
2. Die Untersuchung der Einzigkeit ist in der vorliegenden Aufgabe nicht
verlangt.
Damit ist der Teil a) der Aufgabe geldst.

Wir schlieBen zunédchst die Behandlung des Teiles ¢) der Aufgabe an. Da in
allen Fillen, in denen der Kreis k existiert, auch der Schnittpunkt 4 vor-
handen ist, gibt es genau dann kein Dreieck der geforderten Art, wenn M

1
nicht konstruierbar ist, also wenn r < 3 |BC ],d.h. r < 2,8 cm ist.

Zur Behandlung von b) bezeichnen wir mit F den Mittelpunkt von BC. Dann
ist A MFB bei F rechtwinklig und nach dem Lehrsatz des PYTHAGORAS er-
gibt sich

1 2
|MF|* = |[MB2 — |BF|? = r* — (E |BO|)

= (3,52 — 2,8%) cm? = 0,72 (52 — 4*) cm?® = 9 - 0,49 cm?
also
d=|MF|=21cm,

wenn d der zu berechnende Abstand ist.

1. Analyse

Angenommen, A BC sei ein Dreieck der geforderten Art und D und E seien
die Mittelpunkte von BC bzw. AB. Dann gilt |AD| = s, sowie |CE| = s,.
Weiterhin ist |AE| = |EB| = s,; denn C liegt wegen |<xACB| = 90° nach
der Umkehrung des Satzes des THALES auf einem Halbkreis iiber AB. Aus

|AB|: |EB| = |CB|:|DB| =2:1
folgt nach der Umkehrung des 1. Strahlensatzes
ED || AC, d.h. |<EDB|=90°

8o daB D nach der Umkehrung des Satzes des
Taares auf einem Halbkreis 2 (ohne seine
Endpunkte) iiber EB liegt. Daher geniigt
ABC nur dann alien Bedingungen der Auf-
gabe, wenn es folgendermaflen konstruiert
werden kann (Bild L.3.8). Bild 1..3.8

I11. Konstruktion

Man zeichne eine Strecke 4B der Linge 2s, und konstruiere deren Mittel-
punkt E. Uber EB schlage man einen Halbkreis 4 (ohne seine Endpunkte).
Sodann zeichne man den Kreis £ um 4 mit dem Radius s,. D sei gemein-
samer Punkt von k und 4. Auf dem von B ausgehenden Strahl durch D trage
man eine Strecke der Linge 2|BD| ab, wodurch man den Punkt C erhalt.



III. Satz

Jedes gemdl II. konstruierte Dreieck geniigt allen Bedingungen der Auf-
gabe.

Bewets:

Nach Konstruktion ist D Mittelpunkt von BC und |[4D| = s,. Weiter ist
E Mittelpunkt von AB. Daher gilt

|BC|: |BD|=2:1= |BA|:|BE|.
Folglich ist nach der Umkehrung des 1. Strahlensatzes

AC || ED.

Da nach dem Satz des THALES
| < EDB| = 90°

ist, folgt
| XxACB| = 90°.

Daher liegt C nach der Umkehrung des Satzes von THALES auf einem Halb-
kreis iiber AB, so daB wegen

|AB| = 2s,, also |AE| =-s,
schlieBlich auch

|CE] = s,
erfiillt ist.

IV. Determination

1. Dann und nur dann sind alle Konstruktionsschritte ausfithrbar, wenn
k und % einen gemeinsamen Punkt D haben. Dies ist genau dann der
Fall, wenn s, < s, < 28, gilt.

Beweis:
a)  Ist M Mittelpunkt von 4, so mull — wenn D existiert — gelten

|AM| — |MD| < |AD| < |AM| + [MD|,
also
3

1 1
530——Sc<8a<—80+§sc,

2 2
d.h,
8y < 8, < 28,.
b) Gilt
S < §q < 25,
8o liegt von den beiden Schnittpunkten von k mit ¢,z einer
auBlerhalb, der andere innerhalb des Kreises ' um M mit dem
Radius s,, so daB k& und ¥’ zwei Schnittpunkte haben, die sym-

metrisch zur Zentralen g,,, liegen. Einer dieser Schnittpunkte
liegt daher auf A.
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Mit Ausnahme der Konstruktion von % sind alle Schritte in II. nur
auf eine Weise ausfithrbar. Fiir 4 gibt es stets genau zwei zu g,p
symmetrische Lagen, die bei allen folgenden Schritten zu (spiegel-
bildlich) kongruenten Figuren fiihren.

1. Analyse

Angenommen, ABC ist ein Dreieck der verlangten Art, dann ist,
wenn D den Mittelpunkt von 4B bezeichnet, CD Héhe von ABC,
also |CD| = k. Ist E derjenige Punkt auf dem von D ausgehenden
Strahl durch B, fiir den |DE| = |DC| ist, so ist ACDE gleichschenk-
lig rechtwinklig, so dal | CED| = 45° gilt. AuBerdem ergibt sich

|AE| = [4D| + |DE| = 5 + k(= 7,5 cm).

Daher kann A ABC nur dann allen Bedingungen der Aufgabe ge-
niigen, wenn es durch folgende Konstruktion erhalten werden kann.

II. Konstruktion

Zunichst wird eine Strecke AE der Lange 7,5 cm konstruiert. In 4
wird an AF ein freier Schenkel s unter einem Winkel der GroBe 60°
angetragen und in E ein solcher unter einem Winkel der GroBe 45°,
der auf derselben Seite von g, liegt wie s.

Ist C Schnittpunkt der beiden Schenkel, so wird der Kreis um 4 mit
dem Radius |AC| gezeichnet. Dieser schneidet den von 4 ausgehen-
den Strahl durch E in einem Punkt B.

II1. Satz

Jedes auf die in II. beschriebene Art konstruierte Dreieck 4BC ge-
niigt allen Bedingungen der Aufgabe.

Beweis:

Nach Konstruktion ist |AC| = |4B| und |« CAB| = 60°. Daher ist
AABC gleichseitig. Folglich ist CD Hoéhe von ABC, wenn D den
Mittelpunkt von AB bezeichnet. Im Dreieck ACE gilt

| XACE| = 180° — | £ CAE| — | £ CEA| = 180° — 60° — 45°
= 75° > 60°.

Daher ist |AE| > |AB|. Folglich liegt B und damit auch D auf 4E,
so daB

|4E| = |AD| + |DE| (1)

gilt. Da ACDE bei D rechtwinklig ist und die GroBe von <« CED
nach Konstruktion 45° betragt, ist A CDE gleichschenklig, und Zwar

so, daB |CD| = |[DE| ist. Wegen |AE|=175cm, |AD| = und
|O’D| = h gilt daher aufgrund von (1)

5 +h=|4D| + |DE| = |4E| = 75 em.
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IV. Determination

1. Alle Konstruktionsschritte sind durchfithrbar. Zum Beweis
braucht nur noch gezeigt zu werden, daB die beiden freien
Schenkel einen Schnittpunkt haben. Aufgrund der Konstruk-
tion sind die beiden Schenkel nicht parallel zueinander. Daher
haben die sie enthaltenden Geraden einen Schnittpunkt C.
Lige C nicht auf der Seite von g4z, auf der die Schenkel liegen,
so lige C auf keinem der beiden Schenkel und es wire | < CAE
= 120° und |< CEA| = 135°, was wegen |xCAE| + |<CEA
+ | %< ACE| = 180° nicht sein kann.

2. Jeder der Konstruktionsschritte ist mit Ausnahme der Kon-
struktion von s nur auf eine Weise moglich. Fiir s gibt es genau
zwei zueinander in bezug auf g,; symmetrische Lagen, die bei
den folgenden Schritten zu (spiegelbildlich) kongruenten Figuren
fithren.

b)  Berechnung von a
Im gleichseitigen Dreieck 4BC gilt h = % 13.
Aus

%+h=7,5cm

erhilt man daher

%(l + ]/§) =7,5cm,
d.h.

a="75()3 - 1) cm (=549 cm).

1. Analyse

Angenommen, D, E, F geniigen allen Bedingungen der Aufgabe. Bezeichnet
E’ den auf der anderen Seite von gge wie 4 gelegenen Eckpunkt des gleich-
seitigen Dreiecks mit der Seite BC, dann ist E der Schnittpunkt von AE’
mit gpc.

Beweis:

Nach Voraussetzung ist FD || CB und |< DFE| = 60°, und nach Definition
| BCE’'| = 60°. Da E und E’ auf derselben Seite von ggp liegen wie gcp,
folgt CE’ || FE und entsprechend FE || BE'. Die Gerade g,z schneidet
gog in einem Punkt, der P genannt sei, und die Gerade gzp in einem Punkt,
der @ genannt sei. Dann gelten nach dem 1. Strahlensatz die Beziechungen

AD|: |AB| = |AF|: |4C|,
AD|: |4B| = |aB|: |4Q/,
AF(: |AC| = |AE|: |4F|.

Aus diesen Gleichungen folgt
|AE|: [AP| = |AE|: |A4Q|,
also
|[4P| = |4Q|

157



158

und damit

P=Q=F.

Daher ist A CPB gleichseitig; denn jeder der Winkel <t BCP, < CBP hat
entweder die Grofie 60° oder 120°, und 120° kommt nicht in Frage, weil die
WinkelgroBensumme im Dreieck 180° betragt.

Daher konnen E, F, D nur dann allen Bedingungen der Aufgabe geniigen,
wenn sie auf folgende Weise konstruierbar sind.

II. Konstruktion

Man konstruiere iiber CB das

gleichseitige Dreieck CBE’, des- £
sen Ecke E’ nicht auf derselben F

Seite von ggo wie A4 liegh. Dann

schneidet die Strecke AE’ die Ge-

rade ggc in einem Punkt E. F sei

der Schnittpunkt von ¢, mit der

Parallelen zu CE’ durch E, D der A g 8
Schnittpunkt von g, mit der Bild L.3.10
Parallelen zu BE’ durch E.

1I1. Satz

Wenn E, F, D gemiB I1. konstruiert sind, geniigt A EFD allen Bedingungen
der Aufgabe.

Bewets:

a)

b)

Man iiberzeugt sich zunachst davon, daB £ auf BC liegt: Da nach Vor-
aussetzung A\ ABC spitz ist und 4 und E’ auf verschiedenen Seiten
von gge liegen, gilt

|xABE'| = |<ABC| + |« CBE'| < 90° + 60° < 180°
und entsprechend
| X ACE’| < 180°.

Daher kann E nicht mit B oder C zusammenfallen. Liage E nicht auf
BC, so lige BC auf ein und derselben Seite von g,z . Dann wire
einer der beiden Winkel < EBE’ oder < ECE’ AuBenwinkel zum
Dreieck BCE'.

0.B.d. A. kann angenommen werden, daB dies der Winkel < EBE’
ist. Da 4 und E’ auf verschiedenen Seiten von gg. liegen, lige B im
Innern des Dreiecks AE’C und es wire

360° — | < ABE'| + | X E'BC| + | X CBA|,
also
| < CBA| = 360° — | < ABE'| — | < E'BC| > 360° — 180° — 60°
— 120°

H

d.h. A ABC wire nicht spitzwinklig.

Lage F nicht auf AC, so ligen A und C auf derselben Seite von ggp, und
zwar wegen gpp || gcp auf derselben Seite wie E’, so daB AE’ keinen
Punkt mit gz gemeinsam héatte. Das ist ein Widerspruch, weil £ auf
AE und ggp liegt.
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¢)  Entsprechend zeigt man, daBl D auf 4B liegt.
d)  Wegen gzr || gz:c und ggp || gz folgt nun nach dem 1. Strahlensatz

|AD|: |AB| = |AE|: |AE’'| = |AF|: |AC]
und aus

|AD|: |AB| = |AF|: |AC|
nach der Umkehrung des 1. Strahlensatzes

DF || BC.

e) Da EE’ die Gerade g, nicht schneidet (denn der Schnittpunkt von
geg Mit g,0 ist A, und A liegt nicht auf EE’, weil E auf AE’ liegt),
liegen F und E’ auf derselben Seite von g,.. Daher gilt

JAFE = JACE,
wegen FE || CE'.
Entsprechend ergibt sich, da DB auf derselben Seite von g,. liegt
wie B,
X AFD = XACB
und weiter
|% DFE| = | % BCE'| = 60°.

Analog folgt, daB auch die-anderen Innenwinkel von ADEF je die
GroBe 60° haben, so dall A DEF gleichseitig ist.

IV. Determination

Da jeder Konstruktionsschritt stets ausfithrbar ist, und zwar genau auf eine
Weise, gibt es stets genau ein Dreieck DEF, das allen Bedingungen der
Aufgabe geniigt.

I. Analyse

Angenommen, 4BCD sei ein Quadrat, dessen Ecken auf dem Rande der
Halbkreisfliche ¢ mit dem Durchmesser EG und dem Mittelpunkt M liegen.
Dann liegen hochstens zwei Eckpunkte, 0.B.d.A. 4 und B, auf EG. Es
liegen auch mindestens zwei Eckpunkte auf EG, denn andernfalls ligen
drei Punkte — B, C, D — auf dem Halbkreis. Nach der Umkehrung des
Satzes von THALES miite dann wegen |XBCD| = 90° die Strecke BD
Durchmesser sein, so dafl B und D auf EG ligen.

Ist H der Mittelpunkt von DC, so gilt, da DC Sehne ist, MH | DC und
daher MH || AD. Folglich ist g, 4 g, wenn g die Parallele von g,; durch
E bedeutet. Der Schnittpunkt von g,,p, mit g werde mit F bezeichnet.
Dann gilt nach dem 2. Strahlensatz

|EF|:|AD| = |EM|: |AM|. (1)
Wegen
AD || MH, DH |{ AM wnd |DH| = 5 |DO| = 3 [AB] ist
1 1
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Daher ist (1) gleichbedeutend mit F Bild L.3.11
|EF| = 2|EM|.

Infolgedessen ist ABCD nur dann ein Quadrat der 0 4

verlangten Art, wenn es auf folgende Weise kon- H

struiert werden kann (Bild L.3.11).

11. Konstruktion £ A M 8 6

Im Punkt £ des Durchmessers EG wird die Senkrechte g zu EG errichtet
und auf ihr die Strecke EF der Lange 2 | EM | abgetragen. Der Schnittpunkt
von gy mit der Halbkreislinie werde mit D bezeichnet. A sei das Lot von
D auf EG, C der zweite Schnittpunkt der Parallelen zu gg; durch D mit
der Halbkreislinie und B der FuBpunkt des Lotes von ¢ auf EG.

III. Satz

Jedes auf diese Weise konstruierte Viereck ABCD ist ein Quadrat der ge-
forderten Art.

Beweis:
Aus dem 2. Strahlensatz folgt
|EF|:|AD| = |EM|: |AM|,
also
|AD| = 2|AM)|.
Ist nun H der FuBpunkt des Lotes von M auf g,., so ist H Mittelpunkt
von CD, und es gilt |CD| = 2|DH| = 2|AM| = |AD|. Wegen AD || BC

und CD || AB gilt weiter |BC| = |AD| und |4B| = |CD| = |AD|. Auf-
grund von | % DAB| = 90° ist daher ABCD ein Quadrat.

IV. Determination

1. Jeder der in II. angegebenen Konstruktionsschritte ist stets aus-
fithrbar.
2. Mit Ausnahme der Konstruktion von F ist jeder Schritt nur auf eine

Weise ausfithrbar. F kann auf genau zwei Arten konstruiert werden,
die bei den Fortsetzungen jeweils zu (spiegelbildlich) kongruenten
Figuren fiihren.

1. Analyse

Angenommen, es gibt ein derartiges Rechteck. Die Seitenlingen b und c
dieses Rechtecks miissen dann die Glei-

chungen c
bc = a? a \
und }
b+c¢c=4a Bild L.3.12 47 ia B
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erfiillen ; b und ¢ miissen demzufolge die beiden Losungen der quadratischen
Gleichung

22 —4ax+a2=0

sein (Bild L.3.12).

II. Konstruktion

Uber einer Strecke 4B der Linge 4a errichte man einen Halbkreis k. C sei
Schnittpunkt von & mit der auf derselben Seite von g,5 wie & gelegenen
Parallelen zu g, im Abstand a, D der Fulpunkt des Lotes von C auf g 5.
Man konstruiere nun ein Rechteck mit den Seitenlingen

a=|BD| und b= |AD|.

II1. Satz
Jedes gemaf II. konstruierte Rechteck leistet alles Geforderte.

Beweis:

Nach dem Lehrsatz des TuaLes ist A ABC bei C rechtwinklig. Da nach
Konstruktion CD Hohe von A ABC ist, gilt nach dem Hohensatz

|AD| - |BD| = |CD|? = a?’
Auflerdem gilt
|AD| + |BD| = 4a = 2 - (2a).

1V . Determination

Die Konstruktion von % ist auf genau zwei Weisen moglich, wobei die bei-
den Fille im folgenden jeweils (spiegelbildlich) kongruente Figuren ergeben.
Desgleichen ist die Konstruktion des Punktes C auf genau zwei Arten mog-
lich, die jeweils im folgenden zu (spiegelbildlich) kongruenten Figuren fiih-
ren. Die iibrigen Konstruktionen sind (abgesehen von einer Vertauschung
der Bezeichnungen) eindeutig ausfiihrbar.

1. Analyse

Angenommen, es gibt ein derartiges Quadrat ¢, dann gilt fiir seine Seiten-
linge s die Beziehung

§? = 2ab|cosy|. (1)
0.B.d. A. kann angenommen werden, dal @ = b ist. Dann ist wegen 0 <<y <7
blcosy| < a

und daher s < }/2a-a <a /2 < 2a.

Ist CC’ die B enthaltende Strecke der Linge 2a und % ein Halbkreis iiber
CC’, so schneidet der Kreis k¥ um C mit dem Radius s sicher % in einem
Punkt D (Bild L.3.13).
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Da AC'CD nach dem Lehrsatz des Tuarks bei D rechtwinklig ist, gilt,
wenn F’ der FuBpunkt des Lotes von D auf CC’ ist, nach dem Lehrsatz

des EukLID

|ce’| - |CF| = s?,
also

2a - |CF’| = 2ab |cosy|
und

|CF’| = b|cosy|.

Ist nun 4 derjenige Punkt auf dem inCan ¢ a 5 g I £
CC’ angetragenen freien Schenkel mit Bild ..3.13
|xACC’| =y, fir den |CF|= |CF'| ist,

wobei F' den FuBpunkt des Lotes von 4 auf g bedeutet, so ist |AC| = b.
Daher kann ¢ nur dann ein allen Bedingungen der Aufgabe geniigendes
Quadrat sein, wenn es auf folgende Weise erhalten werden kann.

11. Konstruktion

Auf dem von C ausgehenden B enthaltenden Strahl wird von B aus eine
Strecke der Linge a nach der C nicht enthaltenden Seite abgetragen. Deren
Endpunkt sei ¢". Uber CC’ wird ein Halbkreis % errichtet. Von A wird das
Lot AF auf gg. gefillt. Danach wird von C aus auf der Strecke CB die
Strecke CF’ der Linge |CF| abgetragen (falls F auf BC liegt, ist F' = F).
Die Gerade g o wird mit A zum Schnitt gebracht, der entstehende Schnitt-
punkt mit D bezeichnet. Uber CD wird das Quadrat g konstruiert.

III. Satz

Falls alle in IT. beschriebenen Konstruktionsschritte ausfiihrbar sind, geniigt
jedes auf diese Weise entstehende Quadrat allen Bedingungen der Aufgabe.

Bewets:

Nach Definition des Kosinus gilt aufgrund der Konstruktion
|CF|:|CA| = |cos (= — p)| = |—cosy|

also
|CF| = b|cosy|.

Nach dem Lehrsatz des THALES ist ACDC’ bei D rechtwinklig, und daher
gilt nach dem Lehrsatz des EukrLip

|CD|2 = |CC’| - |CF’| = 2a - |CF| = 2ab |cosy|.

IV. Delermination

1. Die in II. genannten Konstruktionsschritte sind genau dann alle aus-
fihrbar, wenn F <+ C ausfillt, d.h., wenn y =+ 90° ist.
2. Alle unter II. genannten Konstruktionen sind mit Ausnahme der des

Halbkreises % auf hochstens eine Weise ausfithrbar, wihrend es fir
k genau zwei Moglichkeiten gibt, die zu (spiegelbildlich) kongruenten
Fortsetzungen der Konstruktion fithren.
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1. Analyse

Angenommen, ABCD sei ein solches Trapez. Dann gibt es auf 4B wegen
|AB| > |CD| genau einen Punkt A’ mit |44’| = |CD|.

AA’CD 1st ein Parallelogramm (nach Satz I11.37.4), insbesondere ist also
|4’C| = |AD|. Daher geniigt das Viereck ABCD nur dann allen Bedin-
gungen der Aufgabe, wenn es folgendermaBen konstruierbar ist.

I1. Konstruktion

‘Zuniichst wird ein Dreieck 4’ BC aus seinen drei Seiten konstruiert

|A’B| = |AB| — |CD| = 1,5 em,
C|= 4ecm,
|4’C| = |AD| = 3 cm.

Sodann wird auf dem von B ausgehenden Strahl durch 4’ von B aus eine
Strecke der Linge |BA| = 6 cm abgetragen, wodurch man zu 4 gelangt.
Von A aus wird auf dem zu BC parallelen von 4 ausgehenden und auf
derselben Seite von g,p wie C gelegenen Strahl eine Strecke der Linge
|AD| = 3 cm abgetragen, wodurch man den Punkt D erhilt.

Bemerkung: Es kann deswegen behauptet werden, daB AD nach der angegebenen
Seite abgetragen werden muB, weil andernfalls CD die Gerade g,z schneiden und
daher nicht parallel 4B sein wiirde. -

II1. Satz

Wenn die Punkte 4, B, C, D gemiB II. konstruiert sind, ist 4ABCD ein
Trapez, das allen Bedingungen der Aufgabe geniigt.

Beweis:

Da C und D auf derselben Seite von g, liegen, schneiden sich AB und CD
nicht, und da B und 4 auf verschiedenen Seiten von g, liegen und AD || 4'C
ist, schneiden sich A.D und BC nicht. (Hatten AD und BC einen Schnittpunkt
8, so lagen B und 8 auf verschiedenen Seiten von g¢,.c. Also miiite BS die
Gerade g 4. schneiden, was nicht der Fall sein kann, weil gg¢ und ¢,.c den
nicht auf .BS gelegenen Schnittpunkt C haben.) Somit ist ABCD ein (nicht
iiberschlagenes) Viereck. Da A’C sicher nicht 4D schneidet, ist auch AA’CD
ein Viereck, und zwar wegen A'C || AD und |A’C| = |AD| nach Satz
111.37.4 ein Parallelogramm. Also gilt

|A44’| = |CD|, AA’||CD
und folglich auch AB || CD.
Da A’ auf AB liegt, ist |A4'| = | AB| — |A’B| = 6 cm — 1,5 cm = 4,5 cm
und daher |CD| = 4,5 cm.

Weil nach Konstruktion [AB| = 6 cm, |BC| = 4 cm und |AD| = 3 cm ist,
sind somit alle Bedingungen der Aufgabe erfiillt.

1IV. Determination

1.  Wegen |4'C|— |A’B| = 1,5cm kleiner als |BC| = 4 cm kleiner als
45cm = |A'C| + |A'B| ist AA'BC konstruierbar. Alle folgenden
Konstruktionen sind ebenfalls ausfiithrbar.
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2.  Jeder der Konstruktionsschritte kann auf hochstens eine Weise vor-
genommen werden. Es gibt also (bis auf Kongruenztransformationen)
genau ein Trapez ABCD der geforderten Art.

1. Analyse

Die Diagonalen im Rhombus haben fol-  Bild 1..3.15
gende Eigenschaften:

sie halbieren einander,

sie stehen aufeinander senkrecht,

sie halbieren je zwei Innenwinkel des Rhombus. (3)

Ist E der Schnittpunkt der Diagonalen des Rhombus 4 BCD, so gilt wegen
(1) aufgrund von Satz I11.43

|AE| = % |EB| =é und |XEAB| = % |XAEB| = 90°. (4)
Das Dreieck AEB ist also rechtwinklig, und die Summe seiner Katheten-

1
—2—(e + f). Ist F der Punkt auf dem von A

1
ausgehenden Strahl durch E mit |4F|= E(e + f), so ist ABEF ein

lingen ist wegen (4) gleich

gleichschenklig rechtwinkliges Dreieck mit der Hypothenuse BF, denn es
ist |EF| = |EB| = —3;— Daher ist | < EFB| = 45°.

I1. Konstruktion

Man konstruiert ein Dreieck AFB aus der Seite AF der Lénge %(e +f

und den Winkeln <t BFA der GroBe 45° und <x FAB der GroBe % (< 90°).

Danach konstruiert man die Spiegelpunkte D von B an g,r und C von 4
an ggp .-

111. Satz

Jedes gemiB II. konstruierte Viereck 4 BCD ist ein Rhombus der verlang-
ten Art.

Beweis:
Aufgrund der Konstruktion gilt

|4B| = |4D|, |4B| - |BC|, |BO| = [cD),

so dafl ABCD ein Rhombus ist.
Es sei £ der FuBlpunkt des Lotes von B auf g,..
Wegen | BAF| < 90° liegt E auf AF. Wegen | X BFE| = | < BFA| = 45°
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ist auch | EBF| = 45° und daher |BE| = | EF|. Da E Diagonalenschnitt-
punkt im Rhombus ABCD ist und wegen

—(e+f)=|AF| = |AE| + |EF| = |AE| + |EB|,
ist e + f die Summe der Diagonalenlingen in A BCD. Wegen

| % BAD| = |4 BAF| + | < FAD| = %+

X
3 %

ist auch die Bedingung | DAB| = x erfiillt.

1V. Determination

Die Konstruktion ist bei beliebigem positivem Wert von ¢ + f und be-
liebiger positiver WinkelgroBe << 180° stets auf genau eine Weise ausfiihr-
bar. Fiir « = 180° ist die Konstruktion nicht ausfithrbar. Es gibt dann kei-
nen Rhombus, der allen geforderten Bedingungen geniigt.

Diese mit einem Extremalproblem gekoppelte Konstruktionsaufgabe fiih-
ren wir durch Behandlung des Extremalproblems in eine reine Konstruk-

tionsaufgabe iiber.
Es seien CD der Durchmesser und AB eine beliebige Sehne des gegebenen
Kreises durch den Punkt P. Dann gilt nach dem Sehnensatz (enthalten in

Satz IV.11)

|AP| - |BP| = |CP|- |DP|
(r+ |MP|)(r — |MP|)

=12 — |MP?

wenn M und r Mittelpunkt bzw. Radius des gegebenen Kreises bezeichnen.
Folglich ist

|AB|* = (|AP| + |BP|)® = (|AP| — |BP|)* + 4|AP| - |BP|

=4 (r*— |MP|®» + (|JAP| — |BP|)2.

Daher fillt

|AB| = 2 ]/r2 — |MP|?
aus, und das Gleichheitszeichen steht genau dann, wenn P der Mittelpunkt
von AB ist, wenn also AB auf CD senkrecht steht (vgl. Satz IV.9).
Damit ist die Aufgabe auf die Konstruktion der Senkrechten von g,,, durch
P zuriickgefiihrt, die als so bekannt angesehen werden kann, daB sich eine
weitere Behandlung eriibrigt.
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I. Analyse (Bild L.3.17)

Angenommen, X sei ein Punkt der geforderten Art. Dann ist A MTX bei
T rechtwinklig und es gilt

|MT|* = |MX|* - |TX|*= |[MX|* - |[XA|?
(|1MX| — |XA4]) - (| MX| + | XA])
|MA| - (| MX] — |XA]). (1)
Ist C Beriihrungspunkt einer Tangente von 4 an den Kreis, so ist A MCA

bei C rechtwinklig, und ist CB Lot von C auf M4, so gilt nach dem Ka-
thetensatz und (1)

[T

|MA| - |MB| = |MC|*= |MT|*= |MA|(|MX| - |XA]). (2)
Hieraus folgt

|MB| = [MX| — | XA| (3)
und weiter

|BX| = [XA4]; (4)
denn X muB auBerhalb des Kreises 7

und B innerhalb zwischen M und A4
liegen, also auch zwischen X und M.
Daher kann X nur dann allen Be-

'0\
/AN
dingungen der Aufgabe geniigen, ’ 4
wenn X auf folgende .Weise kon-

struierbar ist. r
Bild L.3.17
11. Konstruktion

Man konstruiert eine Tangente von 4 an den Kreis. Ist C der Berithrungs-
punkt, so fille man von ihm das Lot OB auf MA. X sei der Mittelpunkt
von AB.

II1. Satz
Jeder gemal II. konstruierte Punkt X gentigt allen Bedingungen der Auf-
gabe.
Beweis:
Bekanntlich liegt B innerhalb des Kreises zwischen 4 und M. Genigt X
der Bedingung (4), so liegt X als Punkt von 4B auBerhalb des Kreises;
denn da B zwischen 4 und M sowie X zwischen 4 und B liegt, liegt B
zwischen M und X.
Daher folgt aus (4) die Relation (3) und hieraus

|MA| (|[MX| — |XA|) = |MA||MB| = |MC|?
(nach dem Kathetensatz) und weiter

|[MC|2 = |MA| (| MX| - |XA|) = (|MX| + |XA|) (|MX| - |XA4|)

~ |MX]* - XA,

also | XM| > |MC|. Daher gibt es eine Tangente durch X an den Kreis. Ist
T ihr Beriihrungspunkt, so folgt

|TX|2= |MX|2— |MT|*= |MX|? - |MC|*= |XA|?
un

|TX| - |XA|.



IV. Determination

Die Konstruktion ist stets auf genau zwei Weisen durchfiihrbar (symme-
trisch zu g,,,) und ergibt daher in beiden Fillen denselben Punkt X.

L.3.18 a) 1. Analyse

M, sei der gemeinsame Mittelpunkt der gegebenen konzentrischen
Kreise kz vom Radius R und %, vom Radius 7. 4 bzw. B sei der Be-
rithrungspunkt eines zu konstruierenden Kreises k& mit ky bzw. k,,
M sei der Mittelpunkt von k, o dessen Radius. Dann liegen nach Satz
IV.20 M,, M, A und B auf derselben Geraden (Bild L.3.18).

Liegen k und kg bzw. k und %, auBlerhalb voneinander, so gilt

|[MM,| = |M,A| + |AM| =R + o bzw.
|MM,| = |MyB| + |BM| =1 +p.

Liegt kg bzw. k, innerhalb von £k, so gilt

]MM0| = |MA| — |AM0| =p— R bzw. }
|MM0| = IMB| - |BM0| =0T

Liegt k innerhalb von kg bzw. k,, so gilt

| MM, = |Myd| — |AM| =R —p bzw.
|MMy| = |M,B| — |BM| =r—p. }

Aus der Voraussetzung R > r folgen:
R+p>r+p>|r—opf
r—o<R—-—p<R-+op.

Aus (1), (2), (3) und (4) ergibt

sich, daBl % nicht auBerhalb

von ky liegen kann und aus

(1), (2), (3) und (5) unter Be-
riicksichtigung von | MM,y| = 0,

daB % nicht innerhalb von k,

liegen kann.

Daher gibt es nur folgende
Losungsmoglichkeiten: Bild L.3.18

1) k liegt innerhalb kg und k, liegt auBerhalb £,
2)  kliegt innerhalb kg und £, liegt innerhalb £.

Im Fall 1) ist R — p = |MM,| = r + p, also

1 . 1
=5 B -1 =5(MA| - |M,B]),

1 1
| MM | =§(R +7) :E(IM"AI + |M,B|).
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b)

Im Fall 2)ist R — o = |[MMy| = o — r, also

(|MoA| + |M,B|),

1 1
9=§(R+7)*§

1 1
|MoM| = 5 (R — 1) = 5 (| Mod| = |M,B)).

I1. Konstruktion

Man wibhle einen Punkt 4 auf k. Die Schnittpunkte von k, mit g,,, 4
seien B und B’, wobei B auf M A liege.

Man konstruiere die Mittelpunkte M und M’ von AB bzw. AB’ und
zeichne die Kreise £ und " um M bzw. M’" mit |MA| bzw. |M'A|.

I11. Satz

Jeder der so konstruierten Kreise & und ¥ geniigt den Forderungen
der Aufgabe.

Beweis:

Ima und gy, . stehen auf der Tangente an k£ bzw. kg in 4 senkrecht.
Da M, M, und A auf derselben Geraden liegen, ist g, = g5« und
die beiden genannten Tangenten fallen zusammen. Folglich beriihren
sich &k und kg in A. Entsprechend schlieBt man in den anderen Fallen.

1V. Determination

A kann auf k beliebig gewidhlt werden. Nach Wahl von 4 sind die
beschriebenen Konstruktionen von M und M’ stets ausfithrbar, und
zwar auf genau eine Weise.

Da jeder Punkt auf kg als Punkt 4 gewihlt werden kann, besteht der
gesuchte geometrische Ort aus zwei Kreisen &* und k**. Dabei ist k*

1
der Kreis um M, mit dem Radius 5 (R + ). Er ist der geometrische

Ort der Mittelpunkte aller Kreise %, die k, und kg so beriihren, dafl
k innerhalb von kg liegt sowie k, und & auBerhalb voneinander lie-
gen. k** ist der Kreis um M, mit dem Radius % (R — 7). Er ist der
geometrische Ort der Mittelpunkte aller Kreise &', die k, und kg so
beriihren, daB %" innerhalb von kg und %, innerhalb von k' liegt.

1. Analyse

Angenommen, es gibt drei derartige Kreise k4, kg, kc mit den entsprechen-
den Radien r,, rg, 7. Dann gilt

ry +r5=|AB| =c,
rg +rc = |BC| = a,
re+r,=|CA| =0,
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- Mittelpunkt mit M’ und sein Radius

also 2 (r, + 75 + r¢) = |AB| + | BC|
+ |CA| = 25 (s halber Umfang des
Dreiecks ABC), woraus sich ergibt

ry,=8—a,
rg=8—0>,
rc=8—c¢C.

Hieraus folgt, daBl die Beriihrungs-
punkte des Inkreises von A ABC . Bild L.3.19
mit den Seiten gleichzeitig die Be-

rithrungspunkte der drei zu konstruierenden Kreise sind.

Daher sind k,, kg, kc drei Kreise der geforderten Art héchstens dann, wenn
sie auf folgende Weise erhalten werden kénnen.

11. Konstruktion
Zu dem Dreieck ABC wird der Inkreis k* konstruiert. Sind A4’, B, ¢’
die Beriihrungspunkte von k& mit BC, CA, AB, so werden

k,: Kreis um 4 mit dem Radius |4B’'| = |AC'| =ry=s—a,

kg: Kreis um B mit dem Radius |BC’| = |BA’| =rp =35 - b,

kc: Kreis um C mit dem Radius |CA’| = |CB| =rc=s—¢

gezeichnet.

I11. Satz

Wenn alle Konstruktionen unter 1I. ausfiithrbar sind, sind k,, kg, k¢ drei
allen Bedingungen der Aufgabe geniigende Kreise.

Beweis:
Wegen |AB’| + |B'C| = |AC| beriihren sich k, und k¢ in B’. Entsprechen-
des gilt fiir die beiden anderen Kreise.

IV. Determination

1. Alle in II. beschriebenen Konstruktionen sind ausfithrbar.
2. Alle in II. beschriebenen Konstruktionen sind auf héchstens eine Art
ausfiihrbar.

1. Analyse

Angenommen, k" ist ein Kreis der
geforderten Art, dann werde sein

mit " bezeichnet. Ferner sei M Mit- 7 A
telpunkt und r Radius von k sowie jﬁ
B der Berithrungspunkt von k und m ;

k. Dann gelten folgende Bezie-
hungen: Bild L.3.20
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1) M’ liegt auf der Senkrechten s zu g durch 4 und es ist M’ 4 A.
2)  Bliegt auf gppy, und esist B+ M und B + M'.
3) BEsgilt [MA| = |M'B| =7 >0und |MB|=r>0.

Wegen |[M’A| = |M'B| > 0 und M’ + A gibt es auf s genau einen Punkt C
mit |M'C| = |M'M| und |AC| = |[MB| =r.
Bewets:
Wegen 2) gilt genau eine der drei Beziehungen
|MM'| = |MB| + |BM’|, |MM'|=|MB| - |BM'|,
|MM'| = |M’'B| — |BM|,
also entweder
a) |MM'|=r+1¢ oder
b) |MM|=|r-r]|.
Daher ist C derjenige Punkt auf s mit |[AC| = r, fiir den 4 auf M'C liegt

oder nicht, je nachdem der Fall a) oder b) vorliegt.
Daher liegt M’

1) aufs, M + A4,

2)  auf dem geometrischen Ort m aller Punkte P der Ebene mit |PM|
= |PC’|, d.i. die Mittelsenkrechte von MC, falls M & C, und die
ganze Ebene, falls M = C ist.

Mithin geniigt ¥ nur dann allen Bedingungen der Aufgabe, wenn &' auf
folgende Weise konstruierbar ist.

I1. Konstruktion
1) Man konstruiere die Senkrechte s zu g durch 4.
2)  Man zeichne den Kreis ¥ um A mit dem Radius 7. C sei Schnittpunkt

von %k und s:
3) Man ,konstruiere* den geometrischen Ort m aller Punkte P der
Ebene mit |PM| = |PC|.

Ist M’ ein gemeinsamer Punkt von s und m, so zeichne man den Kreis %’
um M’ mit dem Radius |M'A4].
III. Satz

Jeder gemiB II. konstruierte Kreis &' geniigt allen Bedingungen der Auf-

gabe.

Beweis:

1)  Da |M’A| als Radius von & nicht 0 ist und M’ auf s liegt, gilt M’4 1| g,
so daB g Tangente an k" in A ist.

2) a) Ist C = M, so liegt wegen |AC| =r >0 der Punkt 4 auf k
und es ist gpry = geoqa = $ L g. Folglich ist wegen M'A 1 ¢
Ima = Imr'as

und s ist gemeinsame Tangente von 4 und %" in 4, d.h. £ und
& beriihren sich in A.



b) Ist C + M, so ist M’ + M wegen |[MM’'| = |CM’| und daher
ist auch C = M’. Folglich ist gcpr H garasr - B sei der Schnittpunkt
von g, mit der Parallelen zu ggps durch 4. Dann gilt nach dem
1. Strahlensatz:

|M'B|: \M'A| = |M'M|: |M'C| =1

un
IMB] MM = |CA|: |CM|,
alko
|M’B| =|MA| =7
und

|MB| = |AC| = r.

Daher ist B gemeinsamer Punkt von & und ¥’ auf der Zentralen
garar von k und k" und folglich Berithrungspunkt von k und %'

1V. Determination

1.

Die Konstruktionsschritte 1) und 2) sind jeweils stets auf genau eine
Weise ausfiihrbar. Dabei entstehen fiir C stets genau zwei Lagen C,
und C,.

Dementsprechend existieren stets genau zwei geometrische Orter
m = m, und m = m,, und zwar ist m die Mittelsenkrechte von CM,
falls C = M ausfillt, die ganze Ebene, falls ¢' = M ausfillt.

Daher existiert M’ genau dann nicht, wenn m eine zu s parallele Ge-
rade ist, wenn also C = M und CM | s ausfillt. Daraus folgt ins-
besondere, daB stets mindestens ein M’ existiert, weil sonst MC, | s
und MC, 1 sfolgen wiirde, was wegen C, =+ C, nicht wahr sein kann.
Mithin ist & genau dann konstruierbar, wenn M’ + A ausfillt.
Untersuchung des Falles M' = A:

Aus M’ = A folgt |AM| = |AC|, also wegen |AC| = r weiter Ae k.
Liegt A auf k, so bestehen die Schnitte von m; und s beide nur aus
dem Punkt M’ = A4, wenn g nicht Tangente an k ist. Dagegen fillt,
wenn g Tangente an k (in A4) ist, einer der Punkte C; mit M zusam-
men, und der Schnitt des entsprechenden m; mit s ist s, so daf} es
M’ + A gibt, wahrend es fiir das andere m, nur M’ = A gibt.

Fazit: Falls A auf k liegt und g nicht Tangente an k ist, gibt es keinen
Kreis der geforderten Art.

In allen anderen Fillen gibt es mindestens einen Kreis der geforderten
Art, und zwar

a)  Liegt A auf k und ist ¢ Tangente an k, so sind alle von 4 ver-
schiedenen Punkte von s und nur diese geeignete M’, so dall
jeder Kreis k' durch A4, dessen Mittelpunkt auf s liegt, und
kein anderer allen Bedingungen der Aufgabe geniigt.

b) Liegt A nicht auf k und ist g Tangente an k mit dem Beriih-
rungspunkt B’, so ist fiir eines der C; das Viereck 4 B’ M C; wegen
AC; | AB’, B'M 1 AB’, also AC; || B'M und [AC,| =71 =
|B’M| ein Rechteck (nach Satz II1.37.4 und I11.40.4), so daf
MC, | s gilt. Daher existiert fiir dieses C; der Punkt M’ nicht.
Es gibt folglich genau einen Kreis der geforderten Art.

c) Liegt A4 nicht auf £ und ist ¢ nicht Tangente an &, so ist fiir
beide C; sicher M = C,;, nicht M, | s, so daB in beiden Fal-
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len genau ein M’ = M; (+ A) existiert. Dabei ist M; 5= M};
denn anderenfalls wire M; = M, Schnittpunkt der Mittel-
senkrechten des Dreiecks MC,C, und als Punkt von g¢,c, der
Mittelpunkt 4 von C,C,, so daBl M; = 4 wire.

Daher existieren im vorliegenden Fall genau zwei Kreise der
geforderten Art.

Zusammenfassung:

Ist g Tangente an k, so gibt es unendlich viele oder genau einen Kreis ¥’
der geforderten Art, je nachdem ob A auf £ liegt oder nicht. Ist g nicht
Tangente an k, so gibt es entweder keinen oder genau zwei Kreise der ge-
forderten Art, je nachdem ob A auf k liegt oder nicht.

a)

b)

Beweis g

Aufgrund der Konstruktion ist
ABDC ein Trapez. AD und BC £ b
sind seine Diagonalen, die sich
folglich schneiden (Bild 1..3.21a).

Nach dem 2. Strahlensatz gilt Bild L.3.21a 4 F C
|CD|: |FE| = |AC|: |AF| (1)
und
|AB|: |FE| = |CA|: |CF| = |AC|: (|AC| — |AF|), (2)
also

|CD|: |AB| = (|AC| — |AF|): |AF| = [CD|: |FE| - 1.
Hieraus folgt

(D) : |FB| = |0D]: (|4B| + 1)
und schlieBlich

1 1 1
|[FE| ~ [AB| ' |CD|

Beim Beweis wurde iibrigens nicht benutzt, daB 4B und CD senk-
recht auf g stehen, sondern nur

AB || CD || EF.

Die Konstruktion kann also entsprechend abgedndert werden.

Fiir die GroBe R des Gesamtwiderstandes gilt bekanntlich

1 _ 1.1 1
B~ s 102

Dabei bedeutet |R| die in Ohm gemessene MaBzahl von R. |R| be-
stimmt sich aus Bild L.3.21b.



L.3.22

Beweis:

Es ist
1 1 1
—_ = + —,
|R,| 8 10 s 0 2
1 1 N 1
IR |By| 127 14 T
d.h. Bild L.3.21b

1 1.1 1
[R| 8 10 12"

Bemerkung: Die Beziehung

1 1 n 1 1

|Bl By |Rg| R
kann nicht rein mathematisch, d.h. ohne physikalische Kenntnisse (allgemeines
KircHOFFsches Gesetz) aus dem Gesetz

1 _ 1.t
|RU - [B| By

hergeleitet werden.

Nach Voraussetzung ist
|AC| = |BC|

und nach Konstruktion C )
|DC| = |EC|,
| ACD| = 120° =| <« BCE|.

Daher ist AACD = A BCE und folglich als
Lange der von C ausgehenden Seitenhalbie-
renden Bild L.3.22

|C’N| = |C’M|,
sowie

SACM = X BCN, IMCD= < NCE.

Da D und B auf derselben Seite von g,z liegen, befinden sich auch die
Strecken 4D und EB und insbesondere M und N auf dieser Seite und wegen

|<ACM| + |XNCE| = |XACM| + | MCD| = | X ACD| = 120°
gilt
| XACM| + |« MCN| + | X NCE| = 180°

und daher | & MCN| = 60°.
Mithin ist A MCN gleichseitig (nach Satz II1.27).
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