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VORWORT

Der vorliegende Band ist fiir die Hand des Lehrers, insbesondere fiir die Hand des Leiters
von Arbeitsgemeinschaften und Zirkeln, gedacht, soll aber auch von interessierten Schiilern
benutzt werden kénnen. Er schliet an die beiden Binde ,,Aufgaben mit Lésungen aus
Olympiaden Junger Mathematiker der DDR*, Band 1 und Band 2, Volk und Wissen
Volkseigener Verlag Berlin 1972 und 1975, herausgegeben von Prof. Dr. W. ENGEL und
Prof. Dr. U. PIRL, an und dient den gleichen Zielen.

Die hier vorgelegte Auswahl der Aufgaben entstammt den Aufgaben und Lésungen aus
den Olympiaden Junger Mathematiker der DDR der Jahre 1961/62 bis 1980/81 und aus
den Vorolympiaden 1960 und 1961. Es wurden ausschlieBlich Aufgaben der Klassen-
stufen 5 bis 8 bericksichtigt.

Hinter jeder Aufgabe ist in Klammern angegeben, fiir welche Klasse und fiir welche Wett-
bewerbsstufe sie bestimmt war. Es bedeutet dabei (x/y/z) die x-te Olympiade, y die Olym-
piadeklasse (5, 6, 7, 8; meist identisch mit den entsprechenden Klassen der Oberschulen)
und z die Wettbewerbsstufe.

Der ,,Olympiade Junger Mathematiker der DDR* genannte mathematische Schiiler-
wettbewerb, der in unserer Republik alljahrlich stattfindet, wird fiir die Klassen 5 und 6
in zwei Stufen, fiir die Klassen 7 und 8 in drei Stufen durchgefiihrt. Die erste Stufe (Schul-
olympiade) findet am Beginn eines jeden Schuljahres statt. An ihr kann jeder Schiiler
freiwillig teilnehmen. Die besten Teilnehmer dieser Stufe werden dann zur 2. Stufe, den
Kreisolympiaden, delegiert. Der Termin dieser Veranstaltungen liegt Ende November
eines jeden Jahres, also am Ende des ersten Schuljahresviertels. Fiir die besten Teilnehmer
der Klassen 7 bis 12 an den Kreisolympiaden findet dann jeweils Anfang Februar die 3. Stufe,
die Bezirksolympiade, statt. Mit dieser Stufe endet auch fiir die Schiler der Klassen 7
und 8 der Wettbewerb. Nihere Informationen iiber Ziel, Bedeutung und Art der Durch-
filhrung der Olympiaden Junger Mathematiker der DDR sind im Vorwort des Bandes 1
der ,,Aufgaben mit Losungen aus den Olympiaden Junger Mathematiker der DDR (Volk
und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1972, Seite 4 bis 6)*° und im Heft 2 der ,,Mittei-
lungen der Mathematischen Gesellschaft der Deutschen Demokratischen Republik, Berlin,
Jahrgang 1971, enthalten. '

Aus den Terminen fiir die einzelnen Stufen und aus der Art der Durchfithrung, die min-
destens in den Stufen 2 und 3 in Klausurform innerhalb einer begrenzten Arbeitszeit er-
folgt, ergeben sich Riickschliisse fiir die Auswahl der Aufgaben. So miissen die Aufgaben
fiir die erste Stufe so ausgewihlt sein, daB sie in der Klasse » lediglich die in der Klasse
n — 1 vermittelten Kenntnisse voraussetzen. Aulerdem muB} bei allen Aufgaben der
Stufen 2 und 3 fiir die zur Lésung und Niederschrift der Lésung durchschnittlich erforder-
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liche Zeit die zeitliche Begrenzung der Klausuren beriicksichtigt werden, darf also je Auf-
gabe nicht mehr als etwa 1 Stunde betragen. Um eine echte Auswahl der besten Teilnehmer
zu ermoéglichen und auch um dem Teilnehmer Anhaltspunkte fiir seinen Wissensstand
zu geben, sind unter den Aufgaben jeder Wettbewerbsstufe in jeder Klasse Aufgaben ver-
schiedenen Schwierigkeitsgrades enthalten.
Von den Teilnehmern wird grundsitzlich verlangt, daB sie alle Aussagen, SchluBfolgerun-
gen usw. begriinden, wobei die Anforderungen in dieser Hinsicht fiir Schiiler recht hoch
gestellt werden. Andererseits bleibt die Wahl des Losungsweges und der zur Losung ver-
wendeten Mittel — soweit nicht im Aufgabentext anderweitige Festlegungen getroffen
sind — dem Schiiler frei iiberlassen. Dabei diirfen ohne Beweis nur solche Lehrsitze ver-
wendet werden, die im Schulunterricht behandelt werden. In allen anderen Fillen ist der
verwendete Satz mindestens im Wortlaut zu ziticren und gegebenenfalls zu beweisen.
Ebenso miissen grundsitzlich alle (in Zeichnungen oder im Text) verwendeten Bezeich-
nungen eindeutig erldutert werden. Da der vorliegende Band auch dem interessierten
Schiiler Anregungen fiir die Beschéftigung mit diesem Material geben soll, sind an gegebener
Stelle zu Beginn eines jeden Abschnitts einige Hinweise zur Analyse des Aufgabentextes
sowie zum Finden von Losungen und zur Frage der Exaktheit und Vollstindigkeit der-
artiger Losungen mit aufgenommen worden. Damit soll dem Leser das Verstindnis der in
dem jeweiligen Abschnitt auftretenden Probleme erleichtert werden. Insbesondere wurde
auf solche Stellen aufmerksam gemacht, an denen entsprechend den Erfahrungen der Ver-
fasser aus langjahriger Tétigkeit im Rahmen der Olympiaden Junger Mathematiker der
DDR hdufig Fehler bei der Abfassung von Losungen zu finden sind.
Selbstverstindlich kann im Rahmen einer Sammlyng von Aufgaben und L&sungen von
einer vollstindigen und umfassenden Behandlung der erwihnten Probleme nicht die Rede
sein. Die Verfasser hoffen aber, dem weniger erfahrenen Leser auf diese Weise einige Rat-
schlidge geben zu kénnen und ihn dariiber hinaus zum weiteren systematischen Studium
anzuregen.
Die unterschiedliche Anzahl der Aufgaben in den einzelnen Abschnitten erklirt sich vor
allem daraus, daB die zum Zeitpunkt der jeweiligen Stufe beim Schiiler laut Lehrplan
vorhandenen mathematischen Mittel fiir die jeweiligen Abschnitte sehr unterschiedlich
im Umfang und in der Vielfalt sind.
Eine eindeutige Verteilung der Aufgaben auf die einzeinen Abschnitte ist oft nicht méglich,
da manche Aufgaben Merkmale mehrerer Abschnitte in sich vereinen und daher auch
in einem anderen Abschnitt hitten aufgenommen werden koénnen. Aus dem gleichen
Grund wurde auch innerhalb der einzelnen Abschnitte auf eine strenge Gliederung ver-
zichtet. Ebenso besagt die Reihenfolge der Aufgaben nichts iiber ihren Schwierigkeits-
grad.
Die abgedruckten Losungen tragen gewissermalBen Mustercharakter. Es wurde im all-
gemeinen zu jeder Aufgabe nur eine Lisung ausgewdhlt, wobei zu beriicksichtigen war,
daB sie mit den Mitteln erfolgen muB3, die dem Schiiler in der jeweiligen Klasse laut Lehr-
plan zum Zeitpunkt der Aufgabenstellung zur Verfiigung stehen. Daher konnten oft manche
mathematisch durchaus ,,elegante Losungen nicht genommen werden. In einigen Fillen
sind auch Ldsungsvarianten aufgenommen worden, wobei es sich meist — nach Ansicht
der Verfasser — um besonders interessante Losungsmoglichkeiten handelt. Natiirlich
kann man vom Wettbewerbsteilnehmer im allgemeinen keine derartigen ,,Musterldsungen*
erwarten, es wird aber verlangt, daB eine als vollstindig und richtig zu bewertende Schiiler-
l6sung bei gleichem Losungsweg alle wesentlichen Gedankenginge, Schliisse usw. der
hier veroffentlichten Losungen enthilt.
Fiir ihre wertvollen Hinweise bei der Endredaktion danken wir Herrn Dozent Dr. sc. LUDWIG
STAMMLER (Halle), Herrn Studienrat MANFRED MATHNER (Cottbus) und Herrn WOLFGANG
THiess (Parchim).

Die Herausgeber
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VORBEMERKUNGEN

Im folgenden sollen dem Leser einige Hinweise auf die im Text verwendete Terminologie
bzw. auf verwendete Sitze und bestimmte Schreibweisen gegeben werden, wobet es sich
nicht um strenge Definitionen handelt.

1.

Sind 4 und B zwei Punkte, so bezeichnet 4B bzw. BA die Strecke mit den Endpunk-
ten 4 und B, wahrend AB (bzw. BA) die Lange der Strecke bedeutet (wie es in den
Olympiaden Junger Mathematiker iiblich ist).

Sind B der Scheitelpunkt eines Winkels, 4 ein auf dem einen Schenkel und C ein
auf dem anderen Schenkel gelegener Punkt, so bezeichnet « ABC den Winkel

und ¥ ABC die Grofle dieses Winkels.

Die Ausdrucksweise ,,n Elemente (z. B. Zahlen, Punkte, Strecken) sind paarweise
voneinander verschieden‘ bedeutet, daB es unter diesen » Elementen keine zwei
gibt, die einander gleich sind.

O.B.d.A. ist die Abkiirzung fiir ,,Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit* und be-
deutet, daB die (zufillige) Wahl eines Elementes aus einer Menge ohne EinfluB
auf das Ergebnis der Betrachtung ist.

Der Satz ,,Jede natiirliche Zahl n > 1 [4Bt sich — bis auf die Reihenfolge der Fak-
toren — eindeutig als Produkt von Primzahlpotenzen schreiben (Satz tiber die
Eindeutigkeit der Zerlegung in Primfaktoren) wird hiufig benutzt, ohne dafB auf
ihn verwiesen wird.

Der Satz ,,Wenn zwei (oder mehr) natiirliche Zahlen (paarweise) teilerfremd sind,
dann ist ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches (k.g.V.) gleich ihrem Produkt‘ wird
ohne Beweis verwendet.

Die im Schulunterricht laut Lehrplan behandelten Sitze und Definitionen werden
nicht ausfiihrlich zitiert. Da die Auffassungen und Bezeichnungsweisen in den
z. Zt. in der DDR eingefiihrten Schulbiichern und Nachschlagewerken nicht ein-
heitlich sind, wurde von den Herausgebern die in den ,,Vorbetrachtungen* des



10.

12.

Buches ,,Aufgaben und Ldsungen aus Olympiaden Junger Mathematiker der DDR,
Band 2, Seite 7 bis 37, Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1975 gegebene
Fassung zugrundegelegt.

Alle vorkommenden Zahlen sind, wenn nichts anderes gesagt wird, unter Verwen-
dung des dekadischen Systems dargestellt bzw. darzustellen.

Alle in den Losungen in Klammern stehenden Wérter, Sdtze, Bezeichnungen usw.
sind zu einer vollstindigen Losung nicht unbedingt erforderlich, sondern sollen
lediglich das Verstindnis erleichtern.

Die Ausdrucksweisen ,,nach (ssw)“, ,,nach dem Kongruenzsatz (sss)‘, ,,wegen
(sws) sind Abkiirzungen fiir folgenden Satz:

,,Die beiden Dreiecke A und A’ sind genau dann kongruent, wenn sich die Bezeich-
nung der Seitenlingen a, b, ¢ von A mit den GroBen «, B, y der ihnen gegen-
iberliegenden Winkel und der Seitenldngen a’, &', ¢’ von A’ mit den GrdBen «’,
B’, y' der ihnen gegeniiberliegenden Winkel so wihlen 14Bt, daB in einem der fol-
genden vier Fille simtliche Bedingungen erfiillt sind:

’

l.a=a, b=b,y=7y [Kongruenzsatz (sws)],
2oa=a, b=b,c=¢ [Kongruenzsatz (sss)],
J.a=azb=b,a=2a [Kongruenzsatz (ssw)],
4. a=a, pB=pf,y=y [Kongruenzsatz (wsw)].

Die Redewendungen ,heiBen*, ,,bedeuten‘, ,,genannt werden‘, , versteht man*
werden stets im Sinne von ,,genau dann, wenn** verwendet.

Mit der Formulierung ,,Wenn ein Gebilde g der Bedingung B geniigt, so heit es
ein Element der Menge M ist gemeint: ,,g ist genau dann Element von 9N, wenn
es der Bedingung B geniigt*.






AUFGABEN




1. Arithmetik

Bei Olympiadeaufgaben werden alle vollstindigen richtigen Losungen als gleichwertig
angesehen. Natiirlich wird der Wettbewerbsteilnechmer bestrebt sein, eine moglichst ra-
tionelle, interessante, vielleicht sogar eine originelle Losung zu finden. Er darf sich dabei
— sofern der Aufgabentext keine Einschrankung vorsieht — beliebiger mathematischer
Mittel bedienen, auch wenn diese tiber den seiner Klasse entsprechenden Lehrplanstoff weit
hinausgehen. Im Gegensatz dazu beriicksichtigen die unter L 1. verdffentlichten Losungen
die der jeweiligen Altersstufe entsprechenden, auf den Lehrplinen beruhenden Moglich-
keiten.

Um eine vollstidndige richtige Losung anfertigen zu kénnen, muBl man vor allem wissen,
was von einer derartigen Losung gefordert wird. Es empfiehlt sich daher, den Aufgaben-
text genau zu studieren und zu analysieren.

Wie zu einer Losung (L 1.2) fiihrende Uberlegungen etwa verlaufen konnen, sei hier am
Beispiel der Aufgabe A 1.2 dargestellt:

Diese Aufgabe besteht aus drei Teilen. Im Teil a) wird der Beweis einer bestimmten Aus-
sage iiber unendlich viele Elemente (es gibt ja unendlich viele derartige Summen) gefordert.
Es ist daher nicht moglich, durch systematisches und vollstindiges Probieren das ver-
langte Ergebnis zu erhalten. Wohl aber kann man, falls man nicht sofort den richtigen
Ansatz fiir eine Losung findet, zunichst einmal einige konkrete Fille (etwa die Summen
0+1+2+3+4;,14+2+3+4+5;2+3+ 445+ 6) betrachten. Dabei stellt
man einerseits fest, daB die zu beweisende Aussage in diesen Fillen gilt, andererseits erkennt
man, daB die zweite (bzw. die dritte) Summe aus der ersten hervorgeht, indem man zu
jedem der S Summanden jeweils 1 (bzw. 2) addiert.

Zu der ersten Summe wird mithin in beiden Fillen ein (ganzzahliges) Vielfaches von 5
addiert. Das 148t sich nun verallgemeinern, indem man wie folgt ansetzt:

Es sei a eine natiirliche Zahl. Dann gilt, wenn man den ersten der fiinf Summanden mit
a + 0') bezeichnet :

@+0+@+)+@+2)+@+3)+@+49=5%9+0+1+2+3+4
= 5a + 10 = 5(a + 2),
d. h., 5 ist ein Teiler der betrachteten Summe. Damit ist Teil a) bewiesen.

Im Teil b) soll untersucht werden,. ob die in a) fiir fiinf aufeinanderfolgende natiirliche
Zahlen bewiesene FEigenschaft auch fiir sechs aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen

1 Ublicherweise schreibt man statt dessen a, die Form (a + 0) wurde hier aus methodischen Griinden ge-
wahlt.
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“stets gilt. Wie aus dem Wortlaut der Aufgabenstellung ersichtlich ist, wird also nicht etwa
der Nachweis verlangt, dal die betrachtete Eigenschaft in keinem Falle gilt. Daher geniigt
es hier, ein beliebiges Beispiel anzugeben, in dem die Summe von sechs aufeinanderfolgen-
den natiirlichen Zahlen nicht durch 6 teilbar ist. So ist z. B. die Summe
0+ 1+4+2+4+ 3+ 4+ 5= 15 nicht durch 6 teilbar. Damit ist auch der Teil b) gelost.
Hitte man kein geeignetes Beispiel gefunden, dann konnte man analog zum Teil a) zu
beweisen versuchen, daB die Summe von sechs aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen
stets durch 6 teilbar ist. Im vorliegenden Fall wiare man wegen

a+@+D)+@+2)+@+3)+@+4H+@+5 =6a+15

aber zu dem Ergebnis gekommen, daB3 6a + 15 fiir keine natiirliche Zahl a durch 6 teilbar
ist, d. h., die betrachtete Eigenschaft gilt sogar fiir keine Summe von sechs aufeinander-
folgenden natiirlichen Zahlen.

Selbstverstdndlich ist mit dieser zuletzt angegebenen Lésung auch der Teil b) geldst, nur
ist eine so umfassende Aussage zur Losung in diesem Fall nicht erforderlich — und hiufig
auch gar nicht moglich; denn es gibt Eigenschaften, die in vielen, oft sogar in fast allen
Fillen gelten, ohne allgemeingiiltig zu sein.")

Im Teil ¢) soll eine weitere natiirliche Zahl »n (n > 6) gefunden werden, fiir die folgende
Aussage gilt:

Die Summe von r aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen ist stets durch » teilbar.
Dieser Aufgabentext dhnelt dem Teil a), nur daB dort bereits n = 5 vorgegeben war. Der
(naheliegende) Versuch mit n = 7 fiihrt auf:

a+@+D+@+D+@+N+@+4H+@+5+@+6=7+21
=7a+3)),

womit eine geeignete Zahl n gefunden ist, ndmlich n = 7. Damit ist auch Teil c) gelost.

Im vorliegenden Fall?) kommt man sehr bald zu der Vermutung, daB die betrachtete Eigen-
schaft (genau) fiir alle ungeraden n gilt, wihrend sie fiir alle geraden n (n > 0) nicht gilt.
Das liBt sich beweisen, wobei man die Formel fiir die Summe der ersten n natiirlichen

Zahlen <s = nin — 1)

)benétigt. Der Beweis sei hier nur angedeutet.

Fiir n = 2m — 1 (m eine natiirliche Zahl, m # 0) fiihrt obige Uberlegung auf die Summe
2m—1)(2m —2)

2
n = 2m — 1 ein Teiler dieser Summe. Fiir n = 2m (m eine natiirliche Zahl, m # 0) fihrt das
2m(2m — 1)

2
n = 2m teilbar. Die Vermutung hat sich also als richtig erwiesen.

2m —Da+ =02m—1(@a+m—1). In diesem Fall ist also

auf die Summe 2ma + = m(2a + 2m* — 1). Diese Summe ist nicht durch

1 Ein interessierter Leser wird sich an dieser Stelle die Frage stellen, ob es weitere Zahlen n (n > 0) mit der
betrachteten Eigenschaft gibt, — und vielleicht sogar zu der Frage gelangen, fiir welche n die betrachtete
Eigenschaft gilt und fiir welche n sie nicht gilt. Solchen Anregungen, die man aus vielen Aufgaben
empfangen kann, sollte man unbedingt nachgehen.

2 Die nachstehenden Ausfithrungen gehéren nicht zu einer vollstindigen Losung. Sie sollen zeigen, wie man
die Beschiftigung mit einem in einer Aufgabe aufgetretenen Problem sinnvoll erweitern kann.
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A11

A1.2

A13

Al4

A15

A1.6

A17

A18

12

Jemand schreibt 3 * 6 *x 5 und mochte dann die Sternchen so durch Ziffern
ersetzen, daB eine fiinfstellige, durch 75 teilbare Zahl entsteht.

Ermittle alle fiinfstelligen, durch 75 teilbaren Zahlen, die unter diesen Bedin-
gungen entstehen kénnen!

(14/6/1)

a) Beweise: Die Summe von fiinf aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen
ist stets durch 5 teilbar!

b) Untersuche, ob auch die Summe von sechs aufeinanderfolgenden Zahlen
stets durch 6 teilbar ist! ‘

c) Ermittle eine weitere natiirliche Zahl n (n > 6), fiir die gilt:
Die Summe von n aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen ist stets
durch n teilbar!

(17/7/2)

Ermittle die groBte natiirliche Zahl n, fiir die gilt: Jedes Produkt von vier
aufeinanderfolgenden geraden natiirlichen Zahlen ist durch 2" teilbar!

/772

Ermittle die kleinste Primzahl, die bei Division durch 5, 7 und 11 jeweils den
Rest 1 1408t!

(18/7/1)

Beweise: Unter n aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen gibt es genau
eine, die durch » teilbar ist!

(718/2)

Zeige, daB fiir jede Primzahlp > SdasProduktp —2)(p — D@ + D@ + 2)
durch 360 teilbar ist!

(13/8/3)

Es seien a und b natiirliche Zahlen.
Beweise: Wenn 1002 + b durch 7 teilbar ist, dann ist auch a + 4b durch 7
teilbar!

(8/8/1)

Es seien a, b und c natiirliche Zahlen, fiir die @ = b = c gelte.

Beweise, dal dann mindestens eine der Zahlena + b + ¢c,a — b, b — c,a — ¢
durch 3 teilbar ist!

(12/8/3)



A19

A1.10

A1.11

A112

A1.13

A114

A1.15

Klaus behauptet:

Es sei z eine beliebige dreistellige natiirliche Zahl und z’ die Zahl, die sich
aus z durch Umkehrung der Ziffernfolge ergibt. Dann ist |z — 2’| durch 99
teilbar.

Beweise diese Behauptung!

(4/8/2)

Beweise, daB sich alle Primzahlen p > 3 in der Form 6r + 1 oder 6n — 1
schreiben lassen, wobei # eine von Null verschiedene natiirliche Zahl ist!
(15/8/3)

Unter der Quersumme einer natiirlichen Zahl versteht man die Summe ihrer

Ziffern. Die Zahl 1979 hat z. B. die Quersumme 1 + 9 + 7 + 9 = 26.

a)  Gib die Anzahl aller zweistelligen natiirlichen Zahlen an, bei denen die
eine der beiden Ziffern um 5 gréBer als die andere ist!

b) Ermittle unter diesen Zahlen alle diejenigen, die achtmal so groB sind
wie ihre Quersumme!

(4/5/2)

Ermittle die Summe aller Quersummen der natiirlichen Zahlen von 1 bis
einschlieBlich 1000! .

(718/3)

Als erste Quersumme einer natiirlichen Zahl n sei die in bekannter Weise

gebildete Quersumme verstanden.

Ist die erste Quersumme von » eine Zahl mit mehr als einer Ziffer, so sei deren

Quersumme als zweite Quersumme von n bezeichnet.

Ist die zweite Quersumme von 7z eine Zahl mit mehr als einer Ziffer, so heifle

thre Quersumme die dritte Quersumme von n.

a)  Ermittle die groBte Zahl, die als dritte Quersumme einer 1972-stelligen
Zahl auftreten kann!

b) Gib (durch Beschreibung der Ziffernfolge) die kleinste 1972-stellige Zahl
an, die diese groBtmogliche dritte Quersumme hat!

(12/8/2)

Beweise, daB es unter 51 aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen, deren
kleinste nicht kleiner als 1 und deren gréB8te nicht groBer als 100 ist, stets
mindestens zwei Zahlen gibt, von denen die eine gleich dem Doppelten der
anderen ist!

(12/7/3)

Es sei a eine positive ganze Zahl.

@ — 1
Zeige, daB der Bruch az—_’_a—+1— weder durch 2 noch durch 3 gekiirzt werden
a J—
kann!
(7/8/3)
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A1.16

A117

A1.18

A1.19

A1.20

Al121

A1.22

Von zwolf Midchen einer Klasse ist bekannt, daB alle im selben Jahr, aber
keine zwei im gleichen Monat geboren wurden. Multipliziert man jeweils
die Zahl, die den Tag des Geburtsdatums angibt, mit der Zahl, die den Monat
des Geburtsdatums angibt, so erhilt man fiir die zwolf Midchen die folgenden
Produkte:

Astrid 49, Beate 3, Christina 52, Doris 130, Evelyn 187, Friederike 300,
Gudrun 14, Heike 42, Ines 81, Kerstin 135, Liane 128 und Martina 153.
Ermittle aus diesen Angaben den Geburtstag von jeder der zwolf Schiilerin-
nen!

(16/7/3)

Es sei 4 die Menge aller derjenigen natiirlichen Zahlen a, fiir die
1500 £ a = 2650 gilt.

Untersuche, ob es in der Menge A4 fiinfundsechzig verschiedene Zahlen gibt,
die gerade und durch 9 teilbar sind!

(17/7/3)

Ermittle alle Paare natiirlicher Zahlen, deren groBter gemeinsamer Teiler 6
und deren kleinstes gemeinsames Vielfaches 210 ist!

@/7/1)

Vergleiche die Summe aller dreistelligen, durch 4 teilbaren natiirlichen Zahlen
mit der Summe aller dreistelligen, nicht durch 4 teilbaren geraden natiirlichen
Zahlen!

a) Welche der beiden Summen ist groBer?

b)  Wie groB ist die Differenz der beiden Summen dem Betrage nach?

(5/7/12)

Es seien a, b, ¢, d vier aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen.
1) Welches Produkt ist gréBer, ac oder bd?

Ermittle den Betrag der Differenz dieser beiden Produkte!
2) Welches Produkt ist gréBer, bc oder ad?

Ermittle den Betrag der Differenz dieser beiden Produkte!

(4/8/3)

Jorg und Claudia streiten sich dariiber, ob es unter den natiirlichen Zahlen
von 0 bis 1000 eine gréBere Anzahl solcher gibt, bei deren dekadischer Dar-
stellung (mindestens) eine 5 vorkommt, als solcher, bei denen das nicht der
Fall ist.

Stelle fest, wie die richtige Antwort lautet!

(13/6/1)

Man denke sich die Zahlen 1, 2, 3, 4, ..., 99, 100 derart hintereinander auf-

geschrieben, daBl die Zahl z = 12345678910111213 ... 9899100 entsteht.

a)  Wie viele Stellen hat z?

b) Es sollen 100 Ziffern der Zahl z so gestrichen werden, daf3 die mit den
restlichen Ziffern dargestellte Zahl z” moglichst groB ist. Dabei soll an



A1.23

A1.24

A1.25

A 1.26

A1.27

der Reihenfolge der von z in z' verbleibenden Ziffern nichts gedndert
werden!

Ermittle, welche Ziffern zu streichen sind, und gib die ersten zehn Ziffern
der neuen Zahl z’ an!

(16/7/1)

Man denke sich alle natiirlichen Zahlen von 1 bis 1000000 fortlaufend neben-
einandergeschrieben. Dann entsteht die Zahl mit der Ziffernfolge
12345678910111213141516 ...

Welche Ziffer steht in dieser Zahl an der 300001. Stelle?

(12/8/1)

a) Beweise folgende Behauptung!
Wenn die Summe aus vier natiirlichen Zahlen eine ungerade Zahl ist,
dann ist ihr Produkt eine gerade Zahl.

b) Untersuche, ob fiir alle geraden Zahlen » gilt:
Wenn die Summe aus » natiirlichen Zahlen ungerade ist, dann ist ihr Pro-
dukt gerade!

(10/7/1)

Aus den zweistelligen Primzahlen 13, 17, 37, 79 erhdlt man wieder Prim-
zahlen, wenn man ihre Ziffern jeweils vertauscht, also die Zahlen 31, 71,
73, 97 bildet. Ebenso kann man bei der Primzahl 131 die Ziffern beliebig ver-
tauschen, also die Zahlen 113, 311 bilden, ohne dal dabei die Primzahl-
eigenschaft velorengeht.

Untersuche, ob es dreistellige Primzahlen mit paarweise voneinander ver-
schiedenen Ziffern gibt, bei denen man bei samtlichen méglichen Ziffern-
vertauschungen stets wieder dreistellige Primzahlen erhilt!

(10/7/3)

In einem Ferienlager kauft Rainer wihrend einer Pause in der Lagerkantine
fiir seine Freunde folgende Waren ein: Dreizehn Flaschen Limonade zu je
0,21 Mark, sechs Bockwiirste und neun Lachsbrdtchen. Rainer soll dafiir
insgesamt 10,34 Mark zahlen. ,,Das kann nicht stimmen®, sagt er. Dabei
wubte er nicht, wieviel Pfennig jedes Lachsbrotchen kostet. Weshalb konnte
er seiner Behauptung trotzdem sicher sein?

(8/6/1)

Unter ,,Primzahlidrillingen‘ wollen wir drei Primzahlen verstehen, die sich
in der Form p, p + 2, p + 4 darstellen lassen. Beweise, daB es genau eine Zahl
p gibt, fir die p, p + 2, p + 4 ,,Primzahldrillinge* sind, und ermittle diese
Zahl!

(16/7/3)

15



A 1.28

A1.29

A1.30

A1.31

A1.32

A1.33
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Es seien a, b natiirliche Zahlen, und es gelte a > b. Gib fiir @ und b Bedin-
gungen an, so daB folgendes gilt: Die Differenz der Quadrate von a und b
ist genau dann eine Primzahl, wenn diese Bedingungen sdmtlich erfiillt sind!
(10/8/3)

Zwei Mathematiker unterhalten sich iiber ihre unterschiedlichen Telefon-

nummern. Dabei stellt sich folgendes heraus:

(1)  Jede der beiden Telefonnummern ist eine dreistellige Primzahl.

(2)  Jede einzelne Ziffer in den beiden Telefonnummern stellt, als einstellige
Zahl aufgefalt, eine Primzahl dar.

(3) Die Ziffern, die in den beiden Telefonnummern jeweils an der Zehner-
stelle stehen, stimmen miteinander iiberein. Die Ziffer an der Hunderter-
stelle der einen Telefonnummer ist die Ziffer an der Einerstelle der ande-
ren Telefonnummer und umgekehrt.

Ermittle aus diesen Angaben die beiden Telefonnummern!

(15/7/1)

Auf welche beiden Ziffern endet das Produkt
z = 345926476 - 125399676% - 2100257933776%?

(5/7/3)

Rolf behauptet, daB sich zur Summe 1000 eine Additionsaufgabe bilden
14Bt, bei der simtliche Summanden natiirliche Zahlen sind, in deren dekadi-
scher Darstellung ausschlieBlich die Ziffer 8 auftritt, und zwar insgesamt
genau 8-mal.-Stelle fest, ob Rolfs Behauptung richtig ist!

Wenn sie es ist, dann gib alle derartigen Additionsaufgaben an, und ordne
darin die Summanden der GroBe nach, beginnend mit dem groBten!

(11/5/1)

15
b
a, b, m, n natiirliche Zahlen sein, fiir die die Briiche 2 und — unkiirzbar
und keine ganzen Zahlen sind. m n
Gib drei Beispiele einer solchen Darstellung an, wobei im

1 16 b
Die Zahl g soll in der Form — = % + ” dargestellt werden. Dabei sollen

ersten Beispiel m=nunda #b,

im zweiten Beispiel a =bundm # n,

im dritten Beispiel a =bundm=n gilt!
(6/7/3)

a) Wie oft stehen insgesamt im Verlauf von 24 Stunden (von 0.00 Uhr bis
24.00 Uhr) der Stunden- und der Minutenzeiger einer Uhr senkrecht

aufeinander?

b) Berechne insbesondere alle derartigen Zeitpunkte zwischen 4.00 und
5.00 Uhr!

(9/8/2)
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A1.35

A 1.36

A 1.37
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Aus den Ziffern 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 seien genau sicben ausgewihlt, von
denen keine zwei einander gleich sind.

Ermittle die Anzahl derjenigen (im dekadischen System) siebenstelligen Zah-
len, die in ihrer (dekadischen) Zifferndarstellung jede der ausgewihlten Zif-
fern enthalten!

Dabei werde vorausgesetzt, da8 die 0

a) nicht unter den ausgewaihlten Ziffern,

b)  unter den ausgewéhlten Ziffern

vorkommt,

(19/8/1)

Gegeben seien die vier periodischen Dezimalbriiche
p=20345.., ¢q=03456.., r=0,345 .., s=0,3456.

a) Ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen n, fiir die folgende Aussage
gilt:
In der n-ten Stelle nach dem Komma haben alle vier Dezimalbriiche p,
q, r, s dieselbe Ziffer!

b) Ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen m, fiir die folgende Aussage
gilt: . )
In der m-ten Stelle nach dem Komma haben keine zwei der vier Dezimal-
briiche p, g, r, s dieselbe Ziffer!

(19/8/1)

Ein automatischer Nummernstempel fiir ein Serienprodukt druckt in jeder
Sekunde genau eine natiirliche Zahl. Er beginnt mit der Zahl 0 und setzt dann
das Drucken der Reihe nach mit den aufeinanderfolgenden Zahlen 1, 2, 3, ...
fort. ’

Ermittle die Anzahl aller Ziffern 1, die der Stempel in der ersten Viertelstunde
zu drucken hat!

(19/6/2)

Ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen z, fiir die 1000 £ z < 1700 gilt
und die durch 9, 12 und 14 teilbar sind!
(20/6/2)

17



2. Gleichungen

Bei der Losung von Aufgaben mufl man zunichst feststellen, ob aus der Aufgabenstel-
lung hervorgeht, daB es eine Losung gibt, oder ob das nicht ohne weiteres vorausgesetzt
werden kann. .

Handelt es sich bei der Aufgabenstellung um ein Ereignis, das tatsdchlich stattgefunden
hat (bzw. von dem man voraussetzt, daB es stattgefunden hat), dann ist damit die Existenz
einer Losung gegeben (.~ z. B. Aufgaben A 2.25, A 2.26).

Hat man bei derartigen Aufgaben bewiesen, daB nicht mehr als ein angegebener Wert
existieren kann, so ist damit die Losung vollstindig. In diesem Falle ist vom mathemati-
schen Standpunkt aus eine Probe nicht erforderlich, d. h., man braucht nicht noch einmal
gesondert nachzuweisen, daB der angegebene Wert tatséichlich den Bedingungen der Auf-
gabe entspricht. (Wohl aber ist eine Rechenkontrolle — im Sprachgebrauch oft ebenfalls
als ,,Probe’ bezeichnet — zu empfehlen, wenn sie auch nicht unabdingbarer Bestandteil
einer vollstindigen Losung ist. Ihr Fehlen erfahrt daher auch keinerlei Wertung, etwa
durch einen ,,Punktabzug®.)

Hat man eine Wertemenge ermittelt und bewiesen, dafl keine anderen Werte die in der
Aufgabenstellung geforderten Eigenschaften haben, so ist bei Aufgaben der genannten
Art zunichst nur klar, daB die Menge aller Losungen als Teilmenge der angegebenen
Wertemenge mindestens eine Lésung enthilt. Fiir alle Werte der angegebenen Wertemenge
muB deshalb festgestellt werden, ob sie Losungen sind oder die Bedingungen der Aufgabe
nicht erfiillen. Das hat dann eine ,,Probe* zu zeigen.

Geht aus der Aufgabenstellung die Existenz einer Lésung nicht ausdriicklich hervor (~ z. B.
Aufgaben A 2.3, A 2.10) und hat man cine Wertemenge ermittelt, die dic Menge aller
Losungen enthilt, so ist ebenfalls fiir alle Werte dieser Menge festzustellen, ob sie Lésun-
gen sind. Bei Aufgaben dieser Art ist es aber im Unterschied zu den oben genannten Auf-
gaben moglich, daB es keinen Wert gibt, der die Bedingungen der Aufgabe erfiillt.

Der Nachweis, daB hdchstens die angegebenen Werte Losungen sein kénnen, wird oft
mit dem Auffinden dieser Werte gekoppelt. Er wird vielfach so begonnen, daB man zunichst
(bei Aufgaben, fiir die die Existenz einer Lésung nicht sogleich aus dem Aufgabentext
folgt) von der Annahme ausgeht, die Aufgabe habe eine Losung. Aus dieser Annahme
versucht man dann durch Schlisse zu der genannten Aussage zu kommen, daB nur ein
bestimmter Wert bzw. eine bestimmte Menge von Werten mit dieser Aussage vereinbar
ist. Ein Losungstext fiir derartige Aufgaben beginnt daher zweckmiBigerweise mit den
Worten: ,,Angenommen, es gibt eine Losung der Aufgabe ... — oder — ,,Wenn eine
Zahl z die genannten Bedingungen erfiillt, so gilt ...* — oder — ,,Es sei » eine natiirliche
Zahl, die die Bedingungen der Aufgabe erfiillt . ... Hat man (unter dieser Voraussetzung)

18



durch entsprechende Schlisse (und Rechnungen) Werte fiir die Losung gefunden, so ist
damit lediglich die Feststellung verbunden, daB nur diese Werte, aber keine anderen,
Losung sein kénnen. Es ist damit jedoch keineswegs gesagt, daB sie auch wirklich Losung
sind. Die entsprechende Formulierung lautet daher etwa: ,,Also kann hdchstens das Paar
(880, 80) die Bedingungen der Aufgabe erfiillen . . .“ — oder — ,,Daher kénnen nur die
Zahlen ... die Bedingungen der Aufgabe erfiillen . ... AnschlieBend ist, wie gesagt,
stets eine Probe notwendig. Bei ihr muB an den urspriinglichen Bedingungen nachgewiesen
werden, daB die ermittelten Werte (bzw. daB einige von ihnen) diesen Bedingungen geniigen,
d. h., es muB} gewissermaBen in umgekehrter Reihenfolge geschlossen werden. Das geschieht
meist mit den Worten: ,,Tatsichlich gilt . . .* — oder — ,,Umgekehrt gilt . . ..

Erst wenn fir jeden vorher als moégliche Losung ermittelten Wert diese Priifung erfolgt
ist, kann die Losung der Aufgabe als volistindig angesehen werden. Das geschieht dann
meist mit den Worten: ,,Mithin sind alle natiirlichen Zahlen x, fiir die . . . gilt, und nur sie,
Losung der Aufgabe ... — oder — ,Daher sind genau die Zahlen... Losung...*
bzw. ,,Daher gibt es keine Zahl x, die Losung der Aufgabe ist*.

Auf eine Besonderheit in der Formulierung der Losungen sei noch hingewiesen: Die ab-
gedruckten Lésungen sind gewissermaBen die Reinschrift der Losungen, d. h., die gesamte
Losung ist bereits vor der Niederschrift bekannt. Es ist daher z. B. auch bekannt, ob ein
zur Abgrenzung der Losungsmenge zu untersuchender. Fall zu einem Widerspruch fiihrt
oder nicht. Ergibt sich dabei ein Widerspruch, dann wurde bei der Formulierung — zum
besseren Verstidndnis fiir den Lesenden — durchgingig der Konjunktiv benutzt. Solch
eine Stelle lautet dann also etwa: ,,Wire I + S =_10, so miiite R = 0 sein. Dann wire
aber . . ., im Widerspruch zur Aufgabenstellung . . .*.

Wird in der Aufgabenstellung verlangt, alle Zahlen zu ermitteln, die bestimmten Bedin-
gungen geniigen, dann ist damit iiber die Existenz bzw. iiber die Beschaffenheit der Lésung
nichts gesagt. Es ist also durchaus auch méglich, daB die Aufgabe iiberhaupt keine Losung
(im betrachteten Zahlenbereich) hat, d. h., daB die Lésungsmenge leer ist.

Oft ist es nicht allzu schwer, die Losung einer Aufgabe zu finden, sie mitunter geradezu
zu ,,raten und danach zu verifizieren, d. h. zu zeigen, daB es sich tatsichlich um eine
Losung handelt. Ist in der Aufgabenstellung aber nach allen Losungen gefragt, dann muB3
der Nachweis gefiihrt werden, daB es sich bei den angegebenen Losungen um alle Losungen
handelt. Darin besteht hiufig die Hauptschwierigkeit. Ist dagegen nur nach einer Losung
gefragt, dann entféllt dieser Nachweis der Vollstandigkeit. Die Aufgaben A 2.1 bis A 2.7
konnen als Beispiele fiir das eben Gesagte dienen.

Fir die Richtigkeit und Vollstindigkeit einer Losung ist es unerheblich, ob der Verfasser
dabei umstiandlich vorgegangen ist oder ob er eine sogenannte ,,elegante Losung gefunden
hat. Auch eine Lésung durch vollstindiges systematisches Durchrechnen aller méglichen
Fille ist daher als vollwertig anzusehen. Deshalb wurden auch solche Beispiele aufge-
nommen ( ~ etwa L 2.48).
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In der folgenden Multiplikationsaufgabe ist jedes Sternchen (%) so durch eine
der Ziffern 0,1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9 zu ersetzen, daB eine richtig geloste Auf-
gabe entsteht. Dabei muBl jede Zeile mit einer von 0 verschiedenen Ziffer
beginnen.

6 = * ok k
* x
* *
* %

* ok * 6
Als vollstindige Losung gilt die richtig erginzte Aufgabe ohne Begriindung.
(5/5/2)

In der folgenden Aufgabe ist jedes Sternchen.(x) so durch eine der Ziffern
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 zu ersetzen, daB eine richtig geloste Multiplikations-
aufgabe entsteht. Dabei muB jede Zeile mit einer von 0 verschiedenen Ziffer
beginnen.

4 *x x - 3 x =

* * *
3 =

00 W W

*
R ¥

* % * = 3 x

Als Ergebnis wird nur eine richtig erginzte Aufgabe ohne Begriindung ver-
langt.
(12/5/2)

In das nachstehende Kryptogramm sind fiir die Buchstaben die Ziffern 0, 1,
2,3,4,5,6,7, 8,9 so einzutragen, daB fiir gleiche Buchstaben gleiche Ziffern
und fiir verschiedene Buchstaben verschiedene Ziffern stehen und daf} alle
angegebenen Rechenaufgaben richtig geldst sind.

A - A=8B
+ . _
C-D=F
F—G=H

Stelle fest, ob es eine solche Eintragung gibt, ob sie die einzige ist und wie sie
in diesem Falle lautet!
(16/5/2)

Als die Klasse 7a den Fachunterrichtsraum fiir Mathematik betrat, war an der
Wandtafel eine Multiplikationsaufgabe angeschrieben. Jemand hatte jedoch
die Ziffern derart verwischt, daB8 nur noch vier ,,Einsen‘‘ leserlich geblieben
waren und von den unleserlichen Ziffern lediglich noch zu erkennen war, an
welcher Stelle sie gestanden hatten.



A25

A26

A 27

Das Bild an der Wandtafel hatte folgendes Aussehen, wobei die unleserlichen
Ziffern durch die Buchstaben a, b, c, ... ersetzt sind. (Dabei kdnnen also ver-
schiedene Buchstaben auch die gleiche Ziffer, moglicherweise auch nochmals
die Ziffer 1, bezeichnen.)

1 a b - ¢ d

i o1
e f g 1
k m nl p

Einige Schiiler versuchten sofort, die fehlenden Ziffern zu ergidnzen, und
schon nach kurzer Zeit rief Bernd: ,,Ich weill genau, wie die beiden Faktoren
hieBen!* Doch Gerd entgegnete ihm: ,,Es 148t sich nicht eindeutig feststellen,
wie die beiden Faktoren lauteten.*

Stelle fest, ob Bernd oder Gerd recht hatte! Gib in jedem Falle alle Losungen
(Realisierungen) des Multiplikationsschemas an!

(12/7/3)

In dem nachstehend abgebildeten Kryptogramm sind statt der Buchstaben
die Ziffern 0, 1,2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9 so einzusetzen, daB alle fiinf angegebenen
Aufgaben richtig gel6st sind. Dabei sollen gleiche Buchstaben gleiche Ziffern,
verschiedene- Buchstaben verschiedene Ziffern bedeuten.

a a = b
c a = d
e - a = a

Es ist ferner zu untersuchen, ob das Kryptogramm eine eindeutig bestimmte
Loésung (Realisierung) hat.

(15/6/1)

In einer Gruppe Junger Mathematiker wurde folgende Aufgabe fiir die Knobel-
ecke vorgeschlagen, wobei die Buchstaben so durch die Ziffern 0, 1, 2, 3, 4,
5, 6,7, 8,9 zu ersetzen sind, daB eine richtig geloste Aufgabe entsteht. Gleiche
Buchstaben bedeuten dabei gleiche Ziffern, verschiedene Buchstaben ver-
schiedene Ziffern.

D R E I
+E I N S
vV I E R Ermittle alle Losungen dieser Aufgabe!

(4/1/3)

In der nachstehenden Aufgabe ist jedes Sternchen (*) so durch eine der Ziffern
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 zu ersetzen, dall eine wahre Aussage entsteht.

*% 0 0% = k%
Ermittle simtliche Lésungen dieser Aufgabe!

(13/8/1)
21
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In die zwolf Felder A,B,C,D,E, F,G,H, K, M, N, P des Bildes A 2.8

sollen die natiirlichen Zahlen von 1 bis 12, jede genau in eines der Felder, so

eingetragen werden, daBB die Summe der in den Feldern A, B, C, D stehenden

Zahlen 22 betrigt, ebenso die Summe der in den Feldern D, E, F, G stehenden

Zahlen, die Summe der in den Feldern G, H, K, M stehenden Zahlen und auch

die Summe der in den Feldern M, N, P, A stehenden Zahlen.

a) Gib eine derartige Eintragung von Zahlen an!

b) Untersuche, welche Zahlen bei jeder derartigen Eintragung in den
Feldern A, D, G, M stehen!

(13/5/2)

0000 ; i
NQ OF 787 16 _

I 20) Oce —
ONONOXO)

Dift.

Bild A 2.8 Bild A 29

In die leeren Felder des Bildes A 2.9 sind natiirliche Zahlen so einzutragen,
daB die eingetragenen Zahlen, von links nach rechts gelesen und auch von
oben nach unten gelesen, immer groBer werden und daB dabei fiir jede Zeile
und fiir jede Spalte folgendes gilt: Alle Differenzen, die man in dieser Zeile
bzw. in dieser Spalte zwischen zwei unmittelbar neben- bzw. untereinander-
stehenden Zahlen bilden kann, haben einen fiir diese Zeile bzw. Spalte einheit-
lichen Wert. (Bei der Differenzbildung ist jeweils die kleinere linke bzw. obere
von der groBeren rechten bzw. unteren Zahl zu subtrahieren.)

Gib fiir jede Zeile und fiir jede Spalte die fiir sie charakteristische Differenz
an!

(13/6/1)

Man ermittle alle geordneten Tripel [p;; p,; p3] von Primzahlen p,, p,, p;
mit p, > p,, die der Gleichung p,(p, + p;) = 165 geniigen.
(17/8/3)

Ermittle alle Paare [m; n] natiirlicher Zahlen, fiir die folgendes gilt!

1) m+n=968
(2) Die Ziffernfolge von m endet auf eine Null.
Streicht man diese Null, so erhilt man die Ziffernfolge von n.

(4/5/1)
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A 2.16

In einem alten Buch mit lustigen mathematischen Knobeleien fand sich fol-
gender Vers:

Eine Zahl hab’ ich gewahlt,
107 zugezihlt,

dann durch 100 dividiert
und mit 11 multipliziert,
endlich 15 subtrahiert,

und zuletzt ist mir geblieben
als Resultat die Primzahl 7.

Ermittle alle Zahlen, die diesen Bedingungen geniigen!

(10/5/1)

Auf einer Geburtstagsfeier stellt Rainer seinen Gisten folgende — schon im
Altertum bekannte — Knobelaufgabe:

Eine Schnecke beginnt am Anfang eines Tages vom Erdboden aus eine 10 m
hohe Mauer emporzukriechen. In der folgenden Zeit kriecht sie wihrend der
ersten 12 Stunden eines jeden Tages genau 5 m nach oben und gleitet wihrend
der restlichen 12 Stunden des gleichen Tages jeweils um genau 4 m nach
unten.

Nach wieviel Stunden hat sie erstmals die gesamte Mauerhohe erreicht?

(12/5/1)

Ermittle alle Paare [x; y] natirlicher Zahlen, fiir die die Gleichung
2x + 3y = 27 erfiillt ist!
(16/7/3)

Ermittle alle zweistelligen natiirlichen Zahlen z, die die folgenden Bedingun-

gen (1), (2), (3) gleichzeitig erfiillen!

(1) Die Zahl z ist nicht durch 10 teilbar.

(2) Vergr6Bert man die Einerziffer (d. h. die an der Einerstelle stehende
Ziffer) der Zahl z um 4, so erhilt man die Zehnerziffer von z.

(3) Vertauscht man die Ziffern von z miteinander, dann erhilt man’ eine
Zahl, deren Dreifaches kleiner als 100 ist.

(18/5/2)

17
Luise sucht eine natiirliche Zahl x, die sie vom Zihler des Bruches T subtra-
hieren und gleichzeitig zum Nenner dieses Bruches addieren mochte, wobei
7
der so entstehende Bruch den Wert 1 erhalten soll.

Stelle fest, ob es eine Zahl x gibt, die die Bedingungen der Aufgabe erfiillt!
Gib diese Zahl im Falle ihrer Existenz an, und untersuche, ob sie die einzige
ist, die die Bedingungen der Aufgabe erfiillt!

(16/6/1)
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A 2.20
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A 2.22

24

In Ruménien gibt es Geldscheine zu 3 und zu 5 Lei.

Beweise: Jeder beliebige ganzzahlige Geldbetrag in Lei, der groBer als 7 Lei
ist, kann unter alleiniger Verwendung von Drei- und Fiinf-Lei-Scheinen zusam-
mengestellt werden, falls geniigend viele dieser Geldscheine vorhanden sind!

(6/7/1)

Ermittle alle nichtnegativen rationalen Zahlen x, die die Gleichung
x + |x — 1] = 1 erfiillen!
(12/7/3)

Fritz soll eine dreistellige natiirliche Zahl z mit sich selbst multiplizieren.

Er schreibt versehentlich als ersten Faktor z’, eine um 5 kleinere Zahl, hin.

Darauf aufmerksam gemacht, sagt er: ,Ich nehme als zweiten Faktor z”

einfach eine um 5 groBere Zahl, dann wird das Ergebnis richtig.

a)  Ist diese Behauptung wahr?

b) Vorausgesetzt, sie sei falsch, so ermittle, zwischen welchen Grenzen
sich dann der absolute Fehler |22 — z’ - z'/| bewegt, wenn z alle drei-
stelligen Zahlen durchlauft!

(8/8/3)

Gib alle Quadrupel [z, ; z,; z3; z,] zweistelliger natiirlicher Zahlen an, die die
folgenden Eigenschaften haben!

Fiir jedes Quadrupel [z,; z,; z5; z,] gilt:

(1) 2z z,=23-2

(2) z; erhdlt man, wenn man z, riickwirts liest.

(3) z, erhdlt man, wenn man z, riickwirts liest.

(4) Unter den vier Ziffern von z, und z, gibt es keine zwei, die gleich sind.
(5 z ist die kleinste der vier Zahlen.

(Beispiel fiir ein solches Quadrupel: [24; 63; 42; 36])

(5/8/3)

Untersuche, ob es eine kleinste positive rationale Zahl a gibt, zu der man eine
- 25 S
natiirliche Zahl x mit der Eigenschaft 7x —a= gx + 142 finden kann!

Wenn es ein solches kleinstes a gibt, so ermittle, welchen Wert x fiir dieses a
annimmt!
(12/8/3)

In einer Mathematik-Arbeitsgemeinschaft stellt Monika den Teilnehmern

folgende Aufgabe:

,,JJeder der Buchstaben A, L, P, H bedeutet eine einstellige natiirliche Zahl.

Dabei gilt: :

(1) Die Zahl H ist doppelt so groB wie die Zahl P.

(2) Die Zahl 4 ist gleich der Summe aus der Zahl P und dem Doppelten der
Zahl H.

(3) Die Zahl L ist gleich der Summe der Zahlen 4, P und H.
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Schreibt man die so ermittelten Zahlen in der Reihenfolge ALPHA hinter-
einander, dann erhilt man die (fiinfstellige) Leserzahl der mathematischen
Schiilerzeitschrift ,,alpha“. Ermittle die Anzahl dieser Leser!

(16/5/1)

Uber die Altersangaben (in vollen Lebensjahren) einer Familie (Vater, Mutter

und zwei Kinder) ist folgendes bekannt:

(1) Die Summe aller vier Lebensalter betrdgt 124.

(2)  Vater und Mutter sind zusammen dreimal so alt wie ihre beiden Kinder
Zusammen.

(3) Die Mutter ist mehr als doppelt so alt wie das alteste der Kinder.

(4) Die Differenz, die sich ergibt, wenn man das Lebensalter der Mutter
von dem des Vaters subtrahiert, ist neunmal so groB3 wie die Differenz,
die sich ergibt, wenn man das Lebensalter des jingeren Kindes von
dem des dlteren Kindes substrahiert.

Ermittle fiir jedes der vier Familienmitglieder sein Alter!

(13/7/3)

Insgesamt 36 Schiiler einer Klassenstufe nehmen am auBerunterrichtlichen

Sport teil, und zwar jeder in genau einer der Sektionen Leichtathletik, Tisch-

tennis, Schwimmen, Judo und Schach. Uber die Teilnahme dieser Schiiler

an den genannten Sektionen ist weiter bekannt:

(1) Mehr als die Hilfte der 36 Schiiler betreibt Leichtathletik.

(2) Es gehdren mehr der Sektion Schwimmen als der Sektion Tisch-
tennis an.

(3) Die Summe aus der Anzahl der Mitglieder der Sektion Schach und
der Sektion Judo betrigt genau ein Neuntel aller dieser Schiiler.

(4)  In der Sektion Tischtennis befinden sich doppelt soviele dieser Schiiler
wie in der Sektion Schach.

(5) Die Anzahl der Sektionsmitglieder Schach ist gréBer als das Doppelte,
jedoch kleiner als das Vierfache der Anzahl der Sektionsmitglieder
Judo aus dieser Schiilergruppe.

Ermittle aus diesen Angaben fiir jede der genannten Sektionen die Anzahl

der Schiiler der erwdhnten Gruppe, die Mitglieder dieser Sektion sind!

(13/7/2)

Eine Gruppe von Schiilern einer Klasse hat Kastanien gesammelt, und zwar
jeder Schiiler die gleiche Anzahl. Als ein Mitschiiler fragt, wie viele Schiiler
die Klasse insgesamt hat und wie viele am Sammeln teilgenommen haben,
erhilt er folgende Antworten:

(1) Wairen 12 Schiiler der Klasse mehr dabeigewesen, dann hitten wir
(bei gleicher Leistung je Schiiler) 75% mehr sammeln konnen.

(2) Wenn 759, der Schiiler unserer Klasse teilgenommen hitten, dann
hitten wir (bei gleicher Leistung je Schiiler) das Eineinhalbfache sam-
meln konnen.

a) Ermittle die Anzahl der Schiiler dieser Klasse, die am Sammeln teilge-
nommen haben!

b Ermittle die Anzahl aller Schiiler dieser Klasse!

(5/8/2)

25
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Peter kam vom Einkaufen zuriick. Er kaufte in genau vier Geschiften ein
und hatte dafiir genau 35 Mark zur Verfiigung. Davon brachte er der Mutter
genau 2 Mark wieder und berichtete:

,,Jm Gemiiseladen habe ich 4 Mark und noch etwas, jedenfalls mehr als 10 Pfen-
nig, bezahlt. Im Schreibwarengeschift habe ich mehr als im Gemiiseladen
bezahlt, es war eine gerade Anzahl von Pfennigen dabei. Beim Bicker war
es dann mehr als im Gemiiseladen und im Schreibwarengeschift zusammen,
aber diese Geldsumme war ungerade, und im Konsum schlieBlich bezahlte
ich mehr als in den drei anderen Geschiften zusammen.*

Welche Geldbetrige bezahlte Peter in den vier genannten Geschiften?

(15/8/1)

Uber das Ergebnis einer Klassenarbeit ist folgendes bekannt:

Es nahmen daran mehr als 20 und weniger als 40 Schiiler teil.

Das arithmetische Mittel aller Zensuren, die die Schiiler in dieser Klassen-
arbeit erreichten, betrug 2,3125. Kein Schiiler erhielt bei dieser Arbeit die
Note ,,5. Die Anzahl der ,,Zweien* war eine ungerade Zahl und gréBer als
12. Die Anzahl der ,,Dreien‘* war genau so groB3 wie die der ,,Zweien‘‘.

a) Ermittle die Anzahl der Schiiler, die an dieser Klassenarbeit teilnahmen!
b) Ermittle die Anzahl derjenigen, die hierbei die Note ,,1** erhielten!’

(18/8/1)

In jeder von fiinf Kisten befindet sich genau die gleiche Anzahl von Apfeln.
Entnimmt man jeder Kiste 60 Apfel, so bleiben in den Kisten insgesamt soviel
Apfel iibrig, wie vorher in zwei Kisten waren.

Ermittle die Anzahl aller Apfel, die sich anfangs in den Kisten befanden!

(6/5/2)

Hans nimmt am Training der Sektion Leichtathletik seiner Schulsportgemein-
schaft teil. Eine der Ubungen besteht in rthvthmischem Gehen mit anschlieBen-
dem Nachfedern im Stand. Die Linge der Ubungsstrecke betrigt dabei 30 m.
Am Anfang und am Ende stehen Fahnenstangen. Hans legt die Strecke auf
folgende Weise zuriick: Zwei Schritte vor, nachfedern, dann einen Schritt
zuriick, nachfedern, dann wieder zwei Schritte vor .. . . usw., bis er die zweite
Fahnenstange erreicht.

Welches ist die genaue Anzahl von Schritten, die er unter den angegebenen
Bedingungen von der ersten bis zum Erreichen der zweiten Fahnenstange
macht, wenn seine Schrittlinge dabei genau 5 dm betrigt?

(6/5/2)

Auf einer GroBbaustelle sind drei Bagger eingesetzt. Bei gleichbleibender
Leistung fordern sie zusammen in 20 min genau 90 m* Erde. Die Bedienung
dieser drei Bagger erfolgt durch insgesamt sechs Arbeiter.

Angenommen, die von diesen drei Baggern verrichtete Arbeit miiite von sechs
Erdarbeitern verrichtet werden, wobei jeder der Erdarbeiter an jedem Arbeitstag
genau 5 m® Erde bewegen wiirde. Ermittle die Anzahl von Arbeitstagen, die
diese Erdarbeiter fiir die 90 m® Erde benétigen wiirden!

(8/5/1)
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Annerose bringt aus dem Garten Apfel und Pflaumen mit. Als sie nach Hause
kommt, wird sie von ihrem Bruder Gerd gefragt:

,,Wie viele Apfel und wie viele Pflaumen hast du mitgebracht?
Verschmitzt antwortet Annerose:

,,Es sind zusammen weniger als 50 Stiick, und zwar dreimal so viel Pflaumen
wie Apfel. Wenn Mutter von den mitgebrachten Apfeln und Pflaumen jedem
von uns vier Geschwistern je einen Apfel und je eine Pflaume geben wiirde,
blieben noch viermal soviel Pflaumen wie Apfel iibrig.*

Ermittle die Anzahl der Apfel und die der Pflaumen, die Annerose mitbrachte!

(8/5/M)

An einem Waldlauf beteiligten sich insgesamt 81 Personen. Von den teil-
nehmenden Erwachsenen (18 Jahre und ilter) war die Anzahl der Minner
doppelt so grof3 wie die der Frauen. Die Anzahl der teilnehmenden Kinder
und Jugendlichen (unter 18 Jahren) betrug die Hailfte der Anzahl der teil-
nehmenden Erwachsenen. Dabei waren es halb so viele Kinder (unter 16 Jah-
ren) wie Jugendliche (16 Jahre oder &lter, aber unter 18 Jahre).

Gib die Anzahlen der teilnehmenden erwachsenen Minner, Frauen sowie
der teilnehmenden Kinder und Jugendlichen an!

(15/5/1)

Auf drei Baumen sitzen insgesamt 56 Vogel. Nachdem vom ersten Baum 7
auf den zweiten und vom zweiten 5 Vogel auf den dritten Baum geflogen
waren, saen nun auf dem zweiten Baum doppelt so viele Vogel wie auf dem
ersten und auf dem dritten doppelt so viele Vogel wie auf dem zweiten Baum.
Berechne, wie viele Vigel urspriinglich auf jedem der Baume safen!
(17/5/2)

Wihrend der Sommerferien besuchte Monika die Hauptstadt der Sowjet-
union. Fiir ihre Mathematik-Arbeitsgemeinschaft brachte sie folgende Auf-
gabe mit:

Im ,,Gorki*-Ring der Moskauer Metro (Untergrundbahn) befinden sich
vier Rolltreppen von unterschiedlicher Linge. Die Gesamtlinge der beiden
Rolltreppen mittlerer Linge betrdgt 136 m, wobei die Linge der einen um
8 m grofer ist als die der anderen. Die Linge der lingsten Rolltreppe betragt

3 3
10 und die der kiirzesten 1 von der Gesamtlinge aller vier Rolltreppen.

Berechne die Linge jeder der vier Rolltreppen!

(8/6/2)

In einer Verkaufsstelle wird ein Artikel in drei verschiedenen ‘Ausfiihrungen
angeboten, wobei die Ausfithrungen unterschiedlich im Preis sind.

Beate kauft von jeder Ausfiihrung dieses Artikels ein Stiick und bezahlt dafiir
insgesamt 10,50 Mark. Hitte sie dagegen drei Stiick von der billigsten Aus-
fiihrung gekauft, dann hitte sie 0,75 Mark gespart. Hitte sie aber drei Stiick
von der teuersten Ausfithrung gekauft, dann hitte sie 0,75 Mark mehr be-
zahlen miissen. Wieviel kostet jede der drei Ausfithrungen dieses Artikels?
(18/6/2)

27



A 2.36

A 2.37

A 2.38

A 239

A 2.40

A241

28

Ein Radfahrer fuhr mit gleichbleibender Geschwindigkeit auf einer Strafle
von A nach B. Er startete in 4 um 6.00 Uhr und legte in jeder Stunde 14 km
zuriick. Ein zweiter Radfahrer fuhr auf derselben StraBe mit gleichbleibender
Geschwindigkeit von B nach A. Er startete am selben Tag wie der erste Radfah-
rer um 8.00 Uhr in B und legte in jeder Stunde 21 km zuriick. Beide Radfahrer
begegneten sich genau am Mittelpunkt der Strecke von 4 nach B.

Ermittle

a) die Uhrzeit der Begegnung,

b)  die Liange der Strecke von A nach B!

(14/6/2)

Von zwei Autos legte das eine eine Strecke von 1200 km zuriick, das andere eine
Strecke von 800 km. Es sei angenommen, daB jedes der beiden Autos fiir
jeden Kilometer die gleiche Menge Kraftstoff verbrauchte. Dabei verbrauchte
das zweite Auto 36 1 Kraftstoff weniger als das erste.

Berechne, wieviel Liter Kraftstoff beide Autos zusammen fiir die oben ange-
gebenen Strecken verbrauchten!

(11/6/1)

Schallwellen legen in der Luft in jeder Sekunde eine Strecke von rund 340 m

zuriick, die Rundfunkwellen dagegen in jeder Sekunde rund 300000 km.

Wer hort einen vor dem Mikrophon sprechenden Redner frither,

a) ein genau 2 m vom Redner entfernt sitzender Zuhérer im Saal oder

b) ein Rundfunkhoérer, der die Sendung in einer Entfernung von genau
1000 km vom Sender mit Kopfhérern abhort?

Begriinde deine Behauptung! '

(Lose die Aufgabe unter der Annahme, daf die Schallwellen in der Luft in

jeder Sekunde hochstens 340 m und die Rundfunkwellen in der Luft min-

destens 290000 km in jeder Sekunde zuriicklegen!)

(3/6/2)

Wenn man ein Drittel von Rainers Spargeld zu einem Fiinftel dieses Spar-
geldes addiert, dann ist diese Summe genau 7 Mark mehr als die Hilfte seines
Spargeldes.

Gib an, welche Summe Rainer hiernach gespart hatte!

(11/6/2)

Eine Strecke von 168 m soll in drei Teilstrecken geteilt werden, deren Lingen
der Reihe nach mit a, b, ¢ bezeichnet seien. Dabei soll die zweite Teilstrecke
dreimal so lang wie die erste und die dritte Teilstrecke viermal so lang wie
die erste sein.

Ermittle alle Méglichkeiten, die Langen a, b, ¢ der Teilstrecken so anzugeben,
daB eine Teilung mit den angegebenen Eigenschaften entsteht!

(12/6/1)

Eine Expedition von Wissenschaftlern legte am ersten Tag ein Drittel der
Gesamtstrecke, am zweiten Tag 150 km und am dritten Tag ein Viertel der
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geplanten Gesamtstrecke zuriick und erreichte damit den Zielort.

Ermittle die Lange der von der Expedition in diesen drei Tagen zuriickgelegten
Wegstrecke!

(17/6/2)

Uli hat vier verschiedene, mit 4, B, C bzw. D bezeichnete Sorten Stahlkugeln.

Dabei haben Kugeln gleicher Sorte auch stets gleiches Gewicht. Mit Hilfe

einer Balkenwaage stellte er fest, dal zwei Kugeln der Sorte B genau so schwer

sind wie eine Kugel der Sorte 4. Weiter fand er, daB drei Kugeln der Sorte C

ebensoviel wicgen wie eine Kugel der Sorte B und daB fiinf Kugeln der Sorte D

das gleiche Gewicht haben wie eine Kugel der Sorte C.

a)  Wie viele Kugeln der Sorte D muB Uli in die eine (leere) Waagschale
legen, wenn sie einer Kugel der Sorte 4 in der anderen Waagschale das
Gleichgewicht halten sollen?

b) In der einen Waagschale liegen 20 Kugeln der Sorte D und 5 Kugeln
der Sorte C. Wie viele Kugeln der Sorte B muB3 Uli in die andere (leere)
Waagschale legen, um Gleichgewicht zu erhalten?

(17/7/3)

Vater und Sohn gehen nebeneinander. In der gleichen Zeit, in der der Vater

4 Schritte macht, macht der Sohn jedesmal 5 Schritte, und in dieser Zeit

legen beide jedesmal genau den gleichen Weg zuriick. Die durchschnittliche

Schrittldnge des Vaters betragt 80 cm.

a)  Wie grof} ist die durchschnittliche Schrittlinge des Sohnes?

b)  Wir nchmen an, daB beide gleichzeitig mit dem rechten Fufl beginnen.
Nach wie vielen Schritten des Vaters treten beide erstmalig gleich-
zeitig mit dem linken Fuf3 auf?

o/7712)

Ein mit konstanter Geschwindigkeit fahrender Zug fuhr liber eine 225 m
lange Briicke in genau 27 s (gerechnet von der Auffahrt der Lok auf die Briicke
bis zur Abfahrt des letzten Wagens von der Briicke).

An einem FuBginger, der entgegen der Fahrtrichtung des genannten Zuges
ging, fuhr dieser in genau 9 s voriiber. In dieser Zeit hatte der FuBginger
genau 9 m zuriickgelegt.

Ermittle die Linge des Zuges (in Meter) und seine Geschwindigkeit (in Kilo-
meter je Stunde)!

(13/7/3)

Das Ehepaar Winkler hat drei Kinder. Am 1. Januar 1975 war das &lteste
Kind doppelt so alt wie das zweite und dieses wiederum doppelt so alt wie
das jiingste Kind. Die Mutter war doppelt so alt wie ihre drei Kinder zusammen.
Der Vater war so alt wie die Mutter und das jiingste Kind zusammen. Alle
fiinf Familienmitglieder waren zusammen so alt wie der eine GroBvater,
und dieser war 64 Jahre alt, als das dlteste Kind geboren wurde.

Wie alt war jede der genannten Personen am 1. Januar 1975?

(Alle Altersangaben sind in vollen Lebensjahren zu verstehen.)

(15/7/2)
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Klaus hatte an einem Sonnabend um 12.00 Uhr seine Armbanduhr nach dem
Zeitzeichen des Radios eingestellt. Er bemerkte am folgenden Sonntag um
12.00 Uhr beim Zeitzeichen, daB3 seine Uhr um genau 6 min nachging, vergal}
aber, sie richtig zu stellen. Er wollte am folgenden Montag friih um genau
8.00 Uhr fortgehen. Welche Zeit zeigte seine Uhr zu dieser Uhrzeit an, wenn an-
genommen wird, dafl diese Uhr wéhrend der ganzen Zeit gleichmaBig lief?

(12/7/1)

Zwei Geschwister erhielten im September zusammen 6 Mark fiir abgelieferte
Altstoffe. Im Oktober erhielten sie zusamnmen 13 Mark. Im November bekamen
sie 2 Mark weniger als in den beiden vorigen Monaten zusammen. Ein Drittel
ihres in den drei Monaten erzielten Gesamterldses spendeten sie fiir die Soli-
daritdt, ein weiteres Drittel legten sie in ihre gemeinsame Ferienkasse. Den
Rest teilten sie sich zu gleichen Teilen zum personlichen Gebrauch.

Ermittle den Betrag, den damit jeder der beiden fiir sich personlich erhielt!
(20/5/2)

Bei einem Einkauf wurde der Preis von 170 Mark mit genau 12 Geldscheinen
bezahlt. Jeder dieser Geldscheine war ein 10-Mark-Schein oder ein 20-Mark-
Schein. Ermittle die Anzahl der 10-Mark-Scheine und die der 20-Mark-Scheine,
die zum Zahlen der angegebenen Summe verwendet wurden!

(20/5/2) A

Ein Flugzeug, das mit konstanter (gleichbleibender) Geschwindigkeit von 4
nach B fliegt, ist um 10.05 Uhr noch 2100 km, um 11.20 Uhr nur noch 600 km
von B entfernt.

Um welche Zeit trifft es in B ein, wenn es mit der bisherigen Geschwindigkeit
weiterfliegt ?

(20/6/2)

Ein leeres quaderformiges Wasserbecken ist 22 m lang, 6 m breit und 2 m
tief. Beim Fiillen des Beckens flieBen in jeder Minute 900 1 Wasser in das
Becken.

Nach welcher Zeit ist das Becken bis zu einer Hohe von genau 1,50 m gefiillt?
(Der Boden des Beckens ist waagerecht. Die Wasseroberfliche wird als eben
angeschen.)

(20/6/2)

Herr Schifer hatte sich zwei Hunde gekauft. Er muBte sie aber bald wieder ver-
kaufen. Dabei erhielt er fiir jeden Hund 180 Mark. Wie Herr Schifer fest-
stellte, hatte er damit an dem einen Hund 209, von dessen friiherem Kauf-
preis dazugewonnen, wihrend er den anderen Hund mit 209, Verlust von
dessen fritherem Kaufpreis weiterverkauft hatte.

Untersuche, ob sich hiernach fiir Herrn Schifer insgesamt beim Verkauf
beider Hunde ein Gewinn oder ein Verlust gegeniiber dem gesamten fritheren
Kaufpreis ergeben hat! Wenn dies der Fall ist, so ermittle, wie hoch der Gewinn
bzw. der Verlust ist! '

(20/8/2)
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Von einem Busbahnhof fahren um 12.00 Uhr gleichzeitig vier Busse ab. Die
Zeit, die jeweils bis zur niachsten Riickkehr und anschlieBenden erneuten Ab-
fahrt vom gleichen Busbahnhof vergeht, betragt

3
fiir den ersten Bus 2 h,
1
fiir den zweiten Bus 2 h,
fiir den dritten Bus 36 min und
fiir den vierten Bus 1h.

Zu welcher Uhrzeit fahren hiernach erstmalig alle vier Busse wieder zusammen
von dem Busbahnhof ab?
Wie viele Fahrten hat jeder der Busse bis dahin durchgefiihrt?

(19/6/1)

Ulrike mochte vier natiirliche Zahlen in einer bestimmten Reihenfolge an-
geben, so daB folgendes gilt:

Die zweite Zahl ist um 1 kleiner als das Doppelte der ersten,
die dritte Zahl ist um 1 kleiner als das Doppelte der zweiten,
die vierte Zahl ist um 1 kleiner als das Doppelte der dritten,
die Summe der vier angegebenen Zahlen betrigt 79.

Zeige, wie man alle Zahlen finden kann, die diese Bedingungen erfiillen!
Uberpriife, ob die gefundenen Zahlen alle Bedingungen erfiilien!

(19/6/1)

In einer Verkaufsstelle werden genau vier verschiedene Waschpulversorten A4,

B, C, D angeboten. Insgesamt sind 900 Pakete dieser Sorten im Lager der

Verkaufsstelle vorhanden; jedes Paket hat 250 g Inhalt. Ein Drittel des ge-

samten Lagerbestandes an Waschmititeln ist von der Sorte 4. Ein Viertel

des iibrigen Bestandes ist von der Sorte B. Von der Sorte C sind ebensoviele

Pakete im Lager wie von der Sorte D.

a) Ermittle fiir jede der vier Sorten den Lagerbestand!

b) Wieviel Kilogramm Waschpulver sind insgesamt in den Paketen ent-
halten?

(19/5/2)

In einem Ladenregal liegen sechs Geschenkartikel, und zwar zu folgenden
Preisen:

15 Mark, 16 Mark, 18 Mark, 19 Mark, 20 Mark und 31 Mark, von jeder
Sorte genau ein Stiick.

Ein Kédufer kaufte genau zwei dieser Geschenke, ein anderer genau drei.
Der zweite Kaufer hatte doppelt soviel zu zahlen wie der erste.

Ermittle aus diesen Angaben, welche der sechs Geschenke vom ersten und
welche vom zweiten Kaufer gekauft wurden!

(19/6/2)
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Ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen z, die die folgenden Bedingungen (1)

bis (4) erfiillen!

(1) Die Zahl z ist dreistellig.

(2) Die Zehnerziffer (d. h. die an der Zehnerstelle stehende Ziffer) von
z ist um 1 groBer als die Hunderterziffer von z.

(3)  Die Einerziffer von z ist doppelt so groB3 wie die Hunderterziffer von z.

(4) Die Zahl z ist das Doppelte einer Primzahl.

(19/7/2)

Ein Kraftfahrer fuhr mit seinem PKW von 4 nach B. Nach einer Fahrzeit
von 20 min hatte er eine Panne, die in 30 min behoben werden konnte. Nach
weiteren 12 min Fahrzeit muBte er an einer geschlossenen Bahnschranke
4 min warten. Bis dahin hatte er 40 km zuriickgelegt. Die Fahrt von der Bahn-
schranke nach B begann um 11.06 Uhr und verlief ohne Aufenthalt. In B ange-
kommen, stelite der Fahrer fest, daB er von der Abfahrt an der Bahnschranke
bis zur Ankunft in B genau die Hilfte derjenigen Zeit benétigt hatte, die ins-
gesamt von der Abfahrt in 4 bis zur Ankunft in B vergangen war. Es sei dabei
angenommen, daB der Kraftfahrer auf jedem Teilstiick dieses Weges mit
derselben Durchschnittsgeschwindigkeit fuhr.

a) Zu welcher Uhrzeit traf der Kraftfahrer in B ein?
; k
b)  Wie groB war die Durchschnittsgeschwindigkeit (in Tm)?

c) Wieviel Kilometer hatte er insgesamt von A nach B zuriickgelegt?
(19/7/2)

Eine Gruppe von 39 Schiilern unterhilt sich iiber ihre Zensuren in den Féchern

Mathematik, Russisch und Deutsch. Dabei wird festgestellt:

(1)  Genau 11 Schiiler haben in Mathematik die Zensur 2.

(2) Genau 19 Schiiler haben in Russisch die Zensur 2.

(3) Genau 23 Schiiler haben in Deutsch die Zensur 2.

(4)  Genau 1 Schiiler hat in allen drei Fichern die Zensur 2.

(5 Genau 4 Schiiler haben in Mathematik und Deutsch, aber nicht in
Russisch die Zensur 2.

(6) Genau 7 Schiiler haben in Russisch und Deutsch, aber nicht in Mathe-
matik die Zensur 2.

() Genau 2 Schiiler haben in Mathematik und Russisch, aber nicht in
Deutsch die Zensur 2.

Ermittle aus diesen Angaben die Anzahl derjenigen Schiiler dieser Gruppe,

die in genau einem, und die Anzahl derjenigen, die in keinem der angegebenen

Facher die Zensur 2 haben!

(19/8/2)

Cathrin geht einkaufen. Sie hat genau 18 Geldstiicke, und zwar nur Zweimark-
und Fiinfzigpfennigstiicke, bei sich. Von dem Gesamtbetrag dieses Geldes
gibt sie genau die Hilfte aus.

Nach dem Einkauf stellt sie fest, daf sie jetzt wieder ausschlieBlich Zweimark-
und Fiinfzigpfennigstiicke bei sich hat, und zwar soviel Zweimarkstiicke,
wie sie vor dem Einkauf Fiinfzigpfennigstiicke besal3, und soviel Fiinfzig-
pfennigstiicke, wie sie vorher Zweimarkstiicke hatte.
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Welchen Geldbetrag besaB Cathrin noch nach dem Einkauf?
(19/7/3)

Klaus erzihlt: ,,Als ich kiirzlich einkaufte, hatte ich genau drei Miinzen bei
mir. Beim Bezahlen stellte ich folgendes fest: Wenn ich zwei meiner Miinzen
hergebe, so fehlen noch 3,50 Mark bis zum vollen Preis der gekauften Ware,
lege ich aber nur die iibrige Miinze hin, so erhalte ich 3,50 Mark zuriick.*
Ermittle aus diesen Angaben alle Moglichkeiten dafiir, wie viele Miinzen
welcher Sorte Klaus bei sich gehabt hat! Dabei sind nur 1-, 5-, 10-, 20- und
50-Pfennigstiicke sowie 1-, 2-, 5-, 10- und 20-Markstiicke zu beriicksichtigen.
(19/8/3)

Ermittle alle rationalen Zahlen x-mit x # 2, die die folgende Gleichung er-
fiillen! '
4 3(x+ 1 1
(x+1) +

Ix 1 )
x—2+ +x—2_ + x—2 x~2

(10/8/1)

Eine Gruppe von Schiilern unternahm eine Radwanderung. Sie startete inner-
halb eines Ortes und erreichte nach 800 m Fahrt den Ortsausgang. Nachdem
sie danach das Fiinffache dieser Strecke zuriickgelegt hatte, rastete sie. Nach

.weiteren 14 km machten die Schiiler eine Mittagspause. Die Reststrecke von

da ab bis zum Fahrtziel betrug 2,5 km weniger als die bisher zuriickgelegte
Strecke. Ermittle die Gesamtlinge der Strecke vom Start bis zum Fahrt-
ziel!

(15/5/1)

Anita und Peter sollten 10 Flaschen Selterswasser holen. Sie hatten eine Geld-
summe bei sich, die genau fiir den Preis dieser 10 Flaschen Selterswasser und
das Pfand fiir die 10 Flaschen gereicht hitte. Sie konnten aber nur Brause
bekommen, von der jede Flasche 15 Pfennige mehr kostete als jede Flasche
Selterswasser. Nunmehr reichte ihr gesamtes Geld fiir genau 7 Flaschen
Brause und das Pfand fiir diese 7 Flaschen. Dabei waren fiir jede Flasche
(Selters bzw. Brause) genau 15 Pfennig Flaschenpfand zu zahlen.

Ermittle den Preis fiir eine Flasche Selterswasser und den Preis fiir eine Flasche
Brause (jeweils ohne Flaschenpfand)!

Wieviel Geld hatten die beiden Schiiler mitgenommen?

(14/5/2)
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3. Ungleichungen

Einfache Ungleichungen lernen die Schiiler bereits in den ersten Schuljahren kennen,
eine spezifische Behandlung erfolgt jedoch laut Lehrplan erst spiter. Daher stehen fiir
die Klassen 5 bis 8 nur verhiltnismiBig wenige geeignete Aufgaben zur Verfiigung. Da
diese zudem meist noch mit logisch-kombinatorischen Problemen gekoppelt auftreten,
wurden sie zum Teil dort behandelt.

Bei den vorliegenden Aufgaben und Losungen wurden deshalb oft verschiedene Losungs-
varianten geboten, um dem interessierten Leser auch dafiir einige Beispiele zu bieten.
Neben prinzipiell anderen Losungswegen gibt es auch Fille, wo der Unterschied zwischen
den einzelnen Losungsvarianten keineswegs groB ist. Ein Beispiel dafiir sind die Aufgaben
A 3.3, A3.5 und A 3.6 und ihre Losungen.

Was den mathematischen Inhalt anbelangt, sind diese Aufgaben vollig identisch. Ihre
verschiedene Finkleidung mag als Muster dafiir dienen, wie man das gleiche mathematische
Material wiederholt so verwenden kann, daB es vom Schiiler zumeist nicht bemerkt wird.
Die Lésungen dieser Aufgaben sind — nach Anderung der Bezeichnungen — miteinander
austauschbar. In der Losung L 3.5 miilte man danach J =d,G=c, E=aund R=b)
setzen. Obwohl nur drei Aussagen zur Verfiigung stehen, gewinnt man als erstes Ergebnis
bei L 3.3 die Aussage a < b, bei L 3.5 die Aussage E < G, also a < ¢, und bei L 3.6 die
Aussage d < b. Das zeigt, wie vielfiltig die Moglichkeiten zum Losungsansatz selbst bei
einer sehr einfachen Aufgabe sein kénnen.

Selbstverstiandlich sind diese — im Wege verschiedenen, aber inhaltlich und in der Voll-
standigkeit und Richtigkeit gleichen — Losungen sdmtlich mit der vollen Punktzahl zu
bewerten. Es ist sogar zweckmiBig, an derartigen einfachen Beispielen den Schiilern zu
zeigen, welche Moglichkeiten ihnen oft bei der Losung von Aufgaben zur Verfiigung ste-
hen. Zweifellos hat auch das Einprigen eines festen Losungsalgorithmus seinen Wert.
Man sollte aber vermeiden, daB durch die zu starre Betonung eines bestimmten Lésungs-
weges beim Schiiler der Eindruck entsteht, es gidbe keine andere Moglichkeit. Gerade in
der Anregung, nach neuen Losungswegen zu suchen, besteht nicht zuletzt ein wesentliches
Ziel der Olympiadeaufgaben.
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A 3.5

Erkldrung:

Mit der Schreibweise einer ,fortlaufenden Ungleichung a <b < c < d
driickt man aus, daB die drei Ungleichungen a < b, b < ¢ und ¢ < d gelten.
Es gelten dann auch die Ungleichungen a < ¢, a < dund b < d.

Es seien w, x, y, z natiirliche Zahlen, fir die folgende Ungleichungen

gelten:
1N z>x, 2 z<w, 3) w>x,
@ x<yp, 3 y>w, © z<y.

Stelle fest, ob sich alle diese Ungleichungen in Form einer einzigen fortlau-
fenden Ungleichung schreiben lassen!

(12/5/1)

Ermittle alle natiirlichen geraden Zahlen u, p, g, die die folgenden Ungleichun-
gen erfiillen!

a) 42 > 5u> 19

b) 11 <(3p+3) <22

c) 23>B39g—3)=23 undg>0

Gib die Losungsmengen jeweils so an, daB die die betreffende Ungleichung
erfilllenden geraden Zahlen der GroBe nach geordnet sind (jeweils mit der
kleinsten beginnend)!

(15/5/1)

Es seien a, b, ¢, d rationale Zahlen, (iie den folgenden Bedingungen geniigen.
() d>c 2 a+b=c+d (3) a+d<b+ec
Ordne die Zahlen der GroBe nach (beginnend mit der gréBten)!

(8/8/3)

Die Schiiler Eva, Renate, Monika, Ingrid, Jirgen, Hans und Gerd haben

sich in einer Reihe der GroBe nach aufgestellt. Der groBte steht vorn, und

von zwei gleichgroBen steht der, dessen Vorname einen im Alphabet voran-

gehenden Anfangsbuchstaben hat, vor dem anderen. Folgendes ist bekannt:

(1)  Es ist wahr, daB Ingrid 2 cm kleiner als Monika ist.

(2) Esist falsch, daB3 Eva nicht dieselbe GréB8e wie Gerd hat.

(3)  Es ist nicht wahr, daB keiner dieser Schiiler kleiner als Hans ist.

(4)  Es ist wahr, daB Jirgen kleiner als Ingrid, aber gréBer als Hans ist.

(5)  Es ist unwahr, dal Hans groBer als Monika ist.

(6)  Es ist nicht falsch, daB Monika 2 cm gréBer als Gerd und auch gréBer
als Jiirgen ist.

Stelle mit Hilfe dieser Angaben fest:

a) Welche Schiiler sind gleichgroB3?

b) Wie lautet die Reihenfolge der Vornamen, in der sich die Schiiler auf-
gestellt haben (beginnend mit dem gréBten)?

(5/6/2)

Nach einem ScheibenschieBen verglichen Elke, Regina, Gerd und Joachim

ihre SchieBleistungen. Es ergab sich folgendes:

(1)  Joachim erzielte mehr Ringe als Gerd.

(2) Elke und Regina erreichten zusammen dieselbe Ringzahl, die Joachim
und Gerd zusammen erreichten.
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(3) Elke und Joachim erzielten zusammen weniger Ringe als Regina und
Gerd zusammen.

Ermittle auf Grund dieser Angaben die Reihenfolge der Schiitzen (nach

fallender Ringzahl)!

(7/6/2)

Die Fischer Adam, Bauer, Christiansen und Dahse (abgekiirzt 4, B, C, D)
zdhlen nach dem Fischen ihre Ausbeute und stellen fest:

(1) D fing mehr als C.

(2) A und B fingen zusammen genau so viel wie C und D zusammen.

(3) A und D fingen zusammen weniger als B und C zusammen.

Ordne die Fangergebnisse a, b, ¢, d der Fischer A, B, C, D der GroBe nach
(beginnend mit dem gréfBten Ergebnis)!

(5/8/2)

Bei einem Sportwettkampf beteiligten sich die Schiiler Anton, Bernd, Chri-

stian, Detlef, Ernst und Frank am Hochsprung.

Uber das Ergebnis wurde folgendes bekannt:

(1) Anton sprang hoher als Frank, aber nicht so hoch wie Detlef.

(2) Frank und Ernst erreichten verschiedene Sprunghéhen; es ist jedoch
nicht wahr, daB Frank héher als Ernst sprang.

(3) Christian sprang genau so hoch wie Anton, aber héher als Ernst.

(4)  Esist falsch, daB Bernd die Sprunghdéhe eines anderen Schiilers erreichte
oder iibertraf.

Ermittle die Reihenfolge dieser Schiiler nach ihrer Sprungleistung (beginnend

mit dem besten Ergebnis)!

(17/6/1)

Wihrend des Course de la Paix fuhr die Spitzengruppe an 6 Zuschauern vorbei,

die erkennen konnten, aus welchen Landern die Fahrer kamen und in welcher

Reihenfolge sie fuhren. Allerdings konnte keiner der Zuschauer die Reihen-

folge aller Fahrer der Spitzengruppe wiedergeben. Um diese Reihenfolge

nachtréglich zu ermitteln, gab jeder der 6 Zuschauer seine Beobachtungen zu

Protokoll. Spiiter stellten sich diese Beobachtungen sédmtlich als richtig heraus:

(1) Die Spitzengruppe bestand aus genau acht Fahrern, darunter waren
genau ein Belgier und genau zwei Polen.

(2) Unter den Fahrern, die vor dem Belgier fuhren, waren mindestens zwei
aus der DDR.

(3) Vor den beiden Polen fuhren mehrere Fahrer, darunter mindestens ein
sowjetischer Fahrer.

(4) Von den Fahrern, die hinter dem Belgier fuhren, war mindestens einer
ein sowjetischer Fahrer.

(5)  Zwei sowjetische Fahrer fuhren unmittelbar hintereinander.

(6) Am Anfang und am SchluB der Spitzengruppe fuhr jeweils ein Fahrer
aus der DDR.

Ermittle aus diesen Angaben die Reihenfolge der Fahrer dieser Spitzengruppe!

(10/7/3)
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A 3.10

A 3.11

Beweise: Wenn a und b rationale Zahlen sind, fiir die a > 2 und b > 2 gilt,
dann gilt ab > a + b!

(11/8/3)

a) Ermittle alle geordneten Paare {a; b] natiirlicher Zahlen, fiir die die fol-
genden Bedingungen erfiillt sind!
1) a<4 2)a—5b>0 B)a+b>2

b)  Beweise, daB es keine geordneten Paare [a; b] ganzer Zahlen, bei denen
a < 0 oder b < 0 ist, mit den Eigenschaften (1), (2), (3) gibt!

(15/8/1)

3a —

2
Ermittle alle rationalen Zahlen a, die die Ungleichung 1 < 0O erfiillen!

(13/8/3)

a+
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4. Logisch-kombinatorische Aufgaben

Die Aufgaben aus dem vorliegenden Kapitel konnen durch Zirkelleiter und Lehrer vor
allem dafiir eingesetzt werden,
— logisches SchlieBen, insbesondere anhand komplizierterer, zusammengesetzter logi-
scher Ausdriicke, zu {iben und
— Schiiler mit elementarer Kombinatorik vertraut zu machen.
In Schiilerlésungen findet man nicht selten Unfertigkeiten im logischen SchlieBen. Neben
Unexaktheiten in den Formulierungen der Losungen findet man (logische) Fehlschliisse
schon bei nur etwas komplizierteren Sachverhalten, z. B. beim SchlieBen aus Alternativen,
beim Nachweis logischer Aquivalenzen und bei der Verneinung zusammengesetzter Aus-
driicke.
Man sollte die ganze Vielfalt der Méglichkeiten nutzen, den heranwachsenden Schiiler-
generationen immer wieder aufs Neue und rasch Grundkenntnisse logischen SchlieBens
zu vermitteln und sie zu exaktem Arbeiten zu erziehen. Dazu kann das vorliegende Auf-
gabenmaterial gut beitragen. ,
Neben der Suche nach Losungswegen und der exakten Durchfiihrung von Losungen
bietet es sich an, die Behandlung der Aufgaben etwa in folgender Weise weiterzufiihren:
Man kann z. B. im Zirkel die Konsequenzen fiir Aufgabenstellung und Losung unter-
suchen, wenn man mathematisch exakte Formulierungen (z. B. ,,es existiert genau ein‘)
durch (,,es existiert ein‘‘) ersetzt oder die Alternative ,,oder** ausschlieBlich im Sinne von
,entweder-oder* versteht. Im Ergebnis solcher Diskussion wird dem Leser sicher auch
die Notwendigkeit mancher ,,umstindlichen Formulierung der Olympiadeaufgaben
dieses Kapitels verstindlich.
Bei der Behandlung von Grundlagen logischen SchlieBens sollte insbesondere die Bedeutung
der Durchfiihrung von ,,Proben®, d. h. der Uberpriifung, ob eine aus notwendigen Bedin-
gungen abgeleitete Losung tatsdchlich die Aufgabenstellung erfiillt, dargestellt werden.
Derartige Uberpriifungen sind fiir Aufgaben aus verschiedenen Kapiteln der vorliegenden
Aufgabensammlung erforderlich, fiir die Lésung von Gleichungen oder Gleichungssystemen
ebenso wie gegebenenfalls fiir geometrische oder logisch-kombinatorische Aufgaben.
Dabei sollten Aufgabenstellungen, bei denen die Lésungsmenge durch Bedingungen all-
gemeiner Art eingeschriankt wird oder die Aufgabe (wie in Aufgabe A 4.32) {iberbestimmt
ist, verwendet werden. '
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Auf einer Wanderung sagt Rudolf: ,,Die Entfernung von hier bis Neustadt
ist groBer als 5 km.* Emil erwidert: ,,Die Entfernung von hier bis Neustadt
ist kleiner als 5 km.** Robert sagt: ,,Einer von beiden hat recht.*

Wie sich spiter herausstellte, war Roberts Aussage falsch.

Wie groB war die Entfernung bis Neustadt tatsdchlich?

(1/6/2)

Vor vielen Jahren war ein Wanderer auf dem Weg von Altdorf nach Neu-
dorf. Als er unterwegs nach dem Weg fragte, erklarte ihm ein Ortskundiger:
,»1hr seid auf dem richtigen Weg und werdet bald an einer Weggabelung einen
Wegweiser mit drei Richtungsschildern sehen. Diese weisen auf die Wege
nach Altdorf, Neudorf und Mittendorf. Ich mache Euch aber darauf auf-
merksam, dal genau zwei dieser Richtungsschilder miteinander vertauscht
worden sind.” Der Wanderer bedankte sich, gelangte zum Wegweiser und
las ihn. .
Untersuche, ob der Wanderer mit den erhaltenen Informationen den Weg
nach Neudorf mit Sicherheit ermitteln konnte!

(15/8/3)

Drei Schiiler, Klaus, Silvia und Frank, wurden zu einem mathematischen
Wettbewerb delegiert und errangen <dort einen ersten, einen zweiten bzw.
einen dritten Preis. Als Rainer spéter nach dem Abschneiden dieser drei Mit-
schiiler gefragt wurde, sagte er: ,.Silvia errang keinen ersten Preis. Klaus
bekam keinen zweiten Preis, den erhielt ndmlich Frank.* Wie sich anschlie-
Bend herausstellte, war unter diesen drei Aussagen Rainers genau eine wahr,
die anderen beiden dagegen waren falsch.

Welcher von den drei genannten Schiilern erhielt den ersten, welcher den
zweiten und welcher den dritten Preis?

(18/6/1)

Bei einem Schulsportfest bestritten Christa, Doris, Elke, Franziska und Gitta

den 60-m-Endlauf. Auf die Frage, welche Plitze diese fiinf Schiilerinnen

beim Einlauf ins Ziel belegen wiirden, machten einige der zuschauenden

Klassenkameraden folgende Voraussagen:

(1)  Christa wird nicht unmittelbar vor Elke ins Ziel kommen.

(2) Elke wird entweder als Vorletzte ankommen oder sogar einen noch
besseren Platz belegen.

(3)  Es ist nicht wahr, daB Doris nicht schneller als Gitta laufen wird.

(4) Franziska wird einen anderen als den dritten Platz belegen.

Als der Endlauf vorbei war, wurde festgestellt, daB die fiinf Schiilerinnen

sdmtlich verschiedene Zeiten gelaufen waren und daB alle vier Voraussagen

iber den Einlauf falsch waren.

Wie lautet die tatsichliche Reihenfolge des Einlaufs?

(17/6/2)

In einem Ferienlager erwarben genau 70 % aller Teilnehmer das Sportabzeichen
und genau 309 aller Teilnehmer das Touristenabzeichen. Vorher besa
kein Teilnehmer eines dieser Abzeichen. Bei den folgenden Aussagen (1)
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bis (4), die sich sdmtlich auf dieses Lager beziehen, ist zu untersuchen, ob sie

wabhr sind oder falsch sind oder ob das allein aufgrund der gemachten Angaben

nicht entschieden werden kann. )

(1) Weniger als die Hilfte aller Schiiler, die das Sportabzeichen erwarben,
erwarben auch das Touristenabzeichen.

(2) Alle Teilnehmer erwarben entweder das Sportabzeichen oder das
Touristenabzeichen.

(3) Unter den Trigern des Sportabzeichens gibt es mehr solche, die auch
das Touristenabzeichen erwarben, als solche, die dies nicht taten.

(4) Wenn sich die Anzahl der Schiiler, die das Sportabzeichen erwarben,
um 109 erhdhen wiirde, so gibe es mehr Triager des Sportabzeichens
als Trdger des Touristenabzeichens.

(10/7/2)

Vier Schiiler, Anja, Birgit, Christoph und Dirk, spielten folgendes Spiel,
dessen Regeln ihnen allen bekannt waren:

Einer von ihnen, z. B. Dirk, verlif3t das Zimmer. Nun nimmt eine der Personen
Anja, Birgit oder Christoph einen vereinbarten Gegenstand, etwa einen Finger-
hut, an sich, und Dirk wird wieder hereingerufen. Er erhilt dann von den drei
Mitspielern Aussagen mitgeteilt, wobei genau derjenige eine falsche Aussage
macht, der den Fingerhut bei sich hat.

Bei einer Durchfithrung dieses Spiels lauteten die Aussagen:

Anja: Ich habe den Fingerhut nicht, und Christoph hat den Finger-
hut.
Birgit: Anja hat den Fingerhut, und ich habe den Fingerhut nicht.

Christoph: Ich habe den Fingerhut nicht.

Untersuche, ob mit Hilfe dieser Aussagen eindeutig feststeht, welcher Spieler
den Fingerhut genommen hatte!

Ist dies der Fall, so ermittle diesen Spieler!

(17/8/2)

Um Peters Fahigkeit im Knobeln zu erproben, werden ihm an einem Zirkel-
nachmittag tiber fiinf Schiiler sieben Aussagen mitgeteilt, unter denen, wie
ihm ebenfalls gesagt wird, genau eine falsch ist. Er soll diese falsche Aussage
herausfinden und auBerdem die Namen der Schiiler dem Alter nach ordnen.
Die Aussagen lauten:

(1) Anton ist ilter als Elvira.

(2) Berta ist jiinger als Christine.

(3) Dieter ist jinger als Anton.

(4)  Elvira ist dlter als Christine.

(5) Anton ist jiinger als Christine.

(6) Elvira ist dlter als Dieter.

(7)  Christine ist jiinger als Dieter.

Ermittle die falsche Aussage, und ordne die Namen der Schiiler dem Alter
nach (beginnend mit dem jiingsten)!

(14/8/3)
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A4.12

Fritz behauptet seinen Mitschiilern gegeniiber:

(1) In unserem Haus wohnen mehr Erwachsene als Kinder.

(2) Es gibt in unserem Hause mehr Jungen als Méadchen.

(3)  Jeder der Jungen hat wenigstens eine Schwester.

(4) Kinderlose Ehepaare wohnen nicht in unserem Hause.

(5 Alle in unserem Hause wohnenden Ehepaare haben ausschlieBlich
schulpflichtige Kinder.

(6) AuBer den Ehepaaren mit ihren Kindern wohnt niemand in unserem
Hause. '

Brigitte entgegnet darauf: ,Diesc Aussagen konnen aber nicht siamtlich

wahr sein.*

Untersuche, ob Brigitte mit diesem Einwand recht hat!

(10/8/3)

Ein Betrieb kann unter Verwendung des gleichen Uhrwerks verschiedene Aus-
fithrungen von Uhren herstellen. Dazu stehen ihm drei verschiedene Gehéuse,
vier verschiedene Zifferbldtter und zwei verschiedene Zeigerausfithrungen zur
Verfiigung, die jeweils miteinander kombinierbar sind.

Ermittle die Anzahl aller voneinander verschiedenen Ausfiihrungen von
Uhren, die sich unter Verwendung der angegebenen Teile herstellen lassen!

(6/5/1)

-

Ermittle die Anzahl aller sechsstelligen Zahlen, in denen die Ziffernfolge 1970
(d. h. die Ziffern 1, 9, 7, 0 in dieser Reihenfolge und ohne dazwischenstehende
andere Ziffern) auftritt!

Wie lautet die kleinste und wie die grofite dieser sechsstelligen Zahlen?

(10/8/1)

Klaus und Horst haben zwei Wiirfel, einen schwarzen und einen weillen. Sie
wiirfeln abwechselnd mit beiden Wiirfeln und addieren bei jedem Wurf die
Augenzahlen des weilen und des schwarzen Wiirfels.

Klaus meint, daf3 unter allen moglichen verschiedenen Wiirfen solche mit der
Augenzahl 7 am héufigsten auftreten. Zwei Wiirfe heiBen dabei genau dann
gleich, wenn die Augenzahlen der gleichfarbigen Wiirfel jeweils iibereinstimmen.
Begriinde die Richtigkeit dieser Meinung!

9/8/2)

Nach der Eichordnung sind im Bereich 1 g bis 1 kg nur Wégestiicke in fol-
genden GroBen zugelassen:

lg,2g,5¢g,10g,20g, 50g, 100 g, 200 g, 500 g, 1 kg.

Mit einer Balkenwaage sollen alle Massebetrdge zwischen 1 g und 2kg in
Abstufungen von 1 g ermittelt werden, wobei die Wigestiicke der oben ange-
gebenen Sorten nur auf einer Seite aufgestellt werden sollen.

Gib (aufgeschliisselt auf die oben angegebenen Sorten) die kleinstmogliche
Anzahl von Wigestiicken an, mit denen das erreicht werden kann, wobei die
Gesamtmasse der Wigestiicke moglichst klein sein soll und von jeder Sorte
mindestens 1 Stiick vorhanden sein muf83!

(4/5/1)
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Gegeben sei eine positive ganze Zahl n. Man denke sich alle Darstellungen von n
als Summe von genau zwei voneinander verschiedenen positiven ganzzahligen
Summanden. Dabei sollen Darstellungen, die sich nur durch die: Reihenfolge
der Summanden unterscheiden, z. B. 9 =4 + 5 und 9 = 5 + 4, als nicht
verschieden angesehen werden. Ermittle die Anzahl aller dieser Darstellungen

a) firn =7, b) fir n = 10,
c) fiir beliebiges positives ganzzahliges n!
(8/7/3)

In einem Kasten befinden sich insgesamt 100 gleichgroBe und gleichschwere
Kugeln, nimlich 28 rote, 28 blaue, 26 schwarze, 16 weiBe und 2 griine. Ulrike
soll aus diesem Kasten im Dunkeln (also ohne bei irgendeiner der heraus-
genommenen Kugeln die Farbe erkennen zu kénnen) eine Anzahl von Kugeln
herausnehmen. Diese Anzahl soll sie so wihlen, daBl mit Sicherheit unter den
herausgenommenen Kugeln mindestens 9 die gleiche Farbe haben.

Ermittle die kleinste Kugelanzahl, firr die das zutrifft!

(12/5/2)

In einem Kiéstchen befinden sich 12 rote, 15 blaue und 8 gelbe Kugeln, die
sich nur durch ihre Farbe unterscheiden. Anke will mit verbundenen Augen
Kugeln herausnehmen. Ihre Anzahl will sie so wihlen, daB sie mit Sicherheit
erreicht, daB sich unter den herausgenommenen Kugeln 5 von gleicher Farbe
befinden. Sie meint: ,,Es geniigt hierzu, 15 Kugeln herauszunehmen.*
Birgit meint: ,,Es geniigen dazu sogar nur 13 Kugeln.“

Cornelia behauptet: ,,Es geniigen dafiir 12 Kugeln.*

Entscheide fiir jede der drei Meinungen, ob sie wahr ist, und begriinde deine
Entscheidung!

(19/6/1)

Klaus hat 7 Kugeln: 4 rote, 2 weille und 1 schwarze. Er soll sie in zwei Késten
A und B legen, und zwar in 4 drei und in B vier. Gib simtliche méglichen
voneinander verschiedenen Verteilungen der Kugeln auf die zwei Kasten an!
(Die Reihenfolge, in der die Kugeln in den Kisten liegen, soll dabei nicht
berticksichtigt werden.)

(6/8/2)

Von 10 Koffern und 10 Schliisseln ist bekannt, daB jeder Schliissel zu genau
einem Koffer paBt und zu jedem Koffer genau ein Schliissel. Man weil3 aber
nicht, welcher Schliissel zu welchem Koffer gehdrt. Jemand ermittelt dies
durch Probieren, wobei jede Probe darin besteht, daB er fiir genau einen Koffer
und genau einen Schliissel feststellt, ob sie zusammenpassen oder nicht. Die

- Reihenfolge der Proben wird so gewdhlt, daB fiir jeden Koffer, sobald einmal

an ihm eine Probe durchgefiihrt wurde, dann genau so viele Proben vorgenom-

men werden, bis der passende Schliissel ermittelt ist.

a) Nach wie vielen Proben ist frithestens zu jedem Koffer der passende
Schliissel gefunden?

b) Nach wie vielen Proben ist das spitestens der Fall?

(6/8/3)



A 418

A419

A 4.20

A421

Stelle fest, auf wie viele verschiedene Weisen insgesamt sich in demin Bild A 4.18
dargestellten Schema die Worter ,,Junge Welt* lesen lassen, wenn man schritt-
weise von einem Buchstaben zum nichsten in Pfeilrichtung fortschreitet!
Dabei gelten zwei Leseweisen genau dann als verschieden, wenn sie sich in
wenigstens einem der jeweils erforderlichen 8 Teilschritte unterscheiden.

(4/6/1)

Schneide ein rechteckiges Stiick Papier aus, teile es in der aus Bild A 4.19
ersichtlichen Weise in 8 kongruente Rechtecke und schreibe jeweils auf Vorder-
und Riickseite einer jeden Rechteckfliche denselben Buchstaben, so daB das
dargestellte Bild entsteht! Danach falte dieses Stiick Papier so, daB} die
Buchstaben in der Reihenfolge W, O, L, F, G, A, N, G iibereinanderliegen!
Als Losung gilt das entsprechend gefaltete Papier oder eine Beschreibung des
Vorgehens.
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Bild A 4.19 Bild A 4.20

In einem Warenhaus sind zu Dekorationszwecken gleichgroBe Konserven-
bilichsen zu einer ,,Pyramide* aufgeschichtet worden. In jeder Schicht sind
die Biichsen so ,,im Dreieck** angeordnet, wie es Bild A 4.20 zeigt. Die dort
mit k bezeichnete Anzahl der Biichsen lings einer jeden ,,Seitenkante des
Dreiecks* betrigt fiir die unterste Schicht 9. In jeder weiteren Schicht ist die
entsprechende Anzahl k um 1 kleiner als in der unmittelbar darunterliegenden
Schicht. Die oberste Schicht besteht aus 1 Biichse.

Ermittle die Anzahl aller in der ,,Pyramide‘ enthaltenen Biichsen!

(13/5/2)

Eine quadratische Fliche mit einem Flicheninhalt von 1 m? soll mit Hilfe
von Streichhdlzern von je 5cm Linge in gleichgroBe quadratische Flichen
aufgeteilt werden, deren jede von genau 4 Streichhdlzern begrenzt wird,
wobei je zwei benachbarte Teilflichen nur durch 1 Streichholz getrennt werden
diirfen.

Ermittle die dafiir ausreichende Anzahl von Streichh6lzern!

(3/6/2)
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A 4.22

A 4.23

A4.24

A 4.25

Einige Schiiler einer Klasse trugen untereinander ein Schachturnier aus, bei
dem jeder Teilnehmer gegen jeden anderen genau zwei Partien zu spielen
hatte. Insgesamt wurden an jedem der 24 Tage, die das Turnier dauerte, genau
3 Partien ausgetragen.

Ermittle die Anzahl der Teilnehmer an diesem Turnier!

(14/5/1)

Andreas, Birgit und Claudia trugen untereinander ein kleines Schachturnier

aus. Folgendes wurde dariiber bekannt:

(1)  Jeder Teilnehmer spielte gegen jeden anderen die gleiche Anzahl von
Partien.

(2) Keine Partie endete unentschieden (remis).

2
(3) Andreas gewann genau 3 seiner Spiele.

3
(4) Birgit gewann genau 7 ihrer Spiele.

(5) Claudia gewann genau ein Spiel.
Ermittle die Anzahl aller Spiele, die in diesem Turnier ausgetragen wurden!

(11/7/2)

In einem Haus wohnen die Mietsparteien Albrecht, Becker, Conrad, Diet-

rich, Ermler, Fritsche, Geilller, Hamann, Ilgner, Keie, Lorenz, Minnig,

Nolte, Oswald, Richter, Patzold und sonst niemand. Im Erdgeschoff und in

jeder Etage wohnen genau zwei Mietsparteien. Aullerdem ist folgendes be-

kannt:

Albrechts wohnen zwei Stockwerke tiefer als Beckers. Beckers wohnen sechs

Stockwerke hoher als Conrads. Familie Fritsche wohnt neben Familie GeiBler.

Familie Mannig wohnt vier Stockwerke hoher als Familie Nolte und zwei

Stockwerke tiefer als Familie Fritsche. Ein Stockwerk iiber Familie Nolte

wohnt Familie Oswald. Familie Albrecht wohnt drei Etagen iiber Familie

Richter. Familie Pitzold wohnt fiinf Stockwerke unter Familie GeiBler.

a) Ermittle die Anzahl der Stockwerke, die das Haus hat! (Das Erdgeschof3
wird nicht als Stockwerk gezidhlt; es gibt keine unbewohnten Woh-
nungen in diessm Haus.)

b) In welchem Stockwerk wohnt Familie Albrecht?

(6/6/1)

Anja hatte zum Geburtstag ihre beiden Freundinnen Cathrin und Eva einge-
laden, mit denen sie nicht verwandt ist. Auflerdem waren die Jungen Bernd,
Dirk und die Zwillinge Frank und Gerold eingeladen; jeder der vier ist ein
Bruder eines der Maidchen. Nachdem diese siecben Personen an einem
runden Tisch in der alphabetischen Reihenfolge ihrer Vornamen Platz genom-
men hatten, stellte man fest, daB keiner der Jungen neben seiner Schwester
sal.

Untersuche, ob sich aus den vorstehenden Aussagen ermitteln 14Bt, welche
Jungen und welche Miadchen Geschwister sind!

17/7/2)



A 4.26

A 4.27

A 4.28

An einer Schule unterrichten die drei Lehrer Schulze, Ufer und Krause in den
Féchern Deutsch, Russisch, Geschichte, Mathematik, Physik und Biologie. Es
ist iiber die drei Personen folgendes bekannt:

(1)  Jeder dieser drei Lehrer unterrichtet in genau zwei dieser sechs Ficher,
und jedes dieser sechs Facher wird von genau einem dieser drei Lehrer
unterrichtet.

(2) Sowohl der Lehrer fiir Biologie als auch der Lehrer fiir Physik sind
ilter als Herr Schulze.

(3) In ihrer Freizeit spielen der Lehrer fiir Russisch, der fiir Mathematik
und Herr Schulze gern Skat. Dabei gewinnt Herr Krause 6fter als der
Lehrer fiir Biologie und der Lehrer fiir Russisch.

Weise nach, daB man aus diesen Angaben die Verteilung der drei Lehrer auf

die sechs Ficher eindeutig ermitteln kann, und gib diese Verteilung an!

(18/7/2)

In einem Betrieb macht es sich erforderlich, fiir jeden der Arbeiter Arnold,
Bauer, Donath, Funke, Grofle, Hansen, Krause und Lehmann langfristig
QualifizierungsmaBnahmen zu planen. Innerhalb von vier Wochen, und zwar
in der Zeit vom 1. 11. (Montag) bis 27. 11. 1976 (Sonnabend) kann jeweils
fiir drei Tage (entweder von Montag bis Mittwoch oder von Donnerstag bis
Sonnabend) je ein Arbeiter zu einem dreitdgigen Lehrgang delegiert werden.
Da die laufende Produktion nicht gefdhrdet werden soll, kann eine Frei-
stellung von der Arbeit nur zu bestimmten Zeiten erfolgen:

(1) Arnold kann nicht in der dritten Woche teilnehmen.

(2)  Bauer ist in der ersten Hilfte jeder Woche im Betrieb nicht entbehrlich,
aber auch nicht vom 11. bis 13. 11. und nicht in der zweiten Hailfte der
vierten Woche.

(3) Donath kann nur in der gleichen Woche wie Lehmann gehen.

(4) Funke kann nur in der ersten oder zweiten Woche freigestellt werden.

(5) GroBe kann nur vom 4. bis 6. 11. oder vom 18. bis 20. 11. oder in der
zweiten oder vierten Woche jeweils in der zweiten Hilfte beriicksichtigt
werden.

(6) Hansen kann nur in der zweiten oder dritten Woche jeweils in der
zweiten Hilfte geschickt werden, jedoch nicht in der Woche, in der
Funke zum Lehrgang geht.

(7)  Krause kann nur in der ersten Woche oder vom 22. bis 24. 11. zum Lehr-
gang geschickt werden.

(8) Lehmann kann nur in der ersten Hilfte jeder Woche teilnehmen.

Ermittle simtliche Moglichkeiten, unter diesen Bedingungen die vorgesehenen

QualifizierungsmaBnahmen durchzufiihren!

Gib dabei fiir jeden der acht Arbeiter an, in welcher Zeit er zum Lehrgang

delegiert wird!

(16/8/1)

Gib eine Méglichkeit an, die Ziffern 1, 2, 3, 4 und 5 so in das im Bild A 4.28
gegebene quadratische Netz einzutragen, daB in jeder Zeile, jeder Spalte und
in jeder der beiden Hauptdiagonalen jede der fiinf Ziffern genau einmal vor-
kommt!

Die Angabe eines Beispiels ohne Begriindung geniigt.

9/5/1)
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A 4.29

A 4.30

A4

Bild A 4.28

Von fiinf duBerlich gleichen Kugeln haben genau drei gleiches Gewicht; die
beiden iibrigen, die untereinander gleich schwer sind, haben jeweils ein anderes
Gewicht als jede der erstgenannten.

Beweise, daB in jedem Falle (d. h. bei jedem moglichen Resultat der durch-
gefiihrten Wigungen) drei Wagungen ausreichen, um die beiden letztgenannten
Kugeln herauszufinden, wenn als Hilfsmittel nur eine zweischalige Balkenwaage
ohne Wigestiicke zur Verfiigung steht!

(8/8/3)

Gerd und Bernd haben sich ein Kartenspiel ausgedacht. Sie schneiden sechs
Pappkarten aus und numerieren sie nacheinander mit den Zahlen 1, 2, 3, 4,
5, 6.

Sie vereinbaren folgende Spielregeln:

Jeder Spieler bekommt nach dem Mischen drei dieser Karten. Dann spielt
jeder nacheinander jeweils eine Karte aus. Wer die Karte mit einer groBeren
Zahl ausgespielt hat, bekommt den ,,Stich* und darf nun ausspielen. Nach
drei in dieser Weise zustandegekommenen ,,Stichen* ist die Runde beendet.
Wer in einer Runde mindestens zwei ,,Stiche** bekommt, ist in dieser Runde
Sieger. Um héufiger als Bernd Sieger zu werden, erklirt sich Gerd bereit,
in jeder Runde als erster auszuspielen. Er nimmt an, dadurch mehr Moglich-
keiten zum Gewinn zu haben.

Uberpriife anhand der méglichen Kartenverteilungen und der jeweils mog-
lichen Spielverlaufe, ob Gerds Annahme richtig war!

Dabei sei vorausgesetzt, daB jeder der beiden Spieler stets fiir sich moglichst
giinstig spielt.

(8/8/1)

Ein Mathematiklehrer, ein Physiklehrer und ein Deutschlehrer treffen sich

auf einer Tagung. Sie heiBen Meyer, Peters und Siewert. (Die Reihenfolge der

Familiennamen braucht nicht mit der Reihenfolge der Berufe iibereinzu-

stimmen.) Im Gesprich stellen sie fest, daB einer von ihnen mit Vornamen

Otmar, ein anderer Kurt und der dritte Karl heifit und daB einer in Leipzig,

einer in Suhl und einer in Schwerin wohnt. Ferner wissen wir:

(1) Herr Meyer erzihlt dem Physiklehrer, daB er den Mathematiklehrer
in Leipzig besucht habe.

(2) Darauf erwidert Herr Peters: ,,Das weil ich schon, Kurt.*

(3) Karl hatte ihm nimlich berichtet, daB er Besuch aus Suhl gehabt habe.

Ordne jedem Familiennamen den zugehdrigen Vornamen, Wohnort und

Beruf zu! (In (1), (2), (3) ist nur von diesen drei Personen die Rede.)

(20/5/2)



A 4.32

A 433

Vier Schiiler, je einer aus den Klassen 5a, 5b, 6a, 6b, unterhalten sich iiber die

Zeitschriften, die sie regelmiBig lesen. Die Schiiler heiBen Fred, Gerd, Hans

und Ingo mit Vornamen. Wie sich herausstellt, liest jeder von ihnen genau

eine der beiden Zeitschriften ,,alpha‘ bzw. ,,Frosi* regelméBig. Ferner werden

folgende Angaben gemacht:

(1)  Der Schiiler aus der Klasse 5b liest nicht die Zeitschrift ,,alpha®.

(2) Hans und aufler ihm der Schiiler der Klasse 5a lesen die Zeitschrift
»alpha* regelmiBig.

(3) Fred und auBler ihm der Schiiler der Klasse 6b lesen die Zeitschrift
., Frosi regelmaBig, Gerd dagegen nicht.

(4) Der Schiiler der Klasse 6a, der Schiiler der Klasse 5b und auBer diesen
beiden noch Gerd wurden von Ingo zum Geburtstag eingeladen.
Gesucht ist eine Zuordnung, durch die beschrieben wird, welcher der vier
Schiiler welche Klasse besucht und welche der beiden Zeitschriften er regel-

miBig liest.

Untersuche, ob es nach den gemachten Angaben eine solche Zuordnung
gibt und ob sie durch die Angaben eindeutig festgelegt ist!

Wenn dies der Fall ist, dann gib diese Zuordnung an!

(20/6/2)

Auf einer internationalen Mathematikerversammlung werden Vortrige in

russischer, englischer, deutscher, franzosischer und ungarischer Sprache

gehalten. Von den Tagungsteilnehmern ist bekannt:

(1) Diejenigen Tagungsteilnehmer, die sowohl die russische als auch die
franzdsische Sprache verstehen, verstehen auBerdem auch alle Englisch.

(2) Diejenigen Teilnehmer, die Ungarisch verstehen, verstehen auch Fran-
zosisch und Deutsch. ,

Untersuche, ob diejenigen Tagungsteilnehmer, die sowohl Ungarisch als auch

Russisch verstehen, zum Verstehen einer der Vortragssprachen einen Dol-

metscher brauchen!

(20/7/2)
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b. Geometrie in der Ebene

Bei der Losung von geometrischen Beweisaufgaben empfiehlt es sich, eine Zeichnung
anzufertigen. Man muB sich allerdings dariiber klar sein, daB diese Zeichnung nur eine
Veranschaulichung ist, daB man also insbesondere aus ihr keinerlei Aussagen ohne mathe-
matische Begriindung entnehmen darf. Diese Gefahr ist besonders grof3, wenn es sich bei
der gezeichneten Figur lediglich um ein Beispiel von (meist unendlich) vielen méglichen
handelt, wenn also fiir die Figur keine festen Werte gegeben sind. Oft werden in einem der-
artigen Fall vom Schiiler z. B. Lagebeziehungen, die nicht notwendig so sein miissen wie
in der gezeichneten Figur, ohne jede Begriindung in die Betrachtung mit einbezogen.
Sind fiir die zu zeichnende Figur keine festen Werte gegeben, dann muf3 man irgendeinen
Vertreter (Element) der angegebenen Art (Menge) auswihlen, da es unmoglich ist, alle
moglichen Fille zu betrachten. Dabei ist es zweckmiBig, keinen Vertreter zu wihlen, der
irgendwelche zusitzlichen Eigenschaften hat (z. B. als Dreieck kein rechtwinkliges bzw.
kein gleichschenkliges Dreieck). Andererseits muf man iiberlegen, ob es unter den még-
lichen Vertretern solche gibt, die sich zu einer Untermenge zusammenfassen lassen (Fall).
Es kommt vor, daB man die Menge aller zu betrachtenden Figuren in mehrere disjunkte
Untermengen einteilen muB3, von denen dann jeweils ein Element zu untersuchen ist, weil
dabei unter Umstidnden ein anderer bzw. ein etwas abgeinderter Beweisweg beschritten
werden muB (Fallunterscheidung). Ein Beispiel mag das erldutern:

In der Aufgabe A 5.1 soll eine bestimmte Eigenschaft von Sehnenvierecken untersucht
werden. Dabei spielt sicher die Gréfle des Kreises, in dem das jeweilige Sehnenviereck
liegt, keine Rolle. Da es sich bei dem zu beweisenden Satz um eine Aussage iiber Winkel-
groBen handelt, bietet sich die Benutzung des Satzes iiber die Winkelsumme im Dreieck
an. Die Unterteilung des Sehnenvierecks mit Hilfe einer Diagonalen oder mit Hilfe des
Diagonalenschnittpunktes bringt offensichtlich keine allgemeine Losung, da bei einem be-
liebigen Viereck dadurch keine zusitzlichen Eigenschaften zur Lésung benutzt werden
koénnen. Diese erhilt man dagegen, wenn man als gemeinsamen Punkt der Zerlegungs-
dreiecke den Kreismittelpunkt M verwendet, da alle derartigen Dreiecke gleichschenklig
sind. Benutzt man M in dieser Eigenschaft, dann erkennt man, daB sich die Menge
aller Sehnenvierecke in drei disjunkte Mengen aufteilen 148t, die beziiglich des Punktes M
besondere Eigenschaften aufweisen: M kann innerhalb, auf dem Rand oder auBerhalb des
Sehnenvierecks liegen. Diese drei Fille miissen nun gesondert untersucht werden.

Da offensichtlich bei der Lage von M innerhalb des Sehnenvierecks die Verhéltnisse beson-
ders iibersichtlich sind, ist es zweckmiBig, damit zu beginnen.

Tatsdchlich spielt, wie L 5.1, Fall 1, zeigt, die Eigenschaft der Gleichschenkligkeit der
Zerlegungsdreiecke beim Beweis des Satzes die entscheidende Rolle.
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Der Fall 2 148t sich nun noch in genau vier Unterfille einteilen; M kann namlich entweder
auf AB oder auf BC oder auf CD oder auf DA liegen. In jedem dieser Fille hat genau eine
der WinkelgroBen B,, f,, 6,, 8, den Wert 0, sonst bleibt der Beweisgang unverédndert.
Der Fall 3 ergibt wieder genau vier Unterfille, da M so auBerhalb des Sehnenvierecks
liegen kann, daB entweder 4B oder BC oder CD oder DA dabei die lingste Seite des Sehnen-
vierecks ist. In diesem Falle ist jeweils entweder die WinkelgroBensumme B, + f, durch
eine der Differenzen f, — B, oder f; — B, zu ersetzen oder es ist die WinkelgroBensumme
d; + 0, durch eine der Differenzen d, — §, oder 4, — 8§, zu ersetzen. Der prinzipielle
Verlauf des Beweises bleibt erhalten. Es ist also nicht moglich, auf diese Fallunterscheidung
zu verzichten, da anderenfalls der Beweis unvollstindig wire.

Es kommt auch vor, daB ein Satz nicht allgemeingiiltig ist, daB er also in einem oder mehreren
der betrachteten Fille nicht gilt, in einem anderen oder in mehreren anderen dagegen gilt.
Daher lasse man sich niemals durch irgendeine gezeichnete Figur zu voreiligen Schliissen
verleiten, ohne iiberlegt zu haben, welche Fallunterscheidungen moglicherweise zu treffen
sind. Ferner untersuche man stets bei jedem Beweisschritt, wodurch er begriindet ist (ins-
besondere, ob man nicht unbeabsichtigt eine Eigenschaft der gezeichneten Figur lediglich
aus der Anschauung entnommen und zum Beweis verwendet hat). Bei der Analyse eines
zu beweisenden Satzes frage man stets danach, welche Eigenschaft zu beweisen ist und
welche Sidtze iiber eine derartige Eigenschaft dem Ldsenden bekannt sind. Lassen sich
derartige Sitze nicht unmittelbar anwenden, dann iiberlege man, ob sich nicht durch das
Einzeichnen von Hilfslinien das betrachtete Problem auf einen bekannten Fall zuriick-
fiihren 1dBt. So fiihrt z. B. in L 5.4 die Einzeichnung der Héhen von P; bzw. P, auf AB zur
Loésung. In L 5.8 sind es die Halbkreise liber AB bzw. BC bzw. CA, die zur Lésung benétigt
werden, in L 5.10 ist es die Parallele zu CD durch B.

Manchmal hilft auch eine Erginzung der gegebenen Figur weiter. Das wohl bekannteste
Beispiel dieser Art ist der vielzitierte Beweis der Existenz des Hohenschnittpunktes im
Dreieck durch Gauss. Bei diesem Beweis wurde bekanntlich das Dreieck so erginzt, daB3 die
Hohen zu Mittelsenkrechten in dem ergéinzten Dreieck wurden, womit der Beweis auf
einen bereits erbrachten Beweis zuriickgefithrt wurde.

A 5.1 In einem Kreis & mit dem Mittelpunkt M sei ein Viereck ABCD so eingezeich-
net, daB jede seiner Sciten eine Sehne des Kreises & ist (Sehnenviereck).
Beweise, daB} in jedem Sehnenviereck die Summe der GroBen je zweier gegen-
iiberliegender Winkel 180° betrigt!

(6/7/2)

A 5.2 Es sei k ein Kreis mit dem Radius r und dem Mittelpunkt M. Ferner sei 4B
eine Sehne von k, die nicht Durchmesser von k ist. Auf dem Strahl aus A4
durch B sei C der Punkt auBerhalb 4B, fiir den BC = r gilt. Der Strahl aus C
durch M schneide £ in dem auBerhalb CM gelegenen Punkt D.

Beweise, dal dann < AMD = 3 - & ACM gilt!
(15/8/2)

Ab.3 Auf einer Geraden seien die Punkte 4, E, F, M, G, H, B in dieser Reihenfolge
so gelegen, daB

AB = 6cm; AE = EF = FM = MG = GH = HB = 1l cm

gilt. Uber den Strecken 4B, EH und FG seien Halbkreise in die eine Halb-
ebene und iiber den Strecken AM, MB, EF und GH Halbkreise in die andere
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AbS5

Ab.6

Ab.7
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Bild A 5.3 Bild A 5.5

Halbebene beziiglich der Geraden durch 4 und B gezeichnet. Die so ent-
stehende Figur werde entsprechend Bild A 5.3 schraffiert.
Berechne den Inhalt dieser schraffierten Fliche!

9/8/2)

Auf einem Kreis & mit dem Radius r seien zwei Punkte 4 und B mit dem Ab-
stand a gelegen. Durch diese Punkte 4, B wird der Kreis k in die Bégen b,
und b, zerlegt. Es sei P; ein Punkt auf b;, P, ein Punkt auf b,.
a) Gesucht sind unter allen diesen Punkten P,, P, solche, fiir die der Fli-
cheninhalt des Vierecks AP, BP, am gréften ist.
Beweise, daB es solche Punkte gibt, und ermittle ihre Lage auf k!
b) Ermittle den zugehorigen grof3ten Flacheninhalt des Vierecks AP, BP, !
(16/8/3)

Gegeben sei ein Kreis £ mit dem Mittelpunkt M. Ein Durchmesser dieses
Kreises sei AB. Zwei Punkte P, und P, mogen sich vom gleichen Zeitpunkt
an gleichférmig auf je einer der beiden Halbkreislinien von 4 nach B bewegen,
wobei die Bewegung des Punktes P, viermal so schnell erfolgen soll wie die

. des Punktes P, (Bild A 5.5). Gibt es zwischen dem Start beider Punkte in A4

und der Ankunft von P, in B einen Zeitpunkt, an dem die Dreiecke ABP,
und ABP, gleichen Flicheninhalt haben?

Wenn ja, dann ermittle fiir jeden solchen Zeitpunkt die GroBe des Winkels
¥ AMP,!

(12/8/3)

In einem Kreis k seien zwei verschiedene, nicht senkrecht aufeinander stehende
Durchmesser eingezeichnet. Ferner sei durch jeden der vier Endpunkte beider
Durchmesser die Tangente an k gelegt.

Beweise, daB die Schnittpunkte E, F, G, H dieser Tangenten die Ecken eines
nichtquadratischen Rhombus sind!

(16/8/2)

Der Inkreis k& eines Dreiecks ABC habe mit den Seiten 4B, BC und CA die
Beriihrungspunkte D, E bzw. F (Bild A 5.7). Die GroBen der Winkel des
Dreiecks ABC seien wie iiblich mit «, § und y bezeichnet.

Ermittle die GréBen der Winkel « DEF, ¥ EFD und < FDE des Dreiecks
DEF in Abhingigkeit von «, f, y!

(5/8/3)
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Ab.9

A 510

A 5.11

Ab5.12

Ab5.13

A b.14

4%

Bild A 5.7 Bild A 5.11

Beweise: Sind D, E, F die FuBBpunkte der Héhen eines spitzwinkligen Drei-
ecks ABC, dann halbieren diese Hohen des Dreiecks ABC die Innenwinkel
des Dreiecks DEF!

(10/8/3)

Beweise: Wenn der Winkel & CBA eines Dreiecks ABC die Grofe 30° hat,
dann hat die Seite AC des Dreiecks ABC die gleiche Linge wie der Radius
des Umkreises k& dieses Dreiecks!

(17/8/3)

Beweise: In jedem Dreieck teilt die Halbierende eines Innenwinkels dessen
Gegenseite im Verhiltnis der Lingen der beiden anderen Seiten!

(9/8/2)

In dem gleichschenklig-rechtwinkligen Dreieck 4BC mit 4B = 7cm und

¥ ACB = 90° seien um die Punkte 4 und B Kreisbogen mit einem Radius
von 3,5 cm gezeichnet (Bild A 5.11).
Ermittle den Inhalt der im Bild schraffiert gezeichneten Fliche!

(6/8/1)

Beweise: Jedes Dreieck 148t sich in zwei rechtwinklige Teildreiecke zerlegen!

(8/8/3)

Beweise: In jedem Dreieck ist die Lange jeder Seitenhalbierenden kleiner als
der halbe Umfang des Dreiecks!
(16/7/3)

Der Umfang u eines gleichschenkligen Dreiecks soll 24 cm betragen; eine der
1
Seiten dieses Dreiecks soll 2 3 mal so lang sein wie eine andere seiner Seiten.

Untersuche, ob es eine Moglichkeit gibt, die Seitenldngen eines Dreiecks so
anzugeben, daB diese Bedingungen erfiillt sind!

Untersuche, ob es genau eine solche Moglichkeit gibt! Wenn dies der Fall ist,
so ermittle die zugehorigen Seitenldngen!

(13/7/1)
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Ermittle alle in der Ebene eines Dreiecks ABC gelegenen Punkte D, die mit
den Eckpunkten 4 und B des Dreiecks ABC ein Dreieck 4ABD bilden, dessen
Flicheninhalt halb so gro8} ist wie der des Dreiecks 4BC!

(5/8/3)

Bernd will ein Rechteck zeichnen, das sich in genau 36 Quadrate von je 1 cm

Seitenldnge zerlegen 14Bt.

a) Gib alle verschiedenen Rechtecke (durch ihre Seitenlingen) an, die
diese Bedingungen erfiillen!

b)  Welches dieser Rechtecke hat den kleinsten Umfang?

(5/5/2)

Zeichne fiinf Geraden g,, g,, g3, 94, 95 SO, daB eine Figur entsteht, in der
a) kein Punkt,

b)  genau ein Punkt,

c) genau vier Punkte,

d)  genau fiinf Punkte,

e) genau sechs Punkte,

f) genau sieben Punkte,

g) genau acht Punkte,

h) genau neun Punkte,

i) genau zehn Punkte

die Eigenschaft haben, gemeinsamer Punkt von (mindestens) zweien der
Geraden g¢,, 95, 93, 9a, g5 Zu sein!

Als Losung gilt jeweils eine Zeichnung ohne Begriindung, wobei parallele
Geraden als solche zu kennzeichnen sind (z. B. g, || g2).

(11/5/1)

Berechne die GréBe des kleineren der beiden Winkel, die der Stunden- und
der Minutenzeiger einer Uhr um 16.40 Uhr miteinander bilden!

(8/6/1)

Eine Klasse stellte .verschiedenartige Pappdreiecke her. Die Schiiler wollten
diese Dreiecke im Mathematischen Kabinett ihrer Schule in einem Schriank-
chen sortiert aufbewahren, das neun Ficher enthielt. Drei Facher hatten sie
dabei fiir gleichseitige Dreiecke vorgesehen, drei Ficher fiir gleichschenklige,
aber nicht gleichseitige Dreiecke und drei Ficher fiir ungleichschenklige
Dreiecke. Innerhalb jeder dieser Gruppen sollten die Figuren niamlich noch
in spitzwinklige, rechtwinklige und stumpfwinklige Dreiecke unterteilt wer-
den.

Uberpriife, ob die Schiiler, wenn sie Dreiecke aller méglichen Sorten her-
stellen, simtliche neun Ficher bendtigen oder ob sie mit einer geringeren
Zahl auskommen kénnen!

(4/6/1)
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AB.21

A b5.22

A 5.23

Bild A 5.23

In der Ebene seien 50 verschiedene Punkte so gelegen, daB es keine Gerade

gibt, die (mindestens) drei dieser Punkte enthilt. Jeder der 50 Punkte sei mit

jedem anderen durch eine Strecke verbunden.

a)  Emmittle die Anzahl aller dieser Verbindungsstrecken'

a) Angenommen, die 50 Punkte seien die Eckpunkte eines konvexen 50-
Ecks. Ermittle die Anzahl der Diagonalen dieser Figur! -

(15/7/1)

Ein Quadrat ABCD von 12 cm Seitenlidnge sei in 36 gleichgroBe Quadrate
zerlegt.

Berechne den Umfang und den Flicheninhalt des in Bild A 5.21 schraffiert
gezeichneten, in dem Quadrat ABCD gelegenen Streifens!

(4/5/2)
D C D /6 c
~—
H P
F
[~
A B TA 15 B
Bild A 5.21 Bild A 5.22

Durch einen Punkt P im Innern eines Quadrats 4 BCD seien zwei aufeinander
senkrecht stehende Geraden so gelegen, daf die eine die Seiten A8 bzw. CD
in den Punkten E bzw. G und die andere die Seiten BC bzw. DA in den
Punkten F bzw. H schneidet (Bild A 5.22).

Beweise, daBl die beiden Strecken EFG und HF gleichlang sind, daB also

EG = HF gilt!
(4/7/3)

In einem Quadrat ABCD mit der Seitenlidnge a werde die Seite 4B durch die
Punkte A4, 4,, A5, die Seite BC durch B,, B,, B,, die Seite CD durch C,,
C,, C; und DA durch D, D,, D, jeweils in vier gleichlange Teilstrecken geteilt.
Ferner seien die Strecken 4, B,, 4,B,, B,C,, B,C,y, C,D,, C,Dy, D;A, und D, A4,
eingezeichnet. Von den Schnittpunkten dieser Strecken miteinander seien die
Punkte P,, P,, Py, Py, Ps, P, P,, Py wic in Bild A 5.23 bezeichnet.

c Bild A 5.24
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Berechne den Fliacheninhalt des Achtecks P, P,PyP,PsP;P,P; in Abhin-
gigkeit von a!

(13/8/3)

Beweise: Sind in einem konvexen Viereck ABCD keine zwei Seiten zueinander-
parallel und bezeichnen E, F, G, H, M, N in dieser Reihenfolge die Mittel-
punkte von AB, CD, AD, BC, AC bzw. BD, dann sind die Vierecke GNHM
und ENFM Parallelogramme (Bild A 5.24)!

(4/8/3)

Beweise: Verbindet man die Mittelpunkte der Diagonalen eines Trapezes, so
erhdlt man eine (evtl. zu einem Punkt ausgeartete) Strecke, deren Linge halb
so groB ist wie der Betrag der Differenz der Lingen von zwei parallelen Seiten
des Trapezes!

(14/8/3)

Beweise, dal es in jedem konvexen Sechseck ABCDEF, in dem die Seiten
AB und DE zueinander parallel und gleich lang sind, ebenso die Seiten BC
und EF, ebenso die Seiten CD und FA, stets einen von 4, B, C, D, Fund F
verschiedenen Punkt gibt, in dem sich genau drei Diagonalen schneiden!

@/7/1)

Errichtet man auf den Seiten eines gleichseitigen Dreiecks die Quadrate nach
auBen, so bilden die duBeren Eckpunkte dieser Quadrate die Ecken eines
konvexen Sechsecks. Der Flicheninhalt des Dreiecks sei mit A3, der jedes
der Quadrate mit 4, und der des Sechsecks mit 44 bezeichnet.

Gesucht sind ganze Zahlen » und m so, daB die Gleichung 4¢ = nd; + mA,
gilt.

(7/8/2)

Untersuche, ob es Vielecke mit einer der folgenden Eigenschaften gibt!

a) Die Anzahl der Diagonalen des Vielecks ist dreimal so gro wie die
Anzahl seiner Eckpunkte.

b) Die Anzahl der Eckpunkte des Vielecks ist dreimal so groB wie die
Anzahl seiner Diagonalen. '

Or8/1)

Von sieben Schiilern soll jeder auf sein Zeichenblatt vier voneinander verschie-
dene Geraden zeichnen. Dabei soll der erste Schiiler die Geraden so zeichnen,
daB kein Schnittpunkt, der zweite so, daB genau 1 Schnittpunkt auftritt,
der dritte so, daB genau 2 Schnittpunkte, der vierte so, daB genau 3 Schnitt-
punkte, der flinfte so, daB genau 4 Schnittpunkte, der sechste so, daB genau
5 Schnittpunkte, und der siebente so, dafl genau 6 Schnittpunkte auftreten.
Schnittpunkte, die auBerhalb des Zeichenblattes liegen, werden hierbei mit-
gezahlt.
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A5.31
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Nach einer gewissen Zeit behaupten der zweite, der dritte und der sechste
Schiiler, daB ihre Aufgabe nicht l16sbar sei. Stelle fest, wer von den drei
Schiilern recht und wer nicht recht hat, und beweise deine Feststellung!

(11/8/3)

Auf den Verlingerungen der Seiten AB, BC und CA eines Dreiecks ABC iiber
die Punkte B bzw. C bzw. 4 hinaus seien Strecken mit den Lingen BB’ = 4B,
CC’' = BC und AA’ = CA abgetragen.

Beweise, daB der Flicheninhalt des Dreiecks 4'B'C’ siebenmal so groB ist
wie der des Dreiecks ABC!

(7/7/3)

a) Beweise den folgenden Satz! .
Wenn ein spitzwinkliges Dreieck 4ABC gleichschenklig mit AC = BC
ist, dann haben die von 4 und B ausgehenden Hohen gleiche Lénge.

b) Beweise die folgende Umkehrung dieses Satzes!

Wenn in einem spitzwinkligen Dreieck 4ABC die von 4 und B ausgehen-
den Hohen gleiche Linge haben, dann ist das Dreieck ABC gleich-

schenklig mit AC = BC.
(20/7/2)

Gegeben sei ein Halbkreis mit dem Durchmesser 4B und dem Mittelpunkt
M. Ferner seien P und Q zwei von 4 und B und voneinander verschiedene
Punkte auf diesem Halbkreis. Die in P und Q auf der Geraden durch P und Q
errichteten Senkrechten mogen 4B in R bzw. in S schneiden.

Beweise, daB dann RM = SM gilt!

(20/8/2)

Von einem Dreieck 4BC und einer Geraden g werde vorausgesetzt:

(1) Es gilt AB = AC.

(2) Die Gerade g schneidet die Strecke BC in einem Punkt F, die Strecke
AC in einem Punkt E und die Verlingerung der Strecke BA iiber A
hinaus in einem Punkt D.

(3) Esgilt CE = CF.

(4) Der Winkel « EDA hat die Grofe 18°.

Ermittle aus diesen Voraussetzungen die GroBe o des Winkels ¥ ABC, die

GroBe B des Winkels & EFC sowie die GroBe y des Winkels & CAB!

(20/8/2)

Von zwei Kreisen &, und k, werde vorausgesetzt, daB sie sich von auBlen in
einem Punkt P beriihren. Die Gerade, die beide Kreise in P beriihrt, sei .
Ferner sei s eine weitere gemeinsame Tangente beider Kreise; sie beriihre
diese in den Punkten Q bzw. R. Der Schnittpunkt von s mit ¢ sei S.
Beweise, daB3 unter diesen Voraussetzungen S der Mittelpunkt der Strecke
OR ist!

(19/8/1)
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In einem Parallelogramm ABCD sei P ein beliebiger Punkt auf der Diagonalen
AC (P # A, P # (). Die Parallele durch P zu AB schneide BC in H und AD
in G; die Parallele durch P zu BC schneide AB in Eund CD in F.

Beweise, dal die beiden Parallelogramme EBHP und GPFD den gleichen
Flicheninhalt haben!

(19/8/2)

Von drei Kreisen k,, k,, k; mit dem gleichen Radius r, aber verschiedenen
Mittelpunkten M,, M,, M, werde vorausgesetzt:

Die Kreis~ k, und k, schneiden einander in einem Punkt P und einem Punkt
A # P

Die Kreise k3 und k; schneiden einander ebenfalls in P und auBerdem in
einem Punkt B # P, B # A.

Die Kreise k; und k, schneiden einander ebenfalls in P und auBerdem in
einem Punkt C # P, C # A, C # B.

Beweise, daB aus diesen Voraussetzungen stets folgt: Der Umkreis des Drei-
ecks ABC hat r als Radius!

(19/7/3)

Es sei ABCD ein Quadrat der Seitenlinge 6 cm und E der Mittelpunkt der
Seite AD. Auf CE sei ein Punkt F so gelegen, daB die Flichen der Dreiecke
AFE und BCF inhaltsgleich sind.

Ermittle den Flicheninhalt des Dreiecks ABF!

(19/7/3)

Gegeben sei ein Quadrat 4ABCD mit der Seitenldnge «. Eine Parallele zu 4B

schneide die Seiten BC und AD in den Punkten E bzw. F, eine Parallele zu

BC schneide die Strecken AB und EF in den Punkten G bzw. H, und eine Paral-

lele zu 4B schneide die Strecken BE und GH in den Punkten J bzw. K (Bild

A 5.38).

a) Ermittle den Umfang des Rechtecks KJEH in Abhingigkeit von a
unter der Bedingung, daBl die Rechtecke AGHF, GBJK, KJEH und
FECD untereinander flicheninhaltsgleich sind!

D a Cc
F H E
K 7 /
X
A G B Bild A 5.38

b) Ermittle den Flicheninhalt des Rechtecks KJEH in Abhingigkeit von
a unter der Bedingung, daBl die Rechtecke AGHF, GBJK, KJEH und
FECD untereinander umfangsgleich sind!

(19/8/3)
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Es sei EG ein Durchmesser eines Kreises k. Die in £ und G an k gelegten Tan-
genten seien ¢ bzw. ¢’ genannt. Auf ¢ sei eine Strecke 4B so gelegen, daBl E ihr
Mittelpunkt ist. Die von 4 und B aus an k gelegten (und von ¢ verschiedenen)
Tangenten mogen ¢ in D bzw. C schneiden. Der Radius von £ sei r; die Lingen
von AB bzw. CD seien a bzw. ¢ genannt.

. . . . ac
Beweise, daB unter diesen Voraussetzungen stets die Gleichung r* = 7 gilt!

(19/8/3)

In einem Kreis k& mit dem Mittelpunkt M sei ein Trapez ABCD mit AB || CD
so gelegen, daB die Eckpunkte A4, B, C, D auf der Peripherie des Kreises
k liegen und AB Durchmesser von k& ist. AuBerdem sei ¥ MAC = 36°.
Beweise, da3 dann ¥ CMD = 36° ist!

(18/7/2)

Zwei Kreise k; und k, mbgen einander in zwei verschiedenen Punkten 4 und
B schneiden. Zwei voneinander verschiedene parallele Geraden g; und g,
durch 4 bzw. B seien so gelegen, daB g, den Kreis k; in einem von A4 verschie-
denen Punkt C und den Kreis k, in einem von A verschiedenen Punkt D schnei-
det, daB ferner g, den Kreis &, in einem von B verschiedenen Punkt E und den
Kreis k, in einem von B verschiedenen Punkt F schneidet und daf3 dabei A4
zwischen C und D sowie B zwischen E und F liegt.

Beweise, daB dann CD = EF gilt!
(13/8/2)

Beweise: Stehen in einem gleichschenkligen Trapez ABCD (mit AB || CD

und 4D = BC) die Diagonalen AC und BD senkrecht aufeinander, dann
ist die Lange der Mittellinie dieses Trapezes gleich der Lange seiner Hohe!

(12/7/1)

Es sei A ABC ein rechtwinkliges Dreieck mit C als Scheitelpunkt des rechten
Winkels. Die Halbierende dieses Winkels schneide die Seite AB in D. Der
FuBpunkt des Lotes von D auf AC sei E.

Beweise: Wenn in diesem Dreieck * CAB = 22,5° ist, dann gilt
¥ ADE = & CDB!

(19/7/1) '

a) Beweise: Wenn in einem Trapez ABCD mit AB || CD die Gleichung
CD = AD )

gilt, dann gilt auch die folgende Aussage (2): Im Trapez ABCD halbiert
die Diagonale AC den Innenwinkel ¥ BAD!

b) Beweise auch die folgende Umkehrung:
Wenn in einem Trapez ABCD mit AB || CD die Aussage (2) gilt, dann
gilt auch die Gleichung (1)!

(19/7/2)
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Einem Kreis k& mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r sei ein Trapez ABCD
mit AB || CD derart umbeschrieben, daBl jede der Trapezseiten den Kreis k&
beriihrt.

Beweise, daB dann & BMC = 90° ist!

(16/8/3)

Gegeben sei ein Quadrat ABCD.

Mit AB als Radius sei um A4 ein Kreis gezeichnet, der die Diagonale 4AC in
einem Punkt E schneide. Die in E an den Kreis gelegte Tangente schneide die
Seite BC in einem Punkt F.

Beweise, daB dann CE = EF = FB gilt!
(18/8/2)

Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck 4BC mit der Hypotenuse 4B, dessen
Innenwinkel & CAB die GroBe 60° hat. Von C sei das Lot CD (D sei der
FuBpunkt) auf 4B, danach seien von D die Lote DE und DF auf AC bzw.
BC sowie von F das Lot FH auf AB gefillt.

Beweise, daB dann HB = HA + AE ist!
(18/8/1) ,

Bild A 5.48 stellt den GrundriB3 einer Wohnung mit den Rdumen 4, B, C, D,
E dar. Die FuBbéden der Rdume A4 und B sollen gestrichen werden, die der
Raume C, D und E sollen mit einem FuBbodenbelag ausgelegt werden.
Ermittle den Flicheninhalt fiir jeden dieser Raume, und gib die Anzahl der
zu streichenden und die der auszulegenden Quadratmeter FuBboden an!
(12/5/2)

4m 4m 2m
1]
B CcH§
LA
DITET
4m 2m 4m
Bild A 5.48 Bild A 5.49

Bild A 5.49 zeigt genau sieben Punkte 4, B, C, D, E, F, G und genau fiinf
Geraden, von denen eine durch 4, B, C, eine durch 4, F, E, eine durch 4, G,
D, eine durch B, G, F und eine durch C, D, E geht. AuBerdem gilt BF || CE
Wir wollen sagen:

Eine Strecke

Ein Dreieck } ,,gehort der Zeichnung an“ genau dann,

Ein Trapez

wenn



A 5.50

A 5.51

A 5.52

ihre Endpunkte zwei

seine Eckpunkte drei } der Punkte A, B, C, D, E, F, G
seine Eckpunkte vier '

sind, falls

die Strecke

alle Seiten des Dreiecks } schon vollstindig gezeichnet
alle Seiten des Trapezes

vorkommen.

vorkommen.

(Beispiele: Die Strecke AB, das Dreieck ABF ,,gehéren der Zeichnung an*.
Die Strecke BD ,,gehort der Zeichnung richt an®, auch nicht die Strecke, die
den Mittelpunkt von 4B mit B verbindet, auch nicht das Dreieck ABD.)
Gib alle Strecken, Dreiecke und Trapeze an, die ,,der Zeichnung angehdren*!

/5/1)

vorkommt.
in Bild A 5.49

Beweise: Ist ein Viereck 4BCD konvex, so ist sein Flicheninhalt gleich dem
Fliacheninhalt jedes Dreiecks, bei dem zwei Seiten gleichlang den Diagonalen
des Vierecks sind und als Winkel einen der Schnittwinkel der Diagonalen
einschliefen!

O77/3)

Die in Bild A 5.51 schraffierte Flache ist 38 cm® groB. Sie ist aus einer qua-
dratischen Fliche entstanden, von der man zwei (gleich grofle) dreieckige
Flachen abgeschnitten hat.

a
> Bild A 5.51

2N K—:[

63 e

Berechne aus den im Bild angegebenen MafBen (in mm) die Seitenlidnge a
der Dreiecke (in mm)!
(18/6/2)

Man ermittle die GréBen der Innenwinkel eines Dreiecks ABC, auf dessen
AuBenwinkel folgende Aussage zutrifft:

Einer der AuBenwinke! mit dem Scheitel A4 ist um 16° gréBer, einer der AuBlen-
winkel mit dem Scheitel B ist um 49° kleiner als einer der AuBenwinkel mit
dem Scheitel C.

(18/8/2)
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Auf der Grundlinie BC eines gleichschenkligen Dreiecks ABC seien von B
und C verschiedene Punkte M, und M, gelegen. Durch M, und M, seien
jeweils die Parallelen zu den Dreiecksseiten 4B und AC gezogen. Dabei mégen
die Parallelen durch M, die Seite AB in D und die Seite AC in E, die Parallelen
durch M, die Seite AB in F und die Seite AC in G schneiden.

Beweise, daf3 der Umfang des Parallelogramms M; EAD gleich dem Umfang
des Parallelogramms M,GAF ist!

(6/8/3)

Uber sechs Punkte 4, B, C, D, E, F wird folgendes vorausgesetzt:

Das Dreieck ABC ist rechtwinklig mit B als Scheitel des rechten Winkels.
Punkt D ist ein innerer Punkt der Strecke AB, Punkt FE ein innerer Punkt
der Strecke BC und Punkt F ein innerer Punkt der Strecke DB. Die Drei-
ecke ADC, DEC, DEF und FBE sind simtlich einander flicheninhaltsgleich.
Ferner gilt FB = 15cm und BE = 20 cm.

Ermittle unter diesen Voraussetzungen die Liange der Strecke AD!

(18/7/2)

Bild A 5.55 zeigt drei verschiedene Geraden, die genau den Punkt C gemein-
sam haben, und eine vierte Gerade, die die drei erstgenannten Geraden in
den Punkten 4, Bund D schneidet, wobei B zwischen 4 und D liegt. Ein Punkt E
liege auf der Geraden durch 4 und C so, daB C zwischen 4 und FE liegt. Ferner

gelte &£ ECD = & ABC.

Beweise, daBl dann &« DCB = x BAC ist!
(9/6/2)

Bild A 5.55




6. Geometrie im Raum

Aufgabenstellungen zur Geometrie des Raumes nehmen unter den Olympiadeaufgaben
der Klassenstufen 5 bis 8 im Verhiltnis zu Aufgaben der Geometrie der Ebene weitaus
geringeren Umfang ein. Das hat seine Ursache in erster Linie in den geringen Kenntnissen,
.die man bei Schiilern dieser Klassenstufe auf diesem Gebiet voraussetzen darf. Die im
vorliegenden Kapitel enthaltenen Aufgaben spiegeln den erwdhnten Sachverhalt deutlich
wider. Zu ihrer L6sung sind nur elementare Grundkenntnisse {iber Quader, insbesondere
liber Wiirfel, erforderlich.

Fiir die Entwicklung mathematischen Denkens ist jedoch die Schulung des rdumlichen
Vorstellungsvermdgens von groBer Bedeutung. Ausgehend vom vorliegenden Aufgaben-
material sollte der Zirkelleiter deshalb weitere Moglichkeiten suchen, um bereits in diesen
Klassenstufen die Entwicklung der rdumlichen Vorstellung zu férdern.

Dazu koénnen z. B. Modelle aus Holz, Knetmasse, Papier u. 4 m. gute Dienste leisten.
Insbesondere fiir die Aufgabe A 6.15 ist die Anfertigung derartiger Modelle sehr zu emp-
fehlen, weil unter Benutzung dieser Anschauungsmittel die Eigenschaften der in dieser
Aufgabe zu untersuchenden Schnittfiguren wesentlich besser zu erkennen sind und ein
Beweis der behaupteten Eigenschaften vielfach wenigstens angedeutet werden karnua.
Ebenso kann man an solchen Modellen recht anschaulich demonstrieren, warum einige
der angegebenen Schnittfiguren nicht entstehen konnen. Allerdings muf dabei stets deutlich
werden, ob es sich um einen strengen Beweis oder lediglich um eine Plausibilitdtsbetrachtung
handelt.
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Bild A 6.1 '-—I

SN P

L

Die Bilder A 6.1 a) bis €) zeigen von fiinf Wiirfeln je ein Schrigbild, Bild f)
zeigt ein Netz, aus dem ein Wiirfel hergestellt werden kann, wobei die Seite
mit den gefarbten Flichen nach auBen kommen soll.

Beantworte fiir jedes der fiinf Schrigbilder die Frage, ob es den aus dem ab-
gebildeten Netz hergestellten Wiirfel darstellen kann oder nicht!

Falls die Antwort ,,Ja* lautet, geniigt dic Angabe dieser Antwort, falls sie
,,Nein‘ lautet, ist sie zu begriinden.

(10/5/1)

Marie-Luise hat einen auBen rot angestrichenen Wiirfel aus Holz. Der Wiirfel

hat eine Kantenlidnge von 3 cm. Marie-Luise denkt sich diesen Wiirfel in kleine

Wiirfel von 1 cm Kantenldnge zerlegt.

a) Wie viele derartige kleine Wiirfel wiirden aus dem roten Wiirfel insge-
samt entstehen?

Wie viele von den kleinen Wiirfeln hitten

b)  genau drei rot angestrichene Seitenflichen,

) genau zwei rot angestrichene Seitenflichen,

d)  genau eine rot angestrichene Seitenfldche,

€) keine rot angestrichene Seitenflache?

Als Losung geniigt die Angabe der in a) bis e) erfragten Anzahl ohne Begriin-

dung.

(18/5/1)

Finf Flichen eines Wiirfels von 3 cm Kantenldnge seien rot angestrichen,
die sechste Fliache sei ohne Anstrich. Durch Schnitte parallel zu den Seiten-
flichen sei der Wiirfel in 27 Wiirfel von 1 cm Kantenldnge zerlegt.

Wie viele dieser kleinen Wiirfel haben

a)  keine rot angestrichene Seitenfliche,

b)  genau eine rot angestrichene Seitenfliche,

) genau zwei rot angestrichene Seitenflichen,

d) genau drei rot angestrichene Seitenflichen,

e) genau vier rot angestrichene Seitenflachen?

Als Losung geniigt die Angabe der in a) bis e) erfragten Anzahlen ohne Be-
griindung.

(8/5/1)

Vier Flichen eines Holzwiirfels von 3 cm Kantenldnge seien rot angestrichen,
die beiden iibrigen seien ohne Anstrich. Der Wiirfel sei durch Schnitte parallel
zu den Seitenflichen in 27 Wiirfel von 1 cm Kantenldnge zerlegt.
Ermittle die Anzahl derjenigen dieser kleinen Wiirfel, die dann
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a) keine rot angestrichene Seitenfliche,

b) genau eine rot angestrichene Seitenfliche,

©) genau zwei rot angestrichene Seitenfldchen,

d)  genau drei rot angestrichene Seitenflichen

haben!

Unterscheide dabei die folgenden Fille!

(1)  Die nicht angestrichenen Seitenflichen des groBen Wiirfels haben keine
gemeinsame Kante.

(2) Die nicht angestrichenen Seitenflichen des groBen Wiirfels haben eine
gemeinsame Kante.

Als Losung geniigt die Angabe der erfragten Anzahlen ohne Begriindung.

(11/6/1)

Der kleine Uwe hat weile Wiirfelbausteine mit einer Kantenldnge von 2 cm
und rote Wiirfelbausteine mit einer Kantenldnge von 3 cm. Er baute einen
groBeren Wiirfel aus roten und weiBen Bausteinen und verwendete dabei
nur Steine dieser beiden Sorten. Die vier senkrecht stehenden AuBenwinde
bestanden aus roten Bausteinen, der restliche Wiirfelk6rper von unten bis
oben durchgehend aus weilen Bausteinen.

Ermittle die Anzahl der hierbei verwendeten weiBen und die der verwendeten
roten Bausteine, wobei bekannt ist, daB Uwe nicht mehr als 60 Bausteine
von jeder der beiden Sorten zur Verfiigung hatte!

77771

Im Werkunterricht fertigen Schiiler quaderformige Baukldtze an, deren
Seitenkanten 55 mm, 55 mm bzw. 70 mm lang sind. Zur besseren Aufbewah-
rung werden diese Baukl6tze in quaderformige Baukisten gepackt, deren
Innenmafle (bei geschlossenem Schiebedeckel) 0,33 m, 2,2 dm bzw. 21 cm
betragen. Berechne die groBtmogliche Anzahl von Baukldtzen, die sich in einem
derartigen Baukasten unterbringen lassen (wobei sich der Schiebedeckel
schlieBen lassen muf3)!

(9/5/1)

Vier undurchsichtige Wiirfel mit den Kantenldngen 24 cm, 12 cm, 6 cm bzw.
3cm sollen so ibereinander auf eine undurchsichtige Tischplatte gestellt
werden, daB der groBte zuunterst, darauf der nédchstgroBte usw., schlieBlich
der kleinste Wiirfel zuoberst steht, wobei jeder der Wiirfel vollstindig auf der
Deckplatte des unter ihm stehenden (bzw. auf der Tischplatte) ruht, (d. h., ohne
iiber diese Flache hinauszuragen).

Ermittle von diesen Wiirfeln den Gesamtflicheninhalt derjenigen Ober-
flachenteile, die sichtbar (d. h. nicht verdeckt) sind!

(13/6/2)

Auf einer horizontalen Ebene steht ein oben offener quaderférmiger Kasten
mit den inneren Grundkantenldngen 5 cm und 4 cm, der bis zu einer Hohe
von 7 cm mit einer Fliissigkeit gefiillt ist.

Um wieviel Zentimeter muB} ein Wiirfel von 2 cm Kantenlidnge vom Berithren
der Fliissigkeitsoberfliche an gesenkt werden, bis sich die Deckfliche des
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Wiirfels und der Fliissigkeitsspiegel in ein und derselben Ebene befinden?
Dabei sollen Grund- und Deckfldche des Wiirfels stets parallel zum Fliissig-
keitsspiegel sein.

Bemerkung: Der Fliissigkeitsspiegel sei als Teil einer horizontalen Ebene
angenommen, die Adhédsion werde vernachléssigt.

(14/7/1)

In einem allseitig geschlossenen quaderformigen Glaskasten befinden sich
genau 600 cm® Wasser. Legt man den Kasten nacheinander mit seinen ver-
schiedenen AuBenflichen auf eine horizontale Ebene, so ergibt sich fiir die
Wasserhohe im Kasten einmal 2 cm, einmal 3 cm und einmal 4 cm.

Ermittle das Fassungsvermdgen des Kastens!

Bemerkung: Der Wasserspiegel sei als Teil einer horizontalen Ebene ange-
nommen, die Adhdsion werde vernachlissigt.

(16/8/3)

Gegeben sei ein Wiirfel mit den Eckpunkten 4, B, C, D, E, F, G, H (Bild A 6.10)
und der Kantenldnge 4 cm. Von ithm werde durch einen ebenen Schnitt durch
die Punkte I, K, L cine Ecke abgeschnitten, wobei I der Mittelpunkt von AE,
K der Mittelpunkt von EF und L der Mittelpunkt von EH ist.

Zeichne ein Netz des Restkorpers, und benenne dabei die Eckpunkte!

(9/6/1)

H G H G
L
E K _# E 3
/ §
o c o c
/ /
A @ 8 4 ]
Bild A 6.10 Bild A 6.12

Von einem Wiirfel mit der Kantenldnge @ = 9 cm seien an jeder seiner Ecken
. . . .. . . a . .
jeweils ein Wiirfel mit einer Kantenlinge b < 3 herausgeschnitten. (Die

Flichen der herausgeschnittenen Wiirfel seien parallel zu den entsprechenden

Flichen des groBen Wiirfels.)

a)  Zeichne fiir b = 3 cm ein Schrigbild des Restkorpers (60°; 1:3)!

c) Ermittle den Wert von b, fiir den das Volumen des Restkorpers
Va = 217 cm?® betrigt!

(12/8/1)

Gegeben sei ein Wiirfel mit den Eckpunkten 4, B, C, D, E, F, G, H (Bild A 6.12).
Der Schnittpunkt der Flichendiagonalen AH und DE sei K.
Beweise, dall DE senkrecht auf BK steht!

(15/7/3)
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Durch den in Bild A 6.13 dargestellten Wiirfel soll ein ebener Schnitt so ge-
legt werden, daB als Schnittfigur ein gleichseitiges Dreieck entsteht, dessen
samtliche Ecken auch Eckpunkte des Wiirfels sind.

Gib alle Méglichkeiten fiir einen solchen Schnitt an, und stelle einen Wiirfel
mit einem solchen Schnitt in Kavalierperspektive dar!

(16/8/1)
H G
E F
0. c
A B Bild A 6.13

Ein Wiirfel werde von allen denjenigen Ebenen geschnitten, die durch die

Mittelpunkte jeweils der drei von einem Eckpunkt ausgehenden Kanten ver-

laufen. Dabei entsteht ein Restkorper.

a) Stelle fiir einen Wiirfel mit einer Kantenlinge 6 cm den Restkérper
in einem Schrigbild (60°; 1:3) dar!

b)  Ermittle die Anzahl aller Eckpunkte und die Anzahl aller Kanten des
Restkorpers!

c) Gib die Form und die Anzahl aller Teilflichen der Oberfliche des
Restkorpers an!

(10/8/1) i

Ein Wiirfel soll auf verschiedene Arten durch einen ebenen Schnitt in zwei
Teilkorper zerlegt werden. K6nnen dabei folgende Schnittfiguren entstehen?
a) gleichseitiges Dreieck

b)  gleichschenkliges (nicht gleichseitiges) Dreieck

c) rechtwinkliges Dreieck

d)  ungleichschenkliges Dreieck

€) Quadrat f) nichtquadratisches Rechteck

2) Fiinfeck h) Achteck

Welche méglichen Schnittfiguren sind in dieser Aufzahlung nicht enthalten?
Als Losung gilt eine Abbildung, aus der man sehen kann, wie der ebene Schnitt
gefiihrt werden mufl, wenn man die betreffende Schnittfigur erhalten will.
In den Fillen, in denen eine der aufgefiihrten Schnittfiguren nicht entstehen
kann, geniigt der Hinweis darauf (ohne Begriindung).

(4/8/1)
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7. Geometrische Konstruktionen
in der Ebene

Wie bei den meisten mathematischen Aufgaben lassen sich auch fiir geometrische Kon-
struktionen hédufig mehrere Losungswege finden. Es hat sich bewihrt, bei der Losung nach
einem Schema vorzugehen. AuBler dem hier dargestellten Schema gibt es andere Schemata,
die zum gleichen Ergebnis fihren. Grundsitzliche Ausfiihrungen zum Thema ,,Konstruk-
tionen‘ findet der interessierte Leser in der im Vorwort (Seite 4) genannten, von Prof. Dr.
W. ENGEL und Prof. Dr. U. PIRL herausgegebenen Sammlung von Olympiade-Aufgaben.
Als Hilfsmittel seien — wenn nicht anderweitige Angaben in der Aufgabenstellung erfolgt
sind — zunichst grundsitzlich Bleistift, Lineal (ohne Skale) und Zirkel zugelassen; ferner
ist die Benutzung von ZentimetermalB und Winkelmesser gestattet, aber nur zum einmaligen
Auftragen ,,gegebener Stiicke** auf dem Zeichenblatt. AuBerdem ist es iiblich, zum Kén-
struieren von Parallelen und Senkrechten das Zeichendreieck zuzulassen (auch wenn an
sich fiir diese Konstruktionen Lineal und Zirkel ausreichen).

Jede Losung einer Konstruktionsaufgabe beginnt mit dem Abschnitt (I) ,,Analyse* (auch
Analysis genannt). Dabei geht man von der Annahme aus, ein geometrisches Objekt habe
die verlangten Eigenschaften. Es ist ratsam, dazu eine Zeichnung anzufertigen, wobei die
gezeichnete Figur keineswegs der spéter konstruierten dhnlich sein mul3. Diese sogenannte
Analysisfigur soll dem Losenden lediglich zur Veranschaulichung des Sachverhalts dienen.
Insbesondere soll sie alle ,,gegebenen Stiicke enthalten. Ausgehend von den vorausge-
setzten Eigenschaften wird nun das geometrische Objekt analysiert, d. h., es werden weitere
Eigenschaften abgeleitet, die Objekte der vorausgesetzten Art haben miissen. Das Ziel
der Betrachtungen besteht dabei darin, solche Eigenschaften zu finden, die eine Konstruk-
tion des geometrischen Objektes aus den ,,gegebenen Stiicken* ermdglichen.

Es folgt dann der Teil (IT) ,,Konstruktionsbeschreibung®, und zwar derart mit Teil I ver-
kniipft, daBl am Ende (und als Ziel) des Teiles I die Aussage steht: ,,Daher*‘ (als SchluB3-
folgerung aus der eingangs gemachten Annahme) ,,kann ein geometrisches Objekt nur
dann die verlangten Eigenschaften haben, wenn es nach folgender Beschreibung konstruiert
werden kann.*

Im Teil I wurde also gezeigt, daB jede Figur, die den Bedingungen der Aufgabe entspricht,
sich nach der Konstruktionsbeschreibung I konstruieren lassen muB.

(Es ist dabei durchaus méglich, daB man auch auf anderem Wege zu einer Konstruktion —
evtl. sogar einer ganz anderen Konstruktion — des geforderten Objektes kommen kann.
Dann hitte natiirlich die Analyse anders aussehen miissen. Die obige Aussage enthilt
also keine Angaben iiber die Anzahl der Konstruktionsmoglichkeiten fiir das betrachtete
Objekt. Sie besagt aber andererseits, dall ein Objekt nicht die geforderten Eigenschaften
haben kann, wenn es sich auf die angegebene Weise nicht konstruieren 1408t.)
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Bei den angegebenen Konstruktionsschritten wird {iblicherweise, zur Entlastung der Dar-
stellung in Teil II, nichts dariiber ausgesagt, ob z. B. in der Beschreibung erwihnte Schnitt-
punkte mit Hilfe der gegebenen Stiicke iiberhaupt zustandegekommen und ob sie eindeutig
bestimmt sind. Das bleibt einem spiteren Teil IV iiberlassen (jedoch ist dies keine bindende
Vorschrift; insbesondere kann man sehr einfach ersichtliche Eindeutigkeits- und Existenz-
aussagen sogleich in Teil IT formulieren).

Im Teil (IIT) wird anschlieBend bewiesen, daB jede nach der Beschreibung II konstruierte
Figur die verlangten Eigenschaften hat. Dieser Teil III (oft kurz nur ,,Beweis* genannt)
ist also die logische Umkehrung der Teile I und II.

Im Teil (IV), den man mit ,,Determination‘* oder auch mit ,,Diskussion‘ bezeichnet,
wird erstens untersucht, ob die in Teil II angegebenen Konstruktionsschritte (mit den
gegebenen Stiicken) iiberhaupt ausfithrbar sind. Damit ist, wenn dies zutrifft, zusammen
mit Teil III bewiesen, daB es geometrische Objekte mit den verlangten Eigenschaften gibt
(Existenznachweis).

Zweitens ist zu untersuchen, ob die Ausfithrung der Konstruktion in jedem Fall moglich
ist oder ob die gegebenen Stiicke dafiir bestimmte einschrinkende Voraussetzungen er-
fiillen miissen. Ist einer der Konstruktionsschritte nicht ausfithrbar (z. B. Ermitteln des
Schnittpunktes zweier zueinander paralleler Geraden), so ist zusammen mit Teil I bewiesen,
daB es keine geometrischen Objekte mit den verlangten Eigenschaften gibt.

Drittens wird in Teil IV untersucht, ob diec Konstruktionsschritte aus Teil I eindeutig
ausfiihrbar sind, oder — wenn dies nicht zutrifft — bis auf Kongruenz eindeutig. Trifft
dies fiir alle Schritte zu, so ist damit zusammen mit Teil [ bewiesen, daB die gestellten For-
derungen eindeutig bzw. bis auf Kongruenz eindeutig das geometrische Objekt festlegen,
d. h., es ist dann bewiesen: Es gibt nur ein Objekt mit den geforderten Eigenschaften bzw.
alle Objekte mit diesen Eigenschaften sind einander kongruent (Eindeutigkeitsnach-
weis). Dabei wird davon ausgegangen, daB cin ebenes geometrisches Objekt einem Ver-
gleichsobjekt genau dann kongruent ist, wenn es durch Verschiebung oder Drehung oder
Spiegelung aus dem Vergleichsobjekt erhalten werden kann. (In den Vorbemerkungen,
Punkt 10., ist insbesondere die Kongruenz von Dreiecken in diesem Sinne definiert.)
Beide Teiluntersuchungen in IV, die Existenz- und die Eindeutigkeitsuntersuchungen,
konnen Fallunterscheidungen fiir die gegebenen Stiicke erforderlich machen, sofern nim-
lich diese Stiicke nicht konkret durch zahlenmaBige GroBenangaben oder in wahrer Gréle
abgebildet vorliegen, sondern abstrakt als ,,gegeben‘ bezeichnet sind. Aber auch bei kon-
kret gegebenen Stiicken ist jeweils eine Existenz- bzw. Eindeutigkeitsaussage zu einem
Konstruktionsschritt zu begriinden. Dies kann freilich oft durch Verweis auf eine tatséch-
lich ausgefiihrte Konstruktion geschehen (z. B. mit einer Formulierung wie etwa: ,,Wie die
Konstruktion mit den gegebenen Stiicken ergibt, sind die Geraden g und 4 nicht zuein-
ander parallel, haben also einen Schnittpunkt‘‘). Bei abstrakt ,,gegebenen‘* Stiicken dagegen
dirfen auf keinen Fall Eigenschaften der Analysisfigur (etwa Lagebeziehungen oder der-
gleichen) der Anschauung entnommen und zum Beweis herangezogen werden, es sei denn,
man erbringt den Nachweis, da3 diese Eigenschaften von der Wahl der konkreten Analysis-
figur unabhingig sind.



A71

A7.2

A73

-A74

A75

A76

68

Konstruiere ein Dreieck ABC aus r = 3,2cm, a = 5,6 cmund 4, = 4,4 cm!
Dabei bedeuten a die Linge der Seite BC des Dreiecks ABC, r den Umkreis-
radius dieses Dreiecks und #, die Lange der zur Seite BC senkrechten Hohe.
Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob durch die gege-
benen Stiicke ein Dreieck bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt ist!

(14/7/1)

Gegeben seien in der Ebene drei Geraden g,, g, und g3, die einander in einem
Punkt S schneiden, sowie ein Punkt 4 # S auf g,.

Konstruiere ein Dreieck 4BC, dessen Seitenhalbierenden s,, s, und s, auf g;,
g, bzw. g, liegen! Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest,
ob durch die gegebenen Bedingungen ein Dreieck ABC bis auf Kongruenz
eindeutig bestimmt ist!

(8/7/3)

Konstruiere ein Dreieck ABC, das den Bedingungen a:b:¢c = 2:3:4 und
r = 4 cm geniigt!

Dabei seien a, b, ¢ in dieser Reihenfolge die Langen der Seiten BC, AC bzw.
AB, und r sei der Umkreisradius des Dreiecks ABC.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob durch die gege-
benen Bedingungen ein Dreieck ABC bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt
ist!

(13/8/3)

Konstruiere ein Dreieck ABC, in dem AB = Sem, ¥ BAC = 70° und

BH = HE gelten. Dabei sei H der Héhenschnittpunkt des Dreiecks ABC und E
der FuBpunkt des von B auf die Gerade durch 4 und C gefillten Lotes.
Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob durch die gege-
benen Bedingungen ein Dreieck ABC bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt
ist!

(7/8/3)

Zeichne drei Strecken AB, CD, EF mit den Langen 4B = 5,6 cm, CD = 1,8cm,

EF = 6,2 cm! Konstruiere mit Hilfe dieser Strecken drei weitere Strecken,
fiir deren Léngen a, b bzw. ¢ gilt:

AB=a+ b, CD=a—b, EF=5b + ¢! 1
Begriinde, warum deine Konstruktion Strecken der Linge a, b bzw. ¢ ergibt,
die die Eigenschaften (1) haben!

(17/5/2)

Die Fliache des Rechtecks ABCD mit den Seitenldngen a = 16 cm, b = 9 cm
ist so in fiinf Rechtecksflichen zu zerlegen, daB sich diese zu einer Quadrat-
fliche zusammensetzen lassen, wobei sdmtliche Teilrechtecke verwendet
werden sollen und die gesamte Fliche des Quadrats liickenlos und ohne Uber-
lappungen von den Fliachen dieser Teilrechtecke ausgefiillt werden soll. Gib
eine Moglichkeit hierfiir an!

(10/6/2)
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Gegeben seien zwei Punkte 4 und B, deren Abstand voneinander 10 ¢cm
betrdgt. Ferner seien als Hilfsmittel ein Lineal von nur 8 cm Linge ohne
Ma@einteilung, ein Bleistift und ein Zirkel vorhanden.

Konstruiere unter alleiniger Verwendung dieser Hilfsmittel die Strecke 4 B!
Beschreibe deine Konstruktion!

(3/6/2)

Fallt ein Lichtstrahl auf einen ebenen Spiegel, so wird er so reflektiert, daB der
Einfallswinkel (d. h. der Winkel, den der einfallende Strahl mit der im Auf-
treffpunkt A errichteten Senkrechten bildet) gleich dem Reflexionswinkel
(d. h. dem Winkel zwischen der genannten Senkrechten und dem reflektierten
Strahl) ist (Bild A 7.8a)).
a) Konstruiere den Verlauf eines Lichtstrahls, der auf den in Bild A 7.8b)
dargestellten Winkelspiegel unter einem FEinfallswinkel von 30° fillt!
b) Ermittle die GroBe des Winkels, den der auf den Spiegel 1 einfallende
Strahl mit dem vom Spiegel 2 reflektierten Strahl bildet!

(3/6/2)

a)

Spiegel 2

(% 7 Bild A 7.8
Gegeben sei ein Winkel mit dem Scheitelpunkt S und der GréBe 36°.
Konstruiere hieraus unter alleiniger Verwendung von Zirkel und Lineal

einen Winkel, dessen Grofe 99° betrigt!
(6/6/2)

Gegeben seien zwei voneinander verschiedene Punkte 4 und B.
Konstruiere unter alleiniger Verwendung eines Zirkels einen Punkt P, der auf
der Geraden durch 4 und B liegt!

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion!

(5/773)

Einem rechtwinkligen Dreieck ABC mit dem rechten Winkel bei C ist ein
Quadrat so einzubeschreiben, daBl der rechte Winkel des Dreiecks ABC zum
Quadratwinkel wird und der ihm gegeniiberliegende Eckpunkt des Quadrats
auf der Hypotenuse AB liegt.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob durch die gege-
benen Bedingungen ein Quadrat eindeutig bestimmt ist!

(7/712)

Gegeben sei ein Dreieck ABC mit AC = 90cm, BC = 6,0 cm und
¥ BCA = 120°.
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8 Bild A 7.12

Konstruiere ein regelméBiges Sechseck CDEFGH so, dal D auf AC, F auf AB
und H auf BC liegen (Bild A 7.12)!

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob es genau ein
Sechseck CDEFGH gibt, das den Bedingungen der Aufgabe entspricht!
(17/7/3)

In der Ebene seien drei Geraden g4, g,, g5 gegeben, von denen keine zwei
zueinander parallel sind. Ferner sei s eine positive rationale Zahl.
Konstruiere einen Kreis &k, der von jeder der Geraden g,, ¢,, g5 eine Strecke
der Linge s abschneidet!

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob stets ein solcher
Kreis existiert! Wenn ja, so ermittle die Anzahl aller derartigen Kreise!

(6/8/3)

In der Ebene seien zwei voneinander verschiedene Punkte P, und P, und zwei
voneinander verschiedene Geraden g, und g, gegeben.

Ermittle alle Punkte X mit den folgenden Eigenschaften!

() XpP, =XpP,

(2) Die Abstinde des Punktes X von g, bzw. g, sind gleichgroB.
(Fallunterscheidung beachten!)

(6/8/4)

Gegeben seien zwei parallele Geraden g, und g, mit dem Abstand a. Ferner
sei P ein beliebiger Punkt zwischen g, und g,.

Konstruiere einen Kreis k, der g, und g, berithrt und durch P geht'
Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob durch die Auf-
gabenstellung ein Kreis eindeutig bestimmt ist!

(15/8/2)

Gegeben seien drei Strecken mit den Léangen p;, p, und r, wobei p; < p, vor-

ausgesetzt sei.

Konstruiere ein gleichschenkliges Trapez, dessen parallele Seiten die Lingen

py bzw. p, haben und dessen Umkreis den Radius r hat!

a) Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob durch
die gegebenen Stiicke ein Trapez eindeutig bestimmt ist!

b) Fihre die Konstruktion fiir den Fall p, = 3 cm, p, = 5 ¢cm und
r = 4 cm aus!

(4/8/3)
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Gegeben seien ein Kreis £ mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r = 6 cm
und ein Kreis k; mit dem Mittelpunkt M, und dem Radius r, = 2 cm. Beide
Kreise beriihren einander von auBen.

Konstruiere alle Kreise mit dem Radius 2 cm, die die beiden gegebenen Kreise
beriihren! Konstruiere auch die Berithrungspunkte der gesuchten Kreise mit
den gegebenen!

(718/2)

Gegeben sei ein beliebiges Parallelogramm ABCD.

Konstruiere unter Beibehaltung der Seite 4B ein zu ABCD flicheninhalts-
gleiches Parallelogramm ABC, D,, das auf derselben Seite der Geraden durch
A und B wie das Parallelogramm 4BCD liegt und dessen Diagonale AC; eine
vorgegebene Linge e mit e > 0 hat!

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion!

Stelle fest, ob mit den gegebenen Stiicken ein Parallelogramm ABC,D, ein-
deutig bestimmt ist!

(11/8/1)

Gegeben sei ein spitzer Winkel; sein Scheitel sei der Punkt S, seine Schenkel
seien die Strahlen a und b; seine Winkelhalbierende sei der Strahl w. Ferner
sei ein auf w gelegener Punkt P mit-P # S gegeben.

Konstruiere einen Kreis k, der @ und b beriihrt und durch P geht!
Beschreibe und begriinde deine Konstruktion!

Stelle fest, ob durch die genannten Bedingungen ein Kreis eindeutig bestimmt
ist!

(16/8/3)

Konstruiere e¢in Trapez ABCD mit AB||CD aus a—c¢ =3cm, b = 4cm,
d=6cm, e =9cm!
Dabei bedeuten a, b, ¢ und d in dieser Reihenfolge die Lingen der Seiten

“AB, BC, CD, DA und e die Linge der Diagonalen AC.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion!
Stelle fest, ob durch die gegebenen Stiicke ein Trapez bis auf Kongruenz
eindeutig bestimmt ist!

(13/7/3)

In einem Quadrat ABCD habe die Diagonale AC eine Linge von 10,0 cm.

a)  Konstruiere ein solches Quadrat!
Beschreibe und begriinde deine Konstruktion!

b) Ein Rechteck EFGH heiBt dann dem Quadrat ABCD einbeschrieben,
wenn bei geeigneter Bezeichnung E auf 4B, F auf BC, G auf CD und
H auf DA liegt. Dabei sei noch vorausgesetzt, dalB EF || AC gilt.
Ermittle fiir jedes derartige Rechteck EFGH seinen Umfang!

(17/7/3)

0!
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Wegen 75 = 3 - 25 ist eine Zahl genau dann durch 75 teilbar, wenn sie sowohl
durch 3 als auch durch 25 teilbar ist, da 3 und 25 teilerfremd sind. Ferner ist
eine mehrstellige Zahl genau dann durch 25 teilbar, wenn ihre letzten beiden
Stellen 25, 50, 75 oder 00 lauten. Da in der Aufgabe die letzte Ziffer, nimlich
5, bereits festliegt, kann nur dann eine der gesuchten Zahlen entstehen, wenn das
zweite Sternchen durch 2 oder 7 ersetzt wird.

Nun ist weiterhin eine Zahl genau dann durch 3 teilbar, wenn ihre Quersumme
durch 3 teilbar ist. Ohne die fiir das erste Sternchen einzusetzende Zahl ist
16 die Quersumme von 3 + 625 bzw. 21 die von 3 + 675. Folglich kann nur
dann eine der gesuchten Zahlen entstehen, wenn dieses Sternchen im ersten
Fall durch 2, 5 oder 8, im zweiten Fall durch 0, 3, 6 oder 9 ersetzt wird. Daher
kénnen nur die Zahlen

32625, 35625, 38625, 30675, 33675, 36675 und 39675

den Bedingungen der Aufgabe entsprechen.

Da sie in der Tat fiinfstellige, durch 75 teilbare Zahlen sind, sind sie genau die
gesuchten Zahlen.

a) Es sei a eine beliebige natiirliche Zahl. Dann gilt:
a+@+ ) +@+2)+@+3)+ (a+ 4) =5+ 10.
Fir natiirliche Zahlen x, y, z gilt der Satz: Wenn z ein Teiler sowohl
von x als auch von y ist, so ist z auch Teiler der Summe x + y.
Nun ist 5 ein Teiler von 5a, und 5 ist auch ein Teiler von 10. Daher ist 5
ein Teiler von 5a + 10, w. z. b. w.
b) Ein Gegenbeispiel zeigt, daB die Summe von sechs aufeinanderfolgenden
Zahlen nicht immer durch 6 teilbar ist:
Esgiltz.B.1 + 2+ 3+ 4 + 5+ 6 = 21, und 6 ist kein Teiler von 21.
c) Es gilt z. B. firn=17:
a+@+D)+@+2)+@+3+@+4dH+@+5+ @+ 6
= Ta + 21.
Nun ist 7 sowohl ein Teiler von 7a als auch von 21 und mithin auch ein
Teiler von 7a + 21.
Somit ist z. B. n = 7 eine weitere natiirliche Zahl (> 6), fiir die die in
der Aufgabe gemachte Aussage gilt.
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Da von vier aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen stets genau eine durch
4 und von acht aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen genau eine durch 8
teilbar ist (~ auch Aufgabe A 1.5), gibt es unter vier aufeinanderfolgenden
geraden natiirlichen Zahlen stets genau eine durch 8 teilbare, genau eine weitere
durch 4, aber nicht durch 8 teilbare Zahl und genau zwei weitere durch 2,
aber nicht durch 4 teilbare Zahlen. Daher ist ihr Produkt durch 2-2-4 -8
= 27 teilbar. Ferner kann erreicht werden, daB die durch 8 teilbare Zahl nicht
durch 16 teilbar ist. Die groBte zu ermittelnde Zahl ist mithin n = 7.

Ist p die gesuchte Primzahl, so ist p — 1 durch 5, 7 und 11 teilbar. AuBerdem
ist, da p = 2 die geforderten Eigenschaften nicht aufweist, p — 1 auch durch
2 teilbar.
Weil 2, 5, 7 und 11 paarweise teilerfremd sind, kommen fiir p — 1 nur Viel-
fache von 2-5-7-11 = 770 in Frage, d. h., es gilt

p=T70k + 1 (keN, k+0).
Die Zahl 771 ist durch 3, die Zahl 770 - 2 + 1 = 1541 durch 23 teilbar. Fiir
k = 3 erhilt man
(1) 770-3 4+ 1 =2311.
Da 2311 weder durch 2 noch durch 3, 5,7, 11,13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41,
43 oder 47 teilbar ist und da 53* = 2809 > 2311 ist, ist 2311 eine Primzahl.
Sie 148t wegen (1) bei Division durch 5, 7 bzw. 11 jeweils den Rest 1 und
ist daher die kleinste derartige Primzahl.

Die groBte der n aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen sei mit g bezeichnet.
Sie lasse bei Division durch # den Rest , wobei 0 < r £ n — 1 gilt, es sei also
g = q 'n + r (q eine natiirliche Zahl). Dann gehért zu den » aufeinander-
folgenden natiirlichen Zahlen auch die Zahl g — r, und genau diese Zahl
ist wegen g — r = g - n durch n teilbar, w. z. b. w.

Von den fiinf aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlenp — 2,p — 1,p,p + 1,
p + 2 ist genau eine durch S teilbar. Da p Primzahl und p > 5 ist, ist p nicht
durch 5 teilbar. Folglich ist genau eine der Zahlenp — 2, p — 1,p + 1,p + 2
durch 5 teilbar.

Da p # 2 ist, ist p ungerade. Daher ist jede der beiden Zahlenp — 1, p + 1
gerade und genau eine von beiden (wenigstens) durch 4 teilbar. Folglich ist
(@ — 1)@ + 1) durch 8 teilbar.

Da p # 3 ist, ist p nicht durch 3 teilbar. Mithin sind entweder die beiden
Zahlen p — 2 und p + 1 oder die beiden Zahlen p — 1 und p + 2 jeweils
durch 3 teilbar, ihr Produkt daher durch 9 teilbar. Aus den bisherigen Betrach-
tungen folgt, daB das Produkt (p — 2)(p — 1) (p + 1) (p + 2) durch 5, 8 und
9 und, da diese drei Zahlen paarweise teilerfremd sind, auch durch 5-8 -9
= 360 teilbar ist, w. z. b. w.

Essei 100a + b = 7n (nenN).
Durch Multiplikation mit 4 erhilt man daraus

400a + 4b = 4 - 7n, also
a+4b =4 -7n— 399a .
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Nun gilt 399 = 7 - 57 und daher
a+4b=4-7n—17-51a = 7(4n — 57a),
d. h., @ + 4b ist durch 7 teilbar, w. z. b. w.

Wir unterscheiden folgende Fille:

Fall 1 Die bei der Division der Zahlen a, b, ¢ durch 3 auftretenden Reste sind
paarweise verschieden. Es lasse o. B. d. A. die Zahl a den Rest 0, die Zahl b
den Rest 1 und die Zahl ¢ den Rest 2.

Dann lassen sich a, b, ¢ in folgender Form schreiben:

a=3m
b=3n+1 mitm,n,se N.
c=35+2

Nungit:a+b+c=3m+3In+1+35+2
=3m+n+s)+3
=3m+n+s+1),

d. h., 3 ist ein Teiler von a + b + c.

Fall 2: Es gibt unter den Zahlen a, b, ¢ (mindestens) zwei Zahlen, die bei
Division durch 3 denselben Rest r lassen. Das seien o. B. d. A. die Zahlen a
und 4. Dann lassen sich diese Zahlen in folgender Form schreiben:

a=3m+r
b=3n+r

Folglich gilt:
a—b=3m+r—0Cn+r
= 3(m — n),
d. h., 3 ist ein Teiler von a — b.
Da es keine weiteren Falle gibt, ist damit die Behauptung bewiesen.

mitm, n,reNund0 <r <2,

Jede dreistellige natiirliche Zahl z 148t sich in der Form
z=100a + 106 + ¢

schreiben, wobei a, b, ¢ natiirliche Zahlen sind, fiir die 1 £a<9,
0 £ b, ¢ £ 9 gilt. Die Zahl z’ mit der umgekehrten Ziffernfolge lautet dann

z' = 100¢c + 10b + a
und die Differenz z — z’ beider Zahlen

z— 2z =100a + 10b + ¢ — (100c + 106 + a)
=992 — 99¢ = 99(a — o),

d. h., z — z’ ist durch 99 teilbar, w. z. b. w.

Wie jede ganze Zahl 148t sich p in der Form p = 6n + r darstellen, wobei
n, r natiirliche Zahlen sind und 0 < r £ 5 gilt.

Da jede Primzahl p > 3 weder durch 2 noch durch 3 teilbar ist, kann r nicht
gleich 0, 2, 3, 4 sein. Also muB
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p=6n+1 mit n>0 oder
p=6n+5 mit n=20, d. h,
p=6n+1)—1 mit n+1)>0

gelten, w. z. b. w.

a) Es gibt genau neun derartige zweistellige Zahlen, namlich 16, 27, 38,
49, 50, 61, 72, 83 und 94.

b)  Unter diesen Zahlen ist nur die Zahl 72 wegen 72 = 8(7 + 2) = 8 - O
achtmal so groB wie ihre Quersumme.

Wir nehmen 0 (mit der Quersumme 0) unter dic zu beriicksichtigenden Zahlen
auf, schlieBen 1000 vorldufig aus und fassen jeweils die beiden Zahlen g und
(999 — a), mit 0 £ a £ 499, zu cinem Paar zusammen. Es sei

a=u-1®+v-10+w (%
mit y, v, we Nund 0 S u, 0o, w £ 9.

Dann ist ¥ + v + w die Quersumme von a. Ferner ist

999 —a=9-1%+9-10+9—u-12 —p-10 —w
=(9—u)l0* + (9 — )10 + (9 — w),

und wegen (*) gilt auch
0=0—uw,0—0v,00—mw=9.

Daher ist 9 —u + 9 — v + 9 — w die Quersumme dieser Zahl, die Summe
der Quersummen von a und 999 — g ist dann

9 —u+9—v+9—w+u+v+w=27.

Unter den betrachteten Zahlen gibt es genau 500 solcher Paare, also ist die
Summe der Quersummen der hiermit erfaBBten Zahlen 500 - 27 = 13500.
Dazu ist noch die Quersumme 1 von 1000 zu addieren. Die zu ermittelnde
Summe betragt mithin 13501,

a) Unter allen 1972-stelligen Zahlen hat diejenige die groBte erste Quer-

summe, die aus 1972 Ziffern 9 besteht. Diese groBte erste Quersumme
betrigt somit 9 -1972 = 17748. Da hiernach die erste Quersumme
einer 1972-stelligen Zahl nicht groBer als 17748 sein kann, erhilt man
die groBte zweite Quersumme als groBte aller Quersummen der Zahlen
von 10 bis 17748 und folglich als Quersumme der Zahl 9999, das ist
36. Denn jede natiirliche Zahl x mit 10 £ x < 9999 hat héchstens vier
Ziffern, also hat x stets eine Quersumme kleiner als 36; jede natiirliche
Zahl y mit 9999 < y < 17748 aber hat genau fiinf Ziffern, und zwar
als erste eine 1, als zweite eine Ziffer kleiner als 8 und daher ebenfalls
eine Quersumme kleiner als 36.
Da hiernach die zweite Quersumme einer 1972-stelligen Zahl nicht
groBer als 36 sein kann, erhilt man die grofite dritte Quersumme als
groBte aller Quersummen der Zahlen von 1 bis 36 und folglich als Quer-
summe der Zahl 29, das ist 11.
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b)

Unter allen Zahlen von 10 bis 36 ist 29 die einzige mit der Quersumme
11. Unter allen Zahlen mit der Quersumme 29 findet man wegen
29 3 2
979
9 so bildet, daf die aus den vorangegangenen Ziffern bestehende Zahl die
kleinste mit der Quersumme 2 ist. Diese Zahl ist offenbar 2999,

2999 2
Mit entsprechender Begriindung findet man wegen 5 = 333§ die

kleinste 1972-stellige Zahl A mit der Quersumme 2999, indem man eine
Zahl mit den letzten 333 Ziffern 9 so bildet, daB3 die aus den voran-
gehenden 1972 — 333 = 1639 Ziffern bestehende Zahl die kleinste 1639-
stellige mit der Quersumme 2 ist. So ergibt sich die Zahl
A=10...019...9,

1637 333

die der Reihe nach aus einer Zifler 1, 1637 Ziffern 0, einer Ziffer 1 und
333 Ziffern 9 besteht.

Ist nun g irgendeine von der kleinsten Zahl 2999 verschiedene, also
groBere Zahl mit der Quersumme 29 und hat eine 1972-stellige Zahl n
die Zahl g als Quersumme, so gilt:

3000 3
Wegen g > 5 = 333 3 hat die kleinste 1972-stellige Zahl B mit

die kleinste, indem man eine Zahl mit den letzten drei Ziffern

der Quersumme g als ihre letzten 333 Ziffern je eine 9 und unter den
davor stehenden 1639 Ziffern, falls dabei 1637 Ziffern 0 auftreten,
mindestens eine Ziffer = 2. Folglich ist B > A4 und demnach erst recht
n > A. Damit ist 4 als kleinste unter allen 1972-stelligen Zahlen nach-
gewiesen, die irgendeine Zahl mit der Quersumme 29 als Quersumme
haben, d. h. aber, die als dritte Quersumme die Zahl 11 besitzen.

Die kleinste der 51 aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen sei j. Dann gilt
1 £ j, und die aufeinanderfolgenden Zahlen lauten

i+ Lji+2, ..,j+49,j+50. )

Nun gilt laut Aufgabe j + 50 < 100, also 1 < j £ 50.
Folglich gehort j + j = 2j auch zu den in (1) aufgezihlten 51 aufeinander-
folgenden natiirlichen Zahlen, w. z. b. w.

1. Lésungsweg:

@

an

Ist a gerade, so ist a* gerade, also auch a* — a; folglich ist dann
@ — a + 1 ungerade. Ist a ungerade, ist > — a gerade und folglich
a* — a + 1 ungerade. Daher ist der Zihler stets ungerade, also kann
der Bruch nicht durch 2 gekiirzt werden.

(Entsprechend kénnte man den Beweis auch durch alleinige Untersu-
chung des Nenners fiihren.)

Ist a durch 3 teilbar, so auch a?, also auch &> — a; folglich ist dann
a@> — a + 1 nicht durch 3 teilbar (dhnlich folgt: auch &* + a — 1
nicht).

L4Bt a bei Division durch 3 den Rest 1, so auch a?; folglich ist dann
a* — a durch 3 teilbar und mithin &> — a + 1 nicht.
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LBt a bei Division durch 3 den Rest 2, so l48t a* bei Division durch
3 den Rest 1; folglich ist dann a® + a durch 3 teilbar, also @ + a — |
nicht.

Dabher ist von den beiden Zahlen ¢* —a + 1, @ + a — 1 stets (min-
destens) eine nicht durch 3 teilbar, d. h., der Bruch kann nicht durch 3
gekiirzt werden.

2. Ldsungsweg:

(I) Von den beiden Zahlen a, a — 1 ist stets eine ungerade. Daher ist
@ — a = a(a — 1) gerade usw. wie im 1. Losungsweg.

(II) Von den drei Zahlen @ — 1, a, a + 1 ist stets genau eine durch 3 teil-
bar, also auch stets mindestens eine der beiden Zahlen
@ —a=ala—1) und @ +a=a@+1.
Folglich ist von den beiden Zahlen > —a + 1 und a®> + a — 1 stets
(mindestens) eine nicht durch 3 teilbar usw.

Die Losung laBt sich z. B. mit Hilfe folgender Tabelle ermitteln, wobei fiir
jedes Midchen der Anfangsbuchstabe seines Vornamens gesetzt wurde.

Name | Produkt | Primfaktoren- Maoégliche Tatsdchliche
zerlegung Geburtsdaten
A 49 7-7 - 7.1 7. 7
B 3 -3 3. 1. oder 1. 3. 3. L
C 52 2:2-13 26. 2. oder 13. 4. 13. 4.
D 130 2-5-13 26. 5. oder 13.10. 13. 10.
E 187 11-17 17. 11. 17. 11
F 300 2-2-3-5-5 30. 10. oder 25.12. 25. 12.
G 14 n-2-7 14. 1. oder 7. 2. 7. 2.
oder 2. 7.
H 42 2-3-7 21. 2. oder 14. 3. 7. 6.
oder 7. 6.
oder 6. 7.
I 81 3-3-3-3 27. 3. oder 9. 9. 27. 3.
K 135 3-3-3-5 27. 5. oder 15. 9. 27. S
L 128 2:2:2:2:2:2-2 16. 8. 16. 8.
M 153 3-3-17 17. 9. 17. 9.

Die tatsiachlichen Daten ermittelt man folgendermalen:

(1) Gibt es nur eine Moglichkeit fiir das Geburtsdatum, so ist fiir dieses
Maidchen das Geburtsdatum damit festgelegt (gilt fiir A, E, L, M).

(2) Nun streicht man bei den verbleibenden Midchen die Daten, deren
Monatsnummer bereits bei den unter (1) genannten Daten auftritt, da
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laut Aufgabe in jedem Monat genau eines der gesuchten Geburtsdaten
liegt (gilt fiir G, H, I, K). Bleibt dabei bei einem Midchen nur ein
Datum fiibrig, ist damit sein Geburtsdatum ermittelt (I, K).

(3) Indem man analog fortfihrt, werden die restlichen Daten ermittelt,
und zwar in folgender Reihenfolge: Streichung bei B, D, H; Ermitt-
lung des endgiiltigen Datums bei B, D; Streichung und damit endgiil-
tige Datenermittlung bei F, G und dann bei C, H.

Alle Zahlen, die durch 2 und durch 9 teilbar sind, sind auch, da 2 und 9 teiler-
fremd sind, durch 2 -9 = 18 teilbar. Die kleinste durch 18 teilbare Zahl in
der Menge A ist 1512, die nichstgroBere erhilt man durch Addition von 18
zu dieser Zahl, da es unter 18 aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen genau
eine durch 18 teilbare gibt. Dieses Verfahren 148t sich fortsetzen. Die vierund-
sechzigste dabei erhaltene Zahl (einschlieBlich der Zahl 1512 also insgesamt
die finfundsechzigste derartige Zahl) lautet

1512 + 64 - 18 = 1512 + 1152 = 2664 .

Da sie groBer als 2650 ist, gibt es folglich in der Menge A keine fiinfundsechzig
verschiedenen durch 9 teilbaren geraden Zahlen.

Jede der beiden Zahlen eines jeden Paares muBl sowohl Teiler von 210 als auch
Vielfaches von 6 sein. Wegen 210 = 2 -3 -5 -7 sind das genau die Zahlen
6, 30, 42 und 210. Folglich sind folgende Zahlenpaare zu untersuchen.

Zahlenpaar Kleinstes GroBter Mithin erfiillen genau die

gemeinsames - | gemeinsamer Zahlenpagre [6;210] und

Vielfaches Teiler [30; 42] die gestellten Be-

dingungen.

[6; 30] 30 6
[6; 42] 42 6
[6; 210 210 6
[30; 42) 210 6
[30; 210] 210 30
[42; 210] 210 42

Man vergleicht die beiden ersten Summanden der beiden Summen (100 und

102), die beiden zweiten Summanden (104 und 106) usw. bis zu den beiden

letzten Summanden (996 und 998). In jedem dieser Paare ist die erste Zahl

um 2 kleiner als die zweite.

a) Die Summe der nicht durch 4 teilbaren dreistelligen geraden Zahlen
ist daher gré8er als die Summe der durch 4 teilbaren dreistelligen Zahlen.

b) Es gibt insgesamt 225 solcher Paare, die Differenz der betrachteten
Summen ist also dem Betrag nach 450.

Fir vier aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen a, b, ¢, d gilt: b =a + 1,
¢=a+ 2,d= a+ 3. Daraus folgt:
(1) Esist

ac=aa+2D=a+2a<a+4a+3=@+ @+3)=>bd.
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Der Betrag der Differenz beider Produkte ist demnach
bd —ac=2a+3.

(2) Esist
be=@+V@+2)=a+3a+2>a+3a=aa+3)=ad.
Der Betrag der Differenz beider Produkte ist demnach
bc —ad=2.

Unter den natiirlichen Zahlen von 0 bis 10 gibt es genau eine, bei der eine 5
auftritt, nimlich die 5 selbst. Unter den Zahlen von 0 bis 100 gibt es im Bereich
von 0 bis 9, von 10 bis 19, von 20 bis 29, von 30 bis 39, von 40 bis 49, von 60
bis 69, von 70 bis 79, von 80 bis 89 und von 90 bis 100 jeweils genau eine Zahl,
die die Ziffer 5 enthilt, nimlich die Zahlen 5, 15, 25, 35, 45, 65, 75, 85 und
95. Die 10 Zahlen 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58 und 59 enthalten ebenfalls
(mindestens) eine Ziffer 5; daher gibt es unter den betrachteten Zahlen genau
19 derartige Zahlen. Ebenso gibt es unter den Zahlen von 100 bis 199, von
200 bis 299, von 300 bis 399, von 400 bis 499, von 600 bis 699, von 700 bis 799,
von 800 bis 899 und von 900 bis 1000 jeweils genau 19 Zahlen, die die
Ziffer 5 enthalten, insgesamt also 9 - 19 = 171. Die 100 Zahlen von 500 bis
599 enthalten simtlich die Ziffer 5. Wegen 171 + 100 = 271 gibt es daher
unter den Zahlen von 0 bis 1000 genau 271 Zahlen, die die Ziffer 5 enthalten,
und wegen 1001 — 271 = 730 genau 730 Zahlen, bei denen das nicht der
Fall ist. Von den letztgenannten Zahlen gibt es also mehr als von den erst-
genannten.

a) Die vorgegebene Zahl z entstand aus 9 einstelligen Zahlen, 9 - 10 = 90
zweistelligen Zahlen und der dreistelligen Zahl 100.
Sie enthilt 9 + 90 + 3 = 192 Stellen.

b)  Von den insgesamt 192 Ziffern von z sollen in der zu bildenden Zahl
z' genau 92 Ziffern erhalten bleiben.
Von zwei 92-stelligen Zahlen, die mit einer verschiedenen Anzahl von
Neunen beginnen, ist diejenige die groBere, die mit der groBeren Anzahl
von Neunen beginnt.
Vor der ersten in der Zahl z auftretenden Neun stehen 8 von Neun ver-
schiedene Ziffern, vor der zweiten weitere 19, vor der dritten, vierten
und fiinften wiederum je weitere 19 von Neun verschiedene Ziffern.
Streichen wir diese, so sind wegen 8 + 4 - 19 = 84 insgesamt 84 Ziffern
gestrichen. Es sind demnach noch genau 16 weitere Ziffern zu streichen.
Nach der Streichung von 84 Ziffern beginnt dann die Zahl mit
9999950515253545556575859606162 ...
Da vor der niichsten Neun noch 19 von Neun verschiedene Ziffern stehen,
koénnen diese laut Aufgabe nicht mehr alle gestrichen werden.
Von zwei 92-stelligen, jeweils mit 5 Neunen beginnenden Zahlen ist
diejenige groBer, die an dér sechsten Stelle die groBere Zahl enthilt
(wenn man die an dieser Stelle stehende Ziffer jeweils als einstellige
Zahl auffaBlt). Im betrachteten Fall kann an der sechsten Stelle von z’
keine Acht stehen, da dazu 17 Ziffern gestrichen werden miif3ten, was
laut Aufgabe nicht moglich ist. Also kann an der sechsten Stelle von z’
héchstens eine Sieben stehen. Das ist auch erreichbar, wenn man die
nichsten 15 Ziffern nach der fiinften Neun streicht. Entsprechend
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stellt man fest, daB als letzte (16.) Ziffer die auf die (stehenbleibende)
Sieben folgende Fiinf gestrichen werden muB.

Danach lauten also die ersten zehn Ziffern der gesuchten Zahl z’ der
Reihe nach

9,9,9,9,9,7,8,5,9,6.

Es gibt genau
9 einstellige,
99 — 90 zweistellige,
999 — 9 900 dreistellige,
9999 — 999 = 9000 vierstellige,
99999 — 9999 = 90000 finfstellige
Zahlen.
Die ersten neun Stellen der betrachteten Ziffernfolge nehmen die einstelligen,
die nichsten 2 - 90 = 180 Stellen die zweistelligen, die ndchsten 3 - 900 = 2700
Stellen die dreistelligen Zahlen ein. Die vierstelligen Zahlen bendtigen weitere
36000 Stellen und die fiinfstelligen schlieBlich noch 450000 Stellen. Da die
ein- bis vierstelligen Zahlen zusammen also 38889 Stellen einnehmen, ist die
uns interessierende Ziffer eine Ziffer einer mindestens fiinfstelligen Zahl.
Wegen 300001 — 38889 = 261112 < 450000 und 261112:5 = 52222 Rest 2
ist die zu ermittelnde Ziffer die zweite Ziffer der 52223. fiinfstelligen Zahl.
Da die fiinfstelligen Zahlen mit 10000 beginnen, ist es die zweite Ziffer der
Zahl 62222, Folglich steht an der 300001. Stelle der betrachteten Zahl die
Ziffer 2.

9 =
9 =

a) Aus der Voraussetzung folgt, daB mindestens eine der vier natiirlichen
Zahlen gerade ist; denn andernfalls hitten diese Zahlen als Summe eine
gerade Zahl, da die Summe von vier ungeraden Zahlen gerade ist.
Daraus ergibt sich aber die Behauptung; denn ein Produkt, in dem
mindestens ein Faktor gerade ist, ist ebenfalls gerade.

b)  Wieoben folgt aus der Voraussetzung, dafl mindestens eine der in gerader
Anzahl auftretenden natiirlichen Zahlen gerade ist; denn andernfalls
lieBen sich z. B. je zwei der (ungeraden) Summanden zu einer geraden
Teilsumme zusammenfassen, so daB man als Gesamtsumme aus diesen
Teilsummen eine gerade Zahl erhielte. Ebenfalls wie oben folgt dann
aber, dafl das Produkt der gegebenen natiirlichen Zahlen eine gerade
Zahl ist.

Angenommen, es gibe eine derartige dreistellige Primzahl. Dann kdnnte sie
nur aus drei verschiedenen der Ziffern 1, 3, 7, 9 bestehen, da bei den Vertau-
schungen jede ihrer Ziffern auch einmal an letzter Stelle stiinde und daher,
wie man mit Hilfe der Teilbarkeitsregeln erkennt, die Ziffern 0, 2, 4,5, 6, 8
entfielen.

Also mifite die Primzahl
entweder aus den Zifferm 1,3, 7
oder aus den Ziffern 1,39
oder aus den Ziffern 1,7,9
oder aus den Ziffern 3,7,9
bestehen.
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Nun ist aber z. B. 371 = 7:53,319 = 11-29, 791 = 7 - 113, 793 = 13 - 61,
d. h., es gibt in jedem der Fille unter den durch Vertauschung der Ziffern
entstehenden Zahlen wenigstens eine, die nicht Primzahl ist.

Dabher gibt es keine dreistellige Primzahl mit der geforderten Eigenschaft.

Es gilt:

(1)  Ist mindestens ein Faktor eines Produktes durch 3 teilbar, so ist das
Produkt selbst durch 3 teilbar.

(2) Ist jeder der Summanden einer Summe durch 3 teilbar, so ist auch die
Summe durch 3 teilbar.

Bei jedem der Teilpreise, wenn man ihn als Produkt aus dem Einzelpreis und

der Anzahl der jeweiligen Ware errechnet, ist mindestens ein Faktor durch

3 teilbar. Aus (1) folgt, daB jedes dieser Produkte dann durch 3 teilbar ist,

und aus (2), daBl der Gesamtpreis ebenfalls durch 3 teilbar ist.
Die Zahl 1043 ist aber nicht durch 3 teilbar. Folglich konnte der verlangte
Gesamtpreis nicht stimmen.

Angenommen, fiir eine Primzahl p seien p, p + 2, p + 4 Primzahldrillinge.
Wenn p bei Division durch 3 den Rest 1 lieBe, so ware p + 2 durch 3 teilbar
und gleichzeitig (wegen p > 1) groBer als 3, also nicht Primzahl. Wenn p
bei Division durch 3 den Rest 2 lieBe, so wire p + 4 durch 3 teilbar und zu-
gleich gréBer als 3, also nicht Primzahl. Daher muB p durch 3 teilbar und folg-
lich selbst die Primzahl 3 sein. '

In der Tat sind fiir p = 3 auch p + 2 = 5 und p + 4 = 7 Primzahlen. Somit
gibt es, wie behauptet, genau eine Zahl p, fiir die p, p + 2, p + 4 Primzahl-
drillinge sind; dies ist die Zahl 3.

Wegen a > bgilt @ — b2 > 0.
Wegen (a — b) £ (a + b)ista® — b*> = (a — b) (a + b) genau dann Primzahl,
wenn a — b = 1 gilt und @ + b eine Primzahl ist.

Die einstelligen Primzahlen lauten 2, 3, 5, 7. Wegen (1) kénnen die Telefon-
nummern weder durch 2 noch durch 5 teilbar sein, folglich enden sie wegen
(2) auf 3 oder 7. Da sie verschieden sind, haben sie wegen (3) und (1) die Ziffern-
folge 3 + 7 bzw. 7 = 3, wobei * eine einstellige Primzahl, also eine der Zahlen
2,3,5,7 ist.

Da die Zahlen 327 und 357 durch 3 teilbar sind, gilt * # 2 und * # 5. Da
377 durch 13 teilbar ist, gilt ferner * # 7. Folglich muBl * = 3 sein.

Fiir * = 3 erhilt man die Zahlen 337 und 733.

Da 337 weder durch 2 noch durch 3, 5, 7, 11, 13, 17 teilbar ist und
192 = 361 > 337 ausfillt, ist 337 eine Prlmzahl

Ebenso. ist 733 weder durch 2 noch durch 3,5,7,11,13,17, 19,23 tellbar
und wegen 29° = 841 > 733 mithin Primzahl.

Die Telefonnummern der beiden Mathematiker lauten daher 337 und 733.

Die Zahl z ist das Produkt von acht Faktoren. Jeder dieser Faktoren ist eine
Zahl der Form 100a + 76, wobel a eine natiirliche Zahl ist. Wegen
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(1002 + 76) (100b + 76) = 100(100ab + 76a + 76b + 57) + 76

ist das Produkt je zweier Zahlen dieser Form wieder eine Zahl dieser Form.
Daher gilt dasselbe fiir z, d. h., z endet auf 76.

Laut Aufgabenstellung kénnen hochstens acht Summanden auftreten. Da
1000 auf 0 endet und als letzte Ziffer jedes Summanden stets die Ziffer 8 auf-
tritt, miissen in der Summe genau fiinf Summanden vorkommen; denn 5 ist
die einzige natiirliche Zahl zwischen 0 und 8, die mit 8 multipliziert ein Produkt
ergibt, das auf 0 endet. Jeder dieser Summanden mul kleiner als 1000 sein,
kann daher héchstens dreistellig sein.

Da 2 - 888 > 1000 ist, kann hochstens ein Summand dreistellig sein. Anderer-
seits mul} wegen 5 - 88 = 440 < 1000 einer der Summanden dreistellig sein,
d. h., einer der Summanden lautet 888. Die restlichen fiinf Ziffern 8 miissen
sich nun auf die iibrigen vier Summanden verteilen, was nur so méglich ist,
daB genau einer dieser Summanden 88 lautet und die iibrigen drei Summanden
jeweils 8 lauten.

Also verbleibt genau die folgende Moglichkeit, eine Additionsaufgabe mit
der Summe 1000 laut Aufgabe zu bilden:

888 + 88 + 8 + 8 + 8 = 1000.
Mithin war Rolfs Behauptung richtig.

... 16 a b a+b .
. Beispiel: — = — + — = kann z. B. mit m =15, a=2, b = 14
- I5 m m m

erreicht werden, wobei auch alle anderen Bedingungen der Aufgabe erfiillt
sind; denn es gilt:

16_ 2 +14
15 15 15
16 . + .
2.Beispiel:—=£+ﬁ'=a(m—n—) kann z.B. mit m=3,n=35a=2

15 m n mn
erreicht werden, wobei auch alle anderen Bedingungen der Aufgabe erfiillt
sind; denn es gilt:

16 2 N 2
15 3 5°
2a . .
3. Beispiel: E -4 + 2 —*% xam (zugleich mit den iibrigen Bedingungen
I5 m m m
der Aufgabe) durch m = 15,a = 8 erreicht werden; denn es gilt :
16 8 N 8
1515 15

1. Lisungsweg

a) (I) Im Zeitraum von je einem Ubereinanderstehen der beiden Zeiger bis
zum nichsten nimmt der Winkel zwischen den Zeigern (gemessen im
Uhrzeigersinn vom Stundenzeiger bis zum Minutenzeiger) alle Werte



von 0° bis 360° an, jeden genau einmal. Unter diesen Zeigerstellungen
befinden sich daher genau zwei der gesuchten, ndmlich die mit den
Winkeln 90° und 270°.

(II) Inder Zeit von 0 Uhr bis 12 Uhr fithrt der Minutenzeiger genau 12 volle
Umdrehungen aus, der Stundenzeiger genau eine in gleicher Richtung.
Daher wird dieser Zeitraum durch die Zeitpunkte des Ubereinander-
stehens der beiden Zeiger in 11 Teile geteilt (und zwar wegen der Gleich-
formigkeit der Bewegung in gleichlange).

(III) Aus (I) und (II) folgt zundchst: Die Zeit von 0 Uhr bis 24 Uhr wird
durch die Zeitpunkte des Ubereinanderstehens in 22 Teile geteilt,
und in jedem dieser Teilzeitraume befinden sich genau 2 der gesuchten
Zeitpunkte. Deren Gesamtzahl betrigt somit 44.

b) (IV) Aus (I), (II) und der Gleichférmigkeit der Bewegungen folgt ferner:
Der Zeitraum von 0 Uhr bis 12 Uhr wird durch digjenigen Zeitpunkte,
die den Winkeln 0°, 90°, 180°, 270° entsprechen, in 44 gleichlange Teile
geteilt. Diese Zeitpunkte ergeben sich somit als die ersten 43 positiven

3
ganzzahligen Vielfachen von v} h = m h. Die Zeitpunkte mit den Win-

keln 90° und 270° sind dabei die ungeradzahligen unter diesen Viel-
fachen.

3
Von ihnen liegen zwischen 4 Uhr und 5 Uhr genau diejenigen n -ﬁh

3
(n ungerade), bei denen n die Ungleichung 4 < n 1 < 5 oder, gleich-

44 55
bedeutend hiermit, 3 <n< 3 erfiillt, dies sind die Zeitpunkte

5
15 - ﬁh— 4—h—4h5—1mm und

17 - ih —4—h = 4h38—m1n
11 11

2. Lésungsweg

(Zuerst wird b) und danach a) beantwortet.)

b) (I) Um 4 Uhr ist der Wink.' ‘gemessen im Uhrzeigersinn) vom Minuten-
zeiger zum Stundenzeiger gréBer als 90°, aber kleiner als 180° (also erst
recht kleiner als 270°), und von da ab verringert er sich. Angenommen,
um 4 Uhr x min habe er sich (erstmalig) auf 90° verringert. Dann hat
der Minutenzeiger eine Stellung von x Teilstrichen nach O einge-

x
nommen, der Stundenzeiger steht (20 + E) Teilstriche nach 0, und

da ein rechter Winkel 15 Teilstrichen entspricht, ist die Annahme,
der Winkel betrage 90°, gleichbedeutend mit der Gleichung

60
x + 15=20+%mitderL65ungx=ﬁ.

5
Dabher ist einer der in b) gesuchten Zeitpunkte 4 h 5 1 min.

(II) Nach diesem Zeitpunkt verringert sich der Winkel weiter bis 0°, d. h.
bis zum Ubereinanderstehen der Zeiger. (Auch dies tritt noch in der
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Stunde zwischen 4 Uhr und 5 Uhr ein, und zwar genau einmal; denn
in ihr iiberstreicht der; Minutenzeiger zwischen 4 h 20 min und 4 h 25 min
denselben Winkelraum mit gleichformiger Geschwindigkeit wie der
Stundenzeiger in der gesamten Stunde mit kleinerer gleichférmiger
Geschwindigkeit.)

(II1) Von da ab vergroBert sich der Winkel (gemessen im Uhrzeigersinn)
vom Stundenzeiger zum Minutenzeiger. Angenommen, um 4 Uhr y Mi-
nuten habe er sich (erstmalig) auf 90° vergréBert. Dann ist dies analog

420
wie in (I) gleichbedeutend mit y — 15 = 20 + 1y_2’ und dies mit y = T

Dabher ist ein zweiter der in b) gesuchten Zeitpunkte 4 h 38 1 min.

(IV) Von diesem Zeitpunkt an vergroBert sich der Winkel weiter, bis er
um 5 Uhr groBer als 180° ist, wobei er aber immer noch kleiner als 270°
bleibt. Daher sind die unter (I) und (IT) gefundenen Zeitpunkte die
einzigen LOsungen zu b).

a) (V) Durch dhnliche Uberlegungen kann man nachweisen, dafl es in den
Stunden zwischen 0 Uhr und 12 Uhr folgende Anzahlen von Zeit-
punkten mit rechtwinkliger Zeigerstellung gibt (wobei eine genauere
Berechnung dieser Zeitpunkte nicht erforderlich ist).

Zeitraum
von ... Uhr 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11
bis ... Uhr 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12
ein- ein-
schl. schl.
Anzahl der
Ztp. m. rechtw. 2 2 12 1 2 2 {212 {2 1 2 |2
Zeigerstellg.

Die genannten siebenstelligen Zahlen miissen in ihrer Zifferndarstellung jede
der gegebenen Ziffern genau einmal enthalten. Im Fall a) hat man fiir die Be-
setzung der ersten Stelle genau 7 Moglichkeiten. Bei jeder von ihnen verblei-
ben fiir die Besetzung der zweiten Stelle genau 6 Mdglichkeiten. Daher gibt es
insgesamt fiir die Besetzung der ersten beiden Stellen 7 - 6 Moglichkeiten.
Fahrt man analog so fort, dann erhilt man schlieBlich fiir die Besetzung aller
sieben Stellen insgesamt

7:6:5-4-3-2-1= 5040

Maoglichkeiten.

Im Fall b) hat man fiir die Besetzung der ersten Stellen genau 6 Mdglichkeiten.
Die weiteren Uberlegungen verlaufen genau wie im Fall a). Daher erhilt
man hier insgesamt

6:6:-5-4-3-2-1=4320
Maoglichkeiten,

Die gesuchten Anzahlen sind also a) 5040, b) 4320.
Hinweis: Auch eine stirkere Nutzung von — als bekannter Sachverhalt zi-
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tierten — kombinatorischen Aussagen (etwa iiber Permutationenanzahlen)
ist zur Wertung als vollstdndiger Losungsweg zuldssig.

a) Fiir

n=1273 6]
gilt die genannte Aussage.
Wenn sie fiir eine natiirliche Zahl

n=4+k% mitk = 0
gilt, so folgt: In der n-ten Stelle nach dem Komma hat s die Ziffer 6.
Diese Ziffer kommt aber in p bzw. ¢ nur dann an der (4 + k)-ten Stelle
vor, wenn k durch 4 bzw. 3 teilbar ist. Also ist £ durch die Zahlen 4
und 3 und folglich durch deren k.g.V., nimlich durch 12, teilbar. Somit
konnen [auBer den Zahlen (1)] nur die Zahlen

n=4+129 (g=0,1,2,3,.) 2
die zu betrachtende Eigenschaft haben.
Sie haben diese Eigenschaft; denn da 12g durch 4, 3 und 2 teilbar ist,
steht an der (4 + 12g)-ten Stelle in p, ¢ und r wie in s die Ziffer 6.
Also erfiillen genau die Zahlen (1), (2) die in Aufgabe a) geforderte
Bedingung.

b) Fir m = 1,2, 3 ist die genannte Aussage falsch. An der vierten Stelle
beginnt bei allen Dezimalbriichen p, g, r, s eine Periode mit der Ziffer 6.
Nach dem in a) Gezeigten wiederholt sich dies nach jeweils 12 weiteren
Stellen. Daher geniigt es, die zw6lf Zahlen

m=4,56,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15 3)
zu lberpriifen.
Was dabei fiir einen der Werte (3) (iiber die zu untersuchende Eigen-
schaft) festgestellt wurde, gilt dann auch fiir alle diejenigen Werte m,
die aus dem betreffenden Wert durch Addition beliebiger ganzzahliger
Vielfacher von 12 hervorgehen. (In Bild L 1.35 ist das Vorkommen
gleicher Ziffern durch Einrahmen gekennzeichnet.)
Es ergibt sich, daB unter den Zahlen (3) genau m = 5 die zu betrach-
tende Eigenschaft hat.
Folglich sind genau die Zahlen
m=5+12h (h=0,1,2,3,..)
die in Aufgabe b) gesuchten.
m| & 5 6 7 8 9 w0 n 122 13 4 B
m-te p |(6) 3 4 3 ‘ 3 4
Stelle .
in g ||6] 4 5 4 5 4 5 4
r 6 5 5 5
s 6 6 6 6 6
l}ild L 1.35
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Jede Minute hat 60 Sekunden, wegen 15-60 = 900 hat der Stempel also
genau 900 Zahlen zu drucken, das sind die natiirlichen Zahlen von 0 bis 899,
Beim Drucken der Zahlen von 0 bis 9 kommt die Ziffer 1 genau Imal vor.
Setzt man vor jede dieser Zahlen (also an die Zehnerstelle) jede der neun
Ziffern 1, 2,3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, so erhdlt man alle natiirlichen Zahlen von 10 bis
99, jede genau einmal. Somit kommt in diesen Zahlen die Ziffer 1 an der
Einerstelle insgesamt genau 9mal vor. Ferner gibt es unter diesen Zahlen genau
zehn mit der Zehnerziffer 1 (ndmlich die Zahlen 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16,
17, 18, 19). Somit kommt in den Zahlen von 10 bis 99 die Ziffer 1 an der Zehner-
stelle insgesamt genau 10mal vor.

Setzt man vor jede der Zahlen von 0 bis 99 (nachdem die Zahlen von 0 bis
9 durch Vorschalten einer Zehnerziffer 0 zweistellig geschrieben wurden,
also 00, 01, 02, ..., 09) an die Hunderterstelle jede der acht Ziffern 1, 2, 3, 4,
5, 6, 7, 8, so erhilt man alle natiirlichen Zahlen von 100 bis 899, jede genau
einmal.

Daher kommt in diesen Zahlen die Ziffer 1 an der Einer- und an der Zehner-
stelle insgesamt achtmal so oft vor wie das bisher ermittelte Vorkommen
(1 +9 4 10 = 20), d. h. genau 160mal.

Ferner gibt es unter diesen Zahlen genau 100 mit der Hunderterziffer 1 (nim-
lich die Zahlen 100, 101, ..., 199).

Somit kommt in den Zahlen von 100 bis 899 die Ziffer 1 an der Hunderterstelle
insgesamt genau 100mal vor.

Damit sind alle zu erfassenden Ziffern 1 beriicksichtigt; ihre Anzahl betrigt

1+9+ 104 160 + 100 = 280.

Eine Zahl ist genau dann durch 9, 12 und 14 teilbar, wenn sie durch das kleinste
gemeinsame Vielfache (k.g.V.) dieser Zahlen teilbar ist.
Wegen der Primzahlzerlegungen

9 =32, 12=22-3, 14=2-7

ist dieses k.g.V. die Zahl 2* - 3% - 7 = 252,
Also ist eine natiirliche Zahl z genau dann durch 9, 12 und 14 teilbar, wenn
es zu ihr eine natiirliche Zahl » gibt mit

z=1252n.
Alle gesuchten Zahlen z erhilt man daher aus denjenigen n, fiir die gilt:

1000 < 252n £ 1700 .
Nun stellt man fest:

Fir n =3 gilt 252n=252-3 = 756 < 1000 ;

fir n=17 gilt 252n = 2527 = 1764 > 1700 .
Fiir diese n erhilt man also keine Zahlen z, die die genannte Ungleichung
erfiillen.

Fir n=4 wird z=252-4 = 1008 ;

fir n=5 wird z=252-5=1260;

fiir n=6 wird z=1252-6= 1512.

Diese drei Zahlen erfiillen also die Bedingung 1000 £ z £ 1700.
Dabher sind genau die Zahlen 1008, 1260 und 1512 die gesuchten Zahlen.
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Gleichungen

L21

L22

L23

Die richtige Erginzung lautet
66 - 111

66
66
66

7326 i

(Da der erste Faktor mindestens 60 betrigt und alle Ziffern des zweiten Fak-
tors ungleich Null sind, muB dieser 111 lauten. Daraus und aus der 6 an der
letzten Stelle des Endergebnisses folgt fiir den ersten Faktor 66.)

Die richtige Erginzung lautet:
415 - 382

1245
3320
830

158530

Wegen der 5 in der zweiten Zeile muf} der erste Faktor auf 5 enden, wegen
der 8 in der vierten Zeile muB der zweite Faktor auf 2 enden. Damit endet
die Zahl in der vierten Zeile und auch die in der fiinften Zeile auf 0. Die Zahl
in der dritten Zeile kann nur auf 0 oder auf 5 enden. Daher kann die Zahl
in der vierten Zeile nur 830 oder 880 lauten. Wegen des Ubertrags von 1 an
der zweiten Stelle dieser Zahl kann dort nur eine ungerade Zahl stehen, da
alle Vielfachen von 2 gerade sind. Also steht in der vierten Zeile die Zahl 830.
Daraus folgt fiir den ersten Faktor, daB dieser 415 lautet. Damit erhilt man
in der zweiten Zeile die Zahl 1245. SchlieBlich ergibt nur 8§ - 415 eine Zahl,
die mit 3 beginnt und auf 0 endet, ndmlich die Zahl 3320. Somit ist die Aufgabe
eindeutig geldst.

Wenn es eine solche Eintragung gibt, so ist nach der ersten Zeile B das Qua-
drat von A (# B), also B = 4 oder B = 9. Ferner ist E das Produkt zweier
einstelliger Zahlen C, D, also nicht 0 und nicht 1, da E von C und von D ver-
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schieden ist. Folglich ist auch keine der Zahlen C, D gleich 0 bzw. gleich 1.
Wegen 2 - 3 = 6 ist E mindestens gleich 6. Da F ferner nach der dritten Spalte
kleiner als B ist, scheidet B = 4 aus, und es folgt B = 9 und damit 4 = 3.
Da nun G (# 3) somit das Dreifache von D (# 3), aber groBer als 0 und kleiner
als 10 ist, verbleibt nur die Méglichkeit D = 2 und G = 6. Nach der dritten
Zeile ist F groBer als 6, also wegen F # B entweder F = 7 oder F = 8. Nach
der zweiten Zeile ist E gerade, nach der dritten Zeile ist H ungerade, nach der
dritten Zeile also auch F ungerade. Folglich ist F = 7 und somit H = 1,
E = 8 sowie C = 4.

Daher kann nur die folgende Eintragung alle Bedingungen erfiillen:

3-3=9
+ . J—
4 -2=28
7—6=1

Sie erfiillt die Bedingungen; denn fiir 4, B, C, D, E, F, G, H sind die Ziffern 3,
9,4,2,8,7,6, 1 in dieser Reihenfolge eingetragen, und diese Ziffern sind samt-
lich verschieden, wie es verlangt war.

SchlieBlich sind auch alle angegebenen Rechenaufgaben durch Eintragung
dieser Ziffern richtig geldst.

Offensichtlich gilt p = 1 und g = 0. Da in der zweiten und in der dritten
Zeile je eine vierstellige Zahl steht, gilt 4 # 1 und ¢ # 1. Das Produkt 4 - d
endet ebenso wie das Produkt b - ¢ auf 1.

Es sind nun genau die folgenden drei Fille moglich.

1. Fall.: Es sei b=9, ¢ =d=29. Daraus folgt 6-d =81. Wegen g =0
muB das Produkt a - d, also a -9, auf 2 enden (denn 2 + 8 = 10). Das ist
aber genau fiir a = 8 der Fall.

Der erste Faktor hei8t somit 189, der zweite 99.

Tatsédchlich fiihrt die Rechnung 189 - 99 zu einem Tafelbild, das der Aufgaben-
stellung entspricht.

2. Fall: Es sei b = 7, c = d = 3. Da der erste Faktor kleiner als 200 ist, ist
sein Dreifaches kleiner als 600, also eine dreisiellige Zahl, was im Widerspruch
zur zweiten Zeile steht.

Dieser Fall fiihrt somit zu keiner Losung.

3. Fall: Es sei b = 3, ¢ = d = 7. Daraus folgt b - d = 21. Das Produkt a - d,
also a - 7, muB dann wegen 2 + 8 = 10 auf 8 enden. Das ist genau fiir a = 4
der Fall. Als erster Faktor ergibt sich damit 143, der zweite lautet 77.
Tatséchlich fiihrt die Rechnung 143 - 77 zu einem Tafelbild, das der Aufgaben-
stellung entspricht.

Somit hat das Multiplikationsschema genau zwei, und zwar die beiden fol-
genden Realisierungen:

189 - 99 143 .77
1701 1001
1701 1001
18711 11011

Gerd hatte also recht, Bernd dagegen nicht.
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Die fiinf im Kryptogramm enthaltenen Aufgaben lauten:

() a-a=b 2 ca=d
83 le)-adza 4 a—c=e
—d=a

Wenn es fiinf simtlich untereinander verschiedene Ziffern 4, b, ¢, d, e gibt,
so daB nach ihrem Einsetzen die fiinf Aufgaben richtig gelost sind, dann
folgt @ # 0; denn fiir a = 0 wire wegen (1) auch b = 0.

Aus (3) folgt hiernach e = 1. Ferner folgt ¢ # 0; denn fiir ¢ = 0 wire wegen (2)
auchd = 0.

Hiernach und wegen ¢ # e ist ¢ = 2, nach (4) also @ = ¢ + e = 3. Anderer-
seits gilt nach (1), und weil b einstellig ist, a - @ £ 9, also a £ 3. Folglich muB
a = 3 sein, nach (4) somit ¢ = a — ¢ = 2. Aus (1) und (2) erhdlt man nun
b =9, d = 6. Daher kann nur die Eintragung

3 3=9
2 -3=6
I -3=3

den Bedingungen der Aufgabe entsprechen.

Sie geniigt diesen Bedingungen tatsichlich; denn die fiir a, b, ¢, d, e einge-
setzten Ziffern 3, 9, 2, 6, | sind untereinander verschieden, und alle im Kryp-
togramm enthaltenen Aufgaben sind mit diesen Ziffern richtig geldst.

Also hat genau die angegebene Eintragung die geforderten Eigenschaften.

Angenommen, die Aufgabe hiitte eine Losung.

Wire I + § < 10, dann wiirde N = 0 und damit £ + N < 10 folgen, woraus
R = 0, im Widerspruch zu N # R, folgen wiirde:

Wire I + S = 10, dann wiirde R = 0 und damit £ + N + 1 = E folgen,
woraus sich N = —1 ergeben wiirde, im Widerspruch zur Aufgabenstellung.

Wire I + S > 10, dann folgte daraus N = 9 und damit £ + N > 10, woraus
sich wiederum R = 9 ergeben wiirde, was wegen £ + N < 17 nicht méglich
ist.

Somit fiihrt die Annahme, die Aufgabe hitte eine Losung, in jedem Fall auf
einen Widerspruch. Diese Annahme mufBl daher falsch sein.

Das besagt: Fiir die gestellte Aufgabe gibt es keine Losung.

Angenommen, es gibt eine Losung der Aufgabe. Dann muBl das erste Stern-
chen durch 1 ersetzt werden; denn anderenfalls entstiinde als Produkt eine
vierstellige Zahl. Ferner ist das zweite Sternchen durch 0 oder durch 1 zu
ersetzen; denn sonst entstiinde ebenfalls (da bereits 12 - 90 = 1080 vier-
stellig ist) eine vierstellige Zahl.

Wird fiir das zweite Sternchen 0 eingesetzt, dann kann fiir das dritte Sternchen
jede der Ziffern 0 bis 9 eingesetzt werden. Wird dagegen fiir das zweite Stern-
chen 1 eingesetzt, so mul das dritte Sternchen durch 0 ersetzt werden; denn
sonst entstiinde ein Produkt, das mindestens gleich 11-91 = 1001, also
vierstellig, wire. ’

Die somit verbliebenen Moglichkeiten fiir die ersten drei Sternchen fithren
in der Tat zu je genau einer Losung, niamlich zu
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10-90 =900, 10-91 =910, 10-92 =920, 10-93 =930,
10-94 =940, 10:95 =950, 10-96 =960, 10- 97 =970,
10-98 =980, 10-99 =990, 11-90 =990.

Es gibt somit genau die angegebenen elf Losungen der Aufgabe.

a) Bild L 2.8 zeigt ein Beispiel dafiir, wie die geforderte Eintragung lauten
kann.

b)  Angenommen, es liege eine richtige Eintragung vor und es seien a, b,
¢, d e, f, g, h, k, m, n, p die in dieser Reihenfolge in den Feldern A4, B,
C,D E F, G, H, K, M, N, P stechenden Zahlen. Ferner sei

ss=a+b+c+d, s,=d+e+f+g,
ss5=g+h+k+m, s, =m+n+p+a.

Dann gilt laut Aufgabes;, = 5, = 53 = 5, = 22.

Daraus folgt s, + s, + 53 + 5, = 88.

Die Summe der natiirlichen Zahlen 1 bis 12 betrigt 78. Sie ist also um
10 kleiner als die Summe s; + s, + s3 + s,. Nun werden aber die in
den Eckfeldern A4, D, G, M stehenden Zahlen bei der Bildung der vier
Summen s, 5,, 53, S; je zweimal berticksichtigt. Daher muB3 die Summe
dieser Zahlen 10 betragen. Wegen 1 + 2 4+ 3 + 4 = 10 4Bt sich das
dadurch erreichen, da3 man fiir a, g, d, m die Zahlen 1, 2, 3, 4 eintrigt.
Wiren nun a, g, d, m nicht die Zahlen 1, 2, 3, 4, so wire mindestens eine
von ihnen gréBer als 4, und die anderen wéren nicht kleiner als 1, 2,
bzw. 3, also wire in diesem Falle die Summe a + g + d + m > 10.
Daher miissen bei jeder richtigen Eintragung der genannten Art in den
Eckfeldern die Zahlen 1, 2, 3, 4 und keine anderen stehen.

K
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Bild L 2.9 zeigt die Losung der Aufgabe. Zur Lésung wurde kein erlduternder
Text verlangt.

In der dritten Zeile betrdgt wegen 16 — 11 = 5 die charakteristische Dif-
ferenz dieser Zeile 5. Damit 1408t sie sich erginzen zu: 6, 11, 16, 21, 26.

In der zweiten Spalte stehen unmittelbar untereinander die Zahlen 8 und 11.
Dabher betrigt die charakteristische Differenz dieser Spalte 3. Die Spalte 1483t
sich damit ergénzen zu: 5, 8, 11, 14, 17.

Danach stehen in der ersten Ze11e unmittelbar nebeneinander die Zahlen 2
und 5 mit der (fiir die erste Zeile charakteristischen) Differenz 3. Folglich
lautet die ergénzte erste Zeile: 2, 5, 8, 11, 14.

In der ersten Spalte stehen nun an erster und dritter Stelle die Zahlen 2 und
6. Die zwischen diesen Zahlen stehende Zahl ist noch zu erginzen. Ihre Dif-
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ferenz zu 2 muB gleich ihrer Differenz zu 6 sein, d. h., diese Differenz muB
halb so groB sein wie die Differenz zwischen 2 und 6. Daher ist 2 die charak-
teristische Differenz fiir diese Spalte, und die erginzte Spalte lautet: 2, 4, 6,
8, 10.

Nun lassen sich die noch fehlenden Zeilen leicht ergdnzen, da in ihnen jeweils
die erste und die zweite Zahl und damit die charakteristische Differenz der
jeweiligen Zeile bekannt sind. Die Erginzung fiihrt auf Bild L 2.9. Folglich
kann nur diese Eintragung den Bedingungen der Aufgabe geniigen. Da eine
Uberpriifung der dritten, vierten und fiinften Spalte auch dort die geforderte
Eigenschaft bestitigt, erfiillt in der Tat die Tabelle in Bild L 2.9 als einzige
alle Anforderungen der Aufgabe.

Angenommen, es gibt ein derartiges geordnetes Tripel [p, ; p,; p3] von Primzah-
len. Aus der Eindeutigkeit der Zerlegung von 165 in Primfaktoren, 165 =3-5-11,
folgt, daB die Primzahl p, nur eine der Zahlen 3, 5, 11 sein kann.

Es set p, = 3, dann ist p, + py = 55. 2)
Die Summe zweier natiirlicher Zahlen ist nur dann ungerade, wenn ein Sum-
mand gerade, der andere aber ungerade ist. Deshalb, wegen p, > p; und
weil 2 die einzige gerade Primzahl ist, kann hochstens p, = 53, p; = 2 die
Losung von (2) sein. Da diese beiden Zahlen Primzahlen sind und (2) erfiillen,
ist das Tripel [3; 53; 2] eine L&sung.

Es sei p, = 5, dann ist p, + py = 33" 3)
Analog wie oben ist in diesem Falle hochstens p, = 31, p; = 2 Losung von
(3). Da 31 und 2 Primzahlen sind und (3) erfiillen, ist das Tripel [5; 31; 2]
ebenfalls eine Losung.

Es sei schlieBlich p, = 11, dann ist p, + p3 = 15. 4)
Analog wie oben ist héchstens p, = 13, py = 2 Losung von (4). Da 13 und
2 Primzahlen sind und (4) erfiillen, erfiillt auch das Tripel [11; 13; 2] die Glei-
chung (1).

Da nunmehr alle mdglichen Fille betrachtet sind, sind genau die drei Tripel

[3;53;2), [5;31;2], [11;13;2]

Lésung von (1).

1. Losungsweg

Angenommen, es gibt ein Paar [m; n] der verlangten Art. Dann muf} m wegen
(1) und (2) eine dreistellige und n aus dem gleichen Grunde eine zweistellige
natiirliche Zahl sein. Die letzte Ziffer der Ziffernfolge von » und damit die
mittlere Ziffer der Ziffernfolge von m mufl wegen (1) die Ziffer 8 sein. Wegen
8 + 8 = 16 folgt daraus fiir die erste Ziffer von # und damit auch fiir die erste
Ziffer von m, daB es die Ziffer 8 ist. Also kann héchstens das Paar [880; 88]
die Bedingungen der Aufgabe erfiillen. Tatsdchlich ist 880 + 88 = 968, wie es
verlangt war. Die einzige Losung lautet mithin [880; 88].

2. Losungsweg

Die Bedingungen der Aufgabe besagen: m + n = 968, m = 10n. Angenom-
men, dies werde von Zahlen m und » erfiillt. Dann folgt 10rn + n = 968,
also 11n = 968, also n = 968:11 = 88 und damit m = 10 - 88 = 880. Also
kann nur das Paar [880; 88] die Bedingungen der Aufgabe erfiillen. Wie im
1. Losungsweg bestitigt man, daB es die verlangten Eigenschaften hat.
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1. Lésungsweg

Man kann die zu ermittelnde(n) Zahl(en) dadurch erhalten, daB man, aus-
gehend vom Resultat 7, mit den angegebenen Zahlen jeweils die entgegen-
gesetzte Rechenoperation durchfiihrt:

Man addiert also zu der Ausgangszahl 7 zunichst 15 und erhilt 22. Diese
Zahl 22 dividiert man nun durch 11 und erhilt 2. Jetzt wird die Zahl 2 mit
100 multipliziert, wodurch man 200 erhilt. SchlieBlich wird noch 107 von
der soeben erhaltenen Zahl 200 subtrahiert. Das ergibt die Zahl 93, und diese
Zahl ist die in der Aufgabe erwdhnte ,,gewdhlte Zahl*“, wie eine Probe be-
stitigt.

Da die vorgenommenen Rechenoperationen durchweg eindeutige- Resultate
liefern, ist 93 zugleich die einzige Zahl, die den Bedingungen der Aufgabe
entspricht.

2. Lésungsweqg
Eine natiirliche Zahl a erfiillt genau dann die Bedingungen der Aufgabe,
wenn sie der Gleichung

a+ 107

11 —-15=7
100
geniigt. Dieser Gleichung geniigt genau die Zahl
7+ 15
a= + - 100 — 107 = 93 .

11

Nach 12 h erreicht die Schnecke eine Hohe von 5 m. Wihrend der folgenden
24 h verliert sie von dieser Hohe zunichst 4 m und fiigt dann wieder 5 m hinzu,
so daB sich die insgesamt erreichte Hohe am Ende dieser Zeit erstmalig um
genau 1 m vergréBert hat. Dasselbe gilt fiir jeweils folgende 24 h. Fiigt man
daher zu 12 h noch 5mal 24 h hinzu, so wurde von der Schnecke nach dieser
Zeit erstmalig eine Hohe erreicht, die aus 5 m durch fiinfmaliges VergréBern
um je 1 m entsteht. Diese Hohe ist daher 10 m, die genannte Anzahl von
Stunden also die gesuchte, sie betrdgt mithin (12 + 5-24)h = 132 h.

Angenommen, [x; y] sei ein Paar natiirlicher Zahlen, das die Gleichung
2x + 3y = 27

erfiillt. Dann folgt 3y = 27 — 2x, also ist insbesondere x ein ganzzahliges
Vielfaches von 3.
Weiter folgt

2
=9 _Zx.
y 3x

o 2 27
Da y eine natiirliche Zahl ist, gilt 3 x£9 alsox £ 5
Mithin kommen nur die folgenden Werte fiir x in Frage:

x=0, x=3, x=6, x=9, x=12.
Nach (1) ergibt sich hierzu jeweils in dieser Reihenfolge:

y=9, y=17, y=5, y=3, y=1.
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Daher haben héchstens die Zahlenpaare [0; 9], [3; 7], [6; 5], [9; 3] und [12; 1]
die verlangten Eigenschaften. Sie haben diese Eigenschaften tatsichlich;
denn sie bestehen aus natiirlichen Zahlen, und es gilt

2:0+3-9=27, 2:343-7=27,
2:643-5=27, 2:943-3=27,
2:12+3-1=27.

Mit den angegebenen fiinf Zahlenpaaren sind deshalb alle Losungen ermit-
telt.

Wenn eine Zahl z die genannten Bedingungen erfiillt, so gilt:

Die Einerziffer von z ist nach (1) nicht 0 und nach (2) so beschaffen, daf3 aus
ihr nach Addition von 4 ein Ergebnis kleiner oder gleich 9 entsteht.

Dabher ist die Einerziffer eine der Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, und fiir z verbleiben
nach (2) hichstens die Méglichkeiten 51, 62, 73, 84, 95. Durch Vertauschen
der Ziffern entstehen der Reihe nach die Zahlen 15, 26, 37, 48, 59, und das
Dreifache dieser Zahlen ist in dieser Reihenfolge 45, 78, 111, 144, 177.
Daher konnen wegen (3) hochstens die Zahlen 51 und 62 alle Bedingungen
der Aufgabe erfiillen.

Wie die bereits durchgefiihrten Rechnungen zeigen, erfiillen diese beiden
Zahlen tatsichlich die Bedingungen (1), (2), (3). Sie sind mithin die einzigen.

Wenn x eine Zahl ist, die die Bedingungen der Aufgabe erfiillt, dann gilt
17 —x 7

19 + x |

7
Da der Bruchﬁ durch keine natiirliche Zah! gekiirzt werden kann, muf3

17 — x
19 + x
muB die Zahl 19 + x ein ganzzahliges Vielfaches der Zahl 11 sein. Das kleinste
derartige Vielfache von 11, das gréfer als 19 (oder gleich 19) ist, ist 22. Also

7
der Bruch durch Erweitern aus dem Bruch m hervorgehen. Also

muB x mindestens 3 betragen. Wire x > 3, so wire in dem Bruch 9 :i
der Zihler kleiner als 14 und der Nenner groBer als 22, der Bruch folglich

14 7
klei Is = = —.
einer als T
Daher kann hochstens die Zahl x = 3 die verlangte Eigenschaft haben.
Sie hat diese Eigenschaft tatsdchlich, denn subtrahiert man 3 vom Zihler 17

) . " 14 7
und addiert gleichzeitig 3 zum Nenner 19, so entsteht der Bruch » 1T

Also erfiillt genau die Zahl x = 3 die Bedingungen der Aufgabe.

Samtliche Geldbetrige, die ganzzahlige Vielfache von 3 sind, lassen sich
unter alleiniger Verwendung von Drei-Lei-Scheinen zusammenstellen. Fiir
alle tbrigen Geldbetrige gibt es stets genau ein ganzzahliges Vielfaches von
3, das entweder um 1 groBer oder um 1 kleiner als der geforderte Betrag ist.
Dies 148t sich in der oben angegebenen Weise zusammenstellen.
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Ist nun der geforderte Geldbetrag (>7 Lei) um 1 gréBer, dann ersetzt man
3 Drei-Lei-Scheine durch 2 Finf-Lei-Scheine. Das ist méglich, da der um 1
kleinere durch 3 teilbare Betrag mindestens 9 sein muB.

Ist der geforderte Betrag um 1 kleiner, so ersetzt man 2 Drei-Lei-Scheine
durch 1 Fiinf-Lei-Schein, was ebenfalls moglich ist, da der um 1 groBere
durch 3 teilbare Betrag wieder mindestens 9 sein muf.

Es lassen sich daher tatsdchlich alle in der Aufgabe verlangten Geldbetrige
unter alleiniger Verwendung von Drei- und Fiinf-Lei-Scheinen zusammen-
stellen.

Es sei x eine beliebige rationale Zahl, fir die 0 < x < | gilt. Dann gilt
x + |x — 1] = x + 1 — x = 1, also ist die gegebene Gleichung erfiillt. Daher
erfiillen alle rationalen Zahlen x, fiir die 0 < x < 1 gilt, diese Gleichung.
Angenommen nun, es gibe eine rationale Zahl x > 1, die die Gleichung
x 4+ [x — 1| = 1 erfiillt. Dann wédre 1 = x 4+ [x — 1| = x > 1. Also gibt es
keine rationale Zahl x > 1, die die gegebene Gleichung erfiillt.
Folglich erfiillen genau alle diejenigen nichtnegativen rationalen Zahlen x,
fiir die 0 < x < 1 gilt, die gegebene Gleichung.

a) Die von Fritz statt 22 berechnete Zahl war
(z— 5 (z + 5 = 22 — 25. Sein Weg ist also falsch.

b) Der absolute Fehler betrigt dabei in jedem Falle: |22 — 22 + 25| = 25.
Er ist also von der Zahl z unabhingig.

Angenommen, es gibt ein Quadrupel [z,; z,; z3; z,] zweistelliger natiirlicher
Zahlen, das die Bedingungen (1) bis (5) der Aufgabe erfiillt. Bezeichnet man
die Ziffern von z, mit a und b, die von z, mit ¢ und d, dann gilt wegen (1), (2)
und (3): )

(10a + b) (10c + d) = (a + 10b) (c + 10d)

also

99ac = 99bd ,
woraus sich

ac = bd
ergibt.

Aus der Zweistelligkeit von zy, z,, z,, z, folgt | < a, b, ¢; d £ 9, und wegen
(4) sowie wegen (5) erhilt man die folgenden zehn Zahlenquadrupel, fiir die
(1) gilt:

[12;63;21; 36] , [14;82; 41; 28],
[12; 84; 21; 48] , [23; 64; 32; 46] ,
[24: 63; 42; 36] , [23:96; 32; 69],
[13;62; 31; 26] [34: 86; 43; 68] ,
[26:93; 62; 39], [36; 84; 63; 48] .

Umgekehrt erkennt man, daB offenbar jedes dieser Quadrupel den gestellten
Bedingungen geniigt.
Dabher sind genau die zehn angegebenen Quadrupel Losungen der Aufgabe.
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Angenommen, zu einer positiven rationalen Zahl a gibt es eine natirliche
Zahl x, fiir die

25 5

7x—a=§x+142 (1)
gilt. Dann gilt auch 100x — 8a = 5x + 1136 bzw. 95x = 1136 + 84, also

x=1136+8a. @)

95

Daher gibt es zu einer positiven rationalen Zahl a nur dann eine natiirliche
Zahl x mit der Eigenschaft (1), wenn 1136 + 8a eine ganze, durch 95 teilbare
Zahl ist.

Da 1136 bei Division durch 95 den Rest 91 14Bt, erhélt man die kleinste gesuchte

1
Zahl a fiir 8a = 4, sie lautet also a = 7

Nach (2) ergibt sich fiir sie x = 12, also eine natiirliche Zahl, wie es verlangt
war

y 1
Umgekehrt erfiillt x = 12 zusammen mit a = 7 auch (1), wie man durch

Einsetzen bestiitigt. Also gibt es ein kleinstes a mit den geforderten Eigen-

schaften, ndmlich a = 7 und x nimmt hierfiir den Wert 12 an.

\

Nach den Angaben des Textes ist H das Doppelte von P, ferner 4 das Fiinf-
fache von P und daher L das Achtfache von P.

Da A die Anfangsziffer einer fiinfstelligen Zahl ist, ist 4 # 0, also auch
P #0.

Da L eine einstellige Zahl, also kleiner als 10 ist, folgt somit P = 1; denn wire
P groBer als 1, also mindestens 2, so wire L mindestens 16, was nicht mdéglich
ist.

Aus P=1erhdlt man H=2, A =5 L =8.

Die gesuchte Leserzahl der Zeitschrift ,,alpha‘ betrdgt demnach 58125,

Wegen (1) und (2) ist die vierfache Alterssumme beider Kinder gleich 124,
die Kinder sind deshalb zusammen 31 Jahre, die Eltern zusammen 93 Jahre
alt.

Da die Lebensjahre der vier Personen in ganzen Jahren angegeben wurden
und da 31 eine ungerade Zahl ist, so ist von den Altersangaben der Kinder
die eine gerade, die andere ungerade. Daher ist die Differenz der Lebensalter
der beiden Kinder eine ungerade Zahl.

Wiirde diese Differenz 3 oder mehr Jahre betragen, so wire sie bei den Eltern
27 oder mehr Jahre. Dann wire das eine Kind 17 Jahre oder élter, das andere
Kind 14 Jahre oder jiinger, die Mutter 33 Jahre oder jiinger und der Vater
60 Jahre oder ilter.

Wegen 2 - 17 = 34 > 33 und wegen (3) entféllt diese Moglichkeit. Folglich
betragt die Altersdifferenz bei den Kindern 1 Jahr, bei den Eltern also 9 Jahre.
Mithin ist der Vater 51 Jahre, die Mutter 42 Jahre, das alteste Kind 16 Jahre
und das andere Kind 15 Jahre alt.
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Aus (3) folgt, daB die Summe aus der Anzahl der Schachspieler und der An-
zahl der Judosportler 4 betrdgt. Von allen moglichen Zerlegungen der Zahl 4
in zwei natiirliche Zahlen als Summanden erfiillt nur diejenige die Bedingung
(5), nach der die Anzahl der Schachspieler 3 und die der Judosportler 1 be-
tragt.

Daraus folgt nach (4), daBB genau 6 Schiiler Mitglied der Sektion Tischtennis
sind.

Nach (1) betreiben mindestens 19 Schiiler Leichtathletik und nach (2) min-
destens 7 Schiiler Schwimmen. Da fiir diese beiden Sportarten nur noch
genau 26 Schiiler in Betracht kommen, sind 19 und 7 die einzig moéglichen
Anzahlen hierfiir.

Von den 36 Schiilern betreiben mithin genau 19 Leichtathletik, genau 7 Schwim-
men, genau 6 Tischtennis, genau 3 Schach, und genau 1 Schiiler betreibt
Judo.

a) Die Anzahl der Schiiler, die Kastanien gesammelt haben, sei mit x
bezeichnet. Wegen (1) gilt dann (x + 12):x = 175:100, woraus man
75x = 1200 und schlieBlich x = 16 erhilt.

Also haben genau 16 Schiiler dieser Klasse am Kastaniensammeln
teilgenommen.

b)  Wegen (2) gilt fiir die Anzahl a der Schiiler dieser Klasse,
100

Daraus erhilt man a = 2x = 32,
Folglich hat die Klasse genau 32 Schiiler.

75
( ):xt3:2, alsoa:x = 2:1.

Peter muB im Gemiiseladen mindestens 4,11 Mark gezahlt haben. Hitte er
4,12 Mark oder mehr entrichtet, so hitte er im Schreibwarengeschéft 4,13 Mark
oder mehr, beim Bicker 8,26 Mark oder mehr, beim Konsum 16,52 Mark
oder mehr, insgesamt also 33,03 Mark oder mehr bezahlt. In diesem Falle
hétte er aber hochstens 1,97 Mark wiederbringen kénnen.

Daher hat er im Gemiiseladen genau 4,11 Mark gezahlt. Im Schreibwaren-
geschift muBte er folglich mindestens 4,12 Mark gezahlt haben. Er kann
aber auch nicht 4,14 Mark oder mehr gezahlt haben, denn sonst hitte er
beim Bicker 8,26 Mark oder mehr und beim Konsum 16,52 Mark oder mehr,
insgesamt also 33,03 Mark oder mehr gezahlt, was, wie oben gezeigt, zu einem
Widerspruch fiihrt.

Folglich hat er im Schreibwarengeschift genau 4,12 Mark gezahlt.

Beim Bicker muBte er dann laut Aufgabe mindestens 8,25 Mark gezahlt
haben. Er kann aber auch nicht 8,27 Mark oder mehr gezahlt haben; -denn
in diesem Falle hitte er beim Konsum 16,51 Mark oder mehr, insgesamt also
33,01 Mark oder mehr zu zahlen gehabt, im Widerspruch dazu, daB er genau
33 Mark gezahlt hatte.

Folglich hat er beim Bdcker genau 8,25 Mark gezahlt.

Wegen 4,11 Mark + 4,12 Mark + 8,25 Mark = 16,48 Mark und da Peter
genau 2 Mark zuriickbrachte, hat er beim Konsum genau 16,52 Mark ge-
zahlt.
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23125 37 . .
a) Wegen 2,3125 = 10000 — 16 und da 37 zu 16 teiler(remd ist, mufl die

Anzahl der Teilnehmer durch 16 teilbar sein. Die einzige natiirliche Zahl,
die ganzzahliges Vielfaches von 16 ist und zwischen 20 und 40 liegt,
ist die Zahl 32.

Folglich waren genau 32 Schiiler an dieser Klassenarbeit beteiligt.

37
b) Die Summe aller Zensuren ergibt 74, da T - 32 = 74 ist. Die Anzahl der

»Zweien* kann nicht groBer als die Hilfte der Anzahl aller Schiiler
sein, die an dieser Klassenarbeit teilgenommen haben. Sie kann daher
laut Aufgabe nur 13 oder 15 betragen haben.

Falls 15 ,,Zweien‘ und damit laut Aufgabe auch 15 ,,Dreien* geschrieben
worden wiren, erhielte man als Summe dieser Zensuren die Zahl 75,
im Widerspruch zur oben ermittelten Summe 74. Es wurden daher
genau 13 Zweien* und genau 13 ,,Dreien** geschrieben. Folglich er-
hielten die restlichen 6 Schiiler entweder die Note 1 oder die Note 4.

Da das arithmetische Mittel aller Zensuren kleiner als 2,5 ist, muB die
Anzahl der ,,Einsen* groBer gewesen sein als die der ,,Vieren*. Damit
verbleiben genau die folgenden Méglichkeiten.

Anzahl der Noten 1 I 2 I 3 I 4

6113 13 0
sl13] 13] 1
4l i3l 13l 2

Davon ergibt nur die 2. Zeile das angegebene arithmetische Mittel.
Also erhielten genau 5 Schiiler bei dieser Arbeit die Note ,,1°.

Aus den 5 Kisten wurden 5 - 60 Apfel = 300 Apfel herausgenommen. Diese
Menge entspricht dem Inhalt von 3 Kisten, da nur soviel Apfel iibrig blieben,
wie vorher in zwei Kisten waren. .
Folglich befanden sich in jeder Kiste anfangs genau 100 Apfel. Insgesamt
waren daher anfangs genau 500 Apfel vorhanden.

Mit je 3 Schritten kommt Hans 50 cm vorwérts. Daher ist er nach genau
2 -3 - 29 Schritten = 174 Schritten genau 29 m vom Startpunkt entfernt.

Da er nach zwei weiteren Schritten die zweite Fahnenstange erreicht und
dann nach Voraussetzung mit der Ubung aufhért, legt er die Ubungsstrecke
mit genau 176 Schritten zuriick.

Die 6 Arbeiter wiirden laut Aufgabe tiglich 30 m® Erde ausheben; denn es
ist 6-5m3 = 30 m>.

Daher wiirden sie nach genau drei Arbeitstagen 90 m® Erde ausgehoben
haben.

1. Losungsweg .
Bezeichnet man die Anzahl der Apfel mit a, die der Pflaumen mit p, so muB3 a
mindestens 4 sein, und man kann fiir die Werte
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a=4,5,..,12,13
folgende Tabelle aufstellen.

a p=3a a—4 p—4 a+p(=4a)
4 12 0 8 16
5 15 1 11 20
6 18 2 14 24
7 21 3 17 28
8 24 4 20 2
9 27 5 23 36
10 30 6 26 40
11 33 7 29 4
12 36 8 32 48
13 39 9 35 52

GroBere Werte von a als @ = 13 kommen erst recht nicht mehr in Frage,
da fiir sie @ + p > 50 wird.

Genau fira = 12giltp —4=32=4a—4) =4-8.

Annerose hatte demnach 12 Apfel und 36 Pflaumen aus dem Garten geholt.

2. Losungsweg

Es gilt:

p=13a (1)
sowie

p—4=4a—4, @
also

3a—4=4a—16.

Daraus erhilt man a = 12; p = 36.
Also hatte Annerose 12 Apfel und 36 Pflaumen aus dem Garten mitgebracht.

Bezeichnet man die Anzahl der teilnehmenden Kinder mit x, dann betrug die
Anzahl der teilnchmenden Jugendlichen 2x. Thre Summe 3x war laut Aufgabe
gleich der Hilfte der Anzahl der teilnehmenden Erwachsenen; diese betrug
also 6x. Insgesamt waren mithin

X+ 2x + 6x = 9x

Personen beteiligt.
Diese 9x Personen sind laut Aufgabe 81 Personen, woraus man 9x = 81,
also x = 9 erhilt. An dem Waldlauf nahmen somit

9 Kinder, 18 Jugendliche und 54 Erwachsene

teil.

Bezeichnet man die Anzahl der teilnehmenden Frauen mit y, so betrug die
Anzahl der teilnehmenden Minner 2y und folglich die Anzahl der teilnehmenden
Erwachsenen 3y.
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Daher gilt 3y = 54, also y = 18. Somit nahmen
18 Frauen und 36 Méinner
teil..

Bezeichnet man die Anzahl der Vogel, die am Ende auf dem ersten Baum
sitzen, mit x, dann sitzen auf dem zweiten Baum 2x Vogel, auf dem dritten
4x Vogel. Das sind zusammen 7x Vogel.

Wegen 56 : 7 = 8 miissen mithin zuletzt auf dem ersten Baum 8 Vogel, auf
dem zweiten Baum 16 Vogel und auf dem dritten Baum 32 Végel sitzen.
Auf dem ersten Baum saBen daher am Anfang 7 Vogel mehr als 8 Vogel,
das sind 15 Vogel. Auf dem zweiten Baum saBen zu Anfang noch nicht die
spiter vom ersten Baum zugeflogenen 7 Végel, dafiir aber die dann zum
dritten Baum geflogenen 5 Vogel.

Also saBen auf dem zweiten Baum zu Anfang 2 Vogel weniger als 16 Vogel,
das sind 14 Vogel.

Auf dem dritten Baum saBen am Anfang 5 Vogel weniger als 32 Vogel, das
sind 27 Vogel.

Die Liangen der vier Rolltreppen seien mit a, b, ¢, d bezeichnet, und es gelte
a 2 b 2 ¢ 2 d. Die Gesamtlinge der Rolltreppen sei g. Dann gilt

b+c¢=136m und b=c+ 8m.
Daraus folgt:
b=72m und ¢c=64m.

Weiterhin gilt laut Aufgabenstellung

10 14 70
und folglich
74

136m=b+c=g—(a+d)=%g.

- 3 3
Daraus folgt 7—90 = 4 und daher m g = 84 und 1 g = 60.

Wegen 84 > 72 > 64 > 60 folgt mithin:
Die gesuchten Lingen der Rolltreppen betragen

a=8m, b=72m, ¢c=64m und d=60m.

Wegen 1050 — 75 = 975 und 975:3 = 325 kostet die billigste Ausfiithrung
des genannten Artikels 3,25 Mark.

Wegen 1050 + 75 = 1125 und 1125:3 = 375 kostet die teuerste Ausfiilhrung
dieses Artikels 3,75 Mark.

Wegen 1050 — 325 — 375 = 350 kostet daher die dritte Sorte desselben
Artikels 3,50 Mark.
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Der erste Radfahrer war um 8 Uhr genau 2 h gefahren und hatte dabei eine
Strecke von 28 km zuriickgelegt. Von diesem Zeitpunkt an legte der zweite
Radfahrer in jeder Stunde genau 7 km mehr zuriick als der erste.

Da sie sich genau am Mittelpunkt der Strecke von 4 nach B trafen, geschah
das wegen 28:7 = 4 genau 4 h nach Abfahrt des zweiten Radfahrers, also
um 12 Uhr.

Bis zu diesem Zeitpunkt hatte wegen 6 - 14 = 84 bzw. 4 - 21 = 84 jeder von
beiden genau 84 km zuriickgelegt.

Die Linge der Strecke von 4 nach B betrigt wegen 2 - 84 = 168 mithin genau
168 km.

Wegen 1200 — 800 = 400 legte das erste Auto 400 km mehr zuriick als das
zweite. Fiir diese 400 km verbrauchte es laut Aufgabe 36 1 Kraftstoff.

Beide Autos legten zusammen 1200 km + 800 km = 2000 km zuriick. Das
sind fiinfmal soviel wie 400 km. Folglich verbrauchten sie wegen 5 - 36 = 180
fiir diese Strecke insgesamt 180 1 Kraftstoff.

Der Schall legt in jeder Sekunde (in der Luft) weniger als 340 m zuriick ; wegen
340:2 = 170 benétigt- er daher fiir 2 m mehr als I%S' Das Licht legt
in jeder Sekunde mehr als 290000 km zuriick; wegen 290000:1000 = 290
benétigt es daher fiir 1000 km weniger als ﬁlo s. Daher hort der Rundfunk-

horer in unserem Beispiel den Redner etwas frither als der im Saal sitzende
Zuhorer.

Hinweis: Allein durch Néherungswerte (etwa =330 m bzw. 300000 km)
ohne Beachtung der Fehlergrenzen ist eine korrekte Begriindung des Ergeb-
nisses nicht moglich.

Laut Aufgabe besitzt Rainer Spargeld. Dessen Betrag in Mark sei mit x be-
zeichnet. Dann gilt
x

x+x 7
3752t

Nach Multiplikation mit 30 folgt hieraus
10x + 6x = 15x + 210,

woraus man
x = 210

erhilt.
Mithin hatte Rainer insgesamt 210 Mark gespart.

Angenommen, die Lingen a, b, ¢ haben die geforderten Eigenschaften. Dann
gilt
a+b+c=168m,
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ferner gilt
b=3a

sowie
¢c=4da.

Daraus folgt

a+ 3a + 4a = 168 m, also
8a = 168 m, woraus man
a = 21 m und danach weiter
b = 63 m sowie
¢ = 84 m erhilt.

Folglich kénnen nur diese Lingen die gestellten Bedingungen erfiillen.
Wegen63m =3 -21m,84m=4-21mund2lm + 63m 4 84 m = 168 m
haben sie die geforderten Eigenschaften tatsichlich, sind also die in der Auf-
gabe gesuchten Lingen.

A}

1 1
Am ersten Tag legte die Expedition 3 und am dritten Tag i der Gesamt-

1 1 7 7
strecke zuriick. Damit wurde wegen 3 + iTh an diesen beiden Tagen — der

5
gesamten Strecke bewiltigt. Die restlichen 150 km sind demrnach genau o

der Gesamtstrecke
Wegen 150:5 = 30 sind folglich 30 km genau — der Gesamtstrecke, diese
betragt mithin 12 - 30 km = 360 km. 12

a) Das Gewicht einer jeden Kugel der Sorte A ist gleich dem Doppelten des
Gewichts einer jeden Kugel der Sorte B. Eine jede Kugel der Sorte B hat
das Dreifache des Gewichts einer jeden Kugel der Sorte C, folglich hat
jede Kugel der Sorte 4 das gleiche Gewicht wie 6 Kugeln der Sorte C.
Jede Kugel der Sorte C hat das Fiinffache des Gewichts einer jeden
Kugel der Sorte D. Daher ist das Gewicht von 6 Kugeln der Sorte C
gleich dem Gewicht von 30 Kugeln der Sorte D.

Daraus ergibt sich, daBl Uli genau 30 Kugeln der Sorte D in die noch
leere Waagschale legen muBl, damit sie einer Kugel der Sorte 4 in der
anderen Waagschale das Gleichgewicht halten.

b) Das Gewicht von 5 Kugeln der Sorte D ist gleich dem Gewicht einer
jeden Kugel der Sorte C. Daher haben 20 Kugeln der Sorte D das gleiche
Gewicht wie 4 Kugeln der Sorte C. Das Gewicht von 20 Kugeln der
Sorte D und 5 Kugeln der Sorte C ist mithin gleich dem Gewicht von
9 Kugeln der Sorte C.

Da drei Kugeln der Sorte C soviel wiegen wie eine jede Kugel der Sorte B,
wiegen 9 Kugeln der Sorte C soviel wie 3 Kugeln der Sorte B.

Uli muB also 3 Kugeln der Sorte B in die noch leere Waagschale legen,
wenn sie 20 Kugeln der Sorte D und 5 Kugeln der Sorte C in der anderen
Waagschale das Gleichgewicht halten sollen.
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a) Mit 4 Schritten legt der Vater genau 320 cm zuriick;
denn 4 - 80 cm = 320 cm.

Da der Sohn fiir die gleiche Strecke 5 Schritte braucht, betrigt wegen
320:5 = 64 seine durchschnittliche Schrittlinge 64 cm.

b) Genau dann, wenn der Vater ein (positives ganzzahliges) Vielfaches
von 4 als Schrittzahl beendet hat, hat der Sohn gleichzeitig mit dem
Vater eine ganzzahlige Schrittzahl beendet, treten also Vater und Sohn
gleichzeitig auf. Dies geschieht genau dann bei beiden mit dem linken
FuB, wenn sie ecine gerade Anzahl von Schritten beendet haben. Bei
dem Vater ist dies fiir jedes ganzzahlige Vielfache von 4 der Fall, bei
dem Sohn genau fiir alle geradzahligen Vielfachen von 5. Das kleinste
(positive) geradzahlige Vielfache von 5 ist aber das Zweifache. Daher
treten Vater und Sohn erstmalig nach dem 8. Schritt des Vaters (und
damit nach dem 10. Schritt des Sohnes) gleichzeitig mit dem linken
FuB auf.

Es kann o.B.d. A. vorausgesetzt werden, da der FuBginger im selben
Augenblick entgegen der Fahrtrichtung des Zuges die Briicke verldBt, in dem
die Lok auf die Briicke fahrt. Wenn der FuBgénger nach 9 s genau 9 m zuriick-
gelegt hat, fahrt der letzte Wagen des Zuges an ihm vorbei. Bis zum Verlassen
der Briicke bendtigt dieser Wagen wegen 27 — 9 = 18 noch 18 s. In dieser
Zeit legt er wegen 225 + 9 = 234 genau 234 m zuriick. Folglich betrug wegen-

234:18 = 13 die Durchschnittsgeschwindigkeit des Zuges dabei 13 ?, das
3600 k

. m
sind wegen 13 1000 = 46,8 genau 46,8 T

Da der Zug zur Briickeniiberfahrt genau 27 s benétigte, legte die Lok wegen
13 -27 = 351 in dieser Zeit 351 m zuriick. Diese Strecke setzt sich aus den
225 m Lénge der Briicke und der Linge des Zuges zusammen.

Wegen 351 — 225 = 126 hatte der Zug mithin eine Linge von 126 m.

Ist am 1. Januar das jiingste Kind x Jahre alt, so ist das zweite 2x Jahre, das
ilteste 4x Jahre, die Mutter 14x Jahre, der Vater 15x Jahre und der Grofvater
(64 + 4x) Jahre alt.

Es gilt nun laut Aufgabe

x4+ 2x + 4x + 14x + 15x = 4x + 64
Daraus folgt

32x = 64,
also

x=2.

Das jiingste Kind war am 1. Janur 1975 somit 2 Jahre alt, das zweite 4 Jahre,
das ilteste 8 Jahre, die Mutter 28 Jahre, der Vater 30 Jahre und der GroB-
vater 72 Jahre.

Die Armbanduhr ging in 24 h genau 6 min nach, d. h., sie ging in jeder Stunde
den 24. Teil von 6 min, das sind 15 s, nach.
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Da von Sonnabend 12 Uhr bis Montag 8 Uhr genau 44 h vergangen waren,
ging die Uhr wegen 44 - 15 = 660 mithin 660 s, das sind 11 min, nach.
Sie zeigte also 7.49 Uhr an, als es genau 8 Uhr war.

Wegen 6 + 13 = 19 und 19 — 2 = 17 erhielten die Geschwister im November
zusammen 17 Mark, wegen 6 + 13 + 17 = 36 mithin insgesamt 36 Mark.
Wegen 36:3 = 12 betrug ihre Solidaritdtsspende 12 Mark. Den gleichen
Betrag legten sie in ihre Ferienkasse. Wegen 36 — 12 — 12 = 12 verbleiben
12 Mark, davon erhielt jeder fiir sich die Halfte, also jeder 6 Mark.

1. Losungsweg

Die folgende Tabelle enthilt alle Zusammenstellungen von 12 Geldscheinen,
von denen jeder ein 10-Mark-Schein oder ein 20-Mark-Schein ist. Anschlie-
Bend wird fiir jede dieser Zusammenstellungen der Gesamtwert ermittelt.

Anzahl d. Scheine Wert d. Scheine Gesamtwert
Zu je (in Mark) zu je : (in Mark)
10 Mark 20 Mark 10 Mark 20 Mark

0 12 0 240 240

1 11 10 _ 220 230

2 10 20 200 220

3 9 30 180 210

4 8 40 160 200

5 7 50 140 190

6 6 60 120 180

7 5 70 100 170

8 4 80 80 160

9 3 90 60 150
10 2 100 40 140
11 1 110 20 130
12 0 120 0 120

Daraus ist ersichtlich, daB genau fiir die Anzahlen 7 und 5 der 10-Mark-Scheine
bzw. 20-Mark-Scheine der Gesamtwert 170 Mark entsteht.

2. Lisungsweg

War x die Anzahl der 20-Mark-Scheine, so war (12 — x) die Anzahl der
10-Mark-Scheine. Der in Mark ausgedriickte Wert der 20-Mark-Scheine
betrug dann 20x, der der 10-Mark-Scheine (120 — 10x). Daher gilt:

20x + 120 — 10x = 170
10x + 120 = 170
10x = 50
x=35
Also war 5 die Anzahl der 20-Mark-Scheine, und wegen 12 — 5 = 7 war 7
die Anzahl der 10-Mark-Scheine.

Die Zeit von 10.05 Uhr bis 11.20 Uhr betrdgt 1 h 15 min = 75 min. Wegen
2100 — 600 = 1500 hat das Flugzeug in dieser Zeit 1500 km zuriickgelegt.
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Wegen 75:15 = 5 bendtigt es fiir je 100 km also 5 min, wegen 6 -5 = 30
fiir die noch zuriickzulegenden 600 km mithin 30 min. Daher trifft es 30 min
nach 11.20 Uhr, d. h. um 11.50 Uhr, in B ein.

Wegen 22-6-1,5=22-3-3 = 198 enthilt das bis zur Hohe von 1,50 m
gefiillte Becken 198 m® Wasser. 1 m® sind 10001, also enthilt das Becken
198000 1. Wegen 198000:900 = 220 ist es somit nach genau 220 min bis
zur angegebenen Hohe gefiillt.

War der frithere Kaufpreis des ersten Hundes x Mark, so erhielt Herr Schiafer

120 6
beim Verkauf dieses Hundes 100 x Mark = 3 x Mark. Daher gilt

6
gx = 180, also x = 150.

War der friihere Kaufpreis des zweiten Hundes y Mark, so erhielt Herr Schéfer
80 4
beim Verkauf dieses Hundes 100 y Mark = 3 y Mark. Daher gilt

4
§y=180, also y = 225.

Somit hatte der gesamte frithere Kaufpreis 150 Mark + 225 Mark = 375 Mark
betragen. Da Herr Schéfer die Hunde fiir insgesamt 360 Mark weiterverkaufte,
erlitt er insgesamt einen Verlust von 15 Mark.

Die Abfahrtzeiten lauten

fiir den ersten Bus:

12.00; 12.45; 13.30; 14.15; 15.00; ...,

fiir den zweiten Bus:

12.00; 12.30; 13.00; 13.30; 14.00; 14.30; 15.00 ...,
fir den dritten Bus:

12.00; 12.36; 13.12; 13.48; 14.24; 15.00; . . .,

fiir den vierten Bus:

12.00; 13.00; 14.00; 15.00; ...

Daraus ist zu sehen: Die vier Busse fahren erstmalig um 15.00 Uhr wieder gleich-
zeitig vom Busbahnhof ab.

Bis dahin hat

der erste Bus 4 Fahrten,

der zweite Bus 6 Fahrten,

der dritte Bus 5 Fahrten,

der vierte Bus 3 Fahrten

durchgefiihrt.

Hinweis: Die Aufgabe kann auch unter Anwendung des Begriffes k. g. V.
(kleinstes gemeinsames Vielfaches) gelost werden. Die Anzahl der Minuten
zwischen 12.00 Uhr und dem gesuchten Zeitpunkt muB das k. g. V. der Zahlen
45, 30, 36 und 60, d. h. die Zahl 180, sein. Folglich fahren die vier Busse erst-
malig nach 180 min, also um 15.00 Uhr, gleichzeitig vom Bahnhof ab.
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Angenommen, vier natiirliche Zahlen erfiillen die gestellten Bedingungen.
Die erste Zahl sei mit a bezeichnet.

Die zweite Zahl lautet dann 2a — 1,

die dritte Zahl 22a—1)—1=4a—2—1=4a—3,
die vierte Zahl 24a —3)—1=8a—6—1=8z—17.
Daher betriagt die Summe der vier Zahlen

a+2a—1+4a—3+8a—7=15%—11.

Laut Aufgabe soll diese Summe 79 betragen, also gilt 15¢ — 11 = 69 und mit-
hin 15¢ = 90, woraus man a = 6 erhilt.

Folglich lauten die vier Zahlen in dieser Reihenfolge 6, 11, 21, 41.

Daher konnen nur diese Zahlen die Bedingungen der Aufgabe erfiillen.

Sie erfiillen sie tatsdchlich; denn es gilt:

2:6—-1=11, 2-11—1=21,
2:21—1=41, 6+ 11+21+41=179.

Hinweis: Die Aufgabe kann auch durch systematisches Probieren "gelSst
werden (etwa 4 + 7 + 13 + 25 = 49; 5 + 9 + 17 + 33 = 64,
6+ 11+21+41=79;7+ 13 + 25 + 49 = 94). Dabei muB} bewiesen werden,
daB es keine weiteren Losungen gibt, indem man z. B. bemerkt, daB bei Vergro-
Berung der Anfangszahl sich alle Summanden und damit die Summe vergréBern.

a) Fiir die Sorte A4 betrdgt wegen 900:3 = 300 der Lagerbestand 300 Pa-
kete. Fiir die Sorte B betrigt wegen 900 — 300 = 600 und 600:4 = 150
der Bestand 150 Pakete. Wegen 600 — 150 = 450 und 450:2 = 225
betrigt fiir jede der Sorten C und D der Bestand 225 Pakete.

b)  Wegen 250 -900 = 225000 und 225000 g = 225 kg sind insgesamt
225 kg Waschpulver in den Paketen enthalten.

Der Gesamtpreis aller sechs Geschenke betrdgt 119 Mark. Da genau fiinf
Geschenke gekauft wurden, blieb genau eines zurlick. War es das zu

15 Mark, 16 Mark, 18 Mark, 19 Mark, 20 Mark bzw. 31 Mark.
so hatten beide Kaufer zusammen
104 Mark, 103 Mark, 101 Mark, 100 Mark, 99 Mark bzw. 88 Mark

zu zahlen.

Zahlte der erste Kidufer xMark, so zahlte der zweite 2x Mark. Die von
beiden gezahlte Summe, 3x Mark, muB folglich durch 3 teilbar sein. Das
trifft nur fiir den Betrag von 99 Mark zu. Also wurde das Geschenk zu 20 Mark
nicht gekauft. Ferner ist 3x = 99; der erste Kéufer zahlte daher 33 Mark.
Hitte er als eines seiner beiden Geschenke das zu 16 Mark, 19 Mark oder
31 Mark gekauft, so miiite das andere 17 Mark, 14 Mark bzw. 2 Mark gekostet
haben; diese Preise kamen aber nicht vor. Also hat der erste Kiufer die
Geschenke zu 15 Mark und 18 Mark gekauft, der zweite Kaufer folglich die
Geschenke zu 16 Mark, 19 Mark und 31 Mark.
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Wenn eine natiirliche Zahl z die Bedingungen (1) bis (4) erfiillt und a ihre
Hunderterziffer ist, so folgt: Wegen (1) gilt a # 0, wegen (3) ist 2a < 10,
also a < 5. Die folgende Tabelle enthilt fiir die verbleibenden Moglich-
keiten a = 1, 2, 3, 4 die nach (2) und (3) sich ergebenden Zehner- bzw. Einer-
ziffern und damit z.

Hunderter- Zehner- Einer- z
ziffer a ziffer ziffer

1 2 2 122
2 3 4 234
3 4 6 346
4 ) 8 458

Von diesen scheidet die Zahl z = 234 aus, da sie das Doppelte von 117 ist
und dies wegen 117 = 3 - 39 keine Primzahl ist.

Also kénnen héchstens die Zahlen 122, 346 und 458 die Bedingungen (1) bis (4)
erfiillen.

Sie sind sidmtlich dreistellig, erfiillen daher (1). Ferner zeigt die Tabelle, daB
sie auch samtlich (2) und (3) erfiillen. SchlieBlich erfiillen sie auch (4), da sie
jeweils das Doppelte von 61, 173 bzw. 229 sind und diese Zahlen Primzahlen
sind.

a) Der Kraftfahrer bendtigte wegen 20 + 30 + 12 + 4 = 66 bis zur
Abfahrt von der Bahnschranke genau 66 min. Da diese Zeit laut Auf-
gabe ebenso lang war wie die Fahrzeit von der Bahnschranke bis nach
B, war er ab 11.06 Uhr noch einmal 66 min bis B unterwegs, traf daher
dort um 12.12 Uhr ein.

b) Fiir die ersten 40 km betrug die reine Fahrzeit wegen 66 — 30 — 4 = 32

8 8
genau 32 min, das sind Eh. Wegen 40:E = 75 betrug seine Durch-

schnittsgeschwindigkeit mithin 75 Tm .

c) Da der Kraftfahrer den Rest des Weges mit der gleichen Durchschnitts-

11
geschwindigkeit zuriicklegte und dafiir 66 min, also I_Oh’ bendtigte,
11 :
legte er dabei wegen 75 0= 82,5 noch weitere 82,5 km zuriick.

Mithin hatte er von 4 nach B insgesamt 40 km + 82,5km = 122,5km
zuriickgelegt.

Aus (1), (4), (5) und (7) folgt wegen 11 — 1 — 4 — 2 = 4, daB genau 4 Schiiler
genau in Mathematik die Zensur 2 haben.

Aus (2), (4), (6) und (7) folgt wegen 19 — 1 — 7 — 2 = 9, daB genau 9 Schiiler
genau in Russisch die Zensur 2 haben.

Aus (3), (4) (5) und (6) folgt, daBl wegen 23 — 1 — 4 — 7 = 11 genau 11 Schii-
ler genau in Deutsch die Zensur 2 haben.

Wegen 4 + 9 + 11 = 24 haben somit genau 24 Schiiler dieser Gruppe in
genau einem der genannten Fécher die Zensur 2.

Da wegen (5), (6) und (7) genau 13 Schiiler in genau zwei der Ficher eine 2
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haben und da wegen (4) noch ein weiterer Schiiler hinzukommt, haben wegen
24 + 13 + 1 = 38 mithin genau 38 Schiiler in wenigstens einem der Ficher
die Zensur 2.
Folglich hat genau ein Schiiler dieser Gruppe in keinem der genannten Fécher
die Zensur 2.

1. Lisungsweg

Bezeichnet man die Anzahl der Zweimarkstiicke, die Cathrin vor dem Einkauf
besalB, mit x, so hatte sie zur gleichen Zeit (18 — x) Fiinfzigpfennigstiicke.
Der Geldbetrag, den sie vor dem Einkauf besaB, betrug somit

(2x + (18 — x) - 0,5) Mark = (1,5x + 9) Mark .

Da sie davon genau die Hailfte ausgab, hatte sie nach dem Einkauf noch
(0,75x + 4,5) Mark. :

Laut Aufgabe setzte sich dieser Betrag aus (18 — x) Zweimarkstiicken und
x Finfzigpfennigstiicken zusammen. Daher gilt

0,75x + 4,5 = 2(18 — x) + 0,5x = 36 — 1,5x, woraus man
2,25x = 31,5, also
x =14 erhilt.

Folglich hatte Cathrin vor dem Einkauf genau 14 Zweimarkstiicke und genau
4 Finfzigpfennigstiicke, das sind zusammen 30 Mark, bei sich. Nach dem
Einkauf besall sie genau 4 Zweimarkstiicke und genau 14 Fiinfzigpfennig-
stiicke, das sind zusammen 15 Mark.

2. Lésungsweg

Hatte Cathrin nach dem Einkauf noch genau p Mark, so hatte sie vorher
genau 2p Mark. Wiirde man ebensoviele Geldstiicke (jeweils der gleichen
Werte), wie sie vorher hatte, und dazu noch ebensoviele, wie sie nachher hatte,
nebeneinanderlegen, so wiren das einerseits genau 18 Zweimarkstiicke und
18 Fiinfzigpfennigstiicke, also (36 + 9) Mark = 45 Mark; andererseits wiren
es (2p + p) Mark = 3p Mark. Daher gilt 3p = 45, also p = 15. Folglich
hatte Cathrin nach dem Einkauf noch genau 15 Mark.

Die Differenz zwischen der Summe der Werte der ersten beiden Miinzen und
dem Wert der dritten Miinze betrdgt genau 7 Mark. Deshalb ist der Wert der
dritten Miinze groBer als 7 Mark, also 10 Mark oder 20 Mark.
Wire die dritte Miinze eine Miinze zu 20 Mark gewesen, dann miilite die
Summe der Werte der beiden anderen Miinzen genau 13 Mark betragen haben,
das ist mit den angegebenen Miinzwerten jedoch nicht méglich. Also war die
dritte Miinze eine Miinze zu 10 Mark, und die Summe der Werte der beiden
anderen Miinzen betrug genau 3 Mark. Das ist bei den angegebenen Miinz-
sorten nur mdglich, wenn Klaus eine 2-Mark-Miinze und eine 1-Mark-Miinze
bei sich hatte.
Klaus hatte daher bei diesem Einkauf eine 10-Mark-Miinze, eine 2-Mark-
Miinze und eine 1-Mark-Miinze bei sich.

-

Angenommen, es gibe eine rationale Zahl x (mit x # 2), die Losung der
gegebenen Gleichung wire. Dann folgte aus der gegebenen Gleichung
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Ix+x—24+4=2x—4+3x+ 3+ 1, also
4x + 2 = 5x, woraus man .
x=2

erhielte, im Widerspruch zur Voraussetzung.
Folglich gibt es keine rationale Zahl x, die die gegebene Gleichung erfiillt.

Wegen 5-0,8 km = 4,0 km betrug die Strecke vom Ortsausgang bis zum
Rastplatz 4 km. Wegen 0,8 km + 4,0 km + 14 km = 18,8 km legte die Schii-
lergruppe vom Start bis zum Mittagsrastplatz genau 18,8 km zuriick. Wegen
18,8 km — 2,5km = 16,3 km hatte sie danach laut Aufgabe noch genau
16,3 km bis zu ihrem Fahrtziel zuriickzulegen.

Wegen 18,8 km + 16,3 km = 35,1 km betrug somit die Gesamtlinge der
Strecke vom Start bis zum Fahrtziel genau 35,1 km.

1. Losungsweg

Anita und Peter zahlten fiir die 7 Flaschen Brause wegen 7 - 15 = 105 ins-
gesamt 105 Pf mehr, als sie fiir 7 Flaschen Selterswasser hitten zahlen miissen.
Fiir diese 105 Pf hitten sie wegen 10 — 7 = 3 genau 3 Flaschen Selterswasser
kaufen konnen. Wegen 105:3 = 35 hatten sie fiir jede Flasche Selterswasser
mithin einschlieBlich Flaschenpfand 35 Pf zu zahlen. Da das Flaschenpfand
15 Pf betrug, kostete jede Flasche Selterswasser also 20 Pf. Folglich kostete
jede Flasche Brause ohne Flaschenpfand 35 Pf.

Wegen 10 -35 = 7 - 50 = 350 hatten Anita und Peter genau 3 Mark und
50 Pf bei sich.

2. Lisungsweg

Wenn die Flasche Selters einschlieBlich Pfand x Pf kostete, so kostete die
Flasche Brause einschlieBlich Pfand (x + 15) Pf. Das Geld, das Anita und
Peter bei sich hatten, betrug somit einerseits 10x Pf, andererseits 7(x + 15) Pf.
Daraus folgt

10x = 7(x + 15), also 10x =Tx+ 715, 3x=7-15, x=7-5=135.

Somit kostete die Flasche Selters einschlieBlich Pfand 35 Pf, ohne Pfand mithin
20 Pf; die Flasche Brause kostete ohne Pfand 35 Pf. Die beiden Schiiler hatten
daher 10 - 35 Pf, d. h. 3,50 Mark, mitgenommen.
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Ungleichungen
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Aus (1) folgt x < z, aus (3) folgt x < w, aus (5) folgt w < y. Diese drei Un-
gleichungen lassen sich, wie in dem Aufgabentext erklidrt wurde, als fort-
laufende Ungleichung schreiben, wobei (2) beriicksichtigt wird:

N x<z<w<y.

Daher kann diese Ungleichung (7) Loésung der Aufgabe sein. Umgekehrt
folgen aus (7) nicht nur (1), (3), (5), sondern auch die librigen Ungleichungen
(2), (4), (6), so daB die Ungleichung (7) in der Tat den Forderungen der Auf-
gabe geniigt. (Die Schreibweise y > w > z > x ist gleichwertig mit (7).)

a) Die Zahlen 0 und 2 gehdren nicht zur Ldsungsmenge; denn es gilt
5:0<5-2<19.
Die Zahlen 4, 6 und 8 gehoren zur Losungsmenge; denn es gilt
19<5-4<5:6<5-8<42
Die Zahl 10 gehort nicht zur Losungsmenge; denn es gilt 5 - 10 > 42.
Zur Loésungsmenge gehort auch keine Zahl, die groBer als 10 ist; denn
das Produkt einer solchen Zahl mit 5 ist stets groBer als S - 10 und daher
erst recht groBer als 42.
Mithin lautet die Losungsmenge {4, 6, 8}.

b)  Die Zahlen 0 und 2 gehdren nicht zur Losungsmenge; denn es gilt
B30+3))<B3-24+3P<IL
Die Zahlen 4 und 6 gehdren zur Lésungsmenge; denn es gilt
11<@B3-4+3)<@B-6+3) <22
Die Zahl 8 geh6rt nicht zur Losungsmenge ; dennesgilt (3 - 8 + 3) > 22.
Zur Losungsmenge gehdrt auch keine Zahl groBer als 8; denn das um
3 vermehrte Produkt einer solchen Zahl mit 3 ist stets groBerals (3 - 8 + 3)
und damit erst recht groBer als 22.
Mithin lautet die Losungsmenge {4, 6}.

c) Die Zahl 0 gehort nicht zur Lésungsmenge, da g > 0 sein soll.
Die Zahlen 2,4, 6 und 8 gehdren zur Losungsmenge; denn e¢s gilt
3=32—3)<(34—-3)<(3-6—3)<23
Die Zahl 10 gehdrt nicht zur Losungsmenge; denn es gilt
3-10—3) > 23.
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Zur Losungsmenge gehort auch keine Zahl groBer. als 10, denn das um
3 verminderte Produkt einer solchen Zahl mit 3 ist stets groBer als
(3 - 10 — 3) und damit erst recht gréBer als 23.

Dabher lautet die Losungsmenge {2, 4, 6, 8}.

Wegen (1) gilt b + d > b + ¢, daher und wegen (3) mithin ¢ + d < b + 4,
woraus man
a<b 4

erhilt.
Durch Subtraktion gewinnt man aus (2) und (3) d— b < b —d, also
2d < 2b und damit

d<b. )
Aus (2) folgt b — d = ¢ — a, woraus sich wegen (5) die Aussage

c>a ©
ergibt.

Wegen (1), (4), (5) und (6) lautet die gesuchte Reihenfolge

b>d>c>a.

Bezeichnet man die (in cm gemessene) GroBe jedes der Schiiler mit dem An-
fangsbuchstaben seines Vornamens, so lassen sich die Aussagen (1) bis (6)
folgendermaBen schreiben:

a1y I=mM-2 2 E=¢G
(3 H>Min{E, R M,IJ G}
(H ist groBer als der Kleinste von E, R, M, I, J, G)
@4 H<J<I GYH=M
(6a) M=G+ 2 6b) M > J
Aus (1) und (4) folgt MM H<J<I<M.
Aus (1) und (6a) folgt ®I=¢C.
Aus (2) und (8) folgt O E=G=1.
Aus (9) und (7) folgt (10) H<J<E=G=1<M.

. Aus (3) und (10) folgt (11) R < H.

Daher lauten die Antworten:

a) Eva, Gerd und Ingrid sind gleichgroB. AuBler ihnen gibt es keine zwei
Schiiler, die gleichgroB sind.

b) Monika, Eva, Gerd, Ingrid, Jirgen, Hans, Renate

Hinweis: Da die Aussagen (5) und (6b) aus den Aussagen (1) und (4) folgen,
sind sie zur L6sung der Aufgabe entbehrlich.

Bezeichnet man die Ringzahl der Schiitzen mit den Anfangsbuchstaben der
entsprechenden Vornamen, so erhilt man aus den Angaben der Aufgabe:

1 J>G @ E+R=J+G 3 E+J<R+G
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Aus (2) und (3) ergibt sich durch Addition
2E+J+R<2G+J+ R,

woraus E < G folgt. Hieraus und aus (2) folgt
R—J=G—E>0

und daraus J < R. Dabher gilt unter Befi.icksichtigung von (1)
R>J>G>E.

Die gesuchte Reihenfolge lautet also: Regina, Joachim, Gerd, Elke.

Die Aussagen (1), (2) und (3) lassen sich folgendermaBen schreiben:

1N d>c, 2 a+b=c+d, (B a+d<b+ec.
Aus (2)und (3) folgt 4) b > d.

Aus (2) und (4) folgt (5) ¢ > a.

Daher gilt wegen (1), (4) und (5):

b>d>c>a.

Bezeichnet man die Sprunghdhen der Schiiler mit den Anfangsbuchstaben
ihrer Vornamen, dann lassen sich die Angaben der Aufgabe so schreiben:

(1) D>A>F 2 E>F
3 A=C sowic C>E
4 A>B,C>B,D>B E>B F>B

FaBt man diese Angaben zusammen, so erhilt man die gesuchte Reihenfolge:
Detlef, Anton und Christian (gleiche Sprunghéhe), Ernst, Frank, Bernd.

Die Fahrer aus Belgien, der DDR, Polen und der Sowjetunion seien der Reihe
nach mit B, D,, D,, ..., P, P,, S;, S,, ... bezeichnet. Nach (5) waren min-
destens zwei sowjetische Fahrer in der Spitzengruppe. Nach (2) fuhr mindestens
einer der Fahrer aus der DDR weder am Anfang noch am Ende, wegen (6)
waren also mindestens drei Fahrer aus der DDR in der Spitzengruppe.
Wegen (1) kénnen auch nicht mehr als 2 sowjetische Fahrer und nicht mehr
als 3 Fahrer aus der DDR in dieser Spitzengruppe gewesen sein, also waren
diese Anzahlen die genauen Anzahlen dieser Fahrer.

Sind nun X, Y Bezeichnungen von Fahrern, so bedeute X < Y, daBl X vor Y
fuhr. Laut Aufgabe gilt mithin:

(2) D, <D,<B 3 S, <P <P 4 B<S,
Da genau ein Belgier in der Spitzengruppe fuhr, folgt-aus (2) und (4)
(h D, <D,<B<S,.

Da genau zwei sowjetische Fahrer in der Spitzengruppe und nach (5) unmittel-
bar hintereinander fuhren, folgt daraus sowie aus (3) und (7)

® D, <D,<B<S <SS, <P <P,.
Aus (8) und (6) folgt dann schlieSlich
® D, <D, <B<S$; <SS, <P <P,<Dy.
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Damit sind bereits acht Fahrer erfaBt, also ist (9) die einzige Moglichkeit fiir
die gesuchte Reihenfolge.

1. Lésungsweqg
Nach Voraussetzung gilta — 2 > OQund b — 2 > 0, also
(a—2)b —2) =ab— 2(a + b) + 4 > 0 und mithin

ab>2a+b)—4.
Aus a > 2 und b > 2 folgt ferner, dall a + b > 4 ist, woraus
2(a + b) — 4 > (a + b) und damit erst recht ab > (a + b) folgt.

2. Liosungsweg
Man setzt a = 2 + m, b = 2 + n, wobei m, n positive rationale Zahlen seien.

Dann gilt:
a+b=2+m+2+n=44+m+n
sowie
ab= Q2+ m)2+ n) =4+2m+n) + mn,
also
ab=44+m+n+m+n+mn=a+b+ m+n+ mn),

woraus wegen m + n > 0 und mn > 0 schlieBlich ab > a + b folgt.

3. Losungsweg
1

W 2bsagit Le Lol e &t
egen a> 2, gt o +p<3ztz=b ab

und folglich wegen ab > 0 auch a + b < ab.

b
<1

1. Losungsweq

a) I. Wenn ein Paar [a; b] natiirlicher Zahlen die Bedingungen (1), (2), (3)
erfiillt, so ist @ wegen (1) eine der Zahlen 0, 1, 2, 3.
Wire a = 0, so folgte aus (2) der Widerspruch b < 0 gegen die Eigen-
schaft von b, natiirliche Zahl zu sein. Also ist a # 0.
Wire a = 1, so folgte aus (2) zundchst b = 0 und damita + b = 1 im
Widerspruch zu (3). Also ist a # 1.
Fiir a = 2 folgt aus (2), (3) einerseits b < 2, andererseits b > 0, also
b=1
Fiir a = 3 folgt aus (2) die Ungleichung b < 3.
Daher kénnen nur die Paare [2;1], [3;0], [3; 1], [3; 2] natiirlicher
Zahlen die Bedingungen erfiillen.

II. Fiir alle diese Paare ist in der Tat a < 4; ferner hat a — b fiir sie die
Werte 1, 3, 2, 1, die simtlich gréoBer als 0 sind; schlieBlich hat ¢ + &
die Werte 3, 3, 4, 5, die siamtlich gréBer als 2 sind.

Also sind die oben angegebenen vier Paare simtliche Paare, die die
Bedingungen der Aufgabe erfiillen.

b) Gaibe es ein Paar [a; b] ganzer Zahlen mit (1), (2), (3) und a < 0, so
folgte aus (2) auch & < 0 und damit @ + b < 0 im Widerspruch zu (3).
Also gibt es kein derartiges Paar.
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Gibe es ein Paar [a; b] ganzer Zahlen mit (1), (2), (3) und b < 0, so
folgte b < —1, aus (1) aber a £ 3 und damit ¢ + b £ 2 im Wider-
spruch zu (3). Also gibt es auch kein derartiges Paar. Damit ist der
geforderte Beweis erbracht.

2. Ldsungsweg
L. Wenn ein Paar [a; b] ganzer Zahlen die Bedingungen (1), (2), (3) erfiillt,
so folgt aus (2) und (3) durch Addition 2a > 2 und hieraus

a>1. )]
Aus (3) und (2) folgt ferner
2—a<b<a. (5)

Wegen (1), (4) kann a nur eine der Zahlen 2, 3 sein.
Ist a = 2, so folgt aus (5), daB 0 < b < 2, also b =1 ist. Ist @ = 3,
so folgt aus (5), daB —1 < b < 3, also b eine der Zahlen 0, 1, 2, ist.
Daher kann ein Paar ganzer Zahlen [a; b] nur dann (1), (2), (3) erfiillen,
wenn es eines der Paare [2; 1], [3; 0], [3; 1], [3; 2] ist.
Bereits mit dieser Aussage ist der Aufgabenteil b) gelost, da die ange-
gebenen Paare keine negativen Zahlen enthalten.

II.  Wiea)llim 1. Lésungsweg

Ein Bruch ist genau dann negativ, wenn entweder sein Zahler positiv und sein
Nenner negativ oder wenn sein Zihler negativ und sein Nenner positiv ist.
Angenommen, es gibe eine rationale Zahl amit 3¢ —2 > O0Ounda + 1 < 0.

2
Dann folgte aus 3a — 2 > 0 einerseits a > 3 und aus a + 1 < 0 anderer-
2
seits a < —1. Da es keine rationale Zahl gibt, die gleichzeitig groBer als 3

und kleiner als —1 ist, war unsere Annahme falsch. Daher ist die gegebene
Ungleichung genau fiir diejenigen Zahlen a erfiillt, fiir die 3a — 2 < 0 und
a+1>0 gilt. 2

Nun ist 3@ — 2 < 0 gleichbedeutend mit a < 3 unda + 1 > 0mita > —1.

Diese beiden Bedingungen werden genau von allen rationalen Zahlen 4 erfiillt,
fiir die

—l<a<-
=3
gilt.

2
Folglich sind alle rationalen Zahlen a mit —1 < a < — und nur diese Lésun-
gen der gegebenen Ungleichung. 3
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Da Roberts Aussage falsch war, hatte weder Rudolf noch Emil recht. Das
bedeutet aber, daB vom Standpunkt der beiden Wanderer aus die Entfernung
bis Neustadt weder grofer noch kleiner als 5 km war. Daher betrug sie genau
5 km.

Nach den Erkliarungen des Ortskundigen wiirden alle drei Richtungsschilder
auf den richtigen Weg weisen, wenn die beiden falschen Schilder miteinander
ausgetauscht wiirden, da genau zwei der drei Schilder falsch und folglich
genau eines richtig beschriftet waren. Weil der Wanderer aus Altdorf kam,
konnte er leicht feststellen, ob das Rich-
tungsschild, das nach Altdorf wies, rich-

M N N A A M
-~
tig oder falsch beschriftet war. Wenn es
richtig beschriftet war (~ Bild L 4.2a)),
K multen die beiden anderen falsch sein,
und er ging den Weg, auf den das Schild
a) A b) W™ c) YN ,,Mittendorf** wies. Wenn es aber falsch

beschriftet war (# Bilder L 4.2b), ¢)),
BildL 4.2 konnte er sich dieses Schild mit dem

Richtungsschild ,,Altdorf* vertauscht
denken, und nach dieser Vertauschung wiesen alle drei Schilder — auch das
nach ,,Neudorf* — in die richtige Richtung.

Angenommen, die Aussage ,,Frank erhielt einen zweiten Preis* wire wahr.
Dann miiten die beiden anderen Aussagen falsch sein. Das wiirde aber be-
deuten, daBl Klaus ebenfalls einen zweiten Preis erhielt, im Widerspruch zur
Aufgabe. Also ist die oben betrachtete Aussage falsch.

Angenommen, die Aussage ,,Klaus erhielt keinen zweiten Preis*‘ wire wahr.
Dann miiBten die beiden anderen Aussagen falsch sein. Das wiirde jedoch
bedeuten, daB keiner der drei Schiiler einen zweiten Preis erhielt, im Wider-
spruch zur Aufgabe. Also ist auch diese Aussage falsch.

Mithin kann nur die Aussage ,,Silvia erhielt keinen ersten Preis*“ wahr sein.
Da damit die beiden anderen Aussagen falsch sind, erhielt Klaus einen zweiten
Preis. Ferner kann von den drei Schiilern nur Frank einen ersten Preis und
mithin Silvia einen dritten Preis errungen haben. Nur bei dieser Preisvertei-



L4.4

L4.5

L4.6

L4.7

lung ist genau eine von Rainers Aussagen wahr, und die anderen beiden sind
talsch.

Da (2) falsch ist, belegte Elke weder den vorletzten noch einen besseren Platz,
sie wurde also Fiinfte. Da (1) falsch ist, kam Christa unmittelbar vor Elke ins
Ziel und wurde daher Vierte. Da (4) falsch ist, belegte Franziska den dritten
Platz. Folglich verblieben der erste bzw. zweite Platz fiir Doris bzw. Gitta.
Da (3) falsch ist, lief Doris nicht schneller als Gitta. Da ihre Zeit ferner nicht
dieselbe war wie die Gittas, belegte sie mithin den zweiten Platz und Gitta
den ersten.

Die tatsdchliche Reihenfolge des Einlaufs lautete daher:

Gitta, Doris, Franziska, Christa, Elke.

Aussage (1) ist wahr, weil héchstens 309 aller Teilnehmer beide Abzeichen
erworben haben konnten und 309, weniger als die Halfte von 709 sind.
Bei Aussage (2) kann allein mit den vorliegenden Angaben nicht entschieden
werden, ob sie wahr oder falsch ist. Sie ist genau dann wahr, wenn jeder Teil-
nehmer genau eines dieser Abzeichen erworben hat.

Aussage (3) ist falsch, weil hochstens 309 aller Teilnehmer beide Abzeichen
erworben haben konnten, also mindetens 409 aller Teilnehmer nur das
Sportabzeichen erhielten.

Aussage (4) ist wahr, weil es bereits vor, also erst recht nach einer Erhdhung
der Anzahl der Sportabzeichentriger von diesen mehr gab als Triger des
Touristenabzeichens. .

Angenommen, Christoph hitte den Fingerhut, dann wire Birgits Aussage
falsch, im Widerspruch zu den Spielregeln. Deshalb hat Christoph den Fin-
gerhut nicht.

Angenommen, Birgit hitte den Fingerhut, dann wire Anjas Aussage falsch,
im Widerspruch zu den Spielregeln. Daher hat Birgit den Fingerhut auch
nicht.

Folglich kann hichstens Anja den Fingerhut haben. Tatsdchlich ist in diesem
Fall Anjas Aussage falsch, und die Aussagen von Birgit und Christoph sind
wahr.

Also steht eindeutig fest, daB Anja den Fingerhut an sich genommen hatte.

Das Alter eines jeden Schiilers sei mit dem Anfangsbuchstaben seines Vor-
namens bezeichnet.

Angenommen, (5) wire wahr. Dann folgte erstens, daB3 (1) und (4) nicht beide
gleichzeitig wahr sein konnten ; zweitens folgte auch, daB (7) und (3) nicht beide
gleichzeitig wahr sein konnten. Also gébe es unter den Aussagen (1) bis (7) mehr
als eine falsche, im Widerspruch zur Aufgabe. Damit ist die Annahme, (5)
wire wahr, widerlegt.

Folglich ist (5) die gesuchte falsche Aussage, und (1), (2), (3), (4), (6), (7) sind
wahr. Nun folgt aus (2), daB B < C gilt, aus (7) folgt C < D, aus (6) folgt
D < Eund aus (1) folgt E < A. Die verlangte Reihenfolge der Schiiler lautet
mithin:

Berta, Christine, Dieter, Elvira, Anton.
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Angenommen, die Aussagen (1), (2), (3), (4), (5), (6) wiren sidmtlich wahr,
dann hitte wegen (3) und (4) jedes Ehepaar wenigstens ein Madchen. Wegen
(1), 4), (5) und (6) miiBte folglich die Anzahl der Jungen kleiner sein als die
Anzahl der Ehepaare und damit erst recht kleiner als die Anzahl der Madchen,
im Widerspruch zu (2). Brigitte hatte also mit ihrem Einwand recht.

Jedes der drei Gehiduse wird mit einem der vier verschiedenen Zifferblitter
ausgestattet. Wegen 3 -4 = 12 sind das 12 verschiedene Maoglichkeiten fiir
die Ausfilhrung von Uhren. Nun kann jede dieser 12 Ausfilhrungen mit je
einer der beiden verschiedenen Zeigerausfilhrungen versehen werden. Wegen
12 -2 = 24 sind das insgesamt 24 verschiedene Moglichkeiten fiir die Aus-
fiihrungen von Uhren. Da es keine weiteren Mdglichkeiten gibt, betrigt somit
die Anzahl aller voneinander verschiedenen Ausfithrungen von Uhren unter
den gegebenen Umstidnden 24.

(Vorbemerkung: Im folgenden wird zur Erhohung der Deutlichkeit die nach-
folgende Bezeichnungsweise verwendet, die in Schiilerlésungen natiirlich
nicht gefordert wird:

(1) Kommen in einer Ziffernfolge nur die Ziffern 0, ..., 9 selbst vor, aber keine
Variable, die solche Ziffern vertreten, so bezeichnet wie {iblich die (oAne weitere
Kennzeichen) geschriebene Ziffernfolge zugleich auch die durch sie dekadisch
dargestellte Zahl.

(2) Kommen dagegen in einer Ziffernfolge auch Variable vor, die Ziffern
vertreten, so bezeichne — zur Vermeidung von Verwechslungen mit der
Produktbildung — der Querstrich den Ubergang von der Ziffernfolge zu
der durch sie dekadisch dargestellten Zahl. Diese Bezeichnungsweise wird
aus Griinden der Konsequenz auch bei einziffrigen Zahlen beibehalten.
Ferner wird diese Bezeichnungsweise auch fiir den Fall zugelassen, daB eine
am Anfang stehende Variable die Ziffer 0 vertritt.)

Bezeichnet man die beiden fehlenden Ziffern der gesuchten Zahl mit x bzw.
y, so konnen Zahlen der angegebenen Art nur die folgenden Formen haben:

a) xyl970mit 1 £ x<9 und 0Ly=<9,
b) x1970y mit ]| £ x <9 und 0y=<9,

c) 1970xy mit 0 £ x <9 und 0y <9.

Alle diese Zahlen sind voneinander verschieden, denn gehéren zwei von
ihnen zu derselben mit a), b) oder c) bezeichneten Gruppe, so ist diejenige
von ihnen die kleinere, in der auch die aus x und y gebildete zweistellige Zahl xy
die kleinere ist. Gehoren sie dagegen zu verschiedenen Gruppen, so unter-
scheiden sie sich (z. B.) in ihrer dritten Ziffer.

In Gruppe a) und b) gibt es nun jeweils genau so viele Zahlen der geforderten
Art, wie es Zahlen Xy mit 10 £ Xy < 99 gibt, das sind je genau 90 Zahlen,
in Gruppe c) so viele, wie es Zahlen Xy mit 0 < Xy < 99 gibt, das sind genau
100 Zahlen. Somit betrédgt die gesuchte Anzahl 2 - 90 + 100 = 280.

Nach dem Vorherigen ist ferner jeweils die kleinste bzw. die groBte Zahl

in Gruppe a) 101970 bzw. 991970,

in Gruppe b) 119700 bzw. 919709,

in Gruppe ¢) 197000 bzw. 197099,

Folglich ist die insgesamt kleinste der beschriebenen Zahlen die Zahl 101970
und die insgesamt groBte die Zahl 991970,

A A |
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Ordnet man z. B. die moglichen Wiirfe und die dazugehorigen Summen der
jeweiligen beiden Augenzahlen in Form nachstehender Tabelle an, so stellt
man fest, daB in der Tat die Summe 7 am hiufigsten auftritt.

Augenzahl des

schwarzen weiBen Wiirfels

Wiirfels 1 2 3 4 5 6
1 2131 4 51617
2 3 (415 6| 71 8
3 4 [ 5] 6 71 8] 9
4 51617 8| 910
5 6 | 7 8 9 |10 |11
6 7181910711112

Wegen 1=1; 2=2; 1+2=3; 1+14+2=4; 5=5;, 1+5=06;
2+5=7, 14+42+5=8; 1+ t+2+5=09 lassen sich alle vorge-
schriebenen Wigungen im Bereich von 1 g bis 9 g mit zwei 1 g-Stiicken, einem
2 g-Stiick und einem 5 g-Stiick ausfiithren. Das ist in diesem Bereich mit den
zuldssigen Sorten auch zugleich die Zusammenstellung mit der geringsten
Gesamtmasse; denn da von jeder Sorte mindestens ein Stiick vorhanden sein
soll, muB wegen 1 + 2 + 5 = 8 die Gesamtmasse der Wigestiicke groBer
als 8 g, also mindestens gleich 9 g sein.

Analog erhilt man, daB fiir die weiteren MaBbereiche zwei 10 g-Stiicke,
ein 20 g-Stiick, ein 50 g-Stiick, zwei 100 g-Stiicke, ein 200 g-Stiick, ein 500 g-
Stiick und ein 1 kg-Stiick diejenige Zusammenstellung von Wiégestiicken ist,
mit der alle verlangten Wigungen durchfiihrbar sind und bei der gleichzeitig
die Gesamtmasse aller Wigestiicke moglichst klein ist.

a) Fiir n = 7 erhilt man

7=1+6,

7=2+4+15,

7 = 3 + 4, also insgesamt 3 Darstellungen.
b) Fiir » = 10 erhilt man

0=1+9,

10=2+8,

10=3+7,

10 = 4 + 6, also insgesamt 4 Darstellungen.

©) Ist n ungerade, so treten in sdmtlichen genannten Darstellungen genau
die Zahlen 1,..,n — 1 als Summanden auf, und zwar jede genau
einmal. Da hierbei in jeder Darstellung genau zwei dieser Summanden
1

vorkommen, ist die Anzahl aller Darstellungen folglich ? —
2

119



L4.14

L4.15

L4.16

120

Ist n gerade, so treten dagegen nur die Zahlen 1,...,n — 1 mit Aus-

nahme der Zahlg auf. Diese Ausnahme riihrt daher, daB in einer Dar-
stellung von # mit einem Summanden g der zweite Summand ebenfalls

n . . .
2 lauten miifite, also nicht vom ersten verschieden wire.
Dabher betrigt in diesem Falle die gesuchte Anzahl von Darstellungen

n—2_n i
2 2 ‘

Die grofite Anzahl von Kugeln, die Ulrike unter der Bedingung herausnehmen
kann, daB sich unter ihnen keine 9 von gleicher Farbe befinden, betrigt 34,
ndmlich 8 rote, 8 blaue, 8 schwarze, 8 weiBe und die beiden griinen. Nimmt
sie zu diesen 34 Kugeln nun noch eine weitere heraus, dann kann diese Kugel
nur eine der vier Farben rot, blau, schwarz oder weill haben. In jedem Falle
erhilt Ulrike also 9 Kugeln von gleicher Farbe. Die kleinste Anzahl von Kugeln,
bei denen sie das mit Sicherheit erreicht, betragt daher 35.

Cornelias Meinung ist falsch; denn greift man 12 Kugeln heraus, kénnen
jeweils 4 von roter, blauer bzw. gelber Farbe sein.

Brigits Meinung ist wahr; denn wenn unter beliebigen 12 von 13 Kugeln
keine 5 von gleicher Farbe sind, miissen jeweils 4 von roter, blauer bzw. gelber
Farbe sein. Dann hat aber die 13. Kugel ebenfalls eine dieser drei Farben.
Von dieser Farbe existieren mithin unter den 13 Kugeln dann 5.

Ankes Meinung ist ebenfalls wahr; denn wenn schon 13 Kugeln geniigen,
um mit Sicherheit zu erreichen, daB sich unter ihnen 5 von gleicher Farbe
befinden, so erst recht 15 Kugeln.

Es geniigt, alle moglichen voneinander verschiedenen Verteilungen der Kugeln
auf einen der Kisten (z. B. A) zu betrachten, da dadurch die Verteilung der
restlichen Kugeln auf den Kasten B eindeutig bestimmt ist.

Der Kasten 4 kann héchstens 1 schwarze, hochstens 2 weiBe und hdchstens
3 rote Kugeln enthalten. Alle moglichen voneinander verschiedenen Vertei-
lungen gibt daher das folgende Schema an. Dabei bedeuten: r = rote Kugel,
s = schwarze Kugel, w = weiBe Kugel.

A B
1. rrr rs ww
2. Irs IrT ww
3. ITw rrsw
4. Irs w ITT W
5. TwWw rrTrs
6. R A rrrr
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Bild L 4.18

Nach der Aufgabenstellung miissen an dem Koffer, an dem die erste Probe
durchgefiihrt wurde, genau so viel Proben vorgenommen werden, bis zu ihm
der passende Schliissel ermittelt ist. Das ist frithestens nach einer Probe,
spitestens nach 9 Proben der Fall; denn wenn 9 Schliissel nicht passen, muB3
der zehnte passen.
Ist der passende Schliissel fiir den ersten Koffer gefunden, dann verfihrt
man mit den restlichen 9 Koffern und 9 Schliisseln entsprechend, d. h., man
fiihrt an dem néichsten Koffer die entsprechenden Proben durch, das sind
mindestens eine Probe und hochstens 8 Proben. Indem man so fortfahrt,
erhilt man: ,
a) Wegen 1+14+14+1+14+14+14+1+1=9 kann frihestens
nach 9 Proben zu jedem Koffer der passende Schliissel gefunden sein.
b) Wegen9+84+7+6+5+4+ 3+ 2+ 1= 45ist spitestens nach
45 Proben zu jedem Koffer der passende Schliissel gefunden.

Die Wérter ,,Junge Welt* lassen sich in der angegebenen Art auf insgesamt
56 verschiedene Weisen lesen. Ein Weg zur Ermittlung dieser Anzahl ist fol-
gender:

Man schreibt an jeden Buchstaben des gegebenen Schemas die Anzahl der
Wege, die von ihm in Pfeilrichtung zum Endbuchstaben ,,T* fithren. Dabei

a) b)
J : J
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erhilt man fiir alle Buchstaben in der letzten Zeile und fiir alle Buchstaben
in der letzten Spalte die Zahl 1. Nun ergidnzt man allmihlich von Buchstaben
zu Buchstaben, wie es die Bilder L 4.18 a) bis c) zeigen.

Dabei erkennt man, da3 die Anzahl der Wege von irgendeinem Buchstaben zum
Endbuchstaben ,,T* gleich der Summe der (vorher ermittelten) Wegeanzahlen
des unmittelbar rechts neben und des unmittelbar unter ihm stehenden Buch-
stabens ist. So erhdlt man schlieBlich das in Bild L 4.18d) wiedergegebene
Schema. ) .
Anmerkung: Wer liber Kenntnisse auf dem Gebiet der Kombinatorik verfiigt,
erkennt, daB3 es sich bei diesem Problem um einen Spezialfall von Permuta-
tionen mit Wiederholungen handelt:

8
<P3=—=56>.
51.31

In der 3. und 4. Spalte liegt im Uhrzeigersinn die verlangte Buchstabenfolge L,
F, G, A vor. Damit L und F sowie A und G jeweils iibereinander liegen, beginnt

A G

man, indem man 1 unter g faltet. Um zu erreichen, da} G und F aufein-

anderliegen, faltet man O N G (wobei A mitgefiihrt wird) auf W G F (worunter
L liegt).

A
Nun liegen VOV daneben IC\}I sowie daneben (13 jeweils in dieser Reihenfolge

L
untereinander. Die letztgenannten vier Buchstaben legt man um auf N (worunter
G liegt), um L F G A N G zu erhalten.
SchlieBlich faltet man O (wobei W mitgefiihrt wird) auf L (worunter FGA N G
liegt) und erhilt dadurch das Papier so gefaltet, daB die Buchstaben in der
Reihenfolge W, O, L, F, G, A, N, G iibereinanderliegen.

Die unterste Schicht besteht aus 9 Reihen, von denen die erste genau 1 Biichse
und jede weitere genau eine Biichse mehr als die unmittelbar vorhergehende
hat. Die neunte Reihe enthdlt demnach genau 9 Biichsen. Folglich ist die
Zahl aller Biichsen dieser Schicht gleich der Summe der natiirlichen Zahlen von
1 bis 9, also gleich 45.

Die unmittelbar dariiberstehende Schicht enthilt genau eine Reihe weniger,
ndmlich die mit 9 Biichsen, mithin also genau 36 Biichsen. Entsprechendes
gilt auch fiir alle iibrigen Schichten. Somit erhdlt man:

Erste Schicht: 45

zweite Schicht: 36 =45—-9
dritte Schicht: 28 =36 —8
vierte Schicht: 21 =28 —7
fiinfte Schicht: 15=21—6
sechste Schicht: 10=15—-5
siebente Schicht : 6=10—4
achte Schicht: 3= 6—-3
neunte Schicht: 1= 3-2

Insgesamt: 165



L4.21

L 4.22

L4.23

Fiir den Bau der ,,Pyramide* wurden insgesamt 165 Konservenbiichsen ver-
wendet.

Da die Seitenldngen der quadratischen Fliche 100 cm und die Léinge jedes
Streichholzes 5 cm betragen, lassen sich mit Hilfe der Streichholzer genau

21 waagerechte Reihen zu je 20 Streichhdlzern und genau 21 senkrechte

Reihen zu je 20 Streichhélzern bilden. Dadurch ist die Flache in der geforderten
Weise in (insgesamt 400) gleichgroBe Quadratflichen aufgeteilt worden.
Wegen 2 - 21 - 20 = 840 reichen mithin 840 Streichhélzer dafiir aus.

Bezeichnet man die gesuchte Zahl der Teilnehmer mit », dann erhdlt man
alle Moglichkeiten, zwei Spieler zu einer Partie zusammenzustellen, indem
man jeden der n Teilnehmer mit jedem der (» — 1) anderen Teilnehmer als
zweiten Partner zusammenstellt. Dabei wird aber jede mogliche Zusammen-
stellung genau zweimal erhalten, indem nimlich jeder der beteiligten Partner
einmal als erster und einmal als zweiter Partner aufgestellt wird. Die Anzahl
n(n — 1) der hiernach gebildeten Méglichkeiten (wobei jede zweimal erhalten
wurde) ist also bereits die Anzahl aller ausgetragenen Partien (da jeder Teil-
nehmer gegen jeden Teilnehmer genau zwei Partien spielte). Laut Aufgabe
wurden nun insgesamt 72 Partien gespielt.

Wegen 72 = 2:2-2:3 -3 hat 72 genau die folgenden Zerlegungen in zwei
natlirliche Zahlen als Faktoren (wobei dle Reihenfolge der Faktoren nicht
beriicksichtigt wird):

72=72-1=36-2=24-3=18-4=12-6=9"-8.

Unter diesen hat genau die Zerlegung 72 = 9 - 8 die Eigenschaft, daB der
erste Faktor um 1 groBer ist als der zweite. Also gilt genau dann 72 = n(n — 1),
wenn n = 9 ist.

Die gesuchte Anzahl der Teilnehmer betriagt daher 9.

Da es genau 3 Moglichkeiten gibt, aus den 3 Spielern ein Paar von gegen-
einander Spielenden auszuwihlen, so ist nach (1) die Anzahl aller Spiele das
Dreifache derjenigen Partienanzahl, die jeweils ein solches Paar gegeneinander
austrug.

2
Das Doppelte dieser Partienanzahl und somit 3 aller Spiele des Turniers

betrug daher die Anzahl derjenigen Spiele, an denen jeweils einer der Spieler
iiberhaupt teilnahm. Daraus folgt:
(6) Jeder der drei Spieler nahm an genau 3 aller Spiele teil.

W N
W N

. 4
Wegen (3) und (6) gewann infolgedessen Andreas genau =3 aller

1
=5 aller Spiele.

-hlb-)
UJIN

Spiele und wegen (4) und (6) Birgit genau

. . 4 1 L 17
Somit gewannen Andreas und Birgit wegen ) + T insgesamt genau 18

aller Spiele.
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Daher und weil wegen (2) jedes Spiel von genau einem Spieler gewonnen
1 .
sein muBte, gewann Claudia genau T8 aller Spiele.

Da dies andererseits nach (5) genau ein Spiel war, wurden folglich genau
18 Spiele bei diesem Turnier ausgetragen.

a) Da in diesem Haus genau 16 Mietsparteien wohnen, und zwar in jeder
Etage und im Erdgeschol3 jeweils genau 2, hat. das Haus genau 7 Stock-
werke.

b) Bezeichnet man die Mietsparteien mit dem Anfangsbuchstaben ihres
Namens, dann lassen sich die Angaben der Aufgabe in den folgenden
Schemata zusammenfassen:

(1) B @ FG
A M
R o, P
c N

Dabei bedeuten die Punkte, dafl {iber die Mietsparteien dieser Etagen
nichts bekannt ist.

Da in jeder Etage genau zwei Mietsparteien wohnen, kann B nicht
in der gleichen Etage wie F, G wohnen. Da das Haus genau 7 Stockwerke
hat, kann wegen (1) und (2) B nur entweder unmittelbar iiber oder
unmittelbar unter F, G wohnen.

Wiirde B unmittelbar iiber F, ¢ wohnen, dann miilite C in derselben
Etage.wie O, P wohnen, was laut Aufgabe nicht der Fall ist. Also erhilt
man ‘genau die folgende Verteilung der Wohnungen:

. Stock: G
. Stock:
. Stock:
. Stock:
. Stock:
. Stock: P
. Stock: , N
ErdgeschoB: C,

Daraus folgt, da Familie Albrecht im 4. Stock wohnt.

— WAL
HO: Az

Bernd saBl neben Anja und Cathrin. Da laut Aufgabe keiner der Jungen neben
seiner Schwester saB, kann er nur Evas Bruder sein. Dirk safl zwischen Cathrin
und Eva, kann also aus dem gleichen Grunde nur Anjas Bruder sein. Die
Zwillinge Frank und Gerold schlieBlich konnen aus dem gleichen Grunde
weder Anjas noch Evas Briider sein. Sie sind mithin Cathrins Briider.

Wir bezeichnen die Namen der Lehrer abkiirzend mit S, U bzw. K, dieder Facher
mit d, r, g, m, p bzw. b. Dabei bedeute S = d, dall Herr Schulze das Fach
Deutsch unterrichtet; S # b bedeute, dal Herr Schulze nicht im Fach Bio-
logie unterrichtet usw.
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Aus (1)und (2) folgt S # bund S # p; aus dem ersten Teil von (3) folgt analog
S # rund S # m. Wegen (1) muB3 daher

S=d und S=g
gelten. Ebenfalls wegen (1) gilt K # d und K # g, und da aus dem zweiten
Teil von (3) die Beziehungen K # b und K # r folgen, gilt wegen (1) mithin
K=m und K=p.
Ebenfalls wegen (1) folgt schlieBlich
U=r und U=5b).
Damit ist gezeigt, daB auf Grund der Angaben nur folgende Verteilung moglich
ist:
Herr Schulze unterrichtet Deutsch und Geschichte,
Herr Ufer unterrichtet Russisch und Biologie,
Herr Krause unterrichtet Mathematik und Physik.

(In der folgenden Tabelle bedeute ,,(2)-nein* im Feld S/b, daB Herr Schulze
wegen (2) nicht in Biologie unterrichtet; usw.)

d r g m D b
S ja (3a)-nein | ja (3a)-nein | (2)-nein (2)-nein
U (1)-nein ja (1)-;1ein (1)-nein (1)-nein ja
K (1)-nein (3b)-nein | (1)-nein ja ja (3b)-nein

Wir fertigen eine Tabelle an, in der alle Zeiten, in denen eine Teilnahme des
betreffenden Kollegen am Lehrgang nicht erfolgen kann, durch ein Kreuz (x)
gekennzeichnet werden. Die Kenn-Nr. bezeichnet an erster Stelle die Woche,
an zweiter Stelle die Wochenhilfte. Die Namen der Arbeiter werden nur
mit den Anfangsbuchstaben angegeben. Die in Klammern gesetzten Klein-

_buchstaben zeigen, in welcher Reihenfolge die Teilnahmezeiten ermittelt

wurden, eine Begriindung findet sich jeweils im Text unter dem entsprechenden
Buchstaben.

Die Spalte D érgibt sich aus (3) und (8). Da Lehmann nur in der ersten Halfte
einer jeden Woche teilnehmen kann, kann D zu diesem Zeitpunkt nicht ein-
gesetzt werden.

Kenn-Nr. Zeit vom A |B ID |F |G| H|K|L |Teilnehmer
1.1 1. bis 3.11. x | x |Xe)} x| x Funke

1.2. 4.bis 6.11. d) x x | Bauer

2.1 8. bis 10. 11. )] x | x x| x| x Arnold
2.2 11. bis 13. 11. I B (©)} x| x |Hansen
31 15, bis 17. 11 x | x | x| x| x| x| x](a)]Lehmann
3.2 18. bis 20. 11. X (b)]. x x| x | Donath
4.1 22. bis 24. 11. X |x|[x]x]|x|® Krause

472 25. bis 27. 11. x x (g} x| x| x | GroBe
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Begriindungen:

(@) Aus Zeile 3.1. ergibt sich, daB L nur vom 15. bis 17. 11, eingesetzt
werden kann. In Spalte L sind somit alle leeren Felder mit einem Kreuz
zu versehen.

(b) Wegen (3) muB3 danach D vom 8. bis 20. 11. abgeordnet werden. Also
wird in alle leeren Felder der Zeile 3.2 und ebenso der Spalte D nun-
mehr ein Kreuz eingetragen.

Indem man analog fortfahrt, ergibt sich:

(¢) H nimmt vom 11. bis 13. 11. teil, und fiir F entfdllt wegen (6) der 8.
bis 10. 11.

(d) B nimmt vom 4. bis 6. 11,

(¢) Fvom:l. bis3.11,

) Kvom 22, bis 24. 11.,

(g G vom 25. bis 27. 11,

(h) A4 vom 8. bis 10. 11. 1976 teil.

Es ist also moglich, und zwar auf genau eine Weise, in der vorgesehenen Zeit

jeweils einen Arbeiter zum Lehrgang zu delegieren. Die Reihenfolge ergibt

sich aus der Tabelle.

Hinweis: Die bloBe Angabe einer Tabelle ohne begriindenden Text reicht
nicht zu einer vollen Punktbewertung aus, da gezeigt werden muB, daB dies
die einzige Moglichkeit ist.

1121345

Eine moégliche Losung ist in Bild L 4.28 dargestellt. ils5]1]2]3
2134|517

s{rl2]3|+4

BildL428 [F|4[5]"]2

Zum Beweis wird ein Verfahren angegeben, das nach drei Wégungen sicher
zum Ziel fiihrt:

Wir bezeichnen die Kugeln mit K, ..., K. Bei der ersten Wégung lege man
je eine Kugel, etwa K; und K, auf eine Waagschale, bei der zweiten Wagung
nehme man zwei weitere, bisher nicht gewogene Kugeln, etwa K, und K.
Dann konnen die ersten beiden Wagungen nur folgende Resultate haben (in der
Ubersicht bedeutet Gl. = Gleichgewicht und n. Gl. = nicht Gleichgewicht):

Fall . 1. Wagung | 2. Wagung
(a) GL Gl

b GL n. GlL

© n. GL Gl

(d) n. GL n. Gl

Im Fall (a) vergleicht man in der 3. Wigung eine Kugel der 1. Wigung, etwa
K, mit K.

Herrscht Gleichgewicht, so sind K, und K, die gesuchten Kugeln, andern-
falls sind es K, und K.

Die Fille (b) und (c) lassen sich durch Umnumerierung aufeinander zuriick-
fithren. Es geniigt daher, einen dieser Fille zu betrachten, 0.B.d.A. den Fall (b).
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Man vergleiche in diesem Falle in der 3. Wigung eine der beiden Kugeln X,
oder K, mit einer der Kugeln K; oder K,. Es werde z. B. K, mit Kj verglichen.
Herrscht Gleichgewicht, so sind K, und Ks die gesuchten Kugeln, herrscht
kein Gleichgewicht, so sind es K, und K. Im Fall (d) vergleiche man schlieB-
lich eine der gewogenen Kugeln, etwa K,, mit K;. Es sei 0.B.d.A. die Kugel K|
leichter als K,. Ebenso sei 0.B.d.A. Kj leichter als K,. Herrscht nun beim
Vergleich von K; mit K5 Gleichgewicht, so sind K, und K, die gesuchten
Kugeln; herrscht kein Gleichgewicht, so sind es K; und K;. In jedem Falle
(und andere Fille gibt es nicht) hat man die beiden gesuchten Kugeln mit
drei Wigungen ermittelt.

Wir bezeichnen im folgenden die Karten durch die auf ihnen stehenden Zif-
fern. Es gibt insgesamt 20 Moglichkeiten, aus 6 Karten 3 verschiedene auszu-
wihlen, ndmlich:

1,2,3 1,2, 4 1,2,5 1,2,6
13,4 1.3.5 13,6

1,45 146

15,6

2,3,4 2,3,5 2,3,6

2,45 24,6

2.5.6

3,4,5 3,4,6

3,56

4,56

Hat ein Spieler die Karten S und 6, dann erhilt er stets (mindestens) 2 Stiche.
Das gilt auch, wenn er die Karten 3, 4, 5 besitzt. Ferner gewinnt er stets, wenn
er die Karten 4 und 6, aber nicht 5 hat; denn hierzu braucht er z. B. nur zuerst
die dritte Karte, die er auller 4 und 6 noch hat, aufzulegen. Auf diese Weise
kann er stets erzwingen, daB entweder diese Karte oder seine 4 einen Stich
gewinnt; ein weiterer Stich ist ihm durch die 6 sicher. SchlieBlich gewinnen
auch stets die Karten 2, 3, 6,-da die 1 des Gegenspielers stets gestochen werden
kann. Es muB nur so gespielt werden, daB das nicht mit der 6 geschieht, d. h.,
der Besitzer der 6 darf diese, wenn er auszuspielen beginnt, nicht als erste
Karte ausspielen.

Verlieren muf} auf jeden Fall daher der Spieler, der eine der folgenden Karten-
zusammenstellungen hat:

1,23 1, 2, 4 1,25 1, 2,6 1, 3, 4
1, 3,5 1, 4,5 2,3, 4 2,3, 5

Hat ein Spieler aber die Karten 1, 3, 6 bzw. 2, 4, 5, dann verliert er, wenn er
zuerst ausspielen muB. Im ersten Fall sticht nimlich der Gegenspieler stets
die 1, und zwar (wenn sie als erste Karte eines Stiches ausgespielt wird) mit
der 2, wihrend er mit einer der Karten 4 bzw. 5 die 3 stechen kann. Im zweiten
Fall darf der Gegenspieler nur (mit der 3) stechen, falls der Anspielende die
2 anspielt; andernfalls gibt er den ersten Stich durch Zugeben der 1 ab und
kann dann bei dem erneuten Anspiel stets mit der Karte stechen, die die aus-
gespielte Karte gerade noch sticht. -Dadurch erhilt er aber auch noch den

’
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letzten Stich. Der zuerst Anspielende hat also nur genau 9 (von 20) Méglich-
keiten, eine fiir ihn giinstige Kartenzusammenstellung zu erhalten. Daher
ist es nicht giinstig fiir Gerd, wenn er stets zuerst ausspielt.

Wegen (1) ist Herr Meyer weder der Physiklehrer noch der Mathematik-
lehrer, also muB er der Deutschlehrer sein. Wegen (2) heiBt er Kurt mit Vor-
namen, und wegen (3) wohnt er in Suhl.

Wegen (1) und (2) ist Herr Peters der Physiklehrer und hat nicht den Vornamen
Kurt. Wegen (3) heiBt er auch nicht Karl; also heiBt er Otmar mit Vornamen.
In Suhl kann er nicht wohnen ; denn dies trifft ja fiir Herrn Meyer zu. In Leipzig
kann er auch nicht wohnen; denn dies trifft wegen (1) fiir den Mathematik-
lehrer zu. Also wohnt er in Schwerin.

Folglich verbleibt fiir Herrn Siewert nur die Moglichkeit, daB er Mathematik-
lehrer ist, in Leipzig wohnt und mit Vornamen Kar! heil3t.

1. Lésungsweg

Angenommen, es gibt eine solche Zuordnung, fiir die die gemachten Angaben
zutreffen.

Dann ist Gerd wegen (3) und (4) weder der Schiiler der Klasse 6b noch der
Schiiler der Klasse 6a noch der der Klasse 5b. Also besucht Gerd die Klasse 5a
und liest wegen (2) [oder wegen (3)] die Zeitschrift ,,alpha‘‘ regelmiBig.
Folglich gehort Ingo nicht der Klasse 5a an, nach (4) auch nicht den Klassen 6a
bzw. 5b. Somit besucht Ingo die Klasse 6b und liest wegen (3) die Zeitschrift
,,Frosi‘* regelmaBig.

Hans gehort demnach weder der Klasse 5a noch der Klasse 6b an. Da er
nach (2) regelmiBig die Zeitschrift ,,alpha‘ liest, ist er wegen (1) auch nicht
der Schiiler der Klasse 5b. Also besucht Hans die Klasse 6a.

Fiir Fred verbleibt somit nur noch die Klasse 5b. Hiernach und nach (1) liest er
regelmiBig die Zeitschrift ,,Frdsi*.

Damit ist gezeigt: Wenn es eine Zuordnung gibt, fiir die die gemachten Angaben
zutreffen, dann kann es nur die folgende Zuordnung sein.

Vorname Klasse Zeitschrift
Gerd 5a ,alpha*
Fred 5b ., Frosi*
Hans 6a ,»alpha*
Ingo 6b ,, Frosit

Man iiberzeugt sich leicht, daB fiir diese Zuordnung die gemachten Angaben
tatsichlich zutreffen.

Damit ist gezeigt, daB genau diese Zuordnung mit den gemachten Angaben
ibereinstimmt.

2. Lisungsweg

Angenommen, es gibt eine solche Zuordnung, die die gestellten Bedingungen (1)
bis (4) erfiillt.

Da jeder Schiiler genau eine der beiden Zeitschriften regelmaBig liest, folgt
aus (1) und (3) die Feststellung:
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9 10021 96

(5) Die beiden Schiiler aus den Klassen 5b bzw. 6b lesen regelmiBig die
Zeitschrift ,,Frosi*; Gerd liest regelméBig die Zeitschrift ,,alpha‘.
Wegen (2) lesen mindestens zwei Schiiler regelmaBig die Zeitschrift ,,alpha‘‘.
Wegen (5) konnen dies nur die Schiiler aus den Klassen 5a bzw. 6a sein, und

wegen (2) folgt hieraus:

(6) Hans geht in die Klasse 6a und liest regelméBig die Zeitschrift ,,alpha‘‘.
Aus (3) und (5) folgt dann:

(7)  Fred geht in die Klasse 5b und liest regelmiflig die Zeitschrift ,,Frosi*‘.
Da Gerd wegen (3) nicht in die Klasse 6b geht, muBl er wegen (6) und (7) in
die Klasse 5a gehen, woraus dann wegen (5) folgt:

(8)  Gerd geht in die Klasse 5a und liest regelméBig die Zeitschrift ,,alpha*‘.
Als letzte Moglichkeit verbleibt danach fiir Ingo:

(9) Ingo geht in die Klasse 6b und liest regelmiBig die Zeitschrift ,,Frosi*‘.
Damit ist gezeigt, wenn es eine Zuordnung gibt, die die Bedingungen (1) bis
(4) erfiillt, dann kann es nur die in (6) bis (9) angegebene Zuordnung sein.
Man fiiberzeugt sich leicht, daf} diese Zuordnung tatsichlich die gegebenen
Bedingungen (1) bis (4) erfiillt.

Folglich ist die genannte Zuordnung die einzige, die alle gestellten Bedingungen
erfiillt.

Hinweis zur Korrektur: Beim 2, Lésungsweg erkennt man, dafl zur Gewinnung

der Losung (Eindeutigkeitsnachweis) die Angabe (4) nicht benoGtigt wird.

Wiirde man in der Aufgabe die Angabe (4) durch eine Angabe ersetzen, die

den Angaben (1), (2), (3) widerspricht (etwa durch

(4) Der Schiiler der Klasse 6a, der Schiiler der Klasse 5b und auBer diesen
beiden noch Hans wurden von Ingo zum Geburtstag eingeladen),

dann wiirde man beim 2. Losungsweg erst bei der Probe merken, daB diese

(andere) Aufgabe gar keine Losung hat.

Dadurch wird deutlich, daB8 die Probe hier nicht entbehrlich ist.

Die genannten Teilnehmer verstehen nach (2), da sie Ungarisch verstehen, auch
die franzosische Sprache. Daher und weil sie Russisch verstehen, gehéren
sie zu den in (1) genannten Teilnehmern; sie verstehen also Englisch. Aus
(2) folgt ferner, daB sie auch Deutsch verstehen.

Also brauchen diese Teilnehmer fiir keine der fiinf Vortragssprachen einen
Dolmetscher.
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In dem Sehnenviereck ABCD sei ¥ DAB = a und £ BCD = y. Ferner seien

X ABM = f,, ¥ MBC = §,, ¥ CDM = §;, ¥ MDA = §,.

Es geniigt, den Beweis fiir ein Paar gegeniiberliegender Winkel zu fiihren,
0.B.d. A. fir ¥x DAB und & BCD.

Wir unterscheiden dabei drei Fille.

Fall 1

Der Punkt M liegt im Innern des Sehnenvierecks (Bild L 5.1a)):

In den Dreiecken ABM, BCM, CDM und DAM sind die von M ausgehenden
Seiten Radien des Kreises k. Diese Dreiecke sind daher gleichschenklig mit
der Spitze M. Daraus folgt:

By + 6, =ua )
und

B+ o =17 - 2
Weiterhin gilt:

a+ B+ B+ v+ 6 + 6, =360°, (3)

da die Winkelsumme im Viereck 360° betrigt.
Aus (1), (2) und (3) folgt

a+9y+a+7y=7360", also o+ y=180°, w.z.b.w.

Fall 2
Der Punkt M liegt auf dem Rande des Sehnenvierecks (Bild L 5.1b)):

Bild L 5.1
0
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L5.3

L5.4
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In diesem Fall ist entweder 8, = 0° oder 8, = 0° oder §; = 0° oder 6, = 0°.
Der Beweis verlduft analog wie in Fall 1.

Fall 3

Der Punkt M liegt auflerhalb des Sehnenvierecks (Bild L 5.1¢)):

In diesem Fall ist entweder f; durch —p, oder f, durch —f, oder §, durch
— 0, oder 4, durch — &, zu ersetzen. Der Beweis verlduft analog wie in Fall 1.
Damit ist der verlangte Beweis in jedem Fall gefiihrt.

Der Winkel ¥ AMD ist AuBenwinkel des Dreiecks 4CM. Folglich gilt:

¥ AMB = £ ACM + ¥ MAC (Bild L 5.2).
Nun gilt: AM = BM = BC = r.

BildL 5.2

Folglich sind die Dreiecke 4BM und BCM gleichschenklig. Daher gilt:

X MAC = ¥ MAB = ¥ ABM M

und

¥ CMB= ¥ BCM = ¥ ACM . V)

Der Winkel ¥ ABM ist AuBenwinkel des Dreiecks BCM und wegen (2)
daher doppelt so groB wie der Winkel ¥ ACM.

Folglich ist wegen (1) auch & MAC doppelt so groB wie £ ACM und mithin
¥ AMD dreimal so grofl wie & ACM, w. z. b. w.

Der gesuchte Flidcheninhalt F ist gleich der Summe der Inhalte der Halb-
kreisflichen iiber AB, FG, AM und M B, vermindert um die Summe der Inhalte
der Halbkreisflichen iiber EH, EF und GH.

Wegenﬁz 6cm,ﬁ= 20m,m=
EF = GH = 1 cm gilt daher:

B=3cm,ﬁ1=4cm,

Fzg(36+4+9+9——16—1—1)cm2=5ncm2.

Der Inhalt der schraffierten Fliche betrigt 5mcm?, das sind angenihert
15,71 cm?,

Es sei P, ein beliebiger Punkt auf b,, P, ein beliebiger Punkt auf b,. Die Lingen
der Lote von P, bzw. P, auf die durch 4 und B verlaufende Gerade g seien
hy bzw. h, (Bild L 5.4). Der Flacheninhalt F des Vierecks AP, BP, ist gleich
der Summe der Flacheninhalte der Dreiecke AP, B und BP, A, folglich gilt:

a-h, a-h,

F =
2+2

= ; (hy + hy). (1
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F ist also genau dann am gréBten, wenn A, + h2 am grt’)Bten ist.
a) Die Mittelsenkrechte s zu AB schneide b1 in C, ABi in D, .b, in E. Dann
gilt stets

h, <CD und h, < DE, also hy + hy < 2r.
Mit P, = C und P, = E existieren zwei Punkte auf &, fiir die

h, + h, = CD + DE = 2r gilt. Fiir diese Punkte hat folglich der Fli-
cheninhalt seinen gréftmoglichen Wert.

b)  Dieser groBBtmogliche Flacheninhalt betragt nach (1)

a
3 r ar

BildL 5.4 BildL 5.5

Sind O, bzw. Q, die FuBpunkte der von entsprechend der Aufgabenstellung
gewidhlten Punkten P; bzw. P, auf 4B gefillten Lote, so haben die Dreiecke
ABP; und ABP, genau dann gleichen Flacheninhalt, wenn

PO, = P,0, (1)
gilt. Wegen des Kongruenzsatzes (ssw) gilt (1) genau dann, wenn die Dreiecke
MQ, P, und MQ,P, zueinander kongruent sind.

Das ist genau dann der Fall, wenn Q, = Q, gilt oder , auf 4B symmetrisch
zu @, beziiglich M liegt (Bild L 5.5).

0, = 0, gilt genau dann, wenn fiir die Kreisbogen AP, = AP gilt. Nach
Voraussetzung entféllt dieser Fall, also gilt (1) genau dann, wenn

¥ AMP; + ¥ P,MB = 180° = 4 - ¥ AMP, + X AMP, = 5- ¥ AMP,,

also genau dann, wenn ¥ AMP, = 36° betrigt.

Durchlauft P, den Bogen AB, so durchliuft P, alle Winkel der GréBe o mit
0 < a < 45°, und zwar jeden Winkel genau einmal. Daher gibt es genau einen
Zeitpunkt mit der geforderten Eigenschaft, nimlich denjenigen, an dem der

Winkel ¥ AMP, die GroBe 36° hat (Bild L 5.5).

Werden die in der Aufgabe genannten Durchmesser mit 4C und BD sowie die
erwahnten Schnittpunkte mit E, F, G, H wie in Bild L 5.6 bezeichnet, dann
gilt:

AM = MC = BM = MD.



Bild L 5.6
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Folglich sind die Dreiecke MBF und
MCF sowie MAH und MDH nach (ssw
(rechter Winkel)) kongruent.

Daraus folgt

BF = CF,

1
¥BMF = £CMF = 7 xBMC,

weil B und C auf verschiedenen Seiten der Geraden durch M und F liegen,
und entsprechend

S 1
DH = AH, ¥DMH = xAMH = 5 xDMA.

Da nun nach dem Satz iiber Scheitelwinkel « BMC = & DMA gilt, folgt
¥ BMF = ¥ DMH.
Dabher sind nach (sww) die Dreiecke MBF und MDH kongruent, also ist
BF = CF = DH = 4H . 1)
Entsprechend erhilt man BE = AE =DG = CG . 2
Aus (1) und (2) folgt:
EH = EF=GF=GH, -
mithin ist EFGH ein Rhombus.
Im Viereck AMDH sind die Winkel bei 4 und D rechte Winkel. Daher er-
ginzen sich & AMD und & AHD zu 180°. Laut Voraussetzung ist ¥ AMD

kein rechter Winkel. Folglich ist auch ¥ AHD kein rechter Winkel und EFGH
mithin kein Quadrat.

Hinweis: Die Tatsache, dal M auf der Geraden durch H und F liegt, darf
nicht ohne Beweis verwendet werden.

Bezeichnet man den Mittelpunkt des Inkreises mit M, dann sind die Dreiecke
CFM und CME nach (ssw (rechter Winkel)) kongruent.

Folglich gilt CF = CE und daher nach dem Drachensatz

CM | EF 1)
und wegen (1) und ME 1| EC auch

¥ MEF = ¥ MFE = £ MCE. 2)
Entsprechend erhilt man

¥ MED = &£ MDE = ¥ MBE (3)
und

¥ MDF = & MFD = £ MAF. 4)

Die GroBe des Winkels < MCE ist % , die des Winkels < MBE ist g und die
des Winkels < MAFist g , da CM bzw. BM bzw. AM die Winkelhalbierenden

des Dreiecks ABC sind.
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Bezeichnet man die GroBe
des Winkels X DEF mit &,
die des Winkels ¥« EFD mit e,
die des Winkels « FDE mit #,

dann gilt
wegen (2) und (3) = y-;-—ﬂ,
wegen (2) und (4) ¢ = 4 —; a’
wegen 3)und 4) 7y = o -; A

.

Es geniigt, den Beweis fiir einen der Innenwinkel des Dreiecks DEF, o. B. d. A.
fiir den Winkel « EFD, zu fiihren:

Jeder der Punkte E, F, D liegt nach der Umkehrung des Satzes von THALES
auf zweien der drei Kreise, die je eine der Seiten des Dreiecks ABC als Durch-
messer haben (Bild L 5.8). Sie sind innere Punkte der Strecken BC, AC bzw.
AB, da das Dreieck ABC spitzwinklig ist. Der Strahl FB verlauft folglich im
Innern des Winkels ¥ EFD. Nun gilt

¥ AEB = & BDC = 90°, ¥ ABE = £ DBC

und mithin wegen des Satzes liber die Winkelsumme im Dreieck, angewandt
auf die Dreiecke AEB und BCD,

¥ BAE = X BCD. (1

Nach dem Periphcriewinkeléatz gilt:

¥ BAE = ¥ BFE (Bogen EE)
sowie

¥BCD = ¥BFD (Bogen BD)
Hieraus sowie aus (1) folgt

¥ BFE = & BFD,
d. h., BF halbiert « EFD, w.z.b. w.

BildL 5.8 BildL 5.9
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Es sei M der Mittelpunkt und r der Radius von &k (Bild L 5.9). Der Winkel
¥ AMC hat nach dem Satz iiber Zentri- und Peripheriewinkel die GréBe 60°.

Hieraus, und da das Dreieck AMC wegen AM = MC = r gleichschenklig
ist, folgt nach dem Satz iliber die Summe der Innenwinkel im Dreieck:

¥ MCA = ¥ MAC = 60°, d. h., das Dreieck AMC ist gleichseitig, und es ist
R=m=m=r, w.z. b.w.

Im Dreieck ABC schneide die Halbierende eines Innenwinkels, o. B. d. A. die
des Winkels & ACB, die Gegenseite 4B im Punkt D.
(Weil eine Aussage liber Streckenverhiltnisse bewiesen werden soll, ist es nahe-
liegend, das Dreieck ABC durch eine Parallele zu einer Strahlensatzfigur zu
erginzen.)
Man ziehe zur Winkelhalbierenden CD die Parallele durch B. Sie schneide
den Strahl aus 4 und C im Punkt E (Bild L 5.10). Ein solcher Schnittpunkt
existiert, da der Winkel < ACD kleiner als 90° ist. Dann gilt nach dem Strahlen-
satz:

DA:DB = CA:.CE. 4
AuBerdem ist

x ACD = & CEB als Stufenwinkel
X DCB = & CBE als Wechselwinkel

} an geschnittenen Parallelen,

und weil ¥ ACD = & DCB vorausgesetzt war, folgt ¥ CEB = & CBE.

Also ist das Dreieck CEB gleichschenklig mit CE = CB.
Setzt man dies in (1) ein, so erhilt man

DA:DB = CA:CB, w.z.b.w.

Bezeichnet man den Flicheninhalt des Dreiecks ABC mit F;, die Fliachen-
inhalte der im Innern des Dreiecks ABC gelegenen Kreisausschnitte mit F,
und F;, dann gilt fiir den gesuchten Flicheninhalt:

F=F —(FHL+ F).
Bezeichnet M den Mittelpunkt von 4B, so ist MC eine Hohe im Dreieck
7
ABC, ihre Linge betriigt Ecm. Daher gilt:

F1=1-7-Zcm2=4—90m2.
2 2 4

Die beiden Kreisausschnitte mit den Flicheninhalten F, und Fj lassen sich
zu einem Viertelkreis zusammenfiigen. Daher gilt:

F+F = %-?ncmz.
Mithin gilt fiir den gesuchten Flicheninhalt F:
49 T
= — 1 —_—— 2 ’
9 (1-Z)em
das sind angenihert 2,63 cm?.
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D A 8 A D B
Bild L 5.10 Bild L 5.12 Bild L 5.13

Es geniigt zu beweisen, daB in jedem Dreieck wenigstens ein HohenfuBBpunkt
zwischen den beiden Eckpunkten einer Dreiecksseite liegt. Das trifft fiir den
FuBpunkt der vom Scheitelpunkt eines gréBten Dreieckswinkels auf die gegen-
iiberliegende Seite gefillten Hohe zu.

Beweis: Ein groBter Winkel des Dreiecks ABC liege o. B.d. A. bei C. Der
FuBpunkt des von diesem Punkt auf die Gerade durch A4 und B gefillten Lotes
sei D.

Wiirde D nicht zwischen 4 und B, sondern auf der Geraden durch 4 und B
auBlerhalb der Seite AB (Bild L 5.12) oder in 4 oder in B liegen, so wire der
Winkel £ BAC (bzw. ¥ ABC) als AuBlenwinkel im Dreieck DCA (bzw. DBC)
oder als rechter Winkel ¥ BDC (bzw. ¥ ADC) nicht spitz. Laut Vorausset-
zung ist aber keiner dieser Winkel groBer als der Winkel < ACB, also kann
auch keiner dieser Winkel 90° groB oder groBer sein.

Das ist ein Widerspruch, folglich muB3 D zwischen 4 und B liegen, w. z. b. w.

O. B. d. A. werde in einem beliebig gewihlten Dreieck 4s5C die Seitenhal-
bierende CD der Seite 4B betrachtet (Bild L 5.13). Es ist zu beweisen:

— 1 — — J—
DC<5(AB+BC+AC).
Nach der Dreiecksungleichung gilt

im Dreieck ADC: DC < AD + R,

im Dreieck DBC: DC < DB + BC.
Durch Addition erhilt man aus diesen beiden Ungleichungen

2@<E+R+E§+B_Cund,da AD + DB = AB ist,
2DC < AB + AC + BC bzw.

_ 1 - —
DC<§(AB+AC+BC), w.z. b.w.

Wenn die Liange ¢ der Basis und die Linge a eines Schenkels eines gleich-
schenkligen Dreiecks die Bedingungen der Aufgabe erfiillen, so ist entweder

5 5 5 5
c= andera = Ec.Wéirec = Ea,sowéirea +a< Ea = ¢, im Widerspruch

zur Dreiecksungleichung. Also ist ¢ # 3 a.

5 5 5
Aus a = Ec folgt 56 + Ec 4+ ¢ =24 cm, also 6¢c = 24 cm, woraus man

¢ =4cm und a = 10 cm erhilt.
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Daher konnen nur @ = 10cm und ¢ = 4 cm die Bedinghngen der Aufgabe
erfiillen. Sie geniigen ihnen tatsichlich, da sie die Dreiecksungleichungen

10cm < 10cm +4cm und 4cm < 10cm + 10cm
sowie die iibrigen Bedingungen .
10cm + 10cm +4cm = 24cm und 10cm = (2 E) - 4 cm erfiillen.

Die zur Seite AB gehorige Hohe CE des Dreiecks 4BC habe die Linge #,,
die Seite AB die Linge ¢. Dann betrigt der Flicheninhalt F des Dreiecks ABC
1
F = 5 c: hc .

Da die geforderten Dreiecke die Seite 4B mit dem Dreieck 4BC gemeinsam
haben, haben sie genau dann einen halb so groBen Flicheninhalt, wenn die

h
Lange der zu 4B gehorigen Hohe bei diesen Dreiecken f betrigt.
Das ist offensichtlich fiir alle Dreiecke ABD der Fall, bei denen der Punkt D

auf einer der beiden zu 4B im Abstand % gezogenen Parallelen liegt, und nur
fiir diese. In jedem anderen Fall ist ndmlich der Abstand des Punktes D von
der Geraden durch A4 u1{d B groBer oder kleiner als %

Die gesuchte Menge ist also die Menge aller Punkte der beiden im Abstand

h
5‘ zu AB gezogenen Parallelen.

a) Laut Aufgabe hat jedes der moglichen Rechtecke einen Flicheninhalt
von 36 cm?. Da ein solches Rechteck in Quadrate von 1 cm Seitenldnge
zerlegbar sein soll, miissen seine Seitenlingen ganzzahlige Vielfache
der Seitenldnge eines solchen Quadrats sein, wobei das Produkt aus
Linge und Breite eines derartigen Rechtecks 36 cm? betragen muB,
Da36=1-36=2-18=3-12 =4-9 = 6 -6 bis auf die Reihenfolge
der Faktoren simtliche Zerlegungen von 36 in ein Produkt von zwei
natiirlichen Zahlen als Faktoren sind, gibt es genau fiinf verschiedene
Rechtecke, die die Bedingungen der Aufgabe erfiillen:

Linge Breite Umfang
1. Rechteck lem 36 cm (I1+36+1+36)cm = 74cm
2. Rechteck 2cm 18 cm 40 cm
3. Rechteck 3cm 12cm 30cm
4. Rechteck 4cm 9cm 26 cm
5. Rechteck 6cm 6 cm 24 cm

b)  Den kleinsten Umfang unter diesen Figuren hat das Rechteck, dessen
Linge gleich seiner Breite ist, also das Quadrat mit 6 cm Seitenldnge
und einem Umfang von 24 cm.
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a) b) c) 9, /9 /9 9s
9
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G
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Bild L 5.17
Bild L 5.17

Anmerkung: Es gibt in den Fillen c) bis h) jeweils verschiedene Losungen, die
als gleichwertig gelten.

Der Minutenzeiger einer Uhr iiberstreicht. in jeder Minute einen Winkel
von genau 6°, denn 360°:60 = 6°, und der Stundenzeiger in jeder Stunde
einen Winkel von genau 30°, denn 360°:12 = 30°. In jeder Minute iber-

streicht der Stundenzeiger also einen Winkel von Ex Zu jeder vollen Stunde

steht der Minutenzeiger genau auf 12. Von 16.00 Uhr bis 16.40 Uhr hat er
von dieser Stellung aus also einen Winkel von 240° uberstrichen, denn
40 - 6° = 240°. Der Stundenzeiger steht 12 Uhr genau auf der 12. Bis 16.00 Uhr
hat er von dieser Stellung aus also einen Winkel von 120° iiberstrichen, denn
4 -30° = 120° und in den folgenden 40 Minuten einen Winkel von 20°,

1
denn 40 = 20°. Bis 16.40 Uhr hat der Stundenzeiger von der Stellung

auf der 12 aus insgesamt einen Winkel von 140° iiberstrichen. Der kleinere
der beiden Winkel, den die beiden Zeiger 16.40 Uhr miteinander bilden,
betragt daher 240°—140° = 100°. (Der andere betrdgt mithin 260°.)

Da es keine rechtwinkligen und auch keine stumpfwinkligen Dreiecke gibt,
die gleichseitig sind, werden hochstens 7 Ficher benétigt. Sie werden auch
tatsichlich benotigt; denn es gibt sowohl unter den gleichschenkligen als auch
unter den ungleichschenkligen Dreiecken solche, die spitzwinklig, solche, die
rechtwinklig, und auch solche, die stumpfwinklig sind.
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a)  Zur Wabhl eines ersten Endpunktes einer der Verbindungsstrecken hat
man genau 50 verschiedene Moglichkeiten. In jeder von diesen hat man
dann genau 49 Mdéglichkeiten, einen der ibrigen Endpunkte als zweiten
Endpunkt zu wihlen. Durch diese insgesamt 50 - 49 = 2450 Wahi-
moglichkeiten erhidlt man alle gesuchten Verbindungsstrecken, und
zwar (da nach Voraussetzung keine dieser Strecken auBer den End-
punkten einen anderen der gegebenen Punkte enthilt) jede Strecke
genau zweimal (da jeder der Endpunkte einmal als erster und einmal
als zweiter Endpunkt auftritt). Daher ist 2450:2 = 1225 die Anzahl
aller gesuchten Verbindungsstrecken.

b)  Von diesen 1225 Verbindungsstrecken bilden in einem konvexen 50-Eck
genau 50 die Seiten der Figur, die iibrigen sind die gesuchten Diagonalen.
Thre Anzahl betrdgt daher 1225 — 50 = 1175.

Der in Bild A 5.21 schraffiert gezeichnete Streifenzug besteht laut Konstruk-
tion aus 15 gleichgroBen Quadraten. Jedes dieser Quadrate hat eine Seiten-
linge von 12cm:6 = 2cm. Da der Umfang des Streifens die Lénge von
32 Quadratseiten hat, wie man durch Nachzihlen feststellt, betrigt er also
32-2cm = 64 cm. Jedes der Quadrate, aus denen sich der Streifenzug zu-
sammensetzt, hat einen Flicheninhalt von 2 - 2 cm? = 4 cm?. Daher hat der
Streifen einen Fliacheninhalt von 15 -4 cm?® = 60 cm?.

Die Parallele zu EG durch C schneide die Gerade durch 4 und B in einem
Punkt K, die Parallele zu HF durch D schneide die Gerade durch B und C
in L (Bild L 5.22). Dann sind EKCG und HFLD Parallelogramme, und es
gilt EG = CK sowie HF = DL .

Die Dreiecke CKB und DLC stimmen in den Lingen der Seiten CB und DC
sowie in der GréBe der (rechten) Winkel & KBC und % LCD iiberein. Laut
Konstruktion gilt ferner DL L CK. Der Schnittpunkt der Geraden durch
D, L mit der Geraden durch C, K sei S. Dann gilt nach dem Winkelsummen-
satz, angewandt auf die Dreiecke CSL bzw. CKB,

¥ SCL + ¥ SLC = ¥« KCB + « CKB =90°,
also wegen ¥ SCL = & KCB auch
¥ SLC = £ DLC = ¥ CKB.

Daher sind nach (sww) die Dreiecke CKB und DLC kongruent, woraus
(CK =)EG = HF (= DL) folgt, w. z. b. w.

Bild L 5.22
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1. Lisungsweg .

Man kann den Flicheninhalt 44 des Achtecks P, P,P,P,P,P;P,P; berechnen,
indem man vom Flicheninhalt des Quadrats ABCD den vierfachen Flichen-
inhalt des Sechsecks 4,BB,P,P, P, subtrahiert (Bild L 5.23).

Die FuBpunkte der Lote von P, auf 4B bzw. BC seien E bzw. F. Dann ist
EBFP, ein Quadrat. Bezeichnet man seine Seitenlinge mit x, so gilt nach
einem Teil des Strahlensatzes

3 3

2% ; = <Z a— x) ! X, woraus man Bild L 5.23
3x= 3a—x und mithin 'Y<
2 4 |
3 I
2x = —a bzw. {
2 4 A
X = 3 a
T 10 Ay Az
erhilt.
Setzt man weiter P, 4, = y, so gilt nach dem Strahlensatz
3 a: a_1 a: also
34 2Ty
3 1
'Ey = Z a bzw.
1
y=ca.
Folglich gilt fiir den Flicheninhalt 4g des Achtecks
1 a4 3
6 10 (1 3 9
Ag=a>—4\—— . |-a— —a)-2+ —a* | bzw.
s =4 2 (2“ 10“) MR R i
28 9 4
Ag=a>—=a*- —a° 2

= —a°.
75 25 15
4
Der gesuchte Flacheninhalt des Achtecks betrégt 1—5—a2.

2. Losungsweg

Es sei M der Mittelpunkt des Quadrats ABCD und damit auch der des betrach-
teten Achtecks. Die Geraden durch A4,, C, bzw. B, D sind fiir beide Figuren
Symmetrieachsen. Die Fliche des Achtecks 148t sich daher aus den Flichen
der untereinander kongruenten Dreiecke P,MP,, P,MP,, P,MP,, P,MP;,
P;MP,, PMP,, PMP;, PsMP, zusammensetzen.

Nun ist der Fliacheninhalt eines dieser Dreiecke, etwa der des Dreiecks Py MP,,
gleich der Summe der Flicheninhalte des Quadrats 4,BB,M und des Drei-
ecks BB, P,, verringert um die Summe der Flacheninhalte des Trapezes 4, 8B, P,
und des Dreiecks BB, M. Nach dem Hauptdhnlichkeitssatz sind die Dreiecke
P,P,M und B,P,B dhnlich. Es sei x der gesuchte Flicheninhalt des Dreiecks
P, P,M. Da sich die Flicheninhalte dhnlicher Dreiecke wie die Quadrate der
‘Lidngen homologer (gleichliegender) Seiten verhalten, hat wegen
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BBz' 1A2 a
BhETEE T
1

X

a
also P M = 3

9
das Dreieck B,P,M den Flicheninhalt - x.
. i 4 ) lfa a\ a d*
Der Fliacheninhalt des Trapezes A4,BB,P; betrigt 715 + =) ==—,
2
a a

1
der des Dreiecks BB, M betrigt 3 ; 5= Folglich gilt fiir den gesuch-

ten Flicheninhalt des Dreiecks P, P, M

a9 at@ a |
x——+—x—F+§, also

a
woraus man gx = g und schlieBlich x = 0 erhilt. Da der Flicheninhalt

des betrachteten Achtecks achtmal so gro8 ist, erhélt man fiir dessen Flachen-

inhalt 44 = Ii;_a2 :

Fiir jedes Dreieck gilt nach dem Strahlensatz:
Die Verbindungsstrecke zweier Seitenmitten eines Dreiecks ist halb so lang
wie seine dritte Seite und zu dieser parallel.
Wendet man diesen Satz der Reihe nach auf die Dreiecke 4ABD, ACB, DAC,
DBC, ACD, ABD, BAC, BDC an, so erhilt man:

GN || AB, MH || AB und daher GN || MH,

GM || DC, NH | DC und daher GM ||NH,

folglich ist GNHM ein Parallelogramm, sowie

MF|| AD, NE | AD und daher MF || NE,
ME || BC, FN || BC und daher ME | FN,

folglich ist auch ENFM ein Parallelogramm, w. z. b. w.

Es seien 4, B, C und D Eckpunkte des Trapezes, und es sei AB || CD. Weiter-
hin seien E der Mittelpunkt der Seite BC, F der Mittelpunkt der Seite 4D sowie
G der Mittelpunkt der Diagonalen AC und H der Mittelpunkt der Diagonalen
BD. Dann liegen nach der Umkehrung eines Teiles des Strahlensatzes und
nach dem Satz liber die Mittelparallele im Trapez, angewandt auf das Trapez
ABCD, die Punkte G und H auf FE (Bild L 5.25). Nun gilt nach dem Strahlen-
satz fiir jedes Dreieck: Die Verbindungsstrecke zweier Seitenmitten des Drei-
ecks ist halb so lang wie seine dritte Seite und zu dieser parallel.

Wendet man diesen Satz auf die Dreiecke .

ABD und CDA an, so erhilt man y ¢ BildL323

E
_ 1 — _ 1 — G H
FH= - 4B sowie FG = - CD. / \
2 2 A 8
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Daraus folgt durch Subtraktion

_ - . 1, — __
GH=|FH—FG|=E|AB—CD|,w.z.b.w.

Es sei ABCDEF ein konvexes Sechseck mit AB || ED, BC || EF, CD || FA
sowie AB = ED, BC = EF, CD = FA (Bild L 5.26). Dann sind die Dreiecke
ABF und DEC sowie die Dreiecke ABC und DEF nach (sws) kongruent,
und es folgt '

FB = EC sowie AC = FD .

Dabher sind die Vierecke ABDE, BCEF, CDFA Parallelogramme. Die Diago-
nalen AC, DF, BD, EA, EC, FB sind Seiten in einem dieser Parallelogramme.
Die Diagonalen BE und AD schneiden einander als Diagonalen im Parallelo-
gramm ABDE in einem Punkt, der S genannt sei, und halbieren einander nach
dem Satz iiber die Diagonalen im Parallelogramm. Im Parallelogramm CDFA
ist AD ebenfalls Diagonale. Da die Diagonalen AD und CF dieses Parallelo-
gramms einander halbieren, ist S ihr Schnittpunkt. Also ist S Mittelpunkt der
drei Diagonalen BE, AD und CF und damit gemeinsamer Punkt dieser Diago-
nalen. Da S gleichzeitig Mittelpunkt der Parallelogramme 4ABDE, BCEF und
CDFA ist, kénnen die iibrigen Diagonalen als Seiten dieser Parallelogramme
nicht durch S verlaufen.

Also schneiden in S genau drei Diagonalen einander, w. z. b. w.

£ D

|

|

|

| 60°
F h v 609,
60°

A B Bild L 5.26 Bild L 5.27

Das in der Aufgabe beschriebene Sechseck setzt sich zusammen aus
(Bild L 5.27):

einem gleichseitigen Dreieck (Flicheninhalt 4,),

drei gleichgroBen Quadraten (Flicheninhaltssumme 34,) und

drei stumpfwinkligen Dreiecken,

deren Fliacheninhaltssumme sich folgendermafBen berechnen 148t:

Laut Konstruktion sind die drei stumpfwinkligen Dreiecke nach (sws) kon-
gruent. Die Grofle des Winkels an der Spitze betrigt jeweils 120°, da dieser
Winkel zusammen mit einem Innenwinkel des gleichseitigen Dreiecks und
zwei rechten Winkeln (von den angrenzenden Quadraten) einen Winkel
von 360° bildet. Fillt man von der Spitze eines jeden dieser stumpfwinkligen
Dreiecke das Lot auf die lingste Seite (die gleichzeitig Sechseckseite ist),
dann wird das Dreieck in zwei rechtwinklige kongruente Dreiecke zerlegt,
deren jedes kongruent zu denjenigen Dreiecken ist, die durch Konstruktion
einer Hohe des gleichseitigen Dreiecks (in der Mitte der Figur) entstehen
(nach (sww)).



L 5.28

L5.29

Daher betrigt die Flicheninhaltssumme der drei stumpfwinkligen Dreiecke
34,.

Folglich ist 4, = 445 + 34,.

Damit sind ganze Zahlen n = 4 und m = 3 angegeben, wie es in der Aufgabe
gefordert war.

Fir die Anzahl z der Diagonalen eines konvexen n-Ecks gilt:

Zzn(n2_3)‘ (1)

Begriindung: Von jedem Eckpunkt des n-Ecks 1Bt sich zu jedem anderen,
nicht benachbarten Eckpunkt genau eine Diagonale ziehen. Daher gehen
von jedem Eckpunkt genau (n — 3) Diagonalen aus. Addiert man fiir alle
Eckpunkte diese Anzahlen, so hat man jede Diagonale des n-Ecks genau
zweimal gezdhlt. Daher gilt 2z = n(n — 3), woraus die Behauptung folgt.
a) Angenommen, es gibt ein n-Eck der genannten Art. Dann gilt:

z = 3n, also 3n=@
6n=n*—3n
9 = n?

Wegen n # 0 folgt daraus n = 9.
Umgekehrt ergibt sich fiir # = 9 nach (1):

z=27=3n.

Also haben alle 9-Ecke und nur diese die Eigenschaft a).
b) Angenommen, es gibe ein n-Eck der genmannten Art. Dann miilte

gelten:
n n n(n — 3) e
z= 3 also 3 = 5 bzw. 2n = 3n(n — 3) und mithin

1ln = 3n?, also,wegenn # 0, 11 = 3n.
Da diese Bedingung fiir keine positive ganze Zahl n erfiillbar ist, gibt
es kein n-Eck mit der Eigenschaft b).

Der zweite und der sechste Schiiler haben nicht recht; denn es gibt z. B. die
in Bild L 5.29 dargestellten Losungen.
Der dritte Schiiler hat recht.

a) g, b )

92

Bild L 5.29

Begriindung: Angenommen, es gibe 4 Geraden so, dal} genau 2 Schnittpunkte
auftreten. Da Schnittpunkte existieren, kénnen die 4 Geraden nicht siamtlich
parallel zueinander sein. O.B.d.A. mégen die Geraden g, und g, einander
im Punkt 4 schneiden.
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Von den beiden anderen Geraden miite mindestens eine nicht durch 4 gehen,
da sonst nur 4 als Schnittpunkt auftrite. Dies sei etwa die Gerade g,. Sie
hat daher mit einer der beiden Geraden g,, g,, etwa mit g,, einen von 4 ver-
schiedenen Schnittpunkt B.

Dann miilite g, || g, gelten, weil sonst entgegen der Annahme g, mit g, einen
weiteren, von 4 und B verschiedenen Schnittpunkt hitte. Die Gerade g,
kann nun nicht ebenfalls zu g, und g, parallel sein, da sie dann g, in einem
von A und B verschiedenen Punkt schneiden wiirde. Also hat sie einen Schnitt-
punkt A’ mit g, und einen Schnittpunkt B’ mit g,. Da sie aber von g, verschieden
ist, kann nicht gleichzeitig 4 = A’ und B = B’ sein.

Somit tritt auBer 4 und B noch mindestens ein weiterer Schnittpunkt auf.
Dieser Widerspruch beweist, daB die Annahme, es gibe 4 Geraden, die sich
so zeichnen lassen, daB genau 2 Schnittpunkte auftreten, falsch war.

Die Flicheninhalte der Dreiecke ABC bzw. A'B'C’ seien mit A y5c bzw. A .5
bezeichnet.

Dreiecke sind flicheninhaltsgleich, wenn sie in der Linge einer Seite und
der Linge der zugehorigen Hohe libereinstimmen.

Es sei D der FuBpunkt des Lotes von B auf die Gerade durch 4 und C bzw. E
der FuBBpunkt des Lotes von A" auf die Gerade durch 4 und B (Bild L 5.30).

Die Dreiecke ABC und AA4’B sind flicheninhaltsgleich; denn es gilt AC = A4,
und die Linge der zugehorigen Héhe betrdgt in jedem der beiden Dreiecke

BD.
Ebenso sind die Dreiecke BAA’ und B’'BA’ flicheninhaltsgleich; denn es gilt

BA = BB, und die Linge der zugehorigen Hohe betragt in beiden Dreiecken

A’E. Daraus folgt, daB die Dreiecke B’BA’ und ABC flicheninhaltsgleich sind.
Analog 148t sich beweisen, daB3 auch die Dreiecke A'AC’, ACC’, C'CB, CBB’
dem Dreieck ABC flicheninhaltsgleich sind.

Das Dreieck ABC liegt ganz im Innern des Dreiecks A’B’'C’ (die Winkel
¥ A'CC', ¥ BBC' und & B'AA’ sind als AuBenwinkel des Dreiecks ABC
simtlich kleiner als 180°). Daher erhidlt man den Flicheninhalt des Drei-
ecks A'B’'C’, indem man die Flacheninhalte der sieben flicheninhaltsgleichen
Dreiecke ABC, AA'B, B'BA', A’AC’', ACC’, C'CB’ und CBB’ addiert. Mithin
gilt:

AA'B'C' = 7 " AABC. W. Z. b. W.

4

¢’ BildL5.30

a)  Wenn ein spitzwinkliges Dreieck 4BC gleichschenklig mit AC = BC
ist, so folgt fiir die Hohen AD und BE, dal & BAE = & ABD gilt, da
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diese Winkel mit den einander gleichgroBen Basiswinkeln ¥ BAC bzw.
¥ ABC ibereinstimmen; denn wegen der Spitzwinkligkeit des Drei-
ecks ABC liegt der HéhenfuBpunkt D zwischen B und C und der Héhen-
fuBpunkt E zwischen 4 und C (Bild L 5.31). Ferner gilt

¥ AEB = ¥ BDA = 90°

und

AB = B4
Dabher sind die Dreiecke ABE und BAD nach dem Kongruenzsatz (sww)
kongruent, woraus

BE = AD
folgt, w. z. b. w.

b)  Wenn fiir die Héhen AD und BE eines spitzwinkligen Dreiecks 4ABC
BE = 4D
gilt, so folgt: Es gilt
¥ AEB = ¥ BDA = 90°
und
AB = BA. i
Ferner liegen die Winkel ¥ AEB bzw. & BDA als rechte Winkel jeweils
den groBten Seiten in den Dreiecken ABE bzw. BAD gegeniiber. Daher
sind die Dreiecke ABE und ABD nach dem Kongruenzsatz (ssw) kon-
gruent, woraus
¥ BAE = ¥ ABD
folgt. Diese Winkel stimmen wiederum mit den Winkeln & BAC bzw.
¥ ABC iiberein, also ist das Dreieck 4BC wegen der gleichgroBen
Innenwinkel bei 4 und B gleichschenklig mit AC = BC, w. z. b. w.
c

£ 0

A B A RL —M ]

Bild L 5.31 Bild L 5.32

1. Lésungsweg
Da die Mittelsenkrechte einer Sehne stets durch den Mittelpunkt des Kreises

verlauft, schneidet die Mittelsenkrechte auf PQ den Durchmesser AB in M.

Sie verliuft auBerdem parallel zu PR und QS und ist somit Mittellinie des

Trapezes PQSR (Bild L 5.32). Folglich halbiert sie die Trapezseite RS in
M,d. h., esgilt RM = SM, w.z. b. w.
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Hinweis zur Korrektur: Zur Bewertung ist festzustellen, ob vom Schiiler ge-
niigend genau die folgenden Sitze als verwendet angegeben wurden:

Wenn eine Gerade parallel zur Grundlinie eines Trapezes verlduft und einen
Schenkel halbiert, so ist sie die Mittellinie des Trapezes.

Wenn eine Gerade die Mittellinie eines Trapezes ist, so halbiert sie dessen
beide Schenkel.

2. Losungsweg (ohne Benutzung der oben genannten Sitze)

Das Lot von M auf PQ habe den FuBpunkt 7, die Parallele durch M zu PQ
schneide die Gerade durch P und R in U und die Gerade durch Q und S'in V.
Dann sind die Vierecke MTPU und MTQV Rechtecke. Die Hohe MT im

gleichschenkligen Dreieck POM halbiert PQ, also gilt UM = PT = QT
= VM.Im Falle PQ || ABist R = U, S = V, also die Behauptung RM = SM
bewiesen. Im Fall PQHAB gilt ¥ MUR = ¥ MVS = 90° und
¥ RMU = & SMV (Scheitelwinkel), nach dem Kongruenzsatz (sww) sind
die Dreiecke MRU und MSV mithin kongruent, woraus die Behauptung
RM = SM folgt.

(I) Da der Winkel ¥ DFC AuBenwinkel des Dreiecks DBF ist, gilt
B = a + 18° (Bild L 5.33). -
(II) Im Dreieck EFC gilt, da es gleichschenklig mit CE = CF ist,

¥ CEF = & EFC = B, mithin nach dem Satz iiber die Winkelsumme
im Dreieck, angewandt auf das Dreieck EFC,

o+ B+ B =180°,

und wegen (I)

o+ o+ 18° + o + 18° = 180°, also
3a = 144°, woraus man
o = 48°
erhalt.
(III) Ausa = 48°und f = o + 18° folgt f = 66°.
(IV) Im Dreieck ABC ist nun nach dem Satz iiber die Winkelsumme
y = 180° — 2« und wegen o = 48° mithin y = 84° .

Bild L 5.33 Bild L 5.34 Bild L 5.35

Der Mittelpunkt des von s in Q beriihrten Kreises sei M. Dann sind die Drei-
ecke SOM und SPM kongruent; denn diese Dreiecke stimmen in den Seiten-
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lingen SM = SM, MQ = MP und in der GroBe ¥ SOM = X SPM des-
jenigen Winkels iiberein, der in beiden Dreiecken als rechter Winkel jeweils
der groBten Seite gegeniiberliegt (Bild L 5.34).

Dabher ist

SO = SP )]
als entsprechende Seiten in kongruenten Dreiecken. Ebenso folgt

SR = §P, @)
Aus (1) und (2) folgt die Behauptung.

Hinweis: Die hier erhaltene Aussage, daB auf den Tangenten von einem Punkt S
an einen Kreis die Strecken von S bis zu den Beriihrungspunkten gleichlang
sind, kann auch als bekannter Satz zitiert werden.

Jede Diagonale eines Parallelogramms zerlegt dieses in zwei kongruente und
somit flicheninhaltsgleiche Dreiecke.

Wendet man diesen Satz auf die Parallelogramme 4ABCD, AEPG und PHCF
an (Bild L 5.35), so erhilt man:

Die Dreiecke ABC und CDA haben denselben Flicheninhalt; dieser sei A,
genannt. -

Die Dreiecke AEP und PGA haben denselben Flicheninhalt; dieser sei A4,
genannt.

Die Dreiecke PHC und CPF haben denselben Fliacheninhalt; dieser sei A4,
genannt.

Dabher ergibt sich, dal sowohl das Parallelogramm EBHP als auch das Parallelo-
gramm GPFD den Fliacheninhalt 4, — 4, — A, hat.

Damit ist der verlangte Beweis gefiihrt.

Nach Voraussetzung gilt

PM, = PM, = PM, = AM, = AM, = BM, = BM,
=CM,=CM,=r. (1)
Daher sind die Vierecke PM,AM,, PM;BM, PM,CM, Rhomben

(Bild L 5.36).
Also gilt

BMy||M,P||CM,, CM,| M,P| AM;,
AM, || MyP || BM, .

Hiernach und wegen (1) sind die Vierecke BCM,M,;, CAM;M,, ABM, M,
Parallelogramme, also gilt

BC = M,M,, CA=MM,, AB= MM, .

Folglich sind die Dreiecke 4BC und M, M, M, nach dem Kongruenzsatz (sss)
kongruent. '

Nun hat das Dreieck M, M, M, wegen (1) den Kreis um P mit r als Umkreis.
Also hat das zum Dreieck M, M, M, kongruente Dreieck ABC ebenfalls r
als Umkreisradius, w. z. b. w.
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L 5.37 Das Lot von F auf CB habe die Linge x cm, das Lot von F auf AD hat dann
die Linge (6 — x) cm (Bild L 5.37)..
Da die Flicheninhalte der Dreieck® AFE und BCF gleich sind und E der
Mittelpunkt von 4D ist, gilt
1

1
5‘3-(6—x)=§-6x, also

3
9—§x = 3x, woraus
x=2 folgt.

Fir die Flacheninhalte A4 ,gr, Agcp, Apcrs Aapcp der Dreiecke ABF, ECD,
BCF bzw. des Quadrates ABCD gilt

AABF = AABCD - AECD - 2ABCF
und |
Aapcp = 36 cm?, AECD='2"6'3Cm2=9Cm s

1
Apcr =§-2-6cm2 = 6cm’.

Folglich ist 4 ;5 = 36 cm? — 9 cm? — 12 em? = 15 cm?.

L5.38 a) Nach Voraussetzung hat jedes der vier genannten Rechtecke den Fli-

cheninhalt —. Daraus folgt

— a* — a — 3a’
PF=2:CD=2,4F=",

4 4 4
FA-C . aF-%.2_2

4 44 3
— 2a — A—F_3a
EH=73. BEl=5=%"
Also betrigt der gesuchte Umfang:
S — 4a  3a  25a
Z(EH+EJ)=—3—+T_E'

b)  Wir setzen BJ=x, KJ= y. Da die Rechtecke GBJK und KJEH
umfangsgleich sind, ist 2(x + y) = 2(JE + y), also JE = x.
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Da die Rechtecke AGHF, GBJK und FECD umfangsgleich sind, ist die
Summe der halben Umfinge von AGHF und GBJK gleich dem Umfang
von FECD, also gilt
FA + AG + GB + BJ = 2(CD + CE), mithin
Ix+a=2a+a—2x).
Daraus folgt

3
x=_-a.

7
Da die Rechtecke AGHF und GBJK umfangsgleich sind, gilt

FA + AG = GB + BJ, mithin

6 3
—ata—y=y+=-a.

7 7

5
Daraus folgt y = -a.

’ 15
Also ist der gesuchte Flicheninhalt xy = 29

Der Mittelpunkt von k sei M. Bei Spiegelung an der Geraden durch E und
G geht k in sich iiber, ebenso 7 und ¢, und die Punkte 4 und B werden dabei
miteinander vertauscht. Das gilt folglich ebenfalls fir die von 4 und B an
k gelegten Tangenten und somit auch fiir die Punkte D und C (Bild L 5.39).
Dabher ist G der Mittelpunkt der Strecke CD.

Ferner folgt, daB im Trapez ABCD die Innenwinkel bei 4 und B beide die-
selbe Grofie o haben und jeder der Innenwinkel bei C bzw. D die GroBe
y = 180° — « hat (als Gegenwinkel an geschnittenen Parallelen).

Beriihrt k£ die Gerade durch B und C in F, dann sind die Dreiecke BEM und
BFM nach dem Kongruenzsatz (ssw) kongruent, also gilt

<):EBM=<):FBM=%.

Ebenso folgt «x GCM = % = 90° — g, also ¥ GMC = ; (Winkelsumme

im rechtwinkligen Dreieck CGM). Daher sind die rechtwinkligen Dreiecke
BME und MCG einander dhnlich, und es folgt

|
~
!

BE:EM = MG:GC, also ;:r

Bild L 5.39 Bild L 5.40
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und damit
9P =%, w.z. b.w.

Nach Voraussetzung ist das Dreieck AMC gleichschenklig mit

AM = MC =r, also gilt x MAC = £ ACM = 36°. 1

(Bild L 5.40)
Da die Winkel ¥ DCA und & MAC Wechselwinkel an geschnittenen Paral-
lelen sind, gilt

¥ DCA = ¥ MAC = 36°. 3]
Aus (1) und (2) folgt
¥ DCA + ¥ ACM = ¥ DCM =172°. ?3)

Weiterhin ist nach Voraussetzung das Dreieck MCD gleichschenklig mit
MD = MC = r. Hiernach und wegen (3) gilt:
¥ MDC = £ DCM = 72°,

Nach dem Satz iiber die Winkelsumme im Dréieek, angewandt auf das Drei-
eck MCD, folgt daraus

X CMD = 36°, w.z.b. w.

Die Vierecke EBAC und BFDA sind Sehnenvierecke (Bild L 5.41). Daher gilt:

¥ ACE + ¥ ABE = 180° sowie ¥ ADF + ¥ ABF = 180°.
Ferner gilt:

¥ ABE + ¥ ABF = 180° (als Nebenwinkel) .
Daraus folgt

¥ ACE 4+ ¥ ADF = 180°

und somit nach der Umkehrung des Satzes iiber entgegengesetzt liegende
Winkel an geschnittenen Parallelen

CE|| DF.
Also ist das Viereck CEFD ein Parallelogramm, und es gilt

CD = EF,w.z.b.w.

Bild L 5.42
05 __ ¢
A ra B
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In dem Trapez ABCD mit AB|| CD sei E der Schnittpunkt von AC mit ED.
Ferner sei F der FuBpunkt des von F auf AB und G der FuBpunkt des von
E auf DC gefillten Lotes. Dann ist FG eine Hohe des Trapezes ABCD
(Bild L 5.42).
Wegen AB = AB, ¥ BAD = & ABC, AD = BC sind nach dem Kongruenz-
satz (sws) die Dreiecke ABD und ABC kongruent.

Daraus folgt

¥ BAC = < ABD.

Folglich ist das Dreieck 4EB gleichschenklig mit AE = EB und daher EF
Seitenhalbierende in diesem Dreieck. Da AC und BD einander in E rechtwink-
lig schneiden, hat der Basiswinkel & EAB in diesem Dreieck eine Grofie von
45°, Dabher ist auch das Dreieck AEF gleichschenklig-rechtwinklig mit

EF = 4F = 5 4B.
Analog gilt im Dreieck EGD
EG = DG = 5 IC.
Daher betrigt die Liange der Mittellinie des Trapezes ABCD

1 — J— — R —
5 (4B + DC) = EF + EG = FG, w.z.b.w.

Aus ¥ EAD = ¥ CAB = 22,5° und & AED = 90° (Bild L 5.43) folgt nach
dem Satz iiber die Summe der Innenwinkel im Dreieck, angewandt auf das
Dreieck AED,

¥ ADE = 180° — 90° — 22,5° = 67,5°.
Aus X CAB = 22,5° und & ACB = 90° folgt ebenso

¥ ABC = 67,5°.
Ferner ist nach Voraussetzung
—  90°
¥BCD = — = 45°.
2
c
E
225°
A D 8 BildL 543

Hieraus und aus ¥ DBC = & ABC = 67,5° folgt wiederum nach dem Satz
iiber die Summe der Innenwinkel im Dreieck, angewandt auf das Dreieck
DBC,

¥ CDB = 180° — 67,5° — 45° = 67,5°.

Damit ist der geforderte Beweis gefiihrt.
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a) Wegen AB || CD sind ¥ ACD und & CAB Wechselwinkel an geschnit-
tenen Parallelen (Bild L 5.44), folglich gilt

¥ ACD = ¥ CAB. 3)

Wegen (1) ist das Dreieck ACD gleichschenklig mit AD = CD.
Daher gilt fiir seine Basiswinkel

£ ACD = ¥ CAD. 4
Aus (3) und (4) folgt schlieBlich
X CAB= X CAD, w.z.b.w.

b) Aus AB || CD folgt wie oben (3).
Wegen (2) gilt ¥ CAB = x CAD . %
Aus (3) und (5) folgt (4), also ist das Dreieck 4ACD gleichschenklig mit
AD = DC, d. h., es gilt (1), w.z. b. w.

BildL 5.44

D [

Bild L 5.45

Die Beriihrungspunkte des Kreises k (Inkreis des Trapezes) mit den Seiten AB,
BC, CD des Trapezes ABCD seien in dieser Reihenfolge mit E, F, G bezeichnet
(Bild L 5.45). _
Wegen MB = MB, ME = MF = r sowie ¥x BEM = ¥ BFM = 90°

(als Winkel zwischen einer Tangente und ihrem Berithrungsradius) sind die
Dreiecke BME und BMF nach dem Kongruenzsatz (ssw) kongruent.
Analog 148t sich zeigen, da auch die Dreiecke CMG und CMF kongruent
sind. Folglich gilt

¥ GMC = & CMF sowie ¥ FMB = ¥ BME.

Da ME und MG die Lote auf die Parallelen 4B und CD von dem zwischen
ihnen liegenden Punkt M aus sind, ist ¥ GME = 180°.

Wegen ¥ BME + £ FMB + ¥ CMF + ¥ GMC = £ GME = 180°,
d.h,2 % FMB + 2 - ¥ CMF = 180°, gilt somit

X BMC = £ FMB + ¥ CMF =90°, w.z.b. w..

Es gilt & BCA = 45°; denn die Diagonale AC halbiert den rechten Winkel

bei C (Bild L 5.46). Weiter gilt x CEF = 90°; denn Tangente und Berithrungs-
radius stehen senkrecht aufeinander.

Aus diesen beiden Aussagen folgt: ¥ EFC = 45°. L

Dabher ist das Dreieck FCE rechtwinklig-gleichschenklig mit EF = EC. Ferner

sind wegen AF = ﬁ‘, AE = ABund ¥ AEF = x ABF = 90° die Dreiecke
AFE und AFB kongruent. Folglich gilt FB = FE = EC, w.z. b. w.




Bild L 5.46

L 5.47

L 5.48

L 5.49

B Bild L 5.47

Die Dreiecke ABC, ACD, ADE, DFH sind rechtwinklig (bei C, D, Ebzw. H) und
haben je einen Innenwinkel von 60° (bei 4, A, A bzw. D) (Bild L 5.47).
Dabher giit

1 — — 1 1— —

— — 1
=_AB, AD=-AC=-4B, = —AD = - AB,
AC 5 A 5 4AB AE > 3
1 —
DH = — DF.
2
Ferner ist das Viereck CEDF ein Rechteck, also gilt
DF = CE = 4C - AE = < 4B
und somit
bH = > AB.
16
Daraus folgt einerseits
_— = = 1 I\ - 9 —
HB=AB—- AD—-DH=|1—- —-— —)AB = — AB,
( 4 16) 16

andererseits

HA+ AE = AD + DH + AE

I
|
+
|
+
Nl
x
I
|
n
&

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Der GrundriB jedes der Rdume A4, B, C, D, E 148t sich in der aus Bild A 5.48
ersichtlichen Weise in Quadrate von je 1 m Kantenlédnge einteilen, so daB jedes
derartige Quadrat einen Flicheninhalt von 1 m? hat.

Daher haben die FuBbdéden der einzelnen Rédume folgenden Flacheninhalt:
Rauzm A: 24 m?; Raum B: 16 m?; Raum C: 8 m?; Raum D: 4 m?; Raum E:
8 m*.

Wegen 24 + 16 = 40 sind mithin insgesamt 40 m> FuBbdden zu streichen
und wegen 8 + 4 + 8 = 20 insgesamt 20 m> FuBbdden auszulegen.

Der Zeichnung ,,gehoren® genau die folgenden Strecken ,,an‘:
AB, AC, BC, AG, AD, GD, AF, AE, FE, BG, BF, GF, CD, CE, DE.
Ferner ,,gehoren der Zeichnung* genau die folgenden Dreiecke ,,an*:
ABG, AGF, ABF, ACD, ADE, ACE.
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SchlhieBlich ,,gehoren der Zeichnung* genau die folgenden Trapeze ,,an‘‘:
BCDG, BCEF, GDEF .

Es sei M der Schnittpunkt der Diagonalen AC und
BD. Die Parallelen durch 4 bzw. C zu BD und durch
B bzw. D zu AC mogen einander in den Punkten
E, F, G, H schneiden. Dann ist das Viereck EFGH
laut Konstruktion ein Parallelogramm, dessen
Flache bei geeigneter Wahl der Bezeichnungen E, F,
G, H aus den Flichen der vier Parallelogramme
AMDH, BMAE, CMBF, DMCG zusammengesetzt
ist (Bild L 5.50).

Bild L 5.50

Da jedes dieser Parallelogramme durch eine der Strecken AB, BC, CD, DA
halbiert wird, ist der Flacheninhalt des Parallelogramms EFGH doppelt so
groB wie der des Vierecks ABCD.

Dabher ist der Flicheninhalt jedes Dreiecks, das den Bedingungen der Auf-
gabe entspricht und folglich einem der Dreiecke EFG, EFH kongruent ist,
gleich dem des Vierecks ABCD, w. z. b. w.

Wegen 63% = 3969 hat das abgeblldete Quadrat den Flicheninhalt 3969 mm?.
Wegen 38 cm? = 3800 mm? und 3969 — 3800 = ]69 haben dle beiden Drei-
eckflichen zusammen den Flicheninhalt 169 mm?

Da die beiden Dreiecke gleichgroB und rechtwmklig-gleichschenklig sind,
ergdnzen sie sich zu einem Quadrat. Dieses Quadrat hat einen Flicheninhalt
von 169 mm? und daher die Seitenlingen a = 13 mm.

Die Seitenldnge a der genannten Dreiecke betrigt 13 mm.

Werden die GréBen der Innen- bzw. AuBenwinkel des Dreiecks ABC bei 4 mit
o bzw. o, bei B mit  bzw. ' und bei C mit y bzw. y’ bezeichnet (Bild L 5.52),
so sind die zwischen ihnen einerseits allgemein giiltigen und andererseits
vorausgesetzten Beziehungen beschrieben durch

o = 180° —a =9y 4+ 16°=180° — y + 16°,

B =180°— f =7y —49° = 180° — y — 49°,
woraus folgt:

a=17y—16°

p =1y +49°

Mit Hilfe des Satzes iiber die Winkelsumme im Dreieck, angewandt auf das
Dreieck ABC, erhilt man mithin

o+ B+ y=180°= 3y + 33°.
Daraus folgt:
y=49°, o =49°—16°=33°, B =49°+ 49°=98°.



L 5.563

L 5.54

Tatsdchlich existiert wegen 49° + 33° + 98° = 180° ein solches Dreieck
ABC, und es hat auBerdem AuBenwinkel folgender GroBen:
Bei C mit y' = 180° — 49° = 131°,

bei A mit &’ = 180° — 33° = 147° = 131° + 16° = y' + 16°,
bei B mit f' = 180° — 98° = 82° = 131° — 49° =y’ — 49°.
Bild L 5.52

-
M, M, Bild L 5.53

Aus dem Satz liber Stufenwinkel an geschnittenen Parullelen folgt (Bild L 5.53):
Die Dreiecke DBM, und ABC sind nach dem Hauptdhnlichkeitssatz dhnlich.
Dabher ist das Dreieck DBM, zleichschenklig mit

BD =MD. 0y
Weiter folgt, da M,EAD laut Kon_struktion ein Parallelogramm ist,
M,E = AD . 2

Aus (1) und (2) folgt, daB der halbe Umfang des Parallelogramms M;EAD
gleich der Linge des Schenkels A B ist. Entsprechend zeigt man, daB der halbe
Umfang des Parallelogramms M,GAF gleich der Lénge des Schenkels AC
ist.

Da AC = AB gilt, sind mithin dic Umfinge der betrachteten Parallelogramme
gleich, w. z. b. w.

Es sei A, der Flacheninhalt des Dreiecks FBE (Bild L 5.54).
Da die Dreiecke ADC, DEC, DFE, FBE samtlich flicheninhaltsgleich sind,
betrigt der Flicheninhalt des Dreiecks DBE folglich 24,, so daB wegen

BE = 20 cm fiir die Strecke BD folgt:

l — — __
EBD-BE= 300 cm?, also BD = 30cm.

20

A D F 15 B

Bild L 5.54
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Der Flicheninhalt des Dretecks DBC betrdgt dann 34,, woraus man
11— —
3 BC - BD = 450 cm?, also BC = 30 cm

erhilt.
SchlieBlich betrdgt der Flicheninhalt des Dreiecks 4BC danach 44,, daraus

erhilt man
1 — — —
2 AB - BC = 600 cm?, also AB = 40 cm

und somit
AD = AB— BD =40cm — 30cm = 10cm.
Die Linge der Strecke AD betrdgt 10 cm.

Die Winkel & ECD, ¥ DCB und ¥ BCA bilden zusammen einen gestreckten
Winkel, also gilt:

¥ ECD + ¥ DCB + & BCA = 180°. a

Andererseits gilt nach dem Winkelsummensatz, angewandt auf das Dreieck
ABC:

¥ BCA + ¥ ABC + X BAC = 180°. 2
Wegen £ ECD = & ABC folgt aus (1) und (2)
¥ DCB = &£ BAC,w.z. b.w.




6.

Geometrie im Raum

L6.1

L6.2

Das Schrigbild A 6.1a) zeigt drei groBe weille Quadrate, die in einer Ecke des
Wiirfels zusammenstoBen. In dem aus dem Netz f) hergesteliten Wiirfel
kommen drei derartige Quadrate nichs vor, also kann a) diesen Wiirfel nicht
darstellen. Das Schrigbild c) zeigt ein groBes schwarzes und ein kleines weiBes
Quadrat, die lings einer Kante benachbart sind. In dem aus dem Netz herge-
stellten Wiirfel kommen zwei derartige Quadrate nicht vor, also kann c) diesen
Wiirfel nicht darstellen. Das Schrigbild e) zeigt zwei kleine schwarze Quadrate,
die eine Kante gemeinsam haben. In dem aus dem Netz hergestellten Wiirfel
kommen zwei derartige Quadrate nicht vor, also kann e) diesen Wiirfel nicht
darstellen. '

Die Schrigbilder b) und d) kénnen den angegebenen Wiirfel darstellen.

a) Es wiirden insgesamt 27 Wiirfel mit
1 cm Kantenldnge entstehen.

b) 8 dieser Wiirfel hitten genau drei rot
angestrichene Seitenflichen.

) 12 dieser Wiirfel hitten genau zwei
rot angestrichene Seitenflachen.

d) 6 dieser Wiirfel hitten genau eine rot
angestrichene Seitenflache.

e) 1 Wiirfel hitte keine rot angestrichene
Seitenflache.

Bild L 6.2 ist zur Losung nicht erforderlich.

Zur obigen Antwort gehoren folgende in

Bild L 6.2 durch Nummern gekennzeichnete /S 7 /8 9
Wiirfel: ya 5 6
Zub) 1,3,7,9,19, 21, 25, 27, ! 2 3

zu ¢) 2,4,6,8,10,12, 16, 18, 20, 22, 24, 26;
zu d) 5, 11,13, 15, 17, 23;
zu e) 14,

Bild L 6.2 .
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a) 2 Wiirfel haben keine rot angestrichene Seitenfliche.

b) 9 Wiirfel haben genau 1 rot angestrichene Seitenflache.
c) 12 Wiirfel haben genau 2 rot angestrichene Seitenfldchen.
d) 4 Wiirfel haben genau 3 rot angestrichene Seitenfldchen.
e) Kein Wiirfel hat 4 rot angestrichene Seitenflichen.

Zur Lisung nicht erforderlich: Der Wiirfel liege auf seiner nicht angestrichenen
Seitenfliche, die kleinen Wiirfel seien in der in Bild L 6.2 angegebenen Weise
numeriert. Dann gilt:

Zu a) 5, 14;

zu b) 2, 4,6, 8,11, 13, 15, 17, 23;

zu c) 1,3,7,9,10, 12, 16, 18, 20, 22, 24, 26,

zu d) 19, 21, 25, 27.

(1) a) 3 kleine Wiirfel haben keine rot angestrichene Seitenflache.
b) 12 kleine Wiirfel haben genau 1 rot angestrichene Seitenfliche.
¢) 12 kleine Wiirfel haben genau 2 rot angestrichene Seitenfldchen.
d) Keiner der Wiirfel hat 3 rot angestrichene Seitenfliachen.
(Bild L 6.4a))
(2) Die Anzahlen lauten in diesem Falle:
a) 4, b)y12, ¢) 9, d) 2. (BildL 6.4b))
Die Bilder L 6.4a) und b) sind zur Losung nicht erforderlich.
Bei Bild a) sind die vier Mantelflichen des groBen Wiirfels rot angestrichen.
Die nicht angestrichenen Flichen haben keine gemeinsame Kante; bei jedem
kleinen Wiirfel ist die Anzahl der rot angestrichenen Seitenfldchen angegeben.
Bei Bild b) sind drei der Mantelflichen und die Deckflichen des groen Wiirfels
rot angestrichen, die hinten liegende Mantelfliche und die Grundfliche nicht.
Die nicht angestrichenen Flichen haben eine gemeinsame Kante.

Bild L 6.4 @7 a)
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L6.5

L 6.6

Die Hohe des von Uwe gebauten Wiirfels 148t sich sowohl aus einer Anzahl
r roter Steine als auch aus einer Anzahl w weiller Steine zusammensetzen.
Dabher gilt:

r-3cm=w-2cm.

Die Hohe des gebauten Wiirfels ist ferner gleich seiner Breite, die sich aus der
Kantenldnge von 2 roten Steinen und der einer Anzahl v (= 1) weiBer Steine
ergibt. Folglich gilt:

r-3ecm=w-2cm=2-3cm+ v-2cm
bzw. fiir die Zahlenwerte:
Ir=2w=20+6. (D

Da 3r durch 3 teilbar ist, ist 2v + 6 und folglich auch v durch 3 teilbar. Also
gibt es eine natiirliche Zahl » = 1 mit v = 3n, und aus (1) folgt

w=3n+3 sowie r=2n+2.

Alle verwendeten weillen Steine bilden einen Quader. Dieser besteht aus w
Schichten; jede von ihnen enthilt v Reihen zu je v Steinen. Daher wurden
genau W = w - v? weiBe Steine verwendet.

Wirenunn = 2,sofolgtev = 6,w = 9,also W = 9 - 36 > 60, im Widerspruch
zur Aufgabenstellung.

Somit gilt n=1,v =3, w=6, r = 4, und damit wurden genau

W = 6-9 = 54 weifle Steine verwendet.

Alle verwendeten roten Steine sind in r Schichten angeordnet; jede von ihnen
148t sich aus vier Reihen zu je r — 1 Steinen zusammensetzen. Daher wurden
genau R =r-4-(r— 1) =4-4-3 = 48 rote Steine verwendet.

Bild L 6.5 ist zur Losung nicht erforderlich.

7
(r 1) Steine
‘—}
\ % % ,%(9@\ .
N 3
(r-1) Steine 7 &
3
@
L
o
&
o N
o
v Steine 3 Bild L 6.5

Die grofitmogliche Anzahl von Bauklétzen wird untergebracht, wenn die
Klétze in dem Baukasten liickenlos gepackt werden und sich danach der
Schiebedeckel schlieBen 14Bt. Beides ist dann moglich, wenn die Langen der
Kastenkanten ganzzahlige Vielfache der Liangen der Bauklotzkanten sind.

Nun ist 330 bzw. 220 zwar durch 55, aber nicht durch 70 teilbar. Dagegen ist
210 durch 70, aber nicht durch 55 teilbar. Daher ist fiir zwei der Kantenrich-
tungen die Teilbarkeitsforderung nur dann erfiillt, wenn die Bauklotzkante

. von 70 mm parallel zur Kastenkante von 210 mm liegt. In dieser Kantenrichtung

haben dann wegen 210:70 = 3 genau 3 Klbtze nebeneinander Platz, in den
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beiden anderen Kantenrichtungen wegen 220:55 = 4 bzw. 330:55 = 6 genau
4 bzw. 6 Kl6tze nebeneinander. Wegen 3 -4 -6 = 72 ist demnach 72 die
groBtmogliche Anzahl von Klbtzen, die in dem Baukasten Platz haben.
Hinweis: Eine alleinige Volumenbetrachtung kann zwar rechnerisch auf
dieselbe Anzahl fiihren, reicht aber als Losung nicht aus. Erforderlich ist auch
der Nachweis, dal} die rechnerisch ermittelte Anzahl von Kl6tzen tatséichlich
in den Kasten gepackt werden kann.

Jeder der Wiirfel hat genau 6 Fliachen. Von ihnen ist bei jedem die Fliche,
auf der er steht, nicht sichtbar. AuBerdem verdeckt der zweitgroBte Wiirfel
mit seiner Standfliche einen gleichgroBen Teil der obersten Fliche des groBten
Wiirfels. Entsprechendes gilt fiir den drittgro8ten und fiir den kleinsten der
vier Wiirfel. Weitere nicht sichtbare Teilflichen kommen nicht vor. Daher
erhdlt man den gesuchten Gesamtflicheninhalt, indem man von der Summe
der Flicheninhalte von jeweils 5 Flichen der vier Wiirfel die Summe der
Flacheninhalte je einer Fliche des zweitgroBten, des drittgroBten und des
kleinsten subtrahiert.

Wegen 5(24% + 122 + 6% + 3%) — (12% + 6% + 3%) = 3636 betrdgt der ge-
suchte Gesamtflicheninhalt der vier Wiirfel 3636 cm?.

Der Wiirfel hat ein Volumen von 8 cm®. Diese 8 cm® sind, wenn er gemiB den
Bedingungen der Aufgabe gesenkt ist, gleich dem Inhalt eines Quaders Q
oberhalb des urspriinglichen Fliissigkeitsquaders und mit gleicher Grundfliche
wie dieser. Da die Grundfliche einen Inhalt von 20 cm? hat, hat Q die Hohen-

8
lange 2 cm = 0,4 cm. Nach den Bedingungen der Aufgabe muB der Wiirfel

so weit gesenkt werden, daB seine Deckfliche mit der obersten Fliche von Q
in derselben Ebene liegt, d. h. um insgesamt (2 — 0,4) cm = 1,6 cm.

Wenn die Kantenlidngen a, b, ¢ (in Zentimeter) des quaderférmigen Innern des
Kastens den Angaben der Aufgabenstellung entsprechen, so gilt 0. B. d. A.

1) a'b-2=4600,

2 a-3-c= 600,

(3) 4-b-c=600.

Durch Division erhilt man aus (1) und (3) 2% = | bzw.

4 a=2c.

Setzt man (4) in (2) ein, so folgt 6¢ = 600, und daraus wegen ¢ > 0
5) c=10.

Wegen (5) folgt aus (4) dann a = 20 und aus (1) oder (3) schlieBlich b = 15.
Daher koénnen nur 10 cm, 15 cm, 20 cm als InnenmaBe des Kastens und mit-
hin nur der Wert 3000 cm? fiir sein Fassungsvermdgen den Angaben der Auf-
gabenstellung entsprechen.

Hinweis: Entsprechend dem im Teil A 1. Bemerkten ist bei der vorliegenden
Aufgabenformulierung (aus der eine Existenzaussage entnommen werden



L6.10

L 6.11

L6.12

11 {00 21 96)

kann) eine Probe nicht erforderlich. Der Leser mége iiberlegen, wie man die
Aufgabe hitte formulieren miissen, damit sie auch eine Probe verlangt.

Es gibt viele Moglichkeiten, ein solches Netz zu zeichnen. Eine davon zeigt
Bild L 6.10.

I _
L P = s
.
L H D Al A AT
/

1

Bild L 6.10 Bild L 6.11

a) BildL6.11

b) Das Volumen des groBen Wiirfels sei mit V, das eines der herausge-
schnittenen Wiirfel mit V, bezeichnet. Dann gilt: Vi =V — 8V,
also hat b genau dann den gesuchten Wert, wenn
217 cm® = 729 cm® — 8b° )
gilt. Dies ist der Reihe nach gleichbedeutend mit

86 = 512cm?,
b = 64cm?,
b = 4cm,

und esgilt 4cm < — = _
gl 2cm 7

Das Dreieck EBD ist gleichschenklig; denn seine Seiten sind Diagonalen von
Quadraten mit gleicher Seitenlinge. Da in jedem Quadrat die Diagonalen
einander halbieren, ist K Mittelpunkt der Seite ED und folglich BK Seitenhal-
bierende im Dreieck EBD. Im gleichseitigen Dreieck fallen Héhe und Seiten-
halbierende, die von ein und derselben Ecke ausgehen, zusammen (Bild
L 6.12). Folglich steht DE senkrecht auf BK, w. z. b. w.

a) b) c) d)
G H
E F -
’ o N M
D¥d— 1 c |o c \ c
7/ / - 7 7/
13 F
A B8 A B B a2
® il 6 A G G
E EE= E
R =
/ | _
7/ / / ¢ 9
A B A B8
e} f) g) h)
Bild L 6.12 Bild L 6.13
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Angenommen, zwei Ecken einer Schnittfigur wiren die Endpunkte ein und
derselben Korperdiagonalen. Dann miiite die dritte Ecke von jedem dieser

beiden Endpunkte den Abstand AG haben, was nicht moglich ist.
Angenommen, zwei Ecken einer Schnittfigur wiren die Endpunkte ein und
derselben Wiirfelkante. Dann miiBte die dritte Ecke von jedem dieser beiden
Endpunkte den Abstand AB haben, was fiir keinen Eckpunkt des Wiirfels
zutrifft.

Also kann nur dann ein der Aufgabe entsprechendes Schnittdreieck vorliegen,
wenn es drei Flichendiagonalen des Wiirfels als seine drei Seiten hat. Jedes
solche Dreieck ist gleichseitig, da alle Flichendiagonalen des Wiirfels gleich
lang sind. Also entspricht jede derartige Schnittfigur den Bedingungen.

Die Ecken eines jeden solchen Dreiecks sind Endpunkte der drei von ein und
derselben Wiirfelecke ausgehenden Kanten. Durch diese Eigenschaft ist
jedem Eckpunkt genau ein Dreieck und umgekehrt jedem derartigen Dreieck
genau ein Eckpunkt zugeordnet. Mithin gibt es genau 8 gleichseitige Dreiecke
der geforderten Art, nimlich die Dreiecke BDE, ACF, BDG, ACH, AFH,
BEG, CFH, DEG.

Bild L 6.13 zeigt die 8 verschiedenen Moglichkeiten, wobei jeweils der zugeord-

nete Eckpunkt als kleiner Kreis dargestellt ist. Laut Aufgabe soll der Schiiler
nur eine von ihnen anfertigen.

a) BildL6.14

Bild L 6.14

b)  Die Eckpunkte des Restkorpers sind genau alle Mittelpunkte der Kan-

ten des Wiirfels. Da der Wiirfel genau 12 Kanten hat, deren Mittelpunkte
samtlich voneinander verschieden sind, hat der Restkorper folglich
genau 12 Eckpunkte.
Die Kanten des Restkorpers sind genau alle diejenigen Strecken, die die
Mittelpunkte je zweier von ein und demselben Eckpunkt ausgehender
Kanten miteinander verbinden. Jede dieser Verbindungsstrecken ver-
lauft innerhalb einer Seitenfliche des Wiirfels, und zwar liegen in jeder
der 6 Seitenflichen genau 4 verschiedene Verbindungsstrecken. Deren
Anzahl betrigt folglich genau 24.

) Die in jeder Seitenfliche des Wiirfels liegenden 4 Kanten des Rest-
korpers begrenzen eine der gesuchten Teilflichen, ndmlich ein Quadrat
(da durch die Verbindungsstrecken von je zwei aufeinanderfolgenden
Seitenmitten eines Quadrates wieder ein Quadrat begrenzt wird).
Solche quadratischen Teilflichen gibt es folglich genau 6.

Die Verbindungsstrecken der Mittelpunkte je dreier von ein und dem-
selben Eckpunkt des Wiirfels ausgehender Kanten begrenzen eine weitere
der gesuchten Teilflichen, nidmlich ein gleichseitiges Dreieck (da diese
Verbindungsstrecken als Seiten dreier kongruenter vorhin genannter

Quadrate gleichlang sind). )



L 6.15

Solche gleichseitigen Dreiecke gibt es folglich genau 8.

Diese 14 Teilflichen schlieBen sich bereits zur Oberfliche eines K 6rpers
zusammen (wie man z. B. daran erkennt, daB sich um jeden Eckpunkt
des Restkorpers 4 Teilflichen liickenlos zusammenschlieBen). Daher
hat die Oberfliche des Restkorpers keine weiteren Teilflichen.

Von den gesuchten Schnittfiguren sind die unter c) und h) genannten nicht
moglich. Alle anderen sind moglich, wie man aus den Bildern L 6.15a) bis
g) erkennen kann. Dabei konnen bei b) und d) nur spitzwinklige Dreiecke,
bei g) nur unregelméiBige Fiinfecke mit zwei Paaren paralleler Seiten entstehen.
In der Aufzidhlung nicht enthalten, aber, wie die Bilder L 6.151) bis 1) zeigen,
mdglich sind:

1) Parallelogramme, die weder Rhombus- noch Rechteckform haben,

) Rhombus,
k)  Trapez (gleichschenklig oder ungleichschenklig),
D Sechseck (regelmiBig oder unregelméBig mit drei Paaren paralleler
Seiten).
Z
f__ D / /)__ N
a) b) d) - e) f) 9
W Z =
; _inl—
i) Vi ky) ky) 4, )
Bild L 6.15

Anmerkung: Die in Klammern stehenden Zusatzangaben werden vom Schiiler
nicht verlangt. Statt i), j), k) ist auch z. B. diec Angabe ,,nicht rechteckiges
Viereck* moglich.
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a)
Bild L 7.1

an

(III)

7. Geometrische Konstruktionen
in der Ebene
L71 (I)  Angenommen, das Dreieck ABC sei ein Dreieck, wie es nach der Auf-

gabenstellung konstruiert werden soll; M sei der Umkreismittelpunkt
des Dreiecks. Dann haben die Seiten BC, BM, CM des Teildreiecks
BCM die Langen a, r, r. Der Punkt A liegt erstens (auf dem Umbkreis, also)
auf dem Kreis um M mit dem Radius r und zweitens auf einer Paral-
lelen zu BC im Abstand 4, (da laut Aufgabe 4 von der Geraden durch
B, C den Abstand 4, haben soll) (Bild L 7.1a)).

Aus den Betrachtungen in (I) ergibt sich, daB ein Dreieck ABC nur
dann den Bedingungen der Aufgabe entspricht, wenn es durch fol-
gende Konstruktion erhalten werden kann (Bild L 7.1b)).

(1) Man konstruiert ein Dreieck BCM aus BC = a, BM = CM = r.

(2)Man zeichnet den Kreis um M mit dem Radius r.

(3) Man konstruiert die beiden Parallelen zu BC im Abstand A,. Schnei-
det eine von ihnen den in (2) konstruierten Kreis, so sei 4 einer der
Schnittpunkte.

Jedes auf die in (II) angegebene Weise konstruierte Dreieck ABC ent-

spricht den Bedingungen der Aufgabe.

Beweis: Laut Konstruktion hat die Seite BC des Dreiecks ABC die

Linge a.



L7.2

(Iv)

Ferner haben laut Konstruktion die Strecken BM, CM und AM die
Lange r, also ist (M der Umkreismittelpunkt und) r der Umkreisradius
des Dreiecks ABC.

SchlieBlich hat 4 laut Konstruktion von der Geraden durch B und C
den Abstand A,, wie es verlangt war.

Konstruktionsschritt (1) ist wegen 2r > a bis auf Kongruenz eindeutig.
Konstruktionsschritt (2) ist stets eindeutig, Konstruktionsschritt (3) lie-
fert zundchst eindeutig die beiden Parallelen zu BCim Abstand #,. Bei den
gegebenen Werten von r, a und 4, hat

2\ 1
(wcgenr<h,,< /rz—%>)

von diesen Parallelen genau die auf der gleichen Seite der Geraden durch
B und C wie M liegende Parallele Schnittpunkte mit dem in (2) kon-
struierten Kreis, und zwar genau zwei Punkte 4,, 4,, von denen jeder
im Konstruktionsschritt (3) als 4 gewdhlt werden kann.

Diese beiden Punkte liegen symmetrisch zu der Mittelsenkrechten m
von BC. Daher werden durch die Spiegelung an dieser Mittelsenkrechten
die Punkte 4,, B, C mit den Punkten A4,, C, B (in dieser Reihenfolge)
zur Deckung gebracht, d. h., es sind die beiden hierbei entstehenden
Dreiecke kongruent. ‘

Das Dreieck 4BC ist mithin durch die gegebenen Stiicke bis auf Kon-
gruenz eindeutig bestimmt.”

Damit ist eine vollstindige und richtige Losung der Aufgabe angegeben.

@

)

Angenommen, es gibt ein Dreieck ABC, das den Bedingungen der
Aufgabe entspricht. Der Mittelpunkt von 4B sei P, der Mittelpunkt
von BC sei Q. Dann liegt P auf der Seitenhalbierenden s, und damit
auf g, und Q auf s, und damit auf g,. Betrachtet man die von S ver-
schiedenen Punkte D auf g, bzw. E auf g,, fiir die DP = PS bzw.
EQ = QS gilt, so sind die Vierecke ADBS bzw. BECS Parallelogramme,
da ihre Diagonalen einander halbieren (Bild L 7.2).
Daraus folgt, daB ein Dreieck 4ABC nur
dann den Bedingungen der Aufgabe ge-
niigt, wenn es durch folgende Konstruk-
tion erhalten werden kann:
(1) Man zieht durch A4 die Parallele zu g,.

Ihr Schnittpunkt mit g, sei D.
(2) Man konstruiert den Mittelpunkt P A~ [P _—78

von SD. g1 /\%i 7\93
(3) Man zieht die Gerade durch 4 und P. b

Thr Schnittpunkt mit g, sei B. Bild L 7.2
(4) Man zieht durch B die Parallele zu g,.

Ihr Schnittpunkt mit g, sei E.

1 Da ein Beweis der an dieser Stelle erforderlichen Aussage allein mit dem Lehrstoff bis Klasse 7 nicht
mdglich ist, darf der hier angegebene Sachverhalt der Anschauung entnommen werden. Es ist aber erfor-
derlich, daB der Schiiler — etwa mit den Worten: ,,wie die Konstruktion ergibt‘ — an dieser Stelle auf die
von ihm angefertigte Zeichnung (Bild L 7.1b)) verweist.
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(5) Man konstruiert den Mittelpunkt Q von SE.

(6) Man zieht die Gerade durch B und Q. Ihr Schnittpunkt mit g, sei C.
Jedes so konstruierte Dreieck ABC entspricht den Bedingungen der
Aufgabe.

Beweis: Laut Konstruktion sind die Dreiecke ADP und BSP bzw.
BEQ und CSQ nach (sww) kongruent. Also sind die Vierecke ADBS

und BECS Parallelogramme, und es gilt AP = BP sowie BQ = QC.
Daher sind CP und 4AQ Seitenhalbierende im Dreieck 4BC. Ihr Schnitt-
punkt S muB auch auf der dritten Seitenhalbierenden liegen, die damit
auf g, liegt.

Die Konstruktionsschritte sind sidmtlich stets ausfiihrbar und ein-
deutig; denn von den Geraden g¢,, g,, g5 sind keine zwei parallel, so
daB also die Schnittpunkte D, B, E und C stets existieren und eindeutig
bestimmt sind. Da weder B (als Punkt von g,) noch C (als Punkt von
g,) mit S zusammenfillt, sind sowohl B als auch C von dem Punkt 4
(auf g,) verschieden.

Das zu konstruierende Dreieck ist durch die gegebenen Bedingungen
mithin eindeutig bestimmt.

Angenommen, es gibt ein Dreieck ABC, das den Bedingungen der Auf-
gabe entspricht; der Mittelpunkt seines Umkreises sei M. Dann gibt

es ein zum Dreieck ABC ihnliches Dreieck 4’B'C’ mit A'B’ = 4 c¢m,

A'C'’ =3cm, B'C’ = 2cm, das durch zentrische Streckung mit dem
Streckungszentrum M aus dem Dreieck ABC entsteht (Bild L 7.3a)).

BildL 7.3

an
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Dabher entspricht ein Dreieck ABC nur dann den Bedingungen, wenn
es durch folgende Konstruktion erhalten werden kann:
(1)Man konstruiert nach (sss) ein Dreieck 4'B’'C’ mit den Seitenldngen

A'B = 4cm, A'C' = 3cm, B'C’ = 2 cm sowie dessen Umkreismit-
telpunkt M.

(2) Man zeichnet die Strahlen aus M durch 4’ bzw. B’ bzw. C'.

(3) Man zeichnet um M den Kreis mit dem Radius r = 4 cm. Seine
Schnittpunkte mit den in (2) gezeichneten Strahlen seien in dieser
Reihenfolge mit 4, B, C bezeichnet.

Jedes so konstruierte Dreieck 4BC entspricht den Bedingungen der

Aufgabe. ' :

Beweis: Laut Konstruktion ist das Dreieck ABC durch zentrische

Streckung mit dem Zentrum M aus dem Dreieck 4’B’C’ hervorgegan-

gen. Daher sind beide Dreiecke dhnlich. Das Dreieck ABC hat also

ebenfalls das Verhiltnis der Seitenldngen a:b:c = 2:3:4. Ebenso gilt

laut Konstruktion AM = BM = CM = r, das Dreieck 4BC hat mit-
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hin einen Umkreis vom Radius r = 4 cm, wie es verlangt war (vgl.
Bild L 7.3b)).

Da wegen 2+ 3>4;2+4+4>3und 3 4+ 4 > 2 ein Dreieck A'B'C’
mit den angegebenen Seitenldngen existiert, ist der Konstruktionsschritt
(1) bis auf K ongruenz eindeutig ausfiihrbar. Die Konstruktionsschritte (2)
und (3) sind ebenfalls eindeutig ausfiithrbar.

Dabher ist durch die gegebenen Bedingungen ein Dreieck 4BC bis auf
Kongruenz eindeutig bestimmt.

Angenommen, ein Dreieck 4BC erfiillt die gegebeneén Bedingungen.

_Im Dreieck ABE sind dann AB, ¥ AEB = 90° und ¥ BAE = ¥ BAC

gegeben. H ist der Mittelpunkt von BE. Der Punkt C liegt erstens auf
dem Strahl aus 4 durch FE und zweitens auf der Geraden, die das Lot
von H auf die Gerade durch 4 und B enthilt (Bild 7.4a)).

C
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Daraus ergibt sich, daB ein Dreieck 4ABC nur dann den Bedingungen
der Aufgabe geniigt, wenn es durch folgende Konstruktion erhalten
werden kann: .

(1) Man konstruiert ein Dreieck ABE aus AB = 5cm, £ AEB = 90°

und & BAE = 70°.

(2) Man konstruiert den Mittelpunkt H der Seite EB.

(3) Man fillt von H auf die Gerade durch 4 und Bdas Lot. Sein FuBpunkt
sei F.

(4) Man zeichnet den Strahl aus 4 durch F und die Gerade durch F
und H. Ihr Schnittpunkt sei C genannt.

Jedes so konstruierte Dreieck 4BC entspricht den Bedingungen der

Aufgabe.

Beweis: Laut Konstruktion gilt 4B = 5 cm. Ferner gilt laut Konstruktion
¥ BAE = ¥ BAC = 70°.

SchlieBlich gilt ebenfalls laut Konstruktion BH = HE. AuBerdem
ist H der Schnittpunkt zweier Hohen im Dreieck ABC, also dessen
Hohenschnittpunkt. .

Der Konstruktionsschritt (1) ist bis auf Kongruenz eindeutig ausfiihr-
bar. Danach sind die Konstruktionsschritte (2), (3) und (4) eindeutig
ausfiihrbar. Wie die Konstruktion ergibt, schneiden einander auch
der Strahl aus 4 durch E und die Gerade durch Fund H in genau einem
Schnittpunkt C.

Somit ist das Dreieck ABC durch die gegebenen Bedingungen bis auf
Kongruenz eindeutig bestimmt (Bild L 7.4b)).
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Trédgt man auf der Verldngerung von AB iiber B hinaus eine Strecke BG der
Linge BG = CD ab, so wird

AG=AB+BG=AB+ CD=(a+b)+(@—b)=2a.
Konstruiert man den Mittelpunkt H der Strecke AG, so wird folglich

AH =a.

Hiernach wird ferner HB = AB — AH = (a + b) —a = b.
Konstruiert man daher auf der Verlidngerung von HB iiber B hinaus einen
Punkt K so, dal HK = EF gilt, so ergibt sich

BK=HK— HB=EF—HB=(b+c¢)—b=c

Damit sind drei Strecken der Lange a, b, ¢ konstruiert, wie es verlangt wird
(Bild L 7.5).

a b [+
A

A A

{ M Y . \
1) L] T T 1
A H 8 G K

! a-b i

c D
- b+c \
Bild L 7.5 E F

Fiir diese so konstruierten Strecken gilt:
a+b=AH + HB = 4B,
a—b=AH — HB = AB + CD — (AB— 4H) = CD,
b+ c=HB+ BK = HK = EF .

Danmit ist nachgewiesen, daB3 die Strecken a, b, ¢ die Eigenschaften (1) haben.

In Bild L 7.6 sind eine mogliche Zerlegung und auch die Zusammensetzung
des Quadrats dargestellt.

Bei der Suche nach einer derartigen Zerlegungsmoglichkeit ist es sinnvoll,
von folgender (laut Aufgabenstellung aber nicht geforderter) Uberlegung
auszugehen: Das Rechteck ABCD hat laut Aufgabe einen Flicheninhalt
von (9 - 16) cm® = 144 cm?. Da das Quadrat denselben Flicheninhalt haben
muB und da 12 die einzige natiirliche Zahl ist, deren Quadratzahl 144 betragt,
muB die Lange der Quadratseite 12 cm betragen.

) b) 2
a
a=16 9 1,11
1.3 12 D
D c ”
™
M
ol 1 8 ¢ -
'g - o A B
L3}
c
A 8
Bild L 7.6 Bild L 7.7
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Man beschreibt um 4 und B je einen Kreis mit gleichem Radius, der groBer
als 5 cm, aber gleichzeitig so gewdhlt ist, daB die beiden Schnittpunkte C, D
dieser Kreise etne Strecke CD ergeben, die kleiner als 8 cm ist (Bild L 7.7).
(Ein solcher Radius 14Bt sich durch Probieren stets finden.) Die Strecke CD
wird danach mit Zirkel und Lineal halbiert. Ihr Mittelpunkt M ist zugleich

auch der Mittelpunkt der Strecke 4B, und es gilt AM = MB = 5 cm. Daher
lassen sich diese Teilstrecken und damit auch die ganze Strecke 4B nunmehr
mit einem Lineal von nur 8 cm Linge zeichnen.

(DaB M tatsachlich Mittelpunkt von AB ist, 148t sich z. B. mit dem Satz iiber
die Diagonalen im Parallelogramm, angewandt auf das Parallelogramm
ABCD, (laut Konstruktion) begriinden, jedoch stehen Schiilern dieser Alters-
klasse derartige Mittel noch nicht zur Verfiigung.)

a) Die Konstruktion erfolgt in den folgenden Schritten (Bild L 7.8):

(1) Man errichtet im Auftreffpunkt 4 des Strahls die (im Innern des
Winkels liegende) Senkrechte.

(2) Es sei D ein im Innern des Winkels liegender Punkt auf der in (1)
errichteten Senkrechten. Dann wird in 4 an AD nach beiden Seiten
der Geraden durch 4 und D je ein Winkel von 30° angetragen. Der
auf derselben Seite der Geraden durch 4 und B wie der Scheitel .S
des gegebenen Winkels von 45° gelegene Schnittpunkt des freien
Schenkels des einen der soeben konstruierten Winkel mit dem Spie-
gel 2 sei F. -

(3) Man errichtet in F die im Innern des Spiegelwinkels gelegene Senk-
rechte. Ein (von F verschiedener) im Innern des Spiegelwinkels auf
der Senkrechten gelegener Punkt sei E genannt.

(4) Man trigt in F an EF nach der Seite der Geraden durch E und F,
auf der der Scheitel S des Spiegelwinkels nicht liegt, einen Winkel

der GroBe & AFE an. Sein freier Schenkel (Ausfallsstrahl) schneidet
den freien Schenkel des anderen in A4 laut (2) angetragenen Winkels
(Einfallsstrahl) in G.

b)  Wegen & DAF = 30° gilt « FAS = 90° — x DAF = 60°. Folglich
gilt nach dem Winkelsummensatz, angewandt auf das Dreieck FSA,
¥ SFA = 180° —60° — 45° = 75°. Alsoist £ AFE =90° — 75° = 15°.
Daraus folgt & AFG = 2 & AFE = 30°.

SchlieBlich folgt nach dem Winkelsummensatz, angewandt auf das
Dreieck FAG, & FGA = 180° — 60° — 30° = 90°,

BildL 7.8 BildL 7.9
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Der auf dem Spiegel 1 unter 30° einfallende Strahl bildet mit dem vom
Spiegel 2 reflektierten Strahl einen Winkel von 90°.

Wegen 3 -36° — 9° = 108° — 9° = 99° 14Bt sich ein Winkel von 99° aus

einem gegebenen Winkel von 36° auf folgende Weise konstruieren (Bild L 7.9):

(1) Man beschreibt um den Scheitelpunkt S des gegebenen Winkels mit
einem beliebig gewihlten Radius r einen Kreis k. Er schneidet die
Schenkel des gegebenen Winkels in den Punkten 4 bzw. B.

(2) Man beschreibt um B mit dem Radius 4B einen Kreis. Er schneidet
den Kreis k auBler in 4 noch in C.

(3) Danach beschreibt man um C mit 4B einen Kreis, der den Kreis k aufler
in B noch in D schneidet.

(4) Man halbiert den Winkel von 36° und halbiert danach einen der beiden
Teilwinkel (von je 18°).

(5) Den so erhaltenen Winkel von 9° trigt man in S an SD auf derselben
Seite der Geraden durch S und D an, auf der C liegt.
Der Schnittpunkt seines freien Schenkels mit k sei F.

Jeder so konstruierte Winkel < ASF hat eine GréBe von 99°,

Beweis: Laut Konstruktion gilt

¥ ASD = £ ASB + ¥ BSC + £ CSD = 3-36° = 108°.

Ferner gilt laut Konstruktion ¥ DSF = 9°,
Folglich gilt
¥ ASF = ¥ ASD — & DSF = 108° — 9° = 99°.
Anmerkung: Es gibt auch andere Moglichkeiten, aus dem gegebenen Winkel

einen Winkel von 99° zu konstruieren, indem man z. B. zunichst einen Winkel
von 9° und danach einen Winkel von 11 - 9° = 99° konstruiert.

Die Linge der Strecke 4B sei a. Man beschreibt um 4 und B je einen Kreis-
. a . . .

bogen mit einem und demselben Radius r > 7 Die beiden Schnittpunkte

dieser Kreisbogen seien C und D genannt, die Lange der so entstandenen Strecke

CD sei b.
Nun beschreibt man um C und um D mit einem und demselben Radius

r o> 2 je einen Kreis. Die beiden Schnittpunkte dieser Kreise seien P, und P,.

Alle auf diese Weise konstruierten Punkte P, P, liegen auf der Geraden
durch 4 und B (Bild L 7.10).

Beweis: Die Gerade durch C und D ist laut Konstruktion Symmetrieachse
der Strecke 4B. Aus demselben Grund ist auch die Gerade durch 4 und B
Symmetrieachse der Strecke CD. Da laut Konstruktion CP, = DP, und

CP, = DP, gilt, liegen P, und P, auf der die Punkte 4 und B enthaltenden
Symmetrieachse der Strecke CD, also auf der Geraden durch 4 und B, und
sind im Falle r; # r von 4 und B verschieden.
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(I)  Angenommen, CFDE sei ein Quadrat, das den Bedingungen der Auf-
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gabe entspricht; seine Eckpunkte F, D, E liegen in dieser Reihenfolge

auf den Seiten AC, AB bzw. BC des Dreiecks ABC. Dann halbiert

die Diagonale CD des Quadrats den Winkel £ FCE und damit auch

den Winkel ¥ ACB.

Daher geniigt ein Quadrat CFDE nur dann den Bedingungen der Auf-

gabe, wenn es durch folgende Konstruktion erhalten werden kann

(Bild L 7.11):

(1)Man konstruiert die Halbierende des Winkels ¥ ACB. Thr Schnitt-
punkt mit AB sei D.

(2)Man zieht durch D zu AC bzw. zu BC die Parallelen. Thre Schnitt-
punkte mit AC bzw. BC seien F bzw. E.

Jedes so konstruierte Quadrat CFDE entspricht den Bedingungen

der Aufgabe. -

Beweis: Das Viereck CFDE hat bei C einen rechten Winkel, der mit
dem rechten Winkel des Dreiecks 4ABC zusammenfillt. Der gegeniiber-
liegende Eckpunkt D des Vierecks CFDE liegt auf der Hypotenuse AB
des Dreiecks ABC.

Laut Konstruktion gilt CF || ED und FD || CE, also ist das Viereck CFDE
ein Parallelogramm und, da es vier rechte Winkel hat, ein Rechteck.

Da CD den Winkel ¥ ACB halbiert, gilt DE = DF, also ist das Recht-
eck CFDE ein Quadrat.

Beide Konstruktionsschritte sind stets ausfithrbar und eindeutig. Das
Quadrat CFDE ist also durch die angegebenen Bedingungen eindeutig
bestimmt.

Angenommen, ein Sechseck CDEFGH erfiille die Bedingungen der
Aufgabe. Dann halbiert der Mittelpunkt M des Umkreises dieses
Sechsecks die Halbierende CF des Winkels & BCA, und die Dreiecke
MCD, MDE, MEF, MFG, MGH und MHC sind simtlich gleichseitig

mit der Seitenlinge CM (Bild A 7.12).

4 q< 8 BildL7.12
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Daher entspricht ein Sechseck CDEFGH nur dann den Bedingungen

der Aufgabe, wenn es durch folgende Konstruktion erhalten werden

kann (Bild L 7.12):

(1)Man konstruiert die Halbierende des Winkels & BCA, ihr Schnitt-
punkt mit AB sei der Punkt F.

(2) Man halbiert CF, der Halbierungspunkt sei M.

(3) Man beschreibt um C einen Kreis mit dem Radius MC, seine Schnitt-
punkte mit AC bzw. BC seien D bzw. H.

(49)Man beschreibt um M und F Kreise mit dem Radius MC, ihre
Schnittpunkte miteinander seien E und G.

Jedes so konstruierte Sechseck CDEFGH entspricht den Bedingungen

der Aufgabe.

Beweis: Nach Konstruktion liegen die Punkte D, F, H in dieser Reihen-
folge auf den Seiten AC, AB bzw. BC. Ebenfalls nach Konstruktion
ist CD=EF=FG=HC=CM.

Da ferner M nach Konstruktion auf der Halbierenden des Winkels
¥ DCH der GréBe 120° liegt, das Dreieck CDM also gleichseitig ist,
und da nach Konstruktion das Dreieck EFM ebenfalls gleichseitig ist,

gilt ¥ CMD = x FMFE = 60°.

Hiernach und wegen ¥ FMC = 180° ist ¥ EMD = 60°.

Da das Dreiecck EMD wegen MD = ME gleichschenklig ist, gilt
¥ MED = ¥ MDE, die GroBe der beiden Winkel betrdgt somit jeweils
60°, also ist DE = CM. Entsprechend ist GH = CM. Wegen CD = DE
= EF = FG = GH = HC = CM sind die Dreieccke MCD, MDE,
MEF, MFG, MGH, MHC samtlich gleichseitig.

Daher gilt:

¥ CDE= x DEF = X EFG= ¥ FGH = ¥ GHC = 120°.

Sdmtliche Konstruktionsschritte sind eindeutig ausfithrbar. Daher
gibt es stets genau ein Sechseck CDEFGH, das den Bedingungen der
Aufgabe entspricht.

Bemerkung: Auf den Nachweis, daB CM < BC und CM < AC ist, wird
hier verzichtet.

@
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Angenommen, M sei der Mittelpunkt eines der gesuchten Kreise k.

Die Sehnen, die & von g,, g,, g1 abschneidet, sind dann gleichlang,

also sind sie gleichweit von M entfernt. Daher liegt M auf einer Winkel-

halbierenden w, eines der Schnittwinkel von g, mit g, und auf einer

Winkelhalbierenden w, eines der Schnittwinkel von g, mit g; und ist der

Schnittpunkt von w; mit w, (Bild L 7.13a)).

Daraus folgt, daB ein Kreis £ nur dann den Bedingungen der Aufgabe

geniigt, wenn er durch folgende Konstruktion erhalten werden kann

(Bild L 7.13a)):

(1)Man konstruiert die Halbierende w, eines der Schnittwinkel von g,
mit g,.

(2) Man konstruiert die Halbierende w, eines der Schnittwinkel von g,
mit g,. Ihr Schnittpunkt mit w, sei M.
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(3)Man fillt von M das Lot auf g,. Sein FuBpunkt sei P.
(4)Man beschreibt den Kreis um P mit %

Einer seiner Schnittpunkte mit g; sei Q.

(5) Man beschreibt den Kreis um M mit MOQ.
Jeder so konstruierte Kreis k entspricht den Bedingungen der Auf-
gabe.

Beweis: Laut Konstruktion hat k als Schnittpunkt zweier Winkelhal-

bierenden von jeder der Geraden g,, g, g5 denselben Abstand MP.
Der Punkt P ist laut Konstruktion Mittelpunkt der Sehne, die k& aus

der Geraden g, abschneidet. Wegen PQ =% hat diese Sehne und
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damit auch die Sehnen, die k aus g, bzw. g; abschneidet, die Lange s,
wie es verlangt war.

(IV) Da von den Geraden g;, g,, g3 keine zwei parallel zueinander sind,
gibt es entweder genau einen Schnittpunkt M dieser drei Geraden
(Bild L 7.13b)) (in diesem Fall ist M = P; die Konstruktion besteht
nur aus dem Konstruktionsschritt (4)) oder es gibt genau drei Schnitt-
punkte dieser Geraden miteinander. Dann bilden die drei Schnittpunkte
die Eckpunkte eines Dreiecks, und es gibt genau vier Schnittpunkte M,
nimlich die Schnittpunkte der Innen- und AuBenwinkelhalbierenden
des Dreiecks. Damit erhélt man in diesem Falle genau vier Kreise &,
dic den Bedingungen der Aufgabe entsprechen (Bilder L 7.13a), c¢),

d), €)).

Fall I:
Die Geraden g, und g, schneiden einander im Punkt S. Dann liegen die ge-
suchten Punkte X wegen (1) auf der Mittelsenkrechten s,, von P;P, und
wegen (2) auf einer der beiden Halbierenden w,, bzw. w,, der Schnittwinkel
von g, mit g,.
Fiir die Lage von s,, sind folgende Fille zu unterscheiden:
1.1: Essei s, || wy, oder 515 || wy;.
Dann gibt es fiir s;;, # wy, bzw. fiir s, # w,; jeweils genau einen
derartigen Punkt X, ndmlich den Schnittpunkt von s;, mit w,, bzw.
den Schnittpunkt von s,, mit w,,.
Fiir s,, = wy, bzw. 5, = w,, erfiillen alle Punkte von w,, bzw. von
w,; und nur diese die Bedingungen von (1) und (2) (Bild L 7.14a)).
1.2: Es sei s,, zu keiner der beiden Winkelhalbierenden parallel.
Dann schneidet s,, entweder beide Winkelhalbierenden im Punkt S,
und genau .S erfiillt (1) und (2), oder s;, hat mit w,, den Punkt X, und
mit w,; den Punkt X, gemeinsam (X; # X;), wobei X; und X, und
nur diese Punkte die Bedingungen (1) und (2) erfiillen (Bild L 7.14b)).
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BildL 7.14

Fall 2

Die Geraden g, und g, sind zueinander parallel.

Dann liegen die gesuchten Punkte X wegen (1) auf der Mittelsenkrechten s,,
von P, P, und wegen (2) auf der Mittelparallelen m,, zu g, und g,.

Verlduft s,, nicht parallel zu m,,, so gibt es genau einen Punkt X, ndmlich den
Schnittpunkt von s, mit m,;,, der (1) und (2) erfiillt.
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Fiir s,, || m,, erfiillen alle Punkte der Mittelparallelen 7,, und nur diese (1)
und (2), falls s5,, = m,, gilt. Anderenfalls gibt es keinen derartigen Punkt
(Bild L 7.14c)).

Damit sind alle Punkte X ermittelt, wie es verlangt war.

@
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Angenommen, k sei ein Kreis, der den Bedingungen der Aufgabe ent-
spricht. Sein Mittelpunkt M liegt dann erstens auf der Mittelparallelen

a
gm ZU ¢, und g, und zweitens (da sein Radius aus diesem Grunde 3
a

betrigt) auf dem Kreis um P mit 7"

Daher entspricht ein Kreis nur dann den Bedingungen der Aufgabe,
we:ulls)e.r durch folgende Konstruktion erhalten werden kann (Bild
%I)Mari kc;nstruiert die Mittelparallele g,, zu g; und g,.
(2) Man zeichnet um P einen Kreis mit dem Radius ‘_21 .

Schneidet er g,,, so sei M einer der Schnittpunkte.

(3)Man zeichnet den Kreis £ um M mn =

a

CoRy

\% gM
92 BildL7.15

(IIT) Jeder so konstruierte Kreis k geniigt den Bedingungen der Aufgabe.

(Iv)

Beweis: Nach Konstruktion betrdgt der Abstand von M zu g, und g,
]CWCIIS — . Folglich sind g, und 92 Tangenten an den Kreis k. Nach

Konstruktlon gilt ferner MP = 5 also geht k& durch P, wie es verlangt
war,

Der Konstruktionsschritt (1) ist stets eindeutig ausfiihrbar. Ebenso
sind die Konstruktionsschritte (2) und (3) stets eindeutig ausfithrbar.

. . . . . a
Da P zwischen g, und g, liegt, ist sein Abstand von g,, kleiner als 7
Daher existieren stets genau zwei Schnittpunkte von g,, mit dem Kreis
. a
um P mit 7

Somit gibt es genau zwei Kreise, die den geforderten Bedingungen
geniigen. ‘
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L7.16 a) (I) Angenommen; ABCD sei ein Trapez der geforderten Art mit AB = p,,
CD = p, und einem Umkreis £ vom Radius r mit dem Umkreismittel-
punkt M. Ferner sei EF derjenige Durchmesser des Umkreises, fiir den
EF || AB || CD gilt. Dann schneiden die Senkrechten zu EF durch 4,
B, C bzw. D die Strecke EF in den Punkten A", B”, C" bzw. D", fiir die

A'M = MB" = —’% und D"M = MC"” = [72_2 gilt. Ferner liegen A

und B auf derselben Seite der Geraden durch E, F, und dasselbe gilt
fir C und D (Bild L 7.16a)).

BildL 7.16

(II) Daher entspricht ein Trapez ABCD nur dann den Bedingungen der

Aufgabe, wenn es durch folgende Konstruktion erhalten werden kann:

(1) Man zeichnet um einen beliebigen Punkt M den Kreis & mit dem
Radius r und einen Durchmesser EF dieses Kreises.

(2) Man zeichnet um M die Kreise mit den Radien —’% bzw. % Ihre

Schnittpunkte mit EF seien 4", B, bzw. D", C"’ genannt.

(3) Man konstruiert in den Punkten D', 4", B"”, C"" die Senkrechten
zu EF. Haben sie jeweils Schnittpunkte mit k gemeinsam, so bezeichnet
man jeweils einen davon so mit D, 4, B bzw. C, daB 4 und B auf
derselben Seite der Geraden durch E, F (oder beide auf dieser Ge-
raden) liegen und dasselbe fiir C und D gilt, daB} aber nicht alle vier
Punkte 4, B, C, D auf der Geraden durch E, F liegen.

(ITII) Jedes so konstruierte Trapez ABCD entspricht den Bedingungen der

Aufgabe:

Beweis: Laut Konstruktion ist A”B"" = p,, D”C” = p,. Ferner gilt
laut Konstruktion AM = BM = CM = DM = r, also hat das Vier-
eck ABCD den Kreis um M mit r als Umkreis. Die Senkrechte durch
M zu EF ist Symmetrieachse des Umbkreises und, da sie parallel zu 44"
und BB’ sowie zu CC" und DD" ist, auch Symmetrieachse der Vier-
ecke ABB"'A" bzw. DCC"'D"'. Daraus folgt AB = A"'B"”"und AB || A""B"”

sowie CD = C”"D"” und CD || C”D" und mithin AB|| CD. Also ist
ABCD ein Trapez, wie es verlangt war.

(IV) Der Konstruktionsschritt (1) ist stets eindeutig ausfithrbar. Der Kon-
struktionsschritt (2) liefert genau dann Schnittpunkte 4’’, B" mit EF,
wenn p, < 2rist. In diesem Fall ist er eindeutig ausfiihrbar. Ist dagegen
P > 2r, so ist (2) nicht ausfiithrbar, also existiert dann kein Trapez
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L7.17
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ABCD mit den verlangten Eigenschaften. Im Falle p, < 2r ist der
Konstruktionsschritt (3), nachdem (2) ausgefilhrt wurde, stets aus-
fithrbar. Er liefert im Falle p, < 2r fiir jede der vier Senkrechten genau
zwei Schnittpunkte mit &, die sich so mit 4, und 4,, B, und B,, C,
und C, sowie D, und D, bezeichnen lassen, daBl 4,B,C,D; auf der
einen und 4,B,C,D, auf der anderen Seite der Geraden durch E, F
liegen. Dann gilt 4,B, || A;B, || C,D, || C,D,. Daher gibt es in diesem
Falle genau vier Moglichkeiten zur Bezeichnungswahl in (3), und damit
entstehen genau vier Trapeze, namlich 4, B,C; Dy, A,B,C,D,, A,B,C; D,
und A4,B,C,D,, von denen je zwei kongruent sind. Im Falle p, = 2r
wird D, = D, = E, C; = C, = F. Daher gibt es in diesem Falle genau
zwei Trapeze, die den Bedingungen der Aufgabe geniigen, namlich
A,B,C,D, und A4,B,C,D,.

2 Bild L 7.16b)

Angenommen, &, sei ein Kreis, der die Kreise £ und &, beriihrt. Dann
liegt sein Mittelpunkt M, erstens auf dem Kreis um M,; mit dem Radius
2r, und zweitens auf einem der Kreise um M mit (r + r|) bzw. (r — ry)
als Radius.

Daraus ergibt sich, daB ein Kreis &, nur dann den Bedingungen der
Aufgabe geniigt, wenn er durch folgende Konstruktion erhalten werden
kann (Bild L 7.17):

(I11)

Bild L 7.17

(1) Man beschreibt um M, einen Kreis mit dem Radius 2r,.

(2) Man beschreibt um M Kreise mit den Radien (r + r,) bzw. (r — ry).
Schneiden sie den in (1) gezeichneten Kreis, sei M, einer ihrer Schnitt-
punkte.

(3) Man beschreibt um M, den Kreis k£, mit dem Radius r;.

Jeder so konstruierte Kreis &, entspricht den Bedingungen der Aufgabe.

Beweis: Laut Konstruktion hat jeder Schnittpunkt M, des in (1) gezeich-
neten Kreises mit einem der in (2) gezeichneten Kreise sowohl von &
als auch von k, den Abstand r,. Da r; Radius des zu konstruierenden
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L7.18
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(IIT)

D,

Kreises ist, beriihrt dieser mithin sowohl den Kreis k& als auch den
Kreis &,, wie es verlangt war.

Da der Kreis um M mit dem Radius ( + r;) durch M, geht und
r + r; > 2r; ist, hat der Kreis um M, mit dem Radius 2r, genau zwei
Schnittpunkte mit dem erwdhnten Kreis um M. Da bei den gegebenen
Werten r — r; = 2r, ist, berlihrt der in (2) konstruierte Kreis um M, den
Kreis um M mit dem Radius r — ry in genau einem Punkt.

Folglich gibt es bei den gegebenen Werten genau drei Kreise k,, die den
Bedingungen der Aufgabe geniigen.

Angenommen, das Viereck ABC,D, sei ein Parallelogramm, wie es

konstruiert werden soll. Dann stimmt es mit dem Parallelogramm

ABCD im Flicheninhalt und in der Seite AB iiberein. Daher muB es

mit dem Parallelogramm 4BCD auch in der Linge der zu AB gehéren-

den Hohe iibereinstimmen. Also liegen die Punkte C; und D, auf der

Geraden durch C und D, da das Parallelogramm ABC, D, auf derselben

Seite der Geraden durch 4 und B wie das Parallelogramm A4BCD liegen

soll.

Daher geniigt ein Parallelogramm ABC, D, nur dann den Bedingungen

der Aufgabe, wenn es durch folgende Konstruktion erhalten werden

kann:

(1) Man zeichnet die Gerade g durch C und D.

(2)Man beschreibt einen Kreis um 4 mit dem Radius e. Schneidet er
die Gerade g, so sei einer der Schnittpunkte C; genannt.

(3)Man zieht die Parallele zu BC; durch A. Ihr Schnittpunkt mit g
sei D; genannt.

Jedes so konstruierte Parallelogramm 4BC, D, geniigt den Bedingungen

der Aufgabe.

Beweis: Das Parallelogramm ABC,D; hat mit dem Parallelogramm
ABCD laut Konstruktion die Seite 4B gemeinsam. Da seine Punkte
C; und D, auf der Geraden durch C und D liegen, stimmt es auch in
der zu AB gehdrenden Hohe mit dem Parallelogramm ABCD iiberein.
Daher hat es auch denselben Flacheninhalt wie dieses Parallelogramm
(Bild L 7.18).

av)
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Bild L 7.18

Der Abstand der Seite AB von der Seite CD sei mit 4 (Linge der zu
AB gehorenden Hohe) bezeichnet. Dann unterscheidet man folgende
Fille:

Es sei e < h. Dann gibt es keinen Schnittpunkt C; des Kreises um A
mit e mit der Geraden g.

In diesem Fall hat die Aufgabe keine Losung.

Fiir e = A gibt es genau einen Punkt C,, ndmlich den Beriihrungspunkt
des Kreises mit g. In diesem Fall hat die Aufgabe also genau eine Lsung.
(ABC, D, ist dabei ein Rechteck.)



L7.19

M

(1)

(1)

av)

Es sei e > A. Dann erhilt man genau zwei Schnittpunkte C; und C,
und danach auch genau zwei Punkte D; und D,. Mithin gibt es in diesem
Fall genau zwei Losungen (Bild L 7.18).

Angenommen, k sei ein Kreis, der den Bedingungen der Aufgabe ent-
spricht.
Dann liegt dieser Kreis k£ in dem gegebenen Winkel; sein Mittelpunkt
M hat gleiche Abstinde zu a und b und liegt folglich auf w. Daher steht
die Senkrechte s zu w durch P senkrecht auf einem Durchmesser von k;
sie ist also die Tangente in P an k (Bild L 7.19).
Folglich hat M auch gleiche Abstinde zu a und s und liegt demnach
auf der Geraden, die einc.) der Winkel, den s mit a bildet, halbiert.
Dabher entspricht ein Kreis £ nur dann den Bedingungen der Aufgabe,
wenn er durch folgende Konstruktion erhalten werden kann:
(1) Man konstruiert in P die Senkrechte s auf w. Schneidet sie a, so sei
dieser Schnittpunkt 4 genannt.
(2) Man konstruiert diejenige Gerade, die einen Winkel, den s mit a
bildet, halbiert.
Schneidet sie w in einem Punkt, so sei dieser M genannt.

(3) Man zeichnet den Kreis £ um M mit dem Radius MP.

Jeder so konstruierte Kreis k geniigt den Bedingungen der Aufgabe.
Beweis: Laut Konstruktion-—geht k£ durch P. Ferner beriihrt £ die Gerade
sin P, da M auf w liegt und da w und s einander in P rechtwinklig schnei-
den. Weiterhin liegt M auf w, also in dem gegebenen Winkel, sowie auf
einer winkelhalbierenden Geraden eines Winkels zwischen @ und s.
Endlich hat M auch gleiche Abstinde zu a, b und s, da M auf w und der
Winkelhalbierenden AM liegt, also beriihrt & auBler der Geraden s auch
die Strahlen a und 5.

Die Konstruktion von s nach (1) ist eindeutig ausfiihrbar.

Da w mit a einen spitzen Winkel bildet und da w auf s senkrecht steht,
schneiden a und s einander; also ist auch A4 eindeutig bestimmt.

Die in (2) zu konstruierenden winkelhalbierenden Geraden, von denen
es genau zwel gibt, schneiden beide w; denn die eine halbiert den Innen-
winkel bei 4 im Dreieck SAP, schneidet also dessen Seite SP zwischen
S und P; die andere steht senkrecht auf der ersten, also bildet ein Strahl
von ihr mit dem auf s liegenden Strahl aus 4 durch P einen spitzen
Winkel, wihrend w auf s senkrecht steht.

Daher entstehen in (2) genau zwei verschiedene Schnittpunkte M,
M, ; es gibt mithin genau zwei Kreise k, und k,, die den Bedingungen der
Aufgabe geniigen.

BildL 7.19 ' BildL 7.20
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(111)

Iv)

Angenommen, ¢in Trapez ABCD mit AB || CD entspricht den Bedin-
gungen der Aufgabe. Punkt E liege zwischen 4 und B auf 4B, und es

gelte AE = a — c. Dann ist EB = CD = c, also ist das Viereck EBCD
ein Parallelogramm. Dann sind im Dreieck AED die Seitenlingen

AE, ED (= BC) und DA gegeben. Punkt C liegt erstens auf der Paral-

lelen durch D zu 4B und zweitens auf dem Kreis um 4 mit dem Radius e.

Ferner liegt C auf derselben Seite der Geraden durch 4 und D wie E.

Punkt B liegt erstens auf dem Strahl aus 4 durch E und zweitens auf der

Parallelen durch C zu ED (Bild L 7.20).

Daher entspricht ein Trapez ABCD nur dann den Bedingungen der

Aufgabe, wenn es durch folgende Konstruktion erhalten werden kann:

(1) Man konstruiert nach (sss) das Dreieck AED aus AE, ED und AD.

(2) Man zieht die Parallele zu AE durch D.

(3) Man beschreibt um 4 mit dem Radius e einen Kreis. Schneidet er
die in (2) gezogene Parallele in einem Punkt, der auf derselben Seite
der Geraden durch 4 und D liegt wie E, so sei dieser Punkt C genannt.

(4)Man zieht den Strahl aus 4 durch E.

(5)Man zieht durch C die Parallele zu ED.

Schneidet sie den in (4) gezeichneten Strahl, so sei dieser Schnitt-
punkt B genannt.

Jedes so konstruierte Trapez ABCD geniigt den Bedingungen der

Aufgabe.

Beweis: Nach Konstruktion ist AD = d. Weiter ist nach Konstruktion
AC = e. Da das Viereck EBCD nach Konstruktion ein Parallelogramm
ist, gilt schlieBlich BC 3C (= ED) = b, und, da E zwischen 4 und B liegt,

auch 4B — DC (= AB — EB = AE) = a — c.

Mit den gegebenen GréBen ist Konstruktionsschritt (1) bis auf Kon-
gruenz eindeutig ausfiihrbar. Ebenso ist Konstruktionsschritt (2) ein-
deutig ausfithrbar. Konstruktionsschritt (3) liefert wegen AC > 4D
genau zwei Schnittpunkte, von denen einer auf derselben Seite von AD
liegt wie E.

SchlieBlich sind auch die Konstruktionsschritte (4) und (5) eindeutig
ausfithrbar, und da die in (5) gezogene Parallele nicht parallel zu dem
Strahl aus 4 durch FE ist, gibt es genau einen Schnittpunkt B.

Daher ist das Trapez ABCD durch die gegebenen Stiicke bis auf Kon-
gruenz eindeutig bestimmt.

a) (I) Da in jedem Quadrat die Diagonalen aufeinander senkrecht stehen,

(II)

gleich lang sind und einander halbieren, liegen die Eckpunkte B und
D des Quadrats ABCD erstens auf der Mittelsenkrechten von AC und
zweitens auf dem Kreis um den Mittelpunkt M von AC mit dem Radius
AC
> -

Dabher entspricht ein Quadrat ABCD nur dann den Bedingungen der
Aufgabe, wenn es durch folgende Konstruktion erhalten werden kann:
(1)Man zeichnet eine Strecke AC der Lange 10,0 cm.

(2) Man konstruiert die Mittelsenkrechte von AC.
(3)Man beschreibt um den Mittelpunkt M der Strecke AC einen Kreis



AC
mit dem Radius — . Schneidet er die Mittelsenkrechte in zwei

Punkten, so seien diese B bzw. D genannt.

(III) Jedes so konstruierte Quadrat ABCD entspricht den Bedingungen der

av)

b)

Aufgabe.

Beweis: Laut Konstruktion stehen die Strecken BD und AC senkrecht

aufeinander. Ferner gilt laut Konstruktion AM = CM = BM = DM.
Folglich sind nach dem Kongruenzsatz (sws) die bei M rechtwinkligen
Dreiecke AMB, BMC, CMD, DM A zueinander kongruent und recht-
winklig-gleichschenklig. Daher sind ihre Basiswinkel je 45° grof. Da
schlieBlich jeder der Innenwinkel des Vierecks 4 BCD gleich der Summe
zweier dieser Basiswinkel ist, hat jeder von diesen Innenwinkeln eine
GroBe von 90°. Folglich ist ABCD ein Quadrat und hat die vorge-
schriebene Diagonalenlinge.

Samtliche Konstruktionsschritte sind eindeutig ausfiihrbar. Daher ist
durch die gegebenen Bedingungen ein Quadrat ABCD eindeutig be-
stimmt.

Dem Quadrat ABCD sei ein Rechteck EFGH so einbeschrieben, wie es
in der Aufgabenstellung angegeben ist. FG schneide die Diagonale AC
in P und HE die Diagonale AC in Q (Bild L 7.21).

Wie in a) gezeigt wurde, gilt ¥ CAB = 45°. Wegen EF || AC folgt
¥ FEB = & CAB = 45° als Stufenwinkel an geschnittenen Parallelen,

und wegen ¥ FEH = 90° folgt ¥ HEA = 45°. Somit ist das Dreieck
AEQ wegen der gleichgroBen Basiswinkel gleichschenklig, und es gilt

4Q = QE.

G C

PNF

E B BildL721

Analog gilt 40 = QH, also EH = 240.
Entsprechend folgt FG = 2CP. -
Wegen EH = FG folgt hieraus AQ = CP.

SchlieBlich gilt wegen EF || QP und EQ || FP auch EF = QP.
Fiir den Umfang u des Rechtecks EFGH gilt folglich:

u = 2(EF + EH) = 2(QP + AQ + CP) = 24C = 20,0 cm.
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