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1. Bedeutung des physikalischen Praktikums

Das Experiment gestaltet einen in der Natur verlaufenden Vorgang
nach und gestattet, diesen Vorgang beliebig oft zu wiederholen, Auf
diese-Weise konnen die GesetzmiBigkeiten aufgefunden werden, die
in dem untersuchten ProzeB wirken. Der Versuch ist somit eine der
wesentlichsten Methoden, um die menschliche Erkenntnis zu erwei-
tern. Das Experiment erlaubt auch, aus einer Erkenntnis abgcleitete
SchluBfolgerungen auf ihre Richtigkeit zu iiberpriifen. Diese Seite des
IExperiments hat fiir die technische Praxis groBe Bedeutung, denn
jede Neuentwicklung stellt eine Anwendung vorhandenen Wissens
auf ein neues Problem dar, wobei der Versuch bestitigen muf}, ob die
Uberlegungen richtig waren und brauchbar sind.

Das physikalische Praktikum soll Sie lehren, wie man solche Ver-
suche anlegt und durchfiihrt, wobei Sie zugleich lernen, ihre physika-
lischen Kenntnisse praktisch anzuwenden, und sich Fertigkeiten im
Umgang mit den verschiedenen MeBgeriten und Apparaturen an-
eignen; schliefllich vertieft und erweitert es aber auch Thre Kenntnisse.

Das physikalische Praktikum gibt Thnen also nicht nur Gelegenheit,
Ihr Grundwissen zu wiederholen und aufzufrischen, sondern befihigt
.Sie auch, dieses Wissen am Losen praktischer Probleme zu erproben,
und vermittelt Ihnen die Erfahrungen fiir eine eigene sinnvolle Ver-
suchstitigkeit im Betrieb. Gleichzeitig gewihrt es Thnen einen Ein-
blick in die Methoden der physikalischen und technischen Forschung.

2. Allgemeine Grundsitze einer Laborordnung

Aus organisatorischen, sicherheitstechnischen und disziplinarischen
Griinden wird an jeder Schule einé Laborordnung erlassen. Da die
meisten der in ihr enthaltenen Puhkte allgemeingiiltig sind, geben
wir Thnen die wichtigsten bereits hier bekannt:

1. Der Praktikant haftet fiir fahriiissige oder mutwillige Beschi-
digung der Laboreinrichtungen.

Gehen Sie daher mit den oft sehr wertvollen Apparaten und
Geriten, die Thnen zur Verfiigung gestellt werden, so scho-
nend wie moglich um. Unterlassen. Sie bei Unkenntnis der
Bedienungsvorschriften jegliches Probieren an den Geriten,
um Schiden zu vermeiden. Ein Ausfall von Versuchsappara-
ten schadet nicht nur Thnen, sondern auch lhren Studien-
kollegen, indem er deren Ausbildung beeintrichtigt.



2. Alle MeBgerite und Apparaturen, die zu Beginn des Praktikums
an Sie ausgegeben wurden, sind nach .Beendigung der Versuche
an die Ausgabestelle unaufgefordert zuriickzugeben.

Dies gilt auch fiir besondere Gerite, die zu Beginn eines spe-
ziellen Versuches ausgegeben werden sowie fiir Chemikalien,
die nach dem Giftgesetz unter VerschluB gehalten werden
miissen,

3. Wird wihrend des Versuches ein Gerit beschidigt, so ist dies un-
verziiglich dem Praktikumsleiter zu melden.

4. Gehoren zur Versuchsapparatur elektrische Gerite, so darf die
Schaltung erst in Betrieb genommen werden, wenn sie der Prak-
tikumsleiter gepriift hat.

5. Beim Arbeiten mit Ather oder anderen brennbaren Substanzen
sind die erforderlichen SchutzmaBnahmen zu beachten.
So diirfen Flaschen mit Ather nicht in der Nihe brennender
Gasflammen aufbewahrt oder gedfInet werden. Die Versuche
mit Ather sind nur in dem dafiir vorgesehenen Raum oder
an der durch den Praktikumsleiter bezeichneten Stelle durch-
zufiithren.

6. Nach Beendigung eines Versuches ist der Laborplatz aufzuriumen.

. Den Anweisungen des Praktikumsleiters oder seines Assistenten
ist auf jeden Fall Folge zu leisten,

Neben diesen allgemeinen Regeln machen die Besonderheiten der
einzelnen Schulen weitere Vorschriften erforderlich, die in der jewei-
ligen Praktikumsordnung festgelegt sind. Uber diese Ordnung werden
Sie vor Beginn des Praktikums belehrt, wobei Sie in den meisten
Fillen die Kenntnisnahme der Laborordnung durch lThre Unterschrift
zu bestitigen haben.

3. Hinweise zur Durchfiihrung eines Versuches

3.1. Vorbereitung des Versuchs

Yor Beginn des Versuches miissen Sie sich Klarheit dariiber ver-
schaffen, welches Ziel erreicht werden soll und auf welchem Wege
dies erfolgen kann. Der Weg zur Lésung hiingt von den GesetzmiBig-
keiten ab, die dem Problem zugrunde liegen. Zur Vorbereitung des
Versuches gehort demnach das Studium der theoretischen Grundlagen,
auf denen der Versuch aufbaut. Dann erst kénnen Sie den Versuchs-
ablauf iiberblicken.



Um erfolgreich arbeiten zu kénnen, mufl man aber nicht nur die
Theorie kennen, sondern auch die Wirkungsweise der zu benutzenden
Apparatur. Machen Sie sich daher vor Versuchsbeginn mit dem Ver-
suchsaufbau und mit den Bedienungsvorschriften dieser Gerite ver-
traut. Ist dies geschehen, so kénnen Sie Stérungen in der Arbeit der
Gerite friihzeitig [eststellen, Fehlerquellen beseitigen und falsche Er-
gebnisse vermeiden.

Zu jedem Versuch, den Sie im Praktikum durchfithren, erhalten Sie
eine schriftliche Anleitung, die Thnen die Vorbereitung erleichtern soll.
In diesen Anlecitungen finden Sie neben einer kurzen Darstellung der
theoretischen Grundlagen des Versuches auch Angaben iiber die Ar-
heitsweise der benutzten Gerite sowie in manchen Fillen Hinweise
zur Handhabung komplizierterer Apparate. Diese Anleitung erfiillt
jedoch nur dann ihren Zweck, wenn sie vorher von Thnen durchge-
arbeitet wird!

Zus Vorbereitung eines Versuches gehért weiterhin, daB Sie sich den
voraussichtlichen Ablauf iiberlegen und das Protokollschema vor-
bereiten. So kénnen Sie die Tabellen inzwischen zeichnen und be-
schriften, in die dann die MeBwerte eingetragen werden (s. Abschn. 4).
Auflerdem miissen Sie iiberlegen, welche Einfliisse das Ergebnis des
Versuches verfilschen kinnen und welchen Einfluf§ die Giite der Me3-
gerite hat. Das heifit, Sie miissen den voraussichtlichen Fehler ab-
schitzen, mit dem Jhr Versuchsergebnis behaftet ist. Eine Anleitung
zu dieser Fehlerabschitzung finden Sie im Abschnitt 5 dieser Ein-
fihrung.

Erledigen Sie die hier genannten Vorarbeiten gewissenhaft, so miifte
der Erfolg des Versuches gewihrleistet sein.

3.2. Aufbau der Apparatur

Wenn. Sie sich mit dem Zweck des Versuches und der Wirkungsweise
der cingesetzten Geriite vertraut gemacht haben, beginnen Sie mit
dem Aufbau der Apparatur. Nihere Hinweise finden Sie in der jewei-
ligen Versuchsanleitung. Bauen Sie die Apparatur stets selbst auf! Sie
haben dann die GewiBheit, dal keine Fehlerquelle im Aufbau ent-
Lalten ist. AuBerdem kénnen Sie durch den Zusammenbau der Appa-
ratur vieles fiir spiatere Versuche lernen.

Uberlegen Sie sich beim Aufbau die Wirkung jedes einzelnen Teiles
und das voraussichtliche Zusammenwirken ganzer Baugruppen. Ver-
gessen Sie nie, die fertige Apparatur nochmals zu priifen, bevor Sie
diese in Betrieb nehmen! Sind Sie sich nicht ganz im klaren, so lassen



Sie die Prifung durch den Praktikumsleiter oder seinen Assistenten
vornehmen. Bei elektrischen Schaltungen wird die Uberpriifung vor
Anlegen der Spannung ohnehin vom Praktikumsleiter durchgefiihrt.

3.3. Beobachtung des Versuchsablaufs

Ist die Apparatur aufgebaut und gepriift, so konzentrieren Sie sich
auf die zu l6sende Aufgabe. Dazu gehort unter Umstiinden eine Ver-
teilung der durchzufiihrenden Arbeiten innerhalb der Arbeitsgruppe.
Fin Mitglied der Gruppe schreibt z. B. die Werte nieder, die ein zwei-
tes milt und abliest.

Achten Sie wihrend der Durchfiihrung des Versuches daranf. daB die
Apparatur auch richtig funktioniert. Bei vermutlichen F:klanzeigen
oder bei Stérungen ist der Versuch sofort zu unterbrecher und die
Ursache zu beseitigen. Halten Sie alle Erscheinungen und Einfliisse
fest, die wihrend des Versuches auftreten und den weiteren Ablauf
beeintrichtigen kénnten. Oft geben diese Wahrnehmungen Aufschlufl
iiber Zusammenhinge, die Sie vorher nicht beriicksichtigt haben und
die deshalb die Ergebnisse’ verfilschen, Denken Sie stets daran, daf}
von der gewissenhaften Arbeit des Beobachters der Erfolg des Ver-
suches, eventuell auch der Erfolg oder Millerfolg einer Forschungs-
gruppe abhingt. Halten Sie daher nur die Dinge schriftlich fest, die
Sie wirklich beobachtet haben, und nicht die, die Sie sehen wollten!

3.4. Wie wird gemessen?

Der Versuch dient zur Ermittlung einer physikalischen Griofle. Das
kann entweder direkt durch eine Messung erfolgen oder indirekt, in-
dem aus einer oder mehreren Mefigréfien die gesuchte Grie rech-
nerisch bestimmt wird. Wir wollen uns zuerst dem ersten, einfacheren
Fall zuwenden.

Wenn wir eine physikalische Grofle messen, dann vergleichen wir sie
mit einer anderen gleicher Art, die als Einheit dient, und mit dem
MeBgerit stellen wir fest, wie oft diese Einheit in der zu messenden
GréBe enthallen ist.

Wir wollen uns den MeBvorgang noch niher anhand der gebrauch-
lichen meftechnischen Begriffe klarmachen, wie sie in den Gerite-
beschreibungen der Herstellerbetriebe zu finden sind.

Als Skalenteil eines MeBgerites bezeichnet man den Abstand zweier
benachbarter Marken (Teilstriche) einer Skale. Die GrifBe dieses Ab-
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standes soll moglichst zwischen 0,8 mm und etwa 5 mm liegen, nur
dann lassen sich aus deutlicher Schweite die Zehntel-Skalenteile gut
schétzen,

Der Skalenwert ist derjenige Teil oder dasjenige Vielfache der Fin-
beit, das einem Skalenteil entspricht. Der Skalenwert hat also stets
die Dimension der MebBgroBe.

Der MeBwert der MelgroBe betriigt dann:

Mefiwert = Skalenwert mal Anzeige in Skalenteilen

Lehrbeispiel 1

Bei dem Dynamometer in Bild 1 betrigt der Skalen-

wert der Teilung 10 p. Die Anzeige in Skalenteilen

ist 5,5.

Der MeBwert der Kralt ist demzufolge
F=55-10p=5bp

Beim Ablesen der angezeigten Werte sind folgende
Punkte zu beachten:

1. Schauen Sie stets senkrecht auf die Skale des Ge-
rites, nur dann sehen Sie die Marke, die den abzu-
lesenden Wert anzeigt, an der richtigen Stelle, und
es tritt kein Ablesefehler durch Parallaxe auf.

2. Jedes MeBgerit besitzt einen gewissen Anzeigefehler,
der durch das Herstellungsverfahren bedingt ist. )
Weitere Fehler treten beim Bedienen und beim Ab-  Bild1
lesen auf.

Alle diese Fehler verursachen eine Unsicherheit' des MeB-
wertes, die durch mehrmalige Messung verringert werden kann.
Dabei sind nach Méglichkeit verschiedene Teile der Skale zu
benutzen.

3. Achten Sie wiithrend der Messungen. darauf, dal die MeBbe-
dingungen die gleichen bleiben, Viele Mefgréfien und MeBgerite

! Nach DIN 1319 wird emplohlen, den Begniff ,,Genauigkeit® {iir quantitative MeB-
angaben zu vermeiden, da ein MeBergebnis nur durch etwas Negatives beschrie-
ben werden kann, und zwar durch die Abweichung des MeBergebnisses vom
richtigen Wert. In Verbindung mit zahlenmifigen Angaben ist deshalb der Be-
griff ,,Unsicherheit” zu verwenden. '



werden durch die Temperatur, den Luftdruck oder andere Grifien
beeinflullt. '

4. Messen Sie stets so genau wie nétig. Um fiir eine bestimmte MeB-
aufgabe. das geeignete MeBgerit auswihlen zu kdnnen, merken
Sie sich:

Die Ungenauigkeit eines MeBgerites soll 1/5 bis 1/10 des
zulassigen GroBtfehlers der Messung nicht iibersteigen.

Ist z. B. eine Linge von 1 m mit einer Unsicherheit von 0,1% zu
messen, also ! =1 m £ 0,001 m, so soll die Unsicherheit U des Lin-
genmelgerites U = £ 0,0001 m bis £ 0,0002 mm betragen. Nach DIN
864 bis 866 (Strichmalistibe) eignet sich fiir diese Messung ein Stahl-
mal aus Federbandstahl vom Genauigkeitsgrad II.

4. Hinweise zur Abfassung des Versuchsprotokolls

Das Protokoll, das Sie iiber die Durchfiihrung des Versuches anferti-
gen, mul} alles Wichtige enthalten. Dazu gehoéren Angaben iiber die
benutzten Gerdte und MeBinstrumente und eine: kurze Beschretbung
des Versuchsablaufs sowie der Versuchsbedingungen. Haben Luft-
druck, Raumtemperatur und Lufifeuchtigkeit Einflul auf die Ver-
suchsergebnisse, so miissen thre Werte wiihrend des Versuches lau-
fend iiberwacht und Anderungen aufgenommen werden.

Nach dieser Beschreibung erfassen Sie die im Versuch gemessenen
Werte und die aus ihnen errechneten Werte in einer Tabelle, die
ebenfalls Bestandleil des Protokolls sein mufl. Die Berechnungen,
aus denen sich die gesuchten Gréflen ergeben, miissen aus dem Pro-
tokoll ersichtlich sein, damit jederzeit eine Kontrolle méglich ist.
Durchgefiihrte Nebenrechnungen kénnen wegbleiben, da nur das We-
sentliche festgehalien wird.

Ob die Berechnungen mit dem Rechenstab oder mit Logarithmen-
tafeln durchgefilhrt werden, entscheidet die Fehlerabschitzung, dic
Sie, vor der endgiiltigen Berechnung durchfiihren. Die Rechnung darf
auf keinen IFall ungenauer sein als die festgestelllen Mellwerte, sie
kann aber auch nie genauer als dic Messung sein. Fiir Uberschlags-
rechnungen ist der Rechenstab auf alle Fille brauchbar.

Haben Sie den durchzufiihrenden Versuch richtig vorbereilet, so kén-
nen Sie vor Beginn des Versuches die Tabelle fiir die Mefwerte und
deren Auswertung vorbereiten. Dann kénnen Sie die gemessenen
Werte sofort ordnen, und vergessene Messungen verraten sich durch
leere Stellen in der Tabelle.
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Den Kopf des Protokolls bereiten Sie ebenfalls vor. Dieser Kopf ent-
hilt das Ziel des Versuches, die Namen des Protokollanten und seiner
Helfer sowie das Datum der Versuchsdurchfithrung.

Wir geben Thnen nunmehr ein Beispiel fiir die Abfassung eines Pro-
tokolls, aus ‘'dem Sie die Art der Vorbereitung entnehmen kénnen.
Die erforderlichen Berechnungen wurden zunichst weggelassen. Sie
finden die Fehlerabschitzung als Beispiel des Abschnitts 5.3. Ein Bei-
spiel der Anleitungen, die Sie fiir das Praktikum ausgehéindigt be-
kommen, wurde vorangestellt.

ILehrbeispiel 2
Versuch M 17: Bestiitigung des Gesetzes von Boyle und Mariotte.

1. Aufgabenstellung

Die Giiltigkeit des Gesetzes ist innerhalb der erreichbaren Feh-
lergrenzen zu bestitigen,

2. Gerite

1 einseitig geschlossenes U-Rohr mit Millimeterskale -
1 Flasche Quecksilber mit Trichter

1 Glasstab

1 Quecksilberzange, 1 Quecksilbertablett

1 Ableselupe

1 Barometer (Wandgerit im Labor)

3. Theorie

Der Energiezustand einer abgeschlossenen Gasmenge ist durch
die Grofen Druck, Temperatur und Volumen eindeutig bestimmt.
Bleibt die Temperatur gleich, so ist das Produkt aus dem Druck p
und dem Volumen V ebenfalls konstant, d. h., es ist

p-V=k (1)

Gleichung (1) ist das Gesetz von Boyle und Mariotte. Im Versuch
schlieBen Sie im geschlossenen Schenkel des U-Rohres eine Gas-
menge mit dem Volumen V, durch einen Quecksilberfaden ab.
Diese Menge steht unter dem im Raum herrschenden Luft-
druck p,. Durch ZugieBen von Quecksilber in den offenen Schen-
kel des U-Rohres vergréBern Sie den Druck, unter dem das Gas
steht. Ist die Hohe des Quecksilberspiegels im offenen Schenlkel

-
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ho, im geschlossenen hgy, so beirigt der Gasdruck p, des Gases
jetzt

Ps=p: T pHy
p:=p: T (ho—hg) gey, (2)

Da das Rohr im geraden Teil des Schenkels iiberall gleichen
Querschnitt A hat, kann das Volumen des eingeschlossenen Gases
auch durch die Linge des EinschluBzylinders beschrieben wer-
den, denn es ist

Vi_Ab_b

Vo Al I &)
Die MebBfehler fiir die Druckmessung sind
4p, = 0,4 Torr am Barometer, 4h =0,5 mm im~Rohr. Die

Linge der Gassidule kann ebenfalls bis auf 0,5 mm genau ge-
messen werden.

4. Versuchsdurchfiithrung

4.1. Abschitzen des durch die Meflanordnung bedingten Fehlers.

4.2. Messen der Linge I, des Gasraumes. Ablesen des Luft-
druckes p, am Barometer des Labors.

4.3. ZugieBen von Quecksilber. Der Spiegel im offenen Rohr
soll dabei um rund 50 mm steigen. Ablesen der Linge I,
der Gassiiule und des Luftdruckes. Gasblasen an der Glas--
wand entfernen Sie durch Reiben mit dem Glasstab,

4.4, Wiederholung des Arbeitsganges von 3. (3 mal).

4.5. Berechnung des Gesamtdruckes nach Gleichung (2) aus den
MeBwerten von 3. und 4.

4.6. Berechnung der Konstanten % nach Gleichung (1) aus den

MeBwerten von 2. bis 4. und den Ergebnissen aus b,

4.7. Berechnung des mittlercn relativen Fehlers aus den Er-
gebnissen von 6.

4.8, Vergleich der nach 1. und 7. ermittelten Fehler und Dis-
kussion des Ergebnisses.

Dieser Anleitung sind der Arbeitsgang und die Art der benutzten
Gerite zu entnehmen. Die Tabelle fiir die MeBwerte 148% sich
vorbereiten. Sie mul} Spalten fiir die Linge ! des Gasraumes,
den Barometerstand p,, die Niveaudifferenz ho— hy, den Gas-
druck p, und das Produkt p, * | enthalten. Die Anzahl der Zei-



len richtet sich nach der Anzahl der Messungen, die hier gleich
vier ist.

Der Kopf des Protokolls und die Versuchsbeschreibung erhalten
folgendes Aussehen:

Physikalisches Praktikum

Protokoll zu Versuch M 17 durchgefithrt am o

Protokollant ... KIaSS@ covvorommisersssssernes

Mitarbeiter abgegeben am e

Aufgabe: Die Giiltigkeit des Boyle-Mariotteschen Gesetzes ist zu
bestitigen.

Versuchsbeschreibung: In einem U-Rohr wird eine Gasmenge m,
abgeschlossen. Der auf das Gas ausgeiibte Druck setzt sich zu-
sammen aus dem Luftdruck und dem Druck des Quecksilbers im
offenen Schenkel des Rohres. Wird der Barometerwert p, in Torr
abgelesen und Py, ebenfalls in Torr angegeben, was durch die

Millimeterskale im Rohr méglich ist, so ist der Gesamtdruck
gleich

Pa=p: T (ho —hy) go,,

MeBwerte:

Mes-| (ho - h9) p1 p2
sung | mm mm Torr | Torr

k=l-p2 k‘km (k-km)’

1

2

3

Das Protokoll wird spiter als Lehrbeispiel 11 fortgefiihrt.

5. Einfiihrung in die Fehlerrechnung
5.1. Fehlerarten

5.1.1. Definition des Fehlers. Jedes Ma}, das ein Gegenstand ver-
korpert, jedes MeBgerit und auch jeder Mellvorgang sind mit Fehlern
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behaftet. Es ist deshalb nicht méglich, den tatsichlichen Wert der
MeBgroBe vollig exakt zu messen. Sie erkennen das schon daraus, daf3
‘sich bei Wiederholung der Messung derselben GréBe (selbst unter
gleichen Bedingungen) meist ein anderer MeBwert ergibt.

Die Abweichung eines Mefergebnisses vom wahren, meist unbekann-
ten Wert der MeBgroBe (Sollwert) bezeichnet man als Fehler. Er ist
nach Betrag und Vorzeichen eindeutig durch die Beziehung bestimmt:

Fehler = MeBwert minus Sollwert (1)

Der Fehler ist positiv, wenn ein MeBergebnis zu grofl ist oder ein
MeBgerit zuviel anzeigt; er ist negativ, wenn das MeBergebnis oder
die Anzeige zu klein ist.

Die Ursachen fiir das Auftreten von Fehlern sind verschiedener Art,
doch lassen sich die Fehler in zwei Gruppen einteilen, die sich in
ihrem Wesen unterscheiden.

5.1.2, Systematische Fehler. Die erste Gruppe von Fehlern umfafit
die systematischen Fehler. Dies sind Fehler, die bei unveriinderten
Mefbedingungen immer wieder in der gleichen GroBle auftreten und
deren Ursache deshalb feststellbar ist. Sie sind grundsitzlich — wie
der Name sagt — auf systematische Weise bestimmbar und lassen
sich daher durch Berichtigung des MeBwertes aufheben.

Ursachen dieser Fehler konnen sein: unzweckmiBiger Aufbau der
MeBanordnung, unsachgemiBe Aufstellung oder fehlerhafte Konstruk-
tion des Instruments, ungenaue Skalenteilung u. a.

Da diese Fehler stets in derselben GréBe auftreten, werden sie erst
bemerkt, wenn die MeBanordnung oder das MeBgeridt mit einem ge-
naueren MeBverfahren iiberpriift wird. Durch bloBes Wiederholen der
Messung mit demselben MeBgerit lassen sich systematische Fehler
weder erkennen noch ausschalten.

Merken Sie sich:

Fehler, die regelmidBig und gleichbleibend auftreten, heiflen
systematische Fehler. Sie sind beherrschbar, d.h., sie kénnen
bestimmt und durch Berichtigung des MeBwertes aufgehoben
werden.

Bei handelsiiblichen geeichten Geriten werden die systematischen
Fehler in solchen Grenzen gehalten, daf} sie in der Praxis meist ver-
nachldssigt werden koénnen. Geeichten Gerdten wird von der Eich-
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behorde, dem Deutschen Amt fiir MeBwesen (DAM), ein Eichschein
beigegeben, auf dem die Korrektionen vermerkt sind.

5.1.3. Zufillige Fehler. Die zweite Art von Fehlern, die zufilligen
Fehler, treten bei jeder Einzelmessung in unterschiedlicher GréBe
und Richtung auf, Sie verursachen die Streuung der Mefiwerte, d. h.
das Schwanken der Einzelwerte um einen Mittelwert. Die Ursachen
fir die zufélligen Fehler liegen in der Person des Beobachters, in un-
kontrollierbaren Anderungen der MefBibedingungen, in Anderungen
der Reibungskrifte im MeBgerit u. a. So treten bei Zeitmessungen
mit der Stoppuhr stets zufillige Fehler auf, die auf das unterschied-
liche Reaktionsvermégen des Messenden zuriickzufiihren sind. Zufil-
lige Fehler entstehen weiterhin beim Schiitzen der Zehntel des Ska-
lenwerts. Im Gegensalz zu den systematischen Fehlern sind die zu-
filligen Fehler nicht beherrschbar. Um den EinfluBl dieser Fehler auf
das Mefllergebnis weitgehend auszuschalten, mull man die Messung
der Gréfle bei gleichbleibenden Bedingungen mehrmals wiederholen.
Aus den Einzelmessungen lé8t sich dann das arithmetische Mittel als
wahrscheinlichster Wert der MeBgréBe bestimmen.

Zufillige Fehler sind nicht beherrschbar, [hr EinfluB auf das
MeBergebnis 148t sich weitgehend verringern, wenn man aus
mehreren Messungen den Durchschnittswert ermittelt.

Ein MeBwert A kann sowohl systematische als auch zufillige FFehler
enthalten. Ein Meflergebnis hingegen darf mit keinem systematischen
Fehler F’ mehr behaftet sein, sondern nur noch mit einer Unsicher-
heit + U infolge zufilliger Fehler. Wurde z. B. ein MeBwert A mit
einem Mefverfahren bestimmt, das mit dem systematischen Fehler F”
behaftet ist, so betrigt der berichtigte MeBwert A’:

A=A—F
Dieser Melwert enthilt jetzt nur noch die Unsicherheit * U, so daB
fiir das MeBergebnis E geschrieben werden kann:

E=A%U
Im Praktikum werden Sie in erster Linie die Unsicherheiten beriick-
sichtigen miissen. Haften den MeBgeriten und Verfahren systema-
tische Fehler an, so erhalten Sie besondere Hinweise.

5.2. Berechnung des Fehlers.

Nach der Art und Weise, wie man quantitativ die Fehler angibt, unter-
scheidet man zwischen dem absoluten und dem relativen Fehler.

5.2.1. Absoluter Fehler der gemessenen Grofie. Die Delinition des
absoluten Fehlers ist Thnen vom Fach Mathematik her bekannt:
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Der absolute Fehler ist die absolute Abweichung vom wahren
Wert. Er wird in einer MaBeinheit der MeBgroBe angegeben.

Zum Beispiel lautet das MeBergebnis einer Kraft mit Angabe des
absoluten Fehlers

in allgemeiner Form F + 8 F
und in spezieller Form (15 %+ 0,5) p

Wie hier gezeigt wird, verwendet man im speziellen Fall als Symbol
fiir den MeBwert A’ urd die Unsicherheit U immer das Symbol der
zu messenden Grofle, z. B. F und §F. Als Symbol fiir den Fehler wird
sowohl 8 als auch A (delta, Klein- und GroBbuchstabe) benutzt. Ub-
licherweise werden Fehler, deren Vorzeichen unbestimmt ist (), also
alle zufilligen Fehler, mit 8 bezeichnet. Fehler, deren Vorzeichen be-
kannt ist (+ oder —), also alle systematischen Fehler, werden durch
4 gekennzeichnet.

5.2.1.1. Berechnung des Durchschnitts einer MeBreihe. Zufillige
Fehler lassen sich, worauf schon hingewiesen wurde, weitgehend aus-
schalten, indem man aus einer MeBreihe den durchschnittlichen Mef3-
wert rechnerisch bestimmt. Bezeichnet man die Einzelwerte mit x; und
die Anzahl der Messungen mit n, so ergibt sich der Durchschnitt =
als das arithmetische Millel der Einzelwerte der Mefireihe.

. n
;=x1+12+-’:+-"$":% . z zi (2)

i=1

Mit Hilfe des Durchschnitts lassen sich jetzt erst niherungsweise die
zufilligen Fehler 6 der Einzelmessungen bestimmen:

61=:L‘1—;:,52=.’L‘2—:L‘, e 6n=$n_w
Ein Teil der zufilligen Fehler ist stets negaliv, der andere positiv,
einzelne kénnen auch null sein.

Fiir die Kontrolle gilt: 6, +d, + ... +6,=0

5.2.1.2. Mittlerer absoluter Fehler des Durchschnitts. Anhand die-
ser Einzelfehler ist man in der Lage, die mittlere Unsicherheit des
Durchschnitts anzugeben; denn auch der Durchschnitt weicht noch
geringfiigig vom wahren Werl der Gréle ab. Theoretisch fillt der
Durchschnitt erst dann sicher mit dem wahren Wert der Grofe zu-
sammen, wenn die Zahl der Einzelmessungen unendlich grol gemacht
wiirde.

Der mittlere absolute Fehler des Durchschnitts ergibt sich aus den
Abweichungen der Einzelwerte vom Durchschnitt nach der Beziehung
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P Va,2+322+ T

n(n-1)

Aus den Gleichungen (2) und (3) ergeben sich folgende Hinweise fiir
die praktische Arbeit:

1. Der Durchschnitt wird um so besser den wahren Wert der Grof3e

wiedergeben, je mehr Messungen durchgefiihrt werden; denn je
mehr MeBwerte vorliegen, um so wahrscheinlicher heben sich
die begangenen zufilligen Fehler gegenseitig aulf.

Der mitilere absolute Fehler des Durchschnitts ist der Wurzel
aus der Anzahl n der Einzelmessungen umgekehrt proportional.
Daraus folgt, daB eine iibermaBige Steigerung der Anzahl der
Einzelmessungen nur noch eine geringfiigige Verbesserung des
Fehlers und der durch ihn hervorgerufenen MeBunsicherheit
bringt. IFiihren Sie z. B. an einem Gegenstand eine Lingenmes-
sung durch und nehmen zunichst zehn Einzelmessungen,-dann
aber fiinfzig vor, so verhalten sich die mittleren absoluten Fehler
beider Mefireihen s, und s, umgekehrt wie die Wurzeln aus den
Anzahlen der Einzelmessungen:

s V50 _7.06
ss Yo 316

Das heifit, ein fiinfmal groBerer Aufwand verringert den
Fehler auf nur rund 45% des urspriinglichen Wertes, Im
allgemeinen reichen fiir praktische Erfordernisse zehn bis
zwanzig Einzelmessungen aus, Wie aus Bild 2 hervorgeht,
verringert sich die Unsicherheit des Durchschnitts bel mehr
als zwanzig Messungen nur noch sehr wenig. Es ist des-
halb hesser, eine geringere Anzahl zuverlidssiger Messun-
gen durchzufithren als viele oberflichliche.

Bild 2

10 20 0 L0 50

N ——
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3. Um die gemessenen Werte bequem auswerten zu kénnen, ist es

14

ratsam, die einzelnen Melwerte untereinander in eine Tabelle
aufzunehmen und in die Rubriken seitlich daneben die errech-
neten Abweichungen der Einzelwerte vom Durchschnitt sowie
die Quadrate dieser Abweichungen (siche Lehrbeispiel 3). Um
die Berechnung des Durchschnitts kontrollieren zu kénnen, ist es
zweckmiBig, die Linzelabweichungen getrennt nach positiven

‘und negativen Abweichungen in zwei verschiedene Spalten auf-

zunehmen. Haben Sie den Durchschnitt richtig errechnet, so ist

‘die Summe aus den positiven und negativen Abweichungen

gleich. null.

Enthilt die Mefireihe einen Meflwert, der iibermiBig stark von
den anderen abweicht, so ist dieser zu streichen; denn offensicht-
lich hat bei dieser Messung ein grobes Versehen vorgelegen.
Meist werden solche Ausreiler durch Unaufmerksamkeit des Be-
obachters verursacht. '

Um im Grenzfall hinreichend sicher nachpriifen zu kénnen, ob
ein Ausreier oder ein zufilliger Fehler vorliegt, benutzen Sie
die aus dem Fehlerwahrscheinlichkeitsgesetz abgeleitete Formel

# = 4 - 6z - Y n. Hierin ist n die Zahl der Einzelmessungen
und éz der Fehler des errechneten Durchschnitts, Ist der Fehler
des fraglichen Meflwertes grifler als der mit der Formel errech-
nete Fehler [, so liegt ein Ausreifler vor.

Die Entscheidung dariiber, ob eine MeBreihe aufzustellen ist oder
nicht, hdngt von dem jeweiligen Mef3verfahren ab. Sie ist dort
durchzufiihren, wo zufillige Fehler zu einer deutlichen Streuung
der EinzelmeBwerte fithren, z. B. bei Zeitmessungen mit der
Stoppuhr oder bei MeBgeriten, deren MeBkraft sich mit dem
MeBweg dndert, z. B. bei der Federwaage. Die meisten moder-
nen MeBgerite sind so konstruiert, dal kaum ein Streubereich
beobachtet werden kann, vorausgesetzt, dall die MeBgriBe wih-
rend der Messung konstant bleibt. In diesen Fillen reicht eine
Messung meist aus. Bei derartigen MeBgeriten kann die Un-
sicherheit des MeBergebnisses gleich der groBien zu erwartenden
Geriteungenauigkeit — die vom Hersteller meist angegeben wird
— gesetzt werden. Bei sinnvoll konstruierten Meligeriten sind
Skalenwert und Skalenteil so aufeinander abgestimmt, dafl die
Ungenauigkeit des MeBgerites héchstens 5 Zehntel des Skalen-
wertes betragt. Die abgelesenen ganzen Skalenteile sind dann
als genau zu betrachten, die geschitzten Zehntel eines Skalenteils
sind mehr oder weniger ungenau. Liegen keine Fehlerangaben



iiber das Gerét vor; so geht man sicher, wenn man den Skalen-
wert eines halben Skalenteils als grofite zu erwartende Mefi-
unsicherheit (zufilliger Fehler) annimmt,

Leh beispiel 3
‘Die Messung einer Schallwelle im Kundischen Rohr ergab fol-
gende Werte der Wellenlinge 4;:

Messung1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A/mm 523 52,5 52,9 52,0 525 525 51,7 53,3 51,4 53,3
Wie grof} ist die Wellenlénée, und wie gro} ist die mittlere
MeBunsicherheit?

Lésung: Zur Losung der gestellten Aufgabe ordnen Sie die
MeBwerte in das vorher beschriebene Schema ein und berechnen
den Durchschnitt sowie den mittleren absoluten Fehler des
Durchschnitts, Dabei benutzen Sie fiir die Abweichung 4; — 4
das Symbol é.

1) 2] ® O (5]

Messung™ Amm  + é/mm — é/mm 4%/mm?
1 52,3 _ 0,14 0,0196
2 52,5 0,06 0,0036
3 52,9 0,46 0,2116
4 52,0 0,44 0,1936
5 52,6 0,06 0,0036
6 52,5 0,06 0,0036
7 51,7 0,74 0,5476
8 53,3 0,86 0,7396
9 51,4 1,04 1,0816

10 53,3 0,86 0,7396

10 10

n=10 2 Ai=050244 + 236 —236 6% =35440
i=1 i=1

Zuerst berechnen Sie aus der Summe der 10 Einzelwerte (Rubrik 1)

nach Formel (2) den Durchschnitt zu

n

= k= 1‘—0 524,4 mm = 52,44 mm,

i=1

-1
T n
dann bestimmen Sie den zufilligen Fehler jeder Einzelmessung und
schlieBlich an Hand der Summe der Fehlerquadrate (Rubrik 5) nach

Gleichung (3) den mittleren absoluten Fehler des Durchschnitts

15



&2 = Vs_?l_‘l mm? = % 0,198 mm =~ 0,2 mm

Das endgiiltige Mefergebnis der Wellenlinge lautet also
A =0524mm £ 0,2 mm

5.2.2. Relativer Fehler der gemessenen Grofle. Der relative Fehler
der MeBgroBe ermoglicht einen besseren Uberblick iiber die Giite
einer Messung.

Der relative Fehler f der gemessenen Grofe ist der Quotient aus
dem Betrag des absoluten Fehlers 4z und dem Betrag des wah-
ren Wertes z (bzw. Durchschnitts) dieser GroBe. Der relative
Fehler wird in Teilen oder in Prozenten des Wertes der GriBle
angegeben.

f= "l‘Tx' (4)

Als relative Fehler lassen sich beide Fehlerarten, also sowohl die zu-
falligen als auch die systematischen Fehler angeben,

Werden beispielsweise zwei Zeiten t, = 30 Sekunden und ¢, = 3 Se-
kunden mit einem absoluten Fehler von je + 0,1 Sekunde gemessen,
so sind die absoluten Fehler beider Zeitwerte gleich. Ihre relativen
Fehler sind jedoch nicht gleich; denn fiir den ersten Zeitwert errech-
nen Sie einen relativen Fehler von 0,0033 bzw. 0,33%, und beim
zweiten Zeitwert betrdgt der relative Fehler 0,033 bzw. 3,3%. Die
Unsicherheit der zweiten Messung ist daher zehnmal gréBer als die
der ersten. Aus diesem Beispiel erkennen Sie, da} sich ein und der-
selbe MeBfehler beim zweiten MeBwert viel groBer auf die Unsicher-
heit des Ergebnisses auswirkt als beim ersten MeBwert.

Der relative Fehler erméglicht den Vergleich verschiedener Mes-
sungen hinsichtlich ihrer Unsicherheiten. Zwei MeBanordnungen
sind von gleicher Giite, wenn die erzielten MeBwerte mit dem
gleichen relativen IFehler behaftet sind.

5.2.3. Absoluter Fehler einer berechneten Grofie bei Beteiligung
.mehrerer fehlerbehafteter Grofien. Es kommt sehr hiufig vor, daB
eine physikalische Gré8e nicht unmittelbar durch Messung, sondern
rechnerisch aus mehreren einzelnen MeBgréBen bestimmt werden
muB. So erfordert z. B. die Ermittlung der Geschwindigkeit die Mes-
sung ‘der beiden EinzelgréBen Linge und Zeit. Beide unabhiingig
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voneinander gemessenen Gréfen sind mit einem Fehler behaftet, der
in den fiir die Geschwindigkeit zu errechnenden Wert eingeht. Es ist
also allgemein zu kliren, welchen Beitrag die Einzelfehler zum Ge-
samifehler der errechneten GriBe liefern. Auch hier miissen wir unter-
scheiden, ob die Einzelfehler systematische oder zufillige Fehler sind.

5.2.3.1. Die Auswirkung systematischer Einzelfehler auf den Ge-
samtfehler. Sind die einzelnen MefBgroBen mit einem systematischen
Fehler behaftet, so entsteht an der zu berechnenden Endgréfle eben-
falls ein systematischer Fehler. Im folgenden werden Thnen zwel
Rechenmethoden gezeigt, mit denen sich der EinfluB systematischer
Einzelfehler auf das Rechenergebnis ermitteln laBt.

1. Methode. Sie besteht darin, daB man einfach in die Berechnungs-
formel fiir die EndgréBe die MeBwerte ‘der Einzel-
grofen samt ihrer systematischen Fehler einsetzt.
Als nichster Schritt "der Rechnung werden dann
die Glieder, in denen die einzelnen MeBfehler nicht
auftauchen, isoliert und die iibrigen Glieder zum Ge-
samtfehler zusammengefafit. Hierbel treten auch Pro-
dukte von Einzelfehlern auf; diese werden in der weite-
ren Rechnung vernachlissigt, da sie dem Werte nach
sehr klein gegeniiber den iibrigen Gliedern der Rech-
nung sind. Diese Fehlerberechnung auf elementare Art
veranschaulicht das néchste Lehrbeispiel.

Lehrbeispiel 4

Es ist die Dichte einer Fliissigkeit mit Hilfe des Auftriebes F 4
F
nach der bekannten Gleichung ¢ p = —FAF - ow zu bestimmen.
AW

Hierbei ist der Aufirieb im Wasser und in der betreffenden Fliis-
sigkeit mit einem geeigneten Korper und einer Feinwaage zu
ermitteln,

Lésung: Der systematische MeBfehler, mit dem F4p be-
stimmt wurde, ist AF 45, der von F 4w ist AF gw. Setzen Sie
die beiden gemessenen GréBen samt ihrer absoluten Fehler in
die Gleichung ein, so erhalten Sie

. AF 4f

14+ 24

ny Fapt4Far _ Fyf Far
OF T AC=CWE,\ +4F sy~ Y Fay AF 1y
1Y

AW

17



F .
Setzt man fiir g p fiir ew F—Ai, so ist
AW

Die Division ergibt:
AF 4p AF oy
+—) : (1 +
(1 Fea Faw
(AFAF_ AFAW> AF gy
AF g AFpy NFar Faw / Faw

AF gy
Faw

Fae  Faw 1+

Dieses Ergebnis beriicksichtigen wir in der Gleichung fiir die
Dichte und erhalten

(AFAF ] AFAW) AF oy
AFpp AF4y \Far Faw/ Faw
Far  Faw AFaw
145
AW

Da in dieser Gleichung die Produkte der beiden Fehler sehr klein
gegeniiber den iibrigen Gliedern sind, kann der letzte Bruch in der
Klammer vernachléssigt werden. Losen Sie dann die Gleichung nach
dem Fehler der Dichte auf, so erhalten Sie

RNC)
FAF FAW

0+ de= o

Sie erkennen aus diesem Beispiel:

Nach dieser Methode erhilt man die Gleichung zur Berechnung des
systematischen Fehlers, wenn man in die Grundgleichung den MeB-
wert und den systematischen Fehler der Einzelgrifen einsetzt. Das
Beispiel zeigt gleichzeitig die Schwerfiilligkeit dieses elementaren
Rechenverfahrens. Umsténdlich ist besonders, da neben dem Fehler
auch die zu berechnende GriBle durch den ganzen Rechnungsgang mit-
gefiihrt werden muB.

Stehen Thnen Kenntnisse aus der Differentialrechnung zur Verfiigung,
so laBt sich die Fehlerrechnung bedeutend vereinfachen.
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2. Methode. Da in der Fehlerrechnung allgemein die Fehler klein
gegeniiber den gemessenen Werten sind, kénnen die
Fehler niherungsweise als Differentiale aufgefaBt wer-
den. Die Differentialrechnung lehrt: Ist y eine Funktion
von X, so indert sich y um dy, wenn x um dx gedndert
wird. Zwischen den beiden Differentialen, die wir als
Fehler zu betrachten haben, besteht die Beziehung
dy =1 (z) dz.

Ist eine GroBe z eine Funktion von mehreren Verinder-
lichen — wie in diesem Abschnitt der Fehlerrechnung —
so wird das Differential (Gesamtfehler) der Funktion ge-
bildet, indem man die Funktion nach den einzelnen Ver-
anderlichen differenziert. Dabei entstehen die Teilablei-
tungen (partiellen Ableitungen) der Funktion. Die par-
tiellen Ableitungen werden mit den jeweiligen Differen-
tialen multipliziert. Als Summe dieser Produkte erhalten
Sie das totale Differential der Funktion,

0z 0z 0z 0z 0z
dz—a—xdz—l-adyﬁ—g;du—{—a—vdv-l—x’dw—l-- - (5a)

Zur Berechnung der partiellen Ableitung gelten die glei-
chen Differentiationsregeln wie fiir Funktionen mit einer
Veridnderlichen.

Des folgende Lehrbeispiel zeigt Thnen, wie man im speziellen Fall
das totale Differential einer Funktion berechnet.

Lehrbeispiel b
Bilden Sie das totale Differential der Funktion

-y - W—w)

z=f (z,yu, v, w) = »

Lésung: In dieser Funktion sind die GréBen u, v, w, ¢ und
y alle Veriinderliche. Zur Bildung des totalen Diflerentials dz
werden die partiellen Ableitungen der Funktion gebildet. Das
Symbol fiir die partielle Ableitung ist das @ (sprich: de). Bei der
partiellen Differentation wird jeweils nur nach einer Verdnder-
lichen differenziert, die iibrigen Verinderlichen werden als Kon-
stante betrachtet. Differenzieren Sie zuniichst z partiell nach =,
so sind y, u, v und w konslant, und Sie erhalten nach den Re-
geln iiber die Dilferentation einer Potenz
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Jz _ 3z% -y (W2—0)

@ w (5b)

Bei der partiellen Ableitung nach y sind x, u, v und w kon-
stant und es wird

9z __2®(u?—v)

By = w (5¢)
Fiir die anderen Ableitungen erhalten Sie

= )

%=$’y(;22_—v)-(—1) 50

Multiplizieren Sie nun (5b) mit dx, (5¢) mit dy usw. und addie-
ren Sie die entstehenden Produkte, so erhalten Sie nach (5a) das
totale Differential von z.

2 2 _ 2 (2 _ 3 3
dz=31: y W?—v) dx+x (u v)dy+2a: AU id P
w w w
2y (u? —v)

Diese Methode der Fehlerbestimmung wollen wir nun auf die Auf-
gabenstellung im Lehrbeispiel 4 anwenden.

Lehrbeispiel 6
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In der Gleichung

Far
9F=FA_WQW

konnen Sie die Dichte ¢ als Funktion der Auftriebe F 45 und
F 4w auffassen. Die Dichte des Wassers ist als Konstante zu be-
handeln, denn sie ist eine Gréfle, dercn Wert nicht durch den

Versuch gemessen, sondern als bekannt vorausgesetzt wurde.

Bilden Sie die partiellen Ableitungen von g¢p nach Fp bzw.
nach F 4w, so wird
dor __ Farow

OFaw Faw?

OoF _ Ew
OF s Faw

ur.d



Das totale Differential der Dichte lautet dann unter Verwendung
des Symbols A fiir systematische Fehler

ew Far - ow
do= —AF 45 — 4F pw
@7 Faw T AF Faw?
. Faw .
Ersetzen Sie pw durch QF F > SO wird
AF

AF 5¢ AF o
490 = o (F——
AF

)

FA w

Das ist das gleiche Ergebnis wie im Lehrbeispiel 4.

Aus dem Vergleich der beiden Berechnungsverfahren erkennen Sie
sehr deutlich, daB8 die zweite Methode, die das totale Differential be-
nutzt, die rationellere ist. Diese Festslellung gilt nicht nur fiir dieses
Beispiel, sondern allgemein,

Merken Sie sich:

Der systemalische Gesamtfehler einer aus mehreren Mef3groflen
zu berechnenden Gréfie wird aus dem totalen Differential die-
ser Grofle bestimmt. In der Berechnungsformel fiir die Ge-
samtgroBe gelten die fehlerbehafteten MeBgroBen als Veréinder-
liche, die nicht gemessenen Groflen als Konstante.

Zur Berechnung des Fehlers werden die Differentiale durch die
einzelnen systematischen MeBfehler ersetzt. Es gilt die Gleichung

' ) F) d
Az=£Aw+5;Az+£Ay+~ . (5)

Das Beispiel iiber die Dichtebestimmung soll nun noch auf zwei kon-
krete Fille angewendet werden.

Lehrbeispiel 7

Es wird angenommen, dall die Messung des Auftriebs in den
Lehrbeispielen 4 und 6 mit einer Fein-(Balken-)waage durchge-
fiithrt wurde. Die Waage hat infolge ungleich langer Hebelarme
einen systematischen Fehler von 0,5%. Der EinfluB zufilliger
Fehler wird unberiicksichtigt gelassen, da die Unsicherheit der
Waage geringer ist als die zulissige Ungenauigkeit des Ergeb-
nisses. Die Mellgro8en aus den beiden Auftriebsmessungen be-
tragen:
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Fap + A4F4qp = 442p +0,22p (= 0,5% von 44,2 p) und
Faw+ 4F 4w = 502p + 0,25p (= 0,5% von 50,2 p)
Wie groB} ist der systematische IFehler der Dichte g g?

Lésung: Mit den MeBwerten betrigt die Dichte

Fae  442p @ g
0F =F, ™ 502p 10 cm — 088 s

Der systematische Fehler der Dichte ist nach der Gleichung des
Lehrbeispiels 4

MF e AFay 022 025 g
de=er (7~ —F, ")=088 (55 — 553) s =0

FAW

Das heif3t, in diesem Fall hat der systematische Fehler der
Waage aul das Ergebnis keinen Einflul. Begriindung: Hier glei-
chen sich die beiden systematischen Fehler aus, weil — wie die
Formel fiir die Dichtbestimmung ausweist — nur das Verhiltnis
der beiden Auftriebe in das Ergebnis eingeht und weil beide
Auftriebe mit der gleichen Waage gemessen wurden.

Lehrbeispiel 8
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Die Messung des Auftriebs ist wiederum mit einer Fein-(Balken-)
waage durchgefiihrt worden. Der Fehlereinflu} riithrt diesmal von
den systematischen Fehlern zweier Ersatzwiigestiicke her. Der
Auftrieb F p wurde zu 43,9 p durch Wigen bestimmt. Hierbei
wurde u. a. ein 20 g-Waigestiick benutzt, dessen Masse in Wirk-
lichkeit 20,25 g betrug. Der MeBwert des Auftriebes F 4w wurde
zu 50,40 p bestimmt. Ein bei dieser Messung verwendetes 50 g-
Wigestiick hat in Wirklichkeit eine Masse von 49,80 g. Von
allen iibrigen benutzten Wigestiicken lagen die Masseabwei-
chungen innerhalb der zuldssigen MaBtoleranzen. Die aus den
MeBwerten errechnete Dichte der Fliissigkeit betrigt o p = 0,872
g/em®. Wie grof8 ist der absolute systematische Fehler der
Dichte g f¢?

L6 sung: Der systemalische Fehler des 20 g-Massestiickes ver-
ursacht nach Gleichung (1) den Auftriebsfehler

AF gp=20p —20,25p=—10,25p
und das 50 g-Massesliick veursacht den Auftriebsfehler
AF 4w =50p — 49,80p =+ 0,20 p



Der durch die Einzelfehler hervorgerufene systematische Fehler
der Dichte betrigt:

AF AFAW 025 020, g
do=ef (7~ )—0872(4390 50.40) cm®
= — 0,008 a?

Das MeBergebnis fiir die Dichte ist nach Gleichung (1)
=[0,872 — (— 0 ,008)] @ = 0,880 ;% cma

In diesem Belsplel 148t sich QFO auch unmittelbar aus den be-

richtigten Auftriebswerten bestimmen. Sie erhalten wiederum
als Ergebnis

AFpp,  4390p+025p

g —
€= FLy, ¥ T 5040p—020p 12 0880

Beim Durcharbeiten der beiden Lehrbeispiele sollten Sie vor
allem erkennen:

Die durch systematlsche Einzelfehler (Aw, Az, Ay...)

dz
am Endergebnis hervorgerufenen Teilfehler (aw Aw, 55 Az,

a
= y * * *)sind nach Gleichung (5) unter Beriicksichti-

gung ihres Vorzeichens zu summieren,

Wie Sie im nichsten Abschnitt erfahren, werden bei zufilligen Einzel-
fehlern nur die Betrige der Teilfehler summiert.

Die systematischen Fehler gehen immer in voller Grée und mit be-
stimmten Vorzeichen in die Piechnung ein. Der Grad ihres Einflusses
auf die EndgroBe hingt von der Art der Fehlerfortpflanzung ab.

5.2.3.2. Die Auswirkung zufilliger Einzelfehler auf den Gesamt-
fehler. Sind die einzelnen MeligréBen, aus denen die gesuchte GroBe
berechnet werden soll, mit zufilligen Fehlern behaftet, so kann der
zufillige Gesamtfehler ebenfalls mit dem totalen Differential berech-
net werden. Hierbei kommen an zufélligen I*ehlern nach Abschnitt

5.2.1.2. in Betracht:

1. mittlere absolute Fehler des Durchschnitts einer MeBreihe,

2. groBte zu erwartende Geridteungenauigkeiten (geschitzte Werte
oder vom Herstellerbetrieb angegebene Werte).
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Sie miissen nun beachten, daf sich mit dem totalen Differential aus
den moglichen Einzelfehlern nur der gr68tm o gliche zufillige
Gesamtfehler berechnen laft. .

Da nach der Wahrscheinlichkeitsrechnung in der Praxis der groBt-
mogliche zufillige Fehler mit zunehmender Zahl der beteiligten Mef3-
groffen immer seltener auftritt, berechnet man den zufilligen Gesamt-
fehler eigentlich nur dann mit dem totalen Differential, wenn dies
sicherheitshalber erforderlich ist. Schon wenn mehr als vier Mef-
groBen auf das Endergebnis eingehen, ist der Fall selten, daB alle
zufilligen Fehler das FErgebnis in gleicher Richtung beeinflussen;
auch wird die gréBtzulissige Gerdteungenauigkeit, die der zufillige
Fehler iiberwiegend verkérpert, nur sehr selten bei den Messungen
voll ausgeniitzt. Der meist zu erwartende zufillige Gesamtfehler ist
deshalb erheblich kleiner, als der mit dem totalen Differential errech-
nete grofftmogliche Fehler. Dennoch wird in der Praxis auch bei zu-
filligen Fehlern die Fehlerbestimmung vorwiegend mit dem totalen
Differential vorgenommen. Diese Art der Fehlerbestimmung eignet
sich vor allem dazu, den Feller rasch abzuschiitzen. Niheres dariiber
behandelt der niichste Abschnilt. AuBerdem biirgt diese Methode, wie
schon hingewiesen wurde, fiir ein sehr sicheres Ergebnis.

Als wesentlichen Gesichtspunkt miissen Sie noch beachten, daBl mit
den absoluten Betrigen der zufilligen Fehler gerechnet werden mu8,
weil zufillige Fehler sowohl positiv als auch negativ sein kénnen.
Das totale Differential lautet dann als Fehlerfortpflanzungsgesetz
fiir zufillige Fehler:

a
£6u+

8z
E&yl‘*" .o (6)

6z=

oz
7z 6:1:( +

Lehrbeispiel 9

Zur Bestimmung der Masse eines Hohlzylinders wurden fol-
gende Werte gemessen: D = (300 £ 1) mm, d = (200 + 1) mm,
h = (1000 % 5) mm, ¢ = (2,70 £ 0,005) gem™. Wie groB ist der
absolute Fehler, mii dem der errechnete Wert fiir die Masse be-
haftet ist?

Lésung: Zur Berechnung fassen Sie die Bestimmungsglei-
chung fiir die Masse m als Funktion von D, d, k und ¢ auf. Aus

m=7 he(D*—d?



erhalten Sie fiir das totale Differential der Masse, wenn Sie

gleichzeitig die Differentiale durch die einzelnen zufilligen Fchler

ersetzen,

dm=7 [op (D*—d?) 6h+ h (D* —d?) 60 + 2h o D&D +
(—2hodéd)]

Klammern Sie den Ausdruck fiir m nach der Bestimmungsglei-
chung aus und addieren die Betrige der emzelnen Summanden,
so wird

3 DD+ dad
om = m(h+e+ —DE—a )

Setzen Sie nun in die gefundene Gleichung die gegebenen Mef-
werte ein, so erhalten Sie zunichst fiir m

m==-10mm - 2, 70 - (300% — 200%*) mm?*
m= 106,03 kg
und fiir den Fehler der Masse

om = 106,03 kg - <

5mm |, 0.005¢g cm?
1000 mm + 270 g cm? +

(300 - 1 4200 - 1)mm
(3002 — 200%) mm?

= 106,03 kg - (0,005 + 0,00185 + 0,02)
om = 2,85 kg

2.

Der Fehler der Masse betrigt demnach * 2,85 kg, und das Ge-
samtergebnis lautet

= (106 + 2,86) kg

Der errechnete Wert der Masse wird auf 106 kg abgerundet, da
der Gesamtifehler bedeutend gréBer ist als der Wert der beiden
vernachldssigten Stellen. Nihere Angaben dariiber, wie die Stel-
lenzahl der Meflwerte das Ergebnis beeinfluBit, erhalten Sie im
Abschnitt 5.5.

In dem bisher Erérterten faBten wir von den Gesamtfehlern, die sich
aus den zufilligen Fehlern der EinzelgréBen ergeben, immer
nur den groBtmoglichen ins Auge. Besonders fiir statistische Angaben
interessiert aber nicht dieser groftmogliche, sondern der Fehler, mit
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dem das Ergebnis am wahrscheinlichsten behaftet ist. Man geht da-
von aus, dal hochtswahrscheinlich weder alle Einzelfehler das gleiche
Vorzeichen haben noch die angenommenen Fehlbetriige in voller
Héhe erreicht werden. Dann mull man erwarten, daB sich im Ergeb-
nis die Einzelfehler teilweise aufheben.

Diesen griofiten zu erwartenden Fehler bestimmt man mit dem so-
genannten Gauflschen Fehlerfortpflanzungsgesetz:

P — 1/(2—5 éz)* + (3—; 8y)? + ... (7)

Um eine Vorstellung dariiber zu bekommen, wie sehr der zu erwar-
tende Fehler von dem grofftmaglichen Fehler abweicht, wollen wir
fir die Masse im Lehrbeispiel 9 den am héufigsten zu erwartenden
Fehler bestimmen. Mit den bereits berechneten partiellen Ableitungen
erhalten Sie nach (6)

2md
om = * V(,, 6h)2+(— se)’ +(D2_ 20D+ (pe—g 6d)?

—x mV(,,)2+(—)2+(§f"52)2+(§;"‘§jz)

=+ 106,03 kgy0,005* + 0,00185* + 0,012* + 0,0082
m=1% 163kg

Fiir die Fortpflanzung zufilliger Fehler kénnen wir abschlieBend zu-
sammenfassen:

Wird der EinfluB zufilliger Einzelfehler auf das Gesamtergeb-
nis mit Hilfe des totalen Differentials berechnet, so erhilt man
den groBtmoglichen: Gesamtfehler. Von diesem zu unterscheiden
ist der groBte zu erwartende Fehler, den man mit dem GauB-
schen Fehlerfortpflanzungsgesetz ermittelt.

5.2.4. Relativer Gesamtfehler. Aus dem Abschnitt 5.2.2. wissen Sie:
Zur Berechnung des relativen Fehlers einer Gréfle ist der Betrag des
absoluten Fehlers dieser GréBe durch ihren Betrag zu dividieren.
Diese Definttion gilt ebenso fiir den relativen Gesamtfehler, ganz
gleich, ob er aus zufilligen oder systematischen Einzelfehlern her-
riihrt.

Im Lehrbeispiel 9 erhalten Sie den relativen Fehler der Masse m so-
fort, wenn Sie die Gleichung fir den Gesamtfehler durch m divi-
dieren:
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w =l

Aus dieser Glelchung folgt. Der relative Fehler der Masse ist gleich
der Summe der relativen Fehler der AusgangsgréBen. Da dies allge-
mein gilt, merken Sie sich:

2(D éD - d'dd)
T DE—a2

Der relative Fehler eines Produktes ist gleich der Summe der
relativen Fehler der einzelnen Faktoren.

Wie Sie beim Rechnen mit Logarithmen gelernt haben, 14t sich eine
Multiplikation auf eine logarithmische Addition zuriickfithren. Da
sich auch die Berechnung des relativen Fehlers als eine Riickfiihrung
einer Multiplikation auf eine Addition deuten 1iBt, liegt die Frage
nahe: Kénnen die Logarithmen dazu benutzt werden, um die Berech-
nung des relativen Fehlers eines Produkies zu vereinfachen? Diese
Vermutung wollen wir iiberpriifen. Wenn Sie die Bestimmungsglei-
chung {ir die Masse aus Lehrbeispiel 9

m= %h e (D*—d?,

logarithmieren, so entsteht, wenn Sie naliirliche Logarithmen ver-
wenden,

lnom=In 7+ Inh+Ing +In (D* —d.

Differenzieren Sie diesen Ausdruck partiell nach den Verinderlichen
kh, ¢, D und d und ersetzen Sie die Differentiale wieder durch die
Einzelfehler, so erhalten Sie das totale Differential in der Form

om 2D 6D — 2d &d
___+ +D2—d2+D2—d2

m

Fassen Sie die beiden letzten Briiche zusammen und rechnen Sie mit
den Betriagen der einzelnen Glieder, so erhalten Sie das gleiche Er-
gebnis fiir den relativen Fehler der Masse wie vorher, und die Rich-
tigkeit dieser Losungsmethode ist erwiesen,

Zur Berechnung des relativen Fehlers eines Produktes wird die
Bestimmungsgleichung logarithmiert und dann partiell differen-
ziert. Die Summe der Betrige der relativen Einzelfehler ergibt
den relativen Gesamtfehler.

Nach dieser sehr rationellen Berechnungsart 18t sich selbstverstind-
lich auch der absolute Gesamtfehler bestimmen. Sie brauchen dann
nur zuerst den relativen Gesamtfehler zu berechnen. Diesen multipli-
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zieren Sie mit dem MeBwert der zu bestimmenden Grifle und er-
halten dann deren absoluten Fehler.

Wie lautet das Ergebnis, wenn eine Meflgrofe als Potenz in das Er-
gebnis eingeht? Hier gilt das Logarithmengesetz: Der Logarithmus
einer Potenz ist gleich dem mit dem Potenzexponenten multiplizierten
Logarithmus der Basis. Sehen Sie sich in diesemn Zusammenhang die
Bestimmungsgleichung fiir die Masse und die Gleichung fiir Thren
relativen Fehler an, so stellen Sie fest, dal sich der Fehler der Gréfle,
die mit ihrem Quadrat ins Ergebnis eingeht (D* — d°), verdoppelt.
Allgemein gilt:

gehen, erhoht sich ihr Fehlerbeitrag zum Ergebnis um das

Bei GroBen, die mit ihrer n-ten Potenz in das Ergebnis ein-
n-fache.

Der relative Fehler 18t vor allem Schliisse dariiber zu, welchen Ein-
flu der Einzelfehler auf den Gesamtfehler hat, und liefert Hinweise
zur Verbesserung des MelBlverfahrens, wie es das nichste Lehrbeispiel
zeigt. Auch die erforderliche Stellenzahl der Konstanten, die in die’
Rechnung eingehen — wie x, g u.a. — l4Bt sich aus dem relativen
Fehler abschitzen.

Lehrbeispiel 10
Zur Ermittlung des Trigheitsmomentes J eines Kérpers wurden
gemessen: Schwingungsdauer T = (3,0 £ 0,01)s, Masse m =
(2,00 + 0,005) kg, Abstand des Schwerpunktes vom - Aufhiinge-
punkt d = (0,20 £ 0,001) m. Wie groB3 ist der relative Fehler
des Trigheitsmomentes? Wieviele Stellen sind in den Werten
fiir die Erdbeschleunigyng g = 9,80665 m/s* und 7 = 3,1415926
zu beriicksichtigen, damit der Gesamlfehler nicht wesentlich be-
eintrichligt wird?

Lésung: Die Gleichung zur Bestimmung des Trigheitsmo-
mentes lautet:

T..
J=mgd (3;)"

Wird diese Gleichung logarithmiert, so ergibt sich
InJ=Inm-+Ing+Ind+2InT—2In(2x)
Differenzieren Sie diese Gleichung partiell und beriicksichtigen
Sie die Betrige der Ableitung, so wird
6_/]’= l+ ‘2 6T‘+25n

om




Setzen Sie die gemessenen Werte cin und kiirzen Sie, so wird

3J| _ 005 | |3g| , 0.001 001 o
=200 |5 T o2 T2 3012 7
o 2., 2n
=001z + 247

Aus der bisherigen Rechnung entnebmen Sie:

1. Durch die MeBgroBen wird das Trigheitsmoment mit einem
Fehler von weniger als 1,5% behaftet.

2. Den groBten EinfluB auf den Gesamtfehler haben die Mes-
sungen der Schwingungsdauer und des Schwerpunktabstandes.
Eine genauere Messung dieser beiden GréBen wiirde den Ge-
samtfehler betrichtlich verringern.

3. Um zu sichern, daB der Gesamtfehler des Triigheitsmomentes
kleiner .als 1,5% bleibt, sind die Konstanten g und & mit
soviel Stellen einzusetzen, daBl der Abrundefehler nicht
groBer als je 0,02% wird.

Um die erforderliche Stellenzahl abzuschiiizen, gehen wir davon

aus, daB eine Abweichung um 0,01% nur die vierte Ziffer be-

einflussen kann. Dann brauchen Sie fiir g und x nicht mehr
als je drei Dezimalen einzusetzen. Ob die dritte Dezimale selbst
noch vernachlissigt werden kann, zeigt eine Uberschlagsrechnung.

Wird g mit drei Dezimalen angegeben, so lautet sein Wert

g/ms™ = 9,807. Der Fehler durch Runden ist kleiner als 0,0004,

wie ein Vergleich mit dem genauen Wert zeigt. Der relative Feh-

ler wird somit
g _ 0,0004
9~ 9,807

=~ 0,000041 = 0,0041%

Werden dagegen nur zwei Dezimalen beriicksichtigt, so wird der
Fehler durch Runden zehnmal gréfler, wie Sie leicht bestitigen
konnen. Damit wiirde aber die Ungenauigkeit zu gro8. Demnach
ist die Angabe von g auf drei Dezimalen notwendig.

Die gleichen Uberlegungen ergeben fiir = den Wert 3,142,

5.3. Abschitzen des voraussichtlichen Fehlers
bei vorgegebener Meflanordnung

Haben Sie einen Versuch gut vorbereitet. so kénnen Sie meist schon
vor Versuchsbeginn abschitzen, in welcher GréBenordnung die zu
messenden Werte liegen. Da Sie auch die verfiigbaren MeBgerite und
deren MeBfehler kennen, kénnen Sie den voraussichtlichen Fehler des
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gesuchten MeBergebnisses schon vorher abschilzen. Daraus kénnen
Sie wiederum Schliisse zichen, wie Sie die Messung durchfithren und
welche Rechenhilfsmittel Sie anwenden diirfen. Das néchste Lehrbei-
spiel zeigt Thnen, wie man im voraus den zu erwarlenden Gesamt-
fehler abschitzt.

Lehrbeispiel 11

Im Lehrbeispiel 2 wurde die Aufgabe gestellt, die Giiltigkeit des
Gesetzes von Boyle und Mariotte innerhalb der erreichbaren
Fehlergrenzen zu bestitigen, d.h., es soll iiberpriift werden, in-
wieweit das Produkt pV konstant bleibt, wenn das im U-Rohr ein-’
geschlossene Gas komprimiert und dadurch sein Volumen schritt-
weise verringert wird. Nach den der Versuchsanleitung zu ent-
nehmenden Einzelheiten ist vor Beginn des Versuches eine Feh-
lerabschilzung durchzufiihren.

L& sung: Der Versuchsanleitung entnehmen Sie im einzelnen:

1. Der Gasdruck liegt zwischen dem normalen Lufidruck
(760 Torr) und einem Druck, der um 150 Torr groBer ist. Der
'mittlere Druck betrigt demnach 835 Torr.

2. Die Liinge des Gasraumes betrigt rund 250 mm, sie ist gleich
der Schenkellinge des benutzten U-Rohres. Der MeBfehler fiir
diese Lingenmessung wird mit einem halben Skalenteil, das
sind 0,5 mum, angenomnien.

3. Die Ungenauigkeit des Barometers ist angegeben mit
+ 0,1 Torr.

4. Die Differenz der Quecksilbersiule wird an zwei Stellen ab-
gelesen. Die hinterlegte Millimeterskala gestattet eine Ablesc-
unsicherheit von je £ 0,5 Torr. .

Damit liegen die voraussichilichen Mellwerte und deren Fehler
fest. Aus der Anleitung eninehmen Sie weiter

k=1[p, + (ho —hy)g QHg]
Logarithmieren Sie diesen Ausdruck, so entsteht
Ink=Inl+1n [p, + (ho—hg)ggHg]
Daraus folgt, wenn Sie nach den fehlerbehafteten Grifien I, p,,
ho und hy partiell diflerenzieren und gleichnamige Briiche
‘addieren.
6kl ‘6[~

_ sp1+ (ko + Sh,)g ey
kKl | -

p1+ (ho —hg)geHg




Setzen Sie die geschiilzten MeBwerte und ihre MeBfehler ein, so
erhalten Sie

dk| _ 05mm
k| 250 mm

(0,1 4+ 0.5+ 0,5) Torr
835 Torr

+

5| = 0,002 + 0,0013 = 0,33%

Diskussion: Der Gesamtfehler ist verhaltnismiBig klein. Um diese
geringe Unsicherheit zu erreichen, miissen die Ergebnisse der Rech-
nungen mit fiinfstelligen Logarithmen auf vier Zilfern berechnet wer-
den. Dieser Rechenaufwand ist notwendig, da die Giiltigkeit des Ge-
setzes innerhalb .der erreichbaren Fehlergrenzen untersucht wer-
den soll.

5.4. Auswahl der Meflgeriite nach vorgegebenem relativen Fehler

Das Lehrbeispiel 11 zeigte Thnen die Abschitzung des voraussicht-
lichen Fehlers bei bekanntem MeBfehler. Umgekehrt konnen Sie aus
einem vorgegebenen Gesamtfehler abschitzen, mit welcher maxi-
malen Unsicherheit die einzelnen Groflen bestimmt werden miissen.
Diese Abschitzung erméglicht die Auswahl der einzusetzenden Mef}-
geriite, wenn die voraussichtlichen MeBwerte bekannt sind. Die not-
wendigen Uberlegungen und Rechnungen gehen aus dem nichsten
Lehrbeispiel hervor.

Lehrbeispiel 12

Die spezifische Wirme eines festen Stoffes ist mit einem Fehler
von hochstens 4% zu bestimmen. Welche MeBunsicherheit darf
fiir die einzelnen GréBen nicht iiberschritten werden? .

Lésung: Die Gleichung zur Bestimmung der spezifischen
Wirme ¢ eines Kérpers mit der Masse m lautet

mc+C ,tm""tl
c=
m t—1t

Hierin sind t,, die Mischungstemperatur, m,c, die Werte fiir die
Kalorimeterfliissigkeit, C die Wirmekapazitit des Kalorimeters
und t die Temperalur des Probekérpers beim Einbringen in das
Kalorimeter. Die Grundgleichung wird logarithmiert und an-
schlieBend partiell nach' m,, m, t,, tm, t und C diflerenziert. Als
Bestimmungsgleichung fiir den Gesamtfehler erhalten Sie

d¢ ¢ émy + C m| |8t, +ou| |ot 4 ot,|

T— C[M1+C 7 fm—ll| lf—fm I
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Zum Abschilzen der Fehleranteile nehmen Sie fiir die einzelner
Grofen und deren Fehler zuniichst Uberschlagswerte an. Hierfiir
gibt die Versuchsanleitung oft Hinweise. Aus der Anleitung zum
betrachteten Versuch sei zu entnehmen: Als Kalorimeterfliissig-
keit dienen rund 200 ml Wasser von Zimmertemperatur. Die
Wirmekapazitit des Kalorimeters betragt (14,4+0,1) cal - grd™.
Der Probekorper wird im Dampfbad erhitzt, bis seine Tempera-
tur konstant bleibt.

Somit ergeben sich folgende voraussichtlichen Werte:

kcai
2 :k—; .cgard‘= m,; = 200 g, t, =~ 20 °C, t =~ 100 °C,

Die Masse des Probekérpers wird auf rund 100 g geschitzt. Die
Mischungstemperatur nehmen Sie auf Grund friiherer Erfah-
rungen mit 25 °C an. Als MeBunsicherheit setzen Sie zunfchst
+ 1 g fir dic Massenbestimmung und =+ 0,1 grd fiir die Tem-
peraturmessung an. Setzen Sie diese Werte in die vorher ge-
fundene Gleichung ein, so wird

dc|__ 1:1401 1 01401 0.1401

ol 1 -200-}-14.4"’100+ % —20 T 100—25
=0,0052 + 0,01 + 0,04 + 0,0027

dc

=5,8%.

c

Aus dieser Abschiitzung folgt:

1. Der grioBite Fehler wird durch die Temperaturmessung ver-
ursacht, er ist rund 4,3%.

2. Der Fehler durch die Massebestimmungen betrdgt rund
1,5%.

3. Soll der Gesamtfehler nicht groBler als 4% sein, so muf} die
Kalorimetertemperatur auf mindestens 0,05 grd genau ge-
messen werden kénnen. Dann verringert sich der durch die
Temperaturen verursachte Fehler auf rund 2,2%.

4. Der durch die Massen verursachte Fehler kann vermindert
werden, wenn m als Mittelwert aus mehreren Wigungen be-
stimmt wird.

Aus diesen Feststellungen ergeben sich folgende Aussagen:

1. Zur Messung der Temperatur ¢t wird ein Thermometer ein-
gesetzt, dessen Skale in Stufen zu 0,2 grd geteilt ist.



2. Die Skale des Thermometers zur Messung der Temperaturen
t; und t, mul} in Zehntelgrade geteilt sein.

3. Die MeBunsicherheit der benutzten Waage darf 1 g betragen.

4. Zur Bestimmung von m, reicht eine Wigung aus. Fiir m sind
mehrere Wigungen erforderlich, um den MeBfehler zu ver-
kleinern. Die Mindestzahl der Wigungen betrigt fiinf, da
dann der MeBfehler um etwa die Hilfte verkleinert wird und
die GréBe des Fehlers von m, erreicht.

Wie lhnen dieses Lehrbeispiel zeigte, gibt die Fehlerabschitzung Hin-
weise auf die Giite der einzusetzenden Mefigerite. Dariiber hinaus
erhalten Sie aus der Diskussion der Fehlerrechnung, Angaben iiber
die anzuwendenden Mellmethoden und die Anzahl der Einzelmes-
sungen je GroBe.

5.5. Anzahl der Ziffern im MeBwert und im berechneten Ergebnis

Die Ungenauigkeit der MeBgerite verursacht eine gewisse Unsicher-
heit der MeBwerte. Darauf wurde bereits hingewiesen. Durch diese
Unsicherheit kann der MeBBwert nur mil einer begrenzten Anzahl
sicherer Ziffern angegeben werden; meist ist die letzte bereits unsicher.
Verwenden Sie zur Messung ciner Linge von rund 20 mm einen
MaBstab mit Millimeterteilung, so ist es sinnlos, Zehntelmillimeter
angeben zu wollen, da diese nicht mehr mit Sicherheit gemessen
werden konnen. Die Angabe der Linge lautet richtig

[=(20,0 £ 0,5) mm.

Der MeBfehler ergibt sich aus der Skalenteilung und betréigt hier
% Skalenteil.

Daher merken Sie sich:

wie deren Unsicherheit durch den absoluten Fehler ange-

MeBwerte diirfen nur mit so vielen Ziffern angegeben werden,
geben ist.

Zum Beispiel: | = (25,933 £ 0,005) m
Die dritte Stelle nach dem Komma darf angegeben werden, da man
ihre Unsicherheit durch die Angabe des absoluten Fehlers kennt.

Benutzen Sie statt des MaBstabes eine MeBschraube mit einem Fehler
von * 0,01 mm, so lautet die Angabe des Mefwertes

1= (20,00 + 0,01 mum)

Jede weitere an dem MeBwert angehiingte Null ist falsch, da sie eine
viel zu geringe Unsicherheit vortduscht.
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Zum SchluB wollen wir noch kldren, welche Rechengenauigkeit zu
fordern ist, wenn die Ausgangsgroffen mit einem bestimmten Fehler
behaftet sind. Welche Rechenhilfsmittel miissen bzw. diirfen benutzt
werden, und wieviele Stellen sind im Ergebnis anzugeben? Diese
Fragen betreffen die Okonomie des Rechnens. Gerade beim Experi-
mentieren gilt es, unnétigen Aufwand zu vermeiden, andererseits
aber die erzielte Mellgenauigkeit in der Rechnung auszunutzen. Die
Antworten auf die gestellten Fragen sollen wieder mit Hilfe eines
Lehrbeispieles gefunden werden.

LLehrbeispiel 13
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Um den Querschnitt A einer Kapillare zu bestimmen, wurde der
mittlere Durchmesser aus einer Mefireihc ermittelt. Das Ergebnis
betrug

d = (1,46 + 0,02) mm

Diese Angabe ist noch zuldssig. Setzen Sie diesen Durchmesser-
wert in die Gleichung fiir die Kreisfliche ein, so erhalten Sie

A =7 (1,46  0,02) mm®

Werten Sie diesen Klammerausdruck aus und rechnen Sie mit
den Betriigen, so ergibt sich

=%(2,1316 + 0,0584 + 0,0004) mm?

Aus dieser Gleichung folgt:

1. Das Quadrat des MefBfehlers ist sehr klein gegeniiber den
iibrigen Werten und kann daher vernachlissigt werden.

2. Das Produkt aus MeBwert und MeBfehler liegt in der GréBen-
ordnung der letzten Stelle des MeBwertes. Deshalb ist es
sinnlos, im Ergebnis mehr Stellen anzugeben als in den Aus-
gangswerten.

Fiir die Fliche ist als Ergebnis anzugeben
A=7 (213 £ 0,06) mm?

Die im Beispiel gewonnene Erkenntnis iiber die Anzahl der iin
Ergebnis erforderlichen Stellen bzw. iiber die angebbaren Ziffern
148t sich auch mit Hilfe der Fehlerrechnung gewinnen.
Der relative Fehler der Fliiche ist nach Abschnitt 5.2.4. doppelt
so groBl wie der rclative Ifehler des Durchmessers; denn aus
A = 7 d*/4 folgt [iir den relativen Fehler der Fliche

oA _ 28

A d



Der relative Fehler des Durchmessers betriigt im Lehrbeispiel 13

éd 0,02 mm

4 146mm 0,0137 =~ 1,4%
und der relative Fehler der Fliche anniihernd 3%. Beriicksichtigen
Sie nun, daB Fehler in der GréBenordnung von 1% die dritte Ziffer
des Grundwertes becinllussen, so ergibt sich die Notwendigkeit, imn
Ergebnis die ersten drei Ziffern anzugeben.

Allgemein kann festgestellt werden:
1. Das Ergebnis einer Rechnung ist mit einer Ziffer mehr anzu-
geben, als im zugehorigen relativen Fehler Nullen vor der ersten
von Null verschiedenen Zifler stchen.

S

Liegt der relative FFehler des Endwertes einer Rechnung in der
Gréflenordnung von mehreren Prozenten, so kann die Rechnung
mit dem Rechenstab erfolgen.

3. Betriigt der relative Fchler einer berechneten Grofle einige
Zehntelprozente, so ist die Berechnung mit vierstelligen Loga-
rithmen durchzufithren. Fiir kleinere Fehler sind mindestens
fiinfstellige Logarithmen notwendig.

Lehrbeispiel 14

Die Auswerlung des Versuches M 17, Bestitigung des Gesectzes
von Boyle und Mariotte, ist gemiill der Aufgabenstellung im
Lehrbeispiel 2 zu Ende zu fithren (4.5. bis 4.8. der Versuchsan-
leitung). Wie man den Gesamlfehler der Versuchsanordnung
(Bild 3) abschiitzt, ist im Lehrbeispiel 11 gezeigt.

Lésung: Zu 4.5. und 4.6.: Der Gesamtdruck p, und die Kon-
stantc k sind, wie die Fehlerabschitzung im Lehrbeispiel 11

ergeben hat, auf 4 Ziffern genau, also mit 5stelligen Logarithmen
zu berechnen.

McBwerte:

Mes- 1 (ho —h3) p1_ Pz k=1l-ps k—k, (k—k,)?

sung mm mm Torr Torr
1 297,0 49,0 7385 7875 233900 — 25 625
2 2805 945 738,56 8330 233700 — 225 50625
3 260,0 161,0 738,6 899,6 233900 — 25 625
4 2465 2115 738,6 950,1 234200 + 275 . 75625

2935700 2127500
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Durchschnitt des k-Wertes:
700
b = 2070 = 233925
Zu 4.7.: Berechnung des relativen mitt-
leren Fehlers des Durchschnittswertes
von k.

Nach Gleichung (3) betrigt der absolute
miitlere Fehler des Durchschnittswertes

127500 __
ok =)= =103,

und der relative mittlere Fehler
ok 103

| = 735035 = 0:0004 = 0,04%

Zu 4.8.: Die Rechnung ergibt, da der relative mittlere Fehler der aus
den MeBwerten errechneten Produkte p V viel kleiner ist (0,04%) als
der gréBtmogliche Fehler, der sich auf Grund der Ungenauigkeit der
MeBeinrichtung ergeben darf (0,33%, siehe Lehrbeispiel 11). Das
MeBergebnis liegt also innerhalb der zuldssigen Fehlergrenzen. Da-
mit ist die Giiltigkeit des Boyle-Mariotteschen Gesetzes experimentell
bestitigt worden.
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Formelzusammenstellung

Nr. Formel Seite
1 Definition des Fehlers Fehler = MeBBwert — Sollwert 10
2 Durchschnitt aus — 4wt otz 1 2

n MeBwerten T =2 2n = a > %12
i=1
3 Mittlerer absoluter , n
Fehler d. Durchschnitts > 42 13
_ i=1
bz ==+ n{n—1)
4 * Relativer Fehler der _ |4z
gemessenen Grofle =7 16
5 Absoluter Endfehler, 3z 8z
hervorgerufen durch dz=Godwt g Az
systematische Einzel- Pa 21
fehler +a—yAy+ ce
6 Absoluter Endfehler, 3z 9z
hervorgerufen durch 0z = ‘_ u |+ 35 O ‘
zufillige Einzelfehler 24
{(groBtmoglicher Fehler) ay z oy ‘ + -
7 Absoluter Endfehler, . —7
hervorgerufen durch =+ <_Z ) _|.< oz )
zufillige Einzelfehler 0z VT” %) "5y 26

(groBter zu erwartender

Fehler)
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