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1. Abschnitt.

A. Gleichungen
ersten Grades mit einer Unbekannten.

Bei der Anflosung einfacher Gleichungen ersten Grades haben wir den
Grundsatz zur Anwendung gebracht: Werden mit gleichen GréBen
dieselben Rechnungen vorgenommen, so erhilt man wieder
gleiche Ergebnisse. Man kann also auf beiden Seiten der Gleichung
gleiche Werte addieren und subtrahieren; man kann beide Seiten mit der-
selben Grofe multiplizieren und durch dieselbe GroBe dividieren (falls
der Divisor nicht 0 ist), und man erhilt stets wieder Gleiches.

Uber die Reihenfolge der Umformungen merke folgende Regel: Schaffe
zuerst die vorhandenen Briiche weg; dann I6se die vorkommenden
Klammern, in denen die Unbekannte vorkommt, auf; darauf ordne, in-
dem du durch Addition bzw. Subtraktion die Glieder mit & auf die eine
Seite, die Glieder ohne & (die konstanten oder gegebenen GroBen) auf die

“andere Seite der Gleichung bringst; vereinige dann auf beiden Seiten die
gleichartigen GroBen, zum Schlugse dividiere beide Seiten der Gleichung
durch den Koeffizienten der Unbekannten, wodurch du den Wert der
Unbekannten g erhiltst; die Gleichung ist dann geldst.

Nach der hichsten Potenz, in welcher die Unbekannte in der ge-
ordneten Gleichung vorkommt, unterscheidet man die Gleichungen als
solche 1. Grades, 2. Grades, 3. Grades usf.

Nach der Zahl der Unbekannten (z,y,2...) unterscheidet man
Gleichungen mit einer Unbekannten, mit zwei und mehr Unhekannten.
Beispiel zur Auflésung einer Gleichung 1. Grades mit einer Unbekannten.
bx+4 Tax+5H . x—1
T2 T 0 THT T

1. Wegschaffen der Nenner: Multipliziere jedes Glied der Gleichung mit dem
Hauptnenner 10.

5(x+4)—(Tx+5=2.28—5(c—1).
2. Auflosen der Klammern, in denen & vorkommt:
252 +20—Tao—b5=56—ba L5,



2 1. Abschnitt. Gleichungen ersten Grades mit einer Unbekannten.

3. Ordnen der Gleichung: 182 + 15 = 61 — 5 z (die Glieder mit z werden
auf die linke Seite, die Glieder ohne wx auf die rechte Seite der Gleichung gebracht.)
18x+-156=61—b=x
+Hhar—1b=—16+d2
Ba=16
4. Division beider Seiten durch 23:
= 2.

Probe: Setzt man den fiir » gefundenen Wert in die urspriingliche Gleichung ein,

8o muf sie befriedigt werden, d. h. man erhiilt zum Schlufl rechts und links dasselbe.
In unserem Falle wird

die linke Seite die rechte Seite

W_19_7_ 49 _ 51 B _1_56__ 5 _ 51
T 10— ¢ — 11— 95 I B —2=Ng 16 10

Ubungsheispiele.

Lise die folgenden Aufgahen. Driicke auch die ¢infacheren Gleichungen
in Worten aus oder mache Zahlenritsel daraus.

4 =05
5
d) __’i;: 7
x .
d) -Th = §s
i lp
d) 35 21.

By =202 of Allplady,
<X x
b)2laz—6==2 ¢) 2fr—24=2uz.

5 4 1
it b) __,-J“"'—")‘:__[""
1 4 x
= —— L 2U=2z+6
B b) 3 4 x+6



A. Gleichungen ersten Grades mit einer Unbekannten. 3

13.2) 36—2%_ g b)

9 =+
14.a)2,T’”+12=J‘TI+6 " h)‘-’s—)’”—s 74 71—
15.a)3T”+M:29 b)§+‘j1=;_z
16.2) 5+ (x—T) +63=9z b) T (x—3)=9-(x+1)—38.

a) b
F17.8) 5 (2 —3)—7-(6—2) +3=24—3-8—2)
5 b)ydr—(Hdaz—T7)-Ba—>5)=6—3-dz—9) - (x—1).
18.a) 5-[24—3-(x—1)]1= 60 b) e +3=3F+(B3x—7} + 15,
19.a) 22—5-Ba—T-(Hax—9]=66
b) Ta—d-[2—T+6-(2—3)]=32+ 1
20. a) 102 —(8—32) —[B—8a) + (6 +19)] =0
b) 4[5+ (22—5)]—3(x+4) +37—5-[3-(x—3) + 6] = 0.
21.a) 3+ (@ —12—3-(a2—1)=a—15
b)Bz+1) Ra—T)=06-(x—32+ 7.
2 a)z-(e—)+(@+1)(@+2)=(@=+2) (x+3)+z-(x+4H—9
b)2@+2) - (z—4H==z-2z+1)—21.
23.a)3-(a—a)—41-(a—6Ga)=5 - (Rx—ba)
b) (xk—3n) - mn—3m-(m—nx)—3m-Bm—n)=0.

@
——=6.
7 i

S5-(x+5) 2-(x—3) g9
8 -1 =
. 19—22 11z-—19
SETTS e g e
) 3 6a—
2 llr—f-s_hx. 7:10:‘:_10

82.2) 1 -Br—4)+3 - BPa+3)=4—ha
o -

b)ie—3 (c—2)=}-(2+3)—%
4

83.a)}-(1—20)—} - (4—ba)+ 5=0.
b3 e+)—t@—l+ie=12+% Qz—1).



I. Abschnitt. Gleich ersten Grades mit einer Unbekannten.
34, a)%‘(5::-—-1)—}—1—‘1-(9@—5)—;-(‘)z-—7)
NEE+)— @—= Ba—8)+ .
35. a)}-(S—z)+x—1§-=%-(z+'ﬁ)—?
b) c@Bx—1)—3%- (13—1)_——%-(z+3).
36. a) 5—431_7_ %_55—51_% o
b)“ =0
37_a)2x5 +6:;4=L95T-+1_12
L TR S e il o
38. a) Lﬂ?ﬁ+2§+4 7":1_1—72
by 5_‘”‘_3_?%1_;4_%?.(,_4)_
39.&)“2_¥_3'33_5 o
b)iz §z9—1o 4:x=10;_x
0. a) “7'14-1-(;_2):(9:'—1)2
=a2*—2z—4.
™ a)3x2_‘5.)z—8=(7z—-2)3-ﬁ(3x—6)
b)215—1—3:(x—1)-(4z—1)+2.
6 12
28} szm;—fafic Hfisﬂ;lﬁ:s'
R b gars= 53
44-&>8’$23—§ifi:“5+3~1 B (22:6—1:1')(;(1::4;[-8)
5. )E.%LG 42ti1+: h) 1?_—711:%_
46'“’)¢j—3 tj—lz'lx?;_(i 2%—
By 2 12 104 5
z—. z—6 B3z—12 <—86
L 4—;322.—*_4 (;5—1) ’i:r+2—52x'

e

0.



B. Anwendungen der Gleichungen ersten Grades mit einer Unbekannten. i)

48. a) 2?4 p*= (g —a)? b) (—p) (e +g = (x—p+ 9>
49. a) p*(2—p)+¢* (2—q)=pgz  b) a®-(a—z)—abx=1b%(b+ ).
50. a) (p+a)(g+a)= =2 (a2—) b) (p—9)-(x—p)= (p—v)(x—q).
5L a) (z—p) (p—2)=(¢—2) (x—q) b) (v—p) Rr—p)=2-(x—0q)%

52, a)a——b_x=u—z b)az—-§—€‘:b%‘=1}.

b)a-x—zj-kb-fr_—b:x.

a

" *—a® a—z 2z a bta-(a2—1) . -
54. a) T T b) e c—=azx—a
on ol B o i 2_4_,.
55, a) i 7 b) o + v (p—g).
4 10 bha 4a
56 a)i.(i+o)=_.<ﬁ_2) b) 10p_ bz 8¢ 4=z
4 \m 5 \m q q P

57. a) a2 b _tf Ifl;—i——:r _uzbs’a— z t_(_b -%— a:_b:[?—br
od:d) ﬁ_fib:ﬁ“;—% B “{j‘{l—a%i:gzb—n i_b'
i P
b—‘a&;b—u‘l a +bb_x_0 B b_xx_«bx_i;ll‘;iljx =0
T Bapghgees i,

B. Anwendungen der Gleichungen ersten Grades mit einer
{Unbekannten.

Textgleichungen oder eingekleidete Aufgaben.

Das Verfahren zur Aufstellung einer Gleichung, deren Losung
die gesuchte GroBe ergeben soll, liBt sich kurz in folgender Weise
angeben: Man bezeichne die unbekannte GréBe mit z und
driicke die in der Aufgabe gegebenen Beziehungen zwischen
« und den bekannten GréBen in algebraischen Zeichen
aus; man erhilt hierdurch eine Gleichung, die in bekannter Weise
aufgelost wird..



6 1. Abschnitt. Gleichungen ersten Grades mit einer Unbekannten.

Beispiel fiir das Ansetzen einer Bestimmungsgleichung und ihre Auflésung:
Die Zahl soll bestimmt werden, deren 4. und 6. Teil zusammen 15 ausmachen.
a) Ansetzen der Gleichung.

Es wird eine Zahl gesucht . . . . . . . . algebraisch «
. ¢ 2
it 4. Telll o « = & o 3% w il w e g 3w " 7
IEBTEL s w o s s wo vv s ms 30 8 ¥ o i Tf
die Summe dieser Teile . . . . . . . .. . s % == _:_
o # x oz
betigt 16 « - v v v v h v v v e v e e 5 T 1

Ubungsheispiele.
Zahlenriitsel.

1. Der dritte und vierte Teil einer Zahl, die ich mir gedacht hahe, ergeben zu-
sammen 14; wie heiit die gedachte Zahl?

2. Addiere ich die Hilfte, den dritten und den vierten Teil einer gedachten Zahl,
so erhalte ich 26; wie heiBt die Zahl?

3. Subtrahiere ich den sechsten Teil einer Zahl von dem fiinften Teile derselben
Zahl, so erhalte ich 2. Welche Zahl habe ich mir gedacht ?

4. Addiere ich zum dritten Teile einer gedachten Zahl den vierten Teil und ziehe
von der erhaltenen Summe den sechsten Teil derselben Zahl ab, so erhalte ich 15.
Wie heilit die Zahl?

5. Addiere ich zu einer gedachten Zahl ihren vierten und fiinften Teil, so erhalte
ich 145; wie heiBt die Zahl?

6. Subtrahiere ich von einer gedachten Zahl zuerst ihren dritten und dann ihren
vierten Teil, so erhalte ich 20. Welche Zahl habe ich mir gedacht?

7. Zwei Aufgaben aus'dem als ,,Rechenbuch des Ahmes‘ bezeichneten alt-
dgyptischen Papyrus Rhind (um 2000 v.Chr.) haben etwa folgenden Wortlaut?!),
wobei die Unbekannte als ,,Haufen* bezeichnet ist: a) Haufen: sein £, sein 4, sein ;,
gein Ganzes, es betrigt 33. b) (Haufen), sein % hinzu, % [der Summe] hinweg, bleibt
10 iibrig.

8. Wie heiit die Zahl, deren Hiilfte, dritter und fiinfter Teil zusammen 1 mehr
ergeben als die Zahl selbst ?

9. Vermindere ich eine Zahl um 5 und dividiere die Differenz durch 6, so erhalte
ich 12; wie heifit die Zahl?

10. Vermehre ich eine gedachte Zahl um 15 und dividiere die Summe durch 9,
so ergibt sich 7. Welche Zahl habe ich mir gedacht?

11. Die Differenz aus einer gewissen Zahl und a) 12, b) 9, ¢) m ist gleich dem
Quotienten aus derselben Zahl und a) 12, b) 9, ¢) m. Wie heilt die Zahl?

12. Die Zahl zu finden, welche um a) %, b) ;’—0, ¢) 3, d) 10, e) @ vermindert den-
selben Wert ergibt, als wenn sie mit a) %, b) %, ¢) 9, d) 15, e) b multipliziert wird.

1) Vgl. Tropfke, Gesch. d. ELl. Math., 1. Aufl.,, I. Bd., S. 241; der Papyrus
befindet sich im Britischen Museum. ¢



B. Anwendungen der Gleichungen ersten Grades mit ciner Unbekannten. 7

13. Eine um 5 vermehrte Zahl, dividiert durch die um 5 verminderte Zahl, ergibt
als Quotienten 5. Wie heiBt sie?

14. a) Addiere ich zu einer Zahl ihr 5-faches und noch 6, so erhalte ich die Hiilfte
von dem um 4 vermehrten 13-fachen der Zahl. Welche Zahl ist dies?

b) Addiere zu einer Zahl den a-fachen Wert und noch «, so ist diese Summe
gleich der Hiilfte von dem um ¢ vermehrten b-fachen der Zahl. Welchen Wert hat die
Unbekannte ?

15. a) Bestimme die Zahl, welche folgende Bedingung erfiillt: Addiere ich 5 zu
ibr, dividiere diese Summe durch 3 und addiere dann 6 zu dem Quotienten, so erhalte
ich eine Zahl, welche um 2 gréfer ist als die gesuchte.

b)1) Eine Zahl hab’ ich gewiihlt, Jetzt mit 3 multipliziert,
90 noch hinzugeziihlt, 84 subtrahiert
Drauf durch 18 dividiert, Und als Rest ist mir geblieben
Wieder 18 dann addiert, Dann zuletzt die heil’ge 7.

16. Vermindere ich eine Zahl um 5, dividiere die Differenz durch 3 und sub-
trahiere dann 6 vom Quotienten, so erhalte ich eine um 2 kleinere Zahl als die zu
suchende. Wie grof3 ist sie?

17. Lose die vorige Aufgabe, indem du der Reihe nach statt der bestimmten
Zahlen die GroBen a, b, ¢ und d einfiihrst.

18. Vermehrt man eine Zahl um 5, dividiert die Summe durch 6 und subtrahiert
vom Quotienten 3, so erhilt man denselben Wert, wie wenn man die gedachte Zahl
um 4 vermindert, die Differenz durch 15 dividiert und zu dem Quotienten 1% addiert.
Wie heiBt die Zahl?

19. Untersuche, ob folgende Aufgabe zu einer Bestimmungsgleichung fiihrt:
Denke dir eine Zahl, multipliziere sie mit 3, addiere zu dem Produkt 20, ziehe das
Doppelte der gedachten Zahl ab, multipliziere den Rest mit 2, addiere 60, dividiere
durch 2 und ziehe die gedachte Zahl ab; das Ergebnis ist 50.

20. Denke dir eine Zahl und verdoppele sie, ziihle 12 dazu, halbiere die Summe
und ziehe davon die gedachte Zahl abj; es bleibt 6 iibrig. Hittest du statt 12 die Zahl 8
addiert, so wiire 4 iibrig geblieben; es bleibt nimlich jedesmal die Hilfte der Zahl
iibrig, die zugezihlt wird. Erliutere, woher das kommt2).

21. Multipliziere eine Zahl mit 50, addiere zu dem Produkte 15, subtrahiere dann
45 und addiere 30. Dividierst du schlieBlich die erhaltene Zahl durch 25, so erhiiltst
du das Doppelte der gedachten Zahl. Wie kommt das? Wie kannst du demnach die
Zahl, die ein anderer sich gedacht hat, angeben, wenn er dir sein Endergebnis nennt ?1)

Bilde selbst derartige Zahlenriitsel.

22. Ich habe Zihler und Nenner des Bruches  um cine gewisse Zahl vermchrt
und £ erhalten; wie heifit die Zahl?

23. a) Um welche Zahl sind Zihler und Nenner des Bruches ;i) zu vermindern,
um den Wert & zu ergeben ? .

1) Aus Daheim, Jahrg. 1884.
%) Vel. Mittenzwey ,,Math. Kurzweil.



8 I. Abschnitt. Gleichungen ersten Grades mit einer Unbekannten.

b) Welche Zahl mufit du zu dem Zihler des Bruches % addieren und von
dem Nenner subtrahieren, damit der Wert des Bruches gleich 1 wird ?

24, Ich habe mir einen Bruch gedacht, dessen Nenner um 2 kleiner ist als das
b-fache des Zéhlers. Vermehre ich Zihler und Nenner des Bruches um 1, so ergibt
sich }. Wie heiit der Bruch?

25. Ich habe einen Bruch im Sinne, dessen Nenner um 3 groBer als das Doppelte
des Zihlers ist. Vermindert man Zéhler und Nenner um 4, so erhilt man den Bruch j’;
Wie heilt der gedachte Bruch?

26. Der Zihler eines Bruches ist gleich dem a-fachen des Nenners, vermindert
um b; vermindert man den Zihler um ¢ und vermehrt den Nenner um dieselbe Zahl, so

erhiilt man den Bruch —Z— Bestimme hieraus Zihler und Nenner des Bruches.

Erfinde selbst solche Aufgaben.

Teilungsaufgaben.

27. Teile die Zahl 60 in zwei Teile (Summanden), so da} —; des einen Teiles gleich
4 des anderen Teiles ist.

28. Die Zahl 75 ist in zwei Teile zu teilen, so daB das 3-fache des groBeren Teils
das 7-fache des kleineren Teils um 15 iibertrifft.

29, Teile die Zahl 20 in zwei Teile, so daB3 das 3-fache des ersten Teils und das
b-fache des zweiten Teils zusammen 84 betragen.

30. Man soll die Zahl 90 in zwei ungleiche Teile zeilegen, so daB, wenn der groBere
durch 2 dividiert und der kleinere Teil mit 3 multipliziert wird, dieser Quotient und dies
Produkt zusammen wieder 90 ausmachen. Wie heiflen die Teilzahlen ?

31. Ein Junggeselle hat seinen Verwandten, 3 Familien, ein Vermégen von
40000  hinterlassen. In seinem Testamente hat er bestimmt, daB jeder seiner Neffen
doppelt soviel erhalten soll wie jede seiner Nichten. Berechne die Erbschaft eines jeden,
wenn in der ersten Familie 1 Sohn und eine Tochter, in der'zweiten nur 2 Séhne und
in der dritten 1 Sohn und 3 Téchter vorhanden sind.

32. Eine Familie hat 20000 .# geerbt, die nach dem Willen des Erblassers fol-
gendermaBen unter die Eltern und Kinder verteilt werden sollen: die Tochter soll %,
jeder der drei Sthne aber soll nur } der Erbschaft der Eltern haben; wieviel erhilt jeder ?

33. 1750 A sollen so unter 3 Personen verteilt werden, daB die zweite Person
nur halb so viel wie die erste, die dritte aber nur halb so viel wie die zweite erhalten
soll. Wieviel erhilt jede?

34. Eine Familie hat 3600 ./ in der Lotterie gewonnen, die so unter dic Kinder
verteilt werden sollen, daBl das zweitiilteste die Hiilfte, das drittiilteste ein Drittel und
das jiingste gar nur ein Sechstel der Summe erhalten soll, die das dlteste Kind be-
kommt; wieviel erhalten die einzelnen Kinder ? .

35. Eine Mutter hat 25 Orangen gekauft, die sie so unter ihre 4 Kinder verteilen
will, daB das zweite die Hilfte, das dritte ein Drittel und das jiingste ein Viertel der
Anzahl erhalten soll, die sie dem dltesten geben will; wieviel erhilt jedes?

36. Fiir ein Geschiift sollen 29000 ./ von 3 Teilhabern so aufgebracht werden,
daf B §, C £ der Summe hergibt, die A aufbringt. Welche Summe entfillt auf jeden ?



B. Anwendungen der Gleichungen ersten Grades mit einer Unbekannten. 9

37. 3 Geschiiftsleute sind iibereingekommen, da$ sie sich im einzelnen so an
einem in Aussicht genommenen Geschift beteiligen wollen, daf8 A B :— von dem gibt,
was C zahlt. Welcher Anteil kommt auf jeden, wenn fiir das Geschift 47000 ./ er-
forderlich sind ?

38. M hinterldBt bei seinem Tode der Witwe, einem Sohn und einer Tochter
82000 . Sein Testament bestimmt, daB die Tochter die Hilfte des um 8000 /4 ver-
mehrten, der Sohn ein Drittel des um 3000 vermehrten Betrages erhalten soll, den
die Mutter hekommt. Wieviel erhiilt demnach jede der drei Personen?

39.1) Es haben jiingst drey Krieges-Leute /

Finfhundert Schaaff erlangt zur Beute:
Des zweyten Theil davon soll zwey /
des dritten aber richtig drey /

nach ihrem allerseits Behagen

mehr als des ersten Theil hetragen:
Mein Rechner sagt nun druff in Eil I/
wie hoch demnach kommt jedens Theil ?

40. Es haben 4 Sergianten, 6 Korporal und 8 Gefreyten insgesamt 50 Thaler
zu theilen / davon gebiihret jedem dero Sergiant 1 Thlr. mehr als jedem dero Korporal /
und jedem dero Korporal 1 Thlr. mehr als jedem dero Gefreyten. Frage: Wieviel
ibr jeder davon / demnach muB empfangen ?

41. Es hat A einen Beutel mit Gelde fiir sich stehen / zu dem sprach B / des
Gelds ist wohl 200 Thaler. A antwortete: nein / sondern wann desselben noch so viel i
halb so viel /  so viel mehr als dessen ist / und noch 35 Thlr. dazu / so wiire es gleich
soviel / als du hast erwehnt. Hierauff ist die Frage: Wieviel des Geldes demnach
gewesen ?

42. In Hamburg hat eine Stiefmutter | vermége Testaments / mit 6 Sohnen
und einer Tochter 4984 Mark Liibisch zu vertheilen / davon soll sie (die Mutter) 400 Mk. /
die Tochter aber 200 Mk. mehr denn die Mutter voraus nehmen / und dann das
iibrige mit besagten Sohnen zugleich theilen / haben und behalten: Hierauff ist
meine Frage / wieviel jedem dero Sthnen | der Mutter und Tochter insonderheit
demnach davon gebiihrt ?

Mischungsaufgaben.

43. Wieviel Gramm 720-haltiges Gold miissen mit 150 g 500-haltigem Gold
zusammengeschmolzen werden, wenn die Legierung 580-haltig werden soll ?

1) Die Aufgaben 39 bis 42 sind einem i. J. 1705 erschienenen Rechenbuch ent-
nommen: ,,Neuvermehrter vollko Rech ister* von Joh. Hemeling,
Kayserlich gekrohnten Poeten und Schreib- und Rech ister der Residenzstadt
Hannover. Der 5. Teil enthilt die Regula Coss oder Algebra, von welcher der
Verfasser riihmt:

Gleich wie die Tulipa / die wunderschéne Blum /
An buntgefiirbter Pracht / vor andern hat den Ruhm /
Ja [ wie der Adler / vor andern / steigt empor /
So geht die Regel Cof8 im Rechnen / andern vor.
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44. Um Silber vom Feingehalt 700 zu erhalten, werden 2 kg Silber vom Fein-
gehalt 800 mit Kupfer zusammengeschmolzen. Wieviel kg Kupfer miissen den 2 kg
Silber beigegeben werden ?

45. Welches spezifische Gewicht hatten die Reichsgoldmiinzen, welche aus 900
Gewichtsteilen Gold und aus 100 Gewichtsteilen Kupfer bestanden, wenn das spezi-
fische Gewicht des Goldes 19,25 ¢ und das des Kupfers gleich 8,50 g gesetzt wird?

Anleitung: Unter dem spezifischen Gewichte eines Kérpers versteht
man das Gewicht von 1cem des betreffenden Korpers. Rechne zuerst aus,
wieviel cem Gold und Kupfer in 1 kg Miinzgold enthalten sind, so erhiltst du die Zahl
der cem Miinzgold, die 1000 & wiegen. Dann aber kannst du das spezifischc Gewicht
des Miinzgoldes in einfacher Weise herechnen.

46. Wieviel g Kupfer sind zu 200 g einer Goldlegierung vom Feingehalt 910
zuzufiigen, damit die Legierung 700-teilig wird ? ’

47. Ein silbernes Fiinfmarkstiick hatte den Feingehalt 900 und wog 74,| g. Wie-

_ viel Kupfer muB zu 20 kg Silber vom Feingehalte 950 gebracht werden, um die Le-
gierung zum Priigen von Fiinfmarkstiicken beniitzen zu konnen. Wieviel Stiicke
konnen geprigt werden ?

48. Nach der Erziihlung des Vitruv lieB sich Konig Hiero von Syrakus eine Krone
von reinem Golde anfertigen. Der Goldschmied ersetzte einen Teil des Goldes durch
Silber und lieferte so die Krone ab, welche 20 Pfund wog. Auf Befehl des Kénigs, der
dem Goldschmied miBtraute, untersuchte Archimedes die Krone und stellte fest, daB
sie im Wasser 11 Pfund verlor. Wieviel Pfund Gold und Silber enthielt die Krone,
wenn das spezlflsche Gewicht des Goldes 19} g, das des Silbers 103 g ist? )

Anmerkung. Nach dem Prinzip des Archimedes verliert in einer ]‘luiswkelt
ein Korper soviel von seinem Gewicht, wie die verdriingte Fliissigkeitsmenge wiegt.

49. Eine Legierung aus Gold und Kupfer hat ein absolutes Gewicht von 2 kg, das
spezifische Gewicht der Legierung ist 16,5 g. Aus wieviel Gold und Kupfer ist die Le-
gierung zusammengesetzt, wenn das spezifische Gewicht' des Goldes 19,25 ¢ und das
des Kupfers 8,5 g ist?

Prozentaufgaben.

50. Was hat ein Schuldner zu zahlen, der eine erst nach a) 4, b) 7, ¢) 8, d) 9 Mo-
naten fillige Schuld in Hohe von a) 1000 , b) 1500 A, ¢) 2000 A, d) 2500 # sofort
zahlen will? (139 Monatszinsen.)

51. Berechne den Wert eines Wechsels, der auf a) 1800 ./, b) 1400 M, ¢) 1500 A
Jautet und eine Laufzeit von a) 3, b) 2, ¢) 5 Monaten hat, bei 12% Monatszinsen.

52. Welchen Wert hat ein am 1. April auf 1200 .# ausgestellter Wechsel am Aus-
stellungstage, wenn der Wechsel a) am 1. Juli, b) am 15. Mai, ¢) am 15. Juni fillig ist ?
(1% Monatszinsen).

53. Ein Kaufmann nimmt einen Wechsel, der am 1. Juli fillig ist und auf 750 4
lautet, a) am 1. Mai, b) am 1. April, ¢) am 1. Miirz in Zahlung. Welchen Wert hat der
Wechsel, wenn a) 29, b) 11%, ©) 239, Monatszinsen berechnet werden ?

54. Wieviel weniger hat ein Versicherter zu zahlen, der eine erst a) nach einem
Vierteljahre, b) nach einem halben Jahre tillige Primie von a) 240 ./, b) 185 . sofort
begleichen will, wenn 139, Monatszinsen berechnet werden ?
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55. Wieviel weniger hat man fiir ein Haus bei sofortiger Barzahlung zu zahlen,
wenn der nach a) 3, b) 8}, ) 4}, d) 5} Monaten verlangte Kaufpreis a) 25000 4,
b) 35000 ./, c) 28000 , d) 32000 A betrigt?

56. Ein Hauseigentiimer, der sein Haus verkaufen will, hat folgende beiden An-
gebote bekommen: X bietet a) 35000 4, b) 42000 ., c) 25000 ., die er sofort zahlen
will, Y hingegen a) 36000 J, b) 44000 4, c) 25500 J, die er erst nach 3 Monaten
zahlen will. Welches Angebot ist das hohere, wenn der Hauseigentiimer mit einem
ZinsfuB von a) 8%, b) 10%, c) 129, jihrlich rechnen muf?

57. Ein Kaufmann, der fiir sein Geschift eine Maschine kaufen will, hat folgende
beiden Angebote erhalten: Die erste Fabrik verlangt a) 4000 J, b) 2500 4, c) 6400 4
bei sofortiger Barzahlung, die zweite Fabrik aber fordert a) 4200 , b) 2550 A,
‘c) 6500 .#, zahlbar erst nach 5 Monaten. Welches Angebot wird der Kaufmann vor-
ziehen, wenn er mit a) 12%, b) 15%, c) 18% Jahreszinsen rechnen muB?

58. Einem Pferdehindler werden von 2 Kiufern folgende Gebote auf ein Pferd
gemacht: A will a) 1200 ., b) 1500 ., c) 1800 4 mit 1 Monat Ziel, B aber a) 1225 A,
b) 1550 S, c) 1875 A mit 2 Monaten Ziel zahlen. Welches Angebot ist das vorteil-
hafteste, wenn der Pferdehindler mit a) 15%, b) 18%, ¢) 20% Jahreszinsen rechnet ?

59. Jemand hat nach a) 4, b) 3, ¢) 2 Monaten 2500 . zu zahlen, will sie aber
sofort zahlen. Welche Summe hat er zu entrichten, wenn man mit a) 169%, b) 189%,
¢) 24%, Jahreszinsen rechnet ?

60. Ein Kaufmann hat eine Ware fiir a) 800 , b) 1200 ./, ¢) 2500 gekauft
mit a) 5, b) 4, ¢c) 6 Monaten Ziel, will aber den Betrag sofort zahlen. Welche Summe
ist zu berechnen, wenn man mit 249, Jahreszinsen rechnet?

61. Eine Fabrik hat eine Maschine fiir a) 6500 ., b) 4400 . mit a) 2, b) 3 Mo-
naten Ziel gekauft; welcher Betrag ist bei sofortiger Barzahlung in Rechnung zu stellen,
wenn 259, Jahreszinsen in Ansatz gebracht werden ?

62. Ein Geschiift hat an ein anderes a) 4500 ., b) 12000 .4 nach 4 Monaten
zu zahlen; wie hoch ist der sofort zu zahlende Betrag, wenn der Gliubiger dem Schuldner
auf die sofort gezahlte Summe a) 6%, b) 5% Rabatt gewilhrt ?

63. Ein Beamter, der bisher vierteljihrlich sein Gehalt in Héhe von a) 1600 .,
b) 2000 ., ¢) 1200 A im voraus bekommen hat, soll kiinftig nur noch monatliche
Vorauszahlung erhalten. Wie hoch muB sein Monatsgehalt angesetzt werden, wenn er
geradeso wie vorher besoldet werden soll und mit a) 89, b) 10%, ¢) 69 jahrlicher
Verzinsung gerechnet wird ?

64. Ein Beamter hat bisher a) 450 .4, b) 275 M, ¢) 625 A monatlich prae-*
numerando (im voraus) bekommen und soll von nun an vierteljahrliche Vorauszahlung
seines Gehalts erhalten, ohne daB eine Anderung in der Hohe seiner Beziige eintreten
soll. Wie hoch muB das Vierteljahrsgehalt angesetzt werden, wenn mit a) 10%, b) 8%,
¢) 9% Jahreszinsen gerechnet wird ?

65. Ein Angestellter hat bisher sein Gehalt in Héhe von a) 280 J, b) 275 A,
monatlich postnumerando (nach Ablauf,des Monats) erhalten und soll es kiinftig halb-
monatlich bekommen. Welche Summe ist anzusetzen, wenn die Hohe des Gehalts
nicht gelindert werden soll und a) 89, h) 79, Jahreszinsen gerechnet werden ?

Reinhardt-Zeisberg, Arithmetik u. Algebra. A u. C IT. 2
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iemischte Aufgaben.

66. Eine Mutter ist jetzt dreimal so alt wie ihre Tochter. Vor vier Jahren war die
Mutter viermal so alt wie die Tochter. Wie alt sind beide jetzt?

67. Gretel ist jetzt 13 Jahre alt, ihr Vater 38 Jahre. Nach wieviel Jahren wird
Gretels Alter —i des viiterlichen Alters betragen ?

68. Von 2 Schwestern ist die ltere um 2 Jahre mehr als 1jmal so alt wie die
jiingere; der Altersunterschied betrigt 5 Jahre. Wie alt sind beide ?

69. Einer fraget / wie alt er sey / Man antwortet ihm / Wenn er noch so alt / halb
so alt der sammlung / und } der jar aller ilter were / so were er 100 Jar alt / ist die
Frage wie alt er sey ? (26§ J.) (Aus dem Rechenbiichlein durch Adam Risen. Getruckt
Franekfurt am Mayn 1586.)

70. Ein Vater hat 6 Sohne, von welchen jeder vier Jahre ilter ist als sein niichst-
iltester Bruder; der ilteste ist dreimal so alt wie der jingste. Wie alt waren sie?

71. a) Ich bin jetzt 46 Jahre alt, sagte ein Vater, meine Tochter 11 Jahre. In
wieviel Jahren wird meine Tochter halb so alt sein wie ich?

b) Ich bin jetzt 50 Jahre alt, mein Sohn 26. Wann war mein Sohn halb so
alt wie ich?

72. Jemand sagte von sich, er hitte } seines Lebens als Kind, “; als Jiingling, die
Hilfte als Mann verlebt und sei nun schon 16 Jahre lang Greis. Welches Alter hatte
der Mann ?

73. 1) Diophantos, der Verfasser eines der éltesten Biicher iiber Algebra, erhielt
folgende Grabinschrift:

,,Hier das Denkmal deckt Diophantos, ein Wunder zu schauen:
Durch die rechnende Kunst lehret sein Alter der Stein.
Knabe zu bleiben verlieh ein Sechstel des Lebens ein Gott ihm.
Fiigend ein Zwolftel hinzu, lie er ihm sprossen die Wang’.
Steckte ihm drauf auch an in dem Siebtel die Fackel der Hochzeit;
Und fiinf Jahre nachher teilt’ er ein Sohnlein ihm zu.

* O ungliickliches Kind, so geliebt! Halb hatt’ es des Vaters
Alter erreicht, da nahm’s Hades, der Schaurige, auf.
Noch vier Jahre den Schmerz durch Kunde der Zahlen besinft’gend,
Langte am Ziele des Seins endlich er selber auch an.*

74. Edler Pythagoras, du Helikonischer Sprofling der Musen,
Sage mir Fragenden an, wieviel auf der Wissenschaft Ringplatz
Jiinger dieweilen im Haus, ganz eifrig erstrebend den Kampfpreis.
Tch will sagen es dir, o Polykrates. Siehe! Die Halfte
Treibet die treffliche Mathematik; dagegen das Viertel
Miihet sich um die Natur, die unsterbliche; aber das Siebtel
Giinzliches Schweigen befolgt, im Herzen die Lehre bewahrend;
Zihl’ drei Frauen hinzu, aus denen Theano hervorragt:
So viel’ leite zu Priestern ich an der Pierischen Musen.

1) Die Aufgaben 73 und 74 sind arithmetische Epigramme aus der Anthologie,
die von dem griechischen Ménche Planudes (um 1330) zusammengestellt worden ist.
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5. Eine Griechin ging in den Tempel des Jupiter und bat, er moge das Geld,
welches sie bei sich triige, verdoppeln. Er erhérte ihre Bitte, und sie opferte ihm aus
Dankbarkeit 2 Drachmen. Mit dem Reste ging sie in den Tempel des Apollo und hat,
um ein Gleiches, worauf sie nach Erfiillung der Bitte wieder 2 Drachmen opferte. Nun
zihlte sie ihr Geld und fand, daB sie gerade doppelt so viel wie anfangs hatte. Wieviel
Drachmen hatte sie gehabt ?

76. In einem von drei Geldbeuteln habe ich 1 einer Geldsumme, in dem zweiten
%, in beiden zusammen 100 ./, was im dritten ist, sage ich nicht. Wieviel Geld ist in
den 3 Beuteln zusammen %

77. Wenn ich 34-mal soviel Geld hiitte, wic ich habe, so hitte ich 375 mehr,
als ich besitze. Wieviel .# habe ich ?

8. Von meinen jihrlichen Einkiinften, erzahlt jemand, verwende ich ﬁ auf
Wohnung und Nahrung, ﬁ auf Kleidung und Wische, 5 auf Nebenausgaben und
erspare noch jihrlich 1300 .#/. Welchen Betrag erreichen seine jéhrlichen Ein-
kiinfte ?

79. In einer alten chinesischen Arithmetik ist folgende Aufgabe gestellt: In einem
Stalle sind Kaninchen und Fasanen; sie haben zusammen 35 Képfe und 98 Fiife.
Wieviel Tiere von jeder Art sind darin?

80. Wieviel Kaninchen und Tauben hat Karl, wenn diese Tiere zusammen 19
Képfe und 52 Beine haben ? = p

81. Ein Knabe hatte eine gewisse Anzahl Niisse, von welchen ihm ein anderer
die Hilfte und noch 3 Stiick wegnahm. Darauf kam ein dritter und entwendete ihm
wieder die Hilfte und noch 4 Stiick. Wieviel Niisse hatte er, wenn er beim Nachzihlen
nur noch den sechsten Teil seines ersten Vorrates vorfand ?

82. In dem Rechenbuch von Adam Riese (1525) findet sich folgende Aufgabe:
2 Gesellen haben eine Summe Geldes gewonnen; der erste erhilt —;, der zweite —} und
der dritte den Rest, nimlich 17 Gulder. Wieviel hatten sie gewonnen ?

83. (Aus Hebels Schatzkiistlein). Auf die Frage von seiten des Wirtes, wieviel
Uhr er ausgerufen habe, antwortete der Nachtwiichter:

»Hort Adlerwirt, und laBt euch sagen:
Die Glocke hat — sie hat geschlagen.
Wenn ihr die Zahl zur Hilfte brecht,
Den Drittel und den Viertel recht
Dazu addiert, habt ihr Gewinn.

Es steckt das Ganz' und soviel drin,
Als laut mein unverdrossener Mund
Verkiinden wird zur niichsten Stund.*



II. Abschnitt.

Gleichungen
ersten Grades mit mehreren Unbekannten.

A. Gleichungen ersten Grades mit zwei Unhekannten.

Setze in der Gleichungz
1 ...8z4 Ty =100

fiir z eine beliebige Zahl ein und bestimmie jedesmal den sich fiir y ergebenden
Wert. Gib  dann einen anderen Wert und bestimme wieder den Wert
von y. Man erhilt so 2 Wertepaare, welche die Gleichung befriedigen.
Wieviel solcher Wertepaare gibt es?

Fithre dieselbe Rechnung fiir die Gleichung

©)...122—5y =88

durch. Wieviel Wertepaare geniigen dieser Gleichung?

Ergebnis: Eine Gleichung ersten Grades mit zwei Unbe-
kannten wird von unendlich vielen Wertepaaren befriedigt.

Nimm jetzt die Wertepaare, die der ersten Gleichung geniigen, und
setze sie in die zweite Gleichung ein; wird die Gleichung 2 ebenfalls stets
befriedigt ?

Wir wollen nun untersuchen, ob es iiberhaupt Wertepaare fiir & und
y gibt, die sowohl die erste als auch die zweite Gleichung be-
friedigen. Wir iiberlegen zu dem Zwecke folgendermafien:

Angenommen, es gibe ein solches Wertepaar — wir wollen es
und g, nennen — so muf sein:

1) ... 8= 7y, =100
?)...122, — by, = 88.

-
1. Berechne 2, aus der ersten Gleichung: x, = 100 8§ 7N ; setze diesen Ausdruck
fiir @, in die 2. Gleichung ein:
12.10= "% 5, _ss.

8
Wieviel Unbekannte enthiilt diese Gleichung noch ?
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Berechne diese Unbekannte; du erhiltst:
Yy=4.
100=19i
8

Setze nun diesen Wert von y,; in a; = - ein, so erhiltst du 2

z,=9.

Mache die Probe durch Einsetzung der fiir 2, und y, gefundenen Werte in die
gegebenen Gleichung n (1) und (2); die Glelchungen werden beide befriedigt, die
Losungen sind also richtig.

Man hat die Unbekannten dadurch berechnet, daf man den Ausdruck
fiir 2, aus der 1. Gleichung in die 2. Gleichung eingesetzt (,,substituiert*)
hat, man nemnt deshalb dieses Verfabren Einsetzungsverfahren (Sub-
stitutionsmethode).

2. Man kann die Auflosung der Gleichungen auch folgendermaBen erreichen:

Bestimme 2, aus der ersten Gleichung: o = lLs_Pi yl)

und auch aus der zweiten: @ = g8 ;i;oy
und setze die rechten Seiten der heiden Gleichungen gleich:
100—7y 88+5y
g - g
mithin y =4 und &= 9.
Dieses  Verfahren heift Gleichsetzungsverfahren (Kombinations-
methade).
Die beiden Auflésungsverfahren 1 und 2 finden sich zuerst in dem Werke Arithme-
tica universalis des groflen englischen Mathematikers Iraak Newton (1643—1727).
3. Addiere die Gleichungen
3a—Ty= 8
ba+4+ Ty=32
und subtrahiere die beiden Gleichungen
6a—Ty=23
32—T7y= 8.

Wieviel Unbekannte enthalten die sich ergebenden Gleichungen ? Infolge welcher
Besonderheit der Gleichungen lieB sich durch Addition oder Subtraktion die eine Un-
bekannte wegschaffen? Wie kann man diese Besonderheit auch bei den Gleichungen

1)... 8z + Ty=100
2...122—5y= 88
herstellen ?
Multipliziere die erste Gleichung mit 5, die zweite mit 7:
0+ 35y= 500 4
84ax—3by= 616
Durch Addition: 1242 = 1116
x=9.

1) Die fir die Rechnung bedeutungslosen Indizes lassen wir von jetzt ab weg.
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Multipliziere nun die erste Gleichung mit 3, die zweite mit 2:
24 2 + 21 y = 300

- 24— 10y =176
Durch Subtraktion: 3ly=124
y=4.

Dieses Verfahren heiit Additions- ocder Subtraktionsmethode;
sie ist nach Anregungen durch den deutschen Mathematiker Michael Stifel zuerst
von dem franzosischen Ménche Johannes Buteo (etwa 1550 angegeben worden.

Zusatz. Sobald man eine der beiden Unbekannten gefunden hat,
kann man die andere auch dadurch bestimmen, dal man den Wert der
gefundenen Unbekannten in eine der beiden gegebenen Gleichungen
einsetzt.

Zusammenfassung: Die zur Auflésung von Gleichungen mit
zwei Unbekannten angewandten Verfahren laufen simtlich darauf hinaus,
statt der 2 Gleichungen mit 2 Unbekannten eine Gleichung mit einer Un-
bekannten zu erhalten, d. h. eine Unbekannte wegzuschaffen (zu ,,elimi-
nieren‘‘).

Ubungsheispiele.

Laaty=15 b) Ba+y=27
x—y=3 ba—y= 31

2. a) 8a+2y=32 b)y3a—4y=2
W0x—3y=1 Tao—4y=2

+3.a) Ta—by=24 b) 1la—T7y=37
4z—3y=11 8a+ Qy=4L

4.a) Ta+by=060 b) 6 —Ty=42
1Brx—11ly=10 Tae—6y="15.

5.a) 10+ 9y=290 b)3x—4y=18
122 —11y = 130 3z42y=0.

6.a) 8a—y =22 b) d4a+by=47
22—3y=0 dae—3y 3.

7.a)6z—by=1 b) 9a—8y=19
Te—4y=28} Tx—by= 12}

8. a) 280 — bHy= 336 b) 11 @ + 12 y = 160
1+ 21y =418 152 —17y = 18.

9.a)192—16y=1 b) 2la+ 8y=—066
1ha—23y=—134

10. a) 121 2 — 200 y = — 37
100 y + 36 & = 308 y—:

11. a) 202 + 36y — 100 = 0 b) 27Ta+26y—88 =0
252 —30y 4 250 =0 9o+ 22y —44=0.

12, a) 62+ 5y = 142} b) 9+ 14y =485

T2— y= 8()% 42+ 9y=435.
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13. a) z—5y=45 b 212=20y
2y=25—"Tx 62+ 8y=36.
14. a) Ta=3y b) Ba="Ty
x + y= b0 21z + 5y =222

Gib an, welches Verfahren der Auflésung bei den folgenden Aufgaben
am zweckmiBigsten erscheint, indem du zuniichst bei delsell';en Aufgabe alle drei
Verfahren versuchst, dann aber vor Beginn der Rechnung durch einen kurzen
Uberschlag das zweckmiBigste Verfahren zu erkennen suchst.

15.a) x+3y=19 b) 2a=18—3y
10z—Ty=>5 Gz -+ 5y=38.
16, a) 22 =54 —bHy by 72 —8y =62
22=138—3y Ta+8y="T8
17. a) 32 —2y =16 by 62— Ty=12
Sx+3y=90 Ta+ 8y =111

Wiihle bei den folgenden Aufgaben jedesmal das Verfahren, das am
zweckmiBigsten erscheint:

18. a) J2—1y =30 b). 1z 4 Ly=10}
jr—%y=13 2x—y="1.

19.2) a4+ d4y=14

20. a) x:%y+7§-
y=4%z+6}

21. a) 21::=)8?7—5—-;;1/
3y=2}a+6}

22.2) 632 —4dy=29 b) 222 +05y=—1,1
Haz—69y=0 322+ 3.7y =— 106
23. a) 0,12+ 25y = 10,5 b) 0,82+ 0,9y = 1,1
322+ 4,83y =332 05z +0,7y="1
24, a)3a+9y=24 b) 0,08 x — 0,21 y = 0,33
’ 0,18 2 — 0,6 y = 0,03 0,12 2 4+ 0,7 y = 3,54.

25. a)%+3y:7’

4 —2

—r:%y~4
2% LE .
2l .a)ﬁery:l&
21—»4_.)‘3:43 9.
o7 zt+y y—w_,
vf ¥ —3 5 =0




18 II. Abschnitt, Gleichungen ersten Grades mit mehreren Unbekannten.

28. a) & + —- =16} By LEq

3 5 B . @
) G5 X == 106+
15 ¢ — y = 110.

=i
&
-
1
|
,..
5l
oo
<
|
n
S

5z —8 by—11
34, 2)2@22+3y)=322—3y) +10
-+ 4z—3y=8(3By—a)+3.
\,b) 8@z +2y)—b(@2w—38y) =605
7 6(10x—Ty)=4@Bx—8y) +22y.

In den folgenden Beispielen fasse -i—und%als Unbekannte auf, setze % =u

-}y- — v und berechne die Unbekannten z und ». Dann findet man » und y aus = %

1
und y = —.
v
35.&)%:3—% b)s(i—)-l):
8
Lzl to L
Y z x Yy
TR R |
10,8 15 %
?+7=7 ;+—=16
3 5 8 4 1
37.&)?+7_ﬁ3 b gtg=2
3xzy 1 ]
9y—22 =4_2—5A1) —y——2—=1.

1) Dividiere zuerst durch x y.
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38.a) 02+ 1y=4ay!)
Bz+ by=4zy

39.a)2la— 4y=>Hay
36x—14y=>Hay

h) Br— 4dy=2ay
— x4+ 36y=ay.
b) 202+ Sy=06ay
Ha—2y=06xy.

40.a)az+by=c

2=
a2+ Lo
bx—ay=0

'. « b
L
b @

44.a) v+ y=c
az—by—r(u——b)
3z

45, a) — +
Ja. Gy_
i ke

46. a) mx | ny = p
m2 a4 ny=p*

Moa) @ty +bE—y =
a@—y)+b@+y =
48.a)’;1'f+y:b 0
z+y—b x—y—a
& B
ax by 1
49'a)tt—b_a+b_u-}
ax by 1
a—b' ' atbd a—0b
x—a +b
50"‘)a—b+Z+b_0
r—a  y+b 2ab

u—}?—rb—*hu—b_n2 —5

51. a) bi£+;lb7/=a,+b1)
b

__}.1=a”-}-b'2
Yy

1) Vgl. Anleitung vor Nr.37f.

h) x—2.y=m
z=4m+y.
b) ‘:‘+bl=1
x oy
T+ a =1L
b)z+y=a+d
(@a+c)a—by=hbe.

z Yy _
b):—-b—_o

ba 4 ay = 4ab.

b) (e —b)e = (a D)y
x4 y=c
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Anwendung der Gleichungen ersten Grades mit zwei Unbekannten.
Zahlenriitsel.

1. Ich habe mir zwei Zahlen gedacht, deren Summe a) 70, b) 61, und deren Diffe-
renz a) 20, b) 13 betriigt. Wie heillen die Zahlen?

2. Die Summe zweier gedachter Zahlén, von welchen die eine um a) 28, b) 15
grifler ist g,ls die andere, betriigt a) 92, b) 69; welches sind die Zahlen ?

3. Von zwei Zahlen ist die erste a) 23, b) 13mal so groB wie die zweite. Wie grof
sind die Zahlen, wenn ihre Summe a) 63, b) 200 betriigt ?

4. Die Summe zweier Zahlen ist a) 19, b) 24; fiigt man zu der ersten das 5-fache
der anderen hinzu, so erhiilt man als Summe a) 59, b) 52; wie heiBen di® Zahlen?

5. Von welchen zwei Zahlen ist sowohl die doppelte Summe als auch die 9-fache
Differenz 367

6. Vermehre ich das 6-fache der grofleren von zwei gedachten Zahlen um das
3-fache der kleineren Zahl, so erhalte ich 54 als Summe; vermindere ich aber das
3-fache der kleineren Zahl um 5, so erhalte ich die gréBece Zahl; wie heiBen die Zahlen ?

7. a) Zwei Zahlen aus folgenden Bedingungen zu berechnen: Wird das 9-fache
der einen Zahl um das 4-fache der anderen vermindert, so erhilt man 13; wird zu dem
15-fachen der ersten Zahl das S-fache der zweiten addiert, so ist die Summe 84,

b) Die Summe aus dem 5-fachen einer Zahl und dem 4-fachen einer zweiten Zahl
betrigt 10; die Differenz aus dem 15-fachen der ersten und dem doppelten der zweiten
Zahl hat den Wert 170; wie heiflen dic zwei Zahlen ?

8. a) Vermehrt man die erste von zwei Zahlen um 7, so erhiilt man den 2-fachen
Wert der zweiten Zahl; wird die zweite Zahl um 5 vermindert, so erhiilt man den 3. Teil
der ersten Zahl. Wie grof} sind die zwei Zahlen ?

b) Die Summe aus der ersten von zwei Zahlen und der Zahl m ist gleich dem
a-fachen der zweiten Zahl; die Differenz aus der zweiten Zahl und der Zahl » ist gleich
dem b-fachen der ersten Zahl; wie heiflen die beiden Zahlen ?

9. a) Wie groB sind die zwei Zahlen, deren Summe 25 und deren Quotient 4 ist ?

b) Setze statt 25 und 4 dic allgemeinen Zahlen s und g und bestimme die Unbe-
kannten.

10. a) Wie groB sind die zwei Zahlen, deren Differenz 18 und deren Quotient 4 ist ?

b) Lose die Aufgabe, indem du statt 18 und 4 die GroBen  und g cinsetzt.

11. Ein Drittel einer Zahl ist um 6 groBer als ein Viertel einer anderen, das
5-fache der ersten aber ist um 48 gréfer als das 4-fache der zweiten. Welche Zahlen
sind es.

12. Bestimme zwei Zahlen aus folgenden Angaben: der dritte Teil der ersten
vermehrt um den vierten Teil der zweiten gibt 11, die Summe aus dem vierten Teil der
ersten und dem dritten Teil der zweiten Zahl hingegen hat den Wert 10.

Bilde selbst derartige Aufgaben.
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Kleide folgende Aufgaben in Form von Zahlenriitseln:
13.a)3a—bHy=2 b) Ta+4+ Hy= 060 ¢) 4 —3y=10
ha—06y=28 1B3a—11y=10 ba—Ty= 6.

1 1
— — oy = 101 3
b) 71—}—“1/ 103 ¢

14. a) -

15. a) &

16. a) Addiert man zu dem Zihler und dem Nenner eines Bruches
man ?;, subtrahiert man aber von beiden 9, so bekommt man “73 Wie heillt der Bruch ?

b) Vermehrt man den Zihler eines Bruches um 3 und vermindert den Nenner
um dieselbe Zahl, so erhélt man 1; lit man dagegen den Ziihler ungeéindert und ver-
mehrt den Nenner um den Zihler, so erhilt man einen Bruch, dessen Wert 0,35 be-
triigt. Bestimme hieraus den urspriinglichen Bruch.

17. a) Zihler und Nenner eines J3mches betragen zusammen 16; vermindert
man beide um 6, so entsteht der Bruch vom Werte 4} Welcher Bruch war es?

b) Vermehrt man den Zihler eines Bruches um 7, so erhiilt der Bruch den Wert 1;
vermindert man aber den Nenner um 3, so wird der Bruch gleich 3. Wie heilt
der Bruch?

Erfinde auch hier derartige Aufgaben.

7, so erhilt

Setze die folgenden Gleichungen auch mit nur einer Unbekannten an:

18) a) Die Quersumme einer zweizifferigen Zahl ist 11. Vertauscht man
beide Ziffern miteinander, so erhilt man eine Zahl, welche um 20 kleiner ist als das
Doppelte der ersten Zahl. Wie heiflt diese ?

Anleitung: Wenn man die 1. Ziffer einer zweizifferigen Zahl x heifit, die
2. Ziffer y, so heiit die Zahl 10 z + y.

b) Die Quersumme einer zweizifferigen Zahl ist 7. Vertauscht man beide
Zitfern miteinander, so erhilt man eine Zahl, welche um 2 grofler ist als das Doppelte
der urspriinglichen Zahl. Welche Zahl ist es?

19. a) Die Quersumme einer zweizifferigen Zahl ist 10; werden die Ziffern ver-
tauscht, so entsteht eine Zahl, welche um 18 kleiner ist als die erste Zahl. Wie gro88
ist diese ? .

b) Vertauscht man die Ziffern einer zweizifferigen Zahl, deren Quersumme 13
ist, so erhiilt man eine Zahl, die um 27 grofier ist als die urspriingliche Zahl. Welches
ist die Zahl? i

20. a) Wie heiit die zweizifferige Zahl, deren Quersumme 17 ist und die um 9
grofler wird, wenn man die beiden Ziffern vertauscht?

b) Wenn man die Ziffern einer zweizifferigen Zahl vertauscht, so erhiilt man
eine Zahl, die um 7 gréfer ist als das Doppelte der urspriinglichen Zahl. Wie heifit

diese, wenn ihre Quersumme 7 ist?
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21. a) Vertansche bei einer zweizifferigen Zahl, deren Quersumme 9 ist, die
beiden Ziffern und du erhiltst eine Zahl, die um 9 kleiner ist als das Fiinffache der
urspriinglichen Zahl; wie heifit diese ?

b) Eine zweizifferige Zahl soll aus folgenden Angaben bestimmt werden: Wird
die Zahl durch ihre Zehnerziffer dividiert, so erhilt man als Quotienten 10, Rest 5;
die Zehnerziffer ist um 2 groBer als die Einerziffer.

22, a) Ich habe mir eine dreizifferige Zahl mit der Quersumme 13 und einer Zwei
in der Mitte gedacht. Vertausche ich darin die erste und letate Ziffer, dann erhalte
ich eine Zahl, die um 161 kleiner ist als das Dreifache der urspriinglichen Zahl; wie
heiBt diese ? '

b) Ich kenne eine dreizifferige Zahl, die in der Mitte eine 6 hat und bei der ich
das 1§-fache der urspriinglichen Zahl erhalte, wenn ich die erste und die letzte Ziffer ver-
tausche. Zihle ich aber alle 3 Ziffern zusammen, so erhalte ich 12. Bestimme die Zahl.

23. a) Wie heiit die dreizifferige Zahl, die am Anfang und Ende dieselbe Ziffer
und als Quersumme 14 hat und bei der ich eine um 18 kleinere Zahl bekomme, wenn
ich die letzten beiden Ziffern vertausche ?

b) Nenne mir die dreizifferige Zahl, die als Quersumme 12 und gleiche Ziffern
an 2. und 3. Stelle hat und bei der ich 15 mehr als das Doppelte der urspriinglichen
Zahl erhalte, wenn ich die erste und zweite Ziffer vertausche.

24. a) Vertauscht man bei einer dreizifferigen Zahl, deren letzte Stelle eine Null
ist, die ersten beiden Ziffern, so erhdlt man eine Zahl, die um 180 kleiner ist als die
urspriingliche Zahl. Wie heilt diese, wenn ihre Quersumme 4 ist?

b) Lose mir folgendes Ritsel: Ich kenne eine dreizifferige Zahl, die in der Mitte
eine 2 hat und bei der ich 99 weniger erhalte, wenn ich die erste und die letzte Ziffer
vertausche. Zihlst du aber die Ziffern alle 3 einzeln zusammen, so erhiltst du 11. Wie
heiBt die Zahl?

Bilde selbst derartige Aufgaben.

25. a) Von zwei Briidern ist der eine 4 Jahre élter als der zweite; vor vier Jahren
war er gerade doppelt so alt. Wie alt ist jeder?

b) Bei einem Gesellschaftsspiel wird eine Dame nach ihrem Alter und dem ihrer
jiingsten Schwester gefragt; sie gibt darauf folgende Antwort: ,,Vor 5 Jahren war ich
151, mal so alt wie meine Schwester, nach 5 Jahren werde ich l;rmal so alt sein.” Wie
alt waren die beiden Damen ?

26. a) Ein Vater wird nach seinem Alter und nach dem seiner Tochter gefragt;
er sagt: ,,Vor 7 Jahren war ich 7mal so alt wie sie und in 3 Jahren werde ich 3mal so
alt sein wie sie.” Wie alt sind demnach der Vater und die Tochter ?

b) Ein 62jihriger Herr gibt das Alter seiner Kinder scherzhaft folgendermafen
an: ,,Mein Sohn und meine Tochter sind zusammen 10 Jahre jiinger als ich, dagegen
betriigt das dreifache Alter meiner Tochter 10 Jahre mehr als das meinige.”” Wie alt
sind die Kinder? ?

27. a) Von zwei Briidern ist der eine um die Hiilfte alter als der andere, withrend
er vor 6 Jahren gerade doppelt so alt war wie dieser. Welches Alter haben sie ?

b) ,,Vor 4 Jahren®, sagt ein Vater zu einem Bekannten, ,,war ich um}, mehr als
bmal so alt wie meine Tochter; nach 4 Jahren werde ich um 4 mehr als 3mal so alt
sein wie sie.” Wie alt ist die Tochter?
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28. a) Ein Herr wurde gefragt, wieviel Personen in einer Abendgesellschaft
gewesen seien. Er antwortete: ,,Es waren 4 Herren mehr als Damen; wenn ich mit
meiner Frau fortgeblieben wiire, so wiiren doppelt soviel Herren als Damen dagewesen.*
Wieviel Personen waren es demnach ?

b) In einer Familie waren mehrere Kinder. Auf die Frage, wie groB ihre Zahl
sei, antwortete der élteste Sohn: ,,Ich habe soviel Schwestern wie Briider.* Die iilteste
Tochter aber erklirte: ,,Ich habe nur halb so viel Schwestern wie Briider.* Wicviel
Sohne und Tochter waren in der Familie ?

20. Ein Herr wollte von einer Dame das Alter und die geheim gehaltene Telephon-
nummer erfahren, die Dame aber wollte beides nicht verraten. ,Nun gut®, sagte
der Herr, ,,dann gestatten Sie mir, daB ich es errate.* Die Dame war damit einverstan-
den, und der Herr gab ihr Papier und Bleistift und bat sie um folgende Berechnung:
,,Wollen Sie Ihre Telephonnummer heimlich auf den Zettel schreiben und mit 2
multiplizieren; nun 5 zuzihlen, das Ergebnis mit 50 multiplizieren und 365 und Ihr
Alter zuzihlen. Wollen Sie schlieBlich noch 615 abziehen und mir die Zahl nennen,
die iibrig bleibt.” ,,Gern“, sagte die Dame und nannte 422739. ,Dann sind Sie
39 Jahre alt*, rief freudestrahlend der Herr, ,,und Thre Telephonnummer ist 4227,
»Das stimmt, sagte verlegen die Dame und wuBte nicht, wie sie sich das Riitsel
erkliren sollte. Kannst du es 1sen?

Bilde selbst derartige Rétsel.

Prozentaufgaben.

30. Ein reicher Mann will sein Geld in Héhe von 80000 ./ teilweise zu 49, und
teilweise zu 59, derart anlegen, daB er gerade so viel an Zinsen cinnimmt, wie wenn er
sein gesamtes Kapital zu 439, ausgelichen hiitte. Wieviel muff er dann zu 49, und
wieviel zu 5%, anlegen ?

31. Ein anderer reicher Mann kann sein 50000 ./ betragendes Vermigen teil-
weise zu 9%, und den Rest zu 129, anlegen. Wie groB miissen die einzelnen Teile
sein, wenn er eine durchschnittliche Verzinsung zu 109, erzielen will.

32. Es will jemand zwei Hypotheken von zusammen 25000 . aufnehmen, die
eine zu 439%, die andere zu 539,. Welche Hohe miissen die Einzelhypotheken haben,
wemn er ebensoviel an Zinsen zahlen will, wie wenn er die gesamte Summe mit 5%,
verzinsen miifite ?

33. Es hat jemand 60000 .# als Hypothek zu vergeben und méchte eine Ver-
zinsung von 129 erzielen. Von den beiden in Frage kommenden Hypothekenschuld-
nern bietet ihm aber der eine nur 89, bei sehr guter Sicherung, wihrend der andere
159 bei geringerer Sicherheit bietet. Wieviel hat er jedem der beiden Schuldner zu
geben, wenn er durchschnittlich die urspriinglich verlangte Verzinsung erreichen will ?

34. Ein Rentner hat 20000 ./ seines Vermogens zu 6%, angelegt. Er will den -
iibrigen Teil seines Vermogens, 40000 ./, ebensogut verzinsen, indem er dafiir Obliga-
tionen kauft, teilweise 5%jige zum Kurs von 80 und teilweise 49yige zum Kurse von 70.
Fir wieviel muB er 5%ige und fiir wieviel 4%;ige Obligationen kaufen ?

35. Ein anderer Rentner will 50000 # seines Vermogens in Obligatiom:n an-
legen, teilweise in 5%igen zum Kurse von 75 und teilweise in 439,igen zum Kurse von
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70 und will dabei eine durchschnittliche Verzinsung von 639, erzielen. Fiir wieviel
muB er Obligationen der beiden Sorten kaufen ?

36. Ist es moglich, daB jemand sein 60000 ./ betragendes Kapital mit einer
durchschnittlichen Verzinsung von 619, in Aktien anlegt, teilweise zum Kurse von
240 bei voraussichtlich 159, Dividende und teilweise zum Kurse von 180 bei voraus-
sichtlich 119, Dividende ?

Geometrische Aufgaben.

37. a) Fiir ein Dreieck hat man berechnet, daB die Summe zweier Seiten 144,35 m
und die Differenz 23,25 m ist; wie groB ist jede Seite?

h) Die Differenz zweier Winkel eines Dreiecks ist zu 7° 18, die Summe zu
104° 24’ berechnet worden; wie groB sind die Winkel des Dreiecks ?

¢) Die halbe Summe zweier Dreieckswinkel ist 52°34’, die halbe Differenz
dieser Winkel 5° 48’; wie groB sind die Winkel des Dreiecks ? :

38. Man soll einen Faden von 46 cm Linge mit den Enden an zwei Punkten
festkniipfen und so spannen, daB di¢ beiden Teile des Fadens sich wie 2 :3 ver-
halten; wie lang miissen dann die Teile des Fadens gemacht werden?

39. In einem Dreiecke kennt man @ = 5 ems und b + ¢ = 9 em. Das Dreieck
zu zeichnen, wenn b : ¢ = 3 : 4 ist.

40. Ein Faden von 120 ¢cm Linge soll mit den Enden zusammengekniipft
und so in Rechteckform gespannt werden, daB das eine Seitenpaar doppelt so lang
wie das andere wird; wie lang miissen dann die Fadenteile sein ?

41. Ein Kupferdraht von 65 em Liinge soll zu einem Rechteck umgebogen
werden, bei dem die gréBlere Seite viermal so lang ist wie die kleinere; wie lang miissen
die Rechteckseiten gemacht werden ? -

42. Ein Kupferdraht von 81 em Liinge soll zu einem gleichschenkligen Dreiecke
umgehogen werden, bei dem die Grundlinie gleich dem 4. Teile eines Schenkels ist.
Wie muBl der Draht gebogen werden?

43. Aus einem Brette, das 84 cm lang ist, soll aus 3 Stiicken ein Dach fiir einen
Kaninchenstall hergestellt werden, so dafl der Querschnitt des.Daches ein gleich-
schenkliges Dreieck ist und die Grundlinie des Querschnitts das 1% fache eines Schenkels
ist. Wie muB das Brett zersigt werden?

44. In einem Rechtecke verhalten sich die Seiten wie 2 zu 3. Man will nun die
kleinere Seite um 3 cm verlingern und gleichzeitig die groBere Seite um 3 cm ver-
kiirzen, ohne jedoch die FlichengroBe des Rechtecks zu verindern. Wie grofl miissen
dann die Rechteckseiten sein?

45. In einem rechtwinkligen Dreiecke, dessen Katheten sich wie 3 zu 4 verhalten,
soll die kleinere Kathete um 3 em verlingert und die gréBere Kathete um 2 em ver-
kiirzt werden, ohne daf sich der Flicheninhalt des Dreiecks éndert. Welche Linge
miissen dann die Katheten haben?

46. In einem gleichschenkligen Dreiecke ist die Hohe 16 cm linger als die Grund-
linie. Wie lang miissen Grundlinie und Héhe sein, wenn die Fliche des Dreiecks sich
nicht veriindert, wenn man die Héhe um 12 em verkiirzt und gleichzeitig die Grundlinie
um 8 cm verlingert ?
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Mischungsaufgaben.

47. Mischt man 51 einer Spiritussorte mit 101 einer anderen Spiritussorte, so
erhilt man 75%igen Spiritus; mischt man aber 101 der ersten Sorte mit 5 1 der zweiten
Sorte, so erhiilt man nur 70%,gen Spiritus. Wieviel prozentig waren die gemischten
Spiritussorten ?

48. Mischt man 41 einer ersten Weingeistsorte mit 51 einer zweiten, so erhilt
man gerade so hochprozentigen Weingeist, wie wenn man 21 der ersten Sorte mit 11
der zweiten Sorte mischt. GieBt man andererseits 101 der ersten Sorte mit 41 dcr
zweiten zusammen, so ergibt sich ebenso hochprozentiger Weingeist, wie wenn man
21 der ersten Sorte mit 13 | der zweiten Sorte zusammengieBt!). Wieviel prozentig
sind die gemischten Weingeistsorten ?

49. Um zu bestimmen, wie hochprozentig zwei Schwefelsiiuresorten sind, gielt
man zu der ersten Wasser und findet, daB man zu 150 cem Schwefelsiure 50 cem
reines Wasser gieen mufl, um Schwefelsiure vom spezifischen Gewicht der zweiten
Sorte zu bekommen. Andererseits findet man, daB man zu 200 cem der zweiten Sorte
gerade 200 ccm konzentrierte Schwefelsiure zugieSen muf, um solche vom spezifischen
Gewichte der ersten zu erhalten. Wieviel prozentig sind die beiden Schwefelsiiure-
sorten ?

50. Man hat wiederum zwei verschiedene Sorten verdiinnter Schwefelsiiure,
deren Prozentiglkeit bestimmt werden soll, und man findet, da8 man wiederum zu
150 cem der ersten Sorte 50 cem Wasser gielen muB, um Schwefelsiure vom spezi-
fischen Gewichte der zweiten Sorte zu bekommen. Hingegen ergibt sich, dal man zu
300 cem der zweiten Sorte 50 cem konzentrierte Schwefelsiure gieBen muB, um solche
vom spezifischen Gewicht der ersten Sorte zu bekommen. Wieviel prozentig sind die
beiden Siuren ?

51. Aus 40g und 60.g von zwei Sorten Silber erhilt man cine 820teilige Le-
gierung®); werden beide Sorten in umgekehrten Gewichtsmengen gemischt, so ent-
steht eine 830teilige Legierung. Welchen Feingehalt hat jede der beiden Sorten?

52. Wird zu 40 g Gold von bestimmtem Gehalt eine gewisse Menge reines Edel-
metall gebracht, so wird die Legierung 720teilig. Bringt man zu 50 g jener gleichen
Legierung doppelt soviel reines Metall wie vorher, so wird die neue Legrrung 750 teilig.
Von welchem Gehalt ist die urspriingliche Legierung, und wieviel g ‘eingold wurden
hinzugefiigt ?

53. Aus drei Sorten Silber von 640, 560 und 360 Feingehalt sollen durch Zu-
sammenschmelzen 8 kg Silber vom Feingehalte 470 hergestellt werden. Wieviel mufs
von jeder Sorte genommen werden, wenn von der geringsten 3 kg mehr als von der
besten verwandt werden sollen ?

54. Im Wasser verlieren 36 ¢ Zink 5 g an Gewicht und 34 g Blei 3 g. Wieviel g
Zink und Blei sind in einer aus diesen Metallen hergestellten Leglerung von 312 g
Gewicht, die im Wasser 33 ¢ verliert ?

!) Gleichen Prozentgehalt kann man mit Hilfe des Ardometers bestimmen.
2) d. h. anf 1000 Teile der Legierung kommen 820 Teile Silber.
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Gemischte Aufgaben.

53. Bei einer Wanderfahrt hat Bernhard 2 Schinkenbrote und eine Portion Eis
gegessen, Karl aber 1 Schinkenbrot und 2 Portionen Eis. Bernhard hat 1,20 .4, Karl
1,06 # bezahlen miissen; wieviel hat ein Schinkenbrot und wieviel die Portion Eis
gekostet ?

56. Bei einem anderen Ausflug hat Else 2 Glas Milch und 2 Stiicke Kuchen,
Hanna 1 Glas Milch und 3 Stiicke Kuchen verzehrt. Else hat 0,70 .#, Hanna 0,75 4
bezahlen miissen; wieviel hat das Glas Milch und wieviel das Stiick Kuchen gekostet ?

57. Heinz hat in einem Laden 15 Stahlfedern und 2 Bleistifte, Hermann 10 Stahl-
federn und 3 Bleistifte gekauft; Heinz hat 0,69 ./, Hermann 0,66'4 bezahlt. Was hat
eine Stahlfeder und ein Bleistift gekostet ? :

58. Ein Gasthaus hat beim Bezuge von 18 Pfund Ochsenfleisch und 7 Pfund
Schweinefleisch eine Metzgerrechnung von 29,60 . und beim Bezuge von 15 Pfund
Ochsenfleisch und 9 Pfund Schweinefleisch eine Rechnung von 29,10 ./ erhalten.
Wieviel kostet das Pfund jeder Fleischsorte ?

59. Ein Handwerksmeister arbeitet mit 5 Gesellen und 3 Handlangern und hat
an diese insgesamt 235 ./ Wochenlohn zu zahlen. Ein anderer Meister beschiftigt
7 Gesellen und 4 Handlanger und zahlt bei gleichen Lohnsiitzen wochentlich insgesamt
325 4. Wieviel verdienen ein Geselle und ein Handlanger wochentlich ?

60. Ein Obsthindler kauft fiir 21,25 ./ Obst ein, Apfel und Birnen, das Pfund
Apfel fiir 0,20 A, das Pfund Birnen fiir 0,25 4. Hitte er dreimal soviel Birnen, aber
nur halb soviel Apfel eingekauft, so wiirde er 17,50 £ mehr bezahlt haben. Wieviel
Pfund Apfel und Birnen hat er gekauft?

61. Es hat jemand zwei Beutel mit Geld. Nimmt er aus dem ersten 24 . heraus,
so enthilt der zweite noch einmal soviel wie jetzt noch in dem ersten enthalten ist.
Hiitte man dagegen 72 ./ aus dem zweiten herausgenommen, so wire darin noch ein
Betrag verblieben, der 1} mal so grof8 ist wie die Summe, welche in dem ersten Beutel
war. Wieviel enthielt jeder Beutel ?

62. Ein Beutel enthilt schwarze und weile Kugeln, und zwar ist die Hilfte der
Anzahl der weiflen gleich einem Drittel der Anzahl der schwarzen Kugeln. Die doppelte
Anzahl aller Kugeln iibertrifft die 3fache Zahl der schwarzen um 4. Wieviel Kugeln
waren in dem Beutel ? '

Bewegungsaufgaben folgen S. 41ff.

B. Gleichungen ersten Grades mit mehr als zwei
_ Unbekannten.
I. Gleichungen mit drei Unbekannten.
Untersuche, ob es moglich ist, aus den 2 Gleichungen mit 3 Unbekannten:
1 ...22+3y+ 2=35
@2)...832—2y+22=17
durch Anwendung eines der Eliminationsverfahren des Abschnitts A eine Gleichung
mit nur einer Unbekannten zu erhalten.
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Ergebnis: Zur Bestimmung von 3 Unbekannten miissen mehr als
2 Gleichungen gegeben sein.
Wir fiigen nun noch eine dritte Gleichung
@) ...6x+3y—42=20
hinzu. Wie kannst du durch Elimination einer der 3 Unbekannten aus den 3 Glei-
chungen mit 3 Unbekannten 2 Gleick mit 2 Unbekannten herstellen ?

Lése die Gleichungen (1) und (2) nach z ‘auf und setze die rechten Seiten der
erhaltenen Gleichungen gleich:

17T—8z+2y

30 —2x—8y=

ol

oder nach Umformung : L
x4+ 8y = 53.
Lése nun auch die dritte gegebene Gleichung
B)...6x+3y—42=20
nach z auf und verbinde sie mit einem der obigen Werte von z, etwa dem ersten; es
ergibt sich dann die zweite Gleichung zwischen z und y:

142 + 15 y = 160.

Die Auflosung der beiden Gleichungen

liefert uns die Werte

und schlieBlich (Probe).

Wende auf denselben Gleichungen das Einsetzungsverfahren an. Bestimme
aus einer der drei Gleichungen den Wert einer Unbekannten (etwa von z) und setze
ihn in die zwei anderen Gleichungen ein; man erhéilt dann zwei Gleichungen mit zwei
Unbekannten.

Wende auch die Additions- und Subtraktionsmethode zur Losung der
folgenden Aufgabe an:

—_9
P L e -
(2): s 3.1/_23;:12_1"‘%; 1
2(x +2
@) ... x4+ y= ,LS,J

Forme zuerst die Gleichungen derart um, daB schlieBlich die Unbekannten auf
der einen Seite jeder Gleichung stehen (-Normalform®). Die Gleichungen lauten
dann:

(1) ... 22—8y—38z=—36
2 ...—ax+2y = 7|2
@) ... x+8y—2z= 0
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Aus der Addition der 2. und 3. Gleichung ergibt sich
by—=2z=171.

Multipliziere die zweite Gleichung mit 2, so folgt aus der Addition der 1. und

2. Gleichung:
y—3z=—22.

Berechne nun durch Anwendung der Additions- bzw. Subtraktionsmethode y

und z; es ergibt sich:
y="53 und 2=9.

Setze die Werte fiir y und z in eine der urspriinglich gegebenen Gleichungen ein,

du erhiltst:

‘x=238 (Probe).

Ubungsheispiele,
l.a)z+y=18 h) 2+ y=150
z+z=16 @+ z=28
y+z=14 Y+ z=42.

2. a) 2 +2y=23 b) 3z +y=14
2x+2 =23 4z —x=25
y+3z=22 2—2y =—3.

3.a)2z+3y=—2 b)y3z—2y=—5H
8 —4z=2 Ga:—gz:_s
4y—bHz=—13 Ty—3z=23.

4.a) z+2y=26 b)_;_%=0
$ax—3z=1 ‘L-—i):o
gy=3z By—3z=38.

5.a) a-+y=286 b) @ —y= 10
2xz—32=18 z—2=17
dy+z=218 y -+ 2z=101..

6.a) x+y+z=22 b) 2+ y—z=16
x—y+2z=12 x—y+2=20
z+‘y_z:4 y r—y—z=4.

T.a)ba+3y—6z=4 b) z+y+z2=41
3a—y+22=28 2a+3y—+2=17
z2—2y+22=2 3a—4y+2z2=238.

8. a)da+Ty—22=13 b) a4+ y—2z=26
8z +3y+z=17 22 —3y+4z=00
z—4y+102=23 42+3y—22z=128,

9. a) a—y+z=49 : b) y+z—a=39
x—2y+ 32=106 bax—4y+32=108

3x+4y—22=1206 6 +3y—4z=43.
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a)jz+4y=26 b) 2tz 4 33 y = 305
}z+lz=16 ka7 2="1728
$y+4%2=057 8ly—432=172.
LoV 2 _ oo S

ll.u)213,7 22 5+7+9 143
Z o Y B P T
T3 gL I
LY 2 ey LilY E_ ¢
grgty=" gy

II. Gleichungen mit vier Unbekannten.

12, a) a4+ y=11 b)z+3y=4
z+u=9 y+32=38
zu=71 z2+3u=12
T—y+z—u=2 2u—(x+ y 4 z) = 4.

13. a) 224+ 3y=—9 )22 —3y+22=13
5y +2z=—11 2y ta—=1
4z—u=37 S5y+3u=32
du—r—z—y=—11 2u—a = 15.

4. a) e+ y+z-+u=14 b)a+y+2z=15
22 +3y—4dz+bu=20 y+z+u=18
3x—2y—Hz 4+ 2u=—4 z4u+x=17

dx+4y—2z2—bu=25 u+ x4+ y=16.
III. Anwendung der Gleichungen ersten Grades mit mehr als zwei
Unbekannten.

1. Die Summe der ersten beiden von drei Zahlen ist gleich 10, die Summe der
ersten und dritten Zahl gleich 19, die Summe der zweiten und dritten Zahl gleich 23,
Wie heifien die Zahlen ?

2. Bestimme drei Zahlen aus folgenden Angaben: die Summe der drei Zahlen
ist 21, die Summe der ersten zwei ist um 3 groBer als die dritte Zahl, die Summe der
ersten und dritten um 7 groBer als die zweite.

3. Wie heiit die Losung dieser Aufgabe, wenn statt der Zahlen 21, 3 und 7 die
allgemeinen Zahlen a, b und ¢ gesetzt werden ?

4. Die Summe der ersten und zweiten von drei Zahlen ist um 4 (a) groBer als die
dritte Zahl, die Summe der ersten und dritten Zahl um 8 (b) groBer als die zweite,
die Summe der zweiten und dritten Zahl um 12 (c) groBer als die erste Zahl, Wie heiBen
die drei Zahlen? .

5. Die Summe dreier Zahlen betrigt 100. Wird die zweite durch die erste divi-
diert, so erhiilt man als Quotienten 2 und den Rest 10. Dividiert man die zweite durch
die dritte Zahl, so erhiilt man als Quotienten 1 und den Rest 20. Welche Zahlen sind es ?

6. Die Summe von drei Zahlen ist 90. Das Doppelte der ersten Zahl, vermehrt
um 40, ist gleich dem Dreifachen der zweiten Zahl, vermehrt um 20, und auch gleich
dem Vierfachen der dritten Zahl, vermehrt um 10. Wie heiBen die Zahlen?
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7. Bestimme 3 Zahlen aus folgenden Beziehungen: Die Summe aus dem
5. Teil der ersten Zahl und dem 3. Teil der zweiten Zahl ist um 1 kleiner als die Hilfte
der dritten Zahl. Die Summe aus dem 5. Teil der ersten Zahl, dem 6. Teil der zweiten
und dem 7. Teil der dritten Zahl betriigt 9. Die zweite Zahl ist das arithmetische Mittel
aus der ersten und dritten Zahl (d. h. sie ist gleich der halben Summe).

8. Eine dreizifferige Zahl soll aus folgenden Angaben bestimmt werden: Dividiert
man die gesuchte Zahl durch ihre Ziffernsumme, so ist der Quotient 41. Dividiert man
die Summe der ersten und dritten Ziffer durch die mittlere, so findet man den gleichen
Quotienten, wie wenn man das Doppelte der ersten Ziffer um 1 vermehrt und durch
die mittlere Ziffer dividiert. Kehrt man die Ordnung der Ziffern um und subtrahiert
von der so erhaltenen Zahl die gesuchte, so findet man als Rest die neunfache Summe
der letzten Ziffern der gesuchten Zahl.

9. Es gibt eine dreizifferige Zahl von folgender Beschaffenheit: Wird sie durch
ihre um 9 vermehrte Ziffernsumme dividiert, so entsteht der Quotient 19. Die mittlere
Ziffer ist das arithmetische Mittel aus den beiden anderen; wird 198 zu der gesuchten
Zahl addiert, so entsteht eine Zahl mit den gleichen, jedoch in umgekehrter Ordnung
folgenden Ziffern. Wie heifit die Zahl?

10. Drei Kinder vergleichen das Geld, das sie gesammelt haben. Es zeigt sich,
daB das erste Kind, wenn es vom zweiten 23 J/ erhiilt, noch einmal soviel hat, wie das
zweite Kind iibrig behilt. Gibt das dritte an das zweite 23 ./ ab, so hat dieses dreimal
soviel, wie das dritte Kind behilt. Gibt aber das erste an das dritte 23 ./ ab, so hat
dieses viermal soviel, wie das erste Kind iibrig behilt. Wieviel J hat jedes der drei
Kinder gesammelt ?

. 11. Bin Geldwechsler hat drei Kasten mit Markstiicken. Nimmt er aus dem
ersten Kasten 10 Stiicke und legt sie in den zweiten, so sind jetzt in diesem doppelt
soviel Stiicke wie in dem ersten. Bringt er aber aus dem ersten Kasten 10 Stiicke in
den dritten, so befinden sich in diesem 2} mal soviel Stiicke wie in dem ersten. Legt er
dagegen aus dem dritten 10 Stiicke in den zweiten Kasten, so sind in beiden gleichviel
Stiicke. Wieviel Markstiicke sind in jedem der drei Kasten?

12. Ein Vater ist jetzt 3mal so alt wie seine Tochter und wird nach 8 Jahren
Amal so alt sein wie sein Sohn. Vor 4 Jahren aber war er so alt wie sein Sohn
und seine Tochter damals zusammen waren. Berechne das jetzige Alter des Vaters
und seiner beiden Kinder.

18. Ein Vater hat zwei Tochter, von welchen die eine zwei Jahre élter ist als die
andere. Vor 6 Jahren war der Vater 9mal so alt wie seine jiingere Tochter, wiihrend
er in 3 Jahren 3mal so alt sein wird wie seine iltere Tochter. Wie alt ist der Vater und
jede seiner Tochter ?

14. Ein Mann ist jetzt ebenso alt wie seine Frau und seine Tochter zusammen.
Vor 6 Jahren war er 11mal so alt wie seine Tochter, und vor 10 Jahren war er um %
ilter als seine Frau. Wie alt ist jetzt jede der drei Personen?

15. a) In einem Dreieck ist die Differenz der Winkel  und f 30°, die Differenz
der Winkel # und y 60°. Wie groB sind die drei Winkel?

b) Die Summe der Winkel « und f8 eines Dreiecks ist 110° 30, die Summe der
Winkel § und y 127° 35". Wie groB sind die drei Winkel ?
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C. Graphische Losung von Gleichungen ersten Grades.

I. Die lineare Funktion.
Bei der Auflésung von Gleichungen mit zwei Unbekannten hatten
wir gefunden, daB eine Gleichung mit 2 Unbekannten, z. B.
4r5—2y =5
nicht ausreicht, um die Unbekannten z und y zu bestimmen, daB viel-
mehr unzihlig viele Wertepaare von x und y diese Gleichung befriedigen.
Wir wollen diese Feststellung jetzt graphisch behandeln. Lése die vor-
stehende Gleichung nach y auf, so erhiltst du  als Funktion von :
y=2z—%.
Stelle auf Grund dieser Gleichung eine Wertetafel der zusammen-
gehorigen Werte von z und y zusammen:

e= =8| —2|—1! o [+1]+2]13] 121

o

y= | =8 | =% —4 =% | —} |+1 |+3} | +5

Trage die Werte dieser Tafel als Abszissen und Ordinaten in ein
rechtwinkliges Koordinatensystem ein, so erhiltst du eine Reihe von
Punkten, die augenscheinlich auf einer Geraden liegen, diein der Fig.1(S.32)
dargestellt ist.

Um diesen Augenschein geometrisch zu begriinden, bilde die
Differenz der in der Tafel benachbarten y-Werte; diese ist jedesmal 2.
Errichte nun (Fig. 1, 8. 82) in den Punkten, die den Abszissen 2, 3, 4 usw. ent-
sprechen, die Ordinaten und ziehe durch die Endpunkte dieser Ordinaten
die Parallelen zur Abszissenachse, so entstehen lauter kongruente Dreiecke:
A ABC= A\ CDE usw. (Beweis.) Alsoist %X 4 =< (¢ usw., d. h. CE

ist die geradlinige Verlingerung von 4C usw.

Aber nicht bloB bei ganzzahligen, sondern auch bei beliebigen
Anderungen der Abszissenwerte liegen die Endpunkte der zugehorigen
Ordinaten stets auf einer Geraden: Nimm irgendeinen Abszissenwert,
z.B. z =3, zu dem der Ordinatenwert 3, = 3% gehért. Vermehre 7
um ein beliebiges Stiick «, so ergibt sich der zugehérige Funktionswert Y
aus der Gleichung:

o] o

y2=2(11+a)—§=21-1+2a—— :(211—:—‘3)+2(4=y1+2a.
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Vermindere nun @ um dasselbe beliebige Stiick a, so ergibt sich
aus der Funktionsgleichung:
: 5 5 5
Yg =2(zy —a) —5 =2 z1—2a—~—2—=(2 A —?)—--Za =y, —2a.

g
.

a3unoed

R
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Verbinde nun den Kurvenpunkt B (Fig. 2) mit den beiden anderen
Kurvenpunkten ¢' und D und ziehe durch B und D die Parallelen zur
Abszissenachse und durch B und O die Parallelen zur Ordinatenachse.

Fig. 2.

Zeige dann, daB die entstandenen Dreiecke BCOE und BDF kongruent
sind. Somit ist <t D = <¢ B, d.h. B( ist die geradlinige Verlinge-
rung von DB. Da nun Cund D beliebige Kurvenpunkte waren, so
ist bewiesen, daB alle Punkte der Kurve y =2 2 —2 aaf einer Geraden
liegen.
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Fiihre den Beweis entsprechend fiir die Funktionen:
a) y =%m+4, b) y = ~%+5, c)y =—:§~~3.
Es gilt also der Satz:

Das Bild einer Funktion ersten Grades ist eine gerade Linic; man
nennt deshalb eine solche Funktion auch ,lineare!) Funktion.

Dieser Satz ist deshalb so wichtig, weil er die graphische Dar-
stellung der Funktion ersten Grades auBerordentlich verein-
facht: durch wieviel Punkte ist die Lage einer Geraden vollkommen be-
stimmt ? Fiir wieviel Abszissenwerte hat man also die zugehdrigen Ordi-
natenwerte zu berechnen ?

Ubungsheispiele.

Stelle die folgenden Funktionen graphisch dar. Als La’éngeueinhéit wihle dabei
im allgemeinen 1 cm; zum Vergleich nimm gelegentlich fiir dieselbe Funktion auch
3 em oder 2 em. Aus Griinden der Genauigkeit der Zeichnung wihle die
beiden Abszissenwerte moglichst so, daB sich fiir die Ordinaten ganz-
zahlige Werte oder doch wenigstens eine ganze Zahl von Zehnteln der
Einheit ergeben. Unter allen Umstiinden aber richte es stets so ein, daB die beiden
Punkte, welche die Gerade bestimmen, miglichst weit auseinander liegen (warum ?).

1. y=2+5. 8. y=04x+ 25.
2. § 9. y=—052+2,7.
g 10. y=
4. I =2,
5. 12, =0.
6. 13. y= 0.
7. :
3 2
14. Dy=7g2—7
2 5
d) y= —3¥—F
15. b) y:%x—(}
16. a) y=%x—8 b)y:—%x—l—3

c)y=—%x—4 d)y:—%z—l(i.

1) lat.: linea recta = gerade Linie.
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Bestimme bei den folgenden Beispielen zunichst y als Funktion von z.

17. 8) 2y —32=3 b)gy—3x+%=0
c)3z+by=24 d) bz + 3 y=24.

18. a) 3z2—2y=6 b) 2a—3y=6.

19.a) 5 —4y—3=0 b)3x+2y—6=0
) T2+8y+9=0 d) 202 —9y=12.

20. a) y—4,6x+23=0 b) 632 —2y—1,56=0
c) 482 +3y=25 d) 992 —4y=12.

Zeichne bei den folgenden Aufgaben die Geraden, die zu derselben Nummer
gehdren, jedesmal in demselben Koordinatensystem und vergleiche
ihre Lage:

2l.a) y=2ao-+3 b)) y=2a2+1
c)y=2x—1 d) y=2a—3.
22, a) y=2z—5 b) y=a—3
o) y==a d) y=a+ 3.
2. a) y=—a+ 4 b)) y=—a
c) y=—x+2 d) y= — a4+ 4.
24, a) y=2—3 b) y=22—3
) y=4ax—3 d) y=6a—3.
25. a) y=—a+ 2 b) y=—22+2
c)y=—4a+2 d) y=—6z-+2.

Welche Beziehung muB zwischen den Koeffizienten von @ bestehen, wenn die
Geraden parallel sind, und welche Bezichung zwischen den absoluten (den von
und y freien) Gliedern, wenn die Geraden die Ordinatenachse in demselben Punkte
schneiden ?

II. Graphische Lisung von Gleichungen ersten Grades.
a) Gleichungen ersten Grades mit 1 Unbekannten.

Setzt man in der Gleichung 42— 8 =0 fiir  beliebige Werte
ein, so ergibt sich im allgemeinen nicht 0, sondern jedesmal eine andere
Zahl. Bezeichne diese von dem z-Werte abhingige Zahl mit y und
stelle die Funktion

y=42—8

graphisch dar. Was fiir eine Linie ergibt sich? Welche Ordinate hat
der Schnittpunkt der Geraden mit der Abszissenachse? Bestimme auch
die Abszisse dieses Schnittpunktes und setze ihren Wert in die gegebene
Gleichung ein; die Abszisse des Sehnittpunktes hefriedigt die Gleichung.
Da wir so die Losung der Gleichung 4 2 — 8 = 0 durch Ablesen an der
graphisch:n Darstellung gefunden haben, so sagen wir, die Gleichung sci
graphisch gelést.
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Ergebnis: Soll eine Gleichung ersten Grades mit einer
Unbekannten graphisch gelost werden, so bringt man sie zu-
niichst in die Form mz -+ ¢ =0, setzt y an Stelle von 0 ein,
zeichnet die Gerade y =maz -+ ¢ und bestimmt die Abszisse
des Schnittpunktes dieser Geraden mit der z-Achse.

Lése die Gleichungen

a)%m——S:O, b)%x+3=0, c)—g-a:-}-

graphisch.

Bilde auch aus den Ubungsbeispielen S. 34 und 35 Gleichungen ersten
Grades mit einer Unbekannten und vergleiche die durch rechnerische und
graphische Losung erhaltenen Werte.

=0

N

b) Bewegungsaufgaben.

1. Legt ein FuBlginger (ein Radfahrer, ein Eisenbahnzug) in jeder
Stunde dieselbe Anzahl Kilometer zuriick, so nennt man die Bewegung
gleichférmig. Der in der Zeiteinheit (z. B. in 1 Stunde oder 1 Sekunde)
zuriickgelegte Weg ist die Geschwindigkeit, die man mit dem Buch-
staben ¢ (celeritas = Geschwindigkeit) bezeichnet; der zuriickgelegte Weg
wird mit s (spatium = Raum) und die Anzahl der Zeiteinheiten mit ¢
(tempus = Zeit) bezeichnet.

Zwischen dem Weg (s), der Geschwindigkeit (¢) und der Zeit (¢) gilt
die Beziehung: s=c.t.

Der zuriickgelegte Weg ist also von der Zeit abhingig oder mit
anderen Worten: Der Weg ist cine Funktion der Zeit.

Beispiel: Ein Radfahrer legt stiindlich 20 km zuriick. Es ist die
Bewegung graphisch darzustellen.

Losung: Es ist der Weg s = 20 - ¢, wenn ¢ die Zeit in Stunden angibt.

Trage (Fig. 3) die Zeiteinheiten als Abszissen (1 St = 1cm), die zu-
gehorigen Wegstrecken als Ordinaten ein (20 km = 1 cm), so erhéltst du
durch Verbindung der Endpunkte M, N, P ... der Wegstrecken ebenso
eine gerade Linie O P wie bei der graphischen Darstellung der Funktion
y =mx. Wir nennen OP die Zeit-Weggeradel).

Wie éndert sich der Winkel, den die Zeit-Weggerade mit der Ab-
szissenachse bildet, wenn die Geschwindigkeit a) gréBer, b) kleiner als
die in dem Beispiel angenommene ist ?

1) Es sei nachdriicklich darauf hingewiesen, daB die Zeit-Weggerade keineswegs

der Weg ist, auf dem die Bewegung erfolgt und gemessen wird; die Weglinge ist
durch die Linge der Ordinaten dargestellt.
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2. Zwei Freunde, die in den Orten 4 und B wohnen, verabreden
eine Zusammenkunft und brechen gleichzeitig um 12 Uhr auf. Der erste
wiirde zum ganzen Weg 6 Stunden brauchen, der zweite 8 Stunden. Um
wieviel Uhr treffen sie zusammen, und welchen Teil des ganzen Weges
hat dann jeder zuriickgelegt ?

Lésung: Es sei durch 4 B auf der Wegachse die Entfernung der
beiden Wohnorte dargestellt (Fig. 4, 8. 88). Die Zeit-Weggerade des ersten
FuBgiingers ist dann die Verbindungslinie von 4 mit dem Punkte M, der

TWeqabas |

ol e

%
i

senkrecht iiber dem Punkte 6 im Abstand 4 B liegt. Die Zeit-Weggerade
des zweiten Wanderers ist durch die Verbindungslinie von B mit dem
Punkte 8 der Zeitachse dargestellt. Der Schnittpunkt C beider Zeit-Weg-
geraden entspricht dem Treffpunkt; seine Abszisse gibt uns die Zeit des
Zusammentreffens an, nimlich 33 Stunden nach dem Aufbruch, also etwa
um 3 Uhr 26 Min. Die Ordinate CDist ; von 4 B, d. h. der erste Wanderer
hat 3 des Weges zuriickgelegt, wihrend der zweite den Rest, also % der
Entférnung A B zuriickgelegt hat.

3. Ein FuBginger bricht um 8 Uhr von einem Orte auf; um 10 Uhr
wird ihm ein Reiter nachgesandt. Der FuBlgéinger legt in 1 Stunde 5 km
zuriick, der Reiter dagegen 13 km. Wann und wo holt der Reiter den
FuBginger ein? Gib die Losung mit Hilfe der Fig. 5 (8. 38).

Anleitung: Die Senkrechte im Punkt 9 der Zeitachse entspricht
der Wegstrecke, welche der FuBginger in einer Stunde zuriickgelegt hat,
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die Senkrechte in 11 dagegen der stiindlichen Wegstrecke des Reiters
(1 km = 3 mm).

" 4. Eine wichtige Anwendung der graphischen Darstellung von Be-
wegungen macht man bei den graphischen Fahrplinen, fiir die Fig. 6 ein
vereinfachtes Beispiel gibt. Lerne den Plan lesen, indem du fiir die ein-
zelnen Ziige angibst, wann sie die verschiedenen Stationen erreichen und
an welchen Orten sie sich zu bestimmten Zeiten befinden. Beantworte an

Fig. 7.

Hand des Planes folgende Fragen: a) In welcher Weise wechselt die Ge-
schwindigkeit von D 45% b) Fihrt D44 oder E 64 schneller? c¢) Ver-
gleiche die Geschwindigkeit des Personenzuges 824 (S) mit der des Giiter-
zuges D 7768. d) Fahten der Personenzug 805 und der Eilgiiterzug 6115
mit derselben Geschwindigkeit? e) Ist an einer bestimmten Stelle der
Strecke eine auffallende Verringerung oder VergréBerung der Geschwindig-
keit festzustellen 2 f) Was fiir Ziigen begegnet E 64 und an welchen Stellen ?
¢) Gib die Aufenthaltszeiten der Ziige auf der Station Hanau an. h) Des-
gleichen auf der Station Flieden. i) Zu welchen Zeiten kénnen noch be-
quem Ziige eingelegt werden? k) Gib die Zeiten und die Orte an, wo ein
Zug einen anderen iiberholt.
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5. Auch bei der Lésung von ,,Réhrenaufgaben®, die schlieBlich
auch Bewegungsaufgaben sind, kann die graphische Darstellung praktische
Verwendung finden, wie an einem Beispiel gezeigt werden soll; veral

Fig. 7 (8. 40).

Ein Wasserbehilter kann durch eine erste Réhre in 45 Minuten, durch
eine zweite in 30 Minuten gefiillt werden. Welche Zeit brauchen beide
Réhren, um bei gleichzeitiger Offnung den Behlter zu fiillen ?

(Die GroBe des Behiilters sei durch den Abstand der Parallelen 4 B
von der Zeitachse dargestellt; 10 Min. = 1 cm). Die Leistungsgeraden
der beiden Rohren sind durch die Geraden 04 und O B dargestellt (4 senk-
recht {iber dem Punkte 45, B senkrecht iiber dem Punkte 80). Die Einzel-
leistungen beider Réhren nach 30 Minuten sind durch die Ordinaten der
Punkte C und B dargestellt, die Gesamtleistung also durch die Summe
beider Strecken oder durch die Ordinate des Punktes D. Die Leistungs-
gerade beider Rohren ist demnach durch OD dargestellt; diese schneidet
die Parallele 4 B in einem Punkte (E), der senkrecht iiber dem Punkte 18
der Zeitachse liegt. Der Behiilter wird also durch beide Réhren gemeinsam
in 18 Minuten gefiillt.

Ubungsbeispiele. ?

Die Losung von Bewegungsaufgaben liBt sich graphisch zumeist einfacher
durchfithren als rechnerisch. Lose deshalb, um dir selbst ein Urteil iiber die Lei-
stungsfihigkeit des graphischen Verfahrens zu bilden, die folgenden Aufgaben zeich-
nerisch und rechnerisch.

1. Ein FuBginger legt stiindlich 5 km zuriick, ein Reiter 12 km und ein Auto-
mobhil 45 km. Zeichne die drei Zeit-Weggeraden.

. Zwei Boten gehen sich von zwei Orten, welche 36 km voneinander entfernt
sind, entgegen sie brechen zu gleicher Zeit auf. Der erste legt in der Stunde 5 km,
der zweite 4 km zuriick. a) Nach wieviel Stunden treffen sie sich? b) Wann sind sie
noch 16km voneinander entfernt ?

3. Es gehet zu Dinckelspiihel ein Bott auB und tiglich 7 meil / denselben tag
gehet auch ein Bott auB zu Eger auf Dinckelspiihel zu / und alle tag 8 meil / freget
einer / wann vorgenannt zwo Stiitt von einander liegen 27 Meil / in wie viel tagen
sie zusammen triffen / facit in einem tag (und) 3 4. Summir beider zusammen / damit
dividir 27 Meil. (Aus Adam Rieses Rechenbiichleln, 1525.)

4. Ein Fuflgiinger geht um 6 Uhr morgens von Frankfurt weg, um nach Darm-
stadt zu gehen, und trifft dort um 12 Uhr ein. Ein Reiter bricht um 8} Uhr von Darm-
stadt auf und kommt um 10® 54™12 in Frankfurt an. Wann und wo werden sich Fuf-
ginger und Reiter begegnen, wenn die gesamte Entfernung 30 km betriigt ?

5. Zwei Radfahrer fahren sich aus zwei Orten entgegen, welche 140 km von-
einander liegen. Der erste legt stiindlich 16 km, der andere 14 km zuriick; letzterer
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bricht zwei Stunden frither auf als der erste. a) Wann werden sie sich treffen ? b) Wann
werden sie noch 37 km voneinander entfernt sein ?

6. Zwei Schulfreundinnen, die in den Ferien 40 km voneinander entfernt sind,
wollen gleichzeitig um 6 Uhr morgens aufbrechen, um sich zwischen ihren Wohnorten
zu treffen. Um wieviel Uhr und wo werden sie sich treffen, wenn .

die erste ... a) 8 Stunden, die zweite 10 Stunden,
s gy esw D)3 55 (mit Rad), die zweite 9 Stunden

fiir die ganze Strecke braucht ?

7. Um a) 8%, b) 1835 geht in Berlin ein Schnellzug nach Leipzig, das 164 km von
Berlin entfernt ist, ab und kommt um a) 112°, b) 21% in Leipzig an. Von Leipzig fihrt
um a) 918, b) 1824 ein Schnellzug dieselbe Strecke nach Berlin, wo er um a) 1222, b) 213
ankommt. Wo und wann treffen sich beide Ziige ?

8. Von Frankfurt a. M. geht um a) 635, b) 1115 ein Personenzug nach dem 68 km
entfernten Salmiinster ab und kommt dort um a) 81, b) 13% an. Um a) 5%, b) 10%
fihrt umgekehrt ein Persc von Salmiinster ab und kommt a) 753, b) 121¢ in
Frankfurt an. Wann und in welcher Entfernung von Frankfurt begegnen sich die
beiden Ziige (wenn man die Bewegung der Ziige als gleichmifig annimmt) ? Wann
sind die Ziige c) 10, d) 20, e) 30 km voneinander entfernt ?

9. Zwei Korper, welche d Meter voneinander entfernt sind, hewegen sich auf-
einander zu; der eine hat eine Geschwindigkeit von ¢,, der andere von ¢, Meter in der
Sekunde. Wann treffen sie zusammen ? -

10. Einem Boten, welcher téglich a) 5, b) 4 Meilen zuriicklegt, wird a) 4, b) 6 Tage
spiiter auf dem gleichen Wege ein zweiter Bote nachgesandt, der téglich a) 7, b) 6 Meilen
zuriicklegt. Nach wieviel Tagen wird der zweite Bote den ersten eingeholt haben ?

11. Aus einem Orte reitet morgens um 6 Uhr ein Kurier ab, welcher in der
Stunde 12,5 km zuriicklegt. Um 8 Uhr wird ihm ein zweiter Kurier nachgesandt, der
in der Stunde 15km zuriicklegt. Wann wird dieser den ersten einholen ?

12. Ein Automobil und ein Eisenbahnzug fahren gleichzeitig von einem Orte A
nach dem 120 km entfernten Orte B; das Automobil mit einer Geschwindigkeit von
15 km, der Zug mit einer Geschwindigkeit von 65 km in der Stunde. Zeichne die Zeit-
Weggeraden und gib nach der Zeichnung die Zeiten an, welche Automobil und Zug
zur Zuriicklegung des Weges brauchen.

13. Ein Windhund verfolgt einen Hasen, der 40 m Vorsprung hat und in je 3 Sek.
16 Spriinge von je 0,9 m Liinge macht. Der Windhund macht in 2 Sek. 7 Spriinge
von je 1,6 m Linge. Wieviel Sekunden und wie lange wird der Hase gelaufen sein,
wenn ihn der Hund einholt ?

14. Zwei Korper bewegen sich mit den Geschwindigkeiten ¢, und ¢, von dem-
selben Ort nach derselben Richtung hin, und zwar der zweite # Sekunden spiter als
der erste. Nach wieviel Sekunden wird der zweite den ersten Korper einholen ?

15. Von demselben Orte brechen gleichzeitig ein FuBginger und ein Radfahrer
auf, ersterer legt in der Stunde 4% km zuriick, wihrend der Radfahrer eine Geschwindig-
keit von 12 km entwickelt. Wie groB ist ihre Entfernung nach 2} Stunden?
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" 16. Ein Giiterzug fithrt mit 8 m (in der Sekunde) Geschwindigkeit g]eichzeitig
mit einem Personenzug ab, der 11 m in der Sekunde zuriicklegt. a) Um wieviel Sekunden
spiiter wird der Giiterzug bei einer 9,680 km entfernten Haltestelle eintreffen ? ) Um
wieviel m wird der Giiterzug zuriickgeblieben sein, wenn der Personenzug dort ankomms ?

17. Ein FuBginger verliBt einen Ort um 6 Uhr frith und marschiert durch-
schnittlich 4 km in der Stunde. Um 9 Uhr wird ihm ein Auto nachgesandt, das stiindlich
35 km zuriicklegt. Wann und in welcher Entfernung holt das Auto den FubBgiinge# ein ?

18. Um 5% fihrt ein Personenzug von Frankfurt a. M. in der Richtung GieBlen-
Kassel ab; um 722 folgt ein Schnellzug in derselben Richtung. Wo und wann iiberholt
der Schnellzug den Persc g, wenn der Personenzug eine Durchschnittsgeschwindig-
keit von 24km, der Schnellzug von 44km in der Stunde hat ?

" 19. Ein Rodler, der eine a) 1200 m, b) 2km lange: Rodelbahn in a) 3 Minuten
10 Sekunden, b) 4 Minuten 50 Sekunden durchfihrt, 1iBt einen anderen Rodler, der
die Bahn in a) 4 Minuten 20 Sekunden, b) 5 Minuten 40 Sekunden zuriicklegt, a) £
b) § Minuten friiher abfahren. Wann und wo wird der eine Rodler den anderen iiber-
holen, wenn man die Bewegung der Schlitten als gleichmiiflig annimmt ?

20. Ein Rodelschlitten durchfihrt eine 1200 m lange Rodelbahn in 8 Minuten
40 Sekunden, ein zweiter Rodelschlitten in 2 Minuten 45 Sekunden. Wann und wo
wird der zweite Schlitten den ersten iiberholen, wenn der 2. Schlitten a) 30 Sekunden,
b) 45 Sekunden spiiter abfiihrt als der erste ?

21. Ein Rodelschlitten braucht zum Durchfahren einer 2100 m langen Rodelbahn
4 Minuten 35 Sekunden, ein anderer Schlitfen 3 Minuten 50 Sekunden. Nach wieviel
Minuten und an welcher Stelle der Bahn wird der zweite Schlitten den ersten eingeholt
haben, wenn der zweite Schlitten 20 Sekunden nach dem ersten abfihrt?

22. Ein Rodelfahrer, der eine 1500 m lange Bahn in 4 Minuten 20 Sekunden
durchfihrt, gibt einem anderen, der 5 Minuten 10 Sekunden braucht, 200 m vor.
Wird der eine Rodler den anderen iiberholen ? Wenn dies der Fall ist, nach welcher
Zeit nach Abfahrt des ersten und wo wird das Uberholen erfolgen ?

23. Eine Rodlerin gibt einer anderen langsamer fahrenden 100 m vor. Wird sie
die andere iiberholen, wenn sie selbst zum Durchfahren der 800 m langen Bahn
3 Minuten 25 Sekunden notig hat, withrend die andere 3 Minuten 55 Sekunden braucht ?

24. Bei einem Wettlauf gibt ein Liufer, der 100 m in 12; Sekunden durchliuft,
einem anderen, der dieselbe Strecke in 14§ Sekunden zuriicklegt, 10 m vor. Wird er
den anderen Liufer einholen ?

25. Bei einem 10mal 100 m Eilbotenlauf ist der Liufer der einen Partei bei
Ubergabe des Holzes 10 m hinter dem Liufer der anderen Partei zuriick. Wird er,
der 100 m in 12% Sekunden liiuft, seinen Partner, der fiir 100 m 13% Sekunden braucht,
bis zur niichsten Ubergabe einholen kénnen ?

26. Die Obertertia will mit der Untertertia einen Eilbotenlauf iher 6mal 50 m
zum Austrag bringen. Von den beteiligten Obertertianern liuft jeder im Durch-
schnitt 50 m in 7: Sekunden, withrend durchschnittlich jeder Untertertianer fiir 50 m
7’; Sekunden nétig hat. Es wird verabredet, daB die Obertertia der Untertertia
15m vorgeben soll. Welche Klasse wird voraussichtlich gewinnen ?

27. Wieviel m mu die Obertertia der Untertertia nach Aufgabe 26 vorgeben,
damit die Aussichten fiir beide Klassen gleich giinstig sind ?

Reinhardt-Zeisberg, Arithmetik u. Algebra. A u..C II. 4
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28. “Ein Radfahrer fihrt morgens um 74 Uhr von A ab, legt durchschnittlich in
der Stunde 12 km zuriick und trifft um 11 Uhr in B ein. Ein zweiter Radfahrer fahrt
90 Minuten vor 8 Uhr von A ab und trifft ebenfalls um 11 Uhr in B ein. Wieviel km
hat der zweite stiindlich zuriickgelegt?

29. Die Eisenbahnstrecke Frankfurt-Kassel betréigt 200 km. Von Kassel fihrt
ein Personenzug nach Frankfurt und zu derselben Zeit ein Schnellzug von Frankfurt
nach Kassel, der eine Geschwindigkeit besitzt, welche die des Personenzuges um 10m
in der Sekunde iibertrifft. Welche mittlere Geschwindigkeit hat der Personenzug,
wenn sich die Ziige nach 2 Std. 5 Min. begegnen ?

30. Zwei Orte haben eine derartige Entfernung, da man 2 Tage frither von
dem einen zu dem anderen gelangt, wenn man tiglich 40 km zuriicklegt, als wenn
taglich nur 30 km zuriickgelegt werden. Bestimme hieraus die Entfernung der
beiden Orte.

31. a) Ein Hase, der von cinem Hunde verfolgt wird, hat 90 Spriinge voraus
und macht in der gleichen Zeit 5 Spriinge, in welcher der Hund 4 macht. Wieviel
Spriinge mu8 der Hund machen, um den Hasen einzuholen, wenn 7 Hasenspriinge an
GroBe so viel betragen wie 5 Hundespriinge ?

b) Wieviel Spriinge wird der Hase noch machen konnen, ehe ihn der Hund ein-
holt, wenn der Hase 50 Spriinge voraus war, wenn der Hase in der gleichen Zeit
6 Spriinge macht, in welcher der Hund 5 Spriinge tut, und wenn 9 Hasenspriinge an
Linge 7 Hundespriingen gleichkommen ?

32. Die Entfernung Bebra-Frankfurt a.M. betrigt 160km, die Entfernung
Bebra-Fulda 56 km. Von Frankfurt a. M. geht ein Personenzug um a) 11'%, b) 1500
ab und kommt a) 15% b) 1857 in Fulda an. Er verla8t um a) 15%, b) 1975 Fulda wieder
und gelangt um &) 1718 b) 20°* nach Bebra. Stelle die Zugbewegung graphisch dar,
indem du eine moglichst groBe Strecke als Zeiteinheit nimmst.

33. Gib die graphische Darstellung des Pendelverkehrs eines Strafenbahn-
wagens.

34. Entwirf an Hand des Kursbuches einen vereinfachten graphischen Fahr-
plan einer Eisenbahnstrecke deines ‘Wohnortes.

Rihrenaufgaben.

35. a) In welcher Zeit wird ein Behilter von zwei Rohren zusammen gefiill
sein, wenn die erste Rohre allein 60 Minuten, die zweite 40 Minuten zur Fiillung
braucht ? y

b) Die erste, Rohre fiillt den Behiilter in 30 Minuten, die zweite in 60 Minuten;
welche Zeit brauchen beide Rohren zur Fiillung, wenn die zweite 15 Minuten spiter
als die erste gedffnet wird?

36. Ein Wasserbecken wird durch die eine von zwei Rohren allein in 5% Stunden,
durch die andere allein in 43 Stunden angefiillt. In welcher Zeit wird es gefiillt sein,
.wenn beide zugleich ihr Wasser in das Becken senden?

37. An einem Wasserbehiilter befinden sich drei ZufluBrshren, von welchen ihn
die erste allein in 5 Stunden, die zweite in 6 und die dritte in 2 Stunden fiillen wiirde.
Wieviel Stunden sind zur Fiillung notwendig, wenn die drei Rohren gleichzeitig ge-
offnet werden ?
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38. Schau, wie in Erz dasteht der Cyklop Polyphemos. Wie kunstreich
Hat ihm gehéimmert ein Schmied Auge und Mund und die Hand,
Rohren versteckend darin: Zu entsprudeln scheinet der Riese
Giéinzlich firwahr! Noch jetzt strémt aus dem Mund ihm der Quell.
Jegliche Rohr’ ist geordnet: es fiillt, die da leitet zur Hand hin,
In drei Tagen, allein flieBend, das Becken erst ganz.

Einen das Auge gebraucht, zwei Fiinftel des Tages der Mund nur.

Wer kann nennen die Zeit, welche sie brauchen zugleich ?
39. Es ist bey einem schénen Garten }

Ein Brunn mit Bildern mancher Arten

Dran steht / in einem Kumpff ein Leu:

Und nachgesetzte Schrifft dabey:

Ich bin ein Thier aus Ertz gegossen /

Viel Wassers ist durch mich geflossen /

Der Kumpff / wo bloB mein Rache speyt /

Wird voll in fiinffthalb!) Stunden Zeit /

Rint nur mein rechtes Aug / wird funden

Der Kumpff voll Wassers in 6 Stunden /

Rint bloB mein linkes Aug allein /

Wird er voll in 9 Stunden seyn.

Wo jeder fordrer FuB nur quillet /

Wird in 12 Stunden er gefiillet /

Der beyden hintern Fiifle macht

Ihn jeder voll in Tag und Nacht.

Drauff Rechner / sagt darnach mit Sinnen /

Wann all erwehnte Glieder rinnen / )

Besagt auff einst / wie bald alsdann /

Der Kumpff voll Wassers werden kann.

' 40. Eine Wiesenfliche wird durch eine Schleuse in 8 Tagen, durch eine zweite
in 5 Tagen unter Wasser gesetzt; in welcher Zeit von beiden zusammen ?

41. Wenn eine Wiese in 5 Tagen durch eine Schleuse iiberschwemmt und durch
eine andere in 8 Tagen, falls sie unter Wasser steht, trocken gelegt werden kann, was
wird der Erfolg sein, wenn beide Schleusen gleichzeitig gedffnet werden ?

42. Ein Wasserbehilter kann durch einen von zwei Hihnen in 10, durch den
anderen in 15 Stunden gefiillt und durch zwei andere in je 12 Stunden entleert werden.
Was wird eintreten, Fiillung oder Leerung, wenn alle vier Hihne zugleich gedffnet
werden ?

43. Der Frankfurter Wasserbehilter an der Friedberger LandstraBe hat 4 Wasser:
kammern, von denen 2 je 5900 chm und 2 je 6500 chm fassen. Der Behiilter wird von
3 Zuleitungen gespeist, von denen die vom Vogelsherg und Spessart tiiglich etwa
15000 cbm, die von Bockenheim und von Inheiden kommende je 9000 cbm liefert.
In welcher Zeit werden die Zuleitungen a) eine Kkleinere, b) eine groBere, c) alle 4 Kam-
mern fiillen, wenn «) die Vogelsberg-Spessartleitung, f) die Bockenheimer Leitung,

1) finfthalb = 4}.
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y) die Inheidener Leitung allein, 9)  und f zugleich, ¢) « und y zugleich, {) f und y
zugleich, 7) «, f und y zugleich laufen?

44. a) Eine Arbeit wird von A in 15 Tagen, von B in 12 Tagen, von C in
10 Tagen vollendet. Wieviel Tage brauchen sie, um die Arbeit gemeinsam auszufiihren ?

b) Vier Arbeiter werfen einen Graben aus; der erste stellt tiglich 16 Meter, der
zweite 15, der dritte 14 und der vierte 12 Meter fertig. Wieviel Tage brauchen sie, um
gemeinschaftlich den Graben in einer Linge von 684 Meter auszuwerfen ?

Bilde selbst solche Aufgabe und lése sie.

Sehwierigere Aufgaben.

45. Von Berlin geht 6 Uhr morgens ein Personenzug nach Frankfurt ab und zwei
Stunden spiiter ein Schnellzug. Dieser holt den ersten um 11 Uhr ein und trifft um
17 Uhr in Frankfurt ein, wihrend der Personenzug noch 144 km davon entfernt ist.
a) Wieviel km legt jeder’ Zug in der Stunde zuriick; b) wann trifft der Personenzug
an seinem Bestimmungsort ein; c) wie groB ist demnach die Entfernung der beiden
Stiidte ?

46. Auf der Peripherie eines'Kreises von 100 m Liinge bewegen sich zwei Korper,
welche alle 20 Sékunden zysammentreffen, wenn sie sich in der gleichen Richtung
bewegen, dagegen alle 4 Sekunden, wenn sie sich in entgegengesetzter Richtung
bewegen. Wieviel Meter legt jeder in der Sekunde zuriick?

v 47. a) Zwei Korper, welche 30 m voneinander entfernt sind, treffen sich, wenn
sie mit gleichformiger Geschwindigkeit hintereinander laufen, nach 15 Sekunden;
bewegen sie sich aber einander entgegen, so begegnen sie sich nach 3 Sekunden.
Wie groB ist die Geschwindigkeit jedes Korpers?

b) Gib die Losung der Aufgabe a), indem du an Stelle der Zahlen 30, 15 und 3
die allgemeinen Grofen d, ¢, und f, einsetzt.

48. Zwei Radfahrer fahren sich aus zwei Orten entgegen, welche 222 km von-
cinander entfernt sind und haben nach 3 Stunden noch 123 km Abstand voneinander.
Wiihrend der erste Radfahrer nun eine Pause von einer Stunde macht, rastet der zweite
nur } Stunde. Wieviel km hat jeder in einer Stunde zuriickgelegt, wenn sie 73 Stunden
nach Beginn ihrer Fahrt zusammentreffen ?

. 49. Zwei Bekannte, die 50 km voneinander entfernt wohnen, wollen sich in
einem zwischen ihren Wohnorten liegenden Dorfe treffen. Sie machen sich deshalb
beide morgens um 7 Uhr auf den Weg nach dem Dorfe. Beide marschieren his um
10 Uhr, machen dann an zwei Orten, die 214 km voneinander entfernt sind, eine Pause,
der eine von einer halben, der andere von einer ganzen Stunde, und treffen sich um
1 Uhr in dem Dorfe. Wieviel km marschiert jeder in der Stunde, und wieweit liegt
das Dorf von den Wohnorten der beiden entfernt?

50. An einem schénen Frithlingstage wollen sich 2 Freundinnen, die 42km
voneinander entfernt wohnen, auf einer zwischen beiden Orten liegenden Waldwiese
treffen. Die eine hat ein Rad und kommt 4mal so schnell vorwiirts wie die andere,
die zu Ful geht. Die Fufigingerin bricht um 17 Uhr auf und kommt um 9 Uhr auf
der Wiese an, die Radfahrerin aber bricht erst um }8 Uhr auf und trifft um 310 Uhr
mit ihrer Freundin zusammen. Wieviel km legt jede in der Stunde zuriick, und wie weit
liegt die Waldwiese von den beiden Wohnorten entfernt ?
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e) Glei(‘hui]gen ersten Grades mit zwei Unbekannten.

1. Es seien die beiden Gleichungen gegeben
224+b6y=25
T4 9y =62

1)

47

Diese beiden Gleichungen auflésen heiBt ein Wertepaar
#, y finden, das fiir beide Gleichungen dasselbe ist (S. 14);
wir wollen dieses Wertepaar graphisch bestimmen.

Stelle die Gleichungen (1) und (2) in demselben Koordinatenkreuz
graphisch dar und bestimme durch Ablesen an der Zeichnung fiir
beide Gleichungen diejenigen Werte von y, die zu den Werten z =0,
1,2...,—1,—2 gehoren. Entwirf eine Wertetafel nach folgendemMuster:

X =

_3'

y der Geraden (2) ...

y der Geraden (1) ...

.2

|

-

=

[

—1| @ }+1\+2]+3\+4%+5

+ 6

Vergleiche an Hand der Tafel und der Zeichnung die y-Werte der

Geraden (1) und (2), die zu demselben z-Werte gehéren. Sind diese
y-Werte stets gleich? Gibt es iiberhaupt zwei gleiche y-Werte, die zu

demselben z-Werte gehoren?

Y

&

Fig. 8.

Kz
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Ergebnis: Bei =5 ist bei beiden Geraden y =3. Setze die
Werte z =5 und y =3 in die Gleichungen (1) und (2) ein; werden die
Gleichungen befriedigt? Welcher Punkt der beiden Geraden hat
die Eigenschaft, daB fiir beide Geraden zu demselben z auch
dasselbe y gehort?

Will man also 2 Gleichungen ersten Grades mit 2 Un-
bekannten graphisch lésen, so hat man fiir jede der ge-
gebenen Gleichungen die Gerade zu zeichnen, die ihr ent-
spricht, und die Koordinaten des Schnittpunktes der beiden
Geraden zu bestimmen; diese Koordinaten sind die Werte der
Unbekannten der beiden Gleichungen.

Wieviele Schnittpunkte haben zwei Gerade? Wieviele Paare von
Werten fiir  und y gibt es also, welche beide Gleichungen befriedigen %

2. AuBer der Bestimmung der Unbekannten gestattet aber die gra-
phische Darstellung noch bequem die Entscheidung einer weiteren Frage:
Kann man aus 2 ganz beliebig zusammengestellten linearen
Gleichungen mit 2 Unhekannten deren Wert bestimmen?

a) Nehmen wir z. B. die beiden Gleichungen

(1) 2243y =06und (2) 4z+6y =12
oder (1) 2243y =06und (3) 0,454 0,6 y =1,2.

Stelle die 3 Gleichungen graphisch dar. Wieviele verschiedene Ge-
raden ergeben sich ? Ist die Bestimmung des Schnittpunkts der Geraden
(1) und (2) oder (1) und (3) moglich ?

Ergebnis: Die 3 Gleichungen werden durch dieselbe Ge-
rade dargestellt. Bin Schnittpunkt von 2 Geraden ist also
in keinem der beiden Fille vorhanden, eine Bestimmung der
Unbekannten ist unmoglich.

Multipliziere Gleichung (1) mit 2 und dividiere dieselbe Gleichung
durch 5; vergleiche die erhaltenen Gleichungen mit (2) und (3).

Da die Gleichungen (2) und (3) durch Multiplikation bzw.
Division aus (1) erhalten werden kénnen und dieselbe Gerade
bestimmen, so stellen die Gleichungen (1), (2) und (3) hinsicht-
lich der Bestimmung der Unbekannten nur eine einzige Glei--
chung dar; man sagt: die Gleichungen (2) und (3) sind von (1) abhiingig.

b) Zeichne ferner fiir die beiden Gleichungen

1) 2z+3y=06und (4 22+ 3y =>5
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die Geraden. Es ergibt sich, dal man 2 parallele Geraden erhilt.
Ein Schnittpunkt beider Geraden ist demnach im Endlichen n’cht vor-
handen. Da es ein endliches Wertepaar z, y, das die 2 Gleichungen be-
friedigt, nicht gibt, so sagt man: die 2 Gleichungen widersprechen sich.

Ergebnis: Aus zwei linearen Gleichungen mit zwei Un-
bekannten kénnen die Werte der Unbekannten nur dann be-
stimmt werden, wenn die beiden gegebenen Gleichungen un-
abhéngig voneinander sind und sich nicht widersprechen.

Ubungsheispiele.

Die folgenden Gleichungen sind durch Zeichnung zu lésen; auf Genauigkeit

der Zeichnung ist der gréBte Wert zu legen:

l.a) =2+ y= 8

3x+4+4y=29
2. a) ry=+4
be+3y=2
3.a) xz+2y=3
bo—8y=3
4.a) 22—3y=+4¢
bo+8y=2
5.a) 3a—4y=6
y=—22+4+3
6.a) 3z+by=24-
y=9x—16
7. a) 8—a=13y
1664+y=9=
8.a) 8z+5y—8=0
16—162x=10y
9.a) 32—2y=35
9z—6y=7
10. a) 240 —12y=1
3y—6a=—3% |
11. a) 82— 6y =13
3z— y=5H

b) @ —y = 1.
224 3y=15.
b) r—y=4
8x—12y=2.
b) x—2y=3
6z—5y=3.
b) 3y—=2az=4
Ty—3a=2.
b) 42—3y=12
3z 4y=12.
b) 1Tx+44y=34
3y—2x=3.
b)2lz+25y=8
17 —5y
z= 5
b) 8z+4by=24
y=—}a+ 3
b) 252+ 10y = 13
bx+4+2y=>5.

b) 6a+5y=8
21—1—;‘;1/:12.

b) 6y—18a=13
y—3ax=2}

12. Welche Beziehung besteht zwischen den drei Geraden:

Bilde aus a) (1) und (2), b) (2) und (3), ¢) (1) und (3) ein Gleichungssystem und

gib an, welches die Losung ist.

3z +4y=12
3xt+4y=24
42—3y=—14?



I11. Abschnitt.
Proportionen.
A. Verhiltnisse.

Untersuche, wievielmal 3 m in 15 m enthalten sind. Du hast so eine
Messung ausgefiihrt. Die unbekannte Zahl 5 wird die MaBzahl, die Ver-
hiiltniszahl oder kurz das Verhiltnis (Wert des Verhiltnisses) der beiden
Gréfen 15m und 3 m genannt. Man findet das Verhiltnis zweier

GréBen, indem man den Quotienten der zu vergleichenden
GroBen bildet; z. B. 15 m: 3 m oder 135—131 =25. Die beiden miteinander
verglichenen GroBen selbst heiBlen die Glieder des Verhéltnisses, und zwar
15 m Vorder- und 3 m Hinterglied.

Die Glieder eines Verhidltnisses kénnen beide benannte

oder beide unbenannte Zahlen sein — man kann sowohl unter-
suchen, wie oft 3 m in 15 m, als auch, wie oft 3 in 15 enthalten ist — das
Verhiltnis selbst aber ist stets eine unbenannte Zahl — in

beiden vorgenannten Fillen 5.

Was fiir Rechnungen kann man mit dem Bruch 2 vornehmen, ohne
daB} sich sein Wert #ndert ?

Entsprechend der Bildung des Verhédltnisses durch Bildung
des Quotienten der beiden Glieder kann man beide Glieder des
Verhiiltnisses mit derselben Zahl multiplizieren oder durch dieselbe Zahl
dividieren, ohne daB sich der Wert des Verhiiltnisses dndert. Gib dem-
entsprechend andere Verhéltnisse an, die simtlich denselben Wert wie
18: 6 haben. .

Allgemein: Ta....... a:b=am:bm
. a:n
[ a:b = bn”

Hat man das Verhiltnis zweier benannter Zahlen zu bilden, so muf3
bei beiden Gliedern die Benennung dieselbe sein, z. B. 5 m soll zu 25cm
in ein Verhiltnis gesetzt werden: 5m: 0,25 m =20 oder 500 c¢m : 25 cm
ebenfalls gleich 20.
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Ubungsheispiele.

Folgende Verhiltnisse sind in den kleinsten ganzen Zahlen aus-
zudriicken:

1. a) 58m:38m b) 119 em : 85 cm ¢) 147m : 105 m.
2. a) 180 A : 108 M b) 225 mm : 105 mm ¢) 243 dm : 162 dm
3.a) 384g:1644g b) 1615 mg : 1292 mg c) 741km : 221 km
La)iM:t M b) $kg:§kg o dg:2tg
5. a) 13 : 3% b) 4} ha : 33 ha ¢) 83 dm : 10} dm.
6.a) 42cm: 6,3 cm b) 6,2a:9,3a ¢) 1,05 : 3,50.
7. a) 0,078 kg : 0,117 kg b) 6,160 kg : 4,620 kg
c) 3,024 kg : 1,120 kg d) 7,140 kg : 1,785 kg.
8. a) 1,924 : 128 % b) 516 & : 10,804 c¢) 8,56 4 : 13,91 A
9. a) 3m40em : 5m 10 em b) 1m6lcm :1mb55em
¢) 6m16cm :2m 31 em d) 3m15cm : 6 m 45 em.
10. a) 12km : 300 m b) 4kg:200¢g c¢) 8 Std. : 15 Min.

B. Proportionen.

Aufgabe: Bilde zwei Verhiltnissea: b und ¢:d, die beide’den Wert
4:3 haben. Gib weitere Paare von Verhiltnissen an, die jedesmal gleichen
Wert haben.

Das Verhiltnis der ersten beiden GroBen ist also jedesmal gleich dem
Verhiiltnis der anderen beiden Grofen

ale 8

= | a: d

I

Sla &

oder anders geschrieben:

(Lies: ,,a zu b wie ¢ zu d“.) Eine solche Gleichung nennt man eine
Proportion.

Erklirung: Eine Proportion ist eine Gleichung zwischen zwei
Verhiltnissen; sie kann also auch als ,,Quotientengleichung® bezeichnet
werden.

Man nennt die vier Glieder der Reihe nach das 1., 2., 3. und 4. Glied
der Proportion; in der Geometrie nennt man sie die erste, zweite, dritte
und vierte Proportionale. Das erste Glied ¢ und das dritte Glied ¢
sind die Vorderglieder, das zweite Glied b und das vierte d die Hinter-
glieder, @ und d die &uBeren, b und ¢ die inneren Glieder der Pro-
portion. a :

Da man jede Proportion als Bruchgleichung schreiben kann, so
kénnen die verschiedenen Sitze iiber Proportionen als Sétze iiber
Bruchgleichungen aufgefat und so bewiesen werden.

Den folgenden Sitzen liegt die Proportion @:b = ¢: d zugrunde.
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1. Lehrsatz: In jeder Proportion ist das Produkt der diuBeren Glieder
gleich dem Produkt der inneren Glieder.

Beweis: Multipliziere die Quotienten % und % mit bd, dann ergibt

" sich die Produktengleichung
ad = be.

Welches Kennzeichen hat man also fiir die Richtigkeit einer Pro-
portion ?

Welche Folgerung ergibt sich aus Lehrsatz 1, wenn 1. das erste und
zweite Glied, 2. das dritte und vierte Glied, 3. die Vorderglieder, 4. die
Hinterglieder einander gleich sind? Was folgt fiir ¢ und d wenn a > b
oder @ < b ist? :

Wie kann man aus einer gegebenen Produktengleichung
eine Proportion bilden, z.B. a-d =b-¢? Mache die Faktoren
des einen Produktes zu &uBeren und die Faktoren des anderen
Produktes zu inneren Gliedern der Proportion

a:b=c:d oder?
2. Lose die Gleichung % nacheinander nach a, b, ¢, d auf:

3.e=%0 440

Jedes Glied einer Proportion ist durch die drei anderen
Glieder derselben Proportion eindeutig bestimmt, kann also
nach einer der 4 Gleichungen berechnet werden.

“‘&&

La=22 b=1

Driicke die 4 Gleichungen in Worten aus.

Eine sehr wichtige Aufgabe der Geometrie ist es, zu drei gegebenen
Strecken a, b, ¢ die vierte Proportionale z zu finden. Wie kann man auf
Grund vorstehender Gleichungen diese Aufgabe rechnerisch lsen ?

3. Eine wichtige Aufgabe der Geometrie ist ferner, die mittlere Pro-
portienale zu zwei gegebenen Strecken zu finden. Auch diese Aufgabe 1Bt
sich rechnerisch 1ésen:

Eine GréBe # heilt dann mittlere Proportlonale zw1schen
zwei GroBen @ und b, wenn die Proportion

a:x=u2x:b

gilt, wenn also die inneren Glieder der Proportion gleich sind. Eine
solche Proportion nennt man auch eine stetige Proportion, und z heift
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auch das geometrische Mittel von ¢ und b; z. B. ist 6 geometrisches
Mittel von 4 und 9, denn es ist: 4:6 = 6:9%).

Aus der stetigen Proportion a:z = z:b folgt die Produkten-

gleichung:
x?=a-b.

Diese kann verwendet werden, um die mittlere Proportlonale rech-
nerisch zu finden.

4, Aus der Auffassung einer Proportion als Quotientengleichung er-
geben sich folgende Moglichkeiten der Vertauschung der Bestandteile einer
Proportion :

a) der duBeren Glieder,

b) der inneren Glieder,

c) der beiden Seiten der Proportlon,

d) jedes Vordergliedes mit seinem Hintergliede.

Fiihre diese Vertauschungen an dem Beispiele
a:b=c:a
durch, indem du jedesmal angibst, welche Umformung der Gleichung er-
folgt ist, du wirst dann noch 7 andere Proportionen bekommen (verfahre
dabei so, dal jedes Glied zweimal an die erste Stelle kommt).

5. Bei rechnerischen Umformungen (z. B. bei Auflésung von Gleichungen) macht
man hiufig von einer Rechnungsweise Gebrauch, die man mit dem Namen korrespon-
dierende Addition und Subtraktion bezeichnet.

Aus a:b=c:d
a c
folgt Ti'l:_(l_:‘:l
+b_ec+td b d
oder a) 5 =—a oder e

Da aus ¢:b = c:d die andere Proportion b:a = d:c¢ abgeleitet werden kann, so zeige
entsprechend, daf ist:

b) =

aj;b cﬁ a ¢
¢

Aus a) und b) folgt:
at+b a b

Yeza-e—d"

1) Von dem geometrischen Mittel ist das arithmetische Mittel zu unter-
scheiden; dieses ist gleich der halben Summe der betreffenden GréBen, z. B. ist das

4
arithmetische Mittel von 4 und 9 gleich + e = 6}.
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Leite daraus ab:

Sprich die einzelnen Formeln in Worten aus. Alle 4 Gleichungen kann man in dem
einen Satz zum Ausdruck bringen: Eine Proportion bleibt richtig, wenn die
sich links und rechts entsprechenden Glieder in gleicher Weise addiert
oder subtrahiert werden.

1. Beispiel: Aus £ - ] soll a bestimmt werden:
z+a ¢ :

. . Zghler .
Aus Formel b) folgt, wenn man auf beiden Seiten Nenner — Zahier bildet:
% b ab
e AR o=

— b .
2. Beispiel. Aus T 2 Soll x bestimmt werden:
cxta ¢

Zahler + Nenner

Aus d) folgt, wenn man beiderseits Nenner — Zahler bildet:
Zx%b—é—c I J.__c+b.
Sa= oy M r= e

6. Erkldrung: Wenn mehrere gleiche Verhiiltnisse einander gleich ge-
setzt werden, so entsteht eine ,fortlaufende (Ketten-) Proportion.

Z.B. arag =b:b =cicp =----n =m:my
a b c m
oder B = Em e es e e e m o
ay b, ¢y my

Gewohnlich schreibt man diese Proportion in der Form:
a:brercrcrrim=a;:byie o imy,
indem man die Vorderglieder der gleichen Verhiltnisse auf die eine Seite
und die Hinterglieder auf die andere Seite schreibt.

Umgekehrt folgt hieraus die Bedeutung der fortlaufenden Proportion

aibieieen =ay:byiegieee-s .
A a b ¢
néamlich: —=—=—=..... .
@, by €1

Aus dieser Bedeutung geht ohne weiteres die Richtigkeit des Satzes
hervor: Eine fortlaufende Proportion bleibt richtig, wenn man
simtliche Glieder einer Seite der Proportion mit derselben
Zahl multipliziert oder durch dieselbe Zahl dividiert.

Dieser Satz kann zur Bildung fortlaufender Proportionen verwendet
werden: Nimm die Glieder der einen Seite der Proportion beliebig an
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und multipliziere (dividiere) sie der Reihe nach siamtlich mit derselben
Zahl.
. a)3:5:6:8=12:20:24:32
b) 8:12:18 =4:6:9. )
Priife durch die Verhiltnisgleichungen die Richtigkeit der Propor-
tionen.
Bisweilen ist auch die Aufgabe zu l6sen, aus 2 Proportionen
der Art a:b=4:5 A
b:ec =3:8
eine fortlaufende Proportion zu bilden, deren linke Seite a:b:¢
heifit. Diese Aufgabe ist ohne weiteres nicht zu lésen, da die beiden Pro-
portionen nicht durch Gleichheit von Verhéltnissen verbunden sind. Man
mufl deshalb zuerst die Gleichheit von Verhiltnissen herstellen:
Forme die Verhiltnisse der rechten Seite so um, daB die dem Gliede b
entsprechenden Glieder gleich werden:

a:b=12:15
b:e=15%20,
also a:b:c=12:15:40.

Diese Rechnungsart findet im besonderen Anwendung beider Bildung
fortlaufender Proportionen aus sogenannten umgekehrten
(reziproken) Verhdltnissen. Der geometrische Satz, daB sich die
Seiten eines Dreiecks umgekehrt wie die zugehérigen Héhen verhalten
(Geometrie Bd. II), findet seinen Ausdruck in den beiden Proportionen:

a:b=h, h,und b:c=h, :h,.

Sollen diese Proportionen als eine fortlaufende geschrieben werden,

so hat man wie vorher die Gleichheit der Verhéltnisse herzustellen:

Es ist a:b=h,:h, T. hlh

und bie=h: b, = hl,, %

Demnach ist a:b:ec= ’l ’: s %c
Ubungsheispiele.

Untersuche folgende Proportionen auf ihre Richtigkeit a) durch Priifung der
Gleichheit der Verhéltnisse, b) durch Bildung der Produktengleichungen:

1.a)8: 4 20 b) 8: 9= T72: 81 ¢) 4:26=12:75
2, : 120 b) 3:11= 9: 33 ¢) 12:17=60:85
3. #1121 b) 16:11=165:121 ¢) 32:48= 8:12.
4. : 20 by 9:156= 21: 85 c) 8:18=386:81.
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Aus folgenden Produktengleichungen Proportionen zu bilden:

5.a)5:-8=4-6 b) 5-12=2-30 c) 056-2 =25-04.
6.a)4:9=6-6 b) 12- 8=16-6 c) 35-0,2=5-0,14.
T.a)ab=c-d b)zry=zw )u-v=w-t

8. a)sr=4-7 b)p-g=r-s

c)bc=2z-y.
Bilde selbst solche Aufgaben. )

Bestimme « aus folgenden Proportionen?):

9.a) (x—bH):b=3:2 b) (@—T):7=15:8.

.a) (x+6):6=5:12 b) (4 9): 9= 25:27.

1l.a) z:(9—2)=3:2 b) z:(10—=z)=18:13.

12.a) z: (2 —8) =15:8 b) z:(x—12)=15:8.

. a) (T—a):2=12:7 b) (1b—a):2=9:8.

.a) b+ a2):z=13:8 b) Q7T+ 2):2=32:21

.a) (x+5): (:c—B)ﬁl" ? b) (x—10) : (x + 10) =3 : 8.

. a) (3:1:—'—6) Ba—5)=25:13 b) Gaz+1):(daz—1)=11:9.
.a) (6—a):(6+2)=1:4 b) (@—=a):(@a+2)=3:2.

. a) 26—32): (25 +32)=28:17 b) (b+22):(b—22)=5:4.
L a) B30—bH2): (80 +ba)=1:5 b) 46+ 4x): (45 —42)=13:5.
Bestimme durch Rechnung die 4: Proportionale zu folgenden Zahlen:

20. a) 12, 16, 24 (12:16=24:2) h) 25, b5, 35.
21. a) 20, 24, 30 b) 15, 18, 20.

22. a) 18, 2}, 2

23. a) 14, 184, 21}
24. ) b, a, ¢

25. a) 4¢, 3b, Tc

b) 91, 52, §3.
b) 113, 137, 14-L.

b) a, ¢, b.

b) 44, ab, 29 d2.

Stelle selbst solche Aufgaben und ldse sie.

Bestimme « in folgenden Aufgaben:

26. a) 8 ist mittlere Proportionale zu
b) 6 ist mittlere Proportionale zu
¢) 48 ist mittlere Proportionale zu

27. a) b} ist mittlere Proportionale zu
b) 3,6 ist mittlere Proportionale zu
¢) 7,2 ist mittlere Proportionale zu

Die mittlere Proportionale zu folgenden Zahlen zu finden:

2z und 4
z und 9
2 und 36.

z und 2§
x und 2,4
2 und 10,8.

28.a) 3 und 12 b) 1 und 4 ¢) 3 und 27
29. a) 2 und 50 b) G und 24 ¢) 9 und 25.
30. a) 1} und 3} b) ) und 16} ¢) 2 und 843
81. a) 13 und 233 b) 22 und 161 ¢) 22 und eg

1) Man ka.n.n diese Aufgaben auch durch Anwendung |der korrespondierenden
Addition und Subtraktion losen.
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Bilde fortlaufende Proportionen, deren linke Seiten heiflen:

32, a) 2:5:7 b) 3:8:15 -¢) 6:5:4 d) 2:9:11.

33. a) 83:5:9 b) 7:3:2 c) 6:7:8 d) 12:7:3.

34. a) 24:16:12 b) 9:15:21 c) 10:20:25 d) 49:28:14.
Bilde aus folgenden umgekehrten Verhiiltni fortlaufende Proportionen (bei

denen die Reihenfolge der Indizes auf beiden Seiten dieselbe ist):
85, dyitg=1wyiwy, f,:
36. by hy=irdyse%, kyoky
3T ayiay=my:my, ay:a; = my:
38. 1;:1, 2k, Lily=ky: k.
39 pripy =110y, Pyipy=vyi0y
40, zyizp=1ryity, 212 =1y:10, .
(Die 6 Doppelproportionen geben séimtlich den Inhalt wichtiger physikalischer
Gesetze an.)

Der Proportionalitiitsfaktor.
Von besonderer Wichtigkeit fiir die Proportionen und deren An-
wendung ist der Proportionalititsfaktor: '
Bringe in der Proportion 48:36 =8:6 die rechte Seite auf den
kleinsten Nenner. Setze nun allgemein 48 =y und 36 = z; es ergibt
sich so:
y:z=4:3

oder I...y=_. 2

4
3

Diese Gleichung zeigt, wie man leicht durch Rechnung Proportionen
bilden kann, deren rechte Seite 4:3 ist. Setze fiir  nacheinander be-
liebige Werte ein, berechne y nach Gleichung I und setze die Werte fiir
# und y in die Proportion y: o =4: 3 ein; es ergibt sich dann jedesmal

eine richtige Proportion. Der in Gleichung 1 auftretende Faktor g

wird Proportionalititsfaktor genannt. Fiir welchen Wert von
% wird y gleich dem Proportionalitatsfaktor?
Gleichung T gestattet aber auch eine graphische Darstellung von

Proportionen: Durch was fiir eine Kurve wird ¢ — = g dargestellt ?
P ¥=3 g

Gib 2 den Wert 0; welchen Wert hat ¢ Durch welchen Punkt des Koordi-
natenkreuzes muB also die Gerade gehen? Setze z =3 und bestimme
einen zweiten Punkt; durch den die Gerade gehen muB. Fig. 9 gibt ein Bild -
der Funktion, das auf graphischem Wege die Aufstellung von Pro-
portionen gestattet.

Legt man  wechselnde Werte bei, so éndert sich auch der Wert
von y so, daB man ihn jedesmal als zugehérigen Ordinatenwert zu dem
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betreffenden Abszissenwerte aus der Fig. 9 ablesen kann. So kann man
beliebig viele Verhiltnisse, die simtlich 4:3 sind, also auch beliebig
viele Proportionen bestimmen. '

Stelle nach der Fig. 9 verschiedene Proportionen auf.

Setze nun allgemein an Stelle von gden Faktor m, dann heifit die
Funktion II. ...y = ma.

Nimm hierin @ = 0 und bestimme y. Durch welchen Punkt des Koordi-
natensystems muB also jede Kurve gehen, deren Gleichung die Form
.y =ma hat? Nimm fiir m beliebige (positive) Werte an und bestiitige
die Richtigkeit der Uberlegung.

Vergleiche nun mit der Funktion y = mz die Funktion y =mz 4 g.
Durch was fiir eine Kurve wird die letztere Gleichung dargestellt ? (vergl.
8.31). Gib g irgendeinen bestimmten Zahlwert und untersuche, ob auch
bei y =max + ¢ fiir © = 0 das y den Wert 0 erhélt. Das Glied ¢ der Funk-
tionsgleichung, das von « und y frei ist, nennt man das absolute Glied
der Gleichung. Wie groB ist bei der Funktion y =mx das absolute Glied ?
Und welche besondere Lage hat eine Gerade, deren Gleichung kein absolutes
Glied hat?

Ergebnis: Jede Funktion ersten Grades ohne absolutes Glied (y == ma)
wird durch eine Gerade dargestellt, die durch den Anfangspunkt des Koordi-
natenkreuzes geht.

Welche Bedeutung hat nun der Proportionalititsfaktor m
in der graphischen Darstellung? Nenne (Fig.9) den Zahler von m
allgemein b, den Nenner a, so daB also

b
m = —
«

ist. Wie muB sich dann bei gleichbleibendem @ der Zihler b éndern, wenn
m a) groBer, b) kleiner werden soll? Wie éindert sich demnach die Lage
der Geraden O B oder der Winkel 40 B, wenn m a) groBer, b) kleiner wird ?
Wie groB ist Winkel 40 B und welche Lage hat demnach die Gerade O B,
wenn m ¢) den Wert 0 hat, d) unendlich grof§ wird %

Ergebnis: In der Funktion y = ma bestimmt der Faktor m die
Richtung, unter der die Gerade gegen dic Abszissenachse ansteigt. Ist m
groB, so ist auch der Anstieg der Geraden groB, ist m klein,
so ist auch der Anstieg klein; ist m =0, so ist auch die
Neigung 0, ist m = oo, so steigt die Gerade senkrecht auf.
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Der Faktor m wird deshalb auch der Richtungstaktor oder das Stei-
gungsmaB der Geraden genannt.

Der Proportionalititsfaktor hat fiir die Anwendungen der
Proportionen, im besonderen auch fiir die Physik groBe Bedeutung-

i35

-
ot

Soll die Beziehung zwischen zwei GroBen festgestellt werden, so erkennt
man vielfach, da$ die eine GrdBe sich proportional der andern verindert.
Wie grof§ sind z. B. die Wegliingen s, 5,, 55, ...5,in 1,2, 3 ... ¢ Stunden,
wenn sich ein FuBginger mit der durchschmtthchen Geschwindigkeit

von 4 (c) km in der Stunde bewegt? Es ist: )
sy =4-1,8=4-2,5=4:3,...5, =41,
allgemein s=c¢-t.
Reinhardt-Zeisberg, Arithmetik u. Algebra. A u. C II.
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Der Weg verdndert sich gerade so wie die Zeit (ist die
Zeit doppelt so groB, so ist auch der Weg doppelt so groB; ist die Zeit
2-mal so groB, so ist auch der Weg 2-mal so groB) oder wie man gewohn-
lich sagt: Der Weg wiichst proportional der Zeit.

Hat man festgestellt, daB eine GroBe y sich proportional einer GréBe x

- . . Y i
veriindert, so heift das in Formel % =m oder y=m-x, worin m

einen konstanten Wert hat.

Eine besondere Aufgabe ist es dann, den Wert des Proportionalitéts-
faktors m zu bestimmen. Auch die Gleichheit zweier Grofen kann als
besonderer Fall der Proportionalitit aufgefaft werden; welchen Wert
hat in diesem Falle der Proportionalititsfaktor, und wie grof ist der
Neigungswinkel der Geraden, die diese Gleichheit veranschaulicht ?

Umgekehrte Proportionalitit.

Aquabé: 1000 Soldaten kénnen von den Vorriten eines Forts 30 Tage leben;
wie lange kénnten a) 2000, b) 8000, ¢) 500, d) 250 Soldaten mit denselben Vorriten
auskommen ?

Ergebnis: Die Zahl der Verpflegungstage nimmt in dem-
selben Verhiltnisse ab (zu), in dem die Zahl der zu Ver-
pflegenden zu- (ab-)nimmt. Man sagt auch, die Zahl der Ver-
pflegungstage ist umgekehrt proportional der Zahl (oder ver-
hilt sich umgekehrt wie die Zahl) der zu Verpflegenden.

Zum Unterschied von der umgekehrten (indirekten) Proportionalitit
bezeichnet man die vorher behandelte Proportionalitéit auch als gerade
(direkte) Proportionalitit.

Fiihre die Berechnung der Aufgabe fiir # Soldaten durch; es ergibt
sich, daBl die Zahl der Tage

: __ 80 - 1000

n
ist. Die Zahl n (der zu Verpflegenden), welcher die Zahl der Tage ¢
umgekehrt proportional ist, tritt also im Nenmer auf.

Driicke demgegeniiber in Formel aus, daB die Einnahmen e einer
Arbeitergruppe der Anzahl n der Arbeiter direkt proportional ist. Tritt
hier die Anzahl n, zu der direkte Proportionalitét besteht, im Zahler
oder im Nenner auf?

Zusammenfassung: Bei direkter Proportionalitit zu einer
GroBe tritt diese im Zahler, bei umgekehrter Proportionali-
tit aber im Nenner auf.
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Fiir welchen Wert von n erhilt ¢ den Wert des Propor-
tionalitdtsfaktors?

Ubungsbeispiele.

Lose folgende Proportionen graphisch und stelle mit Hllfe der Schau-
bilder selbst Proportionen auf:

1. a) 3:6= T:y ’ b) 83:56= 9:y c) 3:5=15:y.
2.a) 9:4= 3:y b) 9:4=12:y c) 9:4=2:y.
3.a) 7:3=11:y b) 7:3=12:y c) 7:3=6:y.
4.a)5:9= 4:y b) 5:9= 8:y c) 5:9="T:y.
Gib rechnerisch und graphisch Proportionen an, wenn der Proportionalitiits-

faktor folgende Werte hat:

4 9 3 7 9 2
5.a)—5 b)T ()—8— d)—3— e)—? f)—7—.

2 3 8 4 5 5
6. a) v b) - c) 5 d) 5 e) T 1) 5

Stelle selbst solche Aufgaben und ldse sie.

Priife folgende Proportionen auf ihre Richtigkeit und dndere die
falschen Proportionen in richtige um:

7.8) 6:11=25:121 b) 3: 4=172:96 c) 81:64= 9:8.

8.a) 26: 9= 5:3 . b)18:11=23:14 ¢) 7:15=63:135

9. a) 8:25= 64:200 b) 72:36= 8:7 c) 75:42=15:17.

10. a) 3:11= 6:19 b) 8:156= 7:13 e)12: 7= 9:5.

C. Anwendungen der Proportionen.

Die Proportionen finden iiberaus héiufige Anwendung. Auch Aufgaben,
die frither im Rechnen durch die Dreisatzrechnung gelést wurden,
lassen sich mit Hilfe von Proportionen lésen. Den Proportionalitits-
faktor bestimme bei den Aufgaben rechnerisch und graphisch.

* Aufgaben aus dem Wirtschaftsleben.

Lose mit Hilfe von Proportionen folgende Aufgaben:

1. Fiir 7,60 ./ erhiilt man 60 kg einer Ware; wieviel bekommt man fiir a) 22,60 ./,
b) 37,50 A, c) 82,50 A ?

2. Fiir 6,50  erhilt man 2} Zentner Kartoffeln, wieviel erhilt man fiir a) 20 ./,
b) 30 A, c) 5O ?
. 3. Fir 10 1 Wein zahlt man 15 J/; wieviel Wein bekommt man fiir a) 130 .4,
b) 200 A, c) 250 A ?

4. 25 Zentner Koks kosten 65 ; wieviel kosten a) 15, b) 12, ¢) 8 Zentner?
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5. Driicke in Formeln aus: a) Der Preis p einer Ware ist proportional der Waren-
menge w. b) Die gelieferte Warenmenge w ist proportional der gezahlten Geldsumme s.
¢) Wende a) und b) auf die Aufgaben 1 bis 4 an und bestimme in jedem Falle den Zahlen-
wert des Proportionalititsfaktors.

6. 9 Arbeiter erhalten an Arbeitslohn 315 .#; welchen Lohn verdienen unter den
gleichen Bedingungen a) 12, b) 15, c) 25, d) 8 Arbeiter ? Bestimme auch den Proportio-
nalitéiitsfaktor.

7. Ein Hausbursche erhilt fiir 4 Wochen 65 ./ Barlohn; wieviel stehen ihm fiir
a) 6, b) 9, ¢) 12, d) 3 Wochen zu? Welches ist der Proportionalititsfaktor ?

8. Driicke in Formeln aus: a) Die Einnahmen e einer Arbeitergruppe ist proportional
der Zahl z der Arbeiter. ‘b) Der Arbeitslohn / eines Arbeiters ist bei demselben Lohnsatz
proportional der Zeit ¢. c) Der Arbeitslohn I eines Arbeiters ist in derselben Zeit dem
Tagesverdienst v proportional. d) Welchen 3 Grofen sind demnach die Einnahmen e
einer Arbeitergruppe insgesamt proportional? Driicke diese Proportionalitit in einér
einzigen Formel aus.

9. Berechne den Verdienst v von n Arbeitern in ¢ Tagen bei einem Tagelohn von
1 J und gib an Hand der sich ergebenden Formel in Worten an, welchen Groflen »
proportional ist.

10. 5 Arheiter pflastern in einer gewissen Zeit 12 qm Strafle; wieviel wiirden in
derselben Zeit a) 8, b) 12, c) 16, d) 4 Arbeiter pflastern? Proportionalitiitsfaktor ?

11. Bestimme die Arbelt a, die n Arbeiter in ¢ Tagen leisten, wenn I die Arbeit
eines Arbeiters in einem Tage ist, und gib die sich fiir @ ergebenden Proportionalititen
in Worten an.

12. 12 Pferde kommen mit einem Heuvorrat 18 Wochen aus; wie lange wiirden
a) 10, b) 16, c) 22 Pferde mit demselben Vorrat reichen? d) Driicke in Formel aus:
Die Verpflegungszeit ¢ ist umgekehrt proportional der Zahl  der zu Verpflegenden und
bestimme auch hier fiir a) bis ¢) den Proportionalititsfaktor.

13. 25 Arbeiter erledigen eine |Arheit in 12 Tagen. .Wieviel Arbeiter sind er-
forderlich, damit dieselbe Arbeit in a) 5, b) 8, ¢) 15 Tagen erledigt wird. Propor-
tionalitatsfaktor? d) Driicke die zwischen der Anzahl % der Arbeiter und der
Zahl ¢ der Arbeitstage bestehende Proportionalitit in Worten und in Formel aus.

14. 18 Arbeiter fithren eine Arbeit in 16 Tagen zu Ende; wieviel Tage werden
a) 8, b) 14, c) 16 Arbeiter zu derselben Arheit nétig haben? Proportionalititsfaktor ?
d) Sprich die aus a) bis c) sich ergebende Proportionalitit in Worten und in Formel aus.

15. Berechne den Verdienst » von n Arbeitern in ¢ Tagen, wenn 1 Arbeiter tiglich
a M erhilt; lose die Gleichung'a) nach ', b) nach ¢,-c) nach @ auf und bestimme jedes-
mal die direkte und umgekehrte Proportionalitiit fiir die 3 Grofen », ¢ und a.

16. Bestimme die Arbeit a, die n Arbeiter in ¢ Tagen vollenden, wenn 1 Arbeiter
tiiglich die Arbeit b fertigstellt; 1ose a) nach ¢, b) nach =, ¢) nach b auf und gib an,
welche direkten und umgekehrten Proportionalitiiten fiir ¢, » und b bestehen.

Zinsaufgaben.
17. Wieviel Zinsen erhiilt man jihrlich von a) 6450 £, b) 7275 J, c) 8525 A zu
439,,7 Proportionalititsfaktor? d) Driicke in Formel aus: Bei demselben ZinsfuBle
sind die Zinsen z proportional dem Kapital k.
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18. Berechne die Zinsen von 2350 J zu a) 4%, b) 4}%, ¢) 5% (Proportionalitiits-
faktor ?). d) Driicke in Formel aus: die Zinsen z eines Kapitals sind proportional dem
Prozentsatz p.

19. Bestimme die Zinsen z eines zu p%, ausgelichenen Kapitals & und gib nach
der Formel an, welchen Groflen die Zinsen direkt proportional sind.

20." Wieviel Zinsen bringen a) 2350 J, b) 4200 ./, c) 7825 A, d) 12350 ./, wenn
bei demselben Prozentsatz 4000 . 180 . Zinsen bringen ?

21. Ein Kapital bringt in 4 Monaten 662 ./ Zinsen; wieviel Zinsen erhalt man
fiir a) 3, b) 5, ¢) 9 Monate ? Proportionalitéitsfaktor? d) Gib die sich aus a) bis c) er-
gebende Proportionalitit in Worten und in Formel an.

22. Berechne-die Zinsen z des Kapitals & zu p%, in » Monaten und driicke in
Worten aus, welchen Grifien die Zinsen proportional sind.

23. Bestimme die Zinsen z eines Kapitals k zu p%, 16se die sich_ergebende Glei-
chung a) nach £, b) nach p auf und gib jedesmal an, welchen Grofien a) k, b) p divekt
und welchen umgekehrt proportional ist.

24. Berechne die Zinsen  eines Kapitals & zu p%, in » Monaten, lose die erhaltene
Gleichung a) nach k, b) nach p, ¢) nach # auf und sprich aus, welchen GroBen a) k,
b), p, ¢) n direkt und welchen umgekehrt proportional ist.

25. Wie groB ist ein Kapital, das a) mit 339, verzinst 154 ., by mit 41 19% ver-
zinst 1500 ./, ¢) mit 53%, verzinst 71,50 A Zinsen bringt ? Proportionalititsfaktor ?

26. Zu wieviel Prozent sind a) 2450 ,// ausgeliehen, wenn sie 110,25 ./, b) 4550 M,
wenn sie 159,25 J, c) 3250 J, wenn sie 146,25 ./ Zinsen bringen ? Proportionalitits-
faktor ?

27. Welche Proportion muB zwischen zwei Kapitalien und ihren Prozentsiitzen
bestehen, wenn beide dieselben Zinsen bringen sollen ?

.28. Welches Kapital bringt a) zu 339, dieselben Zinsen wie 2415  zu 4%"/ 2
b) zu 5%, dieselben Zinsen wie 3550 J zu 33% ? ¢) zu 53% dieselben Zinsen wie 4220
zu 49, ? Proportionalititsfaktor ?

29. Zu wieviel Prozent miissen 27000 £ auf Zinsen' stehen, damit sie denselben
Zinsertrag haben wie a) 30000 .4 zu 4}%, b) Q5)000 M zu 3}%, <) 24000 A zu 59 ?
Proportionalititstaktor ?

Bilde selbst solche Aufgaben.

Mischungsaulgabonl)

30. Messing besteht aus Kupfer und Zink. Wieviel von jeder Sorte ist in 250 g
Messing enthalten, wenn das Messing 656% XKupfer enthilt ?

81. Man will 500 cem 65%ige Schwefelsiiure herstellen; wieviel cem Wasser und
wieviel konzentrierte Schwefelsiure hat man zu nehmen ?

32. Man schmilzt 225 g Kupfer und 120 g Zink zusammen. Wieviel Prozent von
jedem Metall enthilt die Legierung ?

83. Man schmilzt 5 kg Silber und 1} kg Kupfer zusammen. Welchen Feingehalt
bekommt die Legierung, d. h. wieviel Tausendstel Silber sind in der Legierung ent-
halten ?

34. Wieviel Gold ist in 650 g einer- Goldlegierung vom Feingehalt 750 entha,lten?

1) Bestimme bei den einzelnen Aufgaben auch den Proportionalititsfaktor.
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35. Welchen Feingehalt bekommt eine Goldlegierung, wenn man 210g Gold
mit 40 g Zusatz zusammenschmilzt ?

Bilde selbst derartige Aufgaben.

36. Flintenpulver enthiilt 75% Salpeter, 13,6% Kohle und 11,5% Schwefel.
Wieviel hat man von jedem Stoff zur Herstellung von 125 g Pulver notig?

37. Aus 500 g Kreide, 320 g Kolophonium und 75 g Terpentin hat man Siegellack
hergestellt. Wieviel Prozent von jedem Stoffe ist in der Mischung enthalten ? '

38. Beim Brotbacken rechnet man bei der Herstellung des Teiges auf 4 Teile Mehl
3 Teile Wasser, und man kann annehmen, daB beim Backen ein Gewichtsverlust von
etwa 15% eintritt. Wieviel Roggenmehl, Weizenmehl und Wasser sind demnach in
einem 3-Pfundbrot enthalten, wenn man auf 3 Teile Weizenmehl 2 Teile Roggenmehl
genommen hat ?

Verteilungsaufgaben?).
39. Drei Geschwister im Alter von 10, 12 und 14 Jahren teilen 144 ./, die sie in
einer gemeinsamen Sparbiichse haben, entsprechend ihrem Alter. Wieviel erhilt jedes
von ihnen ?
40. 22500 & sollen unter 3 Personen so verteilt werden, daBl sich die Anteile
wie 4:5:6 verhalten. Wie groB ist jeder Anteil ?
41. Die Zahl 192 in 4 Teile zu zerlegen, die sich wie 1:3:5: 7 verhalten.
42. Es wird jetzt eine Haussteuer erhoben, die von den Mietern entsprechend
dem Mietpreis der einzelnen Wohnungen getragen werden muB. Wieviel Haussteuer
muB jeder Mieter bezahlen, wenn die auf dem Hause lastende Gesamtsteuer
a) 270 A, b) 462,50 A, c) ‘675 A, d) 822 A

und die Mieten (in der Reihenfolge Erdgescho8, 1., 2., 3. Stock)
a) 900 4, 1050 &, 950 A, 875 A; b) 1200 A, 1450 A, 1375 A,
1276 M; c) 1350 A, 1500 A, 14754, 14254; d) 1400
1650 ., 1600 K, 15650 A betragen ?

43. Bei einer Stadtverordnetenwahl sind a) 72, b) 56, c) 68, d) 48 Sitze auf die
einzelnen Parteien proportional den auf sie entfallenen Stimmen zu verteilen. Wieviel
Sitze erhilt jede Partei, wenn folgende Abstimmungsergebnisse bestehen:

Partei X a) 42322 b) 36106 c) 34203 d) 18424
» Y a) 24891 b) 26748 ¢) 31008 d) 25773
,» Z a) 39418 b) 22512 c) 24663 d) 31048
,» U a) 72090 b) 68004 ¢) 76100 d) 56209
,» ¥V a) 29414 b) 16117 c) 21425 d) 128187

Suche selbst solche Verteilungsaufgaben und lose sie.
Bewegungsaufgaben?).
44, Fin FuBginger legt im Durchschnitt 1,2 m, ein Reiter 2,1 m in der Sekunde

zuriick. Welche Strecke hat a) der Reiter zuriickgelegt, wenn der FuBginger 1 km
marschiert ist, b) der FuBgiinger zuriickgelegt, wenn der Reiter 1 km geritten ist?

1) Bestimme bei den einzelnen Aufgaben auch den Proportionalititsfaktor.
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45. a) Ein FuBlgiinger legt stiindlich 4 km, ein Radfahrer 18 km und ein Kraft-
fahrer 356 km zuriick. Welche Zeit haben die beiden letzteren notig, um dieselbe Strecke
zuriickzulegen, zu der der FuBginger 5} Stunden gebraucht hat?

b) Ein Radfahrer hat eine Wegstrecke in 1} Stunde bei einer Stundengeschwindig-
keit von 18 km zuriickgelegt, ein FuBlginger hat fiir dieselbe Strecke 5 Stunden ge-
braucht; wieviel hat er also stiindlich zuriickgelegt ?

46. a) Zwei Freunde, die 18 km voneinander entfernt wohnen, gehen sich ent-
gegen, der eine legt stiindlich 4 km, der andere 4} km zuriick. Wo und wann treffen
sie sich ?

b) Zwei andere Freunde, die beide Radfahrer sind und 75 km voneinander ent-
fernt wohnen, fahren sich entgegen, wobei der eine stiindlich 15 km, der andere 18 km
zuriicklegt. Wo und wann begegnen sie sich ?

Lose auch Bewegungsaufgaben S. 41ff. mit Hilfe von Proportionen.

Geometrische Aufgaben?).

47. In welchen Entfernungen sind auf einem MeBtischblatt (1:25000) Orte
gezeichnet, deren wirkliche Entfernung a) 13 km, b) 25 km, c) 17,8 km, d) 6,3 km
betrigt ?

48. Welche Entfernung haben zwei Orte, die auf einem MeBtischblatt a) 4 cm,
b) 6,3 cm, ¢) 12,4 em, d) 18,9 cm voneinander entfernt gezeichnet sind ?

49. Wie lang stellen sich Entfernungen von a) 5km, b) 3,8 km, c) 12,5 km,
d) 25,6 km auf einer Generalstabskarte (1:100000) dar?

50. Auf einer Generalstabskarte hat man gemessen, daB zwei Orte a) 4,6 cm,
b) 12,7 em, ¢) 9,8 cm, d) 22,9 em voneinander entfernt gezeichnet sind. Welches ist
die wirkliche Entfernung der Orte ? ’

51. Nimm eine Tourenkarte (1:200000) und bestimme die Entfernung von
Orten, deren Kartenentfernung du abgegriffen hast.

52. Greife auf Karten in deinem Atlas die Kartenentfernung von Orten ab und
bestimme mit Hilfe des auf der Karte angegebenen MafBstabes die wirkliche Ent-
fernung dieser Orte.

53. Ein Rechteck mit den Seiten a) 2,5 cm und 6,3 cm, b) 4,2 cm und 8,5 cm,
¢) 3,6 cm und 10,4 cm soll in ein anderes verwandelt werden, dessen eine Seite a) 7,0 cm,
b) 21 em, ¢) 5,2 cm lang sein soll. Wie lang muB die andere Rechteckseite werden ?

d) Gib Proportionen fiir die Seiten flichengleicher Rechtecke an.

54. Die Grundlinien zweier Dreiecke verhalten sich a) wie 3:5, b) wie 2: 5,
c) wie 3:4. Wie groB muB die Hohe des ersten Dreiecks werden, wenn die des
zweiten a) 6 cm, b) 8 cm, ¢) 10 em lang ist?

bb. Zwei Seiten eines Dreiecks sind a) 8,5 cm und 4,2 em, b) 4,56 cm und 2,7 cm,
¢) 7,2 cm und 4,6 cm lang, die Hohe auf die erste Seite hat eine Liinge von a) b cm,
b) 8cem, c) 4,6 cm. Welche Hohe hat das zweite Dreieck ?

56. Die Seiten eines Dreiecks sind a) 10 cm, 15 cm und 20 cm, b) 8 cm, 12 cm
und 15 cm lang. In welche Abschnitte werden die Dreiecksseiten durch die Halbie-
Tungslinien der Gegenwinkel zerlegt ?

*) Bestimme bei den einzelnen Aufgaben auch den Proportionalititsfaktor.
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57. Eine Strecke von 5,6 cm Léinge soll innen und auBlen im Verhiltnis a) 2: 5,
b) 8:4, c) 3:5 geteilt werden. Wie lang miissen die Teile werden?

d) Eine Strecke von a cm Liinge innen und auflen im Verhiiltnis m:nzu teilen
und die Linge der einzelnen Abschnitte zu berechnen.

58. Eine Strecke ist im Verhéltnis a) 3:4, b) 2: 5, c) 2: 3 geteilt,-der grofiere
Abschnitt betriigt a) 6 em, b) 8 cm, ¢) 10 em. Wie lang ist die ganze Strecke?

Lose auch andere geometrische Aufgaben durch Rechnung.

Driicke in Formeln aus:

59. Der Umfang u eines Quadrates ist proportional der Seitenlinge a.

60. Der Umfang u eines Kreises ist proportional dem Radius 7.

61. Die Fliiche F eines Quadrats wichst proportional dem Quadrate der Seiten-
linge a.

62. Die Fliche F cines Kreises wiichst proportional dem Quadrate des Radius.

Physikalische Aufgaben?).

63. Ein Pyknometer, das leer 42 g wiegt, hat mit Wasser gefiillt ein Gewicht
von 104 g und mit Quecksilber gefiillt ein Gewicht von 885,2g. Wie grof ist das
spezifische Gewicht des Quecksilbers ? Yl

64. Das spezifische Gewicht von konzentrierter Schwefelsiure 1st 1,85 g, das von
Salzsiiure 1,21,g.  Wie schwer; muB demnach ein| Pyknometer mit Schwefelsdure
gefiillt wiegen, wenn es leer. 38,2 g und mit Salzsiure gefiillt 98,4 g wiegt?

« 5. Wie verhalten sich bei gleicher Temperatur a): die- Celsiusgrade zu den
Reaumurgraden, 'b) die Celsiusgrade zu den Fahrenheitgraden, c) die Reaumu.r-w zx
den Fahrenheitgraden? Stelle die Verhiltnisse im Schaubild dar.

66. Wieviel Celsiusgrade sind 'a) 16, 'b) 25 c) 31;'d) 50 Grad Reaumur, e) 64,
f) 62, g) 86, h) 100 Grad Fahrenheit? :

Ml (g Wlevml Grad Reaumur’ sind a) 25 b) 10 c) 16, d) 43 Grad Celsms, e) 100,
f) 65, ) '43,'h) 35 Grad Fahrenheit ?

68. Wieviel Fahrenheitgrade sind a) 10, b) 15, c) 33, d) 50 Grad Celsms, e) 12
f) 18, g) 30, h) 46 Grad Reaumur?

169. Driicke in Formel auns: Bei der Erwarmung eines Korpets ist die Tempera,tur
zunahme 7' proportional der zugefiihrten Wirmemenge: W. - i

70. Wieviel Sdhw‘ingungen hat a) ‘die Oktav, b) die Quinte, 0) d.'le Quart von
einem Gtrundton mit 24 Schwmgungen?

i 71, Welche Lichtstarke hat eirie Tampe, dle einen ‘Schirm ifi ‘a) 90 ¢ cm, b) 64 cm,
b) 48 cm Entfernung gerade so stark beleuchtét i ‘euie 25 kemge Lampe in'a) 45 cm,
c) 24 em, ¢ 86'¢m Entfernung.'' "7 - i It

) 72! Dritcke 'in Formel aus: Die von ' einem Llchtb\indel beleuchtete F'lache F
mmmt mit dem Quadrate' der'Entfernung 7 det Fliche Yon ‘der Lichtquelle zu.

73."Legt ' man 'an einen Widerstand' eine Stromquel]o mit’ der’ Spanniing 'a) 24,
b)36 ) 48'Volt,'s0 ergibt sich eitié Stromstarke vor' a) 10, b)'12;'¢) 18 Amperc! Welche'
Stromstiirke hat man zu erwarten, wenn man a) 50, b) 48, ¢)' 64 Volb anlegt?

‘“)‘Auch‘hier bestimme jedesmal ‘den Proportibnalitiitéfhktdr. AL
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74. Eine Stromquelle mit der Spannung a) 72, b) 24, ¢) 20 Volt liefert, wenn sie
mit einem Widerstande von a) 48, b) 18, ¢) 15 Ohm verbunden wird, eine gewisse
Stromstirke. Wie hat man den Widerstand zu éindern, damit man bei a) 40, b) 36,
c) 48 Volt Spannung dieselbe Stromstéirke erhilt ?

75. Driicke in Formel aus: a) Die Stéirke 7 eines elektrischen Stromes ist bei dem-
selben Widerstand proportional der Spannung ». b) Der Widerstand w eines elektri-
schen Stromes muB bei gleichbleibender Stromstéirke proportional der Spannung v
wachsen. ’

76. Gib nach dem' Ohmschen Gesetz an, welchen Grofien die Spannung v eines
elektrischen Stromes proportional ist.

77. Die einem Kérper erteilte Beschleunigung b ist proportional der auf den
Kérper wirkenden Kraft k.

.78. Die einem bewegten Korper innewohnende lebendige Kraft E ist pro-
portional der Masse m des Korpers.

79. Die einem bewegten Korper innewohnende lebendige Kraft Z ist auch pro-
portional dem Quadrate der Geschwindigkeit v des Korpers. *

80. Beim freien Fallo ist der von dem fallenden Korper zuruckgelegte Weg s
proportional dem Quadrate der Fallzeit .

81. Zwei gleichstarke Magnetpole wirken mit einer Kraft k aufeinander, die pro-
portional dem Quadrate der Magnetstirke m ist.

82. Die Umfinge zweier memandcrgrelfender Zahnrider betragen 75 cm und
60 ecm. Wieviel Umdrehungen a) des Kleineren Rades kommen auf 1000 Umdrehungen
des groBen, b) des groBen Rades kommen auf 1000 Umdrehungen des kleinen Rades ?
¢) Driicke in Formel aus: Die Umdrehungszahl » eines Zahnrads ist umgekehrt pro-
portional dem Umfang » des Rades.

83. Wo muB man ein 250 g-Gewicht an einem Hebel aufhiingen, wenn es 400 g,
die im Abstande von 18 cm vom Drehpunkt aufgehiéingt sind, das Gleichgewicht
halten soll ?

84. Die Arme eines Hebels sind 28 cm und 36 cm lang. Welches Gewicht hat man
an dem a) kiirzeren, b) lingeren Hebelarm anzuhingen, wenn es 350 g, die an dem
a) lingeren, b) kiirzeren Arm hiingen, das Gleichgewicht halten soll 2

85. a) An den zwei Enden eines 30 cm langen Hebels sind zwei Gewichte
von 250 g und 300 g angehiingt. Wo liegt die Achse des Hebels, wenn Gleichgewicht
herrscht ? 5

b) Eine Hebelstange von 70 cm Liinge ist an den Enden mit 200 g und 150 g be-
lastet. Wie lang sind die Hebelarme, wenn sich der Hebel im Gleichgewicht befindet ?

86. Driicke in Formel aus: Ein Hebel bleibt im Gleichgewicht, wenn man
das Gewicht G umgekehrt proportional der Linge ! des Hebelarmes indert.

87. a) Wieviel cem Quecksilber wiegen gerade so viel wie 100 ccm Schwefel-
siure? b) Wieviel cem Schwefelsiure wiegen gerade so viel wie 100 cem Quecksilber
(spez. Gewicht des Quecksilbers = 13,6 g, das der Schwefelsiure = 1,85 g) ?

88. Welches ist das spezifische Gewicht eines Kérpers, von dem 86 ccm gerade
soviel wiegen wie 10§ ccm Quecksilber, dessen spezifisches Gewicht 13,6 g ist ?



68 III. Abschnitt. Proportionen.

89. Die in einem Manometer abgesperrte Luft hat bei dem Druck von 1 Atmo-
sphiire eine Linge von a) 15 cm, b) 18 cm. Wie lang ist die Luftsiule bei einem Drucke
von a) 2, b) 3 Atmosphiren ?

90. Die Luftsiule eines Manometers nimmt bei einem Drucke von a) 2, b) 3 Atmo-
sphiren einen Raum von a) 23} cm, b) 28} cm Liinge ein. Welchen Druck muB man
herstellen, damit die Luftsiule a) 94 cm, b) 71} em lang wird ?

Driicke in Formeln aus:

91. Das Volumen v, das ein Gas einnimmt, ist a) direkt proportional der Zahl n
der vorhandenen Molekiile, b) umgekehrt proportional dem Druck p, unter dem das
Gas steht.

92. Bei derselben Spannung ist die Stirke i eines elektn'schen Stromes um-
gekehrt proportional dem Widerstande der Leitung.

93. Bei derselben Spannung ist der Widerstand w umgekehrt proportional der
Stromstirke.

94. Bei derselben Lichtquelle ist die Beleuchtungsstirke i einer Fliche um-
gekehrt proportional dem Quadrate der Entfernung r der Lichtquelle von der Fliche:

95. Die Kraft k, mit der ein Korper von der Erde angezogen wird, ist umgekehrt
proportional dem Quadrate der Entfernung 7 des Kérpers vom Erdmittelpunkt.

96. Die Kraft k, mit der ein Korper von der Erde angezogen wird, ist direkt
proportional der Masse 7 und umgekehrt proportional dem Quadrate der Entfernung r
des Korpers vom Erdmittelpunkt.



IV. Abschnitt.

Potenzen mit positiven ganzzahligen Exponenten
‘ und Wurzeln.

A. Der Potenzbegriff.

In welcher kiirzeren Form kann man die Summe a + a -+ ¢ + a -+ a,
in welcher kiirzeren Form das Produkt a¢-a-a-a-a schreiben? Es er-
gibt sich so: ’

Wiederholte Addition desselben Summanden fiihrt . zur Multipli-
kation; wiederholte Multiplikation desselben Faktors fiihrt zur Poten-
zierung.

Erklirang. Eine Potenz!) ist ein Ausdruck von der Form a® und
bedeutet ein Produkt von n gleichen Faktoren a.

Es ist also §

A" =@ 0" Q G @y
Ist a" =w,
so heilt @ die Grundzahl oder Basis?), n der Exponent?), w der Wert der
Potenz.

Die zweite Potenz von a wird auch das Quadrat, die dritte Potenz
der Kubus von @ genannt. (Erklire diese aus der Geometrie entnomme-
nen Ausdriicke.)

Wie unterscheidet sich (+ a)® von (—a)*? Warum stimmt der
Wert von (+ @)* mit dem von (— a)* iiberein ?

Bei welchen Exponenten sind die Potenzen negativer Zahlen
positiv, bei welchen negativ ?:

Welchen Wert haben a! und (—a)'? Welchen Wert haben die Po-
tenzen von 1%

Bestimme die Werte folgender Potenzen:

2\2 (2)\3 (2\4 4 3\2 (3)\3 (3)\¢
1) potentia (lat.) = Macht. —  2) basis (griech.) = Grundlage.
3) von (lat.) exponere =: heraussetzen.
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Welche Fqlgerung ergibt sich hieraus fiir die Werte der aufeinander
folgenden Potenzen einer Grundzahl, welche a) kleiner als 1, b) groBer
als 1 ist? Bilde noch andere derartige Beispiele und berechne sie.

Ergebnis: Jede Potenz von 1 ist stets wiederum 1; jede
Potenz einer Zahl, die groBer als 1.ist, ist auch groBer als 1;
jede Potenz einer positiven Zahl, die kleiner als 1 ist, ist
auch kleiner als 1.

Ubungsbelsplele.

Bestimme die Werte folgénder Potenzen: '
1. a) 22 b) 32 c) 42 d). b? e) 62 1) 7% g) 8.
2. a) 22 b) 23 c) 2¢ d). 28 e) 28 f) 28 g) 210,
3. a) 3 b) 3 c) 3 d) 35 ¢) 5° f) g) 4,
4. Gib die Potenzen von

a) 2 von 21 his 210 " b) 3 von 3! bis 35 ¢) 4 von 4! bis 48

a5 , b, 5° e)6 , 61, 6° f) 10 ,, 10t ;10 an.

. Berechne die Quadrate der Zahlen von 1—20.
Bilde die dritten Potenzen der Zahlen von 1—10.
. Berechne a) 12 + 22 4324142/ 52 + 62, b) 184 33 .53 781 98 1 113,

8. Wie heiflt die grofite Zahl, die man als Potenz mit a) 2 Zweien, b) 3 Zweien,
¢) 4 Zweien, d) 3 Dreien, e) 4 Dreien, f) 3 Fiinfen, g) 4 Sechsen schreiben kann ?

9. Wie heillt die gr68te Zahl, die sich als Potenz a) mit 1 Ziffer, b) mit 2 Zlficm,
c) mit 3 Ziffern, d) mit 4 Ziffern schreiben a8t ?

110./Unser Zahlensystemy beruht ebenfalls auf der Potenzrechnung, und zwar
baut es sich auf den Potenzen von 10 auf, weshalb es den Namen Zehnersystem
(Dezimalsystem!) oder dekadisches?) Zahlensystem) hat; ey ist z.B. 265
—9.108 +6-10t + 5. Schreibe dementsprechend a) 49, 128, 289, 888, 999, 3456;
by 2222, 405, 400, 1005, 90909, 35897, 329876. (Was mag die Veranlassung getwesen
sein, daBl man gerade die Zahl 10 als Grundlage des Zahlensystems genommen hat ?)

NS o

11: Bei ‘groBen Zahlen nehmen wir sprachlich die Million als Grundlage zur
Bezeichnung z. B. 1 Billion = 1 Million Millionen. - Schreibe als- Potenzen von: 10:
a) 5 Millionen, 83 Millionen, 100 Millionen, 1000 Millionen (1 Milliarde), 10 Milliarden,
400 Milliarden; b) 1 Billion, 17 Billionen, 100 Billionen, 3000 Billionen, 100000 Bil-
lionen; ¢) 1 Trillion, 20 Trillionen, 10000 Trillionen, 300000 Trillionen; d) 1 Quadu]llon,
5 Quadrillionen, 28 Sextillionen, 99 Sextillionen, 1 Oktillion.

- 12. Bei Naturvolkern in allen Weltteilen findet man das Fiinfersystem. (Wie
kommt man auf die Zahl 5?) Wie hat man in einem solchen ‘System bei Benutzung
unserer Ziffern 0 bis 4 die Zahlen zu schreiben, die a) b, 6, 7, 8, 10, 12, 15, 20, 25,
b) 26, 28, 29, 30, 65, 100, 105, 125; ¢) 126, 130, 150, 200, 289 des Zchnersystems ent-
sprechen ?

1) decem (lat.) = zehn. —  2) deka (griech.) = zehn.
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13. Welche Zahlen des Zehnersystems sind im Fiinfersystem ausgedriickt durch
a) 10, 11, 12, 13, 14; b) 20, 22, 24, 30, 82, 83, 44; c) 100, 102, 105, 123, 234, 401;
d) 1000, 2000, 2222, 3003, 44447

14. Bei mehreren Kulturvélkern vergangener Zeiten war das Zwanziger-
system in Gebrauch (z. B. bei den alten Kelten; frz. 80 = quatre-vingt)!). ' Bilde
fir die Zahlen 10 bis 19 neue Ziffern, z. B. 10 =, 11 =4, 12 =1y, ...19 = o,
und schreibe folgende Zahlen des Zehnersystems im Zwanzigersystem: a) 20, 21, 23,
30, 36,.40; b) 41, 46, 50, 55, 60, 80, 100, 150, 200, 400; c) 401, 425, 532, 829,
1000, 4000, 8000. :

15. Welche Zahlen des Zehnersystems sind im Zwanzigersystem ausgedriickt
durch: a) 10, 12, 15, 17, 20; b) 21, 25, 32, 41, 77; ¢) 85, 99, 100, 105, 409, 613?

16. Die alten Babylonier rechneten mit einem Sechzigersystem [Sexagesi-
mal?)-System], das sich zum Teil ‘bis auf den heutigen Tag (1 Stunde = 60 Min.,
1 Min. = 60 Sek.; 1 Schock = 60 Stiick) erhalten hat. Was bedeuten, wenn wir
unsere Ziffern fiir dieses System verwenden, die Zahlen a) 10, 11, 12, 15, 19, 20;
b) 24, 31, 40, 43, 55; c) 80, 85, 89, 91, 96, 99, 100 des Zwanzigersystems in unserem
Zchnersystem ?

17. Auch miteinem Zwolfersystem istgerechnet worden (1 Gros = 122 Stiick).
Wie sind im Zwélfersystem die Zahlen a) 13, 15, 19, 23, b) 25, 29, 87, 47, 49, c) 100,
143, 145, 288 des Zehnersystems zu schreiben ?

58. In der Wissenschaft schreibt man sehr groBe und sehr kleine Zahlen mit
Hilfe von Potenzen von 10:a) die Lichtges:hwindigkeit und die Ges:hwindigkeit der
elektris. hen Wellen ist 3.10 em in der Sekunde ; wie groB ist demnach ein
Lichtjahr, d. h. der Weg, den das Licht in einem Jahre zuriicklegt? b) Der
niichste Fixstern ist 4,3 Lichtjahre, der Sirius 8,8 Lichtjahre von der Erde entfernt;
driicke die Entfernung in Kilometern aus. ¢) Die Lénge der elektrischen Wellen der
Radiostationen mifit man in Metern; das Licht ist auch eine Wellenbewegung, jedoch
ist beim Licht die Wellenlinge winzig klein. Die Wellenlinge des roten Lichts z. B.
ist 760 : 108 mm, die des violetten Lichts 397:10% mm; wieviel cm sind das?

Berechne: ’

19. a) (+2)* b) (—2)* ¢) (—5)* d) (—=7)* e) (— 100 f) (+ 12)°

20. a) (—2)* b) (+5)* ¢) (—5)* d) (—6)* e) (+4® f) (—9)®.

Bestimme den Wert folgender algebraischer Summen; beachte hierbei, daB
zuerst die Werte der Potenzen, dann die der Produkte und schlieBlich die
Werte der algebraischen Summen zu berechnen sind:

21 a) (—6)*+ (=B —(—47* -+ (—3)* b) (—3)*—(—4)3+ (—b)>*—(—6).

22. a) (—3) 4 (—4)* - (—3)* - (—4)*

b) (+3)'—(—4)° + (=3 + (+ 4

1) Auch das Zahlensystem der Maja, eines hochkultivierten Indianervolkes,
das die Gegend des heutigen Mexiko und Zentralamerika bewohnte, war ein Zwan-
zigersystem.

%) sexagesimus- (lat.) = der sechzigste.
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23.a) 34845+ (—2®—2-5%2 b) 4-(—b*—3 -T2 (—83—2-92
24. ) (3% b) @ o) ()% d) ()% o) @5 ) (e

25. a) (—)% b) (— % ) (—24) d) (—43)% ) (— 63

26. 8) (3% b) (=3 ) (— P4 D @ o) (— P D (— D5

27. 8- (2 +9- () —10- () + 27+ (—)° — 36 - (.

2.5 +12- (P —T7- (—3P—9 (—P

29. 12+ (—$)2—13 - (—$P + 16 (— 52 —10- (— )"

30. 22+ (38 —11- (—§)* + 13- (5 — 14 - (—§)e.

31. 8- (132 —6- (24 —4 - (—2h)2 + 12 (— 38}

32. 5-(8%)° —3-(128)° + 5 (— 11} — 7~ (+12})%

Es ist 15-a3—12-ad = (15— 12) -a® = 3a®. Wie berechnet man dement-
sprechend am einfachsten: §

33.a) 9-23—8-23, b) 15-3%—12- 383, c) 2543 —21-43,

34. a) 1825 4 2. 25, b) 47-3%+ 3-89, c) 94-8 —44-82

35. a) 28-3% 4 35-3% —13 -39, b) 75-4% 4 86-4%—61-43?

Kann man sich auch bei folgenden Aufgaben die Rechnung durch Ausklammern
vereinfachen:

36. a) 5-42 +15 - 32, b) 18- 62— 17 - 52, ) 2582 L 992

37. a) 1222  7-23, b) 25-42—10- 43, c) 4853 —84-52?

38. Berechne a) (@ —b)? und (b —a)?, b), (* —y)? und (y — 2)?, ¢) (@ —1)®
und (1 —a)?, d) (x—1)% und (1 — «)? und vergleiche die Ergebnisse.

39. Berechne a) (@ —b)® und (b—a)?, b) (z—)® und (y — )3, ¢) (@ —1)®
und (1 —a)?, d) (z—1)® und (1 — 2)* und vergleiche auch hier die Ergebnisse.

Gib auf Grund der Ergebnisse der Aufgaben 38 und 39 an, wie man bei den folgen-
den 4 Aufgaben vor der Potenzierung zusammenfassen und dadurch die Rechnung
vereinfachen kann.

40. a) (@ + b)® + (@ —10)* b) (@ + b2 — (b —a)2

41. a) (@ + b)® + (@ —10)® ©b) (a+ b)F— (@a—b)3.

2. 4-(z—yr—3@F—2a)P+2@—y>*—3@F—a)

43. 6(z—1P3+5(Q1—aP—4(x—1P—21 —a)™

4. a) 10a2?+ H5aa*—Taa®+3aa?—6aa’
b) 1} a?b + 23 a*b—3a?b + } a?b.
45. a) 4 22 y® + 8 a8 y® + 15 2® y® — 23 2% 3.
b) 26a3b—12a*b—17ab®—19a%b 4 16 ¢ b3.
46. a) 48 a5 bt — 13 atb® + 22 P b* — 18 @t b5 — 13 @S b4,
b) 29 a2 b5 + 25 a? b5 — 13 a5 b® + 19 a® b* — 33 a2 bS.
47. a) 20a 2™+ 120" 2 —13a™ z + 12 2",
b) 3428 —22 a2 y + 12 43 — 24 2% y + 25 a3.
48. a) T6a%b¥ —25a®b¥ — 13 a¥ b® + 16 a¥ b°.
b) 66 a?b® + 12 a¥ b* — 52 a¥ b® — 16 a® b¥ + 13 a® IV,
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B. Graphische Darstellung von Potenzen.
a) Die Funktion y = «? graphisch darzustellen.

Gib der Grundzahl o verschiedene Werte, berechne die zugehérigen
Werte von y und stelle die Werte in einer Funktionstafel zusammen:

a= | —8|—%| —2 -1} —1 lo]
o o ep| 4| 2| 1 ;‘o,’%

o

0 132 2 3...

| 1|2 4 6k]9...

Trage in ein Koordinatenkreuz die Werte von z als Abszissen, die
zugehtrigen Werte von y als Ordinaten ein. Als Bild unserer Funktion
ergibt sich eine Kurve, die durch den Nullpunkt geht und symmetrisch
zu beiden Seiten der y-Achse verliuft. (Beweise die Symmetrie.) Die
erhaltene-Kurve wird Parabel genannt (Fig. 10, Seite 74).

Eine praktische Bedeutung dieser Parabel besteht darin, daB
man mit ihrer Hilfe die Quadratzahlen von gebrochenen Zahlen (Flichen-
inhalte von Quadraten) leicht anniherungsweise bestimmen kann. Gib
dementsprechend die Werte von:

1. 2) (13)% b) (—23)% o) 2D% d) 7% e) (— 1,37 §) (— 0,72 g) (— 2,3).

2. a) (—2,9)% b) (1,7)% ¢) (—2,1)% d)(1,9)% e) (2,6)% 1) (—2,4)% g) (2,6)2 an

3. Wie kann man mit Hilfe der (auf z = -+ 3 beschrinkten Kurve auch: a) 192,
b) 252, ¢) 172, d) 232, e) 292 f) 212, g) 26? annihernd bestimmen ?

- 4. Lies an der Kurve den Wert von a) 1932 b) £272, ¢) 1672, d) 2562, e) 2832,
{) 2192 ab, berechne dann die Werte und bilde dir ein Urteil iiber den Grad der bei der
Ablesung erreichten Genauigkeit.

5. Wie groB ist die Fliche eines Quadrates, dessen Seite a) 27 cm, b) 23 cm,
c) 19 cm, d) 183 cm, e) 222m, f) 178 m ist?

6. Zeichne einen Ast der Kurve der Fig. 10, indem du die Abszisseneinheit gleich
5 cm, die Ordinateneinheit gleich 1 cm nimmst, und lies dann aus der erhaltenen Zeich-
nung die Werte der Quadratzahlen der Aufg. 4 von neuem ab. Hast du einen groBeren
Grad der Genauigkeit als bei Fig. 10 erreichen kénnen? Gib an, wie man bei der
graphischen Quadrierung den Grad der Genauigkeit erhthen kann.

b) Die Funktion y = «® graphisch darzustellen. Fertige eine
Funktionstafel fiir © = —2 bis z = 4 2 mit Abszissendifferenzen von
% an und stelle die Funktion graphisch dar. Die sich ergebende Kurve
heift kubische Parabel zum Unterschied von y =a?, die manauch
quadratische Parabel nennt.

Um die Parabel, deren Ordinatenwerte mit wachsendem 2z sehr stark
wachsen, auch fiir nicht zu kleine x-Werte noch zeichnen zu koénnen,
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tut man gut,: die -Ordinatepeinheit klein zu nehmen; in Fig. 11 ist die
Ordinateneinheit & der Abszisseneinheit.

1 T
¥

nezTras:

e

e
i
Sau:

o2

i3

¥ i3

Ba

ienon 208z ben o) naes

Fig. 10.

Beachte, daB bei der kubischen Parabel y =3 zu negativen
Werten von z auch negative Werte von y gehoren; die Kurve hat einen
unteren Ast, der in bezug auf 0 als Symmetriezentrum strahlig-symmetrisch
zum oberen Ast ist (Geometrie I, S.40f.). Beweise dies mit Hilfe von
kongruenten Dreiecken, die du aus den Abszissen und Ordinaten symmetri-
scher Punkte bildest. Ist eine der Koordinatenachsen Symmetrieachse
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der Kurve? Untersuche
durch Drehung der Ab-
szissenachse, ob eine anders
gelegene Gerade Symmetrie-
achse der Kurve sein kann.

Bestimme graphisch den
Wert von

7.a) (8% b) (—13),
©) (247, d) (—2,6)% e) (290,
) (0,73, g) (1,9)%, h) 123,

8. a) (—04)3 b) (28),
) (—1,8)% d) (2,1)% e) (—13)3
1) (0,6, g) (—2,7)%

9. a) (3,3) b) 293,
c) (—42)%, d) (—45)%, ) (3,7)%,
) (— 4,9)8, g) 383, h) (— 4,1)3.

10. Ein Wiirfel, dessen
Kante @ em lang ist, hat den
Rauminhalt a?® cem. Wie gro8
ist demnach der Rauminhalt
eines Wiirfels, dessen Kanten-
linge a) 27 cm, b) 3,4 m,
¢) 0,42 cm, d) 4,5cm, e) 1,9 cm,
f) 24 cm lang ist?

" 11. Stelle die Funktionen:
a) y=32, b) y=52
o y=5a, d)y=§x' mit
Hilfe der Fig. 10 graphisch dar,
indem du iiberlegst, in welcher
B .“D die Ordinat Iwerte
dieser Kurven zu denjenigen der
Parabel y = 22 stehen.

12. Stelle die Funktionen
a) y=—a% b) y=—32%

9 y=—batd) y=—1a,

e) y=-——iz2 graphisch dar -f

3
und vergleiche sie mit der Kurve
y= 2% und den aus 11a) bis
d) sich ergebenden Kurven.
13. Stelle unter Benutzung
der kubischen Parabel y= 2?

75

Fig. 11.
Reinhardt-Zeisberg, Arithmetik u. Algebra. A u. C II.
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die Funktionen a) y =223, b) y=—23, ¢) y= Tlox", d)y= —-1}(-):4:3, e)y = 3a3,
2
f) y=— % 2% graphisch dar.
14. Zeichne die Kurven a) y = 2%, b) y= —2f, ¢) y= 2% y= —ab fir

z=—38 bis z=+ 3.
15. Gib fiir die Aufgaben 11 bis 14 an, welche Kurven Symmetrieachsen und
welche ein Symmetriezentrum haben.

C. Das Rechnen mit Potenzen.

a) Potenzen mit gleicher Grundzahl.

Wieviel ist nach der Bedeutung der Potenz a) a®- a3, b) a® - a#, ¢) a*-a%? Wie
ergibt sich also der Exponent des Produktes aus den Exponenten der Faktoren ?

L...a"a"=a""",
Beweis: Was bedeuten nach der Erklirung der Potenz o™ und «"?
‘Wieviel Faktoren a ergeben sich, wenn man o™ mit ¢" multipliziert ?

m

A" =a-@ @By oy

" — . . . CECICEY
und ¢" =a-a-a-a (—

A" =000 A A Ay = @
in Worten: Potenzen mit gleichen Grundzahlen kann man multiplizieren,
indem man die Grundzahl mit der Summe der Exponenten potenziert.
In gleicher Weise ergibt sich die Formel iiber die Division von
Potenzen mit gleichen Grundzahlen:

Bestimme a) a3: a2, b) a®: a3, ¢) a*:a® d) a®:ab.

n

IIa ...a": @ =t

=a" wenn m > n

IIb...a":a"=1:a""™, wenn m<n
s

in Worten: Potenzen mit gleichen Grundzahlen kann man dividieren,
indem man die Grundzahl mit der Differenz der Exponenten potenziert.
Beweis: @™ =a @+ Cp_pq
@' = Gyopma
Dividiert man nun beide Seiten dieser Gleichungen, so kann man
1. wenn m >n ist, » Faktoren a wegheben, so daB im Zihler noch
(m — n) Faktoren iibrig bleiben; nimm fiir m und n einige Zahlenpaare
an und bestiitige die allgemeine Uberlegung; also o™ :a" =a™~".
9. Ist m << m, so lassen sich m Faktoren ¢ wegheben (Beispiele!),
und es bleiben im Nenner noch (n—m) Faktoren iibrig; demnach

a":ia"=1:a""".
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b) Potenzen mit gleichen Exponenten.
III. ... a" - b" = (a- b)"

in Worten: Potenzen mit gleichen Exponenten kann man multiplizieren,
indem man das Produkt der Grundzahlen mit diesem Exponenten potenziert.
Beweis: a" 8" =a-a- -y bbby
=(a.b)'(a'b) """ (a'b)nmal
=(a-b)".
In ganz entsprechender Weise ergibt sich die Formel fiir die Division
von Potenzen mit gleichen Exponenten:
S IV. ... a": 0" = (a:b)"
oder in anderer Schreibweise:g—; = (%)"
in Worten: Potenzen mit gleichen Exponenten kann man dividieren, .
indem man den Quotienten der Grundzahlen mit den Exponenten potenziert.
Beweis: 2% — 2% " " " % ma “"m"l_(i _(a 2 = [2\"
e I'b"_b'b """ bnmﬂl— b 7 " ?)nmnl_(T)'
Umkehrung dieser vier Formeln.
Beweise durch Umkehrung der Beweise fiir T bis IV, daB
Ia) . am+lL —a™ - a®
ITa) .,.a" "=a™: a"
IIIa) ... (a b)"= a" - b"

und IVa) ... (%)" ::—:ist.

Gib den Wortlaut dieser Umkehrungsformeln an; von ihnen sind
IITa) und IVa) besonders wichtig.

IITa) Ein Produkt kann man potenzieren, indem man die Faktoren
einzeln potenziert und die erhaltenen Potenzen multipliziert.

IVa): Einen Quotienten kann man potenzieren, indem man den Divi-
denden und Divisor potenziert und die erhaltenen Potenzen dividiert.

¢) Potenzierung einer Potenz. Was bedeutet 1. (23)2, 2. (3%)2, 3. (a2,
4. (a®)?, 5. (al0)3?
und als Umkehrung

Va)...a"" = (a™)" = (a")"

Beweise diese Formeln, indem du wie bei a) und b) auf die Be-
deutung der Potenz zuriickgehst.
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Die Formel V lautet in Worten: Eine Potenz kann man poten-
zieren, indem man die Grundzahl mit dem Produkt der Exponenten
potenziert.

Wie lautet Va) in Worten ?

Ubungsheispiele.
I. Multiplikationen mit gleicher Grundzahl.

1. a) #®-a? b) @t~ a? c) a*-a? d) a*-a®
2, a) y5- 9 b) y3 - y1® ¢) b7- b1 d) 15 - B8,
3, a) ub-ub b) 2°- a7 c) a-at d) m® - m.
4. a) p*-p b) ¢" - ¢* eyt r d)#5:- A
5. a) ad-at-a b) a5-a%-a ¢) u-ud-us d) p° - p - .
6. a) a®® - a®® b) a® - a’® c) b2 - b3 d) b% - b¥.
7. a) a®-a®t1 b) a®+2-a%+3 ) bV -BUFD d) bY—2.p2—3,
8. a) ad® - qb%+3 b) a2® . ql—2% c) pr+1.pir -2 q) bosT+6 . pT—6
9. a)a-a,"““’--az"—:‘ b)x.zﬂ—l.xﬂ—ﬁ.xﬂ—(—s

e) y ytezd d)u’-us-uwﬂ?v

e) bT-bT—1-b f) aT—%.qT—1.q b3 -b2*—3 .}
10. a) qm—3.q5s—M.g2Mm—2 b) adm—4.gIm+3. g5 —am,
11. a) (@ + b)* - (a + b)? b) (@ —b)%- (@ —b)*.

12.a) (@ + 92 (z+y)° - (+ ) b) (¢ —y)-(x—y) (x—y)*.
13. a) (@ +2b)7- (@ + 2 (a + 2b)

b) 2a—3b)- (2a—3b) - (2a—3b)%.
14.a) Bx—2y)P-Bx—2y)-Ba—2y)?

b) (Ba+2b32-(Ba+ 262 (5a+2b).

16. a) 4a®-3at-ba b) Tad-b5at-4qd.
16. a) 622-0522-0,3 2 b)%z“-l%z’-%z’.
17. a) 715112170’-132;0131330-f'l;-a,bsc2 b) 8am—z.%a,2M+1.

18. a) 0,25a2%-% - b2V -1,2a%*4 - b3 0.5 a® 3= - p3¥*7
b) 0,8at-%-b2-0,3 a2 b4v=2-0,5a% -2 b8 -5V,

19. a) @ (z + ¥ y (x + y)*  bya@+bP-b@+br-cl@+bd)
o) u(u+v)? u(u+o)? d) z(z—y) z(@—y? z(@—y>
20. a) a?- (@ —Db)? - ad (@ —b)® b) 23 (z 4+ y) = (x+ y)?
¢) a® (a 4 b) - b* (a + b)? d) 28 (2 —y)? -yt (x—y).
21. a) 2a(3a® +4ab + 5b?) b) 3z(Bat—bzy-+ 637
c) bu(Rut—3uv—49? d) 4y(B322—4yz-+5y?).
22, a) br(2a2—Bay+ 43?) b) 2% a? («* — 8 22 —b)
c) 3 a®(ba®—2at—122%) d) Gé-u"(5u7+15u5—20u3)

e) 183 as (§a® + 2} a?b® —Th0%) ) 16} a%y? (1222 — 28y + 3247).
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23. a) (322 —5y?) - (422 4 6 42) b) (6a? -+ 752) - (5 a® — 3 b?)
c) (Gut+9)(7T—4u?) d) Bp*—4¢%)-(5p*—9g%).

24, a) (2a2—5b%) - (Ba?—4a2b? — 5b?)

b) 1022 —T7xy+ 82 (322—8y?).

II. Divisionen mit gleicher Grundzahl.

1. a) a’:a® b) ab:at c) ab:ad d) a®:a e) a®:at.
2. a)a’:a® b) x5:2? c) a®2:a® d) x19; 22 e) alt:al.
3. a) 211:2° b) a1%:af c) als:a® d) b12: b e) ub:us.
4. a) a®:a® b) b15: 08 c) c18: 8 d) a2 ds e) e9:es.
5. a) x1%:2% b) y18:y? c) 220: 24 d) $8:¢2 e) r10;¢5,
6. 8/) u2l:ul b) p18; 9 c) w18 t d) 228 13 e) yﬂ: ys'
7. a) Vergleiche a®: a® mit a® —a®  b) Desgl. a® : " ~! mit a®» —a® -1,
8. a) gtm*l; gm-2 b) adm+2; gm=-3 ) aBm*; gme,

9. a) a?m*l;g3m+l b) afm=-1; g2m-1 ¢) 22m*1, g2m-3,
10. a) ad3?:aq3?-% b) ab?; gba-2 c) @it =2 q2r-4,
11. g) bP=+3:p327%8 b) b2e-3;pe-5 ) be-1;pe-1,
12. a) zte-3:2%0-2 b) aBe-1; gia+2 ) adatd; gla-4,
13. a) 323 yt:4ay® b) 12]:1:12;115:6:5’5ya c) 510 y5: 6 ady3.
14. a) §a2b3c':5al®c  b) ZaSbic:1}atbic o) $abOcS:1tabict.
15. a) a%:a® D) a?:a® c) at:ab d) ab:a® e) a®:ad.
16. a) a®:a® b) a®:a® c) ab:al® d) at:ab c) a%:a'?
17. a) aB: 212 D) 23:a® c) a?: at d) a1t ©) aP: et
18. a)-y%:y® b) % y®? c) y8:y® d) yt:y12 e) y7:y!.
19. &) a® :wz+l b) aﬂz ..a‘lz+3 C) a/5z+l:aﬂz+7.
20' B/) zﬂm-l:xﬂ‘m*l b) y3ﬂ~3:y3ﬂ+3 C) z5n—ﬂ:zﬁﬂ+3_
21. a) 322 y2: 62t yt b) 1622 y: 52 y8 c) 12 22 y5: 6 ab 2.
22, n)%azbsc‘:gab‘oz b)%aﬁbc‘c’:l}a“b‘c’.

23. a) 2} a? y22: b6 2t y2 2t b) T wy?2t: 2% a7y 28,
3ab® 8a2b 6 ath3 bab?

9, . e Ol S

M8) fo i b)5x2y4.( gzey).

. x3a-b g2a-30 aiz-v a3z-3v

25. a) yu-su:yaa-n b) B8z-20 b2g-8u "

5 24 q2a-3y  18az-3v davz-2v 4asz-dv

26. a) 149 gsa-20 ' 35 g8a-20 3 gba-20 " [ gba +60

27. a) (33a®™-3 —38a®™-2 + 1}am"4): $am",

b) (1,06 a°™*3 4 1,47 a*™+3 1,89 g¥m*1): 0,21 @>™+3,
. a) (4% =™ —12% am-1 14% Zm=a) . 2% 2,

b) (7,5 2% + 1,35 2 y + 0,45 y?): 1,5 a3 42,

. a) (1,44 2 — 0,96 2® + 2,4 2): 0,12 2

b) (0,225  + 1,75 & y + 2,25 9) : 0,25 2t g,
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30.

31.

: a) (°—y%): (2 —y)

. a) (@® + b%):(a+b)

- a) (@4 9°): (2* + o)
. a) (@8 —0b8): (at + bY)
ca) (@ +1):(x+1)

. a) (a®—1) :(e* —1)

. a) (& —y"): (@ —y)
. Untersuche: a) ob (2" — y") fiir jedes » durch (x —y) teilbar ist,

. a) (@"—y*): (@ —y)
- a) (@ —y*"): (2 —y°)
. a) (2 +y°): (@ —2y +¥)

a) (10a’ + 23a* + 18a® 4+ 94a?):(2a% - 3 a)

b) (175 b8 4~ 200 b7 — 350 b5 — 400 b* + 175 b2 + 200b) : (7 b2 + 8b).
a) (82 +36aty?+ bda?yt 427y : (222 + 34?)

b) (27 u® — 54 us o3 + 36 u® 8 — 8 0°) : (B ud — 2 ¢3).

. a) (16at—9bt+30b%2¢c—25¢%:(4a2—3b2 4 b¢)

b) (25a®—40ab? + 16b* —9¢t): (ba— 40% 4 3 ¢c?).
b) (a? —b7): (@ —Db).
b) (&7 + y): (2 + y)-
b) (a8 — 1)1 (a2 — 92).
b) (a® —b8): (a® —b?).
b) (af —1): (z—1).
b) (@8 4 1): (a2 + 1).
b) (a® —1):(z—1).

b) ob (2" + y") fiir jedes n durch (z + y) teilbar ist.

¢) Fiir welche » ist (2"— ") sowohl durch (x—y) als auch durch (z + y)
teilbar ?

b) (@27 —y"): (2* — y?).

b) (xt"—1): (2* —1).

b) (2® —y%): (@* + 2y +97).

III. und IV. Multiplikationen und Divisionen mit gleichen Exponenten.

'S

© ® e

10.
11.
12.
13.

14.

. a) (@ + b)?- (@ —Db)*?
(RO ) v R G 2

. a) 823:1243:1023
. a) 0,6%%-0,52%-0,56ut
. a) b (a—Db)®-6(a+ D)

. a) 4%-5% b) 43253 c) b*-204 d) 831254,

. a) (%)3 . (_g,)a b) (2%)4 . (1%)4 c) 3-52%- (%)2 d) 6323 (i,)s.
143 212 274 6 g2 7308 242152

AT Mgms Oy D O g D TgE

v (5 (=)

b) 12a- 95+ 5 c2.

b) 23 a7-3L07- 2447,

b) 3,5ut-0,2v4+ 1,8 ut.

b) 24 (u + )5 - 2§ (u — v)5.

a) 2a5-5y5-828

a) (5-13)% b) (2 @) ¢) (5b)? d @z,
N RN N )
a) G o b) (2} a)? o) (13 Q) (6w
a) (%), b) (—i%i;)z 0 (‘%:)2 & (%)2

a) [b(a+0d)P b) [§ (@ — )P

o) [2 (u + v}
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no () G )G e GG
60 (5) (o) ) (50 o (o) (B

V. Potenzierung von Potenzen.

1. a) (a®)? b) (%) ) (y)* d) (%? e) (@)

f) @)™ g) (@) h) (y*)*".
2. a) (a2 b%)2 - (ad b2)2 b) (a® b2t (a2 b2)3.

4 a® B3\3 /15 c2d3\2 Tan+lyn\s /35 af yP\n

8 ")(;’ww) '(16«31;4) by (sz-zn-z) ( PIe) ) :
4. a) (—a’)? b) (—a2)? ¢) (—2ay d) (—a®)3

e) (—3 a?)? f) (—2 a%)? g) (—3ab2? h) (—3a2b)3.
5. a) (4a%+ Hb%)? b) (2 2%+ 3 33)2 c) (but + 4042,
6. a) (3a®—4y3)2 b) (0,3 a* — 0,5 b2)2 c) (0,4 23— 0,6 y3)2.

a

3a3 | 2a%\2 3a?b3 8¢ \2 2ab® 8¢ 2ab?  3c?
=8 (4‘1?”%) b) ( 4¢3 _Qaabz) 2 < 3c +8a5b).( 3¢ —Sazb)"

8. Berechne a) (a® + b® + c?)? b) (@* 4 0* —¢?)? und c) (a2 — b2 + c2)2.
9. a) (1+2a2—30%)2 b) (1—2ad + 3a22.
10. 8) 222+ 3z y— 442 b)( +7_£)2
3 2 xy Y 5.2 ="
11. a) ($a® —Jab -+ J b2 b) Fa® —}ab—302)2.

12. a) (2,2a® + 1,343 + 0,1)2 b) (2,2a® + 1,3a% —0,1)2.

D. Das Wurzelausziehen (Radizieren).

1. Begriffshestimmung.
Gehe von der Potenz
42 =16

aus. Bei dem Potenzieren sind von den drei GroBen 4, 2 und 16 die Basis 4
und der Exponent 2 gegeben, der Wert 16 wird durch das Potenzieren
gefunden: 42 = x.

Nun kénnen aber auch der Potenzwert 16 und der Exponent 2 be-
kannt sein und die Basis soll gefunden werden: #? =16. Die Losung
kann durch Probieren gefunden werden: potenziere die ganzen Zahlen
der Reihe nach mit 2, bis du 16 als Ergebnis erhilltst. Da 42 = 16 ist,
so ist das Ergebnis unserer Rechnung 4. Die Zahl 4 nennt man die



82 IV. Abschnitt. Potenzen mit positiven ganzzahligen Exponenten und Wurzeln.

zweite Wurzel aus 16 und schreibt 4 = ];/El). Soll die Gleichung 2* =8
gelést werden, so wird diejenige Zahl gesucht, deren dritte Potenz 8 ist;
durch Probieren findest du z =2; also z = 1'/— 2, denn 2® = 2% = 8.

Zeige ebenso durch Probieren, daB aus 25 = 32 fo]gt % = [/> 2,
denn 2% = 25 = 32.

Erklirung. Unter der n®® Wurzel aus der Zahl a versteht man die-
jenige Zahl, deren n® Potenz gleich der Zahl a ist.

Ist ¢ = 177, so muB} z = (l:‘/?)” =@ sein.

In dem Ausdruck V?heiﬁt a der Radikand, » der Wurzelexponent,
das Ergebnis des Wurzelziehens (Radizierens) heift die n'¢ Wurzel.

Die zweite Wurzel aus einer Zahl wird auch die Quadratwurzel oder
kurz die ,,Wurzel* genannt, weil sie die am meisten vorkommende Wurzel
ist; der Wurzelexponent 2 kann weggelassen werden: ﬁ?: )@ . Die
3. Wurzel heiBt auch Kubikwurzel.

Welchen Wert haben (4 8)2 und (—8)2? Vergleiche die Werte.

Unter der Quadratwurzel aus der Zahl 64 versteht man diejenige
Zahl, deren Quadrat die Zahl 64 gibt. Welche Zahlen sind dies?

Ergebnis: Die Quadratwurzel aus 64 kann sowohl den Wert - 8
als auch — 8 haben: |/64 = + 8 (gelesen: plus oder minus 8). Zeige,
dafl auch allgemein ]/a—2= 4+ a ist. Die Quadratwurzel aus einer
Zahl hat also allgemein nicht einen, sondern zwei Werte,
einen positiven und einen negativen.

Kann auch 17@ sowohl positiv als auch negativ sein? Erhilt man
fiir V16 einen posmwen und einen negativen Wert ? Wie steht es mit dem
Vorzeichen von ]/52 ]/642 Was fiir eine Zahl muB8 der Wurzelexponent
sein, wenn man positive und negative Wurzelwerte, und was fiir eine Zahl,
wenn man nur positive Wurzelwerte erhalten soll?

Der absolute Wert der Quadratwurzel aus 64 ist 8. Wir sehen
vorlaufig von den Vorzeichen der Wurzeln ab und wollen nur den absoluten
Wert bestimmen. ’

1) Das Rechnungszeichen V ist nicht eine verédnderte Form des Anfangsbuchstabens
des lat. Wortes radix = Wurzel, sondern hat sich aus einem Punkte mit einem daran-
gehiingten Aufstrich entwickelt (vgl. Tropfke, ,,Gesch. d. Elementarmathematik‘
2. Aufl., Bd. 2, S.145f.).
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Ubungsbeispiéle.
Bestimme durch Probierent):
1. a) Y4 b) Y9 c) /36 d) Y81
2 ) YT b YT o 2 a 0.
3.a) 8 b) /61 o) /a1 d) %25
4. a) J/169 b) T/E 1/)43 d) 1/z56.
b. a) 1/% b) YT oV d) Y&,
6. a) /T b) /5 c) V? d) /3.
7. a) V64 b) lg/;l—; ©) Vass d) f/g
8. a) ot b Y/t oV QY1
9. a) Yar b) Ya* o) o d) J/as.

10. Mit welchem Ausdruck muf a) 1/?, b) /& multipliziert werden, damit a) 5,
b) a herauskommt ?

11. Wie oft muf V“ als Faktor gesetzt werden, damit der Wert des Produkts a
wird ?

12. Wie gro8 ist jeder Faktor, wenn a) 9, b) @ in a) 2, b) n gleiche Faktoren zer-
legt wird ?

2. Ausziehen der Quadratwurzel.

Die Wurzeln haben wir bisher durch Probieren gefunden; wir
wollen nun dieVerfahren zurBestimmung von Wurzeln aus beliebigen
Zahlen erértern. Man kann dabei auf zwei Weisen vorgehen, nédmlich gra-
phisch oder rechnerisch.

a) Das Ausziehen der Wurzeln auf graphischem Wege erfolgt mit
Hilfe der Parabeln, die Seite 74 und 75 dargestellt sind. Wir haben
die quadratische Parabel, welche die Darstellung der Funktion y = 22
ist, frilher benutzt, um zu einer gegebenen Zahl z die Quadratzahly
zu finden. Welche Koordinate stellt bei der Kurve die Quadratzahl,

1) Es ist nicht merkwiirdig, dal das Wurzelziehen auf einem Probieren beruht.
Das Wurzelziehen ist eine Umkehrrechnung des Potenzierens so wie die
Subtraktion und Division Umkehrrechnungen sind (warum ?). Auch die Subtraktion
und Division beruhen auf einem Probieren, das uns als solches nur nicht mehr so zum
BewuBtsein kommt, weil uns diese Rechnungsarten gedéchtnismiBig gelaufig sind.
Nur wenn es sich um verwickeltere Divisionen handelt, z. B. 2582 : 369, miissen wir
erst probieren, bevor wir das Ergebnis angeben konnen.
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welche Koordinate die Grundzahl dar? Welche Koordinate ist also
gegeben, welche zu bestimmen ?

Beim Wurzelziehen ist die umgekehrte Aufgabe gestellt:
Man soll zu einer gegebenen Quadratzahl die Grundzahl
finden. Da es sich hierbei wiederum um den Zusammenhang von Grund-
zahl und Quadratzahl handelt, so kénnen wir dieselbe Kurve zur Be-
stimmung der Quadratwurzeln benutzen. Welche Koordinate ist aber
jetzt gegeben und welche wird jetzt gesucht ?

Bestimme dementsprechend ‘mit Hilfe der Kurve Fig. 10, §. 74.

1 ) /5 b) Y05 ) Y32 4) V15 © V2 D) V&5 @ 55 b) as
i) /6.2 und priife durch Quadrieren des gefundenen Wertes die Genauig-
keit dieser Methode des Radizierens.

Bei Benutzung der Parabel y = ? zum Radizieren haben wir die
zu einem gegebenen y gehdrigen beiden z-Werte gesucht, wir haben
also y als unabhiingige, z als abhingige Verinderliche aufoefait. Will
man das nicht, sondern will tan @ als unabhiingige, y als abhingige Ver-
inderliche, als Funktion auffassen, — wie man das gewéhnlich tut —
so hat man die Funktion y =}/z.

Um das Bild dieser Funktion zu erhalten, bilde die Wertetafel.
(Da die Quadratwurzel aus einer Zahl sowohl positiv wie negativ sein
kann, so ergeben sich zu jedem Werte von @ stets zwei Werte.fiir .)

z=] 0 1| 4| 9| 6] 2] ...
y=| 0 | +1| +2| 3| x4 £5] ...

Die graphische Darstellung (Fig. 12) liefert wieder eine Parabel,
nur liegt sie zu beiden Seiten der #-Achse symmetrisch zu dieser; wir
erhalten auch die frither (S.73) angebene Form der Parabelgleichung
@ =y* (mit Vertauschung von z und y), wenn wir y =|/ 'z auf beiden
Seiten quadrieren.

Die Parabel y = |/ gestattet genau so wie die Parabel y = 22 das
Ausziehen der Quadratwurzel oder die Bestimmung der Liingen der Seiten
von Quadraten, deren FlichengroBe gegeben ist. Ube beides an den
vorstehenden Aufgaben und bilde selbst entsprechende Aufgaben.

2. Stelle auch noch die Funktion y == T/E dar, indem du fiir z dritte -
Potenzen nimmst und die Abszisseneinheit nur gleich einem Bruchteil
der Ordinateneinheit nimmst. Vergleiche die erhaltene Kurve mit Fig. 11
(8. 75) und ziehe sowohl mit Hilfe deiner Figur als auch mit Hilfe von
Fig. 11 dritte Wurzeln avs.
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3. Zeichne y =i/5 und ziehe vierte Wurzeln aus. Welchen Unter-
schied in den Symmetrieeigenschaften zeigen die Kurven, je nachdem der
Wurzelexponent eine gerade oder ungerade Zahl ist ?

HH

%
é

HHHHH H -
HHHTHE H

HH HHH H : H
H ] H L z H -+
i28asd L 4]
T AHTH: B H
T T H
HEE : H HHH
: t
H  ie
IR HH HT 33
HH tH HH : 3aa
H it HH T
th HE a1l
Rl i 3
H H T
33 PEASS: £ rae
7 2aae2 " ] e
B H 52 H
£

Fig. 12

b) Das Ausziehen der Quadratwurzel durch Rechnung.

Bilde das Quadrat der kleinsten und groften einziffrigen,
zweiziffrigen usw. Zahl. Hs ergibt sich, daB

’
die Quadrate aller einziffrigen Zahlen entweder ein- oder zweiziffrig,
» » » o ZWel- ”» BREE "R v

e L » , drei- " ,  finf- ,, sechs- ,,

sind usf. Wieviel Ziffern hat demnach umgekehrt die Quadratwurzel
aus einer sechs- oder fiinfziffrigen Zahl, wieviel die Quadratwurzel aus
einer drei- oder vierstelligen Zahl usw.?

1. Es soll die Wurzel aus 1156 gezogen werden:

Da der Radikand 1156 vierstellig ist, so weil man von vornherein, daB die
Wurzel 2 Stellen haben mufl. Bezeichnet man die Zehnerziffer mit a, die Einerziffer
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mit b, so heit die Zahl @+ 10 + b. Also muB
1166 = (2 - 10 + b)® = @2 - 100 + 2 ab - 10 + 2
sein.
Da die Zahl 1156 11 Hunderter enthilt, so muf}
@ =2 111)
sein, d. h., da @ eine ganze Zahl sein muf:
a=3.
Ziehen wir a?- 100 = 900 von 1156 ab, so bleibt 256 Rest. Dieser Rest muf
gleich 2 ab - 10 + b2 sein, d. h. bei Vergleich der Zehner:

2ab = 2
oder da a = 3 ist bz B,
Als ganze Zahl mul demnach b = 4 sein.
2ab-10 = 240
b= 16
2ab-10 + b% = 256
Demnach ist /1156 = 34. .

Schematisch wiirde sich diese Rechnung folgendermaBen darstellen lassen:
Wir trennen zuniichst die Hunderter durch einen Strich von den Einern ab:

a-10+b
Y1166 =810+ 4= 34
a? - 100 = 900
256:(2a-10= 60) = 4
2ab-10= 240
16
= 16
0
Dieses Schema liBt sich nun noch in zweierlei Hinsicht abkiirzen:
1. Die bei 900 und 240 geschriebenen Nullen kénnen geradeso, wie wir das bei der ge- -
wohnlichen Division auch tun, weggelassen werden, da sie nur die Stellenzahl angeben.
2.2ab 10+ b%ist = (2a-10 +b) - b. Um 2 ab - 10 4 b? abzuziehen, braucht
man deshalb nur die fiir b erhaltene Ziffer hinter 2 @ zu schreiben (wodurch dieses
Zehnerwert erhilt) und die erhaltene zweiziffrige Zahl mit b zu multiplizieren:

Y1156 = 34 -

a*=9
25(6: 6,2)
(2a-10 4 b) - b = 2566
0

1) Woher kommt es, daB a? auch < 11 sein kann? Uberlege, wieviel Zehner
2 ab -+ 10 mindestens und héchstens ergeben konmen. ]

2) Um anzudeuten, daBl man in 25, nicht in 256 zu dividieren hat, tut man gut,
nach dem Herunterholen der beiden Stellen 56 die letzte Stelle durch einen Strich
abzutrennen, und um ferner anzudeuten, dal man nicht durch 64, sondern durch 6
dividiert hat, setzt man vorteilhaft die durch Division erhaltene Zahl etwas tiefer als
die Zahl, mit der man dividiert hat.
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2. Der Radikand ist fiinf- oder sechsstellig. Bilde ich das Quadrat einer
dreiziffrigen Zahl, z. B. von 283, so kann ich diese Zahl als die Summe von 200 + 80
+ 3 auffassen.

Es ist dann: 2832 = 40000 + 32000 + 6400 -+ 1680 + 9 = 80089.

Soll nun aus 80089 die Wurzel gezogen werden, so schlage ich auch hier den
umgekehrten Weg ein:

Der Radikand ist bstellig, die Wurzel also 3stellig. Bezeichnet man die erste
Ziffer mit a, die zweite mit b, die dritte mit ¢, so heiBt die gesuchte Zahl
@100 +b-10 +c.

Es mufl demnach sein: 2
80089 = (a - 100 + b - 10 + ¢)?
= a%-10000 + 2 ab - 1000 + 2 - 100
+2ac-100 + 2bc-10 + ¢
= a?-10000 + (2 ab - 10 + %) - 100
+2(@-10 4+ b) - 10 - ¢ + c2.
Es entsprechen also die a? Zehntausender der 8:
=8
oder da a eine ganze Zahl sein mufl
a=2,
. Ziehen wir a® Zehntausender ab, so bleiben 40089, also 400 Hunderter, die den
2 ab - 10 + b* Hundertern entsprechen:
2ab-10 + b* = 400
oder da die 40 Zehner den 2 ab Zehnern entsprechen miissen:
2ab = 40,
40 i
demnach b= T (da 2@ = 4 ist).

Hiernach wiirde b = 10 sein konnen, was jedoch nicht moglich ist, da man auch
noch b abzuziehen hat. Auch 9 ist mit Riicksicht darauf noch zu groB, erst b = 8 ist
méglich, denn

2ab- 10 = 320, von 400 abgezogen, bleibt 80
b*= 64, von 80 5 s 18:

Diese 16 sind Hunderter; mit den 89 oben noch stehenden Einern ergibt dies 1689
Einer, die den 2(a - 10 + b) - 10 ¢ + ¢* Einern entsprechen miissen, also

2(a+10 +0) - 10 ¢ + ¢ = 1689.
Da a-10 + b= 28, folglich 2(@+10 + b) - ¢+ 10 = 56 ¢ - 10 ist, so muB

- 1689
560 ¢ Z 1689, ¢ = 60
also c=3
sein, so daB 2(@-10 4 b) 10 ¢ 4 ¢ = 1689
ist; mithin V80089 = 283.

Schematisch stellt sich diese Rechnung folgendermaBen dar:
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Wir trennen die Einer von den Hundertern und die Hunderter von den Zehn-
tausendern durch einen Strich ab:
—— a.1004+b.10+¢
1/8/00}89 = 200 + 80 + 3 = 283.
Zehntausender: a? = 4 5

Ubergang zu den Hundertern: 400 :(2@-10 = 40) =8

2ab-10 = 320
80

b= 64
Ubergang zu den Einern: 1689:[2(a - 10 + b) - 10 = 560] = 3~
padl sl

@

2a,-¢-10=2 (a-10 + b) ¢ - 10 = 1680

9

=9

0
LBt man auch hier die Nullen weg und subtrahiert die Summen: 2 ab - 10 4 2
=QRa-10+b)-bund 2(a-10+b)c 10+ c2=2ayc- 10+ 2= (2a,-10 +¢) ¢

zugleich, so ergibt sich folgendes vereinfachte Verfahren:

a.100+b.10 +¢
¥ 8[00[89 = 283
at=4
400 :[(a-10+b)] =4,
(2a-10 4+ b) - b= 384
B 1689: [2a, - 10 o ¢] = 56,

2ay-10 4 c) - ¢ = 1689
0

Dasselbe Verfahren wird bei der Berechnung von Quadratwurzeln aus mehr
als 6ziffrigen Zahlen angewandt.

Wie bei der Division kann man auch beim Wurzelausziehen
die 6sterreichische Art der Subtraktion anwenden und kannda-
durch allgemein die Rechnung bedeutend kiirzen, wie es bei den
noch folgenden Beispielen praktisch durchgefiihrt ist.

3. Wurzeln aus Dezimalbriichen. Bilde das Quadrat des klein-
sten und groBten einstelligen, zweistelligen usw. Dezimalbruches.
Es ergibt sich, daB das Quadrat der Zehntel zwei Dezimalstellen, das .
der Hundertstel vier Dezimalstellen hat usw., so daB umgekehrt die
‘Waurzel aus den Hundertsteln Zehntel, aus den Zehntausendsteln Hundert-
stel usw. ergibt. Die Einteilung der Gruppen geht deshalb vom Komma
aus nach links und rechts. Im iibrigen aber verfihrt man wie bei der
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Division, geradeso wie wenn das Komma nicht da wire, mull aber,
bevor man beim Herunterholen das Komma iiberschreitet
(wie bei der Division) beim Wurzelwert ein Komma setzen.

Da man hinter dem Komma stets Gruppen von zwei Stellen
haben muB, so ist, falls der Radikand hinter dem Komma eine ungerade
Zahl von Stellen hat, eine Null anzuhingen.

Beispiel :
V2809,74/2049 = 53,007
30[9: 104
7/42|049 : 10644,

0

4. Bei dem Ausziehen der Quadratwurzel aus Buchstaben-
ausdriicken wendet man das entsprechende Verfahren an,
Beispiel: .
a+b
V9x¢+1'2xy+4y*=3z+2y
a?= 9 a®
+122y:(2a=62)=2y
2ab = + 122y
+ 4y
Bre 4y
’ 0

¢) Irrationale Zahlen.

Bei dem Ausziehen der Quadratwurzel tritt héufig wie bei der Di-
vision der Fall ein, da die Wurzel nicht aufgeht. Ist nimlich der
Radikand kein Quadrat einer ganzen Zahl,

z.B. = 1/6?30 kann _

1. die Wurzel z keine ganze Zahl sein, denn dann miiBte 22 = 63
eine Quadratzahl sein.

2. Die Wurzel kann aber auch kein Bruch sein; denn das
Quadrat eines Bruches ist wieder ein Bruch.

Da nun jeder endliche oder unendliche periodische Dezimalbruch
in einen gemeinen Bruch verwandelt werden kann, so ergibt sich, daB
die Quadratwurzeln aus ganzen Zahlen, die keine Quadrat-
zahlen sind, stets unendliche unperiodische Dezimalbriiche
sein miissen. Wir nennen derartige Quadratwurzeln irrationale Zahlen
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im Gegensatz zu den ganzen und gebrochenen Zahlen, die wir als ratio-
nalel) Zahlen bezeichnen.

Die Berechnung der Irrationalzahlen auf eine beliebige Zahl
von Stellen erfolgt, indem man wie bei der nicht aufgehenden Division
Nullen anhéngt; z. B.

)63 =79372...
140[0: 14,
" 590[0 : 158,
115100 : 1586,
40310{0 : 15874,

Berechne ebenso: |2 =1,41421...

Der Sinn dieser Zahlenangabe ist folgender:

Es ist: L5 >)2>14

142 >)2>141
1,415 > 1/?> 1,414 usw.

Es gibt also stets zwei endliche sich nur in der letzten Stelle um eine
Einheit unterscheidende Dezimalbriiche, zwischen welchen /2 liegt, und
je mehr Stellen wir in die Rechnung ziehen, um so niher kommen
wir an den wahren Wurzelwert heran, ohne ihn jedoch je ganz
zu erreichen. Wir bezeichnen solche Werte, welche dem Wurzelwert
beliebig nahe geriickt werden konnen, als Niherungswerte des betref-
fenden irrationalen Wurzelwertes. Die Werte 1,4; 1,41; 1,414... sind
Niherungswerte von }/2:

Wie V?, so kann man auch die irrational werdende
Quadratwurzel aus jeder anderen (positiven) Zahl bis zu
jedem beliebig vorgeschriebenen Grade der Genauigkeit
berechnen, man braucht ja nur mit dem Wurzelziehen so lange fort-
zuschreiten, bis man den verlangten Grad der Genauigkeit (z.B.1 Mil-
lionstel)) erreicht hat. Aber Irrationalzahlen konnen durch De-
zimalbriiche niemals genau, sondern immer nur annihe-
rungsweise dargestellt werden.

Auch die Kubikwurzeln aus ganzen Zahlen, die keine dritten
Potenzen von ganzen Zahlen sind, z. B. i‘/?, il/?, ’i/Z usw., sind Irra-

1) ratio (lat.) = Zahlenverhiltnis.
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tionalzahlen. Die niherungsweise Berechnung dieser Zahlen wird beim
Rechnen mit Logarithmen gezeigt werden.

Durch Einfithrung der Irrationalzahlen hat der Zahl-
begriff iiber den Bereich der rationalen Zahlen (d.h. posi-
tiven und negativen ganzen Zahlen und Briiche) hinaus eine aber-
malige Erweiterung erfahren.

Rechnen kann man wit den Irrationalzahlen im allgemeinen nur,
indem man statt ihrer endliche Dezimalbriiche einsetzt, die irratio-
nalen Zahlen also durch rationale ersetzt. Das Ergebnis der
Rechnung ist natiirlich in diesem Falle nicht genau, sondern nur annihernd.

Irrationalzahlen kénnen wir durch rationale Zahlen nicht genau
darstellen; wir wollen nur unteisuchen, ob wir sie graphisch durch
Strecken genau darstellen kénnen. Diese Frage kénnen wir fiir
die Quadratwurzeln durch Anwendung des pythagoreischen
Lehrsatzes und der Sitze von den mittleren Proportionalen
beantworten: :

Zeichne ein rechtwinkliges Dreieck, bei dem du beide Katheten
gleich 1 machst; wie groB ist die Hypotenuse ? 1/? kann man also durch
die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks darstellen, dessen Katheten
gleich der MaBeinheit sind.

Zeichne ein rechtwinkliges Dreieck, dessen eine Kathete 1 und dessen
Hypotenuse 2 ist; wie groB ist die andere Kathete ?

}/3 =y kann demnach durch die eine Kathete eines rechtwinkligen
Dreiecks dargestellt werden, dessen Hypotenuse 2und dessen andere Kathete
1 ist.

Stelle /'3 auch nach der Formel (/3)? =(/2)* 4 1 durch ein recht-
winkliges Dreieck dar. .

Stelle /5 =z der Formel 22 =22 1. 12 =5 entsprechend dar. LiBt
sich auch /6 in derselben Weise darstellen? Kannst du noch andere
irrationale Quadratwurzeln angeben, die sich mit Hilfe des pythagorei-
schen Lehrsatzes darstellen lassen ?

Die Sitze von den mittleren Proportionalen gestatten
ganz allgemein in gleicher Weise die Darstellung einer irra-
tionalen Quadratwurzel: '

Ist 3 =)/4q, so ist
®2=a=q-1,
demnach a:z=gw:1.
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Die irrationale Quadratwurzel }/a wird also allgemein dar-
gestellt durch die mittlere Proportionale zwischen der Maf-
einheit und der Strecke von der Linge a.

Tiihre diese Methode fiir die Falle a) /2, b) /3, ¢) /5, d)}/6,€) /7,
f) /10, g) /13 durch.

Ergebnis: Samtliche quadratische Irrationalzahlen lassen
sich durch Rechnung nur annéherungsweise, durch Strecken
aber genau darstellen.

d) Imagindre Zahlen.

Bilde das Quadrat von 4 2 und von —2.

Desgl. die dritte, vierte usw. Potenz von + 2 und von — 2.

Soll umgekehrt aus einer positiven Gréfie die Quadratwurzel aus-
gezogen werden, so ist dieser Aufgabe stets ausfiihrbar, nur ist die Wuizel,
wie wir 8. 76 erkannten, doppeldeutig, sie kann positiv und negativ
sein, z.B. [/+ 81 =4+ 9; Y& —2ab+ 8 = 4 (a—b).

Kann man durch Quadrieren einer positiven oder negativen Zahl eine
Zahl erhalten, die negatives Vorzeichen hat? Kann man umgekehrt
eine positive oder negative Zahl angeben, welche die Quadrat-
wurzel aus einer negativen Zahl ist? Bilde Beispiele!

Ergebnis: Aus einer negativen GréBe 1aBt sich die Quadrat-
wurzel nicht ausziehen. |/— 81 z. B. kann weder eine positive noch eine
negative Zahl sein, denn sowohl das Quadrat einer positiven als einer
negativen Zahl ist positiv.

Im Gegensatz zu den bisher bekannten und als reell bezeichreten (teils
positiven, teils negativen) GréBen wercen die Quadratwurzeln aus rega-
tiven Zahlen als eine neue Art von Zahlen eingefithrt und als imaginiire
Zahlen') bezeichnet. Diese Bezeichnung rithrt von Descartes (Cartesius)
her, demselben Gelehrten, der auch die Koordinatenrechnung in die Wissen-
schaft eingefithit hat.

Erhebe positive und negative Zahlen in die dritte, vierte, fiinfte usw.
Potenz und bestimme jedesmal das Vorzeichen der Potenz. Kann eine
dritte, vierte, fiinfte usw. Potenz einer negativen Zahl negatives
Vorzeichen haben? Bei was fiir Exponenten kann auch die
Potenz negativ werden?

1) jmaginarius (lat.) = nur in der Einbildung bestehend.
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Wie groB ist a) IG/TM, b) V — 243 a5, ¢) i/?%2 Bei welchen
Wurzelexponenten ist also die Wurzel aus einer negativen Zahl aus-
ziehbar ? ’

Ergebnis: Jede ungerade Wurzel aus einer negativen Zahl
ist wieder eine negative Zahl; jede gerade Wurzel aus einer
negativen Zahl aber liefert eine imaginire Zahl.

Die Einheit der imaginiren Zahlen ist J/—1; man bézeichnet sie
nach Leonhard Eulei!) mit dem Buchstaben 3.

Jede imaginiire Zahl kann als das Produkt aus einer reellen Zzh] und
der imagindren Einheit ¢ aufgefaBt werden: z. B. V=i =)a—1) =
VI' le =424, X

Die Zahl 2 wird der absolute Wert der imaginéren Zahl 24 ge-
nannt.

Ubungsbeispiele.
Die Quadratwurzel ist aus folgenden Zahlen zu ziehen:
1. a) 841  b) 676  ¢) 1369 d) 1936.
2. a) 2025  b) 2601 ¢ 4225 ) 6561.
3. a) 5776 b) 6889 c) 8836 d) 9604.
4. a) 7569 b) 9409 c) 6724 4d) 2401.
5. a) 3721 b) 5184  ¢) 7569 d) 9801.
6. a) 15129 b) 17956 ) 27889 4) 99856.
7. a) 53361  b) 80089 ¢) 80656  d) 55696.
8. a) 119025  b) 788644  ¢) 209764 d) 698896.
9. a) 257049  b) 370881  ¢) 826281 d) 649636.

10. a) 499849 b) 103041  ¢) 165649 d) 308025.
11. a) 223729  b) 110889  ¢) 164836  d) 900601.
12. a) 236196  b) 7789681 c) 3530641 d) 9690769.
13. a) 3031081  b) 25130169 c¢) 84768849 d) 37283236.
14. a) 24661156  b) 3521262256 c) 95844100 d) 16924996.
156. a) 82791801 b) 77580864 ) 8264446281 d) 4999479849,
16. a) 0,0025  b) 0000144 )  0,002025 d) 0,055696.
17.a) 41,2164 b) 293764 ¢)  152,2756 d) 64,128064.
18. a) 3,25518764  b) 4,54499761  c) 62,52381184 d) 0,01522756.
Berechne auf 8 Stellen nach dem Komma die Quadratwurzeln aus folgenden
Zahlen:

19. a) 13 b) 28 ¢ 47 Q) 89.
20. a) 837  b) 01 ¢ 1925 d) 9605.
21. a) 1850  b) 709 o) 6823 d) 36000.

1) Leonhard Euler, 1707 — 1783, ciner der groBten und vielseitigsten Mathe-
matiker, ist in Basel geboren; er lebte von 1730 als Mitglied der Akademie in Peters-
burg, voriibergehend auch in Berlin.
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22. a) 1,5 b) 0,3 c) 5,2 d) 8,7.
23. a) 6,6 b) 4,7 ©) 3,5 - d) 5,3.
24.- a) 2,6 b) 49 ¢) 14,4 d) 62,5.
25. a) 0,036 b) 0,00064 ¢) 0,169 d) 0,00256.
26. a) 0,03 b) 0,005 " ¢) 0,0007 d) 0,002.
Ziche die Wurzel aus folgenden Ausdriicken: : ;
27. a) 1622 + 40z y + 25 3* b) 36 2t + 1222 4 1.

28. a) 49 at —84a?b - 36 % b) 64a2—48abce - b2

29, a) 1—6a% + 9a® b) ~ix4_1gz=+§5.

30. a) ‘.)x"-{-12aty+18:cz-|—4y2+12yz—|—922
b) ot —ay+ Suzt tyr—Syz -+t
uZ

2
sa)ia— 2t Ly B ) 9g 240 14at+ 400+ 2.

) R e T
32.&)4:‘—12z’+17z2—12x+4_b)1—10x+27x’—10x3+x‘.

Anwendungen der Quadratwurzeln.

1. Die Fliche eines Quadrates betrigt a) 158,76, b) 778,41, ¢) 1632,16 cm®.
Wie groB ist seine Seite? g

9. Die Seiten eines Rechteckes sind 12,5.cm und 8,25 cm lang; wie groB ist die
Seite des dem Rechteck flichengleichen Quadrates? 3 ]

3. Es will jemand ein rechteckiges Feld, das 82,45 m lang und 5,60 m breit ist,
gegen einen quadratischen Bauplatz von gleicher FlichengroBe umtauschen; welche
Dimensionen muB der Bauplatz haben ? X L.

4. Aus einem Stiick Léauferstoff, das 12 m lang und 0,85 m breit ist, soll eine
quadratische Léuferfliche hergestellt werden; wie muB der Liuferstoff zerschnitten
werden ?

5. Aus einem Brett, das 26 cm breit und 5,80 m lang ist, soll eine quadratische
Tischplatte hergestellt werden; wie groB kann diese hochstens werden ?

Bilde selbst derartige Aufgaben.

6. Bestimme zu den zwei Zahlen a)-15, 129, b) 60,84, c) 42,38, d) 28,17, e) 94,
55, f) 23,41, g) 89,99 die mittlere Proportionale.

7. Die durch die Hohe erzeugten Abschnitte p und ¢ der Hypotenuse eines
rechtwinkligen Dreiecks sind

‘p=a) 1, b) 2, c) 3, d) 4, e) 15.
= 10, 98, s 6 5.
Wie lang sind die Hohe und die Katheten? (Beachte, daB p + ¢ = ¢ ist.)

8. Die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks wird durch die Hohe in zwei
Stiicke von a) 4 cm und 5 cm, b) 3,6 cm und 6,5 cm Linge geteilt. Wie groB sind die
Katheten, und welche Linge hat die Hohe?

9. Der #uBere Abschnitt eines Kreissekante ist a) 6 cm, b) 7cm, die Sehne
a) 4 cm, b) 3 cm lang. Welche Lénge hat die zugehorige Kreistangente ?

10. Wie weit kann man das Licht in der Spitze eines Leuchtturmes sehen, der
a) 45m, b) 33 m ¢) 50 m, d) 55 m hoch ist? e) Wie weit ist das Leuchtfeuer des 80 m
hohen Leuchtturmes von Helgoland sichtbar? (Erdradius = 6370 km.)
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11. Wie weit konnte man bei vollkommen klarer Sicht von einem Flugzeuge aus
sehen, das a) 2300 m, b) 3500 m, c) 3800 m, d) 5000 m hoch iiber einer ebenen Gegend
fliegt ?

12. Wie weit kornte man, vollkommen klare Sicht vorausgesetzt, a) vom: Feld-
bergi. T. (880 m), b) vom Brocken (1140 m), ¢) von der Zugspitze (2964 m), d) vom
GroB-Glockner (3798 m) sehen, wenn die Umgebung vollstiindig eben wire? Zeichne
auf der Karte den Kreis der Aussichtsweite ein und gib an, welche groBen Stidte und
sonstigen bedeutsamen Punkte von den einzelnen Bergspitzen aus zu sehen wiiren.
Kann man, wie behauptet wird, vom GroB-Glockner ‘das Meer sehen?

13. Die Katheten von rechtwinkligen Dreiecken sind:

a) a= 4,5cm b= 32cm,
h) =123 cm =10,2 cm,
¢) =225cm ' =187 cm.

Wie gro8 ist in jedem Fall die Hypotenuse ?

14. Man.will an einer Wand 8,6 m hoch schriige Stiitzen anbringen, die unten
von der Wand 2,50 m abstehen; wie lang miissen die Stiitzen geschnitten werden?

15. Fiir ein Haus, dessen Giebelseite 9 m breit ist, und dessen Dach 5,5 m hoch
werden soll, sind die Dachsparren zu schneiden. Wie lang miissen diese werden, wenn
sie unten 75 cm iiberstehen sollen ? 3

16. Ein Feld von rechteckiger Form hat a) 63,3 m, b) 52,6 m, ¢) 49,2 m Linge
und a) 45,4 m, i)) 23,8 m, ¢) 19,7 m Breite. Wie weit ist eine Ecke von der gegeniiber-
liegenden Ecke entfernt ?

17. Man will einen Kastendrachen, der einen quadratischen Querschnitt von 1,20 m
Seitenléinge hat, durch Diagonalstreben versteifen; wie lang miissen diese werden ?

Weitere Aufgaben s. Geom. Bd. 2.

Wenn zwei von den Stiicken a, b, ¢, h, p, ¢ eines rechtwinkligen Dreiecks gegeben
sind, kénnen die fehlenden Stiicke berechnet werden. Fiihre diese Berechnungen in den
Aufgaben 18 bis 29 aus, indem du die Quadratwurzeln auf mm abgerundet berechnest:

18. a) a = 15 mm b) @ = 23 mm
¢c=39cm ¢ = 40 mm.
Beachte, daBl ¢® —a®= (¢ + a) (c— a) ist!
19. a) b=12cm b) b=1lcm
¢c=15cm ¢= 16 cm.
20. a) @ = 60 cm b) a= 70 cm
b=45cm b= bb em.
21. a) b= 22mm b) = 24 mm
a=92cm a= 8,8 cm.
22. a) h=4,6 ecm b) h=4,4cm
b= 6,3 cm b= 6,6 cm.
23. a) h= 25 mm b) k= 35 mm

¢c=DbHem ¢ = 8,5 cm.
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24. a) p=18cm b) p = 22 mm
g=2382cm g=4cm.
25. a) p = bb mm b) p=DbHcm
¢ = 65 mm ¢= 5,9 cm.
26. a) p=3cm b) p=>5em
o= 42mm a = 6cm.
27. a) h= 21 mm " b) h=32mm
p=19mm p =21 mm.
28. a) h= 3,8 cm b) h=42cm
g=22cm q= 2,8 cm.
29. a) ¢g=3cm b) ¢=3,6cm
b=57cm b= 6cm.

30. Die Seite eines gleichseitigen Dreiecks ist a) 7,5 em, b) 11,3 cm, ¢) 24,8 cm,
d) 85 cm. Wie groB sind die Hohe und die Fliche des Dreiecks?

31. Die Hohe eines gleichseitigen Dreiecks ist a) 9,6 cm, b) 13,8 cm, c) 25,7 cm;
wie groB ist die Seite und die Fliche des Dreiecks?

32. Die Basis eines gleichschenkligen Dreiecks ist a) 12,6 cm, b) 18,9 c¢m, c) 6,6 cm,
und die Schenkel sind a) 19,3 cm, b) 14,5 cm, ¢) 4,2 em lang; wie groB ist die Hohe und
die Fliche des Dreiecks?

33. Bei einem Hause, dessen Giebelseite 16 m breit ist, haben die Dachsparren
eine Liinge von 11& m; wie groB ist die Dachgiebelfliiche des Hauses ?



V. Abschnitt.

Potenzen mit negativen und gebrochenen
Exponenten.

A. Potenzen, deren Exponent Null oder negativ ganzzahlig ist.

Unter der Potenz a" verstanden wir bisher eine abgekiirate Schreib-
weise fiir ein Produkt von n gleichen Faktoren: " =a-a...... [
Dieser Begriffsbestimmung entsprechend bedeutete bisher der Exponent
n stets eine positive ganze Zahl.

sradeso wie man den positiven Zahlen die negativen beigesellt hat,
so kommt man in der Mathematik auch mit den Potenzen mit positiven
ganzzahligen Exponenten nicht aus, sondern geht auch hier zu Potenzen
mit negativen Zahlen als Exponenten iiber. Zunichst erscheint freilich
eine solche Potenz bedeutungslos, denn man kann, um z. B. die Bedeutung
von 4-3anzugeben, nicht sagen, 4 solle (— 3) mal als Faktor gesetat werden.
Aber man kann auf Grund folgender Uberlegung auch den Potenzen mit
negativen ganzen Zahlen als Exponenten eine ganz bestimmte Bedeutung
geben:

Berechne der Reihe nach die Werte von y =47 indem du z =4,
3, 2, 1 setzt:

z= 4 3 @ 1

y=| 256 | 64 | 16 | 4

Der Vergleich der y-Werte ergibt, da manjedenfolgendenPotenz-
wert aus dem vorhergehenden durch Division durch 4 erhilt.

Setzt man dieses Bildungsgesetz fiir y fort, so ergibt sich
die Wertetafel:

z= 0 o B =8 | ]| =B e
1 1 = il

N (S N e
40167 ¢ |u-f| 8| F

i
v=| =1 |7=
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Welchen Wert wiirde entsprechend dieser Reiberbilcurg 49, 4-1, 472,
4-3 44 4-5 haben? Was wiirde 478, 4=7, 4-8 bedeuten ?

Zu demselben Ergebnis gelangt man, wenn man das Gesetz fiir die
Division von Potenzen mit gleichen Grunczahlen a™: " = ™ ~", das fiir
m > n abgeleitet wurde (8. 76), auch auf diejenigen Fille anwendet,
fiir die m =n oder m < n ist; wir wollen dies an der Reihe a?, a3, a®
usw. durchfiihren: ‘

Es ist: a*: @ =a3;  andererseits ist a*:a = a1 =a8
ad:a =d? @d:a =0a*"1 =qg?
a?:a =at a*:a =a*1=aqa'
al:a=1 a:a=da"71=q

1 0 0—1 -1

1:a=; a:a=a"1=q
1 1 - v —
—re== abig =0 h=a™
a (3

Ist allgemein » > m, z. B. n =m 4+ 7, so erhiilt man bei der Division
nach Formel IIb (S. 76)

@) ...a"a"=1:a"""=1:a"*""™=1:4". -

Andererseits ist bei Anwendung von Formel IIa:

@) ... 6™ g =g " =gt ) gy
also
a=rf =%
a'l'

Damit ist eindeutig festgelegt:

1. Statt einer Potenz mit negativem Exponenten kann man den
reziproken Wert der ihr entsprechenden Potenz mit positivem Exponenten
setzen.

2. Jede Potenz mit dem Exponenten Null ist ein Rechnungszeichen,
dessen Wert 1 ist.

Hiermit erweitert sich der Begriff der Potenz, indem wir nun
auch den Potenzen mit negativen Exporerten eire garz bestimmte Be-
deutung gegeben haben. Der Vorteil dieser Begriffserweiterung
besteht darin, daBl die fiir Potenzen mit positiven ganzen Zahlen
abgeleiteten Rechengesetze auch fiir Potenzen gelten, deren Ex-
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ponent 0 oder negativ- ist:
lL.a ?q2=q@+0
L. a™?:a"9=0" P9 =]1:g"0@?
III. ¢~ ?- 57 =(a-b)~?
IV.a7?:07? =(a:b)~?
V. (a—ll)n =gt
(a—P)—q=a,+W

Das.Beweisverfahren fiir die allgemeine Giiltigkeit dieser Gesetze
besteht darin, da -man die Potenzen mit negativen Exporerten als
Potenzen mit positiven Exporenten schreibt und a® =1 setzt, auf diese
die bekannten Rechengesetze anwencet und zum Schlusse die erhalteren
Ausdriicke in Potenzen mit negativem Exponenten oder dem Exponen-
ten 0 umschreibt; z. B.

ae - __ - (-
II. a=?:a" " =%:&17=E; =ql=? =g~ @—0

Fiihre in dieser Weise auch den Beweis fiir die iibrigen Gesetze durch.

Gib die 5 Rechengesetze fiir den Exporerten 0 an, indem du p oder
¢ oder beide gleich 0 nimmst, und beweise ihre Giiltigkeit.

Z.B.a":d"=1;0" =g~ =’ ™,

Ubungsbeispiele.
1. a) 28 b) 32 o) 41 d) 5 e) 35,
2, a) a7 b) b6 e) c2 d) @ e) c8
3. a) 20 b) 3 o) 5 ) 1000 €) 999°.
4. ) a® b) 2% 4° ¢ ?‘izi‘,@? d) ”:;0”0 e) 3;0;0.
5ad 10 20 24 w0
5.8)2:2 bR o g Yo o %
a® az a® a® - be a®
6. a) = b) @ c) o d) — e) m
1\-2 2\-3 4\-2 3\ 4\-3
va ()T w @) o) 9@ o)
1 1 1 i 1
8. a) = b) =5 ) = d) i e) —t
9.2)27-32 b)32-82 ¢ 126-6= d) B2 G
¢ 24 25
wag Mg Ogs  9OT@TeR

11. a) @32  b) (@)® ¢ (—a?)? d) (—a?)?
o (—a)t f) (—a g (—a b) (—a
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3 5 b5a—mbn c? '
P s -7 o =9 =5 o3 s —— ! @ n h—m 4
12. a) 59 bc: 6 b5¢ b) e :10a® b~ ¢ di.
13. Bilde die Ausdriicke

a) A*B b)A-C ¢)B-Cundd) 4:B e A:C f) B:C, wemn

3 4 5
= gt 2 = —ql 202 — 4 3 ¢3 ist.
A= 10& bc y B — atb2¢ und C = 3 a4 b3 ¢3 ist.

23 g2 ¢0\2 x4 g3 \~2 i 6 m2x\—3 9 m?2 23\ 2
10 (=) (@Fs) W{=7aw) (e
15. a) (a1 —3b)2 b) Ba2+4b22  ¢) (0,4a1—0,5bY)2
2020 3¢c2 \? a2 alb b2 a1 b-ll
a) (——3c—s RT3 b) b} (T 35 _T) ; (? = T)'
17.a) Ba~2+bb"1¢)- (Ba—2—5b—1¢)
b) Ba—*t—4a3+ba"2-2a"1—a.

18. a) (3ka—1—23 b1 4 6c1)2
b) (Bka—1+216—1—6c~22 o (Bha—t—23b—1—Gc1,

1

&

Graphische Darstellung der ‘Potenzen mit negativen Exponenten.
Durch was fiir eine Kurve wird die Funktion a) y = 2, b) y = a2
dargestellt ?
Um y = 7 graphisch darzustellen, entwirf zunéichst folgende Werte-
tafel:

2
g=|—b8|—4| —8|—2|—1| 5| o) =" g

l\')lb—l
I

y=

Die Funktion wird durch die Fig. 13 dargestellt. Wieviel Aste hat
die Kurve und in welchem Quadranten liegen sie? Zu jecem Purkte des
einen Astes gibt es einen Punkt des anderen Astes, der zu ihm symmetrisch
in bezug auf den Punkt 0 als Symmetriezentrum liegt. Fiihre den Beweis
hierfiir, indem du Dreiecke konstruierst, in denen die Koordinaten der
symmetrischen Punkte Katheten sind.

Halbiere die Winkel, die von den Koordinatenachsen gebildet werden,
und untersuche durch Umklappen um diese beiden Winkelhalbierenden,
ob diese Geraden Symmetrieachsen fiir die Kurve sind, und zwar
a)zu welcher Geraden die beiden Aste symmetrisch liegen und b) zu welcher
Geraden die beiden Hilften ein und desselben Kurvenastes symmetrisch
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liegen. Vergleiche die Symmetrieeigenschaften der Kurve mit denjenigen
des Kreises.

Eigentiimlich ist das Verhalten der Kurve bei  =0. Gehe
von # = +1und z = —1 zu (absolut genommen) immer kleiner werdenden
Abszissenwerten, so wachsen (absolut genommen) die Ordinatenwerte

pERd s aeled

JE%S s34 a5 e oRs:

T

Fig. 13.

schneller und schneller, und fiir # =0 erhilt man unendlich groBe
Ordinatenwerte. Kommst du nun von rechts an den Nullpunkt heran,
so sind die Ordinatenwerte stets positiv, kommst du aber von
links an den Nullpunkt, so sind die Ordinatenwerte stets negativ.
Fiir den Nullpunkt selbst kann man also mit demselben Rechte so-
wohl einen positiven als auch einen negativen unendlichen Ordinaten-'
wert annehmen. Der Funktionswert ist fiir # =0 nicht mehr ein-
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deutig bestimmt wie bei den anderen Abszissenwerten, sondern
er ist doppeldeutig: y =+ oo oder y = — oo, auch einfacher y =
- oo geschrieben. )

Auch in noch anderer Beziehung ist das Verhalten der Kurve bei
z =0 eigentiimlich: Gehst du von den Abszissenwerten z =5 und
2 =—05 zu (absolut genommen) immer kleireren Abszisserwerten all-
mihlich iiber, so wachsen die Ordinatenwerte (absolut genommer) eben-
falls allmahlich, so daB von einem zum anceren Kurverpurkte ein
standiger Zusammenhang vorhancen ist, man sagt, cer Kurvenverlauf
ist stetig. An der Stelle z = 0 aber reiBt dieser Zusammenhang ab, die
Kurve macht einen Sprung, sie ist bei # =0 unstetig.

1, Zeichne aus der Kurve fiir y = 27 die Kurve fir a) y = —a™, b) y =
227, o) y=—2a% d)y=}a e y=—3%an :

2. Gib an, wie man algemein aus der Kurve fiir y = x~1 die Kurve fir
y = a 271 erhalten kann a) wenn a eine positive, b) wenn « eine negative Zahl ist.

Kurven, deren Gleichung die Form y =a 22 haben, werden
Hyperbeln genannt. Die Kurve y = v~ heilit gleichseitige Hyperbel.

1

Aus y =az” =% folgt z-y =a.

Bei einer Hyperbel hat also das Produkt aus einer be-
liebigen Abszisse und der zugehdrigen Ordinate fiir alle Kur-
venpunktedenselben Wert a. DasProcukt z- y aber gibt den Flichen-
inhalt eines Rechtecks mit den Seiten  und y an. Wir konnen dem-
nach die Hyperbel dazu verwenden, um ein gegebenes Rechteck
in einanderes flichengleiches mit vorgeschriebener Seitenlédnge
zu verwandeln.

3. Fiir welche Gleichung hat man die Kurve zu zeichnen, wenn die Seiten des
zu verwandelnden Rechtecks a) 2 cm und 3 em, b) 4 em und 5 em, ¢) 6 cm und 8 cm,
d) $m und 2m lang sind.

4. Zeichne die Kurven fiir die sich in Aufgabe 3 ergebenden Gleichungen und
verwandle mit Hilfe dieser Kurven die gegebenen Rechtecke in andere flichengleiche,
deren eine Seite bei a) 5cm, b) 3cm, ¢) 5cm, d) §m lang ist.

b. Zeichne die Kurve fiir ¥ = =2 und beschreibe den Verlauf der Kurve in
ihnlicher Weise, wie wir es fiir die Kurve y = 2~! getan haben.” Untersuche im be-
sonderen, ob die beiden Aste der Kurve symmetrisch a) zur Abszissenachse, b) zur
Ordinatenachse, ¢) zu den Halbierenden der Winkel liegen, die von den Koordinaten-
achsen gebildet werden. d) Welchen Wert hat die Ordinate bei dem Abszissenwert 0?
Ergibt sich eindeutige Bestimmtheit dieser Ordinate ?

6. Zeichne die Kurven fira)y = 2", b)y=—2 %, ¢)y=2"2undd) y= —a™?
in dasselbe Koordinatensystem und vergleiche den Verlauf der einzelnen Kurven mit-
einander. ’
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B. Wurzelgesetze.

Unter der #%*® Wurzel aus einer Zahl a versteht man die Zahl,
derennt® Potenz den Wert o hat. Daraus folgt:

) —\N
I. a) (f/i))a =b; allgemein (f/a) =a
b) T/BT“ =b5; o T/:ﬁ =a
Radizierung und Potenzierung sind entgegengesctzte Rechnungsarten,
sie heben sich anf, wenn die Exponenten gleich sind.
II. Bere hne V87T einmal, indem du zuerst 8 .27 berechnest und die

3. Wu.rzel des Produkts dur.h Probieren bestimmst, und zum anderen, indem
du VB |/27 bere hnest. Bilde andere solche Beispiele.

Allgemein ]/ab= },a . ]/ in Worten: Ein Produkt kann man radi-
zieren, indem man aus jedem Faktor die Wurzel zieht und die ‘Wurzeln mit-

cinander multipliziert.
n

Beweis: Esist ¢ = (1/5)71 und b = (7|:/ I?)-n (uach Ia),
mithin ¢ b = (l/ a (l’/a

demnach %b = V(’f/ . i‘/b) = Va-]/bl).
Liest man die Formel IT riickwirts, so erhélt man als Umkehrung:
1L a) l/a ]/b_l/a b, zB. Vﬁil/l—8=]/??5=6;
in Worten. Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten kann man multi-
plizieren, indem man die Radikander multipliziert und das erhaltene Produkt
mit dem gleichen Wurzelexponenten radiziert.
III. Berechne 1/ 556" a) indem du durch Probieren einen Bruch suchst, dessen

4 —
81

4. Potenz B— erglbt b) indem du l/ bestimmst. Vergleiche die Ergebnisse
256

von a) und b) und filhre noch weitere derartige Beispiele aus.

1) Voraussetzungen fiir die allgemeine Giltigkeit dieses Beweises
sind: a) daB man nur die absoluten Werte der Wurzeln vergleicht (weil man sonst

n,—
bei geradzahligem 7 hitte setzen miissen: T/a_b= :]:.l/(r‘l/d . 7{/3)n und b) daB das
nur fiir rationale Zahlen abgeleitete Gesetz iiber die Potenzierung eines Pro-
duktes auch fiir irrationale Zahlen gilt, was bewiesen werden kann. Ebenso
werden bei den folgenden Beweisen die Gesetze iiber die Potenzierung eines Quotienten
und einer Potenz auch fiir irrationale Zahlen ohne ausdriicklichen Beweis als giiltig
vorausgesetzt.
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— n

n
Allgemein: V% = }l/_a ; in Worten: Einen Bruch kann man radi-
/b

zieren, indem man Zihler und Nenner radiziert und die erhaltenen Wurzel-
werte dividiert.

Die Umkehrung heiBit:

", __ . ot
a n/a 125 126 =

IIL. a) ..... %j=‘l/§, z.B. Il;;.");i= T:V%:O;
in Worten: Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten kann man dividieren,
indem man die Radikanden dividiert und den erhaltenen Quotienten mit dem
gleichen Wurzelexponenten radiziert.

Der Beweis kann ganz entsprechend wie bei II gefiihrt werden, nur
hat man @:b zu bilden. Fiihre den Beweis allgemein durch.

Zusatz. Um Fehlern vorzubeugen, sei ausdriicklich betont, daB die
Radizierung der einzelnen Glieder nur bei Produkten und Quo-
tienten zulédssig ist, nicht aber bei Summen und Differenzen.
Es ist z.B. 16 9 =}/25 =5, keineswegs aber /16 +9 = /164 /9
=443 =7, ferner |/25—16 =]/9 =3, nicht aber}/25—16 = V%—VE
=5—4=1. Vgl hierzu (¢ + b) und o2 + 2,

IV. Bestimme f/@:’ a) indem du eine Zahl suchst, deren 3. Potenz 81 ist, b) in-
dem du (f/_S_)‘ berechnest. Ergibt sich in beiden Fillen dasselbe? Bilde andere dhn-
liche Beispiele.

. — N —
" Aligemein: }/a™ = (}/'@)™ in Worten: Eine Potenz kann man radi-
zieren, indem man die Basis der Potenz radiziert und die erhaltene Wurzel
mit dem Potenzexponenten potenziert.

Beweis: ?/W = il/a-a Y S =?/E- '['/E ..... 7175,,,,“1 (nach 1II)

Umkehrung von IV:
(", | Tow——
IV. a) ] (l/a)mz.-l/am
in Worten: Eine Wurzel kann man potenzieren, indem man den Radikanden
potenziert. )
V. Berechne f/l/ﬂ , a) indem die beiden Wurzeln nacheinander ausgezogen
werden, b) indem gerechnet wird: i‘/i/ﬁ} = V 64 = 18/56;

mn

L m_
allgemein: ]/V a=})a;
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in Worten: Eine Wurzel kann man radizieren, indem man den Radikanden
der Wurzel mit dem Produkt der Wurzelexponenten radiziert und als Um-
kehrung:

V. a)m173=f/17—7=‘r/%, 2By 160 = |/ 168 =yi6 = 4;

in Worten: Mit einem Produkte kann man radizieren, indem man mit den
einzelnen Faktoren des Produktes nacheinander radiziert.

Beweis: Setzt man

% o mn.___
einerseits I/ Va= andererseits | @ = g,
L m— * m—
so ist ( l/ a) = l/ a ="
mn__

m__\m mn
und auch (V a) =g = g™ andererseits( Va) =q=y"".

Folglich ist a=a™" =y""

mn mn,

n
mn_____ — M
d.h. Vw”‘”= Vymr; o =y oder 7]7(1, = [/a .

VI. a) Multipliziere bei 12/?z den Wurzel- und den Potenzexponenten der Reihe
nach mit 2, 3, 4, berechne jedesmal den Wert der Wurzel und vergleiche die 3 Wurzel-
werte.

b) Dividiere bei ‘[2/2_15 den Wurzel- und den Potenzexponenten nacheinander
durch 2, 3, 4, berechne auch hier jedesmal den Wert der Wurzel und vergleiche die
Ergebnisse.

. {, PR " | nig .

Allgemein VI. a) }/am = }/am? und VL. b) [/am = }/ame; in
Worten: Der Wert einer Wurzel bleibt unverindert, wenn man den
Waurzel- und Potenzexponenten mit derselben Zahl multipliziert oder durch
dieselbe Zahl dividiert.

‘a__ ?ra—\? ? n_\p Pra_—  wp_
Beweis: a) Jam = (VVa”‘) = V(Va"‘) = VVam’ = Jam».
b) Ist g ein gemeinsamer Faktor von # und m, so kann man n = n, - ¢
und m = m, - q setzen; es ist also n; =n:q und my =m:q.

Ny ny .
Var =" Vama= Vama= 1 (Jam)® = Jam =" ama.

Das Gesetz VIa findet Anwendung, wenn Wurzeln mit ver-
schiedenen Wurzelexponenten multipliziert oder dividiert
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werden sollen. Man macht dann — ge_adeso wie bei Addition oder
Subtraktion ungleichnamiger Biiiche — die Wurzeln gleichnamig,
indem man das kleinste gemeinsame Vielfache beider Wurzel-
exponenten sucht und die Wurzeln in sclche umwancelt, die dieses
kleinste gemeinsame Vielfache als Wurzelexporerten haben; z. B.

VT3 =)F JE =55 =)8.9=]7.
Das Gesetz VIb kommt in Anwendung, wenn man die Wurzeln aus
einer Potenz zu ziehen hat, z. B.
7 = =
d. h. aus einer Potenz kann man die Wurzel ziehen, indem man den Radi-

kandexponenten durch den Wurzelexponenten dividiert.

Ist der Wurzelexponent nicht in dem Radikardexponenten erthalten,

so zerlegt man den Radikanden in ein Produkt, bei cem der eire Faktor

eine Potenz ist, deren Exponent sich durch den Wurzelexporenten teilen
1aBt; z. B.

V@=)d - @=)ad JE=a3-JaF=a .

Ubungsheispiele.
a) Fir die Gesetze I und II.

1. Mit welchem Faktor muB a) /5, b) /7, ¢) )10, d) J/ @ multipliziert werden,
damit a) b, b) 7, ¢) 10, d) @ herauskommt?

2. Wio oft muB a) /'@, b) /@, o) /@, d) /@ als Faktor gesetzt werden, damit
der Wert des Produktes @ wird ?

3. Wie groB ist jeder Faktor, wenn a) 9, b)25, ¢) 17, d)a in a) 3, b) 4, ¢)2, d)n
gleiche Faktoren zerlegt wird ?

Lo yz-V= b) V5a-Vba o V2a-V2a-V2a
5.a) 4:)/8-5)/8 b)za-ﬁ/ﬁﬁ/ﬁ-?/ﬂ ¢ 2z)3 -2y} 3.
saym w{s)r ofe aFa)r oVew oV

Lo Jattr b Y@tr2abiv o J@—2ab+ o
— 138 3 (6 \2
e (2)/2) b (3Ys) o (31/32) ) (W)

oG B oG el

-3

o]

©
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10. a) (2/16)? D («)z) o (%'V;)Z d) (4a- 4—‘;)2.
q/a )2 .1/2a |2 3a 4 /23
11. 8) (5x 1/;) b) (5b W) 9 (ﬂ V?)
2.2 )82 wY1B-Ys  o)Y3-yiz a)3-)m
B.a 5B wyz-yzr ofi-jyiiz ays-ye-yE
)z Yz nyaye o=z aya-ja
o Va-Ya nYa Y gya-ya.

15.2)3)/2 - 5)/18 b)3)8-4)2 32 Ly
o 4)3-5) T 3)2 4 V154b-)/35078 |/ 210205,

o (5+2/3)-6=3Y3) b (s+3y3)-(—2y7)
o (18—18)3)-(12—11})5) @ (9+1)7)-(1—9)7).
o (#VF—3VF)-(3Y/F +3)7)
b (VT +6//3)- G5 —oY3).

16.

1

3

o (/2=Vs)  wmEE+YE) 9 (/F—YT)
1.8 (a+)2)-(a—Y2) b (Vm+Vm—n) (Y m—) m—n).
0.0 (Vo V) b (/mLyminy o (atsx)o) ,

18.

Durch Anwendung des II. Gesetzes und seiner Umkehrung kénnen ‘hiiufig irra-
tionale Wurzelausdriicke auf eine fiir die Rechnung geeignetere Form
gebracht werden. Das geschieht, indem man die irrationale Wurzel in ein
Produkt von rationalen und irrationalen Faktoren zerlegt.

Beispiele.

9 VI = |53 = 5 F= o)/

b) 6)/54—12)/24+4 )/ 150=5 )/ 9-6—12 )/ 4-6+ 4}/ 256
=15)/6—24)6+20)6=11)5.

Fiihre dies bei folgenden Beispielen durch:

2La) )8 . Y2 )18 aym oY@ 15w
o) wiE W) wim o m.

Reinhardt-Zeisberg, Arithmetik u. Algebra. A u. C II. 8



108

w | w
S~

oW
o

34.

V. Abschnitt. Potenzen mit negativen und gebrochenen Exponenten.

. 2) 10)/48—3 /7 +2)/21 b) 8)/20 —4/80 + 3)/125

o B)1+4)B8—3)162  a) 3)/7B—2)27+ 6.

.a) 18]/ +8)/21—6)/48 D) 9)/125 +8)/80—4}/20

o eE+s)eirs)im @ 6i/ﬁ+1gf/§+2f/ﬁ.
0 (6—5YZ)- 2T +4/3) b [+ 8Y7)-(s—2y3).
o) (5)/10—3)15)- (3} 2—2)/3)

) 6}/5—2/7)- V9 +57/2)

a) (8+5)3)-(8—5)6) b (11+3)10)-(11—3)3)
o (6VF+3VB—1VB) YT

b (1)/2—4)/3 —3)8 +2)12)-3)/5.

28. (2)/a—3) b +4alc) 2} a.
SE=VEHYVR)- (V2 +VE—V6).

802 +2/03 + /05) - (103 —1/09).

(

(V214 Vot —V/6)- (V72 + )/108).

.a)m—{—i/ﬂ——i/ﬁ ; b) E&i/ﬁ 51/5 +8V)
+VBaw

33.

a) |/27atz+ )/ 3atx b) [/ 4a®b
a)lf/§+§f/ﬁé+f/—5oo+1/_;56
b) /806 — V/i5 & + Y/oate

©) 222}/ 9a% 4 81+ 27}/ 42 4 86.

5abd.

Oft 148t sich ein Wurzelausdruck dadurch vereinfachen, daB man die vor dem
Wurzelzeichen stehenden Faktoren unter die Wurzel bringt; z. B.

3 |/1+.‘Ji= 1/9 1+L' = V9+x’

b)——- 2a ) Sa ‘7_ ’a
-la’ 4a‘ 27 ta

Bringe den F&ktor in den folgenden Aufgaben unter das Wurzelzeichen:

35,

36.

31,

a)zl/g 1))51/3 V_ a137/2!
2 5 13
5 7
a)4]/2_4, I))BV% 917/ d)BV_
879 3735 - 5 /3 ' !
a)?‘l/; b) 3 3% c)D“/% d)Gl/;



38.

3

1)

40.

41.

o
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a) a Vi b) 2 Vi ) bz % ) 12 V;;z.

m+

. a) (a+b)- T b) (m — n)- o) (x+y)
b = x+y

2 u
a) (a—b)- V —3 b+b2 b) (x+y)V - ] (u+v)1/(u+z)2
a) ngz‘i— & b)l]/?u——z% c) m —%—i’n.

b) Ubungsbeispiele zu den Formeln III.

9 25 2727
- 8) V‘m‘ L V 9 VIGS 9 V125 e V D Vs%

- a) VE}— b) Vﬁi? <) Vl' a sz e) V 16 f)V 53

ia? 25 a2 64 19 a2b*
""Vs) ) gy °)]/81a2 d’]/lsw‘

9a b) "Sa“_b o 49 3 4 64atbic
2 V15 361 DV Tera

g 16 (@ — (@ — b) b) E)O (w + v_)f o 64 (. (x — )
. 49 (x + y)? 169 (w 4+ t)2 216 (y — 2)8°

27 /81 54 98 18
a) V? b) ]/ 28 Vs d). VE’ e) V—-

81 8 /32 250
'“)V)w L v V875 4 ]/2_43 e VlOZQ

1084 I 5112 ¥ ) 32 up? 48aty2 y”
Rl Ty L e O Vote 9 [T

az—)ab+b2 4x5—4x+1 a+ ')1,+J.‘l:2
- Y a Tt P Vomgear. 9 9-—12x+4:c~'

B (xty) 324 (w —v) e
2 192 22 L V 5w ) VomETor

o a2 + b" b) sz_ y? o V a2b? + b2c2 a) V 12y2 = yzzz
2

a® + b s —b3 ab —ad¢ xyd — ady
"4 VTF b V g2 9 V s 9 V Cra
y? y? 4a? 9 b2 -Lb”

‘a)]/ + b)V1b+>o c) 9 — 15 )V16+

8*
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128 15 500 48 648
e o —
: 250 500
15. a)_VamﬂO b) Zf, 15 g/ e ) zLLE V3s4.
Y 10 V2 V4 Vb V 6
= 2l
=i cawmnd 4 4
16 2 L2 wVe Ty ) I/a_b ) 4 i’/xsy
a V V a Vab V z?y
V8 Y1282y V126456 sts 25 4
17, 8) s py L2252 Y L2290°0 Y2 ey
* VQzﬂ ) l/2 Y V5ab V" zy
228 /22 2@ ' /2a - 500 25
i) VT’ 3 v Vaw V o Vm VW

Stehen irrationale Wurzeln im Nenner eines Bruches, so pflegt man sie
wegzuschaffen, indem man den Bruch mit der betreffenden Wurzel oder
einer Potenz der Wurzel erweitert, so daB der Nenner rational wird:

4  4-Y5 B 4 -
ispiele: 8) ——= ——— = —— = 2/B
Beispiele: a) Vs=V5-V5 5 5 |4
8 _ (e 3(y5)? SVSG_ i_ﬁl/ iy,
I
Ist der Divisor des Quotienten ein irrationales Binom oder Trinom mit Quadrat-
wurzeln, so kénnen die Wurzeln im Nenner zum Wegfall gebracht werden
durch Erweitern mit einem irrationalen Binom oder Trinom, das so beschaffen sein
muB, daB die Formel (a + b) (@ —b) = a®—b® in Anwendung kommen kann:

i yT(y7i—vs) r—vE 1,
R R I

Schaffe bei den folgenden Aufgaben die Wurzeln im Nenner weg:

2 3 10 2
19. a)V‘_Z b) V§ c) 31/3 d) 51/@
o 6 e &
2. 2) 75 b 755 )z 9 5
1 1 2 8
21. a) o | T b) ‘l/% c) "/; d) V§
22. a) % b) "/% ISy % Q %
¢ e
1 3
8.5 73 MiTvE 9 Y5—3
3 3

0o
=
&
)
-
o
=z
-
+
-
o
e
w
+
=
>|



25.&)5_1/?—1
; _4Y8
26. a) "V5 3‘/9
27.&)7’_W
28' V3 +ye
’ Vs—V2
29.&)%
5—7V3
30. a
* V3+1

Laye  byem L oymE Qye e Jioe.
2.2 & b Yse o V512 4 Y1028 o). 36
sa(Va) wle)r oFz) o@s) oFfm)r
Lo (2) vl ofwy o@ay oFs)
b.a) )& b)) o) Vat d) |/ats e) Vy».
6.a) Y b)Y o) Vars Q) Yar e) J/zm2.
T.a9)a@ bWYad oYa QYA o )@
a2 Wiy oVsr Vs oy
sV bYa 9 Vaw  a ‘{’/Tys o) Jartrci?
10. Berechne a) f/ﬁ b) f/ 81 ¢ iv'/l/—? d) VV144 e) ]/|/343
f) Welcher Ausdruck kann fiir die Quadratwurzel aus 7/5 und fiir die Kubik-
wurzel aus V b gesetzt werden?
p— m

1. o VY PR UET Vs,
12. a) V yz WYs Vs ovs-VE @y -V
B.aymyr wmys-V3 oys-yE ayzys
4.a) Y5 V3 wys.vs o4y 35y
15. ) Y15+ 1/ 25 b) ey 3 aVs Ve

B e — 83— n Ly x
16.&);/Aa%;/a-_b)y,g.‘/j_c)l/_i i i?.]/;
17. a) Vaa—bz'Vazb b) @ J2a3b -3} al? c)szaSb-ai/s_aaF.
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B. Wurzelgesetze.

6 8
b)W_5 C)Vﬁ—
B) 27 51/2
4V5+3Y7 31/2—21/3'
_b)Vz‘l-Vy m—Vn
Vae—Vy Vm+l/n
)V'a’—Vz o 31/5 +5/3
V3 +ye Vb —y3
b)’+3l/x )5Vx—7
3+2)w Wa+56"
b)sv_?—le/? c)51/3 +3V5
25 —3) 2 5/ 3—3)5

¢) Ubungsbeispiele zu den Formeln IV, V und VI.
Auf we]che verschiedene Arten kann man folgende Aufgaben rechnen:
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18. a)51/7:2f/§ h)8[/?:2i/17—§- )1V @55V xy
19. a) ‘i/a2+2ab+ b2 ) a® —b? b),i/aﬁ__xa,l/az_,_ 25,
0. 8) Yot —8:Ja—b v Va—w:faTs.

C. Potenzen mit gebrochenen Exponenten.

Nach Regel VIb des vorigen Abschnitts kann man aus einer Potenz
die Wurzel ziehen, indem man den Radikandexponenten durch den Wurzel-
exponenten dividiert. Bilden wir nun nach diesem Gesetze die folgende
Reihe: l/aTz

i/,;ﬁ

jn

Dadurch, dafl wir als Wurzelexponenten solche Zahleu gewihlt haben,
die in den Radikandexponenten enthalten sind, sind wir bei Ausfithrung
der Rechnung auf bekannte Zahlformen, auf Potenzen gekommen. Nehmen
wir einen anderen Wurzelexponenten, z. B. ]/a12 und wenden wir auch
hier die vorherige Rechnungsweise an, so erhalten wir l/a,12 = Val = gb.
Wir haben damit einen Ausdruck bekommen, der zwar die Form einer
Potenz hat, aber keine Potenz im bisher gebrauchten Sinne ist, denn man
kann nicht sagen, a? sei der Ausdruck dafiir, da8 a einhalbmal als Faktor
gesetzt werden soll. An und fiir sich hat demnach a? keinen Sinn, Man
kann ihm aber einen Sinn durch Riickwirtsverfolgung des
Weges geben, auf dem man zu ihm gelangt ist:

P
Entsprechend wie wir frither o =2 einen ganz bestimmten Sinn ( = al*
gegeben haben, so haben wir auch hier die Bedeutung der Potenz mit

gebrochenem Exponeuten in ganz bestimmter Weise festgelegt.
Es wiirde ebenso:

38—
= Va
2 _ 4=
ad = |/a?
i
at = Va2,
demnach allgemein i

n —-
"= Vam sein.
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Erklirung: Eine Potenz von e mit dem Exponenten % ist gleich-
bedeutend mit der 7*°® Waurzel aus der Potenz a”.

n

. _7n
Fiir die Potenz a—7, kann 7 ]/ V =)/
m

gesetzt werden.

Allgemein wiirde man also unter einer Potenz mit gebrochenem Expo-
nenten eine Warzel verstehen, deren Wurzelexponent gleich dem Nenner
und deren Radikandexponent gleich dem Ziihler des Potenzexponenten ist.

Hiermit hat man den Potenzbegriff, der bisher nur fiir ganzzahlige
Exponenten festgelegt war, erweitert, d.h. auch, auf gebrochene
Exponenten ausgedehnt. Infolge dieser Erweiterung kénnen die Wurzel-
rechnungen durch Rechnungen mit Potenzen ersetzt werden,
denn die fiir die Potenzen mit ganzen Exponenten friiher nachgewiesenen
Gesetze gelten in gleicher Weise auch fiir die Potenzen mit gebrochenen
Exponenten (Bruchpotenzen).

Die allgemeinen Rechengesetze fiir Bruchpotenzen fmden in folgenden
Formeln ihren Ausdruck:

n n M
II1. (ab) " =a"- -b"
" m
" n
vy -5
bn
B2 __ ™
V. (aﬂ)q “anma .

Der Beweis dieser Formeln wird in allen Fillen dadurch
gefithrt, daB man von den Potenzen auf die entsprechenden
Wurzeln zuriickgeht, die abgeleiteten Wurzelgesetze und
Potenzgesetze fiir ganzzahlige Exponenten anwendet und zum
Schlusse die Wurzeln wieder in Bruchpotenzen umwandelt:

2.B. I: a’% .az_ =7i/a V-_ Vam q- l/ap n Vamq+p n

mg+pn m P
=q 7 qn @
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m n____ n — n___ n__ mm
zu III: (ab)n = l/(ab)’" =Va " = Va’"-l/b’" = qn +bn

w v: () Y& VY= Vi = Ve

Fiihre die entsprechenden Beweise auch fiir IT und IV und fiir Potenzen
mit negativen Briichen als Exponenten durch und gibdieallgemeinen
Potenzgesetze in Worten an.

Ubungshbeispiele.
La)9% b6 16} &) 2u3L o 26} 1§ 343
s w@t oG (@t eGt
ot wmeyt ot a(E)t eyt
4. a) (0,25 % b) (0,362 o) (0,0643 a @375
5. a) 16%° - b) 27} 0@ F @@ e auyem,
6.a) 163+ 83 - 368 — 125} + 273 by 25 ¥ 48 h a2 osed
7. @) 6P+ (337 b) 88 4 azyd o 3% F—aepS.
s.aya:ad ndid odid gotisd gsdiad
9. 8) a:a b) 578: a8 e e
10. 8) 5p F:2p7% b) 6gF: b8 o ard:5r 5

Fiihre ferner Aufgaben der im vorigen Abschnitte S.106 gegebenen
Art als Potenzaufgaben durch.

D. Gleichungen, in welchen die Unbekannten unter dem
‘Wurzelzeichen stehen.
(Wurzelgleichungen.)

a) Mit einer Unbekannten.

8 4

Womit mu8 potenziert werden, damit bei a) Vz, b) V z, ) V z die
Wurzel wegfillt ?

Kommt die Unbekannte unter einer Wurzel vor, so mufl die Wurzel
zuerst entfernt werden. Handelt es sich um eine Quadratwurzel, so wird
diese durch Quadrieren beider Seiten der Gleichung entfernt; kommt
dagegen die Unbekannte unter einer Kubikwurzel vor, so muf§ in die
3. Potenz erhoben werden. Vor dem Potenzieren mufl jedoch die
Gleichung so umgeformt werden, daB die Wurzel auf der
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einen Seite der Gleichung allein steht. (Merke: ,,Erst isolieren,

dann quadrieren!®)

Beispiel 1. B—)Yz=8
1B3—8 =)=
Quadriere: b= a; x = 25 (Probe)
8 -
Beispiel 2. V17 —3)ba—1 =2

Erhebe in die 3. Potenz:
17—38)ba—1=38
—3)bz—1=—9

V5 z—1=3.
Quadriere: br—1=
x= 2 (Probe)
Ubungsbeispiele.

1. a) Jz=3 b) Yz =9 =)z d) 2)/z = 3.
. a) Jz=3 b Yz=7 o yz=% 4 2)=z=—*%.
La) 342z =9 b) 245 Yz =12 o 2—)=z="1.

o

= w

.a) 20—38)z =2 b) 422 —18= —2.

5. a) 32-{-2]/2:6% b) 10_2§V3{7’”:_2o.
L
6. a) ‘f+575=sg b)4§—41/%=1§.

a1+1/B =6 b) 2(1—z) = J=.

=~

In vielen Fillen empfiehlt es sich, zunichst ]/?; als Unbekannte aufzufassen:

8. a) 3V = Vf b) 3+5V5+§_3=0.

9-a)a+b+Vz:1/I b)aV:L~£_"Vx+b

10. a) V;;5+6|/?:284T_V;.
)7—2|/E+4:3;/Z4~11+8|/26+15.

11. a) E%V—E— 21% b)%—a:ﬁ?_%,
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Ye—1 2B—)x 44y
12 8) et e T

17—38)a 4)x+2 — Y2+ 14

i Sl SR A T i

b) 5 3 b—6 )z + = ]
13. a) Y92+ 10 =10 b) bz —9=6.
14. a) Y22+3=)b= b) Yoa—T=)%x.
15. a) [/B2—T=|/15—4= b) Yi+3z=)12—x.
16. a) 4)/3z—2 = /18 + 28 b) 8)/6x+T7=17)22—5
1. a) b—Jx—a=c b) Yatm=)2z—n.

Bei der Losung der folgenden Apfgaben ist zweimal zu quadrieren. Gib an,
warum einmaliges Quadrieren nicht geniigt.

18. a) Yo+ 16=2+ ) b) J40+2=10—}=.
19.2) Y2+ e+ )z =4 b) Y5+ 2+ = 15.
20. a) Yz +183=2+ )2 —11 b) 38z —b—})r—1=2.
2l a) Jr—a=)r—3})a b) Ya+a—)z =4a.
22. a) /20— /26—a = 4 b) [z +8 )14k + 2 =4+ 5.

2.8) Y& +YaFb=Yiz+9 b)Yz—1+)I6z+ 9=y9zFI8.

b) Mit zwei Unbekannten.
Setze |/z=u und }/y = v und berechne zuniichst % und »:

24 a) 3)/a +5)/y =40 b) Yz +10)/y =123
Yo +2)y =14 Vy +10)z=141.

2. a) 1)y +3)z="19 b)Y+ Yy =12
2y —3Yz= 9 Vy— %VE: 12.

6. a) VT’”+7V§:99 2’/" +V*—7
Y7 +1yy =51 5]/1—13[/;1/ o,

27. a) 11l/az+lt—8[/y—g 3 b)4)a—1 —5Vy+§-=2

5)e+E+3)y—E=8  B3)z—i+4)y+5=17.




VI. Abschnitt.

YVon den Logarithmen.
1. Grundbegriffe.

Wieviel GroBen miissen in der Gleichung 5% = 125 gegeben sein, damit die Be-
rechnung weiterer Gréflen moglich ist ? Welche Rechnung ist auszufiihren, wenn man
die Basis 5 und den Exponenten 3 kennt ? Durch welche Rechnungsart kann die Glei-
chung 2% = 125 gelost werden ?

Sind Basis und Wert der Potenz bekannt und soll der Exponent
gefunden werden, also in unserm Beispiele 5¢ = 125, so kann dies weder
durch Potenzieren noch durch Radizieren geschehen. Man muf} zu diesem
Zwecke eine neue Rechnungsweise einfiihren, die man Logarithmierung?)
nennt und die man durch das Rechenzeichen log bezeichnet, indem man
kurz schreibt:

z =5]og 125
(lies: ,,Logarithmus 125 zur Basis 5°).

Man versteht darunter die Zahl, mit der man 5 potenzieren muf,
um 125 zu erhalten. Indem man 5 nacheinander mit 1, 2 usw. potenziert,

,erkennt man, dal Slog 125 = 3 ist. 5, die Basis der urspriinglichen Potenz,
heiBt auch hier Basis, 125 heilt Logarithmand oder Numerus, und z =3
heiflt Logarithmus.

Erklirung: Unter dem Logarithmus einer Zahl zu ciner Basis (%log n
=) versteht man den Exponenten, mit dem man die Basis potenzieren
muB, um die Zahl zu erhalteri. Ist also

blogn = x, so muB b® = n sein.

Finden kann man den Logarithmus geradeso wie die Wurzel einer
Zahl zunichst nur durch Probieren, indem man die Basis so lange
potenziert, bis man den Logarithmanden erhilt.

Merke: Den Logarithmus suchen heiflt den Potenzexponenten
suchen.

Die Radizierung war die erste Umkehrrechnung, die Logarith-
mierung ist die zweite Umkehrung des Potenzierens. Dal die

1) Von logos (griech.) hier = Verhiltnis und arithmos (griech.) = Zahl.
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Potenzierung im Unterschied von der Addition und Multiplikation zwei
Umkehrungen hat, kommt daher, daB das Kommutationsgesetz fiir die
Addition und Multiplikation gilt (¢ + b =b+ aund a-b =b-a), nicht
aber fiir die Potenzierung, denn es ist nicht allgemein b =321),

Ube den Begriff des Logarithmus noch an folgenden Beispielen:

a) Slog 36 =2, denn 62 =36,

b) 2log8 =3, " 28 =8,
¢) log 10000 =4, ,, 104 = 10000,
d) 2log 64 =6, L 96— 64,
1 1
¢) Ploggs =—1,  ,, 10-1 —10,
W)pr L — __ S iy
f) ¥log 55 =—3,  »» 107° =55
Ubungsheispiele.

1. Mit welchem Exponenten muf man 2 potenzieren, um a) 8, b) 32, ¢) 128,
d) 1024 zu erhalten?

2.

‘Womit ist 3 zu potenzieren, damit sich a) 9, b) 81, c) 243, d) 2187 ergibt ?

3. Wie heilit der Exponent, mit dem man 10 zu potenzieren hat, um a) 1000,
b) 1000000, ¢) 100000000, d) 1000000000 zu erhalten ?

Schreibe die Exponenten

. Bestimme die Logarithmen folgender Zahlen fiir die Basis 2 und schreibe die

4. der Aufgaben in Nr.1,
5. der Aufgaben in Nr. 2,
6. der Aufgaben in Nr.3 als Logarithmen.
7
logaritt hen Gleicl 1 als Potenzgleich :
a) 2, b) 8, c)32.d) 128, e) 1, 1) }, g) & ) g 1) 0.
8. Desgl. fiir die Basis 3:

=3

10.
11.
12,
13.

14.

a) 9, b) 55, ¢) 81, d) 75, e 4, §) &, g) 0.

. Desgl. fiir die Basis 10:

a) 100, b) 100000, ¢) 10°, ) 10, €) 1, f) 1, @) %4, I 0,001, i) 0,0001.

Desgl. fiir die Basis 5:

a) 25, b) 1, ¢) 0, d) 125, e) 13z, ) 572 g) 5 h) éﬁ.

a) %log 243, b) ®log 36, c) "log 55, d) flog 512, e) *log 1024.

a) "log 0, b) 7log 343, c) log 512, d) log 1, e) blog 1, f)  log b.
Aus. folgenden Gleichungen z zu bestimmen:

a) flogz =0, b) logz =4, ¢) Ylogz=—1, d) dlogx = —3.
a) %log z = 2}, b) %%logz = —1, ¢) %flog & =2, d) %logx =
e) %ologx = — %

Bilde selbst Aufgaben.

1) Bei.der Addition und Multiplikation sind die GroBen a und b gleichartig, bei
der Potenz ab aber ungleichartig.
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2. Graphische Bestimmung des Logarithmus.

a) Die Exponentialfunktion.

Will man den Logarithmus einer beliebigen positiven Zahl bestimmen,
so kann man (wie frither bei Bestimmung der Wurzelwerte) auch zum
graphischen Verfahren greifen. Um dieses Verfahren zu erldutern, stellen
wir zundchst die

Funktion y = 2x
graphisch dar:

z= | —3 | —2 | —1 0 1 2 3

L3 | |
kAL T AEL N

8

Da bei der Funktion y = 2% die unabhingige Veriinderliche  als
Exponent auftritt, so nennt man 2% Exponentialfunktion und die zu-
gehorige Kurve Exponentialkurve (Fig. 14).

e T 113
1 T i
S fSux 8n s =3 b
5 1T
e b
= 15T
H fease
a2 Y
i
t 1 i
HEHH H
£ 43 1
5 B o5
54 18 2
H i '8} isngs
H i ihyiasaiaiai
cpas LT ')
H H H HH
¥ thRa
:
+
a8 3
s
i baa:
1 3 1 i
& 1 5 1 3
Fig. 14.

Zeichne in demselben Koordinatensystem die Exponentialk\u'vén 1) y=27,
2) y = 3%, 3) y = 10%. (Es empfiehlt sich, die Abszisseneinheit im ersten Quadranten
mehrere Zentimeter, die Ordinateneinheit aber nur einen Teil eines Millimeters, fiir den
zweiten Quadranten hi umgekehrt die Ordinateneinheit mehrere Zentimeter,

1

die Abszisseneinheit aber nur einen Teil eines Zentimeters zu nehmen.)
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Welche gegenseitige Lage haben die drei Kurven? Haben sie Punkte gemeinsam ?
Sind alle drei Kurven in gleicher Weise gekriimmt? Wie verlaufen die Kurven bei
positiv groBer werdendem x? Wie veriindert sich die Entfernung der Kurven von der
Abszissenachse bei negativ wachsendem z?

b) Die logarithmische Funktion.

Legt man bei der Funktion y = 2° dem Exponenten z verschiedene
Werte bei, so kann man mit Hilfe der Kurve der Fig. 14 die zugehérigen
y-Werte graphisch bestimmen. Diese Bestimmung hat jedoch geringen
praktischen Wert; praktisch bedeutungsvoller ist die Losung der um-
gekehrten Aufgabe: Bei gegebenem y das zugehirige x zu bestimmen
(Fiihre Beispiele aus). Man sucht also den Exponenten, mit dem man 2 zu
potenzieren hat, wm eine gegebene Zahl zu erhalten, d. h. man sucht den
Logarithmus.

Die Gleichungen I ...z ="2ogy
und II...y=2°

bedeuten nach der Begriffsbestimmung des Logarithmus dasselbe; beide
Funktionen werden durch dieselbe Kurve (Fig. 14) dargestellt
Die Exponentialkurve und die logarithmische Kurve haben also
dieselbe Form; nur ist bei der GleichungI # als Funktion von y, bei
der Gleichung IT aber y als Funktion von z aufgefaBt. Wollen wir die
(leichung I so umformen, daB y als Funktion von z erscheint, so haben
wir zmit gy zuvertauschenund erhalten:

III ...y =2log =.

Die Kurve fiir III muB demnach dieselbe Form haben wie die
Exponentialkurve (Fig.14); nur sind die Abszissen- und Ordi-
natenwerte zu vertauschen. Fiihrt man diese Vertauschung aber an
Fig. 14 durch und bringt die Koordinatenachsen wiecer in die iibliche Lage,
so ergibt sich die in Fig. 15 mit y = 2log & bezeichnete schwarze Kuive,
wie man durch Herstellung der Kurve Fig. 14 auf Pauspapier nachpriifen
kann. :

Entsprechend erhilt man aus der Kurve y =107 oder z =1%og y
durch Vertauschung der Abszissen- und Ordinatenwerte die in Fig. 15
gezeichnete Kurve y = Ylog z.

In Fig. 15 sind die Exponentialkurven und die entsprechencen loga-
rithmischen Kurven auf ein Blatt gezeichret, und man erkerrt daraus,
daB die sich entsprechenden Kurven symmetrisch zur Winkelhalbierenden
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der Koordinatenachsen liegen, da man also die eine Kurve aus der anderen
durch Umklappen um die Gerade y = & erhalten kann.

Mit Hilfe der Kurven y =Z%og ¢ und y =1%log z kann man die
Logarithmen gegebener Zahlen graphiseh anniihernd bestimmen. Diese
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graphische Bestimmung hat gegeniiber den unter 1. erérterten Verfahren
den Vorteil, daB man die Logarithmen auch fiir solche Zahlen finden kann,
die keine ganzzahligen Potenzen der Basis sind?).

Ubungsbeispiele.

1. Bestimme auf diese Weise:

a) 2log 6, b)(2log 3, c) 2log §, d) 2log 7,5, €) 2log £, f) 2log 0,2, g) %log 0,4, h) *log 0,6,
i) 2log 0,8.

2. Bestimme die Logarithmen derselben Zahlen zur Basis 10.

Stellt man die Kurve auf einem groBen Blatt her, so lassen sich auch folgende
Logarithmen bestimmen:

3. a) Zlog 12, b) 2log 14, c) Zlog 15, d) 2log 8,5, e) 2log 13%.
a) Zlog 11, b) 2log 93, c) 2log 12}, d) *log 23, e) %log 3.
a) Zlog1}, b) Zlog 1, ) ®log$, d) Zog0,3, e) log 2%,

Bestimme die Logarithmen der Zahlen der Nr.3 bis b fiir die Basis 10.

© s ok

Was fiir Werte ergeben sich aus der Kurve fiir y = %log z fiir die Logarithmen
a) von Zahlen iiber 1, b) von 1, ¢) von Zahlen kleiner als 1, d) von 0, e) von negativen

Zahlen ?
10. Beantworte die Fragen der Aufgabe 9 fiir y = %log .

3. Logarithmengesetze,

Bestimme: a) 2log 1, log 1, *log1, 8log 1; b) 2log 2, 1log 10, log 3, *’log 20;
¢) 2log 0, log 0, ®log 0, %log 0, d) %log 2%, Ylog 10%, ®log 3”.

Aus dem Begriff des Logarithmus ergeben sich fiir jede beliebige Basis
folgende Beziehungen:

7R . . %log1l =0; denn 8 =1.

Bei jeder beliebigen Basis ist der Logarithmus der Ein-
heit gleich 0.

2. .......bogb =1, denn b =b.

3. .......%090=—o00, denn b7 :b%o =é=0(b> 1).

Zeigt der Verlauf der logarithmischen Kurven (Fig. 15) dieselben Ge-
setzmiBigkeiten ?

Brs Ml 5 59 Plog b*= x, denn b” =b".

Begriff des Logarithmensystems. Wahlt man eine bestimmte Zahl als
Basis (z. B. 2) und denkt man sich die Logarithmen aller positiven

1) In Band 4 wird gezeigt werden, wie man die Logarithmen beliebig genau be -
rechnen kann. '
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Zahlen zu dieser Basis (also 2log 1, %log 2, ®log 3, 2log 4, ... %og n)
bestimmt, so bildet die Gesamtheit dieser Logarithmen ein Log-
arithmensystem.

Als Basis eines Logarithmensystems kann man jede Zahl nehmen;
es gibt also unendlich viele Logarithmensysteme. Fiir das Rechnen
mit Logarithmen ist es aber am zweckméBigsten, die Zahl 10 als
Basis zu nehmen. Diese Logarithmen nennt man dekadische oder
gewtéhnliche Logarithmen; sie sind zuerst von dem EnglinderHenry
Briggs?) berechnet worden und werden deshalb auch Briggssche Log-
arithmen genannt.

. Um die Schreibweise der Briggsschen Logarithmen moglichst zu
vereinfachen, liBt man — entsprechend der Weglassung des Wurzel-
exponenten bei den Quadratwurzeln — bei ihnen die Basis 10 weg, schreibt
also kurz

log 100 statt log 100,

Die Rechengesetze mit Logarithmen lauten dann:
I. log (ab) =1log a - log b
II. log (%) =loga—1logb
IIL. log (¢") =n-loga
1IV. log i‘/; =%-loga
in Worten:

I. Ein Produkt kann man logarithniieren, indem man die einzelnen
Faktoren logarithmiert und die erhaltenen Logarithmen addiert.

Das Beweisverfahren sei zunichst an einem besonderen Beispiel
erliutert: Soll log (100 - 1000) durch die Logarithmen der einzelnen Fak-
toren, also durch log 100 und log 1000, ausgedriickt werden, so bestimmen
WIr

log 100 =2 und log 1000 = 3,
da 10?2 =100 und 10® = 1000 ist.
Dann ist aber 100 - 1000 =102 - 108 = 102+3
und sonach log (100 - 1000) =2 + 3 = log 100 4 log 1060.
!) Henry Briggs, 1556—1630, in London und Oxford. Die Erfindung der

Logaritl ist dem Deutschen Jost Biirgi, 1552—1633, der in Prag und Kassel
lebte, sowie dem Englinder Lord Na pier, 156560—1617, zuzuschreiben.

Reinhardt-Zeisberg, Arithmetik u. Algebra. A u. C II. 9
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Allgemeiner Beweis: Setzt man

loga =2 und logb =y,

50 ist « =10% und b =107,
demnach @b =107-10Y = 10"+
oder log(a-b) = =+ y =loga+logb.

II. Einen Bruch kann man logarithmieren, indem man den Loga-
rithmus des Ziahlers um den Logarithmus des Nenners vermindert.

Beweis: Aus @ =10 und & =10Y (Bew.I)
folgt: @b =10%:10Y =107,
also log (e : b) =g—y =loga—Ilogb.

III. Eine Potenz kann man logarithmieren, indem man den Loga-
rithmus der Basis mit dem Exponenten multipliziert.

Beweis: Aus a = 107
folgt a* = (105" =10*",
demnach log (@") =z-n =mn-loga.

1V. Eine Wurzel kann man logurithmieren, indem man den Loga-
rithmus des Radikanden durch den Wurzelexponenten dividiert.

n,
Beweis: Setzt man }/ e =,

80 ist @ =P,
also log = nlogz (Bew. III);
‘demnach log & = log 175 = % -loga.

Wie heiBen die Umkchrungen der Formeln I bis IV in Formeln und
in Worten ?

Eine algebraische Summe kann man nur als Ganzes,
nicht gliedweise logarithmieren. Merke, daB log (e - b) nicht
gleich log a + log b, sondern loga + log b =log (a - b);

n__ 1 % @ .
log |/ a =, +loga, aber nicht log -~ ist.

Die praktische Bedeutung der Logarithmengesetze I
bis IV. liegt darin, daB sie zeigen, wie mit Hilfe der Loga-
rithmen eine Multiplikation in eine Addition, eine Division
in eine Subtraktion, eine Potenzierung in eine Multiplika-
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tion und eine Wurzelausziehung in eine Division verwandelt

wird; jede Rechnungsart wird also auf die niichst niedrigere Stufe zu-

riickgefiihrt.
.

1. a) log (2-7) b) log (3 - b)
e) log (10-7 f) log (11 - 13) g) log (5-7)
2. a) log(83:5-7) b) log (711 -13)
d) log (3-11-17) e) log (5-13-3)
3. a) log 22 b) log 3% c) log 45
{) log 37 g) log 210 h) log 38
4. a) log (5-3%) b) log (7 - 25)
d) log (3-52-73) 11-139)

Ubungsheispiele.

Bestimme graphisch die Logarithmen der ganzen Zahlen von 1 bis 20 und be-
rechne dann daraus unter Anwendung der logarithmische n Rechengesetze:

e) log (7%-

c) log (3-11)

d) log 132
i) log 1213

d) log (5 - 13)
h) log (11 - 17).
¢) log (17-13-7)
f) log (7-19 - 3).
e) log 113
k) log 5%
c) log (53 - 25)
f) log (210 5 - 72).

Zerlege in den folgenden Aufgaben die Logarithmanden in Produkte (Potenzen)
und bestimme die Logarithmen:

5.

=

-

10.

11.

12.

13.

a) log 8
e) log 243
a) log 36
e) log 96

. a) log 121

e) log 140

a) log [/?
e) log ‘Lj
a) log ‘i/.;
e) log /34
a) log i/ 12

o) log |/ 68

h) log 27
f) log 343
b) log 33
f) log 250
b) log 729
f) log 220

b) log _f
f) log 2
b) log 2
f) Jog %
b) log ¥

22
125

f) log
b) log |'5

f) log Tflg
b) log |/ 15
f) log |/ 28
b) log |/ 6

) log |/ 56

c) log 32

g) log 512

c) log 48

£) log 189
¢) log 1050
2) log 2000

¢) log |‘/ 5

g) log |11
o) log )14
g) log /48
c) log 'rl‘/A%T
o) log /216

d) log 128
h) log 1024,
d) log 72
h) log 180.
d) log 252
h) log 700.

d) log i

h) Iog¥.

d) log &

h) log 1234

- d) log g

h) log ;f_‘ 2

d) log i" 7
h) log ?fﬁ
d) log |/ 24
h) log J/ 72 .

d) log /38

- h) log }/288.

9%
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Ube die Anwendung der logarithmischen Rechengesetze an folgenden Buch-
stabenausdriicken: :

2z 5p 3mn a® —b?
14. a) log—?’ 5 b) log 6g ¢) log T d) log i
15. a) log (ab)® b) log é;i}b—' ¢) log [a® (1 —2?)] d) log (a®} )
1 g —
16. a) log i/'f b) log(a®) b)) ¢ log(a*b?) ) log (a® £ b3).
. Ve
= am - bn Ha(l—a)?

17. a) log A b) log e c) log [@®b (c —d)?).
3, — e

18. a) log [(m +n)*Ya — b] nigl & g1tV
Y c)d

s sind die Ausdriicke zu bestimmen, deren Logarithmierung folgende Polynome
ergibt. Beispiel: loga -+ log b+ log ¢ = log (a b c).

19. a) loga + log b + log e b) 2log @ —3logb -+ logec.

20. a) $loga + %log (b +¢) b) loga -+ 2log z — % log (1 + z).

21. a) % log (2a+3b) —%loge b) % (log = + log %) ——%log% +3log —Z
Bilde selbst derartige Aufgaben und lése sie.

4. Das Rechnen mit Logarithmen.

Es ist: log 10000 = log0,1  =log 116 =—1
log 1000 =3 log00l =logg: =—2

log 100==2 1og0,001 =logz =—3
log  10=1 log0,0001 =log ;o = — 4usw.
Hieraus und aus dem Verlauf der logarithmischen Kurve erkennt man:
1. Mit wachsendem Numerus nimmt auch der Logarithmus zu.
9. Die Logarithmen aller ganzen Zahlen und uncchten Briiche sind
positiv, die aller echten Briiche negativ,

* 3. Die Logarithmen aller einstelligen Zahlen und unechten Dezimal-
briiche mit einer Stelle vor dem Komma liegen zwischen 0 und 1, be-
ginnen also mit 0, ..., die Logarithmen der Zahlen mit zwei Stellen vor
dem Komma liegen zwischen 1 und 2, beginnen mit 1, ...usw. Die
7Zahl vor dem Komma des Logarithmus héngt also nur von
der Zahl der Stellen ab, die vor dem Komma des Numerus
stehen. Diese Zahl vor dem Komma des Logarithmus heift Kennzitfer.

Regel: Die Kennziifer des Logarithmus ciner ganzen Zahl oder eines
unechten Dezimalbruchs ist um 1 kleiner als die Zahl der Stellen oder
als die Zahl der Stellen vor dem Komma.
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4. log 314 ist = 2,4969. Daraus ergibt sich:

log 0,314 = log 13010*0 log 314 — log 1000 = 2,969 — 3

=0, 4969 — 1 (=—0,3031)
log 0,0314 =1loz > NOOO = log 314 — log 10000 = 2,4969 —- 4
=0, 4969 —2(=—1,5031) -
log 0,000314 = log — = — log 314 — log 1000000

S lUUOOOU
= 2,49693 — 6 = 0,4969 — 4 (= — 3,5031).

Die Differenzen 0,...—1;0,... —2;0,...— 4, die als Logarithmen von
Zahlen zwischen 0 und 1 simtlich negativ sind, rechnet man nicht weiter
aus, sondern lifit sie aus praktischen Giiinden stehen; man rennt
—-1,—2,—4 die Kennziffern der Logarithmen der echten Biiiche
und kann dann die Regel aufstellen: Die Kennziffer des Logarithmus
eines echten Dezimalbruchs ist negativ und (absolut genommen) um 1
groBer als die Zahl der unmittelbar hinter dem Komma stehenden Nullen.

5. Nach-4. ist' log 3,14 = 2,4969
log 0,314 =0,4969 —1

log  0,000314 = 0,4969 — 4.

Ferner ist:

314
log 3,14 =log IOO

log 31,4 = log ‘1—0 =log 314 —log 10 = 2,4969 — 2 = 1,4969

log 3140 = log (314 - 10) = log 314 4 log 10 = 2,4969 -+ 1 = 3,4969.
Die Zahl hinter dem Komma des Logarithmus ist in allen diesen

Beispielen dieselbe; man nennt diese Zahl Mantisse!) und kann sagen:

Die Mantisse eines Logarithmus ist nur abhiingig von der Ziffcrnfolge,

nicht vom Stellenwerte der Ziffern des Numerus; alle Zahlen, deren Ziffern-

folge dicselbe ist, haben auch dieselbe Mantisse.

=log 314 — log 100 = 2,4969 — 2 = 0,4969

Die Bestimmung des Logarithmus esfolgt demnach folgender-
maBen: Man bestimme zuerst die Kenuziffer (beim unechten Dezimal-
bruch nach der Zahl der Stellen vor dem Komma, beim echten Dezimal-
broch nach der Zahl der Nillen unmittelbar hinter dem Komma) und dann
nach der Ziﬂerniolge die Mantisse des Logarithmus.

1) d.h. elgenthch Zugabe.
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Hieraus folgt, da man die Mantissen aller Zahlen kennt, wenn die
Mantissen der Zahlen zwischen 1 und 10 bekannt sind, denn jede andere
Zahl muB eine mit 1 oder 2 usw. bis 9 beginnende Zahlenfolge aufweisen.
Auf dieser Folgerung beruht sowohl die Einrichtung der logarithmischen
Rechenschieber, die spiter (S.188) genauer beschrieben werden, als auch
die der Logarithmentafeln.

Bei der Logarithmentafel sind die Logarithmen in tabellarisch
angeordneten Zahlenwerten angegeben. Uber die Einrichtung dieser

B
c

log 376 «—x
log 377 «——

Fig. 16.

Tafeln im einzelnen geben diese selbst die nétige Anweisung?); nur auf
eines sei im AnschluB an die Betrachtung der logarithmischen Kurve hier
besonders hingewiesen, nidmlich auf die Moglichkeit der Interpolation.

Die Interpolation wird im allgemeinen dann nétig, wenn man bei
ciner vierstelligen Logarithmentafel den Logarithmus einer mehr als
dreistelligen, bei einer fiinfstelligen Tafel den Logarithmus einer mehr
als vierstelligen Zahl usw. bestimmen will. Man verfihrt dann so, daf3
man, wenn etwa mit Hilfe einer vierstelligen Tafel log 3168 zu bestimmen
ist, die Differenz von log 316 und log 317 bildet, diese Differenz durch
10 teilt und z. B. 8 der erhaltenen Teile zu log 316 addiert. Man rechnet

1) Zu dem Unterrichtswerk von Reinhavdt-Mannheimer-Zeisberg ist cine vierstellige
Logarithmentafel, herausgegeben von Dr. Heinr. Hofmann, im Verlage von M. Diester-
weg erschienen. Wie die Mantissen berechnet werden konnen, wird erst spiter gezeigt
werden. — Auch die in den Logarithmentafeln verzeichneten Mantissenwerte sind —
abgesehen von 00000 — keine genauen, sondern auf 4, b oder mehr Stellen abge-
rundete Néherungswerte.



4. Das Rechnen mit Logarithmen. 129

also so, als ob die Anderung des Logarithmus proportional der
Anderung des Numerus wire. Dies ist tatsichlich nicht der Fall,
denn nach S.57, 58 stellt sich eine den Abszissenwerten proportionale
Ordinateninderung graphisch durch eine Gerade dar. Die logarithmische
Kurve zwischen log 316 und log 317 aber ist keine Gerade, sondern eine
krumme Linie, wie sie in vergroBertem Mafstabe in Fig. 16 durch den
Bogen ACB dargestellt wird. Die Interpolation kann also nur ange-
niherte Werte liefern. Trotzdem ist sie praktisch brauchbar, weil die
Abweichung der logarithmischen Kurve zwischen 316 und 317 von der
Geraden sehr gering ist und log 316 und log 317 ja selbst keine genauen,
sondern nur Naherungswerte darstellen.

Hat (vgl. die Kurve in Fig. 15, 8.121) die Abweichung der loga-
rithmischen Kurve von der Geraden fiir alle Abszissenwerte stets dieselbe
GroBe? Ist demnach die Interpolation fiir alle Teile des Zahlengebiets
in gleichem Mafle ungenau ?

_Ubungsheispiele.
Gib mit Hilfe der Logarithmentafel folgende Logarithmen an: ,
1. a) log 8 b) log42 c¢) log143 d) log275 ) log863 f) log 999.
. a) log14  Db)log49 ¢) log196 d) log423 ) log 789 ) log 801.

w

3. a) log 2760  b) log 3763 c) log 4189 d) log 5766 e) log 9235.
4. a) log 3944  b) log 5037 ¢) log 7009 d) log 9051 e) log 9897.
5.a) log 1072 . D) log 1549 c) log 2138 d) log 6919 e) log 8518.
G. a) log 23,67 D) log439,8  c) log 4,366  d) log 57,59  ¢) log 776,8.
7. a) log 0,456 b) log 0,003  c¢) log 0,45 d) log 0,089  e) log 0,0435.
8. ) log0,1234  b) log0,07588 ¢ log 0,009124  d) log 0,00007.
9. a)'log 0,07299  b) log 0,008926 ) log 0,3278 d) log 0,000639.
10. a) log 27544 b) log 27545 ¢) log'13,567 d) log 415,59.

11. a) log 3,2567 b) log 439,49 c) log 4449,8 d) log 2,3987.

12. a) log 0,45637  b) log 0,0043876  ¢) log 0,097329  d) log 0,93451.
13. a) log 4,3297 b) log 499,328 ¢) log 200,79 d) log 7000,7.

14. a) log 423,496  b) log 8471,28 c) log 9,4378 d) log 1,00027.
15. a) log 0,13452  b) log 0,00034 ¢) log 100,009 d) log 30,0004.

" Den Numerus zu folgenden Logarithmen aufzuschlagen:

16. a) log z = 0,3404 b) log x = 2,5599 ¢) log . = 0,8563 — 1.
17. a) log 2 = 3,4598 b) log x = 38,4600 ¢) log x = 1,9302.
18. a) log z = 0,0065 b) log « = 0,6369 —2 ¢) log « = 5,7018.
19. a) log @ = 4,9990 ) ¢) log x = 8,9100.

20. a) log @ = 3,7201
21. a) log « = 0,4501 — 5
22, a) log @ = 0,3405

¢) log a = 4,3300.
c) log @ = 3,7603.
c) log x = 0,8563 —1.
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23. a) log @ = 3,46987 b) log » = 3,46010 c): log x = 1,93026.
24. a) log 2 = 0,00663 b) log « = 0,63694 —2 c) log = 5,70187.
25. a) log & = 4,99903 b) log # = 0,81020 — 4 c) log x = 0,89034 — 3.

26. a) log « = 0,05200 — 2 b) log = 0,00220 c) log & = 0,01045.
27. a) log # = 0,09278 —3 b) log = 0,00099 ¢) log 2 = 0,09030 — 2.

5. Logarithmische Berechnung von Zahlenausdriicken.
1. Beispiel. ’

58,92 - 2,289 o I
z= 0,098 5,383 logarithmisch zu berechnen.

Auflésung.
log z = log 58,92 + log 2,289 — (log 0,0598 + 2 log 5,383)
log 58,92 = 1,7703 log 0,0598 = 0,7767 — 2

-+ 1og 2,289 = 0,3596 + 2-log 5,383 = 1,4620 log 5,383 = 0,7310
log Zihler = 2,1299 log Nenner = 2,2387 — 2

— log Nenner = 0,2387 = 0,2387
log « = 1,891
z="77,84.
. 5
2. Beispiel z = ]/0,4627

log = =+ log 0,4627
log 0,4627 = 0,6653 — 1.

Damit man nun die Division durch 5 ausfiihren kann, wird diese Differcnz so
umgeformt, daB sich die Division in den Subtrahenden ausfiihren liBt, ohne daB
gebrochene Kennziffern auftreten. Wir addieren und subtrahieren deshalb 4 und
erhalten: .

log 2 = 1--(0,6658 — 1) = -L - (4,6653 — 5)
log « = (4,6663 —5): 5

= 0,93306 — 1
@ = 0,8572.
3. Beispiel. w=|/ 45,7 + 36,8,

Da der Radikand in kein Produkt zerlegt werden kann, so muB man zuerst
45,72 = y und 36,82 = z fiir sich berechnen.

a) log y = 21log 45,7 = 2 - 1,6599 = 3,3198, y = 2088
b) log z = 2log 36,8 = 2 - 1,6668 = 3,1316, z = 1354.
Demnach Y+ z= 3442
und = ]‘/5/;1[2
log = 3 log 3442 = - 3,3869 = 1,76845

T = 58,67 .
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von Zahlenausdriicken.

Ubungsbeispiele?).
Die folgenden Ausdriicke sind auf logarithmischem Wege zu berechnen; vor
Ausfiihrung der logarithmischen Rechnung ist jedoch eine kvize Uberschlagsrechuvr g

durchzufiihren:
1. a) 40,86 37,156

b) 23,14 - 5,062 ¢) 87,28 - 2,5673.

2. a) 21,75 - 2,468 b) 54,62 < 0,1761 <) 126,2 - 14,04.
3. a) 0,0824 - 4,003 b) 439,05 - 0,00376  c) 0,00889 - 0,02973.
4. a) 2429,2 - 0,00345 - 49,903 b) 7,935 - 2,007 - 0,00999.
5. a) 729,35 - 3,845 - 1001,2 b) 0,04567 - 0,6732 - 0,00939.
6. a) 3,456 2,398 b) 98,784 : 223,4 ) 259431 1054
7. a) 49,35 0,4567 b) 0,049832 : 779,38  ¢) 9,8754:0,007359.
8. a) (247,3 - 39,45) : 666,7 b) (0,8345 - 789,4) : (229,07 - 0,5555).
9. a) 42,351 (0,4935 - 0,45932) ) 888,8: (273,4 - 0,0007835).
10. 8) 46,75 0,3275 + 3,586 - 2106 ) 101,9 - 4,35 — 0,2437 - 23,9.
11. a) 2,7568 + 6,059 b) 437,1: 14,77 = 185,3: .
12. a) 3,243: 2= 2:128 b) 163,4: x = x:5,491.
13, ) 5784 0.0693 150 - 23144 99,72 - ,7328
0,239 97778 - 2548 ©) 535 . 0,03841 °
14, gy D08 12,34 44830 - 0,2355 2373 - 0,09823
* %) (30,36-10,16)8 1,85% - 0,04527 ©) 0,458%- 0,682 °
B.a)yz  BY3 o5 QYT eyl 1§ B
6.8 )2 b yd 9y 4 10 e) y>1 f) J/63.
17. ) |/0,43%5 b) /0,938 o) /0.9829
18. a) /0.0235 b) Y0,00689 <) /0,279
19. a) J/45,34:)/ 98,34 b) /289,7 ;) 2,797 ) J/4444,9:
20. a) /6327,3 -/0,0493 y4 329 b) ]/ ,493 :1/0,085 - |/ 473.04.
21, a) /3,47 /3523 . b) (/5,328 |/o 08792) .}/ 0,00297.
—— 4 3 =
22, a) 2—7’38 '1/4@ b, ?igg B - ) i)/ 9'415%
998,4 1/ 2999,7 2 2
03, )98 V3 234725
4,272 )2 0,493 )3 7,938 T8
TS =T = =
24 )2y VY o Vo-y13 Q) o5y 212
2. a))/5s YT b) V0,23 V15 o Vo003 V9,82
QY725 10439 o 2,320,319 1) /12,5 /0,899

1) Weitere einfache Beispi

ele findet man S. 138.



132 VI. Abschnitt. Von den Logarithmen.

3 — VA — 3 5——
2% ) 2K2y 3 w V V1408 ¢ I/ = |‘o,n39

a Vﬁ i‘/)s 193 ]/_ .l/ss 219

27 Die folgenden Ausdriicke sind mit Hilfe der Formel a® — * = (¢ + b) - (¢ —b)

zu zerlegen und dann logarithmisch zu berechnen:

a) 16,23- — 14,452 b) 215,62 — 105,42

¢) J/4,252—0,7162 d) (84,75* — 15,25?) 1.
28. a) 37,22 - 28,92 b) 1272 + 247 ¢) 81,62 - 99,92,
29, a) 0,1222 4 4,93° b) 81,72 + 47,6* c) 0,233 + 7,323,
30. 34,312 + 1932 — 94,52 b) 1232 — 67,82 + 43,22,
31. a) 8572 — 13,82 — 29,72 b) 74,32 — 17,8 + -192

32.a) 2+ b) YT 7—1 B

35.2) 3y F—2)T b 12y T+13)5 :
7,3 L1 1 1 1

. a) (313)° + (&) b) 205,52 + 9051,73 ¢) 4,493 —(,2392

36
37. Wie goB ist a) |/ @@ — 52 b Vet
N EY Qe —w
fiir @« = 83,46 und b = 67,91?
38. a) /28158 — 16,018 b) V1978 — 47,38
R ) ——TE _may
39. ) J/0,26 + V2 b) V 21 + Y19 o Vi + V18
40. a) }/8.7(}’ — V5 D)) ‘ b 33 —2773 c) l_/3ﬁ

" 41. Der Inhalt eines Dreiecks kann durch die Formel berechnet werden:

J=|s(s—a) (s—b)-(s—0), s
wobei s=w

folgende Grofle haben:

a) a= 85 cm b= 75 em ¢c= 97 cm
b = 31 = 6 = 74
e) = 229 , = 10,9 . = 1312 ,,
d) = 975 ,, = 845 ,, = 91,0 ,,
e) = 8975 ,, = 786,3 ,, = 645,6-,,

42. Ein Kapital K, wiichst nach # Jahren mit Zinseszinsen an auf K, =

Berechne diesen Wert fiir

a) K, = 3200 q= 1,05 n = 2b
b) = 5950 © o= 1,04 =15
c) = 10790 = 1,045 =12

d) = 15050 = 1,035 - =18.

ist; den Inhalt eines Dreiecks zu herechnen, wenn die Seiten

K,q"
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43. Berechne nach der in Aufg. 42 angegebenen Formel K, wenn gegeben sind:

a) K, = 12930 g= 1,04 n =12
s bh) = 14525 = 1,06 =10
c) = 22816 = 1,045 = .8

44, Berechne nach der Formel der Aufg. 42 allgemein durch Logarithmieren

a) n, b) ¢, wenn die drei anderen GroBen als bekannt angesehen werden. Bilde selbst
Zahlenbeispiele dazu.

145, Zahlt jemand jihrlich 7 J/ in cine Bank ein, so hat er nach » Jahren ein
Guthaben, das durch die Formel

g =1
qg—1
angegeben wird. Berechne K, wenn gegeben ist:
a) r= 260 K q= 1,05 n= 8
h)y =32 ,, = 1,045 = 10
) 17 ,, = 1,085 =15
, @ =22, 1,04 = 18.

6. Der logarithmische Rechenschicber.

< Stelle dir zwei ,Jlogarithmische Lincale,, her, indem du an der loga-
rithmischen Kurve die Logarithmenstrecken der Zahlen 1—10 abgreifst
und auf beiden Linealen von einem Nullpunkte aus alle in derselben

log1
|

-

oo
(@l

|
log 1

NN

3
|
I
3

sl
o— -

oO— —O0
N
o— o
O——w
o

Fig. 17

Richtung abtriigst (Fig. 17). Nimmst du 10cm als Ordinateneinheit,
so ergeben sich fiir die einzelnen Logarithmen folgende Strecken:

logl= 0 mm log 6 = 77,8 mm
log2 =301 ,, log7= 848 |,
log 3 =417 ,, log8 = 90,3 .,
log 4 =602 ,. log9 = 954
log b = 69,9 ., logl0= 100.0

Mit diesen ,,logarithmischen Linealen” konnen wir nun geradeso
graphisch rechnen, wie wir es in Band I mit unseren .,Additions- und
Subtraktionsmaschinen® getan haben:
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1. Soll die Multiplikation 2 - 3 graphisch ausgefiihrt werden, so rechne
log (2+3) =log 2 4-log 3, d.h. addiere die beiden Strecken, die log 2
und log 3 darstellen, indem du Skala C nach rechts so weit verschiebst,

Fig. 18.

bis der Anfang der Skala (also Strich 1) iiber Strich 2
der Skala D steht. Gehst du dann von Strich 3 der
Skala C senkrecht nach unten, so gelangst du auf
Skala D zu Strich 6:

2. Bei Ausfithrung der Division 6: 3 logarith-
miere ebenfalls: log (6:2) =log 6 — log 2, . ].
von der Strecke, die log 6 darstellt, hast du die
Strecke, die log 2 veranschaulicht, zu subtrakieren,
Verschiebe also Skala C' so weit nach rechts, bis
Strich 2 der Skala C' iiber Strich 6 der Skala D
steht; der Anfang der Skala C kommt dann iiber

3 der Skala D zu stehen, demnach ist:

log 6 —log 2 =1log3,
d.bh. 6:2=3.

Die Kkiiuflichen Rechenschieber?) (Fig. 18) ent-
halten nicht blo8 ein, sondern zwei Paare gleicher
Skaleni (4 und B bzw. € und D). Von jedem
Skalenpaar ist eine Skala auf dem duBeren, festen
Teil des Instruments, die anderen gegeniiber-
steliend auf dem beweglichen Teil, der ,.Zunge*
oder dem ,,Schieber*, angebracht. Uber beiden
Skalenpaaren befindet sich noch ein weiterer, fiir
sich verschiebbarer Teil, der sog. Laufer, der mit
einem fiiber alle vier Skalen reichenden Querstrich
versehen ist. Der Léufer dient einmal dazu, bei-
weiterer Verschiebung der Zunge eine vorher

1) Fiir die Schule brauchbar ist der Papierrechen-
schieber von 25 em Skalenlinge, den man z. B. von der
Firma Niethammer in Frankfurt a. M., RoBmarkt, he-
ziehen kann. Als Holzrechenschieber wiirde man wohl
am hesten Faber 361 verwenden.
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gewonnene Zahl festzuhalten, und zum andern, die oberen Skalen mit
den unteren in Verbindung zu bringen.

Die Skalen enthalten nun nicht bloB die Teilstriche, die den Log-
arithmen der ganzen Zahlen entsprechen, sondern noch eihe groBe Zahl
von zwischenliegenden Teilstrichen, die teils mit Zahlen versehen sind,
zum groBten Teil aber keine Zahlenbezeichnung haben, weil ihre Bedeu-
tung ohne weiteres versténdlich ist. Vor der Verwendung des Rechen-
schiebers zum Rechnen muf} die Zahlenbedeutung der, Teilstriche in den
verschiedenen Skalenteilen geliufig sein.

Die Multiplikationen werden nun mit dem Rechenschieber in
derselben Weise ausgefiihrt, wie das unter 1 geschehen ist. Aber es kann
vorkommen (wenn man z.B.4-:6 zu berechnen hat), da das Produkt
iiber das rechte Ende der Skala D hinausfillt und infolgedessen eine Ab-
lesung des Produktes unméglich ist. Man hLilft sich dann so, daB man den
Schieber mit der Skala C' um eine volle Einheit nach links verschiebt,
also eine Division durch 10 vornimmt, d.h. man stellt das rechte Ende
der Skala C iiber 4 der Skala D und liest dann die Zahl ab, die unter 6
der Skala O steht; diese ist 2,4, Da man vor Ausfithrung der Multipli-
kation eine Division durch 10 vorgenommen hat, so ist das abgelesene
Ergebnis zum Schlusse noch mit 10 zu multiplizieren, so da man 4 + 6 = 24
erhalt.

Wie bei der Rechnung mit der Logarithmentafel zerfillt also auch
beim Gebrauch des Rechenschiebers die Multiplikation zweier Zahlen in
zwei Teile: 1. Man bestimmt durch Ablesung an der Skala D die Zahlen-
folge; 2. man bestimmt die Anzahl der Stellen des Produktes. Diese
ist vielfach ohne weiteres erkennbar, aber man kann auch folgende all-
gemeine Regel aufstellen: Die Anzahl der Stellen des Produktes ist gleich
der Summe der Stellen der beiden Faktoren, weun das rechte Ende, aber
um 1 kleiner als diese Summe, wenn das linke Ende des Schiebers bei
Ausfiihrung der Maltiplikation einzustellen war!). Als ,,Stellen* kommen
nur die Zahlen vor dem Komma in Frage; ein echter Dezimalbruch (wie
0,365) gilt als nullstellig, und einem echten Dezimalbruch hat man soviel
negative Stellen beizulegen, wie er unmittelbar hinter dem Komma Nullen
hat (z. B. hat 0,0005 die Stellenzahl — 3).

1) Als praktische Regel merke man sich, daB dann sicher das rechte Ende des
Schiebers einzustellen ist; wenn das Produkt der ersten Ziffern der beiden Faktoren
grofler als 10 ist (wie kommt das?).
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Beispiele: a) Das Produkt 0,03 - 0,006, bei dessen Bildung das rechte Ende des
Schiebers einzustellen ist, muB die Stellenzahl (— 1) 4 (— 2) = —3, also 3 Nullen
hinter dem Komma haben:

0,03 - 0,006 = 0,00018.

b) Das Produkt 0,2 - 0,0004, hei dessen Bildung das linke Ende des Schiebers ein-
zustellen ist, muB 0 + (— 8) — 1 = — 4 Stellen, d. h. 4 Nullen hinter dem Komma
haben:

0,2 - 0,0004 = 0 00008.

Bei der Multiplikation von mehr als zwei Faktoren bildet man zuerst
das Produkt der ersten zwei Faktoren, hilt dieses mit dem Lauferstrich
fest, ohne es abzulesen, multipliziert mit dem dritten Faktor und so weiter.
Dann zihlt man die Stellen aller Faktoren zusammen und zieht so oft 1 ab,
wie man das linke Ende des Zeigers im ganzen eirstellen muBte.

Divisionen
entsprechen, wie bei Beispiel 2 geze}gt wurde, Streckensubtraktionen:
log % =log @ —log b, d. h. man stellt das rechte Streckenende von log b
auf Skala C iiber das rechte Streckenende von log ¢ auf Skala D und liest
auf D die Zahl ab, iiber der das linke Ende der Schieberskala C' steht;

48

I )

z.B.5 12.

Aber auch hier kann es vorkommen, daB das linke Ende der Schicher-
skala C iiber die Skala D hinausreicht, eice Ablesung am linken Schieber-
ende also nicht moglich ist. Man geht dann auf der Schieherskala um
eine volle Einheit nach rechts, multipliziert also mit 10 und liest auf Skala D
die Zahl ab, iber Cer das rechte Ende der Schieberskala stelit; z. B.
48: 56 = 0,807.

Uber die Stellenzahl des Bruches wird man selten im Zweifel sein,
doch kann man auch hier cie allgemeire Regel aufsteller:: Die Stellenzahl
des Bruches ist gleich der Differenz der Stellen von Zihler und Nenner,
wenn man am rechten Schicherende, um 1 grofier als diese Differenz,
wenn man am linken Schieberende abgelesen hat.

4
Beispiele: a) Der Quutient£ ergibt die Stellendifferenz 2 —2=0; da am
rechten Schieherende abzulesen ist, hat der Bruch 0 Stellen, also ist 48: 56 = 0,857.
0,82
b) Der Bruch % liefert als Stellendifferenz 0 — 1 = —1. Da man am linken

Schieberende abzulesen hat, ist die Stellenzahl des Bruches um 1 groBer, also 0, d. h.
0,82:4,1=0,2. ;



G. Der logarithmische Rechenschieber. 137

Hat man mehrere Multiplikationen und Divisionen auszufiihren
4,23 -241- 83
72-0,92
sion eines Faktors im Zihler durch einen Faktor im Nenner (z.B.
4,23 : 72), hilt das Ergebnis, ohne abzulesen, mit dem Lauferstrich fest,
multipliziert mit dem zweiten Faktor des Zihlers, dividiert dann durch
den zweiten Faktor des Nenners usw. Die Zwischenresultate hilt man

stets nur mit dem Liuferstrich fest und liest das Endergebnis ab.

wie z. B. , so beginnt man praktischerweise mit der Divi-

Die oberen Skalen 4 und B

sind genau solche logarithmische Skalen wie C und D; doch ist die Ein-
heit nur halb so groB wie bei den unteren beiden Skalen. Man kann (es-
halb auch mit den Skalen 4 und B genau dieselben Rechnungen aus-
fithren wie mit C' und D, ja die Verwendung der Skalen 4 und B ist viel-
fach sogar vorteilhafter, da die iiber die erste Einheitsstrecke hinaus-
fallenden Ergebnisse ohne weiteres auf der zweiten Binheitsstrecke ah-
gelesen werden konnen; allerdings ist infolge der kleineren Einheit die
Genauigkeit der Ablesung geringer als bei C und D, so daBi man sich auf
Aufgaben, die Zahlen mit wenigen Ziffern haben, beschrdanken mufB.

Wihle aus den Ubungsbeispielen geeignete aus und fithre die Recli-
nungen an den Skalen 4 und B aus.

Aber die oberen Skalen kénnen in Verbindung mit den unteren
auch zum

Quadrieren und Ausziehen der Quadratwurzel

verwendet werden: Es ist log 2% == 2]og . Da nun cie Logarithmen der
Skalen A4 und B im halben MaBstabe der Skalen C und D gezeichnet
sind, so bezeichnet cieselbe Strecke, die log z bei €' und D ergibt, 2 log #
=log 2% bei 4 und B. Bewegt man den Liufer, so gibt demnach cer
Liuferstrich bei jeder Stellung die Moglichkeit, zu irgendeiner Zahl der
Skala C oder D die in Skala A oder B senkrecht dariiberstchende Quadrat-
zahl oder auch nmgekehrt zu irgendeiner Zahl der Skala A4 oder B dic
in Skala C' oder D senkrecht darunterstehenden Quadratworzeln zu finden.

Beispiele: Senkrecht iiber 31,9 der Skala D findet man 1018 der Skala A,
also ist 81,92= 1018: und senkrecht unter 44 der Skala A ist 6,325 zu finden,
so daf} |/ 44 = 6,325 ist.

Die Stellenzahl des Quaulr:ites einer Zahl wird ohne weiteres erkenr-
bar sein; doch kann man auch durch folgende Uberlegung eire allge-
meine Regel ableiten: Das Quadrat einer einstelligen Zahl ist ein- oder
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zweistellig. Da nun bei den Skalen 4 und B die Logarithmen der ein-
stelligen Zahlen in der ersten Hilfte, die Logarithmen der zweistelligen
Zahlen in der zweiten Hilfte der Skala liegen, so muf} das Quadrat einer
einstelligen Zahl wieder einstellig sein, wenn es sich in der crsten Hilfte,
hingegen zweistellig, wenn es sich in der zweiten Hilfte der Skala 4 findet.
Nun 1iBt sich aber jede Zahl als Produkt einer einstelligen Zahl und einer
(positiven oder negativen) ganzzahligen Potenz von 10 ausdriicken (z. B.
30,9 = 3,09 - 10; 0,07 =7-10"2%). So ergibt sich die Regel: Das Quadrat
einer n-stelligen Zahl hat 2 n-Stellen, wenn es sich in der zweiten, hin-
gegen (2 n — 1) Stellen, wenn es sich in der ersten Hilfte der Skala A
vorfindet (z. B. hat 30,92 nur 3 Stellen, 0,072 aber — 2 Stellen).
Umgekehrt hat man beim Ausziehen der Quadratwurzel zu verfahren:
Teilt man den Radikanden vom Komma aus in Gruppen von 2 Stellen und
enthiilt die erste Gruppe links vom Komma oder bei echten Dezimalbriichen
die erste nicht lauter Nullen enthaltende Gruppe eine Ziffer, so liegt die
Wurzel unter der ersten Hilfte; enthilt sie dagegen zwei Zitfern, so liegt
die Warzel unter der zweiten Hilfte der Skala 4. Ist der Radikand
+1

n-stellig, so hat im ersten Falle die Wurzel £ o

Stellen (z. B. hat |/143 zwei Stellen, 1/25,78 nur eine Stelle).

. . n
im zweiten Falle 7

Ubungsheispiele.

Berechne mit Hilfe des Rechenschiebers, indem du zuvor durch eine Uberschlag-
rechnung das ungefihre Ergebnis und die Stellenzahl feststellst:

1. a) 21-23 b)-29 - 31 c) 19-34 d) 17-35 e) 18 52,

2, a) 74-13 b) 68 -14 c) 61-12 d) 59-16 e) 63-14.

3. a) 199-223  b) 413 -217 ¢) 127-718  d) 239 -284.

4. a) 5,29-177 b) 423-2,19  ¢) 19,7-4,63 d) 2,29-37,T.

5. a) 29:21 b) 34:28 c) 87:63 d) 93:49 e) 96:39.

6. a) 74:27 b) 69:26 c) 81:67 d) 75:71 e) 44:38.

7. a) 6,33:2,27 b) 449:3,68  c¢) 469:443 d) 5,29:4,23.

8. a) 99,9:324 1) 89,3:4,45 ) 979:82,3  d) 6,64:555.

9. a) 3454 b) 44 - 63 c) 88-52 d) 99-77 e) 93-817.
10. a) 91-37 b) 8569 c) 44-97 d) 5593 e) 44-86.
11. a) 8369 b) 74-68 . ¢) 80-93 d) 95-24 e) 29-87.

12, a) 4,41-88,3 b) 549-349  ©) 873-429  d) 7,77-6,63
13.2) 657,88 D) 4,99-84 ¢ 597-79  d) 63-822.
14. a) 5,23-89,5 b) 73-492 ) 6,97-881  d) 5,77 88.
15. a) 123-82  b) 419-227 ) 899-37  d) 49-119.
16. a) 73-89,7  b) 4,27-111  ¢) 199:2,37  d) T18-4.2.
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17. a) 23:34 b) 35:49 c) 48:53 d) 93:98 e) 49:59.
18.0) 68:95 © b) 7,4:87 ) 83:96  d)17:94  ¢) 23:86.
19. ) 74:89  b) 1,9:91 Q20T ) 2:65 e 1,4:79.
20.2) 119:224  b) 4,93:558 ¢ 7,73:994  d) 891: 999,
21.a) 21,7:819 D) 207:838 o) 220:763  d) 61,4: 8,27,
22, 2) 23:91,8  b) 427:53 <) 83:917  d) 55.3: 8L,
23.2) 77,8:9,7 b) 4,9:555 ¢ 87,4:94  d) 33+ 444,
24.2) 22,4:333 1) 86:665 ¢ 7,23:63  d) 49: 6,67,
2. ) 6,17:553 b) 17:91,8 o) 889:9,2  d) 41,9:3.19
23129 523 - 93 423 - 627 119 - 673
2 At S b ol —
26. 8) —55 b % 9 a1 D —ggr -
21,9 17 8,24 - 325 59 - 788 91 71,9
2 ! = e
21 2) ~gg b ~gg © ~G3 4 =g
52,5+17- 23 1423 4,88 81,969 - 4,77
) P Lo St R <o - -9 - _‘7'"_7 2 2
8.2 539 ) T7reer 9 g1y
11,9 - 88 - 294 5.29-7,7- 814 2,24 - 993
2 —— s B e
2. 2) —5i97e3 ) =55 860 ovey:y L
30,y 517298771 1y 0:409 0,009 - 723 0,06 - 223 - 88,3
- %) —595-0.49 597 0,493 433932 *

Berechne auch steJeorﬂetﬁsche und andere Aufgaben mit dem Rechenschieber.

31.a) 692 b) 712 c) 292 d) 812 e) 292 f) 872 g) 992
32.a) 490 D) 36 ) 94 d) 63 e 2,7 1) 8g g) 4,42
33.a) 4190 b) 83,90 ) 8,39 © d) 4,63® ) 9,942 ) 0,23,

34.a) 3290 b) 40,9 ) 83,42 d) 9,98 ) 6,63t f) 88,92,

35. a) /42 b) /89 c) Y93 d) /51 e) Y19 f) /63.
36.a) Y120 b) YB6L o) Y99I q) V792 o) J/523.

37.a) Y149 b) 0,14 o) V663 q) Y123 e) 22,9.

38. ) 0,062 b) YIT9 ) /0,047 Q) V0,67 e) J/0,0639.

39. a) 172,29 b) 543 /0,081 ) 6,9-)/T99 d) 23,7-1/0,89.
40. a) 932 1/0,63 b) 5232-1/6,49 ) 0,0382- /5,17 Q) 6,712-1/5,99 .
Berechne auch andere Quadrate und Waurzelausdriicke mit dem Rechenschieber.




VII. Abschnitt.

Gleichungen zweiten Grades mit einer
Unbekannten.

A. Die verschiedenen Formen der quadratischen Gleichungen
und ihre rechnerische Auflosung.

Bilde einige Zahlengleichungen, in denen 2? vorkommt; z. B. a? =25
oder 22 —25 =0. .

Enthilt eine Gleichung die zweite Potenz der Unbekannten, so
haben wir es mit einer Gleichung zweiten Grades oder einer quadratisechen
Gleichung zu tun.

Neben dem quadratischen Gliede 2 und dem von # freien Gliede,
dem absoluten Gliede, kann auch noch ein lineares Glied auftreten,
also ein Glied, das # nur in der ersten Potenz enthilt:

z.B. 224+ 32x—12 =0,

Bilde noch einige derartige Gleichungen.

1. Rein quadratische Gleichungen.

Kommt in der quadratischen Gleichung auBer dem absoluten Gliede
nur das Glied mit 22 vor, so heit die Gleichung rein quadratisch.

1. Beispiel:

a2 = 144
r= 4 J1dd= £ 12,

Die Losung erfolgt also durch Ziehen der Quadratwurzel. Die
Zahlenwerte, die der Gleichung geniigen, nennt man deshalb Wurzeln
der Gleichung.

Warum hat man vor das Wurzelzeichen die Vorzeichen + und —
zu setzen ?

Eine quadratische Gleichung hat zwei Losungen (Wurzeln).

2, Beispiel. Steht vor a® auch noch ein Koeffizient:

522=125
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so hat man zu rechnen

a?= 25
x= 2
= & 5. (Probe!)
3. Beispiel. Nicht immer ist eine Gleichung von vornherein a]s rein quadratisch
gegeben:

Br+2)2x+3)=13(12 + 2)
6a?+- 132+ 6= 156 - 13 x
6 2?2 = 150
a? 5
x=j:}/'.75
= 45 (Probe).

Ubungsheispiele.
Bestimme die Wurzelwerte folgender Gleichungen:

1. a) a? = 196 b) 22 = 9604 c) 22— 14161 = 0,
2. a) 7a?= 2527 b) 19 22 = 31939 ¢) 17 a2 = 66875.
2% o5e B 2 = 57 Y
3. &)T='J h) 5 =8 c)ﬁ—_7_=0.

3 27 8 144 4 125
- 2= — 2 = = — a2 =
grtlopais g D) g = g )5 =T
Hh.a)22>2—8=10 b) a2 —a=10 ) nx2¥::0.
6.a) 42+ Tat— 44 b) 1622 + 9 a2 =
7.a) ha?+ 6= 131 h) 7a?—64 = 3 a2
8. a) 6 a2 —1620 = a2 b) 4 22— 1600 = 0.
9..a)ba?—06=42213 b) Ta®—b5= 32+ 11.
10. a) 722 —1 2 b) 14 22 — 86 = 10 a2 + 110.
11. a) 10 22 — b) 8 22— 3,01 = —0,58.
12, a) aa? 4 c= 0 b) aa?—c = ba?.
¢) und d) Untersuche, ob man fiir 2 st inen reellen Wert erhiilt, wenn
man in a) und b) fiir a, b, ¢ beliebige pbsitive oder negative Zahlen einsetzt.
13. a) ma® —p? = na? b) 12gb + 22 = 4a2 + 912,
2
14. a) Y — mne b) a? —m? = n2
m
15 2 2 > I a 2
.a) a2 —m?=n(n—2m) b) _)(m__n)=_(m—n).
16. a) (x—8) - (2 + 8) =0 by @+dH -@x—h=2.

1. a) (x+5) (e —4) = a+ 16 h) (1—4) (x4 7) = 3(.1—'~1))
X18. a) 42+ 92 =9+ 42+ 422+ 45
( D) B—222+20=6(9—22).
X19. a) 5+ 2) (T— ) + (B—2) - (T + @) = —2
b) (& +a)- (t—b) (v+b)-(x—a)=6ab.
20. a) (@— 92+ Ba+32=90 h) (ax—bp2= (bx—a):+ 2.
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21.a)3x~;;=4800 b)77_4
2
2.8 28— =16 b) 33#(§)2= 17.
2
23. a)( ) 4 64= 100 b) 25—(4(7") — 3.
24, a)”{:iff b) 32:289 = 867:
% z—2 3(8—a) | 2—ax_x—8
28 )3x+14 B—=z T b)x+2_x+8'

- a—zx 1—ba a+2z btz
) e e Wl renr i warl
o7 z+a x2—a 2(@+1) )~m+3z 3ax—2m

e )t—a+ﬁu 1—a? 2m—3ax Ba+tam’

z—a b—uw

/
XA e T e

b)azx:(b+2)=(b—2): 2.

Kommen in einer Gleichung Wurzeln vor, in deren Radikanden die Unbekannte
enthalten ist, so miissen die Wurzeln fortgeschafft werden, indem beide Seiten der Glei-
chung potenziert werden. Handelt es sich um eine Quadratwurzel, so sind heide
Seiten in das Quadrat zu erheben, nachdem man die Gleichung so umgeformt
hat, daB die Wurzel allein auf einer Seite steht. Sind zwei Wurzelglieder vor-
handen, so muB zweimal quadriert werden (vgl. S.116).

29.a) 2 +3=)6x+ 25 b) V2(Bz+17)—b==z
30.a) 222+ 62 —40=2-+3 b)YZfa=-—
N s
3l.a) z+4= )8z + 25 ]))I/'FT-F
32.a) /20 —122=82—2_ b) Y148 —8a=22—2.
33.a) Y183 +a=06—)13—= b) Va?+1—)a?—1=1.

34. a) 1/574'4;”16—3 —V5 2* — 16
b) V5 a2 + 86 + |5 a? — 36 = 12.
35, a) @ +a=|2ax 4 b b) 2+ ) Fa= %-
S = 3 2 q?
36.a) a—)a2—ar=ab+b)a?—a? B o YR C s
Va® + a?
ol g
37. a.)a——l/a @
a+]/a2—z”
38. a) e 1
}'t+u,
— +b
b) Var —b— ?i'*=—l/a1+b
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2. Das absolute Glied ist gleich Null.

Wie lautet die quadratische Gleichung, wenn das absolute Glied
Null ist und das lineare Glied fehlt? Wie groB sind die Wurzeln einer
solchen Gleichung?

Bilde quadratische Gleichungen, bei denen das absolute Glied Null
ist, bei denen aber das lineare Glied nicht fehlt; z. B. 322 —5 2 =0.

Klammere den gemeinsamen Faktor der beiden Glieder der linken
Seite aus:

z(B3z—5)=0.
Da die Gleichung befriedigt wird, wenn der eine oder der andere
Faktor 0 ist, so ergibt sich als erster Wurzelwert:
. z =0
und fiir den 2. Wurzelwert: 3z, —5 =0.
7y, =2 =1%.

Setze nacheinander die beiden Wurzelwerte in die gegebene Glei-

chung ein und zeige, daB in beiden Fillen die Gleichung befriedigt wird.

Ubungsheispiele.
1. 22+ 5a=0. 2, 22 —8a=0.
3. a2—3a2=0. 422412 e=0.
5. ba?t—132=0 6. 8a+b5a=0.
7322 —32=0. 8.4+ 22=0.
9. 1322+ 2 ae=0. 10. 33 a® —4} o= 0.
11. a2 —ba= 0. 1'2./—1;::’—1—%2;:0.
13. pa® + qaz = 0. 4. 2pa—Db5qa=0.

Bilde selbst noch solche Aufgaben und 16se sie.

15. Untersuche, ob du stets reelle Wurzelwerte erhiiltst, wenn du in Nr. 11
fiir @ und b beliebige Zahlwerte einsetzt.

3. Gemischt-quadratische Gleichungen.

Die gemischt-quadratischen Gleichungen enthalten auBer dem Gliede
mit 2% sowohl ein lineares als auch ein absolutes Glied. Bilde derartige
Gleichungen.

Die Lésung wird auf die Auflésung der rein-quadra-
tischen Gleichung zuriickgefiihrt.
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\

Hierzu sind einige Voriibungen notwendig. Es handelt sich darun,
Ausdriicke von der Form 22 - ma zu einem vollstindigen Quadrat
zu ergiinzen. Bilde Ausdriicke dieser Form.

Beispiele: 1. 2? 4 12 a soll zu einem vollstindigen Quadrat erginzt werden.

Da dieses vollstindige Quadrat die Form (x + p)* = a* 4 2 pa + p* haben
mubB, so mull 29 =12,
also p = 6 sein.
Es ist also 62 zu addieren: a? -+ 12 a + 36 = (x + 6)%.

2. 22 —9 2 soll zu einem vollstiindigen Quadrat ergiinzt werden.

Das vollstindige Quadrat muB die Form (x — p)® = 2® — 2 pa + p* haben,
also ist 2px=92x

q

und denmach p= ;)’ 5

qQ
Es ist (ﬂ)2 zu addieren: a®—9a +.(i>2 = (1_i>2
2 2 2 -
Merke: Die quadratische Erginzung ist das Quadrat des
halben Koeffizienten von .

Ergiinze in gleicher Weise die folgenden Ausdriicke zu vollstindigen Quadraten:

1. a) 22+ 42 b) a® + 2« c) 2 —u d) 22= 0,6=.
2.a) 2+ D b) a2 —bx c) d) a2 — 2,7 .
3.a) 27+ 12 b) a2 —3%x c) a4+ a) d) 2% + 13,6 x.
Bilde selbst derartige Ausdriicke und ergéinze sie zu vollstiindigen Quadraten:

4. a) 2?2+ 2ax b) a* + ma c) a?—aux.

Welche Avusdriicke ergeben sich, wenn du aus den nach den Auf-
gaben 1—4 gebildeten vollstandigen Quadraten die Quadratwurzel aus-
ziehst 2 Beachte, daB die Quadratwurzel aus einer Zahl sowohl positiv
als auch negativ sein kann.

3. Beispiel: Die Gleichung 3 ® — 4 & — 55 = 0 ist aufzulosen.

Bringe das absolute Glied auf die rechte Seite und dividiere durch 3:

. 4 BD
x° — 3 xT = 3
Ergiinze die linke Seite zu cinem vollstindigen Quadrate:

2 + 55 4
22D Hoe 22 R
#—2rgErg =gy

o2\ 169

(‘1_? =79
2 y 169
—g=x |7
_2 18
=gy
15 . 11 %
=g =05 fh=—7= —35. Probe!



1. a) 224122 —108 = 0 YD) a® — 8yt 15 = 0.
2.a) 2 —T2+12=0 b) 2® +2—12=0.
3.a) 2+ T2+12=0 b) 22 —ax—12 = 0.
4. a) 2 —2ba+ 561 =0 b) a? + 25 & - 156 = 0.
5.a) a?—1la+ 10=0 b) 2 + 10z + 16 = 0.
6.a) a2 —152+1=0 b) a2 4+ 1z +3 = 0.
T.a)a2+ax=2 b) a? + x = 30.
8. a) a® — 156z = 100 b) a2—b52+6=0. "
9. a) 2 +10x = —24 b) —a® + 33« = 272.
10. a) 22 —62 2+ 9,46 =0 b) a® — 5,2 v — 15,33 = 0.
11. a) 2% + 9,1 = + 20,68 = 0 b) «? + 3,9 2 — 50,22 = 0.
12, a) 222+ 32 —35=10 b) 3a® —4u=39.
13. 2) 622 - Ta=3 b) 922 + 9= 41),
14. a) 422 + 1= 4) b) 3z—10x = —3. .
15. a) 0,752 —5z + 8= 0 b) 14 22 + 45,5 & - 86,26 = 0.
16. a) « (10 + o) = —21 b) 22 =2 (12 —5 x).
17. a) (@ —1) (@ — 2) = 20 b) 4 (22 —1) = 4z —11).
18.a) (x+1)(2e43)=422—22 D) 22—3)2= 8.
4. 1 1 1

19.&):&%—?:; b)F_T;G
. z 2 @ 3 a3
2().&)'—2—1—?:?—{-? b) ?—12:.7

2z 1 7 x 5
9 o WAeeL 0 L9k
el g o= b)5+x &

x . 2b 1
29 S0 Dy b
22, a) 4+x*3 b)-z—!—a_ .

12 —2 14—

9 — =22 = —
23, a) 42 == b) 42 vl 4
o4 a)ix—i—l__f)_x—:ﬁ b) 3 169 — 3 a 29
24, = = 3 =2

x 7 @ x4+ 3
2 S FE P e, S O
Bt) ot o0 Ta—8 R
2.y 2H2 22 18 2, =
ok g ey B eritera—t
o z+1 z2—2 9 244 x4+2
R T Me—atzme—*

A. Die verschiedenen Formen der quadratiscen Gleichungen.

Ubungsheispiele.

145

1) Lise die Aufgabe auch, indem du die quadratische Ergiinzung suchst, ohne

zuvor durch den Koeffizienten von 22 zu dividieren, und untersuche allgemein, wie
beschaffen der Koeffizient von 22 sein muB, wenn man auch ohne vorherige Division
durch den Koeffizienten von 2? die quadratische Ergiinzung leicht finden: kann.
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29.

30.
31.

La)aat+baxt+e=0
4

w
o

33.
34,
35.

37.

38.
39.
40.

41.

42,
43.
oad

45.

46.
47.
48.
49.

50.

. a)

VIL. Abschnitt. Gleich

Grades mit einer Unbekannten.

22—1 22—3 1 8z4+1 25—7 5

V=7~ s—p tg 2 b)3(w T i
3a+4 30—22 Tax—14 3x—10 G a® —40
il e = 2 =9

8 =3 i—8 LA ey e

a) 2’ +pax+qg=0
a) 22 tpar—qg=0

a) 4afx = (@ —0* + 2)?

a)ax?— (@ +1)xz+a=0

a) J;"l_'ahTf;;f
a+z+n+a=%
apEivii-4

a) fa+5 YrtiZ =12
a) V x+3 - 1/.2.—’—15
a) V7 22 —Tx+ 16=10

a) é]/:?-}—l:?;z

a) Jz+3 +})22—3=6
a) Yz +5 +)W0—a =1

b) x’—«px—i-q— 0.
b) 2 —pa—g=0.
b)aax®—bax—c=0.

Mete=g Tt

b) 22— (a+b)x+ab=0.

R e

b)a‘iiizi: uj—x_a?;tf;'
LR TR R et

b) Yo +3 -3z —3 =24.

b) Y2a+2 Y42 —3 = 20.

b) Yoo +9—)3a+4=5

b)9z— |9z +1=22—1.

b) Y8x —7 —3—|)3x+3=0.

b) Y2z —1 482+ 10 =11z +9.

a) 2z + 7 +)Y3a—18=)Ta+1

L osif

=)iz—3

b)Y3a+1—)2a—1=1.

b) 3z +d="7—)2 a; +1.

b) 8z + 2)/a = 16Y).

b) Yo +5+)2x+8= YTa+21.

a l/a' — ar

e =—g—a L

a)Va—z+Ve—b=Va—bb)J1tar—)l—azr==z

Voa+o—)bsa—z—

6a—ua

l/.:') a—z

1) Lose die Gleichung auch, indem du |/ z = y, also z = ? setzt, dann zunichst

y und aus diesem x bestimmst.
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Einige Beispiele von Gleichungen héheren Grades, die auf quadratische
zuriickzufiihren sind.
Beispiel. 2t — 1222 4 35 = 0.
Setze fiir 22 die Unbekannte y ein:
y?—12y + 85 = 0.
folglich y = 6 - /36 — 35
y=6+1
4] 7
=15
demnach 22 = 7 und 22=5

=+ r= %55

=Y, By = — )7, 2= V5, x; = —|/5; (Probe).

Wir erhalten also im ganzen 4 Wurzelwerte.

Ubungsbeispiele.
1. 2t —13 22 4+ 36 = 0. 2 24 2522 + 144 = 0.
“8.at —Tat— 1dd =0, 42t + T2 — 144 = (.
5. af — 1422 + 33 = 0. 6. 2% —17 22 + 30 = (.
7. a8 —28a2 = —27, . 8. at —2 22 = 48.
9. 10 2t — 10. b at — 6732 = — 7 a2,
11. 22 + 3 = 12. 22+ /ar 4 11 = 31.
2
1B.7@ 1) =5— " 14 2* —2aa? + B2 = (.

15, ot — 4 (a® 4 b®) 2 4+ 16 a2 b2 = 0. 16. a® —}/a* = 56.

B. Graphische Losung von Gleichungen zweiten Grades.

Wiederholung: Was fiir eine Kurve wird durch die Gleichung y = m z + ¢
dargestellt ? Bilde Beispiele und zeichne die zugehorigen Kurven. Stelle ferner die
Funktion y = 2 graphisch dar und gib an, fiir welche graphische Rechnung die Kurve
Verwendung findet.

Um die Gleichung 22+ 22—38 =

graphisch zu lésen, setze: 2t =y,
so daB sich ergibt: y+22—3=0
oder y=—2x+ 3.

Aus der Bestimmungsgleichung fiir  haben wir so 2 Funktjors-
gleichungen erhalten, die wir uns geometrisch veranschaulichen wollen :

Die Funktion y = a? ist Seite 74 Fig.10 durch eine quadratische
Parabel dargestellt. Die Funktion 4y = —2 2+ 3 aber wird durch eine
Gerade veranschaulicht. In Fig. 2 sind diese beiden Kurven in dem-
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selben Koordinatenkreuz gezeichnet. Gehe von z =--2 aus und stelle
folgende Werttafel zusammen:

y der Geraden = ‘

y der Parabel =

Vergleiche sowoh] in der Tafel als auch an der Figur die Ordinaten-
der beiden Kurven, die zu demselben Abszissenwerte gehoren.
Sind diese auch stets gleich groB? Gibt es Ordinatenwerte, die bei
beiden Kurven bei demselben z gleich sind? Vergleiche die Ordi-
natenwerte bei  =1. Priife das Ergebnis des Vergleichs noch einmal,
indem du z =1 in die beiden Funktionsgleichungen einsetzt. Bei z =1
sind die Ordinatenwerte beider Kurven dieselben, da sich
die beiden Kurven bei diesem Abszissenwerte schneiden.

Nennen wir diese bestimmte Schnittpunktsabszisse ; und die (fiir
beide Kurven gleichen) Schnittpunktsordinate g;. o miissen fiir #; und y,
die Funktionsgleichungen gelten:

1) =22

@ ph=—22+3
und demnach @2 =—2z 43
oder 22+ 2 2 — 3 =0.

Was bedeutet nun diese Gleichung? Gib an, wie du priifst,‘ ob
z =1 eine Wurzel der Gleichung 2® + 22 —3 =0 ist. Welche Gilei-
chung wiirde sich ergeben, wenn z =z, eine Wurzel der Gleichung
224+ 22 —3 =0 ist?

Ergébnis: Wenn #2422, —3 =0 ist, so heiBt das, dal =z
eine Wurzel der Gleichung 2® +22—3 =0 ist.

Die Abszisse z, =1 der Schnittpunkte der Parabel und
der Geraden ist also eine Wurzel der Gleichunga? + 2 2 — 3 =0.
(Probe.)

Es gibt aber noch einen zweiten Schnittpunkt der Parabel

und der Geraden, nimlich bei #z, =— 3. Nennen wir die (fiir beide
Kurven gleiche) zu z, gehorige Ordinate #,, so ist:
(1) g2 = °

und @) yp=—2x,+3
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und somit T =—2x,+ 3
oder 724 22, —3 =0;

d.h.auch die Schnittpunktsabszisse z, =—3 ist eine Wurzel
der Gleichung 22+ 22— 3 =0 (Probe).
Ergebnis: Die beiden Schnittpunktsabszissen z; =1 und
7y =— 3sind die beiden Wurzelnder Gleichung 2+ 2 & —3=0.
Allgemein: Sind z; und @, die Schnittpunktsabszissen der Pa-
rabel y = 22 und der Geraden y =mz -+ b, und nennen wir die beiden

 (EYERTERIEE) T 2
B $it
T T -
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Fig. 19.
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Schnittpunktsordinaten g, und y,, so ist:

= 3 s
1 Somdmaana P =2y 22 Beor [Tl Yo = @y
und Yy =mr;+ b, und Yo =Mz, + b,
also 72 =ma; + b undsonach w2 =ma,+ b
oder 2 —ma; —b=0; oder 2% —mzy--b=0;

d.h. die Schnittpunktsabszissen 2 und @ sind die beiden
Wurzeln der quadratischen Gleichung 2% —maz— b = 0.

Wir sind bei unseren Uberlegungen von den Gleichungen einer Pa-
rabel und einer Geraden ausgegangen und sind zu einer quadratischen
Gleichung gelangt, deren Wurzeln wir als die Schnittpunktsabszissen
der beiden Kurven bestimmten. Bei der graphischen Losung eiver qua-
dratischen Gleichung haben wir umgekehrt von der Gleichung auszugehen ;
sie sei: 2+ 22—3 =0.

Setzen wir in dieser Gleichung (1) 2% =y,
so erhalten wir

Yy+22—3=0 oder (2) y=—22+3.
Damit aber haben wir die Gleichungen der beiden Kurven, der Parabel
und der Geraden, erhalten, deren Schnittpunktsabszissen die Wurzeln
der gegebenen Gleichung sind.

Ist allgemein die quadratische Gleichung a2+ pz-Lg¢=0,
“und setzen wir (1) =y,
so wird (2) y+pxr 4 ¢ =0 oder y =—pz—gq,

d.h. die beiden Schnittpunktsabszissen der Parabel y = a® und der Ge-
raden y = — px — q sind die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung
x?+ px+ q =07

Ist die quadratische Gleichung nicht in der ,,reduzierten® Form a2+ px
+ ¢ =0, sondern in der ,Normalform* gegeben: aa?- bz -+ c¢=0,
80 setzt man: (1) 2=y
sodal ist: (2) ay+bz+c=0
und steilt die Parabel (1) und die Gerade (2) graphisch dar. Die Abszissen
der Schnittpunkte der heiden Kurven sind dann wiederum die Werzeln )
der gegebenen quadratischen Gleichung; denn aus

. b ¢
(2) folgt (3) y —

1) Da fiir alle Gleichungen stets dieselbe Normalparabel verwendet wird, so
stelle diese als Schablone her.
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Fiir die Schmttpunkte der beiden Kurven haben die Ordinaten bei dem-
selben z denselben §-Wert. Nennen wir die Abszissen der Schnittpunkte
#; und x,, die zugehorigen Ordinaten g; und s, so ist:

W 2 =
Lol =y 2.3 =y,
und = =l gyl und = L . o
f=—g vy, or=—g'—F
e, Yo o ks e Ol (6
: S e "1 g 2 a2 a4
" 2 P = . 2_
also auch . ar =—bay c ar, = —bw, —¢
c 5
und sonach az} 4 bx +c¢c=0 awz—l-bzz—i—c:(),

d.h. z; und @, sind die Wurzeln der Gleichung aa? + bz 4- ¢ = 0.

Auch die graphische Losung der quadratischen Gleichungen liefert
natiirlich nur Naherungswerte, deren Abweichung von dem genauen
Werte durch die Genauigkeit der zeichnerischen Ausfithrung bestimmt ist.
Sind die Wurzeln der gegebenen Gleichung kleinere ganze Zahlen, so liBt
sich die bei der Rechnung auftretende Wurzel leicht ausziehen, und es ist
sonach die rechnerische Lésung als einfacher der zeichnerischen vorzu-
ziehen. St&Bt man aber beim Auszichen der Wurzel auf eine Irrational-
zahl, so ist die graphische Losung im allgemeinen einfacher, da ja die
Parabel fiir alle Gleichungen dieselbe ist und man nur die Lage einer
Geraden zu bestimmen hat. Der Hauptwert der graphischen Losung
aber liegt nicht in der Vereinfachung gegeniiber der rech-
nerischen Losung, sondern darin, daB sie ein Verfahren dar-
stellt, das sich auf Gleichungen héheren Grades anwenden
laBt, wie spiter gezeigt werden wird.

Ubungsheispiele.

Lose die folgenden Aufgaben rechnerisch und (mit einer festen Parabel und
mit Lineal) graphisch und beurteile jedesmal, welche Lésung einfacher ist:

122+ 6a+48=0. 2,22+ 82x—9=0.
3. 2 —To411k=0. L2 30
5. 22 —0,62—b=0. ’ 6. 22+ 112—8=0.
i a—lax ;:O. 8. a? 4 ‘,l;z—-%.:()
9. :c3+'l—;-:c—;=0. 10. :cﬂ—:ﬂ:c—f—(]:O.
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.

11. 222 — 2 —156= 0. 12.6a2 +2—15= 0.
13. a2 +3x—11=10. 4. Ta2 —4ox—11=0.
15, 112 —T7a2—10= 0. 16, 1322+ 9a—5H=0.

C. Uber die Beschatfenheit der Wurzeln einer quadratischen -
Gleichung.
Lose die Gleichung
22—6xz4+ 13 =0,
so ergibt sich z=3+)—4=38421,
also 2, =34 24

7 =3—2i.

Die Auflosung der Gleichung fiithrt also auf imaginire
Zahlen.

Wann sind nun die Wurzeln einer quadratischen Gleichung reell, wann
fiihren sie auf imaginidre Zahlen?

Graphisch haben wir die Wurzeln einer quadratischen Gleichung
durch die Bestimmung der Abszissen der Schnittpunkte einer quadratischen
Parabel mit einer Geraden gefunden. Parabel und Gerade kénnen aber
drei in Fig. 3 gezeichnete verschiedenartige Lagen zueinander haben:

1. Gerade I schneidet die Parabel in 2 Punkten; wir erhalten 2 ver-
schiedene, reelle Wurzeln der Gleichung.

2. Gerade II beriihrt die Parabel in einem Punkte; die beiden reellen
Wurzelwerte sind in einen einzigen zusammengefallen, die Gleichung
hat nur einen einzigen reellen Wurzelwert.

3. Gerade III schneidet oder berithrt die Parabel nicht; es gibt
keinen reellen Wurzelwert der Gleichung. Wieviel Wurzeln die
Gleichung im Falle 3 hat und welches die Wurzelwerte sind, liBt sich
graphisch nicht bestimmen, aber die rechnerische Lésung fithrt
uns hier weiter:

Bestimme die Wurzeln der reduzierten Form 2? + pz 4 ¢ =0:

m:—% ;‘tl/{{—q oder w:ipil/;ﬁ;”.

Entscheidend fiir die Beschaffenheit der Quadratwurzeln

ist offenbar der Radikand %2- q oder p® — 4 ¢, denn ist dieser posi-

tiv, so ist die Quadratwurzel reell, ist er negativ, so ist sie
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imaginir (bilde fiir beide Fille Beispiele); man nennt deshalb den
o :

Radikanden % — g oder p*— 44 die Diskriminantel) der quadratischen

Gleichung.

barssizt: + ety
X as T 7
: : f HY A
: ; 1 t
- p T

s e

s : . : i i7 SEiizas:

1t T

Fig. 20.
Im ganzen sind auch fiir die Diskriminante drei Fille zu unter-
scheiden: g
P »
L...5%—a>0 oder >4

1) discriminare (lat.) = scheiden, unterscheiden.
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=)

Die Quadratwurzel ist reell, die Gleichung hat 2 verschiedene reelle
‘Wurzeln.

Bilde Beispiele und zeige, da§ die O‘raphlsche Losung 2 Schnittpunkte
lietert.

2. P——q—O oderf‘q

Die Quadratwurzel ist 0, die Gleichung hat 2 gleiche reelle Wurzeln,

also tatsichlich nur eine einzige Wurzel.

Bilde Beispiele, l6se die Gleichungen graphisch und zeige, daB die
Geraden jedesmal die Parabel beriihren.

B o .%g— q < 0 oder %<q.

Die Quadratwurzel ist imaginiir, die beiden Wurzeln der Gleichung
sind 2 verschiedene komplexe!) Zahlen.

Bilde schlieBlich auch hierfiir Beispiele, deren graphische Lésung un-
moglich ist, da Gerade und Parabel weder einen Schnittpunkt noch einen
Berithrungspunkt haben.

Soll die Diskriminante einer Gleichung der Form,

ar®+bx+c=0
untersucht werden, ohne dafl vorher die Division mit @ ausgefiihrt wird,
so multipliziere mit 4 a:
. 4 a2+ 4abs =—4ac,

also azx+ b2 = —4ac=D

—b 1 D
. A
Hierbei ist D = b® — 4 ac¢ die Diskriminante.

Ubungsheispiele.

Untersuche graphisch (mit fester Parabel und mit Lineal) und rechnerisch,
welcher Art die Wurzeln der folgenden Glelchungeu sind:

1. 22 —82—9= 0. 2. 22 —8x 4+ 9=0.
3.2+ 6a+9=0. 4. 22+ ba+7=0.

5. 22 —9a+10= 0. 6. 22— 102 —25=0.
222+ T2+ 8=0. 8. 3a2—Ta+4=0:
‘J.ox~—9::—,—"— L 10. 622 + b a8 = 0.
11. 3a2 +T72—5=0. 12. 822 —32 4+-4=0.
13.412+%z+3=0. 14. 0,622 4+ 142+ 4= 0.
15. 422 — 124+ 9= 0. 16. 422+ 20 & 4 25 = 0.

1 Ein-e_komplexe Zahl ist die Summe oder Differenz aus einer re-
ellen und einer imaginiiren Zahl: a 4+ bi, worin @ und b reelle Zahlen be-
deuten. (Bilde Zahlenbeispiele.)
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D. Beziehungen zwischen den Koeffizienten der Gleichung
und den Wurzelwerten.
1. Bestimme die Wurzeln der Gleichung

22+ pz + g =0, némlich =, ——-—1— “/E‘q
und z, :7§ = !4{_7'
Addiere beide Wurzelwerte; es ergibt sich:
+x=—p

Multipliziere beide Wurzelwerte:
v (P
Byl =L (j“Q) =q.

Die Summe der Wurzelwerte einer reduzierten quadratischen Gleichung
ist also gleich dem Koeffizienten von x mit entgegengesetztem Vorzeichen,
das Produkt der Wurzeln gleich dem absoluten Gliede.

Auf Grund dieser Beziehungen konnen aus den Wurzelwerten die

* Gleichungen bestimmt, oder es kann die Richtigkeit der Auflgsung gepriift
werden: :

Beispiel. Die Wurzeln eciner Gleichung seien 2; = 3 und a, = 5.

Bilde: (LYieres By F 2wy =8

(2)..¢ 2325=16.

Die Gleichung lautet demnach 2> —8 2 + 15 = 0.

Bestitige die Richtigkeit durch Auflosung dieser Gleichung.

2. Bezeichnen wir den Funktionsausdruck @24 pz + ¢ (fiir beliebige
z-Werte) mit ¥, so ist nach dem unter 1. gefundenen Satze:

y=2"+pr+q=2a— (134 z) - o+ 2,8,
worin z; und , die Wurzeln der Gleichung 22 + pz + ¢ = 0 bedeuten.

Dividiere nun

— (B + T) 2+ T3y
durch (z — z;); es ergibt sich (z — ), so daB ist:
y=v*+prtg=(@—z) (8—a).

Diese Gleichung gilt fiir jedes beliebige z: Jede quadra-
tische Funktion y = 2%+ pz 4 ¢ 1liBt sich in ein Produkt von
2 linearen Faktoren (z — #) und (z — ,) zerlegen, worin x; und
%, die Wurzeln der quadratischen Gleichung 22+ pz+ ¢ =0
bezeichnen.

Beispiel. Die Gleichung 2* —8 2 4+ 15= 0 hat die Wwzeln z; = 3 und
%, = 5, also ist fiir jedes : J.'z—h‘.t-}—]5— (:L——3) (x —5).
Setze fiir « beliebige Werte, z. B. @ = 2; 10; — 8 ein und bestitige die Richtigkeit.

Reinhardt-Zeisberg, Arithmetik u. Algebra. A w. C TI. 1
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Ubungsheispiele.
Bilde die Gleichungen, deren Wurzelwerte die folgenden Zahlen sind:

1. a) -5, —5 b) 3, —5
2 a) 4, —3 by 7, 1
3.a) 3 ¢ b) § —1
4.a) 2 1 b) %,"‘
5.a) 3L, —48  b) —5}, 8 1
6.a)2+)38,2—|'3 h)_3+15' —3—Vy5.
T.a)24+3)Y3,2—4)3 b) 3 +3y11, §—3y11.
8. a)m+n, m—n l))a+1/b,a——~}b.
9. a) 6 @b l))"ﬁ,[!—‘b.

¢ c ¢

, +—31i b) 2 —i, 244,

'—3 —3—1)y—=3.

/3 b) 2a +bi c) ’u+1 da® L9,

13. Bilde eine Gleichung, deren Wurzeln dein Geburtsdatum: (Tag und Monat)
ergeben.

14. Bilde eine Gleichung, deren Wurzeln deine Schuh- und Kérpergriiie dar-
stellen.

Bestiitige die Richtigkeit des unter D 2. abgeleiteten Satzes fiir eine Reihe der
S. 154 und 156 stehenden Aufgaben.

E. Anwendungen der quadratischen Gleichungen mit einer
Unbekannten.

a) Aufgaben, die auf rein-quadratische Gleichungen fiihren.
Zahlenritsel.

1. Welche Zahl hat die Eigenschaft, daB das Produkt ihres dritten und vierten
Teils gleich 48 ist?

2. Multipliziert man den fiinften Teil einet Zahl mit dem vierten Teil derselben
Zahl, so erhilt man 80. Wie heilt die Zahl? i

3. Es wird eine Zahl von der Beschaffenheit gesucht, daB, wenn zu derselben
erst 5 addiert und hernach auch 5 von ihr subtrahiert und dieser Rest mit der ersten
Summe multipliziert wird, 96 herauskommen. (Euler, Vollst. Anleitung zur
Algebra 1770.)

4. Zwei Zahlen zu bestimmen, die sich wie 2: 3 verhalten und deren Produkt
294 ist.

5. Zwei Zahlen verhalten sich wie 11:18 (m:m), ihr Produkt ist 7007 (p).
Welche Zahlen sind es? i

6. Das Produkt aus dem 3}-fachen einer Zahl mit dem 43-fachen derselben
Zahl betrigt 1064. Wie heifit die Zahl?

7. Von welcher Zahl ist der 8. Teil gleich dem 32-fachen ihres reziproken Wertes ?
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8. Wird 54 durch eine Zahl dividiert, so erhilt man den gleichen Quotienten,
wie wenn man diese Zahl durch 24 dividiert. Wie heiBt die Zahl?

9. Welche Zahl gibt mit ihrem if;-fa‘chen multipliziert das Produkt 12157

10. Zerlege die Zahl 480 in zwei Faktoren, von welchen der erste g des zweiten
betriigt.

11. Der vierte Teil des Produktes aus
630. Wie heift die Zahl? .

12. Bestimme die Zahl, welche um ihren reziproken Wert vermehrt, ihren
10-fachen Wert ergibt.

13. Die Differenz aus dem 4-fachen reziproken Wert einer Zahl und der Zahl
selbst ist gleich dem 8-fachen der Zahl. Wie heiBt sie?

14. Wie heifen die zwei Zahlen, die sich wie a) 5: 4, b) 5:9 verhalten, wenn
der Unterschied ihrer Quadrate a) 81, b) 504 betragt ?

15. Bildet man die Summe und die Differenz einer gewissen Zahl mit der Zahl 2,
s0 betrigt das Produkt aus Summe und Differenz 221. Wie heiBt die Zahl?

16. Bildet man die Summe und die Differenz einer gewissen Zahl mit der Zahl 5,
so betrigt die Summe der Quadrate dieser so erhaltenen Zahlen 3250. Welche
Zahl ist es?

17. Wird das Produkt zweier aufeinanderfolgenden Zahlen um 120 vermindert,
so erhilt man die groBere der beiden Zahlen. Wie heiBen sie ?

3

; einer Zahl und : derselben Zahl betrigt

18. Von zwei Zahlen ist die eine um ebensoviel groBer als 40 wie die andere
kleiner als 40 ist; die Summe ihrer Quadrate betriigt 3232. Welche Zahlen sind os ?
19. In einer handschriftlichen CoB') der Bibliothek des Gymnasiums zu Hild-

burghausen (Programm-Abhandlung von Prof. Dr. Hunger, 1887) findet sich folgende
Aufgabe: ’

Es war mit ihrer Lieblichkeit

Bereits dahin die Sommerzeit,

Es wiitet rauher Herbst mit Macht,

RiB weg der Feld und Wiilder Pracht.

Huldinne Flora fragte doch

An Kunstlieb, ob man hitte noch

Recht feine Blumen dero Zeit.

Drauf gab er folgenden Bescheid:

Wenn meiner Nelken Zahl jetzt man

Eins zu- und ablegt und alsdann

Summ’ und Rest jedes in sich fiihrt?)

Trigt beider Summa, wie man spiirt,

Partiert ganz gleich in zweimal zwei?)

Herfiir ein hundertzehn und drei.

Aus diesem_sag’ der Nelken Zahl,

Liebwerter Rechner, selbigsmal!
1) Die C'o8 = Regula Coss = Regola della cosa war die am Anfang des 16. Jahr-
hunderts von den deutschen Mathematikern gebrauchte Bezeichnung fiir Algebra.
2) Quadriert. 3) S.v.a. durch vier dividiert.

11*
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Geometrische Aufgaben:

20. Die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks sind 51 cm und 6,4 cm lang.
Wie lang ist die Hypotenuse ?

21. Die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks miBt a) 26, b) 514 cm, die
eine Kathete a) 10, b) 64 cm. Wie lang ist die andere Kathete?

92, Wie gro8 ist die Seite eines Quadrates, das einem Kreise mit dem Radius
r= 11 cm eingeschrieben ist ?

23. Die Kantenlinge eines Wiirfels ist 15 em lang; wie lang ist a) die Flichen-
diagonale, b) die Raumdiagonale?

24, Ein Quader hat die Dimensionen 12 ¢cm, 16 cm und 18 cm; wie grof} sind
a) die Flichendiagonalen, b) die Raumdiagonalen?

25. Die Raumdiagonale eines Wiirfels mift 12 cm. Wie groB ist die Kanten-
linge des Wiirfels ?

26. Die Scite eines gleichseitigen Dreiecks ist 15 cm lang; wie lang ist die Hohe ?

27. Die Hohe eines gleichseitigen Dreiecks ist 12 cm lang. Welche Liinge hat
die Seite ?

98. Wie tief ist ein Trichter, der einen Durchmesser von 6,20 m und eine
Boschungslinge von 3,60 m hat?

29, Hart am Ufer eines Baches steht ein Bambus. Ein Sturmwind knickt ihn
3 Ellen iiber dem Boden, und das abgebrochene Ende fillt senkrecht zur Richtung
des 4 Ellen breiten Baches mit der Spitze gerade an den Rand des jenseitigen Ufers.
Wie hoch war das Bambusrohr? (Nach Bhéaskara, einem indischen Mathematiker,
geb. Anfang des 12. Jahrhunderts n. Chr.)

30. Aus einem Brett soll ein Fensterrahmen geschnitten werden, dessen Hohe
das Anderthalbfache der Breite sein soll; wie hoch muB das Fenster werden, wenn die
Fensterfliche 2 qm werden soll ?

31. Die Seite eines Quadrates ist 6 (¢) cm lang. Wie lang ist die Seite des Qua-
drates, dessen Flicheninhalt a) doppelt so groB, b) halb so grof ist wie der Inhalt des
gegebenen Quadrates ?

32, Die Kante ecines Wiirfels ist 8 cm lang. Wie lang muB die Kantenlinge
werden, wenn die Oberfliche des Wiirfels a) doppelt so groB, b) halb so grol
werden soll ?

33. Zwei Kreise haben Halbmesser von 35,3 cm und 22,8 em Linge. Wie
groB ist der Halbmesser des Kreises, dessen Fliche so groB ist wie die der beiden
Kreise zusammen ?

34. Von zwei Kreisen hat der eine einen Halbmesser von 26 ¢cm Liinge, wiihrend
der Halbmesser des zweiten Kreises 10 em betrigt. Wie groB ist der Halbmesser
des Kreises, dessen Inhalt gleich der Differenz der beiden gegebenen Kreise ist?

35. Ein Kegel hat einen Umfang des Grundkreises von 62 cm und eine Hohe
von 18 cm. In welcher (an der Seitenlinie gemessenen) Entfernung von der Spitze
des Kegels ist ein Schnitt zu fithren, der parallel zum Grundkreis und an Fliche halb
so groB wie dieser werden soll ?
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b) Anwendungen der gemischt-quadratischen Gleichungen.

Zahlenritsel.

1. Suche eine Zahl von der Beschaffenheit, daB die Zahl 30 herauskommt,
wenn man ihre Hilfte mit ihrem Drittel multipliziert und zum Produkt die Hilfte
der gesuchten Zahl addiert.

2. Die Zahl a) 36, b) 384 in zwei Faktoren zu zerlegen, deren Differenza) b,
b) 8 ist.

3. Wie hei3t die Zahl, deren Quadrat ihr 24-faches um 25 iibertrifft ?

4. Von zwei Zahlen ist die eine um 6 gréBer als die andere; addiert man zum
doppelten Quadrat der kleineren die Zahl 56, so erhilt man das Quadrat der gréBeren
Zahl. Wie heillen die Zahlen ?

5. Um welche Zahl muf} jeder Faktor des Produktes 16 - 30 vermehrt werden,
damit das Produkt um 200 gréBer wird ?

6. a) Wird eine Zahl um ihren reziproken Wert vermindert, so erhilt man 5"
Wie groB ist die Zahl?

b) Berechne die Zahl, wenn die Differenz d betrigt.

7. Die Zahl zu finden, deren 9 (n)-facher Wert um 8 (d) gréBer ist als das Quadrat
der Zahl.

8. Der Nenner eines Bruches ist um 4 groBer als der Ziahler. Wird der Zihler
um 2 vermehrt, der Nenner dagegen um 4 vermindert, so ist der entsteheude Bruch
3mal so groB wie der urspriingliche. Wie heilt der Bruch?

9. Die Summe zweier Briiche, welche beide den Zihler 1 haben, betriigt §;
der Nenner des einen Bruches ist um 3 grofer als der Nenner des anderen. Welche
Briiche sind es?

10. Eine Zahl besteht aus zwei Ziffern, deren Summe 10 ist. Stellt man die
Ziffern um und multipliziert die so erhaltene Zahl mit der urspriinglichen, so erhilt
man das Produkt a) 2296, b) 2944. Wie heiBt die Zahl?

11. Es sollen zwei Zahlen bestimmt werden, deren Summe 24 betrigt, wihrend
die Summe der Quotienten, die man erhilt, wenn jede dieser Zahlen durch die andere
dividiert wird, 3} ist.

12. Von zwei Zahlen ist die eine um 3 gréBer als die andere. Dividiert man die
Zahl 240 durch jede der beiden Zahlen, so ist die Summe der Quotienten 36. Wie heiBen
die Zahlen?

131) Such zwo Zahlen / wenn man sie addiert: Oder ihre Quadrate summiert
daBl jedesmahl 1:—? komme. Was Zahlen sinds? Facit % und %’.

141). Item / Such zwo Zahlen / wenn man sie von einander Subduciert: Oder
ihre Quadrata summiert, daB beydesmahl # komme. Was Zahlen sinds ?

1) Aus den ,Flores Algebraici: Das ist Algebra oder CoB, mit schénen aus-
erlesenen Quaestionen und Exempeln / dergleichen zuvor noch niemahls im Druck
gesehen worden® von Marten Wilken, ,,Biirgern und Rechnern der Lobl. Stadt
Emden.* Die Jahreszahl steckt in dem lateinischen Verse:

Vt soL In CaeLlIs sIC eMICat ALgebra terrls;
ALgebra sIC artes, PhoebVs Vt astra praelt.
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Zahlenscherze.
15. Ich kann ,,beweisen*, daBl 5 = 8 ist.
»Beweis“: Tch bezeichne 5 mit z und 8 mit y. Dann ist

xz+y=13
@+ y(@—y =13(@—y
?— =132 —13y
2 —1Ba=y2—13y
13\* 13)?

(=2

13 13
St
x =y, d.h. 5= 8. Wo steckt der Fehler?
16. Ich kann sogar ,,beweisen'*, daB jede Zahl @ gleich jeder beliehigen anderen
Zahl b ist.
,,Beweis‘‘: Bezeichne ¢ mit « und b mit y, so daB « + y = @ + b ist, und fiihre
die der Aufgabe 15 entsprechende Rechnung allgemein durch.
17. Zeige mit Hilfe des ,,Beweisverfahrens“ der Aufgabe 15, daB a) ein Mensch
nicht schwerer ist als ein Floh, b) ein Staubkornchen und ein Elefant dasselbe Ge-
wicht haben, und bhilde selbst derartige Scherzaufgaben.

Geometrische Aufgaben.
18. Um wieviel mufl man den Radius eines Kreises, der 34,4 cm lang ist, ver-
kiirzen, damit die Fliche nur noch a) 3 4b) 4 der wrspriinglichen Kreisfliche wird ?
ligen Dreiecks ist 17,4 em, die Hékle 6 em

20. Die kleinere Kathete eines rec s 18t 12 em, die Hypo-
tenusenabschnitte unterscheiden sich um 7 em. Wie groB sind diese ?

21. Ist es maoglich, die lingere Seite eines Rechtecks mit den Seiten a) 2 cm
und 12 em, b) 3 em und 15 em um ein Stiick zu verkiirzen und die kiirzere
Seite um dasselbe Stiick zu verlangern, sodaB die Rechteckfliche doppelt so groB
wird ?

22, Ist es moglich, ein Quadrat mit der Seitenldnge a) 8 cm, b) 12 ¢m in ein
flichengleiches Rechteck zu verwandeln, dessen Umfang a) 48 cm, b) 72 c¢m ist?

23. Kann man mit einem a) 40 m, b) 50'm langen Zaun eine rechteckige
Fliche von a) 100 qm, b) 180 qm einzéunen ?

24, Man will mit einem # m langen, mit den Enden zusammengekniipften
Bindfaden eine Rechteckfliche von gegebener GroBie j umspannen. a) Wie groB
miissen die Rechteckseiten werden? b) Ist die Aufgabe bei ganz beliebigen Werten
von # und f ausfiithrbar? c) Gib einige besondere Beispiele, bei denen dic Aus-
fithrung maoglich ist.
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25. In einen Kreis vom Radius r soll ein Rechteck gezeichnet werden, dessen
Umfang den vorgeschriebenen Wert « hat. a) Wie lang miissen die Rechteckseiten
werden? b) Ist die Aufgabe stets ausfithrbar? ¢) Gib Beispiele, bei denen die
Ausfiithrang maoglich, und andere, bei denen die Ausfithrung nicht maéglich ist.

26. Ein Spiegel von 60 cm Hohe und 56 em Breite soll ringsum mit einem
Rahmen von gleicher Breite umgeben werden, so daB der Rahmen mit dem
Glase gleiche Fliche hat. Wie breit muB der Rahmen sein ?

27. Um ein Blumenbeet von der Form eines Rechtecks mit den Seiten 3 m
und 4 m soll ein iiberall gleich breiter Rasenstreifen hergestellt werden, dessen
Fliche 10 mal so groB werden soll wie die des Blumenbeetes. Wic breit muB der
Streifen werden ? F

28. Wie lang werden die beiden Abschnitte einer a) 1m, b) 1,60 m langen
Strecke wenn sie stetig geteilt werden soll ?

29. Ein Brett. von 7m Lénge soll zu einem Fensterrahmen verarbeitet
werden; wie muB es zerschnitten werden, wenn das Fenster nach dem Prinzip
des goldenen Schnitts gebaut werden soll ?

30. In einen Kreis von Radius 8 em soll ein regelméBiges Zehneck einge-
schrieben werden; wie lang muB die Zehneckseite werden ?

Prozentaufgaben.

31. Zu welcher Summe wichst ein Kapital von a) 1000 £, b) 3500 A,
¢) 4575 A in 2 Jahren an, wenn es mit a) 4%, b) 59, c) 4% 9%, verzinst wird
und Zinseszinsen berechnet werden,d. h. die nach einem Jahre filligen Zinsen
zum Kapital geschlagen und mit diesem zusammen im zweiten Jahr verzinst
werden ?

32. Welches Kapital muB man in eine Sparkasse, die a) 4 9, b) 5 %,
¢) 4% % Zinsen zahlt, einlegen, wenn man nach 2 Jahren a) 1000 J, b) 1200 4,
) 1500 JH haben will? :

33. Wieviel muB ein vorsorglicher Vater, der seiner Tochter in 2 Jahren ein
Fahrrad zum Preise von 150 .4 kaufen will, heute auf die Sparkasse tragen,
wenn diese a) 6 %, b) 79%, c) 6% % Zinsen zahlt?

34. Ein jimger Geschiftsmann, der das viterliche Geschift geerbt hat, soll
seiner Schwester nach 2 Jahren a) 25000 4, b) 45000 A, ¢) 50000 A auszahlen,
infolge einer reichen Heirat ist er aber in der Lage, den Verpflichtungen seiner
Schwester gegeniiber sofort nachzukommen. Wieviel hat er auszuzahlen, wenn
man der Berechnung eine Verzinsung von 6 9, zugrunde legt ?

35. Welche Summe hat man bei halbjihriger Verzinsung am Anfang des
Jahres einzulegen, wenn man am Schlusse des Jahres a) 1000 4. b) 1500 A,
¢) 2300 X bei einem Halbjahrszinsatz von a) 2 %> b) 25 %, ¢ 21 9% hesitzen
will ?

36. In einem Gerichtsproze um einen Wald soll festgestellt werden, welches
der Bestand des Waldes 2 Jahre friiher war. Zu welchem Ergebnis kommt man, wenn
man den Holzbestand gegenwiirtig auf a) 20000, b) 22400, ¢) 30000 Kubikmeter

schiitzt und eine jihrliche Bestandszunahme von a) 2%, b) 21%, ) 249 annimmt ?
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37. Wieviel Einwohner hatte eine Stadt vor 2 Jahren, die bei einer jihrlichen
Bevolkerungszunahme von durchschnittlich a) %, b) $% ©) g% heute a) 80000,
b) 150000, ¢) 500000 Einwohner hat?

38. Zu wieviel Prozent ist ein Kapital von a) 1000 J, b) 3500 4, c) 5000 ./
angelegt, wenn es in 2 Jahren auf a) 1100 ., b) 3800 ., c) 5400  angewachsen ist ?

39. Eine Bank 1iBt sich fiir ein bares Darlehen von 1000 .,/ einen Schuldschein
von 1250 ., zahlbar nach 2 Jahren ausstellen; wieviel Prozent nimmt sie ?

10. Eine junge Frau, die von einem reichen Onkel 800 / zur Beschaffung einer
Pamenzimmereinrichtung bekommen hat, will mit dem Ankauf noch warten und gibt
das Geld in das viterliche Geschift, damit sie sich nach 2 Jahren eine schonere Ein-
richtung fiir 1200 4 kaufen kann. Mit wieviel Prozent miifite sich dann das Geld
verzinsen ?

41. Herr Arnold hat von Herrn Sander ein Haus gekauft fiir 25000 ./ bei so-
fortiger Zahlung oder fiir 30000./, zahlbar in 2 Jahren. Wieviel Prozent Verzinsung
ergeben sich bei der Abmachung?

42, Der Bevélkerungsstand eines Landes betréigt heute 2 Millionen und betrug
vor 2 Jahren 1950000. Welcher jihrlichen Bevolkerungszunahme entspricht das?

43. Ein Kaufmann hat in 2 Jahren sein Grundkapital verdoppelt; mit wieviel
Prozent hat sein Kapital gearbeitet ?

44. Welcher HalbjahrszinsfuB ist gleichwertig einem Jahreszinsfull von a) 4%,
b) 5%, ¢) 6%?






