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Zur Einfiihrung

Das Buch ist vor allem fiir den Einsatz in den Arbeitsgemeinschaften ,,Praktische
Mathematik* der Klassen 9 und 10 der zehnklassigen allgemeinbildenden polytech-
nischen Oberschule der Deutschen Demokratischen Republik entsprechend dem
Rahmenprogramm vom 1. September 1974 vorgesehen und soll den Teilnehmern
eine wesentliche Hilfe sein, ihre Tétigkeit interessant und schépferisch zu gestalten.
Dariiber hinaus wendet sich das Buch an jeden Schiiler dieser Klassenstufen, der
Interesse am Losen mathematischer Probleme hat und bestrebt ist, sein im obliga-
torischen Unterricht erworbenes Wissen und Kénnen zu ergénzen und zu vertiefen.
In dieser Schrift werden einige Grundbegriffe und Verfahren des Rechnens mit Nihe-
rungswerten sowie des Losens von Gleichungen und Ungleichungen dargestellt. Der
Leser soll befahigt werden, damit verbundene Denk- und Arbeitsweisen der prak-
tischen Mathematik zu verstehen und selbstindig anzuwenden.
Die Darstellungsweise ermdglicht weitgehend selbstindiges Erarbeiten der Sachver-
halte, indem sie Hinweise auf benétigte Vorkenntnisse gibt, Losungswege zeigt und
durch Ubungsaufgaben, denen die Losungen jeweils am SchluB jedes Kapitels bei-
gegeben sind, zu stindigem Anwenden des Erlernten anregt. Bestimmte Aufgaben
sollen auf Probleme aus verschiedenen Bereichen der Praxis aufmerksam machen,
zu deren Losung mathematische Hilfsmittel erforderlich sind. Hierbei ist zu beach-
ten, daB diese Probleme meist nur in sehr vereinfachter Form gestellt werden.
Der Leser wird dann erfolgreich mit dem Buch arbeiten, wenn er
— Vorkenntnisse im Umfang des im obligatorischen Unterricht bis Klasse 9 ver-
mittelten mathematischen Stoffes hat oder sich die im Buch geforderten Vorkennt-
nisse aneignet,
- die Aufgaben unter Nutzung der dargestellten Lésungsverfahren 16st und die er-
worbenen Kenntnisse (besonders des Kapitels 2) stindig anwendet.
Um ein systematisches Arbeiten zu ermdglichen, werden unter anderem auch Defini-
tionen und Sitze aus den Lehrbiichern ,,Mathematik* der Klassen 6 bis 9 ([18],
[19], [20], [21]) und aus dem Wissensspeicher ,,Mathematik in Ubersichten® [2] ver-
wendet sowie die folgenden Symbole iibernommen:

> Definitionen, Festsetzungen [ | Beispiele
> Satze [ ) Aufgaben und Auftrige

Erfolg und Freude beim Durcharbeiten wiinscht Kurt Fehringer



1. Die Grundrechenoperationen-
Rechenvorteile und Rechenproben

Der Aufbau der entwickelten sozialistischen Gesellschaft und die Schaffung der
Grundlagen des Kommunismus in der DDR und den anderen sozialistischen Staaten
erfordern unter anderem auch rasche Fortschritte in der Weiterentwicklung einer
modernen Rechentechnik.

® 1  Lesen Sie in [29], S. 7 bis 14, die Ausfithrungen ,,Zur Notwendigkeit, zu den
Moéglichkeiten und Grenzen des Einsatzes von elektronischen Datenverarbei-
tungsanlagen in der entwickelten sozialistischen Gesellschaft!
Beachten Sie dabei die 6konomischen und sozialen Auswirkungen in der
Deutschen Demokratischen Republik (Steigerung der Arbeitsproduktivitit—
Verbesserung der Arbeits- und Lebensbedingungen) und in der BRD (Stei-
gerung der Arbeitsproduktivitit — Anstieg der Zahl der Arbeitslosen und
der Preise)!

In Erkenntnis der Notwendigkeit des wissenschaftlich-technischen Fortschritts auf
dem Gebiet der Rechentechnik ist jedoch andererseits zu betonen, daB alle noch so
modernen technischen Rechenhilfsmittel das elementare miindliche oder schrift-
liche Rechnen des einzelnen Menschen nicht ersetzen kénnen, zumal die Maschine
nur arbeiten kann, wenn ihr der schopferisch denkende Mensch entsprechende ,,Pro-
gramme** eingibt.

In zahlreichen Situationen des taglichen Lebens (in der Familie, bei bestimmten beruf-
lichen Titigkeiten, bei der Freizeitgestaltung usw.) stehen uns auch im allgemeinen
keine Rechenmaschinen zur Verfiigung. AuBerdem ist die Entwicklung der Fahig-
keit, im Kopf oder mit Papier und Bleistift fehlerfrei und rationell, das heiBt unter
Ausnutzung von Rechenvorteilen und geschickter Auswahl geeigneter Rechenver-
fahren, Aufgaben zu 16sen, ein wesentlicher Bestandteil der sozialistischen Allgemein-
bildung. Das gehdrt mit zur sogenannten ,,Rechenkultur®.

Das Anwenden rationeller Rechenverfahren hilft Zeit sparen und Fehler vermeiden.
Es ist dabei sehr wichtig, sich darin zu iiben, schnell und sicher entsprechende An-
wendungsmoglichkeiten zu erkennen und zu entscheiden, welches Verfahren bei be-
stimmten Problemstellungen das geeignetste ist.

Die folgenden Ausfithrungen dieses Kapitels sollen das aus dem obligatorischen
Unterricht iiber die Grundrechenoperationen Bekannte durch Hinweise auf Rechen-
vorteile und Rechenproben erganzen und durch entsprechende Ubungen festigen.



1.1.  Addition

Das Addieren natiirlicher Zahlen bereitet im allgemeinen wenig Schwierigkeiten.
Additionsaufgaben sollte man, soweit das méglich ist, im Kopf 16sen.

Bei zwei zweistelligen natiirlichen Zahlen sind dazu folgende Schritte zu empfehlen.
Aufgabe: 42 + 39 }
Losungsweg: 42 + 30 = 72;72 + 9 = 81

[unter Benutzung der Assoziativitat der Addition:

42 + 39 =42 + (30 + 9) = (42 + 30) + 9]
Zur Kontrolle kann man rechnen:
39+40=79;79 +2 =281
[unter Benutzung der Kommutativitit und wiederum der Assoziativitéit der Addition:
42 + 39 = 39 + 42; 39 + (40 + 2) =(39 + 40) + 2]
Ausreichende Ubung erméglicht, auch zwei dreistellige natiirliche Zahlen auf gleiche
Weise zu addieren.

Aufgabe: 462 + 347

Losungsweg: 462 + 300 = 762; 762 + 40 = 802; 802 + 7 = 809

Kontrolle: 347 + 400 = 747; 747 + 60 = 807; 807 + 2 = 809

Sind gebrochene Zahlen in Dezimalbruchschreibweise zu addieren, so ist auf den Stel-

lenwert der Ziffern zu achten. Es empfiehlt sich, stets mit einem Uberschlag zu be-

ginnen, um die zu erwartende GréBenordnung des Ergebnisses zu ermitteln.

M1l 023+64 =x Uberschlag: 6 < x < 7
6,40 + 0,23 = 6,63

Bei der schriftlichen Addition hat sich als zweckmiBiges Verfahren die Addition von

rechts nach links bewéhrt.

m2 6,3457 54+47=12 2 Ubertrag1
+2,5815 1+1+5= 7 7 Ubertrag0 usw.
38,9272

Folgende Wege sind méglich:

a) Addition von oben nach unten,

b) Addition von unten nach oben.

Addiert man von oben nach unten, so sollte die Addition von unten nach oben als
Kontrolle dienen (und umgekehrt).

B3 1,592 Addition von unten nach oben
3,012 1. Spalte 0+2+0+2+2= 6
5,420 2. Spalte 84+3+2+1+9=23
2,632 3. Spalte 24+54+64+4+0+5=22
8,580 4.Spalte 2+8+2+5+3+1=21
21,236
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Kontrolle (Addition von oben nach unten)
1. Spalte +240+24+0= 6
2. Spalte 94+1+2+3+8=23
3. Spalte 2+5+04+4+6+5=22
4. Spalte 2+1+3+54+42+8=21

Oft lohnt es sich, vor dem Rechnen zu untersuchen, ob die Aufgabenstellung die An-
wendung von Rechenvorteilen zulaft.
Treten wie in Beispiel 3 in einer Spalte lauter gleiche Summanden (auBer Null) auf,
so kann man vereinfachen:

2+2+2=3-2=6.
Findet man wie in der 2. Spalte in Beispiel 3 Summanden, die paarweise jeweils 10
ergeben, so vereinfacht sich das Rechnen unter Anwendung der Kommutativitit der
Addition ebenfalls:

B+2)+O+1)+3=10+10+3 =23.

® 2  Addieren Sie!

a) 28,14 + 7,25 + 11,78 + 42,62
b) 0,715 + 3,69 + 0,025 + 13,3 + 4,135

1.2. - Subtraktion

Sind Minuend und Subtrahend zweistellig, so kénnen die Aufgaben wie bei der
Addition im Kopf gelost werden.
Aufgabe: 87 — 53
Losungsweg: 87 — 50 = 37;37 — 3 = 34
Zur Kontrolle addiert man Differenz und Subtrahend:

34 + 53 = 87.
Bei ausreichenden Ubungen konnen Subtraktionsaufgaben auch mit Zahlen, die
mehr als zwei Stellen haben, im Kopf geldst werden.
Beim schriftlichen Subtrahieren ist das additive Verfahren vorteilhaft.
m4 857 6+1= 7 1

—386 8+ 7=15 7 Ubertragl

471 1+3)+4=28 4

Enthilt eine Aufgabe mehrere Subtrahenden, so werden in den einzelnen Spalten die
Subtrahenden addiert und deren Summe vom entsprechenden Minuenden subtra-
hiert.



s 5317 0+2+1=3; 3+4=7
—1421 14+5+2=8; 8+3=11
- 82 1+6+8+4=19; 19+ 4 =23
- 610 2 +1=3; 3+2=5
2434

Liegt der Subtrahend einer Aufgabe in der Nihe eines ganzzahligen Vielfachen von
100, so formt man den Subtrahenden in eine Summe oder Differenz um:

847 — 304 = 847 — (300 + 4) = 847 — 300 — 4 = 543;

847 — 589 = 847 — (600 — 11) = 847 — 600 + 11 = 258.

® 3 Uberlegen Sie, wann es_zweckmiBig ist, den Subtrahenden in eine Summe
bzw. in eine Differenz umzuformen!
Belegen Sie Ihre Entscheidung mit eigenen Beispielen!

1.3. Multiplikation

Voraussetzung fiir Sicherheit beim Multiplizieren mehrstelliger Zahlen ist die Be-
herrschung der Grundaufgaben der Multiplikation.

Bei einiger Ubung kann man auch Zahlen bis zur 20 und dariiber hinaus alle zwei-
stelligen Zahlen im Kopf multiplizieren. Vorteile solcher Fertigkeiten liegen unter
anderem beim Uberschlagsrechnen und beim Schétzen.

Ein Multiplikationsverfahren, das schon den Indern im Altertum bekannt war und
auch spiter von Mathematikern immer wieder verwendet wurde, baut auf der Multi-
Dplikation zweier Binome auf. Es wird als krenzweise Multiplikation bezeichnet.’

Zur Erliuterung dieses Verfahrens in Beispiel 6 wollen wir die Aufgabe, zwei zwei-
stellige natiirliche Zahlen miteinander zu multiplizieren, mit

zy 'z, = a,a;,* byb, (a4, a,, by, b, Grundziffern)
symbolisieren. Dabei gelten z; = a; 10 + a, und z, = b, * 10 + b,.

B 6 a) Allgemeiner Fall zy° 2z, = a,a,* b.b,
= (a, 10 + a,) (b, - 10 + b,)
= a;by - 100 + (a;b, + a,b,) - 10 + a,b,
b) Einzelfall 43-27
=(40 + 3)(20 + 7)
=40-204+ (4-7+2-3)-10+3-7
Aus den dargestellten Umformungen ergibt sich fiir die rechnerische Er-
mittlung des Produktes mit Hilfe der kreuzweisen Multiplikation:
a;b, liefert den Koeffizienten der Hunderter,
(ayb, + a,b,) den der Zehner,
a,b, den der Einer (Bild 1.1a), b)).

1 vgl. [23], S.17
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a.

H X EH \\ E  z Z%¥3-2+4-7=36
Sz hy, 2

b Z 7 H 3+4 -2 =11
a) b) c)
Bild 1.1
¢) Nach Rechenschema in Bild 1.1¢) kann das Ergebnis sofort hingeschrie-
ben werden.

Das Verfahren der kreuzweisen Multiplikation erfordert neben der Beherrschung
der Grundaufgaben der Multiplikation Sicherheit im Addieren zweistelliger Zahlen.
® 4  Losen Sie im Kopf! |
a)13-17 b)28-14 ¢)56-39 d)84-19 €)67-75

Bei vielen Multiplikationsaufgdben kann man durch Anwendung bekannter Gesetze
und Regeln schnell und einfach zur Losung kommen. Einige Méglichkeiten seien
hier angefiihrt.

e . 10 100
Multiplizieren mit sogenannten bequemen Zahlen, etwa 5 =—; 25 = —;

2 4
1000 100 10 1 100
125 = -3 12,5 = -3 25 = = 33 3="3 (vgl. Beispiel 7a), b))

b
Vereinfachen der Faktoren: a-b = (a-n)- I(Vgl. Beispiel 7¢))
Anwenden der binomischen Formel: (a + b) (a — b) = a*> — b? (vgl. Beispiel 7d))

W7 a) 56-125= 700
b) 6327- 25 = 632700: 4 = 158175
) 35-28:(35~2)-§=70-14=980
d) 8476 = (80 + 4) (80 — 4) = 6400 — 16 = 6384

56100 _
e

@® 5  Losen Sie die folgenden Aufgaben auf maglichst rationellem Wege!

a)136-5 b) 106-94 c)45-14 d) 126-33% €) 824-12,5
£)22,5-48 g) 33-27 h) 83-27 i) 12,5-16 K) 16 - 24



1.4.  Division

Die Division durch mehrstellige Divisoren bereitet oft sehr groBe Schwierigkeiten.
Vereinfachungen bei der Division lassen sich in vielen Fallen durch Kiirzen erreichen.
Das setzt die Kenntnis der Teilbarkeitsregeln'? voraus.

Das Ziel des Kiirzens muB} darin bestehen, den Divisor so zu vereinfachen, daB die
Division ohne Schwierigkeiten ausgefiihrt werden kann. Das Umgehen derartiger
Schwierigkeiten erreicht man in Einzelfillen auch durch Erweitern.

W 8 a)56376:132=4698:11 = 427T11— .
56376 und 132 haben die gemeinsamen Teiler 3 und 4, sie sind also beide
durch 3 - 4 = 12 teilbar.
4 2
b) 154312: 65 = 308624 : 130 = 2374ﬁ = 23743 .
Hier wurde zweckmaBigerweise mit 2 erweitert.

Die Kontrolle bei der Division kann mit Hilfe der Umkehroperation erfolgen.
Fiihrt die Division auf einen unendlich-periodischen Dezimalbruch oder wird sie
abgebrochen, so daB ein Rest auftritt, ist die Probe nach folgendem.Schema zu
machen:

Esseia: b = x Rest r. Dann gilt fiir die Kontrolle mit Hilfe der Umkehroperation

b-x+r=a.
Die Kontrolle der Lésung im Beispiel 8a) ist dann:
11-427 + 1 = 4697 + 1 = 4698.

® 6  Fiihren Sie die Kontrolle der Losung im Beispiel 8b) durch!

1.5. Losungen zu Kapitel 1

2 2) 89,79 b) 21,865

4 a) 221 b) 392 ) 2184
d) 1596 €) 5025

5 a) 6810 = 680 b) (100 + 6) (100 — 6) = 9964 «¢) 90-7 = 630

100 100 '

d) 126 —— = 4200 €) 824+ —— = 10300 £) 90- 12 = 1080
2) (30 + 3)(30 — 3) = 891 h) 83-27 = 2241 i)%- 16 = 200
K) (20 — 4) (20 + 4) = 384

6 65-2374 + 2 = 154310 + 2 = 154312

Dvgl. [2], S.27 f.
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2. Einige Grundbegriffe der Fehlerrechnung

2.1. Fehler und Niiherungswert

Der Begriff ,,Fehler* wird allein in der Umgangssprache in sehr unterschiedlicher
Bedeutung angewandt.

Der Schiiler macht zuweilen Fehler, wenn er ein Diktat im Deutschunterricht oder
eine Klassenarbeit in Mathematik schreibt. Ein Stiick Kleiderstoff oder ein Werk-
stiick konnen fehlerhaft sein. Wer eine wichtige Entscheidung zu treffen hat, zum
Beispiel die Wahl seines Berufes, bemiiht sich, dabei keinen Fehler zu machen usw.
Diese Fehler sind vermeidbar. Zum Beispiel miissen Werkstiicke, die das Giitezeichen
,,Q* tragen sollen, frei von Fehlern sein. Durch sorgfiltige, gewissenhafte Arbeit muf3
sich jeder in der Produktion Tatige fiir fehlerfreie Arbeit einsetzen. Auch der Schiiler
muB bestrebt sein, Fehler in seiner Arbeit zu vermeiden. Im Mathematikunterricht
sind Rechenproben eine gute Hilfe, Fehler aufzudecken und dann zu korrigieren.
Wie viele andere Begriffe, so ist auch der Begriff ,,Fehler* in der Mathematik in-
haltlich exakt gefaBt. DaB man ,,mit Fehlern rechnen* bzw. ,,Fehlerrechnung be-
treiben kann, ist ungewohnt.

Es sollen zunichst an einem mathematischen Sachverhalt als Beispiel die Begriffe
,,Fehler und ,,Naherungswert* vom mathematischen Inhalt her erliutert und ihr
Zusammenhang mit dem Rechnen mit Naherungswerten hergestellt werden.

Fiir die Berechnung der Linge des Umfangs des im Bild 2.1 angedeuteten Kreises
benétigt man die Lange des Durchmessers bzw. des Radius dieses Kreises.

Das an den Radius r angelegte Lineal zeigt:

r>31lcm und r<32cm.

Bild 2.1
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3,1 cm und 3,2 cm sind Néherungswerte fiir die Linge des Radius r. Man schreibt:
3,lcm <r < 3,2cm.

Auch wenn man einen weiteren Stellenwert der MaBzahl der Linge durch Schitzen
hinzunimmt, erhalt man einen Néherungswert.

MiBt man den Radius des vorgegebenen Kreises mit anderen Linealen, so ergeben
sich unter Umstanden andere MaBzahlen, denn der Grad der Genauigkeit der MeB-
gerite ist unterschiedlich.

Je nach der geforderten Genauigkeit einer Messung muf3 man dafiir geeignete MeB-
gerite verwenden. Trotzdem darf man von einem durch Messen ermittelten Wert
einer GroBe nicht annehmen, daB er der wahre Wert dieser GréBe ist. Die auftreten-
den Fehler haben ihre Ursachen in voneinander abweichenden Genauigkeitsgraden
der MeBgerite, in Verdnderungen der MeBgerite durch Umwelteinfliisse (Tempera-
tur- und Feuchtigkeitsschwankungen, Abnutzung des Gerites) und in den mehr oder
minder entwickelten Fertigkeiten der messenden Personen.

® 1 Im Unterricht verwendet man zum Messen meist Lineale. Bei Feldver-
messungen verwendet man das MeBband. Bei der Metallbearbeitung werden
MeBschieber und FeinmeBschraube benutzt.
Betrachten Sie diese MeBgerite (zu Hause, in der Schule, im Betrieb), und
ermitteln Sie, welche Einheiten
a) genau abgelesen,
b) durch Abschatzen festgelegt
werden kénnen!

Die Genauigkeit eines zu berechnenden Kreisumfangs u = 2zr wird auch durch den
fiir die Zahl = verwendeten Naherungswert beeinfluBt. z ist eine irrationale reelle
Zahl; beim Rechnen verwendet man jedoch rationale Naherungswerte, die man durch
Runden erhilt. Naherungswerte fiir  sind beispielsweise 3; 4; 3,1; 3,2; 3,14; 3,15.
Es gilt:
3<m<4; 31<m<32; 3,14 <n<31l5.

Verwendet man bei der Berechnung des Kreisumfangs Néherungswerte als Ausgangs-
werte, so ist das Ergebnis auch ein Naherungswert.

D1 Die Abweichung eines Niiherungswertes vom tatsichlichen Wert heiBt Fehler.

Zusammenfassung:

1. Die Fehlerrechnung untersucht Fehler, die entstehen
a) beim Messen von GroBen,

b) beim Verwenden von Niherungswerten fiir gegebene Zahlen im Interesse
des praktischen Rechnens.

2. Mit Hilfe der Fehlerrechnung kann man nicht nur den Genaunigkeitsgrad
von Naherungswerten ermitteln, sondern auch den Genauigkeitsgrad der
Ergebnisse von Rechenoperationen, die man mit Naherungswerten durch-
fiihrt.

16



Eine wesentliche Voraussetzung fiir die Behandlung der Fehlerrechnung ist die
sichere Beherrschung der Rundungsregeln.

® 2 a) Arbeiten Sie zur Wiederholung die Rundungsregeln in [2], S. 54, durch!
Beachten Sie besonders den Fall, daB die letzte Grundziffer eine ,,5¢
ist!
b) Runden Sie folgende Zahlen jeweils auf drei wesentliche Ziffern: 9143;
91,97; 37053; 123500; 2,765!

Beim Arbeiten mit Nidherungswerten erfolgt die Darstellung stets so, daB man die
Genauigkeit des Niherungswertes abschitzen kann. Bei den Grundziffern eines
Naherungswertes unterscheidet man daher zuverlidssige Ziffern und giiltige Ziffern.?

> 2 Ziffern eines Niherungswertes heien zuverlissig, wenn der Fehler dieses
Niherungswertes hichstens eine halbe Einheit des Stellenwertes der letzten
mitgeteilten Ziffer betrigt.

>3 Ziffern eines Niherungswertes heiBlen giiltig, wenn sie in einem verfeinerten
Niherungswert erhalten bleiben.

Alle durch richtiges Rechnen und Runden entstandenen Ziffern eines Niherungs-
wertes sind zuverlassig.

Entsteht ein Naherungswert durch Abrunden, so dndert sich die letzte Ziffer nicht.
Alle Ziffern sind giiltig.

Entsteht ein Naherungswert durch Aufrunden, so dndert sich mindestens die letzte
Ziffer. Man erhilt mindestens eine nicht giiltige Ziffer.

W1 231-225=5]1975= 520
5 -2 -0 sind zuverlissige Ziffern, der Naherungswert ist durch Runden ent-
standen.
5 ist auch eine giiltige Ziffer.
Die Ziffern 2 bis 0 jedoch sind keine giiltigen Ziffern, denn ein verfeinerter
Niherungswert ist 5,198. Die Ziffern 2 bis 0 bleiben nicht erhalten.

B 2  Aus der Zahlentafel entnimmt man:
1,072 =~ 1,145.
Die Ziffern 1 - 1 - 4 - 5 sind zuverlassige Ziffern, denn es gilt die Abschit-
zung
1,1445 < 1,07% < 1,1455.
Die Ziffern 1 — 1 — 4 sind auch giiltige Ziffern. .
Ob die 5 auch eine giiltige Ziffer ist, kann so nicht entschieden werden.
Da 1,072 = 1,1449, ist die 5 also durch Aufrunden entstanden und daher
keine giiltige Ziffer.

© In der praktischen Mathematik verwendet man den Begriff ,,Ziffer meist im Sinne von ,,Grund-
ziffer*, das heiBt, bei den zuverléssigen Ziffern und giiltigen Ziffern handelt es sich um die Grund-
ziffern 0, 1, ..., 9. Wenn keine Verwechslungen zu erwarten sind, wird im folgenden fiir den Begriff
,»Grundziffer auch ,,Ziffer** verwendet.
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Es gilt:

Alle Zahlenangaben in Zahlentafeln bestehen aus zuverlassigen Ziffern.

Die letzte Ziffer ist im allgemeinen durch Auf- oder Abrunden entstanden. Man kann
daher nicht ohne weiteres entscheiden, ob diese Ziffern giiltig sind. In manchen
Zahlentafeln ist das Aufrunden und das Abrunden fiir den Fall gekennzeichnet, daB
die letzte Ziffer eine 5 ist. Steht iiber der 5 ein Punkt, so ist abgerundet. Alle Ziffern
sind giiltig. Steht iiber der 5 ein Strich, so ist die 5 durch Aufrunden entstanden.
Mindestens die 5 ist dann keine giiltige Ziffer. Sollen aus Zahlentafeln entnommene
Zahlen weiter gerundet werden, so ist dies zu beachten. Bei einer giiltigen 5 wird stets
aufgerundet, bei einer nicht giiltigen 5 wird abgerundet.

Bei Zahlenangaben iiber GroBen, die durch Messung ermittelt wurden, kann keine
entsprechende Festlegung getroffen werden, da die GroBe des Fehlers nicht so ein-
fach wie beim Runden bestimmt werden kann.

Einschitzungen iiber zuverldssige und giiltige Ziffern eines MeBwertes werden in den
folgenden Abschnitten erlautert.

2.2.  Absoluter Fehler und relativer Fehler

>4 Die Differenz zwischen dem Niherungswert ¢ und dem wahren (tatséchlichen)
oder geforderten Wert x nennt man den absoluten Fehler .
Man schreibt: ¢ = a — x.

2
Bl 3 a) Verwendet man an Stelle des gemeinen Bruches-;(tatsﬁchlicher Wert)

den Dezimalbruch 0,7 als Naherungswert, so ist der absolute Fehler

2
E=0,7—?

21 20 1
=730 30 30°

b) Den absoluten Fehler des Naherungswertes 2~ 1,41,also0 e = 1,41 —VE,
kann man nur nidherungsweise berechnen, indem man fiir V2 einen fei-
neren Naherungswert als 1,41 verwendet.

¢) Fiir die Lange a und Breite b eines Buches wurden durch Messen er-
mittelt: @ = 232mm, b =164 mm. Vom Verlag waren gefordert:
X, = 230 mm, x, = 165 mm.

Die absoluten Fehler betragen:

g, =a—X,=232mm — 230mm = 2mm;

& =b — x, =164mm — 165mm = —1 mm.
Die Beispiele 3a) bis ) zeigen, daB der absolute Fehler positiv oder negativ sein kann.
Fiir die Praxis und fiir die Fehlerfortpflanzung ist meist nur der Betrag des absoluten
Fehlers von Interesse. Man legt deshalb fest:

D> 5  Ada=|¢e| = |a — x| heiBt Betrag des absoluten Fehlers.
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In Beispiel 3¢) sind

les = da = |2| mm = 2 mm;
ley] = 4b = |—1| mm = 1 mm.

In technischen Zeichnungen fiir die Herstellung von Werkstiicken werden neben An-
gaben fiir geforderte MaBe zulassige Abweichungen angegeben. Diese Abweichungen
stellen maximale absolute Fehler dar, um die die MaBe eines hergestellten Werk-
stiickes von den geforderten MaBen abweichen diirfen. Sie werden als Betrag des
maximalen absoluten Fehlers angegeben und als Toleranzen bezeichnet. Wir ver-
wenden dafiir das Symbol 4x.

Es gilt: Ax = 4a.”

Die Angaben der Toleranzen erméglichen bei der Herstellung und Giitekontrolle die
Feststellung, ob das hergestellte Werkstiick brauchbar ist.

B 4 Auf einer Zeichnung ist fiir den Durchmesser einer Welle angegeben:
d = (123,4 + 0,2) mm. Der geforderte Durchmesser sei 123,4 mm.
Der zuldssige Betrag des absoluten Fehlers (die Toleranz) ist 0,2 mm. Alle
Wellen mit einem Durchmesser 123,2mm < d £ 123,6 mm sind also
brauchbar.

Auch bei MeBgeriten werden Toleranzen angegeben, die aussagen, wie grofB3 ein
Fehler beim Messen mit dem Gerdt héchstens sein wird. Enthélt zum Beispiel ein
Strommesser fiir den Bereich 0 A bis 5 A die Angabe ,,+0,1 A“ und liest man
,»,2,6 A“ ab, so gilt fiir die gemessene Stromstirke

(2,6 £ 0,1) A oder 2,5A S I 2,7A.

® 3 Uberpriifen Sie die unter Aufgabe 1 betrachteten MeBgerite auf Angaben
von Toleranzen!

Bei einer einzelnen Messux?g konnen MeBfehler auftreten. Deshalb ermittelt man das
Intervall, in dem der tatsdchliche Wert x der GroBe liegt, mit Hilfe einer Megfreihe.
Das Intervall wird dann durch das arithmetische Mittel ¥ und die durchschnittliche
Abweichung 4% von diesem Mittelwert gebildet:

X —A4%x <x <X + 4%.
Dafiir schreibt man auch

x =X + 4X%.

> 6 Das arithmetische Mittel X ist der Quotient aus der Summe der MeBwerte
X1y X3y ... X, und der Anzahl n der Messungen.
_ X1+ x4+ oo+ x4

1
J:=—”—————;(.\:1 +x; + oo + 1)

1 In vielen Biichern wird Ax auch als ,,absolute Fehlerschranke' bezeichnet.
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B 5  Esist das arithmetische Mittel folgender MeBreihe zu bestimmen:
x; = 32,4mm; x, = 32,6 mm; x; = 32,8 mm; x4 = 32,5mm;
x5 = 32,7 mm; x¢ = 32,6 mm.

X = %(32,4 mm + 32,6 mm + 32,8 mm + 32,5mm + 32,7 mm + 32,6 mm)
= 32,6 mm

Fiir Summen, wie sie in Definition 6 im Zahler des Bruches bzw. in der Klammer auf-
treten, gibt es in der Mathematik eine Kurzschreibweise mit einem besonderen
Symbol (Summenzeichen):

n
X1+ X2+ ... + X, = X x; (lies: Summe der x, miti = 1, ..., n).
i=1

3
[ ] a) Y x;=Xx; + X + X3
i=1
4
b)Zoa,=ao+a1+a2+a3+a‘
i=

Fiir das arithmetische Mittel erhilt man in dieser Schreibweise

Sehr rationell kann man das arlthmetlsche Mittel mit Hilfe eines angenommenen

Mittelwertes x, bestimmen.
Ist x, der angenommene Mittelwert, so erhilt man % nach der Formel:

% =x, +% [ — x0) + (2 — X5) + oo + (% — X2)] = %, + %'é’l (% — xa).
Fiir Beispiel 5 gilt dann: »
X = 32mm + %[(32,4 — 32) mm + (32,6 — 32)mm + (32,8 — 32) mm
+ (32,5 — 32)ymm + (32,7 — 32) mm + (32,6 — 32) mm]

=32mm + %~3,6 mm = 32,6 mm.

> 7 Die durchschnittliche Abweichung Ax ist der Quotient aus der Summe der
Betriige der Abweichungen der Einzelmessungen vom arithmetischen Mlttel x

und der Anzahl # der Messungen.
=; - —x 1 2
AE:Ix‘ x|+ x—xl + ...+ |x, x'=—2|—t,—il
n ni=1

B 7  Esist die durchschnittliche Abweichung fiir Beispiel 5 zu berechnen.
A% = %(|32,4 — 32,6 mm + [32,6 — 32,6 mm + |32,8 — 32,6| mm
+ 132,5 — 32,6 mm + (32,7 — 32,6| mm + [32,6 — 32,6| mm)
=%-0,6mm = 0,] mm
Fiir die gemessene GroBe-gilt also: x = (32,6 + 0,1) mm.
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® 4  Folgende MeBwerte wurden fiir den Durchmesser eines Rohres ermittelt:
xy = 17,6 mm; x, =172mm; x; =17,9mm; x, = 17,5mm;
xs = 173mm; x¢ =17,8mm; x, = 17,2 mm.

Berechnen Sie das arithmetische Mittel und die durchschnittliche Ab-
weichung! Verwenden Sie folgendes Schema!

n X Xy — X

® 5  Nutzen Sie Messungen aus dem Unterricht in Physik, Chemie und anderen
Fichern, und ermitteln Sie jeweils deren arithmetisches Mittel und die
durchschnittliche Abweichung !
Verwenden Sie beim Messen mehrere MeBgerite!
Lassen Sie auch durch andere Schiiler die einzelnen Messungen durch-
fithren !

Wie im Zusammenhang mit der Betrachtung von Toleranzen bereits gesagt wurde,
kommt es in der Praxis oft auf die ,,Brauchbarkeit eines Naherungswertes an; vgl.
Beispiel 4. Einz derartige Einschitzung ist komplizierter, wenn es sich dabei um einen
Vergleich mehrerer Naherungswerte handelt, die beim Untersuchen unterschiedlicher
Sachverhalte ermittelt wurden. Die Frage, welcher der Niherungswerte ,,bessers
oder ,,schlechter* sei, ist im allgemeinep nicht allein mit Hilfe der errechneten abso-
luten Fehler zu beantworten.

Wenn beispielsweise bei Langenmessungen an zwei verschiedenen Gegenstinden
sich als Betrége der absoluten Fehler

Aa; =232 — 230|mm = 2mm und Aa, = |806 — 800 cm = 6 cm

ergeben, so sind 2 mm scheinbar eine ,,bessere Abweichung als 6 cm. Ein derartiger
TrugschluB entsteht, wenn man unberiicksichtigt 14Bt, in welchem Verhiltnis Jjeweils
der Fehler zum wahren Wert steht. Bei solchen Vergleichen ermittelt man die soge-
nannten relativen Fehler.

> 8 Das Verhiltnis des Betrages des absoluten Fehlers eines Niherungswertes
zum Betrag des wahren Wertes heifit relativer Fehler des Niherungswertes.

A
Man schreibt: 6 = = s
Jx|
B 8  Aus den oben gemachten Angaben fiir 4a, und A4a, erhilt man:
. day 2 mm Ada, 6cm
Oy "Xl 230mm 0,008 W & = Ixzl  800cm

Trotz des wesentlich groBeren absoluten Fehlers (6 cm gegeniiber 2 mm) ist
der Niherungswert 8,06 m die bessere Naherung an den wahren Wert.

=~ 0,008.
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@® 6  Berechnen Sie die relativen Fehler!

a) b) ) d)
Wahrer Wert 2 g
ahrer Wer 3 3 Ed L
Néherungswert 0,7 0,66 3,0 3,14
Absoluter Fehler 1
soluter Fehle: 0
Relativer Fehler

Da man mit dem wahren Wert z nicht rechnet (irrationale Zahl), verwendet
man jeweils eine rationale Zahl als verfeinerten Naherungswert, bei c) etwa
3,14, bei d) etwa 3,142.

Ist der wahre Wert nicht bekannt (zum Beispiel beim Messen einer GroBe), so be-
rechnet man den relativen Fehler mit Hilfe eines Naherungswertes:
_4da  Aa
[xI = lal

Der relative Fehler kann auch als Prozentsatz angegeben werden.

>9 Der prozentuale Fehler ist der als Prozentsatz angegebene relative Fehler.
4
Man schreibt: 8., = 6 - 100% = ‘T‘[' 100%.

Im Beispiel 8 betragen die prozentualen Fehler
8¢ ~ 0,009 -100% = 0,9% und ds; ~ 0,008 1009, = 0,8%.

Zusammenfassung :

1. Man unterscheidet: )
a) absoluter Fehler ¢ = a — x (¢ — Naherungswert, x — wahrer Wert);
b) Betrag des absoluten Fehlers 4a = |a — x|

(In der Praxis werden oft Angaben iiber den maximalen absoluten
Fehler gemacht (Toleranzen));

da da
¢) relativer Fehler 6 = —~ —;
Ix] lal
A4
prozentualer Fehler oo, = 6-100% = [—a- 100%.

x|
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2

. Um moglichst genaue MeBergebnisse zu erhalten, verwendet man Mep-

reihen und ermittelt

die durchschnittliche Abweichung

A% =
Ergebnis der Messungen: x = x + AX

2.3.

Fehler einer Summe — Fehler einer Differenz

Fiihrt man Rechenoperationen mit Naherungswerten durch, so sind die Ergebnisse
wiederum Naherungswerte. Sind die Fehler der Ausgangswerte bekannt, so berechnet
man den maximalen absoluten Fehler, der sich aus der Fortpflanzung der Fehler
dieser Ausgangswerte ergibt. Beispiel 9 erlautert eine Summenbildung von Nahe-
rungswerten.

m9

Die Strecken a = 5 cm und b = 4 cm sind durch Konstruktion zu addieren.
Die Toleranzen von a und b werden mit+ 1 mm angenommen. Was kann
man iiber die Linge
s=a+b=(5 %+ 1)mm + (40 + 1) mm
aussagen?
Folgende Extremfille sind zu beachten:

= (50 + I)mm + (40 + 1) mm = 92 mm;

= (50 + 1) mm + (40 — 1) mm = 90 mm;

= (50 — 1)mm + (40 + 1) mm = 90 mm;
.v. = (50 — 1)mm + (40 — 1) mm = 88 mm.
Die Lange von a + b liegt zwischen 92 mm und 88 mm. Ohne Beachtung
der Fehler erhdlt man (50 + 40) mm = 90 mm. Damit kann man fiir s
aussagen:
s = (90 £ 2) mm.

Das Ergebnis besagt, daB 90 mm eine Niherungslosung ist, der Fehler
hochstens 2 mm betrdagt und die tatsichliche Linge der Strecke damit
zwischen (90 + 2) mm und (90 — 2) mm liegen kann. Der Fehler entsteht
beim Konstruieren durch Ungenauigkeiten des MeBgerites und durch Un-
zulanglichkeiten beim Konstruieren und Messen.

Wenn man eine allgemeingiiltige Vorschrift fiir die Berechnung des gréBtméglichen
absoluten Fehlers einer Summe von Naherungswerten hitte, kénnte man rationeller
als in Beispiel 9 verfahren. Dasselbe Bediirfnis wire fiir die Subtraktion von Nihe-
rungswerten anzumelden.
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Esseien x;, = a + 4a und x, = b + 4b.V
)
Dannsind x; + X, =a+ b+ da+ 4b=(a+ b) + 4(a + b)
Fehier 4 (a+b)
und Xy—x,=a—-b+AdaF Ab=(a — b) + A(a — b).
Fehler 4 (a-b)

Zur Bestimmung des maximal méglichen Fehlers schétzt man A(a + b) und 4(a — b)
ab.

1. Fall 2. Fall 3. Fall 4. Fall
Aa + b) +(da + 4b) | +(da — 4b) +(db - Ad) —(da + 4b)
Aa - b) +(da + 4b) | +(da — 4b) +(4b — Aa) ~(da + 4b)

Man erkennt:

1. Die absoluten Fehler einer Summe und einer Differenz sind gleich.

2. da und 4b sind als Betrage stets positiv. Da die Summe von positiven Zahlen
stets groBer als deren Differenz ist, erhidlt man den maximal méoglichen Fehler
aus dem 1. und 4. Fall.

» 1  Fiir den maximalen absoluten Feﬁler einer Summe a + b bzw. einer Differenz

a— b gilt:
A(a £ b) = da + 4b |.

Damit sind | x; + x, = a + b + (da + 4b)
und Xy — Xy =a—b =t (da + 4b) |.

B 10 a) Es ist der Gesamtwiderstand R zweier hintereinander geschalteter Wider-
stinde R, = (250 & 5)Q und R, = (100 + 3) Q zu bestimmen.
R=R, + R,

= (250 + 100)Q + (5 + 3)Q = (350 + 8)Q

b) Der Tank eines Pkw enthalt (23 + 1)1 Benzin. Der Motor verbraucht
fiir 100 km (7 + 1)1 Benzin. Welche Angabe kann man iiber den Tank-
inhalt nach 100 km Fahrt machen?

V=V, -V,
=@3-7NI+£0+1I=(6+2)]1

Beispiel 10 weist auf ein Problem beim Berechnen der Fehler hin. Der Fehler von
Summe und Differenz erfat immer den ungiinstigsten Fall. Das kann bei Differenzen

1 Hier und in den folgenden Abschnitten sind die Fehler 4x, Aa, Ab, A(a + b) usw. Betriige maxi-
maler absoluter Fehler.
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dazu fiihren, daB der Fehler groBer als die Differenz wird. Fahrt man zum Beispiel
weitere 200 km, so ergibt die Rechnung:

V=16 + 2)1; Verbrauch V5 = (14 + 2)1;
Vi=V—-V:=(16-141xQ2+2)1=02 141
Beim Fahren wird man sicher rechtzeitig merken, ob der ,,ungiinstigste** Fall ein-

tritt. Bei lingeren Fahrten sollte man jedoch bei der Planung des Tankens auch den
ungiinstigsten Fall beriicksichtigen.

® 7  Der Hubraum des Zylinders eines Motors hat eine Héhe von (50,0 + 1,1) mm.
Der Hubweg des Kolbens wird mit (45,5 + 1,0) mm angegeben. Bestimmen
Sie die Hohe des Kompressionsraumes!

Die Qualitit einer Naherungsldsung ermittelt man, indem man deren relativen Fehler
errechnet.

»>2 Fiir den relativen Fehler einer Summe a + b bzw. einer Differenz a — b

gilt:

Aa + 4b
d=—0—— |,
la £ b

In den Beispielen 10 erhilt man folgende relative Fehler.
543

_ B B 230

a) 8= ooy 0023 By~ 23%
1+1 :

b) d= o R 012 Sy m125%

® 8 Berechnen Sie den relativen Fehler der Naherungslésung aus Aufgabe 7!

2.4. Fehler eines Produktes

An einem einfachen Beispiel soll verdeutlicht werden, wie man den Fehler eines Pro-
duktes berechnet.
Es sei der Fliacheninhalt eines Rechteckes zu bestimmen.
Es seien a = (19,0 £ 0,3)cm und b = (12,0 + 0,2)cm. Danach ergibt sich
A= (19,0 £+ 0,3)cm - (12,0 £+ 0,2) cm.
Den groBten Wert fiir den Fliacheninhalt 4(A4y,,) erhilt man, wenn man die groBten
MaBzahlen miteinander multipliziert, den kleinsten (Ap;,) durch Multiplikation der
kleinsten MaBzahlen.
1. Fall: Ag. = 19,3 cm -+ 12,2 cm = 235,46 cm?
2. Fall: Apyy, = 18,7cm 11,8 cm = 220,66 cm?

220,66 cm? < A < 235,46 cm?
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Die Berechnung von A4 ohne Beriicksichtigung der Fehler Aa und Ab ergibt
Ao = 19,0cm - 12,0 cm = 228,0 cm?. Die Differenzen zum minimalen und maximalen
Flacheninhalt sind 4y — Apin = 7,34 cm? bzw. Ay, — Ao= 7,46 cm?.
Kann man diese Differenzen, die in den absoluten Fehler des Produktes eingehen,
einfacher berechnen? )
Eine Formel fiir den Fehler des Produktes erhalt man durch folgende Uberlegungen:
Es seien @ > O und b > 0. A4, und A, ergeben sich dann wie folgt.
1.Fall: (a4 da)(b+ 4b)=a-b + a-Ab + b-Ada + Aa- Ab
2.Fall: (a—da)y(b—4b)=a-b—a-Ab—b-Aa+ Aa-Ab
Produkt 44 Fehler des Produktes 4,
Die Fille (a + 4a) (b — 4b) und (a — Aa) (b + A4b) braucht man nach unseren Fest-
stellungen im einfiihrenden Beispiel nicht zu untersuchen.
Bei praktischen Aufgaben wird der absolute Fehler stets sehr viel kleiner als der
Naherungswert der GroBe selbst sein (da < a'’; Ab < b). Dann sind aber auch
Ada-Ab < a-Abund da-Ab < b - Aa.
Im Beispiel oben sind:
da-4b = 0,3-0,2 cm? = 0,06 cm?;
a-4b= 19-0,2cm? = 3,8 cm?;
b-4a=12 -0,3cm? = 3,6 cm?
und damit
0,06 cm? < 3,8 cm? bzw. 0,06 cm? < 3,6 cm?2.
Man vernachlassigt deshalb in den Gleichungen den Term Aa - Ab und erhilt fiir
die Berechnung des absoluten Fehlers eines Produktes folgende Formel.

»3 d(ab)=a-4b + b- Aa

Es 1aBt sich leicht zeigen (hier ohne Beweis), daB Satz 3 auch fiir negative Werte von
a und b gilt, wenn jeweils die Betriige |a| und |5| fiir @ und b eingesetzt werden, also

A(a-b) = |a| - 4b + |b| - da.
Wendet man Satz 3. auf das Ausgangsbeispiel an, so erhilt man
A(a - b) = (19,0-0,2) cm? + (12,0 - 0,3) cm? = 7,4 cm?.
Der Flacheninhalt ist damit
A =(228,0 + 74)cm® oder 220,6cm? < A < 235,4 cm?.

Diese Werte weichen von den vorher berechneten 4p,, und Ay, um jeweils 0,06 cm?
ab, das heiBt um das Produkt Aa - Ab.

Es empfiehlt sich stets, beim Berechnen des absoluten Fehlers des Produktes aufzu-
runden. Im Beispiel ergibe sich damit 4 = (228 + 8) cm?. Das ist gerechtfertigt,
da die Unsicherheit in den Millimeterangaben liegt und Stellen nach dem Komma

D Lies: da ist sehr viel kleiner als a.
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sonst eine unzuldssige Genauigkeit vortéuschen wiirden. (Im gegebenen Falle sind
dariiber hinaus nur die ersten beiden Ziffern als zuverldssig anzusehen.)

Die Qualitit einer durch Multiplikation ermittelten Naherungslsung laBt sich
wiederum durch Berechnung des relativen Fehlers feststellen.

A@-b) _a-4b+b-4a a-4b b-da

$= a'b a-b ) + a-b
4 4
=T+Ta=a"+6” (a, b positiv)

Das Ergebnis der Umformung zeigt:

» 4 Derrelative Fehler eines Produktes a « b ist gleich der Summe der relativen
Fehler der Faktoren.
Man schreibt:

Opp=0,+ 0 |

® 9 Berechnen Sie fiir 4 = (19,0 + 0,3) (12,0 4+ 0,2) cm? die relativen Fehler
8,0, und 6,.5!

Bei der Berechnung des absoluten und relativen Fehlers eines Produktes kann man
zwei Wege beschreiten:

1. Berechnen des absoluten Fehlers, dann Ermitteln des relativen Fehlers;

2. Berechnen des relativen Fehlers, dann Ermitteln des absoluten Fehlers.

Der erste Weg wurde im Einfiihrungsbeispiel beschritten. Der zweite Weg ist in vielen
Fillen vorteilhafter. Dies soll am Beispiel 11 gezeigt werden.

M 11 Die Lange des Radius eines Kreises betrigt 20,2 cm.
Einen Niherungswert fiir die Lange des Umfanges erhdlt man unter
Verwendung von 7w &~ 3 und r =~ 20cm:
u = 2nr ~ 120 cm.
Wie groB sind der absolute und der relative Fehler?
Die Berechnung der relativen Fehler ergibt:

0,142 .5 _ 02em

0, =0, +0,; 0, T 0,045; 6, = 307 om
8, = 0,045 + 0,01 = 0,055;
Oy = 5,5%.
Der Faktor 2 in u = 2z ist kein Naherungswert, sein Fehler ist daher Null.

= 0,01;

0
Damit ist auch der relative Fehler 6 = 5= 0. Allgemein bedeutet das:

Treten Konstante in Produkten oder Quotienten auf, so bleiben sie bei der
Berechnung des relativen Fehlers unberiicksichtigt.
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Berechnung des absoluten Fehlers Au:

4
8, =|7“|, Au = |u] - 8, ~ 120 cm - 0,055 ~ 6,6 cm
(Da der wahre Wert von u nicht bekannt ist, wurde der Niherungswert von u
verwendet.)

Es erweist sich, daB die GréBe des Fehlers in Beispiel 11 vor allem durch den Nahe-
rungswert von x bestimmt wird. Der relative Fehler 6, ~ 0,045 kann immer dann
bei anderen Aufgaben verwendet werden, wenn 7 ~ 3 festgesetzt wird und keine
anderen Néherungswerte auftreten.

® 10 Es sind die Tiefe eines Schachtes sowie der absolute und relative Fehler des
ermittelten Wertes zu bestimmen. Fiir die Fallzeit von Steinen bis zum
Auftreffen auf die Grundfliche werden folgende Zeiten ermittelt: 1,7s;
1,9s; 1,6 s; 1,7s; 2,0s. Fiir die Erdbeschleunigung wird der Naherungs-
wert g ~ 10m/s?> verwendet. Die mittlere Erdbeschleunigung betrigt
9,81 m/s2,

2.5. Fehler eines Quotienten

o s 5 a+ da
Zu berechnen sei ein Quotient x = T E T
Den maximalen Wert x,,, des Quotienten x erhilt man, wenn man den gréBten
Wert a + Ada durch den kleinsten Wert b — Ab dividiert. Umgekehrt erhilt man den
minimalen Wert X,,;,, wenn man den kleinsten Wert @ — Aa durch den groBten Wert

b + Ab dividiert.

160 + 4

B 12  Es sei der Quotient x = Szo;5 M berechnen.
164 156
p o 48 ~ 33,8; Xpin = 515 ~ 30,3.

Fiir x gilt also 30,3 < x < 33,8.
160
Geht man von einem Wert x, = —~— = 32 aus, bei dem also der Fehler

nicht beriicksichtigt wurde, erhdlt man die Abschitzung des absoluten
Fehlers

Xmax — Xo = 1,8 bzw. x5 — xpin = 1,7.
Damit ist x = 32,0 + 1,8.
Die Herleitung einer Formel zur Berechnung des maximalen absoluten Fehlers eines

Quotienten ist auf dhnlichem Wege wie beim Fehler eines Produktes méglich. Diese
Formel sei hier ohne Herleitung mitgeteilt.
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a aAb+ b+ da
af) ===

Die Berechnung des absoluten Fehlers fiir Beispiel 12 nach Satz 5 ergibt:

a 160-0,15 + 5-4 44
A(?)__T_z_— 1,76 ~ 1,8.
Der auf diese Weise fiir den absoluten Fehler errechnete Wert 1,8 stimmt mit dem in
Beispiel 12 ermittelten Wert iiberein.

Die Berechnung ist allerdings kaum eine Vereinfachung. Es wird sich zeigen, daB eine
Berechnung mit Hilfe des relativen Fehlers eines Quotienten rationeller ist.

a
A=
s (b)_a-Ab+b-Aa_a~Ab+b-An
- - b2 2 B ab
b

a-4b b+ da Ab+Aa 8 +0,
a-b ab b =8

+

» 6 Fiir den relativen Fehler eines Quotienten gilt:

6(%_) =0, + 6,

Der relative Fehler des Quotienten in Beispiel 12 betragt demnach:
4 0,15
160 5
Der oben angedeutete Weg, den absoluten Fehler mit Hilfe des relativen Fehlers
zu bestimmen, ergibt:
Ax

6’=T; Ax = x+ 0,3 /

8 = = 0,025 + 0,03 = 0,055.

Ax =32-0,055 = 1,75 = 1,8.
Dieses Ergebnis stimmt mit den vorher erhaltenen Werten iiberein.

® 11 Wieviel Meter Kupferdraht mit einem Querschnitt ¢ = 1 mm? konnen aus
m = 17,5 kg Kupfer hergestellt werden?
Bei der Massenangabe m rechnet man mit einem Fehler von 0,19, Die
Dichte des Kupfers betriigt o = 8,93 g/cm®. Durch Verunreinigungen kann
eine Schwankung der Dichte um 0,3 % auftreten.

Anleitung: Bestimmen Sie aus dem prozentualen Fehler den relativen
Fehler! Verwenden Sie gleiche Einheiten (g; cm?®)!
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Zusammenfassung zu 2.3, bis 2.5.

Die maximalen Fehler von Ergebnissen bei Berechnungen mit Naherungswerten
ermittelt man nach folgenden Formeln (x, = a + da; x, = b + A4b):

Absoluter Fehler Relativer Fehler
a) | Summe Aa + b) = da + 4b = %
b) | Differenz Aa = b) = Aa + b 5= “'a”_j:b_
c) Produkt Ala-b) =a-4b + b-Aa 6=0,+0,
) | Quotient 4 (%) = % §=0,+4

2.6. Liosungen zu Kapitel 2

2 b) 9140; 92,0; 0,371;  124000; 2,76
4 n X |x; — X| (in mm)
1 17,6 0,1
2 17,2 0,3 x= % 122,5mm
3 17,9 04 =17,5mm
4 17,5 0,0
5 17,3 0,2 4% = % 1,6 mm = 0,3 mm
6 17,8 0,3
7 17,2 0,3 x = (17,5 + 0,3) mm
7
igl x;=122,5( 1,6

.‘66 2l
1-3 100 3 2.3
0=r——= b= = _— "~
6 8= =005 b : 3007 = 00!
3
0,14 0,002
=z b=—"1x
c)s g SO0 @ 31a2 © 000064

7 h=(50,0 + 1,1)mm — (45,5 + 1,0)mm = (4,5 + 2,))mm -
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10

11

s = =— = 047
50,0 — 45,5 ]
0,3 0,2
S,= 2= = 00158 & =-—— ~0,0167; b R0,
=50 0,0158 > =120 0,0167; 6, = 0,032

Bestimmen des arithmetischen Mittels f der Fallzeiten und der durchschnittlichen
Abweichung 47:

l *
?-0,75 =0,14s % 0,25

f=—-89s=178s~18s; 4=

| =

Berechnen des Fallweges s = g? 2

Ts~5-1,82m=162m X 16 m

0,19 0,2
8 =0, + 6 + 6 §,=9Tz0,02; 6,=ﬁz0,11

8, ~ 0,02 + 0,11 + 0,11 = 0,24;

45='16024m =384mx4m; s =16 £ 4m
m=g¢-V=ep-l-g

m_ i 7500 - 1000
e°q 8931

6 = 0y + 69 = 0,001 + 0,003 = 0,004;
Al = 8400+0,004 m ~ 34m

1 = (8400 £ 34)m

l= cm = 840000 cm = 8400 m
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3. Niherungsweise Berechnung von Potenzen

Oft sind Potenzen von Niherungswerten, aber auch von wahren Werten zu ermitteln
Die fiir das Ergebnis zu fordernde Genauigkeit ist durch den Sachverhalt oder durch
bestimmte Forderungen festgelegt.

Es ist zum Beispiel das Volumen ¥V eines Wiirfels, dessen Kantenlinge a mit
a = 3,42 dm gemessen wurde, zu ermitteln.

V = a® = 3,423 dm® = 40,001688 dm?

Nach den Regeln fiir das Rechnen mit Naherungswerten sind hier im Ergebnis nur
die ersten drei Ziffern zuverlassig, die letzten fiinf Ziffern tduschen eine s,grofe Ge-
nauigkeit* nur vor. Also gilt ¥V =~ 40,0 dm?3.

Das Ermitteln dieses Ergebnisses durch ausfiihrliches Multiplizieren ist unrationell.
Die Mathematik hat Hilfsmittel bereitgestellt, solche und shnliche Aufgaben mit ge-
ringerem Aufwand so zu 16sen, daB nur so viele Stellen berechnet werden, wie man
fiir eine ausreichende Genauigkeit benétigt.

3.1. Potenzen der Form (1 + xy’ mitne N, x + —1

Ist die n-te Potenz einer beliebigen Zahl g, also a", zu berechnen, so kann der Lo-
sungsweg in vielen Fillen vereinfacht werden.

Man zerlegt die Basis @ in eine Summe (k + b), wobei k méglichst eine ganze Zahl
sein sollte. Durch Ausklammern von k und Anwenden der Potenzgesetze erhilt man

n"=(k+b)"=k"(1 +,’§)

W 1 Im Einfilhrungsbeispiel konnte die Basis in (3 + 0,42) zerlegt werden.
3,42° = (3 + 0,42)* = 33(1 + 0,14)®

b n
Die Umformung a" = k"(l + 1;) ist fiir praktische Aufgabenstellungen aus zwei
Griinden giinstig:
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a) Es geniigt, eine Niherungsformel zur Berechnung von (1 + x)* zu erarbeiten.

b) Bei MeBreihen treten Anderungen meist nur in der letzten Stelle auf. k” bleibt bei
den Rechnungen dann stets konstant.

Zur Herleitung einer Naherungsformel fiir (1 + x)” berechnen wir die Potenzen

(a + b)" fiir n = 1, 2, 3, 4. Man erkennt ein Bildungsgesetz, das die weitere Berech-

nung von Potenzen erleichtert.

(@a+ b= a+b
(a+ b? = a?® + 2ab + b*
(@a+b> = a®+ 3a%b + 3ab® + b

(a + b)* = a* + 4a3b + 6a*b* + 4ab® + b*
Die entstehende Summe hat (7 + 1) Summanden.

Es ist nun fiir die folgenden Betrachtungen erforderlich, gewisse GesetzmaBigkeiten
in der Struktur dieser Summen festzustellen. Zu diesem Zweck sei die bisherige Dar-
stellung wie folgt in zwei Teile zerlegt (unter Verzicht auf die Operationszeichen).

Binom i’otenzen von a und bV Eoefﬁziemen

(a + b)! a'b®  a®b* 11

(a + b)? a’h®  a'b*  a°b? 1 \2/ 1

(a + b)® a*h®  a*b*  a'b*- a°b?® 1 \3/ \E{ 1
(a + b)* a*h®  a*b'  a*h* a'b®  a%b* 1 Y X Y 1

Man erkennt

in I: a) Die Potenzen von a sind stets nach fallenden Exponenten, die Potenzen
von b sind stets nach steigenden Exponenten geordnet.
b) Die Summe der Exponenten von a und b ist jeweils gleich dem Exponenten
des Binoms.

in II: a) Die ,,auBeren* Koeffizienten sind stets 1.
b) Die ,,inneren* Koeffizienten ergeben sich jeweils als Summe des unmittel-
bar dariiberstehenden Paares von Koeffizienten.

@® 1  a) Berechnen Sie die Koeffizienten fiir n = 5und n = 7!
b) Berechnen Sie die Potenzen (x + »)° und (2m + 3n)7!

Es ist zu vermuten, daB diese GesetzmaBigkeiten allgemein gelten. Ohne den Nach-
weis zu fithren, erginzen wir das Schema weiter.

1) Hier sind zur Verdeutlichung des Sachverhalts bei den jeweils héchsten Potenzen ¢" und 4" die
Faktoren 4° = 1 bzw. @° = 1 mit @ # 0 und b #+ 0 erginzt.
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Die Darstellung der Koeffizienten fiirn = 1, 2, ..., 6, ... sicht demnach wie folgt aus:

1 (@a+0b° =1
1

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
I = @« =& g ¢ 5 A

In dieser Form wurden die betrach-
teten GesetzmaBigkeiten bereits von
dem bedeutenden franzdsischen
Mathematiker BLAISE PAscAL (1623
bis 1662) dargestellt. Daher stammt
auch die Bezeichnung PAscaLsches
Dreieck.

¥
Die erste gedruckte | q
Darstellung des i \
arithmetischen
Dreiecks in Europa
(1527) {7

Es taucht sofort die Frage auf: Gibt es zur Berechnung dieser Koeffizienten, die man
Binomialkoeffizienten nennt, ein allgemeines Verfahren, das rationeller ist als das der
schrittweisen Entwicklung des PAscALschen Dreiecks?

Man fiihrt zur Darstellung der Binomialkoeffizienten das Symbol (Z) ein, man liest

es als,,n iiber £ und erklért es als vereinfachte Schreibweise fiir Briiche spezieller Art.

T i 4
n 3 3-2 n 12 12-11-10-9-8
.2’)(k)_<z>_1-z b)(k)_(s)_ 12345
—_ —_—
2 Faktoren: ,,3 iiber 2% '____J_. 5 Faktoren: |12 iiber 5
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Beispiel 2 zeigt:

Zahler und Nenner sind Produkte, diese haben jeweils die gleiche Anzahl (ndmlich k)
von Faktoren.

Die Faktoren des Nenners sind 1, 2, ..., k, das heiBt, sie wachsen um je 1.

Die Faktoren des Zahlers sind n, n — 1, n — 2, ..., n — (k — 1), das heiBt, sie fallen
um je 1.

Man definiert:

p1 Das Symbol (:) ist eine vereinfachte Darstellung fiir einen Bruch der Form

n\ _ n'(n—l)'(n—2)-...'(n-k+1)_
(k)_l- 2 e B k

(:) heiBt Binomialkoeffizient.

® 2 a) Schreiben Sie folgende Binomialkoeffizienten als Briiche!
(): C3): () (G )
3)°\2) \6) (4 > \1
b) Berechnen Sie die Werte dieser Binomialkoeffizienten!
Zu beachten sind die folgenden speziellen Binomialkoeffizienten:

a) (") . Unter Anwendung von Definition 1 erhdlt man:

1
n_n_n
(1)‘1“'

b) (:) Unter Anwendung von Definition 1 erhélt man:

(n)= nn-1)-n-=2:..-n—n+1)

n 1- 2 - 3 o n
_n@=D@=2-..c 3 : 2 -1 _
=1 2 - 3 .- m-Dn 7
denn Zihler und Nenner stimmen iiberein.
c) Fiir (;) definiert man:
n
b2 (g=1
Mit Hilfe der Binomialkoeffizienten (:) kann man also die Potenz oder ,das

Binom* (2 + b)" als Summe darstellen und deren Wert berechnen.
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>1

(a+ by = (g)a"+ ('I')an-lb' + (;)aHbl ot (":l)alb"‘l + (:)b"

Satz 1 heiBit Binomischer Satz.
Ein Beweis zu diesem Satz wird hier nicht gefiihrt.

W3 (a+0b)°

=((5)) a* +(I) a*h+ (2> @b + (:) @b + (Z) ab* + (i) b
1 ek, |

-4
1 =10 o =5 1

P

5 5:4-3 2
1 1-2-3 -4

1-

(]

@® 3 a) Berechnen Sie mit Hilfe des binomischen Satzes
' (@a+ b)® und (a+ b)°®!
b) Uberpriifen Sie Thre Ergebnisse durch Vergleichen mit den mit Hilfe des
Pascavrschen Dreiecks ermittelten Koeffizienten!

Auf Seite 32f. wurde gezeigt, daB Binome (a + b)" auf die Form k" (1 + %) Zu-

riickgefiihrt werden konnen und sich die Berechnung der Potenz (a + b)" auf die
Berechnung der Potenz (1 + x)" vereinfacht (@ = 1; b = x).

2 12
m4 a)(l+x)2=(0)x°+(1)x‘+(§)x2=1+2x+x2

b)(1+x)" = ((7)) + (Z)x + (;) x* + (;)x’ + (Z)x‘ + (;)15 + (Z) x° +G)x’

=14 7x + 21x% + 35x% + 35x* + 21x5 + x5 + x7

Da 1" gleich 1 ist, vereinfacht sich der Binomische Satz fiir den Fall (1 + x)" zu:

»1* (1+x)"—<)x +(1) +<;)x1+...+(:)x"

= 1+nx + (;)xz + i+ x"

® 4 Berechnen Sie  a) (1 + x)*; b) (1 + x)*; ¢) (1 + x)3!

Mit Hilfe von Satz 1* ist es nunmehr mdglich, Naherungswerte von Potenzen zu be-
rechnen und deren Fehler abzuschétzen.
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Zu berechnen ist das Volumen von vier Eisenstiben mit quadratischem
Querschnitt. '
Zuniéchst ist der Inhalt der Quadratflichen zu ermitteln. Aus vier MeBreihen
ergeben sich folgende durchschnittliche Langen der Quadratseiten:
1,02dm; 1,05dm; 1,04 dm; 1,03 dm.
Also sind zu berechnen: 1,022 dm?; 1,052 dm?; 1,04 dm?; 1,032 dm?2.
In Anwendung der Ergebnisse von Beispiel 4 auf die MaBzahl von
a) (mit x = 0,02) erhélt man:
1,022 = (1 +0,02)> = 1 + 2-0,02 + 0,022

=1+ 0,04 + 0,0004.

Es miissen Produkte mit jeweils zwei dreistelligen MaBzahlen als Faktoren
(im ersten Falle 1,022 = 1,02 - 1,02) berechnet werden. In den Ergebnissen
sollten deshalb ebenfalls nur drei Ziffern angegeben werden. Man erhalt
dann:

1,022 ~ 1,04; 1,05% ~ 1,10; 1,042 ~ 1,08; 1,032 ~ 1,06.

Der jeweilige dritte Summand (im ersten Falle 0,0004) kann also vernach-
lassigt werden.

Zu fragen ist: Wie groB ist der Fehler? Wie viele Ziffern sind zuverlassig? (Vgl.
Abschnitt 2.1.)

Zur Beantwortung dieser Frage fiir eine Reihe von Aufgaben sei in Beispiel 6
(1 + x)* ~ 1 + 2x fiir spezielle Werte von x untersucht.

m6

x A+x?=1+2x Absoluter Relativer
Fehler Fehler in%;

0,01 1 +001)2 %1 +2-001 =1,02 0,0001 0,01

0,02 1 +002)2=x1+2-002=1,04 0,0004 0,04

0,05 1 +0,052%1+2-005=1,10 0,0025 0,23

0,1 1+0,1)? =~1+2-01 =120 0,01 0,8

0,2 (1+02)? ~1+2-02 =140 0,04 2,9

Betrachtet man im Bild 3.1 die Graphen der Funktionen y = (1 + x)2und y =1+ 2x
(Naherungsfunktion), so erkennt man, daB die Graphen in der Umgebung von
x = 0 fast zusammenfallen, wahrend fiir groBer werdende x-Werte immer gréBere
Abstande auftreten.

1
-1/0 1 x
Bild 3.1 y=T1+2x



Sind keine Forderungen hinsichtlich der Genauigkeit des Ergebnisses gestellt, etwa
hinsichtlich der Anzahl der Stellen nach dem Komma, so sollte der Niherungswert
immer so angegeben werden, daB alle Ziffern zuverlassig sind.

Uberpriift man daraufhin Beispiel 6, so ist nur in den ersten drei Fillen die zweite
Ziffer nach dem Komma zuverlissig, im vierten und fiinften Beispiel ist nur die erste
Ziffer nach dem Komma zuverléssig. Die Ergebnisse miissen daher wie folgt ange-
geben werden:

1,012 »~ 1,02; 1,022 ~ 1,04; 1,052 ~ 1,10; 1,12 ~ 1,2; 1,22 ~ 1,4.
Bild 3.1 zeigt, daB man die Néherungsformeln auch fiir negative Werte von x an-
wenden kann.

W7 a)x=-002 (1—0,02?=098=1+2-(—0,02) = 0,96
b) x = —0,05; (1 — 0,057 = 0,95 ~ 1 + 2-(—0,05) = 0,90

Da die Fehler durch den Term x? entstehen und x? stets positiv ist, sind die absoluten
Fehler fiir x-Werte mit gleichem Betrag gleich groB.

Unterschiede treten jedoch beim relativen Fehler auf. Die relativen Fehler bei nega-
tiven x-Werten sind immer groBer als die entsprechenden bei den entgegengesetzten
positiven x-Werten, da die Nenner fiir negative x-Werte stets kleiner sind.

B8 a =095 b = 1,052
x, = —0,05 x, = 0,05 Ixal = Ix|
Aa = 0,0025 b = 0,0025 da = Ab
6, ~ 0,0028 8, = 0,0023 8, >0

® 5  Ermitteln Sie Naherungswerte fiir die Quadrate der folgenden Zahlen!
a) 1,017  b) 1,034  ¢) 1,009 d) 1,047
¢e) 0,996 f) 0,973 2) 0,9607

Die beim Ermitteln einer Néherungslésung entstehenden Fehler kann man ab-
schitzen. Bei einer solchen Fehlerabschitzung sucht man méglichst ,,bequeme* Zah-
len. Beispielsweise ergibt 1,0294* = (1 + x)* mit x = 0,0294 als Fehlerabschatzung
x < 0,03. Der absolute Fehler des Quadrates ist kleiner als 0,0009 (x2 < 0,0009).

‘Wendet man die bisher gewonnenen Erkenntnisse auf das Berechnen beliebiger Qua-
drate an, so erhilt man fiir den Naherungswert eines Quadrates

2 b # 2 b 2
& + b)? = [k(l +7)] =% (1 +;>
2b
A2 =2
~k (1 + k)
= k? + 2kb.
Die Fehlerabschiatzung wird mit Hilfe der Tabelle im Beispiel 6 und des Quotienten

x= %durchgefiihrt.
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a)3,422 =3+ 0,422~ 9 +2-3-0,42 = 11,52
Frage: Ist die Bedingung b < k erfiillt?
b 042
X = T = T = 0,14

Das entspricht einem relativen Fehler d., von 0,8% < 8., < 2,9%".
1% von 11,52 ist ~0,11. Das Ergebnis hat nur zwei zuverlassige Ziffern
und muB mit 12 angegeben werden.

b) Ist bei einem MeBwert von drei Ziffern eine Genauigkeit fiir das Ergebnis
von einer Stelle nach dem Komma gefordert, so wahlt man einen anderen
Ansatz.

3,422 = (3,4 + 0,02)> ~ 3,4 + 2-3,4-0,02 ~ 11,56 + 0,13
= 11,69 = 11,7

0,02
Fehlerabschitzung: x = VR <0,01; 8, <0,01%; 4x < 0,0012

Ermitteln Sie die folgenden Quadrate, und schitzen Sie jeweils den Fehler
ab!

a) 7082 b) 5932 c) 6,56* d) 0,49212  e) 0,007532

In dhnlicher Weise kann man Ansétze fiir Ndherungen von Potenzen mit hoheren Ex-
ponenten gewinnen.

(A +xP=1+3x+3x>+x°

(1 + x)® = 1 + 3x bezeichnet man als erste Niherung, (1 + x)* ~ 1 + 3x + 3x2 als
zweite Niherung der Potenz dieses Binoms.

Die Darstellung der Graphen der ent-
sprechenden Funktionen in Bild 3.2 zeigt,
daB die Naherung fiir |x| < 1 sehr gut ist.
Die Graphen der Funktionen y = 1 + 3x
und y = 1 + 3x + 3x? schmiegen sich in
der Umgebung des Punktes P (0; 1)
sehr eng an den Graph der Funktion
y=(+x)*an y=1+3x+3x2
Die Fehler einzelner Naherungen seien im

Beispiel 10 abgeschitzt.

-1 7 x
MHX}J[L
.
Bild 3.2 by=p+3x

1 Es ist zu beachten, daB die. relativen Fehler iibernommen werden konnen, die absoluten Fehler
miissen iiber die relativen Fehler von Fall zu Fall berechnet werden.
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H 10

x 1.Néhe-| 2.Nihe- | Absoluter Fehler Relativer Fehler
rung rung der der
1.Nihe- 2.Nihe- 1.Ndhe- | 2.Nghe-
rung rung rung rung

0,01 1,03 .| 1,0303 | 0,000301 0,000001 0,039 0,00019;
0,02 1,06 1,0612 | 0,001208 0,000008 0,119 0,0007 %
0,03 1,09 1,0927 | 0,002727 0,000027 0,25% 0,0025%
0,05 1,15 1,1575 | 0,007625 0,000125 0,66 % 0,012%;
0,1 1,3 1,33 0,0301 0,001 2,3% 0,08 %%
0,2 1,6 1,72 0,128 0,008 8% 0,47 %

Die Aufstellung im Beispiel 10 zeigt, daB die zweite Naherung fiir x < 0,1 sehr gute
Niéherungen (kleiner als 0,1 %) liefert, die erste Ndherung jedoch nur fiir x < 0,03.
Fiir negative Werte von x gilt fiir den absoluten Fehler der zweiten Niherung die
gleiche Aussage, da der Betrag des absoluten Fehlers (x3) entgegengesetzter Argu-
mente (x = 0,02 und x = —0,02) gleich ist. Bei der ersten Niherung negativer
x-Werte ist der Betrag des absoluten Fehlers kleiner. Im betrachteten Bereich x < 0,03
ist die Differenz jedoch sehr gering, da 3x2 > x3 ist.

Bei praktischen Anwendungen wird fast nur die erste Naherung verwendet.

W 11 2)1,019° =(1 +0,019)* ~ 1 + 3-0,019 ~ 1,06; by ~0,1%
b) 0,973° = (1 — 0,027)* ® 1 + 3-(—0,027) ~ 0,92; ds ~ 0,2%
c) 8,108% = (8 + 0,108)* = 83 - (1 + 0,014)* ~ 512 - (1 + 0,04)
~532,5; 8y ~ 0,1%; absoluter Fehler ~ 0,5;
8,108 ~ 533

@® 7  Berechnen Sie die 1. Naherung der folgenden Potenzen!
a) 1,028 b)0,9931° ¢) 7,531° = (7,5 + 0,031)* d) 0,54363

Auch fiir das Ermitteln von Naherungswerten fiir Potenzen mit hheren Exponenten
ist die 1. Naherung gut geeignet. Sie wird oft fiir Uberschlagsrechnungen benutzt.

m 12 Anwendung der 1. Naherung (1 + x)* ~ 1 + 4x
a) 1,019* ~ 1 + 0,076 ~ 1,08; &y ~ 0,2%
b) 8,367* ~ 84(1 + 0,05)* ~ 4096 - 1,2 ~ 4900

€) 4952¢ = (5000 — 48)* ~ (5- 10%)* (1 — 0,01)* ~ 625 - 102 - 0,96
~ 600 - 1012
~ 6-10'4



Zusammenfassung

Die in Abschnitt 3.1. dargestellten Verfahren der ndherungsweisen Berechnung
von Potenzen weisen eine Reihe von Vorteilen auf.

1. Sie gestatten eine Néherung mit beliebiger Genauigkeit.

2. Sie erméglichen mit Hilfe der Fehlerrechnung stets eine Abschitzung der
Fehler. .

3. Sie sind auch bei Potenzen mit héheren Exponenten einsetzbar.

3.2. Potenzender Form (1 + x)"mitn = -1, x+-1

Beim Lésen von Sachaufgaben oder beim Aufstellen von Wertetabellen fiir Potenz-
funktionen sind oft Funktionen der Form

y=%(xeR und x % 0;meN)

zu untersuchen bzw. die Werte der Potenzen zu berechnen. Eine praktische Aufgabe
solcher Art konnte lauten: Zu berechnen ist der elektrische Widerstand R einer

1
Kupferfreileitung nach R=p-* i (o — spezifischer Widerstand ; A — Flacheninhalt).
Nach den Potenzgesetzen gilt

und damit auch
1 R
(1—+x)T_(1+x) mit x#+ —1.
Fiir die naherungsweise Berechnung von Potenzen a~* soll eine geeignete Formel wie
bei Potenzen mit positiven Exponenten ermittelt werden.
Wie im Abschnitt 3.1. kann man umformen:
11 111
k+b k( b) k 14 b

a
1+2 2
% %

Es gilt daher, eine Summendarstellung fiir den letzten Term zu finden.
1

T b T1+x

142

Man erhilt die Summe durch die Division 1: (1 + x).

b 3
Ist x = %50 ist =1+ x.
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® 8 Informieren Sie sich in [21], S. 37f., iiber den Algorithmus fiir die Division
einer Summe durch eine Summe, und arbeiten Sie die dort enthaltenen Bei-
spiele durch !
Beachten Sie dabei besonders den Fall der Division mit Rest!

Man dividiert
1: I+x)=1—-x+x2—-x>+ ..
—(1+x)
- x
—(=x=x?%
x2
—(x? + x3)
= =
= (=x*-x*%
g
und erhdlt damit
1_:_x=(1+x)—‘=1—x+x2—x3i... )

Der Divisionsalgorithmus bricht, wie man sieht, nicht ab.
In Berechnungen bezieht man so viele Summanden ein, wie man fiir die jeweils er-
forderliche Genauigkeit benétigt.

1 1

—_—— = — = -1 = 1)
1019 T 009 (1 +0,019)-%; x=0,019

m 13

1. Naherung: (1 + x)"'~ 1 —x =1-0,019 = 0,981

_ 1
T 1,019

2. Ndherung: (1 + x)"'x 1 —x 4+ x2 = ﬁ =1-0,019 + 0,019

= 0,981361 ~ 0,981

Es gilt die Abschitzung 0,9813 < ﬁ < 0,9814.
Bestimmt man weitere Naherungen, so erkennt man am Vorzeichen der folgenden
Summanden, daB die Naherungswerte abwechselnd kleiner oder groBer als der wahre
Wert werden, sich diesem aber beliebig nihern. Fiir die Fehlerabschatzung gilt daher:
Der maximale absolute Fehler der ersten Niherung wird durch den folgenden Sum-
manden bestimmt (x?2).
Der absolute Fehler im Beispiel 13 ist also héchstens 0,019% = 0,000361.
Der relative Fehler ist kleiner als

0,000361

= . 5 o
o081~ 0,00037; dy < 0,04%.
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In der Tabelle im Beispiel 14 sind fiir einige x-Werte die maximalen absoluten und
relativen Fehler berechnet. Hiermit kann man fiir entsprechende Aufgaben Fehler-
abschitzungen vornehmen.

. a+x)t Maxi- Relativer
maler Fehler
absoluter | in %
Fehler

1

0,02 oz B 1= 002= 058 0,0004 0,04
1

0,05 To5 & 1005 =055 0,0025 0,26
1

0,07 To7 B 1-007=033 0,0049 0,53
1

0,1 ST R1-01 =09 0,01 1,1

Fiir x < 0,07 ist das Ergebnis bis zur zweiten Stelle nach dem Komma zu-
verlissig, der Fehler ist kleiner als eine halbe Einheit der folgenden Stelle.

Ist x negativ und |x| < 1, so kann mit dem gleichen Ansatz gerechnet werden. Bei
der Fehlerabschitzung muB man allerdings beriicksichtigen, daBl bei negativem x

alle zu ermittelnden Summanden positiv sind. Beispielsweise gilt fiir x = —0,06:
(1 — 0,06 = ﬁ =1 = (=0,06) + (—0,06)2 — (=0,06)° + ...

=1+ 0,06 + 0,0036 + 0,000216 + ...

1. Naherung: olﬁ ~1,06; 2.Naherung: OIT ~ 1,064

Alle so gebildeten Naherungswerte sind kleiner als der wahre Wert von 'olﬁ
Der absolute Fehler der ersten Naherung wird wie folgt gebildet:
Ay=x>*—-x*+x*-x" % ..,
fiir x = —0,06 gilt also
Ay = (—0,06)> — (—0,06)> + (—0,06)* — (—0,06)° + ...
= 0,0036 + 0,000216 + 0,00001296 + ... < 0,004.

Der Fehler ist kleiner als eine halbe Einheit der dritten Stelle nach dem Komma.
Fiir x| < 0,06 enthlt die 1. Naherung nur zuverlassige Ziffern.
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Das vorstehend gewonnene Verfahren benutzt man zur niherun gsweisen Berechnung

1
von Potenzen der Form =

1_ 1 1 1
a k+b k b
-1
1 =(1+i) ~1-2 fir b<k
142 &
%

1 1 b 1 b
Damit ist — = (1—_>=___.
a k

~

1 1 1 189\ 1
W15 A =i ~E(l 0 )~ o (1 = 0,038)

1 b d
~ 55+ 0,962  0,019; (T I 0,038)
Der relative Fehler (siche vorstehende Abschitzung) ist kleiner als 0,2%.
Der absolute Fehler ist damit kleiner als 0,0004.
Das Ergebnis 0,019 enthilt damit nur zuverlassige Ziffern.

Bl - 1 1 (1 0,00465\-1
0,08465 0,08 +0,00465 _ 0,08 0,08 )

~ 12—0(1 ~0,058) = 11,78

0y ~ 0,49; Der absolute Fehler ist kleiner als 0,05 (0,4% von 12). (Siehe
Beispiel x = —0,06).

1
Daraus folgtm ~ 11,8.

® 9  Berechnen Sie die Werte der folgenden Terme!

1 1 1 1
Ve "me Yoomw 9 0,006125

3.3.  Potenzen der Form (1 + x)¥= |/1T + x

Beim Losen zahlreicher mathematischer Aufgaben sind Quadratwurzeln zu berech-
nen.

Quadratwurzeln kann man auch als Potenzen mit gebrochenen Exponenten schrei-
ben:
b=Va=at
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Waurzeln sind im allgemeinen irrationfale Zahlen. Fiir das praktische Rechnen jedoch
ermittelt man meist rationale Naherungswerte. Zur Bestimmung dieser Naherungen
benutzt man Tafelwerke oder auch den Rechenstab.

Niherungswerte, die in Tafelwerke aufgenommen werden sollen, berechnet man heut-
zutage auf elektronischen Rechenautomaten mit Hilfe von Summendarstellungen.
Zur Berechnung von Niherungswerten von Quadratwurzeln kann man auch das
unter 3.1. und 3.2. verwendete Verfahren heranziehen. Im Abschnitt 3.1. wurde
Satz 1* fiir Potenzen mit natiirlichen Exponenten » formuliert:

n— (") 0 o+ (7)1 ") 2 (")
a1+ x) (O)x +(1)x +(2x + ...+ nx".
Dieser Satz gilt auch fiir Potenzen mit negativen und rationalen Exponenten n, wie

wir hier ohne Beweis mitteilen.
Wir betrachten bei Quadratwurzeln den Fall n = 1, also

1+ x)t= (3) x° + G) xt + (;) x% + (g);:’ s )

Die rechte Seite der Gleichung (2) hat unendlich viele Summanden. Nach Definition 1
auf Seite 35 erhilt man:

B e h (-5 (e
Damit ist

1 1 1
= 2 3
1+ x) l+2x 8x +16x ==

m 16 1,02f=(1 +0,02)
hmy 1, _1, 2y 1, 3 -
(140,02 =1+ 5+ 0,02 — 20,02 + -2+ 0,02° F ...
1. Naherung: (1 + 0,02)f ~ 1 + 0,01 = 1,01

2. Naherung: (1 + 0,02¥ ~ 1 + 0,01 — 0,0:04

= 1,00995

Die Naherungen haben lauter zuverlassige Ziffern nach dem Komma. Der

; 1
absolute Fehler zum Beispiel der 2. Néiherung ist kleiner als Tk 0,023
= 0,0000005.
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Aussagen iiber Werte von Xx, fiir die man brauchbare Naherungswerte erhilt, ver-
mittelt die folgende Ubersicht.

1 +x |1.Nadhe- | Max. abs. | Relativer 2. Nihe- Max. abs. Relativer
rung Fehler Fehler rung Fehler Fehler
1, in % 1 in %
8" Tl
1,02 1,01 0,00005 0,005 1,00995 0,0000005 0,00005
1,06 1,03 0,00045 0,04 1,0296 0,000014 0,001
1,10 1,05 0,0013 0,12 1,0513 0,00006 0,006
1,14 1,07 0,0025 0,23 1,073 0,00017 0,016
1,18 1,09 0,0040 0,37 1,094 0,00036 0,033
1,20 1,10 0,005 0,45 1,101 0,0005 0,045
1,28 1,14 0,0098 0,86 1,13 0,0013 0,11
1,44 1.22 0,0242 2,0 1,20 0,005 0,40

In dieser Ubersicht erkennt man:

Die 1. Niherung fiir |[x| < 0,2 und die 2. Naherung fiir (x| < 0,44 ergeben Nihe-
rungswerte, deren Fehler kleiner als 0,005 sind, bei denen also zwei Ziffern nach dem
Komma zuverlassig sind. Drei zuverléssige Ziffern nach dem Komma erhilt man bei
der 1. Naherung, wenn |x| < 0,06 ist, und bei der 2. Naherung, wenn |x| < 0,2 ist.
Sind noch mehr zuverldssige Ziffern gefordert, ist die Rechnung auf soviel Nihe-
rungen auszudehnen, bis die geforderte Genauigkeit vorliegt.

Die Erweiterung auf negative Werte von x ist zuldssig, da die Fehler den gleichen ab-
soluten Betrag haben.

m 17 V1,06 ist auf sechs Stellen nach dem Komma genau zu berechnen.
11,06 ~ 1 + 0,03 — 0,00045 + 0,0000135 — 0,0000005 ~ 1,029563
Der absolute Fehler ist kleiner als 0,0000005.
Die Berechnung gestattet folgende Abschitzung von Intervallen, in denen
der wahre Wert von VI,R liegt.
1 < 11,06 < 1,03; 1,02955 < 11,06 < 1,0295635;
1,02955 < 11,06 < 1,03; 1,029563 < V1,06 < 1,0295635

@® 10 a) Berechnen Sie jeweils die 1. und 2. Naherung von ]/0 88 und VO 76, und
bestimmen Sie jeweils den absoluten und relativen Fehler!

b) Berechnen Sie ]/1,3 auf vier Stellen nach dem Komma genau! Geben Sie
Intervalle an, in denen V1,3 liegt!

Eine Naherungsformel fiir Quadratwurzeln fiir beliebige Werte des Radikanden er-
halt man ahnlich wie in den Abschnitten 3.1. und 3.2.

=V + —l/k21+ 1+—%
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Fiir die erste Naherung ergibt sich

= 1 5\ _ b b .
|]/a ~k(1+—2- -kT)— k+ﬁ (x—Funda k+b)

Es ist also eine Zerlegung in eine Quadratzahl k2 und einen Rest b notwendig, wobei
b < k? sein muB.

m 18 a)V6—=V64+3z8+%z8,19z8,2
b) 135 = 136 — z6+—1——21z5,92

Besonders bei Radikanden, die nicht in der Nihe einer Quadratwurzel liegen, emp-
fiehlt es sich, beim Zerlegen nichtganzzahlige Quadratzahlen zu verwenden, da sonst
die Bedingung b < k2 nicht zu erfiillen ist.

,24
m 19 ]/67—|/822—024~82—0————~8185

Das Ergebnis ist auf zwei Stellen nach dem Komma zuverlissig.

® 11 Berechnen Sie jeweils die 1. Niherung der folgenden Quadratwurzeln!
a) V16,19 b) 161,07 «¢) V788  d) /0,294 ) 1/0,06285
Das Berechnen von Quadratwurzeln kann weiter vereinfacht werden. Man geht von
=, b

. der Naherungsformel Vank+ 2% aus und formt weiter um:

b _2k*+b K +K +b) K K +b

2% 2k 2k T 2% 2%
Da k? + b = a ist, erhalt man schlieBlich

a 1 a
g = 7("*7) ;

Hierin ist & ein geschétzter Naherungswert fiir Va.
Durch wiederholte Anwendung, bei der die jeweils erhaltene Wurzel als neue Nihe-
rungslésung verwendet wird, kann man jede beliebige Genauigkeit erhalten.

k+

Vax

SRS

m 20 Vi5 ~_(12+ﬂ)_12,25

V150 ~ 7(12 25 + %) %(12,25 + 12,24) = 12,245
V150 ~ %(12 25 + 1215225) ~ %(12,245 + 12,249) = 12,247
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150
12,247

VY150 ~ %(12,247 n ) ~ %(12,2470 + 12,2479) = 12,24745

Die Rechnung zeigt, daBl das Ergebnis bis zur dritten Stelle nach dem Komma
genau ist.

@ 12 Berechnen Sie nach diesem Verfahren Vﬁ und V0,075 auf mindestens
drei Stellen nach dem Komma genau!

n_ 3 s_
Auch Wurzeln Va mit n > 2, zum Beispiel Va oder Va, kénnen mit Hilfe von
Summendarstellungen berechnet werden. Man erhilt die Darstellung, indem man in
. . 1 . 3_ 1 8_
Satz 1* den jeweiligen Exponenten n einsetzt, so iy bei Va bzw. 5 bei Va.

Uber weitere Verfahren zum Berechnen von Wurzeln kann man in [23] nachlesen.

Zusammenfassung :

Zur Berechnung von Potenzen kann man den Binomischen Satz verwenden:

@ =Gty =k (145,

b
Setzt man T = %0 erhilt man a" = k(1 + x)"

(1+x)r= (;)‘x° + (:>x‘ + (;)xz + (;)x3 + ...
Ist » eine natiirliche Zahl, so ist (:) x" der letzte Summand.
Oft geniigt es, einen Naherungswert zu berechnen.

1+ xr= (;) x0 + (’;) x! ist ein erster Ndherungswert.

1+ x)r=~ (:) x° + (;’) x4+ (;) x2  ist ein zweiter Naherungswert.

Erste Naherungswerte sind
firn=2: a*=(k+b?~k*+ 2kb

1 1 b
1 = =1 =~ e S e
firn=—-1: a k>
1 1 a
= t = = —
firn=->: a Va 2(k+k)
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3.4. Losungen zu Kapitel 3

1 a) 1,5,10,10,5,1; 1,7,21,35,35,21,7,1
b) x5 + Sx*y + 10x32 + 10x%y° + Sxy* + y5;
128m” + 1344mCn + 6048m°n* + 15120m*n® + 22680m3n*
+ 20412m*n° + 10206mn® + 2187n"

. , 432 3534 1098765 9876 8
N T23 127 1234560 1234 1
b) 4; 595; 210; 126; 8
3 3 3 3
¢ 3 2 2 3
3 a) (a+b (O)a +(1)ab+(2)ab +(3)b

= a® + 3a®b + 3ab* + b®
b) (a + b)® = a® + 6a°h + 15a*b* + 20a%b> + 15a%b* + 6ab’ + b
4 a) 1+3x+3x*+ x°

b) 1 +4x+ 6x*+ 4x3+ x*
¢) 1+ 5x + 10x% + 10x® + 5x* + x5

S Quadrate Absoluter Relativer
Fehler Fehler
in %
a) |1,0172 = (1 + 0,017)2 0,000289 0,03
~1+2-0,017 = 1,034 :
b) | 1,034* ~ 1,07 0,001156 0,11
¢) | 1,009 ~ 1,018 0,000081 0,008
d) |1,0472 2 1,1 0,002209 0,2
e) | 0,996% = (1 — 0,004)> 0,000016 0,002
~ 1 — 0,008 = 0,992
f) | 0,973 = (1 — 0,027)*> = 0,946 0,000729 0,08
g) | 0,9607%> = (1 — 0,0393)? ~ 0,92 0,001 544 0,17
Die angegebenen Fehler sind berechnet. Die Schitzwerte sollten jeweils groBer
als die Fehler sein.
6 a) 7082 = (700 + 8)> ~ 490000 + 2 -8 -700 = 501200 ~ 501 - 103;

8 o
x =5 % 001143 8, <0,02%

b) 593* = (600 — 7)* ~ 351600 ~ 3,500 - 10°; 4, < 0,02%
€) 6,56 = (6,5 + 0,06)* ~ 43,03; 9, < 0,01%
6,56* = (7 —0,44)* % 42,8; &, <0,5%
d) 049212 = (0,5 - 0,0079)*> ~ 0,242 ; 48+ <0,03%
e) 0,00753* = (0,008 — 0,00047)> =~ 0,000057; &, < 0,4%
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10

11

a)
)

d)

a)
b)
<)
ld)

a)

b)

2)

b)

c)

1,084 b) 0,9793
(7,5 + 0,031)* & 7,5%(1 + 0,0041)* = 422 1,01 x 426

0,5436% = (0,5 + 0,0436)% = 0,5°(1 + 0,0872)% = % 1,26 ~ 0,158

1 1 1
_—_——r———x—01-007) % ’
2279 “aa s oon ~ g T 00N~ 023
1 1

—_ 2~ —(1 -0, ~
23,19  23(1 + 0,008) 3 ( 008) 7 0,043

1 : 10 4 — 007 ~ 132
007536 ~ 0,071 + 0,077) ’

1000
L e ! —5— (1= 0021) % 163

0,006125 ~ 0,006(1 + 0,021) ®

1. Niherung: V0,88 = (1 — 0,12)* & 1 = 4-0,12]% 0,94
da x| - }-0,122] % 0,0018; o, ~0,19%
2. Naherung: /0,88 ~ 1 — 0,06 — 0,0018 = 0,9382

1
——-0,12°
T

10,76 = (1 — 0,24 = 1 — 0,12 —0,0072 — ...
1. Néherung: 0,88; 4a % 0,0072; 6, =~ 0,8%
2. Niherung: 0,873; 4a ~0,00086; dJ, =~ 0, 1%
_1_
16

da = % 0,0001; &, =~ 0,01%

10,33 ———.0.3% +
0,3 28 0,3 256

V13=~1 +%-0,3 —%-0,3z +
~ 1,14019 = 1,1402
1,13875 < V1,3 < 1,15
1,13875 < V1,3 < 1,14044
1,140121 < V1,3 < 1,14044

1,140121 < V1,3 < 1,14019

V16,19 = V16 + 0,19 ~ 4 + O;lg- ~ 4,02
V61,07 = V64 —2,93 ~ 8 —% ~ 782
V61,07 = V61 +0,07 ~ 7,81 + 9,07

15,62

4
J788 = 1784 + 4 =~ 28 + 3 =~ 28,07

~ 7,8145
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d)

€)

V0,294 = 10,25 + 0,044 ~ 0,544
10,294 = 10,2916 + 0,0024 = 0,5422

10,06285 = 10,0625 + 0,00035 = 0,2507

1 86,6
86,6 = 7(9 + T) ~ 9,3 1. Naherungswert
1 86,6 )
R (9,3 + W) =~ 9,31 2. Niherungswert
1 86,6 "
® —2—(9,31 + 9’7> ~ 9,306 3. Niherungswert
1 86,6
= 06 x =
> (9,3 + 9,306 ) 9,3059 = 9,306
— 0,07
V0,075 z—;—(O,S + = 35 ) % 0,275 1. Naherungswert;

0,274 2. Niherungswert; 0,2739 = 0,274 3. Nidherungswert



4. Lineare Gleichungen

4.1. Einige Grundlagen

Der Mensch hat sich standig mit seiner Umwelt auseinanderzusetzen. In dieser Aus-
einandersetzung duBert er sich zu bestimmten Dingen und Erscheinungen, das heiBt,
er stellt Fragen, auBert Wiinsche, richtet Aufforderungen an andere Menschen oder
sagt iiber bestimmte Sachverhalte etwas aus. In der Einheit von Denken und Sprache
erfolgen seine AuBerungen mit Hilfe sprachlicher Mittel (miindlich oder auch schrift-
lich).

In den Aussagen spiegelt sich die den Menschen umgebende objektive Realitit wider.
Bereits im Mathematikunterricht in Klasse 6 wurde festgestellt:

Aussagen sind sinnvolle sprachliche Gebilde, die entweder wahr oder falsch sind.
Jeder Aussage wird somit ein Wahrheitswert (wahr — W bzw. falsch — F) zugeordnet.

@® 1  Ermitteln Sie die Wahrheitswerte der folgenden Aussagen!
a) Jedes Quadrat ist ein Rechteck.
b) Es gibt keine gerade Zahl, die durch 5 teilbar ist.
c) 131 ist eine Primzahl.
2
d) = + 257
e) D1e Quadratwurzel aus der Différenz der beiden Primzahlen 59 und 23
ist eine gerade Zahl.

Einzelne Aussagen lassen sich durch Bindewdérter, zum Beispiel durch ,,und* bzw
,;oder*, zu Aussagenverbindungen verkniipfen.

Betrachtet seien zundchst zwei Aussagen, die durch ,,und* miteinander verbunden
sind. Man nennt eine solche Aussagenverbindung Konjunktion.

Den Wahrheitswert einer solchen zusammengesetzten Aussage kann man aus.den
Wabhrheitswerten der Einzel n ermitteln.

B 1  Es sei folgende Konjunktion in bezug auf ein konvexes Viereck ABCD ge-
geben:
,,Der Winkel « ist ein rechter Winkel, und die einander gegeniiberliegenden
Winkel & und y sind gleich.*
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1. Aussage ,,Der Winkel « ist ein rechter Winkel (x = 90°).“
2. Aussage: ,,Die einander gegeniiberliegenden Winkel o und y sind gleich
(& =yp).
Es gibt vier Moglichkeiten.
1. x =90° wahr
x=y wahr

Die Konjunktion ist wahr. (Bild 4.1) A

(o}
B
: C
2. a=90° wahr
x =y falsch z alle
B

alle
blid

Die Konjunktion ist falsch. (Bild 4.2) A

3. &« =90° falsch

alc
x=1y wahr

— blld
Die Konjunktion ist falsch. (Bild 4.3) 4

D c
4. 6 = 90° falsch
« =y  falsch alle
Die Konjunktion ist falsch. (Bild 4.4) A B

Beachten Sie, daB alle diese Vierecke Trapeze sind, die Konjunktion jédoch
nur fiir den Sonderfall ,,Rechteck* wahr ist!

Es gilt:

>1 Eine Konjunktion ist dann und nur dann wahr, wenn jede der beiden Einzel-
aussagen wahr ist.
Sie ist falsch genau dann, wenn mindestens eine der beiden Aussagen falsch ist.

@ 2 Welche der Aussagen (1), (2), (3) lassen sich verkniipfen zu
a) einer Konjunktion mit dem Wahrheitswert W
b) einer Konjunktion mit dem Wahrheitswert F?
(1) Die Summe der Zahlen 19 und 17 ist eine gerade Zahl.
(2) Die Differenz von 19 und 17 ist eine gerade Zahl.
(3) Die Differenz der beiden Zahlen 19 und 17 ist eine ungerade Zahl.

Sind zwei Aussagen durch ,,oder” miteinander verbunden, so bezeichnet man
diese Aussagenverbindung als Alternative. .
Es gilt:

»2 Eine Alternative ist nur dann falsch, wenn beide Aussagen falsch sind.
Sie ist demnach wahr, wenn mindestens eine Aussage wahr ist.

53



W2 a)9-6=54 oder9-6 = 56.
Die Alternative ist wahr, denn die erste Aussage ist wahr.
b) Die Aussagenverbindung
»X = +3 ist Losung der Gleichung x2 = 9,
oder
= —3 ist Losung der Gleichung x? = 9
_ist wahr, denn es sind sogar beide Aussagen wahr.

® 3 Welche der Aussagen (1), (2), (3), (4) lassen sich verkniipfen zu
a) einer Alternative mit dem Wahrheitswert W
b) einer Alternative mit dem Wahrheitswert F;
¢) einer Konjunktion mit dem Wahrheitswert W;
d) einer Konjunktion mit dem Wahrheitswert F?
(1) Die Zahl 396 ist durch 9 teilbar.
(2) Die Zahl 396 ist nicht durch 3 teilbar.
(3) Die Zahl 396 ist durch 18 teilbar.
(4) Die Zahl 27 ist eine Primzahl.

Man muB beachten, da es neben dem ,,oder der Alternative auch eine Aussagen-
verbindung mit ,,entweder — oder gibt, die im folgenden ausgeschlossen wird.

® 4 Arbeiten Sie den Unterschied zwischen den Aussagenverbindungen ,,oder*
(Alternative) und ,,entweder - oder* heraus!
Verwenden Sie [32], S. 21!

Die bis hierher erlduterten Begriffe aus der Aussagenlogik werden im folgenden be-
nutzt, um einige im obligatorischen Unterricht noch nicht behandelten Begriffe aus
der Mengenlehre einzufiihren.

Zunichst jedoch fiihren Sie mit Hilfe der Darlegungen und Beispiele in [2], S. 14ff.,
die folgenden wiederholenden Ubungen durch.

@® 5 a) Wie bildet man Mengen?

b) Geben Sie die folgenden Mengen elementweise an!

M, : Menge der durch 8 teilbaren Zahlen zwischen 1 und 50
- M,: Menge der Primzahlen zwischen 20 und 50
Mj: Menge der natiirlichen Zahlen, die die Gleichung x + 2 = 8 er-
fiillen

M, ={xeN;x <6}
M; ={xeN;3|xund x < 24}

¢) Was versteht man unter der leeren Menge?
Welche der folgenden Mengen sind leere Mengen?
M7: Menge der Vierecke mit drei Diagonalen
M,: Menge der Dreiecke mit gleich groBen Winkeln
M;={xeN;x|lundx < 1}
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®6

a) Entscheiden Sie unter (1) bis (6), ob 4 = B oder B < 4 oder keine dieser
Beziehungen gilt (< in der Bedeutung von ,,Teilmenge von‘)!

M)A, =1{537-1,6 B ={536
@4, =1{0,1,2,3,4} B,=N

(3) 45 = {7, 6,0} By = {0,7, 6}

@) A4, =1{2,3,4,9} B, =0

(5) 45 ={0,2,3,4,1} Bs; ={0,3,6,2,1,4}
©) 46 = By =g

b) In welchen der sechs Falle handelt es sich um ,,echte Teilmengen®
(4, = B, bzw. B, c A))?
¢) Geben Sie alle echten Teilmengen der Menge 4 = {a, b, ¢} an!

Die Teilmengenbeziehungen fiihren zur Definition der Gleichheit zweier Mengen.

b1

e 7

Zwei Mengen A und B heiBen gleich, wenn fiir alle Elemente x von 4 und B
gilt:

x € A genau dann, wenn x € B.

In Zeichen: 4 = B

Schreiben Sie die Teilmengenbeziehungen zwischen A und B auf, die sich
aus Definition 1 ergeben!

Mengen kann man miteinander unter Beachtung bestimmter GesetzmaBigkeiten ver-
kniipfen. Man spricht dann von Mengenoperationen.

Aus dem Mathematikunterricht in Klasse 9 ist das Bilden des Durchschnitts von
Mengen bekannt; vgl. [2], S. 17f.

D2

Eine Menge C heift Durchschnitt der Mengen 4 und B, wenn fiir alle Ele-
mente x von C gilt:

xeAd und x€B

(vgl. ,,Konjunktion* unter Satz 1).

In Zeichen: C=A4 n B

A=1{2,35T
B=1{0,2,4,5,8,10}

C=AnB=1{2,5
(Bild 4.5)

Bild 4.5
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Zwei weitere wichtige Mengenoperationen sind die Vereinigung von Mengen und
die Differenz von Mengen.:

>3

>4

[ 2% ]

4.2.

Eine Menge C heiBt Vereinigung der Mengen 4 und B, wenn fiir alle Elemente
x von C gilt:

xc€A oder xeB

(vgl. ,,Alternative** unter Satz 2).
In Zeichen: C = A U B

A4=1{235T7
B=1{0,2,4,5,8,10}

C=AUB={0,234517,8,10}
(Bild 4.6) Bild 4.6

Eine Menge C heiit Differenz der Mengen A und B, wenn fiir alle Elemente
x von C gilt:

x€ Aund x¢B.

In Zeichen: C = A\ B

A4=1{2,35T)
B=1{0,2,4,58,10}

C=A4\B={3,7}
(Bild 4.7)

Bild 4.7
Stellen Sie die unter (1) bis (4) genannten Mengen A und B jeweils zeich-
nerisch dar, und schreiben Sie die Elemente hinein! Geben Sie
a)AnB; b)AuB; <c¢)A\B

elementeweise an, und schraffieren Sie, wenn méglich, in Threr Darstellung
AN Bbzw. A U Bbzw. A\ B!

M 4={1,3,5,6}; B=1{2,4,56}
24 ={x,b,a,c}; B={x,m,a,d,c}
B3) 4 ={gh,i,a}; B={,m,r}

(4 4=1{0,-2,3 -5; B=1{60309)

Lineare Gleichungen mit einer Variablen

Gegeben sei die lineare Gleichung ax + b = 0 mit der freien Variablen x und a + 0.
Der Variablengrundbereich (kurz: Grundbereich) sei die Menge der reellen Zahlen.

®9
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Wiederholen Sie, was man unter ,,.Lésung®, ,,Losen, ,,Losungsmenge*
und ,,zueinander dquivalente Gleichungen* versteht! Vergleichen Sie dazu
[2], S. 67f.!



Gesucht ist die Losungsmenge L der oben gegebenen Gleichung.
Man erhalt die Lésungsmenge mit Hilfe dquivalenter Umformungen.

ax+b=0 | —b |:a
. fo= {_ 3}
‘a a
Ist der Grundbereich fiir die Variable x die Menge der ganzen Zahlen, so existiert

nur dann eine Losung, wenn b ein Vielfaches von a ist (... wenn a Teiler von b ist),
das heiBt, wenn gilt: b = k- a mit ke G.

® 10 Geben Sie Bedingungen fiir 5 und a an, unter denen die Gleichungax + =0
eine Losung hat, wenn der Grundbereich fiir x die Menge der gebrochenen
Zahlen ist!

Im allgemeinen ergeben sich aus vorgegebenen Sachverhalten Gleichungen, die durch
dquivalente Umformungen auf die Form ax + b = 0 gebracht werden miissen.

B 6 Eine 40 mm dicke Bohle mit einer Breite & = 236 mm soll in Leisten mit
der Breite b, = 20 mm zersagt werden. Die Schnittbreite b, betrage 4 mm.
Ist x die Anzahl der Leisten, so sind (x — 1) Schnitte notwendig. Damit er-
halt man als Gleichungen

byx+b(x—-1)=5b bzw. 20x + 4(x — 1) = 236.
byx+b,-x—b,=0b 20x + 4x — 4 = 236
(by +b)x—b,=b 24x — 4 = 236
by +b)x=b+b, - 24x = 240
L. x=10

T b+ b -

_[b+b

L_{bx+bz} L={10}

Als Losungen des im Beispiel 6 behandelten Problems sind nur natiirliche Zahlen
sinnvoll. In diesem speziellen Fall ist die Losungsmenge L = {10}, das heiBt, es
existiert genau eine Losung, ndmlich 10. Man erhilt also 10 Leisten.
Bei der allgemeinen Losung des Problems muB man die Bedingungen ermitteln, unter
denen eine Losung existiert. Der Nenner darf hier nicht Null werden, also muB b,
ungleich (—b,) sein. Fiir den Zahler (b + b,) sind zwei Fille zu unterscheiden.
1. Fall: (by + b,) ist ein Teiler von (b + b,); vgl. Beispiel 6.
Die Losung ist eine natiirliche Zahl.
2. Fall: (b, + b,) ist kein Teiler von (b + b,). Dieser Fall trite im Beispiel 6 ein,
wenn beispielsweise die Bohle eine Breite von 248 mm hitte:
b + b, = 252; by + b, = 24; 24 ist kein Teiler von 252.

b+ b, 252 mm

Es entstiinden 10 Leisten und eine Abfalleiste; ferner wiren nicht (x — 1)
Schnitte, sondern x Schnitte notwendig.
(Breite der Abfalleiste: 12 mm — 4 mm = 8 mm)
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Einen anderen Typ stellen Gleichungen dar, bei denen die Variable auch im Nenner
von Briichen steht.

34 3 2
u7 a)E—3_T—;
b) 4(2x - 19) i_ 7x — 56

5x — 60 10 2x - 24
x+5 x+1 9

c) -

1 3 twone-y 0

Tritt in Gleichungen die Variable im Nenner von Briichen auf, so ist damit im all-

gemeinen eine Einschrinkung des Grundbereiches der Variablen verbunden, nimlich

dann, wenn bei einer Belegung der Variablen der Wert des Terms im Nenner Null

“wird. Die Division durch Null ist bekanntlich nicht definiert. Dieser Sachverhalt

sei an den Beispiclen 7a) bis c) gezeigt.

Zu a): Die Null gehort nicht zum Grundbereich, da sonst fiir x = 0 zwei der
Nenner Null wiirden.

Zub): Es ist zu untersuchen, fiir welche Werte von x die Terme (5x — 60) bzw.
(2x — 24) den Wert Null annehmen.

5x—60= 0 bzw. 2x—24= 0

x=12 x =12
‘Das heiBt: Setzt man fiir x den Wert 12 ein, so werden die beiden Nenner
Null. :
Zuc): Hier sind die Werte 1 und 3 auszuschlieBen, das folgt aus x — 1 = 0 und
x—3=0.

Werden Losungen der Aufgaben in Beispiel 7 aus der Menge der reellen Zahlen ge-
sucht, so gilt fiir die Grundbereiche der Variablen

a)xeP und x=+ 0;

b)xeP und x =+ 12;

c)xeP und x+ 1 und x =+ 3.

Fiir das Lasen der sogenannten ,,Bruchgleichungen* empfiehlt sich als erster Schritt
das ,,Beseitigen** der Nenner. Dazu ist der Hauptnenner zu ermitteln, und dann sind
beide Seiten der Gleichung mit dem Hauptnenner zu multiplizieren.

Die Hauptnenner in den Gleichungen aus Beispiel 7 ergeben sich wie folgt mit Hilfe
des Zerlegens der vorgegebenen Nenner in. Faktoren.

B8 a)dx|2-2-x b)5x—60|5(x — 12) c) x—=1|(x-1)
412-2 10|12-5 x=3 |(x—-13)
x|x 2x—24|2(x — 12) (x=1Dx=3)|(x—1)(x—3)
2:2-x=4x 2:5:(x—12)=10(x — 12) (x-1(x=-3)
Haupt:
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Man multipliziert beide Seiten der betreffenden Gleichung mit dem Hauptnenner
und erhilt eine zur Ausgangsgleichung dquivalente Gleichung. Beispiel 9 zeigt die

vollstandigen Losungen fiir die Gleichungen im Beispiel 7a) und b).

34 3 2

m9 a) == 3 s = | - 4x (Hauptnenner)
34 -4x 3-4x 2-4x
4x _.3‘4x= 4 x
34 —12x=3x—38
—15x = —42 | :(=15)
14
x=— \
34-5 1

Probe: Linke Seite: 714 %

Rechte Seite: fu 2R o

28

42x-19) 9  Tx-56
n 5x — 60 RIS TRl Ty,

1 1 . ;
TR ist eine wahre Aussage, also L = {%} ‘

| -10(x — 12)

4(2x — 19) - 10(x —12) 5 9:10(x —12) _ (7x — 56) - 10(x — 12)

5(x — 12) 10 2(x — 12)

8(2x — 19) + 9(x — 12) = 5(7x — 56)
16x — 152 + 9x — 108 = 35x — 280

—=10x = =20 |: (—=10)
x=2
1 .. 42-2-19 9 _ —60 9 2
Probe: Linke Seite: T T T it
: 7-2-56 —42 21
Rechte Seite: =™ o o

28 ; .
% = st eine wahre Aussage, also L = {2}.

@® 11 Losen Sie folgende Gleichungen fiir x € P bzw. z € P!
Ermitteln Sie zuerst den Grundbereich!
Welche reellen Zahlen gehoren nicht zum Grundbereich?
2)2(3x — 1)(2x + 5) — 6(2x — 1) (x + 2) = 48
1 2 1 2
wi 3°3 37%
x

3 x

2
s
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¢) Gleichung c) aus Beispiel 7

a0 14 2+z _ 3 5
3z -12 z—-4 8-2z 6

Beim Losen von Sachaufgaben, die auf lineare Gleichungen fithren, treten oft zwei
Probleme auf:

Wie ist die Genauigkeit einzuschitzen, wenn irrationale Zahlen durch rationale
Naherungen ersetzt werden?

Wie groB ist der Fehler im Ergebnis?

B 10 Aus einem Stahlblech sollen 25000 Unterlegscheiben (Kreisringe) gestanzt

60

werden, deren AuBendurchmesser d, = 50 mm und deren Innendurch-
messer d; = 22 mm betragen sollen. Wieviel Quadratmeter Blech werden
benétigt, wenn man mit 35%, Abfall rechnen muB?

Lésung:

Die Differenz zwischen dem Gesamtflicheninhalt x des Stahlbleches und
dem Flacheninhalt des Abfalls A4 ist die Summe der Flicheninhalte der Kreis-
ringscheiben.

x—d= (Lz: —ldf)-zsooo A4=035x

x= 035% = 2500'#((12 &)

5
x — 03% = ZM(d —d)(d, + d)
2 0,028 - 0,072 dar= 0
0,65x = ﬂ”"{% i d = 0,02m
25000 7z+0,028 - 0,072 - 100 o
4-65

Die Losung x ist eine GréBe mit einer irrationalen MaBzahl. In der Praxis
wird eine rationale Ndherung mit der jeweils erforderlichen Genauigkeit er-
mittelt.

Néherungslosungen erhélt man, wenn man fiir = die Naherungswerte 3

22
oder - verwendet. Fiir # ~ 3 erhilt man

_ 25°10°-3-28-10-72-10°2 102

H= 765 :
_25-3-28-72 , 756 , ,
x’_—_4-65 m = m? x~ 58,15 m2.
22
Fiir n R erhalt man
25-22-28-72 , 192 , 5
X3 —Wm —Fm ~ 60,92 m2.



22
Es gilt dann x, <x < x,,da 3 <n<——7-.

Wendet man die Fehlerrechnung an, so kann man die GréBe des Fehlers
a4
absch_-atzeu. Der relative Fehler von x ist §, = Tn , da die anderen Zahlen
geforderte Werte darstellen.
\, z% ~ 0,045; Ax; ~ 0,045 58,15m? ~ 2,62m? .
22 "
1 _ 3,1428 — 3,1416
2~ 314 3,14
Ax, =~ 0,000382 - 60,92 m?
~ 0,023 m?
Verwendet man fiir # den Naherungswert 3, so ist das Ergebnis um ange-

é

Oy & 0,000382;

nahert 2,62 m? zu klein, wihrend es bei der Verwendung von g nur gering-

fiigig groBer ist.

Betrachtet man die einzelnen Ziffern der Ergebnisse auf Genauigkeit, so
stellt man fest, daB bei x, = 58,15 m? nur die erste 5 eine zuverlissige Ziffer
ist. Keine Ziffer ist eine giiltige Ziffer. Beim Néaherungswert 60,92 m? sind
dagegen 6 — 0 — 9 zuverlssige Ziffern, 6 — 0 sind auch giiltige Ziffern. Uber
die 9 kann nach den durchgefiihrten Berechnungen keine Aussage gemacht
werden.

Orientieren Sie sich in [34], § 65f., iiber das Bestimmen der Zahl n
des indischen Mathematikers ARYABHATA (geb. 476), und sprechen Sie
dariiber in der Arbeitsgemeinschaft!

Die gewonnenen Erkenntnisse iiber Fehler, die durch einen Néherungswert von 7
auftreten, konnen bei dhnlich gelagerten Aufgaben angewendet werden.

Uber den relativen Fehler von x kann der absolute Fehler berechnet werden, wenn
keine weiteren Niherungswerte auftreten. Es gelten:

e 13

~3 2 ~3,14
[l T B
o, | 45% | ~004% | =005%

Eine Kette von 178,6 cm Linge soll zur Ubertragung einer Bewegung iiber
zwei gleich groBe Réder eingesetzt werden. Wie groB muB der Durchmesser d
der Réder sein, wenn die Wellen, auf denen die Réder befestigt werden, einen
Abstand von e = 63,4 cm haben? Es wird eine Genauigkeit von einer Stelle
nach dem Komma gefordert.
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Treten in Gleichungen GroBen auf, zum Beispiel in Sachaufgaben, so sind die GroBen
meist als Naherungswerte anzusehen. Es sind daher die Regeln fiir das Rechnen mit
Naherungswerten anzuwenden.

Eine zweite Notwendigkeit der Verwendung von Niaherungslosungen besteht, wenn
die Losung ein unendlich-periodischer Dezimalbruch ist.

|11

@ 14

Ein Hubschrauber legt die Entfernung zwischen zwei Einsatzorten in 5 h
5 min zuriick, wobei der Wind mit 15 km/h in Flugrichtung weht. Fiir den
Riickflug bendtigt er bei gleichen Windverhiltnissen (Gegenwind) 6 h
15 min. Bestimmen Sie die Durchschnittsgeschwindigkeit des Hubschrau-
bers!
Ansatz:v = xkm/h; s =v-¢

61

y 1
t =5h5mm—5—1—2—h—ﬁh

. 1 25
t2=6h15mm—6—4—h—7h

61 25
MaBza.hlgleichung:l—z(x + 15) = T(x —15)

1020
Die Losung L = { 7

dem Sachverhalt ergibt sich, daB eine MaBzahl aus dem Bereich der natiir-
lichen Zahlen sinnvoll ist. Demnach ist die gesuchte Losung v ~ 146 km/h.
Wie groB ist dabei der auftretende Fehler?

] ist ein unendlich-periodischer Dezimalbruch. Aus

1020 2
Ax = 7-—146’=7~0,286

Ax 2-7 &
é =T=m~0’002’ 0y~ 0,2%

Der prozentuale Fehler gestattet eine Einschitzung der Qualitit des Er-
gebnisses. Hier muB man bei den verwendeten MeBwerten (z. B. 15 km/h
Windgeschwindigkeit) groBere MeBfehler annehmen, so daB ein Fehler von
0,29 vernachlassigt werden kann. Es ist sogar sinnvoll, eine Durchschnitts-
geschwindigkeit von 150 km/h als Naherungswert anzugeben (15 km/h
geringste Genauigkeit; Losung zwei wesentliche Ziffern®).

Ein Stiick Eisen und ein Stiick Kupfer haben zusammen eine Masse von
373 g. Dabei ist das Volumen des Stiickes Kupfer um 5 cm? groBer als das
Volumen des Eisenstiickes.

Ermitteln Sie das Volumen des Eisenstiickes! Geben Sie die MaBzahl als
natiirliche Zahl bzw. als rationale Zahl mit einer Stelle nach dem Komma
an! Berechnen Sie jeweils den absoluten und relativen Fehler!

(€B1sen = 7,8 gfem®; oguprer = 8,9 g/cm?)

1, ,Wesentliche Ziffern* vgl. [19], S. 5.
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Wir untersuchen nunmehr Gleichungen, in denen Betriige von Variablen auftreten,
das heiBt Gleichungen der Form |x| +a=5 bzw. [x+a|=

Zunichst sei an folgende Definition erinnert.,

D> 5  Fiir den Betrag einer reellen Zahl a gilt:
[ - a fir a=0
la| = —a fir a<0.

® 15 Losen Sie folgende Aufgaben!

a)|s|  b)|-3| e)‘—3—+4\ d) 16,5 — 7,25|

e) Welche reellen Zahlen haben den Betrag 2?
f) Welche reellen Zahlen haben den Betrag (—1)?

Da stets ein und derselbe Betrag einem Paar reeller Zahlen zugeordnet werden kann,
haben Gleichungen der obengenannten Formen im allgemeinen zwei Losungen.
Durch Fallunterscheidung erhdlt man aus einer solchen Gleichung jeweils zwei
lineare Gleichungen, die der vorgegebenen Gleichung dquivalent sind. Die Lésungen
beider Gleichungen bilden die Losungsmenge der vorgegebenen Gleichung.

Man erhilt die beiden Gleichungen, indem man mit Hilfe der Definition 5 eine Fall-
unterscheidung durchfiihrt.

W 12 a)|3x]| =21
1.Fall: x20 2, Fall: x<0
3x=21 =3x =21
=17 x= -7
Proben: L. S.: R.S.: L.S.: R.S.:
13-7] 21 13:(=7)] 21
21 =21 21 =21 L={7; -7}

Wahre Aussage (w.A.)
b) 0,25 — 2x| = 3,85

‘Wahre Aussage (w. A.)

1.Fall: 025—-2x2=0 2, Fall: 025—-2x<0
(0,25 — 2x) = 3,85 —(0,25 — 2x) = 3,85
—2x = 3,60 2x = 4,10
x = —1,80 x = 2,05
Proben:
L.S.: R.S.: L.S.: R.S.:
0,25 — 2-(—1,80)] 3,85 10,25 — 2-2,05] 3,85
3,85 = 3,85 w. A, 3,85 =385w. A.
L = {-1,8; 2,05}
o) |x| = —

Diese Aufgabe ist nicht 16sbar, da der absolute Betrag einer reellen Zahl

nicht negativ sein kann,
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® 16 Losen Sie die folgenden Gleichungen!

a) x| +5=9 b)x—%1=9
3 | x 2 1 x 1 7 9
L ?‘?l*? "’7*7‘+7=?

4.3. Lineare Gleichungen mit zwei bzw. drei Variablen

Manche Sachaufgaben fiihren auf eine lineare Gleichung mit zwei Variablen.

W 13 Ein LKW mit einer Ladefahigkeit von 3,5 t ist mit zwei unterschiedlichen
Arten von Stiickgut zu beladen, von denen die eine eine Masse von 40 kg
Je Stiick und die andere eine Masse von 65 kg je Stiick hat. Wie viele Stiicke
der einzelnen Arten k6nnen aufgeladen werden?
Ansatz: 1. Ladegut: x Stck. zu je 40 kg
2. Ladegut: y Stck. zu je 65 kg
40x + 50y = 3500

Die Losungen sind vom Variablengrundbereich abhingig. Im Beispiel 13 gilt:
x, y € N. Dieser Bereich ergibt sich aus dem Sachverhalt der Aufgabe,

Lineare Gleichungen mit zwei Variablen treten auch als Funktionsgleichungen fiir
lineare Funktionen auf':

y=mx+ n.

Der jeweilige Grundbereich entspricht dem Definitionsbereich und Wertebereich
der Funktion.

> 6 Die allg ine Form fiir lineare Gleichungen mit zwei Variablen lautet:
ax'+ by + ¢ =0mitx,yeP;a=+ 0,b =+ 0.

Die Lésungsmenge der Gleichung ist die Menge aller Zahlenpaare [x; y], die die
Gleichung erfiillen.

Man ermittelt die Zahlenpaare wie folgt.

Man wahlt eine beliebige Zahl x, aus dem Grundbereich von x und setzt sie als eine
(mdgliche) Belegung fiir die Variable x fest. Dann erhilt man y, durch Einsetzen vori
X, in die vorgegebene Gleichung.

ax; + by, + ¢c=0 a0, b+0

[11; - %xl - %] mit x, € P ist eine allgemeine Losung. Fiir die Lo-

sungsmenge erhilt man
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L= ”x; —5x—ﬂ; xeP}.

b

(Beachten Sie, daB x; eine beliebige Zahl aus dem Grundbereich war, der Index 1 kann

entfallen

m 14

e 17

D

8x —3y—-5=0 mit x,yeP
; 8 5
Es sei x; = 1. Dann ist y, Serin = 1.

[xy; ¥1] = [1; 1] ist damit eine LSsung der Gleichung.
Bestimmen Sie weitere L(‘isungén der Gleichung

1 17

8x —3y—5=0 fir x, =2, x3= -3, x4=7,

Geben Sie die Losungsmenge L an!

Die Sachaufgabe im Beispiel 15 fiihrt ebenfalls auf eine lineare Gleichung mit zwei
Variablen.

|15

5 [001715]

Zur Kontrolle der einwandfreien Bearbeitung konischer Teile von Wellen
(Form des Kegelstumpfes) miBt man den Durchmesser an beliebigen Stellen
langs des Teiles. Die Langen d; und d, des gréBten und des kleinsten Durch-
messers sowie die Liange /; des konischen Teiles seien gegeben (Bild 4.8).

Es gilt:
di—dy _di—d,
N [
@y —d;)l=(d — d)ly.
(30,8 — 26,4) mm * x mm = (30,8 — y) mm - 25,6 mm
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d, = 30,8mm

X mm

Q

]

<

3

3

i
25,6 mm

1=

d, = 264mm Bild 4.8

Daraus erhilt man die MaBzahlgleichung

4,4x + 25,6y = 788,48.

Die Grundbereiche fiir die Variablen x und y sind durch den Sachverhalt

gegeben:

xeP und 0 x<256; yeP und 264 =<y=308.

Eine Lésung der Gleichung erhalt man fiir x = 10.

4,4-10 + 25,6y = 788,48
_ 74448

V=356
Bei einer Messung im Abstand von /= 10 mm muB der Durchmesser
d ~ 29,1 mm sein.

~ 29,1

Berechnen Sie fiir die im Beispiel 15 gestellte Aufgabe entsprechende Werte
fiir d = 28 mm bzw. d = 27 mm!

Uberlegen Sie, wie ein Priifgerit fiir diesen Sachverhalt aussehen kénnte!

Will man auch fiir lineare Gleichungen mit drei Variablen eine allgemeine Losung
angeben, so ist die Einfiihrung von Hilfsvariablen notwendig. Dies soll im Beispiel 16
gezeigt werden.

W16 5x+8y+72=150

66

Man 16st die Gleichung nach der Variablen mit dem kleinsten Koeffizienten
(hier x) auf.

150 8 1 __ _ 3y +2z
x——s———s—y——s—z—30 y—z 5 (.1)
Fiir den letzten Term in (1) fithrt man die Hilfsvariable v, ein.

3y +2z
vy =—73% s Svy=3y+4+2z

Diese Gleichung 16st man wiederum nach der Variablen mit dem kleinsten
Koeffizienten (hier z) auf.

50, — 3y v
z=;2—=201—y+ o
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Fiir den letzten Term in (2) fiihrt man eine zweite Hilfsvariable v, ein.

vy —)
Uy = 12 ; 20,=0v,—y

Aus dieser Gleichung ergibt sich

mncm]

Durch schrittweises ,,Riickwértseinsetzen* in (2) bzw. in (1) erhilt man

z = vy + 3v, | beziehungsweise

H

x=130—-3v, —v, |

Die Losungsmenge ist
L = {[30 — 3v; — v;; 0, — 2055 0, + 30,]; 04, v, € P}.
Die vorgegebene Gleichung hat unendlich viele Lésungen.

Setzt man fiir v; und v, beliebige reelle Zahlen ein, so erhilt man jeweils
eine spezielle Losung, fiirr », = 1 und v, = 0 beispielsweise [27; 1; 1].
Die Probe fiihrt zu der wahren Aussage 150 = 150,

® 19 Ermitteln Sie die Lésungsmenge und eine spezielle Losung der Gleichung
8x + 11y — 20z = 6 mit x, y,z€ P!
Zu einem speziellen Typ von linearen Gleichungen mit mehreren Variablen gelang

man, wenn als Losungsgrundbereich der Bereich der ganzen Zahlen gegeben ist.
Man bezeichnet solche Gleichungen auch als diophantische Gleichungen.

@® 20 Bereiten Sie einen Kurzvortrag iiber DIOPHANTOS VON ALEXANDRIA vor!
Sie finden entsprechende Angaben in [34].

Es ist festzustellen: Diophantische Gleichungen haben entweder unendlich viele
Losungen oder keine Losungen.

Diese beiden Falle seien an Beispielen diophantischer Gleichungen mit zwei Va-
riablen betrachtet.

»3 Es sei [p; q] eine Losung der diophantischen Gleichung ax + by = c. Dann
ist [p + bn; q — an] mit beliebigen n € G eine allgemeine Lisung dieser
Gleichung.

W17 3x+5=13
[1; 2] ist eine Lésung der Gleichung.

L ={[1 + 5n; 2 — 3n]} ist eine allgemeine Losung der Gleichung. Daraus
ergeben sich weitere spezielle Losungen, z. B. fiirn = 1:

[1+5-1;2-3-1] =[6; —1].
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Die Probe fiihrt zur wahren Aussage 13 = 13.
Fiir n = —2 gilt:

[1+5(-2);2-3-(-2)]1=[-9;8], denn 3-(—9)+ 5-8=13.

Ermitteln Sie fiir # = 5 und n = —4 weitere spezielle Lésungen der im Bei-
spiel 17 gegebenen Gleichung! Machen Sie jeweils die Probe!

Beweis des Satzes 3:

Voraussetzung: [p; q] mit p, g € G ist Losung der Gleichung ax + by = c.

Behauptung:  [p + bk;q — ak]mit k € G ist Losung der Gleichungax + by = c.

Beweis:

ap + bg = ¢ (laut Voraussetzung)

ap + abk + bg — abk = ¢ (abk — abk = 0)

a(p + bk) + b(g — ak) = ¢

[p + bk; g — ak] ist Losung der Gleichung ax + by = ¢, q.e.d.

Fiir die Untersuchung der Losbarkeit diophantischer Gleichungen gilt der folgende
Satz, der hier nicht bewiesen, sondern nur am Beispiel 18 erlautert wird.

»4

o 22

Fiir die

" Eine diophantische Gleichung ax -+ by = c ist nur dann lésbar, wenn

1. die Koeffizienten @ und 5 und das absolute Glied c teilerfremd sind und
2. die Koeffizienten a und b ebenfalls teilerfremd sind.

6x + 45y = 40

Voraussetzung 1. des Satzes 4 ist erfiillt, denn 6, 45 und 40 sind teilerfremd,
in Zeichen: (6, 45, 40) = 1.

Voraussetzung 2. ist jedoch nicht erfiillt, denn 6 und 45 haben den gemein-
samen Teiler 3, das heiBt, sie sind nicht teilerfremd, in Zeichen: (6, 45) = 3.
Die Gleichung 6x + 45y = 40 hat keine ganzzahlige Lésung.

Begriindung: Durch Ausklammern erhélt man:

3(2x + 15y) = 40. Mit x, y€ G ist die linke Seite eine durch 3 teilbare
Zahl, die rechte Seite dagegen nicht. Die Gleichung wird also von keinem
Paar ganzer Zahlen erfiillt.

Untersuchen Sie, welche der folgenden diophantischen Gleichungen L&-
sungen haben! '

a) 5x+3y=16 b) 8x+6y=5 ¢)9x+ 25y =122
d)17x — 3y =35 e) —2x—4y =1

Berechnung von Losungen diophantischer Gleichungen gibt es mehrere

Verfahren. Bei vielen Aufgaben kann man Losungen durch Probieren ermitteln.
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a).5x + 3y = 16 (siche Aufgabe 22a))
Es gelten: (5,3, 16) = 1 und (5, 3) = 1.
[2; 2] ist eine Losung, denn 5+2 + 3-2 = 16.
Eine allgemeine Losung heiBt also [2 + 3n; 2 — 5n] mit n € G. Die L6-
sungsmenge ist L = {[2 + 3n; 2 — 5n]; ne G}.

b) Die diophantische Gleichung 9x + 4y = —24 ist 16sbar, denn
9,4,24) = 1und (9, 4) = 1.
[0; —6] ist eine Losung.
Eine allgemeine Losung heiBit [4n; —6 — 9n] mit n € G.
L = {[4n; —6 — 9n]; n € G} ist die Losungsmenge.
Da auch 0 eine ganze Zahl ist, findet man in den Fillen, in denen ent-
weder a oder b (hier b) ein Teiler von c (hier 24) ist, leicht eine Losung
(=24:4 = —6).

c) 24x + 27y = —36 mit (24,27, —36)=3 [23

8x+ 9y =—12 mit (8, 9,—12)=1 und (8,9) =1

Man erkennt, daBl die Zahlen der Losungspaare jeweils entgegengesetzte
Vorzeichen haben miissen. Zum Finden einer Losung kann man wie
folgt iiberlegen: Man 16st die Gleichung nach y auf.

—-12 — 8x 34+ 2x

I '4( 9 )

; ~ eine ganze Zahl darstellt.
(3 + 2x) muB also durch 9 teilbar sein. Man findet leicht, daB fiir x = 3
der Term den Wert 1 annimmt. Damit ist [3; —4] eine spezielle Losung,
[3 + 9n; —4 — 8n] mit n € G ist eine allgemeine Losung, und

L ={[3+9n; —4 — 8n]; ne G} ist die Losungsmenge.

y ist ganzzahlig, wenn der Term

Lgsen Sie folgende diophantische Gleichungen!

a)8x —y =10  b)9x + 25p = 122

¢) 272 M sollen an zwei Gruppen von 8 bzw. 10 Personen aufgeteilt werden,
wobei die Personen einer Gruppe jeweils den gleichen Betrag erhalten.

Welche Moglichkeiten der Verteilung bestehen? Beachten Sie, daB der
Losungsbereich der Bereich der natiirlichen Zahlen ist!

In Aufgabe 23c) wurden Losungen im Bereich der natiirlichen Zahlen gesucht. Die
Aufgaben machten dariiber hinaus deutlich, daB bei praktischen Anwendungen wei-
tere Zusatzbedingungen gegeben sein konnen. Im Beispiel 20 sollen ein solcher Sach-
verhalt und die Lésung des betreffenden Problems gezeigt werden.

m 20

An einem zweiseitigen Hebel wirkt auf der einen Seite eine Kraft F;'im
Abstand von 9 cm vom Drehpunkt. Sie wird durch zwei Krafte F, und Fj,
die im Abstand von 2 cm bzw. 4 cm vom Drehpunkt angreifen, im Gleich-
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gewicht gehalten. F; ist um 17 Einheiten kleiner als F, und F; zusammen.
Wie groB konnen die Krifte sein, wenn die Differenz zwischen F, und F;
moglichst klein gehalten wird?

Ansatz: F, = xkp; F3=ykp; Fi=(x+y—17)kp

MaBzahlgleichung: 9(x + y — 17) = 2x + 4y mit x, ye N
Man ermittelt eine Losung im Bereich der ganzen Zahlen.

Tx + Sy = 153

Diese Gleichung ist 16sbar.

—30— x4 3-2x Auflésen nach der Variablen mit dem
y= kleinsten Koeffizienten (hier y)
3-2
y wird ganzzahlig, wenn der Zihler in 5 ™ durch 5 teilbar ist.
— . 3-2-1 _
x=—1 —_—= 1

y=|30+1+1=]32

[—1; 32] ist eine spezielle Lsung.

L = {[-1 + 5n; 32 — 7n]; ne G} ist die Losungsmenge.

Daraus bestimmt man spezielle Losungen, die den Bedingungen ent-
sprechen.

n 0o |1 2 |3 | 4 5
x 1|4 |9 [14 |19 | 24
y 32 |25 [18 |11 4 | -3

Das erste und letzte Zahlenpaar konnen keine Losung sein, da —1 und —3
keine natiirlichen Zahlen sind. Die Differenz soll méglichst klein sein. Daraus
folgt, daB [14; 11] die gesuchte Losung ist.

Losungen zu Kapitel 4

W: a),c),e); F:b),d)

a) (1) mit 2) b) (1) mit (3); (2) mit (3)

a) (1) mit (2); (1) mit (3); (1) mit (4); (2) mit (3); (3) mit (4)
b) (2) mit (4)

¢) (1) mit (3)

d) (1) mit (2); (1) mit (4); (2) mit (3); (2) mit (4); (3) mit (4)



10

11

13

14

15

b) M, = {8, 16, 24, 32, 40, 48}
M, = {23, 29, 31, 37, 41, 43, 47}
My=1{6)
M,=1{0,1,2,3,4,5, 6}
Ms ={0,3,6,9, 12, 15, 18, 21}
¢) M;und M;
a) ()BiSA41; QA2S B, (3)43 S Bs und Bs S 43; (4) Ba S Aa;
(5) As S Bs; (6) As = Bs und Bs < A
b) ()Bi<A4y; QA2<B; (4 By<Ady; (5)As < Bs
©) {a,b}; {ack; {b; ¢ {a}; b} {c}; O
a) A<B; B< A4

(1 a) {5,6} b) {1,2,3,4,5, 6} o {1, 3}
(2)a) {x,a,c} b) {a, b, ¢, d, m, x} ¢) {b}

3)a) @ b) {a, g, h,i,1,m, r} c) {g, h, i, a}
4)a) {0,3} b) {-5, -2,0,3,6,9} ¢) {-2, -5}

b und a entgegengesetzte Vorzeichen; a + 0

a) xeP; L=[?} b) xeP, x+0; L={-12}

¢) xeP, x*1, x% 3; 'L={%} d) zeP, z£4; L=1{5}

nd + 2 - e = 1; MaBzahlgleichung: = - x + 126,8 = 178,6

518 .. 5l
T

=3 = a—=17
d = xcm x 3

nx3; 0, ®4,5%; 4x = 0,74; zu ungenau
7 % 3,14; J, =0,05%; 4x =~ 0,008

51,8

x = EX7Y ~ 16,5 Der Durchmesser muB} 16,5 cm betragen.
Vicer+ Vare2=V;, Va=Vi+5cem? V,=xcm®
MaBzahlgleichung:
7,8x + 8,9(x + 5) = 373

328,5

=—= 7
167 19,6

x; & 20 Ax, = 0,3 &, = 0,015 O, & 1,5%

x, & 19,7 A4x, ~ 0,03 o, ~ 0,0015 8y % 0,2%

a) 5 b) 5 o} d) 0,75 e)2und (-2)

f) Es gibt keine reelle Zahl, die den Betrag (—1) hat. Der absolute Betrag einer
Zahl ist immer positiv oder Null.
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a)L = {4; -4}

c)

L

d

d

X

N

x

n

n= —4;

a)
b)
c)
d)
e)

a)
b)

Sollten Sie andere Losungen als Einzellosungen haben, so miissen sich diese
Losungen aus L durch Einsetzen spezieller Werte von n ergeben.

)

L={39. 9

20’ 20]

3] [-5-3} [

[l

] x<#)

3

= 28 mm;

= 27 mm;

=-y+2z+

28
b)L = {T’ _

7168

9728

d) Keine Losung, da

3

26
3

X

4

1729

N

l=-744Tmmz 16,3 mm

I=sz22,lm

H

3

_6-3y+4z

6 —3y+4z
3

z—
=2—-20 +2z+

= 3v, + 20

3

123

= =2 + 50y + 2v;;

=5;

3

y =2+ 4v,;

[1 +25;2 — 15] = [26; —13]
[1 —20;2 + 12] = [—19; 14]

(5, 3, 16) = 1; (5, 3) = 1; Losungen existieren
(8,6,5) =1;(8,6) =2 % 1; keine Lésungen

(9, 25, 122) = 1; (9, 25) = 1; Losungen existieren

+ =

4

7

]

=27 -3 <0

z =20, + 30,

(17, —3,5) = 1; (17, —3) = 1; Losungen existieren

(-2, -4,7) = 1; (-2, —4) = 2 % 1; keine Losungen
Die Vorzeichen der Koeffizienten konnen auch vernachlissigt werden.

[1; —2]ist eine Losung.

[8; 2] ist eine Losung.

L=A{1-n;-2-8n}
L = {[8 + 25n;2 — 9n]}

1
4

4x + 5y = 136; aus y = 0 folgt x = 34

[34; 01; L = {[34 + 5n; —4n]}
n 0 -1 (-2 |-3|-4]|-5]|-6
% 34 29 24 19 14 9 4
y 0 4 8 12 16 20 |24

1



S. Systeme linearer Gleichungen

5.1. Systeme aus zwei linearen Gleichungen mit zwei Variablen

Ehe allgemeine Betrachtungen angestellt werden, sei an einem praktischen Beispiel
das mathematische Problem verdeutlicht.

Die Ladung eines Kontainers habe ein Gewicht von 2550 kp. Er enthalte zwei ver-
schiedene Sorten von Ersatzteilen mit einem Gewicht von jeweils 32,5 kp bzw. 19 kp.
Insgesamt seien es 120 Teile.

Wie viele Ersatzteile jeder Sorte sind im Kontainer enthalten?

Ansatz: Es sind x Teile zu je 32,5 kp;
es sind y Teile zu je 19 kp.

Bedingungen: 1. Die Anzahl der Ersatzteile betrigt insgesamt 120.
II. Das Gesamtgewicht betragt 2550 kp.
Jede der beiden Bedingungen kann man als Gleichung formulieren.
I x+y=120
IL 32,5x + 19y = 2550
Man erhilt also ein System aus zwei linearen Gleichungen mit zwei Variablen.

Die beiden Gleichungen stehen miteinander in engem Zusammenhang. Die zu er-
mittelnde Losung muB sowoh! Gleichung 1. als auch Gleichung IL. erfiillen.

Man kann zunichst jede der beiden Gleichungen als einzelne lineare Gleichung mit
zwei Variablen betrachten. Dann besteht, wie im Abschnitt 4.3. gezeigt wurde, die
Losungsmenge der Gleichung I. aus unendlich vielen Zahlenpaaren. Dasselbe trifft
fiir Gleichung II. zu. g

Ist das System iiberhaupt 18sbar, so besteht dessen Losungsmenge aus allen den-
jenigen Zahlenpaaren, die Losungen sowohl der Gleichung I. als auch der Gleichung II.
sind. Die Losungsmenge des Systems ist damit der Durchschnitt der Lésungsmengen
der beiden einzelnen Gleichungen.

Beim Losen von Gleichungssystemen geht man jedoch meist nicht so vor, daB man
zuerst die Losungsmengen der einzelnen Gleichungen und dann den Durchschnitt
ermittelt.
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Die Mathematik hat mehrere Lésungsverfahren entwickelt. Fines davon ist das
Einsetzungsverfahren oder Substitutionsverfahren.

o1

m1

74

Arbeiten Sie in [21] auf Seite 63 das Beispiel 30 durch!

Aus dem Sachverhalt, der zur Einfithrung diente, ergab sich das System

L x+ y=120
1L 32,5% + 19y = 2550

1* y=120 — x 1. aufgeldst nach y
IL.* 32,5x + 19 - (120 — x) = 2550 L* in II. eingesetzt

32,5x + 2280 — 19x = 2550 Aquivalente Umformungen

13,5x =270
x =20 Erste Zahl der Lésung
I y= 120-20 Losung IL* in 1* eingesetzt
y= 100 Zweite Zahl der Lésung

L = {[20; 100]}

Probe (am Sachverhalt!):

I. Es sind insgesamt (20 + 100 = 120) Ersatzteile.

II. Das Gesamtgewicht betrigt (32,5 - 20 + 19 - 100) kp = 2550 kp.

Antwortsatz: Der Kontainer enthilt 20 Ersatzteile zu je 32,5 kp und 100
Ersatzteile zu je 19 kp.

Lasen Sie folgende Systeme!
a) L2x +3y=—4 b) L y=2-—4x
I 5x + 6y = =7 IL8x+3y=>5

c) Eine Rangierlok bringt mit einem Giiterzug, der insgesamt 40 Wagen
umfaBt, 765t Braunkohlenbriketts zum Verschiebebahnhof, Einige
Wagen sind mit 20t, die anderen mit 15t Briketts beladen. Wie viele
Wagen jeder Art sind es?

(Aus [4], S. 140, Aufgabe 5.121)

d) Eine LPG erntete auf zwei Feldern insgesamt 500 t Weizen. Nach der
Durchfithrung agrotechnischer MaBnahmen erhdhten sich die Ernte-
ertrdge auf dem ersten Feld um 15% und auf dem zweiten Feld um 10 Yo
Die Ernte erreichte nunmehr insgesamt 565t Weizen. Wieviel Tonnen
Weizen wurden auf den einzelnen Feldern vor und nach den MaBnahmen
geerntet?

¢) Formulieren Sie solche Aufgabenstellungen aus der Praxis, deren mathe-

matische Losungen auf Systeme linearer Gleichungen mit zwei Variablen
fiihren !



5.2. Additionsverfahren

Neben dem Einsetzungsverfahren wendet man auch das Gleichsetzungsverfahren und
sehr oft das Additionsverfahren an.

Das Additionsverfahren 148t sich auch bei Systemen linearer Gleichungen mit mehr
als zwei Variablen anwenden. Seine Bedeutung erhéht sich dadurch, daB die Losungs-
schritte in einem Algorithmus dargestellt werden konnen. Solche Algorithmen er-
moglichen das Ermitteln der Losungen mit Hilfe von EDV-Anlagen.

Dem Additionsverfahren liegt ebenso wie dem Einsetzungsverfahren als Hauptge-
danke zugrunde, eine der Variablen so zu eliminieren, daB man zunéchst eine neue
Gleichung mit nur noch einer Variablen erhalt. Dieses Ziel erreicht man, indem man
die linken Seiten und die rechten Seiten der Gleichungen addiert. Man formt vor
dem Addieren, falls notwendig, eine der vorgegebenen Gleichungen &quivalent so
um, daB die Koeffizienten bei der zu eliminierenden Variablen entgegengesetzte Zah-
len sind.

Das Additionsverfahren fiir das Losen eines Systems linearer Gleichungen mit zwei
Variablen sei im Beispiel 2 dargestellt.

H 2 Zu 16sen sei das System

L2x+y =11 Die Koeffizienten der Variablen y sind
IL3x—y =9 entgegengesetzte Zahlen (+1) und (—1).
IIL. 5x| £ 0| = 20 L +1IL

x=4
L24+y=11
y=3

Probe: 1.L.S.:2-4+3=11; R.S.:11; 11 =11 w.A.
II.L.S.:3:4—-3=9; R.S.:9; 9=9 w. A.
L ={[4;3]}

Im allgemeinen haben die Gleichungen eines vorgegebenen Systems nicht eine so ein-
fache Form wie die im Beispiel 2, so daB noch #quivalente Umformungen vorgenom-
men werden miissen, entweder nur an einer der Gleichungen oder auch an allen Glei-
chungen des Systems.

Solche Umformungen konnen sein:

— Beide Seiten einer Gleichung werden mit ein und demselben von Null verschiedenen
Faktor multipliziert.

— Zu den Seiten einer Gleichung wird ein Vielfaches der entsprechenden Seiten einer
anderen Gleichung addiert.
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m3 L 3x— y=5 ‘ -5
L. 5x+ 2y =123 “(=3)
L*  15x— 5y =25
IL* —15x— 6y= —69 ‘ L* 4+ IL*
IIL —1ly = —44

Man erhalt ein vereinfachtes System. Es besteht aus den Gleichungen I
und III. Dieses ist d4quivalent zum gegebenen System und hat daher die-
selbe Losungsmenge.

® 3 a) Fiihren Sie die weiteren Schritte zur Lésung des im Beispiel 3 vorge-
gebenen Systems mit Hilfe des vereinfachten Systems aus den Gleichun-
gen I. und III. selbstindig durch!

b) Lésen Sie das Gleichungssystem !
L2x+3y=-4
IL 5x + 6y = =7

Die bisher behandelten Gleichungssysteme hatten stets genau eine Losung. Das ist
jedoch nur einer der drei Fille, die man beim Untersuchen der Lésungsméglichkeiten
solcher Systeme unterscheiden muB.

Die drei Fille sind:

1. genau eine Losung;
2. unendlich viele Lésungen;
3. keine Losung.

® 4  Formen Sie die folgenden Gleichungssysteme jeweils zu einem einfacheren
System um. Ermitteln Sie, soweit méglich, die Lésungen!

a)x+2y=3 b) x—-3y=4 c) x—= y=4
3
i y=2 Sx + 3y = —1 2x—2y=5
2 2
¥ & ; L
Tull S -1
1\ |
1 L | X ! I
-1 0 7 N -1

Bild 5.1 Bild 5.2 Bild 5.3



Man kann ein System aus zwei linearen Gleichungen mit zwei Variablen auch gra-

phisch 16sen. Dazu faBt man jede lineare Gleichung mit zwei Variablen als Gleichung

einer Geraden auf. In den Bildern 5.1 bis 5.3 sind die L6sungen der Systeme aus
" Aufgabe 4 graphisch dargestellt.

Man erkennt:

— Hat ein Gleichungssystem genau eine Losung, so schneiden die Geraden einander
in genau einem Punkt. Die Koordinaten dieses Punktes stellen die Losung dar
(Bild 5.2).

— Hat ein Gleichungssystem unendlich viele Losungen, so fallen die Geraden zu-
sammen. Man nennt die Gleichungen voneinander linear abhiingig. Gleichung II.
kann durch Multiplikation mit einem Faktor in Gleichung I. tiberfithrt werden.
Die Koordinaten aller Punkte der Geraden sind Losungen (Bild 5.1).

- Ein Gleichungssystem hat keine Lésung, wenn die Geraden parallel zueinander
sind. Die Gleichungen widersprechen einander (Bild 5.3).

Bei der rechnerischen Losung mit Hilfe des Additionsverfahrens erhélt man:

— genau eine Losung: Die erhaltene Gleichung IIL. enthilt eine Variable mit einem

Koeffizienten ungleich Null (Aufgabe 4b)).
— unendlich viele Losungen: Die Gleichung III. ist eine wahre Aussage der Form
0 = 0 (Aufgabe 4a)).

- keine Lésung: Man erhilt als Gleichung III. eine falsche Aussage der Forma = b,
wobei a und b voneinander verschiedene Zahlen des Grundbereichs
sind (Aufgabe 4c)).

Bild 5.2 zeigt die Grenzen des graphischen Losungsverfahrens. Bei ganzzahligen

Losungen sind die Koordinaten gut ablesbar. In anderen Fillen erhalt man im all-

gemeinen Naherungslosungen. Ungiinstig ist die graphische Lésung auch, wenn sehr

groBe oder sehr kleine Zahlen in der Lésung auftreten. Manchmal ist es giinstig, unter-
schiedliche MaBstibe bei der Einteilung der Koordinatenachsen zu verwenden.

@® 5  Losen Sie die folgenden Systeme!
Welche Probleme treten bei den graphischen Losungen auf?

a) x—3y=12 b) —25x+4y+ 1=0
2x + 4y =90 3lx -5y —16=0

Bei vielen Aufgaben miissen die Gleichungen erst auf die Form ax + by = ¢ ge-
bracht werden.

4 I 2x +3 _
n ’ 3y -2

IL x(2y — 5) — 2p(x + 3) = 2x + 1

Man beseitigt den Nenner durch Multiplikatio? mit 3y — 2) pnd 16st dize
Klammern auf. (Zu beachten ist, daB im Grundbereich fiir y die Zahl 3
nicht enthalten ist, denn 3 % —-2= 0.)
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L' 2%x— 3y=-—5 -7

I —7x — 6p=1 -2
L' 2x— 3y=-35
IIL - 33 =-33
y=1; x=-1; L={[-1;1}}

Machen Sie die Probe durch Einsetzen in die Ausgangsgleichungen!

Losen Sie das System!

2(x - y) _ 8x 3y -10
BN Bkl ek ey

3x+4 y 5x y—-17
L =ty =%

Bei manchen Aufgaben ist es giinstig, Hilfsvariable einzufiihren, um das Gleichungs-
system rationell 16sen zu kénnen.

msS
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I £+i=30 Hilfsvariable: u =i;u=l
x y x y
1I. i+i=31
x y
L* 2u + 50 = 30 +3
IL* 3u + 4v = 31 (-2)
L* 2u + 50 = 30
II1. Tv =28
1 1
v=4 4—}— y—z
1 1
u=>5 5=; x=?
2 5
Probe: 1. LS:_—I—+—I—-=3O; R.S.:30; 30=30 w.A.
57 ‘
3 4
II L.S:T+T=31; R.S.:31; 31 =31 w.A.
ER—Y



@® 7  a) Losen Sie das Gleichungssystem!

1 1 5
L + =—
x+y x=y 8
AP Ly S
x -y x+y 8
1
Setzen Sie 4= ———, v= !
x+y x -y

b) Zwei Fahrzeuge fahren mit Geschwindigkeiten von »; = 80 km/h bzw.
v, = 60 km/h. Fahrzeug 1 setzt 20 m hinter Fahrzeug 2 zum Uberholen
an und ordnet sich 30 m nach dem Uberholen wieder ein. Fahrzeug 1
ist 6 m, Fahrzeug 2 ist 4 m lang. Berechnen Sie Uberholweg und Uber-
holzeit! Machen Sie eine Skizze!

5.3. Systeme aus drei linearen Gleichungen mit drei Variablen

Systeme aus drei linearen Gleichungen mit drei Variablen haben die folgende all-
gemeine Form.?

I ayix; + ay2%; + @13x3 = a,
II. ay1%; + G22%; + Gz3%3 = a,
III. a3yx; + a@32X; + G33x; = as

Zum Losen eines solchen Systems verwendet man meist das Additionsverfahren.
Dabei sucht man, das System auf folgende Form zu bringen.

I 11Xy + @12%; + @13%X3 = a;
IV. bzw. V. bayx; + basxs = b
VL C33X3 = C3

Diese Methode wurde von dem bedeutenden Mathematiker CARL FRIEDRICH GAUSS
(1777 bis 1855) fiir das Lsen von Systemen aus n Gleichungen mit » Variablen ent-
wickelt. Sie wird als GAusssche Eliminationsmethode bezeichnet.

1 Die Koeffizienten ay, ..., @33 der Variablen sind hier mit Doppelindizes versehen. Dabei gibt je-
weils der erste Index die ,,Zeile (Gleichung) an, der zweite Index kennzeichnet die ,,Spalte
(Index der Variablen x). Die absoluten Glieder auf den rechten Seiten sind einfach nach Zeilen
indiziert. Fiir die Variablen wurden nicht die Symbole x, y, z gewihlt, sondern die Symbole x,,
X2, X3, ¢inmal, um im System der Indizes zu bleiben, zum anderen, um die gedankliche Erweiterung
des Systems auf n Gleichungen mit n Variablen (Variable x;, x3, ..., X,) Zu erleichtern.
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Die Methode soll am Beispiel 6 erlautert
werden.

m 6

Informieren Sie sich iiber CARL
FRIEDRICH GAuss in [34] oder
in [33]!

Zu I6sen sei das folgende System.

2 3) C. F. Gauss
I 3x 4+ 5p + 4z =80 5 52
IL 5x + 6y — 3z = 30 ,-(—3)
IIL. 2x + 3y + 7z = 90 - (=3)

(1) Da man die Reihenfolge der Gleichungen beliebig vertauschen kann,
wahlt man eine méoglichst giinstige Gleichung als Gleichung I. Giinstig
ist eine Gleichung, wenn die Koeffizienten von x ein leichtes Eliminieren
der Terme mit der Variablen x in Gleichung II. und III. gestatten. Im
hier vorgegebenen System ist keine Anderung der Reihenfolge not-
wendig.

(2) Ermitteln der Gleichung IV. durch Multiplizieren von Gleichung I.
mit 5 und von Gleichung II. mit (—3)» und Addieren der erhaltenen
Gleichungen I.* und II.*,

L* 15x + 25y + 20z = 400
IL* —15x — 18y + 9z = —90 4+

iv. Ty + 29z = 310

(3) Ermitteln der Gleichung V. durch Multiplizieren von Gleichung I.
mit 2 und von Gleichung III. mit (—3)" und Addieren der erhaltenen
Gleichungen 1.** und II1.**.

L** 6x + 10y + 8z = 160
IIL**  —6x — 9y — 21z = —270 +
V. y—13z=—110

1) Beachten Sie, daB die erste Gleichung stets mit dem Koeffizienten von x bzw. y der zweiten Glei-
chung und die zweite Gleichung mit dem Entgegengesetzten des Koeffizienten von x bzw. y der
ersten Gleichung multipliziert werden!
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(4) Ermitteln der Gleichung VI. durch Multiplizieren von Gleichung IV.
mit (—1) und von Gleichung V. mit 7 und Addieren der erhaltenen Glei-
chungen IV.* und V.¥,

IV* -7y — 29z = -310
V* Ty — 91z=-770 +

VI — 120z = —1080

(5) Zum Ermitteln der Werte der drei Variablen wird das vereinfachte, zum
vorgegebenen aquivalente System
IL 3x+5+ 4z=280
Iv. Ty + 29z =310
VL — 120z = —1080
benutzt. (Dabei sind IV. gegen V. sowie L. gegen II. oder III. austausch-
bar.)

VI. —120z = —1080 IV.7y +29-9 =310
z=9 y=1
I 3x+5-7+4-9=280
x=3

(6) Die Probe sei dem Leser iiberlassen.
(N L={[37;9}

Losen Sie folgendes Gleichungssystem !

L x4+ y+ z=1
II. 3x—4y+ z=0
III. —x—4y—-32=0

Die auf Seite 76 formulierte Fallunterscheidung gilt auch fiir die Lésungsméglich-
keiten von Systemen aus drei linearen Gleichungen mit drei Variablen.

Im Beispiel 7 sei ein Gleichungssystem mit unendlich vielen Losungen betraclitet.

m7

L 2x+ 6y+4z=3 -3 -4
II. 3x+ 8y +5z=4 (-2
III. 4x + 10y + 6z=5 (=2
A 2y+2z=1 -2
V. 4y + 4z =2 (=1
VI 0=0
Wahre Aussage

(Die Zwischenrechnungen seien dem Leser iiberlassen.)

Das Gleichungssystem hat unendlich viele Lésungen.

Man ermittelt Lésungen, indem man aus IV. oder V. geeignete Werte fiir
y und z berechnet und durch Einsetzen in I., II. oder III. den dazugehdrigen
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. » ' 1
x-Wert bestimmt. Die Gleichung II. beispielsweise ergibt mit y = 5 und
z = 0 die wahre Aussage 1 = 1. Aus Gleichung I. ermittelt man x = 0 und

1
damit [0; 5 J 0] als eine Lsung des Systems.

Die Probe in 1., II. und III. liefert die wahren Aussagen 3 = 3,4 = 4 und
5=5.

‘Beispiel 8 ist ein Gleichungssystem, das keine Losung hat.

ms I 4x+3y+4z=9 -6 -8
IL 6x+4y+ 5z=11 - (—4) :
1L 8x + 5y +62=10 - (—4)
1v. 2y +4z=10 |-(-2)
V. 4y +8z=132
VL 0 =12

Die Gleichung VI. ist eine falsche Aussage. Das Gleichungssystem hat
keine Losung. Das System hat einander widersprechende Gleichungen.
(Beachten Sie beispielsweise die Vereinfachungsméglichkeiten bei IV.
und V.!)

@® 10 Losen Sie folgende Gleichungssysteme!
Formen Sie zunéchst die vorgegebenen Gleichungen zweckmaBig um!
a) L Gx—-D-5-0-7N2x+7)= 2x+T7)(2y -5
IL Gy -ND(z+D)—-+N(y-2)=2(y-2)(z+1)
M. Rz +3N(x—D+Ex+2)(z+3)=3(z+3)(x-1)

1 1 1

b) L 7+?=7+;
1 1

II. 7+%=3+7
mE g = 14
x 'y z

5.4. Anwendung eines Rechenschemas

Bei Aufgaben aus der Praxis sind die Koeffizienten der Variablen im allgemeinen
mehrstellige Dezimalzahlen. Die Rechnungen werden dadurch komplizierter, und
die Gefahr des Verrechnens wird groBer.

Das folgende Schema gestaltet die Rechnung iibersichtlicher und erméglicht gleich-
zeitig eine Rechenkontrolle. Das Schema wird besonders bei Systemen linearer Glei-
chungen mit mehr als drei Variablen in erweiterter Form angewendet.

Im folgenden ist die Arbeit mit dem Schema allgemein und an Hand eines konkreten
Beispiels dargestellt.
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Gleichungssystem

Allgemeine Form Beispiel
I ay1x; + ay5%; + ay3x3 = ay =2x; + X — x3=11
1L ay1%; + Gp2%2 + G23%3 = a, 4x; — 5x, + 4x; = —18
III. asyx, + @32 + G33%; = as 3x; — 10x, + 15x; = —60
Schema (Die Koeffizienten des Beispiels stehen in Klammern.)
Uik an a2 a3 a; St Probe
a;1(—2)| ar2(1) a;3(—1) | ai(11) 51(=9) | 0(0)
uzy (2) azi(4) ax:(—5) az3(4) ax(—18) s52(15) 0(0) Block 1
3 "
sy (7) a313) | asa(=10) | 22315 | as(=60) | s:52) | 0(0)
0 b22(—3) b23(2) ba(4) 53(=3) | 0(0)
17 : 17 27 87 77 Block 2
v R R e e e | R i R 2 A
47 329\| ,, (282
0 0 €33 (T) ¢ (— T) 55 (—6—) 0(0) Block 3
Erlduterungen

Die uy, sind Faktoren, mit denen die Koeffizienten der Variablen und die Konstanten
der jeweils 1. Zeile eines Blockes zu multiplizieren sind. Man berechnet die u,, wie
folgt:

. O . _ G _ 4
Block 1: uy = P z.B.iuy = T =2;
_ 17
bux bz 2 17
Block 2: uy = — —,z.B.: = — = e e s ¢
ock 2: uy ™ z Uz b = -

Die s, im Block 1 sind die sogenannten Zeilensummen. Sie werden zur Rechenkon-
trolle verwendet und wie folgt berechnet:
si=—(@y +ap+as+a), zB: s;=—(-2+1—-1+ H)=-9.

Die by, ¢, Si, 5;’ ergeben sich wie folgt: Die Zahlen der 1. Zeile des Blocks multi-
pliziert man mit u; und addiert dieses Produkt zu den entsprechenden Werten der
anderen Zeilen, z. B.: ’

brs = az; + 31" a1 byy=—-5+2-1=-3°
3 77
S =583 4+ Uz S s§=52+7-(—9)=7

1) Beachten Sie, daB die #;, so bestimmt wurden, daB die Koeffizienten b,,, ba;, cay, ¢35 jeweils
az1

Null werden, z. B.: byy = az1 + U3y " @3y = @21 + (— )'ﬂu =0!

11
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87 17 329
c3=0bs +us b, c3 =—T+(—-6—)-4=—T

Die Probe, bei der jeweils die Summe aller Zahlen einer Zeile zu bilden ist, muf}
stets Null ergeben. Sie heiBt Zeilensummenprobe. Tritt dabei ein Fehler in Block 1 auf,

S

o liegt er in der Berechnung der s;. In den folgenden Bldcken ist der Fehler beim

Bestimmen der Koeffizienten der betreffenden Zeile zu suchen.

Aus dem Schema erhdlt man das vereinfachte Gleichungssystem.

L apx; + aaX; + agzxs = ay —2x%; + X, — x3=11
1V. byaXxy + byaxs = b, —3x, +2x; =4
47 329
VL C33X3 = C3 N =
7 329
VI 4?x3= = IV. =3x, +2:(-7) =4
X3 = =7 X, = —6
L =2x,4+(-6)—-(-7)=11

x; = =5

Die Probe am vorgegebenen System sei dem Leser iiberlassen.

L={[-5;—6; =71}

Beim Benutzen des Schemas empfiehlt es sich, nach folgenden Lisungsschritten vor-

zugehen.
1. Eintragen der a; und g,
2. Berechnen der uy fiir Block 1: v, = — %
kk
3. Berechnen der s;: 5, = —(a;; + @iz + a3 + a;)
4. Berechnen der by, b, und s; (i= 2; 3; k = 2; 3)
5. Berechnen der uy, fiir Block 2
6. Berechnen der ¢33, ¢, 53 fiir Block 3
7. Zeilensummenprobe: Summe der Werte muB jeweils Null sein
8. Aus dem Schema das vereinfachte System aufstellen und daraus die Lésungsmenge

9.

ermitteln
Endprobe am Ausgangssystem

@ 11 Losen Sie die folgenden Aufgaben mit Hilfe des Schemas!

a) I —x; — x, +10x3 = 22,5
I —4x, + x,+ x3= 175
I, 3x, + 3x, — S5x3= -5

b) Fiir die Herstellung von drei Erzeugnissen P,, P, und P; werden zwei
verschiedene Materialien M, und M, benétigt. Der Materialverbrauch
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je Erzeugniseinheit, die zur Verfiigung stehende Materialmenge und die
Preise je Erzeugniseinheit sind der folgenden Tabelle zu entnehmen.

Material Materialverbrauch Materialmenge
je Einheit
P, P, Py

M, 5 3 6 269

M, 7] 8 2 336

Preis je

Erzeugnis in M 30 20 45

Wieviel Einheiten sind von jedem Erzeugnis herzustellen, wenn die zur
Verfiigung stehende Materialmenge restlos verbraucht und eine Preis-

summe von 1840 M erreicht werden soll?

Treten in einem Gleichuﬂgssystem Dezimalbriiche als Koeffizienten auf, so werden
meist nur Naherungslosungen ermittelt, da der Rechenaufwand sonst zu groB wird
und die erzielte Genauigkeit meist im Widerspruch zum Sachverhalt steht.

m9 L 4,17x; — 2,13x, + 1,17x;
1. —1,03x; + 3,71x, + 0,65x5
oI 1,32x, — 1,06x, + 4,58x;

Beim Stabrechnen erhilt man folgendes Losungsschema.

I

—2,55
=115

2,11

Uk ap a; a; a 5t Probe
4,17 | -2,13 | 1,17 —2,55 | —0,66 | 0
025 | —1,03| 3,71 | 0,65 —1,15| -2,18 |0
-0,32 1,32 | —1,06 | 4,58 2,11 | -6,95 | 0
0 318 (094 | —1,79 | —2,34 | —0,01
0,125 | 0 -0,39 | 4,21 2,92 | —6,71 0,03
0 0 4,33 2,71 | —17,00 0,04

~1,03
¥1==
1,32
¥1=T7
-0,39
#2773

Man erkennt, daB die Zeilensummenprobe nur geringe Differenzen ergibt.
Sie entstehen durch das Verwenden von Néaherungswerten. ’
Aus dem Schema erhalt man:
3,18x, + 0,94+ 0,62 ~ —1,79
x, & —0,74

4,33x; = 2,71
X3 ~ 0,62

4,17x; — 2,13-(—0,74) + 1,17- 0,62 ~ —2,55
x ~ —1,17

Eine Naherungslésung ist [—1,17; —0,74; 0,62].
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Ermitteln Sie eine Naherungslosung fiir das folgende Gleichungssystem!

Runden Sie stets auf eine Stelle nach dem Komma!

L 2,1x, — 4,5, — 2,0x;
IL  3,0x, + 2,5%, + 4,3x,
III. —6,0%, + 3,5%, + 2,5%

19,1
3,2
—18,3

In Aufgabe 13 ist die GAusssche Eliminationsmethode auf ein System aus vier linearen
Gleichungen mit vier Variablen anzuwenden. Das Schema hat dann folgende Form.

Ui

aiy

a2

a3

Qs

a;

Sy Probe

' ® 13 Das Produktionsprogramm eines Betriebes ist aus folgender Aufstellung

5.5.

86

ersichtlich.

Maschine Erzeugnisse Materialkapazitit
Py | P, P Py i

M, 10 3 1 600
M, 11 5 1 710
M, 7 2 - 1 430
Benotigte 6 1 —1%) 1 350 Gesamtvorrat
Robhstoffe

*) (—1) bedeutet, daB ein anderer Rohstoff verarbeitet wird und bei der Produktion
je Erzeugnis eine Einheit als Nebenprodukt fiir die anderen Produkte abfillt.

Wie viele Erzeugnisse P, bis P, miissen hergestellt werden, wenn die Ma-
schinen vollstindig ausgelastet und die verfiigbare Menge Rohstoffe auf-
gebraucht werden sollen?

Lésungen zu Kapitel 5

» L-wi-2 wi-f
c¢) 7 Wagen mit 15 t; 33 Wagen mit 20 t

d) Ansatz: 1.
II. 1,15x + 1,1y = 565

Vor den MaBnahmen wurden 300t bzw. 200 t Weizen und danach 345 t
bzw. 220 t Weizen geerntet.

a) TIL —1ly = —44

y=4

x+ y =500

1

4

0

L3x—-4=5

x =13

L = {[300; 200]}



Probe: I.L.S.:3-3 —-4=35; R.S.:5; 5=35
ILL.S.:5-3+2-4=23;R.8.:23; 23 =23 L = {[3; 4]}

b) L ={1; -21}

4 a) Lx+2y=3
II1. 0 =0 wahre Aussage; unendlich viele Losungen

’ 7
b) Lx-3y=4 AuslII.y=—€
1 1 7
. —18y =21 Ausl x=— L={|=; -=
11 8y 1 usl. x 2 “2, 6”
c) . x—-y=4
0 = 3 falsche Aussage; keine Losung

5 a) L ={318;661} b)L={-59; —369]}
Die graphischen Losungen sind bei diesen Aufgaben sehr ungiinstig, da das Ab-
lesen der Koordinaten sehr kompliziert ist.

6 L ={[5; 41}

7 a) L={5301
b) (Bild5.4)

v -t
vyt
I ‘ .
1 2] | 2 1
20m 30m
Bild 5.4
_80000m/S_ 0, = 60000 mis; 1= . P
1= g0 ™% U2 T 300 TS T XM =S
I=20m+6m+uv,-t+4m+30m; [=v,-1¢
200
MaBzahlgleichungen I. x =Ty

100
IL x =——6—y + 60 L = {[240; 10,81}

Die Uberholzeit betrigt etwa 11 s, der Uberholweg 240 m.
9 L ={2;1; -21

1 1 1
10 @)L={874) bBL= {[7,7;?]}
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11 a) | ug ag; a; a3 a St Probe
-1 -1 10 22,5 -30,5 (1]
-4 -4 1 1 7,5 =55 0
3 3 3 -5 -5 4 0
0 5 -39 —82,5 116,5 0
(1] 0 25 62,5 —-87,5 0

L ={[-0.5;3;25]}

b) I 5x+ 3y+ 6z=269
II. 7x + 8y + 2z =336

IIL. 30x + 20y + 45z = 1840 L = {[16; 23; 201}
Von P, sind 16 Einheiten, von P, 23 Einheiten, von P; 20 Einheiten herzu-
stellen.
12
Uy ai a2 a3 a; St Probe
2,1 —-4,5 =20 19,1 —14,7 0
-1,43 3,0 2,5 4,3 32 -13 0
2,86 | —6,0 3,5 2,5 -18,3 18,3 0
0 8,9 72 —24,1 8 0
1,06 0 -94 -32 36,3 -23,7 0
0 0 44 10,7 =152 -0,1
10,7 41,4 32
x3z4’—4z2,4; x,z—s’—gz—4,6; xlz—’Tzl,S
Eine Naherungsldsung ist [1,5; —4,6; 2,4].
13 L 10x; + 3x, + x4 = 600
IL 11x; + 5x; + 2x3 + x4 = 710
oI 7xy + 2x, + xa = 430

IV. 6x3 + x2 — X3 + x4 = 350
L = {[50; 20; 10; 40]}

Von P, miissen 50 Erzeugnisse, von P, miissen 20 Erzeugnisse, von P; miissen
10 Erzeugnisse, von P, miissen 40 Erzeugnisse hergestellt werden.
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6. Quadratische Gleichungen

6.1.  Graphische Losung quadratischer Gleichungen

Die Lésungsmengen von Gleichungen bzw. von Gleichungssystemen werden viel-
fach mit Hilfe graphischer Darstellungen ermittelt. Graphische Verfahren werden
meist fiir Gleichungen mit einer oder zwei Variablen verwendet.

Sie kénnen zum Beispiel Aussagen iiber die Losbarkeit der Gleichungen und linearen
Gleichungssysteme liefern. Diese Méglichkeit wurde auch bei der Fallunterscheidung
hinsichtlich der Existenz von Ldsungen eines Systems linearer Gleichungen mit zwei
Variablen im Abschnitt 5.1. genutzt.

In vielen Bereichen der Praxis vermittelt ihre Anwendung anschaulicher den be-
treffenden Sachverhalt als die Benutzung rechnerischer Verfahren. Man spricht dann
von sogenannten Nomogrammen”, aus denen man Losungen ablesen kann, ohne
zusitzlich Rechnungen durchfithren zu miissen. Es gibt beispielsweise graphische
Fahrpline bei der Reichsbahn oder anderen &ffentlichen Verkehrsmitteln. Auch zur
Darstellung von Prozessen der Planung oder der Produktion sind Nomogramme ge-
eignet. Wir werden entsprechende Anwendungsméglichkeiten in den Kapiteln 7.
und 8. noch kennenlernen.

Nomogramme einfacher Art sind die Graphen linearer Funktionen y = f(x) =ax + b.
Lineare Funktionen sind bekanntlich als Geraden in einem rechtwinkligen cartesi-
schen Koordinatensystem darstellbar.

Ein ausgezeichneter Punkt einer solchen Geraden ist zum Beispiel deren Schnitt-
punkt P, (xo, yo) mit der x-Achse. Wegen y, = 0 in diesem Punkt erhélt man eine
Gleichung

f(xo) =axo+b=0 (a=*0),

aus der man den Wert der Variablen x,, die sogenannte Nullstelle der Funktion

1) Bin Nomogramm ist eine graphische Rechentafel fiir einen mathematischen Zusammenhang zwi-
schen n Verinderlichen, die es gestattet, mittels einer einfachen Ablesevorschrift aus n — » der
dargestellten GroBen die » restlichen zu ermitteln (v ist in der Regel gleich 1). Ein Nomogramm
kann man als graphisches Gegenstiick zu einer Zahlentafel mit mehreren Eingéngen auffassen
(nach [24], Band II, S. 235).
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b
¥ = f(x), ermitteln kann: x, = — =
" Verfolgt man diesen Gedankengang in umgekehrter Richtung, so hat man das Ver-

fahren der graphischen Losung einer linearen Gleichung mit einer Variablen:

1. Ubergang von der Gleichung f(x) = ax + b = 0 zur Funktionsglei-
chung y = f(x) = ax + b;

2. Zeichnen des Graphen der Funktion y = f(x);

3. Ablesen der Abszisse x, des Schnittpunktes Py(x,, 0) des Graphen mit
der x-Achse (Probe!).

Der Grundbereich der Variablen x ist dabei der Definitionsbereich der Funktion

¥ =f(x).

M 1 Es ist die Gleichung 2x — 3 = 0 mit y
x € P graphisch zu lésen! . y=2x-3
Die entsprechende Funktion ist
y = 2x — 3, ihr Definitionsbereich ist | |
x€P. 0 7 B(15;0) X
Der Graph der Funktion schneidet die -1k
x-Achse im Punkt P, (1,5;0) (Bild 6.1);
die Nullstelle der Funktion ist damit -

Xo = 1,5.
Lésungsmenge der vorgegebenen Glei-
chung: L = {1,5}. /

Die Probe bestitigt die Aussage 0 = 0. Bild 6.1

® 1  Losen Sie die folgenden linearen Gleichungen graphisch!

a)—%x+2=0 mit xeP b)%x+1=0 mit xeP

Beim graphischen Losen von Gleichungen muB man beachten, daB man im allge-
meinen nur Naherungsldsungen erhilt.

Sind die Betrdge des Koeffizienten der Variablen x und der Konstanten sehr gro8,
so wird die graphische Darstellung erschwert. In einem solchen Fall kann man die
Gleichung durch eine geeignete Zahl dividieren und die Losung aus der entstehenden
dquivalenten Gleichung ermitteln, z. B.:

63x —105=0 |:21
5
x—5=0 L={?}

@® 2  a) Losen Sie graphisch die Gleichung
63x — 105 = 0 mit xe P!
b) Ermitteln Sie graphisch eine Naherungslésung der Gleichung
—126x¥} 162 = 0 mit x € P!



Wie man sieht, bietet die graphische Losung linearer Gleichungen mit einer Variablen
keine Vorteile gegeniiber dem rechnerischen Verfahren.

Die folgenden Ausfithrungen werden zeigen, daB das oben erluterte graphische Ver-
fahren (in seinen auf Seite 90 vermerkten drei Schritten) auch auf die Lésung von
Gleichungen héheren Grades anwendbar ist. Das sei fiir Gleichungen zweiten Gra-
des, also fiir quadratische Gleichungen untersucht.

B 2 Die Gleichung x> — 2x — 3 = 0 mit
x € P sei graphisch zu 16sen.
1. Die entsprechende Funktion ist

y = x* — 2x — 3; Definitions-

bereich ist x € P.

Der Graph der Funktion ist eine

Parabel mit dem Scheitel

S(1; —4) (Bild 6.2).

. Die Schnittpunkte der Parabel
mit der x-Achse sind P; (—1;0)
und P, (3; 0); die Nullstellen der
Funktion sind demnachx, = —1

y=x2=2x-3

N

w

und x, = 3.

Die Losungsmenge der vorgegebe- S(1,-4)

nen quadratischen Gleichung ist .

L={-1;3} Bild 6.2

Probe: Fiir x; = —1:
L.S:(—-1)2=2-(-1)-3=0; R.S:0; 0=0 w.A.
Fiir x, = 3: .
L.S.:32-2:3—-3=0; R.S.:0; 0=0 w.A.

“Im Beispiel 2 wurde unter Schritt 2. der Graph der quadratischen Funktion
y = x* — 2x — 3 wie folgt gewonnen:
a) Berechnen der Scheitelpunktskoordinaten der Parabel;
b) Zeichnen der Parabel mit Hilfe der Schablone der Normalparabel.
Es gibt jedoch noch ein zweites Verfahren, das im allgemeinen rationeller ist. Man
geht dabei wie folgt vor.
Ist x* + px + q = 0 die Normalform einer quadratischen Gleichung, so formt man
die Gleichung um zu

x?=—px —gq.
Nun betrachtet man die beiden Seiten dieser Gleichung als Gleichungen zweier ver-
schiedener Funktionen

y=x* und y=-px—gq
mit einem Definitionsbereich, der dem Grundbereich der Variablen x entspricht.
Die Graphen der beiden Funktionen sind eine Normalparabel in der Nullage bzw.

eine Gerade. DemgemiB zeichnet man unter Schritt 2.
a) die Normalparabel y = x? in der Nullage;
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b) die Gerade y = —px — ¢ in dasselbe Koordinatensystem.

Hat die vorgegebene Gleichung Losungen, so schneiden die beiden Graphen ein-
ander. Die Abszissen der Schnittpunkte ergeben die gesuchte Losungsmenge der
quadratischen Gleichung.

Dieses zweite Verfahren sei im Beispiel 3 gezeigt.

2 _ ;
H3 x 2x 3‘—0 .mJt xeP. ;/ 53,9
Schritt 1.: Die beiden Funktionen
sind y = x> mit xeP
und y =2x + 3 B
mit x € P. .
Schritt 2.: a) Zeichnen des Graphen
von y = x? B
b) Zeichnen des Graphen L
von y = 2x + 3 (Bild 6.3)
Schritt 3.: Die Schnittpunkte sind
Py(—1;1) und P,(3; 9);
deren Abszissen sind
Xy = —1 und -
X, =3;L={-1;3}.
. rEnY 1k
Der Vorteil dieses zweiten Verfahrens besteht !
darin, daB man beim L&sen mehrerer Auf- L 1 1 ]
gaben nur einmal die Normalparabel in der / 70 7 3 x
Nullage darzustellen braucht und jeweils nur -1
die entsprechende Gerade einzeichnen muB. Bild 6.3

® 3 Losen Sie graphisch die folgenden Gleichungen nach dem zweiten Ver-
fahren! Benutzen Sie dazu Millimeterpapier, und zeichnen Sie zunichst eine
Normalparabel in der Nullage!.

3

a) x2+7x—1=0 mit xeP
1 .

b) x2+?x+2=0 mit xeP

4 4
2 —_ . S 1
c)x+5x+25 0 mit xeP
Das Zeichnen der gegenseitigen Lagen von Parabel und Gerade in den Aufgaben
3a) bis c) fithrt zu einer Fallunterscheidung (Bild 6.10 auf Seite 101), die es erlaubt,
folgende allgemeingiiltige Aussagen iiber die Lésbarkeit quadratischer Gleichungen
zu machen:
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Lagebezichungen der Graphen Lésungen der Gleichung

a) Parabel und Gerade schneiden ein- Zwei voneinander verschiedene
ander in 2 verschiedenen Punkten. Losungen

b) Parabel und Gerade meiden einander. | Keine Losungen

c) Parabel und Gerade beriihren ein- Eine Losung
ander (der Beriihrungspunkt kann bzw.
als zwei einander iiberdeckende eine Doppellosung

Schnittpunkte gedeutet werden).

Liegt eine quadratische Gleichung in der Form

ax* +bx+c¢=0 mit a0

vor, so kann man diese Gleichung durch a dividieren. Man erhalt eine dquivalente
Gleichung

b
x2+;x+§=0,

die dieselben Losungen wie die vorgegebene hat.

e 4

Losen Sie die folgenden Gleichungen graphisch nach dem ersten Verfahren
(Scheitelpunktsbestimmung)! Vereinfachen Sie, falls notwendig, vorher!

a) x2+4x+5 =0 mit xeP
b) 32x2—8x+%=0 mit xeP
¢) 3x*+2x—-8 =0 mit xeP

Fiihren Sie auch hier eine Fallunterscheidung hinsichtlich der Losbarkeit
quadratischer Gleichungen durch, und stellen Sie wie bei dem zweiten Ver-
fahren eine entsprechende Ubersicht auf!

Lésen Sie die folgenden Gleichungen graphisch nach dem ersten Verfah-
ren!

Uberpriifen Sie zuerst, welche Zahlen nicht zum Grundbereich der Variablen
gehoren (Nenner 0?)!

a) 279 _6 mit xeP und..
1+x
- 6 .
b) -2 | =3 4+ 2 it xePund...

x+3 x*—9 x+3 x-3
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6.2. Rechnerische Lisung quadratischer Gleichungen

Fiir die rechnerische Lésung der Gleichung x2 + px + g = 0 verwendet man meist
die Formel

2
X152 = “%iV(%) -9q.

Geeignet ist auch die Form
1
x12=5(=p2Vp* — 4q).

Lésungen im Grundbereich x € P hat eine quadratische Gleichung jedoch nur, wenn
2
der Radikand D = (%) —gq groBer oder gleich Null ist. Den Term D bezeichnet

man als Diskriminante, das bedeutet die ,,Entscheidende®, der quadratischen Glei-
chung.
Es gilt:
Ist D > 0, so hat die Gleichung zwei Lésungen;
ist D = 0, so hat die Gleichung eine L5sung (bzw. eine Doppellésung);
ist D < 0, so hat die Gleichung keine Lésung
im Bereich der reellen Zahlen.

® 6  Losen Sie rechnerisch die folgenden Gleichungen!

2
Ermitteln Sie jeweils zuerst die Diskriminante D = (12’—) — g, und entschei-

den Sie iiber die Lésbarkeit der Gleichung!

2) X+ dx+24=0 b) 2x2 4+ 15x +5=0
o x*+2(03+1)x+2V13=0 d) 5x*+24x +29=0
9
2 _—
e) 4x +3x+16 0

Die iiber die Lésbarkeit quadratischer Gleichungen getroffenen Aussagen gelten fiir
den Grundbereich der reellen Zahlen.

Bei Sachaufgaben ergeben sich oft eingeschriankte Grundbereiche fiir die Variable aus
dem Sachverhalt. Es empfiehlt sich, zunichst vom Grundbereich x € P auszugehen
und erst nach der Ermittlung der Losungsmenge zu entscheiden, welche der Losun-
gen der Aufgabenstellung entsprechen. '

H 4 Ein Zug, der die Hilfte seiner Gesamtfahrstrecke von 120 km zuriickgelegt
hat, hat dort einen unvorhergesehenen Aufenthalt von 10 min. Der Lok-
fiihrer erhoht auf dem zweiten Streckenabschnitt die Geschwindigkeit um
12 km/h, so daB der Zug piinktlich das Fahrtziel erreicht. Wie hoch war die
Durchschnittsgeschwindigkeit auf dem ersten Streckenabschnitt? Ist die
Erh6hung der Geschwindigkeit zuldssig, wenn auf der Strecke eine Hochst-
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geschwindigkeit von 80 km/h vorgeschrieben ist? Der Sachverhalt ist im
Bild 6.4 dargestellt.

60 km 60km
T | —
| e— T ) 1
A vt C  (nti2)(t-¢) B Bild 6.4

1
Unter Beriicksichtigung von 10 min = ?h; v, = xkm/h; ¢t = y h ergeben
sich fiir die beiden Teilstrecken die MaBzahlgleichungen

L 60 =y-x bzw. IL. 60 = (x + 12)(y -%)
N 60 . . . i
Nach Einsetzen von y = — in Gleichung II. erhédlt man

60 1
60 = (x + 12)(7—?>
und daraus
x? 4 12x — 4320 = 0.

Die Losungen lauten: x;,, = —6 + V4356;

X1, = —6 + 66.
x; = 60 x, = —72 ist als negative Zahl fiir den Sachverhalt un-
brauchbar.

Die Durchschnittsgeschwindigkeit betrug im ersten Streckenabschnitt
60 km/h.
Die Erhéhung um 12 km/h ist zuldssig (72 km/h < 80 km/h).

Die Losungen quadratischer Gleichungen sind im allgemeinen irrationale Zahlen.
Bei Aufgaben aus der Praxis werden jedoch rationale Niherungsldsungen benétigt.
Hierbei treten Fehler auf, die mit Hilfe der Fehlerrechnung abgeschitzt werden

koénnen.

s

5 31
s V36
X1;2 ~ 0,83 £ 0,93
x, = 1,76; x, = —0,10

Der Betrag des absoluten Fehlers der Lésungen ergibt sich aus den absoluten
Fehlern der Niherungswerte a = 0,83 und & = 0,93.

Aa= |0,83 - % ~ 0,0034; 4b= .0,93 - V%I = 0,0020
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Der Betrag des absoluten Fehlers von x; und x, ist demnach
Adx = Aa+A4b; Ax; = Ax, ~ 0,0034 + 0,0020 ~ 0,006.
Die relativen Fehler betragen

0,006 0,006
71,760 [—0,10]
Beide Losungen haben bis zur ersten Stelle nach dem Komma zuverlassige
Ziffern, wobei die Losung x, eine gréBere Genauigkeit hat.

/] ~ 0,003; 4, ~ =~ 0,06.

® 7  Ermitteln Sie die Losungen der folgenden Gleichungen mit einer Genauig-
keit von einer Stelle nach dem Komma!
Schitzen Sie die Genauigkeit ein!

2)7x2 —27x+12=0 b)x*+64x—2=0

Bei Aufgaben aus der Praxis wird meist nur eine solche Genauigkeit der Ergebnisse
gefordert, die fiir den betreffenden Sachverhalt ausreicht.

Fiir bestimmte Gleichungstypen hat man deshalb Formeln fiir Naherungslésungen
entwickelt, die das Rechnen rationeller machen. Die Gleichung in Aufgabe 7b) ge-
hort zu einem Typ, bei dem |g| < |p] ist (lies: Betrag von q ist sehr viel kleiner als
Betrag von p). Fiir diesen Gleichungstyp kann man leicht eine Niaherungsformel her-
leiten. Es gilt:

X132 = —%:t I/('Izi)z—%

2
Ist |g| < (%) , S0 kann man ¢ vernachléssigen und erhalt

~_P Vp’__z 2
Fa R -k (2)" 73

Xy R -

L.
= 2
4

B~ G—g=

Es geniigt meist zu priifen, ob |g| < |p| ist, denn es gilt:
2 .
Ist |g] < |p| und |p| > 4, so st |g] < (%) )

W6 x*-150x-3=0
1-3] < |-150]
Naherungslésungen: x; ~ 0; X, & 150

Setzt man im Beispiel 6 die Naherungslésungen zur Probe in die Gleichung ein, so
erhilt man

L.8.:0>—-150-0 — 3 = —3; R.S.: 0
L.S.: 150> — 150-150 — 3 = —3; R.S.:0
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Diese Abweichungen scheinen relativ groB zu sein. Schitzt man die Fehler ab, so
erhalt man nach der Losungsformel
X1 =75+ V5628 ~ 75 & 75,02.
x; &~ —0,02 .
X, & 150,02
Der Betrag des absoluten Fehlers zwischen diesen Losungen und den Niherungs-
16sungen im Beispiel 6 betrigt
Ax; = |0 — (—0,02)] = 0,02; Ax, = |150 — 150,02 = 0,02.
Die relativen Fehler betragen
002
0,02
Obwohl die Betrage der absoluten Fehler gleich sind, tritt bei den relativen Fehlern
eine erhebliche Differenz auf. Der relative Fehler von x; ist sehr groB, der von x, da-
gegen sehr klein. Man ermittelt deshalb fiir x; eine bessere Niherungslésung, bei
der man die Naherungslésung x, verwendet.
Eine Moglichkeit hierzu bietet der VIETAsche Wurzelsatz (vgl. [2], S. 94). Der Satz
enthilt eine Aussage iiber Zusammenhinge zwischen den einzelnen Losungen (Wur-
zeln) von Gleichungen. Fiir quadratische Gleichungen lautet er wie folgt.

1; 0y ~ 100%; 6,_z(:’5—002z0,00013; 6y, =~ 0,02%.

>1 x; und x, sind genau dann Loésungen der quadratischen Gleichung
x2 + px + g = 0, wenn

x1+x2=—p| und le-x2=q|.

® 8  Uberpriifen Sie die Giiltigkeit des ViETAschen Wurzelsatzes fiir quadrati-
sche Gleichungen, indem Sie mit

. p p\? __P p\?
R ?*V(E) ¢ wd xn=-2-(3) -

die Summe x, + x, und das Produkt x, - x, bilden!

Ist x, = —p eine brauchbare Néherung, so berechnet man x, wie folgt:
q q q9
. = =—p; X} =E—=——= -1
X1 X2 q. und x, D X = = -
q
¥= -2 B=-p

sind Naherungsformeln fiir quadratische Gleichungen mit |g| < |p|. Im Beispiel 6
erhdlt man damit

-3 2
—150

X = — —-0,02; x, = 150.
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Die Anwendung der Néherungsformeln ist besonders giinstig, wenn eine bestimmte
Genauigkeit gefordert wird und mehrere Aufgaben gleichen Typs, bei denen die
Werte von p und ¢ nur geringfiigig voneinander abweichen, zu 16sen sind. Hierbei
empfiehlt es sich, die auftretenden Fehler einmal abzuschitzen und dann zu ent-
scheiden, ob das Verfahren fiir diesen Aufgabentyp anwendbar ist.

e9

©)x2—32x+3=0 d)7x* —220x+20=0

Ermitteln Sie die Losungen der folgenden Gleichungen nach dem Nihe-
rungsverfahren! Uberpriifen Sie an Aufgabe a) die relativen Fehler der

2
Losungen! Nehmen Sie dazu die nach der Formel x;,, = — % + (%) —q
berechneten und auf zwei Stellen nach dem Komma gerundeten Lsungen
als genaue Werte an! Entscheiden Sie, ob die erhaltenen Ziffern der Nahe-
rungslésungen zuverlassig sind!

a)x? —3lx+3=0 b)x> +34x —3 =0

e)x2+32x+1=0 f)x2 + 33x +%=0

Uberpriifen Sie beim Lésen der folgenden Aufgaben, wieviel Zeit Sie je-
weils benGtigen, wenn Sie die Gleichung einmal nach der bekannten Lo-
sungsformel und dann mit Hilfe des Naherungsverfahrens 16sen!

a)x2+80x—2=0 Db)x*-—-137x+1,7=0
Verwenden Sie den Rechenstab!

Aufgabe 11 ist ein Beispiel fiir eine sinnvolle Anwendung der Néaherungsformeln.

e 11

Der zylindrische Teil einer Welle mit dem Durchmesser d = 72,8 mm be-
sitze eine Nut von der Breite b = 3,6 mm (Bild 6.5). Wie groB ist der

BN

Bild 6.5

Fehler der Messung der Tiefe ¢ der Nut, wenn man die Tiefe der Nut niﬁe-
rungsweise an den Seitenwinden der Nut miBt? Ist die Messung zulissig?
(Beachten Sie hierbei die MeBgenauigkeit der anderen MaBe!)

Bei Aufgabe 11 erhilt man eine quadratische Gleichung, bei der die Koeffizienten
mehrstellige Dezimalzahlen sind. Das erschwert die Rechnungen, sie werden un-
iibersichtlicher. Deshalb ist es gut, wenn man Rechenpline aufstellt, vor allem dann,
wenn man einfache Rechenmaschinen beim Rechnen benutzen kann. Die Rechen-
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pline sind auch eine Vorstufe der Programmierung von Aufgaben fiir Berechnungen
mit Hilfe von EDV-Anlagen.

2
Ein Rechenplan, der von der Losungsformel x,,, = — % + V(%) — g ausgeht,
kann die im Beispiel 7 dargestellte Form haben.

W7 a)x*-728x+324=0 b)x*+81,14x—6337=0

Rechenplan
a) b)
Eingang a P —-72,8 81,14
az q 3,24 —63,37
. ; 1
Hilfsschritte as S a 36,4 —40,57
as as - as 1325 1648
as as — az 1322 1711
as Vas 36,36 41,36
Losungen a; as + ag 72,76 0,79
ag as — as 0,04 —81,93
Probe a; - ag =a; 2,91 —64,72
—(a; + ag) = a, —72,8 81,14

Die Rechenoperationen im Beispiel 7 wurden mit Hilfe des Rechenstabes und der
Zahlentafel durchgefiihrt. Diese Hilfsmittel sind bei Aufgaben dieser Art im all-
gemeinen ausreichend. Bei den Teilschritten ist darauf zu achten, daB jeweils sinn-
voll gerundet wird.

® 12 Lésen Sie die folgenden Aufgaben
jeweils mit Hilfe eines Rechenplanes!
a) x> — 8,342x — 4,079 =0
b) 7,8x% + 112,5x + 55,3 =0
Vereinfachen Sie so, daB p und ¢

hochstens je zwei Stellen nach dem
Komma haben !

¢) Ein Langholzwagen durchfahre im
Abstand von @ = 0,75 m vom FuB3-
weg eine Kurve. Ist @ groB genug,
um Personen nicht zu gefdhrden? I
(Bild 6.6) Bild 6.6




Vereinfachung: Das Fahrzeug bewege sich auf einer Kreisbahn
(R = 7,25m) um die Kurve. Die AuBenkante des Wagens und des Lang-
holzes wird als eine Tangente des Kreises angenommen (1 — Linge des
Langholzes ab Hinterachse; 1 = 3,65 m).

6.3. Losungen zu Kapitel 6

1 (Bild 6.7)
Bild 6.7
2 a) (Bild 6.8)
b) —126x 4+ 162 =0; y, = —126x + 162
-Ix+9=0; y,=-Tx+9

—x+%=0; Y3 = —Xx +—3— (Bild 6.9)

Die Geraden y,, y2, ya schneiden die x-Achse im gleichen Punkt xo = ;, sie
haben jedoch unterschiedliche Anstiege (—126; —7; —1) und Schnittpunkte

9
mit der y-Achse (162; 9; —7).

o 2|7
x? —
1) 7
1k
! . !
-1 0 17 0 X
_1 -
Bild 6.8 Bild 6.9
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3 1 1
3 a) y=—7x+1; X3 = —2; *2 =7 L={—2;7}
1
b) y= —?x—Z; keine Losung; L=g
4 4 2 2 .
) y=-gx-gri Fp=- L—{—?} (Bild 6.10)

Bild 6.10 Bild 6.11
4 a) S(-2;1); keine Losung
1 1 1 1
X2 — — -0 —:0): i
b) x 4x+64 0; S(S’ ), V5 {8}
2 8 1 25 4
2 = i . Y s = e )
c) x% + 3 X 3 0; S( 73 9) & {3 > 2} (Bild 6.11)
y
7
| | | | [
=1 @ 7 X
7(-3,0) /3(-2,0) 4 F;(S;O} ,’3(6"0}
Bild 6.12
2 5 1
5 a) x> +5x+6 =0; xeP undx$-1; S(_E;_T); L={-2;-3}

b) x2 —11x+30 =0; xeP und x+3 und x =+ —3;

11 1
—-—); L=1{5; ild 6.12
5(2 2 4), L ={5;6} (Bild 6.12)
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6 a) D =25; 2Losungen; L = {-2; —12}
185

b) D =?; 2Losungen; L = {x -0,35; ~ -7,15}

¢) D=4; 2Lésungen; L={1 - V3; =3 =3} = {» —0,732; =~ —4,732}

1 . m
d) D=- o5 keine Losung
3
e) D=0; 1Lésung; L = [_?}
0,04 ;
7 8) L= (%33 205} dx <330 - 3,34/ =004; 0, <o %0012
0,01

4x, < 10,50 — 0,51 = 0,01; oy, < O,T = 0,02

b) L = {x0,03; & —64,03};
Axy < 10 —0,031] = 0,031; 4dx, < |—64 — (—64,031)| = 0,031;

0,031 0,031
—_—=1; X ~ 0,
« <5031~ 13 On ® g oay 00005
== pa— 2
8 x1+x2=——;—+]/D+(———-]/D) mit D=(£) =
p_p
--2_2__,

N
S——
-
|
~
-~
=)
%
%
I
—
|
Nk
S—
™
1
—_ )
—_
S
S——
9
|
LN
L
|| Il
<

=(_

3
9 a) Niherungslésungenx,; = 31; x, = Ty ~ 0,097
31 49
=== |/ —= + 15,40
X152 > £ V 7 15,5 + 15,4

x; = 30,90; x; = 0,10
Ax; = |31 — 30,90| = 0,10; 4x, = 0,097 — 0,10| = 0,003

o, = % ~0003; &, = %2%3 ~ 0,03
Die Ziffern der Naherungslosungen sind zuverlassig.
b) x; = —34; x2 = 0,09 €) x; = 32; X2 ® —337 =~ 0,09
220

d) x,; =T ~314; x;~009 e)x;x —32; x; & —0,03
f) x =~ -33; x; & —0,07
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10

11

12

a) Niherungslosungen x; & —80; x; & 0,02
Nach Formel x; & —80,02; X2 = 0,02
b) Naherungslosungen x; = 137; x; ~ 0,012
Nach Formel x; X 136,988;  x, = 0,012

Fiir das Rechnen nach der Niherungsformel benétigt man weniger Zeit, dieses
Verfahren ist rationeller.

2 2 2
(i) =[i—(t—!~) +(£);d=72,8mm;b=3,6mm; t =ty =xmm
2 2 2
x2 —728x +324=0
2
X1 ® 72,8 unbrauchbar; x, ~ ﬂ ~ 0,04

72,8

Der Fehler der Messung ist kleiner als 0,1 mm, so daB er vernachlissigt wer-
den kann (MeBgenauigkeit 0,1).

a) b)

a, —-8,342 14,42

a —-4,079 7,09

as 4,171 -7,21

as 17,40 51,98

as 21,48 44,89

as 4,635 6,70

a, 8,806 -0,51

as —0,464 -1391

Probe| —4,08 = a, 7,09 = a,
—8,342 = a, 1442 = a,
L = {8,806; —0,464} L = {-0,51; —13,93}

) R+a*=R*+1* a=xm; a*+2Ra-12=0
MaBzahlgleichung: x? + 14,5x — 3,652 =

x1 = 0,87; x, & —15,37 unbrauchbar
Der Abstand ist nicht ausreichend (0,87m —0,75m = 0,12 m iiber den FuBweg).
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7. Lineare Ungleichungen

7.1.  Ungleichungen

Im obligatorischen mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht ist be-
reits oft mit Ungleichungen gearbeitet worden.

Ein einfaches Beispiel aus der Produktionspraxis:

Die Zerst6rung eines Werkstiicks tritt in dem Moment ein, in dem die Kraft, die auf
die Flacheneinheit des Querschnitts wirkt (Spannung), eine bestimmte Grenze iiber-
schreitet. Damit das Werkstiick bei der Belastung nicht bricht, darf die tatsiachliche
Spannung, die wihrend der Arbeit auftritt, einen bestimmten Wert nicht iiberschrei-
ten, der durch die Arbeitsbedingungen festgelegt wird. Diese Spannung heiBt zu-
ldssige Spannung und wird (oft) mit o, bezeichnet, wahrend die tatsichliche Span-
nung einfach durch den griechischen Buchstaben o (Sigma) bezeichnet wird."

So lautet zum Beispiel die Haltbarkeitsbedingung fiir einen auf Zug belasteten Stab

750':“1,

wobei F die auf den Stab wirkende Zugkraft und 4 der Querschnitt des Stabes sind.

In der Mathematik selbst beschreiben Ungleichungen zum Beispiel die Beziehungen
zwischen irrationalen Zahlen und ihren rationalen Naherungswerten (vgl. Beispiel
1a)) oder zwischen Mefergebnissen und den tatsichlichen GroBen (vgl. Beispiel 1b)).

W1 a)x>3 a>314; n<31512<1,42
b) 13,5cm < xund x < 13,6 cm;  kurz: 13,5cm < x < 13,6 cm
) 3 <m< 4 o,3<—;—<o,4; 0,7<%<O,8

d) —1 < x £ 4 (xist groBer als (—1) und kleiner oder gleich 4)

In b) und d) sei der Grundbereich der Variablen jeweils der Bereich der
reellen Zahlen.

1) Entnommen aus [28], S. 33
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Geht der MeBwert einer GroBe, die durch eine Ungleichung gegeben ist, in eine
Rechnung ein, so wendet man die Fehlerrechnung oder folgende Satze iiber Un-
gleichungen an.

Fiir alle reellen Zahlen a, b, c, d gilt:

1
»2
>3

o

Wenn a < b, so b > a.
Wenn a <bund b <¢c,s0a<ec.

Wema<bsoa+c<b+cumda—c<b—ec.

b
Wenna<bundc>0,soa-c<b-cund%<?.

Wenna<bundc<0,soa-c>b-cund%>%,

Bei Satz 4 ist zu beachten:

Bei Multiplikation mit einer negativen Zahl und bei Division durch eine negative
Zahl muB das Zeichen < durch das Zeichen > (und umgekehrt) ersetzt werden.

>S5

»6
»7
o1
2

1
Wenn a < b und a und b positiv, so;>il.

Wemna <bundc <d,soa+c<b+d
Wemn a < b und ¢ < d und a, b, ¢, d positiv,soa+.c < b.d.
Veranschaulichen Sie sich diese Sitze an Zahlenbeispielen!

a) Umfang » und Flicheninhalt 4 eines Quadrates sind zu ermitteln. Fiir
die Seite a gelte 17,3cm < a < 17,4 cm.
u=4-a Danngilt:4:-173cm <u <4-17,4cm

69,2cm < u < 69,6 cm (nach Satz 4,
Aussage 1)

A=a*> Danngilt: 17,3%2cm?® <4 < 17,4*>cm?
299,29 cm? < A < 302,76 cm? (nach Satz 7)
b) Es ist der Umfang u eines Dreiecks 4BC zu bestimmen, dessen Seiten
a, b, c folgende Langen haben:
32cm<a<33cm; 49cm <b <50cm; 2,7cm <c < 28cm.
u=a+b+c
(B2+49 +27)em<u<(33+55+ 28 cm (nach Satz6),
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¢) Es ist der Widerstand R eines Gleichstromkreises abzuschitzen.
Es gelte: 210V < U <230 V; 24 A < I < 2,8A.

U 1
R_T—U—

T
1 1 1
De % <7 T4x

- 210 230
2—,89 <R<FQ’ (nach Satz 7)

74Q < R <96 Q.

ist, gilt:  (nach Satz 5)

Im Beispiel 2 ist zu beachten, daB beim Ubergang zu rationalen Naherungen die
linke Ungleichung nur richtig bleibt, wenn abgerundet wird, wihrend bei der rechten
Ungleichung stets aufzurunden ist.

® 2 Kann man mit einem LKW, dessen Tragfahigkeit 4t betrigt, 14 Platten
transportieren, fiir deren Masse gilt:

245kg < m < 260 kg?

7.2.  Lineare Ungleichungen mit einer Variablen

Lineare Ungleichungen mit einer Variablen haben die allgemeine Form
ax+b<0 bzw. ax+ b <0 mit a=+0.
Es konnen auch die Relationszeichen > und 2 auftreten.
Bei vielen Aufgaben miissen die Ungleichungen durch Umformung auf giese Form
gebracht werden. Hierbei sind nur dquivalente Umformungen gestattet. Aquivalente
Umformungen fiir Ungleichungen sind:
1. Zusammenfassen entsprechender Glieder, die auf ein und derselben Seite der Un-
gleichung stehen
. Addieren und Subtrahieren ein und derselben Zahl oder des Vielfachen der Va-
riablen bzw. gleicher Potenzen von ihr auf beiden Seiten (nach Satz 3)
Multiplizieren beider Seiten mit ein und derselben positiven Zahl; Dividieren bei-
der Seiten durch ein und dieselbe positive Zahl (nach Satz 4, Aussage 1)
4. Multiplizieren beider Seiten mit ein und derselben negativen Zahl mit Umkehrung
des Relationszeichens; Dividieren beider Seiten durch ein und dieselbe negative
Zahl mit Umkehrung des Relationszeichens (nach Satz 4, Aussage 2)

[ ]

w

Das aquivalente Umformen von linearen Ungleichungen erfolgt also dhnlich wie bei
linearen Gleichungen (mit Ausnahme des Punktes 4.).

Eine Ungleichung 16sen heiBt, die Menge von Zahlen des Grundbereichs der Va-
riablen zu ermitteln, deren Elemente, in die Ungleichung fiir die Variable einge-
setzt, diese zu einer wahren Aussage machen (die Ungleichung erfiillen).
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Durch aquivalente Umformungen bringt man die Ungleichung auf eine Form, aus
der man die Lésung bequem ablesen kann.

ax+b<0 ax+b=0 |-b|:a

x<— % (Bild 7.1) x2 —% (Bild 7.2)

b
Bei der Ungleichung ax + b < 0 gehort (— 7) nicht zur Lésungsmenge. Bei der

graphischen Darstellung der Losungsmenge setzt man in einem solchen Falle (Bild 7.1)
eine ,,runde Klammer* als Begrenzung.

b
Bei der Ungleichung ax + b = 0 gehort (— ;) zur Lésungsmenge. Hier (Bild 7.2)

wird eine ,,eckige Klammer* als Begrenzung verwendet.

RN, ///////I///'// i
AN IS IIIII,
b : 3 .

a

Bild 7.1 Bild 7.2
B3 a)8x—24<0 mit xeP | +24
8x <24 |: 8
x<3
L ={x<3;xeP} (Bild 7.3)
b) 4x+3 < 7x—3 mit xeP |Ordnen; Zusa.mm;nfassen
-3x=<-6 | : (—3) (nach Satz 4)
xz2
L={x22;xeP} (Bild 7.4)
c) % + 5> %— x mit xeN |-6 (Hauptnenner)
3x +30>2—6x | Ordnen; Zusammenfassen
9x > —28 | :9
_ 28
x> 9
) Bild 7.3

Da alle natiirlichen Zahlen

groBer als (— 2—8) sind, sind H‘ Bild 7.4

9

sie Losungen der Ungleichung. o o0—0 c —_—
={x;xeN}=N(Bild7.5) -7 o 1 2
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Beispiel 3 c) zeigt erneut die Abhingigkeit der Losungsmenge vom Grundbereich.
In allen drei Beispielen wurde die Losungsmenge angegeben. Jede beliebige Zahl aus
der angegeben Lésungsmenge ist eine spezielle Losung.

Die Probe zu speziellen Losungen entspricht den Proben bei Gleichungen.
Probe zu Beispiel 3a): Aus x < 3 folgt zum Beispiel: x = 2 ist eine Losung.

8:2-24<0
— 8 < 0ist eine wahre Aussage.

Bei der Probe mit der Losungsmenge schreibt man die Zahlen als Summe (bei x > a)
oder als Differenz (bei x < a).

ZuBeispiel 3a): x =3 —p mit pePundp >0
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83-p—-24<0
24 -8 —-24<0
-8 <0
P >0 Das entspricht der obigen Bedingung.

Lésen Sie folgende Ungleichungen! Machen Sie die Probe, und bestimmen
Sie jeweils zwei spezielle Losungen!
a) 13x — 5<8x + 15 mit xeR
2x -3 4x +5 1 .
7 > T —F mit xeR

¢) Die Haltbarkeitsbedingung fiir einen auf Zug belasteten Stab lautet

b)

F
= < 0,1, Wobei Fdie auf den Stab wirkende Zugkraft und A der Quer-

schnitt des Stabes sind (vgl. Einfithrungsbeispiel auf Seite 104).
Bestimmen Sie, welcher Bedingung der Durchmesser d des Stabes mit
kreisformigem Querschnitt geniigen muB, wenn der Stab aus einem

r?




Stahl mit o, = 1600 kp/cm? hergestellt ist und eine Zugkraft von
F = 4000 kp wirkt!

Enthilt eine lineare Ungleichung neben der Variablen x weitere Variable als Koeffi-
zienten der Variablen x, so ist bei der Losung auch der Grundbereich dieser Va-
riablen zu beriicksichtigen.

W4 ax+8<9 mit xeP, aeP
ax <1 | :a

Bei der Losung sind drei Fille zu unterscheiden:
a > 0 odera <0 oder a =0.

a>0[: ax<1 a<0|: ax<1
1 3 1
X< — x> —
a a
Probe: Probe:
x=%—p (peP;p>0) x=71'-+p (peP;p>0)
- +8<9 a(l # -!.-8<9
”(Z ”) 7 P)
—ap<0 (@a>0) ap<0 (a<0)
p>0 p>0
L={x<%;x,aeP,a>0} L={x>%;x,aeP,a<0}

: Aus ax < 1 folgt 0-x < 1 und damit:

Diese Ungleichung erfiillen alle reellen Zahlen.
L={x;xeP}

Treten Variable auf, die als Konstante aufzufassen sind, so ist beim Umformen keine
Fallunterscheidung notwendig. Auch fiir diese Variablen sind Grundbereiche anzu-
geben. Im Beispiel 5 sind b und ¢ als Konstante zu betrachten.

Hm5 3x-2>c¢ mit xe P; b,ce P
3x>c+2b
c+2b
3
Probe: x = c+32_b +p mit peP und p>0
3(82% +p)—2b>c
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c+2b+3p—-2b>¢
3Pp>0

p>0 L={x>c+2b

s X€P; b,ceP}

) ® 4  Losen Sie folgende Aufgaben! Machen Sie die Probe!

a) —4x + 6a < 8 mit xeP; a,ceP

b) 2x+ax<b mit xeP; abeP

¢) In einem Dreieck ABC betragen die Differenzen zwischen den Langen
der groBten Seite und der beiden anderen Seiten 2 cm bzw. 3 cm.
Ermitteln Sie mogliche Seitenlingen von Dreiecken, die diesen Bedin-
gungen entsprechen! Die MaBzahlen sollen natiirliche Zahlen sein. (An-
leitung: Stellen Sie Ungleichungen mit Hilfe der Dreiecksungleichung
auf: Die Summe der MaBzahlen zweier Seitenlingen ist stets groBer als
die MaBzahl der dritten!)
Welche Dreiecke erfiillen die weitere Bedingung 15cm < u < 20 cm
(u — Umfang des Dreiecks)?

7.3.  Systeme linearer Ungleichungen mit einer Variablen

Es sei die folgende Aufgabe zu losen.
Auf einem Feld von 20 ha sollen Friihkartoffeln und Winterkartoffeln angebaut wer-
den. Es wird eine Ernte von mindestens 2800 dt erwartet. Der durchschnittliche
Hektarertrag liegt fiir Friihkartoffeln bei 110 dt und fiir Winterkartoffeln bei 160 dt.
Fiir den Anbau stehen 160 dt Winterkartoffeln und ausreichende Mengen Frithkar-
toffeln zur Verfiigung. Bei Friihkartoffeln werden 12 dt - ha-! und bei Winterkar-
toffeln 10 dt - ha-! Pflanzgut benétigt. Wieviel Hektar Frithkartoffeln sollten ange-
baut werden?
Ansatz: x ha Friihkartoffeln, (20 — x) ha Winterkartoffeln

I 110x + 160 (20 — x) = 2800
Die hochsten Ertrage erhilt man bei Winterkartoffeln. Der Anbau ist aber durch
die Pflanzgutmenge beschrinkt. Daraus ergibt sich die Nebenbedingung, die in Form
einer Ungleichung beriicksichtigt wird.

II. 10 (20 — x) < 160
Die Ungleichungen I. und II bilden ein System linearer Ungleichungen mit einer
Variablen. Beide Ungleichungen miissen durch die zu ermittelnde Losung erfiillt
werden, das heifit, es kommen nur solche Losungen der einzelnen Ungleichungen in
Betracht, die sowohl die Ungleichung I. als auch die Ungleichung II. erfiillen. Daraus
ergeben sich die folgenden Lsungsschritte.
1. Schritt: Ermitteln der Losungsmengen der beiden Ungleichungen
2. Schritt: Ermitteln des Durchschnitts der beiden Lésungsmengen

(Zum Ermitteln des Durchschnitts vgl. Seite 55)
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Im Beispiel 6 ist der Lésungsweg fiir das oben genannte Problem dargestellt. Der
Grundbereich der Variablen x sei der Bereich der natiirlichen Zahlen.

B 6 Ungleichungl. 110x + 160 (20 — x) = 2800
110x + 3200 — 160x = 2800

—=50x = —400
x<8 L, ={x<8;xeN}
Ungleichung II. 10 (20 — x) < 160
—-10x = —40
x4 L,={x2>4;xeN}

Die Losungsmenge L des Systems ist der Durchschnitt der Losungsmengen
L, und L, (Bild 7.6).

o—o—o—[oHoHeHeHsH H 1
4 8

0 7 2 3
Bild 7.6

L=L,nL,={{x=8}n{x24};xeN}

={x24 und x<8;xeN}

={4<x<8;xeN}

={4,5,6,7,8}
Es konnen also 4 ha, 5 ha, 6 ha, 7ha oder 8 ha Friihkartoffeln und ent-
sprechend 16 ha, 15 ha, 14 ha, 13 ha oder 12 ha Winterkartoffeln angebaut
werden. Die voraussichtlichen Ertrage liegen iiber der geforderten Menge,

und es steht ausreichend Pflanzgut zur Verfiigung.
(Beispiel: 110-4 + 160 - 16 = 2800; 3000 = 2800)

Systeme linearer Ungleichungen mit einer Variablen kénnen aus einer beliebigen An-
zahl linearer Ungleichungen bestehen. Ein derartiges System stellt im allgemeinen
eine ‘Aussagenverbindung in Form einer Konjunktion dar, das heiBt, die einzelnen
Ungleichungen sind durch ,,und“ miteinander verbunden; vgl. Abschnitt 4.1. Die
Losungsmenge eines solchen Ungleichyngssystems ist deshalb der Durchschnitt der
Losungsmengen der einzelnen Ungleichungen:

L=L,nLl,n..NnL,

Man kann lineare Ungleichungen mit einer Variablen stets auf die Formax + 5 < 0
bzw. ax + b < 0 bringen.
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a)

L 3x-4<x (xeP)
II. 8—-7x<25
L 3x-4<x II. 8 —7x<25
2x < 4 -Tx< 17
x<2 x>—17
7

Li={x<2;xeP}

L={{x<2}n{x>——ll

: 17
L2={x> —-T;xeP}

};xeP}={-—¥<x<2;x,eP}

7
-z (Bild 7.7)
[ T R TR N B
3 =2 =F 0 7 2 3 x
) L
" - /!
3 2
— L
Bild 7.7
2 1
b) L ?x—5>3x—? (xeP)
II. 2—-5x<3+4x
L2x-ss>am-1| m2-se<3tax
2x—15 >9% -1 -9%x <1
—7x > 14 1
x <=2 X>—g
L={{x<—2}n{x>—%};xeP}=Z (Bild 7.8)
=L
!
-3 -2 -1 0 1 2 x @ @ @ X
" 2 0 7 2 3 4 5
L 7 ! L,
Bild 7.8 Bild 7.9
) L 17x—8<2  (xeN)
II. 3x-7<2x-3
III. x20
I 17x-8=<526 II. 3x-7<2x-3 . x=20
x=< 2 x<4
L={{x22}n{x<4n{x=0};xeN}
={0=x=<2;xe N} ={0,1,2} (Bild 7.9)
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Die Beispiele 7a) bis c) zeigen:
Die Lésungsmenge eines Systems linearer Ungleichungen mit einer Variablen kann

sein
a) unendlich, b) leer oder c) endlich.
® 5 Losen Sie folgende Ungleichungssysteme!

a) I. 6x—28+13x<8x—6 (xeR)
1I. 37—x2—-14x+ 6
Geben Sie ebenfalls die Lésungsmenge an, falls x € R* ist
(Bereich der gebrochenen Zahlen)! )
1 2 2 x 3

b) L —x=3+-x>—+=—

3 57373273 (xeP)

1L 3,5x—2,8x+%x<8—2,7x+%

Systeme von Ungleichungen konnen auch bei der L('Ssﬁng von linearen Ungleichun-
gen mit einer Variablen entstehen, wenn die Variable im Nenner von Briichen steht.
Beim Umformen solcher Ungleichungen muB man Fallunterscheidungen vornehmen.

=+ S <3 mit xeP und x#+ —3

x+3

Man hat zwei Fille zu unterscheiden:

Falla) x+3>0; Fallb) x+3<0.

x + 3 = 0 kann wegen x + — 3 nicht auftreten.
Man erhalt zwei Ungleichungssysteme.
Falla) I. x+3>0

I 2x + 5

+3 =3

<3 x+3)>0

2x + 5 < 3(x + 3)
2x+5<3x+9
—-x<4
x> —4
Li={{x>-3n{x>—-4}={x>-3;xeP}

Fallb) Lx+3<0

. x+3>0 und IL
x> -3

mZErs 3
x+3
Lx+3<0 und IL 2::35<3 S(x+3)<0
x<-—3 2x+ 5 > 3(x+ 3)
x < -4

Ly={{x < =3}n{x< —4}} ={x < —4;xeP}
i13



Die Loésungsmenge L der vorgegebenen Aufgabe erhilt man durch Ver-
einigung der Losungsmengen L, und L,; vgl. ,,Alternative* im Abschnitt 4.1.
Setzt man eine Zahl aus dem Losungsbereich L, oder L, in die Ungleichung
ein, so wird diese zu einer wahren Aussage.

. 2:1+5
1 ist eine Zahl, die der Bedingung x > —3 geniigt: T 3.
% < 3 ist eine wahre Aussage.
2:(=5+5

—5 ist eine Zahl, die der Bedingung x < —4 geniigt: £5—3-3 <3.

-5

- < 3 ist eine wahre Aussage.
L=1L, oder L, ={{x> -3} u{x < —4}; xe P}
L={x> -3 oder x < —4;xeP} (Bild 7.10)

F O I i ! | I 1
-4 -3 0 1 X

Ly g ; ) La
Bild 7.10

Lésen Sie die Ungleichung
4x — 8
2x + 5

2 8 mit xe G (Bereich der ganzen Zahlen)!

Auch das Lésen von linearen Ungleichungen mit Betrigen fiihrt in vielen Fillen auf
Systeme linearer Ungleichungen.

m9
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|x — 5| <4mitxeP

Nach der Definition des Begriffes ,,Betrag einer Zahl“ (Definition 5,
Seite 63) sind zwei Fille zu unterscheiden.

Falla): x-520 | Fallb): x—-5<0
Man erhilt zwei Ungleichungssysteme.

Lx-520 . x-5<0
ILx-5<4 IL —(x—5) <4

Die Losungsmenge L der vorgegebenen Ungleichung ist die Vereinigung der
Losungsmengen L, und L, der beiden Ungleichungssysteme (L = L, U L,).

Ermitteln von L, Ermitteln von L,

ILx-520 I x—5<0

x5 x<35

ILx-5<4 II. —(x -5 <4
x<9 x—5> -4

x>1



L, und L, sind jeweils der Durchschnitt der Losungsmengen der einzelnen

Ungleichungen.
Li={{x=25n{x<9);xeP}| L,={{x<5}n{x>1};xeP}
= {5§5<x<9;xeP} = {l<x<5;xeP}

L=1L, uL,,—{{5<x<9}u{1\x<5} xe€ P}
= {l<x<9;xeP} (Bild 7.11)

Bild 7.11

Setzt man Zahlen aus L ein, so wird die vorgegebene Ungleichung erfiillt,
anderenfalls nicht.

Beispiel: 2€L 12-5<4
-3 <4
3 < 4 ist eine wahre Aussage.
10¢L 110 - 5] <4
15| < 4

5 < 4 ist eine falsche Aussage.

@® 7 Losen Sie folgende Ungleichungen!

a) |x+8 >5 mit xeP b)3x — 7| <2 mit xeN
¢)|—x+2/ <5 mit xeR

Keine neuen wesentlichen Schwierigkeiten bereitet das Losen einer Ungleichung,
die in dem auf der rechten Seite stehenden Term ebenfalls die Variable enthalt.

B 10 |3x — 4| <x mit xeP

Fall a): Fall b):

. L3x—-420 L 3x-4<0

IIL3x—-4<x I —-3x —4) <x

4 4

>_ s

L xz5 I x<3

1I. x=x2 II. x>1
L,= {{x g% n{x<2};xeP} L, =Hx <—}n{x> 1}; xeP}

={%§x< ;xeP} ={1<x<—g-;xeP}

EIES

lixer)

2
4
L=LauL,,=H—3—§x<2}u{l <x<
{l<x<2;xeP}
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Uberlegungen zur Losungsmenge L im Beispiel 10:
Aus der Definition des Betrages folgt, daB der Term auf der rechten Seite der Unglei-
chung (hier x) immer positiv sein muB. Als Lésungen kénnen daher nur positive

Zahlen aus dem Grundbereich von x auftreten.

Solche Uberlegungen gestatten eine erste Uberpriifung der Lésungsmenge L.

m 11
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[x +2| <2x —3 mit xeP

Nach den vorstehenden Uberlegungen folgt, daB nur solche Zahlen als

Losungen in Frage kommen, fiir die gilt:

3
Durch Umformen erhilt man x > 5

2x—3>0.

Ermitteln Sie die Lésungsmenge L der Ungleichung:

Ix + 2] < 2x — 3!

2x — 4| > 2x + 5 mit xe P

Fall a):
IL.2x—-420
I.'2x —4>2x+5
1. xz2

1I. —4> +5

Man erhilt in II. die falsche Aus-
sage —4 > +5, das heiBt, dieses
System hat keine L&sung, L, ist
also die leere Menge.

Li={{xz22)ng;xeP}=g

Fall b):
L 2x—-4<0
I —2x—4)>2x+5
I x<2

1
I -
1 x < T

L,={{x<2}n {x < —%};xeP}

1
=[x<—7,xeP)

Bei dieser Ungleichung kann der Term auf der rechten Seite der Gleichung
auch negativ werden, denn der Betrag des linken Terms ist stets groBer

als eine negative Zahl.

Ermitteln Sie die Losungsmengen folgender Ungleichungen!

a)l — |1 — x| <2xmitxeN

Anleitung: Bringen Sie die Ungleichung zunichst auf die Form

lax +b| < cx + d!

b)%x+2>|x+1|mitxeP



7.4. Lineare Ungleichungen mit zwei Variablen

Im Teil 4.3. dieses Buches wurden lineare Gleichungen mit zwei Variablen betrach-
tet.

Die Losungsmenge einer linearen Gleichung ax + by = ¢ besteht aus den Zahlen-
paaren [x; y], die die Gleichung erfiillen. Beim graphischen Lésen der Gleichung ent-
sprechen diesen Zahlenpaaren Punktkoordinaten des entsprechenden Graphen in
einem x-y-Koordinatensystem. Sind die reellen Zahlen Grundbereich der Variablen
x und y, so ist der Graph eine Gerade. Bei anderen Grundbereichen sind die Losun-
gen Koordinaten von Punkten, die auf einer Geraden liegen.

W13 a)3x+9y=45 mit x,yeP

_ 1 4 1
y=-3xty
Losungen der Gleichung sind zum Beispiel die Zahlenpaare
1 3 5 .
[O’E]' [7, 0], [—1,?] (Bild 7.12).
y y=2x-3

w0

2l I
=t 0 1 X
_7 — 5
,?A
Bild 7.12 . Bild 7.13
b)4x — 2y =6 mit x,yeGqG
y=2x-3
Losungen der Gleichung sind zum Beispiel die Zahlenpaare
[0; =31, [1; —1], [3; 3] (Bild 7.13).

Beachten Sie: Losungen konnen nur ganzzahlige Punktkoordinaten
sein! Die Punkte liegen auf einer Geraden.
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® 10 Zeichnen Sie die Geraden zu folgenden Gleichungen!
Bestimmen Sie jeweils drei Losungen!

1 2 1
—X — —y = — mit
a)sx 5V = ¢ mi x,yER

b) 3,4x + 2,4y = 3,6 mit x,yeP

Setzt man in eine lineare Gleichung mit zwei Variablen der Form ax + by = ¢ die
Koordinaten solcher Punkte ein, die oberhalb bzw. unterhalb des entsprechenden
Graphen liegen, so wird die Gleichung nicht erfiillt.

Diese Koordinaten erfiillen jedoch Ungleichungen, die man erhilt, wenn man das
Gleichheitszeichen in der Normalform y = — %x + Fc

bei oberhalb der Geraden liegenden Punkten durch > (oder ),

bei unterhalb der Geraden liegenden Punkten durch < (oder <) ersetzt.

B 14 Die Punkte P, (1,2), P, (—2; 5), P; (5; —1) liegen oberhalb der Geraden

1 1
y=-3x+3; vgl. Beispiel 13a), Bild 7.12.
Setzt man diese Koordinaten in die Ausgangsgleichung ein, so erhilt man
1 1 1 1 1 1
2>—?1+7, 5>—? (—2)+7, —1>—? 5+7
1 7 7
2> 3 5> 5 -1> - 03

Die Punkte P,(1; —1), Ps(—1;0), Ps(3; —1) liegen unterhalb der Ge-
raden. Man erhilt

1 1 1 1 1 1
—l<—?1+7, 0<—? (—I)+7, —1<—?-3+7
1 5 1
-1< 3 0< 3 -1< - 5
1 1
Die Gerade y = — 3 + > heiBt Grenzgerade hinsichtlich der linearen Un-
gleichungen
1 1
y>-—7x + 7 (Punkte oberhalb der Grenzgeraden) bzw.
1 1
y<-—3x + ) (Punkte unterhalb der Grenzgeraden).

>1 Ungleichungen der Form
ax+by<ec bzw. ax + by =<c
sind lineare Ungleichungen mit zwei Variablen.
(Es kann auch das Relationszeichen > bzw. = stehen.)
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Die Losungsmenge einer solchen Ungleichung ist die Menge aller geordneten Zahlen-
paare [x; y], die die Ungleichung erfiillen. Man kann die Lésungsmenge graphisch
ermitteln, indem man die Grenzgerade y = — %x + % in ein x-y-Koordinatensystem
zeichnet und unter Beachtung des Relationszeichens und der Grundbereiche der Va-
riablen die Punktmenge bestimmt, deren Punktkoordinaten als geordnete Zahlen-
paare der Lésungsmenge abgelesen werden konnen. Die graphische Darstellung der
Losungsmenge bezeichnet man als Losungsbereich.

Der Losungsbereich ist die Punktmenge, deren Koordinaten eine Ungleichung er-
fiillen.

Die graphische Darstellung der Losungsmenge einer linearen Ungleichung mit zwei
Variablen fiihrt zu einer Teilung der Zeichenebene in zwei Halbebenen zu beiden
Seiten der Grenzgeraden. Jeweils eine Halbebene stellt den Losungsbereich dar.
Gehoért die Grenzgerade zum Losungsbereich, so ist es iiblich, sie als durchgehende
Gerade zu zeichnen; anderenfalls zeichnet man eine Strichlinje.

Es ist zu beachten, daB fiir die Entscheidung, ob der Losungsbereich-oberhalb oder
unterhalb der Grenzgeraden liegt und ob die Punkte der Grenzgeraden zum Lo-
sungsbereich gehdren oder nicht, die Ungleichungen auf die Form y = mx + n ge-
bracht werden miissen.

W15 a)-2x+3y< -3 mit x,yeP
2 2
Daraus folgty < 3 1. Grenzgerade ist y = TX- 1.

Aus dem Relationszeichen < folgt fiir den Losungsbereich:

Die Menge aller Punkte, deren Koordinaten die Ungleichung erfiillen,
liegen unterhalb der Grenzgeraden (Bild 7.14).

Eine Losung ist beispielsweise [1; —2]. Der Punkt P,(1; —2) liegt unter-
halb der Grenzgeraden.

—-2:1+43:(-2)< —3; —8< —3 isteine wahre Aussage.

y

y Grenzgerade

Bild 7.14 Bild 7.15
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7.5.

b)6x + 4y =23 mit x,yeP

3 3 3 3
Daraus folgt y = — 7 + g Grenzgerade ist y = — 7 + e

Aus den Relationszeichen > folgt:
Zum Lsungsbereich gehéren die Koordinaten aller Punkte
— oberhalb der Grenzgeraden sowie
— der Grenzgeraden selbst (Bild 7.15).
’ i i 9 9 .
Eine Losung ist beispielsweise [— 1; T]' Der Punkt P, (— 1;7) ist ein

Punkt der Grenzgeraden.

6-(—1)+ 4 % = 3; 3 = 3ist eine wahre Aussage.

Lasen Sie die*folgenden Ungleichungen!
a) 5x — 8y >4x -9y +3 mit x,yeG

+ = =1 .
xsy_x4y§xlo mit x,yeP

¢) Fiir den Abtransport von mindestens 80t Sand stehen zwei LKW mit

5t bzw. 7,5 t Ladefahigkeit zur Verfiigung. Geben Sie drei Moglichkeiten
fiir die Anzahl der Fahrten an, die fiir den Abtransport des Sandes not-
wendig sind! Stellen Sie die Ungleichung mit den MaBzahlen auf!

Systeme linearer Ungleichungen mit zwei Variablen

Bei vielen Anwendungsaufgaben ergeben sich mehrere Ungleichungen mit zwei oder
mehr Variablen, die fiir bestimmte GroBen erfiillt sein miissen.
Im folgenden sollen Systeme linearer Ungleichungen mit zwei Variablen betrachtet

werden.

> 2
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Ein System linearer Ungleichungen mit zwei Variablen hat die Form
1) a;x; + byx, <c,

(n) ax, + byx, <c,.
(Es konnen hierbei auch die Zeichen >, =<, = auftreten. Nicht alle
a,, b;, ¢; miissen ungleich O sein.)

1) x+y=5 x,yeP
2)—x+y=2
A3) x20
@ yz0



Das System ist eine Aussagenverbindung in Form einer Konjunktion,

'die einzelnen Ungleichungen sind also durch ,,und* verbunden. Daraus
folgt, daB die Losungsmenge des Ungleichungssystems der ,,Durchschnitt*
der Lésungsmengen der einzelnen Ungleichungenist: L=L, nL,NLy;nL,.
Der Losungsbereich des Systems ist der Durchschnitt der Losungsbereiche
der Ungleichungen.

MDy=s-x+5
Qy=x+2
@)x20

@yzo

Bild 7.16 zeigt die
graphische Ldsung

des Systems. Dabei
existieren die folgen-

IV IIA

1

L
den Lagebeziehun- y=0 I 7 %
gen. x=0 v=-x+5 Bild 7.16
Grenzgerade Ungleichheits- Halbebene bzgl.
zeichen der Geraden
@) y=-x+5 < unterhalb
2 y=x+2 < unterhalb
3) x=0 = 1. und 4. Quadrant
(y-Achse)
(C)) y=0 . 1. und 2. Quadrant
(x-Achse)

Die Koordinaten aller Punkte der im Bild 7.16 grau geténten Vierecks-
flache stellen die Losungsmenge des Systems dar.

Die Koordinaten des Punktes P (1; 1) zum Beispiel erfiillen jede der Un-
gleichungen:

M1+155 @-141=2; 31=20; W1=0.
Fiir Aufgabe 12 und die folgenden Ausfiithrungen soll der Bereich der reellen Zahlen

als Grundbereich der Variablen gelten, wenn keine anderen Festlegungen erfolgen
oder sich aus dem jeweiligen Sachverhalt kein anderer Bereich ergibt.

@12 (1)—x+2y=2
2 x-ys3
B) x+ y=21
Besfimmen Sie graphisch die Lésungsmenge! Geben Sie zwei Zahlenpaare
[3; »11, [2; y.] an, die Lésungen des Systems sind! Machen Sie die Probe!
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Die Losungsbereiche der einzelnen Ungleichungen sind jeweils Halbebenen (vl
Seite 119).

Im Beispiel 16 wird der Losungsbereich des Systems als Fliche eines konvexen Vier-
ecks abgebildet. In Aufgabe 12 ist der Lﬁsungsbepeich eine Dreiecksfliche.

Man nennt solche Lésungsbereiche beschriinkt und konvex.

Man unterscheidet drei Fille:

1. Der Losungsbereich ist konvex und beschrinkt.

2. Der Losungsbereich ist unbeschriinkt.

3. Der Losungsbereich ist leer.

Im 3. Fall gibt es keine Losungen.
Die Ungleichungssysteme im Beipiel 17 fiihren auf den 2. bzw. 3. Fall.

W17 a) () —x+ y<3; y<x+3

2 x—-2y<2; y>%x—l

A3) yz0 (Bild 7.17)
G d Ungleichhei Halbebene bzgl.
zeichen - der Geraden
) y=x+3. < unterhalb
@ | r=z-1 > oberhalb
A) y= > 1. und 2. Quadrant
(x-Achse)

2. Fall: Der Losungsbereich ist unbeschrinkt.

Bild 7.17 Bild 7.18

122



b)(Hx—y=—-6; y2x+6
@x+y=s1l; ys-x+1
A3) x20
@ =20
Die gemeinsame Fliche des Durchschnitts der Halbebenen, die zu den
Ungleichungen (1) und (2) gehéren, liegt nur im 2. und 3. Quadranten.
Die Ungleichung (3) hat aber nur Lsungen im 1. und 4. Quadranten
(Bild 7.18). Der Durchschnitt ist die leere Menge, es existieren keine
Losungen fiir das Ungleichungssystem.
3. Fall: Der Losungsbereich ist leer.

® 13 Léosen Sie folgende Ungleichungssysteme!
a)(l) 2x+3y26 b)) x=0
2 —x+3y=<-3 2 yz20
3) x4+ y< -1 B y+2x=3
Bei manchen Ungleichungssystemen gibt es ,,iiberfliissige” Ungleichungen. Das sind

Ungleichungen, die keinen EinfluB auf die Losungsmenge des Ungleichungssystems
haben.

W18 ()—x+2y=2 ; yg%x+l

2 x-y=3 ; yzx-3
(B —x—y=-1; yz2-x+1
) y<5

Den Durchschnitt der Losungsbereiche der Ungleichungen (1), (2) und (3)
stellt die im Bild 7.19 grau getonte Fliche dar.

Liyes=LinL,nLy

Bild 7.19
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Ljuis3 ist eine Teilmenge der Halbebene, die den Losungsbereich der Un-
gleichung (4) darstellt. '

Ly 0 Lyiviss = Lypysa

Ungleichung (4) hat keinen EinfluB auf die Lésungsmenge des Ungleichungs-
systems und ist damit iiberfliissig.

Es gibt zahlreiche Probleme, die mit Hilfe von Ungleichungssystemen gelést werden
konnen. Beispiel 19 zeigt aber auch, daB es mit den zur Verfiigung stechenden Mitteln
oft nur méglich ist, stark vereinfachte Aufgaben aus der Praxis zu 16sen. Das Losen
komplizierterer Aufgaben erfordert im allgemeinen den Einsatz von EDV-Anlagen.
Das grundsitzliche Prinzip kann aber auch an einfachen Beispielen erfaBt werden.

B 19 Auf drei TaktstraBen I., II. und III. werden zwei Typen von Ventilen 4 und
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B hergestellt. Auf TaktstraBe I. werden 4 h fiir Ventiltyp 4 und 8 h fiir
Ventiltyp B, auf TaktstraBe II. 5h bzw. 9 h benétigt. Auf TaktstraBe ITI.
wird nur der Ventiltyp 4 in 7 h hergestellt. Die verfiigbaren Maschinenzeiten
betragen: TaktstraBe I. 340h, TaktstraBeII. 200 h und TaktstraBe III.
150 h. Wie viele Ventile der beiden Typen 4 und B kénnten hergestellt
werden?
Losung:
x Ventile vom Typ A; y Ventile vom Typ B
Aus den Bedingungen erhélt man fiir die einzelnen TaktstraBen:

I 4x + 8y < 340

II. 5x + 9y < 200
L. 7x < 150
Da die Anzahlen der hergestellten Ventile nur nichtnegative Zahlen sein
konnen, sind folgende zusétzliche Bedingungen zu beachten:

IV.x=20

V.y=0 Nichtnegativitiitsbedingungen
Gerade Ungleichheits- Halbebene bzgl.
zeichen der Geraden
1
I y=- % + 42,5 = unterhalb
5 2 .
II. y=—-—=x+22— < unterhalb
9 9
3 .
III. x =21 - < links
Iv. x=0 > 1. und 4. Quadrant
V. y=0 > 1. und 2. Quadrant




Losungen sind die Koordinaten aller Punkte der im Bild 7.20 grau geténten
Vierecksfliche, die natiirliche Zahlen sind, da die Grundbereiche der Va-
riablen die natiirlichen Zahlen sind, zum Beispiel P, (20; 10), P, (5; 19).
Die Darstellung zeigt, daB Ungleichung I. fiir das Ermitteln der Lsungs-

menge L des Systems iiberfliissig ist.

Probe fiir [20; 10]
1. 80 + 80 < 340
11. 100 + 90 < 200

11 140 < 150

Ig' ] ‘Wahre Aussagen

Probe fiir [5; 19]
1.20 + 152 < 340
11. 25 + 171 £ 200
IIL 35 <150

Ix' }Wah:e Aussagen
Fiir die Praxis sind folgende
Erkenntnisse wichtig:
TaktstraBe I. ist nicht gut
ausgelastet. Die Losungs-
beispiele P; und P, er-

Bild 7.20

geben als Nutzungsdauer nur 160 h bzw. 172 h von 340 h.
Bei P, ist auch TaktstraBe III. gering ausgelastet.

Mit Problemen der Auslastung von Produktionsmitteln und #hnlichen Fragen be-
schaftigt sich die Optimierungsrechnung (vgl. Teil 8.).

® 14 Losen Sie folgende vereinfachte Aufgabe aus der Produktion!
Eine Brigade einer Schuhfabrik produziert zwei verschiedene Schuhtypen.
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Zwei Produktionsfaktoren miissen bei der Planung beriicksichtigt werden:
Leder und Arbeitszeit. Fiir beide gelten bestimmte Kapazititsbedingungen
(zur Verfiigung stehende Mengen).

Die folgende Aufstellung zeigt das Bedingungsgefiige:

Typ 1 Typ 2 Einheiten der
Kapazititsbedingungen
Leder 5 2 300
Arbeitszeit 3 4 400

Verwenden Sie 1 cm = 10 Einheiten auf der x-Achse und 1cm = 20 Ein-
heiten auf der y-Achse!

Losungen zu Kapitel 7

14-245kg <m < 14-260kg; 343t <m < 3,640t
Der Transport ist moglich.
a) x=4 Probe:x =4 —r (reR;rz0)
134-r)—5=<8@4—-r)+15
47 — 13r = 47 - 8r
-5r=0
rzo0 L={x=4;xeR}
27

b) x < “T0 (xeG) Probe:x=-2-g (geG;g>0)

I A-2-9-3 H-2-p+5 1

4 3 6
20g > 14
7]
L={x< -2;xeG} g>ﬁ, dann ist auch g > 0
F : _—
c) 756,..,_ (A ist positiv)
F . 4 - 4000 kp - cm?
22— A =—d?ist, fol 22—
Az . Da 4d ist, folgt d*z = 1600 Kkp
d? z—lgcmz; E ~ 1,8
k44 k7



3a — 4c 3a — 4c

a) x;—z-— Probe:x=-2—+p (peP;pz0)
3a - 4
—4(% +p)+6a§8c
—4p =0
3g —
L={x;——az—4c;xeP;a,cEP} pz0
b) I.Fall: x < b (@a+2>0;a> —2) Probe: x = -p(peP; 0
. Fall: o H robe: x =————p(p 3 p>0)
2( s +a( b <b
2+a_”) 2+a p)
-p2+a)<0
p>0
2. Fall: x > b ‘(2+a<0'a<—2)
U 2+a %

3. Fall: 2+ a)x<bd R2+a=0;a=-2)
0-x<b
Istb >0, dann L = {x; x€ P}

Istb<0, dann L=g
¢) a>b>c a—-b=2cm a—c=3cm

a = xcm b=a—-2cm c=a-3cm

Nach der Dreiecksungleichung muB 5 + ¢ > a sein. Fiir die Mafzahlen mu8
dann erfiillt sein: x — 2 + x — 3 > x; x > 5.

L={x>5;xeN}

Beispiele:
Die Beispi
< 4 g | weabe 2.l:nde;s.l:li;1§
1. 6cm 4cm 3cm 13cm gi_gsgcwchten
2. Tem 5cm A 166 ungen.
3. 8cm 6 cm 5cm 19 cm
4. 9 cm 7 cm 6 cm 22 cm
a) Lx<2 In R R
I x = =
FETTE Ly {x <2} x <2}
31 '
L > -
: {x = 13} &3
31
L ——éx<2} 0=x<2}
(Bild 7.21) 13
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_31 _16_ !
13 2717 18
1|I|Il| lIIJI[IIIIlLiIIJI
83 -2 =1 0 1 2 0123 10 13
) L e 1
7 -1 2 L =
Ly B—
) L=¢
Bild 7.21 Bild 7.22
b) I.x>¥ l-,1={x>9—72;xEP ;¥z13,1
250 250
e L= ; — x21
L¥<ywm 2 {x<11 xP} 117
(Bild 7.22) L ={x>13,1}n{x <2,1};xeP} =
6 Fall a) (Bild 7.23) Fall b) (Bild 7.24)
L2x+5>0 L2x+5<0
,_5 .3
N 2 * 2
I 4x — 8 = 8(2x + 5) 1L 4x — 8 < 8Q2x + 5)
x=< -4 xz -4
—*—><-—>(——*+G—O—O—O—O—o— —O—O—O—O@@—x——)eeee
-3 4 -3
Lo=¢ Ly=1{-4; -3}
Bild 7.23 Bild 7.24
5 5
L,={x>——2— und x§—4;xEG} _L,={—4§x<—?;xeG}
L=g L, = {-4; -3}

L =LUL, =1L, = {-4; -3}

7 a) Ly={{xz -8}n{x > —-3};xeP} ={x > -3; xeP}
L, ={{x< -8n{x < —13}; xeP} = {x < —13; xe P}
={x> -3 und x < —13;x€e P}

b)L, = {{x;—;—}n{x < 3};xeN} =g

Ly, = {{x<%}n{x>%];xeN] = {% <x<;;xeN} = {2}
L ={gu{2}}=1{2}
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© Li={x=2n{x> -3)};xeR) = {-3 < x S 2; xe R}
Ly={{x>2}n{x <7} xeR}={2<x<7;x€R}
L={-3<x<7;x€eR}

8 Ly={{xz -2}n{x>5};xeP}={x >5;xeP}
Lo={{x< —2}ﬁ{x>%];xeP}=Q
L={{x>5ug}=1{x>5xeP}

9 a) Li={x=1)n{x>0;xeN ={0<x=1;xeN}
L.={{x>l}m{x>é};xeN} ={x>1;xeN}

L={f{0<x=1}u{x>1};xeN}={x>0;xeN}

Alle natiirlichen Zahlen groBer als 0 bilden also die Lésungsmenge L.
b) Li={{x2z -1}n{x <2};xeP}={-1=x<2;xeP}

Ly={{x < ~1}n{x > -2};xePt={-2<x< —1;xeP}

L={-2<x<2;xeP}

3 3 :
10 a) y=5x- (Bild725)
3 1 9
Pl(o,—z H P’(?’O)’ P3<2’T)

Bild 7.25

Bild 7.26

17 3
b) y=- Xt g (Bild 7.26)

1 19 35 11
P‘(Tﬁ)’ P‘(“’ﬁ)’ P3(3"T)
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Zu beachten ist, dafl in den Losungen nur ganzzahlige Punktkoordinaten auf-
treten kénnen.

Bild 7.27

1 2
B e i
b) y= 3 x 9 (Bild 7.28)

c) 5x+ 75y =80

2 32
yz _?X+T;X'yEN (Bild 7.29)

\YL
10 I

LN

I .

N
2 —
i | | I 1 | |
0 2 10 20 x
Bild 7.29

Die auf der Geraden liegenden Losungen erhilt man durch Lésen der diophan-
tischen Gleichung 50x + 75y = 800.

L ={[1 + 3n;10 — 2n]; ne N}
12 Lésungen sind zum Beispiel die Zahlenpaare

[3; 01, [3; 1], [3; 2, [2; 0], [2; 1], [2; —1] (Bild 7.30)
13’ a) Die Losungsmenge ist leer (Bild 7.31).

b) Die Losungsmenge ist unbeschrinkt (Bild 7.32).
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Bild 7.30

iy

Bild 7.31

14 1. 5x + 2y = 300
II. 3x + 4y = 400
111, xz0 (Bild 7.33)
IV. yz0

Bild 7.33
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Gerade Ungleichheits- Halbebene bzgl.
zeichen der Geraden
5
L. y=- 7x + 150 < unterhalb
3
II. = - Tx + 100 < unterhalb
II1. x=0 > 1. und 4. Quadrant
Iv. y=0 > 1. und 2. Quadrant

Spezielle Losungen sind zum Beispiel [50; 20]

1
Schuhe Typ1; Typ2

[10; . 80]
[20; 70]




8. Einfache Probleme der linearen Optimierung

8.1.  Graphische Lisung von Aufgaben mit zwei Variablen

Lineare Ungleichungen oder Systeme linearer Ungleichungen haben meist mehrere
Losungen. Fiir die Praxis sind jedoch bestimmte Lésungen von besonderem Interesse,
und zwar solche, die moglichst effektive Losungen des betreffenden Problems sind.
Dic lineare Optimierung als mathematische Disziplin beschéftigt sich mit der L&sung
von solchen speziellen Aufgaben, bei denen optimale Werte zu finden sind. Sie hat
sich unter anderem bei der Lésung 8konomischer Aufgaben schnell einen bedeuten-
den Platz errungen.

Die 1939 von dem sowjetischen Mathematiker LEONID WITALJEWITSCH KANTORO-
witscu! verdffentlichte Arbeit iiber ,,Mathematische Methoden bei der Organi-
sation und Planung der Produktion* gilt als die Grundlegung dieser neuen &ko-
nomisch-mathematischen Richtung, der linearen Optimierung. .

® 1 a)Lesen Sie in ,,alpha®, 10. Jahrgang 1976, Heft 5, S. 111, den Artikel
von H. ScHILAR/K. SCHWARZ ,,Nobelpreistrager L. W. Kantorowitsch®,
dem auch die obigen Angaben entnommen sind!
b) Bereiten Sie ein Kurzreferat zu L. W. KANTOROWITSCH und seiner Be-
deutung fiir die lineare Optimierung vor!

Die zu 16senden Probleme werden mathematisch dargestellt (man erhilt ein mathe-
matisches Modell), und zur Losung der mathematischen Aufgabenstellung werden
Verfahren angewandt, bei denen der Einsatz von EDV-Anlagen méglich ist.

1 Mit Leninpreistriger Prof. L. W. KanToROWITSCH, Geburtsjahr 1912, Akademiemitglied, Doktor
der physikalisch-mathematischen Wissenschaften, erhielt 1975 erstmals ein Wissenschaftler aus
einem sozialistischen Land, der UdSSR, einen der beiden Nobelpreise fiir Wirtschaftswissenschaf-
ten.
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Den jeweils vorliegenden Sachverhalt kann man bei Aufgaben der linearen Opti-
mierung durch eine lineare Funktion

Z = 01Xy + CaXy + .o+ Xy
in Verbindung mit einem System linearer Ungleichungen beschreiben:

Xy + @pXe + ...+ apx, e (i=1,2,..,m).
Die Funktion nennt man Zielfunktion. Das Ungleichungssystem enthilt die Neben-
bedingungen.
Es kommt darauf an, einen mdglichst groBen z-Wert (Maximum) oder einen méglichst
kleinen z-Wert (Minimum) der Funktion zu bestimmen, bei dem die Werte der Va-
riablen x; zugleich die Ungleichungen erfiillen.
Bei Anwendungsaufgaben tritt meist eine groBe Anzahl (mehr als fiinf) von Va-
riablen auf. Im folgenden soll ein Lésungsverfahren fiir Probleme mit zwei Variablen
erlautert werden.
Eine Aufgabe der linearen Optimierung fiir zwei Variable besteht aus einer Ziel-
funktion

Z=0C1X + ¢y z = Maximum bzw. Minimum
und den Nebenbedingungen
ax+by=<d (i=12,..,m)
xz0
yz0
(X1 = x5 %, = ).
Die letzten beiden Ungleichungen sind die Nichtnegativitiitsbedingungen. Da es sich

um praktische Aufgaben handelt, treten diese Bedingungen in fast allen solchen Auf-
gaben auf.

Wir halten fest:

Eine Aufgabe der linearen Optimierung mit zwei Variablen l6sen heiBt, diejeni-
gen Werte fiir x und y zu bestimmen, die alle Ungleichungen des Systems erfiillen
(Ldsungen des Ungleichungssystems sind) und fiir die die Zielfunktion z einen
Extremwert (Maximum bzw. Minimum) annimmt. Die Lsung kann graphisch
oder rechnerisch ermittelt werden.

Im folgenden soll die graphische Lsung gezeigt werden.

Im Beispiel 1 sollen einige Betrachtungen zu einfachen Aufgaben dieser Art angestellt
werden.

Dabei gibt es zwei Hauptschritte:

1. Bestimmen der Losungsmenge des Ungleichungssystems. Diese Losungen nennt
man zulissige Losungen.

2. Ermitteln der zuldssigen Losung, die einen optimalen Wert (Extremwert) der Ziel-
funktion z ergibt.
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z = 2x + 3y mit x, ye P sei die Zielfunktion.
Von dieser sei ein Maximum unter folgenden Nebenbedingungen zu be-
stimmen.

IL x+3y=<12; ySs——x+4
IM4x+ y=<20; y< —4x+20
M. x+ y< 6; y<—x+ 6
1v. xz 0
V. yz 0

1. Schritt: Ermitteln der zuldssigen Losungen

Zulissige Losungen sind die Koordinaten der Punkte der im Bild 8.1 grau
getonten Fiinfecksfliche, zum Beispiel

[1; 13, 135 1), [2; 3], [4; 2].

: By
0 7 Y 5\ X
=5
=t F z=0 3 huia
Bild 8.2

2. Schritt: Ermitteln des Maximums fiir z
Setzt man die Werte in die Zielfunktion ein, so erhalt man:

2,=2-1+3-1=5
2, =2-3+3-1=9
23=2-2+3-3=13
Za=24+3-2=14

Die Fiinfecksfliche enthilt unendlich viele Punkte, deren Koordinaten zu-
lassige Losungen sind. Es ist nicht mdglich, alle in die Zielfunktion einzu-
setzen, um festzustellen, welche davon den groBten z-Wert ergeben. Gibt
es nur eine kleine Anzahl zuldssiger Losungen, so kann man den opti-
malen Wert durch Probieren ermitteln. Meist verwendet man die graphi-
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sche Darstellung der Zielfunktion zur Bestimmung der optimalen Lésung
(Bild 8.2).
Fiir spezielle z-Werte (z,) sind die Graphen Geraden.

2 z
zo = 2x + 3y; =_TX+T°
Fiir z, = 0 beispielsweise ergibt sich y = — )
2 5
dir zg=5danny = — —x+— (vgl Bild 8.2).

3 3

Alle diese Geraden sind zueinander parallel. Es kommt nun darauf an, die-
jenige Gerade zu ermittelu, die den graphisch dargestellten Bereich zulissi-
ger Losungen (Losungsbereich) in mindestens einem Punkt schneidet und
deren z-Wert méglichst groB ist. Man konstruiert diese Gerade Zmax durch
Parallelverschiebung einer der Geraden, dic man vorher durch die Wahl
eines z,-Wertes (im allgemeinen setzt man z, = 0) erhalten hat. Die Ge-
rade zy,, schneidet entweder den Rand des Losungsbereichs in einem Eck-
punkt oder fallt mit einer der Grenzgeraden des Losungsbereiches (in diesem
Falle des Fiinfecks) zusammen. Die Losungsmenge des Optimierungs-
problems besteht dann entweder
a) aus einem Zahlenpaar (Koordinaten des Eckpunktes) oder
b) aus unendlich vielen ,Zahlenpaaren (Koordinaten aller Punkte der be-
treffenden Seite des Fiinfecks).
Bild 8.2 zeigt, daB hier die Gerade z,,; durch den Punkt P (3; 3) geht. Man
erhalt

z=2-3+4+3-3=15,
15 ist der maximale Wert, den die Zielfunktion unter der Bedingung an-

nehmen kann, daB die Werte der Variablen x und y das Ungleichungs-
system erfiillen (zuldssige Lésungen sind).

Zusammenfassung

Zur graphischen Losung eines Problems der linearen Optimierung mit zwei
Variablen empfiehlt es sich, in folgenden Schritten vorzugehen.
1. Aufstellen der Zielfunktion und des Ungleichungssystems

(Nebenbedingungen; Nichtnegativititsbedingungen)
2. Bestimmen der zulissigen Losungen durch Lsen des Ungleichungssystems
a) Darstellen der Grenzgeraden
b) Bestimmen der Halbebenen
(Losungsbereiche der einzelnen Ungleichungen)
c) Bestimmen des Durchschnitts der Lésungsbereiche der einzelnen Un-
gleichungen
(Lésungsbereich des Systems)
3. Bestimmen der optimalen Lésung (Maximum bzw. Minimum)
a) Darstellen der Zielfunktion fiir z, = 0

;
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b) Parallelverschieben der Geraden bis zum Schnittpunkt mit einem Eck-
punkt des Losungsbereichs oder bis die Gerade mit einer Grenzgeraden
zusammenfallt

c) Ablesen der Losung des Optimierungsproblems (Koordinaten des
Schnittpunktes oder eines Punktes der betreffenden Seite des Losungs-
bereiches)

Beispiel 2 zeigt die Losung eines Maximum-Problems, einer sogenannten Gewinn-
optimierungsaufgabe.

M 2  Fiir die Herstellung von zwei Produkten P, und P, stehen drei verschiedene
Materialien 4, B und C mit 50 Einheiten bzw. 72 Einheiten bzw. 40 Ein-
heiten zur Verfiigung. Fiir P, werden 5 E (Einheiten) von 4 und 3 E von C,
fiir P, werden 6 E von Bund 2 E von C benétigt.
Beim Verkauf von P; wird ein Gewinn von 60 M je Einheit, beim Verkauf
von P, wird ein Gewinn von 40 M erzielt. Welche Stiickzahlen von P; und
P, muB man produzieren, um maximalen Gewinn zu erzielen?
Zur Losung sei in folgenden Schritten (vgl. Zusammenfassung) vorgegangen.

1. Aufstellen der Zielfunktion und des Ungleichungssystems
Man stellt die gegebenen Daten in einer Ubersicht zusammen.

(E) ® Material-

Produkt P, Produkt P, bestand (E)
Material 4 5 - 50
Material B - 6 72
Material C 3 2 40
Gewinn 60 40

(M je Einheit) (M je Einheit)

Man kénnte folgende Planung betrachten: 10 Stiick von Py, 12 Stiick von
P,. Dann wiren die Materialien 4 und B vollstindig verbraucht, denn es
wiirden 10- 5 E = 50 E bzw. 12 - 6 E = 72 E verarbeitet. Es wiirden jedoch
10-3E + 122 E = 54 Evon C bendtigt, die nicht zur Verfiigung stehen.

Ansatz: x Stiick von P, ; y Stiick von P,
Zielfunktion: z = 60x + 40y - Maximum
Nebenbedingungen: 1. 5x £ 50; x =10
II. 6y<72; y<12
IMI.3x + 2y < 40; y < —%x+20
IV. xz 0
V. y2 0
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2. Ermitteln des Losungsbereichs mit den zulissigen Losungen (Bild 8.3)

3. Ermitteln des Maximums

3
Fiir z, = 0 ergibt sich y = — 7%
Die durch Verschiebung gewonnene Gerade zy,, fillt mit der Grenzgeraden
3 . . . .
y=-7x + 20 zusammen (glelcher Anstieg — ?). Die Koordinaten aller

Punkte der Strecke 4B ergeben optimale Losungen, z. B.

A(ls—ﬁ; 12) oder B (10; 5).

zA=60-—136f+40-12=800
zg = 6010 + 40- 5 = 800

16
Die Lésung [ 5 12] ist jedoch nicht brauchbar, da im vorliegenden Fall

die Variablen x und y den Grundbereich N haben. In diesem Fall miissen
auflerdem 6 < x < 10und 5 < y < 12 sein.

Damit sind [6; 11], [8; 8], [10; 5] die gesuchten optimalen Lésungen (L&-
sungen der diophantischen Gleichung 3x + 2y = 40 im obigen Grund-
bereich).

In allen drei Fillen nimmt die Zielfunktion den maximalen Wert z = 800 an.

y L
\ 1L
7§ A
10
IV.
- 8
| 1L
-]
2
Zmax
| | 1 | !
0 2 v 10 x
_2 —
z=0
Bild 8.3 Bild 8.4

In Beispiel 3 ist die Losung eines formalen Minimum-Problems dargestellt.
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m3

1. Zielfunktion: z = x + 2y — Minimum
Nebenbedingungen:

L x—y23; y=x-3

I x+y=12; y£ —x+ 12
N.2x+y <15, y< -2x+ 15
Iv. x20

V. yz0

2. Die Ungleichungen II. und IV. haben keinen EinfluB auf die Losungs-
menge, sie sind iiberfliissig. Man erhalt als Losungsbereich eine Dreiecks-
flache (Bild 8.4).

1
3. Fiir zo = 0 ergibt sich y = — 7 X
Die Parallelverschiebung erfolgt bis zum Eckpunkt des Lsungsbereiches,
der den kleinsten z-Wert ergibt. Es ist der Schnittpunkt P (3; 0) der Grenz-
geraden der Ungleichungen I. und V.
z=3+42-0=3
[3; 0] ist die Losung des Minimumproblems.
Hinweis: Konnen die Koordinaten des Eckpunktes, die Losung, aus der gra-
phischen Darstellung nicht ausreichend genau abgelesen werden, so kann man
die Lésung durch die rechnerische Ermittlung des Schnittpunktes der entspre-
chenden Geraden bestimmen.

a) Zielfunktion: z = 3x + 2y » Maximum
Nebenbedingungen: 1. 5x + 2y <10 II1. x20
II. 2x + 10y = 20 Iv. y20

b) Fiir den Katastrophenfall sind zwei Typen von Schutzhiitten zu errich-
ten, fiir die vier verschiedene Materialien benétigt werden. Die folgende

O a2

ZE
77774
% XX
e.vw

<}
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Tabelle enthilt die Angaben iiber die bendtigten Materialien und die
zur Verfiigung stehenden Materialfonds.

Material Material je Schutzhiitte Materialfonds
1. Typ 2.Typ

1 4 6 240

2 6 ) 4 360

3 20 5 240

4 2 0 160

Wie viele Schutzhiitten konnen optimal hergestellt werden (Maximum)?

8.2.  Ein Beispiel fiir ein einfaches Transportproblem

Eine bestimmte Klasse von Aufgaben der linearen Optimierung stellen die Transport-
probleme dar. Solchen Aufgaben liegt folgender allgemeiner Sachverhalt zugrunde:
Von verschiedenen Orten 4, (i = 1, 2, ..., m) sind gleichartige Giiter zu verschiedenen
Verbrauchern B, (j = 1, 2, ..., n) zu transportieren. Die Transportkosten sollen so
gering wie moglich sein (Minimum).

Konkret kénnte ein solcher Sachverhalt wie folgt aussehen.

Von vier Kieslagern 4;, 4,, 43, A4 sind drei GroBbaustellen B,, B,, B; mit Kies
zu beliefern (Bild 8.5).

Kiesgruben A;

Baustellen Bj

Bild 8.5
Vorhandene Kiesmengen Ay A As Ag
(in t)
35 75 45 45
(a1) (az) (as) (as)
Benotigte Kiesmengen B, B, B; l
(in t)
15 85 100 J

(b (b)) (b3)
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A

N
(Y

Die x;; im Bild 8.5 sind die MaBzahlen der Kiesmengen, die von den A,; nach den B,
transportiert werden. Zum Beispiel ist x,, dic MaBzahl der Kiesmenge, die von 4 1
nach B, transportiert wird.

Der Gesamtbedarf der Baustellen B, stimmt mit dem Gesamtaufkommen der Kies-
lager 4, iiberein (je 200 t). Nimmt man an, daB jeder Verbraucher von jedem der vier
Lager mit einer zu ermittelnden Menge x,, beliefert wird, so erhlt man die folgenden
Gleichungssysteme:

X11 + X12 + X33 = a, Nach dem Aufkommen (Lagerbestand)
Xa1 + X22 + X23 = a, ‘
X31 + X32 + X33 = a3

Xa1 + Xa2 + X43 = a,

und

X113 + X21 + X31 + X4y = by Nach dem Bedarf (Verbraucher)

X12 + X22 + X35 + X42 = b,

X13 + X23 + X33 + X43 = b3
Ferner sind die Nichtnegativititsbedingungen zu beachten:

X120, x,20, .., X3 = 0.
Fiir die Aufstellung der Zielfunktion benétigt man die Angabe der Transportkosten
je Einheit der zu transportierenden Giiter, das heiBt die Kosten, die entstehen, wenn
beispielsweise 1t Kies von 4; nach B, transportiert wird. Man bezeichnet diese
speziellen Kosten mit c,,. Betragen sie 9 M, so ist ¢;, = 9.
Allgemein bezeichnet man die Transportkosten fiir 1t Kies von 4, nach By mit cy;.
Diese konstanten Kosten werden meist in ein Schema der folgenden Form, das man
Kostenplan nennt, eingetragen.

B, | B, |Bs B, | B, |Bs Zum Beispiel also:
¢33 = 17 sind Transport-
Ay C11 | C12 | C13 Ax 13 9 22 kosten von 45 nach B;.
Az C21 Ca22 Ca23 A, 8 15 18
As C31 Caz Ca3 As 15 29 17
As Ca1 Caz Ca3 As 8 22 9
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@® 3 a) Wieviel kostet der Transport von 1t Kies von 4, nach B; und von 4,
nach B,?
b) Ermitteln Sie die Gesamttransportkosten, wenn B; ihren Gesamtbedarf
von 100 t durch 75t von 4, und 25t von A5 deckt!

In dhnlicher Form wie den Kostenplan stellt man mit Hilfe der oben konstruierten
Gleichungssysteme einen Verteilungsplan auf.

B, B, B, Gesamt-
aufkommen
A X1 X12 X13 a; (35)
42 X21 X22 X23 a; (75)
As X31 X32 X33 a;s (45)
As X41 Xa2 Xa3 a, (45)
Gesamt-| b, by bs
bedarf | (15) (85) (100) (200)
Aus K iplan und Verteilungsplan stellt man die Zielfunktion auf, indem man ein-

ander entsprechende Elemente miteinander multipliziert

Beispielsweise werden x, ; t Kies von 4, nach B, geliefert. Der Kostenplan weist fiir
1t Kies ¢;; = 13 aus. Die Transportkosten betragen also 13 - x,; M.

Fiir die Berechnung des Minimums der Gesamttransportkosten ergibt sich damit als
Zielfunktion

z = 13xy; + 9%;; + 22x;3 + 8x5; + 15x,, + 18x5,
+ 15x3; + 29%3;, + 17x33 + 8x4y + 22x4, + 9%43 —» Minimum

Fiir das Losen solcher Optimierungsaufgaben gibt es verschiedene Methoden, mit
deren Hilfe man jeweils exakte Losungen oder auch Naherungslésungen ermitteln
kann.

Im folgenden soll ein Verfahren dargestellt werden, das durch ,,schrittweise Verbesse-
rungen* zur optimalen Losung fiihrt: die Methode der entscheidenden Summanden.
Sie wurde von den sowjetischen Mathematikern LURJE und GAWURIN entwickelt und
wird beim Lésen von Transportproblemen angewendet. Im Beispiel 4 soll die Lésung
des bisher betrachteten Problems mit Hilfe dieser Methode erlautert werden.

W 4 1 Schritt:

Zuordnen von Transportmengen nach dem Bedarf der Verbraucher, ohne
Beriicksichtigung der Liefermdoglichkeiten, jedoch unter Beachtung niedri-
ger Transportkosten
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Kosten- und Verteilungsplan (Tabelle 1)

B, B, B; a; Differenzen in
den Zeilen
(a; — by =d,
Ay 13,‘ 9 22 Fehlmenge
85 35 -50 (35-85)
4z 8 15 18 UberschuB
15 ‘ . 75 +60 (75-15)
4s 15 29 17 UberschuB
45 +45 (45-0)
A4 8 22 | 9 Fehlmenge
100 45 —55 (45-100)
by . 15 85 100 200
Diffe- - 6 8
renzen
in den
Spaltend; (15-9) (17-9)

Erlduterung der Eintragungen: In den Spalten B; wird jeweils dem A4,
mit dem kleinsten Kostensatz der jeweilige Gesamtbedarf b, zugeordnet.
Dabei stehen in den Feldern oben die Kosten in M, unten die zugeteilten
Mengen in t.

2. Schritt:

Feststellen der Differenzen in den Zeilen zwischen Aufkommen und Bedarf
(Fehlmenge bzw. UberschuB); vgl. rechte Spalte in Tabelle 1

Diese Differenzen bedeuten, daB die Baustellen bei Ausschépfung der
Lieferméglichkeiten zuviel oder zuwenig Kies erhalten. Es miissen deshalb
,,Verbesserungen* vorgenommen werden, die das vorrangige Ziel ,,niedrige
Transportkosten® weiterhin beriicksichtigen. Man ,,verschiebt aus den
Zeilen mit Uberschiissen (positive Differenzen) in die Zeilen mit Fehlmengen
(negative Differenzen), und zwar in die Felder mit den jeweils néchsthéheren
Transportkosten, so, daB keine neuen negativen Differenzen auftreten.

3. Schritt:
Feststellen der Differenzen in den Spalten; vgl. letzte Zeile in Tabelle 1
Spalte B, : Differenz Feld A4, positiv (+60) — keine Verschicbung
Spalte B,: Differenz Feld 4, negativ (—50)

Kostendifferenz 4, — 4,: 15 -9 =6
Spalte Bj: Differenz Feld 4, negativ (—55)

Kostendifferenz A3 — A,: 17 —9 =8
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4. Schritt:

Verschiebung in der Spalte mit der kleinsten Differenz, hier also in Spalte B,
In Spalte B, verbleiben 35 im Feld A4, ; der Rest 50 wird nach Feld 4, ver-
schoben; analog sind selbstverstindlich die Felder 4, und A4, in der Spalte d
zu verandern; vgl. Tabelle 2.

Tabelle 2
B, B, | Bs a d;
Ay 19 15 28
35 35 +0
A 8 15 18
15 50 75 +10
As 15 29 17
. 45 +45
As 14 28 15
100 45 —55
b; 15 85 100 200
d, 2

Tabelle 2 zeigt, daB durch diese Verbesserung nur Zeile 4, ausgeglichen
wurde (d; = +0). Es sind also weitere Verbesserungen notwendig.

Man geht zu einem éiquivalenten Kostenplan®’ iiber:

Nach einem Satz der linearen Optimierung erhilt man einen dquivalenten
Kostenplan, wenn man zu den Elementen einer Zeile oder einer Spalte je-
weils ein und dieselben Werte addiert, daher der Name Methode der ent-
scheidenden Summanden.

5. Schritt:

Ermitteln eines dquivalenten Kostenplans; vgl. Tabelle 2

Zu allen Zeilen der Tabelle 1 mit negativen Differenzen wird die kleinste
Kostendifferenz addiert, hier also 6 zu den Kosten in den Zeilen 4, und 4,.

Im neuen Kostenplan (Tabelle 2) werden die d; neu berechnet. Dieses Ver-
fahren der stindigen Verbesserungen setzt man so lange fort, bis alle d;
Null sind. '

Hinweis: Tritt in einer Zeile nach einer Verbesserung die Kostendifferenz 0 auf, so
ist zu entscheiden, ob diese Zeile fiir das Berechnen der d als Zeile mit positiver
oder negativer Differenz zu betrachten ist. Es gilt: Die Zeile ist als ,, —0* zu be-
trachten, wenn mindestens eine der zu versorgenden B; dieser Zeile noch von
einem Lager A, beliefert wird, das tiberlastet ist (Fehlmenge). In dem vorliegenden

1 Aquivalente Kostenplane fithren zu ein und derselben optimalen Losung.
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Fall versorgt zum Beispiel 4, nur B,. B, wird auBerdem noch von A4, versorgt,
das die positive Differenz +10 hat. Also ist die O in der Zeile 4, als,,+ 0 zu
betrachten.

Die zweite Verbesserung beginnt wiederum mit dem

3. Schritt:

Spalten B, und B, haben positive Differenzen d;; Spalte B; hat negative
Differenz (—55), also 17 — 15 = 2; vgl. letzte Zeile d, in Tabelle 2.

4. Schritt:
In Spalte B; werden Feld A, mit 45, Feld 45 mit 45 und Feld 4, mit 10
belegt.

Tabelle 3 stellt die optimale Losung des Gesamtproblems dar.

Tabelle 3
B, B, B; a; d,
Ay 13 9 22
35 35 0
Ay 8 15 18
15 50 10 75 0
As 15 29 17
45 45 0
As 8 22 9
45 45 0
b, 15 85 100 200

Das Minimum der Transportkosten betragt also
Zminy) = 35°9 4+ 15-8 +50-15 4 1018 + 45-17 + 45-9 = 2535,

Es ist nicht mdglich, mit den hier dargestellten Satzen und Definitionen den Beweis
zu fithren, daB die im Beispiel 4 ermittelte Verteilung der Zulieferungen das Mini-
mum der Transportkosten ist. Ermittelt man durch Probieren andere Verteilungen
und berechnet die Transportkosten, so werden diese stets groBer als das errechnete
Minimum sein.

Die folgende Variante zum Beispiel ist leicht zu finden (vgl. Tab. 4).

B, werde nicht von 4,, sondern von A, beliefert (gleiche Transportkosten zu 8 M
je t). B, erhalte dafiir 25t statt 10t von A4, und 30t statt 45t von 4,. Dann stellt
die in Tabelle 4 aufgezeichnete Verteilung zwar eine Lisung des Transportproblems
dar, jedoch nicht die optimale. Die Transportkosten betragen in diesem Fall

z=35-9+4+50-15+25-18 +45-17 + 15-8 + 309 = 2670.
Die groBeren Kosten muB nun B tragen.
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Tabelle 4

B, B, B; a;
Ay 35 35
Az 50 25 75
As 45 45
As 15 30 45
by 15 85 100 200

® 4  Auf vier Bahnhofen (4, bis 4,) einer Stadt stehen folgende Anzahlen von
Giiterwagen gleichen Typs bereit:
Ay:a; =80; A,:a, =60; As:a; =220; A,:a, = 140.
Diese Wagen sind sechs Betrieben (B; bis Bs) der Stadt zum Verladen zur

Verfiigung zu stellen. Die Transportkosten je Wagen vom jeweiligen Bahn-
hof zu den einzelnen Betrieben (in M) sind Bild 8.6 zu entnehmen. Die

Gesamttransportkosten sollen minimal werden.

a) Stellen Sie einen Kosten- und Verteilungsplan auf!
b) Ermitteln Sie mit Hilfe der ,,Methode der entscheidenden Summanden*
die optimale Losung!

(90)

Bild 8.6

Die Gegeniiberstellung der Transportkosten, die aus den Verteilungen in den Ta-
bellen 3 und 4 entstehen, zeigt, daB erhebliche Kosten eingespart werden kénnen,

wenn eine Optimierung eines Transportproblems erfolgt.

Neben der Kosteneinsparung sind jedoch auch die Einsparungen an Transportmitteln
bedeutungsvoll, die dann zur Erfiillung anderer Aufgaben eingesetzt werden kénnen.
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Der erforderliche Rechenaufwand macht aber auch deutlich, da8 fiir die Berechnun-
gen der Einsatz von EDV-Anlagen notwendig ist, zumal bei den betrachteten Bei-
spielen noch viele andere Fragen unberiicksichtigt blieben, zum Beispiel die Beach-
tung der Qualitit und der Preise der zu transportierenden Giiter.

Gerade die Planwirtschaft eines sozialistischen Landes bietet durch Festpreise und
das Bemiihen um Qualititsangleichungen mit Hilfe des Erfahrungsaustausches der
Betriebe untereinander gute Bedingungen fiir die Optimierung des Transportwesens,
da man so den Berechnungen gleiche Qualitit und gleiche Preise zugrunde legen kann.
Die Anwendung der Methoden der linearen Optimierung bei der Beférderung von
Baumaterialien, Kalisalzen, Kohle und bei Containertransporten in der DDR fiihrt
in stindig steigendem MaBe zu erheblichen Einsparungen an Transportmitteln und
Transportkosten.

8.3. Ldsungen zu Kapitel 8

2 a) Gleichung Ungleichheits- Halbebene
der Geraden zeichen bzgl. der Geraden
5
1 y=- 7x +5 < unterhalb
1
1I. y=- ?x +2 > oberhalb
II1. x=0 > 1. und 4. Quadrant
Iv. y=0 > 1. und 2. Quadrant

3
z=0; Y = =i (Bild 8.7)

Penaxy (0;5) z=3-0+2-5=10 +[0; 5] ist die optimale Losung.

y
50\

oz

IIL v

|
vI 50 ) 80 x
-0 |
z=0

Bild 8.7 Bild 8.8



b) Zielfunktion: z = x + y; Maximum

2
Ungleichungs- 1. 4x + 6y <240; y < — ?x + 40
system:
II. 6x + 4y =360; y

IA
I
|

%

+

8

II0. 20x + 5y =240; y < —4x + 48

Iv. 2x =160; x =80
V. xz0
VI y =0 (Bild8.8)

Die Ungleichungen II. und IV. haben keinen EinfluB. Sie sind fiir die Lsung
iiberfliissig.
Die Losung erhdlt man aus den Koordinaten des Schnittpunktes der Grenz-
geraden der Halbebenen beziiglich der Ungleichungen I. und III.
L 4x+ 6y=240 |-(-5)
III. 20x + 5y = 240

— 25y = =960
y = 384
x =24

Zmax = 2,4 + 38,4 = 40,8

Die optimale Losung ist [2; 38]. Es werden allerdings viele Materialien nicht

genutzt.
Untersucht man die Zahlenpaare
[3; 38] und [2; 39],
so erhilt man

z=3+38=41 bzw. z=2+39 =41.

I 4x + 6y =< 240 I 4:2+6-39 =240

4.3 +6-38 =240 242 < 240 (f. A.)
240 = 240 L. 20-2 + 5-39 < 240

L. 20x + Sy < 240 . 235 =240

20-3 +5-38 <240
250 = 240 (falsche Aussage)
Es fehlen 10 E vom Material III. Es fehlen 2 E vom Material I.
3 a) c;3 = 18 Der Transport kostet 18 M.
Caz =22 Der Transport kostet 22 M.
b) 75-18 M +25-17M = 1775M
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a) Kosten- und Verteilungsplan

B, B, B; B, Bs Bs a d(Z)
Ay 9 7 6 5 11 9
90 80 -10
Az 5 12 8 7 5 8
80 100 60 —120
As 13 6 12 6 11 4 ,
60 80 220 +80
As 10 7 5 21 17 6
90 140 +50
b, 80 60 90 90 100 80 500
d 5 1 6 d=1
(Sp)
1. Verbesserung
Add. + 1 in den Zeilen 4, und A4,
B, B, B, B, Bs Bs a; d
As 10 8 1 6 12 10
80 80 +0
A 6 13 9 8 6 9
80 100 60 —-120
As 13 6 12 6 11 4
60 10 80 220 +70
As 10 7 5 21 17 6
90 140 +50
by 80 60 90 90 100 80 500
d 4 5 d=4
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2. Verbesserung
Add. + 4 in Zeile 4,

B, |B. |B |B [B |Bs | P | d
4y 10 8 7 6| 12| 10
80 80 | +0
A 0| 17| 13| 12| 1w0| 13
30 100 60 | -7
A5 13 6| 12 6| 1 4
60 110 80 |20 |+7
A 10 7 s| 21| 17 6
50 9% 140 | +o0
b, |8 |6 |% [% |0 |so |so0
d 3 1 d=i

b) Optimale Lsung

By B, B; B, Bs Bs a; d
A 9 7 6 5 11 9 g
80 80 0
A 5 12 8 7 5 8
30 30 60 0
As 13 6 12 6 11 4
60 10 70 80 220 0
Ay 10 2 5 21 17 6
50 90 140 0
7
by 80 60 90 90 100 80

Zmin) =80°5+30:5+30-5+60-6+10:6+70-11 + 80-4 +50-10 +90-5
= 3160
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