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Vorwort

In den Binden 1 und 2 dieser Lehrbuchreihe wurde der Leser noch einmal vom
systematischen Standpunkt mit der Arithmetik — dem Zahlenrechnen — vertraut
gemacht. Dabei standen in gleicher Weise die Objekte, mit denen gerechnet wird, die
Zahlen, wie auch die vollzogenen Verkniipfungen, die Rechenoperationen, im Brenn-
punkt des Interesses. d

Der Algebra geht es in Abstraktion von individuellen Rechenobjekten um eine
Untersuchung von Rechenoperationen im allgemeinen, worunter sich dann die
Rechenoperationen der Arithmetik als Spezialfiille einreihen. In diesem Sinne ist die
gebriuchliche pauschale AuBerung zu verstehen, daB die Algebra eine hohere Arith-
metik sei. Vom mengentheoretischen Standpunkt ist Algebra die Theorie der Mengen
mit Operationen. Natiirlich werden aus der denkbaren Fiille solcher struktur-
theoretischen Betrachtungen vorwiegend jene interessieren, die das Ordnen der
Wirklichkeit méglichst unterstiitzen und uns zu ,lebensnahen Erkenntnissen
fiihren. Mit anderen Worten, man wird solche Mengen mit Operationen gesondert
betrachten, die als Widerspiegelung vielfiltiger Sachverhalte in Erscheinung treten.
Die lange Entwicklung der Mathematik hat hinsichtlich der. Algebra einen gewissen
klassischen Bestand an solchen Modellierungen herausgeschilt. Dazu gehéren
beispielsweise die Begriffe der Gruppe, des Ringes, des Korpers, des Vektorraumes
(und damit zusammenhingende Begriffe wie Linearformen, lineare Abbildungen,
Dualraum) und auch der Begriff des Verbandes. Diese Begriffe spielen in der Schul-
mathematik keine explizite Rolle, aber sie stecken immer wieder in den schul-
mathematischen Dingen. Die Ausbildung der Lehrer zielt darauf ab, den Lehrer
dafiir sehend zu machen, damit er von einem mehr iiberschauenden Standpunkt die
zu lehrende Thematik iibersieht. Sachverhalte, die vorher nur lose zusamm.en-
hiingend oder gar voneinander isoliert gesehen wurden, kénnen in Wahrheit schr
eng verwandt sein. Das Darlegen solcher natiirlichen Verwandtschaften ist Sinn ur d
Zweck der Abstraktion, des Absehens von iiberfliissigem, konkretem Beiwerk
Abstraktion ist ein wesentlicher Erkenntnisschritt. Eine zu weit getriebene Ab-
straktion ist hingegen ermiidend und abstoBend. Der mit einer Abstraktion gewon-
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nene Denkvorteil darf nicht solange auf sich warten lassen. Hierin besteht die Kunst
guten Lehrens.

In der Algebra herrscht ein hoher Abstraktionsgrad. Das macht erfahrungsgemiB
anfinglich Schwierigkeiten. Wir haben uns bemiiht, durch Anordnung und Dar-
stellung diese Schwierigkeiten so zu halten, daB sie zu iiberwinden sind. Die Behand-
lung der sogenannten linearen Algebra hiitte aus systematischen und logischen
Griinden erst nach Kenntnis allgemeiner algebraischer Strukturen, wie Gruppen,
Ringe und Korper erfolgen sollen. Aber von den Erfordernissen eines Lernenden,
moglichst oft an einem natiirlichen Heranwachsen der Begriffe teilnehmen zu
konnen, empfiehlt sich wohl eine Hinlenkung zur allgemeinen Algebra durch eine
Beschiiftigung mit der klassischen Grundaufgabe der linearen Algebra, nimlich dem
Auflésen von linearen Gleichungen mit reellen Koeffizienten. DemgemiB ist hier
zuniichst alles um diese Aufgabenstellung gruppiert. Der Leser wird damit an die
Algebra herangefiihrt. Ohne eigene (intensive!) Arbeit wird es nicht abgehen. Von
geometrischen Schulkenntnissen haben wir zur Illustration Gebrauch gemacht. Vom
logischen Betrachtungspunkt wire natiirlich ein Ausk ohne jegliche geo-
metrische Vorleistung erstrebenswert. Die Aneignung mathematischer Kenntnisse
darf sich aber nicht darauf beschriinken, einen logisch reinen Aufbau iiberpriifend
nachzuvollziehen, sondern sie muB geniigend von der Erkenntniskomponente
,,Kunst des Findens‘‘ enthalten. Zu einem spiteren Zeitpunkt wird der Leser hin-
sichtlich der Geometrie noch ausreichend mit der ,,Kunst des logischen Absicherns‘‘

in Beriihrung kommen. )
Der erstgenannte Autor hat die Abschnitte 2 bis 10 verfaBt, der zweitgenannte
Autor die anschlieBenden Abschnitte. Herr Kollege WussiNG hat dem Ganzen den

Abschnitt 1 vorangestellt. Wir danken ihm herzlich dafiir. In der Folgezeit wird
noch ein Erginzungsband (Spezialstudium) iiber Algebra erscheinen.

Dem VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften und den Herausgebern, insbeson-
dere Herrn Prof. Dr. W. ENerL, danken wir fiir die Moglichkeit, mit diesem Band
einen Beitrag zur Studienbiicherei ,,Mathemaitik fiir Lehrer leisten zu kénnen. Unser
Dank gilt aber auch Herausgebern und Kollegen, die mit ihren kritischen Bemer-
kungen zum Manuskript unser gemeinsames Anliegen geférdert haben. Besondere
Anerkennung verdient schlieBlich die sorgfiltige Arbeit des VEB Druckhaus ,,Maxim
Gorki* in Altenburg.

Zur weiteren Gestaltung und zukiinftigen Verbesserung des Bandes wiinschen wir
uns eine moglichst vielfiltige Reaktion der Leserschaft, insbesondere der Studenten,
die danach arbeiten, der danach Lehrenden und der Lehrer, die zum Zwecke des
Auffrischens ihrer Kenntnisse das Buch zur Hand nehmen. Mégen uns viele Zu-
schriften erreichen. Eine auf offizielle Rezensionen beschrinkte AuBerung wire uns
nicht ausreichend.

Greifswald und Rostock, August 1973
JURGEN FLACHSMEYER
Lupwic ProHASKA
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1. Bemerkungen zur Geschichte der Algebra

HaNs WussING

I

Innerhalb der Mathematik der Neuzeit stellte die Algebra ein auBerordentlich um-
fangreiches, in ihren Zielen weitgespanntes und in Methode und Inhalt weitreichendes
mathematisches Gebiet dar. Auch heute befindet sie sich in rascher Entwicklung.

Die Anfiinge der Algebra reichen weit zuriick. Der Begriffsinhalt und damit ihre
Zielstellung unterlagen dabei einer langen historischen Entwicklung. Etwas verein-
facht kann man die Geschichte der Algebra folgendermaBen periodisieren: Erste
implizite algebraische Denk- und Arbeitsweisen treten uns bereits in den friihen
Klassengesellschaften Chinas, Indiens, Agyptens und Mesopotamiens entgegen;
einige Nachwirkungen davon sind in der hellenistischen Antike nachweisbar und
gewannen dort insbesondere bei DIOPHANTOS VON ALEXANDRIA (um 250 u.Z.)
ansatzweise explizite Gestalt. Eine zweite Periode kénnte man als Periode der Ent-
wicklung der Algebra zur selbstindigen mathematischen Disziplin bezeichnen. Sie
reicht von der rechnerisch-algebraisch orientierten islamischen Mathematik des
9. und 10. Jahrhunderts iiber die Rechenmeister und Cossisten der europiischen
Renaissance bis hin zum Ausgang des 15.Jahrhunderts. Wahrend einer dritten
Periode gewann die Algebra im 17. und 18. Jahrhundert den hauptsichlichen
Begriffsinhalt als Kunst, Gleichungen aufzulésen; als natiirlicher Abschlul dieser
Periode konnen die endgiiltigen, liickenlosen Beweise des Fundamentalsatzes der
Algebra durch CARL FRIEDRICH Gauss (1777 —1855) angesehen werden.

Mit Gauss, ABEL, GaLois und anderen beginnt sich, zunichst allerdings nur in
impliziter Gestalt, eine neue Form algebraischen Denkens herauszubilden, die auf
das Studium algebraischer Strukturen abzielt. Am Ende des 19. und am Anfang des
20. Jahrhunderts vollzog sich auch @uBerlich eine radikale Wendung von einer als
Gleichungstheorie verstandenen Algebra zur Algebra als Disziplin, welche die Er-
forschung (algebraischer) Strukturen zum Gegenstand hat.
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II

Die altigyptische Mathematik im 2. Jahrtausend v.u.Z. besaB insofern Ansatz-
punkte zur Algebra, als sie imstande war, lineare Gleichungen mit einer Variablen
exakt zu behandeln und fiir die Variable einen feststehenden Terminus besaB,
nimlich das Schriftzeichen hau, das Haufen oder Menge bedeutet, als Symbol fiir die
zu bestimmende GréBe oder Menge.

Im engeren Sinne echt algebraische Ansitze finden sich in der hochentwickelten
Rechentechnik der sogenannten babylonischen Mathematik. Die Analyse jener
Rechengiinge auf mesopotamischen Keilschrifttafeln aus dem 1. Jahrtausend v. u. Z.
zeigt bei auBerordentlich komplizierten Aufgaben eine erstaunliche Geschicklichkeit
im Umformen von Gleichungen. Es werden u. a. zweckmiiBige HilfsgroBen eingefiihrt;
wenn mehrere Variable auftreten, werden GroBen eliminiert. Es zeigt sich weiter,
daB die Rechnungen im Grunde so verlaufen, wie wir heute an solche Rechen-
aufgaben herangehen wiirden (vgl. [7, S. 46]).

In diesen Zusammenhiingen vollzog sich der Ubergnng zu einer zwar unvoll-
stindigen, aber doch durch Konvention fixierten , Formel“‘-Schreibweise und die
Ausbildung einer Art Fachterminologie. Zum Beispiel repriisentierten die Worte tab
bzw. lal die Operationen der Addition bzw. Subtraktion, die zugleich die Rolle von
,,Vorzeichen* spielten. Es gab ein inneres Liickenzeichen nach Art einer Null im
sexagesimalen Zahlensystem, und es gab in der G trie einen feststehenden
Terminus als Zeichen der Gleichheit zweier Seiten. SchlieBlich verdichteten sich im
Laufe der Zeit die Texte zu einer ideographischen Kurzschreibweise von algebra-
ischem Charakter.

Die griechisch-hellenistische Mathematik nahm etwa seit dem Ende des 4. Jahr-
hunderts v. u. Z. den Charakter einer geometrischen Algebra an (vgl. dazu [1, 7]).
In Anbetracht der unbewiltigten Probleme des Umgangs mit dem Unendlichen und
insbesondere der Problematik der inkommensurablen GréBen (u. a. der irrationalen
Zahlen) wurden algebraische Probleme mit Hilfe geometrischer Konstruktionen
behandelt. Beispielsweise wurden quadratische Gleichungen mittels der Methode der
Flichenanlegung gelést. Erst gegen Ende der Antike traten auch Elemente einer
,,algebraischen Algebra‘ wieder hervor, insbesondere bei DIOPHANTOS VON ALEXAN-
DRIA. Sein Hauptwerk, die Arithmetik, verwendete feste Symbole fiir die gesuchte
Zahl (vermutlich einen abgewandelten Buchstaben des griechischen Alphabets) und
fiir deren k-te Potenzen, k = 4-1, +2,..., 4 6. Fiir die Subtraktion hatte Dio-
PHANTOS ebenfalls ein festes Zeichen, eine Art umgekehrtes y; fiir die Gleichheit
verwendete er den Buchstaben :, den ersten des griechischen Wortes too:, das
gleich bedeutet.
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III

Die Mathematik der Linder des Islam (d. h. die sogenannte arabische Mathematik)
nahm wesentliche Teile der weiterentwickelten indischen sowie der hellenistischen
Mathematik in sich auf und erreichte, insbesondere auch bei der Fortfiihrung der
rechnerisch-&lgebmischén Ansiitze der indischen Mathematik, eine bedeutende
Hohe.

Das Wort Algebra geht zuriick auf den Titel eines Buches des aus Choresm (heute
Chiwa) stammenden aL-HwArazmi (780?—850?). Er lautet Hisdb aljabr w’almu-
gdbalah und bedeutet soviel wie ,,Buch von der Ergiinzung (aljabr) und der Aus-
gleichung (almugdbalah)“. An Hand von Must.erbelsplelen erlautert der Autor dort
die Verfahren zur Auflésung von Gleich Beispielsweise wird in einer Gleichung,
die wir als 13z — 5 = 7z + 4 schreiben wurden, die linke Seite um 5 ,ergiinzt*,
weil dort ein negativer Term vorkommt; diese 5 muB dann rechts ebenfalls ,,ergiinzt‘
werden. Dann folgt ein zweiter Schritt, die ,,Ausgleichung‘‘ der mit = behafteten
Glieder in der Gleichung 13z = 7z 4 9. Es ergibt sich 62 = 9 und damit die Losung

3

F=—y
2

Dieses schrittmachende Buch von aL-HwAirazmi erlangte eine groBe Verbreitung
und wurde vom 12. Jahrhundert an auch in Europa bekannt. Der Buchtitel, ins-
besondere das erste Wort aljabr, wurde allméhlich zum Synonym fiir die dort ver-
wendeten Methoden der Auflsung von Gleichungen; so entstand das Fachwort
Algebra durch Latinisierung des arabischen Wortes. Jedoch schufen erst die Ent-
wicklung des Friihkapitalismus und der damit verbundene Ubergang von der
Natural- zur Geldwirtschaft das allgemeine gesellschaftliche Bediirfnis zur um-
fassenden Anwendung von Rechenmethoden. Den Rechenmeistern des 15. und 16.
Jahrhunderts — in Deutschland wurde ApaM RiES (1492 —1559) am bekanntesten —
dankt man u. a. die Einfiihrung der indisch-arabischen Ziffern, das damals als sehr
schwierig empfundene Rechnen mit Briichen, die kalkiilmiBige Durcharbeitung der
vier Grundrechenarten und des Radizierens und die Einfiihrung erster Symbele fiir
die Rechenoperationen und Unbekannten. Beispielsweise verwendete Luca PacroLr
(1445—1515) die Zeichen $ und # fiir plus und minus. Im Rechenbuch des JOHANN
WIDMANN (geb. um 1460) aus dem Jahre 1489 traten, vermutlich zum erst
die Zeichen + und — im Druck auf. Der englische Arzt R. RECORDE (15107 — 1558)
schlug 1557 den Gebrauch des heutigen Gleichheitszeichens vor, es setzte sich jedoch
erst im 17. Jahrhundert durch. )

Unter der Bezeichnung Cof oder cossische Kunst — welche auf die italienisct
Benennung cosa (Sache) fiir die Variable in Gleichungen zuriickgeht — erreichte die
Verwendung von Symbolen und Abkiirzungen schon im 16. Jahrhundert einen recht
hohen Stand, in Deutschland durch das Wirken von Cur. Ruporrr (15007 —1545%)
und MicHAEL STIPEL (1486—1567), in Frankreich durch N. CHUQUET (} um 1500),
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in Italien durch RarAEL BomBELLI (16. Jahrhundert), HreroNiMo CarDANO (1501
bis 1576) und andere.

Die endgiiltige Herausbildung der Algebra vollzog sich erst am Ausgang des 16.
und zu Anfang des 17. Jahrhunderts. Insbesondere schuf FraNGors VIETA (1540 bis
1603) mit seiner — natiirlich an Vorgingern orientierten — durchgebildeten Buch-
stabena.lgebra. die er im Unterschied zum Rechnen mit konkreten Zahlen als logistica
.specwaa (etwa: prachtvolle Rechenkunst) bezeichnete, ein einheitliches algebraisches

ystem. Durchgehend hat Viera die Variablen (Unbekannten) durch

=l

dle Vokale A, E I 0, U, Y und die bekannten GroBen durch die Konsonanten B,
C,D,... hnet; er verwendete u. a. die Zeichen 4 und —, geschweifte Klam-
mern, den Bruchstrlch als Zeichen der Division, das Wortchen in als feststehendes
Kurzzeichen der Multiplikation. Die Gleichheit zweier Terme driickte VIETA noch
durch die Worte aeguibitur oder aequale aus. (Die heute fast allgemein gewordene
Verwendung der letzten Buchstaben z, y, z des Alphabets fiir die Variablen geht auf
RENE DESCARTES (1596 —1650) zuriick.) Insgesamt trat durch Viera die Algebra
als neuer Zweig der Mathematik gleichberechtigt neben die Geometrie, die bis dahin
weitgehend mit Mathematik iiberhaupt identisch gewesen war, hatte es bisher doch
nur dort echte mathematische Siatze und Beweise gegeben.

Zu Beginn des 16. Jahrhunderts traten in Verbindung mit den sich rasch ent-
faltenden friihkapitalistischen Produktionsverhiltnissen auch bedeutende mathe-
matische Leistungen hervor, darunter insbesondere bei der Behandlung algebraischer
Gleichungen. So fand um 1500 Screro pEL FERRO (14657 —1526) die algorithmische
Auflésung der kubischen Gleichung; doch blieb sie unpubliziert. Unabhingig davon
gelangte der Rechenmeister N1ccoLd TARTAGLIA (15002 —1557) im Jahre 1535 zu
eben derselben Losung und teilte sie 1539 unter dem Siegel der Verschwiegenheit dem
Universititsprofessor CARDANO aus Milano mit, der jedoch eidbriichig TARTAGLIAS
Methode — zusammen mit der von seinem Schiiler Lupovico FERRARI (1522 —1565)
herrithrenden Losungsmethode fiir die Gleichung vierten Grades — in seiner Ars
magna von 1545 versffentlichte.

Fiir die allgemeinen algebraischen Gleichungen héheren als vierten Grades suchten
die Mathematiker der nachfolgenden Generation mit auBergewdhnlicher Anstrengung
nach analogen Losungsverfahren, d.h. nach Losungen, die sich durch Wurzel-
schachtelungen darstellen lassen. Voriibergehend glaubte EHRENFRIED WALTER VON
TScHIRNHAUS (1651—1708) durch geeignete Variablensubstitution (Tschirnhaus-
Transformation) die Gleichungen aller Grade so umformen zu kénnen, daB eine
Auflosung moglich sein miisse, doch diese und weitere Hoffnungen zerschlugen sich.
Am Ende des 18. Jahrhunderts wurde es zweifelhaft, ob eine derartige Losung des
Problems mit den bisherigen Methoden iiberhaupt méglich sein werde; JosErH
Louis LAGRANGE (1736—1813) sprach dies 1770/71 als erster aus. Der Italiener
Paoro RUFFINI (1765 —1822) konnte von 1799 an Schritt fiir Schritt einen im wesent-
lichen vollstindigen Beweis dafiir erbringen; daB die allgemeine Gleichung fiinften
Grades nicht in Radikalen losbar ist. Unabhingig von RUFFINI gelangte 1824 der
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Norweger N1eLs HENRIK ABEL (1802—1829) zum gleichen Ergebnis und konnte
zwei Jahre spiiter den Beweis liefern, daB die allgemeine Gleichung hoheren als vierten
Grades nicht durch Radikale 16sbar ist.

Die Frage nach der Existenz der Wurzeln algebraischer Gleichungen war schon
seit der Renaissance bewuBt gestellt worden und hatte iiberdies in der Folgezeit
philosophisch und mathematisch schwierige Fragen des Umgangs mit imaginiren
(wortlich: eingebildeten!) und komplexen Zahlen aufgeworfen (vgl. [10, 13]). ALBERT
GreaRD (1595—1632) formulierte 1629 unter Einbeziehung komplexer Zahlen den
Satz, daB jede algebraische Gleichung n-ten Grades genau n Wurzeln besitzt. Doch
erst (Gauss konnte, nachdem 1746 bereits: JEAN BAPTISTE LE ROND D’ALEMBERT
(1717—1783) Wesentliches beigetragen hatte, im Jahre 1796 seinen ersten liicken-
losen Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra geben.

Auch andere Elemente der klassischen Algebra reichen weit in die Vergangenheit
zuriick und fanden wihrend der Neuzeit ihre Durchbildung. Beispielsweise war die
Behandlung linearer Gleichungssysteme schon im mittelalterlichen China hoch-
entwickelt; die in der sogenannten fang-cheng-Methode verwendeten Ideen stehen
dem Gebrauch von Determinanten und Matrizen sehr nahe. Bei GoTTFRIED WILHELM
Lemexiz (1646 —1716) scheint sich zum erstenmal eine allgemeingiiltige Definition
der Determinanten vorgefunden zu haben, die indessen in Vergessenheit geriet. So
begann eine moderne Theorie der Determinanten 1750 mit dem Schweizer Mathe-
matiker GABRIEL CRAMER (1704 —1752); der Ausbau erfolgte u. a. durch AueusTIN-
Lovuis CAucHY (1789—1857) und CarL GusTav JacoB Jacosr (1804—1851). Die
Priizision der Losungsverhiltnisse bei m linearen Gleichungen in n Variablen — wozu
auch die entscheidende Begriffsbildung des Ranges einer Matrix gehort — verdankt
man der britischen algebraischen Schule um ArTHUR CAYLEY (1821—1895) und
James JosEPH SYLVESTER (1814 —1897) sowie LEoroLp KRONECKER (1823 —1891)
und GEorG FROBENIUS (1849 —1917).

Mit der Entwicklung kapitalistischer Produktionsverhltnisse, insbesondere seit
der industriellen Revolution, ergingen eine Vielzahl von direkten und indirekten
Impulsen an die Entwicklung der Naturwissenschaften und der Mathematik. Unter
anderem nahm auch die Algebra wihrend des 19. Jahrhunderts einen raschen Auf-
schwung. Noch innerhalb einiger Bestandteile der klassischen Algebra, insbesondere
der Auflésungstheorie algebraischer Gleichungen, entwickelten sich Elemente der
kiinftigen Strukturalgebra. Beispielsweise ist die Theorie der sogenannten GauBschen
Perioden identisch mit der Untersuchung der Untergruppen der Galoisschen Gruppe
der Kreisteilungsgleichung ; hieraus entnahmen ABEL und EVARISTE GaLo1s (1811 bis
1832) wesentliche Anregungen. Durch ABEL wurde der Begriff Gruppe zu einem
mathematischen Fachausdruck ; er untersuchte endliche kommutative Permutations-
gruppen bei der Frage der Bestimmung aller in Radikalen auflésbaren algebraischen
Gleichungen. Gavors erkannte die Bedeutung der Normalteiler und konnte jeder
algebraischen Gleichung eine (Permutations-)Gruppe zuordnen, aus deren Struktur
auf die Losungsverhiltnisse der Gleichung geschlossen werden kann, insbesondere
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wird entscheidbar, ob sie in Radikalen auflosbar ist. KRONECKER stellte 1870 ein
erstes explizites Axiomensystem fiir eine endliche, kommutative Gruppe auf; im
selben Jahr erschien die bedeutende Monographie Traité des substitutions et des
équations algébriques von CAMILLE JORDAN (1838—1922). Am Ende des 19. Jahr-
hunderts hatte sich der Begriff der Gruppe — entstanden aus zunichst impliziten
gruppentheoretischen Denkformen in Zahlentheorie, Geometrie und Auflésungs-
theorie algebraischer Gleichungen — als erster abstrakter algebraischer Struktur-
begriff herausgebildet.

Ahnlich entwickelten sich, in Anlehnung an das methodische Vorbild der Gruppen-
theorie, die abstrakte Korpertheorie, die Idealtheorie und die Theorie der hyper-
komplexen Systeme. Dabei wurden bei Studien iiber mégliche Axiomensysteme auch
nichtkommutative Verkniipfungen innerhalb einer Menge mit doppelter Verkniipfung
analysiert. Auf diesen Gebieten vollbrachten u. a. Sir WiLriam Rowan HaMILTON
(1805—1865), ErNsT EpUARD KUMMER (1810—1893), GEORGE BooLE (1815—1864),
KroNEFRER und R1cEARD DEDEEIND (1831 —1916) bedeutende Forschungsleistun-
gen. Die ausfiihrliche, immer wieder nachgedruckte Lehrbuchdarstellung der klas-
sischen Algebra durch HerNricE WEBER (1842—1913) von 1895/96 stand geradezu
symbolisch am Ende dieses Abschnittes der Entwicklung der Algebra.

Auf der Grundlage der mengentheoretischen Durchdringung der gesamten Mathe-
matik und unter der Wirkung des sogenannten ,,Zahlberichtes* (1897) von Davip
HrBERT (1862—1943) sowie der Theorie der algebraischen Korper (1910) von ERNstT
STEINITZ (1871 —1928) kam es zu Anfang der zwanziger Jahre unseres Jahrhunderts
zu einem qualitativen Umschwung innerhalb der Algebra.

Die hochbedeutende Mathematikerin EMmy NoETHER (1882 —1935), die 1933 von
den Faschisten aus Gottingen vertrieben wurde, EMIL ArTIN (1898 —1962) und deren
Schiiler wie HELMUT HASSE (* 1898), 0. ScHREIER (1901 —1929), W. KRULL (1899 —1971)
erhoben die Untersuchung der algebraischen Strukturen in ihrer abstrakten Form,
also losgeldst von einer Reprisentation durch ,konkrete* mathematische Objekte,
zum Gegenstand der Algebra. Wegbereitend wirkte hier das Lehrbuch Moderne
Algebra (1930/31) von BARTEL: LEENDERT VAN DER WAERDEN (% 1903).

Obwohl die Wissenschaft der Gegenwart in den sozialistischen und kapitalistischen
Staaten giinzlich anderen gesellschaftlichen Interessen dient, ist sie doch allgemein in
rascher Entwicklung begriffen. Die Sowjetunion und die USA besitzen gegenwirtig
die stiirksten und erfolgreichsten mathematischen Zentren, darunter auch hervor-
ragende algebraische Schulen. Hier, aber auch anderswo, entwickelten sich in Wechsel-
wirkung mit den Anwendungsgebieten der Algebra (Topologie, Funktionalanalysis,
algebraische Geometrie, theoretische Physik, Computertechnik) rasch neue Teil-
gebiete der Algebra, darunter die Theorie der Kategorien, die Verbandstheorie und
die Theorie der Halbgruppen. Fiir diese umfassende, vom strukturellen Denken
gepriigte und auf die Herausarbeitung des Allgemeinen, des vom algebraischen
Standpunkt Wesentlichen abzielende Algebra scheint sich in jiingster Zeit eine neue
Bezeichnung, Allgemeine Algebra, einzubiirgern.
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2. Der n-dimensionale reelle Zahlenraum

24.  Abstrakte Erklirung des R*

Definition 1 (n-dimensionaler reeller Zahlenraum, R"). Unter dem n-dimen-
sionalen reellen Zahlenraum — dem R* — versteht man das n-fache kartesische
Mengenprodukt der Menge der reellen Zahlen R mit sich selbst:

R* =RXRX+ XR = [(Zy, Zp, eee, Zp): Z ER, 4 =1, ..0,m)0
n-mal
Die Elemente von R* (auch Punkte des R* genannt) sind also (geordnete) n-Tupel
reeller Zahlen

T = (1, Ty, +vr) Tu)s

Die das n-Tupel & konstituierenden n reellen Zahlen z,, Z,-..., %, heiBen die
Komponenten oder auch Koordinaten von @, und z; ist die i-te Komponente bzw. i-te
Koordinate von x. .

Unter der Gleichheit von zwei n-Tupeln @ und y wird gemiB der Produktmengen-
erklirung die koordinatenweise Gleichheit verstanden. Zwei Elemente @, y des R*
sind also genau dann voneinander verschieden, wenn sie sich wenigstens in einer
Komponente unterscheiden.

2.2.  Veranschaulichung des R*

. Eine Art der Veranschaulichung des R* fiir die Fille » = 1, 2, 3 besteht in der
Deutung der Elemente des R" als Punkte einer ,,Zahlengeraden‘ (R‘(= R)), einer
,.Zahlenebene* (R?) bzw. eines ,,Zahlenraumes* (R?). Sie wird euklidische Ver-
anschaulichung genannt. Abbildung 1 verdeutlicht die genannten Fille.

. Eine andere Art der Veranschaulichung des R", n beliebige natiirliche Zahl,
besteht in der Deutung der Elemente des R* als Abbildung einer n-elementigen
Menge, etwa der Menge (1, 2, ..., n}, in die Menge R der reellen Zahlen. Abbildung 2

—

3]
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zeigt die Veranschaulichung von @ als Funktion @: (1,2, ...,2} - R (:c = (2, %y,
S x,.)). Diese Veranschaulichung nennen wir die fasernweise oder schichtenweise
Veranschaulichung des R". Der R* wird aus » Schichten, jeweils bestehend aus R,
aufgebaut gedacht. Ein Punkt des R*, kann dann als ein ,Faden“ aufgefaBt
werden, der sich durch die Schichten an den Stellen z; bzw. z, ... bzw. z, zieht.

ox=(x7,X3, X3)

————?x=(x1,x2) |
2 | -
7 ! 7
a0 7 % 0 72 o
Abb. 1
I
; X; — RXn-1
\
7¢ 2¢ 3¢9 e e e \ ¢
7 N\
%,  Abb.2

2.3. Arithmetische Struktur des R"

Mit den reellen Zahlen, mit den Elementen des R!, kann man rechnen. Das Rechnen
iibertragt sich in bestimmter Weise auch auf die Elemente des R". Solch eine Situation
ist fiir » = 2 schon im Zusammenhang mit den komplexen Zahlen aufgetaucht. Die
dort interessierende Addition war die koordinatenweise Addition wihrend die dortige
Multiplikation sehr wohl von der koordinatenweisen Multiplikation verschieden ist.
Die zu erklirenden, Operationen hiingen ganz von dem verfolgten Zweck ab! In der
linearen Algebra benétigt man in erster Linie eine Addition von Elementen des R”
und eine Multiplikation cines Elementes des R* mit einer reellen Zahl.

Definition 1 (Koordinatenweise Addition und Multiplikation mit einem Skalar

im R*). Es seien @,y € R" mit & = (2, Xy, ..., %), Y = (Y1, Y2, .-+, Yn). Ferner sei
o« € R. Unter der koords: isen Addition im R® versteht man die folgende Ope-
ration:

4y = (T + YT+ Yo oeer Tn + Ya)s
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d. h., die i-ten Koordinaten von @ und von y werden jewcils addiert. Unter der
koordinatenweisen Multiplikation mit einem Skalar im R* versteht man die folgende
Operation:

& - = (o, &y, v.0, 6Ty),

IR
P

t. Anstelle von « - ®

d. h., die i-te Koordinate von & wird jeweils mit «
schreibt man vielfach auch nur az.

Bemerkungen.
1. Die koordinatenweise Addition im R" ist also eine Abbildung von R" x R" in den
R*; jedem Paar von reellen n-Tupeln wird wieder ein reelles n-Tupel zugeordnet:

+:R*x R* > R" vermige (®,y)—>ax +y fir x,ycR"

2. Die koordinatenweise Multiplikation mit einem Skalar im R" ist also eine Ab-
bildung von R X R* in den R”; jedem Paar aus einer reellen Zahl und einem n-Tupel
reeller Zahlen wird wieder ein reelles n-Tupel zugéordnet :

«:RxR" —R" vermége (x,®)—>ax fir « € R, & R".

Einem Sprachgebrauch der Physiker folgend, hat sich in diesem Zusammenhang
anstelle der Sprechweise von der Multiplikation mit einer reellen Zahl die Bezeich-
nung von der Multiplikation mit einem Skalar eingebiirgert.

3. Die beiden genannten Operationen verfolge man zweckmiBig unter Benutzung
der Veranschaulichungen des R". Die Addition wird in der ersten Veranschaulichung
als Addition ,,nach dem Krifteparallelogramm‘ wiedergegeben, im zweiten Falle
als iibliche ,,Funktionenaddition* oder ,,Superposition von Funktionen‘, wie man
auch sagt. Die Multiplikation mit einem Skalar bedeutet im ersten Fall eine radiale
Verschiebung des Punktes, im zweifen Fall eine Verzerrung der Funktion, hinzu
kommt in beiden Fillen bei « < 0 noch eine Spiegelung.

Die soeben betrachteten Operationen der Addition und der Multiplikation mit
einem Skalar geniigen gewissen Geset: Die grundlegenden ,,Rechenregeln* fiir
diese Operationen sind nachfolgend zusammengestellt.

Satz 1 (Grundeigenschaften der koordinatenweisen Addition und der Multipli-
kation mit einem Skalar im R®). Die im R* erklirte bindre Operation der koordinaten-
‘weisen Addition und die Multiplikation mit einem reellen Skalar haben die folgenden
Grundeigenschaften :

1. Fiir die Addition + gilt:
1.x +.y =y + @ fir alle ®, y € R" (Kommulativitit der Addition).
2. (@ +y) +2==2x+ (y + 2) fir alle x,y, 2 € R* (4ssoziativildt der Addition).
3. Es gibt ein (eindeutig bestimmies) Element 0 ¢ R, so daf ® + 0 =& fiir alle
x € R" ist (Existenz und Einzigkeit des Nullel ts).




2.3. Arithmetische Struktur des R* 21

4. Zu jedem x € R™ existiert ein (eindeutig bestimmies) Element, bezeichnet mit —,
fiir welches & + (—&) = 0 ist (Existenz und Einzigkest des Inversen).
I1. Fiir die Multiplikation mit einem reellen Skalar gilt:

5.1.x = fir alle x ¢ R".
6. (x-B)x = «(fx) fiir alle «,p € R und alle ® € R" (Assoziativitit der Multi-
plikation mit einem Skalar).

II1. Fiir das Z spiel der koordinat isen Addition + mit der Multiplikation
mit einem reellen Skalar gilt:
7. (« + p) ® = o + px fiir alle «,8 € R und alle @ € R* (Distributivitit der
Multiplikation mit einem Skalar beziiglich der Addition von Skalaren).

8. a(® + y) = ax + ay fir alle x € R und alle x,y € R* (Distributivitit der
Multiplikation mit esnem Skalar beziiglich der koordinat isen Addition).

Bemerkungen.

1. Die in der Gruppe I zusammengefaiten Rechenregeln fiir die Operation der
koordinatenweisen Addition sind uns schon mehrfach fiir andere Operationen
begegnet. Und zwar gehorcht die Addition im Bereich der ganzen Zahlen, im Bereich
der rationalen Zahlen, im Bereich der reellen Zahlen, im Bereich der komplexen
Zahlen und die Multiplikation im Bereich der von Null verschiedenen rationalen
Zahlen, im Bereich der von Null verschiedenen reellen Zahlen, im Bereich der von
Null verschiedenen komplexen Zahlen formal den gleichen Grundregeln. Hier bietet
sich also im Sinne eciner Denkikonomie eine Heraushebung dieses Umstandes in
Form eines eigenstindigen Begriffes an, zumal wir noch weitere ‘Bereiche kennen-
lernen werden, die gleichartig strukturiert sind. Es hat sich fiir den emschlag)gen
Begriff die Bezcichnungsweise abelsche Gruppe eingebiirgert. Eine syst
Analyse dieses Begriffes erfolgt in der Gruppentheorie (vgl. hierzu Kap. 12).

Wir sagen kurz: Der R" bildet beziiglich der koordinatenweisen Addition eine
Gruppe.

2. Die aufgefiihrten Grundregeln sind natiirlich nicht die einzigen geltenden
Regeln hinsichtlich der Addition und der Multiplikation mit Skalaren im R". Bei-
spielsweise nennen wir noch folgende:

(i) Zu je zwei Elementen &,y € R" gibt eseinz € R* mitx + z. = y.

(i) Fiir jedes Element & ¢ R" gilt stets 0 - & = 0.

Noch viele andere mehr wiren zu nennen. Aber diese Regeln kann man alle aus
den ausgewidhlten Grundregeln ableiten, ohne auf die konkrete Definivion zuriick-
zugreifen, wie koordinatenweise addiert bzw. mit einem Skalar multipliziert wi-d.
Diese Tatsachen haben sich im Laufe der Mathematikentwicklung herausgestellt ur.d
zu dem sogenannten axiomatischen Verfahren bzw. zum deduktiven Aufbau in de -
Mathematik gefiihrt. Was dabei jeweils als Grundregel ausgewihlt wird, unterliegu
in einem bestimmten MaBe dem Belieben. Konkrete Angaben hierzu findet man etwa
in der Gruppentheorie.
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3. Nach dem Assoziativgesetz der Addition im R” ist bei drei Summanden die Art
der Klammerung ohne EinfluB auf das Ergebnis, es kann daher eine Klammerung
iiberhaupt unterbleiben, genauso wie das auch schon beim Rechnen mit Zahlen
erfolgte. Entsprechend hierzu hat dann auch eine k-gliedrige Summe im R" einen
wohlbestimmten Sinn:

k
X =i, ®; € R~
i=1
Die binéire Operation der koordinatenweisen Addition + im R" ist zu einer k-nidren
Operation im R* ausgedehnt worden:

k
X :R*XR*x - X R"—R".
=1 k-mal
4. Anstelle von x + (—y) schreibt man kiirzer & — y, genauso wie dasauch fiir das
Zahlenrechnen iiblich ist.
Beweis des Satzes.
Zul.1.Essei®,y € R* mit & = (2}, %y, ..., %), Y = (Y3, Y2, -+, Ya). Esist
T4y = (& + Y, % + Y2 ---» % + Yn)
und
Y+x&=U+2,Y%+ ..., Y + Za)-
Infolge der Kommutativitit der Addition der reellen Zahlen haben wir z; 4 y;
=y; + «; firallei € (1,2, ..., 7). Also stimmen & + y und y + ® koordinatenweise
iiberein, d. h. aber gerade & + y=y+a
Die anderen Eigenschaften werden ganz analog bewiesen. Wir vermerken lediglich
noch folgendes:
Zul.3.Esist 0 =(0,0,...,0) — das n-Tupel reeller Zahlen, wo jede Koordinate
0 ist.
Zul. 4. Esist —®& = (—z,, — %, ..., —,), sofern & = (x,, z,, ..., Z,) ist.

2.4.  Ubungsaufgaben

1. Es bezeichne & die Menge aller reellen Polynome. Es handelt sich also um die folgende Menge:

n
= {P: P:R - R mit einer Darstellung P(z) = X a;a* fiir ein gewisses n ¢ N und gewisse
i=0

a; ¢ R}.
In 2 betrachte man die iibliche Addition und Multiplikation mit reellen Skalaren:
+:2XP>P (P+Q)(x):=P@) +Q), P,Qe#;

RX2->2 ) («P) (z) : = aP(x), aeR, Pe2.
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Man priife, welche der im Satz iiber die Gr ften der koordi i Addluon
und der Multiplikation mit einem reellen Ska.lar imR" g ten Rechengesetze fiir den B h
2 hinsichtlich der zu betrachtenden Op gelten

Entsprechend zur Auig&be 1 fnhm man eine analoge Ubsrpmfung fiir die folgenden Teilmengen
von 2 durch, wo ji di h

d 1 vorherbet Op gemeint sind:
8) Py, :=1{P:PcP,Plx)= E aaf mit n < my, 7, € N fixiert}. (2, ist die Menge der reellen

Polynome vom Grade hochstens no.)
b) 2\ 2,
c) #\ U?n, (no == k), k fixiert.

Fiir den Bereich Q der rationalen Zahlen seien folgende Operati betrachtet:

@:AXQA->QAmitrPs:=(—1)+(—8),78¢Q
(rechts die iiblichen Operationen in @Q);
O:RXxQ->Qmita@r:=0,x¢cR,7cQ.

Man iiberpriife wieder analog zur Aufgabe 1 fiir die beiden soeben erklirten Operationen, welche
der Grundregeln giiltig sind.
Aus den Grundregeln der Addition und Multiplikation im R" leite man die Giiltigkeit der folgen-
den Gleichungen ab:
~(~=) =
(—x)@& = —ax fir  ¢R undx ¢R",
o -0 = 0 fiir « € R und das Nullelement 0 aus R*. )
Weiterhin zeige man ebenso, lediglich unter Benutzung der Grundregeln, die Giiltigkeit der
Gleichungen

(6« — )@ = ax — f fir x.f ¢R und x ¢R",

(@ — y) = ax — oy fiir « ¢R und x,y e R".
(Bei Benutzung der Erklarung der Operationen i im R® a]s koordmatenwelse Addmon und Mulh-
plikation mit einem Skalar werden die i

Es kommt aber in dieser Aufgabe darauf an, ,daB man an Ha.nd der Herleitung aus den Grund-
regeln wirklich deren grundlegende Rolle mehr und mehr erkennt.)




3. Linearformen auf dem n-dimensionalen. reellen
Zahlenraum

31.  Ein einfilhrendes Beispiel. Erklirung der reellen Linearformen
“in n Variablen '

Es seien a,, ay, ..., a, gegebene reelle Zahlen, wobei etwa die GroBe a; den durch die
i-te Abteilung eines Betriebes erreichten Gewinn pro erzeugter Einheit angibt. Der
Gesamtgewinn des Betriebes hingt natiirlich von der von jeder Abteilung erzeugten
Menge ab, er berechnet sich als

%) + Ay + 0 + Gy,

sofern z; die von der i-ten Abteilung erzeugte Menge in Produktionseinheiten angibt.
) n
Jedes Produktionsergebnis (2;, 2, ..., ,) ergibt einen Gewinn von ) a;z;.

i=1
Die Art der funktionalen Abhingigkeit ist hierbei, wie man sagt, durch einen
reellen linearen Ausdruck in n reellen Variablen z,, «,, ..., x, bestimmt.

Definition 1 (Reelle Linearformen in n Variablen). Unter einer reellen Linear-
form in n reellen Variablen x,, %,, ..., , versteht man eine reelle Funktion auf dem R*,

f:R* >R,
mit dem folgenden Verlauf:
[@1; Tay oeey Ta) = @1%; + @sTy + -+ + ap2y
bei fest vorgegebenen reellen Zahlen a; € R, # =1, 2, ..., n, mit (,, 2y, ..., 2,) € R™.

Die gegebenen reellen Zahlen a,, ..., a, heiBlen die Koeffizienten der Linearform.
Es ist fiir f auch die Bezeichnung lineares Funktional auf dem R" iiblich.

Bemerkungen.

1. In der angefiihrten Definition ist hinsichtlich der Koeffizienten der betrachteten
reellen Linearform keine Forderung beziiglich Positivitit gemacht, wie das etwa in
dem obigen Beispiel naturgemif auftritt.

2. Im obigen Beispiel handelt es sich genauer gesagt also um eine reelle Linearform
mit positiven Koeffizienten und einem eingeschrinkten Definitionsbereich, in dem
namlich nur solche (zy, 2,, ..., ,) betrachtet werden, fiir die z; 20,7 =1,2,...,7n,
gilt.
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ibung und Vei

3.2. Abstrakte B

Abstrakte Beschreibung und Veranschaulichung der reellen

3.2.
Linearformen
Die reellen Linearformen auf dem R* kénnen als Funktionen durch ihr Verhalten
gegeniiber der arithmetischen Struktur des R" leicht wie folgt beschriehen werden.

Satz 1 (Reelle Linearformen als lineare Abbildungen). Es sei f: R* — R eine reelle
(%)

Funktion auf dem R™. Dann gilt: f ist eine reelle Linearform, d. h., es gibt endlich viele

reelle Zahlen a,, a,, ..., a, mit
n
f(@s 23, -0y 24) =_Z;aixi
fiir alle (x,, ..., z,) € R* & f st eine lineare Abbildung von R™ in R, d. h., f hat beziiglich
isen Addition im R* und der Multiplikation mit reellen Skalaren die

der koords:
folgenden Eigenschaften:
1. f(® + y) = f(@) + [(y) fir alle 2,y € R" (Additivitit der Funktion f).
2. f(ax) = f(x) fiir alle « € R und x € R* (Homogenitit der Funktion f).
Bemerkung. Die Eigenschaften 1 und 2, die Additivitdt und die Homogenitit
von f, kann man natiirlich zu einer einzigen Eigenschaft (Linearitit von f) zusammen-

ziehen:
Hox + By) = af(®) + Bf(y)
fiir alle &, 8 € R und alle &, y € R". Per Induktion folgt dann auch

k ¥
/(Z 0‘.'1‘.') =23 aif(x;)
i=t i=1
bei «; € R fiir beliebiges k € N.
Beweis des Satzes. Der Aussagenteil ,,= ist nach Erklirung der arithme-

tischen Struktur des R* klar.

Zu ,,&": Es sind Zahlen a; € R zu finden, so daB f eine Darstellung () hat. Bei

einer gegebenen Linearform f haben die a; folgende Bedeutung:
,0),

mit e =(0,...,1,...

a; = f(e;)
wobei in dem n-Tupel ¢; lediglich an der i-ten Stelle eine 1 steht und sonst lauter
Nullen vorkommen. Man wird also auch bei einer gegebenen linearen Ahbildung f

den Ausdruck
& = (&1, T, +++ 5 Tn)

@) = 3 flen z;

i=1

mit
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zu bestiitigen suchen. Das gilt auch wirklich wegen der méglichen Darstellung

n
x =) ze; mit e =(0,...,1,...,0).
i=1 i-te Stelle

Damit ist der Satz bewiesen.

Fiir die Fille n = 1 und n = 2 lassen sich die Linearformen auf dem R durch ihre
Funktionsgraphen gut veranschaulichen, wenn man dabei fiir den R! X R! bzw.
R? X R! die euklidische Veranschaulichung wihlt (vgl. die erste Art der Veranschau-
lichung des R* in 2.2.).

Die Linearformen auf dem R!' entsprechen genau den siémtlichen Ursprungs-
geraden im R3, ausgenommen diejenige, die senkrecht zur Grundgeraden steht. Die
Linearformen auf dem R? entsprechen genau den simtlichen Ursprungseb im RS,

§ Fx,.x,) =07 X, + 0y X5

Gla)= ey x 2,58
Hlx)=ocs X
Xp /
Abb. 3
ausgenc diejeni die senkrecht zur Grundebene stehen. Abbildung 3

zeigt Funktlonsgraphen der Linearformen auf dem R! und dem R% (Unter Heran-
ziechung von Schulkenntnissen mache man sich die geometrische Bedeutung der
Koeffizienten der Linearformen f(z) = ax bzw. {(z;, ;) = x;%; + a,%, klar.)

Fragt man nach einer Veranschaulichung der Linearformen auf dem R® unter
Benutzung der faserweisen Veranschaulichung, so wird man auf folgendes gefiihrt.
Die Linearformen des R* entsprechen genau den simtlichen Punkten des R*, und
zwar die Linearform f(z) = o2, + -+ + x4%, genau dem Punkt (o, xg. ..., &)
Eine Linearform auf dem R* ist eindeutig durch das geordnete n-Tupel ihrer Ko-
effizienten bestimmt. Mit den Punkten des R® kénnen arithmetische Operationen
ausgefiihrt werden. Vermoge der angegebenen Entsprechung zwischen den Linear-
formen und Punkten des R® kann man also in natiirlicher Weise auch fiir die Linear-
formen arithmetische Operationen erkliren, was jetzt niher erértert werden soll.
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3.3.  Arithmetische Struktur im Bereich der Linearformen des R*

Es bezeichne #(R") die Menge aller reellen Linearformen auf dem R". Die erwihnte
Zuordnung zwischen den Punkten des R* und den Linearformen-auf dem R" stellt
eine eineindeutige surjektive Abbildung ®: R* — #(R") dar. Der Verlauf von & ist
dabei bestimmt durch

Oy):=f mit f@) =y% + %aT + 0+ YnTn

fiir alle ® = (2,, @y, ..., ¥,). Mittels dieser Abbildung @ kommt eine Ubertragung
der arithmetischen Struktur des R™ in die Menge aller Linearformen auf dem R”
zustande, niamlich

2(y) + P(z) : = Py +2),
ad(y) : = D(ay).

Nun ist aber noch auf eine formal andere Weise eine Addition und eine Multi-
plikation mit reellen Skalaren fiir die Linearformen erkléirt, und zwar die punktweise
Addition (Superposition) der Linearformen und die punktweise Multiplikation mit
einem reellen Skalar, denn es handelt sich ja bei den Linearformen um Abbildungen
vom R" in R.

Definition 1 (Punktweise Addition (Superposition) von reellen Funktionen und
punktweise Multiplikation mit Skalaren). Es sei X eine beliebige nichtleere Menge,
f und g seien zwei beliebige reelle Funktionen auf X :

f:X—->R, g¢g:X->R.

Unter der punkiweisen Summe der Funktionen f und g versteht man diejenige Funk-
tion h: X — R, die den folgenden Verlauf hat:

h(z) = f(x) 4+ g(x) fiiralle z¢ X.

Man schreibt iiblicherweise fiir diese Summe f + g.
Unter dem punkiweisen Produkt der Funkiion f: X — R mit einem reellen Skalar
« € R versteht man diejenige Funktion %: X — R, die den folgenden Verlauf hat:

h(z) = «f(x) fiiralle € X.
Man schreibt iiblicherweise fiir dieses Produkt «f.

Bemerkung. Diese punktweise vollzogenen Operationen fiir reelle Funktionen
sind uns schon in dem Spezialfall der koordinatenweisen Addition und Multiplikation
mit Skalaren im R* begegnet, wenn man die Elemente von R" als Funktionen @ :
(1,2,...,n) - R auffaBt. Hinsichtlich der vorhin erklirten Operationen fiir
reelle Linearformen haben wir den folgenden
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Satz 2 (Punktweise Operationen fiir Linearformen, widergespiegelt an ihren
Koeffiziententupeln). In der Menge £(R") aller reellen Linearformen auf-dem R®
stimmt die punktweise Addition von Linearformen mit der Addition iiberein, die aus der
Addition der Koeffiziententupel hervorgeht. Ebenso stimmt die punktweise Multiplikation
einer Linearform mit einem Skalar mit der Multiplikation iberein, die aus der ent-
sprechenden Multiplikation des Koeﬂwzzententupels mit dem Skalar hcrvorgeht
In Diagrammform: f, g € Z(R"), y, z ihre entsprechenden Koeffizient

P

fg * |+ g (punkiweise) f ——— of (punktweise)

y,2t > y + 2 (koordinatenw.) y ——— ay (koordinatenw.)

Beweis. Es sei y = (41, Y5, .-, Ya) und 2 = (2, 23, ..., 2,). Dann gilt fiir jedes
& = (2, %3, +.., &,) aus dem R®

f@) = 5 v, ) = P

Die durch die koordinatenweise Addition der Koeffiziententupel hervorgehende
Linearform ist

M) = 5 i+ 2) .

Die durch die punktweise Addition hervorgehende Linearform ist f 4 g mit
(40 @ =f@ + o) = 3 v + 5 .

Durch eine andere Anordnung ergibt sich
(f+9) @ ='é:(!li + 2) z;.

Also gilt, wie behauptet, b = f + g. Entsprechendes erhilt man fiir die Multiplikation
mit einem Skalar.

Unter Verweis auf den im Band 1 der Reihe MfL erwihnten Isomorphiebegriff
konnen wir sagen, daB die Abbildung & einen Isomorphismus zwischen der arith-
metischen Struktur des R" beziiglich der koordinatenweisen Operationen und der
arithmetischen Struktur von £(R") beziiglich der punktweisen Operationen darstellt.

Bemerkung. Inshesondere geht aus dem letzten Satz hervor, da8 die punktweise
Addition und die punktweise Multiplikation mit einem Skalar in #(R") den gleichen
Gesetzen geniigen wie die entsprechenden koordinatenweisen Operationen im R™.
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3.4.  Lineare Gleichungssysteme und Linearformen. Lineare Teilriume

Linearformen auf dem R" treten uns in linearen Gleichungssystemen mit » Un-
bekannten entgegen. Es seien uns etwa m(m € N) Linearformen fy, fs, ..., f» mit den
Koeffiziententupeln

(@11, @rzy -os Bin)s  (@a1s Bagy ooy Ban)s o ooy (Tmi Tz o5 Aun)

gegeben. AuBerdem seien m reelle Zahlen by, by, ..., b, vorgeschrieben. Wir suchen
alle Elemente & € R* zu ermitteln, die den folgenden Beziehungen geniigen:

fil@) =b,,
f,(.’l’) &= bzn
al®) = by

Ausfiihrlich geschrieben heiBt das aber, da8 man alle n-Tupel (2;, 23, ..., %) er-
mitteln soll, die dem folgenden linearen Gleichungssystem géniigen:
an®y + Gy + o0+ @8, = by,

T + Ay + o+ + Bapy = by,

U@y + Umay + -+ + Apa®n = b

Zuniichst verschaffen wir uns eine allgemeine Einsicht in die Struktur der Losungs-
gesamtheit, um dann spiiter ein Verfahren zur konkreten Bestimmung der Losungs-
gesamtheit anzugeben.

Wir beginnen mit dem einfachsten Fall einer einzigen Gleichung, d.h. einer
einzigen Linearform, wobei auBerdem die gegebene rechte Seite b, den speziellen
Wert 0 hat. ) .

Definition 1 (Kern bzw. Nullraum einer Linearform). Es sei f eine reelle Linear-
form auf dem R*. Unter dem Kern bzw. dem Nullraum dieser Linearform versteht
man die Losungsgesamtheit der Gleichung

f(@) =0.
Hiermit ist also die folgende Menge gemeint: °
(®:xcR*, f(@®)=0}.
Man schreibt
' kerf = (x:x € R*, f(x) =0}
Wir illustrieren die Kerne von Linearformen an einigen Beispielen.

1. f € Z(R) sei eine reelle Linearform auf dem R'. Dann gilt:
a) Die Linearform f ist identisch Null (die Nullform) & ker f = R%.
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b) Die Linearform f ist nicht ausgeartet (d.h. von der Nullform verschieden)
< ker f = {0).

2. f € Z(R?) sei eine reelle Linearform auf dem R2. Dann gilt:

a) Die Linearform ist ausgeartet (die Nullform) < ker f = R2.

b) Die Linearform ist nicht ausgeartet < ker f besteht aus allen Punkten einer
Ursprungsgeraden im R2.
Die letzte Behauptung mache man sich mittels der euklidischen Veranschaulichung
von Linearformen geometrisch klar.

Nun kliren wir die Struktur der Kerne von Linearformen allgemein.

Satz 1 (Lineare Struktur des Kerns einer Linearform auf dem R"). Es sei | eine
Linearform auf dem R". Dann hat der Kern dieser Linearform die folgenden Linearitits-
eigenschaften : '
l.ez,yckerf=>x 4 yc€kerf.
2.xckerf, acR=>axckerf.

Beweis. Eine Linearform ist eine lineare Abbildung von R” in R. Also gilt bei
&,y € ker f stets f(@) =0 und f(y) = 0. Fiir beliebige reelle Zahlen «, 8 € R ist
deshalb .

0 = af(x) + Biy) = f(ox + Py),
d. h., a® + By € ker f.

Bemerkung. Wie schon beim Beweis geschehen, kann man beide Eigenschaften 1

und 2 zu der gleichwertigen Eigenschaft
@, yckerf und «,p€R=> ax + Py € kerf

zusammenfassen.
Teilmengen des R™ mit der genannten Linearitéitseigenschaft spielen im weiteren
eine betriichtliche Rolle. Sie werden deshalb herausgehoben.

Definition 2 (Lineare Teilriume des R*). Eine nichtleere Teilmenge L des R" heift
ein linearer Teilraum des R", wenn L die folgenden Linearitéitseigenschaften hat:
lLLe,ycL=>x+yeclL.
2.z€L, a€R=>axcL.

Wir konnen den letzten Satz in Kurzform wie folgt formulieren:

Der Kern einer Linearform auf dem R* ist ein linearer Teilraum des R".

Unter Berufung auf Schulkenntnisse mache man sich klar, dag beispielsweise bei
euklidischer Veranschaulichung des R® seine simtlichen linearen Teilréuime folgendes
geometrisches Aussehen haben:

1. Die einpunktige Menge (0],
2. die Ursprungsgeraden,
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3. die Ursprungsebenen,
4. der R%.

Es sei bemerkt, daB nicht alle linearen Teilriume des R® als Kerne von Linear-
formen auftreten kénnen. Wir wollen im spiteren Verlauf entscheiden, welche
linearen Teilraume gerade als Kerne von Linearformen in Frage kommen. Betrachtet
man anstelle einer einzigen Linearform f auf dem R" eine Schar vonm Stiick fy, fa, -+,
fm € £(R") und fragt man nach der Losungsgesamtheit des Gleichungssystems

fi®) =0,
f2(®) =0,
/ﬂ(z) =0,

so sieht man, daB die Losungsgesamtheit gerade gleich dem Durchschnitt aller
Kerne ist:

m
(®:x € R* mit fi@) =0 firalle 1=1,2,...,m} = N kerf;.
i=1

Diese Gesamtheit ist wieder ein linearer Teilraum des R". Allgemein bestétigt man
leicht den folgenden Satz:

Satz 2 (Durchschnitt von linearen Teilriumen). Es sei (Li)ies eine beliebige
Familie von linearen Teilrdumen des R®. Dann ist der Durchschnitt N L; wieder ein
linearer Teilraum des R™. iel

. Beweis. Es sei L: = (" L;. Man muB zweierlei zeigen: 1. L+ 9, 2. &,y € L;
il
«,BER>ax + Py € L. .
Zu 1. geniigt der Hinweis 0 € L; fiir alle i € I.

Mit dem Durchschnittssatz gelangen wir zu dem wichtigen Begriff der linearen
Hiille einer Teilmenge des R™.

Definition 3 (Von einer Teilmenge erzeugter linearer Teilraum, lineare Hiille).
Es sei U eine beliebige Teilmenge des R". Unter dem von dieser Teilmenge erzeugten
linearen Teilraum L(U) vérsteht man den kleinsten linearen Teilraum des R", der
U enthilt, d. h., es wird definiert:

LU):=nL (L linearer Teilraum des R* mit L 2 U).

Beuiiglich der Inklusion ist L(U) wirklich der kleinste lineare Teilraum, der U um-
faBt. Man sagt auch, daB der lineare Teilraum L(U) von der Menge U aufgespannt
wird oder da8 L(U) die lineare Hiille der Menge U ist.
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Man verdeutliche sich diesen Begriff etwa wieder durch einige geometrisch-
anschauliche Uberlegungen an der euklidischen Veranschaulichung des R®. Man
findet:

1. L(U) =1{0) & U = {0) oder U = 4.

2. Es sei U = (@) mit &, 3= 0. Dann besteht L(U) aus allen Punkten der Ur-
sprungsgeraden, die durch @, geht.

3. Essei U = (@,, &y}, wobei &,, T, zwei Punkte des R® sind, die auf keiner gemein-
samen Ursprungsgeraden liegen. Dann besteht L(U) aus allen Punkten der Ursprungs-
ebene, die durch @, und x, geht.

4. Es sei U = (@, @,, &3}, wobei x,, @,, ®; Punkte des R?® sind, die auf keiner
gemeinsamen Ursprungsebene liegen. Dann besteht L(U) gerade aus dem ganzen R®.

Man wird so zu der Vorstellung gefiihrt, daB die linearen Teilriume des R® sich
immer schon aus endlichen Teilmengen aufspannen lassen. Die genaue Situation
wird im nichsten Abschnitt erortert. Zuvor vermerken wir noch als Gegenstiick zur
angegebenen &uBleren Kennzeichnung der linearen Hiille eine innere Kennzeichnung
von L(U).

Definition 4 (Endliche Linearkombination von Elementen des R"). Es seien
&), &y, ..., & endlich viele beliebige Elemente aus R". Diese brauchen nicht not-
wendig verschieden zu sein. Man sagt, daB ein Element @ ¢ R" eine (endliche) Linear-
kombination dieser endlich vielen Elemente ist, wenn es gewisse reelle Zahlen «,,
&g, + s oy gibt mit der Darstellung

k
® =) «x;.

i=1
« heiBt auch linear kombinierbar aus den gegebenen Elementen ,, 2, ..., 2.

Satz 3 (Innere Beschreibung des von einer Teilmenge aufgespannten linearen
Teilraumes). Es sei U eine Teilmenge des R*, wobei di I U # 0@ vorausgeset
werde. Dann gilt: Der von U aufges;nanme lineare Teilraum L(U) des R" besteht gerade
aus allen endlichen Lineark £ von El ten aus U:

L(U) = {x: x € R", x lapt sich aus endlich vielen Elementen von U linear kombinieren).

Beweis. Es sei K die Menge aller endlichen Linearkombinationen mittels Ele-
menten aus U. Es ist US K, man verweist einfach auf die Darstellung & =1 - a.
K ist auch als linearer Teilraum von R* zu erkennen:

k '
3,y€K=>$=_2;0¢51-‘, y=.2lﬂ,-y;
i= j=
mit gewissen @, ..., ®; € U und Y1, .., Y € U und gewissen «; und g;. Also ist
k t
T+y= ‘Zlo‘.‘-’t.' + .21’9’-"”
i= i=
dhx+yek.
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Folglich mu K 2 L(U) sein. Andererseits enthiilt aber jeder lineare Teilraum von
R*, der U umfaBt, auch jede endliche Linearkombination von Elementen aus U.
Also haben wir auch K S L(U) und damit K = L(U).

3.5.  Ubungsaufgaben

. Die Menge £ aller reellen Polynome werde mit der punktweisen Addition und Multiplikation
mit reellen Skalaren ausgestattet (vgl. 2.4., Aufgabe 1).
Welche der beiden folgenden reellen Abbild f:2—>R und g: 2 —R ist ein lineares
Funktional auf £, hat also die Eigenschaft der Homogemmt und Additivitét:

©

f: @ — R mit f(P) = E -a;, sofern P(z) = 2 at,
i=0 i=0

g: 2 — R mit g(P) = P(x,), z, eine beliebige fixierte reelle Zahl?
. Die Menge
={ay:zyeR 22+ @y—17=1,y=+2
(die Krelslmle, aus der der Nordpol herausgestochen ist) soll mit einer gewissen ,,Addition‘
und einer ,,Multiplikation mit reellen Skalaren*‘ derart ausgestattet werden, daB man damit
eine gewisse Veranschaulichung fiir den Raum der Linearformen auf dem R! erhiilt. Wie hat
das zu geschehen?

3. Man betrachte eine nichtausgeartete Linearform / auf dem R?, ihr Koeffiziententupel sei
(a,, a;). Man versuche, eine geometrische Lagebeziehung zwischen dem Kern der Linearform
(als Gerade in der euklidischen Veranschaulich des R? aufgefaBt) und der Ursprungsgeraden
durch den Punkt (a,, a,) herauszufinden.

4. Die Vereinigung von zwei li Teilrdumen des R* ist nicht notwendig wieder ein linearer
Teilraum des R" (Bemplele')
Welche geg Lagebedi missen zwei lineare Teilriume (sogar eine beliebige

Familie linearer Tellmume) des R» er{ullen, damit die Vereinigung cin linearer Teilraum wird?
LiiBt sich das Element (1,1, 1) des R®linear aus den Elementen (1, —1, 0), (2, 3, 1) kombinieren?
Im R" seien die Elemente &,. &y, ..., &, vorgegeben. Welches rechnerische Anliegen hat man bei
der Frage zu bewiiltigen. ob &, zu dem von den Elementen &,. .... &, aufgespannten linearen
Teilraum L({x,, @, .... x,}) gehort?

Welche Inklusionsbeziehungen gelten zwischen L(U,) n L(T,) und L(U, n U,) bzw. L(U,u Uy)
und L(U,) u L(U,)?

. Kann der lineare Teilraum L({x}). & ¢ R der also von dem einzigen Element & aufgespannt

wird, Kern einer Linearform auf dem R?® sein?

=

&

=T

»
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41.  Erklirung der linear unabhingigen Teilmengen des R"

In unmittelbarer Fortsetzung zu den letzten Ausfiihrungen versteht sich die folgende

Definition 1 (Lineare Abhiingigkeit eines Elementes von einer Teilmenge des
R"). Es sei ¢ R® und U S R". Das Element  heiflt von der Teilmenge U linear
abhingig genau dann, wenn & € L(U) gilt.

Lineare Abhingigkeit des El tes @ von U bedeutet also im Fall U = 0, daBl
sich & aus U linear kombinieren: 1aBt.

Definition 2 (Lineare Unabhingigkeit von Elementen des R"). Es sei U eine
nichtleere Teilmenge des R*. Diese heiBt linear unabhingige Teilmenge bzw. die
Elemente von U heiBen linear unabhiingig genau dann, wenn kein Element von U
von den iibrigen linear abhiingt, d. h., wenn stets ® ¢ L(U\(z)) firz € U gilt.

Ist die Menge U nicht linear unabhiingig, so nennt man diese Menge bzw. jhre
El te linear abhingig. Es muB dann also wenigstens ein @ € U geben, das von
den iibrigen linear abhéngig ist.

Bemerkungen.

1. Das Nullelement des R" ist von jeder beliebigen Teilmenge linear abhéngig,
denn es ist stets 0 € L(U).

2. Es sei U eine einpunktige Teilmenge des R", U = {«}. Dann gilt: U linear un-
abhiingig & @ = 0.

3. Es sei U eine Teilmenge des R!, dann gilt: U ist linear unabhiingig < U besteht
aus genau einem Element &, und dieses ist ungleich 0.

4. Es sei U eine mehrpunktige Teilmenge des R2. Die Menge U ist linear unab-
hiingig « U besteht aus genau zwei Punkten, und diese liegen nicht auf einer gemein-
samen Ursprungsgeraden.

Entsprechendes mache man sich an der euklidischen Veranschaulichung des R® klar.

Nun leiten wir ein wichtiges Kriterium fiir die lineare Abhéngigkeit von endlich
vielen Elementen aus dem R* ab.
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Satz 1 (Kennzeichnung der linearen Abhingigkeit bzw. Unubhang)gkelt bei end-
lich vielen Elementen). Es sei (&, &,,...,&,] eine beliebig dliche (r-el tige)
nichtleere Teilmenge des R". Dann gilt:

1. Die gegebenen Elc'mente-::,,::z, von, @y (r = 1) sind linear abhingig < Es gibt r
reelle Zahlen «,, &y, ..., &,, die nicht samtlich gleich Null sind, so dap eine Darstellung
o,y + x®p + -+ + x,&, = 0 moglich ist.

2. Die gegebenen Elemente ®y,&,,...; &, (r = 1) sind linear unabhingiy < Aus

einer Darstellung o,®, + ;@3 + -+ + &, = 0 folgt stets &y = xg. = -+» = &, = 0.
Beweis. Zu 1. Es sei (@), &,, ..., &,) eine linear abhidngige Menge. Dann sei o. B.
d. A.

@y € L({®y, @9, oo, @) \ (@1])

r
angenommen, d. h., es gibt reelle Zahlen ay, ay, ..., &, mit &, = 3 ax;. Dann hat
man i=2

- ax; =0,
f=

wobei der Koeffizient bei @, ungleich 0 ist.
Wenn es umgekehrt eine Darstellung o,&, + x,®; + -+ + o,®, = 0 gibt, wobei
nicht alle «,, as, ..., &, gleich Null sind, so ist etwa «, == 0. Wir haben dann

d. h. &, € L({@;, @y, ..., &} \ [@,))-
Zu 2. Die lineare Unabhiingigkeit einer nichtleeren Menge ist das Gegenteil der
linearen Abhingigkeit. Also folgt alles aus 1.

Bemerkungen.

1. Folgende Sprechweisen fiir die nach dem Aquivalenzpfeil im Punkt 1 und Punkt 2
des Satzes aufgetretenen Situationen sind bequem.

a) Das Nullelement aus R* 1dBt sich nichitrivial linear kombinieren aus den Ele-
menten &y, Ty, ..., Ty.

b) Das Nullelement des R* a8t sich nur trivial linear kombinieren aus den Elementen
Xy, Xy, oen, Xy

2 (Lineare Abhiingigkeit von Elementefamilien des R"). Die lineare Abhiingigkeit
einer Menge von r Elementen aus dem R" 1Bt sich sinngemi8 auf eine Familie von
r El ten des R* ausdeh Die Elementefamilie (®;);_1,, ..., des R* heiBt linear
abhiingig genau dann, wenn sich das Nullelement des R® durch eine gewisse Familie
nicht sémtlich verschwindender reeller Zahlen «,, as, ..., &, (d. h., wenigstens eines
der «; ist von Null verschieden) in der Form «,@, + @, + -+ + &2, = 0 dar-
stellen 1aBt.
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Eine Familie &,, @,, ..., @, von Elementen des R" (jetzt brauchen also nicht mehr
je zwei voneinander verschieden zu sein) ist also gewiB linear abhéingig, wenn in ihr
zwei gleiche Elemente vorkommen.

Eine Familie von Elementen des R” heiBt linear unabhiingig genau dann, wenn sie
nicht linear abhéingig ist. Notwendig fiir die lineare Unabhingigkeit der Familie
&,, Xy, ..., &, ist die paarweise Verschiedenheit der Elemente.

Der Begriff der linearen Abhiingigkeit von Elementefamilien ist z. B. bei linearen
Gleichungssystemen bzw. bei den Zeilen einer Matrix bequem.

3 (Lineare Unabhingigkeit bzw. Abhingigkeit im Bereich der Linearformen).
Im Bereich #(R") der Linearformen auf dem R herrscht die gleiche arithmetische
Struktur wie im R". Es ist daher in gleicher Weise die lineare Unabhéngigkeit bzw.
Abhiingigkeit erklirt. Dieser Umstand wird uns spiiter bei den linearen Gleichungs-
systemen niitzlich sein.

4.2 Basen und Dimension von linearen Teilriumen des R*

Wenn man den von einer Menge U < R" aufgespannten linearen Teilraum L(U)
betrachtet, konnte man also im Fall der linearen Abhingigkeit der Menge U
sicher ein gewisses Element & ¢ U finden mit

LU) = LU\ ().

Die- den linearen Teilraum L = L(U) aufspannende Menge U, oder anders gesagt,
das Erzeugersystem U von L, hitte man um ein Element reduziert. Wie weit kann
man diesen ReduktionsprozeB treiben? Uns wire an einer moglichst weitgehenden
Reduktion gelegen, da dann die Erzeugung von L an Ubersichtlichkeit gewinnt. Um
solch eine Ubersichtlichkeit geht es uns allein schon wegen einer bequemen Be-
schreibung der Struktur von Lésungsgesamtheiten linearer Gleichungssysteme.

Definition 1 (Basis eines linearen Teilraumes des R"). Es sei L ein linearer Teil-
raum des R*, dieser sei vom Nullraum verschieden, d. h. L %= {0}. Eine Teilmenge
B S R* heiBt eine Basis fiir L genau dann, wenn gilt:

1. 8 spannt L auf, d. h. L = L(B).

2. Keine echte Teilmenge von B spannt den gegebenen linearen Teilraum auf.
Das pflegt man knapp so auszudriicken:

Eine Basis von L ist ein minimales Erzeugendensystem von L.

Satz 1 (Kennzeichnung der Basen durch lineare Unabhingigkeit). Es sei L ein
vom Nullraum verschiedener linearer Teilraum des R® und B S R*. Dann sind folgende
Aussagen paarweise dquivalent:

1. 8B ist eine Basis von L.

2. B8 spannt L auf, und B ist eine linear unabhingige Menge.
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3. B it eine linear unabhingige Teilmenge von L, und keine echte Obermenge von B,
die zu L gehirt, ist linear unabhdingig. '

Bemerkung. Man kann dann also der obigen knappen Formulierung fiir eine
Basis noch hinzufiigen: Eine Basis von L ist ein linear unabhiingiges Erzeugenden-
system von L, sie ist ein maximales linear unabhéngiges System in L.

Beweis des Satzes. Es ist zu zeigen 1. & 2., 2. © 3., 1. & 3. Diese sechs Teil-
aussagen kann man sich im Beweis abkiirzen, indem man zyklisch beweist: 1.= 2.
=>3.=1.

Zu 1.= 2.: Es sei also B eine Basis von L. Dann ist L = L(%8). Es muB die lineare
Unabhiingigkeit von B gezeigt werden. Angenommen, B ist linear abhingig. Dann
gibt es ein &, € B mit x, € L(B \ {x,)). Also wire L(B) = L(B \ (x,]). Also
konnte 9B entgegen der Vora, g nicht minimal sein.

Zu2.=> 3.: Essei B S L eine echte Obermenge von 8. Wir wishlen einz ¢ B \ 8.
Wir haben wegen 8 S B \ (x} = B S L die Beziehung L = L(B \ {x]). Also ist
x ¢ L® \ (x}), d. h., B ist linear abhingig.

Zu 3.= 1.: Zuniichst erzeugt B ganz L. Denn wire L(8) < L, so wiire B u {x}
fiir jedes ® ¢ L\ L(%B) linear unabhiingig, was nach Voraussetzung von 3. nicht
zutrifft. Kénnte man L durch eine echte Teilmenge U — % erzeugen, so ist fiir jedes
zcB\U

@®ec L(U)=L(B\ {x)) =L(B)=L.

x € L(B \ {x}) wiirde aber entgegen der Voraussetzung besagen, daB 9B linear
abhiingig wiire.
Mit der folgenden Definition verweisen wir auf ein wichtiges Beispiel fiir Basen. -

Definition 2 (Natiirliche Basis im R*). Unter der natiirlichen Basis des reellen
n-dimensionalen Zahlenraumes R" versteht man die folgende Basis B: e, e,, ..., €,;
wobei

€ =(0,:0051,406,0)
i-te Stelle
dasjenige n-Tupel reeller Zahlen ist, das genau an der i-ten Stelle eine 1 aufweist
und sonst lauter Nullen.

Bemerkung. Diese Definition bedarf natiirlich einer Rechtfertigung, d. h., man
muB sich von der Basiseigenschaft des Systems e, e, ..., e, iiberzeugen. Offenbar
spannen diese » Elemente den R® auf, denn es gilt fiir jedes @ = (2, 25, ..., %,)

n
x® =) ze;.
i=1
Zum anderen sind sie auch linear unabhingig, denn aus
u
Yoae =0
i=

folgt (&, gy +.., y) = 0, also &; = 0 fiiralles =1,2,...,n.
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Es gibt natiirlich auch andere Basen als die soeben angegebene. Das macht man
sich leicht am R!, R? und RS klar. Spitere Ausfiihrungen zeigen das noch zur Geniige.
Von grundlegender Bedeutung ist nun fdlgender Sachverhalt.

Satz 2 (Gleichmichtigkeit der Basen eines linearen Teilraumes des R"). Es ser L
ein vom Nullraum verschiedener linearer Teilraum des R*. Dann hat L eine endliche
Basis und es bestehen alle Basen von L aus ein und derselben Anzahl von Elementen :

9B, B, Basen von L= |By| = |B,|.

‘Beweis. Wir setzen zuniichst voraus, es sei schon bewiesen, daB L wenigstens
eine endliche Basis B: by, by, ..., by, besitzt. Es.sei nun B eine weitere Basis von L.
Wir zeigen folgende Austnuschm&glichkeit.

1.Schritt: Es gibt ein Element x, € ®B, so daB B, : = (B \(@,)) u (b,) eine
Basis von L ist.

2.Schritt: Es gibt ein Element x, ¢ B\ (], so daB B, : = (B\ [z, 2,))
u {b,, b,} eine Basis von L ist.

Induktiv fortfahrend gelang man so zum ahschlieBenden Schritt.
m-ter, Schritt: Es gibt ein Element Tp€ B\ (&), 2y, ..., E,-), 50 dab B,
=B\ (@, 2, ..., 2,)) U (by, by, ..., b,,) eine Basis von L ist.

Dieses Verfahren ist als Steinitzsches Austauschverfahren bekannt. Nach AbschluB
des Verfahrens hat man mit %,, 2 8 eine Basis gefunden, dic B umfaBt. Wegen der
Maximalitit des linear unabhingigen Systems 8 muf B, = B sein, d. h., es war
B = (@, ;, ..., &) eine Menge aus ebenfalls m Elementen.

Wir begriinden den ersten Schritt des Austauschverfahrens. Wegen b, € L®) =
158t sich b, linear aus B kombinieren. In dieser Kombination tritt wenigstens ein
Element mit einem von Null verschiedencn Koeffizienten auf, es sei dies a,. Dann
ist @, € L((@ N (&) v lb,)) Jedes Element @ € L 1i6t sich aus B linear kombi-
nieren. Das dabei eventuell auftretende Element @, ersetze man durch eine Linear-
kombination mittels (B \ {a,})) v [by], also erzeugt (BN [x,]) v (by) ganz L. Man
zeigt auch noch die lineare Unabhingigkeit von (B \ {x,]) v {b,}, womit B, wirklich
eine Basis von L ist. In gleicher Weise erledigen wir die anderen Schritte. Nun hatten
wir aber vorausgesetzt, dal L iiberhaupt eine endliche Basis hat. Damit wissen wir
also, daB alle Basen im R” aus genau » Elementen bestehen. Ein linearer Teilraum L
des R* kann aber auch wirklich keine unendliche Basis B haben. Denn wir kénnen 8
zu einer Basis von ganz R" ergiinzen, indem wir e, im Fall e, ¢ L(®B) zu B hinzu-
fiigen. Dann ist B, = B u (e} lincar unabhingig; ist e, € L(B), so sei B, =B
Ebenso fahren wir mit e, fort und erhalten 8,. SchlieBlich gelangen wir zu einer
linear unabhingigen Menge B,, die ganz R* erzeugt, denn die ey, e,, ..., €, tun es.
Also ist |B,| = n, d. h., wegen B S B, muB |B| < n sein.!)

1) Eine Basis von L konstruicrt man sich durch sukzessive Erweiterung einer linear unab-
hingigen Menge U — L. Man wihle ein beliebiges Element von L \\ L (U) und fiige es zu U hin-
zu. Mit der entstehenden (linear unabhéngigen!) Menge fahre man fort. Dieser ProzeB liefert
nach endlich vielen Schritten eine maximale linear unaBhingige Menge in L.
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Definition 3 (Dimension von linearen Teilrdumen des R"). Es sei L ein linearer
Teilraum des R”. Ist L der Nullraum, so sagt man: L hat die Dimension 0. Ist L vom
Nullraum verschieden, so besitzt er eine endliche Basis aus m Elementen (alle seine
Basen haben die gleiche Anzahl von Elementen). Man sagt: L hat die Dimension m.
Man schreibt dim L fiir Dimension von L. Demnach gilt fiir L S R:

dimL =0s L = {0},
dim L = m & L hat eine Basis aus m Elementen.

Bemerkungen.

1. Infolge dieser Begriffsbildung haben wir also dim R" = n. Unsere neue Begriffs-
bildung stimmt demnach mit der schon laufend gebrauchten Bezeichnungsweise
,m-dimensionaler reeller Zahlenraum** vollkommen iiberein.

2. Nach dem letzten Teil der Beweisausfilhrungen zum vorstehenden Satz gilt
fiir jeden linearen Teilraum L von R* dim L < n. Etwas allgemeiner 1aBt sich die
dortige Argumentation in gleicher Weise auf den Fall anwenden, daB man zwei
lineare Teilrdiume L,, L, von R” hat mit L, & L,. Wir formulieren demzufolge das
zusitzliche Ergebnis.

Satz 3 (Monotonie der Dimension fiir lineare Teilrdume des R"). Es seien Ly, L,
2wei lineare TeilrGume des R™. Dann gilt:

L, € L,= dim L, < dim L,.

Mittels des Dimensionsbegriffes konnen wir die vorhin offen gelassene Frage be-
antworten, welche linearen Teilrdume des R* gerade als Kerne von Linearformen
auftreten.

Satz 4 (Beschreibung der Kerne von Linearformen auf dem R"). Es sei | eine
nichtausgeartete Linearform auf dem R". Dann ist der Kern dieser Linearform ein
(n — 1)-dimensionaler linearer Teilraum von R":

dimkerf =n — 1.

Jeder (n — 1)-dimensionale lineare Teilraum des R” ist auch Kern einer gewissen nicht-
ausgearteten Linearform auf dem R*. Zwei nichtausgeartete Linearformen haben genau
dann denselben. Kern, wenn sie linear abhingig sind.

Bemerkung. Der vorstehende Satz bedeutet eine erste Aussage iiber die voll-
stindige Beschreibung von Losungsgesamtheiten linearer Gleichungen. Eine solche
Umformulierung ist wegen des Zusammenhangs zwischen Linearformen und linearen
Gleichungen moglich. Die Losungsgesamtheit der linearen Gleichung a,2; 1+ a;%,
+ :es + @4z, = 0 in den n Unbekannten &, @, ..., #, urid den gegebenen Koeffi-
zienten a,, 4y, ...,a, (nicht simtlich gleich Null) ist ein (n — 1)-dimensionaler
linearer Teilraum des R™. Zu jedem (n — 1)-dimensionalen linearen Teilraum L des
R* gibt es eine lineare Gleichung a,z; + - + @,%, =0, deren Losungsgesamtheit
gerade der gegebene lineare Teilraum L ist. Zwei nichtentartete lineare Gleichungen
a2, + -+ + @y, = 0 und b2, + by¥y + -+ + by =0 haben genau dann dieselbe
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Losungsgesamtheit L im R”, wenn die Koeffiziententupel (2,, a,, ..., @,), (b1, b, - .-, bs)
linear abhingig sind.

Beweis des Satzes. f sei nicht ausgeartet, also ist ker f 4 R". Demzufolge gibt
es ein Element @, ¢ ker f. Wir miissen zwei Fille unterscheiden: dim ker f = 0 und
dim ker f > 0.

Bei x € R" gilt stets

I fae)
_—— = —_— =0
4 ( fio) "‘) 1) = iy
(es ist f(xo) = 0).
Im ersten Fall muB also

)
f(@o)
sein, d. h., {®,} ist eine Basis des R".

Im zweiten Fall wihlen wir eine Basis b,, b,, ..., b, von kerf. Es ist dann
{®0, By, by, ..., by} linear unabhingig. AuBerdem gilt wieder fiir beliebige & € R*

=0

o l@

f(@o)

Daher liBt sich @ stets aus @y, by, ..., b, linear kombinieren. (x,, by, ..., b,} ist
also Basis von R*, d.h. m =n — 1.

Es sei L ein (n — 1)-dimensionaler Teilraum des R*. Der Fall n = 1 ist klar. Im
Fall » > 1 existiert eine Basis by, b,, ..., b, von L. Wie aus dem Beweis des Satzes
iiber die Gleichmiichtigkeit: der Basen ersichtlich, kénnen wir by, by, ..., b,, durch
Hinzunahme eines gewissen Elementes @, € R® zu einer Basis des R* erginzen. Es
gehoren genau die & = ag@y + by + -+ + apb, zu L, fiir die ag = 0 ist. Als
Linearform mit dem Kern L haben wir daher f: R* — R mit f(x) = a,. (Man muB
dabei natiirlich bemerken, daB fiir jedes & ¢ R* der Wert &, und auch die Werte
%y, +.., &y eindeutig bestimmt sind, was aus der linearen Unabhingigkeit von
&g, by, ..., b, folgt.)

Zum letzten Teil: Sind die beiden nichtausgearteten Linearformen f, g ¢ Z(R")
linear abhingig, so gilt f = ag bei einem gewissen & == 0 aus R. Also hat man f(x) = 0
genau dann, wenn g(x) = 0ist, d. h. ker f = ker g. Umgekehrt sei ker f = ker g. Die
Situation » = 1 ist wieder klar, da je zwei Linearformen im #(R?) linear abhingig
sind. Im Fall » > 1 wihlen wir wieder eine Basis by,...,b, (m =2 — 1) von
ker f = ker g und erginzen sie durch ein @, wie oben zu einer Basis des R". Dann
haben wir fiir jedes & € R" eine Darstellung & = gy + ®,b; + +++ + Gpby. Dann
ist

@ € ker f.

@) = oof (@o) + f(ob1 + +++ + 0imbm) = xof () s
9(®) = xog(®o) + gloyby + -+ + ambn) = xeg(®o),
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d. h.
; f(@o)
fe) ==—=g(x)  (g(x) =+ 0).
s 1@ (o) +0)
Bemerkung. Der angegebene Satz machte eine allgemeine Struktur: ge iiber

die Lésungsmannigfaltigkeit einer Gleichung a2, + a2, + «+ + a,z, =0, aber
er liefert kein Verfahren, wie diese Lésungsgesamtheit gewonnen wird. Solch ein
Losungsverfahren ist aber auch unschwer zu erkennen. Man wihle einen beliebigen
Koeffizienten a; == 0, o. B. d. A. sei das etwa a,. Dann ist

a,
Ty =—"—"Tp — — Xz — =+ — — Ty. (*)
a, a a
Die Losungsgesamtheit der betrachteten Gleichung erhilt man also, indem man .
Xy, X3, ..., X, beliebig wihlt und x; dann geméfB der Beziehung (x) bestimmt. Die so
gewonnenen (z,, y, ..., %,) sind genau die simtlichen Losungen der Gleichung
Eine Basis des Losungsraumes erhilt man etwa, indem man die frei wihlbaren
Zy, Xy, ..., Ty beispielswei heinander jeweils als 1 und die restlichen dabei als 0
wiihlt. Also wiire eine Basis fiir den Losungsraum:

Dieses sind ndmlich » — 1 linear unabhingige Losungen der Gleichung. (Man
hitte den ersten Teil des Struktursatzes auch so beweisen kénnen, daBl man von den
eben angegebenen Elementen zeigt: Es sind » — 1 linear unabhiingige Losungen von

f@®) = a2 + -+ + a2, =0,

und jede Léosung dieser Gleichung laBt sich aus ihnen linear kombinieren.) Der Wert
desStruktursatzes besteht in seiner klirenden Funktion. .

43. Koordinatendarstellungen in bezug auf Basen

Im Beweisverlauf des Struktursatzes iiber die Kerne der Linearformen haben wir
schon einen Eindruck von der Niitzlichkeit der Darstellung von Elementen an Hand
geeigneter Basen bekommen. Eine solche Situation wird uns noch vielfach auch im
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Zusammenhang mit anderen Fragen begegnen. Hier zuniichst noch einige allgemeine
Bemerkungen.

Satz 1 (Kennzeichnung der Basen durch eindeutige Darstellbarkeit von Elemen-
ten). Es sei L ein vom Nullraum verschied linearer Teil: des R". Weiter sei
B:b,, by, ..., b, ein endliches Erzeugendensystem von L. Dann gili: B ist eine
Basis von L & Jedes & € L hat eine Darstellung

@ = &by + &by + - + Enbm
mit eindeutig bestimmten Koeffizienten &;.
Beweis. Es sei B eine Basis von L und
& = &by + &by + -+ + Enbm = mby + 70y + -+ + 1nbp-

Dann ist (& —7,) By + =+ + (ém — 7m) bm = 0. Wegen der linearen Unabhingig-
keit von B muB & — 9, =0, ..., & — 7 = 0 gelten, d. h., die Darstellung fiir =
ist eindeutig.

Die Darstellung sei fiir jedes & eindeutig. Also muB sich bei &b, + &by + -+
+ £,b, =0 ergeben, daB & = & =--- = &, =0 ist, denn 0b, + 0b, + --- + 0by, ist
eine Darstellung von 0. Also ist % ein linear unabhiingiges Erzeugendensystem von L.

Definition 1 (Koordinaten beziiglich einer Basis). Es sei L ein vom Nullraum
verschiedener linearer Teilraum des R* mit der Basis 8: by, by, ..., b, (1 = m < n).
Diese Basis werde in einer festen Anordnung betrachtet. Die eindeutig bestimmte
Darstellung

@ =§by + &by + -+ + Enbm

fiir jedes @ € L mit &; € R nennt man Koordinatend llung von @ beziiglich der
(angeordneten) Basis B: by, by, ..., by. (&1, &, -+, &n) nennt man das Koordinaten-
tupel von @ beziiglich der (angeordneten) Basis B, £, die erste Koordinate von x
beziiglich der Basis B, ..., &, die m-te Koordinate von & beziiglich der Basis 8.

Bemerkung. Es sei & = (,, %, ..., Z,) ein Element aus dem R". Die z; heilen
die Koordinaten bzw. Komponenten von & ohne einen Zusatz hinsichtlich einer
Basis. Oben ist die Koordinatensprechweise in bezug auf Basen eingefiihrt worden.
Wir erkennen, daB die obigen =; gerade die Koordinaten von @ beziiglich der natiir-
lichen Basis im R* sind. (Dieser Sachverhalt hat gerade die Bezeichnungsweise
natiirliche Basis des R" veranlafit.)

Die arithmetischen Operationen — wie Addition und Multiplikation mit einem
Skalar — fiir Elemente eines linearen Teilraumes konnen auch an den Koordinaten-
tupeln beziiglich beliebiger Basen des Teilraumes ausgedriickt werden. Den genauen
Sachverhalt beschreibt die folgende Aussage.

Satz 2 (Arithmetische Operationen in linearen Teilriumen beschrieben durch
Koordinatendarstellungen). Es sei L ein vom Nullraum verschiedener linearer Teil-
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raum des R® mit einer in einer bestimmien Anordnung fizierten Basis B: by, by, ..., by
(1 £ m < n). Weiler seien @, y beliebige Elemente von L mit den Koordinatentupeln
(&1, Eay «-v s Em) D2ZW. (1,72, -+ +» ) 0 bezug auf B. Dann gilt: © 4 y hat in bezug auf
8 das Koordinalentupel (£, + 1, & + Mg, -+, &m + 7m); o, & € R, hat in bezug auf
B das Koordinatentupel (af,, &y, ..., akp).

Beweis. Es ist vorausgesetzt
n m
1=_Z;5ib.‘, y=Elnibi-
Dann ergibt sich
m m m
T+y =_Z; &ibi + Elnibi = Zl(fi + m) b;.
i= i= i=

Infolge der Eindeutigkeit der Koordinatendarstellung ist £; + #; die i-te Koordinate
von x 4 y in bezug auf die Basis 8. Der andere Teil erledigt sich entsprechend.

Bemerkung. Der Satz macht darauf aufmerksam, da8 die arithmetische Struktur
des m-dimensionalen linearen Teilraumes L eigentlich die gleiche ist wie die arith-
metische Struktur des Raumes R™. Auf diesen Sachverhalt waren wir schon bei
unseren geometrisch-anschaulichen Betrachtungen der linearen Teilriume des R?
bzw. R® an Hand seiner euklidischen Veranschaulichung hingelenkt worden. Der

niichste Abschnitt befaBt sich hiermit etwas prignanter.

4.4.  lsomorphie linearer Teilriume

Die im abschlieBenden Satz des letzten Abschnittes dargelegten Verhiitnisse werden
deutlicher, wenn wir sie uns noch einmal abbildungstheoretisch vor Augen fiihren.

L war ein m-dimensionaler Teilraum des R® mit einer gewissen angeordneten
Basis 8. Diese Basis 8 bestimmte iiber die Koordinatendarstellung der Elemente
von L beziiglich 8 eine Abbildung &: L — R™ mit dem Verlauf & — (&, &, ..., &a),

m
sofern ® =} £b; (B: by, ..., b,) ist. Diese Abbildung hat die folgenden Eigen-
schaften: i=!
1. @ ist eineindeutig, d. h. = y= D(x) + D(y).
2. @ ist surjektiv, d. h. #(L) = R™ (jedes Element von R™ tritt als Bild unter @ auf).
3. @ ist linear, d. h,, fiirx,y € L, «, B € Rgilt

D(ax + fy) = aP(x) + pO(Y).
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In Diagrammform: @,y € L, (), d(y) € R™

Yy Add.in L z+y %, & Elul. Mult.in L
(B) (B) () ()
(), DY) k. P(@) + Ply) & D) fmmeme a ()

Definition 1 (Isomorphismus linearer Teilriume). Es sei L ein linearer Teilraum
des R* und L’ ein linearer Teilraum des R™. Eine eineindeutige surjektive Abbildung
@:L— L' von L auf L’ heiBit ein Isomorphismus') von L auf L' (oder zwischen L
und L’) genau dann, wenn @ eine lineare Abbildung von L auf L’ ist, d. h., wenn
also gilt:

Plax + fy) = ad(x) + pP(y)

fiir alle 2,y € L und «, 8 € R. Besteht ein Isomorphismus zwischen L und L’, so
heiBen diese linearen Teilriume zueinander isomorph.

Bemerkung. Der Isomorphiebegriff fiir lineare Teilriume bringt also zum Aus-
druck, daB die betrachteten Teilrdume dieselbe arithmetische Gestalt haben. In
ihrer arithmetischen Struktur unterscheiden sie sich nicht, wenn man sie unter
geeignetem Blickwinkel (d. h. unter gegenseitiger Bezugnahme mittels der Abbildung
® betrachtet). Der Isomorphiebegriff ist nicht nur fiir lineare Teilriume des R*
bedeutungsvoll, sondern allgemein in der Mathematik fiir irgendwelche Strukturen
von Wichtigkeit. Das kommt in der allgemeinen Algebra noch verschiedentlich aus-
fiihrlicher zur Sprache. Fiir uns ergibt sich hier riickblickend auf die Linearformen,
daB wir eine Isomorphiebeziehung auch zwischen #(R") und R* vorliegen haben, ohne
daB es sich dabei im Fall des #(R") von vornherein um einen Teilraum eines R*
handelt (vgl. den Satz iiber die punktweisen Operationen fiir Linearformen, wider-
gespiegelt an ihren Koeffiziententupeln).

Wir formulieren unsere gewonnenen Einsichten.

Satz 1 (Isomorphie der linearen Teilriume des R" zu gewissen R™). Es sei L ein
linearer Teilraum des R™ mit positiver Dimension m = 1. Dann wird durch jede an-
geordnete Basis B von L in kanonischer Weise eine Isomorphie zwischen L und dem
m-dimensionalen arithmetischen Zahlenraum R™ hergestellt :

L < R™,
°g

1) Isomorphismus: Iso(gleich) morph (Gestalt). Man v
in Band 1. <

he hierzu Isomorphiebetracht:
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Satz 2 (Isomorphiekriterium mittels Dimension). Es seien L S R", L' S R™
lineare Teilriume des R* bzw. R™. Dann gilt: Es gibt einen Isomorphismus zwischen L
und L' & dim L = dim L.

4.5. Ubungsaufgﬁxben

1. Warum ist eine Ubsrtragung des fiir den R™ erklirten Begriffs der linearen Unabh&nglg-
keit auf den Bereich 2 aller reellen Polynome, ausg mit der iiblichen Funkti
tion und Multiplikation mit reellen Skalaren, sinnvoll (vgl. hierzu Ubungsaufgabe 1 zu 2.4.)?
Man weise nach, daB die Menge aller Elementarpolynome Py(x) = z", n = 0, linear unab-

hiingig in 2 ist!

2. Zwei Elemente & = (z,, 2;), ¥ = (¥,, ¥») des R? sind genau dann linear abhingig, wenn
)Yy = .y, gilt.
3. Folgt im R? fiir die drei Elemente & = (z,, z,, z3), ¥ = (¥1» ¥2, ¥3) und 2 = (2,, z,, 25) stets

aus dem Bestehen der Beziehung z,y,2; = 2,952, = 739,z die lineare Abhangigkeit von
x,y,2?

. Wie mii drei all, El x,y,z desR® beschaffen sein, damit die aus
den Elementen gebildats Mange linear unabhingig wird ( dige und hinreichende Be-
dingungen)?

. Man weise die Elemente ® = (1, 2, 3), y = (4, 5, 6) des R® als linear unabhingig nach und

erginze sie durch ein waitsras Elem>nt zu einer Basis des R®. 5

L, und L, seien zwei lineare Tailriume des R®, wobei B, eine Basis fiir L, sei und 9B, eine

Basis fiir L,. Man gebe Bedingungen an Hand von L, n L, und dim L,, dim L, dafiir an, daB

B, u B, eine Basis fiir R* wird.

'S

o«

S

7. L, und L, seien zwei lineare Teilriume des R". Was fiir eine Beziehung 1Bt sich zwischen
den Werten dim (L(L, u L,)), dim L, dim L, und dim (L, n L,) ableiten?
8. Es sei L ein echter linearer Teilraum des R®. Gibt es einen Isomorphismus von L auf den R"?
9. In R® werde die folgende Abbildung betrachtet: 4: R® — R? mit
(21, %3, 23) ;’ (—3, 22y, 21)
fiir alle (z,, x5, 2,) € R, Ist diese Abbildung ein I phi des R® auf sich?
10. Die Elemente '

& = (cos, sin &), Y = (—sin &, cos &)

des R? weise man fiir beliebiges & ¢ R als linear unabhiingig nach.
Man besti zu den El ten (1,0), (0, 1), (1, 1) jeweils die Koordinatendarstellungen
in bezug auf die Basis B:x, y.




S. Lésungsmannigfaltigkeiten linearer Gleichungssysteme

5.1.  Die verschiedenen Typen linearer Gleichungssysteme

Es sei

a2 + Gy + <-4 Gty = by,
g%y + Bgoy + -+ + Aoy = by, (+)

A%y + Ay + o+ + Ot = b
oder in Funktionalform

fr(@, Tgy oenr 2) = by,

fal@r, 2oy oons ) = b,

[m(Z1s Tay ovey Tn) = by

ein lineares Gleichungssystem in den n Unbekannten ;, z, ..., %, mit den gegebenen
Koeffiziententupeln

(@11, Brgy -+ - » B1n) (Koeffiziententupel fiir die Linearform f,),
(@15 Baay -« vy Aoy) (Koeffiziententupel fiir die Linearform f,),
(@m1s Bmas -+ » Tun) (Koeffiziententupel fiir die Linearform f,)

und den gegebenen rechten Seiten by, ..., b, (auch freie Glieder des Gleichungs-
systems genannt).

Definition 1 (Homogenes, inhomogenes, lésbares und unldsbares lineares
Gleichungssystem). Ein lineares Gleichungssystem (%) heit homogenes lineares
Gleichungssystem genau dann, wenn die gegebenen rechten Seiten simtlich gleich
Null sind. Ein lineares Gleichungssystem (#) heift ink lineares Qleichung
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system genau dann, wenn die gegebenen rechten Seiten nicht simtlich gleich Null
sind. Ein lineares Gleichungssystem () heiBt lsbar genau dann, wenn es wenigstens
eine Losung hat, d. h., wenn es wenigstens ein n-Tupel @ = (=, ..., %,) gibt, welches
in die linken Seiten eingesetzt die rechten ergibt. Ein lineares Gleichungssystem ()
heiBt unlésbar genau dann, wenn es keine Losung hat (wenn es nicht 1gsbar ist).

Bemerkungen.

1. Ein homogenes lineares Gleichungssystem aus 7 Gleichungen mit » Unbekannten
ist stets 16sbar, denn es hat zumindest die Lésung 2 = (0,0, ..., 0) — die sogenannte
triviale Losung.

2. Es gibt auch wirklich unldsbare Gleichungssysteme, was beispielsweise die
folgenden einfachen Systeme zeigen.
2 =1, =2 ‘ (1)
oder
zn+z, =1,
1 + 2 (2)
2z, + 23, = 3.
Definition 2 (Besti e und unbestimmte lineare Gleichungssysteme). Ein

lineares Gleichungssystem (x) heilt ein bestimmies lineares Gleichungssystem genau
dann, wenn es eine einzige Losung hat, wenn die Lésungsmenge aus genau einem
n-Tupel ® = (z,, T3, ..., ¥,) besteht. Besteht die Losung 1ge von (%) aus mehreren
n-Tupeln, so heiBt das Gleichungssystem (x) unbestimmd.

Definition 3 (Das zu einem linearen Gleichungssystem gehérende homogene
lineare Gleichungssystem). Das zu dem linearen Gleichungssysiem (%) gehirende
k lineare Gleichungssystem ist dasjenige, in dem die rechten Seiten alle

durc]; Null ersetzt werden.

Definition 4 (Aquivalenz von linearen Gleichungssystemen). Es seien zwei
lineare Gleichungssysteme in » Unbekannten gegeben, dabei bestehe das eine System
aus m Gleichungen und das andere aus ! Gleichungen.

fil@y, @, oy 24) = by,

................... (*)

................... (#%)
Q@1 Zgyeees ) =1 '

Diese beiden linearen Gleichungssysteme (x) und (**) heiBen dquivalent genau dann,

wenn die Losung gen (Teilmengen des R") beider Systeme iibereinstimmen.
Bemerkung. Im Fall der einfachen Systeme
fil@y, 235 00, 20) =0 (%)

91(@1, Taseer, 24) =0, (%)
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wobei die Linearformen f, und g, beide nicht entartet waren, hatten wir schon im
Satz iiber die Beschreibung der Kerne von Linearformen herausgefunden, daB beide
Systeme genau dann dquivalent sind, wenn f,, g, linear abhéngig sind.

5.2.  Lésungsmannigfaltigkeit homogener linearer Gleichungssysteme.
Der Rang eines linearen Gleichungssystems

Uber homogene lineare Gleichungssysteme in # Unbekannten im allgemeinen wissen
wir bisher lediglich, daB die Lésungsmenge ein linearer Teilraum des R® ist (vgl.
S. 29 und S. 31). Unsere niichste Aufgabe wird in der Bestimmung der Dimension
dieses Losungsraumes bestehen. -

Hilfssatz 1 (Trennbarkeit von linearen Teilriumen und Punkten durch Linear-
formen). Es sei L ein linearer Teilraum des R" und a ein Punkt des R", der nicht zu L
gehirt. Dann gibt es eine Linearform f € & (R") mit f(x) == 0 und f(y) = O fiir alley € L.

Beweis. Es konnen die Félle dim L = 0 oder dim L > 0 vorliegen. Im ersten
Fall wihle man eine beliebige Basis B: by, by, ..., b, von R* und betrachte die
Koordinatendarstellung von & beziiglich 8

T = flbl.+ &by + o+ + &uby .
Wenigstens ein &; ist von Null verschieden, es sei dies 0. B.d. A. £,. Dann nehme man
als f € Z(R") die Abbildung f: R* — Rmit 2 > erste Koordinate von 2 beziiglich der,

Basis 8. Im Fall dim L > 0 wihle man eine Basis b;, b,, ..., b, von L und ergiinze
diese zu einer Basis B: b,, by, ..., by, ..., b, von ganz R". Dann ist

T =§&b + - + &abp + - + &aba
Es muB jetzt &; = 0 fiir ein ¢ > m sein, weil sonst & € L ist. Es sei 0. B. d. A. &, & 0.
Dann nehme man als f € £(R*) die Abbildung f: R" — R mit 2 > n-te Koordinate
von 2 beziiglich 8.
Mit diesem Hilfssatz gelangen wir zu der folgenden wichtigen Einsicht.

Satz 1 (Aqunvalenz zweier homogener linearer Glelchungssy steme). Es seien zwei
h lineare Gleichungssysteme in n Unbekannten gegeben:

4

.................. ”
fm(@y, @2y 000y ) =0, ‘

i@y, Zgy oeny 2y) =0,

Gi(®y, Ty 000, Ty) = 0.

(%%)
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Dann gilt: Diese beiden Systeme sind dquivalent < Die das Gleichungssystem (*)
bestimmenden Linearformen f, ..., fn und die das Gleich ystem (x+) besti
Linearformen gy, ..., g, erzeugen im Raum % (R") aller Lmearformen auf dem R* ein
und denselben linearen Teilraum.

Beweis. Es sei L, der Losungsraum von (). Wir zeigen fiir eine Linearform
f€ ZR"):
f € L(lfrs f2s oov» fm)) © fl@) =0 fiiralle @€ L,.
Wenn f € L({f;, .., fm}) ist, hat man eine Darstellung

f=afs+ -+ + tnln
mit «; € R. Also ist fiir alle ® € R*

f@) = fs(@) + -+ + amfm(@),

d. h., fiir alle & € L, muB f(x) = 0 sein.

Fiir die umgekehrte Richtung machen wir von dem Hilfssatz Gebrauch. Wir
nehmen an, es sei f § L({f), ..., fn)). Um den Hilfssatz unmittelbar anwenden zu
konnen, gehen wir vonder im #(R") vorliegenden Situation durch den kanonischen
TIsomorphismus zwischen #(R") und R" (wo also jedes f € #(R") in sein Koeffizienten-
tupel iibergefiihrt wird) zu einer Situation im R* iiber. Wir haben dann einen Teil-
raum L S R*, der dem L({f,, ..., fu!) entspricht, und einen Punkt y € R", der dem f
entspricht, mit y ¢ L. Es gibt nach dem Hilfssatz eine Linearform & € £(R") mit
h(y) == Ound b = 0 auf L. Nun kehren wir wieder zur Situation in #(R") zuriick.
Der Linearform % entspricht dann ein Punkt 2 € R®. Wir haben folgende Ent-
sprechung:

L({fr ++es ’m')‘_’L ,<—>1, z2<h;

16 Liifys -oesfu) © Yy 4 L, h(y) == 0 und k=0 auf L & f(z) & 0 und g(2) = 0 fiir
alleg € L({},, - ., fml)- Also wire fiir den ermittelten Punkt z erwiesen, dal 2 € L, ist.
Dabei sollte aber dann auch f(2) = 0 gelten. Die Annahme f ¢ L ({f,, ..., fm}) be-
steht folglich zu unrecht.

Die Gesamtaussage des Satzes ist nun leicht zu folgern.

Satz 2 (Struktur der Losungsmenge eines homogenen linearen Glelthungssystems)
Es sei ein homogenes lineares Gleichungssystem in n Unbekannten geg 8

$1( @1y Ty oo 03 %5) =0

................. ’ (%)

fml@1, T2y o0 ) =0

Die Liosungsmenge dieses linearen h Gleich tems ist dann ein linearer
g Y

Teilraum L des R*. Die Dimension von L betrdgt n — dlm L ({frs oo fm))e
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Umgelkehrt gibt es zu jedem linearen Teilraum L des R" von einer Dimension0 < k < n
ein homog lineares Gleichungssystem von m Gleichungen, dessen Losungsraum
gleich dem gegebenen L ist. Die das Gleichungssystem besti den Linearformen
fis +-» Im sind genau bei m = n — k linear unabhdngig.

Beweis. DaB die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems
ein linearer Teilraum L, des R" ist, hatten wir schon friiher festgestellt. Wir miissen
die Dimension von L, hestimmen. Nach dem Beweis des vorhergehenden Satzes gilt :

f€ Lifry e fm)) © f(@®) =0 fiiralle & € L,.

Also haben wir dim L({f;, ..., fm}) =7 ¢ Ly = {0}, denn zu jedem & = 0 gibt es
wenigstens eine Linearform, die in & einen von Null verschiedenen Wert annimmt.

Es sei jetzt dim Ly, = r > 0. Dann wiihlen wir eine Basis 8: b, ..., b, von L.
Diese kénnen wir zu einer Basis von ganz R" ergénzen: by,..., by, ..., b,. Wir
betrachten im Fall < n (bei r = » muB jedes f,, ..., fn die Nullform sein, da der
Lésungsraum einer einzigen nichtausgearteten Linearform schon (n — 1)-dimensional
ist) die Funktionale g4y, ..., g, mit g;(@) = o;, wobei a; die i-te Koordinate von @
in der Koordinatendarstellung beziiglich der Basis by, ..., by, by4y, ..., b, ist:

Die Linearformen g,,,, ..., ¢, sind linear unabhingig. AuBerdem gehdren sie alle zu
L({f1s +++» fm)), denn fiir @ € L, ist jedes g;, 1 = r, gleich Null. Diese g; erzeugen auch
ganz L((fy; -+, fu}), weil fiir f € L({fr, ---, fw)) gilt

) =1( Z o) + £ w0
i=1 i=r+1
= 2 oif(b:)

i=r+1
= 3 {(b) 9@,
i=r+1

d. h.
f =X f®)g.-

i=r+1
Demnach ist dim L({f;, .., fu)) =0 —r.

Zur umgekehrten Situation: Es sei ein linearer Teilraum L & R*mit0 <dimL<n
gegeben. Bei dim L = 0 ist L der Losungsraum eines Gleichungssystems mit belie-
bigen 7 linear unabhingigen Linearformen. Im Fall dim L > 0 wihlen wir wie
vorher eine Basis von L, crginzen diese zu einer vollen Basis von R* und verfahren
genauso wie im ersten Beweisteil, d. h., unsere gewiinschten Linearformen erhalten

n
wir als fi(@) = a;, dim L < i < n, bei® = } a;b;.
i=1
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Fiir die Dimension des von den Linearformen eines Gleichungssystems im .#’(R")
aufgespannten Teilraumes hat sich die folgende Sprechweise eingebiirgert, die auch
im Fall von inhomogenen linearen Gleichungssystemen benutzt wird.

Definition 1 (Rang eines linearen - Gleichungssystems). Es sei ein beliebiges
lineares Gleichungssystem in n Unbekannten #,, ..., %,, bestehend aus m Gleichupgen
gegeben :

fi@y, ooy Ta) = by,

Unter dem Rang dieses Gleichungssystems versteht man die Dimension des von den
Linearformen f,, ..., f, im Raum £(R") aller Linearformen iiber R* aufgespannten
linearen Teilraumes. Haben die Lincarformen f,,...,f, die Koeffiziententupel
(@115 +++5 B1n)s +ovs (@m1s -+ Bpmn) , 80 it der Rang des Gleichungssystems also gleich der
Maximalzahl der in der Menge der (@, ..., @);---) (@m1; -+, @ms) linear unab-
hingigen Elemente.

Bemerkung. Fiir ein-homogenes lineares Gleichungssystem in n Unbekannten
gilt also in der neuen Sprechweise: Dimension des Lisungsraumes des Gleichungs-
systems + Rang des Gleichungssystems = .

Im.iibernéchsten Abschnitt werden wir ein geeignetes Verfahren zur Rangberech-
nung und zur effektiven Angabe des Losungsraumes von vorgelegten linearen
Gleichungssystemen abhandeln. Unsere im Augenblick angestellten Erorterungen
haben die wichtige Funktion der allgemeinen Strukturklirung. Wir kénnen durch
sie von einem iiberschauenden Standpunkt, der geometrisch-anschauliche Ziige
triigt, verfolgen, was eigentlich beim Losen linearer Gleichungssysteme passiert,
withrend das rein Rechnerische beim LésungsprozeB solche Einsichten nicht mehr
bietet. Im niichsten Abschnitt soll nun auseinandergesetzt werden, daB die geo-
metrisch-anschauliche Ubersicht iiber die Losungsmengen von linearen Gleichungs-
‘systemen auch fiir nichthomogene Gleichungssysteme bestehen bleibt.

5.3. L& sungsmannigfaltigkeiten beliebiger linearer Gleichungssysteme.
Lineare Mannigfaltigkeiten im R*

Die Lésungsmannigfaltigkeiten linearer homogener Gleichungssysteme in n Un-'
bekannten waren lineare Teilriume des R*. Das ist fiir nichthomogene lineare Glei-
chungssysteme nicht mehr richtig, da dann die Summe von zwei Losungen nicht
wieder eine Lésung ist und das skalare Vielfache einer Losung nur fiir den Wert o« = 1
wieder eine Lisung ist. Man sieht aber unmittelbar, daB die Differenz zweier Lo-
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sungen eines nichthomogenen linearen Gleichungssystems eine Losung des zu-
gehorigen homogenen linearen Glelchungssystems ist. Bei Vertriglichkeit des in-
homogenen linearen Gleichungssyst tstehen auf diese Weise auch alle Losungen
des zugehorigen homogenen linearen Gleichungssystems.

Wir fixieren diese Sachverhalte durch die folgenden Definitionen und Sétze.

Definition 1 (Komplex von Teilmengen des R*). Es seien 4, B zwei
beliebige nichtleere Teilmengen des R". Unter der Komplezsumme dieser Teilmengen
versteht man die Menge

A+ B:=la+b:acA4,bc B).
Entsprechend versteht man unter der Komplexdifferenz dieser Teilmengen die
Menge
) A—B:=(a—-b:acAd,beB).

Bemerkungen.

1. Diese Komplexsumme ist nicht mit der Mengenvereinigung zu verwechseln und
ebenso die Komplexdifferenz nicht mit der mengentheoretischen Differenz.

.2. Man vergleiche hierzu die Ausfiihrungen der allgemeinen Algebra hinsichtlich
der ,,Komplexprodukte‘. Das Wort Komplex soll darauf hindeuten, dal hier die
Summe bzw. Differenz bzw. Verkniipfung im allgemeinen fiir ganze Komplexe
(Mengen) von Elementen betrachtet wird.

3. In Abb. 4 sind dazu einige Fille an Hand der euklidischen Veranschau-
lichung des R? gezeigt.

a) . 6)
Abb. 4

Die Losungsmenge M eines vertriglichen inhomogenen linearen Gleichungs-
systems in 7 Unbekannten hat, wie vermerkt wurde, die Eigenschaft, daB die Kom-
plexdifferenz von M mit sich selbst ein linearer Teilraum des R” ist. Die Umkehrung
hierzu gilt jedoch nicht, wie etwa im R! das Beispiel M = (z: 2 € R!, x = 0} zeigt.
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Denn es ist M — M = R! (nicht etwa {0}!), aber die Losungsmengen von vertrég-
lichen linearen Gleichungssystemen mit einer Unbekannten sind einpunktig oder der
ganze R!. Fiir uns werden jetzt die Komplexsummen von Bedeutung sein, wo der
eine Summand ein linearer Teilraum des R" ist und der andere eine einpunktige
Menge darstellt.

Wir schreiben anstelle der Komplexsumme (&} + A4 kiirzer und ebenso unmiB-
verstiandlich ® + 4.

Definition 2 (Lineare Mannigfaltigkeiten im R"). Unter einer linearen Mannig-
faltigkeit M im R* versteht man eine Teilmenge der Form M = &, 4+ L, wobei x,
ein festes Element des R" und L ein linearer Teilraum des R* ist.

Bemerkung. Man macht sich den Begriff der linearen Mannigfaltigkeit etwa
wieder an der euklidischen Veranschaulichung des R? bzw. R? in seiner anschaulich-
geometrischen Bedeutung klar. Die Teilmenge M = x, + L ist aus L entstanden,
indem man ganz L parallel verschoben hat, bis es durch a, geht. Demzufolge sind die
linearen Mannigfaltigkeiten in R%:

1. die einpunktigen Teilmengen des R? (L ist hier der Nullraum (0j),

2. die Geraden im R? (L ist hierbei eine Ursprungsgerade),

3. der ganze R2.

Die lincaren Mannigfaltigkeiten im R? sind entsprechend:

1. die einpunktigen Teilmengen des R? (L ist hier der Nullraum {0}),

2. die Geraden im R3 (L ist hierbei eine Ursprungsgerade),

3. die Ebenen in R? (L ist hierbei eine Ursprungsebene),

4. der ganze R3.

Satz 1 (Gleichheit von linearen Mannigfaltigkeiten). Es seien M, :1,,' + L,
M, = yo + L, zwei lineare Mannigfaltigkeiten im R". Dann gilt: M, = M, & L, = L,
und Xy — Yo € L.

Beweis. Es ist M, = @, +®x:x € L)), M, = {yo + y:y € L,]. Also gibt es bei
M, = M, zu jedem x € L, einy € L, mit &, + & = y, + y, und umgekehrt gibt es
zu jedem y € Ly einax € L, mit &y + @ = y, + y. Fiir & = 0 hzw. y = 0 ergibt sich
somit &y — Yo € L, und &, — Yo € L,. Dann ist also jedes & € L, Summe zweier
Elemente von L, und jedes y € L, Summe zweier Elemente von L,, d. h. L, = L,.

Die andere Implikation ist noch ecinfacher @y — 4o € L, (= L,) impliziert fiir
jedes x € L, .

T+ (@ —Y) =Y €L
Jedes y € L, tritt auch stets als gewisses & + (xy — ¥o) auf. Also ist @y + Ly =g,
+ L.
Die soeben hewiesenc Aussage rechtfertigt wegen der cindeutigen Erzeugung

ciner linearen Mannigfaltigkeit im R" aus einem wohlbestimmten linearen Teilraum.
die folgende Begriffshildung.
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Definition 3 (Dimension einer linearen Mannigfaltigkeit). Es sei M eine lineare
Mannigfaltigkeit im R". Unter der Dimension (dim M) dieser linearen Mannigfaltig-
keit versteht man dann die Dimension des diese lineare Mannigfaltigkeit hervor-
bringenden linearen Teilraumes:

M=x,+ L, dim M: =dim L.

Die linearen Mannigfaltigkeiten im R" von der Dimension n — 1 haben-noch eine
besondere Bezeichnung, die sich aus den fiir den R? in euklidischer Veranschaulichung
geltenden Beziehungen erklirt.

Definition 4 (Hyperebenen im R"). Unter einer Hyperebene im R* versteht man
eine lineare Mannigfaltigkeit M des R* von der Dimension n'— 1 (dim M =n — 1).

So wie die (n — 1)-dimensionalen linearen Teilriume mit den Linearformen in
Beziehung stehen, so gibt es auch eine Beziehung zwischen den Hyperebenen und
Linearformen.

Satz 2 (Beschreibung der Hyperebenen durch Linearformen).

1. Es sei | eine nichtausgeartete Linearform auf dem R™. Dann ist fiir jedes gegebene
reelle o € R die Losung ge der Gleichung f(x) = « eine Hyperebene tm R".

2. Jede Hyperebene H im R" ist Lisung ge einer Gleichung f(x) = &« mit einer
gewissen nichtausgearteten Linearform f auf dem R* und einem gewissen « '€ R.

3. Zwei nichtausgeartete Linearformen f, g auf dem R™ besti: durch die Qleich
f(®) = & bzw. g(®) = B ein und dieselbe Hperebene H im R® genau dann, wenn es eine
reelle Zahl 2 == 0 gibt mit f = Ag und « = AB.

Bemerkung. Mit diesem Satz ist. dann also auch die Struktur der Lésungs-
mannigfeltigkeit von einer inhomogenen linearen Gleichung mit » Unbekannten
aufgeklirt.

Beweis des Satzes.

Zu 1. Die Losungsmannigfaltigkeit von f(x) = « sci H. Die Lésungsmenge der
Gleichung f(x) = 0 ist ein (» — 1)-dimensionaler linearer Teilraum des R*, der Kern
(ker f) dieser Linearform. Es sei &, eine gewisse Losung von f(x) = «. Eine solche
konnen wir uns beispielsweise verschaffen, wenn wir in dem Ausdruck a,2, + a,x,
+ -+ + agx, = & (wobei (a,,ay,...,a,) das Koeffiziententupel von f bezeichnet)
etwa x,, ..., 2, beliebig wihlen und , folgendermaBen berechnen:

3 a, a
H=———2 _...__'_Tn.
a a a,

(Wir haben o. B. d. A. a, % 0 angenommen). &, sei das n-Tupel (z,, 2,, ..., ¥,) mit
den soeben festgelegten Koordinaten.!)

hliefR. h

1) Die Existenz eines &, mit f(x,) = & wire auch so zu : Fir eine ni tete
Linearform f: R* — Rgilt f(R") = R, wassofort aus der Homogenitét von f folgt! Also gibt es fiir
jedes & ¢ R wenigstens ein &, ¢ R* mit f(x,) = «.
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Dann gilt fiir H
H =z + kerf,
denn wir haben die Beziehung:
f@®) =aox, —®Ckerf.

Zu 2. Es sei H = x, + L mit einem linearen Teilraum L des R* der Dimension
2 — 1. Dann gibt es eine Linearform f auf dem R®, so daB

L =kerf
ist. Fiir diese Linearform erhalten wir H als Losungsmenge der Gleichung

@) = f(xo)-
Zu 3. Wenn es eine reelle Zahl 1 der genannten Eigenschaft gibt, haben wir

@) = o Mg@) =ip & g(x) = B.

Also stimmen die durch die erste Gleichung und zweite Gleichung bestimmten
Hyperebenen iiberein. Es sei jetzt )
H,: = (x: f(x) =al, H,: ={x:g(x) = pl.

Vorausgesetzt wird H, =H;. Wir haben demnach @, + ker f =y, + kerg fiir
o, Yo € R* mit f(@,) = «, g(yo) = B. Zuniichst ist ker f = ker g nach dem Satz iiber
die Gleichheit von linearen Mannigfaltigkeiten. Dann muB aber wiederum f = g
fiir ein gewisses A &= O gelten. Weil noch ®, — yo € ker f ist, ist f(@)) = f(¥o)
=29(yo), d- h. o = 25.

Wir erkennen damit, daB die Losungsmannigfaltigkeit eines inhomogenen linearen
Gleichungssystems in n Unbekannten der Durchschnitt von Hyperebenen des R* ist.

Satz 3 (Durchschnitt von linearen Mannigfaltigkeiten des R"). Es ses (M;);¢; eine
beliebige Familie von linearen Mannigfaltigkeiten des R*. Dann ist der Durchachnitt
N M; entweder leer oder er ist wieder eine lineare Mannigfaltigkeit des R*. Im letzten
i€l
Fall gilt: '

NM; =x,+ N L,
L34 i€l
sofern M; = o + L; ist (L; linearer Teilraum des R").

Beweis. Essei N M; 2= 9. Wir wihlen einen Punkt &, € N M;. Dann haben wir
die Darstellung M; = @, + L;. Fiir @ € () M; ist also® =&, + y; bei y; € L;; d. h.
& — ®, € L;, fiir alle i € I. Demnach liegt ® in &y + N L.

Wenn umgekehrt @ € @, + N L; gilt, so haben wir =, +y mit y € N L;,
d. h.xec M firalleic I.

Bemerkung. Die Losungsgesamtheit eines inhomogenen linearen Gleichungs-
systems ist also entweder leer oder aber eine lineare Mannigfaltigkeit im R". Die
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nachfolgende Aussage macht noch eine zusatzhche ﬁlmensxonsangabe dieser Mannig-
faltigkeit.

Satz 4 (Struktur der Losungsmannigfn.ltigkeit eines losbaren beliebigen linearen
Glelchungssyst,ems) Es sei ein beliebig (d. k. homog oder inhomogenes) lineares

gesystem. in n Unbekannten gey
fi(@y, @, oony 24) = by,
................... (%)
ful@1s Xy ooey Tp) = e

Dieses Gleichungssystem sei losbar. Dann ist die Losungsmannigfaltigkeit eine lineare
Mannigfaltigkeit sm R". Ihre Dimension betrigt n — Rang des Gleichungssystems (x).

Umgekehrt gibt es zu jeder linearen Mannigfaltigkeit M des R* von einer Dimension k,
0 < k < n, ein losbares lineares Gleichungssystem vom Rang n — k, das die gegebene
lineare Mannigfaltigkeit als Lo besitzt.

Y

Beweis. Wir brauchen fiir den ersten Teil des Satzes lediglich noch die Dimen-
m

sionsangabe zu beweisen. Es ist die Losungsmannigfaltigkeit gleich @, + N ker f;.
i=1

Nach dem Satz iiber die Struktur der Lﬁsungsmenge eines homogenen linearen

Gleichungssystems hat aber der lineare Teilraum ﬂ ker f; gerade die Dimension
n — Rang von (¥).

Zur umgekehrten Situation: Es sei M = @, + L mit einem linearen Teilraum L
der Dimension k. L kann nach dem Satz iiber die Struktur der Lésungsmenge eines
homogenen linearen Gleichungssystems beschrieben werden als Losungsmenge von

h®) =
fu(z) = .

mit m = 7 — k linear unabhiingigen Linearformen. Dann ist M Lésungsmenge von
hi®) = fi(@o),

fn(®) = fu(®@0).

5.4.  Der GauBsche Algorithmus

Nachdem wir mit den vorhergehenden Erérterungen eine vollstindige Aufklirung
der Struktur der Lisungsmannigfaltigkeiten von allgemeinen linearen Gleich
systemen erzielt haben, bleibt jetzt die Frage nach einem effektiven Verfahren der
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konkreten Bestimmung der Losungsmannigfaltigkeiten zu beantworten. Ein solches
Verfahren ist der sogenannte GauBsche Algorithmus, er besteht in einer fortschreiten-
den Elimination der Unbekannten. Die Begriindung fiir die Schliissigkeit des in
Rede stehenden Verfahrens kann nach unseren bisherigen Einsichten leicht erbracht
werden. Es handelt sich eigentlich nur noch um eine zweckmiilige Anordnung der
zuvor gewonnenen theoretischen Resultate.!)

Das vorgelegte lineare Gleichungssystem

hi@) = by,
.......... ()
fm(@®) = by,
bestehe aus m Gleichungen mit » Unbekannten ;, &, ..., &, . Die Losungsmenge M
dieses Gleichungssy ist der Durchschnitt der Hyperebenen H; := (@®: f;(®) = b;},

i =1,...,m. Nach dem Satz iiber die Beschreibung der Hyperebenen durch Linear-
formen erhalten wir dieselbe Hyperebene H;, wenn wir die anfiingliche Gleichung
fi(@) = b; durch ein skalares Vielfaches 4;f;(@) = 4;b; mit einem von Null verschie-
denen Skalar 4; ersetzen. Wenn wir zwei Gleichungen f;(&) = b; und f;(&) = b; und
ihre Losungsmannigfaltigkeit H; n H; betrachten, ist diese Menge H; n H; auch
Losungsmannigfaltigkeit des Systems mit den Gleichungen fi(®) =b; und fi(@)
+ }4(®) = b; + by, denn aus dem Bestehen der ersten beiden Gleichungen folgt das
Bestehen der letzten beiden Gleichungen und umgekehrt.
Wir haben demnach das folgende Ergebnis.

Satz 1 (El tare Umfor gen von linearen Gleichungssystemen). Es sei ein
lineares Gleichungssy mit m Gleichungen in n Unbekannten gegeb Durch wieder-
holte A dung der folgenden el taren Gleichungsumf gen gelangt man stets
2u einem Gleichungssystem, welches zum Ausgangssystem dquivalent ist:

1. Ver hen zweier Qleich

2. Erselzen einer Qleichung durch ein skalares Vielfaches mit einem von Null ver-
schiedenen Skalar.

3. Ersetzen einer Gleichung durch die Summe dieser Gleichung und einer beliebigen
anderen Gleichung des Systems.

Dieser Satz bildet den Hintergrund fiir den GauBschen Algorithmus, mit dem man
ein vorgelegtes lineares Gleichungssystem durch geeignete Elementarumformungen
auf ein moglichst iibersichtliches dquivalentes Gleichungssystem bringt, an dem die
konkreten Lo en leicht abzul sind. Durch den GauBschen Algorithmus bringt

=)

man das anfingliche Gleich ystem auf Trapezform. Wir fiihren den Algorithmus

1) Wegen der groBen praktischen Wichtigkeit der Losung linearer Gleluhunguyshame erfolgt
eine weitere Behandlung in der Numerik (MfL, Bd. 9).
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an Beispielen vor, die getitigten Zeilenumformungen sind jeweils in der ersten
Spalte markiert.

1. Vorgelegtes Gleichungssystem :

zy + 2z + b2y = —9,

% — 23+ 3= 2,

32, — 62y — 3 = 25.
Umformung auf Trapezform
Kooffizi b ool e bact
bei Glied bei Glied
z; zy EX x, EN EA
w | 1 2 5 -9 ) 1 2 5 -9
@ [ 1 | =1 3 2 @ — () —3| —2 1t
3) 3 —6 | —1 25 (3) —3(1) —12 | —186 52
Koeffizi beolut
bei : Glied
2 3 Zy
I 1 2 5 -9
2) -3 | -2 11
—4(2) —8 8

Das Verfahren ist beendet. Die letzte Zeile ergibt —8z; = 8, also z; = —1. Dies in
die vorletzte Zeile eingesetzt, liefert z, = —3. Woraus schlieBlich durch Einsetzen

in die erste Zeile 2, = 2 hervorgeht.

Das vorgelegte Gleichungssystem hat demnach genau eine Losung, namlich das

Element,

(21, T3, 73) = (2, —3, —1).

2. Vorgelegtes Gleichungssystem:

2y + 22, =4,
3z, — 2, =2,
2 + =z =1.
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Umformung auf Trapezform:
Koeffizi bsol Koeffizi bsolut
bei Glied bei Glied
z ] T3 L) z3
(1) 1 2 4 (1) 1 2 4
2) 3 —1 2 (2) —=3(1) =7 —10
@) 2 1 1 (3) —2(1) —3 -1
Koeffizienten absolutes
bei Glied
z A
) 1 2 4
(2) -7 —10
. 3 30
(3) -5 (2) 0 -7+ i

Das Verfahren ist beendet. Die letzte Zeile ergibt, da die Nullform einen von Null
verschied Wert h miiBte, was jedoch nicht stattfinden kann.

Das vorgelegte Gleichungssystem ist demnach unvertriglich, es besitzt keine
Lasung.

3. Vorgelegtes Gleichungssystem:

22 — Xy — Zy+ 3x,= 1,
4z, — 22, — 3+ =z, = 5,
6z, —3x, — 7, — 2= 9,
22, — x, + 223 — 122, = 10.

Umformung auf Trapezform:

Koeffizienten absolutes
bei Glied
z, £ EA EA s
(1) 2 -1 | —1 3 1
2) 4 -2 | -1 1 5
3) 6 -3 | —1 -1 9
4) 2 -1 2 | —12 10




m"bel * Glied
Lo Ty Z3 Ty
(1) 2 | -1 | —1 3 1
2) —2(1) 1| —5 3
(3) — 3(1) 2 | —10 6
4) — (1) 3| —15 9
Koeffizienten absolutes
bei Glied
, zy x5 z,
(1) 2 [ —1] -1 3 1
@) 1| =5 3
3) — 2(2) 0 0 0
(4) — 3(2) 0 0 0

Das Verfahren ist in erster Etappe beendet. Das anfingliche Gleichungssystem ist
in ein neues iibergefiihrt worden, welches aus zwei Gleichungen mit vier Unbekannt;
besteht. Wir wiihlen zwei Unbekannte beliebig, etwa z; = «, 2, = §. Dann haben
wir ein neues Gleichungssystem vor uns:

—x3+ 32, =1 —2a +
x3 — bxy =3.

Die entsprechende Behandlung bringt folgendes:

Koeffizi bsol Koeffizi £
bei Glied bei Glied
s i Z3 2]
(1) -1 3 [1—2x+p8 ) -1 3 |1—2+8
(@) 1 -5 3 (@) + (1) —2 |[4—2a+p
Daraus ergibt sich:
Ty =0 — % -2,

5
=8x——p—1.
% = B 2#
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Das vorgelegte Gleichungssystem ist also unbestimmt. Die Losungsmannigfaltigkeit
besteht aus den Elementen

(a,ﬂ,ﬁa—%ﬂ—7,a—%— )

fiir beliebiges «, ﬂ.e R. Wegen der Darstellung

5 B _5\_ _5 1
(«,ﬁ,sa—2ﬂ—7,«—2 2)—a(1,0,5,1)+ﬁ(0,1, :, 2)

+(0,0,—7, —2)
ist also die Losungsmannigfaltigkeit

5 1
M= (0,0,—7,—2)+ L ({(1,0,5,1), (0, t,= i -2—)})

Bemerkung (Rangberechnung von linearen Gleichungssystemen). Auf das zu
einem gegebenen linearen Gleichungssystem gehorige homogene Gleichungssystem
wendet man den GauBschen Algorithmus an. Der GauBsche Algorithmus fiihrt zu
einer Entscheidung, wie viéle Unbekannte frei wiihlbar sind. Diese Anzahl der frei
withlbaren Unbekannten gibt die Dimension des Lésungsraumes an. Der Rang
betrigt dann: Anzahl-der Unbekannten minus Dimension des Losungsraumes.
Gleichbedeutend dazu ist, daB der Rang gerade durch die Anzahl der nichttrivialen
Zeilen gegeben wird, die sich nach Abschlu des GauBschen Algorithmus in der
Trapezform noch vorfinden. Man iiberzeugt sich ndmlich davon, daB der GauBsche
Algorithmus zu linear unabhéingigen Zeilen fiihrt.

Fiir unsere vorherigen Beispiele heiBt dies: Das erste homogene Gleichungs-
system hat den Rang 3, das zweite homogene Gleichungssystem hat den Rang 2,
das dritte homogene Gleichungssystem hat den Rang 2.

5.5.  Ubungsaufgaben

1. Im R? bestimmt jede Gleichung f(x) = & mit mchtausgeartetem f € £(R?) und « ¢ R eine Ge-
rade. (Bei Zugrundelegung der euklidischen Vi h des R? macht die Losungs-
theit der ten Gleichung eine Gerade aus). Man ermittle Bedingungen dafir,
daB die Gerade pam]lel zurz -Achse verlauft! (Ausgedriickt durch das Koeffiziententupel von

{ und den Wert ).

2. Wann und nur wann haben zwei Geraden im R?, die durch dle Gleichungen f(x) = &, g(x) = #
mit f, g € Z(R?), &, B ¢ R, beschrieben werden, genau einen Schnittpunkt? (Vgl. Aufgabe 1.)
3. Welche geometrische Deutung in R? und R® kann man dem Hilfssatz iiber die Trennbarkeit
von linearen Teilrdumen und Punkten durch Linearformen geben? (Existenz von Gerade bzw.
Ebene, die. nicht durch den gegebenen Punkt verlaufen und sich noch geeignet zu dem

gegebenen linearen Teilraum verhalten.)
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Man bestimme alle Elemente & = (2, z,, 2,) des R3, die auf der Hyperebene liegen, welche die
Elemente (1,0,0), (0,1, 0) (0,0,1) enthiilt! Man gebe eine Hyperebenengleichung fiir die
gewiinschte Hyperebene an.

. Das folgende Gleichungssystem ist zu l6sen:

4+ 23+ 23+ =5,
22 + 3z, + 2+ 7 =2,

@3 + 225 + 3z, = 18,
5z, + 4xy + 323 + 22, = 12.

Das folgende Gleichungssystem ist in Abhiingigkeit von 4 zu losen:
Mty +2 =1, .

—z4+My+z =4,

—z— y+iz=—4.

Man bestimme eine Basis des Losungsraumes des folgenden Gleichungssy
+2—z3+x =0,

z — 23+ 23+2 =0,

3z, + 2y — 23+ 37, =0,

2y — g =0.

Sind die folgenden Elemente des R® linear unabhiingig:
z=(,-21), y=3,—-12), 2=(2,1,2)?

Man ermittle drei Hyperebenengleichungen im R?, so daB der D
gerade nur aus dem Element (1, 1, 1) besteht.

Was fiir eine Figur entsteht im R? (bei euklidischer V¢ haulichung), wenn man die Kom-
plexsumme der Menge {(z,, z,): 2,% + 2,2 = 1} mit sich selbst, betrachtet?

o
der Hyp




6. Lineare Abbildungen des n-dimensionalen reellen
Zahlenraumes. Matrizen

61.  Erklirung der linearen Abbildungen des n-dimensionalen reellen
Zahlenraumes. Beispiele :

Die mit einem gegebenen linearen Gleichungssystem verbundene Aufgabenstellung
wollen wir jetzt von einem neuen abbildungstheoretischen Standpunkt betrachten.
Es sei nun ein allgemeines lineares Glejchungssystem in z Unbekannten mit m
Gleichungen vorgelegt:

a3y%y + GygTy + o0+ Gy = by,
Ay A+ Aoy + oo+ + GagTn = by,

U@y + Apg®s + -+ + G Ty = by

Wir lassen zunichst die vorgeschriebenen rechten Seiten auBer Betracht und

nehmen uns lediglich die gegebenen Linearformen 1, by, ..., ln mit den angeschrie-
benen Koeffiziententupeln (@y;, @1z, «--» @1n)s =++5 (@m1s +-- > Tm) VOT. Zu jedem & € R*
gehért dann ein Punkt ¢

y = (@), b@), ..., In(@))

des R™, Wir haben damit eine Abbildung 4:R* - R™; & — (,(@), ..., In(®)). Das
Lisen des gegebenen Gleichungssystems bedeutet dann, alle @ € R* ausfindig zu
machen, fiir welche A(@) = b ist mit b = (by, by, ..., by). Das Losen von linearen
Gleichungssystemen ist also in der Natur seiner Aufgabenstellung etwa vollkommen
dem Lésen von Gleichungen n-ten Grades verwandt, nur mit dem Unterschied, daB
die gegebenen Abbildungen verschiedener Natur sind. Uber die Natur der bei linearen
Gleichungssystemen auftretenden Abbildungen 4 kann man sich rasch einen weiteren
Einblick verschaffen. Die Abbildung 4 hat hinsichtlich der arithmetischen Struktur
im R* die gleichen Eigenschaften wie eine Linearform, d. h., 4 ist additiv und homogen.

Definition 1 (Lineare Abbildungen desR" in den R™). Eine Abbildung 4: R* — R™
des n-dimensionalen reellen Zahlenraumes in den m-dimensionalen reellen Zahlen-
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raum heiBt lineare Abbildung genan dann, wenn hinsi htlich der koordinatenweisen
Addition im R, R™ und der Multiplikation mit Skalaren folgendes gilt:

1L.A®@ +y) = Ax) + A(y) fiir allex,y € R".
2. A(xx) = aA(®) fiir alle x ¢ R* und «€R.

Bemerkungen.

1. Reelle Linearformen in » Unbekannten sind ein Spezialfall der linearen Ab-
bildungen. Bei ihnen handelt es sich um lineare Abbildungen des R" in den R

2. Ein anderer Typ von linearen Abbildungen ist uns bei den Isomorphismen vom
R* in den R™ (m = n) begegnet Hier tritt zur Linearitit der Abbildung noch die
Eineindeutigkeit.

Einige weitere Beispiele fiir lineare Abbildungen

1. Es sei 2 eine beliebige fixierte reelle Zahl. Dann ist im R" durch die Festsetzung
A(x) := Az, x € R*, eine lineare Abbildung erklirt. Sie heiBt Homothetie mit dem
Koeffizienten 1. Man verfolge etwa die Wirkung von 4 an der geometrisch-eukli-
dischen Veranschaulichung des R? bzw. R3. Im Fall 0 < 4 < 1 wirkt die Abbildung
stauchend und im Fall 4 > 1 streckend. 1 = —1 bedeutet eine zentrale Spiegelung,
so daB also bei negativem A eine Zusamr tzung der erstgenannten Wirkung mit
einer zentralen Spiegelung zustande kommt.

2. Lineare Abbildungen sind insbesondere fiir die Geometrie wichtig. Das wird
dort im einzelnen besprochen. Hier illustrieren wir lediglich noch etwas mehr den
Begriff der linearen Abbildung, wobei wir uns auf Schulkenntnisse beziehen.

Wir betrachten im R? folgende anschaulich beschriebene Abbildung 4. In der
geometrisch-euklidischen Veranschaulichung des R? als. Ebene wihlen wir eine
beliebige Gerade ! durch den Ursprung. Zum anderen sei eine davon verschiedene
Gerade g vorgegeben. Jetzt werde jeder Punkt der Ebene durch Parallelprojektion
auf die Gerade [ lings der vorgegebenen Richtung g projiziert (vgl. Abb. 5 und 6).

’

¥4
\
\

Abb. 5 Abb. 6

Durch diese Vorschrift wird eine Abbildung A4: R® — R? festgelegt. Als Bildmenge
tritt hierbei der eindimensionale Teilrsum des R* auf, der durch die Ursprungs-
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gerade ! repriisentiert wird. An Hand von Schulkenntnissen mache man sich klar, daB
die Abbildung linear ist.

3. Entsprechend zum vorstehenden Beispiel erértere man, daB eine axiale Strek-
kung im R? in bezug auf eine gegebene Ursprungsgerade ! lings einer gegebenen
(davon verschiedenen) Geraden g mit einem Streckungsfaktor 1 eine lineare Ab-
bildung im R? beschreibt. Der Fall 2 = —1 bedeutet hierbei die Spiegelung an I
lings der durch g gegebenen Richtung.

4. Es sei A: R* — R™ eine beliebige lineare Abbildung des R™ in den R™. Wir be-
trachten die kanonischen Koordinatenprojektionen p,, p,, ..., P, in den R™. Jedes
p;: R® — R! ist, wie wir wissen, eine Linearform auf dem R™, die jedem Element
y € R™ gerade als Funktionalwert seine i-te Koordinate zuordnet. Die Zusammen-
setzung von 4 mit den p;, ¢ =1, ..., m, liefert uns m Linearformen f; :=p;0 4
auf dem R". Die Abbildung 4 ist vollstindig durch diese m Linearformen bestimmt.
Es ist

A@) =y = (L@), @), ..., fn@), @R
Die zu den f; gehérenden Koeffiziententupel seien (a;;, @, ..., @iy). Dann ist also

Y1 = A% + 1% + -+ + B1aTy,
Yg = Gg1%; + Ge%y + -+ + Goully,
Ym = G + Gz + -+ + Galn-

Der Verlauf der linearen Abbildung 4: R" — R™, wo also jedem & = (zy, ..., Z,)
des R* das Element A(®) =y = (%1, Y2, --+, Ym) zugeordnet wird, ist demnach in
der gleichen Weise beschrieben wie in der Situation, die uns zum Begriff der linearen
Abbildung gefiihrt hat. Ein lineares Funktional f: R — R! wird durch ein Koeffi-
ziententupel (@,,a,, ..., a,) beschrieben. Eine lineare Abbildung 4: R* — R™ wird
— wie wir jetzt herausgefunden haben — durch ein Koeffizientenschema beschrieben,
das aus m Zeilen und » Spalten besteht:

Ay Qg ... Ogp

Qgy Qg ... Qgy

A1 Qg - - Amn

Mit solchen Koeffizientenschemata werden wir uns nun etwas ausfiihrlicher be-
schiftigen.
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6.2.  Matrizen und die durch sie beschriebenen linearen Abbildungen

Definition 1 (Reelle Matrix vom Typ m X n). Unter einer (reellen) Matriz vom
Typ m X n; m, n natiirliche Zahlen; versteht man eine Abbildung 4 der Menge
1,2,...,m} x{1,2,...,n) in R. Diese Abbildung

A:{1,2,...,m} X (1,2,...,n} >R,
definiert auf der endlichen Menge {1,2,...,m}x{1,2,...,2}, gibt man zweck-
miiBig durch ihren Verlauf (i, §) > a;; in einer rechteckigen Tabelle wie folgt an:
@y Qg --- On

Qg1 Qg3 ... Qg

Om1 Q2 -+ - Emn

oder kiirzer (a;;);- . @;; nennt man das allgemeine Element der Matriz A. Der

erste Index ¢ dés lementes a;; gibt den Zeilenstand und der zweite Index den
Spaltenstand des Elementes a;; an.

Man sagt auch: Eine Matrix vom Typ m X 7 (gelesen ,,m Kreuz n*‘) ist ein recht-
eckiges Zahlenschema von m Zeilen und 7 Spalten. Man meint damit natiirlich den
ausgesprochenen Sachverhalt der Abbildung. Die ZweckmiiBigkeit der Angabe der
hier interessierenden Abbildungen durch die rechteckige Anordnung der auftretenden
Bildelemente geht fiirs erste schon aus dem oben vermerkten Zusammenhang mit
linearen Gleichungssystemen hervor. Weitere Vorteile dieser Schreibweise werden
sich bald zeigen, vor allem bezieht sich die noch zu erklirende Matrizenmultiplikation
wesentlich auf die Zeilen-Spalten-Struktur einer Matrix. :

Definition 2 (Gleichheit von Matrizen). Es seien A, B zwei (reelle) Matrizen,

A = (@y)iet,mry B = budizy,..rr
j=lian =1,
Diese heiBien gleich genau dann, wenn sie als Abbildung gleich sind. Fiir die Gleich-
heit von Matrizen ist also notwendig und hinreichend, daB ihr Typ iibereinstimmt
und sie auBerdem Element fiir Element iibereinstimmen:

=T ]y by firalls | = Kl ™)
n=s ji=I1,...,n).

Im letzten Beispiel des vorhergehenden Abschnitts haben wir bemerkt, daB jede
lineare Abbildung 4: R* — R™ durch eine gewisse Matrix vom Typ m X 7 beschrieben
werden kann. Diesen Sachverhalt fassen wir jetzt allgemeiner, indem wir von ge-
wissen Basen im R* und R™ ausgehen. Der urspriingliche Fall bedeutet dann gerade
die Bezugnahme auf die natiirlichen Basen im R® und R™.
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Definition 3 (Die einer linearen Abbildung assoziierte Matrix). Es sei im R"
eine beliebige Basis B in einer bestimmten Anordnung fixiert: 8: by, ..., b,. Es sei
im R™ eine beliebige Basis € in einer bestimmten Anordnung fixiert: €: ¢y, ..., Cp.
Jeder linearen Abbildung A4: R" — R™ léBt sich dann eine von den Basen B, € ab--
hiingende Matrix A vom Typ m X n in der folgenden Weise zuordnen:

A = ()i
1

wobei a;; die i-te Koordinate von A(b,) in bezug auf die Basis € ist. In der j-ten
Spalte von A steht also das Koordinatentupel des Elementes A(b;) beziiglich der
Basis €.

Die Matrix A heiBt die der linearen Abbildung A:R™ — R™ beziiglich der an-
geordneten Basen 9B und € assoziierte Matriz oder auch die die lineare Abbildung
A: R* - R™ beziiglich der Basen B und € beschreibende Matriz.

Wir werden sogleich auseinandersetzen, in welchem Sinne die Matrix die lineare
Abbildung bei gegebenen Basen beschreibt. Zuvor die folgenden

Bemerkungen.

1. Bei fixierten Basen gehoren zu verschiedenen linearen Abbildungen auch stets
verschiedene beschreibende Matrizen. .

2. Jede Matrix vom Typ m X 7 ist auch stets beschreibende Matrix einer gewissen
linearen Abbildung vom R* in R™ beziiglich der fixierten Basen (Nachweis).

3. In dem Spezialfall einer linearen Abbildung 4:R" — R"* des R" in sich tritt
hiufig der Umstand ein, daB eine beschreibende Matrix von A4 beziiglich eines
Basispaares 8, B mit ein und demselben ersten und zweiten Glied zu betrachten ist.
Man spricht in diesem Fall von der beschreibenden Matrix von 4 beziiglich der
Basis 8.

Satz 1 (Beschreibung einer linearen Abbifdung durch die assoziierte Matrix). In
den Riumen R* und R™ sei je eine geordmete Basis B:b,,...,b, und €:¢y,...,Cn
fiziert. Es sei eine lineare Abbildung A : R" — R™ gegeben. Es bezeichne

A=

die zu A beziiglich der Basen B und € gehirige beschreibende. Matriz. Die Matriz
beschreibt dann in der folgenden Weise den Verlauf der Abbildung A: Es seien @ € R,
Y € R™ zwei gegebene Elemente. Fiir sie gilt dann: A(x) = y < Fiir die Koordinaten-
tupel (&, ..., &) von @ beziglich B und (9, ..., 4,) von y beziiglich € gilt

M = @by + 8oz + - + ayaéy,

Nm = Cmié1 + Amafs + o + @aén-
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Beweis. Unter den gemachten Voraussetzungen ist
=501+ + babyy Y =C1 + 00+ TmC
und
A(bj) = a,4€; + A3iC; + ++ + BiCm-

Daraus folgt wegen der Linearitit von 4
n i L m m n
aw =4 (Eem) = Zeaw) = £e Save = £ (Soe)en
=1 =1 =1 u=1 w=1\r=t

Also sind die Koordinaten von A (&) beziiglich der Basis € gerade

Z‘ialvfngazven ---:Z;%.Ev-

Wir notieren zwecks besserer Einprigung das folgende Diagramm fir den Zu-
sammenhang zwischen A und A (es bezeichne 4 eine lineare Abbildung, 4 ihre beschrei-
bende Matrix beziiglich der angeordneten Basen B und € im R” bzw. R™, § das
Koordinatentupel von 2 € R* beziiglich 8, 7 das Koordinatentupel von y € R™ beziig-
lich €):

" 4 § 7
S &
B (11 . = ' "
i-te Zeile |a;, ;o ... a;y | =2 ant,
L oot el : =
§ |T' n &

Einige Beispiele fiir Matrizdarstellungen von linearen Abbildungen

1.Im R" betrachten wir eine beliebige angeordnete Basis 8: b, ..., b,. Wie lautet
die assoziierte Matrix der identischen Abbildung I: R* — R*, d. h. I(2) = & fiir alle
& € R*, beziiglich des Basispaares B, B? Die assoziierte Matrix I ist quadratisch
vom Typ n X n. In ihrer j-ten Spalte steht das Koordinatentupel von b; beziiglich %,
d. h.

100...0
010...0
I=|001...0

Es treten also nur in der von links oben nach rechts unten laufenden Diagonalen
Einsen auf und sonst Nullen. Diese Matrix heit nach einem im niichsten Abschnitt
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ersichtlichen Grunde die Einheitsmairiz vom Typ n X n. Fiir gewohnlich wird sie

mit der folgenden Bezeichnungsweise abgekiirzt:

Hierbei heiBt d;; das Kronecker-Symbol, es ist definiert durch

5 = 1 fir i=j, ¢,j=1,...,n,
#= Vo0 fir i, 6,i=1,...,n.

2. Wir nehmen uns das im vorhergehenden Abschnitt angedeutete Beispiel der
Parallelprojektion P des R? auf eine Ursprungsgerade lings einer vorgeschriebenen
Richtung vor. Wihlt man die Basis geeignet, so wird die Projektion P durch die
Matrix P beziiglich des Basispaares 8, B wie folgt beschrieben werden:

10
)

Wir sehen an diesem Beispiel die ZweckmiBigkeit der geeigneten Basisauswahl.
Man wird die Basen jeweils so wihlen, daB iibersichtliche Matrixdarstellungen zu-
stande kommen.

3. Fir das ebenfalls im vorhergehenden Abschnitt angedeutete Beispiel der

axialen Streckung zeige man durch geeignete Basisauswahl eine Matrixdarstellung
der Form

S=(3 ‘1’)

6.3.  Algebraische Operationen fiir lineare Abbildungen. Matrizen-
kalkiil

Fiir lineare Abbildungen des R* in den R™ kann man auf eine uns schon geliufige
Art eine Addition und Multiplikation mit reellen Skalaren erkliren. Wir werden
niimlich ganz entsprechend wie mit den Linearformen zu verfahren haben.

Definition 1 (Punktweise Addition und Multiplikation mit einem Skalar fiir
lineare Abbildungen). Es bezeichne #(R", R™) das System aller linearen Abbildungen
des R* in den R™. Unter der punktweisen Summe zweier linearer Abbildungen A, B
¢ Z(R*, R™) versteht man die Abbildung 4 + B: R* — R™ mit dem Verlzuf (4 + B)(x)
:= A(®) + B(x)fiir allex € R (hierbei meint natiirlich 4 (x) + B(x) di> koordinaten-
weise Addition im R™).

Unter der punktweisen Multiplikation einer linearen Abbildung A € % (R*, R™) mit
einem Skalar « € R versteht man die Abbildung x4:R* - R™ mit dem Verlauf
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(xd) (®) := xA(x) fiir alle 2 € R® (hierbei meint natiirlich x4(x) die koordinaten-
weise Multiplikation von « mit 4(x) im R™).

Satz 1 (Arithmetische Struktur des Systems aller linearen Abbildungen des R”
in den R™ hinsichtlich der punktweisen Addition und Multiplikation mit einem
Skalar). Die in Z(R", R™) erklirte binire Operation der punktweisen Addition von
linearen Abbtldunyen und die punktweise Multiplikation mit reellen Skalaren haben
d"e'l 1" A, G, 3 ll .

1. Fiir die Addmon + gzlt

1.4 4+ B =B + A fir alle A, B ¢ #(R*, R™) (Kommutativitit der Addition).
2.(A+ B)+ C=A+ (B+ C) fir alle 4, B, C € £(R", R™) (Assoziativitit der
Addition).
3. Es gibt ein eindeutig bestimmies Element 0 € Z(R", R™), so dap A + 0 = A fiir
alle A € £ (R", R™) ist (Existenz und Einzigkeit des Nullel tes).
4. Zu jedem A € L (R", R™) existiert ein (eindeutig bestimmies) Element, bezeichnet
durch —A, fiir welches A + (—A) = 0 ist (Existenz und Einzigkeit des Inversen).
II. Fiir die Multiplikation mit einem reellen Skalar gilt:

5. 14 = A fiir alle A € Z(R*, R™).
6. (xp) A = x(BA) fir alle x,8 € R und alle A € L(R", R™) (Assoziativitit der
Multiplikation mit einem Skalar).

IIL. Fiir das Zusammenspiel der punkiweisen Addition mit der Multiplikation mit
einem reellen Skalar gilt:
7. («+ ) A = xA + PA fiir alle o, § € R und alle A ¢ £ (R", R™) (Distributivitét
der Multiplikation mit einem Skalar beziiglich der Addition von Skalaren).
8. x(4 + B) = xA + «B fiir alle x € R und alle 4, B € £ (R*, R™) (Distributivitit
der Multiplikation mit einem Skalar beziiglich der punktweisen Addition).

Bemerkung. Der Spezialfall #(R", R!) ist uns schon als System #(R") der simt-
lichen Linearformen auf dem R" vertraut. Wir werden daher den ohne neue Ideen
ablaufenden Beweis in der jetzigen Situation nicht reproduzieren. Die Details
mache sich der Leser als niitzliche Wiederholung selber klar.

Wir weisen nun auf einen wichtigen Umstand hin: Lineare Abbildungen kénnen
unter Bezugnahme auf Basen durch Matrizen beschrieben werden. Die algebraischen
Operationen fiir lineare Abbildungen miissen sich folglich in gewissen Operationen
fiir die Matrizen widerspiegeln. Wir zielen also auf ein gewisses Rechnen mit Matrizen
ab. Ein solches Rechnen mit Matrizen — der sogenannte Matrizenkalkiil — hat mit
dem englischen Mathematiker A. CAYLEY im Jahre 1858 begonnen.

Definition 2 (Matrizenaddition und Multiplikation mit einem Skalar). Es
bezeichne #(m x n) die Menge aller reellen Matrizen vom Typ m X n. Fiir Matrizen
A, B¢ #(m X n) ist die Matrizsumme A + B als Matrix vom Typ m X n mit dem
allgemeinen Element a;, + b;, erklirt, sofern

= (@ir)i= B = (bi)i-
k k=

ist.
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Fiir die Matrix A € #(m X n) ist das Produkt mit einem Skalar « € R als Matrix
«A mit dem allgemeinen Element aa;; erklirt. Wir erkennen unmittelbar den folgen-
den

Satz 2 (Summe und skalares Vielfaches von linearen Abbildungen und ihre Be-
schreibung durch Matrizen). Es seien A, B lineare Abbildungen des R" in den R™ und
 sei ein reeller Skalar, « € R. Sind A und B die assoziierten Matrizen von A, B beziig-
lich gewisser fixierter Basen € und D im R™ bzw. R™, so gilt folgendes:

1. Der punktweisen Summe A + B der linearen Abbildungen A, B kommt beziiglich
des Basispaares €, ® in R", R™ als beschreibende Matrix die Matriz A + B zu.

In Diagrammform:

A,Bc R R") —» 4+ Bc Z(R",R")
o2
(A) (oA

e,
ABc AmXxXn) —— A+ Be H#(mXn)

2. Der punktweisen Multiplikation «A der linearen Abbildung A mit dem Skalar o
kommt beziiglich des Basispaares B, C in R®, R™ als beschreibende Matriz die Matrix
oA zu.

In Diagrammform:

AcZR* R") ———— x4 € £(R",R™)

(U} ()

+
Achmxn) — xAcH(mxn)

Bemerkung. Bei fixierten Basispaaren (€, D) fiir R", R™ besteht also eine ein-
eindeutige Entsprechung zwischen #(R", R™) und .#(m X n), die sogar die arith-
metische Struktur invariant lé8t. Wir konnen also sagen, daB das System der Matrizen
M (m % n) hinsichtlich der Matrizenaddition und Multiplikation mit Skalaren iso-
morph ist zu #(R*, R™) hinsichtlich der punktweisen Addition und Multiplikation
mit Skalaren. Bei den Matrizen aus . (m X n) handelt es sich nun um alle Abbildun-
genvon (1,2,...,m} X (1,2,...,n} in R. Wir sehen somit, daB das System .#(m X n)
beziiglich der Matrizenaddition und Multiplikation mit Skalaren seinerseits isomorph
ist zu dem arithmetischen m - n-dimensionalen reellen Zahlenraum R™".

Eine weitere Operation fiir lineare Abbildungen ist bedeutungsvoll: die Hinter-
einanderschaltung oder Zusammensetzung.
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Definition 3 (Hintereinanderschaltung von linearen Abbildungen). Es sei
A:R" - R™ eine lineare Abbildung des R™ in den R™ und B: R™ —> R¥ eine lineare
Abbildung des R™ in den R*. Die zusammengesetzte Abbildung B o 4: R* — R ist
dann wie folgt erkliirt: (B o A) (x) := B(A(x)) fiir alle & € R". Diese Hintereinander-
schaltung von linearen Abbildungen ergibt wieder eine lineare Abbildung (Bestiti-
gung!).

Wir machen extra noch einmal darauf aufmerksam, da zur Hintereinander-
schaltung von linearen Abbildungen A, B in der Form B o 4 zuerst 4 ausgefiihrt
wird und dann B und daB dabei der Wertebereich der zuerst auszufiithrenden Ab-
bildung mit dem Definitionsbereich der danach auszufiihrenden Abbildung iiber-
einstimmen muB.

In Diagrammform:

R* ———R™
\.\ 1

Bod ™ A€ LR R™)

! B =Bode LR, R,
\ Bec Z(R™,RY)

Rk

Bemerkung. Die Hintereinanderschaltung von Abbildungen nennt man bis-
weilen auch das Produkt von Abbildungen.

Jetut wird die wichtige Frage nach der Widerspiegelung der Zusammensetzung von
linearen Abbildungen an Hand von assoziierten Matrizen errtert.
In R*, R™ und R¥ seien angeordnete Basen

B:by,...,b,; C:€yueesCps D:idy, ..., dy

fixiert. Fiir gegebene lineare Abbildungen 4:R* —R™ und B: R™ — R¥ mogen A
€ M(m X n), B €M(kxm) die zu den Basispaaren B, € bzw.€, D gehorigen beschrei-
benden Matrizen von 4 und B sein. Welche Matrix vom Typ (k X n) gehort zu Bo A
beziiglich des Basispaares 8, D? Die gesuchte Matrix C hat in ihrer ersten Spalte das
Koordinatentupel von (B o A) (b,) beziiglich D, in ihrer zweiten Spalte das Ko-
ordinatentupel von (B o 4) (b,) beziiglich D,..., in ihrer n-ten Spalte das Koordi-
natentupel von (B o 4) (b,) beziiglich D.
Unter Benutzung von

A = (ay);

erhalten wir

m m k
4(b;) =‘Z'lu,»,c,-, (B o A4) (b)) =_Z1a,i,B(c.-), B(c;) = Zlb“,-d“,
i= i= =
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also insgesamt
m 5 ok k m
B 4) ) = F oy S 0,0, = 5 bu)
i=1  u=1 w=1\i=1
Das allgemeine Element von C ist demnach
m
Cuj = Z b#‘aii'
i=1

Definition 4 (Matrizenmultiplikation). Es seien

B =()u=t..kr A=ij)i=1....
=1 j=1.

zwei Matrizen des Typs & X m bzw. I X n. Diese heiBen verkettet. genau dann, wenn
m = 1 ist. Fiir zwei verkettete Matrizen B, 4 wird ihr M atrizenprodukt B - A als die
folgende Matrix erklirt: B - A ist vom Typ kX n und hat das allgemeine Element

mn
c,,,=§1bn,a,,~_ (p=1,....k; j=1,....,n).

Merkregel zur Matrizenmultiplikation

1. Verkettungsbedingung
Fiir zwei Matrizen B und A ist ihr Produkt B - A nur dann erklirt, wenn der links-
stehende Faktor genau so viele Spalten besitzt, wie der rechtsstehende Faktor
Zeilen aufweist.

2. Aufbau der Produktmatrix

B A B-A

i-te Zeile b,l : — D i-te Zeile
Ly i

j-te Spalte j-te Spalte
Das Element in der i-ten Zeile und j-ten Spalte der Matrix B - A hat die Gestalt

bir@y + bin@aj + - + Dintlns-

Dieses Element in der Kreuzung der i-ten Zeile und j-ten Spalte von B - 4 erhilt man
als Summe der fortlaufend gebildeten Produkte der Elemente der i-ten Zeile von B
mit den Elementen der j-ten Spalte von 4.

Wir notieren uns den folgenden

Satz 2 (Produkt von linearen Abbildungen und seine Beschreibung durch Matri-
zen). Es seien A: R* — R™, B:R™ — R lineare Abbildungen. Sind A und B die asso-
ziierten Matrizen von A, B beziiglich gewisser fizierter Basen B, €, D im R", R™, R¥,
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80 gilt folgendes: Dem Produkt B o A: R" — RF der linearen Abbildungen A, B kommt
beziiglich des Basispaares B, ® in R, R¥ als beschreibende Matriz die Matriz B - A zu.
In Diagrammform:

Ac Z(R",R"), Bec LR™RY) |—> Bodc LR R

%B,€C €D B,D

AecHmxn), BecMlkxm) —> B-Ac.MEXn)

Bei der Hintereinanderschaltung von linearen Abbildungen und der entsprechenden
Operation fiir die Matrizen war die Bezeichnungsweise Produkt gebraucht worden.
Eine Rechtfertigung findet diese Bezeichnungsweise, wenn man sich das Zusammen-
spiel dieser Produktbildung mit der Addition von Abbildungen bzw. Matrizen vor-
hiilt, wie es jetzt geschehen soll.

Satz 3 (Grundeigenschaften der Matrizenmultiplikation). Es seien A, B, C Matri-
zen. Dann gilt folgendes:

1. Sind B und C vom gleichen Typ und ist A mit B und mit C verkettet, so besteht die
Beziehung A - (B + C) = A - B + A- C (Distributivgesetz der Mulliplikation in bezug
auf die Addition). (Entsprechend mit Multiplikation von rechts, sofern die auf-
tretenden Operationen ausfiihrbar sind).

2. Es bezeichne O die Nullmatriz eines beliebigen Typs. Dann bestehen fiir eine be-
liebige Matriz A bei entsprechender Verkettung mit O die Bezieh

A-0=0,
0:-4=0.

)

3. Es bezeichne I die (quadratische) Einheitsmatriz eines beliebigen Typs. Dann
bestehen fiir eine beliebige Matrix A bei entsprechender- Verkettung mit I die Beziehung
A-I=A,
I.A = A (Rechifertigung der Bezeich ise Binheitsmatriz).

Y

4. Es sei die Matriz A mit der Matriz B verkeltet und es sei B mit A verkettet. Dann
gilt im allgemeinen

A-B+B-A (Nichtk jvitdt der Matri liplikation).

5. Es gibt von der Nullmatriz verschiedene Matrizen A, B, die verkettet sind, mit der
Eigenschaft

A-B=0 (Existenz von Nullteilern bei der Matrizenmultiplikation).
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6. Es seien Matrizen A, B, C in der angeschriebenen Reihenfolge verkeltet, dann
besteht die Beziehung

A-(B-C)=(A-B)-C (Assoziativitit der Matri ltiplikation).

Beweis. Die Bestitigung ist einfach zu erbringen. Man kann zwei verschiedene
Wege einschlagen. Der eine besteht in der direkten Anwendung der Matrizenmulti-
plikation. Der andere interpretiert die Matrizen als Darstellungen von linearen
Abbildungen und liuft auf eine Bestitigung der analogen Beziehungen fiir die
linearen Abbildungen hinaus. Die vorhergehenden Sitze garantieren dann, daB auch
die entsprechenden Matrizenbeziehungen gelten. Der zweite Weg ist sogar weniger
schreibaufwendig, was sich besonders fiir die Assoziativitét zeigt. Die Details fiihre
der Leser selber aus. Wir machen uns lediglich die Aussagen 4 und 5 klar.

Zu 4. Es sei

a=(do} m=fo)

Dann haben wir

[ 0—t (ot
A-B-(_l o) und B-A_(IO),

alsoA-B+B-A.

Welche Abbildungen werden durch beide Matrizen im R? hinsichtlich der natiir-
lichen Basis beschrieben? Wir verfolgen diese Abbildungen in der euklidisch-geo-
metrischen Veranschaulichung des R®. Es gilt fiir die der Matrix A entsprechende
Abbildung 4: ® — A(x), wenn & =: (z,, Z,), 50 ist

(=40 G)-(-2)

(21, 23) > (T2, — 21).
A

Es ist fiir die der Matrix B entsprechende Abbildﬁng B:x+> B(x) beix = (2, z,)

(- E)=(=2)

(23, Ta) F> (23, — )
B

also

Abb. 7 veranschaulicht die Wirkung der im Text beschriebenen Abbildungen.
A beschreibt demzufolge eine Rechtsdrehung um einen rechten Winkel. B beschreibt
demzufolge eine Spiegelung an der x-Achse. Die Hintereinanderschaltung B o 4 der
Rechtsdrehung um einen rechten Winkel mit der Spiegelung an der 2-Achse ist von
der Hintereinanderschaltung 4 o B verschieden.
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1.2 F———t 02,77/ i 5
r— ————el7,X2
: (x7,%) -Tl
| | !
I i
|
| .
} —————J (X7,~X3)
a) B VR 6
Abb. 7

Zu b. Auch hier beziehen wir uns auf die euklidisch-geometrische Veranschaulichung
des R%. Eine Orthogonalprojektion des R? auf die z-Achse wird durch die Matrix

7=(o0)

beschrieben.
Eine Orthogonalprojektion des R? auf die y-Achse wird durch die Matrix

00
r=(od)

beschrieben.

Die Hintereinanderschaltung der Orthogonalprojektion des R? auf die x-Achse
mit der Orthogonalprojektion auf die y-Achse ergibt aber die Nullabbildung, die
jeden Punkt des R? in den 0-Punkt abbildet. Demzufolge muBl P, - P, = O gelten
(was man auch leicht durch direktes Ausrechnen bhestitigt). Es ergibt sich auch
P,-P,=0.

Bemerkungen.

1. Schauen wir zuriick auf den durch eine assoziierte Matrix einer linearen Ab-
bildung vermittelten Ubergang der Koordinatentupel. Wir erkennen folgendes: Es
sei 4 eine lineare Abbildung des R" in den R™ und A die assoziierte Matrix von 4
beziiglich eines Basispaares B, € in R", R™. Es sei & € R* und § sein Koordinaten-
tupel beziiglich der Basis 8. Dann hat das Element A(x) beziiglich der Basis €
gerade das Koordinatentupel

7 = Matrizenprodukt von 4 mit der Matrix §,'
hierbei ist § als Matrlx vom Typ 2 X 1 und 7 als Matrix vom Typ m X 1 aufgefaBt.

Ing Uberei g mit der Mattlxerkla,rung sollte eigentlich
M én
=] uwd §={%n

Tm1, &
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geschrieben werden. Der zweite Index als Kennzeichnung der Spalte eriibrigt sich
aber, da nur eine einzige Spalte auftritt.

Bei der Matrizenmultiplikation ist also wesentlich, daB ein n-Tupel von Zahlen
als eine Matrix vom Typ n X 1 (eine Spalte) oder aber als eine Matrix vom Typ
1 X n (eine Zeile) betrachtet werden kann. Es hat sich in diesem Zusammenhang
folgende Bezeichnung eingebiirgert: Ein Zahlentupel (mit » Komponenten) als eine
Zeile aufgefaBt (Matrix vom Typ 1 X n) heiBt ein Zeilenvektor, als eine Spalte auf-
gefaBt (Matrix vom Typ = X 1) heiBt es ein Spaltenvektor. Uber die Bedeutung des
Wortes ,,Vektor* vergleiche man Kapitel 9.

2. Es seien &, y zwei Elemente des R", sie mogen die Komponenten x; bzw. y;,
i =1,...,7n, haben. Wird a als Zeilenvektor und y als Spaltenvektor aufgefaBt, so
ist das Matrizenprodukt @ - y erkliirt, es ergibt sich eine Matrix vom Typ 1 X 1, das
einzige Element ist

3 ab;.
i=1
Wir haben damit eine Abbildung von R X R" in R.

Dieses spezielle Matrizenprodukt fiir Elemente aus dem R" heiBt das innere Produkt
oder — weil das Ergebnis stets ein Skalar ist — das Skalarprodukt von & mit y
(nicht zu verwechseln mit dem skalaren Vielfachen!). Dieser wichtige Spezialfall der
Matrizenmultiplikation wird spater noch weiter behandelt.

6.4.  Kern und Bildraum linearer Abbildungen. Der Rang von Matrizen

Mit einer linearen Abbildung 4: R* — R™ gehen zwei lineare Teilrdume, der Kern der
Abbildung und der Bildraum der Abbildung einher, die einen gewissen Aufschluf
iiber die Abbildung gestatten. Wir hatten die Niitzlichkeit des Kerns von Linear-
formen schon friiher feststellen kénnen.

Definition 1 (Kern und Bildraum einer linearen Abbildung). Es sei 4: R* — R™
eine lineare Abbildung des R" in denR™. Die Menge {a: & € R*, A(x) = 0} ist dann
ein linearer Teilraum des R"; er heilt der Kern der Abbildung A und wird bezeichnet
mit ker 4. Die Menge {y:y € R™, es existiert ein @ € R* mit A(x) =y} ist dann
ein linearer Teilraum des R™, er heiBt der Bildraum der linearen Abbildung A und wird
bezeichnet mit im 4.

Der Leser bestiitige die Teilraumeigenschaften!

Bemerkung. Der linearen Abbildung A4:R® —R™ entspricht beziiglich der
natiirlichen Basen in R", R™ eine Matrix A = (@;;);—1,..m- Der Kern von 4 ist

j=L,.n
dann gleichbedeutend mit dem Lésungsraum des homogenen linearen Gleichungs-
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systems
%y + Gy + - + 012, =0,

Am®) + Amg¥y + <o+ + Gpay = 0.
(Die Anwendung des Matrizenproduktes gestattet die abkiirzende Schreibweise als
Matrizengleichung

A-x=0,

z
wobei® = 51 als Spaltenvektor erscheinen muB und 0 das Nullelement im R™ ist,

L,
das als Spaltenvektor aufgefaBt wird.)
Wenn die Réume ker A und im 4 fiir eine lineare Abbildung wirklich gewissen
Einblick in die Wirkung von 4 erméglichen, so werden gewi8 die Dimensionszahlen
dim ker 4 und dim im 4 bedeutungsvoll sein.

Definition 2 (Rang einer linearen Abbildung). Es sei 4: R" — R™ eine lineare
Abbildung des R" in den R™. Die Dimension des Bildraumes von A4 heiBt dann der
Rang der linearen Abbildung.

) rang A :=dimim4.
Wir stellen zuerst die folgende Aussage fest:

Satz 1 (Beziehu.ng zwischen den Dimensionen des Kerns und des Bildraumes
einer linearen Abbildung). Es sei A: R® — R™ eine lineare Abbildung. Dann gilt die
folgende Beziehung:

dim ker 4 4 dimim4 = n.

Beweis.

1. Fall: dim ker 4 = 0. Es gilt: dim ker 4 = 0 & A ist eine eineindeutige lineare
Abbildung. Eine eineindeutige lineare Abbildung bedeutet aber einen lsomorphismus
von R" mit einem linearen Teilraum von R™. Bei einem Isomorphismus bleibt die
Dimension invariant. Also ist dim im4 = n. '

2.Fall: dimker 4 =k > 0. Es sei by, ..., b, eine Basis von ker 4. Diese kann
dann zu einer vollen Basis by, ..., by; by, ..., b, des R® ergéinzt werden. Ist k =7,
50 habep wir imd4 = {0}. Ist hingegen k& < 7, so spannen die Elemente A(by.,),
«+., A(b,) den Teilraum im4 auf. Diese Elemente sind notwendig linear unab-
hiingig! Denn aus ’

gty A(bgsa) A --- + onA(by) =0
folgt:
A(xpibpay + -+ + x,by) =0.
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Nun liegen aber nur die Linearkombinationen von by, ..., b; in ker 4. Also muB8
gelten:
oprrbpry A oo+ oby =0,

was wegen der linearen Unabhéingigkeit von by, ..., by die Relation apyy =--- = ay
= 0 bedeutet. Demzufolge ist dim im 4 = n — k bestétigt.

Bemerkung. Wir kennen schon den Begriff des Ranges eines linearen Gleichuﬁgs-
systems. Der vorstehende Satz fiihrt uns mit dem Satz iiber die Struktur der Losungs-
menge eines homogenen linearen Gleichungssystems zu einem Vergleich des Rang-
begriffes eines Gleichungssystems und des Rangbegriffes einer linearen Abbildung.
Zuerst sprechen wir den Begriff des Ranges eines Gleichungssystems in formal leicht
abgeiinderter Form wie folgt aus.

Definition 3‘(Zeilenrang einer Matrix). Es sei A eine Matrix vom Typ m X n.
Unter dem Zeilenrang dieser Matrix versteht man den Rang des durch 4 bestimmten
homogenen Gleichungssystems 4 -& =0, d. h., der Zeilenrang von A ist gleich der
Dimension des linearen Teilraumes von R", der durch die Zeilenvektoren von A
aufgespannt wird.

Dann kénnen wir also sagen:

Essei A eine Matrix vom Typ m X n. Der Abbildungsrang der durch sie definierten
Abbildung @ — A4 - &, x € R* (als Spaltenvektor aufgefait), ist gleich dem Zeilen-
rang der Matrix 4. '

Diese Einsicht kénnen wir noch ein wenig weiter treiben.

Definition 4 (Spaltenrang einer Matrix). Es sei 4 eine Matrix vom Typ m X n.
Unter dem Spaltenrang dieser Matrix versteht man die Dimension des linearen Teil-
raumes von R™, der durch die Spaltenvektoren von A aufgespannt wird.

Satz 2 (Gleichheit von Zeilen- und Spaltenrang einer Matrix). Es sei A eine Mairiz
vom Typ mXn. Dann stimmen Zeilenrang und Spaltenrang von A iberein. Man
spricht daher einfach von dem Rang einer Matriz. Es gilt 0 < rang A < min {m, n}.

Beweis. Die gegebene Matrix A definiert eine lineare Abbildung 4: * -~ A -,
a € R"(als Spaltenvektor aufgefaBt) von R" in R™. Es sei der Zeilenrang von A gleich k.
Wir sahen schon, daB die Beziehung k = rang 4 besteht. Nun ist der Rang von 4 als
Dimension des Bildraumes von 4 erklirt. Die Spalten von A sind gerade die Ko-
ordinatentupel eines Erzeugendensystems von im 4 beziiglich der natiirlichen Basis
im R™. Es ist der Spaltenrang von A gleich der Dimension des Bildraumes von 4,
weil der Ubergang zu Koordinatentupeln beziiglich einer beliebigen Basis einen Iso-
morphismus darstellt. Die letzte Beziehung ist klar, da der Zeilenrang kleiner oder
gleich der Zeilenzahl sein muB (entsprechend fiir den Spaltenrang).

Wir miissen nun die Frage beantworten, wie sich der Rang einer Abbildung durch
eine beliebige beschreibende Matrix ausdriickt. Die Argumente dazu sind schon
vollstindig in den soeben erfolgterr Errterungen aufgetaucht.
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Satz 3 (Rang einer Abbildung und Rang der assoziierten Matrizen). Es sei
A: R* — R™ eine lineare Abbildung des R" in den R™. A sei die beschreibende Matriz von
A beziiglich eines fizierten Basispaares B, € in R", R™. Dann gilt

rang A =rang A.

Beweis. Die Basis B bestehe aus by, ..., b,. Die Elemente A(b,),..., 4A(b,)
spannen im 4 auf. Esist rang4 = dim L([A(b,) A(by), ..., A(b,.)]). Die Spaltenvek-
toren von A seien §,, ..., §,. Die s; sind die Koordinatentupel von 4(b;) beziiglich €.
Die Zuordnungy € imA + Koordinatentupel von y beziiglich € ist ein Isomorphis-
mus von imd mit L({S,, 83, ..., 8,}), daher ist dim im 4 = dim L((s, ..., 8,)).
Der letzte Wert ist aber der Spaltenrang (=. Zeilenrang) von 4.

Nach dem letzten Satz konnen wir fiir eine lineare Abbildung bei Kenntnis einer
beliebigen beschreibenden Matrix den Rang der Abbildung berechnen, da uns ein
Berechnungsverfahren des Ranges eines Gleichungssystems (d.h. einer Matrix)
schon geliufig ist. Eine Rangberechnung macht sich beispielsweise bei der Ent-
scheidung nétig, ob eine gegebene lineare Abbildung eineindeutig ist oder nicht.

Satz 4 (Kennzeichnung der Eineindeutigkeit einer linearen Abbildung durch den
Rang der Abbildung). Es sei A: R* — R™ eine lineare Abbildung des R* in den R™.
A ist eineindeutig (d. h. ein Isomorphismus von R® in R™) & rang A = n.

Beweis. Wegen n = dim ker 4 4 rang 4 ist rang 4 = n équivalent mit dim Ker 4
=0. Letzteres ist aber mit der Eineindeutigkeit von 4 gleichbedeutend. Denn
Ax) = A(y) ergibt A(® —y) =0,d.h.x=y.

AbschlieBend sei noch das Verhalten des Ranges von Matrizen bzw. Abbildungen
gegeniiber der Produktbildung notiert.

Satz 5 (Abschitzung des Ranges einer Produktmatrix). Es set A eine Matrix vom
Typ m X n und B eine Matriz vom Typ n X k. Dann gilt fur den Rang der Produkt-
matriz A - B die folgende Ungleichung:

rang (A - B) < min {rang 4, rang B}.

Beweis. A definiert eine Abbildung 4 von R” in R™ und B eine Abbildung B von
R in den R". Es ist dim im 4 o B ahzuschitzen!

Wir haben im 4 2 im 4 o B, d. h.dim im 4 o B < dimim 4. Zum anderen ist
imA4 o B = A(imB), also dim im 4oB < dim im B, denn bei einer linearen Abbildung
hat der Bildraum eines linearen Teilraumes héchstens die Dimension des Urbild-
raumes, wie aus der Betrachtung von Erzeugendensystemen hervorgelit.
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6.5. Lineare Abbildungen des R" in sich. Invertierbare Matrizen

Je zwei lineare Abbildungen des R” in sich konnen hintereinandergeschaltet werden,
ebenso kénnen je zwei quadratische Matrizen des Typs n X n (hierfiir sagt man auch:
quadratische Matrizen von der Ordnung ) miteinander multipliziert werden.

Die folgende Aussage stellt noch einmal die Grundeigenschaften der arithmetisch
Struktur in #(R", R*) zusammen. Eine véllig analoge Aussage ist dann fiir die arith-
metische Struktur im System .#(n X n) der Matrizen der Ordnung n giiltig, weil
beide Systeme zueinander isomorph sind.

Satz 1 (Arithmetische Struktur der linearen Abbildungen des R* in sich beziiglich
der Addition und Multiplikation). Es bezeichne £(R", R*) das System aller linearen
Abbildungen des R* in sich. Man nennt die Elemente von £ (R", R") auch bisweilen die
Endomorphismen bzw. Operatoren des R". £(R", R") hat dann hinsichilich der punkt-
wezaen Addition und Mulhplikatum mit einem Skalar und hinsichtlich der Hinterein-

balt dte $07, den Grund 1o fl,
)

1. Fiir die Addition gtlt.'

1. A + B = B + A fiir alle A, B € Z(R*, R") (Kommutativitit der Addition).
2. (44 B)+ C =4+ (B+ C) fir alle 4, B, C € £(R", R*) (Assoziativitit der
Addition).
3. Es gibt ein eindeutig bestimmies Element 0c R, R*),s0daf A+0=4
fiir alle L (R", R*) ist (Existenz und Einzigkeit des Nullel tes).
4. Zu jedem A € L(R", R*) existiert ein (eindeutig besti tes) Element, bezeichnet
durch —A, fiir welches A + (—A) = 0 ist (Ezwtenz und Einzigkeit der Inversen).

I1. Fiir die Multiplikation mit einem reellen Skalar gilt:
5.1-A = A fiir alle A € £ (R", R").
6. (xf) A = a(BA) fir alle o, p € R und alle A € L(R", R") (Assoziativitit der
Multiplikation mit einem Skalar).

II1. Fiir das Zusammenspiel der punktweisen Addition mit der Multiplikation mit
einem reellen Skalar gilt:
7.(x + B) A = aA + A fiiralle «, B € R und alle A € #(R", R") (Distributivitdt
der Multiplikation mit einem Skalar beziiglich der Addition von Skalaren).
8. x(4 + B) = x4 + B fiir alle « € Rund alle 4, B € £(R", R*) (Distributivitit
der Multiplikation mit einem Skalar beziiglich der punktweisen Addition).

IV. Fiir die Hintereinanderschaltung gilt:
9. Es gibt ein eindeutig bestimmies Element I €¢ (R, R*),s0daf Ao I=I oA =4
fiir alle 2 (R", R") ist (Ezistenz und Einzigkeit des Einsel tes).
10. (Ao B)oC =Ao(Bo Q) fir alle A B,C € Z(R*, R") (Assoziativitit der
Hintereinanderschaltung).
11.Ao(B+0C)=AoB+ AoC und (A+B) C' Ao C-l—B c fur alle
A,B,Ce Z(R*,R") (Dwtnbulwsta,t der Hinter haltung beziiglich der
Addition).
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Man sagt, & (R", R*) bildet beziiglich der betrachteten Operationen eine Algebra
iiber R (oder eine reelle Algebra). Diese Algebra ist bei n = 2 nicht kommutativ, sie
besitzt ein Einselement und bei » = 2 Nullteiler.

EinTeilsystem von.2(R", R*) ist von Bedeutung. Dazu die folgenden Betrachtungen:
Eine lineare Abbildung des R* in sich, die eineindeutig ist, muB zugleich auch surjektiv
sein, denn bei eineindeutiger linearer Abbildung 4 des R" in sich ist dim im4 =n,
also besteht die Beziehung im4 = R". Dann existiert aber zu A die inverse Abbildung
A-1: R* — R", deren Verlauf wie folgt erklirt ist:

TER">yeR": © A(y) ==x.
At

A gehort wiederum zu Z(R*®, R*).

Satz 2 (Rein arithmetische Kennzeichnung der Invertierbarkeit von linearen
Abbildungen). Es sei A eine lineare Abbildung des R® in sich. A ist invertierbar (es
existiert die inverse Abbildung), d.h., A ist eineindeutig (und surjektiv) & Es besteht

eine der folgenden dq Bedingungen :

1. Es gibt eine Abbildung B € £ (R, R") mit B o A = E (identische Abbildung des R").
2. Es gibt eine Abbildung C € &£ (R*, R") mit A o C = E (identische Abbildung des R").

Bei Invertierbarkeit von A sind dann B und C eindeutig bestimmt, es gilt B = A1,
C =41

Beweis. Im Fall der Invertierbarkeit von 4 hat man

AoAr'=E =A41-4,
denn es ist bei der Existenz von 4-1

x |-> yoyrx.

e

Wenn pun fiir ein gewisses B € Z(R", R") die Beziechung Bo 4 = E besteht (ent-
sprechend fiir 4 o C = E), so gilt fiir jedes & ¢ R*

x = B(A(x)).
Demnach folgt aus A(x,) = A(x,) die Gleichung #, = x,, d. h., 4 ist eineindeutig.
Dann existiert also A-1, und @ = B(4(x)) bedeutet, daB B = A4-1 ist.

Definition 1 (Invertierbare Matrix). Eine quadratische Matrix 4 der Ordnung »
heiBt tnvertierbar genau dann, wenn eine der folgenden édquivalenten Bedingungen
gilt: '

1. Es existiert eine quadratische Matrix B der Ordnung 7, so daB das Produkt B- A
gleich der Einheitsmatrix der Ordnung 7 ist.

2. Es existiert eine quadratische Matrix C der Ordnung », soda das Produkt 4 -C
gleich der Einheitsmatrix der Ordnung 7 ist.
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Bemerkung. Wir sehen nach den voraufgegangenen Erorterungen, dafl eine zu
einer linearen Abbildung 4 € £ (R", R") assoziierte Matrix A (bei beliebigem Basis-
paar B, B) genau dann invertierbar ist, wenn die lineare Abbildung 4 invertierbar ist.
Die Matrizen B und C sind dann eindeutig bestimmt, es handelt sich gerade um die
assoziierte Matrix von 4! beziiglich des Basispaares B, 8 (ein Basispaar B, € mit
€ = B kommt bei diesen Betrachtungen nicht in Frage, weil sonst die identische
Abbildung E: R*— R*mit & +> & nicht durch die Einheitsmatrix beschrieben wird).

B

Man nennt diese zu der invertierbaren Matrix A eindeutig bestimmte Matrix, deren
Produkt mit A (von links und auch von rechts) die Einheitsmatrix ergibt, die zu 4
inverse Matriz, sie wird mit A-! bezeichnet. Invertierbare Matrizen heiBen auch oft-
mals requldre Malrizen. A-! ist selbst wieder invertierbar, ihre inverse Matrix ist A.
Ein Kriterium fiir die Invertierbarkeit (Regularitit) ist schon bekannt (Folgerung
aus dem Satz iiber die Kennzeichnung der Eineindeutigkeit von linearen Abbildungen
durch den Rang).

Satz 3 (Die Kennzeichnung der Invertierbarkeit einer Matrix durch den Rang).
Eine quadratische Matriz der Ordnung n ist genau dann invertierbar (regulir), wenn die
Mairiz den Rang n besiizt.

Unser Matrizenkalkiil ist bisher noch unvollstindig, da wir kein Verfahren er-
ortert haben, die inverse Matrix A-! einer invertierbaren Matrix A anzugeben, ob-
gleich wir durch die Rangberechnung die Invertierbarkeit entscheiden konnen. Der
Algorithmus zur Rangberechnung liBt sich aber leicht so ausgestalten, daB er im
Falle der Invertierbarkeit gleich die inverse Matrix mitliefert. Das wird weiter unten
besprochen. Zuvor noch einige Betrachtungen iiber das System der invertierbaren
Matrizen.

Satz 4 (Struktur des Systems der invertierbaren Matrizen der Ordnung » hinsicht-
lich der Matrizenmultiplikation). Das System aller invertierbaren quadratischen
Matrizen der Ordnung n (ein Teilsystem von #(n X n)) hat folgende Eigenschaften in
bezug auf die Matrizenmultiplikation :

1. Das Produkt zweier invertierbarer quadratischer Matrizen A, B der Ordnung n
st wieder eine invertierbare quadratische Matrixz der Ordnung n. Es besteht die Be-
ziehung (A - By = B-1. A1,

2. Es gibt eine (eindeutig bestimmte) invertierbare quadratische Matriz E der Ordnung n,
so dap fiir jede andere invertierbare quadratische Matriz A der Ordnung n A E
=E-A=Aqgil.

3. Zu jeder inverlierbaren quadratischen Matriz A der Ordnung n gibt es eine (ein-
deutig bestimmte) invertierbare quadratische Matriz A der Ordnung n, so daf A - A
=A.A=Egil.

Das System aller inveriierbaren quadratischen Matrizen der Ordnung n bildet hinsichi-
lich der Matrizenmulliplikalion — wie man sagt — eine Gruppe. Man bezeichnet sie
mit GL(n) und nennt sie-die generelle lineare Gruppe der Ordnung n.
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Beweis. Die ausgesprochenen Eigenschaften erkennt man leicht fiir die Hinter-
einanderschaltung der eineindeutigen linearen Abbildungen des R" in sich. Wegen der
Isomorphie zu dem System der invertierbaren Matrizen hinsichtlich der Matrizen-
multiplikation hat man die Bestitigung.

Nun erfolgt die Besprechung eines Verfahrens zur Ermittlung der inversen Matrix.
Wir suchen fiir eine quadratische Matrix 4 eine quadratische Matrix X mit 4 - X =E.
Sind die Spaltenvektoren von X nacheinander @, x,, ..., ®,, so sollen also &; € R”
bestimmt werden mit

1 0 0

0 1 0

A-’tl = B AE, =lol A.’B,, = g
0 H 0

0/ 1

Das ist aber eine Aufgabenstellung zur Losung von n Gleichungssystemen in » Un-
bekannten. Diese Aufgabe la 8t sich etwa nach dem GauBschen Algorithmus erledigen.
Wir formulieren diese Einsicht als den folgenden

Satz 5 (Verfahren zur Ermittlung der inversen Matrix). Es sei A = (@;;)i~4

j=1.n
quadratische Matriz: der Ordnung n. Die Frage nach der inversen Matriz A1, d. k.,
die Frage nach derem Existenz und deren konkreter Gestalt, ist glewhbedeulend mit der

Auflosung der f den n inhomog linearen Gleichung
Ixn 1 19 0 Z1n 0
A“f‘=?,A“:"=(l,,...,A ”3-=8
z) \0 ) \§ ) \

Es tritt dabei genau eine der folgenden Moglichkeiten ein:
1. Nicht alle n Gleichungssysteme sind lésbar.
2. Jedes der n Gleichungssysteme hat genau eine Losung.
Im ersten Fall ist A nicht invertierbar. Im zweiten Fall ist A invertierbar, und die zu A
tnverse Matrix lautet
T %12+ 0+ Tin
41— Tg1 Loz -+ Lo
Tn1Znz -« Xnn
Die Entscheidung, welcher Fall vorliegt, erledlgt man beispielsweise durch den
GauBschen Algorithmus.

Beispiele zur Invertierbarkeit von Matrizen

Der GauBsche Algorithmus fiir die # Gleichungssysteme, die zur inversen Matrix
fiihren, wird gleichzeitig fiir alle n Systeme ausgefiihrt.
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1. Hat die quadratische Matrix

123
A=1456
789
eine Inverse?
Losung.
Koeffizienten absolut. Gl. bei
- bei .
zy | @y | xj |i=1]i=2]|i=3
1 2 3 1 0 0 1 2 3 1] 0 (1)

4 5 6 0 1 0 0f]—-3|—-6(—4]|1 o

7 8 9 0 0 1 oj—6|—12|-7(0 |—6
1 2 3 1 0 [
| 0 -3 | —6| —4 1 0
0 0 0 1 .

Also miiBite fiir j = 1 die Nullform den Wert 1 annehmen, was nicht- moglich ist.
Folglich sind die Gleichungssysteme nicht alle 16sbar. Demzufolge hat A keine Inverse!
(Wir sehen auBerdem, daB rang 4 = 2'ist.)

2. Hat die quadratische Matrix

A=|-111

eine Inverse?
Losung.

Koeffiz. b. " absol. Gl. b.
zy; | @y | 2y |F=1]j=2]|j=3

11|t |t ] o0 ] 0 | t|1|1f1]0]0

-1 |11t | 0 | 1 | O ofz2|2|1|1]|¢

0|01 | o | 0o | 1 olofjt|jo|o0]|1
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1| 1
of=|-=] o

10 s =3
1| 1

1 = =|-1

o °olg| =
ofo|1|o]| o] 1

Die erste Umformung bringt die Entscheidung, daB A eine Inverse besitzt, die
weitere Umformung liefert die Inverse als

11 5
2 "2

-1 —

=1 1 |
2 2
0 0 1

Man iiberzeugt sich durch die Produktbildung 4 - A-! von der Richtigkeit der
Rechnung.

Eine geometrische Interpretation der gegebenen Matrix A als eine beschreibende
Abbildungsmatrix hitte uns auch leicht ohne Rechnung die Invertierbarkeit ent-
scheiden lassen. A beschreibt im R3die Abbildung, durch welche (1, 0, 0) in (1,—1,0);
(0,1,0) in(1,1,0)und (0, 0, 1)in(1, 1, 1) iibergeht. Die Elemente (1, —1, 0), (1, 1, 0),
(1,1, 1) spannen aber ganz R® auf, da die beiden ersten die z, y-Ebene aufspannen
und das dritte Element aus dieser Ebene herausweist.

3. Wann hat die quadratische Matrix

A= (“u “n)
91 G2
eine Inverse?
Zwei Fille sind méglich, a,; = 0 oder a,; &= 0. Denn bei a,; =0 und a, =0

liegt keine Invertierbarkeit vor.
1. Fall:a;; =0

Koeffiz. b. bsol. G1. b.

oeffiz. b beol C b

Zy | 2y |i=1]i=2

[ % [ 1 0 an @2 1 0

Ay Ggg 0 1 0 Uy — 4n ayy _%n 1
Gy ay
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2.Fall:ay, =0

Koeffiz. b. | absol. GL b.
Ty EX 7'.=1 j=2 FH—

ay | an | 1t | 0 ey ay 1 0
a, 0 1 a,
e 2 0 ay ——ay —2n 1
Lt Lt

Wir sehen also: Ist a,, == 0, 8o besteht Invertierbarkeit von 4 genau dann, wenn
Agg — o a3 0.
an

Ist @y, < 0, s0 besteht Invertierbarkeit von A genau dann, wenn

Qg
ay ——ay +0.
Lot

Beide Bedingungen zusammenfassend kann man also sagen:
A invertierbar & ay,ap — @189, < 0.

Die Inverse von A lautet danﬁ, wie man durch Weiterfithrung des obigen Verfahrens
erhilt:

41— 1 ( Qg —alz)
Q1@ — G120z \—an G

6.6. Basiswechsel und Koordinatentransformationen

Jetzt untersuchen wir den Ubergang von einer Basis des R zu einer neuen Basis und
interessieren uns dabei vor allem fiir die Beschreibung durch Matrizen. Aus dem
Bisherigen ersieht man direkt die Giiltigkeit der folgenden Aussage.

Satz 1 (Basiswechsel als lineare Abbildung). Es sei B: by, ..., b, eine (angeordnete)
Basis des R* und A: R® — R* eine lineare Abbildung des R* in sich.

Die Abbildung A iiberfiihrt die Basis B genau dann in eine Basis €: ¢, ..., €, mit
Ab) =¢;,i=1,...,n, wenn A den Rang n hat. Zu zwei vorgegebenen angeordneten
Basen B: by,...,b, und €: ¢,,...,¢, des R® gibt es genau eine lineare Abbildung
A: R* — R" des R" in sich, die die Basis B in die Basis € iiberfiihrt:

A(b‘) #c.-, t=1,...,n.
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Ziehen wir die Matrizendarstellung einer linearen Abbildung heran, so kommen wir
also zu einer Beschreibung eines Basiswechsels mittels einer Matrix.

Definition 1 (Matrix fiir einen Basiswechsel). Es seien 8: b, ..., b, und €:
€y, ..., Cy Zwei (angeordnete) Basen des R". Unter der Matriz fiir den Basiswechsel
B > € soll die beschreibende Matrix der eindeutig bestimmten Ubergangsabbildung
A: R* > R™ mit A(b;) = ¢; hinsichtlich der ersten Basis 8 verstanden werden.

Demnach ist die Matrix fiir den Basiswechsel B8 > €

tll tll eoe ‘u tll‘
by;
‘-l 'nz corlun bui
das Koordinatentupel von ¢; (= A(b,-)) beziiglich der Basis 8 bedeutet.

Wie berechnen sich nun die Koordinaten eines El tes des R* beziiglich einer
gegebenen Basis bei Kenntnis der Matrix des Basiswechsels?

Satz 2 (Koordinatentransformation bei Basiswechsel). Es seien B und € zwes
(angeordnete) Basen des R*. T = (t,,), L bezeichne die Matrix des Basiswechsels

8C Lt =t

()

das Koordinatentupel von & € R" beziiglich der Basis B (als Spaltenvektor aufgefaft) und
’71
"‘ =
Wu
das Koordinatentupel desselben Punktes & € R* beziiglich der Basis €, so besteht folgender
Zusammenhang zwischen § und 1:
N = T§ (oder gleichbedeutend: § — Tn).

Bemerkung. Die Koordinatentupel eines Elements des R* transformieren sich
also bei einem Basi hsel nicht im gleichen Sinne wie die Basiselemente. Man sagt
dazu: Die Koordinaten transformieren sich kontragredient zu den Basiselementen.

Beweis des Satzes. Nach den Voraussetzungen des Satzes gilt einerseits

= 2 ti;b;
=1

und andererseits

n L]
x =) &b; = X nic;.
i=1 i=1
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Durch Einsetzen erhillt man daraus

@=3 b= 2-—: ’712 tijbi = Z 2 nitigb; = Z; (é‘l‘um) b

i=1 i=1 1i=1

Wegen der Eindeutigkeit der Koordinatendarstellung ergibt sich somit

-
=3ty t=1,...,n.
=1

Das bedeutet aber gerade

(51) ( )

=T

éa MNn

Nun ist die den Basiswechsel vermittelnde lineare Abbildung vom Rang 7, also ist

auch ihre beschreibende Matrix T vom Rang n. T' besitzt demzufolge eine Inverse
T-1. Durch Multiplikation ergibt sich

T =1.

Der soeben bewiesene Satz beantwortet die Frage nach der Berechnung der neuen
Koordinaten bei Kenntnis der alten Koordinaten und der Matrix T des Basiswechsels.
Dazu hat man zuvor die Inverse T-! von T zu besti Sind hingegen die beiden
Basen B: by, ..., b, und €: ¢, ..., ¢, gegeben und die Matrix des Basiswechsels noch
nicht direkt vorgelegt, so wird man zur Berechnung der neuen Koordinaten aus den
alten nicht etwa zuerst T ermitteln und darauf die Inverse T-! bestimmen, sondern
man wird sogleich T-1 errechnen. Dazu notieren wir uns den folgenden

Satz 3 (Matrix eines iterierten Basiswechsels). Es seien B, € und D gewisse an-
geordnete Basen des R". Die Mairix T beschreibe den Basiswechsel B +> €. Die Matriz
S beschreibe den Basiswechsel € > ®. Dann beschreibt die Matriz TS den Basis-
wechsel B > D (Reihenfolge!).

Beweis. Es sei 8: by, ..., b,;€: ¢y, ..., ¢, und D:d, ..., d,. Dann gilt
" n
¢ =2tybi, d =38,
i=1 =1

wobei T = (t,,),_, . und § = (s,,)k 1. » die jeweiligen Matrizen fiir den Basis-

wechsel 8 G und (S + D sind. Damxt erglbt sich durch Einsetzen

Z 8 Z tub; = Z" 2': ‘il‘"ﬂbi =_Z-' (Z-“ir’u) b
F=1i=1 i=1 \k=1

i=1

Demnach wird also der Basiswechsel 8 > ® durch die Matrix mit dem allgemeinen
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Element
n
uy =3 tusu
=1

beschrieben, d. h., die Matrix fiir den iterierten Basiswechsel ist das Produkt 7'S,
wobei der erste Faktor die Matrix des ersten Basiswechsels ist.
Als Spezialfall hiervon erhilt man das folgende Ergebnis.

Satz 4 (Matrix fiir den inversen Basiswechsel). Es seien B und € zwei (angeordnete)
Basen des R". Den Basiswechsel B +> € beschreibe die Matriz T. Dann beschreibt die
Matriz T- den Basiswechsel € > B.

Beweis. Es sei S die Matrix fiir den inversen Basiswechsel € > 9B zu dem Basis-
wechsel B > €. Dann ist fiir den Basiswechsel 8 — B nach dem vorhergehenden
Satz die Produktmatrix T'S beschreibende Matrix. Es ist aber auBerdem die Einheits-
matrix beschreibende Matrix, also erhélt man TS = E,d.h. § = T-1..

Eine lineare Abbildung des R* in sich kann beziiglich jeder beliebigen Basis des R"
durch eine Matrix beschrieben werden. Wie hiingen zwei beschreibende Matrizen ein
und derselben linearen Abbildung hinsichtlich verschiedener Basen miteinander
zusammen?

Satz 5 (Basiswechsel in Auswirkung auf eine Matrixdarstellung linearer Abbildun-
gen). Es sei A: R* — R” eine lineare Abbildung des R® in sich. Ferner seien zwes (an-
geordnete) Basen B und € des R" vorgegeben. Die beschreibende Matriz von A beziiglich
des Basispaares B, B sei B, die beschreibende Matriz von A beziiglich des Basispaares
€, € sei C. Wenn der Basiswechsel B + € durch die Mairiz T beschrieben wird, be-
steht der folgende Zusammenhang zwischen B und C:

C=T-'BT.
Beweis. Die folgenden Daten sind fiir die beschriebene Situation bekannt:
) n [
B: by, .ee, by, €10y, ey 65, € = t3b;,  A(D)) =EZ beiby, Al(e)) =’2 CiCr e
i=1 =1 =1

Dann erhilt man
n

Aey) =‘Zn; tiA(b;) =_§; t.-,kﬁl biiby =3 Z”: buitisbi

=1i=1

und zum anderen
n “m s
A(cy) =‘Z‘ oy 3 tabi = 3 X tucb;.
=1 i=1 i=1l=1

Aus dem Vergleich beider Darstellungen folgt also wegen der Eindeutigkeit der
Koordinatendarstellung

n n
2 bytyy = X tyey; fiiralle k,j=1,...,n.
i=1 =1



6.7. Ubungsaufgaben 91

Die letzte Beziehung ist gleichbedeutend mit der Matrixgleichung'B-T =T -C,
woraus sich wegen der Invertierbarkeit von T'

C =T-'BT
ergibt.

6.7.  Ubungsaufgaben

1. a) In der Einhei ix I der Ordnung m ver he man die i-te Zeile mit der j-ten Zeile.
Die entstehende Matrix T der Ordnung m ist invertierbar. Welcher Spaltenvektor entsteht
aus dem Spaltenvektor b mit den m Komponenten by, by, ..., by durch Multiplikation mit T
(Man vergleiche also b mit Tb.)

b) Die beim GauBschen Algoritl vork d 1 Zeilenumfc eines
h 1i Gleich

geg

ay,@; + aye%y + oo+ + Byap = by,
5,%; + Gag®3 + +++ + GzaTn = by,

Ay @y + Gy + + + ATy = by

(in Matrixform Ax = b), die bek lich in der Ver hung zweier beliebi Zeilen,
der Multiplikation mit einem Skalar oder auch in der Addition einer Zeile zu einer anderen
bestehen, beschreibe man jeweils durch Multiplikation mit einer Matrix T als ‘Ubergang zu
dem Gleichungssystem TAx = Tb!

2. Gibt es quadratische Matrizen A der Ordnung n (n = 2) mit den folgenden Eigenschaften:
At (=A-A)=Tuwd A+1I!
Man interpretiere diese Aufgabenstellung fiir lineare Abbildungen!

3. Fiir eine beliebige quadratische Matrix (: g) gelte stets fiir die fixierte Matrix (a s )

€668 E2) ve

Man leite daraus her:

“fx B\ _,(10
G8=+63)
4. Es werde durch folgende Festsetzung ,,Positivitit* von quadratischen Matrizen der Ordnung
n = 2 erklirt: Gegeben sei A = (u,-,).:= ..

A heiBt ,,positiv (4 =0): & a; =0 (ﬁr alles,j=1,...,,n.
Damit sei dann in #(n X =) ein Vergleich von Matrizen erkliirt:

A=2B:$A—-B=0.

Welche der folgenden fiir die reellen Zahlen und ihre natiirliche Ordnung ,,=* bekannten
Grundregeln gelten dann in (n X ) hinsichtlich ,,=*?

a) (Reflexivitit) A = A fiir alle A ¢ #(n X n)?

b) (Antisymmetrie) A = Bund B = A ¢ A = B fiir alle 4, B ¢ #(n X n)?

¢) (Transitivitit) A = Bund B= C=> A = C fir alle 4, B, C ¢ #(n X 7)?

d) (Monotonie der Addition) A =B =>4 + C =B + Cfiralle A,B,C ¢ A(n X 2)?
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L

e) (Monotonie der Multiplikation) A 2 O, B= 0= AB = O fir alle A, B ¢ #(n x n)?
f) (Positivitiit der Quadrate) A2 = O fiir alle A € H(n X m)?

Im folgenden handle es sich um quadratische Matrizen, fiir diese zeige man:

a) A = T-'BT = A* = T-'B"T.

b)AB = BA = (AB)* = A"Br.

n
c)AB=BA= (A+Br=}Y (:) An—k Bk, wobei A° = E = B® bedeuten soll.
k=0
6. Von den beiden folgenden Matri: tscheide man die Invertierbarkeit und berechne ge-
gebenenfalls die Inverse:
3 -2 1
1 2 2 " 1 .
( 2 1-2 ), 2 1.
2-2 1 1
— 7
3 3

R

®

©

11.

12.

13.

. Fiir zwei vorg

. Von der Matrix

A 1 0
A= |0 i 1
00 4

berechne man A* und A und ermittle sodann einen Ausdruck von A*.

. Wie groB ist der Rang der in Aufgabe 7 angeschriebenen Matrix A (in Abhiingigkeit von 4)?

Man gebe den Kern und den Bildraum der durch A beziiglich des natiirlichen Koordinaten-
y im R® beschrieb I Abbildung an.

. Welche Bedingungen sind an die natiirlichen Zahlen » und m zu stellen, damit folgendes gilt?
a) Zu gegeb li Teil L des R~ 148t sich eine lineare Abbildung A : R* — R finden
mit ker 4 = L.

b) Zu gegeb li Teil L desRm 1iBt sich eine lineare Abbildung 4: R* — Rm

finden mit im A = L.

hrioh

lineare Abbildungen 4: R* — R™ und B: R® — R™ gelte

ker A = ker B.
Folgt daraus im allgemeinen die lineare Abhiingigkeit der beiden Elemente A, B des #(R#, Rm)?
Das System .#(n x m) aller Matrizen des Typs # X m ist — wie wir wissen — hinsichtlich
der Matrizenaddition und der Multiplikation mitSkalaren isomorph zumR*m mit der koordi-
natenweisen Addition und Multiplikation mit Skalaren.
Man ermittle zwei verschiedene Basen in .4 (n X m) und entscheide die Frage, ob es eine Basis
in #(n X m) gibt, so daB die Rangzahlen der Basiselemente alle groBer als Eins sind.
Man beweise, daB ein all, Ii Gleichungssy von n Glei gen mit » Un-
bekannten genau dann eindeutig 16sbar ist, wenn die Koeffizientenmatrix invertierbar ist.
Man I6se folgende Matri leich

h

o (17)-69-69
v 39—

CR

- Es sei A eine lineare Abbildung des R® in den R™ und 0 die Nullabbildung des R" in den

R¥ (d. h. im 0 = {0}).
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15.

Die Losungsgesamtheit {X: X ¢ #(Rm, R¥), X o 4 = 0} ist als linearer Teilraum von £ (R™, R')
nachzuweisen!

Man bestimme auBerdem fiir den Fall n = m = k = 2 die Dimension dieses linearen Teil-
raumes in Abhiingigkeit vom Rang der Abbildung 4.

Im R? betrachte man die folgenden Basen

B:(1,0),0,1), €:(1,1), (0, 1), D: (—1,0), (—1, —1)
und ermittle die Matrizen T, S fiir den Basiswechsel B> € und €+ T.
T

. s
Man iiberzeuge sich davon, daB die Matrix fiir den Basiswechsel B > D von der Produkt-
matrix ST verschieden ist!
Warum ist folgende Argumentation nicht stichhaltig?
Dem Basiswechsel 8 > € entspricht eine lineare Abbildung A4,: R? — R?, die B in € iiber-

fithrt. Dem Basi hsel € > D icht eine lineare Abbildung 4, : R* — R?, die€in D
iiberfiihrt. Die beschreibende Matrix von A, ist T', die beschreibende Matrix vonA, istS.Sodann
muB nach dem Satz fiber das Produkt von | Abbild und seine Beschreibung durch
Matrizen fiir die dem Basi hsel Y > D prechende lineare Abbildung A, © 4, auch ST

die beschreibende Matrix sein.



7. Das Skalarprodukt auf dem n-dimensionalen reellen
Zahlenraum

71.  Erklirung des Skalarproduktes auf dem R* und seine abstrakte
Beschreibung als Bilinearform

Es war schon darauf aufmerksam gemacht worden, da man ausgehend von dem
Matrizenprodukt eine spezielle Abbildung von R* x R" in R erhilt, wenn man jedem
Paar von Elementen @, y € R" das Matrizenprodukt @y zuordnet, sofern man & als
Zeilenvektor und y als Spaltenvektor auffaBt. Diese Abbildung sollte das Skalar-
produkt oder das innere Produkt der Elemente &, y heiBen. Sehr niitzliche geometri-
sche Zusammenhiinge sind mit diesem Produkt verbunden. Wir heben noch einmal
explizit seine Erklirung hervor. )

Definition 1 (Skalarprodukt auf dem R"). Unter dem Skalarprodukt auf dem R"
versteht man die wie folgt erklirte Abbildung:

(;:R* X R* >R
mit dem Verlauf

(@, y) = éx.- Yi

fiir alle ® = (y, ..., 2,) und ¥ = (¥y, ..., ¥,) des R".
Aus der eingangs erwihnten Tatsache, dall es sich um ein spezielles Matrizen-
produkt handelt, entnimmt man sogleich folgende Eigenschaften:
1. Das Skalarprodukt (., .) ist in jedem seiner Argumente linear, d. h., es gilt
(xx + Py, z) = a(®,2) + Py, 2) firalle x,€R und x,y,2€R",
(2, ax + Py) = a(z, ) + f(z,y) firalle «,f€ Rund x, y,ze R".
Zum anderen erkennt man noch
2. Das Skalarprodukt (., .) ist symmetrisch (oder auch kommutativ), d. h., es gilt
(@, y) =(y,x) firalle a,yecR"

3. Das Skalarprodukt (., .) ist positiv definit, d. h., es gilt (@,x) = 0 fiir alle
& € R* und (@, &) = 0 genau dann, wenn & = 0.
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4. Das Skalarprodukt (.,.) ist hinsichtlich der natiirlichen Basis e€,,€,,...,€,
von R® normiert, d. h., es gilt
(e;, €;) =8;; fiiralle i,j=1,...,n.

Diese Eigenschaften von (.;.) sind auch charakteristisch fiir das Skalarprodukt.
Was dies im einzelnen besagen soll, bringen die folgenden Ausfilhrungen zum Aus-
druck.

Definition 2 (Bilinearform auf dem R"). Es sei B: R* X R* — R. Dazu sagt man
auch, daB B eine reelle Abbildung zweier Argumente auf dem R™ ist. Diese Abbildung
heiBt eine Bilinearform auf dem R" genau dann, wenn folgendes gilt:

1. Die Abbildung B(x, .): R* — R mit dem Verlauf y > B(@,y) ist fiir beliebig
fixiertes & € R” linear, d. h., man hat stets

B, oy + fz) = «B(®, y) + pB(x, ?)

fiir alle «, € Rund &, y,2 € R".
2. Die Abbildung B(., y): R" - R mit dem Verlauf x > B(x,y) ist fiir beliebig
fixiertes y € R" linear, d. h., man hat stets

B(ox + pz,y) = «B(x, y) + fB(z,Y)

fiir alle &, # € R und &, y, 2 € R".
Eine Bilinearform B auf dem R” heiBt symmetrisch genau dann, wenn stets gilt:

B(x,y) = B(y, ) firalle @,y € R".
Eine Bilinearform B auf dem R*", heiBt positiv-definit genau dann, wenn stets
B(a,x) = 0 und dabei nur fiir # = 0 gilt: Blx, ) = 0.

Satz 1 (Skalarprodukt als Bilinearform). Das Skalarprodukt auf dem R* ist die
einzige symmetrische Bilinearform B auf dem R" mit der zusitzlichen Eigenschaft
Be;, e;) = d;; fir die natiirliche Basis ey, €, ..., €, des R". (Diese Bilinearform ist
iiberdies positiv definit.)

Beweis. DasSkalarprodukt (., .): R X R* — R ist, wie vermerkt, eine Bilinearform
mit den im Satz angegebenen Eigenschaften. Es sei nun B: R* X R" — R eine Bilinear-
form mit den genannten Eigenschaften. Es muB fiiralle 2, y € R gezeigt werden:

B, y) = (x,y).

Dazu sei & = (Zy, ..., ¥y) und Yy = (¥y, ---, Ya) . Dann gilt

" n
x =) ze,y=2ye.
i=1 j=1
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Durch Einsetzen erhilt man

B,y) = B ( ) y,e,) =3 3 ayBle, e)
i=1 j=1 i=1j=1

(Induktion!). Nun ist B(e;, €;) = 8;;, also verbleibt hochstens fiir i = 4 ein von Null
verschiedener Summand

B(x,y) =,=2: ziYi = (@, Y).

7.2.  Geometrische Bedeutung des Skalarproduktes im. Falle des R?
und R%. Norm im R"

Die jetzigen Darlegungen sind im Sinne einer Motivierung des Interesses an dem

Skalarprodukt im R" im allgemeinen und an den noch zu entwickelnden ,,geometri-
schen Betrachtungen wie Abstand und Orthogonalitét im besonderen zu verstehen.

10X12= 10F12 + 16012 = xF +aF + 22

2. .2 2 2
10XV =x7 + x5 + x3

X(x=(xy,x3,%3))

Yy =(r.y2.¥3)

10V =yf+y3+yd

IXY12= 1y =y )2+ () =y )2+ (xy =52
0
Abb. 9

'Wir stiitzen uns hierbei auf einige Schulkenntnisse und verweisen auf die Ausfiihrungen
in MfL, Bde. 6 und 7.

In der euklidischen Veranschaulichung des R? bzw. R® versteht sich nach dem
Pythagoras die Festsetzung, als Abstand des Punktes & = (z,, @,, 23) vom Ursprungs-

punkt die Zahl }/:c,‘ ~+ 2,® 4 ,® ansehen zu wollen (vgl. Abb. 8).
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Weiterhin hat man nach dem Cosinussatz fiir den Winkel y zwischen den Ursprungs-
geraden durch die Punkte @ = (), 2,, Z3) und y = (¥;, ¥2, ¥a)
|0X|2 4 |OY|® — 2|0X]|- |OY|cosy = | XY|?
(vgl. Abb. 9). Eine einfache Umformung fiihrt schlieBlich auf

3
|0X|- |0Y|cosy = 3 y;.
i=1

Wir sehen somit, dal sowohl bei der Abstandsbestimmung als auch bei der Winkel-
bestimmung in R? bzw. R? eine GroBe der gleichen Bauart eine entscheidende Rolle
spielt, niémlich das Skalarprodukt (., .). Fiir den Ursprungsabstand eines beliebigen
Punktes @ erhielten wir den Wert ]/'(z, x). )

Fiir den Winkel zwischen den Ursprungsgeraden durch die Punkte x und y erhielten
wir den Ausdruck

Ve, x)-V(y, y) cosy = (@, ).

Daraus folgt insbesondere, daB fiir zwei von Null verschiedene Elemente @,y des R®
bzw. R® die durch @ und y gehenden Ursprungsgeraden genau dann senkrecht auf-
einanderstehen, wenn das Skalarprodukt (x, y) den Wert Null hat. Diese Verhéltnisse
geben Veranlassung, allgemein im R" analoge Begriffsbildungen wie Abstand und
Orthogonalitit mittels des Skalarproduktes zu erkliren.

Definition 1 (Norm der Elemente des R"). Im R* soll fiir beliebiges® € R* unter
der Norm des Elementes @ der folgende Zahlenwert, verstanden werden:

llll : =V (, x).

Wir kénnen die Norm von & als eine MafBzahl des ,,Abstandes* des Elementes @
vom Element 0 ansehen.

Satz 1 (Grundeigenschaften der aus dem Skalarprodukt abgeleiteten Norm im R*).
Die im R* mit dem Skalarprodukt erklirte Norm der Elemente von R™ ist eine Abbildung
|l-1l: R® — R mit den folgenden Eigenschaften:

1. ||lz|| = O fiir alle & € R™ und |jx|| = 0 nur fir ® = 0.

2. |l - ®|| = || - ||| fiir alle « € R und @ € R".

3. [l + yll < llell + llyll fiir alle ®, y € R" (sog te Dreiecksungleichung) .

Auperdem gilt noch die folgende Cauchy-Sch -Bunjakowski-Ungleichung:
4. [(@, )| < liee] - llyll fiir alle @,y € R".
Bemerkung. Der Leser mache sich mittels der euklidischen Veranschaulichung

des R® klar, warum die Ungleichung |l 4 y|| < |®|| + |ly|| den Namen Dreiecks-
ungleichung verdient, wenn man damit auf den Satz anspielt, daB in einem Dreieck
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die Summe der Lingen zweier Seiten stets groBer oder gleich der Linge der restlichen
Seite ist.

Beweis. Die Aussagen 1. und 2. sind wegen ||| = } (&, &) klar. Mittels der Cauchy-
Schwarz-Bunjakowski-Ungleichung folgt auch leicht die Dreiecksungleichung. Denn
es ist

ke + yl* = (@ +y, 2+ y)
= (E,E) + (wﬁy) + (.'l:“f‘) + <y’y)
= |l + 2=, y) + Iyl
Wegen (@, y)| < ||z |ly]l ist dann

ke + yli* < llwl® + 2]l lyll + lyl*

ke + yli* < (lkell + lyl)*,
oder gleichbedeutend

e + yll < llll + llyll-
Verbleibt noch der Nachweis der Cauchy-Schwarz-Bunjakowski-Ungleichung.
Im R? ist diese klar, denn wir hatten gefunden
[ie]l llyll cos y = (, y).
Nun beachtet man —1 < cosy < 1 und erhilt
@, )| = |l liyll-

Jetzt soll diese Ungleichung aber unabhiingig von jeglichen geometrischen Erorte-
rungen al in im R" abgeleitet werden. Dabei wird lediglich von den Grundeigen-
schaften des Skalarproduktes Gebrauch gemacht. Ein Zusammenhung zwischen
(@, y) und |ix|, |ly|| besteht mittels (x — y,® — y) = 0 als

llell* — 2, y) + llyll* = 0.
Damit gilt auch fiir heliebiges a0

o |||* — 2¢x, y) +5 Ilyll’ =0,
indem man von

lowm g LgNs

\ Lper =)z

ausgeht.
Nun gibt es bei [ =0 und |ly|| 4 0 ein ay &= 0 mit: x|l = — ||y||, also ist
2xo®||* = 2(x, y) und deshalb

llellliyll = (@, y).
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Ebenso folgt aus

<az+ y,az+—y/ 20
die Beziehung
lelliyll = — (=, y)

bei ||l =+ 0, |lyll + 0.
Insgesamt ist dann ||| |ly]l = |(x, y)|, weil auch fiir |i]] = O oder |ly|| = 0 die Un-
‘gleichung wegen (&, y) = 0 richtig wird.

P

Bemerkung. In allen Arg onen des vorstehenden Beweises ist von dem
Skalarprodukt (., .) lediglich benutzt worden, da8 es sich um eine positiv-definite
symmetrische Bilinearform handelt. Wir kénnen daher in gleicher Weise fiir solche
Bilinearformen eine Norm erklaren und dieselben Grundeigenschaften der Norm ab-
leiten.

Definition 2 (Normierung von R® mittels einer positiv-definiten symmetrischen
Bilinearform).” Auf dem R" sei eine positiv-definite symmetrische Bilinearform
B: R" X R" — R gegeben. Dann heiBt der folgende Zahlenwert fiir ein belleblges
Element & € R* die Norm von & beziiglich B:

lells: = VB, @).

Satz 2 (Grundeigenschaften der aus einer positiv-definiten symmetrischen Bilinear-
form abgeleiteten Norm). Die im R" mit einer gegebenen positiv-definiten symmetrischen
Bilinearform B erklirte Norm der Elemente von R® ist eine Abbildung ||.|s: R® — R
mit den folgenden Eigenschaften:

1. ||lz||lzg = O fiir alle ® € R* und |jx|z = O nur fiir x = 0.

2. |laallp = |x]| - ||||p fiir alle « € R und & € R*.

3. ke + ylls < lizllz + llylls fiir alle =,y € R™.

Auperdem gilt noch die folgende Cauchy-Sch -Bunjakowski-Ungleichung :
4. |B(@,y)| < |=llzllylls fiir alle 2,y € R".

7.3.  Orthogonalitit im R"

Die folgende Begriffsbildung ist nach den Ausfiihrungen ;ies letzten Paragraphen
sinnvoll, ihre ZweckmiiBigkeit wird sich sodann unmittelbar zeigen.

Definition 1 (Orthogonalitét im R™ hinsichtlich positiv-definiter symmetrischer
Bilinearform). Im R™ sei eine positiv-definite symmetrische Bilinearform B: R* x R*
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— R gegeben. Zwei Elemente @,y € R" heiflen beziiglich B orthogonal genau dann,
wenn B(x,y) = 0 gilt. Orthogonalitit von @,y € R" beziiglich B wird durchx | 5 y
bezeichnet. Orthogonalitit ohne den Zusatz einer Bilinearform B meint dann ein-
fach die Ortliogonalitét in bezug auf das Skalarprodukt im R™.

Definition 2 (Orthonormalsysteme im R*). Eine nichtleere Teilmenge S & R”
heiBt ein Orthonormalsystem hinsichtlich einer gegebenen positiv-definiten symmetri-
schen Bilinearform B: R* X R" — R genau dann, wenn gilt:

1. B(x,x) = 1 fiirallex ¢ S.
2. B(x,y) =O0fiirallex,y € S mitx + y.

Bemerkung. Die erste Forderung besagt, daB jedes Element von S die Norm 1
hinsichtlich ||.||p hat. Die zweite Forderung bedeutet, daB je zwei Elemente von §
beziiglich B orthogonal sind. Damit erklirt sich auch die Bezeichnung als Zusammen-
ziehung von ,,orthogonal*“ und ,,normiert*.

Satz 1 (Orthonormalsysteme und lineare Unabhingigkeit). Es sei im R" eine
positiv-definite symmetrische Bilinearform B:R™ X R" — R gegeben. 8§ = R sei ein
Orthonormalsystem im R". Dann gilt: S ist eine linear unabhingige Menge.

Beweis. Angenommen, es gibt ein Element & € §, das sich aus S\(} linear
kombinieren laBt:

k
T =Jox; (; € S\(x}).
i=1

Nun sollte B(x, ) = 1 sein. Zum anderen ist aber

B(I, Zlfaz-l‘i) = 2%4’!;3(33, x;) =0,
i 1

weil B(y, z) = 0 ist fiir alle y, 2 € 8§ mit y 5= 2. Demnach muB 8 wirklich linear un-
abhiingig sein.

Wir ersehen aus dem Satz, daB der R® bestenfalls Orthonormalsysteme aus héch-
stens » Elementen besitzen kann. Im Fall des Skalarproduktes ist die natiirliche
Basis ein solches maximales Orthonormalsystem. Hat nun aber auch stets der R"
beziiglich einer beliebigen positiv-definiten symmetrischen Bilinearform eine ortho-
normale Basis? Diese Frage wird durch das folgende Ergebnis beantwortet.

Satz 2 (Umwandlung eines linear unabhingigen Systems in ein Orthonormal-
system). Es sei (@, ..., @} eine linear unabhingige Teilmenge des R*, und im R* sei
eine positiv-definite, symmetrische Bilinearform B:R™ X R" — R gegeben. Dann gibt
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es ein Orthonormalsystem (b, ..., by) beziiglich B mit der folgenden Eiyemchdﬂ:

L({a,)) = L({b,}),
L({a,, a,}) = L({b,, bs}),

L((ay, s, ..., @y, &) = L({by, by, .., by_1, by)).

" Bemerkung. Das im anschlieBenden Beweis zur Anwendung kommende Kon-
struktionsverfahren von {b;, by, ..., b} heiBt das Orthonormalisierungsverfahren von
Gram-E. Schmids.

Beweis. Die Konstruktion des Orthonormalsystems (b, ..., by} geschieht schritt-
weise.
1. Schritt: Es wird

a,
b :=
! [lell
gebildet, wegen @, = 0 ist ||@,||z == O und b, wird in bezug auf B ein Einheitselement,
d. h., seine Norm ||. ||z ist 1. Weil b, ein skalares Vielfaches von @, ist, versteht sich die
Beziehung L({a,}) = L((b,}).
2. Schritt: Es wird

by:=@a;+ -0,

gesetzt, wobei der Koeffizient y, so gewihlt wird, daB b, | ; b,,d. h., es muB
B(b,', b,) = B(@a,, b)) + 7, - B(b,, b)) =0

gelten, woraus folgt, daB y; : = —B(a,, b,) zu wihlen ist.
Es ist by’ = 0, weil sonst @, und b, und damit @, und @, linear abhéingig wiren, was
der Voraussetzung widerspriche. Es wird

= b’,
(1bylla

gebildet. b, ist in bezug auf B ein Einheitselement, d. h., seine Norm ist 1. b, und b,
sind nach Konstruktion zueinander orthogonal, und esist auch L({a,, @,}) = L({b, b,})
erfiillt, denn wir haben b, € L({a,, @,)), b, € L({,, @,}). Also ist b,, b, ein orthonor-
miertes und damit linear unabhingiges System in L({a,, a,}), es muB demzufolge eine
Basis von L({a,, @,)) sein. '

Auf diese Weise fahrt man induktiv in der Konstruktion fort.

Wir beschreiben dazu den allgemeinen Schritt:

»-ter Schritt: Es sei fiir » — 1 schon ein orthonormiertes System mit den im Satz
angegebenen Eigenschaften konstruiert.

b,:
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Es wird
b':=a,+ &b, + &by + - + &40
gesetzt. Die Koeffizienten e; werden dabei so gewihlt, daB b,’ zu jedem b;, ¢ =1,
.es,» — 1, orthogonal wird, d. h., es mu88
B(b,’,b;) = B(@,, b)) +& =0
gelten, woraus folgt, daB
& = —B(a,, b))

zu wiihlen ist.

Es ist b,’ &= 0, weil sonsta, € L({b,, b, ..., b,,)) = L({a,, ..., &,_,}) wire, wasder
Voraussetzung widerspriiche. Es wird
-

1B,’lls
gebildet. Damit ist {by, by, ..., b,~;, b,} ein Orthonormalsystem. Wegen b; € L({a,,
wo,@,)) fiir i =1,...,v ist {b,,...,b,) als Orthonormalsystem in L({a,,...,a,})
linear unabhiingig, d. h., es mufB eine Basis. von L({a,, ..., a,}) bilden (eine Basis
besteht aus » Elementen).

Als Folgerungen aus dem Orthonormierungsverfahren ergeben sich die beiden
folgenden Sachverhalte:

y &

Satz 3 (Maximale Orthonormalsysteme als Basen). Es sei 8 C R® ein Orthonormal-
system im R™ beziiglich einer beliebig vorgegebenen positiv-definiten symmetrischen
Bilinearform B: R* x R* — R. Dann gilt:

8 ist eine Basis von R" < S ist ein maximales Orthonormalsystem ym R*, d. h., es gibt
kein hinsichtlich B normiertes Element (Norm 1), welches zu allen Elementen von S
orthogonal ist.

Beweis. ,,=: Angenommen, es gibt ein Element & € R® mit |x|p = lundx | 3y
fiir alle y € S. Dann ist das System S u (&) ein Orthonormalsystem, also linear un-
abhiingig. Das kann aber nicht eintreten, da 8 als Basis ein maximales linear un-
abhingiges System ist.

»&*: 8 ist als Orthonormalsystem linear unabhiingig. Wire L(S) = R", so konnte
man § um weitere Elemente zu einer vollen Basis von R* erginzen. Auf diese das
Orthonormalisierungsverfahren in geeigneter Weise zur Anwendung gebracht, wiirde
man ein § umfassendes Orthonormalsystem erhalten, ‘Was nach Voraussetzung nicht
geht. Also muBl L(S) = R” gelten,d. h., S ist Basis von R".

Satz 4 (Positiv-definite symmetrische Bilinearformen als Skalarprodukt hinsicht-
lich Orthonormalbasen). Es sei B: R® X R®* — R eine positiv-definite symmetrische
Bilinearform auf dem R*. B: by, ..., b, sei eine beliebige Orthonormalbasis hinsichtlich
B fiir den R* (nach dem Orthonormierungsverfahren gibt es auch stets solche).
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Dann driickt sich der Wert der Bilinearform fiir die Elemente @ und y mit den Koordi-
natentupeln (&,, ..., &) und (ny, ..., na) beziiglich der Basis B wie folgt aus:

B(x,y) =é; §mie

Beweis. Es ist nach Voraussetzung
" n
x =) &b, y=2nd;
i=1 j=1
und B(b;, b;) = 6;;. Daraus folgt
Bey) =B (L0 Zwi) = L smBou) = £ b

Den letzten Satz konnen wir so interpretieren, daB wir bei Betrachtungen von
positiv-definiten symmetrischen Bilinearformen auf dem R" eigentlich immer das
Skalarprodukt zugrunde legen konnen, weil man ja durch geeigneten Basiswechsel
stets diesen Fall herzustellen vermag. Wir erkennen hieran einmal mehr, wie niitzlich
die Bezugnahme einer Problematik der linearen Algebra des R" auf eine zweckmiBige
Basis ist.

7.4.  Orthogonale lineare Abbildungen und orthogonale Matrizen

Der folgende Typ von linearen Abbildungen des R” ist — besonders im Hinblick auf
die Kongruenzgeometrie — von Bedeutung.

Definition 1 (Orthogonale lineare Abbildungen des R” in sich). Es sei 4: R* — R"
eine lineare Abbildung des R in sich. Diese heiBt eine orthogonale Abbildung genau
dann, wenn durch 4 jedes Orthonormalsystem von R” in ein Orthonormalsystem iiber-
gefiihrt wird.

Zuniichst kiimmern wir uns um eine andere Charakterisierung der orthogonalen
Abbildungen.

Satz 1 (Kennzeichnung der orthogonalen linearen Abbildungen durch Wirkung
auf das Skalarprodukt). Es sei A: R" — R eine lineare Abbildung des R* in sich. Dann
sind die folgenden Aussagen paarweise dquivalent:

1. A ist eine orthogonale Abbildung.

2. A lapt das Skalarprodukt invariant, d. h., es besteht fiir je zwei Elemente @,y des
R" die Beziehung

(x,y) = (A(), A(y))-
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3. 4 lapt die Norm der Elemente von R® invariant, d. h., es besteht fiir jedes x € R"
die Beziehung

Il = 14()|.

Beweis. Wir miissen die Aquivalenzen 1. < 2.,2. < 3. und 1. & 3. zeigen. Dafiir
wird eine zyklische Beweisanordnung 1.=> 3.=> 2.=> 1. durchgefiihrt.
Zu 1.= 3. Fir @ =0 ist A(x) =0, also |jz|| = ||4(x)]|. Wenn & == 0 voraus-

gesetzt wird, so ist {ﬂ} ein Orthonormalsystem, also muB auch 4 "_:l:") Orthonor-

malsystem sein, d. h. “A (”—:])‘ . =1 oder gleichbedeutend

@i _
=]

Zu 3.= 2. Es ist
1 . ;
(®,y) = —5 (lle — ylI* — ll(* — lylI*),

wie aus (® — y,® — y) = [@ — y||* hervorgeht. Nun hat man

e —yll = 4@ — y)ll = [l4@®) — A@)|

und
llell = 4@l lyll = 4@,
woraus
@y =—— (Hw — yI* — ll=l* — liyll*)
= —% (l4(@x) — A@)I2 — 4@ — [AW)IE)
= (A(x), A(y))
hervorgeht.

Zu 2.=> 1. Es sei S ein Orthonormalsystem im R*. Dann gilt

_ Jilire,ycSundae =y,
@y = {Ofﬁr:r,yeSundz *y.
Also ist
1 fiir A(x), A(y) € A(S) und A(x) = A(y),

(@), 4@) = {o fiir A(x), A(y) € A(S) und A{z) + A(y),

d. h., bei A(S) handelt es sich um ein Orthonormalsystem.
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Bemerkung. Insbesondere enthilt der vorstehende Satz die Tatsache, daB jede
orthogonale lineare Abbildung des R* eine eineindeutige Abbildung des R* auf sich ist.
Denn aus & + y folgt |l@ — y|| == 0 und [ 4(x) — A(y)l| =0, d.h. A(x) &+ A(y).
Die inverse Abbildung 4-1: R* — R" 148t dann auch die Norm invariant, ist also selbst
wieder eine orthogonale Abbildung.

Durch welche Matrizen werden nun orthogonale lineare Abbildungen beschrieben?
Um diese Frage zu entscheiden, betrachten wir im R® eine lineare orthogonale Ab-
bildung 4 : R* — R” und ihre beschreibende Matrix A beziiglich der natiirlichen Basis
e, e, ...,e, Dannist A(e,), A(e,), ..., A(€,) ein Orthonormalsystem. Wir erkennen
also, daB die Spalten von A die folgende Eigenschaft haben: Das Skalarprodukt einer
jeden Spalte von 4 mit sich selbst ist 1, das Skalarprodukt zweier verschiedener
Spalten von A ist Null.

Definition 2 (Orthogonale Matrizen). Es sei A eine quadratische Matrix der
Ordnung n. Diese Matrix heifit genau dann eine orthogonale Matriz, wenn das Skalar-
produkt einer jeden Spalte von A mit sich selbst 1 ist und das Skalarprodukt zweier ver-
schiedener Spalten von A gleich 0 ist.

Wir haben dann in leichter Verallgemeinerung der vorherigen Feststellung den
folgenden

Satz 2 (Kennzeichnung der orthogonalen linearen Abbildungen durch beschreibende
Matrizen). Es sei B: by, ..., b, eine orthonormale Basis im R*. A: R® — R" sei eine
lineare Abbildung des R* in sich. Diese lineare Abbildung ist orthogonal < Die be-
schreibende Matrix A von A beziiglich der Basis B ist orthogonal.

Beweis. Die Implikation ,,=>* ist im wesentlichen schon vorher erértert worden.

Der Leser gehe noch einmal alle Punkte sorgfaltig durch.
Zu ,,&*: Wir zeigen (&, y) = (A(x), A(y)) fiir alle 2,y € R". Es ist

x =.Z &b, y =§l7llbr

n
und wegen Orthonormalitit der Basis B folgt (@, y) = 3 &;. Fiir alle (4(x), A(y))
ergibt sich unter Benutzung von i=t

@) =5 640) = £ & F anby = 5 (£ anki)vs

und

Ay) = Z»' ;4 (by) =_2 i glak;br =anl (Z “uﬂi) b,
“ e =

j=1

Ma

(A(®), Aly)) = (Z g Y “ky'ly) =2 X X ahantmy
k=1 \i=1 =1 E=ti=1 j=1

Il
-

il‘ﬂ.

..
-

(E Ehﬁu) Emy.

i=
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Bei Orthogonalitéit von A ist aber fiir ¢ 4= j
2 ayia; =0
k=1
und beii =j
"
2 @piQy; = 1,
k=1
womit
(A(x), A(y) =§5i’75 =@y

verbleibt.

Die vorhin vermerkte Tatsache, daB jede orthogonale lineare Abbildung des R* in
sich invertierbar ist und als Inverse wieder eine orthogonale lineare Abbildung besitzt,
kann zur folgenden Charakterisierung der Orthogonalitit von Matrizen benutzt
werden.

Satz 3 (Orthogonale Matrizen und ihre Inversen). Es sei A eine quadratische Matriz
der Ordnung n. Dann sind folgende Aussagen paarweise dquivalent:

1. A ist eine orthogonale Matriz.

2. A ist invertierbar und die Inverse A1 ist orthogonal

3. Die Zeilen von A bilden ein Orthonormalsystem im R*.

4. Fsgilt A- AT = AT. A = E, wobei AT die sogenannie transponierte Matriz zu A
1st, diese hat die Spalten von A als Zeilen:

A4 = (@y)i=y,...n» AT = (az);
j=1,00m

Beweis. Wir zeigen einen Implikationszyklus 1.= 2.= 3. 4.= 1.

Zu 1.= 2. Wenn A orthogonal ist, ist die lineare Abbildung 4: R* — R", die
beziiglich der natiirlichen Basis des R" als beschreibende Matrix gerade A4 hat, ortho-
gonal. Dann existiert aber die inverse Abbildung, und diese ist orthogonal. Die inverse
Abbildung hat aber die inverse Matrix A-! als beschreibende Matrix, also ist 4-!
orthogonal.

Zu 2. = 3. Hinsichtlich der i-ten Zeile von A gilt: Das Skalarprodukt mit der j-ten
Spalte von A-1 ist d;;. Die Spalten von A-1 bilden aber eine Orthonormalbasis s,, ..., S,
von R", wenn man sie als Zeilenvektoren auffaBt. Demnach hat man fiir die i-te

Zeile z; von A die Beziehung z; = 3’ 0;8,. Woraus wegen (2;, 8;) = 4;; folgt:
k=1

_ [tirk =1,
FT o fir k44,
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d. h., es ist z; = 8;. Es ist also schon bewiesen worden, daB die Zeilen von A gerade
mit den Spalten von A-! iibereinstimmen, sofern A orthogonal ist.

Wir haben also aus 2. sowohl 3. als auch 4. gefolgert.

Zu 3. = 4. Wenn die Zeilen von 4 ein Orthonormalsystem von R" bilden, schheBe
man analog wie zuvor.

Zu4.= 1. Wenn

AT.A=E=4.47

gilt, dann heiBt das gerade, da8 die Spalten von A (die Zeilen von A) ein Orthogonal-
gystem bilden.

Bemerkung. Fiir eine orthogonale Matrix A erhiilt man ihre Inverse also ganz
einfach durch Transponieren: A-! — AT. Nun fragen wir uns noch, welche Matrizen
fiir den Basiswechsel einer Orthonormalbasis zu einer anderen Orthonormalbasis in
Frage kommen.

Satz 4 (Ubergangsmatriz von Orthonormalbasen). Es sei B eine Orthonormalbasis
des R™ Die Matriz T beschreibe den Basiswechsel B +> € zu einer anderen Basis von R".
Dann gilt: Die Matriz T des Basiswechsels B > € ist orthogonal & Die neue Basis €
ist eine Orthonormalbasis.

Beweis. ,,=: Es gilt fiir die Basis €: ¢, ..., €,

= Xti; bi,

i=1

wenn T = (t;);=y,...n» und B: by, ..., b, ist. Fiir (¢;, ¢,) erhilt man
j=1

/ n n n n n
(eped =L X ti]birzllkbl> =X Xt (Bi, b)) = X tigtix = 05
NSt i=1 i=1 i=t i=1
denn der vorletzte Summenausdruck ist das Skalarprodukt der j-ten Spalte mit der

k-ten Spalte von T.
,,&<": Wie vorher hat man

n
(€j &) = 21 bigti
iz

Diesmal wei man auf Grund der Orthonormalitét von €, daB (c;, ;) =y ist.
Demnach bilden wegen

n
2 tijtie = 04
=

die Spalten von T ein Orthonormalsystem.
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Satz 5 (Struktur des Systems der orthogonalen Matrizen der Ordnung # hinsicht-
lich der Matrizenmultiplikation). Das System aller orthogonalen Matrizen der Ord-
nung n (ein Teilsystem von #(n X n)) hat folgende Eigenschaften in bezug auf die
Matrizenmultiplikation :

1. Das Produkt zweier orthogonaler Matrizen der Ordnung n ist wieder eine ortho-
gonale Matriz: der Ordnung n.

2. Es gibt eine (eindeutig bestimmte) orthogonale Matriz I der Ordnung n, so daf

fiir jede andere orthogonale Matrix A der Ordnung n gilt:
A-I=1-A=A.

3. Zu jeder orthogonalen Mairiz A der Ordnung n gibt es eine (eindeutig bestimmie)
orthogonale Matriz A der Ordnung n, so daf gilt:

A-A=4.4=1.

Das System aller orthogonalen Mairizen der Ordnung n bildet hinsichtlich der Matrizen-
multiplikation — wie man sagt — eine Gruppe. Man bezeichnet sie mit OL(n) und nennt
sie die orthogonale lineare Gruppe der Ordnung n.

Beweis. Wir brauchen uns nur um eine Bestitigung der Eigenschaft 1. zu kiimmern,
da zu 2. der Hinweis auf die Einheitsmatrix geniigt und die in 3. auftretende Matrix 4
die Inverse zu A ist. Die Aussage 1. folgt aber leicht aus der Hintereinanderschaltung
von orthogonalen linearen Abbildungen und ihrer Matrixdarstellung in bezug auf die
natiirliche Basis (Bestiitigung der Details!).

7.5.  Die Struktur der orthogonalen linearen Abbildungen des R?

Zum AbschluB dieses Kapitels verschaffen wir uns zwecks Illustration der all-
gemein anstehenden Problematik der Strukturaufklirung der linearen Abbildungen
wenigstens einen Einblick der Behandlung solch .einer Problematik im einfachen
zweidimensionalen Fall der orthogonalen linearen Abbildungen.

Es sei uns eine orthogonale lineare Abbildung 4: R? — R? des R?'in sich vorgelegt.
Thre Matrix beziiglich der natiirlichen Basis im R? sei

. (au alz)
Qg1 Qg3 ) -

Die Orthogonalitit von A hat die Orthogonalitit von A zur Folge. Das bedeutet
afy+al =1,

2 . 2
ap +ag =1,
@11821 + Gyay = 0.
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Die erste und zweite Zeile werden unter Bezugnahme auf trigonometrische Kenntnisse
umgeschrieben: Es gibt genau eine WinkelgroBe # € [0,2x mit

ay;; = cos P, a;, =sind.

Es gibt genau einen Winkel 7 € [0,22] mit
ayy = 8in7n, @y = cog 7.

Die dritte Zeile liefert dann
sin 7 cos & - cos  sind =0,

was wiederum gleichwertig mit sin (7 + #) = 0 ist. Folglich muB entwederz + # =0
oder 7 + # = 2x oder y + # =n gelten.

Im ersten Fall ist A die Einheitsmatrix, d. h., der Operator 4 ist der identische
Operator.

Im zweiten Fall sieht die Matrix wie folgt aus:

A4— 'c'osﬂsinﬂ .
—sin # cos 9,

Welche geometrische Bedeutung hat die zugehérige orthogonale Abbnldung A?
Fiir einen Punkt

(), @) = (r cos &, 7 8in &)
des R? ergibt sich als Bildpunkt (y,, ;) mit der Koordinatenbeziehung
1\ __ [ cosdsind) fz)\ [ =z cos & + z, sin &
Y2, “ \—sin® cos®) \&;] \—=z, sin® + x,cos P
— cos o - cos & + sin*x - sin & - cos (x — @)
T "\—cosx-sin®+sina-cosd  \sin(x —8)/
Die Relation
1, ¥2) = (r cos (x — 9), 7 sin (x — D))

kann man aber léicht interpretieren. Es handelt sich bei (z,, ,) > (yy, ¥2) um eine
Rechtsdrehung um den Ursprung mit dem Drehwinkel 9.

Im dritten Fall sieht die Matrix wie folgt aus:
_ [cos® sin &
" \sin® —cos 9/’
Welche geometrische Bedeutung hat die zugehorige orthogonale Abbildung A%
Fiir einen Punkt

(0, 2) = (r cos &, 7 8in &)



110 7. Das Skalarprodukt auf dem R®

des R? ergibt sich als Bildpunkt (y,, ;) mit der Koordinatenbeziehung

(y,) _ (cos ) sin 19) (::l) _ (:c, cos & 4 x, sin 19)
A sind — cosd/ \z, z, 8in % — z, cos &
= (cosa cos & + sin & sin0) =r( cos (x —0)).
cos x sin ¥ — sin x cos & —sin (6« — B)
Die Relation ’
(%1, ¥2) = (r cos (x — #), —rsin (x — 9))

kann man leicht interpretieren. Es handelt sich bei (a;,, Z3) > (41, ¥;) um die Hinter-
einanderschaltung zweier Abbildungen (=, ;) > (y1 — %2) > (¥), ¥2). Der erste
Ubergang ist nach den vorherigen Ausfiihrungen eine Rechtsdrehung um den Winkel 8.

Der zweite Ubergang ist dann eine Spiegelung an der 2-Achse. Das kann man nun wie-
derum weiter interpretieren als eine Spiegelung an der Ursprungsgeraden mit.dem

Neigungswinkel % (vgl. Abb. 10).

Damit sind also simtliche Typen der orthogonalen linearen Abbildungen im R?
aufgefunden, es sind dies in euklidisch-geometrischer Veranschaulichung die Drehun-
gen um den Ursprung und die Spiegelungen an Ursprungsgeraden. Zu einer ahnlich
geometrisch vollkommen durchsichtigen Klassifikation der orthogonalen linearen
Abbildungen des R® kann man ebenfalls gelangen. Die Durchfiihrung des Weges
macht von der Eigenwerttheorie linearer Operatoren Gebrauch, die uns hier nicht
zur Verfiigung steht. Die Eigenwerttheorie behandelt dabei die wichtige Frage,
wie zu einem gegebenen linearen Operator des R eine Basis zu ermitteln ist, so daB
die beschreibende Matrix des Operators in bezug auf diese Basis maglichst einfach
wird. Die denkbar einfachste Gestalt wiire Diagonalform der Matrix, wo also héch-
stens in der Hauptdiagonalen von Null verschiedene Werte auftreten. Eine Reihe
von Operatoren liBt fiir ihre Matrizen solche Normalformen zu.
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7.6.  Ubungsaufgaben

-

. Die Operation des Transponierens fiir Matrizen war im Text bisher nur im Spezialfall der qua-
dratischen Matrizen vorgekommen. Man kann sie natiirlich fiir allgemeine Matrizen des Typs
m X n erkliren. Es sei A eine Matrix des Typs m X n. Dann versteht man unter der trans-
ponierten Matriz AT die Matrix vom Typn X m, deren i-te Zeile gerade die i-te Spalte von A ist,
i=1,...,n. Es ist dann also fiir ein & € R* unter T der ,,Spaltenvektor & zu verstehen!

a) Man zeige: Sind die Matrizen A, B verkettet, sosind die Matrizen BT, AT verkettet, und es
gilt(4.B)T =BT AT. .

b) Was bedeutet fiir &, y ¢ R* das Matrizenprodukt xyT?

a) Es sei B eine beliebige quadratische Matrix der Ordnung n.

Man zeige, daB die folgende Abbildung B:R" x R* — R mit dem Verlauf B(x, y) = xByT
eine Bilinearform auf R» ist.

b) Beziiglich einer geeignet gewihlten Basis im R* kann man eine vorgegebene Bilinearform des
R® auch immer in dem Sinne des Teiles a) beschreiben. Man gebe eine genaue Formulie-
rung fiir diese Aussage und bestitige sie!

¢) Ist die Bilinearform B:R? X R® —> R mit dem Verlauf B(x, y) == (2 —l) yT fiirae,y <R?
positiv-definit und symmetrisch? 13
d) Was bedeutet die Symmetrie einer Bilinearform B: R* X R* — R mit dem Verlauf B(x, y)
= xByT hinsichtlich der Matrix B?

. Fiir die folgende Basis des R® bringe man das Gram-Schmidtsche Orthonormierungsverfahren
hinsichtlich des Skalarprodukts zur Anwendung. Welche Basis erhiilt man? Man verfolge den
ProzeB in der euklidisct ischen Vi haulich (Betrachtung gewisser Ebenen!)

&

L]

@

2

Man gebe eine geometrische Interpretation der Bedingung |l + y|| = il + |iyll (etwa im R3!).
Die im letzten Abschnitt 7.5. aufg orth le lineare Abbildung mit der Matrix
(cosﬂ sin ¢

ay=(1,1,2), a, = (—1, 3,— i). ay = (—4,—1,0).

Ll o

ind hinsichtlich der natiirlichen Basis erweise man als Spiegelung an der Ursprungs-
sin® —cos
geraden mit einem Neigungswinkel %, indem man die natiirliche Basis in eine geeignete neue

Lage dreht, die Spiegel dann hinsichtlich der neuen Basis auf einfachste Weise durch eine
Matrix beschreibt und auBerdem die Ubergang ix von der ersten zur zweiten Basis be-
nutzt! .
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8.1. Vorbemerkungen, insbesondere iiber Permutationen

Bei der Behandlung der Invertierbarkeit der quadratischen Matrix

(au am)
21 Qa2
hatte sich ergeben, daB Invertierbarkeit genau dann vorliegt, wenn der Ausdruck

@13893 — @158y von Null verschieden ist. Untersucht man entsprechend hierzu den
Fall der dreireihigen quadratischen Matrix, so wiirde man erhalten, daB die Matrix

@11 Q12 O3
Qg1 Qg Gog
@31 @33 Gg3

genau dann invertierbar ist, wenn der folgende Ausdruck
Q11990833 + G19095031 + B1glg1lgy — Uyglply — G1yBagBa; — Gyalle s

von Null verschieden ist.

Fiir die inverse Matrix tritt in jedem ihrer Glieder der obige Ausdruck als Nenner
auf. Ebenso bemerkt man auch bei den vierreihigen quadratischen Matrizen, daB
fiir die Invertierbarkeit ein in bestimmter Weise aus den Elementen der Matrix auf-
gebauter Ausdruck charakteristisch ist.

Der deutsche Philosoph und Mathematiker G. W. LEmBN1z (1646—1716) ist
diesen GesetzmiBigkeiten auf die Spur gekommen. Die von ihm entdeckten Deter-
minanten kliren die Sachlage; sie waren sodann fiir die Auflésungstheorie linearer
Gleichungssysteme lange Zeit das beherrschende Element. Heutzutage hat sich
die Situation mehr zugunsten einer determinantenfreien Behandlung der Grund-
dinge der linearen Algebra verschoben. Einerseits ist dafiir wohl die moderne (gene-
relle) Forderung nach bequemer algorithmischer Behandlung, andererseits auch die
Vorleistung auf Fragestellungen der Funktionalanalysis (unendlichdimensionale
Vektorriume) mit ausschlaggebend.
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Die Leibnizsche Definition- der Determinante macht von Kenntnissen iiber
Permutationen Gebrauch. Wir verweisen dazu auf die entsprechenden Ausfiihrungen
in MfL, Bd. 1. Hier folgen noch einige Erginzungen.

Eine Permutation einer nichtleeren Menge X war eine eineindeutige Abbildung von
X auf sich. Im Fall der Endlichkeit von X ist die Forderung der Eineindeutigkeit

()1 90

2e—02 7 2

1) 5= ¢ G2 <

Abb. 11 Abb. 12
mit der Forderung der Surjektivitit gleichbedeutend. Besteht die Menge X aus den
natiirlichen Zahlen 1,2, ...,7 — den ersten natiirlichen Zahlen —, so sagt man fiir

eine Permutation der Menge X auch Permutation vom Grade n. Die iibliche Schreib-
weise

1 2 n

7(1) n(2) ... m(n)
fiir die Permutation #, indem man also unter die Zahl ¢ das Bild von ¢ hinsichtlich
der permutierenden Abbildung 7 schreibt, darf nicht zu Fehldeutungen mit Ma-
trizen verleiten. Zur prignanteren Unterscheidung wiirde sich fiir die Permutation =
etwa eine Bezeichnung

| (1 2 ..
(1) =(2) ... #(n)

empfehlen Das ist jedoch nicht eingebiirgert.

Wir lassen jetzt einige Beispiele fiir Permutationen folgen und machen dabei auf
die beiden gebriuchlichen Darstellungen von Permutationen in Dmgrammen auf-
merksam.

In den Abbildungen 11, 12 und 13 werden Permutationen vom Grade n=1,
n=2 und #» =3 im Pfeil- oder Leiterdiagramm und im Zyklendiagramm dar-
gestellt.

7o—>07 To—>o7
QG o2 D ¢
029 2752 99 o2y 2 PAOs

N\
NN W N
NQW [NEAY

) el

WS

) B8 x|
e3

~—
63D Bt o 63D < Ch 9

¢
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Bei dem Pfeil- oder Leiterdiagramm werden also zwei Exemplare der zu permu-
tierenden Menge {1, 2, ..., n} gegeniibergestellt und die durch die Permutation ver-
anlaBte Zuordnung mittels Pfeilen von der ersten Reihe zur zweiten Reihe nach Art
von verbindenden Sprossen angegeben. Bei dem Zyklendiagramm wird nur ein Exem-
plar der zu permutierenden Menge (1, 2, ..., #} verwendet und die durch die Permu-
tation veranlaBte Zuordnung mittels gerichteter Bigen innerhalb dieser Menge aus-
gedriickt, das gibt das Bild von (mehreren) geschlossenen Bahnkurven (Zyklen). Die
erste Art der Darstellung eignet sich besonders bei dem anschaulichen Verfolgen der
Hintereinanderschaltung von Permutationen desselben Grades. Eine solche Hinter-
einanderschaltung ist, wie aus MfL, Bd. 1 bekannt, geméf der iiblichen Zusammen-
setzung von Abbildungen zu verstehen.

Die Hintereinanderschaltung von Permutationen gleichen Grades nennt man auch
Produkt von Permutationen. Uber diese Produktbildung war in MfL, Bd. 1 notiert
worden, daB es sich um eine (im allgemeinen nicht kommutative) Gruppe handelt.
Diese Gruppe heifit die volle Permutationsgruppe S, vom Grade n (oder auch die
symmetrische Gruppe vom Grade n).

Satz 1 (Elementezahl der vollen Permutationsgruppe). Die volle Permutations-
gruppe vom Grade n hat n! verschiedene Elemente: |S,| = n!.

Beweis. Die Bestitigung ist einfach und sei dem Leser iiberlassen. Man wende
vollstéindige Induktion nach » an.

Definition 1 (Signum einer Permutation). Es sei

(1 2 n )
=
w(l) #2) --- =(n)

eine Permutation der Ordnung . Man sagt, daB in der Permutation = an den Stellen
t,7 im Falle ¢ < j eine Inversion vorliegt, wenn n(i) > n(j) ist. Unter dem Signum
von n versteht man die Zahl

‘sgnm: = (—1)k,

wobei k die Anzahl der gesamten Inversionen von x ist.

Eine Permutation heit gerade genau dann, wenn die Anzahl aller ihrer Inversionen
gerade ist. Fiir die geraden Permutationen gilt also sgnzz = 4-1. Eine Permutation
heiBt ungerade genau dann, wenn die Anzahl aller ihrer Inversionen ungerade ist.
Fiir die ungeraden Permutationen gilt also sgnn = —1.
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8.2. Die Leibnizsche Definition der Determinante. Determinanten
als Multilinearform

Definition 1 (Determinante einer quadratischen n-reihigen Matrix nach Lersniz).
Es sei .
Gy ...y

e (@i3)i, j=1,....n

gy Az o Cnp,

eine quadratische n-reihige Matrix.
Unter der Determinante von A (in Zeichen det.4 bzw. |A|) versteht man den fol-
genden Zahlenausdruck:

det A = |4]:= 12 SEN 7 yn(1)2n(z) ** * nnn)+
e
= l (n(l) ES)
Die Summation wird dabei iiber alle Permutationen vom Grade n erstreckt, es treten
damit genau n! Summanden auf. Die Produkte @;x()@zx()" ** Gan(s) Werden also so
gebildet, daB jedesmal aus jeder Matrixzeile und jeder Spalte genau ein Element ent-

nommen wird.
Einfache Beispiele illustrieren sofort die Berechnung der Determinante:

1. 4 = (a); det A = ay,.

2 e (a" a,,); det A = a;,aq — @158y,
@21 Q22

3. ay Gz O3

Y A=|ay ay ayg|;
31 A3z Qg

det A = a1,0055 + 12825831 + C13021B32 — Bialally — Oy Boglay — G1aBaylag-

Fiir den letzten Fall der Berechnung der Determinante einer dreireihigen quadrati-
schen Matrix gibt es eine bequeme Merkregel — die Sarrussche Regel:

Ay Gy ,“B i/“n/,'llz
z )
azl/,azz %23, Qo Gy
a5i a5 “agDag Vay,
—_——l
= +
An die Matrix fiigt man dazu noch einmal die ersten zwei Spalten an. Die von links oben

nach rechts unten verlaufenden Diagonalen liefern dann die Produkte, die addiert
werden (wobei sie das durch die Produktbildung entstandene individuelle Vorzeichen
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behalten), wihrend die von rechts oben nach links unten verlaufenden Diagonalen
Produkte ergeben, die subtrahiert werden (wobei sie wieder das durch die Produkt-
bildung entstandene individuelle Vorzeichen behalten).

Nun untersuchen wir die Haupteigenschafteh der Determinanten, d. h. die Eigen-
schaften der Funktion

det: #(n X n) >R, .
wo also jeder n-reihigen quadratischen Matrix ihre Determinante zugeordnet wird.
Satz 1 (Grundeigenschaften der Determinante). Im Bereich #(n X n) der quadra-
tischen n-reihigen Matrizen hat die Determinante die folgenden Eigenschaften:
1. Besteht fiir die Matriz A € M (n X n)eine Zeile aus lauter Nullen,so gilt det A = 0.
2. Multipliziert man in der Matriz A eine Zeile mit 1 € R, so ist die Determinante
gleich dem A-fachen der Ausgangsdeterminante:

a a,

det | 1a; | =2-det | a;

aﬁ u’l
3. Ist fiir die Matriz A € M (n X n) eine Zeile die S zweier Zeilenvekioren, so
ist die Determinante gleich der entsprechenden S der Determinanten:
12} a, a,
det { @;+b; | =det | a; | + det b'
a, a, @y
4. Ist fiir die Matriz A € M (n X n)eine Zeile die Linearkombination von gewissen Zei-
lenvektoren, so laﬁtaich die Deter te als entsprechende Linearkombinati hreiben.

5. Vertauscht man in der Matriz A € .,l(n X n) 2wei beliebige Zeilen miteinander,
80 dndert sich das Vorzeichen der Deter

Beweis.

Zu 1. In den bei der Erklanmg der Determinante auftretenden Produkten ist
unter der g hten Vora tzung stets die Null Faktor. Die simtlichen Produkte
sind daher. alle gleich Null.

Zu 2. Jedes Produkt in der Determinante der Matrix, die aus A entsteht, wenn
man alle Elemente einer Zeile von A mit A multipliziert, enthilt den Faktor 4.

Zu 3. Die i-te Zeile der Matrix A sei die Summe der Zeilenvektoren (@igs Bigy oo v s Biy)
und (b;y, by, .., biy) . Dann sieht jedes Produkt in der Determinante von A wie folgt
aus:

| SENT Byx(y) - (@inti) + Bixgi)) *** Tunin)
= BEBA ya(y) *** Bin(i) *** Bux(n) T ST Byay) *** binti) *** Gna(n)-
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Also 1iB8t sich det A4 in der im Salz aufgefiihrten Weise als Summe zweier Deter-
minanten schreiben.

Zu 4. Es handelt sich um eine Zusammenf: g der Eigenschaften 2. und 3 und.
eine Ausdehnung auf mehrere Summanden.

Zu 5. Es werde in der Matrix A4 die i-te Zeile mit der j-ten Zeile vertauscht. Die
Produkte in der Determinante der Matrix A sind

BENT Ayx(r) *** Bin(i) *** Agaj) *** Ana(n) »

in der Determinante der neuen Matrix lauten die Produkte entsprechend
SER T Giaqry ** Bingiy *** Bjnii) *** Bnzmy
bixci) ist das z(i)-te Element der j-ten Zeile von 4, d. h.,
intiy = Bjn(ir»
byap ist dasz(j)-te Element der i-ten Zeile von A, d. h. bjx(j)'= @ix(j)- Also hat man
BBOTE Bya(r) * =+ ingiy *** Dini) ** Bnmim) = SBAT Bixqa) *** Bini) *** Cn(i) *** Fma(w)
= (—1)8gnvaya) - Gisti)*** Gjos) *** Banim)»

wobei die Permutationen » und z wie folgt zusammenhéingen:
1 ... &+ .. § ... n
= (::(1) T R n(n))’
Y B T T ... f .. m
a (n(l) eeo @) .. mE) .. ﬂ(n)).
» entsteht aus » durch Vertauschung der Elemente a(i) und a(j), damit ist sgnzx
= (—1) sgn v (vgl. Ubungsaufgabe 3).

Fiir eine zweckmiBige Fassung der Grundeigenschaften der Determinante ver-
weisen wir auf die folgende Verallgemeinerung der Bilinearformen.

Definition 2 (Multilinearform auf dem R"). Unter einer k-Multilinearform (k € N,
k = 1) auf dem R" versteht man eine Abbildung

#:R* X R* x +.- X R* >R,
e —
k-mal

die in jedem Argument linear ist, d. h., es gilt fiir jedes ¢ = 1,2,..., k

B@yy ey 0@ PY, e, By) = p(®yy e, By, Ty) T Bu(E s Y, A

i-tes Argument

Eine k-Multilinearform u auf dem R heiBt schiefsymmetrisch genau dann, wenn u
bei der Vertauschung zweier Argumente das Vorzeichen wechselt:

By ooy iy ooy Ty oo, By) = — BBy cens By ooy By ey By
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Bemerkung. Ist x eine k-Multilinearform auf dem R®, so gilt bei Schiefsymmetrie
allgemeiner

&y, .oy Ty) = BGOT p(Baqr)s - -+ Tuii)
fiir jede Permutation

[t .k
" (n(l) n(k))'
Uberfiihrt man némlich in (@), ..., Ez@) das Argument @, € R* in den ersten
Platz, so muB man es sukzessive mit allen Vorgiingern vertauschen. Dabei tritt
jed 1 ein Vorzeichenwechsel auf. So mit allen Argumenten verfahren, wird.das
Vorzeichen in der Gesamtzahl der Inversionen von # gewechselt. Nach dem Satz iiber
die Grundeigenschaften der Determinante ist die Determinante eine schiefsymmetri-
.sche Multilinearform auf dem R". Es gilt sogar die folgende Kennzeichnung der
Determinante.

Satz 2 (WeierstraBsche Determinantenkennzeichnung als Multilinearform). Auf
dem R®, n = 1, gibt es genau eine schiefsymmetrische reelle n-Mullilinearform mit der
Eigenschaft, dap der geordneten natiirlichen Basis der Wert 1 zugeordnet wird. Diese
Multilinearform hat den folgenden Verlauf: Der Wert der Multilinearform fir das
n-Tupel (@, Ty, ..., 2,), 2; € R*, ist gleich.

Beweis. det: R" X R* X --- X R"— R ist eine Multilinearform mit den angegebenen

#-mal
Eigenschaften. Es sei jetzt 4 eine n-Multilinearform auf R*, die schiefsymmetrisch und
normiert ist. Fiir®; € R*, 1 =1, 2, ..., 2, gelte

n
x; = wie;
[
hinsichtlich der natiirlichen Basis e,, €,, ..., e, des R". Dann ergibt sich

n n n
H(@y, X, e, &) = (2 T, S Tulr e X xuea)
i=1 =1 =1

n n "
=3 X i X g e Taslt(€), €, o, €).
j=1 k=1 =1

Nun ist jedes u(e;, e;,...,e,) =0 (Schiefsymmetrie), wenn zwei gleiche Basis-
elemente darin vorkommen. Also reduziert sich die Summe auf

H(@®y, By, oon, 2y) =) Ziz(1)y¥2x(2) *** Tnx(n) B(€r(1)s Cx(2rs -»+» 8;(5))
x

iiber alle Permutationen # vom Grade n.
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Wegen f4(€x(1),8x(2)s -++5 €xn) = SEN T p(€1, €5 -0 e,) = sgnz folgt die Behauptung
3 o
u(@y, &g, ..., &,) = det a_’*
zl
Nun beweisen wir noch einige weitere Determinantensétze.
Satz3 (Kennzeichnung der Regularitit einer quadratischen Matrix durch ihre
Determinante). Es sei
a,
a=[*
ay
eine quadratische Matriz vom Typ n X n. Dann gilt: A hat den Rang n (d. h., die Zei-
len ay, ..., @, bilden eine n-el tige linear bhingige Menge) < det A & 0.

Beweis. ,,=: Angenommen, es ist det A = 0 bei linearer Unabhiingigkeit der
Zeilenvektoren @, @, ...,a,. Fir die Zeilenvektoren e, e, ..., €, der Einheits-
matrix gibt es eine Darstellung durch die Basis a,, @, ..., @:

n .
e; = ) ea, t=1,005, R0
j=1
Dann ist
Bx(1)

det | 72 | =1 =2 erien - enxem det]
»
@x(n),

Nun war det A = 0, d. h., es ist auch

Ax(1)

det =0,

L0)

was in der Gleichungskette den Widerspruch 1 = 0 ergibt. :
,,&*: Bei linearer Abhiingigkeit der Zeilenvektorena,, ..., a, ist etwa @, = Jia,.
Dann ergibt sich =2

det =0,

weil eine Determinante mit zwei gleichen Zeilen gleich Null ist.
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Satz 4 (Multiplikationssatz fiir Determinanten). Die Abbildung det: #(n X n)->R
ist multiplikativ, d. h., sind A, B n-reihige quadramche Motrizen, so gzlt

det (AB) = det A - det B.

Beweis. Es sei

mit @; = (a;y, Gy, + -, @y) und

b,
b,

b,

Die Produktmatrix AB hat als i-te Zeile Y'a;; b;. Es ergibt sich dann
j=1

b;
» L] L] : b
det (AB) = X' 3 -+ X ayja5 -+ @y, - det il B
j=1k=1 s=1 :
b‘

Wenn in dem n-Tupel (7, %, ..., 8) nicht alle Elemente voneinander verschieden sind,
ist die Determinante mit den entsprechenden by, ..., b, als Zeilenvektoren gleich
Null. Damit reduziert sich die Darstellung auf '

bu(l)
; b,
det (AB) = X 01x1\@2n(2) *** Buni - det oo

bx(l)
= 8N 7 G171 8ax(2) *** Apn(n) det B = det A - det B.

Satz5 (Determinante der transponierten Matrix). Es sei A eine quadratische
Matriz der Ordnung n. Die zu A transponierte Matriz AT hat die gleiche Determinante
wie die Ausgangsmairiz:

det A = det AT.

Bemerkung. Nach diesem Satz behalten alle Aussagen iiber Determinanten
ihre Giiltigkeit, wenn: darin e 1l vorke de Zeil gen durch solche
iiber Spalten ersetzt werden.
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Beweis des Satzes. Es sei 4 = (a;j);_y,...,, Fiir die transponierte Matrix AT
gilt AT = (byj);o1,..., s Mit by = ay;. =L

j=Lun
Es errechnet sich det A zu

det AT = X ogn 7 byaybania) *** Dun(my = X BENT a1 * Caarz *** Cxgupn -
x x

Bezeichnen wir mit » die zu  inverse Permutation, d. h., es ist z(¢) > %, so kann man

das Produkt G,y @ -+ Gsgs 8UCh als @y,)@s0a) -+ Guwiny Schreiben. Wegen
sgnn = sgn» erhalten wir die Bestitigung fiir die behauptete Determinanten-
gleichung. Das folgende Ergebnis fiihren wir ohne Beweis an. Simtliche dazu not-
wendigen Argumente stehen schon bereit. Der Leser fiihre zur Ubung mindestens

den Fall der quadratischen dreireihigen Matrix durch.
Satz 6 (Lapl her Entwicklungssatz fiir Determinanten), Es sei
@y Gy ... Gy

A= %1 G .- O

Guy @py ... Opg
‘einequadratische n-reihige Matriz. A;; sei die aus der Matriz A durch Streichung der i-ten

Zesle und j-ten Spalte entstehende quadratische Matriz der Ordnung n — 1. Dann gilt
folgende Entwicklung der Determinante von A nach der i-ten Zeile:

9%

"
det 4 = Y’ (—1)" a;; - det A;;.

j=1
Bemerkung. Nach dem Entwicklungssatz kann man die Berechnung einer
Determinante n-ter Ordnung auf die Berechnung von Determinanten (n — 1)-ter
Ordnung zuriickfiihren. Der damit verbundene Rechenaufwand wird aber ver-
gleichsweise groB, wenn man auf solche Art eine Reduktion bis zur zweiten Ordnung
vornimmt. Eine direkte Berechnung nach der Leibnizschen Definition ist ebenso fiir
n = 4 wegen der a! 8 den im allgemei ungeeignet. Hinreichend bequem
ist die Determinantenberechnung nach dem GauBschen Algorit} der el taren
Zeilenumformung. Durch elementare Zeilenumformung bringt man die gegebene
quadratische Matrix auf eine sogenannte Dreiecksform, wo unter der Hauptdiagonalen
lauter Nullen stehen. Der gesuchte Determinantenwert ist gleich dem Produkt der
Elemente der Hauptdiagonale in der erhaltenen Dreiecksmatrix, weil alle iibrigen

Produkte verschwinden.
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8.3.  Zur algebraischen und geometrischen Bedeutung
der Determinante

Der Charakterisierungssatz der Regularitéit einer quadratischen Matrix mittels der
Determinante fithrt uns zu der folgenden Umformulierung unserer Einsichten iiber
die Losbarkeit von linearen Gleichungssystemen.

Satz 1 (Eindeutige Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems mit quadratischer
Koeffizientenmatrix). Es sei ein lineares Gleichungssy von n Gleich mit n
Unbekannten gegeben :

Ax =b,Ac #(n X n), beRe.

Dieses ist genau dann eindeutig losbar, wenn die quadratische Koeffizientenmatriz A
eine von Null verschiedene Determinante hat.

Beweis. Die eindeutige Losbarkeit ergibt, daB die Losungsgesamtheit eine null-
dimensionale Mannigfaltigkeit ist. Demnach muf der Rang von A4 gleich » sein, d. h.
det A == 0. Wenn det A = 0 gilt, ist A invertierbar. Also gibt es genau eine Lésung
x = A"b.

Satz 2 (Cramersche Regel zur Bestimmung der Losung eines linearen Gleichungs-

systems). Es sei ein lineares Gleich von n Gleichungen mit n Unbekannt
gegeben (quadratische Koef/uwntenmalnz)

ApZy + Gig®p + o+ Quay = by,

A%y + BTy + -2+ + BauTp = by,

iy + GuoTy + A GpaZy = by
Bei esndeutiger Losbarkeit gilt fiir die Losuny folgende Darstellung mittels Determinant

G @z .- Byjoy by Gjig B

2= i :A det a:u a:n e Bajy by Gagyy .. gy
Gy Cpg - - - Qnjy b, Cpjs1 - Cnn

fiirj =1,2,...,n. Die rechisstchende Matriz ergibt sich aus der Koeffizientenmatriz A
mittels Ersetzen der j-ten Spalte durch den Spaltenvekior

b,

A ’;..
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g

Beweis. Eindeutige Losbarkeit des Gleichungssystems gilt genau fiir den Fall
det A = 0. Entwickelt man die Determinante det A nach der ersten Spalte, so ist

det A = )] ajoiy;
i=1
aus
Ay A Gygy + o+ Gia¥n = by
Gy + Qg + A Gop¥n = b,
Ay + ApaZp + 200+ CunTn = b,

folgt durch zeilenweise Multiplikation mit a1y, &g1, «++s &1 und Addition

(@101 + Boroay + o+ + CmOm) - Ty +
(@191 + Baptay + o+ + Bngotm) - T2 +

(@1n®11 A Gontiar + -+ + Bunltnr) * T = byovyy + baovay + +++ + btk -

In der ersten Klammer steht die Entwicklung der Determinante von A nach der

ersten Spalte. Auf der rechten Seite steht die Entwicklung der Determinante der-
b,

jenigen Matrix, die aus A durch Ersetzen der ersten Spalte durch | : entsteht. In
bll

den iibrigen linken Klammern steht die Entwicklung der Determinante derjenigen

Matrix, die aus A durch Ersetzen der ersten Spalte durch die zweite Spalte bzw.

dritte Spalte, ..., bzw. n-te Spalte der Matrix A entsteht. Die letztgenannten Deter-

minanten sind sémtlich gleich Null, da sie von Matrizen gebildet werden, die zwei

gleiche Spalten aufweisen. Demnach ergibt sich fiir 2, die behauptete Darstellung.

Entsprechendes folgt fiir x, ..., z,.

Der vorstehende Satz liefert uns kein eigentliches neues Losungsverfahren von
Tlinearen Gleichungen mit quadratischer Koeffizientenmatrix. Er ist mehr als eine
neue theoretische Einsicht iiber die geschlossene Darstellung der eindeutig bestimmten
Losung anzusehen.

Ahnlich hat man das folgende Ergebnis zu werten, das eine Umformulierung von
Erkenntnissen iiber den Rang von Matrizen in die Sprache der Determinanten ist.

Satz3 (Kennzeichnung des Matrizenranges durch Unterdeterminanten). Es sei
A = (aij)i=1,....m @ine Matriz vom Typm X n. Die Matriz A hat den Rang r <& Durch

s
Streichen von Zeilen und Spalten kann man aus A eine quadratische Untermatrix der
Ordnung r erhalten, die eine von Null verschiedene Determinante hat, aber es yibt keine
quadratische Untermatriz hoherer als r-ter Ordnung, deren Determinante ungleich Null ist.

Beweis. Es sei B eine quadratische Untermatrix von 4 mit det B == 0. Dann sind
die Zeilen von B linear unabhingig, weil B regulir ist. Die entsprechenden vollen
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Zeilen von A sind dann ebenfalls linear unabhiingig (Nachweis!). Also ist der Rang
von A groBer oder gleich der Maximalzahl der Ordnungen der quadratischen Unter-
matrizen von A, wo eine von Null verschiedene Determinante auftaucht. Wenn r
der Rang von A4 ist, 8o gibt es r linear unabhiingige Zeilen von A. Die auf diese r
Zeilen reduzierte Matrix hat dann gewi 7 linear unabhiingige Spalten, weil der Zeilen-
rang gleich dem Spaltenrang ist. Reduziert man die Matrix nochmals auf diese r
Spalten, so erhilt man also eine quadratische Matrix B (Untermatrix von A), die r
linear unabhiingige Spalten hat. Es mu8 also det B == 0 gelten. Daher ist der Rang
von A gleich der im ersten Teil des Beweises betrachteten Maximalzahl.

Wir wollen zum AbschluB der Determinantenbetrachtungen noch Ausfiihrungen
machen, die insbesondere wieder bei geometrischen Anliegen aufgenommen werden.

Definition 1 (Das Vektorprodukt oder #uBere Produkt im R%). Unter dem
Vektorprodukt oder dem GupPeren Produkt im R3 versteht man die folgende biniire
Operation

X :R® x R® — R®

mit dem Verlauf

z Xy =/det (z’ x‘), —det (”‘ x’), det (”‘ x’)
Y2 Ys, Y1 Y3 Y1 Y2
beix = (1, 2, %3), Y = (41, Y2, Ys)-

Merkregel zur Bildung des duPeren Produktes
Das duBere Produkt @ X y aus den Elementen & = (x,, z,, ;), Y = (Y1, Y2, y3) des
R® erhilt man durch ,,formale* Entwicklung der folgenden Determinante nach der
ersten Zeile:
€, €; e
det |z, 2, x4 |.
Y1 Y2 Ys

Satz 4 (Die algebraischen Grundeigenschaften des &uBeren Produktes im R3).
Das dufere Produkt im R® hat die folgenden Grundes haften :

4 f

1.z X y=-—(y x x) firallex,y ¢ R® (Sc{zie/aymmetrie).

2.@ X (Y+2)=a X y+x X 2 fir alle ,y, z ¢ R (Distributivitit).

3. a(® X y) = (ax) X y fiir alle T,y € R® und x € R (Assoziativitit bei Multi-
plikation mit einem Skalar).

4. Das Assoziativgesetz fiir das GuPere Produkt gilt im allgemeinen nicht.

Bemerkungen.’

1. Die Eigenschaften 2 und 3 ergeben, da8 das suBere Produkt eine bilineare Ab-
bildung von R® X R?in den R® ist.
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2. Wegen der Giiltigkeit des Distributivgesetzes heilt diese Operation Produkt.
Der Zusatz ,,iuBeres* ist zur Unterscheidung vom inneren Produkt gewihlt worden;
entsprechend erkliirt sich die Bezeichnung Vektorprodukt zum Unterschied vom
Skalarprodukt. Das Ergebnis beim Skalarprodukt ist ein Skalar, beim Vektor-
produkt ein ,,Zeilen*‘vektor. .

Beweis. Die Eigenschaften 1, 2 und 3 folgen sofort aus dén Determinanteneigen-
schaften in direkter Rechnung. Zur letzten Aussage (4.) betrachten wir (e, X €;) X €;
bzw.e;, X (e; X €;) mite, =(1,0,0),e, = (0, 1,0). Esergibt sich (e, X €,) X €, =0
unde; X (e, X €) = —e,.

Satz5 (Die metrischen Grundeigenschaften des duBeren Produktes). Uber den
Zusammenhang des iuPeren Produktes mit dem inneren Produkt im R® qilt:

1. @@, ® X y) =0 fiir @,y cR%

Das iiuPere Produkt & X y ist orthogonal zu jedem seiner Fakioren.
(e, ) (m,y>)
.,z .y

Die Norm des duperen Produktes @ X y ist gleich der Wurzel aus der sogenannten
Gramschen Determinante von &, y. . :

2. |l® X yll = det(

Beweis.
1. Es ist fiir beliebige x, y, # € R® leicht zu bestatigen:

3
(@, y X ) =det |y |

~
2

Bei & = y erscheinen aber in der Determinante zwei gleiche Zeilen.

2. Man berechnet [ x |2 und det ((“””"> @, ”)) — |kl lyl* — (&, y)? und findet
Ubereinstimmung. w.x) ©.y)

Satz 6 (Kennzeichnung der linearen Abhangigkeit zweier Elemente des R® durch
das duBere Produkt). Im R® gilt fiir zwei Elemente @,y € R: ®, y sind linear abhingig
sexy=0. ;

Beweis. Lineare Abhiingigkeit von @, y ist gleichbedeutend damit, da8 der Rang
der Matrix

(fﬁ Ty 9’:)
Y1 Y2 Ya
héchstens gleich 1 ist. Nach dem Rangkennzeichnungssatz mittels Determinanten ist

das gleichwertig damit, daB jede zweireihige Untermatrix eine Determinante gleich 0
hat. Das ist dquivalent zux X y = 0.
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. Unter Berufung auf Schulkenntnisse weisen wir jetzt noch auf mégliche geometri-
sche Interpretationen des duBeren Produktes und dreireihiger Determinanten hin.
Eine ausfiihrliche Darstellung dieser Fragen erfolgt in der analytischen Geometrie.
Dort wird dann insbesondere das duBere Produkt wie auch das innere Produkt zur
Erlangung geometrischer Einsichten herangezogen. Die jetzigen Ausfiihrungen sind
nur im Sinne einer ersten Illustration und zur Hebung des Interesses zu verstehen
(vgl. MfL, Bde. 6 und 7).

1. Fiir , y € R® miBt | X y|| den Flicheninhalt des Parallelogramms, das durch
die Strecken vom Ursprung nach @ und vom Ursprung nach y aufgespannt wird.
Die Ursprungsgerade durch ® x y selber steht senkrecht auf diesem Parallelogramm.
Es ist

lle x yll = VilFlyls — @, 2.
Nach der geometrischen Bedeutung des Skalarproduktes ersetze man (x,y) durch
|l |lyll cos <X (@, y). Dann ergibt sich

lle % yll = llell iyl sin < (@, y),
was den genannten Flicheninhalt bedeutet.
2. Fiir zwei Elemente &,y ¢ R miBt | det & den Flicheninhalt des durch @, y

aufgespannten Parallelogramms (vgl. hierzu die vorstehende Aussage). Anstelle von
@,y € R? betrachte man

T = (2},%,0), ¥y=(%,%0)

aus dem R%. Dann miBt |l X y|| den Parallelogramminhalt, und es gilt

det, (w)’
y
x
3. Fiir drei Elemente ®,y,2z € R® miBt |det(y || den Rauminhalt des durch

Z
@, y, z aufgespannten Parallelepipeds (auch Spat genannt). Es ist

lle Xyl =

®
(@,yxz)=det|y
z

|y X 2| miBt eine Grundfliche des Spats und { , yx= > bei y X 2 = 0 die ent-
sprechende Hohe (Zeichnung!). lly % 2|
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8.4.  Ubungsaufgaben

-

‘Von den simtlichen Permutationen vom Grade 4 bestimme man das Signum. Wie verhilt
sich dabei das Signum gegeniiber der Produktbildung von Permutationen?

Unter einer Transposition versteht man eine Permutation, die alle bis auf zwei Elemente fest
1aBt. (Es werden nur zwei EI te miteinander ver ht!) Man zeige, daB jede Transposi-
tion eine ungerade Permutation ist.

3. Es sei 7 eine gegebene Permutation vom Grade n = 2. In der Menge {1,..., n} werden zwei
Elemente i, § fixiert. Die wie folgt erklirte Abbildung v: {1,...,n} — {1, ..., n} mit dem Ver-
lauf v(k) := n(k) fiir & + i, j und »(3) : = 2(j), v(j) : = n(4) ist dann wieder eine Permutation
vom Grade 7. » entsteht, indem man zuerst z ausfithrt und dann noch die Elemente n(3) und
a(j) vertauscht. Es gilt dann sgn » = (—1)sgn ». (Man stelle eine Beziehung zur Aufgabe 2 her!)
Von den in der Aufgabe 6 von 6.7. g ten Matrizen berechne man die Dx inant

Von den quadratischen Matrizen der Ordnungn = 2, 3, 4, 5, die in suk iver Aufei derfolge
die ersten 72 natiirlichen Zahlen 1, 2, ..., n? als Elemente enthalten, berechne man die Deter-
minanten.

1

[

o

6. Von den orth len quadratischen Matrizen berechnet sich die Determinante entweder
zu +1 oder —1 (Produktsatz verwenden!).
7. Im Zusammenhang mit dem Lapl hen Entwickl tz b man, daB die Inverse

einer reguliren quadratischen Matrix A der Ordnung 3 sich wie folgtuberechnet:
(+det A, — det Ay + det A,l)

-1 —

—det Ay, + det Ay, — det Ayg
+4-det 4,5 — det Agy + det Ay,

(Eine entsprechende Darstellung fiir A-1 beweise man fiir beliebiges n.)

det A

8. Fiir die sog te Vander desche Determinant
1 1 e 1
5 2 Tn

Ay, Tgy ..., Ty) = det

"1 "t oL 2y %1,

bestitige man 4 = JT (z; — ;) (Produkt iiber alle Binome (z; — x;) mit 1 <j <4 =nge-
nommen). i>j
Man bestimme eine Matrix

(“u' Oy "n)
@21 Ggz Gg3,
mit vorgegebenen Werten

det (““ "") —b, det ("“ “") —c, det (““ ““) =d.
@21 Ggg gy G, Qa3 Gy,

©



9. Der Begriff des Vektorraumes

Die im n-dimensionalen reellen Zahlenraum R”, in der Menge der linearen Funktionale
< (R"), in der Menge der linearen Abbildungen Z(R", R") oder in der Menge R* der
reellen Funktionen auf X angestellten arithmetischen Betrachtungen haben einen
gemeinsamen algebraischen Kern. Es war schon darauf hingewiesen worden, daB
man eine der Gemeinsamkeiten mit dem algebraischen Begriff der Gruppe beschreibt,
indem man sagt, daB die genannten Mengen hinsichtlich einer darin erkléirten biniren
Operation (hier handelt es sich um die koordinatenweise bzw. um die punktweise
Addition) jeweils eine Gruppe bilden. In diesen Gruppen war nun dariiber hinaus
noch eine weitere Operation erkliirt, némlich eine Multiplikation der Gruppenelemente
mit reellen Zahlen. Die Verquickung der Gruppenaddition mit der Skalarmultiplika-
tion unterlag dabei stets ein und denselben Rechengesetzen. Man sagt zu diesem
Sachverhalt, daB es sich bei den betrachteten algebraischen Strukturen um lineare
Réume (oder auch Vektorriume) handelt.

Definition1 (Reeller linearer Raum oder reeller Vektorraum). Es sei E eine
nichtleere Menge, die mit einer biniren Operation ,,+*

+:EXE—-E, z2,ycE~z+yck
sowie einer ,,Skalarmultiplikation‘ ,,.*

RXE—-E,xcR,2€cE>a-2€E
ausgestattet ist. :

Man sagt, daB Z hinsichtlich dieser beiden Operationen einen reellen linearen Raum
oder einen reellen Vektorraum bildet genau dann, wenn folgende Grundeigenschaften
erfiillt sind: ‘

I. Beziiglich der Operation ,,4- gilt: .
1. z +y =y + = fiir alle 2, y ¢ £ (Kommutativitit der Operation ).
2. (@ +y) + 2z =2+ (y + 2)fiirallex, y, z € E (Assoziativitit der Operation +-).

3. Es gibt ein (eindeutig bestimmtes) Element 0 € E, so daB 2 + 0 = z fiir alle
z € E ist (Existenz und Einzigkeit eines Nullelementes).
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4. Zu jedem z € E existiert ein (eindeutig bestimmtes) Element, bezeichnet durch
—z, fiir welches x + (—=z) = 0 ist (Existenz und Einzigkeit der Inversen).

II. Fiir die Multiplikation mit einem reellen Skalar gilt:
5.1.z=zfirallexc E.
6. (x - f)* = a(Bz) fiir alle «, B € R und allex € E (Assoziativitit der Multiplika-
tion mit einem reellen Skalar).

II1. Fiir das Zusammenspiel der Addition + mit der Multiplikation mit einem reellen
Skalar gilt:
7. (¢ +B)x = ax + P fir alle «,€ R und alle z € E (Distributivitit der
Multiplikation mit einem Skalar beziiglich der Addition von Skalaren).
8. a(x + y) = ax + ay fiir alle x € R und alle x,y € E (Distributivitdt der
Multiplikation mit einem Skalar beziiglich der Addition).

Bemerkung. Tritt an die Stelle des Skalarbereiches R der Skalarbereich C der
komplexen Zahlen, so heiBt die Struktur ein komplexer linearer Raum oder ein
komplexer Vektorraum. Die eingangs gemachten Hinweise konnen als Verweise auf
Beispiele zu den reellen linearen Riéumen verstanden werden. Damit sind aber die
Méoglichkeiten fiir illustrierende Beispiele zu diesem Begriff noch lingst nicht er-
schopft. In der Analysis wird sich etwa noch ergeben, daB die stetigen reellen
Funktionen, die differenzierbaren reellen Funktionen, die integrierbaren reellen
Funktionen, die Folgen ‘mit konvergenter Reihe usw. reelle lineare Réume (bei
entsprechender Abiénderung des Wertebereichs auch komplexe lineare Réume)
bilden. Zum anderen erscheinen in der Geometrie ebenfalls lineare Réume, bei-
spielsweise in Gestalt der Menge der Parallelverschiebungen in der Ebene beziiglich
der Hintereinanderschaltung und der Multiplikation mit reellen Skalaren. Damit
ist wohl hinreichend gerechtfertigt, da man einen solchen Begriff wie den des
linearen Raumes im Sinne einer Denkokonomie als abstrakten mathematischen
Begriff hervorkehrt. Die Bezeichnung ,linearer Raum* fiir diesen Begriff ist uns
dabei erklirlich, jedoch bedarf es noch einiger Worte iiber die Bezeichnungsweise
,, Vektorraum*‘.

Der deutsche Mathematiker HERMANN GRASSMANN (1809 —1877) hatte zum
Zwecke einer geeigneten Behandlung geometrischer Probleme der Ebene und des
Raumes die geometrische Vektormethode (das Operieren mit gerichteten Strecken)
erfunden. Dabei verwirklichte GRASSMANN eigentlich eine Idee von LEIBN1z, der
eine ,,characteristica geometrica‘ gefordert hatte, worunter eine Lehre zu verstehen
wiire, ,,die die geometrischen Lagebeziehungen so zum Ausdruck bringt, wie die Al-
gebra GréBenbeziehungen'‘. Aufler GRassMANN muf als Urheber einer Vektortheorie
noch der irische Mathematiker W. R. HamiLToN (1805—1865) genannt werden.
HamiroN schuf mit den nach ihm benannten Quaternionen die meisten heute be-
kannten Einsichten der Vektortheorie. Von ihm stammt auch die Bezeichnung
,,Vektor* (vehere (lat.): fahren).

Heute hat die Vektortheorie auBer den geometrischen Aspekten, die in Band 6
und 7 betrachtet werden, algebraische Aspekte. Die Bezeichnung Vektor steht dabei
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allgemein fiir ein El t eines linearen Raumes (eines Vektorraumes). Dem ,,Vektor*
kommb also keine absolube Bedeutung-zu. Dieser Begriff versteht sich nur im Zu-
hang mit einer bestimmten algebraischen Struktur. Vielfach iibliche, in der

Geometrie zu prizisierende AuBerungen, daB Vektoren mathematische GroSen be-
zeichnen, die auBer durch einen Zahlenwert noch durch eine Richtung gekennzeichnet
werden, sind in diesem Sinne unzutreffend, weil zu pauschal. Sie kénnen héchstens
als eine leichte Andeutung auf die Elemente des fiir die Elementargeometrie wichtigen
»Vektorraumes* der Verschiebungen aufgefaBt werden.



10.  Lineare Ungleichungen. Lineare Optimierung

Betrachtungen von linearen Ungleichungen werden zum Beispiel bei Fragen der
linearen Optimierung nétig. Wir bringen ein sehr einfaches, aber instruktives Bei-
spiel einer Aufgabe der linearen Optimierung.

Ein Betrieb stellt zwei Waren W, und W, her, wobei fiir jede Ware Rohstoffe
dreierlei Art R,, R,, By benétigt werden. Von dem Rohstoff R; seien b; Mengenein-
heiten vorhanden. Zur Herstellung von W, mége pro Mengeneinheit benétigt werden:

a,; vom Rohstoff R,,
a,, vom Rohstoff R,,
ag, vom Rohstoff R;.

Zur Herstellung von W; moge pro Mengeneinheit benétigt werden:

a,, vom Rohstoff R,,
ay, vom Rohstoff R,,
ag; vom Rohstoff R,.

In den Koeffizienten a;; gibt also der erste Index die Rohstoffart und der zweite
Index die Warenart an. Die Ware W erbringe dem Betrieb pro Einheit einen ge-
wissen Gewinn p;, ¢ = 1, 2.

Das interessierende Problem bestehe in der Frage: Wie mufB der Betrieb seine
Planung einrichten, damit der Gesamtgewinn moglichst groB wird? Es wird also die
Zahl z; der Wareneinheiten W;, i = 1, 2, erfragt, die produziert werden miissen, um
optimalen Gewinn zu erzielen. Mathematisch gesehen handelt es sich um die Be-
stimmung des Maximums der Funktion

(@1, 7) = P17y + pata (Zielfunktion).



132 10. Lineare Ungleichungen. Lineare Optimierung

Hierbei sind den (z,, «;) folgende Bedingungen auferlegt :
720,720
(sogenannte Randbedingungen);

an®; + A%y by,
Ay + ATy < by,
a3, @) + A% = by

(sogenannte Balance-Bedingungen).

Die Randbedingungen sind von sich aus klar. Die Balancebedingungen driicken
die zu beriicksichtigenden Stoffbeschrinkungen aus. Die Zielfunktion ¢ ist ein
lineares Funktional. Von diesem Funktional sind auf der Losungsmenge der ange-
schriebenen fiinf linearen Ungleichungen die Maximalstellen zu ermitteln!

In der Praxis treten solche linearen Optimierungsprobleme haufig auf. Zur rech-
nerischen Bewiiltigung gibt es verschiedene Verfahren (Algorithmen). Wir gehen
auf die Losungsverfahren nicht ein, sondern wir schaffen uns noch einen kleinen
Einblick in die grundsitzliche Struktur der Problematik. Da wire vor allem das
Aussehen der Losung 1ge von linearen Ungleichungen zu kliren.

Im R" sei eine lineare Ungleichung

Ay + @, oo+ Bay S

mit den vorgeschriebenen Koeffizienten a,,a,,...,a, und der vorgeschriebenen
rechten Seite gegeben. Es ist eine Einsicht in die Losungsmenge dieser Ungleichung
gesucht. Um die Dinge geometrisch-anschaulich verfolgen zu kénnen, beschrinken
wir uns zunéichst auf den Falln < 3. Wird anstelle der Ungleichung die entsprechende
Gleichung betrachtet, so ist die Lésungsmenge eine Ebene, Gerade oder aber ein Punkt
(in Abhéngigkeit von n = 3, n = 2 oder n = 1).

Fiir n = 1 stellt die Losungsmenge einer linearen Ungleichung alle Punkte einer
Halbgeraden dar, die durch den der Gleichung entsprechenden Punkt bestimmt wird.
Fiir n = 2 stellt die Losungsmenge einer linearen Ungleichung f(x) < b alle Punkte
einer Halbebene dar, die durch die Gerade bestimmt wird, welche der Gleichung
f(x) = b entspricht. Analog stellt die Losungsmenge einer linearen Ungleichung
f(@) <b, fc Z(R%), alle Punkte eines Halbraumes dar, der durch die Ebene be-
stimmt wird, welche der linearen Gleichung f(a) = b entspricht. Zur Begriindung der
Aussagen betrachte man die Mengen

H,:=|x:xcR" f(®) <b), H:=[x:®cR", f(@)="0),
Hy: = {@:xcR", f@)>b}.
Diese drei Mengen stellen eine Zerlegung des R* dar.

Nun laBt sich folgende. Feststellung beweisen: Von zwei Elementen y, 2 € R"™\H
gehort eins zu H,, das andere zu H, genau dann, wenn die ,,Ver bindungsstrecke* von
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Yy, z die Menge H iiberschneidet, d. h., wenn
fuiucRu=ty+ (1 —t)z, 0<t=<1}nH=+=0 -

gilt. Das bedeutet also, daB die Mengen H, und H, die beiden verschiedenen (offenen)
Halbridume sind, die beim Herauslésen von H aus dem R* entstehen. Die Losungs-
menge der betrachteten linearen Ungleichung (&) < b ist damit ein ,,abgeschlossener*
Halbraum, wo also die Punkte der begrenzenden Hyperebene H noch mitgerechnet
werden. Hieraus folgt sodann, daf# die Losungsmenge eines Systems von m linearen
Ungleichungen der Durchschnitt von (abgeschlossenen) Halbriumen ist. Es handelt
sich um eine gewisse konvexe Menge. Beispielsweise ist im R® die Losungsmenge des
Ungleichungssystems

%20,
z, =0,
2320,
ot @+ 2 < 1

das durch die Einheitspunkte auf den x;-Achsen und dem Ursprungspunkt aufge-
spannte Tetraeder.



1. Algebraische Strukturen

11.1.  Einleitung

In den Bemerkungen zur Geschichte der Algebra wurde bereits darauf aufmerksam
gemacht, wie sich die Auffassungen vom Inhalt der Algebra wihrend der historischen
Entwicklung dieses Zweiges der Mathematik mehrmals geindert haben. Einer elemen-
taren Lehre iiber die Auflosung von Gleichungen folgte die Beschiftigung mit der
,,Buchstabenrechnung*, ehe das schwierige Problem der Auflgsung einer Gleichung
n-ten Grades in einer Unbekannten in den Mittelpunkt des Interesses riickte. Gauss
bewies, daB jedes Polynom positiven Grades, dessen Koeffizienten komplexe Zahlen
sind, in der Menge der komplexen Zahlen mindest eine Nullstelle besitzt. Ent-
sprechend der zu jener Zeit herrschenden Auffassung vom Inhalt der Algebra wurde
dieses Resultat als Fund talsatz der Algebra bezeichnet. )

War auch der Hauptinhalt der ,klassischen Algebra“, wie sie von WEBER in

i 1896 erschi Lehrbuch der Algebra dargestellt wurde, Gleichungstheorie,
so0 erschienen doch in dieser Entwicklungsphase bereits Elemente einer ,,Struktur-
algebra‘. In den Uberlegungen von ABEL und GaLo1s erwies sich der Gruppenbegriff
als ein wesentliches Hilfsmittel zur Beherrschung des Problems der Gleichungs-
auflssung. Auch andere Strukturbegriffe wie Modul, Korper, Ring und Verband
wurden bereits in dieser Zeit durch Gauss, DEpERIND, HILBERT und DEDEKIND ein-
gefiihrt. Es stellte sich jedoch heraus, daB diese Hilfsbegriffe der klassischen Algebra
weitaus grollere Anwendungsméglichkeiten besaBen, als man urspriinglich annehmen
konnte, denn es setzte sich die Erkenntnis durch, daB die Beschaffenheit der Elemente
einer solchen Struktur bei vielen Uberlegungen unbeachtet bleiben darf. STeINITZ,
der 1910 in seiner epochemachenden Arbeit Algebraische Theorie der Korper mit der
Aufstellung des Isomorphieprinzips die Richtung der algebraischen Untersuchungen
bestimmte, gab die priizise Formulierung dieser Auffassung.

Ausgehend vom Mengenbegriff entstand durch Hinzunahme von Operationen und
Relationen der Begriff der algebraischen Struktur. Stellt man an eine solche noch
bestimmte Forderungen (die i.allg. als ein Axiomensystem fiir die betrachtete
Struktur formuliert werden), so erhiilt man Typen von Strukturen, wie sie unter den
Namen Gruppe, Ring, Korper usw. geliufig sind. Thre Erforschung ist die Aufgabe
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der Algebra geworden. Diese ,,moderne Algebra‘“ stellte vaN DER WAERDEN 1930/31
in seinem gleichnamigen, fiir die ganze Entwicklungsetappe grundlegenden Lehr-
buch dar. Seit der vierten Auflage im Jahre 1955 gab ihm der Autor jedoch den
Titel Algebra. In den letzten Jahrzehnten riefen nimlich die Eigenentwicklung der
Algebra sowie die Anspriiche, welche die Anwendungsgebiete (Topologie, Funktional-
analysis, algebraische Geometrie u.a.) an sie stellten, einige neue und wichtige
Zweige der Algebra (Verbandstheorie, Theorie der Halbgruppen, homologische
Algebra, universelle Algebra u. a.) ins Leben. Einen Einblick in diese neue Entwick-
lung vermittelte KuroS in sei Buch Vorlesungen iiber allgemeine Algebra, dessen
deutsche Ubersetzung 1964 erschien. )

11.2.  Der axiomatische Aufbau einer Theorie

In einer mathematischen Theorie betrachtet man Mengen von Objekten, zwischen
denen gewisse Beziehungen erklirt sind, welche bestimmte Eigenschaften haben
(vgl. MfL, Bd. 1, 2.7.). Der Inhalt der Theorie besteht nun darin, Begriffe und Be-
ziehungen durch andere zu definieren und Eigenschaften von Beziehungen und Be-
griffen zu beweisen. Zum Beispiel kann man, von den natiirlichen Zahlen ausgehend,
die rationalen Zahlen definieren, kann auf der Menge der rationalen Zahlen eine
zweistellige Operation erkliren, die man Addition nennt, und von dieser etwa be-
weisen, daB sie kommutativ ist. Es ist unmittelbar einzusehen, da8 man nicht alle
Begriffe und Beziehungen definieren und simtliche Eigenschaften allein mit Hilfe
der Logik beweisen kann, da ja jede Definition den zu definierenden Begriff auf andere
Begriffe zuriickfiihrt und beim Beweis jeder Eigenschaft andere Eigenschaften be-
nutzt werden. Deshalb muB man bei jeder mathematischen Theorie gewisse Begriffe
und Beziehungen ohne Definition an die Spitze stellen. Das sind die Grundbegriffe
und Grundbeziehungen der betreffenden Theorie. Ebenso muB man gewisse Eigen-
schaften der Grundbegriffe und Grundbeziehungen voraussetzen. Diese sogenannten
Grundeigenschaften werden in den Aziomen formuliert. Nach der Aufstellung der
Grundbegriffe und Grundbeziehungen sowie der Axiome, die das Fundament der
Theorie bilden, werden die abgeleiteten Begriffe und Sétze auf rein logischem Wege
aus ihnen gefolgert.

Ein solcher deduktiver Aufbau ist fiir die Mathematik typisch. Es wire jedoch

falsch, wollte man induktive Betrachtungsweisen, die von speziellen Beobachtungen
zu allgemeineren Aussagen gelangen, als bedeutungslos fiir die Mathematik ansehen.
Die Mathematik ist wie jede andere Wi haft aus praktischen Erfahrungen

entstanden und dient praktischen Bediirfnissen. Die Grundbegriffe und Axiome einer
Theorie sind Widerspiegelungen der objektiven Realitiit mit einem héufig sehr hohen
Abstraktionsgrad. Ehe der axiomatische Aufbau einer Theorie begonnen wird, sind
oft bereits Kenntnisse vorhanden. So waren beispielweise die natiirlichen Zahlen und
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ihre Eigenschaften lingst bekannt, ehe von dem P hen Axiomensystem aus-
gehend ein axiomatischer Aufbau der Theorie der natiirlichen Zahlen erfolgte. Auch
waren bereits umfangreiche Kenntnisse der Geometrie vorhanden, als man einen
axiomatischen Aufbau begann, der in den beriihmten, im 3. Jahrhundert v. u. Z.
in Alexandria geschriebenen ,,Elementen* des EURLID dargestellt wurde. Es wire
"aber auch verkehrt, wenn man die axiomatische Methode nur als ein Verfahren zur
eleganten Darstellung einer Theorie ansehen wollte. Die Kritik am Axiomensystem
des EURLID hat die mathematische Forschung in zwei Jahrtausenden angeregt.
Am Anfang des vorigen Jahrhunderts entdeckten ‘N1RoLAT IwaNowITSCH LOBA-
TSCHEWSKI (1793 —1856), Gauss und Janos BoLyar (1802—1860), ausgehend von
einem Axiomensystem, die (hyperbolische) nichteuklidische Geometrie.

Wir haben Axiome als Grundaussagen ohne Beweis an die Spitze einer Theorie
gestellt. Damit soll nicht ausgedriickt werden, daB die Axiome etwa deshalb keines
Beweises bediirften, weil sie ,,offensichtlich** gelten. Ebensowenig vertreten wir den
Standpunkt, daB die Grundbegriffe und Grundbeziehungen nicht definiert zu werden
brauchten, weil ihre Bedeutung ,klar* ist. Da die Grundbegriffe und Grundbe-
zichungen nicht aus der Theorie heraus erklirt werden, ergibt sich die Frage nach
ihrer Bedeutung. Ist sie gekldrt, so kann man auch sinnvoll nach der Wahrheit der
Axiome fragen.

Man nennt eine vorgegebene Menge von Objekten, zwischen denen gewisse Be-
ziehungen bestehen, ein Modell oder eine Interpretation eines Axiomensystems, wenn
bei einer Belegung der Grundbegriffe und Grundbeziehungen des Axiomensystems
durch konkrete Objekte und Beziehungen zwischen Objekten der gegebenen Menge
die Aussagen des Axiomensystems zutreffen.

In diesem Fall kann dann die ganze Theorie auf die vorgegebene Menge und die
zwischen ihren Elementen bestehenden Beziehungen angewendet werden. In einem
festen Modell eines Axiomensystems haben die Grundbegriffe und Grundbeziehungen
also eine wohlbestimmte Bedeutung, und die im Axiomensystem formulierten Aus-
sagen sind fiir das Modell wahr, weil sie dort zutreffen.

Die Menge der Kardinalzahlen der endlichen Mengen liefert ein solches Modell fiir
das Peanosche Axiomensystem (vgl. MfL, Bd. 1, 3.1.) und die Menge (M) aller
1-1-Abbildungen einer beliebigen nichtleeren Menge M auf sich beziiglich der Ver-
kettungsoperation ein Modell fiir die Gruppenaxiome (vgl. MfL, Bd. 1, 2.4. (17a) bis
(17c)). Wir werden im nichsten Abschnitt einige Axiomensysteme fiir algebraische
Strukturen und zugehérige Modelle angeben.

Aus einem gegebenen Axiomensystem kann man weitere Aussagen ableiten. Er-
hilt man dabei zwei Sitze, die einander widersprechen, d. h., von denen der eine die
Negation des anderen ist, so heiBt das Axiomensystem widerspruchsvoll. Grundlage
fiir eine inhaltsreiche mathematische Theorie kann selbstverstindlich nur ein
Axiomensystem sein, das nicht widerspruchsvoll ist. Wenn aus einem Axiomen-
system bis zu einem bestimmten Zeitpunkt keine Widerspriiche entwickelt wurden,
80 ist das natiirlich kein Beweis fiir seine Widerspruchsfreiheit. Es entsteht also die
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Frage, wie man sich von der Widerspruchsfreiheit eines vorgelegten Axiomensystems
iiberzeugen kann. KUrT GODEL zeigte 1931, daB es unmoglich ist, innerhalb einer
Theorie ihre Widerspruchsfreiheit nachzuweisen. Deshalb wird folgendes Verfahren
benutzt: Hat man eine Theorie T, an deren Widerspruchsfreiheit man nicht zweifelt,
sowie ein Axiomensystem ¥, dessen Widerspruchsfreiheit untersucht werden soll,
und gelingt es, mit den Begriffen der Theorie ¥ ein Modell fiir das Axiomensystem %
zu konstruieren, so ist U (relativ zur Theorie T) widerspruchsfrei.

Haufig ist es iiblich, die Arithmetik der rationalen Zahlen als widerspruchsfreie
Theorie  zu akzeptieren und ein Axiomensystem % sowie die darauf aufgebaute Theo-
rie als widerspruchsfrei zu bezeichnen, wenn man mittels der Arithmetik der rationalen
Zahlen ein Modell fiir % konstruieren kann. Die im nachsten Abschnitt angegebenen
Axiomensysteme fiir algebraische Strukturen werden sich in diesem Sinne als wider-
spruchsfrei erweisen.

Eine zweistellige Relation R in einer Menge M heiBt Aguivalenzrelation, wenn sie
den Axiomen

A zRz (R ist reflexiv),
zeM

N (zRy A yRz = zRz) (R ist transitiv),
Ty zeM

A (xRy = yRx) (R ist symmetrisch)
z,yeM

geniigt (vgl. MfL, Bd. 1, 2.5. (12)).

Dieses System ist widerspruchsfrei, denn z. B. stellt die Menge der ganzen Zahlen
mit der Gleichheit als Relation R ein Modell dar. Auch die Kongruenzrelation R,
in der Menge der natiirlichen Zahlen (vgl. MfL, Bd. 1, 3.7. (63)) ist eine Aquivalenz-
relation.

Ein Axiom heiBt unabhingig von den iibrigen Axiomen eines Systems, wenn es sich
nicht aus diesen als Satz beweisen lifit. Beim axiomatischen Aufbau einer mathe-
matischen Theorie bemiiht man sich natiirlich darum, méglichst nur unabhéngige
Axiome im Axiomensystem zu haben, d.h. das Axiomensystem ,minimal* zu
halten. Manchmal wird im Interesse der leichteren Handhabung einer axiomatischen
Theorie ein mit abhiingigen Axiomen angereichertes Axiomensystem verwendet,
mit dessen Hilfe man oft schneller zu interessanten Folgerungen kommt. Die Un-
abhiingigkeit eines Axioms A von den iibrigen Axiomen eines gegebenen Systems &
kann man nachweisen durch Konstruktion eines Modells fiir dasjenige Axiomen-
system &', welches entsteht, wenn man in @ das Axiom A durch seine Negation er-
setzt und alle anderen Axiome beibehiilt.

Die nachstehenden Relationen sind jeweils in der Menge M = (1, 2, 3} erklirt:

Ry ={z,y): 2 MAyce MAaz=2Ay<2)
ist nicht reflexiv, aber transitiv und symmetrisch,

By ={@y)zcMryec Malx—yl <1}
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ist nicht transitiv, aber reflexiv und symmetrisch.

Ry={(z,y):xe MAyc Mrz <y}
ist nicht symmetrisch, aber reflexiv und transitiv. Daher ist im Axiomensystem der
Aquivalenzrelationen jedes Axiom von den beiden anderen unabhingig.

Die Modelle vieler Axiomensysteme sind Strukturen im Sinne des im ersten Band
dargestellten allgemeinen Begriffes. So sind die eben angefiihrten Beispiele Strukturen
iiber einer Trigermenge aus drei Elementen mit einer zweistelligen Grundrelation,
in denen keine ausgezeichneten Elemente und keine Grundoperationen erklirt sind.
Wir nennen zwei Modelle eines Axiomensystems isomorph, wenn sie als Strukturen
isomorph sind (vgl. MfL, Bd. 1, 2.7.(2)), d. h.; wenn es eine 1-1-Abbildung von der
Triigermenge des einen auf die Trigermenge des anderen Modells gibt, bei der sich
die Grundelemente, -relationen und -operationen iibertragen. Sind je zwei Modelle
eines Axiomensystems isomorph, d. h. gibt es ,,bis auf Isomorphie‘‘ nur ein Modell,
so heit das Axiomensystem kategorisch (oder ph). Das Axic nsystem,
welches die Aquivalenzrelationen beschreibt, ist nicht kategorisch, denn die Menge
M, = {1, 2, 3) mit der Relation

B, ={(1,1), (1,2), 2,1), (2,2), (3,3)}
und die Menge M, = Z mit der Relation

By={xy):2€ZAryeZA2]||z—yl}

sind Modelle dieses Systems, aber es gibt keine 1-1-Abbildung von M, auf M,.
Auch die Axiomensysteme der algebraischen Strukturen, die im nichsten Abschnitt
angegeben werden, sind nicht monomorph.

Ohne Beweis merken wir an, daB das Peanosche Axiomensystem fiir die natiirlichen
Zahlen und das von HILBERT angegebene Axiomensystem fiir die euklidische Geo-
‘metrie kategorisch sind. ’

11.3. Algebraische Strukturen

Unter einer Struktur oder allgemeinen Algebra versteht man ein (k + m 4 » 4 1)-
Tupel (M, ay,..., %, Ry, ..., Ry, 04, ...,0,), wobei M eine Menge, die Tragermenge
der Struktur, a,, ..., @, ausgezeichnete El te aus M, R,, ..., R, Relationen der
Stellenzahlen 5, ..., 4, in M und o,, ..., 0, Operationen der Stellenzahlen j,, ..., ,
in M bezeichnen. Es sind auch die Fille ¥ = 0 und (oder) m = 0 und (oder) » = 0
zugelassen (vgl. MfL, Bd. 1, 2.6.). Von einer algebraischen Struktur spricht man,
wenn M nicht die leere Menge bedeutet und wenigstens eine Operation in M erklirt
ist. Gegenstand der Algebra ist die Untersuchung solcher algebraischen Strukturen.
Dabei sind hiufig noch Eigenschaften der Elemente von M, die durch ay, ..., a,
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R, ..., R, und o,,...,0, ausgedriickt werden konnen, in Axiomen fiir die Struk-
turen fixiert.

Wir wollen hier einige Beispiele fiir Typen von Strukturen angeben, die in der
Algebra von Bedeutung sind. Dabei beschrinken wir uns auf die Betrachtung
zweistelliger Operationen. In der Entwicklung der Algebra ist aus diesen Struktur-
typen durch weitere Verallgemeinerung der obige Strukturbegriff entstanden.

Den einfachsten Fall bilden offenbar die Strukturen (M, o), die aus einer nicht-
leeren Menge M mit einer darin definierten zweistelligen Operation o bestehen. Jede
solche Struktur heiBt Gruppoid.

(M, o) heifit Gruppoid :<> M == B A o zweistellige Operation in M. 1)

Hiufiger als diesen noch sehr umfassenden Begriff verwendet man denjenigen der
Halbgruppe. Das ist ein Gruppoid, in welchem das Assoziati

(@ob)oc=ao (boc)

)

fiir beliebige Elemente a, b, ¢ aus M gilt. Hier tritt also erstma]ig ein Axiom auf, in
dem eine Eigenschaft einer Struktur fixiert ist.
(M, o) heipt Halbgruppe :& (M, o) ist Gruppoidn N (@ o b) o c=a o(boc). (2)
ab,ceM

Beispiele fiir Halbgruppen sind die Menge der natiirlichen Zahlen mit der Addition
(N, +), die Menge der ganzen Zahlen mit der Multiplikation (Z, -) und die Menge der
Abbildungen von einer Menge M in sich mit der Hintereinanderausfiihrung der Ab-
bildungen als Operation.

Ist (M, o) ein Gruppoid und e € M, so heifit

e neutrales Element von (M, o) :& ANaoe =eoa =a. 3)
aeM
Jedes Gruppoid (M, o) besitzt hochstens ein neutrales Element. 4)

Sind nimlich e und e’ neutrale Elemente von (M, o), so folgt aus (3)
e=¢€oe=coe =e.

Die obigen Beispiele haben der Reihe nach die neutralen Elemente 0, 1 und die iden-
tische Abbildung, die jedes Element von M auf sich abbildet, wihrend die aus den
positiven geraden Zahlen mit der Multiplikation als Operation bestehende Halb-
gruppe kein neutrales Element besitzt.

Ist (M, o) ein Gruppoid mit dem neutralen Element e und sind ¢ und @ Elemente
aus M, so heifit

a inverses Element zua :©>ao@ =d@oa =e. (5)
Offenbar ist dann a inverses Element zu a.

Ist (M, o) eine Halbgruppe mit dem neutralen Element e, so besitzt jedes
a € M hochstens ein inverses Element. (6)
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Sind némlich @ und @’ inverse Elemente zu @, 5o ergibt sich aus (2), {3) und (5)

@' =@ oe=ao(@cd@)=(@oa)oda=eod=a.

In (N, +) besitzt nur O ein inverses Element, nidmlich 0; in (Z,-) besitzen 1
und —1 inverse Elemente, namlich 1 bzw. —1. In der Menge der Abbildungen von
einer Menge M in sich mit der Hintereinanderausfiihrung der Abbildungen als
Operation besitzen genau die 1-1-Abbildungen von M auf sich inverse Elemente.

Eine Halbgruppe (M, o) wird Gruppe genannt, wenn zu je zwei Elementena, b ¢ M
mindestens ein Element x € M mit der Eigenschaft a@ o x = b und mindestens ein
Element y ¢ M mit der Eigenschaft y oa = b existiert (Ausfithrbarkeit der links-
und rechtsseitigen Division).

(M,o)heiﬂtG’mppe:é(M,u)istHalbgruppeA/\ Vaor=>baV yoa =>).
Y

a,beM\zeM veM
@

Beispiele fiir Gruppen sind die Menge der positiven rationalen Zahlen mit der
Multiplikation (Q,*, -), die Menge der komplexen Zahlen vom absoluten Betrag 1 mit
der Multiplikation als Operation und die Menge aller Permutationen einer endlichen
Menge M mit der Nacheinanderausfiihrung als Operation (vgl. MfL, Bd. 1, 2.4.).

In jeder Gruppe (M, o) gibt es ein neutrales Element e. (8)

Zu einem festen Element a € M gibt es nach (7) in M jedenfalls zwei Elemente e, ¢’
mit

ace=a, eoa=a.
Mit @ und b liegen auch solche Elemente z, y in M, daB
acx=>b, yoa="»
gilt. Dann ist
€ob=¢o(@oz)=(o0a)ox=aoxr=>b
und
bne=(yoa)oe=ya(goe)=yca=b.

Mit b = ebzw.b =¢' ergibt sich daraus e’'ce=¢ bzw. e'oe =¢', also e =c¢'.
Dabher ist ¢ neutrales Element von (M, o).

Ist (M, o) Gruppe, so besitzt jedes a € M ein inverses Element a@. 9)

Ist nimlich e das neutrale Element der Gruppe, so gibt es in M Elementea und a’, fiir
die



11.3. Algebraische Strukturen 141

gilt. Daher ist
G—eod=(aoa)od=ao(acd) =aoe=a

ein inverses Element zu a, das nach (6) eindeutig -bestimmt ist.
Ist (M, o) eine Gruppe, so gibt es in M zu jedem Elementepaar a, b aus M
genau ein x mit @ o x = b und genaw ein y mit y o @ = b. (10)

Die Existenz solcher Elemente z und y folgt aus (7). Bezeichnet e das neutrale Element
der Gruppe und @ das zu @ inverse Element, so ist

x=¢eox = (@oa)ox=ao(@ox) =aob
und
y=yoe=yo(aod) =(yca)e@ =boa,

es gibt also hochstens ein Element 2 und ein Element y in M, die den gegebenen
Gleichungen geniigen. Man rechnet sofort nach, daB x =@ob und y =boa die
geforderte Eigenschaft besitzen, denn es ist

@ox=ao(@ob) = (@ocd)o —eob=2">
und
yaa:(baﬁ)oa:bo(ﬁoa)=boe:b.

Eine Gruppe (M, o) heiBt abelsch (oder kommautativ), wenn fiir alle Eleniente
a,b € M das Kommutativgesetz a o b = b o a gilt.

(M, o) heift abelsche Gruppe :& (M, o) ist Gruppe n A aob =boa. (11)
a,bed

Die Gruppe (Q,*, -) ist abelsch, die Gruppe S, aller Permutationen einer Menge aus
drei Elementen dagegen nicht (vgl. MfL, Bd. 1, 2.4.).

Meistens wird bei der Betrachtung dieser algebraischen Strukturen (M, o) mit einer
zweistelligen Operation die multiplikative Schreibweise verwendet, d. h., sind @ und b
Elemente von M, so schreibt man statt a o b einfach a - b oder ab und nennt ab ohne
Riicksicht auf die tatsichliche Bedeutung der vorliegenden Operation das Produkt
der Elemente @ und b. Das neutrale Element e der Gruppe nennt man dann auch das
Einselement und'bezeichnet es manchmal mit 1. Das zu @ inverse Element wird mit
a1 bezeichnet.

Bei kommutativen Strukturen (M, o) wird mitunter auch die sog. additive Schreib-
weise benutzt, d. h., statt @ ob wird @ 4 b geschrieben und von der Summe der
FElemente a und b gesprochen. Das neutrale Element der Gruppe bezeichnet man dann
héufig mit 0 und nennt es das Nullelement der Gruppe. Das zu a inverse Element
wird mit —a bezeichnet. Man setzt b — @ := b + (—a). Eine additiv geschriebene
abelsche Gruppe (M, +) wird Modul genannt.

(M, o) heift Modul :& (M, o) ist additiv geschriebene abelsche Gruppe. (12)
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Die Menge aller ganzen Zahlen mit der Addition als Operation (Z, +) und die
Menge aller Vektoren des dreidimensionalen euklidischen Raumes mit der Vektoraddi-
tion als Operation sind Beispiele fiir Moduln. :

Eine algebraische Struktur (M, o, 0;) mit zwei bindren Operationen wird niché-

iativer Ring g 1t, wenn sie hinsichtlich der Operation o, eine abelsche Gruppe,
hinsichtlich o, ein Gruppoid ist und fiir alle Elemente a, b, ¢ aus M die Distributiv-"
geselze

aoy(boyc) =(a0,b)0,(aoyc)
und

(boyc)oga = (bo,a)o, (co, a)

gelten. Diese Erklirung schlieBt nicht aus, daB in (M, 0,) das Assoziativgesetz gilt,
d. h., ,,nichtassoziativ‘* wird hier als Abkiirzung fiir ,,nicht notwendig assoziativ'® ver-
wendet.

Es ist im allgemeinen iiblich, o, durch die additive, 0, durch die multiplikative
Schreibweise auszudriicken. Man nennt dementsprechend (M,o,) = (M, +) die
additive Gruppe des Ringes und (M,0,) = (M,-) das multiplikative Gruppoid des
Ringes. Fiir Elemente a, b, c aus M sei ab + ¢ := (ab) + ¢, wie wir es vom Zahlen-
rechnen kennen. :

(M, +, -) heifit nichtassoziativer Ring :< (M, +) ist Modul A (M,.) ist
Gruppoid A N alb+c)=ab+aA A (b+c)a=ba+ ca. (13)

a,bceM a,b,ce.

Die Menge aller Vektoren des dreidimensionalen euklidischen Raumes mit der ge-
wohnlichen Vektoraddition und der vektoriellen Multiplikation als Operation ist
ein Beispiel fiir einen nichtassoziativen Ring.

(M, +, -) nichtassoziativer Ring=> A a(b —c) =ab —ac

a,bceM
AN (b—c)la=ba—ca. (14)
a,beeM

Da (M, +) Gruppe ist, gilt (b —c) + ¢ = b, woraus nach Multiplikation mit a
von links unter Ausnutzung des ersten Distributivgesetzes a(b — ¢) + ac = ab folgt.
Daraus ergibt sich

a(b —c) =ab — ac,
weil (M, +) Gruppe ist. Die zweite Aussage kann analog bewiesen werden.

(M, +, -) nichtassoziativer Ring => A\ a0 = 0a = 0. (15)
aeM
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Ist ndmlich z € M, so gilt nach (14)
a0 =a(z —z) =ax —ax =0.
(M, +, -) nichtassoziativer Ring => A (—a)b =a(—b) = —ab
A A (—a)(—b) = ab. ok (16)

a,beM
Denn aus
0=0b=[a~+ (—a)lb=ab+ (—a)d

ergibt sich (—a)b = —ab, da (M, +) Gruppe ist. Ebenso beweist man a(—b) = —
Aus beiden Aussagen erhélt man

(—a) (—=b) = —[a(~b)] = —(—ab) =

Ist das multiplikative Gruppoid eines nichtassoziativen Ringes (M, +,-) eine
Halbgruppe, so heiBt (M, +, -) assoziativer Ring oder einfach Ring.

(M, +, -) heipt (assoziativer) Ring :© (M, +, -) ist nichtassoziativer Ring
A A afbe) = (abe. amn
a,bceM

Beispiel. Die Menge aller n-reihigen quadratischen Matrizen mit reellen Elementen
(n = 2) mit der iiblichen Matrizenaddition und Multiplikation als Operationen ist
ein assoziativer Ring.

Ist die multiplikative Halbgruppe (M, ) des Ringes (M, +, ) kommutativ, so
nennt man den Ring kommutativ.

(M, +, -) heipt kommutativer Ring :¢ (M, +, ) ist Ring A A ab = ba. (18)
a,beM

Die Menge Z aller ganzen Zahlen bildet mit der Adetlon und Multiplikation als
Operationen einen kommutativen Ring.

Ist (M, +,-) ein nichtassoziativer Ring, dessen Trigermenge nicht nur aus dem
Nullelement 0 von (M, +) besteht, so kann das multiplikative Gruppoid (M, -)
keine Gruppe sein, denn wegen (15) kann 0 nicht neutrales Element von (M, -) sein
und deshalb wegen (15) kein inverses Element in (M, -) besitzen. Bildet aber die Menge
M\(0} mit der Multiplikation des Ringes eine Gruppe, so heilt der (dannnotwendig
assoziative) Ring (M, +, -) Schiefkorper und (M\{0), ) die multiplikative Gruppe des
Schiefkirpers.

(M, +, ) heift Schiefkirper :& (M, +,-) ist Ring A (M\(0), -) ist Gruppe.
(19)

(M, +, ) heipt Korper :¢> (M, +, -) ist kommulativer Ring n (M\{0}, -)

st Gruppe. (20)
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Die Menge Q der rationalen Zahlen bildet ebenso wie die Menge der reellen Zahlen R
und der komplexen Zahlen C mit der iiblichen Addition und Multiplikation als
Operationen einen Kérper.

Vom Begriff des nicht: iativen Ringes hend lmnn man noch andere Stmkturtypen er-
halten, die fiir A d von Bedeutung sind. Beispielsweise heiBt ein nich iver Ring
(M, +, ), in dem fiir bellebxge Elemente a, b ceM

aa =0
und
(ab) ¢ + (be) @ + (ca) b =0

gilt, ein Liescher Ring (nach dem norwegischen Mathematiker Somms Lm (1842— 1899))

Im AnschluB an (13) haben wir ein Beispiel fiir einen nicht Ring angeg der
auch ein Liescher Ring ist.

Weitere Belsplele fut Liesche Ringe kann man sich leicht herstellen: Ist (M, +, -) ein assozia-

tiver Ring und bezei a, b beliebige El aus M, so ist ac b := ab — ba eine zwei-
stellige Operation in M und (M, +,0) em Liescher Ring.
Wir zeigen zuniichst die Giiltigkeit eines Distributivg

ao(+ec) =afd+c)— (b+c)a=ab+ ac— (ba + ca)
= ab 4 ac — ba — ca = (ab — ba) + (ac — ca)
=aob+tacc.
Anslog kann nachgewiesen werden, daB das zweite Dlstnbutlvgesew gilt. (M, +, o) ist also ein
nichtassoziativer Ring.
Fiir ein beliebiges Element aeMgiltaca =aa — aa = 0, und fiir a, b, c ¢ M ist
(@ob)oc+ (boc)oa+ (coa)od
= (ab — ba) ¢ — c(ab — ba) + (bc — cb) @ — a(bec — cb)
+ (ca — ac) b — b(ca — ac) = 0.
Daher ist (M, +, o) ein Liescher Ring.

Eine algebraische Struktur (M, o;, 0,) mit zwei assoziativen und kommutativen
bindren Operationen heit Verband, wenn auBerdem noch die beiden Absorptions-
gesetze (auch Verschmelzungsgesetze genannt)

ao,(@0,b) =a und ao,(@ao,d) =a

fiir alle Elemente @ und b aus M gelten.

Die Bildung des Durchschnitts n und der Vereinigung u je zweier Teilmengen
einer gegebenen Menge M sind zwei Operationen in der Potenzmenge (M), die alle
diese Bedingungen erfiillen. (‘B(M ), N, u) heiBt Verband aller Teilmengen von M oder
voller Mengenverband. In Anlehnung an dieses Beispiel verwenden wir fiir die Opera-
tionen in einem Verband die Bezeichnungen A und .
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(M, A, ) heift Verband:& M + B A A, v 2weistellige Operationen in M
AN anbac)=@Aab)aca AN avidbve)=(avbwve
ab,ceM abceM

(21.1)
ANaAnAnb=baarn N avb=bva (21.2)
a,beM a,beM
A Nan@vd)=an ANav(aAad)=a. (21.3)
a,beM a,beM
Die Menge N* der natiirlichen Zahlen == 0 mit der Bildung des groBten gemeinsamen
Teilers und des kleinst i en Vielfachen ist ein weiteres Beispiel fiir einen

Verband (N*, n, u). -
Ist (M, A, ) ein Verband, so gelten fiir alle Elemente a,b aus M die Regeln
arna=a, ava=a (22)
und
anb=asavb=0b. (23)

Denn nach (21.3)ista v (@ Aa) =aund a A (av (aAa)) =a,als0a Aa=a.
Analog folgt aus a A (@va) =a und av (a,A(ava)) =a, daB ava =a.
Ferner ist (@ A b) v b = b. Daher folgt aus a A b =a, daB a v b = b ist. Analog
ergibt sich wegena A (@ v b) =aausav b=>b,daBa A b =aist.

Es sei M + 0 eine Menge und < bezeichne eine darin erklirte Ordnungsrelation,
d. h., < ist eine transitive, reflexive und antisymmetrische binire Relation in M
(vgl. MfL, Bd. 1, 2.5.). Zu zwei Elementen @ und b aus M definieren wir eine grifte
untere Schranke (Infimum, inf (a, b)) und eine kleinste obere Schranke (Supremum,
sup (@, b)) durch folgende Eigenschaften:

x=inf(a,b):0r€EMArzSurz<bAA(EF<anz<b=>%F<L12)),
zeM
) (24)
y=sup(a,b) : ©CYEMAaSYAbZYA N (@=GAb =G>y =<9).
3.4
(25)

Ist 2 = inf (e, b) und z, = inf (a, b), so folgt aus (24) #, < z und z < #,, wegen der
Antisymmetrie von < gilt also z = z,.

Ebenso zeigt man, daB es zu zwei Elementen a und b aus M héchstens eine kleinste
obere Schranke gibt. Es brauchen aber sup (a, b) und inf (@, b) nicht immer zu exi-
stieren. Beispielsweise ist in der Menge M = {a, b, c, d, e} durch die Relation

R = {(a,a), (a, }), (3, ¢), (a, d), (a, €), (b, b), (b, d), (b, ), (¢, ¢), (¢, D), (c, ¢), (d, ), (e, &)}

eine Ordnung erkliirt (:c Sy:e (r,y) € R), und es gilt inf (b,c) = @, wihrend
sup (b, ¢) nicht existiert.
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In jedem Verband (M, A, ) wird durch die Festlegung

ea<b:anb=a (@, b€ M) (26.1)
eine Ordnungsrelation definiert, in der alle inf (a, b) und sup (a, b) existieren.
Es ist

inf (@,b) =a A b und sup(a,b) =awvb. (26.2)

Zum Beweis zeigen wir, daB durch (26.1) eine Ordnungsrelation in M definiert
wird. Aus (22) ergibt sich @ < a fiir alle @ € M. Da sich wegen (21.1) ausa Ab=a
undb Ac=>b

anc=@AbdAac=anbAac)=aanb=a
ergibt, folgt ause < bund b < ¢ die Beziehung @ < c. SchlieBlich folgt ausa Ab=a
undb A a =b wegen (21.2)a =b,d. h.,ista <bundb < a,s0a =b.
Fiir beliebige Elemente @ und b aus M gilt wegen (21) und (22)

@abd)Aaa=anbAaag)=an@ad)=(@ra)Ab=anb,

d.h.wegen (26.1) aAb<a und (@Ab)Ab=aAn(bAbd)=anb, dh
anb=<bIstxc Mundgitxr <aundz<b,dh.r Aa=2undxAb=uz,s0
ist tA(@Abd)=@Aa)Ab=xAb==zx, was mit z < a A b gleichbedeutend
ist. Also ist @ A b = inf (a,b). Wir iiberlassen es dem Leser als Ubungsaufgabe,
unter Verwendung von (23) zu zeigen, daB a v b = sup (a, b) ist.

Umgekehrt gilt:

Ist die Menge M + @ und < eine Ordnungsrelation in M derart, daf zu allen
Elementen a,b € M inf (a,b) und sup (a, b) existieren, dann lassen sich in
M auf genau eine Weise zwei Operationen A, ~ so definieren, daf (M, A, )
ein Verband istunda <bsa Ab=a (a,bec M) gilt. 27)

Wir gehen von einer geordneten Menge (M, <) aus, in der alle inf (¢, b) und
sup (a, b) («, b € M) existieren und definieren

aAnb:=inf(a,b), a~vb:=sup(a,b).

Wegen inf (@, b) =inf (b,a) und sup (a,b) =sup (b,a) ist aAb=5bAa und
a~v b =b v a. Fiir beliebige Elemente a, b, c aus M gilt

inf (inf (a, ), ¢) = inf (a, inf (b, c))
bzw.

sup (sup (a, b), ¢) = sup (a, sup (b, ¢))
(Ubungsaufgabe). Aus diesen Gleichungen folgt

@AabdAac=an(bAac) bzw. (@avbd)vec=awv (bwve).
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Wegen inf (u, sup (a, b)) < aist a A (@ v b) < a. Andererseits ist ¢ < @ und
a < sup (a, b), also a < inf (a, sup (a, b)). Daher gilt inf (a, sup (a, b)) =a,d. h
an(avd)=a.

Entsprechend weist man auch die Giiltigkeit des zweiten Absorptionsgesetzes nach.
Damit ist gezeigt, daB (M, A, ) ein Verband ist. In diesem gilt

anb=inf(a,b) =a=>a=<b
und
e<b=>a<inf(a,b) =aAb=ZaDaaAnb=a.

Da wir bereits gezeigt haben, daB (26.2) aus (26.1) folgt, gibt es auch nur eine
Méglichkeit, in (M, <) Operationen A und v so zu definieren, daB8 (M, A, ) ein
Verband ist, in dem (26.1) gilt.

In jedem Verband (M, ~,~) ist durch eine Operation die andere eindeutig
festgelegt. (28)

Denn nach (26.1) geht nur die Operation A in die Definition der Ordnungsrelation
< ein, durch die dann nach (27) die Operation v bestimmt ist. Mittels (23) erkennt
man, daB auch durch die Operation v die Ordnungsrelation < erklart werden kann,
durch die dann die Operation A festgelegt ist.

(26) und (27) besagefl, daB die Verbidnde und diejenigen geordneten Mengen, in
denen alle inf (@, b) und sup (a, b) existieren, identische Begriffe sind. Der Zusammen-
hang wird durch (26.1) vermittelt.

Die wichtigsten der vorgestellten Strukturen sind die Gruppen, Ringe und Kéorper.
Entsprechend sind Gruppentheorie, Ringtheorie und Korpertheorie wichtige Teil-
gebiete der Algebra. Wir werden uns in den néchsten Abschnitten mit einer Ein-
fithrung in diese Theorien beschéftigen. Dabei werden wir im allgemeinen die Triger-
menge einer Struktur und die Struktur mit dem gleichen Buchstaben bezeichnen.
Wir werden also beispielsweise von den Elementen einer Gruppe G oder eines Kérpers
K sprechen.

11.4.  Ubungsaufgaben

1. Man zeige, daB die angegebenen Axiome, welche ein Gruppoid (M, o ) erfilllen muB, um eine
Gruppe zu sein, voneinander unabhingig sind.
Dazu gebe man in einer dreielementigen Menge M = {a, b, c} solche zweistelligen Operationen o
(z. B. in Form einer ,,Multiplikationstabelle* (vgl. 12.3.)) an,daB (M, o ) jeweils genau einem
dieser Axiome nicht geniigt.
Wie viele Moglichkeiten gibt es, in M = {a, b, ¢} eine zweistellige Operation o so zu erkliren,
daB (M, o) eine Gruppe ist?
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2. Die Menge aller zweu'ellngen quadratischen Matrizen mit Elementen aus N bildet beziglich
der Matrizenmultiplikation eine Halbgruppe. Man zeige, daB es darin Matrizen A und B gibt,
fiir die AX = B unendlich viele Losungen, YA = B dag keine Losung besitzt.

3. In der Menge M aller linearen Polynome f(z) = az + b mit Koeffizienten a (< 0), b aus @
wird durch f(x) o g(x) := f(g(x)) eine zweistellige Operation erklirt. Man beweise, daB (M, o)
eine nichtkommutative Gruppe ist, gebe ihr neutrales Element an und bestimme das zu f(z)
inverse Element.

. In einer dreielementigen Menge M = {a, b, ¢} gebe man solche zweistelligen Operationen +-, -
(z. B. durch Tabellen) an, da8 (M, +, -) ein Ring ist.
Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt ex?

'S

6. Gilt in dem Ring (M, +, -) neben den Ringaxiomen auch noch
V ANae=ea=a,
ecM acM
so heiBt (M +, -) Ring mit Einsel, t e. Im Axi fiir einen solchen Ring ist die

itit der Addition eine Folgerung aus den iibrigen Axiomen (sogar auch schon ohne
dns Axiom der Assoziativitit der Multiplikation).

Wie viele Ordnungsrelationen kann man in der Menge M = {g, b, ¢} so erkliren, daB zu je zwei
Elementen aus M das Infimum und das Supremum exnstleren?
In einem Fall gebe man die durch eine solche Ord 1 Operationen A
und v, mit denen (M, A, \) nach 11.3. (27) ein Verba.nd mt in Tabellenfoml an.

e

foatoeleot




12.  Gruppen

12.1. Gruppenaxiome, Beispiele

12.].1: Wir erinnern zunichst an die bereits im vorigen Abschnitt gegebene
Definition 1. Eine nichtleere Menge @ mit einer (hier multiplikativ geschriebenen)
zweistelligen Operation heiBt Gruppe, wenn folgende Axiome erfiillt sind:

A (ab)c = a(bc) (Assoziativgesetz), , 1)
a,b,ceG ; )
A Va:z:=bA-Vya=b) @

a,beG\zeG VeG 3

(Austiihrbarkeit der links- und rechtsseitigen Division).
Diese Elemente «, y sind durch & und b eindeutig bestimmt (vgl. 11.3.(10)).
Die Gruppen kénnen auch durch andere Aussagen charakterisiert werden:
Satz 1. Eine nichtleere Menge G mit einer zweistelligen Operation ist dann und nur
dann eine Gruppe, wenn folgendes gilt:

A (ab) ¢ =afbe). ‘ d (1)
(]

a,b,ce
In @ gibt es genau ein neutrales Element e mit der Eigenschaft
A ae =ea = & (3)

acG

Zu jedem a € G gibt es in G genau ein inverses Element a~! mit der Eigenschaft
aa! =ala =e. . (4)

Beweis. Hat die Struktur G die Eigenschaften (1), (3), (4), so sind fiir beliebige
Elemente a, b aus @ auch z = a-1b sowie y = ba~! aus G, und es gilt

ax = a(ab) = (aa) b =eb =0,
ya = (bat) a = b(a'a) =be =b.
Also sind (1) und (2) erfiillt, und @ ist eie Gruppe.
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Sind umgekehrt (1) und (2) erfiillt, so gilt (3) (vgl. 11.3.(3), (4), (8)) und (4) (vgl.
11.3.(5), (6), (9)).

In @ sind zundchst nur Produkte aus zwei Elementen erklirt. Produkte aus mehr
als zwei Elementen konnen durch mehrmalige Multiplikation von je zwei Elementen
gebildet werden. Beispielsweise kann das Produkt der Elemente a, b, ¢ einerseits
bestimmt werden, indem zunichst ab = p berechnet wird und dannpc = (abd) c.
Andererseits kann man aber auch zuerst bc = ¢ und dann ag = a(bc) bilden. Das
Assoziativgesetz (1) besagt, daB sich in beiden Fillen das gleiche Ergebnis einstellt.
Daher liBt man oft die Klammern weg, schreibt also abc = (ab)c = a(bc) und spricht
vom Produkt der drei Elemente a, b, ¢ in der gegebenen Reihenfolge. Das Produkt
aus n (n € N An = 3) Gruppenelementen a,, ..., a, ist erklirt, wenn es durch
Beklammerung auf die Nacheinanderausfiihrung von n — 1 Produkten aus je zwei
Gruppenelementen zuriickgefiihrt wurde. Wir werden zeigen, daB jedes so gebildete
Produkt bei fester Reihenfolge der Faktoren das gleiche Resultat liefert. Es kommt
also auch bei einem Produkt aus » Faktoren nicht auf die Beklammerung an, und man
schreibt daher einfach a,a, - a,. :

Diese Aussage kann durch vollstindige Induktion nach n bewiesen werden. Fiir
n = 3 folgt die Richtigkeit aus (1). Wir nehmen an, die Behauptung sei fiir Produkte
aus weniger als » Faktoren richtig. Fiir jede natiirliche Zahl £ mit 1 < k < » sind
also die Produkte a, --- @ = p, und @, -+ a, = p, bereits eindeutig durch die An-
gabe der Faktoren und ihrer Reihenfolge bestimmt. Das Gesamtprodukt der a, --- a,
kann gebildet werden, indem man (a, -+ @;) (@, - -+ @,) = PP, berechnet. Ist I eine
andere natiirliche Zahl mit 1 <! < n undsind¢; = a, - @;,¢, = a;,, -+ a,, 30 kann
das Gesamtprodukt auch durch (a, --- a;) (@14, -+- @5) = ¢,¢; bestimmt werden. Zu
zeigen ist p,p, = ¢1q,. Sei k < I. Nach der Induktionsannahme ist r = @, -+ @,
allein durch die Angabe der Faktoren und ihrer Reihenfolge festgelegt, und es gilt

nr=a und Ty = P-
Aus (1) folgt dann
PiP: = Po(rqe) = (P17) @2 = 192~

Fiir ein Produkt aus » Faktoren ¢ (» ¢ N*) kann man wegen der Giiltigkeit des
assoziativen Gesetzes die Schreibweise

a" i=au-a

» Faktoren
einfithren. Fiir die so erklirte n-te Potenz von a gelten die Regeln
a"a" = a™t" = g"a™, (@™)" =a™ = (a")™. (5)
Definiert man noch

a®:=e, @":=(a)"
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80 bestiitigh man unter Verwendung von (4) leicht, daB die Regeln (5) fiir beliebige
Exponenten m, n € Z gelten.

In abelschen Gruppen (vgl. 11.3.(11)) ist fiir n € Z und beliebige Elemente @, b
aufBerdem

(ab)* = a"d". (6)
In einer additiv geschriebenen Gruppe treten an die Stelle der Potenzen a" die Viel-
fachen na. Die Regeln (5) heiBen dann

ma + na = (m 4+ n) a = na + ma, n(ma) = (nm) a = m(na).
Da ab(b-'a-!) = a(bb?) a~! = aea? = ¢ und das inverse Element eindeutig be-
stimmt ist, gilt

(ab)? = blal. (7)

Definition 2. Als Ordnung |G| einer Gruppe @ bezeichnet man die Anzahl ihrer

Elemente, wenn diese endlich ist, ¢ wird dann endliche Gruppe genannt. Sonst heiBt
'@ Gruppe unendlicher Ordnung oder unendliche Gruppe.

12.1.2. Beispiele. Wollen wir von einer Menge M == @ und einer Korrespondenz,
die geordneten Paaren von Elementen aus M gewisse Bilder zuordnet, nachweisen,
daB durch sie eine Gruppe gegeben ist, so haben wir zu zeigen:

1. Diese Korrespondenz ist eine Operation in M (d. h. eine eindeutige Zuordnung
von M X M in M).

2. Die Axiome (1) und (2) sind erfiillt. (Nach Satz 1 kann statt dessen auch die
Giiltigkeit von (1), (3) und (4) bewiesen werden.)

Bei den folgenden Beispielen werden wir auf ausfiihrliche Nachweise hiufig ver-
zichten, da der Leser sie leicht erginzen kann.

121.21.D = {a +b ﬁ :a€ZAbeZna —3b% = 1} bildet mit der iiblichen
Multiplikation eine unendliche abelsche Gruppe.
Aus a? — 3b2 = ¢ — 3d? = 1 folgt niimlich, dal

(@+5Y3) (¢ + 4V3) = (ac + 3bd) + (ad + bo) |3
Element von D ist, da folgendes gilt:
(ac + 3bd)* — 3ad + o)t = (a® — 3b%) (c* — 3d%) =1.

Das Assoziativgesetz gilt bekanntlich in R. 1 4 0 }/5 =1 ist neutrales Element. In
der Struktur gibt es kein weiteres neutrales Element (vgl. 11.3.(4)).
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Zua+b ]/1_% ista —b ]/?_» invers, weil

(a+ b}/ﬁ) (a —b]/§) =a? —3b2 =1.
Wegen 11.3.(6) ist es das einzige Element mit dieser Eigenschaft.
Nach Satz 1 liegt also eine Gruppe vor.
12.1.2.2. Tst « eine feste Zahl aus R\{0, 1, —1}, dann bildet dieMenge Z,, = {a*: k€ Z}
beziiglich der iiblichen Multiplikation eine unendliche Gruppe mit dem neutralen
Element o = 1 und dem zu «* inversen Element x-*.

Eine solche Gruppe, deren El te die Pot: eines einzigen El sind,
heiBt zyklisch. Nach (5) ist jede zyklische Gruppe abelsch.

12.1.2.3. (Z, +) ist eine additiv geschriebene unendliche zyklische Gruppe, da
simtliche Elemente Vielfache von 1 sind. 0 ist das neutrale Element und zur ganzen
Zahl a ist —a invers.

(@, +), R, +), (C, +), (@\[0}, -), (R\{0}, -), (C\[0}, -)

sind weitere Beispiele fiir unendliche abelsche Gruppen in additiver und multiplika-
tiver Schreibweise.

12.1.2.4. Die Menge L, der quadratischen n-reihigen Matrizen aus rationalen Zahlen
mit von 0 verschiedener Determinante bildet beziiglich der Matrizenmultiplikation eine
unendliche Gruppe, die im Fall n > 1 nicht abelsch ist, wihrend fiir » = 1(Q\(0}, -)
vorliegt. '

Das neutrale Elément ist die Einheitsmatrix I'; zur Matrix A invers ist die aus der
linearen Algebra bekannte inverse Matrix A-*.

12.1.2.5. Es sei M eine Menge und 4 & M, B S M. Beziiglich der durch
AoB:=(AuB)\4nB)

definierten Operation bildet die Potenzmenge B(M) eine abelsche Gruppe. 4 o B
besteht aus denjenigen Elementen von M, die in genau einer der Mengen 4, B liegen.
(4 o B) o C besteht dann aus denjenigen Elementen von M, die entweder in genau
einer der Mengen 4, B, C liegen oder in allen drei Mengen enthalten sind. Aus den-
selben Elementen besteht aber die Menge 4 o (B o C).

Neutrales Element ist die leere Menge 4.

Da Ao A =0, ist jedes 4 € R(M) zu sich selbst invers.

Wegen der Kommutativitdt von u und nist 4o B =Bo 4.

Wenn M eine endliche Menge aus |M| Elementen ist, hat die Gruppe (B(H), )
die Ordnung 2!#I, sonst ist sie unendlich.

12.1.2.6. Es bezeichne T (M) die Menge aller 1-1-Abbildungen (Permutationen)
einer Menge M auf sich. Mit der Nacheinanderausfiihrung als Operation bildet T(M)
eine Gruppe (vgl. MfL, Bd. 1, 2.4.).
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Das neutrale Element e ist die identische Abbildung. Das zu f € T(M) inverse
Gruppenelement ist die inverse Abbildung f. Ist M eine unendliche Menge, so
bildet (M) eine unendliche Gruppe, ist aber M eine endliche Menge aus n Elementen,
50 bildet T(M) eine Gruppe der Ordnung ! (vgl. MfL, Bd. 1, 3.6.), die mit S, bezeich-
net und symmetrische Gruppe des Grades n genannt wird. .

Bildet die Permutation f der Reihe nach die Elemente a, b, ¢, ... € M auf f(a),
(), (¢), .- € M ab, g0 schreibt man in iibersichtlicher Weise

f= (a b ¢ )
fa) 1) f) -.-
Dabei steht in jeder der beiden Zeilen jedes Element aus M genau einmal. Zwei
solche Symbole stellen genau dann die gleiche Permutation dar, wenn sie durch Ver-
tauschung der Spalten auseinander hervorgeh
Ist M = (1,2, 3}, so sind

= 123 _ 2
123) - 3
- 123 5= 12
132) T \32
alle Permutationen aus S;.

Das Resultat f o g der Nacheinanderausfithrung (f nach g) der Permutationen

’= (?(a) 16 fo :::)

und
. (a b ¢ )
g(a) g(®) 9() --.
schreiben wir als Produkt
gf :=fe°g,

wobei der linke Faktor die zuerst auszufiihrende Permutation g angibt. Da man nach
einer Spaltenvert hung die Permutation f in der Form

Pome (y(a) g gl )
flg(@) flg®)) H(g)) ---

schreiben kann, ist

a

6 g gl = b ¢ ..\[9@ g gl ...
g = (g(a) g) g(c) ---)(l(y(a)) Hlo®) 1o@) )

_[a b ¢ e
- (I(y(a)) 1le®)) flg(c)) )
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Beispielsweise ist in der S;
_(123\(123)\ (123

P=l231f/lt32)=s21
(gelesen: ,,1 bei p in 2 und 2 bei r in 3, also 1 bei pr in 3 usw.),

p — 123\(123)\_.(123

P=l132/les1)=213)
Man muB also auf die Reihenfolge der Faktoren achten. Die S ist nicht abelsch.
12.1.2.7. Es sei P folgende Menge von Polynomquotienten in z:

Pl l g2zt t =]
x x 1—x z—1

Fiir beliebige Elemente f = f(z) und g = g(x) aus P definieren wir
feog:={lg().

Istetwaf=1—2zundg =

= T so ergibt diese Substitution von g in f
z —

z 1
z—1 1—=x

feg=1-—

wieder ein Element aus P. Man kann in endlich vielen Schritten nachpriifen, daB
durch diese Festlegung jedem geordneten Paar (f, g) von Elementen aus P eindeutig
ein Element aus P zugeordnet ist.

Da nur endlich viele Elementtripel existieren, kana man durch Berechnung aller
moglichen Fille die Giiltigkeit des Assoziativgesetzes fiir die Operation o nachweisen.
Man kann sich den Sachverhalt aber auch durch die folgende Uberlegung klarmachen.
fo(goh) bedeutet, daB zunéchst h(zx) statt z in g(x) einzusetzen und dann das
Ergebnis in f(x) an die Stelle von z zu schreiben ist:

fo(goh) = flg(h))).

Das gleiche Resultat entsteht, wenn zunichst « in f(z) durch g(z) ersetzt und an-
schliefend statt 2 im Ergebnis &(x) geschrieben wird :

(fo9) o b = f(g(h(x))).

) 1
Das neutrale Element e ist z. Die Elemente z, —, 1 — z, L
x T —

1sind jeweils zu sich

selbst invers, 2 —1 und i 1 sind zueinander invers. P ist also eine Gruppe der
—x
Ordnung 6. Sie ist nicht abelsch, denn
1 1
(1—z)o W R S e 3

1—2 z-—1 1 —2 T
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12.1.2.8. Es sei m eine natiirliche Zahl > 1 und
e 0052—” + ¢ s8in 2—”
m m

Dann ist

E 2nk . . 2nk
&f =cos — + 18in —
m m

(vgl. MfL, Bd. 2, 7.3.) und m der kleinste Exponent aus N¥*, fiir den ™ = 1 gilt.
& =1,¢,¢, ..., e™1 bilden beziiglich der Multiplikation der komplexen Zahlen eine
zyklische Gruppe der Ordnung m.

12.1.2.9. Es sei m eine natiirliche Zahl > 1 und a, b ganze Zahlen. a heiBt kongruent
b modulo m genau dann, wenn m Teiler von a — b ist:

a=bmodm :&m|a—b

(vgl. MfL, Bd. 1, 3.7.). Die so definierte Kongruenz ist eine Aquivalenzrelation und
gibt AnlaB zu einer Einteilung der Menge der ganzen Zahlen in paarweise elemente-
fremde Klassen (vgl. MfL, Bd. 1, 2.5.), die Restklassen modulo m genannt werden.
Dividiert man a und b durch m, so gelangt man zu der Darstellung

a—mgtr (QEZATENAOST<m),

b=mq + 1 @EZArENAOST <m).
Daraus ergibt sich

mla—beom|r—ror=r.

Also liegen zwei Zahlen a und b genau dann in der gleichen Restklasse mod m, wenn
sie bei der Division durch m den gleichen Rest aus der Menge (0,1,2,...,m — 1}
lassen.

Ista =sm +a’ und b =tm + b’ (s,t € Z), so folgt

at+b=@+tym+a +b
und
ab = (stm + a't + b's)m + a'b’.

Dabher gilt:
a=a modmAab=bmodm=a+b=a'+ b modmAab=a't’ modm (8)

Es bezeichne [a] diejenige Restklasse modulo m, in der a liegt. Jedes Element
aus [a] heiBt ein Reprdsentant von [a]. Durch

[e] + [B] :=[a + b] 9)
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wird eine Addition in der Menge der Restklassen modulo m erklirt, indem man als
Summe der Restklassen von ¢ und b diejenige Restklasse definiert, in der a + &
liegt. Dies Ergebnls hingt nicht von der Auswahl der benutzten Restklassenreprisen-
tanten ab. Sind nédmlich a’ bzw. b’ andere Elemente aus den Restklassen [a] bzw. [b],
d. h., ist @ =a’ mod m und b = b’ mod m, so besagt (8), daB @ 4 b und a’ + &’ in
derselben Restklasse liegen. Also gilt:

[a] = [@']A[b] =[] = [a] + [b] = [a + B] =[a' + &'] =[a'] + [¥'].
Durch (9) wird deshalb eine Operation in der Menge der Restklassen modulo m
erklért.
Ganz entsprechend definiert man eine Multiplikation der Restklassen modulo m
durch
[a] [8] := [ab] (10)

und zeigt mittels (8), daBl auch hier das Ergebnis nicht von der Auswahl der be-
nutzten Restklassenreprisentanten abhingt.

Da die Addition und Multiplikation der Restklassen mod m mittels der ent-
sprechenden Operationen in der Menge Z der ganzen Zahlen definiert wurden, weist
der Leser leicht nach, daB fiir sie jeweils das Assoziativgesetz sowie das Kommutativ-
gesetz gelten und auch das Distributivgesetz erfiillt wird. Die Menge Z, der Rest-
klassen mod m bildet beziiglich der Restklassenaddition (9) als Operation eine
abelsche Gruppe der Ordnung m. Weil ihre Elemente [1], [2], ..., [m] = [0] wegen

[k] = k1] :=[1] 4+ -+ + [1]

samtlich Vielfache von [1] sind, liegt eine additiv geschriebene zyklische Gruppe vor.
Das neutrale Element ist [0], und zu [a] invers ist [—a].

Mit den durch (9) und (10) definierten Operationen ist die Menge der Restklassen
mod m ein kommutativer Ring (vgl. 11.2.(18)), der Restklassenring mod m genannt
wird.

12.1.2.10. Fiir zwei Elemente ¢ und a’ einer Restklasse mod m gilt @ = sm + a’
(8 € Z). Daher ist jeder gemeinsame Teiler von a und m auch Teiler von a’ und jeder
gemeinsame Teiler von a’ und m Teiler von a. Insbesondere gilt also fiir die groBten
gemeinsamen Teiler aMm = a’Mm. Diejenigen Restklassen, deren Elemente zum
Modul m teilerfremd sind, heiBen prime Resiklassen mod m. Sind [e] und [b] prime
Restklassen mod m, so ist auch [a] [b] = [ab] eine prime Restklasse mod m.

Zu zwei teilerfremden ganzen Zahlen a und m gibt es ganze Zahlen » und v, so daB

au +mv =1

ist (vgl. MfL, Bd. 1, 3.7.). Multipliziert man mit der ganzen Zahl b und setzt ub = z,
so ergibt sich daraus

ax + m(vb) =b. (11)
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Mit @ und b ist auch z zu m teilerfremd. Daher bedeutet (11), daB es zu den modulo m
primen Restklassen [a] und [b] eine prime Restklasse [«] gibt, fiir die

[a] [#] =[]

gilt. Weil die Restklassenmultiplikation assoziativ und kommutativ ist, erfiillen die
primen Restklassen mod m beziiglich der Restklassenmultiplikation als Operation
(1) und (2) und bilden deshalb eine endliche abelsche Gruppe der Ordnung ¢(m)
(Eulersche Funktion; vgl. MfL, Bd. 1, 3.7.).

12.1.2.11. E® sei die euklidische Ebene, |P, Q| der Abstand ihrer Punkte P, @ und
B, die Menge aller 1-1-Abbildungen f von E? (als Punktmenge aufgefaft) auf sich,
welche die Absténde aller Punktepaare ungeiindert lassen:

= {1 €T A A IPQI = IP) f(é)l}-
P,QeE*

Mit der Nacheinanderausfiihrung als Operation bildet B, eine Gruppe.
Sind.f, g € B,, so gilt

IHg(P)), fg@) = lg(P), @) = |P, Q|-

Daauch foge T(E?),ist foge B,.

Fiir die Nacheinanderausfithrung von 1-1-Abbildungen gilt das Assoziativgesetz.
Neutrales Element ist die identische Abbildung. Zu jedem f € B, gibt es in T(£?) die
inverse Abbildung /-1, von der noch gezeigt werden muB, daB auch sie die Abstinde
je zweier Punkte ungeéindert 1iBt. Sind P, @ € E2, so gilt wegen f € B,

IF(P), @) = I/(f‘_‘(P)), @) =P, @Ql.

Die Elemente von B, heiBen Bewegungen von E? und B, die Gruppe der Bewegungen
oder Bewegungsgruppe von E2.

12.1.2.12. Eine Teilmenge F der Punktmenge der euklidischen Ebene E* nennen
wir eine Figur. Bezeichne B, diejenigen Bewegungen aus B,, die F' auf sich abbilden.

B, bildet beziiglich der Nacheinanderausfithrung eine Gruppe.

Offensichtlich ist mit f und g auch f o ¢ Element von Bz Das Assozla.tlvgesetz
gilt, und die identische Abbildung ist neutrales Element in B,y. f € Byr besitzt eme
inverse Abbildung - in B,. Ist P ein Punkt von F, so existiert ein Pec Fmitf(P) =
Daher ist f-1(f(P)) = P = f-(P), also f- € Byp.

B, heiBt Gruppe der Figur F. Wir betrachten die Gruppe B;p der Eckpunkte
eines gleichseitigen Dreiecks in 2. Ein Element aus Byp ist bereits durch die Angabe
der Bilder der drei Eckpunkte festgelegt, denn jeder Punkt von E? ist durch die Ab-
stande von drei festen, nicht auf einer Geraden liegenden Punkten bestimmt. Jede
Permutation der drei Eckpunkte ist moglich. B, ist also die symmetrische Gruppe S;.
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Die Gruppe B,q der Eckpunkte eines Quadrates ist dagegen nicht die S,. Bezeichnet
man die Eckpunkte des Quadrates mit 1, 2, 3, 4 (vgl. Abb. 14), so beschreibt die
Permutation

1234
2134

7

kS

2 i 3 Abb. 14

keine Bewegung aus B,q, weil der Abstand (1,4) vom Abstand der Bildpunkte (2, 4)
verschieden ist. Die Bewegungen von B,, werden durch die Permutationen

1234 1234 1234 1234
1234) \2341) \8412) \4123)
1234 1234 1234 1234
1432) \3214) \2143)" \4321
angegeben. Die Gruppe hat also die-Ordnung 8 und ist wegen
1234 1234*1234 1234
\2341/\1432 1432/\2341

nicht abelsch.

12.2.  Komplexe und Untergruppen

Da eine Struktur nur wenigen und naheliegenden Axiomen geniigen mu8, um eine
Gruppe zu sein, ist der Gruppenbegriff, wie die Beispiele illustrieren, in vielen
Bereichen der Mathematik von Bedeutung. Aus den Grundaussagen werden in der
Gruppentheorie viele nichtriviale Resultate gewonnen, die dann in den jeweiligen
Modellen Sitze iiber Abbildungen, Permutationen, Bewegungen, Zahlen, Rest-
klassen u.v.a. ergeben. Um die abzuleitenden Aussagen bequem formulieren zu
kénnen, fiihren wir zuniichst einige Begriffe ein und untersuchen einfache Zusammen-
héinge.

12.2.1. Fiir die Teilmengen der Menge der Elemente einer Gruppe G kann neben den
iehungen, wie sie durch die Zeichen =, S, 2, <, >, n, u
ausgedruckt werden, such die in @ erkliirte Operation betrachtet werden. Um diesen
Unterschied zur Mengenlehre zu betonen, erfolgt die

n theoretischen B
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Definition 1. In der Gruppe G heifit
K Komplex von G :> K S GAK + 0.
Definition 2. Sind X und L Komplexe der Gruppe G, so heifit
={kl:kc KalecL)
Komplezprodukt von K und L. K1 := (k=: k € K) heiBt zu K inverser Komplezx.

In der symmetrischen Gruppe S; (vgl. 12.1.2.6.) enthilt das Komplexprodukt KL
der Komplexe K = {¢, 7} und L = {p, r} "die Permutationen

. 123\/123 (123
= = =e
m=1312)\231) " \123) =%

—

L _(123\(123)_(123)
"=312fl132 13)'—’
(123 (123 123,
P=lis2)\231 213 7
123 (123 (123
o= =e,
(u)(m) (n)

es ist also KL = (e, t}. Ebenso berechnet man LK = {e, s}.

Die Bildung des Komplexproduktes ist eine Operation in der Menge der Komplexe
einer Gruppe G. Sie ist assoziativ, da die Gruppenoperation assoziativ ist. Wie unser
Beispiel zeigt, ist sie aber im allgemeinen nicht kommutativ.

Ist K ein beliebiger und 4 = {a} ein Komplex von G, der nur aus einem Element a
besteht, so schreiben wir statt KA bzw. AK auch Ka bzw. aK.

Definition 3. K und L seien Komplexe von G.
L heiBt (unter @) zu K konjugiert :<> VglKkg=L
g -

g€
K heiBt normal (oder invariant) in @ :& A g'Kg = K
9e@

Ist g1 Kg = L, so sagt man auch, daB K bei der Transformation mit dem Element
g € G in L iibergeht, und nennt L transformierten Komplez. K ist also genau dann ein
invarianter Komplex in @, wenn K bei allen Transformationen mit Elementen aus &
in sich iibergeht. g-1Kg = K bedeutet nicht, daB die einzelnen Elemente von K bei
der Transformation mit g ungeéndert bleiben. Davon kann man sich am Beispiel der
Gruppe 8, iiberzeugen, denn K = (e, p, g} ist darin normaler Komplex. Insbesondere
priift man leicht die Beziehungen

rl=r; rler=e, ripr=gq, rigr=p

nach, aus denen r-1Kr = K folgt.
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In jeder Gruppe @ besitzen die Gleichungen az = b und ya = b (@, b € G) eindeutig
bestimmte Losungen. Daher gilt fiir beliebige Elemente g € @

Gg=9G =G oder y—lG’yL =@q. 1)
Ferner ist
GG =@ 2

und (g-1)-! = g zufolge
G1l=aG. (3)

Neben @ ist in jeder Gruppe @ der nur aus dem. neutralen Element bestehende
Komplex invariant.
12.2.2. Von besonderer Bedeutung sind Komplexe, auf die zutrifft die

Definition 4. Ist U Komplex der Gruppe G, so heit U Untergruppe von G :& U
ist beziiglich der in @ definierten Operation eine Gruppe.

Die in @ erklirte Multiplikation ist genau dann auch eine Operation in U, wenn
fiir sie gilt:

ueEUAvEU=>weU. (4)
U ist dann und nur dann Untergruppe, wenn neben (4)
veEU=ulelU - (5)

erfiillt ist. Da es nimlich in U wenigstens ein Element  gibt, folgt aus (5) und (4),
daB uu! =e € U. Das Assoziativgesetz gilt selbstverstindlich in U, da es in @ gilt.
Also ist U eine Gruppe (vgl. 12.1., Satz 1).

Gleichbedeutend mit (4) und (5) ist die Bedingung

uecUAveEUuvrlelU. (6)

Denn weil U wenigstens ein Element « enthilt, ergibt sich fiir v =  aus (6), daB
uu™ = e € U. Ferner ist mit e und % auch ex~! = %! in U enthalten. Daher liegt
mit « und v auch v~! und nach (6) u(v-)* = uv in U. Umgekehrt ergibt sich offen-
sichtlich (6) aus (4) und (5). Also gilt der

Satz 1. Der Komplex U von @ ist genau dann Untergruppe von @, wenn

uvlcvU . (6)
gilt.
Die nur aus dem neutralen Element bestehende Gruppe sowie G sind Unter-
gruppen jeder Gruppe G. Sie heiBen triviale, alle anderen heifien nichftriviale oder
eigentliche Untergruppen von G.
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Mit Hilfe dieser Uberlegungen ist es leicht, die folgenden Mengen als Untergruppen
der gegebenen Gruppen zu erkennen (vgl. 12.1.2.):

1. {g:zZ/z g= 22} in(Z, 4),

Zin(Q,+),
. Qin (R, +),
(A A€ L,andet A =1}in (L,,-),
5. |f:f € (M) A fiir ein festes Element a € M ist f(a =a) in T(M),
insbesondere {e, r} in S,
6. {e, p,q) in 83,
7. Bgpin By,

g J(1234) (1234) (1234) (1234], »
"\1234)°\2341)°\3412)”\4123 29

(Drehungen des Quadrates),
1234 (1234, »
1234) \1432 B

(Spiegelungen des Quadrates an einer Diagonalen).

DFW!\D

Zwei Elemente a, b einer Gruppe heilen veriauschbar, wenn ab = ba ist.
Definition 5. In der Gruppe G heilt
Z(G) := {z: z2EQANGE = zg} Zentrum von G.
g€a
Z(G) enthilt das neutrale Element e € G. Aus gz, = z,g und gz, = 2,9 ergibt sich
g2125 = 2§02y = 2y2,f , also
21 € Z(G) A2y € Z(Q) = 242, € Z(@).
Aus gz = zg folgt z-1g~! = g~2-1, Weil G- = G ist, gilt dann
2 € Z(G)=> 2 € Z(G).

Z(Q) ist also eine Untergruppe von G. Die abelschen Gruppen stimmen mit ihrem
Zentrum iiberein, Z(S,) enthilt nur das neutrale Element und Z(B;q) besteht aus
den Permutationen

1234\ 234
(1 23 4) und (3 41 2)

Ist U eine Untergruppe von G, so sind auch die konjugierten Komplexe ¢g-1Uyg,
g € @, Untergruppen von G, denn unter Verwendung von 12.1.(7), sowie (2) und (3)
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erhilt man
(g'Uyg) (g7 Ug)* = g'Ugg*U-g =g UUg =g 'Uy,

d. h., (6’) gilt fiir den Komplex g-*Ug.

Ist U Untergruppe von G, V Untergruppe von U, so ist V auch Untergruppe
von G.

Ist U eine nichtleere Menge von Untergruppen von G, so ist auch der Durchschnitt
D =N U eine Untergruppe von @, denn liegen % und v in jedem U € 1, so liegt

Uell
notwendig nach (6) auch uy-! in jedem U € U, und daher ist D eine Untergruppe.

Definition 6. Bezeichnet K einen Komplex der Gruppe & und 1l die Menge aller
K umfassenden Untergruppen U von @, so heilt (K) := ﬁ U Erzeugnis von K.
Teu

(K) ist die kleinste Untergruppe von @, die K enthilt, da /\ (K) € U gilt. Sie

besteht als allen endlichen Produkten %, --- k,, die aus E]ementen ky, ... € K mit
Exponenten ¢, ... € {41, —1} erzeugt werden kénnen. Nach 12.1.1. ist unmittelbar
klar, daB alle diese Produkte in (K) liegen miissen, und aus Satz 1 folgt, daB der
Komplex dieser Produkte eine K umfassende Untergruppe ist.

Ein Komplex X, fiir den (K) = @ ist, heiBt ein Erzeugendensystem von G. Gibt es
einen endlichen Komplex K = (k;, ..., k,) dieser Eigenschaft, so nennt man G end-
lich erzeugbar, und die kleinste dabei auftretende Zahl n wird als Erzeugendenzahl von
@ bezeichnet. Durch die Erzeugendenzahl 1 sind genau die zyklischen Gruppen
beschrieben.

Fiir ein Element a einer Gruppe @ besteht (a) aus der Menge aller verschiedenen
Potenzen a* (k € Z) und wird die durch a erzeugte zyklische Untergruppe von G genannt.
Ist fiir je zwei verschiedene Zahlen k,, k, aus Z immer a** = a*, so ist (a) eine un-
endliche zyklische Gruppe. Gilt aber eine Gleichung der Form a* = d!, in der wir
k < I annehmen konnen, so ist @'~ = e. Sei m der kleinste Exponent aus N* mit

" =g, (M

Dann sind offenbar a® —e, al,a?,...,a™! paarweise verschieden, und jedes a*
(k € Z) ist gleich einer dieser Potenzen. Denn da es Zahlen g€ Z und r € (0, 1, ...,
m — 1} gibt, fiir die & = mg + r ist (vgl. MfL, Bd. 1, 3.7.), gilt

ak = @™+ = (a™)9a’ = ea’ =a'.

(a) ist also eine zyklische Gruppe der Ordnung m. In ihr wird durch (7) das Rechnen
festgelegt. Diese Gruppe kann daher durch Angabe des erzeugenden Elementes und
der definierenden Relation (7) vollstindig beschrieben werden.

Definition 7. Fiir ein Element g einer Gruppe G heifit |g| := [(g)| Ordnung von g,
sofern (g) eine endliche Gruppe ist. Sonst nennt man g Element unendlicher Ord-
nung.
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In einer endlichen Gruppe hat selbstverstéindlich jedes Element endliche Ordnung,
withrend es in einer unendlichen Gruppe auch Elemente unendlicher Ordnung geben
kann.

An einigen Beispielen wollen wir zeigen, da$ auch nichtzyklische Gruppen durch
Angabe eines Erzeugendensystems und definierender Relationen, welche die Rech-
nung in der Gruppe vollstindig bestimmen, festgelegt werden konnen.

Fiir die 8, (vgl. 12.1.2.6.) sind p und r erzeugende Elemente. Man priift leicht nach,
daB sie den Relationen

pP=e, rt=e¢, rp = pr
geniigen. Daher la8t sich jedes Produkt aus Potenzen von p und 7 so umrechnen, da
es die Form
e, x€(0,1,2}, pe€o,1}
erhilt. Die Elemente der S; sind
e, p, ¢q=1p* r, s=pr, t=pr
Die Ausnutzung der definierenden Relationen zeigen wir an der Berechnung des
Produktes
tp = (p*r) p = Pi(rp) = () = pir = pr.
Die Gruppe Bjq (vgl. 12.1.2.12.) kann aus den Elementen

b (1234 g .. (1234
2341 “\1a32

unter Beachtung der definierenden Relationen
r=e, s=e, sr =13
erzeugt werden. Jedes Element der Gruppe B,q liBt sich auf genau eine Weise in der
Form
reg® mit 0€10,1,2,3) und o€ {0,1)
darstellen.
Die multiplikative Gruppe der primen Restklassen mod 8 kann aus den Elementen
[3] und [5] erzeugt werden. Definierende Relationen sind
BrF=01, [BF=I[], [3][5] =[5][3].

Oft 1iBt sich die Menge der Untergruppen einer Gruppe @ und ihre Einbettung in
die Gruppe in iibersichtlicher Weise durch Graphen (auch Diagramme genannt) ver-
anschaulichen. Dabei werden die Untergruppen derart durch Punkte einer Ebene
dargestellt, daB das Bild von V unterhalb von U liegt, wenn V — U ist. Beide Punkte
werden durch eine Strecke verbunden, wenn G keine Untergruppe W mit der Eigen-
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schaft ¥ — W und W — U enthilt. Fiir einige Beispiele aus 12.1.2. geben wir die
Graphen an:

Die Abbildungen 15 und 16 zeigen die Diagramme der zyklischen Gruppen der
Restklassen nach den Moduln 8 und 6.

Zg Ordnung 8 X Ordnung 6
<(2]>  Ordnung4 <[27) Ordnung 3
<[4]>  Ordnung2 (31> Ordnung2
(e> Ordnung 7 <e) Ordnung 7

Abb. 15 Abb. 16

In den Abbildungen 17, 18 und 19 sind die Untergruppen der Gruppe der primen
Restklassen mod 8, der S; und der B, dargestelit.

(31,057
Ordnung 4

<L37> ([37[51)  Ordnung 2

Ordnung 7
17> e Abb. 17

S
Ordnung 6
(p).¢ Ordnung 3
p%>  Ordnung 2

Ordnung 7

<@ Abb. 18

B2q
Ordnung 8

s> <r2rs)  Ordnung %

() \ W rsy  Ordnung2

Ordnung 7
<e> . Abb. 19
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Mitunter will man nur die Lage einiger Untergruppen in @ illustrieren. Um die
Ubersichtlichkeit zu erhohen, nimmt man dann nicht alle Untergruppen von & in das
Diagramm auf. Ein Beispiel gibt Abb. 20 fiir zwei echte Untergruppen U, V der
Gruppe G.

G

UuVd

v

UnV
[}

<e> Abb. 20

12.2.3. Definition 8. Bezeichnet U eine Untergruppe, g ein Element der Gruppe
@, so heiBt der Komplex Ug Rechtsnebenklasse nach U und gU Linksnebenklasse
nach U.

Jedes Element g € @ liegt in einer Rechtsnebenklasse nach U, da g =eg € Ug.
Kein Element aus G liegt in zwei verschiedenen Rechtsnebenklassen. Ist némlich
d € Ug, n Ugy,sogibt es in U Elemente u,, u, fiir welche die Gleichungen d = g,
= u,g, gelten. Daher ist g, = u;u,9;, und nach (1) ergibt sich' Ug, = Uug gy
= Ug,. Es erfolgt also eine Einteilung der Menge @ in paarweise elementefremde
Klassen, die Rechtsnebenklassen nach U.

Dies wird hiufig durch

@=UauUbuUcu--- (8)

£ f b

ausgedriickt, wobei u hier die Vereinigung el remder Teilmeng ichnet.
Zwei Elemente g,, g von G liegen genau dann in einer Rechtsnebenklasse nach U,
wenn g0 € U. Aus gy ' =u €U und g = ug€ Ug folgt ndmlich g, = ug,
= uwyg € Ug. Umgekehrt ergibt sich aus ¢, = u,g € Ug und g, = u,g € Ug, daB
019! = wgglu,t = wuy! € U. Eine Nebenklasse ist natiirlich U selbst.

Die Elemente a, b, c, ... in (8) werden ein Rechtsreprasentantensystem R fir G nach
U genannt. Da Elemente g,, g, aus @ genau dann die gleiche Rechtsnebenklasse nach
U reprisentieren, wenn g, = ug, mit » € U ist, erhilt man aus einem gegebenen
Rechtsrepriisentantensystem fiir G nach U alle moglichen Rechtsreprisentanten-
systeme, wenn man seine Elemente von links nacheinander mit simtlichen Elemen-
ten aus U multipliziert.

Ganz entsprechend kann man @ in Linksnebenklassen nach U zerlegen. Aus (8)
erhiilt man unter Benutzung von (3) durch Ubergang zu den inversen Elementen

Gl=G=aUuvbUuclUu:---..
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Ist also R ein Rechtsreprisentantensystem, so ist R-! ein Linksreprdsentantensystem
fiir ¢ nach U. Die Menge der Linksnebenklassen ist daher genau dann endlich, wenn
die Menge der Rechtsnebenklassen endlich ist, und beide Mengen enthalten in diesem
Fall die gleiche Anzahl von Nebenklassen.
Diese Mengen sind jedoch im allgemeinen nicht gleich. Beispielsweise sind in der

8, die Rechtsnebenklassen nach der Untergruppe U = (r):

U="Ue=|[er}, Up =|{p,t}, Uq = {q, 3},
die Linksnebenklassen aber

U=eU=ler}, qU =|q,t}, pU ={p,s}.

Definition 9. Ist in der Gruppe @ die Anzahli der Nebenklassen nach der Unter-
gruppe U endlich, 8o heiBit [@ : U] := ¢ Index von U in Q. Sonst heiBt U Untergruppe
von unendlichem Index.

Da jede Nebenklasse nach der Untergruppe E = (¢) nur aus einem Element
besteht, ist in endlichen Gruppen @ die Ordnung |@| = [@ : E].

Jede Nebenklasse Ug von @ nach der endlichen Untergruppe U enthilt genau |U|
Elemente, denn aus u,g = u,g (4, %, € U) folgt u; = u,. Hat U in der endlichen
Gruppe G den Index i, so ergibt sich aus (8) durch Vergleich der Elementeanzahlen
|@| = |U| . Diese Tatsache wurde zuerst von LAGRANGE bewiesen, wir formulieren
sie als

Satz 2. Fiir jede Untergruppe U einer endlichen Gruppe @ gilt
[G:E]=[GQ:U][U:E]. 9)
Folgerung 1. In einer endlichen Gruppe sind die Ordnung und der Index jeder
Untergruppe Teiler der Gruppenordnung.
Betrachtet man die von einem Element erzeugte Untergruppe, so ergibt sich

Folgerung 2. In einer endlichen Gruppe @ ist die Ordnung jedes Elementes ein
Teiler der Gruppenordnung. Deher sind Gruppen von Primzahlordnung zyklisch.
Ferner gilt fiir alle g € G

giél =e. (10)
Wendet man dieses Ergebnis auf die Gruppe der primen Restklassen mod m an, so
erhilt man :
Folgerung 3. Fiir jede zum Modul m teilerfremde Zahl a ist
a*™ = 1 mod m.
Insbesondere ergibt diese zahlentheoretische Aussage
Folgerung 3'. Ist a € Z nicht durch die Primzahl p teilbar, so gilt
a*! =1 mod p.
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Ohne Beweis wurde der letzte Satz schon von dem franzosischen Mathematiker
PreeeE DE FERMAT (1601 —1665) angegeben. Daher nennt man (10) den Fermatschen
Satz der Gruppentheorie.

12.3. Isomorphie von Gruppen

12.3.1. In einer Gruppe @ beherrscht man die Rechnung vollsténdig, wenn man zu
jedem geordneten Paar von Elementen g, kb auch deren Produkt gh kennt. Fiir end-
liche Gruppen liegt es nahe, alle Produkte in einer Tabelle der Form

| ...h...
¢ | o

geben. Dabei stehen in der Eingangszeile und Eingangsspalte jeweils alle Ele-
mente der Gruppe in irgendeiner Reihenfolge. Im Schnittpunkt der Zeile von g mit
der Spalte von kb wird das Produkt gh notiert. Eine solche Tabelle heift Gruppentafel
von G.

Als Beispiele betrachten wir die additiven Gruppen der Restklassen nach den
Moduln 2 und 3. Beide Gruppen Z, und Z, sind zyklisch, ihre Gruppentafeln lauten

2| 10] [1] Z| 101 1] (2]
0011 wed (0] 0] 1] (2]
(1] 11 [0] [ 1 21 ]

[21] (2] [0] {1

Die multiplikative Gruppe der primen Restklassen mod 8 hat die Gruppentafel

[1] [3] [5] [7]

111 (11 (31 (8] (7]
(3] [3] [1] [7] (5]
(51| [5] (7] (1] (3]
(71 [71 (8] (3] (1]

SchlieBlich geben wir noch Gruppentafeln fiir die Gruppe 8; in den Bezeichnungen
von 12.1.2.8. sowie fiir die Gruppe B;q unter Verwendung des in 12.2.2. betrachteten
Erzeugendensystems und der zugehorigen definierenden Relationen an.
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S epgrast

e epqrst
P pgestr
q qgeptrs
r rtseqp
8 srtpeg
t tsrqpe
By | e r r? r 8 rs %8 r3s
e e r r? e 8 8 r2s ol
r r r? r3 e rs 728 ris 8
r? r? r3 e r r2s r3s 8 rs
3 e r r? 38 8 8 23
8 8 38 %8 rs e [ r2 r
re r8 8 s 128 r e 3 r?
28 r2s rs 3 ris 2 r e 3
8 s r2s rs s 3 2 r e

Da die links-(rechts-)seitige Division in der Gruppe @ moglich und eindeutig ist,
steht in jeder Zeile (Spalte) der Gruppentafel jedes Element von @ genau einmal.
Dann und nur darin ist die Gruppentafel symmetrisch beziiglich der Diagonalen von
links oben nach rechts unten, wenn @ abelsch ist.

12.3.2. Die multiplikative Gruppe mit den Elementen
1 T = 1 i
0=1, =—=4 =83, 2= —— — —)3
¢ R i R 1 €
(vgl. 12.1.2.8.) besitzt die Gruppentafel
l LIPS B

0 | 0 1 g2
el | el g2 g0
2|2 g0 g

Die Rechnung verliuft genauso wie in der Gruppe Z;, denn diese Gruppentafel

entsteht aus derjenigen der Gruppe Z;, wenn darin die Elemente durch ihre Bilder

bei der Abbildung f: [k]+> & (k =0, 1,2) ersetzt werden. Die Umkehrabbildung

iiberfiihrt entsprechend die vorliegende Gruppentafel in diejenige der Gruppe Z,.
Der Leser iiberpriift leicht, daB mit der Abbildung

—1

x
r—>e, = p, —x—l—)q,

1 —2z

x

1
1—zHr, —_> 38, >t
x

z—1

die Gruppentafel der Gruppe P (vgl. 12.1.2.7.) in die Gruppentafel der 8, iibergeht.
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In der multiplikativen Bezeichnungsweise bedeutet diese Eigenschaft der an-

gegebenen Abbildungen, daB immer ' )
Bild des Produktes = Produkt der Bilder

gilt. f

Zwar unterscheiden sich in beiden Beispielen die jeweiligen zwei Gruppen durch
die konkrete Bedeutung und Bezeichnung ihrer Elemente, doch verlduft die Rech-
nung in ihnen gleichartig. Wir befinden uns damit in derselben Situation wie ein
Kind, das die Addition von Zahlen an Hand von realen Dingen (Rechenstédbchen,
Fingern, ...) erlernt, dabei erfihrt, daB es gar nicht entscheidend ist, was addiert
wird, und daher zu abstrahieren beginnt.

Uns schafft nun der wichtige Begriff der Isomorphie von Gruppen die Méglich-
keit, von der Bedeutung der Gruppenelemente zu abstrahieren.

Definition 1. @ und G seien Gruppen. Dann heiit _
f Isomorphismus von G auf G :& f ist 1-1-Abbildung von G auf G

AN G’(glyz) = f(g1) (g2)-

T1.0a€
Man nennt
@ isomorph @ :& ein Tsomorphismus von G auf @ existiert
und schreibt in diesem Fall ¢ = G.
Beispiele.
1. Es ist leicht nachzupriifen, daB die Abbildungen f,: o > k und fy: o > —k
(k € Z) die einzigen Isomorphismen von Z, auf (Z, +) sind (vgl. 12.1.2.).
2. Aus seiner Schulzeit weif der Leser, daB die Gruppe (R,*,-) der positiven
reellen Zahlen mit der Multiplikation als Operation vermittels der Abbildung
f={=y:zeR*ry=Inz}
zur Gruppe (R, +) der reellen Zahlen mit der Addition als Operation isomorph ist, da
A In(za;) =lnz, + Inz,
Z,,7,€R*
gilt.
Ist f ein Isomorphisnius der Gruppe G auf die Gruppe @ und K ein Komplex von G,
80 sei f(K) := {f(k): k € K).
Satz 1. Ein Isomorphismus f von G auf G hat folgende Eigenschaften:

e neutrales Element von G = f(e) = & neutrales Element von G, (1)
a ! invers zu a in G = f(a™!) = [f(@)] invers zu f(a) in G, (2)
U Untergruppe von @ = f(U) = U Untergruppe von G, 3)
K normaler Komplez von G => f(K) = K normaler Komplex von @, (4)

@ abelsch = (@) = @ abelsch. ®)



170 12. Gruppen

Beweis. Da f(e) f(¢) = f(ee) = f(e), ist f(¢) = & neutrales Element von @. Aus
f(a) f@™) = f(aa?) = f(e) = & ergibt sich (2). Fiir die Untergruppe U gilt UU-! < U,
und unter Verwendung von (2) erhilt man daraus

KO) O = {(U) (U = [(UT-) < {(U).

Nach 12.2., Satz 1, ist daher f(U) Untergruppe von @. Da jedes Element aus & Bild
ist, folgt die Behauptung (4) aus

g7HE) § = @)™ 1(K) flg) = Hg™) /(K) 1(9) = {(g=*Kg)

fiir alle § = f(g) € G. Zu beliebigen Elementen §,, §, aus @ gibt es Urbilder g,, g, bei
f, und aus g,g, = g,g, erhilt man

9192 = 1(91) f(g2) = 1(9n92) = f(g291) = [(g2) (1) = GaF1,
was (5) beweist.
Fiir jede Gruppe @ gilt
G==gq, (6)

denn immer ist die identische Abbildung ein Isomorphismus von G auf G. Bildet der
Isomorphismus f von @ auf G die Elemente g,, g, auf f(g1) = 31, f(g9:) = g2 ab, so
ergibt f(g,g;) = f(g1) /(go), daB

9192 = [(3:72)
ist und daher
@) F32) = 919 = [(@:72)
gilt. Mithin ist /! ein Isomorphismus von & auf @, und d. h. )
G=G=>G=6. (M
Tst ferner f ein Isomorphismus von @ auf G, so gilt
Fofgugs) = 1@32) =7@) F@) = (F < g0) (7 © f(g2)).-
f o1 ist also ein Tsomorphismus von & auf @, und daher folgt
G=GrAGxG=>6024. ®)

Damit haben wir bewiesen, daB die Isomorphie eine Aquivalenzrelation in jeder
Menge von Gruppen ist und daher eine Einteilung dieser Gruppen in disjunkte
Klassen vermittelt (vgl. MfL, Bd. 1, 2.5.). Eine solche Klasse isomorpher Gruppen
wird abstrakte Gruppe genannt. Die einzelnen Gruppen einer Klasse unterscheiden
sich zwar durch die Bezeichnung und Bedeutung ihrer Elemente, stellen aber simt-
lich Realisierungen desselben abstrakten Rechenschemas dar. Das bedeutet fiir iso-
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morphe endliche Gruppen insbesondere, daB sie (bis auf die Bezeichnung) iiberein-
stimmende Gruppentafeln besitzen.

In der Gruppentheorie untersucht man hauptsichlich solche abstrakten Gruppen,
d. h., man versucht, allein aus dem abstrakten Rechenschema Aussagen zu gewinnen,
die dann fiir simtliche Gruppen dieser Klasse gelten. Bei einer solchen Betrachtung
sieht man zwei isomorphe Gruppen als nicht wesentlich verschieden an. Untersucht
man jedoch eine Gruppe @, die zwei isomorphe Untergruppen U,, U, enthilt, so
wird man U, und U, als Untergruppen von G sehr wohl zu unterscheiden haben.
Beispielsweise ist in der Gruppe B;q (vgl. 12.2.2.) die Untergruppe (r?) zur Unter-
gruppe (s) isomorph, aber (r?) bildet das Zentrum von B,q, wihrend die Elemente s
und 7 nicht vertauschbar sind.

Die wichtigste Aufgabe der Gruppentheorie, das Strukturproblem, besteht darin,
jede Klasse isomorpher Gruppen so genau zu beschreiben, da8 man die Rechnung
in allen Gruppen der Klasse vollstindig beherrscht. Diese Aufgabe ist bisher nur fiir
wenige spezielle Gruppentypen, z. B. fiir die endlichen abelschen Gruppen befrie-
digend gelost worden. Wir werden hier als ein Beispiel die zyklischen Gruppen
betrachten.

12.3.3. Sind f und g Isomorphismen von der Gruppe @ auf die Gruppe @, so ist die
durch Nacheinanderausfiihrung gewonnene Abbildung g-! o f ein Isomorphismus von
@ auf G. Ist & ein Isomorphismus von @ auf sich und f ein Isomorphismus von @ auf
G, so ist f o b ein Isomorphismus von @ auf G. Zwei Isomorphismen von G auf G
unterscheiden sich also nur durch einen Isomorphismus von @ auf sich. Daher kann
man sémtliche Isomorphismen von @ auf G aus einem einzigen erhalten, wenn man
alle Isomorphismen von @ auf sich kennt.

Definition 2. Bezeichnet @ eine Gruppe, so heift
| Automorphismus von @ :& f Isomorphismus von @ auf G.

Fithrt man zwei Automorphismen’ der Gruppe @ nacheinander aus, so erhilt man
wieder einen Automorphismus von @. Fiir die Nacheinanderausfiilhrung gilt das
Assoziativgesetz (vgl. MfL, Bd. 1, 2.4.), die identische Abbildung von @G ist ein
Automorphismus, und zu jedem Automorphismus f ist auch die inverse Abbildung
f* ein Automorphismus. Daher bilden die Automorphismen einer Gruppe G beziig-
lich der Nacheinanderausfiihrung eine Gruppe, die Automorphismengruppe von G.

Die Automorphismengruppe der additiven Gruppe Z, der Restklassen mod 3 hat

_die Ordnung 2, denn e: [z] > [x] und f: [z] +> [3 — ] (z =0, 1, 2) sind die Auto-
morphismen von Z;. Zu jeder mit Z; isomorphen Gruppe G gibt es also zwei Iso-
morphismen von Z; auf G.

Ist g ein festes Element der Gruppe @ und ordnet man jedem a € G das Element
g~lag zu, so erhilt man eine Abbildung von @ auf sich, die eindeutig umkehrbar ist,
denn

glag =gag=>a=a.
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Weil

g7'(ab) g = g~agg~bg = (g7'ag) (97'bg)
gilt, ist die Abbildung sogar ein Automorphismus von @. Er wird der durch g erzeugte
innere Automorphismus von G genannt.

In abelschen Gruppen erzeugt jedes Element den identischen Automorphismus.
In der Gruppe S; erzeugen verschiedene Elemente auch verschiedene innere Auto-
morphismen, und jeder Automorphismus der 8; ist ein innerer Automorphismus
(Ubungsaufgabe).

Besitzt die Gruppe G einen inneren Automorphismus, welcher a € G auf b € G
abbildet, d. h., gibt es ein g € G mit g-lag = b, so heiBt b zu a konjugiert (vgl. 12.2.,
Definition 3). Diese Beziehung ist eine Aquivalenzrelation in @ und vermittelt daher
eine Zerlegung von @ in Klassen konjugierter Elemente.

Als Normalisator des Komplexes K der Gruppe G bezeichnet man

Ny(K) = (9:9€ GAg'Kg = K}.
Ng(K) ist eine Untergruppe von G. Da fiir zwei Elemente p, ¢ von @ gilt:
p*Kp =gq'Kqg & pg € No(K),

ist in endlichen Gruppen G die Anzahl der verschiedenen zu K konjugierten Kom-
plexe gleich [G : Ng(K)], also ein Teiler der Ordnung von @. Insbesondere ist also die
Zahl der zum Element a € @ konjugierten Elemente gleich [G : Ng(a)] und die Zahl
der zur Untergruppe U < G konjugierten Untergruppen gleich [G : N(U)].

Eine besondere Rolle spielen solche Untergruppen N von G, die bei allen inneren
Automorphismen von @ auf sich abgebildet werden. Fiir sie ist Ng(N) = G.

Definition 3. @ bezeichne eine Gruppe.

N heiBt Normalteiler (oder invariante Untergruppe) von G :> N ist Untergruppe
von G AAgiNg=N. 9)
0@

Jede Gruppe G enthilt die trivialen Normalteiler G und (¢) = E. Offenbar ist das
Zentrum Z(G) Normalteiler von @. Jede Untergruppe N vom Index 2 in G ist Normal-
teiler von G. Weil nidmlich die von N verschiedene Nebenklasse alle nicht in N
liegenden Elemente a aus @ enthilt, ist aN = Ne und also g-1Ng = N fiiralleg € G.
Dabher ist z. B. die Untergruppe (p) Normalteiler der S;. In einer abelschen Gruppe
ist jede Untergruppe Normalteiler. Es gibt jedoch auch nichtabelsche Gruppen, in
denen jede Untergruppe Normalteiler ist. Sie heien Hamiltonsche Gruppen.

Ein Beispiel dafiir bildet die Quaternionengruppe Q. Sie kann aus den Elementen
a, b unter Beachtung der definierenden Relationen

at=e, b = a?, ba = ab
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erzeugt werden. Eine Realisierung ist die von den Matrizen

_ 01 (U 5
4= (—1 o)’ B (io) @=-0
beziiglich der Matrizenmultiplikation erzeugte Gruppe der Ordnung 8 (Ubungs-
aufgabe). Die Quaternionengruppe enthilt genau eine Untergruppe der Ordnung 2,
némlich (a?), sowie drei Untergruppen der Ordnung 4, nimlich (a), (), (ab). Als
TUntergruppen vom Index 2 sind sie Normalteiler von Q. (a?) ist das Zentrum der
Quaternionengruppe und daher ebenfalls Normalteiler von Q.
Da aus (9)
AgN =Ng (10)
e
folgt, stimmen die Rechtsnebenklassen und Linksnebenklassen nach einem Normal-
teiler iiberein.
Bezeichnet % eine nichtleere Menge von Normalteilern der Gruppe @, so ergibt
sich aus Definition 3, daB
D:=NN
Nei
ebenfalls Normalteiler von G ist (vgl. 12.2.2.).
Das Komplexprodukt zweier Untergruppen einer Gruppe @ ist im allgemeinen
keine Untergruppe von G, wie man am Beispiel der Gruppe S; und ihrer Unter-
gruppen (r) und (pr) (vgl. 12.2.2.) erkennt. Ist aber U eine Untergruppe und N ein

Normalteiler von @, so ist nach (10) UN = NU und UN Untergruppe von G, denn
es ist

(UN) (UNY* = (UN) (N-\U-Y) = UNU- = NUU- = NU = UN

(vgl. 12.2.2., Satz 1).
Das Produkt zweier Normalteiler N;, N, von G ist sogar wieder Normalteiler
von @, weil fiir alleg € G

FUNN,) g = (57 Nag) (97 Nog) = N\ N,
gilt.

12.4. Zyklische Gruppen

In den Beispielen wurde bereits erklirt

Definition 1. Eine Gruppe G heiBt zyklisch und wird mit G = (a) bezeichnet,
wenn ihre Elemente die verschiedenen Potenzen eines festen Elementes a € G sind.
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@ = (a) ist eine unendliche Gruppe, wenn fiir verschiedene ganzzahlige Exponenten
ky, ky immer a* == g ist. Die Gruppenelemente sind dann
vy @ 8,072 a1, 0 = ¢, al,atad, ...
Da mit ihnen nach der Regel a’a! = a*+ (k, I € Z) gerechnet wird, ist die Abbildung
fate kb (keZ) '

ein Isomorphismus von @ auf die additive Gruppe (Z, +) der ganzen Zahlen. Sind
aber einmal zwei Potenzen von a mit verschiedenen ganzzahligen Exponenten gleich,
8o gibt es einen minimalen Exponenten m € N*, fiir den a™ = ¢ ist. In diesem Fall
ist G = (a) eine endliche zyklische Gruppe, die aus den Elementen

a® =e¢,al,a?,...,a™!
besteht. Weil mit ihnen unter Beachtung der Relation a™ = e gerechnet wird, ist
atal — {ll"“, wenn k41l<m,
a*-"m wenn k4+1l=>m
(vgl. 12.2.2.).
Da die Addition der Restklassen [0], [1], ..., [m — 1] modulo 7 nach der Regel
-1, . TSR
erfolgt, ist die Abbildung
fra* > [k] (k€ (0,1,...,m — 1))
einIsomorphismus von G auf die additive Gruppe (Z,, +) der Restklassen modulo m.
Damit ist bewiesen:
Satz 1. Fiir zyklische Gruppen G = (a) gilt:
G hat unendliche Ordnung = Q == (Z, +),
G hat endliche Ordnung m = G = (Z,, +).
Daraus ergeben sich sofort die

Folgerungen. Jede zyklische Gruppe ist abelsch. Zu jeder endlichen Ordnung gibt
es bis auf Isomorphie genau eine zyklische Gruppe. Bis auf Isomorphie gibt es genau
eine unendliche zyklische Gruppe.

,In einer von (e) verschiedenen Untergruppe U der zyklischen Gruppe G = (a) sei
a Potenz von @ mit minimalem positiven Exponenten d. Ein solches Element gibt
es in U, weil mit jeder Potenz a* auch a-* in U liegt. Bezeichne a® ein beliebiges
‘Element aus U. Es gibt ganze Zahlen g und r,so daB s = gd~+rmit0<r<dist
(vgl. ML, Bd. 1, 3.7.). Aus o’ = (a%%’ € U und a® € U folgt a*((a%)?)! = o€ U.
Wegen der vorausgesetzten Minimalitdt von d muB dann r = 0 und @ = (a%)? sein.
Daher ist U = (a%).
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Weil jede Zahl ¢ € Z eine eindeutige Darstellung der Form
t=azd+r (z€Z und r€{0,1,2,...,d —1})
besitzt, kann jedes Element a! = (a%)%a’ aus @ = (a) auf genau eine Weise als
a' = ua” mit u € U geschrieben werden. Daher ist :
(@ =UvUavy--u Uat¥ )

die Nebenklassenzerlegung von & nach U (Rechts- und Linksnebenklassen stimmen
wegen der Kommutativitit von @ iiberein!). Also ist

[a):(a®)] =d.
Falls @ die endliche Ordnung m besitzt, ist daher der minimale Exponent d von
U = (a%) ein Teiler von m (vgl. 12.2.3.).
Umgekehrt gibt es zu jedem vorgegebenen minimalen Exponenten d € N* in der
unendlichen zyklischen Gruppe G = (a) eine Untergruppe U = (a%). Ist |(a)| =m
und der minimale Exponent d ein Teiler von m, so bilden die Elemente

a® =¢,a%,a%, ..., qlm-10

eine Untergruppe U = (a%) von (a).
Durch die minimalen Exponenten d ist die Untergruppe U eindeutig bestimmt.
Wir fassen unsere Resultate zusammen.

Satz 2. Die Untergruppen U einer zyklischen Gruppe G = (a) sind zyklisch und von
der Form U = (a%) mit d € N.

In unendlichen Gruppen (a) gibt es zu jedem d € N genau eine Uniergruppe (a%).

Hat {a) die endliche Ordnung m, so ist notwendig d = 0 oder d ein positiver Teiler
von m, und zu jedem solchen d gibt es genau eine Untergruppe (a®).

Fiir die von (e) verschiedenen Untergruppen ist [(@):(a%)] = d.

Da sich in einer endlichen Gruppe der Index und die Ordnung einer Untergruppe
gegenseitig bestimmen (vgl. 12.2.3., Satz 2), ergibt sich die

Folgerung. In einer endlicken zyklischen Gruppe der Ordnung m gibt es zu jedem
Teiler t von m genaw eine Untergruppe der Ordnung .

AbschlieSend soll untersucht werden, wann zwei Elemente a* und a* der Gruppe
(a) dieselbe Untergruppe erzeugen. Es gilt
(M) = (@) & V (am = auh A gt = guihy), (2)
vy, U,€Z

Ist (@) unendliche zyklische Gruppe, so ergibt sich daraus
(@) = (" e V (b = uhy Aby = ushy).

Uy, theZ

Weil hieraus u,u, = 1 oder k; = k, = 0 folgt, ist
(@M) = (aM) & by = hy v by = —hy.
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Jede von (e) verschiedene Untergruppe einer unendlichen zyklischen Gruppe besitzt
also genau zwei erzeugende Elemente. Entsprechend gibt es genau zwei Auto-
morphismen von (a), die durch @ > a bzw. a > a! festgelegt sind.
Hat aber (a) die endliche Ordnung m, so kann angenommen werden, daB die
Exponenten ,, k, Elemente der Menge {0, 1, ..., m — 1} sind. (2) bedeutet dann
(amy = (@) & V  (ughy = ky mod m A uhy = hy mod m)
t,Uy€Z

Smn hzlh,'/\m mn hyl ky

Sm n hy|m n hyam 0 kim0 ky

emn hy=m n hy.

Insbesondere besitzt also jede zyklische Gruppe (a) der Ordnung m genau g(m)
erzeugende Elemente, nimlich die Potenzen a*, deren Exponenten mit 7 den gréBten
gemeinsamen Teiler m n kb = 1 besitzen. Zu jedem Teiler ¢ von m liegen genau g(f)
Elemente der Ordnung ¢ in (a). LaBt man ¢ alle Teiler von m durchlaufen, so erhdlt
man jedes Element der Gruppe genau einmal. Daher ergibt sich iiber die Eulersche
Funktion die Aussage

2 gt) =m. . @)
tim
Istd =m n h,so gilt (a*) = (a%), und deshalb ist

(@) = —=

(4)

m nh

Es gibt genau ¢(m) Automorphismen der zyklischen Gruppe (a) der Ordnung m,
die durch

ar-a® mit mnh=1
festgelegt sind. Bei der Nacheinanderausfithrung der beiden durch
ara mit mnh=1 und a+—af mit mn k=1

besti Automorphi wird a auf a® abgebildet. Da es bei der Multiplikation
der Exponenten nur auf die Restklassen modulo m ankommt, ist die Automorphis-
mengruppe von (a) isomorph zur multiplikativen Gruppe der primen Restklassen
modulo .
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12.5. Homomorphie von Gruppen

Verzichtet man auf die bei den Isomorphismen geforderte eindeutige Umkehrbar-
keit, so kommt man zu dem sehr wichtigen Begriff der homomorphen Abbildung.
Definition 1. Fiir die Gruppen @ und & hei8t

{ Homomorphismus (oder homomorphe Abbildung) von G in G
:¢ f Abbildung von G in G A A f(giga) = f(91) f(g2)

01.0:€6
ist. Man schreibt »
G => @ :© ein Homomorphismus von @ in @ existiert.

Sei f ein Homomorphismus von G in G und
U :={E:ﬁ € G Ay flg) =ﬁ}
g€G

das Bild von G bei f. Bezeichnen e, & die neutralen Elemente von G bzw. @, so folgt
aus f(e) f(e) = f(ee) = f(e), daB

fey=¢eel.
Ist @ € U, so gibt es ein g € @ mit f(g) = %, und aus f(g) f(g7) = flgg™) = f(e) = ¢
ergibt sich, daB gilt:

Tl =[fg)* =fgHeT.
Zu %,, %, € U existieren g,, g, € @, so daB f(g;) = %, und f(g;) = %,. Dann ist

flg:92) = f(g1) flgs) =@, € T.
Das homomorphe Bild f(@) = U der Gruppe @ ist also eine Untergruppe von G.
Normalteiler von @ werden durch f auf Normalteiler von U abgebildet, und ist G
abelsch, so auch U (vgl. 12.3., Satz 1). Ist f(G) = @, so heiBt { Homomorphismus von
G aufG.

Beispiele.

1. Die Abbildungf: z = |z| (z € C\{0}), die jeder von Null verschiedenen komplexen
Zahl ihren Betrag zuordnet, ist ein Homomorphismus von (C\{0}, :) in (R\{0}, -)
(vgl. MfL, Bd. 2, 7.).

2. Der Multiplikationssatz fiir Determinanten (vgl. 8.2.) besagt, daB die Abbildung
f:Ar>det A (A€ L,) ein Homomorphismus von der Matrizengruppe L, (vgl.
12.1.2.4.) in die Gruppe der rationalen Zahlen (Q\{0}, -) = L, ist. Man iiberzeugt sich
leicht davon, daB jedes Element aus L, als Bild auftritt. Im Fall » > 1 ist diese
Abbildung offensichtlich kein Isomorphismus, denn L, ist dann im Unterschied zu
L, nicht abelsch.

3. Bildet man von der Gruppe S; die erzeugenden Elemente p auf 1, r auf —1 und
die iibrigen, hieraus als Produkte darstellbaren Elemente auf die entsprechenden
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Produkte der Bilder ab, so werden p* = e auf 1, 12 auf 1 sowie rp und p* auf —1
abgebildet. Die definierenden Relationen der Gruppe S; gehen also in richtige Rela-
tionen zwischen den Zahlen 1 und —1 iiber. Daher ist die Abbildung

er>1, pH1, 1,
r—> —1, pre> —1, P> —1
ein Homomorphismus von der S; auf die multiplikative Gruppe der Zahlen 1 und —1.

Sei f ein Homomorphismus von der Gruppe G auf die Gruppe @ und & das neutrale
Element von @. Dann ist

N:={n:n€@nfn) =8

ein Normalteiler von @, der Kern von f genannt wird. Sind ndmlich 7, und z, Ele-
mente von N, so liegt wegen
foung™) = flm) f(ng?) = f(ny) [f(me)]* = 861 =&

auch n;n,7? in N. N ist also Untergruppe von @ (vgl. 12.2., Satz 1). Weil fiir beliebige
Elemente g ¢ Gund n € N

fg7'ng) = {(g) f(n) {(9) = [H(g)] Ef(g) =&
ist, gilt

ANgiNg=N,

9€G

d. h., N ist Normalteiler von G.
Fiir Elemente g,, g, € Q ist

@) = fg) & f@:1) flg:™) = e < g9, € N,

d. h., genau solche Elemente aus @, die in derselben Nebenklasse nach dem Kern N
von f liegen, haben bei f dasselbe Bild. Insbesondere ist ein Homomorphismus von @
auf G genau dann ein Isomorphismus, wenn der zugehérige Kern nur aus dem
neutralen Element e besteht.
Wir wollen nun zeigen, daB es umgekehrt zu jedem Normalteiler N einer Gruppe
@ eine Gruppe G und einen Homomorphismus f von @ auf @ gibt, dessen Kern N ist.
Die Nebenklassenzerlegung von @ nach N sei

G=NuNauNbu-...

Die Menge dieser Nebenklassen bildet beziiglich der Komplexmultiplikation (vgl.
12.2., Definition 2) eine Gruppe. Aus der Normalteilereigenschaft von N folgt nim-
lich Na = aN fiir alle a € @. Daher ist das Produkt zweier Nebenklassen

(Nb) (NB) = N(aN) b = N(Na) b = (NN) (ab) = Ne¢
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gleich derjenigen Nebenklasse Nc, in der das Produkt ab liegt. Fiir die Komplex-

multiplikation dieser Nebenklassen gilt 'das Assoziativgesetz (vgl. 12.2.). N ist

neutrales Element bei der Multiplikation der Nebenklassen, denn fiir alle g € @ gilt
N(Ng) = (NN) g = Ng A (Ng) N = N(gN) = N(Ng) = Nyg.

Ist Na eine beliebige Nebenklasse und a-! € Nb, so liegt aa—! = ¢ in (Na) (ND),
d. h. i

(Na) (Nb) = N A (W) (Na) = N.
Nb ist also zu Na invers.

Definition 2. Sei N ein Normalteiler der Gruppe G. Die Gruppe der Neben-
klassen von @ nach N mit der Komplexmultiplikation als Operation wird mit G/N
bezeichnet und Faktorgruppe von @ nach N genannt.

Bilden umgekehrt die Nebenklassen von @ nach einer Untergruppe U beziiglich der Komp
multiplikation eine Gruppe, so ist U Normalteiler von @. Bezeich @mlich g ein beliebig
Element von G, so gilt wegen e == eg~leg ¢ (Ug?) (Ug) die Beziehung

UlgUyg) = (Ug™) (Ug) = U,

also
Uy U
und daher
gUg=1U.

Ist N ein Normalteiler der Gruppe G und bildet man jedes g € @ auf diejenige
Nebenklasse von @ nach N ab, in der g liegt, so erhilt man eine Abbildung f von G
auf @ = G/N.Sie ist sogar ein Homomorphismus, denn aus f(g,) = Na und f(g;) = Nb
folgt nach der Definition des Produktes zweier Nebenklassen, daB (Na) (Nb) = N¢
diejenige Nebenklasse ist, in der g,g, liegt. Es ist also

f(@:92) = 1(g1) Hga)-
Diese Abbildung heiit natiirlicher (oder kanonischer) Homomorphismus von G auf

Q|N.
Bezeichnet f einen Homomorphi von G auf G und N den zugehorigen Kern,
80 ist
G/N ~@.

Da nimlich alle Elemente einer Nebenklasse von G nach N dasselbe Bild bei f
haben, ist

f:Na > f@) (Nac€GIN)
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eine Abbildung von G/N auf @, die sogar eineindeutig ist, weil Elemente verschiedener
Nebenklassen verschiedene Bilder bei f besitzen. Sind Na, Nb beliebige Nebenklassen
von @ nach N und ist ab € N¢, so gilt

1(NalNb) = j(Nc) = f(ab) = f(a) /(b) = f(Na) f(Nb).

f ist also ein Isomorphismus von G/N auf G.

Die Ergebnisse fassen wir zusammen zum

Satz 1 (Homomorphiesalz fiir Gruppen). Durch jede homomorphe Abbildung f einer
GQruppe G auf eine Gruppe G wird ein Normalteiler N von @ bestimmi. Er besteht aus
denjenigen Elementen von @, die bei { auf das neutrale Element & von G abgebildet
werden und heift Kern des Homomorphismus f. Die Faktorgruppe G|N ist isomorph G.
Umgekehrt gibt es zu jedem Normalteiler N von G eine homomorphe Abbildung von G
auf G|N, deren Kern N ist.

In unseren Beispielen besteht der jeweilige Kern aus

1. den komplexen Zahlen z mit dem Betrag 1,

2. den Matrizen A aus L,, deren Determinante 1 ist,

3. den Elementen e, p, p? der zyklischen Untergruppe (p).

Besteht der Kern des Homomorphismus f von @ auf @ nur aus dem neutralen
Element e von @, so ist f ein Isomorphismus, liegt dagegen die ganze Gruppe & im
Kern, so ist f eine Abbildung auf die nur aus dem neutralen Eleraent & von @ be-
stehende Gruppe (€).

Jede Faktorgruppe einer zyklischen Gruppe (a) ist zyklisch (vgl. 12.4.(1)). Er-
zeugendes Element der Faktorgruppe (a)/U ist Ua.

Bildet man jedes Element g der Gruppe G auf den von g erzeugten inneren Auto-
morphismus ab, so erhilt man einen Homomorphismus von G auf die Gruppe der
inneren Automorphismen (@), dessen Kern das Zentrum Z(@) ist (Ubungsaufgabe).

Besitzt eine Gruppe @ einen nichttrivialen Normalteiler N, so kann man durch
Betrachtung der Gruppen N und G/N Aufschliisse iiber die Struktur von G erhalten.
Diese Gruppen sind meist iibersichtlicher gebaut als G selbst; beispielsweise haben
sie im endlichen Fall kleinere Ordnungen als G. Von besonderem Interesse sind daher
Gruppen @, die keine solche ,,Zerspaitung*’ mehr gestatten, die also auBer G und (e)
keine Normalteiler besitzen. Sie heifien einfache Gruppen.

Die Gruppen von Primzahlordnung sind einfach, da sie nur triviale Untergruppen
enthalten. Umgekehrt ist eine abelsche Gruppe @ = (e) auch nur dann einfach, wenn
sie Primzahlordnung hat. Ist nimlich @ nicht zyklisch, so erzeugt jedes von e ver-
schiedene Element einen zyklischen Normalteiler, der von G und (e) verschieden ist.
Wenn aber @ zyklisch und nicht von Primzahlordnung ist, so gibt es in @ eine nicht-
triviale invariante Untergruppe.

Beispiele fiir nichtabelsche einfache Gruppen werden wir noch kennenlernen.
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12.6. Kommutatorgruppe, Auflsbarkeit

Fiir beliebige Elemente a, b einer Gruppe G ist ab = ba(a~'b-'ab). Man nennt
[a, b] := a-'b-'ab den Kommutator der Elemente a und b.

Es gilt '
[a,b] =e < ab =ba.

Definition 1. Ist K := {Ic: keGAV k= a“b—lab} der Komplex aller Kommu-
a,beG

tatoren einer Gruppe &, so heiBt das Erzeugnis G’ := (K) Kommutatorgruppe von G.

@ beschreibt, grob gesagt, die Abweichung der Gruppe G von der Kommutativitit.
Es ist

G abelsche Gruppe & @' = (e).

Im anderen Extremfall @' = @ wird @ perfekt genannt.

Da bei einem Automorphismus von G ein Kommutator wieder in einen Kommu-
tator iibergeht, wird @ bei jedem Automorphismus von G auf sich abgebildet.
Untergruppen mit dieser Eigenschaft heiBien charakteristische Untergruppen. Da sie
insbesondere bei jedem inneren Automorphismus von @ auf sich abgebildet werden,
sind sie Normalteiler. Nichtabelsche einfache Gruppen sind demnach perfekt.

Satz 1. Bezeichnet @' die Kommulatorgruppe der Gruppe G, so ist G|G' abelsch, und
fiir jeden Normalteiler N von Q mit abelscher Faktorgruppe G|N gilt G S N.

Beweis. Sihd G'a und G'b beliebige Elemente von G/G', so ist
(@a) (G'b) = Q'ab = @' (aba~'b!) ba = @'ba = (G'D) (G'a).
Weil G/N abelsch ist, gilt fiir einen beliebigen Kommutator a-1b-1ab aus G
Nabtab = (Na-?) (Nb?) (Na) (Nb) = (Na—l) (Na) (Nb2) (Nb) = N.
Daher ist a-1b-1ab € N und also @ S N.

Aus dem Satz ergibt sich sofort, da8 die Gruppen (p) bzw. (r?) (vgl. 12.2.2.) die
Kommutatorgruppen von 83 bzw. B,q sind.
@' bezeichnet die Kommutatorgruppe von G'. Allgemein heiBt

QO = (QU-Dy (¢t=12,..)
die i-te Kommutatorgruppe der Gruppe G©® :=G'.
Definition 2. Bezeichnet & eine Gruppe, so heiBt G auflosbar :& \/ G = (e).
neN

In diesem Fall wird durch die Kommutatorgruppen
GG DG =(e)
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eine Kette abelscher Faktorgruppen
GIG", &[G, ..., Gn—1)]Gn) = Q-1

bestimmt. Insbesondere sind abelsche Gruppen G auflésbar, da bei ihnen schon & = (e) ist. 85 und
By sind nichtabelsche auflsbare Gruppen.

Satz 2. Untergruppen und Faktorgruppen auflosbarer Gruppen sind auflosbar.

Beweis. Ist U Untergruppe von @ und G(" = (g), so ist sicher auch U™ = (¢). Beim natiir-
lichen Homomorphismus von @ auf die Faktorgruppe G/N wird ein Kommutator a-1b-1ab auf
einen Kommutator Na-1Nb-*NaNb abgebildet. Deshalb ist (G/N)(¥, das Bild von G (i =0, 1,
2, ...), und aus G™ = (e) ergibt sich, daB (G/N)™ = N das neutrale Element der Faktorgruppe
G/N ist.

Satz 3. Ist N Normalteiler der Gruppe G und sind N und G/N auflosbar, so ist auch G auflssbar.

Beweis. Es gibt eine natiirliche Zahl m, fiir die (§/N)(™ = N gilt. Daher ist 3™ < N. Ferner
existiert ein n ¢ N, so daB N(® = (¢). Daher ist G(™") = (¢).

. Definition 3. Eine Gruppe & mit der Primzahlpotenzordnung p" (n ¢ N*) heiBt p-Gruppe.
Satz 4. Jede p-Gruppe G hat ein von (e) verschiedenes Zentrum Z(G).

Beweis. Seien K, ..., K, die Klassen konjugierter Elemente von G. Die Anzahl k; der Elemente
in der Klasse K; (i = 1, 2, ..., r) ist ein Teiler von |G| (vgl. 12.3.3.), also 1 oder eine Potenz von p.
Da jedes Element von @ in genau einer Klasse konjugierter Elemente liegt, ist

6] = g% = by + - + &

Eine Klasse enthiilt genau dann nur ein Element zwenn g-'zg = z fiir alle g ¢ @ gilt, d. h., wenn
z € Z(G) ist. Da sicher e ¢ Z(G) ist, hat wenigstens ein k; den Wert 1. Weil aber.p |(k, + ky + -+
+ k,), gibt es mindestens p Klassen, die nur aus einem Element bestehen, d. h. |Z(G)| = p.

Satz 5. G ist p-Gruppe = G ist auflisbar.

i £

Beweis durch vollstindige Induktion nach dem Expc n der Grupp dnung p®.
Jede Gruppe der Ordnung p ist als zyklische Gruppe abelsch und daher auflosbar. Wir nehmen
nun an, daB alle Gruppen der Ordnung p* (k ¢ {1, 2, ..., n — 1}) auflésbar sind. Sei G eine Gruppe
der Ordnung p". Dann hat G/Z(G) die Ordnung p* mit k€{0,1,...,n — 1} und ist also auflésbar.

Z(@) ist als abelsche Gruppe auflésbat. Nach Satz 3 ist daher auch G auflosbar.

12.7. Direkte Produkte

Definition 1. Eine Gruppe @ heiBt genau dann direktes Produkt ihrer Untergruppen
A und B (Bezeichnung: @ = 4 x B), wenn jedes Element g € @ auf genau eine
Weise in der Form

g=ab (@c A, be B)
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dargestellt werden kann und die Elemente aus 4 mit den Elementen aus B vertausch-
bar sind, d. h., wenn
AN Aab=ba
acA beB
gilt.
a heiBt A-Komponente, b heiBt B-Komponente von' g. Aus g =ab und § = ab
(a,@ € A;b,b € B) folgt
g7 = (ab) (@b) = a(ba) b = a(@b) b — () (b),
d. h., man beherrscht die Rechnung in A4 X B bereits, wenn man sie in 4 und B
kennt, da komponentenweise gerechnet wird.
Offensichtlich ist im Fall endlicher Gruppen |4 X B| = |4] |B|.
Das direkte Produkt 1a8t sich auch durch andere Eigenschaften der direkten Fak-
toren A und B beschreiben.
Satz 1. @ = A X B & A, B sind Normalteiler von GAAB =G A A n B = (e).
Beweis. Sei@ = 4 x B. Wenng € 4,50 ist g = ge und wenn g € B;soisty =eg
die einzige Darstellung von g als Produkt eines Elementes aus 4 mit einem Element
aus B. Wenn also g € 4 n B, so ist g = ee = ¢. Fiir ein beliebiges g = ab € G gilt
gl4g = bla14ab =b14b =bb4d = 4.
Analog ergibt sich die Normalteilereigenschaft von B.
Sei nun G das Produkt seiner Normalteiler 4, Bund 4 n B = (¢). Hat ein Element
g € G die Darstellungen g — ab — ab (@, @€ A;b,be B),soistala =bb'c AnB
= (e), also @ = a und b = b. Fiir beliebige Elemente a € 4 und b € B folgt aus der
Normalteilereigenschaft von 4 und B

alblabe A nB = (e),
also ab = ba.
In der Gruppe Byq (vgl. 12.2.2.) ist die Untergruppe (r%, s) = (r?) X (s) direktes
Produkt. Die Gruppe S; = (p) (r) ist zwar Produkt ihrer Untergruppen (p) und (r),
aber nicht direktes Produkt, da (r) kein Normalteiler von S, ist.

Definition 2. Eine Gruppe @ heiBt genau dann direktes Produkt ihrer Untergruppen 4,, ...,
A, (Bezeichnung: @ = 4, X - X A,) (n ¢ N*), wenn jedes g ¢ G auf genau eine Weise in der
Form

g=a,---a, (@g;ed;;1=1,...,7)
dargestellt werden kann und jedes a; € 4; mit jedem a; € 4; (i < j) vertauschbar ist.
Wir setzen

Af =4y A Ay, - Ay G=1,...,m).
Satz2.@=4, X --- X Ay & A A, ist Normalteiler von G
i€{1,...m}

Ay A =GA N Agn Al =(e).
1 }
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Der Beweis kann wie im Fall von zwei Faktoren gefiihrt werden.

Wie man unmittelbar aus den h phen Abbild
R L R R R L e 7Y
bzw.
@y o0 Bi g By~ Oy > @
abliest, ist

G/A; = A{ und G/A! = 4; (i=1,...,n).
Sind 4 und B gegebene Gruppen, so bildet die Menge
G ={(ab):ac Arbe B}

mit der durch (a, ) (@, b) := (a@, bb) fiir die Elemente (a,b) und (@, b) aus G be-
schriebenen Operation eine Gruppe. Bezeichnen e, e5 die neutralen Elemente von 4
bzw. B,sosind 4 :={(a, e): @ € 4} und B :={(e4, b): b € B} zu 4 bzw. B isomorphe
Untergruppen von G, und es gilt

G =4 xB.

Allgemeiner kann man nach der Konstruktion solcher Gruppen G fragen, die zu
gegebenen Gruppen U und N isomorphe Untergruppen U und N derart enthalten,
daB N Normalteiler von @ und G/N = U ist. Eine solche Gruppe @ nennt man
eine Erweiterung von N mit U. Das direkte Produkt ist ein einfaches Beispiel einer der-
artigen Erweiterung. Andere Losungen dieser Aufgabe werden in der Erweiterungs-
theorie gegeben.

Mlt Hilfe des du'ekben Produktes kénnen wir die Struktur der endlichen abelschen Gruppen
iibersichtlich b iben. Zur Vereinfachung der Sprechweise wollen wir nachstehend die Gruppe G

auch dann als direktes Produkt zyklischer Gruppen bezeichnen, wenn G selbst zyklisch ist, das
Produkt also nur einen Faktor besitzt. Mit dieser Festlegung gilt der

Hilfssatz 1. Jede abelsche p-Gruppe P ist direktes Produkt zyklischer Gruppen.

Beweis. Wir zeigen, daB es zu jeder Untergruppe U von P, welche direktes Produkt zyklischer
Gruppen oder gleich (¢) ist, im Fall U = P ein a ¢ P\ U gibt, fiir das (U, a)direktes Produkt
. zyklischer Gruppen ist. Weil P\ U =+ 8 ist, existiert ein @ ¢ P\ U. Unter dessen Potenzen @, a”,

@, @, ... tritt e auf, und es gibt daher ein minimales i ¢ N, fiir das
@' gUnrar’ eU

gilt. Fiira :=a?' ¢ P \ U ist also

agUna?PeU (1)
und

KU, a)| = »|U|. (2)
Nach der Voraussetzung ist

U=()vUs=()x--x(). (3)
Ist a? = e, so gilt

(U,a) =U X (a).
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Aus (3) folgt dann, daB (U, a) direktes Produkt zyklmoher Gruppen ist. Im Fall a? = e ist bei
passender Reihenfolge der Faktoren in (3)

aP =bh bt (gl e, Bl =1} E=1,2,..,5 1St <a). @

Man kann sich a so gewihlt denken, daB keiner der Exponenten iy, ..., % durch p teilbar ist.
Wiire z. B. i, = piy’ (3,” ¢ N*), so folgte aus (4)

(abl—i;)p = byir oo by,
Weil

ab7i ¢ U A (ab-".)v U
ist, kénnte man ab,~¥, statt a benutzen.

Dao.B.d.A. || = |by| = -+ = [b,| angenommen werden kann, ist nach (4) |a| = p |6,| und also
wegen (2) und (3)

KU, )| = la [Ba] -+« (B4
Weil nach (4) b, € (@, by, ..., by, also (U, a) = (a, by, ..., b,) ist, folgt
(U, @) = (@) X (ba) X -+ X (bg)-

Hilfssatz 2. Hat das Element z der Gruppe G die Ordnung |z| = mn, wo m, n teilerfremde
natirliche Zahlen bezeichnen, 8o gibt es eindeutig bestimmte Elemente y und z der Ordnungen
|yl = m und |z| = n in G, fir die

r=yz=2y
gilt. y und z sind Potenzen von z.

Beweis. Aus m n n =1 folgt die Existenz ganzer Zahlen u, v, fiar die um + on =1 ist
(vgl. MfL, Bd. 1, 3.7.). Setzt man y := 2 und z := z%™, so gilt demnach

Yr=zy=a"meM =zxAlyl =malz|=mn.
Sind g, Z € Gund ist
E==zalyl=malzl =n,
so folgt aus
2y =yzy =y= und 2% =z =72z,
daB 3 und % mit z und daher auch mit y = 2°® und z = z*™ ver hbar sind. Die Gleich

yz =792
ergibt, daB
=gy ==
ist. Aus der Vertauschbarkeit von y mit ¥ folgt
o = Gy = G = e = e

und aus der Vertauschbarkeit von z mit Z ebenso w" = e. Dann ist aber auch w = w™w" =,

d.h.
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Folgerung Hat daa Elzmmt x der Gruppe G die Ordnung |z| = <t Pyfrs WO Pyy ety Dy
paarweise verschiedene Pr bezeich und {el, e} = N* ut 80 glbt es cmdeuhg be-
stimmte Elemente z,, ..., x, der Ordnungen |z,| = p*, ..., |z,| = p,% in G, fir die

T = 22y v X,
gilt. z,, ..., z, sind Potenzen von z.
Bezeichnet G eine endliche abelsche Gruppe und p einen Primteiler von |@|, so ist

P:={g:geGA ‘yNg"=e}

eine Untergruppe von G, denn sind g, und g, Elemente von P mit den Ordnungen |g;| = p% und
|gsl = p', 80 hat g,g,~* die Ordnung p&ax (i1 i) und liegt also in P. Nach der Beweisfihrung
von Hilfssatz 1 ist P direktes Produkt zyklischer Gruppen von p-Potenzordnung und also |P|
= p° (e € N). Man nennt P die p-Sylowgruppe der abelschen Gruppe G. Sind p, ..., p, die simt-
lichen verschiedenen Primteiler von |@| und P,,..., P, die zugehdrigen Sylowgruppen, so ist
P;n Py =(e), wenn i == k, und
P, x--X P, CSQ.
Nach der Folgerung aus Hilfssatz 2 ist
.P,-.P,=G.
Dabher gilt der
Satz 3. Bezeichnet G eine endliche abelsche Gruppe mit den Sylowgruppen Py, ..., P,, s0 ist
G=P X Py X+ XP,.
Aus Satz 3 und Hilfssatz 1 folgt unmittelbar der

Satz 4 (Hauptsatz fir endliche abelsche Gruppen). Jede endliche abelsche Gruppe ist das
direkte Produkt zyklischer Gruppen von Primzahlpotenzordnung.

Damit ist das Strukturproblem fiir endliche abelsche Gruppen in befriedigender Weise geldst.
Die Gruppen P, ..., P, sind durch @ eindeutig bestimmt. Weiter gilt der

Sacz 5. Ist P eine endliche abelsche Gruppe von Primzahlpotenzordnung und sind A, ...., 4,,
+s B, von (e) verschiedene zyklische Gruppen, fir die

P=A X+ XA, =B, X XB,

gilt, s0 ist r = 8 und bei geeigneter Numerierung |4;| = |B;| i = 1, ..., 7).

Beweis durch Induktion nach dem Exp ten n der Ordnung p" von P. Offenbar ist der
Satz fiir Gruppen der Ordnung p richtig. Induktionsannahme: Er g gilt fir alle Gruppen, deren
Ordnung ein echter Teiler von |P| ist.

pi={z:2eP AraP=¢ und PP:={y:V zl'=y}
zeP

sind Untergruppen von P.
Sei 4; = (as),.|4;| =p% (i=1,...,7) und die Numerierung so gewihlt, daBe, = ... >,.
Der Leser priift leicht nach, daB folgendes gilt:

P, = (@) X - X (@)
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und |Py| = p". Ist ¢; = 1, so PP = (¢). Anderenfalls sei ¢y, das letzte von 1 verschiedenee;, d. h.
€= 2y > ey =+ = ¢ =1, Dann ist

PP =(a,P) X -+ X (ayP).

Sei B; = (b)), |Bil = p+ (i =1, ..., ) und die Numerierung so gewihlt, daB f, = --- = f,.
Wie eben erkennt man, daB |Py| = p* ist. Daher folgt r = s. ImFall ¢, = f, = 1 ist der Satz da-
mit bewiesen.

Anderenfallsseif, = -+ = fp > fas1="+ = f, = 1. PP ist dann einerseits direktes Produkt von
m zyklischen Gruppen der Ordnungen p%-%, ..., pn~! und andererseits direktes Produkt zyklischer
Gruppen der Ordnungen pfi-, ..., p/a—. Aus der Induktionsannahme folgt m =7 und ¢, — 1
=f,—1,.., € — 1 = f,, — 1. Hieraus ergibt sich wegen r = 8:¢, = f;, ..., &, = f,.

12.8. Permutationsgruppen

Jede Untergruppe G einer symmetrischen Gruppe 8, (vgl. 12.1.2.6.) wird Permu-
tationsgruppe des Grades n genannt. Ihre Elemente, die ja 1-1-Abbildungen einer
n-elementigen Menge M auf sich sind, heiBen Permutationen von M. Besteht G aus
Permutationen der Menge M = {a, ...,a,}, @ aus solchen derMenge M = (@, ..., @y}
und gibt es eine 1-1-Abbildung

fraiai=fa)=8 (=12..n)

von M auf M, fiir die
@ ...y _ @ ...y @ ...a. —=
= G i= e ) =22 n 4]
e -(p(ao p(a.)) sy (p(u,) p(a.)) (,,(,,l, ,,(an,) g
gilt, gehen also die Permutationen von G aus denjenigen von G durch Umbezeich-
nung der permutierten Elemente hervor, so heien G und @ d@hnlick. Man zeigt leicht,
daB diese Ahnlichkeit eine Aquivalenzrelation ist. Insbesondere gehen konjugierte

Permutationen durch Umbenennung der permutierten Elemente auseinander hervor,
denn ist

t=(’fl""'_")
@y ... Gy
eine feste Permutation von M und p € G, so ist
Mtz(——)( )(_a_)
a1 ... Qy) \D(@y) ... D(ay)] \@1--- a4
_ a__.;; @y, .Gy w...p(a.)
a, ...a,) \P(@) .- P(@4)| \p(a,) ... p(ay)

- ("__ 7__) )
2(a,) - - p(an)
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und daher ¢-'Gt eine zu @ éhnliche Permutationsgruppe. Die vermége ¢ zu p konju-
gierte Permutation entsteht also aus p, indem auf die Elemente der beiden Zeilen
von p die Permutation ¢ angewendet wird, d. h. die permutierten Elemente gemiB ¢
umbezeichnet werden. Wir werden ihnliche Permutationsgruppen als nicht wesent-
lich verschieden ansehen und hiufig M = (1,2, ..., n) wihlen.

Es bezeichne G, die Untergruppe aller Permutationen von @, die ein festes Ele-
ment a; € M auf sich abbilden. Das Element a; € M heift durch die Permutations-
gruppe G mit a; € M verbunden, wenn es in @ eine Permutation p gibt, die a; auf a,
abbildet. Jedes a; € M ist vermoge der identischen Permutation mit sich verbunden.
Ist a; durch die Permutation p mit a, verbunden, so a; durch p! mit a;. Wird a, bei
der Permutation g auf a; abgebildet, so a; bei der Permutation pg in ;. Das Ver-
bundensein ist also eine Aquivalenzrelation in M. Die zugehorigen Aquivalenz-
klassen werden T'ransitivititssysteme genannt. Besteht M nur aus einem Transitivi-
titssystem, so heiBt die Permutationsgruppe @ transitiv, anderenfalls intransitiv.
Beispielsweise sind Byq (vgl. 12.1.2.12.) und deren zyklische Untergruppe (r) (vgl.
12.2.2.) transitiv. Die Untergruppe (r2, s) von B, ist intransitiv.

In einer transitiven Gruppe @ von Permutationen der Menge M = (1,2, ..., n}
gibt es zu jedem ¢ € M eine Permutation p;, bei der 1 auf ¢ abgebildet wird.

G=GpuGpu-uGip, @)

ist die Zerlegung von @ in Rechtsnebenklassen nach der Untergruppe &, aller Permu-
tationen, welche 1 auf sich abbilden, denn bildet p die 1 auf i ab, so ist pp;! E G,
und p € G,p;. Damit ist bewiesen:

Satz 1. Ist G eine transitive Permutationsgruppe des Grades n, so gilt
n||G.

Eine transitive Permutationsgruppe @ des Grades n heiBt reguldr, wenn n = |@|.
Zum Beispiel ist die durch

12...n—1n
(2 3... n 1)
erzeugte zyklische Permutationsgruppe regulir. ;

Eine Permutationsgruppe G ist genau dann reguliir, wenn es zu jedem Paar permu-
tierter Elemente a;, @, eine und nur eine Permutation in @ gibt, die a; auf a, abbildet.
In den Bezeichnungen von (2) besteht p;1Gyp; (i = 1,2, ...,7) aus allen Permu-
tationen von @, die ¢ auf ¢ abbilden. Falls @ abelsch ist, gilt p;'¢,p; = @, (i =1, 2,
..., n), d. h., @, besteht nur aus der identischen Permutation. Daher ist eine tran-
sitive abelsche Permutationsgruppe regulr.

Unter einer Darstellung der Gruppe G durch die Gruppe G versteht man eine

homomorphe Abbildung von G auf G. Insbesondere spricht man von Darstellungen,
wenn die Bildgruppen aus Matrizen oder Permutationen bestehen.
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Sei U eine Untergruppe von @ und [@: U] = » endlich. Ist M = {Ury,..., Ury}
die Menge der Rechtsnebenklassen von @ nach U und bezeichnet a ein El t aus
@, so ist

_(Ury ... Ury
Po=\Ura ... Ura
eine Permutation von M. Die Abbildung
a > Pa (3)

ist ein Homomorphismus von G in die Gruppe aller Permutationen der Menge M.
TIst niamlich b ein weiteres Element aus ¢ und

_(Ury, ... Ury
Po= Urd ... Urgd/,

so ist
_(Ury ... Ury Ury ... Ur,
PoPo =\Ura ... Ura)\Urd ... Urd
_(Ury ---Ur, Ura ... Ur,a
“\Ura - Urya) \Urab ... Ur,ab
_(Ury ... Ury _
“\Urab ... Uryab = Par-

Die Bildgruppe ist transitiv, denn o. B. d. A. ist Ur; = U, und deshalb wird Ur,
bei der Permutation p,, auf Ur; (i = 1,2, ..., n) abgebildet.
Der Kern N des Homomorphismus (3) 1st ein Normalteiler von @, der aus allen
Elementen % € @ besteht, fiir die
A Urik=Ur,

i€{L....m}
A kersWUr
i€(1.....n)
gilt. Daher ist
N= N

i€{1.....n}

r\Ur;

der groBte in U enthaltene Normalteiler von G.

Wihlt man in der endlichen Gruppe G speziell U = (e), so erhilt man die sogenann-
te regulire Darstellung von @ durch eine zu @ isomorphe transitive Permutations-
gruppe. Es gilt also der folgende, schon von ARTHUR CALEY (1821 —1895) bewiesene
Satz.
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Satz 2. Jede endliche Gruppe it sich isomorph durch eine transitive Permutations-
gruppe darstellen.

Genau dann, wenn die Untergruppen U.und V in @ konjugiert sind, liefern sie bei dem ange-
geb Verfahren ahnliche Darstell voi @

Sind die von U und ¥V gten P ionsd llungen von @ éhnlich, so ist notwendig
[@: U] = [@: V]. Seien {Ur,, ..., Ury}, {Vs,, ..., V3,) die Mengen der Rechtsnebenklassen von G
nach U bzw. V.

(Ur, ...Ur,,) and Ve, ...Va.)

Ura... Urga, Vaa... Vs,

seien fiir alle @ € @ bis auf die Bezeich der ierten El te dieselbe P ti

g F

Dann gilt insb dere fiir die gleichen a ¢ G

Ura = Ury, Vaa = Vs,

d. h.

r~WUra = r~10r, 8 1Vsa = 8, 1Vs,.
Es ist also

aerWUr S acs Vs
und daher

V = (rns™) ! Ulrys™).
Sind aber U und V konjugiert, ist also g-1Ug = V mit einem geeigneten g ¢ @, so bilden
8 :=g7'ng, ..., 8y := g-'r,g ein Reprisentantensystem fiir die Rechtsnebenklassen von V in

G. Firr ein festes Element a ¢ @ ist Ura (i € (1, ..., n}) eine wohlbestimmte Nebenklasse aus
der Menge {Ur,, ..., Ur,}, die wir mit Ur;:= Ur;a bezeichnen.

1...n
1.2
ist dann eine durch a festgelegte Permutation der Menge {1, 2, ..., n}. Weil

Vaigtag = g'Ugg-'rigg~tag = g Uriag

=g'Urpg= g Uggri.g = Vs, (i=1,...,m)
ist, unterscheiden sich die Permu
Ury, ..Urg\ _ (Ur, ...Ur,
Una...Qrga) — \Ury ... Ury,
und
Vs, v Ve, e (Vs, v Vay
Vag-lag... Vauglag) — \Vsy ... Vs,
nur durch die Bezeich g der per ierten El te. Die letzte P ion ist zu
Ve ... Vs,
Vsa... Vsya,
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in der Gruppe aller Permutationen von {Vs,, ..., Vs,} konjugiert, denn sie kann in der Form

Vs ...Vay \"1 (V8 ... Vs, \ (Vs ... Vs,
V&g ... Vaug, Vaa... Vaga) \Vaig ... Vaug,

geschrieben werden. Daher werden durch die Untergruppen U und V #hnliche Permutations-
darstellungen von G erzeugt.

Bis auf Ahnlichkeit erhilt man durch das angegebene Verfahren alle transitiven Permutations-
darstellungen von G. Sei nimlich @ eine transitive Gruppe von Permutationen der Menge {1, ..., 7}, .

ar>g, (@@, g5¢Q)

eine homomorphe Abbildung von G auf @ und U die Untergruppe aller Elemente « von G, deren
g, die 1 auf sich abbildet. Wegen der Transitivitit von @ gibt es Permutationen g, ¢, +-+» rar
die die 1 der Reihe nach auf 1, 2, ..., n abbilden. ry, ry, ..., 7, ist ein Reprisentantensystem fiir die
Rechtsnebenklassen von @ nach U. Wenn a ¢ G die Permutation

_f1 ...n
%a = (l’ ...n’)
zugeordnet ist, bilden die Permutationen, welche den Elementen aus Ura zugeordnet sind, die
1 auf # ab, und es ist also Ura = Ury (i = 1, 2, ..., n). Daher stimmt

_ [(Ury ...Urg\ _ (Ur, ...Ury
Pa= \Ura...Urga) = \Ury ... Ury

bis auf die Bezeichnung der permutierten El te mit der Permutation g, iiberein, und die Be-
hauptung ist bewiesen.

Die bisherigen Ergebnisse geben Veranlassung, sich noch etwas niher mit dem
Aufbau der symmetrischen Gruppe S, zu beschiftigen, die aus allen Permutationen
der Menge M = {1, 2, ..., n} besteht. Da S; nur aus einem Element besteht, wollen
wir » > 1 annehmen. 8, ist transitiv und hat die Ordnung |S,| ==! (vgl. MfL,
Bd. 1, 3.6.(16)).

Unter einem Zyklus (a,, as, ..., %) der Linge 1 (I = 2) versteht man diejenige
Permutation, welche a, auf a,, a, auf as, ..., @i auf ¢; und q, auf e, abbildet. Zum
Beispiel ist

(1 23

4586
42635 1)_(1’4’3’6)

ein Zyklus der Linge 4 aus Sg. Jede von der identischen Permutation verschiedene
Permutation p e S, liBt sich als (eventuell in einen Faktor ausgeartetes) Produkt
paarweise elementefremder Zyklen darstellen (vgl. MfL, Bd. 1, 3.6.(19)). Beispiels-
weise ist
(123456789 10\ _
(0578st5506)= 010025486 @

Das Produkt elementefremder Zyklen ist kommutativ. Ferner gilt

(@1, 85, ey @) = (@g, 83, -, O, @) = -+ = (@, By, N, Bpey)
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Die .Darstellung einer Permutation als Produkt elementefremder Zyklen ist bis auf
die Reihenfolge der Faktoren eindeutig.
Die Ordnung eines Zyklus (a,, s, ..., a;) ist gleich seiner Linge 1. Ist
P = (@11, Gy, + -+, @u1,) (Ba1, Bag, -0, Bay,) *++ (Bp1s Bray -ov s By, (5)

die Darstellung der Permutation p durch elementefremde Zyklen, so nennt man
{tis by, ..., 1} den Typus der Permulation p. Wegen der Vertauschbarkeit elemente-
fremder Zyklen gilt

" = (@11, @1z, -+» au,)m (@21, @ag, -, ael,)m cor (@ Brgs ey arl,)"-
p™ ist genau dann die identische Permutation, wenn
LimAly|mA--al|m.

Daher ist die Ordnung von p gleich dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen der
Zyklenlingen 1, 1,, ..., 1,. Die Permutation im Beispiel (4) hat also die Ordnung
3.4 =12.

Nach (1) erhilt man die zur Permutation p € 8, vermége ¢ € S, konjugierte Permu-
tation ¢-!pt, indem man in beiden Zeilen von p die Permutation ¢ ausfiihrt. Ist p in
der Form (5)als Produkt elementefremder Zyklen dargestellt und

12..n
'=(12...ﬁ)’

s0 ist
(@11, Brgs +- - ay,) (@1, @op, .-y Ezl,) e (Bryy By ey arl,) (6)

die Darstellung von ¢-!pt als Produkt elementefremder Zyklen. Umgekehrt s nd offen-
bar zwei Permutationen gleichen Typus, die durch (5) und (6) gegeben sinc , vermoge
tkonjugiert. Zwei Permutationen aus der S, sind also genau dann konjugiert, wenn
sie vom gleichen Typus sind. Beispielsweise ist p = (1,3) zu ¢ = (1,2) in der 8
konjugiert, denn mit

f_ (123
“\132
ist -1pt = g.

Zyklen der Linge 2 heifen Transpositionen. Sind a, und a, verschiedene permu-
tierte Elemente, so ldBt sich die identische Permutation e von S, darstellen als

e = (a;, @,) (ay, @y).
Da ferner im Fall [ > 2

(ay, gy oees @) = (41, @) (2, @) (a3, @) - (@11, @)
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ist, kann jede Permutation aus S, als ein Produkt von Transpositionen geschrieben
werden. Aus

(2,3)(1,3)(2,3) (1,3) = (1,2) (1,3) (1, 3) (1, 2)

entnimmt man, daB es dabei auf die Reihenfolge der Transpositionen ankommt, da
diese im allgemeinen nicht elementefremd sind und daB die Darstellung nicht ein-

deutig ist.
8, (n > 2) kann bereits von zwei Permutationen, beispielsweise ¢ = (a,, ;) und
z = (@, @y, ..., @) erzeugt werden, denn es ist 2¢ = (ay, ag, ..., a,) und daher

@)D i) = (ay,a)  (k=2,...,7)
sowie
(@1, @) (@, ) (@1, @) = (@, @) R=i<k=n).
Wir wollen nun zeigen, daB jede Darstellung einer Permutation p € 8, als Pro-

dukt von Transpositionen stets eine gerade oder stets eine ungerade Anzahl von
Faktoren enthélt. Dazu betrachten wir das Differenzenprodukt

4:= JI @—k).
LEE{L,.00m)
i<k
Ist
12 ..n
p=(1 3 m)es
‘8o entsteht
a2 := JI @@ —F)
i, k€(1,...,n)}
i<k
aus 4, indem die Zahlen 3, k aus (1, ..., n) durch ihre Bilder ¢’, &’ bei p ersetzt werden.

A und A? stimmen bis auf das Vorzeichen iiberein: 47 = y(p) 4, x(p) € {1, —1}. Die
Abbildung 5 : p > #(p) ist ein Homomorphismus von 8, auf die zyklische Gruppe
(—1) der Ordnung 2. Mit einer weiteren Permutation ¢ € S, ist ndmlich

2(pg) 4 = 47 = (47)i = (p) 49 = 2(p) x(@) 4
und also

2(@9) = 2() 2(0)-

Der Ausdruck y(p) heiBt Charakter der Permutation p. Der Kern des Homomorphis-
mus ist die alternierende Gruppe A,, deren Elemente die Menge {a:a € S, A x(a) = 1}
bilden.) .

1) Fiir jede Permutation » € S, gilt offenbar x(p) = sgn p (vgl. 8. 1., 8. 114). Daher gehort
a € 8, genau dann zu 4,, wenn a eine gerade Anzahl von Inversionen enthilt.
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Offensichtlich ist x((1,2)) = —1. Bezeichnet (i, k) eine beliebige Transposition
aus 8, ¢ eine Permutation der Form

12 ...
‘_(i k ...)ES"'

so ist ¢-1 (1, 2) ¢ = (4, k) und also

{6, 1) = 2 2((L, 2)) 2)
= (67 2((1, 2)) ()
=(,2) = —1.

Ein Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen liegt daher immer in 4,,
ein Produkt einer ungeraden Anzahl von Transpositionen in der einzigen von 4,
verschiedenen Nebenklasse 4,(1, 2). Weil demnach die Permutationen aus 4, nur
durch Produkte einer stets geraden Anzahl, die Permutationen aus A4,(1,2) nur
durch Produkte einer stets ungeraden Anzahl von Transpositionen darstellbar sind,
heiBen die ersten gerade, die zweiten ungerade Permutati 8, (n > 1) enthalt
ebensoviele gerade wie ungerade Permutationen, namlich

n!
|44l =<3

Weil 8, eine zyklische Gruppe der Ordnung 2 ist, gilt 4; = §," = (¢). 8, ist nicht abelsch.
Sy’ = Ag =((1, 2, 3)) ergibt Sy = (¢). S, enthilt den Normalteiler 4, vom Index 2. Daher ist
8/ S 4, Aus

(@, 35) (04, 05) (a1, @3) (@9, 85) = (a1, @3) (1, a5)
bzw.
(a1, 32)7[(@y; @) (@, @)1~ (@1, ay) [(y, @5) (@, @4)] = (a1, @) (35, 3y)

folgt, daB jedes Produkt von zwei Transpositionen aus 8, in S,’ liegt. Also ist 8,’ = A4,. 4, ist
einzige Untergruppe vom Index 2 in 8,, denn jede Untergruppe vom Index 2 ist Normalteiler
mit abelscher Faktorgruppe und umfaBt deshalb S,’. Fiir die Permutationen

e a=(1,2)3,4), b=(1,3)(2,4), ab=(1,4)(23)

gelten die Relationen a? = b% = ¢, ab = ba. Sie bilden daher eine abelsche Untergruppe V von
Ay, die Kleinsche Vierergruppe. Weil V aus e und simtlichen Permutationen vom Typus {2, 2} von
8, besteht, ist ¥ Normalteiler von 8, und erst recht von 4,. A,/V ist zyklisch von der Ordnung
3 und daher 8, = 4, S V. Aus V’ = (e) ergibt sich 8, = 4,” = (e). Also gilt:

Sy, Ay, sind auflosbare Gruppen, wenn n < 4 ist. ()
Seien ay, a,, as, a, paarweise verschiedene Elemente von {1,2, ..., n}. Es ist
(a3, a5) (ay, a5) = (a1, a3, a3)
und

(a1, a5) (a3 ay) = (a1 W) (a1, @3) (5, @) (5, @) = (ay, B3, 3) (a3, @y, @)
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Weil jede Permutation aus A, als Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen dmtellba.r
ist, kann sie also auch als Produ.kt von Zyklen der Linge 3 (= Dreierzyklen) geschriek
Andererseits ist jeder Dreierzyklus eine gerade Permutation. Daher ist Ay (n = 3) das Erzeugnis
simtlicher Dreierzyklen von S,.

Satz 3. Die alternierenden Gruppen A, sind aufer fir n = 4 einfach.

Beweis. A; = (¢) und A4, als Gruppe der Ordnung 3 sind einfach. 4, ist nicht einfach.

Sei nun # = 5 und N ein von {¢) verschiedener Normalteiler von 4,. Dann gibt es in N eine
Permutation p von Primzahlordnung. Sie ist als Produkt von lauter elementefremden Zyklen
der Linge p darstellbar. Wir zeigen, daB es in N eine Permutation vom Typus {3}, d. h. einen
einzelnen Dreierzyklus gibt.

1. |p| = 2. Dann ist

= (ay, @) (@3, @) *--,
wobei die punktierten Stellen auch leer sein kénnen. Weil ¢, := (a,, a5, a3) € 4,, ist auch
g :=t;7'ph = (a3, @) (03, 0)) -+ € N a1 2= pg* = (33, 0) (G a)) € N
Weil n = 5 ist, enthilt 4, die Permutation ¢, := (a,, a;) (a5, a,), und es folgt
8 1= ty~lrly = (a5, @3) (@4, @3) € N sowie rs = (a5, a5 a5) € N.
2. |p| = 3. Ist p nicht schon selbst ein Dreierzyklus, so ergibt sich aus
= (0, 0y 35) (@4, @5, @) -+~
mit §, := (ay, a,) (ag, as) € Ay und #3 = (ag as) (a3, ag) € Ay, daB auch
g := b7l = (4, @y, Gy) (B, By, @) +++ € N A1 1= b37'ply = (a3, G5, Gy) (B, g, G5) -+ €N
und daher gr! = (a,, a5, a,) € N.
3. |p| > 3. Weil ¢, := (ay, ay, ag) € Ay, ist mit

D = (By, By, Gy, Ay, g, ...) o+ €N
auch

q 1= t;7'phy = (@), @y, @y, Ay Gy, o00) oo €N
und daher
PT = (81,05 @) €N

Sei p = (ay, @y, a,) ein in N enthaltener Dreierzyklus, (a,/, a5, ay-) ein beliebiger Dreierzyklus
aus A,. Weil sich die Permutationen

8=(a1 ay as ) und t=(“‘ a; ag )
@y Gyr Gy ... Qg @y Gy ...

aus 8, genau um eine Transpositi heiden, liegt eine in A4, also ist

87ps = (@y, @y, ay) € N v i7'pt = (ay, @y, ay) € N
Weil aber mit (a,, a;-, as-) ¢ N auch )
(a3, 8y, ag°) (ag:, @y, By)) = (847, 890, 03') € N
gilt, ist also jedenfalls (a,-, ay:, @g') € N. Daher ist N = A, und folglich 4, fiir » = 5 einfach.
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Aus(1,2,3) (2, 3,4) + (2,3, 4) (1, 2, 3) ergibt sich, daB die alternierenden Gruppen 4,, (n = 4)
nicht abelsch sind. Fiir # = 5 folgt dann aus der Einfachheit von 4,: 8y’ = 4, = 4,, d. h.,

Sy, Ay sind nicht auflosbar, wenn n= 5 ist, ' (8)
und 4,, ist in diesen Fallen sogar perfekt (vgl. 12.6.).

Zu einer beliebigen Untergruppe U von endlichem Index in @ liefert (3) eine Dar-
stellung von @ durch eine transitive Permutationsgruppe, deren Ordnung ein Teiler
von [@: U]! sein muB. Der Kern N des Homomorphismus ist der groBte in U enthalte-
ne Normalteiler von @. Nach dem Homomorphiesatz ist deshalb [@: N] | [G: U]!.
In einer einfachen Gruppe & gibt es demnach keine nichttriviale Untergruppe U,
fiirdie[G : U]! < [G : {¢)] ist. Deshalb enthilt die 45 keine Untergruppen der Indizes
2,3, 4, d. h. der Ordnungen 30, 20, 15.

Es gibt also nicht notwendig in jeder endlichen Gruppe G zu jedem Teiler ¢ von |G|
eine Untergruppe U mit der Ordnung ¢. Ist aber ¢ = p" (n € N*) eine Potenz der
Primzahl p und p" teilerfremd zu |@| : p*, so enthilt @ eine Untergruppe P der Ord-
nung ", die p-Sylowgruppe von G genannt wird. Zu jedem Exponenten r € {1, ...; n}
gibt es wenigstens eine Untergruppe der Ordnung p" in G. Nach dem Satz von SYLow
(1872) ist auBerdem jede Untergruppe von p-Potenzordnung in einer p-Sylowgruppe
von @ enthalten und sind je zwei p-Sylowgruppen in & konjugiert.

Fiir auflosbare endliche Gruppen G bewies P. HALL (1928): Ist der Teiler ¢ von 1@
zu |G|: t teilerfremd, so besitzt @ eine Untergruppe H der Ordnung ¢, je zwei Unter-
gruppen der Ordnung ¢ sind in @ konjugiert, und jede Untergruppe U von G mit
|U| | t ist in einer solchen Untergruppe der Ordnung ¢ enthalten. Untergruppen H,
deren Ordnungen zu ihrem Index teilerfremd sind, werden Hallgruppen von G genannt.
Auf die Angabe von Beweisen verzichten wir hier. Der Leser findet sie in Lehr-
biichern der Gruppentheorie.

12.9. Endliche Drehgruppen

In dlesem Abschnitt verwenden wir einige Begriffe und Sachverhalte aus der Geometne, die
dort ausfiihrlich dargestellt werden (vgl. MfL, Bde. 6 und 7), dchst unter it
Berufung auf die Anschauung.

Sei K die Menge aller Punkte der Oberfliche einer Kugel mit dem Mittelpunkt 0. Wir betrachten
alle Dreh des dreidi ionalen euklidischen Raumes um Achsen durch 0. Ordnet man
jedem Punkt des Raumes den]emgen Punkt zu, in welchen er bei einer solchen Drehung iiberge-
fithrt wird, so erhiilt man eine ememdeunge Abblldung der Menge aller Punkte des Raumes auf
sich, die wir in diesem Abschnitt auch als Drehung b hnen werden. Insb dere vermittelt jede
solche Drehung (als Abbildung) eine 1—1-Abbildung von K auf sich und ist umgekehrt durch
diese bereits vollstindig bestimmt. Das Ergebnis zweier nacheinander ausgefiihrter Drehungen
158t sich auch durch eine einzige Drehung erzielen. Die identische Drehung e bildet jeden Punkt
von K auf sich ab. Zu jeder Drehung d g:bt es eine Drehung d-1 fiir die das Ergebnis der Nach-
einanderausfithrung von d und d-! sowie von d-! und d die i ische Drehung e ist. Beziiglich
der Nacheinanderausfithrung bilden die simtlichen Drehungen um Achsen durch 0 daher eine
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Gruppe, deren Untergruppen Drehgruppen genannt werden. Wir wollen alle endlichen Drehgruppen
angeben.

Jede von e verschiedene Drehung d léBt genau zwei Punkte von K, nimlich die Schnittpunkte
der Drehachse mit der Kugeloberfliche, fest. Sie werden Pole der Drehung d genannt. Das Bild d(x)
des Punktes & ¢ K bei der Drehung d werde in diesem Abschnitt mit «d bezeichnet. Bei der Nach- .
einanderausfiihrung der Drehungen d, und d, wird & auf ad,dy := (xd,) d, abgebildet. Liegen
&, B € K einander diametral gegeniiber, so auch ad und fd.

Wir betrachten nun eine endliche Drehgruppe @& von der Ordnung n > 1. Bei den Drehungen
aus @ treten dann auch nur endlich viele Pole auf. Ist ¢ eine beliebige Drehung aus G und & € X
ein Pol bei G, d. h., gibt es in G eine Drehungd:#emboul—a, somtut—adt—ut(t'ldt)
‘ebenfalls ein Pol bel @. @ vermittelt also eine Gruppe von P tati der Pole. E
zerfillt die Menge der Pole in Transitivititssysteme P, ..., P;. Die Anzahl der Pole in P; sei m;
(¢ =1,..., k). Alle Drehungen aus G, die einen festen Punkt o € P; als Pol haben, bilden zusam-
men mit e eine Untergruppe Z;. In @ gibt es solche Elemente &, ..., tm, (t € Z;), daB o = oy, ...,
oimy 8lle Pole aus dem Transitivititssystem P; sind. Ein beliebiges ¢ € @ bildet jedenfalls « auf
einen dieser m; Pole, etwa of; ab. Dann ist aft;™ = «, also t;~* € Z; und ¢ € Z;t;. Daher ist

G=2Zt v+ Zitm
die Zerlegung von @ in Rechtsnebenklassen nach Z;. Mit |Z;| = n; ergibt sich daraus

n = myn; t=1,...,k). “ (1)
Fiir ein Element ¢ ¢ G'gilt: aft = af; & ¢ € t;72Z;#;. Daher tritt ]edes oy aus P‘ bel der gleichen
Anzahl von Drehungen aus G a,ls Pol auf, amlich bein; — 1 Weil

jede nichtidentische Drehung zwei Pole besitzt und msgesamt. n — 1 solche Drehungen zu @ ge-
héren, ist .

2(n —1) = 2'".(". —1).

Wegen (1) ergibt sich daraus
3
2(1 —i)= 5 (1 —-—1—-)
n i=1 i

2 k
Bl e SVale, @
n i=1 N

und

Aus dieser Gleichung liest man unmittelb al;,da.Bh;ZaeinmuB.WeilZ§n¢§n(i=1,...,

k) ist, folgt weiter k — 2 +- % = %, d. h. k < 3. Wir brauchen also nur die Fillek = 2und

k = 3 zu betrachten.
Fall 1. k = 2. Dann heiBt die Gleichung (2)

2 1 1
:-7+7,- @

Weil #; < n und dn.her —_= = (‘. =1, 2) ist, ergibt (3) n, = ny = n. Jedes der beiden Tran-

sitivitdtssysteme P;, P, entha,lt genau einen Pol. G besteht aus lauter Dreh um die Achse
durch diese beiden Pole. Unter ihnen gibt es eine Drehung @ mit minimalem Drehwinkel ¢ (0 < ¢
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< 27). Der Drehwinkel y (0 < y < 27) einer beliebigen Drehung b ¢ G 148t sich in der Form
y=12p+p (z€N, 0 <p < @) schreiben. Dann ist ba—* ¢ @ eine Drehung um den Winkel p.
Wegen der Minimaleigenschaft von @ muB ¢ = 0, also b = a* sein. Daher liegt eine zyklische

Gruppe @ = (a) vor, die von der Drehung @ um den Winkel ¢ = 2Tn erzeugt wird.
Fall 2. k = 3. Gleichung (2) besagt dann
2 1 1 1
1l+—=—t—+4—. (4)
n ! L] g

0.B.d.A. kann 2 < n; < ny < 73 = n angenommen werden. Es muB n, = 2 und n, < 3 sein,
weil sonst die rechte Seite von (4) hochstens gleich 1 wire. Daher kann (4) nur die folgenden
Losungen in natiirlichen Zahlen besitzen:

n
8m=2n=2m=".

Mit n, = 2, ny = 3 folgt aus (4)
12ng = n(6 — 1),
also 3 < ny < 6, was noch die Losungen
b) n,=2,n,=3, ng=3, n=12;
) my=2,n=3, ng=4, n=24;
d) n, =2, ng=3, ny="5, n=60

ergibt.
Zu a). Das Transitivititesy Py besteht aus zwei Polen &, «,, die bei jeder Drehung aus ¢
einzeln festbleiben oder miteinander ver ht werden. &, und &, liegen einander also diametral

gegeniiber. Alle Drehungen aus @, die &, unveriindert lassen, bilden eine Untergruppe Z von G.
Sie besteht aus Drehungen um die Achse durch &, und ;. Wie im Fall 1 iiberlegt man sich, daB Z

zyklisch von der Ordnungm = % ist. u € G vertausche o, und xy miteinander. Dann ist

G=2ZuvZu.
= (@) wird von einer Drehung a um die Achse durch «, und &3 mit dem Drehwinkel ¢ = Az
n

erzeugt. Weil die Drehungen zu (z € Z) die Pole o, und «, miteinander vertauschen, haben sie
von diesen verschiedene Pole. Die Drehung (zu)? hat dieselben Pole wie zu und la8t auBerdem o,
und &, fest. Deshalb muB (2u)? = e sein. Insbesondere folgt #* = e und u#—'au = a~1.

Wir betrachten ein reguldres m-Eck in der zur Achse durch «, und &, senkrechten Ebene durch
0, dessen Ecken auf der Kugel X liegen. @ besteht dann aus allen Drehungen, die dieses ,, Dieder*
in sich iiberfiihren und wird deshalb Diedergruppe genannt. Die m Drehungen um die Achse durch
o, und &g bilden Z, wishrend Zu alle ,,Umklappungen® enthilt. Ist m gerade, so sind das Drehungen
mit dem Winkel # um Achsen durch gegeniiberliegende Ecken oder gegeniiberliegende Seiten-
mitten des m-Ecks. Ist m ungerade, so gehen die Achsen dieser Dre}mngen durch j je eine Ecke und
die Mitte der gegeniiberliegenden Seite des m-Ecks. Das Transiti Pt ht aus den
Ecken des m-Ecks, P; aus den Schnittpunkten der Strahlen von 0 durch die Seltenmltten des
m-Ecks mit der Kugeloberflidche.

Als abstrakte Gruppen der Ordnung n = 2m kénnen die Diedergruppen G beschrieben werden
durch zwei erzeugende Elemente a, » und die definierenden Relationen

a™®=¢, ut=¢, ulau=a"l,
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In den iibrigen F‘ii,llen ist die Gruppenordnung 7 eindeutig bestimmt. Jedes Transitivitéts-

system P; besteht aus — > 2 Polen (i = 1, 2, 3). Nur die identische Drehung 1aBt also alle Pole

eines Tmnmhwta,tssystems fest. Daher ist @ isomorph zu den transitiven Permutationsgruppen,
die von @ in den drei Transitivitdtssystemen induziert werden.

Zu b). Zu P, gehoren vier Pole. Als Permutationsgruppe dieser vier Pole hat G'in der Gruppe S,
aller Permutationen der Pole aus Py den Index 2 und ist daher Normalteiler in S,. Weil aber 4,
der einzige Normalteiler dieser Art in S, ist, folgt @ = 4,.

@ besteht aus allen Drehungen, die ein K einbeschrieb regulires Tetraeder mit sich zur
Deckung bringen. Deshalb heiBt G auch Tetmedergmppe D1e Pole des Transitivititssystems Py
sind die vier Ecken des Tetraeders, die d tral gegeniik genden Pole bilden das Transiti-

vititssystem P,. Die zugehérigen Drehachsen gehen also jeweils durch eine Ecke und den Mittel-
punkt der gegeniiberliegenden Fliche des Tetraeders. Die von e verschiedenen Drehungen um diese
Achsen haben die Ordnung 3. Verbindet man die Mittelpunkte gegeniiberliegender Kanten des
Tetraeders, so erhilt man drei weitere Drehachsen fiir Drehungen der Ordnung 2. Sie bilden zu-
sammen mit e die Kleinsche Vierergruppe. Die zugehérigen Pole liegen im Transitivititssystem P;.

Zuc).Im Transltlvma,tssystem P, liegen acht Pole. Da n, = 3 ist, haben die von e verschiedenen
Drehungen, welche einen Pol aus P, besitzen, die Ordnung 3. Die Pole in den beiden anderen
Transitivititesystemen gehoren zu Drehungen der Ordnung 2 oder 4. Folglich liegen jeweils beide
Pole einer Drehung der Ordnung 3 in P,. Wir fassen die diametral gegeniiberliegenden Pole, die
zu einer Drehachse gehoren, zu einem Polpaar zusammen. Da bei jeder Drehung aus @ ein solches
Polpaar wieder in ein Polpaar iibergefiihrt wird, induziert G eine Gruppe G von Permutationen
dieser vier Polpaare, die homomorphes Bild von & ist.

LiBt eine Drehung » ¢ G alle vier Polpaare fest, so bleiben jeweils die beiden Pole eines Paares
einzeln fest oder werden miteinander vertauscht. Dann bleiben sicher bei u? alle Pole aus P, einzeln
fest, und folglich ist u? = e. Ist nicht schon » = ¢, s0 hat u die Ordnung 2, und die Pole der Drehung
«u liegen in P, oder P;. Dann werden bei « also die beiden Pole jedes Paares aus P, miteinander ver-
tauscht. Sind oy, a3 By, Ba; V1s Vas 61, 8, die vier Polpaare, so ist in Zyklenschreibweise

u = (01, &) (B1s Ba) (V1 ¥2) (61, B2

Weil bei jeder Drehung aus G ein Polpaar in ein Polpaar iibergefiihrt wird, gilt fiir jede Drehung
de@

dud = u.

Insbesondere wire « mit einer Drehung a von der Ordnung 3 vertauschbar, und deshalb hitte
ua die Ordnung 6, wihrend es in @ nur Drehungen der Ordnungen 2, 3, 4 gibt. Es mu8 also
4 = e sein. Weil bei keiner von e verschiedenen Drehung aus G alle vier Polpaare fest bleiben,
ist G = @ . Die Gruppe 3, aller Permutationen der vier Polpaare hat ebenso wie & die Ordnung 24.
Daher ist G = S,.

Die Gruppe G besteht aus allen Drehungen, die ein X einbeschrieb reguliires Oktaeder mit
sich zur Deckung bringen. Daher nennt man G Oktaedergruppe. Verbindet man die Mitten gegen-
iiberliegender Flachen, so erhilt man vier Drehachsen, deren Pole das Transitivititssystem P,
bilden. Jede Drehungaus G p iert diese Drehachsen untereinander. Die Verbindungslinien der
Mittelpunkte gegeniiberliegender Kanten liefern sechs Drehachsen fiir Drehungen der Ordnung 2.
Die zugehorigen Pole bilden das Transitivititssystem P;. SchlieBlich ergeben die Verbindungs-
linien gegeniiberliegender Ecken drei Drehachsen, deren Pole in P, liegen. Zu jeder dieser drei

Achsen gehért eine zyklische Untergruppe, die von einer Drehung um den Winkel % erzeugt wird.
Tatsichlich erfahren die vier Verbindungslinien gegeniiberliegender Flichenmitten bei den

Drehungen aus G die volle Permutationsgruppe S,, denn bei Drehungen um % um die Achsen
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durch gegeniiberliegende Ecken des Oktaeders werden die Verbind linien zyklisch vertauscht
wiihrend bei Drehungen um 7z um die Achsen durch gegeniiberliegende Kantenmitten zwei solche
Verbindungslinien jeweils auf sich abgebildet und die beiden anderen vertauscht werden. 8, kann
aber von einem Zyklus der Linge 4 und einer dieser Transpositionen erzeugt werden (vgl. 12.8.).

Zu d). D1e301’olelm"|"- itivititssy P, geho amtlich zu Dreh der Ordnung 2.
Die beiden and Tr: itd bestehen aus Polen von Drehungen der Ordnungen 3
und 5. Daher enthilt P, mit jedem Pol auch den diametral gegenuberhegenden Wir fassen beide
zu einem Polpaar zugsammen. Bei jeder Drehung aus @ geht ein Polpaar wieder in ein Polpaar iiber.
G induziert also eine zu G homomorphe Gruppe von Permutationen der 15 Polpaare aus P,.

Die Drehungen aus @, welche die 15 Polpaare einzeln festlassen, bilden einen Normalteiler H
von G. Jedes k ¢ H vertauscht hichstens die beiden Pole einzelner Pol untereinander. Daher
ist h* = . Wiire & =+ e, so hiitte diese Drehung die Ord.mmg 2 und ihre Pole ligen in P,. Da sie
keine weiteren Fixpunkte besitzen kann, vertauscht sie in den 14 iibrigen Paaren ]ewells beide
Pole. Weil die Polpaare aus einem Transitivita t und H Normalteiler von G ist,
gibe es dann in H zu jedem der 15 Polpaare eine Drehung der Ordnung 2, deren Achse durch die
Pole dieses Paares bestimmt ist und die die beiden Pole jedes anderen Paares vertauscht. Sind &
und A, zwei solche Dreh mit verschied Achsen, dann ist kk; == e eine Drehung, die
26 von den 30 Polen aus P, festliBt. Weil es eine solche Drehung nicht geben kann, ist H = (¢) und
daher die durch @ induzierte Gruppe von Permutationen der 15 Polpaare aus P, sogar zu G
isomorph.

Es sei « = (a;, org) ein Polpaar aus P,. Da die zu den Polpaaren aus P, gehérigen Drehungen die
Ordnung 2 haben, gibt es genan eine Drehung a = ¢ in @, deren Pole «, und o, sind. Weil beide
Pole im Transitivititssystem P, liegen, gibt es in @ eine Drehung b, die o, in &, iiberfiithrt. Bei b
geht dann notwendig o, in «, iiber, b2 liBt neben &, und &, auch noch die davon verschiedenen
Pole f; und §, von b fest. Daher ist b* = ¢ und 8 = (B,, f;) ein Polpaar aus P;; b~1ab liBt o,
und «, einzeln fest, d. h. b-'ab = a. Daraus folgt

B2 = prba = (Bya)b,
Bya ist also ein Pol von b.-Weil §, kein Pol von a ist, muB p,a = f, sein. Ferner ist f,a = f;.

Es vertauscht also b die Pole von ¢ und a die Pole von b.

Es sei ¢ = ab. Dann ist ¢ = e. Daher liegen die Pole y,, 7, von ¢ in P; und bilden das Polpaar .
¢ vertauscht &, mit & und f; mit B,. Daher sind y;, ¥, von a,, xs, f;, B, verschieden. Aus

718 = yica = (ya)c

folgt, daB y,a Pol von ¢ ist. Weil aber p; kein Pol von a ist, muB y,a.= y, sein. Damit ist y,a = y,.
Ebenso zeigt man, daB y, und y, bei b vertauscht werden.

Die Drehungen @, b, ¢ bilden zusammen mit e eine zur Kleinschen Vierergruppe isomorphe
Gruppe Vapy

Eine Drehung d = e von G, die eines der Polpaare «, £, y festliBt, hegt in V,4, und iiberfiihrt
daher jedes der drei Paare in sich. Bleiben niamlich bei ¢ beide Pole eines Paares einzeln fest, so
muB d eine der Drehungen g, b, ¢ sein. Wenn aber d etwa «, und &, vertauscht, bleiben «, und
g bei db einzeln fest. Daher ist db — ¢ oder db = ¢, d. h.d = b oder d = ¢.

Da P, ein Transitivititssystem ist, gibt es eine Drehung & ¢ @, die das Polpaar « in § iber-
fithrt und daher kein Element von V4, ist. Dann gilt s~las = b. s~%bs und s~lcs vertauschen g,
und B, miteinander und liegen daher ebenfalls in V,z,. Demnach gilt

81V o5,8 = Vapye

Ist £, = &, und fys = &, 80 bleiben &; und &, bei s~1bs einzeln fest und sind also die Pole dieser
nichtidentischen Drehung aus V,4,. Daher stimmt (£, &) mit einem der Polpaare & oder y iiberein.
Ebenso erkennt man, daB p bei s in eines der Paare « oder y iibergeht. Da s §V.py 1aBt s keines
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der Polpaare , #,  fest und vertauscht sie deshalb zyklisch. Dann ist §* € V,,, und weil es in G
keine Drehungen der Ordnung 8 gibt, folgt daraus & =e.

T.py = (Vapy» 8) hat die Ordnung 12. Man iberzeugt sich leicht, daB 7,4, zur Tetraedergruppe
isomorph ist, indem man im Fall 2b) die Permutationen der sechs Pole des Transitivititesystems
P, betrachtet. Diese sechs Pole bilden drei Polp welche zu Dreh der Ordnung 2 ge-
horen.

Jede Drehung g = ¢ aus @, die ein Polpaar der Menge {x, 8, ¥} in ein Polpaar derselben Menge
tberfiihrt, liegt in T',4, und permutiert daher die Paare o, §, y nur un i der. Geht nimlich
& ¢ {, B, ¥} bei g in sichiiiber, so liegt g sogar in V,4,, geht & aber in ein anderes Paar 7 iiber, so
gibt es ein solches i € {1, 2}, daB auch si das Paar £ in 9 iiberfiihrt. Dann liBt aber gs—# das Paar £
fest, liegt also in Vg, und es ist g € Vop,8°' = Tapy -

Geometrisch bedeuten die bisherigen Ergebnisse, daB jede der drei Drehachsen, die von den
Polpaaren «, §, 7 bestimmt werden, auf den beiden anderen senkrecht steht. Die Drehungen aus
T,p, iiberfiihren dieses orthogonale System als Ganzes in sich. Ist g eine nicht in 7', gelegene
Drehung von @, so geht das orth le Sy in ein and orth les System iiber, das
durch drei von «, 8, verschiedene Polpaare o', §’, %" gegeben wird. Dieses System wird genau
durch die Drehungen aus g='T',45,9 = T4+, als Ganzes in sich iibergefiihrt. ’

Die 15 Polpaare aus P, zerfallen also in fiinf Tripel von Polpaaren. Jedes Tripel bestimmt ein
orth les Sy von Drehach Jede Drehung aus @ liBt ein solches System als Ganzes
fest oder iiberfiihrt es in ein anderes System. Daher induziert @ eine zu G homomorphe Gruppe
von Permutationen dieser fiinf orthogonalen Systeme.

Der Kern des H phi ist der Durchschnitt aller unter G zu 7', 5, konjugierten Gruppen.
Bezeichnen a, 8,  und &, §, y’ zwei verschiedene Tripel von Polpaaren, 80 1t Vg, 0 Vyrpryr = (€).
Daher kann der Durchschnitt aller zu 7', 5, konjugierten Gruppen nur noch die Ordnung 3 oder 1
haben. Hitte er die Ordnung 3, so wire 7, direktes Produks abelscher Gruppen der Ordnungen 3
und 4 und daher abelsch. Das stimmt aber nicht, da bereits gezeigt wurde, dags~'as = b + a ist.

@ ist also einer Untergruppe der symmetrischen Gruppe S aller Permutationen der fiinf
orthogonalen Sy i ph. Weil |G| = 60 ist, hat diese Untergruppe den Index 2 in S; und
muB daher deren einziger nichttrivialer Normalteiler, nimlich die alternierende Gruppe 4 sein.
Folglich ist G = 4;.

Die Gruppe G besteht aus allen Dreh die ein K einbeschriebenes reguliires Tkosaeder
mit sich zur Deckung bringen. Daher nennt man @ die Ikosaedergruppe. Die Verbindungslinien
der Mittelpunkte gegeniiberliegender Kanten bestimmen 15 Drehachsen, deren zugehdrige
Pole das Transitivititesystem P, bilden. Jede Drehung aus @ permutiert die aus je drei dieser

Achsen gebildeten fiinf orthogonalen Systeme untereinander. Die zehn Drehachsen zu Drehung
der Ordnung 3, deren Pole in P, liegen, fithren durch die Mitten gegeniiberliegender Flichen.
Die Verbind lini iberli der Ecken legen sechs Drehachsen fiir Drehungen der

Ordnung 5 fest, deren Pole P; ausmachen.

Die Mittelpunkte der Ikosaederflichen konnen als die 20 Ecken eines reguliren Dodekaeders
aufgefaBt werden, das bei den Drehungen der Ik dergruppe ebenfalls in sich iibergefiihrt wird.
Entsprechend sind die acht Flichenmittelpunkte des reguléiren Oktaeders die Ecken eines Wiirfels,
der genau bei den Drehungen der Oktaedergruppe in sich tibergeht. K jert man in pre-
chender Weise zu einem reguliiren Tetraeder den ,,dualen‘ regelmiBigen Kaorper, so erhiilt man
erneut ein regulires Tetraeder.
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12.10. Ubungsaufgaben

1. Man priife nach, daB die Menge der Restklassen modulo 10 beziiglich der Restkl ddition
und Restklassenmultiplikation einen kommutativen Ring bildet.

Man bestimme alle abstrakten Gruppen der Ordnungen 4 und 6.
. Man zeige, daB

© o

K:=({(a,b):ac@abeGaVglag =b}
: g€6

eine Aquivalenzrelation in der Menge der Elemente einer Gruppe G ist.
U sei die Menge aller Untergruppen einer gegebenen Gruppe @. Durch

»

UAV:=UnV und U~wV:=UuV)

" fiir beliebige U, V aus Il werden in I biniire Operationen definiert. Man zeige, daB (11, A, “)

ein Verband ist.

Fiir die zyklische Gruppe der Ordnung 4 und die Kleinsche Vierergruppe beschreibe man diese

Untergruppenverbiinde durch Angabe

a) der Operationen in Tabellenform,

b) der Untergruppendiagramme.

Gilt fiir jedes Element g der Gruppe G: g2 = e, so ist G abelsch.

Man gebe Beispiele fiir unendliche Gruppen an, in denen

a) jedes Element endliche Ordnung hat, )

b) jedes Element = ¢ unendliche Ordnung hat,

c) Elemente = ¢ von endlicler Ordnung und Elemente unendlicher Ordnung enthalten sind.

- Man bestimme die Automorphismengruppe der Gruppe V = (a, b) mit den definierenden

Relationen a? = b2 = ¢ und ab = ba.

. Welche Ordnung hat die Gruppe B, aller B gen einer euklidischen Ebene, die ein

regelmiiBiges Sechseck dieser Ebene auf sich abbilden?

Welche natiirlichen Zahlen treten als Ordnungen von Elementen dieser Gruppe auf?

Man beschreibe die El der Gruppe durch Angabe der Permutationen, denen die Eck-

punkte bei den einzelnen Abbildungen unterworfen werden.

Man gebe mindestens drei hiedene nichttriviale Untergruppen dieser Gruppe an.

Man gebe simtliche Normalteiler der Gruppe B,g (vgl. Aufgabe 8) an und bestimme (bis auf

Isomorphie) alle homomorphen Bilder dieser Gruppe.

10. Man zeige, daB die inneren Automorphismen einer Gruppe ' eine Untergruppe I(G) der
Automorphismengruppe von G bilden und daB I(@) = G/Z(G) ist (dabei bezeichnet Z(Q)
das Zentrum von G).

11. Man bestimme die Gruppe der i Automorphi der Quaterni gruppe.

12. Man zeige, daB die durch ein festes n ¢ N* bestimmte Abbildung g > ng (g € Q) ein Auto-
morphismus der additiven Gruppe (@, +) der rationalen Zahlen ist.

13. Man beweise, daB die additive Gruppe (@, +) der rationalen Zahlen keine echte Untergruppe
von endlichem Index enthilt.

14. Eine endliche Folge

& o

<

o0

o

-

¢=6,26,26,2--26=()
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15.

16.

ineinanderliegender Untergruppen der Gruppe @, die mit (¢) endet, heiBt Normalreihe von G,
wenn jede Untergruppe G; Normalteiler von G;, (i =1,2,...,1) ist. Die G;,/G; heiien
Falktorgruppen der Normalreihe.

Man beweise: @ ist auflosbar <> G besitzt eine Normalreihe mit abelschen Faktorgruppen.
Man bestimme die reguliire Darstellung

a) der Kleinschen Vierergruppe,

b) der symmetrischen Gruppe S;.

Man gebe eine homomorphe Abbildung der Gruppe Byq (vgl. 12.1.2.12.) auf die multiplikative
Gruppe der Zahlen 1 und —1 an.



13.  Ringe, Integritdtsbereiche, Kérper

13.1. Ringe

Eine nichtleere Menge R mit zwei biniren Operationen, die iiblicherweise als Addition
und Multiplikation bezeichnet werden, heiBt Ring, wenn (R, +) eine abelsche
Gruppe ist, (R, ) eine Halbgruppe und wenn in (B, +,-) die Distributivgesetze
gelten (vgl. 11.3.). Wir geben noch einmal die

Definition 1. Eine nichtleere Menge R mit zwei bindren Operationen +, - heift
Ring, wenn folgende Axiome erfiillt sind:

A (@+b)+c=a+ (b+c) (4ssoziativgesetz der Addition), ()
a,b,c€R .

ANa+b=b+a (K tativgesetz der Addition), 2
a,beR

AN Va+z=> (Ausfiihrbarkeit der Subtraktion), (3)
a,bEéR z€R

A (ab) ¢ = a(bc) (Assoziativgesetz der Multiplikation), (4)
a,b.ceR

A a(b+c)=ab+as, A (b+c)a=ba+ ca (Distributivgesetze). (5)
ab,ceR ab,ceR .

Gilt iiberdies noch

A ab =ba (Kommulativgesetz der Multiplikation), . (6)

a,beR

so heiBt R kommutativer Ring. )

(R, +) nennt man die additive Gruppe des Ringes R. Aus der Gruppeneigenschaft
von (R, +) folgt sofort, daB das Element « in (3) durch a und b eindeutig bestimmt
ist. Es gibt genau ein neutrales Element o in (R, 4 ), fiir das

Aa+o=a (7)
a€R
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gilt. o wird Nullelement des Ringes genannt und oft auch mit 0 bezeichnet. Die nur
aus dem Nullelement bestehende Menge erfiillt mit den Operationen 040 =2
und 0o = o alle Ringaxiome. Sie bildet den Nullring. Wir werden hier im allgemeinen
voraussetzen, daB R vom Nullring verschieden ist. Fiir das Nullelement o jedes
Ringes R gilt
ANao=o0a =0 (8)
a€R
(vgl. 11.3.(15)).

Da (R, +) eine Gruppe ist, gibt es zu jedem @ ¢ R genau ein Element —a in R,
so daB a + (—a) = o ist. Fiir beliebige Elemente a, b, ¢ aus R gelten dann die
Regeln

a(b —c) =ab — ac, b—c)a=>ba —ca, 9)-
(—a)b=a(—b) = —ab, (—a)(-b)=ab (10)

(vgl. 11.3.(14)), wobei # — y := 2 + (—y) bedeutet.
Allein aus den entsprechenden Assoziativgesetzen folgt, daf in R Summen und
" Produkte von je endlich vielen Elementen aus R unabhingig von der Beklammerung
eindeutig definiert sind (vgl. 12.1.1.). Daher kann fiir eine Summe aus » Summanden
a € R (n € N¥) kurz

na:=a+--+a
geschrieben werden. Erklirt man noch
0z :=o, (—n)a :=n(—a),

80 ergibt sich aus 12.1.1., daB fiir beliebige a, b € R und m, n € Z die Regeln

(m 4+ n) a = ma + na, (mn) @ = m(na)
sowie
n(@ + b) = na + nb
gelten.
Bezeichnet

#r=gnia  (@ERANENY)

ein Produkt aus n Faktoren a; so gelten fiir beliebige a,b € R und m,n € N* die
Potenzgesetze '

a™a" = a™t" = aa™, am™ — (ll"')"
sowie in kommutativen Ringen

(ab)" = amb*.
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Durch Induktion kénnen die distributiven Gesetze auf mehr als zwei Summanden
und auf Klammerprodukte ausgedehnt werden. Es ist

a(b+c+~~-+d)=ab+.ac+~~-+wd
und .
(@+0b)(c+d) =alc+d)+ b+ d) =ac+ ad + bec + bd
(a,b,¢,...,deR).

Daraus ergeben sich die bekannten Regeln fiir das Ausmultiplizieren von Klammern,
wobei aber zu beachten ist, daB das Produkt nicht kommutativ zu sein braucht.

Beispiele. Die folgenden Mengen sind beziiglich der in ihnen jeweils erklirten
Addition und Multiplikation Ringe.

1.Z,Q,R,C.

2. Die geraden ganzen Zahlen G ={z:2 ¢ Z A2 |z} und allgemeiner alle durch
¢ € N* teilbaren ganzen Zahlen T = {z: 2 € Z At | a).

3. Die Gaupschen g kompl, Zahlen {a + bi:a € ZAb€ Z).

4. Die Restklassen modulo m (m € N*) (vgl. 12.1.2.9.).

5. Die quadratischen Matrizen A = (a,,) einer festen Zeilenzahl n € N* aus ratio-
nalen Zahlen.

6. Die Polynome
P) =85+ ax + az® + -+ aa* (neN)

mit Koeffizienten ay, ..., a, aus Z. Dieser Ring wird mit Z[z] bezeichnet. (Im Ab-
schnitt 14 werden solche Polynomringe naher untersucht.)

Sei K ein Kérper (vgl.11.3.(20)). Die Elemente des Vektorraumes K (vgl. 9.) sind dann alle
ay

Vektoren @ = | : | mit Koordinaten a,, ..., g, aus K. Sie bilden beziiglich der durch
Oy,
a by @ + by
atdb=|:|+(:]:=
Qg by, Gy + by

erkliren Addition einen Modul (vgl. 11.3.(12)). AuBerdem ist durch

L1 ka,
ba=k|: )=

ay ka,,
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eine Verkniipfung der Elemente von K mit denjenigen von K* definiert, die fiir beliebige Elemente
k,1 ¢ K und @, b € K" den Regeln

k(a + b) = ka + kb,

k + )a = ka + la,

(k)@ = k(la),

1a = a fir das Einselement 1 aus K

geniigt. .
Seie; (i = 1, 2, ..., n) derjenige Vektor, dessen i-te Koordinate 1 und dessen iibrige Koordinaten
0 sind. Jeder Vektor @ ¢ K* besitzt dann genau eine Darstellung der Form

a = a,e; + ae; + -+ + azey,
weshalb ey, ..., e, eine Basis von K" genannt werden.
Man definiert durch .
L4
ee; := X Ciji€
k=1
mit beliebigen Elementen ¢;; € K (3, j, k € {1, ..., n}) Produkte der Basisvektoren miteinander.
Durch
n n n n n n n
ab =(_Z a,.ei) (.Zl_b]ei) :='El 21 abee; =% ( > X aib,c,»,,) €
j= i=1j= K

i=1 k=1 \i=1 j=1
wird dann ein Produkt in K* erklirt. Mit der Vektoraddition und dieser Multiplikation erfiillt K*
alle Ringaxiome bis auf (4). Das Assoziativgesetz der Multiplikation gilt genau dann, wenn fir
beliebige 1, j, & € {1,..., n}

e;(eje;) = (ee))e;

ist. Aus
L n
ejee) = e; X cjue = X ciuee
=1 =1
n n n n
= Yeiu X cumem =2 | Z ki Cim) €m
=1 "m=1 m=1 \I=1
und

n n n
(ee))e, = X cijleey) = X ciji X Clim®m
- =1 =1 m=1

n n
= 2 CijiClem ) €m
m=1 \I=1

"folgt, daB das Assoziativgesetz der Multiplikation genau dann gilt, wenn

n n
X CiutCitm = 2 CijiClm fiir alle 4,5, k,m e {1,2,...;n} X (11)
=1 =1

]

ist. Sind diese #* Bedingungen erfiillt, so nennt man den erhaltenen Ring 4 = (K", +, -) eine
Algebra des Ranges n iiber dem Kaorper K.
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Die Algebren bilden eine umfangreiche Klasse von Ringen. So kénnen die komplexen ZahlenC
als eine Algebra des Ranges 2 uber R mit den Basiselementen €, = 1, €, = ¢ und der Multipli-
kationsvorschrift

el=e, e, =¢ee =6, &'=—¢
a.u.fgei&Bt werden. Die im Beispiel 5 gt ten Matrizenringe sind Algebren des Ranges n? iiber Q.
te sind die M i E',., wv=12,...,n), die im Sohmttpunkb der u-ten Zeile

mit der v-ten Spalte eine 1 und sonst lauter Nullen entlmlten Es ist
n n
=(Ow) = X X apE,."
u=lv=1

Die Multiplikation der Basiselemente erfolgt nach den Regeln der Matrizenmultiplikation. Es ist
also
E,, wenn gt = 4

E,, =
BBy { O, wenn u + 4,

wobei O die Nullmatrix bezeichnet.
Ein Element e des Ringes R heiBt Einselement von R, wenn

Nae =ea =a - (12)
6ER
ist. Jeder Ring besitzt hichstens ein Einselement (vgl. 11.3.(4)), das wir oft auch
mit 1 bezeichnen werden. Beispiel 2 zeigt, daB es Ringe ohne Einselement gibt. Im
Nullring ist das Nullel t 0 auch Einsel t. In jedem Ring, der nicht nur aus 0
besteht und ein Einselement 1 enthilt, ist nach (8) und (12) 0 5= 1. Wenn im folgen-
den Ringe betrachtet werden, die ein Einselement enthalten, sei immer der Nullring
. ausgeschlossen.
Nicht jeder Ring ist kommutativ, wie man aus Beispiel 5 im Fall n = 2 ersehen
kann.
Es kann in gewissen Ringen vorkommen, daB ein Produkt gleich dem Nullelement
ist, obwohl seine Faktoren vom Nullelement verschieden sind. Im Ring der Rest-
klassen modulo 10 ist beispielsweise [2] [5] = [10] = [0].

Definition 2. Bezeichnet 0 das Nullelement des Ringes R und sind a,b € R, so
heiBt

a linker und b rechter Nullteiler :<>ab =0Aa +=0Ab £ 0.

Alle Restklassenringe modulom enthalten Nullteiler, wenn m € N* nicht 1 oder
Primzahl ist. Ein weiteres Beispiel liefern die zweireihigen quadratischen Matrizen

aus rationalen Zahlen. Nullelement dieses Ringes ist die Nullmatrix (g g) . Es ist

(00 o0 = (o)
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Eine Teilmenge U eines Ringes R, die beziiglich der Operationen von R bereits
selbst einen Ring bildet, fiir die also insbesondere Summe und Produkt zweier
Elemente aus U wieder in U liegen, heiBt Unterring (oder Teilring) von R. Die Menge
aller durch ¢ (¢ € N¥*) teilbaren Zahlen bildet einen Unterring des Ringes Z aller
ganzen Zahlen.

Es kann vorkommen, da8 ein Unterring U des Ringes R ein anderes Einselement

; 0
besitzt als R. So enthilt der Ring aller zweireihigen quadratischen Matrizen (:; b)
1
(@, b € Z) mit dem Einselement (0 1) den Unterring U aller Matrizen (Z 0) (@ €Z),
1
dessen Einselement ist. R enthilt Nullteiler, wihrend U nullteilerfrei ist.

00
In dem Ring R bildet die Menge Z(R) := {z: z € R A A rz = zr} einen Unterring.
Sind némlich z,, z, € Z(R), also reR
A (rzy = 2,7 Arzg = 2,1),
T€ER
so folgt

Atz +2) = (21 + 22) 7
T€ER

und
A r(2429) = (2429) 7
rER

Z(R) heiBt Zentrum des Ringes R. Es enthillt mindestens das Nullel t von R
und stimmt mit R iiberein, wenn R kommutativ ist.

13.2. Integrititsbereiche, Korper

Wir beweisen folgende Aussage:

In einem Ring R hat jede Gleichung ax = b und ya =b (a,b € R A a = 0) genau
dann hochstens eine Losung, wenn R keine Nullteiler enthdlt.

Besitzt namlich R keine Nullteiler und sind z;, ;, Losungen von ax = b, gilt also
ax, = b und ax, = b, so folgt a(x, — z;) = 0 und wegen der Nullteilerfreiheit dann

= z,. Enthilt B Nullteiler, d. h. Elemente a 3= 0 und ¢ + 0, fiir die ac = 0 ist,
so gilt ax = a(zx + c) fiir jedes 2 € R. Es gibt dann also ]edenfa,lls Gleichungen ax = b
(@,b € RAaa +0), die in R zwei verschiedene Losung itzen. Fiir Gleich
der anderen Form schlieBt man analog. Im Ring der Restkla,ssen modulo 10 erglbt
sich beispielsweise aus [2] [3] = [6] und {2] [5] = [0], daB [2] z = [6] die Lésungen
« = [3] und = = [3] + [5] = [8] hat.
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Unser Ergebnis besagt, da8 in nullteilerfreien Ringen die ,,Kiirzungsregel'

axy =argAa F0=> 2 =2, e =yara0=>y =y (1)
gilt.
Weil die Struktur eines Ringes durch die Existenz von Nullteilern wesentlich
beeinfluBt wird, kennzeichnet man nullteilerfreie kommutative Ringe mit einem
eigenen Namen.

Definition 1. I heiBt Integrititsbereich :é I ist kommutativer Ring A I enthilt
keine Nullteiler.

Beispiele fiir Integrititsbereiche sind die Ringe Z, @, R, C und deren Unterringe
sowie die Polynomringe Z[x], Q[], C[]. Der Restklassenring mod m (m € N \ {0, 1})
ist offensichtlich genau dann ein Integrititsbereich, wenn m eine Primzahl ist.

Weil in einem Integritéitsbereich I mit dem Einselement 1 die Gleichung ex =1
(e € I) hochstens eine Losung besitzt, kann ein Element e € I in I hochstens ein
(beziiglich der Ringmultiplikation) inverses Element e~ besitzen.

Definition 2. Ist I ein Integrititsbereich mit dem Einselement 1 und e € I, so
heiBt ’
e Binheit von I :& V eel = 1.
el
Sind e¢; und e, Einheiten von I, so liegt mit den Elementen e;! und e, auch
(es2)™t = eyte; 1 in I, es ist

(e1€5) (€162)™! = ey(enes™) €71 = eye™! =

und daher e,e, Einheit. Aus 1-1 = 1 folgt, daB 1 Einheit ist. Aus ee! = e~le ergibt
sich, daB mit e zusammen auch e Einheit ist. Ferner gilt fiir die Multiplikation das
Assoziativgesetz. Also bilden die Einheiten von I eine abelsche Gruppe.

Die Einheiten von Z sind 1 und —1. In @, R, C sind alle von 0 verschiedenen
Zahlen Einheiten. Unter den GauBschen ganzen komplexen Zahlen sind 1, ¢, —1, —¢
Einheiten, und im Restklassenring modulo einer Primzahl ist jede Restklasse [a] == [0]
eine Einheit (vgl. 12.2.3., Folgerung 3').

Bezeichnet a eine Einheit und b ein Element des Integritatsbereiches I, so hat die
Gleichung az = b in I die (eindeutig bestimmte) Losung z = a-1b.

Sei R ein kommutativer Ring, der nicht nur aus dem Nullelement besteht. Hat in
R jede Gleichung

ax =b (@,bER A a=+0) 2)

genau eine Losung, so ist R nach der Eingangsbemerkung nullteilerfrei, also Inte-
grititsbereich. Daher ist das Produkt zweier von 0 verschiedener Elemente nicht 0.
(R \\ {0}, -) ist also eine abelsche Gruppe. Ist umgekehrt (R \ {0}, -) eine abelsche
Gruppe, so hat jede Gleichung (2) in R genau eine Lisung, die im Fall b = 0 selbst 0
ist und sonst in R \ {0} liegt. Daher ist die in 11.3.(20) gegebene Erklirung gleich-
wertig mit
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Definition 8. K heiBt Kérper :< K ist vom Nullring verschiedener kommu-
tativer Ring A jede Gleichung az =b (2,b € K A @ 5= 0) besitzt in K genau eine
Losung.

Weil fiir das neutrale Element 1 der Gruppe (X \ {0}, -)

AN la=al=a
aex\(0}

und nach 13.1.(8)
1.0=0-1=0
gilt, ist es Einselement von K. Zu jedem a aus K \ {0} gibt es in K genau ein inverses
Element a-! mit
aa ! =ala =1.
Ein Korper ist also ein Integrititsbereich mit Einselement, in dem zu jedem von O
verschiedenen Element ein inverses Element liegt, also jedes Element == O Einheit ist.
Beispiele fiir Korper sind @, R, C.
Satz 1. Jeder vom Nullring verschiedene Integrititsbereich I mit endlich vielen
Elementen ist ein Korper.

Beweis. Multipliziert man simtliche Elemente z;,...,%, (# € N*) von I mit
einem Element @ 5= 0 von I, so sind nach der Kiirzungsregel (1) azy, ..., ax, paar-
weise voneinander verschieden und liefern also wieder simtliche Elemente von I,
darunter das Element b. Die Gleichung ax = b hat also in I eine (und wegen der
Nullteilerfreiheit auch nur eine) Lésung.

Folgerung. Der Restkl ing modulo einer Primzahl p ist ein Korper.

Verzichtet man auf die Kommutativitidt des vom Nullring verschiedenen Ringes R, so zeigt
sich, daB (R\ {0},") genau dann eine Gruppe ist, wenn jede Gleichung az = b und jede Gleichung
ya=>b(a,b e RAa=0) genau eine Losung hat. Ringe mit dieser Eigenschaft heiBen Schief-
korper (vgl. 11.3.(19)). Wie bei den Kérpern ergibt sich, daB sie genau ein Einselement und zu
jedem Element a = 0 genau ein inverses Element a~* enthalten.

Man kann zeigen, daB jeder Schiefkérper, der nur endlich viele Elemente enthnlt ein Korper
ist (Sa.t/z von WEDDERBURN). Ein Beispiel fiir einen Schiefkdrper bllden die Quatmumen Sie
sind eine Algebra Q vom Rang 4 iiber R. Die Multiplikationsvorschrift fiir die Basisel €
(1= 1,2, 3, 4) lautet

€e; =¢ee =¢ (t=1,2,3,4),
€6, =ée, € =—¢ (i=2,3,4),
€483 = € = —€4€y, €€ =€y = —€€;, €6, =€ = —€e.
Statt e, kann einfach die Zahl 1 geschrieb wetden man die Basisel to ey, ey, €,

durch die Symbole %, J, k, 8o erhiilt man eine iibliche Schreibweise fiir Q i Es gelten die
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Multiplikationsregeln
P==Fk=—1,
G =k, k=1, ki =], ji = —k, kj = —i, ik = —j.
Die Quaternionen sind dann die sémtlichen Ausdriicke der Form
o =a, + a5t + azf + ak (ay, as, as, a, € R).
Ist
B = by + byi + byj + bek (bys by, bsy by € R),
80 gilt nach den Festlegungen iiber Algebren
a=fSa,=bray=byaa;=bgra,=b,,
o+ B = (8 + b)) + (a2 + be)i + (a5 + by)j + (ag + bk,
0+ B = (10, — aghy — azby — @by) + (ashy + aybs — @by + azbhy)i
+ (@sdy + agbs + aybs — azh,)j + (aeby — ashs + ashy + arby)k.

Mit den die Quaternionen darstellenden formalen S wird also nach den Assoziativ- und
Dism'ibutivgesetzen gerechnet, wobei die reellen Zahlen mit 4, §, k vertauschbar sind und die an-
b Multiplikati geln fiir 4, §, k werden.
DasN"‘ t der Q i Igebra Q ist offenbar 0 = 0 + 0i 4 0j + Ok. Sind &, 8 € Q
undlst..x#O :;oglbbeummel'genaueme—z1 + 238 + 23] + 2,k in Q, so daB «f = B ist. Die
eines &b tet niémlich die Losung des Gleichungssystems

%) — ag%y — Ayt — A, = by,
a!xl + alx’ i a‘zi + a'x‘ = b!!
3% + 4% + ay2s — a7, = by,
% — GyTy + ATy + a7 = by

Da dessen Determinante
ay —ay —ay —a,
as a4 =6 ol _ @2 +a?+a?+a2?+0
as ay ay —ay
a, —ay ag a,

ist, gibt es genau ein & ¢ @ mit der geforderten Eigenschaft. Analog ergibt sich, daB auch jede
Gleichung no = B (&, B € @ A & == 0) in @ genau eine Losung hat.

Die Quaterionen bilden also einen Schiefkorper, der sicher kein Kérper ist. Sie wurden vori
Str WirLiam Rowan Hamiton (1805—1865) entdeckt und spielten eine Rolle als Vorlaufer
unserer heutigen Vektorrechnung. GEoRG FROBENIUS (1849—1917) bewies, daB unter allen
Algebren iiber R bis auf Isomorphie (vgl. 13.3.) R, C und die Quaternionen die einzigen Schief-
korper sind.
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13.3. Isomorphie von Ringen und Kérpern
Fiir Ringe ist der Begriff der Isomorphie von gleicher Bedeutung wie fiir Gruppen
(vgl. 12.3.).
Definition 1. R und E seien Ringe. Dann heifit
f Isomorphismus von R auf R :< f ist 1-1-Abbildung von R auf B
A A ’{("1 + 13) =f(r1) + flrs) ) Ar..r/.\sn flrirs) = f(rs) f(rs)-

T1.73€.
Man nennt
R isomorph B :¢ ein Isomorphismus von R auf B existiert
und schreibt in diesem Fall B =~ R.

Insbesondere vermittelt f einen Isomorphismus der additiven Gruppe (R, +) des
Ringes R auf die additive Gruppe von E. Daher ist f(0) = 0 das Nullelement von E,
und fiir alle r € R gilt f(—r) = —f(r) (vgl. 12.3., Satz 1). Der Leser weist leicht die
Ubertragung weiterer Eigenschaften von R auf E nach. Ist beispielsweise 1 Eins-
element von R, so ist f(1) = 1 Einselement von E; ist R Integritatsbereich, so auch
R, ist R Korper, so auch E.

Beispiele.
1. Die Abbildung
- a 0
/:a|—>A=(0a) (@€ Z)

ist offensichtlich ein Isomorphismus vom Ring der ganzen Zahlen auf den Ring

der Matrizen (a 0

0 a) mit ganzzahligen Koeffizienten a.

2. Durch
. ab
f:a+ bi > @€ ZAabeZ)
—ba
wird der Ring der GauBschen ganzen komplexen Zahlen ebenfalls auf einen Matrizen-
ring abgebildet.

Es ist sofort klar, daB das Bild einer Summe von komplexen Zahlen gleich der
Summe der Bilder dieser Zahlen im Matrizenring ist. Aus

(@ + bi) (¢ + di) = (ac — bd) + (ad + be) ¢

abd cd _ ac —bd ad + bc
(—b e (—d c) - (—(ad +bc) ac —bd)

folgt, daB auch das Bild eines Produktes gleich dem Produkt der Bilder ist.

und
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3. Wir iiberlassen es dem Leser als Aufgabe, zu zeigen, daB die Abbildung
a; +ag a3+ oy
—(as — ai) 0 —

ein Isomorphismus des Schiefkérpers der Quaternionen auf einen Schiefzérper von Matrizen ist.

f: a,+a,i+a,;‘+a.b|,—>( ) (a3, @3, @5, a4 € R)

Die Isomorphie von Ringen ist wie im Fall der Gruppen (vgl. 12.3.1.) reflexiv,
symmetrisch und transitiv, vermittelt als Aquivalenzrelation in jeder Menge von
Ringen also eine Einteilung dieser Ringe in disjunkte Klassen (vgl. MfL, Bd. 1, 2.5.).
Eine solche Klasse isomorpher Ringe heifit absirakier Ring. Die einzelnen Vertreter
einer Klasse stellen verschiedene Realisierungen desselben abstrakten Rechen-
schemas dar. Deshalb werden isomorphe Ringe oft als nicht wesentlich verschieden
angesehen und in der Ringtheorie abstrakte Ringe betrachtet.

Definition 2. Bezeichnet R einen Ring, so heiBt

f Automorphismus von R: & f ist Isomorphismus von R auf sich.
Beispiele.
1. Die Menge der Zahlen a + b }/2—(41, b € Z) bildet einen Unterring U von R.

/:a+b]/§»—>a—b}/§

vermittelt einen Automorphismus von U.
2. Die Abbildung
frfat+bi>a—b (@, € R),

die jeder komplexen Zahl ihre konjugiert komplexe Zahl zuordnet, ist ein Auto-
morphismus von C.

-3. Der identische Automorphismus, der jedes Element eines Ringes auf sich ab-
bildet, ist der einzige Automorphismus von Z, Q und allen Restklassenringen mod m
(m € N¥) (Ubungsaufgabe).

Sind f und g Automorphismen eines nges R, so ist f o g eine 1-1-Abbildung von R
auf sich, und es gilt

A fogln + ) = f(g(n) + 9(7'2)) ={fogln) +foglr)
rur€R
sowie
A f° g(riry) = f(y(ﬁ) !I(’z)) =fog(r)fog(r),
TLT€
d.h., fog ist Automorphismus von R. Die Nacheinanderausfiihrung von Auto-
morphismen ist assoziativ (vgl. MfL, Bd. 1, 2.4.), und die identische Abbildung ist
offenbar ein Automorphismus. Jedes Element aus R besitzt genau eine Darstellung



13.4. Homomorphie von Ringen 216

der Form f(r). Sind f(r,), f(r) beliebige Elemente aus R, so gilt fiir die zu f inverse
Abbildung f-*:

f'l(f("x) =+ f(fi)) = f'l(f(ﬁ % ;'n)) =r+r= f_l(f("x)) 4+ f_l(’("n))

F(fry) fra) = FH{frara)) = rira = F2(f(r0)) 1{H(72)) -

Daher ist auch f-! ein Automorphismus. Die Automorphismen eines Ringes R bilden
also beziiglich der Nacheinanderausfiihrung eine Gruppe, die Automorphismengruppe
von R.

und

13.4. Homomorphie von Ringen

13.4.1. Wie bei den Gruppen kommt man auf den wichtigen Begriff der homomorphen
Abbildung, wenn man auf die bei den Isomorphismen geforderte eindeutige Um-
kehrbarkeit verzichtet.

Definition 1. Fiir die Ringe R und R heiBt
§ Homomorphismus (oder homomorphe Abbildung) von R in R
:& f Abbildungvon Rin EA A Rf(rl 4 1) =f(r) + fra) A A B/(rlrz) = f(ry) f(r3)

T1.7€ 71,75€.

ist. Man schreibt '
R = R :¢ ein Homomorphismus von R in E existiert,

Sei f ein Homomorphismus von R in R. Dann ist das Bild

U:=@maeRaVin=a
reR

von R bei f ein Unterring von R. Wie bei den Gruppen (vgl. 12.5.) ergibt sich nimlich,
daB mit zwei Elementen %, und %, aus U auch deren Summe und Produkt in U
liegen. Die Giiltigkeit der Ringaxiome wird durch die Abbildung f von R nach U

iibertragen. Da f insbesondere einen Homomorphismus der additiven Gruppe von R
in diejenige von E vermittelt, gilt fiir die Nullelemente 0 und 0 von R bzw. E

f(0) =0
(vgl. 12.5.). Besitzt R ein Einselement 1, so ist
rel=1.r=r firallercR.
Daraus folgt
af(l) =f1)z =% firallew € f(R) =T.
Ist also U nicht der Nullring, so enthalt U das Einselement 1 = f(1).
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Beispiele.
1. Es sei m € N*, und fiir a € Z bezeichne [a] die Restklasse von @ mod m. Die
Abbildung
f:a > [a]
ist ein Homomorphismus von Z auf den Restklassenring mod m, denn fiir die Ele-
mente a, b € Z gilt
[a+6] =[a] +[6], [ab] =[a] [B]
(vgl. 12.1.2.9.).
2. Die Abbildung

f:p@) =ay+ ax + -+ + a,2" > q, meENAay,...,a, € Z),

die jedem Polynom aus Z[x] sein ,,Absolutglied a, zuordnet, ist ein Homomorphis-
mus von Z[z] auf Z.

Sei f ein Homomiorphismus des Ringes R auf den Ring E. Er bestimmt insbesondere
einen Homomorphismus der additiven Gruppe von R auf diejenige von R. Bezeichnet
0 das Nullelement von R, so ist

n:=(n:n€ RAf(n) =0}

als Kern des Gruppenhomomorphismus eine Untergruppe der additiven Gruppe von
R. Nach dem Homomorphiesatz fiir Gruppen haben zwei Elemente r,, r, € R genau
dann dasselbe Bild bei f, wenn sie in derselben Nebenklasse n + a (a € R) der addi-
tiven Gruppe von R nach dem Kern n liegen.

Wir beziehen nun auch die Multiplikation in unsere Betrachtungen mit ein. Weil
f ein Ringhomomorphismus ist, gilt fiir beliebige # € R und n € n

flrn) = f(r) fn) = f(r) 0 = O
sowie
fnr) = f(n) f(r) = Of(r) = O,

d. h. rn € n und nr € n. Fiir ein festes r ¢ R sei
m:={m:n€nj, nr:={nr:n € nj.

Dann hat n fiir beliebige r € R die Eigenschaft rn S n und nr S n. Wahlt man ins-
besondere r € 1, so ergibt sich, daB das Produkt zweier Elemente aus n wieder in 1
liegt und demzufolge n ein Unterring von R ist. n wird Kern des Ringhomomorphismus
f genannt.

Definition 2. In dem Ring R heiBt

n.Ideal von R :% n ist Unterring von RA A m Snanr Sn.
reR



13.4. Homomorphie von Ringen 217

Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement 1 und a € E. Die Menge

o g

aller Vielfachen ka (k € R) von a bildet ein Ideal von R. Es heiBt das von a erzeugte
Haugptideal von R und wird mit (@) bezeichnet. Das nur aus dem Nullelement 0
bestehende Nullideal (0) ist ein spezielles Hauptideal. Das von einer Einueit e ¢ B
erzeugte Hauptideal ist der ganze Ring R, denn in (¢) liegt ee = 1 und daher jedes
Element 1r = r aus R.

Im Polynomring Z[z] bilden die Polynome der Form
a(x) = a,x + -+ + aa” neEN*Aay,...,a, € Z)
das Ideal (z). (z?) besteht aus allen Polynomen
b(x) = bya® + -+ + bpa® mEN*AR=2Aby,...,b, € Z),
und die Elemente von (k) sind die Polynome
c(x) = key + keyx + -+ + keqa m €ENAC ..., €Z),

deren simtliche Koeffizienten durch eine feste Zahl k € Z teilbar sind.

Die Nebenklassen n + a (a € R) der additiven Gruppe von R nach n nennt man
(als Teilmengen des Ringes R) Restklassen modulo n.

Diejenigen Elemente des Ringes R, die bei dem Homomorphismus f von R auf B
auf das Nullelement 0 abgebildet werden, bilden also ein Ideal von R, und die Rest-
klassen modulo 1t entsprechen eineindeutig den El ten von B

Im Beispiel 1 besteht das zur Abbildung a ~ f(a) = [a] gehorige Ideal aus allen
ganzzahligen Vielfachen von m und ist also das Hauptideal (m). Die Restklassen
mod (m) sind dann genau die friiher eingefiihrten Restklassen mod m.

Im Beispiel 2 ist (z) das zugehérige Ideal, denn im Kern liegen alle Polynome mit
dem Absolutglied 0. Sie haben die Form zp(z) (p(«) € Z[=]). Zwei Polynome aus Z[z]
liegen genau dann in derselben Restklasse mod (z), wenn ihre Absolutglieder iiber-
einstimmen.

13.4.2. Wir wollen nun zeigen, daB es umgekehrt zu jedem Ideal n eines Ringes R
einen Ring E und einen Homomorphismus f von R auf R gibt, dessen Kern n ist.

Dazu betrachten wir die Menge {n,n + a,n + b, ...} aller Restklassen mod n.
Aus der Kommutativitiat der additiven Gruppe von R folgt, daB n Normalteiler in
(R, +) ist. Durch Ubertragung der Ergebnisse von 12.5. in die additive Schreibweise
ergibt sich sofort, daB die Menge der Restklassen mod n beziiglich der ,,Komplex-
addition” eine Gruppe bildet. Sind (n + a), (n + b) zwei beliebige Restklassen
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mod 1, so bedeutet dabei
m+a)+ m+Dd):={n +a)+ (n,+b):mEnan €n}
={n+4+(@+0d):nen)
=n+(e+1D)
=n-+e¢

diejenige Restklasse mod 1, in der @ +.b liegt.
Sind 7,7, € n und a,b € R, so folgt aus den Idealeigenschaften von n, daB
7 := Ny + 1,0 + an, ein Element von n ist. Daher liegen alle Produkte

(n1+a) (ng+b) =nme + b +ang +ab=n+ab (1,72 €n)
in derselben Restklasse mod nt wie ab. Diese sei n -+ d. Durch
m+a)(n+d):=(n+ab)=mn+d)
wird also eine zweistellige Operation in der Menge der Restklassen mod n erklart,
die wir Restkl ltiplikation 1 werden.

Aus der Assoziativitdt der Multiplikation in R ergibt sich sofort die Assoziativitéit
der Restklassenmultiplikation. Ebenso folgt aus der Giiltigkeit der Distributivgesetze
in R, daB auch die Addition und Multiplikation der Restklassen mod n diesen
Gesetzen geniigen. Die Restklassen mod n bilden also einen Ring.

Definition 3. Sei n ein Ideal des Ringes R. Der Ring der Restklassen von R

modulo n mit der Restklassenaddition und Restklassenmultiplikation als Operationen
wird mit B/n bezeichnet und Restkl: ing von R modulo n genannt.

Kurz gesagt, man rechnet im Restklassenring, indem man aus jeder Klasse einen
Vertreter wihlt und als Summe (Produkt) von zwei Restklassen diejenige Klasse
nimmt, in der die Summe (das Produkt) der Vertreter liegt. Wir haben gesehen, da
das Ergebnis der Rechnung von der Auswahl der Vertreter unabhiingig ist.

Bildet man nun jedes Element r ¢ R auf diejenige Restklasse von R modulo 1 ab,
in der r liegt, so erhilt man eine Abbildung von R auf B = Rm. Sie ist sogar ein
Homomorphismus, denn aus f(r;) = + @ und f(r;) = n + b folgt nach der Defi-
nition der Summe und des Produktes zweier Restklassen, daB r, + 7, in

m+a)+m+b=m+c)
und 77, in
(m+a)(n+b)=@n+d
liegt. Es ist also
firy + 12) = f(r1) + f(r) und frars) = f(ry) f(r2).

Diese Abbildung heit natirlicher (oder kanonischer) Homomorphismus von R auf
R/n.
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Bezeichnet f einen Homomorphismus des Ringes B auf den Ring E und n den
zugehérigen Kern, so ist

Bm=~RE.

Da niimlich zwei Elemente von R genau dann dasselbe Bild bei f haben, wenn sie in
derselben Restklasse modulo n liegen, ist

f:n+a)—>f@ (m-+a)cRm)

eine 1-1-Abbildung von R/n auf E. Sind (1 + a), (n 4 b) beliebige Restklassen
modulo 1 und ist @ + b € (n + ¢), ab € (n + d), so gilt

fln+a)+ (0 4 b)) =Fn + ) =fl@a+?)
= f(@) + f®) = f(n + a) + f(n + b)
und e B B B
] fln + a) (n + B)) = F(n 4 d) = f(ab) = f(@) f(b) = f(n + @) f(n + D).
F ist also ein Isomorphismus von R/n auf B.
Die Ergebnisse fassen wir zusammen zum

Satz 1 (Homomorphlesatz fiir Ringe). Durch jede homomorphe Abblldzmy f emes
. Ringes R auf einen Ring R wird ein Ideal n von R bestimmt. Es besteht aus denjt
Elementen von R, die bei f auf das Nullelement O von R abgebildet werden und heoﬁt
Kern des Homomorphismus f. Der Restklassenring R[n ist isomorph E.

Umgekehrt gibt es zu jedem Ideal n von R eine homomorphe Abbildung von R auf R/n,
deren Kern n ist.

Jeder Ring R ist Ideal von sich und entha]t das nur aus dem Nullelement be-
stehende Nullideal (0). Es ist R/R == o und R/(0) =2 R, wobei o den Nullring bezeich-
net. Schiefkérper und Korper enthalten auch nur diese beiden trivialen Ideale. Ist
nimlich R ein Schiefkérper und enthslt das Ideal n von R ein Element a == 0, so
gibt es in R zu a ein inverses Element -1, und wegen der Idealeigenschaft liegt das
Einselement 1 = aa-! von R in 1. Dann gehoren aber auch alle Elemente 1r =r
(r € R) zu n, und es ist n = R. Damit haben wir bewiesen:

Folgerung. Jedes homomorphe Bild eines Korpers K ist zu K oder dem Nullring o
isomorph.

Definition 4. Es sei p ein Ideal des kommutativen Ringes E.
p heiBt Primideal von R :& R/p Integritatsbereich ist.

R ist immer Primideal von R, weil R/R == o nullteilerfrei ist. Das Nullideal o ist
genau dann Primideal, wenn R Integritiitsbereich ist. Der Restklassenring Z/(m) der
ganzen Zahlen modulo m (m-€ N Am > 1) ist dann und nur dann nullteilerfrei,
wenn m eine Primzahl ist (vgl. 13.1., 13.2.). Fiir natiirliche Zahlen m € N gilt also

(m) ist Primideal von Z < m Primzahlvm =1vm =0. (1)
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13.4.3. Um ein weiteres Beispiel fiir einen Restklassenring zu erhalten, betrachten
wir im Polynomring Z[x] das Hauptideal (1 + 2?). Es besteht aus allen Polynomen
der Form (1 + 22) g(z) mit g(z) € Z[2] f(x), g(*) € Z[x] liegen genau dann in der-
selben Restklasse mod (1 + 22), wenn f(z) — g(x) € (1 + 2?) (vgl. 12.2.3.), wenn es
also in Z[x] ein g(z) gibt, so daB

f@) = (1 + 2 g(@) + g(z)
ist. Weil es zu jedem p(x) € Z[z] Polynome g(z) und r(z) = a, + a; in Z[z] gibt,
fiir die

P(2) = (1 + 2?) g(z) + r(2)
gilt (Polynomdivision mit Rest!), kann jede Restklasse [p(z)] € Z[x]/(1 + «?) in der
Form [a, + a,x] (ay, @, € Z) geschrieben werden. Dabei ist

[@0 + a;7] = [b + by@] © ag = by ra; = b, (@0, @y, by, by € Z).
Die Operationen im Restklassenring Z[x]/(1 + 2?) sind durch

[0 + @] + [Bo + by2] = [(a0 + bo) + (2, + b)) 2]

und

[@o + a,2] [by + b12] = [aghe + (a1be + ahy) = + arbia?]
= [(aebo — ayby) + (a1bo + ab1) 2] (a0, @y, by, b € Z)
festgelegt, denn @,b,2% = a,b, (2% + 1) — ayb,.
Insbesondere ist dann
[] [x] = [—1].
Dabher ist die Abbildung
f:[ao + a,7] > a + a8 (a9, @y € Z)

offenbar ein Isomorphismus von Z[z]/(1 4 #?) auf den Ring der GauBschen ganzen
komplexen Zahlen. (1 + 2?) ist daher ein Primideal von Z[z].

Analog ergibt sich die Isomorphie
R[x]/(1 4+ 2?) = C

des Restklassenringes aller Polynome mit reellen Koeffizienten nach dem von z? -+ 1
erzeugten Hauptideal mit dem Korper der komplexen Zahlen.

13.4.4. Nach dem Homomorphiesatz kann man sich (bis auf Isomorphie) eine
Ubersicht iiber alle homomorphen Bilder eines Ringes R verschaffen, wenn man
simtliche Ideale von R kennt. Als Beispiel betrachten wir den Ring Z der ganzen
Zahlen.

Sei m 5= (0) ein Ideal von Z. Es gibt also ein Element @ <= 0 in m. Da aus @ € m
folgt —a € m, kann man sogar a € N* annehmen. Unter den in m enthaltenen
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Zahlen aus N* sei m die kleinste. Zu jeder Zahl z € m gibt es ganze Zahlen a, r, so dal
z=am+r (0=r<m)

ist. Da 2 und m in m liegen, ist auch r = 2 — am € m. Wegen der Minimaleigenschaft
von m muB dann r = 0 und demnach

m=(m)

sein. Die Ideale von Z sind also die von den Zahlenm € N erzeugten Hauptideale (m).
Jedes homomorphe Bild des Ringes Z ist daher einem Restklassenring Z/(m) iso-
morph. Im Fall m = 1 ist das der Nullring und fiir m = 0 ist Z/(0) = Z.

Die Elemente von Z/(m) bezeichnen wir mit [0],[1],...,[m —1]. Ist anm
=d > 1, so kann die Gleichung

[a] [=] = [1] 0}
sicher keine Lésung [2] € Z/(m) besitzen, da sonst d ein Teiler von 1 sein miiBte. Ist
aber anm =1, so hat (1) eine (nach 11.3.(6) eindeutig bestimmte) Losung [a@]
(vgl. 12.1.2.10.), d. h., genau zu den primen Restklassen gibt es inverse Elemente in
Z/(m). Weil aus [a] [b] = [0] und [a] [¢] = [1] folgt, daB i

[6] = [@] ([a] [b]) = [a] [0] = [0]
ist, kann eine prime Restklasse nicht Nullteiler von Z/(m) sein.

Besitzt die Gleichung

[a][x] =[] - @)
eine Losung [z] € Z[(m), gibt es also Zahlen x, k € Z, fiir die ax = b 4 km ist, so
muB notwendig d =anm ein Teiler von b sein. Ist umgekehrt d = a nm Teiler
von b, so gibt es Zahlen %, v € Z und b’ € N mit der Eigenschaft au 4 mv = d und
db’ = b (vgl. MfL,, Bd. 1, 3.7.). Daraus folgt

a(ub’) + m(vb') = db’ =b, 3
also ist

(] = [ub] _
eine Lésung von (2). Mit @ = a’d und m = m'd ergibt sich weiter aus (3)

a(ub’ + km’) + m(vb’' — ka') =b,

d. h., die Restklassen [ub’ + km'] (k =0, 1, ...,d — 1) sind Losungen von (2). Da
[a’] prime Restklasse ist, folgt andererseits fiir zwei Losungen [x] und [Z] von (2) aus
[a] [¢] — [a] [2] = [a] ([#] — [7]) = [a'] [d(z — Z)] = [0],

daB [d(x — %)] = [0] ist und sich z und Z daher nur um ein ganzzahliges Vielfaches
von m’ unterscheiden. ’



222 13. Ringe, Integritiitsbereiche, Korper

Damit haben wir bewiesen

Satz 2. Im Restklassenring Z|(m) ist [a] [x] = [b] lésbar & arm |b.
Bezeichnet [z] eine Losung, so sind [z +k L] =01,..,anm—1)
samiliche Losungen. @
Insbesondere sieht man noch einmal (vgl. 13.2.), da
Z/(m) nullteilerfres &m =O0v m = 1 v m Primzahl
und
Z/(m) Korper < m Primzahl.
Sei p eine Primzahl. Nach dem Satz von FERMAT (vgl. 12.2.3., Folgerung 3') gilt
fiir alle von [0] verschiedenen El te [a] des Restkl: korpers Z|(p)
[a]* —[1] =[0] 4)
und fiir alle [a] € Z/(p) dann [a]? = [a].
Sei [a] € Z/(p) a[a] + [0]. Wie bei der Polynomdivision in Z[z] ergibt sich, daB es ein Polynom
92(2) = 2P~% + ... mit Koeffizienten aus Z/(p) und ein [r] ¢ Z/(p) gibt, so daB
(@) = 2P — [1] = ¢y(2) (= — [a]) + [7]

ist, wobei z" := [1] 2" (n ¢ N*) bedeutet. Wegen (4) folgt daraus fir z = [a], daB [r] = [0] ist.
Die Nullteilerfreiheit von Z/(p) ergibt weiter, daB fiir alle von [0] und [a] verschiedenen Elemente
] :

2([b]) = [0]

gilt. Daher kann die auf ¢,(z) angewendete Uberlegung fiir gy(2) wiederholt werden usw, Nach
p — 2 Schritten erhilt man

2 —[1]=(@—[1]) (= —[2])) -+ & — [p — 1]).

Hieraus ergibt sich durch Vergleich der Koeffizi vor den P von z
[+ 21+ +[p — 1] = (0],
(11021 + (1181 + - + [ — 2] [p — 1] = [O],

(1] [2] -+ [p — 1] =[—1IP.
Die letzte Gleichung liefert den folgenden Satz.

Satz 3 (Satz von WiLson). Fiir jede Primzahl p gilt (p — 1)! = (—1)? mod p.
Es sei p eine Primzahl der-Form p = 4n + 1 (n ¢ N*). Dann ist
(p—1)t=(1-2-(2n))-((p — 1) (p — 2) -+ (p — 2n))
= ((2n)!) - ((‘—1)“(21:.)1) mod p
= ((2n)!)? mod p
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und nach dem Satz von WiLsON also
(@n)!r=—1 modp.

Folgerung. Fir Primzahlen p der Form p=4n—+1 (n€ N*) wird in Z/(p) die Gleichung
22 + [1] = [0] durch & = [(2n)!] gelGst.

13.5. Teilbarkeitstheorie in Integrititsbereichen

13.5.1. Die Teilbarkeit ist eine wichtige Relation im Ring der ganzen Zahlen. Sie
kann auf andere Integrititsbereiche I iibertragen werden.

Definition 1. Seien a, b Elemente des Integrititsbereiches I. Dann heift

a Teiler von b: & V ax =b.
» zel

Man schreibt in diesem Fall ¢ | b und nennt b teilbar durch a.)

Wir beschrinken uns hier auf Integrititsbereiche, weil in diesen die Gleichung
az = b (a == 0) héchstens eine Losung besitzt, was gegeniiber allgemeinen Ringen
eine Vereinfachung bedeutet. In Korpern ist die Teilbarkeitsbeziehung trivial, da
die Gleichung az = b fiir @ 4 0 immer genau eine Losung hat.

Definition 2. Sei I ein Integrititsbereich mit Einselement 1 und a,a’ € I.

a heiBt assoziiert zu a’ :< V e ist Einheit von I Aae =a’.
eel

Weil aus ae; = a’ Aa'e, = a die Gleichung ae,e, = a und nach 13.2. (1) dann
a = 0v ee, = 1 folgt, ist
a assoziiert zua' © a|a' Ad' |a. (1)
Da die Einheiten von I eine abelsche Gruppe mit dem neutralen Element 1 bilden,
weist man leicht nach, daB die Assoziiertheit eine Aquivalenzrelation in I ist. Die zu
a ¢ I assoziierten Elemente und simtliche Einheiten e von I sind wegen ae'e =a
immer Teiler von a. Sie werden triviale Teiler von a genannt. ¢ heiBit echter Teiler
von a, wenn ¢ | @ und ¢ nicht assoziiert zu a ist.
Definition 3. Ist I ein Integrititsbereich mit Einselement und a + 0 aus I, so
heiBt
a unzerlegbar (oder irreduzibel) in I :& a besitzt nur triviale Teiler.
Anderenfalls wird a zerlegbar (oder reduzibel) genannt.

Im Ring Z der ganzen Zshlen sind z. B. allé Primzahlen p und die Zahlen —p un-
zerlegbar. Die Menge {a + bV —3:a € Z A b € Z} bildet mit der iiblichen Addition

1) a } b bedeutet, daB b nicht durch a teilbar ist.
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und Multiplikation derkomplexen Zahlen einen Integrititsbereich Z [V —3' mit Eins-
element 1 = 1 4 0} —3. Einheiten sind nur 1 und —1 (Ubungsaufgabe). In diesem
Integritatsbereich ist

3=(0+1Y=3)(0—1y=3)
zerleghar, 2 aber unzerlegbar, da
2=(a+bY=3)(c+ dV=3) = (ac — 3bd) + (ad + bc) /=3
nur die ganzzahligen Lésungen b=d =0, a = 42, c= 41 und b=d=0,
a=41,¢c= 42 hat.

Definition 4. Ist I ein Integritétsbereich mit Einselement und p € I weder Null-
element noch Einheit von I, so heiBt

P Primelement von I :¢> A (p|ab=>p|avp|b).
a,ber

Satz 1. Sei I Integrititsbereich mit Einselement.

P Primelement von I = p ist unzerlegbar in I.

Beweis. Ist p =ab (a,b€ I), s0 gilt p [a oder p|b. Sei etwa a = pc (c € I).
Dann ist » = peb und nach 13.2.(1) ¢b = 1. b ist also Einheit von I, und a, b sind
triviale Teiler von p.

Im Integritéitsbereich Z [}/——_3} ist 2 unzerlegbar, aber kein Primelement, weil das
Produkt (1 + Y=3)(1 — Y—3) = 4 durch 2 teilbar ist, ohne da8 einer der Faktoren
(1 + Y—_3) oder (1 - V—_3) durch 2 teilbar ist (Ubungsaufgabe).

In 13.4.4. wurde gezeigt, daB simtliche Tdeale von Z Hauptideale sind.

Definition 5. Ein Integrititsbereich I mit Einselement, dessen simtliche Ideale
Hauptideale sind, wird Hauptidealring genannt.

Grundlegend fiir die Teilbarkeitslehre in Z sind die Sitze vom groBten gemein-
samen Teiler und von der eindeutigen Primzahlzerlegung (vgl. MfL, Bd. 1, 3.7.). Sie
gelten in allen Hauptidealringen.

Definition 6. Sei I ein Integrititsbereich. d € I heiBt gropter gemeinsamer Teiler

der Elemente a,, a,, ...,a, € I (Bezeichnung: @, na,n--- na,)
& (@ayad|aynnd|ay) : @
AN@lagat|agn---at|a,)=>t]|d. 3)
tel

Ein Element d € I mit der Eigenschaft (2) heiBt gemeinsamer Teiler von ay, a,, ..., a,.
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Satz 2 (Satz vom groBten gemeinsamen Teiler). Sind a,, ay, ..., a, Elemente eines
Hauptidealringes I, so gilt:

Es gibt gropte gemeinsame Teiler von a,, ay, ..., a, in I. 4)

Je zwei grofte gemeinsame Teiler von a,, ay, ..., a, sind assoziiert. (5)

d € I ist gropter gemeinsamer Teiler von ay, ag, ..., Gy

& d € I ist gemeinsamer Teiler von a,, ay, ..., G,

AV Ixna:+f¢naz+ et 2aay = d. (6)

'n€.
Beweis. Sei b der Durchschnitt aller Ideale von I, die (a,), (a,), ..., (#,) umfassen.
b ist Ideal von I und wird daher von einem Element d € I erzeugt: b = (d). Aus (d)
2 (a;) folgt @; € (d), d. h. Vdk; = a; (i = 1,2, ..., n). Demnach ist
el
diayad|agn - nd]a,. (7

Ferner liegen alle Vielfachen z;a; (z; € I) von a; (i = 1,2, ...,7) in (d). Da (d) ein
Ideal ist, gehéren dann auch alle Vielfachsummen

10y + Ty + -o- + Taay (8
mit- beliebigen Faktoren z,, z,, ..., &, € I zu (d), d. h.

D= {v;hm\’/m;; =20, + To@y + -+ + a:,,u,,} < (d). 9)
Andererseits ist b ein Ideal von I, dfls die Ideale (a,), (@), ..., (@,) umfaBt. Daher gilt

b2(d). (10)
Weil nach (9) und (10) v = (d) ist, besitzt d eine Vielfach 1darstellung (8),

d. h.
Vo @@ A+ 2y + o+ 200, =d.
€l

Zyyens Zn

Ist ¢ € I gemeinsamer Teiler von a,, a,, ..., a,, gibt es also Elemente f; € I (i =1, 2,
«.v, ), fiir die @; = fit, ..., v, = f,¢ gilt, so folgt aus

d =20, + 3383 + - + Tp@y = (X1f1 + Tofo + oo+ + Tufa) t,

daB ¢ | d und daher d groBter gemeinsamer Teiler von a,, a,, ..., @, ist. Damit sind
(4), die Darstellbarkeit eines groBten gemeinsamen Teilers von a,,a,, ...,a, als
Vielfachsumme und die Implikation ,,&* aus (6) bewiesen.

Bezeichnen d, d' groBite gemeinsame Teiler von a,, a,, ..., a,, 80 ist

d\dad|d,

also nach (1) d assoziiert zu d'. Damit ist (5) bewiesen.
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Ist d’ ein groBiter gemeinsamer Teiler von a,, @, ..., @4, 80 ist nach (5) d’ = de mit
einer Einheit ¢ € I, und man erhilt sofort eine Vielfachsummendarstellung von @’
aus einer solchen von d. Daher ist auch die Implikation ,,=‘ aus (6) bewiesen.

Die Elemente a,, @y, ..., a, aus I heiBen teilerfremd, wenn jhre groBten gemein-
samen Teiler die Einheiten von I sind.

Satz 3. Sei I Hauptidealring und p € I weder Nullelement noch Einheit von I. Dann
gilt:

p unzerlegbar in I=> p Primelement von 1.

Beweis. Sei p | ab, etwa ab = kp (a, b, k € I). Da p unzerlegbar ist, ist p nur durch
Einheiten von I und zu p assoziierte Elemente teilbar. Ist p n a eine Einheit, so gibt
es nach Satz 2 Elemente z, y € I derart,da p 4 ya =1 und also

2bp + yab = (xb + yk) p = b,
d.h.p|b.

Folgerung. Fiir jedes unzerlegbare Element p des Hauplidealringes I folgt aus
plab(a,b€I),dap p|aoderp|b.

In einem Hauptidealring I gilt (vgl. 13.4.2.(1)):

(p) ist Primideal von I
< pist Primelement von I v p =0 v p ist Einheit von I. - (11)

Das Ideal (0) ist ein Primideal. Bezeichnet p eine Einheit von I, so ist (p) = I
und daher ebenfalls Primideal. Ist aber p ein Primelement von I und a € I, aber
a ¢ (p), so sind p und a teilerfremd, und nach Satz 1 gibt es eine Vielfachsummen-
darstellung

za+yp=1 (12)
mit Elementen 2,y aus I. Bezeichne [a] diejenige Restllasse von I/(p), in der a
liegt. Weil die Nullklasse [0] aus den Elementen von (p) besteht, folgt aus (12)

[#] [e] = [1],

d. h., jedes [a] == [0] aus I/(p) besitzt ein inverses Element. Daher ist I/(p) ein Korper,
also (p) Primideal.

Ist umgekehrt p =+ 0 als Produkt p = rs (r,s € I) darstellbar und ist keiner der
Faktoren Einheit von I, so kann auch keiner der Faktoren in (p) liegen, weil er nach
(1) sonst zu p assoziiert und der andere Faktor Einheit wire. Fiir die Restklassen
modulo (p) bedeutet das

[r] = [0] A [8] = [0], aber [r][s] = [0].
Daher ist (p) kein Primideal.
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13.5.2. In Hauptidealringen gilt der folgende Satz.
. Satz 4 (Teilerkettensatz). Sei I ein Hauptidealring. Ist in
Ay, Agy one (@€el; 1=1,2,..) (13)

jedes Element a;., echter Teiler von a; (i = 1,2, ...), s0 kann die Folge (13) nur endlich
viele Glieder enthalten.

Beweis. Wegen der Voraussetzung iiber die a;,, ist
(@) < (@i+1) t=12..). (14)
Die Vereinigungsmenge
a:=(a)u(a)u:--

ist ein Ideal von I. Ist némlich a € a, so liegt @ in einem (a;), und daher sind alle Viel-
fachen za; (z € I) in (a;), also auch in a. Bezeichnen @, b Elemente von g, so liegt
in einem (a;), b in einem (a;). O. B. d. A. kann k = i angenommen werden. Aus (14)
folgt dann, daB a und b in (a,) liegen, also aucha — b € (a;) £ a.

a ist nach der Voraussetzung iiber I ein Hauptideal: a = (a). @ muB als Element
von a in einem (a;) enthalten sein. Sei # der kleinste Index mit der Eigenschaft
a € (a,). Dann ist (). (a,). Gibe es noch einen echten Teiler a,,, von a,, so wire
(@4) = (@n+1), woraus der Widerspruch (a) S (@,) = (#441) S a = (a) folgen wiirde.
a, muB also das letzte Glied der Teilerkette (13) sein.

Aus diesem Satz ergibt sich nun leicht der

Satz 5 (Satz von der eindeuti Primel legung). Ist I ein Hauplideal-
ring und a € I weder Nullelement noch Einheit von I, so lipt sich a als Produkt von
Primelementen p; € I darstellen:

@ =P Pm: (18)
Bezeichnet
a=¢q "%

eine weitere derartige Darstellung, so ist m =n und (bei geeigneter Numerierung)
g¢; assozitert zu p; (1t =1, ..., m).

Beweis. Die Existenz einer Primelementzerlegung (15) beweisen wir indireks.
Hitte a keine solche Zerlegung, so konnte a jedenfalls kein Primelement sein, da
sonst bereits eine Primelementzerlegung (mit einem Faktor) vorlige. Nach Satz 3
muB dann a in der Form a = a'a’’ zerlegbar sein, wobei a’, a’’ echte Teiler von a
bezeichnen. Mindestens einer dieser Faktoren kann keine Primelementzerlegung
besitzen, denn sonst wire auch a als Produkt von Primelementen darstellbar. Auf
diesen Faktor a, kann die Uberlegung erneut angewendet werden usw. Es entsteht
eine unendliche Folge a, a,, a,, ... von Elementen aus I, in der jedes Glied echter
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Teiler des vorhergehenden ist. Die Existenz einer solchen Folge widerspricht Satz 4.
Daher muB a eine Primel tzerlegung besit
DaB die Faktoren in (15) bis auf Assoziiertheit eindeutig bestimmt sind, kann
durch Induktion nach m bewiesen werden. Im Fall m =1 ist @ Primelement und
besitzt also keine echte Zerlegung a = ¢, -+~ g,. Daher ist n = 1 und ¢, = p,.
Induktionsannahme: Fiir Produkte aus weniger als m Primelementen ist die Ein-

deutigkeit der Darstellung bereits bewiesen. Aus

a=pP2 Pm =02 In (16)

folgt p; | 919: -+ gn, und da p, Primelement ist, existiert ein ¢; (¢€ {1, ..., n}), welches
durch p, teilbar ist. O. B. d. A. kann p, | ¢, angenommen werden. Da andererseits
g, als Primelement unzerlegbar ist, besitzt es nur triviale Teiler. Es gibt also eine
solche Einheit e, € I, daB g; = pye, ist. Aus @ = pypy -+ Dp = P1&agz *** g5 exgibt sich
dann nach 13.2.(1)

P Pm = (€12) ** Cn-

Nach der Induktionsannahme folgt daraus, daB m —1 =2 —1, also m = n und
g; assoziiert zu p; (8 = 2, ..., m) ist.

Mitunter wahlt man aus jeder Aquivalenzklasse assoziierter Primelemente von I eines aus und

hreibt die Primel tzerlegung (15) mit Hilfe dieser ,,normierten‘* Primelemente (und einer
Einheit als Faktor) auf. Beispielsweise werden im Ring der ganzen Zahlen hiufig die Primzahlen
aus N* als normierte Primelemente verwendet.

Integrititsbereiche mit Einsel t, in denen der Satz von der eindeutigen Primelement-
zerlegung gilt, werden ZPE-Ringe genannt. Wir merken hier ohne Beweise an, daB es ZPE-Ringe
gibt, die nicht Hauptidealringe sind.

13.5.3. In 13.4.4. wurde gezeigt, daB der Ring Z der ganzen Zahlen ein Haupt-
idealring ist. Der Beweis beruht auf der Division mit Rest und nutzt die durch die
<-Relation gegebene Ordnung der Elemente von Z aus. Man kann ihn auf solche
Ringe iibertragen, die beschrieben werden durch

Definition 7. Sei I ein Integrititsbereich und 0 sein Nullelement.

I heiBt euklidischer Ring
:& eine Abbildung & von I \ {0} in N existiert, so dafl
Afa+0=>Vb=ag+ra(r=0vh(r) <h(a))).
a,bel qrel
Beispiele fiir euklidische Ringe sind:
1. Der Ring der ganzen Zahlen Z vermége der Abbildung k: a > |al.
2. Der Ring Q[x] aller Polynome in  mit Koeffizienten aus dem Korper der ratio-
nalen Zahlen Q. %(a) sei dabei der Grad des Polynoms a € Q[x].
3. Jeder Korper K ist trivialerweise euklidischer Ring. Man setze nimlich ¢ = a-'b
und r = 0.
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Satz 6. Jeder euklidische Ring I ist ein Hauptidealring.

Beweis. Sei a = (0) ein Ideal in I. Dann existiert in a ein Element a =+ 0, fiir das
h(a) minimal ist. Bezeichne b ein beliebiges El t aus a. In dem euklidischen
Ring I gibt es Elemente g und r, so daB

b=ag+ ra(r=0vh(r) < k(a)
ist. Weil mit b und @ auch b-— ag = r in a liegt, muB r = 0 sein. a besteht also aus
allen Vielfachen von a. ’

AuBerdem muB gezeigt werden:

Jeder euklidische Ring I besitzt ein Einselement. ® (17)
1 ist selbst ein Ideal. Daher muB es nach dem Vorstehenden ein a € I geben, von dem
alle Ringelemente Vielfache ga sind. Insbesondere existiert ein solches e € I, da

a = ae ist. Bezeichnet b = ga ein beliebiges Element aus I, so folgt be = gae = qa
=b, d. h., e ist Einselement von I.

Wiihrend Satz 2 nur die Existenz des groften gemeinsamen Teilers in Haupt-
idealringen sichert, liefert das schon von EUKLID angegebene Verfahren der sukzes-
siven Divisionen (euklidischer Algorithmus, vgl. MfL, Bd. 1, 3.7.) fiir euklidische
Ringe sogar eine Methode zur Berechnung des gréfBten gemeinsamen Teilers und
seiner Vielfachsummendarstellung.

Sind a,,a, (2, +=0Aa, 3=0) Elemente des euklidischen Ringes I und ist
h(a,) = h(a,), so bestimme man Elemente ¢,, ¢,, ... und ry, 5, ... aus I derart, dal

a =a,q, + 1 mit h(r)) < h(a,),
Ay =11y + 72 mit h(ry) < h(ry),
Ty ="rofs+ 13 mit h(ry) < h(ry),

und fahre damit solange fort, bis einmal die Division mit dem Rest Null aufgeht:
Te-1 = N1 + Ten mit h(res) < hire),
Tk = Tie+1 Qe

was nach endlich vielen Divisionsschritten eintreten muB, weil die A(r;) ( =1, 2, ...)
eine monoton abnehmende Folge natiirlicher Zahlen sind.
Aus den Gleichungen (von unten nach oben ausgenutzt) ergibt sich sukzessive

e | Tes Terr [ Teors oons Tiyr | Ga, e | @y

Weiter entnimmt man den Gleichungen (von oben nach unten), da aust |a, A ¢ | a,
auch folgt

E|ry, tlre,..., b Phay-

Daher ist 1y, = @, Na,.
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Die vorletzte Gleichung liefert eine Vielfach darstellung von 7y, als Viel-
fachsumme von 7,_; und r,. Die drittletzte Gleichung ergibt eine Darstellung von
741 als Vielfachsumme von r,_; und r,_,. Benutzt man die Gleichungen wéiter der
Reihe nach (von unten nach oben), so erhilt man schlieBlich r;,, als Vlel.fachsumme
von a, und a, ausgedriickt.

Wir wollen die letzten Ergebnisse am Ring @ der GauBschen ganzen kompl Zahl il
Als Norm der komplexen Zahl & = @, + a,3 (@, @, € R) bezeichnet man

N(6) 1= agt + 0,2 = (8 + a45) (2 — ;) = 0.
Es ist
Ne)=0a=a=05a=0.

Ist B = b, + b,i eine weitere komplexe Zahl, so folgt aus den Regeln fiir das Rechnen mit kom-
plexen Zahlen (vgl. MfL, Band 2)

N(oB) = ap of = ozff = N(x) N(B). (18)
Da N(1) = 1 ist, ergibt sich daraus )
N1 = N(o)? (19)

Wir betrachten nun die G ganzen komplexen Zahlen a, + a,i (ay, @, € Z). Die Normen
dieser Zahlen liegen in N. Nach (19) miissen daher notwendig die Einheiten die Norm 1 besitzen.
Gilt umgekehrt fir

e=1¢ + ey (epr 1 € Z)
die Gleichung
Ne) = e + 62 =1,

g0 18t & = ¢y — &;¢ zu ¢ invers und daher ¢ Einheit. Genau diejenigen Zahlen ¢ = ¢, + ¢,6 aus G
gind also Einheiten von G, fiir die ,? + ¢, = 1 ist. D h sind die Einheiten von ¢

1, —1,4, —1. -

Als niichstes zeigen wir, daB G ein euklidischer Ring ist. Sind 8 = b, + byé und & = ay + a,¢
aus G und ist « % 0, 80 soll nachgewiesen werden, daB es eine Zahl x = ky + ki (K, k, € Z) gibt,
fiir die

N(f — ax) < N(x)
gilt. Bekanntlich ist

B

= =g+ a

o
mit

boge + byay

©= ity (O

und
biay — b
= 1% Q@

o + a,?
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Offensichtlich liegen in Z solche Zahlen k,, k,, daB folgendes gilt:

1 1
120 — kol = - |q1""1\§'§-

»

Setzen wir x = k, + k7, s0ist
i

. 1
¥(E =Nk @RS T+ =F

N

und nach (18)

N —ax)=N (% — u) N(x) < N(x).

Damlt ist gezeigt, daB @ ein euklidischer Ring ist. Man bilde nimlich jedes & ¢ G ab auf h(x)
= N(«). InGist also jedes Ideal ein Ha.uphdeal u.nd es gelten die Sitze vom groBten gemeinsamen
Teller und von der eind Pri
Es sollen nun die anelemente von G hestuumt werden Da G em Hauptidealring ist, sind die
Primelemente genau die von den Einheiten v g El te. Aus (18) folgt
sofort:

& € G A N(x) Primzahl = « Primelement von G. (20)

Firn e @ erglbt sxch aus N(n) = n7, daB n |N(n), wobei N(n) als Element von @ aufgefaBt wird.
Ist winsb t von @, s0 muB (vgl. Definition4) nTexleremerderyemgenanznhlen
sein, die lhrerselts Teiler von N(z)-sind. # kann nicht Teiler zweier verschiedener Primzahlen p
und g sein, denn weil die 1 als Vielfachsumme

l=ap+yg (@yeZ)
darstellbar ist, miiBte sonst 7 | 1 gelten. Das ist uriméglich, da » als Primel t keine Einheit
ist. Also gilt:

7 Primelement von @ = es gibt genau eine Primzahl p, die durch n teilbar ist. (21)
Daher hat man in @ die (nicht iierten) Primteiler der Primzahlen p zu besti

1.8ei p = 2. Es ist 2 = (1 4 ) (1 — 4). Da N(1 4+ ¢) = 2, ist (1 4 ¢) Primelement von G.
(1 — 4) = (—4) (1 + 4) ist zu (1 + ) assoziiert. Weil in @ der Satz von der eindeutigen Prim-
elementzerlegung gilt, sind daher alle Primelemente, die 2 teilen, zu (1 + $) assoziiert.

2. Sei p = 3 mod 4. Da N(p) = p* ist und N(n) | N(p) aus = | p folgt, muB N(z) = p oder
N(n) = p* sein. Fiir n ¢ N gilt:

2|n=>n=0 mod4
und
24n=>nt=1 mod4.
Ist # = z + yi, so ergibt sich daraus
N(n) =2+ y*=%=3 mod4,
d. h., es muB N(zn) = p2 sein. Aus p = nx erhélt man dann
N(m) =p* = N(p) = N(#)N(x),
also N(x) = 1. « ist daher Einheit und p Primelement von G.
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3. Sei » = 1 mod 4. Dann gibt es eine Zahl z ¢ N, fiir die
22= —1 mod p
gilt (vgl. 13.4.4., Satz 3, Folgerung). Weil 22 4 1 = (z + 1) (z — 1) ist, folgt fiir ein Primelement =
ausw |pundp |22+ 1
wlz4 4 oder n|z—4.
Wiire z zu p assoziiert, so miiBte auch
plz+1 oder plz—1

sein, was wegen
Lotgaand=Lye
» 4 V4 P

unméglich ist. Daher kann p kein Primelement von G sein und muB also eine Zerlegung der Form
p=on mit xeGAaneGAaN@) >1AN@R) >1

gestatten. Wegen

N(p) = p* = N(@)N(x)
ist dann
N(z) = N() =,

d. h., # und « sind Primelemente von G. Aus = = x -+ yi ergibt sich

Nr)=p=2*+4*= (z + yi)x
und also
5=M=z—yi=ﬁ,
z+y

Dabher ist p = n7. Man priift sofort nach, daB » und 7 nicht assoziiert sind.

Simtliche Primelemente von G sind also: 1 + ¢; die Primzahlen p mit p = 3 mod 4; die
Zahlen z + yi und 2 — yi, wo z, y ganzzahlige Losungen der Gleichung 22 + y* = p (p Primzahl
A p = 1 mod 4) bedeuten, sowie alle dazu assoziierten Elemente aus G.

Nach Satz 3 ist in einem Hauptidealring jedes unzerlegbare Element, das nicht Einheit ist,
Primelement. Dater ist der Ring Z [Y—3| aller Zahlen der Form a + bY—3 (4, ¢ Z) kein
Hauptidealring (und erst recht kein euklidischer Ring), denn er enthilt das Element 2, welches
unzerlegbar, aber weder Einheit noch Primelement ist (vgl. 13.5.1.).

13.6. Quotientenkdrper

Bekanntlich sind die Integrititsbereiche der ganzen Zahlen, der geraden ganzen
Zahlen und der GauBschen ganzen komplexen Zahlen Teilbereiche von Kérpern.
Sei der Integritatsbereich I Teilbereich des Koérpers K. In diesem Fall heiit I ein-
gebettet in K. I bestehe nicht nur aus dem Nullelement 0. Dann besitzt in K insbeson-



13.6. Quotientenkdrper 233

dere jede Gleichung
ar =b @€Inbelna=£0)
genau eine Lésung

z =bal =ab,

die Quotient L := ba~! genannt wird.
a

Fiir die Quotienten gelten in K die Rechenregeln:

LI I e 1)
a [

b d boetad

Lyl BB @
a c ac

b 4 bd

2.EE )
a [ ac

Sie ergeben sich wegen der Nullteilerfreiheit von K aus den Gleichungen

:u:(i—i) =bc —ad,

a c
wfbad ezl
a c ac

Aus den Regeln erkennt man, daB die Menge aller Quotienten % (@ =+ 0) einen
Teilkérper @ von K bildet. Das Einselement sind die Quotienten % (@ +0), zu
-i— (@ =0 A b = 0) invers ist % . I ist in Q eingebettet, denn die Elemente & aus I
erscheinen als Quotienten k—: (z +=0) in Q.

Die Regeln (1) bis (3) bedeuten, da8 die Rechnung in @ bereits vollig durch die
Rechnung in I festgelegt ist. Jeder Korper, der 7 umfaBt, enthilt auch Q. In diesem
Sinne ist Q der ,kleinste* Korper, in welchen I eingebettet ist. Er wird durch I bis
auf Isomorphie eindeutig bestimmt und heiBt Quotientenkorper von I. Zu zwei ver-
schiedenen Integrititsbereichen kinnen gleiche (bzw. isomorphe) Quotientenkorper
gehoren; beispielsweise ist der Korper @ Quotientenkorper des Integritétsbereiches
Z und des Integrititsbereiches aller geraden Zahlen aus Z.
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Bisher hatten wir vora
aber sogar der

t, daB I in einen Korper eingebettet ist. Es gilt

5

Satz 1 Zu yedem Integﬂlataberewh I gibt es eimen bis auf Isomorphie eindeutig
Bogti 0 tom o
Q irper.

Beweis. Wir konstruieren einen Korper, der einen zu I isomorphen Integritiits-
bereich umfaBt. Die Existenz und Eindeutigkeit (bis auf Isomorphie) des Quotlenten-
korpers ergibt sich dann aus den bisherigen Feststellungen.

Es wird hier formal ebenso vorgegangen wie bei der Konstruktion des Kotpers Q
der rationalen Zahlen aus dem Integrititsbereich Z der ganzen Zahlen.

Es sei I nicht der Nullring. Dann bilden wir die Menge

P:={(b,a):b€IAa€I\[0}}

aller geordneten Paare von Elementen aus I, deren zweite Komponente ungleich
Null ist. Man rechnet leicht nach, daB durch

(b,a)R(d,c): ©bc=ad ((b,a)€ Pa(d,c)€P)

eine Aquivalenzrelation R in P gegeben ist. Sie vermittelt eine Einteilung der Ele-
mente von P in Aquivalenzklassen (vgl. MfL, Bd. 1, 2.5.). Sei [b, a] diejenige Aqui-
valenzklasse, in der (b, a) € P llegt Die Menge dieser Aquivalenzklassen bezeichnen
wir mit @. Dann ist in @

[b,a] =[d,c] & bc = ad. 4)
Ferner gelten fiir die Elemente aus @ die Implikationen

[b,a] =[b',a']A[d,c] =[d', c']=> [bc + ad, ac] = [b'c’ + a'd’, a'c’] (5)

und

[b,a] = [, @] A [d, c] = [d',¢'] = [bd, ac] = [¥'d’, a'c], (6)
denn es gilt

ba' =ab’ Adc' = cd' = bea'c’ + ada'c’ = ach'c’ + aca'd’
und

ba' =ab’ adc’ = cd’ = bda'c’ = ach'd’.
Unter Verwendung der in I erklirten Addition kann man durch
[b,a] + [d.¢c] :=[bc + ad,ac] " ((b,al € Q,[d,c] € Q) @

eine ,,Addition* genannte Operation in @ definieren. Um die Summe zweier Elemente
aus @ zu bestimmen, wihlt man also aus der Klasse [b,a] einen Vertreter (mit
(b, @) bezeichnet) sowie aus der Klasse [d, c] einen Vertreter (mit (d, c) bezeichnet)
und bildet mit Hilfe der in I erklirten Addition das Paar (bc + ad, ac), welches
wegen der Nullteilerfreiheit von I in P liegt. SchlieBlich sucht man die Aquivalenz-
klasse [bc 4 ad, ac] dieses Paares auf. Nach (5) ergibt sich dieselbe Klasse auch,
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wenn man aus den Klassen [b, @] und [d, ¢] andere Vertreter auswihlt. Die Definition
(7) ist also ,,vertreterunabhiingig*. Sie ordnet je zwei Elementen aus Q eindeutig
ein Element aus @ zu und ist demnach eine Operation in Q.

Ganz entsprechend wird durch

[b,a][d,c] := [bd,ac]  ([b,a]l€Q,[d,c]€Q) ®)
eine Multiplikation in @ erklirt. Die Vertreterunabhiingigkeit dieser Definition folgt
aus (6).

Fiir diese Operationen in @ gelten die Assoziativgesetze, Kommutativgesetze und
das Distributivgesetz, weil sie fiir die Operationen in I gelten (Ubungsaufgabe). Die
Gleichung

B,al + [y, 2] =[d,c] ((b,a]€Q,[d,c]€Q)
hat in @ die Losung

ly, ] = [da — be, ac].

Daher ist @ beziiglich der eben erklirten Operationen ein kommutativer Ring.
Nullelement ist die Klasse [0, #] aller Paare, deren erste Komponente 0 ist. Da

[b, a] [d, c] = [bd, ac] = [0, 7] & bdn =0
ist, folgt aus n = 0 und der Nullteilerfreiheit von I
[b,a][d,c] =[0,n] & [b; a]l =[0,n]v[d,c] =[0,7],

d. h., Q ist nullteilerfrei. Einselement von @ ist die Klasse [n, n] aller Paare, deren
beide Komponenten gleich sind. Ist [b, a] = [0, n], so liegt auch [a, ] in @ und ist
wegen [b, a] [a, b] = [ab, ab] zu [b, a] invers. @ ist also ein Kérper.

Bezeichnet a ein festes Element aus I und durchliuft = die Menge I \ {0}, so
bilden die Paare (ax, z) eine Aquivalenzklasse [ax, ]. Die 1-1-Abbildung

f:a > [az, x] (@€ l)

ist ein Isomorphismus von I auf einen Teilintegritéitsbereich I’ von @, denn nach (7)
und (8) gilt fiir allea, b€ I

[az, 2] + [bz,z] = [(@ + b) 22, 2%] = [(a + D) 2, =],
[az, ] [bz, x] = [aba?, x?] = [abz, x].
Damit ist die Existenz eines Kérpers bewiesen, der den zu I isc;morphen Teilbereich
I' umfaBt.
Ist @ = 0, so hat die Gleichung [azx, x] [v, u] = [by, y] die Losung [v, u] = [b, al.

K besteht also aus allen Quotienten der Elemente von I’ und ist demnach Quotienten-
korper von I'.
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13.7. Primkérper

Eine Teilmenge 7' von Elementen des Korpers K, die beziiglich der Operationen von
K bereits selbst einen Korper bildet, heiBt Teilkérper von K. Insbesondere spricht
man im Fall 7' 5= K von einem echten Teilkorper.

Definition 1. K heiBt Primkirper :<> K ist Korper A K enthilt keine echten
Teilkorper.

Beispiele fiir Primkorper sind die Restklassenkérper Z/(p) nach einer Primzahl p
und der Kérper der rationalen Zahlen Q. Enthilt ein Teilkorper von R die Zahl 1,
so alle Elemente der von ihr erzeugten additiven Gruppe, d. h. alle ganzen Zahlen
und den durch sie bestimmten Quotientenkérper Q. Jeder Restklassenkérper Z/(p)
ist ebenfalls ein Primkorper, denn ein Teilkérper enthélt zusammen mit der Rest-
klasse [1] alle durch Addition daraus zu gewinnenden Restklassen und stimmt des-
halb mit Z/(p) iiberein.

Satz 1. Jeder Korper enthilt genau einen Primkérper.
Beweis. Bezeichnet K einen Korper und T die Menge aller Teilkérper von K, so ist

D:=NT
TeX

ein Teilkorper von K. D ist Primkérper, denn ein echter Teilksrper von D wiire auch
Teilkérper von K. Es ist D durch K eindeutig bestimmt.

Sei K ein Korper. Der Primkérper von K enthilt sicher alle durch Addition und
Subtraktion aus dem Einselement e von K entstehenden Elemente

et+et+e (k Summanden), wenn k > 0,
ke := 1 0, wenn k =0,
—(e+e+--+e€) (k| Summanden), wenn k& < 0.
Die Abbildung
frh>ke (keZ)
ist ein Homomorphismus von Z in K, denn fiir k£, 1 € Z gilt

fe+10) = (k1) e = ke + le = f(k) + f(2)

und

f(kl). = (kI) e = (ke) (le) = f(k) ().

Die Elemente ke (k € Z) bilden also einen Teilintegrititsbereich I von K, und es gibt
ein Ideal n von Z, so daB Z/n = I ist.
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Fall 1: n = (0). Dann ist I = Z. Der Quotientenkérper von I ist der Primkorper
von K. Er ist isomorph dem Quotientenkérper Q von Z. Man nennt K in diesem
Fall einen Kérper der Charakteristik 0.

Fall 2: n = (0). Da I nullteilerfrei ist und nicht nur aus dem Nullelement besteht,
muB 1 = (p) sein, wo p eine Primzahl bezeichnet (vgl. 13.4.2.). Aus der Isomorphie
von I zum Restklassenkorper modulo p folgt, daB I bereits der Primkérper von K ist.
In diesem Fall wird K als Kérper der Charakteristik p bezeichnet. @ und Z/(p)
(p Primzahl) sind also (bis auf Isomorphie) die einzigen Primkérper.

In einem Kérper K der Charakteristik p gilt

(@ + b)P =a? + b? (@aeKabek),
da die Binomialkoeffizienten
(1.»)=p(p—1)--'(pji+l) G=1,2.p—1)
i 124

durch p teilbar sind. AuBerdem ist (ab)? = aPb?, und aus a? = b? folgt wegen 0 = a? — b? = (a — )i
und der Nullteilerfreiheit in K, daB @ = b sein muB. Daher ist die Abbildung
f: ar>a? (a € K)

&in Isomorphismus von K suf den Teilkérper K?, der aus allen p-ten Potenzen der Elemente von

K besteht. Weil / 1-1-Abbildung ist, muB fiir einen endlichen Kérper K = K? sein, d. h,, in

einem endlichen Korper K der Charakteristik p existiert zu jedem a € K genau ein b ¢ K, far dns
W=a

gilt.

13.8. Ubungsaufgaben

1. Sei L ein Integritiitsbereich mit dem Einselement I und I ein vom Nullring verschiedener
Teilintegritatsbereich von L mit dem Einselement 1. Man zeige, da8 dann 1 = 1 ist.

2. Man bestimme siimtliche Einheiten des Ringes Z [Y—3] (vgl. 13.5.1.).
In diesem Ring ist 2 ein Teiler des Produktes (1 + 7—3) (l = V—3) = 4. Man zeige, daB
aber weder 1 + Y—3 noch1 — y—3inZ [V—3] durch 2 teilbar ist.

3. Es sei

P:= {(ab):aecRabeR}

die Menge aller geordneten Paare reeller Zahlen. Fiir beliebige Elemente (a, b;) und (as, bs)
dieser Menge gilt

(a3, b)) = (@3, by) © @y = az A by = by
Durch
(a3, b)) + (@, by) 1= (a; + ay, by + by)
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1
1

Lo

]

xl

-

©

0.
- Wie viele Kérper aus genau zwei, drei und vier Elementen gibt es? Man stelle in jedem Fall

-

und

(@1, b3) (a3, by) := (2109, aybg + ahy)
werden in P Addition und Multiplikation te istellige Operati erklirt. Man
beweise, daB P beziiglich dieser Operati ein kom iver Ring ist. Ferner zeige man,

daB er einen zum Korper der reellen Zahlen isomorphen Teilkérper enthilt, und bestimme die

Einheiten sowie die N iler dieses Ringes.

In einem Integrititsbereich I kann jede Gleichung
ar® +bx+¢c=0 (a,b,¢cel)

héchstens zwei Losungen haben.

. Man besti liche Losungen der Gleichung 22 = —1 im Schiefkérper der Quaternionen

(vgl. 13.2.).

Im Ring Z der ganzen rationalen Zahlen besti man das genmiBig kleinste Ideal n,
welches die Zahlen 546, 498 und 210 enthiilt und gebe die Elemente des Restklassenringes
Z/n an.

Man zeige, da8 die Menge
{z+yV—2:zeZ AY e Z}

mit der Addition und Multiplikation der komplexen Zahlen einen euklidischen Ring Z [V —2]
bildet. Man bestimme die Einheiten dieses Ringes.

Ist auch Z [Y—3] ein euklidischer Ring?

. Im Ring G der GauBschen ganzen I lexen Zahlen bestimme man die groBten gemeinsamen

Teiler der Elemente 2 + 4¢ und 5 + 5: und stelle sie als Vielfachsummen dar.

Man gebe die Primelementzerlegungen von 2 + 4i und 5 + 54 im Ring der GauBschen ganzen
komplexen Zahlen an.

Man' bestimme den Quotientenkérper des Ringes der GauBschen ganzen komplexen Zahlen.

die Additions- und Multiplikationstabellen auf.
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14.1. Polynome in einer Unbestimmten

Es sei I ein Integrititsbereich mit Einselement 1 und

P:=(a:a = (a,a,8..)ANG EIAV An>m=>a, =0}
neN meNneN

die Menge aller unendlichen Folgen von Elementen aus I, in denen nur endlich viele
Glieder vom Nullelement 0 € I verschieden sind. Bezeichnen

a = (ag, @y, @y, ...), - b = (by, by, by, ...)

zwei beliebige Elemente aus P, so ist (vgl. MfL, Bd. 1, 2.4.)

a=bs Aa, =b,. (1)
neN
Durch
a+b:=(a+ by, @ + b;, @y + by, ...) 2)

wird eine Addition und durch
L]
ab:= (aobo, aghy + aby, aghy + a1dy + agby, ..., 3 @b, ) 3)
. i=0

eine Multiplikation in P erklirt. Es ist leicht nachzupriifen, daB P beziiglich dieser
beiden Operationen einen kommutativen Ring bildet. Er hat das Nullelement
(0, 0,0, ...) und das Einselement (1, 0,0, ...).
Die Teilmenge

I'={a:a = (a,0,0,...) Aay € I}
aller Folgen, in denen héchstens das vorderste Glied a, == 0 ist, bildet vermége der
Abbildung

f:as > (a9, 0,0,...)
einen zu I isomorphen Unterring von P, denn

100+ By > (@ + 84, 0,0, ...) = (ap, 0,0, ...) + (53, 0, 0, ...)
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und
f: agho > (@gb, 0,0, ...) = (a5, 0,0, ...) (b, 0,0, ...).

Identifizieren wir diese speziellen Folgen mit den Elementen aus I und schreiben
also fiir alle Elemente a, aus I

a4 = (ay,0,0,...), 4)

so ist I ein echter Unterring von P. Daher nennt man P auch einen Erweiterungsring
von I.
Setzen wir die Bezeichnung

z:=(0,1,0,0,...)
fest, so ist

2t =(0,0,1,0,...),

2 =(0,0,0,1,...)
und fiir beliebige » € N bedeutet

" = (ay, 4y, By, Ay, ...) mit a,=1A A a;=0.
ieNN(n)
Dann ist

(@0, @1, @y, -..) = (a0, 0,0;...) + (@,,0,0,...)z + (@, 0,0,...) 22 + ...
oder wegen (4)
(@0, @y, @y, ...) =@y + @1 + aga® 4 ... (6)

Die Summe auf der rechten Seite enthilt hochstens endlich viele Summanden, die
vom Nullelement verschieden sind.
Nach (4) wird das Nullelement von P mit 0 bezeichnet. Wegen (1) gilt

Gt+azt+apg?+ -+ a,2" =08a,=0a; =- =a, =0. (6)

Man sagt fiir diesen Sachverhalt auch, daB je endlich viele der Elemente 1, z, 22, ...
iiber I linear unabhdingig sind, und nennt x ein beziiglich I transzendentes Element
oder eine Unbestimmte. Die Elemente von P, fiir die wir in Zukunft die durch (5)
gegebene Schreibweise

fl@) =ay + @, + ag2® + -+« @™ . ™

benutzen werden, heien Poly in der Unbesti z. Die ay, a,, ..., a, werden
als Koeffizienten des Polynoms bezeichnet. Insbesondere nennt man a, das absolute
Glied von f(x). Ist a,, = 0, so heiBt m Grad des Polynoms und a,, héchster Koeffizient
von f(z). Polynome des Grades 0 sind also die von 0 verschiedenen Elemente aus 1.
Dem Nullpolynom 0 wird kein Grad zugeschrieben. Die Operationen (2) und 3)
bedeuten in der neuen Schreibweise einfach die bekannte Addition und Multiplikation
von Polynomen.
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Die eben durchgefiihrte Konstruktion, die zu dem Integritétsbereich I den kommu-
tativen Ring P aller Polynome in der Unbestimmten  mit Koeffizienten aus I liefert,
wird Adjunktion von z zu I (da das Resultat ein Ring ist, genauer: Ringadjunktion)
genannt. Wir bezeichnen diesen Polynomring mit P = I[x].

Satz 1. I Integrititsbereich mit Einselement 1 => I[x] Inlegrititsbereich mit Eins-
element 1.

Bezeichnen f(z), g(x) Polynome = 0 aus I[x], so gilt:

Grad (f(2) g(x)) = Grad f(z) + Grad g(x)-

Beweis. Nach den vorstehenden Bemerkungen braucht nur noch die Nullteiler-
freiheit von I[x] sowie die Aussage iiber die Grade gezelgt zu werden. Das Produkt
zweier Polynome der Grade m und » ist

@) g@) = (a0 + a1z + -+ + @pa™) (bo + bz + --- + bya")
= aghy + (@gh; + arbg) T + -+ + apbuE™tn.

Weil I Integritétsbereich ist, folgt aus a,, + 0 und b, = 0 auch a,b, = 0. Daher
hat das Produkt f(z) g(x) den Grad m + n und ist nicht das Nullpolynom.

Nach der Definition 1 aus 13.5. ist f(x) € I[z] genau dann: Teiler von g(z) € I[z]
(Bezeichnung: f(x) | g(x)), wenn es in I[z] ein Polynom g(z) gibt, fiir das
f() g(2) = g(=)

gilt. Da das Einselement 1 von I[x] ein Polynom vom Grade 0 ist, muB jede Einheit
e(x) von I[x] nach der Bemerkung iiber den Grad eines Produktes vom Grade 0,
also aus I sein. Die Einheiten von I[2] sind also genau die Einheiten von I.

Sei L ein I (nicht notwendig echt) umfassender Integritéitsbereich und

f@) =as + @ + agz® + -+ + anz™ € I[z].
Durch .
fro > flo) = ag + @y + ag0® + -+ 4 @™ (x€ L)

ist eine Abbildung von L in L gegeben, die als ganze rationale Funkiion mit Koeffi-
zienten aus I iiber dem Definitionsbereich L bezeichnet wird. Ist

g: o > g(x) = by + by + by + -+ + bya” (x € L)

eine weitere solche Funktion, so sind auch die Summe

f+9:0m f(6) + g(a) = (@ + bo) + (@1 + b)) & + --- (x€ L)
und das Produkt
fg: & > f(x) g(x) = aobo + (@by + @1bg) & + --+ (x€ L)

ganze rationale Funktionen mit Koeffizienten aus I iiber dem Definitionsbereich L.
Man priift leicht nach, daB die Menge dieser Funktionen beziiglich der beiden ge-
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nannten Operationen einen kommutativen Ring bildet. Sein Nullelement ist die
,,Nullfunktion®, die jedes « € L auf 0 € L abbildet.

Fif@) = ao+ 0,z + ag? - + aga™ > | (f() € T[]

ist ein Homomorphismus von I[z] auf den Ring der ganzen rationalen Funktionen
mit Koeffizienten aus I iiber dem Definitionsbereich L. Genau dann liegt das Polynom

f(&) = ag + @ + agz® + -+ + anz™ € I[z]
im Kern dieses Homomorphismus, wenn

Aflx) = ag + a1 + @02 + -+ 4 apa™ = 0.
€L

Ist I (und daher auch L) ein unendlicher Integritéitsbereich (z. B. einer der Zahlen-
bereiche Z, @, R, C), so gilt

AMo)=ay+ a5+ 02+ -+ + o™ =00y =@, =+ =@, =0.
€L,

Betrachtet man nimlich die Gleichung
@+ a1 + @0® + -+ + Gpa™ =0

fiir m + 1 verschiedene « € L, so erhilt man ein homogenes lineares Gleichungs-
system fiir die Koeffizienten a,, a,, ..., @, ,dasnur dieLosungay = a, = --- = a,, =0
besitzt. In diesem Fall ist daher der Polynomring I[z] zum Ring der ganzen rationalen
Funktionen mit Koeffizienten aus 7 iiber dem Definitionsbereich L isomorph.

In der Analysis interessiert man sich fiir die Funktionsei haft der
rationalen Funktionen. Hier kommt es uns jedoch darauf an, dB.B es einen Erwelte-
rungsring I[z] von I gibt, der durch Adjunktion eines iiber I transzendenten Elemen-
tes z zu I entsteht. Seine Elemente nennen wir Polynome. Ist I ein unendlicher
Bereich (z. B. Z, @, R, C), so kann man sie sich als ganze rationale Funktionen mit
Koeffizienten aus I vorstellen. Wie unsere Konstruktion zeigt, muB man das aber
nicht tun, sondern kann sich die Elemente des Polynomrings I[z] auch als spezielle
Folgen von Elementen aus I denken, d. h., die Funktionseigenschaft ist fiir uns
unwesentlich. Bezeichnen z und y Unbestimmte, so sind offensichtlich I[z] und I[y]
isomorph.
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14.2. Polynome iiber einem Ké&rper und einem Integrititsbereich.
Zerlegung in irreduzible Faktoren

14.2.1. Fiir den Integrititsbereich aller Polynome in # mit Koeffizienten aus einem
Korper gilt der

Satz 1. Bezeichnet K einen Korper, so ist K[x] ein euklidischer Ring.

Beweis. kb bilde jedes vom Nullpolynom verschiedene f(x) € K[x] auf h(f(x))
:= Grad von f(x) ab. Wir haben zu zeigen, dal zu beliebigen Polynomen a(z) 4= 0
und b(z) aus K[x] immer Polynome g(x) und r(z) in K[x] existieren, fiir die

b(x) — a(z) g(x) = r(z) .
mit r(z) = 0 oder h(r(x)) < h(a(:c)) gilt. Ist b(x) = 0, so wird diese Bedingung von
g(z) = r(x) = 0 erfiillt. Daher sei

a(@) =g+ @& + - + apz” (@ +0)
und

b(x) = by + by + -+ + buz” (bs + 0).
Ist » < m, so wird die Bedingung von g(z) = 0 und r(z) = b(z) erfiillt, da ja k(b(z))
=n<m= h(u(:c)) ist. Ist schlieBlich n = m, so hat

by(@) : = b(2) — ap-byr*"a(z)
4

einen Grad n; < n. Ist n; < m, so setze man ¢(z) = @, b,z"™ und r(z) = b,(x).
Ist aber n, = m, so kann man von b,(z) wieder ein geeignetes Vielfaches von a(x)
subtrahieren, so daB ein Polynom b,(x) mit einem Grad < n, entsteht. Nach endlich
vielen Wiederholungen findet man ein solches g(z) = @, b,2" ™ + ..., so daB fiir
r(z) = b(z) — a(z) q(z) gilt: r(x) =0 v h(r(z)) < m. Aus friiheren Uberlegungen
(vgl. 13.5., Siitze 2, 5, 6) ergibt sich die

Folgerung 1. K[x] ist Haupudealrmg Daher gelten mn K [x] die Sitze vom gréften

gemeinsamen Teiler und von der eindeutig legung.

Einheiten von K[2] sind alle von 0 verschiedenen Elemente aus K, und p(x) € K[z]
ist genau danr Primelement von K[z], wenn Grad p(x) > 0 ist und p(«) nur triviale
Teiler besitzt (vgl. 13.5., Siitze 1, 3). Solche Polynome p(x) werden in K| [x] unzerlegbar
oder srreduzibel (vgl. 13.5., Definition 3) oder auch Primpolynome von K[x]genannt. Die
Zerlegbarkeit eines Polynoms hiingt von dem Kérper ab, der fiir die Koeffizienten
der Faktoren zugelassen wird. So ist p(z) =2? — 2 in Q[a:] unzerlegbar, wegen

—-2= (:t — }/—) (z + }/—) aber in R[z] zerlegbar.

Sei L ein K umfassender Korper und bezeichne d(x) einen groBten gemeinsamen
Teiler der Polynome f(z), g(x) aus K[] in L[z]. Dann gibt es einen zu d(x) € L[z]
assoziierten groBten gemeinsamen Teiler d,(x), der bereits in K[z] liegt, denn bei der
Bestimmung eines groSten gemeinsamen Teilers von f(x) und g(z) mit dem eukli-
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dischen Algorithmus treten nur Polynome aus K[z] auf. Insbesondere folgt: Sind
f(x) und g(z) in K[x] teilerfremd (d. h., die von 0 verschiedenen Elemente aus K sind
die einzigen gemeinsamen Teiler), so auch in L[x].

14.2.2. Wir betrachten jetzt einen Integrititsbereich I mit Einselement 1 und ein-
deutiger Primelementzerlegung. Aus dieser Voraussetzung folgt sofort, da8 je endlich
viele Elemente aus I einen bis auf Einheitsfaktoren eindeutig bestimmten gro8ten
gemeinsamen Teiler besitzen (Ubungsaufgabe). Jedes unzerlegbare Element p = 0
aus I, das nicht Einheit ist, muB notwendig Primelement sein. Es sei p(z) € I[x] und
p(z) == 0. Dann heilit

p() = ay + @@ + -+ + a,z™ primitives Polynom: & agna, n---na, =1.

Als Hilfssatz von GAUss bezeichnet man den

Satz 2. In I[z] gilt: f(z), g(x) primitive Polynome=> f(x) g(x) primitives Polynom.

Beweis. Die Koeffizienten des Polynoms f(x) g(z) = h(xr) haben genau dann
keinen von einer Einheit verschiedenen gréfiten gemeinsamen Teiler, wenn es kein
Primelement von I gibt, welches gemeinsamer Teiler aller dieser Koeffizienten ist. Sei

f@) = G0 + @z + - + @i + o + 07" (an £ 0),
0@) = by + byz o + bt o Ba® (g % 0)
und p ein beliebiges Primelement von I. Unter den nicht durch p teilbaren Koeffi-

zienten von f(z) bzw. g(x) habe a; bzw. b, maximalen Index. Da f(x) und g(x) primitiv
sind, gibt es solche Koeffizienten. Setzt man

Uiy = Opyg = +* =bpyy =bppp = +++ =0,

so kann der Koeffizient von z+* im Produkt

min
@) glx) = Z; (72
=
in der Form

Civk = Qobipk + @rbige—1 + o+ + @by + -0 + Girpmrby + Gisibo

geschrieben werden. Aus p } a; A p 4 b, folgt p t a;b,. Alle iibrigen Summanden der
rechten Seite sind durch p teilbar. Daher ist p } ¢, f(2) g(x) muB also primitiv sein.
Aus dem Beweis folgt sofort:

p1f#) gl@) = p (=) vp|g(®).

Dabher sind die Primelemente von I auch Primelemente von I[x].
Die Einheiten von I und I[z] stimmen iiberein.
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Sei K der Quotientenkérper von I. Jedes von O verschiedene Polynom ¢(z) € K[x]
148t sich in der Form

o(x) = of*(z) (0 € K A f*(x) primitives Polynom aus I[x]) (1)

schreiben. Dabei sind ¢ und f*(z) bis auf Einheitsfaktoren aus I[z] eindeutig be-
stimmt. .

Zum Beweis nehme man ein von 0 verschiedenes a € I, fiir das ap(z) in I[z]
liegt. (Ein solches a ist z. B. das Produkt aller in den Koeffizienten von ¢(x) auf-
tretenden Nenner.) Ist dann b groBter gemeinsamer Teiler der Koeffizienten von
ap(z), so ist f*(z) ein primitives Polynom aus I[z], fiir das ap(z) = bf*(z) gilt.
(1) wird also mit ¢ = a1 erfiillt. Gilt neben (1) auch noch

() = ag*(x) (o € K A g*(x) primitives Polynom aus I[x]),
80 ist of*(x) = ag*(x). Es sei ¢ = 0 ein Element aus I, fiir das co und co in I liegen.
Wegen ’

cp(x) = cof*(x) = cag*(x)

'sind cp und co groBte gemeinsame Teiler der Koeffizienten desselben Polynoms aus
I[z] und daher in I assoziiert. Hieraus folgt, daB auch f*(x) und g*(x) in I[2] asso-
ziiert sind. .

Ist f*() ein primitives Polynom aus I[x] und sind b und @ == 0 aus , so gilt
abf*(x) € I[x] © a | b. (2)
Es sei a'bf*(z) € I[z]. Ist ¢ € I groBter gemeinsamer Teiler der Koeffizienten
dieses Polynoms, so gibt es eine Darstellung
a7 lbf*(x) = cg*(x)

mit einem primitiven Polynom g*(x) aus I[z]. Nach der eben bewiesenen Eindetitig-
keitsaussage ist a-'b = ce mit einer Einheit e € I, d. h. a | b. Die andere Richtung
der Aquivalenz (2) ist trivial.

Satz 3 (Satz von Gavuss). Besitzt ein Polynom f(x) € I[x] in K[x] eine Zerlegung
in Faktoren positiven Grades, so gibt es bereits in I[x] eine solche Zerlegung.
Beweis. Es sei

f@) = @u(@) pal@)  (91(@), pa() € K[2]).
Wendet man (1) auf ¢,(z) und g,(x) an, so erhilt man die Existenz von Elemerten
a, %0, a; =0, by, b, in I und primitiver Polynome positiven Grades f,*(x), f,* )
in I[z], fiir die

f(@) = ayhif1*(x) ay71bof ¥ (2) = (3182)7" (Byb2) f1*(2) f2*(2)
gilt. Weil f,*(z) f*(z) nach Satz 2 primitiv ist, folgt aus (2), daB a,a, | b,b, und daher
f(x) sogar in I[] zerlegbar ist.
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Ist also f(z) € I[x] ein primitives, in I[x] unzerlegbares Polynom positiven Grades,
80 ist f(z) unzerlegbar in K[z]. Nach Folgerung 1 ist K[z] Hauptidealring und daher
f(x) Primpolynom von K[x]. Aus

f) | g(@) b(x)  (g(x), k() € I[x])
folgt daher bei Betrachtung in K[z]
1) | 9(@) v f(x) | h(z).

0. B. d. A. sei f(z) | g(x), d. h., es gibt ein Polynom g¢,(z) € K[x], fiir das f(z) @,(z)
= g(z) gilt. Anwendung von (1) auf ¢,(z) ergibt die Existenz von Elementen a == 0
und b aus I sowie eines primitiven Polynoms f,*(z) € I[x] mit der Eigenschaft

a7'bf(z) fr*(x) = g(x).

Nach Satz 2 ist f(z) f*(x) ein primitives Polynom aus I[z], und aus (2) folgt dann
a | b. Daher gilt schon in I[z]

@) | g(x)-
f(x) ist also ein Primpolynom von I[z].

Damit ist gezeigt, daB die Primelemente von I und die primitiven, irreduziblen
Polynome positiven Grades in I{z] Primelemente von I[z] sind. Da jedes Prim-
element notwendig unzerlegbar ist (vgl. 13.5., Satz 1), gibt es keine weiteren Prim-
elemente in I[x]. :

Nach diesen Vorbereitungen ergibt sich der

Satz 4. Ist I ein Integritdtsbereich mit Einsel t und eindeutiger Primel. I

zerlegung, so besitzt auch I[x] eine eindeutige Pri equng.

Beweis. K bezeichne wieder den Quotientenkérper von I. Nach Folgerung 1 gilt
in K[z] der Satz von der eindeutigen Primelementzerlegung. Ist f(z) == 0 aus I[z],
80 besitzt es eine Darstellung der Form

flz) = a~'bg, () -+ a(2),

wobei @ #= 0 und b in I liegen und g,(2), ..., gs(*) bis auf Einheitsfaktoren aus K
eindeutig bestimmte Primpolynome aus K[x] sind. Nach (1) kann jedes g;(x) mit
Elementen b;, a; = 0 aus I als

0i(x) = a;tbir*(x) F=1,...,n)

geschrieben werden. Dabei bezeichnen die r*(x) primitive, in I[z] unzerlegbare
Polynome aus I[z], die bis auf Einheitsfaktoren aus I[z] eindeutig bestimmt sind.
Dann ist

f(®) = (aay -+~ @)™ (bby -+« by) 11¥() -+ - 1y *(@).
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Weil 7,*(z) --- r,*(x) nach Satz 2 ein primitives Polynom aus I[x] ist, folgt aus (2)
c:=(aay -+ an)t (bby - by) € 1.

Da die r;*(z) bis auf Einheiten aus I[z] eindeutig festliegen, ist auch ¢ durch f(z)
bis auf einen Einheitsfaktor eindeutig bestimmt (vgl. 13.2.(1)). ¢ besitzt in I eine
bis auf Einheitsfaktoren eindeutige Primelementzerlegung

C=P'"Pn-
Also gibt es eine Da1stellung
f@) = p - Pl *(®@) «-+ ¥ ()

von f(z) als Produkt von Primelementen aus I[z], welche bis auf Einheitsfaktoren
aus I[z] durch f(x) eindeutig bestimmt sind.

14.3. Nullstellen von Polynomen

14.3.1. Sei I ein Integrititsbereich mit Einselement 1 und L ein I umfassender
Integritiitsbereich, wobei auch L = I zugelassen ist. Bezeichnet
f(@) = ap + a1z + az® + - + auz™  (@m =+ 0)

ein Polynom aus I[z] und « ein Element aus L, so heiBt der durch die Ersetzung
von z durch « entstehende Ausdruck

f(&) = ag + ayx + @a? + -+ 4 apa™

ein Polynom in «. f(x) ist ein wohlbestimmtes Element aus L. Man rechnet sofort
nach (Ubungsaufgabe), daB die durch

(@) = f(«)

gegebene Abbildung ein Homomorphismus von I[] in L ist. f(«) wird der Wert des
Polynoms f(x) an der Stelle x = & genannt.

Definition 1. Seien I & L Integrititsbereiche mit Einsel 1t. Bezeichnet 0
das Nullelement und sind « € L, f(x) € I[x], so heiBt

& Nullstelle von f(x) (oder Wurzel der Gleichung f(2) = 0) :& f(x) = 0.

Die Division von f(x) durch z — « ist in L{z] ausfiihrbar, da # — « den hochsten
Koeffizienten 1 hat. Es gibt also ein Polynom f,(z) € L{z] und ein ¢ € L mit der
Eigenschaft

f@) = (& — o) h(2) + e-
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Fiir eine Nullstelle « von f(x) ergibt sich
fle) =0fi(x) + ¢ =0 =0,
und daher gilt:
o € L ist Nullstelle von f(z) € I[x]=> f(x) ist in L[z] teilbar durch (x — o). 1)
Ist & auch noch Nullstelle von f,(x), so ist f,(x) ebenfalls durch (z — «) teilbar:
f@) =@ — a2 fa@)  (fale) € Liz]).
Falls fy(x) = 0 ist, 1iBt sich nochmals ein Faktor (x — &) abspalten. Weil dieses
Verfahren nach spiitestens m = Grad f(z) Schritten abbrechen muB, gibt es ein
k € N* und ein f(z) € L[2], so daB
f@) =@ —a)ffilz) wnd  fi(a) =0
ist. « wird dann eine k-fache Nullstelle von f(x) genannt.

Ist B € L eine von « verschiedene I-fache Nullstelle von f(z), so mu$ f(x) durch
(z — p)* teilbar sein. Da (z — «)* wegen (§ — «)* + 0 nicht durch (z — f) teilbar
sein kann, ist

f@) = (@ — B fenle)
und also 3 .
@) =@ —a)* (@ — p) fers@)  (fien() € Li=]).

Liegen noch weitere Nullstellen von f(x) in L, so kann man wiederum Linear-
faktoren, das sind Faktoren ersten Grades, von f.(x) abspalten. f(z) kann als Poly-

nom m-ten Grades aber niemals als Produkt mit mehr als m Linearfaktoren dar-
stellbar sein. Damit ist folgender Satz bewiesen.

Satz 1. Seien L 2 I Integrititsbereiche mit Einselement und f(x) € I[x]. Dann gilt:
Grad f(x) = m=> f(x) besitzt in L hochstens m Nullstellen.
14.3.2. Definition 2. Sei I ein Integrititsbereich mit Einselement 1 und
1(&) = G + &y + a2 + -+ + aya™ € I[2].
Dann heiBt
I'() € Iz] Ableitung von f(x) : & f'(z) = a, 4 2a52 + --- + manz™1.

Diese Definition bedeutet, daB fiir Polynome f(z) vom Grade 0 und fiir das Null-
polynom die Ableitung f'(x) = 0 ist. Fiir f(2), g(z) € I[z] ergeben sich allein aus der
Definition die Regeln

(f@) + 9(2) = (=) + ¢'(2) @)
(f@) 9@)) = 1'(2) g@) + f(z) ¢'(@). ®)
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Zum Beweis schreiben wir die Polynome in der Form
o0 oo .
fz) = X aixf, glx) =X b,
i=0 i=0
wobei #° : = 1 und jede der Summen nur endlich viele vom Nullelement 0 verschie-
dene Koeffizienten a; bzw. b; enthilt. Dann ist
o
f@) = Z iaatt,  g'(z) = X bt
i=1
und es ergibt sich

(@) + g@)) = (f (@ + ) x‘)'
i=0

el
= 5 ifa 4 b)at
i=1
o e
=) iag*t 4+ 3 ibat?

i=1 i=1
=@ +7@-
(3) kann ebenfalls durch einfache Rechnung bewiesen werden:

(1) gtal) = (( Fa)( gob.x*))' - (‘E (Z ot Q)'
(Zahwd—2(2u+meﬁ4

it+k=1 it+k=1

( Zmb,)x' -1 +Z( Zkaibt)z‘_l

i+k=1 i+ k=1

Il
ngileMa

((Z6 -+ Dawb)am + z (5 all+ 1) bes) 2=

i+k=m =0\i+k=m

(S ot (Z)+ (F) Zo )
= f'(z) g(2) + f(=) ¢'(2)-

Die Ableitung f'(x) von f(x) = ay + @& + -+ + @x2™ € I[z] ist genau dann das
Nullpolynom 0, wenn

ia; =0 F=1,...,m) (4)
(vgl. 14.1.(6)). Als Charakteristik von I bezeichnen wir die bereits durch I fest-

gelegte Charakteristik des Quotientenkérpers von I. Ist sie 0, so bedeutet (4)
@, =ay, = --+ = a, = 0. Ist sie aber eine Primzahl p, so folgt aus (4) nur a; =0,
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wenn p } . Damit ist gezeigt:

I hat die Charakteristik 0= (f’(x) =0& fx) =ap€l), (5)
I hat die Charakieristik p
> (') =06 f@) = do + @2? + aa® + - + ay¥). ®)

I und L seien wie in 14.3.1. erklirt. Bezeichnet « € L eine k-fache Nullstelle von
f(z) € I[z], ist also

@) =@ — ) h@) und  fle) =0 (f@) € Liz)),
so folgt aus (3)

(@) =kx — & filz) + (= — )" fi/(2)
= (@ — )" [kfe(2) + (& — &) fi'(@)],
d. h., f'(x) ist in L[z] mindestens durch (z — «)*! teilbar. Hat I die Charakteristik 0,
so folgt aus kfy(x) &+ 0, daB kfi(z) + (x — &) fi'(z) nicht durch (x — «) teilbar ist.
In diesem Fall ist « also genau (¥ — 1)-fache Nullstelle von f'(z). Die Aussage stimmt
nicht mehr, wenn I die Charakteristik p besitzt. In diesem Fall hat beispielsweise
das Polynom f(z) = (z — «)? die Ableitung f'(z) = 0.
Erklart man nach der Festsetzung f©(z) : = f(z) durch
@)= (@)  (=12..)
sukzessive hihere Ableitungen von f(x), so ergibt sich im Fall der Charakteristik 0,
daB eine k-fache Nullstelle von f(z) € I[x] (k — 1)-fache Nullstelle von f¥(z)
(i=1,2,.... k — 1) ist.
Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen im

Satz 2. I sei ein Integrititsbereich mit Einselement und o eine k-fache Nullstelle von
f(x) € I[x]. Hat I die Charakteristik 0, so ist « (k — 1)-fache Nullstelle von f'(x), und es
gilt :

flo) =f(a) =--- =f*Px) =0, fHa) 0.
Hat I die Charakteristik p, so ist {'(x) mindestens durch (x — x)*-! teilbar.

Definition 3. Bezeichnen K und L Kérper, so heifit
L Erweiterungskirper (oder Korpererweiterung) von K : & K ist Teilkérper von L.

Satz 3. Sei K ein Korper, f(x) € K[x] und p(x) ein Primpolynom von K[x). Besitzen
f(x), p(x) in einem Erweiterungskirper von K eine gemeinsame Nullstelle, so gilt bereits
in K[z]: p(x) | f(z).

Beweis. Sei « aus dem Erweiterungskorper L von K gemeinsame Nullstelle von
f(x) und p(z). Dann sind f(x) und p(z) in L{z] nicht teilerfremd, weil sie den gemein-
samen Teiler (x — «) besitzen. Nach der Bemerkung am Schlu$8 von 14.2.1. haben
f(x) und p(x) daher schon in K[z] einen groBten gemeinsamen Teiler d(x) von posi-
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tivem Grad. Da p(z) Primpolynom von K[x] ist, muB d(x) zu p(x) assoziiert sein.
Deshalb ist auch p(z) ein Teiler von f(x).

Dieser Satz gestattet eine interessante

Folgerung. Fiir einen Korper K der Charakteristik O gilt: Ist p(x) Primpolynom
aus K[x], so besitzt p(x) in jedem Erweiterungskorper von K nur einfache Nullstellen.

Beweis. Wegen der Voraussetzung iiber die Charakteristik ist p'(z) nicht das
Nullpolynom. Hitte p(x) in einem Erweiterungskorper von K eine k-fache Nullstelle
(k = 2), so wire « (k — 1)-fache Nullstelle von p’(z), und nach Satz 3 wiirde gelten
p(x) | p'(2) in K[z]. Das ist unméglich, weil Grad p(x) > Grad p'(z) ist.

Es bezeichne K weiterhin einen Kérper der Charakteristik 0. f(x) € K[x] sei ein
Polynom des Grades m > 0. Wir wollen uns fiir die Nullstellen von f(z) interessieren.
Daher kénnen wir o. B. d. A. annehmen, daB f(x) den héchsten Koeffizienten 1 hat.
(Sonst dividiere man durch diesen Koeffizienten. Dabei éndern sich die Nullstellen
nicht.) Weiter wollen wir annehmen, daB es einen Erweiterungskorper L von K gibt,
in dem f(x) genau m Nullstellen besitzt, wobei jede so oft gezihlt wird, wie ihre
Vielfachheit angibt. Spiter werden wir zeigen, daB es solche Erweiterungskdrper
immer gibt. Sind &, ..., «, die verschiedenen Nullstellen von f(z) in L, so zerfallt
f(z) in L{z] in ein Produkt

f@) = (& — o) (& — o)t - (@ — &)™ M
von Linearfaktoren, wobei k; die Vielfachheit der Nullstelle «; (i = 1, ..., ) angibt.

Bezeichnet f;(x) das Produkt derjenigen Linearfaktoren, die in (7) mit dem Ex-
ponenten k auftreten, so kann f(x) in der Form

(@) = f(=) f2(@) -+ fi(z)
geschrieben werden, wobei fi(x) : = 1 bedeuten soll, wenn in (7) kein Linearfaktor

mit dem Exponenten & vorkommt. Weil k-fache Nullstellen von f(x) genau (k — 1)-
fache Nullstellen von f'(x) sind, ist

dy(@) : = {(z) 1 ' (2) = fol@) [3@) -+ [t () -
Seine Berechnung kann mit dem euklidischen Algorithmus bereits in K[«] erfolgen.
o) =18 _ o) o) - 1) ®)
1(z)
ist dann ein Polynom aus K[x], das die gleichen Nullstellen wie f(2) besitzt, aber jede
nur mit der Vielfachheit 1.
Auch die Faktoren fi(z) kénnen durch Rechnungen in K[x] bestimmt werden. Sei
nimlich
do(2) : = (=),
di(x) 1= f(x) N f'@) N - 0 f() t=1,...,t —1),
dyx) :=1.
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"Dann ist
2i(@) = fis(@) fira(®@) -+ f-() € K[] (E=0,...,t —1),

gil@) 1= ;;")" = 1@ fia(@) - @) € K[z] (=1, ..., 0)

und also

filz) = L@ €K[x] (5=1,...,t —1),
l+l( )

filz) = q() € K[x].

Besitzt f(x) € K[z] mehrfache Nullstellen, so kann man also deren Bestimmung
durch Rechnungen in K[z] auf die Bestimmung der Nullstellen von Polynomen
kleineren Grades zuriickfiihren.

14.3.3. Sei K ein Korper und f(z) € K[z] ein Polynom des Grades n. Nach Satz 1
besitzt f(z) in jedem Erweiterungskérper von K hchstens » Nullstellen. Ein Polynom
n-ten Gmdes, dessen Nullstellen die (mcht notwendig pwwelse verschiedenen)
Elemente a;, ..., a, sind, ist

@ — ) (@ — o) -+ (& — o).
Haben die Polynome
f@) =ay+ax+ - + a2” (@ £ 0),
9@) =by+ b + -+ + bpa® (b £ 0)
aus K[z] dieselben n Nullstellen, so sind diese auch Nullstellen von

d(2) = buf(x) — ang(2).

Da aber der Grad von d(z) hochstens » — 1 betriigt, muB d(x) das Nullpolynom
und daher

9(2) = 2 flz)
7

sein, d. h., f(x) und g(z) sind in K[z] assoziiert.

Wir verallgemeinern jetzt die Problemstellung und fragen nach der Existenz von
Polynomen aus K[z], die an n verschiedenen vorgegebenen Stellen «,, ..., x, € K
vorgeschriebene Werte f,, ..., B, € K besitzen. Hat ein Polynom f(z) € K[z] diese
Eigenschaft, so auch f(z) + g(x) € K[z], wobei g(z) ein beliebiges Polynom aus K[x)
bezeichnet, fiir das g(x;) =0 (i = 1, ..., n) ist. Es gibt aber hochstens ein Polynom
f(=) € K[x] mit einem Grad < » — 1, das die Bedingungen

fx) =8 (=1,...,n)
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erfiillt. Gilt namlich auch fiir das Polynom f(z)<€ K[#] mit dem Grad <n — 1

fe)=8 @G=1,..,n),
so ist f(z) — f(x) € K[z] als Polynom eines Grades < » — 1 mit wenigstens » Null-
stellen das Nullpolynom und also f(z) = f(x).

Da der Grad von

(@ — o) -+ (@ — &) (B — &isa) -+ - (& — o)
(o6 — okq) ++» (o0 — oiq) (00 — ki) ==+ (% — %)

= cKl®] G=1,.0,m),  (9)

gleich » — 1 ist und
hfa) =1, ki) =0 (k)
gilt, ist der Grad von
@) : = frba(®) + Baha(®) + -+ + Pubn(@) € K[2] (10)
hochstens 7 — 1, und es ist
Uos) = B 6 =1,...,n)
Damit ist der folgende Satz bewiesen:

Satz 4. Bezeichnet K einen Kb'rper Und 0y s oees O paa_rweiae verschiedene, By, ..., fu
beliebige Elemente aus K, so gibt es in K[x] genau ein Polynom U(x), dessen Grad n — 1
nicht uibersteigt und fir das Ho;) = f; (6 = 1, ..., n) gilt.

Die Aufgabe, ein Polynom zu finden, das an vorgegebenen Stellen bestimmte Werte

annimmt, tritt bei der Interpolation von Funktionstafeln auf. (10) heiBt in Verbin-
dung mit (9) Lagr he Interpolationsformel. Sie beschreibt im Fall » = 2 die

Y

lineare Interpolation, welche hiufig bei der Benutzung von Tafelwerken ange-
wendet wird.

14.4. Irreduzibilititskriterien

Es bezeichne I einen Integrititsbereich mit Einselement und f(x) ein Polynom posi-
tiven Grades aus I[x]. Gesucht werden Methoden, mit deren Hilfe in endlich vielen
Schritten entschieden werden kann, ob f(z) in I[x] irreduzibel ist.

Wir beschriinken uns auf den Fall, daB I der Integrititsbereich Z der ganzen
Zahlen ist und die Koeffizienten von f(x) € Z[x] teilerfremd sind. Hat f(x) den Grad
m > 0 und ist f(z) als Produkt zweier Polynome positiven Grades aus Z[x] darstell-

bar, so hat einer der Faktoren, er werde mit g(z) bezeichnet, einen Grad = % Sei
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r diejenige ganze Zahl, fiir welche r < % < r+ 1 gilt. Dann betrachte man r + 1

paarweise verschiedene Zahlen oy, «;, ..., a, aus Z. Weil g(z) | f(x) angenommen
wurde, ist

glexi) | flos) (i=0,1,....7).

f(o;) besitzt nur endlich viele Teiler g;y, gis, ..., @y, in Z. Daher gibt es zu jedem
1€{0,1,...,r} fiir g(a;) nur £; € N* Moglichkeiten. Insgesamt gibt es also in Q[x]
nur fef, - - - ¢, Polynome, die alsg(x) in Betracht kommen (vgl. 14.3., Satz 4). Sie kénnen
mit Hilfe der Lagrangeschen Interpolationsformel gewonnen werden. In endlich
vielen Schritten kann iiberpriift werden, ob sie Teiler von f(x) sind. Ist keines dieser
Polynome ein Teiler von f(z), so ist f(z) irreduzibel in I [#]. Wenn aber f(z) durch
eines der Polynome teilbar ist, gibt es bereits in Z[z] eine Zerlegung von f(zx)
(vgl. 14.2., Satz 3).

Dieses Verfahren von KRONECKER (1823—1891) verwendet nur folgende Tat-
sachen: Z enthilt unendlich viele Elemente (namlich zu beliebigem m € N* mehr als

% Elemente), jedes von 0 verschiedene Element von Z besitzt nur endlich viele

Teiler, die in endlich vielen Rechenschritten bestimmbar sind. Daher lassen sich die
Uberlegungen auf jeden Integritéitshereich I mit diesen Eigenschaften iibertragen.

Es ist eine groBere Anzahl von Irreduzibilititskriterien (d. h. hinreichenden Bedi fir die
Irreduzibilitit von Polynomen entwickelt worden. Wir beweisen als Beispiel den

Satz 1 (Kriterium von EISENSTEIN). Gibt es eine solche Primzahl P € N*, dap far die Koeffi-
zienten des Polynoms :
. {(I)=Eo+a1x+--~+am:c’"ez[x]
die Bedingungen
Ptama A plajaptta, (¢Y]
i€{0,1.....m—1}
gelten, so ist f(x) in Q[z] irreduzibel.
Beweis. Wire f(z) reduzibel, so giibe es Polynome
9(@) = by + byx + +-+ + b2 € Q[z] ®+0, r>0)
und
h(x) = ¢y + ¢ + -+ + c,2% € Q[z] (cs+0, §>0),
fiir die
fz) = g()h(z)
gilt. Es kann sogar g(z) € Z[z] A h(z) € Z[z] angenommen werden (vgl. 14.2., Satz 3). Aus
g = byco und Plagap?ta,

folgt, daB genau eine der Zahlen by, ¢, durch p teilbar ist. Es sei 0.B.d.A. 2 | by. Da p § a,,, kdnnen
nicht alle b; (¢ = 0, 1, ..., r) durch p teilbar sein. Es gibt also einen Index % < r < m mit der
Eigenschaft

PooaplbyAcAp b yapdby. (@)
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Es ist
ag = bycg + byepy + -+ + bpaCy + beco- @)

Da wir bereits wissen, daBp ¥ co, folgt aus (2) und (3) p4 . Weil k < m ist, widerspricht das der
Voraussetzung (1).

Beispiele.

1. Ist @ € Z und gibt es eine Primzahl p, fiir die p |aa p*} a gilt,s0 ist 2™ + a (m € N*) in @[]
irreduzibel. .

2. Als p-tes Kreisteil i bezeichnet man

Fpy(z) := £

1 =Pl 4P 24 ... 4+ 1 (p Primzahl).
z —

Es ist in Q[] irreduzibel, denn wire es zerlegbar, so miiBte auch

(x+1)p—1

1)="T 1 — — —gp-1 4 (Pyap-24 ... » 4
Fye + 1) = = +(1)= + +(p—2)z+(p—1)
zerlegbar sein. Aus

iell..{\.p—l) p\ (f) " pz*(P = 1)

folgt nach Satz 1 aber die Irreduzibilitit von Fp(z + 1).

14.5. Kdrpererweiterungen
Wir wollen hier von einem beliebigen Korper K ausgehen und dazu Erweiterungs-
kérper mit gewissen vorgegebenen Eigenschaften konstruieren.
14.5.1. Durch Adjunktion einer Unbestimmten z erhilt man aus K den Inte-
gritiitsbereich K[] aller Polynome mit Koeffizienten aus K (vgl. 14.1.) Es sei
K () : = Quotientenkorper von K[z].
K(x) besteht aus allen Quotienten

fle) _ao+ oz + a2 4 o g™
g@) by + bix + ba? + -+ + byz"

von Polynomen aus K[z] mit vom Nullpolynom verschiedenen Nenner und wird
Kérper der rationalen Funktionen in der Unbestimmten z mit Koeffizienten aus K
genannt.!) Der Kérper K(z) ist bis auf Isomorphie durch K[z] und daher sogar schon
durch K festgelegt. Nach 13.6. enthilt er einen zu K isomorphen Teilkérper. Identi-
fizieren wir diesen mit K, so erscheint K(z) als Erweiterungskorper von K.

(9(=) +0)

o,
1) Im Unterschied zu K(x) bilden aber die rationalen Funktionen r:a  r(a): = ‘;-(Z—n)) (@ e K)
mit Koeffizienten aus K iiber dem Definitionsbereich K beziiglich der iiblichen Addition und Multiplika-

tion (vgl. 14.1.) keinen Korper. Beispielsweise gibt es zur identischen Funktion i:a+ o (u € K)
keine beziiglich der Multiplikation inverse Funktion k: o+ k(c) (o € K), denn fiir alle a € K miiSite
ok(a) = 1 sein.
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Die hier skizzierte Konstruktion, die zu dem Kérper K den Korper K(x) der
rationalen Funktionen in x mit Koeffizienten aus K liefert, heiBt Adjunktion von =
zu K (und da das Resultat ein Kérper ist, genauer: Kérperadjunktion). Weil nur ein
Element adjungiert wurde, spricht man von einer einfachen Korpererweiterung, und
da dieses Element beziiglich K transzendent ist (vgl. 14.1.), wird K(x) eine einfache
transzendente Erweiterung von K genannt.

Definition 1. Seien L und L' Erweiterungskorper des Korpers K. Dann heiBt
L dquivalent L' beziglich K :<> ein Isomorphismus ¢ von L auf L' mit A p(a) =a
existiert. eck

Bezeichnen K(x) und K(#) einfache transzendente Erweiterungen von K, so ist
die Abbildung

9:f(®) =ag + a1z + - 4 apz™ > [(B) =ag + ar® + -+ + apd™
(f(x) € K[z]) ein Isomorphismus von K[z] auf K[#]. Daher ist auch

K(z) = K(9),
und g 158¢ sich zu einem Isomorphismus der Quotientenkorper fortsetzen. Es ergibt
sich also:

Je zwei einfache transzendente Erweiterungen von K sind dgquivalent. (1)

14.5.2. Es sei jetzt p(x) € K[z] ein in K[] irreduzibles Polynom mit einem Grad

n > 1. K[x] ist Hauptidealring (vgl. 14.2., Satz 1, 13.5., Satz 6) und daher p(x) Prim-
element von K[z] (vgl. 13.5., Satz 3). Dann ist (p(x)) ein Primideal von K[] und
K[x]/(p(x)) sogar ein Kérper (vgl. 13.5.1.). Da alle Polynome, die sich von p(x) nur
um einen konstanten Faktor = 0 aus K unterscheiden, dasselbe Ideal erzeugen,
kénnen wir o. B. d. A. annehmen, daB p(x) den hichsten Koeffizienten 1 hat. Sei

PR) =2" + ap 12"t + oo 4 ap. 2)
Zu jedem f(z) € K[] gibt es eindeutig bestimmte Polynome g(z) und r(z) in K[z],
so daB ‘

(=) = ¢(2) pla) + 7(z), r(z) =0V Gradr(x) <n
gilt. Daher liegen f(x) und r(z) in derselben Restklasse modulo (p(a:)). Weil in keiner

Restklasse modulo (p(x)) zwei verschiedene Polynome, deren Grad < = ist, enthalten
sein konnen, liBt sich also jede Restklasse modulo (p(x)) durch genau ein Polynom

by + by@ + «-- + b,z € K[z]
repriisentieren, dessen Grad hichstens (n — 1) betrigt. Beispielsweise liegen

2" =@ + ug@™ e+ 8g) + (—@p@"t e —ay) ®3)
und —@,_;2"! — ... — a2 — a, in derselben Restklasse modulo (p(:c)).
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(@) bezeichne die Restklasse von f(x) € K[x] modulo (p(x)). Jedes Element aus
K[z (p(z)) kann auf genau eine Weise in der Form

by + byt + -+ + byga™ L = by + b,F + -+ + by_y7"1
geschrieben werden. Fiirzwei Elemente des Restklassenkérpers gilt also

Ferner ist

B0+ BZ + -+ + bt + (G0 + GF + -+ + Cay®)

= (bo + o) + (b; + 1) T + -+ + (bpy + Tpy)T" . (5)
Aus (3) folgen die Beziehungen

FHE — —g, g . g a — gk (k=0,1,...). (6)
Daher kénnen in

mx) ;= (b + DT + -+ + by yF) (o + GF + -+ + TpyT™Y)

= bBo + (biTo + b)) E + +++ + bp-iCpoiZ? ()

die Potenzen von %, deren Exponentenn — 1 iibersteigen, schrittweise durch Poten-
zen von Z mit kleineren Exponenten ausgedriickt werden, bis die Darstellung des
Produktes in der Form

m@) =do+ &F + o+ + dp g7 (™)

erreicht ist. Zu f(z) + 0 aus K[«]/(p(x)) kann.das inverse Element folgendermaBen

bestimmt werden:
Da p(z) ¢ f(x), sind p(z) und f(x) teilerfremd. Durch den euklidischen Algorithmus

lassen sich in K[z] Polynome g(x) und %(x) berechnen, fiir die
(=) g(=) + () A(z) =1 ®
gilt. Daher ist g(z) in K| [:t]/(p(a:)) zu f(x) invers.
Da p(x) = 0 ist, bedeutet (2)
B 4 @ e+ BT+ 8y = 0. ©
Der eben konstruierte Korper K| [#]/(p(x)) enthilt einen zu K isomorphen Teil-
korper K, bestehend aus allen Restklassen b (b€ K). Wir bilden die Menge der
Elemente
(K121 (p(=)) \E) v K,

d. h., wir ersetzen in K [x]/(p(z)) alle Restklassen b durch die Vertreter b (b ¢ K).
Ersetzen wir dann auch in allen Gleichungen, die die Operationen in K[x]/(p(x))

beschreiben, die auftretenden Elemente b aus K durch ihre Vertreter b aus K,
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so werden durch diese nmeuen Gleichungen Operationen in (K[«]/(p()) \ K) v K
erklirt, beziiglich derer diese Menge offensichtlich ein zu K[x] /(p(:c)) isomorpher Er-
weiterungskorper von K ist. SchlieBlich wollen wir noch das Element Z dieses Kérpers
mit # und den Korper selbst mit K(#) bezeichnen. Jedes Element aus K(#) kann
dann auf genau eine Weise in der Form

by + by + b9 + - + by 9" b;eK; 1=0,1,...,n —1)
angegeben werden. Die Rechnung in K (#) wird durch (4), (5), (6), (7), (7') beschrieben,
wenn darin ¢ an die Stelle von Z gesetzt und die weiteren Querstriche weggelassen
werden. Die Gleichung (9) bedeutet in K(#)

"t a, 91+ o ayd +ay=0. (10)
# ist also eine Nullstelle von p(x).

Definition 2. Sei L ein Erweiterungskorper des Korpers K und 4 € L. Dann
heiBt ]
A algebraisch beziiglich K :< 1 ist Nullstelle eines Polynoms f(z) + 0 aus K[z].

Ist ein Element A € L nicht algebraisch beziiglich K, so folgt aus jeder Gleichung

Apd™ + A yA™ 1+ oo gl a2y =0 ( AN a;€ K)

i€(0,....m}
die Beziehung @,, = Gy = +++ = @y = 0,'d. h., 1 ist transzendent beziiglich K (vgl.
14.1).

Beispiel. ﬁ € R ist algebraisch beziiglich Q, da }/2 Nullstelle von 2? — 2 € Q[z]
ist. ¢ und z sind transzendent beziiglich Q. Die Transzendenz von e wurde 1873 durch
CHaRLEs HErmiTE (1822—1901), diejenige von n 1882 durch FERDINAND VON
LINDEMANN (1852—1939) bewiesen. Wir gehen hier nicht auf die Beweise ein.

Die Gleichung (10) besagt also, daB & algebraisch beziiglich K ist. Daher heiBt
K (9) algebraische Erweiterung von K.

Die skizzierte Konstruktion, die zu dem Kérper K und dem irreduziblen Polynom
p(x) € K[z] den Korper K (9) liefert, heiBt Adjunktion einer Nullstelle von p(x) zu K.
Da nur ein Element adjungiert wurde, nennt man K(8) eine einfache algebraische
Erweiterung von K mit dem definierenden Polynom p(x).

Zwei einfache algebraische Erweiterungen von K mit dem

definierenden Polynom p(x) € K[x] sind dquivalent. (11)

Sind némlich ¢ und 4’ Nullstellen von p(z), so ist nach unserer Konstruktion

E@®) = K[z)(px)) wnd K@) = K[=]/(p(@))-
Bei diesen Isomorphismen entsprechen sich die Elemente von K und die durch sie
reprisentierten Restklassen modulo (p(z)). Ferner entsprechen & bzw. 9 der Rest-
Kklasse % von z. Daraus ergibt sich die Behauptung. Insgesamt liefern unsere Resultate
den folgenden Satz.



14.5. Korpererweiterungen 259

Satz 1. Bezeichne K einen Korper. Zu K gibt es bis auf Aquivalenz genau esne ein-
fache transzendente Erweiterung. Ist p(x) ein in K([z] irreduzibles Polynom, so gibt es
bis auf Aquivalenz genau eine einfache algebraische Erweiterung K(#) mit dem defi-
nierenden Polynom p(z), d. k., in K(#) gilt die Gleichung p(#) = 0.

Beispiel. 2® — 2 ist in Q[x] irreduzibel (vgl. 14.4., Satz 1). Die Elemente der
Erweiterung Q(#) von Q mit der definierenden Gleichung #* — 2 = 0 kénnen in der

Form
by + b, + b8 (bo, by, b, € Q)

geschrieben werden. Mit ihnen wird wie mit Polynomen gerechnet, wobei aber die

3
Gleichung #3 = 2 zu beachten ist. Der Teilkérper @ (]/E) von R, der aus simtlichen
reellen Zahlen der Form

b+ 5,12 +5,(12)  Bubi b€ Q)

besteht, sowie der Teilkérper @ ]/E (-—l + 2 ]/3—) von C,der ausallenkomplexen
Zahlen 2 2

bo + 5i(128) + 5,12 )" (bo, bubi€Qie= —2 4+ V?T)

gebildet wird, sind beziiglich @ dquivalent. Beide Kérper stellen Realisierungen der
durch p(x) = 2® — 2 definierten einfachen algebraischen Erweiterung von Q dar.

14.5.8. Bisher sind wir von einem festen Korper K ausgegangen und haben dazu einfache trans-
zendente und einfache algebraische Erweiterungen konstruiert. Die Elemente der entstandenen
Erweiterungskorper sind Quotienten von Polynomen in einer Unbestimmten bzw. die Rest-
klassen des Polynomringes K[x] nach einem Primideal. Nach Satz 1 sind dies bis auf Isomorphie
auch die einzigen Erweiterungen der betrachteten Art. Das Beispiel zeigt jedoch, daB es zu einer
80 gewonnenen Erweiterung eines gegebenen Korpers in einem bereits bekannten, diesen um-
fassenden Korper iquivalente Erweiterungen geben kann, deren Elemente nicht Polynom-
quotienten oder Restklassen zu sein brauchen.

Dabher liegt es nahe, einen Korper L sowie einen darin enthaltenen Teilkorper K zu betrachten
und nach Erweiterungskérpern von K zu fragen, die in L liegen. Jeden Teilkérper Z von L, der
K umfaBt, nennen wir einen Zwischenkérper von K und L. Bezeichnet M eine beliebige Menge von
Elementen aus L und

8 :={Z:Z 2 M A Z ist Zwischenkérper von K und L},
so ist

K(M) :=zrgsz

ein M umfassender Zwischenkorper von K und L. Offenbar liegen in jedem Z und daher auch in
K (M) alle diejenigen Elemente von L, die sich durch endlich viele Rechenschritte (d. h. Anwen-
dungen der Operationen von L sowie Bildung der inversen Elemente beziiglich dieser Operationen)
aus den Elementen von K u M darstellen lassen. Diese Elemente bilden aber bereits einen M um-
fassenden Zwischenkérper von K und L, der dann K (M) sein muB. Wir wollen sagen, daB K(M)
aus K durch Adjunktion (genauer: Kirperadjunktion) von M entsteht.

Da ein Element aus K(M) zu seiner Darstellung im eben ten Sinn nur endlich viele
Elemente aus M bendétigt, gibt es zu jedem Rechenschritt, der in K(M) ausgefiihrt wird, eine
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solche endliche Teilmenge M’ von M, daB dieser Rechenschritt bereits in dem Teilkorper K (M ’)
von K(M) abliuft. Beherrscht man also die Rechnung in allen Kérpern K(M”), die aus K durch
Adjunktion endlicher Teilmengen M’ von M aus K entstehen, so beherrscht man sie auch in
K(M).

Bezeich M’, M” Teil gen von M, so ist K(M') S K(M’ uM”)und M’ S K(M' v M),

also )
K(M')(M") S K(M' v M”).
Andererseits ist K S K(M’) (M) und M’ v M” € K(M’) (M"), also
KM vM") S K(M') (M").
Aus beiden Beziehungen folgt
KM v M) = K(M') (M),

d.h., die Adjunktion endlicher Mengen kann auf die schrittweise Adjunktion einelementiger
Mengen zuriickgefiihrt werden. Ist M = {u;, ..., &} eine endliche Menge, so sei K(,, cees Oly)
:= K({otg, -++» &}) . Fiir ein beliebiges Element # ¢ L betrachten wir die Erweiterung K(8). Die
Menge aller Elemente der Form

1®) = ag + a® + -+ + % ({ag, ay, ..., 0} S K; k€ N)
bildet einen Teilintegrititsbereich K[#] von K(8).
Wir versuchen nun, einen Zusammenhang zu den vorn konstruierten Erweiterungen herzu-

stellen, und betrachten daher parallel den Integrititsbereich K[z] aller Polynome in der Unbe-
stimmten 2 mit Koeffizienten aus K. Durch

f(z)=ao+alz+---+a.z*|—>l(19)=an+a10+---+ak0*

wird ein Homomorphismus von K[z] auf K[#] beschrieben, dessen Kernyp aus allen Polynomen
f(2) besteht, deren Bild f(#) = 0 ist. Aus dem Homomorphiesatz fiir Ringe ergibt sich

K(z)/p = K[9].

p ist Primideal von K[z], denn K[#] ist Integritiitsbereich. Weil K[z] Hauptidealring ist, muB
p = K[z] oder p = (0) oder p = (p(x)) sein, wobei p(z) ein in K[z] ir duzibles Polynom positi
Grades bezeichnet. Da K[#] als K umf der Integrititsbereich nicht der Nullring sein kann,
ist p = K[z]. Es bleiben also die Méglichkeiten p = (0) oder p = (p(2))-

Falll. p = (0). In diesem Fall ist die gegebene Abbildung ein Isomorphismus von K[z] auf
K[#). K(z) bzw. K(#) sind gerade die Quotientenkérper von K[z] bzw. K[#]. Nach 13.6. ist dann

K®) = K(z).
Es liegt also eine einfache transzendente Erweiterung von K vor. Mit # wird ebenso gerechnet wie
mit der Unbestimmten z. & ist ein beziiglich K dentes Element von L.

Fall 2. p = (p(x)). Schon vorn wurde gezeigt, daB-in diesem Fall K[z]/p ein Korper ist und
daher

K(8) = K[#] = K[z)/(p(=))-

Aus p(z) > p(8) = 0 folgt, daB # Nullstelle des Polynoms p(x) ist. # ist also ein beziiglich K alge-
braisches Element von L und K(#) eine einfache algebraische Erweiterung von K mit dem defi-
nierenden Polynom p(z). Da p(2) durch p nur bis auf Faktoren = 0 aus K bestimmt ist, kann
0.B.d.A. angenommen werden, daB p(¥) den héchsten Koeffizienten 1 hat. Hat p(z) den Grad 1,
so ist bei dieser Normierung p(¥) = z —# und wegen p(z) ¢ K[] also # ¢ K. Dann ist aber
K(®) = K, d. h,, es liegt keine echte Erweiterung vor.
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Durch die angegebenen Konstruktionen wurden also schon alle Moglichkeiten fiir einfache
Erweiterungen, das sind Korpererweiterungen, die durch Adjunktion einer einelementigen Menge
entstehen, erfafBt.

14.5.4. Sei K ein Korper und f(x) € K[z] ein Polynom des Grades n > 0.

f(x) = h(®@) fa(@) -+« (=)

bezeichne die Zerlegung von f(z) in irreduzible Faktoren aus K[xj (vgl. 14.2.1.). Sind
diese Faktoren simtlich linear, so liegen alle Nullstellen von f(z) in K. Anderenfalls
sei Grad f,(z) > 1. Dann gibt es einen Erweiterungskorper K(x,) von K, der wenig-
stens eine Nullstelle «; von f,(z) enthilt. Die Zerlegung von f(z) in irreduzible Fak-
toren aus K(«,) [#] sei

fle) = (@ — &) g1() -+ g,(2)
(vgl. 14.3.1). Falls noch nicht alle Faktoren den Grad 1 haben, adjungiere man zu

K(x,) eine Nullstelle «, eines nichtlinearen Faktors. In K(«,) (x,) [#] zerfillt dann
f(x) in das Produkt irreduzibler Faktoren

1@) = (@ — &) (@ — &g) () -+ By(®).

Hat hierin noch ein Faktor einen Grad > 1, so kann man das geschilderte Verfahren
fortsetzen und erhilt spétestens rach » — 1 Schritten einen Erweiterungskérper Z
von K mit der Eigenschaft, daB f(z) in Z[] in ein Produkt von Linearfaktoren zer-
fallt:

f@) =a@@—m) @ —as)--- (@ —an) (@€ K).

Definition 3. Seien Z 2 K Kérper und f(z) € K[z] ein Polynom positiven
Grades. Z heilt genau dann Zerfillungskérper (im weiteren Sinn) von f(z), wenn
f(x) in Z[z] in Linearfaktoren zerfillt. Genau dann heiBt Z kleinster Zerfillungskir-
per von f(z), wenn kein echter Teilkorper von Z Zerfillungskérper von f(z) ist.

Satz 2. Ist K ein Korper und f(x) € K[x] ein Polynom des Grades n > 0, so gibt es
einen kleinsten Zerfillungskorper Z von f(z).

Beweis. Nach den obigen Uberlegungen gibt es jedenfalls einen Zerfillungskorper
Z von f(z). Der Durchschnitt aller in Z enthaltenen Zerfallungskorper ist dann ein
kleinster Zerfallungskorper von f(x).

Je zwei kleinste Zerfillungskorper von f(x) € K[x] sind beziiglich K #quivalent.
Dieser Eindeutigkeitssatz, dessen Beweis (vgl. etwa Kochendorffer: Einfiihrung in
die Algebra, 4. Aufl.,, 1974, S. 166) wir hier iibergehen wollen, besagt, daB in jedem
Zerfallungskérper von f(z) bei der Zerlegung von f(z) in ein Produkt von Linear-
faktoren die gleiche Anzahl verschiedener Linearfaktoren und die gleichen Vielfach-
heiten dieser Faktoren auftreten, die Zerlegung von f(x) in Linearfaktoren also im
wesentlichen in allen Zerfallungskorpern dieselbe ist.
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14.6.  Polynome in mehreren Unbestimmten

14.6.1. Es sei I ein Integritdtsbereich mit Einselement. Durch Adjunktion der Un-
bestimmten x; entsteht daraus der Polynomring I[x,]. Hierzu kann man erneut das
in 14.1. geschilderte Verfahren anwenden (vgl. 14.1., Satz 1) und erhilt nach Ad-
junktion der Unbestimmten z, den Polynomring I[z,] [«,], den wir kiirzer mit I[z;, ,]
bezeichnen wollen. Adjungiert man weiter der Reihe nach die Unbestimmten z,,
Ty, +++, Xy, 80 erhilt man den Polynomring

Iy, ooy @p) 1= I[2y, oo, Tpa] [Ba] - (m — 1 EN¥).
Seine Elemente heien Polynome in den Unbestimmien ,, %,, ..., *, und haben die
Form

f(@r, @y oony @) = 2 Biiy.in R PR AN (1)
1 ige e tn
wobei die Koeffizienten a; ;, ;, € I sind und iiber endlich viele #-Tupel von Expo-
nenten iy, %y, ..., i, aus N summiert wird.

Es sei L ein I umf der I itidtsbereich. Setzt man in der Gleichung (1) «; € L an die
Stelle von z; (s =1, 2, ..., n), so wird durch (&, &y, ..., &,) > f(&;, &g, ..., &) eine Abbildung
von L X L X -+ X L in L beschrieben, dié man ganze rationale Funktion von n Arg iiber

dem Definitionsbeéreich L X L X --- X L nennt. Wie in 14.1. kann gezeigt werden, daB diese
Funktionen einen kommutativen Ring bilden, der im Fall eines unendlichen Integrititsbereiches
I (z. B. Zahlenbereich Z, @, R, C) zum Polynomring I[z,, z, ..., Z,] isomorph ist.

Aus 14.1. ergibt sich, da8 I[z,, ..., ,] ein Integritatsbereich ist. Sein Quotienten-
kérper, dessen Elemente also die Gestalt

P Bisovesy)
g(xl’ ) x’l)

haben, wobei f(z, ..., %), §(®1; +--, %s) € I[®y, ..., z,] und g(z,, ..., z,) == 0 ist, wird
durch I(z,, ..., z,) bezeichnet und wegen des Zusammenhanges der Polynome mit den
ganzen rationalen Funktionen meistens Korper der rationalen Funktionen (von n
Unbestimmten) iiber dem Koeffizientenbereich I genannt.

Die Exponentensumme ¢, + -+ + %, heiBt Grad des Gliedes -a;,, ;. %, %" -+ T4
Unter dem Grad des Polynoms f(z,, 2, ..., %,) versteht man den groBiten Grad,
welcher bei den Gliedern von f(z,, 2,, ..., z,) auftritt. Wie in 14.1. wird dem Null-
polynom kein Grad zugeschrieben. Eine Form oder ein homogenes Polynom ist ein
Polynom, dessen simtliche Glieder den gleichen Grad haben.

14.6.2. Definition 1. s(2;,...,2,) € I[2,, ..., 2,] heiBt symmetrisches Polynom
& 8(%y, ..., %,) bleibt bei jeder Permutation der Unbestimmten 2, ..., x, ungeén-
dert.
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Beispiele sind :
die Potenzsummen

M@y, o ons Bp) 1= zlk -+ xﬂk e xnk (k =0,1,2,..),
die Diskriminante
8(2y, oeny @) 1= [T (2; — 2)? (k=1,...,n)
i<k
sowie die sogenannten symmetrischen Grundfunktionen

Oy (Zys eees Tp) =21 + By + o0 + Ty,

Og(@y, ovey Ty) 1= X4y + 2123 + o0 F Tpy %y = 2 Z; Xi, s
0<i<iy=n
On(@1y +ees Ty) 1= 1@y +++ Ty,
die allgemein durch
OplBys vo; W) 1= X 2%, 00 Tiy k=1,2,...,n) )]

0<i)<ix<--<ixSn

n

gegeben sind, wobei die Summe iiber alle (k) moglichen Indexsysteme zu erstrecken

ist.

Sei I ein Integrititsbereich mit Einselement, @ der Quotientenkérper von I und
K 2 Q Zerfillungskorper des Polynoms

f(®) = 2" + 8yt + -+ + 4z + ag € I[2]. ®
Dann gibt es also Elemente «,, ..., «, in K, so daB
fl@) = (& — o)) (@ — &xg) *+- (& — x) 4)

gilt. Multipliziert man dieses Produkt aus, ordnet nach Potenzen von  und ver-
gleicht die Koeffizienten gleicher Potenzen von z in (3) und (4), so ergeben sich
folgende Beziehungen zwischen den Koeffizienten und den Nullstellen von f(z), die
bequem durch die symmetrischen Grundfunktionen ausgedriickt werden kénnen:
gy = (—1) 03(0t1, ooy &g) = (—1) (%1 + &g + =+ + o),
Gy = (—1)2 05(0ry, o5 ) = (1) (001000 + x10tg + *++ + Gpgotn)
anr = (—1)* ou(os; o, a) (k=1,...,m), ®)
Ay = (—1)" 0p(01, -0y ) = (—1)" xy00p -+~ 0ty
Die Polynome oy(z;, ..., %,) sind grundlegend fiir alle symmetrischen Polynome,
denn es gilt
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Satz 1 (Hauptsatz iiber symmetrische Polynome). Zu jedem symmetrischen
Polynom

8(%ys o ey Xy) € I[2y, ou0y 4]

gibt es genau ein Polynom

f@15 oees @a) € I[@1, 0005 T,
s0 daf

8%y, ouey ) = ,'(0'1(11: coos Bp)yeoes On(Brs cons 1»)) (6)
ist.

Beweis. Sei g € NAg > 1. Wir betrachten symmetrische Polynome
8@y s Ta) = X @, T" e T

deren Grad < g ist. Daher sind nur solche Koeffizienten a; _;, =+ 0, fiir deren
Indizes 0 <i, < g (k =1, ..., n) gilt. Die Menge dieser n-Tupel von Indizes wird
durch

»
(i1yeees ) P> X iig™ "
k=1

offenbar eineindeutig in die Menge aller nichtnegativen ganzen Zahlen < g* ab-
gebildet (Darstellung ganzer Zahlen in einem Zahlensystem mit der Grundzahl g).
Das Bild eines n-Tupels bezeichnen wir als seine Nummer. Die gro8te Nummer eines
n-Tupels mit a;_;, == 0 aus s(xy, ..., «,) sei k.

Durch vollstindige Induktion nach A wird nun die Existenz von Polynomen
f(@,, ..., %,) mit der Eigenschaft (6) gezeigt. ’

Ist 0 die groBite auftretende Nummer, so folgt 3, = -+ = i, =0 und daher
8(2y, +vvy Ty) = ag_o. In diesem Fall ist also

[@1, oens @n) =00

ein Polynom aus I[x;, ..., z,], fiir das (6) gilt.

Wir machen die Induktionsannahme, daB simtliche symmetrischen Polynome, in
denen nur Koeffizienten mit Indexnummern < % von 0 verschieden sind, geméi8 (6)
durch die symmetrischen Grundfunktionen ausgedriickt werden konnen. Es sei dann
4(@y, ..., x,) ein symmetrisches Polynom, das nur von 0 verschiedene Koeffizienten
mit Indexnummern < & enthilt. Ist (¢, ..., ;) das n-Tupel mit der Nummer %, so
muB ¢ = 4y (K =1,...,2 — 1) sein, denn wire 3, < t;,, so hétte das durch Ver-
tauschung von i, mit i, aus (¢,, ..., 7,) entstehende n-Tupel eine Nummer > %, und der
zugehorige Koeffizient miite 0 sein, wihrend er wegen der Symmetrie vons(zy, ..., ,)
gleich a; ; = 0ist.

Offenbar ist

S¥(@1, een, Rn) 1= 80y, 0eny Tp) — ai,“.i,ﬁli'#i'gair ... “;‘;’:‘;‘-"Uﬂi" (7)
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ein symmetrisches Polynom, wobei o; (i =1, ..., n) jeweils fiir oy(=;, ..., x,) steht.
Der Grad von o; ist . Weil
n
108y, —ig) + 2(5 — 43) + -+ + (n — 1) (fnr — i)+ iy = 5 < g

k=1

und Grad 8(zy, ...,%,) < g ist, hat auch s*(z,...,#,) einen Grad < g. In einem
Produkt von o,-Faktoren entsteht das Glied = 0, welches die groBte Indexnummer
besitzt, durch Multiplikation derjenigen Glieder aus den Summendarstellungen (2)
von o (k =1, ..., n) mit den niedrigsten Indizes i,, ..., %, also der Glieder =, ---
(k =1, ..., n) miteinander. Fiir das in (7) subtrahierte Produkt ist dies das Glied

‘li....i.xx'.‘—"(xlxn)'-'- B ens (@ oo L) (2 oo Zg)r= “i,.‘.i.@‘li‘za"' REEE- A

Daher hat jeder Koeffizient + 0 in 8*(zy, ..., ¥,) eine Indexnummer < k. Nach der
Induktionsannahme gibt es ein Polynom f*(zy, ..., %,) € I[#,, ..., %,] fiir das

8¥ (@3, 000y Tn) = f¥(01, .01, On)
gilt. Nach (7) ist dann
Sy eey By) = [H(O1 oevs Op) + i in01 " PO <o glnamin g fn

eine Darstellung von 8(zy; ..., %,) durch ein Polynom in den symmetrischen Grund-
funktionen mit Koeffizienten aus I.

Wir beweisen nun noch die Eindeutigkeit der Darstellung. Wiren
8(Zyy oen, Tn) = f(o1; +++5 08) = g(o1, o205 o5)

zwei Darstellungen von s(xy, ..., z,) durch Polynome in den symmetrischen Grund-
funktionen, so wire

(01, -2+, Ga) — G(01, +-, 04) = (01, +ev, Op) = D(&y, -5 Za)
das Nullpolynom in den ,, ..., 2,. In dem Potenzprodukt
oyl g "'Uf.':‘;i" A (== 2, =20)

ist, wie wir oben gesehen haben, z,z," - -- z,** das von 0 verschiedene Glied mit der
groBten Indexnummer. Verschiedene Potenzprodukte haben also auch verschiedene
Glieder mit groBter Indexnummer. Daraus folgt, da simtliche Koeffizienten von
d(oy, -+, o) gleich 0 sein miissen und also

f(o1, e 00) = gloy, v, 00)

gilt. Anderenfalls bestinde nimlich d(oy, ...,0,) aus einer Summe von Potenz-
produkten der oy, ..., o, mit Koeffizienten == 0. Von diesen Potenzprodukten lie-
ferte eines einen Summanden c;,..;,," :-- 2, mit einem Koeffizienten ¢;, i, = 0
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und maximaler Indexnummer. Er kénnte nach der vorstehenden Bemerkung nicht
gegen einen anderen Summanden fortfallen und D(z,, ..., 2,) also nicht das Null-
polynom sein. :

Der Beweis liefert: auch sofort ein Veﬂ'ahren, um die Darstellung eines symme-
trischen Polynoms als Polynom in den symmetrischen Grundfunktionen mit Koeffi-
zienten aus I tatsichlich zu finden. Wir zeigen das am Beispiel

3(&yy oeny Ta) = 2,° + 2 + 7%,

Der Grad dieses Polynoms ist 3. Daher geniigt es, g = 10 zu wihlen. Die Index-
nummern der Summanden sind dann

EAS 310 = 300,

z33: 3.100 = 30,

z,3: 3.100= 3.
Nach (7) ist

* =5 —1.03%," %" =23 + 2,8 + x® — (2, + 23 + 2,)°

= —3x,%z, — 32,%5 — 32y%; — 3,2,% — 32,72 — 3wywy? — By Ty,.
Unter diesen Summanden hat —3z,%, die groBte Indexnummer. Sie betriigt
2.10%! 4+ 1.10%2 = 210.
Wenden wir das Verfahren auf s* erneut an, so erhalten wir nach (7)

§¥* = g* — (—3) 0,216, %" = 8* + 30,0,
=8% + 3(my + 73 + 75) (2%, + #1125 + 2525)
= 32,7,7,
= 30;.
Dabher ist

8 =8* + 0 = 8** — 30,0, + 0,3
= 0,® — 30105 + 303.

14.7. Fundamentalsatz der Algebra

Nach 14.1. ist C[«] isomorph zum Ring der ganzen rationalen Funktionen mit Koeffi-
zienten aus C. Zur Untersuchung der Elemente dieses Ringes stehen Hilfsmittel der
Analysis zur Verfiigung, durch die spezielle Eigenschaften des Koérpers C ausgenutzt
werden konnen.
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Wir werden zuerst einige Aussagen iiber solche ganzen rationalen Funktionen und
iiber Nullstellen von Polynomen aus C[x] beweisen.

Hilfssatz 1. Sei
9(@) =a@ + - + amaz™ € Cz],  p:=nmax {|ay],..., [aal}
und & eine beliebige positive reelle Zahl. Dann gilt fir x € C:

&
] < —— = [g(a)] < e.
|| TTa lgl@)| < e

Beweis. Es ist
l9@)| < lay| | + +++ + [@m| [2]™

< ple| (L4 |z 4 -0+ [2]™Y) = plz| 1— |z

1—Ja

Im Fall |z| < LA S| folgt daraus
e+ up

€
<u—=¢.

@ S el T <w

Die zu a € C konjugiert komplexe Zahl werde mit @ bezeichnet. Dann gilt @ + b
=& + b und ab = @b. Ist f(z) € C[x], so sei f(x) dasjenige Polynom, welches ent-
steht, wenn in f(z) jeder Koeffizient durch die konjugiert komplexe Zahl ersetzt wird.

Hilfssatz 2. 8ei f(x) € Clx]. Dann ist’ F(z):= f(z) f(x) € R[z], und es gilt:
f(x) besitat eine Nullstelle aus C < F(x) besitzt eine Nullstelle aus C.

Beweis. Offenbar hat f(x) f (x) reelle Koeffizienten, wenn f(x) das Nullpolynom ist
oder den Grad 0 besitzt.
TInduktionsannahme: Ist der Grad von f(z) < m — 1,80 hat f(%) f(z) reelle Koeffi-
zienten. Es sei
f(@) = ap™ + gl@)  (@m +0AGradg(®) =m —1)

ein Polynom vom Grade m. Dann ist

F(z) = f(@) (#) = (anz™ + 9(@)) (@n™ + §())
= 08,7 + (Bng(2) + 0n(2)) 2™ + 9(2) ()
Die Koeffizienten gleicher Potenzen von z in @,g(2) und a,j(x) sind zueinander
konjugiert komplexe Zahlen. Daher hat @,g(x) + anj (%) reelle Koeffizienten. Weil

@i, € Rund nach der Induktionsannahme g(x) () € R[x] ist, besitzt f(z) f () reelle
Koeffizienten.
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Ist « € C und f(ax) = 0, 80 auch F(x) = f(«) f(x) = 0. Ist umgekehrt & ¢ C Null-
stelle von F(z), so ist « oder & Nullstelle von f(z). Aus P(x) = f(«) f(x) = 0 folgt
niimlich f(x) = 0 oder f(x) = 0. f(x) = 0 ergibt.wegen 0 = 0, da$

o) =7@ =1 =0
ist.

Hilfssatz 3. f(x) € R[] A 2 } Grad f(z) = an(a) =0.

a€l

Beweis. 0.B.d.A. kann f(z) mit dem hochsten Koeffizienten 1, also in der
Form

f@) =2™ + ap2"™ ko faw +ay (24m)
angenommen werden. Sei

9(E) i= Gpst + oo+ + ayf™1 + ag™
und "

#i=max {|ap_y|, ..., 0]} -
Dann ist

f(x)=x"'(1+a,._ +o +a.—~+ol,,)—x"(1+q(1))

Nach Hilfssatz 1 gilt:
1

<1

—
=i + » '
also
1
el > |1+m=>1+g(;) >0.
Da m ungerade ist, folgt:
z<—(1+p)=2f2)<0; 22>1+4p=f@x)>0.
Als stetige Funktion (vgl. ML, Bd. 4) besitzt f(x) daher wenigstens eine reelle
Nullstelle  aus dem Intervall [—1 — u, 1 + uJ.
Nach diesen Vorbereitungen beweisen wir den folgenden Satz.
Satz 1 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes Polynom positiven Grades aus C[x]
besitzt in C mindestens eine Nullstell

Beweis. Da die Multiplikation mit einem konstanten Faktor =4 0 die Nullstellen
nicht beeinflut, kann o. B. d. A. angenommen werden, daB der hichste Koeffizient
des Polynoms 1 ist. Nach Hilfssatz 2 geniigt es, den Satz fiir Polynome mit reellen
Koeffizienten zu beweisen. Es sei

fl@) = 2™ + apyz™! + .o + a4 ap
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ein beliebiges Polynom positiven Grades mit Koeffizienten aus dem Kérper der
reellen Zahlen R. Nach 14.5.3. gibt es einen Erweiterungskérper L von R, der simt-
liche Nullstellen von f(z) enthélt. In L[x] zerfillt.f(x) daher in Linearfaktoren

fl@) = (& — o) (@ — &g) -++ (& — o)
Wir werden zeigen, da$ mindestens ein «; im Kérper der komplexen Zahlen C liegt.
Der Grad m von f(z) kann in der Form

m =2 TENA2}uW

geschrieben werden. Wir fithren unseren Beweis nun durch vollsténdige Induktion
nach 1. Im Fall [ = 0 ergibt sich aus Hilfssatz 3, daB C eine (sogar reelle) Nullstelle
von f(z) enthilt. ‘ :

TInduktionsannahme: Jedes Polynom aus R[], dessen Grad nicht durch 2’ teilbar
ist, besitzt in C wenigstens eine Nullstelle. Wir betrachten nun das Polynom
f(x) € R[x] vom Grade m = 2« (I € N*) und bilden mit Hilfe einer beliebigen reellen
Zahl ¢ im Zerfillungskorper L die Elemente

Bij 1 = ooy + co; + og) (5,7 €1, e, m) AT < ).
Diese
m(m — 1)
2 .
Elemente sind Nullstellen des Polynoms

ga)=JT(x—By) (G, 7€{l,...,m}Ai-<])

vom Grade 2"-1v, dessen Koeffizienten durch die symmetrischen Grundfunktionen
der f;; ausgedriickt werden kénnen (vgl. 14.6.2.(5)). Weil bei einer Permutation der
o; die B;; nur untereinander vertauscht werden, sind die Koeffizienten von g(z) auch
symmetrische Polynome der «; mit Koeffizienten aus R und kénnen daher als Poly-
nome der symmetrischen Grundfunktionen der «; mit Koeffizienten aus R dar-
gestellt werden (vgl. 14.6.2., Satz 1). Die symmetrischen Grundfunktionen der «;
sind aber bis auf das Vorzeichen die reellen Koeffizienten von f(z). Daher sind auch
die Koeffizienten von g(x) reell. Nach der Induktionsannahme besitzt g(x) dann
wenigstens eine komplexe Nullstelle, d. h., ein ;; liegt in C. Es konnte eventuell von
der Wahl der Zahl ¢ abhingen, fiir welches Indexpaar 4, j das zutrifft. Es treten
m(m — 1) i(m — 1) 1
2
verschiedene reelle Zahlen ¢ durch und notiert jedesmal diejenigen Indexpaare
k, 1, fiir welche die zugehorigen Elemente By, in C liegen, so muB wenigstens ein Paar
zweimal vorkommen. Folglich gibt es Zahlen 7 < j aus der Menge (1, ..., m} sowie
zwei verschiedene reelle Zahlen ¢, ¢/, so daB

Bij : = aiorj + eloi + o),
Bii 1= ooy + (o + o5)

— g — 1) =21 @240)

verschiedene Indexpaare auf. Fiihrt man die Uberlegung fiir
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Elemente aus C sind. Dann liegen aber auch

—a:=a;+“i=ﬂi;:€j'

und
oBif’ — c'By

b= a0 =
“ c—c

in C, d. h., die Koeffizienten des Polynoms
22tazt+b=(2—0x)(—0)

sind komplexe Zahlen. Seine Nullstellen «; und «; sind bekanntlich (vgl. MfL,
Bd. 2, 7.5.) die komplexen Zahlen

VT8 wa 2 (e—VE—a).

f(x) besitzt also mindestens eine Nullstelle «; in C. Damit ist der Fundamentalsatz
bewiesen.
Folgerung 1. Sei m € N*. Dann gilt:
f(x) € C[x] hat den Grad m=> f(z) besitzt in C genau m Nullstellen.
(Dabei wird jede Nullstelle in threr Vielfachheit gezihlt.)

Beweis. Die Aussage stimmt fiir Polynome ersten Grades.

Induktionsannahme: Sie stimmt auch fiir alle Polynome, deren Grad <m — 1
ist. Das Polynom f(z) vom Grad m hat nach Satz 1 wenigstens eine Nullstelle x, in C
und ist daher durch (z — «,) teilbar (vgl. 14.3.(1)):

f2) = @ —m)gz)  (g) € Clz]).

Da g(x) den Grad m — 1 hat, besitzt es nach der Induktionsannahme genau m — 1
Nullstellen s, ..., &, in C. Daher hat f(x) wenigstens die m Nullstellen «,, &y, ..., &
in C. Weitere Nullstellen kann es aber in C nicht geben (vgl. 14.3.1., Satz 1).

Hat f(z) € C[«] den hichsten Koeffizienten a,,, so ist es in der Form

f@) = an(@ — 1) -+ (x — o)
als Produkt von Linearfaktoren aus C[x] darstellbar. Daher gilt:

Folgerung 2. C ist Zerfillungskorper (im weiteren Sinn) fir alle Polynome aus C[zx].

Die irreduziblen Polynome aus C[z] haben also alle den Grad 1. Deshalb gibt es
keine echte algebraische Erweiterung des Korpers C. Kérper mit dieser Eigenschaft
heiBen algebraisch abgeschlossen.

Ist umgekehrt K ein algebraisch abgeschlossener Korper, so hat jedes irreduzible
Polynom aus K[z] den Grad 1, da jedes irreduzible Polynom gréBeren Grades die
Moglichkeit einer echten algebraischen Erweiterung von K bieten wiirde.

Der Satz 1 ist also gleichwertig mit der Aussage:
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Der Kérper der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen. 1)

Das ist ein algebraischer Fundamentalsatz der komplexen Zahlen. Der Name
,Fundamentalsatz der Algebra* ist entstanden, als sich die Algebra noch auf die
Untersuchung des Korpers der komplexen Zahlen, seiner Teilkérper, Teilringe und
zugehérigen Polynomringe beschréinkte. Da der Korper C diese zentrale Stellung
wihrend der neueren Entwicklung der Algebra verloren hat, trifft eigentlich auch
jener Name nicht mehr zu. ’ .

Den ersten Beweis des ,,Fundamentalsatzes der Algebra‘ gab Gauss 1799 in seine
Dissertation an. Er hat spiter noch weitere Beweise fiir diesen Satz gefunden. Die
Hilfsmittel der Funktionentheorie (Theorie der Funktionen komplexer Verinder-
licher) gestatten heute sehr kurze Beweise des Fundamentalsatzes.

STEINITZ bewies in seiner Arbeit ,Algebraische Theorie der Korper” (J. reine
angew. Math. 137 (1910), 167—309), da8 es zu jedem Kérper K einen Erweiterungs-
kérper L gibt, der algebraisch abgeschlossen ist und dessen séimtliche Elemente
sogar algebraisch iiber K sind (vgl. 14.5.2., Definition 2).

14.8. Das Problem der Auflésung algebraischer Gleichungen durch
Radikale

K bezeichne einen Korper. Unter einer reinen Gleichung in K[z] versteht man eine
Gleichung der Form
2" —a=0 " (@€ KAancN¥*).

Die Losungen reiner Gleichungen heiBen Radikale. Wir wollen hier nur Teilkérper
des Korpers der komplexen Zahlen C betrachten. Die Losungen von

2 —1=0
sind die n-ten Einheitswurzeln
2kn . 2kn

cos — + & 8sin— (k=0,1,2,...,n —1).
n n

Sie bilden beziiglich der Multiplikation eine zyklische Gruppe, deren erzeugende
Ek te primitive n-te Binhes zeln genannt werden.
Ist

a = r(cos ¢ + 4 8in @) (reRar=0A0=< 9 <2n)
eine komplexe Zahl, so hat die Gleichung
*—a=0 (n € N¥)
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die Radikale
}/E:=]"/7(cos"’ sk W L 2"”) (k=0,1,...,n —1).
n n

Man beachte, daB hierbei das Symbol V;im Fall @ 4= 0 n verschiedene komplexe
Zahlen bezeichnet, die n-te Wurzeln aus a genannt werden. Im Fall @ = 0 ist V; =0,
Dagegen bedeutet i/r_ die reelle n-te Wurzel ausr, d. h. diejenige (eindeutig bestimmte)
nichtnegative reelle Zahl w, fiir die w" = r ist. Offensichtlich erhdlt man die simt-
lichen Wurzeln der Gleichung 2* — a = 0 aus einer einzigen, indem man diese mit
den Potenzén &* (k =0, 1,...,n — 1) einer primitiven n-ten Einheitswurzel ¢ multi-
pliziert. (vgl. MfL. Bd. 2, 7.4.).

Der Fundamentalsatz der Algebra garantiert die Existenz von Lésungen der
algebraischen Gleichung

f(z) i=a2" + ap @™t + -+ @@+ 0, =0  (f(2) € Clz],n € N¥,aq, 5 0) (1)

im Korper der komplexen Zahlen. Der angegebene Beweis liefert aber keine Methode
zur Berechnung solcher Losungen aus den Koeffizienten des Polynoms f(z). Daher
ergibt sich das Problem der Auflésung algebraischer Gleichungen durch Radikale:

Kann ‘man die Losungen der Gleichung (1) erhalten, indem man von den Koeffi-
zienten ausgehend im Korper C nur endlich oft addiert, subtrahiert, multipliziert,
dividiert und Losungen reiner Gleichungen bestimmt (radiziert)?

Es sei K der Durchschnitt aller Teilkérper von C, welche die Koeffizienten a,,
@4y, ..., Gy, g der gegebenen Gleichung (1) enthalten. K ist ein Q umfassender Teil-
korper von C und f(x) € K[z]. Sodann adjungiereniwir zu K die Nullstellen «, ..., a,
von f(z) und erhalten den Teilkérper

Q = K(xy, ey 0g)

von C.  ist kleinster Zerfallungskorper von f(x). Er heiBt Normalkorper oder Galois-
scher Korper der Qleichung (1).

Definition 1. Die Gleichung
@) 1= 82" + @@ + - + @z + @ = 0 (f(z) € K[z], n € N*, a, & 0)

heiBt (durch Radikale) auflosbar :< es gibt eine endliche Kette K = K, = K,
< ++» < K, durch reine Gleichungen definierter Kérpererweiterungen, deren letztes
Glied den Normalkérper 2 von f(z) umfaBt: 2 € K,.

Bemerkung. Der Korper K; entsteht also aus K, ; durch.Adjunktion eines
gewissen Radikals g;, d. h., es ist

K; =K (o)) mit o™ =c; € K;, E=1,...,1).
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Die Relation 2 £ K, bedeutet, da8 die Lésungen der Gleichung f(x) = 0 in endlich
vielen Schritten aus den Koeffizienten von () und rationalen Zahlen durch Addition,
Subtraktion, Multiplikation, Division und Auflésung reiner Gleichungen berechnet
werden kénnen. Sind umgekehrt die Losungen von f(z) = 0 auf diese Weise berechen-
bar, so gibt es eine endliche Kette von Kérpererweiterungen, die bei K beginnt und
deren letztes Glied K; 2 2 ist.

Beispiele.
1. Die Lésungen #,, ; der Gleichung

?+pr+g=0 (pgeC)
werden bekanntlich durch die Formel

L ys—0r
= il e —4q .
KoK 2 + 2 VP q

gegeben. Hierbei ist K = Q(p, q), ¢; = p* — 4¢ € K und g, einer der zwei Werte
der komplexen Wurzel Jp* —4q. Dann ist 2 S K, = K(g,). Falls g, schon in K
liegt, ist K; = K. Jede quadratische Gleichung aus C[xz] ist also durch Radikale
auflosbar. .

2. Fiir die Gleichung

P+pr+9g=0 (pgeC) @

ist K = Q(p, q). Weil 2% = 0 sicher durch Radikale aufléshar ist, betrachten wir
nur Fille mit p 5= 0 oder g 5 0. Der Wert

= (4) + (&)
»= () + ()
A P AN
liegt in K, o, sei einer der zwei Werte der komplexen Wurzel (?) + (;) §

Wenn g, € K ist, sei K; = K. Anderenfallsist K; = K(g,) eine echte Erweiterung von K.
Der Wert

Cp = —% +o0 "
g p——
liegt in K, . Das Radikal g, sei einer der drei Werte der komplexen Wurzel —% + 0.
Wenn g, € K, ist, sei K, = K,. Anderenfallsist K, = K,(p,) eine echte Erweiterung
J 3
von K;. g3 und g, seien die beiden anderen Werte der komplexen Wurzel —% + o1-

Liegen sie auch in K, so sei K3 = K,. Sonst adjungieren wir zu K, eine Lisung g
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der Gleichung 2? 4+ 3 = 0. In Ky = K,(p;) sind dann die beiden primitiven dritten
Einheitswurzeln —% + % Y —3 und daher neben g, auch g, und g, enthalten.

Bekanntlich werden die Losungen z,, z,, z; der Gleichung (2) durch die Formeln

T =02 ___P_, Ty =03 —ﬁ" T3 =04 —Ei:_
3 J]

gegeben, wobei g,, g3, 04 die drei Werte der komplexen Wurzel

3
q a\ (2}
Y-+ 6)

sind (vgl. MfL, Bd. 2, 7.5.). Weil x,, @,, z3 in K, liegen, ist der Normalkorper Q der
Gleichung (2) in K, enthalten und daher die Gleichung durch Radikale auflésbar.

Auch die algebraischen Gleichungen vierten Grades mit Koeffizienten aus C sind
durch Radikale auflésbar, und es gibt sogar eine allgemeine Auflésungsformel, welche
die Wurzeln dieser Gleichungen durch Radikale darstellt (vgl. MfL, Bd. 2, 7.6.).

Allgemeine Auflésungsformeln fiir Gleichungen dritten und vierten Grades wurden
bereits im 16. Jahrhundert von CarpANo und FERRARI angegeben. Daher vermutete
man, daB es auch fiir die Gleichungen héheren Grades moglich sein miiBte, Formeln
zu finden. welche die Losungen solcher Gleichungen durch Radikale darstellen. Die
Vermutung wurde 1826 durch ABEL widerlegt, nachdem bereits PaoLo RUFFINI
(1765 —1822) Untersuchungen in dieser Richtung versffentlicht hatte.

Ohne Beweis geben wir hier den folgenden Satz von ABEL an:

Satz 1. Fiir die algebraischen Gleichungen (1), deren Grad n = b ist, gibt es keine
allgemeine Auflosungsformel, durch die jeweils eine Wurzel jeder dieser Gleichungen
durch Radikale dargestellt wird.

Einen Beweis, der mit den hier erarbeiteten Hilfsmitteln zugiinglich ist, findet der
Leserin der ,,Enzyklopédie der Elementarmathematik*, Band IT, 5. Aufl,, Berlin 1972,
S. 255—263. Der Satz 1 liBt noch die Moglichkeit offen, daB jede algebraische
Gleichung (1) eine von der gegebenen Gleichung abhiingige Auflésung durch Radikale
besitzt.

Uber Satz 1 hinaus kann man aber zeigen, daB das allgemeine Polynom (das ist ein
Polynom mit Unbestimmten als Koeffizienten) vom Grade » im Fall n = 5 nicht
durch Radikale auflésbar ist. Der Beweis beruht auf Hilfsmitteln der Galois-Theorie,
die im Rahmen dieses Buches nicht dargestellt werden kann.

Es lassen sich davon unabhiingig auch konkrete Gleichungen angeben, die nicht
durch Radikale auflésbar sind, beispielsweise alle Gleichungen der Form

s —plz—p=0,
wobei p eine beliebige Primzahl bezeichnet (s. o., S. 282).
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_Fiir die Auflosung von Gleichungen fiinften und héheren Grades ist man daher auf
Niherungsverfahren angewiesen, wie sie in der numerischen Mathematik entwickelt
wurden und auch schon zur Losung von Gleichungen dritten und vierten Grades
angewendet werden.

14.9. Partialbruchzerlegung

K(z) sei der Korper der rationalen Funktionen in z mit Koeffizienten aus dem
Korper K (vgl. 14.5.1.). Seine Elemente haben die Gestalt
hi
o) =22 (he) € Kla] A gte) € KEINO)-

Falls Grad A(x) = Grad g(z) ist, ergibt die Division von A(z) durch g(x) mit Rest
he) = g(@)g@) + f@)  (g(@) € K[2] A f(@) € K[x] A Grad (@) < Grad g(a).
" Daher kann g(z) in der Form

k(=) f(z)
elz) = 0 =4 )+g(z)
dargestellt werden.

Weil
() (g@)u(z)) = f(z) (w=)g(2)) = (f(=)u(x)) g(z)
ist, gilt fir u(z) € K[a:i\ {0}
1) _ f(a) u(z)
9(2)  g(@) u(z)

(vgl. 13.6.(1)). Deshalb kann f(z) ng(z) = 1 angenommen werden. ‘Uberdies ist 0.B.d.A. 1 der
hochste Koeffizient von g(z).

i@ .

Grundlage fiir die weitere Zerlegung von — i in eine Summe von Pa.rtmlhmchen :

ist der

Satz 1. Bezeichne K einen Kirper und k(x), l(x) teilerfremde Polynome aus K[x]
mit Grad k(x) = a und Grad U(z) = b. Ist f(x) ein beliebiges Polynom aus K[x], dessen
Grad kleiner als a + b 1st, so g;bt es in K[z] Polynome 8(z), t(x) mit Grad s(x) < b und
Grad t(x) < a, fiir die

fx) = 8(x) k(x) + t(x) Uz) (1)
gilt. '
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Beweis. Da k(z) n I(x) = 1 ist, gibt es in K[z] Polynome c(x), d(z), fiir die
1 = ofx) k(z) + d(a) (z)
gilt. Dann ist

f(z) = {(z) e(z) k(=) + f(z) d() Y=)- @
Division von f(z) ¢(z) durch I(xr) mit Rest ergibt
f(@) (@) = v(a) Uz) + s(2)  (v(a), 8(x) € K[#]) @)

wobei der Grad s(z) < Grad I(x) = b ist. Setzt man (3) in (2) ein, so folgt mit
t) = f(z) d(x) + k(z) v(z)
die Gleichung
f(2) = s() k(z) + (f(z) d(@) + k() v(2)) L)
= 8(x) k(x) + t(z) U(x).
Da die Grade von f(x) und s(x) k() kleiner als @ + b sind, ist Grad (z) < a.
Dividiert man auf beiden Seiten der Gleichung (1) durch k(z) !(z), so erhilt man
@) _se) , M) ”
k) i) lx) @ k)

Auf der linken Seite der Gleichung (4) ist vor: t iB der Grad des
Zihlers kleiner als der Grad des Nenners Dasselbe gilt fiir dle beiden Partialbriiche
8(x) d t(x)

— und —.
U(=) k(z)

Sind f(z) und k(z) l(z) teilerfremd, so auch &(z) und () sowie t(z) und lc(a:) Hat k(x) l(z) den
héchsten Koeffizienten 1, so kann man 0.B.d.A. h daB von
k(z) und I(z) ebenfalls 1 sind.

LéBt sich nun in einem der Teilbriiche der Nenner wiederum als Produkt von zwei
teilerfremden Faktoren schreiben, so kann er erneut als Summe von zwei Partial-
briichen dargestellt werden. Nach endlich vielen Wiederholungen erhélt man eine
Summe von Partialbriichen, deren Nenner simtlich Potenzen von Primpolynomen
aus K[x] sind. Damit ist der folgende Satz bewiesen.

Satz 2. Sei K ein Korper und 2( )) € K(z). Ist Grad f(x) < Grad g(x), so kann
{(=)

g(@)
Pot von Primpoly aus K[z] sind, welche in der Primelementzerlegung von
g(x) auftreten. In jedem Partialbruch ist der Grad des Zéhlers kleiner als der Grad des

Nenners.

als Summe von Partialbriichen geschrieben werden, deren Nenner diejenigen
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Die erhaltenen Partialbriiche % (¢ € N¥), deren Nenner Potenzen von Prim-
Pz

polynomen sind, lassen sich noch weiter aufspalten. Bezeichnet I € N* den Grad von
P(x), so ist Grad z(x) < Ut. Dividiert man z(x) durch p(x)*-?, so erhilt man einen Rest
2,(x) € K[x], dessen Grad kleiner als J(f — 1) ist. Dividiert man diesen durch p(x)*-2,
80 entsteht ein Rest von einem Grad < (¢ — 2) usw. Es ergeben sich die Gleichungen

2(x) = (@) p@) + % (@),
z(2) = gx(2) ()2 + 25(2),
2-9(®) = ¢i1(2) P() + 21(2),
2-1(%) = (@),
aus denen
" 2(®) = qu(x) p@)' + go(@) P)2 + -+ + ga(@) P@) + ¢i®)
une
2(@) — @@ 2:(2) g1 (@ %) 5
P} plx)  p@)? p(x)*? + p(x)} . &
folgt. Die g;() (¢ =A1, ..., t) haben simtlich einen Grad < I. In allen Partialbriichen

auf der rechten Seite der Gleichung (5) ist daher der Grad des Zahlers kleiner als der
Grad des Nenners. Damit ist bewiesen:

Satz 3 (Satz von der Partialbruchzerlegung). Es sei K ein Korper, f@)

€ K(z),
Grad f(z) < Grad g(x) und 9(@)

9(2) = Py()" pa(2)" -+ Pala)'

die Primfakiorzerlegung von g(x) in K[x]. Dann ist f(x) als Summe von Partial-
briichen, darstellbar: 9(z)
f(z) & (1n(®) | 2,.(®) 9u,() )
0 = DB 1 e 2L (i
i L e ©

wobei fiir jedes v € {1,...,n) die Zihler q,.(x) (v, = 1,2, ...,t,) entweder Null sind
oder einen kleineren Grad als p,(x) besitzen.

Wenn die Primpolynome p,(z) simtlich den Grad 1 haben, sind alle Zihler der
Partialbriiche Elemente aus K. In diesem Fall kann die Partialbruchzerlegung sehr
einfach gewonnen werden. Tritt (z — &) mit dem Exponenten ¢ € N* in der Prim-
faktorzerlegung von g(x) auf, ist also g(z) = (¢ — &)*%h(x) mit einem nicht mehr durch
(z — «) teilbaren Polynom k(z) aus K[z], so kann in

f@ __ f&® B T {(z) — Bh(z)
g@) @ —arhlz) (@—w) ' (@ —a) k)




278 14, Polynome

die Konstante f € K so bestimmt werden, da8

flo) — h(x) =0
ist. Bei dieser Wahl von ﬂ hat f(z) — ph(x) die Nullstelle & und ist daher durch
(# — o) teilbar:

() — Bh(z) = (ﬂc —ahi@)  (h) € Klz]).
Mit
fz) — Bh@) __ hi@)
@ —a)hz) (z —a)1hi)
wird nun ebenso verfahren, bis die vollstindige Partialbruchzerlegung (6) von f)
erreicht ist. 9(x)

Da nach dem Fundamentalsatz der Algebra alle Primpolynome von C[x] den
'Grad 1 haben, gilt die

Folgerung 1. Hat g(x) € Clx] die (paarweise verschiedenen) Nullstellen «,, ..., oy
mit den Vielfachhesten ty, ..., t, und ist der Grad von
90) = @ — &) (2 — o)
groPer als der Grad von f(z) € Clz], so _Icann f@) € C(z) als Summe von Partial-
briichen dargestellt werden, deren Zéhler B,., (v, _E : wer b3 =1, ..., n) Blemente aus

C sind:
i(i)=2"(ﬂ.x b b )
=1 \Z

9(=) -« ([E—o)2 @ — )"

14.10. Ubungsaufgaben

1. Man bestimme den gréBten gemeinsamen Teiler der Polynome

2 — 24—z 2
und '
b — 528 + Ta® — 5z 4 6
und stelle ihn in Q[] nls Vielfachsumme dar.
2. I sei ein Integritétst h mit Einsel t und habe die Charakteristik 0. L bezeichne einen
Integritéitsbereich, der Erwei ing vonI ist. « ¢ L sei eine Nullstelle des vom Null-
lynom verschiedenen Polynoms f(z) aus ]| [«]. Man beweise:
Ist & (k — 1)-fache Nullstelle von f'(z), so ist « k-fache Nullstelle von f(z) (k ¢ N*).
3. Sei p eine Primzahl. Man gebe in Z/(p) [#] vom Nullpolynom verschiedene Polynome an, die
an simtlichen Stellen & € Z/(p) den Wert [0] besitzen.
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4. Man bestimme in @[] dujeniée Polynom f(x) mit/erd f(z) < 4, fiir welches
f(—2) =16, f(—1)=2, {(0)=0, f(1)=4, f(2)=32
gilt.

5. Mit Hilfe des Verfahrens von KRONECKER beweise man, daB die Polynome
2 —2x+2 und ®—at41

in Q[#] irreduzibel sind.

Man stelle das Polynom
62% — 1224 — 6z | 12

als ein Produkt von Primelementen aus Z/[] dar.

Hat das Polynom
Ha) =2 — 3zt {4

mehrfache Nullstellen?
Gegebenenfalls bestimme man ein Polynom, das genau dieselben Nullstellen wie f(z) besitzt,
aber jede mit Vielfachheit 1.

. Man zerlege die Polynome
flz) = — 3% + 4

L

bl

@®

un

gla) =25 —dat + 20— 822 + 2 — 4

in Produkte von Primpolynomen aus @[z] und gebe simtliche Nullstellen beider Polynome an.

Ein Polynom mit Koeffizienten aus einem Ring mit Nullteilern kann mehr Nullstellen be-
sitzen, als sein Grad betréigt. .

Als Beispiel gebe man etwa ein quadratisches Polynom mit Koeffizienten aus Z/(6) an, das drei
Nullstellen in diesem Ring besitzt.

10. Die El¢ te des Restkl korpers K = Z/(2) seien mit [0] und [1] bezeichnet. Das Polynom
P() = [1]2* + 1]z + [1]

ist in K[#] irreduzibel.
Man konstruiere K[z]/(p(z)) und stelle fiir diese algebraische Erwei g vun K die Additi
und Multiplikationstabellen auf. (Vgl. 13.8., Aufgabe 11.)

®©
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