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3. Differentialrechnung

31. Grundregeln der Differentialrechnung

3.1.1. Differenzierbarkeit
In der historischen Entwicklung der Differentialrechnung spielte das sog t
Tangentenproblem eine groBe Rolle. Es sei f eine in einem Intervall definierte reell-

wertige Funktion. Zu einem beliebigen Punkt ¢ mit a € D(f) wihlen wir eine reelle-
Zahl b mit & == 0, @ + h € D(f) und betrachten die Verbindungsgerade der Punkte

<

fla) fash).

T a ash
Abb. 3.1

Pla,f(@), Pla+h, f@+h), die hiufig als ,Kurvensekante” bezeichnet wird
(Abb. 3.1). Der Quotient der Zahlen f(a + k) — f(a) und A ist offenbar gleich dem
Tangens des Winkels, den die Sekante mit der z-Achse einschlieBt. Dieser Tangens
wird gewdhnlich als Anstieg der Sekante bezeichnet. Wir fithren nun einen Grenz-
iibergang durch. Lassen wir h die Glieder einer Nullfolge (k,) mit a + k, € D(f)
durchlaufen, so kann der Fall eintreten, daB die Folge der zugehdrigen Sekanten einer
,,Grenzgeraden® zustrebt (Abb. 3.2). Ist diese von der Wahl der Nullfolge unabhiingig,
so wird man sie als die Tangente der durch die Gleichung y = f(x) gegebene Kurve
im Punkt mit der Abszisse x = a bezeichnen.

Fiir die uns aus der Schulmathematik bekannten elementaren Funktionen existiert
im allgemeinen diese Grenzlage, und die auf diese Weise bestimmte Tangente ,,be-




8 3. Differentialrechnung

rithrt* den Graphen der Funktion im betrachteten Punkt. Im allgemeinen verbindet
man mit dem Begriff der Tangente die Vorstellung, daB die Kurve wie in Abb. 3.2
in einer Umgebung des betrachteten Punktes ganz auf einer Seite der Tangente liegt.

Es ist jedoch méglich, daB die Tangente die Kurve im betrachteten Punkt ,,durch-
setzt*“ (vgl. Abb. 3.23, 8. 70). Es gibt aber auch Funktionen, bei denen die Grenz-
lage der Sekante zwar existiert, aber keum unseren gewohnten Vorstellungen von
einer Tangente entspricht. Fiir die Funktion

:4:’sinl fir 240,
z

f@): =
0 fir z=0
ist der Anstieg der Sekante durch die Punkte P(0, f(0)), P(z, f(z)) durch
@ =10 _ yin L
z—0 z

gegeben. Er strebt gegen O fiir # — 0, und folglich existiert die Grenzlage der Se-
kanten, nimlich die z-Achse. Diese ,,Tangente‘ hat in jeder Umgebung des Punktes
P(0, 0) unendlich ‘viele Schnittpunkte mit dem Graphen der Funktion f.

Dieses Beispiel zeigt, daB man mit rein geometrischen Vorstellungen nur schwer
zu einer exakten Begriffsbildung gelangen kann. Zur Einfiihrung der Grundbegriffe
der Differentialrechnung wollen wir uns daher von der geometrischen Deutung lésen.
Damit haben wir auch die Méglichkeit, unsere Betrachtungen auf komplexe Funk-
tionen auszudehnen.

Definition 1. Sind @, @ + & (k 4 0) Punkte des Definitionsbereichs einer reellen
(oder komplexen) Funktion £, so heiBt die Zahl

Ha + k) — f@)
h

der Differenzenquotient von f an der Stelle ¢ mit dem Zuwachs k.

Definition 2. Eine reelle (oder komplexe) Funktion f heiBt in einem inneren
Punkt a ihres Definitionsbereichs differenzierbar, wenn die Funktion g mit
fla + &) — Ha)

h

an der Stelle 5 = 0 einen endlichen Grenzwert besitzt. Dieser Grenzwert wird mit

f'(@) bezeichnet und heiBt der Differentialquotient oder die Ableitung der Funktion f
an der Stelle a.

Nach dieser Definition gilt somit

. fla + k) — f(a)
'(q) = lim S0 — R4
f(a) : W

glh): = (h +0,a + ke D)

@)
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oder, mit x =a + &,

F@) = lim &L= 1@ -
s> T—a

Setzen wir

oo 2): = TO=1@ _pg) @

z—a .

so erhalten wir durch Umstellung dié Weierstrafsche Zerlegungsformel

f@) =f(@) + (x — a) f' (@) + (= — a) gs(a, 2), 4)
wobei ;

lim (@, z) = 0 (6)

wegen (2), (3) ist. Der letzte Summand in (4) kann als Produkt zweier fiir —>a
gegen Null strebender GréBen fiir kleine |z — a| vernachliissigt werden. Der Funktions-
wert f(z) wird demnach fiir kleine [z — a| durch die lineare Funktion

*@) =f@) + @ — a) f'(@) (6)

gut approximiert. Im reellen Fall geht die Gerade mit der Gleichung (6) wegen
f*(@) = f(a) durch den Kurvenpunkt P(a, f(a)), und ihr Anstieg ist die Ableitung der
Funktion f an der Stelle a. )

Definition 3. Ist die reelle Funktion f im Punkt a differenzierbar, so heift die
Gerade durch den Punkt P(a, [(a)) mit dem Anstieg f'(a) die Tangente des Graphen
von f im Punkt P(a, f(a)).

Eine Gleichung der Tangente in der Punkt-Richtung-Form lautet
— f(a
L0y, o)
z—a
was fiir y = f*(z) mit (6) gleichbedeutend ist.

Die zur Tangente senkrechte Gerade durch den Kurvenpunkt heiBt die Normale
der Kurve im Punkt P(a, f(u)). Eine Gleichung der Normalen lautet demnach

1
y=f(a)—m(==—a) @®)
im Fall f'(a) <= 0 bzw.

z=a ‘ ®)
im Fall f'(a) = 0. )



10 3. Differentialrechnung

Das Dreieck mit den Eckpunkten P(a, f(@), P(z, f(@)) und P(z, f*(x)) heiBt das
Anstiegsdreieck. Seine Katheten haben die Langen |z — a| und |(z — @) f'(a)|. Der
Funktionswert von f an der Stelle z kann geméB (4) in drei Summanden zerlegt.
werden (Abb. 3.3). Diese Summanden sind der Funktionswert an der Stelle a, dem
Betrage nach die senkrechte Kathete des Anstiegsdreiecks und die RestgroBe
(x — a) gy(a, z), die die Abweichung des Kurvenverlaufs von der Tangente charak-
terisiert.

=q+h

Abb. 3.3.

Der nachfolgende Satz kann auch als Definition fiir die Differenzierbarkeit ver-
wendet werden.

Satz 1. Eine reelle (oder komplexe) Funktion f ist in einem inneren Punkt a thres
Definitionsbereichs differenzierbar genau dann, wenn es eine reelle (oder komplexe) Zahl
¢ gibt derart, daf

i @) = f@ — @ —@)e _ 10y
20 z—a
8t.
Beweis. Ist f an der Stelle a differenzierbar, so ist (10) mit ¢ = f'(a) erfiillt. Ist
umgekehrt (10) erfiillt, so folgt

o tim 1O =@ _
zva T —Q
und f ist an der Stelle a differenzierbar.

Wir stellen einen Zusa hang zwischen der Stetigkeit und der Differenzier-
barkeit einer Funktion f an der Stelle a her.

Satz 2. Jede in einem inneren Punkt a ihres Definitionsbereichs differenzierbare
Funktion f ist an der Stelle a stetig.
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Beweis. Aus (4), (5) folgt
lim f(z) = f(a),

und die Behauptung ist bewiesen.

Die Stetigkeit ist somit eine notwendige Voraussetzung fiir die Differenzierbarkeit.
DaB sie nicht hinreichend ist, werden wir in Beispiel 2 sehen.

Bis zum 19. Jahrhundert wurde es von den Mathematikern als selbstverstandhch betra.chtet
daB eine ,,stetige Funktion auch in ,,fast allen‘“ Punkten ihres Definiti diffe -
bar ist. Der Grund fiir diese Auffassung ist in einer zu engen Bestimmung des Funktionsbegriffes
zu sehen. Man verstand unter ,,Funktion nur analytische Ausdriicke, die aus elementaren
,,Funk',lonen“ mit Hilfe von Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division, Potenzieren und

Wourzelzi t waren. Eine solche Begriffsbestimmung, die allerdings alle
wesentlichen Fille einfacher praktischer Probleme zu behandeln erlaubte, legt natiirlich auf
Grund der Ansch g eine ,,Gleich ‘“ von Stetigkeit und Diffe ierbarkeit nahe, wobei

beide Begriffe selbst nur sehr vage bestimmd waren. Diese Meinung vom Verhiltnis von Stetlgkelf.
und Differenzierbarkeit war noch zu Beginn des 19. Jahrhunderts so allgemein verbreitet, da8
1806 ANDRE MARIE AMPERE (1775—1836) dafiir sogar den Versuch eines Beweises unternashm
und SyLvesTRE FrRANGOIS LACROIX (1765—1843) im gleichen Jahr in seinem beriihmten Lehrbuch
einfach beide Begriffe als glelchbedeutend betmchtete

Erst mit der unbedi Verschirfung der Grundl der A.nalysm im 19. Jahr-
hundert wurden auch dlB Begriffe ,,Sbetlgkext“ und ,,Differenzierbarkeit genauer untersucht.
BERNARD Borzano (1781—1848), der auch klar dargestellt hat, was ,,stetig eigentlich bedeutet,
verfafite 1830 das M kript ,,Functi lehre*“. Darin stellte er fest, daB zwar Stetigkeit aus
Differenzierbarkeit folgt, aber nicht kehrt. Zur Begriind dieser Ansicht gab er eine
Funktion an, die zwar iiberall stetig, aber in unendlich vielen Punkten des Definitionsintervalls
nicht differenzierbar ist. Erst 1922 stellte K. RycHLIK fest, daB die Funktion von BorzanNo
sogar nirgends differenzierbar ist. BoLzaNos Ideen sind withrend seiner Zeit fiir die Entwicklung
der Analysis nicht fruchtbar geworden, hauptsichlich deshalb, weil viele seiner Arbeiten im
tschechischen Teil der Habsburger Monarchie wegen der politischen Ansich des Verf:
nicht veroffentlicht werden durften. ’

Das gleiche Problem wie Borzaxo griffen in der Folgezeit auch eine Reihe weiterer bedeuten-

der Math iker auf. B ders sind hier Untersuchungen von BERNHARD RIEMANN (1826 bis
1866) aus dem Jahre 1854 und von HMANN HankeL (1839—1873) aus dem Jahre 1870 zu
erwihnen. Bis 1875 war es wei blieben, daB bereits KaRL WEIERSTRASS

(1815—1897) 1861 in Vorlesungen eine Klasse von Funktxonen angegeben hatte, die in ganz R
definiert und stetig, aber in keinem Punkt z ¢ R differenzierbar sind. WEIERSTRASS hatte die
Funktionen

) = X b" oos (a"nz)
=0

ze¢R,0<a<1,b ungerade ganze Zahl, ab> 1 + %n) betrachtet. Zur Klasse der Weier-

straBschen Funktionen gehért auch die in 2.8.2., Beispiel 4, betrachtete Funktion. Durch GasTox
DarBoux (1842—1917) wurden 1875 die Uberlegungen des Berliner Mathematikers vereinfacht

und
flz) = i ﬂ("_:w (@eR)

als eine solche Funktion, die dberall stetig, aber nirgends differenzierbar ist, eingefiihrt.
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Mlc d.en Untemohungen durch die genannten Mathematiker waren auch endgiiltig die alten

orstell und der dazu gehsrende Funktionsbegriff iberwunden. Der Begriff
,,Fu.nkt,xon mch der Definition von PETER GusTav LEseUNE DircHLET (1805—1859) wurde
zum al anerk B dteil der Analysis.

Zu ]eder reellen (oder komplexen) Funktion f kénnen wir eine neue Funktion bilden,
deren Definitionsbereich die (moglicherweise leere) Menge aller Punkte a aus dem
Definitionsbereich von f umfaBt, in denen f differenzierbar ist und deren Funktions-
wert die Ableitung von f in diesen Punkten ist.

Definition 4. Unter der Ableitung einer in einem offenen Intervall definierten
reellen (oder in einem Gebiet definierten komplexen) Funktion f verstehen wir die
durch

f'@):= (=€ D)

i [+ ) — (@)
M0 h
definierte Funktion f', wobei D(f') die Menge aller = aus D(f) ist, in denen f differen-
zierbar ist.

Ist D(f') nicht leer, so sagen wir, f sei in der Menge D(f') differenzierbar. Ist D(f')
= D(f), d. h., ist die Funktion f in allen Punkten ihres Definitionsbereiches differen-
zierbar, so heiBt f differenzierbar.

Ist f eine in D(f) stetige Funktion, so heit f stetig differenzierbar.

Die Bezeichnung f’ fiir die Ableitung einer Funktion f geht auf Joszrr Louts
LAGRANGE (1736—1818) zuriick (1770 ,,Nouvelle Méthode pour résoudre les équa-
tions littéraires par le moyen des séries).

Beispiel 1. Nach 2.3.4., Beispiel 3, gilt

lim z® — a®

za T—Q
fiir alle reellen (oder auch fiir alle komplexen) Zahlen a. Die Funktion f(x) = z*
(x € R bzw. x € C) ist somit in allen Punkten @ ihres Definitionsbereichs differenzier-
bar, und es gilt stets f'(a) = 2a. Die Funktion f'(z) =2z (¢ € R bzw. z € C) ist
stetig, und folglich ist die Funktion f(z) = a? stetig differenzierbar (Abb. 3.4).

Beispiel 2. Wir betrachten die Funktion f(z) = |z| (x € R). Bilden wir den Grenz-
wert dieser Funktion beim Grenziibergang « — & mit a = 0, so kommt es nur auf die
Funktionswerte in einer Umgebung von @ an. Wir kénnen daher voraussetzen, da
z und a dasselbe Signum haben. Aus |z| =  sgn z folgt somit

=2a

rsgnxr —asgna

|z| — |a| ; . z—a
im =1lim =limsgna =sgna,
zs T—Q z—a T —a 20 z—a-

d.h., esist f'(@) = 1fira > Ound f'(a) = —1fiira < 0 (Abb. 3.5). Kiir a = 0ist der
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Differenzenquotient gleich-

[z] — 0

=sgnx (= +0),
z—0

und diese Funktion besitzt fiir # — 0 keinen Grenzwert. Die Funktion f(z) = ||
(z € R) ist somit in der Menge D(f') = R* = R\ (0} differenzierbar. Im Punkt
« = 0 ist sie nicht differenzierbar, obwohl sie dort stetig ist.

Der Differenzenquotient besitzt aber im Punkt O einseitige Grenzwerte. Wir
fiihren daher die folgende Verallgemeinerung ein.

fo=Ix|
f'od=1

-1 1
i) =—1

Abb. 3.4 . Abb. 3.5

Definition 5. Eine auf einem Intervall I definierte Funktion f heiBt in einem
Punkt @ € I links- bzw. rechisseitig differenzierbar, wenn der Grenzwert

@ = @) o f@) — fa)
ztsa T—a zla T—a

die links- bzw. rechisseitige Ableitung von f im Punkt a, existiert.

Die Funktion f(x) = |«| besitzt im Punkt x = O die linksseitige Ableitung —1,
die rechtsseitige Ableitung 1.

Ist der in Definition 5 betrachtete Punkt a ein Randpunkt des Intervalls I, so
liBt man gewohnlich den Zusatz ,linksseitig® bzw. ,rechtsseitig” fort, da keine
MiBversténdnisse zu befiirchten sind.

Eine Ubertragung des Beweisgedankens von Satz 2 zeigt, daB jede in einem Punkt
a links- bzw. rechtsseitig differenzierbare Funktion dort auch links- bzw. rechtsseitig
stetig ist.
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AbschlieSend machen wir einige Bemerkungen iiber die in der mathematischen
Literatur anzutreffenden Bezeichnungen fiir die Begriffsbildungen der Differential-
rechnung. Im Differenzenquotienten der Funktion y = f(z) wird der Zuwachs &
hiiufig mit Az und die Differenz der betrachteten Funktionswerte f(a + &), f(a)
mit Ay bezeichnet. Ferner setzt man

gy . Ay

de " grso Az’

wobei das Symbol % (gelesen: dy nach dz) kein Quotient, sondern der Grenzwert

eines Quotienten ist. Diese von LErBNiz eingefiihrte Symbolik besitzt neben einer
Reihe von Vorziigen, die sich vor allem auf das leichte Einpriigen von elmgen Rechen-
regeln der Differentialrech hen, auch erhebliche Nachteile. Zunichst wird
nicht klar unterschieden, ob es sich um die Ableitung an der-Stelle a (also um die
Zahl f'(a)) oder um die Ableitung (also um die Funktion ') handelt. Will man hervor-
heben, daB es sich um die Ableitung an der Stelle a handelt, so hat man die etwas
schwerfiillige Schreibweise

9y
dz

anzuwenden. Der schwerwiegendste Einwand besteht aber darin, daB hierbei die
Ableitung durch die Bezeichnungen der Variablen fiir das Argument z bzw. fiir
den Funktionswert y der Funktion f charakterisiert wird. Bei gewissen Unter-
suchungen, z. B. wenn fiir die Variablen z, y andere Vann.ble oder andere Funktionen
substituiert werden, kann diese Bezeichnu heblich

g! Zu er Verwirrung
fiihren. Ahnliches gilt fiir die ebenfalls hiufig verwendeten Bezelchnu.ngen

af di(z)
oder y’ fiir die Ableitung der Funktion y = f(z). Trotzdem wird man auf dlese Be-
zeichnungsweisen nicht ganz verzichten kénnen, zumal sie in der Literatur weit
verbreitet sind.

Auf die Einfiihrung sog ter ,,Differentiale” dz, dy wollen wir hier verzichten.
Ein tieferes Verstdndnis und die erforderliche Sicherheit im Umgang mit diesen
Objekten kann nach unserer Meinung erst auf einer hdheren Stufe erzielt werden.

3.1.2. Differentiation einiger elementarer Funktionen

Mit den m 23 und 2.4. bereitgestellten Hilfsmitteln konnen wir sofort die Ab-
leit 1 t Funkt!onen berechnen.

b} =)

Satz 1. Die Ableitung einer konstanten Funktion ist die Nullfunktion.
Beweis. Der Differenzenquotient ist stets gleich 0.
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Satz 2. Die reelle (oder kompleve) Potenzfunkion y = 2* (n = 1,2, ...) besitet die
Ableitung y' = na™1.

Beweis. Nach 1.1.1. (7) ist
z* — a* » "
lim ——— =lim Y 2" *a*1 = 3 a***! = na*!
2 T—Qa £—a k=1 k=1

fiir alle reellen (oder komplexen) Zahlen a.
Wir formulieren die Behauptung von Satz 2 auch in der hiufig angewandten
Schreibweise

(z") = na*~1, (1)
obwohl gegen sie wiederum die am Schlu8 von 3.1.1. erhobenen Einwiinde gelten.
Satz 3. Die Ableitung der reellen (oder komplexen) Exp tialfunktion y = e*
15t wiederum die Exponentialfunktion, d. h., es gilt
(e®) =e*. (2)
Beweis. Aus dem Additionstheorem der Exponentialfunktion folgt
’“—h_ ”'=e-——*'; (@ h € R (bzw. C), b = 0).
Aus 2.3.4. (6) folgt somit
lim e‘“———_ it =
ey h
und Satz 3 ist bewiesen. In der Tatsache, daB sich die Exponentialfunktion bei der
Differentiation ,,reproduziert, liegt eine wesentliche Ursache fiir die Bedeutung
dieser Funktion fiir die Mathematik und die Naturwil haften.
Satz 4. Die Logarithmusfunktion y = In z zur Basis e (der natiirliche Logarithmus)
besitzt die Ableitungy’ = l, d. h., es ist
z

¢,

1
(n z) =—. @)
x
Beweis.!) Es ist
In In 1 I
hg—ng 1 ¢ @, a> 0,z +a).
z—a az_,
a

1) In 3.1.3. wird ein anderer Beweis gefiihrt. |
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Aus 2.3.4. (7) folgt

8
—-
B
-
-

Damit ist (3) bewiesen.

DaB die Ableitung der Logarithmusfunktion eine rationale Funktion ist, wird
sich fiir die Integration rationaler Funktionen als bedeutungsvoll erweisen.

Satz 5. Die trig trischen Funkti y =sinz bzw. y = cos x besitzen die
Ableitungen y' = cos x bzw. y' = —sin z, d. h., es ist

(sin z)’ = cos z, (4)

(cos z)’ = —sin z. ()
Beweis. Nach 2.5.1. (19) ist

sin (@ + h) — sina = 2 cos (a + %) sin%,
und aus 2.5.1. (8) und der Stetigkeit der Kosinusfunktion folgt

sin —

limw=limcos a-l—i % =cosa.
0 h h—>0 2 i

2

Unter Verwendung von 2.5.1. (17) erhalten wir analog
3 i UF
iy RO oot s i ) i
0 h a0 2] b
2

und Satz 5 ist bewiesen.

3.1.3.  Differentiation von verkniipften Funktionen

Wir leiten einige Regeln fiir die Differentiation von verkniipften Funktionen her.

Satz 1. Sind die Funktionen [ und g in einem inneren Punkt a ihres Definitions-
bereichs differenzierbar, so sind die Funktionen Af (A€ R bzw. A€ C), f+ g, f-g an
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der Stelle a differenzierbar, und es gilt

(1) (@) = 2f'(a), (0]
(f+9) (@=F(@)*g'@), @
(f-g) (@) =f(@) gla) + f@) g (@ ®3)
Ist dariiber hinaus g(a) == 0, so ist auch % an der Stelle a differenzierbar, und es gilt
JAY '@ g(@) — fl@) g'(@) n
(9) @= (9(@)? . B

Beweis. Die Behauptungen (1), (2) ergeben sich sofort aus
Ma+h) — @) _,fet+h —f@
3 h ’

[fa+ b + gla + 1] — [{@) £ 9@)] _ fla + k) —f@) , gla+h) —g(@)
3 3 i o,

Die Regel (3) fiir die Ableitung eines Produktes leiten wir her, indem wir im Zéhler
des Differenzenquotienten fiir das Produkt einen Summanden addieren und wieder
subtrahieren, der eine Abspaltung des Dxfferenzeuquotlenten fiir f bzw. fiir g er-
moglicht. Es ist

fla+h)ga+h) — fl@) g@) _ fla+h) — fla)
h h

a+ h) g@)

-gla + ) + fa) -

Da g an der Stelle a differenzierbar, also auch stetig ist, liefert der Grenziibergang
" h — 0 die Behauptung (3). Ist g(a) = 0, so konnen wir wegen der Stetigkeit von g
an der Stelle a ein 6 > 0 so wahlen, daB aus |k| < 8 stets g(@ + &) == 0 folgt. Dann ist

1(/(a+h) _M)=f(a+h)y(a)—f(a)9(a+h)

gla+b)  gla) kg(a + h) g(a)
_ 1 fath —fa . .  gla+h) —ga)
= jeth@ [ 7 g(@) — f(a) — ],

und der Grenziibergang k — 0 ergibt die Behauptung (4).

In Verallgemeinerung von Satz 1 gelten fiir die Ableitungen der in einem Intervall
bzw. einem Gebiet differenzierbaren Funktionen folgende Rechenregeln:

@fy =3af, 1)
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fxey=Ff=g, 2"
f-9y=rte+1g, @)
f\Y_fto—1tg

L\_19—19 4
(Il) g %1

Befspiel 1. Die Ableitung der Tangensfunktion ist

(ton 2y = (ail;z)’= cos? z — gin z (—sin z)',

cos, cos? z
(tan z)’ = 1 4 tan?z = " (5)
cos? z
Ganz analog erhalten wir
(cotz)) = —1 — cot?zx = — ,1 " (6)
sin? z

Mit Hilfe der Regeln (1) und (2) sowie der Siitze 1 und 2 aus 3.1.2. kénnen wir nun
beliebige ganzrationale Funktionen, mit (4) dariiber hinaus alle rationalen Funktionen
in Teilintervallen des Definitionsbereichs differenzieren.

Beispiel 2. Es ist die Ableitung der Funktion

_ae+bEto)
="

mit a, b, ¢ € R, n € N¥ zu bilden. Unter. Verwendung von (4) ergibt sich

yoloe @l s —aE+b) @t onat

22 !

und Anwendung von (1), (3) und (2) liefert

y,__a[x+c+x+b]x"—a(z+b)(z+c)nz—‘
- N 22" L
y,=a(2—n)xl+(1 :ﬁ:&i(cz%—bz)—bcn'

Wir leiten nun die Regel fiir die Differentiation von Umbkehrfunktionen her.

Satz 2. Besitzt eine auf einem offenen Intervall stetige Funktion f eine Umkehrfunk-
tion g, die an der Stelle f(a) eine von O verschiedene Ableitung besitzt, so ist f an der
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Stelle a differenzierbar, und es ist

_1
7 (t@)

Beweis. Nach der Weierstra8schen Zerlegungsformel ist

(@) = ™

z — a =g(f()) — g(f(@)
= (f@) — f@) ¢'(f(@)) + (f) — f(@)) edlf(@), f()).
Der Punkt f(a) ist innerer Punkt des Definitionsbereichs von g. Da g’(/(a)) % 0 ist

und ,(f(a), f()) wegen der Stetigkeit von f fiir = —a gegen O strebt, ist 7 (@)
+ g,(/(a), f(:c)) fiir hinreichend kleine |z — a| von Null verschieden, und es folgt

lim f(x) — f(a) =i 1 __1 .
2w T—a = §'(f@) + oflf(@), f(x))  ¢'(f(@)
womit Satz 2 bewiesen ist.

Beispiel 3. Aus (5) folgt

(arctan ) = ———;,
1 + tan? (arctan z)
(arctan z)’ = l-f-;x’ 8)
und ebenso
, 1
(arccot z)’ = —m; 9)

fiir alle reellen . Damit haben wir wiederum zwei nichtrationale Funktionen mit
rationalen Ableitungen gefunden.

Beispiel 4. Fiir |z| < 1 ist

(arcsin )’ = ! < = ! 2
cos (arcsin ) )1 — sin? (arcsin )
(arcsin z)’ = 1 . (10)
}/1 —
Die Formel
(arccos z)’ = — i (11)

fi-=
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kann ebenfalls mit Hilfe von Satz 2 oder einfacher ans
n .
arccos z - = arcein x

(vgl. 2.5.2. (9)) abgeleitet werden.

Beispiel 6. Die Ableitung der Loganthmusfunktlon kann auch mit Hilfe von (7)
ermittelt werden, und zwar gilt

1 1
Ing) =—=—, 12
(na) =—— == a2)

Wir leiten die Regel fiir die Differentiation zusammengesetzter Funktionen her, die
hiufig als Keitenregel bezeichnet wird.

Satz 3. Ist die reelle (oder komplexe) Funktion g an der Stelle a und die Funktion f
an der Stelle g(a) differenzierbar und ist @ ein innerer Punkt des Definitionsbereichs der
zusammengesetzten Funktion f o g, 80 ist f o g an der Stelle a differenzierbar, und es ist

(tog) @) =g'@ -flo@). (13)
Beweis. Nach der WeierstraB8schen Zerlegungsformel ist
flo@) — flo@) = (9(z) — 9(@)) '(¢(@) + (9(2) — 9(a)) eflg(@); g())-

Da g an der Stelle a differenzierbar, also auch stetig ist, gilt g(z) — g(a) und damit
o/lg(a), g(®)) — O fiir = — a. Es folgt
z)) — flg(a
m 0EN =10 _ 5 p(g(a)) + g'@) -0,
0 z—a
und (13) ist bewiesen.

Die Kettenregel 1aBt sich unter Verwendung der Leibnizschen Symbolik sehr gut
einprigen. Ist y = g(x) und

z2=f(y), (14)
80 erhalten wir die Ableitung der zusammengesetzten Funktion
z = f(g(x)) _ (15)

nach der formalen Regel

dz _ dz dy

16)
i dy dz’ (
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die allerdings einiger Erliuterungen bedarf. Zunichst ist zu bemerken, daB die
Variable z auf der linken Seite die zusammengesetzte Funktion (15), auf der rechten
Seite dagegen die Funktion (14) symbolisiert. Ferner mu8 beachtet werden, da8

nach Ausfiilhrung der Differentiation % die Variable y durch g(z) bzw., wenn wir
Y

eine feste Stelle a betrachten, durch g(a) zu ersetzen ist. Man darf aber (16) bzw. die
analog gebildete Beziehung

de Az Ay

Az Ay Az

ohne eine exakte Begriindung des Rechnens mit Differentialen nicht als ausreichend
fiir einen Beweis der Kettenregel betrachten. Dagegen ist es vollig legitim, sie als
Merkregel fiir das Rechnen mit Differentialquotienten aufzufassen. Entsprechendes
gilt fiir die Merkregel

Yy _ 0=

de  dy
fiir die Ableitung einer Umkehrfunktion.

Beispiel 6. Es sei f(y) =siny und g(z) =2® 4 2z. Dann ist f'(y) =cosy,
f(g(@)) = cos (#* + 2z) und ¢'(z) = 2« + 2. Somit gilt

(sin (2* + 22))’ = (cos (a* + 24)) (2 + 2).
In der Leibnizschen Symbolik hitte man z = sin y, y = 2® + 2,

;—‘;=cusy=cos(x’+2x), %:—=21+2
und damit

% = %;. .Z—: = (cos(z?® + 2z)) (2z + 2)
zu setzen.

Beispiel 7. Fiir alle positiven reellen Zahlen a ist
(@*) =a*lna (x€R). (17)

Der Beweis ergibt sich mit der Kettenregel aus a® = ¢*'*%, indem wir f(y) = ¢,
g(z) = v In @ setzen. Dann ist

flg@) =flg@) =™ =a*,  ¢(@)=Ina,
und aus (13) folgt die Behauptung.
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Beispiel 8. Fiir alle reellen Zahlen « ist
(@) =ax!  (x€R,z>0). (18)
Mit f(y) = ¢, g(z) = &« In z gilt f(g(:c)) = ¢*!87 = 2%, und aus
(o) = flg(z)) = 2=,
7@ =(@ha ==
x
folgt die Behauptung.
Beispiel 9. Es sei f(y) = Iny und g(z) = « + V2% + ¢. Dann ist

1 1 z
") = —, Flglx)) = ——= d g'x)=1 3
Fw = o) ol
Somit gilt
M4 1
In (2 + Va2 4-¢)) = 3
e+ v =

Beispiel 10. Es empfiehlt sich manchmal, zur Berechnung der Ableitung einer
iiberall positiven Funktion f den natiirlichen Logarithmus von f(») zu nehmen und die
so entstehende Funktion In f(z) zu differenzieren. Es ist

_F)

In f(z)) = L=, (19)

( ) f=)
und man nennt die Funktion auf der rechten Seite die logarithmische Ableitung von
f(x). Wir berechnen auf diese Art die Ableitung von f(z) = (1 + -1—)’ Es ist

z
In f(x) = zln(l + l),
z

I

@) x) 14z
Somit gilt

() 1 o e

Beispiel 11. Es sei f(x) = arcosh . Unter Verwendung von 2.5.5. (5), erhilt man

- x
1+
Ya*—1_ 1
z+Yar—1 Yar—1

(arcosh )’ = (ln (:c + }/x’— 1))' =
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d. h., es ist

(arcosh z)’ = —1_-—_—— (x> 1). . (20)
Y2—1

Beispiel 12. Wegen 2.5.5. () ist

14—

L, —\V Y2+ 1 1
(arsinh z) =(ln (:c +}/z’-|— 1)) =:—Vﬁ =}/z’_+_1’

d. h,, es ist

(arsinh z)’ =-; (x € R). (21)

Vo241

3.1.4. Mittelwertsitze der Differentialrechnung

Wir betrachten in di Abschnitt ausschlieBlich reelle Funktionen, die auf einem
Intervall definiert sind, und beweisen zunichst einen nach MicHEL RoLLE (16562 bis
1719) benannten Satz. Er findet sich erstmals in sei 1690 erschi Werk
,»Traité d’algdbre. Den Beweis des Satzes lieferte er erst 1691.

Satz 1. Ist f eine im abgeschlossenen Intervall [a, b)) stetige und tm offenen Intervall
Ja, b[[ differenzierbare Funktion, die un den Endpunkten des Intervalls den Wert Null
annimmt, so gibt es eine Zahl £ mit a < & < b und

f@=0.
Beweis. Nach dem Satz vom Maximum und Minimum in 2.4.2. gibt es Punkte
@y, %, € [(@, b)) mit f(z,) < f(z) < f(x,) fira <z < b.

Fall 1. Es ist f(z,) > 0. Wegen f(a) = f(b) =0 gilt a < 2, < b, und f ist in x,
differenzierbar. Nach Definition von z, ist

fl@s + b) — fx,) (SO0 fir >0,
h >0 fir A<O.

Der Grenziibergang & —0 (A > 0 bzw. h < 0) liefert f'(,;) <0 und f(z;) =0,
d. h., es ist f'(z;) = 0.

Fall 2. Esist f(z;) = 0. Ist auch f(z,) = 0, so ist f(z) = Ofiirallez mita <z < b.
Andernfalls setzen wir g(z) := —f(z). Dann besitzt g im Punkt z, ein Maximum, und
wie im Fall 1 folgt ¢’'(z,) = 0 und damit f'(z,) = 0.

Der Fall f(x;) < 0 kann nicht eintreten, und Satz 1 ist bewiesen.
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Die Voraussetzungen von Satz 1 sind natiirlich stets erfiillt, wenn f(a) = f(b) = 0
und wenn f sogar im abgeschlossenen Intervall [(a, ] differenzierbar ist. Da8 die
schwiicheren Vomussetzungen von Satz 1 ausreichen, kann man sich an dem nach-
folgenden Beispiel anschaulich klarmachen.

)

Beispiel 1. Es sei f(z) =1 —2? (—1 <« < 1). Fiir allez mit € J—1, 1[ ist

f@) =

—z
}/1 —a?
In den Randpunkten des Intervalls ist die Funktion nicht differenzierbar, aber sie

ist im abgeschlossenen Intervall stetig. Thre Ableitung verschwindet an der Stelle
£ =0 (Abb. 3.6).

-1 E=0 -1
Abb. 3.6 Abb. 3.7

Wir beweisen nun den Msttelwertsatz der Differentialrechnung.

Satz 2. Ist f eine im abgeschlossenen Intervall [(a, b)) stetige und im offenen Intervall
Ja, b[[ differenzierbare reelle Funktion, so gibt es eine Zahl & mit a < & < b und

e = i(b) — f(ﬂ) )

Beweis. Um den Beweis auf den Satz von RoLLE zuriickfiihren zu kénnen, bilden
wir die Gleichung y = g(z) der durch die Kurvenpunkte P(a, f(@), P(b, 1(5)) gehenden
Sekante (Abb. 3.7). Sie lautet in der Zweipunkteform

y—f@) _ f6) — f@)

r—a b—a
Somit ist
a@ =@+ =10 g,
o < 10— f(a)_

b—a



3.1. Grundregeln der Differentialrechnung 25

Die Funktion g mit g(z) = f(x) — g(z) erfiillt alle Voraussetzungen des Satzes von
RoOLLE, und es gibt daher ein & mit @ < ¢ < b und

, , b a
0=7O =1 @ =ro - L=19,
Damit ist Satz 2 bewiesen. Er besagt geometrisch, daB es eine zu einem inneren
Punkt gehérende Tangente gibt, die zur Sekante parallel ist.

Wir geben dem Mittelwertsatz noch eine andere Fassung (Abb. 3.8).

hf'(g+Sh)

Abb. 3.8

7 I- @ a¢sh  ash

Satz 2'. Ist die reelle Funktion f fiir alle x mit |2 — a| < |h| (b == 0) stetig und fiir
alle 2 mit |x — a| < |b| differenzierbar, so gibt es ein 9 mit 0 < & < 1 und

f(@ 4 k) = {(@) + hf (@ 4 5h). ' @)
Beweis. Setzen wir
Fi):=fa+th O=<t=<1),

so ist F im abgeschlossenen Intervall [0, 1] stetig und im offenen Intervall JO, 1[
differenzierbar, und nach Satz 2 gibt es ein # mit 0 < ¢ < 1und F'(#) = F(1) — F(0).
Wegen F(1) = f(a + k), F(0) = f(a) und F'(t) = hf (@ + th) ist dies mit (2) gleich-
bedeutend

Beispiel 2. Es sei g(z) = ¢(0) ¢?* (vgl. 2.1.5.). Dann ist ¢'(z) = ag(0) e** = aq(z),
und nach dem Mittelwertsatz glbt es zu Z;, Z, it 2, < 2, ein & mit 2; < & < 2, und

q(@:) — g(21) =¢'(€) = ag(£).
T, —
Die Funktion g erfiillt also die Bedingung 2.1.5. (11).

Die Ableitung einer in einem Intervall differenzierbaren Funktion braucht nicht
wieder stetig zu sein. Aber auch dann, wenn sie nicht stetig ist, kann sie keinen
»Lwischenwert* auslassen, denn es gilt
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Satz 3. Ist die reelle Funktion f im Intervall [(a, b]) differenzierbar, so nimmt die
Funktion ' in diesem Intervall jeden Wert zwischen f' (@) und f'(b) mindestens einmal an.

Beweis. Wir setzen

fe) —f@) g

P@):i=1 z—a i bl
f'(a) fir z=a,
@) — f=) .

) = By fir a<z<b,
) fir z=b.

Dann sind p, ¢ in [(a, b]) stetig. Es sei nun u eine zwischen f (@) und f'(b) liegende Zahl,
wobei wir nur den Fall x4 = f'(a), f'(b) zu betrachten brauchen. Wegen f'(a) = p(a),
/() = g(b) und p(b) = g(a) liegt u zwischen p(a) und p(b) oder zwischen g(a) und
g(b). Nach dem Zwischenwertsatz 2.4.2., Satz 3, gibt es ein # mit p(z) = u oder mit
¢(x) = u. Im ersten Fall ist x 4 a, und folglich gibt es ein £ mit @ < § <z < bund

_ @ — @

r—a

n = p(x) =f'(&).

Analog verliuft der Beweis im zweiten Fall, und Satz 3 ist bewiesen.
Als Anwendung des Mittelwertsatzes beweisen wir zwei wichtige Sitze.

Satz 4. Ist die Ableitung einer auf einem Intervall differenzierbaren reellen Funktion
die Nullfunktion, so ist die Funktion konstant.

Beweis. Aus (2) folgt f(@ + %) = f(a) fiir alle a, a + h, die im betrachteten Inter-
vall liegen. :

Der nachfolgende Satz liefert ein hinreichendes Kriterium fiir die Umkehrbarkeit
einer Funktion.

Satz b. Ist die Ableitung einer auf einem Intervall differenzierbaren Funktion von O
verschieden, so ist die Funktion streng monoton und damit umkehrbar.

Beweis. Die Funktion f kann nicht positive und negative Werte annehmen, da
sie sonst nach Satz 3 auch den Wert 0 annehmen wiirde. Es sei etwa stets f'(z) > 0.
Fiir & > 0 ist dann f(z + &) — f(x) = kf'(@ + oh) > 0, d. h., die Funktion f ist
streng monoton wachsend und damit umkehrbar.

DaB die Funktion f im Fall f'(z) > 0 bzw. f'(z) < 0 streng monoton wachsend
bzw. streng monoton fallend ist, erkennt man auch aus der geometrischen Deutung
der Ableitung.

Wir beweisen den verallgemeinerten Mittelwertsatz der Differentialrechnung, der u. a.
fiir die Berechnung von Grenzwerten von Bedeutung ist.
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Satz 6. Sind die Funkti 1, g vm abgeschl Intervall [(a, b)) stetig, im offenen
Intervall Ja, b[[ differenzierbar und ist g'(x) =& 0 fiir a < & < b, so gibt es ein & mit
a<é<bund

16) — f@) _ 1) @
9®) —g@ ¢’
Beweis. Wiire g(a) = g(b), so giibe es entgegen unserer Voraussetzung ein &
mit g’ (&) = 0. Somit ist g(a) = g(b). Wir setzen
p(): = fx) — M)
und bestimmen 2 so, daB p(a) = p(b) ist. Aus
f(a) — Ag(a) = f(b) — 4g(b)
folgt
10— f@
g9(b) — g(a)
Die Funktion p erfiillt die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes, und wegen p(a)
= p(b) gibt es ein £ mit @ < £ < b und )
0=9p'() =1 — X',
1(6) — fla) —2= ')
90) —g(@) . ge®’

und Satz 6 ist bewiesen.

3.1.5. Glatte Kurven

Wir betrachten eine Funktion, die jeder reellen Zahl ¢ aus einem Intervall I eindeutig
einen Punkt x(t) = (a:,(t), ceey z,,(t)) des Raumes R, zuordnet. Die Funktion @ sei
hierbei als stetig vorausgesetzt, so daB auch die Koordinatenfunktionen z,
(t =1,...,p) im Intervall I stetig sind. Deuten wir I als ein Zeitintervall und ist
p = 2 bzw. p = 3, so koénnen wir die Abbildung

te () = (24(t), s zp0) (€T ' 1)

als Bahn eines bewegten Massenpunktes in der Ebene (p = 2) bzw. im Raum (p = 3)
in Abhéngigkeit von der Zeit ¢ auffassen. Wir beschrinken uns zunichst auf die Fille
p = 2, 3 und gehen von (1) zu der Schreibweise

tt) = (2@, y®) el
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bzw.

. t®) = (20, 90, 20) €D
ui

Beispiel 1. Es sei
1(t) = (cosh ¢, sinh ¢) (€ R). (2)

Wegen cosh ¢ > 0, cosh? ¢ — sinh?¢ = 1 liegen die Punkte r(f) auf dem rechten Ast
der Hyperbel mit der Gleichung z* — y2 =1 (Abb. 3.9), und jeder Punkt dieses
Hyperbelastes wird fiir geeignetes ¢ tatsichlich angenommen.

Abb. 3.9 Abb. 3.10

Beispiel 2. Es sei
1(f) = (cost,sint,t)  ((€R). 3

Wir betrachten die Projektion t*(f) = (cos ¢, sin t) der Raumpunkte t(t) in die z, y-
Ebene. Wegen cos?t + sin?¢ = 1 liegen die Punkte t*(f) auf dem Einheitskreis
-2® 4 y? = 1, und v*(¢) fiihrt einen vollen Umlauf aus, wenn ¢ ein Intervall der Linge
27 durchlauft. Die Bewegung des Punktes t(t) in Abhiingigkeit von ¢ ergibt sich durch
Uberlagerung der Rotationsbewegung von t*(¢) mit einer gleichfosrmigen Bewegung
in Richtung der z-Achse. Somit durchlduft t(f) eine Schraubenlinie (Abb. 3.10).

Beispiel 3. Ist f eine im Intervall I definierte reelle stetige Funktion, so bilden die

) =(10) e @

den Graphen von f.
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Beispiel 4. Es sei @, b > 0 und
() = (@cost,bsint) (—zu<t=<an). . (8)

Wie aus Abb. 3.11 hervorgeht, durchliuft v(f) die Punkte einer Ellipse mit den
Halbachsen a und b.

In den ersten drei Beispielen ist die Funktion ¢ > t(t) umkehrbar eindeutig. In
Beispiel 4 ist dagegen t(n) = t(—=), wihrend die Abbildung fir —z < ¢ < 7 um-
kehrbar eindeutig ist. In den ersten drei Fillen sprechen wir von einer (ein-
fachen) Kurve, im vierten Fall von einer (cinfach) geschlossenen Kurve und geben
allgemein die

Definition 1. Eine Punktmenge C' des Raumes R, heiBt eine (einfache) Kurve,
wenn es eine stetige Funktion r = () gibt, die ein Intervall I reeller Zahlen um-

b #(t)=(acost bsint)

#(T)=w(-7)

Abb. 3.11.

kehrbar eindeutig auf die Menge C abbildet. Ist I beschrinkt und abgeschlossen, so
heiBt C auch ein Kurvenstiick.

Ist I =[[a, b], bildet die Funktion das Intervall Ja, b] umkehrbar eindeutig auf C
ab und ist r(a) = t(b), so heibt C eine (einfach) geschlossene Kurve.

Der Begriff der Kurve war urspriinglich von CAMILLE JORDAN (1838 —1922) wie folgt definiert
worden: Sind z = g(t), y = v(f) (¢ ¢ I) stetige Funktionen, so heiBt die Menge C der Punkte
(@(t), ¥(f)) mit ¢ e I eine Kurve. Er forderte also nicht die umkehrbare Eindeutigkeit der Abbild
t > (p(?), v(t)). Von Gruseppe PEaNo (1858 —1932) wurde 1890 gezeigt, daB diese Definition
zu allgemein ist. Er konstruierte im Intervall {0, 1] stetige Funktionen g, y fiir die die Menge
C = {(g(t), »(9): ¢ € [0, 1]} gleich dem Einheitsquadrat der Ebene ist. Dieses unseren anschau-
lichen Vorstellungen vom Kurvenbegriff widersprechende Ergebnis gab AnlaB zu der obigen
engeren Definition, die erstmalig von JORDAN in ,,Cours d’analyse III* gegeben wurde.

Die Fusktion r = r(f) in Definition 1 heiBt eine Parameterdarstellung der Kurve
C und ¢ der Kurvenparameter. In den physikalischen Anwendungen ist ¢ gewShnlich
die Zeit. Mit dieser Interpretation koénnen wir den DifferentiationsprozeB anders
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deuten. Wir betrachten einen festen Parameterwert f, und eine gegen ¢, strebende
Folge von Parameterwerten t,, &, .... Die Differenz r(t,) — t(to) stellt dann angenéhert
die Wegdifferenz dar, die der bewegte Massenpunkt t(f) im Zeitintervall von £, bis
t, zuriicklegt (Abb. 3.12). Von der elementaren Definition der Geschwindigkeit gleich-
férmig bewegter Massenpunkte ausgehend, bezeichnen wir den Quotienten

tlta) —t(to) _ (%(tn) — () yY(t) — ylo)  2{ta) — 2(t)
ty — b bh—ty ’

(6)

bt — o te — to

als mittlere Geschwindigkeit von t(t) im Zeitintervall von #, bis £, (Abb. 3.13). Besitzt
(6) fiir jede Folge (t,) mit ¢, — £, eineri Grenzwert, so heiBt dieser die Geschwindigkeit

#(in)-2(ty)
th—1o

»(t)

»(ty) #(th)

(1 f,/
w(to) * (t)- ()

r(t,).,(;g )
t=%

Abb. 3.12 Abb. 3.13

i(to) des durch t =t(t) gegebenen bewegten Massenpunktes zur Zeit ¢ = ¢, Die
Berechnung der Geschwindigkeit ergibt sich wegen (6) durch koordinatenweise
Differentiation, wobei wir die Ableitungen durch einen Punkt kennzeichnen. In den
Beispielen (2) bis (5) gilt

i(t) = (sinh ¢, cosh t), (2
(t) = (—sint, cost, 1), _ (3"
i) = (L '), @)
#(t) = (—asint, b cost). (5

Ist i(f) % 0, so konnen wir im Kurvenpunkt r(f,) die Gerade mit dem Richtungs-
vektor t(f,) antragen. Entsprechend der geometrischen Deutung (Abb. 3.13) heifit
sie die Tangente der Kurve im Punkt t(f,), und i(f,) ist ein Vektor, der die Richtung
der Tangente im Kurvenpunkt angibt.

Definition 2. Eine Kurve C heiBt glatf, wenn sie eine Parameterdarstellung
t =1(t) (¢ € I) mit stetig differenzierbaren Koordinatenfunktionen und mit () = 0
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fiir alle ¢ € I besitzt. Eine glatte Kurve t = t(t) (¢ € I) besitzt somit in allen ihren
Punkten eine Tangente, und i(t) ist ein Tangentenvektor, d. h. ein Richtungsvektor
der Tangente im Punkt r(¢). Der Einheitsvektor

i)
t(t) = (7)
[E®)
heiBt der Tangenteneinheitsvektor der Kurve im Punkt r(f).

Im Fall einer Funktion

@ = (2,(8), .-, Zp(0)) tel (8)

von einem Intervall I reeller Zahlen in den Raum R, mit stetig differenzierbaren
Koordinatenfunktionen setzen wir entsprechend den bisher behandelten Spezial-
filllen

B(t) 1= (£100), .or 5p1) (€T, 9)
und bezeichnen &(f) als Ableitung der Funktion (8).

Eines der #ltesten Probleme, zu dessen Losung heute Methoden der Diff ialrech
gewandt werden, ist dns T problem. Es ist b ders bedeutungsvoll fiir die Aufkla.mng
einer Reihe grundleg Z hinge in der Theorie der Kurven und der Entwicklung der
formalen D: llung solcher Z ha geworden.

Tangenten sind in der Antike gelegentlich an Kegelsck und héh Kurven

nig
(archimedische Spirale) bestimmt worden. Dazu wurden geometrische (APPOLLONIUS (262? bis
190? v. u. Z.)) oder an der mechanischen Erzeugung (ARCHIMEDES (287?—212 v. u. Z.)) der
Kurven orientierte Verfahren verwendet. Die Tangente wird dabei nicht immer als Grenzlage der
Sekante, sondern als Gerade, die mit der Kurve genau einen Punkt gemeinsam hat, eingefiihrt.

Es muB hier jedoch auch bemerkt werden, daB die antike Mathematik das auch dem Tangenten-
problem letztlich zugrunde liegende Problem des Unendlichen zwar erkannt, aber nicht be-
wiltigt hat (Paradoxien des ZENO (490?—430? v. u. Z.)). Eine andere Frage, die noch aus der
antiken Mathematik stammte, spielte bis in die Zeit der Renaissance eine groe Rolle. Es ist die
Frage nach der GroBe des Winkels zwischen Tangente und (Kreis)bogen (Kontingenzwinkel).
Wihrend EvkLip (365?—300? v. u. Z.) im IIL Buch der ,,Elemente‘* behauptet hatte, ,,in den
Zwischenraum der geraden Linie und des Bogens a8t sich keine weitere gerade Linie neben-
hineinziehen*, war im Mittelalter, etwa bei JoEANNES CampaNUs (13. Jahrhundert), der eine
beriihmte Ubersetzung der ,,Elemente‘* aus dem Arabischen angefertigt hatte, der Kontingenz-
winkel eine (flichenhafte) GroBe. Erst 1557 zeigte JACQUES PELETIER (1515—1562), daB der
Kontingenzwinkel Null ist, eine Feststellung, die durch die Autoritit von Frangors Viera
(1540—1603) allgemeine Anerkennung fand. VIETA hat selbst einen originellen Beitrag zum Tan-
gentenproblem geleistet. Er betrachtet die Tangente an die archimedische Spirale r = ag im
Punkt P(p) und die von P(g) nach P(p + ¢) und P(p — &) zielenden Sehnen. Er stellte fest, da
diese Sehnen mit der Tangente fast gleiche Winkel bilden, und zeigte an Beispielen, daB mit ab-
nehmendem ¢ > 0 die Abweichung der beiden Winkel beliebig klein wird. Eine allgemeine Losung
des Normalen- und damit des T problems bei algebraischen Kurven gelang RENE DEs-
CARTES (1596—1650) unter Vermeidung infinitesimaler Methoden 1637 in seiner ,,Geometrie‘‘.
Seine analytisch-geometrischen und algebraischen Methoden haben neben denen von PIERRE
FErMAT (1601 —1665; um 1635 ,,Isagoge’’) die abstrakte Formalisierung auch infinitesimaler
Aufgaben wesentlich mit vorbereitet. In der Folgezeit wird das Tang oblem auch von
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q F 1 mit hied Method. folgreich an speziellen Fallen bearbeitet. Es

bilden sich deutlich zwei Richtungen heraus, eine geometnsche, vertreten durch EVANGELISTA
Tomom.u (1608—1647), Isaac Barrow (1630—1677), CErIsTIAAN HuUYGENS (1629—1695),

und eine algebraische, deren bed dster Vertreter neben FERMAT und DESCARTES JOHN
‘WALLIS (1616 1703) war.
Das Tangentenproblem war also im lichen auch ohne allgemeine Methoden der Diffe-

Tentialrechnung gelost worden. Die Entwicklung von Wirtschaft und ‘Wissenschaft stellte ]edoch
der Mathematik i im 17. Jaln-hu.ndert eine neue groBe Aufgabe, nimlich die der h

Behandl von Bewegungsp Dieses Problem wurde b ders im Zi h
mit dem verstirkt ei den Bau von Maschinerien, Aufgaben der Ballistik und durch die
Himmelsmechanik erzeugt.

Den Zusammenhang von Weg, Geschwmd.lgkext und Beschleu.mgu.ng deckbe dann GALILEO
‘GALILET (1564—1642) weitestgehend auf. Eine allg, handlung der Be-
wegungsproblems gela.ng ihm Jedoch meht Zur Losung dneser schw:erlgen Au.fgabe war es zi-
niichst dig, eine g der b g tischen Kennt-
nisse, auch uberdas'l‘&ngentenproblem, das u. a. in der Hi 1 hanik erhebliche Bed

besitzt, zu geben. Im Jahre 1668 gab JAMES GREGORY (1638 —1675) diese Zusammenfassu.ng

Ein erster Schritt in Richtung eines allgemeinen Kalkiils, der heute so bezeichneten Differential-
war die Potenzreih hode. Der Calculus (die Form der Differentialrechnung nach
LziBx1z) war es jedoch nicht. Dieser konnte nur von Mathematikern gefunden werden, die sowohl
die geometrische als auch die algebraische Methode véllig beherrschten.

Die Methode der Differentation ist die Entdeckung von NEwTOoN und LEIBNtz. Isaac NEwTON
{1642—1727) fand seine Methode in den Jahren 1665/66. Fiir alle zugénglich wurde sie jedoch erst
1704 durch Veréffentlichung des Werkes ,,Quadratura curvarum‘ (Quadratur der Kurven).
Gorrrriep WiLHEELM LErBN1z (1646 —1716) machte unabhiingig von NEwTON seine Entdeckung
1673—1676, verdffentlichte seine Ergebnisse aber schon 1684 in der Leipziger Zeitschrift ,,Acta
Eruditorum*‘. Die Arbeit von LEIBN1Z hatte den Titel ,,Nova methodus pro maximis et minimis,
itemque tangentibus, quae nec fractas nec irrationales quantitas moratur, et singulare pro illi
caleuli genus* (Eine neue Methode fiir Maxima und Minima sowie fiir Tangenten, die durch ge-
brochene und irrationale Werte nicht heemtmchtlgt wnrd und eme merkwurd.lge Art des Kal-
kiils dnfm') Sie enthielt neben den noch 8 hy die wichtig; Diffe-
T geln sowie die di Bedmgungen fiir Extremwerte und Wendepunkte.

Der ,,Calculus differentialis** war damit geschaffen.

Da die Newtonsche Methode die historisch éltere, dazu heute weniger bekannt ist, sei sie etwas
genauer ausgefithrt. NEWTON verwendete eine Reihe von neuen Kunstausdriicken, deren wich-
tigste ,,Fluxion* (ein endlicher Wert, eine Geschwindigkeit) und ,,Fluente* waren. Wenn mit
9,2,¥,2... die Variablen fiir Fluenten bezeichnet werden ,,And the Velocities by which every
Fluent is increased by its generating Motion (which I may call Fluxions, or simply Velocities or
Celerities) I shall represent by the same Letters pointed thus 9, &, § and #* (I. NEwToN ,,The
Method of Fluxions ..., London 1736, p. 20). Er erliuterte seine Methode am Beispiel:

h

Therefore let any Equation 28 — az? + azy — y® = 0 be given, and substitute z 4 o for z,
and y + yo for y, and there will arise
2® 4 3iox?® + 3dPoox + do®

— az® — 2adoz — ai’oo

— axy + adoy + agox + atjoo

—  — Bjoy? — Biooy — 0t
Now by Supposition 2% — az® + azy — y® = 0, which therefore being expunged, and the re-
maining Terms being divided by o, there will remain 3a* + 3%z + 4%0 — 2aiz — ai’o + aty
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-+ ayz — adgo — gy — 3y’oy y'oo = 0. But whereas o is supposed to be infinitely little,
that it may rep the of Q ities; the Terms that are multiplyd by it will be
nothing in respect of the rest. Themfore 1 reject them, and there remains 3dx* — 2adz + aty
+ ayz — 3yy® = 0... (ebenda, p. 24—25).

Nzwrons Methode ist aus der Beschéftigung mit der Reihenlehre, wobei b ders der EinfluB

von WALLIS zu beachten ist, in Verbindung mit ki ischen Vorstell erwach Seine
Art der Behandl des Bewegungsproblems triigt deutlich die Ziige einer theoretisch-physikali-
schen Auffassung.

LzreNiz hat iiber seine Entdeckung und ihre Quellen selbst Berich ttet (Briefwechsel

mit EERENFRIED WALTER TSCHIRNHAUS (1651 —1708)). Er fihrt die Entdeckung des Calculus
auf drei Emﬂuue zu.mok erstens auf die von Bra1sE PAscaL (1623 —1662) entwickelte Methode
des charakteri Dreieck (vgl Abb. 33), zweitens auf die von DESCARTES u.a. ent-
wickelte algebraische D: 11 her Kurven, drittens auf die Entdecku.ngen
von MEROATOR (1612—1594) und WaLLIS fiber unendliche Reihen sowie eigene Untersuchungen
iiber die Summation unendlicher Reihen.

Es steht heute fesb da,B dle groBe Entdeckung der Differentialrechnung durch Newro~ und
LEereyN1z unabhi folgte. Der sich bis ins 20. Jahrhundert hinziehende Prioritéits-
streit ist durch n.uﬂem detaillierte Unt: hungen jetzt beigelegt worden.

Die bed b iker des Konti T die Leibnizsche Bezeick :
schnell aunf, und i halb iger Jahrzel wurde die ‘Analysis zu einem groBartigen Ge-
biude, a.llerdmgs mit recht unsmheren Fundamenten. Erst das 19. Jahrhundert hat hier die not-

g

haffen

3.1.6.  Aufgaben

1. Man ermittle die Ableitungen der folgenden Funktionen:
fa) =372 (xeR,z=0),
fx) = ?/; (zxeR,2=0),
flz) =2* 4 sinx  (zeR),
f(2) =Rez (zeC).

2. Gegeben seien die Funktionen
fl@=e, fa)=Inz,2>0, fz)=sinz, fz)=

Man gebe die Gleichungen der Normalen fiir diejenigen Punkte der Graphen der Funktionen
an, in denen die Tangente den Anstieg 1 hat.

3. Man gebe die Ableitungen der folgenden Funkti an:
f(@) = 225 + 624 + 32® 4 222 + Tz + 9,
e ) —gp 22 _ g
(=) =13’ fey=z+—5——=, fl)=2de,
f(z) = T2® cos 2, f(z) = 8 sin z cos?® z,
flz) = w. f(z) = In (sin?z + 1),

14 sin?z
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=5zt + 32 +8, ===,
1@ +o+ iy e
fe) = 348, f(g) = (1 4 o)eona,
4. Man besti fiir die folgenden Funkti 1 aus R den (groBtméglichen) Definitionsbereich
D(f) und ermittle die Ableitungen der Funkti Man gebe jeweils D(f') an.

o =21—, f@)=In(n2),
fe) =Tz, flo =Z=2=%,
f(z) = sin ((32* — 2z + T)*).

5. Gegeben seien die '

1
2sin— fir 3
=]y o 20
(] fir z=0,
1
jn— fiir 0,
hay=1"""7 .
0 fir z=0.
Man he die Funkti auf Stetigkeit und gebe D(f,’) und D(fy’) an,
6. Fiir welohe reellen Zahlen z kann die Ableitung der Funktionen

y = arcsin 1 —2®,  y = arcoos (82* — 82% + 1)
mit Hilfe von 3.1.3., Satz 3, ermittelt werden? Wie lauten diese Ableitungen?
7. Man ermittle # aus
fle + b) = () + bf (= + Bh)
fiir die Funktionen
foy=e, f@=hs f@=-1.
8. Man bestimme mit Hilfe des Mittelwertsatzes zwei Zahlen a, b mit a < }/8_0 < b, indem man

# = 0 und & = 1 setzt und geeignet abschiitzt.
.9. Nach der Zahlentafel ist Ig 20 = 1,3010. Man ermittle mit Hilfo des Mittelwertsatzes einen

Niherungswert fiir Ig 20,6, indem man & = % setzt.

10. Man berechne die T: inheitsvektoren der Kurve
t=(uin’%oost, sin‘%uint) 0=t<3n)

in den Punkten mit den Parameterwerten ¢, { + =, ¢ + 27 (0 <t< %) und zeige, daB die
T in den hérigen Kur kten ein gleichseitiges Dreieck bilden.

& B P
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11. Man zeige, daB der Tangentenabschnitt der Kurve mit der Gleichung
y=Vl—2+hz—m(1+11-=) ©O<z<1)

vom Kurvenpunkt bis zur y-Achse eine konstante Linge besitzt (T'rakiriz') oder Schkpp;‘
kurve von HUYGENS, Abb. 3.14).

XN

Abb. 3.14

——————
~,

3.2, Differentiation von Funktionen mehrerer Variabler

3.21. Partielle Ableitungen

Es sei f eine in einem Gebiet @ des Raumes R, definierte reellwertige Funktion.
Unter gewissen Voraussetzungen kann eine solche Funktion durch eine Fliche im
dreidi ionalen Raum veranschaulicht werden (Abb. 3.15). Wir wiihlen einen
Punkt (@, b) mit (a,b) € G und eine in G liegende e-Umgebung dieses Punktes.
Fiir 0 < [h| <&, 0 < |k| < ¢ ist stets (@ + &, b), (@,b + k) € G.

In Anslogie zu 3:1.1., Definition 1, kénnen wir die Differenzenquotienten

fl@ +4,b) — f@,b) fl@b+k —fab)
h ’ k

1) Die Traktrix war LEIBNIZ seit etwa 1676 und JakoB BERNOULLI (1654—1705) seit 1691
bekannt. Beide verdffentlichten zunichst nicht ihre Ergebnisse. Der franzosische Arzt CLauDIUS
PERRAUT (1613—1688) stellt die Aufgabe, die Kurve zu bestimmen, die in einer horizontalen
Ebene von einem Massenpunkt beschrieben witd, der am Ende eines gespannten Fadens befestigt
ist und dessen zweites Ende eine in der Ebene gelegene Gerade durchliuft. Als die Mathematiker
sich dieser Aufgabe annahmen, veroffentlichte Lursnz 1693 seine Losung. Ini gleichen Jahr ver-
allgemeinerte Huycexs die Aufgabe und gab den lsenden Kurven den Namen Traktorien, ohne
zu wissen, daB such JaxoB BrrNouLLl und GUILLAUME FRANGOIS ANTOINE DE L'HOSPITAL
(1661—11704) bereits solche Verallgemeinerungen vorgenommen hatten.
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bilden. Diese Zahlen lassen sich in der Schnittebene, die durch den Flichenpunkt
P(a, b, f(a, b)) geht und parallel zur z, 2-Ebene bzw. y, z-Ebene verliuft, geometrisch
als Sekantenanstieg deuten. Existieren die Grenzwerte dieser Differenzenquotienten
fiir A — 0 bzw. k — 0, so lassen sich diese als Anstieg der Tangenten an die Schnitt-
kurven der Fliche mit den genannten Ebenen deuten. Die Grenzwerbe helBen dle
partiellen Ableitungen der Funktion im Punkt (a, b). In der klassisch

Abb. 3.15

und physikalischen Literatur werden diese partiellen Ableitungen mit den Symbolen
f:(a, b) bzw. f,(a, b) (gelesen f nach z (partiell) an der Stelle (a, b) bzw. f nach y
(partiell) an der Stelle (a, b)) oder mit

of of
- bzw. —
0z |o,0) 09 lo,0)

(gelesen: df nach dx partiell an der Stelle (@, b) bzw. df nach dy partiell an der Stelle
(a, b)) hezeichnet. Man setzt also

fs(a,b) =

fL — il BV = faD) ®
(@, b)

oz 0

tm 2D 4B flo ) &

fa by = 2L L =
6,b) k-0

Zu jeder in einem Gebiet @ des R, definierten reellwertigen Funktion f kénnen wir die

Funktion f, bzw. f, bilden, deren Definitionsbereich die (mdglicherweise leere) Menge

aller Punkte (@, b) ist, in denen f.(a, b) bzw. f,(a, b) existiert. Die Berechnung der

Funktion f, bzw. f, kann auf die Regeln fiir die Differentiation von Funktionen von
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einer Va.rilablen zuriickgefithrt werden. Setzen wir némlich
9@) :=fzb), v@):=fa9),
so folgt aus (1), (2) sofort,

¢@) =f:a,b), () =/fya,b).
Man braucht also jeweils nur die eine der beiden Variablen als Konstante zu be-
trachten und nach der anderen Variablen zu differenzieren.
Aus
fz,y) =a* — 3zsiny +y' + 4
folgt z. B.
fz(x, y) =32 — 3siny,
fy(@,y) = —3xcosy + 2y.
Wir verallgemeinern die fiir Funktionen von zwei Variablen eingefiihrten Begriffs-
bildungen.
Definition. Ist f eine in einem Gebiet G des R, definierte reellwertige Funktion, so
heiBt der Grenzwert

fe@yy oevr ) =l'!_l:f(ab cees Gimy, @ 1, a“:, ..y Gy) — flay, ...,a,)’ @)

falls er existiert, die partielle Ableitung der Funktion f nach der ¢-ten Variablen an der
Stelle (ay, «.., @y)-

Die Funkdtion f,, wird analog zum Fall zweier Variabler definiert. Neben f,, ist
auch hier das Symbol z’ia f gebriuchlich. Diese klassischen Bezeichnungsweisen haben

einen schwemegenden Nn,chtell In dem Term f,,(%y, ..., &;, .., &p) tritt das gleiche
Zeichen z; in ver Bedeutung auf. Bei dem im Argument der Funktion
auftretenden Zeichen z; kommt es auf den Zahlenwert an, der fiir diese Variable
eingesetzt wird. Als Index von f deutet z; nur diejenige Variable an, nach der zu
differenzieren ist. Die Bezeichnung dieser Variablen ist aber beim Funktionsbegriff
prinzipiell chne Bedeutung. So sind z. B. die Funktionen

z=fxy (=yeq),
z=fy2 (52eQ)

identisch. Die Symbole f;, f, haben aber in diesen beiden Schreibweisen derselben
Funktion eine unterschiedliche Bedeutung. In manchen Darstellungen setzen sich
daher immer mehr andere Schreibweisen fiir die partielle Ableitung nach der i-ten




38 3. Differentialrechnung

Variablen durch. Wir werden neben den klassischen Schreibweisen vorwiegend das
Symbol 9;f an Stelle von f,, verwenden.

" Bezeichnen wir mit e; das Element aus R,, dessen i-te Koordinate 1 ist, wihrend
alle anderen Koordinaten 0 sind, so kénnen wir die Definition (3) mita@ = (a, ..., @)
auch in der Form .

dif(@): = lim w .

aussprechen.

Besitzt f in allen Punkten @ aus G partielle Ableitungen, so kénnen wir auf die
Funktion @; mit g;(f) = f(@ + te;) den Mittelwertsatz der Differentialrechnung
anwenden und erhalten

i(t) — 9i(0) = to;' (D).
Wegen o;’(t) = 0;f(@ + te;) erhalten wir mit
f(a + te;) — f(a) = tdif(a + dte;) ()

den Mittelwertsatz fiir partielle Ablestungen.

Partielle Ableitungen von Funktionen mehrerer Variabler erliutert LeoNaaRD EULER (1707
bis 1783) erstmals im 7. Kapitel seiner Differentialrechnung ausfiihrlich. Hier fithrte er fiir partielle

Ableitungen auch erstmals einen Symbolismus ein. Fur——f- schrieb er ( af )

3.2.2. Differenzierbare Funktionen von mehreren Variablen

Nach 3.1.1., Satz 1, ist eine reelle Funktion genau dann an der Stelle a differenzierbar,
wenn es eine reelle Zahl ¢ mit

0= f0) — = a)e -
r—a

gibt. Wir erhalten éine dquivalente Bedingung, wenn wir den Bruch mit sgn (x — a)
multiplizieren, so daB (1) in

lim[®) =@ —(@—ac_, @
e |z — al

iibergeht. In dieser Form kénnen wir den Begriff der Differenzierbarkeit auf reell-
wertige Funktionen von zwei (oder mehreren) Variablen verallgemeinern.

Wir nennen eine reellwertige Funktion z = f(z, y) im Punkt (a, b) € D(f) differen-
zierbar, wenn es zwei reelle Zahlen c,, ¢, mit

lim f(-f,!l)—f(a,b)~(f¢—ﬂ)cl—(y—b)c, —0 (3)
(@.9)+0,b) Ve —ap + (y — b
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gibt. Setzen wir speziell z = a + k, y = b, so folgt
lim @+ P 0) — f@, ) —hey _

n0 h

oder, wenn wir zum Betrag iibergehen,

R UL N P

0

Dies besagt, daB ¢, = f,(a, b) ist. Ebenso erhalten wir ¢, = fy(a, b). Hiernach ist die
Funktion f an der Stelle (a, b) differenzierbar genau dann, wenn sie an dieser Stelle
partielle Ableitungen besitzt und wenn
e [@9 —f@b) —@—al@b - G=H@Y _o
(2. 5)(3,b) V @—aP+ (y— b2
gilt. Setzen wir

_f@y) —feb)—@—a)f@b—u—bf @b
Ve —ap+ @ — b9
80 erhalten wir durch Umstellung die WeserstraPsche Zerlegungsformel
f@,9) = @, b) + (& — @) L@, b) + (v — b) fy(@. B)

os(a, b; x, ):

+ V@ — a0 + @y — b2 gla, b; 7, 9) )
mit
lim ga,b;2,9) =0. . (6)

(z,9)>(a,b)
Sind umgekehrt (5), (6) erfiillt, so gilt (4), und die Funktion £ ist an der Stelle (a, b)
differenzierbar.
Fiir eine im Punkt («, b) differenzierbare Funktion f setzen wir
¥, y):= (@, b) + (= — a) f.(a, b) + (y — B) f,(a, }). (M

Der Graph dieser in z,y linearen Funktion ist eine Ebene, die durch den Punkt
P(a, b, {{a, b)) geht. Wegen

far9) — 4@ 9) = Vo — aP + § — B erla, b ,9)
0=Ilm V@E—aP+(y—>b?=1lm glab;zy)
(z.9)>(a.b)

(z, )0, b)

und

schmiegt sie sich dem Graphen der Funktion f sehr eng an und heiBt deshalb die
Tangentialebene des Graphen von f im Punkt P{a, b, f(a, b))-
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Abgesehen von der letzten geometrischen Deutung kénnen unsere Betrachtungen

auf reellwertige Funktionen z = f(z;, ..., %,) von mehreren Variablen iibertragen
werden.

Definition. Eine in einem Gebiet G des Raumes R, definierte reellwertige Funk-
tion f heiBt in einem Punkt @ mit @ € @ differenzierbar, wenn es reelle Zahlenc,, ..., c,
mit

f@) — f@) — 3 @ — @)
lim =1

=0 8
za Iz —al =

gibt.
Wie im Fall von zwei Variablen folgert man aus (8), daB ¢; = dif(e) (¢ = 1, ..., p)
und folglich
P
f®) — f(a) —‘Z (z; — a;) Bif(a@)
=1

=0 9
—a le — al &

ist. Setzen wir

fm—mwém—mwm

0@, x): = = —al > (10)

so gilt
lim g/(a, &) = 0, (11)

und wir erhalten die WeierstraBsche Zerlegungsformel
fla) =fla) + 3 (e~ ) Aif(@) + Iz — al g0, 2)) (12)

Das Wesen der Differenzierbarkeit einer Funktion besteht gerade darin, daB die
lineare Funktion

Pm=mwém—mw@ (13)

fiir kleine |& — @) eine gute Approximation fiir die Funktion f darstellt. Den Uber-
gang von der gegebenen Funktion f zu der linearen Niaherungsfunktion f* bezeichnet

HImFallp=1 heidet sich die Definition (10) von der Definition 3.1.1. (3) durch den
Faktor sgn (z — a). Bei der neuen Definition geht 3.1.1. (4) in
f(#) = f(@) + (z — @) f(a) + = — al gf(a, 2)
iiber, und 3.1.1. (5) bleibt unverindert giiltig.
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man als Linearisierung des Problems. Sie findet in der Fehlerrechnung vielfiltige
Anwendungen.

Im Fall einer Funktion z = f(z, y) von zwei Variablen setzt man hiufig, wenn
man den Funktionsverlauf in der Umgebung des Punktes (a, b) betrachtet,

Az:=xz — a, Ay: =y —b, Az: = f(z, y) — f(a, b).

Mit diesen Bezeichnungen nimmt die Niherungsgleichung
f@, y) — f(a, b) ~ f*(=z, y) — f(a, )
die Form
0z 0z
Az~ P Az + 6_y Ay

an. Es ist auch iiblich, die Anderungen Az, Ay, die man sich als sehr klein vorzu-
stellen pflegt, mit dz, dy zu bezeichnen und das — von a, b, dz, dy abhiingige —
sogenannte fofale Differential dz durch
0z 0z
dz: = —dx — d
% + oy Y
zu definieren. Die obige Niherungsgleichung nimmt dann die Form 4z ~ dz an.
Totale Differentiale wurden (mit anderen Bezeichnungen) von EULER in seiner Differential-
rechnung von 1755 eingefiihrt.
Wir zeigen an einem Beispiel, daB die Existenz der partiellen Ableitungen fiir die
Differenzierbarkeit zwar notwendig, aber nicht hinreichend ist.

Beispiel 1. Es sei

2
= fir (2,9) = (0,0),
fz, ) =1V=* +
0 fir 2=y=0.

Diese Funktion ist im Punkt (0, 0) stetig, denn setzen wir g: =V2?+ y* und bestim-
men wir ein ¢ mit
z=gcosp, y=gsing,

so folgt f(z, y) = ¢ sin 2¢ und damit

lim f(x, y) = lim g sin 2¢p = 0 = {(0, 0).
(z.)—(0,0) 0
Wegen
1O +hO—f0) _ o f0.0+H—f0,0 _,
h ’ k
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besitzt f im Punkt (0,0) die partiellen Ableitungen f,(0, 0) = £,(0, 0) = 0. Es ist
aber, wenn wir 7 und ¢ mit & = r cos p, k = r sin y bestimmen,

0 + &,0 + k) — §(0, 0) — Af:(0,0) — k£,(0,0) _ _ 2hk
Vhl T R+ K

Ein Grenzwert fiir diesen Quotienten existiert nur fiir spezielle Grenziibergéinge
(h, k) — (0, 0), z. B. dann, wenn wir (h, k) = (r cos y, r 5in y) s0 gegen (0, 0) streben
lassen, daB sin 2y gegen O strebt. Ein Grenzwert schlechthin existiert nicht, und
folglich ist die Funktion f an der Stelle (0, 0) nicht differenzierbar, obwohl sie partielle
Ableitungen an dieser Stelle besitzt. Sie besitzt sogar in allen Punkten von R, par-
tielle Ableitungen, aber die partiellen Ableitungen fs, f, sind im Punkt (0, 0) nicht
stetig.

Aus der Stetigkeit der partiellen Ableitungen kann dagegen die Differenzierbarkeit
einer Funktion gefolgert werden.

Satz 7. Besitzt eine reellwertige Funktion f in einem Gebiet G aus R, stetige partielle
Ableitungen, so st sie in allen Punkten a aus G differenzierbar.

= sin 2p.

Beweis. Sei b = (hy, ..., hy) = h,€; + -+ + hye,. Wir setzen by: = @ und
‘
b(:=a+i):lh,e, (E=1,...,p).
Wegen b;=0b;;+he; und by=a+h ist
3
fla + h) — f(a) =«21 (/s + hiey) — f(Bi))-
Aus dem Mittelwertsatz fir partielle Ableitungen folgt
1Oy + heeg) — {Byy) = hidif(bey + Diheey),
f(a + 1) — fla) —‘Z’lhﬁd(n)| LEIW(M_I +oike) — 5 b
w ]
< 2 M oo,y + dihee) — 2ol

=]

Auu h — 0 folgt stets b;_; + #;he; > a. Wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitungen und
1k < ||| ist somit

fi@ + 1) — f(@) — Z hdi(@)
lim i=1 —o,
= ]

was zu beweisen war.

Wir nennen eine Funktion f aus R, in R in einem Gebiet @ stetig differenzierbar,
wenn f in G stetige partielle Ableitungen besitzt,
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3.2.3. Verallgemeinerte Kettenregel

Wir betrachten eine in einem Gebiet @ S R, definierte reellwertige Funktion f und
eine in G verlaufende Kurve mit der Gleichung

o) = (=), 90) e, ®

wobei wir uns ¢t etwa als Zeitparameter vorstellen kénnen. Dann kénnen wir die
reelle Funktion F mit

F@):=fl=t),y®) CeI) @

bilden. Sie gibt jeweils den Funktionswert von f in dem zum Zeitpunkt ¢ gehérenden
Kurvenpunkt an. In Satz 1 werden wir zeigen, da8 die Funktion F differenzierbar
ist, wenn dies fiir die Funktion f und fiir die Koordinatenfunktionen von (1) gilt,
und daB ihre Ableitung in der Form

F'(t) = £(=0), y®) #0) + f,(=0), y©) 96) €€ )
dargestellt werden kann. Diese Formel wird hiufig in der Form

aflwe), y®) _ 3 dz | Of 4

fz()y()__f_+_l_y @

dt T Oz dt Ay &

angegeben, wobei zu beachten ist, daB nach der Bildung der partiellen Ableitungen
fz» Iy die Variablen 2, y dureh (t), y(¢) zu ersetzen sind.

Beispiel 1. Es sei
f@,y) ==sin (zy), () = (8,10 (® + 1)).

Aus

fz(z,y) = sin (vy) + 2y cos (zy),  fyl@,y) =acos (xy), &() =2t
und

%

=gz 1
folgt

=0, y) ("('d); YO) _ gin [(#ln @ + 1) + 2 In (& 4 1) - cos (2 1n (2 4 1))] 2¢

2t
+ thcos (2 In (1 + 1)) e

Die G]eichﬁng (3) bzw. (4) wird als verallgemeinerte Kettenregel bezeichnet. Sie kann
auf Funktionen von mehreren Variablen iibertragen werden und nimmt dann die
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Form

d, zl(‘),d:”x’(n =ﬁv Of dzy tel ‘ (5)

j=1 Oy dt

an. Die rechte Seite kénnen wir gemiB 1.5.2. (7) als ein Skalarprodukt schreiben. Ein
Faktor dieses Skalarprodukts ist der Tangentenvektor &() = (#,(t), ..., &,(t)) der
Kurve mit der Gleichung ®(t) = (zl [() A z,,(l)). Die Koordinaten des zweiten Vektors
sind die partiellen Ableitungen der Funktion f an der betrachteten Stelle. Der so ge-
bildete Vektor heiBt der Gradient von f und wird mit grad f bezeichnet. Setzen wir
also

grad f(@) := (B,f(@), -, Bf(®)), 6)
so nimmt (5) die Gestalt

M}"l = (grad f((t)), &(t)) ™

an. Im Fall p = 2 oder p = 3 schreiben wir hierfiir auch, wie in der analytischen
Geometrie iiblich,

HEO) _ graa ) - 0. ®

Setzen wir speziell
() =19 + te,
so ist i(f) = e, und wir erhalten

df(ty + te)

| =i e )

Ist e ein Einheitsvektor, so heiBt diese Zahl die Richtungsableitung von f an der

Stelle t, in Richtung des Einheitsveklors e, weil sie die Anderung der Funktion f beim
Fortschreiten in Richtung des Einheitsvektors e charakterisiert.
" Auf eine geometrische Interpretation dieser Gleichung kommen wir spiter zu-
riick. An dieser Stelle bemerken wir nur, daB das Skalarprodukt in (9) und damit die
Richtungsableitung im Punkt t, einen maximalen Wert annimmt, wenn der Ein-
heitsvektor ¢ mit dem Gradienten gleichgerichtet ist. Wiihlen wir im Fall p =8
fiir e den Vektor (1, 0, 0) bzw. (0, 1, 0) bzw. (0, 0, 1), so ist die Richtungsableitung
offensichtlich gleich der partiellen Ableitung nach x bzw. y bzw. z.

Beispiel 2. Ist f(z, y) = z sin (zy), so ist
grad f(z, y) = (sin (zy) + 2y cos (xy), 2* cos (zy)),
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und die Richtungsableitung von f an der Stelle {1, Z) in Richtung des Einheits-
vektors (%, i;—) nimmt wegen grad f(l, %) =(1,0) den Wert % an.

Wir formulieren nun den oben angekiindigten

Satz. Es ses I ein Intervall,

x = (z,0), ... %) (e D), (10)
und die Funktionen x; = x;(t) seien in b € I differenzierbar. Ferner sei f eine in einer
Umgebung U von & = ®(b) definierte und in a differenzierbare reellwertige Funktion von
p Variablen. Dann ist die reelle Funktion

Ft) = fl@y®), ..., %) (€ Lx@) € D) (11)

im Punkt b differenzierbar, und es ist
P .
F'b) =3 (5) 3if{@ B), - ., zp(0)). (12)
i=1
Beweis. Nach 3.2.2. (12) ist

Hae()) = f(a) +.2?‘ (2i() — 2;(®)) B;f(@) + |lac(t) — @il - o(@, (8)),

f®) — fa) _ 2 0 = 50) 5 4. 1)l
T = E el + 5

-ed@, x(t)). (13)

Wegen x(t) — a fiir t - b gilt o(@, ®(t)) — 0 fiir ¢ — b. Der Quotient von |i&(t) — @] und ¢t — b
ist wegen
llz) — @) _

b gn (£ — b)

(zl(t) — o) 5l — zp(b)
t—b 77 t—b

beschriinkt, und folglich strebt der letzte Summand von (13) gegen 0 fiir ¢ — b. Es folgt
Fo) — F@) _ o F®) — H=0) _

- t—0 ,_.,, t—b

Z’ =/ (b) 9;f(=(0)),

und der Satz ist bewiesen.

3.2.4. Glatte Flichen

Wiihrend wir zur Definition des Kurvenbegriffs von Funktionen aus R in R, bzw. R,
ausgingen, betrachten wir zur Einfiihrung des Flichenbegriffs Funktionen r = t(u. v)
aus R; in Rg.
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Definition 1. Eine Punktmenge ¥ des Raumes R; heiBt ein Flichenstick, wenn
es eine stetige Funktion r = r(u, v) gibt, die einen Bereich B aus R, umkehrbar
eindeutig auf die Menge F abbildet (Abb. 3.16).

In Koordinatendarstellung gilt
t = (2(u, v), y(u, v), 2(u,v))  ((u,v) € B). (1)

Wiihlen wir v = b konstant und variieren nur , so durchlaufen die Punkte r = r(u b)
eine in dem Flichenstiick liegende Kurve, eine sog te u-Linie. Entsp

v=b

Jan
—

-a

Abb. 3.16

bilden die Punkter = t(a, v) mit konstantem a eine v-Linie (Abb. 3.16). Die Gleichung
t = 1(u, v) heiBt eine Par llung, u, v heiBen die Flichenparameter, und B
heiBt der Parameterbereich.

Beispiel 1. Es sei
T = (v cos u, v sin u, u) O=u=s27,0=v=<1) (2)
(Abb. 3.17). Die Bildpunkte dieser Abbildung liegen auf einer Wendelflache.
Beispiel 2. Es seia > 0 und
T = (@ cos v 8in «, a sin v 8in %, @ cos u) O=usa,—azm<v=am (I
(vgl. 2.5.3. (13)). Die Parameter u, v konnen entsprechend Abb. 3.18 als Poldistanz
bzw. (geographische) Linge auf der Kugel mit dem Radius a gedeutet werden. Fiir

v = 4 xn ist die geforderte umkehrbare Eindeutigkeit der Abbildung von B auf F
verletzt.
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Abb. 3.17 Abb. 3.18
Beispiel 3. Ist z = f(z, y) ((a:, y) € B) eine in B definierte reellwertige stetige
Funktion, so bilden die Punkte
r=(uvf,v) (@) €B) )
ein Flichenstiick F' (Abb. 3.19). Der Parameterbereich B ist die Projektion des

Flichenstiicks F in die z, y-Ebene, und die Flichenparameter « bzw. v stimmen mit
z bzw. y iiberein.

Abb. 3.19
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Besitzen die Koordinatenfunktionen in (1) stetige partielle Ableitungen, so kénnen
wir die Vektoren

or 0x dy 0z
=—=|73%) 5
il ™ (au’ % 6u) ®
o oz Oy 0z
=—=(—, 2%, — 6
=% (60'811’60) ©
bilden. Sie stellen Tangent ktoren an die u- bzw. v-Linien dar. In Beispiel 1 bzw.
2 bzw. 3 gilt
1ty = (—vsinu,vcosu, 1),
1, = (co8 u, sin u, 0), )
bzw. ;
1, = (@ cos v cos u, @ sin ¥ cos %, —a sin u),
1, = (—a sin v sin u, @ cos v sin %, 0) 3"
bzw.
tw=(1,0,1),
.= (0,1,£). 4)

Sind die Vektoren t,, t, nicht pnraﬂel, 80 spannen sie eine durch den Flichenpunkt
gehende Ebene, die T'angentialebene der Fliche auf. Das vektorielle Produkt v, X 1,
ist in diesem Fall ein (vom Nullvektor verschiedener) Stellungsvektor.

Analog zum Begriff der glatten Kurve geben wir die

Definition 2. Ein Flichenstiick F heiBt glatt, wenn es eine Parameterdarstellung
t = 1(%, v) mit stetig differenzierbaren Koordinatenfunktionen und mit v, X t, == 0
fiir alle (u, v) € B besitzt.
Der Vektor
_ Xt )
TruX ol
heiBt der Normaleneinheitsvekior im betrachteten Flichenpunkt.

Wegen t, X 1to = (—fy, o, 1) & 0 ist jede Fliche (4) mit stetig differenzierbarer
Funktion f glatt.

Eine Gleichung der Tangentialebene an die Fliche mit der Gleichung r = x(«, v)
im Flichenpunkt t(u,, v,) lautet

* = 1(uo, o) + Atu(tlo; o) + pro(tt0, v0) (% 4 € R) ®
in Parameterdarstellung oder

(r* — (g, v0)) - o =0 )



3.2. Diffe iation von Funkti h Variabl 49

bzw.
(f* — (%o, ”o)) ¥ (I-(um Vo) X To(tos ”o)) =0 (10)
in parametérfreier Darstellung.

3.2.5. Aufgaben

1. Man berechne die partiellen Ableitungen f,, f, der Funktionen

fzy) = H'y
-y
—arotan X
f(z,y) = arctan =,
arctan x
=, y) = Tte "
2. Es sei
0 fir (z,y) = (0,0),
fz,y) = 2P
vyr,ﬂ,,» fir (z,y) = (0,0).
Man zeige, daB die Funktion f stetig differenzierbar ist.
3. Man besti fir die Funktion f(z,y) =2 —y* in den Punkten (1, 1) und (—1, 1) die
Ableitung in Richtung der Winkelhalbierenden des ersten Quad

4. Man berechne die Gradienten der Funktionen
3 1 1 1
fa,y) =G+, feyp)=—+—+—,
Ty z

fmy)=hnlz—af+ -0 [&y2)=V"+y"+2

5JedBmPunkt(z,y,z)emesGebxebesGCR,selemVekmrb ugeord dessen Koordi
Funktionen von z, y, 2 smd. Wir bezeichnen sie mit Vg2 Vs Uy, | wobei hier die Indizes nicht etwa
ielle Ablei Als Divergenz bzw. 1) von b = (v, vy, v;), in Zeichen
div b bzw. rot b, bezeichnet man die reellwertige bzw. vektorwertige Funktion

___{ _l
divy +ay+8z

oty (P2, ety oug)
@& o oz oz oy

1) Der Begriff ,,Divergenz‘ geht auf WiLLaM KinapoN CLiFFoRD (1845—1879), der Begriff
,-Rotation‘ auf JaMES CLERK MAXWELL (1831 —1879) zuriick. MAXWELL verwendete fiir ,,Rota-
tion* oft auch den noch heute gebriuchlichen Ausdruck ,,curl*.
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Man berechne div b und rot b fir

b= £ y 2 ),

(Vz’+y’.+z' @+t Y@+ + 2
v =(0,2,zsin V= + 42),
v = (sin (y2), =z cos (y2), zy cos (y2)).

6. Man b hne eine Gleichung der T: ialebene fiir

a) die Sattelfliche z = xy,

b) das Rotationsparaboloid z = 2* + 3*,

c) den Kegel z = Jz® + 32,

d) die Halbkugel z = Ya® — 2 — 3*

in dem zu (%, ¥,) gehérenden Flichenpunkt.

3.3. Hohere Ableitungen und der Satz von Taylor

3.3.1. Héhere Ableitungen

Ist die Ableitung f' einer reellen (oder komplexen) Funktion f in einer Umgebung
eines Punktes a definiert, so konnen wir priifen, ob die Funktion {' in a differenzierbar
ist. Ist dies der Fall, so setzen wir

(@) := () (a) (1)

und nennen f(a) die zweite Ableitung von f im Punkt a. Entsprechend heiBt die durch
(1) definierte Funktion f die zweite Ableitung von f. Ganz analog definieren wir die
dritte, ..., n-te Ableitung von f durch

P = Yo f = (PO

In der Leibnizschen Symbolik setzt man

ﬂ; =f". ..., '[;"/ = /{u)
dx? da
(gelesen dny nach dx hoch n). Auch die Bezeichnungen y”. ... '™ fiir die héheren

Ableitungen der Funktion y = f(x) sind gebriuchlich. Weiterhin setzt man stets
f©: = f bzw. y©: = y. Wir nennen eine Funktion f im Intervall 7 von der Ordnung k
oder (mindestens) k-mal stetig differenzierbar in I. wenn die Funktion f% in / existicrt
und stetig ist. Wegen 3.1.1., Satz 2, sind dann auch alle Funktionen f¥=1. ... Fail
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in I stetig. Die Menge aller in / k-mal stetig differenzierbaren Funktionen be-
zeichnen wir mit Cy(I).

Beispiel 1. Wir bilden die Ableitungen der Sinusfunktion. Es ist

y=sinz,

y =cosz,

Yy’ = —sinz,

y"' = —cosz,

(sin z)®) = (cos )%V = (—1)* sin z, 2)
(sin z)(#*+) = (cos z)®) = (—1)* cos x. 3)

Beispiel 2. Sind die Funktionen f, g n-mal stetig differenzierbar, so ist
-9y =f-9+1-9,
-9y =t"-9+2f-9+1-9"
fgm=3 (") g, @
j=o \7
Die Behauptungen (2), (3), (4) sind durch vollstindige Induktion zu beweisen.

3.3.2. Hohere partielle Ableitungen. Satz von Schwarz

Besitzt eine reellwertige Funktion f von p Variablen stetige partielle Ableitungen
9:f, so konnen wir diese Funktionen wiederum auf die Existenz von partiellen Ablei-
tungen bzw. auf Differenzierbarkeit untersuchen. Wir setzen
0,044 := 0;(0:f) @i=1..,p
oder, in anderen Schreibweisen,
0% .
a,-a;/=m=f,‘,, Gi=1...9)

und nennen diese Funktionen die zweiten partiellen Ableitungen von f. Analog
werden die dritten partiellen Ableitungen

00,0if = &

0x;0%,0%; =l

und die hoheren partiellen Ableitungen gebildet.

Goj kb =1....,p)
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Beispiel 1. Aus f(z, y) = sin (zy) folgt
f2(%, y) =y cos (zy),
fy(@, y) = = cos (zy),
fee(@, y) = —y*sin (2y),
f=y(@, y) = cos (zy) — zy sin (2y),
fi(®, y) = cos (zy) — xy sin (2y),
fw(@, y) = —a*sin (zy).

Die Ubereinstimmung der partiellen Ableitungen f., und f,. ist kein Zufall, denn der
Satz von HERMANN AMANDUS ScHWARZ (1843—1921) besagt, da8 die Reihenfolge
der Differentiati vertauscht werden darf, wenn die zweiten partiellen Ableitungen
stetig sind. Die Voraussetzungen kénnen sogar noch abgeschwiicht werden.

Satz. Ist f eine in einem Gebiet G des Raumes R, stetige reellwertige Funktion und
besilzt | in @ stetige partielle Ablestungen f, 0,f, 0,0:f, so existiert auch 09;f in @,
und es ist 9,0;f = 0,0:f.

Beweis. Da bei der Ableitung nach der i-ten und j-ten Variablen alle Variablen
2, mit k == 4, j konstant zu halten sind, geniigt es, den Fall p = 2 zu betrachten. Es
sei also f, fs, fy» f=y stetig in @ (@ S R;) und (a, b) € G. Zu vorgegebenem & > 0 withlen
wir ein 8 > 0 mit

[fep(@ + b, b + k) — fr(a, )| <&
fiir I(h, k)| = V4% + #* < 8 und setzen
gi(x):= f(z, b + k) — f(=, )
fiir |(z — a, k)| < 8. Dann ist
g’ () = fo(, b + k) — fo(@, b),
und aus den Mittelwertsiitzen folgt
f@+h,b + k) — f(@ + b, b) — f(@, b + k) + f(a, b)) = gu(a + &) — gu(a)
= hgi/(a + Oh)
= h{fela + Ob,b + k) — f(a + Ok, b))
= hkfyy(a + Ok, b + 8'k) 0<d9<1,0<¥<1).
Somit ist
f@+hb+k—fa +hh-, :) —f@,b+k) + fa,b) )

= |fry(@ + Oh, b + k) — [y, )i <e&.
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Lassen wir hierin k gegen 0-streben, so erhalten wir

e +h '2 —h@d) _ ;6 b)| <o

Da & beliebig gewihlt war, folgt

(@ + 4,b) — fy(a, b)
h

,s'(av b) - li.: ,' - ’“(a) b)r

und der Satz ist bewiesen.

Wie im Fall der Funktionen einer Variablen nennen wir eine reellwertige Funktion
aus R, im Gebiet @ von der Ordnung k, wenn in @ alle partiellen Ableitungen bis zur
k-ten Ordnung existiéren und stetig sind. Die Reihenfolge der partiellen Ableitungen
darf dann nach dem Satz von ScHWARZ beliebig permutiert werden.

Der nach ScEWARZ benannte Satz findet sich bereits 1721 bei NrxorLaus I BERNovULLI (1687

bis 1769), 1755 bei EULER und 1797 bei LaGRANGE. Einen ersten Beweis eines wichtigen Speiid-
falles des Satzes hatte schon 1739 ArLEx1s CLAUDE CLAIRAUT (1713—1765) geliefert.

3.3.3. Die Taylorsche Formel

Wir ermitteln die Abl "—g.. der g tionalen Funktion
Px) = ag + @z + -+ + a,z”.
Es ist
P'(@) = 6y + 28, + -+ + a2,
P'@) =1-2a, + - + (n — 1) - naz™?,
PM@) =12 nay.
Alle hoheren Ableitungen verschwinden. Fiir # = 0 erhalten wir
P(0) =ay,
r'0)=a,
P'0)=1-2-a,
PM0) =nla,.
Somit ist

a,=%f°’ Osisw,
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d. h., jede ganzrationale Funktion p von héchstens n-tem Grade kann in der Form

ple) = 90 + B g o 4 2200

dargestellt werden. Sie ist daher durch die Funktionswerte der Ableitungen von
der 0-ten bis zur n-ten Ordnung an der Stelle 0 eindeutig bestimmt. Wir zeigen, daB
Entsprechendes auch fiir jede Zahl @ mit @ =+ 0 gilt. Hierzu setzen wir

q(@) := p(z + a).
Dann ist ¢ wiederum eine ganzrationale Funktion, und es ist

¢(z) = pP(z + a),

),
P+ @) =g = g0 + Lz o 4 L0

?'@ (a) P"’(a)

=p)+ e+ +

Ersetzen wir hierin # durch # — a, so erhalten wir

i )
po) =20 + 2 e —a) 4 4 2D g, 0
Diese Formel wird als Entwicklung der ganzrationalen Funkiion p an der Stelle a
bezeichnet. Wir ersehen aus ihr, da8 die Funktion p durch ihre Ableitungen an einer
beliebigen Stelle a bestimmt ist.

Ersetzen wir in (1) die Funktion p durch eine beliebige, etwa in einer Umgebung
von a n-mal stetig differenzierbare Funktion f, so wird diese Gleichung im al
nicht fiir alle = aus dieser Umgebung erfiillt sein. Es zeigt sich aber, daB die rechte
Seite von (1) die Funktion f in einer hinreichend kleinen Umgebung von @ in einem
noch zu prizisierenden Sinne sehr gut approximiert. Das Wesen des Satzes von
Brook TAYLOR (1685—1731) besteht in der Untersuchung des Fehlers, den man be-
geht, wenn man die Funktion f durch die so gebildete ganzrationale Funktion er-
setzt.

Es sei f eine in einer Umgebung von a mindestens (» + 1)-mal stetig differenzier-
bare Funktion. Entsprechend unserer Vorbemerkung betrachten wir die ganzratio-
nale Funktion

fe) )

=f(a) + a)+ -+ —— (@ —a)".

Wir bezeichnen diese Funktion als das Taylorsche Niherungspolynom n-ten Grades
von f an der Stelle a. Der Vergleich mit (1) zeigt, daB

@) =fDa) (G=0,1,...,n)
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ist. Die Funktion f und ihr Niherungspolynom haben somit an der Stelle a die gleichen
Ableitungen von der 0-ten bis zur n-ten Ordnung. Um genauere Aussagen iiber die
Giite der Anniherung von f durch p, machen zu kénnen, setzen wir

Ryu(a, z) := f(x) — pa(®).
Nach Definition von p, gilt dann die Taylorsche Formel

I L WY L)
f(@) = f(a) + T (x—a)+ -+ al

mit dem Restglied R,:,(a, z). Wir leiten eine Darstellung dieses Restgliedes her, die
viele wichtige Anwendungen in der Analysis erfihrt. Wir ersetzen  durch eine
Konstante b und a durch eine Variable ¢. Mit F(t) := Ry (¢, b) gilt

(z - G)' + Ruﬂ(as z)

=0

(i)
Fo) =) — 3 ’% ®—1,
7

n {i+1) LI O]
ro=-FE0 0y - 3ED 0o -0
2

j=0
I L= L Y
- n! (b 9 ]-é,‘ 7! =4
)
IO gy,
TEGoom O
Py =—120 6 gy, @

n!

denn die letzte Summe geht durch eine Indextransformation in die vorletzte Summe
iiber. Wir fithren weiterhin die Hilfsfunktion G(f) := (b — ¢)* ein, wobei k eine positive
natiirliche Zahl ist. Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz der Differential-
rechnung gibt es ein # mit 0 <@ < 1 und

Flg) — F) _ Fla+ 80 —a)

G@) —GB) Gla+90-a)’
Nun gilt

F(a) = Ryn(a,b), F®)=0,

G@)=0®—af, GO =0,

Plat 06— a) =~ 200D (5 g1 o)

G’(a + 600 — a)) = —k((b —a)(1— 0))1:—1,
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und es folgt

Fa) _f*a+ob—a), _
b “)' . = ® a)l—h—l(l ﬂ)l—!ﬂ,

R, (a,b) = F(a) = ﬂw (b — aym1(1 — By—1,

Ersetzen wir nun wieder b durch 2, so erhalten wir die Restgliedformel von OSEAR
SorLoMILOH (1823—1901)

R,y (a,z) = f~a + & — a) (z — @)™ (1 — @)mt+1, @®)
kn!
Fiir k = 1 ergibt sich die Restgliedformel von Aveustix-Louts Cavcry (1789 bis
1837)
Bute, ) = EEAE =) (o _gpeaii— oy, @

fiir k = n 4 1 die Restgliedformel von LAGEANGE
) -
Ry(a,2) = MW (& — a)*2, (6)

Mit unseren bisherigen Betrachtungen haben wir den Satz von TAYLOR (mit der
Restgliedformel von LAGRANGE) bewiesen.

Satz 1. Es sei f eine in einer Umgebung von a mindestens (n + 1)-mal stetig diffe-
renzierbare Funkiion. Dann gibt es ein ® mit 0 < & < 1 und

f'@ f*)(a)

f@)=1@+-F@—a) ++ 2 @—ayr
n!
o+ 0@ —a)
+ e, (6)

Man nennt die Formel (6) auch die Taylorentwicklung von f an der Stelle & mit
dem Restglied (n 4 1)-ter Ordnung von LAGRANGE. Letzteres kann auch durch das
Restglied von ScHLOMILCE bzw. CAUCHY ersetzt werden.

Fiir n == 0 geht (6) offenbar in den Mittelwertsatz der Differentialrechnung iiber.
Im Spezialfall a = 0 erhalten wir aus (6) die nach CoLry MACLAURIN (1698—1746)
benannte Formel

20, f0) o

! n+ 1! @

foy =10 + Lz 4. 4
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Setzen wir in (6) schlieBlich & :=z — a, so erlmlten wir die ebenfalls hiiufig auf-
tretende Formel
LCPRI L CESL P
(n 4+ 1)!
Wir beweisen einen Satz iiber die Einzigkeit der Taylorentwicklung.
Satz 2. Es sei f eine in der Umgebung von a (n + 1)-mal stetig dtlferenzwrbare
Funktion, und es gebe reelle Zahlen a,, a,, ..., a, mit

fla + &) — ZGJI*
lm —————f=0____ _, (9)
A0 h"

fa+h=f@+L0n 4 4 DO ey ®)

Dann ist ay = £y (a) (k=0,1,...,2)

Beweis. Ersetzen wir f(a@ + %) in (9) durch die rechte Seite von (8), so erhalten

wir
: 3 ({*(a) f*(a + k)
hm(é;( 7 a)h"+——(n+1)l h)-—O.

- .~ {®(a) st
Dies ist wegen k < = nur fiir Tl méglich.

Die nach TAYLOR b Entwickl der Funktion f an der Stelle a befand sich seit 1668
(allerdings ohne Restglied und Konv beweis) im Besitz von GREGORY. LErBNiz kannte
1694 Ergebnisse, die der T: 2 ) Rel.he glemhwumg lmd Bei TayLor findet sich (durch
unstrengen Gmnzuberga.ng lei kl erst 1712 (gedruckt 1715 in

um*‘). Die MacLaurinsche Reihe ist vorhanden in MACLAURINS ,, Treatise

of Fluxions** (1742), kam jedoch auch schon 1715 bei TAYLOR vor. Ideen, die zur Reihenentwick-
lung mit abschiitzbarem Restglied hitten fithren konnen (Fortsetzung der Idee der stindigen
partiellen Integration) finden sich in einem Brief DE L’HOSPITALS an JoH. BERNOULLI vom 16. 5.
1693).

Die Restgliedformel in der Form von LAGRANGE findet sich 1797 in dessen ,,Théorie des fonc-
tions analytiques* — die Form von SCHLOMILCH tritt bei diesem 1847 auf.

Beispiel 1. Wir entwickeln die Exponentialfunktion f(z) =e® an der Stelle
a = 0. Wegen f"(z) = ¢* (n € N) folgt aus (7) die Darstellung
%%
G’—1+ + + +——'1"‘“- (10)
(= 4+ 1)1

Um diese Formel fiir die numerische Berechnung von e mit Angabe einer Fehler-
schranke verwenden zu kénnen, nehmen wir fiir das Restglied

201
Byaf0,2) = ——— g

®+ 1)1
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eine Abschiitzung vor. Ist b eine positive reelle Zahl, so gilt fiir alle z mit || = b die
Ungleichung
p R

g e | < 3°.
(n + 1)! ~ (m4+ 1!
Da die Exponentialreihe fiir alle reellen Zahlen b konvergiert, bilden ihre Glieder,

also auch , eine Nullfolge. Mit hinreichend groBem » konnen wir also

L
(n 4+ 1)!
erreichen, daB sich das Naherungspolynom im Intervall [—b, b] hochstens um eine
beliebig kleine vor Zahl von der Funktion unterscheidet, und es ist

)

lim R,(0,2) =0  (z € R).

Aps (10) erhalten wir durch Grenziibergang wiederum die Reihendarstellung

xz ‘ L el L

=0 B!

Es soll die Zahl e bis auf acht Dezimalen genau berechnet werden. Wir wihlen dazu
ein n mit [R,4,(0, 1)] < 10-1°. Die weitere Rechnung wird zeigen, daB die Schranken
10-2 bzw. 10-° fiir das gewiinschte Ergebnis nicht ausreichen. Aus

3

w1

IRnﬂl <

entnehmen wir, daB » = 13 gewihlt werden kann, Wir berechnen die Summe
1

1 1
Sla—1+ﬁ+a+"'+l3!-

Esist mit 0 < & <

| =

G=1,2,...,11)
1+1+ al! = 2,5000000000,
% = 0,1666666667 — £, 10-1°,

ﬁ = 0,0416666667 — &, 10-19,

% = 0,0083333333 + £, 10-1°,
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é = 0,0013888889 — &, 1019,
%_= 0,0001984127 — &; 1010,
% = 0,0000248016 — £, 101,

911 = 0,0000027587 + &, 10-10,

L 0,0000002756 — £ 109,
101

% = 0,0000000251 — £, 10-19,
_;—x = 0,0000000021 — &, 10-19,
1i3' = 0,0000000002 — &, 10-19,

Damit erhalten wir fiir s;5 die Abschitzung
2,7182818286 —% 10710 < 8y < 2,7182818286 4 ; 10-10,

2,7182818281 < &, < 2,7182818287,
und somit gilt wegen 8,3 < e < 8;3 + 10~ fiir e die Abschitzung
2,7182818281 < e < 2,7182818287.
Beispiel 2. Nach 3.3.1. (2), (3) ergeben sich als Entwicklung der trigonometri-
schen Funktionen f(z) =sinz, g(z) =cosz an der Stelle ¢ =0 wegen f®(0)
= g@-1(0) = 0, f#+(0) = g®)(0) = (—1)* die Darstellungen

mrer_ BB g T
sing =z —r+ g — F o DT
x”'+l
P | e —
+ (—1) @n D)l cos dz, (11)
PR TP S sl
osz=1—ort+y— -+ T
+ (—1)® i cos ¥x. (12)

(2n)!
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Wegen |cos #z| < 1 gilt fiir alle  mit |¢| < b die Abschéitzung

ban+l

[Rawts (0, 2)| = S @n+ 1)! (13)
bzw.
b
B 0, 2) < 5 (14)

Auf den rechten Seiten dieser Ungleichungen stehen die Glieder einer Nullfolge. Auf
Grund der Periodizitit und der Beziehungen zwischen den Winkelfunktionen geniigt

es, die Funktionswerte von cosz und sinz fir 0 <2 < % zu berechnen. Dann

konnen wir (13), (14) durch die fiir ische Berechnungen beq; Abschiit
zungen
1
< - .
|Baar(0, 2)| < @n D (13)
bzw.
1 g
X = — '
|Bea(0, 2)| = @ (14)

ersetzen. Fiir kleine |z| gelten die Niherungsformeln
sinza:z—i, cosx~1—£. (16)
6 2
Der Grenziibergang n — oo in (11) und (12) fiihrt zu den Definitionsgleichungen
dieser Funktionen zuriick.
Beispiel 3. Da stets
(sinh 2)® = sinh z, (sinh z)@*+) = cosh z,
(cosh z)@™ = cosh z, (cosh z)@*1 = ginh z meN)

gilt, folgt analog zu Beispiel 2

. a1 ey e
sin :r—a:+ + +ﬁ+(2"—+1vc08 X, (16)
23 xll—l
= - S . h
coshz =1+ T + -+ @n— (2”')! cosh dz. 1)
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Beispiel 4. Fiir 1 + « > 0 gilt

f@) =M (1 +z), f0) =0,
f@ =1+, Fo =1,
'@ = (=1) 1 +2)2, 1'0) =-1,
@) = (=1) (=2) (1 + )2, f7(0) = (1) (—2),

........................
@) = (0 @ — DA+ 2, [0 =~ — D,
149) = (— 1) al(t 4 )+
und damit
m+a=2-242 4ot omZ yRa0),
n

wobei das Restglied in der Form von LAGRANGE durch

I L SR . S
BB 2) == (=1) A T =

und in der Form von Cavory durch
Run0,2) = (—1p 2
gegeben ist. Fiir 0 < z < 1 setzen wir
-
(1 + oz
Dann ist offenbar 0 < &, < 1, und aus (19) folgt

P

Runr(0, 2) = (—1)* 9, O<z=1).

n+1

Fiir —1 < z < 0 setzen wir

o (L= \ 142
T \1+02) 1402

(18)

(19)

(20)

(21)

Wegen 0<1—9 <14z, 14+%z>14+2>0ist 0 <, <1, und aus (20)

folgt
Haz™1
Ryy(0, 2) = (—1)* 1_+-’£ (—-1l<2z=0).

(22)
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Aus (21) und (22) ersehen wir, da
lim B,0,2) =0 (—l<z=1)
nesoo

ist. Fiir z = 1 ergibt sich die Darstellung

2= 1 = o (D ()

n+1

Fiir numerische Berechnungen von In 2 ist diese Darstellung schlecht geeignet. Be-
stimmen wir aber 2 aus

142

=2,
1—=z
d.h.,setmnwira:=%,sofolgtaus
Blf% mi42)—la—a),
1—2
a®  a? i
1 = - - :n—l. —1)
h(1+2)==2 2+ + e+ (=) +( 19, w1
2 2 Z
e A T T~ g
die Beziehung
142 el [t ¥y
lnl—z (+ +- + )+:v (2n+1 z).

Fiir n = 5 kann der letzte Summand durch

1 /8, %, 13 1
3(11+1 )<3uz2 108

abgeschiitzt werden, womit bereits eine recht gute Anniiherung erzielt ist. Der Grenz-
iibergang n — oo in (18) ergibt

h(l+’)=§(_l)”% —1<z=1). (@3)

Ersetzen wir hierin  durch z — 1, so erhalten wir die bisher noch nicht aufgetretene
Reihendarstellung

me=3 1 E- p<axy

a=1



3.3. Hohere Ableitungen und der Satz von Taylor 63

der Logarithmusfunktion in einer Teilmenge ihres Definitionsbereichs. Insbesondere
ist - )

1.1 1
In2=1——+4+———+4 — «e. 24
2+3 4+ (24)

Beispiel b. Fiir die Funktion

f@) =1+ z)
mit 1+ 2> 0, x € Rgilt
f™(@) = alx — 1)+ (x —n + 1) (1 + z)=*,

™(z) = nl ("‘) (1 + 2",
n

und die Taylorsche Formel mit dem Restglied von CavcHY lautet

<1+z)-=1+("‘)z+---+(°‘)z-
1 n
+( “ )(n+ 1) 2841 (1 + day—=t (1 — B)". (25)
. n 41
Setzen wir |
=
Gy = na®,
n,
h‘i=|x|'a_” n+1=|$|'“—”-
ay n+1

Ist || < 1, so wird fiir hinreichend groBes » die rechte Seite kleiner als eine feste
Zahl ¢ mit ¢ < 1. Aus dem Quotientenkriterium folgt die absolute Konvergenz
der Reihe mit den Gliedern a,, und folglich gilt a, — 0 fiir n — co. Um

lim B,(0,2) =0  (jz] <1)

zu beweisen, brauchen wir nur noch zu zeigen, daB (1 + dz)*"*! (1 — #)" beschrinkt
ist.
Es ist
(1 + o2y (1 — 0 = (L2 1 4 ot
1+ b2,
201 fir a1
149 = ’
<@+ ba) _{(1—|z|)'-1 fir a<1,

womit die Behauptung bewiesen ist.



64 3. Differentialrechnung

Aus (25) erhalten wir die Reihendarstellung
Atar=3 (“) @ (el <1) (26)
»=0 \®,

der allgemeinen Potenzfunktion in einer Teilmenge ihres Definitionsbereichs.

3.3.4. Die Taylorsche Formel fiir Funktionen von mehreren Variablen
Wir kénnen den Taylorschen Satz auch auf Funktionen von mehreren Variablen
Satz. Es sei [ eine in einem Gebiet G des Raumes R, definierte reellwertige Funktion

der Ordnung n + 1. Ist die Strecke mit den Endpunkien a,a + h in G enthalten, so
gibt es etn F mit 0 < & < 1 und

o+ B = f@) + Shpif@) + 52 3 3 hibddifa)
j=1 f=1 jm=1

1 2 .2
+ = 3o ke by 9, o 0, f(@)

al = =

1 P P
e N Bir 7 O f(@ - O). W

Beweis. Wir setzen F(t):= f(@ + th) (0 <t < 1). Nach der verallgemeinerten
Kettenregel 3.2.3. (5) ist, wenn wir hierin z;(f):=a; + th; und damit z;(t) = h;
setzen,

Py = i;hp,f(a + th).
P

Ersetzen wir in der verallgemeinerten Kettenregel f durch d,f, so erhalten wir analog
P P
F@) ’=‘2 hi‘Z h,0,0,f(@ + th),
-1 i=1
, P »
F(p) =_Zl' ;Z; hihd:0,f(@ + th).
In dieser Weise fortfahrend erhalten wir

FOl) = 3 ove 3o by, 0@ + th).
1

=1 iy=
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Nach dem Taylorschen Satz fiir Funktionen von einer Variablen ist

0 mO)  Fe+)
F“)—F(")+F’(°)+F . )+ F(“,.l( ) (n+(1?r.

und wenn wir die gefundenen Darstellungen fiir die Ableitungen von F' einsetzen,
erhalten wir die Behauptung.

Wir betrachten einige Spezialfille. Fiir n = 0 ergibt sich

?
fl@ + h) = f(a) + Z' hdif(a + oh). 2
Dies ist der Mnﬂelwertaatz fur reellwertige Funktionen von mehreren Variablen. Fiir
Extremwertunt gen wird der Spezialfall n =1 von Bedeutung sein. Wir
erhalten
? 1 » P
f(a + h) = f(a) +jZl' kidf(a) + 31 Z; le kik9:0,f(a + Oh). @)
= i=1j=

Die Formel (2) bzw. (3) geben wir fiir den Fall p = 2 in ausfiihrlicher Schreibweise
an. Hierzu ist etwa @ = (ay, ..., a,) durch (a,%) und h = (b, ..., h,) durch (%, k)
zu ersetzen. Dann ist

f@ + b, b + k) = f(a, b) + hf.(a + Ok, b + Ok) + kf,(@ + Ok, b + k) (4)
bzw.

Ha + b, b+ k) = fla, b) + Bu(a, b) + Hhy(a, b)
+ 5 @+ 05, b+ 08) + 2ibfn(a + Oh, b+ 01)

+ Bfyla + 0k, b + 9k)]. ' ®)

In den Formeln (1) bis (5) ist wesentlich, daB auf den rechten Seiten in allen
Argumenten jeweils dieselbe reelle Zahl # erscheint.

3.3.5. Extremwerte und Wendepunkte. Kurvendiskussion

Bevor wir die Untersuchung von Funktionen auf Extremwerte mit den Methoden
der Differentialrechnung durchfiihren, wollen wir die hierbei verwendeten Begriffs-
bildungen prizisieren.

Definition 1. Es sei f eine reellwertige Funktion aus R (oder aus einem metrischen
Raum). Die Funktion f besitzt im Punkt a ein Mazimum, wenn stets

f@) < f@  (eeD() )
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gilt. Sie besitzt in a ein lokales Mazimum, wenn a ein Héufungspunkt von D(f) ist
und wenn es eine e-Umgebung von a mit

f@) < f@) (z€D(f) N Uia) @

gibt. Die Funktion besitzt in @ ein Mins: bzw. ein lokales Mins: wenn (1)
bzw. (2) mit dem Zeichen = an Stelle von < erfiillt sind.

Gilt in (1) bzw. (2) das Gleichheitszeichen nur fiir z = a, so werden wir, wenn
wir diesen Sachverhalt besonders hervorheben wollen, diesen Begriffsbildungen das
Beiwort ,,eigentlich® hinzufiigen. So hat z. B. die Funktion f in Abb. 3.20 im Punkt
a, ein Maximum, in a, ein lokales eigentliches Maximum, in g, ein eigentliches Mini-
mum und in a, ein Jokales Minimum.

Abb. 3.20

Sf———————-

2
R
L]

TS

Als Oberbegrif fiir die Begriffe ,,Maximum* bzw. ,,Minimum* verwenden wir den
Begriff Extremwert. Es ist ein weit verbreiteter Irrtum, daB Extremwertbestimmun-
gen stets mit den Hilfsmitteln der Differentialrechnung zu fithren sind. Unsere nach-
folgenden Untersuchungen werden zeigen, da8 mit den Methoden der Differential-
rechnung nur teils hinreichende, teils notwendige Bedingungen fiir lokale Extremwerte
angegeben werden konnen. Sind die Voraussetzungen der nachfolgenden Sitze nicht
erfiillt, so mii zur Extremwertbesti g andere Methoden entwickelt werden.
Als erstes geben wir eine notwendige Bedingung an.

Satz 1. Besitzt eine in einem inneren Punkt a ihres Definitionsbereichs differenzier-
bare reelle Funktion f in diesem Punkt einen Extremwert, so ver hwindet die Ableit
von f im Punkt a.

Beweis. Es sei etwa f(z) < f(a) fiir alle z mit z € U,(a). Dann ist
f@a+h) —f@ [ =0 fir 2>0,
h =0 fir A<O.

Der Grenziibergang b — 0 mit & > 0 bzw. b < 0 liefert f'(a) < 0 bzw. f@a)=0
und damit f'(a) = 0.

Die Aussage [’ (a) = 0 bedeutet, daB die Tangente im Punkt P(a, f(a)) den Anstieg
0 hat, d. h. parallel zu z-Achse verlauft.
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Beispiel 1. Die Funktion
f@) = 2* — 22 + 6 + sin® (x — 1)
ist an der Stelle # = 1 differenzierbar, und es ist
f@) = @ — 1)* + B + sint (z — 1) = 5 = f(1).
Somit muB f'(1) = 0 sein.

Eine hinreichende Bedingung formulieren wir in

Satz 2. Es sei feine im Intervall Ja, b[[ differenzierbare reelle Funkiion.') Wechselt
die Ableitung der Funktion beim Durchgang durch ¢ mit ¢ € Ja, b[[ das Vorzeichen,
d. h., gilt fiir hinreichend Kkleines positives ¢ und fir c —e S <c <@y =c+e
stets f'(x;) - f'(23) < O, 80 besitzt f in ¢ einen eigentlichen lokalen Extremwert.

Beweis. Fir 0 < |h| <e ist f(c + k) =f(c) + &f'(c +9h) mit 0 <d < 1.
Der Summand &f'(c + #h) hat stets das gleiche Vorzeichen, denn mit % wechselt
nach Voraussetzung auch f'(c + ) das Vorzeichen. Ist 2f'(c + 9h) negativ bzw.
positiv, iso ist stets f(c + k) < f(¢) baw. f(c 4+ k) > f(c), und die Behauptung ist
bewiesen. . &

Zur Einfiihrung des Begriffes ,,Wendepunkt‘ betrachten wir die Lagebeziehung
zwischen dem Graphen einer differenzierbaren Funktion f in der Umgebung eines

Punktes ¢ und der Tangente im zugehorigen Kurvenpunkt. Abgesehen von dem
hier nicht niher untersuchten Fall, daB es in jeder Umgebung des betrachteten

oo ] 1

1 1

1 1

1 1

1 Il

T a T a
a) b)

Abb. 3.21

Punktes weitere Punkte der Kurve gibt, die auf der Tangente liegen (Abb. 3.21c),
unterscheiden wir zwei Fille. In einer Umgebung des Punktes kann div Kurve
ganz auf einer Seite der Tangente liegen (Abb. 3.21a), oder die Tangente kann die
Kurve durchsetzen (Abb. 3.21b). Um ein analytisches Kriterium fiir diesen Sach-

verhalt herzuleiten, vergleichen wir den Anstieg M—ﬂ der zu a,a + h

1) Stetige Differenzierbarkeit braucht nicht gefordert zu werden.
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gehorenden Sekante mit dem Anstieg f'(a) der Tangente. Die Differenz zwischen Se-
kanten- und Tangentenanstieg hat fiir 2 > 0 und fiir 4 < 0 im ersten Fall unter-
schiedliche, im zweiten Fall gleiche Vorzeichen. Dies fiihrt zur

Definition 2. Eine in einer Umgebung von a definierte und in a differenzierbare
reelle Funktion f besitzt in @ einen Wendepunkt, wenn fiir hinreichend kleine |A|
(kb == 0) stets

fa + &) — f(a)

7 >fla) - @)
oder stets
foth=fe) p @

gilt. Ist dariiber hinaus f'(a) = 0, so heiBt dieser Wendepunkt auch Stufenpunkt.

Aus dieser Definition ergibt sich sofort das folgende hinreichende Kriterium fiir die
Existenz eines Wendepunktes.

Satz 3. Besitzt die Ablestung | einer in einer Umgebung von a differenzierbaren
reellen Funktion f einen eigentlichen lokalen Extremwert, so besstzt f in a einen Wende-
punkt.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit besitze f' in a ein eigentliches
lokales Maximum. Fiir hinreichend kleine |A| (b <= 0) ist dann

L(“"""z—“f(“) =f(a+ o) < f(a),

und (4) ist erfiillt.
Beispiel 2. Die Funktion f(z) = 23 — 32 + 2 besitzt an der Stelle x = 1 einen

Wendepunkt, denn ihre Ableitung besitzt in diesem Punkt ein eigentliches Mini-
mum.

Wir betrachten nun eine Klasse von Funktionen, fiir die sich die Untersuchung
auf Extremwerte und Wendepunkte mit Hilfe einer Taylorentwicklung besonders
iibersichtlich gestalten 1aB8t. Mit ¥ (a) bezeichnen wir die Menge aller reellen Funk-
tionen f, fiir die es ein m = 2 mit folgenden Eigenschaften gibt:

1. Die Funktion f ist in einer Umgebung von a mindestens m-mal stetig differenzier-
bar.

2. Es ist fi™(a) == 0.

3. Aus 2 < k < m folgt {®(a) = 0.
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Fiir jede Funktion f aus (a) ist die Zahl m als kleinste natiirliche Zahl m mit m = 2
und f™)(@) # 0 durch diese Bedingung eindeutig bestimmt. Die Taylorentwicklung
einer solchen Funktion lautet offenbar

10) = @) + 1 @) @ — @) + £200 L2~ o —ar. ®)

Hat der letzte Summand in (5) positives bzw. negatives Vorzeichen, so liegt der

Kurvenpunkt P(z, f(z)) oberhalb bzw. unterhalb der Tangente, deren Gleichung

y=f@a)+f(@) (@ —a)

durch die ersten beiden Su den auf der rechten Seite von (5) bestimmt ist
(Abb. 3.22). Die Lage des Kurvenpunktes zur Tangente wird also durch das Vor-
zeichen von f(™(a + $(z — a)) (@ — @)™ bestimmt. Wegen der Stetigkeit von fm
und wegen f™(a) = 0 gibt es eine Umgebung U,(a), in der stets f™(z) =& 0 ist.

/{m)
7 (a+ S (x-a ym
7/ m! (x-a

L
f'a)(x-a)

~
f(a)
Abb. 3.22

In dieser Umgebung haben dann f™)(z) und f™(a) stets dasselbe Vorzeichen, und
die Lage des Kurvenpunktes wird durch das Vorzeichen von f(™(a) (z — a)™ be-
stimmt. Ist m gerade bzw. ungerade, so hat (x — a)™ fiir # > a das gleiche bzw. ent-
gegengesetzte Vorzeichen wie fiir z < a. Ein Wendepunkt liegt also genau dann vor,
wenn m ungerade ist. Ist m gerade, so liegt die Kurve in der betrachteten Umgebung
ganz auf einer Seite der Tangente, und die Kurve ist fiir f™(a) > 0 ,,von unten
konvex*, fiir f™(a) < 0 ,,von unten konkav‘‘ (Abb. 3.23).

Eine Funktion f aus ¥(a) besitzt hiernach genau dann einen lokalen Extremwert
an der Stelle @, wenn m gerade und f'(a) = 0 ist. Dieser Extremwert ist ein Maximum
bzw. ein Minimum, je nachdem, ob f{™(a) negativ bzw. positiv ist. Ist f'(a) =0
und m ungerade, so besitzt die Funktion an der Stelle @ einen Stufenpunkt (Abb.
3.24). Fiir Funktionen f, die an jeder Stelle a ihres Definitionsbereichs zur Menge
%(a) gehoren, kénnen wir somit notwendige und hinreichende Bedingungen fiir das
Vorliegen von lokalen Extremwerten und Wendepunkten formulieren.
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@ >0 Mg <0
m gerade
(x-a)M>0 ! E
1 1
fir x #a s 2 a
. ,Von unten konvex” Jvon unten konkav*
m ungerade
(x-a)(x-0)"< 0 i !
fir xy<a<x, T a 1 a
Wendepunkt Wendepunkt .
Abb. 3.23
™) >0 Mgy <o
m gerade ¥
T a a
Minimum Maximum
o 51
m ungerade / N
7 * [:
Stufenpunkt Stufenpunkt
Abb. 3.24

Satz 4. Eine Funktion | aus T(a) besitzt an der Stelle a einen lokalen eigentlichen
Eatremwert genau dann, wenn f'(a) = 0 und die kleinste natiirliche Zahl m mit m = 2
und f™ (a) 5 O gerade ist. Im Fall {™(a) < O liegt ein Mazimum, sm Fall {™(a) > 0
ein Minimum vor.

Die Funktion besitzt an der Stelle a esnen Wendepunkt genau dann, wenn die kleinste
natiirliche Zahl m mit m = 2 und f™(a) 3 0 ungerade ist.
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Die in Satz 1 f lierte ndige Bedi fiir das Auff lokaler fand
FrrumaT 1629. Ein hinreichendes Kriterium ist bei ihm 1643 in Ansiitzen erkennbar, bei Larsxmz
ist die Bedingung 1683 vollig klar a "

GrEs PERSONE DE ROBEEVAL (1602—1675) entdeckte 1638 die Wendepunkte an der sogt
ten Konchoide der Geraden ((x — a) (2* + y%) — k® = 0), und FERMAT erschloB8 daraus die

& w P BULE.

Beispiel 3. Fiir die Funktion

1 . 2
f(x)=3+;sm2¢+§x"
gilt

f(0) = 3 und

f'(@) = cos 22 + 22, Fo =1,
f'(@) = —2s6in 2z + 4z, f'(0)=0,
f(z) = —4cos2 +4, ["(0)=0,
f®(x) = 8sin 2z, f®©0) =0,
f®(z) = 16 cos 2z, ®©0) = 16.

Somit ist m = 5, und folglich besitzt die Funktion f im Punkt z = 0 einen Wende-
punkt. Die Taylorentwicklung lautet

‘16
=3 —_— 3
f(x) +z+ 20 2" cos 20z
In der Umgebung von P(0, 3) schmiegt sich die Kurve sehr eng an die Tangente mit
der Gleichung y =z + 3 an.

Beispiel 4. Einer gegebenen Kugel mit dem Radius r soll ein gerader Kreis-
zylinder einbeschrieben werden. Wie muB das Verhiltnis von Zylinderhdhe & und
Zylinderdurchmesser d gewihlt werden, damit

a) das Volumen bzw.

b) der Mantel bzw.

c) die Oberfliche
des Zylinders moglichst groB wird?

Die GroBen, die zu einem Extremwert gemacht werden sollen, sind

d2
V =n i h (Volumen),
M = ndh (Mantel),

2
F =ndh + n% (Oberfliche).
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Hierbei sind d und % durch die Bedingung d® + h?* = 472 miteinander verkniipft
(Abb. 3.25). Wir kénnen daher k als Funktion von d ausdriicken (oder umgekehrt)
und in die obigen Formeln einsetzen. Dann sind ¥, M und F nur noch von einer
Variablen abhiingig. Die Rechnungen gestalten sich aber einfacher, wenn wir & und d

d Abb. 3.25

durch den Winkel 2 ausdriicken (Abb. 3.25). Mit 2 = 2r cos , d = 2r sin z erhalten
wir
V = 2nr?sin® z cos z,

M = 2nr? in 2z,
F = 2nr®gin z (2 cos z + sin z).
Fir0<z < 2 sind diese Funktionen stets positiv und nehmen fiir z = 0 oder
n
z= % den Wert 0 an. Sie haben daher ihr Maximum an einer Stelle z bzw. z),

bzw. zy im Innern des Intervalls, und an dieser Stelle muB die Ableitung der differen-
zierbaren Funktion ¥ bzw. F bzw. M verschwinden. Aus

V' = 2nr¥sin z [2 cos® x — sin? 7],
M' = 4nr? cos 2z,
F' = 2nr® [2 cos 2z + sin 2]

ergeben sich wegen tanz > 0fiir 0 <z < % die notwendigen Bedingungen

2 cos? zy = sin? 2y, tan oy = }/E,
n
cos 2z =0, x;=z, tanzp =1,
2008 2ix + 2Oy =0, —3 = tan 2ry = —r O0EN

1— tan®zy,’

tanzy — tanzy — 1 =0, tanxu=%+l/%+1=1+2]/5.
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In allen Fillen gibt e genau'eine Nullstelle der Ableitung, und an dieser Stelle
nimmt die im Intervall )0 —|| definierte Funktion ihr Maximum an. Die ge-

suchten Langenverhéltnisse smd

&

& 8> A
]
&=

o
®

£

o
+
=

Il

(]

3.3.6. Extremwerte von Funktionen mehrerer Variabler

Die Theorie der Extremwerte von Funktionen mehrerer Variabler kénnen wir hier
nur kurz streifen.

Satz 1. Existieren die partiellen Ablestungen einer in einem Gebiet G des Raumes R,
definierten reellwertigen Funktion f in einem Punkt @ mit @ € G und besitzt f in @
einen Extremwert, so verschwinden alle partiellen Ableitungen sm Punkt a.

Beweis. Besitzt f in @ einen Extremwert, so besitzen die Funktionen @; mit
@i(t) = f(@ 4 te;) im Punkt 0 einen Extremwert. Nach 3.3.5., Satz 1, ist 0 = ¢;'(0)
= 0if(a).

Ebenso wie im Fall der Funktionen von einer Variablen sind die hiermit bewiesenen
notwendigen Bedingungen nicht hinreichend. Eine hinreichende Bedingung fiir den
Fall p = 2 liefert

Satz 2. Ist eine reellwertige Funktion f in einem Gebiet @ aus R, von der Ordnung 2,
gilt fz(a, b) = f (@, b) = O und ist

fz2(@, B) fy(@, B) — (fryla, b)) >0, (1
80 besitzt f im Punkt (a, b) einen eigentlichen lokalen Extremwert.

Beweis. Wegen der Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen gibt es eine
&-Umgebung U von (a, b) derart, daB die Bedingung (1) auch fiir alle Punkte dieser
Umgebung erfiillt ist. Fiir keinen Punkt dieser Umgebung kann f,, verschwinden, da
sonst (1) nicht erfiillt wiire. Daher hat f,, in U stets dasselbe Vorzeichen. Wihlen wir
h, kmit (k, k) == (0,0) und (& + &, b + k) € U, so gehort fiir 0 < # < 1 auch der Punkt
(@ + 9, b + 8k) zu U. Zur Abkiirzung setzen wir

A = fo(a + Ok, b 4 Ok),
Bi=fo(a + 0h,b + k),
C:=f, (@ + Ok, b + Ok).
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Die Formel 3.3.4. (5) lautet nun

(@ -+ b b+ B) = o, ) + 5 [41* + 2Bk + O],

Ha + b, b + k) — fa, b) = ﬁ [A%?* + 24Bhk + ACKY,

24 - [fl@ + h, b + k) — f(a, b)] = (4h + Bk)* + (4C — BY) k*.

Fiir k = 0 ist & == 0, und die rechte Seite ist gleich 422, also positiv. Fiir & &= 0 ist
die rechte Seite nicht kleiner als (4C — B?) k* und damit wiederum positiv. Daher gilt
stets

2fusla + 0h, b + 9k) [f(@ + b, b + k) — f(a, b)] > 0.
Es folgt

f@ + h,b + k) = f(a, b),
je nachdem, ob f,. an der Stelle (a,b) und damit auch in der Umgebung U von
(a, b) positiv oder negativ ist. Im ersten Fall liegt ein eigentliches lokales Minimum,
im zweiten Fall ein lokales Maximum vor.

Ohne Beweis vermerken wir, da8 im Fall f.f,, — f3, < 0 kein Extremwert vor-

liegen kann. Im Fall f,.f,, — f2, = 0 sind beide Fille méglich.

Beispiel. Wir betrachten die Funktion
f(@, y) = 2% + 20y + 44 + 25 — 10y + 5.
Es ist
Lz.y)=20+2y+2, fley) =2¢+8—10,
fu@ ) =2,  fu@9 =2, [faulzy)=8.
Notwendige Bedingungen fiir das Vorliegen eines Extremwertes sind
22+ 2y +2=0, 2 + 8y — 10 =0.

Sie sind nur fiir z = —3, y = 2 erfiillt. Wegen f..f,, — fz, = 12 > 0 liegt ein lokaler
Extremwert vor, und zwar wegen f,, = 2 > 0 ein lokales Minimum.

3.3.7. Grenzwertbestimmungen mit Hilfe der Differentialrechnung

Ist eine Funktion als der Quotient zweier in einem Intervall definierter Funktionen
{,9 gegeben, so ist sie in den Punkten, in denen der Nenner verschwindet, nicht
definiert. Sind die Funktionen stetig und ist f an einer isolierten Nullstelle a des
Nenners von 0 verschieden, so besitzt der Quotient an der Stelle a einen uneigent-
lichen links- bzw. rechtsseitigen Grenzwert. Véllig offen ist dagegen das Verhalten
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des Quotienten in einer Umgebung einer gemeinsamen Nullstelle von Zahler- und
Nennerfunktion. Bei differenzierbaren Funktionen kann diese Frage in vielen Fallen
mit Hilfe einer nach BERNOULLI-DE L’ HOSPITAL b ten Regel entschieden werden.
Um nicht eine Vielzahl von Regeln formulieren zu miissen, betrachten wir gleichzeitig
verschiedene Formen des Grenziibergangs und stellen die dem Grenziibergang ent-
sprechenden Voraussetzungen iiber das Intervall, in dem die Funktionen f, g diffe-
renzierbar sein miissen, in der nachfolgenden Tabelle zusammen.

Grenziibergang Differenzierbarkeitsintervall fiir f, g
a)zla a<z<a+h

b)zta a—h<z<a

c)z—>a O<|zr—al<h

d)z— o0 >R

e)x —> —oo . z<—R}(R>0)

Unter diesen Voraussetzungen gilt der

Satz 1. Ist lim f(z) = lim g(z) = O und existiert der eigentliche oder uneigeniliche
Grenzwert lim f(_a:), 8o gilt
g
tim 10 _ iy 1@ -
g(=) 9'(x)
Beweis. Im Fall a) setzen wir

f) fir e<z<a+h,
0 fir z=a.

F(z):= {

Dann ist F stetig in [a, @ + A und differenzierbar in Ja, @ + A[[. Analog definieren
wir die Funktion G. Fiir a < # < a + k ist nach dem verallgemeinerten Mittelwert-
satz '

@) Fa)—Fa) _ FE _ @

mite < & < x. Aus z | a folgt somit ¢ | @, und da der Grenzwert des Quotienten von
f'(x) und g¢’() fiir z | @ nach Voraussetzung existiert, erhalten wir

lim I@) = lim —flﬂ = lim f(i,
zia g(@) zia g'(§) ta g'(§)
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womit die Behauptung im Fall a) bewiesen ist. Analog verliuft der Beweis im Fall b),
und a) und b) zusammen ergeben den Fall ¢). Im Fall d) setzen wir

1 " 1
Ft)i= f(—‘—) fiir 0<t<E,
0 fiir ¢t=0.

Dann ist F stetig in EO, %(, differenzierbar in) 0, %[, und es ist

ro--Lr(l) (o<t<d)

Analog definieren wir @ und erhalten mit Hilfe des bereits Bewiesenen

1
, rG)
i 20y ) PO RO e
P A T o (_1_) w @O w OO e g@)
t

Analog verfahren wir im Fall e), und Satz 1 ist bewiesen.
Man beachte, daB auf der rechten Seite von (1) nicht etwa die Ableitung des

Quotienten L zu bilden ist, sondern daB Zahler und N inzeln zu differ
sind. g

Beispiel 1.

ooy . )
Hmsmw=lim2smzcosx=o.
20 T 0 1
Beispiel 2.
1
V; = lim 2.!/; =
210 co8z — 1 zi0 —Sinz
Beispiel 3.
lnx—l-l z—1@—1)—(x+1)
= — 12 2
lim z 1=]imz+1 (x — 1) = lim 2 —o.
200 l 200 __1_ MI‘—I
z 3

In diesen Beispielen ergibt sich die Berechtigung des ersten Gleichheitszeichens erst
aus der Existenz des rechts stehenden Grenzwertes.
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_ In den Voraussetzungen von Satz 1 wird gefordert, daB f und g bei dem betrach-
teten Grenziibergang gegen O streben. Man spricht daher hiufig von ,,unbestimmten

Ausdriicken der Form %“. Fiir ,,unbestimmte Ausdriicke der Form D« gilt ein
oo

analoger Satz. Bei der Beweisfiilhrung wird nur bendtigt, daB die Nennerfunktion
gegen oo strebt und daB g’ nicht das Vorzeichen wechselt.

Satz 2. Ist lim g(z) = oo, existiert der eigentliche oder umeigentliche Grenzwert
lim /,_((Z)T und ist g’ in dem betrachteten Differenzierbarkeitsintervall von 0 verschieden,
g

80 18t

tim 1) i 7@
(@) g'@)

Beweis. Die Funktion g’ hat wegen 3.1.4., Satz 3, und g¢’(x) & O stets dasselbe
Vorzeichen. In Abb. 3.26 ist das Verhalten der Funktion g in den Fillen a), b), d), )
veranschaulicht. In den Fillen b) und d) ist offensichtlich g’(z) > 0, und in den Féllen
a) und e) ist ¢’ (z) < 0. Es geniigt, den Beweis fiir die Fille b) und d) zu fiihren, da der

AN

Fall a) Fall b) Fall d) Fall e)
Abb. 3.26

@

Beweis in den Fillen a) und e) analog verliuft und der Fall ¢) eine Folgerung aus den
Fillen a) und b) ist. Es liege also Fall b) oder Fall d) vor. Wir unterscheiden wiederum
zwei Fille.

Fall 1. Der auf der rechten Seite von (2) stehende Grenzwert ist eine reelle Zahl c.
Dann gibt es fiir alle positiven & im Fall b) ein positives 4, im Fall d) ein positives
 mit

')
c—e< ——<c+e @—d<z<a bzw. w<2).
g'(®)
Es folgt

(c—e gk —f)<0<(c+ed@—f@),
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d. h., die Funktion A, bzw. A, mit

@) =(— e g@) — ), @) =(c+e)g@) — f)

ist wegen &,'(x) < 0 < hy'(x) streng monoton fallend bzw. wachsend. Ausa — 8 < b
<z < a bzw. » < b < z folgt somit, da g(z) fiir hinreichend kleine 8 > 0 bzw. fiir
hinreichend groBe w positiv ist,
k(@) = (¢ — &) g(x) — f(z) < (c — &) g(B) — f(}) = h(B),
1@ |, (c— &) gB) — {(®)

—_el —
T T @

bzw.
hy(®) = (¢ + &) g(b) — 1(b) < (c + &) gl&) — f(z) = ha(2),
=) | e+ e) gb) — f(b)
g(@) g(x)

‘Wegen g(z) — oo erhalten wir, wenn wir # von unten gegen a bzw. gegen co streben
lassen,

<c-+e.

m J@)

c—e= p <ec + e.
Da ¢ beliebig gewiihlt war, folgt
L -
9(x)

Fall 2. Der auf der rechten Seite von (2) stehende Grenzwert ist nicht endlich,
etwa oo. Dann gibt es fiir alle positiven Zahlen K ein positives 3 bzw. ein positives
 mit

’((z))>K @—d<z<a bzw. w<2z).
€9
Dannist f'(x) — Kg'(z) > 0, und die Funktion 4 mit A(z) = f(z) — Kg(z) ist streng
monoton wachsend. Fiir a — 38 <b <z <a bzw. o <b < z folgt f(b) — Kg(b)
< f(®) — Kg(=),

1@) _ g, 10— Kg®)

9() 9(@)
Der zweite S d der rechten Seite strebt fiir z { @ bzw. fiir  — oo gegen 0, d. h.,
es ist

1im 18 > g,

9(z)
und da K beliebig gewihlt war, folgt die Behauptung.
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Beispiel 4.
L
lim Inz = lim —% =lim(— sin'z)___o
z10 cotx 20 —1 240 x
sin® z
(vgl. Beispiel 1).

Neben den in Satz 1 und Satz 2 betrachteten Grundformen der Regel von Bez-
NOULLI-DE L’HOSPITAL treten weitere unbestimmte Ausdriicke auf, die wir wie folgt
auf die Grundformen zuriickfiihren konnen:

1. 0. 0o: Um den Grenzwert f(z) - g(x) zu berechnen, setzen wir h(z) := VLZ bzw.

h(z):= L und berechnen den Grenzwert von —— =) bzw. 9@ nach 8atz 1 bzw. 2.
f(=) h(z) h(z)
2. 0o — oo: Wir setzen
R
(@ (=)
fio) — gto) = L1
(=) g@@)
und wenden Satz 1 an.
3. In allen Fillen, in denen Grenzwerte von Funktionen der Form f(z)*®) zu be-
stimmen sind, setzen wir
f(z)y®) = epNns(=)
und berechnen den G t des Exponent:
Im letzten Fall sind insbesondere die ,unbestimmten Ausdriicke der Form 0°,
1%, 0o sorgfiiltig zu untersuchen.

Beispiel b.
43
e
: ¢ 2 . 1
lim ((z —Z) tan z) = lim =lim —— = —1.
= 2 s cobx x 1
Beispiel 6.
co8 2
hm(sl.l:n:t:)‘“‘"—expl.l.lzr:lln —exphmﬂz—=exp0=1.
cot z 1
=2 >z P
: 3 ?  ginlz
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Beispiel 7.
lim (sin )% =explim1nsmx =exp lim (—sinz cos z) = 1.
zl0 zjo cotz 20
Beispiel 8.
11— 2
|z 2
lim[—2—| = exp lim z In L =explimu =1
o |2+ 1 zl0 2?41 zi0 _ _1_
zﬂ

Das in den Siitzen 1 und 2 angegebene Verfahren zur Ermittlung von Grenzwerten
fiithrt nicht zum Ziel, wenn der Quotient der Ableitungen an der betrachteten Stelle

wiederum ein unbestimmter Ausdruck der Form % oder = ist. In diesem Fall kann
(<]

’
eine nochmalige oder eine mehrmalige Anwendung der Regel von BERNOULLI-
DE L’Hosprrar zum Ziel fiihren. Ist etwa

i =i ! = = li 1)
lim f(e) = lim / (&) fim fON@) | _
lim g(z) = lim ¢'(z) = --- = lim g*V(x)
und existiert '
f‘"’(z)
9("(3?)
80 ist nach Satz 1 bzw. Satz 2
"), n—1), o4
() _ () e P )
9™(=) g(@) 9'@) g@) "
Man beachte aber, dal diese SchluBSxette nur dann richtig ist, wenn alle Quotienten
von f*)(z) und ¢*)(z) fiir £ = 0,1, ..., n — I an der betrachteten Stelle unbestimmte

Ausdriicke sind. Die Kette bricht ah wenn diese Bedingung nicht mehr erfiillt ist.

Beispiel 9.
e, 2 — —
lim 2cosx — 2 + & —lim 2smz+2z=lim 2cosx+2=0.
0 € —1—z 200 s —1 z-v00 e*

In manchen Fillen kann man mit den geschilderten Methoden den Grenzwert auch
dann nicht ermitteln, wenn er existiert.

Das Verhalten des Quotienten von f und g fiir einen (rechts- bzw. lm.ksseltlgen)
Grenziibergang an einer gemeinsamen Nullstelle @ von f, g kann stets entschieden
werden, wenn es fiir f bzw. fiir g eine kleinste natiirliche Zahl k& bzw. m gibt derart,
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daB f® bzw. g™ in einer Umgebung von a existiert und stetig ist und auBerdem
®(@) =+ 0 bzw. g™(a) = 0 gilt. Wegen f(a) = g(a) = 0 ergibt die Taylorentwicklung
fz)  m!i®a+ 8 —a)) (zx — a)f

g@)  klg™(a+ ¥ @ —a) @ —a)’
k)

im Ha) = ———MI %@ lim (z — a)k-™.

23 (%) k! 9(”"("') z—a
Ist k > m, so ist der Grenzwert 0. Ist k = m, so ist der Grenzwert gleich dem Quo-
tienten von k! {®(a) und k! g®(a). Ist ¥ < m und k — m gerade, so ist der Grenz-
wert je nach dem Vorzeichen des Quotienten von f*)(a) und gt™(a) gleich co oder
—oo. Ist ¥ < m und k — m ungerade, so ist der rechtsseitige Grenzwert oo, der
linksseitige Grenzwert —oo oder umgekehrt.

Die Regel von BErNoULLI — DE L’HOSPITAL erschien zuerst in der 1696 gedruckten ,,Analyse
des infiniments petits pour I'intelligence des lignes courbes* des Marquis pE L’HOSPITAL fiir un-

bestimmte Ausdriicke der Form % JomaNy I BerNournr, der seit 1691 mit pE L’HOSPITAL

bekannt war und diesen in die Arbeiten mit dem Calculus eingefiihrt hatte, wies 1704 darauf hin,
daB er die Regel 1694 dem Marquis mitgeteilt habe — er also der eigentliche Entdecker sei.
Gleichz eitig bemerkte er, daB die Regel unter Umstiinden mehrfach anzuwenden sei.

3.3.8. Aufgaben

1. Man besti: durch vollstindige Induktion die n-te Ableitung der Funktionen

y=(+2r  @eR), y=D2F

2. Man gebe die Taylorentwicklung der Funktion f(z) = a® (a > 0) an der Stelle 0 an.

3. Man berechne ohne Verwendung einer Logaritk fel 12 (sin = o l) auf vier Stellen
genau. 4 10

4. Man entwickle die Funktion f(z, y) = cos z cos y in der Umgebung des Nullpunktes mit einem
Restglied vierter Ordnung.

5. Man bestimme die Extrema der folgenden Funktionen:
fla) = cosz + =,

g(x) = cos z + cosh z,

x4 x*
hz) = ——— +1.
()= i
6. Man diskutiere den Verlauf der Graphen der Funktionen

W=14+Z, m-wlt? g —z—sna.
z 2 1—2z
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7. Man besti bei den folgenden Funktionen die Punkte, in denen die notwendigen Bedin-
gungen fiir das Vorliegen ‘eines lokalen Extremwertes erfiillt sind, und untersuche, ob in ihnen
die hinreichenden Bedingungen erfiillt sind:

z*
fog) =5 +ote—ta+ L — 5y,
gle,y) =2y a—z—y) (@>0),

ha,y) = ”'—:yﬂ @y > 0.

8. Gegeben seien n Punkte (2;, ) (i = 1,2, ..., ). Man bestimme einen Punkt (z, ), fir den die
Funktion
flz, y) ==' l[(zi — 2 + (5 — 9]
ein lokales Minimum besitzt.

3.4. Potenzreihen

3.41. Konvergenzbereich von Potenzreihen

In 3.3.3. haben wir fiir gewisse Funktionen f (z. T. in Teilmengen ihres Definitions-
bereichs) Reihendarstellungen der Form

f@) = g ez — ay° Y

erhalten. Wir nennen jede Darstellung dieser Form eine Potenzreihendarstellung
oder Potenzreshenentwicklung der Funktion f an der Stelle a in der betrachteten
Teilmenge von D(f). Kann eine Funktion f in einer Umgebung von a in der Form (1)
dargestellt werden, so sagen wir, f lasse sich in a in eine Potenzreihe entwickeln.

Wir gehen nun von der umgekehrten Problemstellung aus. Wir geben eine Folge
(¢s) komplexer (oder reeller) Zahlen und eine komplexe (oder reelle) Zahl a vor und
bestimmen die Menge aller komplexen (oder reellen) Zahlen z, fiir die die in (1)
rechts stehende Reihe konvergent ist.l) Ist M die so definierte Menge, so kénnen
wir eine Funktion f durch die Gleichung (1) definieren. Dann gilt

frz > 3 ey@ — a)® (x € M). (2)
n=0
Ist ¢ M, s0 ist 3 c,(z — a)" eine divergente Reihe.
n=0

1) Untersuchungen dieser Art haben wir bereits.in 2.2.4., Beispiel 3, durchgefiihrt.
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Definition 1. Die Menge M aller komplexen bzw. reellen Zahlen z, fiir die
3 cal@ — a)* konvergiert, heiBt der Komvergenzbereich der Potenzreihe mit den
Koeffizienten ¢, und mit dem Mittelpunkt @, ihre Kompl ge C\ M
bzw. R\ M ihr Divergenzbereich. Die Funktion (2) heiBt die durch die Potenzreihe
3 cu(@ — a)* dargestellte Funktion. .

Der Begriff ,,Potenzreihe* bzw. ,,Potenzreihe mit den Koeffizienten ¢, und dem
Mittelpunkt a* wird in der mathematischen Literatur in verschiedenen Bedeutungen
verwandt. Zwischen der Funktion und ihrer Darstellung durch eine Reihe (bzw. dem
abstrakt definierten Term 3 c,(x — a)") wird oft nicht streng unterschieden. Im
folgenden wird aus dem Zi hang hervorgeh Iche Bedeutung gemeint
ist. Wir sagen, eine Potenzreihe konvergiere bzw. divergiere im Punkt 2, wenn z zu
ihrem Konvergenz-- bzw. Divergenzbereich gehort. Wenn sich die Betrachtungen
ausschlieBlich auf reelle Zahlen beziehen, so k ich wir dies durch die Be-
zeichnung ,;reelle Potenzreihe*“. Andernfalls sprechen wir nur kurz von Potenz-
reihen.

Wir wollen nun zeigen, da8 fiir den Konvergenzbereich einer Potenzreihe mit dem
Mittelpunkt @ die folgenden drei Fille moglich sind.

a) Die Potenzreihe konvergiert nur in ihrem Mittelpunkt a. Sie heiBt dann (nicht
ganz konsequent) nirgends konvergent.

b) Es gibt eine positive reelle Zahl R, den Konvergenzradius der Potenzreihe, mit
folgender Eigenschaft: Die Potenzreihe ist fiir alle z mit |z — a| < R absolut kon-
vergent und fiir alle z mit |z — a| > R divergent. In den Punkten z mit |z — ¢| = R
kann sie absolut konvergent, bedingt konvergent oder divergent sein.

¢) Die Potenzreihe ist in allen Punkten z absolut konvergent. Sie heift dann
bestindig konvergent.

Im Fall a) bzw. c) sagen wir auch, die Potenzreihe habe den Konvergenzradius
R =0 bzw. R = co.

Satz 1. Zu jeder Polenzreihe 3 c,(z — a)* gibt es genau ein B mit 0 < R < oo
derart, daf die Potenzreihe fiir alle z mit |z — a| < R absolut konvergent, fiir alle x mit
|z — a| > R divergent ist.

Beweis. Wir setzen
»
L := lim sup Vlea|, @)
=00
0 fir L=o0,
;
I fir 0<L < oo, @)
oo fir L=0.
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Fiir z = a ist die Reihe trivialerweise konvergent. Fiir z 4 a ist sie nach 2.2.4.,
Satz 6, absolut konvergent, wenn

lim sup {lon(® — @] = f& — ol - L < 1 ®)

und divergent, wenn

lim sup Vi@ —af=lz—a|-L>1 ®)

ist. Im Fa.l] R = 0 gilt stets (6), d. h., die Reihe ist fiir kein 2 mit 2 =~ @ konvergent.
Im Fall R = oo gilt stets (5), d. h., dle Reihe ist fiir alle  absolut konvergent. Ist
0 < R < oo, g0 ist die Reihe fiir

lz — al | — a|

<1 bzw. >1

absolut konvergent bzw. divergent. Damit ist der Satz bewiesen.

Definition 2. Die Menge aller 2 mit |z — a| < R heiBt der Konvergenzkreis der
Potenzreihe mit dem Mittelpunkt @ und dem Konvergenzradius R (0 < R < o0).

Nach unserem Satz ist der Konvergenzbereich stets eine Teilmenge des Konver-
genzkreises, da die Reihe fiir |z — a| > R divergiert. Das Innere des Konvergenz-
kreises ist dagegen stets im Konvergenzbereich enthalten. Wenn' R bekannt ist,
hat man zur Bestimmung des Konvergenzbereiches nur die Randpunkte des Kon-
vergenzkreises in Betracht zu ziehen.

Fiir reelle Potenzreihen ist der Konvergenzbereich im Fall B == 0 stets ein (offenes,
halboffenes oder abgeschlossenes) Intervall, so daB in diesem Fall der Konvergenz-
bereich sinnvoll als Konvergenzintervall bezeichnet werden kénnte. Im Interesse
einer einheitlichen Darstellung bezeichnen wir auch fiir reelle Potenzreihen das
abgeschlossene Intervall {x: |z — a| < R} als Konvergenzintervall, obwohl auch
hier die Randpunkte nicht notwendig Konvergenzpunkte sind.

Beispiel. Wir betrachten die Potenzreihen mit dem Mittelpunkt 0 und den Ko-
effizienten

1
G=nt"'cg=1, ca=—, C=—, Cg=—.
n
Wegen

. L)
lim J2® = oo,
ey

hmV‘ hmV lxm _=1

tim 1/ L =0

>0 n*
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ist die Potenzreihe 37 n"z" nirgends, die Potenzreihe 3’ n—"z" bestindig konvergent.
Die Potenzreihen 3’ 2", 3’ n-1z", 3 n~%" haben alle den Konvergenzradius 1. Die
erste ist fiir kein z mit |¢| = 1 konvergent, da die Glieder dann keine Nullfolge
bilden. Die zweite ist z. B. fiir # = 1 divergent (harmonische Reihe), fiir x = —1
konvergent (ihre Summe ist nach 3.3.3. (24) gleich —In 2). Die dritte Potenzreihe
ist fiir alle z mit |z| = 1 absolut konvergent.

Wie diese Beispiele zeigen, konnen iiber das Konvergenzverhalten auf dem Rand
des Konvergenzkreises bzw. Konvergenzintervalls keine allgemeinen Aussagen ge-
macht werden.

Mit Hilfe des Konvergenzkriteriums von WEIERSTRASS (2.6.2., Satz 2) beweisen
wir, daB jede Potenzreihe ,fast gleichmiBig konvergent ist, d. h., es gilt

Satz 2. Ist B eine sm Innern des Konvergenzkreises der Potenzreihe 3 cq(x — a)*
liegende beschrinkie abgeschl Punkimenge, so ist die Potenzreihe in B gleichmdfig
konvergent.

Beweis. Es sei r = sup {|z — a|: z € B}. Dann ist r kleiner als der Konvergenz-
radius R, da B sonst einen Punkt mit dem Rand des Konvergenzkreises gemein
hiitte. Die Reihe 3 |c,| r* ist daher nach Satz 1 konvergent. Wegen [cs(z — a)®|
< |eq| r fiir alle = € B ist die Potenzreihe nach 2.6.2., Satz 2, in B gléichmiBig
konvergent.

Insbesondere ist die Potenzreihe in jeder abgeschl Kreisscheibe (bzw.
in jedem abgeschlossenen Intervall) {z: |z — a| < r} mit r < B gleichmiBig kon-
vergent.

3.4.2. Analytische Funktionen

Uber Funktionen, die sich in jedem Punkt ihres Definitionsbereiches in eine Potenz-
reihe entwickeln lassen, kénnen weitreichende Aussagen bewiesen werden. Diese
Funktionen spielen daher in der Analysis eine hervorragende Rolle.

Definition 1. Eine Funktion heiBt im Punkt a ihres Definitionsbereichs analytisch
oder reguldr oder holomorph, wenn sie sich im Punkt @ in eine Potenzreihe entwickeln
la8t.

Hiernach ist f in a analytisch genau dann, wenn es eine Folge (c,) und eine positive
reelle Zahl r mit

@) = Z'G-(z —a®  (z—al<r) @
gibt. Der Konvergenzradms R dieser Potenzreihe muB dann natiirlich von O ver-

schieden sein, und es gilt r < R. .
Aus 3.3.3. (1) ersehen wir, daB jedes Polynom in jedem Punkt analytisch ist.
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Satz 1. Ist f in a analytisch, so ist f in a stelig.

Beweis. Die Behauptung folgt wegen 2.6.2., Satz 1, sofort aus der fast gleich-
mifigen Konvergenz einer Potenzreihe.

Satz 2. Jede in einem Punkt a ihres Definitionsbereichs analytische Funkiion ist
n allen Punkten einer Umgebung von a analytisch

Beweis. Es sei r > 0 eine Zahl, so daB (1) erfiillt ist, und es sei 0 < [b — a| < 7.
Wir wiihlen eine Zahl r; mit |b — a| < r, < r und setzen

_b—ad]

L4

q:
Dann ist ¢ < 1 und [b — a| = gr; < r,. Fiir alle z mit

lE—b=(1l-—grn=rn—|b—a<r—|b—a
gilt

g—al=le—bl+Pb—al=(1—gn+egn=n<r
(Abb. 3.27), und es folgt

fla) = 55" olle — b) + (b — a))°

=36 (")(z — Bt (b — ay+t.
n=0 k=0 \k

Abb. 3.27
Wegen(:) =0 fiir k > n ist
=3 Zan(}) € —or e —ar. @
n=0 k=0

Wir zeigen, daB der groBe Umordnungssatz angewendet werden kann. Setzen wir

Sp:=zp‘ Zp'

n=Q k=0

c.(:)(z—b)' ®—ay,
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P P n
553 i) u—onrers

Wiederum wegen (:) — 0 fiir ¥ > n wird die rechte Seite der letzten Ungleichung

hochstens groBer, wenn wir die obere Grenze p in der zweiten Summe durch # er-
setzen:

P n n
Sp = 2 Z [eal (lc) 1-— q)"q"‘*ﬁ"
=§wwm—w+w

= 2 leal 71"
n=0
Die rechte Seite ist endlich, denn aus (1) ersehen wir, da8 der Konvergenzradius B
der Potenzreihe nicht kleiner als r sein kann, und firalle z mit |z — a| =1, <r <R

ist die Reihe (1) sogar absolut konvergent. Damit sind die Voraussetzungen des
groBen Umordnungssatzes erfiillt, und aus (2) folgt

o) = zq()w—w“w—mn
Ferner sind die Reihen
ﬁ" ( )(b—a)”(x—b) (k=0,1,2,..),

bei denen wir die untere Summationsgrenze 0 durch k ersetzen kénnen, konvergent.
Somit gibt es Zahlen d; mit

z,c,,()b—a)"" OZb—al<r;k=0,1,2,...), 3)
und mit
f(x) =,,§;d"(”' = b . (lz =8l <r—[b—al) . 4)

erhalten wir die gewiinschte Darstellung. Die Funktion f ist in b analytisch.

Satz 3. Jede in einem Punkt a analytische Funktion ist in einer Umgebung von a
stetig differenzierbar, und die Ableitung ist wieder eine in allen Punkien dieser Umgebung
analytische Funktion.
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B‘eweis. Es gelte (1) und 0 < [b — a| < 7. Aus (4), (3) folgt
fl@) — f0) = Z' d(x — b)f — dy = (z — b) Z' di(z — ).

Fir 0 < |x — b| < r — |b — a] ist somit
f=) — 1)

> dy(z — b1,
~—b ké;dk(x )

Da die rechts stehende Potenzreihe fiir Zahlen # mit = = b konvergent ist, hat sie
einen positiven Konvergenzradius, und aus Satz 1 und (3) folgt

i 1) = 10) _
ey z—b
Die Funktion f ist in b differenzierbar. Aus (1) folgt somit stets

= Zc,o'm;,(b — a1,
n=1

f@)= Z' nep(@ —a)*t  (lz—a| <r1). (6)

Man kann also eine fiir |« — a| < r < R durch eine Potenzreihe 3 c,(z — a)* dar-
gestellte Funktion differenzieren, indem man die Reihe bildet, deren Glieder sich
durch Differentiation ihrer Glieder c,(x — @)* ergeben. Man spricht daher auch von
glmiwesaer Differentiation der Potenzreihe. Es ist zu beachten, daB diese Differen-
1 fiir Randpunkte des Konvergenzbereiches im allgemeinen nicht ange-
wendet werden darf.
Die Funktion f’ ist fiir |# — a| < r wiederum durch eine Potenzreihe dargestellt
und damit analytisch. Nach dem Bewiesenen ist sie dann differenzierbar, also erst
recht stetig fiir [z — a| < r. Damit ist Satz 3 bewiesen.

Als Folgerung erhalten wir

Satz 4. Besitzt die Potenzreihe mit dem Mittelpunkt a und den Koeffizienten c, den
Konvergenzradius R, so ist die Funktion

1) = 3 eae — o

im Innern des K:mvergenzkreues bel'elug oft stetig differenzierbar. Die Ableitungen
ko1 durch gliedweise Differ werden, und alle so gebildeten Potenz-
reshen haben demelben Konvergenzmdme

Es bleibt nur die letzte Behauptung zu beweisen. Wegen |nc,| = |c,| kann der
Konvergenzradius der durch gliedweise Differentiation gewonnenen Reihe nicht
groBer werden, und da sich (5) als Folgerung aus (1) ergab, kann er nicht kleiner
werden.
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Die Entwicklung einer in @ analytischen Funktion f in eine Potenzreihe mit
dem Mittelpunkt a ist durch diese Funktion eindeutig bestimmt, denn es gilt

Satz 5. Aus

fle) = 2%@—@' (e —al <7 0)
folgt
ﬁW@=HZ(Daw—M” k=0,1,2,..) )
R=k
und
k),
o= i(k([“) (k=0,1,2...). ®)

Beweis. Die Behauptung (7) gilt fiir £ = 0. Gilt (7) fiir eine natiirliche Zahl %,
80 ist .

f(')(z)—klo,+klz ( )c (x — a)**,

nm=k+1

[ () = k! f‘ (n—k) (") eal@ — ayt1
n=k+1 k
= 1).'.-%:1 (Ic +1

die Behauptung gilt auch fiir k¥ + 1 und damit allgemein. Setzen wm in (7) z=a,
80 erhalten wir f*)(a) = k! ¢;, womit auch (8) bewmsen ist.

) Calz — @)=+,

Beispiel. Fiir || < 1 ist
1 -]
1—2z =0

1 \® k!
MJ=(W—EM

Setzen wir (8) in (6) ein, so erhalten wir die Taylorsche Reshe

© H#),
z) =.§; £ n(l“) @—ar (z—a <r). ©
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Es gibt Funktionen, die in einer Umgebung eines Punktes beliebig oft stetig
differenzierbar, aber nicht analytisch sind. Dies gilt z. B. fiir die Funktion
0 fir z=0,
fo=1 .
e * fir 240
an der Stelle 0. Auf den Beweis dieser Behauptung wollen wir hier nicht eingehen.

Dieses Beispiel einer Funktion, die bei Null nicht in eine Taylorreihe entwickelt werden kann,
gab AvausTiN-Lovis CavcrY 1829 in seinen ,,Legons sur le caloul différentiel‘. Auf CavcEY
geht auch der Begriff ,,analytische Funktion zuriick, der allerdings erst durch WEIERsTRASS
weiter aufgeklirt wurde.

Nach dem Taylorschen Satz gilt fiir jede in U,(a) beliebig oft stetig differenzier-
bare Funktion f und fiir alle n € N .
_ < [®@) y ., [0(a + e — a)
1) —g,;-—kl—(z—a) + TR @—a  (lz—a| <r).
Die Darstellung (9) der Funktion f als Taylorsche Reihe ist somit genau dann méglich,
‘wenn das Restglied fiir |x — a| < r gegen 0 strebt, d. h. wenn

lim E%ﬁ)- @—a)"=0 (e —a| <r) (10)

ist.
Wir geben noch ein weiteres Kriterium dafiir an, daB eine Funktion f an einer
Stelle a ihres Definitionsbereichs analytisch ist.

Satz 6. Eine Funktion f ist an der Stelle a genau dann analytisch, wenn f in einer
Umgebung von a beliebig oft differenzierbar ist und wenn es positive reelle Zahlen K, r
gibt mst

@) <nlE*  (z—a] <7). (1

Beweis. Es sei f in @ analytisch, d. h., es gelte (6). Wegen

n
lim sup m =L <oo
a0

gibt es eine Schranke K, > 1 der Folge mit den Gliedern "}/|_c,—| , d. h., esist [c,| < K"
Wir wihlen ein > 0 mit g := rK, < 1. Fiir alle 2 mit |z — a| < r folgt aus (7) die
Abschitzung

@) < k5 (") Bt =HEFS (”) .
n=k k ek \ k
Aus dem obigen Beispiel folgt
If®(@)) = k! K*

1 _K 2k
—_— . & (]
(1— gt _kl(l—q) ’
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und (11) ist mit K = K3(1 — g)-? erfiillt. Ist umgekehrt (11) erfiillt und [ — a| < r,

so folgt
M(x—a)" < K".p,

n!

und fiir r < K- ist (10) erfiillt. Damit gilt (9), und die Funktion f ist in a ana-
lytisch.

3.43. Verkniipfungen analytischer Funktionen

Fiir Funktionen, die, durch Verkniipfungen analytischer Funktionen entstehen, kon-
nen #hnliche Sitze wie fiir die Stetigkeit von verkniipften Funktionen bewiesen
werden.

Satz 1. Sind die Funktionen f, g an der Stelle a analytisch, so sind die Funktionen
Af A€ Rbzw. 1€ C), f £ g, f - g-an der Stelle a analytisch.

Beweis. In einer Umgebung von a sei
fo) =S o —ar, g =3 dc—ar. M

Hieraus ersehen wir sofort, daB Af und f 4- g an der Stelle a analytisch sind. Die
Behauptung fiir das Produkt f - g folgt aus dem Satz iiber die Multiplikation absolut
konvergenter Reihen. Hiernach ist

© k
f@) - gle) =X (chdb-i) (@ —af, @)
¥=0 \j=0
womit die Behauptung bewiesen ist.

Satz 2. Ist die Funktion g in a und die Funktion h in g(a) analytisch, so ist die
zusammiengesetzte Funkiion h o g in a analytisch.

Beweis. Fiir jede in a analytische Funktion f, deren Potenzreihenentwicklung
in a die Koeffizienten c; besitzt, setzen wir

@) :=.i lee (& — a). @

Die Potenzreihenentwicklungen von f und f* haben denselben Konvergenzradius R.
Fiir zwei in @ analytische Funktionen f, g mit den Potenzreihenentwicklur.gen (1) sei

o0

) - gla) = g‘: wz—aF,  [¥@)g%@) = 3 mlz — al.

k=0
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‘Wegen '(2) und (3) ist

@] =

k k
zc:dHI = X lojl - 1l = o @)
j=0 j=0
Es sei nun ¢ in @ und A in g(a) analytisch, d. h., es sei
o) = Shie—ay, He) = ble— g, ®

wobei diese Reihen den von O verschiedenen Konvergenzradius R, bzw. B, besitzen
moégen. Wegen g(a) = d, ist

L) ) k
hgl)) = 3 ( 3 dalx — a)") . (6)
k=0 ne=1
‘Wir setzen
) i=gle) — do = 3 e — o, gle) = ‘i \dal (& — a).

Nach Satz 1 sind mit g, go* auch alle k-ten Potenzen von g, go* analytisch in a, d. h.,
es ist, '
oo o«
(o) = 2 e —a), (go* @) = 2 dn(e — o). ™
e n=

Aus (4) folgt durch vollstindige Induktion stets |dis| = 4. Setzen wir die erste
Gleichung (7) in (6) ein, so erhalten wir

Ho(a) = g b g‘ld..w —ay

=b+3 3bdui— o).
k=] pe=1

Konnen wir zeigen, daB der groBe Umordnungssatz angewendet werden darf, so
folgt

Hg@)) = b + % ( gb.d..) (@ —ay,

und die Behauptung ist bewiesen.

Wegen der Stetigkeit von go* in a und go*(@) =0 gibt es ein positives &
mit |go*(z) < Ry fiir |# —a| <e. Fiir alle 2 mit |# —a| <e setzen wir
2':=a+ |r—a| und 2':=g*@2') +dy. Wegen |2’ —a| =2' — a= |z —a| ist
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dann |2 — dy| = |g*(z’)| < Ry, und fiir alle p mit p = 1 folgt

3 Sl —ar <3 3 b b lz — al*

k=1 n=1 k=1 n=1

sé;lbtl aﬂm(z’ —a)y
P
=21t (g*@)
k=1

< 5 bl ¢ — do
= h*z') < oo,
der groBe Umordnungssatz darf angewendet werden, und Satz 2 ist bewiesen.
Als Folgerung aus Satz 2 erhalten wir den
Satz 3. Ist f eine im Punkt a analytische Funktion mit f(a) = 0, so ist die Funktion
1 m Punkt a analytisch.

Beweis. Es sei
fl@) = Z' (@ —a)*

und ¢, =+ 0. Setzen wir

g@) = —c— Z'cn(x —a),

0 n=1 n=0
80 ist g im Punkt a und A im Punkt 0 analytisch, und es ist
1 1 1 1
/(1) G 1—g@@) ¢
Die Behauptung folgt nun aus Satz 2.

In Verbindung mit Satz 1 ergibt sich aus Satz 3, daB der Quotient zweier in a
analytischer Funktionen £, g mit g(a) 3= 0 wieder eine in a analytische Funktion ist.

Beispiel. Die Funktion

sin

tanz = (zER,x#lm+%,kganz)
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ist wegen 2.5.1. (), (6) und cos 0 = 1 im Punkt 0 analytisch, d. h., es gibt Koeffi-
zienten a; und ein r > 0 mit .

tan ¢ = ay + @& + - + @y2" + - (le] < 7).
Da die Tangensfunktion ungerade ist, gilt ay = 0 fiir alle natiirlichen Zahlen .
Die Koeffizienten agy; ermitteln wir mit Hilfe der Cauchyschen Produktreihe
aus dem Ansatz cos z tan z = sin z, d. h. aus

(1 —%“}-% - +) (@ + a32® + a5a® + ) =$—%+':‘—l— s
durch Koeffizientenvergleich. Fiir die Koeffizienten a;, a5, a5 ergeben sich die Glei-
chungen & 1 & % 1

o=1, @G—r=-—3p as—ort o=
ausdenen @, =1, ag = %, ag = Tzﬁ_ folgt. Die Potenzreil twicklung der Tang,

funktion im Punkt 0 beginnt somit mit den Gliedern
a® 228
t: = 2 4= A,
anz = z + 3 + 15 +

Eine explizite Formel zur Berechnung der Koeffizienten ay.; kann mit Hilfe der
sogenannten Bernoullischen. Zahlen angegeben werden.

Die Entwicklung der T: funktion findet sich erstmals 1671 bei G die Sinus-,
Kosinus- und Exponentialreihe sind, eine Entdeckung NEwToNs, wenn ihre systematische Dar-
stellung auch erst durch EviEr erfolgte.

?.4.4. Aufgaben

1. Man besti die Konverg dien der folgenden P ih
oo L ”' 2' el n!
Inter, E Tl X ot
n=0 a=1 N nmg N

Fela F(+d) -
n

n=0 % n=1
2. Man bestimme den Konvergenzradius der Potenzreihe Eu,z',wenn
=1
2F fir n=2k
= & ,

o {3* far nogbt1 N
1

a,={7ﬁ" Sill keN)
klnk far n=2k+1
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3. Man entwickle die folgenden Funkti nach P von z:
. 1 1—2z
f(@) = sinz cos z, 0(2)—11—_'_2, 7'(‘)—1+z-

4. Es sei f eine fiir |z| < r analytische Funktion und 2 ¢,z die Potenzreihenentwicklung von f
im Punkt 0. Ist f eine gerad.eF\mktlon,dlmngﬂt c,H,,—O (k € N), und ist f eine ungerade
Funktion, dann gilt ¢ = 0 (k € N).

1
5. Man bestimme die Punktmenge, in der die komplexe Funktion f(z) =e = analytisch ist.

3.5.  Anwendungen des Banachschen Fixpunktsatzes
in der Differentialrechnung

3.5.1.  Fixpunkte differenzierbarer Funktionen
Nach den Betrachtungen in 2.4.5. heiBt eine Abbildung f eines Intervalls I in sich
kontrahierend, wenn

o) — fa) Sqlo— =zl (@2 €) (1

ist, wobei 0 < g < 1 gilt. Fiir eine differenzierbare Funktion f gibt es nach dem
Mittelwertsatz zu x,, #, ein £ mit

fl@1) — f(@s) = f'(€) (@1 — %)

Gilt also |f'(z)] < ¢ < 1fiir z € I, so ist die Abbildung f kontrahierend, und aus dem
Satz in 2.4.5. folgt der

Satz. Jede n einem abyeachbsaéneu Intervall I differenzierbare Funktion f, die den
Bedingungen

feyelI (zel), (2)
Fal=g<1l (@el) 3)
geniigt, besitzt genau esnen Fizpunkt in I.
Beispiel. Es sei 0 < b < 1, und £ sei eine positive natiirliche Zahl. Wir setzen

foy =z~ 2=, @

Es ist f(x) = « genau dann, wenn z* = b ist. Falls f einen Fixpunkt besitzt, haben
wir damit zugleich einen neuen Beweis fiir die Existenz der k-ten Wurzel und ein
Verfahren zu ihrer numerischen Berechnung gefunden.
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Wir withlen eine positive reelle Zahl ¢ mit )
0<c*<b. ®
Wir kdnnen z. B. ¢ = b setzen. Firc <z < 1 ist
0<f@)=1—2+rTs1—0c1<1,
und die Abbildung £ ist im Intervall I = ¢, 1] kontrahierend mit dem Kontraktions-

faktor
g=1—c*1. (6)

Es ist f(z) <« bzw. f(z) =  genan dann, wenn z* = b bzw. 2* < b ist. Es folgt
f1) =1, f)=c und

f@) —ec=f=) —flo) =@ —) f(t) 20,

1—f@) =) —f@)=Q1—2)fE) =0,
d. h.,esist ¢ < f(x) < 1-(= € I), und f bildet das Intervall I in sich ab. Damit besitzt
f genau einen Fixpunkt in . Wihlen wir eine beliebige reelle Zahl ¢, mit ¢ < @y < 1,
so konvergiert die-durch
at —

k

definierte Folge gegen die k-te Wurzel aus b, und die Abschéitzungsformeln 2.4.5.
(5), () ermoglichen eine Berechnung der k-ten Wurzel mit jeder gewiinschten Ge-
nauigkeit. Fiir nahe bei 1 gelegene Zahlen b konvergiert die Folge sehr gut. Es

empfiehlt sich daher, zunichst eine Zahl d zu suchen, fiir die 1 — d*b eine sehr
kleine positive Zahl ist, und die k-te Wurzel von b’ = d*b zu ermitteln. Es ist dann

meN) ™

Apty -== Gy —

T

o

Zur Berechnung von /2 setzen wir z. B. b’: = 2. (0,7)2 = 0,98 und
f(z)=x—# =0,49+%(2—:c).

Mit @, = 1 erhalten wir die folgende Tabelle:

n % 2—a, b, = 12- (2 —an)  @us =049 + b,
0 05 1 05 0,99
1 049 1,01 0,49995 0,98995

2 0,494975 1,010056 0,4999495 0,9899495
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GemiB (5) kénnen wir ¢ = 0,98 wiihlen. Dann ist ¢ = 1 — ¢ = 0,02 und

q 0,02
V0,98 — 6] = —L— jay — @] = 2. 5. 107 < 1,02 108,
J aa] T—q¢ |as — ay 0,98 <
I <19 o< 15109,
=07

V2 ~ 1,4142136 (+ 2 - 10-8).

3.5.2. Das Newtonsche Naherungsverfahren

Im Beweis des Satzes von Borzano (2.4.2., Satz 2) haben wir ein sehr einfaches

Verfahren zur Ermittlung einer Nullstelle unter der alleinigen Voraussetzung der

Stetlgkelt der betrachteten Funktion kennengelernt. Unter stéiirkeren Voraus-
konnen v tlich besser konvergierende Verfahren entwickelt werden.

Abb. 3.28

Wir gehen von einer geometrischen Betrachtung aus. Hat die Funktion f.in der
Umgebung einer Nullstelle a den in Abb. 3.28 dargestellten Verlauf und ist = > a,
80 kénnen wir zu z eine niher an der Nullstelle a liegende Zahl z* ermitteln, indem
wir den Schnittpunkt der Tangente durch den Kurvenpunkt P(.‘t, f(a:)) mit der z-
Achse bestimmen. Offensichtlich ist

l(w) :

x—

=f(x)
und, wenn wir die von z abhiingige Zahl 2* mit p(x) bezeichnen,
g@) =z — L2 M

Esist g(z) =2 genau dann, wenn z eine Nullstelle der Funktion f ist. Damit haben
wir einen Zusa, 1g zum Banachschen Fixpunktsatz aufgedeckt.
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Satz 1. Es sei f eine zweimal stetig differenzierbare Funktion, und es gebe ein abge-
schlossenes Intervall I mit I S D(f) derart, daf

f@+0 (zel), @)
fx)

Z—mel (ZGI), (3)

MO r@ o1 @en -

fap =

1st. Dann besilzt | genau eine Nullstelle a im Intervall I. Wihlen wir die Zahl ay aus I
beliebig und setzen

faT

1'(aw)

80 gilt a, — a fiir n — oo.
Beweis. Fiir die durch (1) definierte Funktion ¢ gilt

; (fe)f—i@t'e@ _ {1
=1—- = ’
¥ T@p @) (6’
und wegen (3), (4) erfiillt ¢ die Voraussetzungen des Satzes aus 3.5.1. Hieraus folgen
ittelbar die Behsuptung

Die Berechnung der Nullstelle mit Hilfe der durch (5) definierten Folge wird als
Newtonsches Niherungsverfahren bezeichnet. Dieses Verfahren konvergiert sehr gut,
doch ist der Nachweis, da8 alle Voraussetzungen erfiillt sind, oft recht schwierig.
In vielen Fillen fiihrt der Ansatz (5) auch dann zum Ziel, wenn die Voraussetzungen
(3), (4) nicht erfiillt sind.

Es geniigt zum Beispiel die Kenntnis eines Intervalls I = [, c], in dessen End-
punkten die Funktion f verschiedene Vorzeichen annimmt und in dessen Innerem die
beiden ersten Ableitungen der Funktion nicht verschwinden. Die Funktion ist dann
in diesem Intervall streng monoton und von unten konkav bzw. konvex. Wir kénnen
uns auf den Fall '(z), () > O fiir z € I beschriinken. Anderenfalls ersetzen wir f
durch die Funktion g gemé8 der folgenden Tabelle:

Gty =Gy — meN), (6)

4

f@)>0 fl)<0
f'@>0 g(@) = f(=) g(z) = f(—=)
'@ <0 g@) = —f(—=) g(z) = —f(x)

Wegen f'(z) > 0 ist f(b) < 0 < f(c), und nach dem Satz von Borzaxo und wegen
der strengen Monotonie gibt es gensu eine Nullstelle @ mit b < a < ¢ (Abb. 3.28).



Fira <z < cist
e

e >0,

() —a=g(z) — pla) = (z — a) ¢'(§) = (= — @) T

f@)
z—gE)=-—2>0,
(@)
d.h., aus @ < z < ¢ folgt & < ¢(z) < z. Setzen Wir ay:= ¢, Gn; := @(a,) (n € N),
so ist die Folge (a,) streng monoton fallend und (durch @) nach unten beschriinkt.
Sie besitzt daher einen Grenzwert a*, und wegen der Stetigkeit von g ist

a* =lim g,y = w(hm a.) = p(a*).
by i
Folglich ist a* die gesuchte Nullstelle a.

Die Fehlerabschiitzung entsprechend dem Banachschen Fixpunktsatz kann ein-
setzen, sobald die Voraussetzungen von Satz 1 erfiillt sind.

Beispiel. Es sei f(zr) =« — cosz. Dann ist f'(x) =14 sinz, f’(z) =cosz,
o) = —1, f(—;i) = % Fir0<z< % ist f/(z) > 0, () > 0, und die oben ge-
nannten Voraussetzungen sind erfiillt. Wenn wir mit einem beliebigen Startwert ao
mit 0 <y < % beginnen, konvergiert die durch (5) definierte Folge gegen eine
Naullstelle von f, d. b. gegen eine Losung der Gleichung cos z = 2. Es empfiehlt sich
natiirlich — etwa mit Hilfe einer Logarithmentafel — einen méglichst genauen
Néherungswert als Startwert durch Probieren zu ermitteln.

Auf Einzelheiten in der numerischen Auswertung des Verfahrens soll hier nicht

eingegangen werden. Dies geschieht im Rahmen des Lehrgangs Numerische Mathe-
matik. Wir bebandeln nur noch kurz das sogenannte modifizierte Newtonverfahren.

/

Abb. 3.29
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rechnung der Niherungswerte, nimmt aber dafiir den Nachteil einer langsameren
Konvergenz in Kauf. Hierbei wird nicht fir jeden Néherungswert die Kurven-
tangente konstruiert. Entsprechend Abb. 3.29 ermitteln wir die Schnittpunkte der
2-Achse mit den zur Tangente im ersten Niherungswert a, parallelen Geraden durch
die zu den Niéherungswerten @, gehérenden Kurvenpunkte. Setzen wir

Es ermdglicht eine Abschwichung der Vor: und eine einfachere Be-

I (al)
=a, — € N), 7
Gt i = 0 =G0 (m€N) ]
80 ist entsprechend unserer geometrischen Deutung
f(as) =1(@).
Qpiy — Gy

Satz 2. Es sei f eine in einem offenen Intervall I differenzierbare Funktion mit
(@) = O fiir ein a, € I. Dann gibt es positive reelle Zahlen o, g mit

I“ M@ |<g<t (o—al <o) ®)
f (@)
Ist
lfaw) < &t — 9) If @), : ®

80 besitzt f genau eine Nullstelle a mit |a — ag| < «, und zwar ist a der Grenzwert der
durch (7) definierten Folge.

Beweis. Es sei

1@
pla) =2 t'(ao) ’
Dann ist
O ,'(‘T”)) <S¢ (e—alSw),
(1

und g ist kontrahierend. Wegen (9) ist
lp(@) — @0 = lp(@) — (@)l + lp(ao) — adl
f(@o)

f'(@o)

und ¢ bildet das Intervall (@, — «, @y + «] in sich ab. Hieraus folgen die Behaup-
tungen.

=qlz—al + Sgqxto(l—g) =0,




P

3.5.3. Implizit definierte Funktionen

In vielen Anwendungen der Analysis sind Funktionen y = f(¥) nicht explizit definiert,
sondern durch Bedingungen der Form F(z, y) = ¢ charakterisiert, wobei F eine in
einem Gebiet G des Raumes R2 definierte reellwertige Funktion ist. Wir untersuchen
die Frage, welche Vor hinreichend dafiir sind, da die Gleichung
F(z, y) = c fiir vorgegebenes = nn.ch y aufgelost werden kann, so da8 y in Abhingig-

keit von , also als Funktion y = f(x) von einer Variablen z erscheint. Dies wird im
allgemeinen nicht in expliziter Form gelingen. So ist es z. B. sinnlos zu versuchen, die
Gleichung

a¥sin (vy) +e*¥ —In(z +y) =0

explizit nach y ,,aufzulosen‘. Mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes werden wir
aber eine zum modifizierten Newtonverfahren analoge Methode entwickeln, die eine
Berechnung der Funktionswerte der ,,aufgeldsten* Gleichung y = f(z) mit jeder
gewiinschten G igkeit ermdglicht. Zuniichst miissen wir voraussetzen, da8 wir
iiberhaupt einen Punkt (a, ) mit F(a, b) = ¢ finden kénnen. Ferner werden sich
die Differenzierbarkeit der Funktion F und die Bedingung 0,F(a, b) 5= 0 als be-
deutungsvoll erweisen. SchlieBlich mii wir den Definitionsbereich der Funktion
F auf eine Umgebung des Punktes (a, b) einschrinken, damit es zu vorgegebenem
z nicht mehrere Losungen y der Gleichung F(z, y) = ¢ gibt.

Satz 1. Es sei F eine in einem Gebiet G des Raumes R, stetig differenzierbare reell-
wertige Funkiion. Gilt

Fa,b) =¢, 0,F(a,b)+0, (1)
80 gibt es positive reelle Zahlen , B derart, dafl die Gleichung
F(z,y)=c @)
fiir vorgegebenes x mit |x — a| < & gemau eine Lisung y = f(x) mit |y —b| < f
besitzt, und die so definierte Funktion f ist stetig differenzierbar.
Beweis. Wir setzen

Flz,y) —c
8,F(a, b)

Es ist ®(z, y) = y genau dann, wenn F(z, y) = c ist, womit ein erster Zusammenhang unseres
Problems mit dem Fixpunktsatz aufgedeckt ist. Ist

Py =y — (z,9) €G). @)

Ryi={y):le—alSahly—b<h) @
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ein in @ enthalts Rechtecksbereich, so gibt es nach dem Mittelwertsatz stets ein % mit
(%,7) € Byp und

F(z,y,) — Fiz, 95
94F(a, b)

=0 (1 35es)

Wegen der Stetigkeit von 9,F kénnen wir «, § und eine positive reelle Zahl ¢ so wiihlen, da8

I | BF@y)
2@, b)

ist. Hieraus folgt offensichtlich

%F(@,y) +0 (@ 9) ¢ Ryp), (6)

[P, 1) — P(=, ya)l S ¢ 191 — 9al (=, 91), (2, 93) € Bop)- M
Weiterhin ist

P(z, y) — b] < |P(z, y) — P(z, b)| + |P(z, b) — b
F(z,b) —c

2F(a, b)

Wegen der Stetigkeit von F kénnen wir « so klein withlen, da8

|F(z, b) — F(a, b)| < B(1 — 9) |8,F(a,b)|  (jz —a]) <) ®)
ist. Dann ist

|P(z,9) — bl < g + B(1 —g) < B.

Wihlen wir eine feste Zahl = mit |z — a| < x und setzen g(y) := D(z, y), so gilt |p(y) — b| < &
sowie

D2, ) — P@, Y2) = ¥ — Y2 —

Sg<1 (@) eRy) )

=qly—b +

lp@) — @(s) = ¢ Iy, — %l

fiir |y — b, |y1—-b| |ys — b| < &, und @ erfiillt die Vi des Fi . Es gibt
daher genau eine — von der zuniichst fest gewiihlten Zahl = nbhanglge "reelle Zahl f(z) mit
¢(f(2)) = =, B(=, {(2)) = =, d. h. mit

F(z, f()) = F(a,b)  (lz — o = o, |f(@) — b < B). (]
Setzen wir

M=, ) = fy) - TSl e, (10
so gilt

f@) =lmfy(z) (z—al<0a). (1
Die a-priori-Abschiit: lautet in Fall, wenn wir (8) beriicksichtigen,

'l _ ¢ |F@b—c
@) — fa(@) = T—¢ |1h(®) — fo(2)] = T—e| aF@o

If@) — h@ =Bg* (z—al=a). (12)
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Hieraus entnehmen wir, daB die Folge (f,) im Intervall {z: |z — a| < o} gleichmiBig konvergent
und die Grenzfunktion f in diesem Intervall stetig ist.

Bisher haben wir beim Beweis nur die Existenz und Stetigkeit von d,F vorausgesetzt. Es
existiere nun auch 2, F, und 2, F sei in @ stetig. Dann ist F in @ stetig differenzierbar. Fir |z — al,
|12, — a| S & ist

F(ay @) — Flz, fi@) = c —c =0,

und nach dem Mittelwertsatz 3.3.4. (4) gibt es einen auf der Verbindungsstrecke von (z, f(2)),
(24, /(z,) liogenden Punkt, (¢, 7) mit

(2 — 2) 8 F (&, 1) + (fzy) — 1) &,F (5, m) = 0,

@) —fz) _ _ aFkm)
@ —2 o,F(& )’

wobei wir (6) beachtet haben. Fiir z, — z gilt § — z, und wegen der Stetigkeit von f folgt weiter-
hin f(2,) - f(z), n — f(2). Somit ist &

@) — — AE@ @) -
Fe == e f)” e

und unser Satz ist vollstiindig bewiesen.
Beispiel. Es sei @, b > 0 und

_'/’

o
F(f”,.'/)=;+F (@, y€R)

und ¢ = 1. Wegen

3uF (@ yo) = 2 42

sind die Voraussetzungen von Satz 1 (mit o, ¥, statt a, b) fiir alle 2,, yo mit yo > 0
und

e Yo® -

o T =t
erfiillt (Abb. 3.11). Die Gleichung F(z,y) = 1 kann in einer Umgebung von (%, %o)
eindeutig nach y aufgelost werden, und nach (13) ist

yo _OF@my Bz
= 9 Fx,y)  ady

Dieses Ergebnis kénnen wir im vorliegenden Fall direkt nachpriifen.
Die Auflésung der Gleichung F(z, y) = 1 ergibt, wenn y > 0 ist,

y=%ya’—x’ (2| = a),
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und fiir [z| < a ist

, b -z bz
Y =—-—-=——’—
@ Ya? — 22 oty

Ersetzt man in den Voraussetzungen von Satz 1 die Forderung d,F(a, b) = 0
durch 8,F(a, b) = 0, so kann die Gleichung F(z, y) = ¢ in analoger Weise in einem
hinreichend lkleinen Rechtecksbereich eindeutig nach xz aufgeldst werden. Die Be-
dingung ,,0,F(a,b) -0 oder ,F(a,b) 4 0 ist &quivalent mit der Bedingung
»grad F(a, b) = (0, 0)“. Durch jeden Punkt (a, b), in dem der Gradient von F nicht
verschwindet, geht somit genau eine glatte Kurve C derart, da8 in einer hinreichend
kleinen Umgebung von (g, b) die Aussagen (z, y) € C und F(z, y) = F(a, b) iiquivalent

S/

sind. Man nennt die Menge aller Punkte (x, y) mit F(z,y) = ¢ die Niveaulinie der
Funktion (oder des ,,Skalarfeldes”’) F' mit dem ,,Niveau* ¢ = F(a, b). In Abb. 3.30

2
sind einige Niveaulinien der Funktion z = _a:_n +
a

Abb. 3.30

2
% eingezeichnet. Der (im Raum

R; liegende) Graph der Funktion z = F(z, y) ergibt sich, indem man in jedem Punkt
einer Niveaulinie das zugehérige Niveau in Richtung der z-Achse abtrigt. Auf Grund

dieser geometrischen Deutung heiBen die Niveaulinien auch Hihenlinien der ,,Fliche
z2=F(z,y)“
Die Betrachtungen dieses Abschnitts konnen sinngemi8 auf Funktionen von mehre-

ren Variablen iibertragen werden. Wir formulieren hier nur das Ergebnis fiir den Fall

einer in G S R; stetig differenzierbaren reellwertigen Funktion u = F(z,y,2)

von drei Variablen. Ist F(a, b, c) =d, 3,F(a,b,c) + 0, so gibt es positive Zahlen

«, B, y derart, daB fiir alle #, y mit |z — a| < &, |y — b| < # genau eine reelle Zahl

z = f(z,y) mit |z — ¢| <y und F(z, y, z) = d existiert. Die so definierte Funktion f

ist stetig differenzierbar, und es ist

0\F(x, y, {(z, y)

0:F(z, 9, f(z, y))
9, F| .

Oufiz, y) = — 2F @y, e, y)

aaF(z; ¥ f(=, Z‘/)) ’

O f(x, y)=-



3.56. A d des Banachschen Fixpunkteatzes 1056

Analoge Aussagen gelten, wenn 8,F(a, b, c) & 0 bzw. 8,F(a, b, ¢) &= 0 ist. Durch
jeden Punkt (a, b, ¢) € G mit grad F(a, b, ¢) == (0, 0, 0) geht daher genau eine glatte
Fliiche F derart, daB die Aussagen (z, y, z) € F und F(z, y, z) = F(a, b, c) équivalent
sind. Sie heiBt die zum Niveau F(a, b, ¢) gehorende Niveaufliche.

Die Beweise all dieser Aussagen sind ganz analog wie oben zu fiihren.

Ist t(t) = (:c(t), y(t), z(t)) (¢ € I) eine glatte Kurve, die ganz in der Niveaufliche
mit der Gleichung F(z, y, 2z) = ¢ liegt, so gilt F(r(t)) =c (t € I). Hieraus und aus
3.2.3. (8) folgt

0= ﬂd@ = grad F(x(¢)) - £¢).

Als Tangentenvektor einer in der Niveaufliche verlaufenden Kurve liegt i(f) in der
Tangentialebene dieser Fliche. Der Gradient steht daher stets auf der Niveaufliche
(genauer auf ihrer Tangentialebene) senkrecht.

3.5.4. Aufgaben

1. Man berechne i’i mit Hilfe des Beispiels in 3.5.1. auf vier Stellen hinter dem Komma.

2. Man zeichne die Niveaulinien der Funktion F(z,y) = -%’- - —ii fir c=1 und ¢ =2 und
zeige, daB der Gradient in den zu # = 5 und z = 8 gehérenden Punkten auf den Niveaulinien
senkrecht steht.

3. Man zeige, daB die Bedingungen (5) und (8) fir die Funktion F(z,y) =y —dy — 2z — 2
(vgl. 1.3.5. (8)) mit a = —5, b =1, « = 0,005, = 0,01, ¢ = 0,5 erfiillt sind, und berechne
die ersten Niherungswerte fiir die durch F(z, y) = F(a, b) implizit definierte Funktion y = f(z)
an der Stelle z = —5,005.
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41.  Riemannscher Inhalt und Riemannsches Integral

41.1. Das Inhaltproblem

Eine klassische Problemstellung der Mathematik behandelt die Frage, in welcher
Weise man gewissen Punktmengen M der Ebene, z. B. Dreiecken, Rechtecken,
Kreisen usw., eine reelle Zahl u(M) als Inhalt zuordnen kann. Von anschaulichen
Vorstellungen ausgehend, wird man hierbei fordern, daB gewisse Bedingungen
erfiillt sind. Die folgenden Forderungen sind recht naheliegend.

1. Die Summe der Inhalte zweier durchschnittsfremder Mengen ist gleich dem
Inhalt ihrer Vereinigungsmenge (endliche Additivitét). )

II. Kongruente Mengen haben den’gleichen Inhalt.

III. Das Einheitsquadrat hat den Inhalt 1.

Man kann zeigen, daB es moglich ist, jeder beschrinkten Menge der Ebene eine
reelle Zahl als Inhalt zuzuordnen, so daB diese Eigenschaften erfiillt sind.!) Die
Losung ist aber auBerordentlich kompliziert. Wir werden uns daher damit begniigen,
ein méglichst umfassendes System von Teilmengen M der Ebene anzugeben, denen
ein Inhalt (M) mit den geforderten Eigenschaften zugeordnet werden kann. Die
im folgenden Abschnitt ausgefiihrte Komstruktion geht suf die Mathematiker
RiemMANN, JORDAN und PEANO zuriick.?)

Wir skizzieren den Aufbau und formulieren die spiiter benutzten Ergebnisse, so
daB Abschnitt 4.1.2., in dem die Beweise ausgefiihrt werden, auch ohne Gefahr fiir
das weitere Versténdnis iibergangen werden kann.

Wir konstruieren im Raum R, mit dem Halbierungsverfahren eine Folge von
Systemen 0, (» = 0, 1,2, ...), die aus Quadraten bestehen. Zum System £, gehoren

1) Dag analoge Problem fiir den Raum ist dagegen nicht 16sbar.

%) Eine umfassendere, von HENRI-L#ox LEBESGUE (1875—1941) angegebene Losung, die fir
die mod Mathematik von grundl der Bedeutung ist, knnen wir in dieser Einfithrung
nicht behandeln. Man leiche hierzu die historischen Anmerkungen am Schlu8 von 4.1.3.
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alle Quadrate Q der Seitenliinge 1, deren Eckpunkte ganzzahlige Koordinaten haben.
Halbieren wir alle Kanten eines Quadrates Q. aus £, so entstehen aus ihm 22 Qua-

drate mit der Kanbenlange —, deren Eckpunktskoordinaten in der Form = (m ganz) .
dargestellt werden konnen. Entsprechend besteht £, aus allen Qua,dmten Q der
Kantenlinge 21,;, deren Eckpunktkoordinaten dyadische Zahlen n-ter Ordnung sind,
d. h., die in der Form % mit ganzzahligem m dargestellt werden konnen (Abb. 4.1).

N

iy"‘ aeq,

Abb. 4.1

Als elementargeometrischen Inhalt e, eines Quadrats @ aus £, bezeichnen wir die
Zahl

1\2
a=(z) @con (1)
Es sei M eine beschrinkte Teilmenge des Raumes R,. Fiir jede natiirliche Zahl n
bestimmen wir die (stets endliche) Anzahl i,(M) bzw. a,(M) aller Quadrate @ aus
£, die ganz in M enthalten sind bzw. wenigstens einen Punkt mit M gemein haben
(Abb. 4.2). Multiplizieren wir diese Anzahl mit dem elementargeometrischen Inhalt
e, der Quadrate Q aus £, so erhalten wir Naherungszahlen u,(M) bzw. g&,(M) fiir
den zu definierenden Inhalt. Die Zahlenfolgen mit den Gliedern u,(M) bzw. &,(M)
sind monoton wachsend bzw. fallend und (wegen u,(M) < fi,(M)) beschrinkt. Sie
besitzen dsher Grenzwerte u(M) baw. g(M), die als innerer bzw. duferer Inhalt der
beschriinkten Menge M bezeichnet werden. Die Menge M heiBt quadrierbar'), wenn
diese Grenzwerte iibereinstimmen. In diesem Fall setzen wir u(M) := g(M) = u(M)
und nennen diese Zahl den Riemannschen oder Peano-Jordanschen Inhalt der Menge
M. Tst u(M) = 0, so heiBt M eine Menge vom Inhalt 0. Stets ist x(2) = 0.

1) Diese Bezeichnung erinnert an das beriihmte Problem der Quadratur des Kreises.
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N
) )
M
AW
} Abb. 4.2
/ /
/J

n(M)=0, (M) =30

Aus unserer Inhaltsdefinition werden wir die folgenden Sitze herleiten.

Satz 1. Eine Punktmenge ist quadrierbar genau dann, wenn sie beschrinkt ist und
wenn ihre Begrenzungspunkte eine Menge vom Inhalt 0 bilden.

So hat zum Beispiel die Peripherie eines Kreises den Flicheninhalt 0. Dasselbe
gilt fiir alle in der Elementargeometrie behandelten Figuren, d. h., alle diese Figuren
sind quadrierbar.

Satz 2. Sind die Mengen M, N quadrierbar, so sind auch ihre Differenzmenge und
thf Durchschnitt quadrierbar.

Satz 3. Sind die Mengen M, N quadrierbar und durchschnitisfremd, so ist ihre
Vereinigung quadrierbar, und es gilt

B(M v N) = p(M) + u(d).

Satz 4. Ist die Menge M* kongruent zur quadrierbaren Menge M, so ist auch M*
quadrierbar, und es ist p(M*) = p(M).

Sind M, N beliebige quadrierbare Mengen, so folgt aus Satz 3 wegen M u N
=M u (N \ M) stets

WM v N) = p(M) + p(N\ M).
Aus (M n N) u (N \\ M) = N folgt andererseits
w0 N) + (N \ M) = u(N),

und Addition der letzten Gleichungen ergibt die fiir beliebige quadrierbare Mengen
M, N giiltige Formel

#(M v N) + p(M 0 N) = p(M) + p(N). (2)
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Sie ist anschaulich einleuchtend, denn der Durchschnitt der Mengen M, N wird
auf beiden Seiten doppelt gemessen. Eine unmittelbare Folgerung von (2) ist die
Verallgemeinerung

(M0 N)=0= u(M uN)=puM)+ p{N) @

von Satz 3.
Aus M S N folgt u(N) = u(M) + p(N \ M). Daher gilt das Monotoniegesetz

M S N = (M) < p(d).
Fiir den Inhalt eines Rechtecks
R=(xyrasa<brc<y=d

wird sich bei unserer Konstruktion entsprechend unseren elementargeometrischen
Kenntnissen das Produkt seiner Kantenlingen ergeben, d. h. u(R) = (b — a) (d — ¢).
Diese Formel bleibt auch fiir « = b oder ¢ = d giiltig, d. h., der Flicheninhalt einer
(achsenparallelen) Strecke bzw. eines Punktes ist gleich Null.

Bei unserer Definition des Inhalts sind wir von einer speziellen Folge von Systemen
£, ausgegangen. Die Aussage von Satz 4 ist gleichbedeutend damit, da8 unsere In-
haltsdefinition bei Parallelverschiebungen, Drehungen und Spiegelungen dieses Netzes
zu den gleichen quadrierbaren Mengen und zum gleichen InhaltsmaB fithrt. Geht
die Punktmenge M* aus einer quadrierbaren Punktmenge M durch zentrische
Streckung mit dem (positiven) Faktor ¢ hervor, d. h., ist

M* = {t(z,y): (x, y) € M}, (C)
80 ist auch M* quadrierbar, und es ist
w(M*) = Cu(M). (5)

Alle hier skizzierten Aussagen kénnen miihelos auf den Raum R; bzw. R, oder ganz
allgemein auf den Raum R, iibertragen werden. An Stelle des Einheitsquadrates
tritt hierbei der p-dimensionale Einheitswiirfel {(2y,...,2,):0<#; <1((=1,...,p)},
und die Mengensysteme £, bestehen aus allen p-dimensionalen Wiirfeln @ der Kanten-
linge 2-", deren Eckpunktskoordinaten dyadische Zahlen n-ter Ordnung sind. Der
elementargeometrische Inhalt e, eines solchen Wiirfels ist die p-te Potenz seiner
Kantenlinge, d. h., es ist
1
ok (6)

e, = ¢, =

Fiir den Inhalt eines Rechtecksbereichs

R={@, @) =x; b (i =1,...,p)}
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mit a; < b; oder allgemeiner @; < ; (¢ =1, ..., p) werden wir die aus der Elementar-
geometrie bekannte Formel

H#(R) = (by — @) -+ (b — ap) U]
gewinnen. Allgemeiner wird sich fiir den Zylinderbereich
M =@y, 005 Tpr1) : (@15 0003 Zp) E M A G S Tpyy =?) ®)

des Raumes Ry, mit der quadrierbaren ,,Grundfliche* M (M — Ry) und der Hohe
b — a die zu erwartende Formel
i HPVMP) = (b — a) u® (M) 9

ergeben, wobei der obere Index von u darauf hindeutet, daB es sich um Inhalts-
messungen in verschiedenen Riumen (R,+; bzw. Ry) handelt.
Die Sitze 1 bis 4 bleiben bei der Ubertragung auf den p-dimensionalen Fall un-

verindert giiltig.
Ist M quadrierbar, ¢ > 0 und
M* = (@1, .eer Zp): (21, -+ ) € M}, (10)
8o ist '
u(M*) =tu(M). - (11)

4.1.2. Riemannscher Inhalt

Entsprechend den einfithrenden Erléuterungen in 4.1.1. bezeichnen wir mit £, oder genauer
0, die Menge aller Wiirfel des R, mit der Seitenlange 2-", deren Eckpunktkoordinaten dyadische
Zahlen n-ter Ordnung sind. Ferner sei e, oder genauer e,) durch 4.1.1. (6) definiert, so daB stets

e =27 epu (1)

gilt. Fiir jede beschriinkte Menge M des Raumes R, sei i,(M) bzw. a,(M) wie in 4.1.1. definiert,
und es sei

EalM) = in(M) &y, fin(M) = an(H) €y @)
Da bei einer Halbierung der Kantenlinge jeder Wiirfel in 27 Teilwiirfel zerlegt wird und bei den
i bzw. dub Wiirfeln hoch weitere hinzuk bzw. einige entfallen kénnen,
gelten die Ungleichungen

205y (M) < igyr(M) S Gy (M) < 2P0, (H). 3
Aus. (1) folgt, wenn wir (3) mit e,,, multiplizieren,

EnlM) S pua(M) S fpia(M) < Fn(H)- O]

Die Zahlenfolgen mit den Gliedem Hn(M) bzw. fi,(M) sind daher konvergent.
Dies rechtfertigt die folgende
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Deflmtlon Unter dem inneren bzw. duferen Inhalt einer beschriinkten Punktmenge M
des R, hen wir die Zahl

p(M) = (M) :=”l;’-:°l_‘n(M )

bzw.
B = EP(H) = lim ().
#—>00
Die Menge heiBt guadrierbar, wenn pu(M) = ji(M) ist, und die Zahl
w(M) = PN M) := p(M) = F(M)
heiBt in diesem Fall der (Riemannsche) Inhalt der Menge M.

Da wegen (4) stets 0= pu(M) < ji(M) gilt, ist jede Menge M, deren suBerer Inhalt 0 ist, quadrier-
bar. Thr Inhalt ist 0, und insbesondere gilt u(@) = 0. Wir beweisen einen Hilfssatz.

Satz 1. Fiir alle beschrinkten Mengen M, N gilt

M S N = p() < p(¥) ARH) < JD), ®
MaN =0 pM) + p®) < p(MuN), ©)
A(M u N) < g(M) + a(N), (7
AM) < p(M) + p(fM), (8)
wobes BM die Menge der Begrenzungsp von M bedeut

Beweis. Aus M C N folgt stets
in(M) S ip(N),  an(M) < an(N).

Dabher gilt (5). Sind M, N durchschnittsfremd, so folgt aus @ € 0, und @ S M.stets @ n N = 9.
Dabher ist 1,(M) + i,(N) < t,(M u N), und es gilt (6). Fiir beliebige beschrinkte Mengen M, N
ist a,(M v N) < a,(M) + a,,(N), woraus (7) folgt. Ist schlieBlich Q € D, und @n M =+ O, so

enthnlt Q der einen B punkt von M oder @ liegt im Innern von M, denn auf det
Verbind trecke eines i und eines §uBeren Punktes von M liegt stets ein Begrenzungs-
punkt von M.Y) Daher ist

(M) < a,(BH) + in(3),

und (8) ist bewiesen.

Als Folgerung aus (5) und (7) ergibt sich, daB jede Teilmenge einer Menge vom Inhalt 0 bzw.
die Vereinigung von zwei Mengen vom Inhalt 0 wieder den Inhalt O besitzt.

Satz 2. Jeder Rechiecksbereich des R,, ist quadrierbar, und sein Inhalt ist gleich dem Produkt seiner
Kantenlingen.

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall p = 1. Es seien a, b dyadische Zahlen n-ter Ordnung
mit a < b und I = [[a,b], I’ = Ja, b[[. Dann ist i,(I) = 2"(b — a) = a,(I"), folglich

D) =b — a = E(I)

1) Man beweist dies mit Hilfe des Halbierungsverfahrens.
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und allgemeiner

palD =b—a=[ll)  (keN).
Somit ist

p)=b—a=pal),

falls a, b dyadische Zahlen sind. Sind a, b beliebige reelle Zahlen mit a < b, so gibt es fiir alle
natiirlichen Zahlen » mit 2-* < b — a dyadische Zahlen n-ter Ordnung a,, b, mit

a,—zi_<u§a.<b.sb<b.+2i.. 9)
Dann ist

[a.,b.]g[a,b];)a,—z%,b.+2%[. (10)
und aus dem bereits Bewiesenen folgt

b — 0y < w2, 8] S A0 DD = (b,. 5 —1—) - (u. - 2i) )

Fiir n - oo gilt a, — a, b, — b, und folglich ist [, b] quadrierbar, u([a,b]) = b — a. Damit
ist der Satz im Fall p = 1be wiesen.

Der Beweis fiir p > 1 verliuft ganz anedog. Man zeigt zuerst, daB der innere Inhalt eines abge-
schlossenen bzw. der duBere Inhalt eines offenen Rechtecksbereichs, desgen Eekp\mkbe dyadische
Zahlen sind, gleich dem Produkt der Knnten.langen xat Man hnt dazu nur die in (10), (11) n.uf-
tretenden Intervalle durch die analog g g bzw. off
bereiche zu ersetzen. Damit ist Satz 2 bewiesen.

Aus ihm folgt, daB die Menge der Randpunkte eines Rechtecksbereichs den Inhalt 0 besitzt,
ds man jede einzelne der 2p Randflichen in einen Rechtecksbereich beliebig kleiner Hohe ein-
schliefen kann.

In Verschirfung von (8) gilt

Satz 3. Fiir alle beschrinkien Mengen M ist -

BM) = FM) — p(M). (12)

Beweis. Es sei R, die Vereinigungsmenge aller Q aus £, deren Inneres keinen Begrenzungs-
punkt von M enthilt. Dann liegen alle Punkte von M n R, auf den Riindern von endlich vielen
Wiirfeln, und es ist (R, n M) = 0. Ferner sei 8, die Vereinigungsmenge aller @ aus £, deren
Inneres mind einen Beg; punkt von M enthilt. Fiir diese Wiirfel @ giltQn M + 9,
aber nicht Q S M. Daher ist

4(Sp) + i(H) S ay(M),
Fin(8y) S fn(M) — po(H).
Da jeder Punkt des Raumes in R, oder 8, enthalten ist, gilt
BM S (Ryn BM) u (8, 0 fH),
und wegen (7) folgt
A(BM) < A(Ry 0 BH) + [(Sy 0 BH)
= By n M) < [(8y) = Fa(M) — pa(H)-
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Der Grenziibergang n — oo ergibt Z(BM) < a(M) — p(M), und zusammen mit (8) erhalten wir
die Behauptung. B

Eine unmittelbare Folgerung ist Satz 1 aus 4.1.1.

Zum Beweis von 4.1.1., Satz 2, zeigen wir zuerst, daB stets S(M \N) S M u BN ist. Es sei
x ¢ fM v BN. Liegt u:nAuBeren von M oder im Tnnern von N, so liegt @ im AuBeren von
M\ N, Liegt aber & gleichzeitig im Innern von M und im AuBern von N, so liegt & im Innern von
MN\N. In beiden Féllen gilt @ ¢ S(M\ N). Da weitere Fille nicht auftreten konnen, gilt"
B(MN\N) S M upN. Sind M, N quadrierbar, so besitzt M u SN und damit (M \N) den
Inhalt 0, und M\ N ist quadrierbar. Wegen M n N = M\ (M \ V) ist auch M n N quadrier-
bar. Damit ist 4.1.1., Satz 2, bewiesen.

Sind M, N quadrierbar und durchschnittsfremd, so folgt aus (6), (7) die Abschiitzung

B(M) + p(N) = p(M v N) < (M v N) < p(M) + p(N),
womit auch 4.1,1., Satz 3, bewiesen ist.

Zum Beweis der Inhaltsformel 4.1.1. (9) fir Zylinderbereiche M, sei M, * bzw. M, die Ver-
elmgungsmengeallerQauuﬁn(ﬂ)mxthM + @ bzw. Q c M Dannlst(M,, ab S Mp S (M*)2L.
Da (M,),’ und (M,*) Vereini von R hen sind, die kqme inneren
Punkte gemein haben, folgt aus Satz 2, da.B

AP((M,)) = (b — a) sP(H,),  pP((M,*)0) = (b — a) pP(M,%)
ist. Daher gilt
(b — a) uPUM,) < pPIHY) < FPD(MY) < (b — a) uP(M,¥),
und der Grenzubergmg n—> 00 Tiefert .die Beha.uptu.ng 4.1.1. (9). Eine analoge Formel gilt fiir

Zylinderb Koordi
Wir betrachten eine lineare Abbildung

?
z* =b21cu.1:,, + ¢ (E=1,...,p). (13)

Sie ordnet jedem Punkt & = (zy, ..., %,) des Raumes R, einen Bildpunkt &* = (z,*, . r,,')
dieses Raumes und damit jeder Texlmenge M von R, eine Bildmenge M* zu. Mit C bezewhnen wir
die Determinante der T'ransfor i (cq) und bewei

Satz 4. Jede quadrierbare Menge M gehi bei der Abbildung (13) in eine quadrierbare Menge M*
iiber, und es ist

B(M¥) = [C) u(M). (14)
Beweis. Wir setzen zuerst voraus, da8 fiir alle Q aus ., (» ¢ N) die Behauptung
u(@*) = C| u(@Q) (15)

bereits bewiesen sei. Die Bildmenge M* einer jeden beschrankten Menge M ist wieder beschrinkt.
Nehmen wir an, es sei u(M*) < |C| u(M). Nach Definition des inneren Inhalts gibt es dann ein n
mit - -

(M%) < (0] (M) < |C] p(2).
Die Zahl g, (M) ist der Inhalt einer Vereinigungsmenge R, von Wiirfeln Q ¢ O, (siche Abb. 4.2,
S. 108), und wegen (15) ist u(R,*) = |C| - u(R,). Aus B, S M folgt R,* S M*, uind wir gelangen
zum Widerspruch

1C] #(Ry) = p(Bp*) < p(M*) < [C] pa(M) = |C] p(By).
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Somit ist stets u(M*) = |C| u(M). In analoger Weise fithren wir die Annahme (M*) > |C| (M)
zum Widerspruch und erhalten zusammenfassend

0] p(M) < p(M*) < g(M*) < |C| G(M).
Mit M ist daher auch M* quadrierbar, und es gilt (14).

Es bleibt somit (15) zu beweisen, was wir zuniichst fiir spezielle Abbildungstypen durchfiithren.
Fiir jede Translation
r=z+¢ (=1,..,p) (16)

ist (cy) die Einheitsmatrix, und wegen C = 1 und Satz 2 ist (15) erfillt.
Als niichstes betrachten wir im Spezialfall p = 2 die Scherung
=z, yr=tty
in Richtung der y-Achse. Das Rechteck
R={z9):0=c=aA0=y=<}

geht hierbei in das Parallelogramm
B* = {(z*, y*): 0<2*<a A0S y* —ta* < b}
={z,y):0=z=aAlz=y=ix+ b}

e—
b
o “ Abb. 4.3
a
iiber (Abb. 4.3). Die aus der El trie bek Inhaltsgleichheit von R und R*

konnte an dieser Stelle ohne groBen Aufwand bewiesen werden, doch wird sie sich in 4.1.4. (Satz 7)
zwanglos ergeben. Wegen der bereits bewiesenen Invarianz des Inhalts bei Translationen gilt
daher u(Q*) = u(Q) fir alle @ aus ,,. Da diese Gleichung auch fiir die Spiegelung

=y, Y=z

an der Geraden mit der Gleichung y = 2 erfiillt ist, gilt 4(@*) = (@) auch fiir eine Scherung in
Richtung der z-Achse. Allgemeiner gilt die Gleick w(@*) = u(Q) wegen der Inhaltsformel fiir
Zylinderbereiche auch im Fall p = 2 fiir die Scherungen

x, +te, fir t=r (r =+ 8),
z* =
x; fir $7.

(a7
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Die Transf i trix einer solchen Scherung ist eine sogenannte Additionsmatriz, und zwar
ist ¢,, = ¢, withrend alle El te der Hauptdi len gleich 1 und die restlichen gleich 0 sind.

Die De i einer Additi trix ist 1, so daB wiederum (15) erfillt ist.
Als letzten Spezialfall betrachten wir die Abbild
st =dg (=10, (18)

bei der die i-te Seitenlinge eines jeden Wiirfels Q aus 9, mit |d;| multipliziert wird, so daB
u@*) = Id1 - d| u(Q) lBh Smd alle d; von 0 verschieden, so handelt es sich um eine Mapstabs-
dnderung in den Ack mit ller Richt kehr. Die De i der
Transformationsmatrix von (18) ist [dy -+ dp|, und (15) gilt auch fiir diese Abbildung. Nach einem
Satz der linearen Algebra kann jede quadratische Matrix (c;;) mit der Determinante C als Produkt
von Additionsmatrizen und einer Diagonalmatrix, deren Determinante wiederum C ist, da.r-
gestellt werden.) Die Abbl.ldu.ng (13) kann daher (in geeigneter Reihenfolge) durch Nachei
ausfithrung einer Translation, einer MaBstabsinderung in den Achsenrichtungen und von Sche-
rungen erzeugt werden. Bei jedem Teilschritt gilt (15), wobei fiir Translationen und Scherungen
C = 1 zu setzen ist. Damit ist Satz 4 bewiesen.

Jede Kongruenztransformation liBt sich in der Form (13) mit orthogonaler Transf
matrix d llen. Die De inante einer orthogonalen Matrix ist stets gleich + 1, und mit Satz'4
ist auch 4.1.1., Satz 4, bewiesen. Fiir die Abbildung z;* = #; (i = 1, ..., p) ist |C| = ¢?, und aus
(14) folgt 4.1.1. (11).

41.3. Riemannsches Integral

Die klassische Problemstellung der Integralrechnung besteht darin, fiir eine in einem
Intervall I = [[a,b] beschrinkte Funktion f mit f(x) = 0 fiir 2 < < b den Inhalt
der sog iten Ordinat g

={@®y):a=2ZbA0=y = f(z)) (6]

(der ,,Fliche unter der Kurve y = f(z)) zu berechnen (Abb. 4.4). Zur Losung dieses
Problems betrachten wir etwas allgememer eine beliebige beschrinkte Funktion aus

Abb. 44

1) Vgl. BREamER-BELKNER, Einfilhrung in die analytische Geometrie und lineare Algebra.
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R in R. Fiir jede Teilmenge M ihres Definitionsbereiches setzen wir
(M) := inf {{(z): = € M}, 2
F(M) := sup {f(z): x € M} @

(Abb. 4.5). Der Definitionsbereich von f enthalte das Intervall I = [a,b]. Ein
Mengensystem B = (I, Iy, ..., I;} von abgeschlossenen Intervallen heiBle eine
Zerlegung des Intervalls I, wénn I die Vereinigung der Intervalle I, ..., Iy ist und

(] £ (M)

Abb. 4.5

' M
wenn I; und I, fiir § = j hchstens Randpunkte gemein haben. Eine solche Zerlegung
8 ist offensichtlich durch & + 1 Punkte o, 2y, ..., % mit
a=ry < < <m=D>

bestimmt, wobei I; = [@;-, ;] zu setzen ist. Die Linge des Intervalls I ist gleich
der Summe der Intervallingen von I}, d. h., es ist

k k
b =b—a=3 (@ — z2) = 3 )
2

j=1
Die maximale Intervallinge d(3), d. h., die Zahl
d(8) = max (u(I):j =1,..., k)

heiBt der Durchmesser der Zerlegung 3.
Fiir jede Zerleg-ung 8 bestimmen wir eine Untersumme durch

ZI(I wdj) =Z' i) (% — @j=1) @)

und eine Obersumme durch

k
8(f, 8) = ZI(I,) wly) = § — %ja). (6)

Dann ist

8¢, 8)—8( 8) = 2()‘1,—/ @) uI;) 2 0. ©6)
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Ist f nichtnegativ, so besitzen Unter- und Obersumme eine einfache geometrische
Bedeutung (Abb 4.6). Die Summanden der Untersumme bzw. Obersumme sind die
Fliicheninhalte von Rechtecken, die keine inneren Punkte gemein haben. Die Summe

Abb. 4.6

a-x, X X X3 X [
dieser Inhalte, also die Unter- bzw. Obersumme, ist der Flicheninhalt einer Punkt-
menge, die der Ordinatenmenge I/ ein- bzw. umbeschrieben ist. Hieraus folgt

8(f, 8) < pl) S BU) = 8(, 8) (@) 20 fir z€l). ™

Die weiteren Betrachtungen sind zunéichst von der Inhaltslehre unabhiingig. Daher
ist die Voraussetzung f(2) = 0 nicht erforderlich. Wegen f(I;) = () und f(I;) < f(I)
fiirj=1,..., kist

k
8(f, 8) = =Z' (I),M(I;)ZII)Z'/‘I: ) = {I) ¢ — a).
Fiir die Ober gilt die entgegengesetzte Abschitzung. Daher ist stets

®—a) f() = 8(f 8) =8(/,3) < (b — a) (D). ®)

Eine Zerlegung 8’ heiBt eine Verfeinerung der Zerlegung 8, wenn jedes Intervall
der Zerlegung 8’ in einem Intervall der Zerlegung 3 enthalten ist.

Satz 1. Bei einer Verfeinerung einer Zerlegung wird die zugehdrige’ Untersumme
héchstens grofer, die zugehirige Obersumme hichstens kleiner.

Beweis. Es geniigt, den Fall zu betrachten, daB nur ein Intervall I* aus der
Zerlegung 3 in die Teilintervalle I', I'’ zerlegt wird (Abb. 4.7). Wegen (8) ist

a(l*) f(I*) = 8(f, (', I)).-

Da alle anderen Summanden in den Zerlegungssummen unveréindert bleiben, wird
die Untersumme héchstens gréBer. Analog verliduft der Beweis fiir Obersummen.

Es seien 3’, 8" zwei beliebige Zerlegungen des Intervalls [a, b]. Dann ist I' n I"
fiir I' € 8, I'" € 3" ein abgeschlossenes Intervall, eine Einermenge oder die leere
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e

LaNpa) , Y g
I I Abb. 4.7
f I »

Menge. Die Menge aller Intervalle I’ n I’ bildet wiederum eine Zerlegung 8 von
(a, b], die Uberlagerung der Zerlegungen ', 8" (Abb. 4.8). Die Uberlagerung 8 von
8, 8" ist eine Verfeinerung von 3’ und von 3". Daher ist stets

8¢, 8') < 8, 8) = 8(f, 8) < 8(, 3",

d. h., eine beliebige Ob (Unt: me) ist eine obere (untere) Schranke fiir
eine beliebige Untersumme (Obersumme). Wir kénnen hiernach die folgende Defi-
nition aussprechen. i

kL + t —+ —
#— ; ;

g — PR f——t— Abb.48

Definition 1. Es sei f eine auf [(a,b] definierte und beschrinkte Funktion.
Dann heiBt die kleinste obere Schranke aller Untersummen das untere (Darbouxsche)
Integral, in Zeichen J(f; a,b), und die groBte untere Schranke aller Obersummen
das obere (Darbouxsche) Integral, in Zeichen J (f; @, b), von f in [, b].

Nach dieser Definition ist

J(f;a,b) = sgp S(f, 8), 9
J(f;a,b) = igf 8¢, 8), (10)

wobei 8 die Menge aller Zerlegungen des Intervalls [a,b] durchliuft. Wegen (8),
(9), (10) ist stets
8(t, 8) < J(f; a,b) < I (f; 4, b) < B(f, B). (11)

Es gibt beschrinkte Funktionen, fiir die J(f; a, b) < J(f; @, b) ist.
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Beispiel 1. Esseia =0, b =1 und
1 fiir x rational,
f@) = o
0 fiir « irrational.

Fiir jedes Teilintervall I von [0, 1] gilt f(I) =0, FI) = 1. Setzen wir diese Werte
fiir eine Zerlegung 3 in (4) bzw. () ein, so erhalten wir S(f, 8) = 0 und

- k
8(t, 8) =’§l' wly) = p0,1]) =1.

Somit ist J(f; 0,1) = 0, J(f;0,1) = 1.

Die Klasse der Funktionen, fiir die das untere mit dem oberen Darbouxschen’
Integral iibereinstimmt, erhilt einen besonderen Namen.

Definition 2. Eine Funktion f heiBt (im Riemannschen Sinn) iiber das Intervall
[a, b) integrierbar, wenn sie im Intervall [(a, 5] definiert und beschrinkt ist und
wenn ihr oberes und ihr unteres (Darbouxsches) Integral iibereinstimmen. Die Zahl
J(f; a, b) mit

J(f;a,b) =d(f; a,b) = J(f; a,b)

heiBt dann das (Riemannsche) Integral oder auch das bestimmie (Riemannsche)
Integral der Funktion f iiber das Intervall [(a, b].

Neben dieser auf RIEMANN zuriickgehenden Definition') haben zahlreiche andere
Mathematiker den Begriff des Integrals eingefiihrt. Die meisten dieser Definitjonen
sind zwar etwas komplizierter als die hier gegebene, haben aber den Vorteil, da8 die
Klasse der integrierbaren Funktionen umfassender ist. Fiir uns erweist sich die
Riemannsche Definition als ausreichend, zumal wir zeigen kénnen, daB alle in einem
Intervall [(a, b] stetigen Funktionen iiber dieses Intervall integrierbar sind.

Neben der Bezeichnung J(f; a, b) werden wir, wie in der mathematischen Literatur
fast durchweg iiblich, die auf LrrsNiz zuriickgehende Bezeich

) S

b
[ f@) de:=J(f; a,b) (12)

verwenden. Sie entstand aus der Darstellung
,r :

S(f, 8) = 3 {(I;) Az,

=1
fiir Untersummen (oder analog fiir Obersummen), und zwar ist das Summenzeichen
in das Zeichen f , ein langgezogenes §, und die Differenzen Az; = #; — ;4 sind in
das ,,Differential* dz iibergegangen.

1) RieMANN hat allerdings den weiter unten behandelten Weg fiber die sogenannten Zwischen-
summen gewahlt.
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Das Zeichen [ findet sich im Druck in den Acta Eruditorum 1686, war von LEIBNIZ aber in
Manuskripten schon seit 1675 verwendet: worden.

In (12) ist = als gebundene Variable zu betrachten, die durch andere Variable ersetzt
werden kann. So ist z. B.

b b b
[ 1@ dz = [ fz) de = [ f&) de.
a a a
Die Zahl a bzw. b heiBt die untere bzw. obere Grenze des Integrals, und beide Zahlen

heiBen Integrationsgrenzen. Die Funktion f heiBt der Integrand.

Aus (7) ersehen wir, da die Ordinatenmenge I/ fiir jede im Riemannschen Sinne
iiber das Intervall I =([a,b] integrierbare nichtnegative Funktion f quadrierbar
ist und daB ihr Integral gerade den Flicheninhalt angibt. Unter der genannten
Voraussetzung gilt also

b
wld) = [f@de  (f@ =0 fir a<z<b). o

Wir beweisen das Ri he Integrabilititskriterium.

Satz 2. Die Funktion f ist iiber das Intervall [[a, b)) integrierbar genau dann, wenn
es zu jedem & > O eine Zerlegung 8 mit S(f, 3) — S(f, 8) < e gibt.

Beweis. Wegen (11) ist die Bedingung hinreichend fiir die Integrierbarkeit. Sei
umgekehrt f integrierbar. Zu vorgegebeném & > 0 gibt es nach Definition 1 eine Zer-
legung 3’ und eine Zerlegung 8’ mit

Jiab) - S48 < B8 —JI(Giah <.
Fiir die Uberlagerung 8 von 8’ und 3" gilt
8¢, 8)— 8, 8) <8, 8" — 8. 8) < 3 +5 =,

und Satz 2 ist bewiesen.

Unser niichstes Ziel ist der Beweis der Integrierbarkeit einiger wichtiger Klassen
von Funktionen und die Bereitstellung von Methoden fiir die numerische Berechnung
ihrer Integrale. Zuniichst fiihren wir den Begriff der Zwischensumme S(f, 3, &)
ein. Ist 8 = (I, ..., I}} eine Zerlegung, so bezeichnen wir mit £ eine auf der Menge
B definierte Auswahlfunktion, die jedem Intervall I; aus § ein Element &; dieses
Intervalls zuordnet, und setzen

k k
8(f, 8, ¢) :=‘21' 1&5) wy) = _Z;f(fi) (@ — 1) (14)
i= i=
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(Abb. 4.9). Wegen f(I;) < f(£;) < f(I;) ist stets
8(f, 8) = 8(+, 8,8 = 8, B). (15)

Die angeniherte Berechnung von Integralen werden wir mit Hilfe von Zerlegungs-
folgen durchfiihren. Wir nennen eine Folge von Zerlegungen 8™ eine ausgezeichnete
Zerlegungsfolge, wenn die Folge ihrer Durchmesser d(3™) eine Nullfolge ist. Dies ist
z. B. fiir die durch

8("): a= xn(") < zl(l‘) & nn L z,,(") =b

mit
) jb—a -
MW =a+j G=0,1,...,m)
B
i
1
1
1
|
|
! i
|
! |
i | Abb. 4.9
l'a-xol X %5 X3 X | b=Xs
& 2 -3 &

definierte Zerlegungsfolge der Fall. Wir bezeichnen die so definierte Zerlegungsfolge
(8®) als die dgquidistante Zerlegungsfolge, weil die Linge aller Intervalle aus der

Zerlegung 3™ gleich 2 jst.
n

Eine Folge von Zwischensummen 8(f, 8™, &™) nennen wir eine ausgezeicknete
Folge von Zwischensummen, wenn die Folge der Durchmesser d(8™) eine Nullfolge
ist.

Satz 3. Jede auf dem Intervall [a, b)) monotone Funktion f ist iiber das Intervall
(a, b) sntegrierbar, und jede ausgezeichnete Folge von Zwischensummen konvergiert
gegen das Integral der Funktion iber das Intervall [a, b].

Beweis. Sei f monoton wachsend. Wegen (6) gilt stets
= ko k
8(,8) - 8¢, 8) <d(3) X (FiIy) — 1) = “8) 3 (fep) — Ha)s

5(, 8) — 8(, 8) < d(8) (®) — f(@). (16)
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Fiir jede ausgezeichnete Zerlegungsfolge ist daher

lim ((f, 8*) — 8(f, 8") =0, amn
und aus (11), (15) folgt, wenn wir die zu 3™ gehorenden Auswahlfunktionen &®
beliebig wiihlen,

Jim 5, 3®) = lim §(7, 8) = lim 8(f, 3, &) = f f(@) da. (18)

Beisplel 2. Wir berechnen das Integral der monotonen Funktion f(z) = « iiber
ein Intervall [(a, b] mit Hilfe der dquidistanten Zerlegungsfolge, wobei wir als Zwi-
schenpunkte die rechten Endpunkte der Intervalle wihlen. Die Zwischensumme ist
dann gleich der Obersumme, und zwar ist

b—a b—a\y .
o R

8¢, g = =2 (
%o j=1
_(b_a)a+(b—a)n(n+l) ® a)(a+b—a n+1),

2 n
tm 8, 3 = — o) (a-+ 25) - L= AL,

b

b2 g2
dx = 4
ety

L]
Wie dieses Beispiel zeigt, kann schon die Integration sehr einfacher Funktionen mit
Hilfe von Zwischensummen recht miihsam sein.
Satz 4. Jede auf einem beschrinkien abgeschlossenen Intervall stetige Funktion ist
diber dieses Intervall integrierbar.
Beweis. Es sei f auf dem Intervall [, b] stetig. Nach 2.4.3. ist f auf diesem Inter-
vall gleichmiiBig stetig. Zu vorgegebenem ¢ > 0 bestimmen wir ein 8 > 0 mit

[f') — f")

fiir |2’ — 2’| < 8. Wiihlen wir eine Zerlegung 3 = {I,, ..., I;} von [a, b], deren Durch-
messer kleiner als 4 ist, so gilt f(I;)) — f(I;) < ; (7' =1,..., k) und folglich

8, 8)— 8(, 8 2(/(11)—11,)) (I;)

<b—2n(1) —(b—a)—e,

und die Behauptung folgt aus dem Riemannschen Integrabilitatskriterium.



4.1. Riemannscher Inhalt und Riemannsches Integral 123

Unter der stiirkeren Vc g der stetigen Differenzierbarkeit kann der
Beweis der Integrierbarkeit ohne den tiefliegenden Satz von der gleichmiiBigen Stetig-
keit mit den in der Schulmathematik bereitstehenden Hilfsmitteln gefiihrt werden.

Satz 5. Jede auf einem abgeschlossenen Intervall stetig differenzierbare Funktion ist
iiber dieses Intervall integrierbar, und jede ausgezeichnete Folge von Zwischensummen
konvergiert gegen das Integral der Funktion iber das Intervall.

Beweis. Die Funktion f sei im Intervall [a, b] stetig differenzierbar. In jedem ab-
geschlossenen Teilintervall I von [a,b] gibt es Punkte 2, 2’ mit f(z') = o,
f") = f(I). Ist K das Maximum von |f'(z)| fiir & < # < b, so folgt aus dem Mittel-
wertsatz

) — (=@ -2 <Kl —o"| < Ku(D).

Wegen (6) ist
k k
8(f, 8) — §(f, 8) < 3 (Bull) ul) = Kd(8) -3 wLy),
i =
5(f, 8) — S8(f, 8) < Kd(8) (b — a). (19)

Fiir jede ausgezeichnete Zerlegungsfolge gelten daher wiederum die Relationen (17),
(18), und Satz b ist bewiesen.

Mit Hilfe der Sitze 3 und 5 sowie einiger noch zu beweisender Eigenschaften des
bestimmten Integrals (vgl. 4.1.4.) sind wir prinzipiell in der Lage, fast alle in der
Schulmathematik auftretenden Integrale numerisch zu berechnen, wobei wir wegen
(16), (19) durch Wahl einer Zerlegung mit hinreichend kleinem Durchmesser jede
vorgeschriebene Genauigkeit erreichen kénnen. Mit dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung werden wir allerdings Methoden entwickeln, die in vielen Fllen
eine wesentlich einfachere Berechnung gestatten.

Mit Ausnahme der Sétze 3 und 5 konnen alle Begriffe und Sitze nahezu unverindert
auf den mehrdimensionalen Fall iibertragen werden. An die Stelle des Intervalls
[(a, b] tritt eine beliebige quadrierbare Menge M des Raumes R,, und f ist eine auf
M definierte beschrinkte reellwertige Funktion. An Stelle der Intervalle I; der
Zerlegung 3 treten paarweise punktfremde quadrierbare Teilmengen M; von M mit
M = M, u--+ u M. In den Unter- bzw. Obersummen

k

S(f, B) = 2 (M;) p(M),

||[\4,r T

8(f, B) = 3 F(M;) u(3;)

liefern Summanden mit x(M;) = 0 keinen Beitrag, so daB wir solche Summanden
auch weglassen oder mehrfach aufzihlen kénnen. Es spielt daher keine Rolle, ob
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wir die Begrenzungspunkte der quadrierbaren Mengen M, die ja Mengen vom Inhalt
0 bilden, beriicksichtigen oder auch mehrfach auftreten lassen. Es geniigt zn for-
dern, daB die Mengen M; keine inneren Punkte gemein haben. Die Uberlagerung 3
zweier Zerlegungen 3', 8 besteht aus allen nichtleeren Mengen M’ n M"' mit
M e 8, M" ¢ 3", wobei Mepgen mit u(M' n M") =0 auch weggelassen werden
konnen.

Die Definition der Integrierbarkeit und des Integrals, das Riemannsche Inte-
grabilititskriterium sowie der Satz iiber die Integrierbarkeit von Funktionen, die
auf einer beschrinkten abgeschlossenen Punktmenge stetig sind, bleiben unveréindert.
Das Integral einer beschrinkten Funktion iiber eine Menge vom Inhalt 0 ist stets 0.
Bezeichnungen fiir das Integral sind

I(f, M) = [ fi@) dae = | f(ay, ..., %) (@, oo, Tp).
M M

Im Fall p = 2 bzw. p = 3 nennt man dies auch ein ebenes Integral bzw. ein Raum-
integral.

Abb. 4.10.

Ist stets f(x) =0 (& = (z, ..., #,)), 80 stellen die Summanden der Unter- bzw.
Obersumme Inhalte von Zylindern des Raumes R+, dar, deren Vereinigungsmenge der
Ordinatenmenge

M = (@, ..., By Tpt1) : (@15 000y Tp) € M AQ = iy < f(24, 000, Bp)) (20)

ein- bzw: umbeschrieben ist (Abb. 4.10). Hieraus folgt in Verallgemeinerung von (13)
die Inhaltsformel

wM) = [fe)de (f@)20 fir =cH). @1)
M
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Im Fall p = 1 ist der in diesem Anhang definierte Integralbegriff etwas allgemeiner,
als wir ihn im Hauptteil ehtwickelt haben. Wihrend wir anfinglich nur abgeschlos-
sene Intervalle (@, b] betrachtet haben, sind jetzt fiir den Integrationsbereich be-
liebige quadrierbare Mengen M des Raumes R, zugelassen, und dies sind nicht
notwendig abgeschlossene Intervalle. Im Interesse der einfacheren Darstellung
wollen wir aber im Fall p = 1 weiterhin nur abgeschlossene Intervalle betrachten
und nur in 4.1.8. eine kleine Verallgemeinerung vornehmen.

Die Berect und Vi von ebenen Flachenstiicken, Oberflachen und Volumina ist
ein Bediirfnis jeder menschlichen Gesellschaftsform. Man denke dabei etwa an die Vermessung
von Feldern, es muBte der Inhalt und die Oberfliche von Dammbauten festgestellt werden,
ebenso Inhalte von Handelswaren und vieles andere mehr. Das Problem der Inhaltsbestimmung
hatte so von jeher praktische wirtschaftliche Bed So sind auch aus einer Reihe der be-
kannten ltesten Kulturen (Agypten, Babylon, China) golche digen Rechnungen bekannt.
Auch eine der #ltesten griechischen Arbeiten zur Mathematik, die Us h des Hrrro-
KBATES von Chios (460—370 v. u. Z.) zur Quadratur der sog! ten Kreismondchen, ist einem
solchen Problem, allerdings schon recht th ischer Art, gewid Ob diese Quadratur auf den
g Kreis verallgemeinert werden kann, blieb eine offene Frage. Wahrscheinlich dachte man
zuerst daran, die atomistische Methode des DEMOKEIT (460—370 v. u. Z.), die sich bei einfachen
Kubaturen bewihrt hatte, den. Spiiter verschiebt sich die Wahl der Methoden bei
Quadraturen dshingehend, daB man obere und untere Schranken fiir den g h Inhalt be-
stimmt und dann versucht, durch (inkorrekte) Verfahren zur Grenze iiberzugehen.

Abb. 4.11
C

Mit der Schaffung einer neuen geometrischen GréBenlehre durch Eupoxos von Knipos
(4087 —365? v. u. Z.) wurde ein Hilfsmittel gefunden, infinitesimale Betrachtungen streng durch-
zufithren, indem man die ittelten Ergebnisse durch eine doppelte indirekte Methode bewies.
Allerdings besaB die griechische Mathematik keine Mittel, neue Ergebnisse auf Gebieten, die
heute der Infinitesimalrechnung zugeordnet werden, algorithmisch zu finden. Von den griechisch-
hellenistischen Mathematik: ver dete b ders ARcEHIMEDES auf geniale Weise die geo-
metrische GréBenlehre zur Lésung von Problemen, die in moderner Ausdrucksweise die Integra-
tion g ionaler Funkti verl Als Beispiel soll sein-Beweis fiir die mittels mecha-
nischer Hilfsiiberlegungen gefundene Fliiche des Parabelsegmentes angefiihrt werden (Abb. 4. 11).

Dem Segment iiber AC wird das Dreieck ABC einbeschrieben: H halbiert AC, HB ist parallel
zur Achse der Parabel. Durch AB und BC werden wieder Parabelsegmente abgeschni auf sie
wird das Verfahren wieder angewendet, man erhilt die Dreiecke ADB und BEC. Aus den Eigen-
schaften der Parabel folgt, daB A ABC viermal so groB ist wie die Summe dieser beiden Dreiecke.
Nach dem néchsten Schnitt erhiilt man vier Dreiecke, deren Summe ein Viertel der Flichen-
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inhalte der beiden vorigen ht, usw. A der Satz wire-falsch, dann miiBte der

Fliicheninhalt des Seg; twed gréBer oder kleiner als— des Flicheninhaltes X von Drei-

eck ABC sein. Sei zunichst Segment > — 3 Dreleck v g Bei dem Verfahren der einzu-
-

beschreibenden Dreiecke ,,wird es moglich sein, ... so weit for hreiten, daB die S der
iibriggebliebenen Restsegmente kleiner ist als die Dxﬁerenz, um die das Segment die Fliche K
iibertrifft. Daraus wiirde folgen, daB das eingeschriebene Vieleck* (d.i. eine Partialsumme
A + B+ + E),,groBer ist als die Fliche K. Dies ist aber u.nm&glich Denn da gewisse Flichen

vorhanden sind, die eine geometrische Reihe mit dem Quotlenten— bilden** (d.le obige Konstruk-

tion) ,,..., 8o ist klar, daB die Summe aller dieser Flichen klemar ist als—- von der groBten.

Beides zusammen ergibt einen Wldeﬂpl'\lch (Nach: H. WussiNe ,,Mmthemmk in der Antike*,
Leipzig 1962 8. 134)

Diese 8 hellenistischer Math k sind weit fiber tausend Jahre nicht iiber-
troffen worden. Vielfach waren sie nicht bekannt bzw. wurden nicht verstanden. Die Neubegeg-
nung mit dem antiken Wissen in der Renaissance bringt auch neue Ergebnisse auf dem Gebiet
der heutigen Inhaltslehre und Integmlrechnung, so die Vi he zur Kreisquadratur des
NroLAUS VON CUES (1401—1464). Es beginnt 1 neues I fiir g trisch-infini-
tamma.le Betrachtungen zu erwachen. Frawgors VIieTa fuhrt Kremquadmtumn unter Ver-
infacher Grenziiberging: dnr?.h und steht kurz vor der Integralformel (in heutiger
Schreibweise)

=g
[sintde=1.
0

In der Folgezeit geli vielen Math S infache Ouad und Vol bk
mungen, meist mit, hanischen Hilfsbetrach So besti Luca VALERIO (1552—1608)
den Inhalt der Kugelschicht, des Drehellipsoids “und des emsuhnhgen Hyperbolonds GArLEO
GALLET, aus physikalischen Griinden stark an infini iert, veran-
ln.Bte seinen Schiiler BONAVENTU‘RA CAVALIERT (15987 164'7) zu dessen ,,Geomem indivisibili-

..** (1635), die eine Z: g der b auf i imalem Gebiet

darstellt und in der sich sinngemiB die Integralformel f

Seite niherte sich JomANNES KepLER (1571—1630) Problemen der heutigen Iuha.ltalehre und

I.nhgnlmnhnung, mdemerduruh- ichere) Grenziibergiinge die Inhalte komplizi
per L (s»Doliometrie** 1615) und meist zu niherungsweise richtigen
Ergebmnaen kam.

Das Frithbarock bringt insg hen jedoch nur eine Reihe von wichtigen Einzelergeb-
nissen. Wie in der Geschichte der Diffi ialrechnung 1 die heidenden neuen
Ideen erst durch die Ve he einer algebraischen F' lisierung der Mathematik (DESCARTES,
Fermar) und dureh Arbeiten, die geometnsche Inﬁmteslmulbetmoht‘mgsn beinhalten (Hu’!mms,
PasoAL, BARROW u. a.), wobei mi bt wird. Die Entwi
der Integralrechnung war in d.\sser Panode gstens mit der der Diff ialrechnung verkniipft.
Eine von der Diff bhiingige Begriindung der Integmlrechnung ist das Ver-

dienst von BERNEARD RIEMANK. Einen w-mhhgen Ausgangspunkt hierfiir bildete eine Arbeit
von JEAN BarrisTE Joserr DE Fourmer (1768—1830) ,,Théorie analytique de la ohnleur“ (1807
!822) Hierin hatte Fourmzs d:eT‘ stell ,,wnll.k' licher* Funkti durch tri

Reihen eingefiihrt. Die h den Diskussi beeinfluBten lich den
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Funktionsbegriff und den Grenzwertbegriff. Fiir die Frage, wann eine ,,beliebige” Funktion
durch eine trigonometrische Reihe darstellbar ist, hatten AvcusTIN Louis CAUCEY im Jahre 1826
und PETER GusTav LEsEUNE Drricaner 1829 Teillssungen gegeben. In seiner Habilitations-
schrift ,,Uber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trig ische Reihe'‘ von 1854
(verdffentlicht 1887) von BERNHARD RIEMANN werden die Dirichletschen Bedi fiir die
Entwickelbarkeit einer Funktion in eine Fourierreihe betrachtet. Eine dieser Bedingungen
forderte, daB die Funktion ,,integrabel* sein muB (und nicht unendlich viele Maxima und Minima,
hat). RIEMANN untersuchte diese Bedingungen und definierte den Begriff des bestimmten Inte-
grals und den Umfang seiner Giiltigkeit neu, indem er festsetzt: ,,Es wird alsdann der Werth der
Summe

8 =d,f(a + £,8) + 8uf(@; + £83) + - + 8f(Zn_1 + )

von der Wahl der Intervalle und der GréBen & abhiingen. Hat sie nun die Eigenschaft, wie auch:
6 und & gewiihlt werden méogen, sich einer festen Grenze 4 unendlich zu nihern, sobald simmt-
b

liche é unendlich klein werden, so heiBt dieser Werth f f(z) dz.**
e

Damit S, wenn simtliche § gegen Null gehen, konvergiert, ,,ist auBer der Endlichkeitr der
Function f(z) noch erforderlich, daB die G tgroBe der Intervalle, in welchen die Schwan-
kungen > o sind, was auch o sei, durch geeignete Wahl von & beliebjg klein gemacht werden
kann“. Das so eingefiihrte ,,Riemannsche Integral wurde zum festen Bestandteil der sich in
der 2. Hiilfte des 19. Jahrhunderts auBerordentlich schnell entwickelnden Theorie der Funktionen
reeller Variabler (KARL WEIERSTRASS, PAUL DU Bors-REymonD (1831 —1889), HERMANN HANKEL,
Urisse Dint (1845—1918)) und war ebenso wie die Mengenlehre letztlich durch die Fourierreihen.

angeregt worden.

Der Begnff des beetlmmten Rlemannschen Integrals ist historisch #lter als der mit ihm eng
ver Begriff des R hen (oder P Jordanschen) Inhalts. Die Mathematik trat
der Frage nach dem MaB ,,beliebiger* beschriinkter Punk erst um 1880 niher. Erste:

Versuche in diese Richtung machten OTTO STOLZ (1842—1905), Axrr, HARNACK (1851—1888)
und besonders GEORG CANTOR (1845—1918) in den Jahren 1884—1885. Ihre MaBbestimmungen,.
die im wesentlichen mit dem von uns eingefiihrten &uB Inhalt iibereinsti hbten dar-
unter, daB nur ausgesagt werden konnte, daB das MaB der Vereinigung zweier disjunkter Mengen.
nicht groBer ist als die Summe der MaBe der beiden Mengen (vgl 412, (7)). Um diese Schwierig-
keit zu vermeiden, fiihrten GrusEppe PEano (1858—1932) in ,,Applicazioni geometrische del
caleolo infinitesimale* von 1887 und im gleichen Jahr CAMILLE JORDAN im ,,Cours d’Analyse*
neben dem Cantorschen Inhalt das,,innere‘ MaB einer beschriinkten Punktmenge ein und nannten
Mangen meBbar odat quad.nerbnr wenn Cantorsches und inneres Ma8 zusammenfielen. Die Ver-
i von zwei disjunkten quadrierbaren Mengen 4, B hatte nun als Ma8 wirklich die Summe:
der MaBe von 4 und B. In der weiteren Entwicklung erwies sich die Klasse der Mengen, denen
auf diese Art eine MaBzahl zugeordnet werden konnte, als zu eng. Weitere wesentliche Fort-
schritte errelchtz 1898 EMILE BoREL (1871—1956) in seinen ,,Legons sur la théorie des fonctions*.

Seine Ei (Borelsche Mengen, Borelsches MaB) stellten die Verbindung her zwischen gleich-
wertigen Arbeicen von Reng-Louts BAIRe (1874 —1932) zur Funktionen- und MaBtheorie (Baire-
sche Mengen, B: hes MaB), bild den A kt einer Reihe von Untersuch

zur Klassifikation der Punkbmengen und bereiteten die Arbeman von HENRI LRBESGUE (1875 bis
1941) vor. 1900 stellte LEBESGUE seine Arbeit, die erst 1902 unter dem Titel ,,Intégmle, longueur,

aire* verdffentlicht wurde, fertig. In ihr ist die MaBtheorie von Punktn zu einem g
AbschluB (Lebesguesches MaB) gebmcht Sie entha.lt &ueh seine Integratlonstheone, die eine
1], inerung der Ri 1it. Andere Veral inerungen

gehen “suf die Mathematiker THOMAS Jm StiELTIES (1856—1894), WiLLiam HENRY Youne
(1863 —1942) und andere zuriick.
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41.4. Eigenschaften Riemannscher Integrale

In den folgenden Sitzen stellen wir einige wichtige Eigenschaften Riemannscher
Integrale zusammen.

Satz 1. Ist K, eine untere und K, eine obere Schranke einer iiber das Intervall [(a, b]
sntegrierbaren Funktion f, so ist

b
Eyb —a) < [ f(z) dz < Ky(b — a). ey

Beweis. Die Behauptung folgt aus 4.1.3. (8). Eine unmittelbare Folgerung ist die
Formel
b

fede=0c(b —a) @)

fiir die Integration einer konstanten Funktion mit dem Funktionswert ¢, da wir
K, = K,"= ¢ in (1) setzen konnen. Im Fall ¢ > 0 haben wir damit die Formel fiir
den Rechtecksinhalt wiedergewonnen.

Das Integral ist beziiglich des Integranden homogen und additiv, d. h., es gilt

Satz 2. Fiir alle iiber das Intervall [(a, b)) integrierbaren Funktionen f, g und fiir alle
reellen Zahlen s, t ist

b b '
[ (s(=) + tg()) dw = 5 [ f(z) d= + ¢ [ g(a) da. @)
Beweis. Setzen wir h(z): = sf(z) + tg(x), so ist stets
sf(Ij) + tg(dy) < (I < R(I;) < s (L)) + t5(I}),
woraus B B B
s8(f, B) + t8(g, B) = S(b, B) < 8(h, B) < 88(}, B) + t8(g, B)

und damit die Behauptung folgt.

Satz 3. s sei a < ¢ < b. Die Funktion } ist iiber das Intervall [(a, b] genau dann
integrierbar, wenn | iiber die beiden Teilintervalle [(a, ¢], [(c, b)) integrierbar ist, und es
gilt dann

b c b
[f@) dz = [ f@ dz + [ f(z) do @
L] a 3

(Abb. 4.12).
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Beweis. Es sei I =[(a,b], I' =(a,c), I" = [¢, b]. Jede Vereinigung 3 von
Zerlegungen 3’, 8" der Intervalle I, I' ist eine Zerlegung von I, und es ist stets

8¢, 8" + 8(f, 8") =8(t, B) = d(f; a,b),
also auch
I(f;a,0) + J(f;¢,0) S J(f;a,b).

[
7.3 EE——
e ——————

! Abb. 4.12

Andererseits entsteht aus jeder Zerlegung 8 von I ‘durch Uberlagerung mit der
Zerlegung von I, die nur aus den Intervallen I', I"” besteht, eine Zerlegung 3* von I,
die in zwei Zerlegungen 8’, 8’ von I', I'" zerfillt. Daher ist stets

8(f, B) = 8(f, 8% = 8(f, 8") + 8(f. 8") = I (f;a,0) + J(f; 0, ),

also auch
J(f;a,b0) = J(f;a,0) + Jd(f;¢, ).
Somit ist
J(f;a,8) =J(f;a,0) + d(f; ¢, b). (6)

Eine analoge Gleichung gilt fiir die oberen Integrale, und folglich ist
J(f;a,0) — (8,0 = [T (f; a, ) — I (f 8, 0)] + [T (f; ¢, 8) — I (fs e, B)].

Die drei in eckigen Klammern stehenden Terme sind nichtnegativ. Die linke Seite
verschwindet genau dann, wenn die beiden rechts stehenden Summanden verschwin-
den. Damit ist die erste Behauptung des Satzes bewiesen. Die Behauptung (4) folgt
nun aus (5).

Fiir eine teilweise allgemeinere Fassung von Satz 3 fiihren wir die folgenden Be-
zeichnungen ein. Setzen wir

a a b
[i@da:=0, [f@)do:=—[f@)d= (@<D), ®)
G b a
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so gilt
Satz 4. Ist die Funktion f iiber ein Intervall I integrierbar und gilt a, b, ¢ € I, 8o tst

b < a
[f@) de + [ @) dz + [ fz) dz =0. M
a b c

Beweis. Die Behauptung folgt aus (6), wenn zwei der Zahlen a, b, ¢ iiberein-
stimmen. Anderenfalls kénnen wir wegen der Symmetrie der Formel (7) in a, b, ¢
voraussetzen, daB ¢ zwischen a und b liegt. Ist a < ¢ < b, so folgt die Behauptung
aus (6) und (4). Der Fall b < ¢ < @ kann durch Umbenennung auf diesen Fall
zuriickgefiihrt werden.

Satz 5. Sind die Funktionen f, g iber das Intervall [a, b)) integrierbar und ist
fl@) < g(2) fiira < x < b, s0 ist

b b
[ @) do < [ gla) de. ®

Sind die Funktionen f,g dariiber hinaus stetig, so gilt das Gleichheitszeichen genau
dann, wenn f(x) = g(z) fira < x < b ist.

Beweis. Nach Satz 2 ist die Funktion » mit k(z) = g(x) — f(x) integrierbar, und
wegen 0 < h(x) und Satz 1 ist

b b b
0= [(9@) — f@)) do = [g(x) dz — [ f(=) dz,

und (8) ist bewiesen.

Sind £, g sogar stetig und gibt es einen Punkt ¢ mit a < ¢ < b und f(c) < g(c),
so gibt es ein Intervall (@', 0] mit e <a' < c¢ =<V <b und f(z) < g(x) fiir
a’ <z < b'. Ist m das Minimum von g(z) — f(z) fiira’ <z < ¥’, so ist m > 0 und

b b
[ g@) — f@) dz = [ (@) — f(@) d= 2 m(p’ — a') >0,

und Satz b ist bewiesen.

Satz 6. Ist die Funktion f iiber das Intervall [(a,b] integrierbar, so ist auch shr
Absolutbetrag, d. h. die Funktion f* mit f*(z) = [f@)| (z € D(})), iber das Intervall
[a, b)) integrierbar, und es ist

b
< [lf@lde  (@=<b). ®

b
[ 1@ da
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Beweis. Fiir alle z,, z, aus einem Intervall I < [(a, b] gilt
F*@) — ) = | @] — {2l | < If(@) — fl)] < FU) — f),
und es folgt
O — O = fd) — ).
Damit gilt stets
8(f*, 8) — 8(* 8) = 8(f, 8) — 8(1, B).
Die Integrierbarkeit von f* folgt nun aus dem Riemannschen Integrabilitétslri-
terium. Die Ungleichung (9) folgt aus (8), indem wir hierin f bzw. g durch 4f bzw. f*
ersetzen.

Wir stellen einige weitere Zusammenhiinge zwischen der Integralrechnung und der
Inhaltslehre her. ’

[y ——

Abb. 4.13

f

| AS——

Satz 7. Ist I = [a,b), und sind f, g iiber das Intervall I integrierbare Funktionen
mit f(z) < g(z) fiir a < x < b, s0 hat die Punkimenge

If = (@y):a Sz S baflz) Sy < g, (10)
d. h. die von den Geraden x = a, x = b und von den Graphen der Funktionen f und g

begrenzte Punkimenge (Abb. 4.13),«den Inhalt
wlp) = f (9@) — f()) d=. (1)
Beweis. Es sei zuniichst f(2), g(z) = 0 fiir ¢ < = < b, Nach 4.1.3. (13) ist
sl = f g@)de, ) = f f(z) dz.

Der Graph der Funktion f, den wir gemiB (10) mit I,/ bezeichnen kénnen, enthilt
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nur Randpunkte von I/ und hat somit den Inhalt 0. Wegen I)# = (I,# \ I/) v I/
und der Quadrierbarkeit der rechten Seite ist daher

wlp) = plf) — pldy),

was mit (11) gleichbedeutend ist.

Ist die Voraussetzung f(z), g(x) = O nicht erfiillt, so verschieben wir die Punkt-
menge I# nach oben, bis sie oberhalb der z-Achse liegt. Da hierbei Flicheninhalte
und die Differenz g(z) — f(x) invariant bleiben, gilt (11) auch in diesem Fall.

3

—

§ f (x.xp) 7
/ X2 Abb.4.14

4 (x4,%2)

t

Die Siitze dieses Abschnittes konnen wie folgt auf den p-dimensionalen Fall
iibertragen werden. An Stelle von (1) tritt die Abschitzung

Ep(M) < [ f@) de < Kp(M) (K, < f@) S K,), (12)
M
und die Formeln (2) bzw. (3) lauten
f cdz = cu(M), (13)
Jorims + wmpimms f fieram-ti fawids. (14)

Der Graph einer integrierbaren Funktion f bildet wegen der Quadrierbarkeit von
M eine Menge vom (p + 1)-dimensionalen Inhalt 0, und in Verallgemeinerung von
(11) erhalten wir im Fall f(@) < g(x) (@ € M) fiir den Normalbereich

M[" = {(Zy, e+ s Tp, Tp1) 1 (&1, o0, Tp) € MA@y ey xp) = Zpt1 = g(y, -"’xp)} (15)
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beziiglich der %,4,-Achse (Abb. 4.14) die Inhaltsformel

wMp) = [ (g(x) — f(ax)) de. (16)
M
Weiterhin gilt
[f@de < [g@)de  (f@) < gl@) fir x€M). (a7
M M

Sind f, g stetig und ist u(M) > 0, so gilt das Gleichheitszeichen genau dann, wenn
f(®) = g(x) fiir alle ¢ € M ist. An die Stelle von (4) tritt die Formel

[ f@)de = [ f@) dw + [ fx)de (M = M, u My, u(My 0 My) =0). (18)
M My M,

SchlieBlich ist:
| / f(m)dw‘ < [ f@) de. (19
M M

Die Beweise dieser Behauptungen kénnen fast unveriindert iilbernommen werden.

Bemerkung. Ist f eine komplexwertige, auf einer quadrierbaren Menge M des
Raumes R, definierte Funktion, deren Real- bzw. Imaginirteil f; bzw. f, iiber M
integrierbar ist, so setzt man

ff(m) de: = [ fi@)da + 3 [ fofar) dec. (20)
M M M

41.5. Mittelwertsitze der Integralrechnung

Wir wenden uns einem Mittelwertsatz zu, den wir zunichst fiir eine nichtnegative
stetige Funktion geometrisch interpretieren (Abb. 4.15). Nach 4.1.3. (13) stellt das
Integral von f iiber das Intervall [, b) den Inhalt der Ordinatenmenge I (vgl.

(%)

Abb. 4.15

m——————
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4.1.3. (1)) dar. Wir betrachten die Schar der Parallelen zur z-Achse, die die y-Achse
in Punkten % mit % > 0 schneiden. Jede solche Parallele bestimmt ein Rechteck
R, mit der Grundlinie b6 — @ und der Hohe 7. Liegt 7 echt zwischen dem Minimum
und dem Maximum der Funktionswerte von f, so sind die Mengen R, \ I/ und
I \ R, nicht leer. Nach unseren haulichen Vorstellungen konnen wir 7 so
withlen, daB diese beiden Differenzmengen gleichen Inhalt haben. Dann sind auch
R, und I inhaltsgleich. Da f stetig ist, schneidet die zu n gehérende Parallele den
Graphen von f in einem Kurvenpunkt, dessen Abszisse wir mit ¢ bezeichnen. Dann
ist 7 = f(£), und das Produkt von f(£) und b — a, der Rechtecksinhalt, ist gleich dem
Flicheninhalt von I/, also gleich dem Integral der Funktion f iiber das Intervall

[a,b].
Unabhiingig von anschaulichen Vorstellungen formulieren und beweisen wir den
Mittelwertsatz der Integralrechnung.

Satz 1. Ist  eine auf dem Intervall (a,b] stetige Funktion, so gibt es ein & mit
a = EZ b)) und

b
[ t@) de = ) 6 — a). m

Beweis. Wir wihlen in 4.1.4., Satz 1, fiir X, bzw. K, das Minimum bzw. das
Maximum von f auf dem Intervall [a, b]. Die Zahl .

b
n=b—1—f[(z)dz . @)
—a

liegt dann wegen 4.1.4. (1) zwischen dem Minimum und dem Maximum von f, und
pach dem Zwischenwertsatz 2.4.2., Satz 3, gibt es ein & mit 7 = f(£). Aus (2) folgt
nun die Behauptung (1).
Wir geben dem Mittelwertsatz noch eine andere Fassung. Ist f auf dem Intervall
(a, b)) stetig und z, 2 + & € [a,b),s0 gibt esein d mit 0 <9 < 1 und
a+A

J1® dt =il + oh).%) @

Fiir A > 0 folgt dies unmittelbar aus (1), und fiir 4 < 0 ist
z+h

ff(c)de = —fi(t)dt = —(=h) f(z + oh),

z+h
womit (3) bewiesen ist.

1) Es kann sogar & < & < b gefordert werden (vgl den Beweis von Satz 3).
2) Die L iable muBte umb t werden, da z anderweitig verbraucht wurde.
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Ebenso wie in der Differentialrechnung gibt es einen verallgemeinerten Mittelwert-
satz der Integralrechnung.

Satz 2. Sind f, g auf dem Intervall [(a, b)) stetige Funktionen und ist g(z) = O (oder
g(x) < 0) fiira <z < b, s0 gibt es ein E mita < & < b und

b b
[ 1) 9(@) dx = &) [ g(a) d. @

Beweis. Es sei K, bzw. K, das Minimum bzw. das Maximum von f(z) fiir
a <z < b. Ist stets g(x) = 0, so ist Kg(z) < f(z) g(z) < Kyg(x), und aus 4.1.4. (8)
folgt

]g b b b

K, [ 9@) dz < [ fz) g(w) dz < K, [ glx) dz.
Ist L a o
b
[o@)dz =0,

8o ist auch das mittlere Integral gleich Null, und (4) gilt fiir alle { mit a < § <.
Anderenfalls setzen wir

R _
[ 1) g(a) dz
ni=2

b
[ 9@ d=

und weégen K, <75 < K, gibt es ein £ mit ¢ < £ < b und f(&) =17, womit (4) be-
wiesen ist.

Ist g(x) = 1 fiira < 2 < b, so geht (4) in (1) iiber.

Um die Mittelwertsiitze auf den p-dimensionalen Fall iibertragen zu konnen,

betrachten wir speziellere Punktmengen. Unter einem Bereick B verstehen wir eine
Punktmenge, die sich aus einem (nichtleeren) beschrinkten Gebiet G und dessen
Begr gspunkten tzt. Dann gilt

Satz 3. Ist f eine auf einem quadrierbaren Bereich B stetige reellwertige Funktion, so
gibt es einen im Inmeren von B liegenden Punkt § mit

| He) dz = f(§) u(B). ®)
B .

Beweis. Es sei

1
=— dz,
c ”(B)Bfl(:l:) T
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und die Funktion f nehme im Punkt &, bzw. &, ihr Minimum bzw. Maximum an. Es ist f(,) 4#(B)
= cpu(B) = f(acy) u(B), f(®,) < ¢ = f(acy). Nehmen wir an, fiir alle inneren Punkte von B, also im
Gebiet G sei stets f(a) > c. Nach 4.1.4. (13), (12) ist

[ fw)dw = [ f@) dw > [ cdow = cu(@) = cu(B),
B G G

was der Definition von ¢ wid icht. Es gibt daher ein &’ mit &’ € @ und f(x’) < c. Ebenso gibt
e ein & mit & ¢ @ und f(:l: ") 2 c. Die Punkbe x/, a:” konnen nach Deﬁ.mtlon des Gebietes
(1.5.5., Deﬁmtwn 3) durch emen ganz in @ verlaufi g verbunden werden. Sind
a,b zwei Eckpunkte dieses Si und setzen wir g(t) := f(a@ + ¢(b — a)) (0 <t=< 1),
so nimmt die nach 2.3.3., Satz 2, stetige Funktion g alle Werte zwuchen g(0) = I(u) und g(1) = f(b)
an. Daher nimmt die Funktlon f auf jeder Teil ke des Str alle Zw te an,
und es muB einen Punkt § auf diesem Streckenzug, also in @, mit j(§) = ¢ geben. Damit ist der
Mittelwertsatz bewiesen.

Es gilt auch der verallgemeinerte Mittelwertsatz:

Satz 4. Sind [, g auf einem quadrierbaren Bereich B stetige Funktionen und ist g(xc) = 0 (oder
g(@) < 0) fiir alle T € B, so gibt es einen im Inneren von B liegenden Punkt § mit

] 1@) g(@) doe = 1(8) [ g(ax) dac. )
B B

Der Beweis verliuft analog zum Beweis von Satz 2.

].n vielen Anwendungen ist die 21 mteg‘nerende Funktion noch von einem Parameter ¢ oder von
tern ¢, ..., t, ab i Da.nn ist das I_ntegra.l falls es existiert, ebenfalls von ¢
bzw. ty, ..., tp bhiingig. In diesem Zi wir den

Satz 5. Es sei f eine in einem Gebiet G des Raumes Ry, , stetige Funktion, und Gy bzw. G, seien
Gebiete des Raumes R, bzw. R, mit (e, t) ¢ G fiir & € G, und t € G,. Ist dann B ein in G, enthaltener
quadrierbarer Bereich, so ist die durch

9(t) = [ f(=, 1) dx ™
B

definierte Funktion g in G, stetig.

Beweis. Fiir jedes £, mit ¢, ¢ G, existiert das in (7) rechts stehende Integral. Zu vorgegebenem
€ > 0 wahlen wir einen Rechtecksbereich R mit R < @, und ¢, ¢ R. Die Menge aller Punkte
(o, t) mit @ ¢ B und ¢ ¢ R ist dann beschrinkt und abgeschlossen. und die Funktion/ ist

auf dieser Menge gleichmiiBig stetig. Es gibt daher eind mit |f(x, ) — f(x, )| < — fir x ¢ B,
IIt — &y| < 6. Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein § mit § € B und (B)

lg(t) — glto)] = l J (i, &) — f(, ) dae | = u(B) If(§, £) — f(, ) < &
B

d. h., die Funktion g ist stetig.
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41.6. Definition des Riemannschen Integrals mit Hilfe von Zwischensummen?)
Wir gehen zuniichst von der urspriinglichen Definition aus und beweisen einen Hilfs-
satz.

Satz 1. Ist f auf dem Intervall (@, b)) beschrinkt, so gibt es fiir alle ¢ > 0 ein 8 > 0
derart, daf aus d(8) < 0 stets

0 < J(f;a,b) — 8(f, B) <e, (1)

0=<3(f, 8)— J(f;a,b) <e @)
folgt.

Beweis. Es geniigt der Beweis von (1), da (2) ganz analog bewiesen wird. Zu

vorgegebenem & > 0 wihlen wir eine Zerlegung 3’ = (I, ..., I’} mit

0 J(fia,0) — 8¢, 8) < 5- )

7

P+ t J

]

o ¢

§ Fo——t b—

g, ottt — i — Abb. 4.16

55

Dies ist auf Grund der Definition 1 in 4.1.3. méglich. Dann bestimmen wir eine
natiirliche Zahl % mit

(Fiy — 1) < 41 v (I={ab)). @)
m

Es sei nun § = {1, ..., I;} eine beliebige Zerlegung mit d(8) < %, und 8* sei die

Uberlagerung von 8 und ' (Abb. 4.16). Wir zerlegen 8 in zwei disjunkte Teil-
mengen 3; und 8,. Die (méglicherweise leere) Menge 3, enthalte alle Intervalle,
die ganz im Innern eines Intervalls aus 3’ liegen und demzufolge auch in der Zer-
legung 8* auftreten. Bilden wir die Differenz von S(f, 3*) und S(f, 8), so heben sich

1) Von diesem Abschnitt wird im folgenden kein Gebrauch gemacht.
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die zu diesen Intervallen gehorenden Summanden heraus. Es sei I; ein Intervall
aus der Menge 3, der Intervalle, die wenigstens einen Randpunkt eines Intervalls
aus 8’ enthalten. Dann gibt es Intervalle I, ..., I;, aus 8*, die eine Zerlegung von
I; bilden. Da Untersummen bei einer Verfeinerung der Zerlegung hichstens groBer

werden, erhalten wir, wenn wir (4) und u(I;) < % beachten,

5 ) i) — 1) i) = 3 (1) — 1) L)

i=1

-

< S (W - j)wiw
= (f(I) — {(D) u(l;)
ek 1 3

n't  am’
Da 3, hochstens 2m Intervalle enthalten kann, erhalten wir durch Summation
iiber alle Intervalle I; aus 3, die Abschitzung

80 8%~ 8¢, 8) <2m- —=—. ®)

im
Aus (3), (5) und S(f, 8*) — S(f, 8") = 0 folgt
0= J(f;a,b) — 81, 8)
=J(f;a,) — 8(f, 8) — (8¢, 3% — 8¢, 8") + 8+, 83*) — 8/, 8)
& 8
<ztg=e

und Satz 1 ist bewiesen.
Eine unmittelbare Folgerung ist
Satz 2. Fiir jede ausgezeichnete Zerlegungsfolge (3™) ist

J(f; a,b) = lim 8(f, 3™), (6)
J(t; @, b) = lim §(f, 3®). ™

Ist die Funktion f iiber das Intervall [(a, b] integrierbar, so gilt

b
[ 1@) dz = lim S(f, 8™) = lim S(f, 3™). ®)

a a—>00 fn—00



4.1. Riemannscher Inhalt und Riemannsches Integral 139

Die Definition des Riemannschen Integrals kann auch auf die Betrachtung von
Zwischensummen gegriindet werden, denn es gilt der

Satz 3. Die Funktion | ist iber das Intervall [(a, b] integrierbar genau dann, wenn
die Folge (S(f, 3™, &™) fiir jede Wahl einer ausgezeichneten Zerlegungsfolge und einer
zugehérigen Folge von Auswahlfunktionen E™ konvergiert.

Beweis. Wegen (8) und 4.1.3. (15) ist die Bedingung notwendig. Existiert um-
gekehrt stets lim S(f, 3™, &™), so existiert auch der Grenzwert einer jeden Misch-

N—>00
folge von zwei solchen Folgen, und daher haben alle diese Folgen den gleichen
Grenzwert J. Sei (3™) eine beliebige Zerlegungsfolge mit d(8™) — 0. Wir bestimmen
Auswshlfunktionen £, E® mit

0.5 8(/, 8%, &) — 8¢, 8%) < -, ®)

0.5 5(f, 8 — 50, 8%, &) < . (10)

Dies ist moglich, denn wir kénnen in jedem der k, zur Zerlegung 8™ gehérenden
Intervalle I,® einen Punkt &® bzw. £® mit

1&®) — fI™) <
nf

i F(L™)— §(E, ™
G—a A 1EM <2

L

®—a)
finden, und fiir die so definierten Auswahlfunktionen gilt (9), (10). Der Grenziiber-
g n—>oo ergibt 0<J —J(f;0,0) <0, 0<J(f;a,b) —J <0, woraus
J = J(f; a, b) und unsere Behauptung folgen.

Alle Betrachtungen dieses Abschnittes konnen wieder sinngeméB auf den mehr-
dimensionalen Fall iibertragen werden. Der Beweis von Satz 1 bedarf allerdings
einiger zusiitzlicher Uberlegungen. Wir gehen hierauf nicht néher ein, da wir von den
Ergebnissen keinen Gebrauch machen werden.

41.7. Integration iiber offene und halboffene Intervalle.
Uneigentliche Integrale

Wir haben im ersten Teil von 4.1.3. den Begriff der Integrierbarkeit nur fiir Funk-
tionen definiert, die auf einem beschrinkten, abgeschlossenen Intervall definiert
sind. Wir verallgemeinern unsere bisherigen Definitionen. Zuerst betrachten wir eine
Funktion f, die etwa auf dem beschrinkten Intervall [, b definiert und iiber jedes
abgeschlossene Teilintervall [, b)) mit @ < b’ < b integrierbar ist. Wir priifen, ob
das Integral J(f; a, b') fiir b’ — b einen eigentlichen oder uneigentlichen Grenzwert
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besitzt. Ist dies der Fall, so setzen wir
b b
[1@) dz:=1im [f@)de (D(f) = (a, ). o
a ¥iba

Ganz analog verfahren wir im Fall eines Intervalls der Form Ja, 5], d. h., wir setzen

f f@) d ;= lim f f@)dz  (D(f) = Ja, b)), @

alad

falls der rechts stehende Grenzwert existiert. Im Fall eines offenen Intervalls Ja, b
withlen wir einen Punkt ¢ mit @ < ¢ < b und setzen

b ¢ b
[1@) dz:= [{@)dz + [f)dz  (D(f) =Jo,b[,@ < <b), @)

falls die beiden rechts stehenden Integrale existieren. Diese Definition ist dann
wegen 4.1.4., Satz 3, unabhingig von der Wahl des Punktes ¢ mit @ < ¢ < b.

Die Definition (1) bzw. (2) iibertragen wir unverindert auf den Fall b = oo bzw.
a = —oco und nennen den jeweiligen Grenzwert, falls er existiert, das uneigentliche
Integral der Funktion f iiber das unbeschrinkte Intervall [@, —[ bzw. J<, b]. Die
Definitionen (1), (2) nehmen dann die Form

o0 b .

J1@) dz:=1im [ @) dz, @
a b—>o @

f f@) do:= lim f f(@) dz ®)

an. Die Definition (3) geht ganz analog in die Form

[ @) do:= [ f(z) dz + [ f(z) dz ®)

iiber.

Die Bezeich uneigentliches Integral“ wird nicht nur dann verwendet,
wenn das Integmtmnsmbervall unbeschriinkt ist, sondern auch wenn die Funktion f
im Intervall [[a, b bzw. Ja, b] bzw. Ja, b[[ unbeschrinkt ist.

Msan kann gewisse Kriterien fiir die Existenz uneigentlicher Integrale angeben,
worauf wir hier nicht niiher eingehen.
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41.8. Aufgaben

1. Man berechne mit Hilfe der Identitit

25ini z,”‘sinﬂ= cosi—- ccsm—(zn )
2nj=; =n 2n 2n

das Integral der Funktion y = sin z iiber das Intervall (0, %)
2. Man berechne das Integral der Funktion f(z) = #? iiber ein Intervall [a, b].
3. Man gebe eine untere und eine obere Schranke des Integrals J mit
a3 i
J= f Yeosz dz
°
an.
4. Man beweise, da8

1
1
ind zxde < —
fﬂm zdz < -
°
ist.
5. Gegeben sei die Funktion

3sinz fir 0=z

A

@) =

Man berechne das Integral von f iiber das Intervall [0, 3].

6. Man beweise, daB eine Funktion, die aus einer iiber das Intervall [[a, b] integrierbaren Funk-
tion f durch Abiénderung der Funktionswerte an endlich vielen Stellen entsteht, iiber dieses
Intervall integrierbar ist.

Anleitung. Man beweise, daB die Funktion
0 fir z=ec,
9:(2) =
1 fir z2=¢
iiber jedes Intervall [[a, b]) integrierbar ist.
7. Gegeben sei die Funktion f(x) = 3z? + 22. Man bestimme eine Zahl £ mit —2 < & < 5, fiir die

5
J H@) dz = (&) (6 — (—2))

-2
gilt.
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4.2.  Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

4.21. Stammfunktion und bestimmtes Integral
als Funktion der oberen Grenze

Der Abschnitt 4.1. iiber Riemannschen Inhalt und Riemannsches Integral wurde —
abgesehen von dem Beweis des Satzes 5 in 4.1.3. — unabhiingig von der Differential-
rechnung behandelt. Im Abschnitt 4.2. stellen wir einen Zusammenhang zwischen
diesen beiden Stoffgebieten her. Es wird sich zeigen, da8 die Integralrechnung in
gewissem Sinne als Umkehring der Differentialrechnung aufgefaBt werden kann.
Mit Hilfe des Riemannschen Integrals werden wir nimlich die Existenz einer Funk-
tion beweisen konnen, deren Ableitung eine vorgegebene, auf einem Intervall [[a, b]
stetige Funktion ist, und umgekehrt werden wir das Riemannsche Integral einer
Funktion f berechnen kénnen, wenn uns eine Funktion F' bekannt ist, deren Ab-
leitung die Funktion f ist.

Definition 1. Es sei f eine auf einem Intervall I definierte Funktion. Die Funktion
T heiBt eine Stammfunktion (oder primitive Funktion) von f, wenn F auf dem Inter-
vall I differenzierbar und F'(z) = f(z) fiir alle = aus I ist.

Die Ermittlung einer Stammfunktion ist also das eigentliche Umkehrproblem der
Differentialrechnung, und aus den in Kapitel 3 bewiesenen Differentiationsformeln
kann bereits fiir eine groBe Zahl von Funktionen eine Stammfunktion angegeben
werden. Stammfunktionen sind, wenn sie existieren, nicht eindeutig bestimmt, aber
es gilt

Satz 1. Es sei F eine Stammfunktion der Funktion f auf dem Intervall I. Dann ist
@ genau dann eine Stammfunktion von f auf I, wenn die Differenz der Funktionen F
und G konstant ist.

Beweis. Ist G(z) = F(x) + ¢, so ist @' (z) = F'(z) = f(z), d. h., G ist eine Stamm-
funktion von f. Ist umgekehrt G eine Stammfunktion von f und H = G — F, so ist

H'@) =6 — F'@) = f() — f(z) =0,

und nach 3.1.4., Satz 4, ist H(z) = ¢ und folglich G(z) = F(x) + ¢ fiir z aus I. Damit
ist Satz 1 bewiesen.

Wihrend Stammfunktionen einer Funktion f mit Hilfe des Begriffs der Ableitung
definiert wurden, ordnen wir nun mit Hilfe des Begriffs des bestimmten Integrals
jeder integrierbaren Funktion eine neue Funktion zu.
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Definition 2. Es sei f eine iiber das Intervall [(a, b] integrierbare Funktion. Dann
heiBt die Funktion

z
F(z):= ff(t)dz (@<z<b) (1)
a
das bestimmie Integral von f als Funkiion der oberen Grenze.
f
!
|
Y |
1
|
E E
i | Abb. 4.17
h:v ] x & xeh b

Ist f(z) nichtnegativ, so stellt die Differenz F(z + k) — F(x) den Inhalt des in
Abb. 4.17 schraffierten Bereichs dar, ist also gleich k- f(&), wobei 2 < &<z + h
gilt. Fiir eine stetige Funktion f wird somit der Quotient von F(z + k) — F(z)
und A, der Differenzenquotient von F, fiir & — 0 gegen f(x) streben. Damit haben
wir bereits den Beweis fiir den Hauptsalz der Differential- und Integralrechnung
skizziert. s

Satz 2. Das bestimmie Integral einer im Intervall [(a, b)) stetigen Funkiion f als
Funktion der oberen Grenze ist eine Stammfunktion der Funktion f.

Beweis. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung 4.1.5. (3) ist

z+h
ﬂ’”“‘#‘—’—’=%jru>¢e=t<x+oﬂ),

und fiir # — O erhalten wir F’(z) = f(z). Damit ist der Hauptsatz bewiesen.

Zu jeder in einem abgeschlossenen Intervall [[@, b] stetigen Funktion f gibt es
nach diesem Satz eine Stammfunktion, d. h., das Umkehrproblem der Differential-
rechnung ist fiir die Klasse der auf abgeschlossenen Intervallen stetigen Funktionen
stets l6sbar. Damit ist nicht gesagt, daB die Stammfunktion in geschlossener Form,
etwa mit Hilfe der elementaren Funktionen, dargestellt werden kann. Vielmehr gibt
uns der Hauptsatz ein Mittel in die Hand, neue bisher nicht aufgetretene differenzier-
bare Funktionen zu definieren. Ist aber von einer gegebenen Funktion f eine Stamm-
funktion bereits bekannt, so liefert uns die nachfolgende Umkehrung des Hauptsalzes
der Differential- und Integralrechnung ein bequemes Mittel fiir die numerische Be-
rechnung von bestimmten Integralen.
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Satz 3. Ist F eine Stammfunktion der auf dem abgeschlossenen Intervall [(a, b))
stetigen Funktion f, so ist

[ 25 = 7y — ¥e@. @
Bewe:s. Setzen wir

G(z):= ff(z)au @<z=<b), (3)

80 ist @(z) = f(z) = F'(x) nach Satz 2, und wegen Satz 1 gibt es eine Konstante ¢

mit @(z) = F(x) + c. Speziell ist 0 = G(a) = F(a) + ¢, c = —F(a), Gx) = F(z)
— F(a), und aus (3) folgt die Behauptung (2).

Die rechte Seite von (2) wird hiufig mit [F(z)]} oder F(z) I: bezeichnet, so daB (2)
die Form

b
[f@)dz =F@E=F@| (F@) =fe) @
annimmt.
So ist z. B.
b
fsinxdx=—oosa:[';=—cosb+cosu. (5)

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist nebst seiner Umkehrung
von so groRer Bedeutung fiir das Verstéindnis der Zusammenhénge zwischen Diffe-
rential- und Integralrechnung, daB der Lernende gut daran tut, sich auch die Beweise
der Sitze 2 und 3 einzuprigen.

Satz 3 kann auch wie folgt formuliert werden.

Satz 4. Ist f in [a, b)) stetig differenzierbar, so gilt

b
[ t@) dz = f(b) — f(@).

Die Voraussetzung der Stetigkeit der Ableitung ist hierbei wesentlich, denn es gibt
differenzierbare Funktionen, deren Ableitung nicht integrierbar ist.

Die Erk is, daB Diffe iation und Integration ,,inverse* Prozesse sind, findet sich —
allerdings in schwieriger geometrischer Sprache — bereits bei Isaac Barrow, dem Lehrer NEw-
oxs. Die Fluxionsrechnung von NewToN und der Calculus von LErBN1z enthalten neben der
Differentialrechnung auch eine Integralrech Die wichtig Regeln der Integralrechnung
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P 8

finden sich in einer Arbeit von LEIBN1z aus dem Jahre 1686. Sie enthielt das Symbol f ebenso wie
don Namen ,,calculus su ius“‘. Die Bezeich ,,calculus integralis* geht auf eine Ab-
sprache von LErsN1z und JoHANN BERNoULLI aus dem Jahre 1696 zuriick. Der Begriff ,, Integral*
scheint eine Erfindung der Briider BERNOULLI zu sein.

Die durch die Autoritit von EULER gestiitzte Praxis, die Integralrechnung nur als Umkehrung
der Diff ialreck aufzuf: wird erst durch die Arbeiten von RIEMANN jiberwunden.

g

Beispiel 1. Die Funktion y = !
y = z", und folglich ist n
b

1 b 1
"y — | — b1 — gt N
fz e b g @ el

T z"1 ist eine Stammfunktion der Funktion

H
(vgl. 4.1.3., Beispiel 2, und 4.1., Aufgabe 2).

Beispiel 2. Wir schlieBen eine Liicke im Abschnitt 3.3.3. und leiten die Taylor-
entwicklung bzw. die Taylorsche Reihe der Arcus-Tangens-Funktion her. Diese
Funktion ist eine Stammfunktion von y = (1 + 2?)-1, und folglich ist

£
1 dt = arctan ¢ | = arctan .
146 lo

Ersetzen wir @ in der Identitdat
n—1
l—a)Xa=1—a"
j=0
durch —#2, s0 erhalten wir nach Umstellung
‘ﬂl
148
Mit den Rechenregeln fiir bestimmte Integrale erhalten wir nach Beispiel 1

1 n—1
= (—1)¥ - (—1)"
e b

z

3 1 dt——"il( 1y [ a4 (=1 d 2n -
16 _po_)f f1+”

o o o

1 zt”'
=3 (—1) w1 | (—1) [ ——— &
il:o( 1)2j+1z++( )fl+t'

o

n—1

¥
2n —1

2 o
=s—gtz et + Rafa)
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mit

Ry(@) = (—1)* fﬁ ds.
0

Wegen #** = 0 gibt es nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatzeind mit0 < ¢ < 1
und

I S P G .
Ry = =1 1+mf'"'”—( Ripny e
[

Fiir jedes z mit |2| < 1 ist die Folge (R, (x)) eine Nullfolge. Daher ist

a.rcta.nz=§(—1)" e et - E SN 7 P31 )

"o w41

Fiir z = 1 erhalten wir auf der linken Se:t.a— d. h., es ist, wie wir bereits in 2.2.3.
behauptet hatten,

n ! 1
B s s o,
e 313 +‘ M
Fiir die numerische Berechnung von x ist diese Reihe allerdings sehr schlecht ge-
eignet.

4.2.2. Unbestimmtes Integral

Die Rechenregeln fiir das Umkehrproblem der Differentialrechnung werden ge-
wohnlich mit Hilfe von sog Integralen formuliert. Eine exakte
Definition unbestimmter Integrale und des Rechnens mit diesen Objekten ist mit
gewissen Schwierigkeiten verbunden, die ihre Ursache darin haben, da8 Stamm-
funktionen nur bis auf additive Konstante bestimmt sind.

Wir wollen zuniichst die Problematik erldutern. In vielen Lehrbiichern findet man
-die folgende Definition:

Unter dem unbestimmten Integral einer Funktion £, in Zeichen

[t@) de, m

versteht man die Menge aller Stammfunktionen von f.
Aus dieser Definition wiirde zuniichst hervorgehen, daB die Variable = in (1) ge-
bunden ist, d. h., daB z. B.

J 1@ dz = [ fe) dt
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P (al s

ist. Diese sich aus der Definition ergebende Konsequenz wird aber ignoriert, und
es ist iiblich, die Variable « in (1) als freie Variable zu betrachten. Aus diesem Grunde
hiitte man genauer

[1@) dz = (F@): @) =f@)) @€l (2)'

zu setzen. Hiernach ist das unbestimmte Integral (1) eine Menge von Termen in der
Variablen z, die sich nach 4.2.1., Satz 1, jeweils nur um eine additive Konstante
unterscheiden. Die Gleichung (2) wird im allgemeinen durch die nicht ganz exakte
Form

Jimdz=Fa)+0 (F@)=f@) fir z€l) ®

wiedergegeben, in der C die Integrationskonstante heiBt. Von dieser Gleichung kann
man stets zu der Gleichung 4.2.1. (4) iibergehen, wenn a, b € I ist.

Das nichste Problem ist eine exakte Einfithrung von R.echenopera.tlonen mit
unbestimmten Integralen. Die Definitionen

[@) dz + [9@) dz = [(f@) £ 9@)) de, ()

t[f() dz = [tf(z) de, ®)

[P @) dz + g@) = F@) + g(x) + C ®)
_erscheinen naheliegend, fithren aber zu iiberraschenden Konseq Nach (2) ist
offenbar

fode={C:CeR), ™
wofiir wir nach der Vereinbarung (3) auch

fodz=cC ®)
schreiben. Aus (4) bzw. (5) und (8) folgt somit

[t@) de — [f@)dz =0, ©)

0 ff(z)dz =C. (10)

Diese Beispiele zeigen, wie problematisch die obigen Definitionen sind. Aus diesem
Grunde vermeiden viele Autoren die Definition (2) und betrachten (1) als ,eine*
Stammfunktion von f. Die Gleichungen (4) und (5) sind bei dieser Auffassung nur
dann erfiillt, wenn die jeweiligen Stammfunktionen der auftretenden Integranden
passend gewihlt sind. Wir werden spiter an Beispielen zeigen, da8 man zu Wider-
spriichen gelangt, wenn man mit den Rechenregeln (4), (6) und (8) sorglos umgeht. Es
konnen jedoch keinerlei Schwierigkeiten auftreten, wenn man die Gleichung
f f(z) dz = F(z) 4+ C (z € I), wie wir dies im folgenden tun wollen, ausschlieBlich
als Synonym fiir die Formel F'(x) = f(z) (z € I) verwendet.
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Aus den in der Differentialrechnung bewiesenen Rechenregeln ergeben sich die
folgenden Formeln, die in allen Intervallen I erfiillt sind, in denen die rechtsstehenden
Funktionen definiert und differenzierbar sind:

fx‘dx=;x'+‘+0 (x€R,m %= —1), (11)
«x+1
f%=ln|x| +on 12)
fe‘dx=e'+C, (13)
fcosxdx=si.nx+0, (14)
fsi.nxdx:—cosz—l—ﬂ, (15)
f d:: =tanz 4 C, (16)
cos? 2
f—#=—cotx+0, (17)
sin? x
i—- =arcsinz 4 C, (18)
V1i—a?
fL = —arccosz + C, (19)
1—2a2
dx
f_l i arctan x 4 C', (20)
dx
l-i-_x’ = —arccot z 4 C, (21)
fsinhxdx:coshz+0, (22)
fcosha:dz=sinhx+0, (23)
dx
——— =arcoshz 4 C, 24
[ o
el ez 410, (25)
a4+ 1

1 Y L i i ﬂ
) An Stelle von f i@ dz schreibt man kiirzer @
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Wir geben einige Erliuterungen. Die Formel (11) gilt im Fall x € N fiir das
Intervall I = R, im Fall negativer ganzzahliger « entweder fiir das Intervall J <, O
oder fiir das Intervall JO, —[[. Ist « nicht ganzzahlig, so gilt (11) nur fiir das Intervall
10, >[. In allen Fillen ergibt sich (11) aus

1 ,
atly — Nz, a°= 241 .
@) =+ D) (=)
Die Formel (12) gilt nach 3.1.2. (3) fiir das Intervall [0, —[. Fiir z € J<, 0] ist
1
(njz)) = (lo (=) = ——=—,

was wiederum mit (12) gleichbedeutend ist.

Aus der Gleichheit der linken Seiten von (18), (19) darf man nicht etwa schlieBen,
daB arc sin  und —arc cos z iibereinstimmen. Bei der Auffassung des Symbols (1)
als Menge der Stammfunktionen kann aus (18), (19) nur gefolgert werden, daB die
Mengen {arcsinz + C:C € R}, [—arccosz + C:C € R} iibereinstimmen. Dies ist
genau dann der Fall, wenn es eine Konstante C, mit arcsinx = —arccos z + C,

gibt. Nach 2.5.2. (9) ist dies mit Cy = % erfiillt. Bei der zweiten Auffassung des

unbestimmten Integrals als ,,einer (passend gewihlten) Stammfunktion hat man in
dhnlicher Weise zu schlieBen. Fiir das Formelpaar (20), (21) gelten nach 2.5.2. (10)
analoge Aussagen. Die in den Formeln (11) bis (25) auf der linken Seite stehenden
Integrale bezeichnet man als Grundintegrale.

4.3. Integrationsmethoden

4.31. Elementar integrierbare Funktionen

Wie wir in 4.2.1. bewiesen haben, existiert zu jeder in einem Intervall stetigen Funk-
tion eine Stammfunktion. Es ist aber, wie bereits erwihnt, im allgemeinen nicht
méglich, eine Stammfunktion ,,in geschlossener Form‘‘ anzugeben. Wir nennen eine
Funktion im offenen Intervall I elementar (oder in geschlossener Form darstellbar),
wenn sie sich (im ganzen Intervall) mit Hilfe endlich vieler Verkniipfungen f 4+ g,
f+g, f:g, fog aus den elementaren Funktionen (Potenzfunktionen, Exponential-
funktionen, trigonometrische Funktionen sowie deren Einschrinkungen auf offene
Intervalle und ihrer Umkehrungen) darstellen la8t. Nach dieser Definition ist jede im
offenen Intervall I elementare Funktion auf Grund der in Kapitel 3 bewiesenen
" Sitze in I stetig differenzierbar, und ihre Ableitung ist wiederum elementar. Da-
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gegen gibt es elementare Funktionen sehr einfacher Bauart, die nachweislich keine
elementare Stammfunktion besitzen. So gibt es zum Beispiel keine in einem Intervall
Ja,b[[ (—oo < a < b < o) elementare Funktion F mit

%’dx-_-r(x)-l-o @<z<b).

Wir nennen eine in einem offenen Intervall I stetige Funktion in I elemeniar
tndegrierbar, wenn sie in I eine elementare Stammfunktion besitzt. Die Funktion
f(x) =2 lsinz ist hiernach in keinem Intervall Ja,b[[ mit —c0o Sa<b =< oo
elementar integrierbar. Dagegen ist jede ganzrationale Funktion wegen 4.2.2. (4),
(5) und (11) elementar integrierbar.

Die in 4.2. bewiesenen Siitze iiber bestimmte Integrale liefern uns die Moglichkeit,
mit Hilfe von stetigen, nicht el tar integrierbaren Funktionen f verméoge

Fz):= [fodt  @el)

neue Funktionen bzw. neue Funktionenklassen zu definieren. So kann man zum
Beispiel die Theorie der Logarithmus- und Exponentialfunktionen aufbauen, indem
man von der Definition

ln:c:=f% (@ € Ry¥)
1

ausgeht. Dieser rationelle Weg wurde von uns nicht beschritten, da er nicht schul-
bezogen ist und auBerdem wichtiges Beispielmaterial erst sehr spit zur Verfiigung
steht. :

Es gibt keine allgemein giiltigen Regeln, um zu entscheiden, ob eine stetige Funk-
tion in einem Intervall elementar integrierbar ist oder nicht. Man kann aber unter
Benutzung von Rechenregeln der Differentialrechnung gewisse Regeln fiir die Um-
formung von Integralen entwickeln, mit deren Hilfe in gewissen Fillen eine Zuriick-
fiihrung der Integrale auf Grundintegrale méglich ist. Mit Hilfe dieser Regeln ge-
lingt es, groBe Klassen von Funktionen anzugeben, die elementar integrierbar sind.

' Die beiden wichtigsten Regeln stellen wir in den nichsten Abschnitten bereit. '

4.3.2. Partielle Integration
Nach der Regel fiir die Differentiation eines Produktes ist
@ g@ +9@ f@) =(fz)ge) @eD,
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und aus 4.2.2. (6), (4) folgt
[1@) (@ dz + [9(2) 1 @) do = [(f(=) g'(@) + 9(@) f (@) I
= [(f=) g dz = f(z) g() + O
Hieraus ergibt sich die folgende Regel fiir die partielle Integration.
Satz. Sind f, g in einem Intervall I stetig differenzierbare Funktionen, so gilt .
[1(2) ¢'@) dz = f(@) g(a) — [9() f(@)dx (@€ D). n

Die Integrationskonstante C' konnte in (1) weggelassen werden, da auf beiden
Seiten unbestimmte Integrale stehen. Wir erliutern an einigen Beispielen, wie man
in manchen Fillen mit Hilfe der Formel (1) Integrale elementar auswerten kann.

Beispiel 1. Wir berechnen [« cos#dz. Um (1) anwenden zu kénnen, miissen
wir den Integranden als Produkt einer Funktion f(z) und der Ableitung einer Funk-
tion g(x) darstellen. Hierzu kénnen wir etwa das Schema

f@) ==z. gl@) =

’ (2)
)=, g'(x) =cosz
oder auch '
fl@) =cosz, g = ,
\ : @
f@) = , @) ==
aufstellen und so 5 daB richtige Gleict tsteh Die Auswahl des

B

geeigneteren Schemas ergibt sich aus der Betmcl;;u.ug der rechten Seite von (1),
und zwar priift man, ob die hiernach gebildete Funktion g(x) f () elementar inte-
grierbar ist. Beim Schema (3) gelangen wir zu der Funktion

g@)f (@) = — % z¥sinz,
die eine kompliziertere Gestalt als der u.rspriinglich‘e Integrand besitzt. Das Schema
(2) kann' dagegen durch f'(z) = 1, g(z) = sin x ergéinzt werden, und somit ist
fa:cosa:dz:xsina:—fsinxdx, @
fxcosxda: =zsinz + cosz + C.

Beispiel 2. Wir berechnen fcos’z dz. Mit f(z) = cos z, ¢'(z) = cos z erhalten
wir f'(z) = —sin z, g(x) = sin #, und es folgt

jcoszzdm=cosxsinx+fsinﬂxdx.
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Obwohl auf der rechten Seite ein dhnliches Integral wie auf der linken Seite erscheint,
fiihrt hier ein Kunstgriff zum Ziel. Setzen wir némlich sin?z = 1 — cos? z, so er-
scheint rechts noch einmal das gesuchte Integral, und eine Umformung ergibt
foos’xdz =coszsinz 4 fda: — fcos’xdz
=cosa:sinz+x—fcos’zdx,

2fcos’zdx=cosxsiuz+z+0,

fcos’zda:= %(coszsinz+x)+0. 3)

it flz) = ——
(@ > 1). Mit f(z) = und

Beispiel 3. Wir betrachten das Inbegmlf de
zlng

g'(x) = ] erhalten wir
z

1
(@) = — ——— =In
fo == ) =lnz
und folglich
dx dz
=1 .
zlnaz * f zlnz
Nach den in 4.2.2. ausgesproch Warnungen vor dem Rechnen mit unbestimmten

Integralen wird der Leser aus dieser richtigen Gleichung nicht den iibereilten Schiu8
0 = 1 ziehen!

Die partielle Integration gestaltet sich besonders iibersichtlich, wenn wir die fol-
gende Bezeichnung einfiithren. Fiir alle stetigen Funktionen f und alle stetig differen-
zierbaren Funktionen g setzen wir

[1@) dg(@) := [#) ¢ (@) da. ®)
Speziell ist hiernach

[dg@) = [¢'(z) du,

[dg(z) =gy + C. )
Die Regel (1) fiir die partielle Integration lautet in dieser Bezeichnungsweise
Ji@ dgle) = f(@) g(2) — [g(x) df(@). ®)

Wir wenden sie auf das in Beispiel 1 behandelte Integral an:
fa:coszda: = fxdsinx =xsinzr — fsinzdx

=uzsinz + cosz + C.
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Wie dieses Beispiel zeigt, eriibrigt es sich bei dieser Symbolik, ein Schema der Form
(2) aufzustellen.

Die Regel (1) bzw. (8) fiir die partielle Integration nimmt fiir bestimmte Integrale
die Form

f f(@) ¢ @) d = [f() g — f 9(@) f (@) da ©)
baw. ' '

f 1(@) dg(@) = [f@) g(@)]; — f 9(x) df(x) (10)
an. Der Beweis folgt sofort aus

afb f() ¢'@) d= +,,f 9(@) f' (@) dz = f(r(x) g@)) de = [f() 9@k

Beispiel 4. Wir berechnen das uneigentliche Integral

f:’e—’ dz = lim fx’,:r' dx
o

b—>000
Wegen (¢%)" = —e* ist,
[ate do = —[2de® = —(@te® — [+ da?)
= —2%* 4 |e*(22z) dx
= —a%" — 2fmde“’.
Nochmalige partielle Integration fiihrt zu
[re® dv = —ate® — 2(we* — [e* da)
= —a?%? — 20e® — 2%+ C
= —e%@a®+ 2z + 2) + C.
Fiir das bestimmte Integral iiber das Intervall [0, b] erhalten wir

b
fx’e“ de = [—e*(a? - 2x + 2)]}
o
= —e*(b® + 2b + 2) + 2.
Nach der Regel von BERNOULLI-DE L’HOSPITAL ist

2
llmb’e"’_llmb— =2lim 2 = 2lim A =0,
bsoo bro0 € oo €° bsco €
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und es folgt
o b
[#tecds =lim [a%*de=2.
o b0 0

Die Fliiche, die von der z-Achse und dem Graphen der Funktion y = 2%* begrenzt
wird, ist nicht beschriinkt, hat aber einen endlichen ,,Inhalt*“ (Abb. 4.18).

1

1 yax2e

ldm Abb. 4.18
1

Das vorstehende Beispiel fithrt an die Theorie der Eulerschen Gammafunktion heran. Diese
wird fiir positive reelle & durch das uneigentliche Integral

I(e):= [t-tetdt  (x>0) (11)
[
definiert. Zum Beweis der Konvergenz fiihren wir die Teilintegrale
1 o0
Iy) = [ttetdt,  Iya):= Jeetetat (12)
[} 1
ein. Fir o = 1 gilt
1
= 6[ etdt = —[e1h = 1 ~%, (13)
fetgel _mL_1
) lfr oo = Uy (14
‘woraus
rg) =1 (15)
folgt. Nach (12) gelten die Abschitzungen
=) (x21), (16)
T)=Tl) O<ast). (a7

Fiir 0 < 4 < v < oo und & > 0 ist gemis (10)

f tretdt = — f tedet = —[1%'] + f etdie,

v - o [3
ft‘e"dt=:—u—:—v+a‘:“l""e"dt. (18)
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Es ist

im%=o (x> 0), (19)
0

und aus der Bernoulli-de I’Hospitalschen Regel folgt, falls 0 < a < n (n ¢ N) ist,

-1
0§l.im£§lim-'£=nlim"’TI _—_...=n!lim”—°=0,
0+0€” psoo € | vso0 €° v—>c0 €¥
d. h., es ist
lim £ =0  (a>0. (20)
o0 €

In (18) betrachten wir die Fille v = 1, u | 0 bzw. u = 1, v — 0o und erhalten mit (19), (20) die
Identititen

Tat+1)=— % + ol @1)

La+ =1 +an. @2

Wegen (18) ist I';(x + 1) stets endlich, und aus (21) folgt die Endlichkeit von T'(ox) fiir alle o > 0.
Wegen (17) ist I'y(x + 1) zuniichst fiir 0 < « < 1 endlich. Aus (22) schlieBen wir dann durch
vollstindige Induktion auf die Endlichkeit von I'y(s) fiir alle « > 0. Somit kann I'(x) fiir alle
o« > 0 durch (11) definiert werden.

Addition von (21), (22) ergibt mit

I+ 1) = ol'(«x) (23)

die Funktionalgleichung der G funkiion. Mit (15) erhalten wir der Reihe nach I'(2) =1,
r@)=1.2,r4)=1-2-3,..., und vollstindige Induktion ergibt

m=Tn+1)= [thetdt  (neN). (24)
o .

Diese Formel bildet ein wichtiges Hilfsmittel fiir die Herleitung von Abschiitzungsformeln fiir die
Fakultit groBer natiirlicher Zahlen. Ohne Beweis vermerken wir, dafl die Gammafunktion ana-
lytisch ist und der weiteren Funktionalgleichung

T

Ie)I'l —a) = O<a<1) (25)

sin az

geniigt. Mit & = % liefert dies

(r (%))’ . (26)
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4.3.3. Substitutionsregel fiir unbestimmte Integrale

Wihrend sich die Regel fiir die partielle Integration aus der Produktregel der Diffe-
rentialrechnung ergab, leitet sich die Regel fiir die Integration durch Substitution aus
der Formel

Flg@) = Fg(@) ¢'@) 6]

fiir die Differentiation einer zusa tzten Funktion ab. Setzen wir F’' = f,
80 konnen wir die Aussage (1) wie folgt formulieren:

Satz 1. Ist F eine Stammfunktion der in einem Intervall I stetigen Funktion f
und tst der Wertebereich der stetig differenzierbaren Funktion g in I enthalten, so ist
F(g(z)) eine Stammfunktion der Funktion f(g z)) g'(x).

Hiernach ist
[Ho@)) 9'@) dz = Flg(a)) + C, @

wobei F eine beliebige Stammfunktion von f ist. Der Inhalt von Satz 1 wird hiufig in
der Form

[Hlo@) ¢ (z) de = f/(z) d (2 = g() @)
oder, mit der im vorigen Abschnitt eingefiihrten Bezeichnung,
[Ho@) dg@) = [fe)dz (2 = g(a)) @

angegeben. Die Funktion z = g(z) heiBt hierbei die Substitulionsfunktion. Die Formel

(3) bzw. (4) ist wie folgt zu interpreticren: Wenn es gelingt, den Integranden eines

gegebenen Integrals in der Form f(g(:c)) ¢'(x) darzustellen, so kann die Integration

ausgefiihrt werden, wenn man eine Stammfunktion F(z) von f(z) kennt, und man erhilt
- eine Stammfunktion von /(y(x)) g'(x), wenn man z in F(z) durch g(z) ersetzt.

Beispiel 1. Es ist
f(lnsinx)cosxdx=flnsinzdsinx=flnzdz (z =sinx).
Wegen :lnz —2) =Inz+1—1=Inzist
flnzdz:zlnz—z—l—(},
und wir erhalten

f(lnsi.n:c)cosxdz=sinzlnsinz—sina:+0.
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Beispiel 2. Fiir alle in einem Intervall von 0 verschiedenen stetig differenzierbaren
Funktionen f gilt

'@ 4. (L Y - =
f(x)dx_ff(z)df(”)_fz =Rt ¢ p=ted)

f@dwlnmxn 40, )
@)

Beispiel 3. Wir werten das Beispiel 3 aus 4.3.2. aus. Es ist

dx 1 dz
—_— = | —dha= | — =1 =
fa:lnx flnzd x fz njzl +C (z=Inz),

und da In z > 0 fiir z > 1 gilt, folgt

fd“’ =ln(nz)+C (@>1).
zlna

Beispiel 4. Fiir alle von —1 verschiedenen reellen Zahlen « und fiir alle in einem
Intervall stetig differenzierbaren Funktionen f mit f(x) > 0 gilt

J@) 1@ de = [(j()) df@) = [ de

= “2+ S +0 (2 =1@),
; 1 i
Jit@) 1@ de =~ @+ @, )

Eine Zusammenfassung von (5) und (6) ergibt

1 ) .
JUopd= | i VOO ekt M
In|f@z)| + C fiir o« = —1.

Ist & eine natiirliche Zahl, so kann die Voraussetzung f(z) > 0 entfallen. Ist x eine
negative ganze Zahl, so brauchen wir nur zu fordern, daB f(z) im betrachteten Inter-
vall von 0 verschieden ist.

Die Ubertragung der Regel (7) auf bestimmte Integrale ergibt

b _1 a+1]b fii 1
f(f(z))n df(x) = [m +1 (f(z)) i ir o %+ )

[In |f(=)115 fiir «=—1.
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Diese Formel gilt unter der Voraussetzung, da (/(a:))“ fiir alle z aus dem Intervall
mit den Randpunkten a, b definiert ist.

Fiir die Anwendung der Substitutionsregel muBte bisher vorausgesetzt werden,
daB sich der Integrand in der Form [(g(z)) ¢'(¥) darstellen liBt. Dieser Sachverhalt
liegt leider nur sehr selten vor. Einige wichtige Fille haben wir in den obigen Bei-
spielen behandelt. Weit hiufiger tritt aber der Fall auf, daB der Integrand nicht von
dieser speziellen Gestalt ist. Auch in diesem Fall kann man eine Umformung des
Integrals durch Substitution vorneh wenn die zu substituierende Funktion eine
zusitzliche Voraussetzung erfiillt.

Satz 2. Ist f eine in einem Intervall I stetige Funktion und g eine stetig differenzier-
bare Funktion, die ein Intervall umkehrbar eindeutig auf das Intervall I abbildet,
80 ist

[tw)dz = [flgl) g @ dz (2 =g(@), z € ). ©)

Der Beweis ergibt sich sofort aus (3), indem man z und z vertauscht. Bei der
Anwendung der Substitutionsregel (9) bleibt es allerdings fraglich, ob das rechte
Integral einfacher als das linke ausgewertet werden kann. Es ist ja sogar moglich,
daB gar keine Substitutionsfunktion existiert, durch die das gegebene Integral in ein
elementar auswertbares Integral iibergefiihrt werden kann. Hat man aber eine solche
Funktion g gefunden, so ist die Variable z nach ausgefiihrter Integration durch die
Umkehrfunktion g-1(z) der Substitutionsfunktion x = g(2) zu ersetzen.

Wir geben noch einige Erliuterungen fiir den formalen Umgang mit der Substi-
tutionsregel (9). Bezeichnen wir die Umkehrfunktion von g mit A, so treten im Ver-
laufe der Rechnung Gleichungen der Form

z=g@), z=Ah()

auf, die durch ,,Auflésung* inander hervorgel Je nach den Erfordernissen
hat man hierbei von der ersten oder zweiten Gleichung auszugehen. In jedem Fall
wird aber, wie wir aus (9) ersehen, die Ableitung der Funktion g benétigt. In manchen
Fiillen ist es zweckmiBig, diese Ableitung nicht unmittelbar, sondern mit Hilfe
der Formel

1
9'@) =7
¥(g(2))
fiir die Ableitung der Umkehrfunktion einer Funktion zu bestimmen. Fiir die Aus-
fithrung der Substitution (9) wird man also ein Schema der Form
z=h(@), z=¢g@),

&, & (10)
'd—z=h(x): E=9(Z)
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fstellen, wobei die Ableitung von % nicht in allen Fillen benotigt wird. Wegen der
letzten Gleichung kann man sich den Inhalt der Substitutionsregel (9) formal wie
folgt einprigen: Im Integral f f(x)dz setze man z = g(z) und ersetze dx durch

L%
dz
Beispiel 5. Bei der Auswertung des Integrals
f sin 2z — 1) da

setzen wir

&g
N)Ih-

z=2z—1, z=
und erhalten

1
in 2z — 1)de = [sinz-—dz
fsm( ) fsmz 3
1
=—,Ecosz+0 (z=2z—1),

fsin(2x—1)dz=—%cos(2x-—1)+0.

Beispiel 6. Die Grundintegrale 4.2.2. (24), (25) konnen mit Hilfe der Substi-
tutionsregel wie folgt gewonnen werden. Mit

z = cosh z, z = arcosh z, %=sinhz @®>1)
erhalten wir

f &, f 1 sinh z dz
Yz2 —1 Veoshiz — 1

_ (sinhz
" Jsinhz

dz=fdz=z+0 (z'=a.rcoshz),

fL=arcoshx+C’ (z>1).

F—1

Ganz analog ergibt sich 4.2.2. (23), indem wir 2 = sinh 2 substituieren.



160 4. Integralrechnung

Beispiel 7. Wir berechnen

YA«* + Bz + C
fiir
n,) A= 4, =—12, C= 25,
by A= 4, B=-—12, C=— 1,
c) A= —4, B= 12, C= i
d) A=—4, B= 12, = —25,
e) A= 4, =—12, cC= 9.
Es ist

(2 — 3)2 + 42 im Fall a),
(@ — 3)* — 42 im Fall b),

Aw? + Bz +0={ —(@2x— 32+ 4% im Fallc), (12)
—(2z — 3)2 — 4* im Fall d),
(22 — 3)% im Fall e).

Der Fall d) braucht nicht weiter betrachtet zu werden, da der Radikand stets negativ
und der Integrand folglich nirgends definiert ist. In den Fillen a), b), c) fiihren wir die
Substitution

durch und erhalten

f dx =f 2dz
V£@z — 3¢ + 4 Vi4e)p £+ 4

_lf dz ( _21:—3)
2 V2 +£1 o= 4 ¢

In jedem der drei Fille stoSen wir auf ein Grundintegral, und zwar ist
f—_—_dx = —arsinhz 4+ C (z=2z—'3),
(2x — 3)2 4 42

4
f —3)P—=
Y2z — 3)2 — 42
f
V=@x —3p2 + 42

o=

I

20|

arcosh z + C (z=2z4_3,z> 1),

2z — 3

I

%aresi.nz-}-(}' (z= ,|z1<1).
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Daher ist

f—d"_=lminh2"3+0,
4 — 12z + 25 2 4

f#:%ucoshzxza-{-c (x>%),

Va2 — 122 — 7

f dz
V=42 + 122 + 7

Im Fall e) setzen wir

+0  (e=-3g<a).

dz
=2 —3, —=32,
= &z

und es folgt

e N =
V422 — 122 + 9 22 —3] 2 [

. =—1-sgnsz=lsgnzln]zl+0 (z =2z —3).
2 z 2

Somit ist

f i %1n(2z—3)+0 fiir z>%,
V4a? — 12 9
o —%111(3—21)4—0 fir z<%.

Die Umformungen (12) erldutern, wie man im allgemeinen Fall bei der Auswertung
eines Integrals der Form (11) vorzugehen hat. Wenn der Integrand in einem Intervall
definiert ist, ist dieses Integral stets elementar auswertbar.

4.3.4. Substitutionsregel fiir bestimmte Integrale

Wir iibertragen die im vorigen Abschnitt behandelten Substitutionsregeln auf be-
stimmte Integrale.
Satz 1. Ist g eine im Intervall [a, b)) stetig differenzierbare und f eine tm Werte-
bereich von g stetige Funktion, so gilt
9(b)

b
[1lo@) ¢'@) dz = [f(z) d2 (1)

gla)
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od)

b
[Ho@) dg(z) = [#z) dz. @
a gla)

Beweis. Ist F eine Stammfunktion von f, so ist die Funktion F(g(x)) nach 4.3.3.,
Satz 1, eine Stammfunktion von f(g(z)) ¢’ (), und aus 4.2.1., Satz 3, folgt

1] g(6)
[flo@) ¢'(@) dz = Flg)) — Flo@) = [i(e) dz-
a gla)

Beispiel 1. Es ist

f 'cosxdz=fe""'dsinz
0 1

n
sn 3 1

= [edi=[edi=e—1.
sin 0 0
Beispiel 2. Setzen wir g(x) = —= in (2), so erhalten wir

[ ] 0
J1@) de = [f(~2) d(—2) = — [{(~=) da,

0 [
[ta) de = [f(—=) da.
-a 0
Es folgt

[t(@) dz = [(f(@) + f(—=)) da,
-a o

und speziell gilt
[t@)de =2 [f@)dz  (f gerade), ®)
-a (]
[tz)de=0  (f ungerade). @

Wir iibertragen auch die Substitutionsregel 4.3.3. (9) auf bestimmte Integrale.
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Satz 2. Ist f eine in einem Intervall [a,b] stetige Funkiton und bildet die stetig
differenzierbare Funktion g ein Intervall umkehrbar eindeutig auf das Intervall [(a, b))
ab, 8o ist

b a0
[ta)dz = [{lg(2) ¢'(2) dz. ®)
a e

Der Beweis ergibt sich aus (1), indem wir g(a) = &, g(b) = f setzen und anschlieBend
«, B wieder in @, b umbenennen.

Die Forderung der Umkehrbarkeit von g ist bekanntlich gesichert, wenn die

Ableitung von g im betrachteten Intervall nicht verschwindet. Fiir die numerische
Rechnung empfiehlt sich das Schema

z =g(2), z = h(z),
L v, a=ho)
B = hb).

Hierbei sind «, f die Grenzen des transformierten Integrals.
Beispiel 3. Wir werten das Integral

Yo=1
len(z‘+1)dz
1
aus und setzen
In@+1)=z2, z=)e—1,
dz L
m(l+l)=mhe, Z= S
: dz  2)fe—1
mfe—1*+1)=1.
Es folgt
Ye—1 1
e
zln (2 + 1) dz = e —1.2. ————dz
[rmerna= =i s
1 1n2
! ) 1
=l ze‘dz=l 2e* — ¢*
2 2 in2

1n2

=1—In2.
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Beispiel 4. Wir betrachten das Integral

1 a
[V1—zdz (O=a=) [V —1dz @=z=1).
e 1

Es stellt den Flicheninhalt des in

yati-2

0
Abb. 4.19

schraffierten Bereichs dar. Die Substitution

x =1co82 (ng g%), z = cosh z (z=0),
}/l—z’=sinz, Vx‘—l:sinhz.

— = —sinz, E—smhz

dz dz

2 = arccos x 0=z, 2 = arcosh z (z=1),
& = arccos a, « = arcosh a,

0 = arccos 1, 0 = arcosh 1,

sin o =} 1 — cos? =y1—a, sinh & = Jcosh? & — =Va’—1,

fiihrt zu

3 0 a )

f}ll—x'd:c=—j sin? z dz f}/x’—ldz:—..‘x-inh“:dz

L 1 )
—%[smzcosz-—z] %[smhzcoshz - ziy
1 1
E[a.rccosa—ayl—a’] =E[a]/a"—-l—-arcosha].
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Addieren | Subtrahieren

wir den so bestimmten Inhalt

zum Inhalt vom Inhalt
-%aVl—a’ %ayu’—l

des Dreiecks mit den Eckpunkten 0, P(a, 0) und

Pla,yi=a), | Pla,Var—1),
80 erhalten wir fiir den
Kreissektor Sy (Abb. 4.21) Hyperbelsektor Sy (Abb. 4.22)
y=12-1
i
1
|
!
' 1
| i
¥ [ a
Abb. 4.21 Abb. 4.22
die Inhaltsformel
1 1
u(Sx) = 5 arccos @. w(Sy) = T arcosh a.

Speziell ergibt sich fiir a = 0 der Inhalt
des Viertelkreises m .

(6)

Diese Gegeniiberstellung rechtfertigt unter anderem die Bezeichnung ,,Hyperbel-
funktionen*. In Analogie hierzu werden die trigonometrischen Funktionen auch

,,Kreisfunktionen‘‘ genannt.

Beispiel 5. In der Wahrscheinlichkeitstheorie spielt das Gauﬁar-he Fehlerintegral

o o

[edr=2[edz
-—rC 0
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(vgl. (3)) eine groBe Rolle. Die Substitution

1

de 1 _
z=}’;, TII=E‘ 2

ergibt, da mit z auch ¢ = «? gegen oo strebt,

-] o0
erar—2 [Liveta=r(L
- 2 T \2
-—00 0

(vel. 4.3.2. (11)), und wegen 4.3.2. (26) erhalten wir

fc-"dz=ﬁ. )

4.3.5. Integration rationaler Funktionen

Das wesentliche Ziel dieses Abschnittes ist der Beweis von
Satz 1. Jede rationale Funktion ist elementar integrierbar.

Zum Beweis dieses Satzes werden einige Hilfsmittel aus der algebraischen Theorie
der rationalen Funktionen benétigt, vor allem der Satz von der Partialbruchzerlegung
rationaler Funkis Hi h kann jede rationale Funktion als Summe einer
ganzrationalen Funktion und von rationalen Funktionen der Form

A Bz + D

@—ap’ ((“—b)'+o')' p=12,...;a,b,¢c,4,B,DeR,c +0)

dargestellt werden. Wir haben auf Grund dieses Satzes nur noch zu beweisen, daB
diese speziellen rationalen Funktionen elementar integrierbar sind. Zunichst ist

f 4 G—dmpz—a+0, )
(z —a)

A A 1
fmh=mm+c r=23,..). (2)

Die Integrale des zweiten Typs zerlegen wir in die Summe

i R e e @
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Thre Integration beruht auf den Ableitungsformeln

z— b\ c
s M= @
i 2(z —b)
(ln ((a: —byP 4+ o’)) = m, )
1 _21—p)&—b) ®
(@ — b)® + 27t (@—0F + o’
—b -
[(Tm] =l =B (=7 + ]
= (@ — b + )? + 2(1 — p) (@ — D) (@—bp+e)*
= (@ — by + )+* + 2(1 — p) (= — O + &) (= — B)* + *)®
—20%1 — p) (@ — B)* + &)
_ 2p—1) __ 2p-—3 ™
Tle—trtap  (@—bp+apt
Aus (4), (5) folgt
1 1 z—b
f(—mdz=:amtw7+0, =
z—b 1
mdz=;h((¢—b)’+6’)+ C.
Wegen (3) gibt es somit zu B, D stets reelle Zahlen B, & mit
Bx +D z—b
f(x_b)’+c’dz=ﬁatctan—7—+dln((z—b)’+c‘)+C'. 9)
Tm Fall p = 2, 3, ... lesen wir aus (8), (7) die Integrationsformeln
z—b 1 1
f((:—b>=+c')'d“= W-ple—wrap o ORI
(10)
dx _ 1 z—b
f (=P  20p —1) (= — b + )t
+ =t de ®=23...)

2c3(p — 1) ) (@ — b + A

(11)
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ab. Die letzte Formel ist eine Rekursionsformel, mit deren Hilfe der Exponent p
stufenweise reduziert werden kann, bis wir zum Exponenten 1 gelangen, so daB wir
(8) anwenden konnen. Fassen wir die dann in (10), (11) auftretenden echt gebrochenen
rationalen Funktionen mit den Nennern ((z — b)? + ) (j=1,...,p — 1) zu einer
rationalen Funktion mit dem Nenner ( (x — b)? + c’)”" zusammen, 80 erhalten wir
im Zghler eine ganzrationale Funktion g, deren Grad héchstens 2p — 3 ist. Somit ist

Bx+ D _ g(z) z—b
f (=it ap ™ [ —bp o T *orn =+ 0
(p=2,3,...;degg < 2p — 3). (12)

Die Formeln (1), (2), (9) und (12) liefern nun zusammen mit dem Satz iiber dic
Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen den Beweis von Satz 1.

Um eine rationale Funktion zu integrieren, gehen wir wie folgt vor.

1. Mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus priifen wir, ob Zihler- und Nenner-
funktion teilerfremd sind, bzw. kiirzen gegebenenfalls einen gréBten gemeinsamen
Teiler.

2. Wir stellen die rationale Funktion (mit dem Verfahren der Restdivision) als
Summe einer ganzrationalen Funktion f(x) und einer echt gebrochenen rationalen
Funktion r(z) dar. Das Integral von f kann unmittelbar berechnet werden.

3. Wir zerlegen den Nenner von r(z) in die voneinander verschiedenen Linear-
faktoren (z — z;)" (i =1,...,k) bzw. quadratischen Faktoren ohne reelle Null-
stellen

(@=sp+epr  (=1..,m
4. 8ind alle p; und alle g; gleich 1, so machen wir entsprechend (1), (9) den Ansatz

[r@dz=A,Inje — 2| 4 - + Al |z — o
+ B, In((z — b,)? +od) 4o +B,,.1n((x—b,,)z+c,,’)

z— b, z — by

+ D, arctan

+ -+ + D, arctan

1 ‘m

+C. (13)

Ist wenigstens ein p; bzw. g; gréBer als i. so treten wegen (2) bzw. (12) echt gebrochene
rationale Funktionen bei der Integration auf. Da die Summe echt gebrochener ratio-
naler Funktionen mit teilerfremden Nennern wieder echt gebrochen ist, machen wir

1) Wie wir in 2.4.4. bemerkt haben, ist eine exakte Bestimmung der Zahlen z;, b;, ¢; nur in
seltenen Fillen méglich. Das hier beschriebene Verfahren besitzt daher mehr theoretisch-struk-
turelle als praktische Bedeutung.
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den Ansatz
h(z)
@ — 2Pl (@ — 2P (@ — b))+ 6 2)0 s (@ — bp) o+ op?)tm?
+A4Ailnjz—a) + - + Al |z — 2
+ ByIn((z — ) + ¢,3) + -+ + By In ((z — bp)? + cu)

2 — by

fr(x) dz =

x—b,

+ D, arctan + -+ + D, arctan +C, (14)

€1
wobei der Grad von k(z) kleiner als der Grad des Nenners zu wihlen ist. Die Koeffi-
zienten A;, B;, D; und die Koeffizienten der ganzrationalen Funktion A(x) ermitteln
wir, indem wir die rechten Seiten von (13) bzw. (14) differenzieren, mit dem Nenner
von r(z) multiplizieren und nach der Methode des Koeffizientenvergleichs mit dem
Zihler von r(z) vergleichen. Das sich ergebende Gleichungssystem muB auf Grund
der abgeleiteten Formeln (1), (2), (9) und (12) 16sbar sein.

Dieses Verfahren ist universell anwendbar. Der Rechenaufwand kann aber in
konkreten Beispielen durch gewisse Modifikationen reduziert werden.

Beispiel 1. Es ist

dz dz
= = B ,
fz’+4z+3 f(x+1)(a:+3) Al f - 1] b Flale 8] +0

woraus durch Differentiation

i 4., B
@+1)@+3) z+1 z4+3
1=A@+3)+Bx+1)

folgt. Koeffizientenvergleich ergibt 4 + B =0, 34 + B = 1, und wir erhalten

dx 1 1 .
fngln|x+ll—glnlz+3l+0=lnl/

z+1
c
z+3|+

Beispiel 2. Es ist

z+3 P z+ 3 &
23 a2t — 2 @—1)(e+12+1)

=Alnjz — 1| + Bln (@ + 1)* + 1) + Darctan (z + 1) + C,
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z+3 = A 2B(z + 1) & D
PraP_2 z—1' @+1p+1 @+10+1
z+3=4A(z+11+1)+2Be+1)@—1)+Dz—1),
z+3=(4+2B)2*+ (24 + D)z + (24 — 2B— D),

z+3

2428 —2

d¢=%ln|z—l|—%ln(z’+2a‘+2)

—%uct&n(x+ 1)+ C.
Beispiel 3. Es ist

—2A— 20 %2+t (222t
Dr2d3A+4P+30 +2+1 @+ 1) (22 + 1)

B2+ Bz + Ey

=A1n|z+1|+Bln(z’+1)+Dmtanx+m

+ 0.
Differentiation ergibt
—24—24 24 %4 4 + 2Bz + D
(@ 4 1)8 (22 + 1)8 z4+1 2341 241
y @Bt B @+ D@+ D) — @t + 2t 1) Biat + Bz o+ B)
(@ + 1) (=* 4 1) ’
—2A— 2284 208+ 22+ 4= A(x+1) (@®+ 1+ (2Bz+ D) (s + 1 (z* +1)
+.2Ez + By) (z + 1) (@ + 1) — 32 + 22 + 1) (B2 + Eoz + Ey),
—2A 23428+ U+ A=A+ A+ 2+ 2+ 2+ 1)
+ 2B(a® + 224 + 2% + 22 + ) + D(a* + 22* + 22* + 22 + 1)
+2B(@A + 2P+t 2)+ B+ttt 1)
— B, (3a* + 22% + 2%) — Ey(32® + 22% 4 2) — E3(32* + 2z + 1).

Durch Koeffizientenvergleich gewinnen wir das Gleichungssystem

0=4+2B,

—2=A4+4B+D—FE,

—2 =24 + 4B + 2D — 2E,,
2 =24 + 4B 42D + B, — E, — 3E,,
2 =4 + 2B + 2D + 2E, — 2E,,
4=A4+D+E,—E,
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mitderL&sungA=2,B=—1,D=0,E’,=0,Ez=l,E,=—-1.Somitist

—2af — 222 4 228 22 4- 4

—2injo+1 —ln@+1
P T AN TR e+l —In@+1)

z—1
—— +
@+1)@E*+1)

AbschlieBend bemerken wir, da$ die Koeffizienten, die bei den Ansitzen fiir die
Integration rationaler Funktionen auftreten, auch mit anderen, zum Teil weniger

zeitaufwendigen Methoden berechnet werden kénnen. Entsprechend der Bemerkung
in der FuBnote auf S. 168 verzichten wir auf eine ausfiihrlichere Behandlung.

Eine einfache Folgerung aus Satz 1 ist

Satz 2. Es sei F eine rationale Funktion von zwei Variablen, d. h., F lasse sich als
Quotient von 2wei ganzrationalen Funkti in zwei Variablen darstellen. Ist dann

+

f(x) = F(cos , sin x) (=] < =),
80 ist die Funkiion | elementar iniegrierbar.
Beweis. Die Substitution

z=t&n£, z = 2arctan z, iz_= :
2 dz 1422
fiihrt wegen
) 2tan-:2€-
sinz=2sin%cos%=2tm%-cos’;=———-,
1+t|m'—z—
2
ging = —2_
T 1422
oosz=oos’£——sin‘i=2008’f-——1=i—-1,
2 2 2 1422
— 22
BT = ——
1422
zu

1—22 2 z
fﬂzm:j (1+z' 1+z-)1+z-dz (‘=““E)

und damit auf die Integration einer rationalen Funktion.
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4.3.6. Integration und Differentiation
von Folgen und Reihen von Funktionen

Wir betrachten in diesem Abschnitt Funktionen f, die gemaB 2.6. als Grenzwerte
von Funktionenfolgen (f,) bzw. als Summen von Reihen }; f, dargestellt sind, und
untersuchen den Zusammenhang zwischen den Integralen der Funktion f und der
Funktionen f,. Unter der Vor tzung der gleichmiBigen Konvergenz 1aBt sich eine
sehr einfache Aussage formuli

Satz 1. Es ses (f,) eine gleichmipige konvergente Folge von Funktionen, die auf dem
abgeschlossenen Intervall [a, b)) stetig sind. Dann ist

[ i o) da mlim. [ 110 . (1)

Beweis. Die Grenzfunktion f(z) = lim f,() ist nach 2.6.2., Satz 1, stetig
N—>00

Wegen 2.6.2. (1) gibt es zu vorgegebenem & > 0 ein N mit |f(z) — fu(2)] < —
firn = N,a <z < b. Es folgt =8

b b b

[ ta) dz — | /,(x)dz‘ < [ @) — fala)l da

a o e »

<2 fdz=e,
b—a

Den Inhalt dieses Satzes driickt man hiufig wie folgt aus: Bei gleichmdfiger
Konvergenz darf die Reihenfolge von Grenzwertbildung und Integration vertauscht
werden.

Die zu (1) analoge Formel zur Integration gleichmiBig konvergenber Reihen stetiger
Funktionen lautet

[z

d. h., wgleichmiiBig konvergente Reihen stetiger Funktionen kann man gliedweise
integrieren. Fiir reelle Potenzreihen ist die Voraussetzung nach 3.4.1., Satz 2, stets
erfiillt, wenn das Intervall [a, b] im Innern des Konvergenzkreises liegt.

und Satz 1 ist bewiesen.

heds =3 f falda), @)

||Mg
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Beispiel 1. Wir berechnen

4
© gin (103z)
—_—dx
JE%w

Nach Beispiel 4 in 2.6.2. ist die zu integrierende Reihe gleichmiBig konvergent, und
aus (2) folgt

=

1
fzsm lo’x)d _21_;”‘/'5m (10%z) da
0

=0
=

=—3— [d 102",
Z 0“ fcos( z)

n=0
L cos(10 Z) — 1
103" 4
) 1
=1,002 — 51/5.

Die in Satz 1 geforderte gleichmiBige Konvergenz ist fiir die Zulissigkeit der
gliedweisen Integration zwar hinreichend aber keineswegs motwendig. Integrieren
wir zum Beispiel die in 2.6.2., Beispiel 3, definierten Funktionen f, iiber ein beliebiges
Intervall [a, bJ, so strebt die Folge der Integrale gegen 0, also gegen das Integral der
Grenzfunktion, obwohl die Folge nicht gleichmiBig konvergent ist. Bei nicht gleich-
maBiger Konvergenz ist sorgfiltig zu untersuchen, ob die Grenzprozesse miteinander
vertauscht werden diirfen.

In diesem Zusammenhang untersuchen wir auch das Problem der gliedweisen
Differentiation von Folgen und Reihen von differenzierbaren Funktionen. Fiir
Potenzreihen haben wir es bereits in 3.4.2., Satz 4, behandelt. Im allgemeinen Fall
ist aber die gleichméBige Konvergenz nicht hinreichend fiir die gliedweise Differen-
tiation. Zu deren Nachweis muB man vielmehr die Folge der Ableitungen der Glieder
auf gleichmiBige Konvergenz untersuchen.

-2

Satz 2. Bs sei (f,) eine Folge von auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b] stetig
differenzierbaren Funktionen. Ist die Folge (f,') auf diesem Intervall gleichmifig
konvergent, so existiert fiir jedes ¢ € [a, b] die Grenzfunktion

@) :=1lim (fa(@) — fale)) (2 € [a,B]), @)
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und es st
¢'(z) = lim f,' (). 4

Beweis. Da die Folge der Ableitungen f,’ auch in jedem Teilintervall von [, b)
gleichmiBig konvergiert, folgt aus Satz 1 stets

L z

ftim £,(¢) d¢ = lim [f,'() & =lim (fa(2) — falc)) = g(2), ®)
¢ 00 >0 ¢ A—>00

womit die Existenz der Funktion g bewiesen ist. Mit dem Hauptsatz der Differential-

und Integralrechnung folgt aus (5) die Behauptung (4).

In Satz 2 wird keine Aussage iiber die Konvergenz der gegebenen Folge f, ge-
macht. Unter einer zusitzlichen Voraussetzung kann eine Verschirfung von Satz 2
bewiesen werden.

Satz 3. Bs sei (f,) eine Folge von auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b)) stetig
differenzierbaren Funkti und die Zahlenfolg (f,(c)) sei fiir wenigstens ein ¢ € [a, b))
konvergent. Ist dann die Folge der Ableitungen f,' auf dem Intervall [a, b] gleichmdipig
konvergent, so existiert die Grenzfunktion

) =._'11§f.(==) (@€ [a, b)) O]

im Sinne der punkiweisen Konvergenz. Diese Funktion st stetig differenzierbar, und
s 18t

f @) = lim f,'(z). U]
Beweis. Die Funktion g sei durch (3) definiert. Setzen wir
f(@): = g(x) + lim f(c) =.]iﬂ;(f-(¢) — hle)) +£m;fu(°):

so gilt offensichtlich (6). Da f und g sich nur um eine additive Konstante unter-
scheiden, ist g’ = ', und die Behauptung (7) folgt aus (4).

4.3.7. Aufgaben
1. Man beweise, daB die Integrale
a) [z%e*dz, D) [*Mcoszdz, o) [z*sinzdz

fiir natiirliche Zahlen n el tar integrierbar sind und fir negative ganzzahlige n auf die
(nicht elementar auswertbaren) Integrale

.)fid:, b) [2dr, o [H2Zg
x x x

zuriickgefiihrt werden konnen.
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2. Man werte die folgenden Integrale aus:
on
f@* —1)coszdz, [a*coszdz,
0

[@inh )yt dz,  fsin?zdz.

3. Man berechne den Inhalt der Fliche F, die durch die Graphen der Funktionen f(z) = 2*Inz,
9(z) = —(Inz%) (1 < z< ¢) und die Gerade z = ¢ begrenzt wird.

4. Man werte die folgenden Integrale aus:

fin @z + bdz  (a+0), f‘i—“z—“‘”"az.

‘cos (z~1) dz
le dz, fﬁ+}'m' [lFFd e @>o0,

o,

(cos z)In (1 + sinz) dz,  [(2z + 2 cos x) e=*+281n= dr;,
[)

1 2
[AQ+Pde, felFdz,
-1 0

14at
0

1 2
4
fz" dz, fsin}/z—lti.z.
1

5. Man zeige, daB die Graphen der Funktionen

fe)=2Vz +Vlz—2 (O=<zs4),
g#) =21z — Yz —2* (0<z<4)
den Rand einer Flache F bilden, und besti den Flicheninhalt von F.

6. Man werte die folgenden: Integrale aus:

S2—3+3 o $—or fz—1
P —4z — Tz + 10 23(z% + 1)

7. Man gebe den Inhalt der Fliche F an, die durch die Funktion

—t
1+oos’a:'

=) =

die z-Achse und die Geraden z = —%, z= %begrenztwi.rd.
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8. Man gebe eine P il icklung der Funkti

z
sin ¢
¢
0
an.

9. Man zeige, daB die Reihe
o (,n et )

z
dt, jr“ dt
0

n n+1

n=1

im Intervall [0, 1] gleichmiBig konvergent ist, daB die durch gliedweise Differentiation ent-
stehende Reihe fiir alle 2 sgo, 17 konvergiert, aber im Punkt = = 1 nicht die Ableitung der
durch die Reihe gegebenen Funktion liefert.

4.4.  Weitere Anwendungen der Integralrechnung

4.41. Bogenlinge, Kriimmung

Nach unseren anschaulichen Vorstellungen kann man gewissen Kurvenstiicken
eine Bogenlinge zuordnen. Wir wollen diesen Begriff prizisieren. Ein Mengensystem
8 von Kurvenstiicken Cj, ..., C; heilt eine Zerlegung eines Kurvenstiicks C, wenn
€ =0, u- uC; ist und wenn die Kurvenstiicke C;, C; fiir ¢ 5= j hichstens einen
Randpunkt gemein haben. Die Verbindungsstrecken §; der Randpunkte von C;

Abb. 4.23

(¢ =1,..., k) bilden einen dem Kurvenstiick C' einbeschriebenen Polygonzug (Abb.
4.23). Die Summe 8(3) der Lingen aller Strecken S; bezeichnen wir als die Léinge
dieses Polygonzugs. Sie kann offensichtlich nicht linger als die zu definierende Linge
des Kurvenstiicks sein und kommt dieser Zahl um so niher, je ,feiner* wir die Zer-
legung wiihlen. Diese heuristischen Betrachtungen fithren zu folgender

Definition. Ein Kurvenstiick C heiBt rektifizierbar (streckbar), wenn die Léngen
aller einbeschriebenen Polygonziige eine obere Schranke besitzen. Die kleinste obere
Schranke heit in diesem Fall die Bogenlinge s(C) des Kur tiicks C.

t)
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Nach dieser Definition ist
3(0):= 5181[’ 8(8), (1
wobei 3 alle Zerlegungen von C durchliuft. Es gibt Kurvenstiicke, die nicht rekti-
fizierbar sind, doch gilt der
Satz. Jedes glatte Kurvenstiick C ist rektifizierbar. Ist T = t(t) (@ <t < b) eine
Parameterdarstellung von C mit stetig differenzierbaren Koordinatenfunktionen, so ist

b
8(0) = [l dt. @)

Beweis. Jeder Zerlegung 3 von C kann umkehrbar eindeutig eine Zerlegung
B¥a=t<bh <<l =0

von [[a,b] zugeordnet werden. Wir konnen dabei noch voraussetzen, da$f C; die
Randpunkte t;_; = t(f;,) und t; = ¥(§;) (¢ = 1, ..., k) besitzt. Dann ist
k

8(8) =3 Iti — vl @)

i=1
die Lénge des einbeschriebenen Polygonzuges. Zur Vereinfachung der Schreibweise

beschrinken wir uns jetzt auf ebene Kurven. Der Beweis fiir Raumkurven verliuft
analog, es ist nur eine dritte Koordinate hinzuzufiigen. Fiir ebene Kurven ist

1 — tig = (@(t) — 2(tiaa), y&) — Y(ti),
und nach dem Mittelwertsatz gibt es im Intervall J¢,_,, ;[ Zahlen z;, 7;' mit
i — iy = (& (%) (6 — ki), 9(5) (6 — tia)).
Ist K eine Schranke von &(f) und §(t) fiir @ < ¢ < b, so folgt aus (3)
k
8(8) = 3l )] ¢: = b, @)
-]

8(8) S 2K 3 (4 — tiy) = 2K (b — ).
i=1

Somit ist C' rektifizierbar, und nach Definition der Bogenlinge als Supremum kénnen
wir zu vorgegebenem & > 0 eine Zerlegung 3 mit

0<s(0) — S3) <= ®)

finden. Da die Lénge eines einbeschriebenen Polygonzuges bei einer Verfeinerung
der Zerlegung héchstens groBer wird, gilt (5) auch fiir jede Verfeinerung von 3.
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Die Funktion f mit (t) = [(t)] = || (), #(t))| ist stetig. Wir setzen
b []
J = [f) de = [lie) de. (6)

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es im Intervall J¢;—y, ;[ ein 7:*
mit
Eoa 3
I=3 [fe)de =3 fr:*) (t: — ti). ™
=1ty =1
Wir bestimmen ein 8 > 0 derart, daB aus |t' — '] < 4 stets
e
) — @), 9E) — §E) < ———
[#E) — 2], [§¢) — 90 )l<4(b—a)

folgt. Ferner wihlen wir die Zerlegung 3 so fein, da8 der Durchmesser von 8* kleiner
als 4 ist. Aus (7) und (4) folgt nun

k
W—8@ls3 [1e@®, s@®)] — M@, s | - @ — te-
Wegen
[l@.b] —j@.0)] | <|@—a.b -t <la—a'|+ b b
ist weiterhin
k
W—s@I=3 (Ik(*) — &) + l5E*) — §61) ¢ — tea)

&

=2 4(b—a)§(‘ 'H)=—2',

und zusammen mit (5) erhalten wir
[8(C) — J| < 16(C) — 8(B)| + |/ — 8(B)| <ee.
Da ¢ beliebig gewihlt war, ist unser Satz bewiesen.
Fiiir eine ebene Kurve lautet (2) in ausfiihrlicherer Schreibweise
b
s(0) = [ V@) + (ge))rde ®)
und fiir eine Raumkurve

1]
5(0) = [ V@) + 5@ + (@) dt. 9)
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Die Bogenlinge des Graphen einer stetig differenzierbaren Funktion y = f(x)
(@ < z < b) ergibt sich nach 3.1.5. (4) zu

b
8(0) = [ Y1+ (f@) de. (10)

’-\

Abb. 4.24

o

Beispiel 1. Die archimedische Spirale (Abb. 4.24) besitzt die Parameterdarstell
z=ctcost, y= —ctsint t>0),

wobei ¢ > 0 ist. Wegen

& =c(cost —tsint), §= —c(gint | tcost)
und
# 4+t =c(1+8)
hat das zum Intervall [a, b)) gehérende Teilstiick C,> dieser Spirale die Bogenlinge

8(0) = f Vo + ) dt = < [T+ + arsinh o]s.
Beispiel 2. Setzen wir f(z) := cosh z in (10), so ergibt sich fiir die Bogenliinge der
Kettenlinie
: b 3
8(C.h) =j V1 + sinh*z dz =feoshzda;
=sginhb — sinha.
Beispiel 3. Fiir die Ellipse
t(t) = (@ cost, bsint) 0=t=2n)
gilt £(¢) = (—a sin ¢, b cos t), und ein Ellipsenbogen hat die Linge

]
8(0}) = [ Ya*sin t + b* cos?t dt.
LY
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Dieses Integral ist fiir @ == b nicht elementar auswertbar und heiBlt wegen seiner geo-
metrischen Bedeutung ein elliptisches Integral. Fiir a = b, d. h. fiir die Lénge eines
Kreisbogens erhalten wir

ty
s(0§:)=afd¢=a(t,—t,). (11)
LY

Der Parameter ¢ in der Parameterdarstellung () = (cos £, sin t) des Einheitskreises
ist also die vom Kreispunkt P(1, 0) gemessene Bogenlinge.

Fiir den Umfang des Kreises mit dem Radius a erhalten wir aus (11) die Formel
U = 2am, womit die in 2.5.1. gegebene Definition der Zahl z ihre Rechtfertigung er-
fihrt.

Mit Hilfe der Bogenlinge definieren wir einen weiteren wichtigen Begriff der
Kurventheorie, nimlich den Begriff der Kriimmung. Wir betrachten zwei benach-
barte Kurvenpunkte tq = t(fo), t; = r(t;) einer glatten Kurve.

4

() ot

&

Abb. 4.25

Die zu diesen Punkten gehérenden Tangentenvektoren t,, t, schlieBen einen Winkel
ein, den wir mit «(t,, t,) bezeichnen (Abb. 4.25). Bei gleichbleibender hinreichend
kleiner Bogenlinge s(C}) bildet die GroBe dieses Winkels ein Ma8 fiir die Abweichung
der Kurve vom geradlinigen Verlauf. Man bezeichnet daher den Quotienten von
a(to, t;) und s(ty, t;) : = 8(C}) als mittlere Kriimmung des von 1, nach 1, fithrenden
Kurvenbogens. Existiert der Grenzwert

k(ty) = lim 2ot : 12)

1oty 8(E0 1)
so bezeichnet man ihn als die Kriimmung der Kurve C im Punkt t,. Setzen wir
M2 fir x40,
S(x) := z

1 fir =0,
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so gilt S(z) - 1 firr z — 0 (ng 2.5.1. (8)), und es ist zS(x) =sinz (x € R). Aus
t; — t, folgt a(ty, t;) — 0, und daher ist

(ty, £,)
k(to) = lim S{ax(to, t,)) ==L
(f0) m (0‘( o 1)) 3o, 1)

b
sin a(ty. t;)
R
>t 8(to. t)

Im Fall einer Raumkurve ist nach Definition des Vektorprodukts

B(ly) . E()
TN
[Eto) | [E()|

sin a(ty, 1) = |to Xt| =

Wegen i(t,) X i(ty) = 0 kénnen wir dies auch in der Form
[E(to) X (E(tr) — (to))|
[E(to)] - [E(t)!
schreiben. Dividieren wir durch

sin a(ty. t;) =

&
alto, 1)) = [IE@) dE = [ED)] (h—t0) (o ST=1),
t 2

so tritt der Quotient von £(f;) — t(f,) und £, — ¢, auf. Sind die Koordinatenfunktionen
von t(t) zweimal stetig differenzierbar, so ist

i £0) — )

R - = t(tu):
und wir erhalten
I i) 20 = ::(t.,)
=i ._______:_"_’
klta) = i el )] 6]
[E(t) XE(to)]

k() = ————. 13

@ ="tep e

Hierfiir schreiben wir kiirzer
[ Xl y
k= . 14
it b
Ist z(¢) = O fiir alle ¢, so konnen wir die Raumkurve als ebene Kurve auffassen. In
diesem Fall ist
ixXi= (%9, 0)X&4,0) = (0,0,2§ — zy),
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und gemiB (14) hiitte man
b S =31
Var + 7
zu setzen. Im Gegensatz zu Raumkurven kann man jedoch der Kriimmung ebener
Kurven sinnvoll ein Vorzeichen zuweisen, und man bezeichnet

P Rk (15)
als Kriimmung der ebenen Kurve t(f) = (z(t), y(t)). Eine genauere Analyse ergibt,
daB k positiv bzw. negativ ist, je nachdem, ob die Kurve fiir wachsende ¢ nach links
bzw. rechts von der Tangentenrichtung abweicht.

Fiir die Kriimmung des Graphen einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion
y = f(2) erhalten wir gemi8 3.1.5., Beispiel 3, die Formel

k= _/_s ) (16)
i+
Beispiel 4. Fiir die Funktion y = sin % erhalten wir
| — _’_“”’_s
VI + cos¥z
Beispiel 5. Fiir die Ellipse (vgl. Beispiel 3) gilt
k= o

Vorsinit + B oost £
Indenzuty=0und ¢ = % gehdrenden Scheitelpunkten gilt

a b
ko = F’ k= g
Beispiel 6. Fiir die Kurve
. 9.

t) =(t, 18, — 8

et
gilt

i) =(@1,2,2%, i) =024,

[E@¢) XE()| = |4, —42, 2)| = 42 + 2,
2

[BE) =1+ 22, k= R
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4.4.2. Oberfliche von Rotationskérpern

Wir berechnen den Flicheninhalt eines Kreissektors Sy mit dem Radius s und dem
,,Oﬁnungswinkel“ t (Abb. 4.26). Fiir 0 <t < % und s = 1 ergibt sich aus 4.3.4. (6)
die Formel u(Sg) = fz- Fiir beliebiges & > 0 ist der Inhalt nach 4.1.1. (11) mit &
zu multiplizieren, und wir erhalten

wlR) = )

Abb. 4.26

Wir betrachten nun einen geraden Kreiskegel mit dem Grundkreisradius r und
der Héhe k (Abb. 4.27). Schneiden wir seinen Mantel lings einer ,Mantellinie‘
auf, so kénnen wir ihn nach unseren Erfahrungen (verzerrungsfrei) in die Ebene
abrollen. Als Oberfliche o(M) der Mantelfliche M des Kegels bezeichnen wir daher
den Inhalt des bei diesem Abrollen entstehenden Kreissektors mit dem Radius
s =r + hi. Den Offnungswinkel dieses Kreissektors bestimmen wir aus 4.4.1.
(11). Der zum Kreissektor gehérende Bogen hat hiernach die Liinge s¢, und anderer-
seits ist diese Liinge gleich dem Umfang 2rz des Grundkreises des Kegels. Somit ist

t= 2—”’, und aus (1) folgt
8

o(M) = nrs. 2

Als niichstes berechnen wir die Oberfliche o(M) des Mantels M eines Kegel-
stumpfes (Abb. 4.28). Er entstehe aus dem geraden Kreiskegel mit dem Grundkreis-

radius r, und der Hohe b, durch Abschneiden des Teilkegels mit der Hohe h, (A3 < k)
und dem Grundkreisradius r,. Nach (2) ist

o(M) = n(r18; — 738,).
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by

Abb. 4.27 Abb. 4.28

Wegen r;:7, = 8,:8;, 118, = 1,8, ist
o(M) = afry(s — &) + ralor — &)

Der Mantel des Kegelstumpfes mit dem Grund- bzw. Deckkreisradius r; bzw. r,
und der Mantellinie 8 = 8, — s, hat somit die Oberfliche

o(M) = a(r; + 7;) 8. ' @)

Diese Formel bleibt auch fiir den Mantel eines Zylinders, d. h. fiir r, = 7, giiltig.

Es sei nun y = f(2) eine im Intervall [a, b] stetig differenzierbare iiberall nicht-
negative Funktion. Durch Rotation des Graphen von f um die z-Achse entsteht die
Mantelfliche M eines Rotationskérpers. Wir wollen den Begriff der Oberfliche
o(M) von M definieren. Hierzu withlen wir eine Zerlegung

Bia=p <z <--<z=0b

des Intervalls [(a, b] und bilden den zugehérenden Polygonzug (Abb. 4.29) mit den
Seitenlingen s;. Bei Rotation der Teilstrecken des Polygonzuges entstehen Kegel-

x Abb.4.20

) IS
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stiimpfe. Die Summe
k
8(8) := 3 alfw:) + f(zir)) o @
=1
der Inhalte der Mantelflichen dieser Kegelstiimpfe nihert sich nach unseren anschau-
lichen Vorstellungen um so mehr der zu definierenden Oberfliche, je feiner wir die

Zerleg'ung withlen. Wir wollen zeigen, daB sich die Summen §(3) fiir einen hin-
ichend kleinen Durch d(3) beliebig wenig von dem Integral

b
o) :=2a [f(z) V1 + (f @))* d= ®)

unterscheiden, so daB es sinnvoll ist, diese Zahl als Oberfliche des Mantels des Ro-
tationskorpers zu bezeichnen.!)

Zum Beweis unserer Behauptung setzen wir

g(z) := V1 + (F(2)* = (L, f (=)

Dann ist

o(M) = 2n f 0 ote) do =2 5 f () gla) d,

i=1 71y

und nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es Zahlen &; mit 2; ; < & < z; und

k
o(M) = 2"‘2; 180 9(80) (¢ — zia)-

Andererseits gibt es nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung Zahlen £* mit
%y < &* < z;und

& = Vim — 70)* + (Hz) — fzin))?
= Vg — 20 + (FEH) (2 — 2i0)?
= g(&*) (@ — i)

so daB

k
83 ==y l(f(»"i) + f(@i-a)) 9(66*) (@i — 2ica)»
" .
lo(AM) — 8(8) = ".Z; 12(&:) 9(8) — (i) + i) 9(E*)] (% — %e1)

1) Inhaltsberechnungen von Drehflichen treten bereits 1657 bei HuyeENs und 1673 bei LrreNtz
auf.
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ist. Wegen der Stetigkeit von / und g auf dem sbgesohlouenen Intervall [(a, b kénnen wir eine
Schranke K beider Funkti und zu v &> 0eind > 0 mit

&
IH=x) — f(=%), lg(a) — g(=*)| < EG—a) (lz — 2% < 9)

finden. Fir jede Zerlegung 8 mit d(8) < & ist dann
12(89 9(8) — (=) + Hza)) 967

S 116D — Kedl K + &) — Had] K + lot€) — 96 K < o=,
lo(20) — 8(8) < e,
und unsere Behauptung ist bewiesen.

Beispiel. Wir berechnen die Oberfliche des Mantels M der Kugelzone, die durch
Rotation von

f@=Vr—2 @=z=h

mit —r < a < b < r um die z-Achse entsteht (Abb. 4.30). Es ist
f@) V1 + il’(Z))’ =r,
» .
o(M) = 2.7zrfdz = 2zr(b — a).

Die Oberfliche der Kugelkappe Kj mit der Hohe A =r — a ergibt sich hieraus
durch den Grenziibergang b —r, d. h., es ist

o(Ky) = 2nrh.
Speziell ist die Oberfliche der Halbkugel gleich 2nr2.

Abb. 4.30
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4.43. Rauminhalte von Rotationskérpern

Es sei f eine im Intervall [a, b)) stetige Funktion. Lassen wir die zu f gehorende
Ordinatenmenge um die z-Achse rotieren, so ein Rotationskorper M, dessen
Quadrierbarkeit wir nachweisen wollen. Die zur z-Achse senkrechte Ebene durch
den Punkt x schneidet den Rotationskérper in einem Kreis mit dem Flicheninhalt

¢(@) = a(f(@)*. )
Wir wihlen eine Zerlegung

Lotoht

Bra=zg, <z < <%, =b

des Intervalls [a, b] in die Intervalle F; := [z, z;). Die zwischen den Stufen z; ,
und z; liegende ,,Scheibe des Rotationskorpers ist dann einem Zylinder mit der
Héhe z; — 2, und einer Grundfliche mit dem Inhalt §(I;) bzw. g(I;) ein- bzw.
umbeschrieben. Daher ist -

k
S(g, B) =‘Z; o) (& — @) = p(M)
=

IIA

k -
AN S 34U @ — %) = 5@ B)-
2

Wegen der Integrierbarkeit von g ist M quadrierbar, und der Rauminhalt von M ist
gleich dem Integral der Querschnittsfunktion g, d. h., es ist

b
p) == [(f@))? dz. @
Beispiel 1. Der zu
fey=5=z O=ssh

gehorende Rotationskorper K ist ein Kegel mit dem Grundkreisradius r und der
Hohe k. Sein Volumen ist

nrth

A
nr?
Ky =2 =R
w0 =52 [arae =3
[}

Beispiel 2. Der zu

fey=Yr—28 (@<z=Db)
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mit —r < a < b < r gehérende Rotationskérper ist eine Kugelzone K,°. Thr Volumen
ist .

b
wESp) =n f (1 — 2%) dz = =(r}(b — a) — % (®* — a%).
a
Fiir a = —r, = r erhalten wir das Volumen der Kugel K, und zwar ist

4
K) = — 5
nK) 3m"

4.4.4, Cavalierisches Prinzip. Berechnung mehrfacher Integrale

Das in 4.4.3. entwickelte Prinzip der Volumenberechnung iiber die ,,Querschnitts-
funktion g(x), die den Flicheninhalt des Querschnitts in der ,,Héhenstufe* x an-
gibt, kann von Rotationskérpern auf beliebige quadrierbare Punktmengen M iiber-
tragen werden.

Satz 1. Es sei M eine quadrierbare Menge des Raumes Ry, und
Mz) :={(y,2): (@ 9,2) € M} 1
sei die Projektion des Querechn% von M in der Hohe 2 auf die y,z-Ebene. Fiir x < a
baw. y > b ses M(x) = 0. Setzen wir
9(@) := (M (2)) 1) @

d. h., ist g(z) der Inhalt des zu x gehérenden Querschmtta, s0 ist g iiber [(a, b] integrierbar,
und es ist

b
w(M) = [q@) do ®

(Abb. 4.31).

Beweis. Wegen g(z) = 0 fiir < @ und z > b kénnen wir das Intervall [(a,5] so weit ver-
lingern, daB a, b ganze Zahlen sind. Fiir jede natiirliche Zahl # bilden wir die dquidistante Zer-
legung 8 von (g, b)) in die Intervalle I;:=[[2;_,, z;] (j = 1, ..., k) der Lingeh = 2-%. Mit B, bzw.
Sy b wu‘dleV inig; allerQa.usB (vgl412)mthCszanM—ﬁ

Wir betrachten die hen den Hoh %y, hicht M; bzw. R, ; baw. S,
von M bzw. R, bzw. 8, (Abb 4.32). Ist r,; bzw. sy; dst Inhalt der Pro)ektlon von R,; bzw. 8,;
in die y,z-Ebene, 80 gllt fiur z;., < & < 2; stets 7,; < g(§) < 8,5, und folglich ist

raj = qIj) < AT < 855

') Wenn M(z) nicht quadrierbar ist, kénnen wir g(z) = u(M(2)) oder g(z) = ji(¥(z)) setzen.
Der Beweis bleibt dann unverindert giiltig.
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z Abb.431

Abb. 4.32

Wegen p(R,;) = #4u(I;), 4(Spj) = 8aj08(I;) erhalten wir

k k
p(By) = T p(Byj) = T rajp(I)
j=1 =1

<
i

T,

k
q(I;) p(lI;) §‘Z; q(I;) u(l;)
=

k k
< Xoul) = X p(Syy) = #(8y)-
j=1 j=1

Da wir die Quadrierbarkeit von M vorausgesetzt haben, gilt u(R,) — p(M), u(S,) - u(M) fiar
n — co. Dies besagt, daB das untere und das obere Integral der Querschnittsfunktion g iiber
[, b)) tbereinstimmen und u(M) gleich dem Integral von g iber [(a, b)) ist. Damit ist Satz 1 be-
wiesen.

Eine analoge Formel gilt, wenn wir die Querschnittsfunktion ¢ beziiglich der

Variablen y oder z bilden. Ferner kann Satz 1 sinngemi8 auf den p-dimensionalen,
speziell auf den zweidimensionalen Fall iibertragen werden. Im letzten Fall ist g(x)
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natiirlich kein Flicheninhalt, sondern die Liinge eines Intervalls oder die Summe
der Lingen mehrerer Intervalle (Abb. 4.33). Der obige Beweis bleibt fiir den p-dimen-
sionalen Fall unverdndert giiltig.

Aus (3) lesen wir das (in der Schulmathematik gewohnlich aus der Anschauung
gewonnene und als Axiom benutzte) Cavalierische Prinzip (nach BONAVENTURA
CAvVALIERI) ab.

Satz 2. Haben die Querschnitte zweier quadrierbarer Punkimengen des Raumes R.
(oder Ry) in allen Hohenstufen gleichen Inhalt, so sind die Punktmengen snhaltsgles

Ist nur von einer der Punktmengen bekannt, daB sie quadrierbar ist, so kann
nicht auf Inhaltsgleichheit geschlossen werden. Bei den fiir die Elementarmathematik

q(x

H Abb 4.33
e x

bedeutungsvollen Kérpern kann die Quadrierbarkeit hiufig mit Hilfe der Invarianz
des Inhalts bei Kongruenztransformationen und Scherungen bzw. mit Hilfe von
4.1.2., Satz 4, bewiesen werden. Fiir Normalbereiche My mit stetigen Funktionen
1, g (vgl. 4.1.4. (15)) ist die Quadrierbarkeit nach 4.1.4. (11) bzw. 4.1.4. (16) gesichert.

Das Cavalierische Prinzip tritt in der ,,Geometria indivisibilibus ... (1635) des BONAVENTURA
Cavarixrr auf. Das gesamte Werk, auBerordentlich unklar abgefat, beruht wesentlich auf dem
Satz ,,Ebene Figuren oder auch Korper stehen in demselben Verhiltnis wie die Geeamtheman
ihrer Geraden, ihrer Ebenen, welche nach i dei Regula. wurden* (,,G tria ...
p. 111). ,,Regula® ist eine Gerade (oder Ebene), die eine gemh.laeaene ebene Figur (oder eine:
Krper) beru.hrt und die Gesamtheiten sind die zur ,,Regula‘ parallelen Geraden (Ebenen) bis zur

abschli den ( ita) oder Ebene. Aus dem obigen Satz flieBt dann unter

d der Satz ,,R bilde der Ebene wie des Raumes sind inhaltlich gleich, wenn in gleicher
Hahe bei beiden gefiihrte Schnitte gleiche Strecken bzw. gleiche Flichen ergeben‘ (p. 482—483).
Dieses Prinzip ist allerdings schon vorweggenommen von HERON VON ALEXANDRIA (um 100 u. Z.).

Beispiel 1. Mit Hilfe des Cavalierischen Prinzips kann das Volumen der Halb-
kugel aus der Formel fiir das Volumen von Zylinder und Kegel wie folgt gewonnen
werden (Abb. 4.34).

Wir betrachten den Restkérper, den wir erhalten, wenn wir aus dem Zylinder Z
mit dem Grundkreisradius und der Hohe r den auf der Spitze stehenden Kegel K -
mit gleichem Grundkreisradius und gleicher Héhe hneiden. Der Q hnitt




Abb. 4.34

dieses Restkorpers in der Hohe z hat den Inhalt ar' — 2z, und da g 1=}t — 2*
der Radius des Querschnitts der Halblkugel H mit dem Radius r in der Hoéhe z ist,
hat dieser Querschnitt den gleichen Inhalt. Daher ist

2
W(H) = pZ\E) = p(2) — lB) =rn— ' 2, i) =3 vt
Die Berechnung von mehrdi jonalen Integralen kann mit Hilfe von Satz 1

auf die sukzessive Berechnung von eindimensionalen Integralen zuriickgefiihrt
werden. i

Satz 3. Der Normalbereich B der z,y-Ebene sei durch die Ungleichungen
T ST =, Y:(%) = y < yo(2) 4y

L

B

y-ym%
Abb. 435

X Xe

mit stetigen Funkts Ya» Yo charaklerisiert (Abb. 4.35). Ist dann f eine stetige Funk-
tion, deren Definitionsbereich B enthilt, so ist

Ze YelT)

[teydey) =[ [i@y)dyde. ®)
B

Za pelz)

Beweis. Es sei zunichst f(z, y) = 0 fiir (x,y) € B. Da B quadrierbar ist, ist auch.
der Normalbereich

M:=Bf =92 %=z <% Sy =) A 0=z =fy)
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z= f(xy)

(-~

y Abb. 4.36

‘ YuYp(X)

quadrierbar (Abb. 4.36), und nach 4.1.4. (16) ist

uM) = fi(w, ) d@, ). 8)

Der zur Hohenstufe z, gehorende Querschnitt
M(z)) = (9, 2): Yalo) S ¥°S Yul@o) A 0 < 2 = (@0, 9))
hat nach 4.1.4. (11) den Flicheninhalt
velZo)
a(@o) = p(M () = [f(zo, ) dy-
ValZe)

Aus Satz 1 folgt

vel2)
() fq(x)dz f [ [ te ) -ly]dz

Za va(2)

Zusammen mit (6) ergibt sich die Behauptung (5). Es ist iiblich, die eckigen Klam-
mern wegzulassen, wie dies in (5) bereits geschehen ist.

Ist die Bedingung f(z, ) = O fiir (, ) € B nicht erfiillt, so wihlen wir eine Kon-
stante ¢ mit f(z, y) + ¢ = 0 fiir (z, y) € B. Wegen

f (t@, 9) + o) diz, 9) = [f=,y) d(z, y) + cu(B), )
B

Zo yol2) yelz)
[ [ta 9 +o)dyda = [ [ [ta, 3) dy + e(yaf) — ya(z))] de
Za Yalz) Za valz)
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Zo yol2) 2

=[ [lzydydz+c [(y.e) — yala) dz
Ta yalz) za
z.’ vel2)
=/ [t y)dydz + cu(B) ®)
Za Yalz) :

und der zuvor bewiesenen Gleichheit der linken Seiten in (7) und (8) gilt (5) allgemein.

Beispiel 2. Es sei B die von der Parabel 4 = z und den Geraden 2 =a,z = b
(0 = a < b) begrenzte Punktmenge. Sie kann d_urch die Ungleichungen

. asz=b,

—Vz =y=i=
charakterisiert werden, ist also ein Normalbereich. Wir berechnen mit Hilfe von (5)
das Integral der Funktion f(z, y) = }/; y? iiber den Bereich B. Es ist

[
[Vaprdwn =] [Vzordyde.
B 6 _yr
Fiir das innere Integral iiber y ist = wie eine Konstante zu behandeln. Wir erhalten

F =
[Eva=1E[L] =2a
v =

b
[Ty =2 [#ds=2 0 —a.

B
a
Kann der|Normalbereich B durch Ungleichungen der Form

Yo=Y =Y
Z(y) = = = w4(y) (9)

Abb. 4.37
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mit stetigen Funktionen z, und z, charakterisiert werden (Abb. 4.37), so geht (5) in

Ve Zely)

[tapday =] [iwy) dedy (10)
B

Vs Zaly)

Beispiel 3. Wir berechnen das Integral von f(z, y) = ay? iiber den Bereich B,
der durch die Geradeny = 0,y = 1,y = z + 1 und die Parabel 4* = z begrenzt wird.
Dann ist B ein Normalbereich beziiglich der y-Achse, der durch die Ungleichungen

0sy=<1l, y—1=sz=5y
charakterisiert ist. Folglich gilt

»
[oprdz )= [wypdedy
B

0 y-1
—fz/’[ ] y—— f(y —y‘+2y'—y')dy=j4223—0-

Ist keine der Darstellungen (4) bzw. (9) moglich, so versuche man, eine Zerlegung
8 = {By, ..., B} von B zu finden derart, daB diese Darstellung fiir die Teilbereiche
B; (i =1, ..., k) mdglich ist. Nach 4.1.4. (18) ist dann

k
[lepdey =3 [iey)dey). (1)
B

§=1 By
Fiir die Integration iiber Rechtecksbereiche
R={(x,y):ia<z=<brc=y=dl

kann (5) oder (10) angewendet werden, d. h., es ist

b d d b
[ta ) dey) = [ [fay) dyde= [ [f=y) dedy, (12)
B a ¢ c a

die Reihenfolge der Integrationen darf bei konstanten Grenzen vertauscht werden.
Die Berechnung eines Integrals einer stetigen Funktion f iiber einen riumlichen
Bereich B, der durch Ungleichungen der Form

A <
%(@) = ¥ = yl2), (13)
%(®, Y) = 2 = 2,(x. y)
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z
______ Z=2p(xy!
'z-z,,(x,y)
T~
5 L Abb. 4.38
Xa /
=Ya (x) =Ye (x)
% _____ ra e

mit stetigen Funktionen y,, s, 2> 2 gegeben ist (Abb. 4.38), geschieht nach der
Formel

Ze Yol2) zelZ.¥)

[tey.9depa=[ [ [iwy2)dedyda, (14)
B

Za Yal2) zalz.p)

und entsprechende Formeln gelten fiir Permutationen der Variablen in (13), (14).
Der Beweis von (14) erfolgt durch mehrfache Anwendung der SchluBweisen des
Beweises von Satz 3.

Beispiel 4. Wir berechnen

1
[ v
B

wobeinervondenEbenenz+y+z=1,z=0,y=0,z=0begrenzteBereich
ist. Die Punkte von B sind durch

0sz=1, 0=y<1-—uz, 0Z2=1—2z—y
charakterisiert (Abb. 4.39), und es ist

1 1=z 1—-z—y
1 1
[aenn=] [ [
B o o0 o

1 1
1 1-z—y
= —_— dy dz
2(1 + 2)%,
0 0
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o 0
l y=1—-z
-y
2—x—y ],=o
1 1 [a? !
dz=—|—+I(@2—
3_1) 2[2+ﬂ( I)]“
L
i
Abb. 4.39

x

4.4.5. Transformationsformeln fiir mehrfache Integrale

Die in 4.3.4., Satz 2, bewiesene Substitutionsregel kann auf mehrdimensionale Inte-
grale iibertragen werden. Eine exakte Behandlung dieses Problems ist sehr aufwendig,
80 daBl wir uns an dieser Stelle mit der Angabe von Berechnungsformeln begniigen
miissen. Wir schreiben 4.3.4. (1) in der Form

2(b) b

f f@) dz = [flx(t) ') dt, 1)

z(a) a

wobei die stetig differenzierbare Funktion z = z(t) mit z'(¢) 3+ 0 das Intervall 7*
mit den Endpunkten «, b umkehrbar eindeutig auf das Intervall 7 mit den End-
punkten x(a), z(b) abbildet. Ist stets z'(t) > 0 bzw. z'(t) < 0. so ist (@) < z(b) bzw.
x(a) > z(b) genau dann, wenn a < b ist. Daher kénnen wir (1) auch in der Form

[H@) dz = [flx®) 1)) dt (2)
7 4 "

schreiben.
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g ]

Ist das Integral der Funktion z = f(z, ) iiber einen ebenen quadrierbaren Bereich
B zu ermitteln, so empfiehlt es sich hiufig, durch Gleichungen der Form

z = z(u,v), y =y(u,v) ) 3)
kr linige Koordinaten einzufiihren. Sie vermitteln eine eindeutige Abbildung
aus der u,v-Ebene in die z,y-Ebene Gibt es einen Bereich B* der u,v-Ebene, der —
von Begr kten abgesehen — durch (3) umkehrbar eindeutig auf B abge-
bildet wnrd und |st. im Innem von B* die Funktionaldeterminante

= a(z, Y) . Ty Yu @)
A(u, v) To Yo
von 0 verschieden, so gilt die Transformationsformel .
[t 9) diz, 9) = [Hz(w, v), y(u, v)) D, v)| d(, v). ®)
B B*

Der Vergleich mit (2) zeigt, daB die Funktionaldeterminante in (5) der Ableitung
der Substitutionsfunktion in (2) entspricht. Die Anwendung der Transformations-
formel ist besonders dann niitzlich, wenn fiir B* ein Rechtecksbereich gewihlt werden
kann, da dann konstante Integrationsgrenzen auftreten.

Beispiel 1. Wir berechnen das Integral der Funktion z = xy iiber den Bereich B,
der begrenzt wird von den Kreisen mit den Radien r, =1, r, = 2 und den von 0
ausgehenden Halbgeraden, die mit der positiven z-Achse den (orientierten) Winkel

% baw. % bilden (Abb. 4.40).
Wiihlen wir fiir (3) die Abbildung
z=rcosp, y=rsing, (6)

d. h., fiihren wir ebene Polarkoordinaten ein, so wird der Rechtecksbereich B* der
r, p-Ebene, der durch

Abb. 4.40




198 4. Integralrechnung

charakterisiert ist, durch (6) umkehrbar eindeutig auf B abgebildet. GemiB (4) ist

cos ¢ sin ¢

D(r, @) = =r>0 (7

—rging rcosg
fiir 1 < r < 2, und nach (5) ist

fzyd(:r,y) =fr‘cos¢sinqzrd(r,tp)
B B*

5=
2 6
=f fr’cosxpsin:pdtpdr
i
3 5%
Lol % 15
= |— 2 = ——
f2 [sin tr]_:dr o
i

Die Berechnung dieses Integrals ohne Verwendung der Transformationsformel ist
miihsamer.

Die Transformationsformel (5) kann auch auf Funktionen von drei Variablen
iibertragen werden.

Wird der quadrierbare Bereich B* — von Begr
durch

kten abgeseh -

z=z(u,v,w), Y=y v,w), z2=2,vw0) (8)

umkehrbar eindeutig auf den quadrierbaren Bereich B abgebildet und ist die Funk-
tionaldeterminante

iz, v, Ty Yu 2
3 TR [P ©
0(u, v, w)
Tu Yuw Zu

der Abbildung (8) im Innern von B* von 0 verschieden, so lautet die Transformations-
formel

ff(a:, y,2) d(z,9,2) =f/(a:(u,v, w), y(u, v, w), 2(x, v, w)) |D(u, v, w)| d(u, v, w). (10)
B B

Fiir rdumliche Zylinderkoordinaten haben wir

z=gcosp, y=pgsing, z=z (11)
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(vgl. 2.5.3. (12)), und die Funktionaldeterminante ist

cos @ sin ¢ 0
D(g,p,2) = | —psing gcosp O |=e¢- (12)
0 0 1

Fiir riumliche Polarkoordinaten
z=rsind cosg, y=rsindsing, z=rcosd (13)
(vgl. 2.5.3. (13)) ist die Funktionaldeterminante durch

.8in & cos @ sindsing cosd
D(r,®,¢) = |rcosdcosg rcosdsing —rsind | =risind (14)
—rsindsing rsindcosg 0

gegeben.

Beispiel 2. Wir berechnen das Raumintegral der Funktion u = 2* + y* + 2*
iiber die Hohlkugel H mit dem Mittelpunkt 0 und dem inneren bzw. &uBeren Radius
a bzw. b (0 < a < b). Durch riumliche Polarkoordinaten wird der durch

a<r=<hb, 0L¥=<nm, —nS@g==mn

charakterisierte Bereich H* eindeutig auf H abgebildet. Im Inneren von H* ist die
Funktionaldeterminante (14) von 0 verschieden, und das Innere von H* wird um-
kehrbar eindeutig in H abgebildet. Wegen z? + y? + 2® = # und sin & = 0 erhalten
wir

[+ ot + M y,2) = [rrsin b dir, 9, 9)

H e

b 7 =

=[ [ [Asinddpaddr
a 0 -x
= %n(b‘ — ab).
4.4.6. Aufgaben
1. Die gewdhnliche Zykloide
z =1t —rsint, y=r—rcost

wird durch einen Punkt eines Kreises mit dem Radius r beschrieben, der auf der z-Achse
abrollt (Abb. 4.41). Man berechne die Liinge des zu einer vollen Drehung des Kreises gehdrenden
Zykloidenbogens.



Abb. 4.41

2. Die Astroide

z=3rooa%+roos%, y=3rain%—rsin%

wird durch einen Punkt eines Kreises mit dem Radius % beschrieben, der auf dem Inneren
einer Kreislinie mit dem Radius r abrollt (Abb. 4.42). Man berechne den Umfang der Astroide.

Abb. 4.42

3. Bei Rotation einer durch die Gleichung % + (y — b)2 = a? (b > a < 0) bestimmten Krois-
fliche um die z-Achse wird ein Z'orus erzeugt (Abb. 4.43). Man berechne die Oberflache und
das Volumen des Torus.

4

ili
.I' x Abb.4.43

4. Man berechne das Volumen des Kérpers, der sich bei Rotation des Graphen von y — sin z
(0 < z=< m) um die z-Achse ergibt.
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5. Man berechne die Integrale [2*d(z,y), [¥*d(z,y), [2yd(z,y) iber die obere Hilfte des
Einheitskreises.

6. Man berechne
{ "+'+Z d(z’ yl z) ’

wobei B durch die Ebenen z =2,y =0, y = x, z = 0, z = z + y begrenzt wird.



5. Einiges Uber Differentialgleichungen

5.  Problemstellung, Grundbegriffe

Bei zahlreichen mathematischen und naturwissenschaftlichen Untersuchungen st68t
man auf Gleichungen, in denen neben einer gesuchten Funktion y == f(x) auch Ab-
leitungen dieser Funktion auftreten. Es handelt sich dann um folgende Problem-
stellung. Gegeben ist eine Funktion z = G(z,¥, ¥, ..., ¥s) Von n -+ 2 Variablen.
Es sind alle auf einem Intervall I n-mal stetig differenzierbaren Funktionen f ge-
sucht, die der Bedingung

6(a, f(@), f (@), o [(P@) =0 (z€) ()
geniigen. Dieses Problem formuliert man kiirzer durch
Gz, y, y',---,!/'") =0, (2)

und nennt (2) eine gewdhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung. Die zur Funk-
tion G(z, Y, Y1, %) := 2% + Y1y, gehorende Differentialgleichung lautet z. B.
aty +y'y’ =0.

Jede auf einem Intervall I definierte Funktion f, die (1) erfiillt, heiBt eine Ldsung
oder ein Infegral der Differentialgleichung (2) auf I. Die letzte Bezeichnung riihrt
daher, daB unser Problem im Spezialfall der Funktion G(z, y, ;) := y; — g(z) die
Form y' = g(x) annimmt, so daB jede Losung eine Stammfunktion der Funktion g
ist. Die Problemstellung der Theorie der Differentialgleichungen erweist sich somit
als eine Verallgemeinerung des Umkehrproblems der Differentialrechnung.

Der Graph einer Lésung von (2) heiBt eine Lisungskurve oder Integralkurve. Die
Menge aller Losungen auf I heilt die Lowngamanmgfalhgkett oder das vollstindige

Integral auf I.
Hat die Differentialgleichung (2) die spezielle Gestalt

Y =F@,9,y,...,y* D), @
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so sprechen wir von einer expliziten gewdhnlichen Differenti lgleichung n-ter Ord;
Insbesondere heiBt

¥y =Fy) )

eine explizite gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung.

Der Zusatz ,,gewdhnliche* Differentialgleichung besagt, daB eine Funktion von
einer Variablen gesucht wird. Im Gegensatz dazu spricht man von einer partiellen
Differentialgleichung, wenn eine Funktion von mehreren Variablen durch eine
Gleichung charakterisiert wird, in der partielle Ableitungen dieser Funktion auftreten.
So ist zum Beispiel

(2 + y?) 2.s + 225, — 2(8inY) 2, =0
eine partielle Differentialgleichung fiir eine gesuchte Funktion z = f(z, y), und zwar
eine partielle Differentislgleichung zweiter Ordnung, weil die hochste Ordnung der
auftretenden partiellen Ableitungen der gesuchten Funktion gleich 2 ist.

Die Problemstellung kann weiterhin dadurch verallgemeinert werden, daf man
ein System von gesuchten Funktionen fy, ..., f, durch ein Differentialgleichungs-
system

q.

¥ =Fy@, 41,9 (G=1,...,n)

charakterisiert. Die Differentialgleichung n-ter Ordnung (3) ist mit dem Differential-
gleichungssystem

Y’ =1,

Y2 =y,

.......... (5)
Ya—1="Yn>

Yo' =F (@, Y1, -5 Yn)

iquivalent, wenn man jeder Losung y von (3) die Funktionen g, =4y, %: =9, --.,
Yp = y™ zuordnet und umgekehrt y =y, setzt, falls die Funktionen y,,..., ¥
dem Differentislgleichungssystem (5) geniig

Wir beschriinken uns im wesentlichen auf die Differentialgleichung (4). Geht eine
Losungskurve der Gleichung (4) durch einen gegebenen Punkt (x,, 9), 80 hat die
Tangente an die Losungskurve in diesem Punkt wegen (4) den Anstieg F(2g, Yo)-
Wir bekommen also eine Vorstellung von dem méglichen Verlauf der Losungskurven,
wenn wir in jedem Punkt (z, %o) € D(¥F) ein kurzes Geradenstiick mit dem Anstieg
F(2o, yo) einzeichnen. So 148t zum Beispiel Abb. 5.1 sofort vermuten, daB die Lo-

sungskurven der Differentialgleichung y' = -;-;— die Gestalt von Hyperbelbdgen haben.

Auf Grund der geschilderten geometrischen Deutung nennt man jedes Zahlentripel
(-.r, y, F(z, y)) ein Richtungselement von (4). In allen Punkten der zum Niveau ¢
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Abb. 5.1

ioh

gehérenden Niveaulinie der Funktion F haben die Richtungsel te den gl
Anstieg c. Daher heifien diese Niveaulinien die Jsoklinen der Differentialgleichung (4).
In Abb. 5.1 sind die Isoklinen Halbgeraden.

Die Differ Igleichung (4) besitzt fiir jede in einem Gebiet stetige Funktion F
unendlich viele Losungen. Ergiinzen wir die durch diese Differentialgleichung aus-
gesprochene Bedingung fiir die gesuchte Funktion f, indem wir einen Punkt (g, b)
€ D(F) vorgeben und fordern, daB die Anfangsbedingung f(a) = b erfiillt ist, so spre-
chen wir von einem Anfangswertproblem. In Kurzfassung formulieren wir dieses
Anfangswertproblem durch das Formelpaar

Y =F@y), ya =0 (6)

Die zweite Bedingung bedeutet, daB die Lésungskurve durch den Punkt (a, b) gehen
soll. Ist f eine Losung des Anfangswertproblems, so kinnen wir von der Gleichung
(@) = Flz, f(2)) durch Integration zu

f@) — fa) = [F(t, f(t)) dt

und, unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung, zu

z
f@) =b+ [F(t, f(t)) dt M
a

iibergehen. Erfiillt umgekehrt eine stetige Funktion f diese Bedingung, so ist f stetig
differenzierbar, da dies fiir die rechte Seite der Fall ist. Aus dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung folgt f'(x) =F(z, f(a:)), und offensichtlich ist
f@) =b, d. h., f ist eine Losung des Anfangswertproblems (6). Die Bedingung (7)
ist somit zum Anfangswertproblem (6) dquivalent. Man nennt (7) eine Infegral-
gleichung, weil die gesuchte Funktion f unter dem Integralzeichen erscheint.
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5.2.  Existenz- und Einzigkeitssatz

Wir beschéftigen uns nun mit der Integralgleichung 5.1. (7), wobei F eine in einem
Gebiet G S R, stetige Funktion und (a, b) € @ ist. Eine Funktion g heiBe zuldssig,
wenn g in einem Intervall I mit a € I stetig ist und wenn aus z € I stets (z, g(z)) €q
folgt. Dann ist F(z, g(:c)) fiir alle € I definiert und stetig. Wir kénnen daher jeder
zuldssigen Funktion g die durch

g*@) =b+ [Flt,gt)dt (@el) (6]

definierte Funktion g* zuordnen. Unser Problem besteht hiernach darin, zulissige
Funktionen f zu finden, fiir die f* = f ist.

Der Definitionsbereich I einer Losung f heiBt ein Lisungsintervall. Eine Losung f
heiBe maximal, wenn jedes Losungsintervall im Definitionsbereich von f enthalten ist.

Um zu moglichst einfachen Existenz- und Einzigkeitsaussagen zu kommen, stellen
wir an die stetige Funktion F eine zusitzliche Bedingung. Wir fordern, da8 zu jedem
in G enthaltenen Rechtecksbereich R eine sogenannte Lipschitzkonstante (RUDOLF
Lipscarrz (1832—1903)) K = K(R) existiert, derart, daB stets die Lipschitzbedingung

|F@,y) — F ) SKlpn— 9l (= %), @ 9.) € B) S @

erfiillt ist. Besitzt F' in @ eine stetige partielle Ableitung 9,F, so ist die Lipschitz-
bedingung, wie man sich leicht iiberlegt, stets erfiillt.

Nunmehr kénnen wir den Ezistenz- und Einzigkeitssatz fiir explizite gewohnliche
Differentialgleichungen erster Ordnung formulieren.

Satz 1. Es sei F eine in einem Gebiet G des R, stetige Funktion, und zu jedem (ab-
geschl ) Rechtecksbereich R — G gebe es eine Lipschitzkonstante K = K(R),
fiir die die Lipschitzbedingung (2) erfiillt ist. Dann gibt es zu jedem Punkt (a,b) € G
genau eine maximale Losunyg f des Anfangswertproblems y' = F(x, y), y(a@) = b.

Den Beweis von Satz 1 filhren wir in mehreren Schritten und geben gleichzeitig ein Verfahren
zur Konstruktion einer Losung an. Wir withlen zwei reelle Zahlen o, # derart, da8

R:={z,y):|lz—a|SaA|ly—b=flcG . 3)
gilt, und bestimmen eine reelle Zahl 4 mit

|F@z,y)|<4  ((=y)cR). (4)
Es sei M(x,p) die Menge aller stetigen Funktionen von dem Intervall I, := {z: |z — a| < o}
in das Intervall I;* := {y: [y — b| < f}. Jede Funktion g ¢ M(«, f) ist zuliissig, und wegen (4) ist

lg*(@) — b = sjg—a-4 (z—a=a).

[ F(t,9) at
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Wenn wir « der zusétzlichen Bedingung
ad=<p ®)

unterwerfen, ist g* wieder eine stetige Funktxon von I, in I, #" d. h aus g ¢ M (a, ﬂ) folgt stets
g* € M(x, f). Die Menge M(x, f) ist el des

aller auf dem abgeschlossenen Intervall I, stetlgen Funktionen (vgl 2.6.3.). Die Menge M(xx, ﬂ)
ist abgeschlossen, denn ist (g,) eine glelehmu.Blg konvergente Folge von Funktionen aus M(x, f)
mit dem Grenzwert g, so gilt

lg(z) — b| =:_“-:°|gn(z) —b <8

d. h., es ist auch g ¢ M(x, f). Fiar zwei zulissige Funktionen g, 4 von I, in I* ist wegen der
Lipschitzbedingung

lg%(@) — B*()| =

g(t)) — F(t, h(t))) "‘|

< | [1F@ o)) — F(t, hiey)| ¢ |

<Kk

Jlgtey — a@)| .u}
< K |z — o] max |g(t) — A
tela

Mit der in 2.6.3. eingefiihrten Tschebyschew=Metrik gilt daher
o(g*, #*) = Koglg, b).
‘Wiihlen wir nun noch « so klein, da

Kasg<1 )
ist, so ist die Abbildung

p:9>0() = ¢*
eine kontrahierende Abbild von der abgeschl Menge M(a,ﬁ) in gich, so daB wir den
Banachschen Fixpunktsatz (vgl. 2.4.5.) den ko Hi h gibt es genau einen Fixpunkt
f von @, d. h., es gibt genau eine stetige Funktion f von I, in I5* mit f = f*, also mit

z
f@) =b+ [F(tf0)dt  (z—al<a). U]
a

Setzen wir

fo(@) :=,

] (8)
fara(@) 1= fo*(@) = b + J.F(‘v fa(®)) @,

80 konvergiert die Folge der Funktionen £, unter den Voraussetzungen (4), (5), (6) auf dem Inter-
vall I, gleichmiBig gegen die Losung f.
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Fiir unsere wei Betrack benétigen wir einen Hilfssatz.

Satz 2. Ist f eine in einem Intervall I mit a ¢ I stetige reellwertige Funktion, so folgt aus

0Sf@XK (zel) 9)

ey

stets f(z) = 0 (z e I).
Beweis. Es sei zuerst 2 = a. Aus (9) folgt, wenn wir mit e-X(—9) multiplizieren,

(o0 (g) — Ke K [ )t < 0.

Auf der linken Seite steht die Ablsi:ung der Funktion
ole) o= =0 [ 1),

d.h., esist ¢'(2) < O, ’

9(z) = g(@) — g(a) = [gW)dt <0,

l — & [0 dt = Kgto) exe 5 0.

Setzen wir dies in (9) ein, 8o erhalten wir 0 < f(z) < 0, und die Behauptung ist fiir z = a be-
wiesen. Den Fall z < a fithren wir hierauf durch die Substitution
= —2, 3= —a, [(z) = f(—2)
zuriick.
Jetzt kénnen wir zeigen, daB es in jedem Ldsungsintervall I héch eine Loeung gibt. Sind
némlich f,, f, Losungen in I, so gilt

Ih(@) — @I < | [ |7 HO) — FE o) de,s xl 1@ — Ho1 del.

und nach Satz 2 ist f,(z) folx) =0 fiirz e I.
Es sei nun I die Ve ge aller L intervalle. Ist z € I, so gibt es eine im Inter-
vall mit den Randpunkten a, z definierte Losung. Daher ist I selbst ein Intervall mit a ¢ I. Wir
i in I eine Funkti f,mdemwu‘fura:eIemebellehxgemzdefunemImu.uggwnhlen
und f(z) = g(z) setzen. Nach dem soeben Bewi ist diese Definition von der Wahl der
Losung g mit @, z € D(g) unabhiingig, und f ist eine Losung von (7). Damit ist Satz 1 vollsténdig
bewiesen.

Man kann noch zeigen, da8 der Graph der maximalen Losung in keiner beschréink-
ten abgeschl 1 Teilmenge von @ enthalten ist. Ist @ beschrinkt, so besagt dies,
daB die maximale Losung bis zur Begrenzung von @ fiihrt.

Der Existenz- und Einzigkeitssatz kann mit geringen Modifikationen auf Systeme
gewdhnlicher Differentialgleichungen iibertragen werden.
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5.3.  Einige elementar integrierbare Differentialgleichungen

In 5.2. haben wir ein konstruktives Verfahren zur Bestimmung der Ldsung eines
Anfangswertproblems angegeben. Die Losung ergab sich hierbei als Grenzwert der
gleichmiBig konvergenten Funktionenfolge 5.2. (8), deren Glieder rekursiv zu be-
rechnen sind. Man wird also mit diesem Verfahren die Losung im allgemeinen nur
niherungsweise bestimmen konnen. Ferner ist zu bedenken, daB bei jedem Teil-
schritt ein Integral zu berechnen ist, das wiederum nur in wenigen Fillen elementar
integrierbar sein wird und daher nur niherungsweise berechnet werden kann. In der
numerischen Mathematik werden zahlreiche Verfahren entwickelt, die eine be-
quemere Berechnung von Niherungslésungen erméglichen. Es ist versténdlich, da8
man von jeher nach Methoden gesucht hat, wenigstens gewisse Klassen von Diffe-
rentialgleichungen mit elementaren Methoden zu lésen. Der Begriff ,.elementar*
ist hierbei nicht ganz leicht zu priizisieren. Man nennt jedenfalls alle diejenigen Diffe-
rentialgleichungen elementar integrierbar, deren Lésungsfunktion \mit Hilfe der
elementaren Funktionen und ihrer Integrale — auch dann, wenn diese nicht elemen-
tar integrierbar sind (vgl. 4.3.1.) — dargestellt werden konnen.

Als erstes Beispiel betrachten wir die Methode der Trennung der Variablen. Sie kann
auf Anfangswertprobleme der Form

y'=g) h(y), ya)=>b (1)

angewendet werden, wobei g bzw.  in einem Intervall stetig ist, das den Punkt a
bzw. b im Innern enthilt. Ist k(b) = 0, so ist die konstante Funktion y = b offen-
sichtlich eine Losung des Anfangswertproblems. Wenn h sogar differenzierbar ist,
so erfiillt die Funktion F(x,y) = g(z) k(y) die Lipschitzbedingung, und die Losung
ist eindeutig bestimmt. Ist die Lipschitzbedingung nicht erfiillt, so kann (1) im Fall
h(b) = 0 auch mehrere Losungen haben.

Es sei nun A(b) = 0, und f sei eine Losung von (1) auf I. Dann ist f'(z) = g(x) h(f(x)),
Ist h(f(z)) % O fiir z € I, 8o folgt
f'(x)
)

=g(),

und Integration ergibt

z

1o . f
f ey % = Joo &
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Mit der Substitutionsregel erhalten wir
f(z)

hm = fg(E)df @

b
Ist H eine Stammfunktion der Funktion 71;, so folgt

H(f(@)) — H®) = [q(&) d&. @)

Da H als Integral einer Funktion von konstantem Vorzeichen streng monoton ist,
existiert eine Umkehrfunktion @, und wir erhalten

1) = G(H®) + f 9(¢) dé). @

Definieren wir umgekehrt die Funktion f durch (4), so kénnen wir der Reihe nach
auf (3), (2) und (1) schlieBen. Das Anfangswertproblem (1) besitzt also in einer Um-
gebung von a genau eine Losung.

Den soeben exakt geschilderten Losungsweg kann man sich in formaler Schreib-
weise wie folgt einpriigen. Wir multiplizieren die Differentialgleichung mit —— und
erhalten h( )

dy
= g(x) dz.
h(y)
Integration beider Seiten fiithrt zu

1
[

h(n)
b

(vgl. (2)), und ,,Auflésung* dieser Gleichung nach y ergibt die gesuchte Losung.
(4

= fy(E)ds

Beispiel 1. Das Anfangswertproblem
=(coshz) B* + 1), (0)=0

hat wegen
1)

y’-'g_l = cosh z, f’;—_:—l=fcosh§df, arctan f(z) = sinh z
(1]

(1]
die Losung f(z) = tan (sinh ).
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Wir behandeln als ‘weitere Klasse von elementar integrierbaren Differential-
gleichungen den Typ
y'=F(%). Y@ =b (@+0). ®)
Wir betrachten nur Losungsintervalle, die die Zahl 0 nicht enthalten. Fiir jede
Losungsfunktion y = f(z) fiihren wir die Funktion z = g(z) mit g(z) = %, also
f(@) = zg(@), f'(@) =g() + zg’(x) ein. Hiernach ist f genau dann Lésung von (5),
wenn g eine Losung der Differentialgleichung
z+ 22’ = F(z)
oder
1 b
?=—(Fl) —2), z@)=— (6)
x a

ist. Damit haben wir die Behandlung des Anfangswertproblems (6), in dem eine
Differentialgleichung mit homog Variablen vorliegt, auf die Methode der Trennung
der Variablen zuriickgefiihrt.

Beispiel 2. Wir schreiben das Anfangswertproblem

3xi_yi -
y=———, y@ =4
2zy
in der Form
2
- (3)
x
y =———, y@) =4,
2. ¥
x

und fiihren die Substitution z = l, y' =z + a2’ durch. Wir erhalten
x

, 3—2
s = 22
— 22
y=31=2 1 o=,
2 z z
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Driicken wir z wieder durch y aus, so ergibt sich mit
24
y= l/z’ et (=>0)

die Losung des Anfangswertproblems.

Von besonderer Bedeutung ist die sogenannte lineare Differentialgleichung

Y = —g(@)y + h(z) oder

¥ +g(@)y = h(), (M
in der h(z) als inhomogenes Glied oder, wegen gewisser physikalischer Anwendungen,
als Stérfunktion bezeichnet wird. Die Differentialgleichung

Y +9@)y=0 ®)
heiBt die zu der im Fall b 5= 0 inkomog Differentialgleichung (7) gehorende
homogene Differentialgleichung. Die Lisungen von (7) und (8) stehen in einem &hn-
lichen Zusammenhang, wie dies von den inhomogenen und homogenen linearen
Gleichungssystemen bekannt ist. Es sei f; eine partikuldre (fest gewihlte) Lésung
von (7). Ist f, eine beliebige Losung von (8), so ist

H (@) + 9@) h@) =h@), @) +9() folz) =0,
und Addition zeigt, daB die Funktion f(z) = f;(2) + fo(*) wieder eine Ldsung von (7)
ist.
Haben wir umgekehrt neben der partikuliren Lésung f, eine beliebige andere
Losung f der inhomogenen Differentialgleichung (7), so ist die Differenz fo(z) = f(z)
— f1(x) eine Losung der homogenen Differentialgleichung (8).

Man driickt den hiermit bewiesenen Sachverhalt stichwortartig wie folgt aus: Die
allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung ergibt sich, indem man zu
einer partikuliren Losung dieser Differentialgleichung die allgemeine Losung der
zugehorigen homogenen Differentialgleichung addiert.

Wir beschéiftigen uns zunéichst mit der homogenen Differentialgleichung (8), deren
Lésungen wir durch Trennung der Variablen ermitteln konnen. Ist die Anfangs-
bedingung y(@) =b vorgegeben, so ist im Fall b =0 die Nullfunktion y =0 die
einzige Losung dieses Anfangswertproblems, und im Fall b <4 0 erhalten wir

v

ﬂ _ —Z
f e LGL

a
b

ml%|=—!a(5)ae,

y = bexp (— [9(6) d6), ' ©
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und dies ist offensichtlich auch fiir 5 = 0 die Lésung von (8) mit der An.fafxésbedm
gung y(a) = b. Durch Variation von @ und b erhalten wir die Insungsm&nmgfaltlg-
keit von (8), die bei linearen homogenen Differentialgleichung “allg
Lésung bezeichnet wird.

Aus (9) gewinnen wir durch einen Kunstgriff auch eine partikulire Losung der
inhomogenen linearen Differentialgleichung (7). Wir versuchen eine Losung von (7)
in der Form (9) anzusetzen, wobei wir die Konstante b durch eine Funktion f(z)
ersetzen. Der Ansatz

¥ = p(x) exp (— fo®) ds) (10)

wird daher auch als Variation der Konstanten bezeichnet. Wenn (10) eine Ldsung
von (7) sein soll, dann muB sich durch Einsetzen von (10) in (7) eine Identitit er-
geben, d. h., f(x) muB mit der Abkiirzung

G(x) := exp (— f 9(8) df) (11)
der Bedingung

B'() G(z) + Blx) ' () + 9(=) B(z) G(z) = h(z)
geniigen. Wegen

@ (z) = —g(z) G(x)
ist dies mit

B (@) Gx) = h(z),

h(t)

B(@) = pla) + G(t)

dquivalent. Da es nur auf ein partikulires Integral ankommt, kénnen wir f(a) = 0
setzen und erhalten

z ¢
= [he) exp ( Jo® ds) . (12)
Da y = bG(z) die allgemeine Losung der homogenen und y = (x) G(z) eine parti-

kulire Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist, erhalten wir mit
¥ = @) (b + B()), d. h. mit

z ¢
y =exp ( f g(6) de) (b + [ k) exp( fo® de) dz) (13)
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die allgemeine Lésung der inhomogenen Differentialgleichung, die von den Para-
metern @ und b abhiingt. Offensichtlich ist y(a) = b, und folglich ist (13) fiir vor-
gegebene a, b die Losung des Anfangswertproblems
Y +9@)y=~h@), ye)=>b. (14)
Beispiel 3. Im Anfangswertproblem
Y +8y=—2 y0)=1
liegt eine lineare Differentialgleichung mit g(x) = 3z, h(x) = —=z vor. Wegen

z

A e o
f3§d§=—?§, f(—t)e2 dt=—%(e’ —1)
(1) 0

erhalten wir die Lésung
3zt

1 _
=—(4e % —1]).

Als weiteres Beispiel fiir eine Klasse elementar integrierbarer Differentialgleichun-
gen skizzieren wir die Behandlung der komogenen linearen Differentialgleichung n-ter
Ordnung mit konstanten reellen Koeffizienten

Y™ + ay D+ o+ ap Y + ay =0. (15)
Hier fiihrt der sogenannte e-Ansatz

y=ee (16)
zum Ziel. Wegen y*) = r¥e'* gelangen wir durch Einsetzen in (15) zu

e (r® + a4 - 4@,y +a,) =0. (17)

Wegen e'® <= 0 ist (16) genau dann eine Losung der Differentialgleichung, wenn »
eine Nullstelle des charakieristischen Polynoms

p(r) =1+ ayr™t A o+ @pyr +ay

ist. Besitzt dieses Polynom n verschiedene reelle Nullstellen r,, ..., 7,, 80 ist jede der n
Funktionen

y=e" G=1,..,m) (18)
und damit auch jede Linearkombination
Y = 01e"T 4 or 4 Cpe™™” (19)

eine Losung der Differentialgleichung. Die Losung wird eindeutig festgelegt, wenn
man nicht nur wie bei Differentialgleichungen erster Ordnung den Funktionswert
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b, an der Stelle a, sondern auch die Funktionswerte b; der ersten n—1 Ableitungen
der Funktion an der Stelle @ vorgibt. Diese Anfangsbedingungen lauten also

y(@) =bo, y'(@) =by, ..., y" V(@) = by.,.

In (19) bzw. in die Ableitungen von (19) eingesetzt liefern sie ein Gleichungssystem
von 7 linearen Glelchungen fiir die Koeffizienten ¢, ..., ¢,. Es ist eindeutig l6sbar,
denn die Koeffizient inante ist — von einem Faktor abgesehen — eine
Vandermondesche Determinante.

Beispiel 4. Vorgegeben sei das Anfangswertproblem
Y —% —y +2=0
¥0) =3 YO0 =-2  y'(0)=8.

Das charakteristische Polynom p(r) = r* — 2r®* — r 4 2 hat die Nullstellen r, = 2,
rg=1,73= —1, und

Y =c1e™ + cpe” + e
ist eine dreiparametrige Losungsschar der Differentialgleichung. Wegen
Y = 20,6* + cpe” — 03677,
Y’ =40ie® + ce” + cse"
fiihren die Anfangsbedingungen zum Gleichungssystem
e+t =3,
20, + ¢ — g =—2,
4, +ca+c;=6
mit der Lésung ¢, = 1, ¢, = —1, ¢3 = 3. Somit ist
y=e¥ — ¢t | 3¢

Losung des Anfangswertproblems.

Besitzt das charakteristische Polynom eine k-fache reelle Nullstelle r,, so sind
neben y = e"* auch die Funktionen y = z¢"?, ..., y = z*-1¢"* Losungen der homo-
genen Differentialgleichung, wie man durch Einsetzen bestéitigen kann. Wir gehen
auf diesen Fall nicht niher ein.

Wir beschiftigen uns noch mit dem Auftreten einer komplexen Nullstelle

r =1 + iry (ry, 7 € R, 7, &= 0). Die Losungsfunktion (16) ist dann komplex. Mit r

ist auch die konjugiert komplexe Zahl 7 eine Nullstelle von p(r). Wegen der Homo-
itit der Differentialgleichung sind dann auch die Funktionen

1 P 1 a
Y=g @ e, y= o),
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d. h. die reellen Funktionen
y=Re(e?), y=Im(")
Losungen der Di:fferenéinlgleichung.
Beispiel 5. Fiir das Anfangswertproblem
¥ —y=0, y0) =3, yO =1, y'0)=-1, y"0) =1

besitzt das charakteristische Polynom p(r) = r* — 1 die Nullstellenr, = 1,r, = —1,
ry =1, r, = —t. Daher ist

Y = 0" + 6;e* + ¢3 Re (%) + ¢, Im (¢),

d. h.
y=cle’+o,e-’+c,cosz+c‘sinx

fiir alle ¢; € R eine Losung der Differentialgleichung. Das Gleichungssystem zur
Bestimmung der Koeffizienten ergibt sich wegen
Y =0c6° — ce® — Cy8inT + ¢ 08T,
Y’ =16 + C¢* — cgco8 X — ¢y 8in 7,
Y =" — ce® - cy8inx — ¢ co8

zu
e+ eg+6=3,
o—6+e=1,
o+ —cg=—1,

6 —C—c=1,
und das Anfangswertproblem besitzt die (sogar eindeutig bestimmte) Losung
y=¢€ +2cosx.

Die inhomogene Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten reellen Ko-
effizienten

¥ + a g™ 4 o+ Gy’ + apy = h(z)

kann nach dem Prinzip der Variation der Konstanten behandelt werden. Im Fall
von n verschiedenen reellen Nullstellen hat man in (19) die Konstanten ¢; durch
Funktionen y;(z) zu ersetzen. Diese Funktionen lassen sich bei vorgegebenen An-
fangswerten so bestimmen, daB sich eine Losung des Anfa.ngswertproblems ergibt.

Als letztes Beispiel fiir eine el tare Lo thode behandeln wir den so-
genannten Potenzreihenansatz. Er stiitzt sich auf den folgenden Satz, den wir hier ohne
Beweis mitteilen:
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Satz. Es seien g, g (k =0, 1, ..., n — 1) in einer Umgebung von a € R analytische
Funktionen. Dann besitzt das Anfangswertproblem

¥ + s @) YV + -+ qi(2) Y+ gol@) y = 9(2), (20)
y®(a) = b, (k=0,1,...,n — 1;b, €R) (21)
tn einer Umgebung von a genau eine Losung, und diese ist in a analytisch.

Auf Grund dieses Satzes kann man fiir die Losung den Ansatz

y= 5‘ crlz — a)* (22)
=0
machen, wobei
_ ¥¥a@
TR

gilt. Der Vergleich mit (21) zeigt, daB die ersten n Koeffizienten durch die Anfangs-
bedingungen bestimmt sind, und zwar ist

b,
ck=—k-

k=0,1,...,n — 1).
i ¢ n )

Die nachfolgenden Koeffizienten ¢, der Potenzreihenentwicklung (22) konnen dann
aus (20) mit der Methode des Koeffizientenvergleichs rekursiv berechnet werden.

Beispiel 6. Fiir das Anfangswertproblem
1
Y+ 2y + oty =7, y(0) =1, y'(0) = 5
machen wir den Ansatz

-]
=3 o,
=0
aus dem sofort ¢o =1, ¢, = %folgt. Wir setzen die Potenzreihe in die gegebene

Differentialgleichung ein und erhalten -
©
3 ke — 1>c.x*-=+22kc.x*-l +2 =3 ,:—
k=2 k=0

Wegen des Einzigkeitssatzes fiir die Potenzreihenentwicklung analytischer Funk-
tionen miissen die Koeffizienten gleicher Potenzen z" auf beiden Seiten iiberein-
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stimmen. Dies fiihrt zu den folgenden Gleichungen:

1

2% 2.1. 2-1.¢,=—,
cy + € ol

1

xl: 3-2-c,+2-2-cz=-ﬁ,

z": (04 2)(n + 1) cpra + 2(n + 1) Cass + G2 = (n = 2).

n!
1
Wegenc, = 1,¢, = ry berechnen wir rekursiv

1 1 1
=0, ¢g=—, c,=—-§. €5 = ——)+e-

6

5.4.  Aufgaben

1. Man zeichne die durch die Punkte (0, 0), (1, 0), (1, 1) gehenden Isokli der (nachweisbar nicht:
elementar integrierbaren) Differentialgleichung
y=2—9 ’

vom Riccatischen Typ!) und verschaffe sich hiermit einen Uberblick iiber den ungefihren
Verlauf der Losungskurven durch die oben genannten Punkte. Man berechne die ersten vier
Niherungsfunktionen 5.2. (8) fiir die Anfangsbedingung y(0) = 0.

2. Man bestimme alle Kurven y = f(x), deren T tenabschnitt auf der Ordi hse gleich
z — y ist.

3. Man l6se die Anfangswertprobleme
=L =4
y=V+y, s)=3;
Yy —ytanz = cosz, y(0) =1;
L ii—f L RI=V@), I0)=1I, (L, R konstant);
Yy’ —Ty +6y=0, y0)=1, y(0)=0, y"(0)=2;
Yy +ky=0, y0)=1, yO0)=2;
Y +3y 43y +y=0, Y0 =y(0)=y"0)=3.
1) Die bedeutendsten Arbeiten von Jacoro R1ccaTt (1676—1754) zur Theorie der Differential-

gleichungen stammen aus den Jahren 1722/23 und sind méglicherweise durch ein M k
von JAxoB BERNOULLI zu der Differentialgleichung y = 2* + y? angeregt worden.
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