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Vorwort

Dieser Band behandelt die im derzeit giiltigen Lehrprogramm ausgewiesenen
Themenkomplexe der Numerischen Mathematik und Rechentechnik unter Beriick-
sichtigung damit zusammenhéngender Gegenstinde der Kybernetik. Auf diesen
Gebieten ist die Meinungsbildung hinsichtlich der inhaltlichen Abgrenzung, des
Abstraktionsgrades und der methodischen Gestaltung des Lehrgegenstandes noch
sehr im FluB. Die vorliegende Darstellung ist aus Vorlesungen entstanden, die der
Verfasser an der Pidagogischen Hochschule , Karl Liebknecht“ Potsdam gehalten
hat, und beriicksichtigt Erfahrungen, die sich bei der Einarbeitung in Forschungs-
auftrige der Industrie ergaben. Wihrend, der Arbeit am Manuskript sind aus-
gewilhlte Stoffgebiete in Schiilerarbeitsgemeinschaften erprobt worden; eine erwei-
terte Fassung lag 1972—-1974 einem WPA-Kurs!) an der Heinrich-Hertz-Schule
Berlin zugrunde.

Das erste Kapitel soll zu einer prinzipiellen Auseinandersetzung mit den Fragen
anregen, die entstehen, wenn man Praxisprobleme mit dem Ziel ihrer automatischen
Losung auf einer EDV-Anlage bearbeitet. Ein umfassendes Versténdnis fiir die
Schwierigkeiten der Modellbildung, algorithmischen Aufbereitung und Program-
mierung wird man allerdings erst in Verbindung mit einer hinreichend komplexen
Anwendungsaufgabe gewinnen. Die ins einzelne gehende Erorterung aller Schritte
der Analyse eines Problems und deren Ausfiihrung mit solcher Prizision, daB
schlieBlich ein leistungsfihiges Programm fiir seine Losung resultiert, kann eine
lohnende Thematik fiir einen Kurs der wahlobligatorischen Ausbildung sein.

Im zweiten Kapitel werden ausgewihlte Gegenstéinde des digitalen Rechnens
unter besonderer Beriicksichtigung der fiir die Schule grundsétzlich wichtigen
Stoffgebiete behandelt. Im Mittelpunkt stehen der algorithmische Aspekt der
Arithmetik in Positionssystemen, deren technische Realisierung und damit zu-
sammenhingende Fragen der Fehleranalyse. Auswahl und Darstellung der Themen-

1) Die Kurse der Wissenschaftlich-Praktischen Arbeit im Umfang von eineinhalb
Jahren wurden 1969 in der Abiturstufe der erweiterten Oberschule eingefiihrt.



6 Vorwort

komplexe erfolgte auch in der Absicht, einen Beitrag zur Gestaltung des fakul-
tativen mathematisch-naturwissenschaftlichen Unterrichts in der erweiterten Ober-
schule zu leisten.

Das dritte Kapitel soll an Hand von Beispielen in die wichtigsten Strukturen
der Programmiersprache ALGOL 60 einfiihren. Unter Beriicksichtigung dessen,
daB zur Vorbereitung des einwochigen Grundkurspraktikums nur acht Stunden
Vorlesungen und vier Stunden Ubungen zur Verfiigung stehen, wurde versucht,
ALGOL-Elemente in Verbindung mit bekannten Strukturen in Programmablauf-
plinen zu entwickeln. Die den inhaltlichen Erkldrungen beigefiigten Definitionen
metalinguistischer Begriffe dienen im allgemeinen der nachtréglichen Prézisierung
und brauchen nur im Zweifelsfall zur Klirung der Zuliissigkeit einer Sprachkon-
struktion herangezogen zu werden. Der Abschnitt 3.4. iiber die R300-Implemen-
tation von ALGOL soll eine Hilfe fiir die Durchfithrung des Praktikums an diesem
Rechner sein. Methodische Bedeutung hat dieser Text fiir das Studium des fakul-
tativen Studienabschnitts 3.5. iiber das Verhiiltnis von Syntax und Semantik einer
Programmiersprache.

Das letzte Kapitel behandelt einige elementare Verfahren der Numerischen
Mathematik. Dabei wird der algorithmische Aspekt hervorgehoben und eine Ver-
tiefung der Kenntnisse iiber den Gebrauch von Prozeduren angestrebt.

Der Verfasser dankt allen, die durch konstruktive Kritik zur Verbesserung der
Darstellung beigetragen haben, insbesondere den Herren des Herausgeberkolle-
giums, namentlich Prof. Dr. ScENEIDER und Prof. Dr. WUssING, fiir wertvolle me-
thodische bzw. philosophisch-historische Hinweise.

Meine Frau hat das Manuskript geschrieben und zusammen mit meinem Sohn
Haxs-CrrIsTOPE eine Fiille wissenschaftsorganisatorischer Aufgaben, wie etwa
die Erprobung von Programmen und Literaturrecherchen, besorgt. Sie haben we-
sentlichen Anteil an der Bewiltigung einer fiir mich schwierigen Arbeitssituation.
Dem Verlag danke ich herzlich fiir das Versténdnis, das der verzogerten Fertig-
stellung des Textes entgegengebracht wurde, und den Mitarbeitern der Druckerei
fiir die Sorgfalt, die sie dem schwierigen Satz angedeihen lieBen.

Berlin, Sommer 1977 H. KAISER
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1. Arbeitsstufen der Problemanalyse

1.1.  Einfihrende Beispiele

Die wissenschaftliche Bearbeitung eines Praxisproblems ist ihrem Wesen nach eine
methodisch gestaltete Verdnderung der Wirklichkeit. Im weitesten Sinne soll
darunter auch die Ausdehnung der Naturerkenntnis und im besonderen die nach
geeigneten Giitekriterien zu bestimmende optimale Anpassung an gegebene An-
forderungen und Bedingungen verstanden werden. Voraussetzung dafiir ist eine
der Fragestellung angemessene Einsicht in den Sachverhalt und die Aufdeckung
der darin maBgebenden Beziehungen. Wir betrachten dazu einige Beispiele und
untersuchen anschlieBend die diesen Beispielen gemeinsamen Ansiitze zur Auf-
findung von Problemlésungen.

1. Das im Vorderasiatischen Museum Berlin aufbewahrte Bruchstiick eines Keil-
schrifttextes aus der Zeit 1800—1600 v. u. Z. enthilt die Aufgabe, die Diagona.le d
eines rechtecklgen Tores zu berechnen. Héhe und Weite sind mit h——— GAR
bzw. w=_ GAR angegeben; ein GAR entspricht etwa 6 m. Die babylomschen
Ma.’chema,tlker benutzten zur Zahldarstellung ein Sexagesimalsystem (Grundzahl
60), benotigten also 60 Ziffernzeichen (vgl. MfL Bd. 2, Anhang 8. 148). Wir driicken
diese dezimal aus und miissen dann bei der positionellen Niederschrift einer Zahl
zwischen die so gebildeten Sexagesimalziffern ein Trennzeichen setzen. O. NEU-
GEBAUER [54] folgend verwenden wir dafiir das Komma und lassen auf den ganzen
Teil einer Zahl in dieser Darstellung ein Semikolon folgen. Damit kann man zum
Beispiel w =0;10 und % = 0;40 schreiben. Die erwihnte Tontafel enthilt die Losung
der Aufgabe in folgender iibersetzter Form:

Du: 0;10 Weite quadriere. 0;1,40 als Flidche siehst Du.
Das Reziproke von 0;40 GAR bilde, mit 0;1,40 der Fliche multipliziere.

0;2,30 siehst Du. é von 0;2,30 brich ab. 0;1,15 siehst Du.

0;1,15 zu 0;40 Hohe addiere.
0;41,15 ist seine Diagonale.
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Der Berechnung liegt vermutlich der bereits den Babyloniern bekannte Satz des
PyTHAGORAS (580—496 v. u. Z.) zugrunde. Fiir

d=1h? w2

bestimmt das Verfahren den Naherungswert
11
d=~h+ 77w

Beachtet man die unterschiedliche Gréfienordnung von % und w, so mag man
daraus folgern, daB der Wurzelwert zum Radikanden A, ausgehend von einem
etwa einer Quadrattafel entnommenen Niherungswert a, nach der Formel

— e 11 1 A
YA =ya2+A4 ~a +5 ;AA =3 (a+;)

verbessert wurde. Wir werden diese noch heute benutzte Methode in Verbindung
mit dem Newtonschen Verfahren zur Losung von Gleichungen in 4.1.2. erértern.

2. Als GALILEI um 1590 den freien Fall untersuchte, verfiigte er nicht iiber
Uhren, mit denen Zeiten in der GroBenordnung von Sekundenbruchteilen hitten
gemessen werden konnen. Es muBte ein Weg gefunden werden, den Vorgang zu
verlangsamen und gewissermafen in Zeitlupe zu betrachten. Dieser eréffnete sich
durch die Idee, die Fallbewegung als Grenzsituation des Abrollens einer Kugel auf
schiefen Ebenen wachsender Neigung zu betrachten. In seinen berithmten ,Dis-
corsi“ [22] beschreibt GALILEI die mit Hilfe einer Wasseruhr als Zeitmesser durch-
gefiihrten Versuche. Die wesentlichen Textstellen lauten, frei iibersetzt ([22], Bd.2,
8. 25): ,Auf einer gut geglitteten Rinne von 12 Ellen Liinge lieBen wir bei ver-
schiedener Neigung derselben eine polierte Messingkugel abrollen. Dieser Versuch
wurde mit verkiirzten Weglangen héufig wiederholt und ergab . . . fiir jede Neigung
der Rinne, daB sich die Strecken wie die Quadrate der zur Durchlaufung benétigten
Zeiten verhalten.”

Durch Vergleiche mit den Ergebnissen von Pendelversuchen wird ferner plau-
sibel gemacht ([22], Bd. 2, 8. 15), daBl — gleiche Hohe 2 (vgl. Abb. 1.1) bei den

A

c 8 Abb. 1.1

schiefen Ebenen vorausgesetzt — die bei C erreichte Endgeschwindigkeit einen vom
Neigungswinkel o unabhingigen Wert v, annimmt. Auf Grund dieser beiden Fest-
stellungen konnen die Probleme des freien Falls an der Bewegung auf der schiefen



1.1. Einfithrende Beispiele 11

Ebene fiir ein zur Beobachtung giinstiges o studiert werden: Durch Differentiation )
erhilt man aus dem Weg(s)-Zeit(f)-Gesetz

s=at . 1)
die Geschwindigkeit

ds .

v=—;=2at=2}as (2)
und speziell im Punkt C firs, =——

sin «

— ah

c~ " Vsina’
also

uf sin o
a=a(a)= . (3)

4h

Fiir den freien Fall durch die Strecke AB (a =;) ergibt sich aus (3)

{22

2] sina’
Man kann also durch eine Weg-Zeit-Messung bei geeignet gewihltem o« aus (1)
den Wert a(«) und in den benutzten Einheiten gemiB (4) die Fallbeschleunigung zu
_ 5 al@)
7=2 %
bestimmen.
Es ist aufschluBireich, damit die experimentellen Vorkehrungen zu vergleichen,
die fiir eine unmittelbare Untersuchung des freien Falls erforderlich sind, wenn
man einigermaBen genaue Messungen erhalten will (vgl. etwa [59], S. 15-16).

3. Zu untersuchen sind die geddmpften Schwingungen einer Masse m und die
zeitliche Anderung der Ladung ¢ eines Kondensators der Kapazitit C in einem
elektrischen Schwingkreis, in dem sich noch eine Spule der Induktivitét L und
ein Ohmscher Widerstand R befinden; U(f) sei die eingepriigte Spannung. Die
beiden physikalischen Systeme sind im Prinzip durch Abb. 1.2 beschrieben. Als
Lagekoordinate fiir das mechanische System fiihren wir geméf Abb. 1.2 die Va-
riable z ein, deren Werte an einer geeignet zugeordneten Skala abgelesen werden.
Die Aufgabe besteht darin, z in seiner Abhéingigkeit von der Zeit ¢ zu bestimmen.
Wir nehmen noch an, da von auBen die zeitlich variable Kraft F(t) einwirkt.
Nach den Grundgesetzen der Mechanik ist diese beim Schwingungsvorgang im

1) Die Hilfsmittel der Differentialrechnung standen GALILEI nicht zur Verfiigung.
Mit seinen Studien zur gleichformig beschleunigten Bewegung hat er jedoch wesentlich
zur Herausbildung der Newtonschen Ideen beigetragen.
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Gleichgewicht mit der Summe aus Trigheitskraft mi(t), Reibungskraft di(t) (d be-
deutet die Démpfungskonstante) und einer der Auslenkung x mit der Feder-
konstanten k proportionalen Kraft kx(t). Auf diese Weise ergibt sich folgende Be-

X

urt)

Abb. 1.2

ziehung zwischen der gesuchten Funktion und ihrer ersten und zweiten Ableitung:
mi(t) + di(t) + ka(t) = F(t). (8)

Fiir den Schwingkreis erhilt man auf Grund des Kirchhoffschen Maschensatzes
Gleichheit zwischen der eingepriigten Spannung U(#) und der Summe aus dem

Spannungsabfall =~ !I( ) am Kondensator, Rg(¢) am Ohmschen Widerstand und Lg(?)
an der Spule. Man flndet so die Gleichung

Lg(t) + Rg(t) + =T, (6)

die bis auf die Bezeichnungen mit (5) iibereinstimmt. Im wesentlichen handelt es
sich also bei (5) und (6) um das gleiche mathematische Objekt, némlich um eine
lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung. In dieser spiegelt sich das uns inter-
essierende physikalische Geschehen wider, und Systeme, bei denen m, d, k, F(t)
und L, R, —, 0, U(t) entsprechend iibereinstimmen, werden — wenn noch in gewissem
Sinne gleiche Anfangsbedingungen gegeben sind — durch die gleichen Funktionen
2 und ¢ beschrieben. Mit anderen Worten: Man kann Untersuchungen, die das eine
betreffen, am anderen durchfiihren. Wegen der leichten Verinderbarkeit der
GroBen C, L, R ist es bequemer, mit dem elektrischen als mit dem mechanischen
System zu experimentieren.

4. Als letztes Beispiel betrachten wir die optimale Organisation eines Produk-
tionsprozesses unter folgenden Bedingungen (nach [8]): In einem Betriebsteil seien

m Maschinen zur Herstellung von n Erzeugnissen eingesetzt;
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t;; bezeichnet die Zeit, die an der i-ten Maschine zur Fertigung einer Mengen-

einheit des j-ten Erzeugnisses benotigt wird;

c;; sind die entsprechenden Kosten.

Die i-te Maschine kann nach den gegebenen Betriebshedingungen monatlich
maximal b; Zeiteinheiten in Anspruch genommen werden. Der Plan schreibt vor:
Von jedem Erzeugnis miissen monatlich mindestens a; Einheiten produziert werden.

Die Organisationsaufgabe besteht darin, den Plan mit minimalen Kosten zu
erfiillen, d. h., es sind unter dieser Zielsetzung die von der -ten Maschine monatlich
zu produzierenden Mengen z; des j-ten Erzeugnisses zu bestimmen. Die mathe-
matische Formulierung der Aufgabe ist nnheliegend: Da das gesamte Produktions-

aufkommen am j-ten Erzeugnis durch Z z;; gegeben ist, hat man

2%5“ (G=1,2,...,m) ' M

zZu fordern. Die zeitliche Inanspruchnahme der 7-ten Maschine unterliegt der Ein-
schrinkung

th-xuéb (1=1,2,...,m), (8)
i=
und natiirlich ist
zy=0 (t=1,...,m;j=1,...,n) 9)
Die Produktionskosten werden durch die Zielfunktion
m n
Z=3 2y (10)
i=1j=1

erfafit; sie ist unter den genannten Nebenbedingungen zum Minimum zu machen.
Diese Nebenbedingungen haben die Form linearer Ungleichungen, und auch die
Zielfunktion ist linear. Aufgaben dieser Art sind Gegenstand der linearen Opti-
mierung, deren Theorie in Teil II genauer untersucht wird.

1.2.  Methodologische Betrachtung der Beispiele

Die in den Beispielen interessierenden Fragen betreffen Gegenstandsbereiche, die
durch gewisse Beziehungen ihrer Elemente strukturiert sind. Im ersten handelt es
sich um Lageverhéltnisse eines Gebdudeteils, im zweiten und dritten um physi-
kalische Objekte, deren Beziehungen zueinander durch Gesetze der Mechanik und
des Elektromagnetismus bestimmt sind. Die Elemente des letzten Beispiels sind
die Maschinen und die auf ihnen herzustellenden Erzeugnisse ; Kopplungen zwischen
diesen kommen durch Festlegung der oben eingefiihrten GroBen z;; zustande. In
allen Fillen haben wir es mit einer Gesamtheit von aufeinander bezogenen, d. h. in
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gewissen Relationen befindlichen Elementen zu tun; in der Kybernetik bezeichnet
man diese mit dem oben schon umgangssprachlich benutzten Begriffsnamen System.

Den Beispielen ist gemeinsam, daB Problemstudien nicht an den betroffenen

Objektbereichen, sondern an diesen in einer wesentlichen Hinsicht dhnlichen Ab-
bildern durchgefiihrt werden. Im ersten und vierten Beispiel wird das zu lésende
Problem unmittelbar einer mathematischen Frage zugeordnet: der Berechnung
der Diagonalen in einem Rechteck bzw. der Losung einer Aufgabe der linearen
Optimierung. Wie in diesen Beispielen erfolgt die Abbildung von Realem auf mathe-
matische Strukturen bei Sachverhalten, die sinnfillige Lage- oder Mengenverhilt-
nisse beinhalten, mehr oder weniger spontan. Das folgende Zitat aus [1] mag als
Versuch einer Begriindung dafiir gelten:
,Die erste allgemeine Struktur, die ein Gegenstand der praktischen Aneignung und der
Widerspiegelung in allerersten Abstraktionen wurde, war die Struktur der endlichen
Mengen mit ihren Beziehungen . . . Gleichzeitig vollzog sich die praktische und theore-
tische Aneignung einer anderen allgemeinen Struktur — der geometrischen, welche die
réumlichen Beziehungen der Korper und ihrer Teile und damit deren réumliche Formen
umfaBte.

Im zweiten und dritten Beispiel sind es materielle Systeme, die in einem be-
stimmten Verhalten mit den Originalen vergleichbar sind: Aus schon genannten
experimentellen Griinden wird der freie Fall an der schiefen Ebene und eine mecha-
nische Schwingung mit Hilfe eines elektrischen Schwingkreises untersucht. In
beiden Fillen verhilft die mathematische Beschreibung der Sachverhalte zu der
Einsicht, wie das zu geschehen hat, d. h. welche Zuordnungen zwischen Original
und Bildbereich zu beachten sind. Diese kann aber auch selbst als Abbild betrachtet
und zur Erkenntnisgewinnung iiber das Original herangezogen werden. So ist es
etwa moglich, statt der Untersuchung einer physikalischen Schwingung durch eine
andere die Differentialgleichung 1.1.(5) bzw. (6) zu losen.

Aus den bisherigen Betrachtungen wollen wir die Beschreibung der folgenden
Problemsituation und Lésungsmethode ableiten : (1)

a) Fiir einen gegebenen Objektbereich (ein System) O sind bestimmte
Fragen zu beantworten. Diese konnen zweckorientiert auf die Beein-
flussung des Verhaltens eines Subjektes S gegeniiber O gerichtet
sein.
b) An Stelle von O wird ein dazu in bestimmter Hinsicht d&hnlicher
Bildbereich M untersucht, dessen Analogie zu O darin besteht, daB
Fragen, die O betreffen, in solche fiir M iibertragen und dazu ge-
fundene Antworten beziiglich O interpretiert werden konnen.
Ein derartiges Bildsystem heiBt ein Modell von O. Da die Analogie im allgemeinen
nur beziiglich eines bestimmten Sachverhaltes gegeben ist, muB auch auf dieses
wozu* bei der Charakterisierung von M eingegangen werden. Abb. 1.3 gibt die
in (1) a), b) beschriebene Modellmethode schematisch wieder.

Da O und M Systeme, also strukturierte Elementmengen sind, ist der Versuch

naheliegend, die bestehenden Analogien in Anlehnung an die in der Theorie mathe-
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matischer Strukturen verwendeten Begriffe Homomorphie und Isomorphie zu be-
schreiben. Eine methodologische Bestimmung der Sachlage in diesem Sinne wurde
bereits von HEINRICH HERTZ (1857—1894) in der Einleitung seiner ,,Prinzipien der
Mechanik“ formuliert: Das Wesen eines Modells driickt sich darin aus, daB ,die

Objekt 0
(System)

Subjext $

informationelle
Beziehungen
Analogien

dell M
aozel Abb. 1.3

denknotwendigen Folgen der Bilder* sich stets erweisen als die Bilder ,,von den
naturnotwendigen Folgen der abgebildeten Gegensténde®.

Neben realen Modellen sind in unseren Erérterungen mathematische Strukturen
als Widerspiegelung objektiver Sachverhalte aufgetreten, die im Erkenntnisproze
die Rolle von M gemiB dem Schema der Abb. 1.3 iibernehmen kénnen. Beispiels-
weise a8t sich die Untersuchung des freien Falls an der Differentialgleichung 1.1. (5)
durchfiihren. Bei Vernachlissigung des Luftwiderstandes erhilt man beziiglich des
Koordinatensystems von Abb. 1.2 fiir m=1, d=0, k=g, F({) =0 ein mathema-
tisches Modell des Bewegungsablaufs. Im Fall der optimalen Organisation des
betrachteten Produktionsprozesses ist ein solches Modell durch die Zielfunktion
1.1. (10) in Verbindung mit den linearen Ungleichungen (7) bis (9) gegeben.

Wie das Beispiel der mechanischen und der elektrischen Schwingungen zeigt, kénnen
verschiedene physikalische Systeme durch das gleiche mathematische Modell —im
vorliegenden Fall eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung — dargestellt wer-
den. Das Verhiltnis von Modell zum Modellierten ist hier also das des Allgemeinen zum
Besonderen.

Einer anderen, in dieser Hinsicht umgekehrten Auffassung des Begriffs des mathema-
tischen Modells begegnet man in den Grundlagen der Mathematik, wo dieses als Inter-
pretation einer axiomatisch charakterisierten Struktur suftritt. Berithmte Beispiele
hierfiir sind die Modelle von F. KLeiN und H. PoiNcaRrg fir die ebene hyperbolische
Geometrie, mit deren Hilfe es u. a. gelang, die Unabhéingigkeit des Parallelenaxioms
von den ibrigen Axiomen der euklidischen Geometrie zu beweisen.

Im Rahmen der vorliegenden Analogie sind die Rolle von Modell und Modellier-
tem austauschbar. So kann man etwa den elektrischen Schwingkreis als Modell
der Differentialgleichung 1.1. (6) auffassen. Diese Betrachtungsweise liegt der Kon-
zeption des Analogrechners zugrunde.
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Die mit der Modellmethode durchzufiihrenden Systemuntersuchungen betreffen
in mathematischer Hinsicht wesentlich zwei Fragen: .
Wie ‘verhilt sich ein vorgegebenes System unter bestimmten Be-

dingungen? (2)
Wie muB ein System bestimmter Art beschaffen sein, damit es ein
vorgegebenes Verhalten (moglichst gut) realisiert? (3)

Ein einfaches Beispiel fiir die Analyseauigabe (2) ist die Bestimmung der Fall-
bewegung eines Kérpers, der zu einem Zeitpunkt ¢=#, die Anfangslage z;, und
Anfangsgeschwindigkeit v, hat.

Das Syntheseproblem (system design) (3) setzt eine Klasse gleichartiger, von
gewissen Parametern abhéingender Systeme voraus, aus der ein im Verhalten
optimales ausgewihlt werden soll. Als Beispiel mag das Produktionssystem dienen,
in dessen mathematischem Modell die GroBen z; die Rolle solcher Parameter
spielen. Wie hier wird auch allgemein die Giite eines Systems durch den Wert einer
von den Parametern abhingenden Zielfunktion bestimmt, und optimale Systeme
sind durch absolute Extrema derselben charakterisiert. Durch ihre Bedeutung
und eventuelle Beschrinkungen bei der technischen Realisierung ergeben sich fiir
die Parameter im allgemeinen Nebenbedingungen (Restriktionen), die bei der Opti-
mierung zu beachten sind. Dafiir geeignete Methoden werden in der Operations-
forschung (operations research) entwickelt und untersucht.

Die Formulierung der Syntheseaufgabe gemaB (3) entspricht der Problemsituation
in der Technik und im Organisationswesen. In den angewandten Naturwissenschaften
hat man es demgegeniiber mit der Erkennung eines real gegebenen Systems zu tun.
Man denke z. B. an die Erkundung von Lagerstétten durch Auswertung von Anomalien
des Schwerefeldes. Solche Aufgaben kénnen mit Hilfe von Hypothesen iiber die Struk-
tur des aufzuklirenden Systems auf ein Problem des Typs (3) zuriickgefiihrt werden,
wobei die Zielvorgaben der Technik durch MeBwerte aus Experimenten mit dem Erkun-
dungsobjekt zu ersetzen sind (Fragen an die Natur). Der Erkenntnisproze8 vollzieht
sich dann nach einer Trial-and-error-(Versuch und Irrtum)-Methode, bei der nach
erfolgter Parameterbestimmung weitere Erfahrung vorausberechnet und mit der wirk-
lichen verglichen wird. Hinreichende Ubereinstimmung spricht fiir die Wahl der Hypo-
thesen, Abweichungen erfordern ihre Verdnderung. Der in seinen philosophischen
Positionen materialistische Physiker L. BoLTzMANN [13] hat diese Entwicklung in den
Naturwissenschaften mit der Evolution der Organismen verglichen und im Sinne eines
Darwinismus von Theorien interpretiert.

Weiterhin interessieren uns ausschlieBlich mathematische Modelle. Thre Auf-
findung kann naheliegend, andererseits aber auch geniale Vollendung einer langen
wissenschaftlichen Entwicklung sein. Als Beispiel fiir das letzte sei etwa die zu-
sammenfassende Beschreibung der elektromagnetischen Erscheinungen durch die
Maxwellschen Gleichungen genannt. Das methodisch Wesentliche der Modellierung
kommt dann zum Tragen, wenn die einem Praxisproblem entsprechende mathema-
tische Aufgabe mit Hilfe eines endlichen Verfahrens konstruktiv gelost werden
kann. Ein solches ist allerdings kaum von Interesse, wenn es nur zur Beantwortung
einer speziellen, in jeder Hinsicht festgelegten Frage geeignet ist. Vielmehr wird
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man erwarten, daB dieses die Probleme einer gewissen Klasse 16st. Wir sprechen
dann von einem Algorithmus und charakterisieren diesen vorliufig als

ein durch einen Text endlicher Liinge beschreibbares Verfahren zur
schematischen Beantwortung von Fragen eines gewissen Problem- (4)
kreises.t)

Man konnte meinen, daB es sich bei dem Keilschrifttext des ersten Beispiels in
1.1. um eine der ausgeschlossenen uninteressanten Verfahrensvorschriften handelt.
Tatsichlich liegt hier aber ein Grundmuster vor, das man in der mesopotamischen
Mathematik wiederkehrend mit anderen Zahlwerten ,aktualisiert* findet und von
dieser als ein allgemeines Verfahren im Sinne von (4) zur néherungsweisen Berech-
nung von Rechteckdiagonalen erkannt wurde.

Die Erklirung (4) ist keine Definition im eigentlichen Sinne, sondern eine Be-
schreibung inhaltlicher Vorstellungen, wie sie sich bei der Bildung des Begriffs
,»Algorithmus* entwickelt haben. Zu einer auch fiir die Schule brauchbaren Prézi-
sierung gelangt man durch den Umgang mit einer Darstellungstechnik fiir solche
Verfahren und daran anschlieBende Abstraktionen. Davon handelt Abschnitt 1. 3.

1.3.  Zum Algorithmusbegriff

Das Wort Algorithmus wird von dem Namen des arabischen Mathematikers
MuaAMED IBN MUsa aL-HwAarazumt abgeleitet, der um 825 u. Z. in Bagdad wirkte
und dessen Biicher einen bedeutenden EinfluB auf die Entwicklung der abend-
lindischen Mathematik hatten.2) Er wurde in der Oasenstadt Choresm geboren, die
heute Chiwa heiBt und siidlich des Aralsees in der Usbekischen SSR liegt. AL-
HwAirazmti war ein Antagonist der griechischen Schule und in seinem Schaffen der
orientalischen Mathematik verhaftet. Diese kann in einem gewissen Sinne als eine
(vgl. [1], S.254) praxisbezogene ,ideale Technik® beschrieben werden, in der
empirische und logisch-deduktive Elemente in einer noch weithin unbekannten
Weise miteinander verkniipft sind. Sie ist uns in Form von Anweisungen zum
Losen gewisser Aufgaben von der Art des ersten Beispiels in 1.1. iiberliefert und
148t sich an Hand von Keilschrifttexten bis in sumerische Zeit (3. Dynastie von Ur,
etwa 2000 v. u. Z.) zuriickverfolgen. Die Vorstellung von einem Algorithmus im
Sinne der Erklirung von 1.2. (4) ist also schon sehr alt. Wir wollen zunichst die
darin zum Ausdruck gebrachte Formulierung von Antworten auf gewisse Fragen
prazisieren.

1) KNUTH beschreibt das Wesen eines Algorithmus in [41], 8. 607, so: algorithms are
»precise rules for transforming specified inputs into specified outputs in a finite num-
ber of steps®.

2) Viele mittelalterliche européische Texte zur Mathematik beginnen unter Berufung
auf ihn mit den Worten ,Dixit Algorismi ...* (So spricht Algorismi ...). (Diesen
Hinweis verdanke ich einer Mitteilung von Herrn Professor Dr. WuUsSING.)
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Fragen und Antworten setzt eine Sprache und damit die Benutzung eines
Alphabets voraus. Darunter sei hier eine endliche Menge X von Zeichen

@ |2] - .« Jo,t)
verstanden, die man auch Buchstaben nennen kann. Endliche Symbolfolgen

Ty Ty Big o+ Ty,

heiBen Worter iiber Z; k nennt man die Lange des Wortes. Zwei Worter sollen
gleich sein, wenn sie gleiche Linge haben und buchstéblich iibereinstimmen. Z*
bedeute die Menge der Worter iiber 2, welche auch das mit ¢ bezeichnete leere
Wort enthalten soll. Die Hinzunahme dieses fiktiven Wortes ohne Buchstaben ist
tiir die Zwecke der Algorithmentheorie bequem. Das Wesentliche der Erklirung
1.2. (4) kann nun so ausgedriickt werden:

Ein Algorithmus ordnet gewissen als Aufgaben oder Fragen zu interpretierenden
Wortern iiber einem Alphabet X ein(e) (Ant)wort aus Z* zu.

Uber der als Problemklasse?) ausgezeichneten Wortmenge W realisiert der zu
betrachtende Algorithmus eine Abbildung (A4lphabetoperator)

A: W~ Z*, )

Jede Teilmenge W S Z* heiflt eine Sprache diber X. Im Zusammenhang mit der
Erorterung von ALGOL 60 in Kapitel 3 werden wir dafiir eine Methode der Be-
schreibung kennenlernen.

Den mit (1) zusammenhéngenden Aspekt wollen wir am Beispiel des Euklidi-
schen Algorithmus zur Bestimmung des gréBten gemeinsamen Teilers zweier
positiver natiirlicher Zahlen (vgl. MfL Bd. 1, 8. 155) m, n betrachten. Zuvor erliutern
wir daran noch eine graphische Darstellung fiir Algorithmen, die u. a. auch zur
Vorbereitung der automatischen Abarbeitung niitzlich ist und deshalb als Pro-
grammablaufplan (PAP, FluBdiagramm, FluBbild) bezeichnet wird. Eine solche
Figur dient vor allem der menschlichen Verstindigung iiber einen Algorithmus
und ist meist noch mit mehr oder weniger Kommentar versehen. Ihr Entwurf
enthiilt daher einige Willkiir hinsichtlich des Grades an kontextfreier Verstéindlich-
keit. Unter Programmierung wollen wir uns in erster Niherung die Formulierung
eines Algorithmus in einer fiir eine Maschine verstindlichen Sprache vorstellen.
Im Ergebnis ist ein Programm immer eine Zeichenfolge, die diese zur Realisierung
der Abbildung (1) beféhigt.

Nach dem Euklidischen Algorithmus wird die nicht kleinere der beiden Zahlen
(%) durch die andere (y) mit Rest geteilt:

z=q-y+r, @
wobei 0 =r <y ist. Beim niichsten Schritt iibernehmen y und r die Rollen von z
1) Das Symbol | wird als Trennzeichen benutzt und gehért ebenso wie . . . nicht zu .

2) Gelegentlich bezeichnet man eine solche Problemklasse auch als das »allgemeine
Problem*“, welches der Algorithmus 16st.
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bzw. y, und man gewinnt
Yy=qy r+r; mit O=ri<r;
so fortfahrend ergibt sich

r=gqy-ri+ry 0=ry<ry,
ry=q3*ro+ry, 0=ry<r,,

Die Folge dieser Gleichungen bricht nach endlich vielen Schritten ab, da die
Reste 7, 74, 79, . . . sukzessive kleiner werden und einmal der Fall eintritt, daB die
Division aufgeht. Bekanntlich ist der letzte von Null verschiedene Rest der gesuchte
groBte gemeinsame Teiler von m und n. Bei der Durchfiihrung des Verfahrens
sind nur die fiir jeweils den néchsten Schritt erforderlichen Operanden wesentlich,
alle sonstigen Zwischenresultate konnen ,,geloscht“ werden. Das fiihrt dazu, nur
mit den Variablen der Gleichung (2) zu arbeiten und diese bei jedem Rechenschritt,
mit den jeweils aktuellen Werten zu belegen. Die Zuweisung des Wertes a etwa an
die Variable 2 wird mit Hilfe eines dynamischen Gleichheitszeichens durch

x:=al) (3)

ausgedriickt. Man denke sich dabei x etwa als den Namen eines Speicherplatzes,
auf dem (unter Loschen eines eventuell schon dort stehenden Wertes) vermége der
Wertzuweisung (3) a deponiert wird. An Stelle von @ kann ein arithmetischer
Ausdruck in Erscheinung treten, der vor der Wertzuweisung mit den darin gegebe-
nen Operanden zu berechnen ist. Speziell wire beispielsweise

ri=x+1 (4)
méglich. In (4) wiirde der momentane Wert von z um 1 zu erhéhen und das Resultat

der Variablen z als neuer aktueller Wert zuzuweisen sein.
Abb. 1.4 zeigt einen Programmablaufplan fiir den Euklidischen Algorithmus.

Dieser enthilt die Symbole zur Kennzeichnung des Programm-

anfangs bzw. -endes. In die Operationskastchen mit einem Ausgang

wird die Anweisung eingetragen, die an der betreffenden Programmstelle auszu-

1) Das Zeichen:= wird in dieser Lehrbuchreihe auch zur Definition von Termen
benutzt. Es ist als Wertzuweisungszeichen in ALGOL 60 und andere Programmier-
sprachen eingegangen und daher hier nicht vermeidbar. Aus dem Zusammenhang wird
klar werden, welche dieser Bedeutungen zutreffend ist.
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fithren ist; als Spezialfall davon erscheint das Symbol fiir Datenein-

gabe und -ausgabe. Den mit zwei Ausgiingen versehenen Symbolen

ja aein
sind Aussagen zugeordnet, deren Wahrheitswert den Programmablauf steuert:
Je nachdem, ob die Frage nach der Wahrheit der in einem solchen ,,Entscheidungs-

Ausgabe y Xoyiyi=r
@ Abb. 1.4
késtchen® stehenden A ge mit ja oder nein zu beantworten ist, verlaBt man

-dieses iiber den entsprechend gekennzeichneten Zweig. Hiufig beziehen sich
solche Entscheidungsfragen auf arithmetische Vergleiche.

Beim Durchlaufen der Programmlinie in Pfeilrichtung erfolgt nach dem Start
zunéichst die Eingabe der beiden ganzen Zahlen, fiir die der groBte gemeinsame
Teiler ermittelt werden soll. In einer EDV-Anlage miiten dazu entsprechende
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Speicherpliitze bereitgestellt werden. Sodann wird getestet, ob m =n ist, und das
Programm verzweigt sich: Falls die Testfrage mit ,ja“ zu beantworten ist (die im
Entscheidungskastchen stehende Aussage wahr ist), wird die Wertzuweisung
zi=m; y:=n,
sonst
gi=m; Yi=m
veranlaBt. Auch fiir @, y und alle noch in Erscheinung tretenden Variablen sind
Speicherpliitze bereitzustellen. Man beachte, daB trotz der Programmverzweigung
bei der auf einen konkreten Fall bezogenen Abarbeitung des Algorithmus nur ein
bestimmter Zweig durchlaufen wird.

Die niichste Anweisung belegt die Variable ¢ mit dem ganzen Anteil des Quotien-
ten z/y. Das wird hier mit der von A. M. LEGENDRE (1752—1833) in seiner , Théorie
des nombres® eingefiihrten Funktion entier ( ) ausgedriickt, fiir die C. F. Gauss
(1777-1855) das Klammersymbol [ ] benutzte.

Weiterhin der Programmlinie folgend, erhilt r den Wert des arithmetischen
Ausdrucks z —gq + y zugewiesen.

Damit sind die aus der ersten Division mit Rest resultierenden GroBen des Eukli-
dischen Algorithmus ermittelt. Nunmehr wird festgestellt, ob r=0 ist und der
Algorithmus abbricht. Falls ja, ist y der groBte gemeinsame Teiler und wird als
solcher ausgedruckt ; falls nein, erfolgt die Wertzuweisung

zi=y; yr=r
(man achte auf die Reihenfolge), und die Rechnung beginnt mit den also aktuali-
sierten Werten von neuem an der Stelle des Ablaufplanes, in welche die zuriick-
fiihrende Programmlinie einmiindet. Auf diese Weise entsteht ein Zyklus, der erst
verlassen wird, wenn r =0 ist. Allgemein bezeichnet man ein Programm als zyklisch,
wenn ein Teil desselben mehrfach durchlaufen wird.

Bei der Programmierung eines Algorithmus sind Irrtiimer méglich. Da diese
bei einer automatischen Problembearbeitung erhebliche Stérungen und Kosten
verursachen konnen, ist eine Programmpriifung unerliflich. Diese vollzieht sich
in der Regel in Form eines sogenannten Trockentests, bei dem der Bearbeiter einen
oder mehrere konkrete Fille auf Grund der programmierten Anweisungen und nur
dieser durchspielt und die ResultatgroBen auf ihre Richtigkeit tiberpriift. Der Test
ist so anzulegen, daB man bei einem verzweigten Programm simtliche Zweige
durchléuft. Zu diesem Zweck ist ein Rechenblatt gemi dem reservierten Speicher-
raum so zu organisieren, daB eine fortlaufende Aktualisierung sich bei der Programm-
abarbeitung verindernder GroBen méglich wird. Zur genaueren Erléduterung testen
wir den Euklidischen Algorithmus fiir die Werte

m =64 und n=28.

Auf einem Rechenblatt werden dazu fiir die Variablen m, n, «, y, g und r sechs
Spalten eingerichtet, in die untereinander diejenigen Werte eingetragen werden, die
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sich bei der Abarbeitung fiir diese GroBen ergeben (der letzte in einer Spalte erschei-
nende Wert ist der an der jeweiligen Programmstelle aktuelle, derjenige also, der
im Computer dann auf dem fiir diese Variable reservierten Speicherplatz stehen
wiirde): E

m [ n l z | y | q r
64 28 ~ 64 28 l 2 ’ 8
28 8 3 4

8 4 2 0

Der beim Abbruch des Algorithmus aktuelle Wert 4 von y ist der gesuchte groBte
gemeinsame Teiler von 64 und 28.

Die schriftliche Fixierung eines Trockentests in der beschriebenen Weise be-
zeichnet man als ein Protokoll des betreffenden Algorithmus.

Unabhiingig von der Programmpriifung hat die Niederschrift solcher Protokolle
methodische Bedeutung. U. a. kénnen auf diese Weise die erfahrungsgeméB auf-
tretenden Schwierigkeiten beim Umgang mit dem Zuweisungszeichen: = ausge-
rgumt und die Neubewertung von Variablen (vgl. (4)) an Stelle der Einfiihrung
neuer Variablen geiibt werden. Wesentlich ist jedoch, daB sich darin der durch
einen Algorithmus erzeugte Alphabetoperator ausdriickt. — Beim Euklidischen
Algorithmus wird jede Aufgabe der zugehérigen Problemklasse (Bestimmung des
groBten gemeinsamen Teilers zweier natiirlicher Zahlen) in der Symbolik von
M{L Bd. 1, 8. 151, durch

men (3)

wiedergegeben. Betrachten wir die natiirlichen Zahlen in ihrer dezimalen Ziffern-
darstellung, so erscheint (5) und die Problemlésung als Wort iiber dem Alphabet

2=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, —}.

Fiir den beziiglich X' zum Euklidischen Algorithmus gehérenden Alphabetoperator
(1) gilt auf Grund des fiir ein spezielles Problem geschriebenen Protokolls

A: 64— 28,54,

Da verschiedene Algorithmen den gleichen Alphabetoperator erzeugen kénnen,
muB man zwischen beiden Begriffen unterscheiden. Der Alphabetoperator ist als
eindeutige Abbildung von einer Wortmenge in eine andere hinreichend bestimmt;
beziiglich des erzeugenden Verfahrens, das wir Algorithmus genannt haben, soll
im weiteren eine Prizisierung erfolgen. Dazu betrachten wir noch einmal den
Programmablaufplan der Abb. 1.4, sehen aber von der besonderen Bedeutung der
Programmierkéstchen ab. Ersetzen wir diese durch einheitliche Symbole — etwa
Kreise — so entsteht eine Figur von der Art der Abb. 1.5, die man als Graph
bezeichnet. Die von den Kreisen und orientierten Verbindungen reprisentierten
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Elemente heiBen Knoten bzw. gerichtete Kanten oder Bogen. Wesentlich ist dabei

nur die Inzidenz von Bégen und Knoten, d. h. die Zuordnung geordneter Paare von

Elementen einer bestimmten Menge zu den Elementen einer anderen Menge. Die

figiirliche Darstellung ist Anschauungshilfsmittel und bis auf die richtige Wieder-

gabe der Inzidenz willkiirlich. Der zu Abb. 1.5 gehérende Graph heiBit

— endlich, weil nur endlich viele Knoten und Kanten in Erscheinung treten,

— gerichtet, weil seine Kanten einen Durchlaufssinn haben,

— zusammenhingend, weil irgend zwei Knoten durch einen Weg aus Bogen (ohne
Beriicksichtigung der Orientierung) verbunden werden konnen.

Wir bemerken, daB genau ein Eingangsknoten und genau ein Ausgangsknoten vor-

handen ist, in den kein Bogen einmiindet bzw. von dem keiner austritt. In alle

Abb. 1.5

itbrigen Knoten miinden ein oder mehrere Bogen ein; die Anzahl der austretenden
ist 1 oder 2. Um von dem Graphen zum Programmablaufplan des Euklidischen
Algorithmus zuriickzukommen, mufl man diesen geeignet interpretieren; dabei
sind den Knoten gewisse Operationen oder Entscheidungen zuzuordnen und die
Bogen als Programmlinienstiicke zu deuten. Von dieser Vorstellung ist L. A.
KALOUJNINE ausgegangen, um zu einer Prizisierung des Algorithmusbegriffs zu
gelangen. Zunéchst werden zwei endliche Mengen

A={UAy Wy o, A} und O={0, By, Dy} )
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bestimmt, deren Elemente Operatoren bzw. Testoperatoren heiBen und eine gewisse
mengentheoretische Interpretation erfahren. Ein Algorithmus im Sinne von Ka-
LOUININE kommt nun dadurch zustande, daB man einen Graphen mit den Eigen-
schaften wihlt, die im AnschluB an die Betrachtung von Abb. 1.5 erwihnt wurden,
und jedem vom Ein- und Ausgang verschiedenen Knoten P ein Element aus 9 bzw.
@ zuordnet. Letzteres in Abhéngigkeit davon, ob aus P ein oder zwei Bégen austre-
ten. Je nach Art der beziiglich (6) vorgenommenen Interpretation gelangt man zu
speziellen Algorithmenbegriffen, etwa dem von A. A. Markov oder A. M. TURING.
Auf eine systematische Behandlung von Fragen der Algorithmentheorie wird hier
nicht eingegangen; der Leser sei fiir ein weiterfiihrendes Studium auf die bequem
zugéngliche Arbeit von L. A, KaLoUJNINE [36] und auf [30] verwiesen.

Abschliefiend wollen wir die mehr grundsiitzlichen Betrachtungen dieses Kapitels
zu einer Methode zusammenfassen, die man bei der mathematischen Bearbeitung
eines Praxisproblems mit Hilfe von Rechenautomaten zu befolgen hat. Diese
besteht im wesentlichen aus drei Schritten, welche gewohnlich als Arbeitsstufen der
Problemanalyse bezeichnet werden.

I Aufstellung eines mathematischen Modells und Formulierung einer dem
Praxisproblem entsprechenden mathematischen Aufgabe.

Zum Beispiel:

Prazxisproblem: Optimale Organisation eines Produktionsprozesses.
Mathematisches Modell: Beschreibung der Produktionshedingungen und -anforde-
rungen durch ein System linearer Ungleichungen. Erfassung der Kosten in Form
einer linearen Funktion.

Die mathematische Aufgabe besteht in der Minimierung dieser Zielfunktion unter
der Nebenbedingung, daB die linearen Ungleichungen erfiillt sind.

I1. Bestimmung eines Laosungsalgorithmus fiir das Modellproblem, d.h. Angabe
eines konstruktiven Verfahrens im Sinne von 1.2. (4) zur Gewinnung der Losung.
Fiir das Beispiel einer Aufgabe der linearen Optimierung leistet der von G. B.
Danrzie 1947 verdffentlichte Simplexalgorithmus!) das Gewiinschte.

III. Bearbeitung der Fragen, die mit der Abarbeitung des Algorithmus auf
einem Rechenautomaten zusammenhiingen. Dazu gehort nicht nur dessen Pro-
grammierung, z. B. in einer sogenannten problemorientierten Sprache wie ALGOL
60, sondern auch eine Untersuchung hinsichtlich der erforderlichen Rechenzeit
und numerischen Stabilitat. Das letzte betrifft das Verhalten eines fiir einen mathe-
matischen Zahlbereich konzipierten Verfahrens auf der in einem Rechner gegebenen
endlichen Menge von Maschinenzahlen und erfordert eine Einschitzung der auf-
tretenden Rundungsfehler. Da iiber derartige Fragen der Bewertung und Optimie-
rung von Algorithmen laufend publiziert wird, ist es geboten, die Arbeitsstufe TT
mit einer sorgfiltigen Literaturrecherche zu verbinden.

1) Man vergleiche dazu MfL Bd. 10, Kap. 6.



2. Datenverarbeitung in Digitalrechnern

21. Programmgesteuverte Digitalrechner

2.1.1. Die folgenden Betrachtungen betreffen Aufbau und Funktionen univer-
seller programmgesteuerter Digitalrechner. Universalitdt bedeutet die Eigenschaft,
einen beliebigen Algorithmus realisieren zu kénnen; ,digital” bezieht sich auf das
Rechnen mit Ziffern (digit [engl.]: Finger, Zehe). Die Arbeitsweise einer solchen
Maschine vollzieht sich in diskreten Schritten, im Unterschied zur analogen
Rechentechnik, wo die in einem Problem auftretenden Operanden durch konti-
nuierlich verdnderbare physikalische GroBen (z. B. Léngen, Spannungen, Stréme)
dargestellt und die Ergebnisse durch gewisse Experimente mit diesen gefunden
werden. Nicht automatisch arbeitende Analogiegerite werden als mathematische
Instrumente bezeichnet; ein einfaches Beispiel ist der Rechenstab.

Mit Riicksicht auf die Behandlung des Gegenstandes in der Schule (vgl. [58])
erdrtern wir die Funktionsgruppen eines Digitalrechners und die Darstellung ihres
Zusammenwirkens in einem Blockschaltbild im Vergleich mit der Analyse der
Titigkeit eines Menschen, der bei der Abarbeitung eines Algorithmus eine Tisch-
rechenmaschine benutzt. Dabei wird zundchst ein Formular angelegt, welches
Informationen iiber das durchzufiihrende Verfahren enthdlt und auBerdem so
gestaltet ist, daB Zwischenergebnisse iibersichtlich eingetragen und zur weiteren
Verwendung entnommen werden konnen. Auch Nebenrechnungen sollten dort im
Rahmen geeigneter Schemata und nicht unkontrollierbar auf Zetteln durchgefithrt
werden. In den Ablauf des Verfahrens konnen dariiber hinaus noch externe Wissens-
speicher — wie Formelsammlungen und Tafelwerke — einbezogen sein. Eingangs-
daten und die gesuchten Endergebnisse denke man sich je auf einem besonderen
Blatt notiert. Die Wechselbeziehungen in diesem informationsverarbeitenden
System koénnen etwa durch das in Abb. 2.1 angegebene und in seiner Bedeutung
wohl unmittelbar versténdliche Blockschalthild beschrieben werden.

In einem Rechenautomaten entpricht dem Menschen das Steuerwerk, der Tisch-
rechenmaschine das Rechenwerk und dem Formular der Hauptspeicher (Arbeits-
speicher) der Anlage. Diese Funktionsgruppen sind nach dem Blockschaltbild in
Abb. 2.2 zur Zentraleinheit zusammengeschlossen, die ihrerseits mit den peripheren
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Geriten der Ein- und Ausgabe in Verbindung steht. Abb. 2.2 stellt die mégliche
Grobstruktur eines Digitalrechners dar, die im konkreten Fall unter Umstéinden
zu modifizieren ist und einer weiteren Differenzierung der Verbindungen zwischen
den Geritesystemen bedarf.

ﬂz_dmmlmqlar
mit Instruktionen Blatt fir Blatt fir
] ' [ \e Endresultate | | Eingangs-
AnisS daten
)
Tischrechen -
mla.rdrineeﬂ Mensch
le——| e ——
Abb. 2.1
| |
i STEUERWERK :
| |
Eingabe- : | p
gﬂ%{e { l gﬂ%
|| wpwrr- RECHEN - l
o R WERK v
| ] I
| |

Abb. 2.2

Der Hauptspeicher ist in Zellen eingeteilt, die mit Nummern, sogenannten
Adpressen, versehen sind. Sowohl das Programm als auch die zu verarbeitenden
Daten (vgl. 2.3.1.) sind dort zu speichern, und zwar als Wérter iiber einem soge-
nannten tnternen Alphabet. Dieses umfaBt z. B. bei der EDVA R 300 die 64 Zeichen
der Tabelle 2.1 (8. 52). Die technischen Charakteristika des Hauptspeichers sind
seine Kapazitit, d. h. die Anzahl der speicherbaren Zeichen, und die Zugriffszeit,
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d. h. die (gemittelte) Zeit fiir das Aufsuchen eines Speicherplatzes und die Daten-
entnahme. Zum Vergleich geben wir die Werte fiir die EDVA ZRA1, R 300 und
R 21 an:

Anzahl der
’ adressierbaren Zugriffszeit
Speicherplitze
ZRA 1 212 2,5 ms (1 ms=10"3s;
Millisekunde)
R 300 40000 5 us (1 pus=10"6g;
Mikrosekunde)
R 21 216 520 ns (1 ns =109 8;
Nanosekunde)

Die Hochleistungsrechner der ESER-Serie (Einheitliches System der Elektroni-
schen Rechentechnik) verfiigen iiber eine Kapazitéit von 220 adressierbaren Plitzen
im Hauptspeicher (vgl. [39]).

Vom Automaten werden bei der Verarbeitung einer Information nach einem
Algorithmus die Operationen ausgefiihrt, welche durch die Befehle des in den
Hauptspeicher iibernommenen Programms vorgeschrieben sind. Ein Befehl ist
eine bestimmte Instruktion, die durch ein Wort iiber dem internen Maschinen-
alphabet ausgedriickt wird. Beim R 300 umfaBt dieses sechs Zeichen. Die Lokali-
sierung des Befehls im Hauptspeicher erfolgt durch eine Adresse, die sogenannte
Steueradresse oder dupere Adresse. In der Ordnung der Numerierung ist die Befehls-
folge eines Programms in aufeinanderfolgenden Speicherplitzen abgelegt. Ein
R 300-Befehl wird durch die Adresse des ersten Zeichens des Befehlswortes erfaBt.
Die normale Befehlsfolge erfordert also eine sukzessive Adressenerhghung um 6. Die
verfiigbaren Befehle und ihre Darstellung als Wérter iiber dem internen Alphabet
sind in der Befehlsliste des Automaten festgelegt. Jeder Befehl setzt sich aus einem
Operations- und einem Adressenteil zusammen (Abb. 2.3). Man darf den Inhalt des
Adressenteils nicht mit der duBeren Adresse (Steueradresse) des Befehls verwech-
seln und spricht hier deshalb auch von inneren Adressen.

Art und Struktur der Befehle sind vom Maschinentyp abhingig, der die Anzahl
der im Adressenteil auftretenden Operandenadressen bestimmt. Bei einer n-Adreg-

OPERATIONSTEIL ADRESSENTEIL

enthdlt in vershldsselter enthdlt in verschidsselter
Form die auszufithrenden Form die Adresse(n)
Operdtionen der beteiligten GroBe(n)

Abb. 2.3
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maschine enthilt kein Befehl mehr als », mindestens einer jedoch genau n Adressen.
Um die Wirkung eines solchen Befehls zu erkliren, sind einige Bemerkungen zum
Aufbau des Rechenwerks nétig. Dieses ist — wie in 2.2. begriindet wird — beziiglich
seiner arithmetischen Funktionen wesentlich ein Addierwerk. Dariiber hinaus
konnen gewisse logische Operationen installiert sein. Méglichkeiten der technischen
Realisierung solcher Systeme werden in 2.4. erortert. Zur Aufnahme der zu ver-
kniipfenden Operanden verfiigt das Rechenwerk iiber Ein-Wort-Speicherl) extrem
kurzer Zugriffszeit, sogenannte Register. Eines derselben wird vielfach zugleich fiir
die Aufnahme des Resultats verwendet und dann als Akkumulator bezeichnet.
Das Blockschaltbild eines solchen Rechenwerks nach [25] ist in Abb. 2.4 wieder-
gegeben.

——l Register l————
HAUPT— ADDIER—-
JSPEICHER WERK
—rl Akkumulator l—**
Abb. 2.4

Von der Funktion her lassen sich die Befehle in drei Hauptgruppen einteilen:

—-

. Transportbefehle fiir Dateniibertragung in der Zentraleinheit und zwischen
Hauptspeicher und peripheren Geriten.

(]

. Arithmetische und logische Befehle fiir die Verkniipfung von Registerinhalten im
Rechenwerk. In einer EDVA mit festverdrahteten logischen Operationen konnen
iiber das Rechnen hinaus allgemein Umwandlungen codierter Informationen er-
folgen.

. Sprungbefehle zur Realisierung von Programmverzweigungen, die unbedingt
oder in Abhéngigkeit vom Wahrheitswert von Entscheidungsaussagen auftreten
konnen. Beispielsweise erfordert die Abarbeitung des Euklidischen Algorithmus
(vgl. den PAP der Abb. 1.4) einen bedingten Sprung in Verbindung mit der
Entscheidung r =0 und den unbedingten Riicksprung zu einer vorangegangenen
Anweisung nach den Wertzuweisungen

w

zi=y und yr=r.

Wir wollen nun kurz auf die sich aus der Struktur des Adressenteils ergeben-
den Konsequenzen fiir die Programmierung arithmetischer Operationen eingehen.
Bei einer DreiadreBmaschine wiirde die Addition zweier Zahlen und die Speiche-

1) Damit soll gesagt werden, daB darin keine Teilbereiche adressierbar sind.
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rung des Resultates in einem Befehl zu erfassen sein:

Add z,Y,2
Operationsteil ~ Adressenteil

Darin steht Add fiir die laut Befehlsliste zu verschliisselnde Addition; z, y fiir die
Adressen der Operanden und z fiir die Adresse des Resultats, das auf Grund der
Hardware!)-Gegebenheiten auf diesen Platz des Hauptspeichers gelangt. In einer
ZweiadreBmaschine ist vom Vollzug der gleichen Anweisung ein Transportbefehl
erforderlich. Diese kénnte so konstruiert sein, daB

Add z,y |

die Bildung der Summe der Inhalte von x und y im Akkumulator des Rechen-
werks veranlaBt. Ein weiterer Befehl, etwa

TRANS | = ‘

wire notig, um dieses von dort nach dem mit z bezeichneten Speicherplatz zu
bringen.

Die Ausfiihrung einer arithmetischen Operation in einer EinadreBmaschine wie
dem R 300 erfordert, daB sich ein Operand vor ihrer Einleitung bereits in einem
Register des Rechenwerks befindet. Im Prinzip braucht man also drei Befehle,
um die betrachtete Addition auszufiihren:

— einen Transportbefehl, um den Inhalt der Speicherzelle mit der symbolischen

Adresse x (man schreibt dafiir (2)) in ein Register des Rechenwerks zu bringen;
— einen Befehl, der die Addition von (%) zu (2) im Rechenwerk veranlaBt, wozu (y)

in ein zweites Register (den Akkumulator) gebracht wird;

— einen Transportbefehl, der das im Akkumulator stehende Resultat nach der

Speicherzelle mit der Adresse z bringt.

Bei einer VieradreBmaschine ist die vierte Adresse die des nichsten Befehls,
wihrend die ersten drei wie bei einer DreiadreBmaschine zu interpretieren sind.

Die vierte und fiinfte Adresse einer FiinfadreBmaschine beziehen sich ebenfalls
auf die Speicherplatznummern des nichsten Befehls. Bei einer Programmverzwei-
gung ist dafiir die vierte maBgebend, wenn die Sprungbedingung erfiillt ist, sonst
die fiinfte. In allen anderen Fillen steht auf Platz 4 und 5 die Steueradresse des
nichsten Befehls.

Aufgabe des Steuerwerks ist es, die im Hauptspeicher deponierten Befehle eines
Programms in der richtigen Reihenfolge aufzurufen, zu entschliisseln und den

1) Hardware, wortlich harte Ware, meint in der Terminologie der Rechentechnik
etwas zur Maschinenausriistung Gehoriges; hardwaremiBig bedeutet bei einer EDVA
meist so viel wie ,fest verdrahtet*.
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Ablauf der entsprechenden Operation zu kontrollieren. Wir wollen kurz die Arbeits-
weise des Steuerwerks einer EinadreBmaschine erértern, dessen wesentliche Be-
standteile ein Befehlszihler und ein Befehlsregister sind. Im Befehlszihler werden
die Adressen der sukzessive aufzurufenden Befehle gebildet. Das Befehlsregister
nimmt den jeweils auszufiihrenden Befehl auf, und zwar dessen Operations- und
Adressenteil in einem Operations- bzw. AdreBregister. Im Operationsregister wird
der Befehl entschliisselt und die fiir seine Abarbeitung notwendige Schaltung veran-
laBt. Speziell wird festgestellt, ob ein Sprungbefehl vorliegt, und dann dessen innere
Adresse, welche die Steueradresse des niachsten Befehls angibt, zur Neueinstellung
des Befehlszihlers benutzt. In jedem anderen Fall erfolgt bei diesem ein ,,normales*
Weiterriicken, was bei der EDVA R 300 eine Erhohung der Steueradresse um 6
bedeutet. Die Information im AdreBregister wird bei einem Nicht-Sprungbefehl
zur Steuerung der Operandenauswahl benutzt; die detaillierte Darstellung dieses
Vorgangs wiirde ein genaueres Eingehen auf die Maschinenprogrammierung erfor-
dern. Der Zyklus der Befehlsabarbeitung in einer EinadreBmaschine konnte dem
FluBbild in Abb. 2.5 entsprechen.

3

Befehlsaufruf':

Transport des Befehis in das
Befehisregister,

dessen Steueradresse im
Berehiszihler steht

Operdtionsteil enischidsseln
( Adresse endguiltig 2

Ja nein
Operations— Berzhiszihler gemdB derinneren
steverung Adresse des Sprungberehis einstellen

Befehiszihler
sormal “erhohen

Abb. 2.5
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Die Verbindung zwischen dem Automaten und seiner AuBenwelt wird durch die
peripheren Gerite der Ein- und Ausgabe hergestellt. Deren Aufbau und Wirkungs-
weise hingt von der Beschaffenheit der Informationstriger ab, die nach der beab-
sichtigten Verwendung des Datenmaterials ausgewihlt werden. Als externe Infor-
mationstriger kommen Lochkarten, Lochbénder, magnetisierbare Schichten (zum
Beispiel Magnetbiinder) und Klartextbelege in Betracht. Die Ubertragung der
Daten wird eingabeseitig entsprechend durch Lochkarten-, Lochband- und Magnet-
bandleser vermittelt. Die Forschungen auf dem Gebiet der automatischen Zeichen-
erkennung zielen u. a. auf die Entwicklung von Geriten, die manuell angefertigte
Urbelege auf Grund wahrgenommener Kontraste in codierte Zeichenfolgen eines
Maschinenalphabets umwandeln. Es befinden sich bereits leistungsfihige Magnet-
schrift-Leser im Einsatz, die mit ferrithaltiger Druckfarbe materialisierte Symbole
erkennen und maschinengerecht verschliisseln. Die Ausgabe kann iiber Magnetbhand
sowie vermittels Lochkarten- und Lochbandstanzer erfolgen. Klartextbelege erhélt
man iiber sogenannte Schnelldrucker, die Informationen zeilenweise simultan auf
randgelochte Papierbahnen drucken, welche in Faltstapeln eingelegt und ausgege-
ben werden. Der Schnelldrucker des R 300 erreicht eine Geschwindigkeit von
360 Zeilen je 156 Zeichen pro Minute.

Diese Aufzahlung von Geriten der Ein- und Ausgabe beschrinkt sich auf die
zur Zeit am haufigsten benutzten. Als Beispiel fiir eine speziellere Ausriistung seien
etwa Kartiergerite — sogenannte Plotter — genannt, die es u. a. ermoglichen, die
Graphen berechneter Funktionsverliufe automatisch zu zeichnen.

Die vorangegangenen Betrachtungen wollten einen Uberblick iiber die Grob-
struktur und das Zusammenwirken der Funktionsgruppen eines Digitalrechners
vermitteln. BewuBt wurde dabei auf die Beschreibung technischer Einzelheiten
verzichtet. Einer Vertiefung der Einsichten in prinzipielle, d. h. mathematisierbare
Probleme der Erfassung und Verarbeitung von Informationen in Digitalrechnern
einschlieBlich der Prizisierung damit zusammenhéngender Begriffe sind die fol-
genden Abschnitte dieses Kapitels gewidmet. Zur Abrundung wird diese Einleitung
noch durch eine Darstellung der historischen Entwicklung der Rechenhilfsmittel
ergénzt.

2.1.2.  Der ProzeB der begrifflichen Analyse endlicher Mengen hat vermutlich in
der dlteren Steinzeit eingesetzt und diirfte — bedingt durch die Entwicklung und
Differenzierung der Produktivkrifte und Produktionsverhdltnisse — in der jiin-
geren Steinzeit einen gewissen Hohepunkt mit der Herausarbeitung von Zahl-
begriffen erreicht haben (vgl. ML Bd. 2, S. 146—153). Fast gleichzeitig wurden rdum-
liche Beziehungen erfaBt und geometrische Formen von figiirlichen Erscheinungen
abstrahiert. Die Ornamentik jener Epoche liefert dafiir reiches Belegmaterial. Mit
der Herausbildung arithmetischer und geometrischer Grundvorstellungen wurden
Hilfsmittel zur Losung von Aufgaben der Praxis entwickelt, auf welche sich diese
Keimelemente einer mathematischen Theorie anwenden lieBen. Fiir arithmetische
Operationen waren Finger und Zehen die ersten Rechenhilfsmittel. Das ist durch



32 2. Datenverarbeitung in Digitalrechnern

den Umstand belegt, daB die meisten Zahlsysteme der Urgesellschaft die 5, 10
oder 20 zur Grundzahl hatten. Geometrische Aufgaben der Vermessung und Re-
produktion von RegelmiBigkeiten wurden offenbar durch das Hantieren mit Seilen
gelost. Man erkennt in solchen Hilfsmitteln friithe Formen digitaler und analoger
Instrumentarien.

Die Durchfiihrung von Additionen nach einem schematischen Verfahren wurde
moglich, als man die Finger durch geeignete Gegenstiinde ersetzte, die auf ein-
geschnittenen Linien eines Rechenbretts verschoben werden konnten. Die Rémer
nannten dieses Abakus und benutzten von ihnen als caleuli bezeichnete kleine Kalk-
steine, von denen sich der Name Kalkiil ableitet. Die materiale Beschaffenheit der
Rechenhilfsmittel findet sich auch in einigen anderen mathematischen Begriffsbe-
zeichnungen wieder.

Das Prinzip der Addition auf dem Abakus zeigt Abb. 2.6. Die eingeschnittenen Linien
kann man im unteren Teil des Rechenbretts den Zahlwerten I, X, C, M, . . ., im oberen
Teil den Halbwerten V, L, D, ... zuordnen. Die Konfiguration aus Abb. 2.6a ist als
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Abb. 2.6

Darstellung von 193 zu interpretieren. Wir wollen dazu etwa 28 addieren. Man beginnt
mit dem hochsten Stellenwert, v ht also im Beispiel zwei Zel teine nach oben
zu schieben. Da dies nicht maglich ist, erfolgt ein Ubertrag, d. h., ein Hunderter-Stein
wird verschoben, die X-Spalte in die Grundstellung gebracht und der verbleibende
Zehner des Addenden dort durch Verschieben eines Stei i tellt. Das Hinzufiigen
der 8 erfordert nun einen Ubertrag in der X-Spalte und die Darstellung des verbleiben-
den Einers. Abb. 2.6b veranschaulicht das Ergebnis CCXXT =221.

Bei der Subtraktion werden die Rechensteine der Darstellung des Minuenden ent-
sprechend den im Subtrahenden auftretenden Einern, Zehnern usw. nach unten ver-
schoben, wobei wieder an der hochsten Stelle zu beginnen ist. Reichen dabei an einer
Position die verfiigharen Steine nicht aus, so erfolgt der Abzug einer Einheit in der
niichst hoheren Position, und in der betrachteten werden soviel Steine nach oben
geriickt, wie Einheiten im Subtrahenden bis 10 fehlen.

Multiplikation und Division lassen sich auf eine wiederholte Addition bzw. Subtrak-
tion zuriickfiihren.

Rechenbretter nach dem Prinzip des Abakus waren und sind in vielen Kulturvélkern
verbreitet. Mit je zehn auf Drihten aufgezogenen Kugeln sind sie als sogenannte
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Kinderrechenr hinen belk t. Beziiglich der Verwendung des russischen Rechen-
bretts fiir alle vier Grundrechenarten vergleiche man etwa [60].

Die Funktion des Steuerwerks fiir das Rechenwerk Abakus liegt mit zahl-
reichen bedienenden Eingriffen beim Menschen. Vom jeweiligen Training im Kopf-
rechnen bzw. im Umgang mit einem Rechenbrett wird es abhéngen, ob eine Steige-
rung der Rechengeschwindigkeit durch Verzicht auf dieses Hilfsmittel méglich ist.
Der Sieg des ,,Rechnens auf der Feder“ iiber das ,Rechnen auf den Linien“ der
Abakisten in Europa wird in einer Illustration aus dem Jahre 1504 dargestellt
(vgl. MfL Bd. 2, 8. 155).

Mehr als 2000 Jahre muBten vergehen, bis eine Automatisierung des Zehneriiber-
trags gelang und die Weiterentwicklung des Rechenbretts zur mechanischen Tisch-
rechenmaschine moglich wurde. Dieser Vorgang zeigt, daB die Entwicklung von
Datenverarbeitungsgeriten nicht nur von den aus dem gesellschaftlichen Status
resultierenden Bediirfnissen, sondern wesentlich auch vom Umfang der natur-
wissenschaftlichen und technischen Kenntnisse und Fihigkeiten abhéingt. Die erste
mechanische Rechenmaschine mit automatischem Zehneriibertrag scheint auf An-
regung KEPLERS von dem Tiibinger Professor fiir Mathematik und Astronomie
WiLHEELM SCHICKART in Zusammenarbeit mit dem Mechaniker PFISTER 1624 ge-
baut worden zu sein. Nachweisbar funktionstiichtig war die 1641 von dem franzo-
sischen Mathematiker und Philosophen BLAISE PascaL konstruierte Maschine, mit
der man Additionen und Subtraktionen ausfiihren konnte. Ein Exemplar derselben
wird im Mathematisch-Physikalischen Salon im Dresdner Zwinger aufbewahrt.
G. W. LEmBN1z stellte 1672 in London einen noch mit technischen Méngeln be-
hafteten von ihm entworfenen Vier-Spezies-Rechner vor. Die weitere Entwicklung
ist vor allem durch die Erfindung neuer mechanischer Schaltelemente bestimmt.
Die fabrikmiBige Herstellung handgetriebener mechanischer Rechenmaschinen
setzte um 1820 in Frankreich ein. Durch den Einbau eines elektrischen Antriebs
wurde spéter das menschliche Eingreifen auf das Eintasten von Operanden, Aus-
l6sen der Operation durch Tastendruck und Ablesen der Resultate reduziert. Die
zunehmende Verbreitung solcher elektromechanischer Maschinen beeinfluite schon
merklich die Methoden des praktischen Rechnens: Die Verwendung von Log-
arithmen geht zuriick, und Tafelwerke entstehen, die der neuen Rechentechnik an-
gepaBt sind.

Parallel zu dieser Entwicklung wurde durch Triebkrifte der beginnenden In-
dustrialisierung im technologischen Bereich die programmgesteuerte Abarbeitung
von Algorithmen vorbereitet und eingeleitet. Im Jahre 1805 erfand der Franzose
J. M. Ja0QUARD den nach ihm benannten automatischen Webstuhl, der Muster
erzeugte, die in gelochten Stahlplatten vorprogrammiert waren. Die Ubertragung
solcher Ideen auf die Bearbeitung numerischer Probleme wurde am Ende des
19. Jahrhunderts durch die Notwendigkeit stimuliert, umfingliches, aus demo-
skopischen Erhebungen stammendes Datenmaterial zur Gewinnung von Planungs-
unterlagen statistisch auszuwerten. Nach 1880 machte der Amerikaner HERRMANN
Horrerrre die grundlegenden Erfindungen der Lochkartentechnik; die von ihm




34 2. Datenverarbeitung in Digitalrechnern

konstruierte Zihl- und Sortiermaschine wurde 1890 bei der 11.amerikanischen
Volkszahlung eingesetzt und ermoglichte, die Dauer der Auswertung auf ein
Sechstel der bislang bendtigten Zeit zu reduzieren. Bereits um 1820 versuchte der
Cambridger Mathematikprofessor CHARLEs BABBAGE — angeregt durchdie Jacquard-
sche Erfindung — einen Vier-Spezies-Rechner mit einer Programmsteuerung auf
Lochkartenbasis zu bauen. Er scheiterte an den technischen Unzuldnglichkeiten
seiner Zeit; die Konzeption beriicksichtigte jedoch schon die Prinzipien wesent-
licher Funktionsgruppen moderner Digitalrechner. Der Einsatz von Lochkarten-
maschinen ist wegen der Begrenztheit der ausfiihrbaren Operationen zuriick-
gegangen; sie haben heute noch eine eingeschrinkte Bedeutung in Bereichen der
Statistik und des Rechnungswesens.

Die Entwicklung von universellen Digitalrechnern, wie sie in 2.1.1. beschrieben
wurden, setzte wihrend des zweiten Weltkrieges etwa gleichzeitig in Deutschland
und den USA ein. Pionierarbeit leisteten KONRAD ZUSE mit dem 1941 vorgestellten
Automaten Z3 und Howarp H. AIXEN mit dem fiir die Harvard University ge-
bauten MARK 1. Beide Rechner arbeiteten elektromechanisch, d. h., ihre Schalt-
elemente waren Relais. In die Klasse dieser Rechner ist auch die 1953/54 von
H. KorruM und W. KAMMERER entwickelte und im VEB Carl Zeiss Jena gebaute
OPREMA einzuordnen. Die Triagheit der mechanisch arbeitenden Teile solcher
Anlagen setzt der Rechengeschwindigkeit natiirliche Grenzen; die Zeit fiir die Um-
schaltung eines Relais liegt im Bereich einer Hundertstelsekunde.

Die Schaltzeiten elektronischer Bauelemente sind um GréB8enordnungen kleiner;
sie liegen im Bereich von Mikro- und Nanosekunden. Mit der Konstruktion des
ersten Elektronenrechners — des 1946 an der Universitdt von Pennsylvania fertig-
gestellten ENIAC — wurde daher ein neuer Abschnitt in der Entwicklung uni-
verseller Digitalrechner eingeleitet. Der ENIAC war mit 18000 Elektronenréhren
ausgestattet und in seinen Ausmafen entsprechend groB. Die Elektronenréhren als
Schaltelemente benutzenden Automaten werden Rechner der ersten Generation ge-
nannt ; bei ihnen liegt die fiir eine Operation benétigte Zeit im Bereich einer Milli-
sekunde. Alle bis Anfang der fiinfziger Jahre gebauten Anlagen waren Einzelanferti-
gungen und wurden meist von Arbeitsgruppen an Universitdten entwickelt. Die
Serienanfertigung von EDV-Anlagen wurde zuerst von der amerikanischen Firma
IBM aufgenommen. Der wirtschaftliche Erfolg ihrer ersten Anlage IBM 650 griin-
dete sich wesentlich auf eine gute Einsatzvorbereitung der von dem Unternehmen
anfangs vermieteten Anlagen. Mit diesen wurden zugleich Wartungsteams, Be-
dienungskrifte, Programmierer und Mathematiker fiir die Problemanalyse an-
geboten. Auch unter den Bedingungen der sozialistischen Wirtschaftsfiihrung ist
die erfolgreiche Gestaltung dieser komplexen Aufgabe Voraussetzung fiir den aus
der EDV zu ziehenden Nutzen. Da die EDV in stiirmischer Entwicklung immer
groBere Bereiche unseres Lebens erfaflt, muB die Behandlung ihrer Bedeutung fiir
die Praxis ein wichtiges Bildungsanliegen der polytechnischen Schule sein.

Die Rechner der zweiten Generation — Vertreter dieser Klasse sind die sowjetische
Anlage BESM 6 und die in der DDR entwickelte und gebaute EDVA R 300 —
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haben Transistoren und Dioden als Schaltelemente. Das wirkt sich in einer Minia-
turisierung der Funktionsgruppen, Reduzierung des Energiebedarfs und Verein-
fachung der Kiihlprobleme aus. Die fiir eine Operation erforderliche Zeit liegt im
Mikrosekundenbereich. Die gegeniiber den Anlagen der ersten Generation bedeu-
tend gesteigerte Rechengeschwindigkeit ist wesentlich auch durch die Beschaffen-
heit des Arbeitsspeichers bestimmt. Wihrend jene einen rotierenden Magnet-
tr Ispeicher besit sind die Rechner der zweiten Generation mit einem Ferrit-
kernspeicher ausgestattet. Zum Vergleich: Der Trommelspeicher des bis in die sech-
ziger Jahre vom VEB Carl Zeiss Jena gefertigten Réhrenrechners ZRA 1 hatte
eine mittlere Zugriffszeit von 2,5 ms; die Zugriffszeit des Ferritkernspeichers des
R 300 betragt 5 ps.

Die Rechner der dritten Generation verwenden Festkorperschaltkreise, die auf
Plittchen von wenigen Quadratmillimetern die Funktionen mehrerer Transistoren
vereinigen. Mit dieser Technik 1&Bt sich eine kaum noch vorstellbare Miniaturisie-
rung erreichen. Die Operationen laufen in der GroBenordnung von Nanosekunden
ab. Durch zusitzliche Verwendung sogenannter Diinnschichtspeicher wird die Zu-
griffszeit weiter verringert. Rechner der dritten Generation sind die Anlagen der
ESER-Serie und die in der DDR gefertigte EDVA R 21. Die Zugriffszeit dieses
Automaten liegt bei 520 ns.

AbschlieBend sei darauf hingewiesen, daB die Verwendung der modernen elektro-
nischen Bauelemente zu den Operationsgeschwindigkeiten fiihrte, die eine neue
Qualitéit der Rechentechnik bewirkten, daB aber das kybernetische Prinzip eines
universellen Digitalrechners von der Elektronik durchaus unabhingig ist.

2.2.  Zahldarstellung in Positionssystemen

Die natiirlichen Zahlen werden genetisch als Kardinalzahlen endlicher Mengen ein-
gefiihrt (vgl. MfL Bd. 1, 3.1.). Als solche sind sie in der Praxis nicht zu handhaben.
Arithmetische Operationen kénnen automatisch nur nach einem Algorithmus aus-
gefiihrt werden, und das erfordert die symbolische Verschliisselung der Operanden,
nimlich ihre Darstellung durch ein aus Zeichen zusammengesetztes Wort (vgl. 1.3.)-
Zahldarstellungen gewinnt man mit Hilfe eines Positionssystems zu einer Basis g
(9eN, g=2); die benutzten Symbole heilen Ziffern und bezeichnen die natiirli-
chen Zahlen, die kleiner als g sind. Fiir das Dezimalsystem sind das

0]1]2(3]4]5(6]7]8]9.
Im Dual- oder Biniirsystem (g =2) verwendet man im Bereich der Rechentechnik
meist

0|L. )
Offenbar sind in jedem g-adischen Positionssystem die natiirlichen Zahlen 0 und
1 zu beziffern; mit Ausnahme des Dualsystems, wo gemé8 (1) verfahren wird, ver-
wenden wir dafiir 0 | 1. Die Ausfiihrungen dieses Abschnitts sind auf ML Bd. 1,3.8.,
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bezogen und beachten die dort eingefiihrte Unterscheidung zwischen Zahlen und
Zahlzeichen, die im weiteren allerdings aus Griinden der Typographie nur noch
begrifflich aufrechterhalten werden kann. & bedeutet in einem g-adischen Positions-
system die der natiirlichen Zahl a, 0=a<g, entsprechende Ziffer.

Bei gegebener Basis betrachten wir die Menge W aller Worter

W= W Wy, ... Wy, w0,
iiber dem Alphabet der Ziffern und die Abbildung

frwgwp_y oo wy - gy gF 4 e g g, 2)
von W in N*. Der Satz zu MfL Bd. 1, 3.8.(3), besagt:

f: W —~N* ist eine eineindeutige Abbildung von W auf N*. (3)

Die einer natiirlichen Zahl n entsprechende Zifferndarstellung tv kann in einer
gewissen Analogie zum Euklidischen Algorithmus durch eine Folge von Divisionen
mit Rest gefunden werden, deren Divisor die Basis g ist. Diese beginnt mit

n=qy*g+wp, O=wy=g—1.
Im folgenden bildet man

G=g¢g+w, O=w=g-1,

92=95" g +wy, O=wy=g-1,

usw. Wegen n>g >gy>g3> - -+ ergibt sich nach endlich vielen Schritten zum
ersten Mal eine Gleichung der Form

;=0 g+w, mit O0=w,=g—1,
bei welcher das Verfahren abgebrochen wird. Offenbar ist w;, #0, und durch suk-
zessives Eliminieren von gy, g5, - . ., ¢;_, ergibt sich

n=wy gk tw_c gEl e g, (4)
also in der Schreibweise von MfL Bd. 1, 3.8.,

DWW,y - . . W,
Der Algorithmus zur Konstruktion dieser Darstellung 148t sich durch das FluB-
bild in Abb. 2.7 beschreiben. Dabei wird angenommen, da8 die Ausgabe der Ziffern

in linearer Ordnung von links nach rechts erfolgt. to <o bedeutet den Ubergang
zum gespiegelten Wort:

1D 1=wewy . . . Wy,

10 1 =Ww;_, . . . W,
Das Begreifen einer Zahl als Abstraktum und ihre Darstellung in einem Positions-
system war das Ergebnis einer langen Entwicklung.!) Das ilteste uns bekannte

1) Fiir ein eingehenderes Studium sei auf den Artikel von I. G. BaAscEmMaKowa und
A.P. JUSCEKEWITSCH in [9] und den Anhang von H. WussiNe in MfL Bd. 2 verwiesen.
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Positionssystem ist das um 2000 v. u. Z. aufkommende Sezagesimalsystem (g= 60)
der Babylonier, anfangs insofern unvollsténdig, als es noch kein Zeichen fiir die
Null enthielt. Die iibrigen Ziffern wurden als Wortsymbolel) aus den Keilschrift-
zeichen | fir 1 und <« fiir 10 gebildet; die Struktur der Wortsymbole

war — wie auch bei der #gyptischen Hieroglyphenschreibweise — streng additiv,
wobei links mit den hochsten Einheiten begonnen wurde. Der Zahl 23 zum Beispiel

entsprach als Ziffer die Zeichenfolge (< YYV.

Das heute allgemein benutzte Dezimalsystem entstand in Indien und gelangte
im 11. Jahrhundert iiber das maurische Spanien nach Mitteleuropa.

q: = entier(x/g)

@ Abb. 2.7

Mit dem Algorithmus des PAP von Abb. 2.7 hat man prinzipiell die Méglichkeit,
die Darstellung einer Zahl in einem Positionssystem in die in einem anderen umzu-
wandeln. Der Ubergang vom Dezimalsystem in ein anderes g-adisches System wird

1) Man vergleiche dieses Vorgehen mit der Symbolbildung in den Alphabeten von
Programmiersprachen (Kapitel 3).
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als Konvertierungt), der umgekehrte Prozel als Rekonvertierung bezeichnet. Als
Beispiel betrachten wir die Umwandlung der Dezimalzahl?) 3875 in die oktale
Darstellung; Ziffern des Oktalsystems (g =8) seien die entsprechenden des Dezimal-
systems. Als Protokoll erhilt man

Darstellung
g n x q w im Oktalsystem
[
8 3875 3875 484 3 8447
484 60 4 7443
60 7 4
7 0 7

Die Abarbeitung des Algorithmus gestaltet sich schwieriger, wenn man nicht von
einer Dezimalzahl ausgeht, weil das ,Einmaleins“ in dem benutzten Positions-
system nicht geniigend beherrscht wird. Es empfiehlt sich, hier erst zur Dezimal-
darstellung iiberzugehen und diese in die Darstellung des gewiinschten Positions-
systems zu iibertragen. Die Rekonvertierung erfordert geméB (4) die Auswertung
eines Polynoms, dessen Koeffizienten die Zahlwerte der Ziffern der betrachteten
positionellen Darstellung sind. Dazu bedient man sich zweckmaBigerweise eines
als Hornersches Schema bezeichneten Algorithmus, der schon von dem chinesischen
Mathematiker CHEIN CHIU-SHAO um 1250 und in der ersten Hilfte des 15. Jahr-
hunderts 'von dem Perser AL-KaS1 zur numerischen Loésung algebraischer Glei-
chungen benutzt wurde. W. G. HorNER (1786-1837) publizierte das Verfahren
1819 (vgl. [68]); da es von elementarer Bedeutung fiir die numerische Mathematik
ist, gehen wir an dieser Stelle genauer darauf ein.
Vorgelegt sei die ganze rationale Funktion P, deren Wert

P(r)=aa"+a,_ @ 1+4+---tagtay 5)
fir ein reelles Argument z=x, zu berechnen ist. Auch die Koeffizienten a,,

v=0,1,...,n, sollen reell sein, und ferner sei a, 0. Rekursiv werden zu P Poly-
nome Py, Py, ..., P, P, gemil

o
Py(z)=a, a

Py(x) =a,_, +2Py(x) Zh=1

e e e e e e e (6)
P,_ (x)=ay+xP,_4(x) z

Py(x) =ap+zP,_ () | 1

1) Gelegentlich wird auch der Ubergang von einer positionellen Darstellung zu einer
anderen als Konvertierung schlechthin bezeichnet.

2) Hierbei handelt es sich um eine verkiirzte Ausdrucksweise. Korrekt mii8te man
von der Zahl 3875 in ihrer Darstellung im Dezimalsystem und deren Umwandlung in
die Darstellung im Oktalsystem reden. 3875 wird also hier als ein Zeichen aufgefaBt,
dessen Zuordnung zu dem Bezeichneten als bekannt angenommen wird.
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konstruiert. Dann gilt fiir alle =
P,(e)=P(a). o)

Zum Beweis multipliziere man, wie in (6) angegeben, die erste Gleichung mit 2",
die zweite mit 271 usw. und addiere. Dann heben sich der Term der linken Seite
der i-ten Gleichung (=0, 1, . . ., » —1) und der zweite Summand der rechten Seite
der (¢ +1)-ten Gleichung auf, und es bleibt

P (z)=aa"+a,_ @ 1+- - +aw+ap.

Die Bestimmung von P,(z) aber kann nach (6) schematisch so erfolgen: Man
notiert die Koeffizienten von (5) (auch die verschwindenden), beginnend mit a,,
in einer Zeile, multipliziert a,, (das aus formalen Griinden auch mit a, bezeichnet
wird) mit dem Argumentwert %, und addiert zu a,_;. Das Resultat wird mit z,
multipliziert, zu a,_, addiert und liefert a;,_,. Sofortfahrend erhilt man am Schluf
der Rechnung P(x,), da fiir die Zwischenresultate geméB (6) und (7)

a;:w"=P0(x0),
ay_y  =Piy=g),

a‘l; = 'n(zo)

gilt. Fiir die Rechnung von Hand empfiehlt sich folgende Anordnung:

L T 9 ¢ ay ag
’ ’ ’ ’ 8)
[ [T as, a3z, (
. ” 7 B 7
a, Gy Gp_g T ay ag = P(xg)

Die Bestimmung von P(zg) gemiB (8) hat gegeniiber dem Vorgehen, zunéchst
die erforderlichen Potenzen von ¥, zu bilden und diese mit den Polynomkoeffi-
zienten linear zu kombinieren, u. a. den Vorteil, daB wiederholt ein und derselbe
Rechenschritt
Upi i =0y ;tan 4%, T=1(1)n,1)
auszufiihren ist. Von den GroBen a; braucht man nur die fiir den jeweils néchsten
Rechenschritt erforderliche aufzubewahren. Das legt nahe, eine Variable p ein-
zufiihren und diese mit dem jeweils aktuellen a; zu belegen (¢ auf dem p zu-
geordneten Speicherplatz zu deponieren). Man vergleiche diese Bemerkung mit
der entsprechenden beziiglich des Euklidischen Algorithmus in 1.3. Das Verfahren
(8) kann dann in dem PAP der Abb. 2.8 zusammengefaBt werden:

Am Anfang steht die Eingabe des Polynomgrades, der Koeffizienten und der
Argumentstelle z;. Sodann wird der Variablen p der Anfangswert a, zugewiesen.

1) Damit ist gemeint: 4 lduft mit der SchrittgroBe 1 von 1 bis n.
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Wiihrend beim Euklidischen Algorithmus in 1.3. der Abbruch des Verfahrens, also
das Herausfithren aus dem Zyklus, durch den Schritt fiir Schritt zu testenden
Wert von r veranlaBt wird, ist im vorliegenden Fall die Anzahl der Zyklen von

Fingabe

Abb. 2.8

vornherein durch den Polynomgrad n bestimmt. Man baut daher einen Zihler in
das Programm ein, der mit Hilfe der Variablen 7 organisiert wird. Zu Beginn
erhilt diese den Wert 1 zugewiesen. Danach wird gepriift, ob ¢ den Wert n+1
erreicht hat. Das ist (im Fall n=1) beim ersten Eintritt in das Entscheidungs-
késtchen natiirlich zu verneinen und fiihrt zum Verlassen desselben iiber den ent-
sprechenden Zweig. Der Programmlinie folgend wird nun p aktualisiert, und zwar
gemiB der Anweisung des Hornerschen Schemas, die fiir 7=1
D=0y y+% P

lautet, wobei p auf der rechten Seite des Zuweisungszeichens den Wert a,, hat.
Nunmehr erh6ht man die Zahlvariable um 11) und kehrt zum Test der Abbruch-
bedingung zuriick. Wenn ¢ auf diese Weise den Wert n+1 erreicht hat, ist der
Horner-Algorithmus abgearbeitet, und es wird die Ausgabe von p (= P()) ver-
anlaBt.

Als Beispiel betrachten wir mit zwischengeschalteter Rekonvertierung die Um-
wandlung der Oktalzahl 74 4 3 in die Darstellung im Duodezimalsystem (g=12).

1) Man vergleiche die Bemerkungen zur Formel (4) in 1.3.
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In diesem benutzt man die Dezimalziffern, denen noch zwei Zeichen fiir 10 und 11
hinzuzufiigen sind. MfL Bd. 1, 3.8., folgend, nehmen wir dafiir A und B. Die Ein-
heit der zweiten Stelle wird im deutschen Sprachgebrauch als Duizend, die der
dritten als Gros bezeichnet. Beginnend mit der héchsten Stelle notiert man die
Zahlwerte der Ziffern der umzuwandelnden positionellen Darstellung als Koeffi-
zienten eines Polynoms und berechnet dieses fiir die Basis g. Im Beispiel erhilt
man so
7 4 4 3
56 480 3872

7 60 484 3875

also wieder die oben konvertierte Dezimalzahl 3875. Die Duodezimaldarstellung

ergibt sich daraus mit Hilfe des Konvertierungsalgorithmus geméB dem folgenden
Protokoll:

Darstellung im
g n x q w Duodezimalsystem
o
12 3875 3875 322 11 AB22
322 26 10 22BA
26 2 2
2 0 2

Besonders einfach ist die Umwandlung einer Oktalzahl in die duale (oder
dyadische oder binire) Darstellung (g =2) und umgekehrt. Hier gelangt man un-
mittelbar zum Ziel durch duale Verschliisselung der einzelnen Oktalziffern. Damit
ist gemeint, daB jede derselben durch eine Triade von Dualziffern ersetzt wird,
die bis auf eventuell vorangehende Nullen die Dualdarstellung der Oktalziffer ist:

Triade der
Oktalziffer | dualen Ver-
schliisselung

000

00L
O0LO
OLL
L00
LOL
LLO
LLL

SRR =D

Beispielsweise erhélt man so fiir die Oktalzahl 7 4 4 3 die Dualdarstellung
LLL L00 L00 OLL.

Die Umkehrbarkeit des Vorgehens liegt auf der Hand. Zum Beweis braucht man
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nur in der dyadischen Darstellung, mit den Einern beginnend, jeweils drei Glieder
zusammenzufassen und eine entsprechende Potenz von 8 auszuklammern:
n=zg+2q- 2429 2242y Btz 2 tzg- 25425 264+
=(zo+z‘ -2 +z2 . 22) _|_(23_|_z4 . 2+25 . 22) 31+(z6+. . ) 8'_7+. (RN
da die Werte w;, (k=0,1,2,...) in den Klammern der Abschétzung
O=w, <8
geniigen, folgt die Behauptung aus (3).

Analog kann man bei allen Positionssystemen verfahren, deren Basis g eine
Potenz von 2 ist. Ausgehend von der Darstellung im Hexagesimalsystem (g =16 =24),
dessen Ziffern mit

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D.E, F 9)
bezeichnet seien, ergibt sich danach die entsprechende Darstellung im Bindrsystem,

indem man die Ziffern (9) durch 0, L-Tetraden gemaB der folgenden Tabelle er-
setzt:

Hexagesimal- | Tetrade der
ziffer dualen Ver-
schliisselung

0000

000L

00L0
OO0LL
OLOO

OLOL
OLLO
OLLL
L000

LOOL
LOLO
LOLL
LL0O
LLOL
LLLO
LLLL

HETOAR PPN N R RIS

Beispielsweise lautet die Dualdarstellung der Hexagesimalzahl 7 A 1 E
OLLL LOLO 000L LLLO.
Die Umwandlung der Dualzahl LLOOLLLLLOLOL in die hexagesimale Darstellung
ergibt sich mit Hilfe der Klammerung und Ergénzung
(000L)(LOOL)(LLLL)(0OLOL)
zul9F5.
Wie wir in 2.3. begriinden werden, spielen in der Rechentechnik das Binir-
system und positionelle Darstellungen, die sich wie im Fall des Oktal- und des
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Hexagesimalsystems leicht in die duale Darstellung iiberfiihren lassen, eine be-
sondere Rolle.

Zur Darstellung von Briichen benétigt man Potenzen der Basis g mit negativen
ganzzahligen Exponenten. Wir erortern einen Algorithmus zur Entwicklung einer
Zahl m (0=m<1) in einen g-adischen Bruch. Um in der Darstellung

m ___w_1 . g—1+w_2 . g—2+ “ee
zunichst w_, zu ermitteln, wird mit g multipliziert:

g"m=w_1+w_z-g‘1+ e,
Danach ist w_; wegen 0=g-m<g als die der natiirlichen Zahl entier(g - m) in
dem g-adischen Positionssystem entsprechende Ziffer bestimmbar. Nunmehr ergibt
sich aus

(g-m—w_q) g=w_otw_g-g-t+--*

in analoger Weise w_, usw.

Ziffervon w im
g-adischen Pasi-
tignssystem.

Abb. 2.9

Das Verfahren la8t sich mit dem PAP der Abb. 2.9 beschreiben. Beispielsweise
erhilt man fiir den Dezimalbruch m =0,4 und g =2 folgendes Protokoll:
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Darstellung im Dualsystem
(Ziffernfolge nach dem Komma)

OLL00...

g m @

2 0,4 0,4
0,8
0,8
1,6
0,6
1,2
0,2
0,4
0,4
0,8

commo |8

Der Algorithmus bricht nicht ab; der Dezimalbruch 0,4 wird in den periodischen
Dualbruch 0,0LLO iibergefiihrt. Zur Probe rekonvertieren wir iiber die Sum-
mation der geometrischen Reihe

[ 2T =3 1
%

3 16 2

=g 5 =0

Aus spiitbabylonischer Zeit (nach 600 v. u. Z.) sind uns umfiingliche numerische
Rechnungen mit bis zu 17 Sexagesimalstellen iiberliefert. Nach O. NEUGEBAUER [53]
war folgender Niherungswert fiir Y2 bekannt:1)

600 601 602 60-3

vy <

Um diesen Wert dezimal zu bestimmen, rekonvertieren wir mit Hilfe des Horner-
schen Schemas:

10 51 24 1
1 0,16 0,8527 0,4142129
60 10 . 51,18 24,8527 1,4142139

Auf sechs Stellen nach dem Komma gerundet ergibt sich also der dezimale Nihe-
rungswert 1,414213.

!) Beimindestens vier Zehnern oder Einern in einemWortsymbol fiir eine Sexagesimal-
ziffer werden mit diesen in der angedeuteten Weise gewisse Biindelungen vorgenommen.
Ein ,,Sexagesimalkomma* wurde nicht benutzt; die Zuordnung der Ziffern zu den Poten-
zen von 60 muBite aus dem Zusammenhang entnommen werden.
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Die Durchfiihrung der vier Grundrechenoperationen in einem Positionssystem
wurde in MfL Bd. 1, 3.8., erértert. Danach 1i8t sich die Multiplikation auf wieder-
holte Additionen, die Division auf Subtraktionen zuriickfiihren, wobei gewisse
Operandenverschiebungen vorzunehmen sind. Im Hinblick auf die maschinelle Aus-
fithrung wollen wir die Subtraktion in einem g-adischen System weiter analysieren
und dabei annehmen, daB Operanden a, b (@, b€ N) mit maximal n Stellen zu
verarbeiten sind. Die Differenz a —b gestattet die Darstellung

a—b=a+(0—b)=a+[(g"—1) (" —1) —b]
=a+[(g"—1)-b]—¢g"+1, (10)
in welcher (9" —1)—b als das (g —1)-Kompl ¢t von b bezeichnet wird. Dazu

/4

einige Beispiele in verschiedenen g-adischen Systemen fiir n =6:

g-adische Darstellung

g von b \ des (g —1)-Komplements
10 157231 999999 — 157281 =842768
(Neunerkomplement)
8 287415 797777 — 287415 =540862
(Siebenerkomplement)
2 OLLOLO LLLLLL - OLLOLO =LOOLOL
(Einerkomplement)

Man beachte, daB im Fall des Dualsystems die Ziffern des Einerkomplements aus
denen von b durch Ersetzung von 0 durch L und L durch 0 (;,bitweise Negation®;
vgl. 2.3.2.) gewonnen werden.

Auf Grund von (10) 148t sich nun folgendes Verfahren fiir die Subtraktion g-adisch
dargestellter Operanden aus N ableiten: Ist @ >, so liefert die Addition von @ und des
(g —1)-Komplements von & einen 1-Ubertrag in der (n+1)-ten Stelle, der durch die
Subtraktion von g” annulliert wird. Aus der verbleibenden Zahl erhélt man durch
Addition von 1 das Resultat @ —b. Ist a =b, so ergibt sich bei der ersten Addition — das
Resultat sei mit 8 bezeichnet — kein Uberlauf in der (n +1)-ten Stelle. Indem man (10)
nun zu

—{g"-1)~[a+[(gn—1) —b]]}
umformt, erkennt man, da8 die Ziffernfolge von |a —b| als das (g —1)-Komplement von
& zu erhalten ist. .
Da die Falle a >b und a =b durch den Uberlauf in der (n + 1)-ten Stelle charakterisiert
sind, 148t sich der Algorithmus der Subtraktion in N durch das in Abb. 2.10 angegebene

FluBbild darstellen; darin bedeuten Operandennamen die jeweiligen g-adischen Dar-
stellungen, und mit @ + % ist z. B. die g-adische Darstellung des Resultats gemeint.

Unsere Betrachtungen haben gezeigt, daB sich die vier Grundrechenarten in
g-adischen Positionssystemen auf die folgenden Operationen zuriickfiihren lassen:

Addition, Bildung des (g — 1)-Komplements und Operandenverschiebung.
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Damit ist es unter Beachtung der Erkenntnisse aus 2.3. zu begriinden, da8 die
Funktion des Rechenwerks wesentlich die einer Addiervorrichtung ist.

"
e

k:=(g-1)-Komplement von b

Ubertrag in der (n+7)fen
Stelle von s
Ja nein
si=Annullierung der
in+1)-ten Stelle von s

S:=(g-1)Komplement von s I

! 1
I J:'$*7j rWrzeidyal:-— ]

Abb. 2.10

2.3.  Informationen und Signale in einer EDVA

2.3.1. Unter einer Information (Nachricht) wollen wir in erster Néherung eine
Mitteilung verstehen, die einen Empfiinger zu einem bestimmten Verhalten ver-
anlaBt. Informationen kénnen gespeichert, iibertragen oder umgewandelt (ver-
arbeitet) werden; dabei sind sie stets an Zusténde oder Verdnderungen materieller
Systeme gebunden. Diese heiBien Signale und sind als Triiger der Information an
der Beeinflussung des Empfingers unmittelbar beteiligt. Signale, die das gleiche
Verhalten bewirken, nennt man #quivalent, und Informationen kénnen schlieBlich
als Aquivalenzklassen in der Menge der von einem bestimmten Empfénger inter-
pretierbaren Signale erklirt werden.
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Bei der Speicherung, Ubertragung und Verarbeitung von Informationen in einer
EDVA hat man von der Grundtatsache auszugehen, daf deren Informationstriger
zwei physikalische Zustéinde stabil realisieren: In einer Leitung wird ein Impuls
iibertragen oder nicht; ein Relais kann ,anziehen oder ,,abfallen“, eine Kontroll-
lampe brennen oder nicht; an einer bestimmten Position eines Papierstreifens be-
findet sich eine Lochung, oder das ist nicht der Fall; eine magnetisierbare Schicht
ist lokal polarisiert oder nicht; ein Transistor fithrt Strom oder sperrt; ein Ferrit-
kern kann sich in einem positiven oder negativen Remanenzzustand befinden; ein
als Flipflop bezeichnetes Riickkopplungssystem fungiert als bistabile Schaltung
usw. Das legt nahe, alle zu verarbeitenden Informationen durch Woérter des Dual-
alphabets auszudriicken und 0, L je einem der Zustinde eines solchen bistabilen
Elements zuzuordnen. Man nennt das eine bindire Codierung der Informationen
und bezeichnet deren kleinste im Rechner speicherbare Einheit als ein Bitl).
Gespeicherte und auf diese Weise gegensténdlich reprisentierte Informationen
(gelegentlich mit der Einschrinkung: soweit sie nicht Bestandteile eines Programms
sind) heiBen Daten.

Die Mitteilung einer Zahl kénnte man beispielsweise dadurch in ein Datum ver-
wandeln, daB man sie im Dualsystem darstellt und der Ziffernfolge so unmittelbar
eine Bitfolge zuordnet. Diese Konzeption benutzen die sogenannten Dualrechner,
z. B. der vom VEB Kombinat Zentronik gefertigte Kleinrechner C 8205. Da Dual-
zahlen die dreieinhalbfache Liinge der entsprechenden Dezimaldarstellung haben
kénnen, werden bei diesen Rechnern im allgemeinen 30 bis 40 Bit fiir das interne
Zahlwort, (ein materielles Abbild der Zahl z) veranschlagt.

2.3.2.  AuBlerhalb einer EDVA wird heute fast iiberall dezimal gerechnet. Das
erfordert bei einem Dualrechner die Konvertierung der Eingabedaten und Re-
konvertierung der Ergebnisse. Dieser Umstand mindert den Vorteil der einfachen
technischen Realisierbarkeit von Rechenoperationen im Dualsystem (vgl. 2.4.3.)
und hat zur Konstruktion von in gewissem Sinne dezimal arbeitenden Maschinen
gefiihrt. Der erste elektronische Digitalrechner ENTAC (vgl. 2.1.2.) war eine Dezi-
malmaschine, die zur Speicherung von Ziffern sogenannte Ringzéhler aus zehn
bistabilen Elementen (Flipflops) benutzte. Von diesen war — der Ziffer entspre-
chend — genau eines ,eingestellt“, mit anderen Worten: Jede Dezimalziffer er-
forderte zehn Bitstellen, die gemaf den Dualwortern?)

0 2 000000000L
1 2 0000000010
22 0000000L00
3 2 0000001000

1) Abgeleitet vom engl. binary digit fiir Binéirziffer. Bei Verwendungs als MaBeinheit
schreibt man bit.

2) Abweichend von MfL Bd. 1, 3.8., erscheint hier links von 2 an Stelle eines Zahl-
zeichens das entsprechende dekadische Ziffernsymbol.
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4 2 00000L0000
52 0000L00000
6 = 0001000000
7 2 00L0000000
8 &~ 0L00000000
9 2 1000000000

(Eins-aus-zehn-Code) zu belegen waren. Da Flipflops relativ teure Bauelemente
sind, stellte sich die Frage nach Codierungen der Dezimalziffern, die mit weniger
Bitstellen auskommen. Eine solche ergibt sich z. B. aus der Dualdarstellung der
durch die Dezimalziffer bezeichneten Zahl, fiir die maximal vier Stellen benétigt
werden. Mit vorangehenden Nullen kann man so jede Dezimalziffer durch eine
Tetrade von Binarziffern verschliisseln und erhélt fiir diesen sogenannten direkten
dezimal-bindren Code die Zuordnungstabelle

02 0000

12 000L

22 00LO

32 O0LL

4 2 0L0OO

52 OLOL

6 = OLLO

72 OLLL

Diese lexikographische Anordnung der Vier-Zeichen-Wérter des Bindralphabets
kann durch die Tetraden

LOLO
LOLL
LL00
LLOL
LLLO
LLLL

vervollsténdigt werden, denen keine Ziffern entsprechen und die deshalb Pseudo-
tetraden genannt werden.

Gegeniiber dem reinen Bindrcode der Dualrechner bietet die ziffernweise Ver-
schliisselung in Tetraden die Moglichkeit, das Erfordernis des dezimalen Rechnens
auBerhalb des Automaten mit den Vorteilen der technischen Realisierung der
Rechenoperationen im Dualsystem zu verbinden: Konvertierung und Rekonver-
tierung beziehen sich nur auf die Korrespondenz zwischen Biniirtetraden und
Dezimalziffern; die Verkniipfung der Operanden erfolgt ziffernweise dual.

Dabei entsteht das Problem, bei den Resultaten Pseudotetraden zu vermeiden und
gegebenenfalls einen Ubertrag in die nichsthéhere Stelle zu veranlassen. Diesem
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Erfordernis wird der direkte dezimal-binire Code nicht in iibersichtlicher Weise gerecht
Beispielsweise stellt sich die Addition von 6 und 7 in dem folgenden Schema von Code-
wortern dar:

OLLO
OLLL

LLOL

Das Resultat ist eine Pseudotetrade, der man nicht ohne weiteres ansieht, nach welchem
Verfahren diese auf die 3 entsprechende Tetrade 00LL und den Ubertrag zu reduzieren
ist. Bei einer abgewandelten Versc 1 — dem sog ten Dretexzeficode — ist
das leicht zu beschreiben. Jede Dezimalziffer z wird hierbei durch die Dualdarstellung
von z +3 erfaBt. Die Tetradenzuordnung ist also folgende:

0000
000L  Pseudotetraden
00LO

02 00LL

12 0L00

2 2 OLOL

82 OLLO

4 2 OLLL

5 2 L000

6 2 LOOL

LLLO Pseudotetraden

Am Anfang und Ende der lexikographisch geordneten Liste stehen je drei Pseudo-
tetraden, denen keine Ziffern entsprechen.

Wie wir in 2.2. sahen, ist fur die Subtraktion im Dezimalsystem die Bildung des
Neunerkomplements wesentlich. Im DreiexzeBcode gestaltet sich diese besonders
einfach: Durch Vergleich der Tetraden fiir 0 und 9, 1 und 8, . . ., 4 und 5 erkennt man,
daB diese durch Austausch von 0 und L oder — wie man mit Ricksicht auf die Inter-
pretierbarkeit dieser Zeichen als Wahrheitwerte sagt — durch bitweise Negation aus-
einander hervorgehen. Einen solchen Code nennt man symmeirisch.

Bei der Addition von im DreiexzeBcode verschliisselten Zahlen ergeben sich in jeder
Dezimalstelle Duslzahlen, die um 6 zu gro8 sind. Diesen Umstand kann man fir die
Bildung des Ubertrags ausnutzen. Uberschreitet némlich die tatsichliche Ziffern-
summie 9, so iberschreitet die Summe der codierten Ziffern 15 und zeigt durch das L
am Anfang des fiinfziffrigen Dualwortes den Ubertrag an. Nun muf nur noch dafiir
gesorgt werden, daB der an der betrachteten Position verbleibende Ziffernwert durch
die ihm entsprechende Tetrade im DreiexzeBcode wiedergegeben wird. Dabei sind zwei
Fille zu unterscheiden: Ist die Summe der unverschliisselten Dezimalziffern kleiner
als 10, so muB der ‘UberschuB von 6 durch Subtraktion von 3 reduziert werden; ist
hingegen ein Ubertrag erfolgt, bei Verschliisselung der 6-UberschuB also in die folgende
Stelle abgewandert, so mu eine 3 addiert werden. Der bei der Addition an jeder
Stelle abzuarbeitende Algorithmus kann demnach durch das FluBbild in Abb. 2.11
beschrieben werden, in welchem z, z; die zu addierenden Dezimalziffern und 7' ein
Rechentableau der Form !
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4 3 2 1 0

3

4

bedeutet. Dessen Plitze werden gemiB den angeschriebenen Zeilen- und Spalten-
nummern mit Ty (1=1, 2, 3,4; k=0, 1, 2, 3, 4) bezeichnet und erfahren durch den
Algorithmus eine Belegung mit Binérziffern.

Belegung der ersten und
2zwerten Zeile vonT mit der
Code-Tetrade von zy bzw. 2,

ﬂdc#ur,lf derdnitten Zeile
vonT mit derSumme der
Bindr-Codeworter

von z; und zp

Ja nein
Subtrahiere von der Addiere zu der R
Dualzahl Tay Top Ty Ty Dualzahl  Tas Ty Tyy T3p
eniaports 8 U 0| | Gesoahun'8 B 7 ¢

Abb. 2.11

Die Ausfiillung von T in einem konkreten Fall liefert im wesentlichen ein Protokoll
des Algorithmus, z. B. ergibt sich fiir z; =7, 29=6:
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3]

0 L (1]
(V] 1] L
o L L
L L (1]

V) o

Daten werden in einer EDVA durch Folgen von Impulsen iibertragen, die je
nach ihrem Auftreten oder Ausbleiben die Binérzeichen L bzw.0 vermitteln.
Symbolisch kann man etwa den einer im DreiexzeBcode verschliisselten 6 ent-
sprechenden Impulszug durch

S [ N I

L (1] (] L

wiedergeben. Hierbei konnen Stérungen eintreten, die z. B. die Intensitét eines
Impulses so mindern, daB dieser von einem Schaltelement nicht mehr wahr-
genommen wird. Eine Einschitzung der Wahrscheinlichkeit solcher Fehler 158t
erkennen, daB es oft geniigt, zur Datensicherung den Ausfall eines Bits zu kon-
trollieren. Betrachten wir zunichst den Fall, daB die Zeichenmenge, aus denen
sich die zu verschliisselnden Informationen zusammensetzen, die Ziffern 0, 1, ..., 9
sind, dann wiirde der oben betrachtete Eins-aus-zehn-Code einen Fehler bei der
Ubermittlung eines Zeichens zu erkennen geben, wenn die Anzahl der mit L be-
legten Bits gerade ist. Die Kontrolle kann also in Form einer sogenannten Paritdits-
priifung (parity check) durchgefiihrt werden.

Bei der Verschliisselung in Tetraden ist diese Moglichkeit nicht gegeben, da es
bei diesen Codes Zifferndarstellungen mit gerader und ungerader Anzahl von L-Bits
gibt. Hier ist es naheliegend, zur Datensicherung ein fiinftes Bit, das sogenannte
Priifbit zu verwenden. .

2.3.3. Die von einer universell einsetzbaren EDVA zu verarbeitenden Informa-
tionen beziehen sich nicht nur auf Zahlen. Auszudruckende Ergebnisse miissen
unter Umstéinden mit Kommentaren versehen werden, und spezielle Symbole be-
nétigt man fiir die Steuerfunktionen innerhalb der Maschine. Das erfordert die
Speicherung und Ubertragung — also die Signalisierung — von Buchstaben und
Sonderzeichen. Codes, die auBer Ziffern auch solche Symbole zu verschliisseln ge-
statten, werden alphanumerisch genannt. Beispielsweise konnen bei der EDVA R300
zur Bildung von Informationen die in Tabelle 2.1 angegebenen 64 Zeichen des
internen Alphabets (vgl. 2.1.1.) benutzt werden. Ihre Verschliisselung durch Code-
worter gleicher Linge des Dualalphabets (1) aus 2.2. wiirde mindestens sechs Bit-
Stellen erfordern. Tatsichlich werden deren acht nach folgendem Prinzip belegt:
Die ersten vier sogenannten numerischen Bits enthalten die direkte duale Ver-
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schliisselung der Spaltennummer, die als Uberbits bezeichneten der Position 6 und
7 die der Zeilennummer des obigen Schemas. Zur Datensicherung wird an fiinfter
Stelle ein Priifbit: eingefiigt, dessen Belegung noch von einem achten Bit, dem so-
genannten Wortmarkenbit abhiingt:

Wortmarkenbit w
Uberbits fv
Priifbit P
8
numerische l4
Bits I2
1

Die angegebenen Bezeichnungen dienen zur kurzen Beschreibung der maschinen-
internen Zeichendarstellung, wobei die numerischen Bits durch die entsprechen-
den Stellenwerte des Dualsystems unterschieden sind.

\Spalte ¢
1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Zeile\
0 0 1 23 4560789 0 # ( : w I
1 + ab cecde fgh i ~ . B 1 A 2T
2 — jkl mnopgqrs=s= ) * = < ?
3 /8t uvwzxyz =& , %Y A > [
Tabelle 2.1

Die Wortmarke und die Sonderzeichen ~ (Satzmarke), ~~ (Gruppenmarke)
& (Blockmarke) dienen der Abgrenzung von Informationen. Dazu geben wir fol-
gende Erliuterung: Die kleinste Bit-Struktur des Hauptspeichers, die adressierbar
ist, heiBt Byfe; in 2.1.1. sprachen wir in diesem Zusammenhang von ,Zellen“.
Beim R 300 ist jedes Zeichen adressierbar, d. h., ein Byte umfaBt hier acht Bit.
1024 Byte werden iiblicherweise zur Einheit K fiir die Kapazititsbestimmung des
Hauptspeichers zusammengefat. Zum Beispiel besitzt der Trommelspeicher des
oben erwihnten C 8205 eine Kapazitit von 4K. Die von einer EDVA zu ver-
arbeitenden Informationen sind Worter iiber dem internen Alphabet. Es gibt Auto-
maten (z. B. C 8205), wo diese eine feste Linge haben miissen, andere — wie der
R 300 — gestatten die Verarbeitung von Informationen variabler Wortlinge. Bei
diesen wird mit dem Zeichen begonnen, dessen Adresse im Befehl angegeben ist;
danach werden die Zeichen mit den folgenden Adressen einbezogen, bis eine Wort-,
Satz-, Gruppen- oder Blockmarke das Ende der Information bestimmt. Welches
Zeichen Endmarke ist, muB im Befehl angegeben werden. Die Wortmarke kann
dabei durch Belegung des w-Bits mit L auf jedes Zeichen gesetzt werden, wihrend
die iibrigen Marken je ein Zeichen fiir sich beanspruchen. Unter Einbeziehung des
‘Wortmarkenbits wird das Priifbit so belegt, daB die Anzahl der L-Bits des Zeichens
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ungerade ist. Beispielsweise wiirde der internen Darstellung der Zahl 1975 als Wort
die 8-Bit-Codierung

Hlo|le|le|b|e|o| Hlim
Hle|o|le|E|oleo| o ¢
Hle|ld|o|ln|le|o| o

HiElE|o|lele|e| o

entsprechen. Dabei hat man sich vorzustellen, daB fiir eine Operation, welche
diese Zahl verarbeiten soll, die Einerstelle ,,5° zu adressieren ist und die folgenden
Ziffern auf den Speicherplitzen mit den folgenden Nummern stehen. Die Unter-
streichung der hochsten Stelle bezieht sich auf die Setzung des Wortmarkenbits,
wodurch das Ende der Information angezeigt wird.

AbschlieBend wollen wir an Hand der betrachteten Beispiele das Problem der
Codierung allgemein beschreiben. In jedem Fall handelte es sich um die Darstellung
der Zeichen eines Alphabets X durch Wérter iiber einem Alphabet @. In den Bei-
spielen war @ stets das Binéralphabet (1) aus 2.2., und die Codewdrter hatten alle
gleiche Linge. Allgemein ist eine Codierung eine eindeutige Abbildung aus o*
(vgl. 1.3.) auf X, der Code selbst deren Urbildmenge. Eine Folge von Symbolen
des Alphabets X, das auch Inputmenge genannt wird, geht bei der Codierung in
ein Wort aus @* iiber. Wenn aus diesem die Inputfolge eindeutig rekonstruierbar
ist, heiBt der Code decodierbar. Offensichtlich haben Codes mit gleicher Wortlinge
diese Eigenschaft.

Man kann eine Codierung iibersichtlich mit Hilfe eines als Codebaum bezeichneten
speziellen Graphen darstellen. Abb. 2.12 zeigt diesen fiir den in 2.3.2. betrachteten
DreiexzeBcode. Je ein den Zeichen 0, L des Dualalphabets entsprechender Zweig fithrt
von der Wurzel des Baumes zu den Knoten der ersten Stufe, von dort zu denen der
zweiten und so fort bis hin zu Endknoten einer gewissen Stufe. Jeder Knoten ist von
der Wurzel durch genau einen Weg erreichbar, dessen Bogen den Zeichen 0 und L
zugeordnet sind und so ein Wort des Dualalphabets bestimmen. Wenn dieses Wort
Codewort eines Zeichens aus X ist, ordnet man es dem Knoten zu, in welchem der
betrachtete Weg endet. Analog verfihrt man, wenn das Alphabet @ D Zeichen ent-
hilt, indem man einen Baum mit D Verzweigungen konstruiert. Dieser enthiilt, bis
zur k-ten Stufe ausgefithrt, D¥ Knoten.

Fiir ein eingehenderes Studium von Codierungsproblemen vgl. [34], Kapitel VII.
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Knoten der
o 7 2 3 4 5 6 7 & 9 Stufe

Abb. 2.12

2.4 Informationsverarbeitung durch bindre Schaltsysteme

2.4.1.  Dieser Abschnitt ist dem Entwurf von Systemen zur Umwandlung binir
codierter Informationen gewidmet. Zur Einfiihrung in das Problem betrachten wir
Beispiele, zuniichst die Addition von Zahlen auf Grund ihrer Darstellung im Dual-
system. An der k-ten Stelle ist mit drei Bindrwerten zu rechnen: den Ziffern dieser
Stelle beider Operanden @, b und dem Ubertrag @ von der (k —1)-ten Stelle. Als
Ergebnis sind die k-te Ziffer der Summe s und der néichste Ubertrag festzuhalten.
Man vergleiche dazu die Tabelle 2.2, wo die Indizes die Stellennummer der zu
betrachtenden BindrgroBen angeben.

a; b gy ” LN
L L L L L
L L 0 0 L
L 0 L 0 L
L 0 0 L 0
0 L L . 0 L
o L 0 L 0
0 0 L L 0
0 0 0 0 0
Tabelle 2.2
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Im weiteren wird uns die technische Losung der Aufgabe interessieren, die Zu-
ordnung der 0, L-Triaden des linken Teils der Tabelle zu den Dualziffern der Spalte
von 8, bzw. i, zu realisieren.

Als ein Beispiel des téglichen Lebens betrachten wir eine Beleuchtung, die von
n Stellen beliebig ein- und ausgeschaltet werden kann (Treppenhausbeleuchtung).
Den Schaltstellen ordnen wir die Variablen 2y, 2, . . ., «,, zu, die gemdB den Zu-
stinden ,eingeschaltet/, ausgeschaltet mit L bzw. 0 belegt werden sollen. Es
existieren 2" solcher Belegungen, die man sich in einer Tabelle lexikographisch
geordnet notiert denke. Neben jedem dieser n-Tupel soll in einer weiteren y-Spalte
durch L bzw. 0 der jeweilige Beleuchtungseffekt ,hell* bzw. ,dunkel“ ausgedriickt
werden; steht dabei am Anfang der Tabelle L, so ist die weitere Zeichenfolge
zwangsliufig: Bei Ubergang von einem Schalt-n-Tupel zum folgenden &ndert sich
der Beleuchtungswert oder bleibt erhalten, je nachdem, ob sich die beiden n-Tupel
auf einer ungeraden bzw. geraden Anzahl von Plétzen unterscheiden. Tabelle 2.3

x4y T2 %3 Yy

coocopHHHH
copHooHH
opopreopHoH
oppHomoor

Tabelle 2.3

gibt die Verhiltnisse fiir n =38 wieder. Die Aufgabe besteht darin, ein solches
Beleuchtungssystem zu konstruieren.

SchlieBlich befassen wir uns mit der technischen Realisierung der binéren Codierung
und Decodierung von Dezimalziffern beziiglich des DreiexzeBcodes. Diese lagsen sich
auf Grund der Darstellung im Eins-aus-zehn-Code unmittelbar signalisieren: Man ver-
wendet zehn Leitungen und iibermittelt der Ziffer entsprechend auf genau einer einen
Impuls. Diese Information ist geméB der Tabelle 2.4 automatisch in eine bestimmte
Tetrade aus den Bindéirzeichen 0, L umzuwandeln.

Zeilen- |Dezimal-| Eins-aus-zehn-Code DreiexzeBcode
nummer | ziffer Ty Ty Xo XT3 Ty Ty Tg Ty Tg Tg Yo Y1 Y2 Y3
0 9 LOOOUOOUOOO OO0 L L 0 0
1 8 0oLOOOOUOUO OO OO L 0 L L
2 7 0 0LOOOOO OO 0O L 0 L o
3 6 0 0 0LOOOUOO0O L 0 0 L
4 5 00 0 0LOOOOO L 0 0 0
5 4 00 00 0LOOOUO 0 L L L
6 3 000 O0O0OOTLUOOOQ 0 L L o
7 2 0 0 00O0O0O0OULOO 0 L o0 L
8 1 00 0 00 O0OO0OTLO 0 L 0 o
9 0 00 0O0O0OOOOOTL 0 0 L L

Tabelle 2.4



56 2. Datenverarbeitung in Digitalrechnern

Den betrachteten Beispielen ist folgendes gemeinsam: Gesucht ist ein infor-
mationsverarbeitendes System, das n-Tupeln biniirer Eingangsgrofien (Inputs) x;
in vorgeschriebener Weise m bindire Ausgangsgrofen (Outputs) y; in Form ent-
sprechender Signale zuordnet.

Xy ——=t
S

X —

5— s

g ——t Im Abb, 2.13

Abb. 2.13 veranschaulicht das Problem in einer Black-box-Darstellung, da uns bis-
lang nur die externe Beschreibung des Systems in Form von Zuordnungstabellen
fiir die z;, y;, nicht aber dessen innere Struktur bekannt ist.

Jede OutputgroBe y ist eine auf dem n-fachen kartesischen Produkt der Menge
{0, L} definierte Funktion f, deren Werte in dieser Menge liegen:.

1:{0, L}*={0, L} X {0, L} X - - X {0, L} - {0, L}. (1)

Eine Abbildung der Form (1) heilt eine Boolesche Funkiion.!) Das uns in diesem
Abschnitt interessierende Problem kann daher endgiiltig als das der technischen
Realisierung Boolescher Funktionen charakterisiert werden. In 2.4.2. sind Hin-
weise enthalten, wie diese mit zahlreichen Fragestellungen der Praxis zusammen-
hiingende Aufgabe im Rahmen der Aussagenlogik modelliert und gelost werden
kann.

2.4.2. Wir machen uns zunichst klar, daB sich die bei Belegung von Ausdriicken
der Aussagenlogik ergebenden Wahrheitswerttabellen (,,wahr* und ,falsch* mégen
L bzw. 0 entsprechen) als Boolesche Funktionen interpretieren lassen. Beispiels-
weise erhdlt man fiir die

Negation — x, Konjunktion x, \ x,, Alternative z \j ¥y,
Implikation x,=> v,, Aquivalenz xy < 2,

die in Tabelle 2.5 wiedergegebenen Werteverlidufe. Verschiedene Ausdriicke kénnen

x “ it xy xy Ly ATy l EAVES l zy =2y l Ty<>Tq
L 0 L L L L L L
L o 0 L 0 0
0 L 0 L 0 L L 0
(1 ] 0 0 L L
Tabelle 2.5

1) Im Beispiel der Codierung und Decodierung von Dezimalziffern sind die den
Outputs entsprechenden Booleschen Funktionen durch das Problem zuniéichst nur auf
einer Teilmenge von {0, L}# definiert.
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in dieser Weise dieselbe Boolesche Funktion erzeugen; sie heifien dann semantisch
dquivalent.

Fiir die Theorie der informationsverarbeitenden Systeme ist wesentlich, daB sich
der hier festgestellte Sachverhalt umkehren 1a8t:

Satz 1. Zu jeder Booleschen Funktion von n Veranderlichen gibt es etnen aus-
sagenlogischen Ausdruck in diesen Variablen, der durch Belegung derselben mit 0
bzw. L die Werte der Booleschen Funkiion erzeugt.

Beim Beweis geht man von der tabellarischen Darstellung der Booleschen Funk-
tion aus und achtet entweder auf die Belegungen, denen der Funktionswert L,
oder auf diejenigen, denen 0 entspricht. Wir betrachten zunichst den ersten Fall.
Jeder dieser L-Belegungen (ay, dg, - - - &,) ordnet man die Elementarkonjunktion

2y @ADL - - - Az len)

zu, wobei
@) % fir o;=L, PN ,
R B z; fir ;=0 (=1,2,...,7) )

bedeutet. Die alternative Verbindung aller dieser Elementarkonjunktionen liefert
einen Ausdruck, der das Gewiinschte leistet. An Stelle von — z notieren wir
dabei zur Vereinfachung der Schreibweise Z;. Wir erldutern das Vorgehen an der
in Tabelle 2.2 gegebenen Funktion zur Bestimmung von s; bei der Addition im
Dualsystem (vgl. Tabelle 2.6).

Elementar- Elementar-

LT T v konjunktionen alternativen
L L L L T N\ Ty

L L o 0 RV AV

L 0 L 0 Z,V %V T3

L 0 0 L 2 NZ2 \B3

0 L L 0 VIS

0o L o0 L Ty N\ T3

0 0 L L ZyAFN\T3

o 0 0 0 2V 2V 23

Tabelle 2.6

Durch die alternative Verbindung der Elementarkonjunktionen gewinnt man
den Ausdruck

(@ ABATy) V (2 AZAE3) V (B A22AT) V (Z1ABNE3),

der bei jeder der zu betrachtenden L-Belegungen den Wert L ergibt, da jeweils
die aus dieser Belegung abgeleitete Elementarkonjunktion dabei den Wert L an-
nimmt. Fiir eine 0-Belegung ist in jeder Elementarkonjunktion mindestens ein
Konjunktionsglied (Variable oder negierte Variable) vorhanden, das zu 0 wird und
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so der Elementarkonjunktion insgesamt den Wert 0 erteilt. Diese SchluBweise
kann man natiirlich auf den allgemeinen Fall iibertragen und darauf den Beweis
der Behauptung griinden. Der so gewonnene Ausdruck ist die kanonische alter-
native Normalform jedes Ausdrucks, der die hetrachtete Boolesche Funktion er-
zeugt. Der Ausartungsfall einer Booleschen Funktion, die konstant den Wert 0
annimmt, wird durch die Fiktion der leeren kanonischen alternativen Normalform
einbezogen.

Bei der Betrachtung der 0-Belegungen (8, f5, . . -, f,) erzeugt man daraus zu-
néichst durch bitweise Negation Belegungen (a4, oy, . . ., o), ordnet diesen gemal
(2) die Elementaralternativen

5'71(") V%(")V cee Vx"(-")
zu und gewinnt durch deren konjunktive Verbindung einen Ausdruck, der die
Boolesche Funktion erzeugt. Im Beispiel ergibt sich so

(Z1V 2V 2) N (EV 23V B) N (21 VBV E) A (24 V 23V 23).

Fiir eine L-Belegung nimmt jede dieser Elementaralternativen den Wert L an,
da mindestens eine der darin vertretenen Variablen oder negierten Variablen diesen
Wert produziert. Damit ergibt sich auch fiir die konjunktive Verbindung L. Bei
einer 0-Belegung nimmt diejenige Elementaralternative den Wert 0 an, die aus
dieser abgeleitet wurde; das hat den Wert 0 auch fiir die konjunktive Verbindung
zur Folge. Allgemein ergibt sich auf diese Weise die kanonische konjunktive Normal-
form aller Ausdriicke, welche die Boolesche Funktion erzeugen. Der Ausartungsfall
einer solchen, die konstant den Wert L annimmt, wird durch die Fiktion der
leeren kanonischen konjunktiven Normalform einbezogen.

24.3.  Satz 1 ist Grundlage fiir den Entwurf gewisser informationsverarheitender
Systeme, die sich in einer speziellen Verwirklichung folgendermaBen beschreiben
lassen:

Sie setzen sich aus ,,Schaltern® zusammen, die zweier Stellungen fihig sind und
8o binéire Signale realisieren konnen. Technische Beschaffenheit, speziell die Art
der Betitigung, diirfen zuniichst auBer acht bleiben. Es kann sich z. B.im Fall
elektrischer Schaltungen um von einem Relais bediente Federkontakte oder um
von Hand betétigte Schalter handeln. Man unterscheidet Arbeitskontakte (Sym-

bol _~ ) und Ruhekontakte (Symbol ):
. [Arbeitskontakt . i .
E Ruhekontakt stellt genaw dann eine leitende Verbindung her, wenn

e y ; . (L eingeschaltet
die betitigende Vorrichtung entsprechend dem Input { eingeschalte } "

0 ausgeschaltet

Abb. 2.14 veranschaulicht im Prinzip die Funktion eines Relais mit einem Arbeits-
bzw. Ruhekontakt. Durch einen Erregerstromkreis, der eine Spule mit Weicheisen-
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kern enthilt, wird iiber einen Federkontakt ein zweiter Stromkreis gesteuert. Beim
Arbeitskontakt ist dieser im erregten Zustand geschlossen, im nicht erregten Zu-
stand gedffnet; der Ruhekontakt verhilt sich umgekehrt. Offenbar kann man
mittels geeigneter technischer Konstruktionen durch eine betéitigende Vorrichtung

Relais mit Arbeitskontakt Relais mit Ruhekontakt
Abb. 2.14

— z. B. eine Relaisspule — zugleich mehrere Arbeits- und Ruhekontakte bedienen.
Diesen zentralgesteuerten Kontaktgruppen ordnet man je eine Variable zu, die
bei der Realisierung einer Booleschen Funktion ein Argument derselben vertritt.
Ist deren Name 2, so bezeichnet man jeden Arbeitskontakt der Gruppe mit z,
jeden Ruhekontakt mit Z. Ein n-Tupel binérer Inputsignale wird = solcher Gruppen
von Arbeits- und Ruhekontakten steuern, wobei L und 0 beziiglich der zugeord-
neten betéitigenden Vorrichtung als ,eingeschaltet bzw. ,,ausgeschaltet* zu inter-
pretieren sind.

Die zu entwerfenden Schaltungen sind hinsichtlich ihres Gesamtverhaltens
Zweipole mit zwei nach auBen fiithrenden Leitungen, die wir gelegentlich durch das
Symbol

darstellen; je nachdem, ob sie durchgingig sind oder nicht, realisieren sie Output-
signale L bzw. 0. Die in Abb. 2:15 angegebenen Schaltungen von Arbeits- und
Ruhekontakten zur Verwirklichung der durch die Ausdriicke

@, =13, By Ny, T4\ T
gegebenen Funktionen von einer bzw. zwei Verinderlichen sind naheliegend (die

dritte Spalte der Abb. 2.15 lasse man zunichst unberiicksichtigt). Nehmen wir
ferner an, daB uns zu den von Ausdriicken 4, und 4, erzeugten Booleschen Funk-
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tionen Zweipole

A = und | 4, |—

aus Arbeits- und Rubekontakten bekannt sind, dann realisieren offenbar die
Schaltungen aus Abb. 2.16 die durch A4 A4, bzw. A,y A, definierten Funktionen.

Auf Grund der in Abb. 2.15 und 2.16 dargestellten Sachverhalte ist es nun mog-
lich, zu jeder Booleschen Funktion einen Zweipol in Form einer Reihen-Parallel-

Reihen-Parallel - : .
Ausdruck eihen Forallel-Schaltung | spoireisymbole
x
X —c/o— £
X X X
- —— OO —1 >
X X, X1 N\XgAX;
HAX —(/o—o;’ o— | )-»2
X 2
v o x
Abb. 2.15
A1
L il }
; Az
Reihenschaltung
Paralleischaltung
Abb. 2.16

Schaltung von Arbeits- und Ruhekontakten zu entwerfen, der mit seinen OQutput-
signalen deren Werte anzeigt. Dazu geht man von der im Beweis von Satz 1 be-
trachteten kanonischen alternativen oder konjunktiven Normalform aus. Im ersten
Fall wird jeder Elementarkonjunktion entsprechend dem Auftreten von Variablen
und negierten Variablen eine Reihenschaltung entsprechender Arbeits- bzw.
Ruhekontakte zugeordnet. Jeder derselben wiirde die durch die Elementar-
konjunktion dargestellte Boolesche Funktion realisieren. Die Parallelschaltung
aller dieser Zweipole liefert ein Schaltsystem, dessen Outputs die Werte der vor-
gelegten Funktion signalisieren. Abb. 2.17 veranschaulicht dies fiir das Beispiel
der Tabelle 2.6.
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Geht man von der kanonischen konjunktiven Normalform aus, so sind zunichst
den Elementaralternativen entsprechende Parallelschaltungen von Arbeits- und
Ruhekontakten herzustellen, die, in Reihe geschaltet, einen Zweipol liefern, der
das Gewiinschte leistet. Fiir das in Tabelle 2.6 dargestellte Beispiel ist dies in
Abb. 2.18 illustriert.

Abb. 2.17

Abb. 2.18

Um eine méglichst einfache Schaltung zu erhalten, wird man den Entwurf nach
der alternativen oder konjunktiven Normalform vornehmen, je nachdem, in
welcher Darstellung weniger Elementarterme auftreten. Weitere Optimierung im
Hinblick auf die Einsparung von Kontakten ist méglich durch semantisch dqui-
valenten Ubergang zu noch einfacheren Ausdriicken. Wir wollen das an Hand eines
Beispiels erldutern; die systematische Erorterung dafiir geeigneter Methoden ist
Gegenstand der Schaltalgebra. Betrachtet werde die den Ubertrag bei Addition im
Dualsystem charakterisierende Boolesche Funktion der Tabelle 2.2. Wir gehen von
der kanonischen alternativen Normalform aus, wobei die Variablen der Ubersicht-
lichkeit halber mit a, b, % bezeichnet werden:

(@AbAG)V (@AbAG) V(@ A Ad)V (@b Ad). 3)

Die folgenden Umformungen fiihren stets zu Ausdriicken, die zu (3) semantisch
dquivalent sind. Zweimaliges Hinzufiigen der ersten Elementarkonjunktion ergibt

(@ AbAG) V (@ AbAT) \ (@ Ab Adi) \ (@ Ab Adi) \/ (@ Ab A\i) V(@ Ab Aii)
und auf Grund von Gesetzen der Kommutativitdt und Distributibitét
a ANbA@NVE)VaNEADBVE)VEAdGA(ay a@).t)

Die aussagenlogischen Identitéten 4 \/%, bVb und ¢ V@ kénnen im Sinne einer se-
mantisch dquivalenten Umformung weggelassen werden, und man erhélt

aAbVaAiEVbAG @

1) Man beachte, daB \/ stirker trennt als/ .
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als einen die vorgelegte Boolesche Funktion darstellenden Ausdruck. Die ent-
sprechende Reihen-Parallel-Schaltung von Kontakten zeigt Abb. 2.19.

a b
a i,
: o——c/ﬁ Abb. 2.19

An das in 2.4.1. betrachtete Beispiel der Treppenhausbeleuchtung kniipfen wir an,
um zu zeigen, daf wesentliche Vereinfachungen erzielt werden kénnen, wenn man
auBer den Reihen-Parallel-Schaltungen von Kontakten etwa noch sogenannte Briicken-
schaltungen zuldBt. Abb. 2.20 zeigt die auf der Basis der kanonischen alternativen
Normalform zur Booleschen Funktion der Tabelle 2.3 konstruierte Reihen-Parallel-
Schaltung, Abb. 2.21a einen Zweipol mit gleichem Outputverhalten in Briickenschal-
tung mit weniger Kontakten. Die Teilschaltung ABCD findet man in den handels-
iiblichen Kreuzschaltern vereinigt, deren Prinzip in Abb. 2.21b dargestellt ist. Zur

Abb. 2.20
A C
8 0
a) b)
Abb. 2.21

Ubung tibertrage man das Prinzip dieser Briick haltung auf beliebig Yiele Schalt-
stellen. Im Fall n =2 vereinfacht sich der Zweipol in Abb. 2.20 zu dem in _Abb. 2.22
gemiiB der die Input-Output-Beziehungen besti den Booleschen Funktion

Ty Ty Y

corpH
oHopH
oot
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die durch den Ausdruck (zjAz;)V(F;AZ,) dargestellt wird. Ublicherweise ersetzt
man diesen Zweipol #quivalent durch die Wechselschaltung aus Abb. 2.23. AbschlieBend
sei bemerkt, da man mit Hilfe handelsiiblicher Mehrkontaktschalter, die an Buchsen-

X7 Az

—""%
4 4 Abb. 2.22
—— oy Abb. 2.23

felder angeschlossen werden, leicht Schiilerarbeitsgerite und Demonstrationsmodelle
herstellen kann, auf denen sich durch Steckverbindungen Boolesche Funktionen reali-
sieren lassen.

Die bisher benutzte graphische Darstellung von Reihen-Parallel-Schaltungen
orientierte sich an deren technischer Realisierung durch Relaiskontakte. Wir wollen
jetzt zu einer allgemeineren symbolischen Beschreibung iibergehen, die allein aus-
driickt, daf eine solche Schaltung Ubertragungsglied zwischen bindren Input-
und Outputsignalen ist. Diese Symbolik ist mehr der Verwirklichung einer Boole-
schen Funktion mit Hilfe elektronischer Elementarglieder angepa8t, auf die wir
hier allerdings nicht niher eingehen kénnen. In Abb. 2.15 sind die allgemeinen
Schaltkreissysmbole den bisher benutzten Darstellungen von Kontaktschaltungen
gegeniibergestellt. Wie bei der Wiedergabe von Schaltungen zu einer alternativen
oder konjunktiven Normalform mit den allgemeinen Symbolen vorzugehen ist,
sei am Beispiel der Booleschen Funktion aus Tabelle 2.6 erlautert. Wir gehen von
der kanonischen alternativen Normalform aus, die auch der Darstellung in Abb.
2.17 zugrunde lag. Der Elementarkonjunktion x; Azy Az; wiirde in der Assoziation
(@4 Azo) Ay die Teilschaltung aus Abb. 2.24 entsprechen. Die niichste Elementar-

id
X2
4 Abb. 2.24

konjunktion (2 A#%;) AZ; wird mit Beriicksichtigung zweier Negationen an die
Signalleitungen der Variablen 4, 2,, 23 angeschlossen. Dabei sind Linieniiberschnei-
dungen, wenn sie nicht durch Punktierung als tatsichliche Verbindungen kenntlich
gemacht wurden, bedeutungslos. Auf diese Weise erhilt man die Teilschaltung aus
Abb. 2.25, die, fiir sich betrachtet, zwei von den Variablen z;, z,, 23 abhiingende
Boolesche Funktionen realisiert. So fortfahrend ergibt sich fiir die vier Elementar-
konjunktionen die Darstellung aus Abb. 2.26. Die Parallelschaltung dieser Teil-
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schaltungen liefert einen Zweipol, dessen Outputs die Werte der Booleschen Funk-
tion aus Tabelle 2.6, d. h. die Ziffern bei der Addition im Dualsystem bestimmen
(Abb. 2.27).

A7,

k2
L)
A, D
£,
=D Drp D
‘_D—J-}lé.i
Abb. 2.25 Abb. 2.26
X —=—
X2
43

Abb. 2.27

Beim Entwurf der Schaltung wurden die Elementarkonjunktionen in einer be-
stimmten Zusammenfassung der Variablen beriicksichtigt. Da aber fiir mehrgliedrige
Konjunktionen und Alternativen das assoziative Gesetz gilt, d. h. Ausdriicke dieser
Art, die sich nur durch die Assoziation der logischen Operanden unterscheiden,
semantisch dquivalent sind, verwirklichen auch die dazu konstruierten Schaltungen
die gleiche Boolesche Funktion. Zum Beispiel trifft das fiir die Schaltungen aus
Abb, 2.28a und 2.28b zu, was die Verwendung des Symbols aus Abb. 2.28¢ nahe-

X K m——
f&l}v f—_:D—fD
& Z

a) b)

e P
V4

)

o

Abb. 2.28
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legt, das entsprechend fiir mehr als drei Variable und die Alternative zu bilden ist.
In diesem Zusammenhang sei darauf hingewiesen, daB es geriitetechnisch moglich
ist, sogenannte UND- bzw. ODER-Glieder mit » Eingéngen herzustellen. In der
neuen Darstellungsweise wiirde Abb. 2.27 die in Abb. 2.29 gezeigte Vereinfachung
erfahren.

e e
Az
X3 L

D

Abb. 2.29

Abb. 2.30 zeigt eine daraus abgeleitete Schaltung, deren zweiter Ausgang die der
iix-Spalte in Tabelle 2.2 entsprechenden Signale liefert. Dem Entwurf der zugehérigen
Teilschaltung liegt die Formel (4) zugrunde. Das Schaltsystem der Abb. 2.30 wird als
Adder bezeichnet. Wegen anderer Realisi oglichkeiten und der Erérterung tech-
nischer Aspekte muB auf die Spezialliteratur verwiesen werden (etwa [7], [72]). Fir

die abschlieBende Betrachtung sehen wir von der besonderen Verwirklichung ab und

[/ g
by

Up-1

L

Sk

Abb. 2.30
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symbolisieren den Adder durch das Blockschaltbild aus Abb. 2.31. Mehrere gem&B
Abb. 2.32 geschaltete Adder ergeben ein bindres Addierwerk entsprechender Stellen-
zahl. Da der Ubertrag in der Einerstelle stets 0 ist, konnte man dort ein einfacheres,
als Halbadder bezeichnetes Schaltsystem verwenden.

akl l/u

Yk A Yk-1
R
Abb. 2.31
aln 0n a; b ap by
4, Ui 17 Uy [
~ A e 4 4 |2
Sast Sn S1 So
Abb. 2.32

2.5, Probleme des Rechnens mit beschrdnkter Stellenzahl

2.5.1. In 2.2. wurde darauf hingewiesen, daB die Ausfiihrung arithmetischer
Operationen nach einem Algorithmus die Darstellung der beteiligten Zahlen in
einem Positionssystem voraussetzt. Notwendigerweise muB dabei eine Beschrin-
kung der Stellenzahl, allgemein gesprochen also die Ersetzung eines Operanden
durch einen Néherungswert erfolgen. Neben der iiblichen Festkommadarstellung
wie zum Beispiel 3,141569 werden sogenannte Qleitkommadarstellungen oder halb-
logarithmische Darstellungen mit einem Skalenfaktor benutzt, die man kurz (ob-
zwar nicht ganz korrekt) auch Festkomma- bzw. Gleitkommazahlen 1) nennt. Der
betrachtete Néherungswert von z lieBe sich auf diese Weise u. a. in der Form

0,0314159 - 102 oder 31,4159 - 10—1

1) Bedingt durch die Syntax der Programmiersprachen setzt sich auch bei uns im
tiglichen Leben der Dezimalpunkt an Stelle des Kommas mehr und mehr durch.
SinngemdB wire dann die Bezeichnung Festpunkt- bzw. Gleitpunktdarstellung von
Zahlen zu verwenden.
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schreiben. Alle in einer Zahldarstellung angegebenen Ziffern mit Ausnahme fiih-
render Nullen (bei Gleitkommazahlen natiirlich ohne Beriicksichtigung des Skalen-
faktors) und solcher, die man nur zur Festlegung des Dezimalkommas bendtigt,
werden als wesentlich bezeichnet; die erste wesentliche Ziffer (mit dem hochsten
Stellenwert) heiBt fiihrende Ziffer. Wollte man zum Beispiel die Loschmidtsche
Zahl 6,025 - 1023 der in einem Mol enthaltenen Molekiile ohne Skalenfaktor no-
tieren, so miiBten 20 Nullen angefiigt werden, die alle nicht wesentlich sind.
Die halblogarithmische Darstellung einer Zahl kann stets so gewihlt werden,
daB alle Ziffern wesentlich sind. Alle Formen des oben angegebenen Néherungs-
wertes von 7 enthalten sechs wesentliche Ziffern. 31 ist ein Néherungswert von 3
mit zwei, 31,00 ein solcher mit vier wesentlichen Ziffern.

Zu einer eindeutigen halblogarithmischen Darstellung fiir Zahlen, die verschieden
von Null sind, gelangt man durch Festlegungen iiber den Exponenten des Skalen-
faktors oder die Stellung des Kommas beziiglich der fithrenden Ziffer. Beispiels-
weise konnte man fordern, das Komma unmittelbar vor die filhrende Ziffer zu
setzen. In dieser Normierung, die im folgenden beibehalten werden soll, wiirde die
Angabe des betrachteten Néherungswertes 0,314159 - 10! lauten. Die hier zur Zahl-
darstellung eingefiihrten Begriffe lassen sich sinngemé8 auf beliebige Positions-
systeme iibertragen. Bei normierten Gleitkommazahlen heifit der Faktor vor der
Basispotenz — und auch die diesen darstellende Ziffernfolge — Mantisse. Zusammen
mit dem Exponenten des Skalenfaktors bildet diese ein geordnetes Paar vorzeichen-
behafteter Zahlen, das in einem Rechner, der mit einer Gleitkommaarithmetik
arbeitet, in Form einer gewissen Bytefolge gespeichert wird. Es gibt Automaten,
wo dieses Zahlwort eine feste Anzahl von Stellen mit einer bestimmten Aufteilung
fiir die Ziffern der Mantisse und des Exponenten umfaBt; bei anderen (zum Bei-
spiel R 300) ist die Linge des Zahlwortes in bestimmten Grenzen variabel. In
jedem Fall steht nur eine endliche Menge von Maschinenzahlen zur Verfiigung;
wesentlich darauf ist zuriickzufiihren, daB im Korper der reellen Zahlen konzipierte
Rechenalgorithmen bei der Ubertragung in den Bereich der Maschinenzahlen zu
qualitativ anderen Ergebnissen fithren konnen.

Manche Rechner gestatten nur oder auch die Verarbeitung von Zahlen mit
fester Kommastellung. Wir wollen annehmen, da8 diese dem Bereich |z| <1 an-
gehoren. Derartige Einschrinkungen erschweren die Programmierung von Fest-
kommarechnungen; es muf dafiir gesorgt werden, daB alle sich dabei ergebenden
Werte (also auch die Zwischenresultate) in dem engen Bereich der fiir die Maschine
verfiigharen Festkommazahlen liegen. Zur Fixierung der Anschauung nehmen wir
an, daB Fest- und Gleitkommazahlen konstanter Wortlinge verarbeitet werden,
wobei man sich bei den letzten je ein Wort fiir die Mantisse und den Exponenten
vorstellen mag. Die Anzahl der Ziffern nach dem Komma bei einer Festkomma-
zahl und die der Mantissenstellen sei mit ¢ bezeichnet.



68 2. Datenverarbeitung in Digitalrechnern

2.6.2.  Vor einer Analyse der Fehlerfortpflanzung bei arithmetischen Operationen
fiihren wir Begriffe ein, die mit der Ersetzung von Zahlen durch Naherungswerte
zusammenhiingen, wobei es unerheblich ist, wie solche Approximationen zustande
gekommen sind. Es sei darauf hingewiesen, daB deren Definition in der Literatur
unterschiedlich ist. Wir bezeichnen eine Approximation der Zahl z mit z* und
erkliren

Az :=z%—z als absoluten Fehler,
0z := g (z#0) als relativen Fehler 1)
und
10048z (270) als prozentualen Fehler

bei der Ersetzung von z durch den Niherungswert z*.1) Der absolute Fehler ist
haufig nicht angebbar, insbesondere dann, wenn z eine MeBgroBe ist. In solchen
Fillen muB man sich mit oberen Schranken [z fiir seinen Betrag begniigen;
dann gilt

|2*—2| == (2)
und beziiglich des relativen Fehlers
2*—z| Oz
lo21 = | =2 | =51 ®

Die Abschitzung (3) ist unbrauchbar, wenn z nicht bekannt ist. Wegen
[2| =% —dz| =|2*| - [d2| =]=*] — =

ist unter der Voraussetzung [2*| — [Jz>0
Oz
2= o @

und man erhilt in Iz_’l——za eine zwar grobere, aber tatsachlich berechenbare obere

Schranke fiir den Betrag des relativen Fehlers. Ist [z klein gegeniiber |z*|, so
wird diese in praxi meist durchl‘STzlersetzt.

Aufgabe 1. Fir die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum wurde 1941 von R. T. BIRGE
¢=299776+4 km/s ermittelt. Man bestimme eine Schranke fiir den Betrag des rela-
tiven Fehlers dieser Messung.

Hat man einen Naherungswert z* und eine obere Schranke [Jz fiir den abso-
luten Fehler, so 148t sich der exakte Wert z in das Intervall z* — [z =z=2%+ [z
einschliefen. Eine derartige Erfassung von z wire bei der Tabulierung groBerer
Zahlenmengen unbequem; aus diesem Grunde trifft man eine Vereinbarung, die

1) Die Definitionen (1) werden z. B. von K. SaMELsoN und F. L. BAUER in [10] und
R. H. PENNINGTON in [57] benutzt. Davon und voneinander abweichend sind die
Begriffsbestimmungen in [17] und [11], Bd. 1.
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ein solches EinschlieBungsintervall bereits an der positionellen Zahldarstellung er-
kennen 1a8t. Wir bezeichnen in einer g-adischen Zahldarstellung von z* die bei der
Potenz g* stehende Ziffer {; als giltig (auch sicher), wenn

|2* 2] = 3 ¢* ®)

gilt. 1) Ist I >k und ,, giiltig, so natiirlich auch ;. In Tafelwerken sind in der Regel
alle angegebenen Ziffern giiltig. Ein Niherungswert fiir 7z mit vier giiltigen Ziffern
nach dem Komma wire 3,1416, denn es ist

13,1416 | = 5 - 10-%.

Die Definition der giiltigen Ziffer ist so gefaBt, daB beim Runden exakter Werte
nach den gebriuchlichen Vorschriften alle verbleibenden Ziffern giiltig sind. In
Rechenautomaten erfolgt das Runden auf ¢ Stellen meist durch Addition von
%- 10—¢ (bzw. % - 27 bei Dualrechnem) und Weglassen der auf die t-te Stelle

folgenden Ziffern. Dabei stelle man sich etwa vor, daB der Akkumulator des
Rechenwerks ein Register doppelter Wortlinge ist und zu rundende Resultate
dort mit 2¢ Stellen erschei Beispielsweise wiirde bei Festkommarechnung mit
t=4 Stellen das Produkt

2=0,6417 - 0,8396 = 0,563877132

folgendermafen auf den vierstelligen Wert z* gerundet:

245+ 1074=0,53882132
+=0,5388
|2% — 2] =0,00002868,  also |2* —z| =+ 10~%

Offenbar gilt allgemein fiir den Betrag des absol Rundungsfehlers bei Fest-
kommarechnung
I % +107¢ im Dezimalsystem,
|2* —z|= i (6)
I 5 2-t im Dualsystem,

und ein Vergleich mit (5) zeigt, daB alle Stellen von z* giiltig sind.
Fiir den Ubergang von z zu z* ist bei diesem Vorgehen nur die (¢ +1)-te Stelle
maBgebend: Es wird abgerundet, wenn die erste iiberschiissige Stelle 0, 1, 2, 3, 4
1) Gelegentlich wird die Anforderung an die Giltigkeit einer Ziffer zu
|z* —z| §%wg’= mit 0<o=1

verschérft. (Vgl. [11], Bd. 1, S. 34£f.)
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(Dezimalsystem) bzw. 0 (Dualsystem) ist, aufgerundet, wenn diese 5, 6, 7, 8, 9
bzw. 1 (L) ist. Das starre Aufrunden im Fall, da8 die (¢ 4 1)-te Ziffer eine 5 (dezimal)
bzw. 1 (dual) gefolgt von lauter Nullen ist, kann zu systematischen Fehlern fiihren.
Dieser Nachteil wird wegen der technischen Einfachheit des Verfahrens in Kauf
genommen. Bei Handrechnungen im Dezimalsystem rundet man meist nach dem
Algorithmus des FluBbildes in Abb. 2.33; darin ist

7i=Cppa o 107140, 50 107241 - )
wobei

Ct+b cl+‘b LR
die Folge der nach der Rundung wegzunehmenden Ziffern bedeutet.

<

r<§
Ja nein
| i _| (‘_Qf
Ja nein
| Aufrunden I C 5 gdﬂdej
' Ja 1/!&1!
[ Atrunden | [ Autunden |

SToP

Abb. 2.33

Aufgabe 2. Man runde nach dem PAP der Abb. 2.33
0,1499 . ..=0,149
auf eine Stelle nach dem Komma.

Zwischen der Zahl der giiltigen Ziffern eines Niiherungswertes und dem relativen
Fehler besteht folgender Zusammenhang:

z*_tmgm_’_cm_‘ gm 14-n. +Cm—n+1 gm—n+l 4o

sev etne positive Niherung von z mit n giltigen Ziffern (Cpn#0). Dann (7)
. g

w8t z g'™" eine obere Schranke fiir den Betrag des relativen Fehlers.

m
Diese Schranke wird also durch Division von gt—* durch den Wert der fiihrenden
Ziffer der Niherung gewonnen. Im Beweis folgen wir der Darstellung in [17].



2.5. Probleme des Rechnens mit beschrénkter Stellenzahl 7

Beweis. Auf Grund der Definition des Begriffs der giiltigen Ziffer ist nach. (5)
1

*_ Zgm—n+l

|z* —z|= 59" "

und daher
1

*_ _gm—n+1

2=z 29"' s

Diese Abschitzung fiir z gilt erst recht, wenn z* durch den nicht groferen Wert
L™ ersetzt wird, so daBl

1 1 1
2= — 5" T =52 — ') Z 52— 1) ®)

ist. Fiir das letztere beachte man, daB g!—" seinen groBten Wert fiir » =1 annimmt.
Wegen
W —1=Lp+Cn—1) =0

ergibt sich weiter z z%g’" ¢,, und schlieBlich

—-n+1
lz*—2|

Izl

1

= — gi—n’
m

=

'
o m

gy

was zu beweisen war.

Als Beispiel zu (7) soll der prozentuale Fehler der Niherung z* =3,14 von 7
betragsmiBig abgeschitzt werden: 1
3,14 hat drei giiltige Ziffern, und somit ist 3 102 eine Schranke fiir den Betrag

des relativen und .:.:- fiir den Betrag des prozentualen Fehlers. Verzichtet man auf
die Majorisierung von 2, —1 durch {,, in (8), so ergibt sich die schirfere
Schranke % In der Praxis kann fiir >1 im Dezimalsystem die Potenz g~ der
Abschitzung (8) vernachlissigt werden, und man gewinnt dann die Schranke

E;T.. gi=n (9)
fiir den Betrag des relativen Fehlers.

Aufgabe 3. Im Tafelwerk fiir die Klassen 7 bis 12 wird der Wert des Planckschen
Wirkungsquantums mit
h=6,62510-3% W +52=6,625 10"27erg * 8
angegeben. Die Ziffer 2 dieses Naherungswertes ist giiltig. Man bestimme eine Schranke

fir den Betrag des relativen Fehlers der Messung und vergleiche die GréBenordnung
des relativen und des absoluten Fehlers in Aufgabe 1 und 3.
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Der Satz (7) gestattet in gewissem Sinne eine Umkehrung. In einem g-adischen
Positionssystem sei z* eine Niherung fiir z, und »€ N*. Dann gilt
|2* 2|
1%
den g-adischen Darstellung von z* die ersten n Ziffern giiltig.

§% + g™, 8o sind in der mit der fithrenden Ziffer beginnen- (10)
Beweis. Ist
,z*l =£mgm+zm_’gm-1+ e +Cm_”+1 gm—n+1 e (Cm¢0)!
so folgt aus

12*—z|
12|

die Relation

1
—a®
§2g

1 1
lz*_zl §Egm—n+l(§mg—1+cm+lg—2+. . .)gEgm—n+1

und in Verbindung mit (5) die Behauptung.

lz*—z|
[2*|

relativen Fehlers ersetzt.

In praxi wird in (10) meist durch eine obere Schranke fiir den Betrag des

2.5.3. Werden in einer mit 2, und 2, auszufithrenden arithmetischen Operation
Niaherungswerte z; und z; benutzt, so erhilt man eine mehr oder minder gute
Néherung des exakten Ergebnisses. Wir befassen uns zunichst mit der Aus-
wirkung von Fehlern bei den Operanden auf das Resultat einer der vier Grund-
verkniipfungen; diesen Effekt bezeichnet man als lokale Fehlerfortpflanzung. Unter-
suchungen, die alle bei der Abarbeitung eines numerischen Algorithmus auszu-
fiithrenden Operationen in Betracht ziehen und Aussagen iiber die Genauigkeit des
Endresultats machen, gehéren zur Theorie der globalen Fehlerfortpfl g

Addition. Beziiglich des absoluten Fehlers gilt
D2y +2) = 2y + Da, (11)
d. h., die Summe von zwei oberen Schranken fiir den Betrag des absoluten Fehlers
bei der Ersetzung von z; durch 2 (i=1, 2) ist eine solche Schranke fiir die Er-
setzung von z;+z, durch zj +z;.
Im Sinne dieses Kommentars sollen auch im folgenden Gleichungen der Form
(11) interpretiert werden.

Beweis.
Je1 23 — (21 20) | = |dzy + A2y | =|A2| + |d25] = Ty + Do

Aus (11) folgt, daB beim Rechnen mit Néherungswerten die Genauigkeit einer
Summe durch den Operanden mit der geringsten Genauigkeit bestimmt wird.
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Aufgabe 4. Mit Bezug auf die letzte Bemerkung begriinde man fiir Handrechnung
im Dezimalsystem die Pralktil gel: Ist k die niedrigste giiltige Ziffer des Summanden
mit der geringsten Genauigkeit, so runde man vor Ausfihrung der Addition alle Ope-
randen auf die Position k—1 (oder auch k—2) und das Resultat schlielich auf die
vorletzte Dezimale.

Fiir den relativen Fehler einer Summe gilt

ey +a) =— bzt —2— bz (21, 2, 2y +22720). (12)

21+22 21+23
Es ist niamlich

.

2y +2 — (2 +22)

17%— (2112

0(z1+29) = P

_ oz 4z 2y Az
T ztzg 2y | zitz2 2z

Z, z.
M - 024 g2 0zy.
2y +29 2y +22

Im Fall z;>0 (i =1, 2) sind
zy 2y

= d =1

un
z1+2; 2y +2;

positiv. Ein Vergleich von (12) mit dem Streckenbegriff der analytischen Geome-
trie zeigt dann, daB 6(z, +2,) innerer Punkt des von dz, und dz, berandeten Inter-
valls ist.
Unter der Voraussetzung, daf z,, z, gleiches Vorzeichen haben, folgt aus (12) die
Abschitzung
18(21 +25) | =max (|6, ], [625)- (13)

Aufgabe 5. Man beweise die den Bezieh n (11), (12) und (13) entsprechenden
Aussagen fiir k (k>2) Summanden.

Subtraktion. Fiir den absoluten Fehler gilt
Ol(zy—2) = Ory + 2o (14)
Der Beweis entspricht vollstindig dem von (11).

Bemerkenswert und von weitreichenden Konsequenzen fiir das praktische Rech-
nen ist das Verhalten des relativen Fehlers einer Differenz annihernd gleicher
Operanden. z;, z, mégen gleiches Vorzeichen haben, und es sei z;#z,. In diesem
Fall gilt

P
2y —25) 2 —2y—(21—22) 2,42, [ Az Az,
2 —2g) =~ TR =
12 23—z 2y —z3 \Z1+22  21+2
2 +z z 4
=27= L §py——2— 622). (15)
21—23 2)+2g z21+29

Aus (15) folgt fiir annidhernd gleiche Werte von z, und z,, daB betragsmiBig die
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GroBenordnung des relativen Fehlers der Differenz die der relativen Fehler der
Operanden um ein Vielfaches iibersteigen kann.

Betrachten wir etwa die Berechnung der trigonometrischen Funktionen sin z,
cos z fiir groBe Argumentwerte z, wobei es erforderlich ist, diese periodisch auf

das Intervall —;iéz = ’21 zu reduzieren. Beispielsweise!) soll der Wert von sin z
fiir ein Argument bestimmt werden, von dem die Niherung z* =314159,3 gegeben
ist. Dabei sei |2* —z| =10"1; als Niherung fiir die zur Argumentreduktion be-
nétigte GroBe p :=105 -z benutzen wir den Wert p* :=314159,27 mit acht giil-
tigen Ziffern. Es ist

10-1 1
—p——— —6
182 =5 155 =3 + 10

und auf Grund von (7)
1

— =T

|6p] =3 107,

In dem Niherungswert d*:=z* —p*=0,03 von d:=2z—p ist die Ziffer 3 nicht
sicher und deshalb

|a* —d| > - 10-2.
Ferner ist

[d|=z—pl=lz—2*+2* —p|=|z—2*| +|2*—p|=10"1+10"1
und folglich

1

= -2
5| > o =190
lod|>gqo=r =5 " 107"

Der relative Fehler der Differenz unterscheidet sich also um GroBenordnungen
vom relativen Fehler der Operanden. Die folgende Tabelle zeigt, welche Ungenauig-
keit der Verlust an giiltigen Ziffern im Wert von d* bei der Berechnung von sin z
verursacht :

z | sin z =sin d

2*=314159,3 0,03
2*¥+10-1 0,13
z*¥—10-1| —0,7

Wihrend also z mit sechs giiltigen Ziffern gegeben ist, sind im Wert von sin z
alle Ziffern unsicher. Aus der Analyse dieses Beispiels kann man die Faustregel
ableiten, daB man bei der Berechnung von sin z und cos z nur so viele giiltige
Ziffern erhilt, als in z Ziffern nach dem Komma gesichert sind.

1) Dieses Beispiel wurde [69] entnommen.
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Der Verlust an giiltigen Ziffern bei der Subtraktion nahezu gleicher Zahlen kann in
einer Rechnung mit Niherungswerten zu sinnlosen Resultaten fiihren. Die Vermei-
dung dieses Effektes ist eine der wichtigsten Aufgaben der algorithmischen Organi-
sation einer Abfolge arithmetischer Operationen in einem Computerprogramm.

Maultiplikation. Das Produkt zweier Zahlen zj, z, soll durch Multiplikation der
Niherungswerte 2}, z; approximativ bestimmt werden. Dann gilt fiir den abso-
luten Fehler

Ay~ z) =723 2y —21* g = (21 +421) (23 + A29) =2 " 29

=zdzy + 292y + A2y - A2, (16)

Mit oberen Schranken [Jz;, (]2, fiir den absoluten Betrag von Az, bzw. Az
folgt aus (16)

|23 * 25 — 21 - 2| =|24|Ozg + 2|02y + Ozg * Oz
Ist [Jzy, [J2 klein gegeniiber |z bzw. |2,[, so wird das Glied [z [z, meist
vernachlissigt und

O(zq - 29):=[24| Oz + 29| 24 (¢)]
als eine obere Schranke fiir den absoluten Betrag des Produkts genommen. Unter

dieser Annahme ist |3z,] und |dz,| klein gegeniiber 1, und fiir den relativen Fehler
des Produkts folgt aus (16) nach Division durch z; - 2z,

8(21 * 29) =621+ 029 + 024 02, (18)
bei Vernachlissigung des Produkts dz, - dz; also
8(21 - 29) R20zy + 02y . (19)

Beispiel. Fiir die Seiten eines Rechtecks wurden durch Messung 5,23 m und
3,37 m ermittelt. Der Betrag des absoluten MeBfehlers sei hochstens 5 mm. Der
Wert des Flicheninhalts und die darin giiltigen Ziffern sind zu bestimmen.

Die Voraussetzungen zur Anwendung von (19) sind offenbar gegeben. Fiir dz,
und dz, benutzen wir gemidB (3) die Schranken

ldzdS—% <1,0-1073,

|02,] SW <1,5-1073
und erhalten
|8(24 * 29)| =0,25 - 1072,
Auf Grund von (10) sind im Produkt
5,23 - 3,37=17,6251
der MeBwerte nur die ersten beiden Ziffern gesichert; die unmittelbare Rechnung
zeigt jedoch, daB anch noch die folgende 6 giiltig ist. Der Flicheninhalt ist also mit
F=17,6 m2
anzugeben.
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Auf Grund von (9), (19) und (10) gewinnt man folgende Regel!) zur Beurteilung
der Giiltigkeit von Ziffern in einem Produkt:

In den Niherungen z; und z, seien n (n=>1) Ziffern giiltig; {4, $o be-  (20)
deuten die fikrenden Ziffern von 2] bzw. z;, Dann konnen n — 2 Ziffern
in dem Produkt z; - zy als giiltig betrachiet werden.

Begriindung. Auf Grund von (9) und (19) betrachten wir
1t i) 1-n
2 (51 + ol
als eine Schranke fiir den Betrag des relativen Fehlers (z - 25), die durch
29" 91"'(=%y“"‘2’)
majorisierbar ist. Damit folgt aus der Bemerkung nach Satz (10), daB im Niahe-
rungswert 2} - z; fiir das Produkt z, - z, die ersten n —2 wesentlichen Ziffern giiltig
sind. Im Dezimalsystem wird die Schranke;— g~ ®=2) meist zu grob und — wie im

zuvor betrachteten Beispiel — noch eine Ziffer mehr giiltig sein.
In diesem Zusammenhang bearbeite man die

Aufgabe 6. Es ist zu zeigen: Die Regel (20) ist im Dezimalsystem noch fiir ein
Produkt von etwa zehn Faktoren anwendbar.

Division. Bei der Berechnung des Quotienten ? (24, 20 7 0) mit Hilfe der Nédhe-
2

rungen zj und z; (z; #0) erhilt man fiir den relativen Fehler

.
_m
O
s 2\ _ %2 2 (z1+dz) - 22—(22+4d2)) - 74
£ zy zy -z
22
_dzyr2zg—A25- 2 29

%7 = (024 —0zy) z—; (21)
_ Ozy—bzy b2z
T zp+(25—2)  1+62,

Z2

Fiir kleine Werte von |4z resultiert daraus die Naherungsformel
a(’—‘) ~bry—82y. @2)
%2

1) Wir reden hier von einer Regel statt eines Theorems und von einer Begriindung
statt eines Beweises, weil verschiedene Vernachléssigungen bei den zu betrachtenden
GroBen statthatten, deren Auswirkung nicht genauer untersucht wurde. Das entspricht
dem Vorgehen in der Praxis.
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Aus (21) ergibt sich fiir den absoluten Fehler des Quotienten

o\ T
A(z—z) _z;(Azi zzdzz). (23)

Fiir die Beurteilung der giiltigen Ziffern in einem Quotienten resultiert aus (22)
die Regel:

Sind n Ziffern in den Niherungen zi,zy giltlg, so kann man tm
2*
Quotienten z—f die ersten n —2 Ziffern als giiltig betrachten, vm Dezimal-  (24)

system sogar die ersten n —1, sofern ¢, und &y (fithrende Ziffern in 2}
bzw. 23) grofer als 1 sind.

Die Begriindung von (24) sei dem Leser als Ubung empfohlen.

2.5.4. Wir kniipfen an 2.5.1. an und erértern auf Grund der Ergebnisse von
2.5.3. die Rundungsfehler, die bei arithmetischen Operationen in einer EDVA auf-
treten konnen.

Bei Festkommarechnungen verursachen Addition und Subtraktion — wenn man
die Operanden als exakt ansieht — keine Rundungsfehler, wohl aber kann der
zuliissige Zahlbereich iiberschritten werden. Sind die Operanden Naherungswerte
z{ und 23, so gewinnt man nach (11) und (14) durch Addition von Betragsschranken
fiir deren absoluten Fehler eine Schranke fiir den absoluten Fehler von Summe
bzw. Differenz.

Bei der Multiplikation ergeben sich 2t-stellige Produkte; wie in 2.5.2. wollen
wir annehmen, daB der Akkumulator des Rechenwerks ein Zahlspeicher doppelter
Wortlinge ist und diese 2¢ Stellen dort tatsichlich verfiigbar sind. Bei Rundung
auf ¢ Stellen werden auf Grund von (16) die bei den Operanden kumulierten
Rundungsfehler unter Umstiinden geddmpft. Man bedenke, daB die Betriige der
Operanden kleiner als Eins sind.

Bei der Division kann wieder eine Uberschreitung des Zahlbereichs eintreten;
ist der Betrag des Divisors klein, so muB dies auch fiir den Dividenden gelten,

wenn ? <1 sein soll. Diese gelegentlich als 0/0-Fall charakterisierte Situation ist

numerisch kritisch: Bereits akkumulierte Rundungsfehler erfahren auf Grund von
(23) bei kleinem [z eine entsprechende Vervielfachung.

Zur Erlduterung einiger Effekte bei Gleitkommarechnung betrachten wir (ohne
Beriicksichtigung des Vorzeichens) beispielsweise vierstellige Mantissen- und ein-
stellige Exponentenwerte. Bei der Produktbildung sind die Mantissen der Ope-
randen zu multiplizieren, die Exponenten zu addieren. Auf Grund der in 2.5.1.
gewihlten Normierung koénnen im Mantissenprodukt fiihrende Nullen auftreten,
die bei der Rundung auf ¢ Stellen einen Verlust an wesentlichen Ziffern verursachen
wiirden. Um dies zu vermeiden, wird eine sogenannte Normalisierung vor-
genommen, bei welcher die héchste Mantissenstelle mit der fithrenden Ziffer des
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im Akkumulator stehenden Produkts besetzt wird und die folgenden dort ver-
fiigharen wesentlichen Ziffern nachlaufen. Der Exponent wird dieser Verschiebung
angepaBt. Zur Erliuterung folgendes Beispiel:

Mantisse Exponent
s 5[

X

8540 [8[5[4[0] 1]

(nach Normalisierung)

Die Quotientenbildung fiihrt man auf die Division der Mantissen und Sub-
traktion der Exponenten zuriick. Dabei kann der Mantissenquotient m zunéchst
auBerhalb des Bereichs |m| <1 liegen. In diesem Fall findet wieder eine Normali-
sierung in der Weise statt, daB die fiihrende Ziffer von m die héchste Stelle der
Resultat tisse besetzt

Addition und Subtraktion werden bei Gleitkommaarithmetik in einem Computer
nach Angleichung der Exponenten auf den Wert des groBeren mit den Mantissen
ausgefiihrt; die Operanden sind dabei als normalisiert anzunehmen.

Beispiel:

Mantisse Exponent

&
+

@
&

(nach Exponentenerhéhung)

seo B[ile[9]  [3]

Bei der Addition und Subtraktion von Zahlen ungleichen bzw. gleichen Vor-
zeichens kénnen im Ergebnis zunichst fiihrende Nullen auftreten, die wieder durch
Normalisierung beseitigt werden. Dieser automatisch ablaufende Vorgang ver-
deckt nur den Effekt der Ausloschung giiltiger Ziffern bei der Subtraktion an-
néhernd gleicher Zahlen; an der in 2.5.3. erérterten Erhohung des relativen Fehlers
der Differenz éindert sich nichts.
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In 2.5.3. wurde untersucht, mit welchem Fehler das Resultat einer mit Néhe-
rungswerten 2j, 2; ausgefiihrten arithmetischen Operation!) 2joz; gegeniiber dem
Wert 2502, behaftet ist. Dabei haben wir angenommen, da8 zjo2} exakt gebildet
wird. Wenn die Berechnung maschinell erfolgt, muB man zusitzlich beachten,
da8 beim Runden suf { Mantissenstellen zjoz; durch einen Wert z}; ersetzt wird,
so daB etwa fiir den relativen Fehler

2{5—(21022)
0,(z102,) = e (25)
anzusetzen ist; der Index r soll dabei die Beriicksichtigung des Rundungsfehlers
zum Ausdruck bringen, wihrend wir weiterhin mit §(zy02,) die GroBe
2] 023 — (24 025)
zj029

bezeichnen. Es ist
N —(z;oz;) +(2] 023) — (21 025)
21029

8(z102)) = (26)

=¢,+0(z1025)
mit,
_ 235 — (2] 023)
? zy02y
Im Dezimalsystem hat man die Abschitzung

1‘ 10—¢

lel =2 s

wobei m die im Bereich |m| <1 liegende, aus den ersten ¢ Dezimalziffern von z;02,
gebildete Mantisse dieser GroBe ist. Durch Erweiterung mit 10 erhilt man

le,| =5-10"%
Damit ist
16,(2102)] =[6(z402p)] +5 - 10 @7
Wir wollen die Auswirkung der Rundung auf Grund von (27) am Beispiel der
Berechnung einer Summe untersuchen.2) Betrachten wir etwa 8 =(a + (b + (c +d)))
in der durch die Klammerung bestimmten Abfolge der Rechenschritte; die Daten

a, b, ¢, d seien positiv und der Einfachheit halber als exakt angenommen. Dann
ist (vgl. (12))

d
6(c+d)=c+Ldéc+mdd=0

1) o steht fiir das Operationszeichen einer der vier Speziesrechnungen.
2) Diese Betrachtung schlieBt sich der Darstellung in [57] an.
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und
|0(c +d)| =5-10"".

Weiter hat man nun in (27) auf der rechten Seite

b c+d
b+(c+d) 8+ b+(c+d)
__ctd

T b+(c+d)

zu betrachten, so daB

o(b+(c+d))= o (c+d)

é,(c+d)

__otd . 10-t+5- 10—t
18,6+ (e + )| S rergy 57 107 +5 10

ist. SchlieBlich ergibt sich

b+(c+d) c+d Bt . _‘] .
Ba+ O+ +IN =G oray | Brera® 1075107 +6-10
_ a+2b+3c+3d 5. 10-t,
a+b+c+d
Sind allgemein ay, ay, . . ., a, positive, mit ¢ Mantissenstellen exakt gegebene Ope-

randen und wird deren Summe s nach dem Algorithmus des PAP der Abb. 2.34
gebildet, so gilt

ik B EBay 77 =ty ain g , g 28)
8

Abb. 2.34

Der Beweis ist im AnschluB an den zuvor betrachteten Spezialfall leicht durch
Induktion zu fiihren. Man erkennt, daB die zuerst in die Rechnung einbezogenen
Summanden mit den hochsten Gewichten zu versehen sind, so da8 es zweckmaBig
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ist, bei der Summation positiver Zahlen mit den kleinsten zu beginnen. Die in
Tabelle 2.7 angegebenen Werte wurden mit achtstelliger Gleitkommaarithmetik
nach dem Algorithmus der Abb. 2.34 in der angegebenen und der umgekehrten
Reihenfolge summiert. In den Ergebnissen kommt der Einflu§ der Summanden-
anordnung zum Ausdruck.

a4
Mantisse | Exponent

0,69768412
0,47132908
0,83271870
0,20213314
0,11778855
0,92163165
0,72121981
0,61827317
0,12345678

Tabelle 2.7

-

8
> a;=0,64586602 - 108
=0

8
> ag_;=0,64586603 - 106
j=0

TP WO
CoocoNMWHEO S

Aufgabe 7. Man zeige, daB bei der Bildung einer Summe aus vier positiven, mit

t Manti tellen exakt gegeb Operanden nach der Vorschrift s =(a +b) +(c +d)
in Gleitkommarechnung der durch Rundung auf ¢ Manti tellen ver hte relative
Fehler des Resultats durch
2a +2b +2c +2d
il o UM i R
I8:(s)] = a+b+c+d 5-10

abgeschiitzt werden kann.

Die letzten Betrachtungen lassen erkennen, daf fiir das Rechnen mit beschrank-
ter Stellenzahl die Gesetze der Arithmetik nicht mehr uneingeschrénkt gelten und
der Analyse numerischer Verfahren unter diesem Gesichtspunkt erhebliche Be-
deutung zukommt. Beispielsweise zeigt schon eine oberflichliche Betrachtung, daf
die Bestimmung von Polynomwerten nach dem Hornerschen Schemsa Vorteile
gegeniiber der unmittelbar durch den Polynomausdruck gegebenen Berechnungs-
weise bietet. Zunéchst ist festzustellen, daB diese bereits hinsichtlich der Anzahl
der auszufiihrenden arithmetischen Operationen ungiinstiger ist: 2n—1 Multi-
plikationen bei einem Polynom n-ten Grades gegeniiber n beim Hornerschen
Schema. Oft wird der Horner-Algorithmus zur Partialsummenberechnung von
Potenzreihenentwicklungen benutzt. Wenn — wie es héufig der Fall ist — die Be-
trige der Koeffizienten monoton gegen Null streben, wird bei der Abarbeitung
des Schemas auch der oben empfohlenen Summandenanordnung entsprochen.

Neben den in diesem Abschnitt erérterten Rundungsfehlern, die auch als nume-
rische Fehler bezeichnet werden, hat das bei der mathematischen Modellierung
einer Aufgabe gewiihlte Verfahren wesentlichen EinfluB auf die Genauigkeit der
Losung. Zum Beispiel werden wir in Kapitel 4 Methoden zur naherungsweisen nume-
rischen Differentiation und Integration betrachten, die darauf beruhen, da man
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die Funktion durch ein Interpolationspolynom ersetzt und fiir dieses die gesuchten
Ableitungen bzw. Integrale bestimmt. Dabei entsteht im allgemeinen auch bei
exakter Auswertung der einschligigen Formeln eine Abweichung von der Lésung
der urspriinglich gestellten Aufgabe, die gemeinhin als Verfahrensfehler bezeichnet
wird.

Natiirlich kommt es auch auf die Genauigkeit der Eingangsdaten einer Rechnung
an, die etwa in Form von MeBwerten gegeben sein mégen. Die hierbei auftretenden
sogenannten eingangsbedingten Fehler konnen jedoch in vielen Betrachtungen tech-
nisch wie Rundungsfehler behandelt werden.



3.  Einfilhrung in die Programmiersprache ALGOL 60

3.1. Grundwissen

31.1. Zur syntaktischen Beschreibung der Sprachstruktur

Der ErschlieBung eines groBen Benutzerkreises der maschinellen Rechentechnik
und der Entlastung von geistiger Routinearbeit beim Programmieren war die um
das Jahr 1960 einsetzende Verbreitung sogenannter problemorientierter Program-
miersprachen sehr forderlich. Diese ermdglichen eine vom Automaten weitgehend
unabhingige Formulierung von Programmen und erleichtern deren Austausch
zwischen verschiedenen Rechenzentren. Die Ubertragung in die dem speziellen
Rechner verstandliche Maschinensprache erfolgt automatisch mittels eines Com-
piler genannten Ubersetzungsprogramms.

Eine fiir das wissenschaftliche Rechnen wichtige problemorientierte Sprache ist
ALGOL 60. Sie wurde von einem internationalen Gremium im wesentlichen wéh-
rend der Jahre 1958—1960 erarbeitet. Wir schicken ihrer Beschreibung einige all-
gemeine Bemerkungen zur Theorie formaler Sprachen voraus.

Eine (formale) Sprache L iiber einem Alphabet X' ist eine Teilmenge von X%,
der Menge aller Woérter iiber 2. Um eine solche auszuzeichnen, bedienen wir uns
einer von J. W. Backus [6] stammenden Definitionstechnik, bei welcher die in L
zulissigen Texte (= Worter) mit Hilfe sogenannter metalinguistischer Begriffe be-
schrieben werden. Dabei werden folgende Zeichen benutzt, von denen zu fordern
ist, daB sie nicht zum Alphabet gehoren:

Symbole der Symbolbedeutung
Backus-Notation
= Definitionszeichen
| Oder-Zeichen
) Klammern

Das Wesentliche der Backussche Normalform genannten Sprachbeschreibung wollen
wir uns zundchst an zwei einfachen Beispielen klar machen:

1. Es sei Z={a,b,¢, +, —, X, (,)} und L die Menge der Worter iiber X, die
sich als ganzrationale Ausdriicke in den Variablen @, b und ¢ interpretieren lassen.
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Nennen wir jede derselben kurz(Formel), dann ist das ein solcher metalinguistischer
Begriff, der hier zur Charakterisierung von L ausreicht. Genauer gesagt wird mit
Hilfe der Klammerung ein Symbol fiir diesen Begriff aus Buchstaben des lateini-
schen Alphabets gebildet. Wir werden auf die Syntax formaler Sprachen in MfL
Bd. 10 zuriickkommen und hier mit (. ..) weiterhin den zugehérigen metalingui-
stischen Begriff ansprechen. Welche Worter iiber 2 den Begriffsumfang von
(Formel) ausmachen, wird in der Backusschen Normalform so ausgedriickt:

(Formel) ::= a|blc|((Formel)+ (Formel))|((Formel) —(Formel))
|((Formel) X (Formel))

Hiernach ist & oder b oder ¢ eine Formel, und wenn Warter w,, w, iiber X schon
als Formeln erkannt sind, ist auch die Zeichenreihe (w;+w,) eine Formel; Ent-
sprechendes gilt fiir die Verkniipfung mit — und X. Offenbar werden auf diese
Weise alle richtig gebildeten ganzrationalen Ausdriicke in @, b und ¢ und nur diese
bestimmt, wenn wir von den iiblichen Vereinbarungen iiber das Einsparen von
Klammern einmal absehen. Wie im Beispiel sind die Definitionen metalinguistischer
Begriffe meist induktiv, d. h., der zu definierende Begriff erscheint auf beiden
Seiten des Zeichens ::= (man vergleiche die Definition der Fakultit).

2. Uber dem Alphabet Z={z, v, (,),—, A, V, =, <} wollen wir diejenigen Zei-
chenreihen charakterisieren, die sich als Ausdriicke der Aussagenlogik interpre-
tieren lassen. Zuniichst definieren wir den Begriff (Aussagenvariable) durch

(Aussagenvariable) ::= z|(Aussagenvariable) v.
Danach sind die Worter z, zv, 2ww, ... Aussagenvariable, fiir die man ab-
kiirzend z, 2y, &, . . . schreiben konnte. Nun ist der Begriff (Ausdruck) durch

(Ausdruck) ::= (Aussagenvariable)|+(Ausdruck)
|((Ausdruck) A(Ausdruck))|((Ausdruck) V (Ausdruck))
|((Ausdruck)=-(Ausdruck))|(( Ausdruck)<>( Ausdruck))

bestimmbar. Auf Grund dieser induktiven Definition kann in endlich vielen Schrit-
ten entschieden werden, ob ein Wort iiber X ein (vollstéindig geklammerter) Aus-
druck der Aussagenlogik ist. Beispiele dazu findet man etwa in [3].

Das ALGOL-Alphabet setzt sich aus vier Arten von Symbolen zusammen:
Buchstaben, Ziffern, logischen Werten und sogenannten Begrenzern, die als ein-
elementige Worter in der Backusschen Normalform wie folgt definiert sind:

(Buchstabe) = A|B|C|D|E|F|Q\H|I|J|K|L|M|N|0|P|Q|R|S|T|U|V|W|X|Y|Z|
alblc|dlelf|g|k|ilj|k[Z|m|n|o|plq|r|s|t|u|v|w|z|ylz|

(logischer Wert) ::= true|false
(Ziffer) = 0]1]2|3/4]5/6]7(8]9

Der Fettdruck soll true und false als je ein Zeichen charakterisieren, dessen Ge-
stalt prinzipiell belanglos ist. Die Bezugnahme auf Worter der englischen Sprache
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gibt diesen Symbolen jedoch eine gewisse Signifikanz, die ihren Gebrauch er-
leichtert. Deshalb werden noch weitere Zeichen des ALGOL-Alphabets auf diese
Weise gebildet. Statt des Fettdrucks verwendet man auch andere Schreibungen
zur Erzeugung solcher Wortsymbole.

Der Begriff (Begrenzer) erfordert eine induktive Definition. Dabei treten rechts
vom Definitionszeichen metalinguistische Begriffe auf, die ihrerseits wieder rekursiv
zu bestimmen sind. Das Schema der Backusschen Normalform lautet:

(Begrenzer) ::= (Operator)|(Trennzeichen)|(Klammer)|(Vereinbarungszeichen)|
(Spezifikationszeichen)

(Operator) ::= (arithmetischer Operator)|(Vergleichsoperator)|(logischer
Operator)|(Folgeoperator)

(arithmetischer Operator) = +|—|X|/|=|t

{Vergleichsoperator) 1= <|=|=|=|>]|%*

(logischer Operator) == =|D|V|A|—

(Folgeoperator) ::= gotolif|then]else|for|do

(Trennzeichen) := ,|.|10]:|;]:=]— |step|until|while|comment

(Klammer) ::= (|)|[|]|‘|’|begin|end

(Vereinbarungszeichen) ::= Boolean|integer|real|array|switch|procedurejown

(Spezifikationszeichen) ::= string[label|value

Damit ist die Zefchenmenge des ALGOL-Alphabets vollstindig beschrieben. Cha-
rakterisieren wir ein Element desselben durch den Begriff (Grundsymbol), so gilt
per definitionem

(Grundsymbol) ::= (Buchstabe)|(Ziffer)|(logischer Wert)|(Begrenzer)

Man kann sich davon iiberzeugen, daB es 116 Grundsymbole gibt. Die Syntaz der
damit aufzubauenden Programmiersprache, d. h. die Beschreibung der diese aus-
machenden Wortmenge (der zuléissigen ALGOL-Texte), ist im ALGOL-Bericht [61]
in der Backusschen Normalform niedergelegt.

Dieses Kapitel soll an Hand von Beispielen in die wichtigsten Strukturen ein-
fiihren. Die beigefiigten Definitionen metalinguistischer Begriffe dienen im all-
gemeinen der néchtréglichen Prizisierung und sollen dann nur im Zweifelsfall zur
Kléirung der Zulissigkeit einer Sprachkonstruktion herangezogen werden. Wegen
des rekursiven Aufbaus solcher Definitionen treten gelegentlich metalinguistische
Begriffe auf, die an der betreffenden Stelle noch nicht erkldrt sind oder in
diesem Buch iiberhaupt nicht behandelt werden.

Zunéchst sei noch folgendes zum Alphabet bemerkt: Einige Zeichen, wie etwa
die Vergleichsoperatoren, entstammen der gebriuchlichen mathematischen No-
tation und bediirfen keiner Erklirung. Die Zeichen +, —, X und / sind die arith-
metischen Operatoren der Addition, Subtraktion, Multiplikation bzw. Division. Mit
— wird die sogenannte ganzzahlige Division bezeichnet, die nur auf ganzzahlige

Operanden angewandt wird. a-:-b bedeutet den ganzzahligen Anteil von% und
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kann mit Hilfe der in 1.3. betrachteten GauB- bzw. Legendre-Symbolik in der Form
. b— alla a
a-+b=sgn4 ”3 3 )
ausgedriickt werden. 1 ist das Operationszeichen der Potenzierung; in ALGOL-
Texten ist a® in der Form atb zu schreiben.

Die logischen Operatoren unterscheiden sich nur bei = und O von den sonst
in diesem Lehrwerk verwendeten Funktoren: = entspricht dem Aquivalenzzeichen
<>, und O entspricht dem Implikationspfeil =. Das Trennzeichen := wird in
der Bedeutung gebraucht, die wir in 1.3. erldutert haben. Ausdriicklich sei hier
noch einmal auf die FuBnote auf S. 19 hingewiesen.

Die in ALGOL-Programmen auftretenden Zahlkonstanten sind im Dezimalsystem
auszudriicken; an Stelle des Kommas ist dabei der Dezimalpunkt zu verwenden.
Neben der allgemein iiblichen ist auch die halblogarithmische Schreibweise mit
einem Skalenfaktor méglich. Zum Beispiel kann man einen Néherungswert fiir
die Lichtgeschwindigkeit in km/s in der Form 2.99776 - 105 angeben. Die ent-
sprechende ALGOL-Notierung miifite mit Benutzung des Trennzeichens 10 lauten:
2.99776105. Den Skalenfaktor bezeichnet man in ALGOL als Exponententeil. Ge-
wisse Vereinfachungen der Darstellung sind zuldssig. So darf man zum Beispiel
die Dezimalzahl 0.791 in der Form .791 schreiben; 10—2 bedeutet 1 -10-2, und
-210—3 bedeutet 0.2 - 10~3. Die vollstiindige Syntax der Zahldarstellung lautet:

a .
]:sgn 3 entier (

(Zahly ::= (Zahl ohne Vorzeichen)|+(Zahl ohne Vorzeichen)|—(Zahl ohne Vor-
zeichen)
(Zahl ohne Vorzeichen) ::= (Dezimalzahl)|(Exponententeil)|(Dezimalzahl)
(Exponententeil)
(Dezimalzahl) ::= (ganze Zahl ohne Vorzeichen)|(Dezimalbruch)|(ganze Zahl ohne
Vorzeichen) (Dezimalbruch)
:= 10(ganze Zahl)

(Exponententeil)

(Dezimalbruch) ::= .(ganze Zahl ohne Vorzeichen)

(ganze Zahl) ::= (ganze Zahl ohne Vorzeichen)|+ (ganze Zahl ohne Vorzeichen)|
— (ganze Zahl ohne Vorzeichen)

(ganze Zahl ohne Vorzeichen) ::= (Ziffer)|(ganze Zahl ohne Vorzeichen) (Ziffer)

Auf Grund dieser rekursiven Bestimmungsweise kann man von jeder Zeichenreihe
des ALGOL-Alphabets in endlich vielen Schritten entscheiden, ob sie eine Zahl
darstellt. 314.10 —2 ist zum Beispiel keine Zahl, da 314. keine Dezimalzahl ist.
Offensichtlich bedingen die kapazitiven Eigenschaften eines konkreten Rech-
ners, daB nicht jedes ALGOL-Programm iibersetzbar ist. Es kénnen nicht beliebig
viele Variable, Felder!) beliebiger Ausdehnung, Zahlen mit beliebig vielen Stellen
und Programme beliebiger Linge in Betracht gezogen werden. Davon abgesehen
ist auch eine Einschrinkung der Ausdrucksmittel von ALGOL (Bezugssprache)
unter Umstéinden nétig und méglich. Zum Beispiel erfordert der Zeichenvorrat

1) Felder werden in 3.1.3. eingefiihrt.
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des Eingabegeriites meist die Bildung eines Grundsymbol-Subsets; andererseits
hat sich gezeigt, daB die Programmierung aller praktisch interessierenden Algo-
rithmen mit reduzierten Ausdrucksmitteln moglich ist. Es ist daher in gewissem
Umfang vertretbar, daB die mit Riicksicht auf die Leistungsfiahigkeit der Maschine
zu entwickelnden Compiler einige Sprachkonstruktionen in ALGOL nicht zulassen.
Diese Umstinde haben dazu gefiihrt, daB eine gegeniiber ALGOL 60 eingeschrinkte
Sprache IFIP SUBSET ALGOL 60 (vgl. [62]) geschaffen wurde, aus der sich ver-
schiedene maschinengebundene Versionen ableiten. Beziiglich der Variante fiir die
EDVA ROBOTRON 300 wird dazu noch etwas in 3.4. gesagt.

3.1.2. Orientierende Betrachtungen zum Aufbau eines ALGOL-Programms

Um eine erste Vorstellung von der Struktur eines ALGOL-Programms zu ver-
mitteln, betrachten wir den folgenden Text dieser Sprache, der den Euklidischen
Algorithmus beschreibt:

begin
integer m,n, 2, ¥,q,7;
Lies (m, n);
it m =n then begin x:=m; y:=n end
else begin x:=n; y:=m end;
L:q:=entier(x/y);
r=r—g¢Xy¥;
if r >0 then begin x :=y; y:=7;
goto L end;
Drucke(y)
end

Jeder ALGOL-Text ist ein Wort iiber dem Alphabet der Grundsymbole, dessen
Zeichen zeilenweise von links nach rechts aufeinanderfolgen. Es kommt allein auf
die Reihenfolge der Symbole an; eine Gliederung bei ihrer Niederschrift hat nur
fiir die externe Lesbarkeit der Programme Bedeutung.

Wie im Beispiel stehen am Anfang und Ende jedes ALGOL-Programms die
Grundsymbole begin bzw. end, die darin allgemein die Funktion von Anweisungs-
klammern haben und die Abarbeitung in analoger Weise beeinflussen wie Klam-
mern in arithmetischen Ausdriicken deren Berechnung.

Alle in einem ALGOL-Programm auftretenden Grofen miissen bezeichnet sein.
Als Bezeichnung sind Buchstaben zugelassen, denen weitere Buchstaben oder
Ziffern folgen konnen. Die exakte Definition in der Backusschen Normalform
lautet
(Bezeichnung) ::= (Buchstabe)|(Bezeichnung) (Buchstabe)|(Bezeichnung) (Ziffer)

Fiir die Ubersetzung in die Maschinensprache ist es erforderlich, ALGOL-GroBen
in gewisse Kategorien einzuteilen und diese (mit Ausnahme der sogenannten Mar-
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ken) entsprechend zu vereinbaren. In einem ALGOL-Programm erscheint jede Be-
zeichnung, die keine Marke ist, erstmalig in einer solchen Vereinbarung.

In unserem Beispiel treten Variable auf, deren in 1.3. eingefiihrte Bezeichnung
in ALGOL zuléssig ist und iibernommen wurde. Genauer gesagt, handelt es sich
dabei um sogenannte einfacke Variable geméB folgender syntaktischer Bestimmung
in der Backusschen Normalform:

(einfache Variable) ::= (Variablenbezeichnung)

(Variablenbezeichnung) ::= (Bezeichnung)

m, N, &, Y, ¢ und r nehmen nur ganzzahlige Werte an und werden daher als vom
Typ integer vereinbart. Dies erfolgt am Anfang des Programms im Vereinbarungs-
teil und veranlaBt den Compiler, fiir jede vereinbarte Variable Speicherraum zu
reservieren, der zur Aufnahme von Werten derselben geeignet ist. Im Beispiel
entspricht dem die Struktur )
integer m, n, 2,y, g, ;

Hinter einem Vereinbarungssymbol kénnen also die Bezeichnungen mehrerer
GréBen des betreffenden Typs, durch Komma getrennt, in einer Liste erscheinen.
Das Komma ist in ALGOL nur als Listentrennzeichen zu verwenden; Dezimal-
zahlen sind — wie schon bemerkt — mit einem Punkt zu notieren. Hinsichtlich des
Typs verschiedene Vereinbarungen werden durch Semikolon getrennt, desgleichen
Anweisungen voneinander und Vereinbarungen von Anweisungen.

Der Anweisungsteil beginnt im Beispiel mit dem Einlesen der Werte von m
und n, die dabei iiber ein peripheres Eingabegeréit dem Rechner vermittelt und
auf den fiir m und » reservierten Plitzen gespeichert werden. Zur Fixierung der
Anschauung stelle man sich etwa vor, daB m und » in codierter Form auf einem
Lochstreifen erfaBt sind. Ein- und Ausgabevorgiinge sind automatenspezifisch und
werden im ALGOL-Bericht nicht behandelt. Wir verzichten hier auf die Erérterung
spiter erfolgter Standardisierungen und verwenden eine Anweisung Lies bzw.
Drucke, der, in runde Klammern eingeschlossen, die Liste der ein- bzw. auszu-
gebenden GréBen folgt. Es sei dabei vereinbart, die Reihenfolge dem realen Vor-
gang anzupassen.

Der dann folgenden Verzweigung des FluBdiagramms entspricht im ALGOL-
Programm die bedingte Anweisung zweiter Art

if m =n then begin 2 :=m; y :=n end
else begin x:=n; y :=m end
Diese enthilt eine Wenn-Klausel, das ist die in die Grundsymbole if und then
eingeschlossene Aussage m =n. Ist diese wahr, so wird die auf then folgende An-
weisung abgearbeitet und die auf else folgende iibergangen, sonst in der um-
gekehrten Weise verfahren. Da die ALGOL-Syntax nach then und else nur jeweils
eine Anweisung zuldBt, war es im Beispiel erforderlich, die tatsichlich auszu-
fithrenden Befehle

z:=m;y:=n bzw. z:=n;y:=m
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durch die Klammern begin und end zu einer Verbundanweisung zusammenzu-
schlieBen.

Die nichste Anweisung des PAP konnte (von der Marke L abgesehen; siehe
unten) unverdndert in das ALGOL-Programm iibernommen werden. entier ist eine
von neun Standardfunktionen, die fester Bestandteil des Compilers sind und in
Programmen keiner Vereinbarung bediirfen. IThre Bezeichnungen sind reserviert
und konnen nicht fiir andere ALGOL-GréBen benutzt werden. Tabelle 3.1 enthélt
die ALGOL-Notation der Funktionswerte und erldutert ihre Bedeutung in der iib-

ALGOL-Notation | tibliche mathematische Bezeicl

abs(z) ||
arctan(z) arctan z (Hauptwert)
cos(x) cos &
entier(x) [«] (groBte ganze Zahl, die kleiner oder gleich z ist)
exp(x) s
In(z) Inz
sign(z) sgn & (+1 fir >0, 0 fir 2 =0, —1 fiir 2 <0)
sin(x) sin
sqrt(z) 123
Tabelle 3.1
lichen mathematischen Bezeichnungsweise. Das Argument der Standardfunktionen

ist vom Typ real und mit Ausnahme von entier und sign auch der Funktionswert.
Wir merken hier an, daB einer Variablen vom Typ real ein Wert vom Typ integer
zugewiesen werden darf. Vor Zuweisung eines real-Wertes a an eine Variable vom
Typ integer findet eine Approximation durch die nichstgelegene ganze Zahl statt.
Dies geschieht mit Hilfe der Standardfunktion entier, und zwar durch Bildung
des Wertes entier(a +0.5).

Durch die folgende Anweisung erhélt r den Wert des arithmetischen Ausdrucks
z —gXr zugewiesen, in dem X den Multiplikationsoperator in ALGOL bezeichnet.
Die Berechnung von arithmetischen Ausdriicken erfolgt in linearer Anordnung
von links nach rechts fortschreitend, wobei die iiblichen Klammer- und Vorrang-
regeln beziiglich der Operationen beachtet werden. Als Klammern in arithmetischen
Ausdriicken sind nur die Symbole ( und ) zuldssig. Ausdriicklich sei darauf hin-
gewiesen, daf alle Operatoren gesetzt werden miissen. Multiplikationszeichen kén-
nen also nicht — wie gelegentlich sonst iiblich — eingespart werden; ab wird vom
Compiler als Name einer ALGOL-Gré8e und nicht als Produkt aX b interpretiert.
Es ist zu beachten, daB in einem arithmetischen Ausdruck arithmetische Opera-
toren nicht unmittelbar aufeinanderfolgen diirfen. Deshalb miissen beim Auftreten
von Operanden mit einem Minuszeichen erforderlichenfalls runde Klammern gesetzt
werden. Fiir das Produkt von —a¢ und b kann man —aXb schreiben; bei Ver-
tauschung der Faktoren muf jedoch bX (—a) notiert werden. Dies folgt aus der
Syntax arithmetischer Ausdriicke, die unsere inhaltlichen Vorstellungen von
diesem Begriff, auf die bisher allein Bezug genommen wurde, préazisiert:
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(arithmetischer Ausdruck) ::= (einfacher arithmetischer Ausdruck)|(Wenn-Klau-
sel) (einfacher arithmetischer Ausdruck) else (arith-
metischer Ausdruck)

(Wenn-Klausel) ::= if (logischer Ausdruck) then

(einfacher arithmetischer Ausdruck) ::= (Term)|(Summationsoperator) (Term)|

(einfacher arithmetischer Ausdruck)
(Summationsoperator) (Term)

(Summationsoperator) ::= +|—
(Term) ::= (Faktor)|(Term) (Multiplikationsoperator) (Faktor)
(Multiplikationsoperator) ::= X|/[+

(Faktor) ::= (Elementarausdruck)|(Faktor)t (Elementarausdruck)
(Elementarausdruck) ::= (Zahl ohne Vorzeichen)|(Variable)|(Funktion)|((arith-
metischer Ausdruck))

Dieses Schema ist insofern unvollstindig, als wir die Begriffe (logischer Aus-
druck), (Variable) und (Funktion) noch nicht erklart haben. Variable kénnen ein-
fache Variable sein (siehe oben) oder indizierte Variable. Die letzten werden in
3.1.3. zusammen mit den Feldern eingefiihrt. Den Begriff (Funktion) kénnen wir
erst in Verbindung mit den Prozeduren (vgl. 3.3.) erértern. Diese verwirklichen in
ALGOL eine Unterprogrammtechnik und ermdéglichen auch die Einbeziehung von
Programmen in der Maschinensprache in ALGOL-Programme. Spezielle Funk-
tionen sind die Standardfunktionen, d. h., Elementarausdriicke kénnen zum Bei-
spiel sein abs(w), entier(x), sin(x) usw.

Der Begriff (logischer Ausdruck) deckt sich im Spezialfall des einfachen logischen
Ausdrucks wesentlich mit dem des Ausdrucks der Aussagenlogik; als Aussagen-
variable stelle man sich dabei die Menge der Symbole vor, die nach der ALGOL-
Syntax Variable sind. Diese nehmen zwei — inhaltlich als , wahr* bzw. ,falsch
zu interpretierende — Werte an, die in ALGOL durch true und false ausgedriickt
werden; sie sind als vom Typ Boolean zu vereinbaren. Solche Variable kénnen
auch indiziert sein, d. h., es sind Felder vom Typ Boolean mdglich (vgl. 3.1.3.).

Im ALGOL-Programm erfolgt die Wertbestimmung eines logischen Ausdrucks
gemiB 2.4.1. nach vorheriger Aktualisierung der Variablen durch logische Werte.
Dabei kénnen fiir Variable gewisse Aussagen — sogenannte Vergleiche — substi-
tuiert werden, die mit true bzw. false in die Werthestimmung eingehen, je nachdem,
ob die darin erfaBten arithmetischen Sachverhalte zutreffen oder nicht. Die Defi-
nition des Vergleichs ist:

(Vergleich) ::= (einfacher arithmetischer Ausdruck) (Vergleichsoperator) (ein-
facher arithmetischer Ausdruck)
(einfacher arithmetischer Ausdruck siehe oben). Die ALGOL-Syntax la8t in logi-
schen Ausdriicken auch true und false als ,logische Konstanten* zu.
Wie bei den arithmetischen Ausdriicken erfolgt die Wertbestimmung in der
Reihenfolge von links nach rechts unter Beriicksichtigung von Klammern. Diese
kénnen auf Grund bekannter Konventionen teilweise eingespart werden. Das Defi-
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nitionsschema des Begriffs (logischer Ausdruck) ist:

(logischer Ausdruck) ::= (einfacher logischer Ausdruck)| (Wenn-Klausel) (ein-
facher logischer Ausdruck) else (logischer Ausdruck)
(einfacher logischer Ausdruck) ::= (Implikation)|(einfacher logischer Ausdruck)
= (Implikation)

(Implikation) ::= (logischer Term)|(Implikation) >(logischer Termy)

(logischer Term) ::= (logischer Faktor)|(logischer Term) V(logischer Faktor)

(logischer Faktor) ::= (logischer Elementarausdruck 2. Art)|(logischer Faktor)

A(logischer Elementarausdruck 2. Art)

(logischer Elementarausdruck 2. Art) ::= (logischer Elementarausdruck 1. Art)]
— (logischer Elementarausdruck 1.Art)

(logischer Elementarausdruck 1. Art) ::= (logischer Wert)|(Variable)|(Funktion)|
(Vergleich)|((logischer Ausdruck))

(Variable siehe S. 94, Funktion 8. 113, Wenn-Klausel S. 90). Der Begriff (Ausdruck)
umfaBt den des arithmetischen und des logischen ; seine Syntax ist:

(Ausdruck) := (arithmetischer Ausdruck)|(logischer Ausdruck)|(Zielausdruck)

Die einfachsten Zielausdriicke sind die Marken, vergleichbar den’ Zahlen und logi-
schen Werten in den arithmetischen bzw. logischen Ausdriicken; ihre Verwendung
wird bei der weiteren Erorterung unseres Beispiels erklirt.

Bei der Berechnung arithmetischer Ausdriicke fiir aktuelle Werte der darin vor-
kommenden Variablen, die nur vom Typ integer oder real sein konnen, gelten
natiirlich die aus der mathematischen Bedeutung der auszufithrenden Operationen
herzuleitenden Einschrinkungen. Dariiber hinaus muf man wissen, von welchem
Typ die Resultate arithmetischer Operationen sind. Addition, Subtraktion und
Multiplikation liefern ein Ergebnis vom Typ integer, wenn beide Operanden vom
Typ integer sind, sonst vom Typ real. Bei der Division erhélt man stets ein Resultat
vom Typ real, bei der nur fiir Operanden vom Typ integer erklirten ganzzahligen
Division ein Resultat vom Typ integer.

Die Potenz atb wird in ALGOL auf eine wiederholte Multiplikation zuriick-
gefiihrt, wenn b vom Typ integer ist, und fiir b vom Typ real mit Hilfe der Standard-
funktionen exp und In gemald

atb=exp(bXin(a))
gebildet. Das entspricht dem iiblichen methodischen Vorgehen beim schrittweisen
Erweitern des Potenzbegriffs beziiglich der zugelassenen Exponentenbereiche. Da-
mit ist klar, daB

@ 1b nicht definiert ist fiir @ =0, b <0 vom Typ integer und a =0, b vom Typ real.
Mit der Typbestimmung der Werte der Standardfunktionen und der Ergebnisse
bei Multiplikation und Division ist so auch der Typ von atb festgelegt. Beispiels-
weise ist @tb vom Typ real, wenn =0 und b <0 vom Typ integer, da im vor-
liegenden Fall atb der Wert von 1/(a X @ X a X -+ - X a) ( —b Faktoren im Nenner) ist.



92 3. Einfiihrung in die Programmiersprache ALGOL 60

Dariiber hinaus findet in ALGOL eine Wertbestimmung der Potenz noch fiir
folgende Grenzfille statt, die nicht in den bisherigen Erklirungen enthalten sind:

a | b | atb
a0 b=0 vom Typ integer 1 Typvona
a=0 b>0 vom Typ real 0 Typ real

In einem arithmetischen Ausdruck kann eine Zahl als Elementarausdruck ent-
halten sein. Diese wird als integer-GroBe behandelt, wenn sie im Sinne der ALGOL-
Syntax ganze Zahl ist; sonst stellt sie eine GroBe vom Typ real dar.

Wir wenden uns wieder dem PAP der Abb. 1.4 zu und betrachten die durch die
Bedingung 7 =0 veranla8te Verzweigung. Am Alphabetoperator des Algorithmus
wiirde sich nichts éndern, wenn man in das Entscheidungskistchen r >0 eintragt
und gleichzeitig den Ja- und Nein-Zweig vertauscht. Diese Auffassung liegt der
im ALGOL-Programm an entsprechender Stelle erscheinenden bedingten An-
weisung erster Art zugrunde:

Die auf then folgende Verbundanweisung wird ausgefiihrt, wenn die Aussage
r>0 der Wenn-Klausel wahr ist, sonst iibergangen, und es erfolgt der Ubergang
zur niichsten Anweisung des Programms, die im Beispiel die letzte ist und die Aus-
gabe des groBten gemeinsamen Teilers veranlafBt.

In der erwihnten Verbundanweisung tritt der Sprungbefehl

goto L

auf, der den Zyklus des FluBbildes realisiert. L ist dabei eine Marke, welche,
durch : getrennt, vor die Anweisung zu setzen ist, die angesprungen und als nichste
abgearbeitet werden soll. Von da an wird im PAP wieder der Programmlinie — im
ALGOL-Text der linearen Anordnung der Anweisungen — folgend fortgefahren,
bis erneut ein Sprungbefehl diese Abfolge unterbricht. Wir erinnern an eine frithere
Bemerkung: Marken sind die einzigen ALGOL-Gr6Ben, die nicht vereinbart werden
miissen; ihre Definition in der Backusschen Normalform lautet:

(Marke) ::= (Bezeichnung)|(ganze Zahl ohne Vorzeichen).

Bei der Erorterung unseres Beispiels haben wir zunéchst darauf verzichtet, die
Anweisungen betreffenden metalinguistischen Begriffe zu definieren. Der Leser
prige sich aber die PAP-Strukturen ein, die im ALGOL-Programm zu einer be-
dingten Anweisung 1. bzw. 2. Art AnlaB gegeben haben. Im iibrigen sei wieder an
den in 3.1.1. gegebenen Hinweis zum Gebrauch der Syntax-Schemata erinnert.

Zur Festigung der bisher erworbenen ALGOL-Kenntnisse seien folgende Ubungen
empfohlen (die gréBeren Abstéinde zwischen den auftretenden Zeichenreihen sind
signifikant):

Aufgabe 1. Welche der folgenden Zeichenreihen sind Bezeichnungen?

real array 0-8-15 MP71/1 C2H50H
Welche der folgenden Zeichenreihen sind zuléssige Zahldarstellungen?
3.14 10 2.5 27.1828 X101 27.1828 10—1 n 3,14
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Aufgabe 2. Man entscheide, welche der folgenden Zeichenreihen arithmetischer
Ausdruck ist:
—axb bX —a H20 +NaCl
2+ -3 24(-3) —.314101
Aufgabe 3. Man schreibe die folgenden arithmetischen Ausdriicke so in der all-
gemein iiblichen mathematischen Notation, daB die Reihenfolge der Rechenoperationen
erkennbar ist:

a/[bx0 a/b-c alb/c
a/(a-b-c) a+bxe =bte
afctd atbte

Aufgabe 4. Die aktuellen Werte von a, b, ¢ seien bzw. 1 1 0. Welche der arith-
metischen Ausdriicke in Aufgabe 3 sind dafiir definiert, wenn man a, b, ¢ einmal als
vom Typ integer, dann als vom Typ real annimmt. Gegebenenfalls bestimme man
ihren Wert und dessen Typ.

Aufgabe 5. Man driicke die folgenden trigonometrischen Terme in ALGOL-Notation
aus:

/T —cos 2a =
Ve V2sin (45° +2)
cot acot f—1
cot f +cot a

Aufgabe 6. Man verifiziere, daB die folgende Zeichenreihe logischer Ausdruck ist,
und bestimme dessen logischen Wert unter der Annahme, da8 a, b Variable vom Typ
Boolean mit den aktuellen logischen Werten false bzw. true sind:

(6X4+-3>6X(4-3) A—a)>D(boa)

b2 +¢2 —2bc cos a

3.1.3. Einfiihrung weiterer Sprachelemente

Wir kniipfen an die Berechnung von Polynomwerten nach dem Hornerschen
Schema (vgl. 2.2.) an. Héufig entspricht es dem Wesen eines mathematischen
Sachverhalts, endlich viele Variable zu einem Ganzen zusammenzufassen und die
Position einer bestimmten Variablen in diesem durch Indizes zu kennzeichnen.
Ein Beispiel dafiir sind die Koeffizienten eines Polynoms. Neben einfach indizierten
GréBen ist die Verwendung solcher mit mehreren Zeigern zweckmaBig. So ent-
spricht es etwa der Natur der Sache, die Koeffizienten eines linearen Gleichungs-
systems mit zwei, die Koeffizienten der Gleichung einer Flache zweiter Ordnung
mit drei Indizes auszustatten; ihre Anzahl mag als Dimension des GroBensystems
verstanden werden. Dem in der Mathematik aus dieser Vorstellung heraus ent-
wickelten Begriff der Matrix ist in ALGOL der des Feldes zuzuordnen. Felder
konnen als Ganzheiten in ALGOL-Programmen auftreten und miissen als solche
eine Bezeichnung erhalten und vereinbart werden. Dies geschieht mit dem Grund-
symbol array, dem der Typ der in dem Feld zusammengefaBten Variablen voran-
gestellt wird. Zur Abkiirzung kann man fiir real array einfach array schreiben.
In bestimmter Weise sind dann Dimension und Variabilitdtsbereiche der Indizes
zu kennzeichnen. Zum Beispiel bedeutet
array A[0:5]
ein eindimensionales Feld (einen Vektor) vonreal-Variablen, derenIndex von 0 bis 5
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lduft, und

integer array B[1:3,2:5]
eine Matrix ganzzahliger Variabler, deren Zeilenindex von 1 bis 3 und deren
Spaltenindex von 2 bis 5 variiert. Bei mehrfach indizierten Variablen treten
zwischen den eckigen Klammern durch Komma getrennt soviel Laufbereiche i:k
auf, wie Indizes vorhanden sind.

Will man eine bestimmte indizierte Variable eines Feldes in einem Programm
— etwa bei der Auswertung eines arithmetischen Ausdrucks — benutzen, so ist diese
mit der Feldbezeichnung zu notieren, der, in eckige Klammern eingeschlossen, die
sogenannte Indexliste zu folgen hat. Diese besteht aus der durch Komma ge-
trennten Folge der Indizes, welche die Position der Variablen im Feld charakte-
risieren. Beziiglich der Beispiele ist etwa A[1] bzw. B[3,4] moglich. An Stelle der
TIndizes kénnen auch arithmetische Ausdriicke auftreten, die zur Bestimmung der-
selben automatisch ausgewertet werden. Wir beschrinken uns darauf, das beziig-
lich der indizierten Variablen Gesagte syntaktisch zu prézisieren:

(indizierte Variable) ::= (Feldbezeichnung) [(Indexliste)]

(Feldbezeichnung) ::= (Bezeichnung)

(Indexliste) ::= (Indexausdruck)|(Indexliste), (Indexausdruck)

(Indexausdruck) ::= (arithmetischer Ausdruck)

Wie schon erwihnt, kann der Begriff (Variable) nun wie folgt definiert werden:

(Variable) ::= (einfache Variable)|(indizierte Variable)

Die Verwendung der neu eingefiihrten Sprachelemente in einem Programm sei
am Beispiel des Horner-Algorithmus erliutert. Dabei miissen wir uns zunéchst
auf Polynome eines festen Maximalgrades, etwa n =5, beschréinken. Fiir das System
der Koeffizienten ay, ay, a,, . . ., a; wird das Feld array 4[0:5] vereinbart. Wie in
2.2. dargelegt, bendtigen wir weiterhin eine Zihlvariable ¢ vom Typ integer und
zwei real-Variable p und 0. Die Bezeichnung der letzteren wurde mit der ALGOL-
Syntax in Einklang gebracht. Unter Verwendung von zwei Marken 18t sich der
PAP der Abb. 2.8 aus 2.2. (n=5) in folgendes ALGOL-Programm iibertragen:

begin
integer ; real p,z0; array A[0:5];
Lies(A,20);
p:=A[5];

1:=1;
LA: if 7 =6 then goto LB;
p:=A[5—i]+20 Xp;
% :1=t+1;
goto LA;

L B:Drucke(p)
end
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Nach den Vereinbarungen beginnt der Anweisungsteil mit dem Einlesen der
Polynomkoeffizienten auf das Feld A und des von x0 aufzunehmenden Argument-
werts. Nach der Anfangsstellung der Zahlvariablen verzweigt sich der PAP. Wenn
i den Wert n+1 =6 erreicht hat, ist die Aussage der Wenn-Klausel wahr, und
es erfolgt der Sprung zur letzten Anweisung des Programms, welche die Ausgabe
des Polynomwerts p veranlaBt. Sie wurde zu diesem Zweck mit der Marke LB
versehen, die zugleich in der Sprunganweisung innerhalb der bedingten Anweisung
erster Art

if ¢ =6 then goto LB

auftritt. Ist =6 nicht zutreffend, so wird der Sprungbefehl iibergangen und die
folgende Anweisung

p:=A[5—i]4+20Xp
ausgefiihrt. Hier tritt der Fall auf, dafl die Indexliste der indizierten Variablen
einen arithmetischen Ausdruck, namlich 5 —: enthalt. Weiter erfolgt dann die
Erhohung der Zéhlvariablen und die Riickkehr zur Verzweigungsstelle durch die
Sprunganweisung

goto LA
deren Marke vor die bedingte Anweisung zu setzen ist.

Der Gebrauch des Semikolons in ALGOL-Programmen wurde bereits in 3.1.2.
beschrieben. Danach ist weder in einem Programm noch in einer Verbundanweisung
vor dem schlieBenden Grundsymbol end ein Semikolon nétig. Die damit zusammen-
héingenden syntaktischen Fragen werden endgiiltig mit der Definition des Pro-
grammbegriffs geklirt werden. Bereits hier soll aber auf eine Prézisierung bzw.
Modifikation der erwihnten Regel hingewiesen werden, die aus der Einbeziehung
der leeren Anweisung in die ALGOL-Syntax resultiert. Das ist zweckmdBig, weil
es auf diese Weise moglich wird, zum Beispiel das Ende eines Programms zu
markieren.

L: end

wiirde dann so zu deuten sein: Vor end steht die mit der Marke L versehene leere
Anweisung. Da eine markierte Anweisung nach der ALGOL-Syntax eine Anweisung
ist, muB zwischen L und einer vorangehenden Anweisung bei dieser Sachlage un-
bedingt ein Semikolon stehen. In jedem Fall kann man sich die leere Anweisung
als letzte des Programms denken und vor das schlieBende Grundsymbol end ein
Semikolon setzen; beim praktischen Programmieren ist es unter Umsténden vor-
teilhaft, so zu verfahren.

Offensichtlich ist, daB die Benutzung des Programms fiir Polynome mit einem
Grad 7 kleiner als 5 erfordert, die Koeffizienten a;, as, . . ., @, ,, als Nullen ein-
zugeben.

Wir wollen gensuer den eingerahmten Teil des ALGOL-Textes und den in Abb. 3.1
dargestellten entsprechenden Teil des PAP der Abb. 2.8 betrachten. Derartige
FluBdiagrammuster treten in Programmablaufplinen sehr héufig auf. Typisiert
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sind sie von der in Abb. 3.2 gezeigten Form. Die in Abb. 3.2 dargestellte Pro-
grammstruktur kann in einer sogenannten Laufanweisung mit einem step-until-
Element zusammengefaBt werden. Diese wiirde, bezogen auf das Beispiel des
Hornerschen Schemas (Abb. 3.1), lauten:

for i :=1 step 1 until » do p :=A[n —i]+20 Xp

!

Anfangsstellung
ener Zahl -
vanablen

Abbruchbedingung fiir
den von der Zohivariablen
gesteverten Zyklus

Ja

Zohlvariablen

Abb. 3.1 Abb. 3.2

Nach dem Grundsymbol for erscheint die Bezeichnung ¢ der Zahlvariablen, gefolgt
von dem Trennzeichen := und dem step-until-Element
1 step 1 until »

in dem die erste 1 den Anfangswert von ¢, der Wert nach step die SchrittgréBe
des Weiterriickens und der nach until im Beispiel dasjenige ¢ bezeichnet, fiir
welches zum letzten Mal die auf do folgende Anweisung ausgefiihrt wird. Ist all-
gemein a der Anfangs-, z der Endwert der den Zyklendurchlauf kontrollierenden
Variablen und % die SchrittgréBe, so hat die betrachtete Laufanweisung die Gestalt

for i :=a step % until z do | Anweisung (1)

Soll diese auf das Programmstiick der Abb. 3.2 passen, so muB die Testaussage in
der Form

(2 —z) X stgn(k) =0
ausdriickbar sein. In Abb. 3.1 kann man zum Beispiel die Abbruchbedingung
i=n+1 durch

(2 —n) X sign(1) >0
ersetzen, ohne daB eine Veridnderung im Zyklendurchlauf eintritt.

Verschiedene Verallgemeinerungen treten auf: An Stelle von z, a und % sind

arithmetische Ausdriicke moglich, und die Laufvariable, ihre Grenzen und die
SchrittgroBe kénnen vom Typ real sein. Besonders im letzten Fall nimmt ¢ in (1)
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unter Umstiinden (Rundungseffekte) den Wert z nicht an. [38] folgend sollte man
daher beziiglich z lieber vom Endwert des Laufbereichs statt der Laufvariablen
reden. Die Bezeichnung der Laufvariablen ist natiirlich beliebig, sofern sie nur
in Ubereinstimmung mit den im Programm getroffenen Vereinbarungen erfolgt.
Nunmehr kann das Programm zur Berechnung von Polynomwerten nach dem
Hornerschen Schema so formuliert werden:
begin
integer ¢; real p, 20; array A[0:5];
Lies(A,x0);
p:=A[5];
for ¢ :=1 step 1 until 5 do p :=A[5—i] +20 X p;
Drucke(p);
end
Der Ubergang zur Anweisung Drucke(p) findet statt, ohne daf jetzt noch eine
Marke im Programm zu setzen ist. Innerhalb der Laufanweisung ist bei jedem
Schritt die Indexrechnung 5 —¢ auszufiihren, die vermeidbar wird, wenn man 3
mit der SchrittgréBe —1 von 4 bis 0 laufen 148t. Die betrachtete Programmazeile
wiirde dann lauten:
for i :=4 step —1 until 0 do p :=A[7] +20 X p;
Vor einer syntaktischen Prizisierung des Begriffs der Anweisung sollen weitere
Programmbeispiele mit den vermittelten Sprachelementen vertraut machen.
" Die bisher betrachteten Ergibfanweisungen ordneten — allgemein gesprochen —
einer Variablen den Wert eines arithmetischen Ausdrucks zu. Dabei mag man es
als eine gewisse Inkonsequenz empfinden, daB nach dessen Berechnung in der
Reihenfolge von links nach rechts das Resultat links vom dynamischen Gleich-
heitszeichen (Ergibtzeichen) := erscheint. Analog kann man Variablen vom Typ
Boolean den Wert eines logischen Ausdrucks zuweisen. Zur Erléuterung betrachte
man folgendes Programm zur Berechnung der reellen Wurzeln der quadratischen
Gleichung 22 +ax +b=0 (a, b reell):
begin
real a,b,d,wl,w2;
Boolean test;
Lies(a,b);
d:=aXa—4Xb;
test :=d <0;
if test then goto ;
if =0 then wl :=w2:= —a/2 else begin

d :=sqrt(d);
wl :=(—a+d)/2;
w2 :=(—a—d)/2 end;

Drucke(wl,w2);
l:end
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Neben den fiir die Rechnung benétigten real-GréBen wird eine Variable fest als
vom Typ Boolean vereinbart. Auf das Einlesen von a und b folgen zwei Ergibt-
anweisungen: Die erste ordnet der Variablen d den Zahlwert des arithmetischen
Ausdrucks der Diskriminante, die zweite der Variablen test den logischen Wert
des Vergleichs d <0 zu. test erscheint in der Wenn-Klausel der bedingten Anwei-
sung erster Art und veranlaBt den Sprung zum Programmende, wenn der aktuelle
Wert dieser Variablen true, d.h. die Diskriminante negativ ist. Sonst wird zur
nichsten Anweisung iibergegangen, die eine bedingte zweiter Art ist und in der
Wenn-Klausel den Vergleich d =0 enthiilt. Ist dieser zutreffend, so wird in einer
Anweisung den Variablen w1 und w2 der Wert der jetzt vorliegenden Doppelwurzel
zugewiesen. Wir haben hier ein Beispiel dafiir, daff durch eine Ergibtanweisung der
Wert eines Ausdrucks mehreren Variablen zugeordnet werden kann. Dem Leser sei
empfohlen, das an Hand des untenfolgenden Syntaxschemas der Ergibtanweisung
zu rechtfertigen. Es ist hinzuzufiigen, daf alle in einer mehrfachen Ergibtanweisung
links von := (Liste des linken Teils) vorkommenden Variablen vom gleichen Typ
sein miissen. Ist d =0 nicht erfiillt, so wird in dem auf else folgenden Anweisungs-
verbund d mit dem Wert seiner Quadratwurzel aktualisiert, und mit Hilfe von
Ergibtanweisungen erhalten w1 und w2 die beiden Wurzelwerte der quadratischen
Gleichung. Am Schlu8 erfolgt die Ausgabe von w1 und w2. Man beachte das Semi-
kolon vor der Marke I.

Die Einfilhrung der Variablen fest ist natiirlich vermeidbar, da man den Ver-
gleich d <0 unmittelbar in die erste Wenn-Klausel des Programms eintragen kann.

Wir wenden uns nun dem recht umfangreichen, die verschiedenen Arten von
Anweisungen erfassenden Syntaxkomplex zu. Darin sind mehr Sprachstrukturen
enthalten, als in dieser Darstellung Verwendung finden. Wegen des bereits erwihn-
ten rekursiven Aufbaues von ALGOL ist es jedoch kaum méglich, den tatsachlich
benutzten Teil der Sprache fiir sich zu definieren. Wir beginnen mit der Syntax der

Ergibtanweisung :
(Ergibtanweisung) ::= (Liste des linken Teils) (arithmetischer Ausdrucky)|
(Liste des linken Teils) (logischer Ausdruck)
(Liste des linken Teils) ::= (linker Teil)|(Liste des linken Teils) (linker Teil)

(linker Teil) ::= (Variable):= |(Prozedurbezeichnung):=
Neben Ergibtanweisungen traten in den Programmbeispielen die leere Anweisung
und spezielle Sprunganweisungen der Form
goto (Marke)
auf. Diese fallen simtlich unter den Begriff der nicht markierten Grundanweisung
gemiB der Definition
(nicht markierte Grundanweisung) ::= (Ergibtanweisung)|(Sprunganweisung)|
(leere Anweisung)|(Prozeduranweisung)
Prozeduranweisungen werden genauer in 3.3. erértert; ein Beispiel dafiir ist die im
ALGOL-Text zum Euklidischen Algorithmus auftretende Struktur
entier(z/y).
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Die allgemeine Form der Sprunganweisung ist
(Sprunganweisung) ::= goto (Zielausdruck)
Der Begriff der Grundanweisung ist nun durch
(Grundanweisung) ::= (nicht markierte Grundanweisung)|(Marke) :
(Grundanweisung)

definiert. Als Beispiele zitieren wir aus den ALGOL-Texten des Euklidischen Algo-
rithmus und der Wurzelberechnung

L: q:= entier(z/y) bzw. I:

Die erste Struktur ist eine markierte Ergibtanweisung, die zweite stellt die mit der
Marke ! versehene leere Anweisung dar.

Als niichste Verallgemeinerung definiert man die unbedingten Anweisungen:
(unbedingte Anweisung) ::= (Grundanweisung)|(Verbundanweisung)|(Block)

Der Begriff des Blocks wird in 3.2. erértert.
Beispiele fiir Verbundanweisungen sind im ALGOL-Text zum Euklidischen
Algorithmus und im Programm zur Lésung quadratischer Gleichungen aufgetreten:
begin 2 m;y = nend
begin y;y 1= r; goto L end
begin d := sqgri(d); wl := (—a+d)/2; w2:= (—a—d)/2 end
Die Definition in der Backusschen Normalform lantet
(Verbundanweisung) ::= (nicht markierter Verbund)|(Marke): (Verbundanwei-
sung)
(nicht markierter Verbund) ::= begin (VerbundschluB)
(VerbundschluB) ::= (Anweisung) end|(Anweisung); (VerbundschluB)
(Marke siehe S. 92, Anweisung siehe unten). Man beachte die in der Definition des
Begriffs (VerbundschluB) enthaltene Regelung der Verwendung des Semikolons in
Verbundanweisungen.
Der allgemeine Begriff der Anweisung wird durch
(Anweisung) ::= (unbedingte Anweisung)|(bedingte Anweisung)|
(Laufanweisung)
bestimmt. Bedingte Anweisungen sind in allen der bisher betrachteten Programm-
beispiele aufgetreten, wobei im erlauternden Text zwischen solchen erster bzw.
zweiter Art unterschieden wurde. Sie sind wesentlich den folgenden Strukturen im
PAP zuzuordnen, die insofern noch zu speziell sind, als sie von der Annahme aus-
gehen, daB die Anweisungen keine Spriingeenthalten (vgl. Abb. 3.3 und 3.4).
Die Syntax der bedingten Anweisung lautet:

(bedingte Anweisung) ::= (Wenn-Anweisung)|(Wenn- Anweisung)
else (Anweisung)|(Wenn-Klausel)
(Laufanweisung)|(Marke) : (bedingte Anweisung)
(Wenn-Anweisung) ::= (Wenn-Klausel) (unbedingte Anweisung)
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(Wenn-Klausel siehe S.90, logischer Ausdruck 8. 91, Laufanweisung siehe unten).

logischer Ausdruck logischer Ausdrudk
Ja| nein Ja nein
unbedingte unbedingte
Anweisu Anweisun;
Abb. 3.3 . Abb. 3.4

Daraus ergeben sich einige Konsequenzen, die man sich zur Vermeidung von
Programmierfehlern als Faustregeln einpriigen sollte:

Regel 1. Auf die Wenn-Klausel einer bedingten Anweisung kann nur eine unbe-
dingte Anweisung oder eine Laufanweisung folgen. In einem syntak-
tisch richtigen ALGOL-Text darf daher then nicht vor if stehen.

Regel 2. Laufanweisungen sind keine unbedingten Anweisungen. Nach der
g g g
Definition der Wenn-Anweisung ist somit eine Laufanweisung vor
else nicht zuldssig.

Regel 3. Sollte der zu programmierende Algorithmus die Benutzung von Anwei-
sungen erfordern, die nach Regel 1 oder 2 verboten sind, so kénnen
diese durch EinschlieBen in die Klammern begin und end (Ubergang
zu einer Verbundanweisung) in zuléssige verwandelt werden.

Den speziellen Typ der Laufanweisung mit einem step-until-Element haben wir
bei der Erorterung des Horner-Algorithmus einschlieBlich der entsprechenden
PAP-Struktur beschrieben. Die Syntax des allgemeineén Begriffs lautet:

(Laufanweisung) ::= (Laufklausel) (Anweisung)|(Marke) : (Laufanweisung)

(Laufklausel) ::= for (Variable) : =(Laufliste) do

(Laufliste) ::= (Lauflistenelement)|(Laufliste), (Lauflistenelement)

(Lauflistenelement) ::= (arithmetischer Ausdruck)|(arithmetischer Ausdruck)
step (arithmetischer Ausdruck) until (arithmetischer
Ausdruck)|(arithmetischer Ausdruck) while
(logischer Ausdruck)

(Variable siehe S.94). Auf dieses Schema werden wir im Zusammenhang mit
Programmbeispielen zuriickkommen. Hier sei abschlieBend nur darauf hingewiesen,
daB sich die im ALGOL-Text des, Horner-Algorithmus auftretende Zeichenreihe

for i := 4 step—1 until 0 do p := A[i]+20Xp
als von der Struktur
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for (Variable) := (arithmetischer Ausdruck) step (arithmetischer Ausdruck)
until (arithmetischer Ausdruck) do (Anweisung)
einordnet.

Aufgabe 7. Man stelle den in ALGOL formulierten Algorithmus zur Losung einer
quadratischen Gleichung (ohne die Boolesche Variable test) in einem PAP dar.

Aufgabe 8. Man schreibe ein ALGOL-Programm, das die Plitze des
integer array A[1:5]
mit 0 beginnend alternierend mit 0 und 1 belegt.

Aufgabe 9. SL sei der Stundenlohn eines Arbeiters, A die Anzahl der in einem
Monst geleisteten Stunden. Man berechne den Bruttolohn B und den von ihm zu ent-
richtenden Sozialversicherungsbeitrag SV mit Hilfe eines ALGOL-Programms.

Aufgabe 10. Man interpretiere die folgende bedingte Anweisung, in der z eine
Variable vom Typ real bedeutet :

if2=0Dx=0then elsez:=—z

und wandele sie in eine die Standardfunktion abs benutzende Ergibtanweisung um.

3.2.  Blockstruktur von ALGOL-Programmen

Die von uns bisher betrachteten ALGOL-Programme hatten die in Abb. 3.5. ge-
zeigte Struktur, d. h., alle im Programm benutzten GréBen (mit Ausnahme der
Marken) waren an dessen Anfang zu vereinbaren. Das galt auch fiir Felder, die dabei

begin
Vereinbarungsteil
Anweisungsteil
end Abb. 3.5

hinsichtlich ihrer Dimension und Indexbereiche konkret ausgewiesen sein muBten.
Wir wollen damit sagen, daB es nicht méglich ist, diese Parameter nur symbolisch
ins Programm zu schreiben und etwa durch eine Lies-Anweisung bei dessen Abar-
beitung spiiter ,,von auBen* zu bestimmen. Auf diese Weise ergeben sich hinsicht-
lich der universellen Benutzbarkeit solcher Programme starke Einschrankungen.
Beispielsweise konnten wir das Programm zur Berechnung von Polynomwerten
nach dem Hornerschen Schema nicht fiir einen beliebigen Grad formulieren. Die
jetzt zu erorternde Blockstruktur von ALGOL, die es erméglicht, GroBen nicht
nur am Anfang eines Programms, sondern auch innerhalb desselben zu vereinbaren,
beseitigt diese Hindernisse.

Ein Block ist eine von den Grundsymbolen begin und end eingeschlossene Struk-
tur, an deren Anfang Vereinbarungen stehen, denen Anweisungen und moglicher-
weise weitere Blécke folgen. Diese werden durch Semikolon voneinander getrennt,
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und zwar geméB den in 3.1.2.und 3.1.3. getroffenen Festlegungen. Nach der
ALGOL-Syntax ist ein Block eine spezielle Anweisung (vgl. 3.1.3., S.99) und
kann daher in einem Programm iiberall dort stehen, wo eine Anweisung auftreten
darf. Aus dieser Beschreibung geht der rekursive Charakter der Blockstruktur
hervor, der in der Backusschen Normalform so zu prézisieren ist:

(Block) ::= (nicht markierter Block)|(Marke) : (Block)

(nicht markierter Block) ::= (Blockkopf) ; (VerbundschluB)
(Blockkopf) ::= begin (Vereinbarung)|(Blockkopf); (Vereinbarung)
(VerbundschluB) ::= (Anweisung) end|(Anweisung); (VerbundschluB)

(Anweisung sieche 8. 99, Vereinbarung S. 106).

Zur Erléuterung einer Blockstruktur betrachten wir das folgende ALGOL-
Programm zur Berechnung der Werte eines Polynoms von beliebigem Grad nach
dem Hornerschen Schema : 3

begin
integer = ;
Lies(n);
begin
integer ¢; real 20,p; array A[0:n];
Lies(A, 20);
P := A[n];
fori:=n—1step —1 until 0 do p := A[:]+20 X p;
Drucke(p)
end
end

Die Blockstruktur ist typisiert in Abb. 3.6 dargestellt; der syntaktische Aufbau
entspricht dem Schema

begin (Vereinbarung); (Anweisung); (Block) end

begin
£ begin
; duBerer
innerer Block Block
end
end Abb. 3.6

Daraus resultiert, da8 das Programm als Ganzes ein nicht markierter Block ist:
begin (Vereinbarung) ist niémlich Blockkopf und (Anweisung); (Block) end Ver-
bundschluB.

Da8 der im inneren Rahmen stehende Programmteil tatsichlich ein Block ist,
folgt aus seiner Syntaxstruktur:
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begin (Vereinbarung) ; (Vereinbarung); (Vereinbarung); (VerbundschluB)
Sl Bp———-

Blockkopf
Blockkopf

Blockkopf

nicht markierter Block

Im #uBeren Block wird nur der Polynomgrad n vereinbart und eingelesen. Dieser
ist also vor Eintritt in den inneren Block, der zusammen mit Lies(n) den Anwei-
sungsteil des §uBeren ausmacht, konkret verfiighar und wird im inneren Block zur
Vereinbarung des Feldes 4 benutzt. Dieser umfaft im iibrigen mit den weiteren
Vereinbarungen und Anweisungen fiir dieses » den schon fiir n =5 programmierten
Algorithmus des Hornerschen Schemas. Der Datenstreifen (vgl. dazu die Bemer-
kung auf S. 88) wire folgendermaflen zu organisieren:

Ny Ay By o o oy Ay Te

Beim Einlesen von Feldern wollen wir von der Annahme ausgehen, dafl die Kom-
ponenten gemé der lexikographischen Anordnung der Indextupel von der EDVA
iibernommen werden, und diese wie im Beispiel entsprechend notieren.

Die im inneren Block auftretende GréBe n ist dort nicht vereinbart und wird
deshalb in diesem als global bezeichnet. So wird es méglich, darin das Feld A[0: 7]
mit beliebigem 7 (oder, wie man sagt, dynamisch) zu vereinbaren..Alle in einem
Block vereinbarten GréBen heiben beziiglich desselben lokal; sie haben nur in dem
Block Bedeutung, in dem sie vereinbart wurden. Drucke(p) kann deshalb nicht als
letzte Anweisung des duBeren Blocks unseres Beispiels auftreten.

Die automatische Bearbeitung eines Praxisproblems erfordert, daB alle Aktivi-
téten, die der Mensch als Rechner ausfiihren wiirde, in den Losungsalgorithmus
und dessen Programm einbezogen sind. Dazu gehéren auch Handlungen, die in
weitestem Sinne mit Organisationsfragen zusammenhéingen. Als Beispiel dazu
betrachten wir die Aufgabe, iiber einem eindimensionalen Zahlenfeld A zwischen
zwei Platznummern p, ¢ (p=g) den groBten und den kleinsten Wert M A bzw. MI
der Feldkomponenten zu ermitteln; Grenzen des Indexbereichs von A seien die
ganzen Zahlen & und /. Das ALGOL-Programm bietet Gelegenheit, die meisten der
bisher entwickelten Sprachelemente einzusetzen.

Die Losung der Aufgabe erfordert die vergleichende Betrachtung der GroBen
A[p], A[p+1], - .., A[q], die mit Hilfe einer Zahlvariablen ¢ organisiert wird. Der
zugehorige PAP ist in Abb. 3.7 dargestellt. Wir erkennen darin eine Teilstruktur,
die durch eine Laufanweisung mit step-until-Element erfaBt werden kann. Sie
beginnt mit der Anfangsstellung von ¢ auf den Wert p + 1. Der folgenden Abbruch-
bedingung fiir den Durchlauf des Zyklus entnimmt man, daB dieser zum letzten
Mal fiir den Wert 4 =q erfolgt. Die vor dem Weiterriicken von ¢ aufzufiihrende
Anweisung ist im PAP durch das in Abb. 3.8 gezeigte Stiick beschrieben. Denkt
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man sich die eingerahmte komplexe Anweisung zuniichst als ein Ganzes und be-
zeichnet sie zur Abkiirzung mit ANW, so entspricht der Abb. 3.8 die bedingte
Anweisung zweiter Art

if MA <A[i] then MA := A[i] else ANW
ANW selbst kann als bedingte Anweisung erster Art formuliert werden:
it MI>A[i] then MI := A[i]

ELingabe A,p,q

MA:A LGl ME:~Alp

Ja nein

[ Mgz | (mreamn )

nein

jrmitl

Abb. 3.7

MA<ALIT
oy [ feen ]
[Laa-ac ], MI>AL1 ) |
} Ja na'n[
[ mr:-acis {
|
Il 1
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Die betrachtete Laufanweisung lautet nunmehr

for i := p+1 step 1 until ¢ do
it MA< A[i]then MA := A[i]
else
it MI>A[:]then MI := A[i]

Wir schreiben nun das vollsténdige ALGOL-Programm zur Maximum-Minimum-
Bestimmung, wobei — dem PAP der Abb. 3.7 folgend — am Anfang 4, p, ¢ einzu-
lesen sind. Das erfordert eine dynamische Vereinbarung des Feldes 4, die durch
einen duBeren Block verwirklicht wird, in dem man die Grenzen k, ! vereinbart:

begin
integer k, /;
Lies (k,1);
begin
integer ¢, p, q; real M A, MI; array A[k:1];
Lies (4, p, q);
MA := Alp); MI := A[p);
for i := p+1 step 1 until g do
if MA <A[i] then MA := A[i]
else
it MI>A[i] then MI := A[:];
Drucke (MA, MI);
end
end

Bei der Einfithrung der lokalen GréBen eines Blocks wurde darauf hingewiesen,
daB diese auBerhalb desselben keine Bedeutung haben. Das gilt auch fiir den Fall,
daB solche GroBen dort noch einmal mit der gleichen Bezeichnung vereinbart
werden. Beispielsweise wiirde die Programmstruktur in Abb. 3.9 genauso interpre-
tiert, als wenn in dem eingerahmten Block an allen Stellen von n etwa m stiinde,

begin

integer 77;

[ begin
integer n;

end

end Abb. 3.9

sofern diese Bezeichnung nicht sonst schon in diesem Block — etwa als Name einer
globalen GréBe — vorkommt. Beim Verlassen desselben erfolgt keine Zuweisung
des Wertes von n an die auBen vereinbarte Variable gleichen Namens. Eine solche
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Duplizitit der Bezeichnung sollte man jedoch vermeiden, da sie leicht zu Irrtiimern
und daraus resultierenden Programmfehlern fiihren kann.

Es ist zweckmiBig, Marken als lokale GréBen des Blockes zu interpretieren, in
dem sie auftreten. So ergibt sich eine Begriindung fiir das Verbot, von auBlen in einen
Block ,,hineinzuspringen®, da die betreffende Marke als ALGOL-Gro8e in der Sprung
anweisung nicht existent ist. Hingegen ist der Sprung aus einem Block zu einer
in einem iibergeordneten Block befindlichen markierten Anweisung méglich.

Die syntaktische Beschreibung des Blocks erfordert die Definition des Begriffs
(Vereinbarung). Das folgende Schema in der Backusschen Normalform umfaBt
die bisher dazu gegebenen Erklarungen:

(Vereinbarung) ::= (Typvereinbarung)|(Feldvereinbarung)|
(Verteilervereinbarung)|(Prozedurvereinbarung)
(Typvereinbarung) ::= (Typ) (Typenliste)own (Typ) (Typenliste)
(Typ) ::= real|integer/Boolean
(Typenliste) ::= (einfache Variable)|(einfache Variable), (Typenliste)
(Feldvereinbarung) ::= array (Feldliste)|(Typ) array
(Feldliste)| own (Typ) array (Feldliste)
(Feldliste) ::= (Feldsegment)|(Feldliste), (Feldsegment)
(Feldsegment) ::= (Feldbezeichnung) [(Grenzenliste)]|
(Feldbezeichnung), (Feldsegment)
(Grenzenliste) ::= (Grenzenpaar)|(Grenzenliste), (Grenzenpaar)
(Grenzenpaar) ::= (untere Grenze) : (obere Grenze)
(obere Grenze) ::= (arithmetischer Ausdruck)
(untere Grenze) ::= (arithmetischer Ausdruck)
(arithmetischer Ausdruck siehe Seite 90, Variable S. 94).
Die Syntax der Feldvereinbarung wollen wir noch etwas erlautern:

1. Die Bestimmung des Begriffs (Feldsegment) gestattet die listenméaBige Verein-
barung mehrerer Felder gleichen Typs, gleicher Dimension und gleicher Index-
bereiche mit nur einer in die Klammern [ und ] eingeschlossenen Grenzenliste. Mog-
lich ist zum Beispiel

array 4, B, C [—2:3, 0:5]

2. Die Grenzen der Indexbereiche von Feldern sind allgemein gesprochen arith-
metische Ausdriicke, die (vgl. S.90) speziell auch ganze Zahlen sein koénnen.
Arithmetische Ausdriicke, die Variable enthalten, treten wie im Beispiel des Horner-
Algorithmus im Zusammenhang mit einer dynamischen Feldvereinbarung auf.
Ihre Auswertung liefert unter Umstédnden Resultate vom Typ real. In diesem Fall
erfolgt eine Resultatersetzung durch die nichste ganze Zahl, und zwar so, wie das
bei der Zuweisung eines real-Wertes an eine Variable vom Typ integer erklirt
wurde.

3. Bei der Ubersetzung werden gewisse syntaktisch richtige Feldvereinbarungen
nicht akzeptiert. Die Reservierung von Speicherraum erfolgt nicht, wenn eine
untere Indexgrenze grofer als die entsprechende obere ist.
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Nach der Definition des Blocks kann nun auch die syntaktische Struktur eines
Programms bestimmt werden:

ALGOL-Programm ist jeder Block und jede Verbundanweisung, die nicht in
einer anderen Anweisung enthalten sind oder von einer solchen Gebrauch machen.

Aufgabe 1. Man prife, ob der folgende Text ein ALGOL-Programm ist, und inter-
pretiere ihn gegebenenfalls:

begin
integer 7, j; real SU1,SU2;
SU 1:=8 U2:=
0; for 2 step 2 until 50do
begin j:=i4¢; SUL:=SU1+1/(j—1);

SU2:=8U2+1/j end; end

Aufgabe 2. Im Programm zur Berechnung von Polynomwerten nach dem Horner-
schen Schema von 8. 102 ersetze man die Feldvereinbarung array 4[0:n] durch

array A[3 X(n —1) X (n —2)/2:(n —3) X(2 —3 Xn)/2]

Man prife die syntaktische Richtigkeit des modifizierten Textes und interpretiere
diesen fiir die Eingangsdaten eines Polynoms zweiten bzw. dritten Grades.

Aufgabe 3. Man schreibe ein dem PAP der Abb. 2.7 entsprechendes ALGOL-
Programm zur Konvertierung einer natiirlichen Zahl im Dezimalsystem in eine g-
adische Darstellung.

3.3. Prozeduren

Gewisse mathematische Methoden, wie etwa Verfahren zur Losung von Gleichun-
gen, zur Bestimmung der Extrema von Funktionen oder zur Losung von Approxi-
mationsaufgaben haben Basischarakter und sind, den verschiedensten Praxis-
situationen angepaBt, immer wieder einzusetzen. Es ist daher notwendig, diese
algorithmisch sorgféltig zu studieren und optimal (hinsichtlich der Rechenzeit
und auftretenden Rundungsfehler) zu programmieren. Das erfordert aus Griinden
der Arbeitsteilung, der vielseitigen Verwendbarkeit und damit verbundenen Kosten-
senkung und bequemen programmiertechnischen Handhabung eine gewisse Ver-
selbstiéindigung solcher Verfahren, namlich ihre Behandlung als Unterprogramme.
Diese Unterprogrammtechnik wird in ALGOL 60 durch die Konzeption der Proze-
duren in sehr vollkommener Weise verwirklicht.

Prozeduren sind ALGOL-GroBen, die als solche zu bezeichnen sind und mit dem
Grundsymbol procedure vereinbart werden. Im einfachsten Fall macht das den
sogenannten Prozedurkopf aus, dem, durch ein Semikolon getrennt, der Prozedur-
hauptteil (auch Prozedurkérper genannt) folgt. Dieser ist eine Anweisung, meistens
ein Verbund. Darin sind die Anweisungen zusammengefat, welche das als Unter-
programm zu fixierende Verfahren ausmachen. Speziell kann der Prozedurhauptteil
ein Block sein und beginnt dann mit der Vereinbarung fiir dessen Abarbeitung
benétigter lokaler GroBen.
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Wir wollen in dieser Weise das Verfahren der Maximum-Minimum-Bestimmung
iiber einem Zahlenfeld (vgl. S.103—105) in einer mit MINIMAX bezeichneten
Prozedur erfassen:

procedure MINIMAX;

begin
integer ¢;
MA := A[p]; MI := A[p);
for ¢ := p+1 step 1 until g do
it MA <A[i]then MA := A[i]
else
it M1 > A[:] then MI := A[i]
end
In dieser Prozedur ist die integer-Gréfe ¢ lokal. p, ¢, MA, MI und das Feld 4
werden in MINIMAX nicht vereinbart und heiBen deshalb global. Sie miissen in
einem Programm, das diese Prozedur benutzt, anderweitig vereinbart werden. Das
Beispiel von 8. 105 kénnte bei Benutzung von MINIMAX folgende Gestalt haben:

begin
integer %, I;
Lies (k, 1);
begin
integer p, g; real MA, MI; array A[k:1];
procedure MINIMAX;
begin
integer ¢;
MA := A[p]; MI := A[p];
for i := p+1 step 1 until g do
it MA<A[i] then MA := A[i]
else
if MI>A[{] then MI := A[i]
end;
Lies (4, p, 9);
MINIMAX;
Drucke (MA, MI);
end
end

Die Prozedur MINIMAX wurde im inneren Block vereinbart und nach dem
Einlesen der Gréfen A4, p, ¢ mit ihrem Namen aufgerufen. Das bedeutet: Der
Prozedurkérper wird an dieser Stelle als Block in das Programm eingefiigt. Bei nur
einmaligem Prozeduraufruf erscheint es einfacher, die Prozedurbildung zu ver-
meiden und die darin zusammengefaBten Anweisungengleich in dieser Weise in das
Programm zu schreiben. Beziiglich der in einer Prozedur eventuell auftretenden glo-
balen GréBen beachte man: Globale GréPen einer Prozedur miissen spitestens in dem
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Block vereinbart werden, tn dem die Prozedur vereinbart wird. Dieser Forderung wurde
in dem betrachteten Beispiel geniigt, da wir MINIMAX zusammen mit M4, M1,
A, p und g auf dem niedrigsten Blockniveau vereinbart haben.

Zur Ubung wollen wir noch den Euklidischen Algorithmus als Prozedur mit
dem Namen gg7T' formulieren:
procedure gg7';
begin
integer x,q,7;
if m =n then hegin « :=m; y :=n end
else begin x :=n; y :=m end;
L:q :=entier(z/y);

ri=x—qXy;
if 7 >0 then begin z :=y; y :=r; goto L end
end

z, ¢, 7 sind lokal und haben daher auBerhalb der Prozedur keine Bedeutung;
y, m, n sind globale GroBen, die in einem Programm, das gg7' benutzt, anderweitig
vereinbart werden miissen. Wir betrachten dazu als Beispiel die Aufgabe, zwei
ganze Zahlen m, n einzulesen, ihren groften gemeinsamen Teiler zu bestimmen
und diesen Wert auszudrucken. Ein dafiir geeignetes Programm ist:

begin
integer m, n, ¥;
procedure gg7';
begin
integer z,9,7;
if m =n then begin 2 :=m; y :=n end
else begin z:=n; y:=m end;
L: g :=entier(z/y);

r:=x—qXYy;
end; if » >0 then begin z :=y; y :=r; goto L end
Lies(m,n);
99T
Drucke(y);
end

Wie schon gesagt, ist es der Zweck der Prozeduren, haufig auftretende Algo-
rithmen so zu erfassen, da8 man sie bausteinartig in Programmen zusammenfiigen
kann. Wir wollen in diesem Sinne beispielsweise folgende Aufgabe l6sen:

Auf einem Zahlenfeld integer array A[k:l] (A[¢] >0) soll zwischen zwei Platz-
nummern p und ¢ das Maximum und das Minimum bestimmt und fiir diese beiden
Werte der groBte gemeinsame Teiler ermittelt werden. Es liegt nahe, fiir die Ld-
sung an das Programm auf S.108 anzuschlieBen und zusétzlich darin noch die
Prozedur ggT zu vereinbaren, um sie nach der Prozedur MINIMAX aufzurufen.
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Diese Absicht scheitert jedoch an dem Umstand, daB gg7' nur beziiglich der glo-
balen GroBen m, m, nicht aber fir M4 und MI in Anspruch genommen werden
kann. m, n sind aber in keinem der beiden Blocke vereinbart und schon gar nicht
mit Werten belegt. Diese Sachlage macht deutlich, daB die bisher betrachteten
Prozeduren wenig flexibel sind.

Die gewiinschte Anpassungsfihigkeit besitzen Prozeduren mit formalen Para-
metern, deren Betrachtung wir uns nun zuwenden. Die sogenannten formalen Para-
meter erscheinen als Liste, in Klammern eingeschlossen, hinter dem Prozedur-
namen. Beim Aufruf der Prozedur werden fiir sie die Bezeichnungen der GréSen
eingetragen, an die man Anschlu haben mochte. Man sagt: Die formalen Para-
meter werden beim Aufruf aktualisiert.

In der Prozedur ggT' wiire es aus den genannten Griinden zweckméBig, m und
n als formale Parameter zu verwenden:

procedure gg7'(m,n);
begin
integer z,9,r;
if m =n then begin 2 :=m; y :=n» end
else begin  :=n; y:=m end;
L: g :=entier(z/y);

ri=rx—qXy;
if » >0 then begin z :=y; y :=r; goto L end
end

Das Programm zu der oben formulierten Aufgabe kénnte dann lauten:
begin
integer k,1;
Lies(k,l);
begin
integer p,q,y, MA,MI; integer array A[k:];
procedure MINIMAX;
begin
integer ¢;
MA :=A[p]; MI :=A[p);
for i :=p+1 step 1 until g do
if MA <A[:].then MA := A[i]
else
it MI=>A[:] then MI :=A[:]
end;
procedure gg7'(m,n);
begin
integer z,q,r;
if m == then begin & :=m; y :=n end
else hegin z :=n; y :=m end;
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L: g :=entier(x/y);
ri=x—gXYy;
if » >0 then begin x :=y; y :=r; goto L end
end;
Lies(4,p.9);
MINIMAX;
99T(MA,MI);
Drucke(y);
end
end

Die Bezeichnung der formalen Parameter ist weitgehend willkiirlich; es ist er-
laubt und wird oft so gehalten, ihnen die Namen aktueller Parameter zu geben.
Fiir formale Parameter, die Variable vertreten, konnen beim Aufruf arithmetische
Ausdriicke eingesetzt werden. Das hitte zur Konsequenz, da8 nach dem Aufruf
an allen Stellen des Prozedurkérpers, wo diese Variablen vorkommen, die ent-
sprechenden Ausdriicke eingesetzt und an allen diesen Positionen berechnet werden
miiBten. Es wire 6konomischer, das nur einmal zu tun und statt der Ausdriicke
die entsprechenden Werte zu substituieren. Das kann erreicht werden, wenn man
diese Variablen in einen sogenannten Werteteil des Prozedurkopfs aufnimmt. Dieser
beginnt mit dem Grundsymbol value, dem in einer Liste die Bezeichnungen der
betroffenen Parameter folgen, und schlieft mit einem Semikolon. Beim Aufruf
werden den Vereinbarungen am Anfang des Prozedurkorpers weitere fiir die Para-
meter des Werteteils hinzugefiigt, so daB diese nunmehr den Charakter lokaler
GroBen haben. Dazu ist die Kenntnis ihres Typs erforderlich, der in einem dem
Werteteil folgenden Benennungs- oder Spezifikationsteil festgelegt sein muB. For-
mal hat dieser die Gestalt einer durch ein Semikolon abgeschlossenen Vereinbarung
beziiglich der im Werteteil erscheinenden Variablen. Es ist syntaktisch zuléissig,
auch alle iibrigen formalen Parameter in dieser Weise zu spezifizieren, wobei Felder
nur mitihren Bezeichnungen, also ohne die in eckige Klammern eingeschlossene In-
dexliste, anzugeben sind. Da die meisten Maschinenversionen von ALGOL — auch
die in 3.4. behandelte Variante fiir die EDVA R 300 — die Spezifikation aller for-
malen Parameter erfordern, sollte man sich daran gewShnen, so zu verfahren.
Je nachdem, ob ein formaler Parameter im Werteteil erscheint oder nicht, spricht
man beim Aufruf der Prozedur beziiglich desselben von einem Aufruf mit Wert
bzw. Namen (call by value bzw. call by name). Die Prozedur gg7 zum Beispiel

hat mit m und n im Werteteil die Gestalt

procedure gg7'(m,n); value m,n; integer m,n;
begin
integer z,q,7;
if m =n then begin z :=m; y :=n end
else begin z :=n; y:=m end;
L: q :=enlier(z/y);
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ri=x—qXY¥y;
if >0 then hegin x :=y; y :=r; goto L end
end

Wir gehen nun noch einen Schritt weiter und fiihren in ALGOL jenen Typ
von Prozeduren ein, der eine Erfassung von Funktionen in der Weise erméglicht,
daB man deren Werte wie iiblich (etwa in arithmetischen Ausdriicken) benutzen
kann.

Eine Funktionsprozedur berechnet — den Anweisungen des Prozedurkérpers fol-
gend — einen Funktionswert und weist diesen dem Prozedurnamen zu. Dem
Grundsymbol procedure im Prozedurkopf muB die fiir die Funktionswerte maB8-
gebende Typangabe vorangehen.

Wir wollen als Beispiel die Prozedur gg7' betrachten. Die durch den groBten
gemeinsamen Teiler zwei natiirlichen Zahlen m, n zugeordneten Funktionswerte
sind vom Typ integer. Als Funktionsprozedur hat gg7' die Gestalt

integer procedure gg7'(m,n); value m,n; integer m,n;

begin
integer 2,y,9,7;
if m == then begin v :=m; y :=n end
else begin z:=n; y:=m end;
L: q :=entier(z/y);
r:=r—qXy;
if 7 >0 then begin z :=y; y :=r; goto L end;
99T :=y
end
Der groBte gemeinsame Teiler wird zunéchst auf dem jetzt lokalen Speicherplatz y
gebildet und schlieBlich dem Namen der Prozedur ggT zugeordnet.

SchlieBlich soll noch das Hornersche Schema als Funktionsprozedur program-
miert werden. Als formale Parameter wihlen wir den Polynomgrad, das Feld der
Koeffizienten und das Argument. Diese Gréfien seien mit m, B bzw. ¢, die Prozedur
selbst mit HORNER bezeichnet. Es empfiehlt sich, ¢ in den Werteteil aufzu-
nehmen:

real procedure HORNE R(m,B.t);

value m,t; integer m; real ¢; array B;
begin
integer ¢; real p;
p:=B[m];
for i :=m —1 step — 1 until 0 do
p:=B[i]+tXp; HORNER :=p
end
In einem Block, in dem diese Funktionsprozedur vereinbart ist, darf man
HORNER(n,A,x) so verwenden wie den Wert des durch die Koeffizienten des
Feldes A bestimmten Polynoms vom Grad 7 an der Stelle .
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Das diesen Abschnitt abschlieBende Syntaxschema enthélt die zum Prozedur-
begriff gegebenen Erklirungen, die vorab noch durch eine Erérterung des Begriffs
der Zeichenkette erginzt werden sollen. Das ist eine beliebige Folge von Grund-
symbolen, die im allgemeinen keinen syntaktisch richtigen ALGOL-Text darstellt
und Kommentarzwecken dient. Zeichenketten lassen sich nach bestimmten Regeln
in Programme einfiigen, um deren Lesbarkeit zu erleichtern, oder kénnen bei der
Ausgabe zur Erléuterung der Resultate gedruckt werden. Um sie gewissermaSen
als Fremdkorper in einem ALGOL-Text zu kennzeichnen, sind sie mit den Ketten-
anfihrungszeichen ¢ und ’ einzuklammern. Thre Struktur leitet sich aus diesem
Syntaxschema ab:

(Zeichenkette) ::= ‘(offene Zeichenkette)’
(offene Zeichenkette) ::= (echte Zeichenkette)|(offene Zeichenkette)’'|(offene
' Zeichenkette) (offene Zeichenkette)
(echte Zeichenkette) ::= (jede beliebige Folge von Grundsymbolen, die nicht
‘oder’ enthilt)|(leere Zeichenkette)

(leere Zeichenkette) ::

Weitere Einzelheiten zur Handhabung von Zeichenketten werden an Beispielen
erklart.
Fiir den Aufruf einer Prozedur sind folgende Definitionen maBgebend:
(Prozeduranweisung) = (Prozedurbezeichnung) (aktueller Parameterteil)
(Funktion) ::= (Prozedurbezeichnung) (aktueller Parameterteil)
(Prozedurbezeichnung) :: = (Bezeichnung)

(aktueller Parameterteil) ::= (leere Zeichenkette)|((aktuelle Parameterliste))
(aktuelle Parameterliste) ::= (aktueller Parameter)|(aktuelle Parameterliste)

(Parameterbegrenzer) (aktueller Parameter)
(Parameterbegrenzer) ::= ,|)(Buchstabenkette) : (

(Buchstabenkette) ::= (Buchstabe)|(Buchstabenkette) (Buchstabe)
(aktueller Parameter) ::= (Ausdruck)I(Feldbezeichnung)](Verteilerbezeichnung)
[(Prozedurbezeichnuug)I(Zeichenkette)

(Bezeichnung siehe S. 87, Ausdruck 8. 91).
Die Syntax der Prozedurvereinbarung ist:

(Prozedurvereinbarung) ::= procedure (Prozedurkopf) (Prozedurhauptteil) (Typ
procedure (Prozedurkopf) (Prozedurhauptteil)
(Prozedurhauptteil) ::= (Anweisung)|(Code)

(Prozedurkopf) ::= (Prozedurbezeichnung) (formaler Parameterteil) ; (Werte-
teil) (Benennungsteil)
(formaler Parameterteil) ::= (leere Zeichenkette)|((formale Parameterliste))
(formale Parameterliste) ::= (formaler Parameter)|(formale Parameterliste)
(Parameterbegrenzer)(formaler Parameter)
(formaler Parameter) ::= (Bezeichnung)

(Werteteil) ::= (leere Zeichenkette)|value (Bezeichnungsliste) ;
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(Bezeichnungsliste) ::= (Bezeichnung)|(Bezeichnungsliste), (Bezeichnung)
(Benennungsteil) ::= (leere Zeichenkette)|(Benennung) (Bezeichnungsliste);
(Benennungsteil) (Benennung) (Bezeichnungsliste) ;
(Benennung) ::= (Typ)|array|(Typ) array|procedure|(Typ) procedure|label|
switch|string

(Typ siehe S. 106).

Aufgabe 1. Ist es zuléissig, in der Funktion HORNER den Prozedurkopf durch
folgende Struktur zu ersetzen?
real procedure HORNER(m) Grad des Polynoms mit dem Koeffizienten-
feld: (B) das Argument ist: (f);
value m, ¢; integer m; real ¢; array B;

Aufgabe 2. Mit a, b, ¢ seien die Seitenlingen eines Dreiecks, F der Flicheninhalt.
r, B der Radius des In- bzw. Umkreises bezeichnet. Man schreibe die Vereinbarung
einer Prozedur, welche diese sechs GroBen als formale Parameter enthélt und F, r, B
aus a, b, ¢ berechnet. Falls @, b, ¢ nicht der Dreiecksungleichung geniigen, soll ein
Sprung zum Ende des Prozedurkorpers erfolgen. Man lege der Programmierung
folgende Formeln zugrunde:

2s=a+b+c, F=Ys(s—a)(s—=b) (s—c),

abe " F
T 4F’ [

Aufgabe 3. (z, y) und (r, ¢) seien kartesische Koordinaten bzw. Polarkoordinaten
eines Punktes der Ebene. Man schreibe die Vereinbarung einer Prozedur, welche diese
vier GréBen (mit geeigneten Bezeichnungen) als formale Parameter enthilt und r,
aus x, ¥ berechnet.

Aufgabe 4. Man schreibe die Vereinbarung der Funktion tanh.

Aufgabe 5. Gesucht ist eine Funktionsprozedur V(n,X) zur Bestimmung des
‘Wertes der Vandermondeschen Determinante

—1 n—2
:z:’l' o} R 1
-1 n—2
a:’z' - . @y 1
Va= R N S s
an—1 an—2 P S |
n n

Va=(2y —23) (@) —23) * - * (%1 —2n)
(@g—@3) * * * (wg —2n)
(@n -1 —@n)
Die Werte 2y, 2y, . . ., &5 denke man sich auf einem Feld array X[1:n] gespeichert.

Aufgabe 6. Betrachtet werden die Permutationen der natiirlichen Zshlen 1, 2, ..., n;
eine bestimmte denke man sich auf dem Feld integer array X[1:n] gespeichert. Es ist
die Vereinbarung einer Funktionsprozedur GU(n,X) zu schreiben, die den Wert 0 oder 1
liefert, je nachdem, ob die betrachtete Permutation gerade bzw. ungerade ist.
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3.4. R 300-Variante von ALGOL 60

3.41. Einschrdnkungen und Erweiterungen der Bezugssprache

Wir kommen auf die Bemerkungen am Schluf von 3.1.1. zuriick und erértern
hier die vom Compiler der EDVA Robotron 300 iibersetzbare Variante von
ALGOL 60. Ein in dieser Sprache geschriebenes Programm muf dem Rechner
mit den zugehérigen Eingabedaten in codierter Form iibermittelt werden. Das
kann iiber Achtkanal-Lochstreifen erfolgen. Nach der Eingabe erscheint der
ALGOL-Text als Wort iiber dem internen Alphabet des R 300, also in Form einer
gewissen Bytestruktur, im Hauptspeicher der Anlage. Die externe Verschliisselung
auf dem Lochband entspricht in der Mehrzahl der Fille der Bitbelegung eines
Zeichens gemiB dem in 2.3.3. angegebenen Schliissel mit zusitzlicher Beachtung
eines Priifbits in der fiinften Spur. Beispielsweise erscheint die Zeichenfolge algol 60
auf dem Streifen mit den Lochungen der Abb. 3.10. Das Lochband kann etwa auf
dem Organisationsautomaten Optima 528 oder Daro 1413 hergestellt werden. Die
Zeichen des R 300-Alphabets, deren externe Darstellung von der internen ab-

} ) Abb. 3.10

weicht, sind in Tabelle 3.2 mit den entsprechenden Verschliisselungen angegeben.
Un sie von anderen Zeichen mit derselben Codierung unterscheiden zu kénnen,
ist vorher die Umschalttaste GB der Schreibmaschine des Organisationsautomaten
zu betiitigen. Die davon erzeugte Lochung veranlafit die Interpretation der fol-
genden Lochkombination als Zeichen der Tabelle. Soll der Lesevorgang wieder
entsprechend der internen Darstellung erfolgen, so muB zuvor die Taste KB be-
tétigt werden.

Bei der Codierung eines ALGOL-Textes entsteht das Problem, eine Zuordnung
zwischen den 116 Grundsymbolen von ALGOL und den 64 Zeichen des internen
Alphabets des R 300 herzustellen. Diese Aufgabe wird zunéchst dadurch verein-
facht, daB man auf einige Grundsymbole und darauf aufbauende Sprachkonstruk-
tionen verzichtet. Nicht zugelassen sind alle GroBbuchstaben und own. Die Anzahl
der iibrigbleibenden Zeichen ist aber grofier als 64, so da eine eineindeutige Zu-
ordnung zwischen diesen und denen des internen Alphabets unméglich ist. Aus
diesem Grunde miissen einige ALGOL-Zeichen (Grundsymbole) durch Wérter iiber
dem internen Alphabet ausgedriickt werden.!) Das geschieht bei den aus Wortern
der englischen Sprache abgeleiteten Grundsymbolen nach dem Prinzip, das buch-

1) Es handelt sich hier um ein Codierungsproblem, wie es allgemein am Ende von
2.3.3. beschrieben wurde.
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Codierung
1 2 3 4 5 6 7 8
GB ° ° ° . ° °
KB ° ° ° . ° °
R 300-Zeichen nach Umschalten
< ° .
vv ° .
~ o o . -]
[ v ° .
> o ° . -]
v ° ° . °
~ ° ° ° .
~ . °
] o . ° o
= . °
) ° . o o
? o ° . o o °
; . ° ° o
A . o
] ° ° . ° o °
( o ° . °
#+ . °
* ° . ° ° ° °
'Wagenriicklauf/ ° . ° ° ° °
Zeilenvorschub
Tabelle 3.2

stiblich gleiche Wort iiber dem internen Alphabet zu bilden und mit dem Zeichen ’
einzuklammern. Beispielsweise entsprechen so den Grundsymbolen

begin true Boolean
die Worte

‘begin’ ‘true’ ‘boolean’.
Die folgende Liste vermittelt die Zuordnung zwischen ALGOL-Symbolen der
R 300-Variante und Wortern des internen Alphabets; in einigen Fillen sind zwei
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Ersetzungen moglich. Zeichen des Subset, die darin nicht enthalten sind, werden
durch die gleichen Zeichen des internen Alphabets reprisentiert:

=1)

*

div’

'power’ oder **
= oder ’equal’
< oder ’less’
> oder ’‘greater’
’notgreater’
'notless’
'notequal’
'equiv’

"impl’

"or’

’and’

"not’

"

¢

TI><U M H NIV AN X

1 u(
10 H#

In diesem Abschnitt wird jeder ALGOL-Text durch den entsprechenden iiber
dem R 300-Alphabet ausgedriickt, also so formuliert, wie er fir die Herstellung
des Programmlochbandes vorgelegt werden muf. Zur Unterscheidung des Buch-
stabens O von der Zahl Null ist deren Ziffernsymbol durchzustreichen. Beim Ab-
lochen wird die #uBere Gestalt des Programms, wie sie im Schreibmaschinenprotokoll
sichtbar ist, auf dem Lochband reproduziert, d. h., Zeilenschaltungen und Zwischen-
rdume, die durch Betiitigung der Taste ~+ und der Leertaste erzeugt werden, er-
scheinen mit den entsprechenden Lochkombinationen. Diese werden jedoch beim
Einlesen des Programms iibergangen; man vergleiche dazu die Bemerkung am
Anfang von 3.1.2. Um die Beendigung der Eingabe eines Programms anzuzeigen,
ist zum SchluB die Kombination Wagenriicklauf/Zeilenvorschub zu lochen.

Die zugehérigen Daten werden auf einem besonderen Streifen erfafit, und zwar
gemi$ ihrer in ALGOL zulissigen Darstellung. Nach jedem Eingabewert ist die
Kombination Wagenriicklauf/Zeilenvorschub zu lochen. Die Organisation des
Datenstreifens, d. h. die lineare Anordnung der Eingabewerte, wird im Zusammen-
hang mit den Prozeduren fiir Ein- und Ausgabe besprochen.

Bei der R 300-Variante beziiglich der Menge der Grundsymbole von einem Subset

1) Hier ist das aus den Zeichen : und = zusammengesetzte Wort gemeint.
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zu sprechen ist insofern nicht ganz korrekt, als auch zwei Symbole, nimlich code
(‘code’) und wait (‘wait’) hinzukommen.

‘code’ steht im ALGOL-Programm fiir den Kérper solcher Prozeduren, die in
Maschinensprache programmiert vorliegen und unmittelbar in die als Objekt-
programm bezeichnete Ubersetzung eingefiigt werden. Auf diese Weise lassen sich
die Vorziige der ALGOL-Programmierung weitgehend mit denen der Programmie-
rung in der Maschinensprache verbinden. Die einen betreffen die bequeme Hand-
habung, die anderen die durch Ausnutzung der Besonderheiten der Maschine még-
liche Laufzeitoptimierung. Bei hiufiger Benutzung eines Programms wird man
die bei der Rechenzeit wesentlich ins Gewicht fallenden Algorithmen als Code-
Prozeduren bausteinartig in dessen ALGOL-Text einfiigen und diesem die Funktion
eines Rahmens von Maschinenprogrammteilen zuweisen. Solches Vorgehen ent-
lastet den Ubersetzer und gestattet die Einbeziehung von Beitrigen speziell aus-
gebildeter Programmierer.

‘wait’ ist ein Symbol, das fiir Organisationszwecke verwendet wird und die
Ubersetzung zeitweilig zu unterbrechen gestattet.

Im folgenden werden Einschrankungen und Erweiterungen der in ALGOL all-
gemein moglichen Sprachkonstruktionen betrachtet.

1. Bezeichnungen sind aus Buchstaben und Ziffern gemial ALGOL-Syntax zu
bilden. Diese werden bei der Ubersetzung jedoch nur als verschieden erkannt, wenn
sie nicht in den ersten sechs Zeichen iibereinstimmen.

2. Die in der R 300-Variante von ALGOL zugelassenen Zahlen z ergeben sich
aus ihrer maschineninternen Darstellung und der Forderung

2] =10%

‘real’-Werte sind zehnstellige Gleitkommazahlen mit achtstelliger ganzzahliger
Mantisse und zweistelligem Exponenten, die beide vorzeichenbehaftet sind. Die
Normalisierung der Gleitkommazahlen ist also so getroffen, dal die hochste der
acht Mantissenstellen von Null verschieden ist. Als betragsmiBig kleinste dieser
Zahlen ergibt sich

1071079 =10792;
ihre Gesamtheit ist in der Menge

M ={z: 10792 =[] =109}
enthalten. Null hat als ‘real’-GréBe eine besondere Darstellung mit der Mantisse 0.

‘integer’-Zahlen werden als Gleitkommazahlen mit dem Exponenten Null und

maximal achtstelliger Mantisse erfaB8t; ihr Betrag ist also kleiner als 108. Ganze
Zahlen, welche dieser Einschrinkung nicht geniigen, kénnen als zehnstellige Gleit-
kommazahl nur gerundet mit einem positiven Exponenten dargestellt werden. Sie

verlieren ihren Charakter als ganze Zahlen und werden als ‘real’-GréBen weiter-
behandelt.
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Aus diesen Bemerkungen iiber die unterschiedliche maschineninterne Erfassung
von 'real’- und ‘integer’-GroBen erkennt man die Bedeutung der Typvereinbarung.

3. Zeichenketten erfordern beziiglich des Begriffs (echte Zeichenkette) (vgl. 3.3.)
eine Modifikation. AuBer der leeren Zeichenkette kann dies jede Folge aus R 300-
Symbolen (vgl. 2.3.3.) sein, die von ’

~ ~ x v vv A

verschieden sind. Die Kettenanfiihrungszeichen ’(' und ')’ diirfen in einer echten
Zeichenkette nicht vorkommen.

Beispiele:
'(" ('das11ist Teine Izeichenkette: "begin 128 ')
*(""('dasTiist 1 keineli zeichenkette: “begin  123")')’
Eine Kette darf hochstens 120 Zeichen enthalten.

4. Besonders bei den Feldern wirken sich die kapazitativen Beschrénkungen
einer konkreten Maschine aus. In der hier betrachteten ALGOL-Version muf der
Absolutbetrag jedes in einem Grenzenpaar auftretenden Wertes kleiner als 105
sein.

5. Als Marken (vgl. 3.1.2., S. 92) sind nur Bezeichnungen zugelassen.

6. In einer Laufklausel darf nach ‘for’ nur eine einfache Variable stehen
(vgl. 3.1.3.). Nach Abarbeitung der Laufanweisung behilt diese ihren letzten Wert.

7. Zu den in 3.1.2. beschriebenen Standardfunktionen von ALGOL 60 kommen
in der R 300-Variante weitere hinzu. Wir erwihnen nur die fiir uns wesentlichen
in Tabelle 3.3. Die Werte von div und res sind vom Typ 'integer’, die aller iibrigen
hier genannten Standardfunktionen vom Typ 'real’.

8. Weitere Standardprozeduren stehen fiir Ein- und Ausgabe zur Verfiigung. Von
diesen erwihnen wir nur read fiir das Einlesen von Daten und print fiir die Aus-
gabe iiber Schnelldrucker. read und print diirfen mit beliebig vielen Parametern
aufgerufen werden, die sich auf Variable oder Felder beziehen konnen. Zum Beispiel
miiBten die Lies-Anweisungen im Programm zur Berechnung von Polynomwerten
nach dem Hornerschen Schema (3.2.) in der Form

read (n) und read (@, @)

ausgedriickt werden, wenn mit Riicksicht auf das unter Punkt 1. Gesagte fir das
Koeffizientenfeld die Bezeichnung @ vereinbart wird. Bei der Datenniederschrift
sind die Komponenten eines Feldes als Folge gemil der lexikographischen Ord-
nung der Indextupel zu notieren; bei einer Matrix bedeutet das ein Aneinander-
fiigen der Zeilen. Das entspricht der in 3.2. getroffenen Konvention und wiirde
bei dem betrachteten Programm die auf S. 103 angegebene Datenorganisation zur
Folge haben. Beim Eingabevorgang wird gepriift, ob die in der ALGOL-Notation
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ausgedriickten Werte in ihrem Typ (vgl. die Bemerkung im AnschluB an die Typ-
bestimmung der Potenz in 3.1.2.) mit dem Typ der Variablen, denen sie zugewiesen
werden, iibereinstimmen. Ist das nicht der Fall, so erfolgt eine Fehlermeldung;
diese unterbleibt bei Zuweisung von ‘integer’-Werten an Variable vom Typ ‘real’.

R 300-ALGOL- Argument- |, iibliche mathematische Bezeichnungs-
Notation typ weise bzw. Bedeutung

tan(z) ‘real’ tan

arcsin(z) ‘real’ arcsin & (Hauptwert)

arccos(x) ‘real’ arccos v (Hauptwert)

arc(z,y) ‘real’ im BogenmaB ausgedriickter Polar-

winkel eines Punktes mit den karte-
sischen Koordinaten «, y:

0 =are (z, y) <2n;

are (0, 0) nicht definiert

div(2,k) ‘integer’ sgn (%) . [ kl]

. W\ [|e
res(i,k) ‘integer’ % —sgn (E) [ EH <k

(=1 —div(s,k)+k)
maz(zl, z2,...,2n) | ‘real’ Maximum der GréBen 2y, z, ..., Z,
min(zl, x2,...,2n) | ‘real’ Minimum der GréBen 2y, 2o, ..., T,
Tabelle 3.3 '

Mit Hilfe von print kénnen auBer Daten, die etwa als Resultate anfallen, auch
Zeichenketten gedruckt werden. Beispielsweise wire es informativ, wenn im
ALGOL-Programm zur Bestimmung der reellen Wurzeln einer quadratischen Glei-
chung (3.1.3.), falls die logische Variable test den Wert “true’ hat, nicht nur zum
Programmende gesprungen, sondern auch noch der Text

keine reellen Wurzeln

ausgegeben wiirde. In der R 300-Version ist das iiber Schnelldrucker durch die
Anweisung

print(’(keine reellen M wurzeln')’)

realisierbar. Allgemein erscheint beim Aufruf von print eine Liste von Argumenten,
die sich auf Variable, Felder und Zeichenketten beziehen kénnen. Variable werden
in der Reihenfolge ihres Auftretens mit ihren Werten nebeneinander auf eine Zeile
gedruckt, sofern nicht aus Griinden des Platzbedarfs eine zweite folgen muB. Die
Redeweise, daB Zeichenfolgen ,.auf eine Zeile“ gedruckt werden, soll hier immer in
diesem Sinne verstanden werden. Tritt der Name eines Feldes auf,wird bei dessen
Ausgabe stets eine neue Zeile begonnen. Die Werte der darin enthaltenen indizierten
Variablen erscheinen in lexikographischer Ordnung der Indextupel, und zwar die-
jenigen auf einer Zeile, welche in den ersten 7 — 1 Zeigern iibereinstimmen. Diese
werden, falls n>1, in einer Zeile vor der entsprechenden Gruppe indizierter Vari-
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abler gedruckt. Bei einer Matrix wiirde sich diese Information auf die Angabe des
Zeilenindex reduzieren.
Bei jedem Aufruf von print wird eine neue Zeile begonnen. Die Anweisung

print('("")") oder print("(‘1’))
veranla$t die Einfiigung einer Leerzeile in das Druckbild.
'real’-GroBen werden in einem normierten ALGOL-Format mit 14 Zeichen aus-

gegeben; zum Beispiel der Naherungswert 3.1415927 von z in der unter dem
Strich angegebenen Form:
Position 12 345 6 7 89 10 11 12 13 14
31 415 9 2 7 #H 0 1
In dieser halblogarithmischen Darstellung gilt also fiir die Mantisse m
0.1=|m|=1-10"8;
fiir den Exponenten sind wegen der unter Punkt 2. genannten Einschrinkung zwei
Stellen (Position 13 und 14) vorgesehen. Position 1 und 12 sind fiir das Vorzeichen
von Mantisse bzw. Exponent reserviert; sie erscheinen als Leerstellen, wenn diese
positiv sind, sonst wird ein Minuszeichen gedruckt. Auf Platz 2 befindet sich der
Dezimalpunkt, auf Platz 11 das Basissymbol . Zwei hintereinander auf einer
Zeile zu druckende Werte sind durch drei Leerstellen getrennt.

Wir schlieBen die Bemerkungen zu priné mit einem Beispiel ab. In dem betrach-
teten Programm zur Berechnung der reellen Wurzeln einer quadratischen Gleichung
sollen — falls solche vorhanden sind — die Resultate mit folgenden Textdruck aus-
gegeben werden:

Wurzeln der Gleichung x+x +ax+b=0
wl=...
w2=...

Dabei sollen an Stelle von a und b sowie rechts vom Gleichheitszeichen bei w1l
und w2 die jeweiligen aktuellen Werte erscheinen. Die im Programm notierte An-
weisung Drucke(wl,w2) miifte dann durch die folgenden ersetzt werden:

print(’ (wurzeln der gleichung z+z+') ,a,'(x+"Y b/(=0));

print(’(wl =") wl);

print('(w2=")",w2);
Bei der Ausgabe iiber Schnelldrucker sind zwei Druckbreiten zu 146 bzw. 70 Zei-
chen pro Zeile wihlbar. Alle Buchstaben erscheinen dabei als Majuskeln; um den
Buchstaben O von der Ziffer Null unterscheiden zu kénnen, wird diese als Sechseck
stilisiert wiedergegeben. :

9. Die folgenden Bemerkungen betreffen Vereinbarungen und Aufruf von Proze-
duren in der R 300-Version, im besonderen die Aktualisierung formaler Parameter.
Zunéchst sei noch einmal darauf hingewiesen, daB diese bei der Vereinbarung
samtlich zu spezifizieren sind. Beim Aufruf miissen Art und Typ der formalen und
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aktuellen Parameter entsprechend iibereinstimmen mit der Ausnahme, dafl Para-
meter vom Typ ‘real’ durch GréBen vom Typ ‘integer’ ersetzt werden konnen.
Wegen des Umstands, daB Variable, die im Werteteil auftreten, in der Prozedur
wie lokale GroBien behandelt werden, ist es bei diesen auch zuléssig, zugehorige
Parameter vom Typ ‘integer’ mit ‘real’-GroBen zu aktualisieren.

Formale Parameter, die im Benennungsteil mit dem Grundsymbol “procedure’
spezifiziert wurden, diirfen nicht mit Namen von Standardprozeduren fiir Ein-
und Ausgabevorginge aufgerufen werden. Ein formaler Parameter, der nicht im
Werteteil erscheint, darf — wenn er eine Variable vertritt — nur durch eine Variable
(vgl. die entsprechende Definition in 3.1.3.), sonst nur durch eine Bezeichnung
ersetzt werden. Eine Ausnahme macht der bisher noch nicht aufgetretene Fall,
daB ein formaler Parameter p fiir eine Zeichenkette steht und dann im Benennungs-
teil mit dem Spezifikationszeichen ‘string’ erscheinen muB. Fiir p kann beim Auf-
ruf der Prozedur eine beliebige Zeichenkette gemifB der Bestimmung in Punkt 3.
eingesetzt werden.

Formale Parameter des Werteteils diirfen mit Ausdriicken aktualisiert werden.
Dieses gilt auch fiir die Parameter von print.

Die Bemerkungen dieses Abschnitts zur R 300-Variante von ALGOL sind nicht
vollsténdig, diirften aber ausreichen, um die in den Praktika gestellten Programmier-
aufgaben zu 16sen. Der folgende Abschnitt beschreibt kurz das Einfahren der Pro-
gramme, speziell die Fehlererkennung.

3.4.2. Fehlererkennung

Bei der Ubersetzung wird ein in einer problem- oder maschinenorientierten Pro-
grammiersprache formuliertes Programm ganz oder in Teilen in den Hauptspeicher
der EDVA iibernommen. Der ebenfalls dort gespeicherte Compiler analysiert dieses
sogenannte Quellenprogramm und baut dabei das Objektprogramm auf, dessen
Befehle im Hauptspeicher abgelegt werden. Unter anderem ist es erforderlich, den
in den Vereinbarungen auftretenden GréBen Speicherplitze zuzuweisen, d. h. die
symbolischen Adressen der Bezeichnungen in Speicheradressen umzuwandeln. Dazu
wird ein AdreBbuch angelegt, dem bei der Erzeugung der Maschinenbefehle die
einem Namen entsprechende Speicheradresse entnommen wird.

Die Ubersetzung eines R 300 ALGOL-Programms erfolgt in zwei Durchgingen,
und zwar beim ersten PaB sequentiell durch Einlesen des Lochbandes bis zur
jeweils niichsten Lochkombination Wagenriicklauf/Zeilenvorschub. Vor der Ver-
arbeitung wird jede Zeile, mit einer Nummer versehen, iiber den Schnelldrucker
ausgegeben. Das Ergebnis dieser Ubersetzungsphase ist ein Pseudoprogramm und
unter Umsténden die Feststellung gewisser Fehler. Diese werden nach der Nomen-
klatur der folgenden Ubersicht zwischen den Zeilen der Schnelldruckerprotokolls
angezeigt, und zwar dort, wo sie sich zum ersten Mal bemerkbar gemacht haben.
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Fehler, die beim ersten PaB erkannt werden (nach [45])

Fehlermeldung
UEBERLAUF 01

UEBERLAUF 02

UEBERLAUF 03

FEHLER 04

FEHLER 05
FEHLER 06

FEHLER 07
FEHLER 08
FEHLER 09
FEHLER 10

FEHLER 11

FEHLER 12
FEHLER 13

FEHLER 14
FEHLER 15
FEHLER 16

FEHLER 17
FEHLER 18
FEHLER 19

Erlauterung

Speicherplatz zur Aufnahme der Listen nicht ausreichend,
Abbruch der Ubersetzung.

Programmstruktur zu kompliziert, Abbruch der Uber-
setzung.

Abbruch der Ubersetzung als Nachwirkung frither auf-
getretener Fehler, eventuell Maschinenfehler.

Zahlenaufbau falsch oder Zeichen . bzw. 3 in falschem
Zusammenhang.
Unzulassiges ALGOL-Zeichen verwendet.

Marke ist kein Name oder wurde im Block mehrfach zur
Markierung verwendet.

Klammerstruktur falsch oder ‘begin’ bzw. ‘end’ fehlt.
Name in unzuldssigem Zusammenhang.
Syntaktischer Fehler in Ausdruck oder Wertzuweisung.

In Laufanweisung keine einfache Variable zwischen "for’
und := oder kein := da.

Aufbau einer Prozedurvereinbarung falsch oder Prozedur-
name bereits vereinbart.

Wortsymbol ‘code’ in falschem Zusammenhang.
Spezifikationssymbol ‘procedure’ in falschem Zusammen-
hang.

Formaler Parameter ist nicht spezifiziert.

Vereinbarung nicht am Blockanfang.

Nachwirkung frither aufgetretener Fehler, evtl. Maschi-
nenfehler, Weiterlauf.

Wie Fehler 16, Abbruch der Ubersetzung.
Wortsymbol ‘comment’ in falschem Zusammenhang.

Wortsymbol “else’ in falschem Zusammenhang.

ALGOL-TEXT FALSCH Kette linger als 120 Zeichen oder Parametertrenn-

zeichen schlieBt nicht mit :( oder nicht verwertbares
Zeichen vom Lochband gelesen. Abbruch der Ubersetzung.

Mit der Meldung des Fehlers wird eine vierstellige Adresse ausgegeben, welche
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die Stelle im Compiler angibt, wo dieser ermittelt wurde. Der erste PaB kann mit
der Fehleranzeige

DEKL?... :
enden, in der die Punkte fiir einen Namen stehen, der an einer Stelle des Programms
auftrat, aber dort nicht vereinbart war.

Als Beispiel konstruieren wir aus dem ALGOL-Text des in 3.1.2. behandelten
Euklidischen Algorithmus ein fehlerhaftes Programm, in dem wir x nicht verein-
baren, in der bedingten Anweisung zweiter Art vor ‘else’ ein Semikolon setzen und
das Multiplikationszeichen in dem Produkt ¢ Xy auslassen. Uber den Schnell-
drucker erhalten wir das Protokoll der Abb. 3.11a. Die Ubersetzung wurde vor-
zeitig mit der Anzeige des falschen Semikolons vor ‘else’ und einer unzuldssigen
Wertzuweisung abgebrochen. Diese bezieht sich auf die nicht vereinbarte Variable
z. Nach Korrektur der beiden gemeldeten Fehler erfolgte der Ausdruck der Abb.
3.11b, dem zu entnehmen ist, daB gy vom Compiler als nicht vereinbarte Variable
(und nicht als Produkt ¢ Xy; vgl. S. 89) interpretiert wurde. Die Korrektur dieses
Fehlers liefert das funktionstiichtige Programm der Abb. 3.11c.

Wenn sich im ersten PaB keine Fehler ergeben haben, wird aus dem nunmehr
vorliegenden Pseudoprogramm im zweiten Paf ein Objektprogramm erzeugt und
dabei iiber den Schnelldrucker eine Liste ausgegeben, die jedem Semikolon des
ALGOL-Programms die folgende interne Adresse des Objektprogramms zuordnet.
Auf diese Liste beziehen sich die Fehlermeldungen des zweiten Passes; sie sind von
der Form

ZEILE ... SEMIKOLON ... FEHLER ... BEI ADRESSE ...

01 *BEGIN'

02 *INTEGER*M,N,Y,Q,R3

03 READ(MsN):

04 *IF'M*NOTLESS'N*THEN® "BEGIN "X

t=N'END'}$

05 'ELSE''BEGIN"X sy:=M'END';
FEHLER 49 vis5n
FEHLER 09 '932
PROGRAMM FEHLERHAFT
Abb. 3.11a

01 '"BEGIN'

02 '"INTEGER'M.N,X.Y,0,R:

03 READ(M,N):

04 *IF'M'NOTLESS'N'THEN**BEGIN*X:=Ms;y:=N*END"*
05 'ELSE"'BEGIN'X:=N;V:=M/END";

06 L:0:=ENTIER(X/Y);
07 R:=x-QY:
08 *IF'R>Q'THEN"'BEGIN'X:=Y: Y:i=R;

29 'GOTO'L YEND':
10 PRINT(Y)s
11 *ENDv
DEKL.? ay 32 00 0 9963

PROGRAMM FEHLERHAFT
Abb. 3.11b
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01 'BEGIN'
02  'INTEGER'M,N,X,Y,0,R:
03 READ(MsN) 2
04 VIF*M'NOTLESS'N'THEN*"BEGIN'X:=MiY:=N*END"®
05 tELSE'"BEGINYx:=N;y:=MIEND*;
06 L:Q:=ENTIER(X/Y):
07 Ri=X=-0Q%Y3
08 ¢t |FiR>g"THEN'"BEGIN®'X:=Y: Yi=R:
09  'GOTO'L 'END
10 PRINT(Y) 3
11 'END
ZEILE/SEM|KOLON < > ADRESSE E025 1
2 4 o457 3 1 k75 4 4 0505 5 4 0535 5 2 0547
6 1 571 7 1 o601 8 1 0625 8 2 637 9 1 0649
10 1 0661
ARBE | TSBEREICH VON 0694 B!S R999
DATEN:
143 94
1
Abb. 3.11¢

Hinter ZEILE erscheint die dreistellige Nummer der Zeile des vom Schnell-
drucker ausgegebenen ALGOL-Programms, in welcher der Fehler auftritt. Dieser
wird weiter lokalisiert durch die folgende Zahl, welche die Nummer des Semikolons
dieser Zeile bedeutet, nach dem er zu suchen ist. Nach FEHLER wird der Fehlertyp
gemiiB der Nomenklatur der folgenden Ubersicht angezeigt, und die letzte Angabe
enthilt die Adresse der Stelle des Objektprogramms, bei welcher der Fehler festge-
stellt wurde.

Fehler, die beim zweiten PaB erkannt werden (nach [45])

Fehlergruppe Erlauterung

0 Hauptspeicher reicht nicht aus, um Objektprogramm
aufzunehmen.

1 Syntaktischer Fehler im ALGOL-Text.

2 Typ von Variablen oder Teilausdriicken ist mit dem pro-
grammierten Operationszeichen nicht vertréglich.

3 Bei Speicherung vorkommende Typen sind nicht ver-
tréglich.

4 Art und Typ aktueller Parameter sind mit Standard-

funktion nicht vertréglich.
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© W T W,

Unzulédssige Namen in Verteilerliste.

Anzahl aktueller Parameter falsch.

Unzulissige aktuelle Parameter fiir Eingabeanweisungen.
Ausdruck tritt als linke Seite auf.

Syntaktischer Fehler im ALGOL-Text (in dem zur Uber-
setzung benutzten Kellerspeicher fehlen Informationen).

Sind die beim ersten und beim zweiten Pal} erkannten Fehler eliminiert, so kén-
nen weitere noch beim aktuellen Lauf des Objektprogramms in Erscheinung treten
und zum Abbruch der Rechnung fiihren. Das wiirde zum Beispiel der Fall sein,
wenn der fiir eine Variablenbelegung erforderliche Wert auf dem Datenband nicht
vorhanden ist oder Typ bzw. Grofienanforderung nicht entsprechen. Uber den
Schrielldrucker wird dann eine der folgenden Fehlermeldungen ausgegeben:

Fehlermeldung beim aktuellen Lauf (nach [45])

Fehlermeldung
ZELLE LEER
ADRESSE >39999

DIVISOR =0
HS VOLL

SPRUNG IN BLOCK
FELDGRENZEN

FELDLAENGE
PARAMETER TYP

AUSDRUCK ALS
PARAMETER

PARAMETERZAHL

INDEXANZAHL

INDEX ZU KLEIN

Erlguterung

Die zur Rechnung benutzte Variable ist unbewertet.
Eine berechnete Adresse ist im Hauptspeicher nicht reali-
sierbar.

Division durch Null versucht.

Speicherplatz reicht zur Fortsetzung der Rechnung nicht
aus.

Ein unzuldssiger Sprung ins Innere eines Blocks sollte
ausgefiihrt werden.

Berechnete Feldgrenzen sind unzuléssig (links groBer als
rechts).

Ein vereinbartes Feld hat mehr als 3000 Komponenten.
Art und Typ formaler Parameter und zugeordneter aktu-
eller Parameter sind nicht vertriglich.

Der einem Namensparameter zugeordnete aktuelle Para-
meter ist ein Ausdruck; nach den hier geforderten Ein-
schrinkungen mufl der aktuelle Parameter ein Name sein.
Die Anzahl der aktuellen Parameter und der formalen
Parameter stimmt nicht iiberein.

Die Anzahl der Indizes einer indizierten Variablen stimmt
nicht mit der durch die zugeordnete Feldvereinbarung
bestimmten Dimension iiberein.

Ein Index einer indizierten Variablen liegt unterhalb der
unteren Feldgrenze oder ein Verteilerindex ist nicht posi-
tiv.
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INDEX ZU GROSS

Ein Index einer indizierten Variablen liegt oberhalb der
oberen Feldgrenze oder ein Verteilerindex ist zu gro8.

WERT UNBESTIMMT Das Resultat einer Rechnung ist nicht definiert.

ARGUMENT <0

ZAHL ZU GROSS
KANAL NR.

SEL.NR.

Ein als Argument einer Standardfunktion auftretender
aktueller Parameter ist negativ, obwohl die Funktion fiir
negative Argumente nicht definiert ist.

Der Absolutbetrag cines Resultats ist zur Speicherung
zu grof.

Die Kanalnummer einer Ein- oder Ausgabeanweisung ist
nicht verwendbar.

Die angegebene Selektornummer ist nicht definiert.

3.4.3. Beispiele und Ubungen

1. Das Programm
‘begin’
‘integer’s;
read(i); print(i);
‘end’

wurde fehlerfrei iibersetzt. Beim aktuellen Lauf mit dem Eingabewert

123456789

erfolgte eine Fehlermeldung. Warum ?
2. Man vergleiche und k¢ tiere die Schnelldruckerprotokolle der Abb. 3.12 und

3.13. Der aktuelle Lauf erfolgte mit dem Eingabewert

87654321

01 *BEGIN'

02 'INTEGER" |3
03 READ(1)¢

04 l:=2%l3 PRINTCI):
05 ENDv
ZEILE/SEMIKOLON < > ADRESSE
2 4 o381 3 4" 393 4 1 08441 4 ‘> pgh23
ARBEITSBEREICH VON 0453 B!S Rggg
DATEN:
87654321
FEHLER BE| APRESSE Y743 ZAHL zU BROgS

Abb. 3.12
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01 'BEGIN'
a2 *INTEGER" I+ +REAL' X:
03 READC(I):

C4 Xt=2%l3 PRINT(X):
05 END'

ZEILE/SEMIKOLON < » ADRESSE

2 1 0397 2 2 0397 3 4 o4p9 4 4 o427 & 2 Q439

ARBEITSBERE|CH voN 0469 B1S R999

DATEN:
87654321

+175308644 09
Abb. 3.13
3. Beim aktuellen Lauf des Programms
’begin’

print(1/9.00090001)
‘end’

wurde iiber Schnelldrucker die Fehlermeldung
DIVISOR =0

ausgegeben. Das Programm
‘begin’

print(1] 4 —8)
‘end’

lieferte den Ergebnisdruck
.10000000 $09
‘Warum? ’
01 'BEGINg
02  +INTE"ER'!; *REAL'X:
03 limx1=3.14)

04 PRINT(1,X)s
05 'END!

ZEILE/SEMIKOLON <« » ADRESSE E018 1

ZEILE 2 SEMIKOLON 2 FEHLER g3 BEI ADRESSE 0403
2 1 0397 2 2 0397 3 1 o445 4 4 0433

PROGRAMM FEHLERHAF®
Abb. 3.14
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4. Das Schnelldruckerprotokoll der Abb. 3.14 weist einen Programmfehler aus, der
im zweiten PaB erkannt wurde, und zwar zwischen dem zweiten Semikolon der zweiten
Zeile und dem ersten der dritten. Gegen welche syntaktische Vorschrift wurde ver-
stoBen?

5. Das Schnelldruckerprotokoll der Abb. 3.15 betrifft einen aktuellen Lauf des in
3.1.3. betrachteten Programms zur Lésung einer quadratischen Gleichung. Ferner
wurden die in 3.4.1. unter Punkt 8. formulierten Textkommentare berticksichtigt.

6. Das Protokoll der Abb. 3.16 enthilt die Berechnung eines Polynomwertes nach
dem Hornerschen Schema. Das Programm ist so angelegt, daB mehrere aus Polynom-
grad, -koeffizienten und Argumentstelle bestehende D #it heinander eingel
und bearbeitet werden kénnen. Der letzte Eingabewert ist eine Null. Wird dieser der
Variablen n zugewiesen, so erfolgt Sprung zum Programmende. Der aktuelle Lauf be-
zieht sich auf die Berechnung der Legendreschen Polynome ersten, zweiten und dritten
Grades an der Stelle 0.5. Das Programm ist syntaktisch einwandfrei und liefert fir

01 'BEGIN'

02 TREAL' A.B.D.W1sW23s
03 'BOOLEAN: TEST:

04 READ(AsB) 3

05 PRINT(' (tWURZELN DER quaDRATISCHEN GLEICHUNGe)'),

06 PRINTC ' x®x+ (") s A (T )ax+(")'+Bs " (M)s0')' )

07 Di=AxA-4%B1

08 TEST:= D<0:

09 tIF'TESTYTHEN+'BEGIN®

10 PRINTC'(*SIND NICHT REELL')')1 'gOTO'L

11 TEND 'y

12 VIF'D=0"THEN®' W11=W21= -A/2

13 YELSE''BEG N D1=8QRT(D):

44 Witm(eAs( ' IF'A>0 ' THEN =4 YELSE'1)%D) /23

15 M2t= B/W4 END';

16 PRINTC CTWA=") oWt ' ("W2=") W2y

417 L1'END®

ZEILE/SEMIKOLON < > ADRESSE EO010 1

2 4 561 3 1 0561 4 4 0579 5 4 0391 6 1 0627
7 4 669 8 1 0699 10 41 0747 14 4 0729 43 1 08p1

14 4 o885 45 1 0903 16 1 0933

ARBE | TSBEREICH VON 0973 BIS R999

DATEN:
-5.2 q

WURZELN DER QUADRAT|SCHEN GLE)CHUNG
X¥X+( -.52000000# 01 ) ¥Xs( .10000000¢ 01  )=0
Wiz .500p0000# 01  HW2= +20000000# 00

Abb. 3.15
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den Grad 1 und 2 die gewiinschten Polynomwerte. Fiir n =3 erfolgt eine die Feld-
grenzen von A betreffende Fehlermeldung. Diese wird dadurch verursacht, daB von
den durch arithmetische Ausdriicke gegebenen Feldgrenzen dann die untere groSer als
die obere ist. Wir werden auf dieses Programmbeispiel in 3.5. zuriickkommen.

01 'BEGIN:

02 *INTEGER' N3

03 F1: READ(N): "IF'N=g ' THEN»'60TO0'F2;

04 'BEGIN® .

05 *INTEGER' I3 'REAL' XO0,P;

06 "ARRAY' AL3%(N-1)%(N=-2)/2:(N-3)%(2-3%N)/2]1}
07 READ(A,X0D);

08 Pi=pINI;

09 *FOR' | :=N-1'STEP'=41 'UNTIL'0'DO"' Pi=A[|1+X0%P;
10 PRINT(P) ;. PRINTC'CY ")'yi

11 *GOTO'F1

12 TEND Y

13 F2:'ENp’

ZEILE/SEMIKOLON < > ADRESSE E206 1
2 1 0546 3 4 0558 3 2 o588 5 1 0606 5 2 0606
6 1 0756 7T 4 0774 8 1 o810 9 1 4002 10 1 1014

10 2 1p26 12 4 1pghu

ARBEITSBEREICH VON 1422 BIS R999

DATEN:
1 0 1 0-5 2 -0.5 0 4.5 0.5 3 0
1.5 0 2.5 0.5 0
+50000000¢ 0O
--12500000¢ 00
FEHLER BE| ADRESSE oPu44 FELDGRENZEN
VARIABLENLISTE E206
xBp528 0000000001 0368
N 0000000300 03g*
%xBp528 0000000000 0400
| 00 LEER 00 0446
P 00 LEER @O0 0432
x0 00 LEER 0O 0448
*FELD* 0000000000 0464
000000 0000000003 0480
" g0 LEER g0 0496
+Bo528 0000000000 0512

Abb. 3.16
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3.5. Syntax und Semantik
In den vor Betrachtungen war gelegenthch von der Interpretation eines
ALGOL-Textes die Rede u.nd davon, daB gewisse syntaktisch richtige Sprachstruk-
turen von einer EDVA nicht akzeptiert werden. Solche Fragen gehéren zur Semantik
einer Programmiersprache, deren Verhiiltnis zur Syntax hier kurz erértert werden soll.

In 3.1.1. haben wir eine formale Sprache iiber einem Alphabet X als eine Teilmenge
L von Z* und die Gesamtheit von Aussagen, welche die Bestimmung von L betreffen,
als deren Syntax erklért. Die Syntax von ALGOL 60 ist beziiglich des in 3.1. beschrie-
benen Alphabets der Grundsymbole im wesentlichen durch die Definitionen der Backus-
schen Normalform gegeben. Die in dieser Formulierung enthaltene Einschrénkung be-
zieht sich darauf, daB weitere Syntaxregeln zu beachten sind, beispielsweise die, daB
jede in einem Programm vorkommende Variable in diesem auch vereinbart sein mus8.
Im weiteren verstehen wir unter L bei der formalen Sprache ALGOL 60 die Menge

der syntaktisch richtigen Programme im Sinne bisheriger Begriffsbesti g (vgl
3.2., 8. 107).
Eme formale Sprache heiBt allg in eine Progr he, wenn jedem Ele-

ment von L eine Bedeutung zugeordnet ist. Die Elemente vun L werden dann Pro-
gramme genannt und sind somit per definitionem syntaktisch richtig. In welchem Sinne
ist ALGOL 60 eine Programmiersprache? Um das ‘Wesen der Bedeutungszuordnung
sinnféllig zu machen, erértern wir die Frage beziiglich der R 300-Variante und be-
trachten noch einmal das Programmbeispiel 6 von 3.4.3. Um das Wesentliche hervor-
zuheben, reduzieren wir es auf das folgende ALGOL-Programm zur Berechnung eines
Polynomwertes nach dem Hornerschen Schema:

‘begin’

‘integer’n ;

read(n);

"begin’
‘integer’i; ‘real’ 0, p;
‘array’a[3%(n — 1)x(n —2)/2:(n — 3)#(2 — 3%n)/2];
read(a, 20);
p: =aln];
‘for” n — 1’step’ — 1’until’$’do’

P :=a[i] +zPp;
Prini(p)
‘end’
‘end’
Dieses Programm ist syntaktisch richtig und wird nacheinander mit folgenden Eingabe-
daten gerechnet:

n:=1, a[0]:=0, a[1]:=1, 20 :=0.5

n:=2, a[#] := —0.5, a[1] :=9, a[2] :=1.5, =0 :=0.5

n :=3, a[#] :=0, a[1] := —1.5, a[2] :=0, a[3] :=2.5, 0 :=0.5
Diese Datenséitze kann man als Wérter eines Eingabealphabets 4 betrachten, denen
bei Ausgabe {iber Schnelldrucker folgende Worter iiber einem Alphabet @ zugeordnet
sind:

Eingabewort Ausgabewort
1, 9, 1, 0.5 .50000000 3 00
2, —0.5, 9, 1.5, 8.5 —.12500000 3 00

3, 8, —1.5, 0, 2.5, 0.5 FEHLER FELDGRENZEN
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Beim aktuellen dritten Lauf erfolgte eine Fehlermeldung, die in der Ubersicht (8. 126)
verkiirzt wiedergegeben wurde. Ihre Ursache haben wir in 3.4.3. erértert. Es lassen
sich beliebig viele Worter des Eingabealphabets bilden, die aus diesem oder anderem
Grunde zur Anzeige eines Fehlers fithren. Wir wollen in diesem Fall sagen: Das Pro-
gramm hat fiir das Eingabewort keine Bedeutung. Ansonsten sei diese durch das Aus-
gabewort gegeben. Die Festlegung der Bedeutung eines Programms macht die Semantik
einer Programmiersprache aus. Dieser Begriff erfihrt in unserer Betrachtung durch
Einbeziehung einer konkreten EDVA eine g andliche Interp ion, die sich ab-
bildungstheoretisch so erfassen 1a8t:

Zugrunde gelegt wird eine formale Sprache L, LSXZ*. Neben dem Alphabet X
wird ein Hingabealphabet A und ein Resultatalphabet @ nebst den dariiber bild-
baren Wortmengen A4* bzw. ®* betrachtet.  sei ein Element von L (ein Pro-
gramm) und y€4*. Wenn z fir y eine Bedeutung hat, so driickt sich diese in einem
Wort iiber @, d. h. in einem Element von @* aus. Die Semantik reduziert sich also
auf eine Funktion f, die auf einer Teilmenge M von L XA4* definiert ist und deren
‘Wertebereich in @* liegt:

MCSLxdA*; f:M-d*

Bei der Konzipierung einer Programmiersprache ist die Abgrenzung von Syntax
und Semantik bis zu einem gewissen Grade willkiirlich. Man kénnte zum Beispiel,
ohne Wesentliches zu éndern, auch ALGOL-Programme als syntaktisch richtig be-
mlchnen, in denen nicht alle Variablen vereinbart sind. Die auf diese Weise zu L

den Prog kénnte man dann durch eine geeignete Bestimmung
von f als bedeutungslos wieder aussondern.




4.  Ausgewdhlte Gegenstinde der Numerischen
Mathematik

In diesem Kapitel erortern wir einige Methoden der Numerischen Mathematik zur
Losung von Elementaraufgaben, die sich hiufig bei der Bearbeitung von Praxis-
problemen ergeben. Neben der inhaltlichen Klirung der Sachverbalte findet der
algorithmische Aspekt besondere Beachtung. Wichtige Verfahren werden in
ALGOL-Prozeduren zusammengefaft.

41. Lésung von Gleichungen

Wir betrachten nur Gleichungen in einer Unbekannten. Diese sind uns durch
g(x)=0 (1)
gegeben, wobei g eine auf einer Teilmenge von R definierte reellwertige Funktion
bedeutet. Sehen wir von den Fillen ab, wo eine ,,explizite* Losung von (1) méglich
ist, so haben wir unser Interesse auf die Feststellung der Losbarkeit und gegebenen-
falls die angenéherte Berechnung von Losungen (Nullstellen) durch ein schritiweise
vorgehendes Verfahren zu richten. Daraus leiten sich folgende Teilaufgaben ab:

1. Lokalisierung von Losungen, d. h. Bestimmung von Intervallen, in denen
jeweils genau eine derselben enthalten ist.

2. Berechnung einer Lésung mit vorgegebener Genauigkeit und Formulierung
dafiir geeigneter Abbruchkriterien. Hierbei handelt es sich wesentlich um Fehler-
abschiitzungen bei der Konstruktion von Néherungslosungen.

Das erste dieser beiden Probleme erweist sich als das im allgemeinen schwierigere.
Ist eine Nullstelle schon hinreichend gut lokalisiert, so stehen zahlreiche Verfahren
zur schrittweise beliebig genauen Berechnung zur Verfiigung. Vielfach beruhen
diese auf der Annahme, daB es moglich ist, (1) in die Gestalt

fle) == (@)
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unter gewissen Voraussetzungen iiber die Funktion f zu transformieren. Man be-
zeichnet die Gleichungen (1) und (2) als von erster bzw. zweiter Art. Die Losung von
(2) ist mit der Bestimmung der Fixpunkte der Abbildung f dquivalent. Da eine
weit entwickelte Theorie beziiglich der Existenz, Unitdt und Konstruierbarkeit
solcher Fixpunkte zur Verfiigung steht, sind Gleichungen zweiter Art im allgemei-
nen der Losung zugéinglicher als solche vom Typ (1).

41.1. Kontrahierende Abbildungen

Wir kniipfen an den in MfL Bd. 4, S. 168, bewiesenen Banachschen Fixpunktsatz
an und erdrtern ein auf dem Prinzip der kontrahierenden Abbildung beruhendes
Verfahren zur iterativen Losung von (2). Zundchst beweisen wir eine Variante des
Fixpunktsatzes, bei welcher die Forderung, daB f eine abgeschlossene Menge in sich
abbildet, durch eine in den Anwendungen leicht priifbare Bedingung ersetzt ist.

Satz 1. Fiir r=0 und 2¢€ R sei
U,@) = [z =r, 24111 3)
die abgeschl r-Umgebung des Punktes z (vgl. MfL Bd. 4, 1.5.) und f: U,(z) - R

kontrahierende Abbildung zum Kontraktionsfaktor ¢ (0=q <1), d. k., es ist fir alle
%4, 2, € U,(2)

[f(@1) — f(2)] = ¢ |2 — 29l (4)
ferner gelte
lz—f2)=(1—g)r 4

Dann besitzt f genau einen Fizpunkt & in U,(z), und die mit einem beliebigen Start-
punkt @€ U,(z) gebildete Iterationsfolge

Zipi=fl@)  (jEN) (6)
konvergiert gegen diesen :
&=lim z,. (7)

e

Es gelten die Fehlerabschitzungen
U
16~ =7 loy—a ®)
und
1§~ =2 Iy =2y )

{) In diesem Band wird, abweichend von den anderen Banden der MFL, fiir das abge-
schlossene (bzw. offene) Intervall die Klammer [ ] (bzw. ] [) verwendet.
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Beweis. Z_uniichst ist die Bildbarkeit der Folge (z;) geméB (6) zu zeigen. Da f
nur als auf U,(z) definiert angenommen wurde, muB nachgewiesen werden, da
jedes ; dieser Umgebung angehért.

Nach Voraussetzung ist zy € U,(z). Ferner gilt

AU ) =>((2) €T,), (10)
denn auf Grund von (5) und (4) ist fiir z€ U,(z)

lz—f(@)| =lz = @) +1f(z) —f@)| =(1 —@)r +q [z —2| =(1 —g)r +gr=r,
also

/() € U (2).
Die Behauptung ;€ U (z) fiir alle j €N folgt nunmehr durch Induktion.

Im iibrigen entspricht der Beweis von Satz 1 vollsténdig dem des Satzes in MfL
Bd. 4, S. 168; wir rekapitulieren diesen der Vollstindigkeit halber.

1. Es wird gezeigt, daB die x; eine Fundamentalfolge bilden. Wegen (4) ist fiir
j=t
;41— ;1 = (=) —fl@;— )| =glw;—z;_4l,
und durch mehrfache Anwendung dieser Abschitzung gewinnt man
[ 01— =g 17— 24| =@ |24 —; ol =... =¢' |z, — 2.
Wir betrachten nun den Abstand |x; —z;|, wobei ohne Beschrinkung der Allge-

meinheit & >j angenommen werden kann. Auf Grund der zuletzt gefundenen Ab-
schiitzung gewinnt man nach mehrmaliger Anwendung der Dreiecksungleichung

[o0; — 203 = 10; — 5 44] + %540 — Tl

=2y =2l + 10y — gl F Ty p— 2 = oo

=1y =Byl + 1041 — Zjagl +0 0 B — Tl

S(@+g@H 40 g ol

=gz —zl X' = &k‘i =l

v=0

Wegen 0=g <1 strebt die rechte Seite der Abschitzung gegen Null, wenn j die
Folge der natiirlichen Zahlen durchléuft, und wir haben |z; — 2| -0 mit j, k —eo.

II. Wegen der Vollstindigkeit von R konvergiert die Folge (%;) gegen eine reelle
Zahl &:
f=lima;.
jore

Offensichtlich ist & € U (), da aus [v;—z| =r

& —2| =!im | —z2| =7

e
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folgt. Wir behaupten: Es ist f(§) =&, d. h., & ist Fixpunkt von f. In der Tat hat
man wegen (4)
1F(&) = ;4] =1/(€) — )| =q 1§ — )],
woraus fir j—o
1f(&) — &l =0,
also f(&) =¢& folgt.

II1. Um zu zeigen, daB es in U,(z) nur einen Fixpunkt gibt, gehen wir von der
Annahme f(&,) =£; und f(§,) =&, fiir Punkte &,, &€ U,(2) aus und betrachten den
Abstand [&—&,|. Es ist

161— &l =11 — (&)l =q €1~ &l
(1—9)l&1—&| =0,
woraus wegen 0 =g <1 sofort & =&, folgt.

IV. Wir befassen uns noch mit dem Fehler, der bei der Approximation des
Grenzwerts £ durch ein Folgenelement ; auftritt. Dazu lassen wir k in der Ab-
schitzung

|o;—2 |SL’ |y — )
P =75 T T

des Beweisteiles I. gegen oo streben und erhalten (8). Da die rechte Seite nur von
den Anfangselementen ,, z; der Folge (z;) abhiingt, kann die Abschitzung dazu
benutzt werden, vor deren weitergehender Berechnung zu entscheiden, wie viele
Glieder hinreichend sind, um mit dem zuletzt bestimmten eine vorgegebene An-
niherung zu gewihrleisten. Man nennt (8) daher eine Fehlerabschitzung a priori.
Majorisiert man in der Abschitzung

5 — 2] = lay — 2y |+ 12540 — %0l 00 F gy —
von I. die Abstandwerte auf der rechten Seite durch
% =545 =ql2;_y — ),

2540 — | =@, —=,

|2y — 2] =¢* sy -,

80 ergibt sich
le;— el =qlo;_y —a) (L+g+g2+- - +¢571) §1qTq|”j—1 —jl

und fiir k£ -~ mit Beachtung von (7) die Abschitzung (9). Ob mit %; eine ge-
wiinschte Approximationsgiite erreicht wird, kann hiernach erst entschieden wer-
den, wenn die Iterationsfolge bis zu diesem Element gebildet wurde. (9) heiBt
aus diesem Grunde eine Fehlerabschiitzung a posteriori. Es ist plausibel und wird



4.1. Lésung von Gleichungen 137

noch durch Beispiele belegt, daB im allgemeinen (9) als Abbruchbedingung effektiver
ist als (8).

Der Satz 1 bleibt unverindert giltig, wenn wir R durch einen vollstéindigen metri-
schen Raum X und | —y| durch die darin definierte Entfernung o(x, y) ersetzen.
U, (z) bedeutet dann die Menge

{z: z € X \o(x, z) =r}.
Das hat zur Folge, daB die auf Grund von Satz 1 gegebene Methode zur Losung der
Gleichung (2) auf allgemeinere Gleichungen zweiter Art und insbesondere auch auf
Systeme linearer und nichtlinearer Gleichungen in n Verénderlichen ausgedehnt werden
kann.

Der konstruktive Teil des Satzes 1 ist die Charakterisierung des Fixpunktes &
von f, also der Lésung von (2), in U,(z) als Limes der gemii8 (6) zu bildenden Ite-
rationsfolge (z;). Man nennt die niherungsweise Bestimmung von & durch
Berechnung der z Methode der sukzessiven Approwimati oder auch gewdhn-
liches Iterationsverfahren. Der Algorithmus des Verfahrens ist bei vorgegebener
Fehlerschranke £=>0 unter Verwendung von (9) als Abbruchbedingung im PAP
der Abh. 4.1 dargestellt. In diesem PAP kommt die indexfreie Wiedergabe der

Ja nein
N —
‘ Abb. 4.1

Tterationsfolge in der fortlaufenden Aktualisierung der Variablen 2 zum Aus-
druck: Nach Berechnung der in (9) bendtigten HilfsgroBe p wird x zunéchst der
Startwert x, zugewiesen und y=f(x) =z, bestimmt. GeméaB (9) ist dann zu ent-
scheiden, ob |§ — z,| kleiner als ¢ ist. Wenn ja, wird y(= ) als Niherung akzeptiert
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und ausgegeben, ansonsten erhilt z den Wert z;, und man tritt mit der Berech-
nung von § =2, erneut in den zuvor beschriebenen Rechnungsgang ein.

Dieses Verfahren kann in der folgenden ALGOL-Prozedur SAP zusammen-
gefaBt werden:

procedure SA P (f, 20, y, g, eps); value g, eps;
real g, eps, 20, y; real procedure f;
begin
real p, x;
P:=q/(1 —q); v := 20;
L: y:= f(z);
if ¢ X abs(y —x) =eps then
begin 2 := y; goto L end
end

Die formalen Parameter in SAP vertreten in ihrer Abfolge Bezeichnungen fiir die
Funktion in Gleichung (2), den Startpunkt der Iterationsfolge (6), die Variable,
welcher schlieBlich der Naherungswert zugewiesen wird, den Kontraktionsfaktor
und die Fehlerschranke. Die letzten beiden GréBen werden in den Werteteil auf-
genommen und alle formalen Parameter ihrem Typ entsprechend spezifiziert
(vgl. 3.3., 8.111). Im Prozedurkorper werden die nur fiir Zwischenrechnungen
benétigten Variablen p und z lokal vereinbart; der Anweisungsteil entspricht voll-
stéindig dem PAP der Abb. 4.1 bis auf die Ersetzung der Bedingung durch ihre
Negation und die Vertauschung des ja- und des nein-Zweiges.

Wir betrachten ein Beispiel und erldutern daran die Verwendung der Prozedur
SAP in einem ALGOL-Programm. Es soll der Beriihrungspunkt (&, %) der Parabel
y=1+22? und eines von der Abszissenachse tangierten Kreises vom Radius 1 ge-

y

Abb. 4.2
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méB Abb. 4.2 bestimmt werden.l) Dieser entnimmt man die Beziehung

E+sina—& sm o

tan o = P =51
_ 1 tan o
T -1 Y1+tank '

Andererseits folgt aus der Parabelgleichung fiir den Tangentenanstieg im Beriih-
rungspunkt
tano =28 undsomit 2= A2
aytrae’
Fiir  :=£2 resultiert daraus die kubische Gleichung

u? (1 +4u)=1.

Diese gestattet in der Umgebung U, /4( )dle iquivalente Umformung
1
fu) = g5 (1 —w) B =u.
Die Kontraktivitét von f auf Um( ) ergibt sich mit Hilfe desMittelwertsatzes der

Differentialrechnung: Fiir |u

1 <1'st
—3|=4t

2u
17 ()= 3. 41/3 T—u2)s =055

und daher
I£(v) —F(w)] =0,85Tv —u| (u ué 171,4(%))_

1
Mit dem Kontraktionsfaktor ¢ =0,65 priifen wir die Bedingung (5) fiir z=§und

r= __2 Diese ist erfiillt, denn es ist

1 1
le—t@ =|5—1(3)| <0
und
1
r(1 —q) =g 0,45.
Man wird bemerken, daB die wesentliche Vorarbeit fiir die Anwendung des
Satzes 1 darin besteht, die gesuchte Losung hinreichend gut zu lokalisieren. Um

diese mit vorgebbarer Genauigkeit zu bestimmen, schreiben wir ein R 300-ALGOL-
Programm, welches die Prozedur SAP benutzt. Dazu ist erforderlich, die linke

1) Diese Aufgabe wurde R. RorHE, Hohere Mathematik, Teubner, Leipzig 1959,
entnommen.
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Seite der Gleichung vor dem Aufruf von SAP als Funktionsprozedur zu verein-
baren.
"begin’
‘real’ p, eps, 29, y;
‘real’ ‘procedure’ f(z); ‘value’ z; ‘real’ z;
"begin’ f :=(1 —x2)%0.33333333/1.5874011 ‘end’;
"procedure’ sap(f, 20, y, p, eps);

read (p, eps, 20);

sap (f, 20, y, p, eps); print(y);
‘end’

Am Anfang des Programms werden auBer den Variablen p, eps, 20, y die Funktions-
prozedur f und die das Verfahren der sukzessiven Approximationen realisierende
Prozedur sap vereinbart. Diese miiBte entsprechend ihrer obigen Formulierung
vollsténdig in R 300-ALGOL ausgedriickt werden. Der Anweisungsteil besteht nur
aus dem Aufruf von sap und dem Ausdruck des Niherungswertes y. Bei der
Aktualisierung der formalen Parameter der Prozedur bedeuten f die vereinbarte
Funktion, 20, p und eps die mit der read-Anweisung eingelesenen Werte und y die
im Vereinbarungsteil des Programms so bezeichnete Variable. Das Programm wurde
mit den Daten

p=0,55; eps=10"6 und 20=05

eingegeben und durch Einfiigen einer Druckanweisung in sap die Ausgabe simt-
licher bis zum Abbruch berechneten Iterationen veranlaBt. Es ergeben sich die
12 Werte der Tabelle 4.1 (beziiglich der Zabldarstellung vgl. 8. 121). Mit Be-
nutzung von % =§2 erhilt man folgende Niherungswerte fiir die Koordinaten
des Berithrungspunktes von Kreis und Parabel:

£=0.746119 % =1.556693

2 u
0 .500000003 00
1 .57235751# 00
2 551896554 00
3 .55811965 00
4 .556265503# 00
5 .55682141# 00
6 .55665505 4% 00
7 .55670486 % 00
8 .55668995 4% 00
9 .55669441 3% 00

10 .55669308 3% 00

11 .55669347 3% 00

Tabelle 4.1 Tterative Losung der kubischen Gleichung %2 (1 +4 ) =1
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Bemerkungen

1. Ist f auf der Umgebung U (2) stetig und in ihrem Inneren differenzierbar, so
kann die Kontraktivitéit der Funktion wie in dem betrachteten Beispiel mit Hilfe
des Mittelwertsatzes gezeigt werden, sofern in U, (z)1)

[f @)l =g<1
ist. Falls f in dieser Umgebung sein Vorzeichen nicht &ndert, folgt aus

§—a; =€) —f(z) =f (§+? ¢ —=))) (¢ — =) (0<#<1),
da8 die Differenzen £ —z;,, und £ —u; gleiches oder entgegengesetztes Vorzeich
haben, je nachdem, ob /" positiv oder negativ ist. Die Iterationsfolge konvergiert
dann entsprechend einseitig monoton oder oszillierend gegen &. Abb. 4.3 gibt dafiir
eine anschauliche Erklirung. Die Ubertragung von f(x;) als Iteration z;, auf die

z-Achse erfolgt durch Projektion des Schnittpunkts der Geraden y={(z;) und
y ==, wobei es geniigt, die dargestellten Streckenziige zu konstruieren.

Abb. 4.3

2. In Satz 1 sei ¢ é—;. Dann folgt aus der Abschitzung (9)
1€ —a)| =|a; —2;_4,
d. h., die Entfernung zweier aufeinanderfolgender Niherungen x;_,, ; majorisiert
die Entfernung des Punktes z; von . Man beachte hier die Voraussetzung und
schlieBe nicht falschlich aus der Ubereinstimmung der Werte «;_, und ; in den

ersten Dezimalstellen, daB @ ein Naherungswert von & mit entsprechend vielen
giiltigen Ziffern ist.

3. Unter den Voraussetzungen von Satz 1 folgt aus den Gleichungen f(&) =&
und f(z;) = ;4

1§ —2;0a] =f(€) —f(x)| =g |§ — )l =1 — =),

1) Uy(z) bedeutet das offene Intervall Jz —r, z +r[.
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d. h., der Betrag des absoluten Fehlers der Néherungswerte z; strebt monoton
gegen Null.

4. Die Voraussetzung (5) des Satzes 1 hat zur Konsequenz, daB die Iterations-
folge (z;) ausgehend von jedem Startelement 2, € U,(z) gebildet werden kann. Das
1aBt sich auch auf Grund anderer Gegebenheiten sichern. Nehmen wir an, daB f
auf einem abgeschlossenen Intervall [a, b] definiert ist. In [a, b] existiere f, und es
sei dort

lf@)=g=<1.
Die Existenz einer Losung & der Gleichung (2) wird vorausgesetzt, und es wird
angenommen, daB diese Losung im Intervall

I=[a+%(b—a), b——; (b—a)]

lokalisiert ist. Dann sind die Elemente (8) ausgehend von jedem Startwert x,€l
bildbar. Dazu zeigen wir:

b— b—
zela,b] Al 8l <5 = f(z) € [a, 1 A If(e) —§| <5 -
Auf Grund des Mittelwertsatzes ergibt sich unter Beachtung von f(§) =&

b-a
lf(@) — &1 =f(e) @) =g o~ <5
und daraus wegen der Lage von §
f(z) € [a, b].
Der Satz besagt, daB sich die in der Voraussetzung genannten Eigenschaften von
x auf f(x) vererben. Da sie fiir zy zutreffen, folgt durch Induktion ibre Giiltigkeit
fiir alle ;. Nunmehr kann wie beim Beweis von Satz 1 unter Beachtung der Be-

merkung lgezelgt werden, daB f auf [a, b] genau einen Fixpunkt besitzt, 11m z;=&
ist und die Abschitzungen (8) und (9) gelten.

Im Sinne der Bemerkung 4 betrachte man auch die
Aufgabe 1. Man beweise: Hat die Gleichung (2) eine Losung & und geniigt f in
einer gewissen Umgebung U,(£) der Bedingung
f) —f(E) =g |z —¢| mit 0=g<1,
dann ist die Iterationsfolge (6) mit jedem g€ U,(E) bildbar und konvergiert gegen &.

Weitere Losungen der Gleichung (2) existieren in U,(£) nicht. Man beachte, daB die
an | gestellte Forderung schwiicher ist als die Kontraktionsbedingung (4).
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4.1.2. Das Newtonsche Verfahren?)

Der Methode von NEwroN, die auf Gleichungen der Form (1) angewandt wird,
liegt folgende Konzeption zugrunde:

Es sei g eine auf einem Intervall I differenzierbare Funktion, deren Ableitung
dort nicht verschwindet, und «,€I Néherung fiir eine in I gelegene Nullstelle
& von g. Die Tangente an den Graphen von g in z; schneidet die z-Achse im Punkt

9(%0)
=y — .
=T o)
Liegt 24 in I, so kann man die Konstruktion mit ; wiederholen und erhilt
_ g(=1)
=0 7=’
allgemein mit entsprechenden Voraussetzungen und Bezeichnungen
_ . 9(=)
T =%; ) (11)

(vgl. Abb. 4.4). Es zeigt sich, daBl die Folge der Elemente (11) unter gewissen
Voraussetzungen uneingeschrankt bildbar ist und gegen eine Nullstelle von g
konvergiert. Die Erorterung des Sachverhalts kann wie in MfL Bd. 5, 3.5.2., auf
der Grundlage des Banachschen Fixpunktsatzes erfolgen. Wir kniipfen dazu an
den Satz 1 an und ersetzen die Forderung (3) des zitierten Textes durch eine der
Voraussetzung (5) in Satz 1 entsprechende.

Unter Beibehaltung der g betreffenden Differenzierbarkeitseigenschaften ver-
stehen wir weiterhin unter I die abgeschlossene r-Umgebung einer Stelle z. Dann
ist auf U,(z)

g(x)
B =P (12)

o

Abb. 4.4

1) Auch als Verfahren von NEWTON-RAPHSON bezeichnet.
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eine dquivalente Umformung der Gleichung (1) in eine Gleichung vom Typ (2),
wobei

g9(z)
fa) == - 22, A (13)
ist. Die Folge der Elemente (11) erweist sich als die mit der Funktion f in (13)
gebildete Iterationsfolge (6). Besitzt g in U,(z) eine zweite Ableitung, so kann die
Kontraktivitdt von f auf Grund der Bemerkung 1 am SchluB von 4.1.1. gepriift
werden : Hinreichend ist, daB in U,(z)

T g'(®)2—g(@)g”(z) | _|g(x) g"(x)
I = |1 -S| PR =g <1
gilt. Der Forderung (5) des Satzes 1 wiirde in dem betrachteten Spezialfall
9(2) |
= = = 1=
k=1l =| 555 |= g

entsprechen. Wir fassen die Ergebnisse in dem folgenden Satz zusammen:

Satz 2. g” existiert in U, z) A (g’ () =0) A
zeUy(2)

V(0§g<1 A (M§q) A

M 2t I@)?

g(2)
g

=(1—gq) r)

-V (@@)=0).

z€Up(2)

Ist die Voraussetzung des Satzes 2 erfiillt, so kann die auf U,(z) wohlbestimmte
Losung der Gleichung g(z) =0 nach der Methode der sukzessiven Approximationen
gewonnen werden. Dabei gelten die Fehlerabschéitzungen (8) und (9).

Als Beispiel betrachten wir die Gleichung

g(x)=3—e"2—2zlnz=0 (x=0).
Um eine erste Orientierung iiber vorhandene Lésungen zu gewinnen, interpretieren
wir diese als Schnittpunktabszisse der Graphen von

gi(x) =3 —€*2 und gy(x) =z Inz

J

Abb. 4.5
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(vgl. Abb. 4.5). Offensichtlich existiert genau eine Losung im Intervall 1 =z=2.
Wir versuchen, die Vor tzungen des Satzes 2 beziiglich der Umgebung lez(%)

zu verifizieren. Es ist

f@)=—3eR—lnz—1,
g"(x) = _%8212 _é;

g und ¢ sind iiber dem betrachteten Intervall monoton fallend, so daB
lg(x)| =1,4 und [¢'(x)] =183

ist; ferner ist

l¢"(@|=1,5 und folglich Wgo,m

Wegen :(—(?) =0,12 ist mit ¢:=0,7 die Bedingung
9(2)
=1-
7@ =17

erfiillt. Wir benutzen die Prozedur SAP zur Losung der Gleichung. Mit & : =10
und &g := % erhilt man als Folge der sukzessiven Approximationen die in Tabelle 4.2
angegebenen Werte.

J @5

0 .150000004 01
1 161152854 01
2 .160867813 01
3 .16086763 4 01
4 .16086763 4 01

z
Tabelle 4.2 Iterative Losung der Gleichung 3 —e2 —zIn =0

nach dem Newtonschen Verfahren

Zur Bildung der Iterationsfolge beim Newtonschen Verfahren miissen die Werte
g(z) und ¢’(x) berechnet werden. Im Fall einer Polynomgleichung P(z) =0 bedient
man sich dazu des sogenannten erweiterten Hornerschen Schemas, das auch dariiber
hinaus vielfiltig eingesetzt werden kann. Es stellt einen Algorithmus dar zur Um-
ordnung eines Polynoms

P(z)=aa+a,_ 2" 14 -taxtay
nach Potenzen einer beliebigen EntwicklungsgroBe (¢ —,). Auf Grund des Taylor-
schen Satzes ist das auf genau eine Weise moglich, und fiir die Koeffizienten in der
neuen Darstellung

P(z) =by(x —2)* +by_y (& — 20"+ - - +by(x — ) +by
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gilt
bJ.:J_l‘ PiYay), j=0(1)n. (14)

Die b; ergeben sich durch mehrmalige Anwendung des in 2.2. behandelten ein-
fachen Hornerschen Schemas mit dem Argument z,, indem man die nach 2.2. (8)
ermittelten Grofien
Gy Qpy_gy e+ oy A3,

als Koeffizienten eines Polynoms @,_, vom Grad n —1 auffaBt und zunichst mit
diesem den Horner-Algorithmus fiir x, abarbeitet. Die ,unter dem Strich“ er-
scheinenden Werte seien mit a]’, 1=1(1)n, bezeichnet. Von diesen werden ent-
sprechend a,, a,_,, . . ., a5’ zur Bildung eines Polynoms @,_, vom Grad n —2 he-
nutzt, mit dem fiir , ein weiterer Horner-Schritt zu rechnen ist, und so fort. Auf
diese Weise erhilt man folgendes Schema, dessen Diagonalterme — wie anschlie-
Bend gezeigt wird — die Taylorkoeffizienten (14) sind:

Ay Qu_y Gy o .. Oy ag
. Ty Gp_ Ty ... Gk AT

e a, a,_y Gy, e.oag a;  (=by) nullter Schritt

ATy Ogy®y -++ 3%

E?

07 @, awg .- a (=by) erster Schritt
. o o, ... df, (=b_y) (j—1)-ter Schritt  (15)
X —7M8M8 88—

' a™,  (=b,_y) (n —1)-ter Schritt

o (=b,)
Zum Beweis bezeichnen wir aus formalen Griinden P mit @, und haben dann
nach Definition
Q@) =a"  ta, @14 tae®taztag
Qp-1(@) =0y 2"~ +ay 2" 2+ tagz +a]
Qugle) =0y P
(16)
Q) =a=Da+aps)
Qle) =a=af+y.
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Es wird behauptet:

Q%) = P(2) = (x —20)@p -1 (%) +aqg- (17)
Zur Verifikation von (17) notiere man die Beziehungen zwischen den GroBen des
ersten Horner-Schrittes

;o -1
Ay =0y o
2 = 8 n—2
Op_y =0py_y + 0 Ty x
(G— i n—3
Ay—2 —an—2+an—lx0 %
a; =a; +azx, 1

und multipliziere sie in der angegebenen Art der Reihe nach mit oS S
Addiert man alles, so resultiert auf der linken Seite @, _4(¥); die erste Spalte der
rechten Seite liefert Q_,.(wa)c——an, die zweite Spalte%(@,_l(x)—a;). Daraus folgt

die Behauptung. Da zwei der Polynome @,(x) mit aufeinanderfolgenden Indizes
in derselben Weise miteinander verkniipft sind wie Qy(z) und Q,_,(z), ergibt sich
auf Grund des Bewiesenen

Qux)  =(x—1) @u_s(®) +ag 1

Q1 (@) = (2 — %) @p_5(®) +ay (& — )
Qpo(®@) = (= — %9) Qu_s(®) +23” (% —z)?
Qi) =(@—=) Qo(®) +afy (x —zo*t
Q@) = a@+ (z —zo)®

Multipliziert man diese Gleichungen in der angegebenen Weise mit Potenzen von
(¢ — %) und addiert, so folgt unter Beachtung der wechselseitigen Kompensation
der Glieder Q,_ () (x —zg)}, i=1(1)n,
P(x) =Qy(x)
=g+ D(@ o +af, (@ — a4 b @ —z) +ap, (1)
und das ist die gesuchte Umordnung des Polynoms nach Potenzen von (2 — ).
Die in (18) auftretenden Koeffizienten

1
a;:’+1) = bj =ﬁ PO)(xp)

erscheinen in der Diagonalen des Schemas (15). Dessen algorithmische Struktur
wird mit dem PAP der Abb. 4.6 erfaBt. Dieser benutzt eine die Zeilen von (15)
zihlende Variable j; die Variable ¢ kontrolliert den in Abb. 2.8 im PAP dar-
gestellten Horner-Algorithmus und variiert in der j-ten Zeile riicklaufig von n —1
bis j. Zur Aufnshme der Ergebnisgrofien b; wird ein Feld B[0:n] bereitgestellt.
Wiirde man unmittelbar mit dem Feld der Koeffizienten a, rechnen, so stiinden
diese nach Abarbeitung des erweiterten Hornerschen: Schemas nicht mehr zur
Verfiigung.
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Vor Ubertragung des PAP in ein ALGOL-Programm betrachten wir darin die
beiden ineinander geschachtelten Zyklen, die durch Hinweisungspfeile heraus-
gehoben wurden. Vergleicht man mit dem in Abb. 3.2 dargestellten Schema einer

N,8,,0y, . .,0,,

F=p-1i
bp:=ay

Abb. 4.6

Laufanweisung, so ergibt sich, daB die von j gesteuerte Anweisung selbst wieder
eine Laufanweisung beziiglich ¢ ist. A sei der Name des Feldes fiir die Koeffi-
zienten, das wir vor Ausfiilhrung der Rechnung auf ein Feld B umstapeln. Beide
Felder werden dynamisch vereinbart.

begin
integer n; Lies(n);
begin
integer i, j; real 20; array A4, B[O : n]; Lies(4, z0);
for ¢ := 0 step 1 until » do B[i] := A[i];
for j := O step 1 until » —1 do
fori:= n—1step —1 until j do

(]



4.1. Losung von Gleichungen 149

B[:] := B[i] +20 X B[i +1]; Drucke(B)
end :
end

Wir wollen noch das erweiterte Hornersche Schema als Prozedur — etwa mit der
Bezeichnung HORNER1 — programmieren und dabei die Felder 4, B der Koeffi-
zienten a, bzw. b, sowie den Polynomgrad n und die die EntwicklungsgroBe be-
stimmende Variable z; als formale Parameter verwenden:

procedure HORNER1(A, B, n, 20);
value 7, 20; integer n; real 20; array 4, B;
begin

integer ¢, j;

for ¢ := 0 step 1 until » do B[] := A[:];

for j := O step 1 until » —1 do

for i := n —1 step —1 until j do

B[i] := B[i]+20X B[t +1]
end

Zur Nullstellenbestimmung von Polynomen 148t sich das Newtonsche Verfahren
mit dem erweiterten Hornerschen Schema kombinieren. Wir nehmen dabei an,
daB die Konvergenz gesichert ist, und konzentrieren uns auf den algorithmischen

Aspekt der Aufgabe. Startwert der beziiglich f(x) =z—11:,—((2)) zu bildenden Ite-

rationsfolge sei #y; mit # und den Koeffizienten des vorgelegten Polynoms
P@)=aa"+a, 2" 14 +ag+tap

wird das erweiterte Hornersche Schema durchgerechnet. Dann ist
,

%
Ty :=f(@) =% — 7 =%+
1

mit

,
Uy 1= —ao
g« = — 77 *
a.
1

Wir kénnen jetzt P(z) nach Potenzen von u :=x —%g umordnen und bezeichnen
das Polynom Pin seiner Abhéingigkeit von  mit @; es ist also P(z) =Q(z — %g) =@(w)
und P(z,) =Q(u), was als eine Verschiebung des Koordinatenursprungs in den
Punkt «, der Abszissenachse gedeutet werden kann. Danach liuft es auf dasselbe
hinaus, ob man nach dem Newtonschen Verfahren die Néherung 2, beziiglich P(x)
oder u, beziiglich Q(u) verbessert. Wihlt man die zweite Moglichkeit und bildet
mit Hilfe der Umordnung von

Q(u) =bur+b,_ur~1+4---+bu+b
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nach der EntwicklungsgroBe v :=u —u,

’
. b
“1~—"lo‘p:
1
b
80 erhilt man mit v, ;=__l%
1
Uy =g+

und entsprechend in z die korrigierte Néherung
Ty 1=xy + Uy =T+ Uy + V.
So fortfahrend ergibt sich die aus 2 durch f erzeugte Iterationsfolge g, 24, 2, . . ..

Aufgabe 2. Man fasse das kombinierte Newton-Hornersche Verfahren dieser Ver-
sion in einer ALGOL-Prozedur zusammen, in der als formale Parameter das Koeffi-
zientenfeld 4 des Polynoms, dessen Grad n, ferner w,, y als Start- bzw. Endwert der
TIterationsfolge sowie ¢ und eps als Kontraktionsfaktor bzw. Genauigkeitsschranke auf-
treten. Lokal soll die Prozedur HORNER1 benutzt werden.

Im Unterschied zu Aufgabe 2 bildet die folgende Prozedur NEWHO die suk-
zessiven Approximationen gemiB
P(xs)
i+ =T P’(:v:;)
und bendtigt demzufolge von HORNER1 nur die ersten beiden Schritte; diese
sind in der Prozedur HORNER2 zusammengefat. AuBerdem wird darauf ver-
zichtet, eine Abbruchbedingung mit Hilfe eines Kontraktionsfaktors zu formu-
lieren, und statt dessen durch einen Parameter k die Anzahl der zu bildenden
Tterationen festgelegt; im iibrigen haben die formalen Parameter die gleiche Be-
deutung wie in Aufgabe 2:

procedure NEWHO(A, 20, y, k, n); value x0;
integer %, ; real 20, y; array 4;
begin

integer ¢; real 50, b1, ¢, z;

procedure HORNER2(A, n, b0, b1, 20); value 20;

integer % ; real b0, b1, 20; array 4 ;

begin
integer ¢; array B[O : n];

for i := 0 step 1 until » do B[:] := A[3];
for i := n —1 step —1 until 0 do B[7] := B[¢] +0 X B[{ +1];
for i := n—1 step —1 until 1 do B[¢] := B[¢]+20 X B[i +1];

b0 := B[0]; b1 := B[1];
end;
t:=0;2:=a0;
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L: HORNER2(A,n,b0,b1,x);
ii=1i4+1;y:= 2—b0/bl;
if i <k then begin x := y; goto L end
end
Ein R 300-Programm zur niherungsweisen Bestimmung einer Polynomnullstelle,
das NEW HO benutzt, konnte lauten:
"begin’
‘integer’ k,n; read(k,n);
"begin’
'real’ 2@, y; ‘array’ a[@:n];
"procedure’ newho(a, 29, Yy, k,n);

read(af,a); newho(a,a®,y, k,n); print(y);

‘end’
'end’
Beispiel. Es sollen simtliche reellen Wurzeln der oben betrachteten kubischen
Gleichung
1 1
=t ul——=
glw) =w+zul—5 0

nach der Methode von NEWTON bestimmt werden.
Der Verlauf der Graphen von

1
gilw)=ud und gy(w) =5 (1 ~2?)
(vgl. Abb. 4.7) 1aBt erkennen, daB auBer der frither schon ermittelten Wurzel

Abb. 4.7
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keine weitere existiert. Auf der dabei betrachteten Umgebung Um(%) ist die

Funktion f in (13) zwar erklirt, erfiillt jedoch dort nicht die Voraussetzungen
des Satzes 2. Dennoch erzeugen wir mit f eine Iterationsfolge, als deren Start-
element aber der rechte Endpunkt des Umgebungsintervalls z,=0,75 gewiihlt

| =
750000003 00
598484854 00
559240424 00
556703354 00
.566693093 00
.556603104 00
-656693103 00

Tabelle 4.3 Tterative Losung der Gleichung u2 (1 +4u) =1
nach der Methode von NEwroN-HOENER

SUh WO,

wird (vgl. Tabelle 4.3). Man erkennt, da8 die Iterationsfolge konvergiert, und zwar
erheblich schneller als die der Tabelle 4.1. Wir wollen diesen Sachverhalt analy-
sieren.

Die bisher erorterten Gleichungsprobleme wurden als Fixpunktaufgaben fiir ge-
wisse Funktionen f interpretiert und einheitlich unter dem Gesichtspunkt des
Banachschen Satzes bzw. des Satzes 1 betrachtet. Diese enthalten als konstruk-
tives Element das Verfahren der sukzessiven Approximationen, dessen Konvergenz
auf Grund der Kontraktivitit von f nachgewiesen wurde. Die Iterationsfolge (6)
kann jedoch auch aus anderen Griinden, z. B. wegen gewisser Monotonieeigen-
schaften von f konvergieren. Im AnschluB an das zuletzt betrachtete Beispiel er-
ortern wir einen speziellen Sachverhalt dieser Art fiir die gemiB (13) gebildete
Funktion des Newtonschen Verfahrens.

Satz 3. Die Funktion g in (13) besitze auf dem Intervall [a, b] Ablestungen erster

und zweiter Ordnung; ferner sei

9(a) - g(b) <0 (19)
und

9,9"#0 auf [a,b]. (20)
Dann hat die Gleichung g(x) = 0 auf dem abgeschlossenen Intervall genaw eine Losung £.
Ist 2y €[a, b) s0 gewdhit, daf

9(0)g” (%) >0 (1)
18t 80 konvergiert die mit der in (13) definierten Funkiion | aus x, erzeugte Iterations-
folge (z;) monoton gegen &:

lim ;=¢. (22)

e
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Beweis. Zur Vereinfachung des Beweises nehme man zunéchst noch an, da8
g” auf [a, b] stetig ist. Dann lassen ¢’ und g” keinen Zwischenwert aus und haben
daher wegen (20) einheitliches Vorzeichen auf [a, b]. Die Funktion g ist folglich
streng monoton und nimmt wegen (19) Werte unterschiedlichen Vorzeichens in den
Intervallenden an. Nach dem Zwischenwertsatz hat g daher genau eine Nullstelle &
in Ja, b[. Nun wird z, gemaB (21) gewihlt und damit die Iterationsfolge (z;) nach
dem Newtonschen Verfahren erzeugt. Wir behaupten, daB diese monoton gegen &
konvergiert. Fiir den Beweis sei etwa angenommen, dal g(a) <0, g(b) >0 sowie
¢'(x)>0 und ¢g”(x) >0 auf [a, b] ist. Das entspricht den Gegebenheiten in dem
zuletzt betrachteten Beispiel beziiglich des Intervalls «_11’:::] . Durch Induktion
kann man sich zunichst davon iiberzeugen, daBé <=z;(j=0, 1, 2,...) ist. Fiirz,
folgt das aus (21) mit Beachtung von g”(z) >0: Man erhiilt g(z;) >0, und wegen
des monotonen Wachstums von g ergibt sich daraus §<u;; es wird nun £ <z,
als giiltig angenommen und gemaB

=z +(E—z)

g an der Stelle #; nach der Taylorschen Formel entwickelt:

. 1. 9
0=9(8) =9(=;) +9'(z)) ¢ —2;) +359"(n) (£ —=)% (23)
wobei £ <7 <; ist. Mit Beachtung von g" () >0 folgt daraus
9()
I :=x’_g’(_x;) >£,

was zu zeigen war. Wegen x;>§ ist auf Grund der Vorzeichenverhiltnisse bei g
und ¢’

Tj+1=%
und somit (z;) eine durch & nach unten beschrinkte monoton fallende Folge, die
einen Limes & in [a, b] besitzt. Durch den Grenziibergang j - folgt nun aus
f(%;) =;,1 wegen der hier gegebenen Stetigkeit von f

&) =¢,
also mit Beachtung der schon gezeigten Einzigkeit der Lésung

=t
Damit ist der Satz 3 bis auf die zusitzlich eingefiihrte Annahme der Stetigkeit von
g’ bewiesen. Diese wurde nur in Anspruch genommen, um bequem zeigen zu
kénnen, daB g’ keinen Zwischenwert auslift. Das aber folgt allein schon daraus,
daB diese Funktion Ableitung einer anderen ist (auf [a, b] eine Stammfunktion
besitzt). Zur Begriindung wird auf das folgende Lemma verwiesen.

Eine Funktion h sei auf [a,b] differenzierbar. Dann nimmt b’ alle Werte zwischen
k' (a) und h'(b) an.
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Beweis. Die Differenzenquotienten

h(z) —h(a h(b) —h(z)
#) =03 una i) =G
defini auf [a, b] stetige Funktionen, wenn man diese in den Nullstellen der Nenner

durch h’(a) bzw. h’(b) erklirt. Die Funktionen ¢, ¥ nehmen auf Grund des Zwischen-
wertsatzes alle Werte zwischen

h(b) —h(a) h(b) —h(a)

5 —a und h'(a@) bzw. =& und A’(b)

an. Da jeder der betrachteten Differenzenquotienten nach dem Mittelwertsatz einem
Wert von h’ gleich ist, nimmt A’(x) jeden Wert zwischen h’(a) und h’(b) an.

Man verifiziert leicht, da8 fiir das Beispiel der iterativen Lésung einer kubischen
Gleichung nach dem Newtonschen Verfahren die Voraussetzungen des Satzes 3
erfiillt sind. Auf die in Tabelle 4.3 sichtbar gewordene schnelle Konvergenz der
Folge (2;) werden wir im néchsten Abschnitt zuriickkommen.

Unter gewissen weiteren Voraussetzungen (vgl. dazu etwa [17], S.129) kann
man auf die Einschrinkung (21) bei der Wahl des Startelements verzichten. Wir
betrachten dazu die Quadratwurzelberechnung nach der Methode von NEWTON als
Beispiel. Die Gleichung

glw)=22—A=0, A=>0, (24)
geht dabei in
1 A
fa) =5 (1, + ;) =z 25)
Y
fix)

7Ll R
o i |
w? Wx x X Abb. 4.8

(vgl. Abb. 4.8) iiber, und fiir >0 sind (24) und (25) dquivalent.
7 i A
Aus f'(z) =E(1 —;z) folgt
f@)=0 fir z=>J4,
f@)<0 fir x<y4,
fyd)=o,
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d. h., f hat bei ]/Z sein absolutes Minimum, und es gilt somit
A (0 <2 <co=f(z) = A). (26)
z

Wenn man also ein beliebiges 2z, >0 wihlt und damit x; :=f(zo) bildet, ist dieser
Wert die gesuchte Quadratwurzel von A oder grofer als ]/Z Dann ist fiir 2
(21) erfiillt und — da sich die Punkte @, z; gewif} in ein Intervall [a, b] einschlie-
Ben lassen, fiir welches die Funktion ¢ in (24) den Voraussetzungen (19) und (20)
geniigt — die Konvergenz der Iterationsfolge auf Grund des Satzes 3 gesichert.
Diese erfolgt (zumindest von z; ab) theoretisch monoton fallend gegen ]/A_ (vgl.
Abb. 4.8); praktisch wird jedoch wegen des beschrinkten Zahlbereichs des Auto-
maten einmal ;. ,=x; oder — durch Rundungsfehler bedingt — sogar ;,;=u;
eintreten. In der folgenden Funktionsprozedur WURZ wird dieser Effekt zur
Bildung der Abbruchbedingung bei der Berechnung einer Quadratwurzel ausge-
nutzt (Startelement x, ist der Radikand):

real procedure WU RZ(t); value t: real ¢;
begin real z, y;
= b
L: y:= 05X (z+t/);
if y <z then begin » := y; goto L end;
WU.RZ =
end

Aufgabe 3. Man schreibe mit Benutzung der Prozedur WURZ ein R 300-ALGOL-
Programm zur Berechnung einer Quadratwurzeltafel mit dquidi Argumenten.

41.3. Fehlerbetrachtungen

Wir wollen genauer die Konvergenz einer Iterationsfolge (z;) des Newtonschen
Verfahrens erortern, und zwar weiterhin unter der Annahme, daB ¢’ auf einem
diese einschlieBenden Intervall [«, b] existiert und beschrinkt ist. Dabei ist es uner-
heblich, ob deren Bildbarkeit und Konvergenz auf Grund des Satzes 2 oder 3 ge-
sichert ist. Es sei £&* € [a,b] Niherung fiir die Losung & der Gleichung g(x) =0.
Dann gilt beziiglich des absoluten Fehlers

%
I @I =my =0 auf o, ] = ¢~ =20

Beweis. Auf Grund des Mittelwertsatzes ist
gE) —gEN =E—EM g, &...9...8%
also wegen g(§) =0
lg(&%)| =my € —&¥].
Wir wenden (27) auf die sukzessiven Approximationen £* =x; des Newtonschen
Verfahrens an. Man beachte, daB hier [¢’(2)| als stetige und von Null verschiedene

(27)
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Funktion auf [a, b] eine positive untere Schranke besitzt. |g(x;)| wird mit Hilfe des
Taylorschen Satzes abgeschitzt. Danach ist

9(=;) =g(2;_ 1 + (2, —2;_4))
=005y +0' @y 1) (@ =2y + 5 0" (1) (@5— 252,

SRR TEPRERE )
Wegen (11) annullieren sich die ersten beiden Terme der rechten Seite, so da8

1
lg(zy)| = 3 My(;—m;_4)2
ist, wenn auf [a, b]
lg” ()| = M,
gilt. (27) liefert damit die Abschitzung

6 =) = g (=3 )" (28)

Da die Folge (;) als konvergent angenommen wurde, strebt 2; —z;_, gegen Null,
und es gibt eine Nummer p so, daB fiir j=p
|& —a)| =|2; —2;_4|

ist, d. h., der Betrag der Differenz zweier aufeinanderfolgender Naherungen majo-
risiert fiir hinreichend groBes j den Betrag des absoluten Fehlers der j-ten Néherung.

Der Vergleich des absoluten Fehlers zweier aufeinanderfolgender Néherungen
des Newtonschen Verfahrens zeigt, daB dieses im Konvergenzfall rasch konvergiert.
In der Tat ist nach (23)

_, _8@) 19" 3

B e e )

und mit Beachtung von (11)

E-ri= -3 B o, (29)
also
=1 = gk €~ (30)

=z =107% (k=1)

& — ., | =10-2%,

d. h., die Zahl der giiltigen Ziffern nach dem Komma verdoppelt sich ungeféhr bei
jedem Verfahrensschritt (vgl. Tabelle 4.3).
Die zuletzt gewonnenen Einsichten nehmen wir zum AnlaB, ein MaB fiir die
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K onvergenzgeschwindigkeit einer gegen & konvergierenden Folge (x;) einzufiihren.
Dabei interessieren gewisse mit dem Betrag des absoluten Fehlers
d; = |z;—§| (31)

gebildete Verhiltnisse fiir zwei aufeinanderfolgende Néherungen. Wir definieren:
(z;) heiBt linear konvergent, wenn

\/(0<q<1/\l_im d—’;i*—‘=q), 32)
a jeee 'j
und diberlinear konvergent vom Konvergenzgrad y (y >1), wenn
g yWw
\Q/(O<Q<oo/\}im %:Q). (33)
S d7

Offensichtlich ist der Konvergenzgrad (y =1 bei linearer Konverenz) eindeutig be-
stimmt.

Wir betrachten als Beispiel eine nach dem Newtonschen Verfahren erzeugte
Tterationsfolge unter der Voraussetzung des Satzes 2 oder 3; g” sei auf dem be-
treffenden Intervall stetig und beschriinkt. Auf Grund von (29) ist

s div1  1g7(8)

In L =3v®
d. h., wir erhalten y =2, sofern g”(£) 0 ist. Wie am Beispiel des Newtonschen
Verfahrens gezeigt wurde, driickt sich der numerische Effekt des Konvergenz-
grades allgemein in einer GesetzmiBigkeit beziiglich der sukzessive wachsenden
Zahl giiltiger Ziffern bei den =; aus.

Oft ist man genétigt, an Stelle der Fehlerbetriige d; geeignete Schranken e;

gemif )

dy=|z;—&| =¢; (34)
in den Definitionen (32) und (33) zu benutzen. Unter den Voraussetzungen des
Satzes 1 gewinnt man solche z. B. aus der a-priori-Abschitzung (8) in der Form

¢i= li_*a — (35)

Geht man damit an Stelle der d; in (32) ein, so folgt

jo= &
Allgemein wird man also von einer nach dem gewdhnlichen Iterationsverfahren
auf Grund der Voraussetzungen des Satzes 1 konstruierten Folge (6) nur lineare
Konvergenz erwarten kénnen. Wir bemerken dazu noch, da8 fiir die Funktion
f(@) =gx, 0 <g <1, die GroBen (35) mit den Werten d; iibereinstimmen: In diesem
Fall ist £=0 und 2; =¢izy, also

. q/ 'd
d; =l T 1 —gl - [zl = |g — x| =¢;.
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Von erheblichem Interesse sind Methoden, die es gestatten, die Konvergenz einer
gegen eine Losung & von (2) kouvergierenden Folge (x;) von Néherungen zu beschleu-
nigen, wobei aufler Betracht bleiben kann, wie diese erzeugt wurden. Beim Aitken-
schen 62-Verfahren betrachtet man neben x; den Wert #j4y:=f(z;) und die Ab-
weichungen

fle)—x; bzw. f(Eie1)—Bjs1.

Die Verbesserung von z; wird durch die Schnittpunktabszisse z;,; der durch die
te

(2, £5+1 —25) = (5, f(2)) —)
und
(41, [(@j41) —&j+1)

laufenden Geraden mit der z-Achse bestimmt. Es ist also

41— Zj+1—;
Ti—Bjr1 [ &+1) — 28541 +5
oder
(£j+1 —;)?
Zjpl =B — g . 3
T 8 11) — 28541+ @9
Falls (x;) die mit einem Startel t o gebildete Iterationsfolge (6) ist, nimmt (36)
die Form
tiay g FiH1 =T
1= Tj 9 —2%j 41+
an. Dafiir kann man auch schreiben:
(Tj+2 —2j+1)?
sy gy )

Tj2—2Tj41 +;

Man erkennt, da8 die Néherung ;. aus drei aufeinanderfolgenden Iterationen zu er-
mitteln ist.
Mit Benutzung der Funktion f aus (2) ist

(flf) —y)
F(f(5)) —2f(a5) +25
@5 [(#(zj)) —f(zj)

=T @) = 2fcas) +2; ° (38)

Danach ergibt sich 2;..1 als Wert der Funktion
g AU@) ~far
T f(f@) -2f=) + =

fiir das Argument ®;, d. h., die fortlaufende Anwendung des Aitken-Algorithmus (37) auf
die Folge () erzeugt dieWerte der mit (39) zum Startelement zggebildeten Iterations-
folge (6). Auf dieser Grundlage wird die Konvergenz des 62-Verfahrens eingehend in

Rj+1=%5—

(39)
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[33], 3.2.4., untersucht. Seine Bezeichnung nimmt auf den Nenner in (37) Bezug, der
ein Ausdruck der Differenzenrechnung ist (vgl. 4.2.).

Die bisher zu Iterationsverfahren durchgefiihrten Fehlerbetrachtungen waren
insofern unvollsténdig, als sie von der Annahme exakt berechenbarer z; ausgingen.
Tatsiichlich werden dafiir im allgemeinen nur Néherungen :c; ermittelt, weil mit
Rundungsfehlern behaftete Daten in die Rechnung eingehen oder f schon zu Beginn
derselben durch eine approximierende Funktion ersetzt wird.

Wir betrachten den Sachverhalt weiter unter der Annahme, daB f eine abge-
schlossene Menge F < R in sich abbildet und auf dieser kontrahierend mit dem
Kontraktionsfaktor g ist. Nach dem Banachschen Satz konvergiert jede Iterations-
folge gegen den wohlbestimmten Fixpunkt ¢ € F. Fiir die auf Grund der zu Anfang
geschilderten Fehlereinfliisse tatsichlich konstruierten Niherungen ; setzen wir

2y =fa)+h; (7=0,1,2,...) (40)
und fordern, daB diese zu F gehéren; von den Korrekturtermen h; wird voraus-
gesetzt, daB ihre Betrige durch eine positive Zahl majorisierbar sind:

=6 (j=0,1,2,...).

Man findet dann fiir den absoluten Fehler
I51 — &) = If(5) — [(€) + 5l = 1f(2) =) + Iy]
=qlzj |+
und durch wiederholte Anwendung dieser Schluweise
10541 — £l Sale] — £+ =42 o]y —E| +00 +0= -+
St o) |+ (@ +g "+ 1) (41)
. s
=¢*|a; —£| +qu.
Aus (41) kann nicht mehr auf die Konvergenz der Folge (x;) gegen & geschlossen
werden, wohl aber gilt

. . ]

llr;lj_up 5 —€l=15- (42)
und dies besagt, daB man mit der Folge (2;) den Wert & angendhert bestimmen
kann, sofern keine hohere Genauigkeit als ii— gefordert ist. Das muB man bei der

Formulierung von Abbruchbedingungen beachten. Durch weitere Voraussetzungen
kann man sichern, daB die Elemente (40) stets im Definitionsbereich von f liegen
(vgl. [33], S. 96).
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4.1.4. Mehrstufige Verfahren

Die algorithmische Struktur der schrittweisen Konstruktion von Néiherungen fiir
eine Gleichungslosung kann komplizierter als beim gewohnlichen Iterationsver-
fahren sein. In letzter Verallgemeinerung ergibt sich das Element ;44 einer Folge
von Niherungen mit Hilfe eines von j abhingenden Algorithmus 4, der auf alle
vorangegangenen Approximationen anzuwenden ist (vgl. [28]); wir bringen diesen
Sachverhalt durch

@i 1= A{zg, 2, - -, ) (43)
zum Ausdruck. Gelegentlich wird das Verfahren (43) als stationdr bezeichnet,

wenn 4, fiir alle j ein fester Algorithmus A4 ist. Ein stationéres Verfahren heiBt
m-stufig, wenn in (43) nur die letzten m vorangehenden Néherungen auftreten:

Zig1 =AW it Bimpare e G} - (44)
Zwei sehr einfache Beispiele fiir Verfahren des Typs (43) sind die Methode der
Bisektion und der regula falsi, die wir hier fiir die Gleichung (1) unter der Annahme,
daB g stetig ist, erértern.

Die erste Methode beruht auf der Tatsache, daB eine auf dem abgeschlossenen
Intervall [y, 2] stetige Funktion g, die in x,, x;, Werte unterschiedlichen Vor-
zeichens annimmt, auf dem Intervall mindestens eine Nullstelle & besitzt. Zur
approximativen Bestimmung einer solchen betrachtet man den Mittelpunkt

=$. Falls nun g(x,) 0 ist, wird dasjenige der beiden Intervalle [0, 221,

Zy:
[z, 24] gewiihlt, fiir dessen Endpunkte a, b (a <b)

9(a) 9(b) <0 (45)
gilt, und wie beim ersten Schritt fortgefahren. Die Endpunkte a,,, b, der sukzessive
ausgewihlten Intervalle bilden je eine monoton nicht abnehmende bzw. nicht
wachsende, nach oben bzw.unten beschriinkte Zahlenfolge, die beide wegen
Lim (b, —a,) =0 gegen einen gemeinsamen Grenzwert & konvergieren. Wegen (45)
Nvw

ist aus Stetigkeitsgriinden g(£)2=0, also g(£) =0. Bedeutet & den groBten Index
unterhalb j, fiir den

9(x)) g(x) <0 (46)

gilt, so konvergiert auch die nach dem Algorithmus
1 D -
‘”;'+1:=§(‘”j+”b) G=1,2,...) (47)

konstruierte Folge der Intervallmitten gegen die Lésung & der Gleichung (1). Fiir
den absoluten Fehler gilt die Abschétzung

o=l gy (=), 8)
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Der PAP der Abb. 4.9 veranschaulicht den Algorithmus des Halbierungsverfahrens.
Die Abbruchbedingung wird mit der Lénge des jedem Schritt zugeordneten Ein-
schlieBungsintervalls bzw. dem Erreichen einer Nullstelle von g gebildet. Beziiglich

@*

Iu-xa, vimty I u-x,, -x,,J

<> T ]

Abb. 4.9

der Abschitzungen (48) erweist sich die Folge (z;) als linear konvergent, denn es
ist

lim ¥+ = =,

j= €
Wir fassen das Verfahren noch in einer ALGOL-Prozedur BIS zusammen, die in
ihrem Aufbau vollstindig dem PAP entspricht:
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procedure BIS(g, 20, x1, z, eps); value 20, 21, eps;
real 20, x1, , eps; real procedure g;
begin real u, v, w;
if g(20) <O then begin  := a0; v := x1 end
else begin % := x1; v:= 20 end;
L: z:= (u+v)/2;
if abs(v —u) <eps then goto 17 ;
w:i= g(z);
if w =0 then goto M ;
if w<O0 then u := x else v:= x; goto L;
M:end )
Die Bisektionsmethode ist fiir Computerprogramme zumindest als Anlaufverfahren
fiir Verfahren hoherer Konvergenzgeschwindigkeit (z. B. NEWTON-RAPHSON) gut
geeignet wegen des einfachen Algorithmus und der GewiBheit, ohne zusitzliche
Bedingungen eine Naherungsiosung der Gleichung mit gewiinschter Genauigkeit
zu liefern.
Die regula falsi fiihren wir durch Diskretisierung des Newtonschen Verfahrens
ein, d. h., wir ersetzen in der Iterationsvorschrift

=G )
die Ableitung g'(x;) durch den mit «;_, und ; gebildeten Differenzenquotienten und
erhalten so
Zj—Fj—1

(@) —g(zj—1)
danach ist ;. der Schnittpunkt der Sekante durch die Punkte (-1, 9(2;_4)) und
(%), 9(%;)) mit der Abszissenachse. Man erkennt die Iterationsvorschrift als ein
zweistufiges Verfahren im Sinne von (44). Wir befassen uns nicht mit Bedingungen
fiir die Konvergenz der Folge (49); unter gewissen Voraussetzungen kann gezeigt
1+y5

2
Zahlwert resultiert aus einer Eigenschaft der Folge der Fibonaccischen Zahlen.

Als Primitivform der regula falsi bezeichnet man gelegentlich die Iterations-
vorschrift

Zj 4 =2 —g(xy) (G=1,2,...); (49)

werden, daB der Konvergenzgrad y = ist (vgl. [33]). Dieser merkwiirdige

Zj—Tg
9(2j) —g(@r)
wobei k£ den groBten Index unterhalb j bezeichnet, fiir den 9(z;) 9(x;) <O ist; die
Startelemente , # sind ebenfalls so zu wihlen, da$ g(z,) g(z,) <0 gilt (vgl. Abb.
4.10). Das Verfahren (50) konvergiert unter den schwachen Voraussetzungen der
Methode der Bisektion gegen eine Losung der Gleichung g(x) =0, allerdings wie
dieses nur linear. Das ist ein Nachteil gegeniiber dem Newtonschen Verfahren.
Die Werte ;, 2; bestimmen in jedem Schritt ein EinschlieBungsintervall fiir die

Tj g 1= —g(x;) (50)



4.2. Interpolation mit ganzrationalen Funktionen 163

Losung &, und diese bilden insgesamt eine £ erfassende Intervallschachtelung. Ab-
gesehen von den Konvergenzbedingungen besitzt die regula falsi sowohl in der
Version (49) wie auch (50) gegeniiber dem Newtonschen Verfahren den Vorteil

J

|
£ |

' X,V, X x
Abb. 4.10

eines wesentlich geringeren Rechenaufwands. Wahrend bei diesem in jedem Schritt
ein Funktions- und ein Ableitungswert zu bestimmen .ist, erfordert jene nur die
Berechnung von g(x;), wiilirend g(%) (k=j—1 in (49)) gespeichert iibernommen
werden kann.

Wir fassen das Verfahren (50) in einer ALGOL-Prozedur Refa zusammen, die
analog zur Prozedur BIS konzipiert ist:

|
1
|
|
1

procedure REFA(g, x0, 21, z, eps); value 20, x1, eps;
real 20, x1, z, eps; real procedure g;
begin
real u, v, wu, wv, w;
if g(x0) <O then begin % := 20, v := 1 end
else begin v := x1;v:= 20 end;
wu 1= g(u); wo:= g(v);
L: x:= v—(v—u)/(wv—wu) Xw;
if abs(v —u) <eps then goto M ;
w = g(x);
if w =0 then goto M ;
if w <0 then begin » := z; wu := w end
else begin v := z; wv:= w end;
goto L;
M:end

4.2.  Interpolation mit ganzrationalen Funktionen

4.21. Interpolationsaufgabe. Lagrangesches Polynom

Das Interpolationsproblem ist in MfL Bd. 4, 2.7., als eine spezielle Aufgabe der
Approximationstheorie umrissen worden. In dem hier zu erérternden Fall, da8 die
zur Interpolation zugelassenen Funktionen Polynome sind, kann man diese in
geometrischer Ausdrucksweise so formulieren:
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Gegeben sind n+1 Punkte (2o, Yo), (%4, Yy),- -, (Ty Yp) mat
paarweise verschiedenen Abszissen. Gesuchi st ein Polynom P,
dessen Graph diese Punkte verbindet (Abb. 4.11). (1)

J

X7 Xg e oo Xp ek X Abb. 4.11

m
Setzt man P(z)= 3> ¢, so fiihrt (1) auf das lineare Gleichungssystem
=0

% col=y, (k=0,1,...,n) )

Dieses besitzt fiir m =n genau eine Losung, da die Koeffizientendeterminante eine
Vandermondesche Determinante und als solche von Null verschieden ist. Fiir m >n
gibt es offenbar unendlich viele Losungen von (2) und damit der Interpolations-
aufgabe (1). Im Fall m <n ist das Problem im allgemeinen unlésbar. Auf Grund
dieser Betrachtungen wurde in MfL Bd. 4, 2.7.2., der folgende Satz bewiesen:

Sa.tz 1. Zu jeder reellen (oder komplezen) Funktion f und zu jedem System von n

verschied Stitzstellen 2, (k =0, 1, . . . , n; 2, € D(f)) gibt es genau eine ganzrationale
Funktion. P von hochstens n-tem Grade derart, daf i

P(x) =f(z) (k=0,1,...,n) 3)
u8t.

Die Funktion P werden wir weiterhin als das durch die Punkte (, 3;) (=0, 1,
% by n) bestimmte I.nterpolatlonspolynom ansprechen. Die Abszissen x, heiBen
Si llen oder Interp
Héufig betrachtet man das gemi (2) eindeutig bestimmte Iuterpolatlonspoly-
nom in einer expliziten, von J. L. LAGRANGE angegebenen Form, der wir uns jetzt
zuwenden. Mit /;(¢=0, 1, ..., n) seien Polynome n-ten Grades bezeichnet, die an
allen Stiitzstellen x; mit Ausnahme der i-ten verschwinden; bei ; soll ;(z,) =1
gelten. Wir fordern also

L) =8y (i,5=0,1,...,m). )

7 037




4.2. Interpolation mit ganzrationalen Funktionen 166

Auf Grund von Satz 1 sind die I; durch (4) eindeutig bestimmt; wie man leicht
sieht, gilt explizit

(x—x1) (@—2p) * - - (@=2i1) (F—Ti41) - - - (2—2n) ®)
(@i—m1) (@i—2) - - ~(Ti—%i—1) (Ti—Ti+1) = = (@i—n)

Ix) =

Wir behaupten:
"
L(z) =2, ylix) (6)
i=1
st Losung des Problems (1).

Beweis. Als Linearkombination von Polynomen n-ten Grades ist (6) hochstens
vom Grade n. Ferner gilt fir j=0,1,...,n

n n
L(xj) = 2 ?lil.'(“:j) = 2 ?Icaij =Y; (7
i=1 i=1
Der Ausdruck (6) ist das Lagrangesche Interpolationspoly das man hiufiger

im Zusammenhang mit theoretischen Untersuchungen als zur numerischen Aus-
wertung der Losung von (1) benutzt. Dabei ist beachtenswert, dafl in den I; nur
die Abszissen der Interpolationspunkte vorkommen; die Ordinaten y; erscheinen
in (6) linear auBerhalb der ;. Fiir Berechnungen ist das Lagrangesche Polynom
dann weniger geeignet, wenn man — etwa um den Hornerschen Algorithmus einzu-
setzen — nach Potenzen von « ordnet. In diesem Fall wiirde die Einbeziehung wei-
terer Interpolationspunkte eine Wiederholung aller Umformungen von Anfang an
erfordern. Es ist aber darauf hinzuweisen, daB fiir dquidistante Stiitzstellen
;=xg+jh (j=0,1,...,n) eine Normierung der I; moglich ist, die deren vom
Stiitzstellensystem unabhéngige Tabulierung gestattet (vgl. [35]).

Aufgabe 1. Die zwischen 1 und 2 gelegenen Nullstellen von
g(z) =23 -Tx+7

sind néherungsweise durch quadratische Interpolation zu bestimmen, d. h., es ist ein
Interpolationspolynom h zweiten Grades zu ermitteln, das im Intervall 1=z=2 die
Funktion ¢ approximiert und dessen Nullstellen als Niherungen fiir die Wurzeln von

3
g(x) =0 genommen werden konnen. Man benutze @g=1, 2 =3 und z,=2 als Stitz-

stellen und kontrolliere die Giite der Niéherungsnullstellen durch Berechnung der ent-
sprechenden Funktionswerte g(z).

Aufgabe 2. Bestimmung eines Extremwerts aus drei Messungen (z. B. Kulmina-
tionshohe eines Gestirns). Von einer zwei physikalische GréBen verbindenden Funktion
mégen auf Grund eines Experiments drei zusammengehorige Wertepaare (2, ¥1),
(@3, Ya), (%3, y3) mit @y <wy<z3 vorliegen. Ferner sei bekannt, daB die Funktion im
Intervall (zy, x3) genau ein absolutes Extremum besitzt. Man bestimme dieses néhe-
rungsweise unter Benutzung eines Interpolationspolynoms.

Anleitung. Man setze mit unbestimmten Koeffizienten

y(x) =ap@?+asx +ag
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an und eliminiere die @, aus den Gleichungen
agx? +ax +ay—y(x) =0,
ayl+awy +ay—y; =0,
az‘”g +a %y +ap—y, =0,
a@§+a@y+a—y; =0
mit Hilfe einer Determinantenbedingung.
Die Losung dieser Aufgabe findet auch Anwendung in der nichtlinearen Optimierung
bei sogenannten linearen Suchprozessen. Dabei handelt es sich darum, fir eine im R,
definierte Funktion Extrema auf einer Halbgeraden zu bestimmen.

4.2.2. Steigungen (Dividierte Differenzen)

Fiir die numerische Bestimmung von Werten eines Interpolationspolynoms wird
allgemein eine von NEwToN stammende Form desselben bevorzugt. Diese benutzt
an Stelle der in (6) auftretenden Funktionswerte y; gewisse mit diesen gebildete
Differenzen. Im folgenden wird ein AbriB der Theorie dieser Gro8en dargestellt.

Es sei f eine Funktion einer reellen Veriinderlichen, die zumindest an den weiter-
hin betrachteten Argumentstellen definiert ist. Soweit diese Stellen verschieden
bezeichnet sind, sollen sie zunichst auch tatsichlich verschieden sein.

Als Steigung (dividierte Differenz) fx;] nullter Ordnung von f an der Stelle
definiert man

flzo] :=f(zo). 8
Die Steigung f[,, #] erster Ordnung von f bei ), z, ist durch
. STz —flwo] _ flz1)—flzo)
Ml 2] 1= =0 == S 9

erkléirt, und allgemein bestimmt man die Steigung f[%,, %y, . . ., %;] k-ter Ordnung
von f(x) bei zy, 2y, . . ., 2 induktiv durch

fzo ... ) = e B0 ) (10)
Wenn aus dem Zusammenhang zweifelsfrei erkennbar ist, mit welcher Funktion
Steigungen zu bilden sind, kann das Funktionszeichen vor dem Klammersymbol
weggelassen werden.

Bereits auf Grund der induktiven Definition ergibt sich, daB f{z,, zy, . . ., ;]
eine Linearkombination der Funktionswerte f(z,), f(y), . - ., f(#;) ist. Genauer gilt

_ S(zo)
Tz 2o = e o)
f(m1) e
(@1 —20) (w1 —23) * + * (@1 — )
Sl ..
t @i—a0) @) @@= @)
Slax)

(@ —mo) (wp—1)  + (w0 —2p—1) " (1)
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Beweis (Vollstindige Induktion nach k). Fiir ¥ =1 folgt aus (9)
flwo) | Sw1)

Xy By] = ——
o, %4] $0—$1+$1—1‘o’

was der Formel (11) entspricht.
Mége nun (11) fiir k£ =n gelten. Fiir k =n +1 ergibt sich auf Grund von (10) und
der Induktionsannahme

Szt « o 5 Tny Bn+1] =F[%0, D15 -  +» Tn]

fl@g, T4 v o« s By Ty 4] =

Zn+1—%0
_ —f(o) i
(mo—=1) (@—g) - -+ (To—Tn) Fni+1—To
3 J=) { 1
+‘-§15¢n+1—1‘o (@i—m1) *** (@ —@i-1) @—i+1) *** (Ei=Tnt1)

1
T (@i—w0) -+ (@i—i-1) (@—i41) " (2.'—-":»)}

+ 1 . Sf(@n+1)
Tnr1—20  (Tn+1—21) (En+1—T2) * * (@n+1—%n)
—f(wo) . 1
(@o—1) (@o—a2) -+ * (¥o—2n)  Tn+1—%0
n fl) | (23— @) — (@i — Zn +1)
+ Eonr1—a0  (wi—o) (wi—21) * * * (@i—%n) (Ti—2n+1)
" 1 . S@n+1)
Tni1—20  (Tn+1—21) (@n+1—22) ** * (Tnt+1—Fn)
s Slw:)
=8 @wime0) @i—z1)  @i—wi-1) @—ie1) 0 @i=2n) (@—tnt1)

was zu beweisen war.
Aus (11) ergibt sich:

Die Steigung k-ter Ordnung ist eine symmetrische Funktion threr

k+1 Argumente. (12)
Damit ist gemeint, daB f{zy, Zy, - - - , %] invariant ist gegeniiber einer Permutation
der @, @y, . .., 7. Der Beweis ergibt sich sofort aus der Bemerkung, daB jede
Permutation als eineindeutige Abbildung einer endlichen Menge auf sich als Pro-
dukt von endlich vielen Transpositionen (Vertauschung von zwei Elementen) dar-
gestellt werden kann und es somit geniigt, die Invarianz der Steigung fiir eine
Transposition zu zeigen. Bei einer Transposition der Elemente z; und x; bleiben
aber in (11) alle Terme, die Funktionswerte f(z,) mit r 1, j enthalten, als Ganzes
ungeiindert, wihrend sich die Summanden mit f(z;) und f(z;) vertauschen.
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Bezeichnet S; die mit f(x) gebildete Steigung (k —1)-ter Ordnung beziiglich der
Argumentstellen 2, zy, ..., %;_y, %;,4,...,%; (ihre Reihenfolge ist nach (12)
belanglos), so kann jetzt f[xy, 24, . . . , 2;] in der Form
8;—8;

zj—x;

flzo, 74, « o, 3] = (13)
ausgedriickt werden. Die rekursive Bestimmung (10) ist ein Spezialfall von (13).
Andererseits 148t sich (13) auf (10) zuriickfiihren, indem man die Argumente in
f[2o; %4, - - -, 7;] 80 anordnet, daB die Anwendung von (10) die Formel (13) liefert.

Wir schlieBen mit einer Bemerkung iiber Steigungen mit wiederholtem Argu-
ment. Es seien @y, 24, . . ., 2;, & paarweise verschiedene Argumente, die dem Defi-
nitionsbereich einer Funktion f(x) angehdren; f(x) sei ferner an der Stelle & diffe-
renzierbar. Dann ist auch f[xy, 2y, . . ., 2, 2] in einer gewissen Umgebung von &
definiert und bei ¢ differenzierbar. Dies folgt aus (11), da alle dort auftretenden
Nenner fiir hinreichend nahe bei £ gelegene 2 von Null verschieden sind und die
einzelnen Summanden somit bei & eine Ableitung besitzen.

Wir wollen eine sinnvolle Definition fiir

(T PRO R TR RT3 | (14)

finden, wenn in dem Klammersymbol die Argumente g, #;, . . ., 7; auftreten und
zweimal an irgendwelchen Positionen £ vorkommt. Zu diesem Zweck wird eines
der Argumente & durch &+ ersetzt, wobei das Inkrement /=0 und so klein sei,
daB xg, 2y, . . ., 7, £, £+ h ein System paarweise verschiedener Punkte ist und im
ubrigen £ +% dem Definitionsbereich von f angehért. Fiir die derart modifizierte
Klammer (14) kann gemiB (12) und (13)

flE, % 24, « . o, Ty, £ +H] = Sflxo, -+ - » @k, E+h}1—f[zo, oo, @, E]

geschrieben werden, woraus fiir 2 -0

limf[a:o,x‘,...,E+h,...,x1.,...,E,...,a:b] (15)
20

d
=g Moy ol
folgt. (15) ergibt sich in jeder Position der beiden Argumente &, und durch das
Resultat dieses Grenzprozesses soll (14) als Steigung (k + 1)-ter Ordnung mit ein-
mal wiederholtem Argument definiert werden.

Aufgabe 3. a) Man zeige, daB [[w,, #;] genau dann von z, und x; unabhéngig ist,
wenn f(z) eine lineare Funktion ist (f(z) =ax +b).
b) Es sei f(x) =u(z)v(z). Man zeige:

Lo, 4] =ul@olw[2g, 21] +ulxg, 2410[2s]



4.2. Interpolation mit ganzrationalen Funktionen 169

und allgemein

M- - < @] =kg'ou[zo,. e R - - -5 al.

4.2.3. Newtonsche Interpolationsformel

Es sei f eine Funktion, die zumindest an den im folgenden genannten Argument-
stellen definiert ist. Diese selbst seien als paarweise verschieden vorausgesetzt.
Dann gilt definitionsgeméB fiir die mit f zu bildenden Steigungen:

(z — o) [z, 7o) ={(z) — f(%o),
(x —y) [, zo, 24] =2, Zo] — [0, Z4],
( — ) [, g, 24, Zo] = [, %, 1] — [%0, T4, 23], (16)

(& —2,) [%, Tg, Ty, Ty, « + + , Tp) = [, Tg, Ty, + + +, Tp_g] — [T, T - -+, ,].
Durch Einsetzen von [, #,] aus der zweiten Gleichung in die erste erhélt man
() = (o) + (& — o) [%p, %1] + (& —2p) (¥ — ) [&, T, B4]-
Durch Elimination von [, @,, ;] mit Hilfe der dritten Gleichung von (16) ergibt
sich weiter
(@) = f(%o) + (& — o) [, 21] + (& — ) (& — ) [y, %4, 2]
+ (2 —2g) (z— 1) (& —p) [, o, 21, 7]
und so fortfahrend schlieBlich
() = f(mo) + (2 — ) [0, 21] + (¥ — ) (% —2y) [, Ty, @] +- -
+(@—g) (& —xy) ** (£ —2y_y) (B0, Ty, Ty, o+ -, Tp] + By (e)]
mit
By=(x—) (—2y) - * (& —2p_y) (& —2,) [2, T, Tp, Ta, - -+ 5 Tyl (18)
(17) ist eine Identitdt, die wir Newtonsche Darstellungsformel nennen wollen; sie
wird uns in Verbindung mit Aussagen iiber das Resiglied R, niitzlich sein. Man
vergleiche die Sachlage mit der Anwendung der Taylorschen Formel. Die rechte
Seite von (17) ohne das Restglied R, ist ein Polynom hochstens n-ten Grades, das
wir mit N(z), falls erforderlich deutlicher mit N (%), bezeichnen; entsprechend
wird R, durch Ry, ersetzt. Es gilt
Nyw;) =f(x;) fiir j=0,1,...,n. (19)

Beweis. Wir wenden die Newtonsche Darstellungsformel (17) auf das mit den
Werten f(2;) an den Stellen ; (¢=0, 1, ..., n) gebildete Lagrangesche Interpola-
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tionspolynom L(z) an. Dann ist L(z) = N (=) + Ry .(%). In dieser Gleichung lassen
wir z gegen ; streben. Da L als Polynom differenzierbar ist, existiert
lim L [z, @y, 24, . - ., 2,]
z—z;
und ist gleich dem am Schlu8 des vorigen Abschnitts ermittelten Wert (15). Wegen
des in (18) auftretenden Linearfaktors (z—z,) erhélt man also Iin; Ry 4(x) =0.
z—z,;

7
Die Polynome L und Ny, streben aus Stetigkeitsgriinden gegen L(z;) baw. Ny(x)),
8o daB L(x;) = N(x;) und wegen L(z;) =f(x;) auch .

N y(x)) =f(x;) (20)

gilt. In den Ausdruck von Ni(z) gehen aber von der Funktion f nur deren Werte
an den Stellen x; ein, woraus N;=N; und schlieBlich wegen (20) Ny(z;) =f(x;)
resultiert. .

Das Polynom N, ist auf Grund von Satz 1 und (19) eine weitere Form der Losung
von (1), die Newtonsches Interpolationspolynom genannt wird. Fiir die Be-
rechnung der Steigungen, die als Koeffizienten in N, s auftreten, werden wir einen
Algorithmus entwickeln, der bei Einbeziehung weiterer Interpolationsstellen die
Fortsetzung der Rechnung erlaubt (vgl. die Bemerkung am Schluf von 4.2.1.).
Fiir die Auswertung braucht N, nicht nach Potenzen von  geordnet zu werden,
da auch fiir Polynome in dieser sogenannten Newtonschen Produktform ein horner-
artiger Algorithmus zur Verfiigung steht. Bevor wir auf diese Sachverhalte ein-
gehen, soll aus (17) noch eine Folgerung beziiglich der Steigungen héherer Ord-
nung bei einem Polynom gezogen werden:

Bei einem Polynom von héchstens n-tem Grade verschwinden similiche
Steigungen (n + 1)-ter und hoherer Ordnung. (21)

Beweis. Es sei P ein der Voraussetzung von (21) geniigendes Polynom. Wir
betrachten 7 +1 paarweise verschiedene Argumentstellen z; (¢=0,1,...,n) und
wenden darauf beziiglich P die Newtonsche Darstellungsformel (17) an:

P(w) =Np(®) + (2 —20) (x—2) - * * (w—2,) Plx, %o, 24, . .+, %]
Np(x)— P(2) ist ein Polynom hdchstens n-ten Grades, das an den Stellen z;

(¢=0,1,...,n) verschwindet. Auf Grund des Fundamentalsatzes der Algebra ist
also P(x) = Np(x) und damit, falls x =,
Plx, 29, 24, . . . , 2,] =0.

Da die Stellen x, ), 2y, ..., x,, abgesehen von der Forderung, paarweise ver-
schieden zu sein, beliebig gewihlt werden kénnen, ist das Verschwinden aller
Steigungen (n 4 1)-ter Ordnung fiir P gezeigt. Dann miissen aber a fortiori auch
alle Steigungen noch héherer Ordnung verschwinden.

Die Berechnung der im Ausdruck von Ny(x) vorkommenden dividierten Diffe-
renzen [y, %4, [%y, 24, %3], . - - , [%, %4, - - « 7,] besorgt man von Hand zweckmiiBig
mit Hilfe des in Tabelle 4.4 angegebenen Schemas, das auch die Grundlage fiir die
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-

[23, B9, @] — [, 24, %ol | [%3, %2, 24, o)

[%3, #1, o]

[3, 2, 4]

[, 241 — [, %0]

[z3, @3] = [%,, @]

[z1, %o]

[3, 241

[23, 3]

Y1=Yo

Y2—%

Ys—Y2

Y3

z |f(x) |

%o

4

%y

&3

Ty —%g

Xy —%y

T3 — %y

29— 2

B3~y

Z3—%p

Tabelle 4.4

anschlieBende Programmierung bildet. In zwei
zentralen Spalten stehen zu Anfang die «;,y; (¢=0,
1,...,n). Schrittweise wird dann das Schema nach
beiden Seiten entwickelt (j-ter Schritt): Auf der
linken Seite bildet man die Differenzen z;—z,_;,
i=n(—1)j, und notiert sie in einer Spalte; auf der
rechten Seite entsprechen diesen Differenzen zwei
2i—2i-1
Ti—Ti—j
eintriigt, wobei die z; die in der zweiten Spalte des
(j —1)-ten Schrittes stehenden Werte bedeuten; fiir
j=1ist z; :=y;—y;_; zu definieren. Es erhoht die
Ubersichtlichkeit, wenn man die Zeilen des Schemas
schrittweise versetzt; sein Aufbau lid8t erkennen, da
sich eine mit gewissen Stellen x; durchgefiihrte Be-
rechnung der Klammerterme fortsetzen 1aBt, wenn
weitere Stellen in die Interpolation einbezogen werden
sollen. Im Newtonschen Polynom sind entsprechend
die weiteren Linearfaktorterme additiv hinzuzufiigen.
Man beachte, daB bisher keine Forderungen beziiglich
der Anordnung der Stiitzstellen erhoben wurden.
Wir fassen die Berechnung der Steigungskoeffizi-
entenineiner Prozedur NEWKO(X,Y,Z,n) zusammen.
X,Y bedeuten eindimensionale Felder, welche die x;
bzw. y;(¢=0, 1, . .., n) aufnehmen. Z ist ebenfalls ein
Feld vom Typ array Z[0:n], das wihrend der Rech-
nung mit den z; aktualisiert wird und am Ende die
gesuchten Steigungen enthdlt. Lokal vereinbaren
wir ein Feld array X1[1:n] und belegen dieses suk-
zessive mit den Abszissendifferenzen des linken Teils
unseres Schemas. Der zu programmierende Algo-
rithmus entspricht im iibrigen vollkommen dessen
oben beschriebenen Aufbau.
procedure NEWKO(X, Y, Z, n); value n;
integer «; array X, Y, Z;
begin integer ¢, j; array X1[1 : n];
for i := 0 step 1 until » do Z[7] := Y[i];
for j 1 step 1 until » do
for i := n step —1 until 5 do begin
X1[i] := X[5] — X[ —1];

Spalten, in die man z; —2;_; bzw. Lt =n(—1)j,

Z[3 Z[i -2 —1];
Z[3) := Z[)/ X1[3] end
end
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Fiir die Auswertung des Newtonschen Interpolationspolynoms entwickeln wir
einen hornerartigen Algorithmus zur Berechnung von Polynomen der Form
N(x) =by+by(x —xp) +bo(x —2¢) (2 —29) +. . .
+bp(x — ) ([ —29) -+ + (& —Tpy)- (22)
Wie im AnschluB an 1.3.1.(1) definieren wir rekursivPolynome Ng, Ny, ..., N, _,,
N, gemiB

No(@)=b, + (X =2y g) (@—2p_g) ** (2—2)
Ny(2) =b,_y + (2 —2,_1)No(z) (T —2p_g)  * * (€ —20)
Ny(@) =by_p + (x — 2, _p)Ny(2) (23)
Ny i@ =b; +@—2)Np_o(z) (@ —a0)
Na@)=by +(x—x0) N, _4(2) 1
Dann gilt fiir alle z
N, (z)=N(). (24)

Zum Beweis multipliziere man die Gleichungen mit den in (23) angegebenen Linear-
faktoren und addiere. Wie in 2.2.(6) heben sich dabei Terme auf der rechten und
linken Seite gegenseitig auf, und es verbleibt

Ny(2) =by+by(x —2) ++ - - +by(x —p) (¥ —2y) * * * (¥ — 2, ).
(24) ist die Grundlage fiir folgendes Schema zur Berechnung der Werte von N,
das man im Sinne der 2.2.(8) beigefiigten Erlduterungen zu lesen hat:

b, b,_, by_s ceo by by
bp@—y_ ) by_y(x—2,_s) ... biw—zy)  bile—=g) (25)
B, b, b, R b, =N(z)

Wir fassen die Berechnung von N(z) gemd$ (25) in einer Funktionsprozedur
NEWPOL(n, B, z) zusammen, die sich bei entsprechender Zuordnung derformalen
Parameter mit der Prozedur HORNER(m, B, t) aus 3.3. vergleichen 148t.

real procedure NEW POL(n, B, z); value n, z;
integer »; real z; array B;
begin integer i; real p;

P:= Bn];
for i := n —1 step —1 until 0 do p := B[i] + (x— X[¢]) X p;
NEWPOL := p

end

X bedeutet das in NEW POL globale Feld der GroBen
X[j):==; (j=0,1,...,n—1).
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Aufgabe 4. Man schreibe ein R 300-ALGOL-Programm, das die Prozeduren
NEWKO, NEWPOL und MINIMAX (vgl. 3.3.) benutzt und folgendes leistet: Zu
den Punkten (z; ¥;), 1=0, 1, 2, . .., mit paarweise verschiedenen Abszissen wird das
Newtonsche Interpolationspolynom bestimmt und mit #dquidistanten Schritten der
Weite  zwischen der kleinsten und der groBten Stiitzstelle tabuliert. Konkret betrachte
man etwa folgendes Beispiel: Die groBte zulissige Belastung B einer eisernen Kette
in Abhiingigkeit vom Kettenglieddurchmesser d ist im folgenden Schema angegeben:

7 0 1 2 3 4 5 6 7
x =d [mm] 5 8 10 16 20 26 30 36
y =B [kp] 160 | 550 950 | 2500 | 3800 | 6400 | 8500 | 12500

Man benutze die Werte #; mit ¢ =0, 2, 3, 5, 7 zur Interpolation und vergleiche die an
den dibrigen Stiitzstellen berechneten Werte mit den gemessenen.

4.2.4. Fehlerbetrachtungen

Fiir den verfahrensbedingten Fehler bei der Approximation einer Funktion f durch
das an den Stellen z; (i=0, 1, ..., n) beziiglich der Ordinaten y;=f(z;) gebildete
Interpolationspolynom P wurde in 4.2.3. der Ausdruck
R (x) =f[, %, Ty, « + « , Tp) 0p(), (26)
(@) 1= (x —mp) (@ — ) * ** (¥ —2p)
gefunden. Wir wollen hier eine andere Darstellung des Restgliedes erértern, zu
deren Herleitung jedoch weitergehende Vorat ngen iiber die Funktion f er-
forderlich sind. Es werde angenommen, daf die zu interpolierende Funktion auf

einem Intervall [a, b], das simtliche Stiitzstellen enthélt, n-mal stetig differenzier-
bar ist und die (n +1)-te Ableitung im Innern desselben existiert. Die Funktion

¢(@) :={(x) — P(2) —#w4(x) @n
verschwindet bei beliebiger Wahl der reellen Konstanten % an den Stellen z;

(¢=0, 1, . . ., n). Durch geeignete Verfiigung iiber » soll erreicht werden, da$ noch
fiir ein weiteres & (T #g;)

P =0

ist. Das ist offenbar auf genau eine Weise moglich. % bedeute im weiteren den
(von % abhéingigen) durch diese Forderung bestimmten Wert

f(&)— P(z)

wn(®@)

I sei das von min (%, %o, %y, . . ., %,) und max (&, ¥y, &y, - - - , ¥,) berandete abge-
schlossene Teilintervall von [a, b]. Auf I verschwindet die durch (27) definierte
Funktion ¢ an mindestens n+2 Stellen, und ¢’ hat daher nach dem Satz von
RorLt im Innern von I mindestens n + 1 Nullstellen. In Fortfiihrung dieser Schlu8-

*® (%) = (F#2;;1=0,1,...,2); (28)
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weise erkennt man, daB ¢” wenigstens n-mal und schlieBlich @®*+1 wenigstens

einmal im Innern von I, etwa bei &;, verschwindet. Wir haben ferner
P@+1)(z) =0,

da P ein Polynom von héchstens n-tem Grade ist, und
w,™(z)=(n+1)!.

(n +1)-malige Differentiation von (27) an der Stelle £; liefert damit

F®+(Ez)

m+ 1)1
als eine aus der Definition (28) resultierende Darstellung von » durch die (n +1)-te

Ableitung von f. Da fiir £ ein beliebiger, von den Stiitzstellen 2; verschiedener
Wert z des Intervalls [a, b] gewihlt werden kann, gilt allgemein

zx) =

z€ |[/a\,b] \E/(“<§<b/\R»(‘”)3=f(x) — P(a) =f((;—:_1;%-w,,(x) ) (29)

An den Stiitzstellen ; gilt (29) trivialerweise, da dort e, verschwindet. Aus dem
Beweis des letzten Satzes ergibt sich, daB die Lage eines (29) geniigenden, von z
abhingigen & genauer durch

min(z, g, . . ., &,) <& <max(x, 2y, . . ., Tp) (30)

bestimmt werden kann. Fiir die Klasse der auf [a, b] n-mal stetig differenzierbaren
Funktionen, deren (n+1)-te Ableitung im Inneren des Intervalls existiert und
beschrinkt ist, gilt bei fixierten Stiitzstellen z; generell

My 41 M1

Ro(o)] S i log(a)] S 5 max, o), (31)
wobei
Mypyi= sup [f0+0()].

Die Abschitzung (31) 1st insofern scharf als bei einem Polynom (n +1)-ten Grades
fiir mindestens ein « aus [a, b]
n+1
[ Enl@)l =Gyt Jmex loa )|
gilt.
Durch einen Vergleich der Restglieddarstellung in (26) und (29) gewinnt man fiir
die Steigungen einer gentigend oft differenzierbaren Funktion f den Satz:

Es sei f auf [a, b] n-mal differenzierbar und besitze vm Innern dieses
Intervalls eine (n + 1)-te Ableitung. Dann gilt fir jedes System z, x,, %,
..., T, PAGTWELSE verschiedener Punkte aus [a, b]

( 1)
iy 1YED (32)

fiir ein gewisses &, mit min(z, o, . . ., ,) <&, <max(x, g, « - « , Ty)-

f[ZO: Ly e 00y Ty 9:]
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Durch die Restgliedabschitzung (31) lasse man sich nicht zu dem falschen Schluf
verleiten, der Interpolationsfehler konne in jedem Fall iiber dem gesamten Inter-
vall [a, b] dadurch beliebig klein gemacht werden, daB man die Anzahl der Stiitz-
stellen erhoht. Als Gegenbeispiel (nach [63], Bd. I, 8. 19) betrachten wir die ratio-
1_'1_9:2 iiber dem Intervall [ — 8, 8]. Abb. 4.12 zeigt den Graphen
der Funktion und der mit den Stiitzstellen 0, +2, +4, +6, +8 (linker Teil) bzw.
0, £1,4+2,+3,4+4,+5,+6,47,+8 (rechter Teil) gebildeten Interpolationspoly-

nale Funktion y =

5 4

A

~ N

8\ 7 f6-5 4 =3 -2 1 12345\/67d5x

=t

-2

Abb. 4.12

nome. Die Maximalabweichung des zweiten ist betréchtlich groBer als die des
ersten. Fiir eine gewisse Funktionenklasse 1Bt sich das Verhalten des Restgliedes
mit Hilfsmitteln der Funktionentheorie kliren (vgl. [16]).

Wesentlich geringere Abweichungen ergeben sich, wenn man zur Interpolation an
Stelle von Polynomen sogenannte Splinefunktionen verwendet, die zwischen den Knoten
abteilungsweise aus (im allgemeinen verschiedenen) Polynomen eines gewissen Maximal-
grades m zusammengesetzt sind. Ist wy<x;<***<2y, 50 nennt man S eine Spline-
funktion m-ten Grades mit den Knoten #; (=0, 1, ..., n), wenn

a) 8 in jedem der Intervalle | — e, o[, Joj, zj41[ (1=1,2,...,n—1), Jon, =[ ein
Polynom héchstens m-ten Grades ist und

b) 8 (fallsm >0) fiir — « <z < = stetige Ableitﬁngen bis zur Ordnung m — 1 einschlieB-
lich besitzt.
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Es gilt der Satz:

Jede Splinefunktion S vom Grad m mit den Knoten x;, %y, . . ., ¥n lGBE
sich genau auf eine Weise in der Form

n
8(e) =Pn@) + 2 ot —o) (33)
i=
darstellen, wobei Py, ein Polynom vom Grad =m, ¢jcR (j=1,...,n)
und 2% =2zm fiir z>0, 27=0 fir z=0 4st.

Von besonderem Interesse fiir die Praxis sind Splinefunktionen dritten Grades; der
mit ihrer Handhabung verbundene Rechenaufwand iibersteigt nicht wesentlich den,
der bei der Interpolation mit ganzrationalen Funktionen zu bewiltigen ist. Ein Hilfs-
mittel sind dabei die in 4.2.2. eingefiithrten Steigungen (vgl. [26], [27]).

Wir werden auf Theorie und Anwendungen von Splinefuntion in MfL Bd. 10 zu-
riickkommen.

Neben dem im Restglied R, seinen Ausdruck findenden verfahrensbedingten
Fehler bei der Interpolation sind die Rundungsfehler zu beriicksichtigen!), wobei
es wesentlich auf den Algorithmus ankommt, welcher der Berechnung der Polynom-
werte zugrunde liegt. Wir machen dazu eine Bemerkung beziiglich der Newton-
schen Formel. Wenn die Interpolationspunkte (x;, ¥;), © =0, 1, . . ., n, fest vorgege-
ben sind, kann der sie repriisentierende arithmetische Ausdruck dadurch modifiziert
werden, daB man die Punkte umnumeriert. Dabei ist es iibrigens nicht erforderlich,
fiir jede dieser Anordnungen ein besonderes Differenzenschema aufzustellen. Die

Steigungen der Ordnung

z v 1 2 3 4
o Yo |

[4, 20]
2 Yt [=2, 21 o] |

[, 24] [%3, @2, %1, o]
£ Y2 [3, @2, 2] ; [24, %3, %20 T15 %o)

//’
PRCEIN [EZE N
e \ 1"

3 K} [224, 3, %21~

[202, 3)
X4 Ys

Tn.belle 4.5

1) Ungenauigkeiten in den Ausgangsdaten (=, %;), 1 =0, 1, 2, . . ., n, kénnen technisch
wie Rund fehler behandelt werden.
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Verhiltnisse lassen sich iibersichtlich beschreiben, wenn wir zuniichst diejenige
Indizierung betrachten, welche der GroBenanordnung der Abszissen entspricht:

Tg<Ty<Ly< *** <Tp

Tabelle 4.5 zeigt das damit gebildete (vereinfachte) Differenzenschema der Tabelle
4.4 (n=4). Das zugehorige Newtonsche Polynom entnimmt man (17); die als
Koeffizienten bendtigten Differenzen erscheinen auf einem bestimmten in das
Schema der Tabelle 4.5 gelegten Weg: auf der von links oben nach rechts unten
fallenden Berandung des Steigungsdreiecks. Wir betrachten nun beispielsweise das
Interpolationspolynom P in der Form, die der Abszissenfolge @3, @, 4, T4, o ent-
spricht. Die Newtonsche Formel liefert dafiir
P(a) =y + (z —23) [23, %] + (& —23) (& —2) [25, T, %3]
+ (@ —3) (& —2,) (& — ) [3, %, %, 4]
+ (@ —a3) (v — ) (v =) (& —2) [%3, 22, T T1, ol

Unter Beachtung, daB die Steigungen symmetrische Funktionen ihrer Argumente
sind, findet man die Koeffizienten jetzt auf dem mit einer unterbrochenen Linie
gezogenen Weg. Es 1Bt sich zeigen, da jeder Anordnung der Interpolationspunkte
mit Bezug auf die Newtonsche Formel ein solcher Zickzackweg (der Stufenhohe 1)
im Differenzenschema entspricht, der immer an der Spitze des Steigungsdreiecks
endet, und umgekehrt gibt es zu jedem solchen Weg genau eine korrespondierende
Punktanordnung. Die eingeklammerte Bemerkung soll zum Ausdruck bringen,
daB beim Fortschreiten in die Spalte der néchst hoheren Differenz nur die unmittel-
bar iiber oder unter dem Ausgangspunkt stehende Differenz angegangen wird.

Wie wird man nun die Punktanordnung wihlen, wenn mit Hilfe eines Interpola-
tionspolynoms néherungsweise f(z) berechnet werden soll? Es erscheint plausibel,
fiir x, und z, in der Newtonschen Formel geméf (17) die der Abszisse z nichstgele-
genen Stiitzstellen zu withlen und nach wachsender Entfernung weitere ; einzu-
beziehen. Dabei wird man méglichst symmetrisch zum Bezugspunkt  vorgehen.
Zur Rechtfertigung kann zuniichst gesagt werden, da8 die auf diese Weise gebil-
deten Linearfaktorenprodukte, mit denen man die Steigungen zu multiplizieren
hat, kleiner sind als die bei einer anderen Punktanordnung. Daher ist die Auswir-
kung der bei den Steigungen kumulierten Rundungsfehler nach 2.5.3(16) ent-
sprechend geringer; sie konnen unter Umstéinden sogar gedampft werden. Bei fest
vorgegebenen Stiitzstellen ist dieser Effekt jedoch meist von untergeordneter
Bedeutung. Wichtiger ist der Einflu des Verfahrensfehlers, wenn man — etwa in
einer Tafel von Funktionswerten — die Stiitzstellen beziiglich # in der geschilderten
Weise auswéhlen kann. Beginnt man dabei mit linearer Interpolation und bildet
durch Einbeziehung weiterer benachbarter Stiitzstellen sukzessive Interpolations-
polynome héherer Ordnung, so 148t sich die Approximationsgiite merklich steigern.
Wie weit man dabei gehen kann, hingt vom Verhalten der Werte im Steigungs-
schema ab. Bei einem Polynom sind die dividierten Differenzen (exakte Berech-
nung vorausgesetzt) von einer gewissen Ordnung an gleich Null (vgl. (21)). Ist die
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zu interpolierende Funktion hinreichend glatt, so tritt statt dessen hiufig folgendes
ein: Zuniichst werden die Differenzen mit wachsender Ordnung klein, verhalten
sich dann unregelmiBig und schaukeln sich infolgedessen weiterhin dem Betrage
nach auf. Die Ursache fiir dieses Phinomen ist in den Ungenauigkeiten der Aus-
gangsdaten und den sich kumulierenden Rundungsfehlern beim Aufstellen des
Differenzenschemas zu suchen. Offensichtlich hat es keinen Sinn, Differenzen zu
benutzen, die im Bereich der unregelmiifigen Wertestreuung liegen.

Auf Grund des geschilderten Sachverhalts ist die Berechnung Newtonscher
Interpolationspolynome nach dem Algorithmus (23) aus den gleichen Griinden
vorteilhaft, die am SchluB von 2.5.4. beziiglich des gewohnlichen Hornerschen
Schemas genannt wurden.

4.2.5. Interpolation bei dquidistanten Stiitzstellen.
Spezielle Interpolationsformeln

Besonders fiir Anwendungen von Interpolationspolynomen bei der Benutzung
von Tafeln ist der Fall dquidistanter Stiitzstellen 2; von Interesse. Fiir das Weitere
sei vereinbart, diese ihrer GréBenanordnung entsprechend zu indizieren; die kon-
stante Schrittweite zweier aufeinanderfolgender Stiitzstellen sei mit % bezeichnet.
Diese Spezialisierung gestattet es, einen Differenzenkalkiil zu entwickeln, mit
dessen Hilfe sich die Berechnung der mit den z;zu bildenden Steigungen und daraus
abgeleiteter GroBen tlich vereinfachen 1a3t.

Ist f Funktion der reellen Verdnderlichen « und an allen betrachteten Stellen
erklirt, so sei beziiglich der Schrittweite &

A f(z) =z +1) — fz) =P flz, z + ). (34)

Mit Hilfe des in (34) erklarten Differenzenoperators definieren wir induktiv fiir f
sogenannte vordere Differenzen A* beliebiger Ordnung k (k € N*):

M) =Af@),
A¥+1(z) : = AA¥f(z) = A¥f(z + ) — A¥f(x). (35)
Speziell an den Stiitzstellen x; wiirde fiir k=1, 2 gelten:
Atf(a) =P flz;, z;44),
() =h{Af(; 1) — A'f()}
=0{fl@is1; Tigol = %6 Tsal}
=212 flzy, @iy, Tigol-
Durch vollstandige Induktion zeigt man leicht

A¥f(x) =k PEf[my, @500, 0 o %) (36)
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Aufgabe 5. Man beweise (36).
Mit Hilfe der vorderen Differenzen kann man die Koeffizienten des mit

Zgy Zy=Fg+h, Ta=x+2h, ..., T=zo+mh
gebildeten Newtonschen Interpolationspolynoms ausdriicken. Auf Grund von (36)
ist namlich, wenn zur Abkiirzung A% :=A¥(z;) gesetzt wird,

1 1
Ny(z) =f(zo) + 177 Af (@ —20) + 57z A5® —%0) (z—z) + - *
1
+ i A0@ =20 (@ =g -+ (T —2p_y)- (37)

Die in (37) benétigten A* kann man dem Schema der Tabelle 4.6 entnehmen,
dessen k-te Spalte die Differenzen aufeinanderfolgender Werte in der (k—1)-ten
enthilt (k>1) und ausgehend von den Funktionswerten f; an den Stiitzstellen x;
aufgebaut wird. Die interessierenden A% liegen auf dem in das Differenzenschema
eingetragenen oberen Weg.

x fz) At A2 A
Lo fo \
A",\
z i A2
1 S
Ty f2 43
44
z3 | /5 - 435
a5
M
N o
Tabelle 4.6

Es ist zweckméiBig, durch eine lineare Transformation der Form
z=a-+hs (38)
die Interpolationsaufgabe so zu normieren, daB die Schrittweite den Wert 1
annimmt. Wahlt man in (38) fiir & den Wert ,, so sind die den ; entsprechenden
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8-Werte deren Indizes:

=ty (39)
Wir bezeichnen das mit (38) (@ =2) transformierte Polynom (37) mit IV, 4(8), s
daB

B(s) = N0+ hs) =,‘.,+111413,s+211 Ais(s—1) 4+ -
o Agsle—1) -+ (s—n+1), 40)

Offenbar ist das transformierte Polynom (37) identisch mit dem an den Stellen
8=0,1,...,n gebildeten Interpolationspolynom zur Funktion }(s)={f(xg+hs).
Nehmen wir f und damit auch f als (n 4 1)-mal differenzierbar an, so gilt nach (29)

(&)

He)=N, (e )+ (,H_m s(s—1)(8—-2)- - (s—m),
und daher ist wegen Nj(s) = =N, (8)

Ry LI o 1) (5-2) - (o) @y
das transformierte Restglied. Wegen

F&)=hf'(2), F7(8) =h"(x), ..., JO+D(s)=Rn+1ifn+1)(z) (42)

kann man (41) auch in der Form

B =57 +1,,f<"+“(£,)a(s—1)(s 2)- -+ (s—m) (43)

ausdriicken, wobei die Lage von &, durch (30) bestimmt ist. Die normierende
Transformation (38) bietet die Moglichkeit, die im Interpolationspolynom auftre-
tenden Linearfaktorenprodukte unabhiingig von der speziellen Lage der dquidistan-
ten Stiitzstellen zu tabulieren.

Im Hinblick auf das am SchluB von 4.2.4. beziiglich der Auswahl der Stiitzstellen
Gesagte eignet sich das Polynom (37) bzw. (40) zur Interpolation am Anfang einer
Funktionstafel. Am Ende einer solchen wiirde man die Stiitzstellen hingegen in der
Anordnung ,,%,_4,...,%, zum Aufbau der Newtonschen Formel benutzen.
Diese hiitte dann nach (17) die Gestalt

Nf(x) =fn+(x_xn) [@ps Tyl + (2 —2,) (=2 _y) (s Ty _15 T _s]
oot @) (B —gyg) @ =2y [T Ty gy e B B

woraus mit Beachtung von (36)
Nf(x) llhA” 1 (z— xn)+21h2 121—2 (x—x,,) (x_xn—l)"'"'

+ A —2,) (T =7y _q) ** * (@~ (44)

1
nlh®
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folgt. Setzt man in (38) @ ==, so entsprechen den Stiitzstellen s-Werte gema8 der
Zuordnung

#;= 2, +h(i—n), (45)
d. h., es ist
s=i—-n ((=0,1,...,n).

Analog zu (40) findet man durch Transformation mit x =, +hs
1
Nj(ﬂ) =fn+_Al—18+ A a—z 8(e+1)+--

+ ; ABs(s+1) -+ (s+n—1) (46)
und fiir das Restglied entsprechend (41) und (43)

By =L 1) s 1)

(n+1)!/(ﬂ DE)s(s+1) -+ (8+m—1). (47)

Bei Interpolation in der Mitte einer Tafel wiirde es sich empfehlen, abwechselnd
die vor und nach z jeweils nichstgelegenen Stii llen zu benutzen. Es ist zweck-
méBig, die erste mit x, und die weiteren ihrer Lage zu xyentsprechend mit 24, 2_,,
%y, Z_g, - - . UsW. zu bezeichnen. Die resultierenden Interpolationspolynome werden
nach GAUSs benannt; wir bezeichnen diese mit G;l) bzw. G;n), je nachdem, ob die
Stiitzstellenanordnung

() 2y, @1, @ _p, Ty - -
oder . (48)
(A1) @, 24, ¥y, T, @

AT
zugrunde liegt. Die dazu nach der Newtonschen Formel gebildeten Polynome sind
GP(2) = fo + (= — o) [%0, T_1] + (& —20) (x—2_y) [To, T_y, T+

F(@—m) (T —2_y) (T —2_yp,) [0, T_gs - + s Ty Ty

+@—2) (@ —2_g) (T =) (B =) [20, T 154+ s ¥ s Ty T 1>
(49)

@

GID(@) =fo + (& —0) [%0, 2] + (¥ — 2o) (& —@y) [0, Ty, T_y] ++ -
Im +(@ =) (B—2y) * (B =) [T, Tpy - -+ s Ty T )

+(@—2) (—2p) (= 2p) (=2 _p) [%0, Tty + + + s Ty Ty Ty g ]

Bricht man mit dem vorletzten Glied ab, so werden 2m + 1 der in (48) (I) bzw. (48)
(II) angegebenen Stiitzstellen benutzt, und zwar insgesamt die gleichen, so daB
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@D und G{™ verschiedene Formen ein und desselben Interpolationspolynoms sind.
Bei Mitfiilhrung des letzten Gliedes erfaBt man 2m 42 dieser Stiitzstellen, wobei
sich die Systeme (I) und (II) in den Punkten #_,_, und z,,,, unterscheiden;
G® und G stellen dann im allgemeinen verschiedene Interpolationspolynome
dar. Die mit 2m bzw. 2m + 1 zu indizierenden Restglieder sind, falls f geniigend oft
differenzierbar ist,

m+-1) v
B =L e —a) o) (o) (o),
@
(2m+2) 2,
B i) =L ) ) - (e ) (6= 2) (6 =2y,

(50)
_fem+D (&) e
(H)]Ré‘..’.’(x) =G @ @=7) (@ =z (£—2_,),

(2m+2) (&,
R, \(z) =f(2':—+2()5|’ (@ —20) (@ =2y) * + + (2= 2p) (B =T _p) (T —Fppyy)-

Auf Grund von (36) lassen sich die Steigungen in (49) wieder durch gewisse Diffe-
renzen A ausdriicken, die im Schema der Tabelle 4.7 fiir G{° und G{™ durch einen
unterbrochenen bzw. ausgezogenen Weg herausgehoben wurden. Man findet

x (=) a1 Q2 A3 A% 45
: : * *
a_y | f-3 *

a4 % *
2y | f-2 4.3

43 a3 *
2oy | [ A3 4.4 e
. |
EA in a3t a_§ e

a1 a3 *
2] f2 43

a4 * %
z |fs * *

* * %
. o *

Tabelle 4.7
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1 1
6P @) =fo+ 5,441 @ —20) + gy dta@ =) B =z )+

M + Gy A=) (=) (=)
1
| + Bmn e A (@ —z) (=% _y) - (B2 _gy) (& — )
(51)
'G(m(x) fo+1,h4 (x— “'u)+2! e A%, (x—2g) (x—z) + -+ *
In +W A7 (@ — ) (& — @) * * * (T =Ty
1

+W A2 (g — ) (@ —2y) (B —Ty) (£ =% )

Bei der linearen Substitution & =2+ ks gehen die Stiitzstellen (48) in

(I 0,—1,1, —2,2,...
bzw. (52)
(IT) 0,1,—-1,2,-2,...

iiber, und man erhilt aus (51) und (50)

GP(s) = fo+1,A_ls+ A% s(s+1)+-

I +— A s(s+1) - - (8+m)

(2m) !

1
+m AL s(s+1) - - - (s+m) (s —m),

(83)

G =fo+1; Ahs+g; Arysls—1) 4

1
(IL) + @i A (s —1) -+ - (s —m)
) |
+ g AT ) o) ()
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o |20 — B I8 (62 1) (92 4) -+ (2 =)
B, 1) = gy 5™+ 9UE,) (62— 1) (82— 4) - - - (2 —m2) s+ +1),
(54
h2m41 - r—
<11)IR%‘£(s) =iy 1o (€ 62— 1) (2 —4) -+ (2 —m),
h2m+2

R, (s) =m/(2m+2) (&) 8(s2—1) (s2—4) - - - (82— m2) (s —m —1).

Die GauBschen Formeln weisen beziiglich der Stelle 2y noch eine gewisse Un-
symmetrie auf, die sich durch Mittelbildung beseitigen 1&Bt. Auf diese Weise erhals
man die Formel von Stirling, welche nur bei Verwendung einer ungeraden Anzahl
der Argumente (48) Interpolationspolynom zu eben diesen Stiitzstellen und anson-
sten das arithmetische Mittel von zwei verschiedenen Interpolationspolynomen ist.
Bezeichnen wir dieses in jedem Fall mit 3, so gilt in der Variablen ¢

-
8= (s);e}“’m

PN U L NS TS N [P LR
_/O+HTS+2—! 4%, x-+3—! Ts(s —1)
4 -+(2+1:0)! Ai’_";n 82(s2—1) (s2—4) - -+ (82— (m —1)2)
w41 om4d
4 1 AT+ a4 s(82—1) (s2—4) + - - (s2—m2). (55)

(2m+1)) 2

Man beachte, daB sich die Mittelbildung abwechselnd auf die in den GauBschen
Formeln auftretenden Differenzen und Linearfaktorenprodukte erstreckt; die zu
mittelnden 4% sind in Tabelle 4.7 durch zwei Verbindungsstriche herausgehoben.

Im Fall, daB eine ungerade Anzahl der ersten Stiitzstellen (48) benutzt wird, ist
das Restglied der Stirlingschen Formel (55) das von 6P oder G, Ansonsten wird
es aus diesen durch Mittelbildung gewonnen:

h2m+2

Rip11(8) = g gyy 862 —1) (82— 4) - (52 —m2)
X[(e—m —1) fEREEY + (s 4 m + 1) fEm ()], (56)

Aus Symmetriegriinden eignet sich die Stirlingsche Formel zur approximativen
Berechnung von Funktionswerten in der Nachbarschaft von %o und zur Herleitung
von Naherungsverfahren fiir damit auszufiihrende Operationen, wie etwa die
Differentiation bei ). Fiir Interpolationsaufgaben, die sich auf das ganze Intervall

zwischen zwei aufeinanderfolgenden Stiitzstellen Z;, ;.4 beziehen, verwendet man



4.2, Interpolation mit ganzrationalen Funktionen 186

die Besselsche Formel, die mit Differenzen gebildet wird, welche im Schema symme-
trisch zur Mittellinie der Positionen von z; und «; ., angeordnet sind. Man gewinnt
diese als arithmetisches Mittel von G{P, begonnen mit #; ., und G, begonnen mit
z;. Wir notieren die Formel fiir =0 und kénnen dann GV und das zugehérige
Restglied wie in (51) (IT) und (50) (IT) angegeben benutzen. Beziiglich G muB in
(51) (I) und (50) (I) eine Erhohung der Indizes um 1 erfolgen. Mit der Substitution
x =2, + hs resultiert dann fiir das transformierte Besselpolynom B

1 1\ 1444
Bf(e:)=f°-;f1 +ﬁA‘1’( __2_) +ﬂ_.%g(8_1)+. %8

1 A%t A%

i Aomt Eom il (s —1) (s+1) -~ (6 —m)
+ gy AT e =1) (6 +1) - (= (m—1) (o (m—1)
X (8 —m) (3—%). (67)

Beziiglich der Mittelbildung und der beteiligten Stiitzstellen liegt bei (57) die zur
Stirlingschen Formel komplementére Situation vor: Benutzt man (57) bis zu dem
letzten angegebenen Glied, so sind die Stiitzstellen

Ly gy T gy oo v 5 Ty T gy Ty g1

beteiligt, und die Besselsche Formel stellt das mit diesen gebildete Interpolations-
polynom dar; das Restglied kann in der Form (54) (II) (zweite Formel) angegeben
werden. Bricht man mit dem vorletzten Glied ab, so treten in G_(rl’ die Stiitzstellen

Z0r 1> Ty« + + 2 Prim-1) > T Tm+1
und in G;H) die Stiitzstellen
L0, Ty Tgy « + > Tpmot) » Tkm

auf. (57) ist dann das arithmetische Mittel zweier verschiedener Interpolations-
formeln, und fiir das Restglied findet man durch entsprechende Mittelung

R6) =gty 862 —1) (62—4) -+ 2= (m — 1)) (s—=m)
X[ —m—1) fEm+D (£) + (s +-m) fEm+D (&), (58)

Im Schema der Tabelle 4.8 sind die in der Besselschen Formel auftretenden Diffe-
renzen kenntlich gemacht; Doppelstriche verbinden die zu mittelnden Differenzen.
Hiufig unterwirft man (57) noch der Transformation

s=t+1; (59)
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t=0 entspricht dann dem Mittelpunkt des Intervalls [y, x;]. In der Variablen ¢
stellen die Linearfaktorenprodukte der Besselschen Formel abwechselnd gerade
und ungerade Funktionen dar.

Aufgabe 6. Man fiihre in der Besselschen Formel die Variablentransformation (59)
durch.

Wir weisen noch auf weitere formale Sachverhalte bei den Interpolationspoly-
nomen mit dquidistanten Stiitzstellen hin: Die in einem Formelterm auftretenden
Linearfaktoren und Fakultiten werden gelegentlich zu Binomialkoeffizienten
zusammengefaBt. Beispielsweise konnte man (53) in der Form

OP(s)=fo +4L, (‘:) 42, (";1) +Aa_2(“3'1) o a

m [ +m 2m+1 scm
+4% ( om ) A% 2m 1
schreiben.
An Stelle der vorderen Differenzen (35) werden auch sogenannte hintere und
zenirale Differenzen benutzt, die miteinander austauschbar, aber in einem bestimm-
ten Zusammenhang mehr oder weniger signifikant sind. Sie werden analog zu (35)

x fl=) At A2 A% Ab A3

Tabelle 4.8
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mit Hilfe der Operatoren

V=) :=f(z) = fz—k)

bzw.

8f(z) :=f(x+%h) —f(x——;h)

eingefiihrt.

(60)

Bei der Bildung des Differenzenschemas fiir die A¥ treten die gleichen numeri-
schen Effekte auf, die wiram SchluB von 4.2.4. beziiglich der Steigungen beschrieben
haben. Zur weiteren Verdeutlichung wollen wir den Fall betrachten, daB die bei
den x; gegebenen Funktionswerte bis auf einen exakt sind; der absolute Fehler des
Ausnahmewertes sei &. Dem mit durchweg exakten Funktionswerten gebildeten
Differenzenschema wird sich dann das Schema der Tabelle 4.9 iiberlagern. Die

y | a1 42 | 43 l 44

0
0 0

0 0 €
0 &

0 & —4e
e -3¢

e -2¢ 6¢
—& 3¢

0 [ —4de
0 —&

0 o &
0 0

0

Tabelle 4.9

GesetzmiBigkeit des Aufschaukelns eines solchen Fehlers kann man dazu benutzen,
in einer Tafel Fehler aufzuspiiren und zu korrigieren, deren GroBenordnung dieje-
nige der durch Rundung auf die angegebenen giiltigen Ziffern bedingten iibersteigt.

Aufgabe 7. Die folgende Logarithmentabelle enthélt einen Tafelfehler. Dieger ist
mit Hilfe des Differenzenschemas zu korrigieren.

= | @

40 1,60206
41 1,61278
42 1,62325
43 1,63347
44 1,64345
45 1,65312

46 1,66276

s | f@

47 1,67210
48 1,68124
49 1,69020
50 1,69897
51 1,70757
52 1,71600
53 1,72428
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43.  Numerische Differentiation und Integration

Die Differentiation bzw. Integration einer Funktion f nach den formalen Regeln
der Infinitesimalrechnung ist nur beschrinkt méglich und wird jedenfalls dann in
Frage gestellt, wenn diese Operationen automatisch von einem Computer auszu-
fithren sind. Wiirde man sich zum Beispiel bemiihen, die Potenzreihenentwicklung
der Funktion y =arctan » in der MacLaurinschen Form dadurch zu gewinnen, dafl
man deren Ableitungen bei Null bestimmt, so erhielte man sehr bald komplizierte
und in ihrer Struktur schwer iibersehbare Ausdriicke, und der Versuch, mit dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung praktisch Integrale auszurech-
nen, scheitert oft an der Unméglichkeit, fiir den Integranden eine Stammfunktion
in ,geschlossener Form anzugeben (vgl. [48], Bd. 3, S.29). Ein Beispiel dafiir
b

ist f e=" do. Von vornherein ist nach numerischen und im allgemeinen approxi-

nla:iven Verfahren zu suchen, wenn von f nur endlich viele Werte an diskreten
Argumentstellen z; bekannt sind. Eine Methode zur néherungsweisen Berechnung
von Ableitungs- und Integralwerten beruht auf der Interpolation mit ganzratio-
nalen Funktionen:

Man approximiert f durch ein Interpolationspoly P und benuitzt Ableitungs-
bzw. Integralwerte von P als Niherungen fiir die entsprechenden mit f 2u bildenden
Grofen.

Die numerische Integration von Funktionen einer Veriinderlichen wird auch als
Quadratur bezeichnet. Offensichtlich ist die als Leitprinzip unserer Betrachtungen
formulierte Verfahrensweise bei der Differentiation problematisch, da eine kleine
Abweichung der Werte von f und P nicht notwendig auch eine solche fiir f’ und P’
zur Folge hat. '

Je nachdem, ob man von der Lagrangeschen oder der Newtonschen Form des
Interpolationspolynoms ausgeht, erhdlt man Formeln, welche unmittelbar die
Werte von f an den Stiitzstellen oder gewisse daraus zu bildende Differenzen ent-
halten.

Eine im Verhiltnis zum Aufwand betrichtliche Steigerung an Genauigkeit wird
erzielt, wenn man an Stelle von Polynomen Splinefunktionen zur Interpolation
benutzt (vgl. M{L Bd. 10).

4.3.1. Numerische Differentiation

In jedem Fall wollen wir annehmen, daB die zu differenzierende Funktion f an
endlich vielen &quidistanten Argumentstellen der Schrittweite & gegeben ist. Der
Verfahrensfehler bei der Berechnung von Ableitungen nach der in der Einleitung
formulierten Methode ergibt sich aus dem Interpolationsfehler gema8

RD,(x) :=f'(x) — P'() ‘ (1)
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und ist hinsichtlich des oben ausgedriickten Vorbehalts zu diskutieren. Der Index n
deutet auf die benutzten = +1 Stiitzstellen zy<z;<---<z, hin. Bei der an-
geniherten Berechnung hoherer Ableitungen hat man eine (1) entsprechende
Fehlerformel zu betrachten.

Wir benutzen zunichst das Polynom von LAGRANGE und erhalten mit den Be-
zeichnungen von 4.2.1. (wy<zy<***<a,)

v @) =f @~ 3yl

d
Fiihrt man gemiB x ==, +hs die Variable s ein, so ergibt sich wegen = —}t %

n ( 1)n-i d @n(8)
Y@= %z: n—1%ids 51 ’

2

wobei
Gals) =8(s—1) (s—2) -+ - (5 —=n). ®)

Fiir das Restglied (1) resultiert bei hinreichenden Differentiationsannahmen iiber f
aus 4.2.4.(29)

TR (€ o) o0 ). @

An einer Stiitzstelle z; ist

RD, ()=

w:.(xj) =(x;—%) " (25— ;1) (B, —Tj4q) -+ (=)
Setzt man voraus, daBi f®+D (£,) beschriinkt ist, so folgt damit aus (2) und (4)

G i 1)n-i d @n(s)
Y (zf)_i Z +il(n—19)! Yi [E 8=t ], i

(__1)_ i —g) ! f+D) = 5

+ T P =) EE) (@=E =), (5)

Nach (5) berechnen wir beispielsweise die Ableitungen fiir drei Stiitzstellen (n =2);

die sich durch Vernachla.smgung des Restgliedes fiir y'(¥;) ergebenden Naherungs-
werte seien mit -’/: bezeichnet :

@ agle) d oxt) 400 g, s,

L5 _ps3, £ 2] 91, gy =21

P 1

?/o=ﬂ(—3?lo+4y1—?/2):

5 1

y1=ﬁ(—?/o+?l2): (6)

, 1
2= Wo—4y1+312);
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die verfahrensbedmgten Fehler r; := RD,(x;) sind
ro=3 h2.’/"(§0) s
1
= —Ehz!/"(ft), (7)

1
ry=5h%"(&).

Wegen ihrer Einfachheit (Bildung des ,iibersprungenen Differenzenquotienten*)
und der vergleichsweise hoheren Genauigkeit wird man nach Méglichkeit die mitt-
lere Formel (6) benutzen. Entsprechende Ausdriicke fiir n =3, 4, 5, 6 und die
zweiten Ableitungen findet man in [11], 3.2.3.

Formeln zur niherungsweisen Berechnung von Ableitungen, die Differenzen
benutzen, leiten wir aus dem Stirlingschen Interpolationspolynom her, auf dessen
Eignung dafiir bereits hingewiesen wurde. Durch Differentiation von Formel (55)
aus 4.2.5. gewinnt man fiir die erste und die zweite Ableitung von y(x) =8(z)
mit der Abkiirzung

am 41 A2m+1 +A2m+1

R ®

die Beziehungen
, 1d
Y@)=5 asf(s)
1 5 1 1
= Al_i +Al_18+—6 A“_i (3s2—1) +EA‘_2(2.93—8)
2 2

1
— A5 5gh — 2 A8 - U
+120 45 (55— 1582 4 4) 4 555A% ; (365 — 1069+ ds) + }

m]m

B 9)
V@) = S e)

=1la2 a8 L 4t (@s2— 1) 4= A5 _ (265—35)
=mdZi+ _£8+§ “2 (62— 1)+ 45 -5

55 A% 5 (1566 —3082 4-4) 4 ]

Niherungswerte fiir die erste und zweite Ableitung der interpolierten Funktion
an der Stelle z, ergeben sich, indem man s =0 setzt:

1
V0o =g|at, 54 R e -
2 2

1 (10)
y"(m):'h_z[Az‘_l—Z A52+9—0 A - ]
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Wir erliutern den Gebrauch der Formel (9) an einem Beispiel, das auch zeigen
soll, wie man zu Abschitzungen der in den Restgliedformeln auftretenden Ab-
leitungen gelangt. Fiir die in dem Differenzenschema Tabelle 4.10 tabulierte
Funktion soll zwischen den Argumenten 5,52 und 5,56 eine Untertafelung mit
der Schrittweite »=0,0025 vorgenommen werden. Neben den auf fiinf Stellen
nach dem Komma zu bestimmenden Funktionswerten sind die Ableitungswerte
mit drei giiltigen Ziffern nach dem Komma zu ermitteln.

x ) a1 A2 43 A4 a5
5,50 | —86,31857

0,01253
5,51 | —86,30604 0,01768

0,03021 0,00037
5,52 | —86,27583 0,01805 —0,00003

0,04826 0,00034 0,00006
5,58 | —86,22757 0,01839 0,00003

0,06665 0,00037 —0,00005
5,54 | —86,16092 0,01876 —0,00002

0,08541 0,00035 0,00004
5,55 | —86,07551 0,01911 0,00002

0,10452 0,00037 —0,00003
5,56 | —85,97009 0,01948 ~0,00001

0,12400 0,00036
5,57 | —85,84699 0,01984

0,14384
5,58 | —85,70315

Tabelle 4.10

Fiir die Untertafelung zwischen zwei aufeinanderfolgenden der im Schema an-
gegebenen Argumentstellen benutzen wir die Besselsche Interpolationsformel und
untersuchen den Verfahrensfehler fiir das Polynom dritten Grades. Dieser ist ge-
mif 4.2.5.(54) durch R{D, (s) fiir m=1 gegeben und erfordert die Abschitzung
der vierten Ableitung von f. Da die Funktion nur an diskreten Stellen gegeben ist,
muB dabei auf die (sich noch regelmiBig verhaltenden) Differenzen vierter Ord-
nung zuriickgegriffen werden. Unter der Annahme, daB die betrachteten Ablei-
tungen existieren, hat man (z =, +hs, f(z) =f(s))

W) = 22 o),

wobei ¢ ein Punkt des durch die beteiligten Interpolationsstellen s=0,1, —1,2
bestimmten Intervalls ist. Ersetzen wir die erste Ableitung in der Mitte des
von zwei Stiitzstellen berandeten Intervalls niherungsweise durch den mit den End-
ordinaten gebildeten Differenzenquotienten, so ist dort

af df Af

= =h— ~h =Af.
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Analog kann man die Werte in der A2-Spalte als Ndherungen fiir :T{ in den Stiitz-

stellen interpretieren und so fort. In diesem Sinne approximieren wir die Werte

von :—‘{ an den Stiitzstellen durch die in der entsprechenden Zeile des Schemas

stehenden Differenzen vierter Ordnung und kénnen damit den Betrag von %

iiber dem s-Intervall [—1, 2] durch 3 - 1075 abschétzen. Da auf [—1, 2]
|s(s2—1) (s—2)| =1

ist (vgl. Abb. 4.13), ergibt sich auf Grund von Formel (54) (II) aus 4.2.5. als Ab-

J

7

-1
Ty Abb. 4.13

schiitzung des Verfahrensfehlers bei der Interpolation

IR = ?i —0,125 - 1075,

was der geforderten Genauigkeit entspricht. Die zwischen aufeinanderfolgenden
Stiitzstellenabszissen der Tabelle 4.10 zur Untertafelung fiir s =0,25; 0,50; 0,75
auszuwertenden Besselpolynome sind

Baags (8) i=— [86,27583 —0,048265 —0,0091 (s — 1) —0,0000565(s — 1) (s—%)] .
B ) s [86,22767 —0,086655 — 0,000288s(s — 1) — 0,000062s(s — 1)( —3 ]

Byyss (5) :=— [86 16092 — 0,08541s —0,0094685(s — 1) —0,0000583(s — 1)(3 —%)}

Bysisn (6) = — [86,07551 —0,104525 — 0,0096485(s — 1) —0,000062s(s — 1 )(s _ %)] i

Die Ergebnisse sind in der Tabelle 4.11 zusammen mit den ersten und zweiten
Differenzen der untertafelten Funktion verzeichnet.
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z (=) at 42 f'(=)
5,5200 —86,27583
0,01036
—86,26547 0,00113 4,370
0,01149
50 —86,25398 0,00114 4,824
0,01263
—86,24135 0,00116 5,282
0,01378
5,5300 —86,22757 0,00114 5,740
0,01492
—86,21265 0,00116 6,200
0,01608
50 —86,19657 0,00116 6,664
0,01724
—86,17933 0,00117 7,130
0,01841
5,5400 —86,16092 0,00117 7,598
0,01958
—86,14234 0,00118 8,068
0,02076
50 —86,12058 0,00118 8,540
0,02194
—86,09864 0,00119 9,014
: 0,02313
5,6500 —86,07551 0,00119 9,490
0,02432
—86,05119 0,00121 9,970
0,02553
50 —86,02566 0,00120 10,452
0,02673
—85,99893 0,00121 10,934
0,02794
5,5600 —85,97099

Tabelle 4.11

Auf Grund der Tabelle 4.11 bestimmen wir nun mit Hilfe der mittleren For-
mel (6) die gesuchten Ableitungswerte. Fiir den verfahrensbedingten Fehler folgt
nach (7), wenn wieder der Betrag von

A" (2)=}"(s) (jetzt ist k. =0,0025)
durch eine obere Schranke fiir die Betrige der zweiten Differenzen der Tabelle 4.11
majorisiert wird,
0,0012
6
Das entspricht der geforderten Genauigkeit. Benutzen wir die bei den Inter-

polationsformeln von Gauss, BESSEL und STIRLING eingefiihrte Indizierung der
Abszissen, wobei 0 der jeweiligen Differentiationsstelle zugeordnet sei, so ist (6)

gl =

=0,0002.
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in der Form

2h
zu notieren. Das stimmt mit der Naherung iiberein, die man aus (10) durch Ab-
bruch nach dem ersten Glied gewinnt. Die in Tabelle 4.11 angegebenen Ableitungs-
werte sind danach berechnet worden.

,_ 1 A5+4L
Y=g Wi—y_p) =— 5 =2Ad§+4Ly) - 102

4.3.2. Numerische Quadratur
Wir betrachten das Problem der approximativen Berechnung des Riemannschen
b

Integrals f f(z)dx einer auf dem Intervall [, b] stetigen Funktion f. Dafiir werden
a

wir Naherungsausdriicke der Form
n
> Af(=) (11)
i=0

herleiten, in denen die z; n+1 Punkte des Intervalls [a, b] und die 4; gewisse
von funabhiéngige Konstanten sind. Je nachdem, ob beide Integrationsgrenzen
zu den Stiitzstellen x; gehoren oder nicht, heift (11) eine geschlossene bzw. offene
Quadraturformel. Von dieser werden wir jedenfalls fordern, dal die Funktion
f(x) =1 exakt integriert wird, was fiir die 4;

b »
f1 dx:b—a,:_ZOAl- (12)
a =

zur Konsequenz hat. Ansonsten ist die Untersuchung des Verfahrensfehlers

b n
RI:={f(z) dz— 3, A;f(x) (13)
a i=0
wesentliches Element der Theorie. Auf Grund von (12) ergibt sich fiir den durch
b
1
fams [#@) d= (14)
a
definierten mittleren. Funktionswert von f auf [a, b]
n
ZAif(z)
Fue 20—, (15)
24
i=0

d. h., f,, ist niherungsweise das mit den A; gewichtete arithmetische Mittel
der Funktionswerte f(z;). Wegen dieses Sachverhaltes nennt man (11) gelegent-
lich eine Mittelwertquadraturformel und bezeichnet die 4; als deren Gewichte. Typen
von Quadraturformeln werden dadurch bestimmt, da man fiir alle oder gewisse
ein Verfahren zur Konstruktion von (11) angibt. Beispielsweise konnte (11) eine
spezielle Interpolationsquadraturformel sein, die durch Integration des mit den
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Punkten (;, f(z;)) gebildeten Lagrangeschen Polynoms erzeugt wird. Eine weitere
Differenzierung ergibt sich dann aus Festlegungen beziiglich der Lage der z; im
Integrationsintervall. So erhielte man etwa die sogenannten Formeln von NEWTON-
CotEs beidiquidistanter Verteilung der x; iiber dasIntervall [a, b] unter Einbeziehung
der Integrationsgrenzen. Uber die Stiitzstellen und Gewichte vieler Typen von
Quadraturformeln gibt es umfangreiche Tafelwerke (vgl. etwa [44]). Um diese
Werte tabulieren zu konnen, ist zuvor eine Normierung des Problems hinsicht-
lich des Integrationsintervalls erforderlich. Meist bezieht man sich dabei auf
das Intervall [0, 1] oder [—1, 1]. Wir betrachten das letzte und unterwerfen dazu
die Integrationsvariable z der linearen Transformation
b—a a+b

5 l+——- (16)
(16) fiihrt das x-Intervall [a, b] in das t-Intervall [—1, 1] iiber, und beziiglich der
durch

T=

b—a a-+b
j0 =t =1 (5= t+257) (7
definierten Funktion f gilt auf Grund der Substitutionsregel
b 1
b—a. ¢
i@y do=23" [Ty ds. (18)
a -1

Es bedeutet also keine wesentliche Einschrinkung der Allgemeinheit, wenn man
von vornherein den Integranden als auf dem Intervall [—1, 1] definiert annimmt.
Im folgenden verfahren wir so und bezeichnen ¢, f wieder mit x bzw. f. Eine unter
dieser Annahme ahgeleitete Formel (11) geht auf Grund von (17) und (18) be-

b
ziiglich eines Integrals [ f(z)dx in die Ni#herungsquadraturformel
a

froren 3 252 (b5t a 72 (1)

b—a
2

iiber, und der Verfahrensfehler ist daﬂ( )-fache des fiir den normierten Fall

bestimmten Wertes.

Wir betrachten genauer die mit Hilfe des Lagrangeschen Polynoms konstru-
ierten Interpolationsquadraturformeln. x; (1=0,1,...,n) seien n+1 paarweise
verschiedene Stellen des Intervalls [—1, 1], und L bedeutet das beziiglich der
Punkte (x;, y; :=f(z;)) gebildete Polynom (6) aus 4.2.1. Dieses stimmt fiir alle
mit dem entsprechenden Newtonschen Interpolationspolynom von f iiberein, so
daB auf Grund von 4.2.3.(17) die Beziehung

f@)de= [Liz) ot [Rya)de
| -1 =

= Fy, fi@) de+ [Rya)de (20)
=0 -1 =4
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gilt. Die Gewichte der Formel sind

A;:= flll-(a:)dx, i=0,1,2,...,n, (21)
und -

RI:= f:R,,(a:) dx (22)

ist der Verfahrensfehler. DaB die Gewichte, wie eingangs gefordert, von der zu
integrierenden Funktion unabhingig sind, folgt aus der entsprechenden Eigen-
schaft der Polynome /; (vgl. die Bemerkung im AnschluB an den Beweis zu (7)
aus 4.2.1.). Die mit (21) gebildeten Quadraturformeln (11) liefern den exakten
Integralwert, wenn f ein Polynom maximal n-ten Grades ist. Dann verschwindet
niamlich nach 4.2.3.(18), (21) der Interpolationsfehler R, identisch und damit
auch RI. Das trifft speziell auf die Potenzen 2% (k=0, 1, ..., n) zu, so daB

1
f 1dx = 2 = A0+ A‘+...+ A"
-1
1
fzde = 0 =  zdo+ wA+-+ 2,4,
-1
1 2 ’
[#nde mgr = et aAc+ a4, @3)
1
fxzm-i—ldx: 0 =z§"‘+1A0+x%"‘“A1+---+xﬁ"'+1A“,
<1
i 14+(—1)m
[ andx =%= 2pdy+  atAg+--+ oA

gilt. (23) enthilt (12) und stellt ein lineares Gleichungssystem dar, dem die Gewichte
(21) geniigen. Die Koeffizientendeterminante

1 1 1
Ty Ty T

ist eine Vandermondesche Determinante und als solche von Null verschieden. Die
A, lassen sich also nicht nur nach der Definition (21), sondern auch eindeutig als
Losungskomponente von (23) bestimmen. Innerhalb eines bestimmten Formeltyps
m anen der Stiitzstellen, Gewichte und des Verfahrensfehlers durch
&%iEn Hlnweﬁ-@ die Anzahl der Stiitzstellen zu unterscheiden. Ist diese n + 1, so
*schreiben-w ”(‘Qi AP bzw. RI,.

y Fermeln von NEWTONACOTES wie auch in den meisten anderen Fillen
AOIm Iﬁh}rvall [ —1, 1] symmetrisch zum Nullpunkt. Es ist dann signi
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fikant, die Stiitzstelle 0 mit o und im tibrigen Stiitzstellen gleichen Betrages paar-
weise mit 2_; bzw. x; zu bezeichnen und entsprechend bei den Gewichten zu ver-
fahren.

Wir betrachten einige Spezialfiille der Formeln von NEwroN-COTES und notieren
fiir n=1, 2, 3 in den neuen Bezeichnungen die Stiitzstellen sowie die zugehdrigen
Gleichungssysteme (23):

n=1: 2@ =—1, z{W=1;
2= AR+ AP,
0=—AD4+4M;
A(il) = A(_lz =1;

n=2: z@=—-1, a@P=0, P =1;
2=A®)+ AP + AP,
0=—A@+ AP,
2

3=A9+AP;

'S

1
2) — 4(2) — — .
AP=AQ =3, AP=3;

!

1 1
n=3: x‘_"%:—l, :L'(_32=——§, x§3)=§, z;’):l;
= AG
2=AQ)+ AQ + AP + AP,

1 1
o 3,
= _A(_%_EA(_S;_FE A(18)+A§8)’

-2 1 1
S A® L A®) 4
3=49+54%+54P +4P,

1 1
— —AB) _ — AB) 4 4B -
0=—A4%) 27A<_;+27 AP+ AP,
durch Subtraktion der ersten und dritten bzw.zweiten und vierten Gleichung
gewinnt man

3
= ¢ =
3=AD+AP, 0=AC—AP

also
3
AP =A®)= 5

aus der zweiten Gleichung folgt dann

=49
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und schlieBlich aus der ersten
AP =A® = 1 k)
Die (19) entsprechenden Quadraturformeln sind
n=1:
f 1(@) de ~ =57 [f(a) +(b)] (Trapezregel),
n=2: (24)

[ f(z) dz ~ ~% [/(a) +4/(—)+/(b)] (Keplersche FaBregel),

a

f o) da ~222 1) + 31(25E2) + 3125 22) +10)]
(Newtonsche Drei-Achtel-Regel).

Aufgabe 1. Man berechne einige Gewichte dieser Formeln auf Grund der Defi-
nition (21).

Bei der Untersuchung des Quadraturfehlers RI wollen wir uns auf die Keplersche
FaBregel beschriinken und betrachten zunichst den Spezialfall a= —1, b=1.
Nach (13) ist

1
RI(~1,1) := [f(2) dx—% [A(—1) +4/(0) +£(1)]
-1
und, wenn man die auf dem Intervall —1 =u =1 definierte Funktion
r(w) := [1(2) dz — [ —u) +4{(0) + /()] (25)
einfiihrt,
RI(—1, 1) =r(1). (26)

Fiir das Folgende sei angenommen, da8 f auf [ —1, 1] eine stetige vierte Ableitung
besitzt. Durch Differentiation gewinnt man aus (25)

(@) =f(a) + 1 —u) =3 [ —) +4/(0) +flw)]
+30/(—u) —f )]
2 2 4 U ,
=30 +3 () — 3 fO) + % [ (—w) —F ().

1) Auf Grund von (21) kann man allgemein zeigen, daB bei symmetrisch zum Null-
punkt gelegenen Stitzstellen die Gewichte bei 2; und « _ ; gleich sind.
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Weiteres Differenzieren fiihrt zu

() =5 ) 5 (=0 =3 (=0 + /],

)= — 5 [ ) =" (=0

die Anwendung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung liefert schlieBlich
r"'(u)= —; wf@E), —u...§&...u,

und mit M als einer oberen Schranke fiir den Betrag der vierten Ableitung
r(w) =3 wll, —1sust. @n

Durch sukzessive Integration dieser Ableitungen wird nun 7(u) rekonstruiert, was
eine Betragsabschitzung dieser Grofe erméglicht. Mit einer zunéichst noch unbe-
stimmten Konstanten C gilt

r”(u) =i)F r” (w) dw +C.
Wegen r”(0) =0 ist €' =0 zu setzen, und man erhilt mit Beachtung von (27)
() = M, fmuﬂ do=2 Pl —1=ust. @28)
Weiter folgt ’
v (u) =of r”(w) dw+D;

da '(0) verschwindet, ist auch die Integrationskonstante D gleich Null zu setzen,
so daB mit Beachtung von (28)

’ l 4

|7 (u)lél—8 wiM,, —1=u=l. (29)

SchlieBlich ist wegen r(0) =0
u
r(u)=f r'(w) dw
0
— und auf Grund von (29) —
1 %

Ir(w) =5 |uppM,, —1=u=1. (30)

Nunmehr folgt aus (26)

|RI(—1, 1) = r(1)] = g5 Mo
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Bei der Bestimmung des Verfahrensfehlers RI,(a, b) der Keplerschen Fafregel zur
b
Berechnung des Integrals J {(z) dz im allgemeinen Fall hat man nach der Bemer-
a —_—
kung im AnschluB an (19) zunéchst RIy(—1,1) mit bTa zu multiplizieren. Sodann

muf der Zusammenhang zwischen der GroBe M, der mit (17) auf das Intervall
[—1,1] transformierten Funktion f und der entsprechenden Schranke M, fiir
den Betrag der vierten Ableitung des Integranden auf [a, b] iiberlegt werden. Nach

—a\4
(17) erhélt man M, = (b 2“) M,. Damit ergibt sich zusammengefa Bt

1/(b—a\3 b—a)s
Rl,(a, b)§%(Ta) M=Co M, (@) =, anf [, 5)). 31

Bemerkenswert ist, daB nach (31) sogar noch Polynome bis zum Grad 3 durch die
Keplersche FaBregel exakt integriert werden, da fiir diese M, =0 gewihlt werden
kann. Das folgt auch direkt aus dem Umstand, daB die betrachtete Quadratur-

1
formel den genauen Wert des Integrals f a3 dx liefert.

-1

Ein allgemeiner Ausdruck fiir das Restglied RI, der Formeln von NEwToN-
CorEs wurde von STEFFENSEN auf Grund von (22) hergeleitet (vgl. etwa [74]).

Aufgabe 2. Nach der bei der Keplerschen FaBregel benutzten Methode zeige man
fir den Verfahrensfehler RI,(a, b) der Trapezregel
(b—a)3

nz
Dabei werde angenommen, daB der Integrand f auf [a, b] zweimal stetig differenzierbar
und M, eine Schranke fiir |f’| auf diesem Intervall ist.

Aufgabe 3. Man bestimme beziiglich des Intervalls [—1,1] die Gewichte der
(offenen) Interpolationsquadraturformel

_{lf(m) dandy (-3)+av0)+ 4, 1(3)

und zeige, daB diese fiir Polynome bis zum Grad 3 exakt ist.

Das im Anschluf8 an 4.2.4.(53) iiber den Interpolationsfehler Gesagte ist wegen
(22) auch fiir den Verfahrensfehler einer Interpolationsquadraturformel zu beach-

ten. Zur Erliuterung haben wir mit den Formeln von Newron-Cores fiir
8

n+1=3(2)13 das Integral /

|RIy(a, b)| =

M,

dx
1422

=2 arctan 8 =2.8928826 »naherungsweise® be-

-8
rechnet.!) Die Ergebnisse sind in Tabelle 4.12 angegeben und zeigen, daB die beste
Approximation des Integralwertes fiir #+1 =5 erreicht wird, wihrend die Rech-
nungen mit héherer Ordinatenzahl Ergebnisse liefern, die, um den wahren Wert
oszillierend, immer mehr von diesem abweichen.

1) Die dazu erforderlichen Gewichte wurden den Tafeln [44] entnommen. Uber ein
numerisches Experiment dieser Art wird in [31] berichtet.
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Zahl der
Statzstellen Integralwert
3 10.7487179
5 2.8409050
7 5.6112528
9 —0.0576087
11 8.8446749
13 —8.4528835

Tabelle 4.12

Dieser Effekte wegen ist es naheliegend, den Integranden nicht — wie bei der
Herleitung der Formeln von NEwTox-CorEs — durch ein Interpolationspolynom
zu approximieren, sondern das Integrationsintervall geeignet zu zerlegen und iiber
jedem Teilintervall gesondert Interpolationspolynome zu konstruieren. Wenn man
fiir diese einheitlich einen Maximalgrad festlegt und wenn die entsprechende Ablei-
tung im Interpolationsfehler (29) aus 4.2.4. vorhanden und iiber dem Integra-
tionsintervall beschrénkt ist, kann der Verfahrensfehler bei der Integration iiber
diese stiickweise Polynomapproximation durch Verfeinerung der Intervallein-
teilung beliebig klein gemacht werden.

Wir erliutern die Methode genauer am Beispiel der verallgemeinerten Trapez-
regel und der Simpsonschen Regel. Bei der ersten wird das Integrationsintervall
[a, 8] in k gleichlange Teile zerlegt und beziiglich eines jeden die Formel (24) fiir
n =1 angewandt. Es sei

—a
h Z=b—’E—
und
foi=a, Eji=ath,..., &i=atjh,... b i=at+kh=b. (32)
Dann ergibt sich auf diese Weise

£

b ¥ _j
[1) dz= 5 [t
Py =lge,

7_

~og E) +2ME) +o 2+ 2 ) HE) (33
o k-1

=2 [+ Zrarin+5im)

Fiir den Verfahrensfehler RI(D) bei der Anwendung von (33) erhilt man mit Beach-
tung des Resultats von Aufgabe 2

k i h
Il = | 3 f f@) dz —5 (1&;_0) + 1))

&1
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k
=y —MPp="22"2F, (34)

Dabei bedeuten MY und M, Schranken fiir [f”| auf dem Intervall [§;-1: &;] bzw.
o, B].

Bei der Herleitung der Simpsonschen Regel geht man von einer Zerlegung (32)
mit geradzahligem %~ =2m aus (vgl. Abb. 4.14) und wendet beziiglich jedes der
entstehenden Doppelintervalle der Lange 2k die Keplersche FafBiregel an. Dann ist

L]

ff(z)dz-z [ 1@

26-1)

2 —[f(Ez(, 1) +4(Eg;-1) —1(65)]

=1
- [/(a)+2 z/(52,>+4 P 1>+f<b)}

h

3

g[/<a)+2_zl fla+2j0) +4 Fifo +(2i—1)h)+f(b)]- (35)
i= i=

I

——

|
|
|
|
|
|

28

L/ ) - Xomz Xom=b Abb. 4.14

Fiir den Verfahrensfehler RI$) bei der Anwendung von (35) erhilt man auf Grund
von (31)

B =| 3 f fla) dz — 5 Eagr-1) + 41(Eas 1) +1(Eay)

f2-1)
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25
= 5| [ 1) d = §THGag0) + 41 Eas-0) +E)
ey

_ TR ) - My(b—a)

_7,=1 2880 4 T T 2880m4
In (36) bedeuten M{), M, obere Schranken fiir [{™V)] auf dem Intervall [&y;_1, &2;1
bzw. [a, b]. Ist ¢ eine gegebene obere Schranke fiir den Betrag des Verfahrensfehlers,
so geniigt nach (36) die Schrittweite dieser Genauigkeitsforderung, wenn

180 &
Mb—a)

Bei der Herleitung der Trapezregel wird als stiickweise polygonale Approxima-
tion — geometrisch gesprochen — der dem Graphen von f iiber der Zerlegung (32)
einbeschriebene Sehnenzug benutzt. Im Fall der Simpsonschen Formel erfolgt
iiber den m Doppelintervallen eine Ersetzung durch Parabelbogen. Wir wollen die
Auswertung von (33) und (35) in einer Funktionsprozedur TRAPEZ bzw.
SIMPSON zusammenfassen. Als formale Parameter verwenden wir die Integra-
tionsgrenzen a,b, die Bezeichnung f der zu integrierenden Funktion und die
Anzahl k der Teilintervalle in (32) bzw. den halben Wert m. Lokale Variable, welche
Bezeichnungen bisher benutzter GroBen tragen, haben auch deren Bedeutung.

(36)

h< (37)

real procedure 7 RA PEZ(a, b, {, k); value a, b;
integer k; real a. b; real procedure f;
begin integer j; real &, 2, s;
h:= (b—a)/k; s := (f(a) + /(b)) X0.5; v := a;
for j := 1 step 1 until ¥ —1 do
begin x := x+h; s:= s+f(x) end;

8:= hXs;
TRAPEZ := s
end

In SIM PSON benutzen wir zur Summation der Ordinaten mit dem Gewicht 2 und
4 je eine Variable sg bzw. su.

real procedure SIM PSON(a, b, f, m); value a, b;
integer m ; real a, b: real procedure f;
begin
integer j; real z, sg, su, b, h2;
h2:={b—a)/m; h:= h2X0.5; x:= a; 89 := su:=0;
for j := 1 step 1 until m do begin
x = w+h2; sg := sg +f(x); su := su+f(x —k) end;
89 := (4 Xsu+2Xsg +f(a)—f(b))/3 Xh;
SIMPSON := sg
end
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Fiir die Tabulierung von Integralen mit variabler oberer Grenze zwischen @ und b
mit der Schrittweite 2k eignet sich folgende Modifikation von SIM PSON, die mit
Riicksicht auf die automatenspezifische Ausgabe in R 300-ALGOL formuliert
wird. Diese Prozedur tabu enthilt einige rechentechnische Verbesserungen, die
auch in SIM PSON genutzt werden konnen.

procedure’ tabu(a, b, f, m, ); 'value’ a, b;
‘integer’ m; ‘real’ @, b; ‘real’ ‘procedure’ f;
"begin’ ‘integer’ j; ‘real’ z, y, y1, s, h, h2, k3;
h2:= (b—a)/m; h:=h2x0.5; h3 := R/3;
z:=a;8:= 0; yl :=f(a);
"for’ j := 1 'step’ 1 "until’ m 'do’ "begin’
yi=ylyo:i=x+h2;y1 1= f(z);
8:=8+(y+4xf(x—h) +y1) =« k3; print (z,5) ’end’
‘end’
Wir erldutern den Gebrauch dieser Prozedur an einem Beispiel:
Fiir £=1,1(0,1)2,0 sei In¢ auf fiinf Dezimalen genau zu berechnen. Wegen In ¢ =
t

f—;cdx kann diese Aufgabe als ein Quadraturproblem behandelt werden. Wir

1
benutzen die Simpsonsche Regel und haben zunéichst auf Grund einer Betrachtung
des Verfahrensfehlers eine fiir die geforderte Genauigkeit hinreichende SchrittgroBe
h zu bestimmen. Auf dem Intervall [1, 2] ist M, :=24 kleinste obere Schranke des
Betrages von

di 1 24

iz 2
5o daB man fiir die rechte Seite von (37) mit ¢ =10~5 den Wert 0,1 - ‘V(W erhilt.
Der Wert 1 :=0,05 entspricht also der Genaunigkeitsforderung bei der Berechnung

¢

von jé dz fiir t=2 und a fortiori fiir die iibrigen -Werte. Folgendes R 300-Pro-

gramm wire fiir die automatische Bearbeitung einschlieBlich Tabulierung geeignet:
"begin’
‘integer’ m; ‘real’ a, b;
‘real’ "procedure’ f(x); ‘value’ z; ‘real’ z;
=1/x;
"procedure’ tabu(a, b, f, m);

read(a, b, m); tabu(a, b, f, m);
‘end’

Dem Programm sind die Daten 1, 2, 1 ¢ beizufiigen.
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In dem betrachteten Beispiel wurde eine fiir die geforderte Genauigkeit hinrei-
chende SchrittgroBe vorher bestimmt und bei der Abarbeitung des Programms
eingegeben. Wir gehen kurz auf eine Moglichkeit der automatischen Bestimmung
der Schrittweite bei der Simpsonschen Formel ein. Aus (37) folgt

180s _*%47180-10-Ts¢

LYy
2= mo—a =V 30—
d. h., erfiillt » die Bedingung (37) beziiglich ¢, so % beziiglich der Fehlerschranke

10~ 1¢. Auf diese Bemerkung griindet sich folgende Regel:
Wenn bei der zwesmaligen Berechnung eines Integrals mach der Simpsonschen

h G
Formel mit der Schrittweite h bzw 3 1 Dezimalstellen iibereinstimmen, so betrachtet
man diese als giiltig.
Aufgabe 4. Man pr iere die Berechnung eines Integrals nach der Simpson-

schen Formel mit automatischer Bestimmung der Schrittweite.

Bisher wurde nur der Verfahrensfehler bei Anwendung einer Quadraturformel
untersucht. Numerische Fehler resultieren wesentlich aus der Berechnung der
darin auftretenden Ordinaten. Nehmen wir an, daB deren absolute Fehler dem
Betrage nach kleiner als ¢, die Gewichte A; hingegen exakt sind, so l&Bt sich der
absolute Fehler R, bei der als exakt angenommenen Auswertung von (11) durch

n

annml = Z lAiIE

=0
majorisieren. Bei einer Quadraturformel mit positiven Gewichten folgt daraus mit
Beachtung von (12)
| Bpgml = (b —a)e. (38)

Die Theorie der angeniherten Berechnung von Integralen ist ein sehr entwickeltes
Teilgebiet der numerischen Analysis, das im Rahmen dieser Darstellung nur an-
deutungsweise umrissen werden konnte. Neben den hier behandelten Quadratur-
formeln existiert eine groBe Zahl weiterer, die nach bestimmten Approximations-
gesichtspunkten konzipiert wurden. Erwihnt seien etwa die Formeln von Gauf, die
unter denen des Typs (11) dadurch ausgezeichnet sind, da8 sie noch fiir Polynome
des Grades N =2n+1 den exakten Integralwert liefern. Durch diese Forderung
sind die Gewichte und Knoten eindeutig bestimmt. Speziell miiBten némlich die
Potenzen 2%, k=0,1,...,2n+1, durch die Formeln von Gauss exakt inte-
griert werden, und das fiihrt an Stelle von (23) zu

1
foz:ﬁAr+ﬁA‘+u-+dwm k=0,1,...,2n+1. (39)
-1

Man kann zeigen, daB dieses System von 2(n + 1) Gleichungen fiir die Unbekannten
Ty Ty v, Ty Agy Ay - -+, A, genau eine Losung besitzt. Die Stiitzstellen 2;
erweisen sich als die im Intervall ] —1, 1[ gelegenen Nullstellen der sogenannten
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Legendreschen Poly P,, welche etwa durch
1 dr(z2—1)n
Py(=) B Tl (40)

definiert werden koénnen.

Eine wichtige Frage ist die Auswahl der firr Integranden einer bestimmten Funk-
tionenklasse giinstigsten Quadraturformel. Diesbeziiglich mag der Hinweis geniigen,
daB man zu jeder Quadraturformel Integranden konstruieren kann, fiirr welche diese
zur Integralapproximation nicht geeignet sind. Beispielsweise wiirde die Keplersche
FaBregel fiir die in Abb. 4.15 dargestellte Funktion f, (n€N, n=2) den Wert —2
liefern, wihrend

1
J ) da=2-2
-1

Abb. 4.15

ist. Fiir » =2 stimmt das mit dem Wert der Quadraturformel iiberein, aber fiir n=4
wird nicht einmal das Vorzeichen des Integrals reproduziert. Das Beispiel 148t erkennen,
da8 die numerische Quadratur bei Integranden mit grofier Schwankung der Funktions-
werte problematisch ist. Zur Entwicklung effektiver universeller automatischer Quadra-
turverfahren (sogenannter automatischer Integratoren) erscheinen gegenwiirtig viele
Veroffentlichungen.

Von den modernen Verfahren sei noch die mit Zufallszahlen arbeitende sogenannte
Monte-Carlo- Methode erwiihnt, die sich auch zur Berechnung mehrdimensionaler Inte-
grale eignet.

Wir schlieBen mit einem Hinweis auf die Méglichkeit, funktionalanalytische Hilfs-
mittel zur Untersuchung des Verfahrensfehlers und der Konvergenz einer Quadratur-
formel einzusetzen. Letzteres betrifft die Frage, unter welchen Ve tzungen die
von einer Quadraturformel bestimmten Typs gelieferten Werte mit wachsender Stiitz-
stellenzahl gegen den exakten Integralwert streben. Fiir ein erstes Studium solcher
Probleme sei etwa auf [77], Bd. 2, 9.7., verwiesen. Ein schones Resultat stammt von
dem bedeutenden russischen Mathematiker W. A. STERLOW (1863—1926):

Wenn die Gewichte einer Quadraturformel (11) besti: Typs simitlich nichinegats
sind und diese bei m+1 Stiitzstellen den Integralwert eines beliebigen Polynoms wvon
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héchstens n-tem Grade exakt bestimmt, dann konvergiert die Formel fir jeden stetigen

Integranden.
Im Hinblick auf das oben untersuchte Beispiel der Berechnung von

dz
1422
-8

wird man (zu Recht) vermuten, daB in den Formeln von NewroN-CoTEs auch negative
Gewichte auftreten miissen.
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