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Vorwort

Der vorliegende Band 11 der Studienbiicherei ,,Mathematik fiir Lehrer* vermittelt
eine Einfilhrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und in die mathematische Stati-
stik. Dies sind Gebiete, deren Bedeutung fiir die verschiedensten Anwendungs- und
wissenschaftlichen Forschungsbereiche auBerordentlich grof ist und die deshalb
bereits Eingang in die Mathematikausbildung an erweiterten Oberschulen gefun-
den haben. '

Dieses Buch ist entsprechend dem allgemeinen Anliegen der Reihe ,,Mathematik
fiir Lehrer* primir als Lehrbuch im Rahmen der Mathematiklehrerausbildung ge-
dacht. Dariiber hinaus diirfte es sich aber auch fiir Studenten anderer Fachrichtungen
eignen, die withrend ihres Studiums mit Wahrscheinlichkeitsrechnung und Sta.tlstlk
oder mit Gebieten in Beriihrung kommen, in denen wahrscheinlichkeitstheor
Methoden oder statistische Verfahren verwendet werden. SchlieBlich soll mit diesem
Buch den im Schuldienst stehenden Lehrern ein verliBlicher und rationeller Zugang
zur Wahrscheinlichkeitstheorie und mathematischen Statistik angeboten und auch
ein zweckmiBiger Ratgeber bei der Vorbereitung und Durchfithrung von Lehrgéngen
und Arbeitsgemeinschaften entsprechender Thematik in die Hand gegeben werden.

Von den insgesamt dreizehn Kapiteln dieses Buches dienen sieben der Darstellung
der Wahrscheinlichkeitstheorie; dabei enthalten die ersten drei. Kapitel den Stoff,
den man vielfach auch als Wahrscheinlichkeitsrechnung bezeichnet, wihrend die
Kapitel 4 bis 7 der Behandlung von ZufallsgréSen gewidmet sind und mit Aussagen
zum Gesetz der groBen Zahlen-und zum Zentralen Grenzwertsatz ihren Hohepunkt
erreichen. Im AnschluB an Kapitel 8 zur beschreibenden Statistik erfolgt in den Kapi-
teln 9 bis 11 die Behandlung der wesentlichen Fragestellungen der mathematischen
Statistik; Schwerpunkte hierbei bilden Punkt- und Konfidenzschitzungen sowie
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Signifikanztests. Das Kapitel 12 enthilt einige Tafeln und Tabellen; einerseits soll
damit ein zahlenméBiger Uberblick fiir einige wichtige Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen gegeben werden, und andererseits werden hier fiir die praktische Durch-
fiihrung von Konfidenzschitzungen und Signifikanztests hiufig benétigte Quantile
zu den Priifverteilungen der mathematischen Statistik zusammengestellt. Mit dem
Kapitel 13 wird ein kurzer Abri8 der Geschichte der Wahrscheinlichkeitsrechnung ge-

- geben. SchlieBlich ist auf das Literaturverzeichnis am Schlu8 des Buches hinzuweisen ;
man findet hiér auch einige Hinweise, die bei der Auswahl geeigneter Literatur be-
hilflich sein sollen (z. B. fiir die Anwendung statistischer Verfahren in der piadago-
gischen Forschung oder fiir die Durchfiihrung von Lehrgingen und Arbeitsgemein-
schaften zur Wahrscheinlichkeitsrechnung).

Ich habe mich sehr darum bemiiht, die grundlegenden Begriffe und Aussagen der
Wahrscheinlichkeitstheorie mathematisch exakt und dabei aber immer auch anschau-
lich ‘darzustellen. Die wesentliche Zielstellung der Kapitel zur mathematischen Sta-
tistik ist in der Erliuterung und Begriindung der prinzipiellen SchluBweisen dieser
Disziplin zu sehen. Die Darstellung ist dabei insgesamt so angelegt, daB die praktische
Anwendung kaum Schwierigkeiten bereiten diirfte. AuBerdem wurden hierfiir zahl-
reiche Beispiele aus den verschiedensten Gebieten eingearbeitet. Auf einen besonderen
Aufgabenteil, der auch die volle Anwendungsbreite der Wahrscheinlichkeitstheorie
und math hen Statistik zeigt, muBte aus Griinden des Umfanges verzichtet
werden. Der interessierte Leser findet auch hierfiir entsprechende Hinweise im Litera-
turverzeichnis.

Ich méchte die Gelegenheit nutzen, meinem hochverehrten Lehrer, Herrn Pro-
fessor Dr. rer. nat. habil. P. H. MGLLER auf das herzlichste zu danken. Herr Professor
M3LLER hat das gesamte Manuskript duBerst kritisch durchgesehen und mir zahlreiche
und stets sehr wertvolle Hinweise sowohl zur Anlage und Gliederung des Buches als
auch bei der endgiiltigen Formulierung gegeben. Es ist mir des weiteren eine ange-
nehme Pflicht, den Herausgebern der Studienbiicherei ,,Mathematik fiir Lehrer* —
insbesondere ihrem federfiihrenden Herausgeber, Herrn Professor Dr. sc. nat.
W. ENeEL — und dem VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften — speziell Frl.
Dipl.-Math. E. ARNDT und der Lektorin dieses Buches, Frau Dipl.-Math. K. BraTz
— fiir angenehme Zusammenarbeit, Unterstiitzung und sachkundige Beratung zu
danken. Herzlich danken méchte ich ferner den Setzerndes VEB Druckhaus ,,Maxim
Gorki* in Altenburg fiir die von ihnen geleistete sorgfaltige Arbeit. SchlieBlich habe
ich Frl. I TrrreL und meiner Frau zu danken: beide haben mich bei der Fertig-
stellung des Manuskripts sehr unterstiitzt. *

Ich hoffe, daB das Buch den Erwartungen entspricht. Hinweise aus dem Leser-
kreis nehme ich gern entgegen.

Dresden, im Februar 1976 GERT MATBAUM
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0. Einleitung

Das in diesem Buch behandelte Gebiet Wahrscheinlichkeitstheorie und mathematische
Statistik ist eine relativ junge eigenstéindige mathematische Disziplin. Dabei besitzt
die Wahrscheinlichkeitstheorie einerseits als selbstindige Theorie — mit wiederum
zahlreichen Spezm.ldmmphnen und Anwendungsgebieten — und andererseits als
Fundament der math hen Statistik besondere Bedeutung.

Die Wahrscheinlichkeitstheorie liefert mathematische Modelle zur Beschreibung
von Erscheinungen, die zufilligen Einfliissen unterliegen, wobei das wesentliche An-
liegen die mathematische Erf: g von G iBigkeiten der Zufallserscheinungen
ist. Einem heutzutage iiblichen und bewihrten Vorgehen entsprechend wird die
Wahrscheinlichkeitstheorie axiomatisch aufgebaut, und sie bedient sich in starkem
MaBe der Methoden und Ergebnisse der Analysis:

Die mathematische Statistik liefert auf der Grundlage der Wahrscheinlichkeitstheorie
Verfahren, mittels derer anhand stichprobena.rtigen Datenmaterials Aufschliisse iiber
die jeweils zu untersuchende Grundg, theit gewonnen werden kénnen; sie begriin-
det damit auch Methoden der Anpassung eines zufillige Effekte beriicksichtigenden
mathematischen Modells an einen entsprechenden realen Vorgang auf Grund kon-
kreten Datenmaterials. Die Entwicklung leistungsstarker elektronischer Datenver-
arbeitungsanlagen forderte erheblich die Anwendung von Verfahren der mathema-
tischen Statistik — insbesondere der statistischen Analyseverfahren (hierzu zihlen
beispielsweise die Korrelationsanalyse, die Regressionsanalyse, die Varianzanalyse
und die Faktorenanalyse) — in den verschiedensten Bereichen der Praxis.

In den letzten Jahrzehnten wurden zahlreiche Dlszxplmen entwickelt, die sich mit
spezi Fragestellungen der Wahrscheinlichkeitstheorie und mit der Anwendung
wahrscheinlichkeitstheoretischer Methoden und statistischer Verfahren in verschie-
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denen Natur- und Gesellschaftswi haften — u. a. auch in der Pidagogik und
Psychologie —, in der Medizin, Technik und Okonomie befassen. Hierzu zihlen z. B.
Bedienungstheorie, Zuverliissigkeitstheorie, Erneuerungstheorie, Spieltheorie, Ent-
scheidungstheorie, Informationstheorie, Ergodentheorie, Versuchsplanung, Bio-
metrie, statistische Qualitétskontrolle, Monte-Carlo-Simulation. AuBerdem bedient
man sich auch in der Militirwissenschaft, im Rahmen der Operationsforschung, der
Entscheidungsfindung bei volkswirtschaftlichen Prozessen und in der Kybernetik
zunehmend und mit Erfolg wahrscheinlichkeitstheoretischer Methoden.

Wahrscheinlichkeitstheorie und mathematische Statistik, einschlieBlich deren
Spezialdisziplinen und Anwendungsbereiche — also alle Wissenschaftsgebiete, diesich
mit der mathematischen Behandlung von Zufallserscheinungen beschéf-
tigen — werden in neuerer Zeit unter dem Namen Stochastik (6 oréyoc = das Ziel,
die MutmaBung; griech.) zusammengefaBt.

Hervorzuheben ist neben den reinen Anwendungszwecken der Wahrscheinlich-
keitstheorie (z. B. bei der Untersuchung der Zuverlissigkeit von Systemen anhand
der Zuverlissigkeit der einzelnen Bauelemente, bei der Dimensionierung von Be-
dienungseinrichtungen oder bei der Durchfiihrung von Qualititskontrollen im Rah-
men von Massenproduktionen) vor allem auch die Bedeutung dieser Disziplin unmit-
telbar im Bereich der Naturwissenschaften; mit den Begriffsbildungen und Metho-
den der Wahrscheinlichkeitstheorie gelang es, zahlreiche Erscheinungen (z.B.
Probleme, die mit der Bewegung von Elementarteilchen zusammenhéngen, die
Mendelschen Gesetze in der Biologie, die Gasgesetze in der Chemie und Physik) in
einer der objektiven Realitit mathematisch noch besser angepaften Form zu be-
schreiben, die bereits vorliegenden Resultate auf neue, und zwar sehr aufschluB-
reiche Weise zu interpretieren und dariiber hinaus auch zu neuen erkenntnisreichen
Aussagen zu gelangen.

Der praktischen Anwendung der Wahrscheinlichkeitstheorie und der mathemati-
schen Statistik liegt die Uberzeugung zugrunde, da8 sich der Grad der Unbestimmt-
heit des Eintretens zufallsbedingter Ereignisse in objektiver Weise durch jeweils
eine Zahl — die Wahrscheinlichkeit — erfassen 1d8t. Hierbei wird weiterhin — in
Ubereinstimmung mit der objektiven Realitit — davon ausgegangen, da§ den zufalls-
abhéingigen Erscheinungen ebenso wie den deterministisch ablaufenden Vorgingen
Gesetzmi Bigkeiten innewohnen, daB also Zufall nicht totale Regellosigkeit oder Chaos
bedeutet. In diesem Zusammenhang ist noch darauf aufmerksam zu machen, daB
sich der mathematische Wahrscheinlichkeitsbegriff, der also die Wahrscheinlichkeit
eineg zufilligen Ereignisses in objektiver Weise und quantitativ erfaBt, von dem in
der Umgangssprache verwendeten Begriff des Wahrscheinlichen, der zumeist stark
subjektive Ziige trigt und mit dem oftmals auch nur qualitative Aussagen beab-
sichtigt werden, unterscheidet. Dabei zeigt sich allerdings, daB sich subjektive Vor-
stellungen von der Wahrscheinlichkeit eines zufélligen Ereignisses mit zunehmendem
Erfahrungsschatz mehr und mehr den objektiven, mit dem mathematischen Wahr-
scheinlichkeitsbegriff erfaBten Verhdltnissen angleichen.

PATIAN
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heinlichke:

Wir wenden uns nun dem systematischen Aufbau der Wahr orie
zu. Die Darstellung der Wahrscheinlichkeitstheorie erfolgt im Rahmen von sieben
Kapiteln; dabei enthalten dxe ersten drei Kapitel den Stoff, den man gewéhnlich
auch als Wahrscheinlichkeit: bezeichnet




1. Zuféllige Ereignisse

Wir beschiiftigen uns in diesem Kapitel mit zufilligen Ereignissen, das sind Ereig-
nisse, die unter gegebenen Bedingungen eintreten konnen, aber nicht eintreten miis-
sen; wir werden sie auffassen als Ergebnisse von zufilligen Versuchen, das sind Ver-
suche, deren Ausgang im Rahmen verschiedener Moglichkeiten ungewi ist. Neben
der ausfiihrlicheren Erliuterung dieser und einiger weiterer Begriffe behandeln wir
in Kapitel 1 Operationen zwischen zufilligen Erel.gnum SchlieBlich lernen wir den
fiir den axiomatischen Aufbau der Wahrscheinlichkeit ie wichtigen Begriff des
Ereignisfeldes kennen ; dabei gehen wir auch auf den Zusammenhang zwischen Ereig-
nisfeldern, Booleschen Algebren und speziell Mengenalgebren ein.

1.1.  Zuféllige Versuche

Unter einem zufilligen Versuch verstehen wir einen Versuch, dessen Ausgang im
Rahmen verschiedener Méglichkeiten ungewiB ist und der sich unter Emhn.ltu.ng der
den Versuch kennzeichnenden #uBeren Bedingungen beliebig oft (zumindest g
lich) wiederholen li8t.
Beispiele.
1. Das Werfen einer Miinze ist ein zufélliger Versuch. Die moglichen Ausgiinge
dieses Versuches sind durch ,,Zahl oben* und ,,Wappen oben* gekennzeichnet.
2. Das (einmalige) Wiirfeln mit einem Spielwiirfel ist ein zufilliger Versuch. Die
" moglichen Ausgiinge dieses Versuches sind durch die gewiirfelte Augenzahl gekenn-
zeichnet.
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3. Das n-malige Wiirfeln mit einem Spielwiirfel kann als ein zufilliger Versuch
angesehen werden. Wenn man sich nur fiir die Anzahl der dabei auftretenden Sechsen
interessiert, hat dieser Versuch n + 1 Ausgiinge. (Die Anzahl der Sechsen ist eine
sogenannte diskrete ZufallsgroBe, die die n + 1 Werte 0, 1, 2, ..., n annehmen kann.)

4. Die Entnahme einer Stichprobe von = Stiick aus einer Grundgesamtheit (z. B.
der Tagesproduktion eines Betriebes) von N Stiick, die M fehlerhafte Teile enthilt,
kann als ein zufilliger Versuch aufgefaBt werden; dabei werde die Stichprobe auf
einmal entnommen (Stichprobe ohne Zuriicklegen), und jedes der insgesamt N Teile
habe die gleithe Chance, bei der Entnahme der Stichprobe mit entnommen zu wer-
den. Interessiert man sich nur fiir die Anzahl der fehlerhaften Teile in der Stichprobe,
80 hat dieser Versuch n + 1 Ausgiinge, falls M = n gilt. (Die Anzahl der fehlerhaften
Teile ist ebenfalls eine diskrete ZufallsgroBe, deren sogenannte Wahrscheinlichkeits-
verteilung in der statistischen Qualititskontrolle eine groBe Rolle spielt.)

5. Jede Messung (z. B. einer Linge, eines Winkels, einer Zeit, einer physikalischen
GroBe) kann als zufilliger Versuch angesehen werden. Einerseits werden solche Mes-
‘sungen am gleichen Objekt infolge der Unzulidnglichkeiten des Beobachters bei
Wiederholung i. a. unterschiedlich ausfallen, andererseits werden Messungen an
mehreren gleichartigen Objekten infolge der immer vorhandenen Unterschiedlichkeit
von solchen Objekten ebenfalls zu unterschiedlichen Ergebnissen fiihren.

Bei einem zufilligen Versuch gibt es also Einfliisse, die bei der Beschreibung des
Versuches — also bei der Aufziihlung der den Versuch kennzeichnenden Bedingungen
— nicht beriicksichtigt sind und dazu fiihren, daB das Ergebnis dieses Versuches
im Rahmen verschiedener Méglichkeiten ungewiB ist.

In der obigen Erklirung des zufilligen Versuches haben wir auch betont, da8
zuféllige Versuche — zumindest gedanklich — beliebig oft wiederholbar sein miissen.
Diese Voraussetzung erlaubt das Studium von solchen GesetzmiBigkeiten, die erst
durch eine groBe Anzahl von unabhiingig voneinander durchgefiihrten Wieder-
holungen eines entsprechenden zufilligen Versuches erkennbar werden. (Diesen
Sachverhalt driickt man gelegentlich auch dadurch aus, daB man sagt, die im Hin-
blick auf solche GesetzmiBigkeiten zu untersuchenden Erscheinungen sind Massen-
erscheinungen.) Das Studium der GesetzmaéBigkeiten bei zufilligen Erscheinungen
istd_“ W PRIIR A 'Y gen del' an" hoinlinhlbaléath II;P :

1.2, Zufillige Ereignisse

Als zufilliges Ereignis bezeichnen wir ein Ergebnis eines zufélligen Versuches. Es
ist also dadurch charakterisiert, daB es unter den Bedingungen, die den betrachteten
zufilligen Versuch kennzeichnen, eintreten kann, aber nicht eintreten mus.
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Ein zufilliges Ereignis beschreiben wir gewohnlich durch die Schilderung der
Situation, bei der es eintritt. Wir bezeichnen i. a. zufillige Ereignisse mit groBen
lateinischen Buchstaben, die wir gegebenenfalls noch mit Indizes versehen.

Beispiele. Wir beziehen uns auf die Beispiele aus 1.1.
1. A ... Das Wappen erscheint oben.
2. A, ... Die gewiirfelte Augenzahl ist gleich k (¢ = 1, 2, ..., 6).
B ... Die gewiirfelte Augenzahl ist eine gerade Zahl.
3. A, ... Die Anzahl der gewiirfelten Sechsen ist gleich k (¥ =0, 1, 2, ..., n).
4. A, ... Die Anzahl der fehlerhaften Teile in der Stichprobe ist gleich &
(k=0,1,2,...,n).
5. A ... Die zu messende GroBe liegt innerhalb der Toleranzgrenzen.

In die Betrachtungen iiber zufillige Ereignisse wollen wir Ereignisse einbeziehen,
die als Grenzfille zufilliger Ereignisse angesehen werden konnen: sichere Ereignisse

und unmégliche Ereignisse.
Sichere Ereignisse sind dadurch charakterisiert, daB sie unter den Bedingungen,
die den betrachteten zufilligen Versuch kennzeichnen, eintreten miissen; oglich

Ereignisse sind dadurch charakterisiert, da8 sie nicht eintreten kénnen.
Sichere Ereignisse werden wir einheitlich mit Q (lies: GroB8-Omega) bezeichnen,
unmdégliche Ereignisse mit & (also mit dem Symbol der leeren Menge).

Beispiel. Der zufillige Versuch bestehe im einmaligen Wiirfeln mit zwei Spiel-
wiirfeln. Ein sicheres Ereignis besteht z. B. darin, daB die Summe der oben erschei-
nenden Augenzahlen < 12 ist; ein unmégliches Ereignis besteht z. B. darin, daB
die Summe der Augenzahlen < 2 ist.

Oftmals lassen sich zufillige Ereignisse durch Teilmengen auf der Zahlengeraden
oder in der Ebene veranschaulichen. *

Beispiele.
1. Der zufillige Versuch bestehe im Drehen eines Gliicksrades, an dem ein Zeiger
befestigt ist. Die unendlich vielen denkbaren Versuct giinge sind die Stell

die der Zeiger beim Stehenbleiben des Rades haben kann. Jede dieser Stellungen
kann durch die WinkelgréBe ¢ gekennzeichnet werden, die durch die positive z-Achse
und den Zeiger gebildet wird (Abb. 1). Dadurch kann jedes im Zusammenhang mit
diesem zufilligen Versuch stehende Ereignis A durch eine Menge 4 von Winkel-
groBen @ beschrieben werden, und zwar durch die Menge derjenigen WinkelgroBen g,
die fiir das betrachtete Ereignis A ,,giinstig* sind, giinstig in dem Sinne, daB das
Ereignis 4 genau dann eintritt, wenn die Stellung des Zeigers beim Stehenbleiben
des Gliicksrades durch eine WinkelgroBe @ aus der Menge A gekennzeichnet wird.
Besteht z. B. das Ereignis 4 darin, daB der Zeiger im dritten Quadranten stehenbleibt,
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s0_ordnen wir diesem Ereignis auf der ¢-Achse das Intervall von = bis % 7 zu, also
3n
die Menge 4 = {qz TS¢@ S—} (vgl. Abb. 1).

Abb. 2

2. Der zufillige Versuch bestehe im SchieBen auf eine Scheibe mit zehn konzen-
trisch s.ngeordneten Kreisen mit den Radien r; > 7y > --- > 19 > 0 (vgl. Abb. 2).
Jedes im Zusammenhang mit diesem Versuch stehende zu.falhge Ereignis A 18t
sich durch die Menge 4 aller fiir das betrachtete Ereignis ,»glinstigen‘ Punkte in der
z, y-Ebene beschreiben, giinstig in dem Sinne, daB A genau dann eintritt, wenn
das Auftreffen des Schusses auf einen Punkt aus 4 erfolgt. Besteht z. B. das Ereignis
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A darin, daB der abgegebene SchuB ein Treffer ist, so wird also 4 durch die Menge
4 =(@y):a*+9* snl

beschrieben. Die Menge
B=(myrrt<a*+y=nY

stellt das Ereignis B dar, das genau dann eintritt, wean der SchuB in den von den

Kreisen mit den Radien r; und r; begrenzten Kreisring trifft, d. h., wenn eine ,,2*
geschossen wurde.

Dariiber hinaus veranschaulicht man sich gern auch bei allgemeinen Uberlegungen
zufillige Ereignisse durch Punktmengen in der Ebene. Wir werden auf den engen
Zusammenhang zwischen zufilligen Ereignissen und Mengen spiter etwas genauer
eingehen (vgl. 1.5.).

Nachfolgend wollen wir eine Relation zwischen zufilligen Ereignissen definieren,
mit der sich dann auch die Gleichheit zufélliger Ereignisse in mathematischer Form
fassen liBt. Dabei stellen wir uns immer vor, daB die betrachteten zufilligen Ereig-
nisse zu einem bestimmten zufilligen Versuch gehéren.

Definition 1. Wenn mit dem Eintreten des zufilligen Ereignisses 4 stets auch
das Eintreten des zufilligen Ereignisses B verbunden ist, schreiben wir

ASB
(lies: A zieht B nach sich, A impliziert B, A ist ein Teil von B), vgl. Abb. 3,

A B

ASB  Abb.3

Wir benutzen also hier ein Symbol der Mengenlehre (vgl. ML Band 1, 1.5.);
Abb. 3 soll an den entsprechenden Sachverhalt bei Mengen erinnern. (Man kann'
nimlich einem zu einem zufilligen Versuch gehdrenden System von Ereignissen
ein System von Teilmengen einer Grundmenge so zuordnen, daf genau dann die Rela-
tion A C B fiir zufillige Ereignisse A und B besteht, wenn die dem Ereignis 4 zuge-
ordnete Menge eine Teilmenge der dem Ereignis B zugeordneten Menge ist. Ins-
besondere ist dabei dem sicheren Ereignis die Grundmenge und dem unméglichen
Ereignis die leere Menge zugeordnet (vgl. 1.5.).)
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Beispiel. Wiirfeln mit einem Spielwiirfel.

A ... Die gewiirfelte Augenzahl ist gleich 8 (4 = {6)),

B... Die gewiirfelte Augenzahl ist gerade (B = {2, 4, 6})

Man bestéitigt mit Definition 1 sofort, dag fiir jedes zufallige Ereignis 4 die folgen-
den Aussagen gelten:

PS4, Acd, Aco. 16

}=>AgB.

Wenn mit dem Ereignis 4 stets auch das Ereignis B eintritt und B das Ereignis ¢
impliziert, zieht offenbar das Ereignis 4 auch das Ereignis C' nach sich, in Formeln:

ACSB, BcOs4cc. @)
Wir kommen nun zur Definition der Gleichheit zufélliger Ereignisse.

Definition 2. Zwei zufillige Ereignisse 4 und B heiBen gleick (4 = B), wenn
sowohl das Ereignis 4 das Ereignis B nach sich zieht (4 S B) als auch umgekehrt
das Ereignis B das Ereignis 4 nach sich zieht (B S 4).

Diese Definition beinhaltet, dal zwei zufillige Ereignisse genau dann als gleich
angesehen werden, wenn bei jeder Wiederholung stets beide Ereignisse eintreten
oder beide Ereignisse nicht eintreten.

Sind zwei zufiillige Ereignisse 4 und B nicht gleich, so driicken wir dies durch
A =+ Baus.

SchlieBlich weisen wir darauf hin, daB die Relation & wegen (1) und (2) reflexiv
und transitiv und wegen Definition 2 antisymmetrisch ist, d. h., da8 die Relation <
eine teilweise Ordnung ist (vgl. MfL Band 1, 1.5.). Anstelle von 4 S B schreiben
wir auch B 2 4.

1.3.  Operationen zwischen zufilligen Ereignissen

Wir behandeln in diesem Abschnitt Operationen zwischen zufilligen Ereignissen,
deren Verwendung sehr zweckmiBig ist und oft zu einer recht iibersichtlichen For-
mulierung von Sachverhalten fithrt. Dabei treten Operationssymbole auf, die bereits
bei der Behandlung der Mengenlehre vorkamen (vgl. MfL Band 1, 1.4.). Wir weisen
darauf hin, daB bei Ersetzung der vorkommenden Ereignisse durch Mengen aus
den nachfolgenden Aussagen (iiber Ereignisse) stets wahre Aussagen der Mengen-
lehre entstehen; umgekehrt erhilt man aus entsprechenden Aussagen der Mengen-
lehre bei Ersetzung der vorkommenden Mengen durch zufillige Ereignisse stets
wahre Aussagen iiber zufillige Ereignisse. (Die Begriindung hierfiir liefert ein Satz
iiber die Isomorphie zwischen Ereignisfeldern und Mengenalgebren, den wir in Ab-
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schnitt 1.5. behandeln.) Die bei den folgenden Definitionen fiir die Operationen
zwischen zuféilligen Ereignissen angegebenen Abbildungen sollen an die Definitionen
der entsprechenden Operationen bei Mengen erinnern. Alle Beispiele in diesem Ab-
schnitt beziehen sich der Einfachheit halber auf den zufilligen Versuch, der im ein-
maligen Wiirfeln mit einem Spielwiirfel besteht.

1.3.1.  Summe von Ereignissen
Definition 1. Sind 4 und B zufillige Ereignisse, so bezeichnen wir das Ereignis,
das genau dann eintritt, wenn mindestens eines der Ereignisse 4 und B eintritt, mit
) "JAuB
(Lies: A oder B, Summe von A und B, A vereinigt mit B), vgl. Abb. 4.

A Q B

EE.AvB Abb. 4

Beispiel. Wurf mit einem Spielwiirfel.

A ...Die gewiirfelte Augenzahl ist gerade (4 = (2,4, 6}). .

B ... Die gewiirfelte Augenzahl ist = 3 (B =1{3,4,5,6)).

A u B ... Die gewiirfelte Augenzahl ist &= 1 4v B =1{2,3,4,5,6}).
Die folgenden Aussagen sind leicht zu bestéitigen:

Au@=A4, AvA=A4, AvQ2=2, (1)
AZSAuB, BSAuB, (2)
AuB=BuAd (Kommutativgesetz), 3)
Au(BuC)= (4 uB)uC (Assoziativgesetz). 4)

Auf Grund der Giiltigkeit des Assoziativgesetzes kann man dle Summe von 7 (= 2)
zufilligen Erelgmssen in folgender Weise definieren.

Definition 2. Sind Ay, A4, ..., A, zufillige Ereignisse, so bezeichnen wir das
Ereignis, das genau dann eintritt, wenn mindestens eines der Ereignisse 4; (¢ = 1, 2,
«+.» 1) eintritt, mit

Ayudgu--ud,
oder auch mit
"
- U 4;.

i=1
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In weiterer Verallgemeinerung dazu bezeichnen wir das Ereignis, das genau dann
, wenn mindestens ein Ereignis der (unendlichen) Folge 4,, 4,, ... von Ereig-
nissen 4; ( = 1, 2, ...) eintritt, mit

A, udgue
oder auch mit

U 4;.

=1

1.3.2. Produkt von Ereignissen
Definition 3. 8irid 4 und B zufillige Ereignisse, so bezeichnen wir das Ereignis,
das genau dann eintritt, wenn sowohl 4 als auch B eintritt, mit
AnB
(lies: 4 und B, Produkt von A und B, A geschnitten mit B), vgl. Abb. 5.
A Q B

@D

Beispiel. Wurf mit dem Spielwiirfel.

A ... Die gewiirfelte Augenzahl ist gerade (4 = (2, 4, 6}).
B ... Die gewiirfelte Augenzahl ist < 3 (B=1(1,2}).

4 n B... Die gewiirfelte Augenzahl ist gleich 2 (4 n B = {2}).

Abb. 5

Die folgenden Aussagen sind wiederum leicht zu bestéitigen:

An@ =0, And=A4, AnQ=A4, (8)
AnBc A, AnBES B, (6)
AnB = BnA (Kommutativgesetz), 7
An(BnC)=(AnB)nC (Assoziativgesetz). (8)

Auf Grund der Giiltigkeit' des Assoziativgesetzes konnen wir das Produkt von
n (= 2) zufilligen Ereignissen in folgender Weise definieren.

Definition 4. 8ind A4,, 4,, ..., 4, zufillige Ereigni 8o bezeichnen wir das
Ereignis, das genau dann eintritt, wenn jedes der Ereignisse 4; (¢ = 1,2, ...,7)
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eintritt, mit
Ayndyn--nd,
oder auch mit
.
N 4;.
=1
In weiterer Verallgemeinerung dazu bezeichnen wir das Ereignis, das genau dann
eintritt, wenn jedes der Ereignisse der (unendlichen) Folge 4,, 4,, ... von Ereignissen
4; (1 =1,2,...) eintritt, mit
Ay ndgnee
oder auch mit
o
N 4;.
i=1
Wir wollen hier noch zwei Begriffe einfiihren, auf die wir spiter zuriickkommen.
Definition 5. Zwei zufillige Ereignisse A und B heien unvereinbar, wenn
AnB=20

gilt. (4 n B = @ bedeutet inhaltlich, da8 das gemeinsame Eintreten der Ereigni
A und B unmdéglich ist. Man sagt dann auch, daB sich 4 und B ausschlieSen oder
daB 4 und B disjunkt sind, vgl. Abb. 6.)

Q

OGS

Definition 6. Eine Menge {4,, 4,, ..., 4y, ...} von zufilligen Ereignissen 4; 5= 0
heiBt ein vollstindiges System von Ereignisgen, wenn
Ajndy=0 (G5,
Ayvdyuervdpuee =0

AnB=g Abb.6

gilt.
Beispiel. Wurf mit dem Spielwiirfel. )
4; ... Die gewiirfelte Augenzahl ist gleich ¢ (i = 1, 2, 3, 4, 5, 6).
(A,, 45, A5, A,, A5, Ag) ist ein vollstindiges System von Ereignissen.
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Betrachten wir allgemein einen zufilligen Versuch, als dessen Ausgang genau
eines der zufilligen Ereignisse 4,, 4,, ..., 4y, ... eintritt, so bildet die Menge dieser
Versuchsausgiinge ein vollstindiges System von Ereignissen.

1.3.3. Entgegengesetztes oder komplementéres Ereignis

Definition 7. Ist A ein zufilliges Ereignis, so bezeichnen wir das Ereignis, das
genau dann eintritt, wenn A nicht eintritt, mit 4 und nennen es das zu A enigegen-
tzte oder kompl tire Ereignis (vgl. Abb. 7).

Q

@ ..A Abb.7

Beispiel. Wurf mit dem Spielwiirfel.
4 ... Die gewiirfelte Augenzahlist <3 (4 = (1, 2, 8}).
4 ... Die gewiirfelte Augenzahlist >3 (4 = {4, 5, 6}).
Offensichtlich bestehen fiir ein beliebiges Ereignis 4 die Beziehungen
AvA=Q und And=4. (9)
Ist also A ein zufilliges Ereignis, das weder unméglich noch sicher ist (d. h. 4 & @,
4 + Q), so ist die Menge (4, 4} ein vollstindiges System von Ereignissen.

Ferner bestitigt man unmittelbar die Giiltigkeit der Ausssagen
6= 2=9, (@A) =4A. (10)
Wir stellen einige wéitere Aussagen zusammen, die unschwer zu beweisen sind:
ASB=>Bcd4, (11)
—— - oy o o
AnB=AuB, allgemeiner: N 4;=U 4;, (12)
i=1 i=1
———— - . [ ® e
AuB=AnB, allgemeiner: U 4; =N 4;. (13)
f=1 =

AbschlieSend hierzu geben wir Zerlegungsformeln fiir die Summe zweier zufilliger
Ereignisse in paarweise unvereinbare Ereignisse an (vgl. dazu Abb. 8).

AuB=Avu (Bn 4), (14)
AuB=Bu(4nB), (16)
AuB=(AnB)u(AdnB)u(4nB). (16)

Den einfachen Beweis hierfiir iiberlassen wir dem Leser.
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Q Q Q
)\ (e (e
. A B8rA ) \ ARB B AnB BnA) Abb.8

1.3.4.  Differenz von Ereignissen

Definition 8. Sind 4 und B zufillige Ereignisse, so bezeichnen wir das Ereignis,
das genau dann eintritt, wenn das Ereignis 4, aber nicht das Ereignis B eintritt, mit

AN\B
(lies: A und nicht B, Differenz von A und B, A minus B), vgl. Abb. 9.

A Q B

HH..A\8 Abb.9

Beispiel. Wurf mit dem Spielwiirfel.
A ... Die gewiirfelte Augenzahl ist gerade (4 = (2,4, 6)).
B ... Die gewiirfelte Augenzahl ist < 3 (B={1,2,3)).
AN\ B ... Die gewiirfelte Augenzahl ist gleich 4 oder 6 (4 \ B = {4, 6)).
B\ A ... Die gewiirfelte Augenzahl ist gleich 1oder 3 (B\ 4 = (1, 3}).
Da die Operation \ auf Grund der Beziehung
ANB=An B (17

durch die Operationen n und - ausgedriickt werden kann, kénnen wir auf weitere
Ausfiihrungen verzichten. Wir weisen nur darauf hin, daB fiir die Operation \
das Kommutativgesetz offensichtlich nicht gilt (vgl. obiges Beispiel).

1.3.5. Symmetrische Differenz von Ereignissen

Definition 9. 8ind 4 und B zufillige Ereignisse, so bezeichnen wir das Ereignis,
das genau dann eintritt, wenn 4 oder B, nicht aber beide Ereignisse eintreten, mit

AAB
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(lies: genau eines der Ereignisse A und B, sy trische Differenz von A und B), vgl.
Abb. 10.

BE..AAB Abb. 10

Da die Operation A auf Grund der Beziehung
AAB=(ANB)u(B\4)= (AnB)u(BnA) (18)
durch die Operationen n, u und - ausgedmckt. werden kann, verzichten wir auch

hier auf weitere Erorterungen; wir weisen nur noch auf die Giiltigkeit des Kommu-
tativgesetzes fiir die Operation A hin.

1.4.  Das Ereignisfeld

Ein Ereignisfeld ist eine Menge von zufiilligen Ereignissen, die — grob gesprochen —
auBer den im Zusammenhang mit einem zufiilligen Versuch unmittelbar interessie-
renden Ereignissen auch alle diejenigen enthiilt, die sich durch Anwendung der be-
handelten Operationen hieraus ergeben. Die genaue Festlegung dieses Begriffes be-
inhaltet die folgende Definition.

Definition 1. Eine Menge % von zufilligen Ere!.gmssen heiBt ein Eresgnufeld
(oder auch: eine Ereignisalgebra), wenn es folgende Eigenschaften besitzt:

1. Das sichere Ereignis gehort zu A: 2 € U.

2. Mit zwei zufilligen Ereignissen enthilt % auch deren Summe:

' AeU,BeA=>AuBec¥

3. Mit jedem zufilligen Ereignis enthiilt % auch das dazu komplementére Ereignis:

AdeuA> e
Enthilt % unendlich viele Elemente, so habe % auch die folgende Eigenschaft:
4. Mit jeder Folge von zufilligen Ereignissen enthilt % auch deren Summe:

4;eUA(=1,2,..)>U4; e
=1
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Aus den in Definition 1 g ten Eigenschaften ergeben sich leicht weitere Eigen-
schaften.

Folgerung 1. Es sei U ein Ereignisfeld. Dann besitzt N zusitzlich folgende Eigen-
schaften:

1. Das unmégliche Ereignis gehort zu N: J € A.

2. Mit zwes zufdlligen Ereignissen enthilt A auch deren Produkt, deren Differenz
und deren symmetrische Differenz:

AcU,BEA>AnBeN,ANBc U, AABeH.
3. Mit jeder Folge von zufilligen Ereignissen enthiilt W auch deren Produkt:

4;eU(@=1,2,. )%04162[

i=1

Beweis.
1. Esgilt & = @ (vgl. 1. 3. (10)). Mit den Eigenschaften 1 und 3 des Ereignisfeldes folgt damit
fewn

2. Es gelten die folgenden Gleichungen:

A0B=IvE (vgl. 1.3. (12)),
ANB=AnB . (vgl. 1.3. (17)),

A AB=(AnB)u(Bn ) (vgl. 1.3. (18)).

Sind 4 und B Elemente des Ereignisfeldes %, so iolgt auf Grund der Eigenschaften 2 und 3 des
Ereignisfeldes zunéchst 4 n B € ¥ und hi (wied unter Verwend der Eigenschaften 2
und 3)

AN Be¥ und 4 ABe¥.

3. Es gilt R 4, = GI (vgl. 1.3. (12)). Sind 4, (i =1, 2, ...) Elemente des Ereignisfeldes %,
i=1 i=1

80 folgt wegen der Eigenschaft 3 des Ereignisfeldes 4; € % (i = 1, 2, ...). Unter Beachtung der
o

Eigenschaft 4 erhilt man \J 4; € % und hieraus — wiederum wegen der Eigenschaft 3 — schlieB-
i=1

3 -]
lich U 4; € %, d. h. wegen der anfangs angegek Beziehung N 4; € U,
=1 i=1

Ein Ereignisfeld ist somit eine Menge von zufilligen Ereignissen mit der Eigen-
schaft, daB Anwendungen der in 1.3. eingefiihrten Operationen auf Elemente dieser
Menge nicht aus dieser Menge hinausfiihren, also immer wieder Elemente dieser
Menge liefern.

Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit der Definition des sogenannten atomaren
Ereignisses und mit einer Bemerkung zur mathematischen Struktur des Ereignis-
feldes.
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Definition 2. Es sei % ein Ereignisfeld. Ein Ereignis 4 € % heiBt afomares Ereig-
nis (beziiglich ), wenn es kein Ereignis B€ A, B & 0, B 5= A4 gibt, so daB B S 4
gilt. Anderenfalls heit A4 ein zusammengesetzies Ereignis.

Folgerung 2. Die folgenden Aussagen sind dgquivalent:

1. A € W ist ein atomares Ereignis.

2. A € U st nicht in der Form A =BuC mit BEN,C€ U, B + A, C + A dar-
stellbar.

3. A € U ist so beschaffen, dap fiir jedes B € A entweder A n B =0 oder A S B
gilt.

Von der mathematischen Struktur her ist ein Ereignisfeld eine Boolesche Algebra. Bevor wir
dies begriinden, erinnern wir an die Definition einer Booleschen Algebra.

Definition 3. Es sei M eine Menge, auf der zwei Verkniipfungen + und - (d. h. Funktionen,
die je zwei Elementen z € M, y € M in M gelegene Elemente x + y und z - y zuordnen) gegeben
sind. M heiBt eine Boolesche Algebra, wenn die folgenden Aussagen erfiillt sind (fir beliebige
Elemente z, y, z aus M):

lL.z24y=y+z, z-y=y-z (Kommutativgesetze),
2.2+ (W +z2)=@+y)+2z 2z (y-z2)=(@-y) -2 (Assoziativgesetze),
24+ (@-y)=2 z-(x+ty)==2 (Absorptionsgesetze),
44+ (y-2)=@2+y)-(z+2) (Distributivgesetz).

5. Es existieren Elemente o und e in M mitz-0 =0 und z + e =e.

6. Zu jedem z € M existiert ein 2’ € M (das sogenannte Komplement von ) mit -z’ = o
undz 4+ 2’ =e.

Folgerung 3. Jedes Ereignisfeld ist eine Boolesche Algebra.

Beweis. Als Verkniipfung 4 verwenden wir die Op v, als Verkniipfung - die Opera-
tion n auf einem Ereignisfeld 9. Dann gelten die oben angegebenen Gesetze 1 bis 4. Als neutrales
Element hinsichtlich der Addition (+) verwenden wir das ogliche Ereignis @, als neutrales
Element der Multiplikation (-) das sichere Ereignis, und schlieBlich verwenden wir als Komple-
ment von A4 € % das zu A gehérige komplementire Ereignis 4. Diese Elemente besitzen die in
der Definition geforderten Eigenschaften und liegen sémtlich in %. Damit ist % also eine Boole-
sche Algebra.

1.5.  Ereignisfelder und Mengenalgebren

Wir gehen nun auf den engen Zusammenhang zwischen zufilligen Ereignissen und
Mengen — genauer: zwischen Ereignisfeldern und Mengenalgebren — ein. Dazu
erinnern wir an die Definition einer Mengenalgebra.
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Definition 1. Ein System % von Teilmengen einer Grundmenge £ heiBit eine
Mengenalgebra (iiber ), wenn es folgende Eigenschaften besitzt:
1. Die Grundmenge 2 gehort zu A: 2 € U.
2. Mit zwei Teilmengen enthilt- % auch deren Vereinigung:
AU BecA=>AuBe . .
3. Mit jeder Teilmenge enthlt 9 auch das Kompl t dieser Teilmenge beziig-
lich der Grundmenge:
AcA=>4€9,
Ist auBerdem die nachfolgende Bedingung 4 erfiillt, so heit % eine o-Algebra
von Teilmengen von 2; das Paar [2, %] heilt dann ein meBbarer Raum.
4. Mit jeder Folge von Teilmengen enthilt % auch deren Vereinigung:

AeAGE=12.9304€.
i=1
Folgerung 1. Jede M lgebra ist eine Boolesche Algebra.
Beweis. Verliuft analog dem Beweis von Folgerung 3 (1.4.).

Den angekiindigten Zusammenhang zwischen Ereignisfeldern und Mengen-
algebren liefert der folgende Satz von M. H. STONE.

Satz 1. Zu jeder Ereignisalgebra lift sich eine isomorphe Mengenalgebra angeben.

Auf den Beweis dieses sehr tief liegenden Satzes miissen wir verzichten; wir wollen
aber den Inhalt des Satzes noch etwas erliutern.

Ist 9 ein Ereignisfeld, so existieren also eine Grundmenge £ und eine Algebra %
von Teilmengen dieser Menge £ mit folgenden Eigenschaften:

1. Es gibt eine eineindeutige Abbildung von 9 auf %.

2. Dem sicheren Ereignis 2 ist die Grundmenge & zugeordnet, dem unméglichen
Ereignis ist die leere Menge zugeordnet.

3. Bezeichnen wir mit ¢ die dem Ereignis ¢ € 9 zugeordnete Menge (¢ %), so ist
der Summe der Ereignisse 4 und B (d. h. dem Ereignis 4 u B) die Vereinigung der
Mengen 4 und B (d. h. die Teilmenge 4 u B von Q) zugeordnet, dem Produkt der
Ereignisse 4 und B (d. h. dem Ereignis 4 n B) ist der Durchschnitt der Mengen 4
und B (d. h. die Teilmenge 4 n B von &) zugeordnet, und dem Ereignis 4 ist die
Komplementéirmenge von 4 bezughch @ (d. h. die Teilmenge A von J) zugeordnet.

4. Ist mit dem Eintreten des Ereignisses 4 (€ %) stets auch das Eintreten des Er-
elgmsses B(€ %) verbunden (d. h., gilt 4 = B), so ist A eine Teilmenge von B (d. h.,
esgilt A < B).

Wir konnen also anstelle eines Ereignisfeldes 9 stets die nach obigem Satz existie-
rende isomorphe Mengenalgebra & betrachten und .wissen, wie sich die Operationen
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zwischen zufélligen Ereignissen als Operationen zwischen den zugeordneten Mengen
ausdriicken. (Dieses haben wir iibrigens schon durch Verwendung gleicher Ope-
rationssymbole vorweggenommen. Damit ist auch klar, daB Rechenregeln fiir das
Operieren mit zufilligen Ereignissen immer auch Rechenregeln fiir das Operieren
mit Mengen beinhalten und umgekehrt.) Bei den weiteren Darlegungen werden wir
auf Grund des Satzes von M. H. SToNE oftmals nicht von einem Ereignisfeld aus-
gehen, sondern von der dazu isomorphen Mengenalgebra. Dabei werden wir stets
voraussetzen, daB es sich um eine g-Algebra handelt. AuBerdem wollen wir die
Schreibweise dahingehend vereinfachen, da wir Ereignisfeld und zugeordnete
o-Algebra mit dem gleichen Symbol U bezeichnen. Dementsprechend bezeichnen wir
Ereignisse und zugeordnete Mengen mit dem gleichen Symbol; insbesondere be-
zeichnen wir die dem sicheren Ereignis 2 zugeordnete Gnmdmenge ebenfal]s mit 2
(deren Elemente man iibrigens oft als el tare Ereignisse b h

Ausgangspunkt unserer weiteren Betrachtungen wird also entweder ein Ereignis-
feld A oder ein meBbarer Raum [2, ] sein.




2. Wabhrscheinlichkeit

In diesem Kapitel wenden wir uns nun dem Wahkrscheinlichkestsbegriff zu, dem zen-
tra.len und grundlegenden Begriff der Wahrscheinlichkeitstheorie und auch der
hen Statistik. Wir werden dabei den Wahrscheinlichkeitsbegriff —
einem in der modernen Mathematik heutzutage iiblichen Vorgehen entsprechend —
durch Axziome charakterisieren (Abschnitt 2.4.). Bei der Aufstellung des Axiomen-
systems gehen wir von gemeinsamen Eigenschaften der relativen Hdufigkeit (Ab-
schnitt 2.1.) und des sogenannten klassischen Wahrscheinlichkeitsbegriffes (Abschnitts
2.2. und 2.3.) aus. Dem klassischen Wahrscheinlichkeitsbegriff liegt die — allerdings
nicht universell anwendbare — sogenannte klassische Definition der Wahrscheinlich
keit zugrunde, nach der die Wahrscheinlichkeit eines zuféilligen Ereignisses- gleich
dem Quotienten aus der Anzahl der fiir das betrachtete Ereignis ,giinstigen Ver-
suchsausginge und der Gesamtanzahl der moglichen Versuchsausgiéinge ist; dabei
heiBt in einem solchen Zusammenhang ein Versuchsausgang giinstig fiir ein Ereignis,
wenn das Auftreten dieses Versuchsausganges das Eintreten des betrachteten Ereig-
nisses nach sich zieht. Die Betrachtungen zur relativen Hiufigkeit sollen uns ins-
besondere davon iiberzeugen, daB sich der Grad der Unbestimmtheit des Eintretens
eines zufilligen Ereignisses stets und in objektiver Form durch eine Zahl — also
quantitativ — erfassen liBt. In diesem Zusammenhang weisen wir darauf hin, daB
der in der Umgangssprache verwendete Wahrscheinlichkeitsbegriff hiufig subjektive
Ziige aufweist; man beabsichtigt hierbei oftmals auch nur, eine qualitative Aussage

hinsichtlich des eigenen Uberzeugtseins vom Eintreten einer bestimmten Situation
zu geben.

Mit Wahrscheinlichkeiten wurde schon gerechnet, bevor ein axiomatischer Aufbau
der Wahrscheinlichkeitsrechnung vorlag (z. B. im Rahmen der Bevolkerungs-

tatistik, bei Versicher bl und auch bei Gliicksspielen). Die stiirmische

Lhd
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Entwicklung der Technik und der Naturwissenschaften seit Beginn unseres Jahr-
hunderts stellte jedoch an die Wahrscheinlichkeitsrechnung erhéhte Anforderungen.
Hieraus ergab sich die Notwendigkeit, die Wahrscheinlichkeitsrechnung — und
damit die mathematische Statistik — als eine streng begriindete mathematische
Disziplin aufzubauen. Die Losung dieses Problems — es handelt sich dabei um eines
der 23 von dem beriihmten deutschen Mathematiker D. HLBERT (1862—1943)
auf dem 2. Internationalen Mathematikerkongref in Paris (1900) genannten groBSen
Probleme der Mathematik — gelang dem bedeutenden sowjetischen Mathematiker
A. N. KoLmogorov (geb. 1903). A.N. Kormocorov verdffentlichte 1933 einen
axiomatischen Aufbau der Wahrscheinlichkeitsrechnung, der zur Grundlage aller
derzeit vorhandener moderner Lehrbiicher iiber Wahrscheinlichkeitstheorie geworden
ist. .

Es ist interessant, da8 D. HILBERT in seinem Vortrag im Jahre 1900 in Paris die
Wahrscheinlichkeitsrechnung als ein Kapitel der Physik ansah, in dem mathematische
Methoden eine iiberragende Rolle spielen. Erst durch die axiomatische Begriindung
der Wahrscheinlichkeitsrechnung und die damit verbundene Klarstellung der Grund-
begriffe durch A. N. Komocorov fiigt sich die Wahrscheinlichkeitsrechnung har-
monisch und als vollwertige Spezialdisziplin in das Gebiiude der Mathematik ein.

21.  Relative Haufigkeit

Es bezeichne A ein zufilliges Ereignis, das im Zusammenhang mit irgendeinem
zufilligen Versuch steht. (Zum Beispiel kann A das Wiirfeln einer ,,6 beim ein-
maligen Wiirfeln' mit einem Spielwiirfel sein.) Wir wiederholen diesen Versuch z-mal
unabhiingig voneinander uad zihlen, wie oft in diesen Versuchen das Ereignis 4
eingetreten ist. Ist A insgesamt m-mal eingetreten, so heiBt m die absolute Haufigkest

von A4, und ™ heiBt die relative Hdufigkeit von A in diesen n Versuchen.
n

Allgemein wollen wir die absolute Hiufigkeit von A in # Versuchen mit H,(4)
und die relative Haufigkeit von 4 in » Versuchen mit k,(4) bezeichnen. Als Werte
fiir die absolute Hiufigkeit H,(4) eines Ereignisses 4 in # Versuchen kommen die
n -+ 1 Zahlen 0,1,2,...,n — 1,7 in Frage, als Werte fiir die relative Hiufigkeit

hq(A) die Zahlen 0, l, E, - 2 — 1, 1. Welchen Wert die absolute bzw. relative
n’ n n -

Hiiufigkeit bei einer konkreten Versuchsreihe annehmen wird, kann nicht mit Sicher-
heit vorausgesagt werden; die absolute bzw. relative Haufigkeit sind vom Zufall
abhiingige GroBen, sogenannte ZufallsgroBen. (Wir werden sie spiiter als diskrete
ZufallsgroBen einordnen und die zugehérige Wahrscheinlichkeitsverteilung be-
stimmen.)
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Nachfolgend stellen wir einige Eigenschaften der relativen Hiufigkeit zusammen,
deren Nachweis wir dem Leser iiberlassen.

Folgerung 1.
LO0Sh4)=1.

2. ho(Q) = 1.
3. ho(A UB) = ha(4) + ho(B) fiir A0 B=10.
4. hy(@) =0.

5. hy(d) = 1 — hy(4).
6. k(4 U B) = hy(A) + hy(B) — hy(4 n B).
7. Aus A S B folgt ha(4) < hy(B).

Wir bemerken im Zusammenhang mit den Eigenschaften 2 und 4, daB aus
ha(4) = 1 bzw. h,(A4) = 0 nicht darauf geschlossen werden kann, daBl A ein sicheres
bzw. unmégliches Ereignis ist.

Die Zuordnung A — h,(A) (n feste natiirliche Zahl) kénnen wir als eine Funktion
auffassen, die jedem zufilligen Ereignis 4, das im Zusammenhang mit dem betrach-
teten zufilligen Versuch steht, eine zwischen Null und Eins gelegene Zahl zuordnet,
wobei die wesentlichen Eigenschaften dieser Funktion in der Folgerung 1 zum Aus-
druck kommen. Der Definitionsbereich dieser Funktion ist also eine Menge von
zufiilligen Ereignissen; wir wollen dabei stets annehmen, da8 es sich um ein Ereignis-
feld handelt.

Im Zusammenhang mit Folgerung 1 lst auf emen iur dxe Vorgel ise bei der axi isch
Charsktensxerungdsswu h ffes wi en Sachverhalt aufmerk za h
Jede auf einem Ereignisfeld definierte reellwert,lge Funktion f, die die Elgensch&fwn 1 bis 3 be-
sitzt, besitzt auch die Eigenschaften 4 bis 7. Wir wollen dies hier nur an einem Beispiel demon-
strieren; wir zeigen, daB aus den Eigenschaften 2 und 3 die Eigenschaft 5 folgt: Es gilt A n A=9
und nach Eigenschaft 3 demzufolge f(4 u A) = {(A) + f(4). Wegen 4 u A = Q gilt nach Eigen-
schaft 2 die Beziehung f(4 u A4) = 1. Also gilt 1 = f(4) + f(A), d. h., es gilt f(A) =1—f(4).

Wir wollen uns nun mit der Frage befassen, inwieweit die relative Hiufigkeit eines
Ereignisses (in einer Serie von n unabhingig voneinander durchgefiihrten Wieder-
holungen ein und desselben Versuches) eine geeignete MafBzahl fiir den Grad der
Unbestimmtheit des Eintretens dieses Ereignisses ist. Zur Bestimmung eines kon-
kreten Wertes der relativen Hiufigkeit muB8 man erst einmal eine solche Versuchs-
reihe wirklich durchfiihren, zum anderen wird sich bei Wiederholung einer solchen
Versuchsreihe i. a. ein anderer Wert ergeben. Wenn man aber lange Reihen von unab-
hiingigen Wiederholungen ein und desselben Versuches durchfithrt und jeweils die
relative Hiufigkeit des betrachteten zufiilligen Ereignisses ermittelt, stellt man
immer wieder fest, daB sich diese Zahlen nur wenig voneinander unterscheiden, d. h.,
daB die relative Hiufigkeit eine gewisse Stabilitit zeigt. Die relativen Haufigkeiten
des Ereignisses A schwanken also i. a. nur wenig um einen gewissen Wert, den wir
aber hiufig nicht kennen. Diesen Wert wollen wir als Wahrscheinlichkeit des Ereig-
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nisses 4 bezeichnen, wobei wir uns dariiber im klaren sein miissen, daB wir auf diesem
Wege die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses nicht berechnen kénnen, sondern
immer nur einen Schiitzwert fiir diese Zahl erhalten. Wir gewinnen aber hier die Uber-
zeugung, da8 sich der Grad der Unbestimmtheit des Eintretens eines zufilligen Er-
eignisses durch eine Zahl in objektiver Weise charakterisieren 1&B8t.

Beispiel. Wir entnehmen dieses Beispiel der Literatur. Bedeutende Wissenschaft-
ler, z. B. der Graf pE BurroN (1707—1788, Begriinder einer wahrscheinlichkeits-
theoretischen Methode zur angeniéiherten Bestimmung der Zahl ) und K. PEAR-
SON (1857—1936, Begriinder einer berilhmten Schule auf dem Gebiet der mathe-
matischen Statistik in England) haben den Effekt der Stabilisierung der relativen
Hiufigkeit u.s. auch am Beispiel des Miinzwurfes studiert. Es bezeichne 4 das
Ereignis ,,Zahl oben*.

Anzahl der Absolute Hiiufigkeit von 4: Relative Haufigkeit von 4:
Hy(4
Miinzwiirfe: n | Hy(4) ha(4) = —"1(.—)
DE Burrox 4040 2048  (2020) 0,5080
K. Prarson | 12000 6019  (6000) 0,5016
K. PEARsON | 24000 12012 (12000) 0,5005

Wir erwarten, daB etwa in der Hiilfte aller Miinzwiirfe das Ereignis A eintritt.
In der dritten Spalte der obigen Tabelle haben wir die erwarteten Anzahlen in
Klammern angegeben. Die Tabelle zeigt deutlich, daB unsere Erwartung um so
besser erfiillt ist, je groBer die Anzahl der ausgefiihrten Miinzwiirfe ist.

SchlieBlich wollen wir uns noch mit der Frage beschiftigen, ob nicht fiir jede
konkrete Versuchsreihe die Folge (h,(4)) der relativen Hiufigkeiten h,(4) eines
Ereignisses A fiir n — oo gegen einen gemeinsamen Grenzwert h(4) konvergiert.
(Wire dies der Fall, so kénnte man die Wahrscheinlichkeit eines zufélligen Ereig-
nisses einfach als Grenzwert der Folge der relativen Hiufigkeiten definieren.) Dies
ist aber nicht so. Einerseits ist es ja immer nur méglich, eine endlicke Folge relativer
Hiufigkeiten zu erzeugen, so daB man niemals entscheiden kann, ob Konvergenz
der ermittelten Folge relativer Hiufigkeiten vorliegt, Konvergenz verstanden im
Sinne der Konvergenz von Zahlenfolgen. La8t man einmal diesen Umstand auBer
acht, so kann man sich andererseits auch vorstellen, daB eine Konvergenz der Folge
(ha(A4)) nicht bestehen muB. Wire lim A,(4) = k(4), so existierte also zu jedem

n—00
& > 0 eine natiirliche Zahl n,, so daB |h,(4) — h(4)| < e fiir alle n = n, gilt. Zuriick-
greifend auf obiges Beispiel kann man sich aber vorstellen, da8 auch in sehr langen
Versuchsreihen kein einziges Mal das Ereignis ,,Zahl oben* eintritt, so daB die Un-
gleichung |h,(A4) — k(4)| < & bei geniigend kleiner Zahl & > 0 nicht fiir alle 7 von
einem gewissen Index 7, an gilt. (Allerdings erscheint uns ein solcher Fall sehr ,,un-
wahrscheinlich*.)
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Eine prézise mathematische Formulierung des Stabilisierungseffektes der relativen
Haiufigkeit erfolgt spéter auf einem anderen Wege bei der Behandlung des Gesetzes
der groBen Zahlen.

2.2 Klassische Definition der Wahrscheinlichkeit

Lainlinhleas h

Schon lange vor der axiomatischen Begriindung der Wahr g
wurde mit Wahrscheinlichkeiten gerechnet. Die dieser Wahrscheinlichkeitsrechnung
zugrunde liegende Definition der Wahrscheinlichkeit wird heute als klassische Defi-
nition der Wahrscheinlichkeit bezeichnet; wir wollen sie in diesem Abschnitt be-
handeln. )

Ausgangspunkt ist ein zu.fa]hger Versuch mit vielen Ver
wobei jeder Versuct g gleichmoglich sein soll, d. h., wobei die Versuchsa.us—
giinge hinsichtlich des Grades der Unbestlmmthelt des Emtretens nicht unterscheid-
bar sein sollen. Jedes mit dem betrachteten zufilligen Versuch im Zusammenhang
stehende zufillige Ereignis 4 148t sich durch Aufzéhlung derjenigen Versuchsaus-
ginge kexmzelchnen, die fiir dieses Ereignis giinstig sind, d. h., die das Eintreten des
Ereignisses 4 bewirken. Bezeichnen wir mit g(4) deren Anzs.h.l und mit k(< o0)
die Gesamtanzahl der Versuchsausginge, so vermittelt das Verhiltnis von g(4)
zu k eine Vorstellung iiber den Grad der Sicherheit des Eintretens des zufélligen
Ereignisses A. Im Rahmen der sog ten klassischen Definition der Wahrschein-
lichkeit wird nun dieser Quotient Wahrscheinlichkeit: des zufélligen Ereignisses 4
genanpt und mit P(4) bezeichnet:

PU) = y(A) Anzahl der fiir 4 giinstigen Versuch i ge )
k Gesamtanzahl der Versuchss.usgange

Bemerkung. Haufig findet man in der Literatur Formulierungen, die sich von
dieser nur dadurch unterscheiden, da8 anstelle des Wortes ,,Versuchsausgang*
eines der Worter ,,Moglichkeit* oder ,,Fall“ gebraucht wird. Die Formel (1) geht
auf den franzosischen Mathematiker P. S. LAPLACE (1749—1827) zuriick; das der
Formel (1) zugrunde liegende Prinzip nennt man oft das Laplacesche Prinzip der
gleichmiglichen Fille.

Beispiel. In einem Beha.lter befinden sich 150 Stanzteile, unter diesen sind 21
nicht magBgerecht. Der zuféillige Versuch bestehe in der Entnahme eines Stanzteiles,
wobei jedes Stanzteil die gleiche Chance habe, entnommen zu werden. Wir berechnen
die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das in dieser Weise zufiillig entnommene Stanzteil
maBgerecht ist (Ereignis 4).

.Anzahl der Versuchsausgiinge: ¥ = 160,

Anzahl der fiir 4 giinstigen Versuch inge: g(4) = 150—21 = 129,

()

Tlioh, h
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Damit ergibt sich
P4) = = =—=—=0,86 = 869,.

Die Anwendung der klassischen Definition der Wahrscheinlichkeit ist nur im
Rahmen bestimmter zufiilliger Versuche zulissig. Wir wollen uns iiberlegen, wie
sich die Voraussetzungen iiber die zufiilligen Versuche in (zusiitzlichen) Eigenschaften
der Ereignisfelder widerspiegeln. Bezeichnen wir mit % das Ereignisfeld, zugehorig
zu einem zufilligen Versuch mit den endlich vielen ‘gleichméglichen Versuchsaus-
géngen 4, 4,,..., 4;, 8o sind diese als atomare Ereignisse dieses Ereignisfeldes
aufzufassen. Jedes beliebige zufillige Ereignis 4 € 9, A =+ @, liBt sich als Summe
derjenigen atomaren Ereignisse 4; ausdriicken, die 4 nach sich ziehen, d. h., fiir die
4; S A gilt. Fiir die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses 4 ist — neben der Gesamt-
anzahl & der atomaren Ereignisse — nur die Anzahl der atomaren Ereignisse 4;, die
4 nach sich ziehen, entscheidend. Damit ist auch klar, daB mittels (1) jedem zufiilligen
Ereignis 4 € % in eindeutiger Weise eine reelle Zahl zugeordnet ist, d. h., da8 mittels
(1) auf ¥ eine reellwertige Funktion erklirt ist. Insbesondere gilt Wwegen

_ 9(41) = g(dy) = - = g(ds) = 1
die Beziehung
P(4) = PUdy) = - = Pldy) = ., @

d. h., die Voraussetzung der Gleichméglichkeit der Versuchsausgiinge 4; spiegelt
sich also in der Gleichwahrscheinlichkeit der atomaren Ereignisse 4; (4 = 1, 2, ..., k)
wider.

Nachfolgend stellen wir einige Eigenschaften und Rechenregeln fiir den klassischen
Wabhrscheinlichkeitsbegriff — und damit fiir die durch (1) auf 9 gegebene Funktion
A — P(A) — zusammen, deren Nachweis wir dem Leser iiberlassen (vgl. 2.1., Folge-
rung 1). :

‘Folgerung 1.

LO0<PA4)<1.
2. P(Q) =1.

3. P(4 uB)=P(A) + P(B) fird n B=g.
4. P(0) = 0.

5. P(4) = 1 — P(4).

6. P(4 u.B) = P(4) + P(B) — P(4 n B).

7. Aus A B folgt P(4) < P(B).

InErginzung der Ej haften 2 und 4 weisen wir darauf hin, daB aus P(4) = 1 bzw. P(4) =0
hier 4 = Q bzw. 4 = 0 folgt. Ein zufiilliges Ereignis A hat also genau dann die Wahrscheinlich-
keit Eins bzw. Null, wenn es ein sich liches Erei

bzw. g ignis ist.
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AuBerdem ist darauf hinzuweisen, daB es geniigt, die A 1bis3zub isen, da — wie
bereits in Abschnitt 2.1. susgefiihrt wurde — jede auf einem Ereignisfeld definierte reellwertige
Funktion, die die Eigenschaften 1 bis 3 besitzt, auch die Eigenschaften 4 bis 7 besitat.

Der klassischen Definition der Wahrscheinlichkeit kommt deshalb besondere Be-
deutung zu, weil man auf dieser Grundlage ‘Wahrscheinlichkeiten berechnen kann.
Die Berechnung interessierender Wahrscheinlichkeiten, d. h., die Berechnung der
Anzahl der méglichen Fille und der Anzahl der jeweils giinstigen Fille erfolgt dabei
i. a. mit Methoden der Kombinatorik (vgl. MfL. Band 1, 3.6.). Dies ist nicht immer
s0 ganz einfach.

Beispiele.

1. Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit dafiir, mit einem Tip im Tele-Lotto
(,,5 aus 35°) zu gewinnen (Ereignis G); d. h., mit einem Tip einen Dreier (Ereignis D),
einen Vierer (Ereignis V) oder einen Fiinfer (Ereignis F) zu erzielen. Es ist

b (3%) - 36:34:33-33-31 _ o0 450
) 1.2.3:-4.5
5\ (30 5-4 30-29
D) = = — . —— = 4350,
40 (3)( 2) 1.2 1.2
5\ (30 5 30
V)= =—.— =150,
o =(2) (=13
5\ (30
F) = =1.1=1.
o = (5) ()
Damit erhalten wir
P(D)= 2@ = 4860 ~ 0,0134 (Wahrscheinlichkeit eines Dreiers),
k 324632
P(V) = g_(_V) =] 160 ~ 0,0005 (Wahrscheinlichkeit eines Vierers),
k 324632
P(F)= LF) = l = 0,000003 (Wahrscheinlichkeit eines Fiinfers).
k 324632

Nun gilt @ =D u V u F, wobei die Ereignisse D, V und F paarweise unvereinbar
sind. Also gilt P(G) = P(D) + P(V) + P(F) (vgl. Folgerung 1, Aussage 3), und
wir erhalten schlieBlich P(G) ~ 0,014 (Wahrscheinlichkeit eines Gewinns).

2. Aus einer groBen Menge von Personen (z. B. aus der Menge der derzeitigen
Dresdner Einwohner) werden n Personen zufiillig ausgewiihlt (zuféllig in dem Sinne,
daB jede Person die gleiche Chance habe, ausgewiihlt zn werden) und deren Geburts-
tage notiert. Wir interessieren uns fiir die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB unter
diesen n Personen mindestens zwei den gleichen Geburtstag haben (Ereignis 4).
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Bei der Losung dieser Aufgabe setzen wir zusitzlich voraus, da8 Personen, die am
29. Februar eines Schaltjahres geboren worden sind, nicht ausgewéhlt werden, so
daB insgesamt nur mit 366 Tagen gerechnet werden muB. AuBerdem nehmen wir an,
daB die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB eine zufillig ausgewiihlte Person an einem
bestimmten Tag (z. B. am 1. Januar) Geburtstag hat, fiir alle 365 Tage gleich, also

gleich . ist.
. 366

Wir ermitteln zuerst die Anzahl k¥ der moglichen Versuchsausgiinge, wobei ein
moglicher Versuchsausgang darin besteht, aus 365 Tagen n (nicht notwendig ver-
schiedene) Tage auszuwihlen. Die Anzahl solcher Moglichkeiten ist (unter Beriick-
sichtigung der Reihenfolge) k& = 365 - 365 ... 365 = 365", (Fiir n > 4 ist k = 365"
iibrigens gréBer als eine Billion.) ™ 7 rarioren

Zur Berechnung der gesuchten Wahrscheinlichkeit miiBten wir nun die Anzahl
g(A) der fiir 4 giinstigen Versuck i ermitteln. Es erweist sich als wesentlich

giinstiger, zuerst die Anzahl g(4) der fiir 4 giinstigen Versuchsausginge zu berechnen.
Das Ereignis 4 besteht darin, da8 unter den n ausgewéhlten Personen nicht min-
destens zwei den gleichen Geburtstag haben, d. h. darin, daB jede der # Personen
an einem von allen anderen Geburtstagen verschiedenen Tag Geburtstag hat. Die
Anzahl der fiir 4 giinstigen Versuchsausgénge ist (wiederum unter Beriicksichtigung

der Reihenfolge)

g(4) = 365 - 364 --- (366 — (n — 1)) = (365) .ml.
‘ n Faktoren "

Daraus erhalten wir

B (365) nl
P(4) = &I:;) = %,

worsus sich nach einer obigen Formel (vgl. Folgerung 1, Aussage 5) die gesuchte
‘Wabhrscheinlichkeit ergibt:
365)
n!

P)=1— ‘=’1—(“_.
(4) =1— P(d) e

In der folgenden Tabelle geben wir fiir verschiedene n die Wahrscheinlichkeit dafiir,
an, daB unter n Personen mindestens zwei den gleichen Geburtstag haben:

n | 10 20 22 23 24 30 40 50

P(4) | 0,12 0,41 0,48 0,51 0,54 0,71 0,89 0,97
(Fiir n > 365 ergibt sich natiirlich P(4) = 1.)
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2.3. Geometrische Definition der Wahrscheinlichkeit

Die in Abechnitt 2.2. angegebene Formel (1) zur Berechnung von Wahrscheinlich-
keiten zufilliger Ereignisse ist nur dann anwendbar, wenn der betrachtete zufiillige
Versuch endlich viele Versuchsausgiinge besitzt, die alle gleichméglich sind. Es gibt
nun eine Reihe von zufilligen Versuchen, die zwar diese Bedingungen nicht erfiillen,
bei denen man aber in ebenso natiirlicher Weise eine Formel zur Berechnung inter-
essierender Wahrscheinlichkeiten angeben kann. Immer dann, wenn sich der zufiillige
Versuch modellmiBig als ,,zufélliges Werfen eines Punktes auf irgendeinen Grund-
bereich E des n-dimensionalen euklidischen Raumes interpretieren 148t, wobei das
Wort 3,zufdllig so zu verstehen ist, da

1. der geworfene Punkt auf jeden beliebigen Punkt aus E fallen kann und
2. Ereignissen 4 und B, denen Teilbereiche gleichen Mages (z. B. Intervalle gleicher
Liinge, Punktmengen in der Ebene gleichen Flicheninhalts, Korper im dreidimen-
sionalen Raum gleichen Volumens) entsprechen, auch die gleiche Wahrscheinlich-
keit zukommt,
berechnet man die Wahrscheinlichkeit eines mit, einem solchen Versuch im Zusam-
menhang stehenden Ereignisses A nach der Formel
m(4) _ MaB des dem Ereignis 4 entsprechenden Teilbereiches von &
W - MaB des Grundbereiches B

(geometrische Definition der Wahrscheinlichkeit), vgl. Abb. 11.

P(4) = (1)

A E

Abb. 11

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist also unabhingig von der speziellen
Gestalt und der Lage des das Ereignis darstellenden Teilbereiches, sie ist proportional
dem MaB (d. h. proportional der Lénge, dem Flicheninhalt, dem Volumen) dieses
Teilbereiches. Anders formuliert ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses also
gleich dem Verhiltnis der MaBe des fiir das Ereignis giinstigen Teilbereiches und
des Grundbereiches. In dieser Formulierung der geometrischen Definition der Wahr-
scheinlichkeit zeigt sich deutlich die Verwandtschaft zur klassischen Definition der
Wahrscheinlichkeit. Das der klassischen Definition der Wahrscheinlichkeit zugrunde
liegende Laplacesche Prinzip der gleichmdéglichen Fille kommt in der geometrischen
Definition der Wahrscheinlichkeit dadurch zum Ausdruck, da8 Ereignissen, denen
maBgleiche Teilbereiche entsprechen, die gleiche Wahrscheinlichkeit zukommt.
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Beispiel. Zwei Personen vereinbaren, sich an einem bestimmten Ort zwischen 0
und 1 Uhr zu treffen. Jede der Personen wihlt den Zeitpunkt der Ankunft unabhiin-
gig von der anderen. Beide Personen versprechen aber, mit Sicherheit, zwischen 0 und
1 Uhr am vereinbarten Ort einzutreffen ; genauere Angaben hinsichtlich der Ankunfts-
zeit kénnen beide Personen nicht machen. Sie verabreden nun, da8 jede der beiden
Personen auf die andere nétigertfalls 15 Minuten wartet, danach aber geht. Wir fragen
nach der Wahrscheinlichkeit dafiir, daB sich die beiden Personen treffen. Zur Be-
rechnung der gesuchten Wahrscheinlichkeit legen wir die geometrische Definition
der Wahrscheinlichkeit zugrunde. .

Die Ankunftszeiten der zwei Personen bezeichnen wir mit # bzw. y (z. B. beide
gemessen in Minuten und Bruchteilen von Minuten nach 0 Uhr) und stellen sie als

y
60

Abb. 12

0 15 30 45 60 x

Punkte in der Ebene dar (Abb. 12). Das Ereignis 4, das darin besteht, daB sich die
beiden Personen treffen, wird durch die Menge {(z,¥):0 <z < 60,0 < y < 60,
|z — y| < 15} beschrieben. Der Abb. 12 entnehmen wir unmittelbar

m(A)=60-60—2-45'—245, m(E) = 60 - 60

und erhalten somit fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit

m(A) 3\* 7
P = mE) 1- (4) =16

(Die Wahrscheinlichkeit des Treffens bei 15 Minuten Wartezeit ist also etwas kleiner

als 0,5. Wir iiberlassen es dem Leser nachzurechnen, daB z. B. die Wahrscheinlich-

keit des Treffens bei 30 Minuten Wartezeit gleich 0,75 ist. AuSerdem kann sich der

Leser leicht eine allgemeine Beziehung zwischen der Wahrscheinlichkeit des Treffens

und der Wartezeit herleiten.)

Wir weisen darauf hin, daB zufélligen Ereignissen, denen ein Teilbereich entspricht,
der eine kleinere Dimension als der Grundbereich besitzt (z. B. ein Punkt auf der Zahlen-
geraden, eine Gerade in der Ebene, eine Ebene im Raum), die Wahrscheinlichkeit
Null zukommt.
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Die g ische Definiti ‘Wahrscheinlichkeit gab in friiherer Zeit AnlaB zu allerlei MiB-
verstandmuen, Irrtimern und Kntlken, sie fithrte tellweme 80gar zu einer Ablehnung der Wahr-
i iterech als wi haftliche Diszipli det wurde dies mit dem Hinweis
auf Aufgn‘ben, deren Lo Losu.ng von der Iaeungnmethode abhn.ngxg ist, d. h., die bei unterschiedlichen
g fithren. Die Ursache hxarf\u llegt aber nicht in
dwelch W‘ hen des g ischen Wahrscheinlichkeitst dern in der
ungeniigenden Prizmerung dm- ]ewelhgen Aufgab i he Wir bringen hierzu ein Beispiel,
das in der Lit, als B + bekannt — wie viele andere dhn-
liche Beispiele — von dem ﬁ'n.nzéslsohen Mathematiker J. Bm'mm (1822—1900).

Aufgabe. In einem Kreis wird ,,zufiillig" (,,auf gut Gliick*) eine Sehne gezogen. Wie groB ist
die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB deren Liinge die Linge der Seite eines dem Kreis einbeschrie-
benen gleichseitigen Dreiecks iibertrifft (Ereignis 4)?

Lsung 1. Wir geben eine Richtung der Sehne vor und betrachten einen Durct senk-
recht zu dieser Richtung (vgl. Abb. 13). Das Ereignis 4 tritt genau dann ein, wenn die Sehne den
Durchmesser zwischen % und %r trifft. Also gilt

254

Abb. 13 Abb. 14

Lésung 2. Wir geben einen Endpunkt der Sehne auf dem Kreis vor, ziehen die Tangente an
den Kreis in diesem Punkt und zeichnen ein gleichseitiges Dreieck in den Kreis ein (vgl. Abb. 14).
Das Ereignis A tritt genau dann ein, wenn die Sehne in den mittleren Winkelraum fillt. Also gilt

=
_md) _3 1
P(A)_m(E) = 3

Losung 3. Die Linge der Sehne ergibt sich in eindeutiger Weise aus der Lage des Mittel-
punktes der Sehne. Ist ¢ der Abstand des Mittelpunktes der Sehne vom Mittelpunkt des Kreises
und bezeichnet I die Liinge der Sehne, so gilt I = 2 }r2 — g* (vgl. Abb. 15) Dn.s Erelgnm A tntt
genau dannein, wenn ! = r }/_(— Liange der Seite eines dem Kreis einbesch

Dreiecks) gilt,d. h..wenn ¢ < % gilt. Also gilt

r\2

m(A) 2

P4
M= -

-
-4
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OR

In der Aufgal llung ist nicht f 1 was unter dem ,,zufélligen Ziehen einer Sehne
zu verstehen ist. Bei den angegebenen Losungen wurde dies jeweils unterschiedlich aufgefat.
In der Losung 1 wird model]m&Blg vom zufilligen Werfen eines Punktes auf ein Intervall der
Liinge 2r ausgegangen, in der Lésung 2 vom zufélligen Werfen eines Punktes auf ein Intervall der
Liinge # und in der Losung 3 vom zufilligen Werfen eines Punktes auf eine Kreisfliche mit dem
Radius 7, wobei hier das Wort ,,zuﬂi.lhg“ jeweils so zu versbehen )at wle in der geometrischen
Definition der Wahrschei geben. Die drei angeg sind also all \]
nicht Losungen der obigen Aufgabe dern Lo dreier and und der ver-
schiedener Aufgaben; die Aufgabe selbst ist in der angegebenen Form — also ohne Prizisierung
dessen, was unter dem zufélligen Ziehen einer Sehne zu verstehen ist — nicht losbar.

2.4. Axiomatische Definition der Wahrscheinlichkeit

In Abschnitt 2.1. zogen wir aus den Uberlegungen zum Stabilisierungseffekt bei
der relativen Haufigkeit den SchluB, daB sich der Grad der Unbestimmtheit des Ein-
tretens eines zufilligen Ereignisses 4 in objektiver Weise durch eine Zahl — genannt
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses 4, bezeichnet mit P(4) — charakterisieren li8t.
In den Abschnitten 2.2. und 2.3. haben wir — bei Erfiilltsein gewisser (und zwar
doch recht einschriinkender) zusitzlicher Eigenschaften iiber den zufilligen Versuch
— Formeln zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten angegeben. Eine in jedem Fall
anwendbare Formel zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten gibt es nicht und kann
es auch gar nicht geben. Dem weiteren Aufbau der Wahrscheinlichkeitsrechnung
wollen wir deshalb einige Annahmen — Axiome — zugrunde legen, die in Eigenschaf-
ten und Rechenregeln iiber den Wahrscheinlichkeitsbegriff zum Ausdruck kommen,
die wir ohne Beweis als giiltig anerkennen. Dabei-gehen wir natiirlich von unseren
gesamten bisherigen Erfahrungen mit dem Wahrscheinlichkeitsbegriff aus, d.h.
also, wir heben das Axiomensystem der Wahrscheinlichkeitsrechnung aus gemein-
samen Eigenschaften der relativen Hiufigkeit, des klassischen und des geometrischen
Wahrscheinlichkeitsbegriffes ab.

Zur Formulierung des Axiomensystems der Wahrscheinlichkeitsrechnung gehen
wir von einem Ereignisfeld % aus. Wir sagen, daB auf % eine Wahrscheinlichkest
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(oder ein Wahrscheinlichkeitsmaf) P definiert ist, wenn P eine Funktion mit den in den
nachfolgenden Axiomen angegebenen Eigenschaften ist.

Axiom 1. Jedem zufilligen Ereignis A € U ist in eindeutiger Weise eine Zahl P(4),
die sogenannte Wahrscheinlichkeit von A, zugeordnet, wobes
0=PA4A)=<1
gilt.
Mit Axiom 1 wird also Definitions- und Wertebereich der Funktion P festgelegt;
P ist eine auf einem Ereignisfeld definierte reellwertige Funktion mit Werten zwi-
schen Null und Eins. Axiom 1 beinhaltet auch, daB jedes zufillige Ereignis eine wohl-

te Wahrscheinlichkeit besitzt

Axiom 2. Die Wahrscheinlichkeit des sicheren Ereignisses ist gleich Eins:
P(Q) =1 (Normierungsaxiom).
Das sichere Ereignis ist definitionsgemiB stets ein Element des Ereignisfeldes 9,

d. h,, ein Element des Definitionsbereiches der Funktion P. Das Axiom 2 besagt,
daB der Wert der Funktion P fiir das Argument Q gleich Eins ist.

Axiom 3. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf von zwei unvereinbaren zufilligen
Ereignissen des betrachteten Ereignisfeldes eines eintritt, ist gleich der Summe der
Wahrscheinlichkeiten dieser Ereignisse:

A€U,BEN, AnB=0= P4 uB)= P(4) + P(B)
(Additionsaxiom).

Wir bemerken hierzu, da8 ein Ereignisfeld definitionsgemi8 mit den zuﬁﬁigen
Ereignissen 4 und B stets auch 4 u B enthilt, d. h., daB mit 4 und B auch 4 v B
zum Definitionsbereich der Funktion P gehort.

Unter alleiniger Verwendung von Axiom 3 kann man mit dem Prinzip der voll-
sténdigen Induktion die folgende Aussage beweisen.

Folgerung 1. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB von n (= 2) paarweise unverein-
baren zufilligen Ereignissen des beirachteten Ereignisfeldes eines eintritt, ist gleich der
Summe der Wahrscheinlichkeiten dieser Ereignisse:

A;€AG=1,2,...,m), (- ) n

P 4;)= 3 P(4,).

Aindy =B ki b=1,20n) | ,-L.J, ! ,-g‘; Sl

Eine entsprechende Rechenregel fiir die Wahrscheinlichkeit der Summe abzéihl-

bar-unendlich vieler paarweise unvereinbarer zufilliger Ereignisse li8t sich mit

Axiom 3 nicht beweisen; wir unterstellen aber dem allgemeinen Wahrscheinlichkeits-
begriff zweckmiBig auch die Giiltigkeit einer solchen Rechenregel.
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Axiom 4. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daff von abzihlbar-unendlich vielen paar-
weise unvereinbaren zufilligen Ereignissen des betrachieten Ereignisfeldes eines eintritt
ist gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten dieser Ereignisse:

A UG =12...), o ®
P(U 4;) = 3 P4,.
A,-nA,,=ﬂ(i=|=k;i,k=1,2,...)}=> (,81 ’) ,-‘.‘:1 )

Wir weisen hier darauf hin, da8 ein Ereignisfeld definitionsgemé mit den Ereig-
o

mssen A4;(j=1,2,...) stets auch UA, enthilt, d. h., daB mit 4;(j=1,2,...)

auch U 4; zum Definitionsbereich der Funktion P gehort. (Uberhaupt ist der Be-

griff des Ereignisfeldes so festgelegt, da alle in den Axiomen und den daraus ableit-
baren Aussagen des Abschnittes 2.5. vorkommenden Ereignisse zum Ereignisfeld,
d. h., zum Definitionsbereich der Funktion P gehoren.)

Die im Axiom 4 zum Ausdruck kommende Exgenschaft bezelclmet man ala o-Additivitit des
WahrscheinlichkeitsmaBes P. Sie beinhaltet eine Stetigk haft in f dem Sinne.

Satz 1. Es sei (4;) eine Folge zufdlliger Ereignisse 4; € AG=1,2,...).

®
a) Gilt A, S 4, S ---,aoMP( uA,) =lim P(4;).
o

b) Gilt 4, 24,2 - ,me(ﬁ A ) = lim P(4,).
j=1 joo
Wir beweisen diesen Satz hier nicht, kommentieren ihn aber noch etwas. Ist (4;) eine Folge
von Teil (einer Grund ), so sind Folgen mit 4, S 4, S bzw A4, 24,2

im Slnne des mengenalgebraischen Limes konvergent, und es gilt lim 4, = UA, bzw. hm A.
=1
= ﬁ 4;. Die im Satz enthaltenen Aussagen bedeuten dann die Gu.ltlgkelt von P(llmA)
lu:a P(4,). Dies ist zur Stetigkeit von P aquivalent.

Die Axiome 1 bis 3 beinhalten Aussagen, die im Fall der Anwendbarkeit der klassi-
schen Definition der Wahrscheinlichkeit beweisbar sind (vgl. 2.2., Folgerung 1,
Aussagen 1 bis 3). Ebenso sind entsprechende Aussagen fiir die Funktion 4, die jedem
zufilligen Ereignis 4 € U die relative Hiufigkeit des Eintretens von 4 in » unab-
hiingig voneinander durchgefiihrten Wiederholungen des betrachteten Versuches
zuordnet, giiltig (vgl. 2.1., Folgerung 1, Aussagen 1 bis 3). Die dariiber hinaus bei
der relativen Hiufigkeit und beim klassischen Wahrscheinlichkeitsbegriff festge-
stellten gemeinsamen Eigenschaften formulieren wir nicht als Axiome fiir den all-
gemeinen Wahrscheinlichkeitsbegriff, weil sie sich bereits aus den Axiomen 1 bis 3
herleiten lassen (vgl. 2.5.). Auch fordern wir nicht, daB A ein sicheres Ereignis ist,
wenn P(4) = 1 gilt, da diese Aussage schon im Rahmen der geometrischen Defini-
tion der Wahrscheinlichkeit nicht wahr ist (vgl. 2.3.). In diesem Zusammenhang fiih-
ren wir zwei Begriffe ein.
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Definition 1. Gilt P(4) =1 bzw. P(4) =0, so heift das zufillige Ereignis
A (€ %) ein fast sicheres Ereignis bzw. ein fast unmogliches Ereignis.

AbschlieBend geben wir noch die Definitionen zweier in der Wahrscheinlichkeits-
theorie hiiufig benutzter Begriffe.

Definition 2. Ist % ein Ereignisfeld und P eine Wahrscheinlichkeit auf 9, so
‘heiBt das Paar [, P] ein Wahrscheinlichkeitsfeld.

Bei der axiomatischen Einfiihrung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes kann man
wegen des in Abschnitt 1.5. festgestellten engen Zusammenhangs zwischen Ereignis-
feldern und meBbaren Réumen auch von einem mefbaren Raum [@, U] ausgehen.
Man nennt dann eine auf der o-Algebra % von Teilmengen der Grundmenge 2 defi-
nierte Funktion P ein WahrscheinlichkeitsmaB, wenn sie die in den Axiomen 1 bis 4
zum Ausdruck kommenden Eigenschaften hat.

Definition 3. Ist [, %A] ein meBbarer Raum und P ein WahrscheinlichkeitsmaB
auf o, so heiBt das Tripel [2, %A, P] ein Wahkrscheinlichkeitsraum.

Bei wahrscheinlichkeitstheoretischen Untersuchungen geht man heutzutage
generell von einem Wahrscheinlichkeitsraum aus.

2.5.  Rechengesetze fiir Wahrscheinlichkeiten

Wir formulieren und beweisen in diesem Abschnitt Aussagen fiir das Rechnen mit
Wahrscheinlichkeiten, die sich unmittelbar aus den Axiomen der Wahrscheinlich-
keitsrechnung ergeben und den Eigenschaften 4 bis 7 in Folgerung 1 der Abschnitte
2.1. und 2.2. entsprechen. Dabei stellen wir uns vor, daB ein Wahrscheinlichkeitsfeld
[, P] vorliegt, d. h., daB ein Ereignisfeld % vorliegt, auf dem eine den Axiomen 1
bis 4 geniigende Funktion P definiert ist. (Ebensogut kénnen wir natiirlich auch
von einem Wahrscheinlichkeitsraum [, %, P] ausgehen, d.h. von einer Grund-
menge £, einer o-Algebra von Teilmengen von £ und einer auf Y definierten Funk-
tion P, die die in den Axiomen 1 bis 4 zum Ausdruck kommenden Eigenschaften
hat.)

Satz 1. Die Wahrscheinlichkeit des unméglichen Ereignisses ist gleich Null,
P(@)=0. 1

Beweis. Es gilt @ € % (vgl. 1.4., Folgerung 1, Aussage 1), d. h., das unmdégliche
Ereignis gehért also zum Definitionsbereich von P. Wegen @ nJ = @ gilt nach
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Axiom 3
P(@ u @) = P(9) + P(Q) = 2P(D).
Da Gul =0 gilt, gilt P(@ uQ) = P(F) und somit P(d) = 2P(d), woraus sich
(1) ergibt.
Satz 2. Fir jedes zufillige Ereignis A € U gilt
P(d) =1~ P(4). @
Beweis. Mit 4 € A gilt 4 € A (vgl. 1.4., Definition 1), d. h., mit 4 gehdrt auch a4
zum Definitionsbereich von P. Nun gelten die Aussagen A n 4 = Gund 4 vd = Q

(vgl. 1.3. (9)). Mit den Axiomen 3 und 2 folgt hieraus P(4 v A) = P(4) + P(4)
und P(4 v 4) = 1, woraus sich 1 = P(4) 4 P(4) und damit (2) ergibt.

Satz 3. Fir beliebige zufillige Ereignisse A € % und B € U gilt

P(4 u B) = P(A) + P(B) — P(4 n B). (3)
Beweis. Es bestehen die folgenden Gleichungen ’

AuB=Au(Bnd) (vgll3(14)),

AuB=Bu(4nB) (vgl. 1.3. (15)),

AuB=(AnB)uBnd)u(dnB) (vgl 13.(16));
dabei sind die jeweils rechts stehenden Summanden paarweise unvereinbar (vgl.
Abb. 8). Anwendung von Axiom 3 und der im AnschluB daran angegebenen Folge-
rung ergibt

P(4 uB)=P(4) + P(Bn A),

P(4 uB)=P(B)+ P(4n B),

P(AuB)=PAaB)+PBnd)+ P(AnB).
Bilden wir nun die Differenz zwischen der Summe der ersten beiden Gleichungen
und der dritten Gleichung, so entsteht gerade (3).

8 A Q

9
BB ..BnA  Abb. 16
Satz 4. Wenn mit dem Einireten des zufilligen Ereignisses A € U stets auch das

Einitreten des zufilligen Ereignisses B € U verbunden ist (d. h., wenn A < B gilt),
dann gilt P(A) < P(B).
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Beweis. Es gilt (vgl. Abb. 16)
B=Au(Bnd) mit An(Bnd)=40.

Mit Axiom 3 erhiilt man P(B) = P(4) + P(B n A). Nach Axiom 1 gilt P(B n 4) =0,
womit P(B) = P(d) folgt.

Satz 5. Ist die Menge {4,, A,, ..., 4,, ...} ein vollstindiges System von zufdlligen
Ereignissen, so gilt

I P4 =1.
Beweis. Es gilt also voraussetzungsgemiB (vgl. 1.3., Definition 6)
Udy=8, 404, =0 (G+Ek).

Die Anwendung der im Anschlu8 an Axiom 3 angegebenen Folgerung bzw. Axiom 4
liefert unter Beachtung von Axiom 2 die Aussage dieses Satzes.



3. Bedingte Wahrscheinlichkeit

Wir fiithren in diesem Kapitel den Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit ein (Ab-
schnitt 3.1.) und gewinnen daraus eine Formel zur Berechnung der Wahrscheinlich
keit des Produkts zufilliger Ereignisse (Multiplikationssaiz, Abschnitt 3.2.). Hierauf
aufbauend behandeln wir in Abschnitt 3.3. den fiir die gesamte Wahrscheinlich-
keitsrechnung auBerordentlich wichtigen Begriff der Unabhingigkeit zufilliger
Ereignisse. SchlieBlich befassen wir uns mit zwei bei zahlreichen praktischen Frage-
stellungen niitzlichen Formeln, der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit (Ab-
schnitt 3.4.) und der Bayesschen Formel (Abschnitt 3.5.). Dabei werden wir jeweils
ein Beispiel betrachten, in dem eine fiir die Anwendbarkeit dieser Formeln typische
Situation vorliegt.

3.1.  Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit

Wir gehen von einem zufilligen Versuch aus, den wir uns mathematisch durch ein
Wahrscheinlichkeitsfeld [%, P] erfaBt denken, d. h. durch ein Ereignisfeld % und
eine darauf definierte Wahrscheinlichkeit P. Die Zahl P(A4) gibt also die Wahrschein-
lichkeit des Ereignisses 4 € % im Rahmen der Bedingungen an, die den betrachteten
zufilligen Versuch kennzeichnen. Nehmen wir gedanklich zu diesen Bedingungen
noch die Bedingung ,,Das zufillige Ereignis B € % ist eingetreten* hinzu, so wird
der Grad der Unbestimmtheit des Eintretens des Ereignisses 4 nunmehr durch eine
im allgemeinen von P(A) verschiedene Zahl beschrieben. Diese Zahl werden wir
spéiter mit P(A|B) bezeichnen und (bedingte) Wahrscheinlichkeit von 4 unter der
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Bedingung B Die mathematische Definition der (bedingten) Wahrschein-
lichkeit von A unter der Bedingung B wollen wir dabei natiirlich so vornehmen, da8
sie den oben erliduterten inhaltlichen Vorstellungen von diesem Begriff entspricht.
Dazu stellen wir einige Voriiberlegungen hinsichtlich der relativen Haufigkeit und
des klassischen Wahrscheinlichkeitsbegriffes an.

Ist in # unabhingig voneinander durchgefiihrten Wiederholungen des betrach-
teten zufilligen Versuches m-mal das Ereignis B und /-mal das Ereignis 4 n B
eingetreten, so gilt fiir die relative Haufigkeit h,(4|B) des Eintretens von 4 in den
m Versuchen, in denen B eingetreten ist, die Beziehung

l
n  hydnB

WA = L =2 2D, 0
»

Hat der betrachtete zufillige Versuch k (< oo) Versuchsausgéinge und sind diese
gleichméglich, so gilt fiir die Wahrscheinlichkeit P(4|B) des Ereignisses A unter der
Bedingung, daB das Ereignis B eingetreten ist, nach der klassischen Definition der
Wahrscheinlichkeit die Bezieh

-]

g(4 n B)
PAB=g(AnB)= k =P(AnB), 9
) WB_ . P(B) @
k

wobei — wie friither — mit g(C) die Anzahl der Versuchsausgiinge bezeichnet ist, die
das Eintreten des Ereignisses C' bewirken.

Die Beziehungen (1) und (2) sind die Gn;ndln.ge fiir die folgende allgemeine Defi-
nition der bedingten Wahrscheinlichkeit.

Definition 1. Es seien U ein Ereignisfeld, P eine Wahrscheinlichkeit auf % und
B € U ein zufilliges Ereignis positiver Wahrscheinlichkeit (P(B) > 0). Dann heiBt

P(4 0 B)

PAIB) = =5

3
die (bedingte) Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A ¢ U unter der Bedingung (oder
auch: unter der Hypothese) B oder kurz die bedingte Wahrscheinlichkest von A beziig-
lich B (vgl. Abb. 17). ' '

Beispiel. Ein Maschinensystem bestehe aus drei hintereinander angeordneten
Maschinen I, II und IIT; es fillt genau dann aus, wenn eine der Maschinen ausfillt,
wobei wir annehmen, daB irgendzwei Maschinen nicht gleichzeitig ausfallen kénnen.
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Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB bei Ausfall des Maschineusystems die Ursache
an der Maschine IIIiegt, sei gleich p (0 < p < 1), fiir die Maschine II gleich ¢ (¢ = 0,
® + ¢ = 1) und fiir die Maschine III gleich 1 — (p + g), vgl. Abb. 18.

A AnB 8 Q

Abb. 18

Es sei nun das Maschinensystem ausgefallen, und es sei bereits vergeblich nach
einem- Fehler an der Maschine I gesucht worden. Wir berechnen die Wahrschein-
lichkeit dafiir, daB die Ursache des Ausfalls an der Maschine II liegt. Dazu fiihren
wir die folgenden Ereignisse ein:

A ... Die Ursache des Ausfalls liegt an der Maschine II.

B ... Die Ursache des Ausfalls liegt nicht an der Maschine I.

Es ist also P(A4|B) zu bestimmen. Nach (3) gilt P(4|B) = &in_)B) Nunist A & B

und folglich A n B = A. Damit gilt P(B
_ P4
PjB) = 331

Mit P(4) = g und P(B) =1 — P(B) = 1 — p erhalten wir
P(4B) = 2L
1—»p

(vgl. nochmals Abb. 18).

Wir geben einige unmittelbare Folgerungen aus (3) an, die die ZweckmaBigkeit
der Definition 1 weiter begriinden.
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Folgerung 1. Wenn mit dem Eintreten des zufilligen Ereignisses B € A, P(B) > 0,
stets auch das Einireten des zufilligen Ereigni. A € N verbunden st (B S A), so
gilt P(A|B) = 1.

Folgerung 2. 8ind A € A und B € N unvereinbare zufillige Ereignisse (4 n B = 0)
und gilt P(B) > 0, s0 ist P(4|B) = 0.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(4|B) von A beziiglich B kann kleiner, gréBer
und such gleich der (unbedingten) Wahrscheinlichkeit P(A) sein. (Mit dem Fall
der Gleichheit werden wir uns in Abschnitt 3.3. g )

Beispiel. Wurf mit einem Spielwiirfel.
B ... Die gewiirfelte Augenzahl ist gerade (P(B) = —2— = %) .
a) A ... Die gewiirfelte Augenzahl ist nicht grofer als 3:
3 1 1
P(4) = —=—) P(4|B)=— < P4).
(o =3-3) Pam=g<ra
b) 4 ... Die gewiirfelte Augenzahl ist gleich 2, 3 oder 4:
3 1 2
PA)y=—=— P(4|B) = — > P(4).
(pr=5=5) Peam=3>ra
c) A ... Die gewiirfelte Augenzahl ist gleich 1 oder 2:

(P(A) - _i_ - %) P(4|B) = — = P(4).

Wir weisen auch darauf hin, da8 die bedingte Wahrscheinlichkeit P(4|B) von 4
beziiglich B genau zu unterscheiden ist von der bedingten Wahrscheinlichkeit P(B|4)
von B beziiglich 4 und auch von der Wahrscheinlichkeit P(4 n B) des gemeinsamen
Eintretens der Ereignisse 4 und B.

Beispiel. Wurf mit einem Spielwiirfel.
A ... Die gewiirfelte Augenzahl ist nicht groBer als 4.
B ... Die gewiirfelte Augenzahl ist gleich 3, 5 oder 6.

4 2 3 1
PA)=—=—, PB)=—=—,
Ay ====73 B =35=73
1 1
P(AnB) , P(4|B) = 7, P(Bl4) = .
Die Zuordnung

A— P(A|B), A €Y, s 4)



3.2. Multiplikatio: fiir Wahrscheinlichkei 51

fiir ein festes Ereignis B € 9 positiver Wahrscheinlichkeit (P(B) > 0) ist eine auf dem
Ereignisfeld % definierte Funktion. Wir bezeichnen diese Funktion mit Py; es gilt
also '

P(A n B)

P(B) -~

Der nachfolgende Satz — dessen Beweis wir dem Leser sehr empfehlen — enthilt
wesentliche Eigenschaften der Funktion Pjp.

Satz 1. Es seien [, P] ein Wahrscheinlichkeitsfeld und B € % ein zufilliges Ereignis
positiver Wahrscheinlichkeit. Die durch (4) definierte Funktion Py besitzt alle die
Eigenschaften, die in den Axiomen 1 bis 4 (Abschnitt 2.4.) zum Ausdruck kommen,
d. h., [¥, Pg) ist ebenfalls ein Wahrscheinlichkeitsfeld. ’

Wegen der Giiltigkeit von Satz 1 besitzt dann die bedingte Wahrscheinlichkeit Py
auch alle die Eigenschaften, die fiir die (unbedingte) Wahrscheinlichkeit P bewiesen
wurden (vgl. 2.5., Siitze 1 bis 5).

SchlieBlich weisen wir darauf hin, daB sich die (unbedingte) Wahrscheinlichkeit
als bedingte Wahrscheinlichkeit beziiglich des sicheren Ereignisses interpretieren
1&Bt; es gilt namlich fiir jedes zufillige Ereignis 4 € 9

pajg) = 20D _PA) _ py), ‘ ®)

Ps(4) = P(4|B) =

3.2.  Multiplikationssatz fiir Wahrscheinlich keiten

Wir befassen uns in diesem Abschnitt mit der Berechnung der Wahrscheinlichkeit
des Produkts zweier zufilliger Ereignisse 4 und B. Dabei setzen wir voraus, da8 4
und B positive Wahrscheinlichkeit besit; (Anderenfalls gilt wegen A n B C 4
bzw. 4 n B S B die Beziehung P(4 n B) = 0 (vgl. 2.5., Satz 4), so daB dann jede
weitere Untersuchung unnétig ist.) Die Wahrscheinlichkeit P(4 n B) trat in Ab-
schnitt 3.1. bei der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit auf. Durch Auf-
16sung der Gleichung (3) aus 3.1. erhalten wir die folgende Aussage:

Satz 1 (Multiplikationssatz). Es seien A und B zufillige Ereignisse mit positiven
Wahrscheinlichkeiten. Dann gilt .

P(4 n B) = P(A|B) P(B) = P(B|4) P(4). - I8}

Die Wahrscheinlichkeit des Produkts zweier zufilliger Ereignisse mit positiven
Wahrscheinlichkeiten ist also gleich der bedingten Wahrscheinlichkeit des einen Er-
eignisses beziiglich des anderen Ereignisses und der (unbedingten) Wahrscheinlich-
keit des anderen.
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Aus (1) ergibt sich unmittelbar die folgende interessante Beziehung, die wir spéter
noch benétigen: .

P(4|B) _ P(B|4)
P(4)  PB)’

Die Anwendung der Formel (1) zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit des gemein-
samen Eintretens zweier Ereignisse setzt natiirlich insbesondere voraus, daf man die
in (1) vorkommende bedingte Wahrscheinlichkeit kennt. In konkreten Aufgaben-
stellungen ist es oftmals méglich, bedingte Wahrscheinlichkeiten durch Uberlegungen
zu gewinnen, die auf der inhaltlichen Bedeutung des Begriffes der bedingten Wahr-
scheinlichkeit beruhen.

Beispiel. In einer Schachtel befinden sich zehn Sicherungen, darunter sind vier
defekt. Es werden nacheinander zwei Sicherungen entnommen, wobei vor der zweiten
Entnahme die zuerst entnommene Sicherung nicht zuriickgelegt wird und bei jeder
Entnahme jede der in der Schachtel befindlichen Sicherungen die gleiche Chance
habe, éntnommen zu werden. Wir berechnen die Wahracheinlichkeit dafiir, da8 die
beiden entnommenen Sicherungen funktionsfihig sind (Ereignis 4). Dazu fiihren
wir folgende Ereignisse ein:

(2

A; ... Die bei der i-ten Entnahme gezogene Sicherung ist funktionsféhig (¢ = 1, 2).

Dann gilt 4 = 4, n A; und also P(A) = P(4, n A4,). Wir verwenden zur Berechnung
dieser Wahrscheinlichkeit die Formel (1) in der Form

P(4, n 4,) = P(4,) P(4,|4,).

Es gilt (unter Verwendung der klassischen Definition der Wahrscheinlichkeit)

6 3 5
P(A)) =— =—, P(4,4,) = —.
(41) -3’ (A4]4,) 9
Damit wird
3 5 1
Py =i = =
(4) 9=3

(Man kann dieses Ergebnis auch direkt mittels der klassischen Definition der Wahr-

()0
scheinlichkeit erhalten: P(4) = 2 100 = (:—g % ez %_)
(3)

Wir geben schlieBlich noch eine entsprechende Formel fiir die Berechnung der
Wahrscheinlichkeit, eines Produkts von n (= 2) zufilligen Ereignissen an.
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Satz 2. Es seien A,, 4,, ..., A, 2ufillige Ereignisse mit
PA;ndsn--ndyy) >0.
Dann gilt
PA;nAzn-nd,) = Pd,) P(43|4,) - P(4,|4; 0 Agn -+ 0 Ayy). (3)

Den Beweis dieser Aussage iiberlassen wir dem Leser; er ist mit dem Prinzip der
vollstindigen Induktion auf der Grundlage von Satz 1 zu fiihren.

3.3.  Unabhingigkeit zufilliger Ereignisse

Es seien 4 und B zufillige Ereignisse mit positiven Wahrscheinlichkeiten. Bei der
Behandlung dér bedingten Wahrscheinlichkeit haben wir darauf hingewiesen, da8
die bedingte Wahrscheinlichkeit P(4|B) auch gleich der (unbedingten) Wahrschein-
lichkeit P(A) sein kann (P(A|B) = P(A)). Die Hinzunahme der Bedingung ,,Ereig-
nis B ist eingetreten* zu den Bedingungen, die den betrachteten zufilligen Versuch
kennzeichnen, hat also in diesem Fall keinen EinfluB auf die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses 4, d. h., das Ereignis 4 ist in diesem Sinne vom Ereignis B unabhiingig.
Nun folgt aus P(4|B) = P(A4) die Beziehung P(B|4) = P(B) (vgl. 3.1. (2)), d. h.,
ist 4 im obigen Sinne unabhingig von B, so ist auch B — im gleichen Sinne — unab-
hiingig von A, und es gilt P(4 n B) = P(4) P(B) (vgl. 3.1., Satz 1). Diese Beziehung
verwenden wir zur mathematischen Definition der Unabhiingigkeit zweier zufilliger
Ereignisse.

Definition 1. Zwei zufillige Ereignisse 4 und B heilen (voneinander) unab-
hingig (auch: stochastisch unabhingig), wenn

. P(4 n B) = P(A) - P(B) i)

gilt, d. h., wenn die Wahrscheinlichkeit: des Produkts der Ereignisse gleich dem Pro-
dukt der Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse ist.

Bemerkung. Wir haben in dieser Definition die eingangs angegebene Einschrén-
kung, daB A4 und B positive Wahrscheinlichkeit besitzen, weggelassen. Zwei zufiillige
Ereignisse, von denen mindestens eines die Wahrscheinlichkeit Null hat, werden
also gemiB Definition 1 als voneinander unabhingig angesehen, da dann (1) stets
erfiillt ist.

Die Begriffe ,, inbar‘ und bhingig" bei zufilligen Ereignissen sind genan zu unter-
heiden. Die Unvereinbarkeit zweier Ereignisse 4 und B bedeutet, da 4 n B = @ gilt, und hat
zur Folge, .da P(4 n B) =0 gilt. Die Unabhingigkeit hi bedeutet, daB P(4 n B)




Bodinote Wahrscheinlichkei
b4 3

= P(4) - P(B) gilt. Folglich sind zwei int Ereigni itiver Wahracheinlichkei
nicht voneinander unabhiingig.

Folgerung 1. Sind die Ereignisse A und B voneinander unabhingig, so sind es
auch die Ereignisse A und B, A und B und auch die Ereignisse A und B.

Beweis. Es geniigi zu zeigen, daB aus der Unabhiingigkeit von 4 und B die
Unabhingigkeit von 4 und B folgt; das Weitere ist damit klar. Es seien also 4 und
B unabhiingig, d.h., es gelte P(4 n B) = P(4)- P(B). Aus B= (4 nB)u(4 nB)
und (4 nB)n (4 nB) =@ folgt nach Axiom 3 die Beziehung P(B) = P(4 n B)
+ P(4 n B). Mit P(4 n B) = P(4) - P(B) erhalten wir daraus

P(4 n B) = P(B) — P(4) - P(B) = (1 — P(4)) P(B) = P(d) - P(B),
d. h., 4 und B sind voneinander unabhingig.

Das nachfolgende Beispiel soll nicht nur den Begriff der Unabhingigkeit zweier
Ereignisse illustrieren, sondern auch die Erweiterung der Definition der Unabhiingig-
keit auf den Fall von mehr als zwei Ereignissen vorbereiten.

Beispiel. Wir wiirfeln einmal mit zwei Wiirfeln — die Wiirfel denken wir uns
numeriert — und betrachten die folgenden Ereignisse:

A ... Die mit Wiirfel 1 gewiirfelte Augenzahl ist ungerade.

B ... Die mit dem Wiirfel 2 gewiirfelte Augenzahl ist gerade.

C ... Die gewiirfelten Augenzahlen sind beide gerade oder beide ungera.de
Nehmen wir an, daB alle 36 moglichen Ergebnisse des einmaligen Wiirfelns mit zwei
Wiirfeln gleichwahrscheinlich sind, so erhalten wir (mittels der klassischen Defini-
tion der Wahrscheinlichkeit)

P(4) = P(B) = P(C) = 3—8 -
PAnB) =PAn0)=PBn0)=

Die Ereignisse 4, B und C sind also paarweise voneinander unabhingig. Es gilt,
aber z. B, P(C|4 n B) = 0 % P(0), d. h., das Ereignis C ist nicht unabhingig vom
Ereignis 4 n B. Man wird also die Erelgmsse A, B und C nicht als vollstandlg von-
einander unabhiingig bezeichnen.

Deflnltlon 2 Dle zufilligen Ereignisse 4,, A,, +esy Ay heiBen vollstindig (unter-

der) bhingig (auch: stochastisch bhingig), wenn fiir ]ede natiirliche Zahl

k <n und behebl.ge natiirliche Zahlen iy, ..., % mit 1 =4 < < < n die Be-
ziehung

P(d, 0o 0 4;) = P(4;) -+ P(4;) ' @
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gilt. Die zufilligen Ereignisse 4,, 4, ..., 4y, ... einer unend]icilen Folge heiBen
vollstindig unabhingig, wenn fiir jede natiirliche Zahl n die Ereignisse 4,, 4s, ..., 44
vollstindig unabhiingig sind.

Folgerung 2. Sind die Ereignisse A,, A, ..., 4, wliak’indig unabhingig, so sind
sie auch paarweise unabhingig.

Diese Aussage ergibt sich unmittelbar aus Definition 2. Wie obiges Beispiel zeigt,
ist aber die Umkehrung falsch, d. h., aus der paarweisen Unabhiingigkeit folgt nicht
die vollstindige Unabhéingigkeit.

Zum AbschluB wollen wir einen Satz angeben, der i Einsichten iiber Wahrsch inlich
keitsfelder und auch iiber den Begriff der Unabhiingigkeit vermittelt.

Satz 1 (Borel-Cantellisches Lemma). Es seien ¥, P] ein Wahrscheinlichkeitsfeld und (Au)nen
eine Folge zufdlliger Ereignisse A, € A. Mit Ao, bezeichnen wir das zufillige Ereignis, das genau dann
eintritt, wenn unendlich viele Erewnwe der Folge (Ay)nen enireten.

a) MZP(A,)< 0, 80 ist P(Aco) = O, d. h., mit Wahrscheinlichkest 1 treten hoch endlich
viele Erewnme der Folge (Ap)nep €n-

b) Gilt 2 P(A4,) = oo und sind die Ereignisse Ay, Ay, ... paarweise voneinander unabhingig,
8o gilt P(z;:,;’ =1.

Dieser Satz, den wir nicht beweisen wollen, spielt beim Bewem von Versohnfungen des Gesetzes

der groBen Zahlen eine wesentliche Rolle. Wir wollen aber grinden, daB die Aussag
des Satzes iiberhaupt sinnvoll ist, d. h., daB Ao € % gilt. Dies iolgt wegen der Elgenaclmﬂan eines

Ereignisfeldes (vgl 1.4., Definition 1 und Folgerung 1) auf Gru.nd der Bemelm.ng Ao = n U A,
n=0k=n

(Sind 4,, 4,, ... Teil einer Grund 2,80i8t Ao := ﬂ UA, der sogenannte Limes

0 k=
superior der Folge (A,)yey; ©8 gilt genau dann = € 4o, wenn z Elemenb unendlich vieler Teil-
mengen 4, ist.)

3.4. Formel der totalen Wahrscheinlichkeit

Die Formel der totalen Wahrscheinlichkeit dient zur Berechnung der Wahrschein-
lichkeit P(B) eines zufilligen Ereignisses B aus den Wahrscheinlichkeiten P(4;)
eines vollstindigen Systems (A, 4, ..., 4,} von Ereignissen 4; (vgl. 1.3., Defini-
tion 6) und den bedingten Wahrscheinhchkelten P(B|A;) des Ereignisses B bezughch
4;3=1,2,...,n)

Satz 1. Hs seien [¥, P] ein Wahrscheinlichkeitsfeld und {A,, As, ..., A,) eine Menge
von paarweise unvereinbaren zufilligen Ereignissen A; € A poattwer Wahrscheinlich-
keit (5 = 1,2, ..., n), deren Summe das sichere Ereignis ist. Dann gilt fiir jedes 2ufillige
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Ereignis B€ %
P(B) =‘£: P(Bl4)) P(4)) )
(Formel der totalen Wahrscheinlichkeit).

Bemerkung. Die Formel (1) hexﬂt Formel der tot.alen oder auch vollst&ndxgen ‘Wahrschein-
lichkeit, weil man damit aus beding iten eines Ereigni B die (unbe-
dingte) Wahracheinlichkeit von B berech kann dlemdxesemZnsammenhangauchnlstoule

wird.

oder vollstindige Wahrscheinlichkeit bezeich

Beweis. Auf Grund der Voraussetzungen iiber die Ereignisse A, 4,,..., 4,
tritt das Ereignis B mit genau einem dieser Ereignisse ein. Das Ereignis B ist
also darstellbar als Summe -der » paarweise unvereinbaren Ereignisse B n 4;,
i=1,2,...,n (vgl. Abb. 19):

B=U(Bnd,).
i=1
Hieraus folgt (vgl. dazu 2.4., Folgerung 1)
P(B)= 5 P(Bn 4).

i=1

Anwendung des Multiplikationssatzes (vgl. 3.2., Satz 1) liefert schlieBlich
n
P(B) = X' P(B|4;) P(4;),
=1

d. h., es gilt (1).

Beispiel. Wir betrachten ein einfaches Modell eines Nachrichteniibertragungs-
systems, bestehend aus einer Nachrichtenquelle, einem gestorten Kanal und einem
Empfiinger (vgl. Abb. 20). Die Quelle sendet genau eines der Signale x;, 2,, ..., T,
aus, dieses wird iiber den Kanal iibertragen und dabei zu einem der Signale
Y1, Yas <+ Ym, und dieses Signal wird vom Empfinger empfangen. Die Quelle sei
dabei durch die Wahrscheinlichkeit p; > 0 des Auftretens der Signale z; (¢ = 1, 2,
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..., n) beschrieben; der gestrte Kanal sei durch die Wahrscheinlichkeiten p;; fiir

den Ubergang des Signals ; in das Signal y; (5 =1,2,...,n; j = 1,2, ..., m) be-
schrieben. Wir interessieren uns fiir die Wahrscheinlichkeiten g; des Auftretens der

Signale y; (j = 1, 2, ..., m) im Empfiinger.

Quelle gestorter Kanal Enpfangerl
(x) (x—=y] ty) Abb. 20

Wi fithren die folgenden Ereignisse ein:

A; ... Die Quelle sendet das Signal z; (1 = 1, 2, ..., ).

B; ... Der Empfiinger empfiingt das Signal y; (j = 1, 2, ..., m).
Dann gilt 4;n 4, =0 (8 + k), 4, v 4, u--- ud, = Q2. AuBerdem sind die Zahlen
p; = P(4;) gegeben und > 0 (¢ = 1, 2, ..., n); ferner sind die Zahlen p;; = P(B;|4;)
(¢=1,2,..,n; j=1,2,,..,m) gegeben. Fiir g; = P(B;) erhalten wir damit auf
Grund der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit .

i n
P(By) = ) P(Bj|4;) P(4;), also ¢; = pupi (1=1,2,...,m).
i=1 i=1
Fassen wir noch die Zahlen p,, p,, ..., p, zur einzeiligen Matrix 2 und die Zahlen
P11s +++5 Pum.Zur Matrix f zusammen, so gilt also fiir die einzeilige Matrix g der Zahlen
@1 @3, +--» G die Beziehung = _!)?_, wobei sich die Multiplikation auf der rechten
Seite dieser Gleichung als Multiplikation zweier Matrizen versteht.

Zahlenbeispiel. n =m = 3,2 = (0,5, 0,3, 0,2)

07 02 0,1
P=(03 05 02
03 0 0,7,

(Zum Beispiel geht also das Signal z; mit Wahrscheinlichkeit 0,3 in g, und mit Wahr-
scheinlichkeit 0,7 in y; iiber.) Damit ergibt sich q= _pP = (0,5, 0,25, 0,25).

3.5.  Bayessche Formel

Die Bayessche Formel dient zur Berechnung der bedingten Wahrscheinlichkeiten
P(A;|B) der Ereignisse 4, eines vollstindigen Systems (4,, 4,, ..., 4,} von Ereig-
nissen beziiglich eines Ereignisses B positiver Wahrscheinlichkeit (k¥ = 1,2, ..., n)
aus den Wahrscheinlichkeiten P(4;) und den bedingten Wahrscheinlichkeiten
P(B|4;)) (1 =1,2,...,2).
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Satz 1. Es seien [, P] ein Wahrscheinlichkeitsfeld, (4,, A,, o A,} eine Menge
von paarweise unvereinbaren zufilligen Ereignissen A; € U p Wahrscheinlich
keit (+ = 1,2, ...,n), deren Summe das sichere Ereignis ist, und B € A ein zufilliges
Ereignis poaitiuef Wahrscheinlichkeit. Dann gilt

P(B|4y) P(4y)

- P(4,B) = (k= 1,2,...,n)

3 P(B|4;)|P(4;)
(Bayessche Formel).
Beweis. Es gilt (vgl. 3.2. (2))

P(4:B) _ P(B|4y)

= (k=12 ..., n).
P(4,) P(B)
Hieraus folgt
PayB) = DB P oy o .

P(B)

Da die Voraussetzungen zur Anwendung der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit
erfiillt sind (vgl. 3.4., Satz 1), erhalten wir damit

P(B|A4,) P(4x)

P(4,/B) = —
Z PB4 Py

k=1,2,...,n),
d. h., es gilt (1).

Beispiel. Wir setzen das Beispiel aus dem Abschnitt 3.4. fort und interessieren
uns jetzt fiir die Wahrscheinlichkeit r;,, daB das Signal ; gesendet wurde, wenn das
Signal y; empfangen wurde. (Man bezeichnet diese Wahrscheinlichkeiten oft als

sogenannte RiickschluBwahrscheinlichkeiten.) Es gilt mit obigen Bezeichnungen
it = P(A,|B;). Mittels der Bayesschen Formel erhalten wir

P(B;|4i) P(4y) _ e
7 = P(44|B)) = —1———=" =
ik k|24 P(B;) P
k=1,2,...,n;5=1,2,...,m),
n
wobei die Zahlen g; durch ¢; = 3 pip; ( = 1, 2, ..., m) gegeben sind.
i=1

Zahlenbeispiel. Wir verwenden die Angaben des Zahlenbeispiels aus dem Ab-
schnitt 3.4. und erhalten

0,0 018 0,12
(r)j=128 =040 060 0 ].
1123

020 024 0,66
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(Zum Beispiel gilt ryy = 22222 — %2%” — 0,24, d. h., mit Wahrscheinlichkeit 0,24
. qs s

wurde das Signal z, gesendet, wenn das Signal y; empfangen wurde.)

Wir wollen die Bedeutung der Bayesschen Formel noch etwas begriinden. Dabel
konnen wir davon ausgehen, daB ein zufilliger Versuch betrachtet wird, bei dem
jeweils genau eines der Ereignisse 4;, 4,, ..., 4, eintritt. Wir stellen uns vor, da
eine direkte Beobachtung des Versuches hinsichtlich des Eintretens der Ereignisse
A,, A,, ..., A, nicht mdglich ist, daB aber die Wahrscheinlichkeiten dieser Ereignisse
bekannt sind oder Schitzwerte fiir diese Wahrscheinlichkeiten vorliegen. (In diesem
Zusammenhang bezeichnet man die Wahrscheinlichkeiten P(4;) (i = 1,2, ..., %)
auch als a-priori-Wahrscheinlichkeiten.) Beobachtet man nun bei Durchfiihrung des
Versuches das Eintreten des Ereignisses B, so ist man bestrebt, diese Information
bei der Entscheidungsfindung dariiber, welches der Ereignisse 4,, 4,, ..., 4, in
diesem Versuch eingetreten ist, zu verwenden. Dazu wird man die bedingten
Wahrscheinlichkeiten P(4;|B) der Ereignisse 4, (k = 1,2, ..., n) beziiglich B nach
der Bayesschen Formel berechnen. (In diesem Zusammenhang bezeichnet man die
Wahrscheinlichkeiten P(4,|B) (k= 1,2, ...,n) auch als a-posteriori-Wahrschein-
lichkeiten.) Eine mogliche und dabei recht naheliegende Entscheidungsregel besteht
darin, daB man bei Vorliegen des Ereignisses B dasjenige der Ereignisse
Ap(k=1,2,...,n) als eingetreten ansieht, das unter der Hypothese ,,Ereignis B
ist eingetreten‘ die groBte Wahrscheinlichkeit hat; man wiihlt also dasjenige Ereig-
nis unter den Ereignissen 4, (k = 1, 2, ..., n) aus, das unter der Beobachtung von B
die groBte Wahrscheinlichkeit hat. Selbstverstindlich ist diese Entscheidung mit
einem Fehler behaftet; es ist aber moglich, die Wahrscheinlichkeit einer Fehl-
entscheidung anzugeben. Dieses Entscheidungsprinzip liegt vielen Uberlegungen
besonders in der mathematischen Statistik zugrunde; es geht auf Ta. BAYES (gest.
1763), einen englischen Geistlichen, zuriick, wurde aber erst nach einer Neuformulie-
rung durch P. S. LAPLACE bekannt und verwendungsféhig.

Beispiel. Wenden wir das geschilderte Entscheidungsprinzip auf das oben be-
trachtete Modell eines Nachrichteniibertragungssystems an, so bedeutet dies, da8
wir bei empfangenem Signal y; dasjenige Signal 2, als gesendetes Signal ansehen, fiir
das die RiickschluBwahrscheinlichkeit r;; im Vergleich zu denZahlen rj (k = 1,2,...,n)
maximal ist, d. h., das die gréBte Wahrscheinlichkeit hat, gesendet worden zu sein.
Fiir das Zahlenbeispiel bedeutet dies; daB bei empfangenem y, auf ,, bei empfan-
genem y, auf 2, und bei empfangenem Signal y; auf z; entschieden wird. (Diese drei
Entscheidungen sind mit Fehlern behaftet; die Wahrscheinlichkeit einer Fehlent-
scheidung beim SchluB von y, auf z, betriigt 0,3, die beim Schlu8 von y, auf z, betrigt
0,4 und die beim SchluB von y; auf z, betréigt 0,44.)
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Der Begriff der ZufallsgroBe ist von zentraler Bedeutung in der Wahrscheinlichkeits-
theorie und deren Anwendungen. Mittels Zufallsgr6Ben werden zahlenmiiBig erfaB-
bare Merkmale bei zufilligen Erscheinungen beschrieben. So werden z. B. die Anzahl
der AusschuBteile in eirfer Stichprobe aus der Tagesproduktion eines Betriebes, die
Anzahl der von einer radioaktiven Substanz in einer bestimmten Zeit emittierten
«-Teilchen, die Lebensdauer einer Glithlampe oder das Ergebnis irgendeines MeBvor-
ganges in der Technik durch ZufallsgroBen beschrieben. Héufig dient die Durch-
fithrung eines zufiilligen Versuches dazu, einen zahlenméBigen Wert einer Zufalls-
groBe zu ermitteln. Es liegt in der Natur der Sache, daB bei Wiederholungen des
zufilligen Versuches verschiedene Werte der ZufallsgroBe beobachtet werden konnen.
Fiir die wahrscheinlichkeitsth K ichnung einer Zufallsgroe reicht
nun die Angabe der Menge der denkbaren Werte nicht aus; man benétigt vielmehr
die Wahrscheinlichkeiten von solchen zufiilligen Ereignissen, die mit der betrachteten
ZufallsgréBe im Zusammenhang stehen, z. B. die Wahrscheinlichkeiten, mit denen
die ZufallsgroBe bestimmte Werte oder Werte aus bestimmten Intervallen annimmt.

In diesem Kapitel wollen wir uns mit sogenannten diskreten Zufallsgrofen be-
schiiftigen, deren gemeinsames K ichen darin besteht, daB sie endlich oder
abzihlbar-unendlich viele Werte annehmen konnen; in Kapitel 5 befassen wir uns
mit sogenannten stetigen Zufallsgrofen, deren denkbare Werte ein Intervall ausfiillen.

Diesen Betrachtungen wollen wir die allgemeine Definition der Zufallsgrofe —.
die Bezug nimmt auf den Begnff des Wahrscheinlichkeitsraumes — ‘und die Defl-
nition der Verteslungsfunktion einer ZufallsgroBe voranstellen.
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41.  Aligemeine Definition der ZufallsgréBe

Die folgenden Abschnitte enthalten zu den hier allgemein eingefiihrten Begriffen
viele Beispiele und Motivationen, so da8 sich bald ein gewisses Vertrautsein mit
diesen Begriffen ergeben wird.

Definition 1. Es sei [.Q,IQI, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine auf 2 definierte
reellwertige Funktion X (w € 2 — X(w) € R) heiBt eine Zufallsgrofe (iiber [2, A, P]),
wenn fiir jede reelle Zahl z

[we 2: X(w) <z} €U
gilt. '

Um MiBverstindnissen vorzubeugen, die sich aus der Bezeichnung ,,ZufallsgroBe*
ergeben konnten, sei ausdriicklich darauf hingewiesen, daB eine ZufallsgroBe X
(iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum [, %, P]) eine Funktion ist, d. h., da8 durch
Angabe der unabhiingigen Veriinderlichen (€ 2) der Wert X(w) (€ R) der Zufalls-
groBe X eindeutig festgelegt ist. Die Zufilligkeit liegt allein in der Auswahl der unab-
hiingigen Veréinderlichen » € 2, und diese Auswahl erfolgt gema dem Wahrschein-
lichkeitsmaB8 P. Wir wollen nun die Definition 1 weiter erléutern. Dabei schreiben
wir anstelle von {w € 2: X(w) < z} kurz (X < ), entsprechend schreiben wir anstelle
von {w € 2:a = X < b} bzw. (w € 2: X(w) = ¢} kurz (@ < X <) baw. (X =c¢)
Die Definition 1 besagt dann;, da8 bei einer Zufallsgrofe X jede der Mengen (X < ),
2 € R, zur g-Algebra 9 von Teilmengen der Menge £ gehort, d. h., daB jede dieser
Mengen zum Definitionsbereich von P gehort. (Hieraus ergibt sich unschwer, da auch
jede der Mengen (¢ < X < b) und (X = ¢) zum Definitionsbereich von P gehért.)
Damit ist es sinnvoll, von der Wahrscheinlichkeit dafiir zu sprechen, da8 eine Zu-
fallsgroBe X einen Wert kleiner als z(x € R) annimmt. Fiir diese Wahrscheinlich-
keit, d. h. fiir P({w € Q: X(w) < z}), schreiben wir kurz P(X < ).

Definition 2. Es seien [2, 9, P] ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Zu-
fallsgroBe iiber [2, %, P). Die durch
Fx@)=P(X<2), zcR, 0
definierte Funktion Fy heiBt Verteilungsfunktion der ZufallsgroBe X.

Der Wert der Verteilungsfunktion F ; einer ZufallsgroBe X an der Stelle x ist also
definitionsgema8 gleich der Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die ZufallsgroBe X einen
Wert annimmt, der kleiner als « ist. )

Mittels der Verteilungsfunktion einer ZufallsgroBe kann man die Wahrscheinlich-
keiten praktisch aller mit dieser ZufallsgroBe im Zusammenhang stehenden zufélli-
gen Ereignisse ausdriicken. So gilt z. B.

Pla = X < b) = Fx(b) — Fx(a); (2)

den Nachweis hierfiir iiberlassen wir dem Leser.
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Auf der Grundlage der Axiome der Wahrscheinlichkeitstheorie lassen sich die im
folgenden Satz aufgefiihrten Eigenschaften einer Verteilungsfunktion F beweisen.

Satz 1. Es sei F die Verteilungsfunktion einer Zufallsgrofe. Dann gils:
1. Firallex € Rist 0 < F(z) < 1.

2. F ist monoton nicht-fallend (2, < 2, = F(z:) < F(z,)).

3. F ist linksseitig steiig (hm F(z) = F(xo)).

4. hmF(z) =0,lim F(z) = 1.

z—>+00

Beweis. Es bezeichne X eine ZufallsgroBe mit der Verteil funktion F'.

1. Da F(z) die Wahrscheinlichkeit eines zufilligen Ereignisses angibt, gilt 0 < F(z) <1
(vgl. 2.4., Axiom 1).

2. Am! 7 <z, folgt (X <) S (X <2, und hiersus (vgl. 2.5., Satz' 4) P(X < z,)
= P(X < @), d. h. F(z,) < F(zy).

3. Iat (zy) eine Folge reeller Zahlen z, < a mit lim x, =a, 8o gilt (X < z,) S (X < Zpyy)
und U(X < z,) = (X < a). Hieraus folgt (vgl. 2.4., Sat/z 1) P(X < a)=lim P(X < z,), d. h.

=1

F(a) lunI'(z.),woxmtdxe' kaseitige Stetigkeit von F bewi ist. >

4. DneEximnzdermgegebenenGrenzwenefolgtn,usderM tonie und der B
von F (Aussagen 1 und 2); auBerd: glltoﬁean.rOShmF(z)ShmF(z)gl Esgenugta.lm
zu zeigen, daB lim F(—n) = 0 und Lim F(n) = 1 gilt, wabel n die Memge der natiirlichen Zahlen

n—sc0 n—>c0
durchléuft. Dazu betrachten wir die paarweise unvereinbaren Ereignisse 4; = (j — 1 < X < j),
¢G=0,41,+2,...). Dann gilt (vgl. 2.4., Axiome 2 und 4)

hrinktheit

1=P(.Q)=P( v .4,): > P(4)) = lim Py P(4)).
\j=—00 j=—00 >0 j=—n+1

‘Wegen (2) gilt
PA)=PGj—1=X<j)=FG—FG—1)
und folglich
lim 2 P(A,) = lun 2 (F(]) — F(j — 1)) =lim (F(u) F(—n)).
#s00 j=—n+1
Insgesamt gilt also lim F(n) — limF(—n) =1
00 =00
Da die Differenz zweier zwischen Null und Eins gelegener Zahlen nur dann den Wert Eins haben
kann, wenn der Minuend gleich Eins und der Subtrahend gleich Null ist, folgt hieraus lim F(n) = 1
L e d
und lim F(—n) = 0, womit nun alles bewiesen ist. Wir stellen nur noch fest, daB aus den Eigen-
h :-m2 und 4 ittelbar.die Eigenschaft 1 folgt.

Bemerkung. Die in Satz 1 angegebenen Eigenschaften sind in dem Sinne charakteristisch,
daB es zu jeder Funktion F, die diese Eigenschaften hat, eine ZufallsgroBe X gibt, deren Ver-
teilungsfunktion Fy mit der Funktion F iibereinstimmt.
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SchlieBlich weisen wir noch auf die Giiltigkeit der Gleichung
P(X = o) = Fx(c + 0) — Fx(c) @)

hin; dabei bezeichnet Fyx(c + 0) den rechtsseiti Gr t der Verteilungs-
funktion Fy der ZufallsgroBe X an der Stelle c. Ist also ¢ ein Stetigkeitspunkt der
Verteilungsfunktion von X, so nimmt X den Wert ¢ mit der Wahrscheinlichkeit
Null an, d. h., das Ereignis (X = c) ist ein fast unmogliches Ereignis.

Mit (3) bestatlgt man dann leicht die Giiltigkeit der folgenden Gleichungen:

Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a +0), @)
Pa < X <b)=Fx(b + 0) — Fx(a +0), )
P(a < X <b) = Fx(b + 0) — Fx(a), 6

die im Verein mit (1) zeigen, wie man mittels der Verteilungsfunktion Fy die Wahr-
scheinlichkeit dafiir berechnet, daB die ZufallsgroBe X einen Wert aus einem beliebig
vorgegebenen Intervall annimmt.

Wir wollen nun kurz Funktionen von ZufallsgroBen behandeln. Zuvor beschif-
tigen wir uns mit der Gleichheit von ZufallsgroBen. ZufallsgroBen sind Funktionen,
und damit ist die Gleichheit zweier ZufallsgroBen eigentlich bereits definiert. In der

‘Wabhrscheinlichkeitstheorie ist es aber zweckmiiBig und iiblich, einen etwas allge-
meineren Gleichheitsbegriff zugrunde zu legen, der die Besonderheit des gemeinsamen
Definitionsbereiches (= Grundmenge eines Wahrscheinlichkeit; ) in ange-
paBter Weise beriicksichtigt.
Definition 3. Zwei iiber einem gemei Wahrscheinlichkeitsraum [2, ¥, P]
definierte ZufallsgroBen X und Y heiBen gleich (symbolisch: X = Y), wenn
Pllwe 2: X(w) = Y(o))) =1 (n

gilt, d. h., wenn das Ereignis (X = Y) ein fast sicheres Ereignis ist.

Satz 2. Es seien [Q2, U, P] ein Wahrs, heinlichkestsraur , X eine Zufallsgrope (iiber
[2, ¥, P)) und g eine auf der reellen Aclue definierte reellwertige stetige Funlmon Dann
it die durch

[9(X)] (@) = 9(X (), we (8)
definierte Funkiion g(X) ebenfalls eine Zufallsgrofe (iiber [2, ¥, P]).

Auf den Beweis dieses Satzes verzichten wir; wir wollen aber noch fiir einige
spezielle Funktionen g die Verteilungsfunktion von ¥ = g(X) durch die Vertellungs-
funktion von X ausdriicken.
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Satz 3. Hs sei X eine Zufallsgrofe mit der Verteilungsfunktion Fy.
1. Piir Y = aX + b (a == 0 reell, b reell) gilt

Fy@) = Fx (z = ) fir a>0, ©)

b

Fy@)=1— Fy (‘” e o) fir a<0. . (10)

2. Fir Y = X3 gilt

_fo fir =<0,
Tl {FX(}/Z) — Fe(~Vz +0) fir z>0. 1
3. Fir Y = |X| gilt ’
i fir =0,
Tir= {Fx(x) —F(—2+0) fir =>0. 2

Beweis. Es werden die Gleichungen (1) bis (6) verwendet.
1. Esseia > 0. Dann gilt

Fy(z)=P(Y<z)=P(aX+b<z)=P( ’:b)=17,(“’;"’),
d.h.(9). Im Falla < O erhélt man  ~ .

o —b —b —b
Fy(z)-=P(uX+b<z)_=P( ”“ )=1—P( _“’a )=1—Fx(za )

d. h. (10).
2. Tir z < 0 gilt Fy(z) = P(X? < 2) = 0. Fiir > 0 erhiilt man

Fy(e) = P(X? < ) = P(|X| < V2) = P(— V2 < X < V=) = Fx{Jz) — Fx(—Vz +0),

d. h. (11).
3. Fir z < 0 gilt Fy(z) = P(|X| < 2) = 0. Fiir 2 > 0 erhilt man

Fy(z) = P(X| < z) = P(—2 < X < %) = Fx(z) — Fx(—z +0),
d. h. (12).

Unsere allgemeinen Betrachtungen iiber ZufallsgréBen wollen wir mit einem Hin-
weis darauf abschlieBen, daB bei einer ZufallsgroBe der zugrunde liegende Wahrschein-
lichkeitsraum oftmals gar nicht explizit auftritt. Wesentlich bei wahracheinlichkeit:
theoretischen Untersuchungen von ZufallsgréBen in Anwendungsfillen sind die
‘Wahrscheinlichkeitsverteilungen der betrachteten Zufallsgrofen, die durch die Ver-
tellungs‘funktmnen gekennzeichnet sind.

SchlieBlich weisen wir darauf hin, da8 in manchen Lehrbiichern die Verteil
funktion Fy einer ZufallsgroBe X nicht — wie hier mittels Defmmon 2 — durch
Fy(z) = P(X < 7), sondern durch Fy(z) = P(X < z) eingefiihrt wird.
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4.2.  Definition der diskreten ZufallsgréBe

Definition 1. Eine ZufallsgroBe heiBt diskret, wenn sie endlich oder abzihlbar-
unendlich viele Werte annehmen kann, d. h., wenn der Wertebereich eine hichstens
abziihlbare Menge ist.

Vom Standpunkt der Wahrscheinlichkeitsrechnung kénnen wir eine diskrete
ZufallsgroBe X dann als gegeben ansehen, wenn die verschiedenen Werte ; der
ZufallsgroBe X und die sogenannten Einzelwahrscheinlichkeiten p = P(X = ),
mit denen die ZufallsgréBe X diese Werte annimmt, gegeben sind. Dabei fiihrt man
in konkreten Fillen zweckmiBig nur solche Werte =z, an, fiir die die zugehérige
Einzelwahracheinlichkeit p; positiv ist; wir wollen dies aber nicht streng vereinbaren,
da sich dadurch bei theoretischen Betrachtungen unnétige Erschwernisse ergeben.

Man kennzeichnet eine diskrete ZufallsgroBe X, die die Werte z; mit den Wahr-
scheinlichkeiten p, annimmt, gern durch die sogenannte Verteilungstabelle

P P I R
X: » Pe=PX =uz), (1)
P | P2 | Ps

die man — falls méglich — auch graphisch darstellt (vgl. Abb. 21).

P(X=x)

* Py
”p' ]}Q I}an Abb. 21

o X X% X

DaB durch die Verteilungstabelle die Verteilungsfunktion der betrachteten Zu-
fallsgréBe tatsichlich festgelegt ist, zeigt u. a. der folgende Satz.

Satz 1. Es sei X eine diskrete Zufallsgrofe mit der Verteilungstabelle (1). Dann
gelten die folgenden Aussagen:

Lpz0-Yp=1
3
2. Fx(x) = ' m, wobei die S tion tiber alle diejenigen k zu erstrecken ist, fiir

Ezmp<z
die z, < x gilt.
3. Die Verteilungsfunktion Fy ist eine Treppenfunktion, die an den Stellen z;
Spriinge der Héhe py besitzt.
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Den einfachen Beweis dieses Satzes iiberlassen wir dem Leser; er ergibt sich
unmittelbar aus den Axiomen der Wahrscheinlichkeitsrechnung und durch Zuriick-
gehen auf die Definition der Verteilungsfunktion.

Wir haben in der Definition 1 den Fall, da8 die Zufa]lsgroﬂe X nur einen einzigen
Wert 2, annehmen kann — diesen Wert nimmt sie dann mit der Wahrscheinlichkeit 1
an — nicht ausgeschlossen. Die zu dieser ZufallsgréBe X gehérige Verteilungstabelle
und die Verteilungsfunktion haben die folgenden einfachen Formen:

% 0 fir 2=
X: , PX=ug)=1; Fy(x) = ="
1 ( %) x(®) {1 fir 2>

(vgl. Abb. 22).

y=Fglx)

Abb. 22

[ %

Man sagt auch, daB X eine Einpunkiverteilung (im Punkt x,) besitzt. Unabhingig
vom Versuchsausgang besitzt also eine einpunktverteilte ZufallsgroBe immer ein und
denselben Wert. Dieser Fall kann als Grenzfall des Zufilligen angesehen werden.

Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit einem Beispiel.

Beispiel. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Schiitze ein Ziel trifft, betrage
bei jedem SchuB 0,4. Es wird vereinbart, daB nur im Fall des Nichttreffens mit dem
ersten SchuB ein zweites Mal geschossen wird. Wird auch dann das Ziel nicht ge-
troffen, so wird ein drittes und gegebenenfalls — im Fall des Nichttreffens beim
dritten SchuB — ein viertes Mal geschossen. Unabhiingig davon, ob der vierte Schu
ein Treffer ist oder nicht, wird danach kein weiteres Mal geschossen. Mit X be-
zeichnen wir die Anzahl der Schiisse, die von dem Schiitzen abgegeben werden;
X ist eine diskrete ZufallsgroBe. Mogliche Werte dieser ZufallsgroBe sind die Zahlen
1,2,3 und 4. Wir berechnen nun die Einzelwahrscheinlichkeiten p, = P(X = k)
fiir k = 1, 2, 3, 4. Dazu fiihren wir die folgenden Ereignisse ein:

A; ... Der i-te SchuB ist ein Treffer (i = 1, 2, 3, 4).

Es gilt P(4;) = 0,4 und P(4;) = 0,6. AuBerdem sind die Ereignisse 4,, 4,, 45, 4,
vollsténdig unabhingig (vgl. 3.3., Definition 2). So ist z. B. die Wahrscheinlichkeit
des Ereignisses ,, Treffer mit dem dritten SchuB‘ gleich der Wahrscheinlichkeit dieses
Ereignisses unter der Bedingung, daB die vorangegangenen Schiisse Treffer waren;
bei dieser Uberlegung spielt also keine Rolle, dai beispielsweise im Fall eines Tref-
fers mit dem ersten SchuB gar keine weiteren Schiisse abgegeben werden.
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Wir driicken 'nun die Ereignisse (X = 1), (X = 2), (X = 3) und (X = 4) durch
die Ereignisse 4,, 4,, A;, A, aus:
E=1=4,
(X=2)=4, nA,,
(X=8)=4,ndynA4,,
X =G=T, 1 &y nd,
Es zeigt. sich also, daB wir hierzu das Ereignis 4, nicht benétigen.
Unter Beachtung der Unabhiingigkeit der Ereignisse 4,, 4,, A5, 4, erhalten wir
damit :
7= PX = 1) = P(4;) = 04,
Pe = P(X = 2) = P(4, n 4,) = P(4,) P(4,) = 0,6 - 04 = 0,24,
Py =P(X =3) =P, nd;n4,) =P(11)P(Za)P(A!)
=06-06-04=0,144,
Po=PX =4)=P4,n 4, nzs) = P(Il) P(Za)P(I:)
=0,6-0,6-0,6 = 0,216. ’
(Die Berechnung von p, hiitt | wir uns einfacher machen konnen, da die Ereignisse
(X=1), (X=2), (X=3), (X =4) ein vollstindiges System von Ereignissen
bilden und somit p; + p, + ps + p, = 1 gilt.)

P(Xax]
04 04

Q2

[2}7%7

0 T 5 =3 Abb. 23

Die Verteilungstabelle der ZufallsgroBe X hat also folgendes Aussehen (vgl.
auch Abb. 23):

1 2 3 4
04 [0,24]0,144 | 0,216
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Fiir die Verteilungsfunktion Fy ergibt sich

0 fir 21,
‘ 7 =04 fir 1<z=2,
Frz)=PX <2)={ P+ P, =064 fir 2<2z<3,

P+ e + ps = 0,784 fir 3<z<4,

P +P+p+p=1 fir z2>4
(vgl. auch Abb. 24).

y

1t . =1
g: r y=Fy(x)
a7 0,784
el 06t
ast :
as 06
Q3r
azt
or Abb. 24
2] 1 2 { 4 x

4.3.  Charakteristiken diskreter ZufallsgréBen

Hiiufig ist man gar nicht so sehr an der vollstindigen Kenntnis aller Einzelwahrschein-
lichkeiten einer diskreten ZufallsgroBe interessiert; vielmehr interessiert man sich
fiir gewisse KenngroBen. — auch Charakteristiken genannt —, die ebenfalls einen
gewissen Aufschluf iiber die ZufallsgroBe und deren Wahrscheinlichkeitsver ilung
liefern. Wir behandeln in diesem Abschnitt den Erwartungswert und die Streuung
bei diskreten ZufallsgréBen. Erwartungswert und Streuung gehoren zu den sogenann-
ten Momenten einer ZufallsgroBe.

Definition 1. Es sei X eine diskrete ZufallsgriBe, die die Werte 2 mit den Wahr-
scheinlichkeiten p; annimmt. Dann heiBt die durch

EX =%‘m,,p,, (1)

definierte Zahl EX Erwartungswert der Zufallsgrofe X ; dabei ist vorausgesetzt, da8
die in (1) auf der rechten Seite stehende Reihe absolut konvergiert, d. h., daB
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2 || o < oo gilt. (Diese Voraussetzung ist in dem Fall, daB X nur endlich viele
E

Werte besitzt, trivialerweise erfiillt, so daB jeder diskreten ZufallsgroBe mit endlich -
vielen Werten gemi (1) ein Erwartungswert zugeordnet ist.) .

Der Erwartungswert einer diskreten ZufallsgroBe ist also der gewogene Mittelwert
aller Werte a; von X, wobei als Gewicht eines jeden Wertes x; die zugehorige Einzel-
wahrscheinlichkeit p, verwendet wird. (Die bei einem gewogenen Mittelwert noch
iibliche Division durch die Summe aller Gewichte tritt hier nicht explizit auf, da diese
Summe gleich Eins ist.)

Mnnversmchauhcht slchgemdxe Ver ilungstabelle einer disk ZufallsgroBe, diedie Wertez;,
mit den Wal als ein Sy von Punkt; , das an derStellen 2
Massen p, besitzt (und fo]gllch die Gesamtmasse Eins hat). Bei dieser Veranschaulichung ent-
spricht dem Erwartungswert der ZufallsgroBe der Schwerpunkt des Punktmassensystems.

Beispiel. Wir berechnen fiir die im Beispiel des Abschnittes 4.2. betrachtete
ZufallsgroBe X den Erwartungswert: '

EX =)'oyp,=1:0442-024 4 30,144 + 4. 0,216 = 2,176.
k

‘Wie auch das Beispiel zeigt, ist der Erwartungswert i. a. kein Wert der betrachteten
ZufallsgroBe. Selbst dann, wenn der Erwartungswert ein Wert der ZufallsgrsBe ist,
wird er i. a. nicht einer derjenigen Werte der ZufallsgroBe sein, die im Vergleich
zu den anderen die groBSte Wahrscheinlichkeit haben — solche Werte nennt man
iibrigens Modalwerte — und den man deshalb am meisten erwarten .wiirde. Der
Grund fiir die Benennung von EX als Erwartungswert ist darin zu sehen, daB das
arithmetische Mittel von beobachteten Werten der Zufallsgro8e ungefihr gleich dem
Erwartungswert ist, wobei dies um so besser erfiillt ist, je groBer die Anzahl der bei
der Mittelbildung verwendeten beobachteten Werte ist (vgl. 7.4.).

Die folgenden Sitze enthalten Aussagen, die fiir das Rechnen mit Erwartungs-
werten niitzlich sind.

Satz 1. Es seien X eine diskrete Zufallsgrofe mit dem Erwartungswert EX und a
und b beliebige reelle Zahlen. Dann gilt

E(aX +b) = aEX 4 b. @)

Beweis. Nimmt die ZufallsgréBe X die Werte 2, mit den Wahrscheinlichkeiten
i an, so nimmt die ZufallsgroBe ¥ = aX + b die Werte y, = ax; + b mit den Wahr-
scheinlichkeiten p, an. Also gilt

EY = E(@X +b) =%‘.'/kpk =X (az; + b) pe =G§$ﬂ’k + b%’h-
Mit EX = } oyp, und J' p, = 1 folgt hieraus die Behauptung.
% P
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Insbesondere gilt also (@ = 1,5 = —EX)
EX — EX) = 0; &)

den Ubergang von der ZufallsgréBe X zur ZufallsgroBe X — EX nennt man Zen-
trieren.

Satz 2. Es seien X eine diskrete Zufallsgrofe, die die Werte z, mit den Wahrschein-
lichkeiten p, annimmt, und g eine auf der reellen Achse definierte reellwertige stetige
Funktion. Konvergiert die Reihe Z'g(z,,) P absolut (d. h., gilt 2 19(@e)| P < 00),
80 gilt

Ey(X) = é‘ 9(2) D @

Den Beweis hierfiir iiberlassen wir dem Leser. Fiir g(x) = 2 gilt der Satz 2 auf
Grund von Definition 1. Fiir g(z) = (x — c)! bzw. g(z) = |z — ¢|’ (j beliebige natiir-
liche Zahl, ¢ beliebige reelle Zahl) ergibt sich mit (4)

EX —cf = %—] (@ — e pe (6)

bzw.
E|X —cf = ‘F e — clf e, (6)

sofern die auf der rechten Seite von (6) stehende Reihe konvergent ist.

ZufallsgréBen mit gleichem Erwartungswert konnen sich noch sehr wesentlich in
den Verteilungstabellen unterscheiden, da der Erwartungswert u. a. keinerlei Aus-
kunft dariiber gibt, wie stark die einzelnen Werte der ZufallsgroBe vom Erwartungs-
wert abweichen. Die gebriuchlichste MaBzahl fiir die Abweichung der Werte von dem
durch den Erwartungswert beschriebenen durchschnittlichen Wert: der ZufallsgréBe
ist die sogenannte Streuung.

Definition 2. Es sei X eine diskrete ZufallsgréBe mit dem Erwartungswert EX,
die die Werte z; mit den Wahrscheinlichkeiten p, = P(X = a;) annimmt. Dann
heiBt die durch

DX = E(X — EX)* =) (w — EX)* pe ()
k

definierte Zahl D3X Streuung (auch Dispersion oder Varianz) der ZufallsgroBe X,
wobei die Konvergenz der auf der rechten Seite von (7) stehenden Reihe (d. h. also
2 (7 — EX)? pp < 00) vorausgesetzt wird. (Diese Voraussetzung ist wiederum in

dem Fall, daB X nur endlich viele Werte besitzt, trivialerweise erfiillt, so daB jeder
diskreten ZufallsgréBe mit endlich vielen Werten gemi8 (7) eine Strenung zugeordnet
ist.) Die Zahl

ox = VDX (8)
heiBt dann Standardabweichung der ZufallsgroBe X.
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Die Streuung einer diskreten ZufallsgréBe X ist also der gewogene Mittelwert
der Quadrate der Abweichungen der Werte 2 von X vom Erwartungswert EX dieser
ZufallsgroBe, wobei als Gewichte wiederum die Einzelwahrscheinlichkeiten verwendet
werden, mit denen diese Werte auftreten.

Veranschaulicht man sich eine diskrete ZufallsgroBe X (Erwartungswert EX, Streuung D?X)
als ein System von Punktma,ssen (nnt dem Sehwerpunkt EX), so entspricht der Streuung D3X
das Trighei dieses Sy iiglich einer Achse durch den Schwerpunkt.

Beispiel. Wir berechnen fiir die im Beispiel des Abschnittes 4.2. betrachtete
ZufallsgréBe X die Streuung und die Standardabweichung; dabei verwenden wir
EX = 2,176:

DX = 3 (2 — EX)p, = (1 — 2,176)2 - 0,4 4 (2 — 2,176)2 - 0,24
Y (3 — 2,176)2 - 0,144 + (4 — 2,176) - 0,216 r~ 2,257,
oy =VDX ~ ¥2,287 ~ 1,503.
Die im folgenden Satz enthaltene Formel empfiehlt sich haufig zur Berechnung
der Streuung.

Satz 8. Es sei X eine diskrete Zufallsgrofe mit Erwartungswert EX und Streuung
DX, die die Werte 2, mit den Wahrscheinlichkeiten p, annimmt. Dann existiert EX3,
und es gilt

DX = £ 5, — (X api)t = BX — (EX). ®)
Beweis. Unter Verwendung von (7), (1) und J; p, = 1 ergibt sich
®

DX = 3 (m — EXp g = X (u — 20 EX + (EX))
k k

=X z3p — 2(BX) Y mipp + (BX)?2 X pe = X 2®pe — (): xkpk)’;
¥ % % T %

das Weitere ergibt sich daraus mit (4), wenn dort g(x) = a® gesetzt wird.

Veranschaulicht man sich eine diskrete ZufallsgroBe als ein System von Punktmassen mit der
Gesamtmasse Eins, so gibt Satz 3 den in der Mechanik wohlbeka,nnben und als Shemerschen Satz
bezeichneten Sachverhalt wieder, nach dem das Trigheit; t eines solch von
Punktmassen bezugllch einer Achse durch den Nullpunkt gleich der Summe aus dem Triigheits-
moment beziiglich einer Achse durch den Schwerpunkt und dem Quadrat des Abstandes des
Schwerpunktes vom Nullpunkt ist. Aus diesem Grunde bezeichnet man in der Wahrscheinlich-
keitstheorie die Aussage des Satzes 3 auch als Satz von STEINER.

Wir bringen nun eine Aussage, die unseren inhaltlichen Vorstellungen vom Begritf
der Streuung gut entspricht.
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Satz 4. Die Streuung einer diskreten Zufallsgrope ist genaw dann gleich Null, wenn
die Zufallsgrofe eine Einpunkiverteslung besitzt.

Den Beweis iiberlassen wir dem Leser; er ergibt sich unmittelbar aus (7).
Fiir das Rechnen mit Streuungen ist der folgende Satz niitalich.

Satz 5. Es seien X eine diskrete ZufallsgréPe mit der Streuung D*X und a und b
beliebige reelle Zahlen. Dann gilt

D¥aX + b) = a2D?X. (10)
Beweis. Mit (7) und (2) ergibt sich
D*aX + b) = E(@X + b — E(@X + b)j* = E(@X +b—aEX —b)? .
= E(a¥X — EX)}) = o*B(X — EX)* = a*D*X.
Insbesondere gelten also die Gleichungen

D¥— X) = DX (11)
und )
D2 2 =1 (12)
yD*X
Den Ubergang von der ZufallsgroBe X zur ZufallsgroBe nennt man Normieren.
Fiir die ZufallsgréBe Z = X_23 gilt also EZ = 0 und D*Z = 1; den Ubergang
X _EX HRX
von X zu ———— nennt man Standardisieren.
y DX
Die soeben behandelten Charakteristiken — Erwartungswert und Streuung — gehdren zu den
ten M ‘Wir bri hfolgend die Definition der Momente.

Definition 3. Es seien X eine diskrete ZufallsgroBe, die die Werte z; mit den Wahrscheinlich-
keiten p; annimmt, j eine natiirliche Zahl und ¢ eine beliebige reelle Zahl. Dann heiBt die Zahl

sile) = B(X — o)i = 2;.' (2 — o)ipe (13)

bzw.
(e) = BIX — olf = X lay — el (14)

gewohnliches bzw. absolutes Moment j-ter Ordnung beziglich ¢, wobei die absolute Konvergenz der
in (13) rechts stehenden Reihe (d. h. also die Konvergenz der in (14) rechts stehenden Reihe)
vorausgesetzt ist. Fiir ¢ = 0 spricht man dabei von Anfangsmomenten, fiir c = EX von zentralen
Momenten (wobei die Existenz von EX vorausgesetzt ist).

Man sieht sofort, daB die Gleichungen u,(0) = EX, u,(EX) = 0, uy(0) = EX?, x,(0) = EX?
und py(EX) = D?X = oy(EX) bestehen. Die Gleichung (9) besagt, daB uy(EX) = ug(0) — [1,(0)1
gilt. ,
‘Wir wollen hier noch eine Ungleichung iiber zweite M t ben und b

gt
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Satz 6. Es ses X eine diskrete Zufallsgrofe mit der Strewung DX und c eine beliebige reelle Zahl.
Dann gilt
D*X < psle); (15)

dabes steht das Qleichheitszeichen. genau dann, wenn ¢ = EX gesetzt wird.
Beweis. Wir verwenden (13), (1), %‘p, = 1, (9) und erhalten
Hyfo) = E(X — o) = E (ze — o) pp = "Z' (%* — 2czg + ¢*) pg
= X 2p, — 2% X mypp + ¢ X pp = EX? — 2cEX + ¢*
= ;P — (BEX)® :— (EX)® — 2‘;EX + ¢ = DX + (EX —¢)®* = D*X,
woraus sich die Aussage von Satz 6 ergibt.

Satz 6 zeigt, daB die Streuung unter den M ten zweiter Ordnung das klei ist. Der Leser

leiche diese A mit der A g uber"“*‘ it 1t

Der folgende ohne Bewels ungegebene Satz enthilt emxge weitere Aunsagern iiber Mumente,
wobei wir fir die gewoh j-ter O die B \g m; ver -
(m; = p;(0)), fir die gewdhnlich zentralen M te j-ter Ordnung die Bezemhnung u (g
= p;(EX)) und fiir die absoluten Anfangsmomente j-ter Ordnu.ng die Bezeichnung g; (8; = «;(0)).

Satz 7. Es gelten die folgenden Aussagen:
1. my; = By, allgemeiner pgi(c) = og;(c).
2. Ezwfwrtﬂ/, aomdurtaucbﬂ,fur0< 1 < 7, und es gilt die Ungleldmng}'E = VF,
3. pj= E( D=t ) mpmgi—t + (—1)i~1 G — ) myi  (§=2,3,...).
(Pir j = 2 hefert dies py = my — my?, d. h. die Gleichung (9).)

Von Bedeutung fiir die Beurtellung einer Wahmhemhohkelhvartellung sind femel' dxe durch
die folgende Definition gy ten, aus den M 2

Definition 4. Es sei X eine diskrete ZufallsgroBe mit positiver S mg. Dann heift

_ox _Vm 5 o oo
»= = _m, Variationskoeffizient, (16)
E(X — EX) By : :
= Schiefe,
@ Tmy fe s
_BEX—EBXN o _ ;
= o 3 pr Exzef; (18)

dabei ist die Existenz der vorkommenden Momente und in (16) EX == 0 vorausgesetzt.

Der Variationskoeffizient -ist ein auf den Erwartungswert bezogenea Smu\mgama.ﬂ Die
Schiefe erweist sich als eine MaBzahl fiir die Asy trie einer Wahrech
wobei eine ZufallsgréBe X mit der Verteﬂun,gsfunkmon F als symmetrisch (beziiglich a) bezeich-
net wird, wenn eine Zahl a existiert, so da8 P(X <a —2) = P(X > a + 2), d. h. F(a — 2)
=1— F(u + z + 0) fiir jede melle Zahl z gllt SchlieBlich wird der ExzeB als eine MaBzahl fiir
die Ab h einer Wahrsch teilung von der (in 5.4. behandelten) Normalvertei-
lung verwendet. (Fiir die Normalvertéilung gilt n = 0.)
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4.4. Die diskrete gleichmaBige Verteilung

In diesem und den folgenden Abschnitten behandeln wir einige spezielle Wahrschein-
lichkeitsverteilungen diskreter ZufallsgroBen.

Definition 1. Eine diskrete ZufallsgroBe X mit den Werten z,, 2y, ..., z, heiBt
gleichmdBig verteilt, wenn

P=PE=a) =1 (k=127 ()

gilt. Man sagt dann auch, daB X eine diskrete gleichmdpige Verteslung (auf den Werten
4, X, « -, Ty) besitzt.

1
Eine diskrete gleichmiiBig verteilte ZufallsgroBe ist also dadurch gekennzeichnet,
daB sie nur endlich viele Werte annehmen kann und alle diese Werte die gleiche
Wahrscheinlichkeit haben. (Eine gleichmiiBige Verteilung auf abzihlbar-unendlich
vielen Werten kann es offenbar nicht geben.)

In Anwendungsféllen wird man eine ZufallsgroBe mit endlich vielen Werten dann
als gleichmiBig verteilt ansehen, wenn die ZufallsgréBe — anschaulich gesprochen
— keinen ihrer Werte bevorzugt. So wird man z. B. annehmen, da8 beim Wiirfeln
die Augenzahl eine (auf den Zahlen 1 bis 6) gleichmiiBig verteilte ZufallsgroBe ist
und daB die beim Tele-Lotto ermltt-elt,en Zahlen eine gleichmiBige Verteilung be-
sitzen.

Fiir den Erwartungswert EX einer auf den Werten z,, , ..., %, gleichmiBig
verteilten Zuf&l]sgroBe ergibt smh.(vgl 4.3. (1))

EX = — 2 g, (2)
also das arithmetische Mittel der Werte; fiir die Streuung gilt (vgl. 4.3; (9))
n n 2
DX = & X wt — (l X xg) . . 3)
L =] n k=1

4.5.  Die Binomialverteilung

Die Binomislverteilung ist eine diskrete Verteilung, die groBe praktische Bedeutung
besitzt. AuBerdem stellt sie ein geeignetes Hilfsmittel bei der Untersuchung von
GesetzmiBigkeiten zufdlliger Erscheinungen dar, die fiir die Wahrscheinlichkeits-
theorie und fiir ihre praktische Anwendung von fundamentaler Bedeutung sind.
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Definition 1. Es seien n eine beliebige natiirliche Zahl und p .ei.ne zwischen Null
und Eins gelegene Zahl. Eine ZufallsgroBe X, die die Werte 0, 1, 2, ..., » annimmt,
heiBt binomialverteilt mit den Parametern n und p, wenn

P == (}) #0 -1t )

fir £=0,1,2,...,n gilt. Man sagt dann auch, daB X eine Binomialverteilung mit
den Parametern n und p besitzt.

Bevor wir die Binomialverteilung etwas genauer untersuchen, wollen wir uns mit
dem Vorkommen der Binomialverteilung beschiftigen. Ausgangspunkt ist ein zufil-
liges Ereignis 4, das im Ergebnis eiaes bestimmten zufilligen Versuches mit der Wahr-
scheinlichkeit P(4) = p auftritt. Die (zufdllige) Anzahl H,(4) des Auftretens von
A in n unabhingig voneinander durchgefiihrten Wiederholungen des betmchteten
zufilligen Versuches ist eine diskrete Zufallsgroe mit den n + 1Werten0, 1, 2, .

Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeiten

o= P(H,(4) = ¥) fir £=0,1,2,.

berechnen. Das Ereignis (Ha(4) = k) tritt genau dann ein, wenn in der beschriebe-
nen Versuchsserie k¥-mal das Ereignis 4 und (n — k)-mal ‘das Ereignis 4 eintritt.
Jede solche Ereignisfolge besitzt wegen der Unabhiingigkeit der einzelnen Ver-

suche die Wahrscheinlichkeit p*(1 — p)*—*. Da es (:) Ergebnisfolgen gibt, bei denen
k-mal 4 und (n — k)-mal 4 vorkommt, ergibt sich '

P =1 = () 20— 2 @

Die — als Zufa.llsgroﬂe aufgefaBte — absolute Hiufigkeit des Eintretens des Ereig-
nisses A4 (P (4) = p) in » unabhiingigen Wiederholungen des zugrunde liegenden
Versuches besitzt also eine Binomialverteilung mit den Parametern # und p (vgl.
hierzu 2.1.).

Um die Abhingigkeit der Einzelwahrscheinlichkeiten P(X = k) einer mit den
Parametern # und p binomialverteilten ZufallsgréBe von diesen Parametern hervor-
zuheben, benutzt man gelegentlich fiir diese Zahlen die Bezeichnung b(k; n, p)

B(k; n, ) = (:) P — it ®)

Der Name Binomialverteilung beruht darauf, daB die Einzelwahrscheinlichkeiten
b(k;n,p) fir k=0,1,2,...,n die Summanden der Binomialentwicklung von

"
[(1 — p) + pI* sind, womit auch die Beziehung 3, b(k; #, p) = 1 klar ist.
£=0
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Die Binomialverteilung geht auf JAKoB BEENOULLI (1654—1705), einen der ersten Bearbeiter
der Theorie der Wahrscheinlichkeit zuriick. JAKOB BERNOULLI und sein ebenso beriihmter

Bruder JOEANN BERNOULLI (1667 —1748) gehéren zu den bedeutendsten Schiilern von G. W. LE1B-
N1z (1646—1716); JaxoB BERNOULLI lehrte von 1687 bis zu semem Tode an der Universitit
Basel. Von ihm die ,,Ars conjectandi‘ (p 17183 verdffentlicht), eines der ersten Biicher

iiber Wahrmhemlwhkeltsrechnu.ng, sie enthilt wesentliche Aussagen insbesondere auch zur
Binomialverteilung. Die Bmommlverbellung findet man deshalb auch hnuﬁg unter dem Namsn .
Bernoulliverteslung, noch hauf.lger ist die Bezeicl des oben besck Ver

(unabhiingige Wiederholungen ein und desselben Versuches) als Bernoullisches Schema.

Beispiel. In einem Betrieb werden Stanzteile hergestellt. Der Hersteller ver-
sichert, daB der Anteil der maBgerechten Stanzteile mindestens 909, betrigt. Es
werden nun der laufenden Produktion 20 Stanzteile entnommen; unter diesen be-
finden sich nur 15 maBgerechte Teile. Wir wollen uns mit der Frage beschaftigen,
ob man berechtigt ist, die Angaben des Herstellers hinsichtlich des Anteils der ma8-
gerechten Stanzteile auf Grund der Stichprobe in Zweifel zu ziehen. Dazu betrachten
wir die ZufallsgroBe X, die die (zuféllige) Anzahl der nicht maBgerechten Stanzteile
in einer Stichprobe vom Umfang # = 20 angibt. Nehmen wir — entsprechend der
Angabe des Herstellers — an, da8 die Wahrscheinlichkeit fiir das Produzieren eines
nicht maBgerechten Stanzteiles gleich 0,10 (= 10%,) ist, so besitzt die ZufallsgroBe X
eine Binomialverteilung mit den Parametern n = 20 und p = 0,10. Die Einzel-
wahrscheinlichkeiten P(X .= k) dieser ZufallsgréBe X sind also nach der Formel

P(X = k) = b(k; 20, 0,10) = (2:) 0,10%(1 — 0,10)20-*

(k=0,1,2, ..., 20) zu berechnen; wir erhalten die Verteilungstabelle

0 1 2 3 4 5 6 7
0,122 0,270 0,285 | 0,190 | 0,090 | 0,032 | 0,009 | 0,002

und- P(X = k) < 0,0005 fiir &k =8, 9, ..., 20 (vgl. Tafel 1 (12.1.) und Abb. 25). Es
zeigt sich damit, daB das oben geschilderte Stichprobenergebnis (6 nicht maBge-
rechte Stanzteile in der Stichprobe von 20 Teilen) unter der Annahme p = 0,10
eine Wahrscheinlichkeit besitzt, die etwa gleich 0,03 = 8%, ist. Also wird man auf
Grund dieser Stichprobe die Angaben des Herstellers doch ernsthaft in Zweifel ziehen.
— Will man die Wahrscheinlichkeit p fiir das Produzieren eines nicht maBgerechten
Stanzteiles auf Grund der Stichprobe — also unabhiingig von den Angaben des Her-
stellers — schiitzen, so wird man als Schitzwert 9 die relative Haufigkeit des Auf--
tretens nicht maBgerechter Teile in der Stichprobe verwenden, d. h., man wird die
] 1

Zahl p = 0= =5= = 25%, verwenden. (Man iiberlegt sich leicht, daB $ diejenige
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Zahl ist, fiir die die Funktion p — b(5; 20, p) das Maximum annimmt, d. h., daB p
diejenige Wahrscheinlichkeit p ist, bei der die erhaltene Stichprobe die groSte
‘Wahrscheinlichkeit hat.) :

PiX=x)

o3
27010285

az 0190

2| -
o1 q09

032
19%2 9009 002 0000 py, 25
T2z 3 ¢ 5 6 7 5 %

Die groBe praktische Bedeutung der Binomialverteilung zeigt sich schon in diesem
Beispiel. Allgemein konnen wir nimlich feststellen, daB die zufillige Anzahl der
AusschuBteile (oder der durch irgendeine andere Eigenschaft ausgezeichneten Teile)
in einer Stichprobe vom Umfang n aus einer laufenden Produktion, deren Ausschu8-
anteil 100 p % betriigt, eine Binomialverteilung mit den Parametern » und p be-
sitzt. Auch die zufillige Anzahl der AusschuBteile in einer Stichprobe vom Umfang n
aus einer endlichen Grundgesamtheit (z. B. der Tagesproduktion eines Betriebes)
mit einem AusschuBanteil von 100 p %, besitzt eine Binomialverteilung mit den Para-
metern # und p, wenn die Entnahme der einzelnen Teile hintereinander durchgefiihrt
wird und vor jeder Entnahme das vorher entnommene Teil wieder zuriickgelegt
wird. (Man nennt eine so entnommene Stichprobe eine Stichprobe mit Zuriicklegen.
Es ist zu beachten, daB bei einer Stichprobe ohne Zuriicklegen die zufiillige Anzahl
der AusschuBteile keine Biomialverteilung besitzt, sondern eine sogenannte hyper-
geometrische Verteilung; mit dieser Verteilung befassen wir uns im néchsten Ab-
schnitt.)

Fiir die praktische Berechnung von Einzelwahrscheinlichkeiten binomialver-
teilter ZufallsgroBen sind die im folgenden Satz angegebenen Aussagen wichtig.

Satz 1. Hs gelten die Gleichungen

b(k;n, p) =b(n — k;n,1 —p), 4
—k

bk + 1;n,p) = k_+1 '1——‘6(’5 ;1 D), (5)
k 1

bk — 150, p) = —%’-’b(k;n,p). (6

n——k—}—l.
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Die Beweise fiir die angegebenen Formeln sind durch Benutzung der Definition
des Binomialkoeffizienten und natiirlich unter Verwendung von (3) einfach zu erbrin-
gen. Formel (4) zeigt, da8 man sich bei Vertafelungen auf den Fall 0 < p < 0,6
beschriinken kann; die Formeln (5) und (8) sind Formeln zur rekursiven Berechnung
von b(k + 1; n, p) und b(k — 1; n, p) aus b(k; n, p). Ansonsten ist zu beachten, daB
die Berechnung von b(k; n, p) besonders fiir groBe n und kleine p auf Schwierig-
keiten st68t; wir werden spiter gerade fiir diese Félle geeignete Niherungsformeln
kennenlernen.

Wir wenden uns nun der Bestimmung von Erwartungswert und. Streuung bino-
mialverteilter ZufallsgréBen zu.

Satz 2. Es sei X eine mit den Parametern n und p binomialverteilte Zufallsgrofe.
Dann gil

EX = np, (7)

DX =np(1 — p), ®)

ox =Ynp(l — p). (9)

Beweis. Wir beweisen nur (7); die Formel (8) ergibt sich durch analoge Rech-
nungen, und (9) ergibt sich sofort aus (8). Fiir den Erwartungswert ergibt sich

Bx=Furx=p=Fu(})pu—p= i (})pa—n
k=0 k=0 . k=1

(P 1 RN SN TS N
_kgn(k_l)f"(l—m *_npé‘i(k_l)pk 11 — pyr—1-te-1)
n—1 . . )
=z ("f 1) Pl —p)*~ '~ = nplp +-(1 — P~ =np.
j=

Wir nehmen zur Kenntnis, daB — in Ubereinstimmung mit unseren inhaltlichen
Vorstellungen — der Erwartungswert der absoluten Hiufigkeit H,(4) des Eintretens
von A in n unabhingigen Wiederholungen eines Versuches gleich dem Produkt
aus der Versuchsanzahl » und der Wahrscheinlichkeit P(4) dieses Ereignisses ist

und daB die Streuung fiir p =0 und p = lgleichNullundfﬁrp=%mn.xima.list.
Der folgende Satz gibt Auskunft fiber den Variationskoeffizienten », die Schiefe y und den Ex-
zeB 7 einer Binomialverteilung.
Satz 3. Es sei X eine mit den Parametern n und p binomialverteilte Zufallsgrofe. Dann gilt

= L—_p’ (10)
np
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1—2p
e ——— (11)
Vrp( — p)
_l1=6pl—p) 12
K np(l — p) 2

Auf den Beweis von (11) und (12) verzichten wir, (10) ist auf Grund von (7) und (9) klar. Wir
bemerken noch, da8 im Fall p = 7 die Schiefe y gleich Null ist. In diesem Fall gilt P(X = k)

= P(X = n — k), was zur Symmetrie der Binomialverteilung mit den Parametern » und p = L
dquivalent ist. 2

Zum AbschluB der Betrachtungen iiber die Binomialverteilung wollen wir einen
grundlegenden Zusammenhang zwischen der relativen Haufigkeit eines Ereignisses
in n Versuchen (vgl. 2.1.) und der Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses aufdecken.

Batz4. Es sei A ein zufdlliges Ereignis, das im Ablauf eines bestimmien Versuches

mit der Wahrscheinlichkeit P(A) auftritt. Weiter bezeichne h,(A) die (als Zufallsgrofe
aufgefafte) relative Hiufigkeit des Einiretens von A in n unabhiingig voneinander
durchgefiihrten Wiederholungen dieses Versuches. Dann gil

Ehn(A) = P(4), (13)
D?hy(4)—>0 fir n—oco. (14)

Beweis. Wir bezeichnen mit H,(4) die (als ZufallsgréBe aufgefaBte) absolute
Hiufigkeit des Eintretens von 4 in einem Bernoullischen Schema. Nach obigen
Uberlegungen ist H,(4) binomialverteilt mit den Parametern n und p = P(4).
Auf Grund von (7) und (8) gilt also EH,(4) = np und D*H,(4) = np(1 — p).
Zwischen der absoluten Haufigkeit H,(4) und der relativen Haufigkeit k,(A4) besteht
der Zusammenhang h,(4) = H"—n(A-) Hieraus ergibt sich (vgl. 4.3. (2) und (10) mit

a=-—1—~undb=0)
n

Bhy(d) = B (M) =L emy=L.p=p=Pua,
n n n

D, (d) = D? (-H—"(i‘;’) =k oy = Louptt = gy BT e
: n n? n? n
Die Beziehungen (13) und (14) zeigen, daB zwischen der axiomatisch eingefiihrten
Wabhrscheinlichkeit eines zufilligen Ereignisses und den praktisch ermittelbaren
relativen Haufigkeiten dieses Ereignisses sehr enge Beziehungen bestehen. Die Giiltig-
keit der angegebenen Beziehungen ist bereits ein ausreichendes Motiv dafiir, 'die
Wabhrscheinlichkeit eines zufilligen Ereignisses durch relative Haufigkeiten zu

schiitzen, wobei dieser Schiitzwert einen um so besseren Niherungswert fiir die Wahr-
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scheinlichkeit darstellen wird, je groBer die Anzahl der durchgefiihrten Versuche ist.
Diese Moglichkeit des sinnvollen Schiitzens von Wahrscheinlichkeiten macht die
Wahrscheinlichkeitstheorie zu einer praktisch anwendungsfihigen mathematischen
Disziplin.

4.6.  Die hypergeometrische Verteilung

Die hypergeometrische Verteilung ist eine diskrete Verteilung, die groBe praktische
Bedeutung vor allem in der statistischen Qualitétskontrolle besitzt.

Definition 1. Es seien N, M und % natiirliche Zahlen mit M < N und » < N.
Eine ZufallsgréBe X, die die natiirlichen Zahlen k mitk < n,k < M,n — k<N-M
(das sind also die Zahlen ¥ = max (0,7 — (N — M)), ... , min (M, n)) als Werte
besitzt, heiBt hypergeometrisch verteilt, wenn

PX=k= (i"l)ﬂ )
(-

gilt. Man sagt dann auch, daB X eine hypergeometrische Verteilung besitzt.

‘Wir haben bereits im vorigen Abschnitt darauf hingewiesen, da8 die hypergeo-
metrische Verteilung im Zusammenhang mit Stichproben ohne Zuriicklegen auftritt;
wir wollen dies hier genauer ausfiihren.

Ein Warenposten umfaBt N Teile, unter denen sich M AusschuBteile (oder durch
irgendeine andere Eigenschaft ichnete Teile) befinden. Wir entnehmen dem
Warenposten zuféllig mchemander und ohne Zumcklegen oder — was auf dasselbe
hinausléuft — auf einmal n Teile; dabei bedeutet ,,zufillig*, daB die méglichen Stich-
proben alle die gleiche Wahrscheinlichkeit haben sollen. Bezeichnen wir mit X
die als ZufallsgroBe aufgefaBte Anzahl der AusschuBteile in einer solchen Stichprobe,
8o ist eine natiirliche Zahl k offenbar genau dann ein Wert von X, wenn k < =,
k<M und » — k < N — M gilt. Fiir die Berechnung der Einzelwahrscheinlich-
keiten P(X = k) stellen wir fest, da8 das Ereignis (X = k) genau dann eintritt, wenn
von den M vorhandenen AusschuBteilen & Teile in der Stichprobe enthalten sind —

hierfiir gibt es (Akl) Moglichkeiten — und wenn von den N — M fehlerfreien Teilen
N —

n — k Teile in der Stichprobe enthalten sind — hierfiir gibt es ( e :l) Moglich-

keiten. Da es insgesamt (1:) Moglichkeiten gibt, aus N Teilen 7 Teile auszuwihlen,
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ergibt sich unter Verwendung der klassischen Definition der Wahrscheinlichkeit (vgl.
2.2. (1)) fiir P(X = k) gerade die Gleichung (1), d. h., X ist hypergeometrisch ver-
teilt. ' Wir weisen noch darauf hin, da8 die (zufillige) Anzahl der AusschuBteile in
einer Stichprobe mit Zuriicklegen binomialverteilt ist mit den Parametern # und
M

Pp= v

Beispiel. Es sei N = 100, M = 5 und n = 10. Es bezeichne X die (zufillige)
Anzahl der AusschuBteile in einer Stichprobe

a) mit Zuriicklegen,

b) ohne Zuriicklegen.
Wir herechnen jeweils die Wahrscheinlichkeit P(X = 1).

a) P(X = 1) = b(1; 10, 0,08) = (110) 0,05(1 — 0,05)° ~ 0,32.
6\ (100 — b B\ (95
Wla=1)_()6)
100\ (100
(o) (o)
Es liegt die Vermutung sehr nahe, daB sich die jeweiligen Einzelwahrscheinlichkei-
tender hypergeometrischen Verteilung und der Binomialverteilung dann nicht
lich unterscheiden werden, wenn der Stichprobenumfang n klein gegeniiber dem
Umfa.ng N des Warenpostens ist (n < N). In diesem Fall hat z. B. das Nlchtzumck-
legen eines entnommenen AusschuBteiles auf die Wahrscheinlichkeit ung fiir
die nichste Entnahme keinen wesentlichen EinfluB. (In diesem Zusammenhn.ng ist

die folgende Aussage interessant: Die Wahrscheinlichkeit der Entnahme eines Aus-
schuBteiles ist auch bei der Stichprobe ohne Zuriicklegen fiir die einzelnen Entnahmen

b)P(X =1)= ~ 0,34,

gleich ; sie betrigt p = %,)

Der folgende Satz bestiitigt die oben angegebene Vermutung.
Satz 1. Esgilt fiir k=0,1,2,...,n

(ﬂﬁ:ﬁ=@

lim E (1 — p)**. (2)
Nesoo N )
M- :
M (”
F—p=oonst
Auf die Darstellung des nicht schwierigen Beweises verzichten wir. Wir entnehmen

Satz 1, daB man im Fall n <€ N die Einzelwahrscheinlichkeiten P(X = k) einer
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hypergeometrisch verteilten ZufallsgroBe X durch die Einzelwahrscheinlichkeiten

b(k; n, p) einer binomialverteilten ZufallsgroBe ersetzen kann, wobei p = % zu
setzen ist.

SchlieBlich geben wir Erwartungswert und Streuung einer hypergeometrisch ver-
teilten ZufallsgroBe an.

‘M
Satz 2. Es sei X eine hypergeometrisch verteilie Zufallsgrofe. Dann gilt mit p = —

N
EX = np, ’ (3
. -
DX = np(1 — p) N—_’; @

Den Nachweis hierfiir iiberlassen wir dem Leser. Wir vergleichen noch Erwar-
tungswert und Streuung der (zufilligen) Anzahl der AusschuBteile bei einer Stich-
probe ohne Zuriicklegen (hypergeometrische Verteilung) mit den entsprechenden
Parametern bei einer Stichprobe mit Zuriicklegen (Binomialverteilung, vgl. 4.5.
(7) und (8)). Wie man sieht, sind die Erwartungswerte bei den' beiden Methoden der
Stichprobenentnahme gleich. Hingegen ist die Streuung bei der Stwhprobe ohne

Zuriicklegen kleiner als bei einer Stichprobe mit Zuriicklegen (np(1 — p)N—_—l

< np(l — p) fiir 1 <n < N); der Unterschied ist aber bei groBem N gering
N —

ll.m np(l —p) N_1-— np(l — p)) wie dies auch auf Grund von Satz 1 zu erwar-

ten war.

47. - Die Poissonverteilung

Die Poissonverteilung ist eine diskrete Verteilung auf abzihlbar-unendlich vielen
Werten; sie spielt als Grenzverteilung der Binomialverteilung eine wichtige Rolle,
insbesondere bei der zahlenmiSigen Berechnung der Einzelwahrscheinlichkeiten
b(k; n, p) fiir groBe n und kleine p.

Definition 1. Es sei 4 eine beliebige positive Zahl. Eine ZufallsgroBe X, die die
Werte 0, 1, 2, ... annehmen kann, heiBt poissonverteilt mit dem Parameter A, wenn

lk
PX =k =1 (O

fiir ¥ =0, 1, 2, ... gilt. Man sagt dann auch, daB X eine Poissonverteilung mit dem
Parameter A besitzt.
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DaB durch (1) tatsichlich eine Wahracheinlichkeit definiert ist, ergibt sich unmittel-

o 2k

bar unter Verwendung der Reihenentwicklung der Exponentialfunktion e — 3 — w0’
£=0

— 00 <A<oo. Um die Ablumglgkext der Einzelwahrscheinlichkeiten P(X = k)
einer mit dem Parameter A poissonverteilten Zu.fal.lsgroBe X von diesem Parameter 4
hervorzuheben, benutzt man fiir diese Zahlen gelegentlich die Bezeichnung p(k; 4),

* .
2 2) = e ®

Dua Pmssonvertellung gaht ah.f S. D. PorssoN (1781—1840) zuriick, einen auBerordentlich
iker, dessen Name mit zahlreichen Begriffen der M&ﬁhnma,.
hkvorbundanmt(zB hes Integral, Poi he Gleichung in der Potentialth

Wir geben nun Erwartungswert und Streuung einer mit dem Parameter A poisson-
verteilten ZufallsgroBe an; dabei wird auch die Rolle des Parameters A kiar.

Batz 1. Es sei X eine mit dem Parameter ) > 0 poissonverteilte ZufallsgroBe. Dann
gilt :

EX =12, @
DX = 3. 4y
Beweis. Wir beweisen hier nur (3); der Leser beweise (4) zur Ubung. Es gilt
oo zk l.
=X op=Xkpli )= X ket = Ik ﬁ‘“‘
¥ E =] k=1
© k-1

A PR Aete=d = 2
= € = TTe = ldefet = A.
EATESY &7

Weiteren Aufschluf iber den EinfluB des Parameters 4 bei der Poissonverteilung gxbt der
folgende Satz.

Satz 2. Es sei X eine mit dem P b /1>O, i site ZufallsgriPe. Dann gilt .
y= VLZ (Variationakoeffizient), . ®)
1
=4 Schiefe), 6
? i (Schiefe). 6)
"= (Bazef). : )

Der folgende Satz stellt einen Zusammenhang zwischen der Binomialverteilung
und der Poissonverteilung her.
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Satz 3 (Grenzwertsatz von PoissoN). Es gilt fiir k =0, 1,2, ...

lim (:) K1 — pyr—* = 2, ®

n—00 k!

np=3i=const

Beweis. Mit p = —f;gilt
(:) il — g B U Ik Y (1 - %)' (1 _ 1)

NN N k! n

L]
Hieraus ergibt sich fiir n — o0, p— 0, np = A = const mit hm(l — ?'—) =e"
unmittelbar (8). n

Der Satz 3 zeigt, daB man die Emzelwahrschemllchkelten b(k; n, p) einer mit den
Parametern n und p binomialverteilten ZufallsgroBe im Fall einer grofen Zahl n
und einer kleinen Zahl p durch die Einzelwahrscheinlichkeiten p(k; 1) einer mit dem
Parameter A = np poissonverteilten ZufallsgroBe ersetzen kann; fiir # > 1 und
p < 1gilt also

b(k;n, p) ~ p(k; 2) mit 2=np. 9)

Da die Zahlen b(k; n, p) besonders fiir den Fall n > 1, p < 1 schwer zu berechnen '
gind, ist (9) fiir die zahlenmiBige Ermittlung von Einzelwahrscheinlichkeiten der

Binomialverteilung sehr niitzlich. Fiir die Berechnung der Einzelwahrscheinlich-

keiten der Poissonverteilung — die man auch bei der Anwendung von (9) bendtigt
— sind die im nachfolgenden Satz angegebenen Rekursionsformeln geeignet.

Satz 4. Es gelten die Beziehungen

ok + 1;2) —J—p(k B, k=0, (10)
p(k—1;1)=7p(k;7.), k=1. (11)

Die Beweise ergeben sich unmittelbar aus (2).

Die Einzelwahrscheinlichkeiten der .Poissonverteilung findet man fiir- miBig
groBe 1 in Tafeln (vgl. Tafel 2 (12.2.), dort 2 < 20); fiir groBere 4 werden wir spéter
Niherungsformeln kennenlernen.

Wir beschnftigen uns nun mit der Frage, welche in Anwendungsfillen auftretenden
ZufallsgroBen eine Poissonverteilung besitzen.

LBt sich eine ZufnllsgroBe X modellmiBig als Anzahl des Eintretens eines zu-
falligen Ereignisses 4 in einer langen Serie unabhingiger Versuche interpretieren,
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bei denen das Ereignis 4 stets eine kleine Wahrscheinlichkeit hat, so kann X nihe-
rungsweise als poissonverteilt angesehen werden. Die mathematische Begriindung
hierfiir ist darin zu sehen, daB die (zufiillige) Anzahl des Eintretens eines Ereignisses
A in n unabhéngig voneinander durchgefiihrten Wiederholungen ein und desselben
Versuches eine Binomialverteilung mit den Parametern 7 und p besitzt und da8 im
Fall n> 1 und p < 1 die Aussage (9) gilt. (Wegen p < 1 wird die Poissonverteilung
oft auch als Verteilung der seltenen Ereignisse bezeichnet, eine offenbar wenig gliick-
liche Bezeichnung.) Den Parameter A setzt man dabei zweckmiBig gleich dem
arithmetischen Mittel von beobachteten Werten der ZufallsgroBe (vgl. hierzu (3)
und 4.3., Bemerkung vor Satz 1). AbschlieBend hierzu nennen wir einige konkrete
Beispiele von ZufallsgroBen, die unter Bezug auf die oben geschilderte Modellvor-
stellung als poissonverteilt angenommen werden konnen: die (zufillige) Anzahl der
in einer Telefonzentrale wihrend einer besti Zeitspanne ankommenden An-
rufe, die Anzahl der Fadenbriiche in einer Spinnerei bei einer bestimmten Garnsorte
innerhalb eines vorgegebenen Zeitabschnittes, die Anzahl der Atome einer radio-
aktiven Substanz, die in einem vorgegebenen Zeitabschnitt zerfallen.

‘Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit einem Beispiel.

Beispiel. Eine Ladung Saatgut wird in Péckchen verkauft. Jedes Pickchen ent-
hilt (rund) 1000 Samenkérner. Von fritheren Priifungen sei bekannt, daB (etwa)
0,6% der Kérner nicht der Sorte des Saatgutes angehéren. Wir berech die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, daB in einem (zuféllig ausgewiihlten) Pickchen mehr als fiinf
nicht der Sorte des Saatgutes angehérige Samenkérner sind (Ereignis B).

Dazu bezeichne X die (zufillige) Anzahl der nicht der Sorte des Saatgutes ange-
hérenden Kérner in einem Pickchen. Den Angaben entsprechend wird angenommeri,
daB X binomialverteilt ist mit den Parametern n = 1000 und p = 0,005. Es gilt
dann

P(B)=P(X>5)=1—P(X§5)=1—£‘P(X=k)
k=0

5
=1— 5 b(k; 1000, 0,005).
k=0

Wir verwenden (9) mit 4 = np = 1000 - 0,005 = 5 und erhalten
5
P(B)~1— 3 p(k;5) ~ 1— 0,616 = 0,384
k=0
(vgl. Tafel 2 (12.2.)).
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In diesem Kapitel wollen wir uns mit stetigen ZufallsgroBen befassen, deren gemein-
sames Kennzeichen darin besteht, da8 der Wertebereich ein Intervall ist (wobei auch
die Menge R zugelassen ist). Bei stetigen ZufallsgroBen interessiert man sich ins-
besondere dafiir, daB die betrachtete ZufallsgroBe Werte aus.einem beliebig vor-
gegebenen Intervall annimmt. Dabei ist die Wahracheinlichkeit dafiir, daB eine stetige
ZufallsgroBe irgendeinen -L timmten Wert immt, stets gleich Null, so da8 sich
die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer stetigen ZufallsgroBe nicht durch die Angabe
der Einzelwahrscheinlichkeiten charakterisieren liBt. , Stetige ZufallsgroBen sind
nun dadurch gekennzelchnet daB sich die Wahrscheinlichkeit fir das Hineinfallen
der ZufallsgroBe in ein beliebiges Intervall als Flicheninhalt zwischen der z-Achse
und der sogenannten Wahrscheinlichkeitsdichte iiber dem betrachteten Intervall
ergibt. Dies fiihrt also zur Verwendung des Integralbegriffes und insbeéondere auch
zur Verwendung uneigentlicher Integrale (vgl. MfL Band 5, 4.).

Bei der Lektiire des Kapitels 5 beachte der Leser die Analogie bei Definitionen,
Formeln und Aussagen zu entsprechenden Definitionen, Formeln und Aussagen in
Kapitel 4; sie unterscheiden sich oftmals nur darin, da8 anstelle des Summen- -
zeichens ein Integral und anstelle der Einzelwahrscheinlichkeit das Differential
der Verteilungsfunktion steht

Unter Einsatz emat ligemeinen MaB- und Integrationstheorie kann man dmhsfe und swhge
ZufallsgroBen g behandeln. Auf diesem Wege lassen sich i
lichkeiten, Erwnrtungswm Streuung und hohere Momente einheitlich durch geelgnm Integrale
darstellen, wobei sich im disk bzw. stetigen Fall natiirlich die in diesem Buch n,ngegebenen
Definitionen, Formeln und Aussagen ergeben. Den hieran interessierten Leser verweisen wir auf

das Schrifttum (vgl. das Literaturverzeichnis am SchluB des Buches).
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5.1.  Definition der stetigen ZufallsgréBe
Definition 1. Eine Zufallsgr6Be X heiBt stelig, wenn es eine auf der Menge R
der reellen Zahlen definierte nichtnegative und — zumindest stiickweise — stetige
Funktion fr gibt, so daB
b
Pia S X <b) = [ fx(a) d= 6]

fiir alle reellen Zahlen a und b mit @ < b gilt (vgl. Abb. 26).

Fxixg) =PDX<xp)

Plas X5b)
y=fylx)

Abb. 26

Vom Standpunkt der Wahrscheinlichkeitsrechnung kénnen wir eine stetige Zu-
fallsgroBe X dann als gegeben ansehen, wenn wir die Funktion fy kennen. Die Funk-
tionfy heiBt Wahrscheinlichkeitsdichte (auch: Verteilungsdichte, Dichte oder Dichte-
funktion) der Zufallsgréfe X. DaB durch die chhbefunktlon die Verteilungsfunktion
der betrachteten ZufallsgroBe tatsiichlich festgelegt ist, zeigt u. a. der folgende Satz
(vgl. 4.2, Satz 1).

Satz 1. Es ses X z;,ine stetige "ZufallsgroPe mit der Dichtefunktion fx. Dann gelten
die folgenden Aussagen:

1. fx(z) = O fiir alle z € R, f}‘ﬂx)dx: 1.

2. Fy(z) = ff,(e) d¢ (vgl. Abb. 27).

3. Die VeﬂeiWafunH&m Fyx ist eine stetige Funktion, die an allen Stetigkeits-
stellen von fy differenzierbar ist, wobei Fy'(z) = fr(x) gilt.

y Fylx) =PIX <x))
1

YR (b)-Fyla)=PlaéX % b)

yaFylx)

Abb. 27
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. Den Beweis iiberlassen wir auch hier dem Leser; dabei ist zu beachten, daB fiir
eine stetige ZufallsgréBe X und fiir eine beliebige reelle Zahl ¢

PX = 0)= [ fele)da =0

gilt (vgl. 4.1. (3)).
Wir bringen nun ein Beispiel.
Beispiel. Wir betrachten die durch

2 2 a+b
— (1 - - fii =z =b
flo) = b—a( b—-az B |) ir e <z =9,
0 sonst
gegebene Funktion f (vgl. Abb. 28).
y
- 1
b-a
y=f(x)
= Py % ~ Abb 28

Diese Fu.nkt.lon ist nichtnegativ, und es gilt f f(x) dz = 1 (vgl. hierzu Abb. 28).

Besitzt eine stetige ZufallsgroBe X diese Funktlon f als chhbefunktlon (fr=1)
so gilt z. B.

P(Xga)=0,P(u§X§a:b) (’”‘bsxszz)—%
PX=b)=1.

Fiir die zugehérige Verteilungsfunktion F' dieser ZufallsgroBe ergibt sich
0 fir z<a,

=
1)
|
&=
»
+
o

fiir ag:cgaz .
Fa)=P(X <) = f ft)dt = )

— 3
1—2(" ) e 2P cu i,
b—a 2
1 fir z=0

(vgl. Abb. 29).
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Die durch die Wahracheinlichkeitsdichte f bzw. duroh die Verteilungsfunktion F

gekennzeichnete Wahrscheinlichkei g hnet man als Dreieckver-
teslung.
y y=Fix)
1 Il
b
P Abb. 29
a 2 T4 %

AbschlieBend geben wir fiir einige spezielle Funktionen g den Zusammenhang zwi-
schen der Wahrscheinlichkeitsdichte fy einer stetigen ZufallsgréBe X und der Wahr-
scheinlichkeitedichte fy der Zufallsgrofe ¥ = g(X) an.

Satz 2. Es sei X eine stetige Zufallsgrofe mit der Dichiefunktion fx.
1. Die Zufallsgrife ¥ = aX + b (a == 0, b reell) besitzt die Dichiefunktion

fy(z)=ifx("‘b), — o0 <7< oo, @
la| a
2. Die Zujallsgrofe ¥ — X1 besitzt die Dichtefunktion fy,

fir =<0,

frl@) = gV' )+f,(—1" ) fr w0, ®

3. Die Zufallsgréfe Y = |X)| besitet die Dichtefunktion fy,
fir =<0,
tele) = {fx(z) +hl—2) fir >0,

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich unschwer mit dem Satz 3 aus Abschnitt 4.1.
bei Verwendung der Aussage 3 des Satzes 1. :

(4)

5.2,  .Charakteristiken stetiger ZufallsgréBen

Wir behandeln in diesem Abschnitt Erwartungswert und Streuung als wichtige
Charakteristiken stetiger ZufallsgroBen. Der Leser beachte dabei die Analogien zu
den entsprechenden Definiti und Aussagen in Abschnitt 4.3. iiber die Charak-
teristiken diskreter ZufallsgroBen.
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Definition 1. Es sei X eine stetige ZufallsgroBe mit der Wahrscheinlichkeits-
dichte fy. Dann heiBt die durch

EX = j () da (1)

definierte Zahl EX Erwartungswert der ZufallsgroBe X ; dabei ist vorausgesetzt, daB
das in (1) auf der rechten Seite stehende Integral absolut konvergiert, d. h., daB

fmmwa<w@t

Beispiel. Wir berechnen fiir die im Beispiel des Abschnittes 5. 1 betrachtete
ZufallsgréBe X den Erwartungswert:

EX=fzfx(z)d¢=fz-—:—(1— 2

b—a

ettt
B e e

Die folgenden Sitze sind fiir das Rechnen mit Erwartungswerten niitzlich.

Satz 1. Es seien X eine stetige Zufallsgrope mit dem Erwartungswert EX und a == 0
und b beliebige reelle Zahlen. Dann gilt

E@X +b) =aEX 4 b. : (2)

:c——-a+'b|)’dz
2 |

Beweis. Besitzt die ZufallsgroBe X die Wahrscheinlichkeitsdichte fx, 80 besitzt
die Zuia.llsgroﬂe Y = aX + b die Wahrscheinlichkeitsdichte fy, fy(x) = — fx( b)
(vgl b.1., Satz 2, Aussage 1) Damit erhalten wir unter Verwendung von (1) und
fbmm—l
e

EY = E@X +b) =fz[y(x)dx= z-;-/,,(’_")d.z

= [ (@t + 8z dt =a [ tfx()dt + b [ x(t) &t = aEX +b.
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(Beim Nachrechnen fiihre man eine Fallunterscheidung hinsichtlich des Vorzeichens
von g durch!)
Insbesondere gilt also auch fiir eine stetige ZufallsgroBe X die Beziehung

E(X — EX) =0. ®)

Batz 2. Es seien X eine stetige Zufallsgrofe mit der Wahrscheinlichkestsdichie fx
und ‘g eine auf der reellen Achse definierte reellwertige stetige Funktion. Konvergiert

das Integral fmg(z) fx(x) dx absolut (d. h., gilt }a|g(z)| fx(z) de < oo), 8o gilt

Bg(X) = [ g(@) fx(@) da. @

Auf die Darstellung des (iibrigens nicht so ganz einfachen) Beweises verzicht
wir, Wir bemerken aber, daB fiir g(x) = z der Satz 2 auf Grund von Definition 1 gilt.
Die Berechnung des Erwartungswertes Eg(X) ohne Verwendung von Satz 2
& :

hiitte mit der Formel Eg(X) = f Yfoux(y) dy zu erfolgen, was also erst einmal die

—oo
Ermittlung der Wahrscheinlichkeitsdichte f,.x, der ZufallsgroBe g(X) erfordert (vgl.
Beweis zu Satz 1). Dies ist. bei Verwendung von (4) nicht erforderlich, wodurch sich
die Berechnung von Eg(X) oft erheblich vereinfacht; hieraus ergibt sich die Be-
deutung von Satz 2. ’

Fiir g(z) = (x — c)i bzw. g(z) = | — c|f (j beliebige natiirliche Zahl, ¢ beliebige
reelle Zahl) ergibt sich nach (4)
E(X — o) = [ (& — o) fx(z) d= (8)
bzw.

BI1X— i = [lo — oli (o) o, 0

sofern das auf der rechten Seite von (6) stehende Integral konvergent ist.

Definition 2. Es sei X eine stetige ZufallsgroBe mit dem Erwartungswert EX
und der Wahrscheinlichkeitsdichte fx. Dann heiBt die durch

DX = E(X — EX)* = fm(x — EX) fy(z) dz (7

definierte Zahl DX Streuung (auch: Dispersion oder Varianz) der ZufallsgroBe X,
wobei die Konvergenz des auf der rechten Seite von (7) stehenden Integrals voraus-
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gesetzt wird. Die Zahl
o =1DX ' ®
heiBt Standardabweichung der ZufallsgroBe X.
Beispiel. Wir berechnen fiir die im Beispiel des Abschnittes 5.1. betrachtete

ZufallsgroBe X die Streuung; dabei verwendenwirEX:a;-b:
2
DX = [@— EXpfewydn = [(z— 2. 2 (1 _2 |, _atB,,
2. b—a b—a 2
Ry . H

2
=pfeeldi oBiataa L 5 —ap,
b—a b—a 24
(]
Die folgenden Siitze sind fiir die Berechnung der Streuung niitzlich.

Batz 3. Es sei X eine stetige Zufallsgrope mit Erwartungswert EX, Streuung D3X
und Wahrscheinlichkeitsdichte fx. Dann existiert EX?, und es gilt

DX = fwx’fx(z) dz — ( f #fx(z) dx)’ = EX* — (EX). (9)

—o0
Der Beweis dieses Satzes verliuft analog dem Beweis von Satz 3 (4.3.). (Formal
00
hat man 37 durch f » @ durch  und g, durch fy(z) dz zu ersetzen.)
E

-0

Batz 4. Es seien X eine stelige Zufallsgrofe mit der Stréuung DX und a & 0
und b beliebige reelle Zahlen. Dann gilt

D3aX + b) = a3D2X. (10)
Der fiir Satz 6 (4.3.) gegebene Beweis ist auch hier giiltig. '
Insbesondere gelten also auch fiir stetige ZufallsgréBe X die Beziehungen

D¥— X) = D'X (11)
und
X
D =1. 12
o) w

Wie bei diskreten ZufallsgroBen verwendet man auch bei stetigen ZufallsgréBen fiir
den Ubergang von X zu X — EX den Begriff Zentrieren, fiir den Ubergang von X
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X — EX
YD:x

z

den Begriff Normieren und fir den Ubergang von X zu
den Begnﬂ Standardisieren.

AbschlieBend weisen wir darauf hin, daB Erwartungswert und Strenung — wie bei disk
ZufallsgréBen — spezielle Momente sind, die wir in der nachfolgenden Definition charakteri-
sieren.

Definition 3. Es seien X eine stetige ZufallsgroBe mit der Wahrscheinlichkeitsdichte fr,
§ eine natiirliche Zahl und ¢ eine reelle Zahl. Dann heift

#i(0) = B(X — o) = [ (z — o fr(z) dz (13)

oyle) = B |X —off = f |z — clf fx(2) dz 14)

gewdhnliches bzw. absolutes Moment j-ter Ordnung beziglich ¢, wobei die Konvergenz des in (14)
rechts stehenden Integrals ist. Fiir ¢ = 0 spricht man dabei von Anfangsmomenten,
fiir c = X von zmh'alm Momenten (wobei die Existenz von EX vorausgesetzt ist).

Die im AnschluB an Definition 3 (4.3.) angegeb A iiber M te gelten auch fiir
stetige ZufallsgréBen. Ebenso sind die aus den Momenten abgeleiteten KenngroBen Variations-
koeffizient, Schiefe und Ezzep fiir stetige ZufallsgroBen definiert wie fiir diskrete ZufallsgroBen
(vgl. 4.3., Definition 4).

5.3.  Diestetige gleichmaBige Verteilung

In diesem und den folgenden Abschnitten behandeln wir einige spezielle Wahrschein-
lichkeitavertei tetiger ZufallsgroBen.

-5

<

1 J=kix

Abb. 30

a

Definition 1. Eine stetige ZufallsgroBe X heiBt gleichmipsg verteilt (iiber dem
Intervall [a, 5], @ < b), wenn die Wahrscheinlichkeitsdichte fy die Form

1
— fir a<z<bh;
he)=1b—_a = =TS (6]
0 sonst
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hat. Man sagt dann auch, daB X eine gleichmdpige Verteilung (iiber dem Intervall
[a, b]) oder eine Rechteckverteslung besitzt (vgl. Abb. 30).
Fiir die Verteilungsfunktion Fy ergibt sich

0 fir z2<a
. .
Fy(z) = P(X <2)= [ fz()dt = :—: fir a<z<b @)
% —
1 fir x=b
(vgl. Abb. 31).
y y=Fxlx)
1 |
] Abb. 31
rm—
Fiir den Erwartunéswert EX ergibt sich
o
b
EX = afz(e) dz = =24 @
—00
fiir die Streuung DX erlmlt man .
o 3 .
; ] —a)
DX = [(¢ — EX) fo(e) dz = =l S
2 b—a 12
-0 a

Eine gleichmiBige Verteilung liegt fiir eine stetige ZufallsgroBe genau dann vor,
wenn sie in Teilintervalle gleicher Linge ihres Wertebereiches (= Intervall) mit
leicher Wahrscheinlichkeit hineinfillt. In Anwendungsfiillen wird man also eine
Zufa]]sgroBe dann als gleichmiiBig verteilt annehmen, wenn sie — grob gesprochen —
unter Teilintervallen (ihres Wertebereiches) gleicher Liinge keines bevorzugt.

5.4.  Die Normalverteilung-

Die Normalverteilung Lst dlejemge Verbeﬂung stetiger ZufallsgriBen, die in den An-
d der Wahr theorie sehr hiiufig benutzt wird. Bevor wir aber

hierauf niher eingehen, wollen wir die Norma.lvertellung durch die zugehérige Wahr-
scheinlichkeitsdichte charakterisieren und ausfiihrlich untersuchen.
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Definition 1. Es seien x eine reelle und o eine positive Zahl. Eine stetige Zufalls-
groBe X heiBt normalverteslt mit den Parametern p und o® oder N(u, o%)-verteilt, wenn
die Wahrscheinlichkeitedichte fr die Form

1 _lz—un
—e ¥, —0<z<I0o, (1)
}/27:6
hat. Man sagt dann auch, daB X eine Normalverteilung mit den Parametern n und o
oder eine N(u, o%)- Verteilung besitzt (vgl. Abb. 32).

fx(x) =

e
Yzro
“y=fy(x)
Abb. 32
UG o

Der Nachweis, daB durch (1) tatséchlich eine Wahrscheinlichkeitsdichte definiert
ist, beruht hauptsachlich auf der Gleichung

fe—' dt =Vx (vgl. MfL Band B, 4.3.4. (7)).

Fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte einer N(u,o%)-verteilten ZufallsgréBe ver-

wendet man allgemein die Bezeichnung @, wobei die Abhiingigkeit von x und ¢* in
der Form '
_lz—w® . .
P pot)y=—e >, —co<z<O00, (2)
Veno -
zum Ausdruck gebracht wird.

Den EinfluB der Parameter 4 und ¢* auf Lage und Gestalt der durch (2) gegebenen
Kurve erkennt man bereits aus Abh. 32; die Kurve verliuft symmetrisch zu
der durch z = u gegebenen Geraden, sie besitzt an den Stellen 4 — o und 4 + o

Wendepunkte und hat bei 2 = x4 ein Maximum mit dem Funktionswert }/7147 .
; ¢

Fiir die Verteilungsfunktion Fy einer N(u, o%)-verteilten ZufallsgroBe X gilt

_u-u)'
Fr(e) = — f @
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Die in (3) unter dem Integralzeichen stehende Funktion ist nicht geschlossen inte-
grierbar; man kann aber mit geeigneten Verfahren der praktischen Mathematik
fiir jedes # einen Niherungswert zu obigem Integral geforderter Genauigkeit angeben.

Fur die Verteilungsfunktion einer N(u, o%)-verteilten ZufallsgréBe verwendet man
al in die Bezeichnung ®, wobei — analog (2) — die Abhiingigkeit von 4 und ¢*

1 [t
— f e % gt (4)
2no
-
zum Ausdruck gebracht wird.

in der Form
Der folgende Satz gibt Auskunft iiber die wahrscheinlichkeitst tische Bedeu-
tung der Parameter x4 und o*.

Satz 1. Es sei X eine mit den Paramelern u und o® normalverteilte Zufallsgrofe.
Dann gilt

EX =p, ’ (6)
DX = ot ]

o _8
F und [ ¢ % dt = |/2x ergibt sich

‘B(z; p, 0%) = w(t;#,w‘)d‘=}/

z —

Beweis, Mit t =

r 1 _lz—wt
EX = fzf(z)dx— ooz p, 0t de = —— |ze 2 da
—o0 : md—m
gk
_V— !ezdl+p — e’dt=,u.
V
Damit und mit

¢ e
f’e"dt e2d¢=VE

erhiilt man

DX = [ (o — BXP fx(e) do = [ (& — )* plars p, o) do

oo

1 R -
(z—ppre = dz=—fm dt = ot
3} T
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Uber hohere Momente der Normalverteilung und fiber aus den Momenten abgeleitete Kenn-
groBen gibt der folgende Satz A 3 )

Satz 2. Es sei X eine N(u, o%)-verteilte Zufallsgrofe. Dann gilt

faen = BE(X — EXy¥1 =0, k=1,2,..., (W}
pu=EX —EX)*=1.3...(2k —1)o%, k=1,2,..., (8)
v =% (Variationskoeffizient), ®)
y=0 (Schiefe), (10)
n=0 (Ezzep), (11)

wobei in (9) u == 0 vorausgesetzt ist.

Den nicht schwierigen Beweis dieser Formeln mag der Leser selbst durchfithren. Wir erginzen,
daB eine mit den Parametern 4 und o* normalverteilte ZufallsgroBe symmetrisch zu 2 = u ist,
und wir stellen also fest, daB alle auf u bezog M der Ordnung und auch die
Schiefe gleich Null sind. Der ExzeB ist gerade so definiert, da8 diese KenngrdBe speziell fir die
Normalverteilung gleich Null wird (vgl. 4.3., SchluB).

Wir beschiiftigen uns nun mit der N (0, 1)-Verteilung. Die Wahrscheinlichkeitsdichte
einer N(0, 1)-verteilten ZufallsgréBe wollen wir mit g, die zugehérige Verteilungs-
funktion mit @ bezeichnen. Es gilt also

» 1 =
?@) = p(z;0,1) = —e¢ 2, —oc0<2z< 00, 12
Vn .

P(a) = B(a; 0,1) = }% SV, —co<e<om (13)

(vgl. die Abbildungen 33 und 34).

) Abb. 33

Die Funktion @ .(und tibrigens auch g) ist vertafelt (vgl. Tafel 3 (12.3.)); wegen
o(— 2) = ¢(z), —00 < 2 < o0, (14)
D(—x)=1— D), —o0 < < 00, (15)

kann man sich dabei auf nichtnegative Argumente z beschrinken.
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Wir berechnen nun die Whrscheinlichkeit dafiir, daB eine N(0, 1)-verteilte Zu-
fallsgroBe X Werte zwischen —k und -k annimmt (k natiirliche Zahl). Es gilt

P(X| < k) =P(— k < X < k) = O(k) — B(—k) = 20(k) — 1; (16)

dabei haben wir (15) und P(X = ¢) = 0 (X stetige Zufallsgroe, ¢ reelle Zahl) ver-
wendet.

b

y=0lx)

3 2 0 T z § Abb.34

yeplx)
(y=p(x;u0?)

- 0 1 2 3 x
(u-36) (p-20) (u-0) (W) (u+6) (u+26) (p+30}  Abb. 35

Fiir k = 1, 2, 3 erhalten wir also (vgl. Tafel 3 (12.3.) und Abb. 35)

P(X] < 1) ~ 0,683 = 68,3%, amn
P(X| < 2) ~ 0,956 = 95,5%, (18)
P(X| < 3) ~ 0,997 = 99,7%. : (19)

Die Beziehung (19) driickt aus, daB es praktisch sicher ist, da8 eine mit den Para-
metern 4 = 0 und ¢® = 1 normalverteilte ZufallsgroBe nur Werte zwischen —3 und
+3 annimmt. Der Leser beachte dabei, daB fiir jedes beliebig vorgegebene Intervall
die Wahrscheinlichkeit des Hineinfallens bei einer N(0, 1)-verteilten ZufallsgroBe
positiv ist; es ist aber praktisch unmoglich, daB eine solche ZufallsgréBe Werte aus
einem Intervall annimmt, das zum Intervall von —3 bis +3 disjunkt ist.

Wir zeigen nun, wie man die Werte ®(z; u, 0®) der Verteilungsfunktion einer
mit beliebigen Parametern u und o2 normalverteilten ZufallsgréBe anhand der
Werte ®(z) der Verteilungsfunktion @ einer mit den Parametern 4 = 0 und ¢* = 1
normalverteilten ZufallsgroBe berechnen kann.
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Satz 3. Fiir jede reelle Zahl x gilt

1 =
ol 8y o) = = w( "), (20)
g o
B(z;p, o) = & (?) 1)
Beweis.
_lz=n 1 1 -1 “‘_“)' 1 [z —
" _ B St B\ e T (B
R T T T ()
' . =
O(ws u, ) = [ty o) dt = lfw(‘“—") at = [pw)du=o (";")
a g o

Hieraus ergibt sich leicht die folgende Aussage.

Satz 4. Ist X N(u, o)-verteilt, so ist =L N(0, 1)-verteslt.
p ;

Beweis.

Fy_,@)=P (xﬂ_l‘ <z) =P(X <zo+p)
= B(xo + p; u, o) = d’(m-’-aﬂ) = P(z).

(Wir beachten, daB wegen EX = u und D3X = o die ZufallsgroBe e St stets
[

den Erwartungswert Null und die Streuung Ems hat; die wesentliche Aussage des

Satzes 4 besteht darin, daB mit X e.uch

norma.lvelftellt ist.)

Diese Aussagen gestatten es, in einfacher Weise unter Verwendung einer Tafel
fiir @ die Wahrscheinlichkeit dafiir zu berechnen, daB eine mit den Parametern x
und o® normalverteilte ZufallsgroBe X einen Wert aus einem beliebigen Intervall
annimmt. Es gilt

p(a<x<b)=q>(”;")—¢(";"). 2)
[ [ ¥

Insbesondere erhalten wir fiir eine beliebige natiirliche Zahl &
P(|IX — p| < ko) = B(k) — D(—k) = 20(k) — 1 (23)
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(vgl. (18)), woraus sich fiir k = 1,2, 3 mit (17), (18) und (19)

P(IX — p| < o) ~ 0,683 = 68,3%, (24)
P(IX — u| < 20) ~ 0,955 = 95,5%, (25)
P(IX — | < 30) ~ 0,997 = 99,7% (28)

ergibt. Es ist also praktisch sicher, daB eine N(u, o*)-verteilte ZufallsgréBe nur Werte
zwischen 4 — 3¢ und 4 + 3¢ annimmt, d. h., die vom Erwartungswert 4 einen Ab-
gtand haben, der kleiner ist als das Dreifache der Standardabweichung o. Diese Regel
heiBt 30-Regel (vgl: Abb. 35).

Wir wollen nun auf das Vorkommen der Normalverteilung eingehen. Bei vielen in
praktischen Problemstellungen auftretenden ZufallsgriBen zeigt sich (z. B. anhand
von beobachtéten Werten der speziell betrachteten Zufallsgrofe), daB die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung sehr gut durch eine Normalverteilung beschrieben werden
kenn, Ein gemeinsames Kennzeichen solcher ZufallsgroBen besteht hiufig darin,
daB sie sich durch additive Uberlagerung einer groBen Anzahl weitgehend vonein-
ander unabhiingiger zufiilliger Effekte ergeben, wobei jeder dieser Effekte nur einen
im Verhiltnis zur Summe der anderen unbedeutenden EinfluB auf die betrachtete
ZufallsgroBe besitzt. Auf die mathematische Begriindung dafiir, da8 solche Zufalls-

. groBen in guter Niherung als normalverteilt angesehen werden kénnen, gehen wir
spiter ein (vgl. 7.8.). Hier wollen wir nur mitteilen, da8 Beobacht gsfehler bei
MeBvorgsngen (z. B. bei Lingenmessungen) und auch zahlenmigig erfaBbare Eigen-
schaften eines Produkts bei einer Serienfertigung (z. B. die Druclkfestigkeit bei
Betonwiirfeln oder der Inhalt von automatisch gefiillten Flaschen) oftmals als normal-
verteilte ZufallsgroBen angesehen werden.

Beispiel. Auf einer Metallhobelmaschine werden Platten hergestellt, deren
Dicke X untersucht wird. Es wird auf Grund von Erfahrungen angenommen, da8
X normalverteilt ist und bei einer bestimmten Maschineneinstellung den Erwartungs-
wert EX = p = 10mm und die Streuung D*X = o2 = (0,02 mm)* besitzt. Eine
Platte ist maBgerecht und damit verwendungsfihig, wenn die Dicke zwischen
9,97 mm und 10,05 mm liegt. Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB eine
Platte maBgerecht ist; dabei verwenden wir (22), (15) und Tafel 3 (12.3.):

10,05 — 10\ _ (9,07 — 10
0,02 0,02
— 0(2,5) — B(—1,5) = B(2,6) + B(1,5) — 150,927,

P(9,97 < X < 10,05) = m(

In Anbetracht der vorgegebenen Toleranzgrenzen ist es infolge der Symmetrie der
Normalverteilung offenbar giinstiger, eine Maschinenneueinstellung mit x = 10,1 mm
zu wihlen. Bei unverinderter Streuung o? = (0,02 mm)? ergibt sich fiir die unter-
suchte Wahrscheinlichkeit 0,955, was der Leser mit (25) unmittelbar bestétigen kann.
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Wir wollen unsere Betrachtungen zur Normalverteilung mit einigen Bemerkungen zur Ge-
schichte dieser heute so viel g und verwend Verteilung vorliufig abschlieBen. Als
Geburtsdatum der Normalvertellung kann man den 12, November 1733 ansehen; an diesem Tage
erschien eine kleine Schrift von A. DE Morvex (1667—1754, ein aus Frankreich vertriebener und
in London sich mit Ratschligen fir Glucksspleler durch das Leben schlagender hochbegabter

Mathematiker), i in der die N lv ung — hlieBlich Funkti — als Grenz-
verteilung der B i vertellung hergelei wu'd Praktische Anwendungen erguben sich erst
durch die intensiven astr Unter gen von P.S.LAPLACE (1749—1827, 1812

erschien sein groBes Werk zur Wahrscheinlichkeitsrechnung) und C.F. Gauss (1777—1865)
im Rahmen der Theorie der Beobachtungsfehler, wobei die Normalverteilung wiederentdeckt
wurde. Im deutschsprachigen Ra.um wird deelmlb das Bild der Wahrscheinlichkeitadichte der

Normalverteilung als GauBsch kenkurve bezeichnet (vgl. Abb. 33). Das sogenannte GauB-
sche Fehlerintegral
’ z
0) = = f tat @7
123
[

hiingt mit der Verteilungsfunktion @ der N(0, 1)-Verteilung durch die Gleichungen .

Hz) =20(z 12) — 1, (28)

1 1 z
D(z) 2 + 5 q (}’2_)

zusammen. Wesenbllch zur Verbreltung der Normalverteilung trug der auf sehr. vielen Gebieten
titig g haftler A. QUETELET (1796—1874) bei, der als Entdecker der
Normalvermlung fu.r che Blometne gilt und von dem wohl auch der Name ,,Normalverteilung*

Diese B war fiir allerlei Fehldeutungen AnlaB, Es ist eines der Verdienste
von K. PEaRsoN (1857—1938, der sich ubngens iv mit der Geschichte der N Iverteilung
beschiiftigt hat), festgestellt zu haben, daB es in der Natur durchaus auch ZufallsgroBen gibt, die
nicht normalverteilt sind und daB dies nicht etwa anormal ist.

5.5.  Die Exponentialverteilung

Die Exponentialverteilung ist eine Verteilung stetiger ZufallsgroBen, die in An-
wendungsfillen insbesondere bei der Beschreibung von zufallsabhéingigen Zeiten und
Zeitdifferenzen auftritt. Mathematisch zeichnet sich die -Exponentislverteilung
dadurch aus, daB sie sehr einfach zu handhaben ist.

Definition 1. Es sei « eine positive Zahl. Eine stetige ZufallsgroBe X heifit
exponentialverteilt mit dem Parameter x, wenn die Wahrscheinlichkeitsdichte fxr
die Form

fir <0,

fxle) = {ae“" fir 2>0 ®
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hat. Man sagt dann auch, daB X eine Ezp tial ilung mit dem P ter o
besitzt (vgl. Abb. 36). '
(Der Leser iiberlege sich, daB durch (1) tatsiichlich eine Wahrscheinlichkeits-

4
verteilung definiert wird, d. h. insbesondere, da f fx(z) dz = 1 gilt.)

-y= fy(x), =2
yefylx), =1

Abb. 38
x

Fiir die Verteilungsfunktion Fy einer mit dem Parameter « exponentialverteilten
ZufallsgréBe-X gilt
0 fir 250,

Fx(e) = [ taltydt = {1 —e= fir 220 @

(vgl. Abb. 37).

Wir geben nun Erwartungswert und Streuung einer mit dem Parameter a > 0
exponentisalverteilten ZufallsgréB8e an; dabei zeigt sich auch die wahrscheinlichkeits-
theoretische Bedeutung des Parameters «.

y=Fy(x), 22
|

~%

y=Fy(x), acal

0 7 > Abb. 37

Satz 1. Es sei X eine mit dem Parameter o > 0 exponentialveiteilte Zufallsgrope.
Dann gilt

EX=—, 3)

1\2
DX = —) . @
-3
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Beweis. Wir beweisen nur (3); der Beweis von (4) verliuft entsprechend. Es gilt

b b b 1 1
fzae“"’ = — 2eF |4 fe-"'dx = —be?® — — e - —,
] o 0 L L

Mit lim (— be-%) = lim (—l e"") — 0 erhalten wir
b—oo b0 -2

o © b 1
EX = [afylx)dz = [ xae>*dx = lim [ zae* dox = —.
g £ fr(@) of o of '

Sind also X; und X, exponentialverteilt mit den Parametern «; und «,, so bestehen
im Fall &, < g die Ungleichungen EX; > EX, und D*X, > DX,. Diese Aussagen
stimmen gut iiberein mit der Vorstellung von der Exponentialverteilung, die man an-
hand der Abb. 36 von der Exponentialverteilung gewinnt.

Beispiel. Wir berech die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB eine mit dem Para-
meter « > 0 exponentialverteilte ZufallsgréBe X einen Wert annimmt, der kleiner
als der Erwartungswert ist. Mit (3) und (2) ergibt sich

. 1
P(X<EX)=P(X< -1—) = F,(l) =1—¢ T =1—e1—083.
3 3

Diese Wahrscheinlichkeit ist also unabhingig von « und groBer als 0,5.

Zum AbschluB wollen wir einige in Anwendungsfillen auftretende ZufallsgroBen
deren Wahrscheinlichkeitaverteilung héufig durch eine Exponentialver-

teilung beschrieben wird: Zeitd von Telefongespriichen, Zeitdifferenz zwischen
dem Auftreten von Storungen an einem Maschinenpark oder allgemeiner zwischen
dem Eintreffen von Kunden in einer Bedienungseinrichtung, Lebensdauer von
Schaltelementen und auch Lebewesen. Dabei wird man zweckmiB8ig den Parameter
« gleich dem Reziproken des arithmetischen Mittels von beobachteten Werten der
jeweilig betrachteten ZufallsgroBe setzen (vgl. dazu (3) und 4.3., Bemerkung vor

Satz 1).

5.6.  x, t-und F-Verteilung

heinlichkei 4001,

In diesem Abschnitt stellen wir einige weitere Wahr 2
stetiger ZufallsgroBen vor, die in der mathematisch Statistik eine Rolle spielen
und in diesem Zusammenhang als Priifverteilungen bezeichnet werden; es handelt
sich um die y3-Verteilung, die t-Verteilung und um die F-Verteilung. Dabei charak-
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terisieren wir jeweils die Verteilung durch die Wahrscheinlichkeitsdichte und ge-
ben Erwartungswert und Streuung an. Auf Beweise verzichten wir; der interessierte
Leser findet sie in der Literatur.

Fiir die praktische Durchfiihrung statistischer Verfahren benétigt man vielfach
zu vorgegebenem p (0 < p < 1) einen Wert z, der jeweiligen Zufallsgréfie X, fiir
den die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB X groBere Werte als 2, annimmt, gleich
1—pist (PX>a)=1— p). Solche Werte z, heiBen Quantile der Ordnung p,
deren genaue Kennzeichnung anhand der Verbellungsfunktlon Fy die folgende
Definition beinhaltet.

Definition 1. Es seien X eine stetige ZufallsgroBe (Wahrscheinlichkeitsdichte fr,
Verteilungsfunktion Fiy) und p eine zwischen Null und Eins gelegene Zahl. Dann
heiBt eine Zahl x, Quantil der Ordnung p, wenn

Fr(z) =p (1)

gilt (vgl. Abb. 38). Ein Quantil der Ordnungp = -él— heiBt Median.

Abb. 38

*p

Fiir die nachfolgend behandelten Priifverteilungen sind in Kapitel 12 einige
Quantile angegeben, beziiglich umfangreicherer Tafeln sei auf das im Literaturver-
zeichnis angegebene Tafelwerk verwiesen.

5.6.1. Die y*-Verteilung

Definition 2. Es sei m eine natiirliche Zahl. Eine stetige ZufallsgroBe X heiBt
y2-verteilt mit m Freiheitsgraden, wenn die Wahrscheinlichkeitsdichte fy die Form

0 fir 2 <0,

fr(@) = "l—xz e 2 fir 2>0 (2)
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hntMansagtdannnuehdaBXemez’Vm' g mit m Fresheitsgraden besitzt
(vgl. Abb. 39) Das Quantil der Ordnung p der #3-Verteilung mit m ]!'relheltsgmden
bezeichnen wir mit 5.,

In (2) bedeutet I" die durch

I'z) = fwt'-‘r‘ d, z>0, ®)
L)

definierte sogenannte vollstindige Gammafunktion.

|/«

y-fxlxl (m=6)

Abb. 39

Dle Gammafunktion geht auf L. EvLER (1707—1783) zuriick, den wohl produktivsten Mathe-

indest des 18, Jahrhunderts. Obwohl Eviee 1'135 ein Auge verlor und 1760 voll-

&ndig erblindete, verfaBte er insg 886 Manuskrip eine eind Anzahl
von Lehrbiichern.

Fiir unsere Belange geniigt es, die folgenden Aussagen iiber die Gammafunktion
zu kennen. Es gilt

F(Z)=(z—1)f(z—1) fir z>1, #)

rw=1r(3)=¥ ©
woraus sich insbesondere

I'm)=(m—1)! fir m=1,meN, ()
ergibt (vgl. MfL Band 5, 4.3.2.).

Der folgende Satz gibt Auskunft iiber Erwartungswert und Streuung der y2-Ver-
teilang mit m Freiheitsgraden; dabei wird auch der EinfluB von m klar.

Satz 1. Es besitze X eine y3-Verteilung mit m Freiheitsgraden. Dann gilt
EX =m, Q]
DX =2m. . @®
Wir weisen noch darauf hin, daB die y-Verteilung mit m = 2 Freiheitsgraden
‘eine Exponentialverteilung mit dem Parsmeter « — % ist (vgl 5.5.).
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Die y*-Verteilung steht in einem engen Zusammenhang zur Normalverteilung.
An dieser Stelle bringen wir dazu die folgende spezielle Aussage.

Satz 2. Es sei X eine N(0, 1)-verteilte Zufallsgrofe. Dann besitzt die Zufallsgrope
Y = X2 eine y*-Verteilung mit einem Freiheitsgrad.
Beweis. Es gilt (vgl. 5.1., Satz 2, Aussage 2.)
fir <0,

fr@) = I(V—)+lx§ ) g wso.

2.’:

Mit fz(¢) = o(t) = ?2_1- e'? und ¢(—¢) = g(¢) ergibt sich hieraus
4

0 fir 20,
A 1,2
fr(z) = ME) _le_§=1—lzz e * mr z>0,
2Vz Vor V= 7 1
2 I"(?)

womit die Aussage des Satzes bewiesen ist.

Die x3-Verteilung wurde 1876 von R. HELMERT entdeckt (als Verteilung der Summe von Qua-
draten unabhingiger N(0, 1)-verteilter ZufallsgréBen) und 1900 vonK Pmson, dem Begmndsr
einer sehr leistungsfihigen Schule der h
sie wird deshalb auch als Helmert- oder Helmert-Pearson- Vmeﬂung bezeichnet.

5.6.2. Die t-Verteilung

Definition 3. Es sei m eine natiirliche Zahl. Eine stetige ZufallsgroBe X heiBt
t-verteilt mit m Freiheitsgraden, wenn die Wahrscheinlichkeitsdichte fy die Form

)
fx(@) = " o — oo <z < 0o, 9)
FeG) (5
2 m
hat. Man sagt dann auch, daB X eine ¢-Verteilung mit m Freiheitsgraden besitzt (vgl.

Abb. 40). Das Quantil der Ordnung p der !—Vertellung mit m Frelheltsgra.den be-
zeichnen wir mit ty,.

In (9) bedeutet I" wiederum das Symbol fiir die vollstindige Gammafunktion. Wir
bemerken, daB die Dichte der ¢-Verteilung mit m Freiheitsgraden eine gerade Funk-
tion ist (fg(— #) = fx(y) fiir alle # € R), deren graphische Darstellung sich fiir groBe
m nicht wesentlich von der GauBschen Glockenkurve (vgl. Abb. 33) unterscheidet.
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Fiir m = 1 erhalten wir speziell die Dichtefunktion fr,
1
1 +at’
(vgl. Abb. 40); die hierdurch bestimmte Wahrscheinlichkei ilung nennt man

zu Ehren von A.-L. CavcHy (1789—1857) auch Cauchy-Verteilung.

fx(@) = — —co<z<oo, (10)

yafylx) m=1)
yafylx) m=4)

L s s s " L Abb. 40
-4 -3 -2 -1 [ 1 2 3 4 x

Uber Erwartungswert und Streuung der ¢-Verteilung mit m Freiheitsgraden gibt
der folgende Satz Auskunft.
Satz 3. Es besitze X eine t-Verteilung mit m Freiheitsgraden. Dann gilt

EX =0 (m=2), - (11)

DX=-"_ (mz=3). (12)
m—2

Wir ergéinzen, daB eine ¢-verteilte ZufallsgroBe mit m Freihei den nur M te der Ord-

nung k < m — 1 besitzt. Insbesondere besitzt also die Ca.uehy-Vertellung keinen Erwartungs-
wert.
Dxa * Vertenlung wurde von W. S. Gosskr, (1876 — 193’1) der unter dem Pseudonym ,,Student*
tdeckt und ht (1908); aus diesem Grunde findet man die¢-Verteilung auch
unter dem Na.men Student-Verteilung.

5.6.3. Die F-Verteilung

Definition 4. Es seien m, und m, natiirliche Zahlen. Eine stetige Zufallsgrofe X
heiBt F-verteslt mit (my, my) Freiheitsgraden, wenn die Wahrscheinlichkeitsdichte fy
die Form

mm
T "H'Tm')ml Ty, z%_l .
. fir 2> 0,
fx(z) = mtm, ' (13)
e P(%) P(%) (my +maz) T

0 fir 20
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hat. Man sagt dann auch, daB X eine F-Verieilung mit (my, ms) Freithn
besitzt (vgl. Abb 41) Das Quantil der Ordnung p der F-Verteilung mit (m,, m,)
Freiheit, h wir mit Fp, o .pe

-yafylx)  (my=10, m,=50)

yafylx) (my=4,my=2)

L " " Abb. 41
[} 1 2 x .

Satz 4. Es besitze X eine F-Verteilung mit (my, my) Freiheitsgraden. Dann gilt

Ex=_" (my = 3), (14
my — 2
Dax = 2l m — 2) (mq= B). (18)

- my(my — 2)* (my — 4)
Wir bemerken, da8 der Erwartungswert nicht von m, abhingt und daB EX s 1
fiir my > 1 gilt. AuBerdem ergénzen wir, daB fiir my < 2 kein Erwartungswert und
fiir my < 4 keine Streuung existiert.

Die F-Verteilung geht auf R. A. FisHER (1890 —1962) zuriick, einen der bekanntesten Vertreter
der mﬁhemnmuhen Statistik in England, der auBerdem auf dem Gebiet der mathematischen
. beitet hat.




6. Zufillige Vektoren

Zufillige Vektoren sind Vektoren, deren Komponenten ZufallsgroBen sind. Sie
dienen der mathematischen Beschreibung mehrerer zahlenmiiBig erfaBbarer Merkmale
bei einer zufilligen Erscheinung. So werden z. B. die Liinge, Breite und Héhe eines
sutomatisch hergestellten Wetkstiickes quaderformiger Gestalt oder KorpergroBe
und Korpergewicht eines Menschen durch einen zufilligen Vektor beschrieben.

Nach der allgemeinen Definition und wahrscheinlichkeitstheoretischen Kenn-
zeichnung eines zufilligen Vektors (Abschnitt 6.1.) behandeln wir in Abschnitt 6.2.
sogenannte diskrete zufdllige Vektoren — die Behandlung erfolgt dabei in Anlehnung
an die der diskreten ZufallsgroBen (vgl. 4.2. und 4.3.) —, und in Abschnitt 6.3.
beschii,ftigen wir uns dann mit den sogenannten stetigen zufilligen Vekioren, wobei
wir hier an die Untersuchungen iiber stetige ZufallsgroBen anschlieBen (vgl. 5.1.
und 5.2.). Von besonderem Interesse sind dabei jeweils Charakteristiken fiir die Er-
fassung der gegenmseitigen Abhingigkeit, des Z hangs der Komp
eines zufilligen Vektors; wir behandeln insbesondere den sogena.nnten Konelatums-
koeffizienten zur Erfassung linearer Abhiingigkeit zwischen zwei Zufallsgrofen. In
Abschnitt 6.4. befassen wir uns mit dem Begriff der Unabhdngigkeit von Zufalls-
grofen, einem zentralen Begriff der gesamten Wahrscheinlichkeitstheorie. Dabei
leiten wir auch Konsequenzen der Unabhingigkeit her, die sich beim praktischen
Umga.ng mit unabhingigen Zufallsgrofen als sehr niitzlich erweisen. Schli Blich
erfolgt in Abschnitt 6.5. die Charakterisierung der Wahrscheinlichkeitsvert
fiir Summe, Differenz, Produkt und Quotient zweier unabhéngiger sbetlger Zufa.lls-
groBen; die hier angegebenen Sitze bendtigen wir insbesondere in der mathematischen
Statistik.
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61.  Aligemeine Definition des zufilligen Vektors

Bei der Darstellung dieses Abschnittes lehnen wir uns eng an den Abschnitt 4.1.
an; der Leser orientiere sich nétigenfalls noch einmal dort.

Definition 1. Es seien [, %, P] ein Wahrscheinlichkeitsraum und X, Xj, ..., X,
(n 2 2) ZufallsgroBen (iiber [Q, %, P]). Dann heiBt das n-Tupel (X, X, ..., X,) ein
(n-dimensionaler) zufilliger Vektor (iiber [Q, U, P]).

Wir wollen uns nun der Kennzeichnung der Wahrscheinlichkeitsvert "_;, eines
zufilligen Vektors zuwenden. Dazu seien 2;, 2y, ..., %, beliebige reelle Zahlen. Da
die Grogen X, ZufallsgroBen sind, gilt (X, < z) € % (k= 1,2, ..., n). Nun ist o

L]
eine g-Algebra, so daB insbesondere die Beziehung N (X, < ;) € % besteht. Wegen
k=1

{0 € D: Xy(@) < 2y, 2oy Xy(w) < 7] = r"nlfw € 2: Xu(w) < )
k=
=N (& <)
k=1

folgt hlera.us {w€ 2: X () < @y, .00, Xp(w) < ) €U

wir die Teilmenge {0 € 2: X;(0) < =, ..., X,(0) < 2,} von 2 kurz
durch (Xy < 2y, ..., X < 2,), 80 ist es also sinnvoll, von der Wahrscheinlichkeit des
zufiilligen Erelgmsses (X; < %y, ..., Xy < 2,) zu sprechen; fiir diese Wahrschein-
lichkeit schreiben wir kurz P(X; < 2, ..., X, < ).

Definition 2. Esseien [, 9, P] ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X,, X5, o0y Xy)
ein zufélliger Vektor. Die durch

Fix Xy ) (@1 T2y ooy @) = P(X; < 2y, X, < i’:, v Xy < ) (1)
(@ €RE=1,2,...,7)

deﬁmerte Funktion Fiy, Koo Xa) helBt Verteilmlgafunkmm des zufilligen Vekiors
(Xy, Xy, ..., X,)0derg Verteilungsfunktion der Zufallsgrofen X,, X, ..., X,

Die Verteilungsfunktion eines n-dimensionalen zufilligen Vektors ist also eine
reel.lwertlge Funktion von 7 reellwertigen Variablen. Mittels der Verteilungsfunktion
eines zufilligen Vektors kann man die Wahrscheinlichkeiten praktisch aller mit dem
zuféilligen Vektor im Zusammenhang stehenden zufilligen Ereignisse susdriicken.
8o gilt z. B. im Falln = 2

P(a é X < b, c=s Y < d) = F(X,Y)(b: d) - F(x.l’)(bt c) - F(X.Y)(a’ d) + F(X.Y)(a’ c)
(vgl. Abb. 42). 2



Abb. 42

Im folgenden Satz stellen wir Eigenschaften der Verteilungsfunktion .eines zu-
fiilligen Vektors zusammen. '

Satz 1. Es sei F die Verteilungsfunktion eines n-dtmemtonalen 2ufdlligen Vektors.
Dann gilt:

1. Firallex, e R(k=1,2,...,n) i 0 < F(z), 25, ..., Tp) = 1.

2. F ist in jeder Variablen x; monoton nicht-fallend.

3. F ist in jeder Variablen x; linkssestig stelig.

4. lim F(z,, @y, ..., %) = 0 (k = 1, 2, ..., n), lim F(zy, %, ..., %) = 1.

Ty>—00 2>+
S:-—'+an
Der Beweis verliuft entsprechend dem Beweis zu Satz 1 (4.1.); wir iiberlassen
ihn dem Leser.

Wie das folgende Boispiel zeigt, sind die in Satz 1 angegebenen Aussagen nicht hinreichend

dafiir, daB eine Funktion F mit diesen Eigenschaften die Verteilung ion eines zufilligen
Vektors ist. .

Beispiel. Wir betrachten die durch

Fag = [0 T = +yso
V=1 fir 2 +y>0

gegebene Funktion F. Offenbar besitzt F alle in Satz 1 angegebenen Eigenschaften. Es gilt aber
F(1,1) — F(1,0) — F(0,1) + F(0, 0) = 1—1—1+4+0 = —1; ’

wegen (2) ]mnn alsa F mcht V il funktion eines zweidi ionalen zufélligen Vekt;ors sem
g n, die sichern, daB eine Funktion von mek
lichen Vertex]ungufunktmn eines zufalhgen Vektors ist, verweisen wir auf die beerntur

In der mathematischen Statistik werden wir uns oft mit Funktionen eines zufélligen
Vektors (X;, X, ..., X,) beschiiftigen, z. B. mit den Funktionen g(X,, X,, ..., X,)
=X, + X, + - + X, und g(Xy, Xy, o0, o) = X + X2+ -+ + X, Da wir
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uns dabei besonders fiir die Wahrscheinlichkeit il Icher Funktionen inter-
essieren, ist es wichtig, eine hinreichend groBe Klasse von Funktionen g zu kennen,
fir die die durch [g(X;, Xj, ..., Xy)] () = g{X:(o), X,(a)), «» Xy(@)) auf Q defi-
nierte Funktion g(X,, X,, ..., ,.) eine ZufallsgroBe ist, also eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung besitzt. Wir geben dazu ohne Beweis den folgenden Satz an:

Satz 2. Es seien [Q, %, P] ein Wakrscheinlichkeitsraum, (X,, X,, ..., X,) ein
n-dimensionaler zufilliger Vektor (iiber [Q, U, P]) und g eine auf der Menge aller
n-Tupel reeller Zahlen definierte reellwertige stetige Funktion. Dann ist die durch

9(Xy, X, ..., Xa)] (@) = g(ZXs(0), Xa(@), ..., Xa()) ®
auf Q definierte Funktion g(X,, X,, ..., X,) eine Zufallsgrope (iiber [Q2, A, P)).
Speziell sind also fiir die durch

9(@1; Bay oevs Ty) = 21 + T3 + =+ + Ty,

I(@1; Tay ooy Ta) = 2,2 + 20 + o0 + 7!
oder

921, Ty oovs Ty) = By Ty o+ Ty
gegebenen Funktionen g die auf 2 definierten Funktionen g(X;, Xj, ..., X,) Zufalls-
groBen.

Nachfolgend beschriinken wir uns auf den Fall n = 2; wir beschiftigen uns also
speziell mit zweld.lmensmnnlen zufiilligen Vektoren (X, Y). Von Interesse ist oftmals
die Wahrscheinlichl erteilung z. B. der Zufallsgré8e X im Rahmen des zufilligen
Vektors (X, Y). Es gilt (vgl. 2.4., 4., Satz 1)

Friz) =P(X <2)=PX <2z Y < o)
=1lmP(X <z, Y <y) =lim Fyyz,y).
y> y—>o0

Definition 2. Die durch
Fx(z) = im Fix yy(z, y) (4)
Yy
gegebene Verteilungsfunktion Fy heiBt Randverteslungsfunkiion von X der gemein-
samen Verteilung von X und Y; die hierdurch gel ichnete Wahrscheinlich-
keitsverteilung heift Randverteilung von X der gemeinsamen Verteilung von X und

Y. (Entsprechende Definition fiir die Randverteilungsfunktion Fy von Y der ge-
meinsamen Verteilung von X und Y.)

Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit der Bemerkung, da8 man zu einem
n-dimensionalen zufilligen Vektor offenbar : Randverteilungen k-di ionaler
zufiilliger Vektoren betrachten kann (k =1, 2, ...,n — 1).
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6.2.  Diskrete zufillige Vektoren

Definition 1. Ein zufélliger Vektor heiBt diskret, wenn er endlich oder abzihlbar-
unendlich viele Werte annehmen kann.
In den weiteren Ausfiihrungen wollen wir uns auf den Fall eines zweidimensionalen

zufiilligen Vektors beschriinken.
Vom Standpunkt der Wahrscheinlichkei hnung konnen wir einen zweidimen-

sionalen zufiilligen Vektor (X, Y) dann als gegeben ansehen, wenn alle Werte (z;, yi)
des zufélligen Vektors und die zugehérigen sogenannten Einzelwahrscheinlichkeiten

Piu=PX =, Y =y, (1)
mit denen der zufillige Vektor (X, Y¥) diese Werte annimmt, gegeben sind. Einen
zweidimensionalen zufilligen Vektor (X, ¥) kann man daher auch durch die so-
genannte Verteilungstabelle .

Y
X Y Y Ys

Z "Pu Pz Pz .- D
Ly P2y Dz Pas - Ps.
2)
P1 P2 Pz . | D=1

kennzeichnen. (Die Bedeutung von p; und p; erkliren wir etwas spiter.) Fiir die
Einzelwahrscheinlichkeiten p;; gilt

Pu =0, é‘?n=1- (C)]
Die Werte der Verteilungsfunktion Fy y, ergeben sich aus den Einzelwahrachein-
lichkeiten p;, gemi8

Fay@y)=PX<z,¥Y<y)=) PX=z,Y =y -=Z; Pas (4

i<z iy
kp<y kin<y
wobei die Summation iiber alle ¢+ und % zu erstrecken ist, fiir diez; <z und y, < y

gilt. X
Wir wollen nun die Randverteilungen eines diskreten zufilligen Vektors (X, Y)

kennzeichnen. Die Randverteilung von X ist eine diskrete Verteilung; X nimmt die

Werte z; mit den Wahrscheinlichkeiten ;

Pi. =§p.-¢=‘k‘?P(X=z.-, Y=u) (5)
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an. Ebenso ist die Randverteilung von Y eine diskrete Verteilung; ¥ nimmt die
Werte y, mit den Wahrscheinlichkeiten

Pi=XNpu=2PX=z,Y=4) (6) .

an. In der Verteilungstabelle (2) haben wir die die Randverteilung von X bzw. Y
kennzeichnenden Zahlen p; bzw. p in der letzten Spalte bzw. Zeile eingetragen.

Wir wollen uns nun mit einigen Charakteristiken bei zweidimensionalen diskreten
zufilligen Vektoren (X, Y) beschéftigen. Neben Erwartungswert und Streuung
der ZufallsgroBen X und Y — sofern diese GroBen existieren — interessiert ins-
besondere eine MaBzahl zur Erf: g der gegenseitigen Abhiingigkeit: der Zufalls-
gréBen X und Y. Wir behandeln hier die sogenannte Kovarianz und — darauf auf-
bauend — den sog ten Korrelationskoeffizienten. Zuvor notieren wir eine
Formel zur Berechnung des Erwartungswertes einer Funktion eines diskreten zufél-
ligen Vektors, woraus sich Formeln fiir den Erwartungswert und die Streuung einer
Summe von ZufallsgroBen ergeben.

Satz 1. Es seien (X, Y) em diskreter zufallcger Vekitor, der die Werte (x;, yi) mit den
Wahrscheinlichkeiten py t, und g eine auf der Menge aller Paare reeller Zahlen
definierte reellwertige stetige Funktion. Konvergiert die Reihe 2 9(2i, Yi)pix absolut
(@ b, gikt Z lote 9| P < o0), 0 gilt

EV(X: Y)= é‘ 9(%i> Yx) Dix (M
(vgl. 4.3., Satz 2).
Auf die Darstellung des Beweises verzichten wir.
Fiir g(z, y) = z bzw. g(z, y) = y erhalten wir speziell
EX = -2 zip;, baw. EY = .3: YePas (8)

d. h. den Erwartungswert der ZufallsgréBe X bzw. ¥ im Rahmen der gemeinsamen
Verteilung der ZufallsgréSen X und Y, sofern die in (8) angegebenen Reihen absolut
konvergieren.

Unter entsprechender Voraussetzung ergibt sich fiir g(z, y) = (x — EX)?* baw.
g(z, y) = (y — EY)? die Streuung der ZufallsgroBe X bzw. Y im Rahmen der
gemeinsamen Verteilung der ZufallsgréBen X und Y,

DX = 3 (z; — EX)*p;, baw. DY =) (h — EY)p,- ©)
. T k
Wir wollen uns jetzt dem Fall g(x, y) = = + y zuwenden.

Satz 2. Es sei (X, Y) ein diskreter zufilliger Vektor. Dann gilt
EX + Y)=EX + EY, (10
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wobei die Existenz der auf der rechten Seite von (10) angegebenen Erwartungswerte
vorausgeselzt ist.

Beweis. Die durch g(z,y) =« + y gegebene Funktion erfiillt alle in Satz 1
genannten Voraussetzungen. Also gilt (7) und damit

EX+Y)= Z: @ + ye) P = Z‘: zpa + Z’: YD
1, t, il
=Xz + Zups=EX + EY.
Die Giiltigkeit der folgenden Aussage ergibt sich hieraus unmittelbar mit dem Prin-
zip der vollsténdigen Induktion.

Folgerung 1. Es seien X,, X,, ..., X,, diskrete Zufallsgrbﬂen mit den Erwa,rmnga-
werten EX,, EX,, ..., EX,. Dann gtlt

E(Xl + Xy + - +X,.)=EX1+EX2+-~- + £X,. (11)

Wir bemerken, daB man zur Berechnung des Erwartungswertes einer Summe
diskreter ZufallsgroBen nicht deren gemeinsame Verteilung benétigt; dazu reicht
die Kenntnis der Wahrscheinlichkeitsverteil ngen der einzelnen ZufallsgréBen aus.
Anders verhiilt es sich bei der Streuung.

Satz 3. Es sei (X, Y) ein diskreter zufdlliger Vektor. Dann gilé
DX + Y) = DX + DY + 2(EXY — (EX) (EY)), (12)

wobei die Existenz der auf der rechien Seite von (12) angegeb Grépen vorausg
ist. . :

Beweis. Unter Verwendung von D*Z = EZ* — (EZ)® (vgl. 4.3., Satz 3) und
obiger Folgerung 1 erhalten wir

DX+ Y)=EX + Y2 — (EX + D) .
= E(X? | 2XY + Y*) — (EX + EY)®
= EX* + 2EXY + EY* — (EX)® — 2(EX) (EY) — (EY)
= DX + D*Y + 2(EXY — (EX) (EY)).

Definition 2. Es sei (X, Y) ein diskreter zufiilliger Vektor, der die Werte (z;, 4)
mit den Wa.hrscheml\chkelten Pir annimmt. Dann heiBt die durch

cov (X, Y) = B(X — EX) (Y — EY) =:}_';' (@i — EX) (e — EY) py  (13)
definierte Zahl Kovarianz von X und Y; dabei ist neben der Existenz von EX und

EY die absolute Konvergenz der auf der rechten Seite von (13) stehenden Reihe
vorausgesetzt.
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Wir haben in (13) zu beachten, daB wegen der Stetigkeit der durch g(z, y) = (z — EX) (y — EY)
gegebenen Funktion die auf Q definierte Funktion (X — EX) (Y — EY) eine ZufallsgroBe ist
und daB fir den Erwartungswert dieser ZufallsgroBe auf Grund der Voraussetzungen in der
Definition 2 gemi8 (7) die Beziehung

E(X — EX) (Y — EY) = X (% — BX) (y: — EY) pax
gilt. : ik

Man rechnet leicht nach, da8
cov (X, f) — EXY — (EX) (EY) (14)
gilt, so daB man (12) auch in der Form
DXX 4 Y) =D*X + D*Y + 2 cov (X, Y) (15)
schreiben kann. Offenbar gilt.cov (X, X) = D*X. Die (symmetrische) Matrix

( DX oov (X, Y)) (16)
cov (X, ¥) DY

bezeichnet man als Kovarianzmatriz des zufilligen Vektors (X, ¥). Allgemein heiBt
die einem n-dimensionalen diskreten zufiilligen Vektor (X, X, ..., X4) zugeordnete
Matrix (by), by = cov (X;, X;) Kovarianzmatrix ; in der Hauptdiagonale stehen dabei
die Streuungen der Komponenten des zufilligen Vektors (bﬁ = cov (X;, X;) = D’X,»).

Definition 3. Es sei (X, Y) ein diskreter zufilliger Vektor, der die Werte (x;, yi)
mit den Wahrscheinlichkeiten p;; annimmt. Dann heiBt die durch

cov (X, T) é‘ (% — EX) (y — EY) par

VBXVDT VX« — EX7 5. 13 th— BVP2a

oX, ¥) = (17)

definierte Zahl Korrelationskoeffizient von X und Y ; dabei ist die absolute Konver-
genz der in (17) vorkommenden Reihen und D*X > 0, D*Y > 0 vorausgesetz.

Uber die Eigenschaften des Korrelati nskoeffizient gibt der folgende Satz
Auskunft.

Satz 4. Es sei (X, Y) ein diskreter zufalliger Vektor mit dem Korrelationskoeffi-
zienten o(X, Y).

1. Esgili |o(X, Y)| = 1.

‘2. Es gilt |o(X, Y)| = 1 genau dann, wenn es Zahlen a % 0 und b gibt, so dap
Y = aX + bgilt.
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Beweis. Wir betrachten die durch Standardisieren aus X und Y hervorgehenden Zufalls-
X - E’X‘md Y. = Y—EY

Ben X, = = . Wi EX,= EY, =0 gilt
goen Xy ==z W o= g - Ween Bl = FT = 0gl
X —EX\ (Y —E E(X — EX) (Y — EY)
Xo Yy) = EX Y, =E =
soviRe = Flete (vm—x )( yp-—yy) /o°x VT

=o(X, 7).
Mit D3X, = DY, = 1 erhalten wir damit (vgl. (15))
DY (X, £+ Y,) = D*X, + D*Y, + 2 cov (X, ¥,) = 2(1 £ o(X, T)). ®
1. Da die Streuung einer ZufallsgraBe eine nichtnegative Zahl ist, folgt aus (*): 1 + o(X, ¥)
20, a0 (X, ¥) = —1und (X, ¥) < 1,d.h. |o(X, T)| = 1.

2. a) Gilt o(X, ¥) ="+1, so ist wegen (*) D¥X, F Y,) =0. Die ZufallsgroBe X, F ¥,
besitzt also eine Einpunktverteilung (vgl. 4.3., Satz 4). Wegen

E(XyF Y,) =EX, FEY;=0F0=0

. folgt P(Xy, F ¥, = 0) = 1,d. h,, es gilt ¥, = + X, oder anders ausgedriickt, es gilt ¥ = aX + b
mit

Y a4 s—rpyFEx. 12X

VX VDX

b) Gilt ¥ = aX + b (a, b reell), so gilt EY = aEX + b (vgl. 4.3., Satz 1), D'Y = a'D8X
(vgl. 4.3., Satz 5) und damit

a= 1

__|eov (X, Y)| _ |B(X — EX) (aX + b —aBX —b)|

- DX VD°T 1D°X Ya'D'x

_ el BX—EX)} _ DX _
6DPX X DX

Damit ist Satz 4 vollstindig bewiesen.

le(X, 7))

1.

Der Satz 4 beinhaltet, daB der Korrelationskoeffizient eine zwischen —1 und -1
gelegene MaBzahl fiir die lineare Abhéingigkeit zweier ZufallsgroBen ist, wobei lineare
Abhiingigkeit dann und nur dann vorliegt, wenn der Betrag des Korrelationskoeffi-
zienten gleich Eins ist. Auf den Fall ¢ = 0 ke wir in Abschnitt 6.4. zuriick;
jedenfalls folgt aus ¢ = 0 nicht, daB zwischen den ZufallsgroBen X und Y keine
funktionale Abhingigkeit, also keine Beziehung der Form Y = g(X) bestehen kann.

Beispiel. X nehme jeden der Werte —1, 0 und +1 mit der Wahrscheinlichkeit
%a.n. Dann gilt EX = 0 und DX > 0. Wir setzen nun ¥ = X?; es gilt D*Y > 0.
Die ZufallsgroBe X - ¥ = X® nimmt dann auch jeden der Werte —1, 0 und +1 mit
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der Wahrscheinlichkeit % an, so daB EX?® = 0 gilt. Damit wird (vgl. (14))

cov (X, ¥) = EXY — (EX) (EY) =EX* —0=0—0=0

und also ¢(X, ¥) = 0. wobei aber zwischen ¥ und X eine funktionale Abhiingigkeit
(und zwar ¥ = X?2) besteht.

6.3.  Stetige zﬁfﬁlllge Vektoren

Wir beschriinken uns auch hier auf die Betrachtung zweidimensionaler zufélliger
Vektoren; dabei wird klar, wie der allgemeine Fall zu behandeln ist.

Definition 1. Ein zufélliger Vektor (X, Y) heiBt stetig, wenn es eine auf der Menge
aller Paare reeller Zahlen definierte nichtnegative stetige Funktion f.x , gibt, so daB

b d [
P(agxsb,cgYgd)=fff(x,y,(z,y)d’!ld"’ o

3

fura.llereellenZa.h]ena,b c,dnnt.aSb ¢ < d gilt.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung eines stetigen zuféilligen Vektors (X, Y)ist durch
die Funktion fy,y, die als Wuhr.schemlwhkeotadwhte (auch: Verteilungsdichte,
Dichte oder Dichtefunktion) des zufilligen Vektors (X, Y) oder als gemelmwme
Wahrscheinlichkeitsdichte der ZufallsgroBen X und Y bezeichnet wird, f legt.
Die Werte der Verteilungsfunktion Fx,y, ergeben sich anhand der Wa.hrschemhch—
keitedichte fz,y, gemiB

Far(@ y) = [ [fenfuv)dodu. @

Den Zusammenhang (2) zwischen Verteilungsfunktion Fi,y) und Wahrscheinlich-
keitsdichte fx,y, kann man auch in der Form
2F x,v\(2, y)
oz oy
ausdriicken.

= fr.r(®¥) : ©)]

Wir befassen uns nun zuniichst — der Behandlung der diskreten zufélligen Vek-
toren entsprechend — mit den Randverteilungen und interessieren uns danach fiir
spezielle Charakteristiken bei stetigen zufiilligen Vektoren; Definitionen und Aus-
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sagen erweisen sich dabei weitgehend als analog zu entsprechenden Definitionen und
Aussagen in Abschnitt 6.2.

Die Randverteilung der ZufallsgroBe X im Rahmen des stetigen zufilligen Vektors
(X, Y) ist eine stetige Verteilung; wegen

z ©
Fy(@) =lm Fry@,9) = [ [fan(ty)dydt
y—>00 -0 —00
ist die Wahrscheinlichkeitedichte fy der ZufallsgréBe X — die in diesem Zusammen-
hang als Rand il dichie bezeichnet wird — durch

¢

(@) = [ fari@ ) dy @

—00
gegeben. Ebenso ist die Randverteilung von Y eine stetige Verteilung; fiir die Rand-
verteilungsdichte fy gilt

fr(@) = [ far(@ y) da. )

Wir geben nun — ohne Beweis — eine Formel zur Berechnung des Erwartungs-
wertes einer Funktion eines stetigen zufélligen Vektors an.

Satz 1. Es seien (X, Y) ein stetiger zufilliger Vektor mit der Wahrscheinlichkeits-
dichte fx,y, und g eine auf der Menge aller Paare reeller Zahlen definierte reellwertige

stetige. Funktion. Konvergiert das Integral [ [ g(w,y) fue.v(®, y) de dy absolut (d. h.,

gt [ [ 1o 9) fur.rlm, 9) dz dy < o0), 0 gilk
By(X, Y)= [ [g@9)furizy)dedy 6

(vgl. 6.2., Satz 2, und 6.2., Satz 1).

Erwartungswert und Streuung von X bzw. ¥ im Rahmen der gemeinsamen Ver-
teilung von X und Y ergeben sich hiermit unter Verwendung der entsprechenden
Randverteilungsdichten zu

EX = [ afy(@)de baw. EY = [ ylyly)dy ™
und - -

DX = [ EXpfleds baw. DY = [ —EVPhindy, O

wobei die absolute Konvergenz der auftretenden Integrale vorausgesetzt ist.
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Wir wollen uns nun der Berechnung des Erwartungswertes E(X 4 Y) im stetigen
Fall zuwenden.

Satz 2. Hs sei (X, Y) ein stetiger zufilliger Vektor. Dann gilé
E(X + Y)=EX + EY, . ®

wobes die Existenz der auf der rechten Seite von (9) angegeb Erwartungswerte voraus-
geselzt ist (vgl. 6.2., Satz 2). :

Beweis. Die durch g(z,y) =z + y gegebene Funktion erfiillt alle im Satz 1
genannten Voraussetzungen. Also gilt (6) und damit

EX+Y)=[ [(&+9feriey) dzdy

jf (f j; ?x.yﬂ% 9) dy) do + _f:("i E(x,y,(x, 9 .u) oy

= [afr(@)dz + [ yty(y) dy
=EX + EY.

Der Erwartungswert einer Summe von stetigen ZufallsgroBen ist also — wie bei
diskreten ZufallsgroBen — gleich der Summe der Erwartungswerte. Damit gilt die
Formel

DXX + ¥) = D*X + D*Y + 2(EXY — (EX) (EY)) (10)
(vgl. 6.2., Satz 3) auch fiir stetige ZufallsgréBen X und Y, denn im Beweis zu Satz 3.

(8.2.) haben wir nur Rechenregeln fiir Erwartungswert und St g in Anspruch
genommen, die auch im stetigen Fall giiltig sind.

Unter Bezugnahme auf Satz 1 definieren wir — analog dem Vorgehen im diskreten
Fall ~ Kovarianz und Korrelationskoeffizient fiir den stetigen Fall.

Definition 2. Es sei (X, Y) ein stetiger zufilliger Vektor mit der Wahrscheinlich-

keitadichte f.r,y). Dann heiBt die durch
cov (X, ¥) = B(X —|EX) (Y —EY)= [ [ (¢ — EX)(y — EY) .y y) dedy
=% =® (11)

definierte Zahl Kovarianz von X und Y; dabei ist neben der Existenz von EX und
EY die absolute Konvergenz des auf der rechten Seite von (11) stehenden Integrals

vorausgesetzt.
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Definition 3. Es sei (X, Y) ein stetiger zufiilliger Vektor mit der Wahrscheinlich-
keitedichte fx,y,. Dann heiBt die durch

[ [ @—EX)(y — BY) fur\(, y) du dy

o, 7) = cov (X, Y) - —o0 —00
VDX YDY Vf(z-ﬂx)'fx(s)dxl/f(y—EY)’fY‘-'I)“y
(12)

definierte Zahl Korrelationskoeffizient von X und Y ; dabei ist die absolute Konver-
genz der in (12) vorkommenden Integrale vorausgesetzt.
Da im Beweis zu Satz 4 (6.2.) keine iell haften disk ZufallsgroBen, sond

P

nur Rechenregeln fiir Erwartungswert und Smnung verwendet wurden, die auch fiir stetige
ZufallsgroBen giiltig sind, gelten die Aussagen des Satzes 4 (6.2.) auch fir den Fall stetiger Zu-
fallsgroBen.

Satz 3. Es sei (X, Y) ein stetiger zufilliger Vekior mit dem Korrelationskoeffizienten
oX, Y).

1. Esgilt |o(X, )| < 1.

2. Es gilt |o(X, Y)| = 1 genau dann, wenn es Zahlen'a == 0 und b gibt, so daf

Y = aX + bgilt.

Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit der Untersuchung der sogenannten zwei-
dimensionalen Normalverteilung, einer in den Anwendungen sehr hiufig verwendeten
Verteilung eines zweidimensionalen stetigen zufilligen Vektors.

Definition 4. Es seien y;, und p, beliebige reelle Zahlen, 0, und o, beliebige
positive Zahlen und g eine beliebige Zahl mit || < 1. Ein zweidimensionaler stetiger
zufilliger Vektor (X, Y) heiBt normalverteilt (mit den Parametern u,, s, 0,3, 0,3, o),
wenn die Wahrscheinlichkeitsdichte f,,y, die Form

1 1 [le=m)? _gplE—t) W) (v—n-)‘]

fan(@y) = ————¢ -1 "o 2 o
270,03 }/l—g’

(—o<z<o00,— 00 <y<o0)

(13)

hat.

Der folgende Satz gibt Auskunft iiber die Bedeutung der Parameter einer zwei-
dimensionalen Normalverteilung (vgl. dazu Abschnitt 5.4.).

Batz 4. Es sei (X, Y) normalverteilt mit den Parametern p,, ps, 0,3, 033, 0.

1. Die Randverteilung von X ist ¢ine N(u,, 0,3)-Verteilung.

2. Die Randverteilung von Y ist eine N(u,, 0,3)-Verteilung.

3. Es gilt cov (X, Y) = 0,0, und o(X, Y) = o.



122 6. Zufallige Vektoren

Beweis. Fir die Randverteilungsdichte fx, fx(z) = ff(x y)\@ ¥) dy ergibt sich unter Ver-
wendung der Substitution

tm e (Y=t _ T
m A 0y

o _£
und mit [e 2 d¢ =2x die Bezichung
-0

1 d@—wm)t @ 1 _lz—m)*
fre=s—e * ' .fe Pd=——c ' =g@ma,
270y 2n 0y

d. h., X ist normalverteilt mit den Parametern u, (= £X) und 0,3 (= D*X). Damitistklar, daB ¥
normalverteilt ist mit den Parametern uy (= EY) und o,? (= D*Y).
Fir die Kovarianz

o0 o0
oov (X, V)= [ [(&—EX)(y— EY) fix.p(z,y) dedy

-0 —00
erhiilt man mit den Substituti w=2"4 ynd y = L= gjo Beziehung
SIS O3
~ _'ﬂ ——-" (v—pn)*
oov (X, V)=—2%__ [y 2 fve A= dv |du.
© 2x)1 —?
Loo oo

Fiir das innere Integral ergibt sich mit der Substitution

— 1 —_
A

.
und mit j:e“? dt=V2n ma_zu'% dt = 0 der Wert gu ¥2; hiermit ergibt sich unter Beach-
3 u
tung von f w' 2 du = J2n schlieBlich
A
cov (X, 7) = 2. ¢ V2 - V2m = ooy
und damit o(X, ¥) = g.

Wir halten insbesondere fest, daB die Randverteilungen einer zweidimensionalen
Normalverteilung auch Normalverteilungen sind. SchlieBlich bemerken wir, daB im
Fall ¢ = 0 die Beziehung

fx.n(@ ) = @(@; p, 01?) - @Y pa, a,%) (14)
gilt, d. h., daB im Fall ¢ = 0 das Produkt der Randverteilungsdichten gleich der

men Wahrscheinlichkeitsdichte ist.
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6.4.  Unabhingigkeit von ZufallsgréBen

Der Begriff der Unabhiingigkeit von ZufallsgroBen ist von zentraler' Bedeutung in
der Wahrscheinlichkeitstheorie. Bevor wir die Unabhiingigkeit von ZufallsgroBen
definieren, erinnern wir an die Definition der Unabhiingigkeit bei zufilligen Ereig-
nissen: Zwei zufillige Ereignisse A und B heilen unabhingig voneinander, wenn
P(A n B) = P(4) P(B) gilt (vgl. 3.3., Definition 1). Entsprechend wird man zwei
ZufallsgréBen X und Y als voneinander unabhingig bezeichnen, .wenn jedes mit
der ZufallsgréBe X im Zusammenhang stehende Ereignis A unabhéngig ist von
jedem mit der ZufallsgréBe Y im Zusammenhang stehenden Ereignis B, d. h. ins-
besondere, wenn fiir beliebiges # € R und beliebiges y € R die Ereignisse (X < x)
und (¥ < y) unabhingig sind, also P(X <z, ¥ <y) = P(X <z) P(Y < y)gilt.

In der nachfolgenden Pefinition wird diese Beziehung dem Begriff der Unabhingig-
keit von zwei ZufallsgroBen zugrunde gelegt, wobei zur Formulierung die gemein-
same Verteilungsfunktion der ZufallsgroBen X und Y und die Randverteilungs-
funktionen von X und Y herangezogen werden.

Definition 1. Es sei (X, Y) ein zufilliger Vektor mit der Verteilungsfunktion
Fx,y) und den Randverteilungsfunktionen Fy und Fy. Die Zufallsgré8en X und Y

heifien (voneinander) bhéngig (auch: stochastisch bhingig), wenn
- Fan(@y) = Fxlz) Fr(y) (1
fiir alle reellen Zahlen z und y gilt.
Wir weisen darauf hin, daB man in jedem Fall aus der gemei en Vert

funktion der Zufallsgréfen X und Y die Ra.ndvertellungsﬁmktlonen dieser Zufalls-
groBen bestimmen kann (vgl. 6.1., Definition 2). Im Fall der Unabhiingigkeit von X
und Y ist auch das Umgekehrte méig]ich, man kann aus den Randverteilungsfunk-
tionen gemiiB (1) die gemeinsame Verteilungsfunktion berechnen.

Die folgenden beiden Sétze enthalten dquivalente Formulierungen der Unabhéngig-
keit zweier ZufallsgréBen X und Y fiir den Fall, daB (X, Y) diskret bzw. stetig ver-
teilt ist; diese Formulierungen erfolgen anhand der Einzelwahrscheinlichkeiten
bzw. der Wahrscheinlichkeitsdichten und sind im konkreten Fall leicht nachpriifbar.

Satz 1. Es sei (X, Y) ein diskreter zufilliger Vektor, der die Werle (i, yi) mit den
Wahrscheinlichkesten pg 7 Die ZufallsgroBen X und Y sind genau dann unab-
héngig voneinander, wenn

PX=2,Y=y) =P (X =m) (Y =),

d. h., wenn
Pir = DiP.k (2)
fiir alle & und k gilt.
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Beweis. a) Es seien X und Y unabhingig voneinander. Dann gilt (1) und damit fir jede
positive Zahl ¢ (vgl. 6.1. (2))

P = X<zitey=Y<y+e
=Firy @+ &y +8) — Fxy) @ + 6 9) — Far,y) @ 96 + &) + Fox,y) i 92)
= Fx(%; + &) Fy(yr + &) — Fx(z; + &) Fy(y) — Fx(%) Fy(ye + ) + Fx(z;) Fy(ys)
= (Fx(@ + o) — Fx(@) (Fy(ye + &) — Fr(ys)-

Fiir & — 0 ergibt sich hieraus (vgl. 2.4., Satz 1, und 4.1. (3))
PX =z, Y =yp) = pip = P(X = z;) P(Y = ) = pi.px»

d. h., es gilt (2).
b) Es gelte (2) fiir alle ¢ und k. Dann gilt fiir beliebige reelle Zahlen z und y

Fixy)zy) = X pa = X pivx = ( X i ) ( z Pi) Fx(z) Fy(y),
. i<z in<z iiz<z / \k:yp<y
kEp<y  En<v
d. h., es gilt (1).

Satz 2. Es ses (X, Y) ein stetiger zufalliger Vektor mit der Wahrscheinlichkeitsdichte
fix.v) und den Randverteilungsdichten fx und fy. Die Zufallsgrfen X und Y sind genau
dann unabhingig voneinander, wenn

fxr(@, y) = fx() fr(y) @
fiir alle reellen Zahlen z und y gilt:

Beweis. a) Es seien X und Y unabhiingig voneinander. Dann gilt (1) und damit (vgl. 6.3., (3))

PPz y\zy) _ PFx() Fy(y) _ dFx(z)dFy(y)
oz oy oz 0y dz dy

fx.n(@y) = = fx(2) fy(®),

.d. h., es gilt (3).
b) Es gelte (3) fiir alle z € R und y € R. Dann gilt

z ¥ z ¥
Fowyzy) = [ [hxnw o) dvdu = [ [ fx(w) fr(v) do du”

—0 —00 —o0 —o0

- Y
= (f/x(u) du) ( [ tr®) dv) = Fx(z) Fy(u),

d.h.,esgilt (1).

Der folgende Satz beinhaltet einfach beweisbare Konsequenzen der Unabhingig-
keit zweier ZufallsgroBen, die fiir das praktische Arbeiten mit unabhiingigen Zufalls-
groBen sehr niitzlich sind.

Satz 3. Bs sei (X, Y) ein diskreter bzw. stetiger zufdlliger Vektor mit Z || P < 00

j [ oyl fr.r(@, 9) dody < co. Damn gilt im Fall der Umbhanqsglmt der

-0 —oo
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Zufallsgrofen X und Y :

1. EXY = (EX) (EY),

2. cov (X,Y)=0,

3. oX,Y)=0,

4. DX + Y) = D*X + D*Y.

(Bei 3. und 4. ist die Existenz und Positivitit der Streuungen von X und Y voraus-
gesetzt.)

Beweis. Die Aussagen 2, 3 und 4 ergeben sich ittelbar aus der Aussage 1 (fiirr den dis-
kreten Fall vgl. dazu 6.2. (14), (17) und (15)). Es geniigt also, die Aussage 1 zu beweisen.

a) Es sei (X, ¥) diskret. Dann gilt mit Satz 1 (vgl. auch 6.2. (7) fir g(z, y) = xy)
EXY = X ziyapix = X Spi Pk = (E ZiPi.) (Z' !M’.t) = (EX) (EY).
ik ik g k
b) Es sei (X, Y) stetig. Dann gilt mit Satz 2 (vgl. auch 6.3. () fir g(z, y) = zy)

EXY = [ [ ayfizve,y) dzdy = [ [ zyfx(=) fyly) dz dy

- ( [atxta) dx) ( ) dy) — (Ex) EY).

—oo

Aus der Unabhiingigkeit der ZufallsgréBen X und Y folgt also, daB der Korrela-
tionskoeffizient (X, ¥) gleich Null ist. Die Umkehrung dieser Aussage gilt nicht,
aus o(X, ¥Y) = 0 folgt nicht die Unabhingigkeit von X und Y. (Vgl. hierzu das Bei-
spiel am SchluB von 6.2.; es gilt o(X, Y) =0, aber z. B. P(X =1, Y =1) = %

+ %% = P(X = 1) P(Y = 1), 50 da8 X und ¥ nicht unabhiingig sind.)

Definition 2. Es sei (X, Y) ein (diskreter oder stetiger) zufilliger Vektor. Gilt
o(X, ¥) = 0, so heiBen die ZufallsgréBen X und Y unkorreliert.

Bemerkenswert ist die folgende Aussage iiber die zweidimensionale Normalver-
teilung (vgl. 6.3., Definition 4), die sich unmittelbar mit Satz 2 ergibt (vgl. auch 6.3.
(14)).

Satz 4. Es sei (X, Y) ein normalverteilter zufilliger Vektor. Sind die Zufallsgrofien
X und Y unkorreliert (o(X, Y) = ¢ = 0), so sind sie unabhingig.

Die Aussage 4 aus Satz 3 148t sich ausdehnen auf den Fall einer beliebigen end-
lichen Anzahl paarweise unkorrelierter ZufallsgréBen.
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Satz b. Es seien X, X,, ..., X, paarweise unkorrelierte Zufallsgropen (o(X;, X;)=0
firj +=k;j, k=1,2,...,n). Dann gilt

D¥X, + X + - + X,) = D*X, + D*X, + -+ + D*X,. @
Beweis. Mit D*Z = EZ* — (EZ), cov (X, ¥) — EXY — (EX) (BY) u.nd der Aussage, daB
der Er

der wert einer Summe von ZufallsgroBen gleich der S ngswerte
dieser ZufallsgroBen ist, ergibt sich

() -l - e )
(._zx--pzzxx,) (émx,-)'

i<k

" n
E EX2 42 Z E'X,X, (EX,')’ - 2"2'1(EX,) (EX,)
- ;<k . TS
n n
=.21(EX." — (EX)?) + ?kzl(EX,X. — (BX;) (EXy))
= ik
L] "
= 3 D'X; + 2 ¥ cov (X}, Xp).
i=1 jem1
i<k
Gilt nun o(X;, X;) = 0 fixr j = k, 80 ist cov (X;, Xj) = O fiir j == k, und es gilt also (4).

Wir wollen nun — in Erweiterung der Definition 1 — erkliren, was wir unter der
Unabhiingigkeit von n ZufallsgréBen verstehen (n natiirliche Zahl).

Definition 3. Es sei (X, X,, ..., X,) ein n-dimensionaler zufilliger Veltor mit

der Verteilungsfunktion Fy, Ky X Die ZufallsgréBen X, X,,.. X, heiBen
(untereinander vollstandig) gtg (auch: stochastisch bhiingig), wenn

Fix, x,..x)(@1 Tay oo0s Ty) = Fx, (%)) - Fx (%5) -+ Fx () (5)

fiir alle reellen Zahlen z,, z,, ..., z, gilt; dabei bezeichnet Fy, die Randvérteilungs-
funktion von X; (¢ = 1, 2, ..., n).

Aus der vollstindigen Unabhiingigkeit der ZufallsgréBen X, X, ..., X, folgt offen-
sichtlich deren paarweise Unabhiingigkeit; die Umkehrung dieser Aussage gilt nicht
(vgl. dazu auch das Beispiel in Abschnitt 3.3.).

Ist (X, Xy, ..., X,) ein diskreter bzw. stetiger zufilliger Vektor, so ist zur voll-
stindigen Unabhingigkeit der ZufallsgréBen X, X,, ..., X, eine der Formel (2)
bzw. (3) entsprechende Aussage équivalent.

Beim Arbeiten mit unabhiingigen ZufallsgréBen bendtigt man zuweilen die folgende
— inhaltlich sehr einleuchtende — Aussage, die wir aber nicht beweisen wollen.
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Satz 6. Es seien X,, X,,..., X, unabhingige Zufallsgrofen, gy, gs, ..., gu auf der
Menge der reellen Zahlen definierte reellwertige stetige Funktionen. Dann sind g,(X,),
92(Xs), ..., gn(X,) ebenfalls unabhingige Zufallsgropen. _

Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit der Erklirung, was wir unter einer Folge
unabhiingiger ZufallsgroBen verstehen.

Definition 4. Eine unendliche Folge X,, X, ..., X,, ... von ZufallsgroBen heiBt
eine Folge unabhingiger Zufallsgrofen, wenn fiir jede natiirliche Zahl n = 2 die
ZufallsgroBen X, X,, ..., X, untereinander vollstindig unabhiingig sind.

6.5.  Verteilung.von Funktionen von ZufallsgréBen

In diesem Abschnitt wollen wir in der Hauptsache die Wahrscheinlichkeitsvert
von Summe, Differenz, Produkt und Quotient zweier unabhingiger Zufa.llsgroBen

bestimmen. Wir begi mit speziellen Aussagen hierzu iiber die Binomialver-
teilung (vgl. 4.5.) und iiber die Poissonverteilung (vgl. 4.7.).
Satz 1. Die Zufallsgréen X und Y seien bhingig und binomialverteilt mit den

Parametern n, und p bzw. ny und p. Dann ist Z = X + Y binomialverteilt mit den
Parametern n, + ng und p.

Auf die Darstellung des nicht schwierigen Beweises verzichten wir; die Aussag
ist ohnehin klar, wenn man sich daran erinnert, da8 die absolute Haufigkeit des Eintre-
tens eines zufilligen Ereignisses A4 mit der Wahrscheinlichkeit P(4) = p in % unab-
hiingigen Wiederholungen des zugrunde liegenden Versuches binomialverteilt ist
mit den Parametern » und p (vgl. 4.5., insbesondere die Ausfiilhrungen nach Defi-
nition 1).

Satz 2. Die Zufallsgrofen X und Y seien unabhingig und poissonverteilt mit dem
Parameter A bzw. p. Dann ist Z = X + Y poissonverteilt mit dem Parameter A + p.

Beweis. Die Werte von Z sind die Zahlen 0, 1, 2, .... Es gilt fir ! =0, 1, 2, ...

PZ=1l)=PX + Y=l)=Z“P(X=i,Y¥1—i)
j=0
{ ]
=£,P(X=i)P(Y=l—i) =£TU;1)P('—i;#)

1 i 1—j (A+u)
= g B T 2({),11,,:-:

=0 j1 - @ —! i =o\j

g
_ (2 ';-ll‘) e i) = pl; 4 + u),
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d. h., Z ist poissonverteilt mit dem Parameter A + u; dabei haben wir Satz 1 (6.4.),
die Definition der Poissonverteilung (vgl. 4.7., Definition 1 und Formel (2)), die Defi-
nition des Binomialkoeffizienten und schlieflich den binomischen Satz (vgl. MfL
Band 1, 3.5. (26)) verwendet.

Wir befassen uns nun mit stetigen ZufallsgroBen. Zuerst leiten wir eine Formel —
die sogenannte Faltungsformel — fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte zweier (nicht
notwendig unabhiingiger) ZufallsgroB8en her.

Satz 3. Es sei (X, Y) ein stetiger zufilliger Vektor mit der Wahrscheinlichkestsdichte
fux.vy Dann ist die Wahrscheinlichkeitsdichte fg der Zufallsgrope Z = X + Y durch

falz) = f”f(,,y,(a:, z—a)dw, —o0<z<oo, (1
gegeben. "
Beweis. Es gilt
Fil) =P(Z<2)=P(X + Y <2)= [[ fun(ey) dudy,
dabei ist das Integrationsgebiet ’
B={my)rt+y<zd={zy):—o<z<oo,—o0<y<z—a.
Hieraus ergibt sich (vgl. Abb. 43) .
Fy(2) =f&( Z;(x,y,(x, Y) dy) dz = Z( j:f(z,t — &) dt) da

- z(_ Z foty (@t — 2) dx) i@,

‘woraus
15@) = [ fwn oz — 2) de
folgt. -

... B={lxy)l:x+y<z}
Z Abb. 43

Mit der Faltungsformel 1iBt sich die folgende interessante Aussage iiber die Nor-
malverteilung beweisen.
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Satz 4. Es sei (X, Y) ein normalverteilier zufilliger Vekior (Parameler uy, s, 0,3,
6%, 0). Dann ist Z = X + Y normalverteilt (und zwar mit den Parametern " + pg und
0% + 0y* + 200y0,).

Wir fiithren den Beweis nicht vor; wir entnehmen aber dem Satz 4 insbesondere,
daB die Summe zweier unabhingiger normalverteilter Zufallsgréen wiederum nor-
malverteilt ist. Bemerkenswert ist die Giiltigkeit der Umkehrung dieser Aussage:
Ist die Summe zweier unabhéingiger Zufallsgré8en normalverteilt, so sind auch die
Summanden normalverteilt. Diese recht tiefliegende Aussage stammt von dem
schwedischen Mathematiker H. CRAMER (geb. 1893), der auch die mathematische
Statistik durch tliche Aussagen bereichert hat.

Im folgenden Satz kennzeichnen wir die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Sum-
me, Differenz, Produkt und Quotient zweier unabh.’a'.ngiger stetiger ZufallsgroBen.

Satz 5. Es seien X und Y unabhingige stetige Zu/allagmﬂen mit den Wahrschein-
lichkeitsdichten fx bzw. fy.
1. Die stelige Zufallsgroe Z = X + Y besitzt die Wahrscheinlichkeitsdichte fz,

fs) = f fx(@) frlz — 2)dz, — o0 <z < oo. @
2. Die stetige Zufallsgrife Z = X — Y besitzt die Wahrscheinlichkeitsdichte fz,
fa(z) = ffx(z) fr(e — 2)dz, — o0 <z<oo. @)

3. Die stetige Zufallsgrifie Z — X . Y besitet die Wahrscheinlichkeitsdichte f,
-~}
1 z
fz(z)=fmfx(x)iy(;)dx, — <<, @
4. Die stetige Zujalisgrspe Z — X—f besitzt die Wahrachesnlichkeitsdichte f,

f2(z) = [ |2l fx(@2) fri@) dz, — o0 <z < oo. ®)

Beweis. Wir beweisen nur die erste Aussage; die anderep Aussagen ergeben sich
prinzipiell in gleicher Weise.

Fiir die Dichte f; der Summe Z zweier stetiger ZufallsgréBen X und Y gilt die
L

Faltungsformel, fz(z) = f fux.v (%, 2 — %) de. Wegen der vorausgesetzten Unab-
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hingigkeit der ZufallsgréBen X und Y gilt
fan(@ 2 — 2) = fx(@) fr(z — @)
(vgl. 6.4., Satz 2) und damit

falz) = fwfx(“’) frlz — 2) da.

Die in den folgenden Sitzen enthaltenen Aussagen ergeben sich durch Anwendung
der Aussagen des Satzes §; wir bendtigen sie spiter bei der Behandlung spezieller
Verfahren der math tischen Statistik. Dabei treten die y2-, die - und die F-Vertei-
lung auf (vgl. 5.6.), und es wird auch der bei diesen Verteilungen vorke d
Begriff des Freiheitsgrades motiviert.

Satz 6. Die Zufallsgrofen X und Y seien unabhingig und yi-verteilt mit my bzw. my
Freiheitsgraden. Dann ist Z = X + Y y*-verteilt mit m, + my Fresheitsgraden.

)
Beweis. Wir verwenden die Formel f;(z) = f fx(@) fy(z — ) dz. Da X und Y yverteilt
—e0
sind, gilt (vgl. 5.6., Definition 2) f(z) = 0 fiir z < 0 und fy(z — 2) = 0 fiir z < 2. Hieraus ergibt
z
sich einerseits fz(z) = 0 fiir z < 0 und andererseits f;(z) = f fx(@) fy(z — z) dx fir 2> 0.
[

Setzen wir hier die Dichten fy und fy ein, so erhalten wir

l —_—— —— —— ——
)= 2% e 2(z—2)% e 2 dx
FEF 0
2 2
0
1
1 mutmy _ Z my LI

) B
=3 2 ¢2% |42 (1-¢?

Verwenden wir die Beziehung

? I(p) I'g)
B(p,q) = [tr—1 (1 —ty—tdt===——"(p>0,0>0),
i To+o *
die wir ohne Beweis mitteilen, 8o erhalten wir insg

0 fir 20,

1 Mitmy 2

A= 5" e
9 2 I‘("‘l'i-m‘) fir 2> 0,

2
d. h., Z ist y3-verteilt mit m = m, + m, Freiheitsgraden.
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Folgerung 1. Es seien X, X,, ..., X, unabhingige N(0, 1)-verteilte Zufallsgropen.
Dann ist Z = X,® + X3 + - + X2 yiverteilt mit n Freiheitsgraden.

Beweis. Nach Satz 2 (6.6.) sind die ZufallsgréBen X2 (k = 1, 2, ..., n) y2-verteilt
mit einem Freiheitsgrad ; auf Grund von Satz 6 (6.4.) sind sie auBerdem unabhingig.
Alles Weitere ergibt sich dann aus Satz 6 mit dem Prinzip der vollstéindigen Induk-
tion, wobei man noch zu beachten hat, daf aus der (vollstindigen) Unabhiingigkeit
von X, Y und Z die Unabhiingigkeit von X 4 ¥ und Z folgt.

Satz 7. Ist X N(0, 1)-verteilt, Y y2-verteilt mit m Freiheitsgraden und sind X und ¥
unabhingig, dann ist Z = - =4 t-verteilt mit m Freiheitsgraden.
Y .

m

Beweis. Ausder Unabhiingigkeit von X und ¥ folgt die von X und ¥ = VZ (vgl. 6.4., Satz 6).
o m :
Mit Satz 5, Aussage 4, gilt also f5(z) = [ |a| fx(x2) fz(z) dz.
—%
Wir berech iichst die Wahrscheinlichkeitsdichte 7. Es gilt fir 2 > 0

Fe@)=PF<2) =P (V% < x) = P(Y < maf) = Fy(ma?)

dFg(z)
dz

und damit (vgl. 5.1., Satz 1) fg(z) = = fy(ma) 2ma; fiar = < 0 gilt fg(z) = 0.

Damit erhalten wir

f2e) = [ afz(zz) fy(ma®) 2ma dee
[]

& -]
-1 a0 .
2m - m2 =X =5
= ze Zazm-2 2 gzdx
= [m
¥V2n 2% r(—)
0
- -]
m_" a3 2*+-m!
- 2
= ey zme dz
V= 2Tp(ﬂ
°
m 3 "
2 BRI
= = ¢t 2 de
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. 1 R w1
Mit T (’2'2'——) - f ¢ % %™ 3 (val. 5.6.(3)) ergibt sich sohlieBlich
[1]
r(™ + 1)
2 1
tte) = o T
_ v,.—mr(?) (1 4 ;) 2
d.h,Z= ——Y- ist t-verteilt mit m Freihei

en.
m

Satz 8. Die Zujallsgrifen X und ¥ seien unabhingig und y3-verteilt mit m, bzw. my
Freiheitsgraden. Dann ist Z = 5/—::‘ F-verteilt mit (my, my) Freihestsgraden.
3 .

6.4., Satz 6). Mit Satz 5, Aussage 4, gilt also

o

Beweis. Aus der Unabhiingigkeit von X und Y folgt die von =X md?= ml. (vgl.
12(2) = [ 12l f2(@2) f3(2) da.

Wegen /£(z) = myfz(m2) und f7(z) = myfy(myz) (vgl. 5.1, Satz 2) folgt
16 = mumy [ 2] fxlmyz2) fy(m) .
DaXund ¥ x‘-vert;i;:_sind, gilt (vgl. 5.6., Definition 2) fx(m,zz) = 0 fir 2z <0, fy(myz) =0
far z < 0. Hieraus ergib sich einerseits fz(z) = 0 fir z < 0 und andererseits fiir 2> 0
12t0) = [ aletmya) fy(my) do.

?
Setzen wir hier die Dichten fy und fy ein, so erhalten wir
o

LIV L Moy Mt
fsl) = —— 2L amz)® e £ (mp) e Fdz
22 ()22 (T
2 2
[}
o
% %%—1 n,+m._1 _z(n.+u,x)
= Th Ty 2 | z 2 e 2 dz
B i\, my
22 r(-X)22 I
(3)2*(3)
d [
my my m, o
_mrmt mim

. ey 73 e—' dat.
s \ 1y (ma :
’(2)"(2) (ma + )
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n,+-._l —t
Mit I (’"‘ 42' "") = fg T o ' dt (vgl. 5.6:(3)) ergibt sich schlieBlich insgesamt

0 fir 250,
my my
rm) T2 m
PO o i >0,
r (%)I' ('"21) (my + myz) 2

dh,Z— %’: st Foverteilt mit (m,, my) Freiheitagraden.



7. Grenzwertsdtze

Die Grenzwertsitze der Wahrscheinlichkeitstheorie nehmen einen zentralen Platz
in dieser mathematischen Disziplin ein und besitzen prinzipielle Bedeutung besonders
auch in der mathematischen Statistik; sie beinhalten Aussagen iiber das Grenz-
verhalten von Folgen von ZufallsgréBen, wobei — den praktischen Bediirfnissen ent-
sprechend — Aussagen iiber die Verteilungsfunktion der Summe von n unabhin-
gigen ZufallsgréBen fiir » — oo von besonderem Interesse sind.
Mit den Abschnitten 7.1. und 7.2. bereiten wir die Darstellung der Grenzwertsétze
der Wahrscheinlichkeitstheorie vor. Dazu behandeln wir in Abschnitt 7.1. die soge-
te Cebysevsche. Ungleichung, die als Hilfsmittel beim Beweis spezieller Grenz-
wertsiitze eine wesentliche Rolle spielt, und in Abschnitt 7.2. stellen wir die wich-
tigsten der in der Wahrscheinlichkeitstheorie verwendeten Konvergenzarten fiir
Folgen von ZufallsgréBen vor. Die Abschnitte 7.3. und 7.4. sind dem sogenannten
Qeselz der groPen Zahlen gewidmet. Ein Gesetz der groBen Zahlen besteht — grob
gesprochen — in der Angabe hinreichender Bedingungen dafiir, daB das arithme-
tische Mittel einer Folge von ZufallsgréBen mit wachsender Summandenanzahl gegen
eine Konstante strebt. Dabei vermittelt das in Abschnitt 7.3. behandelte sogenannte
Bernoullische Gesetz der grofen Zahlen einen weiteren und genaueren Einblick in den
Zusammenhang zwischen der relativen Hiufigkeit und der Wahrscheinlichkeit eines
zufilligen Ereignisses; der Abschnitt 7.4. liefert einen Uberblick iiber allgemeinere
Fassungen des Gesetzes der groSen Zahlen. Die Abschnitte 7.5. und 7.6. sind dem
sogenannten Zentralen Grenzwertsatz gewidmet. Ein Zentraler Grenzwertsatz be-
steht — grob gesprochen — in der Angabe hinreichender Bedingungen dafiir, da8
die Verteilung der Summe einer Folge von ZufallsgréBen mit wachsender Summan-
denanzahl gegen die Normalverteilung strebt. Der in Abschnitt 7.5. dargestellte
sogenannte Grenzwertsatz von de Moivre-Laplace, der eine solche Aussage fiir eine




7.1. Die Cebygevache Ungleichung 135

Folge binomialverteilter ZufallsgroBen beinhaltet, ist die Grundlage fiir eine Nihe-
rungsformel zur praktischen Berect g von Wahrscheinlichkeiten, die mit der
Binomialverteilung (Parameter # > 1) im Zusammenhang stehen. SchlieBlich infor-
miert Abschnitt 7.6. iiber allgemeinere Fassungen des Zentralen Grenzwertsatzes,
die in praktischen Anwendungen héufig die Rechtfertigung dafiir liefern, eine Zu-
fallsgroBe niherungsweise als normalverteilt anzusehen.

71.  Die Cebyievsche Ungleichung

Die Rolle der Streuung D3X einer Zufallsgroe X als MaBzahl fiir die Abwemhung
der Werte dieser ZufallsgroBe von dem durch den Erwart t EX beschrieb

e

Zentrum wird — auch quantitativ — besonders deutlich an der Ungleichung

P(1X — EX| 2%/D°X) < % )

die fiir jede natiirliche Zahl % gilt. Dariiber hinaus erweist sich diese Ungleichung
als sehr zweckmiiBig beim Beweis von Gesetzen der groSen Zahlen (vgl. Ab-
schnitt 7.3.). Wir leiten die Ungleichung (1), die man zu Ehren des bedeutenden
russischen Mathematikers P.L.(EBy$ev (1821—1894) Cebydevsche Ungleichung
nennt, als Folgerung des nachstehenden Satzes her.

Satz 1. Es seien Y eine nichinegative Zufallsgrofe (d. h., es gelte P(Y = 0) = 1)
mit dem Erwartungswert EY und 8 eine beliebige positive Zahl. Dann gilt

P(Ygd)g% K - @)

oder — in dazu dquivalenter Formulierung —

P(Y<d)21—£61 - ®
Beweis. Wir fiihren den Beweis ge-trennt fiir diskrete und stetige ZufallsgroBen;
der Leser beachte aber die Analogien im Vorgehen.
a) Es sei Y eine diskrete ZufallsgroBe, die die Werte y, = 0 mit den Wahrschem-
lichkeiten p, annimmt. Dann gilt

EY = Z‘ymz Zyp=8) p.—dP(YZJ),
En2d L 571

woraus sofort (2) folgt.
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b) Es sei Y eine stetige ZufallsgroBe mit der Wahrscheinlichkeitsdichte fy. Dann
gilt wegen P(¥ < 0) =0

EY = [yfrty) dy = [ ylv) dy = [ yiv(v) dy 2 8 [ frly) dy
—oo ] ] L]

—=8P(Y = ¢),
woraus wiederum sofort (2) folgt.

Folgerung 1. Es seien X eine Zufallsgrofe mit dem Erwartungswert EX und der
Streuung DX und ¢ eine beliebige positive Zahl. Dann gilt die Cebydevsche Ungleichung

P(X —EX|=¢) < %. 4

oder — in dazu dquivalenter Formulierung —
DX

P(|X —EX|<e)=1— = : (6

Beweis. Wir setzen 4 =¢* und ¥ = |X — EX|%. Dann gilt P(Y =20)=1,
6 > 0 und EY = E|X — EX[* = D*X. Bei Anwendung von Satz 1 erhalten wir

P(|X — EX? = &) g#. Beriicksichtigen wir weiterhin, daB das Ereignis
&
(IX — EX|* = ¢?) genau dann eintritt, wenn das Ereignis (|X — EX| = ¢) eintritt,
8o ist damit (4) bewiesen.
Bemerkungen.

1. Die Cebysevsche Ungleichung hat offensichtlich nur fiir solche ZufallsgroBen
einen Sinn, die eine (endliche) Streuung besitzen.

2. Die eingangs angegebene Form der Cebydevschen Ungleichung ergibt sich
aus (4) fiir e = k) DX,

3. Die Ungleichungen (2) und (3) bzw. (4) und (5) gelten insbesondere fiiréd < EY
bzw. & < VDX, sind aber in diesen Fallen trivial.

Im Fall £ = 3)D°X besagt (5), daB fiir jede positive ZufallsgroBe X (mit endlicher
Streuung) die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 X Werte annimmt, deren Abstand vom
Erwn.rtungswert kleiner als das Dreifache der Standardabweich ist, mindest:

lelh—mt,
gleic Y

P(IX — EX| < 3YDX) = % ~ 0,89. (6)
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Es liegt in der Natur der Sache, daB eine so allgemeine Aussage wie die Ceby-
gevache Ungleichung — die also von der Wahrscheinlichkeit ung der betrach-
teten ZufallsgroBe nicht mehr in Anspruch nimmt als Erwa.rt-ungswert und Streuung
— in Spezialfillen sehr grob sein kann. So ergibt sich beispielsweise in dem Fall,
daB X normalverteilt ist, die Aussage P(|X — EX| < 3YD*X) ~ 0,997 (vgl. b5.4.
(26)). Die Cebydevsche Ungleichung 158t sich aber — wie das folgende Beispiel zeigt
— ohne zusitzliche Voraussetzungen iiber die betrachtete Klasse von ZufallsgroBen
nicht verbessern.

Beispiel. Die ZufallsgroBe X besitze die Werte —k, k und O (dabei sei % eine
beliebige Zahl = 1), und es gelte

PX =—k)= P(X_k)—ﬁ P(X=0)=1—;1’-.

Denn gilt EX = 0, D’X:EX’:k’-%-2=1unddamit
P(IX — EX| 2 kYDX) = P(X| 2 k) = P(X = —k) + P(X = k) =%.

In der Cebykevschen Ungleichung steht also in diesem Fall das Gleichheitszeichen.

AbschlieBend geben wir noch eine Verallgemeinerung der CebySevschen Ungleichung an, die
e e Ungleich

Satz 2. Es seien X,, X,, ..., X,, unabhingige ZufallsgroPen mié (endlicher) Streuung und e eine
beliebige positive Zahl. Dann gilt

. 2 DX,
P( z(x EX;) Zs)s.l_"— (7)
1sksa|i=1 &
oder — in dazu dquivalenter Formulierung —
. 3 DX,
P( ( Z (%~ EX)|<3 21— ®)
k=1 B

Wir beweisen die Kol he Ungleich nicht; wir bemerken nur, da8 sich fir n =1
die Cebysevache Unglelchung ergibt. ;
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7.2.  Konvergenzarten in der Wahrscheinlichkeitstheorie -

Wir stellen in di Abschnitt einige Konvergenzdefinitionen fiir Folgen von Zu-
fallsgroBen vor. Dabei bezeichnen wir mit (X,) stets eine Folge von ZufallsgroBen
und mit X eine weitere ZufallsgroBe iiber ein und d Iben Wahrscheinlichkeit:
raum [Q, %, P].

Definition 1. Man sagt, die Folge (X,) konvergiert mit Wahrscheinlichkeit Eins
(oder: konvergiert fast sicher) gegen X, wenn

P({w € .Q:n_'hﬂx,(w) = X(m)}) =1 (1)
gl Hierfur scbrefben wir kurz. P (lm X, = X) = 1 und symbolisch X, X,

Die Konvergenz mit Wahrscheinlichkeit Eins liegt also dann vor, wenn die Menge
aller derjenigen w € 2, fiir die die Zahlenfolge (X.(w)) gegen die Zahl X(w) kon-
vergiert, die Wahrscheinlichkeit Eins besitzt, d. h., wenn das Ereignis (hm Xy = X)

ein fast sicheres Ereignis ist. Damit entspricht die fast sichere Konvergenz in der
Wahrscheinlichkeitstheorie dem Wesen nach der gewdhnlichen Konvergenz einer
Funktionenfolge in der Analysis.

Eine interessante Charakterisierung der Konvergenz mit Wahrscheinlichkeit Eins liefert der
folgende Satz.

Satz 1. Es gilt X,ib X genau dann, wenn fir jede positive Zahl ¢ die Beziehung

limP( U (o€ 2: |Byw) — X@)] = s) —o0 @
k=n i ;

n—>00
gilt.
Beweis. Es sei ¢ > 0 beliebig. Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein:
o
Age) = (1 Xy — X| 2 e), Byle)=U 4 C= (lim Xy = x):
k=n 00
Cu(e) = Cn By(e), D(e) = (lim sup | X, — X| = e).
n—>00
Dann gilt Bpyy(e) S By(e), folglich Cpyy(e) S Cph(e) und also (vgl. 2.4., Satz 1)
o
lim P(Cy(e))= P ( ! C,(e)).
>0 k=1

1. Es gelte X, 3 X, d.h. P(0) = 1. ist Es (1 Cy(e) = 8 und also lim P(Cy(e)) =O0.
. n=1 =00
Mit P(By(e)) = P(Cy(e)) folgt lim P(B,(e)) = 0, d. b, es gilt (2).
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2. Es gelte (2), d. h., lim P(By(e)) = 0. Nun ist D(e) S By(e) fiir n = 1,2, ... Folglich gilt
nro0

2 i 1 =
P(D(e)) =0. AusC < U D (7) folgt damit P(C) =0, d.h., es gilt P(C) =1, was mit
k=1
X, Loy x gleichbedeutend ist.

Definition 2. Man sagt, die Folge (X,) konvergiert in Wahrscheinlichkeit (oder:
konvergiert stochastisch) gegen X, wenn fiir jede positive Zahl &

lim P(jo € 2: |X,(0) — X(0)] < &) = 1 @

gilt. Hierfiir schreiben wir kurz lim P(|X, — X| < &) = 1 und symbolisch X, 5 x.

n—>00

Die Beziehung (3) bedeutet, daB bei stochastischer Konverg von (X,) gegen
X die Abweichung von X, und X um mindestens ¢ — also das Ereignis (| X, —X| = ¢)
— eine Wahrscheinlichkeit besitzt, die mit 7 — co gegen Null konvergiert; dabei
ist ¢ eine beliebige positive Zahl. Die Beziehung (3) besagt aber nicht, daB es bei
festem w € 2 zu jedem & > 0 eine natiirliche Zahl n, gibt, so daB | X,(0) — X(w)| <e

fiir alle n = n, gilt, d. h., daB lim X, (o) = X () gilt.
n—ro0

Zwischen der fast sicheren Konvergenz und der stochastischen Konvergenz be-
steht der folgende Zusammenhang.

Satz 2. Konvergiert die Folge (X,) mit Wahrscheinlichkeit Eins gegen X, so kon-
vergiert sie auch in Wahrscheinlichkeit gegen X, d. h., es gilt
X, 2+ x5 x, 2 X _ @
Beweis. Wir verwenden die im Beweis zum Satz 1 eingefithrten Bezeichnungen A,(e) und
By(e). Aus X, —23 X folgt mit Satz 1 Jim n P(By(e)) = 0. Wogen 4,(e) S By(e) ergibt sich
hieraus unmittelbar lxm P(A4(e)) =0, d h ., es gilt llm P(X, — X| =) =0, was zu
lim P(X, — X| < e) = 1 und damit zu X, —» X a.qulvalent ist.

n—>o00

Definition 3. Die Zufallsgrofen X, (» = 1, 2,...) und X mdgen eine (endliche)
Streuung besitzen. Man sagt, die Folge (X,) konvergiert im quadratischen Mittel
gegen X, wenn

lim B(X, — X)? =0 (5)
oo
gilt. Hierfiir schreiben wir symbolisch X, Lo, X,
Die Konvergenz im quadratischen Mittel beinhaltet, daB lim D¥X, — X) =0

n—>00
gilt, d. h., daB die Folge der Streuungen D3*(X, — X) gegen die Streuung einer ein-
punktverteilten ZufallsgroBe konvergiert (vgl. 4.3., Satz 4).
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Zwischen der Konvergenz im ‘quadratischen Mittel und der stochastischen Kon-
vergenz besteht der folgende Zusammenhang.

Satz 3. Konvergiert die Folge (X,) im quadratischen Mittel gegen X, 30 konvergiert
sie auch stochastisch gegen X, d. k., es gilt

1.q.M.

X, 2% x5 X, 2+ X, )

Beweis. Es sei ¢ > 0. Wir verwenden Satz 1 (7.1.) mit 6 = e und ¥ = |X,, — X|?
und erhalten

= 2 = 2
P(X, — X| 2 ¢)= P(X, — Xp 2 oty g 2Za — X0 _ B — X)
. . €

&2

L.q.M.

Gilt X, ——* X, d.h. lim E(X, — X)? = 0, so folgt hieraus lim P(|X, — X| = &)
-0 a—vo0
= 0 fiir jedes ¢ > 0, d. h., es gilt X, =+ X,

Definition 4. Man sagt, die Folge (X,) konvergiert den Verteslungsfunktionen nach
(oder: konvergiert in Verteilung) gegen X, wenn zwischen den Verteilungsfunktionen
Fy, und Fy die Beziehung

lim Fy (z) = Fx(x) (M

an allen Stetigkeitsstellen # von Fy gilt. Hierfiir schreiben wir symbolisch X, %y x,

‘Wir weisen ausdriicklich darsuf hin, daB die Aussage (7) nicht fiir alle z gelten muB;
sie darf verletzt sein fiir solche z, in denen die Verteilungsfunktion Fy der Zufalls-
groBe X unstetig ist. Wenn aber die Verteilungsfunktion Fy stetig ist — dies ist
2. B. dann der Fall, wenn die ZufallsgroBe X stetig ist —, so ist die Konvergenz in
Verteilung von (X,) gegen X mit der gewshnlichen Konvergenz der Funktionenfolge
(Fx,) gegen die Funktion Fy équivalent.

Zwischen der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit und der Konvergenz in Verteilung
besteht der folgende Zusammenhang :

Satz 4. Konvergiert die Folge (X,) in Wahrscheinlichkeit gegen X, so konvergiert
sie auch in Verteilung gegen X, d. h., es gilt

X, =+ X=X, X, ®)

Beweis. Es sei 8 > 0 beliebig. Wir setzen 4, = (|X, — X| < &). Dann gilt voraussetzungs-
gemiiB lim P(4,) = 1. Auf Grund der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit (vgl. 3.4., Satz 1)

n—>00
erhiilt man fiir eine beliebige reelle Zahl =

Fy(2) = P(X, < 2) = P(X, < 2|4,) P(4,) + P(X, < 2|4,) P(4,).
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Einerseits folgt hieraus Fy(z) < P(X, < z|4,) P(4,) + P(4,), woraus sich mit
P((Xp < 2)n (1Xy — X| <))
P(4,)
_ P(Xp<t)n(X< X +e)n(X>X, —¢)
N P(4,)

P(X, < z|4,) =

PX<z+38)
P(4,)

A

und lim P(4,) = 0 die Aussage
n—+00

lim sup Fr (%) < Fx(z + &)
n—+00

ergibt; andererseits folgt

Fr(2) Z P(X, < 2|4,) P(4,) = P((Xp < 2) 0 (X, — X| <)),
woraus sich mit

P(Xp<2)n(Xy—X|<e) +P(X, —X|26) 2PX <z —¢)
wad IEI:DP(A_,)=HmP(|X.—X| =6 =0
die Beziehung

lim inf Fyr (z) = Fx(z — ¢)
ergibt. e

Ist nun z eine Stetigkeitastelle von Fy, so erhalten wir fir ¢ —» 0 die Ungleichungen
lim sup Fxy(z) < Fx(z) und lim inf Fy (z) = Fx(z). Also gilt lim Fx (z) = Fx(z) an allen
n—>0 n—00 n—>00

Stetigkeitsstellen von Fy, d. h., es gilt X, L., ¥

Die Konvergenz in Verteilung erweist sich damit als die schwiichste unter den hier
definierten Konvergenzarten. Besitzt die ZufallsgroBe X eine Einpunktverteilung,
d. h., gibt es eine Zahl ¢ mit P(X = ¢) = 1, und konvergiert die Folge (X,) in Ver-
teilung gegen X, so konvergiert sie auch in Wahrscheinlichkeit gegen X. (Hierfiir
schreiben wir kurz X, %5 cund sagen, daB die Folge (X,,) stochastisch gegen ¢ kon-
vergiert.) Es gilt also der folgende Satz:

Satz 5. Es besitze X eine Einpunkiverteilung. Eine Folge (X,) konvergiert genau
dann stochastisch gegen X, wenn sie den Verteilungsfunktionen nach gegen X konver-

giert.

Beweis. Es sei X eine einpunktverteilte ZufallsgroBe, o. B. d. A. konnen wir
P(X = 0) = 1 annehmen. Auf Grund von Satz 4 ist nur noch zu zeigen, da unter
dieser Voraussetzung aus der Konvergenz in Verteilung die stochastische Konver-
genz folgt. E
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Es gelte also

lim P, (2) = Fz(o) = { . o B
-

1 fir z>0
an allen Stetigkeitsstellen von Fy, d. h., es gelte

a0 B 250
Fiiir beliebiges & > 0 gilt

P(|X,| <e&)=P(X, <¢) — P(X, < — &) = Fx(e) — Fr,(— e+ 0),
woraus fiir 2 — oo auf Grund der Voraussetzungen

 limP(X, <& =1—0=1
ool

folgt. Dies bedeutet gerade die stochastische Konvergenz der Folge (X,) gegen 0.

7.3. Das Bernoullische und das Pmssonsch(\Gesetz
der groBen Zahlen

In diesem Abschnitt kommen wir nochmals auf den Zusammenhang zwischen der
relativen Haufigkeit und der Wahrscheinlichkeit zuriick. Das nachfolgend darge-
stellte Bernoullische Gesetz der groBen Zahlen kann als eine mathematische Formu-
lierung des in konkreten Fillen immer wieder zu beobachtenden Effekts der Stabili-
sierung der relativen Haufigkeit (vgl. 2.1.) angesehen werden.

Es bezeichne 4 ein zufilliges Ereignis, das im Rahmen eines zufilligen Versuches
mit der Wahrscheinlichkeit P(4) = p eintritt; mit h,(4) bezeichnen wir — wie
friiher (vgl. Abschnitt 4.5.) — die zufillige relative Haufigkeit des Eintretens von 4
in einer Serie von # unabhingigen Wiederholungen dieses zufilligen Versuches.

Satz 1. Fiir jede positive Zahl ¢ gilt
lim P(lk,(4) — p| < &) =1 (6)}
n—>o0

oder — in dazu dquivalenter Formulierung —
Jims P(|h,.(A) —pl 28 =0, ; (@)

d. h., die Folqe (h,(A)) konvergiert stochastisch gegen p (Bernoullischés Gesetz der grofien
Zahl(m 1712).
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— 0 fiir

Beweis. Es gilt Bhy(4) =p (n=1,2,...) und Di,(4) =L =P
n

n — oo (vgl. 4.5. (13) und (14)). Anwendung der CebySevschen Ungleichung
(vgl. 7.1., Satz 2; anstelle von X ist k,(4) einzusetzen) liefert fiir beliebiges & > 0
die Ungleichung

(1 —p) 1
P(h) —pl 20 s 222 (g Hw,),

woraus sich durch den Grenziibergang n — co die Aussage (2) des Satzes ergibt.

Das Bernoullische Gesetz der groBen Zahlen besagt also, daB die Wahrscheinlich-
keit der Abweichung der relativen Héufigkeit %,(4) eines Ereignisses 4 von der
Wahrscheinlichkeit P(A) = p dieses Ereignisses um weniger als eine beliebig vor-
gegebene positive Zahl ¢ beliebig nahe an Eins liegt, wenn nur die Anzahl n der Wie-
derholungen des betrachteten zufilligen Versuches geniigend groB ist. Dies bedeutet,
daB bei geniigend groBer Versuchsanzahl die Wahrscheinlichkeit einer nur gering-
fiigigen Abweichung zwischen relativer Haufigkeit und der Zahl p nahezu gleich
Eins ist. Insbesondere zeigt das Bernoullische Gesetz der groBen Zahlen, daf jedes
zuféllige Ereignis positiver Wahrscheinlichkeit — wie klein diese auch sein mag —
in einer geniigend langen Versuchsreihe mit einer beliebig nahe an Eins gelegenen
Wabhrscheinlichkeit mindestens-einmal vorkommt. Aus diesen Erlduterungen geht
auch hervor, wie es zur Bezeichnung der Aussage von Satz 1 als Gesetz der groBen
Zahlen kommt.

Wir wollen noch eine den Satz 1 enthaltende Aussage, das sogenannte Poissonsche
Gesetz der groBen Zahlen herleiten. Ausgangspunkt ist eine Serie von n unabhingigen
zufilligen Versuchen, in denen ein Ereignis 4 mit einer Wahrscheinlichkeit eintritt,
die — im Gegensatz zum vorher betrachteten Bernoullischen Versuchsschema —
von der Nummer des zufilligen Versuches abhingt (Poissonsches Versuchsschema).
Mit p; bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeit des Erelgmsses A im k-ten Versuch.
Wir betrachten die Zufallsgrofen X,

X — 1, falls Ereignis 4 im %-ten Versuch eintritt, k=12 ”
k 0, falls Ereignis 4 im k-ten Versuch eintritt,

Dann gilt P(X; = 1) = p, P(X; = 0) = 1 — p,. Folglich bestehen die Gleichungen
EX,=1-p+0-(1 —p) =
und

DX = (1 — pe* o + (0 — 2)? (1 — ) = Pl — i)
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Bezeichnen wir meder mit &, (A) die zufillige relative Haufigkeit des Eintretens von
A in einem Poi Ver h so gilt

1
ha(d) = — (X1 + Xy + -+ + Xa),

woraus (vgl. 4.3, Satz 1, und 6.2., Folgerung 1)
EX,+ -+ EX, P+t

n n

Eh,(A) = %E’(xl + ot X, =

und — wegen der Unabhiingigkeit der ZufallsgroBen X, Xy, ..., X, — (vgl. 6.4,
Satz 5)
DX, + - + DX,

nd

_all—p)+ - + 21— ) (sL»o ﬁir”_”w)
= 4n

. v
D) = =3 DHE; + - + X,) =

nd

folgt. Anwendung der CebySevschen Ungleichung (vgl. 7.1., Satz 2; anstelle von X
ist hy(A4) ei tzen) liefert ittelbar die A ge des folgenden Satzes.

Satz 2. Fiir jede positive Zahl & gilt .
Pt 4
n

limP( ha(A) —

< s) =1 i @)
oder — in dazu dquivalenter Formulierung —

_ HmP(‘h,(A)—’%-ﬁ ge)=o ' @

(Poissonsches Geselz der groPen Zahlen). ’

Wir stellen einerseits fest, daB sich in dem Fall, daB die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses 4 in allen Versuchen gleich ist (p, = p fiir alle k), sich hieraus das Ber-
noullische Gesetz der grofSen Zahlen ergibt; wir bemerken andererseits aber auch,
daB sich eine dem Bemoulhschen Gesetz der groBen Zahlen entsprechende Aussage
auch bei wenig iinkenden Vol tzungen ergibt. Uber weitere Verall-
gemeinerungen des Bernoullischen Gesetzes der groBen Zahlen gibt der folgende Ab-
schnitt Auskunft.
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7.4.  Aligemeine Fassung des Gesetzes der groBen Zahlen

Bei der Herleitung des Poissonschen Gesetzes der groBen Zahlen gingen wir von einer
speziellen Folge (X,) von ZufallsgroBen aus, betrachteten die Folge der arithmetischen

Mittel L3 (Xy + X; + -+ + X,,) und untersuchten das Konvergenzverhalten dieser
n

Folge. Die Aussage des Satzes 2 (7.3.) 1aBt sich dann dahingehend formulieren, daB
die Folge (Y,) der zentrierten arithmetischen Mittel ¥,,
1 ® 1 2 1 =
L=g 2 %-E(C S n) - & @) M
N k=1 7 k=1 N k=1

stochastisch gegen Null konvergiert. Dieser Sachverhalt bildet den Hintergrund fiir
die folgende Definition.

Definition 1. Man sagt, daB eine Folge (X;) dem Gesetz der grofen Zahlen geniigt,
wenn die Folg_e (Y,) der zentrierten arithmetischen Mittel ¥,,

1 n 1 n 1 n
R e (TR AR A
n k=1 N k=1 N k=1
stochastisch gegen Null konvergiert.

In dieser Formulierung ist also die Existenz der vorkommenden Erwartungswerte voraus-

gesetzt. Existieren diese nicht, so sagt man, die Folge (X;) geniigt dem Gesetz der groBen Zahlen,
"

wenn es eine Zahlenfolge (a,) gibt, so daB die Folge (Y,), ¥, = A 2 X; — a,,stochastisch
gegen Null konvergiert. N k=1

Das weitere Ziel besteht nun in der Angabe hinreichender Bedingungen dafiir, da8
eine Folge von ZufallsgroBen dem Gesetz der groBen Zahlen geniigt.

Wesentliche Aussagen in dieser Richtung stammen yon namhaften Vertretern der
von P.L.CEBY$EV begriindeten russischen Schule der Wahrscheinlichkeitstt
die das Zentrum der theoretischen Forschung auf dem Gebiet der Wahrscheinlich-
keitstheorie zu Anfang unseres Jahrhunderts darstellte — insbesondere von P. L. CE-
BYSEV und seinem beriithmten Schiiler A. A. Markov (1856—1922) — und den
sowjetischen Mathematikern A.JA. CHINGIN (1894—1959) und A. N. KoLMoGOROV,
dem Begriinder der axiomatischen Wahrscheinlichkeitstheorie

Satz 1 (Markovsches Gesetz der groBen Zahlen). Es sei (X,) eine Folge von Zufalls-
grofen, die die Bedingung
(=)
lim '_“’l =0 (Markovsche Bedingung) (2)
n

rie,

B0

erfiillt. Dann yem'i.gt die Folge (Xy) dem Gesetz der grofen Zahlen.
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Beweis. Anwendung der CebyZevschen Ungleichung (vgl. 7.1., f‘olgerung 1; anstelle
von X ist % 23‘ X, einzusetzen) liefert fiir beliebiges & > 0
k=1 .
L3 x-n(t2n)|=) ZEm
n k=1 n nie?

k=1

s

P(T,| 2 ¢) =P(

woraus sich fiir #n— oo bei Giiltigkeit der Markovschen Bedingung (2) sofort
lim P(|Y,| = ¢) = 0 ergibt. Also konvergiert die Folge (Y,) stochastisch gegen Null,

A—>00
d. h., die Folge (X,) geniigt dem Gesetz der groBen Zahlen.

Satz 2 (Cebydevsches Gesetz der groBen Zahlen). Es sei (X;) eine Folge paarweise
unkorrelierter Zufallsgropen, deren Streuungen beschrinkt sind. (Es gibt also eine Zahl
M > 0, 30 dap DX, < M fiir alle k gili.) Dann geniigt die Folge (X,) dem Gesetz der
groPen Zahlen.

Beweis. Da die Zufallsgrofen X, paarweise unkorreliert sind, gilt (vgl. 6.4., Satz 5)
» (2 x.) - > D%,
=1 k=1
und also auf Grund der Voraussetzung
»(rx Y Dox,
(£ 1 . - lz-‘ 1 * < ﬂ £
n? n? T n? n
Hieraus folgt, daf die Markovsche Bedingung (2) erfiillt ist, womit durch Satz 1
die Giiltigkeit des Gesetzes der groBen Zahlen fiir die Folge (X;) bewiesen ist.

Als Spezialfall des Cebysevschen Gesetzes der groBen Zahlen ergibt sich unmittel-
bar das Poissonsche Gesetz der groBen Zahlen (vgl. 7.3., Satz 2; dort gilt fiir alle &

DX, =p(l —p) = % wegen 0 < p = 1).

Bei der Formulierung weiterer Aussagen verwenden wir einen Begriff, den wir in
der folgenden Definition festlegen.

Definition 2. Die Elemente einer Menge von Zufallsgrofien heiflen identisch
verteilt, wenn alle ZufallsgroBen dieser Menge ein und dieselbe Verteilungsfunktion
besitzen.

Wir weisen im Zusammenhang mit dieser Definition darauf hin, da8 identisch
verteilte ZufallsgréBen nicht gleich sein miissen; hingegen sind natiirlich gleiche Zu-
fallsgroBen identisch verteilt. Der Leser mache sich diese Sachverhalte selbst klar.
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Satz 3. Es sei (X,) eine Folge unabhingiger, identisch verteilter ZufallsgroPen mit
dem. (gemeinsamen) Erwartungswert u und der (gemeinsamen) Streuung o® Dann
geniigt die Folge (X,) dem Gesetz der groPen Zahlen. Insbesondere konvergiert die Folge

"
(—1— 2 X,,) der arithmetischen Mittel der Folge (X;) stochastisch gegen den (g
N k=1
men) Erwartungswert u.

Die Aussage dieses Satzes ergibt sich unmittelbar aus dem Ceby¥evschen Gesetz
der groBen Zahlen; wir iiberlassen es dem Leser, dies zu bestitigen. Von der A g
des Satzes 3 werden wir in der mathematischen Statistik niitzlichen Gebrauch
machen. Hier weisen wir nur noch darauf hin, da8 sich als Spezialfall dieses Satzes
unmittelbar das Bernoullische Gesetz der groBen: Zahlen ergibt (vgl. 7.3., Satz 1).

Bemerkenswert ist, da8 auf die Voraussetzung der Existenz der Streuung verzichtet werden
kann. ¢

Satz 4 (Chindinsches Gesetz der groBen Zahlen). Bs sei (X,) eine Folge unabhdngiger, identisch

verteilter Zufallsgrofen mit dem (gemes: ) Er g p. Dann geniigt die Folge (Xy)
hd

dem Gesetz der grofien Zahlen. Insbesondere konvergiert die Folge (% P X,,) stochastisch gegen u.
k=1

Wir wollen noch einige A zZum sog tarken Gesetz der groBen Zahlen zusam-
menstellen. Dabei gehen wir von der folgenden Definition aus. .

Definition 3. Man sagt, daf eine Folge (X;) dem starken Geselz der grofen Zahlen geniigt,
wenn die Folge (Y,),

1 8 N
Y,= — Xy — EX;),
rm oy S w
fast sicher gegen Null konvergiert; dabei ist die Existenz der Eryartungswerte EX, vorausgesetzt.
(Existieren diese nicht, so sagt man, die Folge (X,) geniigt dem starken Gesetz der groBen Zahlen,

wenn es eine Zahlenfolge (a,) gibt, so daB die Folge (¥,), ¥, = L f X — a,, fastsicher gegen
Null konvergiert.) ™ k=1

Die Definiti 1und 3 unterscheiden sich also nur in der Konvergenzart der Folge (Y,) gegen
Null; in Definition 1 wird von der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit ngen, der Defini-
tion 3 liegt die Konvergenz mit Whhrscheinlichkeit Eins de. Da aus der Konvergenz mit

Wahrscheinlichkeit Eins die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit folgt (vgl. 7.2., Satz 2), geniigt
eine Folge (X), fir die das starke Gesetz der groBen Zaklen gilt, auch dem Gesetz der groSen

Zahlen. (Zur b Ui g s man das durch Definition 1
Gesetz der groBen Zahlen als schiaches Gesetz der grofen Zahlen.)
Die folgenden Sitze — sie st: von A. N. KoLu0GoROV — beinhalten hinreichende Be-

dingu.nge; fir die Giiltigkeit des starken Gesetzes der groBen Zahlen.
Satz 5. Es sei (X;) eine Folge von unabhdingigen Zufallsgrofen, die die Bedingung

f D';HXE < oo  (Kolmogorovsche Bedingung) 3)
k=1

erfillt. Dann genigt die Folge (X,) dem starken Gesetz der grofen Zahlen.
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Der Beweis dieses Satzes beruht lich auf der Kol hen Ungleict (vgl. 7.1.,
Satz2); wir fihren ihn nicht aus. Wir bemerken aber, da in Satz 5 die Existenz der vorkommenden
‘Streuungen vorausgesetzt ist.

Jede der folgenden Bedingungen an eine Folge (X;) von ZufallsgroB ist' hinreichend fiir
die Giltigkeit der Kolmogorovachen Bedingung (3) und — im Verein mit der Unabhiingigkeit der
ZufallsgréBen X;, X;, ... — damit auch fir die Giltigkeit des starken Gesetzes der groBen
Zahlen. k

1. X,, X,, ... identisch verteilt (mit Erwartungswert u und Streuung o?). (In diesem Fall
"
ergibt sich — 3 Xy t2> ,;.)
7 g=1

2. Es gibt M > 0, so daB DX, < M fiir alle k gilt.

Die letztgenannte Bedingung zeigt, daB im Fall einer Folge unabhiingiger ZufallsgroBen das
Cobylevsche Gesetz der groBen Zahlen (vgl. Satz 2) — und damit insb dere das Poi h
Gesetz der groBen Zahlen (vgl. 7.3., Satz 2) — auch als starkes Gesetz der groBen Zahlen gilt.

Die erstgenannte Bedingung zeigt, daB das in Satz 3 formulierte Gesetz der groBen Zahlen —
und damit insbesondere das Bernoullische Gesetz der groBen Zahlen (vgl. 7.3., Satz 1) — auch
als starkes Gesetz der groBen Zahlen gilt. Die Folge (h,(A)) der als ZufallsgroSen aufgefaBten rela-
tiven Héufigkeiten (hy(4)) des Eintretens eines zufilligen Ereignisses A in einer Serie von n

bhiingi; Wiederhol ein und desselben zufilligen Versuches, bei dem das Ereignis
A die Wahrscheinlichkeit P(4) = p hat, konvergiert also mit n — oo nicht nur stochastisch
gegen p, sondern sogar fast sicher.

Diese Aussage bemerkte erstmalig 1909 der franzosische Mathematiker E. BorEL (1871—1956);
sie wird daher auch als Borelsches Geselz der groPen Zahlen bezeichnet. ’

AbschlieBend geben wir noch einen sehr aufschluBreichen Satz beziiglich der Giil igkeit des
starken Gesetzes der groBen Zahlen bei einer Folge unabhiingi identisch verteilter Zufalls-
grofen an.

Satz6 (Kolmogorovaches Gesetz der groBen Zahlen). Es sei (Xj) eine Folge unabhdngiger,
identisch verteilter Zufallsgrofen.

1. Existiert EX, = p, so genigt die Folge (X;) dem starken Gesetz der grofen Zahlen. Insbeson-

3 i & 1.8,
dere gilt dann — X Xy — p.
n ¥=1

2. Konvergiert die Folge (l 2» X,‘) gegen eine ZufallsgroBe X, so ist X eimpunktverteilt, d.h.,
n k=1
es gibt eine Zahl a, 80 daff 4 z,‘” X, L2y a0 Auperdem existiert dann EX,, und es gt EX, =a.
n k=1

Auf den recht schwierigen Beweis des Kolmogorovschen Gesetzes der groBen Zahlen verzichten
wir; er erfolgt unter wesentlicher Einbeziehung des Lemmas von BorxL-CanTeLLI (vgl. 3.3.,
Satz 1). Wir weisen aber noch darauf hin, daB auf Grund der ersten Aussage des Satzes 6 das
Chindinsche Gesetz der groBen Zahlen (vgl. Satz 4) auch als starkes Gesetz der groBen Zahlen
gilt.
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7.5.  Der Grenzwertsatz von de Moivre-Laplace

Unter einem Grenzwertsatz versteht man in der Wahrscheinlichkeitstheorie in der
. Hauptsache eine Aussage iiber das Grenzverhalten einer Folge (¥, ) von Verteilungs-
funktionen einer vorgegebenen Folge (Z,) von ZufallsgréBen. Die in den Abschnitten
7.3. und 7.4. behandelten Gesetze der groBen Zahlen sind Beispiele fiir solche Grenz-
wertséitze; es werden hinreichende Bedingungen dafiir angegeben, da8 fiir eine vor-

n
gegebene Folge (X,) die Folge (Z,), Z, = - 2 (X, — EX,), stochastisch (oder sogar
N k=1

fast sicher) gegen Null konvergiert, woraus die Konvergenz der Folge Z, den Ver-
teilungsfunktionen nach gegen Null folgt (vgl. 7.2., Satz 4).

Vielfach — und mit solchen Fillen befassen wir uns in diesem und dem folgenden
Abschnitt — bestehen Grenzwertsiitze in der Angabe. hinreichender Bedingungen
fiir die Konvergenz einer Folge.von Verteilungsfunktionen gegen die Verteilungs-
funktion @ einer mit den Parametern u = 0 und ¢® = 1 normalverteilten Zufalls-
groBe; hierbei ergeben sich auch besonders markante Charakterisierungen der Nor- *
malverteilung.

In diesem Abschnitt lernen wir den sogenannten Grenzwertsatz von de Moivre-
Laplace (A. pE MorveE, 1730, P. S. LAPLACE, 1812) kennen, der eine solche Aussage
fiir binomialverteilte ZufallsgroBen beinhaltet.

Es sei A ein zufilliges Ereignis, das im Rahmen eines zufilligen Versuches mit
der Wahrscheinlichkeit P(4) = p, 0 < p < 1, eintritt. Wir bezeichnen — wie friiher
(vgl. Abschnitt 4.5.) — mit H,(A4) die zufillige Anzahl des Eintretens von 4 in einer
Serie von » unabhingigen Wiederholungen dieses Versuches. Wie wir wissen, ist die
diskrete ZufallsgréBe H,(4) binomialverteilt mit den Parametern n und p, und es
gelten die Beziehungen EH,(A) = np und D*H,(4) = np(1 — p). Auf Grund des
Bernoullischen Gesetzes der grofen Zahlen (vgl. 7.3., Satz 1) wissen wir, daB die
F OIge ( Y,‘),

Y, =hy(d)—p

_H(4) _ H(4)—np_ H,A)— EH,(4)
T LA n - n ’

fiir » — oo stochastisch — nach dem Borelschen Gesetz der groSien Zahlen (vgl.
7.4., vor Satz 6) sogar fast sicher — gegen Null konvergiert. Die Grenzverteilungs-
funktion ist also die Verteilungsfunktion einer einpunktverteilten ZufallsgroBe, also
einer ZufallsgréBe, die die Streuung Null hat. Wir beachten dabei, daB

DY, = 1 DRH,(4) = pl — p)
n? n
und also
lim D*Y, =0
n—oo

gﬂt. Die ,,Entartung‘ der Grenzverteilungsfunktion wird dadurch plausibel.
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Wir wollen daher jetzt die durch Standardisieren aus der Folge (H,,(A)) hervor-
gehende Folge (Z,),
Z, — HI(A) = EH;(A) n(A) _ ﬂp
=
VD, (4) Vap(i—p) -
betrachten; die Zufallsgrofen Z, stehen mit den zuvor betrachteten ZufallsgroBen
Y, in dem Zusammenhang Z, = ﬁ L, und es gelten also die Bezie-

V2(1 — p)

hungen EZ,=EY,=0 und DZ, = (1—"—71):17. =1 (n=1,2,...). Fir
ol —p
die Folge (Z,) gilt nun der folgende Satz:

Satz 1 (Grenzwertsatz von DR MOIVRE-LAPLACE). Es sei (H,) eine Folge von
Zufallsgropen H, ; dabes sei H, binomialverteilt mit den Parameternnundp (0 < p < 1,
n=1,2,...). Fiir die Folge (Fz,) der Verteilungsfunktionen Fz_der Zufallsgrofen Z,,

_H,—EH,  H,—mnp

VDH,  fwd—p

gilt an jeder Stelle x die Beziehung

hmF,(a:) D(x) f—e T q, (1)

d. h., die Folge (Z,) konvergiert in Verteilung gegen eine N(O, 1)-vertedt¢ Zufallsgripe.

Ein iibersichtlicher Beweis dieses Satzes erfordert Hilfsmittel, die den Rahmen
dieses Buches iibersteigen. Wir beschriinken uns daher darauf, die Bedeutung von'
Satz 1 und insbesondere die Verwendung dieser Aussage in Anwendungsfillen zu
erliutern.

Ist eine ZufallsgréBe X binomialverteilt mit den Parametern n (n>> 1) und p
(0 < p < 1), 8o ist — wir wiesen bereits in Abschnitt 4.5. darauf hin — die Berech-
nung der Einzelwahrscheinlichkeiten

P(X = k) = b(k; n, p) = (:) (1 — p)~*

kompliziert. In diesem Fall — also im Fall n > 1 — interessiert man sich aber gar
nicht so sehr fiir solche Einzelwahrscheinlichkeiten — diese sind in ihrer Vielzahl
sehr klein — ; man interessiert sich vielmehr dafiir, daB X Werte aus einem beliebig
vorgegebenen Intervall — also Werte innerhalb beliebig vorgegebener Grenzen —
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annimmt. Unter Verwendung von Satz 1 ergibt sich fiir P(a < X < b)
P(a§X<b)=P( G e S b—np )

= <
Vap(l—p)  Vnp(l1 —p)  Vnp(1 — p)

of 2=\ _gf-o-n )\ @
Vnp(l — p) Vnp(1 — p)

(Der angegeben;a Ausdruck stellt gleichzeitig auch eine Nitherung fiir die Wahrschein-
lichkeiten P(a < X < b), P(a < X < b) und P(a < X <) dar.)

Eine mit den Parametern z (3> 1) und p (0 < p < 1) binomialverteilte Zufalls-
groBe besitzt somit niherungsweise eine Normalverteilung mit den Parametern
# = npund o* = np(1 — p).

Beispiel. Ein Betrieb liefert Gliihlimpchen in Kartons zu je 1000 Stiick. Es ist
bekannt, daB der Betrieb im Mittel 39, AusschuB (d. h. defekte Lampchen) produ-
ziert. Man wird also erwarten, daB in einem Karton mit 1000 Liémpchen etwa
30 defekt sind. Wir interessieren uns fiir die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB sich in
einem Karton zwischen 20 und 40 defekte Gliihlimpchen befinden. Dazu bezeichnen
wir mit X die (zuféllige) Anzahl der defekten Limpchen in einem Karton mit 1000
Stiick. Die ZufallsgréBe X ist binomialverteilt mit den Parametern 7 = 1000 und
9 = 39, = 0,03; insbesondere gilt also

EX =1000-0,03=30 und DX = 1000-0,03 (1 — 0,03) = 29,1.
Fiir die gesuchte Wahracheinlichkeit ergibt sich

40

o 1000!
PROSX<40)=YPX=k=2 ( ) 0,03%(1 — 0,03)1000-k
k=20 =20\ K

Mit dieser Formel a8t sich aber die gesuchte Wahrscheinlichkeit praktisch nicht
berechnen. Wir verwenden die Niherungsformel (2) mit @ = 20, b = 40, » = 1000,
p = 0,03, 1 — p = 0,97 und erhalten

P(Zoéxéqu,(m—woo-o,oa) (20—1000-0,03)

/1000 - 0,03 - 0,97 B 11000 - 0,08 - 0,97
[y 10 —_® —10 =20 10\ _
29,1 29,1 ¥29,1

~ 20(1,85) — 1~ 20,97 — 1 = 0,94 = 949%,.
Also betriigt die gesuchte Wahrscheinlichkeit etwa 0,94.
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7.6.  Aligemeine Fassung des Zentralen Grenzwertsatzes

Bei der Formulierung des Grenzwertsatzes von DE MOIVRE-LAPLACE gingen wir von
einer Folge binomialverteilter ZufallsgroBen H,, aus. Nun léBt sich eine mit den Para-
metern 7 und p binomialverteilte Zufallsgrofe H, als Summe von 7 diskreten, unab-
hiingigen, identisch verteilten ZufallsgroBen X, X, ..., X, darstellen, H, = X; 4 X,
+ .-+ + X,, deren Verteilungstabelle durch

1| o
X,: k=1,2..,m)
P |1—p

gegeben ist (vgl. 7.3., Ausfilhrungen nach dem Bernoullischen Gesetz der groSen

Zahlen). Die ZufallsgroBen Z, = Zu— BB der im Grenzwertsatz von DE MOIVRE-
D*H,

LAPLACE betrachteten Folge (Z,) sind wegen EH, = 2 EX, und D*H, = Z‘ DX,
auch in der Form

E (X — EXy) .
Zy =t 1)

|/ £1 DX,

darstellbar. Der Grenzwertsatz von DE MOIVRE-LAPLACE beinhaltet, daB die gemiB
(1) aus der Folge (X) unabhiingiger,.identisch verteilter ZufallsgroBen gebildete
Folge (Z,) in Verteilung gegen eine N(0, 1)-verteilte ZufallsgroBe konvergiert. Dieser
Sachverhalt bildet den Hintergrund fiir die folgende Definition.

Definition 1. Man sagt, daB eine Folge (X;) unabhiingiger Zufallsgrofien dem
Zentralen Grenzwertsatz geniigt, wenn die Folge (Z,),

”
2 (X — EXy)
Z, =+t —_— (1)
3 Do,
k=1
den Verteilungsfunktionen nach gegen eine N(0, 1)-verteilte ZufallsgroBe konver-
giert, d. h., wenn fiir die Folge (Fz ) der Verteilungsfunktionen von Z, die Beziehung
z
1 £ :
lm Fz (#) =D(@) = | —e 2dl, —oo<z<o00, (2)
n—>00 m
—00

gilt.
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In dieser Formulierung ist also die Existenz vorkommender Erwartungswerte und Streuungen
vorausgesetzt, wobei noch DX, > 0 ang wird. Existi diese GroBen nicht, so sagt
man, die Folge (X,) geniige dem Zentralen Grenzwertsatz, wenn es Zahlenfolgen (a,) und (b,),
b, = 0, gibt, so daB die Folge (Z,),

f Xy —a,
e ®

den Verteilungsfunktionen nach gegen eine N(0, 1)-verteilte ZufallsgroBe konvergiert.

Das weitere Ziel besteht nun in der Angabe hinreichender Bedingungen dafiir, da8
eine Folge von ZufallsgroBen dem Zentralen Grenzwertsatz geniigt. Dazu stellen wir
erst einmal fest, daB auf Grund des Grenzwertsatzes von DE MOIVRE-LAPLACE eine
Folge (X;) unabhiingiger und identisch zweipunktverteilter ZufallsgréBen dem Zen-
tralen Grenzwertsatz geniigt. Es zeigt sich nun, daB auf die Voraussetzung der Zwei-
punktverteilung verzichtet werden kann.

Satz 1. Es sei (X,) eine Folge unabhingiger, identisch verteilter Zufallsgrofen mit
endlicher, positiver Strewung. Dann geniigt die Folge (X,) dem Zentralen Grenzwert-
satz. .

Dieser Satz geht auf J. W. LINDEBERG (1922) und P.Lfvy (1925) zuriick: er
wird deshalb auch als Grenzwertsatz von Lindeberg-Lévy bezeichnet. In der mathe-
matischen Statistik ist gerade dieser Grenzwertsatz von groBer Bedeutung; er be-
inhaltet, daB die standardisierten Summen Z, unabhingiger, identisch verteilter
ZufallsgréBen X, asymptotisch (d. h. mit nach oo strebender Summandenanzahl)
N(0, 1)-verteilt sind, wenn fiir die Summanden X, neben dem (gemeinsamen) Er-
wartungswert u auch die (gemeinsame) Streuung ¢? existiert (6 < o) und positiv
ist (o? > 0).

Dies bedeutet also, da8 die ZufallsgrBen

S (X—EX) S (- N Xi—m
Zn = k=1 = k=1 == k=1 (4)
Z': DX, W UV'-"_

k=1

fiir groBe # niherungsweise N (0, 1)-verteilt sind oder — in anderer Formulierung —,
n
daB die Summen J X, fiir groBe » niherungsweise N(nu, no®)-verteilt sind.

=

Verzichtet man in Satz 1 auf die Voraussetzung, daB die identisch verteilten Zu-
fallsgréBen X, Xy, ... eine endliche positive Streuung besitzen, oder darauf, daB die
ZufallsgroBen X, X, ... identisch verteilt sind, so geniigt eine solche Folge im all-
‘gemeinen nicht mehr dem Zentralen Grenzwertsatz; es gibt aber eine Reihe von Aus-
sagen, die sich mit der Giiltigkeit des Zentralen Grenzwertsatzes auch im Fall nicht
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identisch verteilter ZufallsgroBen beschiiftigen, z. B. den Grenzwertsatz von Ljapunov
und den Grenzwertsatz von Lindeberg-Feller.

Wir fiihren zuniichst den Grenzwertsatz von Lispunov an. (A. M. Lyarunov (1857—1918)
war einer der bedeutendsten Vertreter der von P. L. CEBYSEV gegriindeten berihmten russischen
Schule der Wahrscheinlichkeitstheorie.)

Satz 2. Es sei (X;) eine Folge unabhdngiger Zufallsgrofen, die Momente dritter Ordnung be-
sitzen. Wenn fir die Folgen (b,) bzw. (c,) mit

3 "
= I[ Y B\ Xy — EXy* bew. ¢, = 2 DX, 5)
k=1 k=1

die Bedingung
lim b = (Ljapunovsche Bedingung) (6)
n—>c0
erfilllt ist, geniigt die Folge (X;) dem Zentralen Grenzwertsatz.
Die Lj: he Beding ist offensichtlich erfiillt, wenn die ZufallsgroBen (X) lick
identisch verteilt sind.
Die Giiltigkeit der Lj vschen Bedi ist auf Grund von Satz 2 hinreichend fiir die
Giiltigkeit des Zentralen Gmnzwertsntms, sie ist aber nicht notwendig. Insbesondere ist es nicht
einmal erforderlich, da8 fiberhaupt M te hoherer als zweiter Ord existi Lr

gab eine hinreichende Bedmgung‘ﬂ'u' die Giltigkeit des Zentralen Grenzwertsatzes an, zu deren
Formulierung — auf die wir hier verzichten — man héhere als zwelte Momante nicht bendtigt.
Aus der Gilltigkeit dieser Bedi — der Li folgt

im Fall der Existenz der dritten Momente die Gultlgkelt derL]apn.nnvschenBed.mmmg U’berdxes
folgt aus der Giltigkeit der Lindebergschen Bedingung die Aussage

lim max -?’# =0, (V]
n—>c0 1Sksn 3 D*X;

i=1

Dlese Beziehung beinhaltet, daB die Streuung jedes Summanden X in der Summe X, + X, +

-« + X, klein ist im Verhiiltnis zur St g dieser S
SchlieBlich bewies W. FELLER (1935) daB be1 Vora.uaset/mng von (7) far d.la Gﬁ.ltlgkelt des
Zentralen Grenzwertsatzes die Giltigkei dig ist.

Diese Grenzwertsitze smd von groBer Bedeutung sowohl in theoretischer —
peziell erkenntnistheor her — Hinsicht als auch im Hinblick aof praktische
Anwendungen. Oftmals ergibt sich aus diesen Siitzen die Rechtfertxglmg dafiir, die
Verteilung einer ZufallsgroBe niherungsweise als Normalverteilung zu beschreiben.
So kann z. B. angenommen werden, daB eine ZufallsgroBe dann eine Normalvertei-
lung besitzt, wenn sie sich durch Uberlagerung einer Vielzahl weitgehend unter-
einander unabhiingiger zufilliger Effekte ergibt, wobei jedoch jeder dieser Effekte
nur einen im Verhéltnis zur Summe der anderen unbedeutenden Einflu8 auf die be-
trachtete ZufallsgrBe hat (vgl. dazu (7)). Hierbei ist von den Wahrscheinlichkeits-
verteilungen der bei der Uberlagerung beteiligten zufilligen Effekte nur die Kennt-
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nis der Erwartungswerte und Streuungen erforderlich, und das Ergebnis einer sol-
chen Uberlagerung wird dann sebr gut durch die Normalverteilung erfa8t, wenn die
Anzahl dieser zufiiligen Effekte recht groB ist.

Dieseb ) ten G iiBigkeiten bei zufiilligen Erschei diesich in quantitati
Form in den Zentralen Grenzwertsi und in qualitativer Form in den Gesetzen der groSen
Zahlen ausdriicken, haben zu herlei — auch emotionalen — Hervorhebungen und geradezu

Huldigungen an die Normalverteilung gefiihrt; wir geben dazu eine AuBerung des englischen Bio-
logen und Statistikers Sir Fraxors GAIIJ.‘ON (1822— 191 1) m ﬁ'exet Ubezsetzu.ng wieder: ,,Ich
wiiBte kaum etwas zu nennen, was die P] ie 80 zu beei dchte wie die wunder-
bare Form der kosmischen Ordnu.ng, die sich im Gesetz der groBen ZAhIen ausdriickt. Hiitten die
Griechen dieses Gesetz gekannt, sie hiitten es psrsomfmert und als Gottheit angebetet. Mit Ge-
lassenheit und vélliger Selbstverleugnung iibt es seine Hi haft inmi der wild Unord-

nung. Je riesiger die Menge und je grofer die scheink A hie, um so vollk: ist seine
Gewalt. Es ist das oberste Gesetz des Chaos. Sobald man eine groBe Maase von regellosen Elemen-
ten groBenmiBig ordnet, zeigt sich, daB eine unvermutete und wunderschone, éuBerst harmo-
nische RegelmiBigkeit bereits in ihnen verborgen war.*

Damit wollen wir unsere Ausfiihrungen zur Wahrscheinli hkeitstheorie abschlieBen
und uns den Problemen der mathematischen Statistik zuwenden.
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Die Methoden und Verfahren der beschreibenden Statistik haben das Ziel, vorgeleg-
tes Dat terial in iibersichtlicher und anschaulicher Form darzustellen und
sinnvoll zusammenzufassen, um das Wesentliche des Datenmaterials klar und ver-
stindlich zum Ausdruck zu bringen. Dies erfolgt einerseits mittels Strichlisten,
Tabellen, graphischer Darsiellungen und andererseits auf dem Wege der Berechnung
von sogenannten statistischen Mapzahlen (z. B. Mittelwerten). Man gewinnt damit
vorerst immer nur Aussagen iiber das vorgelegte Datenmaterial, und die hierbei ver-
wendeten Methoden und Verfahren sind ziemlich unabhiingig von der Wahrschein-
lichkeitstheorie. Das tliche Anliegen bei der Untersuchung eines vorliegenden
konkreten Datenmaterials — einer sogenannten Stichprobe — besteht aber letztlich
darin, allgemeinere Aussagen — iiber sogenannte Grundgesamtheiten — zu gewinnen.
Hierzu dienen die Methoden und Verfahren der mathematischen Statistik (Kapitel 9
bis 11), die auf der Wahrscheinlichkeitstheorie beruhen.

Entsprechend der Zielstellung dieses Buches werden wir uns daher ausfiihrlicher
mit der mathematischen Statistik beschéftigen und nur kurz auf die gebréuchlich-
sten Methoden und Verfahren der beschreibenden Statistik eingehen. Dabei behandeln
wir in Abschnitt 8.1. Methoden bei einem meBbaren Merkmal und in Abschnitt 8.3.
Methoden bei zwei meBbaren Merkmalen. AuBierdem stellen wir jeweils einige
typische statistische MaBzahlen vor (Abschnitte 8.2. und 8.4.), die groBtenteils in
den folgenden Kapiteln zur mathematischen Statistik wieder vorkommen werden.

An dieser Stelle wollen wir — ein fiir allemal — auf die vom Verlag Schéfers Fein-
papier Plauen herausgegebenen Funktionspapiere fiir die praktische Durchfiihrung
statistischer Verfahren hinweisen.
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81.  Methoden bei einem meBbaren Merkmal

Grundlage einer statistischen Untersuchung ist eine Menge von Objekten, an denen
ein oder mehrere Merkmale untersucht werden sollen. In diesem und dem folgenden
Abschnitt gehen wir davon aus, daB ein meBbares (allgemeiner: zahlenméBig erfa-
bares) Merkmal X an 7 Objekten zu untersuchen ist, und wir bezeichnen mit @, ..., @,
die sich hierbei ergebenden — nicht notwendig voneinander verschiedenen — MeB-
werte (oder allgemeiner: Zahlen).

Es kann sich dabei z. B. um die Anzahl der Punkte in einer Lemtungskontrolle
bei n Studenten, um die KorpergroBe von n gleichaltrigen Schiilern, um die Mittags-
temperatur an 7 verschiedenen Orten oder — ein Beispiel aus dem technischen Be-
reich — um die Abweichung des Durchmessers vom SollmaB bei n auf einer auto-
matischen Drehmaschine hergestellten Bolzen handeln.

Im Rahmen der mathematischen Statistik faBt man X als ZufallsgroBe und 2, ..., , als in
n Vi hen beobachtete Werte von X auf.

Die Zahlen , ..., z, bilden eine sogenannte MeBreihe (vom Umfang #). Die Zu-
sammenstellung der Elemente einer MeBreihe in der Reihenfolge, wie sie entstanden
sind, heiBt Urliste.

Beispiel 1. Die folgende Tebelle enthiilt das Ergebnis einer schriftlichen Lei-
stungskontrolle fiir 100 Studenten. Dabei wurde die Leistung jedes dieser Studenten
anhand einer vorher festgelegten Punktbewertung erfa8t, wobei maximal 16 Punkte
zu erreichen waren.

7 6 13 7 11 10 13 8 14 10
4 8 3 12 14 8 11 10 f2 14
9 8 12 3 9 5 4 9 8 15
12 9 8 10 6 11 7 11 11 12
3 4 13 0 6 3 8 6 T 13
6 13 2 14 4 9 5 9 9 6
9 10 10 9 10 10 10 12 0 12
11 7 5 2 12 1 7 13 6 10
1 9 10 15 11 10 13 8 12 14
8 12 8 11 13 12 10 14 12 9

Wie man schdn an diesem Beispiel'erkennt, ist eine Urliste recht uniibersichtlich,
und es fillt nicht leicht, Typisches und Besonderheiten zu erkennen. Deshalb ordnet
man allgemein die MeBwerte der GréBe nach und ermittelt — gegebenenfalls anhand
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einer sogenannten Strichliste — die absolute Hiufigkeit der voneinander verschie-
denen MeBwerte. Die so entstehende Zi tellung der MeBwerte wird als
Hiiufigkeitstabelle oder als primdre .Verteilungstabelle bezeichnet,

Beispiel 2. Wir geben die Hiufigkeitstabelle zu dem in Beispiel 1 betrachteten
Zahlenmaterial an.

Punkte | Strichliste Haiufigkeit Punkte | Strichliste | Haufigkeit
0 Il 2 8 It 10
1 | 1 9 g 11
s 1 3 10 H-}fm—r ] 13
3 m 4 1 I 9
4 {1 4 12 ] 11
5 i 3 13 M 8
6 Hru 1 14 | 6
7 gl 6 15 Il 2

Hiiufigkeitstabellen sind iibersichtlicher und kiirzer als die Urliste und schon gut
geeignet fiir eine Beurteilung der Verteilung; sie sind mit keinerlei Informationsver-
lust (gegeniiber der Urliste) verbunden. Man veranschaulicht Héufigkeitstabellen
gern auch durch graphische Darstellungen. ’

Beispiel 3. Wir veranschaulichen die in Beispiel 2 angegebene Hiufigkeitstabelle
durch graphische Darstellungen (vgl. Abb. 44).

Eine graphische Darstellung wie Abb. 44a heiBit ein Treppenpolygon, Staffelbild
oder Histogramm; die in Abb. 44b angegebene graphische Darstellung wird als
Polygonzug (oder kurz: Polygon) bezeichnet. Will man mehrere MeBreihen unter-
schiedlichen Umfangs (im Rahmen ein und desselben Problems) miteinander ver-
gleichen, so triigt man auf der Ordinatenachse anstelle der (absoluten) Haufigkeiten
die relativen Hiufigkeiten auf.

A P
12} B

11

3

Heufighet —e

] wsuoN®o

~ N

Abb. 44a

0712 34567 800N RBLE
Punkte —=
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Liegen sehr umfangreiche MeBreihen vor, so empfiehlt es sich, durch Zusammen-
fassung mehrerer groBenmiiBig aufeinanderfolgender Werte eine Gruppierung oder
Klassifizierung der MeBwerte vorzunehmen. Diesem Vorgehen legt' man eine Klassen-

131
2
1

SNWRBUON® ©3

Abb. 44b

012345678 910MN12131615B
Punkte —e

“einteilung — das ist eine disjunkte Zerlegung der Menge der méglichen Werte des
betrachteten Merkmals — zugrunde. Die mit einer Klasseneinteilung im natiirlichen
Zusammenhang stehenden Begriffe — wie z. B. Klassenanzahl, Klassenbreite, Klas-
sengrenzen, Klassenmitte — bediirfen keiner weiteren Erléuterung. Was die Technik
der Klassenbildung anbetrifft, so verweisen wir auf das Literaturverzeichnis.

8
Klalsse1 Klasse 2 Kiossé 3 Klasse 4 Kiasse 5
(Note 5). (Noted)  (Note3)  (Note2) (Note?)

Beispiel 4. Wir gruppieren das in Beispiel 1 angegebene Zahlenmaterial ent-
sprechend der folgenden Klasseneinteilung :

Klasse 1: 0, 1, 2, 3, 4 Punkte
Klasse 2: 5,6, 7 Punkte
Klasse 3: 8,9, 10 Punkte
Klasse 4: 11, 12, 13 Punkte
Klasse 5: 14, 15 Punkte
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(Den Hintergrund dieser Klasseneinteilung bildete die Bewertung der Leistungen mit
den Noten 1 bis 6; dabei entsprach der Klasse 1 die Note 5, der Klasse 2 die Note 4
usf.)
35
30
? 25
+ 20
i
i‘§ 10
5

5 - Abb. 45b
Note —»

Die Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle — einer sogenannten sekundéren
Verteilungstabelle — zusammengestellt und in Abb. 456 graphisch veranschaulicht.

relative

Klasse | (Note) | Strichliste | Hiufigheit | Haufigheit
1 (5) JHEHE I T 14 0,14
2 4) JHE JHE T | 16 0,16
3 3 S JHE T T SHE T 111 - 34 03¢
il 2) L JHE JHE T I 111 28 028
5 (1) W 8 0,08

Wir beachten, daB mit dem Gewinn an Ubersichtlichkeit bei einer Klassifizierung
des Zahlenmaterials ein Informationsverlust (gegeniiber der Urliste oder der priméren
Verteilungstafel) auftritt

8.2, Statistische MaBzahlen bei einem meBbaren Merkmal

Zur Beurteilung einer Mefireihe werden hiufig GroBen — sogenannte statistische
MaBzahlen — herangezogen, die aus den MeBwerten berechnet werden. Wir wollen
uns zuerst mit Mittelwerten beschiftigen, die eine MeBreihe jeweils durch eine einzige
Zahl — einen ,,durchschnittlichen Wert — charakterisieren, und im AnschluB
darin gehen wir auf empirische Streuungsmage ein, die die Ausbreitung der MeBwerte
in der MeBreihe zum Ausdruck bringen.
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8.21. Mittelwerte

Unter den Mittelwerten ist der bekannteste der arithmetische Mittelwert. Der arith-
metische Mittelwert (kurz: das arithmetische Mittel) Z, einer MeBreihe 2y, ..., %,
ist durch

Ta=— 3 a; (1)

definiert. Ist das Zahlenmaterial in k& Klassen eingeteilt und bezeichnet u; die Klas-
senmitte der j-ten Klasse und m; die Klassenhiufigkeit der j-ten Klasse (= Anzahl
der MeBwerte, die in der j-ten Klasse liegen), so definiert man den arithmetischen
Mittelwert durch

m=1 Sum,. ®

Bei der praktischen Ermittlung des arithmetischen Mittelwertes — insbesondere
bei groBem Umfang n der MeBreihe — empfiehlt sich die Verwendung eigens hierfiir
ausgearbeiteter Verfahren (z. B. mittels Einfiihrung eines sogenannten provisorischen
Mittelwertes) ; wir gehen darauf nicht niher ein.

Beispiel. Fiir das Zahlenmaterial aus Beispiel 1 (8.1.) ergibt sich Z, — 8,92.
(Bei Verwendung der in Beispiel 4 (8.1.) angegebenen Kl inteilung erhéilt man
z, = 8,82.)

>

Weitere Mittelwerte sind der empirische Median #,, der iampirisohe Modalwert £,
und der geometrische Mittelwert Z,.

Unter dem empirischen Median %, versteht man im Fall einer ungeraden Zahl n
den mittelsten Wert.der gréBenmiBig geordneten MeBreihe; im Fall einer geraden
Zahl n setzt man %, gleich dem arithmetischen Mittel der beiden in der Mitte liegen-
den Werte der groBenmiiBig geordneten MeBreihe. (Fiir das von uns betrachtete
Beispiel ergibt sich %, = 9.) Der empirische Median ist also — grob gesprochen —
dadurch charakterisiert, daB rechts und links von ihm die Hiilfte der MeBwerte liegen.

Als empirischen Modalwert £, bezeichnet man jeden solchen MeBwert einer MeB-
reihe, der mindestens ebenso oft wie jeder andere Meiwert in der MeBreihe vorkommt.
(Fiir unser Beispiel ergibt sich als empirischer Modalwert £, = 10.) Empirische Modal-
werte einer MeBreihe sind also MeBwerte groBSter Hiufigkeit in der betrachteten MeB-
reihe.

Der geometrische Mittelwert &, einer MeBreihe 2,...,x, ist gegeben durch

= Vzl +++ %,; er«ist nur fiir MeBreihen mit positiven Gliedern definiert. Im
Vergleich zum arithmetischen Mittelwert wird der geometrische Mittelwert weniger
stark von Extremwerten der MeBreihe beeinfluBit; er findet in der Praxis vor allem
in.der Wirtachaftsstatistik (z. B. bei der Kennzeichnung eines durchschnittlich
‘Wachstumstempos) Anwendung. .
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8.2.2. StreuungsmaBe

Einen ersten AufschluB iiber die Ausbreitung einer MeBreihe liefert die Spannweite
(oder: Variationsbreite) d,, die als Differenz des Maximums und des Minimums der
MeBwerte definiert ist,
= max (2, ..., Za},
8, = Tyay — Zgza Mt Tmax ) {2 o} @)
Lnin = MiD (@, .00, Ty} o
Die Spannweite hiingt also nur von den extremen Werten einer MeBreihe ab; sie
liefert insbesondere keine Information dariiber, wie stark die MeBwerte in der Me8-
reihe z. B. um den arithmetischen Mittelwert Z, dieser MeBreihe konzentriert sind.
Als hierfiir geeignete MaBzahlen erweisen sich die durch

83 =

2 (i — %) (4)

-1 i=1

definierte empirische Streuung ,? und deren (positive) Quadratwurzel s,,

T
= a,==v 2= ®)
- =
die als empirische Standardab h bezeichnet wird. (DaB man s,2 nicht als arith-
metisches Mittel der Quadrate der Abwelchungen der MeBwerte vom arithmetischen
Mittelwert, d. h. nicht als — 2 (z; — ,)? definiert, hat Griinde, die uns erst im
ni=1
Rahmen der Ausfiihrungen zur mathematischen Statistik klar werden; vgl. 10.4.2.b).)

Zur praktischen Berech.nung verwendet man die (aus (4) leicht herleitbare) Formel

wetr -2 (2] ©

n—l i=1 n \i=1

Ist das Zahlenmaterial in Klassen eingeteilt, so definiert man (mit den Bezelchnun-
gen aus 8.2.1.) die empirische Streuung s,? durch

8t = E(uy =z my, (7

n—1i0
wobei Z, nach (2) zu berechnen ist.
Belsplel Fiir das Zahlenmaterial aus Beispiel 1 (8.1.) ergibt sich mltz‘ z2 = 9216
und Y 5 2; = 892 die empirische Streuung 8,2 gemiB (6) zu 8,2 = 12, 72 womus sich

I=l

fiir die empirische Standardabweichung s, die Zahl 3,57 ergibt. (Bei Verwendung der
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in Beispiel 4 (8.1.) angegebenen Klesseneinteilung erhilt man s,2 = 13,35 und
hieraus s, = 3,65.)

SchlieBlich wollen wir noch auf den fiir %, =+ 0 durch

o= ®
xl
definierten empirischen Variationskoeffizienten (oder: Variabilititskoeffizienten) v, fiir
eine MeBreihe hinweisen. Der Variationskoeffizient wird zum Vergleich mehrerer
MeBreihen beziiglich ihrer empirischen Standardabweichungen unter Beriicksichti-
gung der arithmetischen Mittelwerte herangezogen und dabei héufig in Prozent
angegeben.

8.3. Methoden bei zwei meBbaren Merkmalen

In diesem und dem folgenden Abschnitt wollen wir davon ausgehen, daB gleichzeitig
zwei meBbare Merkmale X und Y an n Objekten zu untersuchen sind, und wir be-
zeichnen® mit, (,, %,), ..., (s, ¥,) die sich hierbei ergebenden (nicht notwendig von-
einander verschiedenen) Paare von MeBwerten.

Es kann sich dabei z. B. um die Punktzahlen in zwei Mathematik-Klausuren bei
n Studenten, um KérpergréBe und Kérpergewicht von n ‘gleichaltrigen Schiilern
oder — ein Beispiel aus dem Skonomischen Bereich — um den Grad der Erfiillung
des Produktionsplanes und des Finanzplanes in n Betrieben handeln.

Im Rah der mathematischen Statistik faBt man (X, ¥) als (zweidimensionalen) zufalligen
Vektor und (2;, %), ..., (s, ¥y) 818 in % konkreten Versuchen beobachtete Werte von X, Y)
auf. R

Die Zusammenstellung der Paare (z;, ;) in der Reihenfolge, wie sie entstanden
sind, wird wiederum als Urliste bezeichnet. ZweckmiBigerweise geht man auch in
diesem Fall zu einer primdren Verteilungstabelle (Hdufigkeitstabelle) iiber, die also
fiir jeden moglichen Wert (z, y) von (X, ¥) die (absolute oder relative) Haufigkeit
des Vorkommens dieses Paares in dem betrachteten Zahlenmaterial enthalt (vgl
dazu das nachfolgende Beispiel), wobei man gegebenenfalls eine K inteslung
fiir die Merkmale X und Y vornimmt. Der weiteren Veranschaulichung dienen
graphische Darstellungen des Zahlenmaterials, z.B. durch Punkte in der z, y-
Ebene oder in Form von (riiumlichen) Histogrammen. Wir gehen darauf nicht niher
ein und beschlieBen diesen kurzen Abschnitt mit einem Beispiel.

Beispiel. Bei 100 neugeborenen Kindern wurden die Korperlinge X (in cm)
und der Kopfumfang Y (in cm) gemessen. Wir verzichten auf die Wiedergabe der
Urliste und geben gleich die entsprechende Hiufigkeitstafel der auf ganze Zentimeter
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gerundeten MeBwertpaare an. (Nicht ausgefiillte Felder denke man sich mit Nullen

besetzt.)
N 32 | 33 | 34| 3 | 36| 37|38 30
4 1 (1|3 5
48 1|6 |7 14
49 1|8 |10] 5 21
50 1|4 |9 |9 |1 24
51 3 |6 | 4|1 14
52 3 (1|7 |1 12
53 1 1|2 |1 ]|1]1 1
54 1|1 2
55 0
56 1 1
3 |17 |33 |26 |14 | ¢« | 2 | 2 |oo

Wie man sieht, kommen unter den 100 untersuchten Neugeborenen Kinder mit
einer Korperlinge zwischen 48 und 52 em und einem Kopfumfang zwischen 33 und
36 cm recht hiufig vor; hingegen kommen Kinder mit sehr kleiner (groBer) Kérper-
linge und sehr groBem (kleinem) Kopfumfang iiberhaupt nicht vor.

8.4. Statistische MaBzahlen bei zwei meBbaren Merkmalen

Das Ziel bei der gleichzeitigen Erfassung zweier Merkmale X und Y an » Objekten
besteht letztlich immer darin, AufschluB dariiber zu gewinnen, ob und in welchem
MaBe die Merkmale X und ¥ zusammenhiingen. In diesem Abschnitt wollen wir zwei
statistische MaBzahlen speziell hierfiir angeben, die sogenannte empirische Kovarianz
und — hiersuf aufbauend — den sogenannten empirischen Korrelationskoeffizienten.
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Dazu seien (2y, ¥y), ««- (¥n, ¥s) die Ergebnisse der Messung zweier Merkmale X

und Y an n Objekten. Wu' bezeichnen mit Z, bzw. s, , das arithmetische Mittel bzw.
die empirische Streuung der aus den x-Kompouenten gebildeten MeBreihe 2, ..., Zy;
entsprechende Bedeutung mégen ¥, und s}, fiir die aus den y-Komponenten ge-
.bildete Mefreihe ¥, ..., y, haben. Diese statistischen MaBzahlen sagen natiirlich
nichts iiber das Abhangigkeitsverha,lten zwischen- X und Y aus. Zur Beurteilung
des Abhﬁ,ngigkeitsverhaltens eignet sich die durch
2 (I, - zn) (y- - yn) ) (1)

n—1.=

Szy,n

definierte empirische Kovarianz s,,,. Man iiberlegt sich lelcht daB s, positiv aus-
fillt, wenn zu groBen z-Werten groBe y-Werte und zu kleinen z-Werten kleine
y-Werte gehéren; entsprechend iiberlegt man sich, da8 die empirische Kovarianz s,,
negativ ausfillt, wenn zu kleinen z-Werten groBe y-Werte und zu groBen x-Werten
kleine y-Werte gehoren.

Eine noch aussagekriftigere statistische MaBzahl fiir das Abhingigkeitsverhalten
erhilt man, wenn man die empirische Kovarianz auf das Produkt der empirischen

Standardabweichungen s,,, = Vs, aund s, , = ]/_ bezieht, d. h., mit dem duroh
, 2 —E) 4~ %)
o= @

fnBun ]/E(z.—x 3 i — 5

definierten empirischen Korrelationskoeffizienten. Es ist r, > 0 bzw. r, < 0 genau
dann, wenn $,,, > 0 bzw. s, < 0gilt. AuBerdem besteht die Ungleichung |r,| < 1;
dabei ist |r,| = 1 genau dann, wenn die durch Punkte in der «, y-Ebene veranschau*
lichten Zahlenpaare (z;, y;) simtlich auf einer (gemeinsamen) Geraden liegen (vgl.
dazu 6.2., Satz 4). Der empirische Korrelationskoeffizient kann somit als eine MaB-
zahl fiir die Tendenz (Richtung) und Intensitit (Stérke) der linearen Abhingigkeit
zwischen den z-Werten und den y-Werten interpretiert werden.
Bei der praktischen Ermittlung des empirischen Korrelationskoeffizienten emp-
fiehlt es sich, die (aus (2) leicht herleitbare) Beziehung
E x'yl —n- zll y'l
— i=1 (3)
Vo — 1Dk, Vi — D,

oder — wenn Z,, ¥, 82, und &}, vorher nicht berechnet wurden — die Beziehung

ty= '2 Bl ('2 zi) (E‘ yi) @
e (Ea) V-3 (G

zu verwenden.
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Beispiel. Der empirische Korrelationskoeffizient r, fiir das Zahlenmaterial aus
dem Beispiel in Abschnitt 8.3. ergibt sich mit » = 100,

n n
Yz =5009, X a? = 251215,
i=1

i= i=1

n n
Xy =3460, X y? = 119908,
i=1

=1

n
3 i = 173477
i=1

unter Verwendung von (4) zu r, = 0,674.

‘Wir wollen unsere Ausfiihrungen zur beschreibenden Statistik mit einer allg
Bemerkung zur Anwendungsméglichkeit: der in den Abschnitten 8.2. und 8.4. ange-
gebenen Formeln beschlieBen. Bei der Angabe dieser Formeln gingen wir stets davon
aus, daB die verwendeten Zahlenwerte Ergebnisse von MeBvorgéingen sind, denen
also eine Einheitenskala zugrunde liegt, oder — mit anderen Worten —, daB sich
die verwendeten Beobachtungswerte vergleichen lassen (im Sinne groBer, kleiner,
gleich), wobei auch die Differenzen der MeBwerte sinnvoll interpretierbar sind. Be-
sonders in der pidagogischen, aber auch in der psychologischen und soziologischen
Forschung werden oft Merkmale untersucht, die nicht mit einer solchen Einheiten-
skala erfaBt werden kinnen, sogenannte qualitative Merkmale. (Man denke z. B.
an das Merkmal ,,Ergebnis einer Priifung*; dieses Merkmal 1i8t sich zwar zahlen-
miBig erfassen — etwa durch die Noten 1 bis 5 —, die Differenzen zwischen Noten
lassen sich aber kaut sinnvoll interpretieren. Ein anderes Beispiel hierfiir ist das
Merkmal ,soziale Herkunft®.) In solchen Fillen sind die angegebenen Formeln
nicht bedenkenlos anwendbar; es gibt aber eine Reihe von Méglichkeiten, um auch
bei qualitativen, nicht durch eine Einheitenskala erfaBbaren Merkmalen z. B. das
Abhiingigkeitsverhalten zahlenméBig zu erfassen (beispielsweise durch Berechnung
des sogenannten Rangkorrelationskoeffizienten oder des sogenannten Kontingenz-
koeffizienten).




9. Grundbegriffe der mathematischen Statistik

Dieses Kapitel beinhaltet eine Einfiihrung in die mathematische Statistik. Nach
der Darstellung der prinzipiellen Aufgabenstellungen der mathematischen Statistik
(Abschnitt 9.1.) erfolgt in Abschnitt 9.2. die Festlegung der Begriffe Grundgesami-
hest und Stichprobe. Der fiir alle Verfahren der mathematischen Statistik grundlegende
Satz, der sog b pisatz der mathematischen Statistik, wird in Abschnitt 9.3.
dargestellt; dabei schheBen wir unmittelbar an das Bernoullische Gesetz der groBen
Zahlen an. SchlieBlich beschiiftigen wir uns im Abschnitt 9.4. mit sogenannten Stich-
probenfunkiionen — auch Statistiken genannt —, wobei wir uns in der Hauptsache
a.uf solche Aussagen beschriinken, die im Rahmen der weiteren Ausfiihrungen zur
tischen Statistik eine Rolle spielen.

9.1.  Aufgabenstellungen der mathematischen Statistik

Viele reale Vorgiinge werden zweckmiiBig durch mathematische Modelle beschrieben,
in denen ZufallsgroBen oder auch andere Begriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie vor-
ke Solche mathematischen Modelle werden stockastische Modelle

Die Wahrscheinlichkeit il der bei der Beschreibung eines realen Votga.nges
durch ein stochastisches Modell auftretenden Zufallsgroﬂen sind oftmals nicht oder
nicht vollsténdig bekannt. Dies ist die Ausg n der mathematischen Sta-
tistik. Anhand von Beobacht Versuchen und M, gen soll das stochastisch
Modell dem realen Vorgang moghchst gut angepaBt werden.
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Im einfachsten Fall geht es z. B. darum, anhand von beobachteten Werten einer
ZufallsgroBe — sogenannten Realisierungen der ZufallsgréBe — spezielle unbekannte
Parameter der ansonsten bekannten Wahrscheinlichkeitsverteilung der ZufallsgroBe
— beispielsweise den Parameter u oder den Parameter o® einer Normalverteilung —
in geeigneter Weise zu schitzen. Eine weitere Aufgabenstellung besteht darin, anhand
von Realisierungen der betmehteben ZufallsgroBe zu priifen, ob die Annahme einer
speziellen Wahrscheinlichkei — z.B. einer Normalverteilung — im
Rahmen des stochastischen M.odells gerechhfertlgt ist.

Die genannten konkreten Aufgabenstellungen smd typmche Bexsplele fiir zwei
wesentliche Problemklassen der mathemati Statistik, mit denen wir uns in den
Kapiteln 10 und 11 befassen werden.

Dabei dient das Kapitel 10 der Darstellung wesentlicher Elemente der Schditz-
theorie, deren praktische Aufgabenstellung also darin besteht, fur unbekannte Pam-
meter eines stochastischen Modells in geeigneter Weise Schitzwerte
Unter unbekannten Parametern diirfen Wahrscheinlichkeiten einzelner zufa.lhger
Ereignisse, spezielle Kenngrofien von Wahrscheinlichkeitsverteilungen (z. B. Er-
wartungswert, Streuung, Korrelationskoeffizient), aber auch Verteilungsfunktionen
verstanden werden. Die Schitztheorie beinhaltet allgemein die Angabe von Schiit-
zungen fiir solche unbekannten Parameter — dies schlieBt Methoden zur Konstruk-
tion von Schitzungen ein —, sie beinhaltet die Untersuch von Schit
hinsichtlich spezieller Eigenschaften und — darauf aufbauend — den Vergleich ver-
schiedener Schétzungen fiir ein und denselben Parameter. Konkrete Schitzwerte
ergeben sich auf der Grundlage konkreten Datenmaterials — sogenannter Stich-
proben (vgl. 9.2.) — unter Benutzung von sogenannten Stichprobenfunktionen
(vgl. 9.4.); sie sind daher von zufilligen Einfliissen abhiingig. Bei der Konstruktion
von Schiitzungen legt man oftmals — und dies in naheliegender Weise — das Prinzip
zugrunde, fiir unbekannte Parameter solche Werte als Schitzwerte zu verwenden,
die dem konkreten Datenmaterial die gro8te Wahrscheinlichkeit verleihen (Maximum-
Likelihood-Methode, vgl. 10.3.).

Das Kapitel 11 gibt einen Einblick in die T'esttheorie, deren praktische Aufgaben-
stellung darin besteht, anhand konkreten Datenmaterials spezielle Annahmen im
Rahmen eines stochastischen Modells — die hier als Hypothesen bezeichnet werden
— zu iiberpriifen. Solche Hypothesen konnen sich auf die Wahrscheinlichkeit eines
speziellen zufilligen Ereignisses, auf Parameter von Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen, aber auch auf die gesamte Verteilungsfunktion einer ZufallsgroBe beziehen.
Eine Uberpriifung einer derartigen Hypothese mittels eines sogenannten statisti-
schen Tests besteht — grob gesprochen — in der Feststellung, ob aus dem konkreten
Datenmaterial berechenbare und mit der Hypothese vergleichbare Grofien wesent-
lich von den entsprechenden, durch die Hypothese fixierten Groen abweichen oder
nicht. Unterschiede zwischen den aus dem konkreten Datenmaterial berechenbaren
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GréBen und den entsprechenden, durch die jeweilige Hypothese fixierten GroBen
werden auf Grund der zufilligen Einfliisse im Datenmaterial in der Regel immer vor-
handen sein; ein statistischer Test hat somit die Aufgabe zu priifen, ob die ermittel-
ten Unterschiede durch diese zufélligen Einfliisse erklirt werden kénnen oder aber
auf eine falsche Hypothese hinweisen. Letzteres fiihrt dann zur Ablehnung der Hypo-
these.

An dieser Stelle wollen wir noch auf einen fiir jede Anwendung statistischer Ver-
fahren wichtigen Sachverhalt hinweisen, der sich auf den Wahrheitsgehalt statisti-
scher Aussagen bezieht. Auf der Grundlage eines statistischen Verfahrens — z. B.
eines Tests der oben angedeuteten Art — konnen in der Regel keine sicheren Aus-
sagen getroffen werden. Das ist auch gar nicht anders zu erwarten, da immer nur
endlich viele Daten im Rahmen eines statistischen Verfahrens verarbeitet werden,
wihrend sich die Aussagen auf eine sogenannte Grundgesamtheit (vgl. 9.2.), eine
im allgemeinen umf: dere Menge beziehen. Der Vorteil der Anwendung statisti-
scher Verfahren (z. B. bei der Priifung einer Hypothese) besteht darin, da8 man die
Wahrscheinlichkeit einer Fehlentscheidung (z. B. der Ablehnung einer wahren Hypo-
these) beurteilen kann, Wir gehen hierauf in den Kapiteln 10 und 11 noch genauer
ein.

Bei der praktischen Anwendung statistischer Verfahren ist nicht nur das hierbei
verwendete Datenmat®rial selbst von Interesse, sondern auch die Art und Weise
seiner Entstehung. Es ist z. B. von Wichtigkeit, ob das Datenmaterisl durch Beob-
achtung des Wertes einer ZufallsgroBe in unabhiingig voneinander durchgefiihrten
Wiederholungen eines zufélligen Versuches entstanden ist oder ob diese Versuche
untereinander abhingig waren. Mit solchen grundlegenden Problemen, die sich also
auf Methoden der Stichprobenerhebung beziehen, befassen wir uns im folgenden Ab-
schnitt.

9.2. = Grundgesamtheit und Stichprobe

Der Begriff der Stichprobe ist bei statistischen Problemen von grundlegender Be-
deutung und immer mit dem Begriff der Grundgesamtheit verbunden. Wir wollen
diese Begriffe an Beispielen erliutern und anschlieBend mathematisch fassen.

Beispiele.

1. In einem Betrieb werden Batterien fiir 'i‘a.schen]ampen hergestellt. Die Tages-
produktion sei dabei so umfangreich, daB es unokonomisch ist, jede einzelne Batterie
aunf Funktionstiichtigkeit zu priifen. Um aber einen Eindruck von der Qualitit der
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produzierten Batterien zu gewinnen, wird man eine gewisse Anzahl von Batterien —
eine sogenannte Stichprobe — herausgreifen und deren Funktionstiichtigkeit
priifen; dabei wird man zweckmiBigerweise die Auswahl so vornehmen, da8 jede
Batterie der Tagesproduktion — dies ist hier die sogenannte Grundgesamtheit —
die gleiche Chance hat, herausgegriffen zu werden.

2. Ein blutdrucksenkendes Medikament (Antihypertonikum) soll auf seine Wirk-
samkeit untersucht werden. Dazu wird man das Medikament an einer Anzahl von
Patienten, die an Bluthochdruck leiden, testen. Diese Menge bildet hier die Stich-
probe, die zugehorige Grundgesamtheit wire die Menge aller an Hypertonie leiden-
den Menschen (z. B. im Absatzgebiet des Herstellers).

Eine Stichprobe ist also eine endliche Teilmenge einer Grundmenge Q, die in die-
sem Zusammenhang als Grundgesamtheit bezeichnet wird. Um Anschluf an wahr-
scheinlichkeitstl tische Betrachtungen zu gewinnen, setzen wir voraus, da8 Q
die Grundmenge eines Wahrscheinlichkeitsraumes ist.

Definition 1. Es sei [2, %, P] ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann heiBt jede
endliche nichtleere Teilmenge 4 von 2, A € %, eine Stichprobe (aus der Grund-
gesamtheit ). Besteht die Menge 4 aus » Elementen, so heifit 4 eine Stichprobe vom
Umfang #, und n wird als Stickprobenumfang bezeichnet.

Im zuerst angegebenen Beispiel ist £ die Menge der an einem Tage produzierten
Batterien, % die Menge aller Teilmengen von 2, und P(4) istegleich der Wahrschein-
lichkeit dafiir, daB eine entsprechend dem Auswahlverfahren entnommene Batterie
zur Menge 4 S Q gehort.

Wir wollen nun die bereits in den Abschnitten 4.5. und 4.6. verwendeten Begriffe
»Stichprobe mit Zuriicklegen‘ und ,,Stichprobe ohne Zuriicklegen* einordnen. Dazu
gehen wir von dem Wahrscheinlichkeitsraum [, 9, P] aus, wobei 2 eine endliche
‘Menge (mit N Elementen o, w,, ..., wy) ist, % die Menge aller Teilmengen von 2

bezeichnet und das Wahrscheinlichkeitsma8 P durch P({w;}) = % t=12..N)

gegeben ist. (Eine solche Situation ist realisierbar durch einen Behélter — in der
‘Wahrscheinlichkeitsrechnung gewdhnlich als Urne bezeichnet —, der N geometrisch
gleiche Teile — z. B. N gleichartige Kugeln — enthilt. Nach guter Durchmischung
der Teile hat bei einem einmaligen ,,blinden Hineingreifen in den Behilter jedes
Teil die gleiche Wahrscheinlichkeit, herausgegriffen zu werden.) Entnehmen wir der
Menge 2 nacheinander 7 Elemente, wobei das jeweils entnommene Element vor der
niichsten Entnahme zuriickgelegt wird und jedes Teil immer wieder die gleiche Chance
habe, entnommen zu werden, so erhalten wir eine sogenannte Stickprobe mit Zuriick-
legen vom Umfang n aus der Grundgesamtheit 2. Eine Stichprobe mit Zuriicklegen
vom Umfang 7 wird also aus # Stichproben vom Umfang 1 (entsprechend Definition 1)
gebildet. Bei einer Stichprobe mit Zuriicklegen ist es daher méglich, daB ein und
dasselbe Element w € 2 mehrere Male entnommen wird; auch kann der Stichproben-
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umfang n beliebig groB sein. Werden hingegen bei den einzelnen Entnahmen die
Elemente nicht zuriickgelegt, so spricht man von einer Stichprobe okne Zuriick-
legen vom Umfang n aus der Grundgesamtheit 2. Eine Stichprobe ohne Zuriicklegen
vom Umfang » ist also eine Stichprobe vom Umfang » im Sinne der Definition 1.
Bei einer Stichprobe ohne Zuriicklegen kann daher jedes Element w € 2 hichstens

einmal entnommen werden, und fiir den Stichprobenumfang = gilt n < N.

Viele Stichprobenerhebungen in der Volkswirtschaft — insbesondere im Rahmen
der statistischen Qualititskontrolle (SQK) — und auch bei anderen wissenschaftlichen
Untersuchungen beruhen auf dem Modell einer Stichprobe ohne Zuriicklegen. Das
Ziel dieser Stichprobenerhebungen besteht oftmals darin, AufschluB iiber den Anteil
der Elemente in einer Grundgesamtheit zu gewinnen, die durch eine bestimmte
Eigenschaft ,,B‘ gekennzeichnet sind (z. B. durch ein besonderes Qualititsmerkmal)
Dazu kann man eine Stichprobe vom Umfang = in folgender Weise durch Zufalls-
gréoBen X, X, ..., X, beschreiben:

1, falls das bei der k-ten Entnahme entnommene
X, = Teil die Eigenschaft ,,E*‘ besitzt,

k=1,2,...,n).
0 sonst ( ")

Bei einer Stichprobe mit Zuriicklegen sind die ZufallsgréBen X, X,,..., X,
unabhiingig und identisch verteilt. Die ZufallsgroBe S = X, + X, + -« + X,,
die die (zufillige) Anzahl der Elemente mit der Eigenschaft ,,E* in der Stichprobe
angibt, ist binomialverteilt mit den Parametern n = Stichprobenumfang und p =
Wahrscheinlichkeit des Vorhandenseins der Eigenschaft ,,E* in der Grundgesamt-
heit. Bei einer Stichprobe ohne Zuriicklegen sind die ZufallsgroSen X,, X, ..., X,
ebenfalls identisch verteilt, aber sie sind untereinander nicht unabhéingig. Die Zufalls-
groBe 8 = X, + X, + -+ 4+ X, besitzt eine hypergeometrische Verteilung. Das kon-
krete Ergebnis einer Stichprobenerhebung — gleichgiiltig, ob mit oder ohne Zuriick-
legen — kann somit durch eine endliche Folge von Zahlen 0 oder 1 beschrieben
werden.

Bei unseren weiteren Betrachtungen werden wir allgemein Stichproben durch
ZufallsgréBen beschreiben. Dazu seien [2, U, P] ein Wahrscheinlichkeitsraum und
X eine ZufallsgroBe iiber diesem Wahrscheinlichkeitsraum. Um Aufschliisse iiber die
i. a. unbekannte Wahrscheinlichkeitsverteilung der ZufallsgroBe X zu gewinnen,
wird man einen Versuch n-mal unabhingig voneinander wiederholen, wobei jedesmal
ein konkreter Wert der ZufallsgréBe — eine Realisierung also — beobachtet wird.
Wir erhalten somit Zahlen z,, z,, ..., #,, die simtlich Realisierungen der ZufallsgroBe
X sind. Fassen wir die Zahl z;, — also die Realisierung der ZufallsgréBe X im k-ten
Versuch — als Realisierung einer ZufallsgroBe X, auf, so sind die ZufallsgroBen
X;, X,, ..., X, untereinander unabhiéingig und identisch wie X verteilt. Dies bildet
den Hintergrund fiir die folgende Definition.
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Definition 2. Es sei X eine Zufallsgroe mit der Verteilungsfunktion F. Dann
heiBt der zufillige Vektor (X, X,, ..., X,), dessen Komponenten X, unabhingig
und identisch wie X verteilt sind, eine mathematische Stichprobe vom Umfang n aus
der Grundgesamtheit X mit der Verteilungsfunktion F. Die ZufallsgroBen X, X,, ..., X,
heiBen in diesem Z: menhang Stichprobenvariable. Eine Realisierung (z,, 2s, ..., &)
des zufilligen Vektors (X, X, ..., X,) bezeichnen wir als konkrete Stichprobe vom
Umfang n aus der Grundgesamtheit X mit der Verteilungsfunktion F.

Bemerkung. Wir haben oben festgelegt, daB unter einer Grundgesamtheit die
Grundmenge eines Wahrscheinlichkeitsraumes zu verstehen ist. Dieser Wahrschein-
lichkeitsraum ist in diesem Fall gekennzeichnet durch die Menge aller n-Tupel
reeller Zahlen, d. h. durch die Menge R* und durch die Wahrscheinlichkeitsverteilung
des zufilligen Vektors (X, X,, ..., X,). Die Wahrscheinlichkeitsverteilung des
zufilligen Vektors (X, X, ..., X,) wird gekennzeichnet durch die Verteilungsfunk-
tion Fx,x,....x,), die mit der Verteilungsfunktion F' der ZufallsgroBe X gemiB

Fix, xynnx )(@1> Tas «o0s Za) = F(31) - F(3) -+ F(a)
(vgl.6.4.(1)) zusammenhiingt. Die Grundgesamtheit ist also in jedem Fall die
Menge R®*; die fiir wahrscheinlichkeitstheoretische Betrachtungen wesentliche
Information enthélt die Verteilungsfunktion F der ZufallsgroBe X. Dies motiviert
die in der Definition 2 eingefiihrten Benennungen.

9.3.  Der Hauptsatz der mathematischen Statistik

Der Hauptsatz der mathematischen Statistik zeigt, daB durch Stichproben geniigend
groBen Umfanges die im allgemeinen unbekannte Verteilungsfunktion der betrach-
teten Grundgesamtheit niherungsweise erfaft und also erkennbar wird. Auf diesem
Satz beruhen im Prinzip alle Verfahren und Methoden der mathematischen Stati-
stik; er stellt damit das wesentliche Bindeglied zwischen der Wahrscheinlichkeits-
theorie und der mathematischen Statistik dar, woraus sich auch die Bezeichnung
dieses Satzes als Hauptsatz der mathematischen Statistik ergibt.

Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist eine konkrete Stichprobe (zy, %y, ..., #y)
vom Umfang n aus einer Grundgesamtheit X mit der Verteilungsfunktion F. Zu
beliebig vorgegebener reeller Zahl x ermitteln wir fiir diese konkrete Stichprobe die
Anzahl m,(x) der Stichprobenelemente, die kleiner als  sind, pnd wir betrachten
™)  gio die relative Haufigkeit des Hineinfallens der

n
Stichprobenelemente in das Intervall von — oo bis « angibt.

dazu die GroBe w,,(x) =
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P

Definition 1. Die auf der reellen Achse durch

my(®) Anzahl der z,, @s, ..., %, die kleiner als 2 sind
n n

z —> w,(2) =

definierte Funktion w,, deren Werte Zahlen zwischen Null und Eins sind, heiit
empirische Verteilungsfunktion der konkreten Stichprobe (2, T, «.., Za)- .

Die empirische Verteilungsfunktion w, einer konkreten Stichprobe (2;, s, +«+, %)
ist eine linksseitig stetige Treppenfunktion, die an den Stellen z; Spriinge besitat;

die Sprunghéhe ist dabei gleich i , falls der Wert 2; in der Stichprobe genau einmal
n

vorkommt, anderenfalls gleich ﬂ, wenn m; die Anzahl der Stichprobenelemente
n

bezeichnet, die gleich z; sind. Fir # < min #; gilt w,(2) = 0, und fiir > max z;
1gisn 15isn
gilt w,(x) = 1. Diese Eigenschaften zeigen, daB w, eine Verteilungs’[unkt'in ist
(vgl. 4.1., Bemerkung nach Satz 1); dies rechtfertigt auch die in Definition 1 einge-
fithrte Bezeichnung. In welchem Sinne nun diese Funktion w, eine Néherung der Ver-
teilungsfunktion F der Grundgesamtheit ist, erkennt man, wenn man die Gesamtheit
aller moglichen konkreten Stichproben und damit die Gesamtheit aller méglichen
empirischen Verteilungsfunktionen bei festem Stichprobenumfang n zur vorgege-
benen Grundgesamtheit ins Auge faBt. Dazu wihlen wir jetzt als Ausgangspunkt
eine mathematische Stichprobe (X;, Xy, ..., X,) vom Umfang n aus der Grund-
gesamtheit X mit der Verteilungsfunktion F. Fiir eine beliebige reelle Zahl z be-
zeichne M (x) die Anzahl der Stichprobenvarié.blen, die kleiner als z sind. Die GroBe
M, () ist eine ZufallsgroBe, die oben definierte GroBe m,(x) ist als eine Realisierung
von M,(z) aufzufassen. Entsprechend der Vorgehensweise im Fall einer konkreten

Stichprobe betrachten wir nun die ZufallsgroBe Wy(z) = (=) ¥
n

Definition 2. Die durch

M,(x) Anzahl der X, Xy, ..., Xy, die kleiner als « sind
z—> Wy(z) = .

n

auf der reellen Achse definierte Funktion W, deren Werte ZufallsgroBen sind, heiBt
empirische Verteilungsfunktion der mathematischen Stichprobe (X, X, ..., X,).

Fiir jede Zahl z € R ist also W, (%) eine ZufallsgréBe; sie gibt die (zufiillige) relative
Hiufigkeit des Hineinfallens der Elemente X; der -mathematischen Stichprobe
(X3, X3, ++v, X,) in das Intervall von — oo bis z an. Die Funktion W,, die also einer
beliebigen reellen Zahl « die ZufallsgroBe Wy(z) zuordnet, ist ein Beispiel fiir eine
sogenannte zufillige Funktion. Der Wert w,(z) der empirischen Verteilungsfunktion
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w, einer konkreten Stichprobe (z,, @y, ..., 2,) an der Stelle z ist als Realisierung der
ZufallsgroBe W,(x) aufzufassen; in diesem Sinne ist die Funktion w, als Realisierung
der zufilligen Funktion W, zu bezeichnen.

Wir wollen nun auf den engen Zusammenhang zwischen der empirischen Ver-
teilungsfunktion . W, einer mathematischen Stichprobe (X;, X,, ..., X,) vom Um-
fang n aus einer Grundgesamtheit X und der Verteilungsfunktion F dieser Grund-
gesamtheit eingehen. '

Eine konkrete Stichprobe (zy,s, ..., %,) konnen wir auffassen als konkretes
Ergebnis einer Serie von » unabhingigen Wiederholungen ein und desselben Ver-
suches, wobei dieser Versuch in der Realisierung der ZufallsgréBe X besteht. Es sei
nunzeine beliebige reelle Zahl. Die (als Zufallsgro8e aufgefaBte) Anzahl des Eintretens
des Ereignisses (X < z) — das ist also die ZufallsgroBe M,(z) — ist somit bino-
mialverteilt mit den Parametern p = P(X < z) = F(z) und n = Stichproben-
umfang. Folglich bestehen die Beziehungen (vgl. 4.5., Satz 2)

BM\(z) = np = nF(z), D'M,(z) =np(l — p) =nF(z) (1 — F(z)),

M, ()
n

woraus sich mit W,(z) = die Aussagen

EWy(z) = F(z) (n€N) - (1)
und

D) = F(z) (1 — F(z))
n

-0 (n—> o) (2)

ergeben. Der Erwartungswert des Wertes der empirischen Vértei]ungsfunktion Wa
einer mathematischen Stichprobe (X, X,, ..., X,) vom Umfang % aus der Grund-
gesamtheit X an der Stelle z ist also — unabhiingig vom Stichprobenumfang n —
gleich dem Wert der Verteilungsfunktion F' dieser Grundgesamtheit an der Stelle z,
und die Streuung der ZufallsgroBe W,(x) konvergiert mit wachsendem Stichproben-
umfang 7 (n —> oo) gegen Null. Noch klarer zeigt sich der Zusammenhang zwischen
der empirischen Verteilungsfunktion einer Stichprobe und der Verteilungsfunktion
der hierbei betrachteten Grundgesamtheit in dem folgenden Satz, der eine abge-
schwichte Form des Hauptsatzes der mathematischen Statistik darstellt.

Satz 1. Fir jede positive Zahl & und jede reelle Zahl z gilt

lim P(|W,(z) — F(z)| < §=1, @)

d. h., fiir jede reelle Zahl z konvergiert die Folge (W,.(x)) stochastisch gegen F(z).

Beweis. Es sei « eine beliebige reelle Zahl. Dann ist W,(z) gleich der (zufilligen)
relativen Hiufigkeit k,(4) des Ereignisses 4 = (X < ) in einer Serie von # unab-
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P

hiingigen Wiederholungen ein und desselben Versuches, wobei dieser Versuch in der
Realisierung der ZufallsgroBe X besteht und A jedesmal die Wahrscheinlichkeit
p = P(4) = P(X < z) = F(z) besitzt. Auf Grund des Bernoullischen Gesetzes der
groBen Zahlen (vgl. 7.3., Satz 1) gilt fiir jede positive Zahl &

lim P(hy(4) — p| <) =1, d.h.hier lim P(|W,(@)— F(2)| <¢) =1,
A—00 n—>00
" was zu beweisen war.

Da das Bernoullische Gesetz der groBen Zahlen auch als starkes Gesetz der groBen Zahlen gilt
(vgl. 7.4., Borelsches Gesetz der groBen Zahlen), kann die Aussage des Satzes 1 verschiirft werden
zu

P( lim W,(z) = F(a:)) =1, 4)

Dies bedeutet daB fur ]BdB reelle Zahl  die Folge (W ,(z)) fast sicher gegen F(z) konvergiert. Ein
‘noch bnis enthiilt der folgende Satz, der auf den sowjetischen Mathema-
tiker V. I. GLIvENEO (1933) zuruukgeht

Satz 1 (Satz von GLIVENKO). Es gilt
P( lim sup |Wu(z) — F(z)| = 0) =1. )

—o<z<0

Wir beweisen diesen Satz nicht, wir wollen ihn aber noch etwas erlautern. Die Aussage (4) zeigt,
daB P lim |W4(2) — F(z)] = 0\ = 1 fiir jede reelle Zahl z gilt, d. h., daB fiir jede reelle Zahl

#—>00
die Folge (Dy(z)), Dy(z) = |Wy(2) — F(z)|, fast sicher gegen Null konvergiert. Die Aussage (5)
bedeutet, daB diese Konvergenz sogar gleichmiiBig (in ) erfolgt, d. h., daB die Folge (D,),
D, = sup |Wy(z) — F(z)|, fast sicher gegen Null konvergiert. Der durch (5) ausgedriickte Zu-

—R<z<n 5
hang hen der empirischen Verteilungsfunktion einer math ischen Stichprot

und der jeweiligen Verteilungsfunktion der Grundg heit wird als Haup der hemati
schen Statistik bezeichnet.

AbschlieBend zu diesem Problemkreis geben wir ohne Beweis eine quantitative Formulierung
des Haup der math ischen Statistik an.

Satz 3 (Satz von KoLMoGoROV). st die Verteilungsfunkiion F der Grundg heit stetig, so
it

lim P(V‘ sup_ |Wa(e) — Fla) < y) =K(y)

E‘ (—1)% e—26%" fir y>0
K(y) = k=—o . (6)
0 fiir y=0.

Zur Erléuterung dieses Satzes bemerken wir, daB auf Grund des Satzes von GLIVENEO die
Folge (D), D, = sup IW,,(z) F(z)|, fast sicher gegen Null — also gegen eine einpunktverteilte
—<T<

ZufallsgroBe — konverglert Der obige Satz von KorMogorov zeigt, daB die Folge (VnD,) den
Verteilungsfunktionen nach gegen eine ZufallsgroBe konvergiert, deren Verteilungsfunktion die
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Funktion K ist. B k t ist dabei insbesondere, daB diese Grenzverteilungsfunktion K
mohtvonF&bhnngt,wennnurFstetigist.Au.fdieser‘ beruhen Tests hinsichtlich der Ver-
teilung einer Grund heit; die hierzu erforderlichen Werte der Funktion X liegen in Tafeln
zur mathematischen Statistik vor.

9.4.  Stichprobenfunktionen

Bei der Anwendung von Verfahren der mathematischen Statistik verwendet man
hiufig GréBen, die aus einer konkreten Stichprobe berechnet werden (z.B. das
arithmetische Mittel oder die empirische Streuung). Der Berechnung solcher GroBen
liegt jeweils eine auf einer Menge von n-Tupeln reeller Zahlen definierte reellwertige
Funktion ¢ zugrunde,

(®1, +.o ) (€ R") > @(zy, ..., ) (€ RY). (1
(So handelt es sich z. B. im Fall des arithmetischen Mittels um die durch

"
P2y oeny Ty) = 1 ). x; gegebene Funktion.)
n =1

Wir gehen nun allgemein von einer Funktion ¢: R* — R aus, betrachten eine iiber
dem Wahrscheinlichkeitsraum [Q, %, P] definierte ZufallsgroBe X und dazu eine
mathematische Stichprobe (Xj, ..., X,) vom Umfang n aus der Grundgesamtheit X
Dann wird durch

[9(Xs, - er )] (@) = §(Z(@), ..., Xul0) (0 € Q) @
eine reellwertige Funktion ¢(Xj, ..., X,) auf der Menge Q definiert, die in diesem
Zusammenhang als Stichprobenfunktion (oder: Statistik) bezeichnet wird, wobei wir
immer annehmen wollen, da8 ¢(Xj, ..., X,) eine ZufallsgriBe (iiber [2, %, P]) ist.

Wir geben nachfolgend eunge Beispiele fiir Stichprobenfunktionen an, die auch in
den weiteren Ausfiihrungen eine Rolle spielen werden dabei fiihren wir einige im
weiteren verwendete Abkiirzungen ein.

Beispiele.
1 =
1 Xy eeny Xy) = = 21 X, =:X,.
1 n
2. p(Xy, e, X)) = - 2 (X —pp=:82 (uc R fest).
i=1

3. ¢(Xy,eeey Xy) = 7—;1—1 é; (X_- - Z)i =iti8,32.

4. (X, ..., X,) = max (X, ..., X,}.
B. ¢(X;, ..., X,) = min (X, ..., X,}.
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Von entscheidender Bedeutung bei der Durchfiihrung vieler Verfahren der mathe-
matischen Statistik ist die Kenntnis der Wahrscheinlichkeitsverteilung speziell
Stichprobenfunktionen; dabei sind sowohl Aussagen iiber die Verteilung einer Stich-
probenfunktion ¢(Xj, ...; X,) bei festem n als auch iiber das asymptotische Ver-
halten (d. h. fiir n — c0) von Interesse. Diese Problemstellungen sind ein zentrales
Anliegen der mathematischen Statistik. Aus der Vielzahl der hierzu vorliegenden
Aussagen formulieren wir nur einige wenige, und zwar bevorzugt solche, die wir bei
der Behandlung der Schiitz- und Testtheorie (Kapitel 10 und 11) bengtigen.

Satz 1. Es sei (X, ..., X,) eine mathematische Stichprobe vom Umfang n aus der
Grundgesamtheit X mit der Verteilungsfunktion F. Fiir die Verteilungsfunktion G
bzw. H der Stichprobenfunktion max (X, ..., X,} bzw. min (X, ..., X,} gilt

Gz) =[F@)]" (— o0 <z < o0) (&)

Ho)=1—[1 — F@)] (— o0 <z < o0). @

Beweis. Da die Stichprobenvariablen Xj, ..., X, unabhingige und identisch wie
X verteilte ZufallsgroBen sing; gilt fiir jedes = ¢ R

Q(z) = P(max (X, ..., X,} < 2) = P(X; < %, .00, X < @)

p = P(X; <) P(X, <) = Fy,(2)« - - Fy () = [Fx)]*
un
H(z) = P(min (X, ..., X,) < 2) = 1 — P(min (X, ..., X,) = 2)

=1—-PX, =27,..X,=2)=1—P(X, 22). - P(X, = 2)
=1—(1— Fy (@) (1 — Fy (@) =1—[1 — F(z)]"

Fiir die folgenden Stze 2, 3, 4 und 5 ist vorausgesetzt, daB8 (X4, -+.» X,) eine mathe-
matische Stichprobe vom Umfang n aus einer N(u, o%)-verteilten Grundgesamtheit
ist. ' g

Satz 2. Die Stichprobenfunktion X, = 1 Z-‘ X; besitzt eine N (,4, a—’)-Veﬂeihmg.
n & n

Beweis. Da die Summe unabhingiger normslverteilter ZufallsgréBen normal-

verteilt ist (vgl. 6. 5 Bemerkung nach Satz 4), ist 2 X; eine N(nu, no?)-verteilte

und folglich X, = — 2 X; eine N (/4, f)—vel'l;elll:e ZufallsgroBe.

Bemerkungen.

1. Aus Satz 2 folgt unmittelbar, daB }n X eine N(0, 1)-verteilte Zufalls-
groBe ist.
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2. Setzen wir iiber die betrachtete Grundg, theit X nur voraus, daB 0 < DX

< oo gilt, so konvergiert die Folge (}/1_. X'; EX) den Verteil gsfunktionen nach
X

gegen eine N(0, 1)-verteilte ZufallsgroBe (vgl. 7.6., Satz 1). Folglich ist X, fiir groBe n
niherungsweise N | EX, ey -verteilt.

’ *2 n .
Satz 3. Die Stichprobenfunktion S, mit S ¥ = XL 2 (X; — p)* besitzt eine
o3-Verteilung mit n Freiheitsgraden. a* n =t

(¢ = 1,...,n) sind unabhiingige, N (0, 1)-

Beweis. Die ZufallsgroSen ¥; =
verteilte ZufallsgroBen. Nach Folgerung 1 (6.5.) ist also

X —p
[

L) 1 @ n 1 ® nS*2

Y2 =— X; —ppt=—-— X; — p)t = —=—

‘g ; u’;f‘:;( » a® n.é;( i—# o?
22-verteilt mit n Freiheitsgraden.

Satz 4. Die swoben/unum u‘g—' =5 (X—‘_—z)’ besitzt eine
13- Verteilung mit n —. 1 Freiheitsgraden. i = ’

Auf den etwas schwierigen Beweis dieses Satzes wollen wir verzichten.

Satz 5. Die Stichprobenfunktion X _—_:‘

Freiheitsgraden. 84*
n

besitzt eine i-Verteilung mit n — 1

Die Aussage dieses Satzes ergibt sich aus den Aussagen der Siitze 2 und 4, der Aus-
sage, daB X, und §,? stochastisch unabhéingig voneinander sind und schlieBlich
der Aussage von Satz 7 (6.5.).

Satz 6. Es sei (Xy,...; Xp) bzw. (¥4, ..., ¥,) eine mathematische Stichprobe vom

Umfang m bzw. n aus einer N(uy, o®)-verieslten bzw. N(ps, o®)-verteilten Grundgesami-
heit X bew. Y; dabei seien X und Y stochastisch unabhingig. Dann besitzt die
2

Stichprobenfunktion

Sem mit
Syn

1 m,_ " i o B o
s.-=m_1ié:(xl'_x—n) und S”'_n—l,-g(y' Yu)

eine F-Verteilung mit (m — 1, n — 1) Freiheitsgraden.
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Die Aussage dieses Satzes basiert tlich auf der Aussage von Satz 4. Danach
st ~ul') g"' baw. & ~:’) Syn 13-verteilt mit m — 1 bzw.n — 1 Freiheitsgraden.

—_— 3 —
Da X und Y unabhiingig sind, trifft dies auch fiir @ 1’) Sem und i al') Sy
: o’
zu. Die Aussage des Satzes 6 ergibt sich schlieBlich mit Satz 8 (6.5.).

Einige weitere asymptotische Aussagen iiber Verteilungen von Stichprobenfunk-
tionen geben wir ohne Beweis an den Stellen an, an denen wir diese Aussagen ein-
setzen.



10.  Einfihrung in die Schétztheorie

Das folgende Kapitel enthiilt eine Einfiihrung in die Schditztheorie, eines der wichtig-
sten Gebiete der mathematischen Statistik. Dabei behandeln wir die in den An-
wendungen sehr hiufig verwendeten sogenannten Punkischdtzungen (10.2. bis 10.4.)
und die sogenannten Intervall- oder Konfidenzschitzungen (10.5. und 10.6.). Bei vor-
liegendem konkretem Datenmaterial fiihren Punktschitzungen zu Niherungswerten
fiir einen unbekannten Parameter, hingegen fiihren Intervallschiitzungen zu Nihe-
rungsintervallen fiir einen unbekannten Parameter.

Mit den folgenden Abschnitten werden die Grundbegriffe bei Punkt- und Konfi-
d hitzungy thematisch exakt eingefiihrt und dabei auch motiviert, die
Methoden und generellen Vorgehensweisen dargelegt und deren wahrscheinlichkeits-
theoretischer Hintergrund sufgezeigt, und es werden natiirlich fiir einige besonders

hiiufig auftretende Schitzp geeignete Schitzungen — und zwar sowohl
Punkt- als auch Konfidenzschitzungen — angegeben. Die praktische Anwendung
solcher Schitzungen liuft in der Hauptsache auf eine Berecl tatistischer MaB-

zahlen hinaus und bereitet gedanklich also keine Schwierigkeibenfso daB auf Zahlen-
beispiele weitgehend verzichtet werden kann.

10.1.  Aufgabenstellungen der Schitztheorie

Die grundsiitaliche Aufgabenstellung der Schitztheorie besteht darin, Methoden zur
Ermittlung von Sché ten fiir unbekannte Parameter eines stochastisch
auf Grund von Stichproben anzugeben.
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&

Wir wollen uns in der Hauptsache auf den Fall beschriinken, daB ein unbekannter
Parameter zu schiitzen ist. Diesen Parameter werden wir allgemein mit y bezeichnen,
mit y, kennzeichnen wir gelegentlich den ,,wahren“ (aber unbekannten) Wert
dieses Parameters, und die Menge der im Rahmen des jeweils betrachteten Problems
méglichen Werte dieses Parameters erhilt das Symbol I', wobei wir voraussetzen,
daB I ein Intervall auf der reellen Achse ist.

Zur mathematischen Formulierung der grundlegenden Aufgabenstellung der
Schitztheorie gehen wir von einer Grundgesamtheit X aus, deren Verteilungsfunk-
tion F von einem Parameter y € I' abhiingt, und wir betrachten dazu eine mathe-
matische Stichprobe (X, ..., X,) vom Umfang n aus der Grundgesamtheit X. Die
Schitztheorie hat nun die Aufgabe, zur Schitzung von y geeignete Stichproben-
funktionen ¢(Xj, ..., X,) zu finden und im Hinblick auf die Abhéngigkeit der zuge-
hérigen, Wahrscheinlichkeitsverteilungen vom Parameter y zu untersuchen. Liegt
dann eine konkrete Stichprobe (z;, ..., 2,) vom Umfang » aus der Grundgesamtheit X
vor, go verwendet man die Zahl ¢(z,, ..., z,), die also als Realisierung der Zufalls-
groBe (X, ..., X,y aufgefaBt werden kann, als Schéitzwert fiir y,; die hierbei zugrunde
liegende Stichprobenfunktion ¢(Xj, ..., X,) bezeichnet man in diesem Zusammen-
hang als eine Schitzung (fiir ). Eine Schitzung ist also eine ZufallsgroBe, deren Werte
in der Menge I" der méglichen Parameterwerte liegen ; ein Schitzwert ist eine reelle
Zahl (¢ I).

Solche Schiitzungen, die also im konkreten Fall Zahlen (Punkte auf der reellen
Achse) liefern, wollen wir zur Unterscheidung von den noch einzufiihrenden soge-

ten Intervallschitzungen als Punkischitzungen bezeichnen. Im Sinne der Auf-
gabenstellung strebt man als Punktschatzungen natul‘hch Stichprobenfunktionen
an, die auf Grund ihrer wahrscheinlichkeitstl hen Eigenschaften eine mog-
lichst ,,gute Approximation des zu schn.tzenden Parameters liefern.

Beispiel. Die Grundgesamtheit X besitze eine Normalverteilung mit der Streuung
D*X = g? (0, bekannt, z. B. g, = 1), unbekannt sei der Erwartungswert EX.
Wir setzen also y = EX und I' = RL Ist (X, ..., X,) eine mathematische Stich-
probe vom Umfang n aus dieser Grundgesamtheit, so besitzt die Stichprobenfunk-
tion

- 1
PXy, o X)) =Xy =— V' X;=:9,
X N =1
2
den Erwartungswert y (B9, = y), und es gilt D%, =2 Auf Grund der Geby-
n
Sevschen Ungleichung (vgl. 7.1., Folgerung 1) gilt also fiir jedes ¢ > 0 die Beziehung
2
P(pa—yl Ze) < 22,
nEe
d. h. lim P(|p, — y| <e&) = 1.
n—>c0
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n
Die Folge (P,), Pn = | 2 X;, konvergiert somit stochastisch gegen y. (Diese Aus-
7 i=1

sagen gelten fiir jedes y € I' = RY, insbesondere also fiir den ,,wahren” Wert y,.)
Bei geniigend groBSem Stichprobenumfang # darf man somit erwarten, daf das
arithmetische Mittel 7, der Elemente einer konkreten Stichprobe (z,, ..., z,) einen
passablen Schiitzwert fiir den unbekannten Parameter darstellt. (Bei den obigen
Uberlegungen haben wir iibrigens nicht in Anspruch genommen, daB die Grund-
samtheit X normalverteilt ist; es geniigt zu wissen, daB die Grundgesamtheit X
fiir jeden Wert des Parameters eine (endliche) Streuung besitzt.)

Wie schon das angegebene Beispiel zeigt, ist fiir die Beurteilung einer Stichproben-
funktion als Schiitzung fiir einen unbekannten Parameter das asymptotische Ver-
halten, das ist also das Verhalten fiir » — oo, von groBer Bedeutung. Bei der prak-
tischen Anwendung sind asymptotische Aussagen natiirlich erst dann relevant, wenn
der vorliegende Stichprobenumfang » groB ist; was allerdings unter einem ,,gro8en*
Stichprobenumfang zu verstehen ist, kann nicht genau angegeben werden, und dies
hiingt auch sehr stark von dem betrachteten Problem ab. AuBerdem ist darauf
hinzuweisen, da8 mit einer Punktschiitzung fiir einen unbekannten Parameter nicht
automatisch auch Aussagen iiber die Genauigkeit der sich hieraus ergebenden Schiitz-
werte verbunden sind. (Ist z. B. die als Schiitzung verwendete Stichprobenfunk-
tion eine stetige ZufallsgroBe, so ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Schit-
zung den wahren Wert des Parameters liefert, gleich Null. Dies bedeutet wiederum
nicht, daB ein ermittelter Schiitzwert nicht sehr nahe am wahren Wert des Parameters
liegen kann, was man im Fall » > 1 sogar erwarten wird.) Sind nun Genauigkeits-
aussagen erwiinscht oderist der Stichprobenumfang n klein, so stellt man sich die
Aufgahe, anhand einer mathematischen Stichprobe (X, ..., X,) ein Intervall
J(Xy, ..., X,) zu konstruieren, das den unbekannten Parameter mit einer vorge-
gebenen (i. a. nahe an Eins gel ) Wahrscheinlichkeit iiberdeckt. Die End-
punkte dieses Intervalls sind von den Stichprobenvariablen X, ..., X, abhiingig,
also selbst ZufallsgréBen. Ein in diesem Sinne zufilliges Intervall J(Xj, ..., X,)
wird als Intervall- oder Konfidenzschitzung bezeichnet. Fiir eine konkrete Stichprobe
(1, -+, @) erhilt man auf der Grundlage einer Konfidenzschitzung J(Xj, ..., X,)
ein Intervall J(z;, ..., z,) S I', ein sogenanntes konkretes Schitzintervall fiir den
unbekannten Parameter. Im Sinne der Aufgabenstellung strebt man dabei Inter-
vallschéitzungen an, die -einerseits moglichst ,kleine* konkrete Schitzintervalle
liefern und andererseits den unbekannten Parameter mit einer moglichst nahe an
Eins gelegenen Wahrscheinlichkeit iiberdecken.

. Ausfiihrlich werden wir uns mit Konfidenzschiaitzungen in den Abschnitten 10.5.
und 10.6. beschiiftigen; die folgenden Abschnitte sind den Punktschitzungen ge-
widmet.
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10.2.  Punktschitzungen (Eigenschaften)

Wie in Abschnitt 10.1. gesagt, verstehen wir unter einer Punktschiitzung — auch
kurz: Schitzung — 9, fiir einen unbekannten Parameter y eine Stichprobenfunktion
¢(X,, ..., X,), deren Werte in der Menge I" der mdoglichen Parameterwerte liegen.
In diesem Abschnitt definieren wir Eigenschaften von Punktschétzungen, auf deren
Grundlage eine Beurteilung von Schiitzungen und ein Vergleich verschiedener Schiit-
zungen im Rahmen ein und desselben Schiitzproblems vorgenommen werden kon-
nen. Dabei gehen wir stets von der in Abschnitt 10.1. geschilderten Situation aus
(Grundgesamtheit X, Wahrscheinlichkeitsverteilung abhiingig von einem Parameter
yeI' SR}, (X, ..., X,) mathematische Stlchprobe vom Umfang n aus der Grund-
gesamtheit X).

Definition 1. Eine Schitzung 9, heiBt erwartungstreue (oder: unverzerrte) Schit-
zung fiir y, falls der Erwartungswert von 9, — berechnet unter der Annahme, da8 y
der wahre Wert des Parameters ist — gleich y ist, und zwar fiir jedes y € I Wir
schreiben hierfiir kurz

Epn=v (veI). _ ¢}

Es wird die Giiltigkeit von (1) fiir jedes y € I' verlangt; damit gilt dann (1) ins-
besondere fiir y,, den wahren Wert des Parameters.

Beispiel 1. Es sei X gleichmiBig iiber dem Intervall [0, 5], b > 0, verteilt; b sei
unbekannt. Wir setzen y = b und I" = {y: y > 0}. Weiter sei (X, ..., X,) eine mathe-

matische Stichprobe vom Umfang » aus der Grundgesamtheit X. Fiir die Stichproben-
funktion

- 1

P&y Xp) = Xy = I X,

gilt (vgl. 5.3.(3))
1

Bg(Xy o Xp) = —-n- L =L
fiir die Schitzung 9, = 2¢(Xj, ..., X,) = 2X,, ergibt sich hieraus

Epy=2-7 =y >0),
d. h., 9, ist eine erwartungstreue Schitzung fiir y.

Im Zusammenhang mit nichterwartungstreuen Schiitzungen verwendet man den

Begriff des sogenannten systematischen Fehlers, den wir in der folgenden Definition
kennzeichnen.
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Definition 2. Fiir eine Schiitzung 9, heift

ba(y) = Eypw —y (v €T) @
der systematische Fehler von 9, gegeniiber y.

Fiir erwartungstreue Schitzungen 9, fiir y gilt also by(y) = 0 fiir jedes y € I'.
Die ZufallsgréBe 9, — E,P, heiBt zufilliger Fehler von $,, und die Zufa.llsgroBe
Pn — ¥ = (9n — B, p») + (E,pn — 7), die sich also aus der § des sy tisch
Fehlers von $, gegeniiber y und des zufélligen Fehlers von 9, ergibt, gibt die zufillige
Abweichung der Schitzung 9, von y an.

Beispiel 2. Wir betrachten die in Beispiel 1 geschilderte Situation und unter-
suchen hier die Stichprobenfunktion

9y = max (X, ..., X,}.

Zur Berechnung von E,p, bendtigen wir die Verteilungsfunktion bzw. die Dichte
von 9,, die wir mit G, bzw. g, bezeichnen wollen, wobei wir annehmen, da8 y der
wak.re Wert des Parameters ist. Es gilt (vgl. 9.4., Satz 1) G,(2) = [F,(x)]*; dabei
bezeichnet F, die Verteilungsfunktion der Grundgesamtheit X unter der Annahme,
daB y der wahre Wert des Parameters ist. Mit

0 fir 250,
Fy(2) = —7;- fir 0<z=<y,
1 fir 22y
erhalten wir

0 fir 2 <0,

x n
Gy(z) = (7) fir 0<2<y,

1 fir z=y

und somit
0 fiir z < 0 und fiir 2 > y,
= n—1
o) nz — fir 0<z<y.
?
Fiir E,p, ergibt sich damit

o y
" n
Er?n—fmgr(m)dz=f”'77dz—n+17,
—o0 0
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und fiir den systematischen Fehler b,(y) von 9, gegeniiber y erhalten wir

b.(v)=1'7m—7=—7—r—— (» >0).

vd
n+41 n+1
Wir bemerken, daB lim b,(y) = 0 und &lso lim E,p, = y gilt fiir jedes y.
A—>0
Zur allgemeinen K ichnung des in B 'r"2 letzt festgestellten Sachver-
halts dient die folgende Defm.ltlon

Definition 3. Eine Folge (9,) von Schitzungen p, fiir y heiBt asymplotisch
erwartungsireu, wenn

ﬁmE;?.- =y el ] (3)

gxlt (Man verwendet bei Giiltigkeit von (3) fiir eine Schiitzung ?,. auch die Sprech-
weise, daB 9, asymptotisch erwartungstreu ist.)

In der Regel wird man erwartungstreue, zumindest aber asymptotisch erwartungs-
treue Schiitzungen verwenden wollen. Da die Erwartungstreue einer Schiitzung
aber noch nichts dariiber aussagt, ob und wie stark die Wahrscheinlichkeitsverteilung
der Schiitzung um den unbekannten Parameter konzentriert ist, wird man solche
Schiitzungen besonders bevorzugen, die sich fiir » — co auf den unbekannten Para-
meter ,,zusammenziehen*. Mathematisch erfassen wir dieses ,,Zusammenziehen‘
mittels der Konvergenzarten der Wahrscheinlichkeitstheorie (vgl. 7.2.) in den fol-
genden Definitionen. ’

Definition 4. Eine Folge (9,) von Schitzungen fiir y heiBt (schwach) konsistent,
wenn fiir jede positive Zahl ¢

lim Py(|py —y| 2 &) =0 (yeT) 4)

gilt; dabei ist P,(|p, — y| = ¢) die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses (|9, — 7| = ¢),
berechnet unter der Annahme, daB p der wahre Wert des Parameters ist. (Man
verwendet bei Giiltigkeit von (4) fiir eine Schiitzung 9, auch die Sprechweise, daB
9a (schwach) konsistent ist.)

Die Konsistenz einer Folge von Schiitzungen bedeutet also das Vorliegen einer Kon-
vergenz in Wahrscheinlichkeit. Die im folgenden Satz genannten hinreichenden Be-
dingungen fiir die Konsistenz sind oftmals leichter nachpriifbar als (4) selbst.

Satz 1. Fiir die (achwa,che) Konsistenz einer Folge (9,) von Schitzungen 9, fiir y
sind die folgend gung hinreichend:

1. llmE,,.=y(y€I‘),d.h.,diél"olge(?,)wt ymplotisch erwartungstreu.
A0
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2. lim D, = 0 (y € I'); dabei bedeutet D2, die Streuung von 9,, berechnet unter
A—>00
der Annahme, dap y der wahre Wert des Parameters ist.
Beweis. Auf Grund von Satz 1 (7.1.) gilt fiir beliebiges positives &

E,(pp — »)*
Pt —pl 2o < 2020

Nun ist
By — ¥)* = B9 — Eypn + Eypu — y)?
= E,[(Pn — Epa)® + 2(Px — EyPa) (Bypa — 7) + (B)9s — 24l
=E,(ps — E,ps)* + 0 = (Bypn — 7)* = D)y + (BP0 — 7).

Sind die im Satz genannten Bedingungen erfiillt, so folgt hieraus unmittelbar
Lm E,(ps — y)* = 0 und damit im Py(|p, — y| =€) = 0.
B—»00 A—>00

Beispiel 3. Wir betrachten die in Beispiel 1 untersuchte Schiitzung 9, = 2X,.
4 ' ]
Es gelten die Beziehungen E,p, = y und D%, = — .n. :'—2 = 3£ (vgl. 5.3.(4)).
Nach Satz 1 ist die Folge ($,) schwach konsistent. n
Beispiel 4. Wir betrachten die bereits in Beispiel 2 untersuchte Schitzung 9,
= max (X, ..., X,}. Wie dort festgestellt wurde, gllt ]JmE, e = lim —— 1r=7
Fiir D,%, erha.lten wir . nsco +

D, = B — (E,pa)t = f aY,(a) do — (B,pa)*

d antt n 2 n n 8
= —dz — = 3 _
f” y_da: (n—i—ly) n+2y (n+17)
0

- _—.‘IL 2
Tatr1rmt2 ”

Also sind fiir die Folge (9,), $» = max (X, ..., X,}, die in Satz 1 genannten Be-
dingungen erfiillt, und die Folge (9,) ist somit ebenfalls konsistent.

Definition 5. Eine Folge (9,) von Schitzungen 9, fiir y heiBt stark konsistent,
‘wenn

Py(lim?;=7)=1 el (6)
gﬂt. R=>CO .
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Die starke Konsistenz einer Folge von Schitzungen bedeutet also das Vorliegen
einer Konv mit Wahrscheinlichkeit Eins.

)

Existiert fiir eine Grundg heit X der Er t EX, so ist auf Grund des Kol-

ungs

mogororschen Gesees der geoden Zablen (vl 74 Saa 8 di Folgo (1), fa = X5 = 1rx,
eine stark konsistente Folge von Schitzungen fiir B =1

Die folgenden Definitionen beinhalten Moglichkeiten fiir den Vergleich ver-
schiedener erwartungst Schitzungen im Rahmen ein und desselben Schitz-
problems mittels der Streuungen dieser Schéitzungen. Dazu bezeichne I, die Menge
aller erwartungstreuen Schitzungen fiir y auf der Grundlage einer mathematischen
Stichprobe vom Umfang n mit positiver endlicher Streuung; fiir 9, € I', gilt also

E,py =y und 0 < D,*, < oo fiiralle y € I.

Definition 6. Eine Schitzung $, € I', heiBt wirksamer als eine Sohat‘zu.ng pa€ Iy,
falls

Dy <Dy (yeT) (6)

gilt. Das Verhiltnis D,%,: D,%, bezeichnet man als Wirkungsgrad von #, in bezug
auf 9.

Beispiel 6. Wir betrachten wiederum die in Beispiel 1 geschilderte Situation
und vergleichen die Schiitzungen

2 » n
77,=2X.=—2X5 und 9, =
=

1 max {Xy, ..., X,}.
Es gelten die Aussagen
1
Ejjy =y, DMy, = 3
n

(vgl. Beispiele 1 und 3),
E I
o =9 Dy*n= m
(vgl. Beispiele 2 und 4).
Beide Schitzungen sind also erwartungstreu und besitzen endliche Streuung fiir
jedes y > 0 (75 € I'n, a € I'a).
Wegen
D a =D 0
e = m = 3n n (y>0)
ist die Schéitzung 9, wirksamer als die Schitzung #,. (Man iiberlege sich dazu noch
einmal die inhaltliche Bedeutung der beiden Schétzungen bei diesem Schitzpro-
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blem.) Der Wirkungsgrad der Schitzung #, in bezug auf die Schétzung 9, betrigt

71
Dl _nn+2) 3
D2, 7 nt2
3n

und ist also unabhiingig von y. Fiir n = 4 ergibt sich z. B. der Wirkungsgrad %,

fiir n — oo konvergiert der Wirkungsgrad von #, in bezug auf 9, monoton gegen Null.

Definition 7. Eine Schitzung §,* € I, heiBt wirksamste (oder effektive) Schiit-
zung, wenn fiir alle Schiitzungen 9, € ',

DX* <Dy (yel) ™

gll; Der Wirkungsgrad von 9, € I, in bezug auf eine effektive Schiitzung 97 € Py

Dy/pa*
D"?l

heiBt Wirksamkeit (oder Effizienz) von $,.

Eine effektive Schitzung ist also in der betrachteten Menge I, von Schitzungen
eine Schiitzung mit kleinster Streuung.

Unter ziemlich allgemeinen Bedingungen an die Wahrscheinlichkeitsverteil
der betrachteten Grundgesamtheit kann man fiir die Streuungen der Scha.tzungen
9y € I, eine positive untere Schranke angeben. Hat man dann eine Schitzung
9.* ¢ I', gefunden, deren Streuung gleich dieser unteren Schranke ist, so ist p,*
offenbar eine effektive Schitzung. Auf diese Problematik gehen wir nachfolgend
noch etwas genauer ein.

) :i= (vel) (G

Es sei X eine ZufallsgréBe, deren Wahrscheinlichkei wu..u,vonememPa,mmeteryeI‘
abhingt. Wir setzen voraus, daB X far ]edeq v € I stetig verteilt ist, und wir bezeichnen die ent-
sprechende Dichte mit f,. Weiter setzen wir voraus, daB die Funktion y — f,(2) (y € I) fiir jedes

z€ R imal stetig diff ierbar nach y ist und daB die Menge {z:f,(x) > 0} fiir jedes y € I
die gleiche ist.
Satz 2. Unter den genannten Regularittsvorausset gilt far jede Schitzung 9, € I, die
Ungleichung
D, —_— T
PP Z 7 ( ) (er) . ©)
mit

1,0 = wpp (LRER). (10)
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Die Unglelehung (9), die fiir eine gegebene Sc}.\stzu.ng 9y cine Aussage iiber deren Genauigkeit
liefert, wird in der Li als Infor h oder als Rao- Cramér Ungleichung (im
englischsprachigen Raum) bzw. Fréchet-Darmois-Ungleichung (im hi Raum)
bezeichnet. Die durch (10) gegebene GréBe wird Fisherache Inlonmtum genn.nnt sie ist eine MaB-
zahl fiir die in der Stichprobe enthaltene Information fiber den zu schitzenden Parameter und
hiingt im ullgememen sowohl von y (€ I') als auch dem Shchprobmumimg n ab. Aus (10) ent-
nehmen wir msbesondere, daB — unter den getroffenen zusd — die

g der Schitzungen 9, einer Folge von erwar Schi héch von

& &

der Ordnung : gegen Null gehen kénnen.

Beispiel 8. Es besitze X eine N(u, ,%)-Verteilung; dabei sei 4 unbekannt und o, bekannt.
Wir setzen y = p und I' = R!. Dann gilt

1 _la—y
fyl2) = e 2o (— oo <z<oo,y€RY,
Vz—ﬂ"u
und es sind also die oben ang b itzlichen Ve tzungen fiir diese Grund, thait

erfiillt. Fiir I,(y) erhalten wir wegen DX = o,?

1,7 = 0 (L) — app (2 (— m ¥, - E20)

_,‘D.(XU 7)=".%D’X=n-%-an’=l,
0

und damit gilt fir alle erwar Schiitzungen 9, fiir y

0"
DMz~ WERY.

Fir die Schitzung 9, = — 2 X gllh Ep, =7 und DM, = > (vgl dazu das Beispiel
in Abschnitt 10.1.). Also 1s1z 9,, =— 2,‘ X; eine effektive Schstzu.ngfu.ry

Wir wollen diesen P;
ungleichung abschlieBen.

is mit einigen wei i A zur Inf ti

Satz 3. Es mogen die oben genannien Vmwmtzungm hinsichilich der wa:dqemmﬂmt X
erfull sein. Dann gelten die folgenden Aussagen.

1. Wenn eine erwartungsireue Schitzung Py mit D29, = (y € T') existiert, besstzt f, die
Darstellung

1,(@) = exp {A(y) B@) + C(y) + D)} (— o0 <z<oo,y€T),

d. h., f, isi vom sogenannten Exponentialtyp.
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2. Ist f, vom Exponentialtyp, d. h., gilt
1,(@) = exp {A(y) B(z) + C(y) + D(z)} (— oo <z <oo,y€T),
und it P, = -;- 3 B(X;) eine ervartungsirene Schitzung fir 7, 50 gilé
i=1
1
Pt

d. h., Py ist eine effektive Schatzung fir p.

3. Wenn es eine erwartungstreue Schatzung 9, mit D,*), = —— gibt, dann ist P, die einzige
erwartungstreue Schatzung mit dieser Eigenschaft. 1 ( )
Wir illustrieren diesen Satz an einem Beispiel.

Beispiel 7. Die in Beispiel 8 betrachtete Dichte

1 _z—y e » 2
— 2 — 22 2 inVene
f(@) = Yz_myo e exp (Uo’ %0 Zog In V2no‘,)
ist vom Exponentialtyp (A(y) = l., B(z) =z, 0(y) = —L’, D(z) = — InY2ra, — i) "
Fir die Schitzung % 204 20,*

Pn= li‘ B(X;) = i.é‘-xi

glltE', n =Y. AufGnmdderAumge2desSa.ta.es:imta.lsop,emaeﬁektweSchnmmgfury—
dies haben wir im obigen Beispiel direkt nach —, und auf Grund der Aussage 3 ist 9,
die einzige erw. effelctive Schiit ﬁ,ffu'y

ungr

Viele der gebriuchlichen Schitzurigen erweisen sich bei geniigend groBem Stich~
probenumfang als niherungsweise normalverteilt. Diesen Sachverhalt prézisieren wir
in der folgenden Definition.

Definition 8. Eine Folge (9,) von Scha.bzungen P € I'y fiir y heiBt aaymgtotwch
mrmal»verteslt wenn

n—>00

Pn—7
P,(——<x)=¢(z) (—o<z<oo,yel) (11)
VD,%, . .
gilt. (Man verwendet bei Vorliegen von (11) fiir eine Schétzung 9, auch die Sprech-
weise, daB 9, asymptotisch normalverteilt ist.)

Die durch Definition 8 gekennzeichnete Eigenschaft bedeutet also das Vorliegen
einer Konvergenz in Verteilung, und zwar gegen eine N(0, 1)-verteilte ZufallsgroBe.

Beispiel 8. Es sei 4 ein zufilliges Ereignis, das im Rahmen eines zufilligen
Versuches mit der Wahracheinlichkeit p eintritt; p sei unbekannt (0 < p < 1).
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Wir betrachten die ZufallsgréBe X,

X = 1, falls 4 eintritt,
~ o, falls 4 eintritt,

und stellen uns d.le Aufgabe, den Parameter y = p anhand einer mathematisch
Stichprobe (Xj, ..., X,) vom Umfang » aus der Grundgesamtheit X zu schitzen.

L]
Daru verwenden wir die Schitzung 9, = — 3" X,, die also die sufillige relstive
N i=1

Hiiufigkeit des Eintretens von A in einer Serie von 7 unabhiingigen Wiederhohingen
des betrachteten Versuches angibt. Es gelten die Aussagen

=9
n

Ep,=y und DY, = o<y<l)

(vgl. 4.5., Satz 4); (9,) ist also eine schwach — und iibrigens auch stark — konsi-
stente Folge von Schétzungen fiir y = p = P(4) (vgl. hierzu auch 7.3., Satz 1 und
Satz 6). Aus dem Grenzwertsatz von DE MOIVRE-LAPLACE (vgl. 7.5., Satz 1) ergibt
sich unmittelbar

]j.mP,(”—7<x)=1imP M_<z =¢(;¢)

VD, p—— ]/7(1—7)
n

(—oo <z<o00,0<y<1),d. h., die Folge (9,) ist asymptotisch normalverteilt.

10.3.  Zur Konstruktion von Punktschitzungen

In den bisherigen Beispielen sind wir inmer von vorgegebenen Punktschiitzungen
ausgegangen und haben diese im Hinblick auf spezielle Eigenschaften (z. B. Erwar-
tungstreue, Konsistenz, Effizienz) u.nt.ersucht Nun stellt sich natiirlich die Frage,
wie man iiberhaupt zu Punktechitzungen gelangt, insbesondere dann, wenn man
zusitzlich gewmse Eigenschaften dieser Schitzungen (z. B Konmsbenz) verlangt.
Es sind hierzu eine Reihe von Methoden entwickelt worden, z. B. die sogenannte
Mazximum-Likelihood-Methode — die in engem Zusammenhang zur Methode der
kleinsten Quadratsumme steht — und die sog te M thode. Wir wollen
uns hier etwas mit der Maximum-Likelihood-Methode beschiftigen und danach
nur kurz auf die Momentenmethode eingehen.
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Der Maximum-Likelihood-Methode liegt das folgende Schitzprinzip zugrunde.
Als Schitzwert fiir einen unbekannten Parameter einer Wahrscheinlichkeitsver-
teilung verwendet man einen solchen Wert des Parameters, bei dessen Vorliegen der
konkreten Stichprobe eine méglichst groBe Wahrscheinlichkeit, zukommt. Hieraus
erkliirt sich auch der Name dieser Methode (likelihood = Wahrscheinlichkeit; engl.,
aber mehr im umgangssprachlichen als im mathematischen Sinne).

Ausgangspunkt bei der Darstell\mg dieser Methode ist eine ZufallsgroBe X, deren

hrschei itaverteilung von einem Parameter y € I" abhiingt. Mit f,(z) bezeich-
nen wir im Fall einer stetuzen ZufallsgroBe X die Dichte von X an der Stelle z unter
der Annahme, daB y der wahre Wert des Parameters ist; im diskreten Fall sei f,(z)
(X = z). Weiter sei (X, ..., X,) eine mathematische Stichprobe vom Umfang n
aus der Gnmdgesamtheit X, d.h. ein n-dimensionaler zufilliger Vektor, dessen
Kump- ten unabhiingig und identisch wie X verteilt sind. Ist X stetig, so gibt

H fy(x;) den Wert, der Wahrscheinlichkeitsdichte des zufilligen Vektors (X, ..., X,)

an der Stelle (z,, ..., z,) unter der Annahme, da8 y der wahre Wert des Parameters
ist, an (vgl. 6.4., Satz 2); im Fall einer diskreten ZufallsgroBe X gilt

_Iillr(zi) =P(X; =, ..., Xy = 7,)

(vgl. 6.4., Satz 1).

Definition 1. Ist (2, ..., %,) eine konkrete Stichprobe vom Umfang » aus der
Grundgesamtheit X, so hei8t die durch

L oo min) = [ 1) €) W

auf I" definierte Funktion die Likelihood-Funktion der konkreten Stichprobe (z,, ..., ).

Nach der dariiberstehenden Erliuterung gibt also L(z,, ..., %,;») im diskreten
Fall die Wahrscheinlichkeit dafiir an, da8 die mathematische Stichprobe (Xj, ..., X,)
den Wert (2, ..., ,) annimmt (unter der Annahme, da8 y der wahre Wert des Para-
meters ist); im stetigen Fall gibt L(z,, ..., %,; y) den Wert der Dichte der mathe-
matischen Stichprobe (X, ..., X,) an der Stelle (z,, ..., z,) unter der entsprechenden
Annahme an. '

Das der Maximum-Likelihood-Methode zugrunde liegende Schiitzprinzip besteht
nun darin, bei vorliegender konkreter Stichprobe (z;, ..., 2,) einen solchen Wert als
Schiitzwert fiir den unbekannten Parameter zu verwenden, fiir den die Likelihood-
Funktion dieser Stichprobe einen maximalen Wert annimmt. Zur Bestimmung eines
solchen Schitzwertes bedient man sich — entsprechende Differenzierbarkeitseigen-
schaften der Likelihood-Funktion, die in Anwendungsfiillen gewohnlich erfiillt sind,
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vorausgesetzt — oft der Differentialrechnung. Da die ]!‘unktioneﬁy = Lz, ..., Ty; ¥)
und y — In L(z,, ..., %s; ¥) (y € I') an den gleichen Stellen maximale Werte an-
nehmen, beschiftigh man sich dabei zweckmiiBigerweise nicht mit der Gleichung

i L(zy, ..., %y; y) = 0, sondern mit der (in vielen Fillen einfacheren) Gleichung

F
3 In L(zy, ..., 245 7) = 0.

Definition 2. Ist (zy, ..., #,) eine konkrete Stichprobe vom Umfang n aus der
Grundgesamtheit X, so heiBt

A d%lnL(x,,...,x,;y):O . @)

Likelihood-Qleichung der konkreten Stichprobe (z, ..., ).

Ersetzt man in der Losung der Likelihood-Gleichung die Werte z; der konkreten
Stichprobe durch die zugehérigen Stichprobenvariablen X; (5 = 1, ..., n), so gelangt
man zu einer Schiitzung 9, = ¢(Xj, ..., X,).

Definition 3. Eine Schitzung 9, = ¢(Xj, ..., X,), die fiir jede konkrete Stich-
probe (24, ..., ¥,) eine Losung der Likelihood-Gleichung ist (d. h., fiir die die Beziehung

Likelihood-Funktion erweist, heiBt Maximum-Likelihood-Schatzung fiir y.

(Bei unserer nur einfilhrenden Darstellung der Maximum-Likelihood-Methode
haben wir Fragen der Existenz von ‘Maximum-Likelihood-Schitzungen und auch
Fragen der Einzigkeit ausgeklammert.)

Wir wollen jetzt die Maximum-Likelihood-Methode an zwei Beispielen demonstrie-
ren.

Beispiel 1. Es besitze X eine Exponentialverteilung mit dem Parameter « (vgl.
5.5., Definition 1); « sei unbekannt. Wir setzen also y = «, y > 0. Dann gilt

0 fir <0,
o) = {ye'” fir z>0.

Es sei (7, , ..., #,) eine konkrete Stichprobe vom Umfang # aus derGrundgesamtheit
X. Fiir die Likelihood-Funktion dieser Stichprobe ergibt sich

» » —y }':' =
L(@y, oovy Ta3 ) = ‘Hl Fylas) = 171 yerH =yt i=1
= =
und hieraus

In L{zy, ..., Zp; p) = nlny — p 3 ;.

=1
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Die Likelihood-Gleichung lautet also
»
i1!1L(:¢:1, s g3 P) = r_ 2 % =0.
dy . Y  i=

s oh

Die einzige Losung dieser Gl

-]

= — 1’ < 0 handelt es sich dabei um die Stelle eines Maximums der Likelihood-
v ’ .

Funktion.

Fiir eine konkrete Stichprobe ergibt sich also als Sché t nach der Maxi -
Likelihood-Methode das Reziproke des arithmetischen Mittels der Stichproben-
werte. Ersetzen wir nun noch die Stichprobenwerte durch die zugehérigen Stich-
probenvariablen, so erhalten wir als Maximum-Likelihood-Schitzung fiir y die
Schitzung

Pn=

o
-

£
7 i=1

Beispiel 2. Es besitze X eine Poissonverteilung mit dem Parameter A (vgl. 4.7.,
Definition 1); A sei unbekannt. Wir setzen also y = 4, » > 0. Dann gilt

By =pei =P =0 =L o7 @=01,2..).

Es sei (2;, ..., ,) eine konkrete Stichprobe yom Umfang » aus der Grundgesamt-

heit X. Fir die Likelihood-Funktion dieser Stichprobe ergibt sich

L(®y, - Za3 7) =.1__-Z F) =‘1j1 :_'l o7 = ey

ﬁz‘l
i=1
und hieraus
i "
In L(®y, .0y Zp3 y) = —ny + 10y - _le.- = _Z‘llnzal-
Die Likelihood-Gleichung lautet also

-d—lnL(wi, e TpiY) =—n+ X )_:,‘xa =0.
dy Y i=1

n
Die einzige Losung dieser Gleichung ist y = .3 2 x;; wegen
N i=1
d?
v In L(y, «ee) %3 ¥) ok 2

= —nt ('é""l z.-)-l <0
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handelt es sich dabei um die Stelle eines Maximums der Likelihood-Funktion. Fiir
eine konkrete Stichprobe ergibt sich also als Schatzwert nach der Maximum-Likeli-
hood-Methode das arithmetische Mittel der Stichprobenwerte. Ersetzen wir nun noch
die Stichprobenwerte durch die zugehdrigen Stichprobenvariablen, so erhalten wir
als Maxi Likelihood-Schiitzung fiir y die Schétzung

12 x
P = ; '.é; i

Die Bedeutung der Maximum-Likelihood-Methode besteht darin, daB sie —
unter ziemlich allgemeinen Bedingungen — Schiitzungen mit giinstigen Eigenschaf-
ten liefert. Existiert z. B. eine erwartungstreue und effektive Schitzung p,* fiir y,
80 ergibt sich diese Schitzung in eindeutiger Weise nach der Maximum-Likelihood-
Methode, und eine Folge solcher Schétzungen erweist sich dariiber hinaus als konsi-
stent und asymptotisch normalverteilt. Im Rahmen unserer Darstellung’ kinnen
wir aber auf diese Aussagen nicht niher eingehen.

Wir wollen unsere Ausfiihrungen zum Problem der Konstruktion von Punkt-

+ thad hlieR,

schétzungen mit einigen Bemerkungen zur Mc de ab

Ausgangspunkt ist wiederum eine Grund heit X, deren Wahrscheinlichkei teilung von
einem Parameter y € I" abhiingt; weiter sei (X, ..., X,) eine mathematische Stichprobe vom
Umfang n aus der Grundgesamtheit X. Wir setzen voraus, da8 X Anfangsmomente bis zur Ord-
nung k, ¥ = 1 (vgl. 4.3., Definition 3, bzw. 5.2., Definition 3), besitzt. Diese Anfangsmomente
werden dann im allgemeinen Funktionen von y € I' sein,

m=EXi=fy) WeI), j=1,..,k. 3
Wir wollen jetzt h daB die Beziehung (3) fiir j = j, eindeutig nach y aufldsbar ist:
r =15 m)- @
Das der M t hod de liegende Schiitzprinzip besteht darin, , daB man die GréBe m;,

"
jeweils durch die Stichprobenfunktion L X X;j» érsetat. Auf diese Weise erhilt man mittels (4)
eine Schitzung 9, fir ¥, ni=1

l n
P =12 (_ z:x‘i.).
% j=1
die als Schitzung nach der Momentenmethode bezeichnet wird.

Beispiel 3. Es besitze X eine Exp tialverteilung mit dem P &; o sei unbek:
Wir setzen y = «, » > 0. Dann gilt (vgl. 5.5., Satz 1)

my = E,X =$=f,(y)
und somit
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n
Wir ersetzen nun m, durch die Stichprobenfunktion 1 X X;und erhalten damit die Sch
% i=1

1
L
1 I X
N i=1
fiir . (Nach der Momentenmethode entstht also in diesem Fall die gleiche Schiitzung wie nach
der Maximum-Likelihood-Methode, vgl. Beispiel 1).
(Eme andere — allerdings komplmertere und auch in den Eigenschaften iger giinsti

=

g nach der M de wiirde sich auf Grund von
1 1
my = E,X? = DX + (E,X)* = 7—,+'y7 = ;; f)s
d.h.
s @ 3
= llz = fy}(my),
zu :
. 2
V= —1 =
- XX
n -1
ergeben.)

Fiir die praktische A d der M thod: spnchtmwelenFs.llenlhreEmeh
heit; man benohgt nicht mehr als einen eindeutig aufls hang zwi-
schen dem Parameter und einem Anfangnmoment, und es werden dabei auch nur Stmhpmben
funktionen gleicher Art verwendet. Von th ischer Seite ist allerdings @iber Schitzungen
nach der Moment;enmethode nicht n.llzu wel bakannt Man weiB in der Hauptsache nur, da8 die
fiir die Anf p funktionen erwartungst; stark konsi-
stente und aaymptohsch normalvertejlte Schitzungen der Anfang te sind.

10.4. Wichtige Beispiele fiir Punktschitzungen

Wir stellen in diesem Abschnitt einige in den Anwendungen haufig verwendete
Punktschitzungen zusammen; dabei werden sich msbesondere lektscbatzungen
fiir die wesentlichen Parameter ergeben, die in den von uns beh delten Wahrsch
lichkeitsverteilungen vorkommen.

10.4.1. Punktschitzung fiir unbekannten Erwartungswert

Der Erwurtungswert EX einer ZufallsgroBe X ist anhand einer mathematischen
Stichprobe (Xj, ..., X,) vom Umfang 7 aus der Grundg theit X zu schit:
Wir setzen also y = EX und I' = R!. Als Punktschitzung 9, fiir y verwenden wir das
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arithmetische Mittel der Stichprobenvariablen X, ..., X,,

p=X=1rx, M

n i=1

Die Punktschitzung 9, ist erwartungstreu,
1 1 1 3
Epy=E,(— YN X))=— Y EX;=—-n-y=y (yeRY;
ni=1 n =1 n

dabei wurde iiber die Grundgesamtheit X nur vorausgesetzt, daB der Erwartungs-
wert EX existiert.

AuBerdem gilt unter der Voraussetzung, da X — unabhiingig vom Wert des Para-
meters — eine endliche Streuung besitzt (D,2X < oo fiir alle y € R?)

D,’p,:D,’(—l-Z.‘X)—~2D'X =l n-Dpx =2 o
N j=1 i n

(n — o0)

fiir jedes y € R1. Hieraus folgt mit Satz 1 (10.2.) die (schwache) Konsistenz der Folge
(9s), eine Aussage, die sich auch unmittelbar aus den Ausfiihrungen zum Gesetz
der groSen Zahlen (vgl. 7.4., Satz 3) ergibt. (Auf die Voraussetzung D,2X < oo
(y € RY) kann iibrigens verzichtet werden, vgl. 7.4., Satz 4; auBerdem erweist sich die
Folge (,) auf Grund des Kolmogorovschen Gesetzes der groSen Zahlen (vgl. 7.4.,
Satz 6) sogar als stark konsistent.) Die Punktschitzung 9, ist fiir groBe » niherungs-

= -verteilt (vgl. Bemerkung 2 nach Satz 2 (9.4.)), und folglich ist

weise N (y, D,

(Pa) a,symptotisch normalverteilt (vgl. 10.2., Definition 8).
Mit (1) gewinnen wir insbesondere Pnnu hitzungen fiir den Par: u einer
normalverteilten Zufallsgr6Be und fiir den Parameter 4 einer Poissonverteilung.

.

10.4.2. Punktschitzungen fiir unbekannte Streuung

Die Streuung DX einer ZufallsgroBe X ist anhand einer mathematischen Stichprobe
vom Umfang n aus der Grundgesamtheit X zu schiitzen. Wir setzen also y = D3X
tnd I' = {y: y > 0). Im folgenden unterscheiden wir zwei Fille:

a) po = EX bekanni
Als Punktschitzung 9, fiir y verwenden wir das arithmetische Mittel der Quadrate
der Abweichungen der Stichprobenvariablen X; (i = 1,...,%) vom (gemeinsamen)
Erwartungswert u,,

pam 8y = = B (X, — o ®
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Die Puz_:ktschﬁtzung 9, ist erwartungstreu,

» n
B =B, (5 5 = ) = S BT =t =y =y
ni=1 ni=1 n

(yel).
AuBerdem erweist sich die Folge (9,) auf Grund des Kolmogorovschen Gesetzes der
groBen Zahlen als stark konsistent.

Mit (2) gewinnen wir insbesondere eine Punktschiitzung fiir den Parameter ¢?

einer normalverteilten ZufallsgroBe bei bekanntem Parameter u = u,.

b) u = EX unbekanni
Wir verwenden in diesem Fall die S8tichprobenfunktion

1 » :
p= 8 = 3 (X~ X ®)

als Punktschitzung fiir .

Die Schitzung (3) ist eine erwartungstreue Schitzung fiir y. Damit liefert (3)
insbesondere eine erwartungstreue — und iibrigens auch konsistente — Punkt-
schiitzung fiir den Parameter. o* einer normalverteilten ZufallsgroBe bei unbekann-
tem Parameter u.

Bemerkung. Die durch (2) gegebe unktschiitzung ist hier nicht verwendbar,
da in (2) fiir den betrachteten Fall.ein unbekannter Parameter vorkommt. Ersetzt.

man diesen durch X,, so erhiilt man mit (2) eine zwar nichterwartungstreue, aber
asymptotisch erwartungstreue Schitzung fiir y.

10.4.3. Punktschitzung fiir unbekannte Wahrscheinlichkeit

Als Schi t fiir die (unbek te) Wahrscheinlichkeit p eines zufilligen Ereig-
nisses A verwenden wir die relative Hiufigkeit des Einf dieses Ereigni

in einer Serie von # unabhiingig voneinander durchgefiihrten Wiederholungen ein
und desselben Versuches, bei dem das Ereignis 4 die Wahrscheinlichkeit p hat. Die
diesem Vorgehen zugrunde liegende Punktschitzung 9, wurde in 10.2. (Beispiel 8)
untersucht; sie erwies sich als eine erwartungstreue Schitzung fiir p, und es wurde
dort auch festgestellt, daB die Folge (9,) konsistent und asymptotisch normalverteilt
ist.

10.4.4. Punktschitzung fiir unbekannte Verteilungsfunktion

Das Problem der Schitzung des unbekannten Wertes der Verteilungsfunktion F
einer ZufallsgréBe X an einer Stelle z € R, d. h. von F(z), ist gleichbedeutend mit
dem Problem der Schéitzung der Wahrscheinlichkeit des zufilligen Ereignisses
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(X < ). Liegt eine konkrete Stichprobe (z;, ..., %,) aus der Grundgesamtheit X
vor, 80 verwendet man als Schitzwert fiir F(x) — der Vorgehensweise in 10.4.3.
entsprechend — den Wert der empirischen Verteilungsfunktion w, der konkreten
Stichprobe (z;, ..., z,) (vgl. 9.3., Definition 1) an der Stelle z, d. h., die Zahl wy(z).
Die hierbei zugrunde liegende Punktschitzung ist der Wert der empirischen Ver-
teilungsfunktion W, einer mathematischen Stichprobe (Xj, ..., X,) (vgl. 9.3., Defi-
nition 2) aus der Grundgesamtheit X an der Stelle . Dazu bemerken wir noch,
daB durch die in 9.3. angegebene Beziehung (1) die Erwartungstreue der Schit-
zung W,(x) und mit Satz 1 (9.3.) die Konsistenz der Folge (W,(z)) ausgedriickt wird.

10.4.5. Punktéchﬁtzung fiir unbekannten Korrelationskoeffizienten

Es sei (X, Y) ein zweidimensionaler zufilliger Vektor (vgl. 6.1.) mit dem (unbekann-
ten) Korrelationskoeffizienten ¢ (vgl. 6.2., Definition 3, bzw. 6.3., Definition 3). Der
Parameter y = g soll anhand einer mathematischen Stichprobe ((Xy, ¥3), «+, (Xus Y,))
vom Umfang 7 aus der Grundgesamtheit (X, ¥) — das ist also ein n-dimensionaler
zufélliger Vektor, dessen Komponenten (X;, ¥;) unabhéngig und identisch wie
(X, Y) verteilt sind — geschitzt werden. Dazu verwendet man die Stichproben-
funktion

2 (x: — X)) (¥ — Ta)
Vz(x o E -
Im Fall einer konkreten Stichprobe ((xl, Y1)s voer (@ny y,)) ergibt sich auf der Grund-

lage dieser Punktschitzung fiir den Korrelationskoeffizienten als Schitzwert der
empirische Korrelationskoeffizient

O

ém—mm—w

Ty = = ®)
_gm—aﬁwgm—mw
dieser konkreten Stichprobe.

Die Untersuchung der Punktschitzung R, und die Behandlung sich hierauf be-
ziehender Probleme (z. B. Konfiderenzschiitzung fiir den Korrelationskoeffizienten,
Tests a.uf Unabhiingigkeit von ZufallsgroBen) sind Tel]aufgs.ben der sogenannten
Korrele lyse, eines statistischen Analyseverfahrens, das in den verschiedenen
Anwendungsgebieten der mathematischen Statistik eine groBe Rolle spielt. Im Rah-
men unserer Einfithrung kénnen wir darauf nicht niher eingehen. Wir vermerken
nur (ohne Beweis), daB im Fall eines normalverteilten zufiilligen Vektors (X, Y)
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die Aussagen
L= ‘
ER,~e wd DMR,~—F= (a>1)
gelten.

10.5. Konfidenzschitzungen

Wir befassen uns in diesem Abschnitt mit K.. hitzungen, die insbesondere
dann angewendet werden, wenn G igh iinsche hinsichtlich der Schiit
eines ‘unbekannten Parameters vorhegen, denen man mit einer Ptmktschatzung
nicht gerecht werden kann (z. B. auf Grund zu kleinen Stichprobenumfanges). Die
Auagangssltuatlon ist dabei die gleiche wie bei den Punktscha.bzungen Die Wahr-

lichkeitsverteilung einer Grundg, theit X hingt von einem Parameter
y €' S R! ab; der wahre — aber unbekannte — Wert des Parameters y werde
mit y, bezeichnet. Weiter sei (Xj,..., X,) eine mathematische Stichprobe vom
Umfa.ng n aus der Grundgesamtheit X. Wie in Absoh.n.itt 10.1. vereinbart, verstehen
wir unter einer Konfidenzschitzung J(Xj, ..., X,) ein sogenanrites zufilliges Inter-
vall, d. h. ein Intervall, dessen Endpunkte von den Stichprobenvariablen nbhnnglge
GréBen — also ZuinllsgroBen sind; fiir jede konkrete Stlchprobe (@15 ++rs Ty) 86
J(@1 «+0y %) €in in I"gelegenes Intervall.

Von entscheid ung bei einer Konfid hiitzung ist die Wahrschei
lichkeit, daB das zufillige Interva]l J(X,, ..., X,) den wahren Wert y, des Para-
meters iiberdeckt; fiir dieses zufillige Eneign.is schreiben wir (J (Xy, .00 Xy) 3 yo)

Es interessiert also P, (J(X,, ..., X,) 3 7). Da wir aber y, nicht kennen, befa.ssen wir
uns allgemeiner mit der Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das zufillige Intervall
J(X,, ..., X,) den Wert y € I iiberdeckt, berechnet unter der Annahme, daB y der
wahre Wert des Parameters ist, d. h., mit P,(J(X, ..., X,) 3 y) firye I

Definition 1. Es sei J(Xj, ..., X,) eine Konfidenzschitzung. Die Zahl
&£ = m1‘1-1 Py(J(Xy, ees Xp) 3 9) (1)
ve .

heiBt Konfidenzkoeffizient der Konfidenzschiitzung J(Xj, ..., X,).

Definition 2. Eine Konfidenzschitzung J(Xj, ..., X,) heiBt eine Konfidenz-
schitzung zum Konfidenzniveau 1 — & (0 < « < 1, vorgegeben) fiir y, wenn

P(J(Zy s X)39) Z1—a (€T @
d.h.e =1 — xgilt. '
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Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das zufillige Intervall J(Xj,..., X,) den
Wert y iiberdeckt, berechnet unter dér Annahme, da8 y der wahre Wert des Para-
meters ist, betriigt also bei einer Konfidenzschitzung zum Konfidenzniveau 1 — «
mindestens 1 — «. Dabei wird die Giiltigkeit von (2) fiir jedes y € I'" verlangt; damit
gilt (1) insbesondere fiir y,, den wahren Wert des Parameters.

Beispiel 1. Die ZufallsgroBe X sei gleichmiiBig iiber dem Intervall [0, 5], b > 0,
verteilt; b sei unbekannt. Wir setzen y = b und I"' = {y: y > 0}, und wir wollen fiir
eine Konfidenzschiitzung zum Konfidenzniveau 1 — & (0 < & < 1, fest) angeben.
Dazu verwenden wir die Punktschitzung 9, = max (X, ..., X,} (vgl. Beispiel 2
(10.2.)). Wir setzen das zufiillige Intervall in der Form

J(Xys o00s Xy) = [8190, 62P5] mit 14 < b

an. (Dies ist im Prinzip etwas willkiirlich, aber naheliegend.) Nun bestimmen wir 8,
und 4, 80, daB die Ungleichung P,(J(Xj, ..., X,) 3 ) 2 1 — afiir alle y € I" besteht.
Es gilt
PV(J(XI: vy Xy) 3 7) = Pr("l?n Sy S8 = Pr (dl St = l’l).
1

Beachten wir nun, da8 die Verteilungsfunktion Fy der ZufallsgroBe 9, — be-

rechnet unter der Annahme, da8 y der wahre Wert des Pa,mmeters ist — durch
0 fir <0,

z\*
F;_(z) = (7) fir 0=s2=<y,
1 fir 2=y
gegeben ist (vgl. 9.4., Satz 1), so erhalten wir

- (2 2y _(r\y_L_L
BT i TR T, (o) P (a) (aw) (a.y) T

Wiihlen wir z. B. 8, = —l—undd,=_Lmit 0 = 0,03>0, 0y + g =0,

so gilt Vl— %y oy
PJ(Xy, e X)) =1l—0y —ay=1—a,
d.h.,

J(xl) o Xy) = —- (% 20,000 >0, ) + g = &)

==

ist eine Konﬁdenzschatzung fiir y zum Konfidenzniveau 1 — «. Fiir eine konkrete
Stichprobe (z,, ..., ,) erhiillt man mittels dieser Konfid hiitzung das konkrete
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Schitzintervall

J(@15 0005 Tn) = {7: . sy=s ‘xﬂ]

ima V-

mit Zpey = max {2y, ..., z,} (vgl Abb.46a). Fir «; =0, &, = « ergibt sich das
konkrete Schitzintervall

T4y vey Za) = [y: Tpa S @} (vgl. Abb. 46b),
3

und fiir ay — 0, &, — « ergibt sich das konkrete Schiitzintervall

T @1y eeer Tp) = {y: Tmex <y < oo} (vgl. Abb. 46¢).

11—«
Ty, .., %)
a) ‘17 +—+ t
Xmax % X x
1-04 vl!z
Jy(%y,e) )
B — ; 1\Xq1-2 X '
0 Xmax Zmax x
Fo
€)— } " J2 x4 xn) Abb. 46
0 Xmax Xmax x
‘91-0‘

Bei Vorliegen einer konkreten Stichprobe (4, ..., #,) erhiilt man mittels einer Kon-
fidenzschiitzung zum Konfidenzniveau 1 — & ein Intervall J(z,,...,2,) S I' und
fiillt gewohnlich die Entscheidung ,,y, € J(2, ..., %,)“. Diese Entscheidung ist im
konkreten Fall richtig oder falsch; jedenfalls hat eine solche Entscheidung nichts mit
,»Zufall* zu tun, und es handelt sich dabei auch nicht um eine Aussage, die mit Wahr-
scheinlichkeit = 1 — & richtig ist. Allerdings laBt sich die Wahrscheinlichkeit &
einer Fehlentscheidung fiir das der geschilderten konkreten Entscheidung zugrunde
liegende Prinzip abschitzen. Eine Fehlentscheidung kemmt immer dann zustande,
wenn der wahre Wert y, des Parameters nicht zum Intervall J(,, ..., z,) gehort.
Also gilt

8 =P, (J(Xy, ..., X,) D 1) (&)
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Wegen (2) folgt 3 < «, und zwar unabhiingig davon, welchen Wert y, in I" besitzt.
Damit ist auch die Rolle des Parameters « geklirt; bei dem geschilderten Entschei-
dungsprinzip braucht man durchschnittlich mit nicht mehr als 100 x%, Fehlent-
scheidungen zu rechnen, und man wird « entsprechend — natiirlich unter Beachtung
der konkreten Aufgabenstellung und insbesondere der Folgen einer Fehlentscheidung
— festlegen. (Héufig wihlt man & = 5%, « = 29, oder « = 1%,) Dabei hat man
speziell zu bedenken, daB eine Verkleinerung von « zu im allgemeinen lingeren
konkreten Schiitzintervallen fiihrt. (Fiir « = O ergibt sich zwangsliufig fiir alle
konkreten Stichproben (zy, ..., %,) als Schitzintervall die Menge I" aller méglichen
Werte des Parameters; in diesem Fall wird also die in der Stichprobe enthaltene In-
formation iiber den wahren Wert des Parameters \'iberhs,upt nicht verwendet.)

In der K ktion einer Konfid hit Konfid i 1—a
steckt — wie schon das Beispiel 1 zeigt — noch eine gewmse > Willlciir (Auswahl der zugrunde
gelegten Punktschitzung, Ansatz fiir die Endpunkte des zufiilligen Intervalls).

'Wir wollen uns daher noch stwa.s emgehender mit der Beurteilung und — darauf aufbauend —

dem Vergleich von Konfid f Wesentliches Hilfsmittel dazu ist die soge-
nannte Kennfunktion.
Definition 3. Es sei J(X, ..., X,) eine Konfidenzschitzung. Dann heiBt die durch
Ky, ¥) = P)(J(Xy, ..., Xp) 37)) 4

auf I' X I' definierte Funktion K Kennfunktion der b Konfid hi

BCg

Der Wert K(y, ¥') der Kennfunktion K an der Stelle ) E I >< I’ gibt also die Wahrschein-

lichkeit dafiir an, daB die betrachtete Konfi ter o’ iiberdeckt, be-
rechnet unter der Annahme, daB y der wahre Wert des Pa.mmeben ist. Es gilt also steta
0= K(y,y)=1. Ist J(X,,..., X,) speziell eine Konfid ng zum Konfid
1—o,s0gilt K(y,y) =1 —afiralley€eI.
Beispiel 2. Wir b h die Kennfunktion der in Beispiel 1 angegeb Konfid
schitzung .
J(Xy, ey Xp) = —" (g =0,09> 0,0y + xg = &x)
e

zum Konfidenzniveau 1 — «. Es gilt fiir y > 0,7" > 0
E(,y) = PyJ(Xyy o X) 37) = P, ( P <ys

= = %)
n—o Ve

=P,y <9, < T=oy) = Fs, ([T=mv) — By, (i v)
WI—M:)"_("V‘_W: P w et B,
( Y 7/) “ “)(r) mo<7§“y—_1_,‘
- _ @'); s £,
! ( ¥ ! a'(‘i') - i sy si’a—-

1 -1 =0 far y'g.:.

Oy
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Fiir &, = 0, &y = &, d. h. fiir die Konfidenzschitzung
j:(x:, ey Xy) = [[‘?.,, ?—'j[l (vgl. Abb. 46b)
Ve

zum Konfid i 1 — «, erhalten wir speziell die Kennfunktion K,

v\*
(l—zx)(—) fir 0O<y' =9
2

’ l—a?-,-. fiar 757’51
Ky) = y = —-}/;'

0 far 2 L.
Va

Wir bemerken, daB K,(y, y") < K(y, ») = 1 — - fiir alle y > 0,9’ > 0 mit y & ¢’ gilt.

Die in Beispiel 2 zuletzt festgestellte Eigenschaft beinhaltet, daB jeder ,falsche’* Wert des

ters von der Konfid hiitzung mit klei ‘Wahrscheinlichkeit iiberdeckt wird als der

wahre Wert deu; t leichgiiltig, welcher P: wert der wahre ist. Diesen Sachver-
halt erf; al in in der folgenden Definiti

Definition 4. Eine Konfidenzschitzung J(X,, ..., X,) heiBt unverfdlscht, wenn fiir die Kenn-
funktion K

Ky, ) 2 K(,¥) ((ny)€TXT) ©)
Sohheﬂllch wemen wir da,mu.f hln, daB der Vergleich von Konfid hiitzungen (im Rah
ein und desselb ptaiichlich auf den Vergleich der zugeh&ngen Kennfunk-
tionen zuriickgefiihrt wird.
Definition 5. Es seien Jy(Xj, ..., X,) und Jy(X,, ..., X,) Konfid hi (im Rah
ein und desselben Schdtzproblems) mit den Kennfu.ukhonen K, und K,. Die Konhdanmhalmmg
Jy(Xy, +eep X) heiBt besser (oder: # hdrfer) als die Konf Jo(Xy, -..r Xp), wenn
- Kx(v, YIS E(y) () ETXPy+y) ) ©)
Iias Motiv fiir diese Definition ist nach dem Vi henden unter Beachtung der Definition
der Kennfunktion klar.
Beispiel 3. In wei For g des Beispiels 1 betrachten wir die Konfid
To(Xpy oo Xa) = I]: P 4o [ (vel. Abb. 46¢)
1—a
zum Konfidenzniveau 1 — «, die sich aus der in Beispiel 1 k )| Konfi Y,

J(X,, ....» X,) zum Konfidenzniveau 1 — & durch den (formnlen) Grenzubarga.ng 0y = ergnbt
Fir die zugehﬁnge Kennfunktion K, ergibt sich

(1—a)(7—)' fir 0<y' < —%
4 1T— y
Ky, ?) = *

1 fir y 2 —2
11—«
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(Wi} bemerken am Rande, da8 Jy(Xj, ..., X,) nicht unverfalscht ist; es gilt beispielsweise Ky(y, 7")
—L—,y>0)

1—a
Vergleichen wir diese Kennfunktion mit der in Beispiel 2 betrachteten Kennfunktion X, der

Konfidenzschitzung Jy(X,, ..., Xp) = [I},, %:—]] 50 erhalten wir
[+

=1> Ky(y,y) =1 — o fiir alle (y,7") mit " =

K y) = EpY) v>0,y>0y+y),
d. h., die Konfidenzschiitzung J,(Xj, ..., X,,) ist besser als die Konfidenzachiitzung Jy(Xj, ..., Xyg).

10.6. Wichtige Beispiele fiir Konfidenzschitzungen

In diesem Abschnitt geben wir fiir die Parameter einer normalverteilten Zufalls-
groBe, fiir die Wahrscheinlichkeit eines zufélligen Ereignisses und fiir die Verteilungs-
funktion einer ZufallsgréBe Konfidenzschiitzungen zum Konfidenzniveau 1 —
(0 < & < 1) an. Dem Leser wird dabei sehr empfohlen, sich die inhaltliche Bedeutung
der Konfidenzgrenzen (d. h. der Endpunkte des Konfidenzintervalles), zu iiberlegen,
den jeweils zugrunde liegenden Ansatz fiir das Konfidenzintervall damit zu moti- -
vieren und den EinfluB von «, n und gegebenenfalls weiteren KenngréBen zu unter-
suchen.

10.6.1. Konfidenzintervalle fiir die Parameter einer Normalverteilung

Es sei X eine mit den Parametern x und ¢* normalverteilte ZufallsgroBe; weiter sei
(X;, +-+» X,) eine mathematische Stichprobe vom Umfang » aus der’ Grundgesamt-
heit X. In die Konfidenzgrenzen der nachfolgend angegebenen Konfidenzintervalle
gehen die Stichprobenfunktionen X,, S,3und 8,** (vgl. 9.4.) und auBerdem Quantile
der standardisierten Normalverteilung, der ¢-Verteilung und der y?-Verteilung ein
(vgl. 5.6., Definitionen 1, 2 und 3; Tafeln 3, 4 und B); dabei bezeichnen wir mit z,
das Quantil der Ordnung p der standardisierten Normalverteilung (®(z,) = p). Bei
der Angabe von Konfidenzschitzungen zum Konfidenzniveau 1 — & fir y = u
unterscheiden wir danach, ob ¢® bekannt ist oder nicht ; entsprechend unterscheiden
wir bei der Angabe von Konfidenzschiitzungen fiir y = ¢*, ob u bekannt ist oder nicht.
8) y = g, 0* = og? (bekannt)

Satz 1. Es seien «, und oy positive Zahlen mit x; + a3 = «. Dann tst

£ e T [[i‘. —n 17_1 X+ }‘/’—lll W
n n

eine Konfidenzschitzung fiir y zum Konfidenzniveau 1 — «.
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Beweis. Es ist zu zeigen, daB K(y, y) = P,(J(X}, ..., X,) 3¥) 2 1 — & fiir alle y € R? gilt:

Ep,9) =PJ(Xy..n X) 39) =P, (Fn— 21, R Sy <X 4210, 2
¥a ¥,
=P, (—zx—«. =t 'x:; Y < zl_..) =B(zy—y) — P(— 21-0,)
0
=l—o—[—(l—a)]=1— (4 +o)=1—a.

(Dabei wurde verwendet, daB fiir N(y, g,?)-verteilte ZufallsgroBe die ZufallsgroBe Yn =2—% X,
N(0, 1)-verteilt ist, vgl. 9.4., Bemerkung 1 nach Satz 2.) %

Wir bemerken, daB die (in diesem Fall nicht zufillige) Linge des Konfidenz-

intervalles gleich (z,_,, + z,_,_);—list; sie wird minimal fir «, = &, =%, d. h.
n

fiir die sog te sy triscl iseitige Konfidenzschétzung.
b) ¥ = p, o* unbekannt

Satz 2. Es seien o, und «, positive Zahlen mit &, + &y = . Dann ist

I(Eyy oo Xy) = l[f' i I/ST"’ b AN VST.]] @

eine Konfidenzschitzung fiir. y zum Konfidenzniveau 1 — o; dabes bezeichnet t,_,. "
das Quantil der Ordnung B der t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden.

Bemerkung. Gegeniiber der in Satz 1 angegeb onfid hitzung (1)
sind in (2) oo® durch 8,2 und die Quentile der V| (0 l)-Vett.ellung durch die qu.ntlle
der ¢-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden ausg t worden.

Beweis.

Ky, 9) = P)(J(Xy, .. Xy) 39)

8,2 J— 8.3
=P, (z —t-ti-g |/ S S Xttt |/

n n

—p, (_;.—”_.._ l/—? TR )

=l—o—[l—(l—o)]=1—(0+oy)=1—a.

(Da.bel wmd.e varwandst daB fir N(y, o?)-verteilte ZufallsgroBe die ZufallsgréBe

t-Verteilung mit n — 1 Fr besitzt, vgl. 9.4., sms) Vg
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Wir bemerken, daB ;i’er Erwartungswert der Linge des Konfidenzintervalles fiir
=0y = % minimal wird.

©) y = 0% p = pq (bekannt)

Satz 3. Es seien o, und «, positive Zahlen mit «; + g = «. Dann st

1 Xy =[5, B mi sm= L @ ®

nil—ay x:- s

eine Konfidenzschitzung fiir y zum Konfidenzniveau 1 — «; dabei bezeichnet yy,, das
Quantil der Ordnung B der y*-Verteilung mit n Freiheitsgraden.
Beweis.
nS * *2
Ko = RISy - X 37) = P, (B2 <y 5 2

CREN Anson

=P,(z:;..— ;-..)=1—a1—a.=1—¢-

n9y*s

(Dabei wurde verwendet, daB fir N(u,, y)-verteilte ZufallsgroBe X die ZufallsgroBe —— eine
x2-Verteilung mit n Freiheitsgraden besitzt, vgl. 9.4., Satz 3.) 4

d) y = o?, u unbekannt
Satz 4. Es seien o, und a, positive Zahlen mit &, + oy = «. Dann ist
m—1)82 (n—1)8,*

1:—1;1—., ’ lf--n.. ]]

eine Konfidenzschéitzung fiir y zum Konfidenzniveau 1 — «.

J Xy, eny Xy) = @

Beweis.

K@, y) = PyJ(Xyy - Xp) 39) = P, ( ‘;.‘ D& gpgin_t) “’*’)

N—11—ay l:—l;-.
—1)8, 2
=P, (x:—l:né (l_y)_- éx:—l:l—n) =l-—n—gu=1—a
(Dabei wurde verwendet, daB fir N(u, y)-verteilte ZufallsgroBe X die Zufallsgroge %11 5a"
eine y*-Verteilung mit » — 1 Freiheitsgraden besitzt, vgl. 9.4., Satz 4.) 7"
10.6.2. Konfldenzsch;a'tzung fiir unbekannte Wahrscheinlichkeit

Es sei 4 ein zufilliges Ereignis, das im Rahmen eines Versuches mit der Wahrschei
lichkeit p eintritt; p sei unbekannt (0 < p < 1). Wir betrachten die Zufallsgrofe X,
X 1, falls A eintritt,
0, falls 4 eintritt,
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und stellen uns die Aufgabe, fiir den Parameter y = p anharnd einer mathematisch
Stichprobe (X, ..., X,) vom Umfang n aus der Grundgesamthelt X eine Konfidenz-
schitzung zum Konﬁdenmvenu 1 — & anzugeben. Dabei legen wir die Stichproben-
funktion

»
M = H,(4) = 21 X;
=
zugrunde, die also die absolute Hiufigkeit von 4 in n Versuchen angibt. Die Zufalls-

groBe M ist binomialverteilt mit den Parametern n und y, falls y der wahre Para-
meterwert ist. Wir setzen die Konfidenzschitzung J(X,, ..., X,) in der Form

I(Xyy 000y Xy) = [PI(M)r Pa(M)]] (5)
an; die Konfidenzgrenzen sollen also Funktionen der ZufallsgroBe M sein.

Satz 5. Die Konfidemchﬁtzunq (B) sst eine Konfidenzschitzung zum Konfidenz-
niveau 1 — «, wenn fiir jede Realisierung m von M die Grenzen p,(m) und py(m) des
konkreten Konfidenzintervalles [py(m), py(m)] so festgelegt werden, dap die Beziehun-
gen

() momr o - por-r = 5 G
und
Z (3) womrt 1 - i+ = 5 Q)
k=0
gelten.

Wir wollén auf den Beweis dieser Aussage verzichten. Die Intervallgrenzen p,(m)
und p,(m) konnen fiir spezielle & (x = 5%, « = 1%,) und miiBig groBe n (» < 30)
Tafeln und Diagrammen entnommen werden. Fiir groBere n verwendet man zur
Berechnung der Konfidenzg; Formeln, die sich aus dem folgenden Satz ergeben.

Satz 8. Fiir die Konfidenzschitzung (5) gilt

lim P,([py(M), ;s(M)] 39) 21— 0<y<1) ®)
(d. h., (B) ist fiir n — co eine Konfidenzschitzung zum Konfidenzniveau 1 — x), wenn

2M +7] «—2 a|/tn— (1——) z: a
(M) = : - - = : (9
P = 2
2 (n + zl_%)
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und

2M + z:__% + 21_% l/4n i (1 - J:;) +2_ .«

n 2

2(n + zi_%)

(M) = (10)

gesetzt wird und z 1= das Quantil der Qrdnung 1 — 2 der standardisierten Normalver-

teilung bezeichnet. ° 2
Der Beweis dieses Satzes beruht wesentlich auf dem Grenzwertsatz von bE MOIVEE-
Lapracr (vgl. 7.5., Satz 1), wonach insbesondere lim P, ( M <z 1-1)
e \|Ymp(1—7) 7

= 1 — « gilt. Hieraus gewinnt man nach einiger Rechnung die in (9) und (10) ange-
gebenen Konfidenzgrenzen.

Wir illustrieren Satz 6 noch an einem Zahlenbeispiel.
Zahlenbeispiel. Fiir n = 200, m = 88 ergibt sich als Schiitzwert fiir die unbe-
kannte Wahrscheinlichkeit 28% = 0,44. Wihlen wir & = 5%, so ist 2,_s = 1,96,

und wir erhalten nach (9) als untere Konfidenzgrenze die Zahl 0,37 und nach (10)
als obere Konfidenzgrenze die Zahl 0,51. Als konkretes Schitzintervall fiir die unbe-
kannte Wahrscheinlichkeit ergibt sich damit das Intervall [0,37, 0,61]. Wihlen
wir hingegen « = 1%, so erhalten wir als konkretes Schitzintervall das Intervall
[0.35, 0,53].

Wir wollen abschlieBend darauf hinweisen, daB es graphische Hilfsmittel zur Be-
stimmung der konkreten Konfidenzgrenzen gibt.

10.6.3.' Konfidenzschitzung fiir unbekannte Ve rteilungsfunktion

Das Problem der Konfidenzschiitzung fiir den (unbekannten) Wert der Verteilungs-
funktion F einer ZufallsgroBe X an einer Stelle z € R! ist gleichbedeutend mit dem
Problem der Konfidenzschitzung fiir die Wahrscheinlichkeit des zufilligen Ereig-
nisses (X < 2). Damit 1aBt sich dieses Problem prinzipiell mit den in 10.6.2. dar-
gestellten Methoden behandeln.

‘Wir wollen noch auf eine andere Méglichkeit zur Beh dlung dieses Probl ingehen. Diese
Moglichkeit basiert auf dem in Abschnitt 9.3. d gestellten engen Z; hang zwischen der
pirischen Verteilungsfunktion W, einer math ischen Stichprobe (X, ..., X,) vom Um-
fang n aus der Grundgesamtheit X und der Verteilungsfunktion F dieser Grund heit. Dabei

setzen wir voraus, daB F stetig ist.
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Satz 7. Fir das als Konfidenzschitzung fiir y = F(z) betrachtete zufdllige Intervall

B 2 AP ]W.(z) = ;—; Wale) + ;_ : @
umP,(J,(x,, wuX)3¥)21—a @ERLOSY=Y) (12)
(@. ., (11) isé fiir n—> oo eine Konfidenzschitzung zum Konfidenzniveau 1 — o); dabei ist g,
Losung der Gleichung
K@) = .2,,‘”"' U =1 - 3)
Beweis. Es gilt

-;hipr(‘]‘(x“ v Xp) 37) =EaP ( () — V_ <y < Wy(z) + V;)
=lm P,(fn | Wa(2) — 71 < v.)

2limP,(fn sup |Waz) — ¥ < %)
=00 —0<g<o0

=K(y)=1—0a;
dabei haben wir den (in diesem Buch allerdings nicht bewiesenen) Satz 3 (9.3.) verwendet.

Fiir eine konkrete Stichprobe (zy, ..., %) berechnet man die T“—' he Verteilung
funktion w, (vgl. 9.3, Definition 1) und verwendet — geniig groBen  Stichprok f
vorausgesetzt —

Telon o) = :[I o)~ Yo, o) + 52 14
als konkretes Schitzintervall fiir F(z); dxe Zahl y, kmn dabei Ta,feln antnomman wetden. Der
Vorteil besteht offenbar darin, daB man konkrete Konfidenzintervalle fir F(z) gl itig fir
allez € R! erhiilt. Beider A dung dieser Konfid hii knnnmmuchgmphmchar Hilfs-

mittel bedienen.



11.  Einfiihrung in die Testtheorie

Das folgende Kapitel bringt nun eine Einfithrung in die Testtheorie, ein zentrales
und weit ausgebautes Gebiet der mathematischen Statistik. Die Testtheorie hat in
den verschiedensten wissenschaftlichen Disziplinen eine iiberaus starke Anwendung
erfahren. Dié allgemeine Aufgabenstellung der Testtheorie besteht darin, geeignete
Methoden und Verfahren anzugeben und auf .der Grundlage der Wahrscheinlich-
keitstheorie zu untersuchen, mit denen objektive Entscheidungen iiber Hypo-
thesen — das sind Annahmen im Rahmen eines stochastischen Modells — anhand
von Stichproben herbeigefiihrt werden konnen. Der Vorteil bei der Verwendung sol-
cher Entscheidungsverfahren ist.auch darin zu sehen, daB man hierbei die Anzahl

der moglichen Fehlentscheidungen quantitativ beurteilen kann.

Nach der Einfiihrung der wichtigsten Grundbegriffe der Testtheorie (Abschnitt
11.2.) gehen wir auf sogenannte Signifikanztests (Abschni 11.3.) ein und geben
hierzu in den Abschnitten 11.4. und 11.5. eine' Reihe von Beispielen an (u. a. ¢-Test,
F-Test, y*-Test). Der Abschnitt 11.6. enthslt schlieBlich ein Anwendungsbeispiel.

11.1.  Aufgabenstellung der Testtheorie

Wie bereits skizziert, besteht die grindsitzliche Aufgabenstellung der Testtheorie
darin, Methoden zur Uberpriifung von Annshmen iiber unbekannte Parameter
eines stochastischen Modells. — sogenannte statistische Hypothesen (oder kurz:
Hypothesen) — auf Grund von Stichproben anzugeben und zu. analysieren. Die
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Uberpriifung einer Hypothese erfolgt mit Hilfe eines sogenannten statistischen Tests
(oder kurz: Tests). Das Anliegen eines Tests besteht darin, auf Grund einer Stich-
probe eine Entscheidung iiber Annahme oder Ablehnung einer vorliegenden Hypo-
these herbeizufiihren. Liegt eine konkrete Stichprobe (zi, ..., 2,) vor, so wird anhand
eines Tests also entweder die Entscheidung ,,Hypothese wird abgelehnt oder die
Entscheidung ,,Hypothese wird angenommen* getroffen. (Wir weisen ausdriicklich
darauf hin, da8 die Entscheidung ,, Hypothese wird angenommen* nicht die Richtig-
keit der Hypothese bedeutet; vgl. dazu auch 9.1.). Damit 148t sich ein Test prinzi-
piell durch die Menge aller der (2, ..., Zn) charakterisieren, die die Entscheidung
,,Hypothese wird abgelehnt* bewirken. Diese Menge nennt man Ablehnungsbereich
oder kritischen Bereich (der betrachteten Hypothese).

Bevor wir uns in Abschnitt 11.2. genauer mit den genannten und weiteren Grund-
begriffen der Testtheorie und insbesondere mit Mindestforderungen bei der zweck-
miiBigen Festlegung des kritischen Bereiches beschéiftigen, wollen wir — zur Illu-
gtration der Problematik und auch der typischen Vorgehensweise — ein Beispiel
betrachten.

Beispiel. Die Grundgesamtheit X besitze eine Normalverteilung mit der Streuung
DX = og? (0, bekannt, z. B. g, = 1), unbekannt sei der Erwartungswert EX. Wir
setzen y = EX, und mit y, bezeichnen wir den wahren (aber unbekannten) Wert
des Parameters y. Wir wollen die Hypothese H:y, = y* (y* vorgegebene reelle
Zahl; p* kann dabei ein vermuteter, behaupteter oder auch angezweifelter Wert
fiir den unbekannten Parameter sein, hiufig hat y* die Bedeutung eines Sollwertes)
anhand einer mathematischen Stichprobe (X, ..., X,) vom Umfang  aus der Grund-

— n
gesamtheit X iiberpriifen. Dazu betrachten wir die Stichprobenfunktion X, = Y 22X,
; ni=1
die eine geeignete Schitzung fiir y darstellt (vgl. 10.4.1.). Falls die Hypothese
— 2

H:yo = y* wahrist, besitat X, eine N (y*, ﬂ'-)-vertenung (vgl. Satz 2 (9.4.)) und daher

— n

—_ %
T = ﬁ X eine N(0, 1)-Vertéilung. Bei Vorliegen einer konkreten Stich-
0o
probe (%, ..., %,) wird man die Hypothese H': y, = y* dann ablehnen, wenn der hier-
N _— ¥
aus errechnete Wert ¢ = V; 2 n‘y dem Betrage nach sehr grofe Werte annimmt
¢

(vgl. hierzu 5.4., Formeln (17) bis (19) und Abb. 35). Zur Prizisierung dieser Vor-
gehensweise geben wir eine kleine Zahl & (0 < « <1, 2. B. & = 0,05) vor und be-
stimmen eine Zahl t* > 0 so, daB P,.(|T| > t*) = « gilt, d. h. so, daB die Wahr-
scheinlichkeit einer Ablehnung der Hypothese H: y, = y* — falls diese Hypothese
wahr ist — gleich der vorgegebenen Zah! « ist. Fiir ¢* ergibt sich wegen

R

Pu(T| >t9)=1—Pu(T| <t*)=1— (20(*) — 1) = 21 — B(*) =«
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das Quantil der Ordnung 1 — % der standardisierten Normalverteilung, d. h.
t¥ =z _a; vgl. dazu auch Abb. 47. (Fir x = 0,05 ergibt sich t* = 1,96.) Gilt
also fur’z den aus einer konkreten Stichprobe (y,...,%,) berechneten Wert
t—]/_x" vt die Ungleichung |f| > % _a, 80 wird die Hypothese H: y, = y*
abgelehnt 1m anderen Fall nicht. Der Ablefmungsberelch K von H ist damit durch

e
gegeben, und es gilt
Pu((Xyy ouny Xp) € K) = P,.(lT[ >z ,)-= x.
Tz

T — ¥
Vn R

K= {(xx,- SEAH

Dichte vonT,
falls H wahr ist
N (N(01)-Verteilung)

Die Wahrscheinlichkeit fiir die Ablehnung von H: y, = y* ist — falls H wahr ist —
gleich o«. Hierbei haben wir die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Hypothese
H:y, = y* — falls sie falsch ist — nicht abgelehnt wird, d.h. P, (|T'| <z
4 4 v e

2

fiir y + p* auBer acht gelassen. Wir priifen also bei dem aagegebenen Vorgehen nur,
ob die Hypothese H mit der Stichprobe vertriglich ist oder ob signifikante Unter-
schiede bestehen.

11.2. Grundbegriffe der Testtheorie

Bei der allgemeinen mathematischen Formulierung der Aufgabenstellung der Test-
theorie gehen wir von einer Grundgesamtheit X aus, deren Verteilungsfunktion F
von einem Parameter y € I' abhiingt. Mit y, wollen wir wieder den wahren (aber
unbekannten) Parameterwert bezeichnen. Unter einer (statistischen) Hypothese
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verstehen wir eine Aussage der Form, daB y, ein Element einer vorgegebenen nicht-
leeren Teilmenge I', von I' ist. Hierfiir schreiben wir kurz H: y, € I'p. Ist Ty ein-
elementig, I’y = {y*), so spricht man von einer einfachen Hypothese, und wir schrei-
ben H: y, = y*, Anderenfalls nennt man die Hypothese H': y, € I, eine zusammen-
gesetzte Hypothese. Wird neben einer Hypothese Hy: y, € I'y noch eine weitere Hypo-
these H,:y, € It S I'\ T, betrachtet, so bezeichnet man' H, als Nullhypothese
und H  als Alternativhypothese.

Weiter sei nun (Xj, ..., X,) eine mathematische Stichprobe vom Umfang =
aus der Grundgesamtheit X. Unter einem Test, genauer einem Test der Nullhypo-
these H, gegen die Alternativhypothese H,, verstehen wir ein Verfahren, mit dem
eine Gegeniiberstellung der Hypothesen H, und H, zur Stichprobe (X1s eees X)
méglich ist und das fiir jede konkrete Stichprobe (zy, ..., %,) zu einer der Entschei-
dungen ,,H, wird abgelehnt (H, wird angenommen)“ oder ,,H, wird abgelehnt
(H, wird angenommen)“ fiihrt. Wir werden uns im Weiteren hauptsiichlich auf
den Fall der Alternativhypothese H,: y, € I'\ I'y beschriinken und nennen einen
Test von Hy: y, € I'y gegen diese Alternativhypothese einfach einen Test von Hy.
Dabei verwenden wir fiir die entsprechenden Entscheidungen die Formulierungen
,»H, wird abgelehnt* und ,,H, wird nicht abgelehnt*, und wir vermeiden es in diesem
Fall, von der Annahme der Hypothese H, zu sprechen. Ein solcher Test ist voll-
stindig beschrieben durch die Menge K aller konkreten Stichproben (@15 oues Za),
fiir die die Entscheidung ,,H; wird abgelehnt* getroffen wird, d. h. durch den Ab-
lehnungsbereich oder kritischen Bereich von H,. Zwischen einem Test und dem zuge-
hérigen Ablehnungsbereich K brauchen wir also nicht zu unterscheiden; wir sprechen
kiinftig vom Test K, wenn der Test den Ablehnungsbereich K besitzt. Uber die zweck-
méBige Festlegung des kritischen Bereiches ist damit noch nichts gesagt. Bevor wir
uns mit gewissen Mindestforderungen beschiftigen, die bei der Festlegung des kriti-
schen Bereiches zu beriicksichtigen sind, wollen wir die bei dem Entscheidungsver-
fahren im Rahmen eines Tests moglichen Fehler betrachten:

H,: y, € Ty ist wahr H iy I'\T,
ist wahr

H, wird abgelehnt Entscheidung falsch Entscheidung richtig
(Fehler 1. Art)

H,, wird nicht Entscheidung richtig | Entscheidung falsch
abgelehnt (Fehler 2. Art)

Ein Fehler 1. Art tritt immer dann auf, wenn die konkrete Stichprobe in den
Ablehnungsbereich von H, fiillt und H, wahr ist. Die Wahrscheinlichkeiten von
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Fehlern 1. Art lassen sich (nach oben) abschétzen durch

sup (P,(Xy, ..., Xy) € K);
el
im Fall einer einfachen Hypothese H, :y, = y* ist die Wahrscheinlichkeit eines
Fehlers 1. Art gleich Pyi((X;, ..., X,) € K). )
Ein Fehler 2. Art tritt immer dann auf, wenn die konkrete Stichprobe nicht in
den Ablehnungsbereich von H, fillt und H, wahr ist. Die Wahrscheinlichkeiten von
Fehlern 2. Art lassen sich entsprechend abschitzen durch

sup P,((Xy, ... X,) ¢ K) = 1 — inf P,((X;, ..., X,) € K).
¥\l yer\rle

Dies legt es nahe, einen Test K von H, durch die nachfolgend definierte Giitefunktion
zu beurteilen.

Definition . Es sei K ein Test von H,. Dann heiBt die durch
6) =P((Xy, ..., X €K) (peD) (1)

auf I'" definierte Funktion Gﬁfefunhtitm des Tests K (vgl. Abb. 48).

maglicher Veriauf idealer Verlauf
einer Gutefunktion einer Gutefunktion

! 2 - ! |
R
BEE

0 0 | et Abb. 48
57 i 7

—t —e

Der Wert der Giitefunktion an der Stelle y (€ I') gibt also die Wahrscheinlichkeit
dafiir an, daB die Hypothese H, abgelehnt wird, berechnet unter der Annahme, dag’
y der wahre Wert des Parameters ist. Die Wahrscheinlichkeiten der Fehler 1. Art
werden durch den Verlauf von @ iiber I'y erfaBt, die Wahrscheinlichkeiten der Fehler
2. Art durch den Verlauf von 1 — G iiber I\ I,

Beispiel 1. Wir berechnen die Giitefunktion G des in Abschnitt 11.1. angege-
benen Tests der Hypothese H,: y, = y* fiir eine N(yp,, oo®)-verteilte Grundgesamtheit
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X mit unbekanntem y, und bekanntem o,®. Es gilt fiir y € I'= R?
O = P,((Xy, ..., Xy) € K) =P,(]T] > zl_l)
2

X, — o*
=1—P,(|T|§21_1)=1-—P,(—zl_i <VZX»_L<,,1_1)
2 2 %o z
— % X — — ¥
=1_p,(,_,1_i_ﬁu<ﬁu<, ,_ﬁu).
] ay 0 =3 %

Beachten wir nun, daB fiir N(p, ood)-verteilte ZufallsgroBe X die ZufallsgréSe

123 Xy eine N (0, 1)-Verteilung besitzt (vgl. 9.4., Bemerkung 1 nach Satz2), so
Oo

erhalten wir mit #(— z) = 1 — O(z) (vgl. 5.4. (16))

O )

— — i
=0 V;y v — 2z <) +D|— ny Y . .
% -z % -g

(vgl. Abb. 49).

Abb. 49

N1

Man wird nun versuchen, den kritischen Bereich so festzulegen, daB die Wahr-
scheinlichkeiten fiir Fehler 1. Art und 2. Art moglichst klein sind. Da sich nicht beide
zugleich minimisieren lassen, geht man bei der Bestimmung eines Tests in der Regel
80 vor, daB man in der Klasse aller Tests, bei denen die Wahrscheinlichkeiten der
Fehler 1. Art eine vorgegebene Zahl « (0 < « < 1) nicht iibersteigen, einen solchen
sucht, fiir den die Wahrscheinlichkeiten der Fehler 2. Art minimal werden. Die For-
derung, daB die Wahrscheinlichkeiten fiir Fehler 1. Art eine vorgegebene Schranke
o nicht iibersteigen, betrachtet man als Mindestforderung an einen Test.
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Definition 2. Es sei & (0 < & < 1) eine vorgegebene Zahl. Dann heiBt ein Test
K von H,: yy € I'y mit der Giitefunktion G ein Signifikanztest zum Signifikanz-
niveau o (such: Signifikanztest mit der statistischen Sicherheit 1 — «), wenn

O) = P((Xy, ... ;) EK) S (yeTy) @)
gilt (vgl. Abb. 50).

méglicher Verlauf einer
Gtefunktion eines
Signifikanztests zum
Signifikanzniveau oc

Abb. 50

0 ﬁ‘—n 7

r

Beispiel 2. Der in Abschnitt 11.1. angegebene Test von Hy: y, = p* fiir eine
N(yo, 0o?)-verteilte Grundgesamtheit X mit unbekanntem y, und bekanntem oy}
ist ein Signifikanztest zum Signifikanzniveau «. (Vgl. auch Beispiel 1; es gilt

= o(- g +o(ng) =2 - - 5)) o)

Mit Signifikanztests werden wir uns noch ausfiihrlicher in Abschnitt 11.3. be-
schiftigen; die Abschnitte 11.4. und 11.5. enthalten eine Reihe von wichtigen Bei-
spielen fiir Signifikanztests.

‘Wir wollen uns noch etwas mit der Beurteilung eines Tests und mit dem Vergleich von Tests
beachiiftigen. Die Behandlung dieser Aufgaben erfolgt mittels der Giitefunktionen auf der Grund-
lage der folgenden Definitionen.

Definition 3. Ein Test K von Hy: y, € I', mit der Giitefunktion @ heiBt unverfdlscht, wenn

inf @(y) = sup G(y) @)
yer'\rle y€l,
gilt.
TIst H, eine einfache Hypothese (Hy: y, = ¥*), so ist ein Test von H|, definitionsgeméB unver-
félscht, wenn :
Gy) 2 G*) (ver) (O]
gilt.

Bei einem unverfilschten Test von H, ist also — grob gesprochen — die Wahrscheinlichkeit
der Ablehnung von H, bei falscher Hypothese H, nicht kleiner als bei wahrer Hypothese H,.
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Beispiel 3. Wir betrachten wied den in Abschnitt 11.1. dargestellten Test. Fiir die Giite-
funktion @ dieses Tests gilt (vgl. Beispiel 1)

a(y)=m(ﬁ”‘—"' — ) +¢(—ﬁ”""._z )
% -5 a,

1—

Man bestiitigt leicht, daB
G(7)>¢(—z ) +0(—z 1) =0*) =o

fiir alle y == p* gilt, d. h., daB der zugrunde liegende Test unverfilscht ist (vgl. Abb. 49).

Definition 4. Es seien K, und K; zwei Tests von Hy: y, € I'y mit den Gitefunktionen G,
und Gy. Der Test K, heiBlt besser (oder: érennschéirfer), wenn

G2 G eEI'N\T,) (5)

Ist K, besser als K,, so ist also die Wahrscheinlichkeit der Ablehnung der Hypothese H,,
berechnet unter der Annahme, da,B-yEI’\I‘, der wahre Wert des Parameters ist, beim Test
K, fﬁr)ades solche » mindestens so groB wie beim Test K, oder — grob gesprochen — die Ab-

lichkeit einer falschen Hypothese ist bei K, mindestens so groB wie bei K.

Bei sllen bisherigen Betrachtungen haben wir emen fesben Shchprobenumﬁmg zugrunde gelegt.
Es liegt in der Natur der Sache daB fiir wach: 7 i inen zuver-
lissigere A t werden ki zuver]aasxger im Sinne einer Vetklemenmg der
Wahrscheinlichkeiten fiir Fehler 1. und 2. Art. Man untersucht daher Folgen (K,) von Tests —
insb dere Signifik: zum Bignifikanzniveau o« (0 < & < 1, vorgegeben, unabhingig
von n) — in Abhiingigkeit von n; dabei gilt also fir die Ablehnungsbereiche K, < R* (n € N).

Definition 5. Es sei (K,) eine Folge von Tests K, von Hy:y, € I', mit der Giitefunktion
@, (n € N). Die Folge (K,) heiBt konsistent, wenn

lim @(y) =1 (y€I' \ I) (6)
00

gilt.

Fiir eine konsistente Folge (K,) konvergiert also die Wahrscheinlichkeit der Ablehnung von H,,
bemhnetu.nﬁerderAnn&hme,dAByEI'\I"oderwahreWertdestmetemut,fnrn—»oo
gegen 1, oder — grob gesprochen — die Ablehs heinlichkeit einer falschen Hypothese .
strebt gegen 1. .

Belsplel4 Wir betrachten die Folge (K,) von Tests von H): y, = y* fiir eine- N(ye 0y%)-
verteilte Grundg heit X mit 7o und, bek 0,o%; dabei ist K, der in Ab-
schnitt 11. 1 angegebene Signifikanztest zum Signifikanzniveau «. Fir die Gutefunktlon @, gilt
(vgl. Beispiel 1)

p—— A
lim G,(y) = lim | [Yn L=2 T B =Rl=y
n—00 . #->00 O -y [ 1_?
- 14+0=1 fir p>yp*
. 0+1=1 fir y<yp*
d. h., die Folge (K,) ist konsistent.

}=1 fir y %,
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11.3.  Allgemeines Vorgehen beim Signifikanztest

Definitionsgema versteht man unter einem Signifikanztest zum Signifikanzniveau
& (0 < & < 1, vorgegeben) einen Test von Hj: y, € I', mit dem Ablehnungsbereich
K, dessen Giitefunktion G die Bedingung

O(y) = P((Xy, ... Xp) €EK) S (y€T) (1)

erfiillt (vgl. 11.2., Definition 2). Bei einem Signifikanztest iiberschreiten also die
‘Wahrscheinlichkeiten fiir Fehler 1. Art (H, wird abgelehnt, obwohl H, wahr ist)
eine vorgegebene Zahl o — das Signifikanzniveau — nicht; Fehler 2. Art (Ho
nicht abgelehnt, obwohl H,, falsch ist) werden nicht in die Betracht

Signifikanztests werden daher dann angewendet, wenn anhand einer konkreten
Stlchprobe (2, -+, %,) aus der betrachteten Grund theit X beurteilt werden
soll, ob eine Hypothese H,, iiber die Verteilung dieser Grundg theit mit der kon-
kreten Stichprobe (2, ...,x,) vertriglich ist oder ob signifikante (statistisch ge-
gicherte) Abweichungen auftreten. Im letzten Fall wird auf Grund des Tests H, abge-
lehnt, im anderen Fall ist auf Grund des verwendeten Tests nichts gegen die Hypo-
these H|, einzuwenden. Das Signifikanzniveau « ist dabei unter Beachtung der kon-
kreten Aufgabenstellung und insbesondere der Folgen eines Fehlers 1. Art festzu-
legen; es handelt sich hierbei nicht eigentlich um ein mathematisches Anliegen.
(Héufig wiihlt man in den Anwendungen & = 5%, « = 2%, oder & = 1%,)

Bei der Festlegung des kritischen Bereiches K S R* geht man zweckmiBig so
vor, daB man K durch Bedingungen fiir die Werte einer geeigneten Stichprobenfunk-
tion 7' beschreibt. Genauer, ist ¢ eine auf der Menge R* definierte reellwertige Funk-
tion und bezeichnet 7' die Stichprobenfunktion @(Xj, ..., X,), T = ¢(X;, ..., X,),
so wihlt man zu vorgegebenem Signifikanzniveau « einen (méglichst groBen) Teil K*
des Werteberejches von T'so, daB P,(T' € K*) < « fiir alley € I, gilt. Fiir den kritischen
Bereich K = {(zy, ..., Zy): @(&, «.., ) € K*} gilt dann

P,((Xy,..., Xp) € K) < o fiiralle ye I,
d. h., K ist ein Signifikanztest zum Signifikanzniveau . (Vgl. hierzu das Beispiel

in Abschnitt 11.1.; dort ist T' = V_X——undK*—{t I >z_.\)

3

Die ZufallsgroBe T' heiBt in diesem Zusammenhang Testgrofe. Um K* so festzu-
legen, daB P,(T € K*) < « (y € I'y) gilt, muBl man natiirlich die Verteilung der Test-
gréBe T unter der Annahme ,,H, wahr vollstindig kennen, zumindest aber — im
Fall groBen Stichprobenumfanges n — asymptotisch (d. h. fiir 2 — o0). Es emp-
fiehlt sich, als TestgroBen ZufallsgroBen zu verwenden, die aus Punktschitzungen
fiir den unbekannten Parameter abgeleitet sind. Da K* den Ablehnungsbereich
K von H, eindeutig festlegt, kann man auf die explizite Angabe von K verzichten,
und man bezeichnet dann K* als Ablehnungsbereich oder kritischen Bereich von H,.
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In den meisten Fiillen ist K* von der Form {t: ¢ < a}, {{: ¢ > b} oder {¢: ¢ < a oder
t > b).

Das allgemeine Vorgehen bei einem Signifikanztest zum vorgegebenen Signifikanz-
niveau « liBt sich damit folgendermaBen schematisieren (vgl. hierzu auch das nach-
folgende Beispiel):

0. Voraussetzungen iiber die Grundgesamtheit,

1. Aufstellen einer Hypothese H,,

2. Konstruktion einer T'estgrofe T,

3. Wahl des kritischen Bereiches K*,

4. Entscheidungsregel: Man berechnet fiir eine vorliegende konkrete Stichprobe
(%1, «-., %) den Wert ¢ der TestgroBe 7. Gilt ¢ € K*, so wird H, abgelehnt, im anderen
Fall (¢ ¢ K*) ist nichts gegen H, einzuwenden (vgl. Abb. 51).

Dichte der TestgrofeT,
falls H wahr ist

Abb. 51

*

feK
(—Hp ablehnen)

tek" teK*
(—= H, dblehnen) {—=Hy nichtablehnen)
L k*(t.t<a ocert»b}
(kritischer Bereich von Hp)

Die Einzelheiten eines Tests, insbesondere die Wahl des Signifikanzniveaus und
die des kritischen Bereiches, sind unbedingt vor der Auswertung einer konkreten
Stichprobe festzulegen. Anderenfalls ist es — durch passende Wahl des Signifikanz-
niveaus und/oder durch geschickte Festlegung des kritischen Bereiches — immer
moglich, mit der Hypothese , wunschgemiB* zu verfahren, also z.B. eine Ab-
lehnung herbeizufiihren, wenn dies der Wunsch des Bearbeiters ist. Es ist klar, daB -
bei einem solchen Vorgehen die Verwendung der Verfahren der mathematischen
Statistik jeden objektiven Sinn verliert.

Wir betrachten noch ein Beispiel; dabei wollen wir auch auf den engen Zusammen-
hang zwischen Konfidenzschiatzungen und Signifikanztests eingehen.

Beispiel. :

0. Es besitze X eine gleichmiflige Verteilung iiber dem Intervall [0, y,], 7o > 0
sei unbekannt.

1. Hy: yo = y* (y* vorgegebene positive Zahl)

2. H, ist sicher dann falsch, wenn fiir eine konkrete Stichprobe (z;, ..., z,) aus der
Grundgesamtheit X die Beziehung max (a, ..., %,) > y* gilt. Dies legt den Ge-
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danken nahe, als TestgroBe die ZufallsgroBe T' = max (X, ..., X,} zu verwenden;
dabei ist (X, ..., X,) eine mathematische Stichprobe vom Umfang » aus der Grund-
gesamtheit X. Ist Hy: y, = p* wahr, so ist die Verteilungsfunktion Fr der Test-
groBe T durch

0 fir 20,

z\" .
Fr(z) = (7_’:) fir 0=z = 9y*
1 fir z=9p*

gegeben (vgl. 10.2., Beispiel 2).

3. Den kritischen Bereich K* setzen wir in der Form K* = {¢:{ < a oder ¢ > b}
mit 0 < a < b < p* an; die Hypothese H, soll also abgelehnt werden, wenn fiir
eine konkrete Stichprobe (zy, . .., #,) eine der Ungleichungen max {2, ..., Z,} < a oder
max {#;, ..., %,) > b besteht. Nun sind die Zahlen a und b so zu bestimmen, daB

(T € K*) = PA(T <a) + Pu(T >b) = o

gilt. Dazu seien «; und o, zunachst beliebige mchtnegatlve Zahlen mit &; + x; = .

Aus P(T < a) = Fyla) = (T) — &, folgh a = Vapy*, und aus Pu(T > b)
4

n n n
=1—Fpb) =1— i* =, folgb b =1 — o, y* Fiir K* = {£: ¢ < Jxgp* oder
Y

t > V1= o y* gilt damit P,u(T € K*) = o

4. Entscheidungsregel: Gilt fiir eine konkrete Stichprobe (z;,.. o x,) eine der
Ungleichungen max (#, ..., Za} < i/;;y* oder max {z, ..., Tx} > Vl — oy p¥, 80
wird H,: y, = y* abgelehnt; anderenfalls ist gegen H, auf Grund dieses Tests nichts
einzuwenden.

Damit ist ein Signifikanztest fiir die Hypothese Hy: y, = p* iiber den Parameter y,
einer auf dem Intervall [0, y,] gleichmiBig verteilten ZufallsgréBe zum Signifikanz-
niveau « vollstéindig beschrieben. Zur Ubung der in Abschnitt 11.2. eingefiihrten
Begriffe verfolgen wir dieses Beispiel noch etwas weiter.

Die Giitefunktion @ dieses Tests ist — wie der Leser nachrechnen mag — durch

1 fir 0<y=amoh
a:(ﬂ)” fir Yoyt<y<iT—my%
Gly) = 4

e
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gegeben. Betra.ahtet man dJe Folge (K,*) von Signifikanzt zum Signifik iveau o mit K, *

= {t: I<V_y' oder ¢ > Vl — oy y*), 4 + g = &, 80 gilt fiir die Folge (@,) der zugehdrigen

Giitefunkti @, die Beziehung lim G,(y) = 1 (y 5 »*), d. h., die Folge (K,*) ist konsistent
m

(vgl. 11.2,, Deﬁnition 5).
Wihlen wir speziell &, = 0 und xy = «, 80 erhalten wir a = V;y‘ und & = y*. Fiir den kriti-

schen Bereich K* der Hypothese Hy:y, = p* gilt dann K* = {t: ¢ < Wy‘ odert > y*} =: K,*,
fiir die zugehérige Giitefunktion @, ergibt sich

1 fr 0<ysiay,
Gy) = a(%‘). = ’i/;y.gyéy"

y'l "
1—(1—0;)(7) fir p*=y.

Man stellt leicht fest, daB G,(y) = Gy(y*) = « gilt. Der Test K,* ist somit ein unverfilschter Test
(vgl. 11.2., Definition 3). Wéhlen wir dagegen &; = &« und ay = 0, 80 erhalten wir @ = 0 und

e
b=7V1 —ay*. Fir den kritischen Bereich K* der Hypothese H,:y, = y* gilt dann K*
= {t:4< 0 oder t > J1 — & 9* =: K,", fiir die zingehorige Giitefunktion @, ergibt sich

0 fir 0<yp=iT—art,
@y(y) = . i
() 1—(1 —w) (%) fir VI —ayp* <9y,

Der Test K,* ist nicht unverfalscht, es gilt 2. B. @,(JT— ay*) = 0 < Gy(y*) = o. Ubrigens
sind die Tests K,* und K,* vergleichbar (im Sinne der Definition 4 (11.2.)), und zwar erweist sich
der Test K, * besser als der Test K,*,d. h., es gllt Gl(y) = Gy(y) fiir alle y > 0. (Der Leser iiberlege
sich jeweils die inhaltliche Bed dleser )

Wie angekiindigt, wollen wir anhand dieses Beispiels auf den engen Zusammenhang
zwischen Konfidenzschiitzungen und Signifikanztests hinweisen. Das in Beispiel 1
(10.5.) angegebene Konfidenzintervall J(X,, ..., X,) zum Konfidenzniveau 1 — «,

I(Xyy oo Xp) = [ 22—

V — % V“:

enthilt fiir eine konkrete Stichprobe (xy, ..., ,) genau diejenigen y*, fiir die die
Hypothese H,: y, = y* bei obigem Test K* zum Signifikanzniveau « nicht abge-

lehnt wird. (Es ist némlich * € J(zy, ..., ), d. h. ———

= max [xl) savg l)l

== L mit
1—a oy

t = max (2, ..., %,) dquivalent zu Yap* <t < V1= * d.h. zu ¢ ¢ K*, und

dies ist gleichbedeutend damit, daB H,: y, = p* nicht abgelehnt wird.)
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Ist allgemein J(X,...,X,) eine Konfidenzschitzung zum Konfidenzniveau
1 — & (0 < & < 1) fiir einen Parameter y, so definiert die folgende Entscheidungs-
regel einen Signifikanztest von H,: y, = »* zum Signifikanzniveau «: Zu konkreter
Stichprobe  (zy, ..., %,) ermittelt man das konkrete Schitzintervall J(zy, ..., Zy)-
Gilt y* ¢ J(%y, .- %), 80 lehnt man H, ab, im anderen Fall (y* € J(zi, ..., 7))
nicht.

11.4. Wichtige Beispiele fiir Parametertests

Als Parametertest bezeichnet man einen Test zur Priifung einer Hypothese iiber einen
unbekannten Parameter einer ansonsten bekannten Wahrscheinlichkeitsverteilung;
dabei wird diese Kenntnis iiber die Wahrscheinlichkeitsverteilung wesentlich be-
nutzt.

Nachfolgend bringen wir einige wichtige Beispiele fiir Parametertests. Dabei
handelt es sich um Signifikanztests (zum vorgegebenen Signifikanznivean . «,,
0 < & < 1), und wir legen das in 11.3. angegebene allgemeine Sch zugrunde. Es
sind dies

— ein Test fiir den Parameter u einer normalverteilten Grundgesamtheit bei unbe-
kannter Streuung (einfacher t-Test), )

— ein Test auf Gleichheit der Erwartungswerte zweier unabhiingiger normalver-

- teilter Grundg theiten mit gleichen (aber unbekannten) St gen (doppel-

ter t-Test), .

— ein Test fiir den Parameter o? einer normalverteilten Grundgesamtheit bei unbe-
kanntem Erwartungswert (y3-Streuungstest),

— ein Test auf Gleichheit der Str gen zweier unabhingiger normalverteilter
Grundg theiten mit unbekannten Erwartungswerten (F-Test) und schlieBlich

— ein Test fiir eine unbekannte Wahrscheinlichkeit.

11.4.1. Einfacher t-Test

0. Es sei X eine N(y,, 0,%)-verteilte ZufallsgroBe; y, und o,? seien unbekannt.

1. Hy: yo = y* (y* vorgegebene reelle Zahl).
(Diese Hypothese ist — streng genommen — eine zusammengesetzte Hypothese
und wire genauer durch H: (yo, %) € {(»*, 0%): 0 > 0} zu kennzeichnen. Ist og®
bekannt, so handelt es sich um eine einfache Hypothese und man verwendet den
in Abschnitt 11.1. angegebenen Test.)
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2. Bei der Konstruktion der TestgroBe legen wir die Stricliprobeniunkt;ion
X, =% ié; X; zugrunde, die sich in 10.4.1. als geeignete Punktschﬁtzmg fiir y,
erwiesen hat. Die ZufallsgroBe X, besitzt — falls H, wahr ist — eine N (-y‘, Z:L—’)-
Verteilung (vgl. 9.4., Satz 2). Den hierbei auftretenden unbekannten Parameter oq®

1 »

schitzen wir durch die Punktschitzung S,2 = 7 X (X — X, (vgl.10.4.2. b))
n—1i=1

X — y*
und verwenden damit als TestgroBe die ZufallsgroBe T = }n X"—:’, die — falls
8,

n
H), yahr ist — eine ¢-Verteilung mit » — 1 Freiheitsgraden besitzt (vgl. 9.4., Satz 5).

Dichte vonT,

falls Hy wahr ist
(t-Verteilung mit n-1
Freiheitsgraden)

L (LAY

3. Den kritischen Bereich K* setzen wir in der Form K* = {t: [t| > t*} an (vgl.
Abb. 52) und bestimmen ¢* so, daB

Pu(T € E* =Ppu(|T| > =1—Po(— ST <=0

gilt. Hieraus ergibt sich fiir * das Quantil der Ordnung 1 — % der ¢-Verteilung

1~1-L) und damit der kritische Bereich
Lo

mit » — 1 Freiheitsgraden (t"’ =t _
K*=(t:]t| >¢ als
e

4. Entscheidungsregel: Fiir eine konkrete Stichprobe (z;, ..., z,) berechnet man

i
z, und 8,2, hieraus t = ]/n Zs— 7 und lehnt H,: yo = p* genau dann ab, wenn
t € K*, d. h., wenn 8p?
z, — ¥
V; ._V_—‘_ > lu—l;l—%

8

gilt.
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11.4.2. Doppelter t-Test

0. Es seien X eine N(u,, o',')-vertellbe ZufallsgroBe und ¥ eine N(u,, o',’)-vertexlte Zufalls-
groBe Die ZufallsgréBen X und Y seien unabhiingig voneinander; die Zahlen u,, uy, 0,® und 0,2
seien unbekannt, und wir gehen von der Voraussetzung o,® = ,? aus. (Die letate Vors.ussetzung

priaft mun gegebenanfalla mit dem in 11.4.4. vorgestellten F-Test.) Weiter sei (Xj, ..., X,,) bzaw.
(¥y, ..., ¥,) eine mathematische Stichprobe vom Umfang m bzw. n aus der Grundges&mthelb X
bzw. Y.

1. Hy: py = pry.

2. TestgroBe:

Y —X mn(m + n — 2)
T Vm—DSta t =D 5, mtn

mit

Die TestgroBe T besitzt — falls H,, wahr ist — eine - Verteﬂung mxt m + n — 2 Freiheitsgraden.
(Dies kann man unschwer unter Beachtung der Unabhingigkeit von X und. ¥ und unter Ver-
wendung der Sitze 2 und 4 aus 9.4. und der Siitze 6 u.nd 7 aus 6.5. bestéitigen.)

3. Kritischer Bereich K* = (i: |f| > ‘m+-—2 g

4. Entscheldungsregel Fiir konkrete Stlcbpmben (z,, «ess Zp) und (g, ..., y,) berechnet man
Zpms Uns 82,m und 8 hlera.us

= i Un — Tm mn(m + n — 2)
V(m—l)af,l,,.+(n—1)a§_,, l m—+n

und lehnt Hy: u; = u, genau dann ab, wenn £ € K*, d. h., wenn |¢| > ¢

m+n—2;1—% gilt.

Sind die Zahlen ¢,? und g,® beide bekannt (nicht notwendig gleich), so verwendet man die
TestgroBe

Y, - X,
die — falls H; wahr ist — eine N(0, 1)-Verteilung besitzt, und den kritischen Bereich
K* = {;: |t > 21_%}.

T=

hhei

Die nllgemelmare Frage nach der Uberprifung der Glei der Erw te von
mehr als zwei u.nabhmglgan normalverteilten ZufallsgroBen fithit auf Probleme, die in das Ge-
biet der Var lyse gehoren. Im Rahmen unserer Einfihring in die mathe-
matische Statistik konnen wir darauf nicht niher eingehen.
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11.4.3. x2-Streuungstest

0. Es sei X eine N(uy, yo)-verteilte ZufallsgroBe; p, und y, seien unbekannt.
1. H,: yo = y* (y* vorgegebene positive Zahl).
2. Bei der Konstruktion der TestgroBe legen wir die Stichprobenfunktion
1
n—1

8yt = Z" (X:i— X_n)’

zugrunde, die sich in 10.4.2.5) als geeignete Punktschétzung fiir y, erwiesen hat. Die
ZufallsgroBe

(n—1)8,2
T'= —?—
besitzt — falls H, wahr ist — nach Satz 4 (9.4.) eine y®-Verteilung mit » — 1 Frei-
heitsgraden. :

8. Den kritischen Bereich K* setzen wir in_der Form K* = {t:¢ < a oder ¢t > b}
an (vgl. Abb. 53) und bestimmen @ und b so, da8 Po(T < a) =Pu(T >b) = %
— und folglich P,.(T € K*) = « — gilt. Hieraus ergibt sich fiir @ bzw. b das Quantil
der Ordnung % bzw. 1 — % der’ y2-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden, d. h.

a= xﬁ_“% und b = Zﬁ—‘l;l—%‘ Wir erhalten damit den kritischen Bereich

K*= {t: t< X?-—i:%. oder &> ZE_l;l—i}'

2

Dichte vonT,
falls Hp wahr ist
(x2-Vertailung mitn-1 freiheitsgraden)

Abb. 53

a.x?n_yl_? b-;c’n_,i g
* [t —
K{tit<x? 1 odert>x2 '-i‘-}

4., Entscheidungsregel: Fiir eine konkrete Stichprobe (z, ..., Z») berechnet man

(n — 1) 842
St

8,3, hieraus ¢ = und lehnt H,:y, = y* genau dann ab, wenn ¢ € K*,

d. h., wenn entweder ¢ < xf_n% oder ¢ > 755-1;1—% gilt.
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11.44. F-Test

0. Es seien X eine N(u,, 0,%)-verteilte und Y eine N(u,, 0,%)-verteilte ZufallsgroBe. Die Zufalls-
groBen X und Y seien unabhiingig voneinander; die Zahlen u,, sy, 0, und 0,? seien unbekannt.
Weiter sei (X, ..., X,,) bzw. (¥;, ..., ¥,,) eine mathematische Stichprobe vom Umfang m bzw. n
aus der Grundgesamtheit X bzw. Y.

1. Hy: 0, = 0,®.

2. TestgroBe:

) = Sam . 8 = =l z""(x-—i')’, 5",,=-1- f(y-—T)-.
Ya &, m_1‘=1 L] m, t 43 n_1‘=1 . L]
Die TestgroBe T' besitzt — falls Hy wahr ist — eine F-Verteilung mit (m — 1, n — 1) Freiheits-
graden (vgl. 9.4., Satz 6).
3. Kritischer Bereich:

K* = {I: t< Fn—i,n—l;% oder ¢ > F-_i_,‘_l;l__;_};

dabei bezeichnet Fs — 1,5—1;4 das Quantil der Ordnung g der F-Verteilung mit (m — 1, » — 1) Frei-
heltsgmden (vgl Abb. 54).
egel: Fu.r

01

Stichproben (z,, ..., z,) und (y,, ..., y,) berechnet man

83, und a"., hieraust = "—"5 und lehnt Hy: 0,® = ¢,® genau dann ab, wenn ¢ € K*, d. h.,
a Al

wenn entweder t< F,_ La—tig e odert> F,_ 1"'_1;1_? gilt.

Dichte vonT,

falls Hy wahr ist
(F-Verteilung mit
m-1, n-1 Freiheitsgraden)

Abb. 54
Fm-tnt,1-5

K*- {H<F -t g 00ert>Fon 1 gg.g )

11.4.5. Test fiir eine unbekannte Wahrscheinlichkeit

0. Es sei A ein zufilliges Ereignis, das im Rahmen eines zufiilligen Versuches mit
der Wahrscheinlichkeit p, = P(A4) eintritt; p, sei unbekannt. Wir betrachten die
ZufallsgroBe X,

X = 1, falls 4 eintritt,
“ 1 o, falls A eintritt.
Weiter sei (Xj, ..., X,) eine mathematische Stichprobe vom Umfang n aus der

Grundgesamtheit X.
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1. Hy: p, = p* (p* vorgegebene Zahl zwischen Null und Eins).
2. TestgroBe:
_ M —np*
Vnp*(1 — %)
(Die ZufallsgréBie M gibt also die zufillige absolute Hiufigkeit von 4 in 7 unab-
hiingigen Wiederholungen des zugrunde liegenden zufélligen Versuches an und besitzt
somit — falls H, wahr ist — eine Binomialverteilung mit den Parametern # und p*.)
Die TestgroBe T' besitzt — falls H, wahr ist — asymptotisch (d. h. fiir n — oo) auf
Grund des Grenzwertsatzes von DE MOIVRE-LAPLACE eine N(0, 1)-Verteilung.

3. Kritischer Bereich: K* = {t: 1t > 21__a_}. (Es gilt
2

filh M= X
i=1

—_ *
lim Ppe(T € K*) = lim P,,.(j”:"p > zl_i)
o oo \|Ynp*(1 — p¥) z
— np*
=1_W,.(L$ gzi_:)
o © \[Ynp*(1 — p¥) z
=1—(1—a)=u«,

d. h., K* definiert fiir n — oo einen Signifikanztest zum Signifikanzniveau «.) .
4. Entscheidungsregel: Fiir konkrete Stichprobe (z, ..., ,) (= n-Tupel von Zah-

L
len 0 und 1) ermittelt man m = 3 2; (= Anzahl des Eintretens von 4 in n Ver-

—
suchen), berechnet ¢ = —m_-é und lehnt Hy: p, = p* genau dann ab, wenn
l/ o 5 0 P g
np*(l —p
— np*
t € K*,d. h., wenn —Zn_;n—_L >z,_a gilt.
Yp* T =% T2

Bemerkung. Ist n so klein, daB eine Anwendung des Grenzwertsatzes von
DE MOIVRE-LAPLACE nicht als gerechtfertigt erscheint, so konstruiert man einen
Signifikanztest, indem man unmittelbar von der Verteilung der TestgroBe M (Bino-
misalverteilung mit den Parametern n und p*, falls Hy: p, = p* wahr ist) ausgeht.

11.5.  Wichtige Beispiele fiir verteilungsfreie Tests

Unter einem verfeilungsfreien Test versteht man einen Test zur Uberpriifung einer
Hypothese iiber eine Grundgesamtheit, bei dem Kenntnisse iiber den Typ der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung der betrachteten Grundg theit nicht in Anspruch
genommen werden. .
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Als wichtige Beispiele fiir verteilungsfreie Tests stellen wir nachfolgend — wieder-
um unter Verwendung des in 11.3. angegebenen allgemeinen Sch — zwei
Anpassungstests (y3-Anpassungstest, Kolmogorov-Test), zwei Homogenitétstests
(x2-Homogenititstest, Zeichentest) und einen Unabhingigkeitstest (y2-Unabhingig-

keitstest) vor.

Unteér einem Anpassungstest versteht man allgemein einen Test fiir die Hypo-
these, daBl die wahre (aber unbekannte) Verteilungsfunktion F, einer Grundgesamt-
heit gleich einer vorgegebenen Verteilungsfunktion F* ist. Als Homogenititstest
bezeichnet man einen Test iiber die Gleichheit der (unbekannten) Wahrscheinlich-
keitsverteilungen von mehreren Grundgesamtheiten. Unter einem Unabhingigkeits-
test versteht man einen Test zur Priifung der Hypothese, daBl zwei oder auch mehr
betrachtete ZufallsgréBen untereinander unabhiingig sind.

11.5.1.  x2-Anpassungstest

1. Hy: Fy = F* (F* vorgegebene Vertellungsiunktlon)

2. Konstruktion der Teatgrofie: Man nimmt eine Einteilung des Wertebereiches
von X in k Intervalle I; = [&;, &, j =1,...,k — sogenannte Klassen — mit
— 0 S << <& < &y < + 0o vor; dabei ist & (= 2) eine beliebige
natiirliche Zahl. Fiir eine mathematische Stichprobe (Xj, ..., X,;) vom Umfang n
aus der betrachteten Grundgesamtheit bezeichne M; die (zufillige) sogenannte
Klassenhéiufigkeit der Klasse I;, das ist die (zuféllige) Anzahl der Stichproben-

variablen X;, die in I ; liegen. (Es gilt also Z‘ M; = n)

Die ZufallsgroBe M; ist bmomlalverbe]lt mlt den Parametern » und p; mit p;

= F*(t;,,) — FX(E), falls Hy: Fo = F* wahrist (j =1, ..., k); M= pegitat

Vnpi(L — p))
also asymptotisch (d. h. fiir n — oo) eine N(0, 1)-Verteilung (vgl. dazu Satz 1 (7.5.)).
Man kann nun zeigen, daB die (im weiteren als TestgroBie verwendete) ZufallsgroBe

T= 2 (M = 7"?1) — Zkv g]_ﬁ

j=1 np; j=1"Pj

— falls H, wahr ist — asymptotisch (d. h. fiir n — c0) eine x2-Verteilung mit & — 1

Freiheitsgraden besitzt. (Auf den verhiltnisméBig schwierigen Beweis hierfiir wollen
wir verzichten.)

3. Weichen fiir eine konkrete Stichprobe (4, ..., #,) die ermittelten Klassenhiufig-
keiten m; stark von den bei Giiltigkeit von H,, erwarteten Werten np; ab, so wird die
TestgroBe T grofe Werte annehmen, und man wird H, ablehnen. Daher setzen wir
K* in der Form K* = {¢: ¢t > t*} an und legen ¢* so fest, daB

lim Ppo(T € E*) = lim Ppa(T > t¥) =
woss i

—n
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gilt. Da T — falls Hy: Fy, = F* wahr ist — asymptotisch (d. h. fiir » — o) eine
z*-Verteilung mit k& — 1 Freiheitsgraden besitzt, ergibt sich fiir ¢* das Quantil der
Ordnung 1 — & der y2-Verteilung mit % — 1 Freiheitsgraden, d. h. * =y} ;.4 ,,
und damit K* = {t:¢ > y§_y,4_,} (vgl. Abb. 55). :

4. Entscheidungsregel: Fiir eine konkrete Stichprobe (zy, ..., z,) ermittelt man
zu der gewihlten Klasseneinteilung die absoluten Klassenhiufigkeiten m;
(7 =1, ..., k), berechnet die durch die Hypothese H, fixierten Wahrscheinlichkeiten
p;j (4 =1, ..., k) und hiermit

k
b= m —n.
j=11P;

Giltt € K*, d. h.

Eomp
— —n > 1.
j=11pP;

80 lehnt man Ho: F, = F* ab, im anderen Fall nicht.

 Dichte vonT,

fir n—=o=,

falls Hy wahr ist.

(x2-Verteitung mit k-1Freiheitsgraden)

Abb. 56

alttex? L
K* {tt lk-t,i-x}

Fiir die Aussagekraft des y2-Anp tests ist natiirlich die Wahl der Klassenein-
teilung von Bedeutung. Bei der pmktmchen Anwendung wiihlt man hiufig gleichlange
Intervalle (gegebenenfalls mit Ausnahme der Randintervalle). Es hat sich als giinstig
erwiesen, mit zunehmendem Stichprobenumfang n auch die Anzahl der Klassen zu

erhéhen (z.B. ks lgn, b~ i/;; dabei wird empfohlen, die Klassen ; so festzu-
legen, daB np; = 1 (j = 1, ..., k) gilt.

11.5.2. Kblmogorov-Test

0. Die Verteilungsfunktion F, der Grundg: theit X sei stetig.
1. H,: F, = F* (F* vorgegebene stetige Verteilungsfunktion).
2. TestgroBe: T = Vo sup |W,,(z) — F*(z)|; dabei bezeichnet W,(z) den Wert der empiri-

—<z
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schen Verteil funkdti th ischen Stichprobe vom Umfang n aus der Grund-

gesamtheit X an"der Stelle 2. D1e TestgroBe T besitzt — falls H,, wahr ist — fiir » - oo die durch
0 fir y<0,
_ o
K =1 5(—tpem far y>o0
k=—00

b Verteil funktion K (vgl. 9.3., Satz 3).

3. Kritischer Bereich: K* = {¢:¢ = y,}; dabei bezeichnet y, die Losung der Gleichung
K(y) = 1 — a. (Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB T' Werte = y, annimmt, konvergiert — falls
H, wahr ist — I'u.rn—»oagegena)

4. Entacheidungsregel: Fiir eine konkrete Stichprobe (z;, ..., Zy) man die
konkrete empirische Verteilungsfunkti berechnet ¢ =Vn sup |wy(z) — F*(z)| und
lehnt H,: Fo = F*genau d&nna,b wennt € K‘ d. h., wenn gilt —®<r<co

13 W (@) = F*@)| 2 5.

—o0<

PYRRTY ha

11.5.3. x®-Homogenititstest

0. Die ZufallsgroBen X und Y seien unabhiingig. Die (unbekannte) Verteilungs-
funktion von X werde mit F,, die von ¥ mit G, bezeichnet.

1. Hy: Fo = G, ;

2. Konstruktion der TestgroBe: Man nimmt eine Einteilung des (gemei )
Wertebereiches der ZufallsgroBen X und Y in k disjunkte Intervalle I; (j = 1, ..., k)
vor; dabei ist k (= 2) eine beliebige natiirliche Zahl. Bezeichnet M; bzw. N; die
(zufdllige) Klassenhiiufigkeit der Klasse I; fiir eine mathematische Stichprobe
(X4, eeer X)) bzw. (Y4, ..., ¥,) vom Umfang m bzw. n aus der Grundgesamthelt X
bzw. Y, so besitzt die Testgrofe

k o 2
P $ g (M)
j m n

— falls H, wahr ist — asymptotisch (d. h. fiir m — co und % -> co) eine y*-Ver-
teilung mit ¥ — 1 Freiheitsgraden.
3. Weichen fiir konkrete Stichproben (zi, ..., %n) und (g, ..., ¥,) die relativen
Klassenhdufigkeiten ™ ynd 2 (=1,..., k) stark voneinander ab, so wird die
m n

TestgroBe T groBe Werte annehmen, und man wird H, ablehnen. Daher setzen wir
K* in der Form K* = {t: ¢ > 4} _4.1_,} fest. (Die Wahrscheinlichkeit des Ereigni
(T € K*) konvergiert bei Giiltigkeit von H| fiir m — co und # — co gegen «; vgl.
Abb. 55.

4, Entscheidungsregel: Fiir konkrete Stichproben (zi,...,%n) und (9, ..., Ys)
ermittelt man zu der gewiihlten Klasseneinteilung die absoluten Klassenhéiufigkeiten
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m; und n; (j = 1, ..., k), berechnet hieraus

_ m mi_ﬁn
- Em,+n,(m n)

und lehnt Hy: Fy = G, genau dann ab, wenn ¢ > z;_4,;_, gilt.

11.5.4. Zeichentest

Der Zeichentest ist ein sehr schnell durchfiihrbarer Test — ein sogenannter Schnell-
test — zur Uberpriifung der Hypothese H,: F; = G, iiber die Gleichheit der als stetig
vorausgesetzten unbekannten Verteilungsfunktionen zweier unabhingiger Grund-
gesamtheiten X und Y anhand von Stichproben gleichen Umfangs aus diesen Grund-
gesamtheiten. Er wird speziell dann angewendet, wenn F, &= G, erwartet wird. Im
Grunde genommen ist der Zeichentest ein Test fiir eine unbekannte Wahrscheinlich-
keit (vgl. 11.4.5.). Falls H, wahr ist, besitzt nimlich das zufillige Ereignis

=X-Y< 0) (X < Y)die Wahrschemhchkelt —. Man priift nun die Hypo-
these Hy: P(4) = (z B. mitdemin 11.4.5. angegebenen Test) und lehnt H, ab,
wenn A, abgelehnt wu‘d.

11.5.5. x*-Unabhingigkeitstest

Ausgangspunkt ist eine zweidimensionale Grundgesamtheit (X, ¥). Bei der Dar-
ste]lung des Z-Unabhanglgkeltstests, den man auch als Unabhingigkeitstest in
K I ichnet, wollen wir uns der Einfachheit wegen auf den Fall
dxskreter Zufall.sgroBen X und Y beschrinken und annehmen, daB X die Werte
1,...,7r und Y die Werte 1, ..., s annimmt.

1. Hy: X und Y sind voneinander unabhiingig.
(Aquivalent dazu ist die Giiltigkeit der Beziehung)

Pu=PX =i, Y=k =PX=19P(Y =k =pips

fire=1,...,rund k = 1,..., s (vgl. 6.4., Satz 1).)

2. Konstruktion der TestgroBe: Es sei ((Xl, Y1) vons (K Y,,)) eine mathematische
Stichprobe vom Umfang n aus der (zweidimensionalen) Grundgesamtheit (X, Y).
Mit N;; bezeichnen wir die (zuféllige) Anzahl der Stichprobenvariablen, deren erste
Komponente gleich 7 und deren zweite Komponente gleich k ist. Weiter sei

r
=2 Ny, N, =_Z;Nit-
i<

k=1
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(Es giltdann Z 2 Ny = Z‘ N;, 2 Ny=n. ) Wir betrachten die ZufallsgrsBe

i=1k=1
N:N.\?
M (N,.-—- l.” .k)
T=n A /.
A& T,

Man kann zeigen, da8 T' — falls H, wahr ist — asymptotisch (d. h. fiir 7 — o0)
eine y3-Verteilung mit (r — 1) (s — 1) Freiheitsgraden besitzt.

3.Kritischer Bereich: K* = {t:¢ > y& _;),_1,.1_,} .(Die Wahrscheinlichkeit des Ereig-
nisses (T' € K*) konvergiert bei Gultlgkem von H, fiir n — oo gegen «.)

4. Entscheidungsregel: Fiir eine konkrete Stichprobe ((:c,, Y1)y oees (2, y.)) ermit-

telt man die Zahlen n;; (= Anzahl der Stichprobenelemente (5, k) in der vorliegenden
Stichprobe),

: T
=21np np=Xny (=1..rk=1,..,3),
k=1 i=1 .
berechnet hieraus

ng )

i=1 k=1 ning
und lehnt H,, genau dann ab, wenn ¢ > 2 _y,,_1):1—, gilt.
Fiir die praktische Durchfu.hrung dleses Tests empflehlt sich die Darstellung der

konkreten Stichprobe in einer sog K genztafel, die alle fiir den Test
bendtigten Zahlenwerte enthalt:
.N 1 2 s
1 N4y Nyg Nyy ny,
2 N Nge Mg s,
r Ny Npg gy ny,
ny N2 N, n

(Im Fall r = s =2 bezeichnet man die entsprechende Kontingenztafel als Vier-
feldertafel oder 2 x 2-Tafel.)
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11.6.  Ein Anwendungsbeispiel

Bei 286 Bewerbern fiir ein Mathematikstudium wurden zwei Merkmale untersucht,
das Pridikat X der Eignungspriifung und die Abiturnote ¥ im Fach Mathematik.
Das Ergebnis ist in der folgenden Hiiufigkeitstabelle (Kontingenztafel) zusammen-
gestellt; die Bedeutung der in runden und eckigen Klammern angegebenen Zahlen
erkliren wir spiter.

Py 1 2 3
1 (26,38) (19,87) (2,74)
(besonders 40 9 0 49 (=ny)
geeignet) [13,62] [10,87] [2,74]
2 (77) (58) 8

88 52 3 143 (=)
(geeignet) (11] [6] (5]
3 (14,84) (10,95) (1,51)
(bedingt 8 18 1 27 (= ny)
geeignet) [6,54] * [10,95] [0,61]
4 (36,08) (@7,17) (3,75)

18 37 12 67 (=mn,)
(ungeeignet) [18,08] [9,83] (8,25

164 (=ny) | 116 (=ny) | 16 (=ny) | 286 (=m)

Wir fassen X und Y als (diskrete) Zufal]sgr('ilien auf und wollen die Hypothese
H,: X und Y sind voneinander unabhéngig
mit dem (in 11.5.5. behandelten) y*-Unabhiingigkeitstest zum Signifikanznivean
« = 5% priifen. Fir unser Beispiel gilt r =4, s =3 und also (r—1)(s—1)
= (4 — 1) (3 — 1) = 6. Da das Quantil der Ordnung 1 — « = 0,95 der y*-Verteilung
mit sechs Freiheitsgraden gleich 12,6 ist, ergibt sich fiir den kritischen Bereich
K* = {t:t > 12,6}. Wir berechnen nun den Wert ¢,

N

=1 k=1 nimg i=1k=1 ;Mg

der TestgroBe 7 fiir unser Beispiel.
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Es ist n = 286, r = 4, s = 3. Die Zahlen n;,n; und n, sind unmittelbar der
oben angegebenen Konti.ngenztafel zu entnehmen. In runden Klammern haben wir

IR
i —
n

in dieser Tabelle die Zah.len * ynd in eckigen Klammern die Zahlen

(1=1,2,3,4;04=1,2,3) a.ngegeben. Damit ergibt sich
13620 1087 2740 112 6 B
T 2638 ' 1987 ' 2,74 ' 71 ' B8
+ 6,542 + 7,060 0512 18,080 9,83 + 8,250
14564 10,95 = 1,51 36,08 27,17 3,75
= 17,03 4+ 5,94 + 2,74 + 1,67 4 0,62 4 3,12
+ 2,94 4 4,64 + 0,17 + 9,06 + 3,66 + 18,16
= 59,45.

Der Wert ¢ der TestgroBe liegt also im kritischen Bereich, und wir lehnen die Hypo-
these H,, daB das Pridikat der Elgnungspru.fung fiir ein Mn.thematlkstud.\um und
die Abiturnote im Fach Mathematik vonei unabhi; sind, ab. (Zum glei-
chen Resultat wiirden wir auch bei Verwendung des Slgmﬁkanzmveaus ax=1%
kommen; es ist x4, 9o = 16,8 < 59,45.)




12. ' Tafeln zu einigen wichtigen Verteilungen

Die in den nachfolgenden Abschnit 12.1., 12.2, und 12.3. angegebenen Tafeln
zur Bmom.m.lvertellung, Poissonverteilung und Zur Normnlvertellung liefern einen
zahlenmiBigen Uberblick iiber diese Wahrscheinlichkeitsver Hingegen
enthalten die in den Abschnitten 12.4., 12.5. und 12.6. a.ngegebenen Tafeln zu den
Priifverteilungen der mathematischen Statistik (y3-Verteilung, ¢-Verteilung, F-Ver-
tm.lung) nur einige Quantile, die aber zur praktischen Durobiuhrung der mchtlgaten,
in diesem Buch behandelten Konfidenzschétzungen und Signifil
sein diirften. Die Benutzung der Tafeln demonstrieren wir dabei jeweils durch ein
Ablesebeispiel.

Ausfiihrlichere und weitere Tafeln zur Durchfiihrung von Verfahmn der mathe-
matischen Statistik findet man in dem im Literaturverzei gegeb Tafel-
werk.

Die in 12.1., 12.2. und 12.3. angegebemn Tafeln smd [3] entnommen; die Ta.ielnml24 12.5.
und126smd-—-zTnur ug! — [20]
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121. Zur Binomialverteilung

.Die Tafel 1 enthilt die Einzelwahrscheinlichkeiten der Bi ialverteilung,
P(X = k) = b(k; n, p) ='(:)p*(l —p* k=0,1,..,n

fir n=1,2,..,,10,15,20 und einige p < 0,50; freie Stellen bedeuten dabei
b(k; n, p) < 0,0005.

Fiir p > 0,50 verwendet man die Beziehung b(k;n, p) =bn—k;n,1—p)
(vgl. 4.5., Satz 1, Formel (4)).

Furgroﬁenundklemepmltn@ = 20 setzt man np = A und legt die sich aus dem
Grenzwertsatz von Porssox ergebende Beziehung b(k; #, p) & p(k; A) zugrunde (vgl.
4.7., Satz 3 und Formel (9)); dabei sind die Zahlen p(k; A) der Tafel zur Poissonver-
teilung (vgl. 12.2.) zu entnehmen.

Fiir groBe n empfiehlt sich die Approximation der Binomialverteilung durch die
Normalverteilung auf Grund des Grenzwertsatzes von DE MoIvBE-LAPLACE (vgl.
7.5., Satz 1 und Formel (2))

Tafel 1

Ablesebeispiel: b(3; 8, 0,30) — 0,254

|k »=0,01 0,02 005 010 015 020 025 03 040 0,50
1| 0 0,990 0,980 0,850 0,800 0,860 0,800 0,750 0,700 0,600 0,500
1 0,010 0,020 0,060 0,100 0,150 0,200 0,250 0,300 0,400 0,500
2|0 0,980 0,960 0,802 0,810 0,722 0,640 0,662 0,490 0,360 0,250
1 0,020 0,039 0,095 0,180 0,255 0,320 0,375 0,420 0,480 0,500
2 0,002 0,010 0,022 0,040 0,062 0,090 0,160 0,250
3( 0 0,970 0,941 0,867 0,729 0,614 0,612 0422 0,343 0,216 0,125
1 0,029 0,068, 0,135 0,243 0,325 0,384 0,422 0,441 0,432 0,375
2 0,001 0,007 0,027 0,067 0,006 0,141 0,189 0,288 0,375
3 0,001 0,003 0,008 0,016 0,027 0,064 0,125
4( 0 0,961 0,822 0,816 0,656 0,622 0,410 0,316 0,240 0,130 0,062
1 0,039 0,076 0,171 0,292 0,368 0,410 0422 0,412 0,346 0,250
2 0,001 0,002 0,014 0,049 0,098 0,154 0,211 0,265 0,346 0,375
3 0,004 0,011 0,026 0,047 0,076 0,154 0,250
4 0,001 0,002 0,004 0,008 0,026 0,062
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Tafel 1 (Fortsetzung)

n

k

» =001

0,02

0,05

0,10

0,15

0,20

0,25

0,30

0,40

0,50

5

0,951
0,048
0,001

0,904
0,002
0,004

0,774
0,204
0,021
0,001

0,590
0,328
0,073
0,008

0,444
0,392
0,138
0,024
0,002

0,328
0,410
0,205
0,051
0,006

0,237
0,396
0,264
0,088
0,015
0,001

0,168
0,360
0,309
0,132
0,028
0,002

0,078
0,259
0,346
0,230
0,077

0,010

0,031
0,156
0,312
0,312
0,156
0,031

0,941
0,057
0,001

0,886
0,108
0,006

0,735
0,232
0,031
0,002

0,531
0,354
0,098
0,015
0,001

0,377
0,399
0,176
0,041
0,005

0,262
0,393

0,082
0,015
0,002

0,178
0,356
0,297
0,132
0,033
0,004

0,118
0,303
0,324
0,158
0,060
0,010
0,001

0,047
0,187
0,311
0,276
0,138
0,037
0,004

0,016
0,234
0,312
0,234

0,016

SO WO SN WO QU W= O

0,932

0,002

0,868
0,124
0,008

0,608
0,257
0,041
0,004

0,478
0,372
0,124
0,023
0,003

0,321
0,396
0,210
0,062
0,011
0,001

0,210
0,367
0,275
0,115
0,029
0,004

0,133
0,311
0,311
0,173
0,058
0,012
0,001

0,082
0,247
0,318
0,227
0,087
0,025
0,004

0,028
0,131
0,261

0,194
0,077
0,017
0,002

0,008
0,055
0,164
0,273
0,273
0,164
0,055
0,008

0,923
0,075
0,003

0,851
0,139
0,010

0,663
0,279
0,051
0,006

0,430

0,383 .

0,149
0,033
0,005

0,272
0,385
0,238
0,084
0,018
0,003

0,168
0,336
0,294
0,147
0,046
0,009
0,001

0,100
0,267
0,311
0,208
0,087
0,023
0,004

0,058
0,198
0,296
0,254
0,136
0,047
0,010
0,001

0,017
0,090
0,209
0,279
0,232
0,124
0,041
0,008
0,001

0,004
0,031
0,109
0,219
0,273
0,219
0,109
0,031
0,004

©CPTDNBR WO W-TDUR W= O

0,914
0,083
0,003

0,834
0,153
0,013
0,001

0,630
0,209

0,008
0,001

0,387
0,387
0,172
0,045
0,007
0,001

0,232
0,368
0,260
0,107
0,028
0,005
0,001

0,134
0,302
0,302
0,176
0,066
0,017
0,003

0,075
0,226
0,300
0,234
0,117
0,039
0,009
0,001

0,040
0,156
0,267
0,267
0,172
0,074
0,021
0,004

0,010
0,060
0,161
0,251
0,251
0,167
0,074
0,021
0,004

0,002
0,018
0,070
0,164
0,246
0,246
0,164
0,070
0,018
0,002




Tafel 1 (Fortsetzung)
n| k »=0,01 0,02 005 0,10 0,15 020 025 030 040 0,50

10 0,904 0,817 0,599 0,349 0,197 0,107 0,066 0,028 0,006 0,001
0,001 0,167 0,315 0,387 0,347 0,268 0,188 0,121 0,040 0,010
0,004 0,015 0,075 0,194 0,276 0,302 0,282 0,233 0,121 0,044
- 0,001 0,010 0,057 0,130 0,201 0,250 0,267 0,216 0,117

0,001 0,011 0,040 0,088 0,146 0,200 0,251 0,205

0,001 0,008 0,026 0,068 0,103 0,201 0,246

0,001 0,006 0,016 0,037 0,111 0,205

- 0,001 0,003 0,009 0,042 0,117

0,001 0,011 0,044

0,002 0,010

0,001

CDLWTIDN P W =O

—-

15 0,860 - 0,739 0,463 0,206 0,087 0,035 0,013 0,05 0,000 0,000
0,130 0,226 0366 0343 0,231 0,132 0,087 0031 0005 0,000
0,000 0032 0,135 0267 0,286 0,231 0,156 0,002 0,022 0,003
0,003 0,031 0,129 0218 0250 0,235 0,170 0,063 0,014

0,005 0,43 0,116 0,188 0225 0,219 0,127 0,042

0,001 0,010 0,045° 0,103 0,165 0,208 0,186 0,092

0,002 0,013 0,043 0,002 0,147 0,207 0,153

0,003 0,014 0,039 0081 0,177 0,196

0,001 0,003 0013 0,035 0,118 0,196

0,001 0,003 0012 0061 0,153

10 0,001 0,003 0,024 0,092
11 0,001 0,007 0,042
12 0,002 0,014
13 _ 0,003

LTI WD =D

0 0,818 0,668 0,358 0,122 0,039 0,012 0,003 0,001 0,000 0,000
1 0,165 0,272 0,377 0,270 0,137 0,058 0,021 0,007 0,000 0,000
2 0,016 0,053 0,189 0,285 0,229 0,137 0,067 0,028 0,003 0,000
3 0,001 0,008 0,060 0,190 0,243 0,205 0,134 0,072 0,012 0,001
4 0,001 0,013 0,090 0,182 0,218 0,190 0,130 0,035 0,005
5 0,002 0,032 0,103 0,176 0,202 0,179 0,075 0,015
6 0,009 0,045 0,109 0,169 0,192 0,124 0,037
7 0,002 0,016 0,055 0,112 0,164 0,166 0,074
8 .0,005 0,022 0,061 0,114 0,180 0,120
9 0,001 0,007 0,027 0,065 0,160 0,160

10 0,002 0,010 0031 0,117 0,178
1 0,003 0,012 0,071 0,160
12 0,001 0,004 0,035 0,120
13 0,001 0015 0,074
i4 0,005 0,037
15 0,001 0,015
16 _ 0,005
17 0,001
18
19
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12.2. Zur Poissonverteilung

In der Tafel 2 sind die Einzelwahrscheinlichkeiten der Poissonverteilung,

k
p(x=k)=p(k;;.)=i—!e—‘, £E=0,1,2,...,

fiir einige 4 < 20 zusammengestellt; freie Stellen bedeuten dabei p(k; 1) < 0,00005. .

Tafel 2

Ablesebeispiel: p(3; 2,0) = 0,1804

i
k
0,1 0,2 0,3 .04 0,6 0,6 0,7 0,8
0 0,0048  0,8187 0,7408 0,6703 0,6085 0,6488 0,4966 0,4493
1 0,005 0,1637 0,2222 0,2681 0,3033 0,3293 0,3476 0,35906
2 0,0045 0,0164 0,0333 0,0536 0,0768 0,0088 0,1217 0,1438
3 0,0002 0,0011 0,0033 0,0072 0,0126 0,0198 0,0284 0,0383
4 0,0001 0,0003-  0,0007 0,0016 0,0030 0,0050 0,0077
] 0,0001 0,0002 0,0004 0,0007 0,0012
6 ; 0,0001 0,0002
A
k
0,9 1,0 1,6 2,0 2,6 3,0 3,6 4,0
0 0,4066  0,3679 0,2231 0,1353 0,0821 0,0408 0,3020-  0,0183
1 0,359  0,3679 0,3347 0,2707 0,2052 0,1494 0,1507 0,0733
2 0,1647  0,1839 0,25610 0,2707 0,25665 0,2240 0,1850 0,1465
3 0,0494 0,0613 0,1256 0,1804 0,2138 0,2240 0,2158 0,1954
4 0,0111  0,0163 0,0471 0,0802 0,1336 0,1680 0,1888 0,1954
5 0,0020  0,0031 0,0141 0,0361 0,0668 0,1008 0,1322 0,1663
6 0,0003  0,00056 0,0035 0,0120 0,0278 0,0504 0,0771 0,1042
7 0,0001 0,0008 0,0034 0,0099 0,0216 0,0385 0,0505
8 0,0001 0,0009 0,0031 0,0081 0,0169 0,0298
9 0,0002 0,0009 0,0027 0,0086 0,0132
10 0,0002 0,0008 0,0023 0,0053
11 0,0002 0,0007 0,0019
12 0,0001 0,0002 0,0008
13 0,0001 0,0002
14 0,0001
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Tafel 2 (Fortsetzung)
A
k
4,5 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0 10,0

0 0,0111  0,0087  0,0026  0,0009  0,00038  0,0001

1 0,0600 0,0337 0,0149 0,084 00027 0,0011  0,0005
2 011256 0,0842 0,046  0,0223 0,007  0,0060  0,0023
3 0,1687 0,1404  0,0892  0,05621  0,0286  0,0150  0,0076
4 0,1898 0,17556  0,1339  0,0912  0,0673  0,0337  0,0189
5 0,1708 0,17565  0,16086  0,1277  0,0916  0,0607  0,0378
[} 0,1281 0,1462  0,1606  0,1490 00,1221  0,0911  0,0831
7 0,0824 0,1044  0,1377  0,1490  0,1396  0,1171 0,0901
8 0,0463 0,0853 0,1033  0,1304  0,1396  0,1318  0,1126
9 0,0232 0,0363 0,688 0,1014 00,1241  0,1318  0,1251
10 0,0104 0,0181  0,0413  0,0710 0,0993 0,118  0,1251
11 0,0043 0,0082 0,0225 0,0452  0,0722  0,0870  0,1137
12 0,0016 0,0034 0,013  0,0264  0,0481 0,0728  0,0948
13 0,0006 0,0013 0,0052 00142 0,0296  0,0604  0,0729
14 0,0002 0,0006 0,0022  0,0071 0,0169  0,0324  0,0521
15 0,0001 0,0002 00009 0,0033 0,090 0,0194  0,0347
16 | - 0,0003  0,0014  0,0045 0,0109  0,0217
17 0,0001  0,0008 0,0021 0,0068 0,0128
18 0,0002  0,0009 - 0,0029  0,0071
19 0,0001  0,0004 0,0014  0,0037"
20 0,0002  0,0008  0,0019
21 0,0001  0,0003  0,0000
22 0,0001  0,0004
23 0,0002
24 0,0001
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Tafel 2 (Fortsetzung)
A
k
12 14 16 18 20.

1 0,0001

2 0,0004  0,0001

3 0,0018  0,0004  0,0001

4 0,003 0,0013  0,0003  0,0001

5 0,0127  0,0037  0,0010  0,0002

6 0,0255 0,0087  0,0026  0,0007  0,0002
7 0,0437 0,0174  0,0060 0,009  0,0005
8 0,0655 0,0304  0,0120  0,0042  0,0013
9 0,0874 0,0473  0,0213  0,0083  0,0029
10 0,1048 0,0663  0,0341 0,0150  0,0059
11 0,1144 00,0844  0,0406  0,0245  0,0106
12 0,1144 0,0984¢  0,0661  0,0368  0,0176
13 0,1065 0,1060  0,0814  0,0609  0,0271
14 0,00056 0,1060  0,0830  0,0655  0,0387
15 0,0724 0,0089  0,0002  0,0786  0,0517
16 0,0643 0,0866  0,0002  0,0884 0,045
17 0,0383 0,0713  0,0934  0,0936  0,0760
18 0,0256 0,0654  0,0830  0,0036  0,0844
19 0,0161  0,0409  0,0699 . 0,0887  0,0888
20 0,0097 10,0286  0,0659  0,0798  0,0888
21 0,0065 0,0191 0,0426  0,0684  0,0846
22 0,0030 00121  0,0310 0,0559  0,0769
23 0,0016 0,0074  0,0216  0,0438  0,0669
24 0,0008 0,0043  0,0144  0,0328  0,0557
25 0,0004 0,0024  0,0002  0,0237  0,0445
26 0,0002 0,0013  0,0067 0,0164  0,0343
27 0,0001  0,0007  0,0033 0,0109  0,0254
28 0,0003  0,0019  0,0070  0,0181
29 0,0002 0,0011 00044  0,0125
30 0,0001  0,0008 0,0026  0,0084
31 0,0002 0,0015 0,0053
32 0,0001  0,0009  0,0034
33 0,0001  0,0005  0,0020
34 0,0003  0,0013
35 0,0001  0,0007
36 0,0004
37 0,0002
38 0,0001
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12.3. Zur Normalverteilung

Die Tafel 3 gibt eine Ubersicht iiber die Verteilungsfunktion & der standardisierten
Normalverteilung,

z

1 [t
D(z) = | glt)dt = — Z g,
(=) fw( ) = e

— —0o

fiir 0 <z <3,9; fir x <0 verwendet man die Beziehung &(x) =1 — &(— )
(vgl. 5.4.(15)).

Einige Quantile der standardisierten Normalverteilung, die bei der pmktlsohen
Durchfuhrungdermloﬁla)und 10.6.2. angegeb onfid 1 und
der in 11.1. und 11.4.5. beschriebenen Slgmflkanztests hiufig benétigt werden, sind
in der folgenden Tabelle zusammengestellt :

« ‘ 1— £ | Z
2 1
0,01 0,995 2,575829
0,02 0,99 2,326348
0,05 0,975 1,959964
.0,10 0,95 1,644854
0,20 0,9 1,2815562

-2z 0 z
& _ &
-2 -3

(”(‘lg}*"%k)
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Tafel 3
Ablesebeispiel: ®(1,43) = 0,923642
z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04
0,0 0,500000 0,503989 0,507978 0,511966 0,515953
0,1 0,539828 0,543795 0,547758 0,651717 0,555670
02 0,579260 0,583166 0,587064 0,500954 0,594835
03 0,617911 0,621720 0,625516 0,629300 0,633072
0,4 0,655422 0,659007 0,862757 0,666402 0,670031
05 0,691462 0,694974 0,898468 ° 0,701944 *0,705402
0,8 0,725747 0,729069 0,732371 0,735653 0,738914
0,7 0,758036 0,761148 0,764238 0,767305 0,770350
0,8 0,788145 0,791030 0,793892 0,796731 0,799546
0,9 0,815940 0,818589 0,821214 0,823814 0,826391
1,0 0,841345 0,843752 . 0,846136 0,848495 0,850830
1,1 0,864334 " 0,866500 0,868643 0,870762 0,872857
1% 0,884930 0,886861 0,888768 0,890651 0,802512
1,3 0,903200 0,904902 0,908582 0,908241 0,909877
1,4 0,919243 0,920730 0,922106 0,923642 0,925066
1,6 0,033193 0,934478 0,935744 0,936992 0,938220
1,6 0,045201 0,946301 0,947384 0,048449 0,949497
1,7 0,955434 0,956367 0,957284 0,058185 0,959070
1,8 0,964070 0,964852 0,965620 0,966375 0,967116
1,9 0,071283 0,971933 0,972571 0,973197 0,973810
2,0 0,077250 0977784  ~ 0,978308 0,978822 0,979325
2,1 0,982136 0,982571 0,982997 0,083414 0,983823
2,2 0,986097 0,986447 0,986791 0,987126 0,987454
23 0,089276 0,989556 0,989830 0,990097 0,990358
2,4 0,991802 0,992024 0,992240 0,992451 0,992656
2,5 0,993700 0,993963 0,994132 0,994297 0,094457
2,6 0,995339 0,995473 0,995604 0,995731 0,995856
27 0,096533 0,996636 0,996736 0,998833 0,996928
28 0,997445 0,997523 0,997599 0,997673 0,097744
2,9 0,998134 0,998193 0,998250 0,998305 0,998359
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4
3,0 0,998650 0,999032 0,999313 0,909517 0,999663




Tafel 3 (Fortsetzung)

z 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

0,0 0,519938 0,623922 0,527903 0,531881 0,535856
0,1 0,669618 0,563560 0,567495 0,5671424 0,575345
0,2 0,698706 0,602568 0,606420 0,610261 0,614002
0,3 0,636831 0,640576 0,644 309 0,648027 0,661732
0,4 0,673645 0,677242 0,680822 0,684 386 0,687933
0,6 0,708840 0,712260 0,715661 0,719043 0,722405
0,6 0,742154 0,7456373 0,748571 0,751748 0,754903
0,7 0,773373 0,776373 0,779350 0,872306 0,785236
0,8 0,802338 0,805106 0,807850 0,810570 0,813267
0,9 0,828944 0,831472 0,833977 0,836457 0,838913
1,0 0,853141 0,856428 0,857690 " 0,859929 0,862143
1,1 0,874928 0,876976 0,879000 0,881000 0,882977
1,2 0,894 350 0,896165 0,897958 0,899727 0,901475
1,3 0,911492 0,9130856 0,914656 0,916207 0,917736
1,4 0,926471 0,927856 0,920219 0,930563 0,931889
1,6 0,939429 0,840620 0,941792 0,942947 0,944083
1,6 0,950528 0,951543 0,852540 0,953521 0,854 486
1,7 0,959941 0,960796 0,961636 0,962462 0,963273
1,8 0,967843 0,868557 0,969258 0,960946 0,870621
1,9 0,874412 0,976002 0,875581 0,976148 0,976704
2,0 0,979818 0,980301 0,980774 0,981237 0,981691
2,1 0,984222 0,984614 0,084997 0,985371 0,985738
2,2 0,987776 0,988089 0,988396 0,988 696 0,988989
2,3 0,890613 0,890862 0,991106 0,991344 0,991576
24 0,892857 0,993053 0,993244 . 0,093431 0,993613
2,6 . 0,994614 0,994766 0,004915 0,995060 0,895201
2,6 0,995976 0,996093 0,996207 0,996319 0,896427
2,7 0,997020 0,897110 0,997197 0,997282 0,897365
2,8 0,897814 0,997882 0,997948 0,998012 0,898074
2,9 0,898411 0,998462 0,998511 0,998559 0,998605

0,6 0,6 0,7 0,8 0,9
3,0 0,999767 0,999841 0,999802 0,899928 0,999952
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12.4.  Zur y*-Verteilung

Die Tafel 4 enthilt einige Quantile y7,., der y*-Verteilung mit m Freiheitsgraden
(vgl. 5.6., Definition 2) fiir m = 1, 2, ..., 30, 40, ..., 100, die bei der praktischen
" Durchfiihrung der in 10.6.1. (c) und d)) angegebenen Konfidenzschétzungen und der
in 11.4.3., 11.5.1., 11.5.3. und 11.8.5. beschriebenen Signifikanztests (y2-Streuungs-
test, x-Anpassungstest, y2-Homogenititstest, y?-Unabbéngigkeitstest) hdufig be-
notigt werden..

Tafel 4
Ablesebeispiel: 3,05 = 12,69

0 2
Xmp
p=099 0,975 0,96 0,05 0,025 0,01

" (1 —p=0,01) (0,025) (0,05) (0,95) (0,975) (0,99)

1 6,636 5,024 3,841 0,0039 - 0,0010 0,0002

2 9,210 7,378 5,991 0,1026 0,0506 0,0201

3 11,34 9,348 7,816 0,3518 0,2158 0,1148

4 13,28 11,14 9,488 0,7107 0,4844 0,2071

5 15,09 12,83 11,07 1,145 0,8312 0,6643

[] 16,81 14,45 12,69 1,635 1,237 0,8721

7 18,48 16,01 14,07 2,167 1,600 1,239

8 20,09 17,63 15,51 2,733 2,180 1,646

9 21,67 19,02 16,92 3,325 2,700 2,088
10 23,21 20,48 18,31 3,940 3,247 2,658
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Tafel 4 (Fortsetzung)

- p=0,99 0,975 0,95 0,06 0,025 0,01
™ | @—p=001) (0,025) (0,05) (0,95) (0,975) (0,99)
1 24,72 21,92 19,68 4,676 3,816 3,053
12 26,22 23,34 21,03 5,226 4,404 3,671
13 27,69 24,74 22,36 5,802 5,009 4,107
14 29,14 26,12 23,68 6,671 5,629 4,660
15 30,68 27,49 25,00 7,261 ‘6,262 5,220
16 32,00 28,85 26,30 7,862 6,908 5,812
17 33,41 30,19 27,59 8,672 7,664 6,408
18 34,81 31,63 28,87 9,390 8,231 7,016
19 36,19 32,85 30,14 10,12 8,807 7,633
20 37,67 34,17 31,41 10,85 9,601 8,260
21 38,93 35,48 32,67 11,59 10,28 8,897
22 40,29 36,78 33,92 12,34 10,98 9,642
23 41,64 38,08 35,17 13,09 11,69 10,20
24 42,98 39,36 36,42 13,85 12,40 10,86
25 44,31 40,65 37,65 14,61 13,12 11,562
26 45,64 41,92 38,89 15,38 13.84 12,20
27 46,96 43,19 40,11 16,15 14,67 12,88
28 48,28 44,46 41,34 16,93 15,31 13,66
29 49,69 45,72 42,56 17,711 16,06 14,26
30 50,89 46,98 43,77 18,49 16,79 14,95
40 63,60 59,34 55,76 26,51 24,43 22,16
50 76,156 71,42 67,50 34,76 32,36 29,71
60 88,38 83,30 79,08 43,19 40,48 37,48
70 100,42 95,02 90,563 51,74 48,76 45,44
80 112,33 106,63 101,88 60,39 57,16 53,64
90 124,12 118,14 113,14 69,13 65,66 61,75
100 135,81 129,56 124,34 71,93 74,22 70,06
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12.5. Zur t-Verteilung

Die Tafel 5 enthilt einige Quantile t,, der ¢-Verteilung mit m Freiheitsgraden (vgl.
5.6., Definition 3) fiir m = 1, 2, ..., 30, 40, 60, 120, oo, die bei der praktischen Durch-
fiilhrung der in 10.6.1. b) a.ngegebenen Konfidenzschitzung und der in 11.4.1. und
11.4.2. beschriebenen Signifikanztests (einfacher ¢-Test, doppelter ¢-Test) bendtigt
werden.

Tafel §
Ablesebeispiel: ¢y7: g75 = 2,110

=09 1 0,956 0,975 0,99 0,995

" la—p=01) (0,05) (0,025) (0,01) (0,005)
1 3,078 6,314 12,706 31,821 63,657
2 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925
3 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841
4 1,633 2,132 2,776 3,747 4,604
5 1,476 2,015 2,671 3,365 4,032
6 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707
7 1,415 1,805 2,365 2,998 . 3,499
8 1,397 1,860 2,306 2,896 3,356
9 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250

10 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169

1 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106

12 1,356 1,782 2,179 2,681 3,056

13 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012

14 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977

15 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947

16 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921

17 1,333 1,740 2,110 2,667 2,808

18 1,330 1,734 2,101 2,562 2,878

19 1,328 1,729 2,003 2,639 2,861

20 1,325 1,726 2,086 - 2,528 2,845




12.6. Zur F-Verteilung

Tafel 5 (Fortsetzung)

i »=09 0,95 0,975 0,99 0,995
(1—p=01) (0,06) (0,025) (0,01) (0,005)

21 1,323 1,721 2,080 2,618 2,831
22 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819
23 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807
24 1,318 1,711 2,064 2,402 2,797
25 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787
26 1,315 1,706 2,056 2,479 2,719
27 1,314 1,703 2,052 2,473 2,711
28 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763
29 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756
30 1,310 1,607 2,042 2,457 2,750
40 1,303 1,684 2,021 2,423 2,704
60 1,296 1,671 2,000 2,300 2,660
120 1,289 1,658 1,980 2,368 2,617
) 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576

12.6. Zur F-Verteilung
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Die Tafel 6a) bzw. 6b) enthilt die Quantile Fp,_p,;, der F-Verteilung mit (m,, m,)
Freiheitsgraden (vgl. 5.6., Definition 4) fiir » = 0,95 bzw. p = 0,99. Diese Quantile
benétigt man insbesondere bei der praktischen Durchfithrung des in 11.4.4. be-
schriebenen Signifikanztests (F-Test) zum Signifikanzniveau o = 10% bzw. « = 2%;
die hierbei auBerdem erforderlichen Zahlen F n .1 fiir p = 0,95 bzw. p = 0,99

sind wegen
1

F, mymyil=p =

Ful‘ml P

ebenfalls der Tafel 6a) bzw. 6b) zu entnehmen.
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Tafel 6

Ablesebelaplele Foo 150,00 = 35 37

Fa 15500 = F_ =—=032
15,2030,99

a) p=0,95 (1 — p = 0,05)

1
3,09

&
1 2 3 4 5 6 7 8 9
my
1 | 1614 |199,5 | 2157 |2246 |2302 | 2340 [2368 |2389 |2405
2 18,51 | 19,00 | 19,16 | 19,25 | 19,30 | 19,33 | 19,35 | 19,37 | 19,38
3 1013 | 955 | 928 | o912 | 901 | 894 | 88 | 885 | 881
4 71| 694 | 639 | 6569 | 62| 616 | 609 | 604 6,00
5 661 | 579 541 | 519 505 | 495 | 488 | 482 47
6 59 | 514 | 476 | 453 | 439 | 428 | 421| 415 410
7 560 | 474 | 435 | 412 397 | 387 | 379 373| 368
8 532 | 446 | 407 | 384 | 360 | 358| 350 | 344 339
9 512 | 42| 38 | 363| 348| 337 | 32| 328| 318
10 496 | 410 371 | 348| 333 322 314 307 302
11 484 | 398 | 350 | 336 | 320 | 300 s01| 29| 29
12 475 | 380 | 349 326| 311 | 300| 291 | 28 | 280
13 467 | 381 341 | 318| 303 292 | 28| 27| 2m
14 460 | 374 | 33| 311 | 29| 28| 276| 27| 265
15 454 | 368 | 320 306| 290 | 279 | 27| 264| 250
16 449 | 363 | 324 | 301 | 285| 274 | 286 | 260 | 254
17 445 | 350 | 320| 29 | 28| 27| 261 | 25| 24
18 441 | 355 | 318| 293 | 27| 268 | 28| 251 | 246
19 438 | 352 | 313 | 29 | 27| 263 | 250| 248 242
20 435 | 340 | 30| 287 | 27| 260| 251 | 245 23
21 432 | 347 307 | 284 | 268| 257| 249 | 242| 237
22 430 | 344 | 305| 282| 266| 255 | 246| 240 234
23 428 | 342 303 | 280 | 264 | 253 24| 237| 232
24 42 | 340| 301 | 278 | 262 | 251 | 242| 238 230
25 42¢| 33 | 29| 276 | 260| 240 | 240 23| 228
26 423 | 337 | 298| 274 | 259 | 241 | 23| 232| 227
27 421 335| 298| 273 | 257| 246 237 231 22
28 420 33¢| 295 | 27| 256 | 245| 236 | 22| 224
20 418 | 333| 203 | 270 | 255 243 | 235 | 228 22
30 417 | 332 | 2902| 260 | 253 | 242| 233| 2271| 22
40 408 | 323 | 284 | 261 | 245| 23¢| 22| 218 212
60 400 | 315| 276 | 28| 237 | 22| 217| 210 20
120 302 | 307 | 268| 245| 220 | 217 | 200 | 202 196
o 38¢| 300 260| 237 | 221 | 210 201 | 194| 1,88
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Tafel 6 (Fortsetzung)

m,
\ 10 12 16 20 24 30 40 60 120 ]
My
1 241,9 |243,9 |245,9 |248,0 |249,1 [250,1 |(251,1 |252,2 |253,3 |254,3
2 19,40 | 19,41 | 19,43 | 19,45 | 19,45 | 19,46 | 19,47 | 19,48 | 19,49| 19,50
3 8,79 874 | 870 | 866 | 864 862 8,50 | 857 855 8,53
4 5,96 | 5,91 586 | 580 | 5,77 57 | 572 | 569 | 566| 5,63
5 4,74 | 4,68 | 4,62 | 4,56 | 4,63 | 4,50 | 4,46 | 4,43 | 440| 4,36
6 4,06 ( 4,00 | 394 | 3,87 | 3,84 381 8,77 | 3,74 3,70| 3,67
7 3,64 | 3,67 3,61 3,44 | 341 338 | 334 330 8327| 323
8 3,35 | 3,28 | 3,22 3,16 | 3,12 | 3,08| 3,04 ( 3,01 2,97| 2,93
9 3,14 | 3,07| 3,01 2,94 290 286 | 28 279 27| 2,71
10 298| 2901 | 285| 277 2,74 2,70 266 | 262 2,58 254
1 285 | 2,79 | 272| 2,65| 261 | 267 2563| 249 | 245| 2,40
12 2,75 | 2,60 | 262| 2564| 251 247 ( 243 | 238 2,34 230
13 267 260| 263| 246 | 242 | 238 | 234| 230 225 221
14 260 253| 246 | 239 | 235 231 227 | 222 2,18 2,13
15 2,54 248 240| 233 220| 225| 220( 216 | 211 2,07
16 249 | 242 | 235 | 2,28 | 224 2,19 |. 215 | 211 2,06 2,01
17 245 | 2,38 | 231 223 | 219 | 2,156 2,10 2,086 | 2,01| 1,96
18 2,41 2,34 | 2,27 2,19 | 2,15| 211 2,06 | 2,02 1,97 1,92
19 2,38 | 231 2,23 | 2,16 | 2,11 2,07 | 2,03 1,98 1,93| 1,88
20 235 | 228| 220 2,12 | 2,08| 2,04 1,99 1,95 1,90| 1,84
21 232 | 225)| 218 210| 2,05| 2,01 | 1,96 1,92 1,87 1,81
22 230 | 223 | 215| 2,07 | 2,03 1,98 1,94 1,89 1,84| 1,78
23 227 220 213 | 205 2,01 1,96 1,91 1,86 1,81 1,76
24 225 | 2,18 | 211 2,03 1,98 1,94 1,89 1,84 1,79 1,73
256 2,24 2,16 2,0 | 2,01 1,96 1,92 1,87 1,82 L771 1,11
26 2,22 | 2,156 | 2,07 1,99 1,95 1,90 | 1,85 1,80 1,75 1,69
27 2,20 | 2,13 | 2,06 1,97 1,93 1,88 1,84 1,79 1,73| 1,67
.28 2,19 | 2,12 | 2,04 1,96 1,91 1,87 1,82 1,77 1,71 1,65°
29 218 | 2,10 | 2,03 1,94 (1,90 1,85 1,81 1,75 1,70 1,64
30 2,16 | 2,00 201 1,93 1,89 1,84 1,79 1,74 1,68| 1,62
40 2,08 | 2,00 1,92 1,84 ( 1,79 1,74 1,69 1,64 1,68( 1,51
60 1,99 1,92 1,84 1,76 1,70 1,65 1,69 1,53 1,47 1,39
120 1,01 1,83 1,76 1,66 1,61 1,65 1,60 | 1,43 1,35| 1,25
oo 1,83 1,76 1,67 1,67 1,62 1,46 1,39 1,32 1,22| 1,00
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Tafel 6 (Fortsetzung)
b) p =10,99 (1 — » =0,01)

y
1 2 3 4 5 6 7 8 9
™y
1 4052 4999,5 |5403 5625 5764 |5850 |5028 . (5982 6022
2 98,50 | 99,00 99,17 99,25 99,30 | 99,33 | 99,36 | 99,37 | 99,39
3 34,12 30,82 29,46 | 28,71 28,24 [ 27,91 | 27,67| 2749| 27,36
4 21,20 18,00 16,69 15,98 15,52 | 15,21 | 14,98 | 14,80 | 14,66
5 16,26 13,27 12,08 11,39 10,97 | 10,67| 10,46 | 10,29 | 10,16
6 13,76 10,92 9,78 9,15 8,75 8,47 8,26 8,10 7,98
7 12,26 9,56 8,45 7,86 7,46 7,19 6,99 6,84 6,72
8 11,26 8,656 7,59 7,01 6,63 6,37 6,18 6,03| 591
9 10,56 8,02 6,99 6,42 6,06 5,80 5,61 5,47 5,36
10 10,04 7,56 6,55 5,99 5,64 5,39 5,20 5,08 4,94
11 9,656 7,21 6,22 5,87 5,32 5,07 4,89 4,74 4,63
12 9,33 6,93 5,85 5,41 5,06 4,82 4,64 4,50 4,39
13 9,07 6,70 5,74 5,21 4,86 4,62 4,44 4,30 | * 4,19
14 8,86 8,51 5,56 5,04 4,69 4,46 4,28 4,14 4,03
15 8,68 6,36 5,42 4,89 4,66 4,32 4,14 4,00 | .3,89
16 8,63 6,23 5,29 4,77 4,44 4,20 4,03 3,89 3,78
17 8,40 6,11 5,18 4,67 4,34 4,10 3,93 3,79 3,68
18 8,29 6,01 5,00 4,68 4,25 4,01 3,84 3,711 3,60
19 8,18 5,93 5,01 4,60 4,17 3,94 3,77 3,63 3,62
20 8,10 5,85 4,94 4,43 4,10 3,87 3,70 3,66 3,46
21 8,02 5,78 4,87 4,37 4,04 3,81 3,64 3,51 3,40
22 7,95 5,72 4,82 4,31 3,94 3,76 3,69 3,45 3,36
23 7,88 5,66 4,76 3,26 3,1 3,1 3,64 3,41 3,30
24 7,82 5,61 4,72 4,22 3,90 3,67 3,60 3,36 3,26
25 17| 5,67 4,68 4,18 3,85 3,63 3,46 3,32 3,22
26 7,72 5,63 4,64 4,14 3,82 3,69 3,42 3,29 3,18
27 7,68 5,49 4,60 4,11 3,78 3,66 3,39 3,26 3,16
28 7,64 5,45 4,57 4,07 3,76 3,63 3,36 3,23 3,12
29 7,60 5,42 4,54 4,04 3,73 3,50 ‘3,33 3,20 3,09
30 7,56 5,39 4,51 4,02 3,70 347 3,30 3,17 3,07
40 7,31 5,18 4,31 3,83 3,61 3,29 3,12 2,99 2,89
60 7,08 4,98 4,13 3,66 3,34 3,12 2,95 2,82 2,72
120 6,85 4,79 3,96 3,48 3,17 2,96 2,79 2,66 2,56
o 6,63 4,61 3,78 3,32 3,02 2,80 2,64 2,61 2,41
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Tafel 6 (Fortsetzung)

. 10 12 15 20 24 30 40 60 120 oo
My
1 [6056 |6106 16157 [6209 (62356 |6261 |6287 [6313 (6339 6366
2 99,40 | 99,42 | 99,43| 09,45| 99,46 09,47 99,47 | 99,48 99,49 | 99,50
3 27,23 | 27,06 26,87| 26,60| 26,60 26,50| 26,41 26,32| 26,22| 26,13
4 14,66 | 14,37 | 14,20 14,02 | 13,93 | 13,84 | 13,75| 13,65| 13,66 | 13,46
5 10,06 9,89 9,72 9,56 9,47 9,38 9,29 9,20 9,11 9,02
6 7,87 7,72 7,56 7,40 7,31 7,23 7,14 7,06 6,97 6,88
7 6,62 6,47 6,31 6,16 6,07 5,99 5,91 5,82 5,74 5,66
8 5,81 5,67 5,52 5,36 5,28 5,20 5,12 5,03 4,95 4,86
9 5,26 5,11 4,96 4,81 4,73 4,65 4,67 4,48 4,40 4,31
10 4,85 4,71 4,66 4,41 4,33 4,25 4,17 4,08 4,00 3,01
1 4,64 4,40 4,26 4,10 4,02 3,04 3,86 3,78 3,69 3,60
12 4,30 4,16 4,01 3,86 3,78 3,70 3,62 3,64 3,46 3,36
13 4,10 3,96 3,82 3,66 3,69 3,61 3,43 3,34 3,25 3,17
14 3,94 3,80 3,66 3,51 3,43 3,35 3,27 3,18 3,09 3,00
15 3,80 3,67 3,62 3,37 3,29 3,21 3,13 3,06 2,96 2,87
16 3,69 3,66 3,41 3,26 3,18 3,10 3,02 2,93 2,84 2,76
17 3,69 3,46 3,31 3,16 3,08 3,00 2,92 2,83 2,75 2,65
18 3,61 3,37 3,23 3,08 3,00 2,92 2,84 2,75 2,66 2,67
19 3,43 3,30 3,156 3,00 2,92 2,84 2,76 2,67 2,68 2,49
20 3,37 3,23 3,08 2,94 2,86 2,78 2,69 2,61 2,62 2,42
21 3,31 3,17 3,03 2,88 2,80 2,72 2,64 2,66 2,46 2,36
22 3,26 3,12 2,98 2,83 2,76 2,67 2,68 2,60 2,40 2,31
23 3,21 3,07 2,93 2,78 2,70 2,62 2,564 2,45 2,36 2,26
24 3,17 3,03 2,89 2,14 2,66 2,68 2,49 2,40 2,31 2,21
256 3,13 2,99 2,85 2,70 2,62 2,64 2,46 2,36 2,27 2,17
26 3,09 2,96 2,81 2,66 2,58 2,50 2,42 2,33 2,23 2,13
27 3,06 2,93 2,78 2,63 2,66 2,47 2,38 2,29 2,20 2,10
28 3,03 2,90 2,76 2,60 2,62 2,44 2,36 2,26 2,17 2,06
29 3,00 2,87 2,73 2,67 2,49 2,41 2,33 2,23 2,14 2,03
30 2,98 2,84 2,70 2,66 2,47 2,39 2,30 2,21 2,11 2,01
40 2,80 2,66 2,62 2,37 2,29 2,20 2,11 2,02 1.92 1,80
60 2,63 2,60 2,35 2,20 2,12 2,03 1,94 1,84 1,73 1,60
120 2,47 2,34 2,19 2,03 1,95 1,86 1,76 1,66 1,63 (- 1,38
] “2,32 2,18 2,04 1,88 1,79 1,70 1,59 1,47 1,32 1,00
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Nachdem wir nun den derzeitig iiblichen mathematischen Aufbau der Wahrschein-
lichkeitstheorie dargelegt und wesentliche Aufgabenstellungen der mathematischen
Statistik behandelt haben, wollen wir in diesem abschlieBenden Kapitel einen kurzen
AbriB der Geschichte der Wahrscheinlichkeitsrechnung geben, mit dem auch die in
den vorangegangenen Kapiteln eingeflochtenen historischen Bemerkungen ergiinzt,
abgerundet und eingeordnet werden sollen.

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung gehért zu den verhiltnismiBig jungen mathe-
matischen Disziplinen, sie ist erst reichlich drei Jahrhunderte alt. Die geheimnisvolle
Welt des Zufalls interessierte aber die Gelehrten bereits im frithesten Stadium wissen-
schaftlichen Denkens. So taucht der Begriff der Wahrscheinlichkeit schon in der
antiken griechischen Philosophie auf. Und auch der Gedanke, daB sich die Gesetze
der Natur durch eine ungeheure Anzahl zufilliger Erscheinungen ausdriicken, kommt
schon bei den antiken griechischen Materialisten vor. (Sehr deutlich nimmt dieser
Gedanke z. B. in dem Gedicht ,De rerum natura® (Uber die Natur der Dinge)
von LukrEz (1. Jh. v. u. Z.) Gestalt an.) Die Entwicklung zu einer selbstindigen
wissenschaftlichen Disziplin beginnt aber erst in der Mitte des 17. Jahrhunderts.
Angeregt durch Fragen nach Gewinnchancen bei Gliicksspielen, die ein leidenschaft-
hcher Spieler — der Chevalier pE MERE — seinem Freund, dem beriihmten fran-
zosischen Mathematiker BrAIsE Pascan (1623—1662) gestellt hatte, kam es im
Jahre 1654 zu einem Briefwechsel zwischen PAscAL und dem nicht minder beriihmten
PrerRE DE FERMAT (1601 —1665), in dem — iiber den eigentlichen Anlaf hinaus-
gehend — wichtige Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung entwickelt wur-
den. Zwar beschiiftigten sich schon zuvor Gelehrte mit speziellen Aufgaben iiber Wahr-
scheinlichkeiten bei Gliicksspielen, so z. B. der Franziskanerménch Luca pE PacroLt
(1446—1514) in sei 1494 erschi Buch ,,Summa de Arithmetica, Geometria,
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Proportlom e Proportionalitad‘, der Mm.lander Arzt HreroNTMO CARDANO (1501 bis
1676) in seinem Werk ,,Liber de ludo aleae (Buch iiber Gliicksspiele) und auch
GALILEO GALILET (1564 —1642). Als ein adiiquates Mittel zur Erforschung von Zufalls-
erscheinungen wurde die Wahrscheinlichkeitsrechnung aber wohl erstmalig von
Pascar und FERMAT angesehen.

Auch der hollindische Physiker, Mathematiker und Astronom CHrisTIAAN HUY-
GENS (1620—1695) war sich der Bedeutung dieser neuen mathematischen Richtung
bewuBt. So schreibt er in seinem 1658 erschienenen, auf die von PascaL und FERMAT
geiiuBerten Gedanken bezugnehmenden Buch ,,De ratiociniis in ludo aleae* (Uber
die bei Gliicksspielen méglichen Berechnungen), ,,... da8 der Leser bei einem aufmerk-
samen Studium des Gegenstandes bemerkt, daB es hier nicht nur um Spiele geht,
sondern daB hier die Grundlagen einer sehr interessanten und ergiebigen Theorie ent-
wickelt werden?). Nur blieben infolge des relativ niedrigen Entwicklungsstandes
der- Naturwissenschafben in dieser Zeit, Gliicksspiele, Fragen der Bevélkerungs-

tik und Versi ben vorerst die einzigen konkreten Probleme, an-
hand derer die Wahrschemhchkeltsrechnung entwickelt werden konnte.

Im genannten Buch von HuYGENS kommt iibrigens der Begriff ,,Wahrscheinlich-
keit* nicht vor, dort ist immer vom ,,Wert der Hoffnung* die Rede, also von der
GroBe, die wir heute als Erwartungswert bezeichnen. Erstmalig definiert wird der
Begriff der Wahracheinlichkeit in dem 1713 versffentlichten Buch ,,Ars conjectandi‘
(Die Kunst des Vermutens) von JAKoB BERNOULLI (1654— 1705); unter Wahrschein-
lichkeit wird dabei ,,der Grad der GewiBheit, welcher sich zur GewiBheit wie der Teil
zum Ganzen verhilt“?) verstanden, eine Definition also, die mehr philosophischen
als mathematischen Charakters ist. .

Die Schrift ,,Ars conjectandi®, die man als erstes Lehrbuch der Wahrscheinlich-
keitsrechnung bezeichnen kann, enthilt neben einer vollstindigen Behandlung aller
von HuveeNs ohne Losung angegebenen Probleme vor allem eine nicht nur fiir
damalige Verhéltnisse bemerkenswert exakte Herleitung der heute als Bernoulli-
sches Gesetz der grofien Zahlen formulierten Aussage, mit der also der Stabilisierung
der relativen Hiiufigkeit, dieser immer wieder beobachteten und auch schon vor
BerNouLLI bekannten Tatsache, eine theoretische Erklirung gegeben wird. Das
Verdienst von BEB.NOU’LLI besteht also nicht in der Entdeckung dieses Phiinomens —
dazu schreibt BERNOULLI in der ,,Ars conjectandi* selbst: ,,Jedem ist auch klar, daB
es zur Beurteilung irgendeiner Erscheinung nicht ausreicht, eine oder zwei Beobach-
tungen zu machen, sondern es ist eine groBe Anzahl von Beobachtungen erforderlich,
Aus diesem Grunde weiB selbst der beschriinkteste Mensch aus einem natiirlichen
Instinkt heraus von selbst und ohne jegliche vorherige Belehrung (was sehr erstaun-
lich ist), daB, je mehr Beobachtungen in Betracht gezogen werden, desto kleiner die

1) Das Zitat wurde [15] entnommen.
2) Das Zitat wurde [6] entnommen.
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Gefahr ist, das Ziel nicht zu erreichen.”!) —; das Verdienst von JAKoB BEENOULLI
besteht vielmehr in der streng begriindeten theoretischen Erklirung dieses Sach-
verhalts. Es ist fiir diese Zeit charakteristisch, daB empirische Tatsachen — wie z. B.
die Stabilisierung bei relativen Héufigkeiten — zwar zur Kenntnis genommen wur-
den, daB man aber kaum theoretische Begriindungen dafiir suchte; diese Tatsachen
wurden vielmehr als Offenbarung der gottlichen Ordnung angesehen, die somit
keiner weiteren Erklirung bediirfen.

Dem franzésischen Mathematiker ABRAHAM DE MOIVERE (1667—1754) gelang
dann u. a. die quantitative Formulierung des Bernoullischen Gesetzes der groSen
Zahlen mit der Aussage, die wir als Grenzwertsatz von DE MOIVRE-LAPLACE be-
zeichnet haben, und in diesem Zusammenhang auch die Entdeckung der Normal-
verteilung (vgl. dazu den SchluB von 5.4.). .

Die explizite Angabe der sogenannten klassischen Definition der Wahrschein-
lichkeit findet man erst in dem 1812 erschienenen grundlegenden Werk ,,Théorie
analytique des probabilités” (Analytische Theorie der Wahrscheinlichkeiten) des
bedeutenden franzésischen Mathematikers und Physikers PIERRE SmMON LAPLACE
(1749—1827). Dort wird — in volliger Ubereinstimmung mit der heutigen Auffas-
sung — die klassische Definition der Wahrscheinlichkeit weniger als eine Definition,
sondern vielmehr als eine Berechnungsformel fiir Wahrscheinlichkeiten in konkreten
Fillen bei Erfiilltsein gewisser Bedingungen angesehen; LaPrLAcE schreibt: ,,Die
Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist das Verhiltnis der Zahl der giinstigen Fille
zu der aller mdglichen Fille, wobei die verschiedenen Fiille als gleich mdglich voraus-
gesetzt werden.“!) ‘

Das genannte Werk von LAPLACE enthilt in systematischer Darstellung die
Klassischen Ergebnisse der Wahrscheinlichkeitsrechriung, es werden die damals
bekannten Sitze — insbesoridere die heutzutage als Grenzwertsatz von DE MOIVEE-
LAPLACE bezeichnete Aussage — ausfiihrlich bewiesen; auBerdem legte LAPLACE
die von ihm (und unabhiingig davon etwa gleichzeitig von CARL FRIEDRICH GAUSS
(1777—1855) und ApeIEN MaARIE LEGENDRE (1752—1833)) entwickelte Methode
der kleinsten Quadratsumme im Zusammenhang mit Problemen der Fehler- und Aus-
gleichsrechnung dar. Er befaBte sich ferner mit der Anwendung der Wahrschein-
lichkeitsrechnung auf Fragen der Bevilkerungsstatistik und fithrte statistische Unter-

hungen anhand umfangreichen Zahlenmaterials durch.

Die Arbeiten von LaPrAcE auf dem Gebiet der Wahracheinlichkeitsrechnung ver-
kérpern — zusammen mit den Arbeiten des franzosischen Mathematikers Smufion
Daxis PorssoN (1781—1840) — die groften Fortschritte auf diesem Gebiet an der
Wende vom 18. zum 19, Jahrhundert. Po1ssoN nahm eine Verallgemeinerung des
Bernoullischen Gesetzes der grofen Zahlen — von ihm stammt iibrigens auch der
Begriff ,,Gesetz der groBen Zahlen — auf den Fall unabhiingiger Versuche, bei

1) Das Zitat wurde [15] entnommen.
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denen die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten eines Ereignisses von der Nummer
des Versuches abhiingig ist, vor. AuBerdem erweiterte PorssoN den Grenzwertsatz
von DE MoIvRE-LAPLACE auf diesen Fall und entdeckte dabei die nach ihm be-
nannte Wahrscheinlichkeitsverteilung; die erzielten Resultate wendete er insbe-
sondere in der Ballistik an. ’

Durch pDE MoIvRE, LAPLACE und PoissoN kam es zu einem beachtlichen Auf-
schwung bei der Entwicklung spezieller analytischer Methoden in der Wahrschein-
lichkeitsrechnung mit zahlreichen wertvollen und schénen Resultaten; Anregungen
hierfiir boten vor allem Probleme der Naturwissenschaften (z. B. der Ballistik, der
Astronomie) und Fragestellungen im Zusammenhang mit der Theorie der Beob-
achtungsfehler.

Allerdings gab es in der damaligen Zeit beziiglich der Einsatzmoglichkeiten der
Wahrscheinlichkeitsrechnung auch ziemliche Fehleinschitzungen, denen teilweise
selbst ihre prominentesten Vertreter erlagen. So wurde z. B. — mit nachdriicklicher
Fiirsprache und Férderung von LaPrLACE und PorssoN — versucht, mittels der
Wabhrscheinlichkeitsrechnung den Wahrheitsgehalt eines durch Stimmenmehrheit
zustandegekommenen Gerichtsurteils zu erfassen. Dies wirkte sich nachteilig fiir
die Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsrechnung aus. Auf Grund der — sich
hierbei zwangsléufig einstellenden — MiBerfolge schlug die in den wissenschaftlichen
Zentren Westeuropas anfangs vorhandene Begeisterung. fiir die Wahrscheinlich-
keitsrechnung in Enttéiuschung um, es entstanden Zweifel oder sogar Ablehnung;
bestenfalls wurde die Wahrscheinlichkeitsrechnung als Gegenstand der mathemati-
schen Unterhaltung angesehen.

Demgegeniiber stellte die sich stiirmisch entwickelnde Physik an die Mathematik
im allgemeinen und an die Wahrscheinlichkeitsrechnung im besonderen héchste
Anforderungen. In dieser Zeit entwickelte sich eine starke Schule der Wahrschein-
lichkeitsrechnung im damaligen St. Petersburg. Sie wurde begriindet von PAFNUTI
Lvovis CEBYSEV (1821—1894), der insgesamt zwar nur vier Arbeiten zur Wahr-
scheinlichkeitsrechnung verdffentlicht hat, deren Einflu auf die weitere Entwick-
lung dieser Disziplin aber erheblich ist. CEBY3EVS Verdienste bestehen vor allem dar-
in, daB er zu den Grenzwertbeziechungen der Wahrscheinlichkeit;

- Abschitzungen iiber die maglichen Abweichungen von den GrenzgesetzmiBigkeiten
angab und hierfiir auch geeignete Methoden ausarbeitete. Dariiber hinaus setzte er
die Forderung nach absoluter Strenge in den Beweisen der Grenzwertsétze durch
und wies den Begritfen ,,ZufallsgréBe’ und ,,Erwartungswert den ihnen gebiihren-
den zentralen Platz im Begriffssystem der Wahrscheinlichkeitsrechnung an. Be-
rithmte Vertreter der von OEBYSEV begriindeten russischen Schule der Wahrschein-
lichkeitsrechnung sind ANDRES ANDREEVIO MAREOV (1856 —1922) und ALEXANDER
MicHAILOVIS LyarUNoOV (1857—1918); diese Namen sind uns bereits bei der Behand-
lung der Gesetze der groBen Zahlen und der Grenzwertsitze der Wahrscheinlichkeits-
rechnung begegnet.

echnung
g
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So bedeutsam die Resultate waren, die am Ende des vorigen und Anfang unseres
Jahrhunderts auf dem Gebiet der Wahrscheinlichkeitsrechnung und bei deren An-
wendung erzielt wurden, hinsichtlich der Entwicklung der Grundlagen der mathe-
matischen Theorie blieb die Wahrscheinlichkeitsrechnung hinter anderen dies-
beziiglich vergleichbaren Theorien weit zuriick. Von der gewaltigen Wandlung der
Mathematik im 19. Jahrhundert, die gekennzeichnet ist durch einen von dem realen
Hintergrund abgeldsten, in sich geschlossenen, logisch widerspruchsfreien, axio-
matischen Aufbau mathematischer Theorien (z. B. Mengenlehre, Topologie) wurde
die Wahrscheinlichkeitsrechnung iiberraschend lange nicht beriihrt. Wir wiesen be-
reits darauf hin (vgl. dazu die Einleitung von 2.), daB Davip HmserT (1862—1943)
auf dem 2. Internationalen MathematikerkongreB in Paris im Jahre 1900 die Klar-
stellung der Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung als eines der wesent-
lichsten mathematischen Probleme benannte. Mit dieser Aufgabe haben sich viele
Mathematiker beschéftigt, darunter auch der 6sterreichische Mathematiker R1cHARD
voN Mises (1883—1953), dessen Versuch zur Lésung dieser Aufgabe sehr heftige —
und dabei durchaus fruchtbare — Diskussionen ausléste und das Interesse vieler
Mathematiker erregte. Eine befriedigende Liosung des von HrBERT formulierten
Problems erfolgte mit einer Verdffentlichung (1933) des beriihmten sowjetischen
Mathematikers ANDRES NIKOLAEVIS Kormogorov (geb. 1903); nach zahlreichen
Vorarbeiten gelang es hiermit, einen dem Geist der modernen Mathematik ent-
sprechenden axiomatischen Aufbau der Wahrscheinlichkeifsrechnung vorzunehmen.
Hierbei werden die zufilligen Ereignisse durch Mengen représentiert, und die Wahr-
scheinlichkeit wird als eine auf diesen Mengen definierte Funktion mit bestimmten,
durch Axiome charakterisierten Eigenschaften verstanden. Dieser Aufbau fiihrte
damit nicht nur zu einer Klarstellung der logischen Grundlagen der Wahrscheinlich-
keitsrechnung, sondern er gestattete insbesondere die Verwendung hochentwickelter
moderner mathematischer Disziplinen, z. B. der Mengenlehre, der Analysis — ins-
besondere der MaB- und Integrationstheorie. Die Wahrschemhchkeltarechnung ent-
wickelte sich seither stiirmisch, und zwar sowohl hinsichtlich der math
Theorie als auch beziiglich des Anwendungsbereiches dieser Theorie.

Heutzutage gibt es eine groBe Anzahl leistungsstarker Zentren, die sich mit Wahr-

inlichkeitstheorie, mathematischer Statistik und den zahlreichen hieraus her-
vorgegangenen Spezialdisziplinen beschiftigen. Eine unumstritten fiithrende Rolle
kommt dabei u.a. den sowjetischen Wahrscheinlichkeitstheoretikern zu, deren

Arbeiten internationales Interesse und Anerkennung genieBen..Konzentrierte sich
in den ersten Jahren nach der Oktoberrevolution der Kreis derer, die sich in der
UdSSR mit Wahrscheinlichkeitstheorie beschéftigten, vornehmlich in Moskau um
ALEXANDER JAKOVLEVIS CHINOIN (1894—1959), einen der bedeutendsten Vertreter
der Wahrscheinlichkeitstheorie unseres Jahrhunderts, und A. N. Kormogorov, so
gibt es heute eine Vielzahl von international beachteten Zentren der Wahrschein-
lichkeitstheorie in der Sowjetunion.
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In der DDR nimmt die Wahrscheinlichkeitstheorie im Rahmen der Ausbildung an
Universititen und Hochschulen und auch in der mathematischen Forschung einen
festen Platz ein. Auf dem Wege dahin erwies sich die Lehrtitigkeit von B. V. GNE-
DENEO im Jahre 1953 an der Humboldt-Universitét zu Berlin als sehr férderlich,
und viele der heute in der DDR suf dem Gebiet der Wahrscheinlichkeitstheorie
wissenschaftlich téitigen Mathematiker wurden in der Sowjetunion ausgebildet oder
weilten zu Studienaufenthalten dort.

Seit, einigen Jahren gibt es — auch im internationalen Rahmen — in verstarkf.em
MaBe Bemiihungen, die Wn heinlichkeitsrechnung in angemessener Weise in die
Mathematikausbildung an al inbildenden Schulen einzubeziehen.
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