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Vorwort

Mit dieser Aufgabensammlung soll den Diplomlehrerstudenten der Fachrichtung
Mathematik eine Moglichkeit in die Hand gegeben werden, die Stoffgebiete des
Lehrwerks Mathematik fiir Lehrer, die in den Bénden 6 bis 12 dargelegt wurden,
zu iiberdenken und einzuiiben. An der Bereitstellung des Kontrollfragen- und Auf-
gabenmaterials sind im wesentlichen die gleichen Autoren beteiligt, die die oben
genannten Bénde erarbeitet haben. Auf diese Binde wird darum ein enger Bezug
genommen.

Bei der Losung einer Aufgabe ist hinsichtlich der Wahl der Methode zu beachten,
unter welchem Abschnitt die betreffende Aufgabe aufgenommen worden ist. Dem-
zufolge konnen auch Aufgaben in ein wenig abgewandelter Form mehrmals erscheinen,
um verschiedene Aspekte eines theoretischen Sachverhalts an Hand der betreffenden
Aufgaben zu erkennen und die entsprechenden Methoden zu praktizieren.

Zwischen den verschiedenen Kapiteln treten einige Unterschiede auf.. Jedem
einzelnen Autor ist geniigend Spielraum gelassen worden, seine eigenen Vorstel-
lungen und seinen eigenen Stil zu entfalten. Aber die Unterschiede zwischen den
einzelnen Kapiteln sind auch von der Sache her, d. h. von der betreffenden Thematik
her, begriindet. Zum Beispiel werden in einigen Kapiteln hiufiger einfache Rechen-
aufgaben erscheinen, wihrend in anderen Kapiteln der Schwerpunkt auf theore-
tischen Untersuchungen liegt. Inshesondere mége sich der Leser nicht entmutigen
lassen, wenn gleich am Anfang einige vergleichsweise komplizierte theoretische
Aufgaben vorgelegt werden. Er wird daran wie auch an allen anderen Aufgaben seine
Fahigkeiten messen konnen, inwieweit er die betreffenden Abschnitte des Lehr-
werks verstanden hat und in der Lage ist, das aufgenommene theoretische Wissen in
Anwendungen umzusetzen. In diesem Sinne soll der vorgelegte Aufgabenband
sowohl zu einer Uberpriifung als auch zu einer Forderung der mathematischen
Fihigkeiten und Fertigkeiten auf den in Rede stehenden mathematischen Disziplinen
des Grundkurses wie des Fachstudiums beitragen.

Aufgaben, die nach Meinung der Autoren von erhdhtem Schwierigkeitsgrad sind,
wurden durch einen Stern (*) gekennzeichnet. Einige Aufgaben sind' bereits im

* Aufgabenteil mit ausfiihrlichen Lésungen versehen, um daran beispielhaft zu zeigen,
auf welche Weise und in welcher Form solche und #hnliche Aufgaben gelost werden
konnten. Die Ergebnisse der iibrigen Aufgaben, die nicht allzuviel iiber den Lisungs-
weg aussagen, sind am Schlufl dieser Aufgabensammlung zusammengestellt worden.
Man lasse sich aber nicht dazu verleiten, vor der eigenen Bearbeitung einer Aufgabe
im Lésungsteil nachzulesen, sondern versuche mit Ausdauer, zunéchst selbsténdig die
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Lésung zu finden, und benutze die angegebenen Losungen nach Moglichkeit nur zur
Kontrolle der eigenen Ergebnisse. So werden sich auch die gewiinschten mathema-
tischen Fahigkeiten und Fertigkeiten einstellen. Dariiber hinaus ist gelegentlich
versucht worden, durch einige Hinweise im Aufgabenteil dem Leser eine gewisse
Hilfe fiir die Losung zu geben. Selbstverstindlich muB erst ein Grundwissen durch
Vorlesung und Literaturstudium der Béiinde der Lehrbuchreihe Mathematik fiir
Lehrer erarbeitet werden, um das notige Verstindnis fiir die vorkommenden Begriffe,
Bezeichnungen und Sitze zu erlangen.

Verschiedene Aufgaben des ersten Kapitels haben sich bereits im Manuskriptdruck
bewihrt, wie iiberhaupt schon viele Aufgaben dieser Aufgabensammlung im Lehr-
und Ubungsbetrieb mit Studenten von Universititen und Hochschulen von den
Autoren erfolgreich und mit Vorteil fiir die weitere Arbeit erprobt wurden.

Die den Aufgaben der Darstellenden Geometrie zugeordneten Zeichnungen sollen
dem Bearbeiter das Verstindnis der Aufgabenstellungen erleichtern. Erfahrungs-
gemil§ fillt es dem Studierenden am Anfang nicht leicht, die durch Worte beschrie-
benen Aufgaben in eine adiquate Zeichnung umzusetzen. Um das Losen von Auf-
gaben nicht von vornherein an begrifflichen MiBversténdnissen scheitern zu lassen,
erscheint eine anschauliche Interpretation des Textes fiir das Kapitel Darstellende
Geometrie als wichtiges didaktisches Hilfsmittel. Ferner sind in den Aufgaben
oftmals bestimmte Lagen und GroBenbeziehungen erwiinscht, die sich nur schwer
und umsténdlich mit Worten fassen lassen. Auch hier ist es giinstig, wenn sich der
Bearbeiter der Aufgabe zuniichst an die bildlichen Vorgaben hilt. Sie erleichtern es
auch dem Geiibteren, eigene Varianten von Aufgabenstellungen zu erarbeiten.
Generell ist fiir die Bearbeitung von Aufgaben aus der Darstellenden Geometrie zu
empfehlen, die Zeichnungen mdglichst gro8 und iibersichtlich auf einem A4-Blatt
oder wenigstens A5-Blatt anzulegen. Auch das Mittel der Zeichenkontrolle, das der
Rechenkontrolle in der Numerik entspricht, sollte bei lingeren Konstruktionen
moglichst oft eingesetzt werden.

In den Kapiteln Numerik und Rechentechnik sowie Wahrscheinlichkeitstheorie
und Mathematische Statistik wurde in ganz besonderer Weise auf Probleme aus der
Praxis eingegangen. Hier wurden aber immer Sachverhalte ausgewihlt, deren mathe-
matische Modellierung mit den in der Schule vermittelten naturwissenschaftlichen
Kenntnissen méglich sein sollte. Es wurde versucht, verschiedene Anwendungs-
aufgaben nach systematischen Gesichtspunkten zu klassifizieren. Solche Betrach-
tungsweisen helfen maoglicherweise, schneller eine Losungskonzeption zu finden und
dabei immer wiederkehrende mathematische Grundprobleme zu erkennen. Die
meisten der numerischen Ubungen lassen sich mit einem Taschenrechner bearbeiten.
AuBerdem kommt man bei den Aufgaben aus der Mathematischen Statistik mit
dem Tabellenanhang in Band 11 des Lehrwerks Mathematik fiir Lehrer (Tafeln zu
einigen wichtigen Verteilungen) ohne weiteres aus.

In einer Aufgabensammlung kommen auch Aufgaben vor, die bereits in anderer
Literatur zu finden sind. Bei solchen Aufgaben 1a8t sich oft gar nicht feststellen,
wer der urspriingliche Autor ist. Dennoch waren die Autoren bemiiht, sich im Rahmen
der Thematik moglichst viele Aufgaben selbst auszudenken. Bei der Erarbeitung des
Ubungsmaterials zur Numerik und Rechentechnik wurden einige Probleme zur
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Losung von Gleichungen und zur Interpolation dem Buch von F. B. HILDEBRANDT,
Introduction to Numerical Analysis, McGraw-Hill Book Comp., New York—To-
ronto—London 1956, entnommen; ferner ergaben sich konzeptionelle Anregungen
fiir Kapitel VI aus L. CorLrarz/J. ArBRECHT, Aufgaben aus der Angewandten
Mathematik I, IT, Akademie-Verlag, Berlin 1972 bzw. 1973.

Den Mitarbeitern des VEB Druckhauses , Maxim Gorki* gilt unser Dank fiir die
sehr sorgfiltige Ausfiihrung des Druckes. Auch Friulein E. ARNDT vom VEB
Deutscher Verlag der Wissenschaften sind wir fiir Hinweise und fiir das Eingehen
auf unsere Wiinsche ebenfalls sehr zu Dank verpflichtet. Ich personlich méchte
mich bei allen Mitautoren dieses Aufgabenbandes fiir die angenehme Zusammen-
arbeit am gemeinsamen Unternehmen herzlich bedanken.

Nun frisch ans Werk und viel Erfolg! Meinungen und Hinweise zum vorgelegten
Aufgabenband werden jederzeit gern zur Kenntnis genommen und beriicksichtigt.

Jena, Februar 1982

JOHANNES BOHEM



Iv.

Inhalt

Geometrfe . . . . . . . . . ... ... 11
Inzidenz, Parallelitit und Verschiebungen in der Ebene . . . . . . . . . . 1
AnordnunginderEbene. . . . . . . . . . ... .00 . 12
Bewegungen und Kongruenz in der euklidischen Ebene. . . . . . . . . . . 14
Inzidenz, Parallelitit, Anordnung, Bewegungen und Senkrechtsein im eukli-

dischen Raum . . . . . . . . . . .. .00 e e e e 17
Strecken- und Winkelmessung . . . . . . . . . .. ..o .0 . 18
Elementarer Inhalt in der Ebene . . . . . . . . . . . ... ... ... 21
Elementarer Inhalt im Raum . . . . . . . . . . . .. ... ... .. 24
Allgemeiner Inhalt. .. . . . . . . . . .. ... 26
Die Methode der analytischen Geometrie . . . . . . . . . . . .. .. .. 27
Vektoren, ihre Addition und Vervielfachung . . . . . . . . . . . . . .. 28
Analytische Darstellung von Liinge, WinkelgroBe, Flicheninhalt, Volumen . . 28
Lineare Parameterdarstellungen. . . . . . . . . . . . . . . ... ... 31
Lineare Gleichungen . . . . . . . . . .. ... .00 35
Konvexe Polygone . . . . . . . . . . cviii v i i e e 37
Analytische Darstellung von Bewegungen und Koordi f i .39
Kurven zweiter Ordnung. . . . . . . . o o o v v v 0 e e e 42
Abbild als Ordnungsprinzip in der Geometrie . . . . . . . . . . . . 45
Einfithrung in eine Theorie der geometrischen Konstruktionen . . . . . . . 61
Geometrische Konstruktionen mit Zirkel und Lineal . . . . . . . . . . . . 65
G ische Konstrukti mit Zirkel und Lineal in algebraischer Behandlung 70
Die Unlésbarkeit einiger Konstrukti fgaben. . . . . . .. ... ... 3
Konstruktionen mit anderen Hilfsmitteln. . . . . . . . . .. Yisamsa 76
Darstellende Geometrie . . . . . . . . . . . . ... ... ... ... ki
Grundkonstruktionen. . . . . . . . . . . ... ..o ki
Kreisund Kugel . . . . . . . . . . . ... oo 84
Kegelschnitte . . . . . . . . . . . . . ..o 86
Durchdringungen von gekriimmten Flichen . . . . . . . . . . . .. .. 90
Numerische Mathematik und Rechentechnik . . . . . . . . . .. . . .. 95
Arbeitgstufen der Probl I§is ¢ o0 5 8 555 8 Bmw E F B g 6w 95
Datenverarbeitung in Digitalrechnern . . . . . . . . . . .. .. .. .. 106

Einfithrung in die Programmiersprache ALGOL 60 . . . . . . . . . . .. 114



10 Inhalt
Ausgewihlte Gegenstinde der Numerischen Mathematik . . . . . . . . . . 125
Approximationstheorie. . . . . . . . . . .. ... L. 144
Losung von Gleichungen. . . . . . . . . . . . ... ... ... 157
Lineare Optimierung . . . . . . . . . . ... ... ... ... ... 168

VIL ‘Wahrscheinlichkeit ie und mathematische Statistik . . . . .. . . . . 181
Zufillige Ereignisse . . . . . . . . . . .. ..o 000 181
Wahrscheinlichkeit . . . . . . . . . . ... ... ... ... 182
Bedingte Wahrscheinlichkeit . . . . . . . . . . . ... ... .. .. . 186
Diskrete ZufallsgroBen . . . . . . . . . . . . . ... ... 190
Stetige ZufallsgroBen . . . . . . . . . .. .o 194
Zufdllige Vektoren. . . . . . . . . . . .. ..o 196
Grenzwertsiitze . . . . . . . . . . ... .. e e e 200
Beschreibende Statistik . . . . . . . . . .. .. L0 oL 203
Grundbegriffe der mathematischen Statistik . . . . . . . . . . . .. .. 205
Einfithrung in die Schitztheorie . . . . . . . . . . . . . ... ... .. 206
Einfithrung in die Testtheorie . . . . . . . . . . .. .. ... ... .. 210

VIIL. Grundlagen der Mathematik . . . . . . . .. .. ... ........ 214
Zeichenreihen . . . . . . . . ... ...l o 214
Aussagenlogik . . . . . I AR 215
Strukturen und formalisierte Sprachen . . . . . . . . . . ... .. .. 216
Semantische Grundbegriffe der Metamathematik . . . . . . . . . . . .. 218
Eine Formalisierung der Mengenlehre . . . . . . . . . .. ... .. .. 220
Syntaktische Grundbegriffe der Metamathematik . . . . . . . . . . . .. 221
Algorithmen. . . . . . . .. ... ... 0o 222
Entscheidbarkeit und Aufzihlbarkeit von Sprachen und Theorien . . . . . . 224
Liosungen (Auswahl) . . . . . . . ... .. ............. 225



Iv.
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Geometrie

Inzidenz, Parallelitit und Verschiebungen in der Ebene

Kontrollfragen

. Welche Axiome stellt man im Hinblick auf mengentheoretische Beziehungen

zwischen Punkten und Geraden der Ebene?

. Welche von den Axiomen der Inzidenz, Parallelitit, Verschiebungen braucht

man, um zu beweisen, daB fiir beliebige Geraden g, » der Ebene der Durch-
schnitt g n & entweder genau ein Punkt oder leer oder g ist, und wie lautet der
Beweis?

. Wie definiert man die Parallelitét von Geraden und den Begriff ,,Richtung‘‘?
. Wie definiert man die Begriffe ,,Verschiebung‘‘ und ,,verschiebungsgleich*?
. Warum ist die Relation ,,verschiebungsgleich** in der Menge aller Punktmengen

eine Aquivalenzrelation?

Aufgaben

. Aus den Axiomen (1) bis (3) (siehe MfL Bd. 6) ist herzuleiten: Sind g und A zwei

Geraden, so gibt es mindestens eine Gerade, die weder zu g noch zu % parallel ist.

. Gegeben seien die Vierermenge V = (1,2,3,4} und das System von Teil-

mengen & = {{1,2}, {1, 3}, {1, 4}, (2, 3}, {2, 4}, (3, 4}}. Man weise nach, daB die
Axiome (1) bis (4) (siehe MfL Bd. 6) erfiillt sind, wenn man ¥ als Ebene interpretiert,
also die Elemente von V als Punkte ansieht und die Elemente von & als Geraden
interpretiert. Man bestimme die Richtungen dieser ,»Ebene‘‘.

. Man beweise, daB aus der folgenden Aussage das Parallelenaxiom hergeleitet

werden kann (Axiome (1) bis (3) und Definition der Parallelitéit vorausgesetzt;
siehe MfL Bd. 6)

Es gibt eine Zerlegung der Menge aller Geraden in Klassen, so daB folgendes gilt:
Zwei verschiedene Geraden liegen genau dann in derselben Klasse, wenn sie keine
gemeinsamen Punkte haben, und fiir jede Klasse ist die Menge derjenigen
Punkte, die in Geraden dieser Klasse enthalten sind, die Menge aller Punkte.

. Man definiere fiir vier Punkte einen Parallelogrammbegriff so, da8 dabei nur die

Begriffe Punkt, Gerade, Enthaltensein, Parallelitit verwendet werden. Wie viele
Mbglichkeiten gibt es, aus drei gegebenen nicht kollinearen Punkten durch
Hinzunahme eines weiteren Punktes ein Parallelogramm in dem soeben definier-
ten Sinne zu machent
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IV. Geometrie

. Es seien (k, k) und (/, m) geordnete Paare von Geraden. Kann man die Aussage

»h ist zu I parallel, und % ist zu m parallel** ohne Einschriinkung als notwendige
und hinreichende Bedingung fiir die Verschiebungsgleichheit der Paare (k, &) und
(Z, m) anerkennen? Wenn nein: Gibt es eine zusitzliche Voraussetzung, unter der
die genannte Bedingung notwendig und hinreichend wird, und wie lautet sie
gegebenenfalls?

6.* Unter Verwendung der Axiomg (1) bis (4) (siche MfL. Bd. 6) und der Eigenschaften

©

10.

11.

—

von Verschiebungen ist ohne Verwendung von Axiom (5) zu beweisen, daB es zu
vorgegebenen Punkten 4 und B hichstens eine Verschiebung gibt, bei der 4 auf
B abgebildet wird.

. Unter Verwendung von Verschiebunge;l beweise man: Sind a, b und ¢ drei

paarweise verschiedene Geraden gleicher Richtung, 4,, 4, Punkte von a, B,, B,
Punkte von b, C,, C, Punkte von ¢, so folgt aus g(4,B)) || g(4;:B,) und
g(B,0)) [|g(B:C:) die Beziehung g(4,0)) [ g(4.Cs) (,,Kleiner* Satz von
DESARGUES).

- Unter Verwendung von Verschiebungen beweise man: Sind 4;, 4,, 4, Punkte

einer Geraden a, B, B,, B, Punkte einer zur Geraden o parallelen Geraden
b(+a), so folgt aus g(4,B,) | g(B,d;) und g(B;4,) || g(4sBy) die Beziehung
8(4:By) || g(Bs4,) (,,Kleiner* Satz von Pappus-PascaL).

. Man bestimme diejenigen Permutationen der Menge V = (1, 2, 3, 4}, die fiir die

in Aufgabe 2 angegebene ,,Ebene‘ Verschiebungen sind.

Gegeben seien zwei voneinander verschiedene Richtungen ®; und R,. Man be-
weise: Zu jeder Verschiebung v gibt es genau ein geordnetes Paar (,, 7;) von
Verschiebungen, so daB 7, die Verschiebungsrichtung %,, 7, die Verschiebungs-
richtung &, hat und daB 7 = 7, 0 7; gilt. Im Anschlu8 hieran ist zu zeigen, daB
die Abbildung, die eine beliebige Verschiebung auf die eben erklirte zu gehorige
Verschiebung 7, abbildet, ein Homomorphismus von der Gruppe aller Ver-
schiebungen auf die Gruppe der Verschiebungen mit der Verschiebungsrichtung
R, ist. Welche Gruppe bildet den Kern dieses Homomorphismus?

Man beweise, daB zwei beliebige Geraden stets gleichmichtig sind.

Anordnung in der Ebene

Kontrollfragen

. Welche Axiome stellt man im Hinblick auf die Anordnung der Punkte einer

jeden Geraden?

. Was versteht man unter einer orientierten Geraden?
. Aus welohen Axiomen und wie kann man beweisen, daB jede Gerade unendlich

viele Punkte enthilt?
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o

10.

-

. Was versteht man unter der Zwischenrelation fiir Punkte?
. Was versteht man unter einer Strecke und unter einem Strahl?
. Durch welches Axiom wird die Anordnung von Punkten verschiedener Geraden

in Beziehung gebracht?

. Wie verhalten sich die Anordnungshbeziehungen von Punkten bei Anwendung

von Verschiebungen?

. Was versteht man unter einer Halbebene, was unter einer Fahne?
. In der Definition des Begriffes Fahne kommt der Begriff offene Halbebene vor.

Koénnte man das Wort ,,offen‘ aus der Definition weglassen, ohne da8 der
Inhalt der Definition geindert wird?

Was versteht man unter einer Orientierungsklasse? Wie viele Orientierungs-
klassen gibt es?

Aufgaben

. Essei AX* ein Strahl und PQ eine Strecke auf g(4X). Was fiir eine Punktmenge

kann AX* n PQ sein?

. Es seien s und ¢ Strahlen mit gemeinsamer Trigergerade. Man beweise: ¢ n ¢ ist

entweder ein Strahl oder eine Strecke oder ein Punkt oder leer.

. In der Menge aller Strahlen einer fest vorgegebenen Trigergeraden sei folgende

Relation R definiert:
hRk :© hSkvESh.

Man zeige, daB R Aquivalenzre]ation ist, und bestimme die Anzahl der Klassen.
Welcher Zusammenhang besteht mit dem Begriff Richtungssinn?

Hinweis: Man verwende den Satz iiber die Invarianz der Ordnungsrelation auf Fix-
den von Verschiebung

. Unter Verwendung des Satzes iiber die Zerlegung in Halbebenen beweise man:

Sind 4, B, C drei nicht kollineare Punkte und ist g eine Gerade, die weder 4, B
noch C, aber einen Punkt der Strecke 4B enthélt, so hat g auch entweder mit BC

" oder mit AC einen gemeinsamen Punkt (,,Axiom von Pasca*).

. Gegeben seien n Geraden g;, ..., gn, Von denen je zwei genau einen, je drei aber

keinen gemeinsamen Punkt haben mégen. Ferner sei in der Menge der zu keiner
der Geraden g, ..., g, gehdrenden Punkte eine Relation ¢ definiert:

Xo¥:© N XYngi=0)vX=1VT.
. §efL e}
Man beweise, daB ¢ eine Aquivalenzrelation ist. Fiir » = 1 und 2 sind die An-

zahlen der Aquivalenzklassen zu besti 1. Welche anschauliche Bedeutung
haben die Aquivalenzklassen?
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© WS D W e

—
(=1

-
-

12.
13.

14.
15.

. Sind die Fahnen AB*C* und CB*A~ gleichorientiert?
. Es seien 4, B, C drei nicht kollineare Punkte. Man beweise, daB die Tripel

(4, B,0), (B, C, A) und (C, A, B) denselben Umlaufsinn haben und daB dieser
von demjenigen des Tripels (4, C, B) verschieden ist.

Bewegungen und Kongruenz in der euklidischen Ebene

Kontrollfragen

. Welche Aussagen enthélt das Bewegungsaxiom?

. Was versteht man unter einer Geradenspiegelung?

. Was versteht man unter einer Punktspiegelung?

. Wie kann man nachweisen, daB die Verschiebungen spezielle Bewegungen sind?
. Wann ist eine Bewegung gleich- bzw. ungleichsinnig?

. Was versteht man unter einer Drehung?

Man nenne einige Untergruppen der Gruppe der Bewegungen.

. Was versteht man unter kongruenten Figuren?
. Was versteht man unter einer Linge und unter Addition von Léngen?
. Was versteht man unter einem Elementarwinkel, einem orientierten Elementar-

winkel, einem Winkel und einem orientierten Winkel?

. Wie werden GréBen orientierter Elementarwinkel addiert, und welche Eigen-

schaften hat diese Addition?
Wie werden WinkelgréB8en addiert, und welche Eigenschaften hat diese Addition?

Wie viele GroBen a) rechter orientierter Elementarwinkel, b) rechter Winkel,
c) gestreckter orientierter Elementarwinkel, d) gestreckter Winkel gibt es?

Wie kann man den Begriff des Dreiecks definieren?
Wie lauten die Kongruenzsitze fiir Dreiecke, und wie kann man sie beweisen?

Aufgaben

. Man beweise, daB eine Bewegung, die drei nicht kollineare Fixpunkte hat, die

identische Abbildung ist.

. Man beweise: Ist P ein Punkt einer Geraden g, so ist op o g, die Geraden-

spiegelung am Lot durch P zu g.

. Es ist zu beweisen: Ist P ein Punkt, g eine Gerade, so gilt 0p 0 6, = 0, © 0p genau

dann, wenn P zu g gehért.

. Man beweise, daB das Produkt o;o o500, dreier Punktspiegelungen eine

Punktspiegelung o) ist. Welche Lage hat der Punkt D zu den Punkten 4, B, C?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. Es seien g, , k drei Geraden mit g | A und & || k. Welche Aussage iiber g und &

folgt hieraus? Man beweise diese Aussage.

. Es ist nachzuweisen, da die Menge aller Verschiebungen und Punktspiegelungen

beziiglich der Hintereinanderausfiihrung eine Untergruppe der Gruppe aller
(gleichsinnigen) Bewegungen bildet.

. Man beweise: Ist ¢ eine beliebige Bewegung, o die Punktspiegelung am Punkt P,

80 ist @ o gp 0 ¢! die Punktspiegelung am Punkt ¢(P).

. Sind 6,, 8, zwei Drehungen mit verschiedenen Zentren, so gilt 6, 08, = 6,0 9,

genau dann, wenn &, oder d, die identische Abbildung ist. Man beweise diesen
Satz. '

. Man weise nach, daB die Bildmenge eines Richtungssinnes (also einer Menge ver-

schiebungsgleicher Strahlen) bei einer beliebigen Bewegung wieder ein Richtungs-
sinn ist.

Hinweis: Man verwende den Hilfssatz, wonach fiir jede Bewegung ¢ gilt: Ist 7 eine
Verschiebung, so ist auch ¢ o 7 o g~ eine Verschiebung.

Es sei A ein fester Punkt. Fiir eine beliebige gleichsinnige Bewegung ¢*sei 7,
diejenige Verschiebung, die ¢(4) auf 4 abbildet. Man weise nach, daf durch die
Abbildung @: ¢ — 7,0 ¢ ein Homomorphismus von der Gruppe aller gleich-
sinnigen Bewegungen- auf die Gruppe der Drehungen mit dem Zentrum A
gegeben ist. Welche Gruppe ist der Kern dieses Homomorphismus? Man mache
sich klar, daB ®(p) den ,,Drehungsanteil*“ von ¢ miBt.

Hinweis: Man verwende den Begriff Richtungssinn und das Ergebnis von Aufgabe 9.

Man beweise, daB in der Halbgruppe der Lingen eine Kiirzungsregel gilt, d. h.,
daB fiir beliebige Léngen s, ¢,, s aus s, + 8 =8, + s die Gleichung s, = s,
folgt. . '

Man zeige, daB fiir beliebige Lingen s, s;, s aus 8; 4 s < 8, + s die Beziehung
8 < &, folgt.

Es seien X,, X,, X, X, vier Punkte einer orientierten Geraden, fiir die
X, < X, < X3 < X, gilt. Welche Beziehungen der Form |X.X;| < |X;X;|
(¢, 4, k, L € {1, 2, 3, 4)) konnen hieraus hergeleitet werden?

Es seien X, ¥, Z drei paarweise verschiedene kollineare Punkte. Man gebe eine
notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Bestehen der Gleichung
|XY| + |YZ| = |XZ| an.

Es seien 4, B, C drei Punkte. Welche geometrische Deutung kann man der
Gleichung o,(B) = C geben?

Ohne Benutzung von Dreieckskongruenzsiitzen ist mit Hilfe einer geeigneten
Punktspiegelung zu beweisen: Sind 4, B, C, D vier nicht kollineare Punkte und

ist g(AB) || g(CD) sowie g(AC) || g(BD), so ist g(AD) n g(CB) Mittelpunkt von AD
und von BC (,,Parallelogrammdiagonalen halbieren sich*).
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17.

18.

19.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Unter- Verwendung von Punktspiegelungen ist nachzuweisen: Ist M; Mittel-
punkt von AB und M, Mittelpunkt von AC (C == B), so ist g(M,M,) || g(BC).

Hinweis: Man wende 0, 0 0, auf B und auf M, an.

Man zeige: Siﬁd A, B, C drei nicht kollineare Punkte, ist M, der Mittelpunkt von
BC, M, der Mittelpunkt von CA, M, der Mittelpunkt von AB, so ist g(M,M,)
n g(CM;) Mittelpunkt von M, M, und von CM,.

Hinweis: Man verwende die Ergebnisse von Aufgabe 16 und 17.
Folgender Satz ist zu beweisen: Sind 4, B, C, D vier zu je dreien nicht kollineare
Punkte, M,, M,, M;, M, die Mittelpunkte der Strecken 4B, BC, CD, DA, so ist

g(M.M,) || g(MsM,) und g(M,My) || g(M1M,). (,,Die Seitenmitten eines be-
liebigen Vierecks bilden ein Parallelogramm®.)

. Es ist zu zeigen: Ist g eine Gerade, ! eine Linge und % eine der beiden von g er-

zeugten offenen Halbebenen, so ist die Menge a = (X: X € hag(XF) | g
A F € g A |XF| = I} eine Gerade, und zwar eine Parallele zu g.

Auf Grund der Definition der Addition von GréBen orientierter Elementar-
winkel berechne man m(%: (4P, AP‘)) + m(& (4P, AP‘)) (4, P seien zwei
verschiedene Punkte).

Es sei r eine der beiden GréBen rechter orientierter Elementarwinkel, s;, s, seien
die beiden Lésungen der Gleichung 22 = r. Man bestimme die Elemente der
kleinsten Menge von Grofen orientierter Elementarwinkel, die s, enthdlt und
beziiglich der Addition eine Gruppe bildet. Ferner sind fiir die Elemente ; dieser
Gruppe alle Summen #; + z; zu berechnen (Gruppentafel).

Eine Gerade g mége mit den Schenkeln eines nicht gestreckten Winkels W je
genau einen Punkt gemeinsam haben (nicht den Scheitel). Es ist eine Aussage iiber
den Durchschnitt von g mit dem Inneren von W herzuleiten, die notwendig
und hinreichend dafiir ist, da W ein Winkel erster Art (also nicht iiberstumpf)
ist.

Es ist zu zeigen, daB es genau zwei WinkelgréBen gibt, so daB jeder Reprisentant
jeder der beiden Gréfien ein Winkel erster Art ist und sein Elementarwinkel
<X (k, k) die Eigenschaft hat, daf < (h, u,,(k)) ein rechter Elementarwinkel ist,
wobei o, die Geradenspiegelung an der Triigergeraden von k bedeute.

Es sei w, die GroBe der rechten Winkel, w, die Gro8e der gestreckten Winkel,
w, die GroBe der Winkel zweiter Art, deren Schenkel senkrechte Trigergeraden
haben, w, und w; die beiden in Aufgabe 24 genannten WinkelgréBen. Man priife,
fiir welche 7, & die Summe w; + w; (¢, k € {1, 2, 3, 4, 5}) existiert, und bestimme
im Fall der Existenz die Summe (GréBen erforderlichenfalls durch geometrische
Eigenschaften der Repriisentanten beschreiben).

Fiir beliebige WinkelgroBen w, w,, w, beweise man:
a) Aus w; + w = w, + w folgt w;, = w,,
b) aus w; + w < w, + w folgt w;, < w,.
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27.

28.

29.

30.

31.

Es sei W’ ein Nebenwinkel zum Winkel W, s die Winkelhalbierende von W, s’ die
Winkelhalbierende von W’. Man zeige, daB s und s” die Schenkel eines rechten
Winkels sind.

Es ist zu beweisen: Liegen die Punkte @, und @, auf derselben Seite der Geraden
g(P,P;) und gilt die Kongruenz <X (P,Qy, P,P}) == X (PyQ5, P,Py), so gilt
g(P1Qy) || g(P:Qs)-

Es seien 4;B;C; (¢ = 1, 2) zwei Dreiecke, F; die FuBpunkte der Lote von C; auf
g(4;B;) (,,HohenfuBpunkte). Man zeige: Ist <X 4,B,C; =~ < 4,B,C; und
A\B, ~ A,B, und C,F, =~ C,F,, so sind die beiden Dreiecke kongruent.

Hinweis: Man verwende das Ergebnis von Aufgabe 20.

Man beweise: Ist fiir das Dreieck 4 BC der Punkt M der Mittelpunkt von 4B, so
ist |[AM| = |CM| genau dann, wenn <X (ACB; M*) ein rechter Winkel ist
(,,Satz des THALES‘ und Umkehrung).

Es sei g eine Gerade, O ein Punkt ¢ g, F' der FuBpunkt des Lotes von O auf g.
Man zeige:
a) Fiir alle Punkte X € g mit X = F gilt |OF| < |0X|.

b) Sind X, ¥ Punkte von g, so gilt |FX| < |F' Y| genau dann, wenn [0X| < 07|
gilt.

Inzidenz, Parallelitit, Anordnung, Bewegungen
und Senkrechtsein im euklidischen Raum

Kontrollfragen

. Welche Axiome stellt man im Hinblick auf mengentheoretische Beziehungen

zwischen Punkten, Geraden und Ebenen des Raumes?

. Wie definiert man die Parallelitit a) zweier Geraden, b) zweier Ebenen, c) einer

Gerade und einer Ebene?

3. Durch welche Axiome kann die Anordnungslehre des Raumes begriindet werden?

4. Was versteht man unter einem Halbraum und unter einer Orientierungsfigur?

5. Worin unterscheidet sich das Bewegungsaxiom fiir den Raum von dem fiir die

Ebene?

. Wie definiert man das Senkrechtsein a) zweier Ebenen, b) einer Gerade und einer

Ebene, c) zweier Geraden?
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Aufgaben

. Es ist nachzuweisen, daB die Parallelitit von Geraden im Raum eine Aqui-

valenzrelation ist.

. Aus welchen Axiomen und wie kann hergeleitet werden, daBl es zu zwei ver-

schiedenen parallelen Geraden nicht mehr als eine Ebene gibt, die beide Geraden
enthilt? :

. Man zeige: Ist g eine Gerade, ¢ eine Ebene, so gilt g || ¢ genau dann,

a) wenn es eine Gerade ¢’ mit ¢’ — s und ¢’ || g gibt;

b) wenn es eine Ebene & mit g — &’ und &’ || & gibt.

. Man beweise: Ist ¢ eine Ebene, P ein Punkt, so gibt es genau eine Ebene &' mit

Peg und & | e

. Es ist zu zeigen, da8 die Parallelitit von Ebenen im Raum eine Aquivalenz-

relation ist.

. Man bestimme den Durchschnitt einer Orientierungsfigur mit einer Ebene.

. Man beweise: Eine Gerade g ist genau dann zu einer Ebene & senkrecht, wenn

alle Ebenen, die g enthalten, zu ¢ senkrecht sind.

Strecken- und Winkelmessung

Kontrollfragen

. Was besagt das Archimedische Axiom? Welche Bedeutung hat es fiir das Messen

in der euklidischen Geometrie?

. Wie kann in der euklidischen Ebene die Messung von Strecken erklirt werden?

Was versteht man unter einem Lingenfunktional?

. Wie kann in der euklidischen Ebene die Messung von (orientierten) Elementar-

winkeln bzw. (orientierten) Winkeln erklirt werden?

. Wie unterscheidet sich die M 1g orientierter Elementarwinkel von der Mes-

sung der iibrigen drei Winkelarten hinsichtlich des Bildbereiches? Welche aus-
gezeichnete Struktureigenschaft besitzt die Menge der GroSen orientierter
Elementarwinkel?

. Was besagt das Vollstindigkeitsaxiom? Welche Bedeutung hat es fiir den

axiomatischen Aufbau der (ebenen) euklidischen Geometrie?
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1.

o

Aufgaben

Ist die Abbildung 7y, die jeder Strecke AB die reelle Zahl /y(4B) = 0 zuordnet,
ein Léngenfunktional im Sinne des Begriffs ,,Streckenmessung*‘?

. Man beweise mit Hilfe der Eigenschaften Bewegungsinvarianz, Additivitit und

Normiertheit fiir das Léangenfunktional  die Aussage
AB < DE = |(AB) < UDE)

fiir Strecken AB und DE.

Losung: AB < DE bedeutet nach Definition |4B| < |DE|, und das heiBt, es gibt eine
Liinge |RS| mit |AB| + |RS| = |DE| und R + 8. Diese Addition von Liingen ist repréisen-
tantenunabhiingig; es werde aus der Klasse |AB| d.le Strecke AB gewa,hlt, aus |RS| die
Strecke BC mit Zw(A4BC), die nach dem Streck g bestimmt ist.
Dann gilt nach der Definition der Addition von Lingen

AC € |DE| bzw. AC = DE.

Aus der Additivitdt von I folgt U(A4B) + I(BC) = Y(AC), aus der Bewegungsinvarianz
von ! folgt i(AC) = I(DE) und I(BC) = I(RS), insgesamt also

I(AB) + (RS) = I(DE).

Wegen der Normiertheit von ! und R = § ist aber {(RS) > 0 und somit (4 B) < {(DE),
w.z. b. w.

. Man beweise, da die Halbgruppe (&/=<, +) der Streckenlingen isomorph ist zur

additiven Halbgruppe (R, ) der nichtnegativen reellen Zahlen.

Hinweis: Man benutze das Liingenfunktional /, von dem zunichst zu zeigen ist, daB es
eine bijektive Abbildung von & auf R, ist.

. Die Geraden g(B,B,) und g(C,C;) schneiden sich in 4, und es gelte Zw(B,4B,)

und Zw (C,AC,). Man zeige, daB aus

|40, _ 4B
140, ~ 4B,

die Parallelitit der Geraden g(B,C,;) und g(B,C,) folgt.

. Wie sind die folgenden Eigenschaften der Streckenmessung fiir die Messung von

Elementarwinkeln und Winkeln abzuéndern?

1. Zur Normierung des Lingenfunktionals wird eine beliebige Strecke 4B
(4 =+ B) als Einheitsstrecke herangezogen.

2. Es gibt Strecken beliebig groBer MaBzahl a > 0.

3. Die Addition von Léngen ist unbeschrinkt ausfiihrbar.

. Es sei (g, <) eine orientierte Gerade mit O € g, ¥ € gund Q < E. Man zeige, daB

es genau eine bijektive ordnungstreue Abbildung x von g auf R gibt, so daB fiir
beliebige Punkte X, ¥ von g die MaBzahl der Liinge von X Y gleich |%(Y) — »(X)|
ist, wenn x(0) = 0 und x(E) = 1 gefordert wird (vgl. Satz von der Zahlen-
geraden in MfL Bd. 6).
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7.

Es sei r eine positive reelle Zahl, g eine Gerade, O ein nicht zu g gehérender
Punkt, F der FuBpunkt des Lotes von O auf g. Auf g liege ein Punkt 4 (s F)
mit I(04) < r. Man zeige: '

a) Die beiden Mengen
R:={(X:Xegnal(0X)<rjuFA~ und R:=¢g\ &K

erfilllen die Voraussetzungen des Stetigkeitssatzes, d. h., zwischen keinem
Punktepaar ein und derselben Menge liegt ein Punkt der anderen Menge, und es
st R uR =g

b) Fiir den auf Grund des Stetigkeitssatzes zu den beiden Klassen §; und &,
aus a) existierenden Punkt Z mit Zw(4,Z4,) fiir alle 4; (<= Z) von &; (: = 1, 2)
gilt (0Z) = r. ’

Hinweis: Man fithre den Beweis indirekt, indem man durch Abtragen einer Strecke der
MaBzah! |{(0Z) — r| von Z aus auf g einen Widerspruch zum Stetigkeitssatz herbeifiihrt.

Lésung: a) Wegen F € &, ist ®, nicht leer. Wiihlt man B € FA* so, daB8 I(FB) = r ist,
so folgt aus der Rechtwinkligkeit des Dreiecks OF B und dem Satz iiber gegeniiberliegende
Winkel und Seiten I[(OB) > r, also B € &, so daB auch ®, nicht leer ist. i

Sind P, @ Punkte von ®,, so gilt P € FA+, @ € FA* und o. B.d. A. |FP| < |FQ|. Ist X
ein Punkt mit Zw(PXQ), so folgt X € FA*+ und |FP| < |FX| < |FQ|, also |OP| < |0X],
folglich wegen [(OP) = r auch (0X) > I(OP) =r, so daB X nicht zu &, gehoren kann. Sind R,
8 Punkte von ®, und ist ¥ ein Punkt mit Zw(RYS), so kann, falls ¥ € FA-ist, ¥ nicht
zu ®, gehoren. Fiir ¥ € FA+ muB auch R oder 8 zu FA+ gehoren, und aus der Zwischen-
relation folgt dann |FY| < |FR| oder |[FY| < |F8|, beispielsweise |FY| < |FR|. Daraus
folgt |0Y| < |OR|, also I(0Y) < {(OR) < r, so daB ¥ auch in diesem Fall nicht zu &,
gehoren kann.

b) Es ist Z € FA+ und Z = F. Denn fiir Z € FA~ hitte man mit dem in a) genannten
Punkt B die Zwischenrelation Zw(ZA4B), also nicht Zw(AZB), obwohl 4 € ®; und B € &,
ist. Wiire [(0Z) < r, so gélte fir den Punkt T' € ZF- mit I(TZ) = r — I(0Z) auf Grund
der Dreiecksungleichung die Beziehung (OT) < {(0Z) + UTZ) = r, es gilte T € §,, und
wihlt man U auf 7Z- so, daB {(7U) = r ist, so wird }(OU) > r, also U € ®,; man hitte
dann U € ®,, T € ®, und nicht Zw(TZU) im Widerspruch zum Stetigkeitssatz. Wire
1(0Z) > r, so konnte man analog mit Hilfe eines Punktes § mit § € ZF+ und I(Z8)
= I(0Z) — r, also 1(O8) > r, einen Widerspruch zum Stetigkeitssatz herleiten. Also gilt
HOZ) =r.

Es ist der folgende ,-Kreisschnittsatz* herzuleiten: Ist  eine Kreislinie mit der
RadiusmaBzahl r und dem Mittelpunkt O (also ¥ = {X: [(0X) = 7}) und g eine

Gerade, die einen Punkt 4 mit [(OA4) < r enthilt, so besteht der Durchschnitt
von Kreislinie £ und Gerade g aus genau zwei Punkten.

9.% Es seien A, B zwei voneinander verschiedene Punkte. Man zeige, da die

Kreislinie %, durch B mit dem Mittelpunkt 4 die Kreislinie %z durch 4 mit dem
Mittelpunkt B in genau zwei auf verschiedenen Seiten von g(4B) liegenden
Punkten schneidet.
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Kontrollfragen

. Wie sind die Begriffe ,,konvexes Polygon*, ,eigentliches* und ,,uneigentliches

Polygon‘‘ definiert?

. Was versteht man unter der elementargeometrischen Addition bzw. Zerlegung

von Polygonen?

. Wie ist die Zerlegungsgleichheit von Polygonen definiert? Welche Eigenschaften

besitzt diese Relation?

Wie kann der Begriff ,, Flicheninhalt* fiir Polygone abstrakt (ohne Beanspru-
chung des Zahlbegriffs) eingefiihrt werden? Was versteht man andererseits
unter Inhaltsmessung von Polygonen?

Aufgaben

. Es sei A ein konvexes Polygon. Man beweise die ,Konvexititseigenschaft®,

daB mit je zwei Punkten P,Q € A auch PQ S A gilt.

. Bildet die Menge %, aller eigentlichen Polygone beziiglich der Operation

a) Durchschnitt, b) Vereinigung, c¢) elementargeometrische Addition eine Halb-
gruppe?

. Warum ist die Struktur (B,/=~, @) keine Halbgruppe, wenn P/~ das System

der Klassen kongruenter Polygone ist und die Operation @ durch Riickgang auf
Reprisentanten mittels der elementargeometrischen Addition von Polygonen
erklért wird?

Loésung: Sind A und B Klassen jeweils untereinander kongruenter Polygone, so miifite
in der Definition

APB=C:2AcANBcBArCcCAC=A+B

zusiitzlich verlangt werden, daB A n B uneigentlich ist, damit die Verknupiung @ aus-
fithrbar ist. Die so erklirte Verkniipfung mufl reprasentmntenunabh&nglg sein, damit sie
eine (eindeutige) Operation wird. Werden also beliebige andere R A'cA
und B’ € B gewihlt mit A’ n B’ uneigentlich, so miite C = A4 + B=A"+B =C
gelten, was im allgemeinen nicht der Fall ist. Sind beispielsweise A und B kongruente
gleichschenklige und rechtwinklige Dreiecke mit gemeinsamer Hypotenuse A n B, so ist
C = A + B ein Quadrat; sind A’ und B’ zu A kongruente Dreiecke, die eine Kathete
A’ n B’ gemeinsam haben, so ist C' = A’ + B’ ein Parallelogramm, das nicht zu dem
Quadrat C kongruent ist.

Man beweise folgenden Additionssatz:
Fiir Polygone 4,, 4,, B, B, mit 4, n 4, und B, n B, uneigentlich gilt

AEZB AA,£2B,=> A, + A,=B, + B;.
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5.

6.

 f

8.

9.

10.

11.
12.

13.

14.

15.

Man zeige, daB die Menge B,/= der Klassen untereinander zerlegungsgleicher
eigentlicher Polygone beziiglich einer im Sinne von Aufgabe 3 erklarten Opera-
tion @ eine kommutative Halbgruppe bildet.

Hinweis: Es ist der Additionssatz (Aufgabe 4) zu verwenden.
In B./= werde durch
z=yoAcxzanBeynF(A) < FB)

eine Relation < erklirt. Man zeige, daB dadurch die Halbgruppe (5.B,/é, +)
angeordnet wird.

Man beweise, daB die beiden Diagonalen im Rechteck dieselbe Lénge haben.

Ein Parallelogramm, dessen Seiten alle dieselbe Liange haben, heit Rhombus.
Man zeige, daB ein Parallelogramm genau dann ein Rhombus ist, wenn seine
Diagonalen zueinander senkrecht sind.

Man zeige, daB ein Parallelogramm P — ABCD stets einem Rechteck R zer-
legungsgleich ist, das mit P die Seite 4B gemeinsam hat.

Ein Trapez ist ein Viereck mit wenigstens einem Paar paralleler Seiten, der
Abstand der entsprechenden parallelen Geraden heifit (zugehérige) Hohe im
Trapez. Analog werden die Abstéinde der jeweils parallelen Geraden, auf denen die
Seiten eines Parallelogramms liegen, als (zugehorige) Hohen im Parallelogramm
bezeichnet.

Man zeige, daB ein Trapez mit der Hohe % stets mit einem Parallelogramm der

Hohe %h zerlegungsgleich ist.

Man zeige, daB ein Dreieck stets mit einem Rechteck zerlegungsgleich ist.

Ist die Abbildung u, die jedem Polygon P die UmfangsmaBzahl «(P) zuordnet,
ein elementares Inhaltsfunktional im Sinne des Begriffs ,,Inhaltsmessung‘‘?

Man leite aus dem ,,Kathetensatz‘‘ folgenden ,,Héhensatz* her: Im rechtwink-
ligen Dreieck ist das Quadrat der Lénge der zur Hypotenuse gehorenden Héhe
gleich dem Produkt der Lingen der beiden Hypotenusenabschnitte.

In einem konvexen n-Eck P (n > 2) seien AB und BC zwei beliebige Seiten, die
den Eckpunkt B gemeinsam haben. Dann heiit < (4BC; X*) Innenwinkel
von P, wenn X ein innerer Punkt von P ist. Man beweise:

a) P liegt ganz in der abgeschlossenen Halbebene 4 BC*.

b) Die Menge P’ aller inneren Punkte von P liegt im ‘Inneren des Winkels
X (ABC; X*), der Innenwinkel ist also durch einen Punkt X € P’ eindeutig
bestimmt.

Man beweise, daB die Summe der MaBzahlen aller InnenwinkelgréBen im kon-
vexen n-Eck gleich (n — 2) - 180° ist.
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16.

17.

18.

19.

21.

Essei P = 4,4, ... A, ein beliebiges konvexes n-Eck mit den Seitenléngenma-
zahlena; =l(4;41,) (0 =1,...,n; Ay = Ay;n = 3). Essei M ein Punkt aus P,
fir den I(MF;) =2 gilt, wenn F; LotfuBpunkt von M auf g(4;4;,) ist

n
(¢ =1,...,n). Man zeige, daB dann F(P) = } ¢, gilt.
i=1

Im reguléiren n-Eck sind die Seiten und Innenwinkel jeweils paarweise kongruent.
Unter Ausnutzung trigonometrischer Beziehungen im rechtwinkligen Dreieck
leite man eine Formel zur Berechnung der InhaltsmafBzahl (konvexer) regulérer
n-Ecke her in Abhingigkeit von » und der SeitenlingenmaBzahl a.

a) Man beweise, daB die Relationen ,,umfangsgleich‘ (P ~ Qs ulP) = u(Q))
und ,,inhaltsgleich (P ~ Q@: < F(P) = F(Q)) Aquivalenzrelationen iiber der
Menge B, aller eigentlichen Polygone sind.

b) Welche der beiden folgenden Aussagen ist wahr?

1. Sind zwei Polygone umfangsgleich, so sind sie auch inhaltsgleich.

2. Sind zwei Polygone inhaltsgleich, so sind sie auch umfangsgleich.

Es sei P = ABCD ein Paralellogramm, dessen zur Seite 4B gehorende Héhe die

MaBzahl & hat. Man zeige, daB fiir die InhaltsmaBzahl von P die Beziehung
F(P) = UAB) - h gilt.

. Es seien a und b die MaBzahlen der Léngen der beiden parallelen Seiten eines

Trapezes T, und k sei die zugehorige HohenmaBzahl. Man beweise die Formel

F(T)=a+b-

h.

2

D Abb. 4.1

Man beweise, daB ein konvexes n-Eck (n = 3) stets mit einem Dreieck zerlegungs-
gleich ist.

1. L6sung: Der Beweis werde durch vollstindige Induktion nach der Eckenzahl n
gefihrt:

a) Fir » = 3 ist nichts zu beweisen — jedes Dreieck ist zu sich selbst zerlegungsgleich.
b) Die Aussage sei richtig fiir alle konvexen n-Ecke mit n = k& = 3.

c) Es sei P jetzt ein konvexes Polygon mit k¥ + 1 Ecken. 4, B, C, D seien vier ,,aufein-
anderfolgende* Ecken von P (vgl. Abb. 4.1). C’ sei der Schnittpunkt der Geraden g(CD)
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und der Parallelen zu g(4C) durch B. Dann haben die Dreiecke D — ABC und D’ = AC’C
die Seite AC gemeinsam und sind zerl gleich: D= D', Mit P=P* 4 D,P’: = P* |- D’

folgt nach dem Additionssatz (Aufgabe 4) P = P’, wobei P’ jetzt ein Polygon mit k Ecken
ist (statt der beiden Ecken B und C tritt nur noch die Ecke C” auf). Nach der Induktions-

annahme ist P’ demnach mit einem Dreieck zerlegungsgleich, wegen der Transitivitdt

von = muB also auch P mit einem Dreieck zerlegungsgleich sein.

2. Lésung: Ist P ein n-Eck mit der InhaltsmaBzahl F(P) = @ und D = ABC ein be-
liebiges Dreieck mit /(4B) = a und der MaBzahl 2 fiir die zur Seite AB gehorende Hohe,
so gilt F(P) = F(D). Folglich ist nach dem Satz von der Aquivalenz der Zerlegungs- und

Inhaltsgleichheit von Polygonen P <p.
Elementarer Inhalt im Raum

Kontrollfragen

. Wie sind die Begriffe ,,konvexes Polyeder*, ,eigentliches und ,,uneigentliches

Polyeder* definiert?

. Was versteht man unter der elementargeometrischen Addition bzw. Zerlegung

von Polyedern?

. Wie ist die Zerlegungsgleichheit von Polyedern definiert? Welche Eigenschaften

besitzt diese Relation?

. Was versteht man unter der Inhalts- bzw. Volumenmessung von Polyedern?
. Welcher Unterschied besteht zwischen der Ebene und dem Raum hinsichtlich

der Beziehung zwischen Zerlegungs- und Inhaltsgleichheit von Polygonen bzw.
Polyedern?

Aufgaben

. Man zeige, daB die Vereinigung zweier Polyeder stets wieder ein Polyeder ist.

. Man beweise, daB die Zerlegungsgleichheit von Polyedern eine Aquivalenz-

relation in der Menge B, aller eigentlichen Polyeder ist.

. Fiir zwei eigentliche konvexe Polyeder 4, B gelte A< B. Ist die elementar-

geometrische Summe A -+ B ausfiihrbar?

. Man zeige, daB jedes eigentliche Polyeder stets als elementargeometrische

Summe von endlich vielen eigentlichen konvexen Polyedern dargestellt werden
kann.

Loésung: Jedes eigentliche Polyeder P ist nach Definition die Vereinigung endlich vieler
konvexer Polyeder 4;:

(a) P=A,ud,u---vA,.

Simtliche Ebenen, die jeweils eine Seitenfliche der A; ganz enthalten, ,zerlegen* das
Polyeder P in endlich viele konvexe Polyeder B;, die paarweise keine inneren Punkte
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10.
11.

12.

gemeinsam haben. Hat nimlich etwa eine solche ,,Schnittebene** ¢, die eine Seitenfliche
von A; enthilt, einen inneren Punkt mit A, (s & t) gemeinsam, so ist ¢ n 4, ein in ¢
liegendes konvexes Polygon F, und A, ist zerlegt in zwei konvexe Polyeder 4§ und 4§ mit
der gemeinsamen Seitenfliche F':

A, =A] + A3, AinAj=F.

Im Sinne einer vollstindigen Induktion nach der Anzahl der Schnittebenen, die mit 4,
innere Punkte gemeinsam haben, ergibt sich fiir A, schlieBlich eine Darstellung A,

= Bf uB§ u -+ uB;, mit B}n B} uneigentlich fir i < j und B konvex (¢ =1, ..., 7,).
Setzt man dlese Darstellung der A in (a) ein und faBt eventuall gleiche Polyeder in
geeigneter Weise zusammen (B§ u B‘ C, fir B} = B' S A, n Ay), so ergibt sich aus (a)
die Darstellung

P=C,uCyu:--uC,
mit C; n C; uneigentlich fiir i < j und C; konvex (i = 1, ..., m), und somit gilt

m
P=JC; (C; konvex).
i=1

. In der Menge 3/= aller Klassen untereinander zerlegungsgleicher eigentlicher

Polyeder werde folgende Verkniipfung erklirt:
z@y=20AczrBeyrAnB=0rA+Be¢€z.

Man zeige, daB die Struktur (5133/5, @) eine kommutative Halbgruppe ist.

. Man beweise, daB die Volumengleichheit zweier Polyeder notwendige Bedingung

fiir ihre Zerlegungsgleichheit ist.

. In Py/= werde durch

z<yiocAdcanBeynVd) < V(B)

eine Relation erklirt. Man zeige, daB die Relation < eine irreflexive Halbordnung
in ‘,B,/é ist.

. Mit V() := V(A) fiir A € « ist eine Abbildung von PB,/= in R erklirt. Man zeige,

daB ¥ ein Homomorphismus von (5.83/;, @) auf (R, +) ist, wenn (P die in Aufgabe
5 definierte Operation ist.

. Wie kann man den Begriff der Polyederfliche bzw. des Oberflicheninhaltes von

konvexen Polyedern auf allgemeine (eigentliche) Polyeder ausdehnen?
Hinweis: Man benutze das Ergebnis der Aufgabe 4.
Man leite eine Formel zur Berechnung des Oberflicheninhaltes vom Wiirfel her.

Man iiberpriife, ob die Abbildung O, die jedem Polyeder P die MaBzahl O(P) des
Oberflicheninhaltes zuordnet, ein elementares Volumenfunktional im Sinne des
Begriffs ,,Volumenmessung** ist.

Man berechne die MafBzahlen fiir den Oberflicheninhalt und das Volumen eines
reguléiren Tetraeders (Simplex, dessen Kanten alle die gleiche Lénge haben).
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Allgemeiner Inhalt

Kontrollfragen

. Was versteht man unter einer quadrierbaren Punktmenge in der euklidischen

Ebene bzw. im Raum?

. Wie kann eine Inhaltsmessung quadrierbarer Punktmengen eingefiihrt werden?
. Was versteht man unter dem allgemei (Jordanschen) Inhaltsfunktional?

Welche Eigenschaften besitzt dieses Funktional?

. Man leite die Formel zur Berechnung der InhaltsmaBzahlen von Kreis und Kugel

her.

Aufgaben

. Ist ein eigentliches Polyeder im R? stets eine quadrierbare Punktmenge?

. Man zeige, daB ein uneigentliches Polyeder im RS eine quadrierbare Punktmenge

ist.

Lésung: Ein uneigentliches Polyeder P 1iBt sich darstellen durch P = A, u--- u A,
wobei die 4; in Ebenen ¢; liegen und dort eigentliche oder i liche Polygone sind,
jedenfalls existieren eigentliche Polygone B; mit A4; < B;. Nun werden Prismen Z; mit
den Grundflichen B; und der HohenmaBzahl % gebildet. Mit Q:= 2, u--- uZ, gilt
P < Q, wobei Q € B, ist. Nach dem Satz von der erweiterten Additivitit des elemen-
taren Inhalts ist

@ s £ viz) k- £ BB,

Ist eine reelle Zahl ¢ > 0 vorgegeben, so wihlt man % := +, und es ergibt sich
PEPSQmit 23 F(B)
i=1

V(@) — V(@) g_z"l V(Z) <e.

Folglich ist P quadrierbar.

. Fiir eine Punktmenge X S R? gebe es zu jeder reellen Zahl & > 0 zwei quadrier-

bare Punktmengen X, X, mit X; S X C X,, fiir deren Jordansche Inhaltsma8-
zahlen J3(X;)

Ju(X;) — Jo(Xy) < e
gilt. Man zeige, daB dann auch X eine quadrierbare Punktmenge ist.

. Man zeige, daB es zu jeder nichtnegativen reellen Zahl a eine quadrierbare Punkt-

menge X mit J(X) = a gibt.

. Ist das Jordansche Inhaltsfunktional J; eine bijektive Abbildung von der Menge

£y aller quadrierbaren Punktmengen des R* in R,?

. Ist das Jordansche Inhaltsfunktional J, ein Homomorphismus von (£, u) in

(R, +)¢
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7.

Ist das Jordansche Inhaltsfunktional J, ein Homomorphismus von (£, n) in

(Ry, +)? 3

8.% Man beweise folgenden Satz vom Kegelvolumen: Ist die Grundfliche A eines

N

Kegels M mit der Hohenmafzahl % eine quadrierbare Punktmenge mit der
InhaltsmaBzahl J,(A4), so ist auch M quadrierbar mit

TAM) = < Tyd) - .

Die Methode der analytischen Geometrie

Kontrollfragen

. Wie kann man die Wérter ,,der Geraden®, ,,des (dreidimensionalen) Raumes*,

,,der Ebene so in die freigelassenen Stellen der folgenden drei Siitze eintragen,
daB wahre Aussagen entstehen?

,,In der analytischen Geometrie ... werden die Punkte auf Zahlentripel (z, y, z)
€ R® abgebildet.

,»In der analytischen Geometrie ... werden die Punkte auf Zahlen z € R abge-
bildet.

,,In der analytischen Geometrie ... werden die Punkte auf Zahlenpaare (z, y) € R?
abgebildet.*

. Man charakterisiere den Begriff ,,»-te Koordinate eines Punktes P € R" (beziig-

lich eines Koordinatensystems mit Anfangspunkt O und Achsen g, ..., g,),
wobei man die Begriffe ,,Lot‘‘ und ,,vorzeichenfihige Liinge m(X Y) einer Strecke
XY verwende.

Aufgaben

. Man fithre den Beweis, daB die in MfL Bd. 7, 2.1.3., fiir » = 2 und = = 3 defi-

nierte Abbildung x bijektiv ist, schrittweise fiir » = 2, 3 mit Hilfe der dort ge-
zeigten Bijektionen R* — u % g, durch.

Hinweis: Man beweise und verwende Bijektionen # — R™! und g, — R.

. Man beweise, daB im R? die Menge M := {x~!(x,, &3, 5): ; = 0} mit der Ebene

£(g.gs) iibereinstimmt.

Losung: Genau dann gilt P € M, wenn O mit dem FuBpunkt 7', des Lotes von P auf g,
iibereinstimmt. Dies ist #quivalent damit, daB P in der zu g, senkrechten Ebene durch O
liegt, d. h. in &(g,g,). .

. Man beweise aus Aufgabe 2 und einer analogen Darstellung von &(g,gs), daB

&(g1gs) 0 &(gags) = g5 gilt.
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Vektoren, ihre Addition und Vervielfachung

Kontrollfragen

1. Man charakterisiere den Begriff ,,»-te Komponente eines Vektors v(4B) im
R*‘ unter Verwendung der Begriffe ,,Lot* und ,, m(X ¥)*“.

2. Fir v = 1, ..., n sei a, die »-te Komponente eines Vektors a, ebenso b, die »-te
Komponente eines Vektors b. Wie kann man b, aus a, errechnen, wenn
a) der Vektor b das Dreifache des Vektors a,
b) der Vektor b entgegengesetzt gleich dem Zweifachen des Vektors a,

c¢) der Vektor b durch Komposition der Verschiebung a mit derjenigen Verschie-
bung entstanden ist, die den Ursprung O in den Punkt mit einem gegebenen
Koordinaten-n-Tupel (c, ..., ¢,) iiberfiihrt?

Aufgaben

1. Man beweise fiir den in MfL Bd. 7, 2.2.3., eingefiihrten Begriff der ,,Streckung
eines Punktepaares mit einer Zahl““: Gehen aus Paaren (4, B), (4', B’) durch
Streckung mit ¢ € R die Paare (4, C) bzw. (4’, C") hervor und gilt v(4B)
= p(4'B'’), so gilt auch n(4C) = v(4'C").

Hinweis: Man beweise, daB erstens |AC| = |4’C’| gilt und daB zweitens AC+, A'C'*
gleichen Richtungssinn haben.

2. a) Manberechnedie Eckpunkte des von den Vektoren a = (2,2, —1),b=(1, 4, 1),
¢ = (—1, 1, 3) aufgespannten Spats mit dem Anfangspunkt (3, —1, 4).
b) Von welchen Vektoren wird dieses Spat aufgespannt, wenn man den Punkt
(4, 2, 6) als Anfangspunkt auffaBt?

3. Es seien qy, ..., a; die Ortsvektoren gegebener Punkte A, ..., 4;; es sei S der

Punkt mit dem Ortsvektor é::%(al + -+ 4+ @). Man beweise, daB
0(S4;) + -+ + 0(S4) = o.

Analytische Darstellung von Linge, WinkelgréBe,
Flicheninhalt, Volumen

Kontrollfragen

1. Fiir drei nichtkollineare Punkte P, U, V ¢ R" sei
(1 ooy @y = a:= 0(PU), (by,..., b)=Db:=o(PV),
1:= |UV|, ¢:=|< UPV|, «:=m(X UPV).
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Welche der GroBen I, sin ¢, cos g, sin &, cos « stimmen mit welchen der GroBen

@b det(@bh) s Vazbz—(amz

laf 8" ol B] laf [6]
la x B| "
=L, b—a, (b, — a2
ol o P
Jarby — 2N v‘:‘:‘
Vol + a3 VB + 3 1/2 2"
v=1 u=1

iiberein? Bei welchen dieser GroBen und Formeln ist nur » = 2, bei welchen nur
n'= 3 sinnvoll?
2. Tm R* (mit O als Ursprung und ey, ..., e, als Einheitsvektoren eines kartesischen
Koordinatensystems) seien n Vektoren
a0, =9(04,) = (@, .- @) F0 (P=1,...,m)

gegeben. Welche der GroBen

L, |det (a1, ++es )]

lail, @a;, o X al,
as]

stimmen mit welchen der GréBen
n
2 @ipy@iny IOAI’: n!. |04, ... A,,l, cos | <X (aj, Ci)[,
w=1

;| [a;] sin [<x(ay, a;)|,  laf |a;] cos |<X(as, ay)],

n
1/2 ﬂ'.?,n V(“izafs - aiaajz)2 + (aisajy — ailajs)_g + (@2 — an“;n)z
u=1

iiberein? Bei welchen dieser GréB8en und Formeln ist nur » = 3 sinnvoll?

Aufgaben

1. Es seien 4, B, C die Punkte (—1, —3), (1, 1) bzw. (—3, 5). Man berechne die
Seitenliingen und die GroBen orientierter Elementarwinkel zwischen den Seiten
des Dreiecks ABC (Abb. 4.2).

2. a) Man ermittle eine Formel, durch die aus gegebenen Vektoren a, b und einer
gegebenen Zahl p > 0 der Flicheninhalt |[4BCD| eines Vierecks ABCD mit
v(4B) = a, 9(AD) = b, p(DC) = pa (Trapez) ausgedriickt wird.

'b) Man zeige, daB diese Formel auf das Viereck (—2, —2) (4, 1) (3, 4) (—1,2)
anwendbar ist, und berechne seinen Flicheninhalt.
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3.

o=

oS @

Fiir ein von den Vektoren a = (2,2, —1), b =(1, 4, 1), ¢ = (—1, 1, 3) aufge-
spanntes Spat berechne man die Kantenlingen, die Flicheninhalte der Seiten-
flichen, das Volumen sowie die GroBen der Elementarwinkel, die seine Seiten-
kanten miteinander und mit den positiven Halbachsen des Koordinatensystems
bilden.

. a) Man ermittle eine Formel, durch die aus gegebenen Vektoren a, b, ¢ des R®

das Volumen V eines Prismas ausgedriickt wird, dessen Grundfliche ein Dreieck
ABC mit 9(CA4) = a, b(CB) = b ist und in dessen Deckfliche ein Punkt Z mit
v(CZ) = cliegt.

b) Man zeige, daB diese Formel auf das Polyeder (2, —2, 1) (3, 1, —2) (0, 4, —1)
x (1, —1,7) (2,2, 4) (—1, 5, 5) anwendbar ist, und berechne sein Volumen.

Fiir ein beliebiges Dreieck 4BC setze man a:= v(BC), b:= v(04); a:= |BC|,
b:= |CA|, c:= |AB|, s:= % (@ + b + ¢). Vermittels ¢ = a2 + b2 4 2ab und
a?h? — (ab)? = 4 |ABC|? beweise man
—at — bt — ot + 2022 + 2a%2 4 2b%% = 16 [ABC|?
und damit die Heronische Formel
|4BC| = Ys(s — a) (s — b) (s — o).
Fiir a & o beweise man cos? | (a, ¢,)] + -+ + cos? | <X (a, e,)| = 1.
Fiir Vektoren a = (a,, ay, ag), b = (by, by, by), ¢ = {c1, ¢y, ¢3) im R® beweise man
(a X b) X ¢ = (ac) b — (bc) a
durch Berechnung der drei Komponenten von (a X b) X ¢ aus den g, b, c;.
Lésung: Die erste Komponente von (a X b) X ¢ ergibt sich, indem man vom Produkt aus
der zweiten Komponente des Vektors a X b und der dritten Komponente des Vektors ¢ das
Produkt aus der dritten Komponente des Vektors a X b und der zweiten Komponente des
Vektors ¢ subtrahiert. Man erhiilt (asb, — a,b;) ¢ — (@10, — asb;) ¢; = (ac) b, — (be) a,.

Entsprechend bestéitigt man die Behauptung fiir die zweite und dritte Komponente von
(a X b)Xec.
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8. Man formuliere (mit Hilfe geometrischer Beziehungen) fiir die Lage von Punkten
0, 4, B, C € R" eine Bedingung, die notwendig und hinreichend dafiir ist, daB
die Vektoren a := v(04), b := v(0OB), ¢ := p(OC) die Gleichung (ab) ¢ = a(bc) er-
fiillen. -

9. Man diskutiere ebenso im E? die Gleichung (a X b) X ¢ = a X (b X¢).
Lineare Parameterdarstellungen

Kontrollfragen

1. Es seien p, q=p +a, 8=yp + b die Ortsvektoren dreier nichtkollinearer
Punkte P, @, S; es seien a;, ..., o, linear unabhingige Vektoren. Welche der
Mengen

{t: (Vu,v € Rig=p + ua + ob)},
t:(VteR:ig=p+tan0=<t¢=<1)),
B (VAhuveRig =2+ puqg+8ad+pu+v=1),
(E:(VAahpeRix=2p +puqgrd+p=1A420Apu=0)},
{£: (Voo m € Rig = p 4+ way + - + way)},
{g: (VeeRig =p + ta)), ’
E:(VApuveERx =2+ pg+vAdl+p+r=1A420
Au=0Av =0),
E:(VhpeRig=2p +pugnad+p=1),
ft:(Vu,v€ Rig =p + ua + vbau = 0)},
{t:(VtER:x=p +tant=0)
ist die Menge der Ortsvektoren einer Punktmenge von welcher der folgenden
Arten?
Eine Ebene, ein Strahl, eine k-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit, eine
Strecke, eine Dreiecksfliche, eine Gerade, eine Halbgerade.

2. Man charakterisiere die Kollinearitit dreier Punkte P, Q, X
a) durch eine Eigenschaft der Vektoren a:= »(PQ), b := n(PX),

b) durch eine Eigenschaft der Zahlen p,, p,, g1, g2, %, %3, falls P, Q, X (€ R?) die
Punkte (1, 2); (@15 @) bzw. (25, 2,) sind.

c) Entsprechend charakterisiere man die Komplanaritit von vier Punkten
P,Q8, X.

3. Es seien A4, B lineare Mannigfaltigkeiten mit Parameterdarstellungen = p
o + o+ oy (ug, ., u € RYbzw. 1 = g 4 01y + -+ + 9B, (v, .. 0 € R).
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Welche der folgenden Beschreibungen einer Menge M, charakterisiert die lineare
Hiille M, = H(A4B), welche den Durchschnitt M, = A n B?

,» M, ist eine lineare Mannigfaltigkeit mit My S 4, M, S B; und wenn M eine
lineare Mannigfaltigkeit mit M & 4, M S B ist, gilt M & M,.*

,»M, ist eine lineare Mannigfaltigkeit mit M, 2 A, M, 2 B; und wenn M eine
lineare Mannigfaltigkeit mit M 2 4, M 2 Bist, gilt M 2 M,.“

,»M ergibt sich durch Einsetzen der Menge aller Losungen (uy, ..., %y, 01, -+ V)
des Gleichungssystems
wy + 0+ uy — by — o — by =q—p

in die Darstellung £ = p + w0y + -+ + w0,
My hat ¢ =p + we(q — p) + wiay + -+ + way + wpaby + oo+ 4 wygb, als
Parameterdarstellung.*

4. Zwei lineare Mannigfaltigkeiten A, B seien durch Anheften jeweils eines Vektor-
raumes bzw. @ an einen Punkt P entstanden. Kann man eine Basis T = {uy, ..., 17}
von § und eine Basis 8 = (v;, ..., b;} von @ so finden, daB 1 n B eine Basis von
% n @ und U u B eine Basis der linearen Hiille von & und ¢ ist? Welche Anzahl-
formel 1a 8t sich dann anwenden?

Aufgaben

1.* Man fiihre den in MfL Bd. 7, 2.4.5., an die Berechnungsméglichkeit von 4 n B
ankniipfend vorgeschlagenen Beweis des Dimensionssatzes aus: 4 und B seien
lineare Mannigfaltigkeiten mit Parameterdarstellungen

T =09 + w0 + -+ + w0 (qy, ..., o linear unabhingig), (1)

t=q + vb + -+ + b, (by, ..., by linear unabhéingig). (2)
D:= A n B entsteht durch Einsetzen der Lésungsmenge von

Wy + v+l — by — e — by =g —p (3)
in (1) oder (2). Ist % die Dimension von H:= H(A4B), so folgt aus MfL Bd. 7,
2.4.4., Satz 11, und aus der Voraussetzung D == @, d. h. der Losbarkeit von (3), daB

h = Rang (4 — ¥, ay, -.., 0, by, ..., b)) = Rang (ay, ..., a5 by, ..., By)

gilt. Also entsteht die Lésungsmenge von (3), indem man zu einer speziellen
Lésung alle Linearkombinationen von f + g — & linear unabhéngigen Losungen
des zu (3) gehorigen homogenen Systems addiert. Man beweise:

(I) Durch Einsetzen dieser linear unabhingigen Losungen in den Ausdruck
w0y + -+ + way entstehen dieselben f + g — h Vektoren wie durch Einsetzen
invb; + -« + vbg.

(I1) Heftet man den durch diese f + g — h Vektoren erzeugten Vektorraum D an
-einen Punkt 7' € D an, so entsteht D.

(I1I) Diese f + g — k Vektoren sind linear unabhéngig.
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2. Im R? seien P, Q, Z die Punkte (0, 0), (g, 0) bzw. (g, 1) mit g & 0. Ferner sei
X = Q ein auf g(PQ) sonst beliebig gegebener Punkt (z, 0). Man berechne den
Schnittpunkt (0, o) der Geraden g(ZX) mit der y-Achse und bestitige fiir ihn
¢ = TV(P, Q; X) (Abb. 4.3).

Lésung: g(ZX) ist die Menge aller Punkte mit Ortsvektoren = A(g, 1) + u(z, 0)

(A+4u = 1). Den Schnittpunkt mit der y-Achse liefert das Paar (45, ) mit 2y + po = 1
und Ay¢ + ppz = 0. Man findet

% _ mPX)
e=h = T e

w. z. b. w.

3. Aus gegebenen Ortsvektoren p,q zweier Punkte P,Q sowie gegebenem g
:=TV(P, @; X) berechne man X und dann TV(P, X ; Q), TV(Q, X ; P) (Ausnahme-
fille beachten!). Hieraus und aus der in MfL Bd. 7, 2.4.1., gezeigten Aussage
TV(P, Q; X) < 0 & Zw(PXQ) beweise man TV(P, Q; X) > 1 & Zw(PQX) und
0 <TV(P, Q; X) < 1 & Zw(QPX).

Man leite diese Aussagen auch geometrisch aus Aufgabe 2 her.

4. Gegeben seien zwei Geraden g, b im R2. Man ermittle die Menge M aller Punkte
mit der Eigenschaft, Mittelpunkt (mindestens) einer Strecke 4B mit 4 € g,
B.€ h zu sein. (Fallunterscheidung!)

5. Zu gegebenen Punkten M, ..., M, € R?sind Punkte 4,, ..., 4, € R? so gesucht,
daB My, ..., M, ,, M, in dieser Reihenfolge die Mittelpunkte der Strecken 4,4,,
ey A1 Ay, AgA, sind. '

(I) Man ermittle aus den Ortsvektoren m; der gegebenen M; rechnerisch (Fall-
unterscheidung!) alle n-Tupel (qy, ..., a,) der Ortsvektoren von Punkten 4; mit
der verlangten Eigenschaft. : .

(IT) Nennt man ein (» + 1)-Tupel (Py, ..., P,,,) von Punkten ,,zu P, gehorig*,
wenn M,, ..., M, die Mittelpunkte von P,P,, ..., P,P,,, sind, so sind die Lésun
gen (4, ..., 4;) dadurch charakterisiert, daB (4,, ..., 4,, 4,) ,,zu 4, gehérig* ist.
Man erweise unter diesem Aspekt die folgende konstruktive Gewinnung von
A, als gleichwertig mit der Lésung (I) fiir ungerades n: Zu einem beliebig ge-
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6.

wiihlten Punkt P, werde das zugehérige (n -+ 1)-Tupel (P, ..., Pyyq) gebildet,
und dann werde 4, als der Mittelpunkt der Strecke P,P,,, konstruiert.

Wie kann man fiir gerades » die Lsungsmenge mit gleichem Beginn eines kon-
struktiven Verfahrens (Bildung des zugehorigen (P, ..., Pyyy) zu beliebigem P)
erhalten?

X
Abb. 4.5 Abb. 4.6

Es sei ABCD ein Parallelogramm. Dieses sei nicht entartet, d. h., 4, B, D seien
nicht kollinear. Ferner seien M, N, P, @ in dieser Reihenfolge die Mittelpunkte
der Seiten AB, BC, CD, DA. Bringt man die Geraden g(4P), g(BQ), g(CH),
g(DN) zum Schnitt, so entsteht ein neues Parallelogramm (Abb. 4.4; man be-
weise diese Aussage auch analytisch-geometrisch). Man ermittle (aus gegebenen
a:=p(04), u:= v(4B), v:= v(4D)) die Ortsvektoren der Eckpunkte dieses
Parallelogramms. Man driicke seinen Flacheninhalt durch den Flicheninhalt von
ABCD aus.

. Gegeben seien vier nicht komplanare Punkte 4, B, C, D € R8. Man beweise, da

es genau ein Paar (8, T') von Punkten S € g(4B), T € g(CD) mit der Eigenschaft
gibt, daB die Strecke ST sowohl auf g(4B) als auch auf g(CD) senkrecht steht
(gemeinsames Lot zweier windschiefer Geraden; Abb. 4.5). Man ermittle S und 7',
wenn A B und CD die Kérperdiagonale (0, 0, 0) (1, 1, 1) bzw. die Flichendiagonale
(1,0,0) (0, 1, 0) des von i, j, f aufgespannten Wiirfels sind.

Hinweis: Man kann ein geeignetes Vektorprodukt verwenden.
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8.* Gegeben seien vier nicht komplanare Punkte 4, B, C, D € R® sowie ein Punkt -

—

P ¢ g(AB), ¢ g(CD). Man beweise, daB es genau eine Gerade g durch P gibt, die
entweder sowohl mit g(4.B) als auch mit g(CD) nichtleeren Durchschnitt hat oder
zu genau einer der Geraden g(4B), g(CD) parallel ist und mit der anderen nicht-
leeren Durchschnitt hat (g Y »T'reffgerade’‘ zweier windschiefer Geraden
durch einen vorgegebenen Punkt P, wobei Parallelitéit als Entartungsfall des
,» Treffens zugelassen ist). Man ermittle ¢, wenn 4B, CD wie in der vorigen Auf-

gabe (0, 0, 0) (1, 1, 1) bzw. (1, 0, 0) (0, 1, 0) sind und wenn P der Punkt (i, 0, 1)
ist (Abb. 4.6). 2

Lineare Gleichungen

Kontrollfragen

. Welche der folgenden Hyperebenengleichungen stellen Geraden im R?, welche

Ebenen im R3? dar? Welche sind in Hessescher Normalform?
ixl—ix;+2=0 i+l_

2
5 5T gz 2 2

(2,1, —3) (@1, @y 25) +3 =0, = (2,1, —3) (z, y,2) — (1,0, 2)) =
Y14

=0,

. Welche der Gleichungen

1 =z y y— 2= (z + 1) tan 120°,
1 2 —1|=0,
11 3 2 cos 30° 4+ ysin30° — 2 =0

ist Gleichung von welcher der im folgenden charakterisierten Geraden g, b, k?
g ist die Gerade durch den Punkt (—1, 2) mit dem Anstiegswinkel 120°;
h ist die in D auf OD senkrechte Gerade, wobei der Vektor b := p(OD) die
Linge 2 hat und m(<): (i, b)) = 30° mod 360° erfiillt;
k ist die Gerade durch die Punkte (2, —1) und (1, 3).

. Es seien ay (7 = 0, 1, 2) drei Zahlen, ferner %; = (a;;, a;,) (¢ = 0, 1, 2) drei vom

Nullvektor verschiedene Vektoren des B2 Welche der Aussagen (I)—(VI) ist zu
welcher der Aussagen (A)—(G) dquivalent?

(I) Der Vektor R, steht auf der Geraden g senkrecht.

(IT) Die Geraden ayz + aiy -+ aip = 0 (v = 0, 1, 2) sind konzentrisch.

(III) Die Geraden ayx + ajy + ajo =0 (=0, 1, 2) sind konzentrisch oder
paarweise parallel.

(IV) Die Geraden ajz + aisy + a; = 0 (z =1,2) smd zueinander parallel.

(V) Die Gerade g hat den Vektor R, als Stellungsvektor.
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(VI) Der Schnittwinkel der Geraden ayz + aiy + aip = 0 (v = 1, 2) hat die
GroBe «.
(A) Bsgilt |™ “2|—o.
A1 Qg2
| %0 @01 o2
(B) Esgilt |a; an @n|=0.
Qg0 Q21 G2
Qo0 o1 Qo2
(C) Esgilt [ap an ap|=0,
G0 Op Qg2
und mindestens eine nichtverschwindende Unterdeterminante maximaler Reihen-
Qo1 Qo2
zahl ist Unterdeterminante von [ a,, ay, |.
dg1  Ugo,

|@11091 + 198as
Vai, + aly - Va3, + a3,
(E) g hat agx + agy + ¢ = 0 mit einer Zahl ¢ als Gleichung.
(F) Es gilt det(Ry, Ny) = 0. -

(D) Es gilt cos & =

. M|
(G) Es gilt cos & =
TR
Aufgaben
1. Man berechne ohne Ermlttlung der HéhenfuBpunkte die Hohenlingen in dem
Dreieck (—1, —3) (1, 1) (—3, 5).
Losung: Der Abstand zwischen (—1, —3) und der Geraden —z + V__ — V__ 0
durch (1, 1), (—3,5) ist —L_ 32 =372. Entsprechend findet man die an-
zZ 1z 7

deren Hohenlédngen a2 und E
V17

V5
2. Fiir dasselbe Dreieck ermittle man Gleichungen der Mittelsenkrechten auf den
Seiten sowie Gleichungen der winkelhalbierenden Geraden der Innen- und AuBen-
winkel.

3. Man weise die in Aufgabe 2 gefundenen Mittelsenkrechten als konzentrisch nach,
ebenso die Innenwinkelhalbierenden, ferner je zwei Halbierende von Auflen-
winkeln und die Halbierende des dritten Innenwinkels.

4. Welche Beziehung zwischen den Zahlen a;, b;, ¢;, d; ist notwendig und hinrei-
chend dafiir, daB die beiden Ebenen a;x + by + ¢z + d; = 0 (7 =1, 2) auf-
einander senkrecht stehen, d. h., einen Neigungswinkel der GréBe 90° haben? Wie
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lautet, wenn diese Bedingung erfiillt ist, eine Gleichung derjenigen Ebene durch O,
die auf beiden genannten Ebenen senkrecht steht?

. Man gewinne eine Gleichung der Ebene durch (—2, 2, 3), (0, 3,0), (—3, 5, 5)
a) nach MfL Bd. 7, 2.5.4., Satz 7, b) unter Verwendung eines Stellungsvektors,
den man zuvor als Vektorprodukt zweier Verbindungsvektoren gegebener Punkte
ermittle.

. Man berechne fiir je zwei nichtparallele Seitenflichen eines Spats, das von a
=(2,2,—1),b=(1,4,1),c = (—1,1,3) aufgespannt wird, die Grofie ihres
Neigungswinkels.

Konvexe Polygone

Kontrollfragen

. Man fiige in den folgenden Text auf drei verschiedene Weisen Stichworte ein, die
unter den anschliefend genannten Méglichkeiten (A)— (D) ausgewiihlt sind, so daB
einmal ein Text iiber Vektorrdume, ein zweites Mal iiber lineare Mannigfaltig-
keiten, ein drittes Mal iiber konvexe Punktmengen entsteht.

,,Eine Menge von ... (A) ...en ist genau dann ein(e) ... (B) ..., wenn zu je zwei
Elementen dieser Menge auch deren ... (C) ... der Menge angehért. Daher ist der
Durchschnitt jeder Familie von ... (B) ...en wieder ein(e) ... (B) .... Somit exi-
stiert zu jeder Menge M von ... (A) ...en genau ein(e) beziiglich S kleinste(r) M
umfassende(r) ...(B) ... Q. Man bezeichnet Q als ... (D) ... von M.

(A): Punkt (im R"); Vektor (in einem Vektorraum, etwa in der Menge aller
Vektoren des R*).

(B): konvexe Punktmenge; lineare Mannigfaltigkeit ; linearer Vektorraum (Unter-
raum).

(C): Menge aller Linearkombinationen ; Verbindungsgerade ; Verbindungsstrecke.
(D): konvexe Hiille; lineare Hiille (im Sinne einer linearen Mannigfaltigkeit);
lineare Hiille (im Sinne eines Vektorraumes).

. Es seien 4, B, C drei nichtkollineare Punkte. Welche Lageméglichkeiten gibt es
fiir drei Punkte

UegBC) mit U+B, U0,
Veg(CA) mit V=0, V=4,
Weg(dB) mit W A4, W= B,
wenn vorausgesetzt wird, daB} i1l . Jow . 14 = 1gilt?
|CU| |AV| |BW|

. Es seien u, v, tv die Ortsvektoren der Eckpunkte 4, B, C eines Dreiecks; 14, 1y, 1,
seien zu g(BC), g(CA), g(AB) orthogonale Einheitsvektoren. Wie lautet in
Tabelle 4.1 eine richtige Zuordnung jeweils zwischen Formel und bezeichnetem
Objekt?
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Tabelle 4.1
Formel i Objekt
w—o)(x—u)y=0 Ortsvektor 3 des Schwerpunktes von ABC
|w — | Gleichung der Hohe auf BC
1
ry (u 4+ v + ) Ortsvektor q des Inkreismittelpunktes
o —uj Seitenlédnge ¢ = |AB|
Ju — | Gleichung von g(4 B)
M (au + bb + cw) Gleichung der Mittelsenkrechten von BC
a+b+ec
ng(x —u)=0 Seitenlénge b = |CA|
2r(m — v) = ? — p? Seitenlinge @ = |BC|
Aufgaben

a) Man beweise folgenden Satz: Sind a, b, ¢ die Ortsvektoren dreier nichtkollinearer
Punkte A, B, C, existieren fiir einen Punkt X =+ A4, B, C mit einem Ortsvektor
t=2+ ub +vc (A + pu +» = 1) eindeutig die Punkte V := g(BX) n g(C4)
und W:= g(CX) n g(4B) und gilt g(4X) | g(BC), so folgt daraus die Be-
ziehung TV(C, 4; V) - TV(4, B; W) = —1 (vgl. MfL Bd. 7, 2.6.2., (5)).

b) Welche Aussage iiber TV(4, B; W) verbleibt, wenn (bei sonst gleichen Vor-
aussetzungen) statt der eindeutigen Existenz von V:= g(BX) ng(C4) die
Parallelitdt g(BX) || g(C4) vorausgesetzt wird?

a) Man beweise mit Hilfe der Umkehrung des Satzes von CEva, daB in jedem
Dreieck die Seitenhalbierenden konzentrisch sind.

b) Einen entsprechenden Beweis fithre man fiir die Héhen, wobei der (triviale)
Fall des rechtwinkligen Dreiecks auszuschlieBen ist (weshalb?).

Hinweis: Man verwende (und beweise zuvor) a) [BM,| = |CM,|, |CMy| = |[AM,|,
|AM,| = |BM,| fir die Seitenmitten M,, My, M,; b) |AHy|: |AH,| = c: b, |BH,|: |BH,|
=a:c, |CH,|: |CHy| = b: a fir die HohenfuBpunkte H,, Hy, H,. Ferner diskutiere man
die Anordnung von M,, M, und M, (bzw. von H,, Hy und H,) auf g(BC), auf g(C4) bzw.
auf g(4B) und damit den Ub g zu vorzeichenfihigen Streckenlingen. AuBerdem
schlieBe man die Parallelitit von Seitenhalbierenden bzw. Hohen aus. :

. Es sei ABC ein nicht gleichschenkliges Dreieck. Welche Punktetripel aus den

Schnittpunkten W,, W,, W, der Innenwinkelhalbierenden mit den Gegenseiten
sowie den Schnittpunkten W;, W;, W/ der AuBenwinkelhalbierenden mit den
Tragergeraden der Gegenseiten sind kollinear?
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4. Man ermittle eine Gleichung der Eulerschen Geraden des Dreiecks (—1, —3)
X (1, 1) (—3, 5).

5. Man beweise fiir die Ortsvektoren a, b, ¢,  nicht komplanarer Punkte 4, B, C, D
€R: Ist p:=0(0X)=2a+ub+vc+9 A4+pu+v+9=1), so istd
= m(XBCD) :m(ABCD), p = m(AXCD) : m(ABCD),» = m(ABXD) : m(4BCD),
# = m(4ABCX) : m(ABCD,).

Hinweis: In det(t — b, £ — ¢, r — D) ersetze man den zweiten Vektor durch seine
Differenz zum dritten, den dritten durch seine Differenz zum ersten, und dann addiere
man zum ersten die durch Vervielfachung mit » bzw. # entstandenen Vektoren.

6.* Unter denselben Voraussetzungen wie in Aufgabe 5 beweise man: Ist g(4X)
ne(BOD) =P und 9(OP)=¢gb +oc + (o +0+7=1), so ist g:0:7
= p:»:9. Aus dieser Relation, weiteren analog gebildeten Relationen sowie aus
M{L Bd. 7, 2.6.2., (4), bestimme man die Teilverhiltnisse, die auf den Strecken
AB, AC, AD, BC, BD, OD durch den Schnitt mit den Ebenen &(XCD), (XBD),
&(XBC), e(XAD), (XAC) bzw. ¢(X AB) entstehen.

Analytische Darstellung von Bewegungen und
Koordinatentransformationen

Kontrollifragen

1. Es seien, auf ein und dasselbe Koordinatensystem des B" bezogen, jeweils 2 und
@' die Koordinaten-n-Tupel zweier Punkte (als Spaltenvektoren, d. h. Matrizen
vom Typ (n, 1), geschrieben). Mit einem Vektor, gegeben durch sein Kompo-
nenten-n-Tupel © (ebenfalls als Spaltenvektor geschrieben), und einer ortho-
gonalen Matrix M vom Typ (n, n) gelte jeweils zwischen & und &’ die Gleichung
&' = v + Mx. Was fiir eine Abbildung ¢ des R* in sich wird durch die Vorschrift
x +> &' gegeben? In welcher Weise bewirkt sie eine Abbildung der Menge aller
Vektoren des R* in sich? Welche Eigenschaften hat diese Abbildung hinsichtlich
der Addition, der Vervielfachung und der skalaren Multiplikation von Vektoren?

2. Es seien @ und &’ die Koordinaten-n-Tupel ein und desselben Punktes, bezogen
auf zwei Koordinatensysteme & = (gy, ..., ga), © = (g1, ---, ¢) des R". Dabei
gelte wieder jeweils ®' = v + M mit » und M wie in Frage 1. Was fiir eine
Abbildung y des R* in sich bewirkt dann gerade, da# & bei y in &' iibergeht? Wie
héingt y mit der Abbildung ¢ aus Frage 1 zusammen?

Aufgaben

1. Man wende auf den Punkt (2, —3) des R folgende Bewegungen an:
a) Die Verschiebung, die (1, —2) in (0, 3) iiberfiihrt,
b) die Spiegelung an der y-Achse,
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¢) die Drehung um O, die (1, 0) in einen Punkt mit der Abszisse L und mit
positiver Ordinate iiberfiihrt, 2

d) die Spiegelung an der Geraden x 4 2y = 0,

e) die Spiegelung an der Geraden x 4 2y — 4 = 0.

B

Hinweis zu ¢): In den Abbildungsgleichungen MfL Bd. 7, 2.7.3., (3), ist cos w = —l—
sin w > 0. Wie lauten sie daher? 2
Hinweis zu d): 1. Lésungsweg: Das Lot von (2, —3) auf # + 2y = 0 hat die Para-
meterdarstellung x = 2 + ¢, y = —3 + 2t. Der FuBpunkt ergibt sich fiir denjenigen
Parameterwert £, der die Bedingung (2 + t,) + 2(—3 + 2¢,) = 0 erfiillt. Hiernach ergibt
sich der gesuchte Bildpunkt fiir den Parameterwert 2t,.

2. Lésungsweg: Die Drehung 2’ = VL— (x+ 2y), ¥ = L (—2z + y) fithrt die Gerade
5 5

z + 2y = 0 in die Gerade 2’ = 0 iiber. Man wende auf (2, —3) erst diese Drehung ¢, dann

die Spiegelung an 2’ = 0, dann ! an.

. Man beweise, da3 im R? die Bezichung @, X @, = @ eine orientierungsabhéingige

,.Eigenschaft dreier geometrischer Vektoren® ist, d. h., daB sie bei einer Koordi-
natentransformation a; = Qa; mit orthogonaler Matrix Q von positiver Deter-
minante in @] X @, = a; iibergeht.

1
3.* Gegeben sei t:=——(1, —1,2) und eine GréBe w orientierter Elementar-
212 .

winkel mit p := cos % = % (also welche Moglichkeiten fiir w?). Man wihle

geeignete Grofen «, § orientierter Elementarwinkel so, da8 durch die Komposi-
tion 8,5 040,, der Abbildung d,, (Drehung mit zugeordneter GroBe o orien-
tierter Elementarwinkel und mit der 2z-Achse als Drehachse) und der anschlieBend
ausgefithrten Drehung 4,5 die 2-Achse in die Gerade ¢ = fr (¢ € R) iibergeht.
Dann ist

8y 00,,00,,00,_,08, 4

die Drehung mit w als zugeordneter Grofe orientierter Elementarwinkel und mit
der Geraden ; = ¢t als Drehachse. Man berechne fiir die Gestalt

T =v+ Mz (1)

dieser Drehung den Spaltenvektor » und die orthogonale Matrix M.

. a) Eine Quaternion £, = ay + ay7 + a5j + ask wird definiert als Paar (a,, a) aus

einer Zahl a, und einem Vektor a = (a,, a,, ag). Summe und Produkt werden
definiert durch

(ag, @) + (by, b) := (ag + o, a + ),
(@0, 0) (Bo, b) := (aghy — ab, agh + bea + a X b).

Man beweise, daB alle Kérperaxiome auBer dem Kommutativgesetz der Multi-
plikation erfiillt sind.
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b) Es sei £ = (p, t) eine gegebene Quaternion mit p? + 12 = 1. Man beweise:
Definiert man zu gegebenem Vektor ¢ = p(0X) und beliebigem z € R die Quater-
nion

@, r):=8-(1)- 27, (2)
80 ist B(OX') := ¢’ von z unabhingig, und es gilt 2’ = 2.
¢) Von der somit durch (2) gegebenen Abbildung ¢ +> ¢’ beweise man, daB sie
Skalarprodukte erhilt.
Hinweis: Fir beheblge Vektoren g, ) und ihre Bilder t’, " multipliziere man die Qua-
ternionen (0, t') = (0 E) B.“ und (0, ') = £ - (0, H) - O~ miteinander. Man erhilt

fiir das Produkt (die G ischen) zwei D: llungen, auf die hmals b) an-
wendbar ist.

d) Fiir die somit durch (2) gegebene Bewegung X + X' erweise man die Gerade?)
t = It als Fixpunktgerade; die Bewegung also als Drehung um diese Achse.
Hinweis: Fiir ¢ := # (und z: = ¢p) gewinne man ¢’ = g.

e) Ist der Drehung X > X’ die GroBe  orientierter Elementarwinkel zuge-

ordnet, so beweise man p = cos %.
Hinweis: Fiir g mit vz = 0 und y? = 1 errechne man 1y’, ¢ X ¢’ und daraus cos m(%:(g, ')
= 2p* — 1, sgn det(g, ¢, ) = sgn p.

f) Man schreibe (2) mit 2 t aus Aufgabe 3 in der Gestalt (1) und vergleiche die
Ergebnisse.

5. Man ermittle alle Bewegungen des R?, die das Prisma mit den Eckpunkten
11 1 1
1,0, 1), (—— 3,—-1), (——,—=V3,-1),
( ) ( 2 713 ) ( i )
1 1 =
1,0,1), (—= 1 -, —=J3,1
won, (-g.551) (-3 -571)
(vgl. Abb. 4.7) auf sich abbilden.

34V 1)

——y

(_21,% Y3-1)  Abb.47

¥ (1,0,-1)

1) Hier wird ¢ = o, also [p| & 1 angenommen. Welche Bewegung gibt (2) fir [p| = 1?
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1.

Kurven zweiter Ordnung

Kontrollfragen

Es seien P == @ gegebene Punkte; m, = m, gegebene Vektoren; ry, ry, 8 > 0

gegebene Zahlen; I eine gegebene Gerade. Welches der folgenden Objekte cy, ..., ¢1o

stimmt mit welchem der Objekte d,, ..., d, iiberein? '

¢, ist die Menge aller Punkte X € R? mit |[PX| = s.

¢, ist die Menge aller Punkte X € 2 mit |PX| 4 |QX| = 2s.

¢, ist die Menge aller Punkte X € B2 mit ||PX| — |QX|| = 2s.

¢, ist die Menge aller Punkte X € R? mit |[PX| > s.

¢s ist die Menge aller Punkte X € R? mit |PX| < s.

¢g ist fiir zwei Kreise (r — m;)? — r;2 = 0 (¢ = 1, 2) mit gemeinsamen Punkten
8§ == T die Gerade g(87).

¢, ist fiir einen Kreis k und jede Gerade g durch P, fiir die g n k = {X,, X,)
existiert, die Zahl m(PX,) - m(PX,).

¢g ist die Menge aller Punkte X € R?, deren Abstand zu P gleich ihrem Abstand
zu [ ist.

¢y ist die Menge aller Punkte X € R?, deren Abstand zu P gleich ihrem mit ¢
multiplizierten Abstand zu [ ist.

1o ist die Menge aller Punkte X € R?, die beziiglich der beiden Kreise (r — m;)?

— ri2 =0 (¢ = 1, 2) gleiche Potenz haben.

d, ist der Kegelschnitt mit P als Brennpunkt, [ als Leitlinie und s als numerischer
Exzentrizitit.

d, ist die Kreislinie mit P als Mittelpunkt und s als Radius.

dy ist die offene Kreisfliche mit P als Mittelpunkt und ¢ als Radius.

d, ist das AuBere des Kreises mit P als Mittelpunkt und s als Radius.

dy ist die Ellipse mit P und Q als Brennpunkten und 2s als Hauptachsenlinge.

dg ist die Parabel mit P als Brennpunkt und I als Leitlinie.

d, ist die Hyperbel mit P und @ als Brennpunkten und 2s als Hauptachsenlinge.

dg ist die Potenzlinie der beiden Kreise (r — m;)? — r2 =0 (i =1, 2).

d, ist die Potenz der Punkte P beziiglich des Kreises .

. Welche der folgenden Gleichungen beschreiben Kurven zweiter Ordnung? Welche

beschreiben entartete Kurven zweiter Ordnung? Welche davon die Vereinigungs-
menge zweier sich schneidender Geraden, welche die leere Menge?

2 2 1

tgr=a T L o1y a=—; B fy=—1
a2 bE 2

22 2 2

—-—y—=0; y=——.

a®  b? x
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Aufgaben

1. Man beweise, daBl jede Kreisfliche eine konvexe Punktmenge ist.

2. a) Man beweise: Sind %, k., k; Kreise mit paarweise verschiedenen Mittelpunkten
und ist jeweils g;; die Potenzlinie von k; und %;, so sind die Geraden g3, a1, g12
konzentrisch oder zu je zweien parallel.

b) Man verwende diesen Satz, um eine Konstruktion der Potenzlinie zweier
Kreise ky, k, mit &k, n k, = @ zu gewinnen.
Lésung: a) Ist f;(¢) := (r — m;)? — r} = 0 eine Gleichung von k;, so ist

fie) — fix) =0 (0]
eine Gleichung von g;;. Nach MfL Bd. 7, 2.5.2., Satz 4 und seinem Zusatz 1, folgt daraus die

Behauptung; denn die dort betrachtete Determinante ist 0, weil die Summe der drei
linken Seiten in (1) identisch verschwindet.

b) (Abb. 4.8) Man wihle einen Kreis k;, der &, und %, in je zwei Punkten P;, @, bzw. P,, @,
schneidet. Wahlt man dabei den Mittelpunkt von %, auBerhalb der Verbindungsgeraden A
der Mittelpunkte von k;, k,, so wird g(P,@,) } g(P;Q;) (Beweis!). Dann ist das Lot von
2(P1@,) n g(P,Q,) auf k die gesuchte Potenzlinie.

Abb. 4.8

3. Was fiir eine Kurve wird in den Fillena < —1l,a = —1, -1 <a <0,a =0,
0<a<l1<a<2 a=2 a> 2durch die Gleichung
2 4 2aay + Yt + (@ — 2 & + (@ — 4y =0
charakterisiert?

4. Man beweise: Die Strecke zwischen den Schnittpunkten einer Hyperbeltangente
mit den Asymptoten wird vom Beriihrungspunkt halbiert.

6. Man beweise: Haben eine Ellipse und eine Hyperbel dasselbe Paar von Brenn-
punkten, so schneiden sie einander in allen vier Schnittpunkten rechtwinklig
(Abb. 4.9).
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6. Nach MfL Bd. 7, 2.8.4., Satz 5, wird das Parallelbiischel der Strahlen, die zu dem
Vektor (—1, 0) gleichsinnig parallel auf die Parabel y* = 2px auftreffen, von
dieser so reflektiert, daB sie nach der Reflexion durch den Brennpunkt F ver-
laufen. Reflektiert die Parabel auch andere Parallelbiischel von Strahlen so, daB
sie nach der Reflexion konzentrisch verlaufen?

A B g Abb. 4.10

7. Gegeben sei eine regulire Kurve ¢ zweiter Ordnung ; sofern im folgenden konkrete
Rechnungen auszufiihren sind, wihle man ¢ entweder als Parabel > = 2px oder

xﬂ y2
als Ellipse oder Hyperbel — + <= = 1.
a? b?

a) Man charakterisiere alle diejenigen Punkte (z;, ;) der Ebene, von denen aus
zwei Tangenten an ¢ existieren.

Hinweis: Man verwende bei der Ermittlung fraglicher Beriihrungspunkte die Polare
von (2y, ).

b)* Man beweise: Auf jeder Geraden, die — sofern ¢ eine Hyperbel ist — keine
Asymptote von c ist, gibt es Punkte, von denen aus zwei Tangenten an ¢ existie-
ren.

¢) Gegeben sei eine Gerade g, die ¢ nicht schneidet und, falls ¢ eine Hyperbel ist,
nicht durch den Mittelpunkt von ¢ geht. Man nenne eine Konstruktionsméglich-
keit zur Ermittlung des Poles von g.

d) Gegeben sei ein Punkt P, von dem aus keine Tangenten an ¢ existieren. Man
nenne eine Konstruktionsméglichkeit zur Ermittlung der Polaren von P, sofern
diese existiert.
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13.
. Was versteht man unter dem InhaltsmaBstab einer Affinitét?
15.

16.

. Man beweise: Schneidet eine Gerade g durch einen Punkt P eine Kurve zweiter

Ordnung in 4, B und die Polare p von P in @, so sind (4, B) und (P, @) harmo-
nische Punktepaare (Abb. 4.10).

Abbildungen als Ordnungsprinzip in der Geometrie

Vorbemerkung: Bei den Kontrollfragen und Aufgaben dieses Kapitels handelt es sich
stets um Probleme der ebenen Geometrie, auch wenn diese Voraussetzung nicht bei jeder
Aufgabe erneut genannt wird.

Kontrollfragen

P

. Welche speziellen Bewegungen gibt es? Wie kann man sie definieren? Welche

Eigenschaften haben sie?

. Welche Bewegungen kann man durch Zusammensetzung von Geradenspiege-

lungen erzeugen?

. Durch welche Bewegungen kann a) ein gleichseitiges Dreieck, b) ein gleich-

schenkliges Dreieck, ¢) ein Quadrat, d) ein Rechteck, e) ein Rhombus, f) ein
Parallelogramm, g) ein Drachenviereck, h) ein Kreis auf sich abgebildet werden?

. Wie kann eine Zentralstreckung definiert werden? Welche weiteren Eigenschaften

der Zentralstreckung konnen als Sitze ausgesprochen werden?

. Wie lauten die vier Ahnlichkeitssiitze fiir Dreiecke?
. Wie kann eine gleichsinnige, wie eine ungleichsinnige Ahnlichkeitstransfor-

mation erzeugt werden?

. Es sind Eigenschaften von Ahnlichkeitstransformationen anzugeben.
. Wie kann eine Orthogonalstreckung definiert werden? Es sind Invarianten der

Orthogonalstreckung anzugeben.

. Wie lautet eine analytische Definition der affinen Abbildung?
10.
11.
12.

Es sind invariante Eigenschaften der affinen Abbildung anzugeben.

Wie lautet der Hauptsatz der affinen Geometrie?

Die Menge der affinen Abbildungen ist beziiglich der Fixpunkte in Teilmengen zu
zerlegen. Welche besonderen Eigenschaften besitzen die Elemente jeder Teil-
menge?

Wie werden Fixpunktkonstruktionen bei affinen Abbildungen durchgefiihrt?

Zur Gruppe der affinen Transformationen sind Untergruppen und deren In-
varianten anzugeben.

Bildet die Menge a) der axialen Affinitiiten mit gemeinsamer Achse, b) der axialen
Affinitédten ohne die Einschrinkung von a), ¢) der Affinitdten mit genau einem
gemeinsamen Fixpunkt, d) der Affinititen mit je einem (nicht notwendig ge-
meinsamen) Fixpunkt, e) der fixpunktfreien Affinitdten mit der Hintereinander-
ausfithrung als Operation eine Gruppe?
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17.

‘Wie kann eine Zentralkollineation synthetisch definiert werden?

18. Wie werden die uneigentlichen Punkte und die uneigentliche Gerade der projek-

19.

20.
21.
22,

tiven Ebene eingefiihrt?

Welcher Zusammenhang besteht bei einer Zentralkollineation zwischen Ver-
schwindungsgerade, Fluchtgerade und uneigentlicher Gerade der projektiven
Ebene?

Welche Invarianten der Zentralkollineation gibt es?

Wie wird eine Spiegelung an einem Kreis synthetisch definiert?

Worauf werden durch Spiegelung an einem Kreis Geraden und Kreise abge-
bildet? Welche Sonderfille sind zu beachten?

Aufgaben

. Gegeben sind in einer Ebene a) zwei voneinander verschiedene gleichsinnig

kongruente Dreiecke, b) zwei voneinander verschiedene ungleichsinnig kon-
gruente Dreiecke. Durch welche Bewegungen kénnen jeweils die Dreiecke auf-
einander abgebildet werden? (Fallunterscheidungen sind zu beachten!)

. Uber den Seiten 4B und BC eines gegebenen Dreiecks ABC werden nach auBen

die Quadrate AA4'B'B und BB"'("'C konstruiert. Es ist zu beweisen, daB die Ver-
lingerung der Héhe k, des Dreiecks 4 BC die Strecke B'B" halbiert (Abb. 4.11).

cll
¢
T\ go
hy B
A 3 p Abb. 411
s
y b

Lésung: Das Dreieck BB'B” wird durch die Drehung §3,99° abgebildet. Dabei geht der
Punkt B” in den Punkt C und der Punkt B’ in den Punkt D € 4 B+ iiber. Der Punkt 8, der
Schnittpunkt der Verlingerung der Hohe %, mit B’B”, wird dabei auf den Punkt 7' € CD
abgebildet, so daB der Winkel <t SBT ein rechter ist. Damit ist die Strecke AC zur Strecke
BT parallel, und weil B Mittelpunkt von AD ist, muB (nach dem Strahlensatz) 7' Mittel-
punkt von CD sein. Damit ist auch § als Originalpunkt zu 7' beziiglich der Drehung
Mittelpunkt der Strecke B’B”.

. Gegeben sind drei voneinander verschiedene parallele Geraden. Es ist ein gleich-

seitiges Dreieck so zu konstruieren, daB auf jeder der Geraden ein Eckpunkt
des Dreiecks liegt.
Hinweis: Der Losungsweg wird durch Abb. 4.12 gezeigt.
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10.

11.

. Gegeben sind eine Gerade g und zwei Punkte 4 und B auf derselben Seite von g.

Es ist ein Punkt P auf g so zu konstruieren, daB der Winkel zwischen P4+ und
einem von P ausgehenden Strahl auf g dem Winkel zwischen PB* und dem anderen
von P ausgehenden Strahl auf g kongruent ist.

. Es sind » Punktspiegelungen mit verschiedenen Zentren (n = 2) zusammenzu-

setzen. Welche Bewegungen entstehen?

. Gegeben ist ein Parallelogramm A4,4,4,4,. Jeder Eckpunkt 4, dieses Parallelo-

gramms sei Zentrum einer Punktspiegelung ;. Es ist die Zusammensetzung
¢y 08, 083 08y zu bilden. Was fiir eine Bewegung entsteht?

. Gegeben sind zwei Geradenspiegelungen o, und o,, deren Achsen zueinander

orthogonal sind und sich im Punkt Z schneiden, die Punktspiegelung ¢ mit dem
Zentrum Z und die identische Transformation ¢. Es ist zu zeigen, daB diese vier
Transformationen mit der Hintereinanderausfithrung als Operation eine Gruppe
bilden.

G

Abb. 4.12

. Der Peripheriewinkelsatz (MfL Bd. 7, 2.8.1.) ist synthetisch zu beweisen.

Hinweis: Der Beweis zum Satz von THALEs (MfL Bd. 7, 3.2.) ist zu verallgemeinern.

. Eine Zentralstreckung ¢ ist durch das Zentrum Z(—3, 5) und den Streckfaktor

2
b= 7 vorgegeben.

4) Die Gleichungen dieser Zentralstreckung sind zu bestimmen.

b) Esist durch ¢ die Gerade mit der Gleichung 42 — 2y 4 7 = 0 abzubilden. Wie
lautet eine Gleichung der Bildgeraden?

Gegeben ist ein spitzwinkliges Dreieck A BC und in seinem Inneren ein Punkt P.
Auf der Seite BC dieses Dreiecks ist ein Punkt so zu konstruieren, daf er von P den
gleichen Abstand wie von der Seite 4B hat.

Hinweis: Es ist eine Zentralstreckung mit etwa B als Zentrum zu verwenden.
Eine Parabel ist durch ihren Brennpunkt ¥ und ihre Leitlinie / gegeben. Es sind

die Schnittpunkte dieser Parabel mit einer beliebig vorgegebenen Sekante s zu
konstruieren.

Losung: Zunichst wird vc tzt, daB s nicht parallel zu ! verlduft. Dann sind auf s
diejenigen Punkte zu bestimmen, deren Abstand von F gleich dem Abstand von ! ist.
Es sind demnach diejenigen Kreise zu konstruieren, deren Mittelpunkte auf s liegen, die I
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12.

13.

14.

berithren und durch F verlaufen. Man konstruiert zunichst einen Kreis &, dessen Mittel-
punkt M auf s liegt und der ! beriihrt (Abb. 4.13). Z = s nl wird zum Zentrum von
Zentralstreckungen gewihlt. g(ZF) schneidet k in den Punkten § und 7'. Dann wird eine
erste Zentralstreckung so durchgefiihrt, daB S auf F abgebildet wird. Das Bild M, von M,
das sich als Schnittpunkt der Parallelen zu SM durch F mit s ergibt, ist ein gesuchter
Schnittpunkt der Parabel mit der Geraden s. Durch eine zweite Zentralstreckung, die 7'
auf F abbildet, findet man analog den zweiten Schnittpunkt M,. Verliuft s parallel zu I,
so erhilt man die Schnittpunkte mit Hilfe eines bekannten Verfahrens zur Konstruktion
einzelner Punkte der Parabel: M, und M, sind die Schnittpunkte des Kreises um F,
dessen Radius gleich dem Abstand der beiden parallelen Geraden s und ! ist, mit der
Geraden s.

(4

{
B
| -
A
C{-
,
74 A
B 5
Abb. 4.13 Abb. 4.14

Gegeben ist ein Dreieck ABC. Es sind ohne Benutzung der drei Eckpunkte die
drei Seitenhalbierenden und die drei Héhen des Dreiecks zu konstruieren.

Hinweis: Mit Hilfe einer Zentralstreckung ist zunichst das durch die drei Seitenmittel-
punkte gebildete Dreieck 8,88, zu konstruieren.
Die Siitze 7, 8 und 9 aus MfL Bd. 7, 3.3.2. (Ahnlichkeitssiitze) sind zu beweisen.
Beweis von Satz 8 (Ahnlichkeitssatz sws): Nach Voraussetzung gilt fiir die Dreiecke 4 BC
und A’B'C’ die Gleichung ]Z“;‘,[ = dﬁg}i, und es ist < BAC = & B'A’C’ (Abb. 4.14).
Wenn gezeigt wird, daB <t ABC = < A’B’C’ ist, dann sind die Dreiecke ABC und 4’B'C’
nach dem Hauptéhnlichkeitssatz &hnlich. Zum Beweis wird das Dreieck 4 BC durch eine
Bewegung @ so abgebildet, daB ¢(4) = 4, p(B) = B* € A’B"+ und ¢(C) = C* € 4’C"*
ist. Dann sind die Dreiecke 4 BC' und A’B*C* nach dem Kongruenzsatz sws kongruent,
' p% 1%
und es gilt daher <t ABC = X A’B*C* und ]|j’13;’\| = :j’gq‘
des Strahlensatzes sind dann die Strecken B*C* und B’C’ parallel, die Winkel <t A’B*C*
und< A’B’C’ sind als Stufenwinkel an geschnittenen Parallelen einander kongruent, und
damit ist gezeigt, daB X ABC = < A’B'(’ gilt.
Die Beweise der beiden anderen Sitze werden analog unter Verwend von Bewegung
Kongr i und Strahl tz gefiihrt.

Der ,,Kathetensatz* und der ,,Hohensatz* sind mit Hilfe der Ahnlichkeitssiitze
zu beweisen.

. Nach einer Umkehrung
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15.

16.

17.

Es ist mit Hilfe der Ahnlichkeitssitze zu beweisen: In jedem Dreieck ist der Ab-
stand des Schwerpunktes von einer Seite des Dreiecks gleich dem dritten Teil der
Linge der zu dieser Seite gehorenden Hohe.

Es ist der folgende Satz iiber die Winkelhalbierenden im Dreieck mit Hilfe des
Strahlensatzes zu beweisen: Jede Winkelhalbierende teilt die gegeniiberliegende
Seite im Betragsverhiltnis der beiden anliegenden Seiten (vgl. MfL Bd. 17,
2.6.3.).

Weiter ist zu zeigen: Die Halbierenden des Innen- und AuBenwinkels in dem
Eckpunkt C eines Dreiecks ABC mit |AC| % |BO| schneiden die durch die
Dreiecksseite A B bestimmte Gerade in zwei Punkten, die mit den Punkten 4 und
B vier harmonische Punkte bilden.

Hinweis: Abb. 4.15 gibt eine Anleitung zur Fithrung des Beweises.

Abb. 4.15

Wy A w8

Die folgenden Sitze sind mit Hilfe des Hauptéhnlichkeitssatzes zu beweisen:

a) Sind 4,B; und 4,B, zwei voneinander verschiedene Sehnen eines Kreises %,

die sich in einem Punkt P schneiden (siche Abb. 4.18), so gilt |P4,| - |PB,|

= |PA,| - |PB,| (Sehnensatz).

b) Ist & ein Kreis, der von einer Sekante in den Punkten 4, und B, und von einer

weiteren Sekante in den Punkten 4, und B, geschnitten wird, und haben die

beiden (voneinander verschiedenen) Sekanten den auBerhalb % liegenden Punkt

P als gemeinsamen Schnittpunkt, so gilt |[PA4,| - |PB,| = |P4,| - |PB,| (Sekan-

tensatz). ’
Ay

Abb. 4.16

"

By

c) Ist k ein Kreis, der von einer Sekante in den Punkten 4 und B geschnitten und
von einer Tangente im Punkt 7' beriihrt wird, und haben Sekante und Tangente
den gemeinsamen Punkt P, so gilt |PA| - |PB| = [PT|* (Sekanten-Tangenten-
Satz).
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18.

19.

21.

22.

Es ist die folgende Umkehrung des Sehnensatzes zu beweisen: 8ind 4,B, und
A,B, zwei Strecken, die nur den (von ihren Endpunkten verschiedenen) Punkt P
gemeinsam haben, und gilt |PA,| - |PB;| = |PAs| - |PBy|, so liegen die vier
Punkte 4,, B,, 4, und B, auf einem Kreis k. Analog dazu ist eine Umkehrung
des Sekantensatzes zu formulieren und zu beweisen.

Mit Hilfe des Sekanten-Tangenten-Satzes ist auf einer Strecke AB ein innerer
Punkt P so zu konstruieren, daB |AB|:|AP| = |AP|: |PB gilt. (Dann heifit
die Strecke AB durch P stetig geteilt oder nach dem Goldenen Schnitt geteilt.)
(Vgl. MfL Bd. 7, 4.2.1.)

=% P18
Abb. 4.17 Abb. 4.18

Losung: Auf der Senkrechten in B auf BA wird ein Punkt M so konstruiert, daB
|MB| = % |AB| = % ist (Abb. 4.17). Der Kreis k um M durch B berithrt dann die Gerade

2(4B) in B. Die Gerade g(4 M) schneidet den Kreis k in den Punkten § und 7', wobei §
innerer Punkt der Strecke AM sei. Trigt man die Strecke A8 von 4 aus auf AB* ab, so
erhiilt man den gesuchten Teilpunkt P. Der Beweis fiir die Richtigkeit der Konstruktion
erfolgt mit Hilfe des Sekanten-Tangenten-Satzes (vgl. Aufgabe 17). Setzt man |48| = |AP|
=b, so gilt (@ + b) b = a®. Hieraus erhiilt man iiber b2 = a* — ab die Proportion a: b
—b:(a — b) bzw. |AB|: |AP| = |4P|: |PB]|.

. Der Satz von CEva ist unter Verwendung des Strahlensatzes zu beweisen (vgl.

MiL Bd. 7, 2.6.2.).

Hinweis: Eine Anleitung zum Beweis ist aus Abb. 4.18 ersichtlich. Die Parallele durch W
zu g(AC) schneidet g(BV) in 8, die Parallele durch W zu g(BC) schneidet g(4 U) m T.
Damit ist die Vora ng zur mehrfachen Anwend des Strahl vorh

Eine Diskussion iiber die mégllchen Lagen von X und die dabei auftretendenVorzeichen ist
anzuschlieBen. Auch der Sonderfall g(4U) || g(BV) || g(CW) ist zu untersuchen.

Der Satz von MENELAOS ist unter Verwendung des Strahlensatzes zu beweisen
(vgl. MfL Bd. 7, 2.6.2.).

Hinweis: Eine Anleitung zum Beweis gibt Abb. 4.19. Durch 4, B, C werden parallele
Geraden gezogen, die g(UV) in 4’, B’, C’ schneiden. Nach mehrfacher Anwendung des

Strahlensatzes ist eine Vorzeichendiskussion entsprechend der mdglichen Lagen von
g(UV) zum Dreieck 4BC anzuschlieBen.

Es ist zu zeigen, daB die durch die Gleichungen
z =bx — 2y + 6,
y =2z +by—3
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23.

24

25.

gegebene Abbildung eine gleichsinnige Ahnlichkeitstransformation ist. Der Fix-
punkt der Transformation ist zu bestimmen. AuBerdem ist die Gerade mit der
Gleichung 2 — 5y 4 3 = 0 abzubilden. Wie lautet eine Gleichung der Bild-
geraden?
Es ist zu zeigen, daB die durch die Gleichungen

2 = 2x + 3y,

Y =3z — 2y
gegebene Abbildung eine ungleichsinnige Ahnlichkeitstransformation ist. Es sind
die Koordinaten des Fixpunktes und Gleichungen der Fixgeraden zu bestimmen.

Anschliefend ist dieselbe Aufgabe fiir die ungleichsinnige Ahnlichkeitstrans-
formation mit den Gleichungen .

' =2c +3y—2>5, -
Y =3r—2y—3

zu 16sen.

W Abb. 4.19

A

Gegeben sind die Punkte A(1, 1) und B(3, 0) als Originalpunkte und die Punkte
A'(4, 6) und B'(8, —1) als zugeordnete Bildpunkte. Es sind die Gleichungen der
durch die beiden Punktepaare (4, A’) und (B, B’) geg ichsinnigen und
ungleichsinnigen Ahnlichkeitstransformation zu bestimmen. Die Koordinaten
der Fixpunkte beider Transformationen sind zu berechnen.

Weiterhin ist der Kreis mit der Gleichung #? + * = 1 durch die gleichsinnige
Ahnlichkeitstransformation abzubilden. Wie lautet eine Gleichung des Bild-
kreises?

1en gl
g

Es sind eine Zentralstreckung und eine Bewegung durch ihre Gleichungen so an-
zugeben, daB durch deren Zusammensetzung

a) die gleichsinnige Ahnlichkeitstransformation mit den Gleichungen
=3z + 4y — 4,
y=—4+3y+1,

b) die ungleichsinnige Ahnlichkeitstransformation mit den Gleichungen
' = bx + 12y — 6,
Yy =122 — 5y 4+ 3

entsteht.
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26.

27.

Gegeben seien zwei geordnete Punktepaare (4;, B;) und (4s, By), 4, =+ A,,
B, =+ B,, g(4,4,) + g(ByBy), sowie auf der Geraden g(4,4,) ein beliebiger, von
A, und A, verschiedener Punkt 4, und auf der Geraden g(B,B,) ein weiterer
Punkt B; 80, daB TV(4,, 4,; 45) = TV(B,, B,; By) gilt.

Es ist zu beweisen: Teilt man jede der Strecken A;B; (¢ = 1, 2, 3) in einem kon-
stanten Verhiltnis ¢, so sind die Teilpunkte C; kollinear, und es gilt TV(4,, 4,; As3)
= TV(C,, Cy; ).

Anschliefend ist die folgende Umkehrung dieses Satzes zu beweisen: Teilt man
die Strecken 4,B, und 4,B, in einem konstanten Teilverhéltnis ¢ und schneidet
die Gerade durch die beiden Teilpunkte C; und C, die Gerade g(4;B;) in dem
Punkt O, so gilt TV(4s, By; C5) = t.

Abb. 4.20

Lésung: Durch die geordneten Punktepaare (4;, B;) und (4,, B,) wird eine gleichsinnige
Ahnlichkei formation aufgesp der wegen der vorausgesetzten Gleichheit der
Teilverhiiltnisse auch (43, B;) angehort (Abb. 4.20). Ist im Spezialfall g(4,B,) parallel zu
g(4,B,) oder g(4,4,) parallel zu g(B, B;), so beweise man den Satz und die Umkehrung mit
Hilfe des Strahlensatzes. Im Allgemeinfall wird nach MfL Bd.7, 3.3.2., die Schar ver-

hiebungsgleicher Streifen betrachtet, durch die die drei zugeordneten Punktepaare erzeugt
werden. Die Begrenzungsgeraden durch die Punkte B; (i = 1, 2, 3) schneiden die Gerade
g(A4,4,) in den Punkten A} und die Parallelen zu g(4,4,) durch die Punkte C; in den Punk-
ten D;. Dann ist ¢ = TV(A4,;, B;; C;) = TV(4{, B;; D;). Wegen der Parallelitit der Be-
grenzungsgeraden der Streifen sind die D; als Teilpunkte der Strecken 4; B; kollinear. Da
weiter wegen der Konstanz der Streifenbreite 4,47 = 4,45 = 4,43 gilt, ist nach dem

' Strahlensatz auch C,D, = C,D, = C;D;. Die C; gehen daher aus den kollinearen D; durch

die Verschiebung 9(D,C,) hervor, sie sind daher ebenfalls kollinear. Die Parallelen zu den
Strecken A}B; durch die Punkte C; begrenzen mit den Parallelen durch die Punkte 4;
Streifen von konstanter Breite, und nach MfL Bd. 7, 3.3.2., gilt dann TV(4,, 4,; 4,)
= TV(C,, Cy; C3). Zum Beweis der Umkehrung wird auf 4,B; ein Punkt C3 so konstruiert,
daB TV(4,, By; C4) =t ist. Dann liegen die Punkte C, U, und Cj kollinear. Wegen der
Eindeutigkeit des Schnittpunktes der Geraden g(C,C;) und g(d43By) ist Oy = C4, d. h,,
es ist tatsichlich TV(4g, By; C) = ¢.

Gegeben sei eine gleichsinnige Ahnlichkeitstranisformation durch die beiden
(voneinander verschiedenen) Originalpunkte 4 und B sowie die zugeordneten
Bildpunkte A’ und B'. AuBerdem werde die durch 4 und 4’ als Originalpunkte
und B und B’ als zugehérige Bildpunkte bestimmte gleichsinnige Ahnlichkeits-
transformation betrachtet. Es ist zu beweisen, da8 beide Transformationen den-
selben Fixpunkt besitzen. Gilt diese Aussage auch dann, wenn die beiden Ahn-
lichkeitstransformationen als ungleichsinnig vorausgesetzt werden?
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28.
29.

30.

31.

32.

33.

Es ist zu zeigen, daB die Relation ,,ihnlich* eine Aquivalenzrelation ist.

Das Dreieck 4 BC mit A(2, 1), B(5, —17), C(0, 0) ist durch Orthogonalspiegelung
an der Geraden mit der Gleichung 3z — By + 7 = 0 abzubilden. Wie lauten die
Koordinaten der Eckpunkte des Bilddreiecks?

Es sind die Gleichungen derjenigen Orthogonalspiegelung aufzustellen, deren
Achse durch die Punkte P(1, 2) und Q(7, —2) verléuft. Durch diese Orthogonal-
spiegelung sind abzubilden:

a) die Gerade mit der Gleichung x + y — 3 = 0,

b) die Gerade mit der Gleichung x = 0,

c¢) der Kreis mit der Gleichung 2? 4 3* = 1.

Gleichungen der Bilder sind aufzustellen.

Das Dreieck mit den Eckpunkten A(1, 1), B(—1, 2), 0(2, 3) soll affin auf das
Dreieck mit den Eckpunkten 4'(2, 2), B'(—3, 0), C'(2, 13) abgebildet werden.
Wie lauten die Transformationsgleichungen? Die Abbildung ist auf Fixpunkte
zu untersuchen.

Ein beliebiges Dreieck 4BC werde affin auf ein Dreieck A’B'C" (C == (') abge-
bildet. Sind die Bilder der Seitenhalbierenden wieder Seitenhalbierende, die
Bilder der Héhen wieder Hohen?

Durch die affine Transformation mit den Gleichungen
=2z +3y—1,
y =8z +4y—2
sind abzubilden :
a) der Punkt P(—2, 4),
b) die Gerade mit der Gleichung 4x — 5y —20=0,
c) die Gerade mit der Gleichung y = 0,
d) der Kreis mit der Gleichung #* + »* = 1,
e) die Hyperbel mit der Gleichung 2% — y* =1,
f) die Parabel mit der Gleichung y = 2?2.

. Die durch die folgenden Gleichungen gegebenen affinen Transformationen sind

auf Fixpunkte zu untersuchen, gegebenenfalls ist die Menge der Fixpunkte anzu-
geben:

a) o' =3z 4+ 2y — 2,
y = 4dx — 3y — 12;

b) &' = bx — 3y + 4,
y =8z — 5y + 8;

c)x' =3z —2y + 17,
y =2z —y—+2.
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35.

36.

37.

38.

39.

Es ist zu zeigen, daB die durch die folgenden Gleichungen gegebene affine Trans-
formation eine axiale Affinitéit ist:

2 =13z — 6y + 9,

y =8z — 3y + 6.

Eine Gleichung der Achse, eine Gleichung der Schar der Fixgeraden sowie der
InhaltsmaBstab sind anzugeben.

Von einer axialen Affinitéit sind die Achse mit der Gleichung 2 — y — 1 =10
sowie der Originalpunkt P(1, 4) und der zugeordnete Bildpunkt P’(3, 2) bekannt.
Die Gleichungen dieser Affinitét sind aufzustellen. AuBierdem ist ihr Inhaltsma -
stab zu bestimmen. Um was fiir eine spezielle axiale Affinitét handelt es sich?

Die Gerade mit der Gleichung y = 0 sei Achse einer axialen Affinitit mit dem
InhaltsmaBstab k = —%. Ein Originalpunkt P und sein Bildpunkt P’ &= P

liegen auf der Geraden mit der Gleichung y = 2. Die Gleichungen dieser Affinitiit
sind aufzustellen.

Es sind notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir anzugeben, da8 eine
durch ihre Gleichungen gegebene affine Transformation eine Achse besitzt und
auBerdem gleichsinnig und dquiaffin ist.

Gegeben ist eine affine Transformation durch ihre Gleichungen:
z' =2z 4 by — 4,
Y =cx +dy + 1.

Die Koeffizienten ¢ und d sind so zu bestimmen, daB a) eine gleichsinnige Ahn-
lichkeitstransformation, b) eine ungleichsinnige Ahnlichkeitstransformation,
c) eine axiale Affinitit, d) eine fixpunktfreie Affinitit, e) eine gleichsinnig dqui-
affine Transformation entsteht. '

. Es ist zn zeigen, daB die durch die Gleichungen

' = 4z + 3y,
y=2—y

gegebene affine Transformation genau einen Fixpunkt besitzt. Die Transfor-
mation ist auf Fixgeraden zu untersuchen, ihre Gleichungen sind gegebenenfalls
zu bestimmen.
Anschliefend sind dieselben Untersuchungen fiir die Affinitéit mit den Gleichun-
gen

2 =4 +3y—9,

Yy =22—y—2
durchzufiihren.
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41. Es ist zu zeigen, daB die durch die Gleichungen
2 =2 +y—8,
Yy =—3x—2y+ 14

gegebene Affinitit fixpunktfrei ist und daB diese Affinitét genau eine Fixgerade
besitzt. Deren Gleichung ist anzugeben.

Loésung: Zunichst wird gezeigt, daB die gegebene Affinitat fixpunktfrei ist. Dann wird
als Gleichung der gesuchten Fixgeraden az + by + ¢ = 0 angenommen. Fiir b = 0 ergibt
sich daraus die Gleichung 2 = k und hieraus nach der Abbildung 22" +y" — k + 2 =0,
80 daB der Fall b = 0 nicht auf die gesuchte Fixgerade fiihrt.

Es wird daher b == 0 vorausgesetzt und die Gleichung y = ma - n betrachtet. In ihr
sind m und % so zu bestimmen, daB die gesuchte Fixgerade entsteht. Bildet man die
Gerade mit der Gleichung y = mx + = ab, so erhilt man als Gleichung fir die Bildgerade

3 4 2m 4—2m—mn

y=—2+mx+ 2+ m

. Abb. 4.21

Aus dem geforderten Zusammenfall von Original- und Blldgera,de folgt, daB beide G]el-

chungen tibereinstimmen miissen, und aus dem hieraus fc den Koetfi
erhiilt man das nachstehende Gleich
_3+2m_ 4—2m —n
24 m ’ 24+m

Als einzige Losung ergibt sich m = —1 und n = 3, so daB die gesuchte Fixgerade de
Gleichung y = —z 4- 3 besitzt.

42. Fiir Affinititen mit genau einem Fixpunkt ¥ und genau zwei (mit ¥ inzidierenden)
Fixgeraden f, und f, gilt folgender Satz: Schneidet die durch einen Originalpunkt
P und den zugehérigen Bildpunkt P’ bestimmte Gerade die Fixgerade f; (1 = 1, 2)
in einem Punkt S;, so ist das durch die Punkte P, P’ und S; bestimmte Teilver-
hiltnis fiir alle Paare von zugeordneten Original- und Bildpunkten der Affinitit,
die nicht auf f, liegen, konstant. Dieser Satz ist zu beweisen.
Loésung: Auf der Fixgeraden f, wird ein zugeordnetes Punktepaar (4, 4’) und auf der
Fixgeraden f, ein zugeordnetes Punktepaar (B, B’) als gegeben vorausgesetzt. Durch diese

beiden Punktepaare und den Schnittpunkt F der beiden Fixgeraden als Fixpunkt ist die
Affinitdt eindeutig bestimmt (Abb. 4.21). Auf g(4B) wird ein von 4 und B verschiedener
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Punkt P beliebig gewa,hlt Sein Bildpunkt P’ wird konstruiert. Die Gerade g(PP’) schneide h
im Punkt 8,, f, im Punkt 8,. Dann ist zu zeigen, da8 TV(P, P’; 8,) bzw. TV(P, P’; 8,)
fiir alle zugeordneten Punktepaare der Affinitét, die nicht auf f, bzw f2 liegen, konstant
ist. Es soll hier die Konstanz von TV(P, P’; §,) bewiesen werden. Zunichst wird gezeigt,
daB TV(P, P’; 8,) = TV(B, B’; F) gilt. Dazu werden die geordneten Punktepaare (B, 4')
und (B, 4’) betrachtet, die Strecken BA und B’A’ werden durch P bzw. P’ im gleichen
Verhiltnis geteilt, und auf Grund des Satzes aus Aufgabe 26 gilt dann, daB TV(P, P’; §,)
= TV(B, B’; F) fiir alle geordneten Punktepaare (P, P’) der Affinitit mit P € g(4B) und
P’ € g(A’B’) ist. Jetzt wird ein beliebiges Punktepaar (Q,Q’) der gegebenen Affinitiit
betrachtet, wobei Q@ weder auf g(AB) noch auf einer der beiden Fixgeraden liegen soll.
2(QF) schneide g(A B) in einem Punkt P, fiir den soeben gezeigt wurde, daB TV(P, P’; §,)
=TV(B, B’; F) =k, gilt. T, sei der Schnittpunkt von g(QQ’) mit f,. Wegen der
Parallelitit von Q@' und PP’ gilt dann TV(Q, @'; T,) = TV(P, P’; 8,) = k,.
Der Beweis fiir die zweite Fixgerade erfolgt analog.

43.* Gegeben ist eine affine Transformation durch drei geordnete Punktepaare

2 g P

(4, 4’), (B, B’) und (F, F) so, daB -4, A’ und F kollinear sind. Damit ist durch
g(A44’) eine Fixgerade bestimmt. g(4.4’) sei nicht parallel zu g(BB’) (Abb. 4.22).
Es ist zu untersuchen, unter welcher Bedingung eine von g(4A4’) verschiedene
zweite Fixgerade existiert. Gegebenenfalls ist diese Fixgerade zu konstruieren.

CI
F A B
A’
-4 -
A B
A
B c
Abb. 4.22 Abb. 4.23

Hinweis: Nach MfL Bd. 7, 3.4.7., muB eine zweite Fixgerade auch den Fixpunkt ent-
halten. Fiir die weiteren Uberl ist eine geeignete (noch zu beweisende) Umkehrung

SUng geeig!

des Satzes der vorangehenden Aufgabe zu verwenden.

44. Eine affine Transformation sei durch drei geordnete Punktepaare (4, 4°), (4’, 4)
und (B, B') gegeben, so da sich die Punkte 4 und 4’ involutorisch entsprechen.
Es sind Fixpunkte und Fixgeraden dieser Transformation konstruktiv zu be-
stimmen. Welcher Sonderfall ist zu beriicksichtigen?

45.* Gegeben ist eine fixpunktfreie Affinitdt durch die geordneten Punktepaare
(4,4’), (B, B') und (C, C"), wobei AA” verschiebungsgleich zu BB’, jedoch nicht
verschiebungsgleich zu CC" sei (Abb. 4.23). Es ist zu beweisen:

a) Jede zu g(4.B) parallele Gerade % wird auf eine zu g(4B) parallele Gerade &’
abgebildet.

b) Existiert eine Fixgerade £, so gilt stets f || g(AB). Was ist die Voraussetzung
fiir jhre Existenz?

c) Es existiert hochstens eine Fixgerade f.

d) Die Fixgerade f ist gegebenenfalls zu konstruieren.

Hinweis: Zur Konstruktion ist der erzeugende Streifen (MfL Bd. 7, 3.3.2.) zu verwenden.
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46.* Fiir fixpunktfreie Affinitéiten mit genau einer Fixgeraden f gilt folgender Satz:

47.

48.

49.

Schneidet die durch einen nicht auf f liegenden Originalpunkt P und den zuge-
hérigen Bildpunkt P’ bestimmte Gerade die Fixgerade in einem Punkt 8, so ist
das durch die Punkte P, P’ und S bestimmte Teilverhdltnis fiir jedes Paar von
zugeordneten Original- und Bildpunkten der Affinitat, die nicht auf f liegen, und
den Schnittpunkt ihrer Verbindungsgeraden mit f konstant (Abb. 4.24). Dieser
Satz ist unter Verwendung der Aussagen von Aufgabe 46 zu beweisen.

Gibt es fixpunktfreie gleichsinnige bzw. ungleichsinnige dquiaffine Transforma-
tionen? Gegebenenfalls sind Beispiele durch ihre Gleichungen bzw. durch drei zu-
geordnete Punktepaare anzugeben.

D c
£/ 4 R
P @ A B
Abb, 4.24 Abb. 425

Gegeben sei das Parallelogramm ABCD (Abb. 4.25). Die durch die geordneten
Punktepaare (4, D), (D, B) und (B, C) aufgespannte Affinitét ist auf Fixpunkte
und Fixgeraden zu untersuchen. Zu einem beliebig gewihlten Originalpunkt P ist
der Bildpunkt P’ zu konstruieren. Der InhaltsmaBstab ist zu bestimmen.

Abb. 4.26

Die drei nicht kollinearen Punkte 4, B und C werden durch eine affine Trans-
formation @ so abgebildet, daB ¢(4) = B, ¢(B) = C und ¢(C) = A4 gilt. Es ist
also (p((p((p(A))) = A oder ¢*(4) = A. Es ist zu zeigen:

a) Der Schwerpunkt des Dreiecks ABC ist einziger Fixpunkt dieser affinen
Transformation.

b) Es handelt sich um eine zyklische Affinitéit dritter Ordnung, d. h., fiir jeden
beliebigen Originalpunkt P gilt ¢3(P) = P.

Lésung: a) Zunichst wird der Mittelpunkt S, der Seite 4B des Dreiecks 4 BC abgebildet.
Wegen der Invarianz des Teilverhiiltnisses ist sein Bild der Mittelpunkt 8, der Seite BC
(Abb.4.26). Auf Grund der Parallelitit von AC und 8,8, ist der Schwerpunkt 8§ =C8,n A4S,

Fixpunkt der Transformation. Einen weiteren Fixpunkt kann es nicht geben, da eine
axiale Affinitéit nicht vorliegen kann.
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b) Es wird zuniichst P ¢ g(4B) abgebildet. Dann liegt p(P) = P’ auf g(BC), ¢*(P) = ¢(P")
= P” auf g(C4) und schlieBlich ¢3(P) = @(P"') = P""" wieder auf g(AB). Wegen der
Invarianz der Teilverhdltnisse gilt TV(4, B; P) = TV(B,C; P’) = TV(C, 4; P")
= TV(4, B; P”’), und hieraus folgt P’ = P, d. h., es gilt ¢3(P) = P. Jetzt wird ein
beliebiger Punkt @ abgebildet, der nicht auf einer der durch die Seiten des Dreiecks 4 BC
bestimmten Geraden liegt. g(SQ) schneide g(4B) in P. Wie soeben gezeigt, wird P iiber
P’ und P” wieder auf P abgebildet. Man erhilt p(Q) = @’ als Schnittpunkt von g(SP’) mit
der Parallelen durch @ zu PP’, ¢*(Q) = Q" als Schnittpunkt von g(SP’’) mit der Parallelen
durch @' zu P’P” und Q" als Schnittpunkt von g(SP) mit der Parallelen durch @ zu
P”P. Wegen der Invarianz der Teilverhiltnisse gilt TV(S, P;Q) = TV(S, P’; @)
= TV(S, P”; Q") = TV(S, P;Q"), und hieraus folgt wieder Q" =@, d.h., es gilt
Q) =@

50.* Gegeben ist eine Affinitiit durch ihre Gleichungen

51.

52.

2 =ax +by +e,

y=cx+dy+f. )
Welchen notwendigen und zugleich hinreichenden Bedingungen miissen die
Koeffizienten a, b, ¢, d geniigen, damit die gegebene Affinitit zyklisch von dritter
Ordnung ist?
Es ist zu beweisen: Die Menge der dquiaffinen Transformationen mit der Hinter-
einanderausfiihrung als Operation bildet eine Gruppe, die Menge der gleichsinnig
dquiaffinen Transformationen bildet dazu eine Untergruppe.
Welche affinen Transformationen sind involutorisch?

Lésung: Eine affine Transformation ¢ ist genau dann involutorisch, wenn ¢ = ¢ gilt,
d. h., wenn sie mit sich selbst zusammengesetzt die Identitit erglbt @ habe die Ab-
blldungsg]elchungen
2 =azx + by + e,
=cz+dy+f.

Die Koeffizienten a, b, ¢, d, e und f sind so zu bestimmen, daB ¢ eine involutorische Trans-
formation wird. Bildet man ¢?, so erhilt man

2’ = ax’ 4+ by’ + e = alax + by + ) + blex + dy + f) + e,
Yy’ =cx’' +dy + f=clax + by +e) +dlex +dy + /) + |-
Wegen ¢* = ¢ ist dann &’/ = 2 und y”” = y. Ein sich anschlieBender Koeffizientenvergleich

fithrt auf die folgenden sechs Gleich fiir die GroBen a, b, ¢, d, e und f:

(1) a®+bc=1, 3) ba+d)=0, (5) ae +bf +e=0,

@) bot+d2=1, 4) cl@a+d)=0, (6) ce+df +f=0.

Zur Lésung dieses Gleichung; hat man Fall heid zu treffen.
l.a+d=0

Dann ist b = ¢ = 0 und a® = d2 = 1. Man erhilt zwei Unterfille:
ll.a=d=1

Aus den Gleichungen (5) und (6) folgt dann e = f = 0. Es liegt damit die Transformation
mit den Gleichungen

=z,
y=y
vor, d. h., es handelt sich um die Identitiit, die trivialerweise involutorisch ist.
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53.

b4.

55.

12.a=d=—1
Die Gleichungen (5) und (6) sind fiir beliebiges e und f erfillt. ¢ hat dann die Gleichungen
2= —x+e,
Y= =g 4=
Es handelt sich um die Punktspiegelung.
2.a+d=0,d.h.d = —a
Die Gleichungen von ¢ lauten jetzt
' =ax + by +e,
Yy =cx—ay+f.
Fir den InhaltsmaBstab k erhilt man unter Verwendung von Gleichung (1) die Beziehung
k= —a® — bc = —1, d. h., es handelt sich um eine ungleichsinnige &quiaffine Trans-
formation. Untersucht man sie auf Fixpunkte, so stellt man unter Verwendung der
Gleichungen (1), (5) und (6) fest, daB eine axiale Affinitdt vorliegt, ¢ ist demnach Affin-
spiegelung.
Damit ist gezeigt: Die involutorischen affinen Transformationen der Ebene sind die
Punktspiegelungen und die Affinspiegel

&

Es ist zu zeigen, daB die durch die Gleichungen
z = 2z + 6y — 4,
y =324+9 45

gegebene affine Abbildung singulér ist. Eine Gleichung der Senkgeraden ist auf-
zustellen, und es ist nachzuweisen, daB8 der Punkt P'(—2, 8) auf ihrliegt. Wie lautet
eine Gleichung derjenigen Geraden, deren Punkte auf P’ abgebildet werden?

Es ist zu beweisen, daB

1
DV(4, B;Q, P)

ist. (Vgl. M£L Bd. 7, 2.6.2.)

DV(4, B; P, Q) =

Von einer Zentralkollineation sind das Zentrum Z sowie die Achse s bekannt. Zu
einem beliebig gewihlten Originalpunkt A ¢ s wird der Bildpunkt A’ so auf
g(AZ) gewihlt, daB die Punktepaare (4, 4’) und (Z, F), wobei F der Schnitt-
punkt von g(4Z) mit s ist, harmonische Punktepaare sind. Es ist zu zeigen, dal
diese Zentralkollineation  involutorisch ist. (Eine involutorische Zentralkolli-
neation heiBt kollineare Spiegelung.)
Lésung: Nach Voraussetzung gilt DV(Z, F; A, A’) = —1. Jetzt soll der Punkt A4’
abgebildet werden. Sein Bildpunkt A* liegt auf der Geraden g(ZF), auf der dann die vier
Originalpunkte Z, F, A und A’ und deren entsprechende Bildpunkte Z, ¥, 4’ und 4*
liegen, und wegen der Invarianz des Doppelverhiltnisses gilt

DV(Z, F; A, 4') = DV(Z, F; 4', 4% = —1.
Nach Aufgabe 54 ist

DV(Z, F; 4%, 4%) = 1

S S——.
DV(Z,F; A%, A')
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also DV(Z, F; 4, A’) = DV(Z, F; 4*, 4’) = —1, woraus sich A* = 4 ergibt. Damit
entsprechen sich die Punkte 4 und 4’ involutorisch. Jetzt wird zu einem beliebig ge-
wihlten Originalpunkt B ¢ g(ZF) nach bekannten Methoden der Bildpunkt B’ konstruiert
(Abb. 4.27). (g(4B) n s = Fy, g(F14") n g(ZB) = B', g(ZB) n 8 = F,.) Dann gilt mit F, als
Schnittpunkt der Geraden g(4B), g(FF,) und g(4'B’)

DV(Z,F; A, A") =DV(Z, F,; B, B').

Damit sind Z, F,, B und B’ vier harmonische Punkte, und B’ wird durch die gegebene
Zentralkollineation auf B abgebildet.

Es ist zu untersuchen, wieviel uneigentliche Punkte Ellipse, Hyperbel und Para- '
bel besitzen. Zu diesem Zweck sind diese Kegelschnitte der Reihe nach mit der
uneigentlichen Geraden zu schneiden.

Abb. 4.27

Es ist zu zeigen: Bildet man einen Kreis durch eine Zentralkollineation ab, so
erhiilt man eine Kurve zweiter Ordnung. Schneidet der Kreis die Verschwindungs-
gerade, go erhilt man eine Hyperbel, beriihrt er sie, eine Parabel, meidet er sie,
eine Ellipse.

Hinweis: Der Kreis mit der Gleichung 2? + 32 = o%? wird durch die Zentralkollineation
mit den Gleichungen

re’ = Az,
ry’ = Ay, r+0,

1 =By + (4 + B)t

abgebildet (vgl. die Gleich 3 (8) in MfL Bd. 7, 3.5.1.). Man erhilt eine Kurve zweiter
Ordnung. Die Gleichung der Verschwindungsgeraden der Zentralkollineation lautet
A+ B A+ B

t. Aus dem Vergleich von mit ¢ folgt die Behauptung.

B

Gegeben sind zwei Zentralkollineationen mit gemeinsamem Zentrum, aber ver-
schiedenen Achsen. Es ist zu beweisen, daB die Hintereinanderausfiihrung beider
Transformationen wieder eine Zentralkollineation ergibt. Danach ist zu zeigen,
daB die Menge aller Zentralkollineationen mit gemeinsamem Zentrum eine Gruppe
bildet.

Es ist zu zeigen, daB bei jeder Kollineation jede Gerade wieder auf eine Gerade
abgebildet wird.
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62.

63.

-

2.

. Die Sitze 1, 2, 3, 4 und 6 aus MfL Bd. 7, 3.6., sind analytisch zu beweisen.
61.

Am Kreis mit der Gleichung 2* + y* = 1 sind zu spiegeln:
a) der Punkt P(3, —4),

-b) die Gerade' mit der Gleichung 2z — 4y + 7 = 0,

c) der Kreis mit der Gleichung (z — 1)® 4 (y + 3)2 = 4,
d) die Hyperbel mit der Gleichung 2? — 3? = 1.
Die Menge aller konzentrischen Kreise mit einem beliebigen Mittelpunkt ist

durch Inversion am Einheitskreis analytisch abzubilden. Sind die Bildkreise
wieder konzentrisch?

Durch einen Punkt P auBerhalb eines Kreises k sind Kreise zu konstruieren, die
k orthogonal schneiden. Wo liegen ihre Mittelpunkte?

. Es sind Kreise zu konstruieren, die einen gegebenen Kreis % beriihren und durch

zwei gegebene Punkte P und @ verlaufen. (Die méglichen Lagen von P und @
beziiglich % sind dabei zu beachten.)

Losung: Es liegt ein Sonderfall des Beriihrungsproblems des APOLLONIUS vor, die Lésung
erfolgt mit Hilfe der Inversion. Auf dem Kreis k wird ein Punkt M beliebig angenommen.
Der Kreis #; um M durch P dient als Inversionskreis (Abb. 4.28). Bei Inversion an k;
werden k auf eine Greade g, P auf sich und @ auf einen Punkt @’ abgebildet. Mit Hilfe einer
Zentralstreckung werden diejenigen Kreise durch P und @’ konstruiert, die g berithren.
Diese Kreise werden an k; gespiegelt, ihre Bilder sind die gesuchten Kreise. Der Beweis fir
die Richtigkeit der Konstruktion ergibt sich aus MfL Bd. 7, 3.8., Satz 7. Die Aufgabe
besitzt nur dann Lésungen, wenn P und @ beide innerhalb oder beide auBerhalb k liegen
oder einer der beiden Punkte auf k liegt.

Einfiihrung in eine Theorie der geometrischen Konstruktionen

Kontrollfragen

. In welcher Weise sind in der behandelten Theorie der geometrischen Konstruk-

tionen die Verwendung des Lineals und die Verwendung des Zirkels erklirt?
Was versteht man unter dem Begriff ,,Konstruktion mit Zirkel und Lineal‘‘?
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. Was beinhaltet das Beriihrungsproblem des AporLoNius? Welche Sonderfille

ergeben sich, wenn fiir die gegebenen Kreise auch ,.entartete Kreise — d. h.
Punkte oder Geraden — einbezogen werden?

Aufgaben

. Man gebe klassische Konstruktionsprobleme an, mit denen sich bereits Mathe-

matiker im Altertum beschiftigt hatten und die Ende des 18. Jahrhunderts bzw.
im 19. Jahrhundert dadurch entschieden wurden, da8 die in den Problemen ent-
haltenen Aufgaben sich als 16sbar bzw. als unlésbar herausstellten.

. Unter der ,,Quadratur des Kreises** versteht man die Aufgabe, zu einem gege-

benen Kreis mit Zirkel und Lineal ein flichengleiches Quadrat zu konstruieren.
Unter der ,,Rektifikation des Kreises‘‘ versteht man die Aufgabe, zu einem ge-
gebenen Kreis mit Zirkel und Lineal eine Strecke zu konstruieren, welche die
gleiche Linge wie der Kreisumfang besitzt. Man zeige, da8 mit der Unlésbarkeit
der ersten Aufgabe auch die zweite Aufgabe unlosbar ist.

. Durch welches Axiom aus dem Abschnitt iiber den axiomatischen Aufbau der

Geometrie (vgl. MfL Bd. 6) werden die Existenz und die Eindeutigkeit der Gera-
den im Konstruktionsschritt

,,Konstruktion der Geraden durch zwei gegebene, voneinander verschiedene
Punkte® (vgl. MfL Bd. 7, 4.1., Konstruktionsschritt a))

gesichert? Man begriinde fiir den Konstruktionsschritt

,,Konstruktion des Schnittpunktes zweier nichtparalleler Geraden, von denen
eine durch zwei voneinander verschiedene Punkte gegeben ist“ (vgl. MfL Bd. 7,
4.1., Konstruktionsschritt b))

die Existenz und die Eindeutigkeit des Schnittpunktes in der euklidischen Ebene
mit Hilfe der Axiome, Siitze und Begriffsbildungen aus MfL Bd. 6.

. Kann aus einer Einheitsstrecke durch eine Konstruktion mit Zirkel und Lineal

eine Strecke der MaBzahl
1 1 1 1
=2|/1l+—4+—=+—+—
a) x l/+2+3+4+5
= 1 1 1 1
-4 1) 41— — ..
b) @ (é;( )2i+1) ( . )

0 z=3(f%)=3(1+%+}+§+--~)

i=o 2¢

gefunden werden?

Hinweis: An dieser Stelle moge die Konstruktion von Strecken der MaBzahlen a + b,
a—b,n-a,aln, a-b,alb, Va— aus Strecken der MaBzahlen 1, @, b mit Zirkel und Lineal
bereits als bekannt vorausgesetzt werden.
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5. Man lose die Konstruktionsaufgabe, den Mittelpunkt M der Strecke AB mit
Zirkel und Lineal zu konstruieren (vgl. MfL Bd. 7, 4.1.).

Hinweis: Beim Losen dieser Konstruktionsaufgabe, die bei schwierigeren Konstruktions-
aufgaben hiufig als Teilaufgabe auftritt, moge die Konstruktion entsprechend der Defi-
nition des Begriffes ,,Konstruktion mit Zirkel und Lineal* vollstindig in Konstruktions-
schritte der Arten a) bis e) zerlegt werden. Nachdem dies einmal geschehen ist, kann dann
bei komplizierteren Konstruktionsaufgaben eine derartige Teilkonstruktion kurz als
,,Konstruktion des Mittelpunktes M der Strecke 4B* benannt werden. Es kénnen dann
auch abgekiirzte Konstrukhonsverfahren zur Anwend — Nachd die
Existenz und die Eind keit des Mittelpunktes emma.l begriindet wurde, wird bei
spiiteren komplizierteren Aufgaben ohne besondere Erwihnung davon stets Gebrauch
gemacht,

Losung (als Beispiel fiir die folgenden sechs Aufgaben):

Exi und Eindeutigkeit folgen aus dem ,,Satz vom Mittelpunkt*: Jede Strecke 4B
hat genau einen Mlttelpunkt (vgl. MfL Bd. 6).

Es werden die folgenden Konstruktic hritte durchgefiihrt:
Konstruktion des Kreises k&, um A durch B (Abb. 4.29);

ke

Abb. 4.29
52 MI - 1 92

Konstruktion der zwei Schnittpunkte des Kreises k; mit dem Kreis k, um B durch 4
(die zwei Schnittpunkte existieren, denn auf %, liegt ein innerer und auch ein #uBerer
Punkt von k,);

Bezeichnung der beiden Schnittpunkte in beliebiger Reihenfolge mit §; und 8,;
Konstruktion der Geraden g, durch 4 und B;
Konshruktmn des Sohmttpunktes M der Geraden g, mit der Geraden g, durch Sl und 8,
(die E: des Si punktes M folgt aus dem ,,Satz iiber die Zerlegung in Halb-
ebenen'* (vgl. MfL Bd. 6) und aus der Tatsache, daB §, und §; auf verschiedenen Seiten
der Geraden g, liegen).
Behauptung: M ist der Mittelpunkt der Strecke A B, d. h., es ist M4 =~ MB.
Beweis: Die Dreiecke 8,8,4 und 8,8,B sind kongruent nach dem Kongruenzsatz
»»Seite—Seite —Seite* wegen

8,8, = 8,8,, 8,4 = 8,B, 8,4 = 8,B.
Folglich ist auch

& 8,84 = & 8,8,B

Dann sind aber auch die Dreiecke M 8,4 und M8, B kongruent nach dem Kongruenzsatz
»»Seite — Winkel —Seite* wegen

MS, = MS,, X M8, 4 =g MS,B, §4=8,B.
Folglich ist auch M4 = MB.
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11.

12.

(Zum Beweis der Behauptung hitten auch andere Siitze herangezogen werden kénnen,
z. B. der Satz, nach dem in jedem Parallelogramm der Schnittpunkt der beiden Diagonalen
zugleich Mittelpunkt jeder der beiden Diagonalen ist. Zur Bezeichnung der Winkel bei
Dreiecken vgl. man MfL Bd. 6.)

Mit der durchgefithrten Konstruktion ist erneut auch ein Existenzbeweis fiir den Mittel-
punkt der Strecke AB gefiihrt.

. Man 16se die Konstruktionsaufgabe, die Winkelhalbierende des Winkels < (s, ¢; P*)

mit Zirkel und Lineal zu konstruieren.

. Man lése die Konstruktionsaufgabe, mit Zirkel und Lineal in einem gegebenen

Punkt P einer gegebenen Geraden g die Senkrechte zu errichten.

. Man 16se die Konstruktionsaufgabe, mit Zirkel und Lineal von einem gegebenen

Punkt P auf eine nicht durch P gehende Gerade g das Lot zu féllen.

. Man l6se die Konstruktionsaufgabe, mit Zirkel und Lineal zu einer gegebenen

Geraden g durch einen nicht auf g gelegenen Punkt P die Parallele zu konstru-
ieren.

Man 16se die Konstruktionsaufgabe, mit Zirkel und Lineal auf einem gegebenen
Strahl AS* vom Anfangspunkt A aus die Strecke, welche gleiche Linge wie eine
gegebene Strecke PQ besitzt, abzutragen.

Hinweis (vgl. auch die Hinweise zu Aufgabe 4): Nachdem eine Konstruktion zur Lésung
dieser Aufgabe einmal ausfiihrlich in Konstruktionsschritte der Arten a) bis e) zerlegt
wurde, ist dann auch die Rechtfertigung fiir das abgekiirzte Konstruktionsverfahren
gegeben, bei Vorgabe einer Strecke 4B unmittelbar den Kreis mit dem Radius r = |4B|
um einen gegebenen Punkt P zu konstruieren.

Man lose die Konstruktionsaufgabe, mit Zirkel und Lineal an einen gegebenen
Strahl vom Anfangspunkt aus nach einer gegebenen Seite den Elementarwinkel,
welcher gleiche GréBe wie ein gegebener nichtgestreckter Elementarwinkel be-
sitzt, anzutragen.

Bei geometrischen Konstruktionen mit Zirkel und Lineal kann das ,,Zeichen-
dreieck*‘ zur Vereinfachung gewisser Konstruktionsverfahren Verwendung finden.
Mit dem (rechtwinkligen) Zeichendreieck in Verbindung mit einem Lineal ist es
méglich, ohne Verwendung des Zirkels und ohne weitere Hilfslinien unmittelbar
a) das Lot von einem gegebenen Punkt P auf eine nicht durch P gehende Gerade
g zu fillen,

b) die Senkrechte in einem gegebenen Punkt P einer gegebenen Geraden g zu er-
richten,

c) die Parallele zu einer gegebenen Geraden g durch einen nicht auf g gelegenen
Punkt P anzugeben.

Wie viele Hilfslinien (Kreise oder Geraden) sind mindestens erforderlich, um die
entsprechenden Konstruktionsaufgaben ohne Zeichendreieck bei alleiniger Ver-
wendung von Zirkel und Lineal zu 16sen? Die Verwendung ,,beliebiger* Elemente
(Punkte, Geraden, Kreise) sei zugelassen.
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13.

14.

15.

[

Losung: In jedem der drei Fille reichen zwei Hilfslinien aus (Abb. 4.30), um einen
Punkt @ (<= P) auf der gesuchten Geraden zu finden; die Gerade g(PQ) ist dann die ge-
suchte Gerade. Bei der Wahl des Punktes 4 sind gemi8 Abb. 4.30 gewisse Bedingungen
zu erfiillen (ansonsten ist 4 beliebig) ; man iiberlege sich diese Bedingungen. Nach Wahl des
Punktes 4 ergibt sich der Punkt @ als eindeutig bestimmter Punkt unter Verwendung des
Hilfspunktes B bzw. der Hilfspunkte B und C.

a) 1. Hilfslinie: Kreis um 4 durch P, 2. Hilfslinie: Kreis um B (== 4) durch P;

b) 1. Hilfslinie: Kreis um 4 durch P, 2. Hilfslinie: Gerade durch 4 und B;

¢) 1. Hilfslinie: Kreis um 4 durch P, 2. Hilfslinie: Kreis um C mit » = |BP|.

Weniger als zwei Hilfslinien reichen nicht aus, denn fiir die gesuchte Gerade ist in jedem
Fall auBer P noch ein zweiter Punkt @ erforderlich; und zur Bestimmung eines solchen
Punktes sind zwei sich schneidende Linien notwendig.

P
av
J
P B
a)a b)

Abb. 4.30

Man konstruiere mit Zirkel und Lineal aus einer Einheitsstrecke und einem Ele-
mentarwinkel der GroBe « eine Strecke der MaBzahl I := sin «.

Man konstruiere mit Zirkel und Lineal aus einer Einheitsstrecke und einer Strecke
der MaBzahl [ := sin « (0 < ! =< 1) einen Elementarwinkel der GréBe «.

Welche von den folgenden Konstruktionsaufgaben sind losbar? Welche von den
16sbaren Konstruktionsaufgaben sind mit Zirkel und Lineal 16sbar?

a) Zu einem Einheitskreis ein regelmiBiges Fiinfeck zu konstruieren,

b) zu einem Einheitskreis ein regelmiBiges Siebeneck zu konstruieren,

¢) zu einer Einheitsstrecke ein Dreieck 4 BC mit |AB| = 6, |[BC| = 3, |AC| = 4
zu konstruieren,

d) zu einer Einheitsstrecke und einem Elementarwinkel der GroBe 60° ein Dreieck
ABC mit |AB| = 5, |<X BAC| = 60°, | BC| = 4 zu konstruieren?

Geometrische Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Kontrollfragen

. Was versteht man unter rationalen Konstruktionen? Was ist eine Quadrat-

wurzelkonstruktion?

. Fiir welche Primzahlen p kann ein regelmiBiges p-Eck mit Zirkel und Lineal

konstruiert werden?
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1.

Aufgaben

Gegeben seien eine Einheitsstrecke OF, eine Strecke der MaBzahl a und eine
Strecke der Mafzahl b. Auf dem Strahl OE+ werde vom Anfangspunkt O aus die
Strecke der MaBzahl a abgetragen; der Anfangspunkt mége mit 4o (= 0) und
der Endpunkt mit 4, bezeichnet werden. Danach werde auf dem Strahl 4,47
vom Anfangspunkt 4, aus die Strecke der MaBzahl b abgetragen; der Anfangs-
punkt moge mit By (= 4,) und der Endpunkt mit B, bezeichnet werden. Man
beweise, daB die Strecke 4,B, die Mafzahl a + b besitzt (vgl. ML Bd. 7, 4.2.1.).

Lésung: Der folgende Beweis beruht auf dem ,,Satz von der Existenz eines Léngen-
funktionals*: Es gibt wenigstens eine Abbildung ! der Menge & aller Strecken in die
Menge R, der nicht negativen reellen Zahlen mit den Eigenschaften:
(1) Aus AB = OD folgt [(AB) = i(CD). '

(2) Liegt B zwischen 4 und C, so gilt [(4C) = I(4B) + (BC).

(3) Es gibt eine Strecke PQ (P = Q) mit [(PQ) = 1.

AuBerdem wird der ,,Satz von der Einzigkeit des Lingenfunktionals* herangezogen: Zu
jeder Strecke PQ mit P == @ gibt es hichstens ein Abbildung I der Menge aller Strecken
in R, mit den Eigenschaften (1), (2), (3). (Vgl. MfL Bd. 6.)

Als Bild der Strecke AB bei der Abbildung ! wird hier das Symbol |AB| verwendet. Als
Strecke PQ mit [(PQ) = 1 dient die Strecke OF.

Nach Konstruktion ist

|404;| =@ und |4,B;| =b.
Und weil 4, zwischen 4, und B, liegt, ist schlieBlich
|4oBy| = [4od;| + |4,B)| = a + .

. Man 16se die Konstruktionsaufgabe, zu einem Einheitskreis mit Zirkel und Lineal

ein einbeschriebenes regelmiBiges Sechseck zu konstruieren; man gebe eine aus-
fiihrliche Begriindung fiir alle Teilschritte beim Losen dieser Aufgabe (vgl. MfL
Bd. 7, 4.2.5., Beispiel 1).

Ein regelmiBiges n-Eck sei definiert als n-Eck mit gleichlangen Seiten und gleich-
groBen Innenwinkeln. AuBerdem mége als bekannt vorausgesetzt werden, dafl
in jedem Kreis zu gleichlangen Kreishégen gleichgroBe Innenwinkel gehéren und
daB folglich bei Teilung einer Kreislinie in » gleiche Teile ein regelmaBiges n-Eck
entsteht.

Hinweis: Beim Losen®dieser Konstruktionsaufgabe moge eine Zweiteilung der Arbeit
entsprechend der beiden Arbeitsteile beim Losen von Bestimmungsgleichungen vor-
genommen werden (vgl. MfL Bd. 7, 4.2.2.). Im Konstruktionsplan kénnen dabei auch
ibersehbare, zweckmifige Arbeitsschritte auftreten, bei denen die Konstruktionsschritte
der Arten a) bis e) nicht mehr unmittelbar in Erscheinung treten (vgl. MfL Bd. 7, 4.2.3.).

Losung: I. Angenommen, die Aufgabe wiire gelost, d. h., zu einem Einheitskreis wire
mit Zirkel und Lineal ein einbeschrieb regelmiBiges Sechseck konstruiert. Dann
kann aber auch angenommen werden, dafl dem Kreis um O durch F ein regelmifiges
Sechseck einbeschrieben ist und daB eine Ecke des Sechsecks mit E zusammenfillt. Die
sechs Ecken mégen, von E aus beginnend, in beliebiger Umlaufsrichtung der Reihe nach
mit B, (= E), E,, ..., By bezeichnet sein (Abb. 4.31). Da O als Mittelpunkt des Kreises
von allen Ecken E; (¢ =1, ..., 6) gleichen Abstand hat, ist das Dreieck E,0F, gleich-
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w

schenklig, und es ist

1% E,0F,| = %- 360 = 60°.

Aus dem ,,Satz iiber die Innenwinkelsumme fiir Dreiecke* und aus dem ,,Satz iiber
gleichschenklige Dreiecke* (vgl. MfL Bd. 6, 1.3.6.) folgt

| OE\E,| = | CE,E,| = 60°.

Nach dem Satz iiber gleichschenklige Dreiecke folgt dann aber auch E,0 = E,E,, und

du!mt. ist das Dreieck E,OF, gleichseitig. Das Sechseck E,E,...E, ist somit nach dem
den Konstruktionsplan konstruierbar:

a) Konstruktion des Kreises ¥ um O durch E;

b) Konstruktion des Punktes ,: 1. auf %, 2. auf dem Kreis um E mit r = |OE| (Entschei-

dung fiir einen der beiden Schnittpunkte);

c) Umbenennung des Punktes E in E,;

d) Konstruktion der Punkte E;, (i =2,...,5): 1. auf k, 2. auf dem Kreis um F; mit

r = |OE| (Entscheidung fiir den von E;_, verschledenen Punkt).

b _— b

[:4 E=F Abb. 4.31

B~——"""F

II. Jedes Sechseck E,E,...E; welches nach dem b Konstruktionspl
konstruiert werden kann, ist Losung der Aufgabe. Denn es gilt fiir die fiinf Seiten F;Z;,,
(i =1, ..., 5) die Beziehung

IOE'I BB
und folglich haben wegen der Gleichseitigkeit der Dreiecke E;0E;,, die fiinf Zentriwinkel
<X E,0E,;,, die GroBe

| E,0F;,| = 60° (t=1,..,5);
fiir den Zentriwinkel | H,OF,| bleibt dann die GréBe

| X E4OE,| = 360° — 5 - 60° = 60°,
und daraus folgt dann auch |E¢E,| = |OE|. Damit sind alle Seiten des Sechsecks E,E, ... E,
gleichlang; und da alle Ecken auf einem Kreis liegen, sind alle Innenwinkel gleichgroB,
und das Sechseck ist somit regelmaBig.
Beim Arbeitsschritt b) ist durch die beiden entstehenden Schnittpunkte die Weiterfithrung
der Konstruktlon auf zwei Wegen moglich; beide Wege fithren jedoch zu kongruenben

L Die vorliegende Konstruktic fgabe besitzt bis auf Kongruenz eine ein-

deutig bestimmte Losung.

. Man l6se die Konstruktionsaufgabe, zu einem Einheitskreis mit Zirkel und Lineal

ein einbeschriebenes regelmifiges Viereck zu konstruieren, und gebe eine aus-
fiihrliche Begriindung fiir alle Teilschritte beim Ldsen dieser Aufgabe (vgl. MfL
Bd. 7, 4.2.5., Beispiel 2).
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4.

Man bestimme von den natiirlichen Zahlen n = 21, 22, ...,40 alle diejenigen, fiir
die die Konstruktion eines regelméfigen n-Ecks mit Zirkel und Lineal aus einer
vorgegebenen Einheitsstrecke méglich ist.

~

Hinweis: Zur Bestimmung der gesuchten Zahlen mége das von C. F. Gavuss gefundene
Kriterium verwendet werden, wonach mit Zirkel und Lineal aus einer vorgegebenen Ein-
heitsstrecke ‘ein regelmiBiges n-Eck dann und nur dann konstruiert werden kann, wenn
in der Primfaktorzerlegung von n alle von 2 verschiedenen Primfaktoren voneinander ver-
schiedene Fermatsche Primzahlen sind (vgl. M{L Bd. 7, 4.2.5.).

. Im Dreieck ABC seien der Schnittpunkt des Lotes von A auf g(BC) mit H,

(HohenfuBpunkt), der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden des Winkels
X BAC mit der Seite BC mit W, und der Mittelpunkt der Seite BC mit S be-
zeichnet. Man begriinde, daB in jedem Dreieck 4 BC

entweder |AH,| < |AW 4| < |48,
oder |AH,| = |AW, | = |48,
gilt.

Abb. 4.32
B H WS C 5 Heles ¢

Losung: Im Dreieck 4BC ist entweder |4B| = |AC| oder |4B| = |AC|. H 4 ist derjenige
Punkt von g(BC), der kleinsten Abstand von 4 hat (Abb. 4.32). Wenn |4 B| = 40| ist,
dann ist H, = W 4; und weil W, die Seite BC im Verhiltnis der anliegenden Seiten teilt,
ist auch

Hy=Wy=8,, dh [AH, = |AW, = |A8,4.

Wenn |AB| + |4C| ist, dann ist H, + W, und folglich [AH,| < [AW 4. W 4 liegt auf
derjenigen Seite von der Mittelsenkrechten zu BC, auf der auch A und H, liegen, weil
W 4 die Seite BC im Verhiltnis der anliegenden Seiten teilt; es ist also W, 4 8,. Da die
Relation Zw(W H 48 ) nicht gelten kann (man begriinde diese Aussage), folgt schlieflich
Zw(H W 48,), und daraus folgt |AH | < |AW,| < |484l.

6.*Gegeben seien drei Kreise %, ky, k3, von denen je zwei auBerhalb des dritten

Kreises liegen. Es werde auBerdem vorausgesetzt, daf jede Tangente an zwei
dieser Kreise mit dem dritten Kreis keinen gemeinsamen Punkt besitzt. Man
gebe einen Konstruktionsplan zur Konstruktion desjenigen Kreises k4 an, der
jeden der drei gegebenen Kreise berithrt und der nur den Kreis £; im Inneren
enthalt.

7.* Gegeben sei eine Gerade g. AuBerdem seien auf einer Seite von g zwei Punkte P

und Q und auf der anderen Seite von g eine Parallele ¢’ zu g vorgegeben (Abb.
4.33). Man konstruiere mit Zirkel und Lineal alle diejenigen Punkte 7' auf ¢’ mit
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der Eigenschaft, daB auf dem Strahl 7P+ die Strecke zwischen 7' und dem Schnitt-
punkt S; dieses Strahls mit g dieselbe Linge besitzt wie auf dem Strahl 7Q* die
Strecke zwischen 7' und dem Schnittpunkt S, dieses Strahls mit g.
Q
*p
g

g Abb. 4.33

. Gegeben seien die Punkte M,, M,, ..., M, (n eine beliebige ungerade Zahl = 3).
Man konstruiere mit Zirkel und Lineal einen geschlossenen Streckenzug PP, ...
P,P, derart, daB M; Mittelpunkt der Strecke P;P;,, (= 1,...,n — 1) und M,
Mittelpunkt der Strecke P, P, ist.

Lésung (man vgl. auch die analytische Behandlung des vorliegend‘en geometrischen Sach-
verhalts fiir beliebiges »): Fiir jedes ungeradzahlige n = 3 besitzt die vorliegende Aufgabe
eine eindeutig bestimmte Losung (fiir geradzahliges n gibt es entweder keine oder unend-
lich viele Losungen). Man beginnt mit einem beliebigen Punkt @, und konstruiert:

1. den zu @, spiegelbildlichen Punkt @, beziiglich M, ;

2. den zu @, spiegelbildlichen Punkt Q; beziiglich M,; ...;

n. den zu @, spiegelbildlichen Punkt @, ., beziiglich M,.

Wenn @,,, = @, ist, dann sind @,, @, ..., @, die gesuchten Eckpunkte. Wenn Q,,, Q,
ist (Abb. 4.34), dann wird zuniichst der Mittelpunkt P, der Strecke @,@,,, konstruiert.

G

Abb. 4.34

Anschliefend konstruiert man:
1. den zu P, spiegelbildlichen Punkt P, beziiglich M, ;
2. den zu P, spiegelbildlichen Punkt P, beziiglich M,; ...;
n. den zu P, spiegelbildlichen Punkt P,,, beziglich M,.
Behauptung: Esist Py,; = P, und damit sind die Punkte Py, P,, ..., P, die gesuchten
Eckpunkte.
Beweis: Die Strecken P,Q,, P,Q,, ..., P,0,, Py,,Q,, sind gleichlang und liegen auf
parallelen Geraden zu ¢(@,@,.,). Daraus folgt zunéchst, daB die Strecken P,@, und P,, 1@n1
auf der Geraden g(@,@,,,) liegen. Da anuBerdem die Gleichungen
m(P,Q,) = m(PyQy) = - = m(P,Q,),
m(Py@y) = m(PyQ,) = -+ = m(Py1@p1a),
m(P1@Qy) = —m(PyQ)
gelten, ist schlieBlich P, = P,,, (dabei ist wesentlich, daB » eine ungerade Zahl ist).
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Geometrische Konstruktionen mit.Zirkel und Lineal
in algebraischer Behandlung

Kontrollfragen g

. Wie konnen algebraisch die Strecken charakterisiert werden, die sich aus gege-

benen Strecken mit Zirkel und Lineal konstruieren lassen?

. Was versteht man unter konstruierbaren Zahlen aus gegebenen Zahlen?

Aufgaben

. Im Dreieck ABC seien H,, W, wie in einer vorangegangenen Aufgabe erklirt,

und S sei Mittelpunkt der Strecke AC. Man begriinde, daB fiir jedes Zahlentripel
positiver reeller Zahlen h,, 8,, w,, fiir welche

entweder  w, > h, und s, = % < hg

oder w, = h, und s, >% « by
gilt, mindestens ein Dreieck mit

hy = |AH,|, & = |BSsl, w, = |4AW,
existiert (vgl. MfL Bd. 7, 4.3.2.).

a) b)
Abb. 435

Losung: a) Es seien w, und k, mit w, > &, beliebig vorgegeben. Dann existieren unend-
lich viele Dreiecke ABC mit k, = |[AH,| und w, = |AW,|; diese Dreiecke sind nicht
gleichschenklig (Abb. 4.35). In der Menge aller dieser Dreiecke kann zu jeder reellen Zahl

8p = % hg mindestens ein Dreieck gefunden werden, fiir welches s, = |BSp| ist.

b) Es sei w, = h;. Dann existieren unendlich viele gleichschenklige Dreiecke 4 BC mit
hg = |AH,| = w, = |AW 4|. In der Menge aller dieser Dreiecke kann zu jeder reellen Zah!

8p > 2t genau ein Dreieck gefunden werden, fiir welches s, = |BSp| ist.



Konstruktionen mit Zirkel und Lineal in algebraischer Behandlung 71

2. Es seien h,, 8, w, positive reelle Zahlen mit den Eigenschaften wie in Aufgabe 1;
ferner sei

K:=V4 — k2 und L:= Ju? —hi.
Man zeige, daB die quadratische Gleichung in z

(4L)2 2 + (3h% — 3L® + 2KL) x + (Kh2 — 2LAh: — KL?) = 0
nur reelle Losungen besitzt (vgl. MfL Bd. 7, 4.3.2.). v

3. Man beweise fiir den Aufgabentyp (a, 8;, w.) mit algebraischen Hilfsmitteln die
Losbarkeit, (mit Zirkel und Lineal). (Vgl. MfL Bd. 7, 4.4.6.)

Abb. 4.36
Lésung: Es gilt (Abb. 4.36)
8 = 2% + w? — 2zw,cos @, 1)
—cos @ = x:y (2)

und auf Grund der Ahnlichkeit der Dreiecke HW B und CW 44 auch

a a
R e
h.
2
y=i(“7—z')- @
Aus (1) und (2) folgt
Cyleg — 2t — wf) = 2w,a?
und daraus mit (3) schlieBlich
a? \ 4
(T - a:’) (85 — 2* — w}) = 2uia?, §
d. h.
z* + -la‘ — 8% —wi)a® + Lot — Lorwp) =0
4 a a 4 a 4 «
Nach einigen Zwischenrechnungen ergibt sich

1 2 o 1 e s 2
(21,2 = ;(% + 5+ w;) g (il— — 5 — 1":) + 2a%w} .
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(=2

Fiir 2* ergeben sich also stets zwei reelle Werte, von denen mindestens einer positiv ist.
Somit gibt es mindestens eine positive reelle Zahl x, welche eine aus den Zahlen a, s;, w,
konstruierbare Zahl ist. Daraus folgt fiir den gegebenen Aufgabentyp die Losbarkeit mit
Zirkel und Lineal.

(Ohne weitere Ausfithrungen sei an dieser Stelle erwéhnt, daB8 bei Vorgabe eines Tripels
a, 84, W, Positiver reeller Zahlen die Existenz eines Dreiecks genau dann gewahrleistet ist,
wenn

entweder s, = w,

oder s; > w, und @ > 2 Vs4(s, — ,)

gilt.)

. Man beweise fiir den Aufgabentyp (hq, ky, w,) mit algebraischen Hilfsmitteln die

Lésbarkeit (mit Zirkel und Lineal). (Vgl. MfL Bd. 7, 4.4.6.)
Hinweise: Es gelten die Beziehungen
%bhb :%w,a sin% +%-w,b sin %,
bia=hgy:hy.
Daraus folgt
sin L = ety 5
2 wylhg + hy)
Wenn die positiven reellen Zahlen kg, %, w, die Bedingung
oty
by + by

erfiillen, dann besitzt die Konstruktionsaufgabe eine eindeutig bestimmte Losung.

wy, >

. Man untersuche die Beweisschritte aus dem Beweis von Hilfssatz 1 (vgl. MfL

Bd. 7, 4.3.3.) hinsichtlich ihrer Anwendbarkeit auf Gleichungen vierten Grades
oA+ agd® + a2® + ax + ap = 0.

. Man begriinde, daB der Satz: ,,Wenn eine Gleichung n-ten Grades

o + @y @ 4 fax +ap =0

mit rationalen Koeffizienten keine rationale Losung besitzﬁ, dann ist keine ihrer
Losungen aus rationalen Zahlen konstruierbar‘ fiir » = 2 und fiir n = 4 falsch
ist. Ist der genannte Satz im Fall » = 1 richtig oder falsch? (Vgl. MfL Bd. 7.
4.3.3., Hilfssatz 1.)

. Man beweise den Satz: ,,Wenn eine Gleichung n-ten Grades

2+ @@ s A g =0 (n=1)

mit ganzzahligen Koeffizienten eine rationale Losung =, besitzt, dann ist =,
ganzzahlig und ein Teiler von a, (vgl. MfL Bd. 7, 4.3.3., Hilfssatz 2).

Hinweis: Man betrachte den trivialen Fall » = 1 gesondert.
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. Die Unlésbarkeit einiger Konstruktionsaufgaben

Kontrollfragen

. Was versteht man unter dem Problem der ,,Verdoppelung des Wiirfels* mit

Zirkel und Lineal?

. Was versteht man unter dem Problem der ,,Dreiteilung des Winkels* mit Zirkel

und Lineal?

Aufgaben

. Man zeige, daB es Vervielfachungsfaktoren » > 1 gibt, so daB die entsprechende

» Vervielfachung des Wiirfels‘ mit Zirkel und Lineal méglich ist.

. Man zeige, dall beim Problem der ,,Dreiteilung des Winkels*

a) die Beweisschritte im Beweis der Unlosbarkeit (vgl. MfL Bd. 7, 4.4.2.) ver-
sagen, wenn als spezieller Winkel ein Winkel der GréBe ¢ := 90° verwendet wird ;

b) zu einem Winkel der Grofe ¢ := 90° ein Winkel der GréBe L @ mit Zirkel und
Lineal konstruiert werden kann. 3
Hinweis: Fir ¢ := 90° ist—%—qz =30°. Aus der Formel sin 3 x = 3sin & — 4 sin® « folgt
mit z: = sin 30° wegen sin 90° = 1 die Gleichung

4 — 32 41 = 0.
Durch die Substitution y = 2z erhélt man

P —3y+2=0.

. Man begriinde, daB es nicht maéglich ist, zu einem Winkel der GréBe ¢ = 60° mit,

1
Zirkel und Lineal einen Winkel der GréBe 37 zu konstruieren, und zwar
a) unter Verwendung der Kenntnis, daf es nicht moglich ist, mit Zirkel und

1
Lineal zu einem Winkel der GréBe ¢ = 30° einen Winkel der GréBe — @ zu kon-
struieren, 3
b) ohne Verwendung dieser Kenntnis.

. Gegeben sei ein gleichschenkliges Dreieck ABC mit der Basis BC'; die Basis sei

durch P, und P, in drei gleiche Teile geteilt, so daB |BP,| = |P,P,| = |P,C| gilt.
Man berechne fiir die Fille
a) | BAC| = 90°, b) | BAC| = 60°, c¢) | BAC| = 30°
jeweils naherungsweise (auf Zehntelgrade gerundet) die GréBen
| BAP,|, | P1AP,|, [ P, AC

und gebe in jedem Falle niherungsweise die prozentuale Abweichung (auf eine

Stelle nach dem Komma gerundet) von der GréBe % | < BAC| an.
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5. Jemand behauptet, mit der folgenden Konstruktion mit Zirkel und Lineal einen
Winkel der GroBe o = %— - 180° konstruiert und damit die Moglichkeit zur

Konstruktion eines regelmiBigen Siebenecks geschaffen zu haben (Abb. 4.37):

/

W)
Abb. 4.37

Konstruktion einer beliebigen Strecke 4B mit dem Mittelpunkt C;
Konstruktion des Punktes D

1. auf dem Kreis um B mit r = |BC|,

2. auf dem Kreis um 4 mit r = |4 B

(Entscheidung fiir einen der beiden Schnittpunkte);
Konstruktion des Punktes B

1. auf dem Strahl von C nach A4,

2. auf dem Kreis um € mit r = |CD|;

Konstruktion des Punktes F
1. auf dem Strahl von C nach B,
2. auf dem Kreis um E mit r = [ED|;

Konstruktion des Punktes G
1. auf dem Strahl von F nach D,
2. auf dem Kreis um F mit r = |[FC|;

Konstruktion des Punktes H
1. auf dem Strahl von C nach 4,
2. auf dem Kreis um C mit r = |GC|.

Dann wird « := | CHG| festgesetzt, und es wird behauptet:
|% CGH| = «, |<x CGF| = | GOF| = 2«,
|X HGF| = 3a;
| FHG| = o, | FGH| = | GFH| = 3.

1
Damit wire & = = 180°.
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bl

10.

. Fiir den Aufgabentyp (w,, s, w,) kann mit dem speziellen Zahlentripel w, :=

Welche der behaupteten Aussagen ist falsch? Man gebe niherungsweise die
prozentuale Abweichung der GréBe « := [ CHG| von der GroSe % - 180° an.

Fiir den Aufgabentyp (a, b, w,) kann mit dem speziellen Zahlentripel a:= 1,
b:= 1, w,:= 1 der Beweis der Unldsbarkeit (mit Zirkel und Lineal) gefiihrt
werden (vgl. Bd. 7, 4.4.4.). Man bestimme ein weiteres spezielles Zahlentripel
a, b, w, (mit der Bedingungen « = b), mit dem der Beweis der Unldsbarkeit eben-
falls gefiihrt werden kann.

Man bestimme zum Aufgabentyp (a, b, w,) ein spezielles Zahlentripel a, b, w,,
so daBl die dadurch entstehende spezielle Konstruktionsaufgabe mit Zirkel und
Lineal gelost werden kann (vgl. MfL Bd. 7, 4.4.4.). N
1
R
wg:= 2, w, := 2 der Beweis der Unlosbarkeit (mit Zirkel und Lineal) gefiihrt
werden (vgl. MfL Bd. 7, 4.4.5.). Man bestimme zu den speziellen Zahlen ws: =2,
w, := 2 eine spezielle Zahl w, (mit der Bedingung w, == 2), so da die dadurch ent-
stehende spezielle Konstruktionsaufgabe mit Zirkel und Lineal gelost werden
kann.

Man beweise fiir den_Aufgabentyp (a, 8, w,) die Unlésbarkeit (mit Zirkel und
Lineal). (Vgl. MfL. Bd. 7, 4.4.6.)

Losung: Es sei D der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden von < BAC mit der Strecke
BC, und p sei die MaBzahl der Strecke BD. Dann gelten im Fall der Spezialisierung f: = 90°
die Beziehungen

o 508

P =w, sm?, (1)
. .

w, sin = (@ — p) siny. 2)

Aus (2) folgt w, sin % = (a — p) cos « und daraus mit (1)

w,aini= a,—w,.sin-1 1 — 2sin2X).
P2 2 2

Mit der zusitzlichen Spezialisierung @ := 2, w, := 1 (die Existenz eines Dreiecks mit

| ABC| = 90°, |BC| = 2, |AW 4| = 1 ist leicht zu begriinden) erhdlt man fiir z := sin 2
die Gleichung 2

P — 2 —z+1=0.

Da kein Teiler von 1 Losung dieser Gleichung ist, kann schlieBlich fiir den vorliegenden
Aufgabentyp die Unlésbarkeit mit Zirkel und Lineal gefolgert werden.

Man beweise fiir den Aufgabentyp (h,, ks, w,) die Unlosbarkeit (mit Zirkel und
Lineal). (Vgl. MfL Bd. 7, 4.4.6.)
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Hinweis: Es ist zweckmiBig, die Spezialisierungen h,:=1, hy:=1, w,:= 2 und die
Beziehungen

. .3 .
hg = csina, w, sin— o = ¢ sin
2

zu verwenden.

Konstruktionen mit anderen Hilfsmitteln

Kontrollfragen

. Was vetsteht man unter Mohr-Mascheroni-Konstruktionen?
. Was versteht man unter einem Parallellineal, einem Winkellineal und einem

Einschiebelineal?

Aufgaben

. Man erklire die Begriffe ,,Konstruktion ersten Grades®, ,, Konstruktion zweiten

Grades*, ,,Konstruktion dritten Grades‘‘ und gebe zu jedem Begriff ein Beispiel
an. *

. Man konstruiere zu drei nichtkollinearen Punkten 4, B, C mit dem Zirkel allein

a) den zu A4 spiegelbildlichen Punkt A’ beziiglich der Geraden g(BC), b) das Bild
der Geraden g(BC) bei Inversion am Kreis £ um 4 durch B.

Loésung: a) Konstruktion des zu A spiegelbildlichen Punktes A’ beziiglich der Geraden
g(BCO):

Konstruktion des Kreises um B durch 4;

Konstruktion des Kreises um C durch 4;

der von A4 verschiedene Schnittpunkt beider Kreise ist der gesuchte Punkt 4’.

b) Konstruktion des Bildes der Geraden g(BC) bei Inversion am Kreis ¥ um 4 durch B:
Konstruktion des zu A’ inversen Punktes A’ beziiglich des Kreises k& (vgl. MfL Bd. 7,
4.5.2.);

Konstruktion des Kreises k, um A’ durch 4;

k, ist der gesuchte Kreis, und 4" ist sein Mittelpunkt (k, geht auch durch B).

Zur Begriindung denke man sich den Punkt D als Schnittpunkt der Geraden g(44’) mit

g(BC) und den Punkt D’ als den von A4 verschiedenen Schnittpunkt der Geraden g(4A4")
mit dem Kreis, in den g(BC) bei Inversion an k iibergeht. Es gilt
|AA”| - |A4’| = |AD| - |AD’| = |ABP.
Und weil |44’| = 2 |AD| ist, folgt schlieBlich
1447 = £ 4D,
2

d. h., A” ist Mittelpunkt der Strecke AD’. Somit ist der Kreis k&, um A" durch 4 der ge-
suchte Kreis.
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Grundkonstruktionen

Kontrollfragen

1. Was versteht man unter dem ersten bzw. zweiten Tafelabstand eines durch seine
Normalrisse vorgegebenen Punktes P?

2. Was versteht man unter einer ersten bzw. zweiten Hauptlinie einer Ebene &?

3. Was versteht man unter einer erstprojizierenden (zweitprojizierenden) Ebene?

4. Was versteht man unter ,,Angittern‘ eines Punktes P, der in einer vorgegebenen
Ebene liegt?

5. Unter welcher Voraussetzung bildet sich ein rechter Winkel bei Normalprojektion
auf eine Bildebene x als rechter Winkel ab?

6.. Unter welcher Voraussetzung ist die Normalprojektion eines (nicht-iiberstumpfen)
Winkels auf die Bildebene 7 gréBer bzw. kleiner als das Original?

7. Unter welchen Voraussetzungen geht die Halbierungslinie eines Winkels bei
Normalprojektion in die Halbierungslinie des Bildwinkels iiber?

8. Unter welcher Voraussetzung ist die Normalprojektion eines Quadrates ein
Rhombus?

9. Unter welchen Voraussetzungen erscheint die Normalprojektion eines gleich-
seitigen Dreiecks als gleichschenkliges Dreieck?

10. Welche Methoden stehen zur Verfiigung, um den Abstand zweier Punkte P und
@ zu bestimmen, die durch zugeordnete Normalrisse gegeben sind?

11. Welche geometrische Verwandtschaft besteht zwischen der Normalprojektion
einer ebenen Figur und der Umklappung dieser ebenen Figur um ihre Spur in die
Bildebene?

12. Welcher merkwiirdige Punkt eines Dreiecks ist invariant gegeniiber Parallel-
projektion?

13. Welche geometrische Verwandtschaft besteht zwischen dem Grund- und dem
Aufriff einer ebenen Figur? Welche Bedeutung hat fiir diese Verwandtschaft
die Koinzidenzgerade? Wie kann man die Ordnungslinien in dieser geometrischen
Verwandtschaft interpretieren?

14, Wie kann man an den zugeordneten Normalrissen zweier Geraden g und A ab-
lesen, ob diese windschief sind oder sich im Raum schneiden?

—-

5. Nach welcher konstruktiven Methode bestimmt man mdglichst rationell die
wahre Gestalt einer durch Grund- und Aufrif§ gegebenen ebenen Figur?
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16.

17.

18.
19.
. Wodurch zeichnet sich eine Schichtenlinie aus, die in der Héhe eines Sattel-

21.

-

[

Bei der Normalprojektion eines Kreises allgemeiner Lage auf eine Ebene # ent-

steht als Bild eine Ellipse. Welcher Kreisdurchmesser geht in die Hauptachse und
Icher in die Neb hse der Ellipse iiber?

Jedes Parallelogramm, das in einer Bildebene « liegt, kann als Normalprojektion

eines Quadrates angesehen werden. Mittels welcher Konstruktion kann man die

Seitenlinge eines Quadrates ermitteln, von dem man nur eine Normalprojektion

kennt?

‘Was versteht man unter dem Schichtenplan einer Fléche?
Was versteht man in der Eintafelprojektion unter einer Fallinie?

punktes liegt?

‘Wodurch zeichnet sich eine Tallinie im Geléinde aus und wie erkennt man sie am
Schichtenplan?

Aufgaben

. Gegeben sind zwei sich senkrecht kreuzende Geraden g und k. Die Gerade g ist

erstprojizierend (Abb. 5.1). Gesucht sind der Grund- und AufriB jenes regel-
miBigen Tetraeders, von dem eine Kante in g und die gegeniiberliegende Kante
in k liegt.

P [}

_—%2

Abb. 5.1 Abb. 5.2

. Gegeben sind eine Gerade g und ein Punkt P ¢ g (Abb. 5.2). Gesucht ist ein regel-

miBiges Tetraeder, von dem eine Kante in g liegt und P ein Eckpunkt ist. Man
diskutiere die Anzahl der Lésungen.

. In der ersten Bildebene 7, ist ein regelmaBiges Sechseck vorgegeben. Dieses werde

als GrundriB (erster scheinbarer Umri8) eines Wiirfels angesehen, dessen tiefster
Punkt in 7, liegt (Abb. 5.8). Gesucht ist der Aufrif dieses Wiirfels. Wieviel
Lésungen sind méglich?
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. Gegeben sind der Grund- und Aufrif von drei nicht-kollinearen Punkten 4, B, C.
Man konstruiere die Normalrisse der Héhen, Winkelhalbierenden und Seiten-
halbierenden des Dreiecks ABC (Abb. 5.4). Ferner iiberlege man, fiir welche
charakteristischen Linien des Dreiecks die Bestimmung der wahren Gestalt des
Dreiecks ABC nicht erforderlich ist.

. Gegeben sind zwei zueinander windschiefe Geraden g und % durch ihre Normal-
risse. Gesucht ist jene Ebene ¢, die parallel zu g und zu A ist und von belden
Geraden den gleichen Abstand besitzt.

Hinweis: Die gesuchte Ebene ¢ halbiert jede Verbindungsstrecke GH mit G € gund H € k&,

AHQ
g X
5
p /\// 7
f
£

Abb. 5.3 ‘ Abb. 5.4

. Ein aus sechs gleichseitigen Dreiecken tztes regelmé Biges Sechseck
wird einer perspektlv-a.ffmen Transformation unterworfen Was 1aBt sich iiber
die Inhaltsbeziehung der sechs Bilddreiecke aussagen? Man begriinde die Ant-
wort unter Verwendung der Eigenschaften einer perspektiv-affinen Trans-,
formation.

. Gegeben sind ein Parallelogramm und eine Gerade g (Abb. 5.5). Gesucht sind die
Affinitdtsrichtung und das Affinitéitsverhiltnis jener perspektiven Affinitiit,
die g als Affinitdtsachse besitzt und das vorgegebene Parallelogramm in ein
Quadrat transformiert.

Hinweis: Im Quadrat stehen je zwei benachbarte Seiten und auch die Diagonalen auf-
einander normal.

. Gegeben sind der Grundrif eines in der Ebene ¢ liegenden Rechtecks A BCD sowie
die erste Spur von & (Abb. 5.6). Man bestimme die zweite Spur von der Ebene-e
und den Aufrif§ des Rechtecks 4BCD.

. Gegeben sind ein auf #; lotrecht stehender Drehkegel und ein Punkt P auBerhalb
des Kegels durch ihren Grund- und Aufri (Abb. 5.7). Man fille das Lot von P auf
den Kegelmantel, bestimme den LotfuBpunkt und die wahre Linge des Lotes.

Hinweis: Anwendung einer Drehung als Konstruktionsprinzip.
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b, X2
C 3

g (4

D B
5
A
&

Abb, 5.5 Abb. 5.6

B PII

s
X12
+P'  Abb. 5.7

10. Gegeben sind zwei dreiseitige Prismen @ und ¥ durch Grund- und Aufrif. Die
Seitenflichen des Prismas ® sind erstprojizierend und die des Prismas ¥ zweit-
projizierend. Der Durchschnitt beider Kérper ist eine nichtleere Punktmenge
(Abb. 5.8). Man stelle diesen Durchschnitt vom AufriB ausgehend in einem
Schrigbild dar, A = 1, ¢ = 60°.

11. Fiir den durch Abb. 5.9 vorgelegten GrundriB der Trauflinien eines Hauses ist die
Dachausmittelung zu konstruieren. Dabei wird vorausgesetzt, daf die Trauf-
linie iiberall gleich hoch und das Dach nach allen Seiten unter' dem gleichen
Winkel gegeniiber der horizontalen Ebene geneigt ist.
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12.

13.

14.

15.

16.

Gegeben sind zwei Prismen @ und ¥ mit trapezformigen Querschnitten durch
Grund- und AufriB. Das Prisma @ ist erstprojizierend. Die Seitenflichen des
Prismas ¥ sind parallel zur RiBachse (Abb. 5.10). Man konstruiere den Aufrif
des Schnittpolygons der beiden Prismen mittels geeigneter Hilfsebenen und
stelle das Schnittgebilde unter Einarbeitung der Sichtbarkeit dar.

Eine raumliche Ecke sei durch drei sich in O paarweise senkrecht schneidende

_ Achsen (-, ,-, x3-Achse) vorgegeben. Die von den positiven Halbachsen aufge-

spannten, paarweise aufeinander senkrecht stehenden ebenen Bereiche (x;%),
(%) und (242;) bestimmen einen Oktanten des Raumes. Die drei ebenen Bereiche
seien als Spiegelflichen nach der Seite des ersten Oktanten ausgebildet. Aus
physikalischer Sicht liegt hier ein Tripelspiegel vor (Abb. 5.11). Man zeige mittels
einer Darstellung in Grund- und AufriB, daB ein aus dem ersten Oktanten ein-
fallender Lichtstrahl s allgemeiner Lage nach dreimaliger Reflexion an den
Flichen des Tripelspiegels in einen ausfallenden Strahl s* || s iibergefiithrt wird.
Zum konstruktiven Beweis dieser Aussage verwende man den folgenden geo-
metrischen Sachverhalt: Liegt bei der Normalprojektion eines Winkels « auf
eine Ebene 7 die Winkelhalbierende w, parallel zur Bildebene =, so ist das Bild
der Winkelhalbierenden auch die Halbierungslinie des Bildwinkels «’.

Bemerkung: Die Wirkungsweise des Tripelspiegels findet im Verkehrswesen bei allen
nicht selbstleuchtenden Warnanlagen Verwendung. In der technischen Ausfithrung werden
Serien von Tripelspiegeln zu einem Warnreflektor zusam faBlt. Die spiegelnd
Flichen sind rot gefirbt. Die Bezeichnung ,,Katzenauge* fiir derartige Sicherungsein-
richtungen ist nicht zutreffend, weil das hohe Reflexionsvermogen des Katzenauges auf
einem anderen physikalischen Prinzip beruht. Die Wirkungsweise des Tripelspiegels hat in
Verbindung mit den Laser-Strahlen durch vielfiltige Anwendungsméglichkeiten im Ver-
messungswesen erneut an Aktualitét gewonnen.

Gegeben sind der Drehkegel @ mit dem in x; liegenden Basiskreis k, der Rich-
tungspfeil ! und eine zweitprojizierende Ebene & durch Grund- und Aufri. Durch
1 wird die Richtung eines parallel einfallenden Strahlenbiindels beschrieben
(Abb. 5.12). Man konstruiere die Eigenschattengrenze des Drehkegels sowie den
Schlagschatten von @ auf z; und e.

Gegeben sind ein auf m; lotrecht stehender Drehzylinder mit aufgesetztem Dreh-
kegel sowie ein Richtungspfeil I durch Grund- und Aufrif. Durch ! wird die
Richtung eines parallel einfallenden Strahlenbiindels wiedergegeben (Abb. 5.13).
Man konstruiere die Eigenschattengrenze des Drehkérpers sowie dessen Schlag-
schatten auf ;.

Durch kotierte Projektion sind die horizontale Ebene ¢ mit der Kote 0, & mit
der Kote 5 und eine diese beiden Ebenen verbindende Pultebene o gegeben. In
dieses Gelénde ist ein horizontales Rechteckplateau = mit der Kote 3 einzupassen,
welches mit der Ebene ¢, durch einen gleichformig geneigten Weg w verbunden
ist (Abb. 5.14). Zur konstruktiven Einpassung des Plateaus mit AnschluBweg
in das Gelinde ist der Basiskreis & des Boschungskegels des Eckpunktes P von
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nbeziiglich s, vorgegeben. Fiir Aufschiittung und Gelindeeinschnitt ist der gleiche
Boschungswinkel zu verwenden. Man konstruiere die durch Einpassung von =
und o in das vorgegebene Gelinde entstehenden ebenen Boschungsflichen im
Eintafelverfahren.

'
€7

N W N o

Abb. 5.14

Kreis und Kugel

Kontrollfragen

. Wie konstruiert man einen Kreis, der eine Gerade ¢ als Tangente besitzt und

suBerdem durch zwei auf einer Seite von ¢ liegende Punkte P und @ geht? Man
diskutiere die Anzahl der Losungen.

. Wie konstruiert man einen Kreis, von dem ein Punkt und zwei sich schneidende

Tangenten vorgegeben sind? Man diskutiere die Anzahl der Losungen.

. Wieviel Kreise kann man an drei sich paarweise schneidende jedoch nicht durch

einen Punkt gehende Geraden legen?

. Welche Beziehung besteht zwischen dem Oberflicheninhalt und dem Raum-

inhalt einer Kugel mit dem Radius von der Linge r? Man stelle eine analoge
Beziehung fiir den Wiirfel mit der Kantenlinge a auf und vergleiche die Ergeb-

. nisse.

. Gegeben sind vier Ebenen im Raum derart, daf sich je zwei in einer Geraden und

je drei in einem Punkt schneiden. Hingegen besitzen die vier Ebenen keinen
gemeinsamen Punkt. Wie kann man eine Kugel konstruieren, die jede der vier
Ebenen in je einem Punkt beriihrt? Wieviel solche Kugeln gibt es? Man diskutiere
auch den Fall, daB zwei Schnittgeraden parallel zueinander sind.
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=)

. Was versteht man unter einem GroBkreis auf der Kugel?
. Bei allgemeiner Parallelbeleuchtung einer auf der Bildebene z liegenden Kugel

entsteht als Schlagschatten eine Ellipse. Welche geometrische Bedeutung hat der
Beriihrungspunkt der Kugel mit z fiir diesen Schlagschatten? Als Eigenschatt
grenze der Kugel ergibt sich ein GroBkreis. Die Ebene des GroBkreises schneidet
die Bildebene 7 nach einer Geraden e. Welche Bedeutung hat e fiir den Schlag-
schatten der Kugel?

Aufgaben

. Gegeben sind eine Gerade g allgemeiner Lage und ein Punkt P € g durch Grund-

und Aufri. Gesucht sind die Risse jenes Kreises, der senkrecht auf g steht, den
Punkt P als Mittelpunkt besitzt und die erste Bildebene =, beriihrt.

. Gegeben sind die Punkte M und 4 durch ihren Grund- und AufriB. Ferner ist der

Aufrif eines Punktes B gegeben (Abb. 5.15). Man bestimme den Grundrif des
Punktes B derart, daB M der Mittelpunkt und 4 und B Randpunkte eines Kreises
k sind; d. h., das Dreieck A M B ist gleichschenklig mit der Strecke 4B als Basis.
Ferner bestimme man die erste und zweite Hauptlinie der Kreisebene durch M
und stelle den gesuchten Kreis in Grund- und AufriB dar. Wieviel Lésungen besitzt
die Aufgabe?

M

dar Abb. 5.15

. Gegeben sind die Punkte M und 4 durch Grund- und AufriB. M sei der Mittel-

punkt und 4 ein Randpunkt der Kugel ». Man stelle die Kugel » durch Grund-
und Aufriff dar.

. Gegeben sind vier nicht-komplanare Punkte 4, B, C, D. Die drei Punkte 4, B, C

liegen in einer zu 7, parallelen Ebene. Man konstruiere jene Kugel x, die die vier
Punkte 4, B, C, D als Randpunkte besitzt.

. Gegeben sind drei in x, liegende nicht-kollineare Punkte 4, B, C und eine Ebene ¢

in allgemeiner (nicht-projizierender) Lage. Gesucht ist diejenige Kugel x, welche
die Punkte 4, B, C als Randpunkte besitzt und die Ebene ¢ beriihrt.

- Hinweis: Man verwende den Potenzbegriff eines Punktes beziiglich eines Kreises und

einer Kugel.
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A Gegeben sind zwei im ersten Quadranten (iiber 7, und vor m,) liegende Punkte 4
und B. Gesucht ist jene Kugel x, die die Punkte 4 und B als Randpunkte be-
sitzt und die Bildebenen =, und m, beriihrt.

Bemerkung: Man beachte den unter Aufgabe 5 gegebenen Hinweis.

. Gegeben ist eine im ersten Quadranten liegende Kugel », die die Bildebenen x;
und 7, beriihrt, und eine zweitprojizierende Ebene ¢, die » schneidet. Gesucht
ist der GrundriB der Schnittkurve von x mit .

. Glegeben sind eine Gerade g allgemeiner Lage und ein Punkt M ¢ g. Gesucht sind
die Normalrisse jener Kugel », die M als Mittelpunkt und g als Tangente be-
sitzt.

Anleitung: Man lege durch M eine Hilfslinie 1 g und bringe diese mit g zum Schnitt. Der
Schnittpunkt 7' = P(yg) ist der Berithrungspunkt der gesuchten Kugel mit g. Die Linge
der Strecke MT ist gleich dem Radius der gesuchten Kugel.

Kegelschnitte

Kontrollfragen

. Wie lassen sich Ellipse, Parabel und Hyperbel als Schlagschattengrenzen einer
Kugel bei Zentralbeleuchtung erkliren?

. Wie lassen sich Ellipse, Parabel und Hyperbel unter Einbeziehung ihrer Brenn-
punkte rein planimetrisch definieren?

. Mittels welchen gemeinsamen Begriffes fiir Ellipse, Parabel und Hyperbel kann
eine zusammenfassende planimetrische Definition der Kegelschnitte gegeben
werden?

. Durch welche geometrische Besonderheit zeichnen sich die Brennpunkte bei
Ellipse, Parabel und Hyperbel aus?

. Durch Drehung einar Parabel um ihre Achse entsteht eine Drehfliche, die man
als Drehparaboloid bezeichnet. Welche physikalische Bedeutung hat der Brenn-
punkt der Parabel fiir diese Drehfliche? Wo finden sich Anwendungen dieser
Fokaleigenschaft in der Nachrichtentechnik, Astrophysik, Heiztechnik und
Optik?

. Wie kann man eine Parabel als Hiillgebilde einer einparametrigen Geraden-
schar erzeugen?

. Wodurch ist die Bezeichnung ,,Wurfparabel‘ fiir die Flugbahn eines schriig nack
oben geworfenen Gegenstandes (z. B. eines Steines) gerechtfertigt?

. Was versteht man unter der ,,Giirtnerkonstruktion® einer Ellipse?

. Was versteht man in der Kinematik unter einer Ellipsenbewegung? -
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10.

11.

12.

13.

(]

W

Wie konstruiert man an eine Ellipse von einem auBerhalb dieses Kegelschnittes
gelegenen Punkt P die Tangenten? Man diskutiere die Konstruktionsméglich-
keiten mittels Leitkreis und perspektiver Affinitét.

Wie lassen sich Interferenzerscheinungen an. Transversalwellen z. B. auf der
Wasseroberfliche mit Hyperbeln in Zusammenhang bringen?

Was versteht man unter einem Paar konjugierter Durchmesser bei Ellipse und
Hyperbel?

Fiir welche kosmischen Bewegungsabliufe sind Kegelschnitte von fundamentaler
Bedeutung?

Aufgaben

. Gegeben sind die Brennpunkte F, und F, eines Mittelpunktskegelschnittes und

eine Gerade g.

a) F,und F, liegen in der gleichen Halbebene beziiglich g. Man bestimme Haupt-
und Nebenachse jener Ellipse, die #, und F, als Brennpunkte und g als Tangente
besitzt. Ferner konstruiere man den Beriihrungspunkt von g mit der Ellipse.

b) F;, und F, werden von ¢ getrennt. Man bestimme die Scheitelpunkte und
Asymptoten jener Hyperbel, die F, und F, als Brennpunkte und g als Tangente
besitzt. Ferner konstruiere man den Beriihrungspunkt von g mit der Hyperbel.

A
4

+w

t b

o+

Abb. 5.16

. Gegeben sind zwei zueinander parallele Geraden ¢, und ¢, sowie drei nicht-kolli-

neare Punkte A4, B, C, die zwischen ¢, und ¢, liegen (Abb. 5.16). Gesucht ist eine
Ellipse durch die Punkte 4, B, C, welche ¢, und ¢, als Tangenten besitzt.

Hinweis: Man verwende Uberlegungen analog zu Aufgabe 4 in MfL Bd. 8, 3.8., und disku-
tiere die Anzahl der Losungen. Mittels der rdumlichen Interpretation der Aufgaben-
stellung als Schnitt von Ebene und Drehzylinder konstruiere man auch die Berithrungs-
punkte 7; und 7', von ¢, bzw. ¢, mit der Ellipse.

. Von einer Parabel sind zwei Tangenten ¢; und ¢, samt den Beriihrungspunkten

T, bzw. Ty gegeben (Abb. 5.17). Man konstruiere unter Einbeziehung rdumlicher
Uberlegungen (ebener Schnitt eines Drehkegels) die gesuchte Parabel.
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4. Gegeben ist ein gleichschenkliges Dreieck. Auf den beiden Schenkeln des Dreiecks
ist je ein innerer Punkt 7; bzw. 7', gegeben (Abb. 5.18). Gesucht ist jene Ellipse,
die das vorgegebene Dreieck als Tangentendreieck besitzt und die Schenkel des
Dreiecks in 7', bzw. T, beriihrt. i

Hinweis: Man interpretiere das gleichschenklige Dreieck als AufriB eines Drehkegels, der
mit einer Ebene in geeigneter Weise zu schneiden ist. Bei Ausfithrung der Konstruktion ist

auch der GrundriB des Drehkegels mit her: ieh
I f f;
t
A4
2
t
X2
/ ty \
Abb. 5.17 Abb. 5.18
t
71' -+
t
+F
t 4z :
+p

Abb. 5.19 Abb. 5.20

5. Von einer Ellipse sind zwei zueinander parallele Tangenten #; und ¢, samt den
Beriihrungspunkten 7', bzw. 7', sowie ein zwischen #, und ¢, liegender Ellipsen-
punkt P gegeben (Abb. 5.19). Man konstruiere die gesuchte Ellipse unter Ver-
wendung raumlicher Uberlegungen analog zu Aufgabe 4 in MfL Bd. 8, 3.8., oder
mittels perspektiver Affinitit.
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6.

Qo

©o

10.

Gegeben sind der Brennpunkt F einer Parabel und zwei Parabeltangenten ¢, und
t, (Abb. 5.20). Man bestimme die Achse dieser Parabel und ihre Beriihrungspunkte
mit den beiden Tangenten.

. Gegeben sind ein Kreis k£ und ein auBerhalb % liegender Punkt P (Abb. 5.21).

Gesucht ist eine Parabel p, die k als Scheitelkriimmungskreis und P als einen
ihrer Punkte besitzt. Insbesondere bestimme man Brennpunkt und Scheitelpunkt
dieser Parabel.

Hinweis: Die Distanz Brennpunkt—Scheitelpunkt pricht dem halben Radius des
Scheitelkriimmungskreises der Parabel.

+p

Abb. 5.21 Abb. 5.22

. Gegeben sind ein Kreis k, ein Punkt S auf £ und eine Gerade ¢. S sei ein Scheitel-

punkt und k der zugehérige Scheitelkriimmungskreis der zu bestimmenden
Ellipse. Ferner sei ¢ eine Tangente dieser Ellipse. Durch Anwendung einer zentri-
schen Kollineation mit § als Kollineationszentrum und der Tangente s von k in
8§ als Kollineationsachse fiihre man den Kreis & in die gesuchte Ellipse iiber. Ins-
besondere sind die drei weiteren Scheitelpunkte der Ellipse konstruktiv zu be-
stimmen (Abb. 5.22).

. Zu einem von dem Punkt O ausstrahlenden orthogonalen normierten Rechts-

dreibein O(e,e,e;) kennt man die Normalprojektionen von e, und e, auf eine
horizontale Ebene. O sei der héchste Punkt dieses Rechtsdreibeins (Abb. 5.23).
Man konstruiere die Normalprojektion von ey auf die Ebene.

Hinweis: Man verwende die Rytzsche Achsenkonstruktion.

Gegeben sind eine auf =, liegende Kugel » und ein Pfeil [ durch Grund- und Auf-
riB. Durch [ ist die Richtung eines parallel einfallenden Strahlenbiindels vorge-
geben. Gesucht sind die Eigenschattengrenzen der Kugel und der Schlagschatten
von x auf z;.
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11.

Gegeben sind eine Lichtquelle S mit kegelférmiger Lichtausbreitung und ein auf
m liegendes Prisma mit zweitprojizierenden Seitenflichen (Abb. 5.24). Man kon-
struiere die Begrenzungslinie des von der Lichtquelle S auf 7, und den Seiten des
Prismas erzeugten Lichtfleckes.

5

X7
7 ; 2

+ %

Abb. 5.23 : Abb. 5.24

Durchdringungen von gekriimmten Flichen

Kontrollfragen

. Eine Drehkegelfliche werde von einer durch die Spitze dieses Kegels gehende

Ebene geschnitten. Wie sieht das Schnittgebilde von Kegelfliche und Ebene
aus? (Falldiskussion) '

. Eine Zylinderfliche werde von einer Ebene geschnitten, die parallel zu einer

Erzeugenden dieser Fliche liegt. Wie sieht das Schnittgebilde von Ebene und
Zylinderfliche aus? (Falldiskussion)

. Wie ist die Schar von Hilfsebenen zweckmiBig zu legen, wenn die Schnittkurve

von zwei Zylinderflichen konstruiert werden soll?

. Wie ist die Schar von Hilfsebenen zweckmiBig zu legen, wenn die Schnittkurve

einer Zylinderfliche mit einer Kegelfliche konstruiert werden soll?

. Wie ist die Schar von Hilfsebenen zweckmiBig zu legen, wenn die Schnittkurve

zweier Kegelflichen konstruiert werden soll?

. Was versteht man unter dem StoB zweier sich durchdringender Korper?
. Der Abstand der Mittelpunkte zweier Kugelflichen betrigt 14 em. Die Liangen

der Radien sind 13 cm fiir die erste und 15 em fiir die zweite Kugelfliche. Man
beschreibe Art und GréBe der Schnittkurve beider Flichen.
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Aufgaben

1. Gegeben sind zwei Drehzylinderflichen @ und ¥. Die Zylinderfliche @ ist erst-
projizierend, die Zylinderfliche ¥ ist zweitprojizierend. Die beiden Flichen
schneiden sich nach einer Ausreifung. Die Schnittkurve ist unikursal, d. h., sie
1Bt sich in einem Zuge durchlaufen (Abb. 5.25). Man konstruiere das Schrig-
bild der Schnittkurve vom Aufrif ausgehend mit dem Verzerrungsverhltnis 2 = 1
und dem Verzerrungswinkel ¢ = 60°.

I &

T M

12

" <]
| —

Abb. 5.25 Abb. 5.26

2. Gegeben sind eine auf 7, lotrecht stehende Drehzylinderfliche @ und eine Kugel-
fliche ». Die Zylinderachse und der Kugelmittelpunkt spannen eine zu =, paral-
lele Ebene auf (Abb. 5.26). Man konstruiere mittels einer Schar von Ebenen
parallel zu 7, den Aufriff der Schnittkurve von Kugel- und Zylinderfliche.

Bemerkung: Die entstehende Raumkurve ist nach dem Satz von BEzouT von vierter
Ordnung. Wegen der bestehenden Symmetrie erscheint sie im Aufriff doppelt iiberdeckt.
Thr Bild ist daher eine ebene Kurve zweiter Ordnung. Man weise durch Rechnung nach,
daf die Bildkurve ein Parabelabschnitt ist.

3. Fiir die folgende Aufgabenstellung wird von Paaren von Drehzylinderflichen aus-
gegangen. Der erste Zylinder @ ist erstprojizierend, und die Achse des zweiten
Zylinders ¥ liegt parallel zur RiBachse. Die Schnittkurve der beiden Flichen ist
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mittels einer Schar von Hilfsebenen parallel zur AufriBtafel punktweise zu
konstruieren. Innerhalb eines gewissen Intervalls liefert jede Hilfsebene der
Schar vier Punkte der gesuchten Schnittkurve. Diese ist zunéichst ohne Beachtung
der Sichtbarkeit zu konstruieren. Die Sichtbarkeit ist anschlieBend noch heraus-
zuarbeiten. .

a) Die Durchdringung der Flichen bildet eine AusreiBung (Abb. 5.27). Im Aufrif
ergibt sich eine Kurve vierter Ordnung. Die Raumkurve selbst ist unikursal,
singularitdtenfrei und von vierter Ordnung.

X2 X2

livf,_w ¢ v |

Abb. 5.27 Abb. 5.28

b) Die Durchdringung der Flichen ist ein Grenzfall von Ausreifung und Durch-
bohrung (Abb. 5.28). Die Raumkurve besitzt einen Knotenpunkt. Sie ist rational
von vierter Ordnung.

c) Die Durchdringung der Flichen besteht in einer Durchbohrung (Abb. 5.29).
Die Schnittkurve ist eine aus zwei Asten bestehende Raumkurve vierter Ordnung.
d) Die Durchdringung der beiden Flichen besteht in einer Durchbohrung mit der
zusitzlichen Besonderheit, da sich die Zylinderachsen schneiden (Abb. 5.30).
Wegen der bestehenden Symmetrie erscheint die Raumkurve im Aufrif doppelt
iiberdeckt. Thr Bild ist daher ein Kegelschnitt. Man zeige durch Rechnung, daf
der Aufril den Ausschnitt einer Hyperbel liefert.

e) Die Achsen der sich durchdringenden Flichen schneiden sich. Ferner be-
sitzen die Drehzylinder den gleichen Radius (Abb.5.31). Die entstehende
Schnittkurve hat zwei Knotenpunkte. Daher zerfillt die Raumkurve vierter
Ordnung in zwei Kurven zweiter Ordnung. Diese sind Ellipsen. Das Schnitt-
gebilde ist vom Aufrifl ausgehend in ein Schrigbild mit dem Verzerrungsverhlt-
nis A = 1 und dem Verzerrungswinkel ¢ = 60° zu iiberfiihren.
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4, Gegeben sind der Drehkegel @; mit dem in x, liegenden Basiskreis k; und der
Drehkegel @, mit dem in 7, liegenden Basiskreis k,. Die Spitzen 8, von @, und
8, von @, verbinde man durch eine Gerade g. Durch ¢ lege man eine Schar von
Hilfsebenen, von denen jede die Kegelflichen @, und @, innerhalb eines gewissen
Intervalles nach je zwei Erzeugenden schneidet (Abb. 5.32). Die sich hierbei er-
gebenden Punkte sind Punkte der Schnittkurve der Flichen @, und ®,. Unter
Einbeziehung der Grenzlagen, in denen die Hilfsebenen einen der Kegel beriihren,
verschaffe man sich eine hinreichende Zahl von Punkten, die das Zeichnen der
Schnittkurve erméglichen. Der Verschnitt der beiden Flachen ist unter Ein-
arbeitung der Sichtbarkeit darzustellen.

Bemerkung: Das hier skizzierte Verfahren bezeichnet man als Pendelebenenverfahren.
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Arbeitsstufen der Problemanalyse

Kontrollfragen

—

Man charakterisiere die Modellmethode und erldutere diese an Beispielen.

o

Es ist der Unterschied zwischen einer Menge von Dingen und einem System zu

verdeutlichen.

3. Man erldutere an Beispielen die Aufgabe der Analyse, Synthese und Erkennung
von Systemen. '

4. Welche Kriterien mu8 ein allgemeines Verfahren erfiillen, um ein Algorithmus

genannt zu werden?

o>

In welchem Sinne ist ein Algorithmus ein Alphabetoperator? Man erldutere diesen
Begriff an Beispielen.

&

Man stelle konkrete Algorithmen durch FluBdiagramme dar.
7. Es ist ein Flufdiagramm graphentheoretisch zu beschreiben.

@®

. Man charakterisiere die Arbeitsstufen der Problemanalyse.

Aufgaben

1. Abb. 6.1 zeigt das als Wheatstonesche Briicke hekannte elektrische Netzwerk
mit der Stromquelle £ und den Widerstinden a, b, ¢, d, e. Die Stromquelle habe
die elektromotorische Kraft U,. Der Widerstand der von 4 iiber die Stromquelle &
nach C fithrenden Leitung sei f. Zu berechnen ist die Stromstérke I, des iiber den
Zweig BD {liefienden Stromes.

£ rh
I 1
1k { |

Abb. 6.1

Lésung: Grundlage fiir die mathematische Modellierung sind die Kirchhoffschen Satze der
Stromverzweigung. Mit den in Abb. 6.1 verwendeten Bezeichnungen ist der Spannungs-
abfall in den die Widerstinde g, b, ¢ usw. enthaltenden Zweigen nach dem Ohmschen Gesetz
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U, = al,, Uy = bly, U, = cI, usw. Mit Hilfe des K punkt- und des Maschensat:
gewinnt man das folgende lineare Gleichungssystem fiir die Stromstérken:

Knotenpunktsatz bei

A —I, —I +1I, =0,
B I, — I, —I, =0,
c Iy+ I, —1I; =0,
Maschensatz fiir (1)
ABDA al, —dIg + el, =0,
BCDB oIy —cl, —el, =0,

ABCEA  al, + b, + fI; = U,

_Far die Koeffizientendeterminante findet man leicht den Wert
A=ef(a+b+o+d)+e(a+b)(c.+d)+/(a+d)(b+0)+ad(b+c)
+ be(e + d). . 2

A verschwindet nicht, wenn wenigstens drei der Widerstéinde a, b, ¢, d ungleich Null sind.
Nach der Cramerschen Regel ist dann

_ Uylbd — ac)
I, = == (3)
. In dem Netzwerk der Aufgabe 1 sei e = f = 0, und die Widersténde c, d werden

als verdnderlich angenommen. Dann kann dieses als ein System & interpretiert
werden, das von den Parametern a, b abhingt und auf die einstellbaren Ein-
gangsgréBen ¢, d mit dem iiber die Briicke BD flieBenden Strom der Starke I, als
Output reagiert (Abb. 6.2).

3 7(ab) Le
i Abb. 6.2

Die Analyse von & hat die Bestimmung von I, als Funktion von ¢, d und der
Systemparameter a, b zum Ziel. Bei der Syntheseaufgabe wird I, fiir eine gewisse
Menge M von Werten der EingangsgroBen vorgegeben, und die Parameter a, b
von & sind so zu bestimmen, daB dieses Input-Output-Verhalten durch das
System realisiert wird.

Man analysiere das System & und 16se die Syntheseaufgabe fiir den Fall, dal
¢ = d und die Briicke BD stromlos ist.

Loésung: Auf Grund von (3) und (2) ist

_ Uy(bd — ac)
ad(b + ¢) + be(a + d)
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Fiir ¢ = d folgt daraus
P )
*alb +o) +bato)

so daBl I, = 0 genau dann gilt, wenn @ = b ist.

. Das Netzwerk der Aufgabe 1 sei mit einem festen und bekannten Widerstand &

gegeben, so daB dieses im Hinblick auf Abb. 6.2 ein nur noch von dem Parametera
abhingendes System &(a) darstellt.
Eine Aufgabe der Systemerkennung liegt vor, wenn g fiir ein konkretes System
aus Beobachtungen des Input-Output-Verhaltens bestimmt werden soll. Man
interpretiere in diesem Sinne die bekannte Methode der Widerstandsmessung mit
der Wheatstoneschen Briickenschaltung.

Loésung: Abb. 6.3 zelgt die Versuchsanordnung, wobei man sich die Wldersmnde c, d
durch Abschnitte eines zwischen 4 und C P ten h indrahtes
realisiert denke, an dem ein Kontakt D verschoben werden kann, der ubet ein Galvano-
meter mit B verbunden ist. Zeigt dieses in einer bestimmten Lage von D Stromlosigkeit
der Briicke an, so folgt aus (3)

a=>5b.—.
c

Bekanntlich ist aber das Verhiltnis der Widerstandswerte d, ¢ gleich dem der entsprechen-

den Lingen /4 und I, der Abschnitte des Drahtes bei der Nullanzeige des Instrumentes, so

daB .

~|c

<

gilt.

Abb. 6.3

. Bei der Aufstellung des Systems (1) war auf die lineare Unabhingigkeit der mit
Hilfe der Kirchhoffschen Sétze gebildeten Gleichungen zu achten. Beispielsweise
hiitte die Anwendung des Knotenpunktsatzes auf D die Beziehung

—I.+1,+1,=0

geliefert, die man aus den Gleichungen bei 4, B, C linear kombinieren kann.

In der Elektrotechnik benutzt man das folgende Verfahren, welches gegeniiber
dem Vorgehen in Aufgabe 1 die Berechnung elektrischer Netzwerke wesentlich
vereinfacht und mit GewiBheit zu linear unabhéingigen Gleichungen fiihrt.

1. Schritt: Man wihlt eine Masche zur Anwendung des Kirchhoffschen Satzes
aus und unterbricht diese an einer beliebigen Stelle. In dieser Weise fihrt man
solange fort, wie noch geschlossene Maschen in dem Netzwerk vorhanden sind.
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2. Schritt: In der k-ten der so ausgezeichneten Maschen fiihrt man einen
Maschenumlaufstrom y; ein. Hiernach 148t sich jeder Zweigstrom additiv aus
Umlaufstrémen zusammensetzen.

3. Schritt: Man wendet den Kirchhoffschen Satz auf jede der ausgezeichneten
Maschen an, indem der Spannungsabfall in jedem Zweig mit Hilfe der Umlauf-
strome ausgedriickt wird. Auf diese Weise ergibt sich fiir die’Maschenumlauf-
strome ein lineares Gleichungssystem, welches ebenso viele Gleichungen wie
Unbekannte enthilt und dessen Koeffizientendeterminante von Null verschieden
ist.

4. Schritt: Nach Bestimmung der Umlaufstrome ermittelt man aus diesen
eindeutig die Zweigstrome.

a) Man 16se Aufgabe 1 nach dem angegebenen Verfahren.

b) Man untersuche, ob dieses Verfahren einen Algorithmus darstellt.

E f

|
1

i

Abb. 6.4

Losung:

a) 1. Schritt: Nach dem Verfahren lassen sich etwa die in Abb. 6.4 mit I, II, IIT mar-
kierten Maschen auszeichnen, deren letzte die elektromotorische Kraft enthilt und im
iibrigen durch 4, D, C, A bestimmb ist.

2. Schrltt InLII, III werden Maschenumlaufstréme ¥,, y,, y; mit den durch Pfeile an-
geg Richtungen-eingefiihrt (Abb. 6.4).

3. Schritt: Die Anwendung des Kirchhoffschen Maschensatzes auf I, II, III liefert fol-
gendes lineare Gleich 'y fiir die Sp Ug Uy, .o

@ U—Us+U.=0, }

an U,—-U,—U,=0,
(L) U+ Us+ Uy = U,

(4)

Zwischen den Zweig- und Masch laufstro bestehen folgende Beziehungen (vgl.
Abb. 6.1):
In=u Iy=1y, I =y,

(8)
I,=y1— % IL=—%+¥ li=—t+1,
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so daB nach (4)

@t+d+eay —ey, —dy, = 0,
—en+ Gtetey —cyy =0, (6)

—dy et etd+ =10,
ist. Fir die Koeffizientendeterminante ergibt sich der Wert (2). Zur Bes_timmung von ¥,

und y, werden die in der Cramerschen Regel auftr den Zihlerde D, bzw.
D, berechnet. Man findet s

Dy = Ufec +db + ¢+ e)], D,= Ujed + cla + d + e)].
4. Schritt: Fir I, folgt mit y, und y, gemiB (5) wieder Ausdruck (3).
b) Das oben beschriebene Verfahren bestimmt zu einem Netzwerk, das abstrakt als ein
spezieller Graph @ charakterisiert werden kann, ein lineares Gleichungssystem L. Dieses
wollen wir im Sinne der FuBnote 1, MfL Bd. 9, 8. 17, als Output zum Input @ auffassen.
Solange tber die sukzessive Auswahl der Maschen keine Festlegung erfolgt, ist das Ver-
fahren streng genommen kein Algorithmus. — Die eigentlich interessierenden Outputs sind
natiirlich die Werte der Zweigstrome in einem solchen Netzwerk. Die (zu bejahende) Frage,
ob diese in algorithmischer Weise von L hend b hnet werden & soll hier
nicht untersucht werden.

y
By
B . M(xy) c
7
) b
Ar a a Az Abb. 6.5
= 0 X

. Abb. 6.5 veranschaulicht in einem kartesischen Koordinatensystem einen
Gelenkmechanismus, der von P. L. CEBYSEV in seinen grundlegenden Arbeiten
zur Approximationstheorie untersucht wurde: Dieser besteht aus drei drehbar
miteinander verbundenen Stiben 4,B,, BB, und A4,B,, deren Lingen gemaB
Abb. 6.5 gleich b und 2¢ sind. Die Drehpunkte 4;, 4, liegen auf der z-Achse im
Abstand a vom Ursprung.

a) Man bestimme die Bahnkurve des Punktes M und charakterisiere diese
Aufgabe im Sinne einer Systemanalyse.

b) Der Mechanismus ist ein von den Parametern a, b, ¢ abhingendes System.
Es wird gefordert, , b, ¢ 5o zu bestimmen, da8 M bei einer Bewegung iiber einem
gewissen Intervall der z-Achse méglichst wenig von einer Parallelen zu dieser
abweicht (Geradfiihrungsmechanismus). Man interpretiere diese Aufgabe im
Sinne der Systemsynthese.

Lésung: a) Fir die Koordinaten der Punkte B,, B, findet man
)y =% —c-CO8y, , Y=y —c-8iny,

Z=z+0-008y, y=y+oc-siny,
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wenn z, y die Koordinaten von M bedeuten. Die Bindungen von B,, B, driicken sich in den
Gleichungen

@ +aR+yt =0t und (g —aP 4y’ =5
aus, so daB B
(@ + @) + y* + ¢ — 2¢((z + a) cos y 4 y-siny) =82,
(x — a3+ y? + ¢ + 2¢((x — a) cos y +y-siny) =05
ist. Aus diesen linearen Gleichungen fiir cos  und sin y folgt

—x

2acy

cosy=2—:;(x“+y2+a2—b2+02), siny = (@2 + 92 — a® + ¢ —b?)
und damit
daPoty® = PA(a® + 9P + ot — b + )P + 222+t — @+ — b%)?
oder — geordnet nmch'Potenzan von z —
& 4 Ay + 2y? — a* + ¢ — b
A — a4 ¢ — O + 2+ 0t — b )]
T gy 4 0 — B 4 o) — datetyt = 0.
Wir fithren noch die Gré8en
z:=2a? und r:=y® —a®+ ¢t — b 7)
ein und erhalten dann
Bk @+ )2+ (4 2 ) 2 g AP B =0 )

Die betrachteten Gelenkmechanismen stellen eine Klasse von Systemen dar, deren jedes
durch bestimmte Werte der Parameter a, b, ¢ charakterisiert wird und entsprechend mit
8(a, b, ¢) bezeichnet sei. 8(a, b, c) besitzt einen Freiheitsgrad, was etwa in der Bestimmtheit
der Lage des Mechanismus nach Wahl des Winkels y seinen Ausdruck findet. Damit er-
weisen sich auch die Koordinaten von M als Funktionen von y, und man kann 3(a, b, ¢)

+ . als:ein System interpretieren, das auf den Input y mit den Qutputs z, y reagiert.

Die Analyse des Systems besteht in der Bestimmung der Abhingigkeit dieser GréBen von y
und den Parametern a, b, ¢: ¥

z=a(y;a,b,0), y=y;abo). 9

Bei fixierten a, b, ¢ ist (9) beziiglich y eine Parameterdar 11 der Bahnkurve von M im
Sinne der Differentialgeometrie. Diese wurde bei der Losung der Aufgabe mit Riicksicht
auf eine spiitere Anwendung in Form der algebraisch Kurve (8) gegeb

b) Uber einem gewisgen Intervall der z- bzw. z-Achse soll (8) angenihert mit ¥y = y,
— const erfiillt sein. Die Syntheseaufgabe besteht darin, die Parameter a, b, ¢ 50 zu bestim-
men, daB dieses Verhalten moglichst gut realisiert wird.

Wir werden diese Fragestellung im Rahmen der Aufgaben zur Approximationstheorie
priizisieren und eine Methode entwickeln, neben a, b, ¢ auch die Linge des Intervalls fiir
einen gegebenen Wert g, zu berechnen.

Man zeige, daB mit dem Euklidischen Algorithmus tatsiichlich der grofite ge-
meinsame Teiler zweier positiver ganzer Zahlen bestimmt wird.
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7.* Bei der Abarbeitung des Euklidischen Algorithmus fiir zwei natiirliche Zahlen
xz =y > 1 sei in dieser Bezeichnungsweise von MfL Bd. 9, 1.3., (1o :=7)

z=qy + "o,
Y= + 11,
To = ¢afy + T2,
‘n=gsr + 1,

Te-2 = Qb1 + Tks

k1 = QenTks n+0,
so daB I:='k 4 1 die Anzahl der Schritte (Zyklen) bis zum Abbruch des Ver-
fahrens bedeutet. Fiir die Abschitzung dieser GroBe, d. h. die Beurteilung des
Rechenaufwandes, ist die Theorie der Fibonaccischen Zahlen u, hilfreich. Diese
werden rekursiv durch

=1, uy =1, Up 1= Up_y + Upp (n > 2)
definiert.
a) Man zeige, daB fiir 7 = 1(1)k
Y = Ui +wiri und Y = upeg (k=1)
gilt.
b) Mit o :=

(1 + ]/g) gilt fiir die Fibonaccischen Zahlen die Abschétzung

1 vx+L
—— ",
V5
Man beweise mit deren Hilfe I < % log. .

8. Es sei # > 1 eine natiirliche Zahl. Man formuliere einen Algorithmus zur Be-
stimmung aller Primzahlen p < = in ihrer natiirlichen Reihenfolge.

Abb. 6.6

9. a) Die Rollen eines Differentialflaschenzuges haben die Radien R und r. Es sei
F, der Betrag der angehéingten Last, F, der Betrag der wirkenden Kraft (Abb. 6.6).
Man bestimme F, im Gleichgewichtszustand.
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10.

b) Der Differentialflaschenzug kann im Gleichgewichtszustand als ein von den
Parametern R, r abhéingendes System aufgefalt werden, welches die Eingangs-
groBe F; in den Output F, transformiert. Es sei r vorgegeben. Man 16se folgende

Syntheseaufgabe: Wie ist R zu wihlen, wenn im Gleichgewichtsfall F, = L F,
betragen soll? 10
c) Man lose folgende Aufgabe der Systemerkennung: An einem Differential-

flaschenzug ergibt Fy = % F, Gleichgewicht. Welches Verhiltnis r : R zwischen
den Rollenradien R, r besteht?

Abb. 6.7 zeigt einen stabformigen Triger der Lénge I aus homogenem Material.
In den Punkten 4 und B greifen Krifte mit den Betrigen F, und Fpin der in der
Abbildung gezeigten Weise an. Der Betrag des Eigengewichtes des Trigers sei F.
Mit [ als Lingeneinheit kann man den Tréager im Gleichgewichtszustand als ein

- von dem Parameter F abhingendes System auffassen, welches die Eingangs-

11.

grofen F 4 und Fg in die AusgangsgroBe « transformiert.

e
>
1
|
|
)
©

£ Abb. 6.7

a) Man ermittle im Sinne einer Systemanalyse fiir beliebige Inputs F,, Fp die
Entfernung z des Punktes C von A. Welches Resultat wird fiir = erhalten,
wenn F gegeniiber F, und Fp vernachlissigbar klein ist?

b) Man bestimme F so, dal z = % ist bei gegebenem Fpund F, = 0.

Betrachtet wird der schrige Wurf. Bei der mathematischen Modellierung in
dem kartesischen Horizontal (z), Vertikal (y)-Koordinatensystem der Abb. 6.8
bleiben der Luftwiderstand und weitere weniger bedeutsame Einfliisse unbe-
riicksichtigt. Die Bewegungsrichtung zur Zeit ¢ =0 sei durch den Winkel
(0° < & < 90°) gegeben; v, ist die Anfangsgeschwindigkeit.

a) Zu gegebenem « und v, ist die Wurfweite W zu bestimmen.

Bemerkung: Bei der Losung der Aufgabe sollte man von der Zerlegung der Bewegung in
eine gleichfosrmige Bewegung in z-Richtung und einen Fallanteil ausgehen und beachten,
daB diese sich iiberlagernden Komponenten allein .mit Hilfe der Flugzeit koordiniert
werden kénnen. Man vergleiche damit den Aufwand, der sich ergibt, wenn zunichst die
Bahnkurve als algebraische Gleichung in  und y bestimmt wird.

Die Zerlegung von Sachaufgaben in Teilprobleme mit leicht iiberschaubarer Kopplung
(,,Modularisierung* mit diinnen ,,interfaces’) ist von DIjRsTRA als ein methodisches
Prinzip hervorgehoben worden.
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b) Man berechne W fiir v, = 800 ms~%, « = 50° und diskutiere das Ergebnis
hinsichtlich der Versuchsresultate, die sich bei diesen Anfangsbedingungen fiir
ein GeschoB vom Kaliber 38 cm und ein Gewehrprojektil ergeben: SchuBweiten
von 34000 m bzw. 3200 m.

¢) Die Erfahrung zeigt, daB bei einem KugelstoBer die KorpergroBe fiir die Er-
reichung groBer StoBweiten W bedeutsam ist. Man verifiziere das durch Berech-
nung von W. Dabei soll das Koordinatensystem der Abb. 6.9 zugrunde gelegt
und die Bemerkung zu a) beachtet werden.

y y
va 1]
o o
0 X 0 x
-h
Abb. 6.8 ) Abb. 6.9

d)* Bei einem trainierten Sportler konnen % und v, niherungsweise als konstant
angesehen werden. Wie miiBte der Winkel « gewihlt werden, wenn W maximal
sein soll? Man zeige, dal dann 30° < xy < 45° fiir den Winkel «, gilt. Welchen
Winkel o, erhdlt man fiir 2 = 2,2m und v, = 10 ms~1? Welche StoBweite
ergibt sich?

4 57 T
Strdmungs - - Strémungs - z3
richtung i richtung i

Abb. 6.10 Abb. 6.11

12.-Betrachtet wird ein Abschnitt eines hinreichend tiefen Flusses mit parallel
verlaufenden Ufern. Vom Punkt 4 aus startet ein Schiffsmodell mit konstanter
Geschwindigkeit » in Richtung zum gegeniiberliegenden Punkt B am anderen
Ufer. Infolge der Stromung des Flusses wird das Schiffsmodell gleichzeitig strom-
abwirts gefiihrt. Die Breite des Flusses sei b (Abb. 6.10).
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13.

a) Wie weit vom Punkt B entfernt wird das Schiffsmodell stromabwirts das
gegeniiberliegende Ufer erreichen, wenn angenommen wird, da8 die Stromungs-
geschwindigkeit in jedem Punkt der Wasseroberfliche konstant vom Betrag v,
ist? \

b) Denrealen Verhiltnissen besser angepaBt ist die Annahme, da8 die Stromungs-
geschwindigkeit an den Ufern Null ist, nach der Strommitte hin zunimmt und in
der Strommitte den maximalen Wert vy, erreicht. Das Schiffsmodell wird sich
daher auf einer Bahn bewegen, wie sie in Abb. 6.11 dargestellt ist. Um diese an-
gendhert zu ermitteln, machen wir den Ansatz

x = ut, Yy = agt® + axt® + azt + a,.
Man bestimme die Koeffizienten ay, ,, a,, a3 aus den Randbedingungen an den
Ufern und mit Beachtung, daB der Betrag der FlieBgeschwindigkeit in der FluB-
mitte vy, ist. Wie weit vom Punkt B entfernt wird das Schiffsmodell stromab-
wiirts das gegeniiberliegende Ufer erreichen?

¢) Wie wiire in a) v, als Betrag der mittleren Geschwindigkeit der in b) betrach-
teten Strémung zu definieren?

Wir betrachten eine Sammellinse als Input-Output-System. Systemparameter
sei die Brennweite f, EingangsgroBe die Gegenstandsweite g, AusgangsgroBie die
Bildweite b.

a) Als Aufgabe der Systemerkennung kann man den Systemparameter f nach
folgender Methode ermitteln: Die zu vorgegebenen Gegenstandsweiten g;
gemessenen Bildweiten b; werden auf den Achsen eines kartesischen g, b-Koordi-
natensystems abgetragen, und entsprechende Punkte werden geradlinig ver-
bunden. Man begriinde mit Hilfe der Abbildungsgleichung fiir Linsen, da8 sich
die geradlinigen Verbindungen im Punkt P(f, f) schneiden miissen.

b) Durch geeignete Skalierung der Achsen des g, b-Koordinatensystems und der
Geraden mit der Gleichung g = b 1Bt sich ein Rechenblatt (Nomogramm) ent-
wickeln, welches mit Hilfe eines Lineals die graphische Losung von Analyse-,
Synthese- und Erkennungsaufgaben fiir das betrachtete System erméglicht. Man
entwickle unter Beachtung des Ergebnisses von a) ein solches Nomogramm.

. Wir betrachten zwei den Raum ausfiillende Substanzen, die durch eine Ebene

getrennt sind, als ein System &(n;, n,). Die hervorgehobenen Parameter n;, 7,
bedeuten die Brechungsindizes der beiden Materialien. Ein unter dem Winkel o,
aus dem Medium mit dem Brechungsindex n, einfallender Lichtstrahl wird beim
Austritt in das andere an der Trennebene gebrochen. Der Brechungswinkel x,
kann als AusgangsgroBe des Systems &(n,, n,) zum Input «; gedeutet werden.
a) Welches physikalische Gesetz ist Grundlage fiir die Losung der Analyse-,
Synthese- und Erkennungsaufgabe?

b) Erfolgt der Ubergang vom optisch dichteren Medium in das optisch diinnere
(n, > my), so kann Totalreflexion eintreten. Man bestimme den sogenannten
Grenzwinkel der Totalreflexion und erliutere das Arbeiten mit einem Refrakto-
meter im Sinne einer Systemerkennung.
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Datenverarbeitung in Digitalrechnern

Kontrollfragen

. Man vergleiche das Zusammenwirken der Funktionsgruppen eines Digital-

rechners bei der Abarbeitung eines Algorithmus mit dem Vorgehen eines Men-
schen, der dabei neben konventionellen Informationsspeichern (Tafelwerke)
einen Taschenrechner benutzt.

. Man interpretiere die Darstellung von Zahlen in Positionssystemen als Beispiel fiir

die Darstellung von Informationen durch Warter iiber einem Alphabet.

. Die Informationstrager der Rechentechnik sind im allgemeinen bistabil. Was

148t sich daraus fiir die Speicherung von Zahlinformationen folgern?

. Was ist Codierung? Wann nennt man einen Code decodierbar?
. Man gebe Beispiele fiir codierende Abbildungen an und untersuche diese auf

Decodierbarkeit.

.. Man konstruiere zu einigen Codierungen den jeweiligen Codebaum.
. Man definiere den Begriff der Booleschen Funktion.
. Was sind normalisierte (normierte) Zahldarstellungen? Man begriinde ihre Ver-

wendung mit der Struktur der Zahlspeicher in einem Rechner und der technischen
Realisierung arithmetischer Operationen.

Aufgaben

. Man vergleiche die Anzahl der Ziffern bei der Darstellung einer natiirlichen

Zahl im Dualsystem und einem g-adischen Positionssystem (g = 2).

Lésung: Die Anzahl der Ziffern bei der Darstellung von z € N in einem g-adischen System
sei k(g, n) + 1. Dann ist gk(#." die hochste Potenz von g, die in » enthalten ist. Der GroBen-
ordnung nach gilt daher » ~ gg.) und folglich

Inn
k(g, ) ~ Tl

Fir groBe Werte von = stellt der Quotient

k(2. n) - ln_g
kig,m) In2
etwa das Verhiiltnis der zu betrachtenden Ziffernanzahlen dar. Man findet z. B. ¢(10) ~ 3,3.

9(9) :=

. In MfL Bd. 9, 2.4., wird mit Bezug auf Tabelle 2.4 die Codierung der Dezimal-

ziffern im Dreiexzeficode als ein Problem der Informationsverarbeitung dar-
gestellt. Man entwerfe dazu ein bindres Schaltsystem und stelle dieses mit den
allgemeinen Schaltkreissymbolen dar.

Lésung: Es sind vier Boolesche Funktionen auf der Menge der in Tabelle 2.4 angegebenen
Worter des Eins-aus-zehn-Code zu realisieren. Das ist ein spezielles Syntheseproblem fiir
ein binéres Schaltsystem mit zehn Ein- und vier Ausgéingen. Die Nummern der Zeilen, bei
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denen in der Spalte von y; L erscheint, seien iy (j = 0, 1, 2, 3, 4). Die Alternative
Zioy V Tirg V Zigg V Tigg V Tix i (*).

liefert bei Belegung mit dem Codewort der i-ten Zeile, i = 0(1)9, den dort ausgewiesenen
yj-Binirwert. In der Tat: Ist ¢ = i fir ein gewisses j = 0(1)4, so ist @i, mit L belegt,
und (*) nimmt den Wert L an; wenn ¢ == i; fiir alle j = 0(1)4 ist, sind simtliche Variable
in (*) mit O belegt. Auf diese Weise ergibt sich die in Tabelle 6.1 dargestellte Zuordnung,
und das gewiinschte Input-Output-Verhalten wird durch die Schaltung der Abb. 6.12

realisiert.
Tabelle 6.1
Yr Alternative (*)
Yo TgV A VTV TV T
% ToV TV IV VI
Y2 Ty VTV TV TV Ty
Ys Ty VXV T VT,V Ty
X ——
Xy -
{ T Yo

]

== %
4
X5
i Y2
X5 ’——u
Xy } “
|
I -
Xg—— L = Abb. 6.12 ‘
Xy

3. Bei der Decodierung ziffernweise binir verschliisselter Dezimalzahlen sind
0,L-Tetraden als Inputs in zehn Output-Signale zu verwandeln, die zusammen ein
Wort des Eins-aus-zehn-Codes ergeben. Man entwerfe fiir den Dreiexzeficode
eine Decodierungsschaltung.

Losung: Die Tabelle 2.4 in MfL Bd. 9, 2.4., ist als Darstellung von zehn Schaltfunktionen
2y, k = 0(1)9, in vier Verinderlichen yg, 4, 2, ¥; von rechts nach links zu lesen. Da L in
jeder Spalte der Funktionswerte nur einmal erscheint, empfiehlt sich die Benutzung der
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kanonischen alternativen Normalform. Dabei mag man sich die Booleschen Funktionen z;
auch auf nicht in der Tabelle erscheinende 0, L-Tetraden durch 0 fortgesetzt denken. Dann
werden diese durch die in Tabelle 6.2 angegebenen Elementarkonjunktionen dargestellt.
Die Schaltung der Abb. 6.13 realisiert das gewiinschte Input-Output-Verhalten.

Tabelle 6.2
% Darstellung durch
Elementarkonjunktionen

z, Yo AU AT AT
£ YorYrrAY2NYs
Z YorUirYrYs
EN YorY1 A YA Ys
EA YorY1AYarYs
x5 Yorhr¥arYs
Zg YorYr1rY27Ys
z, YorY1AYarYs
kA YorY1 A Y Ys
2y YorhAYz Y3

Yo - X
W
p Dj

p LN
N
v

=
&

—| X Abb. 6.13
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4. In einem g-adischen Positionssystem (g = 2) sei G die Menge der normalisierten
Gleitkommazahlen r
+0,225...7, - g7 1) (*)
mit
—k<j=l,  kleN*,
und der Normalisierung (MfL Bd. 9, 2.5.1.)
1<z, =9g—1, 0= <g—1 fir 7=2(1).

Man untersuche die Verteilung der normalisierten Gleitkommazahlen. Aus

Symmetriegriinden geniigt es, die Menge G, der positiven Zahlen von G zu

betrachten.

Speziell sind folgende Fragen zu beantworten:

a) Welche ist die groBte bzw. kleinste Zahl in G, ?

b) Wie viele normalisierte Gleitkommazahlen enthilt ein Skalenintervall
Ly g

¢) Sind die Zahlen von G, in einem Skalenintervall dquidistant verteilt, und

wie groB ist gegebenerifalls der Abstand aufeinanderfolgender Elemente?

d) Wie viele Elemente enthilt.G,?

Lésung: a) Die groBte Zahl in G, ist %)

1 1 1
09 —1g—1...g—1.-g'=(g9— 1)(—+—z+...+_?)gl
g g g

b
19

=@ -—-1g 11= g tgt — 1.

Die kleinste Zahl in @ ist

0,100... 0. g~k = g-(k+1),
b) Im Intervall [gi“, y’[ haben alle Elemente von G, den Skalenfaktor g; die kleinste und
groBte Mantisse ist 0,100...0 bzw. 0, g — 1g — 1...g — 1 (vgl. a)).
Die Anzahl der Elemente von G, im Skalenintervall ist gleich der Anzahl der verschiedenen
Belegungen von ¢ Stellen mit den g Ziffernsymbolen des Positionssystems, wobei die erste
Ziffer nicht 0 sein darf. Auf diese Weise ergeben sich g'~}(g — 1) normalisierte Gleit-

kommazahlen. Die Mantissen derselben gewinnt man ausgehend von 0,100...0 durch
sukzessive Addition von 0,00...01. Speziell ist

0,100...0 + [gtY(g — 1) — 1] - 0,00...01 = (g¢ — 1) - 0,00...01,
was mit dem Skalenfaktor g/ die groBte Zahl von G, im Intervall [[gi-, gi[[ liefert, nimlich
(" — 1)-0,00...01 - g = (1,00...0 — 0,00...01) - gi =0, — 19 — 1...g — 1.gf.

1) Als Elemente von @ werden sowohl die Zahlworter der halbl ithmischen Darstell
(*) als auch die diesen entsprechenden Zahlen bezeichnet.

2) Fir 1 =a < g, a € N, bedeutet hier ¢ die a entsprechende Ziffer in dem g-adischen
Positionssystem.

&
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Das Skalenintervall [ g, g/[ enthiilt also g*-(g — 1) Elemente von @, und weiter gilt:
¢) Die in [gi-1, gi[[ liegenden Zahlen von @, sind quidistant mit dem Abstand g/~ ver-
teilt. Auch gf hat von der groBten in diesem Intervall gelegenen Zahl aus @, diesen Abstand,
da

gigt — 1) + gt =4
ist.
d) Es gibt k& + ! + 1 Skalenintervalle und damit nach b)

(k414 1)g'%g — 1)
Elemente in G,. Man vergleiche dazu die Aufgaben 14 und 15.

. Fiir die Speicherung der in Aufgabe 4 betrachteten normalisierten Gleitkomma-
zahlen ist natiirlich die Einschrinkung, daB die erste Ziffer der Mantisse von
Null verschieden sein soll, nicht erforderlich. Wird sie aufgehoben, so gewinnt man
die @ umfassende Menge M der Maschinenzahlen. Die Gesamtheit der positiven
Elemente von M werde mit M, bezeichnet. Man zeige:

a) M ist echte Obermenge von @ und 0 € M.

b) Ist # € M und 2, == 0, so ist z € G.

c)Bsseize M, und 2 =0,2y2,...2;- ¢/, "k < jS Loy =2,=-=2,=0,
Zy41 = O fiir 0 < s < ¢, esne Darstellung von z. Unter diesen Voraussetzungen
gilt # € G, genau dann, wenn —k = j — s ist.

d) Offensichtlich gehoren die in einem Skalenintervall (g2, ¢/, —k <j <1,
liegenden Elemente von M, zu G,. Die Zahlen in M,\G, sind dquidistant mit
dem Abstand g—*+" verteilt.

Losung: a) bis c) ist klar. -
d) Es sei z € M\ G,; T bedeute die aus zals Element von M, zu gewinnende normalisierte
Zahldarstellung. Ist also

z = 0,00...0z5,,...00- g1, —k<j<I,
so gilt
Z = 0,044y...7:00...0 - g/,
s Nullen

Nach c) folgt aus j — s = —F, daB z € @, ist. Es kann somit j — 8 < —Fk angenommen
werden. .
Nunsei b = 0 so bestimmt, daBj — h = —Fk, also h = j + kist. Dann gilt A < sund

@ = 0,00...00,; ... 2,00...0 - gF* = 0,00...0z,,...200...0 - g~.
o
h Nullen

Damit erweist sich z als eine positive Zahl, die sich mit dem Exponententeil g—* und einer
Mantisse darstellen 1iBt, deren erste Ziffer verschwindet. Umgekehrt gehoren alle diese
Zahlen zu M\ G,. Aus den Betrachtungen zu Aufgabe 4 c) folgt nun sofort, daB die Ele-
mente von M, \ G, dquidistant mit dem Abstand g—(*+9 verteilt sind. Die kleinste dieser
Zahlen ist

0,00...01 - g% = g—(k+0),
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Die groBte dieser Zahlen
0,0g —1g — 1.9 — 1.g% = g=k+1) _ o-(k+0)
hat von der kleinsten Zahl in G, ebenfalls den Abstand g-(k+,
Reelle Zahlen sind als Eingabedaten oder Resultate von Rechnungen im allge-
meinen keine Maschinenzahlen, miissen vielmehr zum Zwecke ihrer Weiter-
verarbeitung oder Speicherung durch benachbarte Elemente von M ersetzt
werden. Das damit verbundene Approximationsproblem lautet:
Fiir gegebenes = € R ist y* € M so zu bestimmen, daf§
|z — y*| = min |z — y| *)
) veM
ist.
Zur Losung von (*) betrachte man den folgenden Algorithmus: Es sei == 0.
1. Schritt: |z| in der Form |z| = 2’ - g/ darstellen, wobei ' = 0,2,;...7,
und 2, = O ist.
2. Schritt: Die g-adische Darstellung von 2"’ = ' + — g t bilden.

3. Schritt: Abschneiden aller Ziffern, die auf die #-te Zlffer nach dem Komma
folgen, fiihrt auf o’"’.

4. Schritt: rd (x) := sign (z) - 2’ - gI.

Im vierten Schritt wird dem Eingangsdatum z ein der Rundung im Rechen-
automaten nachgebildeter Funktionswert rd (x) zugeordnet.

Man zeige: Ist d (%) € G, dann 1ést y* = rd (x) das Approximationsproblem (*).
Lésung: Fir rd (%) € G gilt

~ " 1 5
e — T @) = Izl — 29| = ' =l of = | & — gt — 2|

N

=10,00...00%% — ig"
[ 2
tStellen

Da |2| im Intervall [[gi, ¢7] liegt, ist der Abstand aufeinanderfolgender Maschi hlen

nach Aufgabe 4c), 5 gleich gi~*. Daraus folgt, daB z durch eine nachatgelegene Maschinen-
zahl approximiert wird.

1 L1
i< |gt — —gt|g = = gi¢.
y_lg‘ 29"9 77

. Wenn fiir die nach dem Algorithmus der Aufgabe 6 bestimmte Zahl rd (x) ¢ @

gilt, bedeutet das fiir den Exponenten j < —k oder § > I. Man spricht dann von
Exponentenunterlauf bzw. -iberlauf. Letzterer wird angezeigt und fiilhrt zum
Abbruch einer Rechnung durch den Automaten. Bei Exponentenunterlauf wird
durch die niichstgelegene Zahl aus M approximiert.

Man zeige, daB dazu der folgende Algorithmus geeignet ist:

Es sei |z| = 0,4y25...2; - ¢F, 2, &0, j < —k.

0.8chritt: k so bestimmen, daB j + &k = —k, also b = —(k + j).

1. Schritt: |2| in der Form |z| = a'g~* darstellen; dabei ist

z' = 0,00...02,2,...2,

et
h Nullen
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2. Schritt: a” =2’ + %g" in g-adischer Darstellung bilden.

3. Schritt: 2’" entsteht aus 2’ durch Abschneiden aller Ziffern, die auf die ¢-te
Ziffer nach dem Komma folgen.

4.Schritt: rd (z):= sign (x) - "' - g~* 16st das in Aufgabe 6 formulierte
Approximationsproblem (*).

Lésung:

|z —Td(z) - |1’-’| _ zrrry_kl =" — 2| g = |2 _%g_( — | gk

=10,00...06%% — —1—g“
—— 2
t Stellen
Auf Grund von Aufgabe 5d) folgt daraus die Behauptung.

1 1
k<X ptgk — 20—kt
r_zrr 29

8. In den folgenden Aufgaben zur Konvertierung und Rekonvertierung verwende
man die Ziffern des Dezimalsystems. Weiter entsprechen 10, 11,...,15 die
Ziffern A, B, ..., F (MfL Bd. 9, 2.2.).

a) Man ermittle fiir die Dezimalzahl 3387 die Darstellung im Oktalsystem
(9 = 8) und gewinne unmittelbar die Dualdarstellung und aus dieser wiederum
unmittelbar die Darstellung im Hexadezimalsystem (g = 16).

b) Gegeben ist die Zahl 317B7 in Duodezimaldarstellung (g = 12). Gesucht ist
die entsprechende Darstellung im Hexadezimalsystem.

c) Man ermittle fiir den Dezimalbruch m = 0,125 die entsprechende Darstellung
im g-adischen Positionssystem, wenn g = 2, 5, 8, 12, 16 ist.

d) Gegeben sind der periodische Bruch 0,C in Hexadezimaldarstellung und der
periodische Bruch 0,2A in 1ladischer Darstellung. Gesucht ist jeweils die ent-
sprechende Darstellung im Dezimalsystem.

9. Eine kanonische alternative Normalform wird wie folgt schrittweise semantisch
dquivalent umgeformt?):

(T AZS) V(2 AT) V(B A T), (1)
- dqsem ¥y A (Zy V Tp) Vv (T A Tp), (2)
dqsem 2, v (B, A B), ’ (3)
dgsem (z; V &) A (7 V %), (4)
dqsem x; V T, . (5)

Man zeichne zu jedem der Ausdriicke (1) bis (5) die zugehérige Reihen-Parallel-
schaltung. Man stelle jeweils fiir die Ubergéinge von einem zum folgenden Aus-
druck fest, welche Regel zur Umformung benutzt wurde, und verfolge die schritt-
weise Vereinfachung auch in den Schaltungen.

1) Ausdriicke heiBen semantisch dquivalent, wenn die ihnen entsprechenden Booleschen
ket wertverlaufsgleich sind (vgl. MfL Bd. 9, 2.4.2.). Als Relationszeichen wird ,,igsem**

verwendet.
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10. Gegeben sind die.in Abb. 6.14 und Abb. 6.15 dargestellten Schaltungen. Fiir
jede Schaltung ist zu priifen, ob sie vereinfacht werden kann, ohne daf das
Outputverhalten gedndert wird.

D —

X ,—’—1 X
Xz—-»———

A3

—

Abb. 6.14 Abb. 6.15

11. Gegeben ist die in Abb. 6.16 dargestellte Reihen-Parallelschaltung von Kon-
takten. Die Schaltung soll ohne Anderung des Outputs so weit wie moglich
vereinfacht werden.

% x
i) 2 X
B/

X Abb. 6.16
) P

Anleitung: Man forme die der Schaltung entsprechende alternative Normalform nach
den Regeln des Aussagenkalkiils semantisch #quivalent in den Ausdruck (Z,vZ,)
A (zg v ;) oder Z; A @3 v 7, A Ty um.

12. Es soll ein Examensautomat konstruiert werden. Jeder zu Priifende hat vier
‘Fragen zu beantworten. Fiir jede Frage sind zwei Antworten vorgegeben, wobei
jedoch nur eine der beiden zutrifft. Entsprechend stehen zur Beantwortung jeder
Frage zwei Schalter zur Verfiigung. Das Testat wird erteilt, wenn fiir wenigstens
drei Fragen die richtige Entscheidung getroffen wurde. Als Signal fiir den be-
standenen Test soll eine Lampe aufleuchten.

a) Man ermittle eine Reihen-Parallelschaltung fiir den Examensautomaten.
b) Unter Verwendung von Briickenschaltungen soll die Reihenparallelschaltung
vereinfacht werden.

13. Fiir das Einschalten der. StraBenbeleuchtung einer Stadt soll ‘eine Reihen-
Parallelschaltung entwickelt werden. An » Schaltstellen sind Schalter angebracht.
Jeder Schalter wird automatisch betétigt, wenn an der betreffenden Stelle eine
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

bestimmte Helligkeitsgrenze unterschritten wird. Die StraBenbeleuchtung soll
erst dann eingeschaltet werden, wenn mehr als die Hilfte der Schalter betitigt
ist. Gesucht ist eine Reihen-Parallelschaltung fiir n» = 3 Schaltstellen.

Man ermittle entsprechend Aufgabe 4 fiir das Intervall [gi-, gi[ die (g — 1) g1
dquidistant liegenden Elemente von @, wenn '

a) g=10,t=2,j=2,

b)g=2, t=3,j=4,

¢) g=12,/=2,j =1 mit den 10 bzw. 11 entsprechenden Ziffern A bzw. B.

Man betrachte die in Aufgabe 4 eingefiihrte Menge G von Gleitkommazahlen
und veranschauliche deren Verteilung fiir g =2,¢ =38,k =1,1=2.

Man zeige, daBl das Resultat einer arithmetischen Operation mit Elementen aus M
auch dann nicht zu M zu gehéren braucht, wenn dieses zwischen der groBten
und kleinsten der darin enthaltenen Zahlen liegt. Welche Konsequenzen ergeben
sich daraus fiir das maschinelle Rechnen? (Zur Charakterisierung der Menge M
vgl. Aufgabe 5.)

Man bestimme fiir )

a) x =e = 2,71828182... mit g =10,t=4bzw.{ =235,
b) z =5 = 2,23606797:.. mit g—10,¢="7

den gerundeten Wert y* nach dem Algorithmus der Aufgabe 6.

Es sei G mit g = 60, ¢ = 2, k = 3 und [ bestimmt. Man runde den in MfL Bd. 9,
2.2., angegebenen Niherungswert ’

60° 601 6072 6073

T gy <§§Y <

fiir V2_ nach dem Algorithmus der Aufgabe 6.

Man bestimme eine Schranke fiir den relativen Fehler bei der Rundung einer
Zahl im Bereich der Gleitkommazahlen gemiB Aufgabe 6.

Fiir die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum wurde 1941 von R. T. BrgE
¢ = 299776 4 4 kms~! ermittelt. Man bestimme eine Schranke fiir den Betrag
des relativen Fehlers dieser Messung.

Im Tafelwerk fiir die Klassen 7 bis 12 wird der Wert des Planckschen Wirkungs-
quantums mit kb = 6,625 - 10-3 Ws? angegeben. Die Ziffer 2 dieses Naherungs-
wertes ist giiltig. Man bestimme eine Schranke fiir den Betrag des relativen
Fehlers der Messung und vergleiche die GréBenordnung des relativen und des
absoluten Fehlers in Aufgabe 20 und 21.
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Einfiihrung in die Programmiersprache ALGOL 60

Kontrollfragen

. Welche Vorteile bieten problemorientierte Programmiersprachen?
. Man beschreibe die Struktur eines Maschinenprogramms (Objektprogramms) und

die Funktion eines Compilers.

. Man beschreibe den syntaktischen Aufbau von ALGOL und orientiere sich dabei

an den folgenden Fragen: Aus welchen Symbolen setzt sich das ALGOL-Alphabet
zusammen? Welche Bedeutung haben die metalinguistischen Begriffe wie
(Bezeichnung), (Zahl) usw.? Man vergleiche diese mit den grammatikalischen
Begriffen einer natiirlichen Sprache. In welcher Weise werden korrekte Sprach-
strukturen in ALGOL mit Hilfe der Backusschen Normalform charakterisiert?
Welches sind die ,,Worter* der Sprache ALGOL 60?

. Welche Zeichenreihen des ALGOL-Alphabets fallen unter den Begriff (Bezeich-

nung)?

. Welche Griinde bedingten die Einfiihrung von ALGOL 60-Subsets?
. Welche Standardfunktionen kénnen in einem ALGOL-Programm verwendet

werden? .
Welche Werte werden durch entier(x) und sign(x) ermittelt?

. Der Aufbau einer Ergibtanweisung, einer Sprunganweisung und bedingter

Anweisungen erster und zweiter Art ist zu beschreiben. Man stelle graphisch den
Teil eines FluBdiagramms dar, der durch eine bedingte Anweisung erster Art
bzw. zweiter Art erfaft wird.

. Es ist der Aufi)s,u einer Laufanweisung mit einem step-until-Element in Ver-

bindung mit dem entsprechenen PAP-Muster zu beschreiben.

. Wie sind Feldvereinbarungen aufgebaut? Welche Schreibweise ist fiir indizierte

Variable zu benutzen?
Man beschreibe die Struktur eines ALGOL-Programms.

Wie unterscheiden sich Verbundanweisung und Block? Was hat man unter
lokalen und globalen GréBen in einem Block zu verstehen?

Es ist die Blockstruktur der dynamischen Vereinbarung eines Feldes anzugeben.
In welcher Weise wird die Unterprogrammtechnik in ALGOL verwirklicht?
Man beschreibe den Aufbau von Prozeduren.

Aufgaben

. Fiir die folgenden Zeichenreihen iiber dem ALGOL-Alphabet ist zu entscheiden,

ob a) C2H50H Bezeichnung, b) 31.419-1 Zahl und c) bX —a arithmetischer
Ausdruck
im Sinne der ALGOL-Syntax ist.
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Lésung: a) Durch schrittweise Anwendung von Backus-Definitionen schreitet man zu
ubergeordneten metalinguistischen Begriffen fort. Auf diese Weise ergibt sich etwa
(Buchstabe) 2H50H
(Buchstabe) (Ziffer) H5OH
(Buchstabe) (Ziffer) (Buchstabe) 50H
(Buchstabe) (Ziffer) (Buchstabe) (Ziffer) OH
(Buchstabe) (Ziffer) (Buchstabe) (Ziffer) (Buchstabe) H

(Buchstabe) (Ziffer) (Buchstabe) (Ziffer) (Buchstabe) (Buchstabe)
(Bezeichnung) (Ziffer) (Buchstabe) (Ziffer) (Buchstabe) (Buchstabe)
(Bezeichnung) (Buchstabe) (Ziffer) (Buchstabe) (Buchstabe)
(Bezeichnung) (Ziffer) (Buchstabe) (Buchstabe)
(Bezeich ) (Buchstabe) (Buchstabe)
(Bezeichnung) (Buchstabe)

(Bezeichnung)

Die durchgefiithrte Reduktion der Zeichenreihe C2H50H auf den metalinguistischen

Begriff (Bezeichnung) bringt zum Ausdruck, dal diese eine zulissige ALGOL-Bezeichnung

ist.

b) Die Reduzierbarkeit auf den metalinguistischen Begriff (Zahl) wird entsprechend a)

nachgewiesen.

¢) b X — aist genau dann arithmetischer Ausdruck, wenn analog zu a) und b) eine Reduk-

tion auf den metalinguistischen Begriff (arithmetischer Ausdruck) méglich ist. In keinem

Fall gelangt man zum Ziel.

Wird statt der vorgegel die Zeichenfolge b X (—a) betrachtet, so zeigt das Reduktions-
hy daB diese arithmetischer Ausdruck ist.

. Es ist ein ALGOL-Programm zur Berechnung aller Primzahlen p; mit 3 < p;
< 150 zu formulieren. Der durch das Programm beschriebene Algorithmus soll
S0 gestalt,et sein, daB fortschreitend alle ungeraden natiirlichen Zahlen n = 5,

" 1,..., 149 auf Teilbarkeit durch alle ungeraden natiirlichen % (= 3) mit k2 < n
untersucht werden. ¢

hie R, 1

Losung: Ein Programm, welches die gewii
ist z. B.

g der Primzahlen veranlaBt,

begin integer n, k, a;
for n:= 5 step 2 until 149 do
begin for k:= 3 step 2 until sgri(n) do
begin a:= k X entier(n/k);
if @ = n then goto m
end;
Drucke(n);

end
end
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3. Die folgende Prozedur DGS berechnet die Summe von Diagonalelementen in
einem reellen zweidimensionalen Feld:
real procedure DGS(4,m,n);
value 7, n; array 4 ; integer m, n;

-begin integer 7; real s;

s:=10;
for i:= m step 1 until » do s:= s + A[s,7];
DGS:= s

end

Daraus wird eine Prozedur SUM abgeleitet, die sich von DGS darin unter-
scheidet, da A die Bedeutung einer reellen Variablen erhilt und die Lauf-
variable in die Liste der formalen Parameter aufgenommen wird:

real procedure SUM(4,%,m,n);

value m, n; real A; integer 7, m, n;

begin real s;
8:=0;
for 2:= m step 1 until » do s:= s + 4;
SUM:=s

end

Mit Hilfe der Prozedur SUM, d. h. durch geeignete Parameteraktualisierung,
berechne man ’

a) die Spur einer Matrix, die als array A[1:k,1:k] gegeben ist,

b) die Summe S der Elemente eines eindimensionalen Feldes array B[3:10],

c) die Summe S der geradzahlig indizierten Variablen des Feldes B von b);

d) die I-te Spaltensumme S der Matrix A von a) (1 =1 = %),

e) die Summe S der ersten » natiirlichen Zahlen.

Lésung?): a) spur sei die Bezeich
spur := SUM(A[3,i],4,1,k),
b) 8 := SUM(B[1],3,3,10), c) 8:= SUM(B[2 X ],3,2,5),
d) 8 := SUM(A[4,1,i,1,k), o) 8:= SUM(i,i,1,n).
Man begriinde, warum es fiir die universelle Nutzbarkeit der Prozedur SUM notwendig ist,
die Laufvariable ¢ in die Liste der formalen Parameter aufzunehmen.

!

g der zu berechnenden Grofe:

1) Beim Aufruf der Prozedur SUM in einer Maschinenimplementation von ALGOL sind die
dafiir gegeb Einschrénkungen zu beachten.
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4. Man betrachte die analog zur Prozedur SUM der Aufgabe 3 gebildete Prozedur
real procedure PROD(a,7,m,n);

value m, n; real a; integer ¢,m,n;

begin real p;
p:=1;
for 7 := m step 1 until » do p := p Xa;
PROD :=p

end

Mit Hilfe von PROD, d. h. durch geeignete Aktualisierung der formalen Para-
meter, bestimme man

a) das Produkt P der Elemente eines reellwertigen endlichdimensionalen Feldes
A[k:l] zwischen den Indexgrenzen 3 und 11, wobei k¥ < 3und 11 < / angenommen
sel,

b) das Produkt P der Elemente der zweiten Spalte des array @[1:10,1:10] mit
ungeradzahligem Zeilenindex,

i)
m
Losungl): a) P:— PROD(A[i],i,3,11),  b) P:= PROD(Q[2 X i + 1,2),,0,4),
¢) ki=n — m; PI:= PROD((: + k)/ii,1,m)
k und PI sind als vom Typ integer zu vereinbaren; P bedeutet eine reelle Variable.
5. Welche der folgenden Zeichenreihen sind Bezeichnungen?
real array 0—8—15 MP71/1 Ba
Welche der folgenden Zeichenreihen sind zulissige Zahldarstellungen?
3.14102.6 27.1828x10—1 27.182810—1 = 3,14

6. Man entscheide, welche der folgenden Zeichenreihen arithmetischer Ausdruck
ist:

—aXxXb H20 4 NaCl 37 24—-3 24(—3) —.31440l

7. Man schreibe die folgenden arithmetischen Ausdriicke so in der allgemein
iiblichen mathematischen Notation, da$ die Reihenfolge der Rechenoperationen
erkennbar ist:

albx0 a/b—c  afblc a/(a—b—c)
a+bXc —bfe aletb  atbte

1
8.* Dije aktuellen Werte von a, b, ¢ seien 1, 1, 0. Welche der arithmetischen Ausdriicke
in Aufgabe 7 sind dafiir definiert, wenn man g, b, ¢ einmal als vom Typ integer,
dann als vom Typ real annimmt. Gegebenenfalls bestimme man ihren Wert und
dessen Typ.

1) Beim Aufruf der Prozedur PROD in einer Maschinenimplementation von ALGOL sind die

dafiir b Einschrinkungen zu beacht
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9. Man driicke die folgenden trigonometrischen Terme in ALGOL-Notation aus:

Vl—cos% Y sin (45° & %),

1 4 cos 2’
cotxcot f — 1

b 4+ ¢ — 2bc cos 6, ——mm .
cot « + cot

10. Man verifiziere, daB die folgende Zeichenreihe logischer Ausdruck ist, und be-
stimme dessen logischen Wert unter der Annahme, daB a, b Variable vom Typ
Boolean mit den aktuellen logischen Werten false bzw. true sind:

(6x4+-3>6xX4+-3)A—a)D(b>a)

11. Man formuliere eine Anweisung zur Vertauschung der Variablenwerte «, b bzw.
b, ¢, je nachdem, ob fiir die Variablen z, y

z<y oder =y
gilt.

12. Die folgenden Programmteile enthalten Ausgabeanweisungen. Man fiihre ein

Protokoll und unterstreiche die Qutputgréfien.

a) x:= —2;y:=b;
if # < 0 then begin for ¢ := 1 step 1 until 4 do
yi=y +iXax;
Drucke (y)
end;
b)i:=1;

for & := 1 step 7 until 10 do
begin i:= 7 + k;
Drucke(k)
end; .
13. Die zu einem Programm gehérende Datenfolge sei 4, 3, 7, —3.2, 6, 9. Welche Aus-
gabe wird durch die Abarbeitung der folgenden Anweisungen veranlaft?
Lies(n);
8:=0;
for ¢:= 1 step 1 until » do
begin Lies(x);
if z < 0 then goto m;
8:=8 4+ w;
¢ Drucke (s);
m:
end;
y 1= 8qrt(s); Drucke(y);
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14.

15.

16.

17.

In den folgenden Aufgaben ist ein Programmteil gegeben. Es ist jeweils ein ent-
sprechendes FluBbildteil zu skizzieren.
a)m: z:=2x — 1;

if z > 0 then y:= sgrt(x);

goto m;
bym: z:=2x — 1;

if # > 0 then begin y := sqri(x);

goto m
end;
c) Al;
if B1 then begin if B2 then A2 end else 43; A4;

Hinweis: A4 steht abkiirzend fiir Anweisung, B fiir logischen Ausdruck.

Abb. 6.17 Abb. 6.18

Man iibertrage die in den Abb. 6.17 bis Abb. 6.20 gezeigten FluBbildteile in eine
Folge von ALGOL-Anweisungen.

Hinweis: 4 steht abkiirzend fiir Anweisung, B fiir logischen Ausdruck.

Man interpretiere die folgende bedingte Anweisung, in der x eine Variable vom
Typ real bedeutet:

if 2 £ 0> 2 = 0 then else x:= —2
und wandle sie in eine die Standardfunktion abs benutzende Ergibtanweisung um.

Es ist ein ALGOL-Programmstiick zur Berechnung des ganzzahligen Anteils g
und des gebrochenen Anteils r von x fiir v = 2.2(—1.5)—3.8 zu formulieren.

. Im Programm zur Berechnung von Polynomwerten nach dem Horner-Schema,

MfL Bd. 9, 3.2., ersetze man die Feldvereinbarung array A[0:n] durch
array A[3 X (n — 1) X (n — 2)/2:(n — 3) X (2 — 3 Xn)/2].
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\
Man priife die syntaktische Richtigkeit des modifizierten Textes und inter-
pretiere diesen fiir die Eingangsdaten eines Polynoms zweiten bzw. dritten
Grades.

Abb. 6.19 Abb. 6.20

19. Man priife, ob der folgende Text ein ALGOL-Programm ist, und interpretiere ihn
gegebenenfalls: )

begin integer 1, j; real SU1, SU2;
8U1:= 8U2:=
0; for 7:= 2 step 2 until 50 do
begin j:= ¢ + 7; SUL:= SU2 + 1/(j — 1);
SU2:= SU2 + 1/j end;

end

20. Zur Berechnung des Skalarproduktes zweier Vektoren a, b € R® wird folgende
Datenstruktur vorgegeben:

N, @y, Qgy + ey Gy, Oy, by, ooy By,
wobei a;, b;, © = 1(1)n, die Koordinaten von a, b bedeuten. Das folgende Pro-
gramm zur Berechnung des Skalarprodukts enthilt Fehler und soll korrigiert
werden: '
begin integer 7; real s; array a, b[1:n];
Lies(a, b);
g:=0;
for v:= 1 step 1 until » do
$:=8+ a; Xb;;
Drucke(s)
end s
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21. Die Bogenlinge des Einheitskreises kann als obere Grenze der Umfangswerte ein-
beschriebener regelmiiBiger n-Ecke bestimmt werden. Bedeutet s, deren Seiten-

lange, so konvergiert mithin die Folge % 8, | monoton wachsend gegen z. Fiir die
s» 1Bt sich auf elementargeometrischem Wege die Formel s2, = 2 — /4 — &2
herleiten. Diese lag der Berechnung der Werte %8, auf einer EDVA R300

zugrunde. Dabei ergab sich Tabelle 6.3. Man begriinde, warum die Folge (2%1s,,)
auf dem Rechner nicht konvergiert.

Tabelle 6.3
n L 8,
2 "
4 2.8284272
8 3.0614674
16 3.1214448
32 3.1365469
64 3.1403236
128 3.1412853
256 3.1416113
512 3.1416113
1024 3.1395246
2048 3.1305245
4096 3.1059458
8192 3.1727480
16384 2.5905379

Programme ohne Eingabedaten

22. Berechnet werden Elemente von Zahlenfolgen fiir einen Indexbereich. Die
Ergebnisse sollen in Tabellen ausgedruckt werden, die neben dem Wert des
Folgenelementes dessen Index ausweisen.

a) Zu berechnen sind die Partialsummen s, fiir z = 1, 2, ... bis die Abbruch-
bedingung AB erfiillt ist:

L
8) &= ——, AB: s, > 0.95;
. 2D

n

ay) 8, =) k2, AB: s, > 10n2;
k=1

) _‘\fv 1 AB: i<10—5.

ag) 8y _k:a 9%’ ™ H

a) &= 3o 4B: L <10

G T Toal ’
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b) Die Glieder der Folge (z,) mit x, = i' (3 + 3n® + n — 4)® wachsen fiir
n!

zunehmendes 7 zunichst, nehmen von einer bestimmten natiirlichen Zahl k an
wieder ab. Zu berechnen sind die Werte z, fiirn = 1, 2, ..., bis 2; < 2, ausfillt.

¢) Zu berechnen sind die Glieder der Folgen (z,), (y,) mit

n n+1
xn=(1+i), y,:(lJri)+
n n

fiir n = 1(1)15.
d) Zu berechnen sind die Glieder der Zahlenfolge (z,) mit

T, = (1 +—1-)"
n

fiir n = 2¥ und k& = 0(1)10.
e) Zu berechnen sind die Glieder der Zahlenfolge (x,) fiir n = 2, 3, ..., bis erst-
malig ein Folgenglied grofer als k ausfallt:
e) ¢ =1, Xy = Xpy + 20 — 1, k = 500;
e;) 2o =0, =1, Ty = Tpoy + Tpz» k= 10¢
(Fibonaccische Zahlenfolge).
) In der Formel von STIRLING zur Berechnung von »! tritt der Term

— [(n\" 1 1
B =12 (?) (1 Tt 288n2)

auf. Fiir » = 1(1)11 ist »!, a,, (@, — n!) 5)-? zu berechnen und jeweils mit »
auszudrucken. L

23. Nach einem altédgyptischen Papyrus (Rechenbuch des AEMES, etwa 2000 v. u. Z.)
wird der Flicheninhalt des Kreises nach folgender Regel bestimmt :

,,Man nehme % des Durchmessers fort. Die anderen acht Neuntel des Durch-

messers multipliziere man mit sich selber, womit man den Flicheninhalt er-
mittelt hat.*

Fiir die Radien r = 1(5)21 ist der Flicheninhalt des Kreises nach dem von
AumEs angegebenen Niherungsverfahren und nach der Formel F = 7%z zu be-
rechnen. Die entsprechenden Werte 4, und F, sind in einer Tabelle auszu-
drucken.

24. Es bedeute 2 das GradmaB eines Winkels. Fiir = 1(1)20 ist der Wert des ent-
sprechenden BogenmaSBes, sin  und tan z zu berechnen und jeweils mit = auszu-
drucken. # = 3,1415927

25. Den Flicheninhalt von Kreissegmenten kann man niherungsweise mit Hilfe der
Lambertschen Formel berechnen :
2

F=Zgp.
3P
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26.

27.

28.

30.

31.

Dabei ist s die Sehnenlinge und p die Hohe (Abb. 6.21). Zu berechnen ist fiir
r = 1und = 10(10)180 (GradmaB) a) der Flicheninhalt 4 des Kreissegmentes,
b) der Naherungswert dafiir mit Hilfe der Formel von LAMBERT und c) der
prozentuale Fehler. Jeweils mit « sind die zugehorigen Werte auszudrucken.

Die Binomialkoeffizienten sind entsprechend dem Vorgehen beim Aufstellen
des Pascalschen Dreiecks fiir » = 0(1)8 mit Hilfe eines Programms zu berechnen.
Neben # sind jeweils die entsprechenden Koeffizienten auszudrucken.

Man formuliere ein ALGOL-Programm, das die Plitze des integer array A[1:15],
mit 0 beginnend, alternierend mit 0 und 1 belegt.

Abb. 6.21

Programme mit Eingabedaten

Fiir » natiirliche Zahlen in Dualdarstellung mit maximal sieben wesentlichen
Ziffern ist die entsprechende Dezimaldarstellung zu ermitteln und zusammen
mit 7 in einer Tabelle auszudrucken.

Eingabedaten: n, a,, as, ..., a,; a; bedeutet die sieben Zeichen umfassende Folge
der Dualziffern der i-ten Zahl, beginnend mit dem niedrigsten Stellenwert und
eventuell ergéinzt durch Nullen.

. Man formuliere ein ALGOL-Programm zur Konvertierung von » natiirlichen

Zahlen a mit 0 < a < 500 in die entsprechende Dualdarstellung. Vgl. den PAP
der Abb. 2.7 in MfL Bd. 9. Es ist » und jeweils mit der Dezimalzahl die ent-
sprechende Dualdarstellung auszudrucken.

Gegeben ist die folgende Struktur der Eingabedaten: n, a;, ay, ..., a,; die a;,
7 = 1(1)n, bedeuten reelle Zahlen. Es soll das Maximum der » Zahlen bestimmt
werden. Auszudrucken ist », das Maximum und der Index ¢ der Zahl a;, bei
welcher das Maximum erstmalig erreicht wird, wenn man die Zahlen in der ge-
gebenen Folge durchmustert.

Bei den Eingabedaten folgt auf die positive gerade Zahl » eine entsprechende
Anzahl Paare (a, b) reeller Zahlen.

a) Es seien a, b Koeffizienten in der Geradengleichung g(x) = ax 4 b. Betrachtet
werden zunichst die ersten beiden Paare. Im Programm ist festzustellen, ob die
beiden zugehérigen Geraden parallel sind. Trifft dies zu, so werden beide Paare
ausgegeben, und es erfolgt ein entsprechender Textdruck. Verlaufen die Geraden



124

VI. Numerische Mathematik und Rechentechnik

32

33.

34.

35.

36.

nicht parallel, so sind die Koordinaten des Schnittpunktes zu berechnen. In
diesem Fall sind die gegebenen Paare und die Schnittpunktskoordinaten auszu-
geben. Dann werden die néichsten beiden Paare eingelesen usw.

b) Es seien «, b Real- bzw. Imagindrteil der komplexen Zahl z = a + b7. Be-
trachtet werden zuniichst die ersten beiden Paare, die 2, bzw. 2, entsprechen. Zu
ermitteln sind der Realteil p und der Imaginirteil ¢ der komplexen Zahl z, . z,.
Mit den beiden gegebenen Paaren werden p und ¢ ausgegeben. Dann werden die
niichsten beiden Paare eingelesen usw.

c) Die Aufgabenstellung entspricht der von b), jedoch sind der Realteil p und
der Imaginérteil ¢ der komplexen Zahl z,/z; zu ermitteln. Vorher ist im Programm
zu priifen, ob z, == 0 ist. Ist 2, = 0, so soll mit der Ausgabe der Paare zusitzlich
ein entsprechender Textdruck erfolgen.

Bei den Eingabedaten folgt auf die natiirliche Zahl » eine entsprechende Anzahl
Tripel (a, b, ¢) positiver Zahlen.

a) Es seien a, b, ¢ die Seitenlingen eines Dreiecks. Fiir jedes Dreieck ist der
Flacheninhalt mit Hilfe der Heronschen Formel

F:Vs(s—a)(s—b)(s~c), 28=a+b+e,

zu berechnen. Es ist » und mit jedem Tripel der zugehorige Flicheninhalt aus-
zudrucken. :

b) Die Zahlen jedes Tripels bedeuten Streckenlingen. Von jedem Tripel ist fest-
zustellen, ob sich aus den drei Strecken ein eigentliches Dreieck konstruieren
1aBt, ein Ausartungsfall vorliegt bzw. kein Dreieck konstruiert werden kann. Es
ist » und mit jedem Tripel ein entsprechender Text auszudrucken.

c) Die Zahlen jedes Tripels seien Seitenlingen eines Dreiecks. Die erste Zahl jedes
Tripels ist das Maximum der drei Zahlen. Von jedem durch ein Zahlentripel be-
stimmten Dreieck ist festzustellen, ob es sich um ein spitzwinkliges, rechtwink-
liges oder stumpfwinkliges Dreieck handelt. Es ist » und mit jedem Tripel ein
entsprechender Text auszudrucken.

Es ist ein ALGOL-Programm zur Berechnung der Summe der Elemente a) der
Hauptdiagonale, b) der Nebendiagonale, ¢) oberhalb der Hauptdiagonale einer
Matrix vom Typ n X n zu formulieren. Vgl. Aufgabe 3.

Es ist ein ALGOL-Programm zu formulieren, welches eine Matrix vom Typ
n X m transponiert.

Hinweis: Das Programm kann so abgefaBt werden, daB das eingelesene Feld a) im
Speicher erhalten bleibt oder b) mit der transponierten Matrix iiberschrieben wird.

B sei ein mit den Zeichen eines Biniiralphabets belegtes eindimensionales Feld.
Man programmiere einen Sortierungsalgorithmus, der dieses so umordnet, daf
zwei aufeinanderfolgende Abschnitte einheitlicher Zeichen resultieren.

A = (a;;), B = (b;;) seien verkettete Boolesche Matrizen des Typs m X n bzw.
n X p; die a;;, b;; konnen also nur die Werte true bzw. false annehmen. Dag Ele-
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ment ¢, der Produktmatrix C = 4 - B ist durch
n
Cik = V @ij A by
j=1
= (@ir A bye) V (@iz A ) V een V (@in A buk)

definiert. Man schreibe ein ALGOL-Programm zur Bestimmung des Produkts
zweier Boolescher Matrizen und aktiviere dieses fiir

0101 L
A=(1110]) B=
0011

(= =

1
0
0
(0 steht fiir false, 1 fiir true).

Ausgewihlte Gegenstinde der Numerischen Mathematik

Kontrollfragen

. Welche Schritte sind bei der numerischen Lsung einer Gleichung wesentlich?
. Unter welchen Bedingungen konvergiert das auf eine Gleichung zweiter Art an-

gewandte Verfahren der sukzessiven Approximation?

. Wie lauten die Fehlerabschétzungen a priori und a posteriori beim gewdhnlichen

Tterationsverfahren?

4. Welche geometrische Vorstellung liegt dem Newtonschen Verfahren zugrunde?

o

oo

10.

11.

12.
13.
14.

. Unter welchen Voraussetzungen konvergiert das Newtonsche Verfahren?
. In welcher Weise kann das erweiterte Horner-Schema zur Nullstellenbestimmung

von Polynomen eingesetzt werden?

. Inwelchem Sinne nennt man das Newtonsche Verfahren konvergent vom Grade 2?
. Man erlidutere den Algorithmus der Bisektionsmethode und der Regula falsi.
. Wie lautet der Unitéts- und Einzigkeitssatz der Interpolation mit ganzen ratio-

nalen Funktionen?

Welche formalen Unterschiede weisen die Interpolationspolynome nach La-
GRANGE und NEWTON auf?

Man rekapituliere den Begriff und wesentliche Eigenschaften der Steigung
s 15 < or XR): v

Wie lautet die Newtonsche Darstellungsformel?

Man diskutiere das Restglied der Newtonschen Darstellungsformel.

Man beschreibe den Aufbau des Differenzenschemas bei der Interpolation mit
#quidistanten Stiitzstellen und die Koeffizientenbestimmung fiir spezielle Inter-
polationsformeln.
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15. Man rekapituliere die Konstruktion der Besselschen und der Stirl hen Inter-
polationsformel aus den Formeln von GAuss.

16. Nach welchem Prinzip werden Néherungswerte fiir Ableitungswerte und Inte-
grale mit Hilfe von Interpolationspolynomen berechnet?

17. Man bringe den Aufbau der Formeln von STIRLING und BESSEL mit ihren nume-
rischen Anwendungen in Zusammenhang.

18. Man beschreibe die Struktur einer Interpolationsquadraturformel und ihres
Restgliedes.

19. Man vergleiche die Struktur der Formeln von NEwroN-CorEs mit der der ver-
allgemeinerten Trapezregel und der Simpsonschen Regel. Welche Konsequenzen
ergeben sich daraus fiir den Verfahrensfehler der numerischen Integration?

Aufgaben
1. Mit einem Taschenrechner bestimme man niherungsweise die Ldésungen der
Gleichung
gx) =2 —Inx—2=0.
a) In welchen Intervallen der z-Achse sind die folgenden Gleichungen zweiter
Art 2 = f():
_Inz+2
B z

z= ]/lnz +2, =72,

der Gleichung g(x) = 0 dquivalent?

Welcher der Operatoren f ist auf einem EinschlieBungsintervall der gréBten Null-
stelle von g kontraktiv? Man berechne diese mit einem solchen nach der Methode
der sukzessiven Approximation auf Grund von MfL Bd. 9, 4.1., Satz 1.

b) Die kleinste Nullstelle von g soll mit dem Newtonschen Verfahren berechnet
werden.

Losung: Aus der Betrachtung der Graphen von y = 2® — 2 und y = In  ergeben sich
zwei Nullstellen von g; eine liegt im Intervall 0 < z < 1, die andereim Intervall1 < z < 2.
a) Auf der Umgebung Ug5(1,5) ist f(z) = }In z + 2 kontraktiv mit ¢ = 0,36, so daB
(1 — ) r = 0,32 ist. Wegen

|z — f(z)] = 1,6 — (1,5)] < 0,051

ist auch die Bedingung

e —f)l =1 —qr
erfiillt. Die mit x, = 1,6 gestartete Iterationsfolge (zi) erwies sich auf dem benutzten
Taschenrechner ab j = 8 als stationiir mit dem Wert & = 1,5644622.
b) Auf der Umgebung U.,.,(O 2) lassen sich die Voraussetzungen von Satz 3, MfL Bd. 9,
4.1,, verifizieren. Daselbst ist

g(0,1) = 0,312585, 9(0,3) = —0,706027,

9'<0, g9’ >0
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und 2, = 0,1 ein zuldssiger Startwert. Die mit einem Taschenrechner nach dem Newton-
schen Verfahren konstruierte Folge (z;) war ab j = 3 stationir mit dem Wert

£ =0,1379347.

Die Iterationen bilden eine monoton wachsende Folge.

. Die Polynome

P(@) = " + apye™d + o+ 0

und )
Qw) = bua™ + Buoge™ -+ + by

mégen eine gemeinsame Nullstelle besitzen. Dann gelten die Gleichungen
@zt 4 @@t mTE e o ggam) : =0,

a,.:c'”"""' 4 eee 4 a,lxm—l =+ aozm—z = 0’

@ + Gyt 4 - 4 ap =0,
b,,,Z'H'm_' + bmlzu+1n>2 + een + boxn—l = 0,

Bua™ ™2 ... byl | bozn—2 =0,

bpt™ + bpaa™ ' +++- +bp = 0.
Das sind m + n lineare Gleichungen fiir die GréBen
a4y =ML, g, = MR B = 1,

die nicht simtlich verschwinden. Fiir die Koeffizientendeterminante R(P, Q)
gilt daher

Qq Ap—y g 0
0 a, Apy  oe- ay 0 0
0 0 Ay a

R(P,Q) = . =0.
P9 b by e by 0 0
0 b Bpiic 5 b 0 0
0 .. 0 By eee e by

R(P, Q) heiBt die Resultante der Polynome P, @. In der Algebra wird gezeigt, daB
umgekehrt auch aus R(P, @) = 0 das Vorhandensein einer gemeinsamen Null-
stelle von P und @ folgt. Man bestimme siimtliche reellen Losungen des Gleichungs-
systems

22— 22y 4+ 324+ 2=0,

22y —y +ax—y—2=0.
Lésung: Die linken Seiten dieser Gleichungen lassen sich in der Form

Pl) =22+ (3 — 2z +2
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und
Qo) =@+ e — (P +y+2)

schreiben und erscheinen so als Polynome zweiten bzw. ersten Grades in z. Sie besitzen
eine gemeinsame Nullstelle genau dann, wenn die Resultate

1 3—2 2
RP,Q =2y +1 —(+y+2) 0
0 2y + 1 —@ +y+2)

verschwindet. Das liefert die Gleichung
3yt — 2% — 122 — 23y — 12 = 0.

Es zeigt sich, daB diese zwei reelle Wurzeln hat, und zwar 7, = 3 und eine weitere 7,
zwischen —1 und 0. Durch Abspalten des Linearfaktors y — 3 mit Hilfe des Hornerschen
Schemas gewinnt man die Gleichung

Fly) =3y + Ty + 99 + 4 = 0.

Tabelle 6.4
j i Fly) F'(y;)
0 0 4 9
1 —0,4 1,1193417 —4,5555556
2 —0,6901535 0,1366165 3,6246576
3 —0,7278443 0,0009600 3,6779951
4 —0,7281126 0,0000001 - 3,6777553
5 —0,7281126

Dafiir gilt
F'ly) =9y* + 14y + 9

und
F(y) = 18y + 14,

d. h., F”’ verschwindet bei y = —%. Wegen F (7% < Oist — % <7y < 0. Die Wurzel

7g von F(y) = 0 kann nach Satz 3, MfL Bd. 9, 4.1., berechnet werden. Mit y, = 0 als
Startwert ergibt sich die in Tabelle 6.4 dargestellte Iterationsfolge. Aus der Gleich
Q(x) = 0 gewinnt man nun mit y = 7, bzw. y = 7,

_mtm+2 _mtmnt?
b= =2 &= =
2n + 1 27, + 1

und (&, 7y), (£s, 7s) als reelle Losungen des vorgelegten Gleichungssystems.

—3,9498811

3. Das Polynom
P(z) = 2562® — 32 + =z — 100

besitzt im Intervall [1, 2] eine Nullstelle £. Es ist ein Fakfor z(z) so zu be-
stimmen, daB die Gleichung zweiter Art

z = + 7(2) P(x) = f(x)
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auf dem Intervall [(1, 2] mit der algebraischen Gleichung P(z) = 0 dquivalent
ist und das gewdhnliche Iterationsverfahren mit einem beliebigen Startpunkt
@ € [1, 2] gegen & konvergiert.

Lésung: Die beiden Gleichungen sind équivalent, wenn z(z) < 0 auf [1, 2] ist. Wird 7 als
differenzierbar vorausgesetzt, so ist

flx) =1 + ©'(z) P(@) + 7(x) (762 — 6z + 1).
Die Ableitung P’(z) = 7522 — 6x + 1 wichst iiber [[1,2] von P’(1) = 70 monoton auf
P’(2) = 289. Wihlt man 7 = —21@, so gilt in J1, 2[[ die Ungleichung 0 < f'(z) < 1 und
auf Grund des Mittelwertsatzes mit z, := f(z,), 0 < # < 1,

& — = (&) — fm)) = (£ — @) [z + FE — ).

Also liegt 2, zwischen & und z, und gehért wieder dem Intervall [(1, 2] an. Man erkennt so,
daB die Iterationen z;,, = f(=;) fiir jedes Startelement 2, € [[1, 2] in diesem Intervall eine
monotone Folge bilden. Dlese konvergiert gegen £. Da /' auf [[1, 2] monoton fallend ist
gilt fir z, = & mit g:= f'(§)

E— wp S g6 — 7)) < PHUE — 30),
also
lim z; = §&.

Im Fall #, < & lassen sich die Schliisse fiir j = 1 mit ¢:= f/(»,) durchfithren.
Fiir 2, = 1 ergibt sich 2, = 1,2664359 usw. Ab 2, = 1,6198138 ist die Iterationsfolge
stationir.

. Zur Funktion y = f(z) = (1 4 «)® bestimme man die Stirlingsche und die
Besselsche Approximation beziiglich des Intervalls [0, 1], und zwar nachein-
ander abbrechend mit den ersten, zweiten, dritten und vierten Differenzen.
Stiitzstellen seien die Argumente z; = j, j = 0, =1, £2, ... Zu diskutieren sind
die Interpolationsfehler dieser acht Polynome.

Tabelle 6.5
z=28 1+ ) a4 A2 43 a4
-2 —L00 1,00
—1 0,00 i 0,00
0 1,00 1,00 30,00 80,00 120,00
31,00 150,00
1 32,00 211.00 180,00 390,00 240,00
2 243,00 781’00 570,00 ?
3 1024,00 ’

Lésung: Zur Bestunmung der Zahlwerte in den Formeln von StirLING und BESSEL wird
das Differ gestellt (Tab. 6.5). Beziiglich der Transformation » = 2, + hs gilt
im vorliegenden Fall z = s.

Die zu betrachtenden Interpolationsformeln werden mit S;, 8, S5, 4 bzw. B;, B,, B;, B,
bezeichnet. Fir die nach Potenzen von s geordneten Polynome fmdet man nach MfL
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Bd. 9, 4.2.5.,
8,(8) =1 + 16s,
8,(8) =1 + 16s - 1582,
Sy(8) = 1 + & + 1582 + 15,
84(8) =1 + s+ 108® + 158° 4 58*;
By(s) =1 + 3ls,
By(s) =1 — 21,58 + 52,5¢%,
By(s) =1 — 98 + 158 4 2583,
By(s) =1 + 65 + 7,582 + 108 + 7,584,

Tabelle 6.6

8 8,(s) Sy(s) Sy(6) 8y(s) (1 + 8
0,0 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,2 4,200 4,800 1,920 1,728 2,488
0,4 7,400 9,800 4,760 4,088 5,378
0,6 10,600 16,000 10,240 9,088 10,486
0,8 13,800 23,400 19,080 17,928 18,896
1,0 17,000 32,000 32,000 32,000 32,000
Tabelle 6.7

s By(s)  Bys) By(s)  Bys)

0,0 1,000 1,000 1,000 1,000

0,2 7,200 —1,200 0,000 2,592

0,4 13,400 0,800 1,400 5,432

0,6 19,600 7,000 6,400 10,432

0,8 25,800 17,400 16,200 18,792

1,0 32,000 32,000 32,000 32,000

Bei der Berechnung der Werte von Si und B, j= 1(1)4, wird man unmittelbar von den
Newtonschen Produktformen dieser Polynome ausgehen und den Algorithmus des
Schemas (25) aus MfL Bd. 9, 4.2.3., belmtzen Es ist darauf hinzuweisen, daB Tabellen

fiir die ,,New hen Interpolati 3 ffi
_8s—=1)---(s—k+1)
Ce)i="——
existieren, mit deren Hilfe sich die Berechnung weiter vereinfachen léBt. Es ergeben sich
die Wertetabellen 6.6 und 6.7 fiir die miteinander zu vergleichenden Funktionen. Fiir die
Interpolationsfehler

R¥(8) = f(s) — 8y(s)
und
- B{Ps):= fs) — Byls), j=1(1}4,

gewinnt man damit Tabelle 6.8.
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s

Tabelle 6.8
- R® R® R® R{® . RB: . 'RB. . RE®  RE
0,0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 - 0,000 0,000
0,2 —1,712 —2,312 0,568 0,760' '—4,712 3,688 2,488 —0,104
0,4 —2,022 —4,422 0,618 1,200 —8,022 4,878 3,878 —0,054
0,6 —0,114 —5,514 0,246 . 1,398 .—0,114 3,486 4,086 0,054
0,8 5,006 —4,504 —0,184¢ 0,986 —6,904 1,496 2,696 0,104
1,0 15,000 0,000 0,000 0,000 0,000. 0,000 0,000 0,000

Anhand der Abb. 6.22 erkennt man: Im groBeren Teil dés Intervalls [0, 1] approximiert S,
besser als 8, und im ganzen Intervall §; besser als S,.) Uber dem Intervall [[0,5; 1] ap-
proximiert B, besser als B;. In [0 % 0,6] approximiert 8 besser als B,, B, und B,. Im ganzen
Intervall [0, 1] leistet B, die beste Approximation, gefolgt von &, und .

) !) Hier und in den folgenden Bemerkungen wird die Approximationsgiite iiber einem Inter-
vall nach dem maximalen Betrag des Fehlers beurteilt.
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5.

Es soll ein Extremum einer in Tabellenform gegebenen differenzierbaren Funktion
f bestimmt werden.

Lésung: Anhand des Werteverlaufs ermittelt man ein Argument z, bzw. 8, (x = z, + hs)
der Tabelle als Naherungswert fiir ein Extremum (& 1(8)). Da notwendigerweise f'(£§) = 0
gelten muB, wird beziiglich x, das Stirlingsche Polynom bis zu den sich noch regulir ver-
haltenden Diff gebildet und nach Differentiation gleich Null gesetzt. Diese alge-
braische Gleichung ist zu l6sen, etwa durch sukzessive Approximation mit dem Start-
element g,. Um zu sichern, daB es sich tatsichlich um ein Extremum handelt, werden die
zweiten Differenzen in der Nachbarschaft von s, betrachtet, die niherungsweise bis auf
i bl

den Faktor h? mit den entsprechenden zw Ableitungen von f iibereinstimmen
(MfL Bd. 9, 4.3.1.).

Tabelle 6.9

z y ar A2 a8

0,180 | 20,5387 2851
0,185 | 20,8238 2007 —844 66

0,190 | 21,0245 —718
0,195 | 21,1474 ‘gfg —714 g;
0,200 | 21,1080 | _ o) —649 p
0,205 | 21,1855 | 7o —584 o
0210 | 21,1137 | o4a —525 o5
0,215 | 20,9894 | — 700 —463

0,220 | 20,8188

Beispiel: Ein Kérper von der absoluten Temperatur T sendet elektromagnetische Wellen
aller Wellenliingen 4 aus. Dabei verteilt sich die ausgestrahlte Energie nach dem Planck-
schen Strahlungsgesetz

_p_h_ e §
I = cthi—s (e“T = 1)

iiber das Spektrum. Darin bedeutet ¢ = 2,997925 - 10° ms™ die Lichtgeschwindigkeit im
Vakuum, & = 1,38054 - 10-22 JK-! die Boltzmannsche Konstante, & = 6,6256 - 10~ Js
das Plancksche Wirkungsquantum. IdA gibt die Intensitdt der Strahlung im Wellen-
lingenbereich 4 und A +.dA an.

Mit den folgenden Gleichungen werden GréBen z, ¥ eingefiihrt, die bei konstanter Tem-
peratur A bzw. I proportional sind:

oyi % _ % — 14388 cmK, also A= °—;,z;
b

¢ = % = ¢®h = 0,6955 - 10-2 Wem?.

Dann ist
= _I_ = ﬂ — 0,2809 - 10-°Wem?K-5, also I = ¢ 7"

Sy TR ’ ST
Das Plancksche Strahl gesetz nimmt damit die Form

(et — 1) 2y =1

an. Gesucht ist das Maximum von y. Tabelle 6.9 enthélt einige Werte der Funktion
y = y(@).
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Bemerkung: Die Differenzen sind als ganzzahlige Vielfache der Einheit der letzten Stelle
der tabulierten Funktionswerte geschrieben. Mit 2, = 0,200 liefert das Differenzenschema
auf Grund von MfL Bd. 9, 4.3.1., (9), die Gleichung

0 = 190,56 — 649s + %- 65(3s2 — 1),

also 0 = 179,7 — 649s + 32,5s%. Fiir die Extremwertbestimmung ist die Wurzel
§* = 0,2809

maBgebend, welcher der Naherungswert
&% = 0,200 4 0,005s* = 0,2014

von £ entspricht. An den Differenzen zweiter Ordnung erkennt man, da8 es sich um ein
Maximum handelt.

Fir f(£*) ergibt sich mit Hilfe des nach den Differenzen dritter Ordnung abgebrochenen
Stirlingschen Polynoms der Naherungswert

J(6%) ~ 21,1989 + 190,5 - 10-4s* — 324,5 - 10-45% 1 10,8 - 10-4s*(s*2 — 1) = 21,2015.

Den gleichen Wert erhiilt man mit dem Ausdruck [(e!/¢* — 1) &1 der Planckschen
Strahlungsfunktion.

. Die Schwingungsdauer eines mathematischen Pendels der Lénge I mit der
Maximalauslenkung « wird durch das elliptische Integral

x/2

T=41/i Y E=sinY, g=981ms?
9 ) V1 — k*sint 2
0

bestimmt. Man berechne
2
I— dt

= | —2__ fir a=60°
V1 — k2sin?¢
0

mit vier giiltigen Ziffern nach dem Komma
a) mit Hilfe einer numerischen Quadraturformel,
b) durch Reihenentwicklung des Integranden.

¢) Man berechne I fiir einen kleinen Wert von «, etwa & = 10°, und vergleiche
mit dem nach der meistens benutzten Naherungsformel

T~ 27 Vi
g
ermittelten Resultat.

Lésung: Mit der Substitution ¢ = % z gewinnt man

1
o dx
=? — k=0,5.
V1 — Bsin? T
2
0
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a) Zur Bestimmung der Schrittweite 4 in der Simp hen Formel entni man einem
Differenzenschema die Werte zur Bestimmung des Betrages der vierten Ableitung des
Integranden. Mit M, = 16,3, ¢ = 0,5 - 10~ und % = 0,05 ist die Abschéitzung

b 3/ 1806
Myb—a)
erfiillt. ! 4

Die Simpsonsche Regel liefert damit den Wert I = 1,68575.

b) Mit Hilfe der binomischen Entwicklung gewinnt man die fiir alle z (k* < 1) gleich-
miBig konvergente Reihe

1— k2ein? Z o i
2

1-3-5
2:4.6

=1+—;-k‘sin‘%z+;:—il_c‘sin‘%z+ Hsin°§x+--.

und durch gliedweise Integration mit Beachtung von

nf2
sinmg g = Em—1@m—3).-1 2
om-(2m —2)---2 2
H z ;s
den Wert
n 1\: 1-3)\2 1-3.5)\2
I=Z(1+4 (=) e+ (=) & ).
2( +(2) +(2.4) +(2~4-6) + )
Tabelle 6.10 Tabelle 6.11
n 1, n I,
1 1,5707963 1 1,5707963
2 1,6689711 2 1,5737793
3 1,6827769 3 1,5737920
4 1,6851735
5 1,6856323
6 1,6857250
7 1,6857445
8 1,6857487

Fiir die Partialsummen I, = z 8, dieser Reihe ergab sich mit einem Taschenrechner
Tabelle 6.10. 2

c) Es sind die Werte von 7 und % = 1,570796 3 miteinander zu vergleichen. Fiir & = 10°,
also k = 0,0871557, liefert die Reihenentwicklung die in Tabelle 6.11 angegebenen Werte.

- L. W. KanTorovid hat folgende Methode zur niherungsweisen Berechnung un-

eigentlicher Integrale mit isolierten Singularitiiten des Integranden f vorge-
b

schlagen: Um f f(x) dx zu ermitteln, betrachte man eine ,,elementar integrierbare*‘
a
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Funktion g, welche in [[a, b] dieselben Singularititen wie f besitzt, so daf f —g
hinreichend glatt ist. Auf Grund der Zerlegung

b

b b
[ fa) dw = [ g(a) dz + [ [f(x) — glo)] d= (1

a

wird dann das Integral der linken Seite durch exakte Integration von g und Be-
rechnung von

b
[ [f@) — g@)] dx

mit Hilfe einer Quadraturformel bestimmt.
' Man entwickle diese Methode fiir uneigentliche Integrale des Typs

(?%dz, 0<a<l, z€[ab]; (2)

@ wird als (m + 1)-mal stetig differenzierbar auf [a, b)) vorausgesetzt. Dabei
gehe man von der Ta,ylorentwicklung von ¢ an der Stelle 2, aus und betrachte

ole) = éﬂ""”"“’ —m.
Lésung: In
9l@) = :0"’ D) (g + pia)
ist das Restglied
wa) = pta) — 5 S P (o g = T (o s, ®

(m + 1)!
T oos &g oo Tgs

wie g auf (@, b] (m + 1)-mal stetig dlfferenmerbar Durch I-malige Differentiation von (3),
0 < I < m, findet man mit ¢, := ¥

. (k) —1 (k)
P0e) = ) — £ 2 _(’;‘;), @ — 2 =) — 3 P o gy
m—l+1 (& — z)™! ( (1' ) 2
(E’)( —i+ 1) "’mﬂ)(s) l+1)!’“ gy )

Fir das Integral (2) ergibt sich auf Grund von (1) mit Beachtung, da8

@) — gl = ¥ _

(x — )
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ist
b
f @(z) . m,”,(lﬂ(;.;o)‘/'(;c g)k-s derf w(z) dz
@—m) 4= (& — 2)*
a
i ”‘)(-"o) o Vk—a Yk y(x)
{o —= + TI(b — )=t — (@ — z)*-=41] + = da.
Der Integrand

Fror> 28 pay—o,
(z — )

des letzten Integrals ist auf [a, b]) wenigstens m-mal stetig differenzierbar, und dieses
kann mit einer entsprechenden Quadraturformel berechnet werden.

Die Behauptung zur Differenzierbarkeit von F bedarf nur beziiglich der Stelle %, einer
Begriindung. Zuniichst ergibt sich mit (3)

Pl — lim PO FE _ o g™

2z, T — g zz, (m + 1)!

(@ — @)™+ = 0.

Ist fiir 1 < I < m bereits F!)(z,) = 0 gezeigt, so folgt mit (4)
() — FW) (m+1)(F
FU+(g) = lim F(z) — FO@) _ o @™ D(ES)
oz T— rozy(m — 1+ 1)1
Damit gilt F(z,) = 0 fiir I = 0(1)m.

Fir z =+ 2, ergibt sich durch formale Differentiation

Fm) = 5 (™) piige L[
k=0 k e dam—k

(2 — mq)mt1=s = 0.

(x — In)‘

Da die Ableitungen y!*! stetig sind und nach (3), (4) ¢'(z,) = 0 fiir k = 0(1)m ist, folgt
schlieBlich

lim Fm(z) = 0 = Fin)(z,)

T—>Zy
und damit die Stetigkeit von F auf [, b] fir I = 0(1)m.
8. Auf U,(z) seien die in Tabelle 6.12 aufgefiihrten Abbildungen f gegeben:
a) Man zeige fiir jede Abbildung f;, daB sie auf Uy(z) kontrahierend ist, ermittle
einen Kontraktionsfaktor ¢ und weise nach, daﬂ die Bedingung |z — f;(2)]
< (1 — g) r erfiillt ist.

b) Man fiihre jeweils eine Anzahl Iterationsschritte gemaB xy,, := fi(x;) mit dem
Startelement x, = 2z aus und schiitze den Fehler a posteriori ab.

9. Map bestimme die Extrema der Funktion f(z) = 2%(e® + «) mit fiinf giiltigen
Ziffern nach dem Komma.

10. Man bestimme auf Grund von MfL Bd. 9, 4.1., Satz 3, ndherungsweise die L.6sung
der Gleichung

g(x) = e*2® + e + a® = 0.
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11.

12.

13.

14.

Anleitung: Die Diskussion der Graphen der Funktionen g,(x) = €72, g,(z) = —a?(e” + z)
fithrt zu einer Lokalisierung der Nullstelle von g. Fiir ein EinschlieBungsintervall verifiziere
man die Voraussetzungen des Satzes und programmiere die Konstruktion der Iterations-
folge nach dem Newtonschen Verfahren. Die Abbruchbedingung soll unter Beachtung der
Bemerkung am Ende von MfL Bd. 9, 4.1.2., gebildet werden.

Tabelle 6.12

i fi(=) r &
1 =L 0,5 0,5
242
2 2 4 lz 025 | 2,25 vgl. Aufg. 13
x
1
3 s 0,5 0,3 vgl. Aufg. 13
~ar (4 g
4 2+Inz 0,5 3
5 sin (¢ + 1) 0,5 1
6 In(z+ Ve +1)+1 1 3
7 (p=3) 1 0
pt+z

Man bestimme mit sechs giiltigen Ziffern nach dem Komma alle reellen Lésungen
der Gleichung

22 — 8z — 4-sinz = 0.

Das Polynom P(z) = 102® — 10122 — 109z 4 1799 ist nach Potenzen von
2 — 9 umzuordnen.

Man berechne mit fiinf giiltigen Ziffern nach dem Komma
a) die in [0, 1] gelegene Nullstelle des Polynoms P(z) = a* — 3z + 1,

b) die reelle Nullstelle des Polynoms P(z) = a® — 2% — 1

nach der Methode der Bisektion, der Regula falsi und von NEwroN-HORNER und
vergleiche die Konvergenz der Iterationsfolgen. Man vergleiche mit Aufgabe 8,
i=2und?=3.

a) Zu berechnen sind die Quadratwurzeln der Primzahlen p mit 2 < p < 30 auf

folgendem Wege: Man setze x, = p und ermittle z, = L (z,,‘l + 2 )ﬁir
= 2

n = 1(1)8.

b) Man formuliere ein ALGOL-Programm zur Berechnung dieser Quadrat-

Tn-1

~ wurzeln unter Verwendung der Funktionsprozedur Wurz (MfL Bd. 9, 4.1.2.).
15.

Zu bestimmen ist das Extremum der Funktion

ya) = ——1

T M1<e<0s.
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Hinweis: Man ermittle die Nullstelle der Ableitung mit Hilfe der Regula falsi oder nach
dem Verfahren von NEwton. Vgl. Aufgabe 5.
16.* Man bestimme mit sechs giiltigen Ziffern
a) die im ersten Quadranten gelegene reelle Losung des Gleichungssystems
423 — 2Tz + 25 =0,
4oy — 3P —1=0, vgl. Aufgabe 2,
b) die dem Ursprung am néchsten gelegene Ldsung des Gleichungssystems
sin  sinh y = 0,2,
cos z cosh y = 1,2,
17. Im Schulunterricht wird bei der Bestimmung von Funktionswerten lediglich

linear interpoliert. Wie lautet das Interpolationspolynom in der Form von
NEwTON, welches an den Stellen %, z;, %y == ®,, die Werte y,, %, annimmt?

18. Die zwischen 1 und 2 gelegenen Nullstellen von
glz) =2a®— Tx + 7

sind néherungsweise durch quadratische Interpolation zu bestimmen, d. h., es
ist’ ein Interpolationspolynom % zweiten Grades zu ermitteln, das im Intervall
1 < z < 2 die Funktion g approximiert und dessen Nullstellen als Néherungen
fiir die Wurzeln von g(x) = 0 genommen werden konnen. Man benutze z, = 1,
, = 1,5, #, = 2 als Stiitzstellen und kontrolliere die Giite der Naherungsnull-
stellen durch Berechnung der entsprechenden Funktionswerte g(x).

19. Die Gammafunktion nimmt ihr absolutes Minimum fiir > 0 zwischen 1 und 2
an. Man bestimme dieses niherungsweise durch quadratische Interpolation
beziiglich der Stiitzstellen 0,5, 1, 3 (I'(0,6) = V;, I'(1) =1, I'(3) = 2; vgl. MfLL
Bd.5,4.3.2.).

20. Bestimmung eines Extremwertes aus drei Messungen (z. B. Kulminationshéhe
eines Gestirns): Von einer zwei physikalische GroBen verbindenden Funktion
moégen auf Grund eines Experiments drei zusammengehorige Wertepaare (;, ¥),
(3, Ya), (3, ¥g) Mit &; < 5 < 4 vorliegen. Ferner sei bekannt, daB die Funktion
im Intervall Jz,, 2] genau ein absolutes Extremum besitzt. Man bestimme
dieses naherungsweise unter Benutzung eines Interpolationspolynoms.

Anleitun g.: Man setze mit unbestimmten Koeffizienten
y(@) = a2® + ax + ay
an und eliminiere die @; aus den Gleichungen
ap? + a,z + ap — y(x) =0,
a2} + a@y + a9 — y; =0,
@23 + 0y + ap — Y, = 0,
@3+ a2y +ap —y; =0
mit Hilfe einer Determinantenbedingung.
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21.

22.

Es charakterisiere g(¢), in Sekunden ausgedriickt, den téiglichen Gang einer Uhr,
wobei ¢ die in Grad Celcius gemessene Temperatur bedeutet. Negative Werte von
g sind als Vorgehen, positive als Nachgehen zu interpretieren. Die MeBwerte der
Tabelle

t |55 |25 | 302

gty | 252 | 312 | 423

sollen durch ein Polynom zweiten Grades interpoliert werden. Mit diesem be-
rechne man den Gang fiir 8,3°,

Die groSte zuldssige Belastung B einer eisernen Kette in Abhingigkeit vom
Kettenglieddurchmesser d ist in Tabelle 6.13 gegeben. Man bestimme zu den
Punkten (2, ¥i), © =0, 2, 3, 5, 7, das Newtonsche Interpolationspolynom und
vergleiche die an den iibrigen Stiitzstellen berechneten Werte mit denen in der
Tabelle.

Tabelle 6.13

1

0 1 2 3 4 5 6 %

z = d [mm] 5 8 10 16 20 26 30 36

y = B[N] 1569 | 5394 | 9316 | 24517 | 37265 62763 83357 122583

23.

25.

a) Mit Hilfe der Newtonschen Interpolationsformel entwickle man das Polynom
Px) =a% — 22% 4 32 — 4

nach den Linearfaktoren z, 2 — 1,2 4 1, 2 — 2, 2 + 2 in dieser Reihenfolge.
b) Welche Formen nimmt das Interpolationspolynom fiir die anderen méglichen
Anordnungen der in a) betrachteten Stiitzstellen an?

Hinweis: Man beachte MfL Bd. 9, 4.2.4., S. 176—177.

. Uber dem Intervall [—8, 8] tabuliere man die mit den Werten der Funktion

ylz) = = zu den Stiitzstellen 0, 42, 4-4, 48 bzw. 0, 41, +2, +3, 44,
z

=46, 46, +7, -+ 8 gebildeten Interpolationspolynome. Vgl. MfL Bd. 9, Abb. 4.12.

Gegeben seien die dquidistanten Abszissen z; = z, + jk, j = 0, 1, ... Man zeige,
daB

Mt o] = e 57 (=1 (;) 7
- e W il

°

ist.

Hinweis: Man gehe von MfL Bd. 9, 4.2.2., (11), aus.
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26. In MfL Bd. 9, 4.2.5., werden mit einer Schrittweite # > 0 durch
Af(x) = flz + k) — f(=),

o =1 (e+5) ~ 1 (== 5)

Vi) = flz) — fle — k)

vordere, zentrale und hintere Differenzen eingefiihrt. Entsprechende Diffe-
renzen der Ordnung k definiert man induktiv durch

() := Af(x),  Af(x) = Ad¥f(=)
= Atf(z + k) — A*f(z);
() := of(x), 0441f(x) := 06*f(x)

=6“f(a: +—’2’—) = 6",‘(2:— %)

Vif(@):= Vf(®), V(@) := VVif(z)
= V(@) — V¥f(z — B).

und

Abkiirzend schreibt man beziiglich einer Folge dquidistanter Argumente

z; = %9 + jh, j=m(l)n (m,n ganz),

Ak, 8%, VE fiie  A¥(zy), 8 f(x;), V().
a) Man beweise durch vollstindige Induktion

A¥ = kWM, Tpas - Tpals
VE = kW2 Tjpas - %55
ol = @m + DR fla s iy ooy Tjims Bpemir )
8™ = (2m) WM f[@i s s T 2 os Tjim]-

b) Man driicke das Differenzenschema der Abb. 4.6. in MfL Bd. 9, 4.2.5., mit
hinteren und zentralen Differenzen aus.
27. Wie lautet die Besselsche Formel (MfL Bd. 9, 4.2.5. (57)) nach der Variablen-

5 1
transformation s = ¢ +§?

928.* Tabelle 6.14 enthilt einige Werte einer Sinustafel (Argumente im GradmaB).
Zwischen 2 = 30° und z = 36° soll eine Untertafelung mit der Schrittweite 0,5
vorgenommen werden.

29. Die Logarithmentabelle 6.15 enthilt einen Tafelfehler. Dieser ist mit Hilfe des
Differenzenschemas zu korrigieren.
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30. Mit Hilfe der aus dem Lagrangeschen Interpolationspolynom fiir drei Stiitz-
stellen abgeleiteten numerischen Differentiationsformeln berechne man die
Ableitung der in der Tabelle 6.16 gegebenen Funktion an der Stelle 2 = 7,50.

31. Tabelle 6.17 enthiilt einige Werte der Besselfunktion J,. Man berechne mit Hilfe
der aus dem Stirlingschen Polynom abgeleiteten Differentiationsformeln néhe-

rungsweise Jg(1) und J(1).

Tabelle 6.14

x

26
28
30
32
34
36
38
40

f(=)

0,43837
0,46947
0,50000
0,52992
0,65919
0,58779
0,61566
0,64279

Tabelle 6.16

£

747
7,48
7,49
7,50
7,61
7,52
7,63

Yi

0,1933
0,1959
0,1984
0,2009
0,2033
0,2058
0,2082

Tabelle 6.15

z fle)

40 1,60206
41 1,61278
42 1,62325
43 1,63347
44 1,64345
45 1,65312
46 1,66276
47 1,67210
48 1,68124
49 1,60020
50 1,69897
51 1,70757
52 1,71600
53 1,72428
Tabelle 6.17

& Jo()

0,96 0,7825361
0,98 0,7739332
1,00 0,7651977
1,02 0,7563321
1,04 0,7473390

32. Das Minimum der Gammafunktion im Intervall # > 0 ist nach der Methode von
Aufgabe b zu bestimmen. Man vergleiche das Resultat mit dem von Aufgabe 19.

33. Man berechne die Gewichte der Keplerschen Fafiregel durch Integration der
Lagrangeschen Koeffizientenfunktionen ;.

34. Man berechne die Gewichte der Formeln von NEwToN-CotEs fiir fiinf und fiir
10

neun Ordinaten, ermittle damit niherungsweise In 11 =

gleiche das Resultat mit dem exakten Wert.

x
142

[

d;

und ver-
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35.

36.

37.

38.

39.

Es sei f auf [a,b] zweimal stetig differenzierbar und M, eine Schranke fiir

|f"'| auf diesem Intervall. Man zelge, daB fiir den Verfahrensfehler RI,(a, b) der
Trapezregel

— a)?

B, b < £=9"

M
12 :

gilt.

Der Zahlenwert von z 1Bt sich niherungsweise mit Hilfe des Integrals

1
Ed 1
Z—fl+x2dz
0

berechnen. Man stelle zuerst fest, welche Schrittw;aite zu wihlen ist, wenn der
Verfahrensfehler bei Anwendung der Simpsonschen Regel kleiner als ¢ = 10-*
sein soll, und berechne dann den Néherungswert fiir .

Ist der Zahlenwert fiir In 2 bekannt, so kann der entsprechende Wert fiir In 27
= - In 2 leicht berechnet werden. Ist der Wert fiir In 2 fehlerhaft, so wird ent-
sprechenrl dem Faktor n der Fehler vervielfacht. Es werde der Zahlenwert fiir

In2= f — mit Hilfe der Simpsonschen Regel berechnet, indem das Inte-

gmtlonsmtervall [1,2] in k = 4 gleichlange Teile zerlegt wird. Welcher Ver-
fahrensfehler ergibt sich bei der Berechnung von In 32?

]

Zur Berechnung von I = f sin nx dz fiir n = 1, 3, 5, ... kann die Bezichung
0

nln \ af2n

fsmm;dz_fsmmvd:c—2fsmmad'v

benutzt und das letzte Integral niherungsweise mit Hilfe der Keplerschen Faf-
regel bestimmt werden. Man berechne I auf diesem Wege, schitze den Ver-
fahrensfehler ab und vergleiche mit dem exakten Resultat.

Man bestimme beziiglich des Intervalls [—1, 1] die Gewichte der (offenen)
Interpolationsquadraturformel

1
1 1
[erie s st (=) + 400 + 4 (3)
-1

und zeige, daB diese fiir Polynome bis zum Grade 3 exakt ist.
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b
40. Es sei P(z) = ag2® + a.2® + a,@ -+ ay. Das Integral { P(z) dz ist ein arith-

41.

42.

43.

& a
metischer Ausdruck in @ und b. Durch Umformung desselben zeige man, da

b
jP(:;)d:;: b‘s“ [P(a) + P®) +4.P("‘2"b)]

gilt.
Zur Berechnung von Flicheninhalten von Segmenten mit der Sehnenléinge s und
der Hohe p (vgl. Abb. 6.21) gilt nach LamBerT die Formel

2

F= 3 8p.
a) Es ist zu zeigen, daB die Formel exakt gilt, wenn die Segmentberandung CBA
(Abb. 6.21) eine Parabel zweiten Grades mit dem Scheitel im Punkt B ist.
b) Man zeige, daB sich die Formel sehr einfach mit Hilfe der Keplerschen FaB-
regel herleiten 14 8t. )
¢) Fiir r = 1 und die Winkel 2 = 30°(30°)180° berechne man die Flicheninhalte
A der Kreisabschnitte, die dafiir nach der Lambertschen Formel ermittelten
Niherungswerte und jeweils den prozentualen Fehler, der bei Anwendung der
Lambertschen Formel entsteht.

b
Es werde f ¢~#2dy mit Hilfe der verallgemeinerten Trapezregel niherungs-

a
weise berechnet. Man ermittle eine obere Schranke fiir die Schrittweite &, wenn ¢
eine obere Schranke fiir den Yerfahrensfehler und M, eine Schranke fiir |f”'| auf
[a, b)) ist.
Die Funktion f sei auf dem Intervall [a,b] stetig. Dann ist das Volumen des
durch f iiber [u, b] erzeugten Rotationskorpers

p= nff(x)z do

(ML Bd. 5, 4.4.3.).
a) Man berechne mit Hilfe der Keplerschen FaBregel das Volumen der Kugel-
zone K3:
Kugelradius r, f(z) = Vr“ — a?, —rZaz<b=r.
b) Man begriinde, daB u durch die Keplersche FaBregel exakt geliefert wird,
wenn der Graph von f ein Bogen der Ellipse
2ty

+

=tE=!

ist.
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44.

1
a) Das Integral I = VE f e—2 dt ist nach der Simpsonschen Regel mit fiinf-
k13
0

stelliger Genauigkeit zu berechnen.
b) Man berechne I niherungsweise nach NEwToN-CoTEs mit fiinf Ordinaten.

. Mit Hilfe einer numerischen Quadraturformel und durch Reihenentwicklung

des Integranden berechne man mit vier giiltigen Ziffern den Wert des Integral-
sinus
z

Si(r) = f ‘%m

0
fiir 2 = 3. Vgl. Aufgabe 6.

46.* Nach der Methode von Aufgabe 7 berechne man mit Hilfe der Simpsonschen

Regel und der Schrittweite A = 0,05

1/2

1=IL_
]/x(l—x)
0

47.* Man berechne mit fiinf giiltigen Ziffern nach dem Komma

-

o

o

I=f—i€—..-
1+2))=

1

. 1
Hinweis: Man substituiere z = =

Approximationstheorie

Kontrollfragen

. Welches ist die Grundaufgabe der Approximationstheorie, und worin driickt

sich die Linearitit eines Approximationsproblems aus?

. Man erliutere den Normbegriff an Beispielen, speziell in den Rdumen R” und

c(a.bh'

. Man formuliere das Problem. der Quadratmittelapproximation. Welche Rolle

spielen die Normalgleichungen?

. Waskann hinsichtlich der Existenz und Unitit der Losung eines linearen Approxi-

mationsproblems ausgesagt werden?

. Welche Vorteile ergeben sich, wenn die Basisfunktionen bei der Quadratmittel-

approximation orthogonal sind?
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—

Jury

-

6. Man diskutiere die Methode der Orthogonalisierung im Zusammenhang mit der
Quadratmittelapproximation.

7. Man gebe Beispiele fiir Orthogonalsysteme an und nenne einige Eigenschaften
orthogonaler Polynome.

8. Wais leistet der Goertzel-Algorithmus? Welche speziellen Anwendungen sind
méglich?

9. Was versteht man unter gleichmaBiger Approximation?

0. Bilden die folgenden Funktionen Cebysev-Systeme beziiglich der angegeb
Intervalle? Man begriinde die Antwort in jedem Fall.

a) gi(@) =1,  gy(e) =sinz auf [0,x],
b) gy() =1, @(x) =sinz auf [[0, %ﬂ,

¢) (@) =z, @) =cosx auf [0,x],
d) p@) =2,  gul2) =2* auf [—1,1].

1. Auf Grund des Alternantensatzes charakterisiere man das normierte Cebysev-
Polynom n-ten Grades als dasjenige, welches in der Menge aller Polynome n-ten
Grades mit dem Leitkoeffizienten 1 auf [[—1, 1] am wenigsten von Null ab-
weicht.

2. Welche Abbruchoptimierung bei Potenzreihen kann durch Umordnen der Partial-
summe nach Cebysev-Polynomen erreicht werden?

Aufgaben

1. Die Funktion y = f(x) = «* soll auf [0, 1] durch ein Polynom F,(z) = ay + a,2
approximiert werden. Man bestimme Minimallésungen fiir folgende Distanz-
funktionen und interpretiere die Ergebnisse geometrisch:

1
a) Z(a) = [[f(z) — Fo(@)]* da,

0
2
b) Z(@) = [/(0) — Fo(O)Ft + [/ (%) —F, (%)} + /1) — PP,
1
¢) Z(@) = [a(l — ) [f(w) — Fa(@)P dx,
0
"d) Z(a) = max |f(z) — Fa(@).
0=z=<1
Loésung:
H 11 1 2
a) Z(@) = | (&* —a, — a@fdr = — — —a, + af — —ay + a8, + o,
a 6’. a, ayx, x 5 2 a. 3! 1 3 Aol ag

2 0z 1 2
_z—?+ﬂx+2aos —1'=_?+?a1+%-
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Fiir gy = —% und @, = 1 verschwinden die partiellen Ableitungen. Wegen
@2 20_( B2\ 1,
2% 9a}  \2aq da, 3
und :
8°Z i 2
—=2>0, —=—=>0 1. MfL Bd. 5, 3.3.6.
g w3 !

1
ist Z(a*) mit a* = (_?) minimal.

Fanle) = — + .

1 1o\
b Zio) =4 + (20— i) + 01 —a0—
5 5 9 17
=3“3+T“}"?“0_Ta1+3%"q+ﬁ’
-8Z 5 oZ 5 9
— = 6 -, Z =34 —a——.
oa, S t3m—g 2 T gaT g
52| oz ) L
2 =0, =| =0 fir a*=|" 12}
a%u' 6111..- 1
Weiter ist
3z *?Z_ b *z
Z_6s, =_2, =
oag . ai 2 ay 0ay
*Z *Z ( 2z \?
— =) =6>0,
daf 2a}  \day day,

daher Z(a*) minimal.
Far(z) = --—l- +z
SR T

1
c) Z(a) = f 2(1 — ) (2® — ap — ayz)* dw,

o
oz ;
— = —2[a(l — ) (* — a — ay2) da,
day H )
oZ :
—_—= =2 | 2}l — 2) (22 — ay — a,%) dz.
oa, 61. \
Z_o, 22 _§ timtaut ag= —t, a=1.
aay oa, 5
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Weiter ist
24 _1  2z_t @z _1
eay 3’ oai 10" Gagda, 6
und
orpp (ry_ L
oa3  oa3 da, da, 180°

daher Z(a*) minimal.
Fox(z) = -i 4z
@ 5 .
d) Z(a) = max |2 — ay — az|.
0=2z=<1

Um den Werteverlauf der Funktion Z zu bestimmen, wird das Polynom

2 2
g(x):z’—ao——a1x=(z—%) —‘%—a‘,

betrachtet, das an der Stelle z,, = %a, das absolute Minimum annimmt. Dementsprechend

hen wir die Fall scheidung
I ¢,<0 oder ¢, 22 und II. 0<aq, < 2.
I. Zur Bestimmung von Z(a) sind die Betrige von
90:=90) = —a; und g:=g(l)=1—a,—q
zu vergleichen.

Es gilt |ag| = |1 — ¢y — @,| genau dann, wenn a, = 1 oder @, = —2a, + 1 ist. Damit
lassen sich in der ay,a,-Ebene die durch |ay| < |1 — @y — ;| und lag] = |1 — @y — ay|
bestimmten Bereiche fiir a; < 0 und @, = 2 angeben.

II. Es sind nun die Betriige von g, g, und ’

1 1
I = g(?”x) = _(% +;—a§)
zu vergleichen. Im Streifen 0 < a, < 2 gilt

lag] = fir ;=0 und &} = —8a,

1
%+:a§

bzw.

fir a,=2 und a, = —2 + V8 — 8a,.

1
)1—“11—“1!:‘%4‘?“%

Damit gewinnt man den in Abb. 6.23 angegebenen Werteverlauf der Funktion Z. Diese

ist offenbar in der ganzen ay, a,-Ebene stetig und nimmt bei af = — % » af =1 ihr abso-
lutes Minimum an. Letzteres erkennt man leicht durch Betracht g delj Ni linien Z(a)
= const in den einzelnen Definitionsbereichen. Die Minimallésung Fgs(z) = —% +x

entspricht der gemd MfL Bd. 10, Abb. 5.1, zu konstruierenden Geraden. )
Die Minimallésungen Fas der vier Aufgaben werden in Abb. 6.24 zusammen mit f(z) = x?
veranschaulicht. t
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2.* Es sei f eine auf [(a, b] stetige Funktion, g;, 7 = 1(1)n, ein Ceby¥ev-System be-
ziiglich dieses Intervalls und X = {&, &1, ... £,) eine Alternante fiir die mit der

Bestapproximation

277N
N

2Ir I ST, N
Wi _mmy;;]
N

|

/7 Abb.8.23

Abb. 6.24

von f gebildeté Funktion @ = f — F .. Man zeige, da8 dann die Gleichungen
o) =12, BE)E—a)(E—b =0, =11,

erfiillt sein miissen, wenn L die maximale Abweichung von f und F,. auf [a, b]
bedeutet. Wie kann man diese Gleichungen zur Konstruktion einer Minimal-

16sung benutzen?
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Losung: Die Gleichungen ®2(£;) = L? bringen zum Ausdruck, daB @ iber X alterniert.
Ist & ein Punkt von X, so muB @ daselbst ein relatives Extremum annehmen, oder §; ist
einer der Intervallendpunkte; es gilt also @’(&;) = 0 oder & = a oder & = b. Unter den
Voraussetzungen der Aufgabe haben die betrachteten 2n + 2 Gleichungen fiir die 2n +- 2
Unbekannten &, &,, ..., &, af, ..., ay, L eine Losung. Ist eine solche bestimmt und gilt
dafiir

"
aSfH<bH<-r<ESH L= max |f— Yaly
v i=1

eszsb

und alterniert f — Fae iiber X = {£y, &y, ..., &,}, 80 ist Fge auf Grund des Alternantensatzes
Minimallésung.

3. Die nach der sechsten, achten und zehnten Potenz abgebrochene Maclaurinsche
Reihe von y = cos z ist nach Cebysev-Polynomen zu entwickeln. Daraus sind
iiber dem Intervall [—1, 1] Polynomapproximationen minimalen Grades der
Kosinusfunktion herzuleiten, die von dieser um weniger als 5 - 10-% abweichen.

Lésung: Die zu entwickelnden Polynome werden mit Py, Py und P;, bezeichnet. Es ist
Pyolz) = 1 — 0,522 + 4,16667 - 10-22* — 1,38889 - 10~%2% - 2,48016 - 10-°2°
— 2,75573 - 107210,
Auf [—1, 1] gilt
|08 z — Pyfz)] < 2,5 - 10°5,
|cos z — Pg(z)] < 2,8 1077,
|eos & — Pyg(x)| < 2,1 - 10-°.
Mit Hilfe der Prozedur CHEBY, MfL Bd. 10, 5.3.2., er.geben sich die Entwicklungen
Py(x) = 7,65191 - 10-1 — 2,29818 - 10-1Ty(z) + 4,94792 - 10-3T,(2) — 4,34028 - 10~°T'e(x),
Py(a) = 7,65198 - 10-1 — 2,20807 - 10-1Ty(x) + 4,95334 - 10T (z) — 4,18527 - 10-3T's(2)
+ 1,93762 - 10~"T'g(2),
Pyo(z) = 7,65198 - 10-1 — 2,29807 - 10-1T'y(z) + 4,95328 - 10T (z)
— 4,13769 - 10-5T(z) + 1,88380 - 10-"T(x) — 5,38229 - 10-10T'yy(z).

Betrachtet wird zunéchst Pg(x):

s
cosz — X ¢;T'i(x) — csTe(x)
i=o

[
cosz — 3 ¢;Ti(2)
i=0

>

— lesTe(2)],

cosr — )3‘ ¢;Ti(x)
. i=0

also

<25-105 4 4,4-10°=6,9-10"°.

)
cos z — X ¢;T(2)
i=0

Eine bessere Approximation wird mit Py erreicht.
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4%

Es gilt ndmlich

4
cosz — Y e Tix) | =
i=0

8
cos z —'2 ¢iTi(x) | + lesTs(x)| + legT's(2)]
i=0
<28-.107+42-10"° + 2,0- 107 < 5- 10°5,
und folglich approxumert Z‘ ¢;T';(z) die Kosinusfunktion mit der gewiinschten Genauigkeit.
Ein analoges Resultat l&l}t sich fiir Pyo(z) herleiten. V

Es sei {p;}, 7 = 1(1)n, ein Cebyfev-System auf [a, b], ferner sei X eine endliche
Teilmenge dieses Intervalls und My die Menge der auf X definierten reellwertigen

Funktionen. Fg. = Za,qp, heifit Bestapproximation (Mm.lma.llosung) einer

Funktion f € My in der Cebysev-Norm, wenn

max |f(z) — Fas(2)| = max f(@) — Fo(2)|

fiir alle @ € R~ gilt.

a) Analog zum Beweis des Cebysevschen Alternantensatzes fiir die gleichmiiBige
Bestapproximation in Cg,;, zeige man: F, ist Minimallésung, wenn f — F, auf
X mindestens n-mal alterniert.”

Lésung: Nach MfL Bd. 10, 5.1., Satz 2, besitzt das Approximationsproblem eine Lésung.
Angenommen, Fg und nicht Fgq sei eine solche. Fz — Fgq ist eine nichttriviale Linear-
kombination der ¢;. Die Punkte der nach Voraussetzung existierenden Alternante werden
mit &;, ¢ = 0(1)n, bezeichnet, und es gelte &, < &, < --- < £,. Wegen

max |f(z) — Fa(z)| < max [f(z) — Fa()|
zeX z€X

folgt aus
Fg — Fa = (f — Fa) — (f — Fa),

daB Fg — Fq beim Ubergang von einem §; zum nichstfolgenden das Vorzeich hselt
Fg — Fq besitzt also im Intervall [(a, b ind n Nullstellen. Das widerspricht der
Voraussetzung, daB die g;, i = 0(1)n, auf [a, b] ein Cebylev-System bilden.

b) Es seien x, @, ..., #,., paarweise verschiedene Punkte der Menge X. Man
zeige, daf die Matrix

#1(=1) Pal) - w.(x:) 1

P1() Pa() gCs Pals) —1

P1(@ns1) Pa(®at1) e Pa(@ne1) (=1
reguldr ist.

Hinweis: Man beachte MfL Bd. 10, 5.3., Hilfssatz 2.
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Lésung: Aus dem zitierten Hilfssatz folgt, daB die ersten n Spalten der Matrix linear
unabhiingig sind. Die letzte Spalte wiederum ist von diesen linear unabhiingig, da aus

(L =1,y (=D)T :_é ai(@i(@2), @ilEa)s s PilZne1))T

n

folgen wiirde, daB die Linearkombination ¥’ a;p;(x) auf [(a, b)) mindestens » Nullstellen hat.
i1

Dem widerspricht, daB die g; auf [, b] ein CebySev-System bilden.

¢) Die Menge X enthalte genau » 4 1 Punkte. Man zeige, daB fiir gegebenes
f € My das lineare Gleichungssystem

Samiw) — flw) = (—1id,  i=10m+1,
i=1

in den Unbekannten a;, d genau eine Losung hat und ¥, = 3 a;p; Minimalldsung
fiir f ist. =1

Lésung: Die eindeutige Losbarkeit folgt aus dem nach b) gegebenen Nichtverschwinden
der Koeffizientendeterminante. Da Fq — f auf X nur die Werte 4-d annimmt, mu8

|d| = max |Fa(x) — f(2)|
zeX

gelten, d. h., Fg — f alterniert auf X n-mal, und Fg ist auf Grund von a) Bestapproxi-
mation von f. -

Bemerkung: Die Durchrech eines Zahlenbeispiels ist Gegenstand von Aufgabe 14

im Abschnitt ,,Lésung von Gleichungen‘.

. In Aufgabe 5 des Abschnitts ,,Arbeitsstufen der Problemanalyse‘‘ wurde ein
Gelenkmechanismus betrachtet. Fiir die Bahnkurve des Punktes M war die
Gleichung

B 4 (2r + y?) 22 + [2020 + 207) + 1]z + y¥? + dyPat(y® — b)) =0

hergeleitet worden. Es sind =, y die Koordinaten von M im kartesischen System
der Abb. 6.5,

z1= ¥, ri=y2 — a*+ ¢ — b,

wobei a, b, ¢ als Systemparameter die Abmessungen der Stangen sind. Man be-
stimme a, b, ¢ s0, daB der Mechanismus iiber einem Intervall x < z < f optimale
Geradfiihrung realisiert, d. h., y soll fiir die diesen z entsprechenden  méglichst
wenig von einem konstanten Wert y, abweichen.

Losung: Die Forderung liuft darauf hinaus, daB das Polynom
Pylz) = 2 + (2r + 9§) 2* + [205(r + 20%) + r*] 2 + %3r® + 4yfat(ys — b

iiber dem Intervall [, 8 ]) méglichst wenig von Null abweicht. Nach ML Bd. 10, 5.3.2. (50),
—a)p -
muB Py(z) dann mit dem transformierten Polynom fﬂzfa) 7, W—}—_a))
—_—a
itbereinstimmen, wobei 7'y das normierte CebySev-Polynom dritten Grades bedeutet. Die
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maxiiale Abweichung von Null iiber dem Intervall []:o;, ﬂ] ist

B—ap
d= = . (1)

Aus T,(t) =1 — %t ergibt sich
3 3
Py(2) =z’—?(m+ﬂ)z2 +E(m+3ﬂ) B+ 3x) 2

1
— 55+ ) (@ + B + 140P)
und durch Koeffizientenvergleich

Y= H =
P2+ 200 = S 39 6+ 30 = i, @

1
Y+ 443008 — 1) = — 5 (& + B (3 7 + ap) = o

Durch Elimination von «, § findet man fiir die zur Abkiirzung der rechten Seiten ein-
gefithrten GroBen py, p;, p, die Gleichung 27p, = p,(9p; — 2p}) und nach Einsetzen der
linken Seiten von (2)

. @tbr—ap
Y= Tea%(2et + b — 2a%)" : @

Damit ergibt sich g, als Funktion der Systemparameter, und man erkennt, daB die Auf-
gabe keine Losung hat, wenn

a® + b — ¢?

—_—<0 4

2c"+b’—2a’< @
ist.
Aus Symmetriegriinden ist der Fall x = 0 von besonderem Interesse. Dafiir nimmt (2) die
Form

3 )]
2+ = —=8,
T + Yo 2 B

2 3) — 9

7 +2y<’;(r+2a)~Eﬁ’, (5)

vt + el — v = —Lpe
an.

Die Approximation der Geraden y = y, findet iiber einem Intervall der z-Achse von der
Lingel = ZYFst&tt, und die maxmiale Abweichung des Polynoms P; von Null ist nach (1)

Eo—p. (6)
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Eine Syntheseaufgabe kénnte nach folgendem Schema gelést wérden:
1. Vorgabe von d als MaB8 der Approximationsgiite und Berechnung von § gemi8 (6):

3
=132d.

2. Berechnung von g, ‘b, ¢ als Losung von (5) mit Beachtung von (3) und der Definition
von r.

Man gibt etwa, y, vor und berechnet r aus der ersten Gleichung (5), d h a aus der

und sohlieBlich b aus der dritten. Mit diesen Werten liefert die Definitionsgleichung von r
die GroBe c.

Zahlenbeispiele:
1 3 1
a) ﬂ=?r!ln=1?’= —.T,a=3,b=1,2505,0:0,2523.
1 11
b)ﬂ=z,yn=l;r= 1—6-,41,—048411)—12267 ¢ =0,2271.

. Es sei fiz > 2 — L und F, die durch Fg(x) = ag2® + ay2® + a,2 + ao defi-
xz

nierte Funktionenschar. Beziiglich der Stellen 2, = 1, 2, =2, 2, =3, z, =4
werden die Vektoren

{ f(z1) Fo(21)
faD) | na B, — | Fal@s)
f(ws) Fy(3)
(o) Fo(m,) ;

gebildet. Wie lautet die Minimallosung fiir das mit einer beliebigen Vektornorm
|||l des R# formulierte Approximationsproblem

Z(@) = elf, Fa):= [If — || = Min!
auf X, wobei X eine beliebige Menge reeller Zahlen bedeutet, welche die Stellen
z;, © =1, 2, 3, 4, enthilt.
. Die Funktion f:z > E 1 soll auf [, o + 1], 2, > 0, durch ein Polynom der
x

Schar Fg: 2 > @ approximiert werden. Man bestimme die Minimallésungen zu
den Distanzfunktionen

Zo+1

8) Z(a) = [ [f(@) — Fo(z) do

Zo

und
b) Z(@) = [f(ee) — Fulz)]® + [f (zn ¥ %) —r, (x,, + %)]

+ [fl@o + 1) — Falz + 1P
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8. Man interpretiere die Aufgaben 1a), b) und c) als Quadratmittelapproximations-
probleme und lése die mit den entsprechenden Skalarprodukten gebildeten
Normalgleichungssysteme.

©

Die Legendreschen Polynome P; sind im unitéren Raum C_, ;, mit dem Skalar-
produkt

1
(9 = [ f@) g() do
-1
orthogonal. Man vergleiche die nach der fiinften Potenz abgebrochene Mac-

laurin-Entwicklung der Funktion y = sin % z mit der Quadratmittelapproxi-

mation durch die P;, j = 0(1)5. Fiir die Minimallésung ist der Wert der Distanz-
funktion zu berechnen.

sk —
PRI S T
Tx | ZzX 2 97

-5 |24 &« FRmYE x

fo\ : . Ao

10. In Abb. 6.25 sind Gleichrichterkurven dargestellt, die aus dem Graphen der
Kosinusfunktion hergeleitet wurden. Man bestimme deren beste Quadratmittel-
approximation durch trigonometrische Polynome.

11. Man betrachte iiber dem Intervall —z < x < 0 die Funktion y = sinz und

setze diese durch die Funktionen a)y =1, b)y =0 und ¢) y = — l z(x — 7)
in das Intervall 0 < # < = fort.

Es bezeichne f eine der auf diese Weise im Intervall [—a;, #[[ definierten Funk-
tionen. Es sind die Fourierkoeffizienten von f beziiglich des trigonometrischen
Systems

1 L . .
Po=5, gyal@) =sinjz,  gyle) =cosje, j=12..,

zu berechnen und in jhrem Verhalten fiir j — co miteinander zu vergleichen.
Welcher Zusammenhang mit Stetigkeits- und Differenzierbarkeitseigenschaften
der auf die ganze Zahlgerade periodisch fortgesetzten Funktion £ ist erkennbar?

12. Im Raum R2der Vektoren z = ( % ) mit @, 2, € R wird das Skalarprodukt

T2
(®, y) = 21y1 + %eys -
betrachtet.
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13.

a) Man zeige, daB die Elemente ¢, = ?), @ = (;) linear unabhéingig sind,
und bestimme die beste Quadratmittelapproximation von f = ( 3 ) inder Vektor-
schar F, = a,¢, + @z, 4

b) Die entsprechende Aufgabe ist beziiglich der Schar F, = a,¢, zu 16sen.

¢) Man orthogonalisiere die Elemente ¢,, ¢, nach dem Verfahren von E. ScaMIDT
und zeige, daB die lineare Hiille der resultierenden Vektoren y,, y, mit der von
@1, @, libereinstimmt.

d) Nach Berechnung der Fourierkoeffizienten af, a§ von f beziiglich y;, v,
verifiziere man die Besselsche Ungleichung.

Es sei E der unitidre Raum der auf [—1, 1] stetigen Funktionen mit dem Skalar-
produkt

1
(f,9) = [ f@) glx) dz,  }, g€ E.
-1

Beziiglich der Elemente f: 2 — |1 — 2% gy: 2 > 1, ¢ : 2 > @, @1 x > 22 for-
muliere und lse man die der Aufgabe 12 entsprechenden Probleme.

14.* Es seien ¢y, @s, ..., @, linear unabhiingige Vektoren des R" und y,, vy, ..., v, die

daraus nach dem Verfahren von E.ScEMIDT beziiglich eines Skalarprodukts
(.,.) gewonnenen orthonormierten Elemente. Man zeige, daB mit den aus den
Spalten g; bzw. y; gebildeten Matrizen des Typs n X p die folgende Faktorisierung
vorgenommen werden kann:

(¥ (Pood) -0 (v @)

0 (2, @2) aee (s, ‘Pr)

(@1, @20 -+ @0) = (Y ¥2r -+ ¥5) 0 0 s )
0 0 T D)

~ der zweite Faktor der rechten Seite ist eine obere Dreiecksmatrix des Typs p X p.

15.

In MfL Bd. 10, 5.2.4., wurde mit Hilfe einer Orthogonalisierung der Potenzen
o) = 1, gy(x) =z, ..., ps(x) = 2° iiber der Menge X = {x;}, z; = 0,0(0,3)2,7,
die beste Quadratmittelapproximation der gemé8 Tabelle 6.18 definierten Funk-
tion f durch ein auf X eingeschrinktes Polynom fiinften Grades bestimmt. Man
stelle das beziiglich der ¢;, © = 0(1)5, gebildete System der Normalgleichungen
auf. Skalarprodukt zweier auf X definierten Funktionen f, g sei

10
(h 9 = ,f,; flay) g=;).
j=

Die Losung des Systems der Normalgleichungen ist Gegenstand von Aufgabe 7
im Abschnitt ,,Losung von Gleichungen*‘.
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Tabelle 6.18

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
zj 0,0 0,3 0,6 0,9 1,2 1,5 1,8 2,1 24 2,7
fs) 1,300 | 1,245 | 1,095 | 0,855 | 0,514 | 0,037 | —0,600 | —1,295 [ —1,767 [ —1,914
16. Man fithre die angeniherte harmonische Analyse der in MfL Bd. 10, 5.2.5.,

17.

tabulierten Kippspannung mit einem trigonometrischen Polynom dritten Grades
durch.

Es soll f: & > 2® auf [[—1, 2] optimal in der Cebydev-Norm durch ein Polynom
der Schar F,(x) = ay + a;2 + a,2® approximiert werden.

Hinweis: Man beachte MfL Bd. 10, 5.3.2., Satz 6.

18.* Die Funktion y = 1 — 22 ist iiber dem Intervall [0, 1] in der CebySev-Norm

optimal durch eine Funktion der Schar F4(2) = a,# + a,2® zu approximieren.

a) Die folgende Uberlegung enthilt einen Fehler; man decke diesen auf: Nach
ML Bd. 10, 5.1.2., Satz 2, ist die Aufgabe 16sbar; Fye(2) = afz + a3a? sei eine
Minimallésung. Das Polynom P*(z) = ajz® + ajz + 2x — 1 weicht also unter
den Polynomen zweiten Grades mit dem Leitkoeffizienten a3 am wenigsten von
Null ab und muB daher nach MfL Bd. 10, 5.3.2., Satz 6, mit dem transformierten
Cebysev-Polynom

= 1 1
Ba) =  af [(2x —1p— E]
iibereinstimmen. Der Koeffizientenvergleich liefert

1
—ay =af +2 und ga;=—1,
also
ay = —8 und a} =6.

Fy ist eindeutig bestimmt; die maximale Abweichung ist 1.

b) Fiir = 0 nehmen die Polynome P(z) = ap?® + @, + 2 — 1 unabhingig
von a,, a, den Wert —1 an, d. h., die maximale Abweichung von Null kann bei
keinem dieser Polynome den Wert 1 unterschreiten. Die unter a) bestimmte
Funktion F,, ist also Bestapproximation, aber nicht die einzige. Man bestimme
simtliche Minimallésungen.

¢) Man diskutiere das Ergebnis in Verbindung mit MfL Bd. 10, 5.3., Satz 3.

19.* Man diskutiere iiber dem Intervall [—1, 1] die optimale Cebysev-Approxima-

tion der in Abb. 6.26 dargestellten Funktion f durch Polynome der Form F4(x)
= a + ba?.
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20. a) Die Funktion y = ¢* soll iiber dem Intervall [[—1, 1] mit einer Toleranz von
0,01 durch ein Polynom P dritten Grades approximiert werden.
Hinweis: Man gehe von der nach der fiinften Potenz abgebrochenen Maclaurinschen
Reihe der Exponentialfunktion aus und wende die in ML Bd. 10, 5.3.2., dargestellte
Methode der Minimi g des Abbruchfehlers bei P ihen an.
b) Man untersuche die Abweichung d(z) = ¢* — P() im Intervall [—1,1]. Ist
P gleichmiBige Bestapproximation von e*?

1+

_, , Abb. 6.26
1T x

|
A
1
Nkl
)
Nl

-1k

21.* Man approximiere die Funktion y = 0% iiber dem Intervall [—1,1] mit
z

einer Toleranz von 10-5 durch ein Polynom méglichst niedrigen Grades, das
nach der Methode der Aufgabe 20 aus der Taylorentwicklung

sin x

2? Fa
=1 e s
x 3!+5!

gewonnen wird, wenn man diese nach der achten Potenz abbricht.
Lasung von Gleichungen

Kontrollfragen

1. Man beschreibe den k-ten Umformungsschritt zur Losung eines linearen Glei-
chungssystems nach dem Verfahren von Gauss. Welche Bedeutung hat die
Pivotierung?

2. Unter welcher Voraussetzung kann ein lineares Gleichungssystem mit dem ver-
ketteten Algorithmus von GAUss gelést werden? Man erléutere das Schema von
Crovrt.

3. Welche linearen Gleichungssysteme kénnen nach dem Verfahren von CHOLESKY
gelést werden? In welchen Schritten vollzieht sich die Losung nach diesem Ver-
fahren?
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. Was ist eine Matrixnorm? Wann nennt man diese mit einer Vektornorm ver-

triglich?

. Wie ist der Begriff der Aquivalenz zweier Normen in einem linearen Raum er-

klirt? Was kann iiber die Aquivalenz von Normen in endlichdimensionalen
Réumen gesagt werden?

. Man formuliere den Fixpunktsatz von BanacH und die Fehlerabschéitzungen a

priori und a posteriori.

. Der Fixpunktsatz von BawacH ist Grundlage fiir die iterative Lésung linearer

Gleichungssysteme. Man geht dazu von der Form @ = Bx - ¢ aus. Unter welcher
Voraussetzung iiber B ist die Abbildung f: 2 — B -+ ¢ kontrahierend?

8. Man formuliere das Zeilen-, Spalten- und Quadratsummenkriterium.

9. Man gebe eine Ubersicht iiber Methoden zur Lésung linearer Gleichungssysteme

10.

11..

12.

13.

14.

und charakterisiere die einzelnen Verfahren auch hinsichtlich des Rechenauf-
wandes.

Unter welchen Voraussetzungen kann ein nichtlineares Gleichungssystem auf
iterativem Wege gelost werden? Wann sagt man, daf eine Funktion f eine Lip-
schitz-Bedingung erfiillt? Wie 18t sich dies praktisch zeigen?

Man stelle die Verfahren zur Bestimmung einer oberen Schranke fiir die Null-
stellen eines Polynoms zussmmen und begriinde das Vorgehen zur Ermittlung
einer entsprechenden unteren Schranke.

Wie geht man bei der Bestimmung der Anzahl der Nullstellen eines Polynoms
in einem Intervall [, ] nach dem Satz von BunaN-FOURIER vor?

Man formuliere die Cartesische Zeichenregel und erliutere ihre Anwendung an
Beispielen.

Welcher Ansatz liegt der Methode von BatrsTow-HITCHCOCK zur Bestimmung
von Polynomnullstellen zugrunde?

Aufgaben

. Gegeben ist das Gleichungssystem

@ + 4, — 2 =p,
2z + 6z, + 323 = ¢,
52 + 182, + azg = r.
a) Es sei zunéchst @ = 0. Man stelle mit Hilfe des Algorithmus von Gauss fest,

ob das System fiir beliebige Werte von p, g, r 16sbar ist, und ermittle gegebenen-
falls alle Losungen des Systems.

b) Man begriinde, daB das lineare Gleichungssystem im Fall « == O fiir beliebige
Werte von p, g, r genau eine Lésung besitzt.
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1 2 757
Man besti die L& fii =105, p=—,¢=— -
¢) Man bestimme ‘1e sun‘g ir a P ™ q T und 7 1300
durch rundungsfehlerfreies Rechnen mit rationalen Zahlen. Damit ist das Resul-
tat zu vergleichen, das sich nach Abarbeitung des GauBschen Algorithmus mit

Hilfe eines Taschenrechners ergibt.
Lésung: a) Nach dem ersten Umformungsschritt hat man
z + 42, — 23 =p,
—2xy + b2y = —2p + ¢,
—2z, + 523 = —5p + 1,

woraus 0 = 3p 4 g — r folgt. Geniigen p, g, r der letzten Gleichung, so ist das System
lésbar. In diesem Fall ist

= —3p+ 29— 9,

zy = - +3
= P ) q 3 b
Ty = t.
b) Es ist
1 4 -1
2 6 3|=-—200
5 18 a
und daher das Gleichungssystem eindeutig l6sbar.
c) Mit
2y =i g = )= aRgO1
a 91
folgt
2 = —3p + 29 — 923 = % = 08,780219,
1 5 2494
=p—— — gy = ——— = —27,406593.
g =p ) q+ P) 3 o1 B

Nach dem GauBschen Algorithmus folgt fiir die zweite und dritte Gleichung bei Rundung
auf sieben Dezimalstellen

—2z, + 5z, = —0,1318681,
—2a, + (5 + 10-%)z, = —0,1319779.
Der niichste Schritt fithrt auf 10-5z; = —0,0001098, woraus
zy'= —10,98
folgt. Die weitere Rechnung mit diesem Resultat ergibt
2, = —27,384065,
z; = 98,69911.
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2.

Die exakte Losung des linearen Gleichungssystems Az = b mit der reguliren
Koeffizientenmatrix A des Typs n X n sei . Wird mit einem Algorithmus infolge
von Rundungsfehlern statt dessen der Nidherungsvektor &* berechnet und setzt
man & = x* + d, so gilt A(x* + d) = b, d. h., der Korrekturvektor d kann als
Losung des linearen Gleichungssystems

Ad=¢ mit &=0b— Ax*

bestimmt werden. Wurde &* mit dem GauBschen Algorithmus gefunden, so sind
lediglich dessen Operationen mit den Storgliedern auf & auszudehnen, wihrend
die Umformungen der Koeffizientenmatrix von der Berechnung des Vektors x*
iibernommen werden kénnen.
Man berechne mit dem GauBschen Algorithmus die Lésung des linearen Glei-
chungssystems

3z, + 2%, + 23 = 530,20,

2z, + 4z, + 223 = 591,01,

2 + 2%, + 323 = 378,02

(vgl. MfL Bd. 10, 6.1.(8)) mit zwei giiltigen Ziffern nach dem Komma. &* sei

der Vektor der auf eine Stelle nach dem Komma gerundeten Lésungskompo-
nenten; dieser ist nach der dargelegten Methode zu korrigieren.

Lésung: Durch Subtraktion des Doppelten und Dreifachen der letzten Gleichung von
der zweiten bzw. ersten gewinnt man

z, + 2z, + 32, = 378,02,
2, + 22, = 150,965,
z, = 41,2575
und daraus

7, = 41,28, = 68,45, = 117,35.

41,3 &,

Der zu betrachtende Naherungsvektor ist 2* = (1(15;::) , und fiir & = (i:) ergibt sich
& = 530,20 — 530,56 = —0,3,
& = 591,01 — 591,4 = —0,39,
& = 378,02 — 378,3 = —0,28.
Die entsprechenden Stérglieder des Systems in Diagonalform sind
& =g = —0,28,

(& — 3¢) = —0,135,

£y = —

8, = —— (5, — 26;) = —0,0425.

N
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Damit findet man fiir den Vektor &
8, = —0,0425, 8, = —0,05, & = —0,0525
und fiir die korrigierte Losung
2, = 117,35, 1z, = 68,45, =z, — 41,26.
. Man berechne den Wert 4 der Koeffizientendeterminante des Normalgleichungs-
systems aus Aufgabe 15 im Abschnitt ,,Approximationstheorie‘.

Losung: Die Koeffizientenmatrix ist nach MfL Bd. 10, 6.1.2., positiv definit, und der
GauBsche Algorithmus kann ohne Zeilen- und Spaltenvertauschung in Form des Schemas
von CROUT abgearbeitet werden. Der gesuchte D i wert ist das Produkt der
in 6.1.2. (22) eingefithrten Elemente ciz, k& = 1(1)n. Mit der Prozedur CROUT wurden
dafiir die Werte

ey = 10, Cg = T,4250000, ¢y = 4,2768000,

0 = 2,2518012,  cg = 1,0816566,  co = 0,4793295
berechnet. Es ergibt sich

4 = 370,74.

w

Zu der in Aufgabe 3 betrachteten Koeffizientenmatrix A berechne man die
Inverse.

e

Lésung: Nach MfL Bd. 3, 6.5., kann das durch Losen der linearen Gleichungssysteme
Az =, j=1(n; '

erfolgen, wobei €; der Vektor mit den Koordinaten é;; (Kroneckersymbol) ist. Sind 7 die
entsprechenden Losungsvektoren, so ist A~ die Matrix mit den a( als Spalten. Mit dem
Verfahren von CHOLESKY ergab sich

0980 —5.166 8.982  —6.833 2.356 —0.301
—5.166 81.459 —203.961 188.5561  —73.500 10.228

8.982 —203.961 563.224 —549.432 221.757 —31.623
—6.833 188.551 —549.432 553.686 —228.5664 . 33.135

2.356  —173.500 221.757 —228.554 95.892 —14.076
—0.301 10.228  —31.623 33.135 —14.076 2.086

A1 =

o

Es sei B = a4, « > 0, wobei A die in Aufgabe 4 betrachtete Matrix ist. Man
berechne die Konditionszahl beziiglich der Norm |. |m.

Loésung:
[A) = 4,754 108, |4 = 1,579+ 10°,  p(A) = 7,507 - 107;
1
|Blo = 24|, |B| = oA, 1B = ';IA_llm, wA) = w(B).

6. In MfL Bd. 10, 6.1.4., wurde

5 7 6 b
7 10 8 7
6 8 10 9
5 7 9 10
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als Beispiel fiir eine schlecht konditionierte Matrix vorgestellt. Man berechne fiir
die Matrix A, die aus A durch Ersetzung des Elements a,; durch den Wert 4,993
entsteht, A-1 und interpretiere das Ergebnis im Hinblick auf MfL Bd. 10,
6.1.4. (106).

Lésung: Nach der in Aufgabe 4 rekapitulierten Methode findet man mit Hilfe des
Algorithmus von CHOLESEY

129.771 —178.244 —32.443 19.084

) = —178.244 47.456 19.311 —11.477
—32.443 19.311 8.861 —5.271

19.084 —11.477 —5.271 3.336

. Man lése das in Aufgabe 15 im Abschnitt ,,Approximationstheorie* betrachtete

Normalgleichungssystem Ax = b nach den in MfL Bd. 10 erérterten direkten
Methoden.

Lésung: Die Rechnung wurde auf einer BESM 6 mit Benutzung der in MfL Bd. 10, 6.,
angegebenen Prozeduren durchgefiihrt (vgl. Tab. 6.19).

Tabelle 6.19

Verfahren GAUSS CHOLESKY | CROUT

a, 1.3033682 | ebenso ebenso

ay —0.1113355 | —0.1113357 —0.1113357
ag —0.4277677 | —0.4277670 —0.4277668
ag 0.2217248 0.2217241 0.2217239
a, —0.3044978 | —0.3044975 —0.3044974
as 0.0838086 0.0838085 0.0838085

. An einem Dreibock, dessen Spitze S 6 m iiber der Basis liegt und dessen Stab-

lagen der Abb. 6.27 zu entnehmen sind, greift in Richtung von S8 nach 7' (7' liegt
in der von 4, B, C aufgespannten Ebene) eine Kraft von 10* N an. Man berechne
die in den Punkten A, B, C wirkenden Krifte, wenn vom Gewicht der Stibe
abgesehen wird.

heit:

Loésung: Es seien e, €,, €; die Ei ktoren des kar hen Koordi y
von Abb. 6.27 und @, b, ¢, t die den Vektoren 84, 8B, SC, ST entsprechenden Einheits-
vektoren. Dann gilt

1
B= E(_12el + 4e, — 6ey),

1

b= E(_e' — 18e, — 6e,).
1

c= —7—(3e, + 2e, — 6e,),

1
t= (12, — de, — bey).
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Die Kraftvektoren in den Stében des Dreibocks smd Vlelfa.ohe der Vektoren a, b, c.
Mit 104 N als Kraftei geniigen diese der Gleich

2,@ + 2,0 + zec = 8.

Daraus resultiert fiir 2,, @,, #; ein lineares Gleichungssystem. Die Umformung dieses
Systems in eine Gleichung zweiter Art fiihrt auf

‘:712 “'1‘1'2 2y + — 1‘3‘1'1
19
Ty = a("’l + -+ 1),
1 7 1
$s=—?“1_ﬁza "r?
4 4
) imenaiine ¥ i
T y

MaBangaben in m

2 Abb. 6.27

Nach dem Gesamtschrittverfahren erhilt man die Werte von Tabelle 6.20.
Die bei A bzw. B auftretende Druckkraft hat einen Betrag von 8961 N bzw. von 5286 N,
die bei C auftretende Zugkraft einen Betrag von 1429 N.

Tabelle 6.20

20 ) §
z, 1 1,23 0,8961039
z, 0,3 0,75 0,5287569
74 0,5 —0,11 —0,1428571

9. Gegeben ist das lineare Gleichungssystem

2ax + by =c,

b =0).
bx+2by=d} e

Man stelle fest, ob das System fiir beliebige Werte von ¢ und & 16sbar ist, und
begriinde die Behauptung.
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10.

11,

12.

13.

14.

Gegeben sind die Gleichungssysteme

a) 2z + 4z, — 62, =4, b) 2z, — 5z, + a3 = 14,
—; + % + 323 = 4, —x 4+ 2+ 225= 1,
3z + 22, — 73 =6; 3z, + 22, — 3= —1.

Man priife, ob die Voraussetzungen zur Anwendung des verketteten GaufBschen
Algorithmus erfiillt sind, und 16se die Gleichungssysteme gegebenenfalls mit
Hilfe des Schemas von CrovuT.

Warum ist das Gleichungssystem
2 + @y + 323 = 12,
2 + @y + 4x3 = 15,
b5z + 2y + 225 = 13

nicht nach dem verketteten GauBschen Algorithmus lésbar, obwohl die Koeffi-
zientenmatrix regulir ist? Man zeige, daf nach der Vertauschung der zweiten und
dritten Gleichung das System mit Hilfe des Schemas von CrouT geldst werden
kann, und bestimme die Losung.

Gegeben ist das Gleichungssystem
bz, + 3zy + 323 = 16,
3z, + 22, + x5 =11,
32, + 2, +6z3= 3.

Man iiberzeuge sich, daB alle Voraussetzungen fiir die Anwendung des Verfahrens
von CroLEsKY erfiillt sind, und ermittle die Losung nach dieser Methode.

Es werde die Matrix

2 3 4 1
A— 1—-1 2 6
7T 3 2 0
-3 7 6 8
betrachtet.

a) Man zeige, daB alle Abschnittsdeterminanten der Matrix A von Null ver-
schieden sind.
b) Man zerlege mit Hilfe des Schemas von CrouT die’ Matrix derart, daB
A = C - B gilt, wobei € untere und B obere Dreiecksmatrix mit b;; = 1 fiir
= 1(1)4 ist.

Fiir die in Tabelle 6.13 gegebene Funktion f berechne man nach Aufgabe 4c¢)im
Abschnitt ,,Approximationstheorie’ dasjenige Polynom hg&chstens sechsten
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15.

16.

17.

18.

Grades, welches f auf der Menge X der MeBwerte fiir den Kettenglieddurch-
messer gleichmiBig am besten approximiert. Man ermittle die maximale Ab-
weichung. '

Das lineare Gleichungssystem
o, + @+ 2= 4,

2y + 22, = b,

o+ x4 4oy = —b6

forme man in geeigneter Weise in eine Gleichung zweiter Art # = Bz + ¢ um und
zeige, daB die durch f: & > B® + ¢ vermittelte’Abbildung kontrahierend ist.

Ausgehend von einem Startvektor 2 bestimme man die Naherungen &®, 2®,
2® nach dem Gesamtschrittverfahren und schétze den Fehler a posteriori ab.
Man wende auch das Einzelschrittverfahren an.

Maflangaben
inm

Abb. 6.28

Das lineare Gleichungssystem

Ty — @ — X3 = 2,
2 4 Toy + 2= 18,
Z + X — Ty = —18

hat die Losung 2; = 1, @, = 2, 23 = 3.

a) Man berechne diese iterativ nach dem Gesamtschrittverfahren.

b) Man zeige, daB das Einzelschrittverfahren konvergiert. Damit sind einige
Tterationen zu berechnen.

c¢) Man fiihre an einer der in a) und b) bestimmten Néherungen eine Fehlerab-
schitzung a posteriori durch.

Man 16se Aufgabe 8, beziehe sich jedoch auf die in Abb. 6.28 gegebenen Stab-
lagen eines Dreiblocks.

Das folgende lineare Gleichungssystem ist iterativ nach der Nekrasov-Seidelschen
Methode (Einzelschrittverfahren) und nach dem Algorithmus der Prozedur
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TRIDAG aus MfL Bd. 10, 6.1.2., zu 16sen:
3,956z, — 1,013z, = 0,3068,
—1,007x; + 3,926z, — 1,0232, = 0,8669,
— 1,013, + 3,887z; — 1,038z, = 1,3168,
— 1,02123 + 3,841z, = 2,7997.
19. Man berechne mit einem Taschenrechner die Losung des Gleichungssystems
x = sin (x +9), .
y = cos (x — y).

20. Gegeben ist das nichtlineare Gleichungssystem

)

+1

2

5=

2 =—af—

- 0=

= —a] +— o+

o
=

N
w e

Die Betrachtungen werden auf die Umgebung U,(z) = (e: & — 2|, < 1} mit
= (i) beschriink®. '

a) Man ermittle geeignete Lipschitzkonstanten und zeige, daB das System nach
einer Verallgemeinerung von MfL.Bd.9,4.1.1., Satz 1, iterativ geldst werden kann.

b) Man bestimme, ausgehend von x® =z, die Niherungen ax®, ®®, x®
durch sukzessive Approximation und schitze den Fehler a posteriori ab.

21. In Aufgabe 2 zum Abschnitt ,, Ausgewihlte Gegenstéinde der Numerischen Mathe-
matik® wurde mit einer Eliminationsmethode

&= —3,9498811, 7= —0,7281126
als eine Niherungslésung des Gleichungssystems

F(w,y) =2 — 22y +32+2=0,

G, y) =220y —y*+2—y—2=0

bestimmt. Ausgehend vom Startpunkt 2® = —3,95, y» = —0,73, berechne
man nach dem Newtonschen Verfahren die folgende Néherung «®, y®.

22. Gegeben ist das nichtlineare Gleichungssystem
42® — 2Txy® + 26 =0,
4oty — 3P — 1=0.
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23.

25.

a) Man zeige, daB dieses in der mit der Maximum-Betrag-Norm gebildeten
Umgebung Up,g5(2) mit 2 = (i) genau eine Lisung besitzt, und berechne diese
nach der Methode der sukzessiven Approximation.
b) Man berechne nach dem Newtonschen Verfahren die auf den Startpunkt 2
folgende Niherung und vergleiche das Ergebnis mit dem von a).
Gegeben sind die Polynome

Pi(z) = a® + 24 — 9 4 3,

Py(x) = o* + 5a® + 2* { 182z — 14,

Py(z) = o° — o — 1128 + 92° 4 182 — 4.
Man ermittle fiir die Nullstellen jedes Polynoms eine obere Schranke auf folgen-
dem Wege: 4
a) Zuerst wird Ly:=1 4 |_ mit A4 := max (|@p), ..+ |@o|) bestimmt und

A

m—
weiter festgestellt, welchen Wert man fiir Ly :=1 + Va nach der Regel von
LAGRANGE-MACLAURIN erhlt.

b) Mit Hilfe der Regel von NEwroN und eventuell der Regel von LAGUERRE
wird gepriift, ob sich, susgehend von L, bzw. L;, eine kleinere obere Schranke fiir
die Nullstellen des jeweils betrachteten Polynoms finden 1a8t.

Man bestimme entsprechend eine untere Schranke fiir die Nullstellen jedes
Polynoms. :

. Man wende die Regeln zur Bestimmung einer oberen Schranke fiir die Null-

stellen eines Polynoms auf

P(x) = 2® + ba® + bz + 1, —~—2—-<b<1,

an. Man priife, ob L = 2 eine obere Schranke fiir die Nullstellen des Polynoms
ist.

Zur Bestimmung der Anzahl der Nullstellen des Polynoms
P(z) = 2312% — 3152* + 1052 — 5

im Intervall [[0,1] wende man die Regel von Bupan-FouriEr an. Welche
Aussage beziiglich der Anzahl der positiven Nullstellen 158t sich auf Grund der
Cartesischen Zeichenregel machen?

26. Fiir das Polynom P(z) = 92 — 61z -+ 60 etgibt sichvdje Wertetabelle
z l 0] 1| 2 | 3|>3
Pa) | 60 | 8 | 10 [120 [ >0
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Danach kénnte man vermuten, daB P keine positive Nullstelle besitzt. Das ist
jedoch falsch. Man zeige mit Hilfe des Satzes von STurM, daB im Intervall [1, 2]
genau zwei Nullstellen des Polynoms liegen.

27.* Man ermittle die komplexen Nullstellen des Polynoms

-

1

o

© ® 3>

=

Piz)y=a*—22+3x+5

naherungsweise nach dem Verfahren von BarsTow-HITcHCOCK.

Lineare Optimierung

Kontrollfragen

. Man rekapituliere die Formen des mathematischen Modells eines LO-Problems

und deren équivalente Transformierbarkeit ineinander.

Man definiere die Begriffe Strecke S[x, y], K S R" konvexe Menge, Hyperebene
und Hyperhalbraum im R®, Zulissigkeitsbereich eines LO-Problems, Eckpunkt
einer konvexen Menge.

. Wie laBt sich zeigen, daﬁ der Zuldssigkeitsbereich eines LO-Problems eine

konvexe Menge ist?

Man definiere die Begriffe Basislésung und zuldssige Basislosung eines LO-
Problems. Wann heiBt ein LO-Problem ausgeartet?

Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Ecken des Zulissigkeitsbereiches
und zuldssigen Basislésungen des entsprechenden LO-Problems?

Wie 1éBt sich die Anzahl der Basislosungen eines LO-Problems abschitzen?
Man kommentiere das Fundamentaltheorem der linearen Optimierung.
Wie lautet das Simplexkriterium?

Man beschreibe die wesentlichen Schritte des Simplexalgorithmus.

. Wie liBt sich fiir ein gegebenes LO-Problem eine zulissige Basislosung als Start-

vektor fiir den Simplexalgorithmus bestimmen?

Aufgaben

Ein Betrieb stellt die Erzeugnisse 4 und B her. Die Produktionskapazititen
unterliegen gewissen Beschrinkungen. Fiir eine Zeiteinheit gilt:

a) Die {g:::::ll} kann entweder {ig} Mengeneinheiten des Erzeugnisses 4 oder

{30} Mengeneinheiten des Erzeugnisses B oder entsprechende Mengenanteile von

40
Aund B herste]%en .
bearbeiten
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b) Die Kapazitit der MontagestraBe {;} betrigt {:g} Einheiten des Erzeug-
nigses

Der Betriebsgewinn betrigt pro Erzeugniseinheit 26 TM bei 4, 35 TM bei B.
Ziel ist ein gewinnoptimales Produktionsprogramm. Man lése das Problem

graphisch. Inwieweit werden bei diesem Produktlonsprogmmm die vorhandenen
Kapazitdten ausgenutzt?

Loésung: Es sei “1| die Anzahl der Mengeneinheiten des Erzeugnisses g . Die Ziel-
Z

2.
funktion ist daher Z(x) = 25z, + 352,. Die mathematische Formulierung der Restrik-
tionen fithrt auf

1 1
Ex1+§)x,§1, 3z, + b2, < 150,
y
lz -i—i <1 z+ 2, < 40
0™ 4013._. B 1 3 = ’
EX <35, bzw. z, =< 35,
%, < 25, % < 2,
2, =0, z = 0,
2, =0 zz= 0.
X2
301

Xo== 3 x+30

Xo= 35 (- 26 1+ 1150)

Xo=-X;+40

Abb. 6.29
0 020 0 o5 &

Gesucht ist ein Punkt des Zulissigkeitsbereiches, in dem die Zielfunktion einen maximalen
‘Wert erhilt.

Man betrachte den Zulissigkeitsbereich in Abb. 6.29. Die aus der Zielfunktion gewonnene
Gerade mit der Gleichung

1
7 = g (=282, + 7)

wird parallel. verschoben, bis diese durch den Eckpunkt & = fg des Zulissigkeits-

bereiches verlduft. In diesem Punkt hat die Zielfunktion den Wert Z(x) = 1150. Der
optimale Gewinn betriigt 1150 TM.
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Beziiglich der Ausnutzung vorhandener Kapazitéten ergibt sich fiir die

GieBerei: —1— + l =1A 100%,
2 2
256 156
Putzerei: —4+—==1A100%,
utzerei 0 + 0 = %
25
Montagestrae 1: 3 A T1,4%,
16
MontagestraBe 2: % A 60%.

2. Man transformiere das in Aufgabe 1 betrachtete Problem durch Einfiihrung von
Schlupfvariablen in Normalform und zeige, da$
a) ® mit «¥ = (10, 10, 70, 20, 25, 15) Lésung, jedoch keine Basislosung ist,
& mit T = (40, 0, 30, 0, —5, 25) Basislosung, jedoch nicht zuléissig ist.
b) Man gebe in einer lexikographischen Ordnung siémtliche Basislosungen des
Problems an.

Loésung:
32, + bz, + 2, = 150, Z(x) = 262z, + 3bz, Max.
z + 2 + x4 = 40,
z +@ = 35
&3 + 2, = 25,
z; 20 fir ¢ = 1(1)8.
a) & gehort dem Zulissigkeitsbereich an, d. h., @ erfiillt simtliche Restrikti leich
Es sind jedoch mehr als m = 4 Koordinaten von & von Null verschieden; daher ist 2 keine
Basislosung.

& ist Basislosung, da genau m = 4 der » = 6 Koordinaten von Null verschieden sind,
& samtliche nichttrivialen Restriktionsgleichungen erfiillt, die zu den von Null verschie-
denen Koordinaten von @ gehérigen Spaltenvektoren der Koeffizientenmatrix linear unab-
hingig sind.

& ist jedoch nicht zuléssig, da nicht simtliche Koordinaten von & nichtnegativ sind.

b) Die Tabelle enthilt C) = (g) = 15 Spalten. Jeweils n — m = 2 Koordinaten werden

Null gesetzt. Die iibrigen Koordinaten errechnen sich aus den nichttrivialen Restriktions-
gleichungen. Vgl. Tabelle 6.21. (BL — Basislosung, 2BL — zulissige Basislosung; die zur
betreffenden Menge gehorigen Vektoren sind angekreuzt. W bedeutet Widerspruch, d. h.,
das System der nichttrivialen Restriktionsgleichungen ist bei den vorgegebenen Koordi-
naten z; = 0 nicht erfiillbar.)

Die Koordinaten der Eckpunkte des Zulissigkeitsbereiches in Abb. 6.29 sind hervorge-
hoben.

8. Durch Hinzunahme einer weiteren Restriktionsungleichung
2%, + 2, <75

werde das L.O-Problem von Aufgabe 1 modifiziert. Man transformiere die neue
Aufgabe in Normalform und zeige, da das Problem ausgeartet ist.
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Tabelle 6.21

1 2 3 |4 5 6 7 819 10 | 11 12 13 | 14 15
25
zy o] o 0 |0 o 50 | 40 | 35 25 35 3 35 J15 | 35
Ty 0] 30 40 25 0 ofjogo 15 9 25 5 125 |25
5 150| 0 | —50 25 0 |30 | 45 0 0 0 20 |—20 —80
20
EA 40 | 10 0 15 | —10 0 5 0 [—4 3 0 0 |—20
80
T 35 | 35 35 |03 | —15|—5| O 10 0 3 0 |20 0
zg 25 |—5 |—15 0 25 |25 (25| 0] 10 16 0 20 0 0
BL | x |[x [X W | x X X | x W] x X X X X | x
zBL| X == L= X = = X X s X X — —
Zx)| 0 875 875 1150 1083,3| 1050
Loésung:
32, + b2y + 2 =150, Z(x) = 252, + 352, Max.
z + % + 2 = 40,
z, + @ = 35,
EN + z = 25,
22, + @, + @, = 15,
2 =0 fir = 1(1)7.
Zu zeigen ist, daB es einen Vektor 2 gibt, der Az = @, erfiillt und der weniger alsm =5
von Null verschiedene Koordinaten besitzt. Dies trifft zu fiir den Vektor & mit ®T = (35, 5,
20, 0, 0, 20, 0).
Man iiberzeuge sich, daB der Zulissigkeitsbereich des betrachtet Problems mit dem in
Abb. 6.29 dargestellten iibereinstimmt
4. Das LO-Problem der Aufgabe 1 werde dadurch abgeindert, daB bei gleichen

Restriktionen die Zielfunktion durch

Z(x) = 242, + 40z,
ersetzt wird. Man l6se das Problem graphisch und vergleiche das Ergebnis mit
der Aussage des Fundamentaltheorems der linearen Optimierung.

Lésung: Beim Aufsuchen einer optimalen Losung fillt die der Zielfunktion entsprechende
Gerade mit einer den Zulissigkeitsbereich b denden Geraden zusammen, so daB die
Zielfunktion in allen Punkten @ = (”l) mit

T3

x,:—%z,+30 und %5§ﬁ§25
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den optimalen Wert annimmt. Betrachtet man das Problem in Normalform, so stellen alle
Vektoren

ot
3
-z a + 30
0

By} = —%zl L0 | it

«|8
A
K
IA
8

— z1+35

%xl—ia J

optimale Losungen dar. Unter diesen befinden sich die zulissigen Basislésungen a (2—5)
und (25). 3

Tabelle 6.22

5 6

) ; ay; 25 35

1 150 0 3 5

2 40 0 1 1

3 35 0 1 0

4 25 0 1
Z@x)=0 |d;=25 | dy=35

5. Fiir dasin Aufgabe 1 formulierte LO-Problem in der Normalform soll die optimale
Lésung mit Hilfe der Simplextabellen bestimmt werden.

Loésung: Aus formalen Griinden fithren wir neue Variablenbezeichnungen ein und be-
trachten das Problem

£ ~+ 3x; + bxg = 150, Z(x) = 25x; + 35z, Max.
Z, + 2+ x = 40,
z3 + @ = 35,
Ty, + = 25,
2, =0 fir i=1(1)6.
1. Schritt: Nach MfL Bd. 10, 7.4.4., findet man als Startvektor die zulissige Basislosung
«T = (150, 40, 35, 25, 0, 0) und verfahrt entsprechend dem PAP fiir den Simplexalgo-
rithmus (vgl. Tab. 6.22).

dg > 0 bzw. dg > 0 macht deutlich, daB @ nicht optimal ist. Man wihlt etwa k = 6, be-
stimmt

fg:i=1(1)4 A Ay > O} = (5,1},  *’ = min {30, 40, 25} = 25
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f=

und hat daher I = 4. Weiter ist

150 — 5+ 25 25
w0—1.25] |15
. 35 35
) — - .
® 25— 1.2 0
0 0
0+ 25 25

2. Schritt: Wir vertauschen die vierte und sechste Koordinate und erhalten die aktuelle

Basislosung T = (25, 15, 35, 25, 0, 0) und die Zielfunktion Z(x) = 35z, -+ 26z (vgl.

Tab. 6.23).
Tabelle 6.23

5 6

5 4

% z | ag 25 0

1 1 25 0 3 —b

2 2 15 0 1 —1

3 3 35 R 0 1 0

4 6 25 35 0 1

Z(x) =875| dy=25 |dy=—35

Durch d; > 0 in der Simplextabelle wird angezeigt, daB @ nicht optimal ist. Analog zum
ersten Schritt gewinnt man hier mit k = 5

25 - 20 80 25
»==, = wnT = (0, =, =, 25, =, 0).
3 =1 und (x®) (0 33 25 3 O)

3. Schritt: Die Vertauschung der ersten und fiinften Koordinate ergibt die Basislésung
zT = 2:, ?, %, 25, 0, 0) und die Zielfunktion Z(x) = 25z, + 35z, (vgl. Tab. 6.24). '
Ersichtlich ist & nicht optimal. Mit ¥ = 6 hat man

1=2 und (@)T = (25,0, 10, 15, 0, 10).

W =10,

4. Schritt: Um zu priifen, ob die Basislésung optimal ist, werden die zweite und sechste
Koordinate vertauscht, so da man die Basislosung 2T = (25, 10, 10, 15, 0, 0) erhiilt; die
Zielfunktion #ndert sich nicht (vgl. Tab. 6.25). Mit dy < Ound dy < 0 ist nach dem Simplex-
kriterium & optimale Basislosung.

Macht man die Vertauschungen riickgéingig, so erhilt man als optimale Losung des in
Aufgabe 2 betrachteten LO-Problems in Normalform ®¥ = (25, 15, 0, 0, 10, 10).

. Fiir die Belieferung von drei Baustellen mit Betonfertigteilen stehen zwei Werke

zur Verfiigung. Im Werk W, stehen fiir diese Baustellen 200, im Werk W,
400 Fertigteile pro Zeiteinheit bereit. Es bengtigt die Baustelle B, 150, die Bau-
stelle B, 350, die Baustelle B; 100 Fertigteile pro Zeiteinheit.
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Tabelle 6.24

5 6

1 6

i EN [N} 0 0

1 5 2 25 1 _5
3 3 3

e e [ 2] 0| —2 2
3 3 3

s|s | 2| o 1 5
3 3
4 4 25 35 0 1

Z(x) _ 2 20
=103 | B=—3| =7
Tabelle 6.25

5 6

5 2

i 2 | ag 0 0

1 1 25 25 - 5
2 2

2 6 10 0 i -1
2 2

1 5

3 3 10 0 - _
2 2

4 4 15 35 & —-i
2 2

Z(®) = 1150 ' dy = —5 | dy = —10

Es ist ein Belieferungsplan bei minimalen Transportkosten zu ermitteln, wenn
diese pro Fertigteil

vom Werk W, bzw. W, zur Baustelle B; 13 Mark bzw. 14 Mark, zur Baustelle B,
17 Mark bzw. 20 Mark und zur Baustelle B; 22 Mark bzw. 15 Mark betragen.

Lésung: Es bezeichne z;; die Anzahl der Fertigteile, die vom Werk W; zur Baustelle B;
transportiert werden. Die Transportkosten ’

Z(@) = 18z + 1Tz, + 220y, + 1425, + 202y + 1525 *)
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sollen unter den Restriktionen

@) 2y + 7y + 2y = 200,
(I) gy + Ty + Xy = 400,
(III) oy + 25 = 150,
) Z1 + @ = 350,
V) 13 + @3 = 100,

@ 20 far i=1,2; =123,

- ein Minimum annehmen.

<]

Bei genauer Betrachtung erkennt man, da8 die Anzahl der Restriktionsgleichungen redu-
ziert werden kann:

(1) @y + 23 + 2y = 200, (O
2) Ty + Ty + 7y = 400, (IT)
(3) — @y — Ty + Iy = —50, (III) — ()
(4) — &y + Ty + T = 300, (IV)+ (3)
5) Ty + Ty + Ty = 400. (V) + (4)
Man erhilt somit das Maximumproblem mit der Zielfunktion
Z(x) = —13zy;, — 172y, — 22,5 — 14ay — 2023 — 162,53 Max.
und den Nebenbedingungen
Ty + Typ + Ty = 200,
Zip + Zyg — Ty = 50,
— Ty + T + T = 300,

zn+xn+2‘ﬂa:400,
z; =20 far ¢=1,2; j=12,3.

Setzt man z,; = 0 und z;, = 0, so erhilt man die zuliissige Basislosung T = (150, 50, 0, 0,
300, 100).

Auf das nochmals in den Bezeich abgeiinderte und umgeordnete LO-Problem mit
der Zielfunktion .
Z(x) = —132y; — 17253 — 2033 — 16z — 2225, — 142,; Max.
und den Restriktionen
Zy + %9 + g = 200,
Ty + Xy — Xy = 50,
Z13 — Ty + Ty = 300,
Zyg + 2 + @y = 400,

z; 20 fir i=1,2; j=123,
wird, ausgehend von der zulissigen Basislosung 2T = (150, 50, 300, 100, 0, 0) als Start-
16sung, der Simplexalgorithmus angewendet. Mit dem zweiten Simplexschritt kann das
Verfahren abgebrochen werden.
Nachdem die Ver k riickgingi ht wurden, hat man als optimale Losung
=T = (0, 200, 0, 150, 150, 100). Diese erglbt einen Betrag von 10 TM als minimalen Wert
der Zielfunktion (*).

. Die folgende Aufgabe repriisentiert einen Typ sogenannter Mischungs- oder

Materialeinsatzprobleme: Aus n Futtermitteln (Riiben, Silomais, Kraftfutter,...),
deren Preis und Gehalt an m Grundnéihrstoffen (Eiwei8, Fett, Kohlehydrate, ...)
bekannt ist, soll ein Mischfutter hergestellt werden, das vorgeschriebene Mindest-
mengen der einzelnen Grundnéhrstoffe in der Tagesration enthilt und méglichst
billig ist.
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Es bezeichne

p; den Preis der Mengeneinheit des j-ten Futtermittels,

ay die in der Mengeneinheit des j-ten Futtermittels enthaltene Menge des
i-ten Grundnihrstoffes,

¢; die in der Tagesration geforderte Mindestmenge des 7-ten Nahrstoffes,

z; die Menge des j-ten Futtermittels in der Tagesration.

a) Man modelliere die Aufgabe als Problem der linearen Optimierung und trans-

formiere dieses durch Einfiihrung von Schlupfvariablen in Normalform.

b) Fiir das Mischungsproblem bestimme man eine zulissige Basislosung unter

der Vora tzung, daB wenigstens ein Futtermittel sémtliche Nihrstoffe enthlt.

Losung:
@ . :
a) XY ayz  gibt die Menge des i-ten Nihrstoffes in der Tagesration,
j=1
n .
2 pjz;  deren Preis wieder.
i=1
Daraus resultiert das LO-Problem

Samza 0= l(t)m,l
i=1
)

720, j=1(l)n, (1)
n
2 pjx; Min.
j=1
oder
Z (—Gu) %=~
%20, @
"
Zx) = .E (—p;) #; Max.
i=1
Mit den Schlupfvariablen u,, u,, ..., %, ergibt sich
n
X (—ey) oy + w = —q, i = 1(1)m,
j=1
Ui =0,
. 3)
z; =0, j=1(1)n,

Z(x) = ‘Zn'l(-;ﬂ,-) z; Max.
j=

b) Wenn das k-te Futtermittel sémtliche Nihrstoffe enthilt, sind die GroBen ay fir
% = 1(1)m positiv.

Setzt man nun z; = 0 fiir § = &, so léBt sich fir geniigend groBe Wahl von z; (2, > 0) er-
reichen, daB in (1) sémtliche Mindestanforderungen erfiillt sind. Dabei kann noch d,afur
gesorgt werden, daB in einer der nichttrivialen Nebenbedingungen das Gleichheitszei
auftritt. Ist das fiir ¢ = 4, der Fall, so verschwindet in der Normalform u;,.

Wir betrachten den Vektor y = % , der die so bestimmten z; und die entsprechenden
u
Schlupfvariablenwerte gemii8 (3) als Komponenten hat. Offenbar ist g fiir das LO-Problem
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10.

(3) zuldssig und besitzt hochstens m von Null verschiedene Koordinaten. Wird Ausartung
ausgeschlossen, so sind genau m Koordinaten von Null verschieden, und y ist zulissige
Basislosung. Die lineare Unabhiingigkeit der Spaltenvektoren bei den Basisvariablen folgt
aus a;,; = 0.

. Man 1se graphisch die folgenden LO-Probleme:

a) z +2, <5, Z(x) = z, + 3z, Max.

—2 + 2, =2,
Zy =0,
. 2, = 0.
b) z + 22, = 1,6, Z(x) = 10z, + 25z, Min.
62, + 22, < 2,8,
E2% =0,
2, = 0.

. Gegeben ist das LO-Problem

—3z + 22, <2 Z(®) = 2%, + @, Max.

%, — bry < 5,
2+ 2 <6,
z =0,

23 = 0.

a) Man lose das Problem graphisch.

b) Man fiihre das gegebene LO-Problem in Normalform iiber und zeige, daB
mit &7 = (1, 1, 8, 8, 4) Losung, jedoch & keine Basislosung ist; daB & mit &7
= (6, 0, 20, —17, 0) Basislésung, diese aber nicht zuléissig ist.

c) Man stelle entsprechend Aufgabe 2 simtliche Basislésungen in einer Tabelle
zusammen und berechne fiir jede zulissige Basislésung den Wert der Ziel-
funktion.

d) Man lése das Problem mit Hilfe des Simplexalgorithmus unter Verwendung
von Simplextabellen.

Gegeben ist das LO-Problem

)+ 2+ 23 =4, Z(x) = 22, + z, Max.
(1 + 2, =2,
—x; + 2, + x5 =4,

z; 20 fir ¢=1(1)5.
Zur Losung des Problems auf Grund des Fundamentaltheorems wurde eine
Tabelle (Tab. 6.26) angelegt und diese teilweise ausgefiillt.
a) Man zeige, daf ® = (4, 0, 0, —2, 8)T Basislésung ist.
b) Ist das LO-Problem ausgeartet? Man begriinde die Aussage.

¢) Man zeige, daB jeder Punkt der Strecke S[x®, 2®] zum Zulissigkeitsbereich B
gehort.
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11.
12.

13.

14.

15.

16.

Tabelle 6.26

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
£ 0 0 0 0 4 2 —4 2 2
, 0 0 0 0 2 6
£ 4 0 0 2 8 0 0 —4
g 2 0 =2 0 6 0 0
, 4 0 8 6 0 4 0 0

Man beweise den Satz: Der Durchschnitt beliebig vieler konvexer Mengen ist konvex.

Es seien X und Y konvexe Mengen im R", a und b reelle Zahlen. Man zeige, da
die Menge

Z:={z:z=ax +tbyrxecXrycY)
konvex ist.

Es seien X S R, Y S R™ konvexe Mengen. Man zeige, daB die Menge
7= {z:z: (m) AxeXArye Y} € Rwim
Y,

konvex ist.
Gegeben ist das LO-Problem
—x; + 3z, < 21, Z(x) = %, + 2, Max.

2% — 32, < 6,
o4+ m=< 1,
£ = 0,

z= 0,

a) Man lose das Problem graphisch.

b) Man fiihre das Problem in Normalform iiber.

c) Esseix™ = (3,8,0,24,0), 3T = (5, 6, 8, 14, 0). Man zeige, daB neben & auch
& optimal ist.

d) Ausgehend von & verfolge man an diesem Beispiel den Beweis zum Funda-
mentaltheorem.

Gegeben ist das LO-Problem

—y oy <2, Z(x) = %, + x, Max.

0,52, — 2z, < 3,
% 20,
2, =0,

Man transformiere das Problem in Normalform und wende darauf den Simplex-
algorithmus an.

Man zeige: Eine konvexe Linearkombination optimaier Vektoren &®, ¢= 1(1)k,
eines LO-Problems ist wieder ein optimaler Vektor.
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17. Zur Herstellung zweier Erzeugnisse werden in einem Betrieb drei Materialarten
eingesetzt. Die pro Zeiteinheit zur Verfiigung stehende Materialmenge, die er-
forderliche Materialmenge je Lingeneinheit der Erzeugnisse und der Gewinn je
Léngeneinheit sind der Tabelle 6.27 zu entnehmen. Wie viele Lingeneinheiten
sind von jedem Erzeugnis pro Zeiteinheit herzustellen, um einen maximalen
Gewinn zu erzielen? Welcher Gewinn wird bei diesem Produktionsprogramm
erzielt, und welche Mengen der einzelnen Materialarten werden tatsichlich pro
Zeiteinheit verarbeitet?

Tabelle 6.27

Materialart Bendtigte Materialmenge Zur Verfiigung
(in Mengeneinheiten) stehende
fiir eine Lingeneinheit beim Materialmenge

(in Mengen-

Erzeugnis 1 Erzeugnis 2 inheit:

1 2 4 180

2 3 3 180

3 5 1 200

Gewinn . 10 15

(in Geldeinheite:
pro Lingeneinheit)

18. Ein Betrieb hat die Moglichkeit, ein Erzeugnis nach drei verschiedenen Techno-

logien herzustellen, wobei nach allen Technologien in der gleichen Zeit die gleiche
Menge des Erzeugnisses produziert wird. Fiir die Herstellung des Erzeugnisses
werden drei Rohstoffarten eingesetzt.
Nach der ersten Technologie werden fiir die Herstellung einer Einheit des
Erzeugnisses vier Einheiten des ersten Rohstoffs und 0,5 Einheiten des zweiten
Rohstoffs benotigt. Fiir die zweite und dritte Technologie entnehme man die
entsprechenden Angaben der folgenden Tabelle 6.28. Pro Zeiteinheit stehen vom
ersten Rohstoff 540 Einheiten, vom zweiten und dritten 150 bzw. 90 Einheiten
zur Verfiigung. Wie viele Einheiten sind nach jeder Technologie bei maximaler
Gesamtproduktion herzustellen?

Tabelle 6.28

Rohstoff Technologie Pro Zeiteinheit
1 2 3 vorhandene Rohstoff-
menge in Einheiten

Erforderliche . 540
Rohstoffmenge in 2 0,5 2 150
Einheiten 3 0 05 3 90

-
'S
-
-




180

VI. Numerische Mathematik und Rechentechnik

19. Allgemein bezeichnet man das in ML Bd. 10, 7.1. (1)—(4) vorgestellte LO-

21.

Problem als Transportproblem. Auf Grund von (2) und (3) gewinnt man

m
bj=a

1 i=1

i
als eine von den rechten Seiten der Restriktionsgleichungen notwendigerweise zu
erfiillende Bedingung. Man zeige, daB beim Transportproblem jede der Restrik-
tionsgleichungen eine Linearkombination der anderen ist, und vergleiche die
hervorgehobenen Sachverhalte mit Aufgabe 6.

~

Tabelle 6.29

E | E | E

B, 12| 6 1
B, 15| 8 13

Auf den Bahnhofen B,, B, stehen 36 bzw. 21 leere gleichartige Waggons, die
nach Bedarf in die Einsatzorte By, By, E; gebracht werden. Von Ey, E,, E; hat
man 12 bzw. 14 bzw. 24 Waggons angefordert. Die Entfernungen (in km) von
den Bahnhofen zu den Einsatzorten sind in TabeHe 6.29 zusammengestellt.
Wie sind die Waggons zu den Einsatzorten zu leiten, damit die Transportstrecke
minimal wird?

Aus zwei Nahrungsmitteln N, j = 1, 2, soll eine Diéit hergestellt werden, welche
die Vitamine A, B, C und EiweiB in vorgeschriebenen Mindestmengen g¢; pro
Ration enthlt (Tab. 6.30; ¢ = 1, 2, 3, 4 entspricht in dieser Reihenfolge Vitamin
A, B, C bzw. EiweiB).

Tabelle 6.30 Tabelle 6.31
i 1 2 3 4 i i 1 2
i .
; 150E | 270E |- 200E | 3,569

g 5% 1 2E 0,5 E
2 1E 3E
3 2E 1,6 E
4 5,09 2,5%

a;; bedeutet die in einer Mengeneinheit ME von N; enthaltenen Mengen der
dem Index ¢ entsprechenden Stoffe (Tab. 6.31). N, ist fiinfmal so teuer wie N,.
a) Man bestimme die Anteile der Mischung so, da8 die Didt moglichst billig wird.
b) Man minimiere die Kosten, nachdem den Restriktionen von a) die Forderung
hinzugefiigt wurde, da der Nihrwert der Ration hochstens 2500 kJ betragen soll.
Eine Mengeneinheit von N, und N, enthilt 12,6 bzw. 16,8 kJ.
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1

Zufillige Ereignisse

Kontrollfragen

. Man stelle Operationen und Relationen bei zufilligen Ereignissen zusammen und
vergleiche sie mit den entsprechenden Operationen und Relationen bei Mengen.

. Was versteht man unter der Unvereinbarkeit zweier zufilliger Ereignisse? Sind
die Ereignisse 4 und A U B unvereinbar?

. Was versteht man unter einem Ereignisfeld, unter einer g-Algebra, unter einer
Booleschen Algebra?

. Was versteht man unter einem mefibaren Raum?

Aufgaben

. Eine elektrische Schaltung habe die in Abb. 7.1 angegebene Gestalt. Fallt das
Element E; aus, so entspreche dies dem Ereignis 4; (k= 1,2, 3, 4). Es sind
Ausdriicke fiir die Ereignisse B und B anzugeben, wobei B die Unterbrechung des
Stromkreises bedeutet.

e Abb. 7.1

. Ein System bestehe aus einem Gerit vom Typ I, vier Geriten vom Typ II und
zwei Geriten vom Typ III. Es bezeichne 4 bzw. B bzw. C; das Ereignis, da8
das Gerit vom Typ I bzw. das k-te Gerét vom Typ II bzw. das j-te Gerit vom
Typ III in Ordnung ist (k= 1,2,3,4; j=1,2). Das System funktioniert,
wenn von jedem Typ mindestens ein Gerit arbeitet (Ereignis D). Man beschreibe
D und D mit Hilfe von 4, By, C; und den iiblichen Operationen mit Ereignissen.

Hinweis: Man fertige zuniichst ein Schaltbild des Systems an.

3. In einem Behiilter befinden sich Teile aus der laufenden Produktion eines Be-

triebes, die auf ihr Gewicht hin tiberpriift werden sollen. Mit A4; werde das



182

VII. Wahrscheinlichkeitstheorie und math tigohe Statistil

@ =3

-

Ereignis bezeichnet, daB ein herausgegriffenes Teil weniger als k& Gramm wiegt
Was bedeuten die Ereignisse

J— S 100 [T
a) Ay, b) Ao U Ay, c) (U AJ‘) n (_U A,-)?
j=1

j=1

. Die Ereignisse 4, B, C sollen bedeuten, daB entsprechend aus drei verschiedenen

Biicherstapeln mindestens je ein Buch entnommen wird. 4; bzw. B, bezeichne
das Ereignis, da dem ersten Stapel j bzw. dem zweiten Stapel & Binde ent-
nommen werden. Was bedeuten die Ereignisse

a) AuBuC, by AnBnC, c) 4, u By,

d) 4, n B,, e) [(4; nBs) u (B ndg)]nC?

. Man beweise die folgenden Aussagen:

a) ASB=>Bc 4;

|

b)AnB=A4uB, allgemeiner: N A4, = U 4;;
i=1 i=1

¢c) AuB=4n B, allgemeiner: (U 4; = N 4;
i=1 i=1

. Es seien 4 und B zufillige Ereignisse. Man zeige, da8 die Ereignisse 4, 4 n B

und 4 u B ein vollstandiges System bilden.

. Man vereinfache den Ausdruck 4 := (BuC)n(BuC)n (BuO0).

. Der zufillige Versuch bestehe im einmaligen Wiirfeln mit zwei Spielwiirfeln ; der

Versuchsausgang werde durch die Summe der gewiirfelten Augenzahlen ge-
kennzeichnet. Man priife, ob die folgenden zufilligen Ereignisse atomare
Ereignisse sind :

a) A ... Die gewiirfelte Augensumme ist nicht grofer als 2.

b) B... Die gewiirfelte Augensumme ist kleiner als 4.

c) C ... Die gewiirfelte Augensumme ist eine zweistellige Primzahl.

Woahrscheinlichkeit

Kontrollfragen

. Welche Werte kann die relative Héaufigkeit (eines Ereignisses 4 in » Versuchen)

annehmen?

. Welche gemeinsamen Eigenschaften besitzen die relative Haufigkeit, die klas-

sische Wahrscheinlichkeit, die geometrische Wahrscheinlichkeit? Welche
Eigenschaften lassen sich jeweils daraus ableiten?

. Unter welchen Voraussetzungen ist die klassische Definition der Wahrscheinlich-

keit anwendbar?



‘Wahrscheinlichkeit 183

4.

Unter welchen Voraussetzungen ist die geometrische Definition der Wahrschein-
lichkeit anwendbar?

. Was versteht man unter einem sicheren, was unter einem fast sicheren Ereignis?

6. Was versteht man unter einem unmdéglichen, was unter einem fast unméglichen

—-

Ereignis?

Aufgaben

Hinweis: Wenn nachfolgend z. B. von einer ,,zufilligen Auswahl* die Rede ist, so ist
damit gemeint, daB alle in Frage kommenden Objekte die gleiche Chance haben, ausge-
withlt zu werden. .

. Es seien fiinf Strecken mit den Léingen 1, 3, 5, 7 und 9 (Einheiten) gegeben.

a) Man bestimme die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf man mit drei aus diesen
zufillig ausgewiihlten Strecken ein Dreieck bilden kann.

b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein spitzwinkliges Dreieck

" gebildet werden kann?

w

. Die Trommel eines Revolvers besteht aus sieben Kammern. Fiinf der Kammern

sind geladen, zwei Kammern sind leer. Nach Drehung der Trommel erscheint
zufillig eine der Kammern vor dem Lauf. Ist die Kammer leer, so erfolgt nach
Betitigung des Abzughahns kein SchuB. Man berechne die Wahrscheinlichkeiten
folgender Ereignisse:

A ... Bei zwei Versuchen erfolgt kein SchuB.

B ... Bei zwei Versuchen erfolgt beide Male ein SchuB.

. Beim Skatspiel bekommt bekanntlich jeder der drei Mitspieler 10 Karten

(ein ,,Blatt*‘), zwei Karten bilden den sogenannten Skat, und eine Farbe wird als
Trumpf bezeichnet.

a) Wie viele verschiedene Blitter gibt es?

b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Spieler im néchsten Spiel
dasselbe Blatt wieder erhalt?

¢) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB eine zufillig gezogene Karte
ein As oder ein Trumpf ist?

d) Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB im Skat mindestens ein Bube
liegt?

. Auf einem Schachbrett werden zufillig acht Tiirme plaziert. Wie groB 'ist die

Wahrscheinlichkeit dafiir, daB keiner dieser Tiirme einen anderen schlagen kann?

. Den Aufzug eines siebengeschossigen Hauses betreten in der ersten Etage

drei Personen. Jede dieser Personen verlit — unabhingig von den anderen,
beginnend in der zweiten Etage — den Aufzug zufillig in irgendeiner der Etagen.
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10.

12.

Man berechne die Wahrscheinlichkeiten folgender Ereignisse:
A ... Alle Personen steigen in der. vierten Etage aus.

B ... Alle Personen steigen in ein und derselben Etage aus.
C ... Alle Personen steigen, in verschiedenen Etagen aus.

. In einem Behilter befinden sich w weifie und s schwarze Kugeln (w = 2, s = 2).

Diesem Behilter werden gleichzeitig zwei Kugeln zufillig entnommen. Man be-
rechne die Wahrscheinlichkeiten folgender Ereignisse:

A ... Die entnommenen Kugeln sind beide weiB.

B ... Die entnommenen Kugeln sind von gleicher Farbe.

C ... Die entnommenen Kugeln sind von unterschiedlicher Farbe.

AuBerdem vergleiche man P(B) und P(C).

. Jeder von n Stiben gleicher Linge wird in zwei Teile zerbrochen, ein kurzes und

ein langes. Dann werden die 2n Bruchstiicke zufillig zu » Paaren zusammen-
gelegt, so daB n neue ,,Stéibe* entstehen. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit
dafiir, a) daB jeweils die zwei Bruchstiicke zusammengelegt werden, die aus dem
gleichen Stab entstanden sind, b) alle langen Teile mit kurzen Teilen zusammen-
gelegt werden?

. Es setzen sich N Personen (N > 2) in zufélliger Weise a) an einen runden Tisch,

b) an eine Seite eines rechteckigen Tisches. Man berechne jeweils die Wahr-
scheinlichkeit p dafiir, daB zwei vorher bestimmte Personen nebeneinander
sitzen.

. Es wird einmal mit einem idealen Wiirfel gewiirfelt. Wir betrachten die folgenden

Ereignisse:

A ... Die gewiirfelte Augenzahl ist gleich 5.

B ... Die gewiirfelte Augenzahl ist gerade.

C ... Die gewiirfelte Augenzahl ist groBer als 2.

Man berechne die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse 4, B, C, Au B, A n B,

BuC,BnC,BuC,C\B,AnBnC,AuBuC,BAC.

Bei einem ,,gezinkten‘‘ Wiirfel seien die Wahrscheinlichkeiten dafiir, die Zahlen
1 1 11

P67 127 127 7

die Wahrscheinlichkeit dafiir, a) daB mehr als drei Augen gewiirfel werden, b)daB

weder zwei noch fiinf Augen gewiirfelt werden, c) daB eine Zahl 7 gewiirfelt wird,

fiir die |7 — 2| < 2 gilt?

1, 2, 8, 4, 5 bzw. 6 zu wiirfeln, gleich % ZW. l_i Wie groB ist

. Es seien 4 und B zufiillige Ereignisse.

a) Man zeige, daB P(4 n B) < P(4) < P(4 u B) < P(A4) + P(B) gilt.

b) Man berechne P(4 A B), P(4 n B); P(4 n B), wenn die Zahlen p = P(4).
¢ = P(B) und r = P(4 v B) bekannt sind.

Eine Strecke der Liange L wird durch zwei zufillig gewihlte Teilpunkte in

drei Stiicke zerlegt. Man berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 aus den
drei Teilstiicken ein Dreieck gebildet werden kann.
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13.

Losung: Bezeichnen « und y die Lingen zweier Stiicke, so hat das dritte Stiick die Linge
L — (z + y). Aus den drei Teilstiicken liBt sich genau dann ein Dreieck bilden, wenn die
Summe je zweier Teilstrecken mindestens so groB ist wie die iibrigbleibende Teilstrecke,
d. h., wenn

x+y2—§,
z+y =L—(z+y), L .
z+L—(@+y =y, d.h, v=5 gilt.
y+L—(z+y) 22, 5
zé;

Abb. 7.2 entnimmt man unmittelbar — bei Zugrundelegung der geometrischen Definition
der Wahrscheinlichkeit —, daB die gesuchte Wahrscheinlichk: "—Ibetrﬁgc.

Abb. 7.2

Durch ein waagerecht angeordnetes rechtwinkliges Gitter mit zylindrischen
Stdben (Radius , Abstand zwischen den Stiben a bzw. b; vgl. Abb. 7.3) fillt eine
Kugel vom Durchmesser d. Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daBl dabei
kein Gitterstab beriihrt wird?

Hinweis: Man lege die g trische Definition der Wahrscheinlichkeit zugrunde.

_J 2r 2rL
2r ——I-

o

Abb. 7.3
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14.* Tm Quadrat mit den Eckpunkten (0; 0), (0; 1), (1; 0), (1; 1) werde ein Punkte M
zufillig gewdhlt und markiert. Die Koordinaten von M seien X und Y. Die
Wahrscheinlichkeit dafiir, daB M in einen beliebig vorgegebenen Bereich dieses
Quadrats fillt, sei gleich dem Flicheninhalt dieses Bereiches (geometrische
Definition der Wahrscheinlichkeit).

a) Man zeige, daBl P(X <z, Y <y) =P(X <=z)-P(Y <y) fir beliebige
0 =<2, y=<1git.

b) Man bestimme fiir 2, 0 < 2 < 1, die Wahrscheinlichkeiten
«)P(|X — Y| <2, BPX-Y <2), y) Pmin(X, Y} <z),

é) Pmax (X, Y} <z), ¢ P (—% X+7)< z).
¢) Man bestimme die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Wurzeln der Gleichung
22 4 Xz -+ Y = 0 reell sind.

Bedingte Wahrscheinlichkeit

Kontrollfragen

—_

. Man iiberlege sich, daB die bedingte Wahrscheinlichkeit alle Eigenschaften
besitzt, die einer Wahrscheinlichkeit zukommen. Welche besonderen Eigen-
schaften besitzt die bedingte Wahrscheinlichkeit?

. Man charakterisiere Inhalt und Bedeutung des Multiplikationssatzes. Welche
Rolle spielt in diesem Zusammenhang der Begriff der Unabhingigkeit?

3. Man beschreibe die Situation, die der Anwendung der Formel der totalen Wahr-
scheinlichkeil zugrunde liegt. Welche Frage beantwortet die Formel der totalen
Wahrscheinlichkeit?

4. Man beschreibe die Situation, die der Anwendung der Bayesschen Formel

zugrunde liegt. Welche Frage beantwortet die Bayessche Formel?

(3]

5. Man erlidutere das Entscheidungsprinzip, das sich mittels der Bayesschen Formel
formulieren 1aBt. Welche Rolle spielen in diesem Zusammenhang a-priori-
Wabhrscheinlichkeiten und a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten?

Aufgaben

. Ein Behiilter enthalte 100 schwarze und rote Kugeln, die 25 p und 50 p wiegen,
und zwar in folgender Aufteilung:

—

| rot schwarz

2p | 15 25
50p | 40 20
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Man bestimme die Wahrscheinlichkeit dafiir, da$ eine zufillig herausgegriffene
Kugel a) rot ist, b) rot ist und 25 p wiegt, c) 26 p wiegt, d) 25 p wiegt, wenn
man weiB, daB sie rot ist. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB
zuerst eine rote Kugel zu 50 p, dann eine rote zu 25 p und zuletzt eine schwarze
zu 50 p entnommen wird, wenn die zufillig entnommenen Kugeln e) wieder zu-
riickgelegt werden, f) nicht zuriickgelegt werden?

. Ein Arbeiter bediene drei Webstiihle. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, da} ein
Webstuhl im Laufe einer Stunde die Aufmerksamkeit des Arbeiters nicht er-
fordert, betrage fiir den ersten Webstuhl 0,9, fiir den zweiten Webstuhl 0,8 und
fiir den dritten Webstuhl 0,85. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB im
Laufe einer Stunde a) keiner der Webstiihle die Aufmerksamkeit des Arbeiters
beansprucht, b) wenigstens einer der drei Webstiihle nicht die Aufmerksamkeit
des Arbeiters beansprucht?

. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, im Tele-Lotto (,,5 aus 35°) mit einem
Tip in 50 Wochen mindestens einmal zu gewinnen?

Hinweis: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, da man mit einem Tip einen Gewinn erzielt,
betrigt etwa 0,014 (vgl. MfL Bd. 11, 2.2., Beispiel 1, S. 36).

. Zwei Jiiger schieBen’ unabhingig voneinander gleichzeitig auf einen Fuchs.
Schiitze 1 hat eine Treffwahrscheinlichkeit von 0,7, Schiitze 2 eine von 0,8. Wie
groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB a) beide Schiitzen treffen, b) der
Fuchs getroffen wird, ¢) genau einer der beiden Schiitzen trifft?

. Zwischen zwei Punkten M und N sei eine elektrische Schaltung wie in Abb. 7.4
aufgebaut. Wihrend der Zeitspanne T sollen die Elemente der Schaltung unab-
hiingig voneinander mit den nachfolgend angegebenen Wahrscheinlichkeiten
ausfallen :

Schaltelement | K, K, I L, Ly

‘Wahrscheinlichkeit | 06 05 04 07 0,9

Man bestimme die Wahrscheinlichkeit fiir die Unterbrechung des Stromkreises
im gegebenen Zeitabschnitt 7'

Abb. 7.4
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6.

Ein mit zwei Raketen bewaffneter Abfangjiger erhilt die Aufgabe, ein Luftziel
abzufangen. Der Jéiger kann mit der Wahrscheinlichkeit p, in eine Stellung ge-
bracht werden, aus der ein Angriff auf das Ziel méglich ist. Aus der Angriffs-
stellung schieBt der Jiger beide Raketen auf das Ziel ab. Jede Rakete gelangt
unabhéngig von der anderen mit der Wahrscheinlichkeit p, in die Umgebung des
Ziels. Sobald eine Rakete in die Umgebung des Ziels gelangt, wird dieses mit der
‘Wabhrscheinlichkeit p; vernichtet. Man bestimme die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dafB das Ziel vernichtet wird.

. In einem Luftkampf wird ein Bomber von zwei Jégern angegriffen. Das Feuer

wird durch den Bomber erdffnet; er gibt auf jeden Jiger einen SchuB ab und
schieBt ihn dabei mit der Wahrscheinlichkeit p, ab. Wird ein Jéger nicht abge-
schossen, so gibt er unabhiingig vom Schicksal des anderen einen SchuB auf den
Bomber ab und schieBt diesen dabei mit der Wahrscheinlichkeit p, ab. Man be-
stimme die Wahrscheinlichkeiten folgender Ausginge des Kampfes:

. Der Bomber wird abgeschossen.

. Beide Jiger werden abgeschossen.

. Mindestens ein Jiger wird abgeschossen.

. Mindestens ein Flugzeug wird abgeschossen.

. Genau ein Jiger wird abgeschossen.

Hobawn

. Ein hohlzylinderférmiges Werkstiick wird beziiglich seiner Linge und seines

Innendurchmessers auf MaBhaltigkeit gepriift. Wir bezeichnen mit 4 das Ereignis,
daB die Linge maBhaltig ist, und mit B das Ereignis, daB der Innendurchmesser
maBhaltig ist. Auf statistischem Wege wurden die Wahrscheinlichkeiten dieser
Ereignisse zu P(4) = 0,81 und P(B) = 0,75 bestimmt. *

a) Kann P(A4 nB) = 0,50 gelten?

b) Man gebe Ungleichungen fiir P(4 n B) an.

¢) Wie gro8 ist P(A n B), wenn A und B unabhingig sind?

. In einem Bus befinden sich » Fahrgiiste. An der niichsten Haltestelle steige jeder

Fahrgast unabhiingig von den anderen mit der Wahrscheinlichkeit p aus. Die
Wahrscheinlichkeit dafiir, da$ in den Bus kein neuer Fahrgast einsteigt, sei p,;
die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Fahrgast einsteigt, sei gleich 1 — p,. Man
bestimme die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB nach der Abfahrt des Busses von
der Haltestelle sich in ihm wieder » Fahrgiste befinden.

10.* Zwei Personen spielen bis zum Sieg. Dafiir muB die erste Person m Partien ge-

11.

winnen, die zweite Person muB » Partien gewinnen. Die Wahrscheinlichkeit des
Sieges in jeder dieser Partien betrigt fiir den ersten Spieler p, fiir den zweiten
g = 1 — p. Man bestimme die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der erste Spieler das
Spiel gewinnt.

Zwei Spieler vereinbaren, da8 derjenige gewinnen soll, der eine bestimmte Anzahl
von Einzelpartien gewinnt. Das Spiel muBte abgebrochen werden, als der erste
Spieler noch m und der zweite noch 7 siegreiche Partien zum Gesamtsieg brauchte.
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12.

13.

14.

15.

16.

‘Wie soll der Einsatz verteilt werden, wenn die Wahrscheinlichkeit fiir den Gewinn
einer Partie bei jedem Spieler 0,5 ist? Was ergibt sich speziell fiirm = 1,n = 2¢

Losung Der Einsatz ist propomonml dem Quomentenp 1 aus den Wahrscheinlichkeiten

des Sieges fiir den ersten Spieler (= p,) und den zweiten Spleler (= py = 1 — p,) zu teilen;
dabei gilt

() e () e (TII0)

Im Fall m = 1, n = 2 ist der Einsatz wegen p, = 1, pr=1—p = B im Verhiltnis
3: 1 zu teilen. 4 4

In einem Behiilter liegen N Lose, davon M Gewinne. Zwei Personen P; und P,
ziehen nacheinander je ein Los. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB
die Person P, ein Gewinnlos zieht, wenn sie a) weil, daB Person P; etwas ge-
wonnen hat, b) weiB, daB Person P; nichts gewonnen hat, c) nicht wei8, ob
Person P, etwas gewonnen hat.

Es seien A,, 4,, ..., A, zufillige Ereignisse. Man beweise mittels vollstindiger
Induktion die folgende Gleichung:

P(OA,,) .i‘PAe)—E S P4y 0 4))

k=1 k= k=1j=k+1

-

% .">: 5 S PUyadin 4)— + - +(—1)"-1P(kr"w Ak).
=1

=1 j=k+1 i=j+1
In einer Garderobe geben N Personen ihren Hut ab. Bei der Ausgabe erhilt jede
Person zufillig irgendeinen Hut. Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit py dafiir,
daB mindestens eine Person ihren Hut wiederbekommt?
Anleitung: Man denke sich die Personen numeriert. Es bezeichne 4; das Ergebme, daB
die Person mit der Nummer % ihren Hut wiederbekommt. Dann gilt also py = P U Ak)

Nun wende man die in der dariiberstehenden Aufgabe angegebene Formel an; die dx.dutch
auf den Wahrscheinlichkeiten von Produkten zufélliger Ereignisse berechne man mit
dem Multiplikationssatz (vgl. MfL Bd. 11, 3.2., Satz 2).

Es seien A4,, 4,, ..., A, unabhingige zufillige Ereignisse mit positiven Wahr-
scheinlichkeiten P(4,), P(4,), ..., P(4,); dabei sei » = 2. Man beweise die
Ungleichung

P4, v 4,0 udy) < P(4)) + P(4y) + -+ + P(4,).

Von drej gleichartigen Maschinen eines Betriebes stellt die erste 20%, die
zweite 30%, und die dritte 509, der Gesamtproduktion her. Dabei verursacht die
erste 5%, die zweite 4%, und die dritte 2%, AusschuB.

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 ein zuféllig aus der Gesamt-
produktion entnommenes Teil AusschuB ist?

b) Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein zuféllig gefundenes Aus-
schuBstiick von der ersten, zweiten bzw. dritten Maschine produziert wurde.
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Losung: Wir fithren die folgenden Ereignisse ein:

B ... Ein entnommenes Teil ist ein AusschuBteil.
4; ... Ein entnommenes Teil wurde mit der i-ten Maschine produziert ({ = 1, 2, 3).

Den obigen Angaben entnehmen wir die Wahrscheinlichkeiten
P(4,) = 0,20, P(4,) = 0,30, P(4,) = 0,50,
P(B| 4,) = 0,05, P(B| 4;) = 0,04, P(B| 45) = 0,02.
AuBerdem gilt 4;ud;udy =2 und 4;n 4; =@ fir 4 & j. Damit sind alle Voraus-

fiir die An db rkeit der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit und der
Bayesschen Formel erfiillt.

a) P(B) = P(B| 4,) P(4,) + P(B| 4;) P(4,) + P(B| 4,) P(4,) = 0,032.
b) Pdy|B) = P(BlA,l)?P(Al)
und P(4,|B) = 0,3125.

0,3125, und entsprechend ergibt sich P(4, | B) =0,3750

17. Von 25 Studenten einer Seminargruppe beherrschen sieben den Vorlesungsstoff
gut (d. h. zu 90%), 13 mittelmaBig (d. h. zu 60%) und fiinf schlecht (d. h. zu
30%)- Ein zufillig ausgewihlter Student beantwortet eine ihm gestellte Frage
richtig.

a) Wie gro8} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB dieser Student den Vorlesungs-
stoff gut, mittelméBig bzw. schlecht beherrscht?

b) Der Priifer stellt eine zweite Frage — unabhiingig von der ersten —, die der
Student ebenfalls richtig beantwortet. Der Priifer will dem Student das Urteil
geben, das nun mit der gréBten Wahrscheinlichkeit zutrifft, Welches gibt er?

18. Von 12 Schiitzen treffen vier mit der Wahrscheinlichkeit %, sechs mit der Wahr-

scheinlichkeit % und zwei mit der Wahrscheinlichkeit % das Ziel. Ein zu-

fallig ausgewihlter Schiitze traf das Ziel. Welcher Gruppe gehérte er mit der
groBten Wahrscheinlichkeit an?

Diskrete ZufallsgréBen

Kontrollfragen

1. Was versteht man allgemein unter einer Zufallsgrée? Man gehe insbesondere auf
Definitionsbereich und Wertevorrat ein.

2. Wie ist die Verteilungsfunktion einer ZufallsgréBe definiert? Was driicken die
Werte aus? Welche Eigenschaften besitzt eine Verteilungsfunktion?

3. Was versteht man speziell unter einer diskreten ZufallsgroBe? Man nenne Bei-
spiele fiir diskrete ZufallsgroBen.
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—-

. Welche speziellen Eigenschaften besitzt die Verteilungsfunktion einer diskreten

ZufallsgroBe?

. Man nenne wesentliche Charakteristiken diskreter ZufallsgroBen, gebe deren

Definition und wichtige Rechenregeln an.

. Man stelle die behandelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen diskreter Zufalls-

groBen nach dem Schema: Werte — Einzelwahrscheinlichkeiten — Erwartungs-
wert — Streuung — Anwendungsbeispiel zusammen.

. Welche Erkenntnisse ergaben sich iiber den Zusammenhang zwischen der rela-

tiven Héufigkeit (eines Ereignisses in » Versuchen) und der Wahrscheinlichkeit
(dieses Ereignisses)?

. Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Binomialverteilung und der

Poissonverteilung? Man gehe insbesondere auf die praktischen Konsequenzen
ein,

Aufgaben

. Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum [Q, %, P] mit Q = {e,, e,, €3},

A ={0, 2, {er}, (e, &5}}. Ist die durch X(e)) =7 (i =1, 2, 3) auf 2 definierte
Funktion X eine Zufallsgrsfe?

Lésung: Nein, denn es gilt z. B. {w € 2: X(w) < 3} = {e}, &5} ¢ U.

. Als Ergebnis eines Zufallsexperiments mége genau einesder Ereignisse 4,, 4,, 45,

A,, A; eintreten. Es sei bekannt, daB P(4,) = %, P4,) = é, P(4;)
=P(4;) = % gilt. Durch die Festsetzung X(w) = 2 — 1firw € 4;(: =1,2,3,
4, 5) ist eine diskrete ZufallsgroBe X definiert.

a) Man gebe die Verteilungstabelle von X an.

b) Man bestimme und skizziere die Verteilungsfunktion von X.

Lésung: Aus'_:zs; P(4;) = 1 folgt P(4,) = %

a) Fiir die Verteilungstabelle von X ergibt sich damit

Tabelle 7.1

X: 1 3 5 7 9
4 (4L pLfL]| L
3 12 6 4 6
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3.

b) Fiir die Verteilungsfunktion von X erhilt man (vgl. Abb. 7.5)

0 fir 21,
L ot 1<esxs, -—
3 —
5 n
T fir 3<2z<5,
Fx(z) = 'T’\ G
17 fir 5<2<7,
5 ..
— fir T<2z=09,
6 PRI IS U SO S
1 fir 2> 9. 17 23 4 5 6 7 8 9«

Ein Behilter enthilt 10 Kugeln mit den Massen 1g, 2g, 3g, ..., 10g. Es wird
eine Kugel zufillig entnommen und mit Hilfe einer Balkenwaage gewogen. Es
stehen folgende Wiigesiitze zur Verfiigung:

a) 1,2,2,5,10; b) 1,2, 8,4,10; ¢) 1, 1, 2, 5, 10.

Die Anzahl der zum Ermitteln der Masse der Kugel nitigen Wigstiicke sei die
ZufallsgroBe X bzw. ¥ bzw. Z fiir den Fall a) bzw. b) bzw. c). Die Wigstiicke
diirfen nur auf eine Waagschale der Balkenwaage gelegt werden. Sie werden
stets so gewihlt, da8 man mit moglichst wenigen Wigstiicken auskommt. Man
ermittle den Wiigsatz, fiir den die mittlere Anzahl der bendtigten Wigstiicke
am Eleinsten ist. :

Die ZufallsgroBe X habe eine diskrete gleichmiBige Verteilung auf den Werten
2 =4,1,2, =52, 2 =49, v,=56, zs="5,1 und 2, =50. Man berechne
a) den Erwartungswert EX von X, b) das zweite Moment beziiglich der Zahl
«)c=>5,p8)¢c=051,y)c=EX.

. Zwei Schachspieler A und B wollen zwei Vergleichskiimpfe unter folgenden Be-

dingungen austragen: .

(1) Gewinnt A4 eine Partie, dann erhiilt er einen Punkt. Wird eine Partie remis
oder gewinnt B, dann erhélt B den Punkt. i

(2) Der erste Wettkampf wird iiber vier Partien ausgetragen, der zweite iiber
sechs Partien.

(8) A hat einen Wettkampf gewonnen, wenn er mehr Punkte als B hat.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der Spieler 4 a) den ersten Wett-

kampf gewinnt, b) den zweiten Wettkampf gewinnt, c) beide Wettkimpfe ge-

winnt, d) aus beiden Wettkdmpfen mehr als fiinf Punkte sammelt, wenn fiir ihn

die Wahrscheinlichkeit, eine Partie zu gewinnen, 0,8 betrigt.

Hinweis: Die Anzahl der Siege von 4 in n Partien ist binomialverteilt mit den Para-

metern 2 und » = 0,6.

. An einem Basketballturnier nehmen 18 Mannschaften teil, aus denen durch Los

zwei Gruppen zu je neun Mannschaften gebildet wurden. Unter den teilnehmenden
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Mannschaften befinden sich fiinf Mannschaften der hichsten Spielklasse. Man

bestimme die Wahrscheinlichkeiten folgender Ereignisse:

A ... Alle Mannschaften der héchsten Spielklasse befinden sich in einer Gruppe.

B ... In einer Gruppe befinden sich zwei Mannschaften der hochsten Spielklasse,
in der anderen drei. ’

Hinweis: Die Anzahl der Ma haften der hoch Spielklasse in jeder Gruppe ist
hypergeometrisch verteilt. .

. Um zu erfahren, wie viele Fische in einem See sind, fingt man M Fische, kenn-

zeichnet diese und 148t sie in den See zuriick. Einige Zeit spéter fingt man erneut
Fische, und zwar n Stiick. Befinden sich darunter m gekennzeichnete, so ver-
wendet man alsSchitzwert N fiir die unbekannte Anzahl N der Fische in dem See

eine ganze Zahl, die sich durch Rundung aus der Zahl # - ¥ ergibt. Man moti-
m

viere dieses Vorgehen; dazu iiberlege man sich, welche Verteilung die zuféllige
Anzahl der gekennzeichneten Fische in der Gruppe der » gefangenen Fische be-
sitzt, und beziehe den Erwartungswert dieser ZufallsgroBe in die Argumentation
ein.

Zahlenbeispiel: n = 150, m = 10, M = 1000.

. Es bezeichne X die Anzahl der abgestrahlten a-Teilchen eines Radiumpriiparats,

die withrend einer bestimmten Beobachtungsdauer registriert werden. Auf Grund
statistischer Untersuchungen kann angenommen werden, daB X eine Poisson-
verteilung mit dem Parameter 2 = 3 besitzt. Man bestimme die Wahrscheinlich-
keiten folgender Ereignisse: .

a)d:=(X<3), B:=(X2=2),
¢)C:=AuB, dD:=AnB, e)E:=AnB.

. Aneinem Sommerabend wird durchschnittlich alle 10 Minuten eine Sternschnuppe

beobachtet. Man kann annehmen, daf8 die ZufallsgroBe Xy, die die Anzahl der
Sternschnuppen wihrend einer Beobachtungszeit von ¢ Minuten angibt, eine

Poissonverteilung mit dem Parameter 1 = % besitzt. Man berechne die Wahr-

scheinlichkeit dafiir, daB wiihrend einer Viertelstunde mindestens zwei Stern-
schnuppen beobachtet. werden.

Ein Mathematikstudent hat sich vorgenommen, nur so lange beim Zahlenlotto zu
spielen, bis er einen Gewinn erzielt. Er will dabei jede Woche nur einen Tip ab-
geben. Es bezeichne X die (zuféllige) Anzahl der Wochen, die der Student spielen
muB.

a) Man berechne die Verteilung von X.

b) Man berechne den Erwartungswert von X.

¢) Man berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB nach N Wochen noch immer

. kein Gewinn erzielt wurde, und untersuche den Grenziibergang N — co.
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d) Man gebe eine — moglichst kleine — natiirliche Zahl 7, an, so daB die Wahr-
scheinlichkeit des Gewinnens in 7, Wochen mindestens «) 0,9, §) 0,99, y) 0,999 be-
tragt.

Hinweis: Die Wahrscheinlichkeit eines Gewinnes mit einem Tip betriigt beim Zahlen-
lotto p = 0,023.

Tn einer Versicherungsgesellschaft seien 600 Personen gleichen Alters und gleicher
Berufsgruppe versichert. Die Wahrscheinlichkeit, im Verlaufe eines Jahres zu
sterben, sei fiir jede Person gleich 0,005 und von dem Gesundheitszustand der
anderen Personen unabhiingig. Jeder Versicherte bezahlt am Anfang des Jahres
10 M Beitrag. Im Sterbefall erhalten die Hinterbliebenen 1500 M von der Ver-
sicherungsgesellschaft.

a) Wie gro8 ist der Erwartungswert des Gewinns G der Gesellschaft?

b) Man ermittle die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 die Versicherungsgesellschaft
mit Verlust arbeitet. )

¢) Man bestimme die Wahrscheinlichkeit dafiir, da die Versicherungsgesellschaft
einen Gewinn von mindestens 2000 M erzielt.

Anleitung: Man iberlege sich zuniichst die Verteilung der (zufiilligen) Anzahl X der
Sterbefille im Jahr, stelle eine Beziehung zwischen dieser ZufallsgroBe und der Zufalls-

groBe @ auf und beantworte auf dieser Grundlage die unter a) gestellte Frage. Bei b) und
¢) wende man auferdem den Grenzwertsatz von Porssox (vgl. MfL Bd. 11, 4.7., Satz 3) an

Stetige ZufallsgréBen

Kontrollfragen

. Was versteht man unter einer stetigen ZufallsgroBe? Man nenne Beispiele fiir

stetige ZufallsgréBen.

Welche speziellen Eigenschaften besitzt die Verteilungsfunktion einer stetigen
ZufallsgroBe? o

Man nenne wesentliche Charakteristiken stetiger ZufallsgréBen, gebe deren Defi-
nition und wichtige Rechenregeln an.

Man stelle die behandelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen stetiger Zufalls-
groBen nach dem Schema: Dichtefunktion — Erwartungswert — Streuung —
Anwendungsbeispiel zusammen.

5. Was versteht man unter dem Zentrieren, dem Normieren und dem Standardi-

sieren einer Zufallsgrofe?
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Aufgaben

1. Von einer ZufallsgréBe X sei bekannt, daB sie eine Dichtefunktion folgender
Gestalt besitzt:
fi#) = —=— (=00 <z < o)
T e + e .
a) Man bestimme die Konstante a.
b) Man berechne P(X < 1).
¢) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 die ZufallsgroBe X Werte
zwischen 0 und In }/3 annimmt?
Losung:
. - N ; 1 7 2
a) f/(z)da: = lfuhrtm)tf—dt = —aufa =—,
241 2 n
0 5 *

2
b) P(X < 1 f}(z) dz = —fe’ e dz = —arctan e = 0,7756.

—o0

Y3
o P0< X<In13) —i er+le—
0

dx :-2—a.rotuntﬁ=i.
2 1 6

2. Wir betrachten die durch

ezl —2) fir 0201,
/(z)={ R
sonst

gegebene Funktion f (c reell).

a) Man bestimme ¢ so, daB f Dichtefunktion einer stetigen ZufallsgroBe X wird.
b) Man skizziere diese Dichtefunktion. Wo liegt das Maximum?

¢) Man berechne Erwartungswert und Streuung der ZufallsgrofBe X.

3. Wir gehen davon aus, da die (als ZufallsgroBe aufgefaBte) Zerfallszeit 7' fiir ein
Poloniumatom eine Exponentialverteilung hat und daB die Wahrscheinlichkeit
des Zerfallens in einem Zeitraum von 140 Tagen 0,5 betrigt. (Die sogenannte
Halbwertszeit betriigt also 140 Tage.)

a) Man bestimme den Parameter dieser Exponentm,lverbellung
b) Nach welcher Zeit betragt die Wahrscheinlichkeit des Zerfallenseins 0,95¢

metem eines bestimmten Gewebes einer Poissonverteilung mit dem Parameter
AF geniigt. Das Gewebe sei 1,5 m breit, und es gelte A = 1.

a) Es bezeichne Y die (zufillige) Lénge eines Gewebestuckes zw1schen zwei
Fehlern. Man bestimme die Dichte von Y.
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b) Man denke sich das Gewebe in Stiicke zu 1 m Linge zerschnitten. Wie gro8
ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB unter sechs zufiillig ausgewihlten Stiicken
genau zwei fehlerlos sind?

5. Esseien b und p positive Zahlen. Eine stetige ZufallsgroBe X heiBt gammaverteilt,
wenn die Dichte fr die Form
0 fir <0,
fela) = b*_
I'(p) )
hat ; dabei bedeutet I" die Gammafunktion (vgl. MfL Bd. 11, 5.6.1.).

a) Man berechne Erwartungswert, Streuung, Variationskoeffizient, Schiefe und
ExzeB fiir die Gammaverteilung.

ez . 2771 fiir x>0

b) Man stelle einen Bezug zur y2-Verteilung her.

6. Ein Betrieb stellt Luftpostumschlige her. Die (als ZufallsgroBe aufgefaBte)
Masse X eines Luftpostumschlags ist erfahrungsgemifl normalverteilt mit den
Parametern 4 = 1,95 g und o® = (0,05 g)2.

a) Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein zufillig herausgegriffener
Umschlag zwischen 1,8 g und 2,1 g wiegt?

b) Man berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 ein zufillig herausgegriffener
Umschlag mindestens 2 g wiegt und beantworte damit die Frage, wieviel solche
Umschléige man in einem Pickchen von 100 Stiick etwa in Kauf nehmen mus8.

7. Wir nehmen an, da8 der (als ZufallsgroBe aufgefaBte) Milchfettgehalt bei Kiihen
normalverteilt sei, und zwar mit den Parametern x = 3,7(%) und o2 = (0,3)2.
Um einen ziichterischen Fortschritt zu erreichen, werden nur solche Tiere zur
Zucht verwendet, deren Milchfettgehalt iiber 3,69, liegt. Wie gro8 ist der Pro-
zentsatz der Kiihe, die nicht zur Zucht verwendet werden?

Zufillige Vektoren

Kontrollfragen

1. Was versteht man unter einem zufélligen Vektor? Wie wird allgemein die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung eines zufilligen Vektors beschrieben?

2. Was versteht man speziell unter einem diskreten bzw. stetigen zufilligen Vektor?
‘Wie wird speziell die Wahrscheinlichkeitsverteilung eines diskreten bzw. stetigen
zufilligen Vektors beschrieben?

3. Unter welchen Vora 1 gilt fiir ZufallsgroBen X und ¥

=)

a)E(X + ¥Y)=EX + EY, b)D¥X 4+ ¥) = DX L D2Y?

;1. Was versteht man unter cov (X, Y), was unter o(X, Y)?



Zufillige Vektoren 197

o

o

-3

fe2

-

Welche Eigenschaften besitzt der Korrelationskoeffizient? Warum ist er kein

,,ideales‘ MaB fiir die Abhiiqgigkeit zweier ZufallsgroBen?

. Man charakterisiere — ausgehend von der Definition — die Unabhingigkeit
zweier diskreter bzw. stetiger Zufallsgrofien und nenne einige Konsequenzen der
Unabhingigkeit.

. Welche besondere Rolle spielt die Normalverteilung unter dem Gesichtspunkt
der Begriffe ,,unkorreliert* und ,,unabhéngig‘‘?

. Wie ist die Unabhéingigkeit von n (= 2) ZufallsgroBen definiert? Man vergleiche

diese Definition mit der Definition der Unabhéngigkeit von n (= 2) zuf&lhgen

Ereignissen.

Aufgaben
. Der zufillige Vektor besitze die in Tabelle 7.2 angegebene Verteilungstabelle:
Tabelle7.2
X v»| -1 |o |1
+
—1 1L L
8 8 8
0 L 0 1
8 8
1 alLli
8 8 8

a) Man berechne die Randverteilung des Vektors (X, Y).
b) Sind X und Y identisch verteilt?
¢) Man ermittle den Korrelationskoeffizienten von X und Y.
d) Sind X und Y stochastisch unabhingig?
e) Man berechne P(X = Y).
. Die ZufallsgréBen X und ¥ mogen die Werte 1, 2 und 3 mit den Wahrscheinlich-
keiten
PX=1)=05 PX=2=03PX=3) =02,
PY =1)=01, P(Y=2=02 PY=3=0,1
annehmen; auBerdem sei bekannt, da P(X =3, Y = 1) = 0,20, P(X =
Y=1)=0,35PX =2, Y = 2) = 0,06 gilt. -
a) Man bestimme die gemeinsame Verteilung der Zufallsgréen X und ¥, d. h.
die Verteilung des zufilligen Vektors (X, Y).
b) Man skizziere die Verteilungsfunktion von (X, ¥).
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¢) Sind X und Y stochastisch unabhéngig?
d) Man gebe die Verteilung der ZufallsgroBe Z := X + Y an.

3.* Von der laufenden Produktion eines Betriebes sei bekannt, dal jedes Teil mit
Wahrscheinlichkeit p fehlerfrei ist. Alle Teile passieren nacheinander den Priif-
stand. Jedes Teil wird dort mit der Wahrscheinlichkeit p” gepriift. Bei der Prii-
fung eines Teils wird der Fehlerzustand stets richtig bestimmt. Wir fiihren folgende
ZufallsgroBen ein:

N ... (zufillige) Anzahl der (gepriiften und ungepriiften) Teile, die den Priif-

' stand passieren, bevor der erste Fehler festgestellt wird,

K ... (zuféllige) Anzahl der fehlerhaften Teile, die den Priifstand passieren,
bevor der erste Fehler festgestellt wird.

a) Man bestimme die gemeinsamen Verteilung von N und K.

b) Man bestimme die Randverteilungen des Vektors (N, K).

¢) Man berechne E ( ) und deute diese GroBe anschaulich.

K
N1
d) Man ermittle cov (N, K).
e) Man untersuche, ob die Beziehung E (E\/’]‘j) = -E'(—NE}«(‘r—l)

Hinweis: Man unterscheide vier Gruppen von Teilen, und zwar: gepriifte und fehlerfreie,
gepriifte und fehlerhafte, usw.

4. Die Zufallsgrofe X sei gleichmiBig iiber dem Intervall [—1, 1] verteilt. Aufier-
dem betrachten wir die ZufallsgroBe ¥ = X2
a) Man bestimme die Verteilungsfunktion Fy von Y.
b) Man bestimme die Dichtefunktion fy von Y.
¢) Sind X und Y unabhingig?
d) Sind X und Y unkorreliert?
5. Der zufillige Vektor (X, Y) besitze die Dichtefunktion
_Lfear ‘L*si".
flo ) = e 5

gilt.

Man bestimme die Randverteilungen von (X, ¥) sowie die GroBen EX, EY,
DX, D?Y, cov (X, ¥) und o(X, Y).

Lésung: Unter Beachtung vonfqp(:c;y, ot) dr =1 (vgl. MfL Bd. 11, 5.4.) erhilt man

-
fiir die Randverteilungsdichte fx

o o 1 [(z=1)*  (y+2)*
1 >?[ T T 16

fxle)= | fzy)dy = = | e
) T

—

—o

dy

= [pla; 1,2 - ply; —2, 4°) dy = pla; 1, 22).
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Die Zufallsgrofie X ist also N(1, 2%)-verteilt. Ebenso ergibt sich, daB Y eine N(—2, 4?)-
Verteilung besitzt. Damit ist klar, daB EX = 1, D*X = 22, EY = —2, D*Y = 4* gilt.
Wegen fx(z) - fy(y) = f(x, y) sind X und ¥ unabhiingig, woraus cov (X, ¥) = o(X, ¥) =0
folgt.

. Es seien X, und X, unabhéngige Zufallsgré8en mit den Verteilungsfunktionen

F, und F,. Man bestimme a) die Verteilungsfunktion der ZufallsgréBe Y
:= min {X,, X,}, b) die Verteilungsfunktion der ZufallsgréBe Z := max (X,, X,}.

. *Die Molekiile eines Gases bewegen sich im dreidimensionalen Raum zu einem

gegebenen Zeitpunkt unabhéngig in jeder Koordinate mit einer N(0, o?)-ver-
teilten Geschwindigkeitskomponente (o? = H, wobei m die Masse, T die
m

absolute Temperatur und % die Boltzmann-Konstante bedeuten). Die Zufalls-
grofie V bezeichne die Geschwindigkeit (= Betrag des Geschwindigkeitsvektors)
eines Molekiils. Mari bestimme a) die Verteilung von ¥ (es handelt sich um die
sogenannte Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung), b) die mittlere Geschwin-

digkeit £V, c) die Strenung DV, d) die mittlere kinetische Energie o = F (g Vz) .

b 2

Hinweis: Man iiberlege sich zunéichst, daB die ZufallsgroBe Z:= V—z eine y2-Verteilung
a

mit drei Freiheitsgraden besitzt. Danach zeige man, daB zwischen der Dichte f;- und der

92 2 .
Dichte f; der Zusammenhang fy(z) = % Iz (%) (—o0 < @& < 00) besteht.
2 4 o

. Es seien X und Y unabhiingige exponentialverteilte ZufallsgroBen (Parameter

«, f). Man berechne die Wahrscheinlichkeitsdichte von Z := X + Y und unter-
suche dabei speziell den Fall x = 8.

Hinweis: Man verwende die Faltungsformel (vgl. MfL Bd. 11, 6.5., Satz 5, Aussage 1).

. Es seien X und Y unabhingige N(0, 1)-verteilte ZufallsgroBen. Man bestimme

die Wahrscheinlichkeitsdichte f, der Zufallsgréie Z := 5 Um welche Vertei-
lung handelt es sich? Y

Hinweis: Man verwende die Aussage 4 in MfL Bd. 11, 6,5., Satz 5.

Eine Maschine fiillt Dosen mit Trockenmilch. Es ist ein Sollnettogewicht von
250 p vorgesehen. Das Fiillgewicht X, kann als eine normalverteilte Zufalls-
groBe mit u = 250 p und ¢ = 7,5 p aufgefaBt werden. Das Dosengewicht X,
wird ebenfalls als normalverteilte ZufallsgréBe angesehen, und zwar mit x = 30 p
und ¢ = 2,2 p. Die ZufallsgréBen X, und X, werden als unabhéngig voneinander
betrachtet.

a) Man bestimme ein Intervall, so daB das (als ZufallsgroBe aufgefaBte) Gewicht
einer gefiillten Dose mit einer Wahrscheinlichkeit: von 959, in diesem Intervall
liegt; dabei soll dieses Intervall symmetrisch zum Erwartungswert dieses Ge-
wichts liegen.

b) Die abgefiillten Dosen werden zu je 50 Stiick in Kartons verpackt. Wir gehen
davon aus, daB die (zufilligen) Gewichte untereinander unabhingig sind. Das



200

VIL. Wahrscheinlichkeitstheorie und math tische Statistil

(=3

Gewicht X; des Kartons kann als normalverteilte ZufallsgréBe mit x = 750 p
und o = 20 p angesehen werden, die von X; und X, unabhingig ist. Man be-
stimme ein Intervall, so daB das (als ZufallsgroBe aufgefaBte) Gewicht eines ge-
packten Kartons mit einer Wahrscheinlichkeit von 959, in diesem Intervall
liegt; dabei soll dieses Intervall symmetrisch zum Erwartungswert dieses Ge-
wichts liegen.

Grenzwertsitze

Kontrollfragen

. Man gebe verschiedene Formen der Ceby3evschen Ungleichung an und formu-

liere deren Inhalt auch in Worten.

. Welche Konvergenzarten wurden behandelt? Man stelle die Definitionen zu-

sammen und vergleiche sie untereinander.

. Man erldutere das Bernoullische Gesetz der groBien Zahlen und erklére damit den

immer wieder zu beobachtenden Effekt der Stabilisierung der relativen Haufig-
keit.

. Wasg versteht man allgemein unter einem Gesetz der groBen Zahlen? Wie ordnet

sich in diesen allgemeinen Rahmen das Bernoullische Gesetz der groien Zahlen
ein?

.. Man erliutere den Inhalt des Grenzwertsatzes von DE MOIVRE-LAPLACE und gehe

dabei insbesondere auf praktische Konsequenzen ein.

. Was versteht man allgemein unter einem Zentralen Grenzwertsatz? Wie ordnet

sich in diesen allgemeinen Rahmen der Grenzwertsatz von DE MOIVRE-LAPLACE
ein?

Aufgaben
1.* Die ZufallsgroBen X,, n = 1, 2, ..., mogen Zweipunktverteilungen besitzen :
1 1
PX,=n) ==, PX,=0)=1——;
n n

dabei sei ¢ eine beliebige reelle Zahl.

a) Fiir welche ¢ konvergiert (X,) mit Wahrscheinlichkeit Eins gegen Null?
b) Fiir welche ¢ konvergiert (X,) in Wahrscheinlichkeit gegen Null?

c¢) Fiir welche ¢ konvergiert (X,) im quadratischen Mittel gegen Null?

. Wir betrachten die Folge (X;) von unabhéngigen Zufallsgréfen X, mit P(X; = 2*)

= P(Xy=—2H =200 ypd P(X, =0) = 1— 2% (k=1,2,...). Man
zeige, daB fiir diese Folge das schwache Gesetz der grofien Zahlen gilt.
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Losung: Es gilt EX;, = 0, D*X;, = 1fir k= 1,2, ... Fir
L 5 1 3
Y= (X —EXy) =— D X,
N k=1 % k=1

gilt bei beliebigem ¢ > 0
n n
2 ( > x,,) > px,
< k=1 k=1

1
n2e? nle? net’

Puynlgs):P(\)’ka
k=1

= ne)

dabei wurde insbesondere die CebySevsche Ungleichung verwendet. Hieraus folgt dann
hm P(]Y | = &) = 0 fiir jedes ¢ > 0, d. h., die Folge (¥,,) konvergiert stochastisch gegen

Null d. h., die Folge (X}) geniigt dem schwachen Gesetz der gro[len Zahlen.

. Die Komponenten X; des zufilligen Vektors (X,, Xy, ..., X,) seien unabhéngige
identisch N(0, 1)-verteilte ZufallsgréBen.
a) Man bestimme die Verteilung der (zufilligen) Linge L dieses zvfilligen Vek-
tors.
b) Man 1ése die unter a) gestellte Aufgabe fiir groie » nidherungsweise unter
Bezugnahme auf den Grenzwertsatz von LINDEBERG-LEVY. -

¢) Fiir n = 15 ermittle man die Wahrscheinlichkeit p dafiir, daB die Lénge L des
Vektors groBer als b ausfillt, exakt (mit a)) und niherungsweise (mit b)).

. Die Zufallsgréfe X, gei)e an, wie oft in einer Serie von » unabhingigen Wiirfen
mit einem idealen Wiirfel die Zahl ,,4‘ auftritt.

a) Man beweise, daB die Folge (X ) in Wahrscheinlichkeit gegen E konvergiert.

b) Mit Hilfe der Cebygevschen Ungleichung gebe man eine natiirliche Zahl 7, so

an, daB die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses { ‘& — —1— = 0,01} fiir alle
n = my kleiner als 0,05 ist. L 6
c) Man 18se die unter b) gestellte Aufgabe mit Hilfe des Grenzwertsatzes von

DE MOIVRE-LAPLACE.

Lésung: X, ist binomialverteilt mit den Parametern #» und p = % Es gilt also

EX, =2, D2X,,=5—", p(X\_L, Dz(& _5
6 36 n 6 n

a) Damit und mit der GebySevschen Ungleichung erhilt man (¢ > 0)

X,
)
é—i\gz)§ n 1 50 1 5

n—>00

Also gilt limP(‘&——;—\Ze)=0ﬁirjedese>0,w.z.b.w.
n

5 1

b) Wahlt B0 __,
) Whlo man n = o0 517 " 0,05

A 271778, so gilt auf Grund der unter a) angegebenen
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Ungleichung die Aussage P( X —i' = 0,01) < 0,05. Man kann also n, = 27778
setzen. n 6
b %
c) —— ist nach dem Grenzwertsatz von DE MOIVRE-LAPLACE asymptotisch N(0, 1)-
bn
36
verteilt. Damit ergibt sich
X, 1 0,01 X — % 0,01
P(—"——,§0,01)=1-—P ==L T o]
L Bn Bn 5n
36 36 36

ol o)

Gﬁ_ = 1,96 gilt, d. h., wenn

Der rechtsstehende Ausdruck ist dann =< 0,05, wenn
n = 5336 ist. Man kann also n, = 5336 setzen.

5. Ein Giitekontrolleur priift nacheinander Teile eines Postens. Die Kontrolle eines
Teiles geschieht auf folgende Weise: In einer ersten Priifung, die 10 s dauert,

kann mit Wahrscheinlichkeit % entschieden werden, ob das Teil ,,gut* oder

»»schlecht‘ ist. Falls diese Priifung zu keiner Entscheidung fiihrt, wird sofort
eine zweite Priifung angeschlossen, die ebenfalls 10 s dauert und in jedem Fall
die Entscheidung ,,gut* oder ,,schlecht* nach sich zieht.

a) Man gebe die Wahrscheinlichkeitsverteilung, den Erwartungswert und die
Streuung der (zufiilligen) Zeit Ty an, die zur Priifung von 950 Teilen benstigt
wird. .

b) Unter Verwendung des Grenzwertsatzes von DE MOIVRE-LAPLACE berechne
man niherungsweise die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 zur Priifung von 950
Teilen nicht mehr als vier Stunden benétigt werden.

c¢) Auf dem gleichen ‘Wege ermittle man niherungsweise, wie groB die Anzahl n
der Teile eines Postens hichstens sein darf, damit dieser Posten mit einer Wahr-
scheinlichkeit von (mindestens) 99%, innerhalb von drei Stunden restlos gepriift
werden kann.

6. Ein Transformatorkern besteht aus 50 Blechen und 49 Papierzwischenlagen,
deren Dicken als unabhéngige, identisch verteilte ZufallsgréBen aufgefaBt werden
kénnen. Erwartungswerte und Standardebweichungen sind in der folgenden
Tabelle zusammengestellt :

| Erwartungswert Standardabweichung

Blech #y = 0,50 mm 0; = 0,056 mm
Papier e = 0,056 mm g, = 0,02 mm
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Eine Montage des Transformatorkerns ist genau dann méglich, wenn dessen
Dicke zwischen 27 und 28 mm liegt. Man berechne niherungsweise die Wahr-
scheinlichkeit p dafiir, daB eine Montage des Transformatorkerns durchgefiihrt
werden kann.

Hinweis: Man iiberlege sich zunichst, daB die (als ZufallsgroBe aufgefaBte) Dicke eines

Transformatorkerns niherungsweise normalverteilt ist mit x = 50 - g + 49 - u,
= 27,45 mm und ¢® = 50 - 6,® + 49 - ;> = 0,1446 mm?,

Beschreibende Statistik

Kontrollfragen

. Welche Méglichkeiten gibt es zur iibersichtlichen Darstellung von MeBreihen und

anderem Zahlenmaterial?

. Man nenne und bewerte statistische MaBzahlen zur Beurteilung einer MeBreihe.
. Wie kann man die Abhingigkeit zweier Merkmale anhand von konkretem Daten-

material beurteilen?

Aufgaben
. Bei der Auswertung einer Priifungsklausur ergab sich folgendes Leistungsbild :
7 10 13 16 19 22 25 28 31 34
Punkte bis bis bis bis bis bis bis bis bis bis
9 12 15 18 21 24 27 30 33 36

Anzahl |3 22 40 73 90 96 72 31 9 1

a) Man berechne den arithmetischen Mittelwert Z, die empirische Streuung % und
die empirische Standardebweichung s der erreichten Punktzahlen.

b) Man fertige ein Histogramm an.

. An 60 Tannen eines 40jihrigen Bestandes wurde der Durchmesser (Brusthohe)

gemessen (MaBe in cm):

16 15 17 16 19 17 16 16 16 18 15 14 14 14 15
11 7 8 10 9 11 11 13 12 12 12 14 13 18 15
‘11 9 12 10 12 11 12 14 13 11 12 14 15 13 14
13 18 16 17 16 13 14 13 14 14 12 14 12 13 12

a) Unter Verwendung der Klasseneinteilung 6,5—8,5; 8,6—10,5; ...; 18,6—20,6
gebe man eine Haufigkeitstabelle an und veranschauliche diese durch ein Histo-

- gramm und durch ein Polygon.
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b) Man berechne das arithmetische Mittel, die empirische Streuung, die empirische
Standardabweichung mit und ohne Verwendung der Klasseneinteilung. Man
bestimme ferner den empirischen Median, empirische Modalwerte, die Spann-
weite und den empirischen Variationskoeffizienten.

. Zur Untersuchung der Abhéngigkeit der Bruchdehnung (X) vom Kohlenstoff-

gehalt () bei einer Stahlsorte wurden die folgenden 25 MeBwertpaare (Angaben
in 9,) erhalten:

99 221 286 120 248 124 20,2 261 17,6

0,70 0,40 0,14 060 025 065 050 030 0,55

30,5 149 249 11,0 2056 294 12,1 190 164

ISO,4 27,9 31,0 11,0 23,0 26,0 13,1

Y
X
Y 0,10 060 030 0,70 040 0,20 0,70 040 0,55
D.¢
Y

l 015 020 020 065 030 025 0,60

Man ermittle die arithmetischen Mittelwerte # und ¥, die empirischen Streu-
ungen s; und s}, die empirische Kovarianz s,, und den empirischen Korre-
lationskoeffizienten r. .

Bei zehn Baustellen B, ergaben sich folgende Werte z; fiir die Jahresproduktion
und y; fiir die Jahresgesamtkosten (in 104 M):

B; B, B,y B, B, By By B By By, By

N 12 15 18 18 20 21 24 25 36 37
% 11 12 16 17 18 18 20 21 26 31

Zur Beurteilung der Abhingigkeit zwischen Jahresproduktion und Jahres-
gesamtkosten ist der empirische Korrelationskoeffizient zu berechnen.

Grundbegriffe der mathematischen Statistik

Kontrollfragen

. Man beschreibe verschiedene Methoden der Stichprobenerhebung. Dabei gehe

man insbesondere auf Stichproben ohne Zuriicklegen und auf Stichproben mit
Zuriicklegen ein. *

. Was versteht man unter einer mathematischen Stichprobe, was unter einer kon-

kreten Stichprobe vom Umfang 7 aus einer Grundgesamtheit X mit der Ver-
teilungsfunktion F?
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3.

4.

Was driickt die empirische Verteilungsfunktion einer konkreten Stichprobe aus?
Man beschreibe das Bild einer solchen Funktion.

Wie ist die empirische Verteilungsfunktion einer mathematischen Stichprobe
definiert? In welchem Zusammenhang steht diese zur Verteilungsfunktion der
Grundgesamtheit?

Aufgaben

. Erzeugnisse einer maschinellen Serienproduktion werden einer Qualitétskon-

trolle unterworfen. Es werden Posten geniigend groBen Umfangs produziert. Bei
der Kontrolle werden einem Posten 7 Erzeugnisse entnommen und gepriift. Sind
alle Gegenstinde einwandfrei, so wird der Posten angenommen.

a) Wie groB darf » hochstens gewahlt werden, damit bei p = 19, Ausschuf in der
Gesamtproduktion die Annahmewahrscheinlichkeit mindestens 0,90 betrigt?

b) Wie veriandert sich bei Zugrundelegung des unter a) bestimmten » die An-
nahmewahrscheinlichkeit, wenn p = 5%, bzw. p = 10%, Ausschufi vorhanden
sind?

. Ein sehr groBer Warenposten enthalte 100p%, fehlerhafte Stiicke. Es werde éine

Stichprobe vom Umfang 50 entnommen. Die Probe wird fiir ,,gut* befunden,
wenn sie hochstens ein fehlerhaftes Stiick enthélt.

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Urteil ,,gut, wenn p = 0,02 bzw.
p = 0,05 gilt?

b) Man fertige eine Skizze an, die den Zusammenhang zwischen der ,,Ausschuf-
wahrscheinlichkeit » und der ,,Annahmewahrscheinlichkeit®* L(p), d. h. der
Wabhrscheinlichkeit dafiir, da$ die Probe fiir ,,gut‘‘ befunden wird, wiedergibt.

. Fiir eine Massenproduktion soll ein einfacher Stichprobenpriifplan derart auf-

gestellt werden, daB ein Posten angenommen wird, wenn in einer Stichprobe vom
Umfang n hochstens ¢ AusschuBstiicke gefunden werden. Der Kiufer der Pro-
duktion fordert vom Priifplan, daB ein Posten mit AusschuBanteilen von 100p%,
mit p = p, = 0,06 nur mit einer Wahrscheinlichkeit von hichstens 0,05 ange-
nommen wird (Konsumentenrisiko). Demgegeniiber fordert der Erzeuger, daB
Posten mit einem AusschuBanteil von 100p%, mit p < p, = 0,01 mit einer Wahr-
scheinlichkeit von mindestens 90%, angenommen werden (Produzentenrisiko).
a) Wie miissen n und ¢ gewihlt werden, um beide Forderungen zu erfiillen?

b) Man berechne fiir den unter a) bestimmten Priifplan zu einigen Werten von p
die Annahmewahrscheinlichkeit L(p) und stelle diesen Zusammenhang graphisch
dar.

Hinweis: Bei a) verwende man den Grenzwertsatz von DE MOIVRE-LAPLACE, bei b)
approximiere man die Binomialverteilung durch die Poissonverteilung.

4. Es sei (X,) eine Folge unabhingiger, identisch gleichmaBig iiber dem Intervall

[0, 1] verteilter ZufallsgréBen.
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a) Man beweise die Beziehung
lim P(n - min {X, ..., X,} < 2) = {

n—>00

0 fir 2 <0,
1—e* fir 2>0.

b) Man zeige mit a), daB Z,:= % min (X, ..., X,} (A > 0 fest) asymptotisch
exponentialverteilt ist mit dem Parameter 2.

Hinweis: Man verwende MfL Bd. 11, 9.4., Satz 1 iiber die Verteilungsfunktion der Stich-
probenfunktion min {X,, ..., X,}.

Einfiihrung in die Schitztheorie

Kontrollfragen

. Was versteht man allgemein unter einer Punktschétzung? Man beschreibe die

Ausgangssituation und das Ziel.

. Man nenne ,erwiinschte Eigenschaften von Punktschétzungen, gebe deren

Definition an und erldutere diese.

. Wie vergleicht man erwartungstreue Punktschitzungen miteinander? Was ver-

steht man unter dem Wirkungsgrad einer Punktschitzung in bezug auf eine
andere? In diesem Zusammenhang gehe man auch auf den Begriff der effektiven
Schétzung ein.

. Man beschreibe die Maximum-Likelihood-Methode zur Konstruktion von Punkt-

schéitzungen: Welches Prinzip liegt dieser Methode zugrunde?

. Man gebe Punktschitzungen fiir Erwartungswert und Streuung einer Grund-

gesamtheit, fiir die Wahrscheinlichkeit eines zufélligen Ereignisses und fiir die
Verteilungsfunktion einer Grundgesamtheit an. Dabei nenne man auch wichtige
Eigenschaften der jeweiligen Schétzung.

. Was versteht man allgemein unter einer Konfidenzschétzung? Worin besteht der

wesentliche Unterschied zwischen einer Punktschiitzung und einer Konfidenz-
schéitzung?

. Was versteht man insbesondere unter einer Konfidenzschitzung zum Konfidenz-

niveau 1 — «?

. Man motiviere die Entscheidung, die bei Vorliegen einer konkreten Stichprobe

auf der Grundlage einer Konfidenzschitzung zum Konfidenzniveau 1 — « ge-
troffen wird. Was 148t sich iiber die Wahrscheinlichkeit einer Fehlentscheidung
aussagen?
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Aufgaben

1. Die Grundgesamtheit X besitze eine sogenannte verschobene Exponentialver-
teilung, gekennzeichnet durch die Dichtefunktion

il = 0 fir 20,
T Ve fir 2> 6. '

Der Parameter 6 ist anhand einer Stichprobe (Xj, ..., X,) vom Umfang n aus der
Grundgesamtheit X zu schitzen.
a) Man konstruiere eine erwartungstreue Schitzung unter Verwendung von

X, = L (X, + +-- + X,) und untersuche diese auf Konsistenz.
n

b) Man ermittle fiir die Stichprobenfunktion min {Xj, ..., X,} Verteilungsfunktion,
- Dichte, Erwartungswert und Streuung.

¢) Man konstruiere eine erwartungstreue Schitzung aus der Stichprobenfunktion

min {X,, ..., X,} und untersuche diese auf Konsistenz.

d) Man vergleiche die unter a) und b) erhaltenen Schétzungen hinsichtlich ihrer

Wirksamkeit.

e) Welche Schitzung erhilt man bei Verwendung der Momentenmethode?

Losung: Man rechnet leicht nach, daB B, X =14 60und DX = 1gilt.
a) Fir die Stichprobenfunktion 9,, = L (Xy + -+ + X,;) — 1 ergibt sich damit E,én =6
n

und Db, = l Also ist 6, eine erwartungstreue und konsi Punktschétzung fiir 6.
n
b) Mit MfL Bd. 11, 9.4, Satz 1, erhélt man

H » 0 fir 26,
Frin{ Xy X} (®) =1 — (1 o g‘ fo(t) dt) = { 1 — e=nle=0 fir z> 0.

Hieraus ergibt sich durch Differentiation

f @] = 0 fir z <6,
minl T X8 = pg-niz=0) fiar 2> 0

und damit

Bymin (Xp oo Ko} = — -+ 6,  Dimin{Xy, ..., Xy} = iﬁ
n n’

¢) Fir die Stichprobenfunktion §, = min {X, ..., X,} — £ ergibt sich mit b) Egd, =6
' . n

und D36, = -1—2 . Also ist 8, eine erwartungstreue und konsi Punktschétzung fir 6.
-
d) Die Punktschiitzung 8, ist wirksamer als die Punktschi g 0,3 der Wirk d von

0, in bezug auf 8, betrigt i
: n

e) Wegen EyX = 1 -+ 6 erhiilt man nach der Momentenmethode die (unter a) untersuchte)
Punktschitzung 6,,.
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. Es sei (X;, ..., X,) eine Stichprobe vom Umfang n aus einer N (g, ?)-verteilten

Grundgesamtheit ; u sei bekannt, o2 hingegen nicht. Man zeige, daB

T
,=—1/12|X»—m
n 2 =1

eine erwartungstreue und schwach konsistente Schatzung fiir o ist.

. Es sei (X, ..., X,) eine Stichprobe vom Umfang = aus einer exponentialver-

teilten Grundgesamtheit; der Parameter i sei unbekannt. Man konstruiere eine
Punktschétzung fiir den Median 6 unter Verwendung der Maximum-Likelihood-
Methode.

Hinweis: Zwischen dem Medium. 6 und dem Parameter i einer exponentialverteilten

ZufallsgréBe besteht der Zusammenhang 6 = % In2.

. Ein Gerit besteht aus m gleichartigen parallel geschalteten Elementen. Die

Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Element wihrend einer Arbeitsperiode nicht
ausfallt, sei gleich p. Zur Bestimmung von p wurden n Arbeitsperioden beob-
achtet. Dabei fiel das Geréit insgesamt k-mal aus.

a) Man bestimme einen Schéitzwert p fiir p nach der Maximum-Likelihood-
Methode.

b) Man ermittle speziell $ im Fall m = 20, n = 100, k = 4.

. Es sei (X, ..., X,) eine Stichprobe vom Umfang » aus einer Grundgesamtheit,

die das Verteilungsgesetz
PX=k=pl—pf (k=012..)

‘besitzt (sogenannte geometrische Verteilung); der Parameter p sei unbekannt.

Man konstruiere eine Punktschitzung fiir » unter Verwendung der Maximum-
Likelihood-Methode.

- Die Grundgesamtheit X besitze eine sogenannte verschobene Exponentialver-

teilung, gekennzeichnet durch die Dichtefunktion

Fifay = 0 fir 256,
T eeo fir « > 6.

Der Parameter 6 ist anhand einer Stichprobe (X, ..., X,) vom Umfang n aus
der Grundg theit X zu schitzen

a) Man konstruiere eine Konfidenzschétzung fiir § zum Konfidenzniveau 1 — «,
wobei man die Stichprobenfunktion 8, = min{Xj, ..., X, »} verwende und eine
Zerlegung o = «, + oy zugrunde lege.

Hinweis: Man gehe von dem Ansatz I(X,, ..., X,) = [é,, — &y, 5,, — 05] aus (0 <46, <4
und bestimme &, und J, passend.

b) Man ermittle speziell die Konfidenzschitzung fiir 8, = 0, bestimme die hierzu
gehorige Kennfunktion, skizziere diese Funktion und iiberpriife, ob die ermittelte
Konfidenzschiétzung unverfilscht ist.
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¢) Man berechne die Linge des Konfidenzintervalls fiir die unter b) erhaltene
Konfidenzschitzung, speziell fiir n = 10 und « = 0,05. Wie groB muB der Stich-
probenumfang n mindestens gewiihlt werden, damit bei vorgegebenem Konfi-
denzniveau von 0,95 die Lénge des Konfidenzintervalles nicht groBer als 0,20
ausfallt.

. Der zufillige Vektor (X, Y) sei auf der Kreisfliche {(z, y): a® + y* < R?} gleich-

méBig verteilt; R sei unbekannt. Der unbekannte Parameter y = R ist auf Grund
einer Stichprobe ((X,, Y1)y oo (Xp Y,,)) vom Umfang n aus der Grundgesamt-
heit (X, Y) zu schitzen.

a) Man konstruiere eine Konfidenzschitzung fiir y zum Konfidenzniveau 1 — a.
b) Man stelle die Kennfunktion der in a) erhaltenen Konfidenzschétzung auf und
skizziere diese. Ist die Konfidenzschitzung unverfilscht?

Anleitung: Man iiberlege sich zuniichst die Verteilung der ZufallsgroBe Z = VX4 72

(= Lénge des zufilligen Vektors (X, Y)) und untersuche damit die Stichprobenfunktion
Pp = max{Z,, ..., Z,}. Die Konfidenzschiitzung setze man in der Form [9,,, 6?,,:[], 0> 1,an.

. Die Zufallsgréfe X sei exponentialverteilt mit dem Parameter 1; A sei unbe-

kannt. Der Parameter y = 4 soll anhand einer Stichprobe (X, ..., X,) vom
Umfang n aus der Grundgesamtheit X durch eine Konfidenzschitzung zum
Konfidenzniveau 1 — « geschétzt werden.

Anleitung: Es gilt F, X = —1- Dies legt die Verwendung der Stichprobenfunktion

Pa= é mit )T, = 4 (X, + ++» + X;) bei der Konstruktion der Konfidenzschitzung
n

n
nahe. Man mache daher den Ansatz I(X,,..., X,) = L. 0<a<1<bd und

s —||»

X, X,
bestimme dann @ und b so, daB P,(I(X,,..., X,) 3 ) = 1 — « fiir alle y > 0 gilt. Dazu
verwendet man die Aussage, daB 2nyX, unter der Annahme, daB X exponentialverteilt
ist mit dem Parameter y, eine y*-Verteilung mit 2n Freiheitsgraden besitzt.

Aus der laufenden Produktion von Schrauben wird eine Stichprobe vom Umfang
9 entnommen. Die Abweichungen vom NennmaB werden als Realisierungen einer
normalverteilten ZufallsgroBe angesehen, deren Standardabweichung den Giite-
grad der Maschine ausdriickt und mit ¢, = 24 ym als bekannt angenommen
wird. Die Stichprobe fiihrt auf eine mittlere Abweichung vom Nennmaf von
Z = —6lum. Man gebe ein symmetrisch zu ¥ = —61 um gelegenes Schitz-
intervall auf der Grundlage einer Konfidenzschitzung zum Konfidenzniveau
1—a=0,95 fiir den unbekannten Erwartungswert der (zufilligen) Abwei-
chung vom Nennma8 an.

Hinweis: Man verwende MfL. Bd. 11, 10.6.1., Satz 1 (mit o; = &y = %).
Gegeben sei eine Stichprobe, die aus einer N(u, 1)-verteilten Grundgesamtheit
stammt. H zahlt, wie oft der Wert x in der Stichprobe auftritt:

x ‘ 14 15 16 17 18

v | e 5 8 4 3
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a) Man ermittle auf der Grundlage einer erwartungstreuen Schatzung fiir den
Erwartungswert u einen Schétzwert.

b) Man ermittle auf der Grundlage einer Konfidenzschitzung fiir 4 der Form
[4(Xy, ..., X,), cof[ zu obiger Stichprobe ein Schitzintervall (Konfidenzniveau
1—a=099). '
Hinweis: Man verwende MfL Bd. 11, 10.6.1., Satz 1 (mit &, = 0).

Aus der laufenden Produktion von Kugellagerinnenringen wird eine Stichprobe
vom Umfang 20 entnommen. Die Breiten der Rohlinge werden als Realisierungen
einer normalverteilten ZufallsgréBe angesehen. Die Stichprobe fiihrte auf einen
arithmetischen Mittelwert % = 32,2975 mm und auf eine empirische Streuung
&2 = 0,13305 mm2. Man gebe ein Schétzintervall fiir ¢? auf der Grundlage einer
Konfidenzschitzung zum Konfidenzniveau 1 — &« = 0,95 an.

Hinweis: Man verwende MfL Bd. 11, 10.6.1., Satz 4 (mit &; = &y = %).

Einfiihrung in die Testtheorie

Kontrollfragen

. Worin besteht die Aufgabe eines statistischen Tests? Man beschreibe die Aus-

gangssituation und das Ziel.

. Man erliutere die folgenden Grundbegriffe der Testtheorie: Hypothese (einfache,

zusammengesetzte, Null-, Alternativhypothese), kritischer Bereich, Fehler
erster Art, Fehler zweiter Art.

. Wie ist die Giitefunktion eines Tests definiert? Was driicken die Funktionswerte

aus?

. Was versteht man unter einem Signifikanztest zum Signifikanzniveau o?
. Man beschreibe das allgemeine Vorgehen beim Signifikanztest.
. Was versteht man unter einem Parametertest? Man gebe Beispiele fiir Para-

metertests an und erléutere insbesondere den a) einfachen #-Test, b) doppelten
t-Test, ¢) z2-Streuungstest, d) F-Test.

. Was versteht man unter einem verteilungsfreien Test? Man gebe Beispiele fiir

verteilungsfreie Tests an und erliutere inshesondere den a) x2-Anpassungstest,
b) y2-Homogenititstest, ¢) y2-Unabhiingigkeitstest (Unabhingigkeitstest in
Kontingenztafeln).

Aufgaben

. Bei 100 Personen einer bestimmten Gruppe wurde die Korperlinge gemessen.

Diese Messungen ergaben das arithmetische Mittel Z = 175 cm. Unter der Vor-
aussetzung, daB die Kérperlinge X eine normalverteilte Zufallsgroe mit ¢ = 6 cm
ist, priife man die Hypothese H: g = 177 cm zum Signifikanzniveau & = 0,05.
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Hinweis: Man benutze den in MfL Bd. 11, 11.1., als Beispiel angegebenen Test.

. Es wird behauptet, daB das — als normalverteilt anzunehmende — Gewicht von

Eiern einer bestimmten Giiteklasse den Erwartungswert g, = 56p besitzt.
Jemand kauft zwolf Eier dieser Giiteklasse und ermittelt dazu das arithmetische
Mittel Z= 63p und die empirische Standardabweichung s = 5,3p. Sind diese
Ergebnisse noch mit der Annahme vertriglich, daB die Eier tatsichlich der ent-
sprechenden Giiteklasse angehéren (Signifikanzniveau o« = 0,10)?

Hinweis: Man verwende den ¢-Test (vgl. MfL Bd. 11, 11.4.1.).

. Eine Stichprobe von 25 Werten der Zugfestigkeit von Blechen, gemessen in

kg/mm?, ergab die empirische Streuung s* = 1,921. Man priife die Hypothese
H: %= 1,5 unter der Voraussetzung, daB die Zugfestigkeit normalverteilt ist
(Signifikanzniveau « = 0,10).

Hinweis: Man verwende den y-Streuungstest (vgl. MfL Bd. 11, 11.4.3.).

In einer Kooperationsgemeinschaft erhielten von 20 Versuchsrindern zehn
zufillig ausgewihlte (Gruppe I) jeden Tag Kraftfutter der Zusammensetzung A,
die iibrigen zehn Rinder (Gruppe II) erhielten das herkémmliche Futter der
Zusammensetzung B. Nach einer gewissen Zeit wurde die Gewichtszunahme in kg
festgestellt:

Gruppe I: 4 26 35 4 1,5 1 35 3 256 3,5
Gruppe II: 1,5 385 25 3 25 2 2 256 15 3

a) Unter der Annahme, daB die Gewichtszunahme in beiden Fillen normal-
verteilt ist, priife man die Hypothese iiber die Gleichheit der Streuungen in
beiden Gruppen (Signifikanzniveau & = 0,1).

b) Unter der Annahme, daf die Gewichtszunahme in beiden Fillen normal-
verteilt ist mit der gemeinsamen unbekannten Streuung o2 priife man die Hypo-
these iiber die Gleichheit der Mittelwerte in beiden Gruppen (Signifikanzniveau
x = 0,05).

Hinweis: Fiir a) verwende man den F-Test (vgl. MfL Bd. 11, 11.4.4.), fiir b) verwende man
den doppelten ¢-Test (vgl. MfL Bd. 11, 11.4.2.).

. a) Bei 200 Wiirfen mit einem Wiirfel trat 22mal die Augenzahl ,,6 auf. Man

priife, ob dieser Wiirfel die Bedingungen eines idealen Wiirfels erfiillt (Signi-
fikanzniveau o =: 0,05).

b) Ein zweiter Wiirfel ergab bei 200 Wiirfen 40mal die Augenzahl ,,6°. Kann
dieser Wiirfel als ideal angesehen werden?

Hinweis: Man verwende den in MfL 11, 11.4.5., angegebenen Test.

. Bei 20000 Wiirfen mit einem Wiirfel ergab sich folgendes Bild :

Augenzahl i | 1 2 3 4 5 6

Haufigkeitm; |3407 3631 3176 2916 3448 3422

Kann der Wiirfel als ideal angesehen werden (Signifikanzniveau & = 0,01)?
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Hinweis: Man verwende den y2-Anpassungstest (vgl. MfL Bd. 11, 11.5.1.).

. Bei der Berechnung von z auf 800 Stellen nach dem Komma traten die Ziffern

0, 1, ..:, 8 bzw. 9 mit den Haufigkeiten 74, 92, 83, 79, 80, 73, 77, 75, 76 bzw. 91
auf. Man priife die Hypothese, daB alle Ziffern bei der Dezimalbruchdarstellung
der Zahl = gleichwahrscheinlich sind (Signifikanzniveau « = 0,05).

Hinweis: Man verwende den y2-Anpassungstest (vgl. MfL Bd. 11, 11.5.1.).

. In 64 Wiirfen von je sechs Kaninchen wurde die Anzahl ¢ der ménnlichen Tiere

mit den Haufigkeiten m; (2 =0, 1, ..., 6) beobachtet:

i10123456

m |0 3 14 19 20 6 2

Man priife die Hypothese, da8 die beobachtete Hiufigkeitsverteilung als Stich-
probe aus einer mit den Parametern m = 6 und p = 0,5 binomialverteilten
Grundgesamtheit bezeichnet werden kann (Signifikanzniveau a = 0, ,05).

Hinweis: Man verwende den y2-Anpassungstest (vgl. MfL Bd. 11, 11.5.1.).

. Un zu priifen, ob der Verbrauch eines bestimmten Grundnahrungsmittels pro

Jahr in den Haushalten zweier verschiedener Stédte 4 und B identisch verteilt
ist, wird in der Stadt A4 eine Stichprobe vom Umfang m = 65 und in der Stadt B
eine Stichprobe vom Umfang » = 57 gewiihlt. Die Ergebnisse sind in der folgenden
Tabelle zusammengestellt ; dabei gibt m; bzw. n; die Anzahl der Haushalte in der
Stichprobe aus A bzw. B an, die j kg des Grundnahrungsmittels pro Jahr ver-
brauchen.

i i

3
3
3
2

13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24

W00 NI ® O W=

10
11
12

TAXOUTNWOWOD
000 R =1 UL O = N
CoOOCONORORNRO
HWHROMOCNPORM

Man priife die oben erwiihnte Hypothese zum Signifikanzniveau « = 0,05.
Hinweis: Man verwende den y2-Homogenititstest (vgl. MfL Bd. 11, 11.5.3.).

Bei der Auswertung einer Klausur fiir zwei Seminargruppen soll gepriift werden,
ob die Seminargruppen: ein’ und dieselbe Klausurnotenverteilung besitzen
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(Signifikanzniveau o = 0,05). Bei der Korrektur erhielt man folgende Hiufig-
keitstabelle:

Note |12345

Seminargruppe 1 11 13 11 9 6
Seminargruppe 2 3 12 27 9 4

Die ZufallsgroBe X bzw. Y bezeichne die (zufillige) Note bzw. die (zufillige)
Nummer der Seminargruppe eines Studenten.

a) Man zeige, daB die zu priifende Hypothese damit gleichbedeutend ist, daB
die ZufallsgroBen X und Y stochastisch unabhéngig sind.
b) Man fiihre den z2-Unabhiingigkeitstest durch (vgl. MfL. Bd. 11, 11.5.5.):
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Zeichenreihen

Kontrollfragen

. Was versteht man unter einer freien Halbgruppe?
. Was versteht man unter einem Isomorphismus zwischen freien Halbgruppen?

. Man begriinde, daB jede freie Halbgruppe mit héchstens abzihlbarem Erzeu-

gendensystem isomorph zu einer Worthalbgruppe ist.

. Man begriinde, daB zwei freie Halbgruppen genau dann isomorph sind, wenn

ihre Erzeugendensysteme gleichmichtig sind.

. Wie viele Isomorphismen einer freien Halbgruppe auf sich selbst (Automorphis-

men) gibt es in Abhingigkeit von der Méchtigkeit des Erzeugendensystems?

. Man definiere die durch eine gegebene Ordnung des Alphabets A induzierte

lexikographische Ordnung der Worthalbgruppe W(A)und leite aus der Definition
die ordnungstheoretischen Eigenschaften der lexikographischen Ordnung her.

Aufgaben

. Es sei (F, o, ¢, E) eine beliebige freie Halbgruppe. Eine auf F definierte Abbil-

dung £ heifit Inversion, wenn gilt:
fley=e und f(Waoa)=aof(W) firalle acE und WeF. (1)

Man zeige: In jeder freien Halbgruppe gibt es genau eine Inversion. Diese ist
eine eineindeutige Abbildung von F auf sich und erfiillt auch

J(VoW)=fW)of(V) firalle V,WeF (2)
und )

f(f(W)) =W firalle WePF. (3)
Loésung: Sind f,, f; Inversionen von F, so folgt aus (1) durch Induktion iiber die Lange
W) fiir alle W € F die Beziehung f,(W) = f,(W). AuBerdem folgt aus (1) sofort, daB jede
Inversion lingentreu ist. Zum Nachweis der Existenz einer Inversion geben wir sie als
Menge von geordneten Paaren an. Dies gelingt aber nur durch einen Kunstgriff (vgl. den
Existenzbeweis fiir die induktiv definierte Addition der natiirlichen Zahlen in MfL Bd. 1,
3.3.): Es sei fo:= {(e, e)}.

fuszi= {(Wo 8,80/ (W):a€E WeF, (W) =n}.



Aussagenlogik 215
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w

132

w

fary

Dann erfiillt f := U f, die Bedingung (1).

n
(2) und (mit Hilfe von (2)) (3) ergeben sich durch Induktion beziiglich W. Dabei bedeuts
(3), daB /! existiert und gleich f ist.

. Fiir W € F sei W symmetrisch <> f(W) = W (f Inversion von F). Man zeige:

a) Fiir W € F (und & € E) ist W o f(W) (und W o a o f(W)) symmetrisch.
b) Ist V symmetrisch, so hat V die Form W o f(W) oder W o a o (W) mit ein-
deutig bestimmtem W (und a), je nachdem, ob (V) gerade oder ungerade ist.

¢) In Verallgemeinerung von b) ist W o V o /(W) bei beliebigem W symmetrisch,
falls V symmetrisch ist.

. Ist f die Inversion von F und sind a, b € E zwei verschiedene Erzeugende von F,

8o ist durch g(V, W) := VoaoWobof(V) eine eineindeutige Abbildung von
F x F in F definiert.

Aussagenlogik

Kontrollfragen

. Wie viele n-stellige Wahrheitsfunktionen wiirde es in bezug auf eine Bewertung

von Aussagen durch die drei Wahrheitswerte W (wahr), F (falsch) und U (unklar,
unsinnig) geben?

. Man formuliere eine induktive Definition der Menge der Ausdriicke fiir den Fall,

daB nur Negation und Nicodsche Funktion (Zeichen [) als Grundfunktionen
benutzt werden sollen.

. Man priife die Definitionen 2, 3, 4 und die Sitze 1 bis 4 aus MfL Bd. 12, 2.2

wieweit sie fiir den in Frage 2 angenommenen Fall wortlich iibernommen werden

“kénnen bzw. welche Formulierungen veréndert werden miissen, und fiihre diese

Verinderungen gegebenenfalls durch.

. Man fithre die entsprechende Priifung fiir den in Frage 1 angenommenen Fall

durch.

Aufgaben

. Man iiberpriife, ob die folgenden Zeichenreihen aussagenlogische Ausdriicke sind

markiere gegebenenfalls dié jeweils zusammengehérigen Funktoren und Klam-
merpaare durch gleiche Nummern nach dem Muster

(( Pra)a)e (PA(g AD)) ).
01222110 334 4430

) ((p> (2~ a0 ) > a)) > p)),
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by ((p_’(—\(ﬂ(q/\P)A—,(q/\r))/\p))_>_|_‘r),

o) (p>@e—@Ea—p)) > (—pv—(=raq)).

. Man stelle fiir die in Aufgabe 1 erkannten Ausdriicke die vollstandigen Werte-

tabellen auf.

. Man zeige die Allgemeingiiltigkeit des Ausdrucks

(e >q)>p) > ((p > —~q)
a) durch Berechnung der Wertetabelle, b) durch schrittweise Uberfiihrung in
eine dquivalente kanonische alternative Normalform, ¢) indem man die Annahme,

daB eine Belegung f den Gesamtausdruck falsch werden 1i8t, zum Widerspruch
fiihrt.

. Es sind méglichst kurze Ausdriicke anzugeben, die semantisch dquivalent sind zu

a) ((pva) = (0 —>a) A (@) A (= (> >— (@),

b) ((ﬁ((pA—xq)A(qV—|q))A—1(qA—xp))A((—|q+>p)—>(p—>—|q)))-

Strukturen und formalisierte Sprachen

Kontrollfragen

. Was versteht man unter einer Relation bzw. Operation im Bereich der Mengen

My, ..., M2

. Was versteht man unter einer n-sortigen Struktur? Man erldutere auch Spezial-

fiille.

. Man definiere den Typ einer Relation, Operation, Konstanten, Struktur.
. Man erklire, wie sich jede Struktur als einsortige Relationsstruktur (,,Relativ‘)

auffassen laBt.

. Man beschreibe den Aufbau einer kanonischen formalisierten Sprache fiir die

Theorie der geordneten Korper, gebe eine gleichwertige modifizierte formalisierte
Sprache an und erléutere an diesem Beispiel die Vor- und Nachteile und den unter-
schiedlichen Verwendungszweck kanonischer bzw. modifizierter formalisierter
Sprachen.

Aufgaben

. Man verwandle die folgenden, unter Benutzung der in MfL Bd. 12, 3.4., verein-

barten Abkiirzungen geschriebenen Zeichenreihen in korrekte Ausdriicke der
Sprache Sy, stelle in diesen wje in Aufgabe 1 des vorigen Abschnitts die Zu-
ordnung zwischen Klammerpaaren und zugehérigen Booleschen Funktoren her
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und iibersetze die Ausdriicke auBerdem in stilistisch einwandfreie mathematische
Umgangssprache.

a)/\ABC(—-,Vg(Aaufg/\Ba.ufg/\Ca.ufg)»V!!M(MA%M’BAMB%MC)),
b) A ABCD(V !!M([A, M,B] A [C,M,D]) > 4A=BA—C=D
A—VgAaufgaBaufgaC aufgaDauig)),
¢) —VgAaufgrBaufgaCaufg) A VD(A,D,B]ADaufh)A — Aaufh
‘A—|Baufh/\—,Caufh—)VE(EaufhA([A,E,C]V[B,E,C])).

Loésung vona): AAA BI\C(WVg((A aufg/\ B auf g) A C auf g) = (VM(MA EMBA

MB = MC) AV M,V M,,((ﬂ M, = M2 A (MIA M,B A MlB Ml(})) A(MA = M,B A

] 6758
M,B = M,,cn))-
8530
Zu je drei nicht auf einer gemei Geraden li den Punkten A, B, C gibt es genau

einen Punkt M, der von A B, C gleich weit entfernt ist (némlich den Schmttpunkt der
Mittelsenkrechten des Dreiecks ABC).

. Man stelle die pradikatenlogische Struktur der folgenden Sdtze nach dem an-
gegebenen Muster dar:

a) Wer den Pfennig nicht ehrt, ist den Taler nicht wert.

b) Jung gefreit hat nie gereut.

¢) Morgenstunde hat Gold im Munde.

d) Es kann der Frémmste nicht in Frieden leben, wenn es dem bésen Nachbarn
nicht gefillt.

e) Wer Banknoten nachmacht oder verfilscht oder nachgemachte oder ver-
falschte sich verschafft und in Verkehr bringt, wird bestraft.

Loésung von a): Es sei x eine Variable fiir Menschen, E(x) die einstellige Relation des
,,Ehrens des Pfennigs*‘, W(x) die einstellige Relation des ,,Talers wert seins‘‘. Dann wird
der Sinn des Sprichworts durch den Ausdruck A x(- E(x) — 1 W(x)) dargestellt, den man
aussagenlogisch dquivalent in A x(W(x) - E(x)) umformen kénnte. Eine tiefergehende
Analyse des Satzes bendtigt auBer x noch eine Variable p fiir Pfennige und eine Variable
t fiir. Taler, also bereits eine dreisortige Sprache. Statt E(x) b wir nun die zwei-
stellige Relation E(x, p) der Bedeutung ,,die Person x ehrt den Pfennig p‘‘. Analog bedeute
W(z, t) ,,die Person x ist den Taler t wert*‘. Das Sprichwort 148t sich nun etwa prézisieren
durch

Ax(Vp1E(x,p) > At W(x,t)),
was sich dquivalent umformen 1aBt zu

A x(7 A pE(x, p) - 2V t W(x, 1))
und weiter zu

A x(V t W(x, t) > A p E(x, p)).

Analog erlauben auch die iibrigen Sitze der Aufgabe verschiedene bzw. verschieden tief
gehende Analysen.
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11.

Semantische Grundbegriffe der Metamathematik

Kontrollfragen

. Worin besteht der entscheidende Schritt vom bloBen praktischen Gebrauch

formalisierter Sprachen zur Untersuchung von Grundlagenfragen der Mathe-
matik?

. Welchen Wahrheitswert haben bei iiblicher Interpretation gema MfL Bd. 12,

4.1., und unter Beriicksichtigung der FuBnote dort 8. 52 die Aussagen

Der Mann im Mond trigt einen Bart.

Es stimmt nicht, daB der Mann im Mond einen Bart trigt.

Fiir jeden Punkt A und jede Gerade g gilt: g ist parallel zur Verbindungs-
geraden AA.

. Man erklire die Begriffe Allgemeingiiltigkeit eines Ausdrucks bei einer Inter-

pretation und Allgemeingiiltigkeit eines Ausdrucks und belege den Unterschied
mit Beispielen. '

. Von welchen Ausdriicken kann man die Generalisierte bilden, warum nicht von

jedem Ausdruck?

. Man erléutere den Begriff des Folgens bzw. Folgerns als Quintessenz des deduk-

tiven Vorgehens bzw. der axiomatischen Methode.

. Was versteht man unter semantischer Widerspruchsfreiheit, Vollstéindigkeits

Unabhingigkeit, Kategorizitit eines Axiomensystems?

. Was versteht man unter einer elementaren Theorie?
. Warum kann man prinzipiell jedes endliche Axiomensystem durch ein einzelnes

Axiom ersetzen?

. Man definiere die Begriffe nichtelementare Sprache, nichtelementares Folgern,

nichtelementare Theorie und erldutere sie an Beispielen.

. Man erliutere die Begriffe Erweiterung einer (nichtelementaren) Sprache,

definitorische Spracherweiterung erster bzw. zweiter Art und belege sie mit
Beispielen.

Man charakterisiere den Unterschied zwischen der Disziplin Grundlagen der
Mathematik und den Grundlagen spezieller mathematischer Theorien, z.B.
Grundlagen der Geometrie oder Grundlagen der Arithmetik der natiirlichen
Zahlen.

Aufgaben

. Man iiberfiihre durch gebundene Umbenennungen den Ausdruck

A z((A xR(x,y,2) AV y8(x, y)) = V xR(x, y, z))

in einen Ausdruck, in dem alle freien Variablen vollfrei vorkommen.
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2. Man iiberfilhre den Ausdruck V x Ay S(x,y) - A x R(x) in eine semantisch
dquivalente prinexe Normalform.

3. Man gebe drei paarweise nicht isomorphe Interpretationen der in MfL Bd. 12,3.3.,
eingefiihrten Sprache der linearen Algebra an.
4. Man zeige: Aus den Gruppenaxiomen und dem Axiom
XFy—>Zz=XVZ=Y
folgt das Kommutativgesetz. Was besagt das Zusatzaxiom inhaltlich?
5. Man begriinde, daB das Kommutativgesetz unabhiingig von den iibrigen Axiomen
der Gruppentheorie ist.
6. Man beweise die Unabhingigkeit des Systems der Axiome von PErano fiir die
natiirlichen Zahlen.
Anleitl.mg: Die Axiome lauten in formalisierter Sprache (vgl. MfL Bd. 12, S. 78)
(b’) Any Vn,n] =mn,.
(¢) " Vn nf=o.
(d’) nj = nj - n, = n,.
(e’) oEMA/\n,(nlEM—>rA’1 €M) —> Angn, € M.

Eine zulissige Interpreta.blon der zugrunde li den nichtel ren Sprache besteht
in der Angabe eines Grundbereichs N fiir die meblen n;, einer in N' def.\merten (eventuell
partiellen) Nachfolgerfunktion und eines ausg ten El ts w(0) von N. Fiir unseren

Zweck ist es ausrewhend, N als Menge von Punkten - anzudeuten, wobei w(o) als Hohl-
punkt o hervorgehoben wird, und « € N mit seinem Nachfolger (falls dieser existiert) durch
einen Pfeil zu verbinden. Das (bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte) Standardmodell
der Axiome sieht dann etwa so aus:

O—>r—>r—Sr—>e oen

Es sind nun vier derartige gerichtete Graphen anzugeben, in denen jeweils genau eines der
Axiome (b’) blB (¢’) nicht erfiillt ist. Zum Beispiel ist in o—- nur (b’) falsch. Da (e’) unter
stillschwei, Vv g von (b’) formuliert wurde, ist es in der hmgeeuhrlebenen
Form automatisch bei jeder Interprecahlon giiltig, in der (b’) falsch ist. Aber auch eine
von (b’) unabhiingige Fassung

©)oeMAAD(n EMAVD N =0, >0 €M) >Ann €M

des Induktionsaxioms ist bei der Interpretation o—- erfiillt. Man setze die Betrachtungen
durch den Nachweis der Unabhiingigkeit von (¢’), (d’) und (e’) fort.

7. Man gebe in der Sprache Sy (vgl. MfL Bd. 12, 3.3., 8. 44f.) korrekte und in-
haltlich sinnvolle Definitionen fiir folgende Relationen an:
g, senkrecht auf g,.
A, B, C, D sind (in dieser Reihenfolge) Eckpunkte eines Quadrats.
A, B, C, D sind (in dieser Reihenfolge) Eckpunlkte eines konvexén Vierecks.
S ist Schwerpunkt des Dreiecks ABC.
P liegt im Innern des Dreiecks ABC.
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Man beweise unter Benutzung der Axiome 11 bis K9 (MfL Bd. 12, 4.7.) und der
zu Aufgabe 7 gefundenen Definitionen:

a) g, senkrecht auf g, — g, senkrecht auf g,.

b) — g senkrecht auf g.

c) g, senkrecht auf g, A g, senkrecht auf gg A g; + g, - 21 | gs-

d) A, B, C, D sind Eckpunkte eines Quadrats — A, B, C, D sind Eckpunkte eines
konvexen Vierecks (d. h., jedes Quadrat ist ein konvexes Viereck).

e) Jedes Dreieck hat genau einen Schwerpunkt, und dieser liegt im Innern des
Dreiecks. (Man iibersetze diese Behauptung unter Benutzung der definierten
Relationen zunéchst in die formalisierte Sprache.)

. Sy 801l durch Variablen s; fiir offene Strecken, d. h. Punktmengen der Form

{P:[A,P,B]} (A &= B), und die Punkt-Strecken-Inzidenz ¢ definitorisch er-
weitert werden.

a) Wie lauten die zugehorigen Einfithrungsaxiome?
b) Man gebe ein Eliminationsverfahren fiir quantifizierte Streckenvariablen an.

Eine Formalisierung der Mengenlehre

Kontrollfragen

. Man erldutere die Begriffe Urelement, Menge, Unmenge, Element, Klasse und
‘die gegenseitigen Beziehungen zwischen ihnen.
. Worin besteht die inhaltliche Bedeutung des Fundierungsaxioms? Zu welchen

Axiomen anderer Theorien z. B. der Arithmetik der natiirlichen Zahlen oder
der der freien Halbgruppen, kann man es in Analogie setzen?

. Was ist ein Ordinal, was ist eine Ordinalzahl, worin besteht der Unterschied

zwischen beiden Begriffen?

. Man nenne Sitze, die (unter Voraussetzung der iiblichen Grundaxiome) zum

Auswahlaxiom dquivalent sind.

Aufgaben

. Man iibersetze mit Hilfe der in MfL Bd. 12, S. 100, angegebenen Definitionen

die folgenden Ausdriicke in der Grundsprache S,, der Mengenlehre zuriick und
zeige durch entsprechende Interpretationen von S, daB diese Ausdriicke nicht
allgemeingiiltig sind :

x Urelement — x Element.

x Unmenge — x Klasse.

—Vxxed.

@ Menge.
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. Man zeige, daB (x,y) ::{ly}, (x, IZ‘}} eine mogliche Definition des geordneten
Paares von beliebigen Elementen x, y ist.

. Man beweise, daB die Klasse KZ, eine Menge und die Klasse K¢, eine Unmenge
ist.

. Man gebe formalisierte Formulierungen folgender Endlichkeitsdefinitionen an:

M endlich (T, d. h. im Sinne von T4Rsk1) :<> Jedes nichtleere Teilsystem der
Potenzmenge von M besitzt beziiglich Inklusion ein maximales Element.

M endlich (T*) :<> ... minimales Element.

M endlich (T):< Jedes beziiglich Inklusion totalgeordnete nichtleere Teil-
system der Potenzmenge von M besitzt beziiglich Inklusion ein maximales
Element.

M endlich (T*) :«<> ... totalgeordnete ... minimales Element.

M endlich (H, d. h. im Sinne von HESSENBERG) :<> M 148t sich nicht in zwei
disjunkte zu M gleichmachtige Teilmengen zerlegen v M = @.

. Man zeige ohne Benutzung des Auswahlaxioms
M endlich (R) <> M endlich (T).

. Man zeige ohne Benutzung des Auswahlaxioms
M endlich (T) — M endlich (T).
M endlich (T) — $(M) endlich (D).
(M) endlich (D) — M endlich (D).
M endlich (D) — M endlich (H).

Bemerkung: Aus dem Auswahlaxiom folgt: M endlich (H) — M endlich (T), d. h. die
Aquivalenz aller angegeb Endlichkeitsdefinitionen.

Syntaktische Grundbegriffe der Metamathematik

Kontrollfragen

. Man definiere die Begriffe SchluBregel, Beweiskalkiil, Beweishiille eines Axiomen-
systems beziiglich eines Beweiskalkiils.

. Was versteht man unter einem vollsténdigen Beweiskalkiil?

. Warum muB jeder vollstindige Beweiskalkiil mindestens eine Ogliedrige Schlug-
regel enthalten?

. Man erliutere die gegenseitigen Beziehungen zwischen folgenden Sitzen: Satz
von G6pEL-MAL’cEV (Hauptsatz), Satz von GOpEL (Vollstindigkeitssatz), Satz
von Mar’cEv (Endlichkeitssatz fiir Modelle), Endlichkeitssatz fiir das Folgern.

. Man nenne einige Folgerungen bzw. Anwendungen des Satzes von MAL’CEV.
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Aufgaben

1. Man formuliere je eine nichtelementare (d. h. fiir das elementare Folgern nicht
" zuléssige) SchlufBregel, die fiir das Folgern in den in MfL Bd. 12, 8. 74, Beispiel 1
und 2, vorgestellten nichtelementaren Sprachen zulissig ist.

2. Man zeige, daB Bew,,- ein Hiillenoperator ist, a) unter Benutzung der Definition
von Bew (X)) als kleinster % -abgeschlossener Obermenge von X, b) unter Be-
nutzung der Charakterisierung von Bew ,-(X) als Menge aller Ausdriicke, fiir die
ein ¢ -Beweis aus X existiert.

3. Unter welchen Minimalvoraussetzungen iiber einen Beweiskalkiil gelten folgende
Sitze:

a) Ist H € Bew,,(X),s0 existiert zu jeder natiirlichen Zahl » ein & -Beweis von H
aus X, der mindestens die Léinge » hat.

b) Existiert ein #"-Beweis von H aus X, der die Léinge n, hat, so gibt es zu jeder
natiirlichen Zahl n = n, einen X"-Beweis von H aus X, der genau die Léinge » hat.

4.* Man beweise unter alleiniger Verwendung der Abtrennungsregel, der in MfL
Bd. 12, 8. 125f., angegebenen 15 Axiomenschemata sowie der dort bereits
abgeleiteten Schemata

(A > (H' »H") > (H ->H’) wd H>H
das Schema

(@ >H") > H) > (B -~ H") > H").
(Vgl. hierzu Aufgabe 3 des Abschnitts Aussagenlogik.)

Hinweis: Eine vollstindige Losung dies.er nicht leichten Aufgabe findet man in G. AssER:
Einfihrung in die mathematische Logik, Teil I, 2. Aufl: Leipzig: B. G. Teubner 1975,
S. 81ff.

Algorithmen

Kontrollfragen

1. Man definiere die Begriffe Kodierung, Umkodierung, Numerierung, Gédeli-
sierung und erlédutere sie an Beispielen.

2. Man diskutiere die gegenseitigen Beziehungen zwischen den Begriffen Berechen-
barkeit, Entscheidbarkeit, Aufzihlbarkeit.

3. Warum geniigt es prinzipiell, den Begriff der berechenbaren Wortfunktion fiir
den Fall einelementiger Alphabete zu definieren?

4. Was versteht man unter einem universellen Algorithmus?
5. Man nenne Beispiele nicht entscheidbarer Probleme (Wortmengen).



Algorithmen 223

10.

o

. Man gebe eine anschauliche Beschreibung der Turingmaschinen.
. Man beschreibe eine Turingmaschine (abweichend von MfL Bd. 12!) als Struktur.

Welchen Typ hat diese Struktur?

. Man beschreibe die normalen Algorithmen.
. Man definiere die Begriffe der primitiv- bzw. partle]lrekurswen arithmetischen

Funktion.

Was besagt die Hypothese von CHURcH? Wodurch wird sie gestiitzt? Wieso ist:
diese Hypothese kein im mathematischen Sinne beweisbarer Satz?

Aufgaben

. Beziiglich des geordneten Alphabets (a, b, ¢, d, e) bestimme man g,..(bade)

und gnrim(bﬂ'de)

. Man stelle fest, ob die folgenden Za.hlen im Wertebereich von gy, liegen, und

bestimme gegebenenfalls g5, (%) in bezug auf das Alphabet {a;:7=1,2,3,...}:
n, = 71500; ny = 92400; ng = 5402250.

. Man zeige durch rein arithmetische Betrachtungen, da fiir jedes feste n = 1

sich jede natiirliche Zahl in der Form

PALRE

k=1
mit eindeutig bestimmtem m und eindeutig bestimmten Koeffizienten
4 € (1,...,n} darstellen liBt, daB mithin gy, fiir jedes endliche geordnete
Alphabet eine eineindeutige Abbildung auf N ist.

. Fiir die drei Zahlen aus Aufgabe 2 bestimme man bezuglmh des geordneten

Alphabets (s, b, c, d, ) ik (n).

. Man gebe je ein Turingprogramm an, das zwei durch ein Hilfszeichen b getrennte,

als Wortlingen im Alphabet {a} kodierte natiirliche Zahlen a) addiert, b) multi-
pliziert, ¢) potenziert.

. Man lése die Aufgaben 5a—c fiir den Fall, daf die Eingabezahlen im Dualsystem

kodiert sind.

Man 16se die A\lfgaben 5a—c und 6a—c mittels einer Turingmaschine mit zwei
Biéindern.

8.* Man lose die Aufgaben 5a—c und 6a—c durch normale Algorithmen.

9.

10.

Man entwerfe je ein Turingprogramm zur Umkodierung von Wortlingen in
Dualzahlen und umgekehrt und fiihre mittels dieser Unterprogramme die
Losungen der Aufgaben 5a—c bzw. 6a—c gegenseitig aufeinander zuriick.

Man konstruiere einen normalen Algorithmus, der jedes W € W({a, b}) in das
,,umgedrehte** Wort f(W) iiberfiihrt. (f Inversion, vgl. die Aufgaben des Ab-
schnitts Zeichenreihen.)
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VIII Grundlagen der Mathematik

—

Entscheidbarkeit und Aufzihlbarkeit von Sprachen
und Theorien

Kontrollfragen

. Man beschreibe inhaltlich einen Entscheidungsalgorithmus fiir die Sprache Sy
. Fiir welche elementaren Sprachen S ist die Menge Flg(0) der allgemeingiiltigen

Ausdriicke entscheidbar bzw. unentscheidbar?

. Man nenne Beispiele unentscheidbarer Theorien.
. Man beschreibe ein Verfahren zur Entscheidung von Flg(9) fiir solche Sprachen

S, deren Basis nur aus einstelligen Relationssymbolen besteht.

. Man erklire die Begriffe aufzihlbare Theorie, axiomatisierbare Theorie, ent-

scheidbare Theorie, vollsténdige Theorie und die Zusammenhénge zwischen diesen
Begriffen.

Aufgaben

. Man entscheide die Allgemeingiiltigkeit des Ausdrucks

A x(R(x) - 8(x)) -V ¥(R(y) A S(y)) vV x R(x).

Lésung: Damit der gegebene Ausdruck bei einer Interpretation w falsch wird, miiBte
seine Primisse wahr und seine Conclusio falsch sein, d.h. A x(R(x) — S(x)) wahr,
V y(R(y) A S(y)) falsch, V xR(x) wahr sein. Die erste Bedingung verlangt o(R) S w(S), die
zweite w(R) n w(8) = #, woraus im Widerspruch zur dritten Bedingung o(R) = # folgt.
Also ist der gegebene Ausdruck all ingiilti .

guitig

. Man entscheide die Allgemeingiiltigkeit der Ausdriicke

a) AxV y(R(x) < S(x) v T(y)) > — V 2(T(z) A S(z)) v — V 2(R(z) A 8(z)).
b) Ax /\y(R(x) v —Vz(8(z) AT(y)) < — VyA x(S(x) — (S(y) v R(x))).
c) V x(V Y(R(x) AR(y)) - V y(S(x) v T(y))) <~ A xR(x) =V yS(y) v V 2T(z).

Hinweis: Da in Sprachen mit nur einstelligen Relationssymbolen und ohne ,,=* jeder
pridikative Ausdruck nur eine Variable enthilt, kann man durch Verschiebung der
Quantoren nach innen (vgl. MfL Bd. 12, 4.2.) deren ‘Wirkungsbereiche trennen. Der so
umgeformte Ausdruck ist eine aussagenlogische Verkniipfung von Teilausdriicken der
Formen A xH(X) bzw. V xH(x), wobei die Wirkungsbereiche H(x) ihrerseits nur aussagen-
logische Verkniipfungen von R(x), S(x), T(x), ... sind.

- Man finde ein spezielles Verfahren zur Entscheidung der Allgemeingiiltigkeit

von Ausdriicken, die nur aus Variablengleichungen als einzigen pridikativen
Ausdriicken aufgebaut sind. Man beschreibe das Vepfahren durch ein FluB-
diagramm.
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Loésungen (Auswahl)

V. Geometrie

Inzidenz, Parallelitit und Verschiebungen in der Ebene

. Es gibt drei Richtungen, nimlich {{1, 2}, {3, 41}, {{1, 3}, {2, 41}, {(1, 4}, {2, 3)}.
. {4, B, C, D} ist ein Parallelogramm: <> 4, B, C, D sind vier paarweise verschiedene, zu je

dreien nicht kollineare Punkte, und es gibt vier Geraden g, b, k, I mit g || und & || [, so daB
jede von ihnen genau zwei der vier Punkte enthilt. Sind 4, B, C gegeben, so gibt es
héchstens drei Punkte X, so daB {4, B, C, X} ein Parallelogramm ist. )

. Genau folgende Permutationen sind Verschiebungen:

Lt 234 2384
1T\ o2 47 21 3/

3 4
Lot 234 (1234
3= \3 41 2) " \¢e 32 1)

Anordnung in der Ebene

1. Strecke, Punkt, leere Menge.

I

&<

10.

1

w

14.

. Fir n = 1 gibt es zwei, fiir n = 2 vier Klassen. Die Klassen ko

Es gibt zwei Klassen, sie sind die Durchschnitte je eines Rich i mit der Menge
aller Strahlen auf der vorgegebenen Triigergeraden.

Gebiete' gedeutet
als g

werden, in die die Ebene durch die Geraden ,,eingeteilt* wird.

Nein.

Bewegungen und Kongruenz in der euklidischen Ebene

. Der Punkt D liegt so, daB die Paare (4, B) und (D, C) verschiebungsgleich sind; falls

A, B, C nicht kollinear sind, ist (4, B, D, C) ein Parallelogramm.
Es folgt k L g.

Der Kern ist die Gruppe aller Verschiebungen.

XX < 1K X, XXl < XX 1K K] < XX,

1XoXql < 1Xo Xy, XXyl < 1 XaXyls | XaXol < |1 XaXls
1Xo X < 1X i Xols | XeXal < 1XaXyl, XXy < | XXl

.Zw (XYZ2).
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15. A ist Mittelpunkt von BC.
21. NullwinkelgréBe.

22. Die Menge besteht aus den Elementen r, —r, 8, 85, —8;, —8,, g, %, wobei g die Grole der
gestreckten orientierten Elementarwinkel und n die NullwinkelgréBe ist.

23.

25.

=3

Gruppentafel :

n r —r 8 8y —8 —8y g
n n (2 —r 8 8y —8 —8, g
r g no| —8& | —8 8 8 | —r
b g —dy —8 8 8 r
8 r —r n g 8y
8 r g n 8
—8 (kommutativ) —r | —8
—8, —r | —8
g n
Die Vereinigung des Durchschnitts mit den Schnittpunkten von g mit den Schenkeln ist
eine Strecke.

Es sei w, die kleinere der beiden in Aufgabe 24 genannten WinkelgroBen. Ferner sei wg die
GroBe der iiberstumpfen Winkel, die dieselben Elementarwinkel haben wie die Winkel
von ws, und w, sei die GroBe der iiberstumpfen Winkel, die dieselben Elementarwinkel
haben wie die Winkel von w,. Dann gilt folgende Additionstabelle:

w, w, wy wy wy
wy Wy wy = Wy We
W, — - we w,
ws — W, —
w, (kommutativ) wy Wy
ws - Wy

Inzidenz, Parallelitit, Anordnung, Bewegungen
und Senkrechtsein im euklidischen Raum

. Man verwende die Axiome (R1), (R2) und (R3).
. Es ergibt sich je nach Lage der Ebene zur Randfahne der Orientierungsfigur eine Fahne,

eine Fahne ohne den Anfangspunkt, eine offerie oder abgeschlossene Halbebene, eine Ebene

oder die leere Menge.
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[

17.

18.

11.

12.

w

w

]

Strecken- und Winkelmessung

. Nein.

Elementarer Inhalt in der Ebene

. a) Nein; b) ja; ¢) nein.

12.

Nein. .
2
FP,) = 2 oot Z.
4 n

b) Keine.

Elementarer Inhalt im Raum

. Nein

. O(W) = 6a® (a KantenlingenmaBzahl des Wiirfels W).

0 ist kein Volumenfunktional.

P X ;
o) =aV3, V(T)= ‘:—2 ¥2 (a KanteniingenmaBzahl des reguliren Tetraeders T).

Allgemeiner Inhalt

Die Methode der analytischen Geometrie

L (N @y, Ty, @)1 2y = O} 0 {2 (@y, 2y, 7)1 2y = O}

= (@1, Ty Ty): 2y = O A 2y = 0}

= {2y, Ty, T3): 1t + 3 Sz, = O},
Vektoren, ihre Addition und Vervielfachung

b) —a=(—2,-21), b={1,4,1), —c=(,—1,-3). "

L 0(84,) 4+ -+ 0(8dp) =a; — 84 -+ —F=g0a,+ -+ ap—k3=0.

. a) (3, —1,4), (5,1,3), (43,5, (2,0,7), (3,4,8), (42,6), (6,5,4).(586,7).
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Analytische Darstellung von Lange, WinkelgrsBe,
Flicheninhalt, Volumen
1. |BO| =412~ 588, |CA|=2V17+~ 825, |AB| =215~ 4,47;

fir o := m(x BAC), f:=m(x CBA), y:=m(x ACB) gilt

cos o = ;, « &~ 40,6° mod 360°,

: 6
sinox = ——,
517 V5. 17

1 3
co8f = ———, sinf=-——, f~ 108,4°mod 360°,
V2.5 V2.5
wsy—-L siny = 8 v &~ 31,0° mod 360°
VT2 V72 ’
2. a) Im R? gilt |ABCD| = — (p + 1) - |det (a, b)|, im R, (n = 2 beliebig) gilt |ABCD| = —

X (p + 1)-Va?? — (ab)’

) 2 . 35
b) Mit a = (8,3), b = (1, 4), p = - wird [4BCD| = 3.

3. Kantenlingen: 3; 312 ~ 4,24; V1L ~ 3,32.
Flicheninhalte: 9 V2 ~ 12,73; 3 V10 n 9,49; 9.

Volumen: 9.
ElementarwinkelgroBen s. Tabelle

Kosinus und Nitherungswert der ElementarwinkelgriBe
zwischen
und a b c
+
b = 45,0°
Ve
¢ — L |07 2| e
Y11 ¥2-11
i 2. 48,2° 1—_ 76,4° == L_ 107,5°
3 3Y2 V11
i 2 48,2° =t 19,5° L 72,5°
3 3y2 Y11
1 1 3
t == 109,5° ——= 76,4° r— 25,2°
3 312 ' 111
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4a) V= %|det (@,5,0); b) a=1(2,—6,2),b=(3,—3, —1), c=(—1,1,6); V = 34

8. Notwendig und hinreichend fiir (ab) ¢ = a(bc) ist die Bedingung (%,) v (#,) v (%5), wobei
(#,), (#,), (#;) folgende Aussagen sind:
(#,):© B=0.
(#,): & Esgilt B = 0, und die zu g(OB) senkrechte Hyperebene durch O enthiilt 4 und C.
(@,): & 0, 4, C sind kollinear.

9. Man beweist (a X b) X ¢ = aX (b X c) & (ab)e = a(bc). Also lost (B,) v (%) v (#y) aus
Aufgabe 8 auch Aufgabe 9.

Lineare Parameterdarstellungen

3. Fiir p = 1 gibt es kein X. Fiir g 5 1 hat X den Ortsvektor t = Ap + pqmit A + u =1
und y: 1= —p, also g:l;p +qu.lstauchg=|=0,sofolgt
—e 0 —

1 —1
a==p+i—z TVEX:Q=1—0¢;
, 0 e
es gilt
. —1
P=ent+—oz  TVQX;P)=2—
und damit die behaupteten Aquivalenzen wegen 1 — p < 0&> @ > 1 bzw. et <0&e
0<po< 1. e

4. Fiir g 4 hist M die sowohl zu g als auch zu & parallele Ebene durch den Mittelpunkt einer
(beliebig gewihlten) Strecke PQ mit P € g, @ € h. Fiir g || b ist M die mittelparallele Gerade
zu g, k.

o

(I) Ist » ungerade, so ist genau (ay, ..., a,) mit

G =My — My + — s — My + My,

Gy =Ty — My + — -+ — M, +my,

O =My — My - — e — Mpp + My,
Losung. Ist n gerade und my; — m, + — --+ — M, ¥ 0, 80 existiert keine Losung. Ist
n gerade und m; — m, + — -+ — m, = 0, so sind genau alle (a,, ..., a,) mit beliebigem a,
und

ay = 2m; — ay,

a3 = 2(my — 1) + a;,

U = 2(Mpey — Mpp + — -+ +11) — 0y
Ladsung.

(II) Fiir gerades n liegt genau dann Unlésbarkeit vor, wenn fiir irgendeinen Punkt P, das
zugehdrige (n + 1)-Tupel die Eigenschaft P, & P,,, hat. Andernfalls (P, = P,,,) ist fiir
jeden Punkt A4, € R* das zugehérige (n - 1)-Tupel von der Gestalt (4, ..., 4,, 4,), also
Losung, und so werden alle Losungen erhalten.
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6. Ortsvektoren der Eckpunkte: a + —u + = b, a + —u+ — )J,u + —u+ —b,
a4+ % u+ % p. Flicheninhalt:

2 1 1 2 1 1
det [Zu — Lo, Ly +20)| =1 (det (u, ) =—|4BCD].
o (Su 5n5u+5n)| 5 ldet (1, 0] = - |4B0D)
7. Mit a:=0(04), b:=v(4B), c:=v(0C), b:=v(CD) haben 8,7 die Ortsvektoren
3=a -4 8bh, t = ¢+ £b, wobei s,¢ € R zusammen mit einer Zahl z € R die Bedingung
¢+ tb —a — 8b = 2(b X b) erfiillen. (Woraus folgen Existenz und Eindeutigkeit solcher

s, t, 2?) Im Beispiel wird 8 = l,l,—l- b= L i 20
3 3 3 2’2’

8.* Mit a, b, ¢, b wie eben und p := p(OP) konnen nicht beide Vektoren a — p und ¢ — p
von b, b linear abhiingig sein (man fithre den (indirekten) Beweis aus). Sind sie dies beide
nicht, so hat g(4B) leeren Durchschnitt mit der Parallelen durch P zu g(CD), ebenso
g(CD) mit der Parallelen durch P zu g(4B) (Beweis!). Als ¢ ergibt sich die Gerade g(PS)
mit 9(08) = 3 = a + sb, wobei s € R zusammen mit Zahlen z,¢ € R die Bedingung
p+2(8—yp)=c+tb, d.h. s2b —tdb + z(a — p) = ¢ — p erfilllt. (Existenz und Ein-
deutigkeit von sz, ¢, z folgen aus der linearen Unabhiingigkeit von b, b, a — p; warum ist

2
darin z == 0?) Im Beispiel wird § der Punkt (l % —) Ist etwa a — p linear abhingig

von b, b, so ergibt sich als ¢ genau die Parallele durch P zu g(CD).

Lineare Gleichungen

5]

. Mittelsenkrechte von (1,1) (—3,5): z—y +4=0,
Mittelsenkrechte von (—3, 5) (—1, —3): z —4y +6 =0,
Mittelsenkrechte von (—1, —3) (1,1): = 4 2y +2=0.
Hessesche Normalform von (1, 1) (—3, 5): f,(¢) := VL_ (—x—y+2)=0,
2

1
—3,5) (—1, —3): = — (& 7) =0,

von ( ) ( ): fa(x) m(z+y+ )
von (~1, —3) (L 1): folg) 1= = (—2& +y + 1) = 0;

13

darin Wahl der Vorzeichen so, da8 f,(—1, —3), f,(1, 1), f5(—3, 5) positiv sind (vgl. Losung
zu Aufgabe 1). Also:

Innenwinkelhalbierende:
£(®) — HE) =0, f(0) —Al) =0, Hhx) — foz) = 0;
AuBenwinkelhalbierende:
fE) + HE) =0,  AE) +hHE) =0, () + folz) = 0.

41 —1
3. Nachweis fiir die Mittelsenkrechten: Es gilt |6 1 —4| = 0, und eine nichtverschwin-
21 2
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»

—-

dende Unterdeterminante maximaler Reihenzahl ist z. B. L

—4 . Entsprechend kénnen
die iibrigen Nachweise gefithrt werden. —4

Die gesuchte Bedingung ist a,a, + b,b, + ¢,c, = 0, die gesuchte Ebene

b o 4G G a; b
z — y + z =0.
by ¢ ay Cp a by
1 =z gy =z
-2 2 3
a) =03
) i 0 3 o0
1-3 5 5

b) (2,1, —3) X (—1,3, 2)) (2, 9, 2) — (—2, 2, 3)) = O fithren auf 11z — y + Tz + 3 = 0.

. An einer durch a gegebenen Kante stoBen zwei Flichen zusammen, die ¢ X a und a X b

als Stellungsvektoren haben. Fiir ihren Neigungswinkel ¢ gilt daher cos p = lexa){axb)

3 Ic xal- |a X B|
= m, @ ~ 18,4°, Entsprechend gilt fiir die bei b bzw. ¢ auftr N kel y
bzw. p: cosx=L,x~19,5°;cosyJ= —&,ipﬁa14,3°.

312 6V5

Konvexe Polygone

. a) Wie in MfLL Bd. 7, 2.6.2., enthilt man TV(C, A; V) = —A:», TV(4, B; W) = —pu: .

Aus g(AX) | g(BC) und X = A folgt die Existenz von ¢ == 0 mit t — a = g(c — b), also
(#+0) (0 —a)+(—g(c—a=noalo(e=)—u=mr
b) TV(4, B; W) = —1, d. h,, W ist der Mittelpunkt von 4B.

3. (Wo Wo, Woby {Wa, Wy, Woy (Wa, Wy, Wi, (W, Wy, Wb

4. z— Ty +8=0. R

6.*TV(4, B; g(AB) n &(XCD)) = —pu: 4, TV(4, C; g(AC) n &(XBD))= —v: 4,
TV(4, D; g(AD) n &(XBC)) = —9: 4, TV(B, C; g(BC) n &(XAD)) = —v: pu,

TV(B, D; g(BD) n &(XAC)) = —&: pt, TV(C, D; g(CD) n &(XAB)) = —B:».

Analytische Darstellung von Bewegungen
und Koordinatentransformationen

a) (1L,2); b) (=2, —3); o) (—1+%V§, %+V§); q (‘—8%) o) (Eﬂ)

b 5 5
I %2 %s @ aj 4
MitQ@ =gy go g |s®=\0i )@ =0}y | 6=123) git aj; =k§1mﬂu
9a1 932 a3 i3 agg

(4, j=1,2, 3). Daraus errechnet man: Die erste Komponente asa33 — ajzag, von
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a; X aj lautet
(922053 — G230a0) (B1a%as — Gashag) + (9239m — Fardsa) (@132 — Gu1zs)
+ (G192 — F2as1) (G11B20 — @13001)-

Aus QT = Q-1 schlieBt man Q = adj Q und damit weiter
@383 — @122 = sy + Tretisr + Graflas = Gar-

Entsprechend erhilt man agg, ag; als zweite bzw. dritte Komponente von @) X @.

3.* Fir o gilt cosw = —%, sin 0 = :]:—;— V§ Es sei etwa sinw = % }/E gewdhlt. Man
kanna, § z. B. mit cosa = i, sinox = — 08 f = —, smﬁ=£ wihlen, da
6 }/6 Vs Vs

hiermit 8, (16, 0,0) = (V5, —1, 0) und 8,4 (V5, —1, o) = (1, —1, 2) wird.
Far
(@11 Zyo» Z1) 1= Oy, —p(%1, T Ty) (@1 Tags Tpg) 1= 0z, — (@11, T12) Trs)
(%315 T3» T3g) := Oz, (21, Tan» Taa) s (%a1s Zazs Tas) 1= Or,al@31» Ta2s Tag) >
(), 2o, 23) 1= 0y.8(%a1, Zazs Ta)
ergibt sich dann
1

1 .
oy = —= (% + 22,), Zyg = Ty, T3 = }/_— (—22; + 2,);

Vs

1 1
T = ‘V—E (ﬁzu - “’u) = }/_E (11 — @ + 215),

1 -
Zog = }/_E (zu + V5 "-'n) = VT () + B2y + 2a5);

1
Ty = @yy = —= (—22; + a,);

V5

1
Ty = Ty = —= (% — @, + 22,),

Ve

zsz——( f”zz—‘/af‘n) (( 1+6}/2)xl—512+( 273}/2)‘3)

(]
<

|.-

(

Tgg = % (ngn - zaa = 1+ 2 Vé)zl =+ 52, + (2 = }/—2-) %);

'S
~ |-
ol

241=}/1—§(ng31+2,2)= (3 +272) 2, — 52, + (6 — V2) ),
- Vi(-s (s + Vo) = 5 (=1 +2V3) 2, — 2y + (—2 — 12) 2,),

gy = Tgg = ﬁ ((1 +2}/E) z, + 52, + (2 — }/E) x,);
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z) = L (T2 — 2243) = % (—-"71 £ (—1 = 21/;) ; + (2 — }[2_) :c,),

s

2 = 2 =t (1 +2)m —m+ (2 -13)=),

xs'=;/1-5-(247n+1u)='1_((2+V§)x1+(_2+ﬁ)f‘z+2%),
0 e _1-2Y2 2—V2

aoo =|o0) M=—_|_14+2/2 —1 —2—V2
0 2+ 12 —2+V2 2

4. a) Die Axiome fiir die Addition sind leicht zu bestitigen, die Distributivgesetze wegen der
Distributivitit der Bildungen ayby, ab, @b, bya, a X b ebenfalls. Daher geniigt nun zum
Beweis des Assoziativgesetzes der Multiplikation der Nachweis, daB speziell fiir 1, 3, j, k die

definierte IMultiplikation

1 i j k
1 1 @ j k
T 1 —1 [
] j —k -1 %
k k j —t —1

assoziativ ist, was man leicht nachrechnet. Als Inverses jeweils einer Quaternion a, + a,i

+ ayj + agk == 0 weist man die Quaternion . (ap

nach. ag + ai + a3 + o§

— ayi — ayj — agk)

b)In (z,,¢) = D (2,8) - O = (pz — 11, pr + 21 + v X T) (B, —7) I8k
Z=(pz—1)p—(pr+ 2t + Xy (—r)=p2+2’+ (EXPr=2,

und es ist

= (pz — 1t) (—1) + p(pr + 2v + tX ) + (£X7) X (—1)

von z unabhiingig.

c) Aus (—¢'y, ¢’ X ') = (0,7) (0, ") = D(0,z) D! - B(O, h) B = (0, 1) (0, y) D

= Q(—zxy, £ X p) Q1 folgt nach b) die Behauptung ¢'y’ = Y.
d) (z, 1) := D ergibt (z/, ¢') = D+ 10 - O =D, also ¢’ = 1.

) Man findet ¢’ = (p? —1?) £ + 2pr X 1, g’ = p* — 1%, det (3, ¥’ ¥) = 2pt%.

. j 1 ik
f)FurD— +———L+—w1rd Ql=e——tf ——=—-—,
212 212 12 2 212 212 2
Dolmi+ o +agh) = [~ ) (BB T,
“ : < 212 212 12) \2 V2 212

S IRl e o
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Losungen

5.

-

£« (mr + 2 + zk) - D1 =%(—:cl (-1 —212) 2 + (2 — 12) ) §

4%((—1 +213) 5 —m + (=2 — 12) ) j

+%((2 +12) 2 + (=2 + 12) 2 + 22 k.

Die Eckpunkte seien 4, B, C, A’, B’, C". Firr die gesuchten Bewegungen gibt es genau die
folgenden Méglichkeiten:

(I) Jede der Ebenen z = 1, z = —1 wird auf sich abgebildet. Die Bewegung bewirkt eine
Permutation der Punkte 4, B, C und die entsprechende Permutation der Punkte 4, B, C".
So bewirkt

a) die Identitiit die Permutation (4, B, C) — (4, B, 0),
b) die Spiegelung an y =0 die Permutation (4, B, C)—~ (4, C, B),
c) die Spiegelung an z V§ —y =0 die Permutation (4, B, C)+— (B, 4, C),
d) die Drehung &;,32¢° die Permutation (4, B, C) — (B, C, 4),
e} die Drehung d:,10° _ die Permutation (4, B, C) — (C, 4, B),

f) die Spiegelung an = V3 + y = 0 die Permutation (4, B, C) > (C, B, A).
Die Abbildungsgleichungen lauten jev}eils:

a) 2’ =z, ¥y =y, 2=z
b) 2’ = —=z, . ¥ =4y, Y=z
o) z’=—%x+—;‘-l/§y, y'=%l’51+%y. Y=z
2 1 =
d) 2 = ~%x——%]/3y, y’:?]/!%x—%y, =2z
e) z’=—%z+%l/§y, y’=—%l’§x—%y, ¥ =z
, 1 1= 5 1= 1 . ;
i)z=~?a:—?-}/3y, y:4gl/3x+?y, =z
(IT) Die Ebenenz = 1,2 = —1 werden miteinander vert ht. Die Bew (I)a)—1)

sind mit der Spiegelung an der Ebene z = 0 zu komponieren; in den Abbildungsgleichungen
ist die Gleichung 2’ = z jeweils durch 2’ = —z zu ersetzen.

Kurven zweiter Ordnung

. Aus |MX;| <r (i = 1,2) (bzw. entsprechend mit AusschluB des Gleichheitszeichens fiir

offene Kreisflichen) folgt fiir den Ortsvektor ¥ = Ag; + uts (A + p = 154, u = 0) jedes
Punktes X der Strecke X, X, auch |[MX| < r. Beweis: Aus [f; — m| < r folgt

ft—ml =t —m +pre—m)| St —ml +ulp —m S @A+ p)r=r.

. Durch die Drehung « = a2’ — 7o/, y = 72’ + oy’ (6® + 7 = 1) erhilt 2y’ den Koeffi-

zienten 2a(c® — 72), also etwa beider Wahl 0 = 7 = L den Koeffizienten 0. Es entsteht

V2

A+ae?+(l—a)y? +12@ —a—2)2 +12(@—2)y =0.
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o

-

- s s s 5 1 . 1\2
Fiir a = 1 ist dies die Parabel ¥ +—:=}/§ 2 — =\,
V2 V2
fiir a = —1 die Vereinigungsmenge paralleler Geraden y’(2y’ —3 VE) =0.
Fiir @ = 1, —1 entsteht '
7l2 —a “_a’(a—2)'~‘-
fzl—a)  a—1 "~
alsoin den Fillen a < —1, 1 < a < 2, a > 2 eine Hyperbel, in den Fillen —1 < a < 0,
0 < a < 1 die leere Menge (eine ,,imaginiire Ellipse*), im Fall @ = 0 ein Punkt (zwei sich

in diesem Punkt schneidende ,,konjugiert komplexe Geraden*), im Fall a = 2 zwei sich
schneidende (reelle) Geraden.

a +a)(z’ ~La- a))z +—a (y'
V2

3 2 y®

2
. Ist e die gemeinsame Exzentrizitdt von % +L = 1und= — = = 1, s0 gilt € = a}— b}
a

b} aj b}
s - o 3 (R | b3 -+ b3
= a3 + b3. Ist (2;,y,) einer der Schnittpunkte, so folgt fiir ihn ui;g = .u_‘{b—;%agT’l'

vl = M. Die Ellipsen- und Hyperbeltangente in (z;, %,) haben T 0N pw,
e b+ ot i )

13
(i; »— ";—;) als Stellungsvektoren. Also sind sie orthogonal.
a3z 2

. Nein. Verliuft nimlich (vgl. Abb. A.1) ein Biischel parallel zu —(cos «, sin &) (0° < & < 90°),

so lege man z. B. durch ¥ eine Gerade mit einem Anstieg m > tan «. Sie schneidet die
Parabel in zwei Punkten P,, P,. Die durch F, P, und P, gehenden Strahlen des Biischels
gehen nach der Reflexion in Strahlen iiber, die man als nicht konzentrisch nachweise.

y

Abb. A1

& .a) Genau dann hat (z,, y,) die genannte Eigenschaft, wenn im Fall der Parabel die Un-

2
gleichung g} > 2p2,, im Fall der Ellipse oder Hyperbel die Ungleichung + 4 + %’L > 41
2 2 ay
sowie fiir die Hyperbel zusitzlich die Ungleichung a_ 1:7—‘ =+ 0 gilt.
% 3
c) (Abb. A.2) Auf g gibt es zwei Punkte P;, P,, von denen aus je zwei Tangenten an ¢ exi-

stieren. Sind 8,, T; bzw. 8,, T, die Berithrungspunkte, so (kann man 2(8,T,) & g(S.T,)
beweisen, und es) ist g(8,7;) n g(S,7';) der gesuchte Pol.
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d) (Abb. A.3) Durch P gibt es zwei Geraden g, g,, die ¢ in je zwei Punkten schneiden. Sind
81, b, baw. &, t, die Tangenten an ¢ in diesen Punkten, so ist g(s; n £, 8, n £,) die gesuchte
Polare. Dabei sind g,, g, nicht durch den Ellipsen- bzw. Hyperbelmittelpunkt zn legen
(weshalb?). Dies ist genau dann unméglich, wenn P selbst der Mittelpunkt ist, d. h. keine
Polare besitzt. s

Abb. A.2

8. Die Kurve sei in einem Koordinatensystem, in dem P der Punkt (0, 0) und g die z-Achse
y = Oist,

o + 20007 + 2005y + 6y + 24,52y + agy® = 0.

Sie schneidet g in (x;, 0) und (a,, 0), wobei 2,, », die (nach Voraussetzung existierenden)

2 a
Lésungen der Gleichung @y + 244, + a5,2% = 0 sind, also @, + 2, = —Zu, z, = —2
erfiillen. Die Polare von P, L2t @

Gy + O + Ggey = 0,

schneidet g in (2, 0), wobei #, die Lésung von ay -+ auz = 0 ist. Daher gilt 222,
— (%, + ;) z, = 0, woraus die Behauptung

0 —2):0—a) =
(@0 — @1) 1 (T — @)
folgt.

—1
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o o =

22.

23.

24,

25.

2

30.

31.

33.

34.
35.

36.

. a) Verschiebung oder Dreh

©

Abbildungen als Ordnungsprinzip in der Geometrie

b) Geradenspiegel oder Schubspiegel

g5

. Verschiebung fiir n = 2m, Punktspiegelung fir n = 2m + 1 (m =1).

. Die identische Transformation.

2 2 5
i = —p—1, y=— —; b)22' —y +6=0.
a) & 37 y=3v+3 ) 22" —y' +

9 6
—2,5), 200 — 214’ — 96 = 0.
( 10 5) " — 2y’ =&

—2 3 —2 4 V13 1TF2V13
©0,0y==2EVB o, -2V TF2V
3 3 3
=%t —1, f =2 +3y+5, (%,—1;
" 18 3 18,1 49 (11 47\
Ve YTy Y ope—git (5’30)'
@+ 1+ (@ — 5 =13,
Mégliche speziello Losung
a) 2’ = bz, z”:lz’+iy’—4,
. 5 5
und ¢ 3
_— 4, ;1
y =38y Y rd A
5 12
b) o = 132, p_5 ‘o,
) % 132 x 13:: -|—13y
und
;o i b2, 5,
¥ = T AT A

4 (1081) g ( 86 166) (21 35
1717 1717 17717

1 1
! = — (b2 — 12| 2), ¥ = — (—12z — 5y + 48).
3 13(x y + 32), ¥ 13( x — by + 48)

2
a)Ta’ + 17y’ — 41 = 0; b) 62’ — 12y’ + 32 = 0; c)(z'—%) +(y'—§

d=2z—y+1,y=3z+w~w;(§,§)
a)(7,8); b)3la’ — 22 +7=0, c)32° — 2y —1=0;
d) 2522 — 362y’ + 13y — 292’ 1 16y’ + 4 = 0;

e) Ta? — 1227y’ + 6y’ — 102’ + 8y’ + 2 = 0;

f) 162" — 242y’ + 9y — 1927 + 14y’ + 5 = 0.

a) (2, —1); b)4x — 3y + 4 = 0; c) kein Fixpunkt.

dr — 2y +3=0, 220 —3y+1=0, —c0o<t<oo, t€R, k=9.
1 2 2 4 1 2

——mr Yyt e, Y=z oy — = k=1

’ TVt V=grtgr—g
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3 1
.o’ =2 ——y, ¥y =——y.
z z 2 Y, ¥ 2 y
1 1
39.a)c=—5 d=2; b)e=5 d=—2; c)ce=——, d=——;
4 4
d) ¢ und d sind so zu wihlen, daB die Gleichung d = 5¢ + 1 erfiillt ist, ¢ = =1 ist
dabei auszuschliefen; 4
e) ¢ und d sind so zu wiihlen, da8 die Gleichung 5¢ — 2d + 1 = 0 erfiillt wird.
40. (0,0), y = -?:-a:, y = —2z;
@1, y=trtt y=—2+5
»1), y = 3 3’ Yy .
50. ad —bc=1, a+d=—1.
53. k = 0, Senkgerade: 3z — 2y + 22 = 0,
Originalgerade zu P': z + 3y — 1 = 0.
56. Die Ellipse besitzt keinen uneigentlichen Punkt, die Parabel einen, die Hyperbel hat zwei
uneigentliche Punkte.
3 4 1\2 2\® 5
61. —,—=]; b 4 —_ — =) =—;
%) (25 25) ) (’ c 7) +(y 7) »
PR A LI PR A L
o9« -5) +lr+3) -5
d) (22 + ¥'?)% — (2" — y®) = 0 (Lemniskate).
Einfiihrung in eine Theorie der geometrischen Konstruktionen
4. a) Ja; b) nein; denn es ist 2 = x, und wegen der Unlosbarkeit der ,,Quadratur des
Kreises' ist es auch nicht méglich, aus einer Einheitsstrecke mit Zirkel und Lineal eine
Strecke der MaBzahl » zu konstruieren; c¢) ja; denn es ist x = 6.
15. a), b), ¢) sind l6sbar; d) ist nicht losbar, weil kein Dreieck mit den geforderten GroBen
existiert; a) und c) sind mit Zirkel und Lineal 16sbar.
Geometrische Konstruktionen mit Zirkel und Lineal
4, 24, 30, 32, 34, 40.
7. Wenn g(PQ) nicht parallel zu g und nicht orthogonal zu g ist, so existieren genau zwei der

gesuchten Punkte. Andernfalls gibt es genau einen solchen Punkt.
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Geometrische Konstruktionen mit Zirkel und Llneal
in algebraischer Behandlung

2. Beim Auflésen der quadratischen Gleichung in z erscheint unter der Wurzel der Ausdruck
= (3h% — 3L* + 2KL)* — 4. 4L - (Kh — 2LA% — KL?)
= Ok} + 9L* 4 4K2L? — AKLK] + 14L%h2 + 4KL3.
Wegen 4K2L2 — 4KLhy + b = (2KL — h2)* folgt schlieBlich
D = 8k} + 9L* + (2KL — R2)* + 14Lh2 + 4KI?.

Da stets D > 0 ist, besitzt die gegebene Gleichung im Fall L = 0 (d. h. w, = h,) eine reelle
Lésung, und im Fall L = 0 (d. h. w, > h,) zwei reelle Losungen.

. Der Beweisschritt, der sich bei Gleichungen dritten Grades nach Anwendung des Vieta-
schen Wurzelsatzes ergab, ist bei Gleichungen vierten Grades nicht anwendbar.

=]

. Die Begriindung kann durch Gegenbeispiele gegeben werden.
Im Fall n =2 -k (k=1,2,3,...) ist beispielsweise (z* — 2)¥ = 0 eine Gleichung n-ten
Grades mit rationalen Koeffizienten und dem Koeffizient 1 vor z". Die Gleichung besitzt
keine rationale Lésung, und dennoch existieren Losungen, die aus rationalen Zahlen
konstruierbar sind (sogar alle Lésungen).
Im Fall n=2-k+43(k=1,2,3,...) ist beispielsweise (z® — 2). (2® — 2)¥ = 0 eine
Gleichung n-ten Grades mit rationalen Koeffizienten und dem Koeffizient 1 vor z". Die
Gleichung besitzt keine rationale Losung, und dennoch existieren Losungen, die aus ratio-
nalen Zahlen konstruierbar sind.
Im Fall » = 1 ist der Satz ebenfalls richtig (allerdings trivial).

Die Unl&sbarkeit einiger Konstruktionsaufgaben

4. Esseiz:= | PyAP,| und y:= |< BAP,|. Offensichtlich ist dann auch y = | P,AC|.

a) z ~ 36°52" ~ 36,9° —  rund 22,9% Abweichung von 30°;
Yy ~ 26°34" ~ 26,6° — rund 11,49 Abweichung von 30°.
b) z &~ 21°47" ~ 21,8° — rund 8,9% Abweichung von 20°;
y~19° 7 ~ 19,1° — rund 4,49 Abweichung von 20°.
e) x~ 10°12' &~ 10,2° — rund 29 Abweichung von 10°;
Yy~ 9°54~ 99° — rund 19% Abweichung von 10°.

5. Die Aussage ,,|< GFH| = 3a* ist falsch. Die Abweichung der GroBe «:= | CHG| von
der GroBe % - 180° betrigt rund 1%,

6. Ein weiteres geeig ielles Zahl ipel ist beispielsweise ¢ := 2, b:=1, w,:=1.
Mita = 2, b= 1, w, = 1 ergibt sich fir ¢ die Glelchung e +et—5c—1=0.

7. Ein geeign spezielles Zahlentripel ist beispielsweise @ := 2-]/3, b:=2, w,:=1. Mit
a= V3, b =2, w, =1 ergibtsichfiir z := 2 - ¢ die Gleichung z® + 72* — 40z — 16 = 0.

8. Eine geei Zahl ist beispielsweise w, := 1. Denn mit w, :=1, wg := 2, w, := 2 folgt aus
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Losungen

VI

10.

11.

12.

den Uberlegungen in MfL Bd. 7, 4.4.5.,
8 B8

cosﬁ=sini-ﬁ, d. h. 1—2~sin‘—:3-sin——-4-sin‘—ﬂ—.
2 2 2 2

Mitz:= 2- sinﬁetgibt sich schlieBlich 23 — 2 — 3z + 2 = 0, und diese Gleichung hat
die Losungen

1 1 = 1 1 =
% =2, x,=-—;+?'v5, T == Vs.

Fiir den vorliegenden geometrischen Sachverhalt kommt lediglich z, in Betracht, und das
bedeutet sin%:% -(f5—1), an p=3e.

Numerische Mathematik und Rechentechnik
Arbeitsstufen der Problemanalyse
R—r b r
i =F.— =2 Leei30,
W) Fy=F == B E=—Cri o ¢ 0,
1
Fp+5F
8) # = ——————————.1; falls F gegeniiber F,, F vernachlissigbar klein ist, kann
) T X Fp + F geg 4 Fp 4
- . Fy
niher = - | gesetzt werden;
g T+ 8

b) F = Fj.
a) Vertikalbewegung: g%“”‘- — g (T Gesamtflugzeit),

2
Horizontalbewegung: W = Ty, cos & = 2 gin 24;
9

_ vpsina 4+ Vo3 sin® & + 2gh
v

c) Gesamtflugzeit: 7'
g

Horizontalbewegung: W = ;—6 <sin 20 + 1/511:2 200 + 8;': cos? a).
9 Yo

) W/(6) Jamas = 0 fihrt mit 0:= 32 aut
Yo

8in? 204(C — 4 cos 20p)® = 16 cos? 205(sin® 205 + C + cO8* &y),

woraus sin® oy = 5T folgt. Fir den hieraus ermittelten Winkel oy wird W maximal.
Firk = 2,2 m und 9, = 10 msist sin® &y = 0,411245 und &, ~ 39,9°; W = 12,20 m.

a) s=Tuu=——liuu;
u
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2 4 v, 2 2 b
bt =a,=0, &3 =—rvmas a5 = —?'%y 8 = 5 Tomax = T+ ¥max;
c) v, —Eu
( 3 max*
oz Y 101 1 f ot
13. a) Es gilt — + = =1; aus — + — = —folgt — + -~ = 1.
g b g b f g b
14. a) Brechungsgesetz von SNELLIUS: %, - sin oy = 7, - 8in oty
b) sin oy = 2, da &, = 90° ist.
n
Datenverarbeitung in Digitalrechnern
8.a)g= 8: 6473, ¢) g= 2: 0,001,
g = 2: 110100111011, g 5: 0,03,
g = 16: D3B; g 01,
b) ¢ = 10: 65083, g= 0,16,
g = 16: FE3B; g =16: 02;
) 0,6, 208, 0,24, £ 0,28. .
14. Im Intervall -
a) [10, 100,  b) [2°, 2, o) [1, 120
liegen
90 4 132
Elemente, und zwar:
0,10 - 102, 0,100 - 2¢,
0,11 - 102, 0,101 . 24,
0,110 - 22, consseny
0,99 - 102, 0,111 - 24, 0,19 - 12,
0,1A - 12,
0,1B - 12,
0,20 - 12,
0,BB - 12
15. G, = {s;+ 24, j = —1(1)2} und s; aus der Tabelle i &
1 0.LOO
2 0.LOL
3 0.LLO
4 0.LLL
Vgl. auch Abb. A.4.
llllll1lllll>l7 L L L J
0 -41 ¥ 7 2

Abb. A4
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Losungen

16.

17.

19.

20.
21.

-

®

11.

12,
13.
15.

. Zur Vereinfachung werden die S yesimalziffern durch Ul eichen der entsp

Essig=2,¢=3, k=1, l—2undz—-1—mlta—-0LLL Dann ist 2 = L,00L und
0,00L -2 < z< O,LLL- 2% aberz ¢ M.
a) ¢t =4: y=02718.10,
t=5: y=0,27183.10;
b) ¢t =17: y=0,2236068 . 10.

hend

dezimal notierten Zahlwerte ausgedriickt:
%= 1245110,
& = 01245110,
& = 0,1252110,
2 = 012,
y*=10125-60=1 +(2i_(5)~ 1,42,

z liege im Intervall [g*?, ¢f[. Dann ist |2* —2| g%gi—‘ und |z = ¢*1, daher

162 =Lz";z| §_;.yl—l_

Izl
Oc=4, [|c* — Qo= 299772, |dc| < 1,4 1075,

Nach MfL Bd. 9, 2.5.2.(9), ist |0h] = —112- +10-2 < 1079,

Einfilhrung in die Programmiersprache ALGOL 60

Ausdruck: Wert  und Typ:
afb x0 0 real,
afb —c 1 real,
afbfc nicht definiert,
aj(@a — b — ¢) nicht definiert,
a+bXxe 1 {lnteger} falls a, b, ¢ vom Typ {mg"},
real
. _ Integer b, ¢ integer
bte 1 { } alls{ c} vom Typ {renl ,
ajctd nicht definiert,
atbte 1 {mteger} falls a, b, ¢ vom Typ {integer}
it < y then begin h:=a; a:=b = hend
else begin h:=b; b:=c;c:= hend;

a) —15; b) 1,3,8.
s: 3, 10, 16; y: 4.
a) m: Al;
if B then begin 42; Drucke (Z); goto m end;
b) if Bi then begin it B2 then A2 else A1 end; 43;
c) it B1 then begin if B2 then A2 end else A1; 43;

d) it B1 then begin if B2 then A4 else 43 end
- else begin A1; A2 end; A5;
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17.

20.

21.
23.

2

3

. Néherungsnullstellen: 2, = %, z, = 5

for z:= 2.2 step —1.5 until —3.8 do

begin if z < 0 then g:= —entier(—x) else g : = entier(z);
ri=z—g; '
Drucke (z, g, 7)

end;

begin integer n;
Lies(n);
begin integer i; real s; array a, b[1:7];
1= 8+ aff] X Bl3];

end
end

Ausgewihlte Gegenstinde der Numerischen Mathematik

Prin(050), Prax(—0,3733004;0,0439171).

. 2 = —1,984782.

L@ =0, =z, =3019612.

. P(z) = 10(x — 9)° + 169(x — 9)? -+ 503(z — 9) — 73.

. a) z = 0,3376667; b) z = 2,2055695.

. Prax(0,2014; 21,2019).

. 8) # = 1,01943, y = 1,03065; b) z = 0,27245, y = 0,68775.

1 1
7 glag) = —;

glzy) = 27"

3 H

. Minimum des Interpolationspolynoms: P;,(1,694363; 0,605627).

1
1
1 1
== 3
2 |z 1 —%h
Zy 1 —Y
23 1 —¥

g(t) = 2,52 + 0,0375(t — 5,5) + 0,00368(t — 5,5) (¢ — 21,5), g(8,3) = 2,49.
a) Nach MiL Bd. 9, 4.2.5.(51), (II), ist

Plg) = —4+2x — 22z — 1) + 2(2 — 1) (z + 1) — 22z — 1) (x + 1) (z — 2)

+a@—1) @@+ 1) (- 2) @+ 2).

.B(t)=B(t+—;-) .

2

LA+, 1\, 9\ . ..
+0 2 (‘ 4)t 4)+ ’

bt h o 1AL A, 1)L 1
=Tttty iy Rt TR il
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28.

29.

31.

33.

36.

37.

Fiir zwei aufeinanderfolgende Argumente z,, z, der gegebenen Sinustafel sei BFezi(t)
das nach den Differenzen k-ter Ordnung abgebrochene Besselpolynom (vgl. Aufgabe 27).
Mit Hilfe von MfL Bd. 9, 4.2.5.(54), (II), ergibt sich fir das jeweilige Restglied |R,|
<3,5-10°8, so daB es geniigt, k¥ = 3 zu withlen. Mit den Besselpolynomen dieses Grades
findet man:

x t By(t) ~ sinz
30,6 —0,25 0,507 54
31 0,00 0,51504
31,5 0,25 0,52250
32,6 —0,25 0,53730
33 0,00 0,544 64
33,6 0,25 0,55194
34,6 —0,25 0,56641
3 - 0,00 0,57358
35,6 .- 0,26 0,58071

Man erkennt aus dem Differenzenschema, daB der Fehler bei = 45 liegt. Der korrigierte
Wert ist f(45) = lg 45 = 1,65321.

Mit Benutzung der zweiten Formel (6), MfL Bd. 9, 4.3.1., erhillt man den Wert y’(7,50)
R L (0,2033 — 0,1984) = 0,245.

0,02
Mit Hilfe von (10), MfL Bd. 9, 4.3.1., berechnet man auf Grund des Differenzenschemas
Jo(1) & —0,44005, Jg (1) ~ —0,3253.

b—a b—a

4, = e A1=4.. s 4y = 4,.
. Mit der in MfL Bd. 9, 4.3.2., b Stiitzstellenindizierung sind die Gewichte
32 7
fiir fiinf Ordinaten Ao~— AH—E Ay, =
fiir neun Ordinaten 4, = —ﬁ. +1 = do4e6 ta= — 92_8,
14175 14175 175’ 14175
_ 5888 _ 989
BT 417 T T 141’

In 11 = 2,39789527.

Fiir A = 0,1 wird der Verfa.hrensfehler kleiner als ¢ (vgl. MfL Bd. 9, 4.3.2.(36), (37)). Es
ergibt sich 7 & 3,1415926.

Der Verfahrensfehler ist kleiner als 15 - 104,

I~ . 2,0045595,
n

Verfahrensfehler: | RI; (0, 1)‘ <L 0007,
2n, .

2
Texaxt, = =3
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39.

41.

42,

44,

45.
46.

47.

-

4 - L
Vgl. MfL Bd. 9, 4.3.2.(23). Man erhilt 4y = — —2—, 4,=4,= 3 Es geniigt zu zeigen,
daB f(z) = a® exakt integriert wird. 3
A—F
A F - 100
c) x 21
30° | 0.0117993 | 0.0117607 0.327
60° | 0.0905861 | 0.0893164 1.402
90° | 0.2853982 | 0.2761424 3.243
120° | 0.6191848 | 0.5773503 6.756
150° | 1.0589969 | 0.9545607 9.862
180 1.5707963 | 1.3333333 15.117

Nach M{L Bd. 9, 4.3.2.(34), folgt

o 12¢
My(b — a) ’
Eine Schranke fiir |f”| auf [(a, b)) ist M, = max (1,® — 1, a® — 1).

a) Mit der SchrittgroBe » = 0,125 erhilt man I = 0,68269; b) man erhilt den gleichen
Wert.

Si(3) = 1,84865.

Der exakte Wert ist I = = 1,5707963.

2
2
Der exakte Wert ist I = % .

Approximationstheorie

* — (In 2t 1), I LT ¢ . T
.a)a (In s ), b) @ 2 z“-|- 1_|.zn+1 L
0
2

. Maclaurin-Entwicklung:

¥s(x) = 1,5707962 — 0,6459642°% + 0,0796932%;

Fas(z) = 1,215854 - Py(z) — 0,224802 - Py(z) -+ 0,009235 - Py(z)
= 1,5705082 — 0,6430362° + 0,0727262;

2
Z(a*) = |[sin % z — Far(2)|| < 107
z o o025 0,5 0,75 1
sin%z 0 |o0,38268 |0,70711 |0,92388 | 1
(@) 0 |0,38268 |0,70714 |0,92449 | 1,00452
Fas(z) 0 |0,38265 |0,70715 |0,92386 | 1,00020
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10. Erste Gleichrichterkurve:
Br=0 (=12.),

P 1 - I

G CTORR

. _ (=1 _ s _24m

agig = 2% + 1) G=12..), af= 7

P e VA 10 e \ N

Q4542 = all — 42j + 17 (G=012..),
—1)f

=== —0,1,2,...

2n(2j + 1)
Zweite Gleichrichterkurve:
=0 (=12..,

e 2 (=1

- =0,1,2..),
as 71— 4 Y )

5 1
afi=0 (=12, af =7

—2
1. a)ay =2=2%,
1. 2) af =7
0, falls 7 ungerade,
* _
%G =12._L | fulls; gerade (j = 0),
n 2 —1
2 3
% _, falls j ungerade,
b =17-j
0, falls j gerade.
1
b) af = =
0, falls j ungerade,
a*r=12 1 ,
7 = , falls j gerade (j =& 0),
n 2—1
B =0 firj =1,2, ...

falls j ungerade,

falls j gerade (j == 0),

firj =1,

falls j ungerade (j & 1),

falls j gerade.
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12.

13.

18.

20.

—1
a) Fae =@, + @25 b) Far =295 ©) y1 = 91, 'I’x=( 2); d) Fas = 2y, + y,.
21 15 bn 1
a) Fa‘(z)=an—anx’; b) F,,-=%; ¢) Fa0(2)=%—§~?(3x’—1).

a) P* weicht unter allen Polynomen zweiten Grades mit dem Leitkoeffizienten a$ und dem
absoluten Glied —1 am wenigsten von Null ab.

b) Neben Fas ist z. B. auch Fo = 0 Minimallésung. Fiira, = 0 leisten noch alle Funktionen
y = a;z mit —2 < a, < 0 Bestapproximation.

Alle Fq mit 0 < ay < —a, < 2 sind Minimallésungen.

Fiira, < 0ist der zulissige Parameterbereich fiir Minimallsungen durch die Ungleichungen

—1§a,+a1+1§1,al—+—2<1, _1§Pa,_+2§1
—2a, —2a,
bestimmt.

Fir die unter a) bestimmte Minimallosung Fg+ markiert a* = ( (;) einen Eckpunkt des

Zuléssigkeitsbereiches.
o) Die Funktionen ¢,(z) = z und gy(z) = «* bilden auf [0, 1] kein Gebydev-System.

. Minimallésungen sind alle Polynome Fae(2) = b (z’ — %) mit —% =bh=s %

1 1 1 1
a)e?f=1+4 x+?z“ +-Ea:’ + 2—4:# +maﬁ ﬂ-R,,(x), | Rs(2)| < 0,0038:

Umordnung des Polynoms
1 1 1 1
=1 S —ad o —af  —2
f(=) teot e+ gt o+

nach Cebyev-Polynomen:
Ty(z) = 1625 — 202® + 52,

f(@) = By + byw + ba® + bya® + bt + R.l_m_omx)’
=1, b,=1—ﬁ=%§, b2=%, b,=;—;, b,=i;
‘f;‘;}" = Tﬁ < 5,21 - 10,
Abermalige Reduktion mit 7'y(z) = 8a* — 822 + 1 fithrt auf
fl@) = %4—%: +%iz" + ;%za + 8.1241',(:), % < 521102,

Benutzt man zur Approximation von ¢* das Polynom
P) = 5‘3; (382 + 383z - 2082 + 6827,

so gilt auf [[—1, 1] fiir den Fehler B
|R| < 0,0038 + 5,21(10~% + 10-3) < 0,01.

b) d(z) = e — P(z) ist auf [—1, 1] zu untersuchen. P ist nicht Minimallésung im Sinne
von CebySev, da das Kriterium des Alternantensatzes verletzt ist.
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Lésungen =

21.

15.
17.
18.
19.
20.
22,

24.
25.

27.

®

©

10.

. Ist b — da {f}o, 80 ist das System {

. Optimale Losung: a) & = (:), b) =l(6).

. a) Optimale Lésung: & = (5) x

Nach Substitution von ¢ = 22 wird die Funktion

gin z t 2 il t
=22 L L Rfiro<t<l1
1 z sts g T RIr0st=

betrachtet. Um die der zuléssigen Toleranz entsprechende Graderniedrigung beziiglich des
Intervalls 0 < ¢ < 1 durchfiihren zu konnen, sind an Stelle der 7'; die transformierten
Cebygev-Polynome Ti(t) = T;(2t — 1) zu betrachten.

Lésung von Gleichungen

fiir beliebige Werte ¢, d 16sbar
nur lésbar, wenn d — 2¢ = 0 st |

La) gy =a3=1, 2,=2; b) 2, =2, z,=—1, 23=05.
=2, 2,=3, z3=—1,

. Zu losen iéb das lineare Gleichungssystem

@y + ay2; + 4y} + oo+ + a@d — y; = (—1)'d, ©=0(1)7; w; y; gemiB Tabelle,
ay = 6,66706 - 104, a, = —3,08186-10% a, = 5,36565 - 103,
a; = —4,28849 - 10, @, = 1,78458 - 10}, a; = —3,67035- 10,
s = 2,95826 . 10-%, d — 5,96400 - 10%.
=1, 2,=2, z3=-—2.

Die bei A bzw. B auftretende Druckkraft hat einen Betrag von 7312 N bzw. von 8974 N,
die bei C auftretende Zugkraft einen Betrag von 3656 N.

z; = 0,1938724, =, = 0,4540627, z; = 0,7043213, =z, = 0,9161187.
@ =0,93508, y=0,99802.

z, = 1,0173287, =z, = 1,0584940.

z = 1,01943, y =1,03065.

Nach der Regel von NEwTON ist L = 2 obere Schranke.

N =3 — g; tatsiichlich liegen genau drei Nullstellen im Intervall [0, 1].
Komplexe Nullstellen: 2, = 1 4+ 2i.

Lineare Optimierung

25\17

1

b) Das Problem ist ausgeartet, da &2 = (0, 4, 0, 2, 0)T weniger als m = 3 von Null ver-
schiedene Koordinaten hat.
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18.
20.

21.

. a) Optimale Losungen sind allex = (xl) mit 7 = —x; + 1luwnd3 =2, = 3T: .
T,

2,

. Das Problem besitzt keine Losung.

. Von jedem Erzeugnis sind 30 L& inheiten pro Zeiteinheit her llen. Der Gewinn

betrigt 750 Geldeinheiten. Die pro Zeiteinheit verarbeiteten Materialmengen sind 180, 90,
180 Einheiten der Materialarten 1, 2, 3.

Erste, zweite, dritte Technologie 68, 84, 16 Einheiten. Es gibt weitere optimale Losungen.

Vom Bahnhof B, erhalten E,, E,, E; 12 baw. 14 bzw. 10 Waggons, und vom Bahnhof B,
erhiilt By 14 Waggons. Auf dem Bahnhof B, verbleiben 7 Waggons.

a) x, = 54,65, z, = 81,82 (Anzahlen der Mengeneinheiten). .
b) Die weitere Restriktion 12,6z, + 16,8z, < 2500 bewirkt keine Anderung der Losung.

VIl.  Wahrscheinlichkeitstheorie und mathematische Statistik

)

w

>

® =

[

w

.B=A4,u[(4ud)nd], B=A4n[#nd)u4d,.

4 2 2 — - /4 8
.D=An(UBk)n(UC,->, D=AU(QB})U(OC;'>
j=1 j=1

Zufillige Ereignisse

k=1 k=1

. a) Das Teil wiegt mindestens 50 g.

b) Das Teil wiegt weniger als 30 g oder mindestens 40 g.
c) Das Teil wiegt mindestens 90 g, aber weniger als 100 g.

. EsgiltAn(AnB)=8,40{duB)=8,(AnB)u(AvB) =9 und

Au(AnB)u(@AuB)=2.

.A=BnC.

. 4 und C sind atomar, B ist zusammengesetzt.

Wabhrscheinlichkeit

.a) 0,3; b)O0.

4
. P(4) = ' P(B) =g.

. ) (32) ~4,32-107 (> 40 Millionen); b) —— ~ 0,00000002; ©) % ~ 0,34;

10

(e)(2)
4 1= \2) 03,

(t)
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4.p=%~9,1.1o—ﬂ.
()
1 5
5. P(A)—? P(B)=§, P(C)=?.
6. P(4) = w(w — 1) P(B)=w(w—1)+a(a—l)
’ w+e)(w+s—1)° w+s(w+s—1)’
PO) = 28w

(w8 (w+s—1)
P(B) 2 P(C) gilt genau dann, wenn (w — )2 3 w + & gilt.

7'.")1-3-..--(2n1—3)(2n~1)’ b)1-3-----(2:!—3)(2n—1)'

R L

9. P(A)=—;—, P(B)=%, P(C)=-§-, P(AuB)=-§—, P(4nB)=0,
.P(BuC)=—%, P(Bn0)=%, P(EuC):%, P(C\B)=—:-;-,

P(Zan6)=%, P(AuEuC):%, P(BAC):—;-.

7 29 5
R —; b —_
0o P 95 ;
11. b)P(AAB)=2r—p—q, PAnB)y=r—gq, PAnB)=1—r.
1. (a—2r—d)(b—2r—d).
ab
4. a) P X<, Y<y)==z-y,
PX<az)=PX<2z,Y¥Y<l)=2z-1=uz, = Behauptung;
PY<y)=PX<L,Y<y=1ly=y
b)a) P(X — ¥|<z)=1—(1 —z)? =2 — 22, ‘

1
B8) P(X-Y<z)=z+f£dz:z—z-lnz,
») Plmin (X, ¥) <2) = 1 — (1 — 2t = 22 — 22,
d) P(max {X, Y} < z) = 22,

22 fiir 0<z<—;—,
s)P( (X+Y)<z) .
1—-2(1 —22=4z— 1 — 222 fir ?§z<1

(Abb. A.5a);

c) P (Wurzeln reell) = P(Y = ) f—d:r = 11—2 (Abb. A.5Db).
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Hyperbel
Y y y
f o 1 B) 1 7
y )
z

b

-z0z Tx z 1 x° z 1x
% d) ¥ el) 4 el };

22|
4 1 2

z 21:/ T__:;ﬁ%
0 z 7 x0 2z 1 x0 2z 2zx 0 1 x
a) b)

Abb. A5

Bedingte Wahrscheinlichkeit

1. a) 0,65; b) 0,15; c) 0,40; d) 0,27; e) 0,012; d) 0,01237.

2. a) 0,612; b) 0,997.

3.1 —(1—0,014)° ~ 0,5.

4. a) 0,66; b) 0,96; c) 0,38.

5.1—(1—08)(1 —04: 0,7-09) (1 —0,5) =0,8504 ~ 85%.

6. p1+ [1 — (1 — 2a15)°)

7. P(A)=1—[1 — (1 —p) B, P(B)=pi, P(O)=1—(1—p)

© o

10.

12,

14.

17.

Q

18.

PD)=1—(1—p)* (1 —p)*, P(E)=2p,(1 —p1).

. a) Nein; b) 0,56 < P(4 n B) < 0,75; c) 0,6075.
. ap(l — p)™1 (1 — py) + (1 — p)* Po-
e (Do (3 ree (1))
n—1
M—1 M M
O y—¢ YF-r 0%

1 1 N L i ..
Py = 1_5_}_; — 4 e (=1) lﬁ(_’ 1 _T fiar N—)oo).
a) P(,gut*) = 0,404, P(,,mittelmiBig*) = 0,500, P(,,schlecht‘) = 0,096,
Urteil: mittelmiBig; .
b) P(,gut*) = 0,62, P(,,mittelmiBig") = 0,44, P(,,schlecht®) = 0,04,
Urteil: gat.
Gruppe 2.



252 Lésungen

Diskrete ZufallsgréBen

3. EX=1.04+2.-04+3.02=1,8,
BY=1-05+2.03+3-02=1,7,
EZ =1.-044+2.03+4+3-0244-0,1=20.
Der unter b) aufgefithrte Wiigsatz ist also optimal.
. a) EX = 5,083; b) &) 0,0850, B) 0,0783, ) 0,078056.
. Vgl. MfL Bd. 11, Tafel 12.1 zur Binomialverteilung
a) b(3; 4, 0,6) + b(4; 4, 0,6) = 0,476;
b) b(4; 6, 0,6) + b(5; 8, 0,6) + b(6; 6, 0,6) = 0,545;
c) 0,476 - 0,545 = 0,26; d) b(6; 10, 0,6) + -.- + b(10; 10, 0,6) = 0,63.
(s) (2) ()G), G)E)
5/\4 1 2/\7 3/\6 12
PA)y=2.2 "/ —_ pp =2 \T]  \3/\6] 12
) 18 34 (B) 18 + 18 17
9 9 9
. Vgl. MfL Bd. 11, Tafel 12.2 zur Poissonverteilung
a) (05 3) + p(1; 3) + p(2; 3) + p(3; 3) = 0,647;
b) 1 —p(0;3) — p(1; 3) = 0,801; c¢) 1;
d) p(2; 3) + p(3; 3) = 0,448; e) p(0; 3) + p(1;3) = 0,199.
. P(Xy5 2 2) = 1 — p(0; 1,5) — p(1; 1,5) = 0,4422 ~ 449,
(vgl. MfL Bd. 11, Tafel 12.1 zur Binomialverteilung).
10, 8) P(X = k) = (1 — p)b-1p = 0,97751. 0,023  (k=1,2,...);
1
b EX=Fut s p=—p 2 (Fa—p¥)-1
¢) P(X>DN)=(1—p)¥ =0977" -0 fir N - oo;
d) &) o =99, B) ny =198, y) ny = 297.

11. X ist binomialverteilt mit n = 600 und » = 0,05, niherungsweise poissonverteilt mlt
4 = 600-0,006 = 3,
G =600-10 — 1500- X.
a) EG = 6000 — 1500 - EX = 6000 — 1500 - 3 = 1500;

b)P(G<0)=P(x>4)=1—P(xg4):1—z‘P(X=k)~o,1s;
k=0

(L

&

®

©

= 43,48;

2
o) P(G = 2000) = P xg%) =PX=2)=3PX="kn 042
k=0
(vgl. MfL Bd. 11, Tafel 12.2 zur Poissonverteilung).

Stetige ZufallsgréBen

8) 6= 12; b) zpey — %; o) EX — 0,6, DX = 0,04.

. @) & = 0,005 ((Tage)); b) - In 20 ~ 605 (Tage).
: o

[

@
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'S

=3

-

[N

. 8) fyly) = {

.n)P(X=—1)=% P(X =0)

fir y =<0
1,6 - e~ L6V fiir y > 0;

b) Die zufiillige Anzahl Z der fehlerlosen Stiicke unter sechs Stiicken ist binomialverteilt
mit den Parametern n — 6 und p = e-1-5, Damit folgt P(Z = 2) = b(2; 6, e~1%) ~ 0,27.

’ Exponentialverteilung mit & = 1,5.

.a)EX:L, D2X=— v=’—[_, 7—2 ﬂ=£.
b b 173 143 P
b) Eine Gammaverteilung mit b = %und P =-7;- (m natiirliche Zahl) ist eine y*-

Verteilung mit m Freiheitsgraden.

. a) P8 < X < 2,1) = ¢(2’1 — "95) —® ( 18 — 1’95) — 0,9973;

0,05 0,05

2 — 1,95
b) AX=22)=1—-PX<2)=1—0 [——
) P(X = 2) (X < 2) (0,05

man muB also etwa mit 16 Umschla in einem Pdckchen von 100 Stiick rechnen, die
eine Masse vom mindestens 2 g haben.

) = 0,1587;

03

. P(X §3,5)=4&(M) = (%2) =1 ~¢(§)=o,252~25%.

Zufillige Vektoren

=
]
I
I

- =

® | | e

P(y__l)_i, PY=0==, P¥Y=1)=—;

I)
b) ja; ¢) EX=FEY =0, EXY =0, D)X =D*Y =0, oX, Y)=0;
d) nein, denn z. B. gilt P(X =0, ¥ =0) & P(X =0)- P(Y = 0);

¢) P(X = Y)——+0+—-%.

D ¥ va|1 2 3 ©) nein;
e

2 3 4 5
1 0,35 | 0,14 | 0,01 d Z:
2 0,15 | 0,06 | 0,09 0,35 | 0,29 | 0,27 | 0,00
3 020 |0 0
Lqi=1—p, ¢:=1—9p"
R N )pq(qq) - k=0,1,.cymsn=0,1,..);

b) POV =) k_z"oP =n K=k =pgt —p9" (1=0.1,..0,

PK = 2PN—n,K=Ic)=p’q”‘ (k=0,1,...);
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d 7 er'qd
E PN =nK=Fk= o I
% (N + 1) n=Z(') Eé‘o n + X " ) A—pg (—pa¢ n (p'g)

ist ein MaB fiir den AusschuBanteil in der gepriiften Produktion;

QpE=%, py-1=29¢ E(K,N,=“2—,P’¢,
I'Z g (p'q)®
cov (N, K) = E(K - N) — (EK) (EN) =

p“q
EK EK
—_— = E
VEm+n N1 YT (N+)
0 fir z <0,
4.8) Fy(z) = Yz fir 0< 2z <1,
1. fir 2> 1;
0 firz<0 undfirz>=1,
b) fr(@) {L_ fir 0 <z < 1;
2Vz
11 1,3 1 1 1
c) nein, denn z. B. glltF(xy,(z 4)—;#7.‘_2.:1#}{ (?)Fy(z),
d) ja, denn es ist EXY = EX® = 0, EX = 0, D*X > 0, D*Y > 0.
6. a) Fy(z) =1 —[1 — Fy(2)]- [1 — Fy(2)]; b) Fz(z) = Fy(z) - Fy(2).
V2 ‘{,‘-
= fii 0, 8kT
Ta) frle) ={Yawt b) BV = V— V
0 fir 2 < 0;

¢) DV = (3 -—) aﬂ—04535"—,1 d) 1T)=E(%-V’)=%ma’ =%kT.

B s o o
8. o+ B: fole) = - ﬂ(e % — ePz)  fir 2> 0,
0 fir z < 0;

aze®  fir z> 0,
a=p 1,(:)_{ fir z < 0.

9. fa(z) = ; . -1-71_; (—o0 < z<o0), Cauchy-Verteilung.

10. a) [280p — 15,32p, 280p + 15,32p] = [[264,68p, 295,32p];
b) [14750p — 115,2p, 14750p + 115,2p]) = [[14634,8p, 14865,2p].

Grenzwertsitze

1. a) ¢ < 0; b) ¢ beliebig; «¢) u<%.

[

. a) Frz) =P(L<2)=PLP<a®)=PX}+---+ X} <2 = Fp(?);
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255

o

[

L

-

X24+.o+X2—n 22—n z? —n
b) Fy(e) = P (2—FF2— — @ ;
) Fr(z) ( ey <}/21L )w (Vﬁ)

¢) p =005 mita), p~ 0,04 mit b).

& = 6,19, s = 2,49, &y = 13,5, & = 13,5, 8 = 12, vx = 0,186,

% = 20,592, = 0,4156, &3 = 50,383, sj = 0,04057, s, = —1,408, r = —0,985.
. r =0,992979.

Grundbegriffe der mathematischen Statistik

fiir p = 109, eine von 35%.

. a) L(0,02) ~ 74%, L(0,05) rs 29%.
b » |0 001 002 003 004 005 0,08 008 0,1 (Abb. A.6).

Lip) | 1 091 074 056 041 029 020 0,09 0,04

L(p) L(p)
7 1
06| 08
06| 06
04 04
02 02

T

fo f iy 1
0 002 004 006 008p O 002 004 006 p
Abb. A6 Abb. A7

950\ [ 1\¥ 1\%50—k  (950\ 1
a) P(Tm=10-(950+k))=(k )(?) (1 7?) =( > )2—95—0
BTy = 14250, DTy = 23750;
b) P(Tyy < 4-60-60) nv @ (28080 — 14350\ _ 56 073) — 0,83;
V23750
¢) n = 770.
28,00 — 27,45 27,00 — 27,45
pr D > > — @ - = = 0,807 ~ 819%,.
( ¥o,1446 ) ( ¥o,1446 ) ?
Beschreibende Statistik
.a)z=21, =26, s=5,1.
. b) E— 13,45, s = 6,14, s = 248, & = 14, £ = 14, 6 = 12, v = 0,184, Ty — 13,4,

. a) n=10; b) fiir p = 5% ergibt sich eine Annahmewahrscheinlichkeit von 60%,
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3.a) n=108, ¢c=2
b) » I 0,01 0,02 003 0,04 005 006 0,10 (Abb. A.7).
L(p) I 0,904 0,633 0,372 0,195 0,095 0,044 0,0014‘

Einfiihrung in die Schitztheorie

3. é_=x—_.1n2=—:‘-(x1+...+x,)-1u2.
"
4. p=1— ]/—, speziell: § = 0,1487.
n

5 py= n _ 1
At Gt + X)) g 4X,

6. 8) I(Xy, ..., X,) = [[9,, £ %Lua,, 0, + %m - al):[l;

b) I(Xy, ..y Xy) = ][é, 4+ %111 - é,.:ﬂ.

0 fir 0 <0 +-Llna,
n
OV =11 _genr-n fir 0+ Llma<o <0, (vglAbb,AS).
n
(1 — &) en@=0) fir ¢ > 9
y
7
T-oc
y=K(8,6)
(8 fest)
Abb. A8
0 6+Linoc 8

Es gilt K(9,0') < K(6,6) = 1 — o fiir alle 0; die Konfidenzschitzung ist also unver-
félscht.

c) Lénge: —lln o, speziell: 0,2096; n = 15,
n

7.0 1%y, X,)=[?.,$7,]] mit 9, = max (Z, ..., Z}
V=
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10.

11.

a

1

w

4.

7' 2n
b) K@ 9) = 1—o (7) fir y<y' = :%‘7, (vgl. Abb. A.9).
0 fir ' = hl_y
Vo
y
1
T-
i
y=Kizy)
(y f‘e{rr?’
. 2 Abb. A9
2{ i '
Z=7 7

Es gilt K(y, ") < K(y,y) = 1 — « fiir alle y; die Konfidenzschiitzung ist also unver-
falscht.

. I(Xy, o0 ,.)— Zniay h"" Al mit oy =0, 0 =0, oy + 0 = .
2nX X,
3 [—76,68 pm, —45,32 p.m].

a) fi, = L (X, + --+ + X,) liefert den Schitzwert 16,05;
n
b) I(X,, ..., X,) = H:X_,, — 21—a a—i,oo[[ liefert fiir 1 — o = 0,99 das Schitzintervall
Va 15,65, cof[ -
[[0,07695, 0,28382].

Einfiihrung in die Testtheorie

10

. Wegen [t| = [— 10 =—> 1,96 = 7_= wird H abgelehnt.
3|73 -5

Wegen [t| = |—1,961] = 1,961 > 1,645 =2 = wird H abgelehnt.
2

Wegen o005 = 13,85 < 30,736 =t < 36,42 = #34:0,95 ist gegen H nichts einzuwenden.

7 =29, ag=24, =104, sh=043.
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a) Wegen Fy ;005 = 0,31 < t = 2,42 < Fgg,0,95 = 3,18 ist gegen die Hypothese nichts
einzuwenden.

b) Wegen [¢| = 1,30 < 2,101 = t;5;9,975 ist gegen die Hypothese nichts einzuwenden.

5. a) Wegen [f| = |—2,15| = 2,15 > 1,96 =2z, ist die Hypothese abzulehnen; der Wiir-
fel kann nicht als ideal angesehen werden. '~ 3

b) Wegen |t| = 1,26 < 1,96 = z = ist gegen die Hypothese nichts einzuwenden; der
2

Wiirfel kann als ideal angesehen werden.

6. Wegen ¢ = 94,2 > 15,09 = Zg;o.w ist die Hypothese abzulehnen; der V.Viirfel kann nicht
als ideal angesehen werden.

7. Wegen t = 5,125 < 16,92 = y3;0,05 ist gegen die Hypothese nichts einzuwenden.

8. Wegen ¢ = 5,3 < 12,59 = y4.0,95 ist gegen die Hypothese nichts einzuwenden.

9. Wegen ¢ = 27,45 < 36,42 = 330,95 ist gegen die Hypothese nichts einzuwenden.

10. b) Wegen ¢ = 11,54 > 9,488 = y{5_1)(2—1);0,95 ist die Hypothese abzulehnen.

VIII.  Grundlagen der Mathematik

Aussagenlogik

1. a ist kein Ausdruck, b und c sind Ausdriicke.

2.p q r. 1b 1e
W W W W W
WWTPF F F
WF WWW
WPF F W W
F W W W W
F WF F W
F F W W W
F F ¥F F W

4.a) q—>p; b) pagq.

Semantische Grundbegriffe der Metamathematik

1. Zum Beispiel A z((A VR(v, y, z) A V uS(x, u)) - V tR(t, y, 2)).
2. AxVy Az(S(x,y) > R(z)) oder AzAxVy(S(x,y) > R(z).
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Algorithmen

1. giex(bade) = 300; gprim(bade) = 126052500.
2. gokim(71500) existiert nicht; gphm(92400) = a,8,8,0,8,5  Gprim(5402250) = a,8,8,8,.
4. giA(71500) = dbdadde; g7k (92400) = edbcede; g (5402250) = beeeccbdde.

Entscheidbarkeit und Aufzihlbarkeit von Sprachen
und Theorien

2. a und b nicht allgemeingiiltig, ¢ allgemeingiiltig.



