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Vorwort

,,Wenn man mit einer Theorie nicht rechnen
kann, dann taugt die ganze Theorie nichts.*
Hermamn Ludwig Schmid

Das vorliegende Buch ist entstanden aus Arbeitsgemeinschaften, Seminaren und Vor-
lesungen, die ich an der Humboldt-Universitét Berlin, der Martin-Luther-Universitit
Halle-Wittenberg und der Piadagogischen Hochschule ,,Karl Liebknecht* Potsdam
gehalten habe, zuletzt vor Lehrerstudenten im Rahmen der wahlweise-obligatorischen
Ausbildung im Direktstudium sowie der differenziert-obligatorischen Ausbildung
im Fernstudium. Es soll auch weiterhin fiir diese beiden Veranstaltungsreihen Ver-
wendung finden.

Im Rahmen dieser Ausbildungen diirfte die Vertiefung des Wissens auf einem
Spezialgebiet Vorrang vor der Vermittlung von Uberblickswissen haben, iiber dessen
Effektivitat mancher Zweifel angemeldet werden kann. Somit miissen grundsétzliche
Begriffe und Gedankengiinge als solche zum Ausdruck kommen, ohne daf die
Moglichkeit der Verweisung auf Analogien besteht. Hierdurch und durch die Ver-
wendung als Lehrmaterial im Fernstudium ist die Breite der Darstellung im vor-
liegenden Band motiviert. Lediglich in den letzten beiden Kapiteln wird hiervon
etwas abgegangen; insbesondere sollen die dort haufigeren Literaturverweisungen
Anregungen fiir das Hiniiberwechseln der Studierenden zur Originalliteratur geben.

Dieses Buch kniipft konsequent an die schon erschienenen Bénde der Reihe
,»Mathematik fiir Lehrer (MfL) an; dies bedeutet einmal eine Fortfithrung der dort
verwendeten Zeichen und Bezeichnungen und ferner, da8 keine anderen als die dort
vermittelten Kenntnisse vorausgesetzt werden und auf die entsprechenden Stellen
(vor allem im Band 3) laufend verwiesen wird. Die dadurch gegebenen Einschrin-
kungen bei der Darstellung und Beweisfiihrung werden besonders im zweiten und
dritten Kapitel sichtbar, wo bei der Einfiihrung des Dimensionsbegriffes der Begriff
»»Lranszendenzgrad® nicht zur Verfiigung stand. Hier wird der fachkundige Leser
moglicherweise ein Unbehagen empfinden. Fehlende Vorkenntnisse zwangen auch
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zum Verzicht auf eine Darstellung von Priméridealketten und der Kroneckerschen
Eliminationstheorie; ersteres kommt im sechsten Kapitel bei Satz 25 zum Tragen,
wihrend die Existenz von Nullstellen fiir P-Ideale, die vom Einheitsideal verschieden
sind, iiber die Existenz allgemeiner Nullstellen von Primidealen und die Lasker-
Noetherschen Sitze nachgewiesen wird.

Die Stoffauswahl wurde auBerdem durch das Grundanliegen bestimmt, eine Ein-
fithrung in die Theorie der Polynomideale zu geben und dafiir zugleich einige prak-
tische Verfahren vorzulegen, welche zum Teil mit fritheren Diplomanden entwickelt
worden sind. Unter diesen mochte ich vor allem die Arbeit von Frau Dr. RENATE
KummEr (Halle) iiber Potenzproduktideale erwihnen, auf die im Text wiederholt
Bezug genommen wird. Erst dadurch ist es moglich, die vielen Begriffe der Ideal-
theorie laufend durch Beispiele zu illustrieren, wobei ein Teil der Rechnungen jeweils
dem Leser iiberlassen wird. Auf weitere Ubungsaufgaben konnte daher im Text
verzichtet werden; die am Schluf angegebenen Beispiele bieten dafiir ein weiteres
Betétigungsfeld, sollen aber auch den in der Forschung tétigen Kollegen ein gewisses
Material liefern. Dasselbe gilt fiir die Formeltabellen im ersten Kapitel, die zum
groften Teil von Herrn Prof. Dr. O.-H. KrrLEr (Halle) stammen.

Die historische Entwicklung der Theorie der Polynomideale als Anwendung der
abstrakten Idealtheorie brachte es wohl mit sich, daB in der bisherigen Literatur
Analogien und Unterschiede zwischen linearen und nichtlinearen Gleichungs-
systemen ‘nicht herausgearbeitet worden sind, welche hier neben der Entwicklung
praktischer Verfahren im Vordergrund stehen. Dem letztgenannten Aspekt dient
auch das im AnschluB an die Literatur gegebene ,,Verzeichnis der praktischen
Methoden®, welches neben der detaillierten Untergliederung dem Leser das Auf-
finden bestimmter Textstellen erleichtern soll.

Dadurch wird auch der nur fachinteressierte Leser in diesem Buch trotz oder wegen
der Breite der Darstellung manches finden, was in anderen Lehrbiichern bisher
unerwihnt blieb: so etwa die strenge Unterscheidung zwischen quasipriméren und
priméren Idealen, die vielfach verwischt und bei HopcE und PEDOE ganz aufgehoben
wird, und die Notwendigkeit der Unterscheidung zwischen Minimalbasen und Basen
minimaler Linge bei P-Idealen. Letzteres rechtfertigt es auch, Sitze fiir P- und
H-Ideale gesondert zu formulieren und die Bezeichnungen strikt zu differenzieren;
so werden grundsitzlich inhomogene Polynome mit, kleinen, Formen mit grofSen
Buchstaben gekennzeichnet.

Mit diesen Bemerkungen hoffe ich, die Konzeption des Buches ausreichend erlautert
zu haben. Innerhalb des damit abgesteckten Rahmens wird es gewil noch manche
Moglichkeit zur Verbesserung geben. Fiir diesbeziigliche Hinweise werde ich stets
dankbar sein.

An dieser Stelle gilt mein Dank vor allem meinen Lehrern, den Herren Prof.
Dr. O.-H. KeLLER (Halle) und Prof. Dr. W. GROBNER (Innsbruck), die mir nach dem
Tode meines Doktorvaters in vielfacher Weise geholfen haben, so weit zu kommen,
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daB ich es wagen konnte, Lehrerstudenten an diese schéne Theorie heranzufiihren.
Gleichzeitig mochte ich ein ehrendes Gedenken fiir meinen am 16. April 1956 im
Alter von 48 Jahren verstorbenen Berliner Lehrer Prof. Dr. HERMANN Lupwic
ScrmIp zum Ausdruck bringen (vgl. Hassg [1]), durch den ich die Idealtheorie im
Sommersemester 1950 in einer vierstiindigen Vorlesung iiber algebraische Geometrie
an der Berliner Humboldt-Universitét- kennenlernte und welcher bereits im An-
schluB daran die Zielrichtung meiner Arbeiten im wesentlichen bestimmte.

Mein Dank gebiihrt ferner dem Direktor der Sektion Mathematik/Physik der
Piidagogischen Hochschule ,,Karl Liebknecht* Potsdam, Herrn Prof. Dr. G. Juxe-
HARNEL, und dem Leiter des Lehrkollektivs Algebra, Herrn Prof. Dr. H. LugowsKT,
die mir die arbeitsmaBigen Bedingungen fiir das Schreiben verschafften.

Ohne einzelne Namensnennungen danke ich den ehemaligen Fernstudenten der
Gruppen B 2 und B 3 Magdeburg fiir das kritische Durcharbeiten des Manuskriptes
und zugleich allen ehemaligen Diplomanden und Staatsexamenskandidaten, die durch
ihre Arbeiten zu manchem Beispiel und zu mancher Erkenntnis verholfen haben,
sowie allen denjenigen, die mir ermdglichten, das Manuskript in relativ kurzer Zeit
fertigzustellen.

Den Herausgebern der Reihe ML, vor allem Herrn Prof. Dr. W. Excer (Rostock),
Herrn Prof. Dr. S. BReamMEr (Potsdam), Herrn Prof. Dr. H. Wussive (Leipzig)
sowie abermals Herrn Prof. Dr. Lucowskr und insbesondere Herrn Dr. D. NESSELMANN
(Rostock) danke ich fiir viele wertvolle Hinweise.

Dem Lektorat Mathematik des VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, vor
allem Friulein Dipl.-Math. Errka ArNDT, danke ich fiir Geduld und Verstindnis,
dem Druckhaus ,,Maxim Gorki* in Altenburg fiir den iibersichtlich angelegten und
sorgfaltig ausgefiihrten Satz.

SchlieBlich und endlich danke ich meiner lieben Frau Errka iiber das in der
Madelungschen Widmung zum Ausdruck Gebrachte hinaus fiir das Auszeichnen und
kritische Erstlesen des Manuskriptes, die Zeichnung der Abbildungen, die Anfer-
tigung des Registers und fiir das Mitlesen der Korrekturen.

Potsdam, im November 1976
Bopo RENSCHUCH



Inhalt

‘Uberblick iiber die wichtigsten im vorliegenden Band eingefiihrten Zeichen

Grundbegriffe und Rechenoperati der abstrakten Idealtheorie in

NoetherschenRingen . . . . . . . . . . . . .. . ...
Einleitung . . . . . . . . .00 e e
Tdealdefiniti Restkl nach Idealen, Kongruenzrechnung . . . . . . .

Idealbasen, Minimalbasen, Basen minimaler Léinge, Ringe mit Ba-slsbed.mglmg

Oberideale, Unterideale, Teilerketten, Teilerk bedingung, Maxi
Der Aquivalenzsatz von EMuy NoETHER, Noethersche Ringe . . . . . . . . .
Der Hilbertsche Basissatz . . . . . . . . . . . . . oo oL

Polynome, Formen, Polynomideale, P-Ideale, H-Ideale, Potenzproduktideale . .
DieIdealsumme . . . . . . . . . . . ..o e e e e e
DasIdealprodukt . . . . . . . . . . ... oL
Das Radikaleines Ideals . . . . . . . . . . . . . . ... ...
Der Idealdurchschnitt . . . . . . . . . . . . . ...

Zur Berech von Idealdurchschni Beispiele . . . . . . . ... ...
Tdealdurehachni von P Anktideal

Der Idealquotient . . . . . . . . . . . .. ..o oo e

Operationen . . « v v« v . 4 v e e e e e e e e e
Aquivalente H- Ide&le als Idealquotxenten ..................

Zur Bereck von Idealq piele . . . . . ..o
Tdealquoti von P prod 1,«...1.“1...

Die Lasker-Noetherschen Séitze . . . . . . . . . . ... ... ......

Einleitung . . . . . . . . o 0 b b e e e e e e e
Primideale . . . . . . . . . . . ...
Beispiele fiir Primideale . . . . . . . . . . ... ..o

13



10 Inhalt
2.4. Prime Potenzproduktideale . . . . . . . . . . ... ... 72
2.5. Quasipriméire Ideale . . . . . . . . . . . .. ... 73
2.6. Beispiele fiir quasiprimére Ideale . . . . . . . . . . ... ... ... .. 74
2.7. Quasiprimére Potenzproduktideale. . . . . . . . . . . . ... ... ... 75
28. Priméirideale . . . . . . .. ..o Lo o Lo 75
2.9. Beispiele zur Definition der Primérideale . . . . . . . . . . . .. .. ... 7
2.10. Priméire Potenzproduktideale . . . . . . . . . . . . . ... .. ... 8
2.11. Der Idealquotient q:a. . . . . . R R Y 79
2.12. Reduzible und irreduzible Ideale, Z
Potenzproduktidealen . . . . . . . . . . ... 81
2.13. Die beiden Zerlegungssiitze 83
2.14. Ein Kriterium fira:b=a. . 84
2.15. Isolierte und einget Primir! ilfesé 85
2.16. Der erste Eindeutigkeitesatz . . . . . . . . . . .. ... ... ... .. 87
2.17. Der zweite Eindeutigkeitssatz . . . . . . . . . . . .. ... ... L. 89
2.18. Ein Kriterium fir zugehonge Primideale . . . . . . . .. ... ... ... 90
2.19. Durchschnittsd fiir quasipriméire Ideale . . . . . . . . . . . .. 91
2.20. Mehrdeutigkeit der eingebett: Komponenten. . . . . . . . .. .. ... 92
2.21. Reduzierte Da.rsf,ellu.ngen ........................ 93
2.22. anarknm fiir Potenzproduktideale. . . . . . . . . . .. 94
2.23. Ausblick auf weitere Zerlegungssitze . . . . . . . ... ... ... L. 96
8. Naullstellen von Poly idealem . . . . . . ... ... 98
3.1. Einleitung, Definitionen . . . . . . . . . . . . . .. ... ... .. 98
3.2. Allgemeine Nullstellen . . . . . . . . .. ... ... .......... 104
3.3. Eindeutigkeit von d, A hsatz, Di jonvonp . . . . ... .. ... 108
3.4. Allgemeine Nullstellen und vollstindige Lésungen . . . . . . . . . .. .. . 110
3.5. Existenz allgememer Nullstellen. . . . . . ... ... ... ....... 111
3.6. Eig ften von Nullstellengebilden . . . . . . . . . . .. ... .... 114
3.7. Der Hilbertsche Nullstell fiir quasiprimiire und primiire P- und H-Ideale,
PIAOAS + 0 0 0 o o zor e e et e W e e B S W § w6 % G e 117
3.8. Zur Lésbarkeit inh Gleich 'y Existenz von Nullstellen fiir
Pldealebei (@) == (1) . . . . . . . . . . .o e e 118
3.9. Zur nichttrivialen Losbarkeit h Gleick y Existenz nicht-
trivialer Nullstellen fiir mchtmvmle HIdeale. . . . ... ......... 119
3.10. Schnitte von Nullstellengebilden. . . . . . . . . . . .. .. ... ... .. 120
3.11. Nullstellengebilde und Radikale . . . . . . . . . . .. ... ....... 121
3.12. Der Hilbertsche Nullstellensatz fiir beliebige P-Ideale, H-Ideale und 7'-Ideale,
triviale Komponenten . . . . . . . . . . ... L0 123
4. Dimensionstheorie der Polynomideale . . . . . . . . ... ... ..... 129
4.1. Bleting < o v mm e s @ o5 & ¢ ¢ 8 55 6 5 5 5 58 5 5 8 A8 & e ow e 129
4.2 Vorbereitende B kungen zur Di ionsdefinition von vAN DER WAERDEN . 130
4.3. Die Dimensionsaxiome von VAN DER WAERDEN . . . . . . . . . . . . . . . 132
4.4. Folgerungen aus den van-der-Waerdenschen Axiomen . . . . . . . . . . .. 133
4.5. Die Dimensionsaxiome von GROBNER . . . . . . . . . . . . ... ... 135
4.6. Aquivalenz der Axiomensysteme . . . . . . . . . . .. ... ... ... 136
4.7. Folgerungen aus den Grébnerschen Axiomen . . . . . . . . . . . ... .. 137
4.8. Erléuterung der Grob hen Di ionsaxiome fiir i gene lineare Glei-

chungssysteme . . . . . . . . ... ... 138



Inhalt 11

4.9.

4.10.
4.11.
4.12.
4.13.
4.14.
4.15.
4.16.

4.17

4.18.
4.19.
4.20.
4.21.
4.22.
4.23.
4.24,
4.25.

4.26.
4.27.
4.28.

5.17.
5.18.

Beispiele fiir die Di ionsbesti mit Hilfe von Wsund G2 . . . . . . 139
Ehmmablonmdeale ............................ 142
Grundideale, ungemischte, gemischte und pseudogemischte Ideale . . . . . . . 147
Dimension von ((p), ) und (9, F) . - . o o oo oo 150
Dimension von ((a), flund (6, F) . . . . . . ..o 151
Dimension von @:h . « v v v v o e e e e e e e e e e e e e 155
Ungemischtheit von Hauptidealen. . . . . . . . . . .. ... ... .. 156
Dimension von (a, b) fir H-Ideale . . . . . . . . . . . . ... 157
& = r fiir H-Tdeale, H-Ideale der Hauptklasse . . . . . . . . . . .. . . .. 158
Schnellbasen von H-Idealen . . . . . . . . « . . . o o v v o oo 160
Gemischtheit von (a, F) bei a: (F) = a und Gemischtheit vona. . . . . . . . 162
Ungemischtheit von H-Idealen der Hauptklasse . . . . . . . . . . . . . .. 164
Pseudogemischtheit von ((p), ) und (9, F) . . . . o .00 o e 169
Paeudogemischtheit von (a, F) bei a: (F) = a und Pseudogemischtheit vona . . 170
Zur Ubertragbarkeit auf P-Ideale . . . . . . .« « o o oot e e 170
P-Ideale der Hauptklasse. . . . . . . . « « ¢ o v v v o0 e e e 173
‘Ungemischtheit von P-Idealen der Hauptklasse und der Beweis von ¢ = r fiir
P Tdeale . . . v v v v e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 174
ischtheit und Ungemischtheit von Ideal Kriterien fiir Primérideale 177
Schmnken fiir 8 und t Kronecker-. Pemnsohee Problem. . . . . . . . .. .. 180
zu linearen Gleick ystemen . . . . . . . . . .o ... oo 186
Syzygientheorie der H-Ideale. . . . . . . . . . . .« . . ... 190
Binleitung . . o . 0 v e e e e e e e e e 190
Homogene MabTizen . . « ¢ v v v e e e e e e e e e e e e e e e s 192
itit der Unterdeter ten von H-Matrizen. . . . . . . . . . . . 197
Homogene Vektormoduln . . . . . . v v e e e e e e e e 198
SYZFZION . » .« v v v e e w e e e e e e e e 199
Praktische Berechnung von Syzygienketten. . . . . . . . . . . . . .. .. 204
Syzygienketten von (a, F) . . . . . . . .. ..o 212
Syzygienketten von H-Idealen der Hauptklasse . . . . . . . . . . . .. .. 217
Syzyg1en von Potenzproduktidealen . . . . . . . . . . .. ... 221
Syzygienketten von Idealpotenzen. . . . . . . . . . . ... 223
Bestimmung von Minimalbasen fir P-Ideale . . . . . . . . . . .. .. . - 224
Berechnung der Basen #quivalenter H-Ideale, Gleichheit von P-Idealen . . . . 227
Bestimmung der Basis von Ides,lquotlenten a:(Aund (@):(f) . ... ... 231
Bestimmung der Basis von Idealdurchschnitten und beliebigen Idealquoti . 233
Berechnung der Volumfunktion . . . . . . . . . . ..o 235
Obere Schranke fiir L(a), Abbrechen der Syzygienkette. . . . . . . . . . . . 240
Untere Schranken fir L(a), Folgerungen . . . . . . . . . . . . . . . . .. 243
Zusammenstellung der Eigenschaften von L(a), perfekte Ideale . . . . . . . . 246
Die Hilbertfunktion . . . . . . . . . . . . ... .. oo 255
Einleitu Definiti Grundei haften . . . . . . . . . ... 255
Die Hilbertfunktion nulldimensionaler H-Ideale . . . . . . . . . . . . . .. 262
Das charakteristische Polynom . . . . . . . . . . . .. .. 265
Eigenschaften der Ordnung hg(a) . . . - . . . .« . o oo 275
Der Bezoutsche Satz. . . . .« .« . . . .« . .o oo e e e e 282

Die Hilbertschen Gleichungen. . . . . . . . . . . . . . o oo o0 289



12 Inhalt
6.7. Berechnung rationaler Primideale . . . . . . . . . ... .. ... ... . 293
6.8. Veronesesche Ideale und Projektionsideale . . . . . . . . .. . . .. .. . 300
6.9. Ergéinzende Bemerkungen . . . . . . . . .. . . ... .. .. ... .. 309
7. Tabellen . . . . . . ... ... .. ... ... 311
7.1. Tabelle 1: Potenzprodukte zweiten Grades in , y, Z,, Ty oo 311
7.2. Tabelle 2: Potenzprodukte dritten Grades in zg, @y, Zg %3 . . . . . . . . . . . 311
7.3. Tabelle 3: Potenzprodukte vierten Grades in @y, 2, @9, @3- - - . . - . . . . . 312
4. Tabelle 4: Potenzprodukte fiinften Grades in , 2y, Za, 2. . . . . . . . . . . 312
7.5. Tabelle 5: Potenzprodukte sechsten Grades in zy, 2;, g @3 - . . . . . . . . . 312
76.  Tabelle 6: Einige Werte von 6 (* T ’; + 3) ................ 313
7.7. Tabelle 7: Einige Werte von 24 (t + IZ + 4) ................ 314
8. Durchgerechnete Beispiele . . . . . ... . . . .. ... ... ...... 315
8.1. Potenzproduktideale . . . . . . . . . . ... .. ... L. 315
8.2. Emd.lmenslonals Ve!'onesesche Projektionsideale in K[z, 2, @5, 25]. . . . . . . 320
8.3. Eind le Verc Projektionsideale i m Klzg, 2y, @y, 2o 2] . . . . . 325
8.4. Héherdi ionale Verc he Projektionsideale . . . . . . . ... . .. 328
8.5. Andere eindimensionale Ideale in K[z, 2;, z,, :c,] .............. 329
8.6. Hoherdimensionale Ideale . . . . . . . . . .. .. ... ........ 333
Liferatur . « o vo v ommaw wmwene e ons s s s mess s 335
Verzeichnis der praktischen Methodem. . . . . . . . ... . ... .... 342

Namen- und Sachverzeichnis. . . . . . . .. ... ........... 343



Uberblick iiber die wichtigsten im vorliegenden Band
eingefihrten Zeichen

Die in Band 1 der Reihe ,,Mathematik fiir Lehrer (MfL) eingefiihrten Zeichen
werden beibehalten und nicht noch einmal aufgefiihrt; hier werden daher im folgenden
nur neu bzw. in den Bénden 2 und 3 der Reihe M{L erstmals eingefiihrte Bezeich-
nungen notiert.

K: beliebiger Korper.

K: algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik 0.

Die in MfLL Bd.1 eingefiihrten Symbole anb fiir den gréBten gemeinsamen
Teiler (g.g.T.) von a und b sowie a L b fiir das kleinste gemeinsame Vielfache (k.g.V.)
werden hier auch fiir den g.g.T. bzw. das k.g.V. von Potenzprodukten (im zahlen-
theoretischen Sinne) verwendet.

Mit [1], [2], ... sind Verweisungen auf das Literaturverzeichnis am SchluB des
Buches gekennzeichnet. Daneben verwenden wir [a], [5], ... im Beweis von Kap. 2,
Satz 8, und in Kap. 3, Satz 9, als Restklassensymbole; diese Bezeichnung wurde
bereits in MfL Bd. 2 und 3 verwendet. Die von EMMy NoETHER und ihren Schiilern
benutzten Bezeichnungen [f] bzw. [f]; fiir Gradzahlen von Polynomen werden hier
nicht iibernommen.

f(z) bzw. f(zy, ..., &), entsprechend g, &, ...: inhomogene Polynome.

F (%o, %1, .., T,), entsprechend @, H, ..., §, 7, ...: Formen, d. h. homogene Poly-
nome.

Von dieser Bezeich ise abweichend fiihren wir fiir H-Ideale

©'

a < K[z, 2y, ..., Z,]

die folgenden inhomogenen Anzahlfunktionen ein:
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V(¢; a): Volumfunktion.

A(t;m) 1= V(t; (o, 1y +es Za))

H(t;a): Hilbertfunkiion und die damit zusammenhingenden Hilfsfunktionen
A(t; a), B(t; a) und C(¢; a).

P(t;a) =hy (;) + h (d i 1) + -+ -+ hy: charakteristisches Polynom.

ho(a): Ordnung von a.

Analog zu MfL Bd. 3 setzen wir fiir Gradzahlen:

A(f) = A{f(z1, .-, z,)): Grad von f in allen Variablen i, ..., Zy.

R(f); = A(f(21, ..., @,));: Grad von fin @y, ..o, z; (1 S 4 < 7).

MF) = h(F(xo, Ty, aees z,,)): Grad von F in allen Variablen 2y, @i, ..., Z5.

W(F); = h{F (o, 215 .-+, @y))i: Grad von F in 2o, @y, ..., %5 (0 <4 <n).

Soll ein Polynom f(z;, ..., 2,) in allen Variablen zi, ..., z, identisch verschwinden,
so schreiben wir:

f@y, ooy ) =0id.in o, ..., @y,
entsprechend

F(xy, 1y +.vy T) = 0 id. in 2, @y, ..., @, fiir Formen F(zg, %y, .+, Tp)-
Die Gleichheit f = g zweier Polynome bzw. F' = @ zweier Formen F, @ ist dann durch
das identische Verschwinden von f — g bzw. F — @ erklart.

Nullstellen von inhomogenen Polynomen f(xy,...,%,) werden mit (Y1, ..., ¥s)
bezeichnet. Héngen die Nullstellenkoordinaten #,...,%, noch von Parametern
t;, .., & ab, 50 bedeutet demgemsB f(yy, ..., y,) = O das identische Verschwinden in
den Parametern ¢, ..., {3, also:

{1y oo0ryy) =0id.in by, ..., 4.
Entsprechend gilt fiir Nullstellen (o, %1, -+, ¥s) von Formen F(zo, 21, ..., %,) mit den
Nullstellenparametern o, ¢, ..., #3:

F(Yo, Y15 ++v» Yn) = 0id.into, by, ..y bge
Das in der Literatur mitunter fiir Identitéten eingefiihrte Zeichen = wird hier aus-
schlieBlich fiir Idealkongruenzen verwendet.

Uy, Vi: Matrizen vom Format (k, 1) bzw. (4, k).

h(Uy;): Gradmatrix von Uy, d. h. Matrix der Gradzahlen von Up;.

UT, VT: transponierte Matrizen.

W, S, i, hy, w;: einspaltige Matrizen (Spaltenvektoren, n-Tupel); insbesondere
sind

8, 8;: Syzygien (Kap. 5, Definition 5).
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hy: Hauptklassensyzygien (Kap. 5, Definition 11).
W], sT,s;T, w;T: transponierte Vektoren (Zeilenvektoren).
RWY), h(sT), h(s;T), h(w,T): Gradvektoren (Zeilenvektoren).

Ideale werden mit kleinen Frakturbuchstaben a, b, ¢, b, g, 9, 8,1, m, n,9, g, 1, v, 0
bezeichnet. Bei der abstrakten Idealtheorie im ersten und zweiten Kapitel werden
auf diese Weise abstrakte Ideale gekennzeichnet, vom dritten Kapitel an nur noch
H-Ideale, also homogene Ideale aus K[z, @y, ..., #,]. Zur Unterscheidung hiervon
werden P-Ideale, also inhomogene Polynomideale aus K[z, ..., z,], mit (a), (), (c), .-
bezeichnet; dementsprechend wird bei Hauptidealen, Idealsummen und Ideal-
kongruenzen noch eine weitere Klammer hinzugefiigt.

Fiir Potenzproduktideale, die wir hier grundsitzlich als H-Ideale aus

K[%g, @1y o 00y Ty
auffassen wollen, schreiben wir a,, b, c,, ... Es bedeuten insbesondere:
(@): Hauptideal, das ist die Gesamtheit der Elemente ra mit beliebigem r € R.
(0): Nullideal, besteht nur aus der Null.
(1): Einheitsideal, besteht aus allen Ringelementen, also (1) = B.
a = (@, ..., a,): Basisdarstellung fiir das Ideal a.

gi(a): ¢-tes Grundideal eines H-Ideals a = K[z, 2y, ..., ,] (Kap. 4, Definition 4,
(54)).

gi((a)): é-tes Grundideal eines P-Ideals (a) = K[z, ..., z,] (Kap. 4, Definition 5,
(55)).

: Ideale der Hauptklasse.

[ = (L, ..., L,): H-Ideal mit lauter Linearformen als Basiselementen.
() =, ..., i;): P-Ideal mit lauter linearen Polynomen als Basiselementen.
m: maximales Ideal.

p: Primideal.

Pr = (%9, X1, +.., @) triviales Primideal.

q: Primarideal.

qr: T-Ideal, d. h. triviales Ideal.

t: quasipriméres Ideal.

D4m: Veronesesches Ideal.

p{f:Ji+-): Veronesesches Projektionsideal.

Das Zeichen = wird fiir Idealkongruenzen verwendet:

a=bmodasa—>be€a.
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Die Kurzschreibweise @ = b (a) anstelle von @ = b mod a wird nur verwendet, wenn
Verwechslungen mit P-Idealen (a), (b), ... nicht auftreten kénnen. Kongruenzen
fiir P-Ideale, bei denen a = b ((a)) zu schreiben wire, werden nicht benutat.

a -+ b = (a,b): Idealsumme.

ab = a - b: Idealprodukt.

a nb: Idealdurchschnitt.

a:b: Idealquotient.

Rada = VE: Radikal des Ideals a; das ist fiir a = R die Gesamtheit derjenigen
Elemente von R, von denen eine Potenz in a liegt.

a ~b :¢ Rad a = Rad b (Aquivalenz von Idealen, vgl. Kap. 1, Definition 38).

M(t; a): K-Modul der Formen é-ten Grades aus einem H-Ideal

a < K[zg, Z1, o005 Zn)

V: homogener Vektormodul (Kap. 5, Definition 3).

NG((a)): Nullstellengebilde eines P-Ideals (a) = Klzy, ..., %] (Kap. 3, Defini-
tion 2).

NG(a): Nullstellengebilde eines H-Ideals a < K[, %y, ..., #,] (Kap. 3, Defini-
tion 3).

Dim (a): Dimension des P-Ideals (a) = K[y, ..., z,] (vgl. 4.3., 4.5.).

Dim a: Dimension des H-Ideals a = K[z, 2y, ..., %,] (vgl. 4.3., 4.5.).

Kodim (a) := 7 — Dim (a) (Kap. 4, Definition 1).

Kodim g := n — Dim a (Kap. 4, Definition 1).

L(a): Lange der Syzygienkette des H-Ideals a = K[z, 21, ««+, Za]-



1. Grundbegriffe und Rechenoperationen der abstrakten
Idealtheorie in Noetherschen Ringen

1.1.  Einleitung

Die Idealtheorie entstand historisch aus der Beschéftigung von ErNst EpuarD
KumMER (1810—1893) mit der groBfen Fermatschen Vermutung der Zahlentheorie;
mit den von ihm eingefiihrten ,;idealen Zahlen* erzwang er eindeutige Zerlegungen
in algebraischen Zahlkérpern. Daraus wurde der Begriff ,Ideal von RicHARD
DepERIND (1831—1916) geprigt.

Den heute iiblichen abstrakten Aufbau der Idealtheorie verdanken wir der Mathe-
matikerin EMmy NoETHER (1882—1935), welche dabei an Uberlegungen des (zweiten)
Schachweltmeisters EMANUEL LASkEr (1868—1941) ankniipfte (vgl. LAskEr [1]).
Emmy NorTHER wirkte hauptsichlich in Géttingen. Sie stammte aus einer jiidischen
Gelehrtenfamilie und verlor daher 1933 nach der Errichtung der faschistischen
Diktatur in Deutschland ihre Lehrerlaubnis und emigrierte nach den USA. Zur
niheren Information iiber Leben und Persénlichkeit dieser ungewohnlichen Frau sei
auf entsprechende Literatur verwiesen (vgl. Dick [1], FRANZKE und GONTHER [1],
vAN DER WAERDEN [4] und Wussmve [2]).

Emuy NoETHER erkannte die Bedeutung der abstrakten Idealtheorie fiir die
exakte Grundlegung der algebraischen Geometrie, als deren Schopfer ihr Vater
Max NoETHER (1844—1921) angesehen wird. Diese Grundlegung war Gegenstand
einer Vorlesung von Emmy NoETHER im Jahre 1924; zur gleichen Zeit gewann
VAN DER WAERDEN, der damals noch nicht zum Noether-Kreis gehorte, véllig unab-
hingig davon dieselben Resultate.

Aveuste Dick schreibt dazu in [1]: ,,In kongenialer Weise hatten van der Waerden und
E. Noether unabhdngig voneinander aus einer Theorie dieselben wesentlichen Begriffsbildungen klar
herausgestellt und dieselben Schiiisse gezogen. Emmy Noether erhob keinen Anspruch auf Prioritit
und iiberlief die Publikation dem jungen Kollegen." (vgl. VAN DER WAERDEN [1] und auch [8],
Kap. 13, bzw. [9], Kap. 14, bzw. [10], Kap. 16). Vax DER WAERDEN &uBert sich in [11] hierzu
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folgendermal}en “I wrote a paper (gemeint ist [1]) ... and showed it Emmy Noether. She at once
epted it for the Mathemats. len, without tellmg me that she had presented the same idea in a
course of lectures before I came to. Gottingen. I heard it later from Grell, who had attended her course.*

Diese historische Entwicklung ist als Beispiel zur Erkenntnisgewinnung in der
Mathematik gewiB von grundsiitzlichem Interesse. Wie schon im Vorwort gesagt
wurde, traten jedoch dadurch Beziehungen zwischen nichtlinearen und linearen
Gleichungssystemen sowie rechnerische Verfahren in den Hintergrund.

Bevor darauf eingegangen wird, wollen wir uns in den ersten beiden Kapiteln mit
der Noetherschen abstrakten Idealtheorie beschéftigen, in welche jedoch zahlreiche
Beispiele eingeflochten sind, u. a. die von RENATE KUMMER und dem Verfasser ent-
wickelte Theorie der Potenzproduktideale (vgl. KuMmMER und RENscHUCH [1, 2]).

1.2. Idealdefinitionen, Restklassen nach Idealen, Kongruenzrechnung

In Zusammenhang mit der Einfilhrung der Grundbegriffe der abstrakten Algebra,
die hier als bekannt vorausgesetzt werden (vgl. MfL Bd. 3), wird der Begriff ,,Ideal
zumeist bei der Betrachtung des Kernes eines Ringhomomorphismus definiert (vgl.
Mi{L Bd. 3, 13.4., Definition 2). Dem schlieBen wir uns hier an:

Definition 1. Es sei R ein Ring. Dann definieren wir:

a Ideal von R :& a Unterring von R AA (ra S aaar S a).
T€R
Ein Ideal ist also gleichzeitig Unterring von R und R-Modul.
In vielen Biichern findet man stattdessen die

Definition 2. In dem Ring R heiBt eine nichtleere Untermenge a Ideal von R,
wenn gilt:

acanbea=>a—beca, 1)
acaArr€ER=>racanarca.

Zum Aquivalenzbeweis haben wir offensichtlich nur zu zeigen, da8 aus (1) die
Unterringeigenschaft folgt. Da a — R in Definition 2 vorausgesetzt wird, ist die
Erfiillung der Rechengesetze fiir Ringe gesichert; 0 € a folgt aus (1) fiir b = a, mithin
—becaaus (1) fira =O0unda+ b€ aaus(l) wegena + b =a — (—b) € a.

Ideale werden mit kleinen Frakturbuchstaben a, b, ¢, b, g, 5, £, [, m,n,p,q, ¢, 0, 1o
bezeichnet; die Wahl des Buchstabens ergibt sich oftmals aus anderen Zusammen-
hingen, beispielsweise g fiir Grundideale, Y) fiic Hauptkl ideale, t fiir Kompo-

tenideale, m fiir imale Ideale, n fiir Kerne (lat. nucleus = Kern), p fiir Prim-
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ideale, q fiir Primdrideale (weil p schon fiir Primideale verwendet wurde), fiir
quasiprimiire Ideale (weil q bereits fiir Primdrideale vergeben ist), b fiir Veronesesche
Ideale und w fiir daraus durch Umindizierung gewonnene Ideale.

Setzen wir voraus, daB R ein kommulativer Ring ist, so vereinfachen sich die
Definitionen 1 und 2 wie folgt:

Definition 3. Es sei R ein kommutativer Ring. Dann definieren wir:
a Ideal von R :& a Unterring von R A /\R(ra ca).
TE
Definition 4. In dem kommutativen Ring R heiBt eine nichtleere Untermenge
a Ideal von R, wenn gilt:
acanbca=>>a—bca, (1)
acaarreR=>raca. @)
In analoger Weise zum Beweis von @ + b € a folgt aus (1) und (2):
aEaAbEaAfER/\SG.R:;fa-‘rsbeCl. (3)

Enthilt der kommutative Ring R iiberdies ein Einselement 1, mithin auch —1, so
kann auch umgekehrt von (3) auf (1) und (2) geschlossen werden; wir haben also den

Satz 1. In dem kommutativen Ring R mit Einsel t ist eine michtleere Unter-
menge a Ideal von R, wenn gilt:
acanbcanrc RAsSER=>ra+sb€a. 3)

Aus (3) folgt unmittelbar (vgl. MfL Bd. 3, 13.4.):

Satz 2. In dem kommultativen Ring B mit Einselement bilden fir alle k € R die
Vielfachen ka eines Ringels tes a € R ein Ideal.

Definition 5. Das aus den Vielfachen eines Ringelementes a € R bestehende
Ideal eines kommutativen Ringes R mit Einselement heift das von a erzeugte

Hauptideal §) = (a).
Hier gibt es offenbar zwei Extremille.

Definition 6. Das nur aus dem Nullelement bestehende Ideal heift Nullideal
und wird mit (0) bezeichnet.

Definition 7. Das vom Einselement erieugte Hauptideal (1) heifit Einheitsideal.
Offenbar ist (1) = R.

Satz 3. In cinem Korper K existieren nur das Nullideal und das Einheitsideal.
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Beweis. Ist R = K und a = (0), so existiert wenigstens ein Element a € K mit

a == 0 und a € a. Nach (2) ist dann auch i -a=1¢€a,also a = (1), q.e.d.
a

Definition 8. Ein Integritéitsbereich mit Einselement, in dem jedes Ideal ein
Hauptideal ist, heit Hauptidealring (HIR ; vgl. MfL Bd. 3, 13.5.).

Durch die zusitzliche Forderung, daB der Ring mit Einselement ein Integritéts-
bereich ist, gelten in jedem Hauptidealring die Sdtze vom gréften gemeinsamen
Teiler und von der eindeutigen Zerlegung in Primelemente ((ZPE); vgl. dazu ML
Bd. 3, 13.5.). Definiert man hingegen Hauptidealringe okne die Voraussetzung, daBl B
Integritétsbereich ist (was teilweise in der Literatur geschieht), so mufl die Null-
teilerfreiheit zusdtzlich gefordert werden, um die Giiltigkeit der genannten Sétze zu
sichern.

Hauptidealringe sind beispielsweise Z und K[x], nicht aber K[z, ..., %,] mit
n = 2. Um dies zu zeigen, stellen wir die folgenden Uberlegungen an, welche zugleich
den entscheidenden Bezug zur algebraischen Geometrie herstellen: Es sei y;(ty, ..., t3),
Yolbys covs 82), oo Yallys -ovs bg) eine rationale Parameterdarstellung einer d-dimen-
sionalen algebraischen ,,Varietit (fiir d = 1 Kurve, fiir d = 2 Flache) im #-dimen-
sionalen affinen Raum. Wir fragen wie im linearen Fall (vgl. MfL Bd. 3, 5.3.) nach
,,parameterfreien Gleichungen‘, d. h. nach allen Polynomen f(zy, ..., ,), die (1, . - ., ¥a)
als Nullstelle haben, fiir die also f(y,, ..., ¥,) = 0 identisch in #,, ..., ¢; ist (unabhéngig
von der Wahl der Parameter ¢y, ..., {;), abgekiirzt

f@s e yn) =0id.in ¢y, ..., t4. . 4)

Die Gesamtheit dieser Polynome f(y, ..., #,) bildet nun ein Ideal p, welches definiert
ist durch:

f@1s +ves @) €9 : f(H1, -+ Yn) = 0. (6)
Ist némlich g(z;, ..., ,) ein weiteres Polynom mit g(yy, ..., ¥,) = 0, so ist auch
(F—9) @1 oos Yn) =F(@1s s Yn) — 915 o ¥a) =0 — 0 =01id.in by, .s by,
also

(f—9) @1 ee0s Tn) = (@1, o0, Tn) — G(@1; 000y Tu) €D,
also (1) erfiillt. Ist A(z, ..., z,) ein beliebiges Polynom, so ist jedenfalls

() @1 ++s Yn) = B(G1s «oes Yn) * f(Y1s - Yn) = 0idin by, oo by
auch fiir A(y,, ..., ¥,) == 0; also ist

(Bf) @15 vvs ) = B(@y, oony @) - f(@15 -0, T0) €9,
und folglich gilt auch (2). Mithin ist p ein Ideal (die Bezeichnung p werden wir in 2.2.
rechtfertigen), aber fiir d < n — 1 kein Hauptideal. Das einfachste Beispiel liefern

Geraden im dreidimensionalen affinen Raum, zu deren Darstellung als Schnitt-
gebilde aber zwei Ebenen, also zwei lineare Gleichungen, unbedingt erforderlich sind.
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Wir wollen nun eine Kongruenzrechnung nach Idealen einfithren. Dies ist eine
direkte Ubertragung der Kongruenzrechnung in Z (vgl. MfL Bd. 2, 5.6. im Anschluf
an Satz 2), die ihrerseits eine Ubertragung der Kongruenzrechnung in N* war (MfL
Bd. 1, 3.7., (63)1f.) und sich in die allgemeine Definition als Spezialfall fiir Haupt-
ideale einordnet.

Fiir @, b, m aus Z bedeutete a = b mod m, daB m |a — b gilt und umgekehrt
(MfL Bd. 1, 3.7., (64), MfL Bd. 2, 5.6., (7)). Nun ist aber m |  — b wiederum damit
gleichwertig, daB @ — b ein ganzzahliges Vielfaches von m, also Element des Haupt-
ideals (m) ist; die Kongruenzrechnung in Z kann also auch charakterisiert werden
durch

a=bmod (m):©a—be€ (m). (6)
Statt (6) schreibt man auch noch kiirzer:
a=b(m):©a—>bec (m). (7)
Entsprechend definieren wir allgemein:

Definition 9. Ist a ein Ideal eines kommutativen Ringes R mit Einselement, so
heiBen zwei Ringelemente a, b kongruent nach a oder kongruent modulo a, wenn
a — b € aist, in Zeichen

a=bmoda:©a—bca (8)
oder kurz
a=b(a):©a—bca. 9)
Hieraus folgt leicht
a=0b (A)Aa=0b, (a)=a; + ay,=b, + b, (a). (10)

Beweis. (b; + b)) — (a1 + @3) = (b — a1) + (b, — @,) € a gemi (3).
Entsprechend gilt:
a, = by (a) A @y = b, (a) = aya, = b;b, (a). (11)

Beweis. bb, — a,a, = by(b, — ;) + a4(b; — @,) € a gemalB (3).
Aus (10) und (11) ergeben sich durch mehrmalige Anwendung

a;=b;(a) fir i=1,...,8a + - +a=>b+ - +b(a) (12)
und
a;=b; (a) fir ¢ =1,...,8=>a,---a,=b,--- b, (a). (13)

Aus (13) folgt weiterhin
a=b(a)=>ah="b"(a) mit ke N* (14)
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sowie

a=b(a)Ac=d(a)= alc* = ¥ (a) mit &k, ke N*; (15)
Entsprechendes gilt fiir drei und mehr Faktoren. Die Formeln (14) und (15) werden
wir des 6fteren benétigen.

Hierzu betrachten wir ein Beispiel. Es sei a ein Ideal mit zy2; — 2,2, € a und 2,25 — 2,® € q,
also 242y = 2,2, (a) und 2,2, = z,® (a). Dann ist auch

%02, P30 — o3 = (22%)0 (z,2%)° — (28)° (%°)° € @
wegen 2;,7;" = x3® (0) und 2,2, = 2,7,2;% = 2, (a).
In Kongruenzen nach einem Ideal darf jedoch nicht immer gekiirzt werden;
beispielsweise ist 15 = 5 (10), aber 3 == 1 (10).
Satz 4. Kongruenzen nach Idealen sind Aguivalenzrelationen (vgl. MfL Bd. 1,
2.4., (22)).
Beweis. Reflexivitit: Es ist a=a (a) wegena —a =0€ a.
Transitivitit: a=1>b (a) Ab=c (a) = a = ¢ (a); wegen
¢c—a=(—b)+ (b — a) € anach (3).
Symmetrie: a=>b (a) => b=a (a); wegen a — b = —(b — a) € a nach (2).
Wir kénnen also durch (8) Restklassen definieren und haben offenbar

Satz 5. Die Restklassen nach einem Ideal a eines kommutativen Ringes R mit
Einselement bilden einen Ring, den Restklassenring Rja (vgl. MfL Bd. 3, 13.4.2.).

Zur Frage der Anzahl der Restklassen nach Hauptidealen sei auf MfL Bd. 1, 3.7.,
(68) und (69), verwiesen. Bei Restklassenringen nach beliebigen Idealen kann man
nur weit schwiichere Aussagen machen; fiir homogene Polynomideale sei dazu auf
das sechste Kapitel iiber die Hilbertfunktion verwiesen.

1.3. Idealbasen, Minimalbasen, Basen minimaler Linge,
Ringe mit Basisbedingung
Es sei R wieder ein kommutativer Ring mit Einselement. Sind a;, ..., @, 8 heraus-

gegriffene Ringelemente, so bildet die Gesamtheit der Elemente ra, + -+ 4 ra,
wegen (3) ein Ideal. Wir definieren:

Definition 10. Es sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Ein Ideal
a < R, das aus simtlichen Ringelementen

@ =70+ 18, (16)
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mit festen Ringelementen ay, ..., a, entsteht, wobei 7y, ..., r, unabhéingig voneinander
alle Ringelemente durchlaufen, wird mit

a=(a,...,a) (n

bezeichnet. Die Elemente a, ..., a, bilden dann eine Basis von a.

Ein Ideal a heiBt gegeben, wenn von jhm eine Basis bekannt ist.

Ein Ideal a zu berechnen heiBt, eine Basis von a zu berechnen.

Fiir den Fall, daB s = 1 gewihlt werden kann, heiBt a ein Hauptideal (vgl. Defi-
nition 5).

Definition 11. Eine Basis (17) heit Minimalbasis oder reduzierte Basis von a,
wenn keines der Elemente ay, ..., @, iiberfliissig ist, wenn also

(Bas wees By, @) S Ay (@1, B, o0, Bgg) =@
und (18)
(@) -5 Bicgs Biyy o0nr @) = @ fiir 4 =2,3,...,8—1

gilt.

Definition 12. Eine Basis (17) heiBt Basis minimaler Linge von a, wenn folgendes
zutrifft: :

Fiir jede weitere Basis a = (b, ..., b;) ist k = s. (19)

Es ist unmittelbar einleuchtend, daf jede Basis minimaler Liinge eine Minimal-
basis ist. Die Umkehrung ist jedoch keineswegs immer richtig. Sie trifft, wie wir im
Satz 22 sehen werden, zwar fiir homogene Polynomideale (H-Ideale) zu, nicht jedoch
fiir inhomogene Polynomideale (P-Ideale), worin die eigentliche Ursache mancher
bei P-Idealen erschwerten Beweisfithrung gesehen werden kann. Wir wollen uns hier
mit einem Beispiel begniigen : Wir betrachten die drei Basisdarstellungen in K[,2,,25]:

(21, %3, %) (20)
(21 + @3, 2% + T2, T2, 2,° + 7)), (21)
(Wl + 3, 2,2 + @, BTy, (23 + 1) (@0 + 21), Te(2® + ’”1)) (22)

Hier ist zuniichst klar, da man aus den Elementen der ersten Basis alle Elemente
der zweiten und dritten Basis gewinnt. Es ist auch unmittelbar zu sehen, wie man von
der zweiten zur dritten Basis gelangt und auch umgekehrt (man subtrahiere die
beiden letzten Basiselemente der dritten Basis und hat das letzte Basiselement der
zweiten Basis). Um zu wissen, daB alle drei Basisdarstellungen dasselbe Ideal
definieren, némlich (2,, &, %), brauchen wir also nur noch zu zeigen, da$ aus der
zweiten Basisdarstellung die erste folgt, d.h., wir miissen &;, 2,, 2; durch die Elemente
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der zweiten Basis ausdriicken:
2 = 0(2; + @5) + (—21) (%12 + 22) + 12125 + 1(2;® + @),
Ty = 0(@; + @5) + (2,2 + 1) (@2 + @) + (—2) 2122 + (—21) (2,2 + 2,)

und
@y = (@ + @) + y(2y2 + @) + (—1) 2@y + (—1) (2,2 + ).

Aus diesen Darstellungen wird plausibel, daf (21) und (22) Minimalbasen sind (den
exakten Beweis werden wir im fiinften Kapitel fiihren); daB (20) eine Basis mini-
maler Linge ist, ist evident. Wir haben zusammenfassend den

Satz 6. Eine Minimalbasis kann aus einer Basis stets durch Streichungen gewonnen
werden.

Die Begriffe ,,Minimalbasis* und ,,Basis minimaler Linge* fallen im allgemeinen
nicht zusammen. Eine Basis minimaler Linge kann aus einer Minimalbasis im all-
gemeinen nicht allein durch Streichungen gewonnen werden.

Definition 13. Ein kommutativer Ring R mit Einselement heit Ring mit
Basisbedingung, wenn die folgende Bedingung (B) gilt:

(B) :© Jedes Ideal a — R besitzt eine endliche Basts. (23)

,»Endliche Basis*“ bedeutet dabei, daB die Anzahl s der Basiselemente eine endliche
Zahl ist.

Die vorangegangenen Betrachtungen lassen erkennen, daB der Basisbegriff
gegebenenfalls Schwierigkeiten in sich bergen kann; allein daher ist es gerechtfertigt,
zu versuchen, die Bedingung (B) durch équivalente Bedingungen zu ersetzen. Damit
wollen wir uns in den niichsten Abschnitten befassen.

1.4. Oberideale, Unterideale, Teilerketten, Teilerkettenbedingung,
Maximalbedingung

Definition 14. Es sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Ist a S b, so
heiBt a Unterideal oder Vielfaches von b, und b heiBit Oberideal oder Teiler von a.

Ist a = b, so heiBt a echtes Unterideal oder echtes Vielfaches von b und b echies
Oberideal oder echter Teiler von a.

Die aus der historischen Entwicklung der Idealtheorie entstand Bezeich 5, Viel-

&

faches” und ,,Teiler kann man durch Beispiele in Z leicht erkliren: Beispielsweise ist

2/4 & (4) = (2) usw.
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Entsprechendes gilt fiir Teilerketten:
1/3/15/30/60 <> (60) = (30) = (15) = (3) = (1).
‘Wir definieren daher:

Definition 15. Eine Folge {a;} von Idealen, von denen jedes Ideal Oberideal
des vorhergehenden Ideals ist, heiit eine Teilerkette oder aufsteigende Idealkette. Eine
Teilerkette ist mithin durch

4SS EGSE (S (24)
gegeben. Steht in (24) nirgends das Gleichheitszeichen, gilt also

G CA Corr S C Oy & ooy (25)
8o spricht man von einer echten Teilerkette.

Ist R ein Hauptidealring, so kann jede echte Teilerkette (25) nur endlich viele
Glieder enthalten; dies besagt der Teilerkettensatz (vgl. MfL Bd. 3, 13.5.2., Satz 4).
Aus ihm folgt fiir Hauptidealringe der ZPE-Satz (vgl. ML Bd. 3, 13.5.2., Satz 5).

Fiir beliebige kommutative Ringe B mit Einselement stellt die Aussage des Teiler-
kettensatzes eine Bedingung dar, die zusitzlich gefordert werden mu8.

Definition 16. Ein kommutativer Ring R mit Einselement heit Ring mit
Teilerkettenbedingung oder Ring mit aufsteigender Kettenbedingung, wenn die folgende
Bedingung (T) erfiillt ist:

(T) :& Jede Teilerkette hat die Bauart

GEERS - EGEGME " E MG & & (26)

= Gy = g = v =gy = oo
Notieren wir von (26) nur die echten Oberideale, so geht (26) iiber in
0, C 0, C Sl C O =gy =0 =0y =
mt 16 <tp<--<k—1. 27)
Wir kénnen diesen Sachverhalt gleichwertig auch so formulieren:
(T,) :¢ In (24) gilt ,,=* nur an endlich vielen Stellen

oder

(Ty) :¢> In (24) gilt von einem bestimmten Index an stets das Gleichheits-
zeichen.

Definition 17. Es sei M eine nichtleere Menge von Idealen in einem kommu-
tativen Ring R mit Einselement. Ein Ideal T € M heilt mazimal beziiglich M, wenn
es kein Ideal a € M mit il < a gibt.
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Definition 18. Es sei M eine nichtleere Menge von Idealen in einem kommuta-
tiven Ring R mit Einselement. Ein Ideal m € M heiBt minimal beziiglich M, wenn es
kein Ideal a € M mit a — m gibt.

Definition 19. Ein kommutativer Ring B mit Einselement heilt Ring mit
Mazximalbedingung, wenn die folgende Bedingung (M) erfiillt ist:

(M) :&> Jede nichileere Menge M von Idealen aus R enthilt wenigstens ein
mazximales Ideal.

Satz 7. Ist R ein kommulativer Ring mit Einselement, so gilt:
R ist ein Ring mit (T) & R ist ein Ring mit (M).

Beweis. (=) (indirekt): Angenommen, es wire M eine Menge von Idealen okne
maximales Ideal; dann existiert zu jedem a, € M wenigstens ein a, € M mit a, < a,,
zu a, wiederum ein a; € M mit a, < a; usw. So wiirde eine nicht abbrechende Teiler-
kette (25) im Widerspruch zu (T) entstehen. Hierbei wurde das Auswahlprinzip
benutzt (vgl. MEL Bd. 3, 2.8., sowie KErTfsz [2], Kap. III).

(<) (indirekt): Aus der Annahme der Existenz einer nicht abbrechenden echten
Teilerkette ergibt sich, daB die durch die Folge {a;} gegebene Menge M von Idealen
kein maximales Ideal besitzt. .

In analoger Weise definiert man eine Vielfachenkettenbedingung oder absteigende
Kettenbedingung und Ringe mit Minimalbedingung, welche auch Artinsche Ringe
genannt werden. Die Aquivalenz beider Begriffe kann man in analoger Weise be-
weisen. Die Forderung der Giiltigkeit der Vielfachenkettenbedingung ist jedoch eine
recht starke Voraussetzung, aus der allerdings viel gefolgert werden kann; fiir eine
zusammenfassende Darstellung sei auf Kerrfsz [1] verwiesen.

1.5.  Der Aquivalenzsatz von Emmy Noether, Noethersche Ringe

Es handelt sich dabei um den grundlegenden
Satz 8. Ist R ein k tativer Ring mit Einsel ¢, so gilt:

R ist ein Ring mit (T) & R ist ein Ring mit (B).

Beweis. (=): In dieser Beweisrichtung benétigen wir wieder das Auswahlprinzip
aus MfL Bd. 1, 2.8. Es sei a ein beliebiges Ideal aus R und es gelte (T). Es sei a, € a.
Ist a = (a,), so sind wir fertig. Andernfalls existiert wenigstens ein Element a, € a
mit a, § (a;). Ist a = (@,, @,), so sind wir fertig. Andernfalls existiert a; € a mit
az ¢ (a1, a). Ist a = (ay, a,, a;), so sind wir fertig, andernfalls wird das Verfahren
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fortgesetzt. Der Fall a = (ay, a5, ..., @,) mull nach endlich vielen, etwa s, Schritten
eintreten, weil andernfalls eine nicht abbrechende echte Teilerkette (25) entstehen
wiirde im Widerspruch zur Voraussetzung (T).

(&) (indirekt): Angenommen, es existiert eine nicht abbrechende echte Teiler-
kette

UG U S SO SOy S Sy S (28)

Jedes dieser unendlich vielen Ideale hat eine endliche Basis. Wir betrachten das-
jenige Ideal a, welches von allen diesen Basiselementen erzeugt wird, fiir welches
also a; — a fiir alle ¢, insbesondere

a, = a (29)

gilt. Nach der Voraussetzung (B) geniigen zur Erzeugung von a jedoch bereits end-
lich viele Basiselemente, a = (a;, @, ..., @;). Jedes dieser ¢ Basiselemente ist in einem
der Ideale der Kette (28) erstmals enthalten; es sei a,, dasjenige Ideal, in welchem als
erstem a,, as, ..., a; simtlich enthalten sind. Dann gilt aber a S a,, im Widerspruch
zu (29). Mithin war die Annahme der Existenz der nicht abbrechenden echten
Teilerkette (28) falsch, q.e.d.

Wir kénnen also Satz 7 und Satz 8 zusammenfassen zum

Satz 9. In einem kommutativen Ring R mit Einselement sind die drei zusdiizlichen
Bedingungen (T), (M) und (B) dquivalent.

Diese Zusammenhinge wurden erstmals von Evyy NoETHER erkannt; wir wollen
daher im folgenden solche Ringe als Noethersche Ringe bezeichnen.

Definition 20. Kommutative Ringe R mit Einselement, die den équivalenten
Bedingungen (T), (M), (B) geniigen, heien Noethersche Ringe.

1.6. Der Hilbertsche Basissatz

Wir hatten zu Beginn darauf hingewiesen, da8 fiir Hauptidealringe der Teilerketten-
satz gilt; Hauptidealringe sind also Noethersche Ringe. Der Hilbertsche Basissatz,
den wir im folgenden beweisen wollen, sagt nun aus, daB Polynomringe iiber Noether-
schen Ringen wieder Noethersche Ringe sind. Wir beweisen zunéichst

Satz 10 (Spezieller Hilbertscher Basissatz). Ist B ein Noetherscher Ring, so auch
R[z].

Beweis. Der Ring R[] besteht aus Polynomen
f@) =ay+ @@ + -+ + ¥ + -« + aya™ mit a; € R. (30)
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Fiir festen Grad m (m =0, 1,2, ...) bilden die héchsten Koeffizienten a,, offenbar
ein Ideal a,, = R, weil (1) und (2) erfiillt sind. Es sei nun a = R[z] ein Ideal. Mit
f(%) € a ist dann wegen (3) auch zf(z) € a, 2%(x) € a, ... usw. Daraus folgt:

Jedes a, € a, ist auch Element von ay, ay, a, y, ...,
jedes @, € a, ist auch Element von  ay, a, ay, ...,
jedes a, € a, ist auch Element von Qg, Ogy +o. USW.;

wir erhalten also eine Teilerkette (24) von Idealen in R, welche nach Vor tzung
die Bauart (26) haben mu8. Die Basis von a = R[] wird nun durch die Gesamtheit
der im folgenden beschriebenen Elemente gebildet:

(a) alle Elemente von aj,

(b) alle linearen Polynome a,z -+ ¢, mit @, € a,, @, ¢ a, und ¢, beliebig aus a,,

(c) alle quadratischen Polynome ay22 + kz + ko mit a, € a,, a; § a;, k; beliebig
aus a;, und entsprechend fiir héhere Gradzahlen.

Wegen der vorausgesetzten Endlichkeit der Basen der Ideale a; sind dies jeweils
nur endlich viele Elemente.

Ist umgekehrt ein Polynom f(z) € a = R[] durch (30) gegeben, so liegen wegen
(26) zundchst ay € 0y, @py € 0y, ..., @ € a;. Damit 1Bt sich f(x) mit Hilfe der kon-
struierten Basiselemente auf ein Polynom (k—1)-ten Grades reduzieren, dessen
héchster Koeffizient in a;, liegt; dieses Polynom kénnen wir weiter auf ein Polynom
(k—2)-ten Grades reduzieren, dessen hichster Koeffizient in a,_, liegt; ... usw., bis
wir bei Elementen von a, angelangt sind, q.e.d.

Wegen R[x,, @5, ..., %iy, &;] = (R[2y, 23, ..., #i1]) [%;] {folgt durch n-malige An-
wendung der

Satz 11 (Allgemeiner Hilbertscher Basissatz). Ist R ein Noetherscher Ring, so auch
Rz, ..., 2]

Nun sind Korper stets Noethersche Ringe, denn in einem Kérper sind (0) und (1)
die einzigen Ideale; wir haben also den

Satz 12. Der Polynomring K[, ..., x,] dber einem Korper K ist ein Noetherscher
Ring.

Alle Polynomideale besitzen also eine endliche Basis. Mit ihnen wollen wir uns im
néchsten Abschnitt beschiftigen.
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1.7.  Polynome, Formen, Polynomideale, P-ldeale, H-ldeale,
Potenzproduktideale

Bei den geometrischen Anwendungen wird der Koeffizientenkorper K der zu be-
trachtenden Polynome in der Regel der Kérper € der komplexen Zahlen sein. Fiir
die Nullstellentheorie der Polynomideale ist jedoch wesentlich, dall K (wie eben
beispielsweise C) ein algebraisch abgeschlossener Korper ist, den wir mit K be-
zeichnen wollen (vgl. MfL Bd. 3, 14.7., SchluB).

Definition 21. Mit K werde ein algebraisch abgeschlossener Kérper bezeichnet,
mit K[z, ..., z,] bzw. K[z, 2,, ..., 2,] Polynomringe, deren Polynome Koeffizienten
aus dem algebraisch abgeschlossenen Korper K haben.

Zur Definition von Polynomen in einer bzw. in mehreren Unbestimmten sei auf
MfL Bd. 3, 14.1. bzw. 14.6., verwiesen. In Anlehnung an MfL Bd. 3, 14.2.1., geben
wir die

Definition 22. 8ind f(xy,...,2,) € K[@1,..., Z,], F(@, &1, ..., 2,) € K[, &1, ..., Zp]
Polynome, so bezeichne

k(f) := h(f(xl, oo z,,)) := Grad von f in allen Variablen z,, ..., z,, (31)
B(f)i := R(f(@s, ..., @4)); := Grad von f in 2y, ..., % (L <4 <), (32)

(F) := h{F (%0, ..., %,)) := Grad von F in allen Variablen &, ..., z,, (33)
ME);:= h(F(a:o, - x,,))i :=Grad von Finzg,...,z; 0=i<n), (34)

h(0) := jedes beliebige Element aus N. (35)
In der Literatur sind hierfir die Bezeichnungen [f], [F] bzw. [f];, [F]; iiblich, welche wir hier
zur Ve idung von Verwechsl mit Restklassen nicht benutzen wollen. Die Schreibweise

h(f); anstelle von hi(f) wurde gewshlt, um Verwechslungen mit den Hilbertschen Koeffizienten
auszuschliefen (vgl. Kap. 6).

DaB dem Polynom O geméf (35) jede natiirliche Zahl (einschlieBlich der Null)
als Grad zugeschrieben werden kann, wird sich im folgenden als sinnvoll erweisen.

Beispiel. Ist f(2;, 2y, 25) = 32,252 — 27,2, dann ist A(f) = 3, b(f); = 2, b(f), = 1.

Definition 23. Ausdriicke der Gestalt sz dn (G, .0, Gy €N)  bzw.
P = zohoxy b o 2yt (Gg, By .00, 0y € N) heilen Potenzprodukte.

Satz 13. Die Glieder von Polymmen aus K[z, ..., z,] bzw. K[%g, ..., Z,] sind mat

El ten aus K multiplizierte Potenzproduk

Definition 24. Ein Polynom in mehreren Unbestimmten heilt komogen, wenn
alle auftretenden Glieder (also nach Satz 13 alle auftretenden Potenzprodukte) den-
selben Grad haben, andernfalls heiBt es inhomogen. Homogene Polynome werden
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kiirzer als Formen bezeichnet und mit grofien Buchstaben F, @, H, ... geschrieben,
inhomogene Polynome mit kleinen Buchstaben f, g, %, ... (vgl. MfL Bd. 3, 14.6.1.,
SchluB). Potenzprodukte werden 0.B.d.A. als spezielle Formen aufgefafit.

Beispiel 1. F(zy, 25, 25) = ;% + 22,%; — 3x,%; + 42,%,% ist homogen, da alle Glieder den
Grad 3 haben.

Beispiel 2. f(z;, %y, @3) = 2 + 32, — 4w, + 52, — 6,75 + Tz,® — 24%, ist inhomogen vom
Grad 3, da Glieder mit den Gradzahlen 0, 1, 2, 3 auftreten.
Homogener Bestandteil 3. Grades: 72,® — 3%,
homogener Besba.ndtell 2. Grades: 52, — 6,73,
standteil 1, Grades: 3z, — 4z,,

h B dteil 0. Grades: 2.

Beispiel 3. f(zy, @y, ...» Ty) = G + BTy + Ag®y + -+ + @,T, ist homogen vom Grad 1 fir
ay = 0 (Linearform) und inhomogen fiir @, == 0. Das steht im Einklang mit der Homogenitits-

definition der linearen Algebra (vgl. MfL Bd. 3, 5.1.). Zur Anp an die nichtli Algebra
wiire fiir lineare Gleich eine Schreibweise a2, + «++ + @2, + @4 =0(s =1, ...,m)
anstelle von a;a; + -+ + @2, = b; (6 = 1, ..., m; a; = —b;) vorzuziehen (vgl. Kap. 3).

Beispiel 4. Es sei
(@, %q %3) = 2 4 T2y — 4y -+ 202, — dayary — T2y + Bagwy + 82,® — 9z5° (36)

wiederum ein inhomogenes Polynom dritten Grades, also h(f) = 3.

Fiihren wir nun eine neue Variable z, ein und multiplizieren jedes Potenzprodukt von (36) mit
einer Potenz von z, zur ,,Auffiillung®, d. h. derart, daB insgesamt der Grad 3 herauskommt, so
entsteht eine Form

F (g, 1, Tgy T3) = 226> -+ T2ty — 42’5 + 20297,® — dayry@y — Ty + bagoty + 82,° — 9%,
(37)
"Um fiir diesen ProzeB8, den man Homogenisierung nennt, eine allgemeine Formel

zu gewinnen, klammern wir in (37) den Faktor ,® aus und haben im Quotienten-
korper K(zy, 2y, ..., %) (vgl. ML Bd. 3, 13.6.)

2
Pzl =2 (2472 —a 2 o0 20 o 20 g 2
Zo %o? x? o
+5x2$3 +8__918)
= % 2 Ty Xy — zM0f o x, x5
T\ @ o % @y %

Allgemein gilt die

Definition 25. Unter der Homogenisierung eines (inhomogenen oder homogenen)
Polynoms f(2;, ..., #,) versteht man den Ubergang von f(xy, ..., z,) zur dquivalenten
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Form F(zy, ..., %,) mit
F(%os X1y v e &) 1= 2" f (ﬂ-, Sieis ﬂ) (38)
o Zo

Der umgekehrte ProzeB wird als Enthomogenisierung bezeichnet:
F(1, @y, ey ) 1= f(@1, -0y ) - (39)
Ist f(xy, ..., x,) bereits in ,,..., 2, homogen, so fiihrt dieser ProzeB zu nichts
Neuem, d. h., es gilt dann f(z,, ..., 2,) = F(x, 21, ..., Z,); beispielsweise ist

(@1, @2, @5) = 32,® + 2m1%2, — b212y2,

3 2

=x,°(3 & +2—. = —5—.—.—) = F(xy, 71, &5, 23).
x,® T Xy Ty Xy o

Inshesondere tritt also bei Potenzprodukten keine Anderung ein, womit die Fest-

legung in Definition 24 gerechtfertigt ist. Wir brauchen also im folgenden bei den

Polynomen f, g, ... aus K[z, ..., z,] die (zufillige) Homogenitét nicht anszuschlieBen.

Sind f(=y, ..., #,) und g(zy, ..., z,) zwei Polynome, so gilt (vgl. MfL Bd. 3, 14.1.,
Satz 1)

h(fg) = h(f) + h(g) (40)
und entsprechend fiir Formen F(z, ..., #,), G(Zg, ..., Z4)
WEFG) = h(F) + k(G). (1)
Fiir den Grad der Summe f -+ g miissen wir offenbar zwei Fille unterscheiden:
k(f) = k(g) = R(f + g) = Max (h(f), h(g)}, (42)
k(f) = h(g) = k(f + 9) = A(f)- 43)

Entsprechendes gilt fiir die Differenz f —g wegen f — g = f + (—g).

In (43) tritt nun das <-Zeichen dann auf, wenn sich die Bestandteile héchsten
Grades gegeneinander wegheben. Dies hat Konsequenzen fiir die Idealtheorie in
Polynomringen. Dazu geben wir zunéchst die

Definition 26. Ideale im Polynomring K[, ..., z,] heiBen inhomogene Polynom-
tdeale, kurz P-Ideale, und werden im folgenden mit (a) bezeichnet.

Die Bezeichnung ,,inhomogene Polynomideale® soll nur bedeuten, daB in solchen
Idealen inhomogene Polynome enthalten sind (in gewissem Gegensatz zu den noch
zu definierenden homogenen Idealen).

Nun folgt die angekiindigte Folgerung aus (43) fiir P-Ideale: Sind f;, ..., f; Poly-
nome aus einem Ideal (a) = K[z, ..., z,] undsind g,, ..., g; Polynome aus K[z,,...,2,],
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so ist auch f = g;f; + -+ + gft € (0), und es gilt wegen (43) und (40)
h(f) < Max (h(gy) + h(f)) fir i=1,...,s. (44)
Hierzu geben wir zwei Beispiele an.

Beispiel 1. (a) = (f;, fs) = K[#] mit f, = 42 — 1, f; = 2o — 5; dann ist
192 — 16 = (z + 1) (4z — 1) + (—2z + 3) (2z — 5)
und
hg) +Mf) =2 far i=12,
aber h(19z — 16) = 1. Dieses Beispiel ist jedoch insofern nicht iiberzeugend, da (fy, f;) keine
Basis minimaler Liinge sein kann, weil K[2] als euklidischer Ring ein Hauptidealring ist (vgl.
MfL Bd. 3, 13.5., Satz 6); bei diesem Beispiel ist

(0) = (42 — 1, 2¢ — 5) = (4 — 1) " 2z — 5))

das Einheitsideal wegen 1 = % (42 — 1) + (— %) (2x — 5).

Beispiel 2. Dieses Beispiel stammt von Macavray (vgl. [2], 8. 39). (a) = (f;, f2) = K[#;, Zg, 75]
mit f, = 2, fo = %y + 2,25. Dann ist
2123 = (—%) 2,2 + %, (%3 + 2,75),
hg) +h(f) =3 far i=1,2,

hingegen k(z,z,) = 2 und entsprechend

o = (7% 2,® + (22 — %,7) (2 + T1%),
hg) +h(f;) =4 fir ¢=1,2 und &(x?) =2.

Derartige Gradiiberschreitungen sind beim Rechnen mit P-Idealen sehr lastig.
Man konnte daran denken, durch geeignete Wahl der Basis in (44) doch stets das
Gleichheitszeichen zu erzwingen. Solche Basen nennt Macauvray H-Basen:

Definition 27. Eine Basis (f;, ..., f;) eines P-Ideals (a) heiBt H-Basis, wenn fiir
jedes f € (a) die Darstellung f = g4f; + --+ + g:f; so gewdhlt werden kann, daB A(f)
= Max {h(g:) + A(f,)} gilt.

Die Frage nach der Existenz von H-Basen werden wir auf dem Umweg iiber die
Existenz dquivalenter H-Ideale gleich positiv beantworten (Satz 14).

Mit Hilfe der Syzygientheorie werden wir in Kapitel 5 zeigen konnen, daB im Fall
des zweiten Beispiels (f;, f2, 2%, ,?) eine H-Basis ist. Hier entsteht also die H-Basis
durch Verlingerung der Ausgangsbasis, worauf auch schon MacAuLAY hinweist (vgl.
[2], 8. 39).

Doch kann es vorkommen, daf durch die hinzukommenden Elemente eine Strei-
chung friiherer Basiselemente moglich wird. Dies ist beispielsweise bei den Idealen
(21) und (22) der Fall, wo die Berechnung der H-Basis auf z;, 2,, #; fiihrt, mit deren
Hilfe alle urspriinglichen Basiselemente ausgedriickt und mithin gestrichen werden
konnen. In diesen Fillen hat die H-Basis nach der Streichung weniger Elemente als
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die Ausgangsbasis; diese Moglichkeit bleibt bei MacAULAY unerwéhnt. Bei den
Idealen (21) und (22) fithrt die H-Basis sogar zu einer Basis minimaler Lénge; ob
dies allgemein ‘eine Methode zur Gewinnung von Basen minimaler Linge darstellt,
konnte noch nicht entschieden werden.

Es sei noch erwahnt, daB man gegebenenfalls H-Basen nur beziiglich bestimmter
Elemente ,, ..., z; (¢ < n) bendtigt; hierzu beachte man die von Emuy NOETHER
angeregte und betreute Dissertation von GRETE HERMANN (vgl. [1], Satz 4).

Ausgangspunkt dieser Komplikationen war die Moglichkeit des Auftretens des
<-Zeichens in (43). Um dies auszuschlieBen, muf man zu Formen F, G gleichen
Grades iibergehen, was gemii (38) geschehen kann. Dann gilt:

h(F) = k(@) = h(F + @) = h(F). (45)

Fir @ = —F, also F + @ =0, ist 4(0) = k(F) wegen (35) formal auch zutreffend.

Nun ist zwar das Produkt FG zweier Formen stets wieder eine Form, Summe
(und Differenz) zweier Formen ergeben aber nur bei Gradgleichheit wieder eine Form.
Will man sich auf Formen beschrinken, so ergeben sich offenbar zwei Moglichkeiten:

(A) Man 1iBt Addition und Subtraktion von Formen nur bei Gradgleichheit zu.
Das bedeutet eine Verletzung der Ring- und Idealeigenschaften. Man spricht daher
dann auch von gestuften oder graduierten Ringen und von gestuften oder graduierten
Idealen (vgl. GROBNER [9], § 4, III).

(B) Wir lassen das Auftreten inhomogener Polynome bei Operationen mit Formen
zwar zu, verlangen aber, dal dann mit einem Polynom auch alle homogenen Be-
standteile bereits zum Ideal gehéren sollen. Damit gleichwertig ist offenbar die Eigen-
schaft, daB eine Basis aus lauter Formen existieren soll.

Wir wollen uns hier — um die Ringeigenschaften nicht einzuschrinken — auf den
Standpunkt (B) stellen, zumal bei unseren Anwendungen die Berechnung von Basen
im Vordergrund stehen wird. Wir geben also die

Definition 28. Ein Ideal a im Polynomring K[wo, #;, ..., Z,] heillt homogenes
Polynomideal, kurz H-Ideal, wenn fiir a wenigstens eine Basis aus lauter Formen
besteht, was genau dann eintritt, wenn mit jedem inhomogenen Polynom aus a
alle homogenen Bestandteile bereits zu a gehéren.

Definition 29. Ein Ideal a, = K[z, %y, ..., z,] heilt Potenzproduktideal, wenn
fiir a, wenigstens eine Basis aus lauter Potenzprodukten existiert; Schreibweise :

0, = (a5pagy - am, ..., wigaly - alm) -
mit ¢y =1 und xy € (T, @15 .0y T) o

Die Ausschaltung der 0 als Exponent in (46) erweist sich fiir das weitere Rechnen
mit Potenzproduktidealen als unumgénglich.
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Die Gesamtheit derjenigen Formen F(zy, 24, ..., Z,), G(Zo, %1, ..., Z,) aus dem Poly-
nomring K[z, %y, ..., %,], die nach Enthomogenisierung in einem vorgegebenen P-
Ideal (a) < K[y, ..., &,] liegen, liefert ein H-Ideal a < K[, 2y, ..., %,] Wegen:

F(l, 2y, .., za) € (@) AG(L, 2y, .5 20) € (@) = (F — @) (L, 2y, .., @) € ()
und
F(1, 2, ..., ) € (0) A H(1, 2y, ..., 7,) € K[21, 200, %] = (HF) (1, 24, ..., 3,) € (0);

a enthilt alle durch Homogenisierung (38) entstehenden Formen F(zy, 2y, ..., %)
und Produkte 2*F(x,, &, ..., Z,) mit k€ N (vgl. vAN DER WAERDEN [3], § 3, Satz 7,8),
also alle Formen der Gestalt (vgl. GROBNER [2], 124.4 D)

ﬂ,...,ﬂ), EeN. @7

2 F (@, Ty, -y Ty) 1= 2pFHf (x Z
] )

Definition 30. Das aus einem P-Ideal (a) = K[, ..., x,] gemiB (47) hervor-
gehende H-Ideal a = K[z, @, ..., z,] heiBt das zu (a) dquivalente H-Ideal a.
In der Literatur wird das dquivalente H-Ideal hiufig mit a, bezeichnet (vgl.
GROBNER [2, 8, 9]). Einleuchtend ist auch die Bezeichnung
(a) = algy=1, (48)
die den Sachverhalt von (47) und Definition 30 am kiirzesten wiedergibt.
Da wir in einem Noetherschen Ring sind, besitzt a eine endliche Basis
a= (Fl(zn: Ly ey Tn)s ooy Fol@o, @15 000 27,.)), (49)
und nach Eigenschaft der H-Ideale treten keine Gradiiberschreitungen mehr auf,
d.h, aus F = G\F, + --- + G,F, folgt
MF) = k(@) + b(Fy) = --- = h(G) + B(F,).
Mithin ist durch Fy(1, &y, ..., &), ..., Fy(1, @, ..., 2,) eine H-Basis fiir das inhomogene
P-Ideal (a) gegeben.
Satz 14. Eine H-Basis fiir ein inhomogenes P-Ideal (a) = K[z, ..., &,] entsteht durch
Enthomogenisierung der Basisformen des dquivalenten H-Ideals a — [Kzxy, %y,..., Ty].

Damit driingt sich die Frage auf, wie man dquivalente H-Ideale berechnen kann.
Auf diese Aufgabe werden wir in Abschnitt 1.16. iiber Idealquotienten und in Ka-
pitel 5 iiber Syzygientheorie eingehen. Weiterhin werden wir auf dquivalente H-Ideale
in Kapitel 4 zuriickkommen.

Bei der Behandlung linearer Qleichungssysteme

@i Gy e G, =0 (=1, ...,m; @ = —b)) (50)
fithrt die Homogenisierung (38) zu

@iy + @iy + o+ + BigZy =0 (@E=1,...,m; ap = —by), (61)
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und in der Literatur spricht man dann vom ,homogen machen* (vgl. Nu1ss [1], § 29,
Anfang; dort wird wie manchmal in der &lteren Literatur z,,; anstelle von a, ge-
setzt). Doch lohnt sich das nicht so recht, da man den entscheidenden Gaupschen
Algorithmus auch bei inhomogenen linearen Gleichungssystemen anwenden kann;
man gewinnt lediglich die Aussage: (50) ist genau dann unlSsbar, wenn %, = 0 fiir
alle Losungen von (51) gilt.

Der entscheidende Grund zur Einfithrung von H-Idealen ist aus algebraischer Sicht
die Moglichkeit, den GauBschen Algorithmus iibertragen und damit verschiedene
Rechenprozesse effektiv durchfiihren zu konnen. Die geometrische Interpretation
durch die projektive Geometrie (vgl. MfL Bd. 7) steht dazu nicht im Widerspruch,
wenn man bedenkt, daB gewisse durch Rechenprozesse zu bewiltigende Probleme
erst in projektiven Ridumen sinnvoll werden.

Grundlage fiir die Ubertragung des GauBschen Algorithmus bilden die beiden
folgenden Sitze.

Satz 15. Alle Formen eines festen Grades t aus K[z, @y, ..., %) bilden einen K-
Modul ‘.m(t; (@05 Brseis oy x,.)).

Beweis. Die Differenz F—@G zweier Formen ¢-ten Grades ist wieder eine Form
t-ten Grades; das Produkt von F mit einem Kérperelement ist wieder vom Grad ¢,
wenn F den Grad ¢ hat.

Satz 16. Eine linear unabhingige Modulbasis von E)R(t; (%> 215 o5 x,,)) wird durch
alle Potenzprodukte t-ten Grades in o, Ty, ..., T, gegeben.

Beweis. DaB die Potenzprodukte t-ten Grades in @, 2y, ..., &, eine Basis bilden,
ist evident; die lineare Unabhingigkeit folgt aus der Verschiedenheit der Potenz-
produkte.

Hieraus folgt sofort

Satz 17. Alle Formen eines festen Grades t aus einem H-Ideal a — K[, &y, «.., Zq]
bilden einen Modul M(t; a), der ein Untermodul von im(t; (%05 ++ s x,.)) ist.

Satz 18. Eine linear unabhingige Modulbasis von M(t; a) kann aus einer Basis
von a mit Hilfe des Gaufschen Algorithmus in endlich vielen Schritten berechnet werden.

Beweis. Wir numerieren die Potenzprodukte p;, p,, ... in irgendeiner Weise (vgl.
7.1. bis 7.4.) und fiihren nach diesen Potenzprodukten den GauBschen Algorithmus
durch wie in der linearen Algebra nach @y, @, ... (vgl. MfL Bd. 3, 5.4.). Demzufolge
gilt auch

Satz 19. Alle linear bhingigen Modulb von M(t; a) bestehen aus der gleichen
Anzahl von Elementen.
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Satz 20. Ist a = K[y, 2y, ..., x,] ein H-Ideal, so kann eine Minimalbasis von a
aus der vorgegebenen Basis von a in endlich vielen Schritten bestimmt werden.

Beweis. Essei a = (¥}, ..., F,) eine Basisdarstellung und o.B.d. A.

My = h(Fy) S h(Fp) < - S W(F) =: M (52)

(my Minimalgrad, M Maximalgrad).
Wir bilden nun nacheinander (m,; a), M(me + 1; a), ..., M(M ; a). Zu M(m,; a) ge-
horen alle Basisformen mq-ten Grades. Ob diese linear unabhiingig sind, kann mit
Hilfe des GauBischen Algorithmus fiir ¢ = m, entschieden werden. Zu M(m, + 1; a)
gehoren alle jeweils mit #,, 2, ..., 2, multiplizierten Elemente aus M(m,; a) und die
Basiselemente (m,+ 1)-ten Grades (falls solche existieren), von denen die linear ab-
hiingigen gestrichen werden konnen. So fihrt man fort bis zum Grad M.

Beispiel. Es sei a = (F,, Fy, Fy, F,, F;) mit
Fy = o5 — 217, Fy = aglz, — =z,
Fy = zgzg® — 2%, Fy = aga2y — 22, Fy =z — .

Hier ist my = 2, M = 3. M(2; a) wird gebildet aus F, allein, welches mithin linear unabhiingig
ist. Zur Aufstellung von (3; a) b wir nun 7.2. Dann ist

2oFy = py — pe, o Fy = p; — pra, 23Fy = py — Prov 2 Fy = Py — P1s»
Fy=py — pu>» Fy = ps — Pias Fy=py — pra» Fy=pig — P17~

Wir ordnen nach den ersten Potenzprodukten:
Fy=ps — pus» ZoFy = Py — Pe» ) = p; — Pra» Fy=pg — P3»
2,F'y = py — Puss Fy=py — pra» 23Fy = Pyo — Pis» Fy=p1g — pan»

und hieraus ist F; = ,F, sofort ersichtlich. Mithin kann F, gestrichen werden, und (¥, F,, Fy, Fy)
ist eine Minimalbasis.

Aus dem Beweisverfahren folgt, daB in zwei verschiedenen Minimalbasen fiir ein
und dasselbe H-Ideal a die Gradzahlen m, und M iibereinstimmen und die Anzahl
der Basisformen mit den Gradzahlen m,, my+1, ..., M in beiden Minimalbasen je-
weils gleich ist. Um dies einfacher formulieren zu kénnen, fiilhren wir eine Bezeich-
nung ein, die wir spéter ohnehin bendtigen werden.

Definition 31. Ist a = K[, #,, ..., @,] ein H-Ideal mit der Minimalbasis
a=(Fy,...,Fy), (63)
80 heifit
(}L(Fl), s h(F,)) (54)
der zu (53) gehorige Gradvektor.
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Dann gilt also der

Satz 21. Alle Minimalb ein und desselben H-Ideals a = K[z, @, ..., %,] haben
bei Amminung der Basisformen nach steigenden Gmdzahlen gemdf (52) uberezmttm—
mende Gradvektoren. Insbesondere haben a.lso alle Min; von a dieselbe Linge.

Daraus folgt unmittelbar der

Satz 22. Bei H-Idealen fallen die Begriffe ,,Minimalbasis‘“ und ,,Basis minimaler
Linge* zusammen.

1.8. Die Idealsumme

Wir wollen nun Rechenoperationen fiir Ideale einfiihren. Dazu wollen wir R als
Noetherschen Ring voraussetzen, auch wenn dies fiir die zu betrachtenden Opera-
tionen nicht erforderlich ist.

Ausgehend von der mengentheoretischen Betrachtungsweise konnte man dabei
zuniichst an die Vereinigungsmenge a ub im mengentheoretischen Sinne denken.
Aber a u b ist noch kein Ideal, dennista € a,a ¢ b,bg a,bcb,s0ista+bdauvb
im Widerspruch zur Idealeigenschaft (3). Um das kleinste Oberideal zu erhalten,
welches a u b umfaBt, miissen alle Summen @ + b mit a € a und b € b mit beriick-
sichtigt werden. Dies reicht aber schon aus, denn die fiir kommutative Ringe R mit
Einsel 1t charakteristische Bedingung (3) ist erfiillt:

acanbeb=>racansbeb;
mithin ist ra + sb aus dem zu definierenden Ideal.

Definition 32. Unter der Idealsumme a + b := (a,b) zweier Ideale a,b aus
einem Noetherschen Ring R versteht man die Gesamtheit der Elemente a + b mit
a€a und b€b; entsprechend werden mehrgliedrige Idealsummen a 4-b 4, ...
usw. definiert.

Nach dem vorher Gesagten gilt dann der

Satz 23. Sind a und b Ideale aus einem Noetherschen Ring R, so ist a 4 b ebenfalls
ein Ideal aus R.

Die Basisschreibweise
@ = (@, .-, By) (65)

steht in Einklang mit der Schreibweise (a, b) fiir die Idealsumme. Die Schreibweise
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(55) bedeutet doch, daB alle Elemente aus a in der Gestalt r,@; + --- + r,a, darstell-
bar sind; es ist also

6= (@) + (@) + -+ + (@) = (@), @), .-, (@5)),

womit die Schreibweise (55) motiviert ist. Umgekehrt ist die Schreibweise (a,b)
fiir a 4+ b durch die Schreibweise (55) gerechtfertigt.

Aus diesen Betrachtungen ergibt sich unmittelbar der

Satz 24. Hat a die Basisdarstellung

a = (a, ..., a) (55)
und b die Basisdarstellung
b= (b, ..., 01), (56)
so hat a + b = (a, b) die Basisdarstellung
G 45 =(6,5) = (@1, +e0r B, By, oo, By). (57)
Aus Satz 24 folgt unmittelbar
Satz 25. Die Ideal. zweier Potenzproduktideale ist wieder ein Potenzprodukt-
ideal.
Satz 26. Ist (ay, ..., a,) eine Minimalbasis fir a und ist (by, ..., b;) eine Minimal-
basis fiir b, so braucht (a,, ..., @, by, ..., b;) keine Minimalbasis fiir a 4 b zu sein.
Beispiel 1.
a = (2, + Ty, Ty, Ty — T75), b = (z; + 2, 2%y, 22 — 72),

o+ b= (2 + 25 2s75, Tg* — Ty, Ty + Ty Ty, 24* — 5%);
hier tritt das Element z, + z, doppelt auf und kann einmal gestrichen werden.
Beispiel 2.
0= (2 + Ty, Ty, T5* — 24%;), ¢ = (7,® — 2% 2oy, T’ — 57),

a4 ¢ = (2 + Ty TyTy, T2 — TgTs, 112 — Tk, Ty, T — TD);
hier kann ;2 — x,? gestrichen werden wegen z,% — 2 = (¥, — %) (2; + 2,) = (%, — @) @;.
Aus (57) folgt ferner
Satz 27. Die Bildung von Ideal st k tatiy und tativ; es gilt also
" a4b=b+a (58)

und
(@ +8) +¢) =(a+ (B + 0)- (59)
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Unmittelbar einzusehen ist auch
Satz 28. Fiir Oberideale c gilt

bSc=>a+bSa+tc. (60)

Wie die beiden Beispiele von oben zeigen, kann dabei der Fallb cc=>a+b=a+c
durchaus eintreten.

1.9.  Das ldealprodukt

Wir gehen hierbei aus von der Menge aller Elemente ab mit @ € a und b € b und
stellen #hnliche Uberlegungen an wie beim Ubergang von der Vereinigungsmenge
zweier Ideale zur Idealsumme. Die Gesamtheit der Elemente @b kann kein Ideal
bilden, weil die Idealeigenschaft (1) und damit die Idealeigenschaft (3) nicht erfiillt
sind. Es muB also zusitzlich gefordert werden, daB mit ayb;, ab;,, ..., @4 b;, auch
alle endlichen Summen a,b; + apd;, + -+ + a5,b;, zu unserer Menge gehoren
miissen, damit diese ein Ideal wird. DaB dies geniigt, folgt aus der Giiltigkeit von (3).
Wir haben also die

Definition 33. Unter dem Idealprodukt ab zweier Ideale a, b aus einem Noether-
schen Ring R versteht man die Gesamtheit der Elemente a,b; + -+ + a5 b;, mit
@, € a und b;, € b; entsprechend werden mehrgliedrige Idealprodukte abe, ... usw.
definiert.

Satz 29. Sind a und b Ideale aus einem Noetherschen Ring R, so ist ab ebenfalls ein
Ideal aus R.

Gelten fiir a und b wieder die Basisdarstellungen (55) und (56) und driicken wir
die Elemente a;, durch ay, ..., @, und die Elemente b;, durch by, ..., b; aus, so ergibt
sich durch Zusammenfassen gleicher Produkte a;b; der

Satz 30. Hat a die Basisdarstellung (55) und b die Basisdarstellung (56), so hat ab
die Basisdarstellung

ab = (@11, @1da, - oy @by, Asby, vony Bobyy vony @Dy, oy aDY). (61)
In (61) stehen st Basiselemente a;b; (¢ =1, ...,8; k =1, ..., ). Aus (61)folgt sofort

Satz 31. Das Idealprodukt zweier Potenzproduktideale ist wieder ein Potenzprodukt-
ideal.

Satz 32. Ist (ay, ..., a,) eine Minimalbasis fiir a und ist (by, ..., by) eine Minimal-
basis fiir b, so braucht (a,b;, @b, ..., ab;) keine Minimalbasis fir ab zu sein.
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Beispiel 1.
0= (22 2,25, %), b = (2,2, 257;),
ab = (2,°2, 2,°24%3, 2,"Tyy, 71Ty 107, 0°T);
hier tritt das Element ,%zy2, doppelt auf und kann einmal gestrichen werden.
Beispiel 2.
a = (2, 232y 257, b = (212, 273),
ab = (2,22,, 2,275, 2,327, T2047,, T,%a%s2, ,25°)3
hier kann z,z,2,? als Vielfaches von z,z,z, gestrichen werden.
Aus (61) folgt

Satz 33. Die Bildung von Idealprodukten ist k tativ und ati

ab =ba
und
((ab)c) = (a(Be)).
Unmittelbar einzusehen ist
Satz 34. Fiir Oberideale gilt -
a S b= ac S be.

Aus (57) und (61) folgt ferner

; es gilt also

(62)

(63)

(64)

Satz 35. Die Bildung von Idealsummen und Idealprodukten ist distributiv:

(a 4+ b)c = ac + be,
ab 4+ ¢) =ab + ac.
Dabei ergibt sich (66) aus (65) und (62) und umgekehrt.
Es sei nun ¢ ein beliebiges Element aus ab. Wegen (61) gilt dann
¢ =ryaby + ramby 4 -+ + rpabe + o+ raab;
= (ruby + -+ rb) @y + oo+ (b + -+ raba, €a
= (rud + -+ + ra@,) by + -+ + (1401 + -+ + raa,)b €5,
mithin gilt
Satz 36. Fiir Idealprodukte gilt
ab S a,
ab S0,
ab+c2(a+c) (B +¢).

(65)
(66)

(87)
(68)
(69)
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Dabei folgt (69) unschwer aus (67) und (68). Als Beispiel fiir das Auftreten von >
in (69) betrachte man

a=(x), b=@), c=(@+x), at+c=0b+c=(2,2),
also

(@4 ¢) (b + ¢) = (@12, 2122, %) < (2172, T, + 72) = ab + .

Definition 34. Bei gleichen Faktoren in Idealprodukten (b = a,c =b = ausw.)
spricht man von Idealpotenzen a2, a3, ... Ferner gilt

a®:=(1).
Aus (61) folgt unmittelbar
Satz 37. Ist a = (ay, ..., a,) die Basis eines Ideals, so gilt fiir die Idealpotenzen

02 = (@, @10, ..., OBy, B2, Galy, -y By, o, Bpay; C), (70)
a® = (a3, a2y, ..., 0,02 @53, @520, .., 0002, ..., @90, 0 f), (71)
ot = (@™, @™y, ... 418, T, ., aeqa™ T, A7) (72)

Ist durch (55) eine Minimalbasis gegeben, so brauchen (70), (71), (72) keine Minimal-
basen zu sein; dafiir geben wir ein Beispiel an.
Beispiel. a = (a,, ay, a3, a,) mit a; = ,%, ay = 2,2y, a3 = 2,7y, @, = %y%5. Bei der Berechnung

von a? gemiB (70) tritt z,%z,x, zweimal auf wegen a,a, = a,23 = 2,%%,;, kann also einmal ge-
strichen werden.

Aus (67) folgt
Satz 38. Fiir Idealpotenzen gilt
a2a22a*2--. (73)

Beispielsweise fiir Polynomideale aus C[zy, ..., #,] ist (73) eine echte Vielfachen-
kette, die mithin nicht abbricht; dies unterstreicht die vorerwihnte Bedeutsamkeit
fiir Artinsche Ringe.

Zum AbschluB der Betrachtungen iiber Idealprodukte und ankniipfend an MfL
Bd. 3, 13.5.1., wollen wir noch anhand eines Beispiels die historische Entwicklung
zur Idealtheorie andeuten. In B = Z [1/16] hat 10 die beiden verschiedenen Zer-
legungen in Primelemente 10 =2-5 und 10 =10 -}10. Mit Hilfe der Ideal-
theorie ergibt sich die eindeutige Zerlegung als Idealprodukt

(10) = (2, Y10)" - (5, V10)" (74)
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von vier Idealen. Je nachdem, wie man dies als Produkt von zwei Faktoren zu-
sammenfaBt, ergibt sich die eine oder die andere Zerlegung wegen

(2,V10)" = (4,2/10, 10) = (2,210) = @),
(5, V10)* = (25,5710, 10) — (5, 5Y10) — (5),
(2, v10) (5, ¥10) = (10, 510, 2Y10) = (10, Y10) = (Y10).

Fiir diese zahlentheoretische Richtung der Idealtheorie sei auf HEokE [1] und
EicHLER [1] verwiesen.

1.10. Das Radikal eines Ideals

Wenn man von Idealen Potenzen bilden kann, so liegt die Frage nahe, ob man auch
umgekehrt Wurzelziehen kann. Dazu wird der Begriff ,,Radikal eingefiihrt, der auf
KruiL (1931) zuriickgeht, in die Lehrbuchliteratur aber erst 1953 von NorTECOTT [1]
aufgenommen wurde. Inzwischen sind hierzu moderne Theorien entwickelt worden
(vgl. Kerrisz [2], Szisz [1]), Satz 31.1, S. 151).

Definition 35. Ist R ein Noetherscher Ring, so versteht man unter dem Radikal

Rada = ]/E eines Ideals a — R die Gesamtheit derjenigen Ringelemente w, von
denen eine gewisse Potenz in a liegt:

Rada=ﬁ:={w:\/w”€ a}. (75)
zeN
Der kleinste Exponent z mit w? € a heifit Exponent des Elementes w:
o(w) Exponent von w: < we®-1¢ a A we® ¢ a. (76)

Satz 39. Rad a ist ein Ideal aus R.

Beweis. Es ist (3) nachzuweisen. Wir zeigen das gleich fiir mehrgliedrige Aus-
driicke

W =Wy + TaWp + ++ + TWg. (77)
Es sei also
W Ea, wWP€a, ..., wEEa, (78)

und es ist die Existenz natiirlicher Zahlen z nachzuweisen mit

w® = (rowy + 1awp + -+ + M) € a. (79)
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Multiplizieren wir (79) aus, so erhalten wir homogene Polynome vom Grad z in
wy, ..., w; mit Potenzprodukten der Bauart w;wy’---w;'* und 4y +i5+ -+ + 5 =2
Wenn nun w?® ¢ a ist, existiert wenigstens ein Potenzprodukt wbuwy’---w™ ¢ a,
fiir welches wegen (78)

<o —1, <g—1, ..., =@g—1 (80)

gelten muB. Ausw* ¢ afolgt mithiné, + 4+ -+ =<+ e+ +e— k.
Ist also

z2t mit vi=g+et+--teu—k+1, (81)
8o ist (79) erfiillt, q.e.d.
Da a ein Ideal in einem Noetherschen Ring ist, existiert eine endliche Basis, etwa
Rad a = (wy, ..., W) (82)
Mit dem soeben gefiihrten Beweis haben wir dann auch den

Satz 40. Ist a ein Ideal in einem Noetherschen Ring R, so ewistieren Exponenten x
mit
(Rad a)* & a & Rad a. (83)

Satz 40 wird sich als einer der bedeutungsvollsten Sitze der Idealtheorie heraus-
stellen. Die Teilaussage a S Rad a von (83) folgt unmittelbar aus Definition 35.

Definition 36. Ist a ein Ideal in einem Noetherschen Ring R, so heit der
kleinste Exponent , fiir den (83) gilt, der Exponent von a:

o Exponent von a :¢> (Rad a)et & a A (Rada) & a; (84)
insbesondere gilt also
o=, (85)
Aus Definition 35 ergeben sich unmittelbar die folgenden Rechenregeln fir Radikale:
Satz 41. Fiir die Radikalbildung gelten :

Rad (Rad a) = Rad a, (86)
Rad (a¥) = Rad a, (87)
Rad (a, b¥) = Rad (a,b), (88)
aS b= Rada S Radb. (89)

In (89) ist folgendes méglich: a — b = Rad a = Rad b.
Beispielsweise gilt dies fiir geeignete b und a = b*.
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Ist ein Ideal a gegeben, also eine Basis von a bekannt, so kann Rad a, also die
Basis von Rad a, nur unter groBten Anstrengungen und Schwierigkeiten berechnet
werden. Lediglich bei Potenzproduktidealen ist es moglich, aus der Basis von a,
die Basis von Rad a, unmittelbar anzugeben.

Satz 42. Ist a, ein Potenzproduktideal mit der Basis (46), so ist Rad a, gegeben
durch

Rad a, = (z1y21, -+ Limy <o Ta%az "+ Tom,)o (90)
Beweis. Es sei
by 1= (@21, - Zimy oo 0 Loz *** Tom,) s
ferner
¢y :=Max (¢} (u =1,...,m), ..., ¢,:=Max o) (us=1,...,m,),
dann gilt
@11 T )P € Oy oory (Z1 ot T )" € Oy,

also b,* S a, mit 7 =¢; + ¢, + - + ¢, — s + 1 nach (81); weiterhin ist offenbar
a, S b,, also insgesamt

b S a, Sh,. (91)
t (87) und (89) folgt aus (91) aber Rad b, = Rad a, S Rad b,, also ‘
Rad a, =Radb,. (92)

Da in b, alle Variablen der Basiselemente nur in der ersten Potenz auftreten, ist
Rad b, =b,, wegen (92) also insgesamt Rad a, =b,, q.e.d.

Zwei Schliisse aus diesem Beweis wollen wir noch allgemein formulieren. Dazu
geben wir die

Definition 37. Ideale a mit Rad a = a heiBen halbprim oder semiprim.

Semiprime Ideale stellen eine Verall, i g der Primideale dar, welche wir in 2.2. ein-
fu.lu'en ‘werden. Dle Bezewhn\mg ,,halbprun“ wurde von KRULL geprigt; neuerdings ist die

Satz 43. Sind a und b 2wei Ideale aus einem Noetherschen Ring R, dann gilt:
beS aS b= Rada =Radb, (93)
b semiprim Ab* S a S b= Rada =b. (94)

Es erweist sich als bedeutungsvoll, nach der Umkehrung von (93) zu fragen. Dies
fiihrt zur Bildung von Klassen von Idealen mit demselben Radikal.
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Definition 38. Zwei Ideale a und b eines Noetherschen Ringes heilen dguivalent,
wenn ihre Radikale iibereinstimmen:

a~Db:s Rad a =Radb. (95)
Offenbar gilt:
Satz 44. Durch (95) ist eine Agquival lation gegeben (vgl. MEL Bd. 1, 2.4., (22)).
Aus a & Rad a (vgl. (83)) folgt

Satz 45. In jeder der durch (95) gegeb Aquivalenzkl ist das Radikal das
mazximale Ideal.

Offene Frage (Verallgemeinerung des Problems von KRONECKER und PERRON): Wie
findet man in jeder Aquivalenzklasse ein Ideal, dessen Basis aus moglichst wenig
Elementen besteht?

Das dritte und vierte der nachfolgenden Beispiele zeigen, da das maximale Ideal
Rad a diese Bedingung nicht erfiillt.

Beispiel 1. a = (2%, 2,%5, 2,%,2, ;%% %223, T,7;%), also
Rad a = (w;, wy, wy) = (129, T1T3, Tas),

also 8 = 3. Der Leser priife selbst nach, dal g, =gy =3 =2, al807=2+4+2+4+2—-3+1=4
ist. Dagegen ist o = 2 wegen (Rad a)® — a, wie. man schnell nachrechnet. Hier nimmt also ¢ den
kleinstmoglichen Wert an.

Beispiel 2. a = (2,7, ,%5, 2, %,°, 2,25, 237, 2,24°%), also
Rad 6 = (wy, wy, wg) = (2,7, 2175, T473),
also 8 = 3. Durch Nachrechnenbest&tigt der Leserg, =0, =03 =3,7=3+3+4+3—-3+1=17.
Zur Besti n g bestétigt man zunichst (Rad a)® &C a wegen ,%z,%%,® = wywaws § a, also

ist auch (Rad cc)2 ; a wegen (73) Der Leser moge (Rad a)* — a selbst bestitigen. Hier ist also
@ = 4 und damit groBer als der kleinstmogliche Wert, jedoch immer noch kleiner als 7.

Beispiel 3. b = (Fy, Fy, Fy, F,) mit
Fy =2y — 23, Fy=a'n —2°, Fy=an® — 2y, Fy=zn?— b (96)

Dieses erstmals von MACAULAY in and Zusa h b Ideal scheint in seinen
Auswertungsméglichkeiten schier unetschopflich wir werden es auch ofter heranziehen. Der
Leser mége im Augenbhck glauben, daB b semiprim ist (wir werden darauf in Kapitel 6 eingehen
und die Primidealei haft dann beweisen), da also Rad b = b gilt. Wir betrachten daneben
das Ideal a = (F,, Fy, F,). Esist dann jedenfalls a < b. Zum Nachweis von Rad a = b gemi8 (94)
zeigen wir b? — a. Wegen F; € a fiir s = 1, 2, 4 bleibt nur noch Fg? € a zu zeigen. Der Leser méoge
dazu Fg? = —22,%,2F, 4 2,3F, + 2,°F, selbst bestitigen. Es ist also gy = 2, dagegen g, = o,
=g, =1wegen F;€afiri=1,2,4. Esist hieralsor=1+4+14+2+1—4+1=2, also
b% — a, was zu zeigen war. Hier ist o = 7 = 2. Die Frage, ob es zu diesem Ideal b Ideale ¢ gibt,
fiir die ebenfalls Rad ¢ = b gilt und bei denen ¢ eine zweigliedrige Basis besitzt, ist zur Zeit noch
nicht entschieden.
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Beispiel 4. b = (Fy, Fy, F;) und a = (F,, F,) mit
Ty = oz — @, Fy = gy — %1%, Fy = vz — 2%,
Fy = 2Fy — 0, Fy = g — 202,23 + 2. o7

Auch dieses b ist ein in der Literatur oft diskutiertes Primideal; der Leser moge also an dieser
Stelle wiederum die Richtigkeit von Rad b = b voraussetzen. Wegen F, = z3F'y — ,F, ist
a — b evident. Weiterhin ergibt sich, was der Leser selbst nachrechnen mége: F, € a, Fo2€ a
wegen Fy? = —2,2F, + 2, F, und Fy? € a wegen Fy? = —x,F, +- 2,F,; wir haben also ¢, = 1,
gs=0;=2,alsor=1+2+2— 3+ 1=3, also b® — a und wegen (94) mithin Rad a = b.
Hier ist jedoch o = 2; dazu ist wegen b2 = (F\2, F\F,, F\F;, F;?, F,Fy, Fg?) nach (70) nur noch
F,F; € a zu zeigen, was wegen FoFy = —zy2,F; + x,F, zutrifft.

Wir wollen nun noch einige niitzliche Formeln fiir Radikale herleiten.

Rad (a + b) ist die Gesamtheit der Elemente ¢ mit ¢2® € a +b S a 4 Rad b,
also gilt zunichst

Rad (a + b) S Rad (a + Rad b). (98)

Ist umgekehrt d € Rad (a + Rad b), so existieren Exponenten z mit d* =a 4 B
mit @ € a und B € Rad b, also existieren Exponenten y mit BY =5 € b. Dann wird

@ = (@P = (@+ BY = (@ + -+ + yaBY) + B i=ra + B ea+b,
also gilt ‘
Rad (a 4+ Rad b) & Rad (a + b);
zusammen mit (98) folgt:
Rad (a + b) = Rad (a 4 Radb). (99)
Durch Vertauschung von a und b folgt aus (99) sofort
Rad (a + b) = Rad (Rad a + b)
und durch Ersetzen von b durch Rad b und Benutzung von (99) schlieSlich
Rad (a + b) = Rad (a 4+ Rad b) = Rad (Rad a + b)
= Rad (Rad a + Rad b). (100)
Nun wollen wir eine analoge Formel fiir Radikale von Idealprodukten herleiten.
Es sei
Rada = (4,,...,4,), Radb = (By,...,B)
mit
Ap:=a €a, ..., 4=:=aq,€a, Bn:=b€b, ..., Bo:=b€b;
dann ist
(Rad q) - (Rad b) = (4,B,, 4,B;, ..., AB)).
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Ist 7;; =Max {oj, 05l ¢t = 1,...., ks j=1,...0), 7=my + 7+ -+ — Kl + 1,
so ist fiir alle = 7 sicher

((Rad ) - (Rad b)) < ab,
also
(Rad a) - (Rad b) S Rad (ab).
Weiter ist offenbar ab S (Rad a) - (Rad b), also insgesamt

ab € (Rad a) - (Rad b) S Rad (ab). (101)
Gehen wir in allen drei Termen zur Radikalbildung iiber, so folgt wegen (86) sofort
Rad (ab) = Rad ((Rad a) - (Rad b)). (102)

SchlieBlich wollen wir auf (69) beiderseitige Radikalbildung unter Benutzung von
(100) anwenden. Dann wird

Rad ((a + ¢) (b + ¢)) = Rad (ab + ¢ + ac + bc)
= Rad (Rad (a6) + Rad (c?) + Rad (ac) + Rad (bc)
= Rad (Rad (ab) + Rad ¢) = Rad (ab + ¢)
wegen (87), (68), (89) und (100), also
Rad (ab + ¢) = Rad ((a +.¢) (6 + ¢)). (103)
Der durch (103) gegebene Tatbestand, da durch Radikalbildung Gleichheiten ent-

stehen, wird uns noch ofter begegnen und ist in der algebraischen Geometrie von Be-
deutung. '

1.11. Der Idealdurchschnitt

Definition39. Unter dem Idealdurchschnitta nb = [a, b] zweier Ideale aus einem
Noetherschen Ring R versteht man die Gesamtheit derjenigen Elemente aus R, die
sowohl aus a als auch aus b sind; entsprechend werden mehrgliedrige Idealdurch-
schnitte a n b n ¢, ... usw. definiert.

Die Bezeichnungsweise [a, b] lehnt sich an die vielfach iibliche Bezeichnung [m, n]
fiir das kleinste gemeinsame Vielfache zweier natiirlicher Zahlen an (vgl. die Bei-
spiele).

Satz 46. Sind a und b Ideale aus einem Noetherschen Ring R, so ist a n'b ebenfalls
ein Ideal aus R, also das umfassendste Ideal, das Unterideal sowohl von a wie auch
von b ist.
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Beweis. Wegen a € a und b € a ist auch ra + sb € a, wegen a € b und b € b ist
auch ra 4 b € b, also ra + sb € a n b, also ist (3) erfiillt.

Satz 47. Fir Idealdurchschnitte gilt:

abSanb, (104)
aSbhb=>ancEbne, (105)
acSbh=>>anb=a. (106)

Beweis. (104) ist eine Zusammenfassung von (67) und (68); (105) und (1086) er-
geben sich unmittelbar aus Definition 39.

Ebenso ist unmittelbar einsichtig der

Satz 48. Die Bildung von Idealdurchschnitten ist k tativ und tativ:
anb=>bna, (107)
(@anb)nc=an(bnec). (108)

Wie wir im folgenden zeigen wollen, ist die Situation beziiglich der Giiltigkeit von
Distributivgesetzen ungiinstiger. Wir beweisen zunéchst

(anb)+cS(@a+c)n(d+0¢), (109)
cSancEh=>(a@nb)+ce=(@+c)n(d +c). (110)
Beweis. (a nb) + ¢ ist die Gesamtheit der Elemente @ 4+ ¢ mit @ € a nb und
c€c,(a+c)n (b c)ist die Gesamtheit der Elemente @ + ¢ =b + ¢* mit a € q,
beb,c€c,c*€c, zu denen also auch die Elemente aus (a nb) + ¢ gehoren. Ist
cESa,s0istb=a+c—c*ca,alsobcanb,b+ c*< (anb)+ c. Entsprechend

schlieft man beic S b.
In (109) kann das —-Zeichen auftreten:

a=@)Ab=@)Ac=(n+a)=>(@nb) +c=(a+c)ad+c),(111)

denm esist a + ¢ =b 4 ¢ = (7, @), dagegen (a nb) + ¢ = (222, ¥ + ).

Gehen wir auf beiden Seiten von (109) zu den Radikalen iiber, so tritt die Gleich-
heit ein. Bevor wir dies beweisen kénnen, miissen wir noch einige Beziehungen fiir
die Radikale von Durchschnitten bereitstellen.

Ist c€ Rad an Radb,sogiltcecaundce € b;istetwap = o,s0istc? € aund ¢! € b,
also ¢ € a n b, folglich ¢ € Rad (a nb), also gilt

RadanRadb S Rad (anb).

Ist ¢ € Rad (anb), so gilt ¢® €aundce€ b, folglich ¢c€ Rad a und ¢€ Rad b, mithin
¢ RadanRadb, also Rad (a nb) & Rad a n Rad b. Zusammen mit dem zuvor
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Bewiesenen folgt daraus
Rad (a nb) =Rad a nRadb. (112)

Ist ¢ € Rad (a n b), so gilt ¢® € a und ¢ € b, folglich ¢* € ab, mithin ¢ € Rad (ab),
also gilt

Rad (a nb) & Rad (ab).
Aus (104) folgt durch Radikalbildung Rad (ab) S Rad (a n b), also insgesamt
Rad (a nb) = Rad (ab).
Zusammen mit (112) folgt daraus der wichtige
Satz 49. Fiir Radikale gilt
Rad a n Radb = Rad (a nb) = Rad (ab). (113)

Nunmehr kénnen wir die angekiindigte Gleichheit bei der Radikalbildung in (109)
beweisen, namlich

Rad ((a nb) + ¢) = Rad ((a + ¢) n (6 + ¢)) = Rad ((ab) + ¢). (114)
Wir benutzen dazu (100), (113) und (103) und erhalten
Rad ((a nb) 4 ¢) = Rad (Rad (a nb) + Rad c)

= Rad (Rad (ab) + Rad ¢) = Rad ((ab) + c)
und

Rad (@ + ¢) n (b + ¢)) = Rad (@ +¢) - (b + ¢)) = Rad ((ab) + ©)).
Analog zu (109) und (110) beweisen wir nunmehr

(@+B)nc2(nc)+ (bng), (115)

c2ave2b=>(@+B)ne=(anc)+ (Bnc). (1186)

Beweis. (anc) - (bnc)ist die Gesamtheit der Elemente a + d mita € a,a € c,
beb, b€ c; hingegen ist (@ + b) n ¢ die Gesamtheit der Elemente a 4 b mit a € a,
beb, a+bec, also eine Obermenge. Ist ¢2a, so ist auf jeden Fall
b=(a+b) —accwegena+b¢cundac€ c; entsprechend schlieft man im Fall
c2b.

In (115) kann das D-Zeichen auftreten:
a=(@)Ab=@)Ac=(z, +x)=>(a+Db)necD(anc)+ (bnc), (117)
denn es ist

(@4 D0) ne=(z; + @) n (2 + ) = (@ + %),
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dagegen
(anc) 4 (b nc) = (2,2 + 212, 212, + 22) < (2 + ).
Auch bei (115) tritt Gleichheit bei der Radikalbildung ein; es gilt nimlich
Rad (@ +5) nc) =Rad ((anc) + (b nc)) = Rad ((a + b)¢). (118)

Der Beweis verliuft ganz analog zu dem Beweis von (114) und bleibe dem Leser
iiberlassen.

Wir vermerken noch
(ab)nc2(anc) (b nc). (119)

Beweis. (ab) n ¢ ist die Gesamtheit der Elemente a,b; + --- 4 a;b, mit a; € a,
b;€b, (@b + - + aby) € ¢ und offenbar Obermenge von (anc) (b nc) als Ge-
samtheit der a;b; 4 +-- 4 @b, mit a; € a, a; € ¢, b; €6, b; € c.

a=(2)Ab = (x) Ac = (2,2) = (ab) nc > (anc)(Bnc) (120)
wegenanc=c=>0nc=c=(x%,), mithin (a nc) (b nc) = (,22,%), hingegen
(ab) n ¢ = (@122) N (2122) = (2,22) D (@,%,2).
Auch in (119) tritt Gleichheit bei Radikalbildung ein:
Rad ((ab) n ¢) = Rad (tanc)(®nc) =Rad (anbnc) =Rad (abe), (121)
wie der Leser selbst beweisen mége.
(anb)-c < (ac) n (be), (122)
Rad ((a nb) - ¢) = Rad ((ac) n (bc)) = Rad (abe). (123)
Beweise. (anb)-cSac, (anb)-c S be, mithin (a nb) - ¢ S (ac) n (be), q.e.d.;
den Beweis von (123) iiberlassen wir wieder dem Leser, der auch folgendes be-
stitigen moge:
a=(x) Ab = (x) Ac = (2, 2,) = (a nb) - ¢ = (ac) n (be). (124)
Zur Erholung geben wir noch zwei einfache Beispiele an.

Beispiel 1. a=(8)Ab=(9) =>anb=(819) = (72) = ab.
Beispiel 2. a = (6) A b = (10) = anb = (6 L 10) = (30) D ab.

Im Gegensatz zu diesen simplen Beispielen ist es jedoch im allgemeinen niché
méglich, wie bei Idealsummen und Idealprodukten die Basis des Idealdurchschnitts
sofort hinzuschreiben. Wir wollen uns daher im nichsten Abschnitt mit der Frage
der Berechffung der Basis des Idealdurchschnitts befassen.
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1.12.  Zur Berechnung von ldealdurchschnitten, Beispiele

Es sei a = (@, .-, @), b = (by, ..., b;), also nach (57)
a+b = (a,a, ..., 8y by, by, ooy by).

Dann ist a n b die Gesamtheit aller derjenigen Elemente ¢, zu denen es Ringelemente
15 T2y oens T'gy S15 8g5 + v+, 8 ibb mit

¢ =14y + 798y + -+ + 78, = 8 + 8y + +-- + 8by, (125)
also mit
710y + r8s + -+ + 1@ + (—81)by 4 (—82)dg + -+ + (—8)b, = 0. (126)

Zur Lésung von Gleichungen der Gestalt (126) in R bestimmt man zuerst eine
Minimalbasis (¢y, ..., ¢) von a-+b und driickt ay, ..., @, by, ..., b; durch die ¢y, ..., ¢;
aus; dabei ist es hiufig (aber nicht immer) zweckmifig, ¢y, ..., ¢; aus den ay, ..., @,
by, ..., by zu wihlen. Unser Problem ist also auf die Aufgabe reduziert, in R Glei-
chungen der Gestalt

U0y + Ugly + + + Uy =0 (127

zu 16sen, bei denen (cy, ..., ¢;) eine Minimalbasis des Ideals ¢ = (cy, ..., &) ist. Jeder
U

Losungsvektor [ : | von (127) heifit dann eine Syzygie von ¢; jede Identitéit (127)
U

heiBt eine Passivitdtsbedingung.

Da wir uns im folgenden hauptséichlich mit Polynomidealen beschaftigen wollen,
wird uns also iiberwiegend die Syzygientheorie der Poly ideale interessieren. Wie
aber schon in 1.3. angedeutet wurde, st8t dabei bereits die Berechnung von Minimal-
basen fiir inhomogene P-Ideale auf Schwierigkeiten, weshalb hier die Syzygientheorie
der H-Ideale im fiinften Kapitel ausfiihrlicher untersucht werden wird.

Diese Andeutungen sollen jetzt nur die zuvor gemachte Bemerkung erldutern, da8
es fiir die Basis des Idealdurchschnitts a n b keine allgemein giiltige formelmaBige
Darstellung gibt, wie wir sie fiir die Idealsumme durch (57) und fiir das Idealprodukt
durch (61) kennengelernt haben. Fiir H-Ideale a,b kann immerhin eine Basis von
anb in endlich vielen Schritten mit Hilfe der Syzygientheorie berechnet werden.
Wie dies geschieht, soll im folgenden an zwei Beispielen (unter Vorwegnahme von
Ergebnissen der Syzygientheorie) angedeutet werden.

Beispiel 1. In B = K[, %;, %3, 25) seien a = (Fy, F,), b = (Fy, Fy) mit

Fy = agzy — 22y, Fy=ag%y — 2%, Fy = 2gmy? — 25, Fy =@z’ — 2. (96)
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Hier bilden (F,, F,, Fy, F,) eine Minimalbasis von a + 5. Dann ist a nb die Gesamtheit der
Formen @ mit

G = G\F, + GyF, = GF, + G,F,; (128)
es gilt also
01F1+GtFa+(_Ga)Fa‘F(‘G&)FA:O- (129)

In der Syzygientheorie der H-Ideale wird gezeigt:
Dy(wgty — 21%s) + Po(w®2y — 2,°) + Dy(@ya® — 21%5) + Pylwyzs® — 2,8) = 0 (130)
hat die vollsténdige Losung
D, = Wiz + Pz, + Perpzy + Pya,?,
D, = —Viz, —Way,
D= Wiz, +¥ —Wyr, —¥z,
D= —¥, —¥,

mit beliebigen Parametern ¥, ¥,, ¥;, ¥,, also mit beliebigen Formen ¥, ¥,, ¥;, ¥, geeigneten
Grades. Aus (129), (130) und (131) folgt dann

G = D= ¥+ Vyrery + Parzy + Py,

(131)

Gy= =V, — ¥y,
Gy=—0; =~V — ¥z, + ¥z, + ¥,
Gy=—&, = Yyry, + Py,

Dies in (128) eingesetzt und nach ¥, ¥,, ¥;, ¥, geordnet, gibt
G = Wi(—g5® + 2%, 05) + P —202,25° + 2,%%3) + Pal@oys® — 2,0525) + Py(o2a%y — 2,2%);
mithin ist
00D = (2°25® — 2o2,*%y, Zo21s* — 21°%g, Tt — X204y, XeTe2Ty — TyTY).
Beispiel 2. Wir éndern dazu das erste Beispiel nur leicht ab. F,, F,, Fy, F, seien dieselben

Formen wie im ersten Beispiel und Fy = 2,F; = 2,22, — 242325, a = (F}, Fy), ¢ = (Fy, Fy, F,).
Jetzt ist also a n ¢ die Gesamtheit der Formen @ mit

G = G\Fy + GoFy = GyF; + G F; + G Fy,
folglich
GFy + GyFy + (—Gy) Fy + (—G,) Fy + (—Gy) Fy = 0.
Wegen Fy = z,F, bilden in diesem Fall (F,, F,, F3, F,, F;) keine Minimalbasis von a + ¢; wir
miissen daher Fiy = %,F, einsetzen und erhalten
@y — %Gy) Fy + GyFy + (—Gy) Fy + (—G5) F = 0.
Jetzt konnen wir wieder (130) und (131) anwenden und erhalten
G —aly= Oy = Wz?+ Vo, + Pz, + Pz,
G= &y=—Yz, — ¥y,
Gi=—@y= —Viz, — ¥y, + ¥ + ¥,
G = —D, = Yy, + ¥y,
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Fiir G, kann irgend etwas gesetzt werden, etwa Gy := ¥;. Dann wird
Gy = ¥ya,® + Wozgr, + Fatyry + Pyzy® + Py,
Nach ¥, ¥, ¥, ¥;, ¥, geordnet, folgt
@ = Wyladn, — mgy) + Py —wolay + woritey) + Yol —agmag? + 2'z;)
+ Pyl s® — %) + Palwora’rs — 125%).
(Der Leser priife diese Ergebnisse durch Nachrechnen nach.) Als Endergebnis haben wir

0 n b = (5e%0s — 2oy, 26757 — %o s, V1 Te® — BTy, Ty Bs® — Ty Ty, TgTy g — 2125°).-

1.13.  Idealdurchschnitte von Potenzproduktidealen

R. KuMMER ist es gelungen (vgl. KuMMER und RENscHUCH [1], Satz 3), fiir Ideal-
durchschnitte von Potenzproduktidealen eine geschlossene Formel anzugeben, die
jetzt hergeleitet werden soll.

Wir erinnern hierzu an den Beweis von

(@+b)nc2(anc)+ (bnc). (115)
Das >-Zeichen konnte auftreten wegen: a@ 4 b € c$ a € ¢ A b € ¢c. Da nun aber bei
Potenzproduktidealen mit einem Polynom jedes auftretende Potenzprodukt bereits
in dem Potenzproduktideal enthalten sein muB, gilt jetzt:a + b€ c, > a € e, AbE ¢,
mithin:

@, b, ¢, Potenzproduktideale = (a, + b,) n¢, = (a, n¢,) + (b, nc,).  (132)
Vertauschung und Umbenennung in (132) liefert

a0 (b + ¢:) = (0, nB,) + (a5 0 Cs). (133)
Aus (132) und (133) folgen fiir den Durchschnitt mehrgliedriger Idealsummen
(g, + o+ 4 65,) 0 by, 4 -+ + bg,) = (5, 0 By) + (A, n b)) + -+ + (a5, 0 D) -

(134)

Aus (134) ergeben sich fiir Hauptideale und damit fiir Idealbasen (vgl. (55)ff.)

(P Pr o2 P) 0 (@12 G o 00) = X _Vl((zu) n (g))- (135)
2 B

Durch (135) wird die Problematik auf die Bestimmung des Idealdurchschnitts von
Potenzprodukthauptidealen zuriickgefithrt. Dies ist nun aber einfach; ist beispiels-
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weise p; = 22,3, ¢; = 2,%,%,°, 80 ist (p;) n (g;) = @,%,%;°. Allgemein ist offenbar

(@) n(g) = (i gy), (136)
wobei p;u g; das kleinste gemeinsame Vielfache der Potenzprodukte p; und g; ist.
Setzen wir (136) in (135) ein, so haben wir den angekiindigten

Satz 50. Sind a, und b, Potenzproduktideale aus K[%g, &y, ..., Z,], 80 gilt:

Gy = (D1 ++0s Do) A Dz = (G140 )
S0 00, =(P1UQ et PIUGE eens Pa UGy veey PalUGy)e (137)
Dabei braucht (137) keine Minimalbasis zu sein.
Beispiel.
a, = (0,2, 2,%,%5, 2,24%5%, 737,), b, = (2,252 2,242, 75°),
a, n b, = (2,%0,% 2,%0,2,%, 2,225°, 22,752, @,2,%057,%, 72,7058,
Ty XgTs?, TyTpTg y?, Ty Taa®, By2aTy, XaTgy?, X322 5

und hierin kann das dritte, vierte, fiinfte, sechste, achte, neunte Potenzprodukt gestrichen
werden, wie sich der Leser selbst iiberzeugen mage.

1.14.  Der ldealquotient

Wie bei der Quotientenbildung in der Arithmetik liegt auch diesem Begriff der
Gedanke der Umkehrbarkeit der Produktbildung zugrunde. Geht man etwa von der
Idealgleichung (2) - (8) = (6) aus, so steht also eine Art Auflésung nach (2) oder (3)
zur Debatte. Um hier weiterzukommen, geben wir zunichst die

Definition 40. Unter ¢b mit ¢ € B, b = R werde die Gesamtheit der Elemente
¢b € R verstanden, bei der b alle Elemente des Ideals b durchliuft.

Nunmehr kénnen wir Idealquotienten definieren.

Definition 41. Der Idealguotient ¢:=a:b ist erklirt als Gesamtheit aller

¢ € R mit ch S a:
c:=a:b:={c:c€ERAcb S a}. (138)

Beispiel 1. a=(6), b =(3), a: b= (6):(3) = (2).

Beispiel 2. a = (7),b = (3), a: b = (7) : (3) ist die Gesamtheit der ¢ mit ¢(3) S (7), muB also
ein Vielfaches von (7) sein, also (7) : (3) = (7); in diesem Beispiel ist also a: b = a.

Beispiel 3. a = (14), b = (15), a: b = (14) : (15) = (14) = a.

Beispiel 4. a = (2,%), b = (%, %,?), a: b = (2,%) : (2%, 2,?) = (2,%) = a wegen z,? € b. Hin-
gegen ist b: a = (%%, 2,?) : (x,?) = (1).
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Satz 51. Ist R ein Noetherscher Ring, so ist mit a und b auch ¢ = a :b ein Ideal
in R.

Beweis. Ist ¢, € a:b, so auch ri¢, € a:b wegen ¢,b S a, folglich 76,6 = ¢,(rb)
C ¢;b S a. Entsprechend ist mit ¢, € @ : b auch ryc, € a:b. Dann ist aber auch
716 + 76y € a1 b Wegen

(1161 + r9e) b =110D + 1ecsb Sa+a=a.
Mithin ist (3) erfiills.
¢b S a ist in jedem Fall fiir alle ¢ € a erfiillt; wir haben also

a:b2a. (139)
Definition 42. Gilt in (139) das Gleichheitszeichen, so heilt b relativ prim zu a:
b relativ prim zu a :& (a:b) = a. (140)

Im allgemeinen braucht dann nicht gleichzeitig a relativ prim zu b zu sein, wie das
vierte Beispiel lehrt.

Satz 52. Fiir Idealquotienten gilt:

bCasa:b=(1)=R, | (141)
a:a=(1) =R, (142)
a:(0)=(1) =R, (143)
a:(1)=a, (144)
(@:9)b Sa, (145)
b = (b) Hauptideal = (a : (8)) - (b) = an (), (146)
pbSa=>a:020Aa:D20, (147)
aSbhb=>a:dESh:b, (148)
aSb=>b:bSbH:a, (149)
ab:b2a, (150)
R Integrititsbereich Ab = (b) Hauptideal = a(b) : (b) = a. (151)

Beweise. (141) folgt aus (1) - b S a; (142) und (143) sind Spezialfille von (141).
Die Gleichung (144) folgt aus (151) fiir b = 1. — Nach (138) ist ¢b & a; wegen
¢ = a:b folgt mithin (145).

Zum Beweis von (146) nehmen wir fiir a die Basisdarstellung a = (ay, ..., @,) an.
Dann bedeutet ¢ € a n (b), daB ¢ = rb = rja; + -+ + 7,8, gilt, mithin 7€ a: (b)
und ¢ = rb € (a: (b))« (b), also a n (b)  (a: (b)) - (b). Ist umgekehrtc € (a:@®)- @),
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80 kann aus jedem ¢ der Faktor b ausgeklammert werden, mithin ist ¢ € (b); auBer-
dem ist ¢ € a nach (145), insgesamt also (a : (b)) - (b) E a n (b). Daraus folgt mit dem
zuvor Bewiesenen die Giiltigkeit von (146).

Die Aussagen von (147) sind mit b S a:b und b S a: d gleichwertig, und dies ist
sofort aus (138) abzulesen; dasselbe gilt fiir (148) und (149) unter Beriicksichtigung
von (64).

ab : b ist die Gesamtheit der ¢ mit ¢b S ab, was fiir ¢ € a sicher erfiillt ist, also ist
a S ab : b, womit (150) bewiesen ist.

Zum Beweis von (151) nehmen wir fiir a wieder die Basisdarstellung a = (a;, ..., a,)
an. Wegen (150) brauchen wir nur noch a(b) : (b) S a zu zeigen. a(d) : (b) ist die
Gesamtheit der Elemente ¢ mit crb € (b, ..., a,b), wobei r ein beliebiges Ring-
element ist; insbesondere kann r = 1 sein. Daraus aber folgt in Integrititsbereichen
¢ € a und mithin a(d) : () S aq, g.e.d.

Um ein Beispiel fiir das Auftreten des Zeichens > in (150) zu finden, darf also in
Integritatsbereichen b kein Hauptideal sein. Wir ziehen dazu das dritte Beispiel von
1.10. heran. Dort war

Fy = 2@y — 2%y, Fy = 2%, — 2,3,
Fy = mgz® — w25, Fy =22 — 2, a= (Fy, Fy, Fy).

Das dort ebenfalls eingefiihrte Ideal b wollen wir jetzt b nennen, b = (F,, Fy, Fy, Fy).
Der Leser moge selbst nachrechnen, daB dann gilt:

o Fy = —22Fy + 2,F5 € a - (2o, 1, 2o, 73),
1 Fy = —2@eFy + 23Fp € a - (2o, 21, o, 3), (152)
T Fy = 2@ Fy — 20Fy € a - (2o, 21, T, T3),
wyFy = @2F) — 2, F € a- (2, @1, Ty, T5).

Wir erinnern ferner an b > a. Wir zeigen nun, da}
- (%o, Ty, Ty, Tg) = D + (g, Ty, T, T3)
= (xoFy, @\ Fy, T F'y, 23Fy, @oFy, €, Fy, 2y Fy, 23,
woFy, & Fy, oFy, 23 Fy)
gilt. Das ist wegen (152) richtig, da die bei der Basisaufstellung von b - (x,, 21, %3, 3)

auftretenden Basiselemente x,Fy, x,Fy, 2,F;, 2,F; wegen (152) gestrichen werden
konnen. Aus

- (%o, @y, g, ) = D+ (Xo, Ty, T, )
folgt
(a + (%o, 21, Ty, xs)) : (%o, @1, g, Tp) = (b + (%o, @1, g, fta)) : (%o, @1, Ty, @) 2D

nach (150). Wegen b o a folgt mithin ab : b > a fiir b = (,, 2;, @, ¥3).
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Bei diesem Beispiel tritt zufillig Gleichheit bei beiderseitiger Radikalbildung ein,
die aber nicht allgemein bewiesen werden kann. Der Ubergang zu Radikalen fiihrt bei
Quotientenbildung zu Schwierigkeiten ; dies beinhaltet der

Satz 53. Fiir Radikale gilt

Rad (a:b) E (Rad a) : (Rad b), (153)
a=(z2) Ab = (z;) = Rad (a:b) = (Rad a) : (Rad b). (154)

Beweis. Ist ¢ € Rad (a:b), so gilt ¢® € a: b, mithin ¢?b & a, also ¢% € a fiir alle
b€ b. Fiir jedes B € Rad b existiert nun ein ¢ mit B*:=5b¢€ b, also ¢#B° € a. Ist
7 = Max {, ¢}, so gilt ¢*B* = (¢B)' € a, also ¢B € Rad a. Dabei war B beliebig aus
Rad b, also ¢- Rad b S Rad a, mithin ¢ € (Rad a) : (Rad b), womit (153) bewiesen
ist. Zu (154) bemerken wir a : b = (x,), also Rad (a : b) = (#,), dagegen Rad a = (z,),
Rad b = (,) und mithin (Rad a) : (Rad b) = (1) nach (144).

Dieses Ergebnis 148t bereits ahnen, daB es bei distributiven Beziehungen fiir
Idealquotienten nicht mdglich ist, eine nicht vorhandene Gleichheit durch beider-
seitige Radikalbildung allgemein beweisen zu konnen.

Wir wollen dennoch auch hier alle mdglichen distributiven Beziehungen unter-
suchen.

(@+0b):c2(a:c)+ (b:c). (155)
Beweis. (a:c) 4+ (b:c) ist die Gesamtheit der Elemente a + b mit ac S a
Abec S b. Dann gilt (@ + b) ¢ S a + b, mithine + b€ (a + ) : c.
Beispiel fiir ©-Zeichen:
a= (T, 22)Ab = (@2, 2)AC = (T, Z)=> (@ +DB):cD(a:c)+ (b:c). (156)

Dies gilt wegen a 4 b = (2,, ;) = ¢ und (a + b) : ¢ = (1) nach (142) und anderer-
seits
a:c=@, %), bic=(2,%), (a:c)+ (b:c)= (2, x) = (1).

Dieses zeigt zugleich, daB auch bei beiderseitiger Radikalbildung in (155) nicht
generell das Gleichheitszeichen zu gelten braucht. Dieser Tatbestand bedeutet eine
Erschwernis fiir das praktische Rechnen mit Idealquotienten.

(a-0):c2a-(B:c). (157)

Beweis. a-(b:c) ist die Gesamtheit der Elemente ad mit dc S b, adc S a-b,
ad € (a-b):c. Auch in (157) gilt nicht immer das Gleicheitszeichen:

a=@)Ab=@,w)Ac=(2)=>(a-b):c>a-(b:c). (158)

Dies gilt wegen a - b = (2,2, 2,2,), (a - b) : ¢ = (%, @), andererseits b : ¢ = (1) wegen
¢ < b gemdB (141).
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(@anb):c=(a:c)n(b:c). (159)
Beweis.
de(anb):cedcSanbediSandcSh
sdea:cadeb:code(a:e)n(b:c);

jedes Element der linken Seite von (159) ist auch Element der rechten und umgekehrt,
woraus die Gleichheit (159) folgt.

Aus (159) ergibt sich durch mehrmalige Anwendung
Satz 54. Fiir Idealquotienten gil
(apnagn-on a):b =(a;:6)n(az:0) n--+ n(a:b). (160)

Fiir Durchschnittsdarstellungen von Idealquotienten werden wir (160) im néchsten
Kapitel ofter heranziehen.

‘Wir zeigen als nichstes
(@:B):c=a:(be). (161)
Beweis. Wir verfahren dazu in analoger Weise wie beim Beweis von (159):
de(a:b):codcSa:bedbSaedicSasdea:(be).
(a:6) + ¢S (a+be):b, (162)
b=0®)=(a:(®)+c=(a+®)c):@). (163)
Beweise. Ersetzen wir b in (155) durch be und ¢ durch b, so folgt
(@+bc):b2(a:b)+ (bc:B) 2(a:b) +¢

wegen (150), mithin gilt also (162). — Zum Beweis von (163) ist wegen (162) nur noch
(a4 @) ¢c): (®) S(a:(®)+c zuzeigen, was der Leser mit Hilfe von Basisdarstel-
lungen fiir a und c¢ selbst beweisen mége.

Um (162) zu verallgemeinern, benétigen wir eine Verallgemeinerung von (150),
namlich

(ad) : (bb) 2 a:b. (164)
Beweis. cca:boch S a= cbd S ab © ¢ € (ad) : (bd).
(@:6) + (c:b) S (ab + be) : bbd. (165)

Beweis. Dazu ersetzen wir in (155) a durch ab, b durch b¢, ¢ durch bb und erhalten
mit (164)

(ad + be) : b 2 ((abd) : (6D)) + ((be) = (bb)) 2(a:b) 4 (c:d),
q.e.d.
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Fiir = (1) geht (165) in (162) iiber.
(a:b)-¢c S(ac):b (166)
folgt direkt aus (157) durch Seitenvertauschung und Umbenennung;
(@:b)nc S (anbec):b (167)
ergibt sich aus (1569) und (150).

Da die Quotientenbildung nicht kommutativ ist, miissen wir noch Bildungen der
Gestalt a : (boc) untersuchen.

a:(b+c)=(a:b)n(a:c). (168)
Beweis.
dea:b+c)odb+c)Saedt+dSasdiSandcSa
osdeca:badeca:ceode(a:b)n(azc).
Durch mehrmalige Anwendung von (168) folgt der wichtige
Satz 55. Fiir Idealquotienten gilt
@:(By 4 - 4 Bu) = (@:5;) -+ 0 (2 :Bm), (169)
m@w”m=@4mhnm@4my (170)

Dabei folgt (170) aus (169) fiir m = ¢ und Hauptideale b; = (b;). Die Bedeutung
von (170) vermerken wir in

Satz 56. Vermige (170) lift sich die Berechnung von Idealquotienten zuriickfihren
auf die Berechnung von Idealquotienten der Bauart a : (b), wobei (b) ein Hauptideal ist.

Wir untersuchen nun noch a: (6 -¢),a: (6 nc)und a: (b :c).
a:(be) =(a:b):c (171)
folgt durch Seitenvertauschung von (161). ’
a:(bnec)2(a:b)+ (a:c), (172)
a=(r@)Ab=@)Ac=(xz)=>a:(bnc)>D(a:b) + (a:c). (173)
Beweis. Fiir die Gesamtheit der Elemente @ + b aus (a:b) + (a:c) gilt
ab SanbcSa=>abne)Sanbbne)Sa
S@+bdnsa
a+bea:(bng),
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q.e.d. — (173) folgt wegen b nc = (22), a: (b nc) = (1), a:b = (m), a: ¢ = (),
(a:b) + (a:c) = (z, Z2).
a:(b:c) 2 (ac): b, (174)
a=@)Ab=(@)Ac=(rz)=>a:(0:c)> (ac):b. (175)
Beweis. Istb:=b:c,dannist a: (b:c) = a: b die Gesamtheit der Elemente d

mit db S a=> dbc S ac A ddc S db (wegen dc S b). Beide Bedingungen sind speziell
erfiillt im Fall db S ac, also fiir d € (ac) : b. — Zu (175): Es ist

bie=(@):@) =), a:(:0)=(): (=) =),
ac = (&), (ac) : b = (2,22 : (@) = () = (1).

1.15. Zusammenstellung der GesetzmiBigkeiten bei distributiven
idealtheoretischen Operationen

Der Gedanke hierzu geht auf meinen hallischen Lehrer, Herrn Prof. Dr. O.-H. KzgL-
LER, zuriick, von dem auch der groBte Teil der Gegenbeispiele stammt (vgl. [2],
8. 114). Statt der einen Tabelle von O.-H. KELLER wollen wir hier zwei Tabellen A
und B (vgl. 8. 62/63) anlegen, die erste fiir (a0,b) 0,c und die zweite fiir ao,(bo,c). Die
Operationen o, sind links untereinander aufgefiihrt, die Operationen o, oben neben-
einander, jeweils in der Reibenfolge +, -, n, :.

1.16.  Aquivalente H-ldeale als ldealquotienten

Wir kniipfen dazu an Definition 30 an. Dort war f(#;, ..., #,) ein inhomogenes Poly-
nom aus einem P-Ideal (a) = K[w,, ..., x,] und F(z,, @y, ..., 2,) die zu f(zy, ..., 2,)
dquivalente Form aus dem zu (a) dquivalenten H-Ideal a = K[z, &y, ..., Z,], welches
als Gesamtheit der durch

Ty, T+ .y ) 1= MO (ﬂ, ﬂ), EEN, (47)
Lo %o

gegebenen Formen charakterisiert war. a enthélt dann auch die durch Gradiiber-
schreitung und anschlieBende Homogenisierung gewonnenen Formen. Wir wollen
dies nochmals an dem zweiten Beispiel (im AnschluB an (44)) erliutern: Dort war
(@) = (f1, fo) mit f; = 2, fo = @ + @2, ferner

@y = (—m3) % + 1(y + 21%) = (—@) f1 + ife
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und

2 = (x%) @2 + (2 — 2y%3) (X2 + 2y%3) = 25y + (X2 — 21%,) fo-
Homogenisieren wir nun f,, f, zu F;, = 2, F, = 2y, + %3, so erhalten wir
bei beiderseitiger Homogenisierung und Multiplikation mit z,® bzw. x,* daraus z.z,,
= —u3Fy + 2, F; und 22,2 = 22F, + (24, — *,%;) Fp. Nach (138) bedeutet dies
2,%p € (Fy, Fy) : (%) bzw. .2 € (Fy, Fy): (%?) = ((Fl, Fy): (:z:,,)) : (%) mnach (161).
In unserem Beispiel ist dann offenbar

(Fy, F3) = (Fy, Fy) : (%) = (Fy, Fp) = (%)

Man bekommt also alle Elemente des zu (f,, f.) 4quivalenten H-Ideals durch Betrach-
tung der Ideale der Teilerkette

(Fy, Fo) < (Fy, Fo) & () = (Fy, Fa) : (%) S (Fy, Fi) 2 (%) S --v

welche gemiiB (27) nach endlich vielen Schritten abbrechen muBl. Wir haben also so
viele Idealquotienten zu berechnen, bis erstmals der Fall
(Fy, F) : (") = (Fy, Fy) = (%)

eintritt, was in diesem Beispiel fiir k¥ = 2 wirklich eintritt, an dieser Stelle jedoch
noch nicht bewiesen werden kann. Das zu (a) = (f,, f,) dquivalente H-Ideal ist also
durch a = a3 = (F,, F,) : (%,%) gegeben.

Diese Uberlegungen lassen sich leicht allgemein formulieren.

Satz 57 (Satz von VAN DER WAERDEN vgl. [3], Satz 8, 8. 507). Ist (a) = (fy, ---, f2)
=K@y x,,] ein inhomog I ideal, geht f; bei Homogenisierung (38) in F;
dber (¢ =1, ...,1t) und ist

ayi= Py o0, Fy) S K@y, ooey @], Gpi= 050 () (6 =1,2,...), (176)

0 ist das zu () dquivalente H-Ideal a = K[,, %y, ..., ,] das Schlufiglied der echten
Teilerkette

A Cay e 177)

In unserem Beispiel ist a; das zu (a) = (f;, f.) dquivalente H-Ideal, wihrend a,

und @, zwar H-Ideale sind, jedoch keine zu einem P-Ideal (a) dquivalenten H-Ideale;
aus (176) folgt vielmehr der

Satz 58. Ein H-Ideal a = K[y, @, ..., 2,) ist genau dann das zum inhomogenen
P-Ideal (a) = a |5,y = K[y, ..., ,] dquivalente H-Ideal, wenn

a:(r) =a ) (178)
gilt.
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Tabelle A
+
+|{(@+B)+c=a+b+4c (59) | (@ +b)-c=ac+ be (65)
(@-B)+c2@+¢e)-(b+rc) (69) | (a-B)-c= abe (63)
Red ((a-) + ¢) =Rad (@ + ¢) - (b + ¢)) (103)
nf(@anb)+cS(@a+c)n(d+c) (109) | (@ n B) - ¢ & (ac) n (be) (122)

Rad (@ n 6) + c) =Rad ((a + ¢) n (b + ¢))

Rad ((a n b) - ¢) = Rad ((ac) n (bc))

= Rad ((ab) + ¢) (114) = Rad (abc)  (123)
(a:b)+cS(a+be):b (162) [ (@:B) - c S (ac): b (166)
(a:(8) + ¢ = (a + (b)) : (b) (163)
Tabelle B
+
+la+GB+c)=a+b+c (59)|a+(B-c)2(a+Db)-(at+c) (69)
Rad(a + (b-¢))
=Rad((a +5)-(a+¢) (103)
a-(0+c¢)=ab+ ac (66) | a- (b-c)=abc (63)
nfan(+c)2(anb)+ (anc) (115) fan(b-c)2(anb)-(anc) (119)
Rad(an (b + c)) =Rad((anb) + (anc)) Rad(an(b-c)) =Rad((anb)-(anc)
= Rad (a(b + ¢)) (118) = Rad(abe) (121)
a:(b+c)=(a:b)n(a:c) (168) |a:(b-c)=(a:b):c (1711)
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n
(@+b)nc2(anc)+ (bne) (115) [ (@+DB):c2(a:c) + (b:c) (155)
Rad((@ 4 b) nc) =Rad((anc)+ (bnc))
=Rad((a +b) ¢) (118)
(a-B)nc2(anc)-(bnc) (119) | (a-B):c2a-(b:¢c) (167)
Rad((a-b)nc)=TRad((@anc)-(bnc))
= Rad (abc) (121)
(anB)nc=anbnec (108) [ (anb):c=(a:c)n(b:c) (169)
(a:b)ncS(anbc): b (167) | (a:B):c=a: (bc) (161)
n
a+Gne)S(a+b)n(a+c) (109) [ a+ (b:c) S (ac+b): ¢ (162)
Rad(a+ (bnc) =Rad((@a+6)n(a+ ¢) a4+ (b: () = (ale) + B): (¢) (163)
= Rad ((a 4 (b¢)) (114)
a-(bnc) S (ab) n (ac) (122) | a-(b:c) S (ab): ¢ (166)
Rad (a - (b n ¢)) = Rad ((ab) n (ac))
= Rad (abc) (123)
an(ne)=anbne (108) [ an(b:c) S(acnb):c (167)
a:(bne)2(a:6)+(a:zc) (172) [ a:(b:¢c) 2(ac): b (174)
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Mit Satz 57 wird eine erste praktische Anwendung des Begriffes ,,Idealquotient
gegeben. Im nichsten Kapitel wird das Bilden von Idealquotienten ein wesentliches
beweistechnisches Hilfsmittel darstellen. Wir wollen uns daher auch bei diesem
Begriff im folgenden Abschnitt der Frage nach der praktischen Berechnung einer
Basis fiir Idealquotienten zuwenden.

1.17. Zur Berechnung von ldealquotienten, Beispiele

Nach Satz 56 geniigt es, Idealquotienten vom Typ
a:(d) =(a, ..., a5) : (b) (179)

berechnen zu kénnen. Nun ist a : (b) die Gesamtheit der ¢ mit ¢b = rya; + -+« + ra,,
also

7@y + o + 7,8, + (—0) b =0. (180)

Wiire nun b € a, so wire nach (141) a: (b)) = (1) und dieser Fall ist uninteressant.
Wir kénnen also b ¢ a annehmen; iiberdies sei (a;, ..., @, b) eine Minimalbasis und
(180) gemiB (127) eine Passivitétshedingung; die Losungsvektoren von (180) sind
Syzygien der Art

P, st
P, T2

i = .
¢D ra
[ —

von denen hier also nur jeweils die letzte Koordinate interessiert.
Beispiel.
a = (BT — By By — T’ TeTy® — 21°T), b= (b)) = (y75® — 25°).
(180) geht iiber in
Gy(2gy — Ty%s) + Ga(@o?s — 77°) + Calera® — 1%05) — c(y® — ) = 0.

Hier kénnen wir nun (130) und (131) verwenden und finden —¢ = @, = —¥;z, — ¥,,, mithin
ist a: b = (2, 7).
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1.18. ldealquotienten von Potenzproduktidealen

Auch hierfiir gelangte R. KuMMEs (vgl. KummeR und RENscHUCH [1]) zu geschlos-
senen Ausdriicken. Dazu beweisen wir als erstes:

®, ¢ Potenzprodukte = (p) : () =( 2 ) (181)

png

Beweis. (p): (q) ist die Gesamtheit der ¢ mit
cq = kp, (182)

worin 0.B.d. A. ¢ und k ebenfalls Potenzprodukte sind. Fiir die vorgegebenen Potenz-
produkte p und ¢ sei nun

p=(pngp*, ¢=(@ngg* (183)
Setzen wir (183) in (182) ein und kiirzen p n ¢ heraus, so folgt

og* =kp* mit p*rmg*=1; (184)
die Losung von (184) ist

c=rp* und k=rg*, r beliebig. (185)

Setzen wir (183) in (185) ein, so folgt (181), g.e.d.
Wir wollen nun zeigen, da in
(@+B):c2(a:c)+(b:c) (155)

das Gleichheitszeichen fiir den Fall gilt, da8 a und b Potenzproduktideale sind und
¢ ein Potenzprodukthauptideal ist, also:

(ax +5,) 1 (@) = (ax: (@) + (Bx: (9))- (186)
Dazu geniigt wegen (155) der Nachweis von
(02 +62) : (@) S (0x 2 (@) + (b4 : (@) (187)

Beweis. (a, + b,):(g) ist die Gesamtheit der d mit d(kg) € a, + b, mit beliebigem k.
Mithin kann 0.B.d.A. ¥ = 1 gesetzt werden; dann aber folgt die Giiltigkeit fiir
beliebiges & aus der Idealeigenschaft (2). Ist a, = (P1, -+« Pa)s bz = (@1, +-+ q1), 80 ist

dg € a, + b, mit dg € (py; ..., Pe s -+ ¢) gleichbedeutend. Da py, ..., Py q1 -+ &
und ¢ Potenzprodukte sind, ist 0. B.d. A. auch d ein Potenzprodukt; damit aber ergibt
sich die Gesamtheit der in Frage kommenden d aus den Gleichungen

dg =Py, ..., dg =14p, (188)

dg = 811, ..., g = 8,94, (189)

und
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welche analog (182) zu losen sind. (188) bedeutet nun aber dg € a,, und (189) be-
deutet dg €b,, also gilt d€a,:(g),dcb,:(g), mithin d¢ (a,. 2 (q)) + (B,., : (q)),
also gilt (187) und mithin (186), g.e.d.

Durch mehrfache' Anwendung von (186) folgt

(B1 -+ P0) 1 (@) = (1) : (@) + -+ + (@) : (@) (190)
mit (181) folgt
0 (g) = (L L) (191)
mng Upng

und mit (170) schlieflich

Satz 59. Fiir Idealquotienten von Potenzproduktidealen gilt

010y = (Pryoees Do) 1 (G0 -+ T1)

=( B = )n-..n( B eyt ) (192)
NG Ps 1 PN PsM G

Aus (192) ist die weitere Berechnung sukzessiv nach (137) méglich.
Demgema8 ist iibrigens auch die Angabe einer geschlossenen Formel moglich (vgl.
Kummer und RENSCHUCH [1], Satz §’, S. 85), worauf hier aber verzichtet werden soll.

Beispiel 1. a, = (z,% 2,2, 2,?), b, = (z,%,, 2,2;). Dann wird

o 0z 2 (2129) = (23 Xy T) = (21, Ty T5), Oz (@g%g) = (1% 2y, Tp) = (21, T),
al
g by = (2, Ty 73) 0 (2, By) = (21, 7).

Beispiel 2. a, = (2, 2,2, %), b, = (2,2,, 252,). Hier wird

Oyt (2175) = (1), Ay 2 (275) = (%1, Ty, T3) = (¥, Ty, Ty)
und
52, = (1) 0 (21, 25 2) = (21, 75, 2,).

Beispiel 3. 6, = (2,°%y, #,2%y%5, 2,21, 2,2,25%, 2,2%3), b, = (2,3, 2125, 2,?) gibt (jeweils nach
Streichung tiberfliissiger Basiselemente)

Uy 1 (27) = (217, Ty, 7°) = 0 1 (1123), a5 : (%) = (1% 21, 2y, 2157, Z4)
also auch (a, : (2,%)) n (6, : (2,25)) = (2125, 7225, 7,%) und endlich
Qg i By = (0, @) 0 (A (2125) 0 (A : (22)
= (@1 ToZy, T®) N (T Ty 21%, 3103, T1758) = (B Z4T3)3

bei der letzten Durchschnittsbildung kénnen in der Tat 13 der 15 Potenzprodukte gestrichen
werden. Die Einzelausrechnungen seien dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen.
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21.  Einleitung

Ziel dieses Kapitels ist eine Zerlegungstheorie fiir Ideale. Dabei wird man zunéichst
an die Zerlegung natiirlicher Zahlen als Produkt von Primzahlpotenzen und analoge
Produktdarstellungen fiir Polynome f(z) in einer Variablen denken. Andererseits
traten u. a. bei den zuletzt behandelten Beispielen Durchschnittsdarstellungen von
Idealen auf; in Spezialfillen kann der Idealdurchschnitt mit dem Idealprodukt
iibereinstimmen (vgl. (104)).

Fiir Polynomideale ist das jedoch im allgemeinen nicht der Fall. Wir betrachten
dazu als Beispiel das zu einem Geradenpaar gehorige Ideal. Bleiben wir in der Ebene,
betrachten das Ideal also in K[z, #;, #,], s0 haben wir

(@2 — %) = (@1 — @) n (T + %) = ((11 — @) (1 + zn))'

Sind wir dagegen im dreidimensionalen Raum, so bendtigen wir zur Darstellung des
Geradenpaares nunmehr die beiden Gleichungen 2,2 — #,> = 0 und x; = 0, haben
also als zugehdoriges Ideal in K[, 2,, #,, 2;] das Ideal

(1% — 4%, @3) = (T — %, Tg) N (%) + Ty, Tg)

S ((@1 — 29, %s) (71 + T, 7)) = (@ — %42, @15, By, T57).

Dieses einfache Beispiel zeigt, daB wir also um Durchschnittsdarstellungen bemiiht
sein miissen. In Analogie zur Zerlegungstheorie in Z miissen wir dazu erst geeignete
Analoga zu den Begriffen ,,Primzahl“ und ,,Primzahlpotenz‘ prigen. Dies werden
die Begriffe ,,Primideal und ,,Primérideal“ sein, die wir neben den quasipriméiren
Idealen zu Anfang einfithren wollen. Damit werden wir die Existenz einer Durch-
schnittezerlegung nachweisen konnen. Dieser ,.erste Zerlegungssatz' wird meistens
E. Laskzer zugeschrieben (vgl. [1], Satz VII), dabei aber nicht erwihnt, dafl Lasker
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in seinem Satz VII die Existenz der Durchschnittsdarstellung nur fiir H-Ideale
herleitet, wihrend EMmMy NoETHER diesen und die folgenden Zerlegungs- und Ein-
deutigkeitssitze unter Benutzung der Teilerkettenbedingung (T) (vgl. Kap. 1, (26)),
also fiir beliebige Noethersche Ringe, beweist (vgl. NorTHER [1], §§ 2—7).

Die praktische Durchfiihrung der Zerlegung wird uns wiederum im Fall der Potenz-
produktideale gelingen (vgl. 2.22.). In 2.23. wollen wir dann den Anschlu8 an Pro-
duktzerlegungen herstellen.

2.2 Primideale

Eine Primzahl p ist dadurch charakterisiert, daB sie nur die Teiler 1, —1, p, —p
besitzt, daB also (1) das einzige Oberideal von () ist. Die daran ankniipfende Ver-
allgemeinerung (auf die wir im Beispiel 6 von 2.3. eingehen werden) erweist sich als zu
einschrinkend. Dazu folgende Uberlegung: Bei der Zerlegung eines Polynoms in
Linearfaktoren sind die linearen Polynome die Primelemente. Geht man davon aus,
8o wird man beispielsweise das Ideal (%o, ;) sicher als primes Ideal in dem noch zu
definierenden Sinne ansehen, obwohl es die (ihnlich gebauten) echten Oberideale
(Zos 21, )y +evs (Foy 1y +v, Ty) Mib (Zg, T,) = (Fg, Ty, Tp) S +++ = (T, Ty «» ., ) hatbe

‘Wir miissen also eine solche Charakterisierung fiir Primzahlen geben, die eine fiir
uns sinnvollere Verallgemeinerung induziert.

Nehmen wir beispielsweise das Ideal (6) und das Element ¢ =24 = 3. 8 ¢ (6).
Hier ist 3 ¢ (6) und 8 ¢ (6), aber 3-8 € (6). Betrachten wir dagegen alle echten
Zerlegungen der Zahl 42 € (7) als Produkt zweier Zahlen, so haben wir 42 = 2. 21
=3:14=6.7=17.6=14-3 =212, und jeweils ein Faktor ist durch 7 teilbar.
Wire dies nicht der Fall, wire also ¢ =a - b mit a ¢ (7) und b ¢ (7), so wire auch
@ - b ¢ (7). Damit haben wir bereits eine fiir alle Primzahlen charakteristische Eigen-
schaft E, gefunden:

E,: Fiiralle Elemente a, b aus Z mit @ ¢ (p) und b ¢ (p) folgt ab ¢ (p).
Die Kontraposition von E; ist ’

E,: Fiir alle Elemente a, b aus Z mit ab € (p) folgt a € (p) oder b € (p).
Mit E, gleichwertig ist offenbar

E;: Der Restklassenring Z/(p) ist; nullteilerfrei, also ein Integrititsbereich.

DafB dann Z/(p) sogar ein Korper ist, wurde bereits in ML Bd. 3, 13.2. (Folgerung
aus Satz 1) gezeigt.

Die im ersten Kapitel vor Satz 4 gemachte Feststellung, daB in Kongruenzen nach
einem Ideal nicht immer gekiirzt werden darf, kann fiir Z wegen E,; dahingehend
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prézisiert werden, dafl in Kongruenzen modulo (m) genau dann gekiirzt werden darf,
wenn m = p eine Primzahl ist.
Nunmehr ist es leicht, den Begriff ,,Primideal* zu definieren.

Definition 1. Ein Ideal p aus einem Noetherschen Ring R heift Primideal, wenn
eine der drei folgenden Eigenschaften erfiillt ist:

Fiir alle @, b aus R mit @ ¢ p und b ¢ p folgt ab ¢ p. (1)
Fiir alle @, b aus R mit ab € p folgt @ € p oder b € p. (2)
Der Restklassenring Rfp ist nullteilerfrei, also ein Integrititsbereich.  (3)

Durch Ubergang zu Restklassen folgt unmittelbar die Aquivalenz von (2) und (3);
ferner ist (2) die Kontraposition von (1) und umgekehrt. Wir haben damit den

Satz 1. Die Eigenschaften (1), (2) und (3) sind dquivalent.

Damit haben wir den Anschluf an den letzten Abschnitt von 13.4.2. in MfL Bd. 3
gefunden.

Unsere anfangs gemachten Bemerkungen zeigten uns die Existenz von Teilerketten
von Primidealen. Dazu geben wir die

Definition 2. Teilerketten von Primidealen heilen Primidealketten.

Das Beispiel (g, ;) = (g, Ty, T3) = -++ = (g, 2y, -+, &,) beweist den

Satz 2. In Noetherschen Ringen existieren Primidealketten.

Die groBe Bedeutung der Primidealketten wurde von KRULL erkannt; wir kénnen
uns hier jedoch nicht néher mit jhnen beschiftigen.

Nunmehr wollen wir einige Eigenschaften von Primidealen herleiten.

Satz 3. Istp ein Primideal in einem Noetherschen Ring R, so gilt fiir Ideale a — R,
bR
abSpraEp=>bCShy, (4)
ab SpAbETP=>ash. ®)
Beweis. Offenbar geniigt der Nachweis von (4), denn (5) folgt aus (4) durch Ver-
tauschung und Umbenennung. Wegen a & p existiert ein @ € a mit @ ¢ p; dann ist
ab = ab S p. Nach Definition 40 von Kapitel 1 bedeutet ab S p, daB ab € p fiir alle
b € b gilt; wegen a ¢ p folgt nach (2) also b € p fiiralle b€ b, also b Sy, q.e.d.

Satz 4. Istp ein Primideal und a ein beliebiges Ideal eines Noetherschen Ringes R,
so gilt

0" Sp fir z€N*=>aCp. (6)
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Beweis (indirekt). Angenommen, es wire a & p. Wir benutzen jetzt zur Kon-
struktion eines Widerspruchs das Abbauprinzip fiir die Exponenten:
Ausa®=qa-a"1Sp und agyp folgt a*!Sp nach (4),
aus a*l=aqa-a*2Sp und adp folgt a*2Sp nach (4),...usw.,
schlieBlich:
aus a®*=qa-02CSyp und agp folgt a® Sp mnach (4),
aus a2=qa-aSPp und agp folgt a Sp mnach (4) im Wider-
spruch zu a & p.
Diese Annahme war also falsch, mithin gilt (6).

Aus Satz 4 folgt unmittelbar
Satz 5. Istp ein Primideal eines Noetherschen Ringes und a € R, so gilt
a*cp fir e N*=>acp. 7)

Nach Kap. 1, (83), gilt fiir Radikale (Rad a)* S a S Rad a, also fiir Primideale
(Radp)* S p und p S Rad p. Wegen (6) gilt (Rad p)* S p = Radp S p, zusammen
mit p S Rad p folgt

Satz 6. Fiir Primideale gilt
Radp =p. (8)

Primideale sind also spezielle semiprime Ideale (vgl. Kap. 1, Definition 37); des-
gleichen Durchschnitte von Primidealen (vgl. Kap. 1, (113)).

2.3.  Beispiele fiir Primideale

¥ Beispiel 1. Wie nun schon mehrfach erwihnt, sind in Z alle Ideale p = (p) Primideale, bei
denen p eine Primzahl ist.

Beispiel 2. Ist R ein ZPE-Ring, so sind ent: hend alle Hauptid = (p) Primideal

P

bei denen p ein Primelement ist. Insbesondere sind in Polynomringen alle dle]emgen Haupt-

ideale p = (f(zy, ..-,z,)) baw. p = (F(gy, @y ..., ) Primideale (genauer Primhauptideale), bei
denen f ein irreduzibles Polynom bzw. F eine 1rreduz1ble Form ist.

Beispiel 3. Primideal hen in Pol; ingen durch Vorgabe von Nullstellen. Dies haben
wir fiir inhomogene Polynome schon im ersten Kapitel behandelt. Dort war (y,, ..., ¥,) als Null-
stelle vorgegeben, und es wurde gezeigt, daB alle Polynome f(=, ..., #,) mit f(y, ..., ¥,) = 0 ein
Ideal bildeten (vgl. Kap. 1, (4), (5)), welches wir dort bereits p nannten. Wir haben also nur noch
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die Primidealeigenschaft nachzuweisen. Ist ein Polynom ¢(z;, ..., &,) zerlegbar in
C(g5 o ens Tp) = B(@yy ooy Z) « f( @15 o0 0s Zy)s

gilt ferner c(yy, ..., y,) = 0, so ist also h(yy, ..., ¥y) - f(¥1, ---» Yn) = 0, und hier muB wenigstens
einer der beiden Faktoren verschwinden, was mit h(zy, ..., %,) € p oder f(z;, ..., Z,) € p gleich-
wertig ist. Mithin ist p nach (2) ein Primideal.

Wir werden bei den Anwendungen diese Aussage vornehmlich im homogenen Fall
benutzen und deshalb dafiir einen Satz formulieren.

Satz 7. Die Gesamtheit der Formen in %, %y, ..., &,, welche an einer vorgegebenen
Nullstelle (yo, ..., ¥,) verschwinden (wobei die y; im allgemeinen noch von Parametern
abhdngen), bildet ein homogenes Primideal p oder primes H-Ideal p.

Dieser Satz wird dadurch an Bedeutung gewinnen, daB auch seine Umkehrung gilt
und auf diesem Wege bei einem vorgegebenen H-Ideal entschieden werden kann, ob
es ein Primideal ist oder nicht.

Beispiel 4. Wir betrachten in K[z, 2;, 2,, %] wieder einmal (vgl. Kap. 1, (96)if.) die vier
Formen

Fy = aymy — 2425, Ty = 2’2y — o, Fy = zomg® — @y, Fy =z — )b
und behaupten, daB (F,, F,, Fs, F,) ein Primideal ist. Zuniichst moége der Leser selbst durch
Einsetzen bestitigen, dal (Fy, F,, Fy, F,) die Nullstelle

Yo = t* =1, Yo = toh®, Ys =tH'

hat. Schwieriger ist schon der Nachweis, daB jede Form F(z, 2,, 2,, %3) mit der obigen Nullstelle
aus dem Ideal (F,, F,, Fy, F,) ist. Dies kann mit Hilfe der Kongruenzrechnung fiir Ideale ge-

schehen, wie sie in 1.2. entwickelt wurde. Die damit verbundene Rechnung ist unpre bl
aber etwas langwierig. Um den Gedanl nicht zu brechen, wollen wir dies bis zum
sechsten Kapitel zuriickstellen.

Beispiel 5. Sind ll, cens by by = a4 + @7y + ++»+ @y, %y, linear unabhiingige lineare Poly-
mmw, lst ferner (Iy, ..., 1) == (1), so ist (%, ..., 1,) ein Primideal. Dies folgt aus der Existenz
einer 1 Lo igfaltigheit mit n—r P tern fiir das Gleich y =0,
wxe in der Imes,reu Algebra gezelgt wird (vgl. MfL Bd. 3, Kap. 5). Gehen wir von einer solchen

al llstelle mit n —r P tern aus, so gel wir wieder zum Ideal (4, ..., I;),

welches mlthm ein Primideal ist.

Beispiel 6. Teilerlose Ideale. Wir erinnern hierzu an Kap. 1, Definition 17: Dort gingen wir
von einer Menge M aus, welche eine nichtleere Menge von Idealen sein sollte. Ein Ideal fi € M
heiBt maximal beziiglich M, wenn es kein Ideal a € M mit il — a gibt. Es seinun M & Rund R
ein Noetherscher Ring. Wir betrachten jetzt den Spezialfall ¥ = R und maximale Ideale beziig-
lich R.

Definition 3. Beziiglich B maximale Ideale m aus R heilen teilerlos oder
schlechthin mazimal.
Da wir im Anschluf an 2.15. den Begriff ,,maximal‘ fiir Mengen M — R bendtigen

werden, soll zur Vermeidung von Verwechslungen im folgenden die Bezeichnung
,,teilerlos® verwendet werden.
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Es gilt dann der

Satz 8. Ist m — R ein teilerloses Ideal eines Noetherschen Ringes R, so ist R/m
ein Korper.

Beweis. Wegen m — R existiert wenigstens ein Element a € R mit @ § m; wegen
der Teilerlosigkeit von m muB dann (m, @) = R sein. Insbesondere ist also 1 € (m, a).
Es existieren also Elemente m € m und b € B mit 1 = m -+ ba. Dabei ist b ¢ m, denn
wiire b € m, so auch 1 € m und mithin m = (1) = R im Widerspruch zur Voraus-
setzung m — R. In R/m gilt also [1] = [0] + [b] - [a]. In R/m ist also die Gleichung
[8] - [@] = [1] fiir alle [@]== [0] und [b] == [0] uneingeschriinkt 16sbar; B/m ist mithin
ein Korper, q.e.d.

Da ein Korper nullteilerfrei ist, folgt aus (3) unmittelbar der
Satz 9. Teilerlose Ideale sind Primideale.

Von Satz 8 gilt iibrigens auch die Umkehrung;; fiir einen Beweis sei auf O.-H. KEL-
LER [2], 3.2.2.1., Satz 10, verwiesen.

2.4.  Prime Potenzproduktideale

Es sei p, ein primes Potenzproduktideal und @yox;™ --- zin-ix,’ irgendein Potenz-
produkt aus p,, auf welches wir das ,,Abbauprinzip* des Beweises von Satz 4,
0.B.d. A. von rechts beginnend, anwenden wollen. Aus x, ¢ p, folgt @zt -+ aint
€ P, ist ain3 ¢ P, so folgt x4 -+ ain2 € p, usw. Irgendwann muB einmal der Fall
" € p, und damit 2, €p, wegen (7) eintreten, ungiinstigstenfalls fiir ¥ = 0,
d. h. x, € p,. Wir untersuchen dann alle in p,, enthaltenen Potenzprodukte, welche z,
nicht enthalten. Fithren wir dort dasselbe Abbauprinzip durch, so gelangen wir zu
Z; € p, mit j = 1 usw. Basiselemente von p, sind also gewisse der Variablen z,, 2, ...,
@y €6WA Py = (Lpys Ty +oos T, ,) Wit 0 < by < Ky < -+ < by = n. Wir konnen also
0.B.d.A. p, = (%, 1, ..., %) annehmen:

Satz 10. Ein Potenzproduktideal p., — K[y, @, ..., %,] 18t genau dann ein Prim-
ideal, wenn Y, von der Bauart

P = (%o, T1, ovvs Tpa) 9
sst.
Die Beweisrichtung (<) folgt aus dem Beispiel 5 von 2.3.
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2.5.  Quasiprimire ldeale

In Umkehrung von Satz 6 wollen wir nun solche Ideale betrachten, die zwar nicht
prim zu sein brauchen, bei denen aber das Radikal ein Primideal ist. Diese Theorie
wurde 1946 von dem ungarischen Mathematiker L. Fucas [1] durch Einfiihrung der
,»quasipriméren Ideale‘* begriindet. FucHs ging es darum, alle diejenigen Polynom-
ideale zu charakterisieren, die zu irreduziblen algebraischen Varietéten fithren. Wie
wir im nichsten Kapitel sehen werden, ist dies gerade fiir zugehérige Polynomideale
mit Radt =p der Fall. Aber auch unabhiingig von dieser Anwendung scheint es
dem Verfasser gerechtfertigt, diesen Begriff erstmals in ein Lehrbuch aufzunehmen,
nicht zuletzt deshalb, um dadurch die Unterschiede zu dem anschliefend einzufiihren-
den Begriff ,,Priméirideal* klarer formulieren zu konnen, als dies ohne diesen Begriff
méglich ist (vgl. NoETHER [1], VAN DER WAERDEN [8, 9, 10], GROBNER [2, 8]). Wir
benétigen dazu den Begriff ,,nilpotent*, den wir vorab einfiihren wollen:

Definition 4. Ein Element a eines Ringes S heiBt nilpotent, wenn ein g existiert
mit a¢ = 0. Ist @ 3= 0, so heillt a ein nilpotenter Nullteiler.

Definition 5. Ein Ideal t eines Noetherschen Ringes R heiBt quasiprimdr, wenn
eine der folgenden fiinf Eigenschaften gilt:

Rad r = p ist ein Primideal p. (10)
Es existiert ein Primideal p und ein Exponent p mitpe St S p. (11)
Sind @ und b Ringelemente und gilt fiir alle natiirlichen Zahlen «, y

stets a® ¢ r und ¥ ¢ 1, so ist ab ¢ 1. (12)

Aus a - b € 1t folgt: Entweder ist a oder b Element von r. Ist aber
a ¢ tund b ¢ t, dann existiert ein p mit a¢ € 1, oder es existiert ein o

mit b7 € r. (13)
Sind [a] = [0], [b] == [0] Elemente aus R/r mit [a] - [6] = [0], so ist
wenigstens einer der beiden Nullteiler [a], [6] nilpotent. (14)

Definition 6. p = Radt heiBt das zu r gehorige Primideal; ¢ heiit p-quasi-
primdr.

Bevor wir die Aquivalenz der Bedingungen (10) bis (14) nachweisen, wollen wir
(18) erlsutern durch eine Aufzéhlung aller moglichen Félle von (13):

acrAaber, (13a)
adraber, (13b)
acrtabdr, (13¢)
adrabdraatcrabicr, (13d)
adrabdraatdrabicrn, (13e)
adrAabdraratcrabvdr. (13£)

Dabei bezeichnen g, o geeignete, z, y beliebige Exponenten aus N*.
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Satz 11. Die fiir quasiprimére Ideale charakieristischen Eigenschaften (10), (11),
(12), (18), (14) sind dquivalent.

Beweis. Die Aquivalenz von (10) und (11) folgt wegen Kap. 1, Satz 40, (83). Die
Aufstellung der sechs Fille von (13) verdeutlicht die Aquivalenz von (10) und (13).
(12) ist die Kontraposition von (13) und umgekehrt. Die Aquivalenz von (14) mit
(10) ist ebenfalls unmittelbar einzusehen.

Aus (10) und Kap. 1, (100), folgt:
t 8t p-quasiprimir = Rad (r + b) = Rad (p + b). (15)

2.6.  Beispiele fiir quasiprimire Ideale

Beispiel 1. Primidealpotenzen. Hier gilt wegen (11) offenbar
Satz 12, Jede Primidealp pe st p ipriméar,

Beispiel 2. Wir betrachten in K[z, 2,, %,, z;] wieder einmal die vier Formen
By = 2oy — 2173, - Fp = 20y — 2%, Fy = agy® — 05, Fy = zyzg® — 238,
GemiB dem Beispiel 4 von 2.3. war p = (F,, F,, F,, F,) ein Primideal. Im dritten Beispiel von

1.10. wurde daneben das H-Ideal (Fy, F,, F,) betrachtet und p? — (¥, Fy, F,) — p nachgewiesen.
Mithin ist ¢ = (Fy, Fy, F,) gemi8 (11) quasiprimér.

Beispiel 3. Entsprechendes gilt fiir das Beispiel 4 von 1.10. Hier ist wieder
R = K[zy, 7y, %3, 3], p = (Fy, Fy, Fy), = (Fy, Fy), pPcrcy
und
Fy = 2oy — 2%, Fy = 2 — 212, Fy = 225 — 2,
Fy = 2,Fy — a3Fy = domy® — 22,2505 + 2,°
(vgl. Kap. 1, (97)), und nach (11) ist ¢ mithin p-quasiprimér.

Beispiel 4. Essei R = K[#,, 2;,...,2,] undp ein Primideal aus R. Dann ist (zg, 2y, ..., 2,) - p
quasiprimér. Denn wegen Kap. 1, (113) und (106), ist

Rad ((20, 215 -+ ) + ) = Rad (%) %3y +-» 74) np) = Radp =p.

Beispiel 5. Entsprechend folgt, daB alle Ideale (2%, 2,2, ..., Z,e) - p mit g; = 1 quasiprimir
sind.

Beispiel 6. Ganz analog folgt, daB alle Ideale p-b und p nb quasiprimér sind, sofern
Rad b D p gilt.

Beispiel 7. Ebenso folgt die noch etwas allgemeinere Aussage:
1 35t P-quasiprimdr A Rad b DO p = v n b ist p-quasiprimar. (16)
Entsprechend fiir ¢ - b.
Die Beziehung (16) werden wir noch fter aufgreifen.
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2.7.  Quasiprimire Potenzproduktideale

Nach (9) nehmen wir wieder 0.B.d. A. an, daB das zu 1, gehérige Primideal Rad 1,
=9, = (o, Ty, -+, ¥py) ist. Ist gy der Exponent von @, also xg® € t,, %% § 1z,
0 ist also % ein Basiselement von t,, Entsprechendes gilt fiir 2,%, ,%, ..., 223
Es ist also t, = (2%, 2,2, ..., #%3, ...). Daneben kann die Minimalbasis noch Potenz-
produkte in 2, 2y, ..., % enthalten, also Potenzprodukte der Bauart

Pii= xoﬂ‘oxl“x - ‘T:'—-ll’ (17)
nicht aber Potenzprodukte der Bauart
M= xS e Xy, (18)

die nur von #,, ..., x, abhingen. Wohl aber kann die Minimalbasis von 1, noch Potenz-
produkte der Bauart

Qe i= P+ w; it pi+1 (19)

enthalten, bei denen also alle Variablen w,, #;, ..., z, enthalten sein konnen, aber
wenigstens eine der Variablen @, %y, ..., ¥, auftreten muB, denn es ist z; ¢ 1,
wegen P, = (Zg, 1, « .+, ¥—). Mithin gilt

Satz 13. Quasiprimdre Potenzproduktideale haben die Basisdarstellung
Tp = (2%, 1%, ooy UL, Pry oo Pos Qots -oos )5 (20)

wobei die p;, g, durch die Bedingungen (17), (18) und (19) eingeschrinkt sind und
Rad t, =9, = (20, @15 +-+ Tp) 188

DaB umgekehrt das durch (20) gegebene Ideal quasiprimir ist, folgt sofort nach
(10) und (9).

2.8. Primirideale

Ein Spezialfall der quasipriméren Ideale sind solche, bei denen die Félle (13e) und
(13f) nicht auftreten; dies sind gerade die Primérideale. Wir haben also die

Definition 7. Ein Ideal q eines Noetherschen Ringes R heilt Primérideal,
wenn eine der folgenden beiden Eigenschaften gilt:

Aus ab € q folgt: Entweder ist @ oder b Element von q. Ist aber
a ¢ q und b ¢ q, dann existieren Exponenten g, ¢ mit a¢ € q (21)
und b° € q.

In R/q ist jeder Nullteiler nilpotent. (22)
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Véllig analog zur Aquivalenz von (13) und (14) ergibt sich

Satz 14. Die fiir Primirideale charakteristischen Eigenschaften (21) und (22) sind
dquivalent.

Da Primérideale spezielle quasiprimédre Ideale sind, gelten alle Eigenschaften
quasiprimérer Ideale auch fiir Primérideale; wir haben also gem#B (10), (11), (15) den

Satz 15. Ist q ein Primérideal, so ist

Rad q = p ein Primideal, (23)
prSasy, (24)
Rad (q + b) = Rad (p +b). (25)

Die Eigenschaften (23) und (24) sind zu (21) und (22) keineswegs équivalent; es
gibt also quasiprimire Ideale, welche nicht primér sind. Dazu werden wir im folgen-
den Beispiele angeben.

Definition 8. p mit Rad q = p heiBt das zu q gekérige Primideal. g heiBt p-primir.
Ist pe S g, pe* & q, so heiBt ¢ der Exponent von q (vgl. Kap. 1, (76)).

Analog zu (13a) bis (13f) geben wir (wie bei den quasipriméren Idealen) auch fiir
Primirideale eine Aufzahlung aller méglichen Félle von (21):

acqabeq, (21a)
agqabeq, (21b)
acqabdq, (21¢c)
adqrbdqratcqnabcq. (21d)

Die uninteressanten Fille (21a), (21b), (21c) bleiben in der Literatur bei der
Definition von Priméridealen zumeist unerwéihnt, und (21d) wird nur fiir einen der
beiden Faktoren beschrieben; die hier benutzte ausfithrlichere Formulierung kann
dann aus der zumeist ebenfalls aufgefiihrten Eigenschaft (22) gewonnen werden. Zur
unmiBversténdlichen Unterscheidung der Primirideale von den quasiprimiren
Idealen wurde hier die Formulierung (21) gewihlt.

Wir wollen als nichstes den Durchschnitt zweier Primérideale untersuchen, Es sei
also a = q; n qp. Ist q; S g, s0 folgt a = g, ist g, S @, so folgt @ = g. Um solche
Fille auszuschlieBen, geben wir die

Definition 9. a =15 nc¢ heiBt wnverkiirzbarer Durchschnitt, wenn b & ¢ und
¢ b gilt.

Satz 16. Ist q = g, n qp ein unverkiirzbarer Durchschnitt und sind q, und q. beide
p-primdre Ideale, so ist auch q ein p-primires Ideal.



2.9. Beispiele zur Definition der Primirideale 77

Beweis. Zundchst ist Rad q = Rad (q; nq;) =Radgq; nRad gy, =p np =p,
also ist q jedenfalls p-quasiprimdr. DaB q iiberdies primdr ist, sehen wir so: Ist ab € q
und @ ¢ q und b ¢ g, so ist @ ¢ q; oder a ¢ q,. Es sei @ § ;. Aus der Primérideal-
eigenschaft von g folgt dann:

abeqequradq=>b"eq=>bcRadqg =p =Rad g,

also existiert ein Exponent o, mit ™ € .. Ist nun o := Max {6, 05}, so gilt also
b° € g, n g2 = q. Analog verlduft der Beweis fiir a ¢ q, sowie fiir b ¢ ¢ mit den
Moglichkeiten b ¢ g, oder b ¢ gz, was der Leser selbst zu Ende rechnen mdoge.

Satz 17. Ist a = q; n qp ein unverkiirzbarer Durchschnitt zweier Primdrideale q;, gy
mit Rad q; = p,, Rad qo = p, und p, == p,, s0 ist a = qq n q, nicht primdr.

Beweis. Zuniichst ist nach Kap. 1, (113) und (23),
Rad a = Rad (q; n q2) = Rad q; n Rad g, =9, np,.

Ist dies ein unverkiirzbarer Durchschnitt, so kann Rad a kein Primideal sein, nach
(23) mithin a kein Primirideal. Ist dagegen Rad a =, njp, kein unverkiirzbarer
Durchschnitt, so gilt also (bei geeigneter Numerierung) p; np, =p;. Wegen der
Voraussetzung p, == p, muB dann p, D p, sein. Jedenfalls ist dann Rad a =p,;
a ist also quasiprimér, und wir haben zu zeigen, daB a nicht primér ist. Es sei a € qj,
aber a ¢ q,; solch ein Element existiert, da g; n g, als unverkiirzbarer Durchschnitt
vorausgesetzt worden war. Ferner sei b € qz, aber b ¢ p; und folglich auch b ¢ q;;
ein solches Element b existiert wegen p, > p;. Dannistab€ qnq, und @ ¢ q; n g,
und b ¢ q; n qp. Nunist @ € q; = p, = Rad (q; n q), also existiert ein Exponent p mit
@ € gy n qo. Dagegen ergibt sich fiir b folgendes: Wegen b ¢ p,, also b ¢ Rad (q; n q5)
ist fiir alle  stets b” 4 q; n q,. Mithin ist a = g, n qs zwar quasiprimér, aber nicht
primar.

2.9.  Beispiele zur Definition der Primirideale

Beispiel 1. Beispiel fir eine nichiprimdre Primidealpotenz. Nach Satz 12 war jede Primideal-
potenz quasiprimér. Mehr kann jedoch im allgemeinen nicht ausgesagt werden, Wir wollen dazu
ein primes H-Ideal p angeben, bei welchem p? zwar quasiprimir, aber nicht primir ist. Fiir den
enthomogenisierten Fall wurde dieses Beispiel bereits von vaAx DER WAERDEN in [10], S. 168,
Aufgabe 3, behandelt. Wir betrachten also das Primideal p, das gemaB Satz 7 durch die Nullstelle

Yo = b°, Y1 = b, Y2 = toh*, Y=4°
vorgegeben ist. Dies ist eine algebraische Raumkurve fiinfter Ordnung mit der Bezeichnung V{;*,
eine sogenannte zweifache Veronesesche Projektionsvarietiit. Das zugehorige Ideal p hat — wie
wir spiter beweisen werden — die Basis p = (¥, F,, F;) mit

Fy, = 225 — 2,2, Fy = wgz,x3 — 2%, Fy = wyzy® — 2,22,



78 2. Die Lasker-Noetherschen Sitze

Dann ist nach Kap. 1, (70), p? gegeben durch p? = (Fy2, F,Fy, F,Fy, Fo?, FoF, Fg?), und es ist
F := Fy? + x,F,F3 € p2. Der Leser moge selbst ausrechnen, daB dann F =2, - B gilt mit
B := a2 — 3207, 2,73 + @y%,2,° + 2,°, und wir wollen untersuchen, ob B(zy, Z;, Z,, %) € p?
gilt. In B kann der Summand #,%z;® nur durch zy2gF3, der Summand #,° nur durch —z,%F, ge-
wonnen werden, so daB fiir B € p die Darstellung

B = —ag@7,Fy — #,°F; + 273 Fy

(bis auf Passivitdtsbedi ) eindeutig ist. Wire B € p?, so kilmen aus Gradgriinden nur
Darstellungen der Bauart

B = kyzoF? o kyti By + kst Fy* + kysFy® + ksFiFy + ki Fy

mit k; € K in Frage, was mithin unméglich ist. Wir haben also F = 2, - B€ p2, , ¢ p?, B¢ p?,
aber B?€ p? und B€p = Rad (p?) und =z, ¢ p = Rad (p?), also ist z,% ¢ p? fiir alle z€ N*.
Mithin ist p? zwar quasiprimér, aber nicht primar.

Dieses Bemplel wirft zahlrexche Fragen auf, zu denen dem Verfasser die Antworten bislang
nicht bek t sind. Bei ise: Im vorigen Beispiel war p2 nicht primér; kann es dann eine
natiirliche Zahl m = 3 geben, so daB p™ wieder primiir ist? Oder gilt: Ist p™ nicht primir, so
auch p¥ fiir alle & = m? Ist womdglich bereits das Verhalten von p? entscheidend fiir alle p™
mit m = 3? Das Rechnen von Beispielen wird durch die beim Pc i schnell hsend.
Anzahl der Bagisformen sehr erschwert.

Beispiel 2. Zur effektiven Entscheidung iber die Primdres, haft. Abgesehen von den
Potenzproduktidealen ergibt sich- aus den Definitionen fiir Pummdeale keme Mogllchkelt zu
heiden, ob ein vorgeg Ideal primir ist. Lediglich konnen

damit getroffen werden, wie das vorige Beispiel zeigt. Dam:t haben wir dieselbe Situation wie
bei der Definition fiir Primideale. Dort half uns fiir H-Ideale der Satz 7 weiter. Eine analoge Be-
dingung wollen wir nun fiir priméire H-Ideale angeben. Dazu spezialisieren wir in (16) das quasi-
primére Ideal r zu einem Primérideal q und haben

q ist p-primdr A Rad b D p = q n b ist quasiprimdr. (26)

Aus dem Lasker-Noetherschen Satz und den Eindeutigkeitsséitzen wird nun folgen, daB auf diese
‘Weise jedes quasipriméire Ideal darstellbar ist. Ein quasiprimires H-Ideal ist dann und nur dann
primér, wenn eine solche ,,eingebettete Komponen “ b nicht auftritt, wenn also das quasi-

iméire Ideal gemischt* ist; dariiber mehr im vierten Kapitel. Auf diese Weise 1iBt sich
zelgen, daB das Ideal q = (F,, F,) mit

Py =ay — 2?, Fy= 2 — 200575 + 2°
ein Primirideal ist (vgl. Beispiel 3 von 2.6.).

2.10. Primidre Potenzproduktideale

Dazu gehen wir von der Basisdarstellung (20) fiir quasiprimére Potenzproduktideale
t, aus. Zur Basis gehorten auch Potenzprodukte gi(zy, ..., 2,), fir die gemiB der
Bedingung (19) g, = p; - 7; mit p;==1 oder pi(wy, ..., Xr—1), w;(%,, ..., X,) galt. Wegen
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Rad r, = (%, %1, ..., %-;) War dann p; € Rad t,, aber z; ¢ Radr,; das war zwar
mit der Eigenschaft ,,quasiprimér vertriglich, ist aber bei Primiridealen nicht
zuldssig. Mithin konnen Potenzprodukte g¢; in einer Basis fiir primére Potenzpro-
duktideale nicht auftreten; analog zu Satz 13 haben wir also

Satz 18. Primire Potenzproduktideale haben die Basisdarstellung
O = (X%, 2,2, ..., T, Py, ove, Dy) (27)

mit Rad q, =P, = (2o, %1, ..., Z,_,) und beliebigen Potenzprodukten p;, welche nur von
Zgy Xy, - -+, Ty abhdngen.

Die Potenzprodukte p;, ..., p, hingen zwar nur von ,..., %, ab, sind aber
ansonsten beliebig. Demzufolge werden primire Potenzproduktideale ¢, im all-
gemeinen keine Primidealpotenzen sein; mithin gilt

Satz 19. Primdrideale sind im allgemeinen keine Primidealpot

2.11. Der ldealquotient q: a

Dieser Quotient wird héufiger bendtigt. Nach der Definition des Idealquotienten ist
q : a die Gesamtheit der ¢ mit ca S q; diese Bildung wirft zunéchst die Frage nach
dem Zusammenhang zwischen den Beziehungen a S q und a S p auf. Hier ergeben
sich formal die folgenden vier Moglichkeiten:

1. a S qaa Sp. Dieser Fall ist moglich. Wegen (24) gilt pe S q S p; daraus
folgt die Implikation a S q=> a Sp; zur Kennzeichnung der Fallunterscheidung
geniigt also der Hinweis a S q.

2. a S g A a & p. Dieser Fall ist demzufolge sinnlos.

3. a & qAa Sp. Dieser Fall ist dagegen sinnvoll, wenn (24) in der verschirften
Form pe S q —p gilt.

4. a & qAaEp. Dieser Fall ist sinnvoll, und wegen q S p gilt die Implikation:
a & p = a E q; als Fallunterscheidung geniigt mithin a ¢ p.

Wir haben also die drei Fallunterscheidungen

(A) ady,
(B) aSpraday,
© aSq

und untersuchen q : a fiir diese drei Fille.
Zu (C): Wegen Kap. 1, (141), gilt: a S g=> g : a = (1).
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Zu (A): q: a ist die Gesamtheit der ¢ mit ca S g, also ca € q fiir alle a € a. Wir
testen die vier Fille von (21) fiir ca durch:

(21a) besagt: ¢ € q A a € q; nicht moglich wegen: a Ep=>a L q,

(21b) besagt: ¢ ¢ q A @ € q; nicht méglich wegen: a Ep=>a E q,

(21d) besagt: c § qA @ ¢ qACCEGAAE g=> ¢ EP Aa €Y, nicht mdglich wegen
adp. Es bleibt also nur noch (2lc): ¢ € qAad q iibrig. ¢ € q bedeutet aber
q:a S q; allgemein gilt (vgl. Kap. 1, (139)) q : @ 2 ¢; mithin muB in unserem Fall
q:a = q sein.

Zu (B): In (24),p° S q S p, seig der Exponent; es gilt also p¢ S q und pe-! & q;
es existiert also wenigstens ein Element ¢* mit c* € pe-2 und ¢* ¢ q. Aus a S p und
c* € pe-1 folgt ¢* - a S pe S q; mithin ist ¢* € g : a; wegen c* ¢ q gilt also

aSpragEqg=>q:a>Dq. (28)

Wir wollen zeigen, daB q : a quasiprimér ist mit Rad (q : a) = p und einem kleineren

Exponenten p. Wir zeigen dazu gema8 (11)

picqiasy. (29)
Der Exponent; g ist definiert durch

2 Exponent von g: a:p? S q:anprlE g:a. (30)
Unter Annahme von (29) gilt dann pecperlSp? S q:a Sp, also g>p—1
= ¢ = 1, mithin — wie angekiindigt —

g<e. (31)

Nun kommen wir zum Beweis von (29). Wegen (B) gilt a Sp, a & q; daher
ergibt die Durchmusterung der vier Fille von (21) fiir ca S q folgendes:

(21a) besagt: ¢ € q A a € q; nicht moglich wegen a & q,

(21b) besagt: ¢ § q A a € q; nicht méglich wegen a L q,

(21¢) besagt: ¢ € g A a ¢ q; dieser Fall ist moglich und liefert

ceEqED. (32)

(21d) besagt: cd qaad qace € gAa® € q; daraus folgt ¢ € pund @ € p. Dieser
Fall ist wegen a & q und a S p méglich. Zusammen mit (32) folgt: Fiirallec€ q: a
gilt ¢ € p, also

q:a Sy, (33)
womit der rechte Teil von (29) bewiesen ist. Fiir den noch fehlenden Nachweis von
pelcSq:a (34)

schlieBen wir so: Nach Kap. 1, (64), gilt a S ¢, also ab S ¢b; mit a S p gibt dies
pe-l.a Spe-l.p =pe S q, also pe-1 S q : a, womit (34) und (29) bewiesen ist.
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AbschlieBend wollen wir zeigen, daB q: a sogar primir ist. Wir gehen aus von
becq:aund b¢ q:aund c§ q:a. Aus be € q:a und b ¢ q: a folgt abe S q und
ab Ct q; es existiert also ein Exponent v mit ¢* € q wegen der Priméridealeigenschaft
von q. Wegen q — q : a gemiB (28) folgt ¢ € q: 0. Ausbe € q:aund ¢ § q: a folgt
ach  q und ac & q; es existiert also ein Exponent ¢ mit & € q < q : a, mithin ist
q : a ein p-priméres Ideal.

Zusammenfassend haben wir also den

Satz 20. Ist in einem Noetherschen Ring R q ein p-priméres Ideal und a ein be-
liebiges Ideal, so gilt:
(A) aEpeq:a=q,
(B) aSpraEqgeqeqiac(l), (35)
(©) asSqgeqia=(1);
im Fall (B) ist §:= q : a ebenfalls p-primir mit g < @.

Der Beweis der Giiltigkeit von (&) folgt indirekt unmittelbar.

Die Bedeutung des Satzes 20 ergibt sich einmal daraus, daB wir ihn beim Beweis
des Lasker-Noetherschen Satzes haufig benutzen werden, zum anderen ist durch (B)
die Moglichkeit gegeben, Ketten von p-priméren Idealen zu konstruieren,

=0 CqC " C Q1S qg =270,
die ihrerseits eine Bedeutung, u. a. in der Multiplizitétstheorie, haben. Auf diese, von
W. GroBNER (vgl. [2] und [9]) entwickelte Theorie kénnen wir hier leider nicht
eingehen.

2.12. Reduzible und irreduzible Ideale, Zusammenhang mit Primar-
idealen und reinen Potenzproduktidealen
Definition 10. Ist a = b n ¢ mit a = b und a =c, so heiBt a reduzibel ; andernfalls
heiBt a ein irreduzibles Ideal.
Satz 21. Jedes Primideal ist irreduzibel.

Beweis (indirekt). Angenommen, es wire ) =anb mit p — a und p = b. Nun
gilt nach Kap.1, (104), ab Sanb, also ab Sp und mithin a Sp oder b Sp
im Widerspruch zup c aund p <= b.

Wir beweisen nun den wichtigen

Satz 22. Jedes nicht primire Ideal eines Noetherschen Ringes R ist reduzibel.
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Beweis. Da a nicht primir ist, existieren zwei Ringelemente &, ¢ mit bc € a,
bda,cda,c® ¢ afir alle x € N*. Wir bilden die Teilerkette

a:(e)Sa: () Sa:(@ S -ca: () =a:(*) =-.., (36)

bei welcher nach der Teilerkettenbedingung von k an das Gleichheitszeichen gilt.
Dann ist:

a = (a, b) n (a, c¥). 37)

Nach unseren Voraussetzungen stellt (37) jedenfalls einen unverkiirzbaren Durch-
schnitt dar, und es gilt offenbar a S (a, b) n (a, ¢¥). Es bleibt zum Beweis von (37) zu
zeigen, da8 jedes Element u des Durchschnittes Element von a ist. Fiir « gilt also

u=a,+r-b=ajtr-c& mit a,a,€a und £, €R; (38)

mit ¢ multipliziert, folgt einerseits cu = ca, 4 7,bc; dabei ist rechts a, € a, bc € a;
mithin ist also

cu € a. (39)

Andererseits ist cu = cay + r; - ¢**1, mithin 7, . **1 = cu — ca,. Wegen (39) und
a, € a ist also 7, - ¢**1 € @, also 7, € a: (c**1); wegen (36) ist a: (¢¥*1) = a: (¢¥), also
7y € a: (c¥), folglich :

re-c* € a. (40)
Wegen a, € a folgt u € a aus (40) und (38), q.e.d.
Wichtig ist fiir uns vor allem die Kontraposition von Satz 22, also der
Satz 23. Jedes irreduzible Ideal ist primir.

Dadurch wird die Bedeutung der Primirideale fiir die von uns ins Auge gefaBten
Durchschnittsdarstellungen erkennbar.

Wir wollen nun irreduzible Potenzproduktideale charakterisieren.

Definition 11. Ein Potenzproduktideal heiBt ein reines Potenzproduktideal,
wenn gilt:

Reines Potenzproduktideal :< q, = (zo%, 2,%, ..., 2%3). (41)
Da, (41) ein Spezialfall von (27) ist, gilt der
Satz 24. Jedes reine Potenzproduktideal (41) istp ~primér mitp, = (%o, Ty, +++, Tyy)-
Von R. KummER (vgl. KuMMER und RENSCHUCH [1], Satz 11) stammt nun der

Satz 25. q, ist ein reines Potenzproduktideal < q, ist ein irreduzibles Potenz-
produlktideal.
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Beweis. (&<): Esseiq, = (1), etwa q, = (p1, Dy, -+, Ps), ein irreduzibles Potenz-
produktideal, und wir nehmen indirekt an, q, wére nicht rein. Dann wére etwa

P =% -p mit =1, 6 =1,

przy=pna =1,

1 1= (@™ * D5 Pgs -+ Pa)s Onz i= (31 Dy Py -2 Pa)
es ist also ¢, = gy und g, < Qgq, Mithin g, n g, ein unverkiirzbarer Durchschnitt,
und nach Kap. 1, (187), ist q, = g1 N qag. Das aber ist ein Widerspruch zur voraus-
gesetzten Irreduzibilitdt von g,.

(=): Ist q, rein und nehmen wir indirekt an, q, wiére reduzibel, so miiite q, nach
den Sitzen 16 und 17 Durchschnitt von p,-primiren Idealen sein, der sich gemaf
Satz 16 auf den Durchschnitt q, = Gy N g,z Zusammenziehen liBt; aus (27) und
Kap. 1, (137), folgt aber durch Gradvergleich, daB dann q, kein reines Potenz-
produktideal sein kann im Widerspruch zur Voraussetzung bei dieser Beweis-
richtung.

Beispiel. qu = (%o, %1); Gxa = (%% 21%); Gr1 N Gra = (% T%, 2o™21)-

Wir haben damit als Nebenresultat den

Satz 26. Es gibt reduzible Primdrideale.

2.13. Die beiden Zerlegungssitze

Satz 27 (Erster Zerlegungssatz oder sogenannter Laskerscher Satz). Jedes Ideal a
aus einem Noetherschen Ring R ist als Durchschnitt endlich vieler irreduzibler Ideale
darstellbar:

a=jnjgn-niy und j; srreduzibel fir 2 =1,2,...,1. (42)

Beweis. Istairreduzibel, so sind wir fertig. Ist dagegen a = a;; n gy und a < ayy
und @,, reduzibel, also a;; = ag n g, und a;; < 4 und ay rezuzibel, also ay = ay
n G35 und ag < ag usw. Es entsteht also eine echte Teilerkette a — a;; — ag = ag
c .-+, die nach endlich vielen Schritten abbrechen muB. Entsprechend schlieft man
fiir a5, Agy, Ggs, - .., Woraus schlieBlich (42) folgt.

Dieser Satz ist ein ausgesprochener Existenzsatz; nur im Fall der Potenzprodukt-
ideale fiihrt er zu einer konstruktiven Methode. Dort wird sich auBerdem zeigen, da
die damit gewonnene Darstellung noch ,,verkiirzbar‘ sein kann, d. h., es kénnen mit-
unter noch ein oder mehrere der j; gestrichen werden. Wir geben daher die

Definition 12. Die Darstellung (42) heiBt unverkirzbar, wenn kein j; gestrichen
werden darf.
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Es kénnen aber immer noch verschiedene der j; dasselbe zugehdrige Primideal
besitzen. Daher wollen wir die j; nach diesen zugehérigen Primidealen ordnen und
deshalb mit Doppelindizes versehen:

a=jyn-- “iu,ninn"' ”izl, Nevenfrg neee ”iu. mit Rad ju =§,, (43)

wobei die Primideale p;, Ps, ..., P; alle voneinander verschieden sind. Nach Satz 16
ist dann

Gy = ju1 0+ njy, ein p,-priméres Ideal,

Q2 :=fa1 N ++* N ja, €in p,-priméres Ideal,

Qe i=1k 0 *+* 0 ju, ein p,-primires Ideal.
Somit haben wir

Satz 28 (Zweiter Zerlegungssatz von EMMY NOETEER). Zu jedem Ideal a aus einem
Noetherschen Ring R existiert eine unverkiirzbare Darstellung durch grifte Primdr-
komponenten

a=qngn--nq, mit Radqg, =5, (x=1,....k); (44)

dabei sind die ,,groften Primirkomponenten' qy, ..., qp Primdrideale derart, dafl thre
zugehorigen Primideale 9y, ..., P, alle voneinander verschieden sind.

Wegen Kap. 1, (112), folgt aus (44)
Rada =9, npyn-- np. (45)

Dazu ist allerdings zu bemerken, dal aus der Unverkiirzbarkeit der Darstellung
(44) nicht auf die Unverkiirzbarkeit der Darstellung (45) geschlossen werden kann;
welche Primideale in (45) gestrichen werden kénnen, wird sich aus Satz 31 ergeben.

Aus (45) folgt auch eine Erklirung fiir die Bezeichnung ,,semiprim* in Kap. 1,
Definition 37.

214. Ein Kriterium fira:b=a

Aus dem zweiten Zerlegungssatz folgt der
Satz 29. Besitzt a die unverkiirzbare Darstellung (44), so gilt
a:b=aebay, firale x=1,2,...,k. (46)
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Beweis. («): Nach Kap. 1, (160) und (35A), folgt dann
a:b=(q:0)n(ga:0) N n(qe:0) =q1NnQGen--nQ=a.
(=): Wegen der vorausgesetzten Unverkiirzbarkeit der Darstellung (44) ist
G2 Neee 0 Qe D A, (47)
Wegen a: b = a gilt weiterhin
bSas>cSa. (48)

Wir nehmen nun indirekt an, die rechte Seite von (46) wiirde nicht gelten, es wire
also 0.B.d.A.

bep, (49)
und mithin
be S g;. (50)

Aus (50) und Kap. 1, (104), folgt be(qz n-+- nqi) SHenge n -+ n g S 0, also
b(f’“'l (g2 0 n q::)) Sa.

Wegen (48) ist dann be-2 - (q; n -+- n g) E a. Setzen wir damit das Verfahren fort,
so ergibt sich be-2.(qy n--- nq) S a usw., schlieBlich b-(gzn---n@) S a und
daraus g; n -+ n g S a im Widerspruch zu (47). Also war die Annahme (49) falsch,
q.e.d.

Dieser Satz wird sich im folgenden als auBerordentlich wichtig erweisen. Die
Bedingungen b ¢ p, fiir alle x = 1, 2, ..., k werfen die Frage nach der Eindeutigkeit
von 9y, Py, « .., P auf, die in den niichsten Abschnitten bewiesen werden wird.

Mitunter benétigen wir Satz 29 in der Kontraposition:

Satz 30. Besitzt a die unverkiirzbare Darstellung (44), so gilt:

a:b>aeb Sp, fir wenigstens ein x € (1,2, ..., k). (51)

2.15. Isolierte und eingebettete Primirkomponenten, Hilfssitze

Definition 13. Besitzt a die unverkiirzbare Darstellung durch grofite Primér-
komponenten (44), so werden eingebettete und isolierte Primirkomponenten wie
folgt definiert:

q; heiBt in q; eingebettet 1< p; S p; A q; D aj. (52)
Existiert in (44) kein solches g; fiir g;, so heiBt q; eine isolierte Primdrkomponente.
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Anstelle von (45) kann damit eine unverkiirzbare Darstellung fiir Rad a angegeben
werden: Sind die in (44) auftretenden Primirideale so numeriert, da die Primir-
komponenten ¢y, ..., q, tsoliert und Gpy1, ..., G eingebettet sind, so ist

Rada=p; n--- 0y,
in Worten:
Satz 31. Das Radikal eines Ideals a ist der Durchschnitt derjenigen Primideale,

die zu isolierten Primdrkomponenten von a gehiren (vgl. auch Szisz [1] Satz 2.6.2,
S. 132). ’

Wir kniipfen nun an die im Kapitel 1 gegebenen Definitionen 17 und 18 fiir maxi-
male und minimale Ideale beziiglich einer Menge M an und wollen diese beiden
Definitionen auf den Spezialfall der endlichen Menge

M,y = {P1, P2y oo Py Brs Boy oo, B} (53)
von Primidealen anwenden; dies gibt:
P, mazimal beziiglich M, :& p; & p, AP, E P (54)
x=2,..,k 7v=1,...,1)
und
P, mintmal beziiglich M, :&p, € P, AP, T o, (55)
(e=2,...k 7=1,...,0) [
Hieraus folgt unmittelbar

Hilfssatz 1. In (44) gilt:

P, st minimal beziiglich M, < q tst isolierte Primirkomponente von (44). (56)
Hilfssatz 2. Es gilt:

PrEP AP SP= Py & P (67)
Beweis. (57) folgt aus (6) fiir a =, und p =y, und wegen p; = p,.

Hilfssatz 3. Sind q,, q Primdrideale mit den zugehirigen Primidealen p,,p aus M,
so gilt:
P1 == p AP, maximal beziiglich M, = q:q, = q. (58)

Beweis. Wir untersuchen q : q; geméi$ Satz 20.

Fall (C): Wegen p; & p miilte q, = q sein; aus p2 S q, Sp, und pe S qSp
folgt daraus p,» S q; = q Sy, also p,* =P, und nach (57) ergibt sich mithin
p1 = p im Widerspruch dazu, daB p, maximal beziiglich M, vorausgesetzt war.
Fall (C) scheidet also aus.
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Fall (B): Aus g, S p und g, & g wiirde p,» S p und nach (57) wieder p, S p
folgen; wegen p, = p wire dann sogar p, < p im Widerspruch dazu, da8 p, maximal
beziiglich M, ist. Fall (B) scheidet also ebenfalls aus.

Es bleibt also Fall (A), und mithin gilt (58).
SchlieBlich erinnern wir nochmals an die im Kap. 1, (160), hergeleitete Beziehung

(@gnagn---na):b=(a:0)n(az:b)n--n(a:b),

die wir gleich des 6fteren anwenden werden.

2.16. Der erste Eindeutigkeitssatz

Satz 32 (Erster Eindeutigkeitssatz von EMMY NOETHER). Besitzt a die unverkiirzbare
Darstellung durch grépte Primérkomponenten (44), so sind die zugehorigen Primideale
91, Pas - -, P eindeutig bestimmt.

Beweis. Angenommen, a besitzt zwei unverkiirzbare Darstellungen
A=q NN+ NQe=20 NdaN-NG¢ (59)

mit den zugehérigen Primidealen 9., o, ..., Pi, P1, P2, -+, Py Zu zeigen ist ¢ = k und
Pi = p; bei geeigneter Numerierung.

Dazu sei 0.B.d. A. p, maximal beziiglich M;. Wir fithren den Beweis indirekt und
nehmen an, p, komme unter den Primidealen p;, ..., B; nicht vor. Wegen der voraus-
gesetzten Unverkiirzbarkeit beider Darstellungen (59) ist jedenfalls

GaNQgNeesNQeDa. (60)

Wir berechnen nun q : q, auf zweierlei Weise. Einmal ist nach Kap. 1, (160), und
ferner wegen P, = p, und §, = g, nach (58)
arq =@ nqGn-ngd):ia==@:0)n@:qm) 0 n(F:6q)
=0 nGn--ng =a,
also
a:q, =a. (61)
Entsprechend folgt
aig = (G nqan-ng): g =1(q:0)n(@:0q) 0 n(q:a)
=1)ngzn---nq
mit (61) gibt dies a = g n -+ n q; im Widerspruch zu (60).
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Also war die Annahme, daB p, unter den Primidealen §,, ..., b; nicht vorkommt,
falsch. Bei geeigneter Numerierung ist also
P =p1. (62)

Wir beweisen nun

() fir »x=1,

qn:Q1Q1={qx fiir w1 (63)
und

@) fir v=1,

q.-qlql—{ﬁ( fir 41, (64)

Aus Kap. 1, (171) und (58), folgt zunichst
o [WrE=(1) fir x=1,
qx-Q1Q1—(Qx-Q1)-QI*{q”:al fir @l
und
()@= (1) fir v=1,
q..qlql—(q'-qn)-qu—{a':al fir 71,
und hieraus folgen (63) und (64) aus (58), da §, ein Primirideal mit dem zugehérigen
beziiglich M, maximalen Primideal p, ist.
Wir berechnen nun a: q,3, auf zweierlei Weise. Einmal ist nach Kap. 1, (160)
und (63),

Q00 = (qunqe e nge):quls
= (01 Q1) 0 (G2 BT 0 0 Qe quln) = (1) N G2 0 eo- 0,
also
QG =Qq2 N NG, (65)
zum anderen ist nach Kap. 1, (160) und (64),

Q= (G nGan -+ 0q):quly
=@ :qi) n@:@F) 00 (@ iq@m) =1)nG 00 dy,
also
Qg =qg n--e 0 Gee (66)

Aus (65) und (66) ergeben sich mithin zwei Darstellungen fiir a : ¢,4;. Mit diesem
Ideal fithren wir nun dieselbe SchluSweise nochmals durch. Wir nehmen dazu
0.B.d.A. an, p, (oder P,) ist maximal beziiglich M, := {p,, ..., Pg, P2y .-+, By}, und
schliefen dann auf P, =yp,. Entsprechend folgt Py =ps, ..., Py =p; und ¢ =k,
q.e.d.
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2.17. Der zweite Eindeutigkeitssatz

Satz 33 (Zweiter Eindeutigkeitssatz von EMmy NoETHER). In der Darstellung (44)
sind neben den zugehirigen Primidealen auch dte woherten Primdrkomponenten eindeutig
bestimmi, nicht aber die eingebetteten Primdrk

P

Beweis. Angenommen, a besitzt zwei unverkiirzbare Darstellungen

=qNQn - nqe=>0q000 00 (67)

mit den zugehérigen Primidealen p,, ps, ..., 9, also gemdB Satz 32 Rad q; = Rad §,
=Py, ..., Rad g, = Rad §, =, und

piyp; fir i+j. (68)

Wir denken uns die Darstellungen (67) jetzt so geordnet, daB g, und §, isolierte
Primirkomponenten sind ; nach Hilfssatz 1, (56), ist dann §, ein minimales Primideal
beziiglich M.
Wir setzen nun zur Abkiirzung

Ci=@a N NGy (69)
und

C:=Geneer 0 0ge (70)
Wire fiir x = 2, ..., k nun g, S p,, so folgte p,* S q, S p;, also p,* S p;, mithin
. S P, nach (57). p, =p, (x =2,..., k) ist wegen (68) nicht moglich; p, — p, ist
nicht méglich, da p, als minimal vorausgesetzt worden war. Die Annahme q, S 9,
fithrt also auf einen Widerspruch; mithin ist g, & p; (x = 2, ..., k). Es existieren also
Elemente g, (x =2, ..., k) mit g, € q, und g, ¢ p,. Nach Kap. 1, (104) und (69), ist
dann gygs ++- gk € 020 ++* G S C; Wegen ¢, ¢ p; ist andererseits gug; « - i § 91, also gilt

¢ E Py (71)

Ganz analog folgt
CEp- (72)
Damit und mit Kap. 1, (160), und Satz 20, Fall (A), berechnen wir a:¢ und a:¢.
Zunéichst ist wegen (69) und (70) a =g, n¢ = §, n T, also
a:e=(@ne):c=(q:c)n(c:c)=aqn(l)=aq

=@ndic=@m:0)nC:0)=qmn(E:¢) S,
also
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Entsprechend erhalten wir
a:T=(qnc):C=(G:C)n(C:
=(qmnc):T=(q:)n(c:
also
0 Saq. (74)

Aus (73) und (74) folgt §; = q;. Entsprechend kann §; = q; fiir alle isolierten Primér-
komponenten q;, §; bewiesen werden; die Beweisfiihrung fiir ¢ = 1 war nur eine
Frage der Schreibtechnik, denn aus (56) folgt die Minimalitét aus der vorausgesetzten
Isoliertheit von q; und umgekehrt; statt ¢ bzw. T hitte man dann q; n -+ n
AQuaNe-nQ b2w. Gun-es Gy NGugne-on e und 2=1,2,...,¢ — 1,8+ 1,
..., k zu setzen.

Fiir den Beweis der restlichen Behauptung von Satz 33 vergleiche man 2.20.

2.18.  Ein Kriterium fiir zugeh&rige Primideale

Satz 34. Besitzt a keine eingebetieten Komp ten, so gilt:

P tritt in der Zerlegung von a

c .
als zugehoriges Primideal auf } Casprapoa0.

Beweis. (=): Istetwap =p,,sofolgta =q, n--+ n g S gy S p;. Nach Kap. 1,
(139), gilt allgemein a : p; 2 a; der Fall a : p, = a scheidet aber wegen Satz 29, (46),
aus, womit schon alles bewiesen ist. Bei dieser Beweisrichtung wurde die Isoliertheit
der Primiarkomponenten iiberhaupt nicht benétigt.

(&): Aus a S p und (44) folgt q192++- G S Gy NGz n---nqe S P, alsonach Prim-
idealeigenschaft q; S p fiir wenigstens ein 4, 0.B.d.A. q, Sp, also p,2 S q; S,
mithin

= (75)
nach (6). Wir benutzen nun die zweite Voraussetzung a :p > a. Es ist
aip=(q0gen--ngy):p=(q:p)n(g:p)n--n(ge:p)>Da.
Waire p E p, fiir alle x = 1,2, ..., &, so wiirde @, :p = q nach Satz 20, Fall (4),
und daraus a :p = a folgen im Widerspruch zur Voraussetzung a : p = a. Also gilt
fiir wenigstens ein s € {1, 2, ..., k}

p Epi (76)
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Aus (75) und (76) folgt nunp, S p;. Wirenunyp, < p; fiir wenigstenseins € {2, ..., k},
80 wiire q; in g, eingebettet. Nach Voraussetzung sollten aber sémtliche Primér-
komponenten isoliert sein; mithin ist p, S p; nur fiir s =1 erfiillbar, d. h. also
p; =p,. Dieses in (76) eingesetzt, ergibt

» So. )
Aus (75) und (77) folgt p =p,, q.e.d.

2.19. Durchschnittsdarstellungen fiir quasiprimire Ideale

Ein Ideal t hieB nach (10) quasiprimir, wenn Radt = ein Primideal ist. Es sei
nunt = q; n gy n-+- n g die unverkiirzbare Darstellung von t durch gré8te Primir-
komponenten. Gem#$ Satz 31 nehmen wir an, da8 darin gy, ..., q, alle isolierten
und Gp41, - -+, Gi 2lle eingebetteten Komponenten sind; dann ist

Radt =p,npzn--- npp. (78)
Nach (10) ist aber andererseits Radt =y, also bleibt wegen der Verschiedenheit
von p,, ..., p, nur m =1, also

Radtr =y, (79)
und

=10 (G- 0 Ge), (80)
wobei @y, ..., q; in g, eingebettet sind, d. h., es gilt P, D Py, P3 D P1, o0 P D 91,

also auch P, nPg n -+ npp > P, und gz =D g1, G P 1, -+-» G P G- Setzen wir nun
b:=gynqgsn--- nQg, soist also Rad b =P, nps n -+ np; D p,, also

Rad b o p;; (81)
weiter folgt durch Einsetzen in (80) die Darstellung
t=gq;nb; (82)

fiir quasiprimire Ideale gelten also (82) und (81). Das ist aber gerade die angekiindigte
Verschirfung von (26), mithin gilt der

Satz 35. Ein Ideal v aus einem Noetherschen Ring R ist genau dann quasiprimdr,
wenn (81) und (82) gelten.

Damit ergibt sich dann auch der nach (26) angekiindigte

Satz 36. Ein Ideal q aus einem Noetherschen Ring R ist dann und nur dann primir,
wenn es quasiprimdr ist und keine eingebetteten Komg ten besitzt.
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2.20. Mehrdeutigkeit der eingebetteten Komponenten

Im folgenden soll an Beispielen gezeigt werden, daB die eingebetteten K 1

nicht eindeutig sind. Die Methode von HENTZELT und G. HERMANN (vgl. HEBMANN
[1], Satz 12) liefert bereits unendlich viele Moglichkeiten fiir eingebettete Kom-
ponenten. Im folgenden zweiten Beispiel wird gezeigt, daf damit die Méglichkeiten
fiir die eingebetteten Komponenten keineswegs ausgeschopft sind; dies stellte erst-
mals R. Kummer fest (vgl. Kummer und RENscHUCH [1], Beispiel 3). Eine Methode,
welche alle mdglichen eingebetteten Komponenten liefert, ist unbekannt.
Beispiel 1. Wir betrachten die nach Satz 18, (27), primiren Potenzproduktideale
Um = (%% 2% %ey), Oa = (% 2% ) und Qe = (%2213 52, %2, %)

mit den zugehérigen Primidealen p,, = (%o, 2,) und p,, = (%, 2y, 2,). Nach Kap. 1, Satz 50,
(137), ist, wie der Leser selbst nachrechnen mége,

Ox1 N Gz = Ga1 N Gnpe = @, Wit a, = (7% 2% 2p7123);

nach Satz 13, (20), ist a, quasiprimiir. Dabei sind q,,5, und @4, in q,,, eingebettet wegen
P2 Px1s Gam P G105 Qo P Qg1 Wir vermerken noch, daB hier

On2z  Qam (83)
gilt, worauf wir noch zuriickkémmen werden.
Beispiel 2.
P = (@ 21)s Pra = (To» %1 T3) D D1y
Qa1 = (@ 2% %), Qaan = (%6 2% 25%) P Gy
Qs = (%%, %0°2, 26%%, Zo2y?, Zoa®s 114, 11702, 112y%, 2,*) D Gy
und
G2 N Qs = Oa1 N Gage = @; Mt A, = (@, ¥y, 2pTy2?, o, 2,%2,2).

Nach der zitierten Theorie von HENTZELT und G. HERMANN folgt nun in unserem Fall, daB fir
geniigend groBes m die Ideale (g, := (0, p7) Primirideale mit a, = G 0 ey sind. Fir
m =1,...,5 ist das nicht richtig, sondern trifft erstmals fiir m — 6 zu; der Leser moge dies
durch Nachrechnen bestéitigen. Fiir 7 = 6 gewinnen wir mit q,,,, unendlich viele mogliche ein-
gebettete Komponenten, aber keineswegs alle, wie die méglichen eingebetteten Primérkomponen-
ten .9, und q,,, zeigen. Es gilt dann

© S Oazmir & Gram & 0 S Gazp & Gazs S G2z S G- (84)

Dadurch wird unterstrichen, da hier g4 in einer noch zu prizisierenden Weise die einfachste
Zerlegung liefert, also die ,,beste* eingebettete Priméirkomponente ist. Und gerade diese wird
durch die Theorie von HENTZELT und G. HERMANN nicht gewonnen.

Beispiel 3. Wir bestétigen die Durchschnittsdarstellung
a = (7% 2g%;) = (%) n (22 axy + 2y) fiiralle a€ K. . (85)
Fiir alle Elemente des Durchschnittes gilt Gyz) = G,x? + Gy(az, + ), also
20(Gy — Gomy — Gya) = Gy,
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folglich G = Hx,, mithin G — Gyzy — Haxy = Hz, und G, = Gz, + H(ax, + «,). Dann wird
Gy = Gpx® + H(ame® + x4%,) mit Gy, H beliebig,

also
(@0) 0 (%% a%y + 1) = (%%, a%g® + 2o2,) = (%%, %o21) = a.
Hier ist
B=p =) 6= +a)da, P= (% 2)Dn,
also 1st a qua.slpuma Im Gegensatz zu den beiden vorigen Beispielen ist es hier nicht méoglich,
die Primirkomp gp durch Oberideale zu ersetzen. Enthilt X unendlich viele

Elemenbe die fir @ in Frage kommen kénnen, so sind durch g, unendlich viele eingebettete
Primirkomponenten gegeben.

Der Leser wird es als unbefriedigend empfunden haben, daB bei allen drei Bei-
spielen Durchschnittsdarstellungen vorgegeben waren, die dann bestétigt wurden.
Die Frage, wie man zu diesen Durchschnittsdarstellungen gekommen ist, blieb offen.
Fiir Potenzproduktideale werden wir dazu im iibernéchsten Abschnitt ein brauch-
bares Verfahren angeben kénnen. Auch fiir beliebige Polynomideale ist die Be-
rechnung einer solchen Durchschnittsdarstellung grundsitzlich méglich; das ist
gerade Aussage der Theorie von HENTzELT und G. HERMANN. Sie liefert aber leider
keine praktisch durchfiihrbaren Methoden; dies liegt vor allem an der Schwierigkeit
der Berechnung der Grundideale. Lediglich bei Potenzproduktidealen ist dies ver-
hiltnismiBig einfach, gibt dann aber — wie das zweite Beispiel zeigt — immer
noch kompliziertere Darstellungen als mit der eigens fiir Potenzproduktideale ent-
wickelten Methode.

Bei H-Idealen, welche keine Potenzproduktideale sind, ist daher ein gewisses
,,Probieren* derzeit wohl noch der giinstigste Weg: Unter der Voraussetzung, daf
die zugehérigen Primideale bekannt sind, werden fiir die Primdrkomponenten ver-
schiedene Ansitze ausprobiert und dann die Durchschnittsdarstellungen bestéitigt —
oder auch nicht.

2.21.  Reduzierte Darstellungen

Definition 14 (von EMmy NoETHER). Die unverkiirzbare Darstellung durch gréBte
Primérkomponenten (44) heifit reduziert, wenn keine der eingebetteten Primér-
komponenten durch ein Oberideal ersetzt werden kann.

So folgt im ersten Beispiel aus (83), daB die Darstellung a, = gy N Gxze Nicht redu-
ziert ist. Fiir das zweite Beispiel folgt aus (84), daB die Darstellungen a, = g, N qqe;
fiir ¢ = 2, 6,7, 8, ... nicht reduziert sind.

Man kénnte nun hoffen, durch die zusiitzliche Forderung der Reduziertheit die
Eindeutigkeit der eingebetteten Primirkomponenten erzwingen zu kénnen. DaB dies
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'C’ einesweyss
jedochY zutrift, zeigt das bereits von EMMy NOETHER angegebene dritte Beispiel
mit den Darstellungen (85), welche fiir alle @ reduziert sind.

Die Verwendung des Begriffes ,,reduzierte Darstellung® ist in der Literatur un-
einheitlich; so verwendet GROBNER in [8] den Begriff ,reduzierte Darstellung® als
Abkiirzung fiir ,,unverkiirzbare Darstellung durch gréfte Primérkomponenten®‘.

2.22. Primirkomponentenzerlegung fiir Potenzproduktideale

Nach Kap.1, (109), galt (anb)+cS(a+¢)n(d + ¢). Wir wollen zunichst
zeigen, daB fiir Potenzproduktideale darin das Gleichheitszeichen gilt, also

(0 0 b5, €2) = (A, €2) 0 (B, C)- (86)
Dies folgt durch Nachrechnen aus Kap. 1, (137). Aus

O = (P10 Pa)s Dx=1(q1, .00, q0) und o = (11, .00, 7)
folgt )
(0 0By €2) = (D1 UGy ooes PiU Qs 0y Do U G5 P15 2205 Tm) - (87)

In (a,, ¢z) n (b, ¢;) kommen zu den Basiselementen von (87) noch Potenzprodukte
der Typen 7;u 7, p; U 7, und g;u 7 hinzu, die aber alle durch r, ..., r,, ausgedriickt
und daher gestrichen werden kénnen ; mithin gilt (86). Durch mehrmalige Anwendung
folgt aus (86)

(01 0 Gz 0222 0 Gy €2) = (Qas, Ca) 0 (G2 €) 0 === 0 (Baps C) (88)
Es sei nun p, = afpais - w::;‘: (vgl. Kap. 1, (46)). Wir setzen

my=agr  (=1..,m); (89)
dann ist also '

Py =My » Myg -2 My, (90)

die Zerlegung von p, in teilerfremde Monome (89). Mithin ist m,; U my; = my; - myy;
aus Kap. 1, (136), folgt somit

(myy) n (mys) “ see ) (’mlm,) = (Mg My ++- mlm,) = (). (91)

Setzen wir nun in (88) jetzt a,; = (my;) fir s+ =1,...,m,, also b =m,, ferner
Cx = (P2 +++» Ps), 80 folgt aus (91)

(P1s Pas ++0s Do) = (Ma1; Pas vy Ps) N 2o 0 (Mygyy Py oo Do) (92)
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Das ist eine sehr niitzliche Formel. Wihlt man némlich p, geschickt genug (beispiels-
weise mit moglichst vielen Variablen und mdglichst niedrigen Exponenten), so kann
man in (92) sehr viele Basiselemente und moglicherweise sogar Ideale streichen,
néimlich diejenigen Komponenten, welche doppelt auftreten oder Oberideale anderer
Komponenten sind.

Jetzt wiederholen wir das Verfahren mit p, und (my;, ps, ..., p,) usw. Als Ergebnis
haben wir wegen Satz 24 den von R.KvummER in KuMMER und RENSCHUCH [1],
Satz 12, formulierten

Satz 37 (Zerlegungssatz von R. KUMMER). Ist a, = (py, ..., P,) ein Potenzprodukt-
sdeal und sind

Do = Mgy * Mg *** Mgm, (e=1,...,9) (93)
die Zerlegungen der Basispotenzprodukte in teilerfremde Monome

Mgi = Tom? (%omq € (@0 @15 o5 Z4)) s (94)
80 st
(D15 +ees Pg) = (Mg, Mgy ovvy Mgy) O (Mgg; Mgy veey Migg,z, Mgp) N oo+
0 (Mamys +ees Megm ) (95)
eine im allgemeinen verkiirzbare Darstellung von (py, ..., p,) als Durchschnitt irredu-
zibler Potenzproduktideale gemif dem ersten Zerlegungssatz.
Beispiel 1. a, = (%% 2% ,%;2,). Hier ist
My =b, My =2, My =T, My =Ty, Mgy =72,
und (95) Liefert
O = (M1, Mgy, M) N (M, Mgy, Mag) O (Mg, Mgy, May)
= (% 1% %) n (%% 2% 1) N (2, 2,7 25)
= (%o 21%) 0 (W% 21) 0 (%2 1%, ).
Hier haben die ersten beiden irreduziblen Primirideale dasselbe zugehérige Primideal (%o, #,);
die unverkiirzbare Darstellung durch gréBite Primiirkomponenten ist also
0, = (@, Tey, 2,%) 0 (%% 2,2 2y).
Beispiel 2. a, = (2g%,2,% %%, 2, 2o%z,, 7,%2,?) . Hier ist
My =Ty, My =Ty, Mg =T, My =0, my =,
My = T?, Mgy =T, My =2, Mgy = 25d,

und die Anwendung von Satz 37 liefert 3+ 1 -1 - 2.2 = 12 irreduzible Ideale, von denen neun ge-
strichen werden kénnen. Hier ist es praktischer, (92) meh 1s anzuwenden. Dies liefert

a5 = (%% Tor 2,%) 0 (2%, 7)) N (2%, 7o, 21, 23?).
Entsprechend ist

(21%2s® or 21%) = (0 21%) N (2o, 211, ,7)
und

(2%, 2, 21, 2gf) = (2o 1%, 252) N (1, 2%, %,7).
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Dies in a, eingesetzt und Oberideale gestrichen, folgt — wie der Leser zur Ubung selbst be-
stitigen moge —

gz = (2% %) 0 (70, 21%) N (X% 214, 2%);
werden die beiden ersten Ideale nach Satz 16 zusammengezogen, so folgt die unverkiirzbare Dar-
stellung durch groB8te Primirkomponenten

0, = (20 Zoy, %) 0 (20, 7%, F).

DaB bei dieser Methode die Primérkomponenten im Sinne von EMmMy NOETHER
reduziert sind, ist einleuchtend und wurde von R. KuMMER bewiesen (vgl. KUMMER
und REenscHUCH [1], Satz 13c). Zugleich wurden hiermit die Zerlegungen bei den
beiden ersten Beispielen von 2.20. motiviert.

2.23.  Ausblick auf weitere Zerlegungssitze

Die Schulbezogenheit der Zerlegungs- und Eindeutigkeitssiitze zum Satz von der
eindeutigen Primzahlzerlegung ist offenkundig; der Leser ersetze dazu Durchschnitte
durch Produkte und alle Ideale durch Hauptideale und deute dann die einzelnen
Beweisschritte. Eingebettete Komponenten gibt es nicht in Z, da Primzahlen keine
Teiler haben. Man vergleiche dies mit dem Eindeutigkeitsheweis von ZERMELO ge-
méB MfL Bd. 1, 3.7., (51)ff.

Diese Betrachtungen liefern einen weiteren Aspekt zur Einschéitzung der Schwierig-
keiten, vor denen jeder Lehrer steht, der diese Probleme an zwélfjéhrige Schiiler
heranzutragen hat.

Daneben wird sich der Leser aber auch fragen, welche Axiome zu den Eigenschaften
Noetherscher Ringe hinzukommen miissen, um zu Produktzerlegungen und schlie8-
lich zu Produkten von Primidealpotenzen zu kommen. Dies soll im folgenden kurz
angedeutet werden, wobei wir von der Darstellung von vAN DER WAERDEN (vgl. [10],
§§ 134—140, vor allem SchluB von § 140) ausgehen (vgl. auch GroBNER [8], Kap. V).

Mit Riicksicht auf die gewiinschten Anwendungen miissen wir dazu jedenfalls
voraussetzen, daB der Ring R, von dem wir ausgehen, ein Integrititsbereich I ist,
also keine Nullteiler besitzt. In I werden also Ideale betrachtet. Wir betrachten dann
folgendes Axiomensystem:

(AI)  Teilerkettenbedingung, d. h., I ist ein Noetherscher Ring.

(AII) Jedes Primideal ist teilerlos, d.h., jedes Primideal besitzt keine echten
Oberideale auBer (1).

(AIII) I ist ganz-abgeschlossen im Quotientenkdrper Z.

Zum ungefihren Verstindnis von (A III) geben wir einige Erliuterungen. Ist R
ein kommutativer Ring mit Einselement, 7' ein Kérper, R — T, so heiBit ein Element
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t € T ganz in bezug auf R, wenn ¢ einer algebraischen Gleichung
b g™l Pyt 1t 7o =0 mit reR
geniigt, deren hochster Koeffizient also 1 ist.

Beispiel. 7 = @, R = Z, alle Elemente 2z = a/b aus @ geniigen der Gleichung bz —a =0
mit a, b € Z; wird 0. B.d.A. von a und b noch die Teilerfremdheit gefordert, so ist afb € Z genau
dann, wenn b = 1 ist.

Man zeigt dann verhiltnismiBig leicht, daB die in bezug auf B ganzen Elemente
in T einen Ring S bilden.

Ein Ring § heiBt ganz-abgeschlossen in einem Korper T, wenn jedes in bezug auf §
ganze Element von T' zu S gehort.

Ein Integrititsbereich I heiBt ganz-abgeschlossen, wenn er ganz-abgeschlossen in
seinem Quotientenkorper X ist. Dies also wird in (A III) fiir I vorausgesetzt.

Nunmehr werde zusammengestellt, was aus der Giiltigkeit von (A I) bis (A III)
gefolgert werden kann:

Aus (AT) allein folgen, wie wir in diesem Kapitel gezeigt haben, der erste und
zweite Zerlegungssatz und die beiden Eindeutigkeitssitze, in Stichworten: Dar-
stellung als Durchschnitt von Primiridealen, zugehorige Primideale und isolierte
Primiirkomponenten sind eindeutig.

Aus (A I) und (A II) folgt, wie man bei vAN DER WAERDEN nachlesen kann, daB
jedes Ideal als Produkt von Primiiridealen darstellbar ist. Nach (A II) sind dann
die zugehérigen Primideale dieser Primirideale teilerlos; solche Primirideale heilen
nach DEDEKIND einartige Ideale. Jedes Ideal ist also Produkt einartiger Ideale, und
diese Produktzerlegung ist eindeutig.

Diese Theorie geht auf DEDERIND zuriick und wurde von KRULL weiterentwickelt.

Aus (A T) bis (A III) folgt schlieBlich, daB jedes Ideal eindeutig als Produkt von
Primidealpotenzen darstellbar ist (vgl. Kap. 1, (74)). Solche Integritétsbereiche heilen
auch Dedekindsche Ringe oder Dedekindsche Integrititsbereiche oder Dedekindsche Be-
reiche. Hierzu sei auf GROBNER [8], Kap. V, § 6, und auf DEPERIND selbst, etwa [1],
verwiesen.

Ist schlieBlich I noch ein Hauptidealring, also auch jedes Primideal ein Prim-
hauptideal und jede Primidealpotenz eine Primhauptidealpotenz, so haben wir
wieder den ZPE-Satz.

Aus (A I) und (A III) folgt aber keineswegs (A II). Es ist daher sinnvoll, Integri-
tétsbereiche zu betrachten, fiir die nur (A I) und (A III) gelten, vgl. vAN DER WAER-
DEN [10], § 140; die dort dargestellte Theorie geht auf E. ARTIN zuriick.
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3.1.  Einleitung, Definitionen

In diesem Kapltel wollen wir uns mit inhomogenen und homogenen nichtlinearen
Gleich bef: 1 oder — in unserer Sprechweise — mit den Nullstellen
von P-. Idealen und H-Tdealen. Es scheint dazu ratsam, die entsprechenden Uber-
legung enlaufend mitder Theorie derlinearen Gleichungssystemein Verbindung zu brin-
gen, sowohl zur Erlduterung als auch zur besseren Herausarbeitung der Unterschiede.

Der Leser moge aber bitte von vornherein nicht zu viel erwarten. Er moge be-
denken, daB im nichtlinearen Fall von vornherein Grenzen gesetzt sind.

Einmal kénnen wir schon deshalb im allgemeinen nicht mit geschlossenen Lsungs-
formeln aufwarten, weil Gleichungen fiinften und héheren Grades nicht durch Ra-
dikale auflgsbar sind (vgl. MfL Bd. 3, 14.8.).

Demgegeniiber konnen wir fiir Gleichungen vierten, dritten und zweiten Gra-
des Formeln derart angeben, daB beispielsweise fiir quadratische Gleichungen
2+ pxr + g =0 jede Losung fiir speziell gewihlte Koeffizienten p, ¢ durch
entsprechende Spezialisierung in der fiir unbestimmte p, ¢ berechneten Losung

I
Y12 = 2:|:l/4 q

gewonnen werden kann.

Auch das Vorgehen bei linearen Gleichungssystemen mit quadratischer Koeffi-
zientenmatrix kann man unter diesem Aspekt sehen: Ein solches System ist l6sbar,
wenn die Koeffizienten Unbestimmte sind. Aus dieser durch die Cramersche Regel
gegebenen Losung bekommt man auch bei speziellen Koeffizienten die Losung, hat
dabei lediglich die Einschrinkung zu beachten, da$ die Spezialisierung so erfolgt sein
muB, daB die Koeffizientendeterminante det A == 0 bleibt (vgl. MfL Bd. 3, 8.3.).
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Und damit kommen wir zu einem zweiten bemerkenswerten Unterschied im nicht-
linearen Fall, der in der algebraischen Geometrie zu vielen Abhandlungen iiber
,,Spezialisierungsprobleme AnlaB bot: Es gibt Fille, wo man Lésungen im speziellen
Fall nicht durch Spezialisierung der Losungen im allgemeinen Fall gewinnen kann.
Zur Theorie der Spezialisierungen sei auf das Buch von O.-H. KELLER [2] verwiesen.
Wir geben dazu ein beriihmtes Beispiel in der Darstellung von VAN DER WAERDEN
an (vgl. [2]).

Es sei 1 eine Unbestimmte und als Gleichungssystem in K(4)
(¥ — o) (® — mx3) =0,
Ta(@e® — 2,%5) =0, 1)
2y — Ay =0
gegeben. SchlieBt man die triviale Losung y, = 3, = . = 0 aus, so folgt
Y2 =My,
%o = 4y:°
Sind é,, 8, 8; die dritten Wurzeln aus 1 im Korper 2 > K(4), so hat (1) die Lo-
sungen 3

61 ai 63
1), B|1] k1 mit  hy, ke, by € 2,
y A A
0
die fiir 4 = 0 in die eine Losung & | 1 ] iibergehen.
0

Dagegen geht (1) fiir 4 = 0 iiber in

(@1 — @) (%® — 2%m;) =0,

Zp(we® — @y%02) =0, } =

(1 — @) @® = :} @

z, =0;
z, =0

also hat (2) die beiden Losungen

0 1
Bl1), ®[1 mit k€ Q,
0 0

von denen sich die zweite nicht durch Spezialisierung der Losungen von (1) ergibt.
Dagegen schligt sich der bei linearen Gleichungssystemen wesentliche Unterschied
zwischen dem inhomogenen und dem homogenen Fall auch bei nichtlinearen Glei-
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chungssystemen nieder (vgl. MfL Bd. 3, 5.1.): Auch hier gibt es im inhomogenen
Fall wirklich unlésbare Gleichungssysteme.

Wir miissen daher zwischen inhomogenen P- Idealen und H-Idealen streng unter-
scheiden. Demgema werden Definitionen und Sitze im folgenden getrennt fiir
P-Ideale und H-Ideale gegeben. Zur Vereinfachung wollen wir jetzt K als algebraisch
abgeschlossenen Korper der Charakteristik O voraussetzen (vgl. Kap. 1, Definition 21,
und MfL Bd. 3, 13.7.). )

Definition 1. (y;, ¥a, ..., ¥s) mit 3, € K (£ =1, 2, ..., n) heiBt Nullstelle des in-
homogenen P-Ideals (a) < K[, @, ..., #,], wenn f(yy, ¥z, ..., y,) = 0 gilt fiir jedes
Polynom f(z,, 2,, ..., Z,) € (a). .

Nach Kap. 1, Satz 12, ist K[z,, %3, ..., #,] ein Noetherscher Ring; mithin existiert
eine Basisdarstellung (a) = (fy, f2, ..., f;). Dann ist also

fiY1 Y2 oo 9n) =0,
fo(¥1, Y25 ooy ¥n) =0,

fe@1 Y2 +-s Yn) = 0.

®3)

Da nun f€ (a) und (fy, fa, ..., f) eine Basis von (a) ist, existieren Polynome
91; J2s + -+, G Mib

f(®@15 oo @a) = Gal@y, ooy Bn) « fr(@1s ooy T) + 200

+ 9e(@1, -y 20) - fol@1y 2005 T),s

und es ist f(#y, ..., ¥s) = O wegen (3). Aquivalent zu Definition 1 ist also die
Definition 2. (y;, ¥a, ..., ¥s) mit . € K (k = 1,2, ..., n) heiBt Nullstelle des in-

homogenen P-Ideals (a) = K[z, ..., 2,] mit (a) = (f;, ..., fs), wenn (3) gilt; gleich-
zeitig heiBt (y,, ¥a, ..., ¥a) Lisung des inhomogenen algebraischen Qleichungssystems

fi(@1, @, -0y 2,) =0,
fo(®@y, 23, -0y @) =0,

(4)

dabei konnen (y;, y;, ..., ¥s) als Punkte im n-dimensionalen affinen Raum gedeutet
werden; die Gesamtheit dieser Punkte heiBt Nullstellengebilde von (), kurz NG ((a)),
neuerdings auch algebraisches System.
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Entsprechend hat man

Definition 3. (Yo, %15 ---» ¥a) mit 7 € K (6 =0,1,...,n) heit Nullstelle des
homogenen H-Ideals a — K[z, 2y, ..., Z,] mit a = (Fy, ..., F,), wenn

Fi(Yo Y15 -+ ya) =0,

................... (5)

Fyyo, Y1 -1 Yn) =0
gilt; (Yo, Y1s -+ -» Yn) heiBt gleichzeitig Lisung des homogenen algebraischen Qleichungs-
systems

Fy(%, 21, -, %a) =0,

Fo(xo, @4, 0y Tn) =0,

(6)

F (@0, %15 +e0s Tn) = 03

dabei kénnen (Y, ¥y, --+, ¥s) als Punkte im n-dimensionalen projektiven Raum ge-
deutet werden; die Gesamtheit dieser Punkte heiBt Nullstellengebilde von a, kurz
NG (a), neuerdings auch algebraisches System.

Die Bestimmung aller Lésungen eines algebraischen Gleichungssystems ist also
gleichbedeutend mit der Bestimmung aller Nullstellen des entsprechenden Ideals.
Tst das Nullstellengebilde die leere Menge, also NG ((a)) = 8, so existiert keine Null-
stelle und umgekehrt; NG ((a)) = @ bedeutet demnach, daB das Gleichungssystem
unlosbar ist.

Sind in (4) die Polynome f;, fa, ..., f; linear, also f, = ¥, mit

b = o + Gy + Gpoe + - + G (B =1,2,..,85 apo=—by), (7)

so geht (4) in ein lineares Gleichungssystem iiber, welches fiir den Fall, da8 a,q, ..., ai
nicht alle gleich Null sind, inhomogen ist (Kap. 1, (50)). Wenn es 1osbar ist, dann
kann die ,,vollsténdige Losung‘* derart angegeben werden, da8

di=n—r (8)

der n Koordinaten des Losungsvektors gleich beliebigen Parametern ¢y, ..., t; gesetzt
werden konnen, also etwa

Yo ="t Y=ty s Yig=la, 9)

wiihrend die iibrigen y; lineare Funktionen in ¢, ..., {; sind. Diese vollsténdige Losung
gewinnt man am besten aus dem Gaupschen Algorithmus (vgl. ML Bd. 3, SchluB
von 5.4.). In der linearen Algebra setzt man vielfach fir #,, 2,, ..., x, zusitzlich
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eine ,,geeignete Numerierung* derart voraus, daf

Y1 =010 + il + -+ + iCua,
Yo = Cgo + £1Cay + *++ + t4Coa,
Yr = o + bilry + + - + aCra, (10)
Yre1 =11,

Yrez = b2,

gilt. Dasbedeutet, daf man beim GauBschen Algorithmus nacheinander z,, z,, ..., ,_;
eliminiert und dadurch schlieBlich zu einer solchen ,, Trapezform* gelangt, bei welcher
das Trapez aus einem Rechteck durch Wegschneiden eines Dreiecks auf der linken
Seite entstanden ist; aus dieser Trapezform folgt dann (10).

Setzt man beim GauBschen Algorithmus jedoch das Eliminationsverfahren derart
an, daB nacheinander x,, %,, ..., Ty_(r—z) = Ty eliminiert werden, so folgt bei
geeigneter Numerierung eine Trapezform mit einem Trapez, welches aus einem
Rechteck durch Dreiecksabschneiden auf der rechten Seite entstanden ist. Wir haben
dann

=",
Y2 =1y,
Yo =g, (11)

Yar1 = Car0 + hlaa + oo+ + LaCairas

Yn =0no + t1Cm + +o+ + buCra

als vollstindige Losung.

Entsprechend kann man aus (9) zu einer vollstindigen Losung gelangen. In allen
diesen Fillen bedeutet der Begriff ,,vollstindige Losung®, daB simtliche Losungen
von

(12)

durch Parameterspezialisierung aus (9) bzw. (10) bzw. (11) folgen.
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Ersetzt man nun in (10) die Parameter ¢, ..., ¢; wieder durch g, ..., ¥, und
Y1s -+es Yps Yrs1s o Yn durch @y, ..., z,, so gewinnt man das Gleichungssystem (12)
oder ein zu (12) dquivalentes Gleichungssystem (vgl. MfL Bd. 3, 5.1., Definition 4),
aus welchem sich [, ..., [, durch Linearkombinationen ergeben (vgl. MfL Bd. 3, 5.2.,
Satz 1). Setzen wir

0= by -0 ly), (13)
so kénnen wir also sagen: Die vollstindige Losung ist auch dadurch charakterisiert, -

daB fiir lineare Polynome

1=y, ..., Tp) = G + @ + -+ + Ay (14)
gilt:

W ooes Yn) = 0 Uy, ooy ) € (1) (15)
Zum gleichen Ergebnis wiren wir von (11) oder (9) aus gelangt; ganz entsprechend
hiitten wir im homogenen Fall mit Linearformen

L(%, %y, +++s Tn) 1= oy + @iy + ++- + BnZp
schliefen konnen.

Die durch (15) gegebene Charakterisierung vollsténdiger Losungen a8t sich auf
den nichtlinearen Fall iibertragen und fiihrt uns zum Begriff der ,,allgemeinen Null-
stelle*, mit dem wir uns im folgenden Abschnitt 3.2. ausfiihrlich befassen werden.

Beispiel.

0) = (b 1, I)

= + 2+ 2y —4, I,=22 + 42+ 22— 8, Iy=3 —4x,+ 2z —1.

mit,

Die vollstindige Lésung des Gleichungssystems I, = 0, I, = 0, l; = 0 ist dann
yy=—T+8t yy=¢, y;=11—10t.
Aus ihr folgt 10y, + y3 — 11 =0 id. in £, und daraus folgt I, 1= 102, + 23 — 11 € (I), was

man durch l,* = 3l — I, zusiitzlich bestéitigt. Aus der voll di Losung folgt weiterhin
Y — 8y, + 7= Old infund daraus L*:= @ — 8z, + 7 € (I) mit der Darstellungl,* = —I, + I;.
So kann man aber nur bei unt hlieBen. Setzen wir etwa ¢ = 1, so wird

(1) = ys(1) = 1, also (1) — (1) = 0 aber z; — a:,e (1). Der Leser moge nachrechnen, da8
L=0L*+1* l,=2L*42L*, I=3L*120L*

gilt. Tst (I*) = (I,*, 1,*), =o gilt also () = (I*). Somit ist (fy, Iy, l;) keine Minimalbasis fiir (1),
sondern (I,*, 1,*). Hier ist also ¢ = 3, r = 2, n = 3, d = 1 in Ubereinstimmung mit einem Para-
meter ¢ in der vollstindigen Losung.

Wir werden sehen, daB die Verhéltnisse bei nichtlinearen Gleichungssystemen
anders liegen. Wir geben daher abschlieBend noch Definitionen, welche auf die unter-
schiedliche Situation bei nichtlinearen Gleichungssystemen zugeschnitten sind.
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Definition 4. Zwei nichtlineare inhomogene Gleichungssysteme
fi@y oo 20) =0, h*@, .. 2) =0,
............... und (16)
ful@y, oy 25) =0 fos(@1, oens 20) =0

mit den zugehérigen P-Idealen (a) = (f, ..., f;) und (a*) = (f,*, ..., f) heiBen ideal-
dgquivalent, wenn (a) = (a*) ist.

Definition 5. Zwei nichtlineare inhomogene Gleichungssysteme (16) mit den zu-
gehorigen P-Idealen (a) = (f;,...,f;) und (a*) = (f,*, ..., f4) heiBen IGsungsiqus-
valent, wenn NG ((a)) = NG ((a¥)) ist.

Definition 6. Zwei nichtlineare homogene Gleichungssysteme

Fy(@; @15 ooy ) =0, Fy*(@y, %15 200y ) = 0,
RO ——— MW e s e v e 8 (17)
F (@9, @1, 000, @) =0 Fa(o, @15 o0y ) =0

mit den zugehdrigen H-Idealen a = (F,, ..., F,) und a* = (F,¥, ..., F%) heiBen
sdealdquivalent, wenn a = a* ist.

Definition 7. Zwei nichtlineare homogene Gleichungssysteme (17) mit den zu-
gehérigen H-Idealen a = (F,,..., F,) und a* = (F,*, ..., F%) heiBen losungsiqusi-
valent, wenn NG (a) = NG (a*) ist.

Die Definitionen 4 und 5 bzw. 6 und 7 sind jetzt keineswegs dquivalent. Das liegt
daran, daB sich (15) nicht einfach iibertragen la8t (vgl. 3.7., 8.11.).

3.2.  Aligemeine Nullstellen

Definition 8. Ist (a) = K[y, ..., ,] ein inhomogenes P-Ideal und (a) == (1), so
heiBt (yi, ..., ¥n) eine allgemeine Nullstelle von (a), wenn gilt:

115 s Yn) =0 & f(zs, ..., w) € (a). (18)

Bemerkungen zu Definition 8:

1. Die Forderung (a) == (1) ist offenbar notwendig fiir die Existenz einer Nullstelle
des P-Ideals (a).

2. In der Richtung (&) ist dies die iibliche Definition der Nullstelle; die ent-
scheidende Forderung ist die Giiltigkeit von (=).
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3. In (18) bedeutet f(yy,...,¥s) =0 das identische Verschwinden in gewissen
Parametern ¢, ..., f;, kurz id. in ¢,, ..., {;, von denen ¥, ..., ¥, noch abhéngen; vgl.
(10) und (11) fiir den linearen Fall.

Satz 1. Besitzt das P-Ideal (a) = K[z, ..., z,] eine allgemeine Nullstelle, so ist (a)
ein Primideal.

Beweis. Wir konnen hier ebenso schlieBen wie in Kap. 1, 2.2., Beispiel 3, wo
der Satz 7 die entsprechende Aussage fiir H-Ideale darstellt.

Es ist also keine Einschrinkung, wenn (18) nur fiir Primideale definiert wird:

Definition 9. Ist (p) = K[, ..., z,] ein inhomogenes Primideal und (p) == (1),
80 heiBt (yy, ..., ¥,) eine allgemeine Nullstelle von (p), wenn gilt:

fW1 o0 Yn) =0 & (@1, .0, %a) € (p). (19)

Entsprechend schlieBen und definieren wir fiir H-Ideale:

Definition 10. Ist p = K[z, #, ..., z,] ein homogenes Primideal, so heiBt
(Yos Y15 ++-» Yu) eine allgemeine Nullstelle von p, wenn gilt:

F(Yos Y15 +oes Yn) =0 F(Xg, %y, oevy Zy) €9 (20)
Aus den Bemerkungen im AnschluB an (15) folgt dann

Satz 2. Fiir lineare Qleichungssysteme gilt :
1. Die Begriffe ,vollstindige Losung‘‘ und ,.allgemeine Nullstelle* st iiberein.
2. Die zugehorigen Ideale (1) bzw. | sind Primideale.

In 3.4. werden wir sehen, daB 1. im nichtlinearen Fall nicht mehr zutrifft.

Bei Betrachtung von linearen Vektor-Parameterdarstellungen in der analytischen
Geometrie geht man im allgemeinen weder von (10) noch von (11) aus, vielmehr
von Darstellungen der Gestalt

Y1 =Cyo + 401 + +++ + aCras
......................... (21)
Yn = Cno + £:Cp1 + ++ + tana
und schlieBt von (21) auf ,,parameterfreie Gleichungen* (vgl. BREEMER und BELENER
[1], 1.3.1., 4.2.2.). Man fordert dann zweierlei:
‘i Cia
-(A) Die Vektoren| : |,...,| : | sind linear unabhéngig.

Cm1 Cnd
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(B) Die Parameter £y, ..., t; konnen beliebig gesetzt werden; es existiert also keine
Abhéngigkeit f(t,, ..., {;) = 0 zwischent,, ..., t;, wobei f(u,, ..., ug) € K[uy, ..., u4] ist.

Aus (B) folgt, daB es dann wenigstens eine Kombination i,, ..., ; derart gibt,
daB y;, ..., ¥;, als Parameter gesetzt werden kénnen, denn andernfalls wiirde aus
der Abhéngigkeit von y; , ..., ¥;, eine Abhingigkeit f(t,, ..., ) = 0 folgen im Wider-
spruch zu (B). Bei geeigneter Numerierung der Variablen folgt dann wieder (10)
bzw. (11).

Zusammenfassend ergibt sich also aus (A) und (B):

Satz 3. Bei linearen Parameterdarstellungen (21) mit (A) und (B) sind die Para-
meler by, ..., tg tn dieser Anzahl unbedingt erforderlich, um (19) zu sichern.

Entsprechend miissen im nichtlinearen Fall die y; in einer allgemeinen Nullstelle
(%15 +++> Yn) DZW. (Yo, Y1, -+, Yn) auch noch von Parametern ¢y, ..., t; bzw. &, £, ..., 4
abhéngen, um (19) bzw. (20) zu sichern.

Definition 11. Die Parameter ¢, ..., t; in einer allgemeinen Nullstelle

(#1015 - o3 Ea)s ovs Yalbrs - s 8a))

eines inhomogenen Primideals (p) = K[z, ..., #,] heien unbedingt erforderlich, wenn
es nicht moglich ist, mit einer kleineren Anzahl die Bedingung (19) zu erfiillen.

Definition 12. Die Parameter ¢y, {, ..., 3 in einer allgemeinen Nullstelle
(90ltos trs ++es Ba)s o5 Ynllos b1y <o 8a))

eines homogenen Primideals p = K[z, 2y, ..., #a] heiBen unbedingt erforderlich, wenn
es nicht moglich ist, mit einer kleineren Anzahl die Bedingung (20) zu erfiillen.

Beispiel fiir den homogenen Fall.
Yo = L™ Y1 = 1P N7y + Ta)y Y2 = bo(Ty +T)™ N Y5 = (T + )™
Hier kann 7, 4 7, =, gesetzt werden, und es ist d = 1.
Ebenso wie im Fall linearer Parameterdarstellungen folgt dann
Satz 4. Ist (p) ein inhomogenes Primideal aus K[z, ..., x,] mit der allgemeinen

Nullstelle (yy, -+, Ya) und

Y1 =Yty -0 ta),
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worin ty, ..., t; unbedingt erforderliche Parameter sind, so existiert wenigstens eine Kom-
bination 1, ..., iy derart, dap y;,, ..., y;, als Parameter gesetzt werden kinnen, also

Yi, = h*,
i =% @2)
Yi, =%,

und die ibrigen y, algebraische Funktionen von y;, Yi,, ---, ¥i, sind, d. h.,
Y € Wi Yirs -+ o5 Yo

geniigt einer algebraischen Gleichung

1@ ++es Y10 ) = 0. (23)
Definition 13. Ist (p) ein inhomogenes Primideal aus K[z,, ..., z,] und gilt (22)
und (23), so heiBt ¢, 4, ..., 4 eine geeignete Numerierung fiir (p).

Satz 5. Ist p ein homogenes Primideal aus K[z, zy, ..., @,] mit der allgemeinen
Nullstelle (Yo, Y1, +++» Yu) und
Yo = Yolbo; t1; -+, ta) »
Y1 =Y(to, b1y -+, 8a),
Yn = Ynllo, 1> -+, ta)

worin ty, by, ..., ty unbedingt erforderliche Parameter sind, so existiert wenigstens eine
Kombination i, iy, ..., % derart, daf Yi,Yi, ..., Yi, als Parameter geseizt werden
kénnen, also

Yi, = bo*,
¥, = h¥*, (24)
Yig = ¥,

und die iibrigen y, algebraische Funktionen von y; , ¥i,, -+, Yi, 8ind, d. h.,
Yi & {Yig Yipy + o Yi)
geniigt einer homogenen algebraischen Qleichung F(y;, 4y, ., i) = 0.

Definition 14. Ist p ein homogenes Primideal aus K[z, #;, ..., z,] und gilt (24)
und F(!Ii,,: Yiys oo Yip o) =0 fiir alle ;. ¢ (Yigs Yips oo 05 Yia) > 80 heiBt &, 4, ..., iz eine
geeignete Numerierung fir p.
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3.3. Eindeutigkeit von d, Austauschsatz, Dimension von p

Satz 6. Die Anzahld der unbedingt erforderlichen Parameter in den allgemeinen Null-
stellen eines inhomogenen Primideals (p) = K[y, ..., ,] 18t eindeutig bestimmi.

Beweis. Es seien

Y1 =Yy, -5 L),
............... @5)

................ (26)

Yn = Ya(T1; .o0s T3)

zwei verschiedene allgemeine Nullstellen von (p) mit jeweils unbedingt erforderlichen
Parametern. Es sei o. B. d. A.

s<d. @7)
Aus (25) folgt dann eine ,,geeignete Numerierung*

yi, = h*,

........ (22)

Yig = t*,

wobei nach dem vorher Gesagten mit ¢, ..., {; auch ¢,*, ..., {;* unbedingt erforderliche
Parameter sind. Die Parameterdarstellung (26) beinhaltet fiir die Indizes iy, ..., ¢;

Yi, = Y(71, .- T0)
................. (28)
Yis = Yiu(T1, o0 T0);

aus (22) und (28) folgt
b* =y (71, -0 T)s
................. (29)
t* = 9i,(v1; .. T);

mithin gilt wegen (27) im Fall § < d nicht, daB die Parameter ¢,¥, ..., {;* und damit
by, ..., t; unbedingt erforderlich sind im Widerspruch zu unserer Voraussetzung.
Es muB also 6 = d sein, q. e. d.
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Entsprechend folgt der Beweis fiir H-Ideale mit der ,,geeigneten Numerierung*

¥, = bo*,
Y =4 30)
Yig = ¥ J

wobei ¥, £,¥, ..., {;* unbedingt erforderliche Parameter sind.

Wir zeigen nun, daB in (23), also in f(y;, ..., ¥i, %) = 0, die Nullstellenkoordi-
naten ¥;, ¥, .- ¥i,» ¥¢ durch irgendwelche d+1 Nullstellenkoordinaten y, ...,
Ui, Yr,,, ausgetauscht werden kénnen; daher werden die beiden folgenden Sitze
auch als Austauschsatz bezeichnet:

Satz 7. Ist (yy,...,Ys) die allgemeine Nullstelle eines inhomog Primideals
1) = Ky, ..o, @] mit Y3 = Yilt, oos 8a) (6 =1,...,n) und sind iy, ..., t; unbedingt
erforderliche Parameter, so existiert fiir jede Kombination ky, ..., ky, kg1, - -, kary von
1,2,...,n) mit 1 <h < n— d wenigstens ein Polynom f € (p) mit

I(yk,, reey ?/kq.) =0, (31)
also speziell fiir h = 1:
1@k -+ Yra) = 0- (32)

Beweis. Andernfalls kénnte man g, = f, ..., Ys,,, = fa Setzen und hitte d+4
unbedingt erforderliche Parameter im Widerspruch zur Eindeutigkeit von d gemd8
Satz 6.

Entsprechend folgt
Satz 8. Ist (Yo, Y15 ---» Yn) die allgemeine Nullstelle eines primen H-Ideals
p < K[z, 24, ..., T,]

mit Yy = Yibo, b1 -+ s ta) (0 = 0,1, ..., m) und sind ty,t,, ..., t; unbedingt erforderliche
Parameter, so existiert fiir jede Kombination ky, ..., kg, ..., kg von (0,1, ..., n) mit
1 < h < n — d wenigstens eine Form F € p mit

F(Ury> Yry v Ya) = 0, (33)
also speziell fiir h = 1:
F Yy Yrys +++> Yhar) = 0- (34)

Definition 15. Ist (p) = K[z, ..., 2,] ein inhomogenes Primideal, so heiBt die
Anzahl d der unbedingt erforderlichen Parameter in jeder allgemeinen Nullstelle
von (p) die Dimension von (p).
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Dagegen setzen wir fiir H-Ideale fest:

Definition 16. Ist p = K[z, , ..., x,] ein primes H-Ideal, so heiit die um 1
verminderte Anzahl der unbedingt erforderlichen Parameter in jeder allgemeinen Null-
stelle von p die (homogene) Dimension von p.

Aus den Eigenschaften (22) und (32) fiir prime P-Ideale und (30) und (34) fiir
prime H-Ideale werden wir in 4.5. eine axiomatische Definition der Dimension (die
Qrobnerschen Dimensionsaxiome) fiir beliebige P-Ideale bzw. H-Ideale ohne Be-
nutzung des Begriffes ,,allgemeine Nullstelle® herleiten und am Spezialfall der Ideale
mit linearen Basispolynomen bzw. mit linearen Basisformen erlautern.

Zuvor noch einige ergiinzende Bemerkungen zur Nullstellentheorie.

3.4.  Allgemeine Nullstellen und vollstindige Lésungen

Wir beweisen nun den in 3.2. angekiindigten

Satz 9. Die Begriffe ,allgemeine Nullstelle* und ,,vollstindige Losung‘ fallen im
nichtlinearen Fall nicht zusammen, d. h., es gibt spezielle Nullstellen, die aus der all-

gemeinen Nullstelle durch Spezialisierung der Parameter nicht gewonnen werden kénnen.

X3

m=2

P " lz

S

0 1 X,
m=-1
Abb. 1

Beweis. Dazu geniigt ein Beispiel. Wir wihlen dafiir die rationale Parameter-
darstellung des Einheitskreises, der durch ;2 4 x,2 — 1 =0 gegeben ist (vgl.
Abb. 1). Die Geradenschar durch den Punkt §(—1,0) ist durch 2, = m(z, + 1) ge-
geben; jede Gerade dieser Schar hat auBer S noch einen weiteren Schnittpunkt
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P(y,, y3) mit,
1 —m? 2m

= s b= 3
14+ m2 14 m?

Y%

Hieraus folgt 9, 4 %,* — 1 =0 und 2,% + 2,2 — 1 € (.2 + 2,2 — 1); die obige ra-
tionale Parameterdarstellung des Einheitskreisesist also eine allgemeine Nullstelle des
zugehorigen Ideals (#,2 4 x,2 — 1) = C[a;, 7], bei welcher m (anstelle von £) der
Parameter ist. Lediglich der Punkt § kann dabei durch Spezialisierung von m nicht

1 —m?
gewonnen werden, denn aus

1 —m? = —1 — m? folgen.
In diesem Beispiel war die allgemeine Nullstelle rational.

grapes = —1 wiirde die widerspriichliche Beziehung
m

3.5.  Existenz allgemeiner Nullstellen

Wir iibertragen hierzu den Existenzbeweis fiir Nullstellen ¢ irreduzibler Polynome
p(z) € K[z] aus MfL Bd. 3, 14.5.2. Dort also wurden das Primideal (p(z)) = K[z]
und geméB der Kongruenzrechnung (vgl. 1.2.) Restklassen mod (p(z)) betrachtet.
Es galt dann :

@) = [#@=D)].
[p(x)] = [0], (35)
[2([=D)] = [01.

Der Restklassenkorper K[]/(p(z)) enthielt einen vermége a > & = [a] zu K iso-
morphen Teilkérper K :

K[gv]/(z'(x))
K&K

Das in MfL Bd.3, 14.5.2., im AnschluB an (9) beschriecbene Ersetzungsverfahren
sicherte dann die Existenz eines Erweiterungskorpers K* = K(#) von K mit

K* & K[z]/(p()
I !

K& K
Dafiir galt f([z]) +> [f([#])] und mithin wegen (35)

{([=]) = 0 & f(x) = 0 mod (p(z))
oder

f(lz) = 0 & f(=) € (p(a)), (36)
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insbesondere also

2([=]) =0. (37
In MfL Bd. 3, 14.5.2., wurde dann das Element Z = [2] des Kérpers K* mit ¢ und
der Korper K* selbst mit K(#) bezeichnet; dann geht (37) iiber in p(#) = 0 und (36)
in

1®) =0 & f(@) € (p(=)). (38)

Mit (38) war dann also die Existenz der Nullstelle ¢ nachgewiesen. Bei diesem
Verfahren wurde benutzt, daB K[x]/(p(x)) ein Korper ist; dies war durch die Prim-
idealeigenschaft von p(z) und diese durch die Irreduzibilitit von p(x) gesichert.
Ferner wurde mit Restklassen nach Idealen gerechnet.

Letzteres ist gemaB 1.2, auf inhomogene Primideale (p) < K[z, ...,%,] mit
(p) == (1) sofort iibertraghar. Dagegen ist K[w,, ..., ,]/(p) im allgemeinen kein
Koérper, sondern gemiB Kap. 2, (3), ein Integrititsbereich, zu welchem wir einen
Quotientenkorper Q(K[zl, ceey z,,]/(p)) geméB MfL Bd. 3, 13.6., bilden kénnen.

Alle weiteren Uberlegungen lassen sich fast wortlich iibertragen; die Restklassen-
bildung erfolgt gemiB der Basisdarstellung (p) = (fy, ..., f;) und fiihrt zur Existenz
eines K6rpers K* mit

K* & Q(Klzy, ..., z,]/(p))
4 3

K & K
Analog zu (38) existieren in K* Elemente y,, 93, ..., ¥, mit:

11 Yos s Yn) =0 & f(@1, ..., 24) € (D). (39)

Nach (19) bedeutet nun aber (39), da8 (¥, s, ..., ¥,) eine allgemeine Nullstelle ist;
wir haben also den

Satz 10. Jedes inhomogene Primideal (p) € K[y, ..., z,] mit (p) == (1) besitzt in
einem Erweiterungskorper K* 2 K eine allgemeine Nullstelle.

Entsprechend gilt

Satz 11. Jedes homogene Primideal p < K[y, @4, ..., Z,] mit P = (Zg, Zy, +.., Ty)
besitzt in einem Erweiterungskirper K* > K eine nichttriviale allgemeine Nullstelle.

Die Beziehung (39) ist dann zu ersetzen durch:
F(Yo: Y15 +++, Yn) =0 & F(o, @y, 0.0, Tn) €9 (40)

und beweist geméB (20) wiederum, daB die Nullstelle allgemein ist.
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Bemerkung. Setzen wir K = K als algebraisch abgeschlossen voraus, so folgt
im Fall K* > K die Existenz von Parametern in K*, die keiner iiber K algebraischen
Gleichung geniigen; K* heiBt dann eine transzendente Erweiterung von K (vgl. MfL
Bd. 3, 14.5. und 14.1.).

Satz 12 (vgl. vax pDER WAERDEN [8], § 99, Aufgabe 4). Ist (21, 22, -, Zn) eine all-
gemeine Nullstelle des inhomogenen Primideals (p) = K[w, %z, ..., x,], so tst eine all-
gemeine Nullstelle des dquivalenten H-Ideals p < K[, 1, .., %u] durch

(Yo» Y0215 Yo?2s ++ > YoZn) (40)
gegeben.

Beweis. Aus Kap. 1, (38), folgt

F(Yo, Y15 - Yn) = F(Yo> Y215 +++> Yon)
=y f (ﬂ, LI ﬂ)
Yo Y% Y
2: n
— g f (M o m)
Yo Yo Yo
=y - {21, 22 o0y %) = Yo" -0=0,
und entsprechend folgt F(Zy, 1, ..., Za) €9 aUS f(@1, ..., Za) € (p). (40) erfiillt also
die Bedingungen (20), mithin ist durch (40) eine allgemeine Nullstelle gegeben.
Die Nullstelle (40) ist jedoch nicht immer am giinstigsten. Dafiir geben wir ein
Beispiel an.
Beispiel. Wir betrachten wieder einmal in K[z, 2, Z, %] das Primideal
p=(Fy Fp Fy F) )
mit
Fy =gy — 22y, Fa=ain, —a®, Fy=a® — 2%, Fy=zz'—2
und der allgemeinen Nullstelle
o 1> Y2 Ys) = (bo*, b*h, Bhs®s 1)

Setzen wir jetzt x, = 1, also auch £, = 1, so geht p in (p) = (fy, fa» fs» fo) iiber. Das ist eine H-
Basis, aber keine Minimalbasis; f, und f, konnen gestrichen werden. Es ist also (p) = (fy, f;) mit
f1 = @3 — %, fo = T, — 2;,° mit der allgemeinen Nullstelle (2;, 2y, 23) = (73, 7,%, 7,%). Das dqui-
valente H-Ideal ist gerade wieder p = (¥, Fy, Fy, F,); nach (40) ergibt sich jedoch die allgemeine
Nullstelle

= = = S—
Yo=7T0» Y1=ToTu, Ya=7T"" Ys=Toh'-

Ersetzen wir hierin 7, = §,%, 7, = b , 80 erhalten wir wieder die ei g g
Nullstelle (8, £%;, tot,®, &%) £
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3.6.  Eigenschaften von Nullstellengebilden

Satz 13. Ist (p) = K[zy, ..., z,] ein inhomogenes Primideal mit () = (1), so st
NG ((p%) = @ fiir jedes = € N*, und es gilt

NG((p*)) = NG((®))- (41)

Beweis. Die Existenz von NG((p)) folgt aus Satz 10. Ist (p) = (f;, ..., f;), so hat
(™) nach Kap. 1, (72), die Basis

(7)) = (" ™ oo oo 1)

Ist (41, ..., yn) die allgemeine Nullstelle von (p), so ist (%15 +++» ¥») Losung des in-
homogenen Gleichungssystems

h@s, ..oy 2,) = 0,

............... (42)
fe@s, «ovs 2a) =0,
aber auch von
h° @, o0 2) =0,
A al@y, oony2,) = 0, 43)

f(@y, -y ) = 0;

also ist NG ((p)) S NG (). Aber anch umgekehrt ist jede Losung von (43) zu-
gleich Lésung von (42), also NG ((p*)) € NG ((0))» woraus insgesamt (41) folgt.

Entsprechend schlieBt man fiir H-Ideale und hat den
Satz 14. Istp = Kz, @, ..., z,] ein primes H-Ideal, so gilt fiir jedes x € N*
NG (p*) =NG (p). (44)

Die Sitze 13 und 14 zeigen wegen (41) und (44), daB das Nullstellengebilde weder
fiir ein P-Ideal noch fiir ein H-Ideal charakteristisch ist.

Satz 15. Sind (a) und (b) vom Einheitsideal verschiedene P-Ideale aus K[zy,...,2,]
mit

(a) & (b) (45)
und existiert NG ((b)), so existiert auch NG ((0)), und es gilt
NG ((a)) 2 NG ((6)). (46)
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Beweis. Ist (a) = (f;, ..., fs) und (b) = (g, ..., g) , 80 gilt wegen (45)

fi=cugi + -+ + cugn,

fo=cugy + ++* + cagn, @
fo =cugy + -+ + cuds;

die vorausgesetzte Existenz von NG ((b)) bedeutet die Existenz von Nullstellen

(15 +++» Yu) TT gy, ..., gy; diese sind wegen (47) dann auch Nullstellen von f,, ..., f;,

mithin existiert NG ((a)). Aus (47) folgt aber auch, daB nicht jede Nullstelle von (a)

eine Nullstelle von (b) zu sein braucht; es gilt also nur (46).

Entsprechend folgt
Satz 16. Sind a und b zwei H-Ideale aus K[z, 2y, ..., z,] mit
agh (48)
und existiert NG (D), so existiert auch NG (a), und es gilt
NG (a) 2 NG (b). (49)

Zusatz. Aus a =D folgt natiirlich NG (a) = NG (b); aus a = b kann jedoch
NG (a) = NG (b) folgen (vgl. (44) (bzw. (41)) fiir 2 = 2).

Satz 17. Sind (a), (b), (c) vom Einheitsideal verschiedene P-Ideale aus K[z, ..., z,]
mit

(@) E (6) E (c), (50)
existieren NG ((a)) und NG ((c)) und st ferner

NG ((@)) = NG ((c)), (61)
80 eistiert auch NG ((b)), und es gilt auch

NG ((2)) = NG ((6)) = NG ((0))- (52)

Beweis. Die Existenz von NG ((b)) folgt gema B Satz 15. Aus (a) S (b) erhalten wir
NG ((a)) 2 NG ((b)) nach (46), aus (b) < (c) folgt NG ((b)) 2 NG ((c)) ebenfalls nach

(46), also NG ((a)) 2 NG ((b)) 2 NG ((c)); wegen (51) folgt daraus
NG ((@)) 2 NG ((6)) 2 NG ((a)),
woraus NG ((a)) = NG ((b)) folgt. Wegen (51) folgt daraus schlieBlich (52).
Entsprechend folgt
Satz 18. Sind a, b und ¢ dres H-Ideale aus K[z, z,, ..., x,] mit
aShbco, (83)
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existieren NG (a) und NG (c) und ist ferner

NG (a) = NG (c), (54)
80 existiert auch NG (b), und es gilt
NG (a) = NG (b) = NG (c). (55)

Satz 19. Ist (x) == (1) ein (p)-quasiprimdires P-Ideal aus K[z, ..., z,], so existiert
NG ((r)), und es ist

NG (()) = NG ((p)). (56)

Beweis. Dies folgt aus (p¢) S (r) < (p) nach Kap. 2, (11), ferner aus (41) und
Satz 17.

Wieder gilt entsprechend:

Satz 20. Ist v ein p-quasiprimires H-Ideal aus K[w,, 2, ..., 2,], s0 ewistiert
NG (), und es ist

NG (r) = NG (p). (67)
Da Primirideale spezielle quasiprimire Ideale sind, gilt auch der

Satz 21. Ist (q) == (1) ein (p)-primdires P-Ideal aus K[z, ..., 2,], 80 existiert
NG ((0)), und es ist
NG ((9)) = NG (). (58)
Satz 22. Ist q ein p-primdres H-Ideal aus K[z, @4, ..., Z,], 80 existiert NG (q), und
es ist
NG (q) = NG (p). (59)
Satz 23. Sind (a), (b), (c) vom Einheitsideal verschiedene P-Ideale aus K[z, ..., z,],
gilt

(@) =(®) n (c) (60)
und existieren NG ((b)) und NG ((c)), so existiert auch NG ((a)), und es ist
NG ((@) = NG ((6)) u NG ((c))- 1)

Beweis. Aus (60) folgt (a) S (b) und (a) < (c); nach (46) existiert dann NG ((a))
mit NG ((a)) 2 NG (b)) und NG ((a)) 2 NG ((c)); mithin gilt

NG ((a)) 2 NG ((®) u NG ((0))- (62)
Wire nun

NG (@) = NG (b)) u NG ((¢)), (63)
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8o existiert eine Nullstelle (y, ..., ¥,) von (a), welche nicht Nullstelle von (b) oder (c)
ist, also weder Nullstelle von (b) noch von (c) ist. Es existiert also wenigstens ein
Polynom f,(2y, ..., Z,) € (b) mit f;(%1, ..., ¥s) =0, und es existiert wenigstens ein
fol@1, +v ey T) € (¢) mit fo(#y, -- ., ¥u) = 0. Dann ist das Polynom

9(@15 +ees @a) 1= Fo(@1, 2 0r Zn) - fol@1, «oo Z4) € (B) - (€) S (B) 0 (¢) = (0)

wegen Kap. 1, (104) und (60); es wird dann g(¥y, ..., ¥a) == 0 im Widerspruch zur
Voraussetzung, daB (y;, ..., ¥,) eine Nullstelle von (a) ist, also alle Polynome aus (a)
annulliert. Also war die Annahme (63) falsch; aus (62) folgt damit (61), g. e.d.

Satz 24. Sind a, b und c drei verschiedene H-Ideale aus K[y, 2y, ..., %], gilt

a=bnec (64)
und existieren NG (b) und NG (c), so existiert auch NG (a), und es ist
NG (a) = NG (b) u NG (c). (65)

Durch mehrfache Anwendung folgt

Satz 25. Sind (a), (ay), ..., (ax) vom Einheitsideal verschied P-Ideale aus
K[zy, ..., z,], gilt

(@) = (ar) n -+ n (@) (68)
und eistieren NG (1)), ..., NG (o)), s0 ewistiert auch NG ((@)), und es ist
NG ((a)) = NG ((a)) v -+ v NG (). (67)
Satz 26. Sind a, a5, ..., 0 verschiedene H-Ideale aus K[z,, 21, ..., 4], gilt
=g, 10 SO (68)
und existieren NG (a,), ..., NG (ay), so existiert auch NG (a), und es ist
NG (a) = NG (a;) u--- u NG (). (69)

3.7.  Der Hilbertsche Nullstellensatz fiir quasiprimare und primire
P- und H-ldeale, T-ldeale

Es sei (r) = (1) ein quasiprimires P-Ideal aus K[z, ..., z,] mit Rad () = (). Von
einem Polynom f(zy, ..., z,) sei bekannt, daB es an allen Nullstellen (y,*, ..., ¥»*)
von (r) — welche wegen (56) auch alle Nullstellen von (p) sind — verschwindet.
Dann gilt dies inshesondere fiir die allgemeine Nullstelle (g5, ..., ¥a) von (p), also
{®1, ---» Yn) = 0. Nach Definition 9 der allgemeinen Nullstelle folgt daraus aber
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f(@1, ..., 25) € (p). Wegen (p°) S (r) S (p) gemiB Kap. 1, (11), gilt dann fo(x,, ..., 2,)
€ (t); damit haben wir den

Satz 27 (Spezieller Hilbertscher Nullstellensatz fiir P-Ideale). Verschwindet ein
Polynom  f(zy, ..., %,) an sdmilichen Nullstellen eines quasiprimiren P-Ideals
(v) = K[zy, ..., ,] mit () == (1), so existiert ein Exponent ¢ mit fo(z,, ..., ,) € (x).

Entsprechend gilt

Satz 28 (Spezieller Hilbertscher Nullstellensatz fiir H-Ideale). Verschwindet eine
Form F(wxy, &y, ..., %,) an simitlichen Nullstellen eines quasiprimiren H-Ideals
t < K[y, ..., x,], s0 existiert ein Exponent o mit Fe(x,, zy, ..., 2,) € T.

Da Primérideale spezielle quasiprimire Ideale sind, gelten die Sitze 27 und 28
insbesondere fiir Primérideale.

Definition 17. Ein H-Ideal qr = K[z, #;, ..., ,], dessen Nullstellengebilde nur
aus der trivialen Nullstelle y, =0, y; =0, ..., y, = 0 besteht, heilt ein #riviales
Ideal oder kurz T-Ideal.

Wir werden uns in 3.12. weiter mit 7-Idealen beschéftigen.

3.8.  Zur Losbarkeit inhomogener Gleichungssysteme:
Existenz von Nullstellen fiir P-ldeale bei (a) + (1)
Es sei (a) = (fy, ..., ) mit (a) == (1) ein inhomogenes P-Ideal aus K[z,, ..., z,] und

(@) = (q1) n (q2) N -+ 0 (q) (70)

eine unverkiirzbare Darstellung durch gréBte Primdrkomponenten gemiB Kap. 2,
(44), also insbesondere (q;) == (1), ..., (qx) == (1), so existieren nach dem zuvor Ge-
sagten NG ((a1)), NG ((q2)), ---» NG ((a)), und nach (58) gilt

NG ((q2)) = NG ((90) ---» NG ((ae)) = NG ((ps))-
Dann existiert nach (66) und (67) auch NG ((a)). Mithin gilt der

Satz 29. Jedes vom Einheitsideal verschiedene inhomogene P-Ideal (a) — K[z, ...,2,]
besitzt wenigstens eine Nullstelle. Ist (70) eine unverkiirzbare Darstellung fiir (a), so ist
NG ((a)) = NG ((qr) 0+~ 0 (q0) = NG ((p,) u -+ u NG ((py)). (1)

Gehen wir von der Basisdarstellung (a) = (fy, ..., fi) aus, so haben wir als dqui-
valente Aussage zu Satz 29 den
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Satz 30 (Satz von KRONECKER). Jedes nichtlineare inhomogene algebraische Glei-
chungssystem

............... (72)

fi@1; o0y a) =0
mit (fy, ..., fr) == (1) besitzt wenigstens eine Lisung.

Damit kénnen wir nachtriglich die Existenzvoraussetzungen bei den Sitzen von
3.6. fortlassen.

Wir haben hier zum Nachweis der Existenz von Nullstellen die Lasker-Noether-
schen Sdtze benutzt und dadurch den Nachweis auf den irreduziblen Fall (Primir-
ideale bzw. Primideale) zuriickgefiihrt. Das geschah in Analogie zum entsprechenden
Nachweis bei Polynomen in einer Variablen.

Demgegeniiber beweist jedoch KronNEckER die Existenz von Nullstellen im Fall
(f1s -++> f¢) == (1) durch Zuriickfiihrung auf den Fall einer Variablen vermédge sukzes-
siver Elimination von Variablen; diese K7 kersche Eliminati thode steht mit-
hin in Analogie zum Eliminieren von Variablen bei der Losung linearer Gleichungs-
systeme. Die Durchfiihrung der Kroneckerschen Eliminationsmethode erfordert in-
dessen komplizierte Variablentransformationen zur Sicherung der Méglichkeit der
sukzessiven Erginzung von Nullstellen, macht jedoch andererseits keinen Gebrauch
von den Lasker-Noetherschen Sitzen, die bei unseren Schliissen wesentlich benutzt
wurden.,

3.9.  Zur nichttrivialen Lésbarkeit homogener Gleichungssysteme:
Existenz nichttrivialer Nullstellen fiir nichttriviale H-ldeale
Fiir H-Ideale gilt entsprechend der

Satz 31. Jedes H-Ideal a = K[y, @y, ..., x,] besitzt wenigsiens eine Nullstelle. a be-
sitzt genaw dann eine nichttriviale Nullstelle, wenn a kein T-Ideal ist. Ista = Gy 0+« 0 q;
eine unverkiirzbare Darstellung, so ist

NG (@) = NG (g1 n -+ n q) = NG (py) U -+ u NG (py). (13)

Gehen wir von der Basisdarstellung a = (¥, ..., F,) aus, so haben wir als dqui-
valente Aussage zu Satz 31 den
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Satz 32. Jedes lineare oder nichtlineare homogene algebraische Gleichungssystem

Fi(2g, &1, 000s 25) =0,

................... (74)
F (g, @1, -0, Ty) =0

besitzt wenigstens eine Losung. (74) besitzt genau dann wenigstens eine nichitriviale

Lésung, wenn (Fy, ..., F,) kein T-Ideal ist.

Bemerkung. Beziiglich der T-Ideale werden die Siitze 31 und 32 erst dadurch
einen Aussagewert bekommen, daB wir T-Ideale auf andere Weise (vor allem als
H-Ideale mit der Hilbertfunktion Null fiir geniigend groSie Gradzahlen) werden
charakterisieren konnen.

3.10.  Schnitte von Nullstellengebilden

Die Sitze dieses Abschnittes gelten sowohl fiir homogene als auch fiir inhomogene
Polynomideale. Da wir sie spiter jedoch vorwiegend fiir H-Ideale aus K[y, 2y,...,24]
bendtigen werden, sollen sie hier auch nur fiir H-Ideale formuliert werden.

Satz 33. Sind a und b zwei H-Ideale aus K[zy, 2y, ..., Z,], 80 gilt
NG (a + b) = NG (a, 5) = NG (a) n NG (b). (75)
Beweis. Esseia = (Fy,..., F,), b =(Gy, ..., Gy) und

Fy(20, @1, ++s Ta) =0,
F (o, @1, -+ %) =0, (76)
Gy(2g, @1, -, Ta) = 0,
G(20, @1, 00, @p) =0,
Fy(@o, @1, 205 Ta) = 0,
................... ()
F (%9, @1, ¢+, Ty) =0,
Gy(@o, @1, ++0» Ta) = 0,
................... (78)
Gy(xo, T, .. Tp) = 0.
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Ist (Yo» %15 ---» Yn) € NG (a, 5), so erfiillt (3o, ¥y, ..., ¥,) die Gleichungen (76), ferner
sowohl (77) als auch (78), mithin (yo, Y1, .- ¥a) € NG (a) n NG (b), also
NG (a,b) S NG (a) n NG (b). Ist umgekehrt (yo, ¥y, ..+, ¥a) € NG (a) n NG (b), so
sind sowohl (77) als auch (78) und mithin auch (76) erfiillt, also

(Y0 Y15 -+, ¥a) € NG (a,b),
und somit NG (a) n NG (6) S NG (a, b); insgesamt gilt also (75).
Durch mehrmalige Anwendung folgt fiir endlich viele Schnitte

NG (a; + -+ + @) = NG (a;) n .-+ 0 NG (), (79)
insbesondere
NG (Fy, ey F)) =NG (Fy) n--- n NG (Fy). (80)

Definition 18. Nullstellengebilde von Hauptidealen heifen Hyperflichen, fir
n = 3 Fldchen.

Damit kann (80) folgendermaBen formuliert werden:

Satz 34. Jedes Nullstellengebilde ist als Schwitt endlich vieler Hyperflichen dar-
stellbar. :

Beispiele im dreidimensionalen Raum: Jede Gerade ist Schnitt zweier Ebenen,
jeder Punkt ist Schnitt dreier Ebenen.

3.11.  Nullstellengebilde und Radikale

Auch in diesem Abschnitt wollen wir die Siitze nur fiir H-Ideale formulieren, obwohl
sie auch fiir P-Ideale giiltig sind.

Wir wollen zeigen, daB die Klasse aller H-Ideale mit dem gleichen Nullstellengebilde
und die Klasse aller Ideale mit dem gleichen Radikal iibereinstimmen und daraus
einige Folgerungen ziehen. Als erstes beweisen wir

Satz 35. Sind p, und p, zwes in Kz, x,, ..., z,] prime H-Ideale mit gleichen Null-
tellengebilden, so sti P, und p, iberein:

NG (p1) = NG (p3) & 91 =92 (81)

Beweis. Die Richtung (&) ist trivial; zum Beweis von (=) benutzen wir, dafl
aus NG (p,) = NG (p,) die Existenz einer gemeinsamen allgemeinen Nullstelle (20)
folgt, durch welche aber das Primideal wegen der eineindeutigen Zuordnung ge-
miB (20) eindeutig bestimmt ist.
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Definition 19. Das Nullstellengebilde NG (p) eines primen Polynomideals heift
eine irreduzible algebraische Mannigfaltigkeit oder Varietdt.

Wir erinnern an Kap. 2, Satz 31 und (78): Ist
=@ N NGm N Guer N0 0 G (82)

die unverkiirzbare Darstellung von a durch gréBte Primdrkomponenten derart, daB
15 +++» Gm iSolierte, hingegen .1, - .., 0, eingebettete Primérkomponenten sind, so ist

P00 Pm NPy Moo NP =Prneee NPy
und nach den beiden Zerlegungssiitzen
Rada =p;n--- np, mit p; = Rad g;, q; isolierte Komponenten
T ——— (83)
die eindeutige und unverkiirzbare Darstellung von Rad a als Durchschnitt von Prim-
idealen. Aus (82), (66), (67) folgt
NG (a) =NG (g1 0+~ 1 G N Gmez 0 -+ N i)
= NG (p;) uNG (p3) u-+- UNG (pp) UNG (Prrss) U --+ U NG ()
=NG (P; N+ NPpN Py 0+ nP) = NG (Rad a)
=NG (py n---npm)
= NG (p,) u -+ u NG (p);

mithin gilt
Satz 36. Fir H-Ideale a = K[z, z,, ..., ,] gilt
NG (a) = NG (Rad a), (84)
sowie

Satz 37. Die Darstellung von
NG (a) = NG (Rad a) = NG (p;) u -+ u NG (p,) (85)

als Vereinigungsmenge endlich vieler Varietiten, worin p,, ..., P, die zugehdrigen Prim-
ideale der isolierten Primdrkomponenten von a sind, ist eindeutig.

Daraus folgt inshesondere unter Benutzung von Kap. 1, Definition 38, der

Satz 38. Zwei H-Ideale a und b aus K[x,, 2y, .., 2,] sind genaw dann dquivalent,
wenn sie dasselbe Nullstellengebilde haben :

Rad a = Rad b & NG (a) = NG (b). (86)
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Unter Verwendung von Definition 7 kénnen wir Satz 38 auch wie folgt formulieren:

Satz 39. Aquivalente H-Ideale besti losungsiquivalente homogene Gleichung
systeme und umgekehrt.

Vermége (86) kénnen wir nun alle Beziehungen fiir Radikale auf solche fiir Null-
stellengebilde umschreiben (vgl. Kap. 1). Wir wollen hier nur die wichtigsten ver-
merken:

Kap. 1, (100), geht iiber in

NG (a,b) = NG (Rad a, Rad b), (87)
Kap. 1, (102), geht iiber in
NG (a-b) = NG ((Rad a) - (Rad b)) 5 (88)
NG (a-b) = NG (a nb) = NG (a) u NG (b)
= NG (Rad a) u NG (Rad b) = NG (Rad a n Rad b); (89)

schlieBlich gehen alle distributiven Gleichungen fiir Ideale oder Radikale von 1.15.
in solche fiir NG iiber; wir wollen hier nur die beiden wichtigsten Beziehungen ver-
merken:
Aus Kap. 1, (118), folgt
NG ((a6,6)n¢) =NG (anc,bnec)=NG (b)), (90)
entsprechend aus Kap. 1, (114),
NG (anb,c) =NG((a,c) n (b, ¢)) =NG (a, ¢) uNG (b, c) = NG (a - b, c).
(91)
Sowohl in (90) als auch in (91) tritt jedoch, wie in Kapitel 1 gezeigt wurde, die
Gleichheit erst bei der Radikalbildung ein, die wir hier durch die NG-Bildung er-
setzen konnten. Fiir die Ideale galten diese Beziehungen nicht. Dadurch lassen sich
viele Unterschiede in der Literatur erkliren, wenn vorwiegend geometrisch geschlos-
sen wird.

Dem Leser wird empfohlen, auch alle weiteren distributiven Beziehungen aus
Kapitel 1 auf Nullstellengebilde umzuschreiben.

3.12.  Der Hilbertsche Nullstellensatz fiir beliebige P-Ideale, H-ldeale
und T-ldeale, triviale Komponenten

Wir haben nun alle notwendigen Hilfsmittel, um diesen wichtigen Satz der Ideal-
theorie und der algebraischen Geometrie fiir alle Polynomideale beweisen zu kénnen.
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Satz 40 (Hilbertscher Nullstellensatz fiir P-Ideale). Ist (a) =+ (1) ein P Ideal und

Ky, ..., 2,) ein Polynom aus K[z, ..., z,], so sind folgend gen Gq

a) f(@y, ..., Z,) verschwindet an allen Nullstellen

von (a), also NG ((a)) S NG ((f)),
b) {(@1, ..., ) € Rad (), 92)
e) V iy, ..., 2,) € (a).

ZEN*

Wir wollen auf einen gesonderten Beweis verzichten, da er vollig analog zu dem
fiir H-Ideale erfolgt. Dazu formulieren wir

Satz 41 (Hilbertscher Nullstellensatz fiir H-Ideale). Ist a ein H-Ideal und F eine
Form aus K[w,, 2, ..., 2,], 80 sind folgende Aussagen dquivalent:
a) NG (a) S NG (F),
b) F(%g, 2y, ..., 2,) € Rad a, (93)
c) V. F*(zy, %y, ..., Z,) € Q.
ZEN*

Beweis. Die Aquivalenz von b) und c) ist durch die Definition des Begriffes

»Radikal” evident (vgl. Kap. 1, Definition 35). Aus b) folgt nach (49)

(F) S Rad a=> NG (Rad a) & NG (F),
also gilt a) nach (85). Aus a) folgt

NG (Rad a) = NG (p,) u --- u NG (p,,) S NG (F)
wegen (85), also gilt NG (p;) & NG (¥F) fiir alle 4 = 1, ..., m; also verschwindet ¥
an jeder allgemeinen Nullstelle von p;, und es gilt F € p; fiir alle ¢ = 1, ..., m, also
F€pyn--+ np, und somit b) wegen (83).

Zum Beweis haben wir hier die Lasker-Noetherschen Sitze wesentlich benutzt;
der Beweis kann jedoch auch auf andere Weise gefiihrt werden.

Ist nun das H-Ideal speziell ein T-Ideal gy = K[z, %, ..., %,], so haben (vgl.
Definition 17) alle Formen nur die triviale Nullstelle gy =0, 4, =0, ..., %, = 0 ge-
meinsam. Die ,,Formen*‘ 2, #,, ..., z, verschwinden aber an dieser Nullstelle, welche
die einzige Nullstelle von gy ist, also gilt formal: wy, 2y, ..., #, verschwinden an allen
Nullstellen von g7. Also gilt nach Satz 41 %, € Rad g7, »; € Rad qr, ..., 2, € Rad qr;

folglich ist (2o, %y, ..., #,) S Rad qz. Da nun (%, 2y, ..., z,) das umfassendste von (1)
verschiedene H-Ideal aus K[z, 2y, ..., z,] ist, folgt

Rad qr =P := (%o, Ty, - v+ Zy)» (94)
wobei pr ein Primideal ist, weil es die allgemeine Nullstelle (0, 0, ..., 0) besitzt.
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Nach Satz 41 existieren dann Exponenten gq, 01, - - ., 05 mit
2% € 7, % € qry «eor T € Q- (95)

Analog zu den Uberlegungen in Kap. 1, (78)ff., sind dann alle Potenzprodukte
Zg®z, +vee - 3,* vom Grad ogton+er o, =T mit t=gote1+--+ea—n+1
(vgl. Kap. 1, (81)) in qr enthalten; die tatsiichliche Gradschranke ¢ kann dann
wiederum kleiner als 7 sein.

Sind umgekehrt von einem Grad g an alle Potenzprodukte in einem H-Ideal qr
enthalten, so gilt insbesondere 24 € qr, #,° € qr, ..., Z4® € qr; folglich besitzt dieses
H-Ideal qp nur die triviale Nullstelle, ist also ein 7-Ideal. Mithin gilt

Satz 42. Ein H-Ideal qr = K[y, 7y, ..., ,] ist dann und nur dann ein triviales
Ideal (T-Ideal), wenn von einem gewissen Grad o am alle Potenzprodukte in qp ent-
halten sind.

Beispiel. Essei n =2 und qp = (Fy, Fy, Fy, Fy, F5) mit

=a? + g, Fy=1sm, Fy=mm, Fi=zt+a", Fj=am.
Dann sind bereits alle zehn Potenzprodukte dritten Grades in qp enthalten wegen

x® = GpFy — 2yl Zo@y® = oKy,

zo’my = 2oFy, #® = 2,Fy — z,Fs,
Zo’y = zoFy, o’y = z,Fs,

zy,® = 2, Fy, 712" = ,Fs,
2%y = %o F's, 2 = aFy — 2, F5;

auBerdem ergibt sich
7, Fy — 2F5 =0,
z,Fy — 2,F5 =0,

@, Fy — 2Fp — 2,F5 =0,
2oFy — 2 Fy — 2,Fy + 2,F5 = 0,
2, Fy + 2,Fy — 2,7, =0,
was der Leser selbst nachrechnen oder herlelten mége: Es wurde dazu der M.udul der im Ideal

enthaltenen Formen dritten Grades aufg t und beziiglich der lexikog
der Potenzprodukte der GauBsche Algorlthmus durchgefithrt. Hier ist also e=3,n=2, also

Pr = (T, 21, 7a)

und
pr® = ar = pp.
Entsprechend gilt allgemein: Ist ¢ der genaue Grad, von dem an ein 7'-Ideal
qr = K[z, 2, ..., ,] alle Potenzprodukte o-ten Grades enthélt, so gilt wegen (94)
Pt S ar S (96)
mit
Pr = (@0, 21, -+ ) Tn) 97
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weil die Basis von p¢ gemif Kap. 1, (72), gerade aus allen Potenzprodukten o-ten
Grades in z,, y, ..., z, besteht.

Aus (96) folgt nach der Definition von Kap. 2, (11), zuniichst, daB qr ein quasi-
primires Ideal ist. Mithin existiert nach Kap. 2, (82), eine Darstellung

qgr=qnb, (98)
worin Rad q = pr und nach Kap. 2, (81), Rad b o py ist, also

Rad b > (%g, 21, +«v) Zy)-
Nun ist aber (z,, 2;, ..., #,) das umfassendste vom Einheitsideal verschiedene H-
Ideal in K[z, 2y, ..., 2,], also ist nur der Fall Radb = (1), also b = (1) méglich.
Mithin kann in (98) b gestrichen werden; jedes 7-Ideal qr ist also ein Primérideal,
wodurch die Bezeichnung qr endlich gerechtfertigt ist. Dies hiitte man auch aus

Satz 42 durch Nachweis der Priméridealeigenschaften (vgl. Kap. 2, (21)) folgern
kénnen.

Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen zu dem

Satz43. Jedes triviale H-Ideal qr = K[z, @y, ..., ,] ist primdr mit dem zugehorigen
Primideal Pp = (Zg, Ty, «ue, Ty)-

Definition 20. Tritt in der unverkiirzbaren Darstellung durch grofte Primir-
komponenten eines H-Ideals a = K[z, 2y, ..., 2],

Q=g N NG NGmy M=o NG NG, (99)
ein 7'-Ideal g7 als Primérkomponente auf, so heiBt gy eine triviale Komponente.

Bemerkung. Da es sich um eine Darstellung durch gréBte Primirkomponenten
handelt, kann es nach Kap. 2, Satz 16 und Satz 28, in jeder solchen Darstellung nur
héchstens eine triviale Komponente geben.

Satz44. Einetriviale Komponente ist in jeder anderen eingebetiet (vgl. Kap. 2, (52)).

Beweis. Fiir jedes vom Einheitsideal und von p, verschiedene prime H-Ideal
p < K[z, 2y, ..., z,] gilt offenbar pr o p.

Aus Satz 44 und dem zweiten Eindeutigkeitssatz (Kap. 2, Satz 33) ergibt sich,
daB die triviale Komponente im allgemeinen mehrdeutig ist.

Die Existenz einer trivialen Komponente ist in vielen Fillen von Bedeutung,
weshalb es wiinschenswert ist, dafiir den Nachweis ohne Herstellung der Primir-
komponentenzerlegung fithren zu kénnen. Dazu geben wir im folgenden drei Sitze
von DUBREIL und GROBNER an.

Der erste Satz kniipft an Kap. 2, (46), Satz 29, an. Danach galt:a:b =a < b £ p,
fiir alle zugehorigen Primideale p,. Ist nun b = (F) ein Hauptideal, also ¥ eine Form
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aus K[z, z,, ..., z,], so gilt:
a:(F) =as F ¢y, fiir alle zugehoérigen Primideale p,.

Besitzt nun a eine triviale Komponente, tritt also pr = (2o, @y, ..., 2,) als zugehdriges
Primideal auf, so ist diese Bedingung nicht realisierbar, denn es ist F € py fiir alle
F ¢ K[z, 2y, ..., 2,]. Existiert also eine Form F mit a: (F) = a, so kann a keine
triviale Komponente besitzen. Insbesondere kann dann F als geeignete Linearform

L = agxy + ayy + ++ + ayz, (100)
gewihlt werden. Besitzt umgekehrt a keine triviale Komponente, so sind die Be-
dingungen F ¢ p,, beispielsweise dadurch realisierbar, da8 man F als Linearform (100)
so wihlt, daB L an keiner der allgemeinen Nullstellen der p, verschwindet. Ist p,
nicht unter den p, und hat K unendlich viele Elemente, so ist dies durch geeignete
Wahl von ay, @y, ..., @, stets moglich. Mithin gilt (vgl. DuBrEIL [1], Abschnitt 5,
S. 275) der

Satz 45 (Dubreilsches Lemma). Ein H-Ideal a = K[z, 2y, ..., &,] besitzt dann und
nur dann keine triviale Komp te, wenn es igstens eine Form F € K[x,, 2y, ..., %,]
mit a : (F) = a gibt.

Nach Kap.2, (51), Satz 30, galt: a:0 > a < b Sp, fir wenigstens ein zu-
gehoriges Primideal p,. Ist b = pr = (%, 2y, .., 2,), 50 kann p; < p,, nur fiirp, = (1)
eintreten; da dann die Darstellung (99) verkiirzbar wire, ist also p, = pr, also be-
sitzt a eine triviale Komponente. Gehen wir umgekehrt davon aus, daB a eine triviale
Komponente besitzt, so tritt pr als zugehdriges Primideal auf, und nach Kap. 2,
Satz 30 (<), folgt fiir b = pr unmittelbar a:pr > a. Dieser Satz stammt von
GRrOBNER (vgl. [9], 4.9., S. 28):

Satz 46 (Satz von GrOBNER). Ein H-Ideal o = K[z, 7, ..., 2,] besitzt dann und

nur dann eine triviale Komponente, wenn
a:(Tg, &py0eey Zy) D A (101)
gilt.

Wir wollen nun (101) zu einem handlicheren Kriterium umschreiben, welches dem
Verfasser erstmals schriftlich von Herrn Prof. GROBNER mitgeteilt wurde (siche auch
GROBNER [7], 8. 262, 12. Zeile v. u.):

Satz 47 (Grobnersches Kriterium). Ein H-Ideal o = K[z, 24, ..., x,] besitzt eine
triviale Komponente <

V(FéanzFcanzn,Fean --nz,Fca). (102)
F

Beweis. (&): Aus (102) folgt F € a: (g, @y, ..., z,) und wegen F ¢ a mithin (101)
und damit die Existenz einer trivialen Komponente.

(=): a: (o, 2y, ..., %,) ist nach Definition des Idealquotienten (vgl. Kap. 1, De-
finition 40) die Gesamtheit der F mit FB ¢ q fiir alle B ¢ (2o, @y, ..., &), also gilt
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insbesondere Fz, € a, Fx, € a, ..., Fz, € a. Besitzt a eine triviale Komponente, so
gilt (101), und es kann iiberdies F' ¢ a gewihlt werden. Damit sind alle Bedingungen
(102) erfiillt.
7T-Ideale haben insofern keine geometrische Bedeutung, als der trivialen Null-
stelle, der einzigen Nullstelle eines 7T-Ideals, kein Punkt im projektiven Raum ent-
spricht.
Andererseits kann durch Hinzunahme einer trivialen Komponente die Anzahl der
Basiselemente verringert werden.
Wir greifen dazu das Beispiel 2 von 2.6. wieder einmal auf. Dort war p = (Fy, Fy, Fy, F,)
ein Primideal und t = (¥, F,, F,) ein p-quasipriméres Ideal und
Fy = gty — 2%y, Fy = ag’my — 2%, Fy = gy — 2’23, Fy = 2y%° — oz,
und F; ¢ ¢ ist evident. Weiterhin gilt (was der Leser selbst nachpriifen moge)
2y = —2,%F) + 2, Fy € 1,
2Py = —agz,Fy + 2 Fa € 1, (103)
z,Fy = masFy — 2 Fy € ¢,
aFy = 2*Fy — z,F €1,
also Fy € t: (2, 7y, 23, %5); mit Fyd t folgt 1 : (o, 2y, 2y, 25) D t. Mithin sind (101) und (102)
erfiillt, und t besitzt also eine triviale Komponente. Wir geben hier noch zwei mogliche Primér-
komponentenzerlegungen fiir t an:
T =9 0 (%% 2, 2% Tg) =P 0 (%0 2% Ty %)

und haben damit zugleich ein Beispiel fiir die Mehrdeutigkeit trivialer Komp

Die Basis von t bestand nur aus drei Elementen, hingegen die Basis von p aus vier
Elementen; durch die Hinzunahme einer trivialen Komponente konnte also die An-
zahl der Basiselemente verringert werden, wie eingangs behauptet wurde.

Die trivialen Komponenten in den Darstellungen (99) kann man aber auch da-
durch ,,sichtbar machen, daB man a = K[y, ;,...,%,] als Ideal in K[y, %, .. .,%n, ¥ns1]
betrachtet. Dann hat a die Nullstelle yo = 0, ..., Y5 = 0, Ynsy = to. Fiihren wir zuvor
die vielfach in der Literatur iibliche Indexverschiebung 2; > %y (1 =0, 1,...,2)
durch, so gewinnen wir die Nullstelle g, = £y, ¥ = 0, ..., ¥p+1 = 0.

Wir haben damit durch Betrachtung in einem um 1 héherdimensionalen Raum
eine geometrische Deutung der trivialen Komponenten erreicht; dieses von W. VoGEL
(Halle) hiufig benutzte Prinzip geht auf GROBNER zuriick, findet sich aber schon
bei MaoaULAY. Der mit der Geometrie vertraute Leser wird dabei auch an den Beweis
des Satzes von DEsaRGUES denken, der ,,geometrisch erst durch den Ubergang vom
zweidimensionalen in den dreidimensionalen projektiven Raum méglich wird. Als
weitere Analogie bieten sich Projektionsverfahren der darstellenden Geometrie an,
wo etwa in der GrundriBebene Punkte zusammenfallen, die im dreidimensionalen
Modell verschoben sind.
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41.  Einleitung

Eines der wesentlichsten Ergebnisse in der Theorie der linearen Gleichungssysteme
ist doch, iiber die Anzahl der Parameter in jeder vollstindigen Losung Aussagen
machen zu kénnen, ohne daB man diese Losung kennen muB. Die Ubertragung
dieser Ergebnisse auf den nichtlinearen Fall ist mit einigen Schwierigkeiten ver-
bunden; allerdings sind dafiir die Folgerungen teilweise interessanter, auch in geo-
metrischer Hinsicht. Damit wollen wir uns in dem nun folgenden Kapitel beschéf-
tigen.

Dazu haben wir im vorigen Kapitel bereits Vorarbeiten geleistet. In Satz 6 von 3.3.
bewiesen wir die Eindeutigkeit der Anzahl der unbedingt erforderlichen Parameter
in jeder allgemeinen Nullstelle eines vorgegebenen primen Polynomideals. Wir
konnten ferner nachweisen, da man gewisse Koordinaten der allgemeinen Nullstelle
als Parameter withlen konnte (Kap. 3, (22)), und wir sprachen dann von einer ,,ge-
eigneten Numerierung der entsprechenden Variablen. Daraus konnten wir dann
weiter folgern, daB es Polynome f € (p) gab mit f(g,, ..., Yip Yk,,,) = O fiir jede
Kombination (ky, ..., kg, kg41) € (1, ..., n); Entsprechendes gilt fiir homogene Prim-
ideale. Damit war es sinnvoll, die Anzahl der unbedingt erforderlichen Parameter
in irgendeiner allgemeinen Nullstelle eines primen P-Ideals (p) = K[z, ..., z,] als
Dimension von (p) zu definieren (Kap. 3, Definition 15).

In Definition 16 von Kapitel 3 hatten wir fiir homogene Primidealep < K[z, %, . . .,24]
wie folgt definiert: Dimp = —1 4 Anzahl der unbedingt erforderlichen Parameter
in einer allgemeinen Nullstelle von .

Aus der letzten Definition ergibt sich fiir pr = (29, 2y, ..., Z4)

Dim pr = Dim (2, 2, ..., 25) = —1, (1)



130 4. Di ionstheorie der Poly ideal

und daher ist es sinnvoll, im inhomogenen Fall
Dim (1) := —1 @)
zu definieren.

Es liegt nun nahe, den Begriff ,,Dimension® fiir beliebige P-Ideale und H-Ideale
so zu definieren, daB er in sinnvoller Weise auf diese Dimensionsdefinitionen fiir
Primideale zuriickgefiihrt wird. Dazu werden uns die Beziehungen

NG ((@)) = NG (), (Kap. 3, (58))
NG (q) = NG (p), (Kap. 3, (59))
NG (a) = NG (Rad a) = NG (p,) u NG (py) u--- uNG (p,) (Kap. 3, (85))

weiterhelfen; die letzte Beziehung gilt analog fiir P-Ideale.

4.2.  Vorbereitende Bemerkungen zur Dimensionsdefinition
von van der Waerden

Die bisher gegebene Dimensionsdefinition steht in Einklang mit der analytischen
Geometrie und linearen Algebra; wir betrachten hierzu zwei Beispiele, bei denen wir
die Bezeichnung der MfL Bd. 3 angepaBt haben:

Beispiel 1. Gemil Bnmmmz und BELENER [1], 4.2.2. (vgl. auch Lehrbuch der Klasse 12,
A 3), ist die P: g oder all Nullstelle der Ebene & = &, + t,a, +i,a,
mit der Di ion 2; im dreidi ionalen affinen Raum wird diese Ebene durch eine lineare
Gleichung gegeben.

Beispiel 2. Gemii8 BREEmMER und BELENER [1], 4.2.1. (vgl. auch Lehrbuch der Klasse 12,
A 3), ist die Parameterdarstellung oder allgemeine Nullstelle der Geraden & =, + #,@; mit
der Dimension 1; im dreidimensionalen affinen Raum werden jetzt zwei lineare Gleichungen
zur Darstellung dieser Geraden benétigt.

Der Dimensionsbegriff ist also eine Eigenschaft der Nullstellengebilde; nach den
soeben nochmals zitierten Formeln (58) und (59) von Kapitel 3 ist es also sinnvoll,
fiir primére Polynomideale

Dim (q) = Dim (p) fiir (p)-primére P-Ideale 3)
und

Dim q = Dimyp fiir p-primire H-Ideale 4)
zu definieren.

Um den Dimensionsbegriff fiir beliebige Polynomideale zu definieren, betrachten
wir drei weitere Beispiele:
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Beispiel 3. Im dreidimensionalen affinen Raum seien gegeben: die Ebene £ mit der Glei-
chung z, + 3z, + 423 — 5 = 0 und der allgemeinen Nullstelle

y1=—3h — 4 +5,
Ys =1t (6)
Ys=1"t
und die Gerade G mit den Gleichungen
@y + 32y + 423, — 6 =0,
@ —a23+2=0

und der allgemeinen Nullstelle
N =", =
Ya=2+1,
Y8 = —T-

Dann wird man E v @ die Dimension 2 zuordnen, da E u @ die zweidimensionale Nullstelle (5)
hat. Wegen Kap. 5, (60), ist nun E v @ = NG ((a)) mit

(1) = (23 + 823 + 423 — B) 0 (1, — 34y + 42, — 6, & — 2+ 2),
und das gibt hier zufillig ‘
(0) = (& + 32 + oy — 6) - (m — 32 + 423 — 6, 7 — 23 + 2)
= (2,2 + 62,2y + 82,75 + 97y® + 24my2y + 162, — 112 — 33z, — 45 + 30,
2,2 + 22,29 + 4y — 3,2 — dagwy — 37y + Tz + 82y — 10);
die Vereinigungsmenge ,,linearer Gebilde* ist also nicht mehr linear.

Beispiel 4. Im zweidimensionalen affinen Raum seien gegeben: die Gerade @ mit der Glei-
chung z, + 4z, — 3 = 0 und der allgemeinen Nullstelle

= —4+3,
Ya=1
und der Punkt P mit den Gleichungen z, — 2 = 0, z; — 3 = 0 und der allgemeinen Nullstelle
¥, =2, ¥ =3. Dannist @ u P = NG ((a)) mit
(@) =(z + 423 —3) n(m — 2, 23— 3)
= (@1 + 422 — 3) (w1 — 2), (21 + 423, — 3) (23 — 3))
= (2,2 + 4,7, — 52, — 82y + 6, wy@, + 4z,® — 3z, — 152, + 9).

Hier wird man sinngemi8 die Dimension 1 zuordnen.
Die erforderliche Durchschnittsberechnung war einfach, da in diesem und dem vorigen Beispiel
eines der Ideale ein Hauptideal war.
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Beispiel 5. Wir betrachten jetzt dieselbe Ausgangssituation wie im vorigen Beispiel, nim-
lich eine Gerade und einen nicht auf ihr liegenden Punkt, jetzt aber im dreidimensionalen affinen
Raum. Jetzt wird die Berechnung bereits erheblich schwieriger, da nun beide Komponenten keine
Hauptideale mehr sind. Es seien also gegeben: die Gerade G mit den Gleichungen

2+ 32, + 22, —6=0,

Z + 2, —2=0
und der Punkt P mit den Gleichungen
7 —2=0,
—3=0,
x3 —1=0.

Anwendung des GauBschen Algorithmus liefert fiir G' die vereinfachten Gleichungen
2 —a3 =0,
Zy a3 —2=0.
Es ist also G u P = NG ((a)) mit
(@) = (2, — 23 ¥+ 23— 2) (2, — 2, 2, — 3, 23 — 1)
= (2, — @, — 325 + 2, (32, — 22,) (2 — 75), (34 — 27) (2 — ),

wobei die Bereck g des D hschui schon einige Schmengkel‘oen (U'bergang zu dqui-

lenten H-Idealen, A ung der Syzygientheorie) bereitet. Die Ub der Null-
stellengebilde und damit der Redikale ist leicht nachzuweisen und sei dem Leser iiberlassen,
der auch nachrechnen mége, daB 2z, — #, — 3z + 2 = 0 die Gleichung der von @ und P auf-
gespannten Ebene ist. Auch hier ist es wieder sinnvoll, @ u P die Dimension 1 zuzuordnen, also
dem Ideal ((a)) die groBere der beiden auftretenden Di i hlen als Di jon zu-
zuschreiben.

Zusammen mit (3) und (4) ist es also sinnvoll, fiir P-Ideale
Dim ((qa) n -+ n (q¢)) := Max (Dim (g,)} = Max {Dim (p,)} (6)
und fiir H-Ideale
Dim (g, n -+ n g;) := Max {Dim q,} = Max {Dim p,} (7)

zu definieren. Dies zusammen sind die Dimensionsaxiome von VAN DER WAERDEN.

4.3. Die Dimensionsaxiome von van der Waerden

Wir wollen auch hier die Axiome getrennt fiir P-Ideale und fiir H-Ideale formulieren.
Fiir P-Ideale werden die Axiome und einige Folgerungen in runde Klammern ,,( )*
gesetzt, fiir H-Ideale zur Unterscheidung nicht.
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Aus dem Vorhergesagten ergibt sich fiir P-Ideale folgendes Axiomensystem :

(W1) Die Dimension eines inhomogenen Primideals (p) = K[z, ..., z,] ist die
Anzahl der unbedingt erforderlichen Parameter in jeder allgemeinen Null-
stelle.

(W2) Die Dimension eines inhomogenen Primérideals (q) < K[y, ..., #,] ist gleich
der Dimension des zugehérigen Primideals, Dim (q) := Dim (p).

(W3) Die Dimension eines inhomogenen P-Ideals (a) = K[z, ..., #,] ist gleich
dem Maximum der Dimensionszahlen ihrer Primérkomponenten (vgl. (6)).

Fiir H-Ideale haben wir folgendes Axiomensystem :

Wi Die Dimension eines homogenen Primideals p = K[z, 2y, ..., z,] ist die
um 1 verminderte Anzahl der unbedingt erforderlichen Parameter in jeder
allgemeinen Nullstelle.

w2 Die Dimension eines homogenen Primérideals q = K[z, 2;, ..., #,] ist gleich
der Dimension des zugehérigen Primideals, Dim g := Dim p.

w3 Die Dimension eines homogenen H-Ideals a = K[z, @y, ..., z,] ist gleich
dem Maximum der Dimensionszahlen ihrer Primdrkomponenten (vgl. (7)).

4.4.  Folgerungen aus den van-der-Waerdenschen Axiomen

Definition 1. Die GroBe
ri=n—4d (8)

heiBt Kodimension oder Rang des homogenen oder inhomogenen Polynomideals a
bzw. (a).

Bemerkung. Im Gegensatz zur linearen Algebra kann die Kodimension im all-
gemeinen nicht durch die Anzahl s bzw. ¢ der Elemente einer Minimalbasis definiert
werden; es gilt vielmehr s > r bzw. ¢ = r (vgl. 4.17. bzw. 4.26.).

Aus W 1 und W 2 sowie (1) und (2) folgen
Satz 1. Fir T-Ideale qr = K[y, 24, ..., T,] it

Dim gqr = —1 9)
und
Kodim gr =n + 1. (10)

Definition 2. Fiir das Einheitsideal in K[z,, ..., #,] setzen wir

Dim (1) := —1. (2)
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Aus (W 2) und (W 3) folgt der
Satz 2. Fiir P-Ideale (a) = K[z,, ..., z,] st

Dim (a) = Dim Rad (a). (11)
Entsprechend folgt aus W 2 und W 3
Satz 3. Fiir H-Ideale a = K[z, 2y, ..., &,] 95t

Dim a = Dim Rad a. (12)
Der folgende Satz wird sich als auBerordentlich wichtig erweisen.

Satz 4. Fiir prime P-Ideale (p,), () b2w. primiire P-Ideale (q1), (q2) aus K[zy,..., 2,]
gilt:

(91) = (p2) = Dim (p,) > Dim (py) (13)

und
Rad (9;) = Rad (q5) = Dim (g,) > Dim (qy)- (14)
Bemerkungen. Von (13) gilt die Umkehrung kei ; als ein Gegenbeispiel betrachte

man in K[z,, z,, z5] etwa die Ideale (2, #;) und (2;) mit den Dimensionszahlen 1 bzw. 2. (14)
gilt auch noch fiir quasiprimiire Ideale; allgemein kann ]edoch aus Rad (a) CRad (b) nur
auf Dim (a) = Dim (b) geschlossen “werden; das Gleichh h gilt beisp ise fir
Rad (6) = (21) n (2), Rad (6) = (1) n (25, 2).

Beweis. Aus Kap. 3, (45), (46) und (86), folgt zunichst:

(P1) = (9a) & NG ((p,)) > NG ((p2)); (15)

jeder Punkt von NG ((pg)) — bis auf Ausnahmewerte — kann also aus jeder all-
gemeinen Nullstelle von (p;) mit den Parametern ¢; gewonnen werden, und zwar
durch Einsetzen spezieller Werte fiir die ¢; (vgl. 3.4.) ; mithin wird auch eine allgemeine
Nullstelle von (p,) mit den unbedingt erforderlichen Parametern 7, durch Setzen
von #; = @y(..., Ty, ...) gewonnen. Hierbei muB aber die Anzahl der 7, kleiner als
die Anzahl der ¢; sein, da man andernfalls wegen der Eindeutigkeit der Dimension
(vgl. 3.3.) wieder eine allgemeine Nullstelle von (p,) erhalten wiirde. Damit ist (13)
bewiesen.

Der Beweis von (14) folgt aus (13) unmittelbar wegen Rad ¢ =p, (W 2) und (11).

Entsprechend verlduft der Beweis fiir H-Ideale:

Satz 5. Fiir prime H-Ideale p,, 9, bzw. primire H-Ideale q,, q; aus K[z, 2, ..., 4]
gilt:
1 = 9= Dimp,; > Dimp, (16)
und
Rad q, = Rad q; = Dim g, > Dim g,. (17)

Aus (W 1), (W 2) und (W 3) folgt unmittelbar der
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Satz 6 oder (W 4). Ein ink Poly ideal hat genau dann die Dimension d,
wenn wenigstens eine Nullstelle mzt d unbedmgt erforderlichen Parametern, aber keine
Nullstelle mit d + 1 unbedingt erforderlichen Parametern existiert.

Fiir H-Ideale folgt entsprechend aus W 1, W 2 und W 3 der

Satz 7 oder W 4. Ein H-Ideal hat genau dann die D ion d, wenn igst
eine Nullstelle mit d+ 1 unbedingt erforderlichen Parametern, aber keine Nullstelle mit
d -+ 2 unbedingt erforderlichen Parametern existiert.

Praktisch ist mit (W 4) bzw. W 4 nur in einfachen Fillen etwas anzufangen, da
die zweite Aussage die Ubersicht iiber simtliche Nullstellen erfordert. In Zusammen-
hang mit den Grobnerschen Axiomen wird sich jedoch die alleinige Kenntnis der
ersten Aussage als niitzlich erweisen, also der

Satz 8 oder (W 5). Ist zu einem inhomogenen P-Ideal (a) = K[zy, ..., x,] wenigstens
eine Nullstelle mit & unbedingt erforderlichen Parametern bekannt, so ist Dim (a) = d.

Satz 9 oder W 5. Ist zu einem H-Ideal a = K[z, 2y, ..., %] wenigstens eine Null-
stelle mit d—+ 1 unbedingt erforderlichen Parametern bekannt, so ist Dim a = d.

Wir werden mit (W 5) bzw. W 5 und dem Grdbnerschen Axiom (G 2) bzw. G 2
ein Axiomensystem haben, welches in vielen Fillen ein brauchbares Verfahren zur
effektiven Bestimmung der Dimension liefert.

Wie schon vorher gesagt, ist es nachteilig, daB die Dimensionsbestimmung geméif
vAN DER WAERDEN die Kenntnis allgemeiner Nullstellen voraussetzt. Daher erscheint
es wiinschenswert, eine Dimensionsdefinition zu geben, welche die Kenntnis von
Nullstellen nicht erfordert. Dies leisten die Dimensionsaxiome von GROBNER.

4.5. Die Dimensionsaxiome von Grébner

Auch hier formulieren wir die Axiome getrennt fiir P-Ideale und fiir H-Ideale.

Ist (a) = K[y, ..., %] ein inhomogenes P-Ideal, so ist die Dimension d von (a)
festgelegt durch:
(G1)  Es existiert wenigstens eine Kombination @, ..., #;, mit

(@) n Kzi,, ... 2] = (0), (18)

eine ,,geeignete Numerierung® (vgl. Kap. 3, (22)).
(G2)  Fiir alle Kombinationen &, ..., %,,, gilt

(@) 0 K[,y +e0s Tegr Teg,,] + (0)+ (19)
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Ist a = K[, y, ..., #,] ein H-Ideal, so ist die Dimension d von afestgelegt durch:
G1 Es existiert wenigstens eine Kombination Dy ooy X, Wit
an K[z, ..., z;,] = (0), (20)
eine ,,geeignete Numerierung* (vgl. Kap. 3, (24)).
G2 Fiir alle Kombinationen , ..., #,, %, 20 Eilb

a0 Ky, ey By 2, == (0). 21)

4.6.  Aquivalenz der Axiomensysteme
Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit fithren wir die Aquivalenzbeweise nur fiir
H-Ideale durch; fiir P-Ideale verlaufen die Beweise entsprechend.
Satz 10. Fir H-Ideale gilt:
WIAW2AW3=2G1AG2.

Beweis. Aus W 1 folgen G 1 und G 2 zunichst fiir Primideale wegen (30) und (32)
von Kapitel 3.
Ist q ein p-priméres H-Ideal, so gelten weiterhin:

p 0 K[z, oo 2,] = (0) © q n K[z, ..., 7] = (0), }
P 0 Kz, oo By Ty, ] F (0) © q 0 K[, -0, 2y, Zpy,,] F (0).

Dies folgt unmittelbar aus p¢ S q S p (Kap. 2, (24)). Also gelten G 1 und G 2 fiir
Primérideale.

(22)

Ist @ =q; n gz n -+ n g mit Dim q, = d,, so gilt also:
fiir alle Kombinationen k, ..., kg4 ist q; 0 K[z, ..., @, ] = (0),
fiir alle Kombinationen k, ..., k4,1 ist g2 n K[z, ..., :r,m.“] =+ (0),
fiir alle Kombinationen ky, ..., k44, ist q; n K[a:,,_, sy :t,,_,w] =+ (0).

Ist nun gemidB W 3 d = Max {d,, ..., d;}, so gilt auch:

Fiir alle Kombinationen k,, ..., kg, ist
q1 0 K[z, ..., 2] & (0), es existiert also Fy(wy, ..., #,,,) € a1,
92 0 Kz, ..., 2,,.] & (0), es existiert also Fy(wy, ..., @iy,,) € G2,

A n Kz, oo 2,1 =+ (0), es existiert also Fi(2y,, ..., T,,,) € Gi-
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Denn ist Fy-F,---Fp€a, also an K[z, ..., x,,.] + (0); mithin ist G2 fir
beliebige H-Ideale a erfiillt. Entsprechend gilt:

Es existiert wenigstens eine Kombination iy, ..., % mit a n K[z;, ..., %;,] = (0),
denn andernfalls kénnte d nicht die Maximaldimension von gy, ..., q; sein, mithin
gilt auch G 1.

Satz 11. Fir H-Ideale gilt:
GIAG2=>WIAWZ2AWS.

Beweis. Ist p ein primes H-Ideal, so folgt aus G 1, daB yy, =t,, y;, =1y, ...,
Yi, = ta gesetzt werden kann; daB die Parameter in dieser Anzahl unbedingt er-
forderlich sind, folgt aus G 2. Damit ist W 1 bewiesen.

Aus G 1 und G 2 folgt W 2 unmittelbar wegen (22).
Aus G 2: an K[z, @y, ..., %,,,] = (0) folgt wegena =q; n--+ nqy

G 0 K[, 24y ooy 2, ] (0) fir x=1,2,...,k, (23)
also
Dimg, <d fir »x=1,2,..., k. /(24)

Aus G 1: a n K[z;, i, ..., 2;,] = (0) folgt: Fiir wenigstens eine Primirkomponente
Gus 0. B.d. A, fiir qy, gilt q; n K[z;,, 25, ..., 2;,] = (0) und wegen (23) weiterhin

a1 0 K@, Ty - ooy By Ty, ] 3 (0),

also Dim ¢q; = & = Dim a. Zusammen mit (24) folgt also W 3.

4.7.  Folgerungen aus den Grébnerschen Axiomen

Aus den soeben gefiihrten Aquivalenzbeweisen folgt unmittelbar

Satz 12. Fiir P-Ideale (a) = Klz,, ..., 2,] gilt: Allein aus (G 1) folgt Dim (a) = d,
allein aus (G 2) folgt Dim (a) < d.

Satz 13. Fiir H-Ideale a = K[z, 2y, ..., 2,] gilt: Allein aus G 1 folgt Dim a = d,
allein aus G 2 folgt Dim a < d.

Hieraus folgt der angekiindigte

Satz 14. Durch (W 5) und (G 2) ist die Dimension eines inhomogenen P-Ideals
(a) = K[zy, ..., ,] etndeutig bestimmd.

Satz 15. Durch W 5 und G 2 ist die Dimension eines H-Ideals a — K[z, zy, ..., ,]
eindeutig bestimmd.
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Hierzu werden wir in 4.9. zwei Beispiele durchrechnen.

Unmittelbar einleuchtend ist fernerhin der

Satz 16. Fir Potenzproduktideale a, — K[w,, xy, ..., %,] kann die Dimension
gemdp G 1, G 2 unmittelbar aus der Basis abgelesen werden.

AbschlieBend beweisen wir noch den

Satz 17. Hauptideale aus K[z, ..., z,] bzw. Kz, 2y, ..., 2,] haben die Dimension
n—1.

Beweis. Wir zeigen dies o. B. d. A. fiir H-Ideale. Es sei also

a=(F), acKzy,zy,...,2,], F=F(wo,a,...,%,),

und o. B. d. A. trete #, in F' wirklich auf. Dann ist (F) n K[y, ..., -] = (0), aber
(F) n K[zg, 1, -+, Zpy, 4] = (F) == (0); nach G 1 und G 2 ist also Dim (F) =n — 1,
q.e. d.

4.8.  Erliuterung der Grébnerschen Dimensionsaxiome
fiir inhomogene lineare Gleichungssysteme

‘Wir fihren diese Erld ung an einem Beispiel durch, welches alles Wesentliche beinhaltet.
Es sei () = K[y, , g, 24, 25] mit (1) = (I, I, I) und
Wh=a — oy — 2y — 3w, — 22, — 17,
Iy =2, + 25 — 52, + 20; + 2,
Iy = 2z, — 3, + 42y — 122, + 825 + 17.
Anwendung des GauBschen Algorithmus liefert die fibliche ,, Trapezform*
h=a—2— 2—385—25—1,
—h+l= 2y + 2x3 — 22 + 45 + 9,

3 1 1
_'8—1‘+El'+§l'= z3 — %y + 2x5 4 5.

Eliminieren wir nun 2, aus dem zweiten Polynom und dann z, und , aus dem ersten Polynom /;,
so erhalten wir die ,,Diagonal-Trapezform*

3 7 1
h* = ?ll+§l,—§-ls=o:1—4a:‘—3,
1 3 1
zﬂn;=__4 11+_4 1,__4 ls=2,—1,
3 1 1
*:=—-—s ll+_8 I,,-i——8 Iy = a3 — x, + 225+ 5.

Dann hat
0 = (b, b 1) = (h*, 1%, 1y%)
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die allgemeine Nullstelle
=t, gs=ty H=3+4, p=1, p=—0+t—2;
nach (W 1) ist die Dimension von (I) also gleich 2.

Wir priifen nun (G 2) nach, indem wir alle (g ) = 10 Kombinationen (2, Z,, %;,) untersuchen:

. (I) n K[z, xa, 73] == (0) wegen =z, —1€ (1),

. (1) 0 K[z, 2 %] += (0) wegen 2, —1€(I),

. (1) n K[z, 23 2] & (0) wegen 2z, —1€(l),

1) 0 K[z, 3, 2] + (0) wegen =z, — 4z, —3€(]),

. (1) n K[z, 23, 25] &= (0) wegen ; — 423 — 8x5 — 28 € (1),
. (1) n Klzy, 74, 2] = (0) wegen 2, — 4z, —3€(I),

() 0 Kl @, 2] 4+ (0) wegen 2, — 1€ (D),

. (1) n K[y, %3, 25] = (0) wegen z, —1€(l),

. (1) n K[y, 2, 25] = (0) wegen z, — 1€ (I),

. (1) 0 K[y, 2, 75] = (0) Wegen ;3 — z, + 225 + 5 € (1).
Wir wollen nun untersuchen, fiir welche Kombinationen (G 1) erfiillt ist; obwohl wir nur eine

L - e
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solche Kombination (z;,, 2;,) geben brauchten, seien hier einmal alle ( ;) = 10 untersucht:

. (1) n Klzy, 23] & (0) wegen 2, — 1 € (1), Numerierung ungeeignet,

. (I) n K[zy, 23] = (0), also Numerierung geeignet,

. (I) n K[z, 2] & (0) wegen 2, — 4z, — 3 € (I), Numerierung ungeeignet,

. (1) n K[zy, 5] = (0), also Numerierung geeignet,

. (1) n K[z, 73] = (0) wegen z3 — 1 € (I), Numerierung ungeeignet,

(1) n K[z, z,] & (0) wegen z, — 1 € (I), Numerierung ungeeignet,

. (I) n K[z, z5] == (0) wegen z, — 1 € (I), Numerierung ungeeignet,

. () n K[z, z,] = (0), also Numerierung geeignet,

. (1) n K[z, z5] = (0), also Numerierung geeignet,

. (1) n K[z,, z5] = (0), also Numerierung geeignet.

Mithin ist (G 1) erfiillt fiir die Kombinationen 2, 4, 8, 9 und 10. Als Parameter in allgemeinen

Nullstellen konnen folglich gewihlt werden (yy, ¥s), (U1, ¥s) (Ya» ¥a)s (¥ ¥s) und (¥, ¥5), jedoch

keine anderen Paure Setzt man fiir diese Parameter den Wert Null ein, so erhiilt man die so-
gen, aus welchen die Losungen fiir die allgemeine Aufgabe der linearen

Opmmemng gewonnen werden (vgl. PIEHLER [1], Satz 4, ferner TscHERNIROW [1], Kap. I, § 2,

und KrEex6 [1], Kap. X, § 2).
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4.9.  Beispiele fiir die Dimensionsbestimmung
mit Hilfe von W 5 und G 2

Wie wir in 4.10. zeigen werden, ist die Dimensionsbestimmung nach G 1 und G 2
oft recht miihevoll, da der Nachweis von G 1 nicht so einfach wie im linearen Fall ist.
Der Nachweis gemiB Satz 15 fiihrt daher oftmals schneller zu einem Ergebnis. Dies
soll an zwei Beispielen demonstriert werden.
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Beispiel 1. Wir betrachten das bereits mehrmals untersuchte prime H-Ideal

(Fy, Fy, F3, Fy) = Klzg, 21, 2, 23]
mit

Fy = 2gm; — wmy, Fy=ag'ny — a2, Fy=age® — an, Fy= 2z — 2
und der allgemeinen Nul]stelle (to?, 13ty tot®, t,‘). Man nennt dies auch das Veronesesche Pro-
jektionsideal v{}. Diese B 2 g besagt f des: Der Index 1 gibt die Dimension, also die
um 1 vez'mmderbe Anzahl der Pa,ra,meter, an. Der Index 4 bezeichnet den Grad der Potenzpro—
dukte. Und der obere Index 2 besagt, daB das Potenzprodukt fehlt, welches bei lexikographi
Anordnung — von 0 an zéhlend — die Nummer 2 bekommen wiirde, also unter

="t B=U"%, B=1%% 2 ="t z="H'

fehlt gerade 2,. Soviel zu dieser Bezeichnung.

Wir beginnen nun mit der Untersuchung von G 2 und haben (4) = 4 Kombinationen zu
berﬁcksichtigen g 3
0§% n K[z, 7y, 2] + (0) wegen F, € v,
2 b‘”,’ 0 K[z, 21, 23] + (0) wegen z,2F; + u,F, =2,%2; — 2,4 € 03,
057 0 Ko, 25, 7] = (0) wegen 232F; — 2,F, = oy — gt € oiy,
‘2) n K2y, 25, 2] &= (0) wegen F,€v{};
nach G 2 ist also
Dim o) < 1. (25)
Nehmen wir an, uns wiire die allgemeine Nullstelle nicht bekannt, sondern nur die Basisformen
F,, Fy, Fy, Fy. Die unter 2. und 3. gewonnenen Formen fithren schnell zu einer Nullstelle, bei
der y, und y; als Parameter gesetzt werden. Damit hat man dann schon nach W 5
Dim p{}) > 1. (26)
Aus (25) und (26) folgt 013 = 1.
Beispiel 2. Dieses Beispiel wurde von W. VogeL (Halle) angeregt. In dem soeben unter-

suchten Ideal v{3 — K[z, 2y, 7,, ;] ersetzen wir 2; durch 2;,, (i = 0, 1, 2, 3) und fassen dies als
ein H-Ideal in K[a:n, %1, %y, T3, 2,] auf. Es ist also
1057 = (64, Gy, Gy, Gy) = Ky, 7y, @, 23, 2] @7
mit,
G =23y — ayzy, Gy=my — 20, Oy =z — 200, Oy =a® — b  (28)
Jetzt ist Dim 1o{} = 2, denn als Parameter kinnen neben y, und y, auch noch y, gesetzt werden,
da %, wegen der Koordinatenumindizierung in @;, @,, Gy, @, iiberhaupt nicht mehr auftritt.
Daneben betrachten wir das prime H-Ideal 05 — K[z, 2, 2,, 23, z,] mit der allgemeinen Null-
stelle
Yo=1ts Y=ty Ya=1> Ys=th, Yp=1
und der Bs,siada.rshsllung
05 = (2% — 2%, @y — 251). (29)
Aus der Anzahl der Parameter in der allgemeinen Nullstelle folgt nach W 1 Dim vy = 2.

Es soll nun die Dimension von NG () n NG (b)), kurz Schnittdimension genannt, be-
stimmt werden. Darunter ist gem4B8 Kap. 3, (75), die Dimension der Idealsumme zu verstehen.
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Zu bestimmen ist also d = Dim a mit
a = (w§P, ofd). (30)
Aus der Kenntnis der Di i hlen von 1v{y und p§} kann leider nur auf d =2 + 2 — 4
geschlossen werden (vgl. 4.16.). Wir miissen also d ohne Benutzung von 4.16. vermdge W 5
und G 2 berechnen.,
Dazu ordnen wir die sechs Basisformen von a nach steigenden Gradzahlen und ersten Potenz-
produkten und erhalten

a = (BT — By, BTy — TyTy, BTy — ¥ B0y — B0, MTE — 20y, 2w — 7).

Multiplizieren wir die dritte Basisform mit z, bzw. —x; und addieren dies zu den beiden letzten
Basisformen, so erhalten wir

0= (2% — 2%, BTy — TyTy, Loy — Tp¥y By — T°, Ty — Tp%e®, X' — gzy);  (31)
dafiir kénnen wir auch schreiben
0= (ZoZy — 21, BT — Toy, ToTy — T% 1,25 — 20, (¥ — 2) 2 (3 — %) %0).  (32)

Setzen wir die Basisformen von (32) gleich Null, so lassen sich drei Nullstellen wie folgt angeben:
Aus y; = 0 ergeben sich, wie der Leser nachrechnen mége, die beiden nulldimensionalen Null-
stellen yo =0, 3, =0, =0, y3 =0, y, =t und yo =45, =0, ¥, =0, y; =0, y, = 0.
Der ebenfalls nahehegende Ansatz y; = y, =t und y; =y, = t, filhrt zu ¢ = ¢, und zu der

ebenfalls nulldi len Nullstelle y, = t), y; = ty, Yo = ty, ¥3 = ty> Y3 =, Nach W 5 ist
also

Dima = 0. (33)
Wir wollen zeigen, daB in (33) das Gleichheitszeichen gilt. Dazu haben wir gemi8 G 2

a n Kizg, 2] + (0) (34)
fiir alle Kombinationen k&, &, durct n. Es empfiehlt sich, diese (5) = 10 Kombinationen
in der Reihenfolge 2

(ko By) = {(3, 4), (2,4), (2,3), (1, 4), (1, 3), (1, 2), (0, 4), (0, 3), (0, 2), (0, 1)}
zu bearbeiten und dabei die in Kap. 1, Definition 91f., eingefiihrte Kongruenzrechnung fiir Ideale

zu benutzen. Diese liefert ichst fiir die Basisel gemiB (31) mod a
Tty = 7%, (35)
1%y = Ty, (36)
Ty = Ty%, (37)
%y = 3y, (38)
,%5% = T2y, (39)
3® = ag%z,. (40)

Nunmehr untersuchen wir die zehn Kombinationen in der angekiindigten Reihenfolge.

(3,4): Aus (40) folgt zs® — 2%, € a.

(2,4): Aus (40) und (37) folgt z® = x,%; = z,7,% und daraus z,# = 2,%x,%. Aus (37) folgt
;¢ = 2,3,° und mithin z,%2,* = 2,322, also z,%23(z, — z,) € a.

(2, 3): Aus (37) folgt xyz,® = x,%x,; mit (40) folgt z,z,% = x,3, also x,%x,2 = 2,2,%; mit (37)
folgt z,%x,® = !, also 2,233 = a4, mithin 23z, — ;) € a.
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(1,4): Aus (37) und (40) folgt zsz, = 23° = z5%,, also zy2y’s, = 23’2, = 23°, wegen (40),
also

27530, = X520, 41)
Aus (36) und (41) folgt 2,257 = 22522, = 7,%,?, also
2,357,3 = 2222, (42)

Aus (42) folgt mit (40) z,25%22 = 222 = 2%, also 2,2y%,%,% = 2,%%,%,°, mit (36) folgt
2,%,2 = 2,%,3, also 2,%2,* = 2,225 und damit endlich z,%(z; — z,) € a.

(1,8): Aus (42) folgt z,24%z,2 = 2,522, aus (40) folgt @,z;%,* = 2,7,°, zusammen ergibt sich

also z,7,® = z,5%; nach (40) ist z'x,® = 2,8, folglich

By = 7. 43)
Aus (43) folgt 2,2,® — z? € a.

(1, 2): Aus (38) folgt zunichst

zM® = 2,18 (44)
und

2,247 = x,21, (45)
Aus (43) folgt 2,152,8 = z,142,7; mit (44) und (45) folgt daraus 2,32,1® = z,%, also z,'%(z,® — z,°) €a.

(0,4): Der Fall (1, 4) fihrte auf z,2z,%=z, — z,) = 0; also gilt auch #,%z(x,* — 2,%) = 0;
aus (35) folgt daraus

agled = g0 46)
und mithin 24z, — 2,) € a.

(0, 3): Aus (46) folgt z2xsl%%,4 = 2y241%,%; aus (40) folgt z°z,! = a,'2 und 2,'%,° = 241°; dies
eingesetzt, gibt 2z = 2,15, also 2yrs'4(zy — 3) € a.

(0, 2): Durch Multiplikation mit z, folgt aus der letzten Kongruenz zy’r,z;! = 2q,25'%; mit
den Ergebnissen von (2, 3) folgt zyz,2zs!* = 22,2415, also zyZezs¥(zy — 2,) = 0. Mit 2, multi-
pliziert und ;% vermittels der 14ten Potenz von (38) wieder eliminiert, folgt #y%,%(x; — @) € a.

(0, 1): Die Untersuchung von (0, 4) ergab z,?x,* — %ez,® = 0; mit 2,® multipliziert, folgt
222,504 — 2o7,%2," = 0. GemaB (1, 4) war

2% = 2%, folglich z%r’zf = xy’r,’2,5,
also
2’2y, — 2y = 20202, (% — 2,) = 0,
mit %! multipliziert, folgt nach (35) endlich ,%(x, — ;) = 0, also 2,"%(%, — ;) € a. Mithin ist
G 2 erfiillt, und wir haben
Dim a < 0. (a7)
Aus (33) und (47) ergibt sich die Schnittdimension Dim a = 0.

4.10. Eliminationsideale

Bei den folgenden Betrachtungen setzen wir voraus, da a — K[z, 2y, ..., %,] ein
H-Ideal ist. Fiir m < n ist dann a n K[z, ..., %;,] in K[zy, ..., 2;,] ebenfalls ein
H-Ideal.
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Definition 3. Ist a = K[z, 2y, ..., 2,] ein H-Ideal, so heiBt jedes H-Ideal
(an K[z, ..., 2;,]) = K[z, ..., %;,] ein (n—m)-tes Eliminationsideal (m =n — 1,
n—2,...,2,1,0). Man schreibt dafiir

Dp-mpum =00 K[:t,_, e 2,1 (48)
Dabei gibt #,, die Nummer der jeweiligen Kombination jy, ..., j an.

FaBt man b,.n,, wieder als H-Ideal in K[z, @y, ..., %,] auf, so ist offenbar
Bp-muxm S @, nach Kap. 3, Satz 16, also NG (b,-p ) 2 NG (a); speziell fiirm =d+1,
n—m=mn—(d-+ 1) =r—1folgt

NG (By-1,4s,,] 2 NG (). (49)

Aus (49) folgt

Satz 18. Sdmtliche Nullstellen eines H-Ideals a = K[, &y, ..., x,] lassen sich

wegen (49) aus den Nullstellen eines geeignet dhlten (r — 1)-ten Ehmmatwmndeals
bestimmen ; dabei ist d = n — r die Dtmen.swn des H-Ideals a.

Beweis. Kennt man sémtliche Nullstellen von b,y ,,,, 80 kann man durch Ein-
setzen in die Bagisformen von a entscheiden, welche davon zugleich Nullstellen von a
sind. Wegen (49) gewinnt man auf diese Weise siimtliche Nullstellen von a.

Geometrisch kann jedes NG (b_p,x,) als m-fache Projektion von NG (a) gedeutet
werden (vgl. GROBNER [2], Abschnitt 123).

SchlieBlich ist die Berechnung von Eliminationsidealen bei der Dimensions-
bestimmung nach den Grébnerschen Axiomen G1 und G2 erforderlich. Zwar
benétigt man zum Nachweis von G 2 nur jeweils eine von Null verschiedene Form
der gewiinschten Art (man vergleiche dazu das Beispiel des vorigen Abschnitts),
jedoch macht der Nachweis von G 1 die genaue Kenntnis von a n K[z, ..., %;,]
notwendig.

Bei linearen Gleichungssystemen liefert die Herstellung der sogenannten ,,Trapez-
form* fiir das durch die linken Seiten der Gleichungen des Gleichungssystems
erzeugte Ideal I zugleich ein Verfahren zur Berechnung der Eliminationsideale
(vgl. 4.8.).

Die Herstellung der Trapezform vermittels des GauBschen Algorithmus erfolgt
bekanntlich durch sukzessive Elimination der Variablen: Erst wird , aus der zweiten,
dritten, ..., m-ten Gleichung eliminiert, dann wird «, aus der neuen dritten, vierten,
.+, m-ten Gleichung eliminiert usw. Entsprechend gilt allgemein der

Satz 19. Die Berechnung von Eliminationsidealen kann durch sukzessive Elimina-
tion von jeweils einer Variablen erfolgen.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus

Dn-mtm = Dnom-tm,, 0 KI5 oo 25,1 (50)
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wegen
an Klz;,, ..., 2, %1 0 K[z, .0 25, ] = a0 K[z, ..., 25,1,
Wegen
KL, @iy o0y @5 0] = KLoooy @, 000, 2, 000
gilt ferner der auch in der linearen Algebra giiltige

Satz 20. Bei der Berechnung von Eliminationsidealen kann die Reihenfolge der zu
eliminierenden Variablen vertauscht werden.

Damit kann der EliminationsprozeB insofern vereinfacht werden, als man sich im
konkreten Fall eine mdglichst einfache Reihenfolge aussuchen kann.

Da man zum Eliminieren einer Variablen mindestens zwei Formen benétigt, gilt
fernerhin der

Satz 21. Fiikrt die sukzessive Elimination auf ein Hauptideal, so ist eine weitere
Elimination von Variablen nicht moglich.

Soll die Va.rmble z; ehmmlert werden, 8o enthilt die Basis des Eliminationsideals
jedenfalls alle di igen B lemente von a, welche z; nicht enthalten. In Analogie
zu den linearen Glelchungssystemen konnte man nun annehmen, daB fiir die Berech-
nung neuer von z; freier Formen nur noch mit den Basisformen von a gerechnet
werden muf}, welche z; enthalten. Man kénnte in Analogie zu den linearen Glei-
chungssystemen hoffen, da$ es mit Rechnungen der folgenden Art getan wire: Es sei
etwa F, = xgxy — 212, F; = x¢x; — 2,® und ¢ von 0,1,2,3 verschieden. Die
Elimination von z; wird dann durch 22F; + 2,F, = z,%z; — »,* bewerkstelligt. Die
auf diese Weise gewonnenen und nicht durch die schon bekannten von z; freien
Formen reduzierbaren Formen bilden zusammen mit den #; nicht enthaltenen Basis-
formen von a im allgemeinen nicht das volle Eliminationsideal.

Wir geben dazu ein einfaches Beispiel an:

Es sei

a = (Fy, Fy, Fg) = K[, 2y, Ty, 3, Ty, T, Ty, 27, 5]
mit

Fy = a0, — 2Ty, By = 0ty — 2@y Fy = 2305 — 227,
und es soll die Variable ; eliminiert werden. Es ist dann jedenfalls

an Kz, 21, T, @3, T4y 25, Zgr 2] = (Fy, ...)-
Beriicksichtigen wir nur die z, enthaltenden Formen F, und Fy, so gewinnen wir eine neue Form F
mit Fy 1= 22,25 — Z%%;, und F, ist kein Vielfaches von F,. Jedoch ist (¥, Fy) noch nicht das
volle Eliminationsideal, weil 23F, unberiicksichtigt geblieben ist. Nun ist 23Fy = 232325 — 7, %55,
und diese beiden Terme treten auch in zF; bzw. z,F; auf, wodurch sich ; wiederum eliminieren
1aBt und zu einer von x; freien Form F fithrt mit

Fy:= a3Fy + a3Fy + 2, Fg = 2q2,23 — 2,267,
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Offenbar ist Fg ¢ (Fy, F,). Mit Methoden, die im folgenden erléutert werden, kann man nach-
weisen, daB man damit das volle Eliminationsideal hat, da also

a n K[z, @), 2y, 25, Ty T, Ze> 7] = (Fy, Fy, F5)

gilt.
Wir haben jedenfalls als Konsequenz den
Satz 22. Bei der Berech von Eliminationsidealen sind diejenigen Basisformen,

die die zu eliminierenden Variablen nicht enthalten, in den Eliminationsprozefl grund-
sdtzlich mit einzubeziehen.

Um alle Moglichkeiten zu erfassen, gehen wir folgendermaBen vor: Es sei z; die zu
eliminierende Variable. Dann vertauschen wir ; und #,, so da8 wir im folgenden
immer annehmen kénnen, da$ z, die zu eliminierende Variable ist. Gema8 Kap. 1,
Satz 17 und 18, stellen wir nun die K-Moduln (¢; a) fiir bestimmte Gradzahlen ¢ auf.
Wie in Kap. 1, Satz 18, kann nun auf die Potenzprodukte des Moduls M(t; a) fiir
festes ¢ gemiB der lexikographischen Anordnung der Potenzprodukte der GauBsche
Algorithmus angewandt werden. Ist moder Minimalgrad der Basisformen von a, so
filhrt man dieses Verfahren nacheinander fiir ¢ = m,, mq + 1, mg + 2, ... durch (vgl.
Kap. 1, Satz 20). Fiir geniigend groBes ¢ erhiilt man schlieflich Formen aus a, welche
die Variable z, nicht enthalten, wobei sich auch die Form 0 ergeben kann. Ist M der
Maximalgrad der Basisformen von a, so wird 2} als obere Schranke fiir ¢ vermutet.

Jedenfalls haben wir damit den

Satz 23. Ist a = K[, @y, ..., %] ein H-Ideal, so kann an K[y, ..., z.] durch
Bildung der Moduln M(t; a) und Anwendung des Gaupschen Algorithmus in endlich
vielen Schritten berechnet werden.

Fiir P-Ideale ist dazu der vorherige Ubergang zum #quivalenten H-Ideal uner-
1aBlich (vgl. Kap. 1, Definition 30 und 1.16.).
Beispiel. Wir betrachten wieder einmal das homogene Primideal v < Ko, 2;, %3, 5] mit
den vier Basisformen
Fy =gz — 220, Fa = 2ty — 2% Fy = 3z — 2%, Fy =z — o,
also my =2, M = 3, 2M = 6. Gesucht ist b2 n K[z, ;, 2;]; mithin ist z, zu eliminieren. Wir
haben also als erstes z, und =, zu vertauschen; das gibt
Fy > zyny — 207y, Fab> 202y — %, Fyb> 2% — @’%g,  For> 2y — &';
wir betrachten also das Ideal p := (G4, Gy, G, Gy) mit
Gy =z, — 237y, Gy =2 — @, Gy =%y — Ty, Gy =22 — 2"

Der Modul IR(2; p) besteht nur aus G;.
Der Modul M(3; §) besteht aus den sieben linear unabhingigen Formen
Gy = g — 22", Hy = 2,6, = agn,® — 27973, Hy = 2,6, = 22,23 — 2,%5°,
2Gh = 2%, — ToTass Hy = 2,0y = 22,8, — g, Hy= G, =22 — 2’
Gy = 7’2, — 2,5,

=
[N
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Der Modul 9(4; p) entsteht etwa durch Bildung der 28 Formen z;H, (i = 0,1,2,3; k = 1, ...,7)

welche jedoch nicht mehr linear unabhéingig sind:

Zol, = 2! — 2gyzs?,
Tl = 2’z — xxg?,
ZoHy = 2’2, — y’wyy,
2 H, = 2’7y — 220,
ZoHy = 20°%; — 2o2, %25,
ZH, = 2’z — 27t

2 Hy = 2’2y — 2,247,
Ty = 7o’m,® — ToTy2ay,
#yHy = ag’z,2y — @y,
oy = zo’wyzy — wy2y’25,

#oHy = a’zi@y — 202,75,
z3Hy = 2°miy — 2gtars?,
ZoHy = a’z,23 — Tom,75°,
23Hy = 2°25" — %0575,
ZoH, = @g’%y* — @y’
z3Hy = 2g’ay0s — myla?,
Hy = 2o@,® — 2,%04%y,
zyHy = @, *my — 2wy,

2 H, = 22,y — 2,25,
T Hy = agry g — ,%5%°

= 2 3
2 Hy = zomzs® — a5y,

zHy = zomyay® — ', 1)

ZoHy = agtty%; — 232",
2 Hg = Zo,255 — 2",
2l = ays® — 2s®,
2l = 2g2,® — %,
2gH, = 2g%a’ey — 2,5y

2 Hy = 2o, %, — 212,05,

Es bestehen die Abhiingigkeitsrel
#Hy — 2gHy — zyHy = 0, ZoHy — zHy =0, 2H, — 2,H; =0,
% Hy — agHy — z3H, = 0, @yl — zHy =0, 2l — 2, Hg =0,

zHy — 2H, =0,
v Hy — 2gHy — 23H, = 0,

Uns interessiert hier die aus (51) sich ergebende, von 2, freie Form

2y — 2l — 2 H, = 0, a3Hy — z,.H. =0.

2aHy — 2 Hy = 2y — 2805 = 2,20, — 2,6
Vertauschen wir hierin wieder z, und z,, so erhalten wir
%" Fy + 2, Fy = 2’z — 2, € 03 n K[y, 2, 2]

Nun kann man zeigen (was wir an dieser Stelle nicht beweisen konnen), daB fiir d-dimen-
sionale Primideale p die Eliminationsideale p n K[y, .. % %t,,,] Hauptideale sind, sofern
durch Weglassen eines Elementes aus ay, ..., x,,, auf wenigstens eine Weise eine geeignete
Numerierung 2, ..., 7, entsteht. Das ist nun in unserem Beispiel, dem H-Ideal v{2, der Fall,
so daB wir nicht bis # = 2 = 6 zu rechnen brauchen, sondern bereits bei ¢ = 4 abbrechen
kénnen. Wir haben somit

0% n Klzo, 3, 73] = (2625 — 2,%)
und mithin nach Satz 21

012 0 Klzo, 2,1 = (0), 0% 0 K[z, 7] = (0), 92 n K[z, 23] = (0).
Entsprechend folgt 02 n K[zg, z,, 23] = (2525* — 2,%) und daraus

02 n K[zg, 2] = (0), 02 n K[y, 25] = (0),
ferner
o} 0 Klzg, 24, 23] = (Fy) = (2%, — %)

und daraus 9 n K[z,, 2,] = (0). SchlieBlich vermerken wir noch
0 0 Klzy, 25, 23] = (Fy) = (m2s* — ,%).

Mithin ist in diesem Beispiel — iiber die Forderung G 1 hinausgehend — v n K[z;, 2] = (0)
far alle (3, §) € (0, 1, 2, 3); alle (i, j) sind also geeignete Numerierungen.

Fiir die Berechnung der Nullstellen nach Satz 18 erweist sich die geeignete Numerierung %o, X3
als besonders giinstig. Aus den Eliminationsidealen 92 n Klzy, z,, #;] = (2% — #,9) und
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03 n K[y, 23, 25] = (2425% — 2,*) ergeben sich fiir 2, und , die reinen Gleichungen vierten
Grades (vgl. MfL Bd. 3, 14.8.) in 2, bzw. z,

3, 4 —
101:'_“;1‘—0,} (52)
Zoy? — 28 = 0,
und (52) legt nahe, fiir y, und y, Parameter zu setzen. Da wir in einem algebraisch abgeschlossenen
Kérper K rechnen, kénnen wir diese Parameter der Einfachheit halber als vierte Potenzen an-
setzen: yo = fo%, ¥y = #;. Aus (52) folgt dann y; = ¢,*, und drei konjugierte Werte bzw. y, = #4,3
und drei konjugierte Werte, wobei sich die konjugierten Werte jeweils durch Multiplikation mit
den von 1 verschiedenen vierten Einheitswurzeln —1, ¢, —i ergeben (vgl. MfL Bd. 2, 7.4.). Das
ergibt 16 Losungen, die in F,, F,, F;, F, einzusetzen sind. Dabei stellt sich heraus, daB nur
(to*, b3, tots®, ;%) als Nullstelle in Frage kommt, was der Leser selbst bestétigen kann. Damit
haben wir (f54, 4%, fet,®, t,%) als sogar allgemeine Nullstelle von (2 und damit dessen Primideal-
eigenschaft (vgl. dazu 6.7.).

411.  Grundideale, ungemischte, gemischte und pseudogemischte
Ideale

Es sei a = q; n -+ n q; die unverkiirzbare Darstellung durch groBte Primérkompo-
nenten fiir ein H-Ideal a = K[z, #;, ..., #,] der Dimension d. Nach W 3 besitzt dann
wenigstens eines der Primérideale gy, ..., q; die héchstmégliche Dimension d; da-
neben konnen noch die Dimensionszahlen d — 1, d — 2, ..., 0, —1 auftreten. Dem
entsprechen die aufsteigenden Kodimensionszahlen (oder Rangzahlen) r = n — d,
r+1,r+2,...,n,n 4 1. DemgeméB wollen wir die Primirkomponenten g, ..., q;
nach aufsteigenden Kodimensionszahlen ordnen und verwenden zur Kennzeichnung
Doppelindizes, wobei der erste Index die Kodimension angibt:

a < K[z, 2y, ..., %,], Dima=d=mn—r,
und (63)
A=0qr1 0" 0 Qrg N Gri,1 N *** N Gragg, N oot NG N N Qg N G-

Da nicht alle Kodimensionszahlen von r bis # + 1 aufzutreten brauchen, ist die
Darstellung (53) nicht notwendig unverkiirzbar, d. h., im konkreten Fall ist fiir nicht
auftretende Kodimensionszahlen r 4- & zu setzen: .., = 1 und 453 = (1).

Definition 4. Das i-te Grundideal g;(a) eines H-Ideals a — K[z, 2y, ..., 2,] ist
definiert durch

gi(@):=0an N NG N ngu N ngy fir i=r, .0, (54)
gne1() 1= a.

Entsprechend gilt fiir P-Ideale die
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Definition 5. Das i-te Grundideal gy((a)) eines P-Ideals (a) = K([zy, ..., 2] ist
definiert durch

81((0)) := (Gre) 0 +++ 1 (Gpa) 0o 0 (@) 0o 0 (Gss) FiT 6 =700 me (55)

Diese Definitionen der Grundideale stammen von Emmy NOETHER; weitere
Definitionen wurden von HeNTzELT, G. HERMANN, KRULL und dem Verfasser
gegeben (vgl. RENSCHUCH [5], dort auch eine Zusammenstellung aller Definitionen).

Zum Nachweis der Eindeutigkeit der Grundideale machen wir folgende Fest-
stellungen, die wir o.B.d. A. fiir H-Ideale formulieren:

1. Nach dem ersten Eindeutigkeitssatz (Kap.2, Satz 37) sind alle zugehérigen
Primideale eindeutig bestimmt ; wegen Dim q; = Dim p; nach W 2 gilt also: In jeder
unverkiirzbaren Darstellung a = q; n -+ n g, sind die Dimensionszahlen der Primér-
komponenten eindeutig bestimmt.

2. Zweifel beziiglich der Eindeutigkeit der Grundideale konnen indessen wegen der
Mehrdeutigkeit der eingebetteten Komponenten in der Darstellung a =q; n - n g
aufkommen (vgl. 2.20.). Nach 2.15. heiBit q; eingebettet in q; genau dann, wenn
p; o p; und q; D q; gilt. Weiter folgt nach (16): p; = p; = Dim p; > Dim p;. Mit
W 2 gibt dies

Satz 24. Ista = qy n--- n g ein H-Ideal aus K[z, 2,, ..., 2,] mit Dim a = d und
ist die Primdrkomponente q; in der Primdrkomponente q; eingebettet, so gilt:

qi in q; eingebettet = Dim q; < Dim q; < d (56)
und mithin:
q; eingebettet = Dim q; <d — 1. (67)

Entsprechendes gilt fiir P-Ideale (0) = K[z, ..., 2,].
Als Kontraposition von (57) folgt der

Satz 25. Bei einem d-dimensionalen H-Ideal oder P-Ideal sind alle d-dimensionalen
Priméirkomponenten isoliert.

3. Wenn trotz der Mehrdeutigkeit der eingebetteten Primirkomponente q; die
Durchschnittsdarstellung a =gq; n+--ng;n---ng;n--- ng, wieder eindeutig ist,
80 liegt das an dem Auftreten der Primirkomponente gy, in welche q; eingebettet ist.
Nach (56) haben aber alle diese ; mit p; > p; eine gréBere Dimension als q;; mithin
gilt der

Satz 26. Ist q; eine eingebettele Komponente des d-dimensionalen H-Ideals
a = K[z, 2y, ..., x,] und Dim q; = 8 < d, so ist q; auch eingebettete Komponente der
Grundideale gy(a), @s-1(0); -+ -, Bn-s(a). Entsprechendes gilt fiir P-Ideale.
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Aus Satz 26 folgt unmittelbar
Satz 27. Fiir alle Primdrkomponentenzerlegungen eines H-Ideals oder P-Ideals

sind die Grundideale eindeutiq bestimmt

Definition 6. Ein H-Ideal a oder P-Ideal (a) heiBt ungemischt, wenn alle Primér-
komponenten dieselbe Dimension haben.

Aus (54) und (55) folgen unmittelbar zwei weitere Sétze.

Satz 28. Fiir H-Ideale a = K[z, z, ..., ¢,] bzw. P-Ideale (a) = K[y, ..., %4] gilt
o ungemischt & a = g,(a), (58)
(a) ungemischt & (a) = g,((a)). (59)

Insbesondere sind also Primirideale und Primideale ungemischt.

Satz 29. Fiir H-Ideale a = K[z, 2y, ..., 2,] gilt:
« besitzt keine triviale Komponente < a = g,(a), (60)
a besitzt eine triviale Komponente & a = gq(a). (61)

Definition 7. Ein H-Ideal a oder P-Ideal (a) heiBt gemischt, wenn es nicht unge-
mischt ist.

Aus (53) und (54) folgt unmittelbar

Satz 30. Fiir H-Ideale a = K[y, 2y, ..., ¥,] bzw. P-Ideale (a) = K[z, ..., 2,] gilt:
a gemischt & a = g.(a), (62)
(a) gemischt <> (a) < g+((a))- (63)

Definition 8. Ist a bzw. (a) ein d-dimensionales gemischtes H-Ideal bzw.
P-Ideal, dessen Primarkomponenten mit kleinerer Dimension als d simtlich ein-
gebettet sind, so heiBt a bzw. (a) pseudogemischt.

Der Begriff ,,pseudogemischt* wurde von GROBNER eingefiithrt (vgl. [2], 137.10).
Die hier und da von anderen Mathematikern aufgeworfene Frage, ob im Hinblick
auf die Anwendungen die Bezeichnung ,,pseudoungemischt® nicht giinstiger wire,
bleibt zu bedenken. Vielleicht wire die Bezeichnung ,radikalungemischt am
giinstigsten, und dies aus folgendem Grunde:

Bei Radikalbildung kénnen wegen p; = p; alle eingebetteten Primideale p; ge-
strichen werden (Kap. 2, Satz 21), so daB in der unverkiirzbaren Darstellung fiir das
Radikal im Fall der Pseudogemischtheit nur noch d-dimensionale Primideale stehen;
mithin gilt
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Satz 31. Ein H-Ideal a = K[z, 2y, ..., z,] bew. P-Ideal (a) = K[zy, ..., x,] st
pseudogemischt genau dann, wenn Rad a bzw. Rad (a) ungemischi ist.

Mit Satz 28 folgt fiir Satz 31 die formelmiBige Darstellung:

a st pseudogemischt < Rad a = g,(Rad a) = Rad g,(a), (64)
bzw. fiir P-Ideale:
(a) ist pseudogemischt < Rad (6) = g,(Rad (a)) = Rad g,((a)). (65)

In Kap. 3, (84), hatten wir NG (a) = NG (Rad a) bewiesen. Demzufolge kann aus
der Aussage ,NG (q) ist ungemischt*‘ bzw. ,,NG ((a)) ist ungemischt** nur auf ,,a bzw.
(a) ist pseudogemischt‘ geschlossen werden. Die Nichtbeachtung dieses Tatbestandes
hat in der algebraischen Geometrie zu Differenzen gefiihrt.

412.  Dimension von ((p), f) und (p, F)

Die folgenden Sitze und die von 4.21. werden von 8. Laxa in [56], IL, 7., als Dimen-
sionstheorem bezeichnet.

Satz 32, Ist (p) = K[y, ..., 2,] ein d-dimensionales Primideal und f(z,, ..., z,)
€ K[zy, ..., z,] ein Polynom, so gilt:

. _Jdefem), 6
Dun((ao),f)—{d_1 oo 1514 () (66)
der Fall Dim ((p), f) = —1 ist nach (2) mit ((p), f) = (1) gleichbedeutend.
Beweis. Aus f € (p) folgt ((p), ) = (p) und folglich auch
Dim ((p), {) = Dim (p) =d.
Das Primideal () habe die allgemeine Nullstelle
(#1001, - 8a), - ees Ynllrs -y a))-
Wenn Dim((p), f) =d ist, muB f(y,,...,y,) = 0 sein; da nun aber (y,, ..., y,) als
allgemeine Nullstelle von (p) vorausgesetzt worden war, folgt f(x, ..., ,) € (p) nach
Kap. 3, (19).
Wenn Dim ((p), /) =@ — 1 oder ((p), f) = (1) gilt, ist ¢ (p), denn im Fall f € (p)
wiirde Dim ((p), f) = d nach dem oben Bewiesenen folgen.
Wenn f ¢ (p) ist, ist

f(#100, - os B)s ooy Yalbrs ovosba)) = flbrs s ta) 0 id. D by, ooy by
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Jetzt gind zwei Fille zu unterscheiden:

Fall 1: Nach Durchfiihrung aller méglichen Vereinfachungen komme in f(¢, ..., £;)
wenigstens ein Parameter, o.B.d. A. ¢;, wirklich vor. Fiir jede Nullstelle von((p), f)
muB dann

Htyy o ta) =0 (67

gelten.

Aus (67) folgt im Fall des Auftretens von ¢, ..., {s_;, daB sich ¢; durch &, ..., t;;
ausdriicken 1aBt. Hingt jedoch die linke Seite von (67) von £; allein ab, so folgt
t; = const aus (67). In beiden Fillen ergibt sich Dim ((p), )‘) =d — 1 nach (W4)
(vgl. Satz 6).

Fall 2: Nach Durchfiihrung aller moglichen Vereinfachungen komme in f(,, ..., £5)
keiner der Parameter £, ...,8; vor, also ist f(¢,..., ;) = const = C, und wegen
ft1y oonnta) =01id. inty, ..., #; ist C &= 0. Dann hat ((p), )‘) keine Nullstelle und muf
nach 3.8. das Einheitsideal sein; dies folgt auch so: Ist

g@1, oo, ) 1= f(@1, 0 @0) — O,
dann ist

Y1 oo Yn) =f¥1, sy = C=C -0 =0,
mithin g(zy, ..., 2,) € (p), also

(@), 1) = ()9 + 0) = (), 0) = ((m% : 0) _

wegen C == 0. Damit ist der Satz 32 vollstindig bewiesen.
Ist dagegen p ein H-Ideal, so kann der zweite Fall nicht eintreten; wir haben also
den

Satz 33. Ist p = K[wy, 2y, ..., %,] ein d-dimensionales homog Primideal und
F(xy, 24, - .., %,) eine Form, so gilk:
. doFeyp,
D , F) = 68
im (p, F) {d_wmp_ (68)

413. Dimension von ((a), f) und (a, F)
Um den Fall ((a), f) auf ((p), /) zuriickfiihren zu kénnen, miissen wir die Rechen-
regeln fiir Radikale und die Beziehung

Dim (a) = Dim Rad (a) (11)

wesentlich benutzen.
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Aus der im Kap. 1, (100), bewiesenen Beziehung
Rad ((a) + (6)) = Rad ((Rad (a)) + (6))
folgt fiir Primérideale (q) mit Rad (q) = (p) unmittelbar
Rad ((g), /) = Rad (@), 1)- (69)
Weiterhin galt nach Kap. 1, (114),
Rad (((0) 0 (B)) + () = (Rad (@) + (¢))) 0 (Rad () + (),

wobei die Radikalbildung wesentlich fiir die Giiltigkeit des Gleichheitszeichens war.
Hieraus folgt fiir (c) = (f) unmittelbar

Rad (@) n (B), f) = Rad ((@), f) n Rad (). ),

Rad (@) n -+ 0 (qe),f) = Rad (1), /) 0 Rad ((ga), ) -+ n Rad ((ae) /),
und mit (69) folgt
Rad ((q:) n -+ n (a), ) = Rad ((py), f) 0 Rad ((pa), ) 0 -+ 0 Rad ((p),

D
(70)
Aus (W 3) folgt unmittelbar
Dim ((a) n (b)) = Max {Dim (a), Dim (b)} (71)
und mithin wegen (11)
Dim ((g) -+ n (q0), f) = Max {Dim Bad ((9,),/)} (¢ =1,....K). (72)
Wir setzen jetzt Dim (a) = d, r = n — d, voraus und benutzen die Darstellung (53)
fiir inhomogene P-Ideale (a) = K[z, ..., Z4]:
(@) = (Gr1) 0=+ 0 (Grs,) 0 (Qrer,1) 0= 0 (Greta,) 00 0 (Gm) 0000 0 (Ansy)
aus (73) folgt wegen (70) (73)
Rad ((a), f) = Rad (), /) 0 -+ n Rad ((prs,), /)
nRad ((Prﬂ,l): f) n--»nRad ((Prﬂ,am): f)

a Rad ((pa), f) 0+« 0 Rad ((@as,), f). (74)

Mit (66) und (11) folgt aus (74): Es ist Dim ((a), f) = d genau dann, wenn f € (p,)
fiir wenigstens ein ¢ € (1, ..., ) gilt. Ist hingegen f ¢ (py,) fiir alle ¢ = 1, ..., 5,, 80
ist Dim ((a), ) < d — 1. Sind alle ((p,,), f) = (1) und gilt { § (9r41,,) fiir alle ¢ =1,
«eu 841, 80 ist Dim ((a), /) < & — 2 usw.; auf diese Weise kann auch der Fall ((a), f)
= (1) eintreten. Wir haben also als Ergebnis den
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Satz 34. Ist (0) = K[y, ..., z,] ein d-dimensionales P-Ideal und f € K[y, ..., Z,]
em Palynom .so mt Dim ((a) /) d, wenn f in wenigstens einem zugehorigen d-dimen-
len Pr fgeht, andernfalls i8¢ Dim (a) = d — 1.

Nach Kap. 1, Satz 29, galt:
(0): (®) = (a) & (b) & (p,) fiiralle x =1,..., k;
also speziell fiir (B) =(f):

16 (b firalle o =1,...,5,

& ((pr) 0 -+ 0 (A7) £ () = (@r1) 0 -+ 0 (Grs,)-
Nach (55) ist aber (gr1) n -+ 0 (Qrs,) = g,((a)), mithin gilt:

16 (pro) firalle 0 =1, ..., 8, & g{(a)) : () = 8{(0)),
und dementsprechend gilt auch die Kontraposition:

f € (9,,) fiir wenigstens ein o € (1, ..., 8,) < g,((®)) : () © gr((@)3
wir haben also fiir Satz 34 die formelmiBige Darstellung:

. =d < a,(a) : (f) = grl(a)),
P (@A 251 S ol 02wl ™
Beispiel. Es sei
(a) = (2,2 + @y, 2,29, -.0r T1%), (a) = K[y, +00r 24

Wir wollen zeigen, daB Dim (a) = # — 1 und Dim ((a), 2, + 1) = n — r gilt. Ersteres folgt nach
(W 4) aus der Nullstelle

B=0, Ya=tb, . Y=ty -y Yn=1lp
oder aus der Durchschnittsdarstellung

(@) = (@) * (@ + 1, 2y o0y 2) = (1) 0 (21 + 1, 2y oo @)
Weiter ist hier g,((a)) = (2,); wegen z; + 1 ¢ (=) ist

3((®) = (& + 1) = g1((@);

=zir +1)—zz  (=2..,7)

(@) 2 +1) = (1 + L, 2 .00 %)
und nach (W 1) ist Dim ((a), a:l + 1) = n — r. Man beachte auch hier bei der Darstellung von z;
die nur bei i dealen mogliche Gradiiberschreitung auf der rechten Seite.

Dieses Beispiel von GROBNER zeigt, daB bei inhomogenen P-Idealen durch die

Hinzunahme eines Polynoms die Dimension beliebig stark verkleinert werden kann
(wenn 7 und 7 nur geniigend gro8 sind).

wegen

ist
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Um zu einer geometrischen Formulierung unserer Sitze zu gelangen, erinnern wir
an Definition 18 von Kapitel 3, wonach Nullstellengebilde von Hauptidealen Hyper-
fléichen genannt werden. Unter Benutzung von NG ((a) + (6)) = NG ((a)) n NG ()
gewinnen wir dann folgende geometrische Interpretationen:

fiir (66): Im n-dimensionalen affinen Raum ist der Schnitt eines irreduziblen
algebraischen d-dimensionalen Nullstellengebildes (kurz: einer d-dimensionalen
Varietit) mit einer Hyperfliche d-dimensional oder (d— 1)-dimensional, falls er
existiert;

fiir (75): Im n-dimensionalen affinen Raum ist der Schnitt eines d-dimensionalen
algebraischen Nullstellengebildes (oder: eines d-dimensionalen algebraischen Systems)
mit einer Hyperfliche hichstens d-dimensional, falls er existiert, kann aber beliebig
Kkleiner als d — 1 sein.

Einfacher liegen die Dinge im projektiven Raum. Hier konnen wir sagen: Im
n-dimensionalen projektiven Raum existiert fiir d = 1 stets der Schnitt eines d-dimen-
sionalen algebraischen Nullstellengebildes mit einer Hyperfliche und hat die Dimen-
sion d oder d — 1 (vgl. (68) und die noch folgende Formel (72)).

Wir setzen jetzt a = K[w,, 2y, ..., z,] als H-Ideal mit Dima =d und Kodim g
=7 =mn —d voraus und benutzen die Darstellung (53) fiir H-Ideale, also in der
Gestalt

@ =0Gr1 N0 Grs, 0 Grer,1 N2 N retsgy, 072 N Gur N 22 N gy, N Gr
und gewinnen analog dem inhomogenen Fall

Rad (o, F) = Rad (91, F) 0 --- n Rad (p,,,, F)
nRad (P41, F) n -+ nRad Prit, 50 F)

nRad (pny, F) n -+ n Rad (g, F) n Rad (pr, F).
Wegen pr = (2, @y, ..., ,) ist nun aber (pr, F) = pr und Rad Pr =pr, also auch
Rad (pr, F) =pr; in obiger Durchschnittsdarstellung kann also diese letzte Primir-
komponente gestrichen werden, und es bleibt
Rad (a, F) = Rad (p,, F) n+-- n Rad (014, F)
n Rad (Prar,15 F)n---nRad (pr+l,o,-ﬂl F)

nRad (pay, ) 0 -+ 0 Rad (P, F). (76)

Mit (68) und (12) folgt aus (76) der
Satz 35. Ist a = K[y, @y, ..., ,] ein d-dimensionales H-Ideal und F(2q, @1, oney Xp)
eine Form, so ist Dim (a, F) = d, wenn F in wenigstens einem zugehorigen d-dimen-
ionalen Primideal aufgeht; wenn dagegen F in kes: zugehorigen d-dimensionalen

Primideal aufgeht, ist Dim (a, F) =d — 1.




4.14. Dimension von a : b 156

Analog zum Satz 34 haben wir dafiir die formelmiBige Darstellung:
4 g@:F) > g,
d — 1 ga) : (F) = ga).

Als besonders wichtig wird sich der Spezialfall a : (F') = a erweisen. Ausa: (F) =a
folgt g.(a) : (F) = g,(a); mithin gilt der

Dim (a, F) = { (1)

Satz 36. Ist a < K[xg, 7y, ..., %,] ein d-dimensionales H-Ideal ohme triviale
Komponente und ist F(z,, %y, ..., ,) eine Form mit a:(F) = a, so ist Dim (a, F)
=d — 1, kurz:

(a=g,(a)ADima=d/\a:(F)=a)$Dim(a,F)=d—1. (78)

Nach (60) bedeutet a = g,(a), daB a keine triviale Komponente besitzt und umge-
kehrt; diese Voraussetzung ist nach dem Dubreilschen Lemma (Kap. 3, Satz 45) fiir
die Existenz von Formen F mit a : (¥) = a notwendig und hinreichend.

Die Umkehrung von (78) gilt wegen (58) und (77) nur im Fall der Ungemischtheit
von a:

(o ungemischt A Dim a = d A Dim (0, F) =d — 1) > a: (F) =a. (79)

414. Dimensionvona:b

Wir formulieren dies zunichst fiir H-Ideale a = K[z, 2y, ..., Z,]. Ersetzen wir in
Satz 20 von 2.11. das Ideal a durch b, so folgt

q:b=q Sbdy,

geq:bc(l)ebdqab Sp.

q:b=(1) &b Sa;
dabei ist im zweiten Fall Rad (q:b) =p. Wegen Dim a = Dim Rad a gema8 (12)
folgt mithin:

q:b + (1) © Dimq:b = Dimq. (80)
Fiir ¢ =q, n+-- nq folgt unter Benutzung von Kap.1, (160), a:b = (g, :0)
n(gg :B) n -+ n (qe : b) mit (53) und (54) sofort:

Satz 37. Fiir H-Ideale a, b aus K[z, 2;, ..., x,] mit Dim a =d = n — r gilt:

=Dima fir b < g.(a),

<Dima fir b < g.a). ®1)

Dima:b{
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Fiir P-Ideale lassen sich dieselben Schliisse in gleicher Weise durchfithren; es gilt
also

Satz 38. Fiir P-Ideale (a), (b) aus K[z, ..., 2,] mit Dim (a) =d =n — r gilt:

=Dim (a) fir (6) & g(@),

<Dim (a) fir (6) S ar(a)- ®2)

Dim (a) : (b) {

4.15.  Ungemischtheit von Hauptidealen

Wir wollen auch hier die Uberlegungen fiir H-Ideale durchfiihren und beweisen
(unter Benutzung einer Mitteilung von D. NESSELMANN) den wichtigen

Satz 39. a < K[z, 2y, ..., %,] sei ein H-Ideal. Dann gilt:
a ist Hauptideal < a ist ungemischt A Dimag =n — 1. (83)

Beweis. («): Esseizunéchstp = (P, ..., P,) ein Primideal und Dimp = n — 1.
Ist (P, ..., P,) eine Minimalbasis von p, so sind P;, ..., P, nach Primidealdefinition
(vgl. Kap. 2, (2)) irreduzibel. Ist P € K[z, %, ..., 2,] irreduzibel und P € p, dann
ist (P) ein Primideal mit (P) S p, wegen Satz 17 und (16) gilt also n — 1 = Dim (P)
= Dimp =n — 1; wir haben mithin (P) S und Dim (P) = Dimyp. Aus (16)
folgt indirekt:

P1 E P24 Dimp, = Dim p, = p; = ;3 (84)

aus (84) folgt p = (P).

Aus (p9) S g = (P), (=) & q, o = 2, folgt fiir F = H,P ¢ q nacheinander
H, € (P), H = H,P, H; € (P), F = H,P? usw.bis F = H,Pe; mithin sind die
Hauptideale (P?) =pe fiir o =2,3,4,... die einzigen Primirideale mitp = (P)
als Radikal.

Ist nun q ein (n — 1)-dimensionales Primérideal, so ist wegen Dim a = Dim Rad a
gemilB (12) das Ideal Rad q = p ebenfalls (» — 1)-dimensional und nach dem soeben
Bewiesenen Rad ¢ = = (P) und q = (P?) ein Hauptideal.

Ist schlieBlich a ein ungemischtes (n— 1)-dimensionales reduzibles H-Ideal, so
isba =gy n gz 0 -+ n gp, und demgemiiB sind wegen der vorausgesetzten Ungemischt-
heit alle Primérkomponenten (» — 1)-dimensional. Mithin gilt g, = (P;2), g, = (P,),
+esy Q¢ = (P;%) ; wegen der paarweisen Teilerfremdheit von Py, P,, ..., P ist mithin

0= (P . Pyo... Par), (85)
also ein Hauptideal.

(=): Ist umgekehrt a = (¥) ein Hauptideal, so ist zundchst Dim a = # — 1 nach
Satz 17. Jetzt ist F eine Form aus K[w,, @y, ..., #,]. Nun ist K[z, &, ..., #,] zwar kein
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euklidischer Ring, aber dennoch ein ZPE-Ring. Mithin existiert fiir (¥) eine Dar-
stellung der Gestalt (85), aus welcher & = (Py2) n (Py®) n -+« n (P;%) mit Rad (P;%)
= (P;) folgt. Wegen der Irreduzibilitit sind die (P;) Primideale und also die (P;%)
Primirideale, welche als Hauptideale nach Satz 17 simtlich die gleiche Dimension
n — 1 haben; mithin ist a ungemischt, q. e. d.

Ganz entsprechend verlaufen die Beweise fiir P-Ideale; mithin gilt
Satz 40. (a) = K[zy, ..., z,] sei ein P-Ideal. Dann gilt:
(a) ist Hauptideal < (a) ist ungemischt A Dim (a) =n — 1. (86)

Wir stellten im zweiten Kapitel fest, daB die effektive Durchfithrung der Primir-
komponentenzerlegung und mithin auch die daraus folgende Entscheidung iiber
Gemischtheit und Ungemischtheit: des betreffenden P-Ideals oder H-Ideals nur in
besonderen Fillen méglich ist. Daher ist es von Bedeutung, hinreichende Bedingungen
fiir die Ungemischtheit von P-Idealen und H-Idealen angeben zu konnen. Die Sitze
39 und 40 stellen eine erste derartige Bedingung dar, die wir durch die Begriffe
,,Jdeal der Hauptklasse* und ,,perfektes Ideal* im folgenden abschwichen werden.

416. Dimension von (a, ) fir H-ldeale

Der folgende Satz 41 wurde erstmals von vAN DEB WAERDEN bewiesen (vgl. [5],
Satz II); fiir weitere Beweise sei auf ZARISET und SAMUEL [1], p. 207, Theorem 27,
S. Lane [1], p. 38, Corollary, O.-H. KELLER [2], S. 153, Satz 44, und die Dissertation
von RENscHUCHE [1], 8. 10, Satz 3, verwiesen.

Satz 41 (Allgemeiner Dimensionssatz). Sind a, b H-Ideale aus K[z,, 2y, ..., Zy]
mit Dima =d, Dimb = § :=n — g, s0 st

Dim (a,b) =d — g. (87)

Beweis. Auf den vollstindigen Beweis soll hier verzichtet werden; wir wollen
immerhin zeigen, wie (87) auf den Fall zuriickgefiihrt werden kann, da8 a und b
prime H-Ideale sind. Dazu wenden wir wieder

Rad (a + b) = Rad (Rad a) + (Rad b))
aus Kap. 1, (100), und
Rad ((a; n az), a;) = (Rad (a5, a3)) n (Rad (as, 05))
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aus Kap. 1, (114), mehrmalsaufa =q; n--- n gy und b = §, n --- n §; an und haben
damit

Rad (a,b) = Rad (9;, ;) 0 --+ n Rad (94, Fy)
n Rad (pz, By) n --- n Rad (p,, bp)

n Rad (pe, B1) n -+ 0 Rad (pg, Ba)- (88)

Aus (88) und wegen Dim a = Dim Rad a nach (12) folgt, daB es also geniigt, (87) fiir
zwei homogene Primideale p, § zu beweisen. Dann gilt sogar der etwas schiirfere

Satz 42. Sindyp und p zwei homogene Primideale aus K[z,, z,, ..., z,] mit Dim p =d,
Dimp =8:=n — g, so0 gilt

Dim (p, §) = d — e A (p, P) pseudogemischt fiir Dim (p,) =d —o.  (89)

Zum Beweis verweisen wir auf die anfangs genannten Autoren; insbesondere die
Aussage der Pseudogemischtheit ist schwieriger zu beweisen; fiir den Spezialfall
p = (F) fithren wir den Beweis in 4.21. Allgemein gilt Rad (p, F) = g (Rad (p, F)).

In geometrischer Sprechweise lautet Satz 42 — wenn wir die kiirzere Bezeichnung
,Varietdt” anstelle von ,,Nullstellengebilde eines Primideals benutzen und
NG (a,b) = NG (a) n NG (b) gemii Kap. 5, (75), beachten — folgendermaBen:

Im n-ds ionalen projektiven Rawm ist der Schnitt zweier Varietiiten der Dimen-
sionszahlen d und 6, falls er existiert, mindestens von der Dimension d + 6 — n und
enthilt keine Komponenten von kleinerer Dimension als d + 6 — n.

Denn die Beziehung Rad (p, P) = gy.,(Rad (p, )) besagt, daB die isolierten Pri-
miirkomponenten von (p,p) mindestens die Dimension d —p =d — (n — é)
=d + 6 — n haben.

417. s = rfir H-ldeale, H-ldeale der Hauptklasse

Es sei (F,, ..., F,) die Minimalbasis eines H-Ideals a = K[y, 2y, ..., %,] der Dimen-
sion d =7 — r, also der Kodimension r. Nach Satz 17 ist Dim (F;) = — 1; aus
(77) folgt nacheinander Dim (F;, Fy) =n — 2, Dim (Fy, Fo, Fy) =n—3, ...,
Dim (F,,...,F) =n —4, ..., schlieBlich

d =n — r =Dim a = Dim (F,,...,F,) =n —s,

alson — r = n — s, mithin —r = —s, also gilt der
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Satz 43. Ist a = K[z, 2y, ..., 2,] ein H-Ideal der Kodimension r mit der Minimal-
basis a = (F,, ..., F,), so gilt

s=r. (90)

Mit (90) ist ein wesentlicher Unterschied zur linearen Algebra zu verzeichnen, bei
welcher stets s = r gilt und der Rang r oftmals durch r = ¢ sogar definiert wird. DaB
der Fall s > r auftritt, ist am schnellsten wohl durch Bildung von Idealpotenzen
(vgl. Kap. 1, (72)) einzusehen; aber selbst bei Primidealen kann der Fall s > r auf-
treten; wir betrachten wieder einmal unser laufend als Beispiel benutztes primes
H-Ideal p = (Fy, Fy, Fy, F,) = K[z, %;, %3, 23] mit

Fy = mypy — 212y, Fp = 2%y — 1%, Fy = 0o2,® — 2,205, Fy = 2,252 — 75°

mit n =3,d =1, r =2, 8 =4. Wir werden in 4.27. noch ausfiihrlicher hierauf
eingehen und zeigen, daB selbst bei Primidealen s beliebig groB werden kann.
Jedenfalls ist das Auftreten des Gleichheitszeichens in (90) eine Ausnahme, die eine
Definition rechtfertigt.

Definition 9. Ein homogenes oder inhomogenes Polynomideal a bzw. (a) heiBt
ein Ideal der Hauptklasse r oder kurz Houptklassenideal, wenn es die Kodimension r
und eine r-gliedrige Basis besitzt. Ideale der Hauptklasse 1 heiBen Hauptideale.

Theoretisch 148t Definition 9 die Moglichkeit offen, daB eine Basis minimaler
Léange des vorgelegten Ideals aus weniger als r Elementen besteht. Aus (90) folgt, daB
dies fiir H-Ideale nicht eintreten kann (fiir P-Ideale vgl. 4.25.); wir haben also den

Satz 4. Ein H-Ideal a = K[z, 24, ..., %,] der Kodimension r ist genau dann ein
H-Ideal der Hauptklasse r, wenn jede Basis minimaler Linge aus genau r Elementen
bestehi :

a= (... .F,) ist H-Ideal der Hauptklasse r R o1)
AFy, ..., F, ist Basis minimaler Linge.

Von Wichtigkeit erweist sich ferner
Satz 45. Ist a = (Fy, Fy, Fy, ..., F,) = K[y, 2y, ..., %,] ein H-Ideal der Haupt-
klasse r, so gilt:
(Fy) ist Hauptideal,
(Fy, Fy) tst H-Ideal der Hauptklasse 2,
(Fy, Fy, Fy) ist H-Ideal der Hauptklasse 3,
(F1, Fy, ..., F,,) ist H-Ideal der Hauptklasse r — 1, kurz:
a = (Fy, ..., F,) ist H-Ideal der Hauptklasse r
= a=(Fy,..., F;) ist H-Ideal der Hauptklasse © 92)

fir i=1,2,...,r—1.
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Beweis. Tritt in der Folge der Ungleichungen
Dim (Fy) =7 — 1, Dim (F), F;) =2n—2, Dim (Fy, F, F3) =n —3,...

an irgendeiner Stelle das >-Zeichen auf, so nach (77) auch an allen folgenden. Damit
also
Kodim a = Kodim (F,, ..., F,) =r, also Dim (F,, ..., F;) =n —r

ist, muB (92) gelten, q. e. d.
Fiir inhomogene P-Ideale der Hauptklasse ist (92) nicht immer erfiillt, vgl. 4.25.

4.18. Schnellbasen von H-ldealen
Definition 10. Ist a ein H-Ideal aus K[z, 2y, ..., Z,] mitDima =d =n — r, so
heiBt eine Basis von a der Gestalt
a = (Fy, ovo, Fyy Frugy ooy Fy) mit Dim (Fy, ..., ;) =Dima =n—r (93)
eine a-Schnellbasis.
Wir beweisen nun den

Satz 46. Zu jedem H-Ideal a — K[y, @, ..., @,] mit der Minimalbasis (Fy, ..., F,)
und Dim 6 =d = n — r gibt es mindestens eine a-Schnellbasis (Fy, ..., Fy, Fry1y..0y Fy),
die also wiederum Minimalbasis ist und bei welcher F, ..., F, von mdglichst geringem
Grad sind.

Beweis. Die Elemente der Minimalbasis seien so geordnet, daB (vgl. Kap. 1, (33))

W(F) S MFa) < - S h(F,) (94)
gilt. Wir setzen dann
Fy:=Fy; (95)

dann ist Dim (F;) = n — 1. Ist nun Dim (¥, F,) = n — 2, so setzen wir Fy = F,.
Andernfalls existiert ein Index j; mit -
Dim (F,, F,, ..., Fz) =n — 1 und Dim (Fy, Fo, o0, Fj, Fig) =n — 2,
(96)
und wir machen den Ansatz

Fa = G21F1 + GzzF_z L o Gzi. F—y.'l‘ lz.l,ﬂ Fi.ﬂ mit 12-!. s € K
97)
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und bestimmen Gay, Gy, -+, Gajys Azsjyn 80, dall Fp eine Form wird und
Dim (F,, F,) = n — 2 ist. Dies ist nach (77) stets moglich, da K unendlich viele
Elemente hat. Damit F, Element eines der Primideale von (F) ist, miissen seine
Koeffizienten endlich vielen Gleichungen geniigen (das sind die ,,Hilbertschen Glei-
chungen®, auf die in Kapitel 8 eingegangen wird); man braucht also die Koeffi-
zienten von Gy, ..., Gp;, und den Wert 2 ., nur so zu wihlen, daB keine dieser
Gleichungen erfiillt ist, was bei endlich vielen Elementen stets moglich ist.

Ist nun Dim (F,, Fy, Fg) =n — 3, s0 setzen wir Fy = Fy. Andernfalls existiert
ein Index j3 > jp mit

Dim (F,,...,F;) =n—2 und Dim (Fy, ..., Fj, Fj) =n — 3; (98)

wir machen den Ansatz
Fy = Gy Fy + GuoFfy + - + Gs.i. F;, + ;'8.],+1FI.+1 mit 4,;4 € K (99)

und bestimmen Gy, Gsy, - .., Gaj,, Ag,ju1 50, daB Fy eine Form wird und die Beziehung
Dim(F,, F,, Fy) =n — 3 gilt. Jetzt sind die Gy; und 43,54, gemdB (77) so zu be-
stimmen, daB F, in keinem (n — 2)-dimensionalen Primideal von (F,, Fy) aufgeht,
was wiederum auf die Vermeidung von Werten hinausliuft, die endlich vielen Be-
dingungsgleichungen geniigen; dies ist wiederum mdglich, da K unendlich viele
Elemente hat.

So fahren wir fort bis

Dim (Fy,...,F;) =n—r+1 und Dim(Fy,..., F,,Fin)=n—r
(100)
und setzen

Fo=GuFy+ -+ G F; + hjyFj mit Ay € K. (101)

Dann kénnen wir Gy, ..., Grjy, Ar,j+1 50 bestimmen, daB Dim (F,, ..., Fy) =n —r
= Dim a ist. Somit haben wir die Schnellbasis

(Fy5 eees Fr;FZs seey Fj.+z; veey F_;,, F—j.+2: veey F-,',, F_/,nx ---:F.): (102)

welche wegen (95), (97), (99), ..., (101) zur Ausgangsbasis (Fy, ..., F,) idealiqui-
valent ist. Da (F, ..., F,) als Minimalbasis vorausgesetzt war und (102) ebenfalls
aus s Elementen besteht, ist auch (102) eine Minimalbasis, q. e. d.

Wir werden im folgenden Schnellbasen bei der Abschitzung der Linge der Sy-
zygienkette nach unten bendtigen (vgl. Kap. 5); sie wurden von RENSCHUCH zu Be-
rechnungen bei Verallgemeinerungen des Bezoutschen Satzes eingefiihrt (vgl. [1]).
Die Bezeichnung ,,Schnellbasis** wurde von O.-H. KELLER vorgeschlagen.

So vorteilhaft Schnellbasen fiir diese Beweise auch sein mogen, so zeigen bereits
die Ansitze (97), (99), ..., (101), daB die Elemente der Schnellbasen von kompli-
zierterer Bauart sein kénnen. So sind die nach Anwendung des GauSschen Algorith-



162 4. Di ionstheorie der Poly ideale

mus gewonnenen Minimalbasen, u. a. von Eliminationsidealen, im allgemeinen keine
Schnellbasen. Bei Potenzproduktidealen bedeutet der Ubergang zu Schnellbasen,
daB man nicht nur Potenzprodukte, sondern mehrgliedrige Polynome in die Basis
aufnehmen muB; als Beispiel betrachte man (242;, %os, €:2;).

' 4.19.  Gemischtheit von (a, F) bei a: (F) = a und Gemischtheit von a

Der folgende wichtige Satz stammt von GROBNER (vgl. [2], 135.8).

Satz 47. Ist a < K[wg, 24, ..., ,] ein d-dimensionales (d = 1) gemischtes H-Ideal,
bei dessen Primdrkomponenten die Dimension é mit 0 < 6 < d als kleinstmégliche Di-
mension aufiritt, und ist F eine Form mit a : (F) = a, so ist (a, F) von der Dimension
d — 1 und ebenfalls gemischt, und zwar ist die kleinstmogliche Dimension der Primir-
komponenten hichstens 6 — 1.

Setzen wir r = n — d, so bedeutet dies formelmaBig:

r<es=nara=gya)Aacge(a)aa:(F)=a
= V(@) = 6ol F) A (0, F) & gesiaa(e, F) (108)
=1
und damit gleichwertig:
r<es=nAa=gyla) Aac g (a)ra:(F)=a (104)
= (a, F) = go(a, F) A (a, F) S goui(a, F).

Beweis. Wegend = 1ist § = 0, also o < » und damit a = gn(a), mithin besitzt a
nach (60) keine triviale Komponente, so daB Formen F mit q : (F) = a existieren;
nach (78) ist dann

Dim (a, F) =d — 1. (105)

Esist nachzuweisen, daB (a, F) eine Primirkomponente besitzt, deren Kodimension
mindestens gleich ¢ + 1 ist. Die Radikalbildung Rad (a, F) = n Rad (Dix, F) ge-
méB (76) hilft uns dabei nicht weiter, da die Gemischtheit durch eingebettete Kom-
ponenten verursacht werden kann. — Nach Kap. 2, (51), galt doch:

b Sy, fiir wenigstens einx € (1,2,...,k) ©a:0>a. (106)
Wir wollen aus (106) eine Beziehung fiir die Dimensionszahlen von p und b her-
leiten. Ist b =y,, so ist Dimb = Dimyp,. Ist b —p,, so auch Radb = p,. Ist
Rad b =yp,, so ist wiederum Dim b =Dim p, . Ist Rad b — p,, so ist Dim b =Dim Pus
also Kodim b < Kodim p, . Insgesamt folgt also aus (106):

a:b>a=b Sp,=> Kodimb < Kodimp,. (107)
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Nach Voraussetzung existiert nun ein zu a gehoriges Primideal p der Dimension
6 =n — o, also der Kodimension g; wegen a : (F) = a ist dann F ¢ p; mithin hat
(p, F) nach (68) die Dimension 6 — 1, also die Kodimension ¢ 4- 1.

Es ist zu zeigen, daB es wenigstens eine Primérkomponente g, mit dem zugehérigen
Primideal p, von (a, F) mit Kodim (p, F) = ¢ + 1 < Kodim p, gibt. Nach (107)
geniigt hierzu der Nachweis von

(a, F): (p, F) > (a, F). (108)
Wegen Kap. 1, (139), geniigt es zum Nachweis von (108), die Alternative
(0, F): (p, F) = (a, F) . (109)

zum Widerspruch zu fithren.
Nach Kap. 1, (168), galt a: (b + ¢) = (a:b) n (a:c), also

(@ F): (0, F) = (0, F) :p) 0 (0, F) : (F)) = (@, F) :p
wegen (a, F) : (F) = (1) nach Definition des Idealquotienten. Zusammen mit (109)
gibt dies

(a,F):p = (a, F). (110)
Nach Kap. 1, (148), galt nun: a Sb=>a:c Sbh:c,alsoa:p S (a, F) : p; mit (110)
folgt daraus

a:p S (a, F). (111)
Andererseits ist (vgl. Kap. 2, (51))

a:p>oa. (112)
Also existiert eine Form F; mit F, € a:p und F, ¢ a; wegen (111) ist F; € (a, F),
also F, = A + F,F oder in Kongruenzschreibweise F, = F,F(a). F; € a:p be-
deutet Fip S a, mithin FoFp S a, also Fyp S a:(F); nach Voraussetzung war
abera: (F) = a, also ist F,p S aund damit F, € a:p. Weiterist F, ¢ a, denn wegen
F, = A + F,F wiirde andernfalls F; € a im Widerspruch zu F, ¢ a folgen. Wir
haben also:

(Frea:paFrdanFic (a6, F) = F, = F,F(a))

> (Faca:paFadanFc (o, F)=> F=FiF(a)= -
mit monoton fallenden Gradzahlen A(F,) > k(Fy) > h(F3) > ---, so daB wir schlieB-
lich nach endlich vielen Schritten zu F, =cmit ¢ € Kund ¢ 5= 0 und ¢ € (a, F) ge-

langen. Wegen ¢ = 0 ist, dann auch —.¢c=1¢€(a, F), also (a, F) = (1) im Wider-
spruch zu (105) und d = 1.
Also war die Annahme (109) falsch; mithin gelten (108) und (103), q. e. d.
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4.20. Ungemischtheit von H-ldealen der Hauptklasse

In diesem Abschnitt wollen wir schrittweise den angekiindigten Satz von MacATLAY
beweisen, daB jedes H:-Ideal der Hauptklasse ungemischt ist. Wir beweisen den Satz
zunéichst firn = 1.

Satz 48. In K[z, %] tst jedes H-Ideal o der Hauptklasse ungemischt.

Beweis. Entweder ist a = (F) ein Hauptideal der Dimension 0; nach Satz 39
ist a dann ungemischt. Oder es ist a = (¥, F,) = qp ein T-Ideal, welches ebenfalls
ungemischt ist, da kleinere Dimensionszahlen als —1 nicht erklért sind, q. e. d.

Nunmehr erinnern wir an das Dubreilsche Lemma von Kap. 3, Satz 45, und wollen
— wie im Kap. 3, (100) — mit Linearformen arbeiten. Dann gilt also:

a besitzt keine triviale Komponente <V a: (L) = a. (113)
L
Wir machen nun fiir L den Ansatz
L = gy + tyay + -+ + (114)
mit zundchst unbestimmten Koeffizienten g, %y, «.., %y.
Besitzt a eine triviale Komponente, so gehen wir gema8 (53) zum Grundideal g.(a)
iiber, welches keine triviale Komponente mehr besitzt, ebenso wie die Grundideale
8r-1(a); Gn-2(®); -5 Bn-ta-1)(8) = Gr+1(0), Ba-a(0) = gr(a);
wir haben also
Satz 49 (Verallgemeinertes Dubreilsches Lemma.).} Fiir  jedes H-Ideal
a = K[z, 24, ..., Z,] existiert wenigstens eine Linearform L mit
8ril@) : (D) = guila)  fir i =0,1,...,d. (115)
Wir benstigen diese Uberlegungen zum Beweis von
Satz 50. In K[z, 2y, ..., x,] besitzt jedes H-Ideal a der Hauptklasser firl <r <n
keine triviale Komponente.

Beweis. Zur Einschrinkung fiir r bemerken wir, da r =1 generell wegen
d<n—1 gilt; r < n muB gefordert werden, weil r =n 4 1 gerade d = —1 be-
deutet, d. h., a wire ein 7-Ideal.

Fiir n = 1 ist die Behauptung richtig nach Satz 48.

Wir bendtigen jetzt das Grébmersche Kriterium fiir triviale Komponenten von
Kap. 3, (102), Satz 47: Ist a = K[w,, 24, ..., #,] ein H-Ideal, so gilt:

a besitzt eine triviale Komponente < Es existiert wenigstens eine Form

F(%g, @1y o0y @) Mit FéanzFcary,FeEan...nz,Fea;



4.20. Ungemischtheit von H-Idealen der Hauptklasse 165

fiir F gilt auch
(ug%o + ity + -+ + uyz,) F€ a und F ¢ a, (116)
sogar mit unbestimmten Koeffizienten u, %, ..., %n.

Wir nehmen jetzt indirekt an, a = (¥4, ..., Fy,, F,) besiBe doch eine triviale
Komponente. Wir kénnen dann in (114) die u, %, ..., %, 50 wihlen, daB (115) gilt.
Besonders giinstig wire die Giiltigkeit von (115) fiir L = =,. Ist diese nicht ge-
geben, so nehmen wir die lineare Variablentransformation

X, =2y,
Xy =%
L= (117

Xy = Ug®o + h® + *++ + U@
vor, durch welche

ainb < K[X, Xy, ..., X,] mit b = (G4, ..., Gry, Gy),

F(xg, @y, -0y Zy) In F Xy, Xy, ..., Xp)
und )

L = ugg + uy®y + -+ + Un®y in X,
iibergehe. Mit a beziiglich y, 2y, ..., #, hat dann auch b beziiglich X, X, ..., X, eine
triviale Komponente und umgekehrt; mit Dim a =d = n — r ist auch Dimb =d
=n — r und umgekehrt; mit o ist auch b ein H-Ideal der Hauptklasse und
umgekehrt; F ¢ a ist mit @ ¢ b gleichwertig. In K[X,, X, ..., X,] haben wir also:

¢¢v, (118)

X,Geb; (119)
ferner folgt aus (115) fiir s =0

8:(6) : (X) = g+(b)- (120)
Aus (120) folgt wegen (77)

Dim (b, X,,) =d — 1. (121)
Wegen b = (G4, ..., Gy, G) lautet (119) ausfithrlich

X,G = H,Gy + HyGp + -+ + H,,G,, + H,G,. (122)

In (122) wollen wir nun auf beiden Seiten X, = 0 setzen; wir fithren dann folgende
Abkiirzungen ein:

Hy(Xo, s Xpt) 1= Hi(Xo» Xy oeoy Xy 0) fiiT 6 =1, .00, 7 (128)
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und _

Gi(Zgy eees Xna) 1= Q( X, Xy ooy Xy, 0) fiir 6 =1, .., 7. (124)
Damit folgt aus (122)

0=H,6,+HG, + -+ H,.G,s + HG,. (125)
Es sei nun

b:=(Gy ..., Groy, Gp) = K[ Xy, ooy Xl (126)

dann ist § in K[X,, ..., X,] ein H-Ideal, und wegen (124) ist (b, X,) = (6, X,) in
K[ Xy, .., X1, X,], also

b= (6, Xo) 0 K[Xo, ..., Xl (12m

wegen (121) folgt daraus Dimb =d — 1, also Kodim b = (n — 1) — (d — 1) =,
mithin Kodim b = Kodim b, also ist b in K[X,, ..., X, ] ein H-Ideal der Haupt-
klasse r.

Alle diese Uberlegungen dienen dem Beweis des Satzes von MACAULAY, daB jedes
H-Ideal der Hauptklasse ungemischt ist. Der Beweis dieses Satzes wird durch voll-
stindige Induktion nach # erfolgen, wobei der Induktionsanfang fiir » = 1 durch
Satz 48 gegeben ist. Wir wollen an dieser Stelle von der Induktionsannahme Ge-
brauch machen. Dies besagt also, daB Ideale der Hauptklasse in #,, ..., %,;, also
auch in den transformierten Variablen X, ..., X,_;, ungemischt sind.

Mithin ist also b = (G, ..., Gr1, ;) ungemischt mit Dim b =d — 1. Nach (92)
ist auch (Gy, ..., G,_;) ein H-Ideal der Hauptklasse aus K[X,, ..., X,;] und mithin
nach Induktionsannahme ebenfalls ungemischt mit der Dimension

m—1)—(r—1)=n—r=d.
Aus (79) folgt damit

@5y Gra) 1 (Gr) = (@y -0, Gry)- (128)
Aus (125) folgtnun H,G, = —H,G, — --- — H,,G,;, also H, € (G, ...,G,1): (G,)
und mit (128)

H, e (@ .., Grm), (129)
also _ _ _

Hy=A4,6,+ -+ + 4;,1G,n mit 4y € KX, ..., Xpq], (130)
folglich

H, = 4,6, + -+ Ar.r-—lGr—l + B.X, mit B € K[X,,...,X,]
In (122) eingesetzt, gibt dies (131)

X,,G = (Hl + GrAn) Gl + e+ (Hr—l + GrAr.r—l) G, -1+ G,.B,.X,.,
also.

Xu(@ — B,G) € (G, Gy, .-, Gry). (132)
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Jetzt konnen wir mit (132) dieselben Uberlegungen anstellen wie mit (122) und er-
halten entsprechend

Xn(G - BrGr = Br—l r—l) € (Gp Gz; s Gr—z)

schlieBlich

X,(@ — B,G, — B,_,G,; — -+ — B;Gy) € (Gy), (133)
genauer

X,(G — B,G, — .-+ — B,G,) = H,G,. (134)

Aus (134) folgt, wenn wir X, = 0 setzen, 0 = H,G,. Folglich muB einer der beiden
Faktoren 0 sein. Wegen (117) ist Gy = PX, und @, =0 unmdglich, also ist

H, =0und H, = B,X,, folglich X,(@ — B,G, — .- — B,&,) = B,G,X,, folglich
Xu(G — B,G, — --+ — B,Gy, — B,G4) =0. Wegen (117) folgt X, 30 und also
@ = B\, + -+ + B,G,, mithin wegen b = (G4, ..., G,) also G € b im Widerspruch
zu (118).

Also war die Annahme, daB a eine triviale Komponente besitzt, falsch, und Satz 50
ist damit endlich bewiesen.
Wir kommen nun zum eigentlichen ,,unmixnedness theorem‘‘ von MacaULAY.

Satz 51 (Satz von Macavray). In K[z, y, ..., z,] ist jedes H-Ideal a der Haupt-
klasse ungemsscht.

Beweis. Ist r = n — d die Kodimension von a, so ist die Behauptung jedenfalls
richtig fiir » = n 4 1, denn das sind gerade T-Ideale gy. Ferner ist der Satz nach (83)
Satz 39, richtig fiir Hauptideale, also fiir r = 1.

Wir beweisen nun den Satz — wie angekiindigt — durch vollstindige Induktion
nach z.

Fiir » = 1 ist die Behauptung nach Satz 48 richtig.

Induktionsannahme: Der Satz ist fiir K[w,, ..., #,,] richtig. Daraus konnte
nach Satz 50 bewiesen werden, daB a keine triviale Komponente besitzt, womit
(neben den anfangs diskutierten Féllen » = 1 und r = » + 1) der Beweis auch fiir
r = n (also d = 0) bereits erbracht ist.

Wir kénnen also 2 < r < n — 1 voraussetzen. Angenommen, a = (Fy, ..., F,) mit
Dima =d =n — r wire gemischt mit einer Primidrkomponente der Dimension
8 <d und der Kodimension o =n — 6 >n —d =r, also ¢ > r; nach Satz 50
besitzt a keine triviale Komponente, und mithin existiert eine Form F,,, mit
a: (F,,) = a, und nach (103) hat (a, ;) eine Primirkomponente der Dimension
8 — 1, also der Kodimension ¢ + 1. Wegen a : (Fyy;) = a ist Dim (a, F,,;) =d — 1
nach Satz 36 und mithin wiederum ein H-Ideal der Hauptklasse und nach Satz 50
ebenfalls ohne triviale Komponente, mithin kénnen wir das Verfahren mit einer Form
F,iy mit (a, Fryy) : (Fria) = (a, Fy,;) fortsetzen. So finden wir schlieBlich eine Form
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Fpis41 mit

(0 Frozy oves Frag) : (Frager) = (0, Fraay ooos Friy)
und
Dim (@, Freas ++es Friogs Frager) = Dim (Fy, oo, Fry Fraay oooy Frig)

=d—(64+1)=d—6—-1=0
wegen 6 < d, also 8 < d — 1. Mithin gilt
Kodim (Fy, .., Fpygy) =n— @d— 86— 1) =7+ 6 + 1. (135)

Nach (103) hat dann (Fy, ..., Fys) eine Primérkomponente der Dimension 6 — 6 —1,
also der Kodimension g + & + 1, also eine triviale Komponente. Dies ist aber nach
Satz 50 unméglich, da (F, ..., Fr.s1) wegen (135) ein H-Ideal der Hauptklasse

r+ 6+ 1ist.
Also war die Annahme, daB a = (FY, ..., F,) gemischt ist, falsch, womit der Satz 51
von Macauray endlich bewiesen ist.

Aus Satz 51 folgt unmittelbar

Satz 52. Ist a = K[z, @y, ..., %] ein H-Ideal und F(x,, @y, ..., ¢,) eine Form, so
gilt:
a ist H-Ideal der Hauptklasse rna: (F) =a
= (a, F) ist H-Ideal der Hauptlklasse r 4- 1. (136)

Von Satz 52 gilt auch die Umkehrung:
Satz 53. Ist a = K[z, 21, - .., 2,] ein H-Ideal und F(%y, %y, ..., &,) eine Form, so
gilt:
a: (F) = an(a, F) ist H-Ideal der Hauptklasse r 4 1
= a ist H-Ideal der Hauptklasse r. (137)
Der Beweis soll hier nicht ausgefiihrt werden; fiir einen Beweis des Verfassers
unter Benutzung der Syzygientheorie sei auf RENSCHUCH [4] verwiesen.
Aus dem Beweis von Satz 51 ergab sich ferner
Satz 54. Es sei a = K[z, xy, ..., z,] ein H-Ideal der Hauptklasse r =n — d,
ferner seien Fy, ..., Fq Formen aus K[z,, %y, ..., 2,] mit
a:(Fy) =a,

(a, Fy) : (Fy) = (a, Fy), (138)

Dann gilt: Fiir alle Formen Fy, ..., Fy, fiir welche (138) gilt, besitzt (a, Fy, ..., Fy) keine
triviale Komponente.
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Von Satz 54 gilt keineswegs die Umkehrung: Wenn (a, F, ..., Fy) keine triviale
Komponente besitzt und (138) erfiillt ist, braucht a kein H-Ideal der Hauptklasse
zu sein; vielmehr ist dadurch eine umfassendere Klasse von H-Idealen gegeben, die
wir als perfekte Ideale bezeichnen werden.

4.21.  Pseudogemischtheit von ((p), f) und (p, F)

Wir wollen in diesem und dem folgenden Abschnitt Sitze der Art von Satz 52 ver-
allgemeinern.

Satz 55. Ist (p) = K[y, ..., x,] ein inhomogenes Primideal und f € K[z, ..., #,]
ein Polynom, so gilt

(), f) ist stets pseudogemischt. (139)

Beweis. Die Behauptung ist richtig fiir f € (p) und ((p), f) = (1); von den beiden
Fillen beim Beweis von Satz 32 fiir f ¢ (p) bleibt also nur der erste Fall mit den zwei
Moglichkeiten zu untersuchen. Bei der ersten Moglichkeit lieB sich aus f(¢y, ..., ts) = 0
gemiB (67) 0.B.d.A. ¢; durch ¢, ..., #;; ausdriicken; alle auftretenden allgemeinen
Nullstellen sind also (¢ — 1)-dimensional bei Dim (p) = d; mithin ist Rad ((p), f)
ungemischt (d — 1)-dimensional, also ((p), f) pseudogemischt. Bei der zweiten Mog-
lichkeit war f(f;, ..., ) = f(ts) =0, also f; = const = {¢;, ¢s, ..., ¢;}; mithin sind
wiederum alle auftretenden allgemeinen Nullstellen (¢ — 1)-dimensional, also ist
Rad ((p), /) ungemischt und ((p), f) pseudogemischs.

Entsprechend verlduft der Beweisgedanke im homogenen Fall, nur dafB bei der
zweiten Moglichkeit wegen der Homogenitéit nur der Fall #; = 0 in Frage kommt.
Es gilt also der

Satz 56. Ist p — K[z, 2y, ..., z,] ein primes H-Ideal und F(z,, %y, .., %,) eine
Form, so gilt:
(p, F) ist stets pseudogemtschi. (140)
Satz 56 kann leider nicht dahingehend verschiirft werden, daB (p, F) ungemisch ist.
Um ein Gegenbeispiel zu konstruieren, gehen wir wieder einmal von dem Primideal
off = (Fy, Fy, Fy, F,) = Ko, 21, %55 23]
aus mit F; = g2y — 32y, Fy = 220, — 2,3, Fy = 22,® — %, Fy = 2,2,® — 2,° und wiihlen
F = z,. Nach Kap. 1, Satz 37, wird dann — wie der Leser nachrechnen mdge —

(057, 2y) = (%1, To®as T gy 2oTe 25) = (r1, Z2°) 1 (@s Tgs o) 1 (%o, To%a®s Z1r T’ %)

enthilt also eine triviale Komponente und ist mithin zwar pseudogemischt, aber nicht un-
gemischt. Auf die Existenz einer trivialen Komponente kann auch gemi8 Kap. 3, (102), Satz 47,

mit F = 24z, geschlossen werden wegen z,z, § (03, 2;) und 2@z, € (057, 2,) fiir § =0, 1,2, 3.
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4.22.  Pseudogemischtheit von (a, F) bei a:(F) = a und
Pseudogemischtheit von a

Hierfiir gilt der

Satz 57. Ist a = K[zy, 21, ..., @,] ein d-di ionales pseudogemischies H-Ideal
und F(,, i, ..., %,) eine Form mit a: (F) = a, so ist (a, F) ein (d — 1)-dimensionales
pseudogemischtes H-Ideal.

Beweis. Die Dimensionsaussage folgt aus (78). Geméd8 Kap. 3, (82) und (83), sei
nun

A= 0 00mN Gmsx 0=+ N g,
Qs +++» G isOliert, Gmyy, ..., q; eingebettet, also Rad a =, n--- n P, ; somit ist
Rad (a, F) = Rad (p;, F) n--- n Rad (P, F). (141)

Aus a:(F)=aqa folgt Féyp,,...,F¢p,; nach (140) sind Rad (p, F), ...,
Rad (b, F) alle (d— 1)-dimensional ungemischt, also auch Rad (a, F); mithin ist
(a, F) pseudogemischt, q. e. d.

Bei diesem Beweis wurde nur F ¢ py, ..., F ¢ p,, benutzt, was nach Kap. 3, (83),
und Kap. 2, (46), mit (Rad a) : (F) = Rad a gleichwertig ist; es gilt also sogar der

Satz 58. Ist a = K[xg, 4, ..., 2,] ein d-dimensionales pseudogemischtes H-Ideal
und F(%,, @, ..., ) eine Form mit (Rad a) : (F) = Rad a, so ist (a, F) ein (d — 1)-
dimensionales pseudogemischtes H-Ideal.

Die geometrische Interpretation von Satz 58 méchten wir dem Leser iiberlassen.

DaB aus der Ungemischtheit von a bei a : (F) = a nicht auf die Ungemischtheit
von (a, F') geschlossen werden kann, zeigte bereits das Beispiel im AnschluB an
Satz 56. H-Ideale a mit dieser Eigenschaft werden die schon einmal angekiindigten
»perfekten Ideale sein. Es ist jedoch nicht méglich, daB folgender Fall eintritt:
a pseudogemischt, aber nicht ungemischt, ferner a : (F) = a und daraus (a, F) un-
gemischt folgt. Dies nimlich stiinde im Widerspruch zu Satz 47.

4.23.  Zur Ubertragbarkeit auf P-Ideale

Da in (75) der Fall Dim ((a), ) < d — 1 eintreten kann, konnen die Sitze 47, 57
und 58 im Gegensatz zu Satz 55. nicht auf inhomogene P-Ideale iibertragen werden

Daher sind zu den Beweisen der auch im inhomogenen Fall giiltigen Sitze 51
und 43 in 4.25. andere Methoden erforderlich.
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Am naheliegendsten mdchte es scheinen, von P-Idealen zu dquivalenten H-Idealen
iiberzugehen, mit letzteren zu rechnen, schlieBlich #, = 1 zu setzen und somit zum
inhomogenen Fall zuriickzukehren. Der letzte Schritt ist dabei gewi8 unproblema-
tisch, denn ein H-Ideal §) der Hauptklasse r aus K[z, %, ..., Z,] mit 2,% ¢ § fiir alle
x € N* geht nach Setzen von z, = 1 in ein P-Ideal der Hauptklasse r in K[z,, ..., ,]
iiber.

Anders liegen die Dinge beim Ubergang von P-Idealen zu équivalenten H-Idealen.
Hier gilt der

Satz 59. Beim Homogenisieren von inh P-Idealen aus K[z, ..., z,] in
dquivalente H-Ideale aus K[z, %1, ..., x,] gehen diber:
— Durchschnittsdarstellungen von P Idealen in Durchschnittsdarstellungen fir H-
Ideale,
— ek g P" x s 7, in b, g P,’.' ol 71,
— inhomogene Primirideale in homogene Primdrideale,
— inhomogene quasiprimire Ideale in homogene quasiprimdre Ideale,
— d-dimensionale P-Ideale in d-dimensionale H-Ideale,
— ungemischte P-Ideale in ungemischte H-Ideale,
— pseudogemischte P-Ideale in pseudogemischte H-Ideale,
- yemwchte P-Ideale in gemwchte H-Ideale,
_ Hauptideale in h g Haugptideal
Jedoch gehen P- Ideale der Hauptklasse r = 2 im allgemeinen nicht in H-Ideale der
Hauptklasse iiber.

Beweis. Die positiven Aussagen folgen unmittelbar aus der Definition des dqui-
valenten H-Ideals gemiB Kap. 1, Definition 30. Fiir die letzte Aussage geben wir
zwei Beispiele.

Das erste Beispiel hatten wir bereits an zwei Stellen des ersten Kapitels herangezogen. Im
AnschluB an Kap. 1, Definition 26, betrachteten wir als zweites Beispiel das P-Ideal (a) = (f;, f5)
aus K[z, 2y, 23] mit f, = 2,2, f, = %3 + 2,25 Der Leser moge schnell nachpriifen, da8 hierd = 1
ist. Wegen n = 3 ist also r = d =2, also (a) ein P-Ideal der Hauptklasse 2. Wie in 1.16.
festgestellt wurde, ist jedoch das dquivalente H-Ideal aus K[, #;, %, 5] durch a = (Fy, Fy, Fy, F,)
gegeben mit Fy = .2, Fy = 242, + 2,25, Fy = 2,25, Fy = %

Als zweites Beispiel zeigen wir, daB das von uns wiederhols
by = (Fy, Fy, Fy, F,) aus K[z, 2y, 7, 73] mit

t betrachtete h Primideal

Fy = oy — 212y, Fy =0 — 2, Fy=ag2,® — 2%, Fy= 2z —
das dquivalente H-Ideal eines P-Ideals der Hauptklasse ist. Setzen wir nimlich z, = 1, so erhalten
wir

h=2s—z@, h=m—a’ fi=2—0%,, f[=22—2
und f; und f, lassen sich durch f, und f, ausdriicken mit

fi=mafy — 2%y und  fy = @ (25 + 22) f — 2o%as
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v{} ist also das équivalente H-Ideal zum inhc primen Hauptkl ideal (fy, fo). Wir
werden in 4.27. zeigen, daB es fir die Anzahl der Elemente der Minimalbasis eines zu einem
Hauptklassenideal dquivalenten H-Ideals keine obere Schranke gibt.

Die Minimalbasis des équivalenten H-Ideals kann also beliebig mehr Elemente
enthalten als die Basis des inhomogenen Ausgangsideals. Aber auch der umgekehrte
Fall kann durchaus eintreten, nimlich dann, wenn vom inhomogenen Ausgangsideal
(a) = K=, ..., x,] zwar eine Minimalbasis, jedoch keine Basis minimaler Liinge vor-
gegeben ist. Man betrachte hierzu die durch Kap. 1, (21) und (22), gegebenen P-
Ideale mit dem #quivalenten H-Ideal a = (2y, 2, #5) = K[o, &, ;, %3], Welches bei
Enthomogenisierung (z, = 1) in (2, @y, #3) = K[a,, 25, ;] iibergeht und mit (21)
und (22) iibereinstimmt, wie im AnschluB an (21) und (22) im Kapitel 1 gezeigt wurde.
Die Bildung des dquivalenten H-Ideals diente hier iiberdies zur Feststellung, daB es
sich bei Kap. 1, (21) und (22), um P-Ideale der Hauptklasse handelte.

SchlieBlich wollen wir noch erwiihnen, daB P-Ideale der Hauptklasse bei Bildung
des dquivalenten H-Ideals durchaus auch in H-Ideale der Hauptklasse iibergehen
kénnen. Das geometrisch einfachste Beispiel sind nulldimensionale inhomogene Prim-
ideale (p) = K[z, ..., #,], deren Nullstellengebilde nur aus einem Punkt (yy, ..., ¥,)
besteht ; mithin gilt

Satz 60. Nullds ionale inhomogene Primideale (p) aus K[z, ..., z,] haben die
Basisdarstellung
() = (@1 — Y1, o1 T — Yn), (142)

sind also P-Ideale der Hauptklasse n.

Durch Homogenisierung folgt aus (142) gemi8 Kap. 1, (38), (176), zunichst
P1 = (Yo — Y10, +++, Yon — Ya®o) Und P, : () =9, Wegen w, ¢ py; es ist also p,
das zu (p) dquivalente H-Ideal p aus K[z, ;, ..., 2,], und wir haben iiberdies den

Satz 61. Nulldi tonale homog Primideale p aus K[z,, @, ..., z,] haben die
Bastisdarstellung
P = (Ho%1 — 10, s YoTn — Yno) (143)

ind also H-Ideale der Hauptklasse n.

Aus (143) folgt, daB dann NG (p) nur aus dem Punkt (yo, gy, - .., Yp) Mit Yo = £,
besteht.

AbschlieBend verweisen wir nochmals auf die im Kapitel 1 im AnschluB an Satz 57
getroffene Feststellung, daB es H-Ideale gibt, welche zu keinem inhomogenen P-Ideal
dquivalent sind. Solche H-Ideale sind beispielsweise H-Ideale mit einer trivialen
Komponente, weil dann die Bedingung (178) von Kap. 1, Satz 58, wegen des Grob-
nerschen Kriteriums (8atz 47, (102) in diesem Kapitel) nicht erfiillt ist.
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4.24.  P-ldeale der Hauptklasse

In Satz 45, (92), hatten wir bewiesen: Ist a = (¥, ..., F,) ein H-Ideal der Haupt-
klasse r, so ist auch jedes der H-Ideale (¥, ..., F;) firi =1, 2, ...,r — 1 ein H-Ideal
der Hauptklasse . Fiir inhomogene P-Ideale der Hauptklasse ist dies nun leider
nicht mehr bei allen Basisdarstellungen richtig, wie das folgende Beispiel zeigt: Es sei

(0) = (2425 + @y, T + X3, T3) = (24, T, Tp)
aus K[z,, ,, z;]. Dann ist (a) ein P-Ideal der Hauptklasse 3, jedoch hat
(125 + @1, 2o2g + T2) = (xl(% + 1), ma(w3 + 1)) = (23 + 1) n (21, )

die Kodimension 3 — 2 = 1, ist also kein P-Ideal der Hauptklasse.
Es gilt jedoch der

Satz 62. Ist (a) = (fy, ..., fy) = Klzy, ..., 2,] ein P-Ideal der Hauptklasse r, so
existiert eine Basis (f1*, ..., f,*) derart, daf8

(F2*); (%5 F2*)s oems (B%5 v %), oos (h*5 v 1)
similich P-Ideale der Hauptklasse sind.
Beweis. Dazu machen wir den Ansatz
f* = aufr + aipfa + -+ + ayf,  fir i=1,2,...,r. (144)
Wir haben zu zeigen, daB wir die Koeffizienten a; € K so wihlen konnen, da gilt:
1. fi*, ..., fi* sind linear unabhingig firrs = 1,2, ...,r, also

det (ay) =0 (145)

und
2. (f*, ..., f*) sind fiir ¢ =1,2,...,r P-Ideale der Hauptklasse i. Nach Defi-
nition 9 hieB ein P-Ideal (oder H-Ideal) ein Ideal der Hauptklasse r, wenn es die
Kodimension r und eine r-gliedrige Basis besitzt. Bei H-Idealen fanden wir fiir die
Anzahl s der Elemente einer Minimalbasis in Satz 43, (90), die Ungleichung s = r;
fiir H-Tdeale der Hauptklasse galt also s = r. Da wir fiir P-Ideale (a) = (fy, ..., f¢)
die Ungleichung ¢ = r erst in 4.25. zusammen mit dem Ungemischtheitssatz werden
beweisen konnen, haben wir vorerst die Moglichkeit des Auftretens von inhomogenen
P-Idealen (fi, ..., f;) mit der Kodimension ¢ und # < r mit zu beriicksichtigen. Wir
konnen dann den ¢ Basiselementen f;, ..., fy noch r —¢ =1 iiberfliissige Basis-
elemente (beispielsweise Linearkombinationen von fi, ..., f;) beifiigen und hétten
dann wieder r Basiselemente. Damit wire die Definition 9 erfiillt; wir kénnen also
feststellen: Ein inhomogenes P-Ideal (a) = K[z, ...,%,] mit der Minimalbasis
(@) =(f1, .-+, f;) ist genau dann ein P-Ideal der Hauptklasse r, wenn Kodim (fy,...,f;) =



174 4. Dimensionstheorie der Polynomideale

gilt. Zum Beweis von 2. haben wir demnach
Kodim (f,*, ..., fi*) = ¢ (1486)
zu zeigen.

Fiir ¢ = 1 ist das richtig. Wir fiihren vollsténdige Induktion nach ¢ durch; es gelte
also Kodim (f;*,...,ff_;) = ¢ — 1. Gilt nun Kodim (f,*,...,f{_;) >¢— 1, also
Kodim (f*, ..., f*) = ¢, so wihlen wir f* linear unabhiingig zu f,*,..., ff_, und
haben damit 1. erfiillt. Ist hingegen Kodim (f,*, ..., ff_,;) =14 — 1, so wihlen wir f*
80, daB es in keinem (» — ¢4 1)-dimensionalen Primideal liegt; nach (75) ist dies mit

(9(-1(7‘1*; o f.“—l)) (¥ = gialh*s o0 fi2))

gleichwertig und ergibt (146) und zugleich die lineare Unabhingigkeit von f,*, ..., f*,
also schlieBlich die lineare Unabhéngigkeit von f,*, ..., ,*, q. e. d.

Bemerkung. Wegen (145) ist (a) = (f1, ..., fr) = (fi*, ..., /;*), und es sind auch
f1s ++es fr linear unabhéngig. Damit ist aber weder die Beziehung ¢ = r noch die
Minimalbasiseigenschaft von (f;, ..., f,) bewiesen. Aus der linearen Abhiingigkeit von
Basispolynomen folgt zwar, da$ diese keine Minimalbasis bilden kénnen ; umgekehrt
konnen jedoch iiberfliissige Basiselemente linear unabhéngig sein; beispielsweise sind
(vgl. 4.23. und 1.7.)

h=22 fo=a+ o5, f3=2a:, fi=2"
linear unabhéingig, aber es war fy = (—3) f + #1f2 und fo = afy + (¥ — 2125) fo,
also (a) = (fu, fas fo fa) = (fus fo)-
Bei H-Idealen ist die Anwendung der Begriffe ,linear unabhéngig* bzw. ,linear
abhiingig’* auf Formen gleichen Grades beschrinkt und daher von vornherein ein-

geschrinkt. Wir werden uns damit in den beiden néchsten Kapiteln iiber Syzygien-
theorie und die Hilbertfunktion beschéftigen.

4.25. Ungemischtheit von P-ldealen der Hauptklasse
und der Beweis von t = r fiir P-ldeale

Satz 63 (Satzvon Macavray). In K[z, ..., z,] ist jedes P-Ideal (a) der Hauptklasse
ungemischt.

Satz 64. Ist (a) = K[y, ..., z,] ein P-Ideal der Hauptklasse r, so ist in jeder Basis-
darstellung (a) = (f1, ..., f;) kein Basiselement tiberfliissig, d. h., alle Basen minimaler
Linge bestehen aus genaw r Elementen.

Zusatz. Der Leser moge hier die Formulierung der Voraussetzung besonders be-
achten. Wire (a) = (f;, ..., f;) mit # < r eine Basis minimaler Lénge fiir (a), so kénnte
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man nach dem Muster von Kap. 1, (21), (22), fiir (a) durchaus eine andere Minimal-
basis (a) = (g1, ..., g) angeben, bei der also kein Basiselement iiberfliissig ist, welche
jedoch wegen ¢ < r keine Basis minimaler Liinge ist. Daneben wiirde aber auch
die Basisdarstellung (a) = (fy, ..., fi, fes15 -+-, /) mit iiberfliissigen Basiselementen
fts1s -, f, existieren im Widerspruch zur hier ausgesprochenen Behauptung, da8 in
jeder Basisdarstellung (fy, ..., f,) kein Element iiberfliissig ist. Mithin bestehen alle
Basen minimaler Linge eines inhomogenen Hauptklassenideals der Kodimension
aus genau r Elementen.

Nach den Ausfiihrungen in 4.24. bedeutet dies, daB der Fall ¢ < r bei P-Idealen
niemals auftreten kann, d.h., auch fiir P-Ideale (a) = (fy, ..., fi) = K[y, «.., 4]
haben wir den

Satz 65. Ist (a) = K[z, ..., z,] ein P-Ideal mit Kodim (a) = r, so gilt fiir jede
Basisdarstellung (a) = (f1, ..., f;)

t=r. (147)

Beweis. Wir beweisen nun die Sitze 63 und 64 simultan durch vollstindige Induktion
nach n; im Verlauf dieses Beweises werden wir hier noch nicht angegebene Hilfs-
mittel und Ergebnisse aus der Literatur bendtigen. Leser, die daran weniger interes-
siert sind, kénnen diesen Beweis iibergehen.

Vorerst betrachten wir dazu einige Sonderfille.

a) r =mn. Ist (6) = (fy, ..., f,) ein P-Ideal der Hauptklasse n, so ist Dim (a) = n— n = 0;
da aber im inhomogenen Fall Null die kleinstmégliche Dimension ist, sind alle nulldimen-
sionalen P-Ideale ungemischt. Zum Beweis der zweiten Behauptung ist zu zeigen, daB der Fall
Dim (a) = Dim (f;, ..., f;) = 0, also der Fall Kodim (a) = Kodim (f;, ..., f,) =2 mit ¢ < n
unmoglich ist. Dies trifft zu, wenn ¢ = r fiir alle r < » bewiesen worden ist, weil dann der Fall
Dim (fy, ... fu—y) = 0, also Kodim (f,, ..., f,—;) = n, ausgeschlossen werden kann. Damit ist der
Beweis unserer Behauptung auf den Beweis fiir den Fall 7 < n zuriickgefithrt worden.

b) n = 1. Hier ist nur r = 1 und d = 0 méglich; das sind durchweg Hauptideale, welche nach
Satz 40, (86), ungemischt sind und nach Definition nur ein Basiseloment haben, also keine ver-
kiirzbare Basis besitzen kénnen. Wir hiitten dies auch als Spezialfall von a) ansehen kénnen.

¢) n=2. Fiir r =1 und d = 1 entstehen wieder Hauptideale. Fiir r = 2 und d = 0 liegt
wieder der unter a) behandelte Fall » = n vor, der schnell gesondert erledigt werden kann: Die
Ungemischtheit folgt wegen d = 0; die Basisverkiirzung ist unméglich, weil dann Hauptideale
entstehen wiirden, welche nach Satz 17 die Dimension » — 1 = 1 haben miiBten.

Wir nehmen jetzt an, unsere Behauptungen seien fiir » — 1 Variable richtig; daraus wollen
wir die Giiltigkeit fiir » Variable ableiten. Dazu nehmen wir mdu'akt an, (a) wire gemischt,

genauer: (a) habe eine Priméirkomponente von der héchstmogli ion ¢ > r, also
der Dimension 6 =7 — ¢ << d = n — r; dabei ist o < 2, also
r<e=n. (148)

‘Wir untersuchen zuniichst den Fall
d) o < n. Dann ist § > 0, also § = 1. Fiir jedes d-dimensionale zu (a) gehorige Primirideal
(9p5) (@=1,...,8,) gibt es dann eine geeignete Numerierung i, ..., i; mit (ag0) 0 K21, .o 5]
= (0). Wir henotlgen jedoch, daB es eine fir alle (q,,) geeignete Numerlerung gibt. Um dies zu
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sichern, unterwerfen wir ,, ..., z, einer linearen Transf ion mit unbesti Koeffizi

Bei diesem Ubergang zu ,,transformierten Idealen im Sinne von E. NorraER (vgl. [2], §1) gehen
u. a. gemischte Ideale in gemischte Ideale und ungemischte Ideale in ungemischte Ideale tiber;
auch #ndert sich die Anzahl der Basiselemente nicht (vgl. NoETHER [2], § 2, Hilfssatz 1,2). Wie
E. NoETHER weiter gezeigt hat (vgl. [2], S. 232, letzte Zeile) sind bei transformierten Idealen alle
Numerierungen gleich geeignet; wir konnen also o. B. d. A.

(a) n K[z, ..., 5] = (0) (149)
annehmen. Dann ist wegen § = 1

K(@y, - ) [Bps15 +00s Tn] D Ky, ooor 2], (150)
und wir betrachten das Ideal

(@) = (@) - K(zp o211 85) [Zp420 -0 7] (51)

im Oberring K(2,, ..., Z5) [Z3415 --+» Zn)- (a*) hat dieselbe Basis wie (a). Aus Dim (a) = d und also
Kodim (a) = n — d = r folgt Dim (a*) = d —  und folglich Kodim (a*) = (» — ) — (d —J)
— n — d = r; mithin ist (a*) ein P-Ideal der Hauptklasse r in n — § < n — 1 Variablen. Fiir
(a*) gilt die Induktionsannahme, also ist (4*) ungemischt, und keines der Basiselemente ist &iber-
fliissig. Hieraus folgt, daB auch (a) ungemischt ist (im Widerspruch zu unserer Annahme) und
ferner — wegen der Ubereinstimmung der Basen — kein Basiselement von (a) tberflissig ist,
q.e.d.

Der Leser wird sich die berechtigte Frage stellen, warum wir mit diesem grundsiitzlich einfachen
Prinzip der Bildung von (a*) nicht auch schon bei den fritheren Beweisen im Fall der H-Ideale
gearbeitet haben. Das hat seinen einfachen Grund darin, daB a* bei einem H-Ideal a kein H-Ideal
mehr ist. Um zu solchen zu gelangen, muB man nach dem Vorbild von G. HERMANN dquivalente
H-Ideale beziiglich der verbliebenen Variablen (hier 2., ..., ,) bilden, wobei sich im allgemeinen
die Anzahl der Basiselemente erhohen wird (vgl. HERMANN [1], Satz 4).

e) ¢ = n. Wir haben also die Annah daB das Hauptkl ideal (a) = (fy, ..., f;) eine null-
di ionale Primérkomp besitzt, zum Widerspruch zu fithren. Wir nehmen dazu 0. B.d. A.
an, daB die Nullstelle dieser Primérkomponente in den Koordinatenursprung fillt; dann ist nach
Satz 60, (142), (p) = (%3, Zy, ..., %,) das zugehorige Primideal. Jetzt konnen wir den Beweis-
gedanken von Satz 50 (jedes H-Ideal der Hauptklasse r besitzt fir 1 < r < n keine triviale Kompo-
nente) formal iibertragen, indem wir ersetzen:

91 = (@ Z1r o0 T) durch  (p) = (&> oo Za)s
L=ugy+ g + -+ uy@y  durch  1=wz + o+ Uy,
X, =, X, ==,

X, ==, X, =,
......................... durch: .o s e e e mie s e o e
Xy =2y Xy =Ty

Xy = U@+ crr + UpZy X, =u@ + o+ Uy,
a>bc KX, ..., X,] durch  (a) > (b)) = K[X;, ..., X,],
b=(Gy....G) durch  (6) = (g ++» 1)

L X, durch I X,

Fgar>G4¢b durch 4 (a) > g4 (6),
X,G€b durch X,g€ (b),

n
X,G = HyGy + -+ + H,G, durch  Xpg = hygy + -+ + heflys
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H; durch F;,

G; durch g;,

b = K[Xy, ..., Xyl durch (b) = K[Xy, ..., Xpql,
i durch ;.

AuBerdem miissen wir von den §; die Giiltigkeit der Eigenschaften der f;* von 4.24. voraus-
setzen. Dann erhalten wir den Widerspruch g € (b).

Die Annahme der Existenz iiberfliissiger Basispolynome in (a) fithrt zur gleichen Eigenschaft
im Hauptklassenideal (b) = K[Xj, ..., X;—;] im Widerspruch zur Induktionsannahme, dal bei
Hauptklassenidealen in » — 1 Variablen kein Basiselement iiberfliissig sein kann. Mithin war die
Annahme der Existenz iiberfliissiger Basispolynome fiir (a) falsch, q. e. d.

Zum SchluB werde nochmals das im AnschluB an (75) gegebene Beispiel betrachtet.
Dort war (a) = (%;2 -+ %y, )%, ..., £,2,) mit Dim (a) = — 1, also Kodim (a) =1,
aber Dim ((a), #; + 1)) =n —r, also Kodim ((@), @41)) =r; die Dimension er-
niedrigte sich also um 7 — 1, wihrend sich die Kodimension um # — 1 erh¢hte. Und
dennoch steht dies in Einklang mit ¢ > r: Die schlagartige Erniedrigung war nur
moglich, weil wegen

Dim (2,2 + 2;) = Dim (2, + @;, #1%p) = ---
= Dim (2,2 + 2;, #8129, «vy T1%;) =7 — 1

zuvor ein geniigend langer Dimensionsstillstand eingetreten war. Mithin ist Satz 52
fiir P-Ideale keineswegs allgemein giiltig.

4.26. Gemischtheit und Ungemischtheit von Idealpotenzen,
Kriterien fiir Primérideale

Satz 66. Ist (a) bzw. a eingemischtes P-Idealoder H-Ideal, dessen Radikal ebenfalls
gemischt ist, so hat jede Potenz (a*) bzw. a* dieselbe Eigenschaft.

Beweis. Dies folgt sofort wegen Rad (¢*) = Rad a nach Kap. 1, (87). Aus dem
gleichen Grunde folgt der

Satz 67. Jede Potenz eines pseudogemischten P-Ideals oder H-Ideals ist pseudo-
gemischt.

Jedoch gilt der

Satz 68. Pof gemischier Ideale ko gemischt (genauer: pseudogemischt,
aber nicht ungemischt) sein.

Beweis. Dazu verweisen wir auf das zweite Beispiel von 2.6. und das erste Bei-
spiel von 2.9. Die Ideale p? waren jeweils quasiprimir, aber nicht primér. Da die ein-
gebetteten Komponenten eine geringere Dimension haben, ergibt sich als Neben-
ergebnis der wichtige
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Satz 69. Ein P-Ideal oder H-Ideal ist primdr genau dann, wenn es quasiprimdr
und ungemischt ist.

Es ist mithin eine Ausnahme, wenn aus der Ungemischtheit von (a) bzw. a die
Ungemischtheit von (a¥) bzw. a* folgt; dies gilt nicht einmal fiir die noch zu behan-
delnden perfekten H-Ideale; das erste Beispiel von 2.9. liefert dafiir ein Beispiel. Fiir
Ideale der Hauptklasse ist dies jedoch richtig; wir beweisen dazu den ebenfalls
von MAcAULAY stammenden

Satz 70. Jede Potenz eines P-Ideals (a) oder H-Ideals a der Hauptklasse ist un-
gemaischt.

Beweis. Wir filhren den Beweis fiir P-Ideale (a); der Beweis fiir H-Ideale ver-
duft entsprechend. Das vorgegebene Hauptklassenideal sei

(@) = (fu +- s o) (152)
und gemifB Satz 62 sei 0. B. d. A. auch
(f25 +++» f;) Ideal der Hauptklasse. (153)

Ferner sei (a) = (q;) n (q3) 0 -+ n (q); Wegen der Ungemischtheit von (a) ist dann
Rad (a) = (9;) n (P2) n -+ n (P) eine unverkiirzbare Darstellung fiir Rad (a). Wegen
Rad (a*) = Rad (a) gemdB Kap. 1, (87), sind (p,), (p2), -+-; (prs) auch alle Primiir-
komponenten der Kodimension  von (a¥), dasselbe gilt fiir (a*-1).
Angenommen, (a¥) wire gemischt ; dann miiBte wenigstens ein Polynom a existieren
mit
(8) : (@) = (a) (154)
und
(a¥) : (@) > (a¥). (155)

Wir fithren den Beweis nun durch vollsténdige Induktion nach k. Fiir k = 1 ist die
Behauptung richtig und stimmt mit dem Satz von MAcAULAY (Satz 51 bzw. Satz 63)
iiberein. Als Induktionsannahme setzen wir die Ungemischtheit von (a*-!) voraus;
aus (154) folgt daraus

(1) : (@) = (a*1). (156)
Wir wollen nun (155) zum Widerspruch fiihren, indem wir von einem Polynom g mit
ge(¥):(e) und g¢(a¥) (187)

ausgehen und auf g € (o*) im Widerspruch zu (155) schlieBen. Wegen (157) ist also
ga € (a*) und wegen (a*) — (a*-!) mithin ga € (a*-1), also g € (a*1) : (@) und wegen
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(156) folglich g € (a*-2). Aus (152) folgt nun
(@%1) = (f*, 1%, oo, Ff 25 foF L f5 2 o B0
= (h) - (@) + (fa o0 )5
jedes g € (a*-1) ist also darstellbar durch
g=oh +b (158)
mit g, € (a*-2) und b; € (f,, ..., f,)¥-; mithin ist
ag = agf, + ab,. (159)

Andererseits ist ag € (6*), und fiir (a*) gilt (0*) = (f,) - (@*2) + (fa, ..o, f;)¥; also
existiert eine Darstellung

ag =hfi + 6 (160)
mit kb, € (a¥1) und ¢, € (fa, .., f,)t; aus (159) und (160) folgt

hiagy — b)) = —aby + & € (fo - )
also agy — hy € (fa, ++o fr)¥1: (f1);-Wegen (153) ist

(fas oous 22 (F) = (fas oos 12,

also ag; — by € (fay .-, ;) = (a*1); wegen b, € (a*-1) ist also ag, € (a*) und mit-
hin wegen (156) g, € (a*1), also gif; € (¢*) und wegen ag € (a*) nach (158) auch
ba € (a*). Jetzt kénnen wir daraus analog wie oben weiterschlieBen auf b,a € (a*-1),
b € (a¥-1) und b; = g,f, + b, mit g; € (a*2) und b; € (f3, ..., f,)** sowie g, € (a*-1)
usw. bis b,y = gr_1fr-1 + by—y mit b,; € (f*-1); wir hitten also

9 =gifr + gofa + -+ + grafr1 + b (161)

mit g; € (a*?) fiir § =1,2,...,r — 1 und b, € (f*1). Diefolgenden Uberlegungen
vervollstindigen den Macaulayschen Beweis: Es ist also

by =t (162)
und mithin
ab,_; = atf 1. (163)

Andererseits ist wegen (157) und (161) ab,_; = b,_,a € (a*), also existiert eine Dar-
stellung
bga = aby = gyt + gofi¥ Y+ - + g L
+ frNdufy + dofa + o0 + dafra + i), (164)
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welche wegen (163) so gewiihlt werden kann, daB g; =0, ..., g, = 0 werden; es ist
alsonach (163) und (164) atf*1 = f*-Y(d,f, + --- + d,f,) mit at € (a), also ¢ € (a) : (a),
und wegen (a) : (@) = (a) geméB (154) ist ¢ € (a); aus (162) folgt b, € (a) - (f+-1)
< (a) - (a*) = (a*); in (161) gilt also neben g;f; € (a*-1) - (a) = (a*) auch b,_, € (a*),
also schlieBlich g € (a*) im Widerspruch zu (157). Also war die Annahme (155), welche
aus der angenommenen Gemischtheit von (a*) folgte, falsch.

Mithin ist (a*) ungemischt, q. e. d.

Auf die Macaulayschen Ungemischtheitssitze 51 bzw. 63 stiitzt sich die Theorie
der Cohen-M layschen Ringe, welche zur Zeit von vielen Autoren untersucht
werden. Der Leser beachte dazu, daB wir zum Beweis von Satz 70 den Ungemischt-
heitssatz 51 bzw. 63 sowie Satz 62, nicht aber die Polynomeigenschaft der betreffen-

den Elemente benétigt haben.

Fiir H-Ideale kann man Satz 70 noch etwas verschéirfen, némlich dahingehend, da
Idealpotenzen von H-Idealen der Hauptklasse perfekt sind, woraus die Ungemischt-
heit folgt, wie wir im kommenden Kapitel sehen werden. Idealpotenzen perfekter
H-Ideale sind jedoch im allgemeinen nicht mehr perfekt, ja gegebenenfalls nicht
einmal ungemischt; dies kann man aus dem ersten Beispiel von 2.9. folgern.

Wir fassen unsere bisherigen Ergebnisse betreffend die Ungemischtheit zusammen:

Satz 71. Fiir P-Ideale und H-Ideale gilt: Primideale, Primirideale, Ideale der
Hauptklasse und Potenzen von Idealen der Hauptklasse sind ungemischi.

Zusammen mit Satz 69 folgt weiter

Satz 72. Ein quasiprimires P-Ideal oder H-Ideal, welches Ideal der Hauptklasse
oder Idealpotenz eines Ideals der Hauptklasse ist, ist primdr.

Jetzt endlich haben wir bewiesen, daB es sich bei dem zweiten Beispiel von 2.9.
tatsichlich um ein Primérideal handelt, weil hier ein H-Ideal der Hauptklasse 2 vor-
liegt.

4.27. Schranken fiir s und t, Kronecker-Perronsches Problem

Mit s = r und ¢ = r gemiiB (90) bzw. (147) sind untere Schranken fiir die Anzahl der
Basiselemente von d-dimensionalen H-Idealen aus K[z, zy, ..., ,] bzw. P-Idealen
aus K[z, ..., #,] mit fest vorgegebenen » und d (r = n — d) gegeben worden, und
zwar scharfe Schranken in dem Sinne, daB diese Schranken bei Idealen der Haupt-
klasse (und nur bei diesen) tatsichlich angenommen werden.
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Wir wollen uns im folgenden Gedanken machen, inwieweit die Frage nach oberen
Schranken fiir s bzw. ¢ bei vorgegebenen # und d iiberhaupt sinnvoll ist. Zundchst
folgt aus der Basisdarstellung fiir Idealpotenzen gemi8 Kap. 1, (72), daB es H-Ideale
mit beliebig groBer Anzahl von Basiselementen gibt. Betrachten wir das d-dimen-
sionale prime Potenzproduktideal p, = (o, 21, ..., %r-1) gemiB Kap. 2, (9), dann ist
die Basis offenbar Minimalbasis, und ., ist in K[z, ..., %1, %, ..., ¥,] ein d-dimen-
sionales H-Ideal der Hauptklasse r = n — d. Nach Kap. 2, (27), ist dann jede Ideal-
potenz p,™ = (z¢™, 2™y, ..., 2-,) ein Primirideal, und (z,™, g™y, ..., 27" ) ist
offenbar eine Minimalbasis aus (m ;I_ =1
m+r—1

—1
Basisformen einer Minimalbasis fiir ein homogenes Primirideal bei fest vorgege-
benen d, r, n immer noch beliebig groB werden. Dasselbe gilt fiir P-Ideale.

Die Frage nach oberen Schranken fiir s und ¢ ist also nur fiir Primideale sinnvoll.
Bei P-Idealen miissen wir dabei wegen Kap. 1, (21), (22)ff., zusétzlich fordern, dal
eine Basis minimaler Liinge vorliegt.

) Elementen (diese Hurwitzsche Formel

werden wir in 5.14. beweisen) ; wegen ) > m kann also die Anzahl der

Wir behandeln zunéchst den Fall n = 2. Fiir das triviale Primideal pp = (w,, &y, %».
istdann s =n-4+1=3. Ist d =0, so gilt p = (Yot1 — ¥i%, Yoz — Ys%,) bzw)
(p) = (%1 — ¥1,%; — ¥a) nach (143) bzw. (142); wir erhalten also in jedem FallIdeale der
Hauptklasse 2; also ist s =2 bzw. ¢ = 2. Ist schlieBlich d =1, so folgt aus der
Ungemischtheit von Primidealen mit Hilfe von Satz 39 bzw. Satz 40 (Formeln (83)
bzw. (86)) die Hauptidealeigenschaft, also s = 1 bzw. ¢ = 1. Insgesamt ist also fiir
n = 2 stets s < 3 und bei Basen minimaler Lénge auch ¢ < 3.

Wenn wir nun im folgenden fiir prime H-Ideale zeigen wollen, da fiir s keine
obere Schranke existiert, so mufl jedenfalls » = 3 sein. Wir wollen den kleinstmdg-
lichen Wert, also » = 3, wihlen. Fiir d = 2 gibt das wieder Hauptideale, fiir d = 0
Ideale der Hauptklasse 3, fiir d = —1 das 7-Ideal der Hauptklasse 4. Interessant
ist also der Fall n = 3, d = 1, r = 2. Enthélt unser Primideal eine Linearform, so
konnen wir diese durch eine Variablentransformation in z; transformieren und damit
2, aus den anderen Basisformen eliminieren, welche mithin nur von w,, &, %, ab-
hingen. Und fiir diese gelten die Abschéitzungen im Fall n = 2; unter Hinzunahme
von z; haben wir also die Abschitzung s < 4.

In unserem Gegenbeispiel miifite also n =3, d =1, r = 2 sein, und fiir den
Minimalgrad m, der Basisformen muB my = 2 gelten. Die Nullstellengebilde solcher
eindimensionalen primen H-Ideale sind irreduzible algebraische Raumkurven. Wir
haben also

Definition 11. Unter dem idealtheoretischen Kurvenproblem fiir H-Ideale versteht
man die Frage nach oberen Schranken fiir die Anzahl s der Elemente von Minimal-
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basen fiir eindimensionale prime H-Ideale aus K[z, #,, s, %3], welche keine Linear-
. form enthalten.

Hierzu gilt der

Satz 73. Fiir die Anzahl s der El te von Minimalbasen eindi ionaler primer
H-Ideale aus K[x,, z,, %3, %3], welche keine Linearform enthalten, existiert keine obere
Schranke.

Beweis. Hierzu wird in der Literatur gewdhnlich auf ein Gegenbeispiel von
MacAUuLAY (vgl. [2], p. 36) verwiesen, welches von GROBNER in [2], S. 115, FuBnote 2,
erldutert wird. MacAULAY gibt keine explizite Basisdarstellung an, sagt auch nicht, ob
er P-Ideale oder H-Ideale betrachtet, sondern zeigt durch abzihlende Methoden,
welche nur bei H-Idealen anwendbar sind, daB eine solche Gradschranke nicht
existieren kann. Stattdessen geben wir hier als Beispiele fiir die Richtigkeit von
Satz 73 zwei homogene Primideale aus K[z, #;, %,, ;] explizit an.

Beispiel 1. Wir betrachten die Primideale
o 1= 0> ™ = K[z, 25, 4, 73]
fiir m = 4 mit der allgemeinen Nullstelle
Yo=1t" Y1 ="H{", ya=1th™, y3 =4

Vom Verfasser und Diplomanden wurde die Basis berechnet zu

ofm = (Fp, Fy, ..., Fp)) mit F; = 2473 — 2,2, und (165)
Fy = gy™=igy-1 — pm—itlp 02 fijr §=2,...,m und m = 4.
Da8 (Fy, F,, ..., F,) eine Minimalbasis bilden, ist ittelk 5 )i DaB dadurch die volle
Basis des Primideals mit der 3 all i Nullstelle gegeben ist, 148t sich mit den in
6.8. im Anschluff an Kap. 6, (195), b Methoden beweisen; man vgl. hierzu REn-

SCHUCH [6, 8] und [14], (12). Dies ist aber hier von geringerem Interesse, da durch (¥, F,, ..., F,;)
jedenfalls bereits 7 unbedingt erforderliche Basiselemente gegeben sind, und diese Anzahl wird
mit wachsendem m beliebig groB, was zu zeigen war.

Bexsplel 2 (vgl RENBUHUCE [14], (13)). Wir betrachten ganz entsprechend die Primideale
o 1= o>t 3" = Kz, 7y, 24, 2] fiir ungerades m und m =7 mit der allgemeinen

Nullstelle
Yo="0" Y1="04"H" ya =M™, Yy =4H™.
Hierfiir berechneten wir die Minimalbasis zu

i = (G, Gy ..., Gpy) mit @) = zy73 — 2,2, und
Fa] zo"'—z“‘z.‘ —ay™ 2 fiir i =2,..,m —2, m =7, m ungerade;

} (166)

hier besteht die Basis aus m — 2 Basisformen; die Anzahl der Basisformen wird also mit wachsen-
dem m wiederum beliebig groB.
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Als Folgerung aus (165) und (166) ergibt sich der

Satz T4. Bei primen H-Idealen kann der Maximalgrad M der Basisformen einer -
Minimalbasis beliecbig grop sein; genauer: Die Differenz M — my zwischen Maximal-
grad und Minimalgrad der Basisformen einer Minimalbasis kann beliebig grop werden.

Wir werden in Kapitel 6 sehen, daB auch der Minimalgrad der Basisformen von
primen H-Idealen beliebig gro8 werden kann.

Das idealtheoretische Kurvenproblem ist mithin fiir H-Ideale negativ zu beant-
worten. Bei P-Idealen kann man bis zur Formulierung des Kurvenproblems analog
schlieBen, muB allerdings Basen minimaler Linge heranziehen.

Definition 12. Unter dem idealtheoretischen Kurvenproblem fiir P-Ideale ver-
steht man die Frage nach oberen Schranken fiir die Anzahl ¢ der Elemente von Basen
minimaler Linge fiir eindimensionale prime P-Ideale aus K[y, 2, 3], welche keine
linearen Polynome enthalten, sowie die Frage, wann Ideale der Hauptklasse 2 vor-
liegen und wann nicht.

Zu diesem Problemkreis sind in letzter Zeit von verschiedenen Mathematikern
Untersuchungen angestellt worden; eine abschlieBende Beantwortung steht jedoch
noch aus; insbesondere kann der Verfasser auch kein Verfahren zur Berechnung oder
Bestimmung von Basen minimaler Linge angeben; in durchgerechneten Beispielen
von Hauptklassenidealen verhalf jeweils das squivalente H-Ideal zur Auffindung von
Basen minimaler Linge (vgl. 5.13.).

Tm Gegensatz zu manchen Zitatenin der Literaturkonnte daher auch das Macau-
laysche Gegenbeispiel nicht zu einer analogen Aussage fiir P-Ideale fiihren, selbst
wenn das enthomogenisierte Ideal eine Minimalbasis beliebiger Linge gehabt haben
wiirde, weil dann immer noch die Frage zu kliren war, ob es sich bei dieser Mini-
malbasis zugleich um eine Basis minimaler Lénge handelt. Man vergleiche hierzu
ABHYANEAR und SATHAYE [1].

Die Beispiele (165) und (166) helfen uns da nicht weiter; sie ergeben niimlich bei
Enthomogenisierung P-Ideale der Hauptklasse 2, was wir fiir (165) kurz zeigen wollen.
Es ist, wie der Leser selbst nachrechnen mage,

zoFiy = @Fy — 2™ty 2F .
Setzen wir

fil@r, 2, %3) 1= Fi(1, 21, %2, %),
so folgt daraus

finn = @ofi — 2™ty

mithin 1Bt sich f, durch f,, f, ausdriicken; ferner 1584 sich f, durch f;, f,, also auch
dureh f,, f, ausdriicken usw. Durch Auflosung der Rekursion lassen sich also fs,..., fa



184 4. Dimensionstheorie der Polynomidesl

durch f,, f, ausdriicken ; das enthomogenisierte P-Ideal ist also ein P-Ideal der Haupt-
klasse 2.

In Definition 12 kann die Voraussetzung ,,Basis minimaler Linge* nicht durch
,»Minimalbasis“ ersetzt werden; man vergleiche dazu Kap. 1, (21), (22). Fiir belie-
bige P-Ideale aus K[z, ..., z,] bewiesen H. BRESINSKY und M. J. FULLER, daB es zu
jedem P-Ideal (@) — K[z, ..., #,] Minimalbasen beliebiger Linge gibt; vgl. Bre-
sinskyY und Furrer [1].

Der Grundgedanke des Beweises von BRrEsINsKY und FuiLer ist folgender:
Ist (f;, ..., f¢) mit ¢ > 1 irgendeine Minimalbasis von (a), so wird aus f,, ..., f, eine
Minimalbasis (gy, ..., gi+1) von (a) konstruiert. Dabei werden im Gegensatz zu Kap. 1,
(21), (22), alle Basispolynome f; verdndert.

Insbesondere gibt es also zu jedem Primideal Minimalbasen beliebiger Linge.
DaB es schon fiir n = 3, d = 1 auch inhomogene Primideale gibt, bei denen auch die
Anzahl der Elemente jeder Basis minimaler Léinge groBer als irgendeine vorgegebene
natiirliche Zahl ist, wurde von T. T. Mou bewiesen, vgl. Mox [1].

Diese — irrtiimlich lingst erledigt geglaubten — Probleme sind durch die Not-
wendigkeit der Unterscheidung zwischen ,,Minimalbasen“ und , Basen minimaler
Léinge* bei P-Idealen wieder aktuell geworden. Es liegt hier eine éhnliche Situation
vor wie in den Jahren 1940 bis 1943, als PerroN die Ungiiltigkeit des Vahlenschen
Beispiels zum Satz von KRONECKER nachwies. Damit wollen wir uns im folgenden
beschiftigen.

Wir betrachten Ideale aus K[z, @y, ..., z,] baw. K[z, ..., ,]. Der erwiihnte Satz
von KrONECKER und PERRON besagt nun, daB es unter den unendlich vielen Idealen
mit gleichem Nullstellengebilde wenigstens eines gibt, das eine Basis von hichstens
n + 1 Polynomen hat. Gelingt der Beweis fiir H-Ideale, so gilt die Behauptung
auch fiir P-Ideale, da sich bei der Enthomogenisierung die Anzahl der Elemente
einer Basis minimaler Linge nicht vergroBern kann. Wir kénnen uns daher im
folgenden auf eine idealtheoretische Formulierung fiir H-Ideale beschrinken.

GemiB Kap. 3, Satz 36, (84), galt:
NG (a) = NG (b) <> Rad a = Rad b;

daraus folgt, daB hier die Klasse derjenigen H-Ideale zu betrachten ist, deren Radi-
kale mit dem Radikal eines vorgegebenen H-Ideals a iibereinstimmen. Nach Kap. 1,
Definition 38, (95), nannten wir solche Ideale dquivalent. Zu beweisen ist also der

Satz 75 (Satz von KrRONECKER und PERRON). Ist a = K[z, 2y, ..., #,] ein H-Ideal
mit @ = (Fy, Fo, ..., Fy), 8 >n 4+ 1, (Fy, ..., F,) Minimalbasis, so existiert wenigstens
ein H-Ideal b — K[z, 2y, ...,2,] mit b = (G, Gy, ...,G), Rada =Radb und
k<mn -+ 1. Anders formuliert: In der Klasse aller Ideale mit demselben Radikal
existiert wenigstens eines, das eine Minimalbasis aus hochstens n + 1 Formen besitzt.
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Beweis. Wir geben hier eine idealtheoretische Formulierung und Ausfiillung
eines Beweisgedankens von vAN DER WAERDEN aus dem Zentralblatt fiir Mathe-
matik, Band 24 (1941), S. 276.

Zunichst sei vermerkt, daf das Radikal t = Rad a = Radb zwar selbst der
genannten Klasse angehort, aber im allgemeinen nicht das Gewiinschte leistet. Da
Primideale mit ihrem Radikal iibereinstimmen, liefern die soeben betrachteten Prim-
ideale (165) und (166) mit Minimalbasen beliebiger Léinge bereits Gegenbeispiele. Es
sei also a=(Fy,...,F,) =Kz, ...,2,], s>n+1, Dima=d=n—r und
Rada =, N+ 0Ppy NPpers N ee NPy, Mit Dimpy =n —4 und den Grund-
idealen (vgl. (54) und Kap. 3, (83))

grei(Rad @) =Py e 0Py 0 eee 0 Priy N oee NPy, fir =0,...,d.
Fiir a existiert nach Satz 46 eine a-Schnellbasis

a=(Fy..., Fy, Fr+17 --~7Fa) = (f]:Frﬂ; reey F,)
mit § = (Fy, ..., F,) und Dimfh =n —r =d; § ist also ein H-Ideal der Haupt-
klasse r. Dann ist Rad ) & Rad a; gilt das Gleichheitszeichen, so kann b = §) mit
k =r gesetzt werden, und wir sind fertig. Ist dagegen Rad) — Rad a, so gilt
Rad§ =p, n-+ npy,,, nb, = g(Rad a) n b, mit b, & (1), b, = Rad b, (d. h., b, ist
semiprim, vgl. Kap. 1, Definition 37), b, ungemischt und Dim b, = n — r = d. Wir
wihlen nun eine Form F,,, € Rad a S g,(Rad a) mit b, : (Fy,;) = b,. Dann wird

Rad (9, Frv1) = Rad (pry, Frsq) 0 -++ 0 Rad (pr,,, Frig) n Rad (b, Fryq)

=Pu n-- 0y, nRad (b, Fryy).

Nach Satz 56 ist dann Rad (b,, F.;) ungemischt und Dim (b, F,;) = d — 1. Weiter
istRad (5, F,,;) S Rad o, und im Fall des Gleichheitszeichens sind wir wieder fertig und
kénnen b = (), F,,,) setzen. Ist dagegen Rad (Y, F,,;) = Rad a, so gilt Rad (9, F,,)
= gr.1(Rad a) nb,y; mit b,y == (1), by, = Rad b,,y, b,y ungemischt und Dim by,
=d — 1. 8o fortfahrend, erhalten wir im ungiinstigsten Fall

Rad (9, Fry1; Frig, oo, Fy) = go(Rad a) nb, =Rad anb,

mitn =r -+ d,b, = (1), b, = Rad b, b, ohne triviale Komponente und Dim b,, = 0.
Fiir den Fall Rad (§, Fy.y, Frus, ..., ) = Rad a wilhlen wir dann abschlieBend
Fy,,, mit Fyy, € Rad a, b, : (Fyyy) = b, dann folgt

Rad (9, Fri1, Frigs ovs Fyy Fpyy) = Rad a nbpyy

mit Buyy == (1), by = Rad by, und Dim b,,; = —1. Dann aber muB b,y; =pr
= (%o, #1, - -+, &,) sein und kann in der Durchschnittsdarstellung weggelassen werden.
Mithin ist Rad (§, Friq, Frisy --or Fuy Fys1) = Rad a, also

b= (f): Friayoons Fug) = (Fyy oy Fry Frog, ooy Fri),
q.e. d.
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Damit ist jedoch nichts dariiber gesagt, wie man ein solches H-Ideal b berechnen
kann; wir geben dieses und andere offene Probleme als

Definition 13 (Kronecker-Perronsche Probleme). Vorgegeben sei ein H-Ideal a
< K[z, %y, ..., %,]; dann versteht man unter den Kronecker-Perronschen Problemen die
Aufgaben, ein H-Ideal b mit Rad b = Rad a und einer Basis von kleinstmdglicher
Lange zu berechnen sowie allgemeine Aussagen iiber eine Verbesserung der Schranke
7 + 1 zu machen.

Die zweite Aufgabe ist dahingehend beantwortet worden, daB die Schranke
generell auf » herabgedriickt werden konnte.

Fiir » = 3 wird nun #» 4 1 = 4 und Satz 75 besagt fiir d =1, daB die Punkt-
menge einer algebraischen Raumkurve als Nullstellengebilde eines Ideals gewonnen
werden kann, dessen Basis aus hichstens vier Basisformen besteht.

Definition 14. Unter dem mengentheoretischen Kurvenproblem fiir H-Ideale
versteht man die Frage nach Aussagen zur Verschiarfung der Schranke 4 fiir die
minimale Anzahl von Basisformen in H-Idealen b — K[z, %, 3, #3] mit Rad a
= Rad b, worin a = K[z, #;, 2,, %] ein vorgegebenes eindimensionales H-Ideal ist.

Hier folgt aus dem Vorhergesagten, da$ die Schranke auf 3 herabgedriickt werden
kann. Von Bupacsa wurde in [1], S. 189, Korollar 7.5.3, gezeigt, da$ diese Schranke 3
fiir nicht prime ungemischte H-Ideale nicht verbessert werden kann. Offen ist also
die Frage, ob es zu jedem eindimensionalen Primideal p = K[w,, 2y, %,, 23] ein
p-priméres H-Ideal q der Hauptklasse 2 gibt.

Als positives Beispiel hierfiir verweisen wir auf das vierte Beispiel von 1.10. Aber
bereits fiir das von uns 6fter behandelte H-Ideal v2, welches aus (165) fiir m = 4
folgt, ist diese Frage derzeit noch offen.

Zu diesem Problemkreis sei auf RENscHUCH [18] verwiesen; dort findet der Leser
auch weitere Literaturhinweise, u.a. auf den Begriffsstreit, der durch die Ver-
wechslung des idealtheoretischen und mengentheoretischen Kurvenproblems ent-
standen war.

4.28. Beziehungen zu linearen Gleichungssystemen

Wir wollen hier die bereits in MfL Bd. 3 gegebenen Ergebnisse fiir lineare Gleichungs-
systeme vom Standpunkt der im dritten und vierten Kapitel entwickelten Theorie
der Polynomideale aus betrachten.

Sehen wir den Stoff des dritten Kapitels unter einem solchen Aspekt, so sei zunéchst
auf das Beispiel von 3.1. beziiglich der Koeffizientenspezialisierung verwiesen. In den
weiteren Ausfithrungen von 3.1. wurde dann ausfiihrlich auf lineare Gleichungs-
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systeme Bezug genommen. Vom hier gewonnenen Aspekt wire die Schreibweise (12)
fiir lineare Gleichungssysteme zu bevorzugen; der Begriff ,,homogen‘‘ miite dann
wie hier eingefiihrt und das Minuszeichen bei der Cramerschen Regel in Kauf ge-
nommen werden; die Schreibweise (12) wére auch der Formulierung von Gleichungen
zweiten, dritten und vierten Grades angepaBt (vgl. MfL Bd. 2, 7.5. und 7.6.). Die
Beziehung (15) kann hinterher so gedeutet werden, daB bei linearen Gleichungs-
systemen fiir den Exponenten ¢ im Hilbertschen Nullstellensatz stets ¢ = 1 gewahlt
werden kann, weshalb im linearen Fall die Begriffe ,,idealiquivalent® und ,]6sungs-
dquivalent® zusammenfallen.

Zu 3.2. verweisen wir auf den Satz 2. Die Problematik von 3.3. beziiglich der Wahl
der Parameter und der geeigneten Numerierungen haben wir im Fall der linearen
Gleichungssysteme in 4.8. erldutert. Da wir in 3.5. direkt an die Darstellung von
MfL Bd.3 angekniipft haben, bleibt hier nur noch 3.8. fiir inhomogene lineare
Gleichungssysteme zu erldutern.

Vorgegeben sei ein lineares inhomogenes Gleichungssystem in %y, %, ..., Z,. Beim

GauBschen Algorithmus oder Gaufischen Eliminierungsverfahren wird — eine
,-geeignete Numerierung‘‘ vorausgesetzt — nacheinander

2, aus der 2., 3., 4., 5., ..., m-ten Gleichung eliminiert,
z, aus der 3., 4., 5., ..., m-ten Gleichung eliminiert,

3 aus der 4., 5., ..., m-ten Gleichung eliminiert usw.,

wodurch die Trapezform mit einem Trapez entsteht, welches aus einem Rechteck
durch Abschneiden eines Dreiecks unten links vorzustellen ist. Mit dieser sukzessiven
Elimination von Variablen wird folgendes erreicht:

1. Entscheidung iiber Losbarkeit oder Unlésbarkeit des inhomogenen Gleichungs-
systems.

2. Im Fall der Losbarkeit Entscheidung iiber die Anzahl der Parameter der voll-
standigen Losung.

3. Bestimmung der vollstindigen Losung durch Ubergang zur Diagonal-Trapez-
form:

Lot + @10 + Cprer@ras + 0t + Gy =0 (@0 = —by),
L2 + G20 + G p11®rer + 000+ Gan®n =0 (@g0 = —b,),

4. Herstellung eines Gleichungssystems mit moglichst geringer Anzahl von Glei-
chungen, d. h. Herstellung einer Minimalbasis fiir das von den linearen Polynomen
erzeugte P-Ideal ().
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Dabei ist 4. nicht so wesentlich, denn beim Lésen der Gleichungen macht man
keinen Fehler, wenn man die iiberfliissigen Gleichungen nicht beriicksichtigt.

Bei nichtlinearen Gleichungssystemen bzw. den dadurch bestimmten Polynom-
dealen kann nun die Elimination von Variablen nicht allein durch Multiplikation
mit Elementen aus K und Addition bzw. Subtraktion bewerkstelligt werden.

Bei H-Idealen a mit Basisformen gleichen Grades fiihrt der GauBsche Algorithmus
zwar zum Entscheid iiber das Vorliegen einer Minimalbasis, zur Elimination von
Variablen gelangt man jedoch erst durch Anwendung des Verfahrens auf die Moduln
der in a enthaltenen Formen héheren Grades, vgl. 4.10. Damit konnte man dann auch
bei H-Idealen die Probleme 2. und 3. lgsen. Zur Behandlung von 1. haben wir nun
in 3.8. im nichtlinearen Fall einen anderen Weg eingeschlagen. Im folgenden soll an
zwei Beispielen illustriert werden, da$ dies bei inhomogenen linearen Gleichungs-
systemen ebenfalls ein gangbarer Weg ist:

Beispiel 1. Vorgegeben sei das Gleichungssystem
@y + 22, + 23 —4=0,
22, + 4z, + 22, — 8 =0,
3z, —dzy + 223, — 1 =10;
nach Durchfiihrung des GauBschen Algorithmus haben wir
@+ 20+ a3 — 4=0,
0=0,
102, + 25 — 11 = 0.
Idealtheoretisch formuliert haben wir das Primideal () = (4, Iy, I5) mit
L= 2+ 22+ z,—4,
1, = 2, + 4z, + 225 — 8,
Iy = 3z — 4, + 22, — 1,
und der GauBsche Algorithmus fithrt zu
h=a + 2¢,+ 2, — 4,
2y — Iy = 0;
also kann I, in der Basis gestrichen werden;
3l — Iy = 10z, + x5 — 11;
es ist also
0 = (b b)) = (b, 3l — 1)
Beispiel 2. Vorgegeben sei das Gleich y
2+ 204 23— 4=0,
20, + 4oy + 20, — 11 =0,
3z, — 4wy + 22, — 1=0;
nach Durchfithrung des GauBschen Algorithmus haben wir
@+ 20+ 23— 4=0,
3 = 0 (Widerspruch, also unlésbar),
10z, + 23 — 11 =0.
Idealtheoretisch formuliert haben wir (I) = (I, 1,, I;) mit
h= 2+ 22+ 2,— 4,
Iy = 22, + 4z, + 225 — 11,
Iy =3z, — 4oy + 20, — 1,
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und der GauBsche Algorithmus fiihrt zu

L =z, + 2w, + 23 — 4,
S —ly= 10z, +z— 11,
o — I, =3,

mithin 24,3 — [,/3 =1, also 1€ (I) und folglich (I) = (1). Entsprechend folgt (I) = (1) in allen
anderen unlésbaren Fillen und umgekehrt in Einklang mit Satz 30, (72).

Fiir die Beziehungen des vierten Kapitels zu linearen Gleichungssystemen sei
zunichst auf 4.8. hingewiesen. Dort wurde der Dimensionsbegriff auf lineare Glei-
chungssysteme angewandt. Die in 4.9. erlduterte Methode fithrt zwar auch bei linearen
Gleichungssystemen zur Bestimmung der Dimension, doch ist dies wenig effektiv, da
man durch die Beziehung

d =n — s = (Anzahl der Variablen) — (Anzahl der linear unabhéngigen Gleichungen)

die Zahl d wesentlich bequemer bestimmen kann (vgl. MfL Bd. 3, Kap. 5, Satz 4).
Die Beziehung d =n — s, die man wohl auch als Satz von Frobenius bezeichnet,
148t sich auf die Kurzform s = r bringen; sie erscheint in der linearen Algebra fast
als selbstverstindlich. Ihre Bedeutung wird durch die Komplikationen im nicht-
linearen Fall (s = r bzw. t = r, Ideale der Hauptklasse, Schnellbasen, vgl. 4.17.,
4,18., 4.25., 4.27.) herausgestellt. Die Bildung der Eliminationsideale in 4.10. lauft
bei linearen Gleichungssystemen auf den GauBschen Algorithmus hinaus. Der Leser
mache sich jedoch den Unterschied klar: Bei linearen Gleichungssystemen werden
durch die einmalige Anwendung des GauBlschen Algorithmus auf 2, i, ..., , gleich-
zeitig Minimalbasen und Lésungen bestimmt, wihrend im nichtlinearen Fall zur
Bestimmung von Eliminationsidealen iiber den Maximalgrad der Basisformen des
Ausgangsideals hinausgegangen werden muB (Satz 23). Daher ist es erforderlich, den
GauBschen Algorithmus mehrmals anzusetzen, und zwar in jedem Fall fiir die Potenz-
produkte ¢-ten Grades mit ¢ = mqy + 1, ..., 2M, wobei m, der Minimalgrad und M der
Maximalgrad der Basisformen des Ausgangsideals ist.

Angesichts der Tatsache, daB bei Gegeniiberstellung der linearen und nichtlinearen
Gleichungssysteme der GaufBische Algorithmus sich als das wesentliche gemeinsame
Element erweist, ist es bedauerlich, daB diese grundsétzliche Methode im Schul-
unterricht nicht behandelt wird, selbst nicht in der Abiturstufe.

Bei linearen Gleichungssystemen definieren die dadurch gegebenen Linearformen
bzw. linearen Polynome gerade Primideale; ein Bezug von den Sitzen iiber die
Dimensionserniedrigung zur linearen Algebra ist daher allein aus 4.12. gegeben. Die
s Erweiterung des Gleichungssystems* durch eine zusitzliche lineare Gleichung
bedeutet bei linearen Gleichungen im Fall der linearen Abhingigkeit der zusiitzlichen
Gleichung den Erhalt der Lésung, im Fall der linearen Unabhiingigkeit eine um 1
verringerte Dimension in Einklang mit Satz 33, wihrend bei inhomogenen linearen
Gleichungssystemen das System auch unlésbar werden kann (vgl. Satz 32).
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5.1.  Einleitung

Wir haben bereits bei der Berechnung von Idealdurchschnitten und Idealquotienten
Vorgriffe auf die Syzygientheorie gemacht, so daB ihre Behandlung allein durch
diesen Nachholbedarf gerechtfertigt ist. Sie wird uns jedoch noch zu weiteren An-
wendungen verhelfen.

L. Bupacsr schreibt in dem Vortrag [2], ,,daf die Syzygientheorie gerade aus dem
Bediirfnis entstanden ist, die Methoden der linearen Algebra soweit als moglich auf
Polynomringe zu ibertragen’. In der gleichen Arbeit [2], 8. 7—10, 1.2., betrachtet
BupacE den Zusammenhang zwischen Syzygienketten und exakten Folgen und
schreibt dazu (vgl. [2], S.7): ,,Dieses Beispiel, das auf Hilbert zuriickgeht, stellt zu-
gleich einen der klassischen Ausgangspunkte der homologischen Algebra dar.” — Inter-
essierten Lesern kann die Lektiire der Budachschen Arbeit nur wirmstens empfohlen
werden; vgl. auch Kuewert [1], II. Zugleich wird dadurch eine Verbindung zu den
Begriffsbildungen und zur Terminologie in MfLL Bd. 3, 3.4.ff., gegeben.

Die Syzygientheorie wurde 1890 von Davip HILBERT in der berithmten Arbeit [1]
,,Uber die Theorie der algebraischen Formen* begriindet, also wihrend der ersten
schopferischen Periode von HiLBErT (vgl. das Vorwort von H. BERNHARDT und
H. Wussing zu Hmserr [2]). Weiterentwickelt wurde die Syzygientheorie durch
OsTROWSKI [1] und N. M. GUNTER [1]. Diese wenig bekannte Arbeit von GUNTER,
auf welche der Verfasser auch nur durch einen Zufall stie8, stellt anscheinend eine
nachtrigliche Wiedergabe von Vorlesungen aus dem Jahre 1904 dar, vgl. die ,,Kurze
Biographie‘‘ am Schluf von GUNTER [2].

Eine moderne Darstellung der Syzygientheorie, insbesondere unter Verwendung
der Matrizenschreibweise, wurde 1949 in GROBNER [2] gegeben, ferner in der Arbeit
[1] von GroBNER. Wir folgen hier im wesentlichen der Grébnerschen Darstellung,
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Iche von grundsitzlicher Bedeutung fiir die Entwicklung der modernen Richtung
in der algebraischen Geometrie und der Homologietheorie geworden ist.

In der Vektorrechnung bzw. beim Rechnen mit n-Tupeln (in der Terminologie
von MfL Bd. 3) schlieBt man bei vorausgesetzter linearer Unabhéngigkeit der Basis-
vektoren @, ..., @, aus der Gleichheit

b =lla1+lza2+ B = @ + Koy + +*+ + Un@y
iiber
(A — 1) @y + (Ae — po) @2 + - + (A — ptn) @y =0

auf 4, = py, A3 = pa, +v, Ay = py (vgl. MEL Bd. 3, (21)). Entsprechend schlieBt man
bei Polynomen in einer oder mehreren Variablen auf die Eindeutigkeit der Koeffi-
zienten (vgl. MEL Bd. 3, 14.1., (1)). Ist dagegen (a) bzw. a mit der Minimalbasis
(f1s fos «++» fs) bzw. (Fy, Fy, ..., F,) ein inhomogenes oder homogenes Polynomideal,
80 kann man diesen SchluB nicht mehr machen; wir zeigen dies fiir P-Ideale: Aus

f=gh + gefe+ -+ @fe =bify + Bofo + -+« + Befid. in 2y, ..., 2,
folgt natiirlich wieder

G—h)h+@—h)fo+ -+ (g — ht)ﬁ,:‘)id-inxu ons Tnj 1)

aus (1) folgt aber keineswegs g; = A&; fiir alle 4 =1, 2,...,¢; man betrachte dazu
beispielsweise Identitdten der Gestalt fif; + (—fi) fr = 0.

Um nun einen Uberblick iiber alle derartigen Identititen zu gewinnen, ist es
sinnvoll, nach steigenden Gradzahlen vorzugehen.

Wir kénnen uns dann auf H-Ideale a = K[z, 2y, ..., 2,] mit a = (Fy, Fy, ..., Fy)
und (F,, Fy, ..., F,) Minimalbasis beschranken. Dies hat iiberdies den Vorteil, daB
aus

F:=GF + GF,+ -+ G,F,ca (2)
stets
h(F) = h(G;) + h(F;) firalle ¢=1,2,...,8 (3)

folgt (vgl. Kap. 1, (45)), wihrend bei P-Idealen nur A(f) < h(g;) + A(f;) gilt (vgl.
Kap. 1, (44)). Die Beziehung (3) bedeutete gerade, daB die in a = (#,,..., F,)
< K[z, 2y, ..., %,] enthaltenen Formen eines festen Grades ¢ einen K-Modul 3%(¢; a)
bilden; a ist dann die Vereinigungsmenge aller dieser K-Moduln; wir erinnern hierzu
an die Sitze 15 bis 18 von Kapitel 1 und an Satz 22 von Kapitel 4.

Ausgangspunkt fiir die Syzygientheorie war bei HiuBrrT 1890 die Frage nach der
Bestimmung der Anzahl der linear unabhéngigen Formen aus (¢; a) fiir festes, aber
beliebiges ¢. Gehen wir dazu von (2) aus, so miissen wir — analog zu (1) — die Iden-
titdten

OF, + GF, + -+ OF, = 0id. in 7o, 71, ..., 7y @
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mit beriicksichtigen ; die Beriicksichtigung der Identitaten (4) reicht jedoch — wie wir
in 5.14. sehen werden — zu der gewiinschten Anzahlbestimmung allein noch nicht
aus. Die Identitét (4) 1Bt sich auch als Skalarprodukt

9,
D, <5 s
(Fy, Foy oo, Fg) - | 7 | =0id. inay, ..., 2, (5)
¢a
D,
schreiben; der Vektor [ : | heiBt dann eine Syzygie von a = (F,, Fy, ..., F,).
¢U
Qll ¢21
Sind| { | und [ : ] zwei Syzygien von a, so ist
D, Py,
¢ll ¢21 YI1¢ll + WZQZI
ol )+ )= e
P, P;, VD, + ¥, Dy,

wiederum eine Syzygie von a. Dabei sind ¥, ¥; Formen aus K[z, i, ..., z,] mit
¥ + (D) = K(F) + h(Pa). (6)

Die Syzygien bilden unter Beachtung der Gradbedingung (6) einen K[z, , ...,2,]-
Vektormodul, den sogenannten zweiten Syzygienmodul von a. Wie wir beweisen
werden, besitzt nun jeder K[z, 2, ..., x,]-Vektormodul B eine endliche Basis. Da
nun jedes Basiselement von B ein Spaltenvektor ist, wird eine Minimalbasis von B
durch eine Matrix von Formen reprisentiert; fiir die Gradzahlen dieser Formen
miissen jedoch zur Sicherstellung der Homogenitéit gewisse Einschrinkungen gelten,
die als erstes naher zu untersuchen sind.

5.2.  Homogene Matrizen

Vorgegeben sei eine einzeilige Matrix von Formen aus K[z, #;, ..., ,], die als Basis
eines H-Ideals a = (¥, ..., F,) gedeutet werden kann:

Uy = (F1, ... Fy). @)
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Wir betrachten neben U, eine damit verkettete Matrix

G ... Gy
Vr=|.oeerrn.. mit (@) := gu- ®)

Gy ... Gy

Definition 1. Die zu (8) gehdrige Matrix der Gradzahlen heifit die zu (8) zuge-
hérige Gradmatriz :

g - Gu
(WG = vrerer. i ®
gar +-- Gat

Fiir¢ = 1 oder s = 1 ergeben sich die bereits in Kap. 1, Definition 31, eingefithrten
Gradvektoren.

Unsere Aufgabe besteht also darin, Bedingungsgleichungen fiir die Gradzahlen g;;
anzugeben. Durch diese Bedingungsgleichungen soll erreicht werden, daB bei der
Matrizenmultiplikation U,,V,; nur Formen entstehen, ausfiihrlich:

Gy ... Gy
FryeenF) e oo, = (Hy, Hy, ..., Hy),

Gy ... Gy
also
H,:=F\Gyy + FoGs + -+ + F G (10)
und
Hy:=F\Gy + FoGy + -+ + F Gy (B=2,...,1%); (11)

aus (10) folgt
h(Fy) + g = b(Fs) + g = -+ = b(F) + gar,

also
h(Fy) + g = h(F;) + gu t=2..9),
also
h(Fy) — B(F;) = gin — gus (12)
aus (11) folgt
h(Fy) + gue = b(F) + g = -+ = b(Fo) + gurs
also
h(EFy) + gu = MEF) + gue»
also

gie = M(EFy) — B(F) + gus (13)
(12) in (13) eingesetzt, liefert die entscheidende Gradbedingung
Jie =9gun + G — Ju- (14)
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Definition 2. Matrizen mit Elementen aus K[, %y, ..., ;] (Formen) und Giiltig-
keit von (14) heien H-Mairizen. Auftretenden Nullformen wird dabei derjenige
Grad zugeschrieben, der mit (14) vertréiglich ist.

Das geschieht in Einklang mit Kap. 1, (35), jedoch in Abweichung zu MfL Bd. 3,
14.1. und 14.6.

Aus (14) folgt unmittelbar der

Satz 1. Bei H-Matrizen sind die Graddifferenzen verschiedener Zeilen und Spalten
konstant.

Beweis. Fiir Zeilen folgt aus (14) sofort

Fik — G = gir — Ju> (15)
also

Fie — e = e — Ju) — G — Ju) = (@i — g11) — (G5 — gu) =g — Gin5
fiir Spalten folgt entsprechend mit Hilfe von (14) die Behauptung aus
g — g = gu — gu- (16)
Aus (15) und (16) ergibt sich unmittelbar

Satz 2. Die Gradzahlen einer H-Matriz, also die zugehorige Gradmatriz, sind
bereits vollkommen festgelegt, wenn die Gradzahlen fiir eine Zeile und fiir eine Spalte,
0.B.d. A. fiir die erste Zeile und die erste Spalte, vorgegeben sind.

Jede Gradmatriz (9) hat dann die Bauart

I gu+o cee Gut G
gutd gutea+d ... gntoa+d

gu+ 8o gutoit+dey oo gut e+ doy

und es gilt gy = g1y + Cp-1 + di_y, wobei ¢y = dy = 0 zu setzen ist.

Beispiel.
2 2 3 45 7 223 4 5 17
3 3 3 4 5 6 8
4 erginzt sich zu 4 45 6 7 9
5 556 7 8 10
8 8 8 9 10 11 13
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Wir wollen nun untersuchen, welchen Gradbedingungen die Elemente von

Hy ... Hy
Wei={.oooven... (A7)

neben (14) geniigen miissen, wenn

G‘ll Gl’ Glﬂ e G‘ll
Gﬂl GBR 023 e GR!

Gal Gﬂ Gy ... G“ ...............

VW =

wieder eine H-Matrix sein soll. Dazu miissen sich beim Ausmultiplizieren aus-
schlieBlich Formen ergeben; die Gradmatrix ist mithin gegeben durch

gu+ by gu+ e oo gut+ by
gu+ha gat+he oo guthu

Fa+ P g+ b oo gnt+ b

(VW) =

und aus der Matrizenmultiplikation ergibt sich fiir die Elemente der ersten Zeile

gu + b = gu + ki,
gu + b1a = gue + b,
g1 + b = gue + P

also allgemein
g+ hy=9u+hy fir k=1,..,¢6 und I=1,..., %
Mithin gilt

Satz 8. Ist V,; eine vorgegebene H-Malriz mit der zugehorigen Gradmatriz (i), so
gilt fir alle mit V,; verketieten H-Matrizen Wy, mit den Gradmatrizen (hy), die zu
H-Matrizen VW, fiihren, daf die Gradzahlen hy, durch Vorgabe einer Zeile, 0. B.d. A.
der ersten Zeile mit den El ten hyy, vollk festgelegt sind durch

h=gn—gu+ by (k=1,..,t und 1=1,...,u). (18)

VW, ist dann eine H-Matriz.
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Beweis. Wir haben nur noch die letzte Behauptung, also die Giiltigkeit von
(14) fiir die Ay, nachzuweisen, d. h.

by = by + by — by (19)
Wir bestitigen die Giiltigkeit von (19), indem wir beiderseits (18) einsetzen:

g — Ju + by =g — g + b + g1 — gu + by — by

Wir geben noch ein Beispiel zu Satz 3. Es sei

5 6
4 5
(CUDE
3 4
Zum Schluf dieses Abschnittes noch eine ergiinzende Bemerkung.

Durch die Bedingung (14) bzw. (19) konnen negative Gradzahlen auftreten. Man
vermeidet dies, wenn man die g so wihlt, da

JuSgi<-+=gu (20)
und .
uSgn<-=ga (21)

gilt. Nach Satz 3 ist fiir die 4, nur (20) noch realisierbar; das Nichtauftreten negativer
Exponenten ist bei den von der Matrizenmultiplikation betroffenen Elementen
evident; lediglich bei Nullen kénnen sich formal negative Werte ergeben.

Im iibrigen gelten die iiblichen Regeln und GesetzmaBigkeiten fiir das Rechnen mit
Matrizen ; wir heben hier nur eine hervor: Fiir die Multiplikation einer H-Matrix mit
einer Form A(zy, 2y, --., #x) < K[, 2, ..., ,] bzw. mit einer Konstanten aus K gilt
ohne Zusatzbedingungen

Gy ... Gy AGy, ... AGy
N I = . (22)
Gy ... Gy Ay, ... AG,
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5.3.  Homogenitit der Unterdeterminanten von H-Matrizen

Wir gehen nun wieder aus von der Matrix
V= eoereennnn (8)

mit A(Gy) 1= gy und
Ju=gn + gu — gu- (14)
Dann gilt der
Satz 4. Alle r-reihigen (r < Min {s, t}) Unierdeterminanten von V, sind Formen.

Beweis. Wir fithren den Beweis o. B.d. A. fiir die aus den ersten r Zeilen und den
ersten r Spalten gebildete r-reihige Unterdeterminante; nach der Leibnizschen
Definition der Determinante (vgl. MfL Bd. 3, 8.2.) ist dann

...... e | = X (1) Gy G, G

wobei die Summe iiber alle Permutationen (3, ..., ¢,) von (1, ..., 7) zu bilden ist und
I(iy, .., i,) die Anzahl der Inversionen der jeweiligen Permutation (iy, ..., ¢,) ist. Es
sei g der Grad des allgemeinen Gliedes unserer Determinante, also

g := k(G G, -+ Gri) = gui, + i, + - + Gri,e

Es ist zu zeigen, daB g unabhingig von der Permutation (i, ..., i,) ist. Setzen wir
(14) in den Ausdruck fiir g ein, so wird (untereinandergeschrieben)
g=¢gu +9a +---+9n
+ gu, + Gu, + -0+ g,

—fun —fgun — " — I
und wegen

G, TG, + o+ 9, =9u+ g2+ F i
ist also g in der Tat unabhingig von der jeweiligen Permutation (iy, ..., %,).

GROBNER geht in [2] von Satz 4 als Forderung aus und gelangt von da aus zur
Bedingung (14). Der Verfasser wihlte hier mit Riicksicht auf die in 5.1. dargelegten
Zusammenhiinge bewuBt einen etwas weniger eleganten Weg.
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5.4, Homogene Vektormoduln

Die Zeilen- oder Spaltenvektoren homogener Matrizen bilden einen Vektormodul, den
wir als ,,homogenen Vektormodul* bezeichnen wollen:

Definition 3. Ein homogener Vektormodul des H-Ringes K[z, 2, ..., ,] ist eine
Menge B von Vektoren mit gleicher Koordinatenzahl, fiir die folgendes gilt:

1. Die Koordinaten @;; sind Formen aus K[z, 21, ..., #,], fiir deren Gradzahlen
(14), (15) und (16) gelten.

G Gyo
22 Ais U =| : |€®B, V= : |eB,4AcKzg2,..., 2], BE K[z, 21, ..., %]
Ga G,
wobei die Beziehung
h(4) + k(Gn) = h(B) + h(Gin) (23)

gilt, folgt AU + BV € B.
Es gilt dann der

Satz 5 (Hilbertscher Basissatz fiir homogene Vektormoduln). Jeder homogene
Vekiormodul B besitzt eine endliche Basis.

Beweis. Dazu nehmen wir in 8 eine Klasseneinteilung der Spaltenvektoren vor.

Die erste Klasse besteht aus allen Spaltenvektoren, bei denen die erste Koordinate
=+ 0 ist,

— die zweite Klasse besteht aus allen Spaltenvektoren, bei denen die erste Ko-
ordinate = 0 und die zweite Koordinate == 0 ist,

— die dritte Klasse besteht aus allen Spaltenvektoren, bei denen die erste und die
zweite Koordinate = 0 und die dritte Koordinate = 0 ist, usw.

Dies ist offenbar eine vollstindige Klasseneinteilung, wobei in Einzelfillen aller-
dings eine oder mehrere Klassen auch leer sein konnen. Jedenfalls erhalten wir da-
durch eine treppenférmige Anordnung der Spaltenvektoren.

Die ersten Koordinaten der Spaltenvektoren der ersten Klasse bilden wegen (23)
ein H-Ideal, welches nach Kap. 1, Satz 12, eine endliche Basis besitzt, und wir kénnen
diese als Minimalbagis wihlen. Jeder Spaltenvektor der ersten Klasse kann dann
durch die Basisvektoren dieser Minimalbasis und einen Spaltenvektor einer Klasse
mit hoherer Nummer dargestellt werden.

Jetzt werde derselbe Proze8 mit den zweiten Koordinaten der Spaltenvektoren der
zweiten Klasse durchgefiihrt usw.

Auf diese Weise entsteht sogar eine Minimalbasis unseres Vektormoduls.

Nebeneinander geschrieben, bilden diese Spaltenvektoren eine Matrix endlicher
Spaltenzahl. Wegen der ersten Eigenschaft, die fiir homogene Vektormoduln in
Definition 3 gefordert wurde, ist diese Matrix gemiB 5.2. eine homogene Matrix, fiir
die also die Gradbedingungen (14), (15) und (16) erfiillt sind.
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Ganz analog verlaufen die Uberlegungen fiir Zeilenvektoren, was uns hier aber
weniger interessieren wird.
Wir vermerken nochmals als wichtiges Nebenergebnis den

Satz 6. Durch sukzessive Besti von Minimalbasen fiir endlich viele H-Ideale
kann zu jedem homogenen Vektormodul eine Minimalbasis berechnet werden.

Wir kehren nun zu den Uberlegungen von 5.1. zuriick.

5.5.  Syzygien

Definition 4. Ist Uy, = (¥, ..., F,) ein H-Ideal aus K[z, 2y, ..., z,], 80 heilit

@,
jeder Vektor | : | mit
¢a
@\ F, + PFy + -+ + B F, =0id. in 2, ..., 7, 4)
bzw.
D,
[
(Fu Fo s B [ 70 ] =0 ®)
¢J

eine Syzygie des H-Ideals (Fy, ..., F,).
Definition 5. Ist

Gll o G‘ll
27 .
Ga ... Gy
D,
eine homogene Matrix, so heifit jeder Vektor { : | mit
D;
Gy ... G\ /D 0
........... )= : Jidinz,..., 2, (24)
Gy ... Gy P, 0

eine Syzygie der H-Matrix V,, bzw. des durch V,; definierten homogenen Vektor-
moduls.
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Aus dem zuvor Bewiesenen folgt unmittelbar
Satz 7. Die Gesamtheit der Syzygien eines H-Ideals bzw. eines homogenen Vektor-
moduls bildet einen homogenen Vektormodul.

Definition 6. Der Modul der Syzygien eines H-Ideals a oder eines homogenen
Vektormoduls V,, heiBt der Syzygienmodul von a bzw. von V.

Satz 8. Jeder Syzygienmodul besitzt eine endliche Basis.
Beweis. Dies folgt aus Satz 5 und Satz 7.

Satz 9. Ist W,, der Syzygienmodul von V¥, so braucht V} nicht der volle Syzygien-
modul von WT zu sein.

Beweis. Zunichst folgt aus VW, =0 sofort WV} =0, jedoch zeigt das
Beispiel (w42, Z422) ( xz) =0 mit (2, —2;) (xl) =0 und (a:.,x,) =z, (x,) die
—% 2, ZLoe, L2,
Richtigkeit der Behauptung von Satz 9.

Definition 7. Ist a = (F,,..., F,) ein H-Ideal aus K[x,, 2, ..., ,], so heilt
der Syzygienmodul von a der zweite Syzygienmodul von a; der Syzygienmodul dieses
zweiten Syzygienmoduls (falls er existiert) heiBt der dritte Syzygienmodul von a; ...,
usw. a selbst wird als erster Syzygienmodul gezéhlt.

Man beachte, daB mitunter in der Literatur a nicht als Syzygienmodul mitgerechnet
wird ; dann ist der Syzygienmodul von a der erste Syzygienmodul usw. Wir wollen im
folgenden bei der durch Definition 7 festgelegten Zihlung verbleiben.

Wir wollen nun ein Beispiel fir den zweiten und den dritten Syzygienmodul eines H-Ideals
geben und betrachten dazu das bereits in Kap. 1, (130), (131), in diesem Zusammenhang betrach-
tete H-Ideal v{) — K[y, z;, 2, 2;] mit der Minimalbasis (Fv Fy, Fy, Fy) und Fy = 2gxy — 2,75,
Fy = g%, —xs Fy = 2%, — 2%, F,= 22> — x,°. Die Formen eines festen Grades ¢
aus v{} (£ = 2) hllden dmm nach Kap. 1, Satz 17, den Modul I(¢; v{}); die Bezichungen

B, + B,F, + OoFy + BOF, = 0 id. in o, 23, a3, 2,

stellen dann fiir festen Grad ¢ lineare Abhingigkeitsrelationen zwischen den Formen des Moduls
M(t; v{3) dar. Fiir £ = 2 existieren keine solchen Abhanglgkeltsrela.tmnen, da _17'1 dle einzige
quadratische Basisform in v{} ist. Fiir £ = 3 haben wir die 1 Al ionen
zwischen zFy, 2, F, 2, Fy, x,Fl, Fy, Fy und F, zu beriicksichtigen; solche existieren aber nicht.
Fiir ¢ = 4 sind demgemiB die linearen Abhingigkeitsrelationen zwischen den 22 Formen #,2F,,
g2y Py, 2oy, 2oy, 22 Fy, 2y@aFy, 2i23Fy, 22F, 2@y, 23°Fy, 2oFy, 21Fp, 2aFy, 25F, 24y,
x,Fg, %y Fy, 237y, 2 Fy, 2, Fy, 2,Fy, 23 Fy 20 bestimmen, was mit Hilfe des Gauﬁschen Algorithmus

geschehen kann (vgl. 5.6.). Dies gibt vier Abhiingi ionen
2,°Fy — 2y + 2F5 = 0,

w0y Fy — 23Fy + 2, Fy = 0,

zyzyFy — 2, Fy — 5 Fy =0,

23F) — ayFy — 2, F, =0

id. in %, 2y, 2y, 3. (25)
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Daraus ergibt sich — was noch zu beweisen ist — bereits der volle Syzygienmodul

z? Ty Ty Tt

—zy  —a 0 0 26)
, 2 —xy, —2
0 0 —xy —2

mit der Gradmatrix

2 2 2 2
1111
1111
1111
¢l
; : La . i ; ¢ ;
,»Voller* Syzygienmodul heiBit, daB sich jede Syzygie @ auf mindestens eine Weise mit
3
P,
geeigneten Formen A, 4y, A3, A, aus den Syzygien von (26) kombini 1aBt:
D, £ ZoTy T, %y zg?
D, —2, —g 0 0
= A A A A
Py G o T4 & + —% t 4 —%
Py 0 0 —% -2

Wegen (22) — angewandt auf Spaltenvektoren — 1aBt sich dies matrizenmiBig schreiben:

D, z? ToTy NS 4, 4,
P [ —a 0 0 4, A4,
[ Zo % —% —%3 4 Uu 4; )" o
D, 0 0 —%, — A, A4,
D,
Gilt auBerdem fiir dieselbe Syzygie g‘
s
P,
D, z? Ty BTy Tt B, B,
D, —%y  — 0 0 B, U B,
= = (28)
Dy %o - T . | By “ By
P, 0 0 —% 4 B, B,/
mit
4y B,
4, B,y
4, * B |
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so folgt aus (27) und (28)

— 4, 0
B, — A, 0
U, 2 L 29,
u\ B, _ 4, 0 (29)
B, — 4, 0
Bl Al
Es ist also g’ =4 eine Syzygie von Uy, also eine Syzygie des zweiten Syzygienmoduls
a - ]
—4, B,— 4
von pf} = (F,, F., Fg, F,); nach Definition 7 ist also 2 % | ein Element des dritten
R
BI - ‘AI
Syzygienmoduls; setzen wir
B 1 Al @lﬂ
BI - Al ¢is
=¥ 30,
B—4, op o
B, — 4, D’
mit einer geeigneten Form ¥ = ¥(x,, 2,, «;, ¥3), so folgt also
Bl 'Al ¢1s
B, 4, o3
- @ s
B \a] a0
By, 4, D’
wobei die Koordinaten @,3, @,3, &8, P2 gemi (20) und (30) aus
L 7t oy T 2 D* 0
[ —zy — 0 0 ;2 0
U, Ll - ] L 31
“\ oy T & —H — L2 0 &4
a3 0 0 —z —m/ \@ 0

zu berechnen sind. Aus (31) folgt nach Ausfithrung der Matrizenmultiplikation
2P, + 2z ®y® + “-'1‘;13453a + 2P =0,
—2 PP — 2D =0,
T PP+ 2D — 2P — 2P =0,
— 2P — 2,02 =
Bei der Losung derartiger Gleich fiehlt es sich, mit den einfachsten Gleichungen
zu beginnen; in unserem Fall sind das dxe zweite und die vierte Gleichung.
Aus der zweiten Gleichung folgt @3 = z;4, ®,® = —x;4, aus der vierten Gleichung folgt
P2 = z,B, D2 = —x,B; dies in die dritte Gleichung eingesetzt, gibt (223 — 2,2,) (4 + B) =0,
also B = — A4, mithin

D° 3

D2 —xy
=4

[ X3 —ay
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Einsetzen in die erste Gleichung gibt schlieBlich A (z,%r; — xp2,® — 2,305 + 7,%,?) = 0; die erste

ES
Gleichung ist also ebenfalls erfiillt. Mithin stellt der Vektor V}, := %2 | bereits den vollen
dritten Syzygienmodul dar. o,
Dna Berechmmg des drltf/en Syzygienmoduls gestultete swh hier — und dhnlich ist es in anderen
infacher als die des zweiten Syzyg duls. Dies mhrbe von den in U“
s.u.fh'etenden Naullen her. Daher wird im folgenden der Bereck g des uyn;,
unser besonderes Augenmerk dienen, zumal dies auch fiir die Anwend von b d
Bedeutung ist.
Zy
Ein ller vierter Syzygi dul wiire durch [ —2 | @4 =0 gegeben, also durch
%o
2,04 =0,
—5P* =0,
—, P4 =0,
2P =0

mit der einzig méglichen Losung @4 = 0. Weitere Syzygienmoduln konnen also nicht existieren,
wenn der Ausgangsmodul nur aus einem Spalﬁenvektor besteht wir formulieren dies noch als

Satz 10. Diese Bedingung ist aber ke g! dig; man betrachte dazu das P ;produkt-
z, 0
ideal (zy2y, 2oy, 2y2,) mit dem zweiten Syzygienmodul (—xl xl); fir die Koordinaten @3,
0 —ux,
@,? eines dritten Syzygienmoduls miiBte dann
z,P* =0,
—5 P + u P =0,
—%Py* =0

3
gelten, und hieraus folgt (Z‘a) = (g ; der Nullvektor ist also die einzig mégliche Syzygie. Wie

das vorletzte Beispiel zeigte, kann dabei der Fall auftreten, daB der Nullvektor nur aus einer
Koordinate, also der Zahl Null allein, besteht. Sobald der Nullvektor als einzig mogliche Syzygie
auftritt, sprechen wir vom Abbrechen der Syzygienkette. Dazu geben wir die

Definition 8. Geht man von einem H-Ideal aus K[z, 2y, ..., z,] oder einem
homogenen Vektormodul aus, so heiBt die aus dem H-Ideal bzw. homogenen Vektor-
modul,

— dem zweiten Syzygienmodul,

— dem dritten Syzygienmodul,

— ... usw.

bestehende Folge von Vektormoduln bzw. die sie reprisentierende Folge von homo-
genen Matrizen die Syzygienkette des H-Ideals bzw. des Ausgangsmoduls.
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Wir sprechen vom Abbrechen der Syzygienkette nach dem k-ten Glied, wenn der
(k + 1)-te Syzygienmodul der Nullvektor (bzw. gleich der Zahl Null) ist, nicht
aber der k-te Syzygienmodul, in Zeichen:

0 0
" i » 0 0
Ubyp Uy oo Us_ AU =07 Tk | ) |aTen=| T |. (32
0 0

Bei H-Idealen a = K[z, 2y, ..., %,] wird die Zahl k als Linge L(a) der Syzygien-
kette bezeichnet, in Zeichen

L(a) := k. (33)

L(a) darf nicht mit der hier nicht eingefiihrten Ideallinge 4 von Priméridealen
verwechselt werden.

Wir werden sehen, daB L(a) wichtige Aussagen iiber das H-Ideal a liefert.

Wir kénnen nunmehr den angekiindigten Satz formulieren:

Satz 10. Besteht ein Syzygienmodul nur aus einem Spaltenvektor, so bricht die
Syzygienkeite mit diesem Syzygienmodul ab.

Aus Satz 9 folgt: Ist U+ der volle Syzygienmodul von UY, so braucht (U*)T nicht
der volle Syzygienmodul zu (U*1)T zu sein. Ist dies fiir alle ¢ dennoch der Fall, so
definieren wir:

Definition 9. Ist (32) die Syzygienkette von U, und ist die Folge der trans-
ponierten Matrizen

(Uria) s O A0 DT, s (O30T, (U, (34)

8r—38k—1
die Syzygienkette von (U¥)T, so heiBt (32) eine reversible Syzygienkette.

Die Bezeichnung ,,reversible Syzygienkette* wurde von GROBNER in [9] geprigt,
wihrend G. ErseNreicH in [3] die Bezeichnung ,,umkehrbare Syzygienkette
benutzt. Von GROBNER und dem Verfasser wurde vermutet, daB H-Ideale mit
reversibler Syzygienkette die bereits mehrmals vorangekiindigten ,,perfekten Ideale*
sind ; dies wurde unabhéingig von G. EISENREICH in [3] erstmals bewiesen, vgl. auch
die daran ankniipfende Darstellung bei GRGBNER ([9], Kap. IV, § 5, Sitze IV und V).

5.6.  Praktische Berechnung von Syzygienketten

Esseia = (F,, Fy, ..., F,) = K[z, 2y, ..., z,] ein H-Ideal mit
my =h(F) SHFy) <+ SWFiy) SMF) S ShFy) SMF) =M
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und (F,,..., F,) eine Minimalbasis. Es seien ®; = @(xy, %y, ..., z,) vollstindige
Formen in unbestimmten Koeffizienten u;, vom Grad m, + 1 — A(F}); ,,vollsténdig*
soll heilen, daB alle moglichen Potenzprodukte des geforderten Grades mit von Null
verschiedenen Koeffizienten wirklich auftreten. Dann wird @\ F; + @,F, + --.
+ @,F, vom Gesamtgrad m, + 1 bei @; = O fiir A(F;) > my. Soll nun

D F, + D Fy + +oo 4+ D F, =0 id. in g, 21, .00, Ty

werden, so miissen die unbestimmt angesetzten Koeffizienten w;, gewissen linearen

Gleichungen geniigen, aus deren Ldsungen sich die Syzygien ergeben. In analoger
Gy ... Gy

Weise kann man bei Vektormoduln | ........... mit my = b(GQy;) < -+ < b(Gyy)

= M ansetzen. @y ... Gy

Im néichsten Schritt werden die @; vom Grad m, + 2 — h(F;) angesetzt. Auf diese
Weise muB man wegen Satz 5 nach endlich vielen Schritten einmal den vollen
Syzygienmodul berechnet haben. Auf dieses Verfahren wurde von OsTrROWSKI in [1],
8. 314, hingewiesen (OsTROWSKI verwendet die Bezeichnung ,,Dimension® an Stelle
von ,,Grad‘‘). Jedoch erhebt sich die Frage, wie man merkt, daB man den vollen
Syzygienmodul erreicht hat. Derartige Algorithmen sind von grundsitzlicher Bedeu-
tung; bei ihnen ist also die Frage nach Abschitzungen fiir die Anzahl der durch-
zufithrenden Schritte zu stellen.

In unserem Fall wiirde dazu geniigen, Abschitzungen fiir den héchsten erforder-
lichen Gesamtgrad M + K anzugeben. Dies ist in der Arbeit [1] von G. HERMANN
geschehen, aber die dort angegebenen Gradschranken sind einmal fiir den praktischen
Gebrauch viel zu hoch und zum anderen auch noch falsch. Es wird 2 als scharfe
Gradschranke (also 1 < K < M) vermutet.

Wie bereits im vorigen Abschnitt dargelegt wurde, wollen wir stattdessen bei der
Berechnung des zweiten Syzygienmoduls die Ausgangsbeziehung

O\ F) + DpFy + -+ + P Fy =0 mit k(P Fy + - + DF,) =t
als lineare Abhingigkeitsrelation zwischen den p;F; mit h(p;) = ¢ — h(F;) deuten.
Diese linearen Abhiingigkeitsrelationen bestimmen wir mit dem Gaupschen Algo-
rithmus.

Als Hilfsmittel numerieren wir die Potenzprodukte des jeweiligen Grades ¢ in
lexikographischer Anordnung, vgl. 7.3.

‘Wir rechnen dazu das bisher betrachtete Beispiel v{} = (Fy, Fy, F3, F;) = K[y, 24, %5, 23] mit
Fy = a0y — 2%y, Fy =2’y — 2%, Fy = 22 — 2,25, GF Y= z,2,* — z5°.
‘Wir betrachten a.ls erstes den Grad t =4 = M + 1, haben also zz}Fy, 2;Fy, 2;Fy, 2;F, auf

lineare Abhiingi zu Wir b dazu 7.3. Dies gibt zunichst

2P =g’y — ez, = (4)—(6),
20, F) = gluzy — aprle, = (7) — (12),
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TaFy = m’ugmy — TpTady® = (9) — (14),
Taly = T'wg®  — iy = (10) — (15),
@’ Fy = gy, — oz, = (18) — (22),
wyaFy = api@ats — 2% = (16) — (24),
22 Fy = agmiag® — 2wy = (16) — (26),
oy = vprtn, — b = (18) — (21),
zraFy = apraxs® — ayrilry = (19) — (28),
2?Fy = 2 — zEat = (20) — (29),

wFy=ain, —awd = (@)— (),
afy =gl —at = (6)— @),
oF, = nfzd —afe, = (8)— (22),

2Py = 2’22y — 2% 9) — (23),
zFy = w’ny?  — mprm = (8) — (13),
nly =zt — oz, = (14) — (23),
nFy =22 — oz = (17) — (25),
zFy = oty — 2’2 = (18) — (26),
wF, = z,z? — o = (16) — (17),

nF =ala® —ozd = (26)—(27),
2Py = zyzgrd — 2t =(29) — (31),
nF =2z —aly = (30) — (32).
Wir ordnen nach den ersten Potenzprodukten und erhalten
zFy = (3) —(11), z,2F; = (16) — (24),
*Fy = (4) — (6), @73 Fy = (16) — (25), }
znFy = (6) —(21), 2Fy = (16) — (17),
Ze0,Fy = (1) — (12), z,Fy = (17) — (25),
zFy = (8) — (22), z,°F, = (18) — (27), }
zFy = (8) — (13), } zFy = (18) — (26),
zFy = (9) — (23), } ZoaFy = (19) — (28),
ZeFy = (9) — (14), z,2F; = (20) — (29),
agaFy = (10) — (15), . F, = (26) — (27),
#*F, = (13) — (22), z,Fy = (20) — (31),
2, Fy = (14) — (23), z,Fy = (30) — (32).

Wenn Syzygien — also Abhiingigkeitsrelationen — entstehen sollen, miissen die
ersten Potenzprodukte gleich sein.
Die Umkehrung kann natiirlich keineswegs gelten, denn sonst konnte es beispiels-
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weise keine Eliminationsideale geben. Es kann also durchaus sein, daB man bei
gleichen ersten Potenzprodukten durch Subtraktion zu neuen ersten Potenzprodukten
gelangt. Da wir dies im niichsten Kapitel noch bendtigen werden, wollen wir dafiir
eine formelmiBige Fassung geben:

Definition 10. Es sei a = K[z, 2y, ..., z,] ein H-Ideal. Dann werde unter a,(t)
dasjenige Potenzproduktideal verstanden, dessen Basis aus genau den Potenz-
produkten ¢-ten Grades in @y, #;, ..., 2, besteht, die bei lexikographischer Anordnung
und nach Anwendung des GauBschen Algorithmus als erste Potenzprodukte in
M(; a) auftreten. a,(¢) heiBt das zugeordnete Potenzproduktideal t-ten Grades des
H-Ideals a.

Dann gilt offenbar

Satz 11. Ist a = K[z, 21, ..., 2,] ein H-Ideal und sind a,(t) und a.(t + 1) die
zugeordneten Potenzproduktideale t-ten bzw. (t+ 1)-ten Grades, so gilt

Mt + 1; a,(8) S Mt + 15 0, + 1)). 35)
Auf diese Beziehung werden wir im niichsten Kapitel zurtickkommen.

Wir kehren nun zu unserem Beispiel zuriick. Hier treten an vier Stellen gleiche erste Potenz-
produkte auf. Es sind also maximal vier Syzygien zu erwarten, die hier auch tatsichlich auf-
treten. Um das einzusehen, ersetzen wir die zweiten Potenzprodukte durch solche mit méglichst
groBer Nummer. Dies gibt, wie in (25) angekiindigt:

zFy= (8) — (22),

ZF'y + 2,°F, = (8) — (22)
zFy = (9) — (23),

2oy + 2, Fy = (9) — (23)
z,2F; = (16) — (25),

2oFy + 23F5 = (16) — (25)
z,°F; = (18) — (27),

23Fy + 2, Fy = (18) — (27)

Fiir spiitere Rechnungen setzen wir zur Abkiirzung
= 2%y Fy — 23Fy + 2, F,

#*Fy — @,Fy + 2,F5,

} 2,2F) — 2,Fy + %F3 =0,
} ZtaF'y — 23Fy + 2,Fy = 0,
} 2@ Fy — @yFg — 2oFy =0,

} 42 Fy — 23Fg — 2, Fy = 0.

(36)
Fog 1= 2,23Fy — 2, Fy — zoFy,
Foy:= 2g2F; — 23Fy — z,F,.
‘Wir haben also vier Syzygien 8,, 8,, 8,, 8, gefunden mit
ZoTy E %3 £
—g —, 0 0
8, = 5 = A 8= , = i
' et 5 Zo : s ] & —7

0 0 —% —z
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und der Leser mache die Probe, daB tatséchlich
(%3 — gy T’y — 21°, TeTy® — @y, T,T* — 24°) (81, 8y 83 8) = (0,0,0,0)
erfiillt ist.
Eine Hauptschwierigkeit besteht nun darin, nachzuweisen, da
E A
Ui, = m —m 0 0 = (8y, 83, 83, 8y) (37)
T To —% —
0 0 —z —z
der volle zweite Syzygienmodul ist. Wir haben dafiir keine hinreichende, wohl aber eine not-
wendige Bedingung. Dazu geben wir die
Definition 11. Ist a = (¥}, ..., F,) = Kz, 2y, ..., %,] ein H-Ideal, so bezeichnen
wir als Hauptkl ygien diejenigen Syzygien, die sich aus den Identitdten
FyF;+ (—F;) F,, = 0 ergeben.

Der Grund fiir die Bezeichnung ,,Hauptklassensyzygien wird sich in 5.7. ergeben.
Sie sind offenbar stets vorhanden. Daraus resultiert als notwendige Bedingung der
Satz 12. Wenn ein Syzygienmodul der volle Syzygienmodul sein soll, miissen die

, 577

Haup yzygien daraus kombinierbar sein.

In unserem Fall sind dies

Fy Fy Fy
i 0 _ 0
h,:= o | hy:= _5 ) hy:= o )

0 0 —F,

0 0 0

F, F, 0
h,:= ), hy:= 4, = b
* —F, * 0 he F,

0 —F, —F,

und es ist — was der Leser selbst nachpriifen mége —

hy =28, — 2,8;, hy =68, — %8y, Ry = 238, — 2,8,

hy = 28 — 22,8y, By = —2,7:8) + 2,8, + TSy — 2,°8y,  hg 1= 783 — 7,78,
Mithin kénnten die vier Syzygien 8, 8, 83, 8¢ bereits den vollen Syzygienmodul bilden.

Die Umkehrung von Satz 12, ob aus der Kombinierbarkeit der Hauptklassen-
syzygien durch ein berechnetes System von Syzygien auf die Vollstéindigkeit des
Syzygienmoduls geschlossen werden kann, konnte bislang weder bewiesen noch
widerlegt werden.

Wir wollen daher im folgenden immerhin zeigen, da8 fiir ¢ = 5 und ¢ = 6 keine neuen Syzygien
entstehen.
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Fiir ¢ = 5 folgt nach 7.4. — gleich nach den ersten Potenzprodukten geordnet —

z*Fy = (3) — (11),
z’Fy = (4) —(6),
z0, Fy = (6) — (21),
z Fy = (1) — (12),

z2gly = (8) — (22).}
2'Fy = (8) — (13),
zfy = (9) — (23),}
Tz Fy = (9) — (14),
z*wgFy = (10) — (15),
z,°F, = (12) — (36),
72" Fy = (13) — (22),
7,2, Fy = (14) — (37),
z,Fg = (14) — (23), }
z,23Fy = (16) — (38),
20,2, Fy = (16) — (24), }
oty sy = (16) — (26), }
z2Fy = (16) — (17),
z2Fy = (17) — (39),
2y F'y = (17) — (25), }
ZesFy = (18) — (40).}
" Fy = (18) — (27),
ZsFy = (18) — (26),
2 F, = (19) — (41),
Torg@sly = (19) — (28), }
2%’ Fy = (20) — (29),

Hieraus folgt
g7y = (8) —
2ty + 'y = (8) —
2o Fy =
T’z Fy + mem Fy = (9) —

2,2, F, = (14)

2,°F) + @, Fy = (14) —
zyxaFy = (16) —
zgizeFy + 2°Fg = (15) —

@) —

z,°Fy = (23) — (37),
2 Fy = (24) — (38),
%0, F, = (25) — (39),
z,%sFy = (26) — (40),
zm Py = (26) — (27), }
@, Fy = (27) — (40),
z,2,2Fy = (28) — (42), }
2,7,y = (28) — (41),
a2 Fy = (29) — (43), }
zpFy = (20) — (31),
z2,2Fy = (30) — (44),
zZaFy = (30) — (32), }
z2Fy = (31) — (43),
z,3Fy = (32) — (46),
zymsFy = (32) — (44), }
z 2 Fy = (33) — (47),
25?Fy = (33) — (45), }
2y7y°F; = (34) — (48),
@°Fy = (35) — (49),
z*F, = (41) — (42),
7y2eFy = (44) — (46),
2,25 Fy = (45) — (47),
z,2Fy = (48) — (51),
wzsFy = (49) — (52),
2°F = (60) — (63).

(22),

(22) } %ofn =0,
2 wname.
) e
2} e
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ez Fy = (16) — (25), _
el + 22F = (16) — (26) } Subin =
@ty = (17) — (39), } i
o Ty + agFy = (17) — (39) | T
asFy = (18) — (40),
Zg2y2F; + 2,2, Fy = (18) — (40), 2 Fyy =0, a3Fp =0,
2%, Fy + 2oy Fy = (18) — (40)
zg*Fy = (19) — (41), _
st Fy + ayzaFy = (19) — (41) } #fu=0,
2%z, Fy = (26) — (40), P —0
@2sFs + 2, Fy = (26) — (40) } Afn =0
,7,°Fy = (28) — (42), 0y Fy = 0
z@Fy + o'F, = (28) — (42) uow
amFy = (29) — (43), _
23Fy + 242, F, = (29) — (43) } aln =0,
7y Fy = (30) — (44), -
Py + 2By = (30) — (44) } =
z,3F, = (32) — (46), _
ol B L
x 22, F) = (33) — (47), _
a2F, + iy = (33) — (47) } =1

Fiir ¢ = 6 ergeben sich bereits 95 Binome, die gemiB 7.5. nach den ersten Potenzprodukten

. ordnen sind. Wir wollen d.lese Schritte hier iibergehen und stellen im folgenden die Fille mit

hem ersten P Auch hier ergeben sich dabei durchweg Syzygien,
deren Reduktion auf die vier Basissyzygien nur in einem Fall etwas komplizierter ist:

2z, Fy = (8) — (22), =
wielFy +  ofFy= (8)— (22)} =D,

I

&tz y + 2:25': Z Ef,; _ ((22?)’} % Fy =0,
z,*Fy + zf.,i:?: : gi; _ (g;?, } Zo1Fgg = 0,
2,z Fy + ﬁfn;ﬂ::f*: — 32 - ((33;))’ } 2z, Fy = 0,
s v S R
e b D2} s o,



5.6. Praktische Berech von Syzygienk 211

222,2F; + 2g2y0aFy = (18) — (40), ¢ %TaFy =0, 2y3Fy =0,

TorgZaFy = (18) — (40).}
2 Fy + @'zyFy = (18) — (40)

2g%y*Fy = (19) — (41),

ax'anly + ol = (19) — 1) | m=%
o'z, Fy = (24) — (58), 22y =0
28F) + z@y*Fy = (24) — (58) am
alesFy = (25) — (59, ) _ap _o
wpinFy + 2B, =@26)—(9) | "
T, *25 Fy = (26) — (40), Fo=0
agay + afnk, = (26) — @0) | BT
oy = @) — (00, . p o

z,°2,Fy + Z2,7Fy = (27) — (60)
zya23 Fy = (28) — (61),
aatFy + iy = (28) — (61),
%238y + 217sFs = (28) — (61)
nztFy +  x,°F, = (20) — (63),

2y Fy =0, sl =0,

ZoytyZsFy + 2y%2,2F) = (29) — (63), ¢ 2%sFy + 2,°Fa = 0,
PRy + oz, Fy = (29) — (63) —@y2gFyy + 292Fyp + Zo2aFog — 2,7Fgy = 0,
Fog =0,
arFy + agmd, = (30) — (a9) | 0T
wFy = (30— ®),) op o

#222F) + xgzytFy = (31) — (83)
w2y Fy = (32) — (64),

77 Fy +  2,2,2F5 = (32) — (64),
2097 Fy + 2gx,75Fy = (32) — (64)
242,2F, = (33) — (65),

(33) — (65),
(33) — (85)
(34) — (86),

22 Fy =0, x,23Fy =0,

e s 'y + 23,7 Fy 22y Fy =0, 2°Fpy =0,
2,%25%Fy + 2zstFy

z®Fy

= zg?Fy =0,
ZagFy +  2,25°Fg = (34) — (66)

winfy =) —(61),] _.p _,

a0, Fy + a iy = (41) —@1) [ TR

z,22,2F, = (43) — (63), @2 Fpy =0

zlzFy +  zF = (43) — (63) wo
2z, Fy = (44) — (64), —o
aoFy + agmn, = 44) — (o) | =0
2,%5°F; = (45) — (65), 2gFa = 0

}
}
|
}
}
}
!
Zgt,2s"Fy = (30) — (44), }
}
}
!
}
}
}
}
|

2,202 F'g + 242,23 Fy = (45) — (65)
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7,2 Fy = (47) — (67),

TxgZyFy + @'y Fy = (47) — (67)
T2t Fy = (48) — (68),

225?F3 + %%, F, = (48) — (68),

2,2 Fy =0,

2,25Fp =0, g°Fp =0,

@?Fy + @y, = (48) — (68) }
212523y = (49) — (69), } Zgg Py = 0
gy Fy + 2yzareFy = (49) — (69) B
22 Fy = (50) — (70), 22F,. — 0
22y Fy + worgtFy = (50) — (70) | TR
&t =(52) — ()] .ap _
2w Fy + 2, =(62)—(12) | M7
adzsFy = (53) — (73), _
2,272 Fy + mzzsF, = (53) — (13) } otalu =0,
z22s?F; = (54) — (74), 2g2Fpy =0
#?Fy + 222F, = (64) — (74) uo

Mit diesen Rechnungen wollen wir es bewenden lassen; jedenfalls sind wir hier bis zum Grad
2M = 6 gegangen. Wie schon einmal erwihnt, bleibt zu wiinschen, da$l dieser Wert als Grad-
schranke nachgewiesen werden kann.

Das hier benutzte Verfahren fiihrte deshalb so schnell zu Syzygien, weil die
betrachteten Formen durchweg Binome waren. Bei Formen mit mehreren Termen
ist dasselbe Verfahren anwendbar, jedoch ergeben sich Syzygien dann meist erst zum
SchluB des in konkreten Fillen in einer Vielzahl von Schritten durchzufithrenden
GauBschen Algorithmus. Daran interessierte Leser mogen die im Anhang mitgeteilten
Ergebnisse fiir verschiedene Beispiele nachrechnen. Der starke Rechenaufwand 1iB8t
den Einsatz moderner Rechengeriite wiinschenswert erscheinen.

5.7.  Syzygienketten von (g, F)

Wir beweisen als erstes den

Satz 13 (Sa.tz von Grobner, vgl. [2], 152.6,7 und [9], Kap. IV, § 4, 4.13., Satz 4).
Ist a = (Fy, ..., Fy) = K[z, 2y, +.0, @,) ein H-Ideal und F(zy, 2y, ..., x,) eine Form
mit a: (F) = a, 80 kann die Syzygzenlcette von (a, F') aus der Syzygtenkette von a durch
Ergi g der Syzygi trizen berechnet werden, und es gilt

Lia)=knra:(F) =a=> Lo, F) =k + 1. (38)
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Beweis. Es sei (Fy,...,F,), U3, Us,, ..., U _,, die Syzygienkette von a und
@, ... &

15y
Ups; = [ oo vuvie worwn s y (39)
¢§1 » qj?a.
ferner
ol ... o,
L ; (40)
ﬁ.l Qaa,a,)

Aus D,2F, + --- + D2F, 4+ O*F = 0 folgt:
PFeca>Pica: (F)=>DP%¢ca

wegen a: (F) = a = (¥}, ..., F,), und demzufolge sind bei @? 5 0 die Syzygien

@2 —F 0 0
@,2 0 —F 0
: kombinierbar aus . : S :
' D,? 0 0 —F
o2 F, F, F,

Ist dagegen @2 = 0, so erhalten wir Syzygien von a. Der volle zweite Syzygienmodul
V%, von (a, F) ist also gegeben durch

Via (41)
mitt, =8+ 1,8, =8 4 8,
Nun ist wegen der Kombinierbarkeit der Hauptklassensyzygien
(q;fll erey q’ia,: evey ¢31: saey @f,‘) 2 (Fl’ simsy Fu) =a,
allgemein
(P, ..., DL ) 2 (D, .., B,_,) 2 0. (42)

Der Ansatz fiir den dritten Syzygienmodul ist dann
D3P + - 4 B P; + PF =0;
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wegen (42) folgt daraus entsprechend:
DF € (D3, ..., B)=>Feca S (D3, ..., 9}),
allgemein
DHIF € (D4, ..., B => F € (D, ..., D} ).
Der volle dritte Syzygienmodul V7, von (a, F) ist also gegeben durch

F 0..0
0 F...0

(43)

mit t; = 8, + 8, t; = 83 + 8.

Das Vorzeichen von F mu8 jetzt gewechselt werden; um dies einzusehen, setze der
Leser (39) in (41) und (40) in (43) ein und priife ¥2¥® = 0 nach.

8o konnen wir fiir die niichsten Syzygienmoduln weiterschlieBen und haben dann

mit £y = 83 + 8, f, = 8, + 83 und allgemein fiir ¢ > 3

{(—1)F 0 s 0
vg 0 (—1}F ... 0
B L e
il = 0 0 cer (—=1)F (44)
0...0
Ui
0.

mit £; = 8 + 8i-1, b1 = Sir1 + 8i-
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Ist nun L(a) = k, so ist nach Definition 8

wegen (44) entsteht dann aber ein vom Nullvektor verschiedener (% + 1)-ter Syzygien-
modul von (a, F), und zwar

(—1)tF 0 . 0
0 (—1FF ... 0

17+ EONTP PRSP (45)
0 0 e (—1EF

Se-18%
mit bt = & + S-1, bers = 0 + 8 = 8. Dal

0
vie—| ¢
0
ist, ergibt sich aus (45) wegen:
(_1)k¢ik+zF —0=> @]h-s —

firj = 1,2, ..., 8. Es ist also L(a, F) = k 4 1, womit Satz 13 vollsténdig bewiesen
ist.

Satz 13 ist von groBer theoretischer Bedeutung, wie wir im folgenden sehen werden.
Seine Wirksamkeit fiir die effektive Berechnung von Syzygien ist jedoch nicht so
stark; es ist also im allgemeinen nicht maglich, daraus Syzygien rekursiv berechnen
zu wollen, da bei vorgegebenem a = (F}, ..., ¥,) unter den Basiselementen ein F;
mit

(Fryves Fiogy Fiagy ooy o) 2 (F) =(F1yeees Fig, Fisa, o, Fy) (46)

in vielen Fillen nicht existiert.

So wird man fragen, ob sich in (38) die Voraussetzung a : () = a zur Forderung,
da8 (F,, ..., F,, F) eine Minimalbasis ist, abschwiichen li8t, auch wenn dadurch nur
die Aussage iiber die Linge der Syzygienkette (nicht aber deren Bauart) folgen
sollte. Dazu gilt leider (vgl. RENscHUCH [10]):
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Satz 14. Ist a = (Fy, ..., F,) < K[z, 24, ..., z,] ein H-Ideal und F(2o, 24, ..., %,)
eine Form mit F ¢ a derart, daf gilt:

(Fy; o0, Fy, F) st Minimalbasis von (a, F) und a: (F) D a, (47)
80 st iiber L(a, F) keine Aussage miglich.

Beweis. Wir geben dazu Beispiele an fiir

a) L(a, F) < L(a),

b) L(a, F) = L(a),

c) L(a, F) = L(a) + 1,

d) L(a, F) > L(a) + 1;
daB in allen diesen Beispielen a: (F) > a erfiillt ist, wird nicht einzeln gezeigt,
sondern kann aus der Bauart des jeweiligen zweiten Syzygienmoduls V2 von (a, F)
abgelesen werden; ebenso ist die Voraussetzung (F, ..., F,, F) Minimalbasis von
(a, F) bei allen vier Beispielen evident. Bei den Beispielen werden wir ferner wieder
einmal unsere vier Formen

Fy = 2@y — 1%, Fp =3’ — 2%, Fy = a@® — 0%, Fy =z —z° (48)
verwenden.

Zua). a=(Fy, Fp, F)) = K[a:o, %,, 5, ¥3] hat die viergliedrige Syzygienkette (F,, Fy, F}),
U, Uz, Ugy mit L(a) = 4 und
Ty — @ T(@ey + T4%y) e + Wy Ba(@e®p + %yTy) Tyg? — z,°
U2 = | —zg2y + 2,25 —2,2 — 22y —zg? 0 »
0 —%* o —,* —%g%3 + BTy

—z, 0 =z 0 s

U= -z z-z x| U= _:i H
0 —z 0 —z =
* s

0 0 —zy —2

ist F = Fy, so ist (a, F) = (Fy, Fy, F3, Fy) = 05}, wofiir wir im vorigen Abschnitt eine drei-
gliedrige Syzygienkette berechnet haben, also L(a, F) = 3.
Zub). a = (g2 — 2% Tp%s — %1%p) < Ko, 23, Ty 5],

Ui = (’"Z'oz_:‘:,), L) =2.
— %%y
F = 22y — 2,2; fiir (a, F) gilt
s Ty 0
Vi=|—-= —Zg |s V= (O)’
Ty T

also L{a, F) = 2.
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Zu c). a = (%%, #,%5, T%5) < K[y, 2y, 74, 25, 7],

z, O
Uy, = (—xo zs). L{a) = 2.

0 —2
F = zya,; fiir (q, F) gilt (der Leser beachte den U hied gegeniiber (41), (44), (45))
- —;,z‘ g g%y
T4
el LS L3 Mol WP &
Tot; Xy —%T

also L(a, F) = 3.
Zu d). GemiB (48) sei a = (Fy, F,) = K[z, z;, ;, 73]; dann ist

—F,
v = ( F:) Lia) = 2.
Setzen wir F' = F,, dann ist (a, F) = (¥F,, F,, F,) gleich dem Ausgangsideal im Fall a), fiir welches
wir eine viergliedrige Syzygienkette angegeben haben. Hier ist also4 = L(a, F) > L(a) + 1 =3.
Damit ist Satz 14 vollstindig bewiesen.

5.8.  Syzygienketten von H-ldealen der Hauptklasse

Fiir H-Ideale der Hauptklasse r gilt nach Kap. 4, Satz 45, (92), die Hauptklassen-
eigenschaft von (Fy, ..., F;) fiir § = 1,2, ...,r — 1, und damit ist (46) erfiillt. Wir
konnen also die Syzygienketten von H-Idealen der Hauptklasse gemiB Satz 13
rekursiv bestimmen.

Satz 15. Ist Y§j:= (F, ..., F,) = K[y, 2y, ..., %,] ein H-Ideal der Hauptklasse
r=mn —d, so ist

Lh) =r=n—d, (49)
und die Syzygienkette ist durch § = Vi, V3, Vi, ... ,Vi_, mit
£ = (:) fir i=2,...r (50)
und
F, Fy... F, 0 ... 0
_F, 0 ... 0 F,... 0
vi_| 0 —Fi... 0 —F.. 0 (51)
0o o o o F,
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sowie
{(—1)}F, 0 ... 0
1)
v, ... By ° (—1)}F, ... 0
V= 0 0 oo (1FF, (52)
0 iiennns 0
U{F;, ..., Fr_y)
rekursiv gegeben.

Beweis. Wie zu Anfang dieses Abschnittes gesagt, ist (46) jetzt anwendbar, und
damit ergibt sich (52) und (49). Wegen

(=4 +(%)=0)

folgt (50). SchlieBlich folgt (51) aus (41) durch Umordnung und Multiplikation jeder
Syzygie mit —1, was wegen der Moduleigenschaft erlaubt ist. Damit ist Satz 15
bewiesen und zugleich die Bezeichnung ,,Hauptklassensyzygien* von Definition 11
gerechtfertigt.

Da jedes H-Ideal a = K[z, 2y, ..., 2,] der Dimension d = n — r wenigstens diese
Hauptklassensyzygien besitzt, gilt der
Satz 16. Ist a = K[z, 24, ..., 2,] ein H-Ideal, so gilt
Kodim a = r= r < L(a). (53)
Diese Abschitzung werden wir in 5.16. noch verschirfen konnen. Immerhin ist
durch (53) eine scharfe untere Schranke fiir L(a) gegeben.

Wir wollen nun fiir » = 1, 2, 3, 4 die Syzygienketten von H-Idealen der Haupt-
klasse explizit angeben.

Fiir r = 1 entsteht ein Hauptideal ) = (F) mit V2(F) = 0, also L(§) = 1.

Fiir r = 2 ist die Syzygienkette durch

(Fy, Fy), ( ﬁ)
4L

gegeben.
Fiir r = 3 folgt daraus nach (52)

(F1, Fy, Fy),
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und in der Bezeichnung (51)

F, F; O Fy
(Fy, Fy, Fy), —F 0 Fs ), —F|; (54)
0 —F, —F, F,

entsprechend fiir r = 4 gemiB (52)
F, —F; 0 | —F, 0 0

-F, 0 —F,: 0 —F, 0
(Fy, Fo, Fy, Fy), 0 F, Fz 0 o —r |’

o o o F F F
Foi F, 0 0

—-F,. 0 F 0 LB
F,. 0 0 F, 7,
o _F, —F, 0| \-F
0. F, 0 —F Fy

oi{ 0 F F
und in umgeordneter Weise
F, F, F, 0 0 0
—F, 0 0 F, F, O
—-F, 0 —F, 0 F,
0 —F, 0 —F, —F,

(Fy, Fy, By, Fy),

0
0
F, F, 0 0
0
0

—F, 0 F, F, (58)
0 —F, —F, —F,
F, 0 o F[ F,
0 F, 0 —F, —F

o o F, F,

Die Bauart von (54) und (55) 188t bereits erkennen (vgl. Definition 9):

Satz 17. Die Syzygienketten von H-Idealen der Hauptlklasse sind reversible Syzygien-
ketten.

Wir wollen uns nun speziell mit dem zweiten Syzygienmodul beschéftigen. Dann
besagte Satz 15: Ist §) ein H-Ideal der Hauptklasse 7, so besitzt es nur die Haupt-
klassensyzygien (51). Die Kontraposition lautet:

Satz 18. Besitzt ein H-Ideal a = (Fy, ..., F,) < K[z, y, ..., z,] wenigstens eine
Syzygie, die nicht aus den Hauwptkl syzygien kombinierbar ist, so ist a kein H-Ideal
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der Hauptklasse, also:
s=2n—d+l1led=n+1—s.
Dieser Satz ist besonders fiir den Fall s = n + 1 interessant:

Satz 19. Es sei a = (Fy, ..., F,) = K[zo, 2y, ..., %,] ein H-Ideal. Ist s < n, so
tst Dima = 0. Ist s =n -+ 1, so ist Dim a = 0 genaw dann, wenn wenigstens eine

Syzygie von a existiert, welche nicht aus den Hauptkl syzygien kombinierbar tst.
Anders formuliert: Ein homog ichtlineares Qleichungssyst
Fy(o; %y +-05 T4) =0,
................... (56)
F (w0, @1 oe0, Tp) =0
it fiir 8 < n stets nichttrivial losbar. Ein homog kil es Gleichungssy
Fy(%, @y, -, 2) =0,
.................... (57)

18t genau dann michitrivial lésbar, wenn wenigsiens eine Syzygie des zugehirigen H-
Ideals a = (Fy, ..., Fy.) existiert, welche nicht aus den Hauptklassensyzygien kombi-
nierbar ist. '

Beweis. Wegen r =n — d folgt die erste Aussage aus ¢ =r (vgl. 4.17.). Fiir
a = (Fy, ..., Fyy,) schlieBen wir so: Wenn eine nicht aus den Hauptklassensyzygien
kombinierbare Syzygie existiert. kann a kein H-Ideal der Hauptklasse # 4 1 sein,
welches die Dimension d =% — r =n — (n + 1) = —1 haben miiBte; es ist also
Dim a = 0. Ist umgekehrt Dim a = Dim (F, ..., Fuyy) = 0, so ist a kein H-Ideal
der Hauptklasse, besitzt also nicht nur Hauptklassensyzygien. Hierbei haben wir
benutzt, daB es sich bei (F,, ..., F,) bzw. (F,, ..., Fy,;) nach Definition von s um
Minimalbasen handelt, daB also keines der Basiselemente iiberfliissig ist. Schlie8-
lich ist nach Definition der Dimension geméifl W 1 (vgl. 4.3.) die Aussage d = 0 mit
der nichttrivialen Losbarkeit von (56) gleichwertig. Damit ist Satz 19 bewiesen.

Haben nun beispielsweise Fy, ..., F, alle denselben Grad A(F,) = --- = h(Fyp,y)
:=m, 80 auch die Koordinaten aller Hauptklassensyzygien; aus der Existenz einer
Syzygie mit Koordinaten von kleinerem als dem m-ten Grad kann dann nach Satz 19
auf Dim (Fy, ..., Fyy;) = 0 geschlossen werden. Auf diese Weise kann man noch zu
weiteren hinreichenden Bedingungen fiir Dim a = 0 gelangen, vgl. RENscHUCH [2].

Aus dem Beweis von Satz 13 folgt, daB beim Vorliegen von Syzygienketten der
Gestalt (54) und (55) auf die Hauptklasseneigenschaft des betreffenden Ideals
geschlossen werden kann. DaB hierzu bereits die Kenntnis der entsprechenden
Bauart des zweiten Syzygienmoduls geniigt, besagt
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Satz 20 (Satz von Ei1sENREICOH, vgl.[1]). Besitzt ein H-Ideal a = (F,,..., F,)
< K[y, 1, ..., x,] nur die Hauptklassensyzygien (51), so ist a ein H-Ideal der Haupt-
klasse s, hat also die Dimension Dim a = d = n — s und mithin die Kodimension
Kodim a =r =s.

Beweis. Dazu sei auf EiSENREICH [1] verwiesen.

Satz 20 kénnte dazu ermuntern, noch einen Schritt weiter zu gehen und die
Bedingung (49), also L(§) = r = n — d als charakteristisch fiir H-Ideale der Haupt-
klasse r zu erhoffen. Das ist nun aber nicht mehr richtig, wie am einfachsten das im
Fall ¢) beim Beweis von Satz 14 verwendete H-Ideal

@ = (%1, T1iTa, Tas) = (To, T2) N (T1, T2) N (T4, T5)

mit L(a) = 2 zeigt; aus der angegebenen und geméif Kap. 2, Satz 37, (95), berechneten
Zerlegung sowie aus W 3 folgt r = Kodim a = 2 = L(a), obwohl a kein H-Ideal
der Hauptklasse 2 ist. Wir werden in 5.18. durch L(a) = r gerade die bereits 6fter
angekiindigten ,,perfekten Ideale* definieren.

5.9.  Syzygien von Potenzproduktidealen

Hier konnen wir fiir den zweiten Syzygienmodul eine zu (51) analoge Darstellung
angeben:

Satz 21. Ist ay = (py, Do, -+ Ds) = Ko, 21, .., 2,] ein Potenzproduktideal, so
bilden die Spalten der Matriz W2 mit t = (;)

P2 Ps 0
PO P2 PP
D 0 0
PP
2!
0 _ ... 0
Wi = P11 P (58)
0 0 P
Ps-1 01 Ps
0 0 P
Ps-1 M Ps
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eine Basis fiir den zweiten Syzygienmodul. Durch Streichen der iiberfliissigen Spalten
erhdlt man aus W2 eine Minimalbasis UZ.

Beweis (vgl. KuMmER und RENSCHUCH [2], § 8, Satz 21). Zunichst ist unmittelbar
einzusehen, daB durch die Spalten von (58) Syzygien gegeben sind. Ist
D,
: (59)
?,
eine beliebige Syzygie von a, = (py, Py, .+ -, Ps), 80 gilt also
Dy + Pope + -+ + Pop, =0 (60)
mit A(Dyp; + --- + P,p,) =¢. Jedes in D;p; auftretende Potenzprodukt tritt dort
nur einmal auf, muB also noch in wenigstens einem anderen Produkt ®;p; (j == ¢) auf-
treten und sich insgesamt wegheben. Das lexikographisch kleinste Potenzprodukt
t-ten Grades, welches in (60) auftritt, kann mit Hilfe von Syzygien aus (58) aus-
gedriickt werden. Auf diese Weise gelangen wir von (60) zu einer Syzygie
D,
mit &,'p; + B;'p; + -+ + D,'p, =0 und A(P/'py + -+ + B,/'p,) =¢,
P,
bei welcher das lexikographisch kleinste Potenzprodukt eine hohere Nummer als
in (60) hat. Dieses Potenzprodukt wird entsprechend behandelt usw. Da es nur
endlich viele Potenzprodukte i-ten Grades in %, @, ..., %, gibt, gelangen wir so
nach endlich vielen Schritten zueiner Beziehung @,*p, 4+ ®;*p, + -~ + & *p, =0,
bei der nur noch zwei Potenzprodukte auftreten, also

D¥py + Bo*pp + o+ + Di*ps = ¢ipi + (—gipy) =0,
also zu einer Syzygie aus (58), womit die Reduktion von (59) mit Hilfe der Syzygien
von (58) gelungen ist, q. e. d.
Ist mo = h(py) < h(ps) < -+ < h(p) = M, 5o ist

h( B p B Pf) < hipipy) < 2M;
nnp; P p;

damit ist fiir Potenzproduktideale die von uns generell vermutete scharfe Grad-
schranke 2M bestatigt.

Beispiel. a = (2%, Zo2s, 7125, Z,73),
23 oz xmy O o o
—z, 0 0 22 2 0
0 —zp 0 —mz3 0
0 0 —zw, 0 —2 —2

Wczs =
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und
zg x 0 0
— 0 =z 0
U = Zg
“ 0 —z, 0 =
0 0 —zy —a,
Der dritte Syzygienmodul ergibt sich aus
2P, + 2,0, =0,
—2,0; + 2,03 =0,
—2,Dy + 239, = 0,
—% Py — 2,0, = 0;
aus der ersten Gleichung folgt @, = 2,4, @, = —ux44, aus der vierten Gleichung folgt &; = z,B,
P, = —,B, aus den iibrigen Gleichungen folgt B = A, also als dritter Syzygienmodul

5.10. Syzygienketten von Idealpotenzen
Satz 22. Fiir H-Ideale a = K[z, 2y, ..., 2,] gilt
L(a") = L(a). (61)

Beweis (vgl. RenscrUOH [3]). Ist @ = (F}, ..., F,) und sind , ..., my alle Potenz-
produkte vom Grad m — 1 in F, ..., F,, so ist durch

(T Fyy ooy gy, ooy mFy, oo, iy Fy)

eine Basis von a™ gegeben, aus der eine Minimalbasis gewonnen werden kann (vgl.
auch Kap. 1, (72)). Ist (Fy,...,F,) = U}, U2, US,, ..., U _, die Syzygienkette
von a und

8y-18x
(Fa1y «evy Fop) 1= (Fy, ..., F)U,,, (62)
(Fiyeeey Fig) 1= (Ficap1y ooy Figy, JUS , fiir §=3,...k, (63)

i-18¢
wobei Fi,...,F, bzw. Fiy,,..., Fy,,,, zunichst als Unbestimmte aufgefaBt
werden, so gelangt man durch sukzessive Multiplikation von Fi, ..., F,, dann von

Fa, ..., Fyy,, allgemein von Fy,, ..., Fi 4., mit @y, ..., 7y zu Syzygien von am;
mithin gilt (61), q. e. d.
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Es sei noch bemerkt, daB man nur fiir ¢ = 2 auf die beschriebene Weise sogar den
vollen (zweiten) Syzygienmodul gewinnt, vgl. RENscHUCH [3)]. Ersetzt man in den U*
die Variablen %, &, ..., @, durch ;g, Z;y, ..., Zis, 850 werden fiir ¢ =1, 2, ..., k durch
(63) die sogenannten Ostrowskischen Formen i-ter Klasse definiert, vgl. Gagra [1];
gegeniiber GAETA spricht OSTROWSKI in [1] von abgeleiteten Formen (i — 1)-ter Stufe.

Beispiel.
zz 0
0 = (G ¥y %), |—T @], Lla)=2,
0 —x
02 = (29°,", %e2aTs, TyT1ZeTy, ToTa% ToTaTa’s 21°%%),
zz 0 0 0 0 0 0
—z, 2 2 0 0 0 £
0 —2% 0 =2 0 O , —&|, La=3.
, 0 0 —=z 0 =z O xp
0 0 0 —ay —2% = —y
0 0 0 0 0 —x 0

Wir vermerken noch ohne Beweis den
Satz 23 (Satz von Macauray, vgl. [2], § 93, p. 100). Ist
h = (Fy, ., Fr) = Ko, 74, -5 T

ein H-Ideal der Hauptklasse r, so gilt L(§™) = L(§) = r fiir jede Idealpotenz H™.

Dabei kann die Voraussetzung, daf a = ein H-Ideal der Hauptklasse ist, im
allgemeinen nicht abgeschwicht werden, vgl. REnscHUCH [3]; Satz 23 gilt ins-
besondere auch nicht fiir alle perfekten H-Ideale a.

In den folgenden vier Abschnitten geben wir nun einige wichtige Anwendungen
der Syzygientheorie, die an friiheren Stellen bereits angekiindigt worden sind; dies
sind die Bestimmung von Minimalbasen fiir P-Ideale, die Berechnung von Ideal-

durchschnitten und Idealquotienten, die Berechnung des dquivalenten H-Ideals und
der Anzahl der linear unabhéngigen Elemente der schon benutzten Moduln (¢; a).

5.11. Bestimmung von Minimalbasen fiir P-ldeale

Da bei inhomogenen P-Idealen Polynome eines festen Grades ¢ keinen Modul bilden,
miissen alle Berechnungen fiir P-Ideale in jeweils geeigneter Weise auf H-Ideale
zuriickgefiihrt werden. Auf diese Weise gelangen wir zu dem zu Kap. 1, Satz 20,
analogen
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Satz 24 (vgl. RENscHUCH [14]). Ist (a) = K[zy, ..., x,] ein P-Ideal und (f,, fa, - .-, fz)
eine vorgegebene Basis, so kann in endlich vielen Schritten entschieden werden, ob eine
Minimalbasis vorliegt oder welche Elemente gestrichen werden kinnen.

Beweis. Durch Homogenisierung (vgl. Kap.1, (38)) gehe fi(=,...,2,) in
Fi(xo, 24, +.., T,) iiber; aus

(@) = (f1 fas -5 1) (64)
gewinnt man zunéchst (vgl. Kap. 1, (176))
oy := (Fy, Fy, ..., F)). (65)

Ist nun (65) keine Minimalbasis fiir a,, was nach Kap. 1, Satz 20, in endlich vielen
Schritten entscheidbar ist, so ist auch (64) keine Minimalbasis; ist némlich o. B.d. A.
Fy =G F, + - + G Fy,, so folgt daraus fiir z, = 1 sofort

fe=qh + - + giafia
mit g,(@1, T, .ry 22) = Gll, @, ..., 2,) und h(f;) = Max (h(gif)). st hingegen (65)
eine Minimalbasis, so braucht (64) keine Minimalbasis zu sein. Dies tritt genau dann
ein, wenn o. B.d. A. f; = gif; + -+ + giyfi-1 mit A(f;) < Max {h(gif;)} gilt, was nach
Kap. 1, (44), eintreten kann. Ist dann g := Max {A(gif;)} — A(f:), so ergibt sich durch
Homogenisierung

20Fy = G Fy + - + Gy Fy . (66)

Wir erliutern dies am Beispiel 1. Dazu kniipfen wir an das Beispiel zu Anfang von 1.16. an
und setzen (a) = (fy, fo» f5) mit

h=2?% h=n+zz, =
und
s = 5% + (2 — 21%) fas
also g = 4 — 2 = 2; dann wird a, = (F, Fy, F,) mit
Fy =2}, Fy=am +ng;, Fy=a'
und
2*F5 = 2’Fy + (2o, — my2,) Fy.
Wir setzen nun die allgemeine Beweisfiihrung fort. Existiert eine Darstellung (66)
nicht, so kann f; nicht gestrichen werden. Entsprechend schlieBt man fiir f,, ..., f,_;.
Nun ist (66) mit GiF; + -+ + G Fyy + (—2%) Fy = 0 id. in =, ..., 2, gleich-
wertig, und dies bedeutet, dal

G

Gy

—xf
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eine Syzygie von q, ist. Die Frage, ob (64) eine Minimalbasis von (a) ist, kann also
dadurch entschieden werden, ob der zweite Syzygienmodul von a, Koordinaten mit
¢+ z¢ mit ¢ € K enthilt oder nicht. Da der zweite Syzygienmodul in endlich vielen
Schritten berechnet werden kann, ist Satz 24 damit bewiesen.

Fiir die praktische Anwendung von Satz 24 ist allerdings die Berechnung des vollen
zweiten Syzygienmoduls unerldBlich; in Spezialfillen filhren andere Methoden
schneller zum Nachweis der Minimaleigenschaft, so bei BRESINSKY und FULLER [1].

Fiir weitere Uberlegungen siche RENscrUCH [14].

Beispiel 2. Wir betrachten das Beispiel von Kap. 1, (21); dort war (a) = (5, fo, 3, fo) mit

h=m+a, h=2'ta fi=u% h=2'+tx,
und wir wollen die dort angekiindigte Minimalbasiseigenschaft nachweisen. Hier wird zunichst
a, = (Fy, Fy, Fg, Fy) mit
Fy, =2 + 23, Fy=g%+ 2% Fy=z2, Fi=z'n+2°
und fiir den zweiten Syzygienmodul ergibt sich
F, F3 F, O 0 0
—F 0 0 F, F, 0
0 —F, 0 —F; 0 22+ 2,2
0 0 —F, 0 —F, —x

R
U, =

und daraus 148t sich keine Syzygie mit einer Koordinate der Bauart ¢ - 2,9 gewinnen.
Beispiel 3. Wir greifen jetzt das zweite Beispiel von 4.23. auf; dort war (p) = (f;, fs, /3. f;) mit
h=z—am, h=2—2a° [=2'—a%, [=2u2"—2°
und es ist dann p, = vy = (Fy, Fy, Fy, F}) mit
Fy = agzy — 012y, Fy=m’ — 2, Fy=a@;® — o', Fy= 22 — .
Der zweite Syzygienmodul von p, ist nach (26)
2?2 Ty Ty X
—%y —Zy 0 0
£ 5 I
[ EN £
aus der ersten und dritten Spalte folgt, daB f, und f; gestrichen werden kénnen, ausfihrlich:
2 Fy = —2,°F) + 2,Fy > fy = —o’fy + 2ofs,
Fy = —2@eFy + 2,y = 2°Fy = —2g2,25Fy + 2%, Fy
= —ay, 2 Fy — 20 F) + 2,°Fy
2 fo = —ay(z5 + T%y) fr + 2*fas

die Minimalbasis von (p) ist also (fy, f,). DaB hier f; und f, gestrichen werden konnten, lag daran,
daB in der ersten Spalte in der vierten Zeile eine 0 steht. Anders liegen die Verhéltnisse im folgen-
den Beispiel.



5.12. Basen équivalenter H-Ideale, Gleichheit von P-Idealen 227

Beispiel 4. Die Abhyankarsche Kurve (vgl. RENscHEUOH [13, 14]) ist im dreidimensionalen
affinen Raum Nullstellengebilde des primen P-Ideals mit der allgemeinen Nullstelle y, = ¢ +- t°,
= 13, y; = t%. Dem entspricht nach Kap. 3, Satz 12, (40)f., das H-Ideal p, mit der allgemeinen

Ys
Nullstelle

t.5 i3 t4 5 t &
yu(u+»ﬁw>—yg(1 i L ) e (b S )

= (tﬂ i ‘U‘tl + tlﬁ’ toztlsi tD‘l‘)

und der Minimalbasis p4 = (¥, F,, Fy, Fy, Fg) mit

Fy= oy — oty + 2%, Fy = a2, — o + 3y’ + oz,

Fy = 2g%2,® — 2,3, + 2% + 22,2° — 2%, Fy = a2® — 207 + 24%° + 2’

Fy = zmagzg? — 25t — 7t
Es sei nun £y, %, @3) := Fi(1, 2, @y, 23) und (p4) := (f1, fa fa» fo» f5) das durch Enthomogenisie-
rung entstehende P-Ideal aus K[z, z,, 25]. Es soll entschieden werden, ob (fy, fa, fs, fus f5) eine
Minimalbasis ist.

Zur abkiirzenden Schreibweise fiir den zweiten Syzygienmodul U2vonp, = (Fy, Fy, Fy, Fy, F),

den wir hier ohne Beweis angeben, setzen wir

Hy = a’my — 2@y — 2° + 2002p° + 2gze®,  Hy 1= %g%y® — %3,

Hy:= 2% — 2y2y® — 2, Hyi= 205 — 0y, Hy:= 2,20 — 25°

und haben dann

H, H, H; H, H, g

—z, 0 0 =x O 0

U, = @ —xy —x, —2 O 0
Y T T T T —%

0 0 —& 0 —xp —23 —a

Aus der dritten und vierten Spalte (wo das Element #, auftritt) folgt, daB in (f,, fo, fs, f4, f5) das
Basispolynom f, oder das Basispolynom f, gestrichen werden kann; es ist also (fy, fa fos f5)
= (f1» fa» fa» fs) = (94). Da hier an den dafiir erforderlichen Stellen in der dritten und vierten
Spalte keine Nullen stehen, kénnen f; und f, nicht beide gestrichen werden; Nullen entstehen
an den betreffenden Stellen zwar durch Addition der zweiten und vierten bzw. Subtraktion der
dritten und sechsten Spalte, aber dann geht —z, in —z, — %3 bzw. &, in 2, + z; iiber.

5.12. Berechnung der Basen dquivalenter H-ldeale,
Gleichheit von P-ldealen

Ankniipfend an Kap 1, Definition 30 und Formel (47), wollen wir eine Basis des zu
einem P-Ideal (a) = (fy, .+, i) = K[zy, ..., #,] dquivalenten H-Ideals a berechnen;
gemiB Kap. 1, (48) enthilt q alle Formen, die nach Enthomogenisierung (z, = 1) in
Polynome aus (a) iibergehen. Wie wir in Kap. 1, Satz 14, vermerkten, war dadurch
zugleich eine H-Basis fiir (a) gegeben.
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GemiB dem Satz von vaN pEr WAERDEN (Kap. 1, Satz 57, (177), (178)) wollen wir
das zu (a) dquivalente H-Ideal a als SchluBglied der durch

0y i=Fy, s FY), Gai=a;:(m) (=1,2..) (67)

gegebenen Teilerkette bestimmen.

a, entsteht durch Homogenisierung (Kap. 1, (38)) der Basisformen f,, ..., f; von (a).
GemiB dem vorigen Abschnitt kénnen wir annehmen, da8 (F,, ..., F) eine Minimal-
basis von a, ist. (Ist dies fiir (fy, ..., f;) nicht bekannt, so muB es fiir (¥, ..., Fy)
entschieden werden.) Nunmehr werde a, = a, : (%) = (¥}, ..., F}) : (%) berechnet,
also nach Kap. 1, 1.14., die Gesamtheit der ¢ mit cxy = G F, + --+ + G F,. Hieraus
folgt

G.Fy + -+ + G F, + (—6)wo = 0. (68)
Dies besagt, daB
&
a, (69)
—c

eine Syzygie von (ay, #,) = (Fi, ..., Fy, %) ist. Dazu miissen wir noch zeigen, da
(Fy, ..., Fy, o) eine Minimalbasis von (a,, 2,) ist. Ware @, € (Fy, ..., Fy), so ergibe
sich1 € (fy, ..., f;), also (a) = (1). Ferner kann keine der Formen F'; gestrichen werden,
denn dann miiite w,|F; sein, was unmoglich ist, weil die F; durch Homogeni-
sierung (Kap. 1, (38)) entstanden sind. Mithin ist (¥, ..., Fy, %,) eine Minimalbasis,
da (F,, ..., Fy) als solche vorausgesetzt worden war.
Wir haben nun den zweiten Syzygienmodul von (a,, %) gemé8 5.6. zu berechnen.
Hierzu weisen wir noch auf folgendes hin (vgl. RENscHUCH [9]). Die Berechnung
von (69) kann dadurch wesentlich erleichtert werden, daB wir jede der Basisformen
in der Art
F; = xoR; + F* mit R; = By(xy, %y, ..., z,) und F¥* = F¥gy,...,2,)
(70)
aufspalten, wobei also z, in F* nicht mehr auftritt. Dann ist offenbar
(a1, o) = (Fy, ooy Fyy ) = (F1¥, ..., Fi¥, ),
also ist Satz 13 von 5.7. anwendbar. F* berechnet sich durch
F*®y, ..o, ) = Fi(0, 24, ..., 2,),
also dadurch, daB z, = 0 in F; gesetzt wird. Aus (68) und (70) folgt dann
GF* 4o + G F* 4+ (—c+ GR, + -+ + GR)zy = 0 id. in %, @y, ..., Ty (T1)
Schreiben wir dafiir
D Fy* o+ B F ¥ + Bz = 0 id. in 2, 24, ..o, 24, (72)
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8o ergibt sich aus einer Syzygie

D,
(2 (73)
L
von (72) die Gesamtheit der ¢ zu
¢=R® + R®, + -+ + BPy — Dy (74)

Hierzu geben wir noch zwei Beispiele. Mit (74) ist dann jedenfalls a, = 0, : (o)
berechnet. Ist dabei a, = a;, so sind wir fertig. Andernfalls wird 6; = @, : (%) in
analoger Weise berechnet usw. Wir haben also
Satz 25. Das zu einem P-Ideal (6) = (f1, ... ft) = K&y, ..., %,] dquivalente
H-Ideal o = K[z, 24, ..., @] kann in endlich vielen Schritten durch mehrfache Quotien-
tenbildungen (67) berechnet werden.
Beispiel 1. Wir erliutern das zu Anfang von 1.16. behandelte Beispiel
(0) = (i fo) = Klzy, 25, 5] mit f = 2%, fo =2, + 21%,.
Hier ist a, = (F;, Fy) mit
Fy=z?, Fy=22+ o, Bi=0, Fi*=a? Ry=m, F*=uz32,
und &, F,* + @, F,* + Byz, = 0 lautet hier
By2,? + Pyryzy + Py = 03
nach (58) folgt

D, x3 %y 0 A
D) =(—=2 O £ B,
Dy 0 —z2 —zz;) \C

und nach (73) und (74) wird
¢ =0 + ay(— Az, + Cxg) + Buy® + Cuyry = —Azyzy + Bz + Clag®y + 21%s),
also ist ay = (Fy, Fy, Fy) mit Fy = z,2,.
Es ist By = 0, Fg* = z,2,. Zur Berechnung von q, setzen wir
B F* + Py F* + BpF* + Pyzy =0,
also
Dy, 4 Dymyzy + Dotay + Pyty = 0;
nach (58) folgt

A
D,’ 23 x % 0 O 0 B
D\ [—=x 0 O zy @ 0 c
D, - 0 —2 0 —mx O x, ol
D, 0 0 —z2 0 —zxy —3y% E
F
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und nach (73) und (74) wird
¢ =0+ x)(—Az + Dzy + Exo) + 0 + Oz + Ezyzy + Fayzy
= (—A4 + F) 2,23 + Oy® + Dy? + B2z, + #1%5),
algo ist ag = (Fy, Fy, Fy, F;) mit Fy = 2.
Es ist B, = 0, F* = 2,2 Zur Berechnung von q, setzen wir
D F ¥ + OF* + B Fy* + O F * + Doy =0,
also
Dy2y? + Dyy@y + Doy + Py + Dy = 0;
nach (58) folgt

4,
4,
D, x3 ® x; 0 0 0 0 0 4
D, - 0 0 =z = (VI 0 A’
Dy | = 0 —2 0 —zz 0 Zz 0 A‘ 3
D, 0o 0 0 0 0 -—=z O Zy Aﬁ
Dy 0 0 —22 0 —z2; 0 —22, —x° A'
- 7
AE

und nach (73) und (74) wird
¢ =0+ zy(— 4y, + A7y + Agtg) + 0 + 0 + Az + Agymy + Ayzyzy + Ag2y®
= (=4, + 4, + 4;) 2123 + Ay + Ag(mozy + 2175) + Agn?,
also ist a0, = ag = (Fy, Fy, Fy, F,) und mithin das équivalente H-Ideal a = (F,, F,, F,, F,), und
dies ist offenbar eine Minimalbasis fiir a.

In diesem Fall bestand die Minimalbasis des &quivalenten H-Ideals a aus mehr Elementen als
die des Ausgangsideals (a); dies ist jedoch nicht zwangsliufig, wie bereits im Kapitel 1 im An-
schluB an Definition 27 erwihnt wurde.

Beispiel 2. Es sei Q = Q(zs, ..., 2,) eine quadratische Form, und in K[z,, 2,, s, ..., 2,] sei
(a) = (@ + %2y, 2,2,). Natiirlich kénnte man die Basis sofort durch (@, z,2,) ersetzen; wir
wollen jedoch mit der ungiinstigeren Basis arbeiten. Dann wird némlich

a; = (%°Q + 2%y, %1%3) = (%,°Q, 71%;)
und
0y = 0y : (%) = (%°Q, 217, %,Q)
und
0=0,=03 =0y (%) = (%°Q, 2,7, 2@, @),
und dies ist offenbar keine Minimalbasis von a; eine solche ist a = (@, ;7).

Beispiel 3. Wir betrachten die Ideale von Kap. 1, (20), (21), (22), und wollen hier nur die

Ergebnisse mitteilen: Es sei
(@) = (21, 2, 73),  (B) = (21 + %3 2® + @, 2125 %° + 21),

(€) = (21 + 23 2, + @, T4y, (5 + 1) (22 + @), B3(2® + 7))
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Dann wird
by = (2; + @ 223 + 2%, Tu2, T2y + 21°)s
By = By 2 (%) = (21 + %3 2o + 2% Zaps s %),
By = by 2 (2g) = (%, + gy TTa + 212, Ty, T (@ + Zs), Tk 21) = (@ Ty T, o)
by = By : (%) = (1, Ty» Tp),
By = By : (%) = by = (21, @3, Z)3
mithin ist b = (z;, 2, %) das dquivalente H-Ideal und b = a. Durch die Bildung der Ideal-
quoti und nachtrigliche Enthc isierung ergeben sich dann gerade die in Kapitel 1 im
AnschluB an (20), (21) und (22) gegebenen Umrechnungen. Somit haben wir hier von b = a auf
(b) = (a) schlieBen kénnen.
Beim Ideal (c) haben wir
6 = (@1 + %o 70 + 212, 2, @ + 2) (@72 + 20), BlEe'H + 20)s
und es wird erst ¢; = ¢, : (%) = (%1, Zp, %3) = C, alsoa=b=c¢ und also (a) = (6) = (c).

Wir haben mithin

Satz 25. Zwei P-Ideale aus K[z, ..., x,] sind genau dann gleich, wenn ihre dqui-
valenten H-Ideale gleich sind.

Dieser Satz ist natiirlich von keinerlei theoretischer, wohl aber — wie diese Bei-
spiele gezeigt haben — von praktischer Bedeutung (der umgekehrte Sachverhalt
tritt in der Mathematik héufiger auf!). Das liegt daran, daB mit der iiblichen Gleich-
heitsdefinition fiir Mengen, dem Extensionalititsprinzip (vgl- ML Bd. 1, 1.3, (1)),
awar fiir H-Ideale, nicht aber fiir P-Ideale vermoge der Basiselemente eine Entschei-
dung moglich ist; vgl. Kap. 1, Sétze 18, 19, 20.

Bei den hier betrachteten Beispielen gelang es ferner, mit Hilfe der dquivalenten
H-Ideale b = ¢ = a = (2, &3, @5) = Ko, 21, %2, 23] und der daraus resultierenden
Gleichheiten (b) = (¢) = () zu Basen minimaler Linge fiir () und (c) zu gelangen.
Ob die Bildung &quivalenter H-Ideale stets zur Gewinnung von Basen minimaler
Liinge fiir P-Ideale fiihrt, konnte noch nicht entschieden werden.

513. Bestimmung der Basis von Idealquotienten a: (F) und (a) : (f)

Bei der Berechnung von @, : (%) im vorigen Abschnitt konnten wir davon aus-
gehen, daB (Fy, ..., Fy) und auch (Fy, ..., Fy, x) eine Minimalbasis war. Letzteres
ist bei der Berechnung von Idealquotienten a : (¥) mit a — K[%o, &1, «++, Z,] und
F = F(zy, %1, --+» ¥,) Dicht immer der Fall. Dennoch gilt

Satz 26. Ist a — Klzg, @y, ..., 2,] ein H-Ideal und F = F(zo, T, ++e Zn) eine
Form, so kann der Idealquotient a : (F) in endlich vielen Schritten vermdge der Syzygien-
theorie berechnet werden.
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Beweis. Ist a = (F,,..., F,) eine Minimalbasis, so kann zunéchst (wie in 1.17.)
F ¢ a angenommen werden, andernfalls wiire a: (F) = (1). Dann ist a: (F) die
Gesamtheit der ¢ mit cF = G, F, + .- 4 @Q,F,, also

O F) 4 GoFy + - + G, F, + (—o)F = 0 id. in @, %y, ..., Z, . (75)

Fall1: (Fy,..., F,, F) ist eine Minimalbasis von (a, F). Dann berechnen wir die
Syzygien aus

D F, + Doy + - + B,F, + &,,F =0id. in 2y, 7, ..., 2, (76)
und bestimmen q : (¥) als Gesamtheit der
- (1)

Als Beispiel hierfiir verweisen wir auf das Beispiel von 1.17.

Fall 2: (Fy,..., F,, F) ist keine Minimalbasis von (a, F). Wegen F ¢ a ist dann
eine Minimalbasis von (a, F) durch Streichung gewisser Formen F, ..., F, gegeben;
die iibrig bleibenden Formen seien Fi, ..., Fy,s0daB (a, F) = (Fipy «ovs Fy, F) die
Minimalbasis von (a, F) ist. Dann ist

Fy=KuFy + - + KuF, + KjyoF fir j=1,...,s, (78)
wobei die K;; auch Konstante sein kénnen, nimlich fir j =i, wird K n=1,
Kj =--- = Kj = K;44; = 0, entsprechend fiir j = i,, ..., ;.

Mit (78) geht (75) iiber in

O F; + -+ OF, + Gy F =0id. in 2, 2y, ..., 7, (79)
mit

KyGh + K@y + - + K@y, =@; fiir 1=1,2,....k (80)
und

¢ =Ky nG + K@y + - + K@y — Bin, (81)

was der Leser nachrechnen mége.

Mit (81) kann ¢ berechnet werden, denn @, ..., @, sind aus (80) bestimmbar.
Dabei werden die G; mit § = iy, ..., % beliebig gesetzt und nach den iibrigen @;
(fiir welche K;; = 1 ist) aufgeldst.

Damit ist Satz 26 bewiesen.

Beispiel. Essei a = (F,, Fy, Fy, Fy) = K[y, 2;, 25, 23] mit

Fy =2y — 22, Fy=agy — oy, Fy=122 — 2, Fy=z2,—ap?,
und es sei ferner F = &; + ,. Zu berechnen ist a : (F), also die Gesamtheit der ¢ mit

G Fy + GyFy + G5Fy + Gy F + (—c) F = 0id. in z, 2, x,, ;3. (82)
Jetzt ist zwar F ¢ a, aber (Fy, Fy, Fy, F,, F) ist wegen

Fy= (2, —z) F (83)
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keine Minimalbasis von (a, F); diese ist (a, F) = (F,, F,, F,, F). Mit (82) geht (83) iiber in

G Fy + GoFy + GyFy + (—c + Gole, — 2,)) F =0, (84)
also in
D F, + B F; + O F, + O F =0, (85)
mit Gy = &Py, Gy = &,, G, = P; und
¢ = Gy(z, — 2) — Dy. (86)
D,
Fir g’ ergibt sich mit 5.6. und Satz 13
3
D,
A
D, Ty, X ¥ —x, O 0 B
D) _[—n—= O z—2 0 c
@, z, % 0 0 T — Ty D ’
D, 0 0 —F —F, —F, %

dies in (86) eingesetzt, folgt ¢ = Gy(2, — z,) + CF, + DF, + EF, mit beliebigen G,, C, D, E;
also ist

a:(F) = (v, — a5, Fy, Fy, Fy).

Ist nun () ein inhomogenes P-Ideal und f ein inhomogenes Polynom in z,, ..., 2,,
F die dazu équivalente Form und a das zu (a) dquivalente H-Ideal (vgl. Kap. 1,
Definition 25 und Definition 30), dann ist a :(F) die Gesamtheit der Formen
H(wo, 21, ..., x,) mit HF € a; aus H entstehen bei der Enthomogenisierung z, = 1
inhomogene Polynome A(w,, ..., z,) mit kf € (a), und nach Definition des dqui-
valenten H-Ideals ist dadurch die Gesamtheit der & mit Af € (a), also (a) : (f) gegeben;
wir haben also

Satz 27. Die Berechnung von (a) : (f) mit einem P-Ideal (a) K[z, ..., @,] und
einem inhomogenen Polynom f = f(x,, ..., x,) kann durch Ubergang zum dquivalenten
H-Ideala = K[y, 1, ..., x,] und zur dquivalenten Form F = F(%y, @, ..., &,) vermoge

(@) : () =a: (F)lg= (87)
auf den homogenen Fall (Satz 26) zuriickgefihrt werden.

5.14. Bestimmung der Basis von Idealdurchschnitten
und beliebigen Idealquotienten

Wir wollen nun die Uberlegungen von 1.12. zuniichst fiir Idealdurchschnitte von
H-Idealen prizisieren. Wir konnen uns auf Durchschnitte von zwei Idealen be-
schrinken; dann gilt
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Satz 28. Sind a und b 2wei H-Ideale aus K[xy, 2y, ..., Z,], 80 kann der Ideal-
durchschnitt o nb in endlich vielen Schritten vermoge der Syzygientheorie berechnet
werden.

Beweis. Sind a = (Fy,..., F,) und b = (Fyq, ..., Foup) Minimalbasen von a
bzw. b, so ist a n b die Gesamtheit der Formen @ mit

G=GlF1+"'+GrFa=Ga+1Fa+1+"'+Ga+hFa+n: (88)

also
QF, + o + G Fy + (—GQuy) Fory + -+ + (—Goup) Foep =0 id. in 20, 2y, ..., Zy. (89)

Nun schlieBen wir weiter wie beim Beweis von Satz 26 und haben als Fall 1, daB
(Fyyever Fyy Fopay vy Foyp) eine Minimalbasis von (a, b) = a + b ist, vgl. hierzu das
erste Beispiel von 1.12.

Im Fall 2, bei dem (F, ..., Fy Fyyy, - oo, Foyp) keine Minimalbasis von (a, b)) =a+b
ist, schlieBen wir wie bei (78), (79), (80) und setzen die Ergebnisse in (88) ein. Wir ver-
weisen auf das zweite Beispiel von 1.12.

Sind (a) und (b) zwei inhomogene P-Ideale aus K[y, ..., #,], so gilt offenbar der

Satz 29. Die Berech des Idealdurchschnittes (a) n (b) zweier P-Ideale aus
K[z, ..., z,] kann durch Ubergang 2u den dquivalenten H-Idealen a und b vermoge
(@) n (6) =anbl,—, (90)

auf den homogenen Fall (Satz 28) zuriickgefiihrt werden.
Nach Kap. 1, (170) galt
a:b=a:(Gy..,G) =(a:(G))n-a(a:(Gh) (91)
fiir H-Ideale a und b = (&, ..., G), und danach kann — wie bereits in Kap. 1,
Satz 56, allgemein gefolgert — der Idealquotient a:b vermdge Satz 26 und 28 in
endlich vielen Schritten berechnet werden; Entsprechendes gilt fiir den Idealdurch-
schnitt zweier P-Ideale (a) : (b) wegen
(@) 2 (g -+ 90) = ((0) s (g0)) 0 -+ 1 (@) = (@) (92)
mithin gilt
Satz 30. Idealdurchschnitte von H-Idealen bzw. P-Idealen lassen sich in endlich
vielen Schritten vermége (91) bzw. (92) berechnen.
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5.15. Berechnung der Volumfunktion

Wir geben nun eine Anwendung der Syzygientheorie, die bei HILBERT in [1] Aus-
gangspunkt fiir die Entwicklung der Syzygientheorie war. Dazu greifen wir auf
Kap. 1, Sitze 15 bis 19, zuriick. Dort fithrten wir den Modul (¢; a) der Formen
t-ten Grades aus einem H-Ideal a — K[w,, #;, ..., Z,] ein und wiesen die Existenz
einer linear unabhingigen Modulbasis von 3(¢; a) nach.

Definition 12. Die Anzahl der linear unabhingigen Formen aus I(t; a), also
die Anzahl der Elemente einer linear unabhiingigen Modulbasis von 3(¢; a), wird mit
V(t; a) bezeichnet und heiBt die Volumfunkiion von a.

Die Anzahlfunktion V(t; a) wird auch als Dimension von M(¢; a) bezeichnet; um
Verwechslungen mit der Dimension des Ideals a zu vermeiden, iibernehmen wir hier
die von GmOBNER in [9], S. 159, und [8], S. 151, geprigte Bezeichnung ,,Volum-
funktion®; in [2] wird noch die Bezeichnung ,,Volumen* verwendet.

Ist @ =Pp = (%, By, ++v, Za), 80 it T(t; (o, @1y +ve @p)) die Gesamtheit aller
Formen i-ten Grades aus K[z, @i, ..., #,]. Jede dieser Formen ist Linearform in den
Potenzprodukten ¢-ten Grades in %, &;, ..., ,; Wir geben dazu die

Definition 13. Die Anzahl der verschied Potenzprodukte t-ten Grades in x,,
Xy, «.., T, Werde mit A(t; n) bezeichnet.

Dann gilt wegen Kap. 1, Satz 16, sofort

Satz 31. Die Anzahl der Elemente jeder linear bhingigen Modulbasis von
Dt; (@0, %15 ---» @) S5t A(t; ), also

V(t; (@, @15 0eey a:,,)) =A(t; n). (93)
Wir beweisen nun den wichtigen
Satz 32. Fiir A(t; n) gilt die Hurwitzsche Formel

A(t;n) =(t+n). (94)
n

Beweis. Wir bemerken zuniichst, daB wir unter (7:) eine Abkiirzung fiir

o) L mm=todo—b b o mez, BENS (95)
k 1.2k ’

verstehen wollen, lassen fiir m also auch negative ganze Zahlen zu, wihrend in MfL
Bd. 1, 3.5., (32'), einschrinkend 0 < k < m gefordert wird. Auch HurwrTz arbeitet
mit dieser Einschrinkung, wenn er in [1], Formel (), fiir den Wert 4(u; n — 1) das

— 1)1
enbiol b = [jggn] slfiksbonnd G dms g 0] = LB =D

notiert; dies ist
ul(n—1)!
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gleich A(u; » — 1), weil Hurwrrz (wie auch HILBERT in [1]) mit Formen in #;, ..., 2,
arbeitet, wir dagegen mit Formen in w,, 2y, ..., z,. Man beachte dies grundsitzlich
beim Arbeiten mit #lterer Literatur!

Wir fassen also bei festem 7 und variablem ¢ (94) als Polynom n-ten Grades in der
Variablen ¢ auf.

SchlieBlich wollen wir noch bemerken, daB die Hurwitzsche Formel bereits von
HILBERT in [1] in Abschnitt IV benutzt wird.

Wir beweisen nun (94) fiir beliebige ¢ bei festem n (£, » € N¥) durch vollstindige
Induktion nach ¢ und formulieren zunichst eine Rekursionsformel fiir A(¢; n). Man
vergleiche hierzu die Uberlegungen in MfL Bd. 1, 3.5.

Die Potenzprodukte ¢-ten Grades in z, @y, ..., #, lassen sich einteilen in zwei
Klassen:

— zur ersten Klasse gehoren alle Potenzprodukte ¢-ten Grades, in denen x, wirklich
auftritt; ihre Anzahl sei 4,,

— zur zweiten Klasse gehéren alle Potenzprodukte ¢-ten Grades, in denen 2, nicht
auftritt, die also nur von #,, ..., z, abhingen; ihre Anzahl sei 4,.

Das ist offenbar eine vollstindige Klasseneinteilung aller Potenzprodukte é-ten
Grades in %, 2y, ..., Z,, also

Alt;n) = 4; + 4,. (96)

Nun kann von jedem Potenzprodukt der ersten Klasse der Faktor z, abgespalten
werden; es ist also 4, gleich der Anzahl aller Potenzprodukte (t— 1)-ten Grades in
Loy Ty, oo vy Ty, alSO

A, = At —1;m). 97

Ersetzen wir in den Potenzprodukten der zweiten Klasse, die nur von z;, ..., 2,
abhiingen, jeweils z; durch x;; ({ =1, ..., %), so erhalten wir die Gesamtheit der

Potenzprodukte ¢-ten Grades in z, 2y, ..., Z,_, also ist

A, =A(t;n —1). (98)
Setzen wir (97) und (98) in (96) ein, so haben wir

At;m) =A@t — 1;n) + A(t; n — 1). (99)

Ersetzen wir in (99) » nacheinander durchn — 1, n — 2, ..., 3, 2, so erhalten wir
At;m —1) =4t — 1;7 — 1) + A(t; n — 2),
At;n —2) =At —1;7n — 2) + A(t;n — 3),
A(t;8) = A(t — 1;3) + 4(¢; 2),
At;2) = At — 1;2) + A(t; 1).
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Als Induktionsanfang berechnen wir A(#; 1). Dies ist die Anzahl der Potenzprodukte
2o, Tot~12y, ..., 2y'; €8 ist also

A(t;1)=t+1=(t_;_1).

Setzen wir nun in obigem Gleichungssystem die letzte Gleichung in die vorletzte ein
usw., so geht durch dieses sukzessive Einsetzen (99) schlie8lich iiber in

A(t;n) = At —1;n)+A(¢E—1;n—1)+ -+ A —1;3)+ At —1;2) +¢+1. (100)
Wir treffen nunmehr die Induktionsannahme, daB (94) fiir beliebige, aber feste n =k
und bis ¢ — 1 richtig ist, also

A(t—l;k)=(’+’;_l). (101)
Nun gilt allgemein
2 —_
(m+n+1)=1+(m+1)+(m—|— )+(m—|—3)+m+('m+n 1)+(m—|-n)
n 2 3 n—1 n
(102)

(vgl. MiL Bd. 1, 3.5., (28)), und fiir m =t — 1 gibt dies mit (100) und (101) fiir
k =2, ..., n die gewiinschte Beziehung (94), q. e. d.

Nunmehr kénnen wir zur Bestimmung von V(¢; a) iibergehen. Wir erinnern an (39)
und (40) und beweisen den

Satz33. Es sei a = Ul = (Fy, ..., F,) = K[zo, %y, ..., @] ein H-Ideal mit der
abbrechenden Syzygienkette

Uiy Uz Ussr 0 Ui,
und
U, =(Fy, ... F)) und 7y;:=h(Fy),
U = (D) und Ty 1= W(DY),
Use, = (93) und 74 1= H(PY), (103)
U s = (F5) und 7 2= h(P),
80 ist
8 — 8 p— —_—
(CUES | i B o]
i=1 n i=1 n
& (i g Sy B
+Z( + =11 -1 Tsi) —
i=1 n

+(_1),,_1§(¢+"—7u—“'—Tk—l.x—"ki)’ (104)

i=1 n
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¥

wobei tm Fall t + n — 7y — -+ — Tjo1,1 — T3 < O der entsprechend, ialkoeffi-

zient gleich Null zu setzen ist.

Beweis. Formen ¢-ten Grades aus a entstehen, wenn wir
F, mit allen linear unabhingigen Formen vom Grad ¢ — A(F,) multiplizieren,
F, mit allen linear unabhingigen Formen vom Grad ¢ — k(F,) multiplizieren,

F, mit allen linear unabhnnglgen Formen vom Grad ¢ — h(F,) multiplizieren;
dadurch. erhalten wir insgesamt Z A(t — 7y;; ) Formen ¢-ten Grades aus a. Durch
diese Anzahl ist aber V(¢; a) noch mcht gegeben, da wir noch die Syzygien beriick-
sichtigen miissen. Dazu formulieren wir das soeben Gesagte noch einmal matrizen-
maBig. Ist

P2

wWh=[:]
F

dann kénnen obige Multiplikationen durch ULW} mit

t = h(ULW;) = h(Fy) + W(F),
also

MFY) =t — Ty
beschrieben werden.

Wir miissen nun noch den Fall beriicksichtigen, daB W}, eine zweite Syzygie wird,
also — wegen der Moduleigenschaft von U2 — von der Bauart Uy, W2, mit

F,*
w2

a1 ¢

1?21
ist. Dabei muf U}, U, W, wieder vom Gesamtgrad ¢ sein; wegen (103) haben wir
also

s

Vt;a) =3 At — 745 m) — 4, (105)
i1

mit

4, := Anzahl der linear unabhingigen Losungen von U3, Uy, Wz, =0
vom Grad ¢.

Nun ist
WULULZW:) = WFo) + MPG) + h(FF) =t,

also

W(FE) =t — h(F,) — h(P5).



5.15. Berect der Volumfunktion 239

Wir konnen hier den Zeilenindex ¢ beliebig wihlen. Analog zu den Uberlegungen
von Satz 3 wollen wir die erste Zeile bevorzugen, setzen also ¢ = 1; mit (103) haben
wir dann

MFP) =t — h(F)) — h(PY) =t — 11 — T

und folglich
a.
4y =3 At — 1 — Tai; 1) — 4y, (106)
i=1
4, := Anzahl der linear unabhiingigen Lésungen von U},UZ Uy, W, =0
vom Grad ¢
und
Fy®
wi =1
Fga
Entsprechend finden wir
o
Ay =2 At — s — T — Tai; 1) — da (107)
i=1

usw. Wegen des vorausgesetzten Abbrechens der Syzygienkette ist schlieBlich
Apyy = 0. Setzen wir (106), (107), ... in (105) ein, so folgt (104) wegen (94), q. e. d.

Diese Uberlegungen werfen die Frage auf, ob denn das Abbrechen der Syzygien-
kette wirklich als Voraussetzung formuliert werden mufl oder immer eintritt. Dazu
werden wir im nichsten Abschnitt zeigen, daB jede Syzygienkette abbricht, genauer:
Ist a < K[y, 24, ..., 2,], 80 gilt

La)=n+ 1. (108)

Keineswegs kann (108) aus (104) — etwa aus der Anzahl der verschiedenen Bi-
nomialkoeffizienten — gefolgert werden; hierzu sei auf das folgende zweite Beispiel
hingewiesen.

Beispiel 1. Wir betrachten wieder einmal unser Primideal

oy = (Fy, Fy, Fy, Fy) = Kz, 21, 23, %3],

dessen Syzygienkette wir im AnschluB an Definition 7 angegeben haben; wir notieren daher hier
nur die Gradmatrizen:

2 2 2 2 1
1111 1
2,3,3,3), s
¢ ) 1111 1
1111 1



240 5. Syzygientheorie der H-Ideale

und erhalten fiir ¢ = 2

Vits o) = (t+ 2—2)+3(¢+ z— 3)_4(¢+3;2—2)+ (t+3—i—2—1)
t+1 t t—1 t— 2 t+ 3
=(5)rele) (%) (57) = (57) e
was der Leser mit Hilfe von 7.6. selbst nachrechnen mége.
Beispiel 2. Wir betrachten das eindi jionale Primideal
0§59 = Klzo, %1, T, 73]
mit der allgemeinen Nullstelle (57, #,%,2, tot,%, ¢,7) und der Syzygienkette Uy, U?,, U2, mit

Ujs = (mory — 2p°, 20252 — 2,252, 267, — 27232, 1% — ),

22 xg? 0 0 —ag?
U= —x® —xgry  ;Et 7 ] U3 = z?
—Ty —T  —T  —x’ —,
0 0 —z —x £
und den Gradmatrizen
2 2 3 3 2
2 23 3 2
&340, |y 2 2) (1)
0011 1

wobei die Gradzahlen der Nullen gemii8 (14) bestimmt wurden. Dann wird fiir ¢ = 4 gemiB 7.6.

t t—1 t—2 t — 2 t—3 t — 4

s pllsas) _ o — —
e =)+ (5)+(57) =0 2(3)+ (5)
t t—1 t—2 t—3 t—4 t+3

=2 — —2 = — (7t —2);
)+ ()= ()22 ()= (37) oo
auch diese Rechnung iiberlassen wir dem Leser, dem sicher aufgefallen sein wird, daB in beiden

t-; 8 _ V(t; a) wesentlich einfachere Ausdriicke liefern. Dies legt

nahe, von V(¢;a) zu A(t; n) — V(t; a) iiberzugehen. Dies ist die Hilbertfunktion H(¢; a), mit
welcher wir uns im niichsten Kapitel beschiftigen werden.

Beispielen die Differenzen

5.16. Obere Schranke fiir L(a), Abbrechen der Syzygienkette

Wir erinnern an die Bemerkung zu Anfang von 5.8.: Ist §) = (¥}, ..., F,) ein H-Ideal
der Hauptklasse, so ist (¥}, ..., F,_,) ebenfalls ein H-Ideal der Hauptklasse, und es
gilt

(Fryeees Froa) 2 (Fy) = (Fy, oy Froy). (109)

Dies benétigen wir zum Beweis von
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Satz 34 (vgl. GroBNER [2], 152.10, [1], S.5, HmBERT [1], 8.504). Ist s eine
Syzygie aus dem k-ten Syzygienmodul U, fiir welche eine Darstellung der Gestalt

s=Fs +--+Fs; mit j<k (110)
und (Fy, ..., F;) H-Ideal der Hauptklasse j
existiert, so konnen Sy, ..., S; so gewihlt werden, daf auch sie bereits Syzygien von U*
sind.
Beweis. Wir fiihren den Beweis durch vollstéindige Induktion nach j. Induktions-
anfang: Fiir j = 1 ist die Behauptung richtig wegen s = Fs, und weiterhin

0 0 0
Uis = 1 | = URi(Fss)) = Fy(U1s) =| | = Ur's, = ( :
0 0 0

Induktionsannahme: Unser Satz ist bis § — 1 richtig. Wir wollen damit die Giiltigkeit
fiir j beweisen. Multiplizieren wir (110) von links mit U*-* und setzen

s/ :=Uxls; fir 1=12,...,j— 1,9, (111)
0
so folgt wegen U*-1s = | :
0
0
= s/ + -+ F8/,
0
und wegen (109) existiert fiir s; eine Darstellung
sf =F18," + -+ + Fi8],. (112)

Wegen (111) gehért s;” dem Syzygienmodul U*-* an, und es ist j — 1 < & — 1 wegen
j < k erfiillt; auf (112) kann also die Induktionsannahme angewendet werden, wo-
nachs,”, ..., 8], dem Syzygienmodul U*-! angehéren, d. h., es existieren Vektoren w;
mit

s = Uk, fir ¢=1,2,...,j—1. (113)
Es sei nun

8j:=8; — Faw, — - — F]. Wiy (114)
und

=8+ Fuw; fir i=1,...,5—1, (115)
also

8;=5; + Faw, + -+ + Fj—le—l
und

8§ =58 —Fw; fir i=1,...5—1;
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dann geht (110) iiber in
s =F\5 + Fy8;, + --- + Fiy8;4 + F5;. (116)

Wir wollen zeigen, daB §,, 8y, ..., 5.1, 5; Syzygien des Moduls U* sind. Wir zeigen
dies zuniichst fiir 8;: Es wird wegen (114)

U*'s; = Ut's; — FL U 2w, — --- — F; ;U w;,
und wegen (111) und (113)
Uk, = s/ — Fy8," — -« — Fi8],,

und wegen (112) ist folglich

0
Uk—1§[ ={:]
0

also s; aus dem Modul U*. Nach Voraussetzung ist auch s aus U, also auch s — F3;;
nach (116) ist dies aber gerade

§— F5;=F8 + Fy8;, + - + Fyi5;.1. (117)

Wenden wir auf (117) die Induktionsannahme nochmals an, so ergibt sich, daB auch
8, ..., 5;; Elemente von U* sind. Mithin ist die Darstellung (116) von der ver-
langten Art, q. e. d.

Mit Hilfe von Satz 34 beweisen wir nun

Satz 35 (Hilbertscher Satz vom Abbrechen der Syzygienkette). Jede Syzygien-
keite von H-Matrizen mit Elementen aus K[z, zy, ..., 2,] bricht spitestens beim
(n+-1)-ten Glied ab; ist der erste Syzygienmodul ein H-Ideal a = K[z, 2y, ..., z,], s0
gilt also

Lig)<n+1. (108)

Beweis. InSatz34 wihlenwirk =n + 2,j =n + lund F, = w,, ..., Fpyy = ,;
dann ist (Fy, ..., Fp) =Ppr = (2o, @4, ..., &,) ein H-Ideal der Hauptklasse » + 1.
Fiir eine Syzygie s aus U™+ gibt es gewill wenigstens eine Darstellung

§ =28 + *+ + TpSpir- (118)

Wegen n + 1 < n + 2 ist j < k erfiillt, und wir kénnen Satz 34 anwenden, wonach
WIir 8y, ..., 8,41 80 withlen kénnen, daB sie ebenfalls Syzygien aus U™+2 gind. Mit
ihnen kénnten wir wiederum eine Aufspaltung gemif (118) vornehmen usw. Bei
jedem dieser Schritte werden die Gradzahlen der Koordinaten der Syzygien um 1
erniedrigt. Wir gelangen dadurch schlieBlich entweder zum Nullvektor oder zu einer
Syzygie mit wenigstens einer von Null verschiedenen Konstanten als Koordinate;
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das wiirde bedeuten, daB im Syzygienmodul U+ keine Minimalbasis vorgelegen
hat im Widerspruch dazu, daf wir stets von Minimalbasen ausgingen (vgl. 5.1.).
0
Mithin mu U2 =| : | sein, q.e.d.
0
Durch (108) ist zuniichst eine obere Schranke fiir L(a) gegeben. Wir werden im
nichsten Abschnitt sehen, daB der Fall L(a) = n + 1 dabei tatsichlich eintreten
kann.

5.17.  Untere Schranken fiir L(a), Folgerungen

Wir kniipfen dazu an die Definition der Grundideale an (Kap. 4, Definition 4, (54))
Dann gilt der
Satz 36 (Satz von GROBNER, vgl. [2], 152.8, 9, [1], Satz 4). Ist a = K[z, 2y, ..., %,]
ein H-Ideal der Kodimension r =n — d mit
ge—l(a) Sa und ge(a) =a, (119)
380 18t
r =g = L(a). (120)
In Worten besagt Satz 36: Besitzt a eine Primirkomponente der Dimension
8 =n — g, so besteht die Syzygienkette von a aus wenigstens p Gliedern, wobei es
gleichgiiltig ist, ob die é-dimensionale Primérkomponente isoliert oder eingebettet
ist. Damit ist eine wesentliche Verschirfung von Satz 16, (53), gegeben.

Beweis. Wir dndern den Grébnerschen Beweis in [2] und [1] zu Anfang etwas ab.
Es sei
a=(G,...,4):=V}, (121)

und die nach Voraussetzung existierende Primérkomponente der Dimension 6 =7 — ¢
sei q mit dem zugehérigen Primideal p. GemiB Kap. 4, Definition 10, (93), sei

P =0, Fors-.., /) und §=(Fy,...,F,):=Uj}, (122)

eine p-Schnellbasis, d.h. Dimp = Dimf) =n — ¢; dann ist h S p, und wegen
Kap. 2, Satz 30, (51), gilt also

a:h>oa; (123)
es gibt also eine Form G mit

Gda (124)
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und @f S a, matrizenmiBig
QUL = ViAl, (125)
mit einer geeigneten homogenen Matrix A},
Die Syzygienkette des H-Ideals fj der Hauptklasse o ist gemi8 Satz 15 von der
Bauart
U3

0105’ ***

U}, U2

[ » Uds (126)
die Syzygienkette von a sei

Vi Whoowns Vi s
und wir haben zum Beweis von (120) noch

) (127)

zu zeigen, was nun in mehreren Schritten geschehen soll.
Wir multiplizieren (125) von rechts mit Ug,. Dies gibt

0
| - v

0
mithin ist A2, U2, aus V2, ; mit einer geeigneten Matrix A7, ist also
AU, =V Adys ‘ (128)
wird (128) von rechts mit UZ ,, multipliziert, so folgt entsprechend
Ao Vees = Vil (129)
Ae-2ye-1 = Vo-140-1, (130)
AU = Vedr, (131)

AU = PotlgoH,

Zum Beweis von (127) nehmen wir nun indirekt an, es wire ¢ < ¢; dann wire

0 0
Vet ={ i |, aber Ut 5= : |, also
0 0
0
AU =0 wund UH|: | (132)
0

Da (126) die Syzygienkette eines H-Ideals der Hauptklasse ist, ist sie nach Satz 17
reversibel, und aus (132) folgt mithin, daB eine Matrix Bg,,, , existiert mit A° = B°U";
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dies in (131) eingesetzt, folgt (A°1 — V°B°)U° = 0, und wegen der Reversibilitéit
der Syzygienkette (126) folgt weiter
Aol — VoBe — Be-l[s-1,
also
As-1 — VvB° 1 B-1U1,
Setzen wir dies in (130) ein und beriicksichtigen Vo-1¥° = 0, so folgt
A2 — Vo-1Bo-1 | Bo-2jo-2,

Diese SchluBweise wenden wir weiterhin an und gewinnen mit (129) und (128)
schlieBlich

A? = VB3  B2U?
und

A = V2B? + B'UL. (133)

Aus (133) folgt durch linksseitige Multiplikation mit ¥*
ViAr = VV2B? + VIB'U! = V'B'U?
wegen V1¥?2 = 0 und wegen (125) also
QU}, = Vi,B,\U},. (134)

In (134) ist V},B}, eine ,,Matrix* vom Format (1, 1), also eine Form, es mu8 also
G = VB!, sein, d. h. aber @ € a wegen (121), und dies ist ein Widerspruch zu (124).
Also war die Annahme ¢ < p falsch, und es gilt (127), q. e. d.

Zur Frage der Umkehrung von Satz 36 beweisen wir zunéchst

Satz 37. Ist a = K[z, 2y, ..., %,] ein H-Ideal der Kodimension r, so kann von (120)
nicht auf (119) geschlossen werden.

Beweis. Wir verweisen hierzu auf die beiden letzten Beispiele von 5.15; in beiden
Fillen handelte es sich um Primideale mit » =3, d =1, r =¢ =2, jedoch
L{o%) = 3 und L{p+9) = 3.

Mehr 148t sich hingegen fiir den Fall o = n + 1 aussagen, was nach Kap. 4, Satz 1,
(10), und Satz 29, (61), bedeutet, daB das betreffende H-Ideal a < K[y, 2y, .., %,]
eine triviale Komponente besitzt. Zuvor notieren wir noch

Satz 38. Fiir die Linge L(a) der Syzygienkette eines H-Ideals a = K[, 2y, ..., 2]
gilt
r<esLi@=<n+1. (135)

Beweis. (135) ist eine Zusammenfassung von (108) und (120).
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Wir kommen nun zum angekiindigten
Satz 39. Ist a = K[z, 2y, ..., z,] ein H-Ideal, so gilt:
a besitzt eine triviale Komponente < L(a) =n + 1. (136)

Beweis. (=): Besitzt a eine triviale Komponente, so ist nach Kap. 4, Satz 29,
(61), o = n + 1; aus (135) folgt mithin L(a) == + 1.

(«): Es sei L(a) =n + 1. Angenommen, a besitzt keine triviale Komponente,
dann existiert nach dem Dubreilschen Lemma (Kap. 3, Satz 45) eine Form F mit
a: (F) = a, und nach Satz 13, (38), miilite L(a, F) =n + 1 + 1 = n + 2 sein, was
nach Satz 35, (108), unmédglich ist. Mithin muB a eine triviale Komponente besitzen,
q.e.d.

Gleichwertig mit Satz 39 sind
Satz 40. Fiir H-Ideale a = K[x,, 2y, ..., ,] gili:
a besitzt keine triviale Komponente & L(a) < n. (137)
und nach dem Dubreilschen Lemma (Kap. 3, Satz 45)
Satz 41, Fiir H-Ideale a = K[z, #,, ..., ,] gilt:
Es existiert wenigstens eine Form F mit a : (F) = a © L(a) < n. (138)
Aus Satz 40 und Satz 41 folgt fiir ungemischte H-Ideale:
Satz 42. Fir H-Ideale o = K[z,, , ..., %,] gilt:
Dim a = 0 A a ungemischt = L(a) < n. (139)
Ist nun Dim a = 0, also Kodim a = =, so gilt wegen (120) und (137):
Satz 43. Fir H-Ideale a = K[z, x,, ..., z,] gilt:

Dim a = 0 A a besitzt keine ; _ _
triviale Komponente } © Dima =04 L(a) = n. (140)

5.18. Zusammenstellung der Eigenschaften von L(a), perfekte Ideale

Wir geben eine Ubersicht iiber die bisherigen Ergebnisse fiir L(a):

Satz13. L(a) =knra:(F)=a= L(a, F) =k + 1. (38)
Satz 15. 1) Ideal der Hauptklasse r = L(f)) =r. (49)
Satz 16. r < L(a). (53)

Satz22. L(a™) = L(a). (61)
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Satz 23. L(H™) = L(h) =r.

Satz35. La)<n+1. (108)
Satz 36. r =< o =< L(a). (120)
Satz38. r<o<L@=n+1. (135)
Satz 39. a besitzt eine triviale Komponente < L(a) =n + 1. (136)
Satz 40. a besitzt keine triviale Komponente < L(a) < n. (137)
Satz 41. F existiert mit a: (F) = a & L(a) = n. (138)
Satz 42. Dima = 0 A a ungemischt = L(a) < n. (139)

Satz43. Dima=0Aaqa ?;esitzt keine tri- } & Dim a = 0 A L{a) = . (140)
viale Komponente

Wir wollen uns nun mit denjenigen H-Idealen a beschiftigen, bei denen L(a) = r
wird, also die Syzygienkette von kleinstméglicher Léinge ist. Zu dieser Klasse gehoren
nach Satz 15 die H-Ideale der Hauptklasse r und nach Satz 23 deren Potenzen,
auBerdem aber noch weitere Ideale, wie das Beispiel im AnschluB an Satz 20 zeigte:
Dort war a = (g%, £,%;, T5%3), Dima =1, Kodima =3 — 1 =2, L(a) = 2, und
dieses Ideal ist offensichtlich weder ein Hauptklassenideal noch eine Potenz eines
Hauptklassenideals. Daher ist es sinnvoll, fiir diese Klasse von Idealen eine besondere
Bezeichnung einzufiihren:

Definition 14. H-Ideale a = K[zy, 2y, .., ,] der Kodimension r mit L(a) =r
heiBen perfekte Ideale, andernfalls (L(a) = r + 1) imperfekte Ideale.

Aus (53), (136), (140) folgt

Satz 44. T-Ideale und nulldimensionale H-Ideale okne triviale Komponente sind
perfekt.

Aus Satz 15, (49) und Satz 23 folgt:

Satz 45. H-Ideale der Hauptll und Pot von H-Idealen der Hauptklasse
sind perfekt.

Ist a ein gemischtes H-Ideal, so gilt in (120) also r < ¢ < L(a); wir haben also:
Jedes gemischte H-Ideal ist imperfekt. Daraus folgt als Kontraposition

Satz 46. Jedes perfekte H-Ideal a = K[xo, %1, ..., ¥,] st ungemischi.

Neben den H-Idealen der Hauptklasse und deren Potenzen haben wir damit eine
weitere Klasse von H-Idealen, bei der wir von vornherein wissen, daB sie die wichtige
Eigenschaft der Ungemischtheit haben, so da$ deren Nachpriifung durch die zumeist
komplizierte Primirkomponentenzerlegung entfillt (vgl. Kap. 4, Definition 6 und
(58))-

Mit Satz 45 folgen aus Satz 46 unmittelbar der Satz von Macauray (Kap. 4,
Satz 51), daB jedes H-Ideal der Hauptklasse ungemischt ist, und die entsprechende
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Aussage fiir Potenzen von H-Idealen der Hauptklasse (Kap. 4, Satz 70), nicht jedoch
die entsprechenden Sitze fiir P-Ideale (Kap. 4, Sitze 63 und 70). Wie in Kap. 4,
Satz 59, gezeigt wurde, geht beim Ubergang zum iquivalenten H-Ideal die Haupt-
klasseneigenschaft im allgemeinen verloren; eine Definition der Perfektheit fiir
P-Ideale (a) durch die Perfektheit des dquivalenten H-Ideals a bringt daher nicht
viel ein, worauf schon KRULL in [2], Abschnitt 24, hinweist. Dazu machen wir noch
erginzende Bemerkungen zum zweiten Beispiel von Kapitel 4 im AnschluB an Satz 59 :
Wir betrachteten dort das P-Ideal (f,, f,) der Hauptklasse 2 aus K[z,, 2, ;] mit

h=2—o®, fh=z—2°
dessen #dquivalentes H-Ideal aus K[z, z;, 23, 2] das Primideal vy = (F,, Fs, F, F,)
mit

Fy =2g@s— 21y, Fy=a0%,— 2, Fy=y0,?— 2,205, Fy=u2,22—2,°

war. Hierzu hatten wir in 5.6. die Syzygienkette

E R 2,73 z,? £
—x, —2 0 0 —z
(Fy, Fy, Fy, Fy) ! 2 : (141)
o Zy —% —3 —
0 0 —z, —x o,

berechnet. Hier ist d =1, also r =n — d =38 — 1 = 2, aber L(b{j) = 3, mithin
ist das zum inhomogenen Hauptklassenideal (f;, f,) dquivalente H-Ideal v¥ nicht
einmal perfekt. Da b{ ein Primideal ist, haben wir iiberdies in Ergéinzung zu Satz 37 den

Satz 37'. Aus der Ungemischtheit eines H-Ideals a < K[xy, z;, - .., %,] kann nicht
auf seine Perfektheit geschlossen werden; es gibt imperfekte Primideale.

Die hier gegebene Definition 14 des Perfektheitsbegriffes stammt von GROBNER
aus dem Jahre 1949 (vgl. [1] und [2]) und hat sich fiir die Weiterentwicklung der
Algebra und algebraischen Geometrie als auBerordentlich fruchtbar erwiesen; vgl.
die Einleitung der Dissertation von KreiNgrT [1]. Der Begriff ,,perfektes Ideal*
wurde jedoch erstmals von MACAULAY geprigt; die Macaulayschen Definitionen er-
fordern jedoch eine Priizisierung; hierzu und fiir die Aquivalenzbeweise unter-
einander und mit Definition 14 vgl. MATUTAT und RENSCHUCH [1]. Wenn MACAULAY
dennoch — auch bei seinen Beispielen — zu richtigen Folgerungen gelangt, so des-
halb, weil er durchweg Gegenbeispiele betrachtet; so wurde auch das imperfekte
eindimensionale homogene Primideal {3 = K[z, #;, ,, #;] mit der Syzygienkette
(141) erstmals von MACAULAY in [2], Sect. 88, p. 98, angegeben. Von GROBNER wurde
1965 in [7], Abschnitt 6, dieses — bis dahin ,ziemlich vereinzelt dastehende' (Zitat
nach [7]) — imperfekte Primideal v{} als Spezialfall einer ganzen Klasse imperfekter
Primideale, der p{}", gedeutet. Wir werden iiberdies im AnschluB an Satz 50 mit
dem dritten und vierten Beispiel zwei Klassen eindimensionaler homogener Prim-
ideale in K[, 2;, ¥, 3] geben, welche imperfekt sind; es ist sogar anzunehmen,
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daB die meisten Primideale mit rationalen allgemeinen Nullstellen imperfekt sind;
hierauf werden wir im niichsten Kapitel eingehen.

Wir wollen nun eine Verallgemeinerung des fiir H-Ideale der Hauptklasse in Kap. 4,
Satz 54, (128), gegebenen Satzes fiir perfekte Ideale beweisen, die auch von Ma-
CAULAY aus dessen Definitionen gefolgert wird:

Satz 47. Ist a = K[z, 7y, ..., ,] ein perfektes H-Ideal der Kodimension r=n—d
und sind F,, ..., Fy irgendwelche Formen aus K[z, 2y, ..., 2] mit

a:(F) =a,
(a, Fy) : (Fy) = (a, Fy), (142)

80 besitzt (a, Fy, ..., Fyy, Fa) fiir alle derartigen Fy, ..., Fy keine triviale Komponente.

Beweis. Aus L(a) = r folgt L(a, Fy, ..., F;) = r + d = n wegen (142) und durch
d-malige Anwendung von Satz 13, (38). Wegen Kap. 4, Satz 36, (78), ist ferner
Dim (a, Fy, ..., Fy) =d — d = 0. Aus Satz43, (140), in der Richtung (&) folgt dann,
daB (a, Fy, ..., Fy) keine triviale Komponente besitzt, q. e. d.

Wie im AnschluB an Satz 54 in Kapitel 4 angekiindigt wurde, gilt fiir perfekte
Ideale auch die Umkehrung von Satz 47, nimlich

Satz 48, Ist a = K[z, 2y, ..., ¥,] ein H-Ideal der Kodimension r =n — d, sind
Fy, ..., Fy irgendwelche d Formen mit (142) wnd besitzt (a, Fy, ..., Fy) fiir eben diese
Formen Fy, ..., F; keine triviale Komponente, so ist a perfekt.

Beweis. Nach Kap. 4, Satz 36, (78), ist Dim (a, Fy, ..., Fy) =0 wegen (142).
Nach Satz 43 in der Beweisrichtung (=) ist dann L(a, F,, ..., Fg) = n. Ist L(a) = k,
so ist nach Satz 13, (88), andererseits L(a, Fy, ..., Fy) =k + d, also k +d =n,
mithin ¥ =#» — d = r und somit L(a) =7, q.e.d.

Nach dem Dubreilschen Lemma (Kap. 3, Satz 45) ist das Nichtauftreten einer
trivialen Komponente in (a, F,, ..., F;) damit gleichwertig, da8 eine Form Fy,; mit

(@, Fyy ooy Fa) : (Fan) = (a, Fy, ..., Fo)
existiert; mithin gilt

Satz 49. Ein H-Ideal a = K[z, 2y, ..., z,] der Kodimension r =n — d ist dann
und nur dann perfekt, wenn es d+1 Formen Fi, ..., Fy, F4.y gibt mit

a:(Fy) =a,

(a, Fy) : (Fy) = (a, Fy),

........................................... (143)
(a, Fy, oo, Fay) 2 (Fg) = (a, Fyy oo, Fay),

@, Fyy ooy Faog, Fg) : (Fauq) = (0, Fyy vy Faoyy Fa)o
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Fiir Fy, ..., Fy, Fgy, ki in.8h dere geeignete Linearformen Ly, ..., Ly, Ly, ge-
withlt werden.

Letzteres folgt aus dem verallgemeinerten Dubreilschen Lemma (Kap. 4, Satz 49,
(115) bzw. (113)).

Aber selbst fiir spezielle Linearformen L, ..., Ly, Ly, Ly, ist die Nachpriifung
von (142) und (143) miihevoll; lediglich fiir eindimensionale H-Ideale, insbhesondere
fiir eindimensionale homogene Primideale, ergibt sich daraus wegen p :(F) =p & F¢p
ein brauchbares Verfahren zur Entscheidung iiber Perfektheit oder Imperfektheit:

Satz 50. Ist a = K[zg,2,...,2,] ein H-Ideal mit Dim a=1, also Kodima=n—1,
80 ist a perfekt dann und nur dann, wenn eine Form F mzt a: (F) = a existiert und
(a, F) keine triviale Komponente besitzt. Ein eindi I Primideal
p < Kz, @y, ..., 2,] 18t perfekt dann und nur dann, wenn fiir F ¢ p das nulldtmenswmzle
H-Ideal (p, F) Iceme triviale Komponente besitzt.

Beispiel 1. Wir betrachten das Primideal v{;2*" mit der vorgegebenen allgemeinen Null-
stelle (£y7, %3, toh®, £,7) und

1.2.4.5)
37 = (%o®y — 2y, Tes® — T3%°, 2%® — )3

dann ist F = z, ¢ p{4**®, und

(055%4%, 25) = (@, 2,2 %%, 21257
ist ein Potenzproduktideal, dessen Primarkompc legung wir nach dem Zerlegungssatz
von R. Kuvmmer (Kap. 2, 2.22, Satz 37, (95)) sofort angeben konnen:

(05524, 2y) = (g, @y, Ta) 1 (1% %, 75%);

da hier keine triviale Komponente auftritt, ist v{;**® perfekt.
Beispiel 2. Es sei
P = 0530 = (mlwy — 2%, M, — @yy?, Wy — y?, st — @)

mit der allgemeinen Nullstelle (f,7, £,5,2, tyt,°, #,7). Dieses Ideal hatten wir in 5.15. als zweites
Beispiel betrachtet und dort die dreigliedrige Syzygienkette angegeben. In diesem Beispiel ist
also d = 1, r = 2, L(a) = 3 und mithin p{}**® imperfekt. Mit Satz 50 folgt dies so:

(05549, 2) = (21, 2, 2023°, 2%, 2,°)
= (20 T3> %) N (X1, Ty, 25°) 0 (2 T%s 20 25°)s
und die dritte Primirkomponente ist eine triviale Komponente, womit die Imperfektheit folgt.
Beispiel 3. Wir betrachten die Klasse von Primidealen
o 1= 050" = Kz, 2y, 2 5]
von Kap. 4, 4.27, Beispiel 1, (165), mit den allgemeinen Nullstellen (£, £5¢,, £4f;™2, £,™) und
i = (To%3 — 232, 2™ g — 2™, 208, — 2N, -, B — 2,700, 2™ — ™).

Zwar liBt sich auch hierfiir die dreigliedrige Syzygienkette angeben (vgl. RENscaUCH [8]), doch
ist es wesentlich einfacher, die Imperfektheit der Ideale v, mit Hilfe von Satz 50 zu beweisen;
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wir finden namlich

* -3,
(0fms 1) = (23 Zo gy Tg™ 2, B0, ..., T2, 2™ )
= (2o» @1, 2™7) 0 (21, T, T5)
0 (™2, 2y, 2™, &g, B0, Ly TpTy ™R,

und die dritte Primérkomponente ist eine triviale Komponente, womit die Imperfektheit folgt.
Fir m = 4 folgt hieraus iibrigens wieder das von uns laufend untersuchte Primideal v{%. Fiir
weitere Beispiele siche RENscHUCH [11].

Beispiel 4. Wir betrachten die Klasse von Primidealen
it 1= 0>t = Ky, 3, 24 )

von Kap. 4, 4.27., Beispiel 2, (166), mit den allgemeinen Nullstellen (£,™, t,™~2,2, £,%,™~2, ¢,™) fiir
m = 7, m ungerade und

ol = (s — Ty B — ™%, ™0 — ™y, .,
ToryMS — 2 0,m, g M2 g 2 M)

und

(0> #1) = (21, ToT3 T 422, T 0P, ..., TgZy™ S, 2™ 2)

= (%gs Ty, T2 0 (21, TP, 75) 0 (%™, 2y, 2,2, @, 2™ 0T1, L, 2p2y™ 0,
und die dritte Primérkomponente ist eine triviale Komponente; mithin sind alle Primideale
v imperfekt.
Aus den Sitzen 47 bis 50 folgt

Satz 51. Fir H-Ideale a = K[x,, y, ..., 2,] gilt:
(A) Nulldimensionale H-Ideale sind dann und nur dann perfekt, wenn sie keine
triviale Komponente besitzen.
. Es existiert wenigstens eine Form F mit a: (F) = a, und
(B & il il { (a, F) ist perfekt.
© a tst perfekt A a: (F) = a=> (a, F) ist ungemischt.

Durch (A) und (B) ist die Moglichkeit einer rekursiven Definition fiir perfekte
Ideale gegeben in Analogie zur entsprechenden Definition fiir #-Ideale der Hauptklasse
(Kap. 4, Satz 53); dabei ist die Perfektheit von T-Idealen zusitzlich festzusetzen.

Mit (C) ist schlieBlich eine Verscharfung von Kap. 4, Satz 58, gegeben; dort wurde
gezeigt:

a ist pseudogemischt A a : (F) = a=> (a, F) ist pseudogemischt.
Wie in Kapitel 4 im AnschluB8 an Satz 58 angekiindigt wurde, sind die perfekten
H-Ideale gerade solche ungemischten H-Ideale, fiir welche bei a : (F) = a die Ideal-
summe (a, F) stets ungemischt ist. Die Frage, inwieweit man umgekehrt von (C)
unter Abschwéichung von (B) auf die Perfektheit schliefen kann, wurde von GROBNER
in [1], FuBnote 24, aufgegriffen:

Fiir alle F mit a : (F) = a sei (a, F) ungemischt; folgt daraus: a ist perfeki?

Diese Frage wurde von EISENREICH in [2] negativ beantwortet; wir haben also

Satz 52. Ist a = K[z, 2y, ..., x,] ein H-Ideal und gilt fiir alle Formen F mit
a: (F) = a, dap (a, F) ungemischt ist, so braucht a nicht perfekt zu sein.
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DaB a dann immerhin ungemischt ist, folgt aus 4.19., Satz 47.

Die Tatsache, daB es méglich war, verschiedene fiir H-Ideale der Hauptklasse
giiltige Sitze auf perfekte Ideale zu iibertragen, 146t die Frage sinnvoll erscheinen,
ob dies auch bei Satz 17 der Fall ist, wonach die Syzygienketten von H-Idealen der
Hauptklasse reversible Syzygienketten sind (vgl. Definition 9, (34)). Hierzu gilt in
der Tat der

Satz 53. Ein H-Ideal a — K[z, 2, ..., 2,] tst dann und nur dann perfekt, wenn
seine Syzygienketie eine reversible Syzygienkette ist.

Wir kénnen den von E1sENREICH stammenden Beweis hier nicht fithren; wir ver-
weisen dazu auf die lehrbuchméBige Darstellung bei GROBNER in [9], Kap. 4, § 5, IV,
die Habilitationsschrift [3] von EiseNrricH und die weiterfithrende Dissertation [1]
von KLeNERT. Mit diesen Arbeiten diirfte die Klarung des so wichtigen — urspriing-
lich bei MAcATLAY noch etwas nebulésen — Perfektheitsbegriffes zu einem befrie-
digenden AbschluBl gebracht worden sein.

Durch die Arbeit von REIsNER [1] erhebt sich die Frage, inwieweit die Aquivalenz
dieser Perfektheitsdefinitionen auch bei Kérpern K endlicher Charakteristik (vgl.
MfL Bd. 3, 13.7.) gegeben ist. Wir beweisen dazu

Satz 54. Die Linge der Syzygienkette und damit die Perfektheit oder Imperfektheit
eines H-Ideals a — K[y, %y, ..., %] 18t von der Charakteristik des Korpers K abhingig.

Beweis. Dazu rechnen wir die Syzygienkette des Beispiels von REisNEr [1] aus.
Beispiel 5. Es handelt sich um das Potenzproduktideal a, < K%, %;, 3, %3, %4, %5] mit;

d O = (%0273, ToR1 s, ToTaTys ToRaTs, ToTyTss TrTals, TyTaliys TiTalss TakaTer TyigTs)
un
Dim a, =2, Kodima, =3.
Nach Satz 21, (58), ergeben sich fiir den zweiten Syzygienmodul 45 Syzygien, davon 15 lineare
und 30 quadratische, die ans den ersten 15 kombinierbar sind; der zweite Syzygienmodul wird
mithin

% @ % 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 O

—2 0 0 =z 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O

0—2z 0 0 0 z a4 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0—2 0 0 2 2 0 0 0 0 0 O

e |0 0 0 0 0 0-=z 0-5 =z 0 0 0 0 0
Tl 9 00—z 0 0 0 O O O 0 & z O 0 O
0 0 0—2z 0 0 06 0 0 0 0 0 z =z O

0 0 0 0 0 0 0 0 0 —z 0—z 0—z O

0 0 0 0 0—-2 0 0 0 0 0 00—z 0 gz

o 0 o 0 O O O—2 O O0O—2 O O O —z

Zur Berechnung des dritten Syzygienmoduls haben wir das nichtlineare Gleichungssystem

D, 0
Uhas [ i | =1 :
Dy, 0 /10,
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von 10 Gleich in 15 Unbekannten zu 16sen. Aus der ersten Gleichung folgt
&, =5 A + 2B, Py=—24 + 2,0, Py= —28B—20,
aus der zweiten Gleichung folgt
D, = 2,4 + 2D, Py =28 — D,
aus der dritten Gleichung folgt
Dy = —2,4 + H, O =50 —2H,
aus der vierten Gleichung folgt zuniichst
Oy =2, B+ 2 J, Py=—u,D —2,J,
aus der fiinften Gleichung folgt J = —E — «,F und mithin
@y =2,B — B — 2,2, F, By= —2,D + 5B 4 2,2,F,

ferner
Dy = 2,0 — 2D + 2757,
aus der sechsten Gleichung folgt
Dy = —2,B + 2@, Py = —2,C — %3G,
aus der siebenten Gleich folgt iich
Py = mpd + aH, Dy =D — x,H,
aus der achten Gleichung folgt z,24(G + H — «F) = 0, also H = #,F' — @ und mithin
By = mpd + g — 2@, Py = oD — 22, F + 2,4,
aus der neunten Gleichung folgt
By = %E + 2, F' — G5
die zehnte Gleichung ist dann identisch in den P: tern 4, B, C, D, E, F, G erfiillt.

Nach 4, B, C, D, E, G, F geordnet, gibt dies sieben Syzygien 8,, 8, 8;, 8y, S5, 8;, 8;, die den

dritten Syzygienmodul aufspannen:

z % 0 0 0 O 0
—2 0 2 0 0 0 0
0 —23—2, 0 0 O 0
zZ 0 0 @ 0 0: 0
0 @ 0 —2 0 0: 0
-z 0 0 0 =z O 0
0 0 2 0 —2 0 0
UY; 7 = (81, 83 S5, Sy 5 8, 8y) = 0 =z 0 0 —z 00—z
0 0 0 —z =z O 2%,
0 0 =z —=z3 0 O %y
0 —2 0 0 0 = 0
0 0 —z 0 0 —=z 0
z, 0 0 0 0 —z o
0 0 0 =z 0 @ —z
0 0 0 0 =z—= o2y
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Hier erhebt sich die Frage, ob 8, von 8, 8,, S5, 8y, 85, 8 abhiingt. Eine entsprechende Rechnung
liefert

28; = @8; — 2,8y + T3Sy — %y8y + 185 — ZySg. (144)

Ist nun Char (K) = 2, so kann in (144) durch 2 dividiert werden, und 8, kann gestrichen
werden. Die Syzygienkette von a,, ist dann

ax Ubass Ulse = (81, 85, 83, 845 850 8)3
es ist L(a,) = 3 = Kodim a,, und a, ist nach Definition 14 perfekt.

Ist hingegen Char (K) = 2, so muB s, im dritten Syzygienmodul bleiben, und aus (144) ergibt
sich der vierte Syzygienmodul

5 %5
—% —%
%3 T3
U} = —2 | = | —, |
Lot z
—%o )
—2 0

und bei Char (K) = 2 ist die Syzygienkette mithin
0 U5 Ulh,z = (81, 83, 83, 84, 85, 8, 8,), Uy,
also L(a,) = 4 > Kodim q,, und a, ist nach Definition 14 imperfekt.

Mit diesem Beispiel wird zugleich gezeigt, daB fiir den Satz 35 vom Abbrechen der Syzygien-
kette der dort gegebene Beweis bei Char (K) 4 0 versagt.



6. Die Hilbertfunktion

6.1. Einleitung, Definitionen, Grundeigenschaften

Die einfachste Motivierung fiir die Einfiilhrung der Hilbertfunktion ist durch die
beiden Beispiele am SchluB von 5.15. gegeben: Dort ergaben sich fiir die Differenz
At n) — Vit a) = (‘ : ”) — Vit a)

erheblich einfachere Ausdriicke als fiir die Volumfunktion V(¢; a); in den genannten
Beispielen waren dies die Polynome 4t + 1 bzw. 7t — 2. Bei diesen beiden Beispielen
handelte es sich um Primideale mit den allgemeinen Nullstellen (2%, to%;, fot,®, ]
bzw. (ty7, £°%,2, toh:®, 1,7), und die Gleichheit der Gradzahlen der Koordinaten der all-
gemeinen Nullstellen mit den Koeffizienten von ¢ (nimlich 4 bzw. 7) 1aBt einen Zu-
sammenhang erahnen, den HILBERT bereits in seiner Arbeit [1] erkannt hat. Die viel-
seitige Anwendbarkeit dieser Anzahlfunktion A(¢; n) — V(t; a) beruht darauf, daB
sie — dhnlich wie das charakteristische Polynom in der analytischen Geometrie —
eine geometrische Invariante ist. Die Auffindung derartiger Invarianten ist in ver-
schiedenen mathematischen Theorien von grundsitzlicher Bedeutung und hat zu
einer eigenen Theorie, der Invariantentheorie, gefiihrt.

Am SchluBl dieses Kapitels werden wir auBerdem iiber die Hilbertschen Glei-
chungen einen Zusammenhang mit der Frage nach der Berechnung eines Primideals
bei vorgegebener rationaler allgemeiner Nullstelle herstellen.

Die oft so unbequemen Studentenfragen: ,,Wie kommt man darauf? und ,,Wozu
ist das gut?* lassen sich also im Fall der Hilbertfunktion besonders iiberzeugend und
schnell beantworten. Fiir den oft weitaus komplizierteren Erkenntnisproze8 in der
Mathematik kann jedoch dieses Musterbeispiel keineswegs repriisentativ sein. Ins-
besondere diirfte es eine begliickende Ausnahme sein, wenn es — wie in der Hilbert-
schen Arbeit [1] von 1890 — gelingt, die mathematische Abstraktion mit der Anwend-
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barkeit in ein und derselben Arbeit zu koppeln. Dieser Idealzustand diirfte bei der
iiberwiegenden Mehrheit der mathematischen Erkenntnisprozesse unerreichbar sein.

Die geniale Leistung von HILBERT wird nur wenig durch die Tatsache geschmiilert,
daB er einige wesentliche Beweise nicht ausgefiihrt hat, vor allem den fiir das charak-
teristische Polynom, der erstmals 1928 von VAN DER WAERDEN in [3] gefiithrt wurde.
Wir wollen hier im wesentlichen der Darstellung von GROBNER in [2] folgen und
geben zunichst die

Definition 1. Ist a = K[y, 2y, ..., @,] ein H-Ideal, so versteht man unter der
Hilbertfunktion H(t; a) die Anzahlfunktion

H(t; a) = A(t; ) — V(t; a) =(':”) — V(t; a). )

Nach Kap. 5, Definition 12, ist dabei V(¢; a) die Volumfunktion, welche als Anzahl
der in o enthaltenen linear unabhingigen Formen #-ten Grades definiert war. Mit
A(t; n) bezeichneten wir die Anzahl der verschiedenen Potenzprodukte ¢-ten Grades
in @y, @y, +-+, %, (Kap. 5, Definition 13) und bewiesen dafiir in Kap. 5, Satz 32, (94),
die in (1) benutzte Hurwitzsche Formel

A(t; n) =(t-:n).

Dann gilt offenbar
Satz 1. Fir Potenzproduktideale a, < K[z, 2y, ..., %) tst

V(t; a,) = Anzahl der in a, enthaltenen verschiedenen Potenzprodukte @
t-ten Grades in %y, Ty, - .., Tp,

H(t; a,) = Anzahl der in a, wicht enthaltenen Potenzprodukte 3)
t-ten Grades in xg, Ty, ..., Ty

Eine Menge von V linear unabhiingigen Formen i-ten Grades geht bei Anwendung
einer umkehrbaren linearen homogenen Variablentransformation von o, @y, ..., s
mit Koeffizienten aus K (vgl. ML Bd. 7, 3.5.2.) in V linear unabhingige Formen
t-ten Grades in den transformierten Variablen %, %, ..., T, iiber; denn im Fall einer
linearen Abhingigkeit miiBte diese wegen der vorausgesetzten Umkehrbarkeit der
linearen homogenen Transformation auch schon fiir die ¥ Ausgangsformen in
gy X1 « -5 Ty vOIliegen. Wir haben also den

Satz 2. V(t; a) und H(t; a) sind invariant gegeniiber umkehrbaren linearen homo-
genen Transformationen der Variablen g, @y, ..., €, mit Koeffizienten aus K.

Aus der projektiven Geometrie wird verstindlich, da8 man die vorerwdhnten
umkehrbaren linearen homogenen Transformationen als projektive Transformati
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bezeichnet (vgl. MfL Bd. 7, 3.5.); Satz 2 wiirde damit lauten: ,,V(¢; a) und H(t; a)
sind invariant gegeniiber projektiven Transformati *, wofiir man noch kiirzer sagt:
5, V(t; a) und H(t; a) sind projektive Invarianten.

Nun sind V(¢; a) und H(¢; a) Funktionen von £, und ihre Invarianz bedeutet die
Invarianz aller auftretenden Koeffizienten. Wie wir gleich sehen werden, sind ¥ (¢; a)
und H(t; a) Polynome in ¢, deren Gradzahlen also ebenfalls Invarianten sind. Satz 2
rechtfertigt die Annahme, daB diese invarianten Gréfen geometrische Deutungen
zulassen. DaB V(t; a) fiir geniigend grofes ¢ ein Polynom (hochstens vom Grad =)
ist, folgt unmittelbar aus Kap. 5, Satz 33, (104). Wegen (1) folgt dieselbe Aussage
fiir die Hilbertfunktion H(¢; a); wir haben also nach (1) und Kap. 5, Satz 33, den

Satz 3. Ist a = U}, = (Fy, ..., F,) = K[wo, @4, «v., @] esn H-Ideal mit der ab-
brechenden Syzygienkette

Ulls: U:a.’ U:.a.’ ey U:.-m
sowie
U;l=(F1:--~:Fs) und ;1= h(F)),
U:a. = (D) und T 1= (DY),
U, = (P3) und 7y := DY), (Kap. 5, (103))
U:._,:. = (¢:s) und Ty 1= h(‘p:i),
80 95t
t+n S ft+n— 7y aft+n— T — Ty
H(t;a) = —
o= ()= AR E(TTT)
s [t n— = =
-5 ( + Tn — Ta1 Ta') +— )
i=1 n
(=1 ﬁ‘, (t =Ty = = T — Tki)’
i=1 n
wobet tm Fall t + n — 7y — +++ — 7j_1,1 — T3 < 0 der entsprechende Binomialkoeffi-

zient gleich Null zu setzen ist.

Auf diese Weise kann H(¢; a) in endlich vielen Schritten berechnet werden.

Aus (4) folgt

Satz 4. Die Hilbertfunktion H(t; a) ist fiir gensigend grofes t ein Polynom mit
h(H(t; a)) =n.

Ziel der folgenden Ausfiihrungen ist es nun, Satz 4 zu préizisieren. HILBERT hatte
in [1] bereits h(H (¢; a)) = d = Dim a angegeben, jedoch (was vielfach nicht bekannt
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ist) keinen generellen Beweis gefiihrt. Dazu miissen wir nun etwas weiter ausholen
und beweisen einige Grundeigenschaften fiir ¥(¢; a) und H(¢; a) unter Vermeidung
von (4). Zunichst beweisen wir den

Satz 5. Fiir die Volumfunktion V (t; a) eines H-Ideals a = K[y, 2, ..., z,] gilt

Vit;a) < (’ P "), ®)
n
7(t; ) =0, ©)
V(t:92) = V(5 (2 @ 020 7)) = (‘ - ") @
V(t; qr) = (t -; n) fiir geniigend gropest, (8)
V(t;a) = (t —; n) fir gendigend groPes t = a = qr, 9)
W) = v V6; (7)) = (' = ’) fir tzs, (10)
a=Db= V(;a) = V(;b), (11)
achb= V({E; a) < V(E;b), (12)
V(E;a+0) =V a) + V(E;b) — V(E;anb), (13)
V(t;anb) = V(t; 0) + V(t;b) — V(t;a +b), (14)
MF)=7= V(a0 (F) =TVt —7;0: (F), (15)
a:(F)=arbF) == V(t;anF)=TVE—r;0), (16)
a:(L)=aahl)=1= V(a0 (L) =Vt —1;a), {7

WF) =7= V(t; (0, F)) = V(t;0) + (t ¥ :  : ’) — V(t—r;a:(F), (18)
a:(F) =aah(F) =7= V(5; (0, F) = V(t;0) + (t + : — r) — Vit—r7;a),
(19)
Vie—1;a),
(20)
V(¢; 6) = V(t; ga(a)) fiér geniigend groes t. (21)

a:(D)=aAk(l)=1=> V(‘;(OJL))=V(t;a)+(t+:—1)_



6.1. Einleitung, Definiti Grundei haften 259

Beweis. (5), (6), (7), (8), (9) sind evident.
Ist a = (F) ein Hauptideal, so ist eine linear unabhéngige Modulbasis von E)R(t 3 (F))
bei A(F) = und ¢ = v durch alle Formen p;F gegeben, wobei die p; alle Potenz-

produkte vom Grad ¢ — 7iny, 2y, . . ., z, durchlaufen ; dies sind aber gerade (t T T) y
mithin gilt (10). »

(11) ist trivial, (12) ist evident; fiir das Auftreten des Gleichheitszeichens sei als
Beispiel a, = (zo?, o1, 7,2), b,, = (%, ;) genannt.

Zum Beweis von (13) haben wir die Anzahl der linear unabhéingigen Elemente der
K-Moduln 9(¢; a nb), M(¢; a), M(¢; 6) und M(¢; a + b) zu bestimmen. Alle diese
Moduln sind Untermoduln von ‘m(t; (@oy Zyy +v v z,,)) ; alle Elemente dieser Moduln, also
auch die jeweiligen Basisformen, sind folglich von der Gestalt &,p, -+ ks, + ksps + -,
Wworin py, ps, Ps, ... Potenzprodukte ¢-ten Grades in @, 2, ..., %, und ki, ks, ks, ...
Elemente aus K sind. Minimalbasen der genannten Moduln bestehen also aus linear
unabhingigen Formen; wir denken uns jeweils den GaufBschen Algorithmus durch-
gefiihrt; dann ist die lineare Unabhéngigkeit der Basisformen mit der Verschieden-
heit der ersten Potenzprodukte gleichbedeutend. Wie in der linearen Algebra (MfL
Bd. 3, 4.2, Satz 2) gilt dann auch hier das Steinitzsche Austauschverfahren, d. h.:
Irgendwelche linear unabhingigen Formen kénnen zu einer Minimalbasis erginzt
werden. Wir kénnen also o.B.d. A. von folgenden Basisdarstellungen ausgehen:

M(t; 6 nb) = (Fy, ..., Fy),

Mt; a) = (F1y 00, By, Gy, .0y Gy)
und
M(t;0) = (Fyy oory Foy Hy, ooy Hy).

Dabei knnen wir dann also jede dieser drei Basisdarstellungen als Minimalbasis an-
nehmen. Nach dem Vorhergesagten konnen wir weiterhin voraussetzen, daB die
ersten Potenzprodukte von Fj, ..., F', alle verschieden sind und da8 in @,,...,@;
keines dieser ersten Potenzprodukte von F,..., F, auftritt, entsprechend bei
H,, ..., Hy. Nach Kap. 1, Satz 24, (57), hat dann M(¢; a + b) die Basis

M(t;a +0) = (Fy, .., Fy, Gy, oo, Gy Hy, oo, Hy), 22)
und (13) besagt gerade, daB (22) eine Minimalbasis ist, daB also keines der Elemente
Fy, ..., Fy, Gy, ..., Gy Hy, ..., Hy gestrichen werden kann. Dies ist zunéchst fiir
Fy, ..., F, einzusehen, da deren erste Potenzprodukte in @, ..., @, Hy, ..., H; nicht
auftreten. Eine lineare Abhingigkeit kénnte also allenfalls zwischen @, ..., &,
H,, ..., H; existieren. Dies werde zum Widerspruch gefiihrt: Wire etwa

Hy =46+ -+ %Gj + wH; + - 4 s He,

80 wiire
Fi=04G+ - + 4G = —pH; — - — s Hyy + Hy



260 6. Die Hilbertfunktion

ein Element aus a n b, miiBte also aus F, ..., F, linear kombinierbar sein, was wegen
des Nichtauftretens der ersten Potenzprodukte von Fy, ..., F,in Gy, ..., Gy, Hy, ..., Hy
unmdglich ist. Mithin ist (22) eine Minimalbasis, und es gilt (13). Durch Umstellung
folgt (14) aus (13).

Nach Kap. 1, Satz 52, (146), gilt (a : (F)) - (F) = a n (F), und fiir A(F) = v folgt
daraus (15). (16) folgt unmittelbar aus (15), (17) entsprechend aus (16).

Zum Beweis von (18) gehen wir von (13) aus und setzen b = (F); dies gibt

V(E; (0, 1)) = Vi(t; 0) + V(t; () — V(t; an (F));

darin (15) und (16) eingesetzt, folgt (18). (19) und (20) folgen unmittelbar aus (18).

Zum Beweis von (21) schlieBen wir so: GemiB Kap. 4, (53), (54), sei a = gu(a) n qz,
worin g,(a) das n-te Grundideal und gy eine triviale Komponente ist. Nach (14) ist
dann

V(t; 6) = V(t; 8a(a) 0 qr) = V(¢ 8a(0)) + V(¢; ar) — V(t; gal) + ).

Nach Kap. 3, Definition 17, ist dann mit qr auch g,(a) 4 qr ein 7-Ideal; nach (8)
ist also fiir geniigend groBes ¢

V(t; az) = {t; ga0) + o) = (t - ”)

und mithin gilt (21).
Damit ist Satz 5 vollstiindig bewiesen.

Wir schreiben nun die Ergebnisse von Satz 5 auf die Hilbertfunktion H(t; a) um.
Dazu benétigen wir neben (1) noch

H(t—-r;a:(F))=(t+:';_T)—V(t—r;a:(F)),

Ht—10: (D) = (”'““1 — Pt —1;0: (D),

Hit—1;0)

H(t—7;a) (t+n—r) Vit —r=,a
) V(i —1;a)

(t-}—n—l

und gewinnen damit
Satz 6. Fir die Hilbertfunkiion H(t; a) eines H-Ideals a = K[y, 2y, ..., 2,] gilt
Ht;a) 20, (23)

H(t; (0)) = (' + "), (24)

n
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H(t; pr) = H(t; (s %1, ---, @) =0, (25)
H(t; qr) =0  fiir geniigend grofes t, (26)
H(t; a) =0 fiir geniigend groPes t = a = qr, 27
h(F)=r=>H(t;(F))=(“;”)_('+:_’) far t=7, @8)
a=0b= H(t;a) = H(¢;b), (29)
acb=> H(t; 0) = H(t; b), (30)
H(t; a +b) = H(t;a) + H(t; ) — H(t;anb), (31)
H(t; anb) = H(t; a) + H(¢; b) — H(t;a + ), (32)
wn =e Hianm) = (77 = (T ) v ap—wiasm),

a:(F)=aAk(F) =<
=>H(t:an(F))=(t:")—(t+2_’)+H(z—r,a), (34)

a:(L)y=aAhl) =1

@H(t;an(L)):(t:")_(t'i_:—1)+H(g_1;a)

=(t+”_1)+H<t—1;a), (35)
n—1

W(F) =v=> H(t; (8, F)) = H(t; o) — H(t — v;0: (F)), (36)
a:(F) =anh(F) =v=>H(t; (0, F)) = HE; 0) — HE — 7; 0), (37
a: (L) =aaML)=1= Ht; (a, L)) = HE; 0) — HE — 15 0), (38)
H(t; a) = H(t; ga(0))  fir geniigend grofes t. (39)

Wir haben in (26), (27) und (39) den Zusatz ,,fiir geniigend groBes ¢ machen miissen,
ohne eine Schranke angegeben zu haben. Im Fall von (26) und (27) ergibt sich diese
Schranke durch Idealexponenten. Weiterhin werden wir jedoch in Zusammenhang
mit der Darstellung (4) noch ofter die Voraussetzung ,fiir geniigend grofles ¢
machen miissen, wobei eine Schranke durch ¢ + 7 — 73 — -+ — G110 — T = 0
gegeben ist. Bei manchen Betrachtungen sind beide Schranken miteinander auf mit-
unter komplizierte Weise verzahnt, so daB iiber derartige Schranken keine Aussagen
mehr gemacht werden kénnen.
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Wir wollen (25), (26), (27) und auch (39) noch als Sitze formulieren:

Satz 7. Ein H-Ideal a = K[z, @, ..., 2,] ist genaw dann ein T-Ideal, wenn
H(t; a) = 0 fiir geniigend grofles t gilt.

Satz 8. Fiir genilgend grofes ¢ hat eine triviale Komponente keinen Einfluff auf den
Wert der Hilbertfunktion.

Satz 8 ist von grofler beweistechnischer Bedeutung; daraufhin kann ndmlich bei
allen Aussagen iiber die Hilbertfunktion H(¢; a) das H-Ideal als ohne triviale Kompo-
nente vorausgesetzt werden. Davon werden wir im folgenden Gebrauch machen.
Wenn nun aber a keine triviale Komponente hat, existiert nach Kap. 4, (113), eine
Linearform L mit a : (L) = a. Ist Dim a = d, so ist dann Dim (a, L) = d — 1 nach
Kap. 4, Satz 36, (78). Fiir die nachzuweisende Darstellung der Hilbertfunktion als
Polynom P(t; a) haben wir mit (38) eine Rekursionsformel zu einem Induktions-
beweis nach der Dimension d; die im folgenden Abschnitt durchgefiihrten Betrach-
tungen fiir nulldimensionale H-Ideale stellen fiir diesen Induktionsbeweis den
Induktionsanfang dar.

6.2. Die Hilbertfunktion nulldimensionaler H-ldeale

Wir beweisen nun in mehreren Etappen den
Satz 9. Ist a = K[z, 2y, ..., x,] ein H-Ideal mit Dim a = 0, so st
H(t; ) = ho(a) € N*. (40)
Als erstes untersuchen wir den Spezialfall, da8 a ein nulldimensionales Primideal
ist:
Batz 10. Istp < K[wzy, 2y, ..., ,] ein primes H-Ideal mit Dimyp = 0, so ist
Hit;p) =ho(p) =1. (41)
Beweis. Nach Kap. 4, Satz 61, (143), hat p die Basisdarstellung
P = (Yo% — H1%0; -+ YoTn — Ya%o),
welches nach der umkehrbaren linearen Transformation z, = @y, 2; = Yo%; — Y%

(¢=1,2,...,n)inp, = (21, ..., 25) = K[z, 2, ..., 2] iibergeht. Inp, sind alle Potenz-
produkte #-ten Grades enthalten, ausgenommen 2!, also ist H(¢; p,) = 1, q.e.d.
Satz 11. Ist p < K[zg, 4, ..., 2,] ein primes H-Ideal mit Dimp = 0, so gilt fiir
die Primidealpotenz pe
Hw) = i) = (" T2 T

" )eN* fir t=p—1. (42)
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Beweis. Es ist nach dem vorigen Beweis H(t; p¢) = H(t; p,°) mit

P22 = (210 2152, -+ 22) = K20, 215 2005 20]-

In p,¢ sind die folgenden Potenzprodukte ¢-ten Grades nicht enthalten:
LN
2ot 215 oens 207205
2ot~221%, 2o, - oo 2002200,
2%, 2o %, -, 20200,
zotet1z 0L, gotetiz -2z, ...

, Zgtetlz el.

Die Anzahl der Potenzprodukte k-ten Grades in z,, ..., 2, ist nun gleich der Anzahl

der Potenzprodukte k-ten Grades in @, &y, ..., ¥y ; nach der Hurwitzschen Formel
Kap. 4, Satz 32, (94), ist diese gleich (k +w : 1) ; in obiger Aufstellung mu8 dann
n—

t — o+ 1 = 0 sein; fiir t = o — 1 gilt also
2 -1 3 -1
H(t;pn’l)=l+n+(—:n )+( L Jotoo

-1 n—1
+ o—14+n—1
n—1
=1+n+(n+1)+(n+2)+m+(n+g—2).
n—1 n—1 n—1
Nun gilt (vgl. MfL Bd. 1, 3.5., (25)):
> ™\ _ Lo
m=k=>(k) (n_k) 3)
also wird
. _ n n+1 n+ 2 n+o—2
H(t,p,v)—1+(1)+( ! )+( : )+ ,+( el )
und nach Kap. 5, (102), fir n =9 — 1, m =n — 1 ist also
H(t;p,e)=(”+9‘1);
o—1

also gilt (42), q.e.d.
Satz 12. Ist g = K[z, @y, ..., T,] ein p-primdres H-Ideal mit Dim g = 0, so gilt
H(t; q) = holq) := p € N¥*. (44)
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Beweis. Analog Satz 1 ist H(¢; q) wiederum von ¢ unabhéingig; nach Kap. 2, (24),
ist pe S q S p, und nach (30) und (42) folgt daraus
(o EL XU
e—1

also gilt (44), denn hy(q) € N* folgt damit aus (4), q.e.d.

Nach Kap. 3, Satz 21, (58), ist NG (q) = NG (p); fiir q = p ist also ky(q) =
> ho(p) = 1. Geometrisch kann also der Punkt NG (q) als u-facher Punkt NG (p)
aufgefaBt werden; wir geben daher die

Definition 2. Ist q = K[z, 2y, ..., #,] ein p-priméres H-Ideal mit Dim q =0,
80 heiit

ho(q) = p (45)
die Multiplizitit des Primirideals q bzw. des Punktes NG (p).
Zum Beweis von Satz 9 benétigen wir nun noch einen Hilfssatz, ndmlich

Satz 13. Ist a = K[z, , ..., @,] ein nichi-primires H-Ideal mit Dim a = 0 und
ohne triviale Komponente, ist ferner a =g, nqzn--- nq; die unverkirzbare Dar-
stellung von a durch gropte Primirkomponenten und b := qz 0 -+ n q, S0 ist

Dim (q;,b) = —1, 46)
also (g1, b) = q; + b ein T-Ideal.
Beweis. Nach Kap. 1, (100), ist Rad (g, b) = Rad (p;, b); nach Kap. 4, Satz 3,
(12), ist
Dim (g;, b)) = Dim Rad (q;, b)) = Dim Rad (p,, b)) = Dim (p,, b). (47)
Nach Voraussetzung hat a keine triviale Komponente; aus Dim a = 0 folgt also
Dim q; =0 und Dim p, =0 nach Kap. 4, Satz 3, (12). Ist nun b = (@, ..., @)
und wire Dim (p,, b) = Dim (p,, Gy, ..., G3) = 0, so miilite G, € p,, ..., G} € p, sein
nach Kap. 4, Satz 33, (68), im Widerspruch zur Annahme, da8 a nicht primir ist.

Nach Kap. 4, Satz 33, (68), ist also Dim (p,, b) = —1, und nach (47) gilt mithin (46),
q.e.d.

Wir beweisen nun Satz 9 in der etwas detaillierteren Fassung von

Satz 14. Ist a = K[z, 2y, ..., z,] ein H-Ideal mit Dim a = 0 und der unverkiirz-
baren Darstellung a = q; n Gy 0 -+ n q okne triviale Komponente, so ist
Hit; a) = ho(q1) + holqz) + -+ + Rolqy) € N*. (48)
Beweis. Wie in Satz 13 setzen wir a =q; nb mit b = g, n --- n ;. Nach (32) ist
H(t; a) = H(t; qu nb) = H(t; @) + H(E;5) — Ht; o0 + b).
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Wegen (46) und (26) ist H(t; (a1, fJ)) = H(t; q; + b) =0, also
H(t; 0) = H(t; 0) + H(t; b);
entsprechend folgt
H(t;b) = H(t;q2) + H(E; 03 0o+ n ),
H(t; 0500 0 q) = H(t; q5) + H(E; qe 0 -+ 0 qe)
usw., also

H(t; a) = H(t; q1) + H(E; 62) + -+ + H(t; i),
q.e.d.

6.3.  Das charakteristische Polynom

Satz 15. Ist a = K[z, 2y, ..., &,] ein H-Ideal mit Dim a = d, so st fiir geniigend
grofes t

H(t;a>=P<t;a):=ho( )+h,( )+h2( ‘2)+---

t t
+hm(z)+h.,.l(1)+h4, 49)
also ein Polynom P(t; a) in t vom Grad
KP(t;a)) =d = Dima (50)
mit
ho(a) € N* (51)
und
W) EZ fir 6=1,2,...,d. (52)

Definition 3. P(t; a) heiBt das charakieristische Polynom oder Postulations-
polynom des H-Ideals a = K[z, 2y, ..., Z,].

Definition 4. Die Koeffizienten &y(a), #y(a), ..., ka-1(a), ha(a) des charakte-
ristischen Polynoms P(t; a) heilen die Hilbertschen Koeffizienten. ho(a) heiBt die
Ordnung oder der Grad des H-Ideals a — K[z, 2y, ..., Z,].

Aus Satz 2 folgt
Satz 16. Die Hdbertsohen Koeffizienten sind invariant gegemiiber wmkehrbaren
linearen homog T b , also gegeniiber projekt Transformats 5

kurz: Die Hilbertschen Koe/, ten sind projektive Invariant
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Zur Frage der Invarianz gegeniiber allgemeineren Transformationen verweisen wir
auf GROBNER [4, 5] und [6].

Da die Hilbertfunktion H(t; a) eine Anzahlfunktion ist, muB bei ihrer Darstellung
als Polynom P(¢; a) dieses Polynom fiir ganzzahlige ¢ wieder ganzzahlige Funktions-
werte ergeben; diese Eigenschaft ist aus der Darstellung (49) sofort abzulesen.
Einfacher wiire es, wenn stets

P(t;a) =bet® + b+ 4+ +.. +b; mit by, by, ..., b aus Z

gelten wiirde, was aber nicht durchweg zutrifft, beispielsweise nicht fiir

12
P(t,a)=3(2)+---.

Dennoch ist die Darstellung (49) nicht die einzig mégliche; oft benutzt wird auch

i =k (" HY) (I (o) )

Fiir die Umrechnung von (49) auf (53) und umgekehrt sei auf RENscHUCH [1], § 6,
verwiesen. Die dabei benutzten Additionstheoreme fiir Binomialkoeffizienten werden
uns jedoch im folgenden leider nicht ganz erspart bleiben, weshalb sie hier zusammen-
gestellt werden sollen. Zunichst erinnern wir an

”1+7"n — L 7y Ny
( k )_Eo(x)(k_x) (54)

aus MfL Bd. 1, 3.5., (31). Aus (54) folgt fiir n, = 1

n + 1 7 7y
("= () +(2) o

insbesondere fiir n;, =¢ — 1

(e)=(3)+ 620 .

In dhnlicher Weise wie (54) beweist man

(”‘k ) Eo( 1)~( ‘)(””':‘1). &7

Wir werden (57) insbesondere fiir n, = ¢ + » benétigen, wie aus (4) zu entnehmen ist.
An dieser Stelle sei jedoch vermerkt, da8 wir hier die Binomialkoeffizienten in Ver-
allgemeinerung von MfL Bd. 1, 3.5., (22)ff., jetzt durch

a\ _a-@—1)---(a—k+1)
(k)'_ 1.2k

mit a€R, ke N*,(g) =1 (58)



6.3. Das charakteristische Polynom 267

definieren, also insbesondere die jetzt auftretenden Mdglichkeiten mit @ € Z, @ ¢ N
zulassen.

Dies hat zur Folge, daB der Fall P(¢; a) < 0 fiir solche ¢ € N*, die nicht ,,geniigend
groB* sind, durchaus eintreten kann, aber auch nur fiir solche ¢; denn fiir diejenigen ¢
mit P(t; a) = H(t; a) ist P(t; a) = 0 wegen H(t; a) = 0.

o ae PR

Hierfiir geben wir ein Beispiel an. In K[z, 2;, %,, ;] betrachten wir die
H-Ideale

A 1= (2™, 2™y, Bg™ My, 2™ g, B RD, .y 7Ty ™ L, ™), M€ N, (59)

Nach Satz 1 ist H(t; a,,) gleich der Anzahl der in a,, nicht enthaltenen Potenzprodukte {-ten
Grades in %y, 2;, Z,, %y; diese sind

DT g SO X8 Anzahl: ¢ 41,

PN AR T R SN A Anzahl: £,

2,082, oyt 0, ..., 2y gt S, Anzahl: ¢ — 1,

BN L L M oy R, Anzshl: ¢ — (m — 2);

fiir gentigend groBes ¢ ist also die Gesamtanzahl

'ml+1—(1+2+--:+(m—2))#mt+I—W=mt+l—(m—l),

2
also ist
Plt; ap) = mé + 1 — ("‘ . ‘) , (60)
und aus (60) folgt
m |P(t;n,,,)
3 3t
4 44— 2
5 6t— b
6 6— 9<0 fir t=1
7 Tt—14<0 fir t=1
8 8t —20<0 fir t=1,2
9 9% —2T<0 fir t=1,2
10 10t —36<0 fir 1=1,2,3
usw.
Wir haben also den

Satz 17. Ist H(t; a) = P(t; a) fiirt = T, so kann fiirt < T — 1 der Fall P(¢; a) <0
eintreten.

Hieran kann man die Frage kniipfen, welche Bedingungen an ein Polynom zu
stellen sind, damit es fiir geniigend groBes ¢t das charakteristische Polynom eines
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H-Ideals ist. Wir werden auf diese Frage noch kurz eingehen, fiihren aber erst den

Beweis von Satz 15. Wir gehen dazu von (4) aus und kénnen mit Hilfe von (54)
und (57) H(t; a) fiir ¢ + 5 — 79y — *++ — Tp—1,1 — Ty > 0 auf die Gestalt

12 t 14 t 2
H(t:a)=0n(n)+°n-1(n_1)+"'+0d+1(d+1)+cd(d)+cd-1(d_1)

'H“(d )+ +cz(;)+cl(i)+oa mit ¢, € Z fir »=0,1,...,n
(1)
bringen. Fiir § + % — 733 — *++ — 7,3 — Ty — 1 > 0 ist dann auch

—1 —1 — 1
H(t—l;a)=c,.(t )+c,_1<;_)+---+cm(;+1)+d(' f)

+°¢—1(; )+c“(t )+ +cz(;1)+01(:)+00r 62)

und aus (61) und (62) folgt mit (56)

t—1 t—1 t—1
H(t;a)—H(t—l;a)=c.(n_1)+on-1 (n_2)+"'+°d+1( 2

+ad( )+c.,_ (;:12) +0ua (2:3) +"'+02(t:1) +o (63)

Wir fithren nun den angekiindigten Beweis von Satz 15 durch vollstindige Induk-
tion nach der Dimension d. Fiir d = 0 ist Satz 15 richtig wegen Satz 14. Wir nehmen
nun an, Satz 15 trifft fiir (d — 1)-dimensionale H-Ideale zu, also insbesondere fiir
(a, L) mit a : (L) = a. Solch eine Linearform L gibt es, da wir a nach Satz 8 als ohne
triviale Komponente annehmen kénnen. Nach Induktionsannahme gilt dann

¢ t
H(t;(a,L)):h.,*(d_ 1)+h;" (di2)+h.*(d_3)
+...+h;_2(1') + k4 mit ¥ € N (64)

Wegen (38) ist die linke Seite gleich H(¢; a) — H(t — 1; a); formen wir auBerdem die
rechte Seite gemiB (56) um, so folgt

1 _1 [
a6 —me—tio) = (T )+ e mn (T )+ e nn (ST

—1
Fo i () Fe ). e
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Koeffizientenvergleich mit (63) liefert

¢, =0,
Cp1 =0,
G =0,

hy 1= ¢4 = ho* € N*, (vgl. (64)),
hi=cpy =h*+M*€Z,
hyi=¢4p=M*+ h*€Z,
hypi=co=hjs+h€Z,
hyy:=c, =Rk}, + B} EZ,
hi:=6€Z,

womit (49), (50), (51), (52) bewiesen sind.

GRrOBNER schlieBt zum Beweis von Satz 15 in [2] folgendermaBen: (65) ist jeden-
falls erfiillt fiir

H(t;a>=ho(;)+h, (dil)+--- +h¢.l(i)+F(c) (66)
und

t—1 t—1 t—1
H(t—i;a)=hn( p )+hl(d_1)+---+h.x_l( : )+F(t).
(67)
Wird in (66) ¢ durch ¢ — 1 ersetzt, so folgt

Hi—1;0) =ho(‘;1) thy (;:‘1) Fa— ha.,('jl) FRE—1).  (69)

Vergleich von (67) und (68) liefert F(t) = F(t — 1); da hier nur ¢ ¢ N* interessieren,
kann F(f) = const := k,; € Z gesetzt werden.

In GroeNEr [9], Kap. IV, §1, IV, wird Satz 15 indirekt bewiesen, wahrend
VAN DER WAERDEN in [3], § 4, den Induktionsbeweis mit ¢ = O beginnt, dann aber
die Giiltigkeit von (51) gesondert beweisen mu8.

Damit ist Satz 15 vollstindig bewiesen.

Durch (50) ist die Dimension d eines H-Ideals a < K[, y, ..., #,] eindeutig
bestimmt, so daB d mit Hilfe von (50) definiert werden kénnte, was sich jedoch als
nicht zweckmiBig erweist. Immerhin kann in Einzelfillen die Dimension auf diese
Weise berechnet werden. Wir vermerken hierzu
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Satz 18. Sind a und b zwei H-Ideale aus K[z, @, ..., Z,)], s0 gilt )
P(t; a) = P(t; b) = Dim a = Dimb. (69)

Nun ist P(t; a) = P(¢; b) sicherlich erfiillt, wenn sogar H(t; a) = H(t; b) ist, und
dies ist nach Satz 3 erfiillt, wenn die Gradmatrizen der Matrizen der jeweiligen
Syzygienmoduln von a und b iibereinstimmen (vgl. 5.2., Definition 1, (9)):

Satz 19. Sind a und b zwei H-Ideale aus K[z, Z,, ..., z,] und stimmen bei den
Syzygienketten beider H-Ideale die jeweiligen Gradmatrizen diberein, so ist durchweg
H(t; a) = H(t; b) und Dim ¢ = Dim b.

Beispiel 1. Wir betrachten wieder einmal das eindimensionale Primideal 0,5 — K[y, 2;, s, 23]
mit der allgemeinen Nullstelle (%, £,%;, to%,?, ¢,°) und der Syzygienkette

EE
(wos — 1%, 2y — Z1%a, TaTg — 7)), (—zx '_xx) ’ (70)
Zo @y,

woraus sich nach (4) und 7.6. das charakteristische Polynom zu

P(:;nn)=("’3'3) _3(“:‘:1) +2(;) —3 41

ergibt.
Wir betrachten daneben in K[z, 2;, #;, #5] das nicht prime Potenzproduktideal
Ay = (21, Z1Zp, T3Tg) = (%o Z) 0 (215 Tg) 0 (21, Z5)
mit der Syzygienkette

£

0

(71)

(261, 1%p, Za%s), | —Z0 3 )s
0 —z

woraus sich nach (4) das charak

P(t;n,.)=(':3)—3(“’?:1)+2(;)=3t+1

die Gradmatrizen mit (70) iiberein.

Polynom wiederum zu

N h

1a8t. Hier sti

Beispiel 2. Dazu gehen wir von dem laufend betrachtet indi len Primideal
i} = K[z, 2,, 25, 25] mit der allgemeinen Nullstelle (fo4, £,%;, #o,*) aus, fir welches wir in 5.6.
die Syzygienkette berechnet hatten, die wir im Hinblick auf das nichste Beispiel etwas abéindern:

EAE N N EA
(ere — 212y, 2y — 2%, et — ity f ), | T2 TR O O ) [ 7E ) )

T #H T — —%

0 0 zy N 2,

aus (72) folgt nach (4) und 7.6.

rrr=( (1) 5(3) #4339 -
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Vergleichsobjekt ist diesmal das nicht prime Potenzproduktideal
by = (%o%s 2Ty, To®, T%s?) = (%0, 1) 0 (%gr 25%) N (2 Za) N (2, 2,2, )
mit der Syzygienkette

T,  x mry 0 3

(Zgg, T2y, Toa®, 21%5%), % 0 0 = ’ % (73)
0 —z3 0 —z 0
0 0 —z 0 zy

und denselben Gradmatrizen wie in (72), also

43\ (b4 1 ¢ t—1 t— 2
s = (3= (57) s (3)+4(37)-(37)err

Diese Beispiele werfen die Frage auf, inwieweit das charakteristische Polynom fiir
ein H-Ideal denn nun tatsichlich charakteristisch ist. Zunéchst ist diese Frage fiir
zwei H-Ideale a und b nur bei gleichem » sinnvoll ; was also kann aus P(t; a) = P(t; b)
gefolgert werden, wenn a und b beide H-Ideale aus K[z,, 2y, ..., ,] sind?

Die beiden soeben gerechneten Beispiele zeigen, daB daraus Strukturaussagen
jedenfalls nicht zu erwarten gind, da wir in beiden Féllen ein primes und ein nicht
primes H-Ideal miteinander verglichen hatten.

Man kénnte jedoch hoffen, daB wenigstens bei Primidealen

91 < K[z, 24, .., 2,] und  p, = K[z, 24, +.00y ]

aus P(t; p;) = P(t; p.) auf die Gleichheit der Gradmatrizen geschlossen werden kann.
DaB auch dies nicht der Fall ist, zeigt das folgende

Beispiel 3. Wir betrachten als erstes das Primideal (vgl. Kap. 4, (165))
ol = 0% < K [2g, 2y, 23, 7]
mit der allgemeinen Nullstelle (45, £,%,;, fyt,*, £,°) und der Syzygienkette

(Z0%3 — @1y, BTy — Ty, Ty — 2,7, T — iy, — wy7Y),

z® Tlmy 1'%y TRyt Tk 7P 3
—z;, —zz 0 O 0 0 —z; 0
,

(=

-z x|, (74)
0 0 Ty X —xy —@y

, 2 —x —% O 0
[ 0 0 0 o0 Ty Ty

aus (74) und 7.6. folgt

sy (EFBY (1), (t—1 t—2\ (t—38) _
P(t,nrﬁ)—( 3 ) (3 ) 4( " )+6( % ) 2( 4 )—5t+1. (75)
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Daneben betrachten wir das Primideal p; = K[y, 2y, %3, 3] mit der allgemeinen Nullstelle
(8o, to%1, to¥,® + 65, boty*) und der Basis (Fy, Fy, Fy, F, Fy) mit

Fy = 2,7, + 2eta?s — 2° — 0% — T’ l

Fy = zgey — 2o,%y + 2,°73,

Fy = a1 + Tgtay — 0% — 212", (76)
Fy = ayy® — ms® — 2% — 212973, J

Fy = oz — myz® + 3myags® + 7t

und der Syzygienkette
(Fy, Fy, By, Fy, Fy),
2, g ] 0 0 )%y - Tag
—% 2 T+ 0 0 — %%y — %y’ (77)
—% —%; —%y —%y —Ty ¥+ Ty z? — @ | zy@y + 24 |3
—% 0 T —mm — T %% — By y
0 0 0 — % -z —

aus (76) und 7.6. folgt

o= () -4 ()~ (37) #4237 o

Hier liefert (78) dasselbe Ergebnis wie (75), obwohl gegeniiber (74) verschiedene Gradmatrizen
vorliegen.

Wir haben also den

Satz 20. Sind P, = Kwg, 2, 22, 23] und  py = Ko, 21, 25, 23]  2wei  ein-
dimensionale Primideale mit P(t;p,) = P(t;p2), so kimnen die Gradvektoren und
damit die Gradmatrizen der Syzygi irizen verschieden sein.

Die Frage, ob bei P(t; p;) = P(t; ;) von der Gleichheit der Gradvektoren auf die
Gleichheit der weiteren Gradmatrizen geschlossen werden kann, haben wir noch
nicht entscheiden kénnen.

Uneingeschriinkt gilt dies natirlich keineswegs; man betrachte dazu das naive Beispiel
2
o) (_5)  wnd et (_2):
—ay —x?

hier ist allerdings auch P(¢; a) P(t; b) im Gegensatz zu 8.1.5. und 8.1.6. nicht erfiillt.

Konnte man — fiir eindi ionale Primideale aus K[z, z;, 25, n:,] — von
P(t;9,) = P(t; py) und der Gleichheit der Gmdvektoreu auf die Gleichheit der jeweils f
Gradmatrizen schlieBen, so wire es wil t, die Vora g der Gleichheit der Grad-
vektoren abschwichen zu kénnen, etwa durch die Forderung, da,B fu.r pl und p, die Anzahl der
linear unabhingigen Basisformen vom Minimalgrad m, ik Zur Erli ung greifen
wir noch einmal auf das letzte Beispiel zuriick. Die Zusammenfassung der Terme in (78) liefert

R R RT P e S
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zur Nachpriifung dieser Rechnungen durch den Leser sei auf 7.6. verwiesen. Die einfachste
Realisierung von (79) wire dann nicht die durch Gradmatrizen, wie sie zu (77) gehoren, sondern
die durch

(3,3,3,3),

(SR

1
1
1
1

SECESEY)
SRR

2
2
1
1

Bis jetzt sind dem Verf: jedoch eindi ionale Primideale aus K[z, 2;, %,, 3], bei denen
die Minimalbasis aus genau vier kubischen Basisformen besteht, nicht bekannt; auch bei der oft
zitierten Vahlenschen Kurve kommt im zugehérigen H-Ideal noch eine Basisform vierten Grades
hinzu, vgl. Beispiel 8.5.6. Die Richtigkeit der hier geiiuBerten Spekulation beziiglich der Anzahl-
gleichheit der Basisformen vom Minimalgrad m, wiirde dann bed daB es eindi ionale
Primideale aus K[z, z;, %;, %3] mit Minimalbasen aus vier kubischen Formen nicht geben kann,
sofern P(t; p) = 5¢ + 1 bekannt ist, sondern daf stets noch eine Basisform vierten Grades hinzu-
kommen muB. Insbesondere kénnte man also das Ideal (76) an die Stelle des komplizierteren
Vahlenschen Ideals setzen (vgl. RENscEUCH [15]).

Wir wollen noch bemerken, da8 die Berechnung von P(¢; a) in den meisten Fillen
nur iiber (4) méglich ist; fiir H-Ideale der Hauptklasse hat GROBNER in [2], 1424,
geschlossene Formeln fiir die Hilbertschen Koeffizienten ohne Benutzung von (4)
angeben konnen.

Gleichfalls ohne Benutzung von (4) hat R. KvMMER in KuMMER und RENSCHUCH
[2], § 7, fiir Potenzprodukte a, eine geschlossene Formel fiir H(t; a,) (Satz 23) an-
gegeben, welche sich auch aus (4) durch Zusammenfassung gleicher Binomial-
koeffizienten (analog dem SchluB von (78) auf (79)) ergibt. Jedoch kann P(¢; a,)
durch Abzéhlung der nicht in a, enthaltenen Potenzprodukte ¢-ten Grades zumeist
schneller bestimmt werden.

Wir wollen die bereits angeschnittene Frage aufgreifen, wann ein Polynom in einer
Variablen ¢ charakteristisches Polynom P(¢; a) von H-Idealen a < K[zg, @y, ..., 4]
sein kann. Hierzu sei auf Untersuchungen von MACAULAY verwiesen, die durch
SpERNER in [1] kiirzer und verstédndlicher dargestellt worden sind. Ausgangspunkt
dieser Uberlegungen ist die im Kap. 5, Satz 11, gegebene Beziehung

Tt + 15 0.(0)) S Mt + 15 a,(¢ 4 1)), (Kap. 5, (35))
aus welcher die Macaulay-Spernersche Ungleichung
V(e + 15 0.0) < V(E+ 15 0) (80)

folgt. Dabei ist a,(t) beziiglich a das zugeordnete Potenzproduktideal ¢-ten Grades
(vgl. Kap. 5, Definition 10). Der Hauptsatz von MacAULAY und SPERNER besagt nun,
daB in (Kap. 5, (35)) und damit in (80) fiir ,,geniigend groBes ¢ das Gleichheits-
zeichen gilt; wir haben also

Satz 21. Fiir gentigend groPes t, also fiir ¢ = T, ist das charakteristische Poly-
nom eines H-Ideals a < K[z, %y, ..., x,] gleich dem des zugeordneten Potenzprodukt-
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ideals a(T):
P(t; a) = P(t; a.(T)). (81)

DaB in (80) fiir £ = 7' das Gleichheitszeichen und damit (81) gilt, wurde von
GUNTER in [1] ohne Bezug auf die in Frage kommende Arbeit von MACAULAY aus
dem Jahre 1927 bewiesen. Da die Giintersche Arbeit auf eine Vorlesung aus dem
Jahre 1904 zuriickgeht (vgl. die Biographie in GUNTER [2]) und diesbeziigliche
(dem Verfasser nicht zuggingliche) Publikationen aus den Jahren 1913 und 1914 in
GUNTER [1] zitiert werden, ist die Prioritétsfrage offen. Jedenfalls wird MACAULAY in
GUNTER [1] nicht zitiert, und die Arbeiten von GUNTER waren wiederum SPERNER
nicht bekannt (nach einer iiberbrachten miindlichen Mitteilung).

Im zweiten Beispiel haben wir den besonders giinstigen Fall, daB bereits das von
den ersten Potenzprodukten der Minimalbasis erzeugte Potenzproduktideal das
charakteristische Polynom P(¢; v{) liefert; im ersten Beispiel ist es ein anderes
Potenzproduktideal mit gleichen Gradmatrizen, welches zu P(¢; by,) fithrt. Diese
Beispiele sind jedoch insofern nicht reprisentativ, als 7' im allgemeinen groBer als der
Maximalgrad M der Basisformen sein wird; die Schranke 7' = 2M laBt sich ver-
muten, konnte aber noch nicht bewiesen werden.

Fiir noch groBeres ¢, also ¢t > 7% = T, existiert dann — wie von MacATLAY und
SPERNER bewiesen wird — ein Potenzproduktideal b,*, dessen Basis aus den ersten
k Potenzprodukten T*-ten Grades in %, 2y, ..., Z, bei lexikographischer Anordnung
besteht, also b,* = (x,7°, 2,T*1z;, ...) mit

P(t; a) = P(t;5,) = P(t; 0,(T)).

T* kann jedoch erheblich groBer als 7' sein. Immerhin kann auf diese Weise jedes
charakteristische Polynom als Hilbertfunktion eines Potenzproduktideals b,*
gewonnen werden, woraus MAcAULAY und SPERNER hinreichende Bedingungen dafiir
ableiten, daB ein Polynom Volumfunktion eines H-Ideals ist; nach Definition der
Hilbertfunktion und des charakteristischen Polynoms induziert dies entsprechende
hinreichende Bedingungen dafiir, da8 ein Polynom das charakteristische Polynom
eines H-Ideals ist.

Hieraus und auch schon aus Satz 21 folgt, daB es beispielsweise geniigen wiirde,
Satz 15 fiir Potenzproduktideale zu beweisen, was aber beweistechnisch keine
Erleichterung liefert. Auch gehen bei diesem ProzeB des Uberganges von a zu a,(f)
Struktureigenschaften verloren; so war im zweiten Beispiel v ein Primideal, nicht
aber b,.

SchlieBlich verweisen wir darauf, daB bei dem am SchluB von 5.18. gegebenen
Beispiel die Hilbertfunktion und das charakteristische Polynom bei Charakteristik 2
sich nicht &ndern, da sich in Kap. 5, (144), die durch die hinzukommenden Syzygien
entstehenden Glieder weggehoben haben.
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6.4.  Eigenschaften der Ordnung hy(a)

In diesem Abschnitt werden wir Ergebnisse von 6.2. iibertragen und iiberdies zu
ersten geometrischen Deutungen gelangen. Dazu bendtigen wir als erstes den

Satz 22. Ist a = K[zg, 2y, ..., 2,] ein d-dimensionales H-Ideal mit dem charak-
teristischen Polynom

Py =ho () tm(, b )b b (F) e 49)
d d—1 1

und sind §,(a), Gr1(a), .., Gu(a) die Grundideale von a geméif Kap. 4, (53) und (54),
so gilt

ho(a) = hn(g,.(a)) = ho(ﬂn-l(a)) == ho(gr-u(a)) = ho(gr(a))» (82)
hy(0) = hl(gn(a)) = hl(gn—l(a)) = = hl(grﬂ(a))i (83)
hy(a) = hz(ﬂu(a)) = hz(ﬂ-l(a)) Sheee T hz(ﬂrn(a)):

hi(a) = by(ga(@)) = hi(@n-1(a)) = -++ = hy(gri(a)), (84)

has(a) = ha(8a(@) = ha1(@a-1(a))
ha(Q) = hq(gn(0))-

Beweis. Wir fiihren den Beweis gleich fiir &;(a). Aus Kap. 4, (53) und Definition 4,
(54), folgt .

& = grii(@) D (85)
mit

Briir 1= Greivr,a N o000 Gpa,s (86)
also

Dim g,.;(a) =Dima =d, (87)
sowie

Dimbpyyy <d —i+1 (88)
und auch

Dim (gr+4(a), brss41) = Dim (gr14(a) + brainr) S d — ¢ — 1. (89)

Nach (32) ist nun wegen (85)
P(t; ) = P(t; gui(@)) + P(t; Bpeser) — P(E; 8rei(8) + Braiea)- (90)
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Aus (87), (88), (89) folgen fiir die charakteristischen Polynome
P(t; grei(@)) = a0 Apoetal, ® J+a ¢ +ota(f) +a
5 Bred d d—i ] PR 114 ds
P(t; bpir) = b £ Jossiort By U F Yt
s Ureitl) = Vil d—i—1 . d-1 1 d >

11
Pt; gr+i(0) + Brasr) = G (d _ : _ 1) R o (1) + ¢a-

Setzen wir dies in (90) ein, so folgt die Behauptung durch Koeffizientenvergleich
mit (49).

Fiir eine weitere Aussage iiber Ao(a) benétigen wir noch in Analogie zu Satz 13 als
Hilfssatz den
Satz 23. Sind q = K[, 21, ..., Ts] und ¢ = K[z, 24, ..., 2,] 2wei d-dimensionale
H-Ideale und ist q ein p-primires H-Ideal mit
cEDp, (91)
80 8t
Dim (q,¢) =d — 1. (92)
Beweis. Nach (47) ist Dim (g, ¢) = Dim (p, ¢), und wegen ¢ & p ist Dim (p, ¢)
< d — 1 nach Kap. 4, Satz 33, (68), und Kap. 4, Satz 35, (77).
Wir benétigen dies zum Beweis von

Satz 24. Ist a = K[z, 2y, ..., ¥,) ein d-dimensionales H-Ideal mit d =n — r und

0 =Gy 0 ** N Gra, 0 Grt1,1 0 °** N Gy, 0 G (93)
und Dim q;; = n — 1, so st

Ro(0) = Ro(g:(a)) = Ro(qr1) + Folara) + +++ + Fo(ars,)- (94)

Beweis. Nach Kap. 4, Definition 4, (54), ist

8r(a) = qn N tr (95)
mit

Cit= O N Orjra N 0 rs,  (F=2,..0,8), (96)
also

Dim g, =Dim¢;=d =n—7 97

und bei Rad g,; = p,; ferner
Cre E P13 (98)
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mithin ist (91) erfiillt, und nach (92) gilt

Dim (g1, ¢ra) = Dim (g1 + o) = d — 1. (99)
Analog (90) gilt wegen (95)

P(t; g(a) = P(t; an) + P(t; ¢} — Pt 01 + Cr2),
und hieraus folgt wegen (97) und (99)

Fo(r(®) = Po(an) + Ro(cro)- (100)
Analog folgt
ho(Cre) = ho(0r2) + Po(Crs) s

ho(Cr,6-1) = ho(Gr,a-1) + Po(8rs,);

dies in (100) eingesetzt, folgt (94) unter Beachtung von (82).
Eine Verallgemeinerung von (94) fiir A;(a) wurde von W. VogzL [1], 8. 55, Satz 5,
Folgerung 1 und Folgerung 2, gegeben.

Mit (94) haben wir die fiir nulldimensionale H-Ideale giiltige Beziehung (48)
iibertragen kénnen. Wir wollen nun in sinnvoller Weise ein Analogon fiir (44) geben.
Wir hatten nach (41) Ao(p) = 1 fiir nulldimensionale Primideale p; wird (44) damit
multipliziert, so folgt

Bo(q) = p - holp) mit p € N*. (101)

Nun ist (101) auch fiir p-primire H-Ideale q = K[z, #;, ..., %,] mit Dimq =1
sinnvoll. Zundchst folgt aus (30) P(t; q) = P(t;p) und daraus hy(q) = ke(p) (vgl
etwa MfL Bd. 4, 2.3., (10) und (15)). Wir haben also ky(q) = p - ho(p) mit ky(q) € N*
und %q(p) € N*, kénnen aber 4 € N* mit unseren Mitteln nicht beweisen, auch nicht
# =2 im Fall g = p; diese Behauptungen folgen mit Hilfe der Theorie der Kompo-
sitionsreihen (vgl. etwa GROBNER [2], 143.5). Wir vermerken dennoch den mithin
nur teilweise bewiesenen

Satz 25. Ist q = K[z, 2y, ..., %] ein primdres H-Ideal mit dem zugehdrigen Prim-
tdeal p = Rad q, so gilt

ho(q) = p - holp) mit p€ N¥ (101)

und u = 1 genau dann, wenn p = q ist.
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Definition 5. Ist q = K[z, 2y, ..., %,] ein p-priméres H-Ideal, so heiBt

_ hola)

ho(P)

die Multiplizitit des Primirideals q.

€ N* (102)

Setzen wir (101) in (94) ein, so erhalten wir

Satz 26. Ist a = K[z, @y, ..., z,] ein d-dimensionales H-Ideal mit d =n —r
und (93), so ist
ho(0) = pubo(pr1) + palio(Pr2) + -+ + ,“a,ho(pu,) (103)
‘Wir wollen nun Ay(a) fiir einige Spezialfille berechnen. Zunéchst gilt
Satz 27. Ist a = (F) = K[y, 2y, ..., 2,] ein homogenes Hauptideal und h(F) =

80 48t

ho{(B)) = B(F) = 7. (104)

Dadurch erst ist die in Definition 4 neben der Bezeichnung ,,Ordnung* gegebene
Bezeichnung ,,Grad* fiir ho(a) ebenso gerechtfertigt wie die Einfiihrung der Bezeich-
nung A(F) bzw. h(f) fiir den Grad von Formen bzw. Polynpmen in MfL Bd. 3; vgl.
auch MfL Bd. 7, 2.8.3.

Beweis von Satz 27. Wir gehen dazu aus von (28) und haben

Plt; (7)) = (‘ - ”) - (’ = ’) fir t=7. (105)

n

Um aus (105) die Ordnung ho'((F)) zu bestimmen, setzen wir in (57) n; =t + =,
ny, =1, k = n; dies gibt

ey Ry B R E [ IS

setzen wir in (54) n; =n, ny =, k = n — 1, so folgt

I =2 (6 2a) ()

mithin wird

(t+n)_(t+n_r)=r( t )+hl( : )+“.+h"-b
n n n—1 n—2
q.e.d.

Damit haben wir zugleich den Satz 39, (83), aus Kapitel 4 bestéitigt, wonach jedes
Hauptideal die Dimension n — 1 hat.
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Wir beweisen nun (vgl. RENscHUCH [1], Satz 14)

Satz 28. Ist a = K[z, 2y, ..., x,] ein H-Ideal, Dim a =d, d = 1, F eine Form mat
F € K[zy, 245 +.., %,] H(F) = v und Dim (a, F) =d — 1, so gilt

Rho(a, F) = 7 - ho(a) + Ry(a) — ky(a: (F)). (106)
Beweis. Ist Dim (a, F) =d — 1, r = n — d, so ist nach Kap. 4, Satz 35, (77),
gr(a) : (F) = g,(a). (107)

Nun ist nach Kap. 1, (159),

a: (F) = (o (F)) 0o 0 (dre, : (D) 0 Qa2 (F)) 0o 01 (g,  (F) 0 0
=0qr1 NN Gpg N (qrﬂ.l : (F)) Aeeen (qna, : (F)) nar*;
hieraus folgt

Dim (a: (F)) =d (108)
und
grla : (F)) = gr(a) = gi(0) : (F). (109)
Jetzt greifen wir auf (36) zuriick und haben also
P(t; (a, F)) = P(t; 0) — P(t — 7; a: (F)). (110)

Wir setzen nun gemé8 (49) und wegen (108), (109), (82)

2s0) =) (3) +m@ L)+ 4 o,

P(t; a: (F)) = hy(a) (t ; ’) + Mo : () (d i 1) e+ Bifa: (B)

und erhalten (106) dhnlich wie beim Beweis von Satz 27 durch Benutzung von (57)
firn, =t n =1, k=d.
Aus den Uberlegungen im AnschluB an (107) folgt entsprechend generell

Grei(a 2 (F) = Grvil0) = (F), (111)
also insbesondere
grea(a : (7)) = graa(@) : (). (112)

Tst nun iiberdies g.1(a : (F)) = gr1(a), also
a:(F) =Gn 0+ 0 Gy, 0 (Gren 2 (F)) 00 0 (e, 2 (F)) 0 a2*,
so ist nach (83) X
hl(a : (F)) = hl(gﬂ-l(a : (F))) = hl(grﬂ(a)) = h(a).
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Solche Formen F existieren fiir ¢ = 1, weil dann g,,,(a) keine triviale Komponente
besitzt. Wir haben also mit (112) den

Satz 29. Ist a = K[z, 2y, ..., 2,] ein H-Ideal, Dima =d,r=n —d,d =1 und
ist F € K[zy, @y, ..., %,] eine Form mit h(F) = v und

8r1(@) : (F) = gra(a), (113)
80 gilt
ho(a, F) = 7 - hy(a). (114)

Aus (113) folgt g,(a) : (F) = g,(a), und dies ist nach Kap. 4, Satz 35, (77), mit
Dim (a, F) = d — 1 gleichwertig. Die Frage, ob umgekehrt aus Dim (a, F) =d — 1
und (114) auf (113) geschlossen werden kann, konnte erst mit homologischen Mitteln
durch J. StogrAD und W. VogEL [1] positiv entschieden werden.

Die Beziehung (113) ist natiirlich insbesondere fiir a : (¥) = a erfiillt, doch erweist
sich diese Bedingung als zu einschneidend, wenn wir den Schlu8 von Satz 29 mehr-
mals anwenden wollen, d. h. von (a, F,) zu (a, F,, F;) usw. iibergehen. Dabei benutzen
wir:

8i(b) : (F) = g;(6) = ga() : (F) = gu(b) fiiralle % <j
und haben dann

Satz 30. Ist a = K[z, 2, ..., %,] ein H-Ideal, Dima=d, r=n—d, d =4,
so gilt fiir 8 Formen Fy, ..., Fy mit W(F;) =7; firi =1,2, ..., 6 und

8r+(0) : (F1) = gra(a),

Gre2(a, Fy) 1 (F3) = Qraala, Fi), (115)
8r+0(@, Fyy oo Forg) 2 (Fy) = groala, Fy, ooy Foy)

die Beziehung
Bo(ty Fyy ooey Fy) = 71+ 75 -+ 73 - Bola). (116)

Satz 30 wird uns eine Fiille von Anwendungen liefern, die wir unter dem Sammel-
begriff ,, Bezoutscher Satz** im folgenden Abschnitt 6.5. zusammenstellen werden.

Zuvor wollen wir hier noch den Spezialfall behandeln, daB 6 =d und F,, ..., F;
Linearformen L, ..., Ly sind. Dann gilt
Satz 31. Ist a = K[z, 2y, ..., 2,] ein H-Ideal, Dima =d, d =1, r=n—d
und sind Ly, ..., Ly Linearformen mit
8re1(0) 1 (Ln) = gra(@),
Br+2(0; L) : (Le) = Grea(a, Ln), (115"
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so gili
ho(a) = hoa, Ly, ..., Ly). (117)

Wegen Dim (a, Ly, ..., L;) = 0 besagt (117): Die Ordnung eines d-dimensionalen
H-Ideals a kann stets durch die Ordnung eines nulldimensionalen H-Ideals erklirt
werden; letztere ist nach Satz 26, (103), die Anzahl der mit entsprechender Multi-
plizitéit zu zéhlenden Punkte, die durch NG (a, L, ..., L;) gegeben sind.

Geometrisch formuliert: %(a) gibt die Anzahl der mit Multiplizititen belegten
Schnittpunkte von NG (a) miteinem ,,allgemeinen‘ linearen (n-d)-dimensionalen Un-
terraum NG (L, ..., Ly) an, wobei ,allgemein“ die Giiltigkeit von (115’) beinhal-
tet. Auf diese Weise werden u. a. die Begriffe , Kurve m-ter Ordnung* und ,,Fliche
m-ter Ordnung‘ in n-dimensionalen projektiven Réumen erklért.

Speziell fiir d = 1 ist also hy(a) die Anzahl der mit Multiplizititen belegten Schnitt-
punkte einer algebraischen Kurve im n-dimensionalen projektiven Raum mit einer
»-allgemeinen* Hyperebene L = 0.

In idealtheoretischer Formulierung gibt dies wegend = 1 und r =7 — 1 den

Satz32. Ist a = K[z, 2y,...,2,] ein eindimensionales H-Ideal und L€ K[2o,y,...,2,]
eine Linearform mit
an(@) : (L) = ga(0), (118)
80 gilt
ho(@) = ho(a, ). (119)
Fiir eindimensionale Primideale p vereinfacht sich Satz 32 zu

Satz 33. Ist p = K[zo, 2y, ..., 2,] ein eindimensionales primes H-Ideal und
L € K[z, 1, +.., &,] etne Linearform mit

L¢ p, (120)
so gilt

ko(p) = ho(p, L). (121)

Beispiel. Wir betrachten dasPrimideal ;3 — K[, 2;, %3, %3] mit der allgemeinen Nullstelle

(83, Bty tohy®, £,®) und

Dys = (TpTy — T, Ty — Ty, TyTg — TF).
Dann wird

(0185 Z2) = (g, ZTy, By, 2,%) = Gy N G Mit Gy = (Tg, T, Ty)5 Gy = (12, gy 7).

Nach Satz 1, (3), ist H(¢; q,) = hy(qy) = 1, da ¢ als einziges Potenzprodukt ¢-ten Grades nicht
in q, enthalten ist; wegen ! ¢ qg, 2,2, ¢ q, folgt entsprechend H(¢; q3) = ho(qy) = 2. Nach
Sata 24, (94) und (121), ist dann Ag(01g) = ho(d) + ho(ds) = 1 + 2 = 3.
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6.5. Der Bezoutsche Satz

Ist a = (F,) ein Hauptideal und § = (¥, ..., F,) mit h(F;) = 7; ein H-Ideal der
Hauptklasse r =n — d, so sind die Voraussetzungen (113), (115) wegen Kap. 4,
(138), erfiillt, denn es gilt

(Fiy ooy i) 2 (Fy) = (Fy, oo, Fiy)  fiir 6=2,...,4d,

und aus (116) folgt
bio(§) = ho(Fy, Fay veey Fy) = 73 o+ 7 - hof(F)) 5

wegen (104) ist /((F;)) = 7;; wir haben mithin

Satz 34 (Satz von BEzour fiir Hauptklassenideale). Ist

) = (Fy, Fy, ..., Fy) = K[zo, 2y, ..., 2,]

ein H-Ideal der Hauptklasse r = n — d mit h(F;) = v;, so ist
ho(B) =71+ 79+ 7 (122)

Durch (122) und mit Satz 33 wird die Berechnung von ky(p) fiir eindimensionale
Primideale p in vielen Fillen erleichtert; wir zeigen dies an den vier Beispielen von
Kap. 5, 5.18., im AnschluB an Satz 50:

Beispiel 1.

By = (2g2y — 2%, 2% — B, 2,30 — @),

73 € DY, (0fiP40, @) = (2, 2%, 2025%, B2%) = (o, T, T) 0 (@12, 2y, )
hier sind beide Primirkomponenten H-Ideale der Hauptklasse mit den Ordnungen 1.1-1 =1
und 2 - 1 - 3 = 6; nach Satz 24, (94), ist also ky(0**¥) =146 =17.

Beispiel 2.

074D = (my — 2%, wos® — g, Toy® — @i, 2yt — @),
2, § 0540, (0740, @) = (2, %6, T2s?, T, 7F)
= (%0 %1 2:°) 0 (21 %3 75%) 0 A
mit der hier nicht i i den trivialen Komp ap = (2;, 7%, 752, 23°); nach Satz 24,

(94), ist (0 4) =5 42 =17.

Beispiel 3.

Ol = (TeZs — Zyy, Te™ 2y — 2™, "0, — 2,2y, ..., 123)
By — 2y, 2yt — ™),

%1 § 0y (03 21) = (21, T, Z™ 2%, B 0?, ..., TgT™ 2, 2"Y)

= (%) 21, Z") 1 (2, T, ¥) N A7



6.5. Der Bezoutache Satz 283

mit der trivialen Komponente qp = (2,2, %y, 2,1, @3, 2™ 32,2, ..., %p%,™?) und

Bo(0m) =m0 (124)
wegen hy(o},) =1-1-(m —1)+1.1-1.
Beispiel 4.

ol = (To2s — 4Ty 7™ 02p® — 2™, G0 — 2™, .,
L™ — 2,325, 2yt — g 2 m—d)
2y ¢ bfm, (bl T1) = (2, Ty T™ 12", 0T, -y TpT™ P, ™)
= (%o T3> 7,™%) 0 (21, B %) 0 Ar
mit g = (2™, Ty, 2™, Ty, ™02, .., Ze2y™ ) und
ho(ofm) = (m —2) +2=m.
Wir formulieren Satz 34 noch fiir den Fall d = 0, also r = n:
Satz 35 (Klassischer Satz von Bezour). Ist
(Fy, Fo, ..., Fp) = Ko, 24, +.0, 4]
ein nulldimensionales H-Ideal der Hauptklasse n mit h(F;) = 7;, s0 ist
ho(Fys Fay oovy Fg) =71+ Ta++* Tpe (125)
In geometrischer Sprechweise lautet Satz 35: n Hyperflichen F; =0, F; =0, ...,
F, = 0 im n-dimensionalen projektiven Raum haben entweder so viele mit Multipli-
zititen belegte Schnittpunkte, wie das Produkt ihrer Ordnungen angibt, oder un-
endlich viele. Der letzte Fall tritt ein, wenn (F, ..., F,) kein H-Ideal der Haupt-
klasse, also Dim (F, ..., F,) =1 ist.

Um nun zu Verallgemeinerungen von Satz 34 zu gelangen, ersetzen wir r durch
r 4+ 0 < n, also

t) = (Fy; .00y Fyy Frpgyenns an)
und
bl=(Fr+1:---:Fr+p); b = (Fy, ..o, Fy).
Ist Dim§); = 8 =2 — o, Dim§; =d = n — r, so ist hier auBerdem
Dim§ =Dim (§;,h) =d+d—n=n—(r ) =0. (126)

Sind umgekehrt §j;, §, zwei H-Ideale der Hauptklasse und gilt (126), so muB auch
§ = (§1, b3) ein H-Ideal der Hauptklasse sein.

Wir haben also

Satz 36. Sind ), und Y, zwei H-Ideale der Hauptklasse aus K[z, x;, ..., x,] mit
Dim ¥, = 6, Dim §, = d und ist

Dim (f;, ) =d +dé—n=n—(r+¢) 20, (126)
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so gilt
Fo(f)1; B2) = Fo(B:) - Ro(Be) - (127)
Dies folgt wegen Kap. 4, Satz 54, (138), auch wieder aus (115). Wegen Kap. 5,
Satz 47, (142), sind die Bedingungen (115) aber auch fiir perfekte H-Ideale erfiillt;
dies gibt
Satz 37 (Satz von BezouT in der Fassung von GROBNER, vgl. GROBNER [2], 144.5).
Sind a und §) zwei H-Ideale aus K[z, %y, ..., x,], sind ferner a perfekt mit Dim a = d
und Y) ein. H-Ideal der Hauptklasse ¢ = n — & und ist
Dim (0,)) =d+é—n=n—(r+0) =0, (128)
so gilt
ho(a, §) = ho(a) - ho(h) . (129)
Aus Satz 37 ergibt sich eine gewisse Verallgemeinerung von Kap. 5, Satz 50, die
zum Nachweis der Imperfektheit von H-Idealen recht praktisch ist:

Satz 38. Sind a und b = (Fy, F,) zwei H-Ideale aus K[z, %y, ..., x,] mit
Dima =2, Dim (F,, F;) =n—2, Dim(a, F;, Fy) =0, (130)
s0 gile:
ho(a, Fy, Fy) > ho(a) - ho(b) = a imperfekt. (131)
Auf Satz 38 machte mich W. Voger (Halle) dankenswerterweise aufmerksam.

Auch bei eindimensionalen H-Idealen leistet Satz 38 gute Dienste, wenn die Basis
von komplizierterer Bauart ist.

Wir betrachten dazu das eindimensionale Primideal p; = K[, 2;, Z,, 23] mit der allgemeinen
Nullstelle (£, b, 824,% + 5, ty,*) und der Basis p; = (Fy, Fy, Fs, Fy, Fy), wobei Fy, F,, Fy,
F,, Fg durch (76) gegeben sind. Wir ersetzen nun ; durch z;,,; dies gibt

Gy = @y%wy + 4Ty — T — By — 27,7,
@y = 2", — 2,232 + 2,2y,
Gy = T4y, + 1Ty — T2y — ToTE,
Gy = 22g® — 2,2, — 2,°3, — 27y,
@ = g’ — 2%5® + Bager® + 2
(Gy, Gy, G, Gy, G5) = K[y, &y, %y, 25, 2,] hat dann die Dimension 2 und vermége ¢; > #;y, die

allgemeine Nullstelle (£,5, ,5, ,%,, 8,%:% + 5 t;8,) . Mit (Fy, Fy, Fy, Fy, F) ist (Gy, Gy, Gy, Gy, G5)
perfekt oder imperfekt.

ho(Fy, Fy, Fy, Fy, Fg) = ho(Gy, G, Gy, Gy, G5) = 5
ist aus den all, i Nullstellen abzul Nun ist
(G, Gy, Gy, Gy, Gy, 4, T) = (24, Tgy T%, 2p> T2 241)3
fiir h = (2, 2) und a = (G4, Gy, Gy, Gy, G) ist also (130) erfiillt, weil
(6, 9) = (21, 25", 25%3p, 297", 23, 1)
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ein nulldimensionales Primirideal ist (vgl. Kap. 1, Satz 18, (27)). In (a, §) treten sieben Potenz-
produkte ¢-ten Grades nicht auf, nimlich

ot ot ~ty, B!~y B! PgR, Tty Wt P, %'
nach Satz 1 ist also H(t; a, ) = ko0, §) =7 > 5 = 5 1 = hyfa) - ho(h); nach (131) ist also a
und mithin p; imperfekt.

Wir kniipfen nun wieder an Satz 37 an. L. BupacH und W. VoGEL gelang in [1],
Satz 2, mit homologischen Mitteln der Beweis eines Satzes, der eine Verallgemeine-
rung von Satz 37 liefert, die hier nur ohne Beweis angegeben werden kann (vgl. auch
GroBNER [9], Kap. IV, § 7, (IV), S. 232, und VoeEer [2], 8. 77):

Satz 39 (Allgemeiner Satz von Brzout). Sind a und b zwei perfekte H-Ideale aus
Ko, 21, o0y ¥g] mit Dima =d =n — r, Dimb = 6 = n — ¢ und ist

Dim (0,b) =d + 6 —n=n—(r+0) =0, (132)
80 gilt
ho(a, ) = ho(a) - (D). (133)

Wir wollen nun auf die ,,anschaulichen‘ Fille » = 2 und #» = 3 eingehen.

Fiir n = 2 geht (132) iiber in d + 6 — 2 = 0, und dies ist nur fird =6 =1,
d + 6 — 2 =0 erfiillt. Sind a,b aus K[z, 2, #;] ungemischt, so folgt daraus nach
Kap. 4, Satz 39, (83), daB a und b Hauptideale, also perfekt sind. Nach Satz 36
oder 37 bedeutet dies, dal zwei algebraische Raumkurven der Ordnungen m,, m, in
der projektiven Ebene entweder unendlich viele Punkte gemeinsam haben oder sich
in m, - m, mit Multiplizitéiten belegten Punkten schneiden. Der Leser mache sich
dies etwa am Schnitt der Ellipse 92,2 — 2,2 — 92,2 = 0 und der kubischen Parabel

6%, + 3222, — 2, = 0 klar (zur Enthomogenisierung setze man L2 S x, o Y,
o 0
2o = 1); vgl. Abb. 2. Hier sind die sechs Schnittpunkte reell; zur Giiltigkeit des

X3

-1

Satzes muB jedoch von der projektiven Ebene (also unter EinschluBl der uneigent-
lichen Punkte; vgl. MfL Bd. 7, 2.4.1.) und vom Kérper C der komplexen Zahlen aus-
gegangen werden.



286 6. Die Hilbertfunktion

Fiir n» = 3 geht (132) iiber in d + 8 — 3 = 0. Hier sind drei Fille moglich: Fiir
d=0=2,d+ 6 — 3 =1 haben wir wegen der auch hier vorauszusetzenden Un-
gemischtheit von a und b wie bei » = 2 zwei Hauptideale. Dies bedeutet, daB im
dreidimensionalen projektiven Raum iiber dem Kérper € der komplexen Zahlen
zwei algebraische Flichen der Ordnung m, bzw. m, entweder eine Fliche gemeinsam
haben oder sich in einer algebraischen Raumkurve der Ordnung m, - m, schneiden.
Es bleiben noch die beiden Filled =2, =1,d +0 —3 =0undd=1,6 =2,
d 4+ 8 — 3 = 0; wir brauchen hier nur den zweiten Fall zu behandeln, da die beiden
Fille durch Vertauschung von d und ¢ ineinander iibergehen. Wegend + 6 — n =0
haben wir hier die Anzahl der mit Multiplizititen belegten Schnittpunkte einer
algebraischen Kurve (¢ = 1) der Ordnung %(a) mit einer algebraischen Fliche (8 =2)
der Ordnung /(b) zu bestimmen. Idealtheoretisch liegen dann also zwei ungemischte
H-Ideale a, b aus K[z, @;, 23, 23] mit Dima =d =1, Dimb = § = 2 vor. Dann
ist b wiederum ein Hauptideal, also b = (F); indessen braucht a nicht perfekt zu
sein, so daB Satz 37 nicht anwendbar ist. Wegen Dima =d =1, Dim (a, b)
=Dim (a, F) =0 =d — 1 und der vorausgesetzten Ungemischtheit von a gilt
dann a : (F) = a (nach Kap. 4, (79)). Mithin ist (113) erfiillt, und nach Satz 29, (114),
ist

ho(a, b) = ho(a, F) =7 - ho(a) mit 7 = A(F).

Nach Satz 27, (104), ist A(F) = 7 = ho((F)) = ho(b); wir haben also wieder 4q(a, b)
= ho(a) - hy(b).
Insgesamt gilt

Satz 40 (Spezieller Satz von Brzour). In den Spezialfillen n = 2,n = 8 gilt:
Fiir zwei ungemischte H-Ideale a, b aus K[z, @, x;] oder K[zy, 2, %, %3] st bes
d+ 8 —mn =0 stets

ho(a, B) = ho(a) - ho(b). (133)

Wird in Satz 40 die Forderung der Ungemischtheit fallengelassen, so ist (133)
nicht einmal fiir » = 2 durchweg richtig; man betrachte dazu den Einheitskreis
(Ek.) mit Mittelpunkt (M,); jeder Durchmesser hat dann mit diesem Gebilde
(Ek.) u (M,) drei Schnittpunkte, idealtheoretisch:

a = (% — &,® — 21@?, X%y — TPy — %) = (@ — @ — @) n (21, 7)

mit ko(a) = 2 nach (82). Withlen wir als Durchmesser die y-Achse, so wird — homogen
geschrieben — b = (F) = (x,), also Ay(b) = 1 nach (104) und

(a,9) = (a, @) = (xn Za(@e? — wz’)) = (21, Ba) N (&1, To — F2) N (21, T + To)
mit ko(a, ;) =1 + 1 + 1 = 3 nach (82); wir haben also
ho(a, 0) =3 > 2.1 = hy(a) - hy(D).
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Demzufolge wire also als Verallgemeinerung von Satz 40 fiir beliebiges = giinstigen-
falls die Giiltigkeit von (133) unter den Voraussetzungen (132) und der Ungemischt-
heit (oder Pseudogemischtheit) sowohl von a als auch von b zu erhoffen, und die
ilteren Geometer hielten dies fiir richtig; hierbei spielte wohl auch die Auffassung
eine Rolle, daB fiir » =2 und » = 3 richtige geometrische Sitze sich in nahe-
liegendster Weise fiir beliebiges 7 iibertragen lassen. Diese — nicht zuletzt von F.
KuiEIN vertretene — Hypothese hat sich jedoch verschiedentlich nicht bestitigt.

Bei schwicheren Voraussetzungen als in den vorangegangenen Sitzen miissen wir
also von der Beziehung

ho(a, b) = ho(a) - ho(B) + K (134)
mit einem Korrekturglied K ausgehen. Der Verfasser hat K in [1] auch fiir den Fall
berechnet, daB (132) nicht erfiillt ist. L&t man bei den Voraussetzungen von Satz 37
nur die Forderung der Perfektheit von a fallen und ersetzt sie durch die Ungemischt-
heit, so gilt K = 0 (REnscEUCH [1], (68)). Selbst fiir den Fall, daB a und b =1
Primideale sind, kann K sogar beliebig gro8 werden:

Satz41. Firn = 4 gibt es in K[z, z;, ..., x,] 2u jeder nock so grofen Zahl K € N*
Primideale p,, p; mit Dimp; =d =n — r, Dimp, = 6 =n — g und .

Dim (p, ) =d +d—n=n— (r+0) 20 (135)
und )

ko991, P2) = ho(91) « Fro(pa) + K. (136)

Beweis. Dazu geniigt die Angabe von entsprechenden Beispielen. Wegen Satz 40
kénnen wir nur solche fiir » = 4 erwarten. Wir gehen dazu geméB (123) aus von den
eindimensionalen Primidealen v}, — K[z, &y, &2, 3] mit den allgemeinen Nullstel-
len (£™, ty™1t,, tot;™ L, ;™) und den Basisformen F, Fy, ..., F, mit F; = 2, — 2,2,
und F; = zy™ iyl — y"tly,-2 fiir ¢ = 2,3,...,m und m = 4. Nach 5.18. und
Satz 38 waren diese v}, imperfekt. Wir wollen nun die v}, als zweidimensionale
Primideale in K[z, &, %2, %3, %,] auffassen; um dies zu verdeutlichen, setzen wir (wie
beim Beispiel zu Satz 38)

103 1= 03 |z L (1=0,1,2,3)
und haben dann die allgemeine Nullstelle

(b™, 8™, 8™, EiEa™ 1, ™), (137)
also Dim 1}, = 2 und o}, = (Gy, Gy, ..., Gy) mit

Gy = &y — 2%y,

Gy = ay™ Py — z™,

Q3 = 2, %, — 2,2,

Qo1 = 2y 2 — mpPam3,

Gy = 2™t — mpwy™t.
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Aus (137) folgt iibrigens

ol = bbbl iy b — —f 4 (m ;‘ 1), k=—8+ (m : 2).

Wir wihlen nun p, = t}, und p; =1 = (2, 2;). Dann ist Dimp, = Dimp, = 2.
Weiter wird

(1, P2) = (W5, 1) = (@1, %4, By, 2™, 5™ ),

und dies ist nach Kap. 1, Satz 28, (27), ein nulldimensionales Primirideal, ausfiihr-
lich: Dim (p;, ;) =0 =2 + 2 — 4, also ist (132) erfiillt. In (py, Ps) = (0}, I) sind
die folgenden Potenzprodukte ¢-ten Grades nicht enthalten (vgl. Satz 1):

s Tot Ly, oue; MR, MR: agtLay, oo, dgt-mHZ,™
ihre Anzahl ist

H(t;91,92) = holpr 92) =1 4+m —2+m —2 =2m — 3.
Dagegen ist ho(p;) = ho(i0},) = m nach (124) und

ho(p2) = ho(l) = Ro(zy, ) =1-1 =1
nach Satz 34, (122), also Ay(p,) - ke(P2) = m - 1 und mithin

ho(91,92) = Ro(91) - ho(pa) + m — 3.

In diesem Beispiel ist also K = m — 3. Wird also K € N* vorgegeben, so braucht
man nur m = K 4 3 zu wihlen und hat dazu Primideale der gewiinschten Art,
gleichgiiltig, wie groB K € N* gewihlt wird.

Bei allen vorangegangenen Betrachtungen benutzten wir die in Definition 5, (102),
gegebene Multiplizitat. Man kann nun anstelle dieser ,,statischen‘ Multiplizitit auf
unterschiedliche Weise eine ,,dynamische® Multiplizitdt einfiihren, bei welcher der
,Spezielle Fall“ als Grenzlage eines ,,allgemeinen Falles betrachtet wird; von
O.-H. Kerrer wurden dafiir die Begriffe Strukturmultiplizitit und Spezialisierungs-
multiplizitdt geprigt. Diese unterschiedlichen Multiplizitéitsbegriffe fithren zu unter-
schiedlichen Ergebnissen; insbesondere gelang damit vAN DER WAERDEN in [3] eine
Verallgemeinerung des Satzes von BezouT ohne Korrekturglied; vgl. RENSCHUCH
[1], § 5, sowie HERRMANN, STAMMLER und STERZ [1]. Die daraufhin dem Bezoutschen
Satz vielfach eingerdumte Schliisselposition im Begriffsstreit um die Multiplizitéts-
definitionen diirfte heute generell als aufgehoben angesehen werden; man vergleiche
hierzu vAN DER WAERDEN [2, 3] und GROBNER [3, 10]; die Entwicklung um diesen
Problemkreis kommt ferner in den Vorworten zu den Biichern [2, 8] und [9] von
GrOBNER zum Ausdruck und ist auch aus erkenntnistheoretischer Sicht von Interesse,
vgl. auch 6.9. und BeENKE [1].
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6.6.  Die Hilbertschen Gleichungen

Es sei F, € K[, 2y, - .., %,] eine vollstindige Form t-ten Grades (d. h. eine Form, bei
welcher samtliche Potenzprodukte ¢-ten Grades wirklich auftreten) mit zunichst
unbestimmten Koeffizienten, also eine ,,allgemeine* Form

Foi= wgg + oty + o0 + uy 2t ’ (138)
Da in (138) simtliche Potenzprodukte ¢-ten Grades in g, &1, ..., Tn auftreten, ist in

(138) nach der Hurwitzschen Formel (vgl. Kap. 5, Definition 13, Satz 31 und Satz 32,
(94)

N, = A(t;n) = (t : ”) (139)

Es sei nun a ein H-Ideal a = K[z, 2y, ..., ¥,] durch seine Basis a = (¥, ..., Fy)
vorgegeben, und wir fragen, welche speziellen Werte aus K fiir %y, ..., uy, in Frage
kommen, damit die so spezialisierte Form F; in a, genauer in (¢; a), liegt (vgl.
Kap. 5, 5.15., und Definition 12).

Es sei (G, ..., Gy) eine beziiglich der Potenzprodukte o, Zo'a1, ..., x,! linear
unabhiingige Modulbasis von M (¢; a); also ist V = V(¢; a) die Volumfunktion (vgl.
Kap. 5, 5.15.). Danit F, bei Spezialisierung der «; in I(¢; a) liegt, muB also

Fo=lyG + hGo+ -+ ky@y mit kcK (140)

gelten. Wir denken uns mit Gy, Gy, ..., Gy den Gaufischen Algorithmus beziiglich
der lexikographischen Anordnung der Potenzprodukte ¢-ten Grades bereits durch-
gefithrt, so daB @, ..., Gy genau V(¢; a) verschiedene erste Potenzprodukte haben.
Es ist also

V(t; ) = Maximale Anzahl der ersten Potenzprodukte }

141
t-ten Grades von Gy, ..., Gy. (141)
Aus (138) und (140) folgt durch Koeffizientenvergleich fir u,, ..., 4y, entweder

u =0 (142)
oder
u; = Lj(ky, by, ..., ky), (143)

wobei Lk, ks, ..., ky) jeweils eine Linearkombination von ky, ks, ..., by ist. Wegen
der vorausgesetaten Verschiedenheit der ersten Potenzprodukte von G, ..., Gy ist

k=, by = w4y, -oo, by =w;, mib 6 <ty < e < tp (144)

und jedenfalls »; = 0 fiir j < ¢, (aber nicht umgekehrt). Setzen wir (144) in die rest-
lichen Gleichungen von (143) ein, so bekommen wir lineare homogene Gleichungen

Uy = Li(t;, Uiy +oey %i)- (145)
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Fiir die Anzahl der Gleichungen (145) gilt mithin
A(t; a) = Anzahl der Bedingungsgleichungen (145) = Anzahl der u;,

also .
A(t; a) = Anzahl der in @, ..., Gy auftretenden Potenzprodukte

146
i-ten Grades, die keine ersten Potenzprodukte sind. } (146)

Entsprechend folgt aus (142):
B(t; a) = Anzahl der Bedingungsgleichungen (142) = Anzahl der u;,

also
B(t; a) = Anzahl der in @, ..., Gy iiberhaupt nicht (147)
auftretenden Potenzprodukte {-ten Grades.
Ist umgekehrt ein lineares homogenes Gleichungssystem in w,, ..., uy, vorgegeben,

80 kann man den GauBschen Algorithmus in umgekehrter Relhenfolge, also beziig-
lich wuy,, wy,1; ..., %y, %, durchfithren und erreichen, daf kein u;, welches in einer der
Glewhungen des Systems an erster Stelle steht, in einer anderen Gleichung des
Systems an zweiter, dritter, ... Stelle steht. Man kommt dann entweder auf Glei-
chungen der Gestalt (142) oder der Bauart (145) und kann von dort zu (144) iiber-
gehen. Mit (144) und (142) folgen durch Einsetzen in (138) wieder G, ..., @,. Auf
diese Weise kann also von diesen Bedingungsgleichungen auf eine Minimalbasis
von N(t; a) geschlossen werden. DaB gemiB (145) und (144) als Parameter solche
mit mdglichst kleinen Indizes % gesetat werden, erweist sich fiir das praktische
Rechnen als zweckmiBig, ist aber nicht zwingend.
Wir haben also insgesamt

Satz 42. Damit eine allgemeine Form t-ten Grades (138) nach Spezialisierung in
einem wvorgegebenen H-Ideal o — K[z, 2y, ..., %,] liegt, miissen die Koeffizienten
Uy, .o, Uy, 0 (138) einem System linearer homog Gleich gendigen. Ist um-

geloehrt ein solches lineares homog Gleich fiir festea t gegeben, so kann
daraus der Modul IM(t; a) in endlich vielen Schntten berechnet werden.

Die Bedeutung von Satz 42 besteht darin, daB dadurch in gewisser Weise nicht-
lineare Probleme auf lineare zuriickgefiihrt werden konnen.

Definition 6. Die den Moduln 9(¢; a) zugeordneten linearen Gleichungen in den
Koeffizienten u;, ..., uy, von (138) heiBen die Hilbertschen Gleichungen des H-Ideals a
fiir den Grad ¢.

Aus dem zweiten Teil von Satz 42 folgt dann

Satz 43. Sind von einem H-Ideal a = K[y, @y, ..., «,] die Hilbertschen Qleichungen
fir alle Gradzahlen t =1,2,3, ... bekannt, so lifit sich eine Basis von a in endlich
vielen Schritten berechnen.
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Auf Satz 43 werden wir im néichsten Abschnitt zuriickkommen.

Eine weitere Anwendung der Hilbertschen Gleichungen hatten wir in 4.18. beim
Beweis von Satz 46 iiber die Existenz von Schnellbasen bereits vorweggenommen,
dabei aber die Linearitdt dieser Bedingungsgleichungen nicht benutzt.

Wir betrachten nun zur Illustration ein einfaches Beispiel. Dazu gehen wir wieder einmal
von dem primen H-Ideal v{? — K[z, %,, %y, 5] mit der allgemeinen Nullstelle (fot, £,3%;, tot)?, £;%)
und der Basis 0§} = (¥}, F,, Fy, F) mit

Fy = zgry — w7y,

Fy = g’z — 2%,

Fy = ap2,® — 21%,

Fy= 2z — 2,8
aus. Der Modul 9%(2; v{?) wird dann allein durch F, aufgespannt. Wir wollen den Modul %(3; v{2
betrachten. Es ist dann

M(3; 0f7) = (G, G, Gy, Gy, Gs, G, Gy)

(148)

mit
G, = Fy = g%, — 2,°,
Gy = 2oFy = a3 — 2117y,
Gy = 2, Fy = pr,m — 2%,
Gy = Fy = 22 — zyz,, (149)
G5 = 2,1y = 20373 — 717",
Gy = 2F; = s — s,
Gy = Fy = z22 — 2,3,
Hier entfallt der GauBsche Algorithmus, da die ersten P dukte bereits alle i d
verschieden sind und auBerdem keines der ¥ = 7 ersten Pobenzprodukte als zweites Potenz-

produkt auftritt. Fir (138) und (140) ergibt sich

Fy = wzg® + ugzele, + UsZe Ty + Uy Ty + Uses® + Uy + UsgTyTy
+ Uy’ + UgToTyTs + UngTys® + Un®i® + Ung®y Ty + Ugg? s
T g @® + Ui Ty + UngBis® - Un®e® + Ung®y g + UngTa® + gy (150)

Fy = Iy(wgtey — 17) + k(o — Zo@yt) + ka(Zoys — 21%5) + Ky(wgts? — ;%)
+ keg(@omats — 21257) + kg(2oy® — #12ag) + Knl2y25® — 257). (151)
Aus (150) und (151) folgt durch Koeffizientenvergleich

u =0,
u, =0,
u; =0,
g =0, (152)
%y =0,

tigg = 0
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entsprechend (142) sowie
ug =k, Uy =k, Uy = —ks,
Uy = ky, Uy = ke, Ugg = —kg,
Uy = —ky, uy=—k, we==k, (153)
Uy = kg, Upy = —Fkg, Uy = —ky
wy=ky, g = —k,

gemiB (143). Driicken wir ky, ks, ks, ky, ks, Kg, &, durch u; mit moglichst kleinem Index i aus,
8o wird

b=y, k=1, ky=1wu, ky=1us k=1, k=1, k=1, (154)
und wegen 3 < 4 < 7 < 8 < 9 < 10 < 16 ist dann auch die Nebenbedmgu.ng von (144) erfu]lt
— Setzen wir (154) in (153) ein, so folgen die sieben nicht identisch verschw
homogenen Gleichungen

Uy + e =0,

Uy + % =0,

Uy +u =0,

g o = 0, (156)

U+ % =0,

Uy +ug =0,

ug +uy =0.

Dann sind (152) und (155) die Hilbertschen Gleichungen. Umgekehrt kann man von (155) auf (164)
und (1563) und mit (152) auf (151) und von (151) auf (149) schliefen.

Wir wollen nun fiir beliebige ¢ eine Aussage iiber die Anzahl A(¢; a) + B(t; a) der
linear unabhingigen Hilbertschen Gleichungen eines H-Ideals a fiir den Grad &
machen: Ist a, ein Potenzproduktideal, so treten nur Hilbertsche Gleichungen der
Art (142) auf; es ist also A(¢; a,) = 0 und B(¢; a,) = H(#; a,) nach Satz 1, also

A(t; a,) + B(t; o) = H(t; o).
Dies gilt allgemein:

Satz 44. Die Anzahl der linear unabhingigen Hilbertschen Gleichungen -eines
H-Ideals a = K[zo, 24, ..., %,] 18t gleich der Hilbertfunktion H(t; a):

A(t; a) + B(t; a) = H(¢; a). (156)
Beweis. Aus (139), (141), (146) und (147) folgt

A0) + Bt; o) + V65 0) = (‘ * ") (157)
Nach (1) ist
Ht;0) + Vit 0) = (t ’; "). (158)

Aus (157) und (158) folgt (156), q.e.d.
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Mit Hilfe von Satz 44 kann H(t; a) bzw. P(t; a) in bestimmten Fillen bequem
bestimmt werden, so bei den Veroneseschen Idealen und den Veroneseschen Pro-
jektionsidealen, vgl. 6.8.

In Macavray [1], V, § 64, wird Satz 44 als selbstverstindlich vorausgesetzt (die
Werte der hier A(t; a) + B(¢; a) genannten Anzahlfunktion werden als ,,Hilbert
numbers® bezeichnet), ebenso in MacauLAY [2], wo nur noch die Bezeichnungs-
weise auf den Zusammenhang mit der Hilbertfunktion hindeutet. Der erste, sehr
elegante Beweis von Satz 44 wurde von GROGBNER in [2], 141.6, gefiihrt; zur
effektiven Aufstellung der Hilbertschen Gleichungen ist das dort angegebene Ver-
fahren jedoch weniger gut geeignet, weil die dabei auftretenden — schon von Ma-
CAULAY benutzten — Matrizen (“dialytic array* und ,,inverse array*) einerseits sehr
groBe Formatzahlen und andererseits nur wenige von Null verschiedene Elemente
aufweisen. Dies war der Ausgangspunkt fiir den hier wiedergegebenen Beweis-
gedanken, der sich auch in den folgenden Abschnitten als niitzlich erweisen wird.

6.7.  Berechnung rationaler Primideale

Ist [ = (Ly,..., L) = K[zg, 2y, ..., ¥,] ein primes H-Ideal, dessen Basisformen
L, ..., L, Linearformen sind, so ist eine beliebige Linearform

L = L(%, 1, +++; %) = Uy + Uey + +++ + UniZa (159)

genau dann aus [, wenn L an stimtlichen Nullstellen von NG (I) verschwindet; dieser
aus der linearen Algebra bekannte Satz (ML Bd. 3, 4.1., Satz 4) folgt auch nach
Kap. 3, Satz 11, aus der Existenz allgemeiner Nullstellen, bei denen in unserem Fall
die Koordinatenfunktionen lineare Funktionen in den Parametern o, ¢, ..., £z sind.
Setzen wir diese in (159) ein, so gewinnen wir daraus die Hilbertschen Gleichungen
fiir ¢ = 1 und daraus wieder die Basisformen von I.

Wir erliutern dies am

Beispiel 1. Essein =3, d =1, also

L = Fy(@o, @y, Ty, ) = UnTp + Upy + Usp + U (160)
Die Par: d 11 einer Geraden sei unsere allg Nullstelle, und zwar
Yo=2+ 3, yr=t—t, Ya=3lh —4h, Y=l +h. (161)

Setzen wir (161) in (160) ein und ordnen wir nach #, #,, so erhalten wir

Fi(Yor Y10 Yoo Ys) = bol2uy + tp + Bug + ug) + 8,3y — Uy — duy + %) =0 (162)
id. in &y, £,
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also sind fiir £ = 1 die Hilbertschen Gleichungen

wy + 3ug + uy, + 2u;, =0, N uy + 3uy + uy + 2u; =0,

%y — 4ty — uy + 3u; =0 Tug + 2uy — 4, =0,
also

Uy =Thy, ug =Tk, und uz="Fk; — 2ky, uy = —17k; — ky;
dies in (160) eingesetzt, folgt — nach k&, k, geordnet —

L = Py, v, 23 1) = Fy(Targ + 7 — 1T25) + k(T — 22 — 7).

GemiB Satz 43 ist mithin [ = (Ta, + 2, — 172,, T2, — 22, — 3), da nach der linearen Algebra
zu der durch (161) gegebenen allgemeinen Nullstelle ein lineares Gleichungssystem gehért, in
unserem Fall

oy + 2y — 1723 =0,

— 2z, — 23=0;
dlese Glelchu.ngen werden in der analytischen Geometrie auch als die ,,parameterfreien Glei-
‘“ der Geraden (161) bezeichnet. Dies hiitte man aus (161) auch durch Auflssung nach £,

und tl gewonnen, wie das in der linearen Algebra iiblich ist. Das hier beschriebene Verfahren ist
aber auch fiirr ¢ = 2, 3, ... anwendbar; fiir { = 2 ist (160) zu ersetzen durch

Fyfao, 2, Ty, g) = WyTe® + UpTTy + Ugg%p + UyTgTy + Us®
+ U@y + Uiy + Ugy® - UTyTy + Uggs? (163)
Setzen wir (161) in (163) ein, so erhalten wir — nach 2, 4, ¢,? geordnet — in Analogie zu (162):

Folyo 41, 920 99) = fo*(duy + 2uy + 6ug + duy + w5 + Bug + %y + g + 3up + uy)
ot (120, 4 uy + ug + Buy — 2u5 — Tug — 24ug — uy + 2uy,)
420wy — uy — 12ug + Buy + us -+ dug — uy + 16y — duy + uyq)

=0 id. in 2, oty 82,
was der Leser nachpriifen mége. Daraus ergeben sich als Hilbertsche Gleichungen fiir ¢ — 2:
Uyo + 3up + g+ up + Bug + up + 4uy + Guy + 2uy + 4u, =0,
2y — Uy — 24w, — Tug — 2ug + Suy +  ug + ug + 120, =0,
Uy — 4y + 16Uy — u, 4 dug +  u5 + 3u, — 12u; — Suy + Yu; = 0;
der Nachweis der linearen Unabhingigkeit mit Hilfe des GauBschen Algorithmus sei dem Leser
iiberlassen.

Die hier dargelegte Methode des Koeffizientenvergleichs zur Aufstellung der Hilbert-
schen Gleichungen ist nicht nur bei linearen Parameterfunktionen, sondern jedenfalls
immer dann anwendbar, wenn die Koordinatenfunktionen der vorgegebenen Null-
stelle Formen vom gleichen Grad m sind. Um von einer Nullstelle auf ein H-Ideal
und dessen Basisformen schlieBen zu kénnen, miissen wir uns nach dem Hilbertschen
Nullstellensatz (vgl. 3.7. und 3.12.) von vornherein auf prime H-Ideale beschriinken.

Ist ein P-Ideal mit einer allgemeinen Nullstelle vorgegeben, bei der die Koordi-
natenfunktionen Polynome in den Parametern sind, so kann nach Kap. 3, Satz 12,
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die allgemeine Nullstelle des dquivalenten H-Ideals angegeben werden. Sind 7y, ..., 74
die Parameter der allgemeinen Nullstelle des P-Ideals, so setze man 7, = f/t, und
multipliziere mit dem Hauptnenner. Entsprechend kann man bei primen H-Idealen
stets erreichen, daB alle Koordinatenfunktionen y,, ¥, ..., ¥, Formen m-ten Grades
in fg, b1, .oy by Sind::

Yi = Ginbe™ + Giake™ My + -+ + aints™

m+d

. ; (164)
mit N=( i ), 1=0,1,2,...,n

Definition 7. Ein primes H-Ideal p aus K[, #;, ..., #,] mit einer allgemeinen
Nullstelle (o, %1, -+, ¥y) der Bauart (164) heilit ein rationales Primideal.

Ist (164) vorgegeben, so machen wir fiir ¢ =1, 2, 3, ... den Ansatz (138), setzen
(164) in (138) ein und bestimmen durch Koeffizientenvergleich nach den (hochstens)

(mt ;_ d) Potenzprodukten vom Grad mt inty, ¢y, ..., t; die Hilbertschen Gleichungen ;

es gilt also

Satz 45. Bei einem rationalen Primideal ko die Hilberischen Qleichungen aus
der vorgegebenen allgemeinen Nullstelle (164) fiir jedes t in endlich vielen Schntten be-
stimmt werden. Die auf diese Wewe linearen homog Gleich

Fho Tt '/m '" o lt,nwr INY 'V 01 srh. g

Um ein System linear unabhéingiger Gleichungen zu gewinnen, ist daher die An-
wendung des Gauflschen Algorithmus unerlédBlich, insbesondere dann, wenn daraus
gemiB Satz 43 Basisformen des durch (164) bestimmten Primideals berechnet werden
sollen. Jedenfalls gilt

Satz 46. Ist ein rationales Primideal 9 aus K[z, 2y, ..., x,] durch seine allgemeine
Nullstelle vorgegeben, so kann eine Basis von p in endlich vielen Schritten berechnet
werden.

Die Frage, bis zu welchem ¢ die Ansitze (138) durchgerechnet werden miissen,
konnte noch nicht entschieden werden; die Schranke ¢ = m wire denkbar; bei den
bisher gerechneten Beispielen trat m — 1 als Maximalgrad auf, vgl. die Primideale
b}, und v} in 5.18, Beispiele 3 und 4. Bei den im Anhang berechneten rationalen
Prumdealen wurden die Ansitze bis ¢ = 6 durchgefiihrt, sofern es sich nicht um
Veronesesche Projektionsideale handelt, fiir die wir im néchsten Abschnitt ein Ver-
fahren zum Nachweis der Vollstdndigkeit eines Systems von Basisformen angeben
konnen. '

Dadurch kénnen wir endlich in vielen Fillen entscheiden, ob ein durch seine Basis
gegebenes H-Ideal ein Primideal ist.
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Satz 47. Ist a ein H-Ideal aus K[z, 2, ..., x,] mit einer Nullstelle (164), ist ferner p
das zu (164) gehirige rationale Primideal und ist a =1, so ist a ein homogenes Prim-
ideal.

Beweis. Ist a = (Gy, ..., G;) eine Basis von a und p = (Fy, ..., F,) die aus (164)
berechnete Basis von p, so ist fiir a =p nur noch zu zeigen, da jedes F; durch
@y, ..., Gy und jedes @; durch F', ..., F, ausgedriickt werden kann.

Fiir den ersten Schritt von a auf (164) sei auf Kap. 4, Satz 18, verwiesen. Als Bei-
spiel hatten wir dort (4.10) das H-Ideal a = (Fy, Fy, Fy, F,) = K[z, 2, 3, 23] mit
(148) betrachtet und durch Bildung der Eliminationsideale gezeigt, daB a nur die
Nullstelle

Yo =1t 1 =t’h, yo = boh®, Yy =4t (165)

hat. Es bleibt noch zu zeigen, daf das Primideal v} mit der allgemeinen Nullstelle
(165) ebenfalls die Basis (¥;, Fy, Fy, F,) hat, womit ¢ = »{ und die Primidealeigen-
schaft von a nachgewiesen ist. Bevor wir dies durchfiihren, wollen wir einige Be-
trachtungen an (164) anschlieBen.

Definition 8. Ein rationales Primideal p 4 aus K[y, 2, ..., z,] heiBt bei festem m
allgemeines Primideal, wenn die rechten Seiten von (164) allgemeine Formen m-ten
Grades (also vollsténdige Formen in unbestimmten Koeffizienten) sind; ein rationales
Primideal p, heiBt normales Primideal, wenn es aus P, durch eine solche Spezialisie-
rung der ay mit Koeffizienten aus K entstanden ist, daB p, und p, dieselben Grad-
matrizen haben.

Wir wollen den damit gegebenen Sachverhalt fiir » = 3, d = 1 niher untersuchen.
Die entsprechenden NG (p,) sind dann algebraische normale Raumkurven im drei-
dimensionalen projektiven Raum. Die Gleichung (164) geht also iiber in

Yi = @ple™ + @iphe™ M + -+ + Gimih™  fir ©=0,1,2,3. (166)

Fiir m = 2 folgt daraus eine lineare Beziehung zwischen den y;, was geometrisch
den Satz beinhaltet, da$ rationale Kurven zweiter Ordnung ebene Kurven sind. Dies
ist auch wie folgt einzusehen: Die Hilbertschen Gleichungen sind wegen der Un-
bestimmtheit der a;, linear unabhéngig, also ist

P(t;pg) =mt + 1 (167)

fiir normale Primideale p,; fiir m = 2, ¢t = 1 haben wir demgemiB drei Gleichungen
fiir vier Unbekannte (vgl. (160)) u,, u,, %3, %,, also eine einparametrige Losung, folg-
lich existiert eine lineare Basisform.

Fiir m = 3 haben wir jetzt fiir # = 1 vier linear unabhéngige Gleichungen fiir vier
Unbekannte, also nur die triviale Losung, mithin existieren keine linearen Basis-
formen; fiir ¢ = 2 sind es sieben linear unabhéngige Gleichungen fiir zehn Unbekannte
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(vgl. (168)), also existieren drei quadratische Basisformen. Durch eine homogene
lineare Transformation kénnen alle diese Primideale auf das Ideal v,; mit der all-
gemeinen Nullstelle (£,3, t2;, tof,2, ¢,%) zuriickgefiihrt werden, vgl. (70).

Fiir m = 4 existieren aus demselben Grunde keine linearen Basisformen; fiir t = 2
sind es neun linear unabhiingige Hilbertsche Gleichungen fiir zehn Unbekannte; also
existiert eine quadratische Basisform. Fiir { = 3 haben wir gema8 (150) jetzt 20 Un-
bekannte und 13 linear unabhingige Gleichungen, also besteht M(3;p,) aus
20 — 13 = 7 kubischen Formen. Nun induziert die eine quadratische Basisform
durch Multiplikation mit wy, 2y, ., 3 bereits vier kubische Formen, so daB noch
7 — 4 = 3 kubische Basisformen hinzukommen. Wie (149) und (148) zeigen, wird
dieser Sachverhalt sogar durch das H-Ideal »{} realisiert.

Anders verhélt es sich mit dem Ideal b}; (vgl. (74)), dessen Basis aus einer quadra-
tischen Form und vier Formen vierten Grades besteht. Ein normales Primideal fiinfter
Ordnung hat némlich keine quadratischen Basisformen, denn die Anzahl der Un-
bekannten ist fiir ¢ = 2 kleiner als die Anzahl der linear unabhingigen Gleichungen:

2;—3)<5-2—|—1; fiir ¢ =3 ist dagegen 3+3

bei normalen Primidealen fiinfter Ordnung 20 — 16 = 4 kubische Basisformen. Da-
mit kann jedoch keineswegs behauptet werden, daB dies die vollsténdige Basis ist.
Bei allen durchgerechneten Beispielen von rationalen Primidealen fiinfter Ordnung
mit vier kubischen Basisformen trat noch eine weitere Basisform vierten Grades
hinzu, vgl. (76); dies gilt auch fiir das Vahlensche Ideal, vgl. 8.5.6. Auf diese Weise
kénnen also lediglich Aussagen iiber den Minimalgrad m, der Basisformen von
normalen Primidealen gemacht werden.

Bei diesen ist bei den Hilbertschen Gleichungen fiir den Grad ¢ die Anzahl der
linear unabhéingigen Gleichungen gleich der Anzahl der Potenzprodukte vom Grad m¢
in #, und #, also m¢ 4 1 (vgl. (167)), die Anzahl der Unbekannten u,, ..., uy, ist

> 5.3 4 1; wir haben also

t+3

( + ; damit keine Basisformen g-ten Grades auftreten, mu8 also g : . <mg-+1
gein fiirg =1, 2, ..., my — 1, worin m, der Minimalgrad ist. Es gilt also

mimg — 1) + 1> (m"; 2)
und mithin

(9
m>—r (168)
my — 1

Gibt man m, vor, so kann man also m gemiB (168) so wihlen, dal der Minimal-
grad der Basisformen in dem entsprechenden normalen rationalen eindimensionalen
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Primideal aus K[z, z,, 2, ;] gerade m, ist. Inshesondere wird

e

3

S e
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4 A 7
3

s |2 0
2

6 5 12
5

in Worten besagt dies: Allgemeine und normale rationale Primideale
— der Ordnung = 5 enthalten keine quadratische Basisform,
— der Ordnung = 7 enthalten weder quadratische noch kubische Basisformen,
— der Ordnung = 9 enthalten keine Basisformen zweiten, dritten, vierten Grades
usw.
In Ergéinzung von Kap. 4, Satz 74, folgern wir hieraus

Satz 48. Bei H-Idealen kann der Minimalgrad my der Basisformen einer Minimal-
basis beliebig grop sein.

Wir illustrieren nun die praktische Basisbestimmung bei vorgegebener allgemeiner
Nullstelle am

Beispiel 2. Vorgegeben sei das Primideal b{} — K[z, #,, %,, ;] durch seine allgemeine Null-
stelle (165). Setzen wir (165) in (160) ein, so folgt %, = u, = uy = u, = 0 durch Koeffizienten-
vergleich nach #5#, {3, %t;3, ¢,*; es existiert also keine lineare Basisform.

Wir gehen nun zum Grad ¢ = 2 iiber und setzen (165) in (163) ein. Nach £, {y’t;, ..., 1,® ge-
ordnet, gibt dies

FoYor Y15 Yar Ys) = tal® + wato™y + ugho™;® + ugto®h® + (g + ) tyhy?
A Ugto¥y + ughePh® + Ughohy? + Ugehy® = (169)
id. in &8, 17y, ..., 158,
Mithin haben wir fiir = 2 die Hilbertschen Gleichungen
Uy =Upg = Ug = Uy = Uy = Ug = Uy = Uy =0 und uz+ %, =0.

Setzen wir u, = k&, so folgt ug = —k, und Fy = ky(24%; — 2,%,). Als erste Basisform zu (148)
haben wir also F; = zyz; — %2, gewonnen.
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Wir gehen nun zu ¢ = 3 iiber und setzen (165) in (150) ein. Nach 2, #,'t,, ..., {,'* geordnet,
ergibt dies
Fylyor 91 Yoo ¥a) = wate™® + valg™y + ugl'®® + (g + ) t°°
+ (g + ug) 8 + (w7 + gg) B8 + (g + %ig) b%h°
+ (g + wg) 87 + (10 + 15) B*h° + (1 + ) 1°8°
+ gl + Upghohy™ + Ughy™ =
id. in #5'3, £51%, ..., 512
Hieraus folgen wieder die Hilbertschen Gleichungen (152), (155) und damit F,, Fy, F; von (148).
Hierbei ist es listig, daB man die kubischen Formen z,F;, z,Fy, 2,F;, 2,F; hinterher aus-
sondern muB. Dies vorher zu bewerkstelligen, ist Geg d der im folgenden fiir dieses Beispiel
beschriel u*-Methode; fiir eine all, ine Formulierung vgl. RENSoHUCH [13]. Aus (149)
folgt

Ty = TpFy + ZgTy s,
zot,7y = 4, Fy + 2%,
Tty = 2, Fy + 2,257,
Totg® = Tely + 27355
dies in (150) eingesetzt, ergibt
Fy(or @ @ 23) = (we@y + sty + Uy + Ugs) Fy + g’ + ugteey + ugtgley
+ ugey® + (U + ) Tyt + U + U
+ (4 + tyg) 2% + Uo7 + (o + y) 712"
+ (tyo -+ Ugs) Zy@aTy + UngTas® + Uns® + g%y 7Ty
+ Usg%aa® + Usoy®s
Setzen wir ug* 1= u, + Uy Uy 1= Uy + Ugg, UL, 1= Uy + tgg, Uy 1= 2y + %y; und dann (165)
ein, so reduzieren sich die Hilbertschen Gleichungen auf

i e M e A e Y iy Wy = g —
=ty =ty = u* = Uy = Uy = Uy = Ugg = Ugg = Upp = 0

dun
ug +up =0,
ug + U3 =0,
g+t =0,
und hieraus ergeben sich nur noch die neuen Basisformen F,, F,, F, von (148)
Ob man einen * hinschreibt oder nicht, ist fiir das praktische Rech s heidend

ist, daB man die vier ersten Potenzprodukte von z,Fy, 2, Fy, 2,Fy, 2,F; in (150) streichen kann.
Entsprechend kann man fiir ¢ = 4 verfahren. Dort lautet der Ansatz

F (o, 21, 2y 25) = wmgt + g6’y + oo+ + Ugse; (170)

Einsetzen von (165) liefert 4 -4 4 1 = 17 Potenzprodukte #,16, {,15%,, ..., #,'® in £y, ;. Durch
Bildung von zjz;Fy, z;Fy, iF, z,F. entstehen 22 Formen werten Grades, von denen jedoch
(wegen der Syzygien, vgl. 5.8.) vier linear abhéingig sind. In (170) kénnen also 18 der u; gestrichen
werden; nach 5.6. sind dies gerade diejenigen u; mit

1=3,4,6,17,8,9, 10, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 26, 29, 30.
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Es verbleiben also noch 35 — 18 = 17 Koeffizienten u; bzw. u;*, fiir welche sich wegen der
17 Potenzprodukte £,1%, £,'%,, ..., #,'® wiederum 17 linear unabhingige Hilbertsche Gleichungen
ergeben, die mithin nur die triviale Losung haben. Folglich existieren keine Bagisformen vierten
Grades.

Damit ist nun die Vollsténdigkeit der Basis (148) fiir unser Primideal mit der
allgemeinen Nullstelle (fy%, £%;, tot:%, £,*) noch keineswegs erwiesen. Wir werden
jedoch im nichsten Abschnitt fiir alle eindimensionalen primen H-Ideale aus
K[y, 2, 25, %3], bei denen die allgemeine Nullstelle (166) so spezialisiert ist, daB
jedes y; gleich einem Potenzprodukt in ¢y, ¢, vom Grad m ist, ein Verfahren zum
Nachweis der Vollstindigkeit der Basis angeben.

6.8.  Veronesesche Ideale und Projektionsideale

Wir denken uns nun die Koeffizienten ey in (164) so spezialisiert, daB fiir jedes ¢
nur ein ay gleich 1 gesetzt wird und alle iibrigen a;, gleich Null gesetzt werden. Die
Koordinatenfunktionen der allgemeinen Nullstelle (yo, %y, ..., ¥4) 8ind dann Potenz-
produkte m-ten Grades in #y, #, ..:, f;. Sind dabei zwei Potenzprodukte gleich, gilt
also etwa y; = y, mit j < k, so enthilt das entsprechende Primideal eine Linear-
form «; — @, und durch die lineare umkehrbare Transformation

Xi=um fir ¢=1,...,k—1,

X =i fir 1=k ....,n—1,

X, =z —
konnen wir die Betrachtungen auf ein Primideal in K[X,, ..., X,,] ohne Linear-
formen zuriickfiithren. Bei der Spezialisierung der ay, von (164) derart, daB yo, 41, ..., ¥4

Potenzprodukte werden, kénnen wir also o0.B.d.A. annehmen, dafl diese Potenz-
produkte alle voneinander verschieden sind :

Definition 9. Rationale Primideale, bei denen die Koordinaten der allgemeinen
Nullstelle (164) zu verschiedenen Potenzprodukten m-ten Grades in &y, ¢, ..., 8

spezialisiert sind, heilen Veronesesche Projektionsideale.
In (164) war N = (m +d die Anzahl aller Potenzprodukte m-ten Grades in

tos By, «++, tg; Wir kénnen also bei Veroneseschen Projektionsidealen maximal N Ko-
ordinatenfunktionen bilden, d. h., bei g, ¥y, ..., ¥, ist
n+1=N mib Ng(m;d). (171)

Steht in (171) das Gleichheitszeichen, so spricht man von Veroneseschen Idealen.
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Definition 10. Unter dem Veroneseschen Ideal b4, — K[X,, Xy, ..., X,] mit

n=—14 (m : d) 172)

versteht man das prime H-Ideal mit der allgemeinen Nullstelle (2, 2;, ..., 2,) und

2 =4",

2y = tg™ M,

2p = g™ s,

zg = ™My,
m—2f. 12’
il t73)

2, = bot™ 1,

Za1 = b

Zae = 1o

Za1 = H™,
Zpee = 6™y,

dabei ist

4 (174)

mo=—1 +(m+d_1).

Es ist erstaunlich, da Veronesesche Ideale Basen aus lauter quadratischen Formen
besitzen, die man sogar implizit angeben kann. Dazu machen wir die nachfolgenden
Bemerkungen: Multipliziert man alle #, + 1 (vgl. (174)) Potenzprodukte (m — 1)-ten
Grades §,™2, &y™ %y, ..., {1 mit £y, t, ..., s, S0 gewinnt man alle n + 1 (vgl. (172))
Potenzprodukte f)™, {™4,, ..., {;m, einige von ihnen mehrmals. Wir schreiben uns
dafiir ein Multiplikationsschema und ersetzen darin die ausmultiplizierten Potenz-
produkte m-ten Grades gemiB (173) durch 2, 2y, ..., 2,:

o™ ™%, ™, . tmt
17y Zy % 22 N 2,
12 2 Za1 Zgta . P (175)
) 2 Zd+2

tq 2 2y o & 5% Zn
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Sind p;, p; irgendwelche zwei Potenzprodukte (m— 1)-ten Grades in t, &y, ..., ta,
so ergibt sich fiir die aus der A-ten und i-ten Zeile sowie j-ten und k-ten Spalte von
(175) gebildete zweireihige Unterdeterminante

bp; Ok

—o0. (176)
oy b

Ersetzen wir nun in (175) die 2, 2y, ..., 2, durch X.,, X, .vy Xy, s0 folgt aus (175)
die homogene Matriz (H-Matrix)

X, X, X, e Xy
'XI Xd#l Xd+2

Usinnn = | X, Xgpo vev evn -on |0 177)
X; Xag oer oes Xy

und aus (176) folgt, daB alle zweireihigen Unterdeterminanten von (177) Basisformen
unseres Veroneseschen Ideals v, sind. Es gilt aber sogar die Umkehrung, nimlich
der

Satz 49 (Satz von GoppaRD und GROBNER). Durch die zweireihigen Unterdeter-
minanten von (177) ist eine Basis des Veroneseschen Ideals vy, gegeben, die fir d = 2
keine Minimalbasis ist.

Wir miissen hier auf den nicht ganz einfachen Beweis verzichten und verweisen
dazu auf Gr6BNER [9], Kap. IV, § 3, III, und GROBNER [7], Satz 3.

Satz 49 regt dazu an, H-Ideale dadurch zu definieren, da$ man Unterdeterminanten
bestimmter Reihenzahl aus einer vorgegebenen H-Matrix bildet. Nach Kap. 5, Satz 4,
sind diese Unterdeterminanten Formen, und man wihlt sie als Basisformen eines
H-Ideals. Auch hierauf kénnen wir in dem uns gestellten Rahmen leider nicht ein-
gehen.

Nach Definition 9 kénnen wir die allgemeine Nullstelle eines Veroneseschen Pro-
jektionsideals aus (173) durch Streichung der nicht benétigten Potenzprodukte ge-
winnen und danach zuriickindizieren.

Dafiir geben wir ein Beispiel an. In K[z, y, %,, 25] war b{} das prime H-Ideal mit der all-
gemeinen Nullstelle

Yo=1h's h=1t% Y=1th" Y="Hb" (178)
dagegen ist v,, = K[Xy, X;, X;, X;, X,] das prime H-Ideal mit der allgemeinen Nullstelle
=1t n=1t'%, z=1t"%" z=tih' u=*Hh (179)

hier wird also z, gestrichen (daher die Bezeichnung v{}) sowie

Yo=72 Y=2, aber yy=2z;5, Ys=2
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und entsprechend
%=Xy, % =X,, aber z,=X;, z,=2X,
gesetzt. Hier wird also X, eliminiert.
Bei eventueller mehrmaliger Elimination gilt also

Satz 50. Jedes Veronesesche Projektionsideal ist Eliminationsideal eines Veronese-
schen Ideals.

Nach 4.10., Satz 19ff., kénnen mithin Basen von Veroneseschen Projektions-
idealen aus der gemi$ Satz 49 bekannten Basis des entsprechenden Veroneseschen
Ideals durch sukzessive Elimination von Variablen zwar grundsitzlich berechnet
werden, doch erweist sich dies als nicht zweckmiBig.

Hingegen ergeben sich bei dieser Betrachtungsweise Reduktionsméoglichkeiten bei
der systematischen Aufstellung Veronesescher Projektionsideale. Einmal sind dies
Parameterpermutationen, welche Permutationen der Variablen induzieren:

(:o tt; - id ) fiihrt zu (zo By wes B )
e 2 0% ... %
LY o Jo i i (180)
unid dasit Xo Xy .o X .
X X - X,

dadurch ist eine Aquivalenzrelation gegeben, und wir haben beispielsweise fiir
v} = K[X,, ..., X;] nur drei Aquivalenzklassen, und zwar fiir i = (0,6,9),
i=(1,2,8,5,7,8) und ¢ = (4), vgl. RENscrUOCH [19].

Fiird =1, also m = n, liefert (180) zwar nur:

(to t,) fithrt zu (zo % cor  Bme z,,,)

£ by Zm Zme1 eee 2 %

und damit X, X, von Kt X :
Xy Koy won Xy X,
hier aber tritt dafiir eine zweite Reduktionsméglichkeit um so héufiger auf, wonach
gemeinsame Faktoren in der allgemeinen Nullstelle des Veroneseschen Projektionsideals
abgespalten werden kénnen; so wird beispielsweise
O =05 = Dyymor- (181)

Und schlieBlich kann es passieren, da in der allgemeinen Nullstelle des betreffenden
Veroneseschen Projektionsideals gewisse der Parameter ty, ty, ..., t; nur in bestimmien
Potenzen auftreten, wodurch ebenfalls eine Reduktion auf kleineres m méglich ist.

Hierfiir geben wir ein Beispiel an. Das Veronesesche Ideal by hat die allgemeine Nullstelle

a=t' ==, n=>0%, =>4%7 2=t 7 =it zg =10,
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also hat das Veronesesche Projektionsideal v{5*® die allgemeine Nullstelle

Yo=1" n=1'? =1t Ya=10"% (182)
und in (182) sind yq, ¥y, Ya» ¥s Funktionen von f,* und #2 Setzen wir daher s, := #,?, 8, := #;%, s0
geht (182) iiber in

Y=o Y1=2%"%, %=a4’ V=24
und daraus folgt s> = by5.

Diese drei Reduktionsmoglichkeiten wurden beiden Aufzéhlungen in 8.2., 8.3. und
8.4. beriicksichtigt.
Von Gr5BNER wurde in [7], 2, VI bzw. 5, 6 weiterhin folgendes bewiesen :

L(bgm) =1,
d. h., alle Veroneseschen Ideale sind perfekt,
LoP)=r+d—1 fir d=2,m=3,
diese Veroneseschen Projektionsideale sind also imperfekt,
L)y =r+d fir m=4,

und folglich sind auch diese Veroneseschen Projektionsideale imperfekt.

Bei Veroneseschen Idealen und Veroneseschen Projektionsidealen kénnen wir nun
die Hilbertfunktion und das charakteristische Polynom gemii Satz 44 aus der An-
zahl der Hilbertschen Gleichungen berechnen. Nach Definition 9 und Definition 16
gind die Koordinatenfunktionen der allgemeinen Nullstelle eines Veroneseschen
Ideals oder Veroneseschen Projektionsideals verschiedene Potenzprodukte m-ten
Grades in &y, ¢, ..., &; in (138) entspricht also nach Einsetzen der jeweiligen all-
gemeinen Nullstelle jedem Potenzprodukt ¢-ten Grades in g, %y, ..., &, genau ein
Potenzprodukt mé-ten Grades in £y, £y, ..., t4, aber nicht umgekehrt. Bei den daraus
durch Koeffizientenvergleich gewonnenen Hilbertschen Gleichungen tritt jedes u;
nur einmal auf; die so gewonnenen Hilbertschen Gleichungen sind also linear un-
abhéingig; nach Satz 44 ist also die Hilbertfunktion gleich der Anzahl der nach Ein-
setzen der allgemeinen Nullstelle auftretenden Potenzprodukte mi-ten Grades in
diese ist (da ja micht alle diese Potenzprodukte aufzutreten brauchen)

'mi + d

lo, 815 oo tas
nach der Hurwitzschen Formel (Kap. 5, (94)) héchstens gleich ( d ); mithin gilt

Satz 51. Die Hilbertfunktion eines Ver hen Projektionsideals ist gleich der
Anzahl der nach Einsetzen der allgemeinen Nullstelle in (138) auftretenden Potenz-
produkte mi-ten Grades in to, 4y, .., ta.

Beispiel. Bei bl ist yo = o™, ¥y = 4™ My, ...; fur t 21, m = 3 tritt nach Einsetzen der
11 i Nullstelle das produkt £,™*-1¢, nicht auf; es ist also firm =3,t =1

g P

(s 03 = Pt; 08 — ("”'; ”) —1
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Bei Veroneseschen Idealen 04, konnen wegen der allgemeinen Nullstelle (173), in
der jedes Potenzprodukt m-ten Grades in fy,f;, ..., t; vorkommt, derartige Fille
nicht auftreten; wir haben mithin (vgl. GROBNER [7], 2. IT) den

Satz 52. Fiir die Hilbertfunktion Veronesescher Ideale 04y gilt

'mt + d

H(t; 0gm) = P(t; 04p) = ( d ) fir alle t€N, (183)
also insbesondere
ho(bgm) = ma. (184)

Aus (183) wollen wir eine Folgerung ziehen. Nach (1) ist
CUE i B CUE A B O

mit (172) und (183) folgt daraus fiir Veronesesche Ideale

V(t;n,,,,):(t_lt_l—N)—(mt;_d) it N=("‘:d); (185)

wegen Satz 49 ist die Anzahl der Elemente einer Minimalbasis von g, gerade durch
V(2; V4m) gegeben; mithin gilt (vgl. GRGBNER [2], Kap. II1, (3.9), und [7], 2. (III))

Satz 53. Jede Minimalbasis des Ver hen Ideals vg4,, besteht aus genau
1 2m + d . 'm + d
V(2;n,,,,,)=( ;N)—( P ) mit N=( a ) (186)
quadratischen Basisformen.

Wie bereits vor Satz 51 bemerkt wurde, entspricht bei einem Veroneseschen Pro-
jektionsideal nach Einsetzen der allgemeinen Nullstelle in (138) jedem Potenz-
produkt i-ten Grades in %, i, ..., Z, genau ein Potenzprodukt mf-ten Grades in
to, £y, -+, £z, aber nicht umgekehrt; Formen ¢-ten Grades entstehen gerade aus der
Gleichheit der Potenzprodukte mi-ten Grades in o, ¢y, ..., & bei Ungleichheit der
Potenzprodukte t-ten Grades in #,, %, ..., %, und lassen sich daher auf Binome der
Gestalt p; — p; reduzieren, wobei p;, p; Potenzprodukte ¢-ten Grades in @, @y, ..., %,
sind ; wird dies fiir ¢ = 2, 3, 4, ... durchgefiihrt, so folgt fiir die Basisformen Verone-
sescher Projektionsideale die gegeniiber Satz 49 schwichere Aussage von

Satz54. Die Basisel te eines Ver hen Projektionsideals aus K[x,,2,,. . .,,]
sind Binome der Gestalt
Pi — Dj» (187)

worin p; und p; Potenzprodukte gleichen Grades in %o, y, ..., Ty Sind.
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Aus Satz 54 ergibt sich nun eine Methode zur Bestiitigung der Vollstindigkeit
der Basis eines Veroneseschen Projektionsideals, die wir hier fiir den Spezialfall d = 1
erléutern wollen. Fiir d = 1 ist v,,, gegeben durch die allgemeine Nullstelle

29 =1t", 2 =H™ M, 2 =t™WE, ..., 2z, =H4", (188)

erzeugt also ein primes H-Ideal in K[X,, X, ..., X,,]. Fiir m = 3 liefert dies das
bereits des ofteren in Beispielen benutzte prime H-Ideal v,3 = K[X,, X;, X,, X,

Ist in (188) m = 4, so gelangen wir durch (m — 3)-malige Elimination und an-
schlieBende Riickindizierung der verbliebenen vier Variablen zu einem Veroneseschen
Projektionsideal in K[z, z;, 2,, 5], nimlich

P 1= pifateind = Ky, 21, s, 25]; (189)

das einfachste Beispiel ist das hiinfig in Beispielen herangezogene prime H-Ideal
o).

Aus Satz 54 folgt, daB wir uns in K[x,, 2;, 73, 23] bei der Kontrolle der Vollstindig-
keit von Basen solcher Ideale auf die folgenden vier Typen beschrinken kénnen (vgl.
RENSCHUCH [6, 11]):

(A) z® — 2 mit ac N*,

(B) 2oz — ot mit a, b€ N¥, (190)
(C) % Pe, — 3™ mit a,b,c € N*,

(D) 222 — 2220~ mit a,b,¢c,a + b —cc N*,

Durch (190) sind (wie der Leser nachrechnen mége) 6 + 12 4 -+ 3 =25 Fille zur
Nachpriifung vorgegeben; fiir den Typ (A) sind dies die sechs Méglichkeiten

(¢ 9) = {(0, 1), (0, 2), (0, 3), (1, 2), (1, 3), (2, 3)}.

Wegen (181)ff. konnen wir fiir alle allgemeinen Nullstellen der Primideale
(vgl. (189)) die Bauart:
Yo =H0", Y1 =E"H™, Yy = fm ™, Yy =™ (191)
mit 1=m<m=m—1 und mnmnm, =1
voraussetzen.
Fiir den ersten Fall vom Typ (A), also fiir ¢ = 0, j = 1 folgt 2,® — #,%; darin (191)
eingesetzt, ergibt sich

yoa - ?/1“ - t,,"“‘ — to"‘""’"‘“tl"“a =0id. in to) tl;

hieraus folgt durch Exponentenvergleich m,a. = 0; wegen (191) ist m, = 1, also
a = 0 im Widerspruch zu @ € N*, also zu @ = 1. In entsprechender Weise fiihren die
anderen fiinf Fille vom Typ (A) auf Widerspriiche; Typ (A) kann also nicht auf-
treten.
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In analoger Weise fallen noch weitere elf Fille bei den Typen (B), (C), (D) fort; als
ein Beispiel fithren wir dies fiir den ersten Fall vom Typ (D), also fiir (3, 4, k, 1)
= (0,1, 2, 3) aus:

+b—c G+b—
xo"a:lb — T L= yn"ylb — Y2Y3 o
— {,mof mb—m,bt]m.b — ¢ m—m.ctlm,ctlma-nnb—mc

o tomn+mb—m;bt1m.b mc-m.ctlmumb—m+m.c

— 1
= 0id.in o, ¢
Durch Exponentenvergleich folgt ma -+ mb — mb — me + moc = 0, also
(m—m)(@+b—c)+ma-+ (my—m)c=0, (192)
und wegen (191) sind m — my; = 1, my = 1, my — m; = 1; andererseits sind nach
(190)a =1,¢ =1und a + b — ¢ = 1 im Widerspruch zu (192).

Nach Wegfall derartiger Fille bleiben fiir alle geméB (189) definierten ps, also fiir
alle allgemeinen Nullstellen (191), nur noch folgende acht Bauarten iibrig:

vom Typ (B): @e®ms® — &, 2%,® — 2,4, x%,® — 2,5, @, — 2,4,
vom Typ (C): @®2,02s" — 2,540+, 2622, Pas® — 2,40+, (193)
vom Typ (D): 26°2® — 2,050, 2o°%" — 2,0,

Diese Typenreduktion ist ein groBer Vorteil. Sie ist eine spezifische Eigenschaft
fiir d = 1; so waren es bei der Untersuchung der vy} fiir verschiedene ¢ nicht immer
dieselben Fille, die wegen bei den Exponenten auftretender Widerspriiche ausfielen;
auch konnte die allgemeine Nullstelle nicht (wie fiir ¢ =1 durch (191)) generell
charakterisiert werden. Der Leser hat hier ein Beispiel dafiir, daB Eigenschaften, die fiir
d = 1 gelten, fiir d = 2 nicht mehr richtig zu sein brauchen. Dagegen lieB sich unser
Prinzip fiir die eindimensionalen H-Ideale

4= b(ll,), ) = K[, %1, T2, T3, ¥4] (194)

iibertragen; von 80 moglichen Féllen schieden hier 39 Fille generell aus, und es ver-
blieben 41 ; da wir jetzt fiinf Variable haben, kommen noch zwei weitere Typen (E)
und (F) hinzu, wie sich der Leser iiberlegen moge. Die zu (194) gehorige allgemeine
Nullstelle ist jeweils von der Bauart

Yo =™, Y =H™MH™, Yo = LE"TME™, Yy = "™, Yy = tl"'} (195)
mit 1Sm<my<mg=m—1 und mnmnmynmg=1.
Hingegen gelang es bisher nicht, aus (192) und (193) und entsprechend aus (194)
und (195) die Basen generell anzugeben ; vielmehr wurden bei den Beispielen in 8.3.
und 8.4. die Rechnungen fiir jedes m,, my, m bzw. m,, m,, ms, m gesondert durch-
gefiihrt. Lediglich fiir die Ideale b}, und v}, (vgl. Kap. 4, Beispiele 1 und 2, (165)
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und (166)) gelangen die Reduktionen der Fallunterscheidungen von (193) fiir belie-
biges m.

Wir wollen nun zeigen, wie man fiir = 1, » = 3 die verbliebenen acht Félle (193)
durchtesten kann. Das entscheidende Hilfsmittel ist dabei die in 1.2. eingefiihrte
Kongruenzrechnung nach Idealen.

Wir zeigen dies wieder einmal an dem hiufig als Beispiel herangezogenen primen H-Ideal
v = K[z, 2, 2,5, 5] mit der allgemeinen Nullstelle

Y=t Y1 =10M, Ya=1th’ Ys=H" (196)
Es ist zu bestitigen, daB (¥, F, Fy, F,) mit

Fy = 25 — 2,7,
Fy = 2o’z — 2%,

197
Fy = agzy® — 2,5, (en
Fy = zyzg® — 2

eine Basis von v{ ist. Wir kénnen uns F,, Fy, F;, F, aus (196) wie im AnschluB an Satz 43
gewonnen denken und wollen nun die Vollsténdigkeit der Basis (Fy, Fy, F3, F,) nachweisen.
Dazu sind die acht Fille (193) durch Wir benétigen dazu zwei Hilfsformen, die in 9§}
und auch in (¥,, F,, Fy, F,) enthalten sind, némlich

Fy = zydzg — 22 = 22F, + 2, F,, } (198)
Fo =22 — 25t = 2°F) + %F.
Dann sind die Falle vom Typ (B) schnell zu erledigen, beispielsweise
B2, — TP > g ysd — P = (O — g0 = 0,
also @ = 2b, mithin
(%2,)" = (") mod (Fy)
(vgl. Kap. 1, (14)), also ist
(2o22y)® — 7,3 € (Fy) = (Fy, Fy, Fy, Fy).
Entsprechend folgt
20750 — 2,040 > yoSygb — g, 00 = 804,80 — gSa4sbpotd — O,
also @ = 3b, mithin
(x°5)0 — 2,4 € (F5) = (Fy, Fy, Fy, Fy).

Auch fiir die beiden Fille des Typs (C) von (193) ergeben sich keine Schwierigkeiten; wir zeigen
dies fiir den zweiten Fall:

zoﬂa;lbzac = a:,‘”‘“" [ yn“!/lb.'lac = kﬂ'fb‘H) = t,,“"‘""tl“’“ _ gnﬂ+b+ctlm+8h+av =0,
also ¢ = 8a -+ 2b, mithin

(#025%)°® (@23)° — (24)° (257)° € (Fyp Fo) = (Fy, Fy, Fyy Fy)
nach Kap. 1, (15).
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‘Wir behandeln noch die beiden Moglichkeiten fiir den Typ (D):

Te22,? — B, B > ygTyyd — gy ys O = BP0 — g taibse — 0,
also b = 3¢ — 4a > 0, mithin ¢ > 4a/3 > a, folglich ¢ = a 4 d, also
b=8—a und a+b—c=2d—a.

Jetzt sind drei Fallunterscheidungen zu treffen. Fiir d < a, also a =d + k, wirda +b — ¢
=d —k> 0,alsod = k + hund mithing = 2k 4 4,b =k + 2h,c =3k +-2h,a +b—c=h,
folglich

(2o22a)* (@g2a?)? — (2°)F (z12)" € (Fy, Fy) = (Fy, Fyy Fy, Fy).
Der Fall d = a liefert ¢ = 2a, b = 2a,a + b — ¢ = a, also

(#62a%)® — (2,%25)" € (Fg) = (Fy, Fy, F, F).
Fiir d > a setzen wir d = ¢ + k und erhalten c =2a¢ + k, =22+ 3k, a + b —c=a + 2k
und damit

(202a2)® (22)F — (21%2)° (2125%)¥ € (Fa, Fy) = (Fy, Fy, Fyy Fy).

Entsprechend findet man fiir z82,"> — z,°,%%+¢ die Bestimmungsgleichung b = 3a — 2¢ und
hat die Fallunterscheidungen @ < ¢, @ = ¢, @ > ¢ zu treffen, wobei der Fall a = ¢ auf b = ¢ und
damit auf F, fithrt.

Damit haben wir endlich den Nachweis der Vollstindigkeit der Basis (Fy, F, Fy, F,) fiir das so
oft als Beispiel benutzte homogene Primideal v{; € K[y, %,, %y, %] erbracht. Entsprechend sind
die Basen fiir alle anderen Beispiele in 8.2. und 8.3. und fiir die b} in 8.4. abgesichert.

6.9.  Erginzende Bemerkungen

Mit der Hilbertfunktion wird nach der bereits in MfL Bd. 1, 3.7., behandelten
Eulerschen Funktion ¢(m) und der Funktion n(n), der Anzahl aller Primzahlen p
mit p < n, dem Leser eine weitere Anzahlfunktion dargeboten; die letztgenannten
Anzahlfunktionen unterscheiden sich schon dadurch von der Hilbertfunktion (und
von der Volumfunktion), daB sich Hilbertfunktion und Volumfunktion auf Formen
und Ideale beziehen. Fiir die Invarianz gegeniiber linearen Transformationen ver-
weisen wir auf Satz 2ff. Der Beweis von Satz 15 ist ein Induktionsbeweis, bei welchem
die Rekursionsformel (38) bereits vorher bewiesen wurde.

Die am SchluB von 6.4. gegebene Charakterisierung der Ordnung als Anzahl der
Schnittpunkte mit einem linearen Unterraum kann beispielsweise zur Erklirung von
Kurven m-ter Ordnung im zwei- und dreidimensionalen Raum bereits im Schul-
unterricht der Klasse 12 Erwihnung finden.

Zum Satz von BEzouUT verweisen wir auf das im Anschluf an (133) gegebene
Beispiel der Ebene. DaB die durch 22 + 9y = 9 gegebene Ellipse und die durch
3y = 2% — 6z gegebene kubische Parabel sechs reelle Schnittpunkte haben, kénnte
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bereits im Schulunterricht der 12. Klasse durch Extremwertbetrachtungen bestatigt
werden; dabei konnte der Satz von Bzour Erwihnung finden.

Da lineare Parameterdarstellungen bereits in der 11. und 12. Klasse im Schul-
unterricht behandelt werden, ist die Moglichkeit der Bestimmung von parameter-
freien Gleichungen geméa (160), (161), (162) schon in der Schule gegeben, dort aber
von geringem Wert. Demgegeniiber konnte die Verwendung dieser Methode im
Grundkurs den Studenten friihzeitiger und einmal mehr mit der Methode des Koeffi-
zientenvergleichs vertraut machen.

Zum SchluB noch eine Bemerkung zu den erkenntnistheoretischen Fragen in
Zusammenhang mit der Giiltigkeit des Satzes von BrzouT, die in gréBerem Rahmen
als Fragen nach dem Wert von Arbeitshypothesen und Programmen in der Mathe-
matik iiberhaupt zu sehen sind. Hier wird der Leser vor allem an das sogenannte
,,Erlanger Programm‘‘ von Frrrx Kremv [1], vgl. auch MfL Bd. 7, 3.1., und die damit
gegebene Verbindung zur seinerzeitigen Modernisierung des Mathematikunterrichts
denken. Weniger bekannt ist vielleicht die (dem Verfasser durch einen 1958 gehaltenen
Vortrag von W. KruLL bekanntgewordene) Tatsache, dal Ferrx KLEIN nicht gerade
zu den Forderern von EMMy NomTHER gehérte; eine Passage in dem Vortrag von
H. BennkE (vgl. [1]) iiber FELIx KLEIN diirfte auch in dieser Hinsicht zu verstehen
sein. In diesem Zusammenhang sollen auch die ,,Schwichen und Mingel von Kleins
gesellschaftlichem Engagement’ erwihnt werden (Zitat nach H., WussiNg in KLEIN
[1]). Hier besteht aber auch ein Zusammenhang zu den Bestrebungen, den Satz von
Brzour fiir » = 4 ohne Korrekturglied auszusprechen. H. BEENKE schreibt dazu
in [1]: ,,Liest man die Arbeiten der Gottinger aus der Zeit der Jahrhundertwende (vor
allem von Klein und Hilbert), so stopt man smmer wieder auf die Vermutung, daf}, was
fiir den R3 richtig ist, auch fir den B*, n > 3 gilt und was fiir den C? gilt, auch richtig
tst fiir den C®, n > 2. I'n der komplexen Topologie hat man nun gelernt, daf dies keines-
falls zutrifft. ... So kommen wir mit den Annakmen der Géttinger nichi mehr aus. Dazu
sind unsere Aufgaben zu verfeinert.*

Mit diesen Bemerkungen sollten einige grundsitzliche Probleme beriihrt worden
sein, deren Behandlung in groBerem Zusammenhang auch aus historischer und
philosophischer Sicht wiinschenswert wire.



7. Tabellen

In 7.1. bis 7.5. werden die Potenzprodukte anstelle von p,, ..., py mit (1), ..., (N) bezeichnet
diese Symbolik wurde teilweise auch im Text benutzt. Die Reihenfolge erfolgt durchweg gemi
der lexikographischen Anordnung.

7.1.  Tabelle 1: Potenzprodukte zweiten Grades in X, X;, X5 Xg

(1) = =2, (4) = o3, (7) = .2y, (9) = 2425,
@) = 22y, (8) ==*, (8) = 2% (10) = =32,
(3) = 7oy, (6) = 2y2,,

7.2.  Tabelle 2: Potenzprodukte dritten Grades in Xo, X;, X, Xg

(1) == (6) = 22,25, (11) = 2, (16) = zy2%,
(2) = 2%;, (7) = 22,73, (12) = 2%z, (17) = =%,

(3) = %2y, (8) = @zy%, (13) = 2%z, (18) = 25,
(4) = 2’25, (9) = 2oy, (14) = z32%, (19) = zy2y?,

(8) = zz%, (10) = zozy?, (15) = 2,247y, (20) = z4*.
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7.3.  Tabelle 3: Potenzprodukte vierten Grades in X, X;, X5, X3

(1) = x4, (10) = zglas?, (19) = zgzy2:% (28) = 27,2,
@) = z’x, (11) = @y’ (20) = 2z4®, (29) = 2175257
(3) = @'z, (12) = @2,y (21) = 24, (30) = 22°,
(4) = a°zs, (13) = 22,2y, (22) = 2%, (31) = =3f,

(6) = zo’z,?, (14) = 22,2, (28) = =%z, (32) = =5z,
(6) = 2’225, (15) = wgz 27, (24) = z,°z%, (33) = @,*xg%,
(7) = w’xy25, (16) = zozy25?, (25) = Py, (34) = zy2®,
(8) = zo’xy?, (17) = xzy®, (26) = z%25%, (35) = =3

(9) = zg’xys, (18) = zgry’es, (27) = 2z,

7.4, Tabelle 4: Potenzprodukte fiinften Grades in Xy, X;, X5, X5

(1) = x°, (15) = g’z 7,75, (29) = 2o, 73247, (43) = a,%,%y,
(2) =z, (16) = zo’zi2?, (30) = zoz12° (44) = a’mpy?,
(3) = wp'z,, (17) = ag’z,®, (31) = zozyt, (45) = %23,
(4) = aotzs, (18) = g*z,%2, (82) = woxyzg, (48) = zyzy%,
(8) = zo’x,?, (19) = ap’zyz,?, (33) = woayz?, (47) = 232,25,
(6) = zo’xyz,, (20) = olay®, (34) = w7y’ (48) = zy2y%y%,
(7) = 2’5, (21) = zzy*, (36) = st (49) = 2;2y2,%,
(8) = z°xy*, (22) = gz, (36) = =5, (80) = zy24°,
(9) = zp’zy25, (23) = 22,2, (37) = 2%, (51) = z,8,
(10) = g%, (24) = 22"y’ (38) = 2,23, (52) = 23,
(11) = z’x%, (26) = 2o 2%, (39) = 2,°2;% (83) = 2%,
(12) = z¢’,%,, (26) = zo2;%2s? (40) = z;°xyzy, (54) = z3°z5%,
(13) = 2z, %z, (27) = zozy2y®, (41) = z’a?, (55) = w,25%,
(14) = a’zy2?, (28) = zy,25%5, (42) = 2%, (56) = 8.

7.5. Tabelle 5: Potenzprodukte sechsten Grades in x,, Xy, X, X3
(1) = =% (4) = xo°zs, (7) = zp*z23 (10) = z4tzg?,
(2) = x®y, (6) = @'z, (8) = mp*wy?, (11) = z’z?,

(3) = 2z, (6) = zZ*ayxy, (9) = z*wys, (12) = 2oz,
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(13) = 20,
(14) = 2’z2y%
(15) = 2’ zy24%s,
(16) = 2g®z,74%,
(17) = zgzy®,
(18) = g2y,
(19) = g’y
(20) = 2’7",
(21) = ’z,*,
(22) = 2oz,
(23) = 7,2,
(24) = m'z 'y,
(26) = @"2,°24%5,
(26) = zg’2y"xy?,
(27) = zg’zy,?,
(28) = z’2;25%73,
(29) = 2o’z 7,7,",
(30) = zp’myy®,

(31) = zg’zgt,
(32) = 2’223,

(33) = xp2z 5%,

(34) = @oPz,2s®,
(35) = gyt
(36) = 72y,
(37) = 2oz,
(38) = 22,25,

(39) = 222",
(40) = oy 2573,
(41) = 22",
(42) = 222",
(43) = zo2)’my’as,
(44) = 207",
(45) = zo2; "z,
(46) = 2g2,2,",
(47) = zy225°2,,
(48) = zozizylast,

E=1: ¢+9C+3)E+2)=0+
E=0: (+3¢+DE+D=r+

=—1: (¢ +2)¢+1)¢ =8+
E=—2: ¢+ 1) —1) =8
=—3:tt—1)(t—2) -

k= —d: ¢ —1)(—2)(—3) =8 —
=5 (t—2)(t—3)(t—4)=1t5—
=6 (t—3)(t—4)(t—5) =1 — 122+ 47t — 60,
k= —T: (t—4)(t—5)(f— 6) =15 — 152 + 74t — 120,
k= —8: (t—5)(t— 6)(f— 7) =3 — 182 + 107¢ — 210,
= —9: (t—8) (£ —"7) (t — 8) = 3 — 21¢> + 146¢ — 336.

(49) = o2, 7575%

(60) = zemzet,
1) = o,
(62) = agzts,

(63) = 2gzy’xg?,
(54) = 2ymy’xg®,

(85) = zyzyzst,
(66) = oz%,
(87) = =%,
(68) = z,°,,
(69) = 2,52,

(60) = zy'zy%,
(61) = 2, 2y,
(62) = 2y'z?,
(63) = z,°z%,
(64) = =z,
(65) = z,°z,25%,
(66) = z,°z",

3

o2+ 26t + 24,
62+ 11t+ 6,
33+ 2,

— ”
324 2,
624+ 11t— 6,
o2+ 26t — 24,

7.6.  Tabelle 6: Einige Werte von 6(t +k+9

(67) = 22,4,
(68) = 2,%2;°z,,
(69) = az;%s?,
(70) = a,%z;2°,
(71) = =%,
(72) =zy2,%
(73) = ay2y'2s,
(74) = ma e,
(75) = zy@y ",
(76) = 22474,

(17) = 2yz%,
(78) = 2%,

(19) = 2%z,
(80) = ay'zs?,
(81) = 2,253,
(82) = =z’zst,
(83) = 22",
(84) = ",



314

7. Tabellen

7.7.
k=1;
k=0:
k=—1:
k= —2:
k= -3
-4
k= —5:
= —6:
k= -—T7:

Tabelle 7: Einige Werte von 24 (t + IZ+ 4)

(E+B)(E+4) (E+3) (E+2) =5 + 1465 + T2 + 154¢ + 120,
E+4)(E+3)(@E+2) ¢+ 1) =1+ 106 4 3562+ 50t + 24,

E+3)E+2)E+1)t =t 68+ 112+ 6,
E+2E+1)e¢E—1) =t 25— 2,
sE+D)EE—1)(t—2) —#— 28— £+ 2%,
st —1)(¢—2)(t—3) =t 6+ 12— 6,

(E—1)(¢—2)(t—3)(t—4) =4 — 10 + 3502 — 506+ 24,
(E—2)(t—3)(t—4)(t —5) =t — 1485 + 712 — 154¢ + 120,
(t—3)(t—4) (¢ — 5) (t — 6) = ¢4 — 185 + 119¢2 — 342¢ + 360,



8. Durchgerechnete Beispiele

8.1.  Potenzproduktideale

8.L1 O = (%%, 2%, 21, 75°) = Klzg, 71, 2,],
Ay = (%3, %6?) 0 (21, 24%) 1 (22, 21, Toe?, 25°),

Syzygienkette: Uj,, U, U, mit

2
Uy,

oy —a= () o 3!

0

sy

0
—%

x, 2,2 0
0 —zw P

2 0 —zz 2t

0 0 0

2 2

fiir my = 3 wird H(3; a,) = 6.

0
0

s

—z,2

)+ (%

Usaz =

AS

2

8.1.2. 0, = (2", 21, BTy Bey%, DTy, Ze®, 71*) = Ko, 7, 251,
0 = (%6, 21, Tgy®, 21%) N () Zo*, T*Ty, 2"21%, Tes®, 7%,

Syzygienkette: U}, Uss, U, mit

0 0 0 —=z
0 (U] 0
0 0 0 o

0o o
0 0
0 o0
EA X
—z 0
0 —xzy
0 0

eﬂ:} S o o0 O

Us’s =

zn®: 0
0 z
0 —=x|,
—%y —%
—z, 0
t—3

y

coococor
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t+ 2 t—2 t—3 t—4 -
P(t;a,) =8 = — 8 —2 fir ¢t=>4,
e =s=(137) 1 (57) o (57 2 (5) e 0=
also auch bereits fiir # = my = 4 im Gegensatz zu 8.1.1.
8.1.3. = (% 2y TyTy, Ty%s) = (s Zy) N (T, Ty, Ty 21%) = Kz, 21, 29, 73],

Syzygienkette: Uy, U, Uy, Uy, mit

z? mmw, mzg 0 0 O
—x 0 0 zg w3 O

Ul =
“ 0 —2 0 —z 0 gz
0 0 —=z, 0 —zy —x,
z, x 0 O
—z 0 =z O 23
0 —z, —2 0 —2.
¥ 1 2 . 2
UB‘ - zo 0 0 28 ’ Udl 11 s
0 z, 0 —uxy —,,

e == () () 1) rof) (5"
fir =2,

fiir my = 1 wird H(1; a,) = 3.
Wird die triviale Komponente weggelassen, so wird

Pt 6,) = Plt; ) =t + 1 = (”;3) —2 (‘;2)+ (“; ‘).
Zur Berechnung vgl. 7.6.
8.14. Oy = (g%, T35, Z923) = (Zo» Zg) 0 (@1, T3) 0 (2, T5) = Ko, 3, 29, 73],

Syzygienkette: Uj;, U;, mit

z O
Ug, =|—2 =),
0 —a,,

P(c;a,,)=3c+1=(";3)—3(“;1)+2(‘3) firalle 2¢N.

Dieses Potenzp
das Veronesesche Ideal 9,5. Zur Berechnung vgl. 7.6.

8.1.5. Oy = (Bgy, Ty, Toys Z1Tgs Ty, Tay) = Klto, 21, 2, T30 24,

Oy = (%p, B> T) 0 (Zg, Ty, @) 0 (Tgs Tgy Tg) N (s T, Ty) s

duktideal hat dieselben Gradmatrizen und mithin dieselbe Hilbertfunktion wie
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Syzygienkette: Uy, Uss, Ug, mit

zz 0 O

z 0 0 O O O0 O —z; 0 O

—z; 0 zn =z 0 0 0 0 0 2z, O

3 0 0 0 —2 2 =z O 1] " 2 —z; O
UVs=[ 0 0-2 0 0 0 =z of "s=| o 4 a4l

0 0 0 0 —z 0 —z3 =z 2 0 —2

0 —x 0 O 0 —z 0 —z 0 =z O

_ (14 _gftt2 R\ A
P(t;a,) =4+ 1 ( 4 ) 6( 4 )+8( A ) 3(4) firalle ¢€ N.
Zur Berechnung vgl. 7.7.

816, a, = (%%, ToTar Z1%a Toer 2oy 2aa) = Klag, 3, Ty, T3, 7],
a; = (Zg, Ty, T3) 0 (Tos Ty, Tg) N (Ty, Tgy T5) N (Tg, Ty, Tg) 0 (Zg Ty, Ty, ) s

Syzygienkette: Uiy, Usy, Usy, Uy mit

zz 0 0 0 0 0 0 0 7,

0 % =z =z 0 0 0 0 O
pr — | % % 0 0 =z =z 0 0 O

oy = 0 0 —=% 0 —=2 0 =2 0 0 |

0 0 0 —z 0 —2 0 =z O

0 0 0 0 0 0 —2z —2 —7m,;

0 0 0 0 =

z z 0 0 O

-z 0 =z 0 0 EA

0 —z, —2z3 0 O —ag
Usy=| 2 0 0 =2 0 |, Ui=| =z,

0z 0 —z =z —%

0 o0 2, % 0 0

0 0 —zy —x X

0 0 0 0 —=x

t+ 4 t 4 2 t4+1 12 12 t—1 t—1
P(t;a,) =4t +1 = —6 8 —4(") - ,
oo =ati= ()=o) () ()40 - ()4 (5)
und aus dem letzten Term wiirde die Richtigkeit dieser Darstellung fiir ¢ = 1, also # € N* folgen.
Da sich dieser letzte Term jedoch weghebt, gilt P(t; a,) = 4¢ + 1 bereits fiir £ = 0 also ¢ E N
Dadurch ist ein Beispiel gegeben, daB der letzte Term aus den Gradmatri

der §;
nur eine Schranke, aber keine Grenze fiir das ,,geniigend groBe ¢* liefert. Ferner la.Bt sich die
Darstellung vereinfachen zu

5 = _ [t+4 t 42 t+1\ (¢
B RV RISV R RVE
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wie in 8.1.5., obwohl Gradmatrizen und Léngen der Syzyglenketten in beiden Fillen verschieden
sind. Ein Verglexoh von 8.1.5. und 8.1.6. zeigt weiterhin, daB zwei H-Ideale im gleichen Polynom-
ring bei gleicher Di ion und gleichem charakteristischen Polynom trotz gleichem Gradvektor
verschiedene Gradmatrizen haben kénnen.

8.1.7. 0, = (TgZg, To¥Tp, Toy?, 2,%5%) < Ko, 24, Tq, 24],

a4y = (s %1) N (T, 25%) 0 (g T5) 0 (%3 TP, 75%),

Syzygienkette: U}, Uy, U, mit

Tgxy X xwg O £
a-( 55 2} e ()
0 0 —m, 0 EN
Pltia,) =4+ 1 =(";3)—(";1)—3('3)-;-4(_31)—(‘_32) fir t=2, teN*.
Dieses P produktideal hat dieselben Gradmatrizen wie das Ve he Projektionsideal

of%-
8.1.8. 0, = (%g2y, 212, ey, 2e2y) < K[z, 2y, 25, 73, 2],
= (%1, Z3) N (T, Ty @g) N (%o, Ty %) N (21, Ty Ty),

Syzygienkette: Ujy, U, U, mit

zz 0 0 oz, g%,
= 0 0 @
U2 — Ty g Us = 0%
44 0 —2 =z 0 ’ a1 P
0 0 —z —z —y

P(t;aa)=(;)+5t=(‘1—4)—4(‘_:2)4-3(‘-:1)+(i)—(‘;1) far te NX.

Zur Berechnung vgl. 7.7.

8.1.9. U = (%% Ty, Tyay ToTy, ZoTss 01%) < Ko, 2y, Ty, @3, 2],

= (2 2,%) 0 (21, Tp» T, Ty TY),
Syzygienkette: Uts, Ug.1s Usy100 U5y Ugy mit

z % % =z 0 0 0 0 0 0 O

-z, 0 0 0 =z x 2 =z 0 0 0

0 —z 0 O 0 —2 0 0 a5 =z O

Uiu=| 0 0 -2 0 0 0 -2 0 -z 0 =zl
0 0 0 —2z 0 0 0 —=z 0 —z —z
0

O 0 0 —2 0 0 0 0 0 O
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2 % % 0 0 0 0 0 0 O
-2 0 0 =z =z 0 0 O O O
0 -2 0 —2, 0 =z 0 0 0 O
0 0 —2 0 —2,—2 0 0 0 O
o 0 0 0 0 o0 o0 o0 o0 O
Ufiyo=| % 0 0 0 0 0 2 =z 0 o],
0 % 0 0 o0 0 —2 0 =z O
0 0 =z 0 0 0 0 —z —2zz O
0 0 0 =z 0 0 2 0 0 =z
0 0 0 0 2 0 0 =z 0 —x
0 0 0 0 0 =z 0 0 =z =
zz 0 —2 0 O
—z =z 0 0 0
0 —x 2 0 O .
z 0 0 =z O z:
. 0 0 —z —z O 5 _
Ulos = 0 z 0 =z of Ui, = _zs ’
-z 0 0 0 gz *
0 0 x 0 —z %
0 —z 0 0 =z
0 0 0 —z —a
P(t;a,,)=2(;) +3 ‘1)+1=t=+2t+1

_[t+4) _ (t+2 S\ t—1)\ _ (t—2
~(3) e () rur (L) 0 ) (3 (1)
fiir ¢+=2, t€ N*.
Zur Berechnung vgl. 7.7.

8.1.10. 0, = (@g%s%y» ToTiTy ToTaTss ToTsss ToRaTss Trasy T1TgTys TYT(Tyy TyTays Tas)
< K[y, 71, T, Ty %y, 5],

vgl. REISNER [1].

0 = (20 %1, %) 1 (%, 21, 25) N (2, Zyy Z4) 0 (%y Ty F5) N (s Zgy Ts) N (%, Ty, T5)

N (@1, Ty, Ty) 0 (@1, Tyy T5) 0 (2 Ty ) 0 (2, T, T5).

Syzygienkette: Ul 10, Ufy,15 Usss bei Charakteristik 0, jedoch Uy, Ufy1s, USqy Uty bei
Charakteristik 2; wegen Kodim q, = 3 ist also dieses Ideal perfekt bei Char (K) = 0, imperfekt
bei Char (K) = 2; vgl. 5.18., Beispiel 5. Fiir die Hilbertfunktion folgt nach Kap.#6, (4), in
beiden Fillen

miea=(57) =0 (5 w1 () =0 () + [-(5)+ (5]

=10(;)+5(:)+1=5ﬂ+1 fir €N,
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da sich die bei Char (K) = 2 auftretenden Summanden in der eckigen Klammer wegheben. Wir
haben damit erneut ein Beispiel, da8 in Kap. 6, (4), durch den letzten Summanden nur eine
Schranke fiir das ,,geniigend groBe ¢ von Kap. 6, Satz 15, gegeben ist; vgl. dazu die Bemer-
kungen im AnschluB an Kap. 6, (39), und 8.1.6.

8.2.  Eindimensionale Veronesesche Projektionsideale in K[xy, X, X5, X5]

8.2.1. Die Ideale v}, der Macaulayschen Kurven

Hierbei handelt es sich um die Ver hen Projektionsideale v, := v{% %) mit der all-
gemeinen Nullstelle g = #,™, 4 = ™%, y3 = tot;™%, ¥ = t,™ und (vgl. 4.27.) der Basisdarstellung
(Fy, Fyy ..., Fpp) mit

Fy =gty — 2%,

Fy, =™z, — ™,

Fy =™ — 2™,
Fy = zg™ it — ™0t
Fy = a™mh — o™,

(4)

Frps = 2%0,™ 4 — 2y%™°,
Froa = %e'm™ — 2,%%,™4,
Frmy = 2™ — 22,

Fp = az™ ! — zy2y™2,

Nach Kap. 5, Satz 50, folgte (vgl. das Beispiel 3 im AnschluB an Satz 50 und (143) im Kap. 5)
die Imperfektheit aller Ideale b3, wegen
(0fms 1) = (%1, oy, Bo™ 2, T 0T, «v oy TR ™)
= (@0 @y, ™) 0 (1, %oy @) 0 (21 T T™ P TR s %), (B)

Die Imperfektheit ergibt sich auch aus der Syzygienkette Ulm, Up, 2m—1> Usm—s,m—s Mmit

7™ gy, x ™y ... gz, ™ ™S g2
—x, —3 0 0 0 0
£ x —y 0 0 0
0 0 %y [ 0 0
0 0 0 wiwe 0 0 0
Uf,,,g,,,_. = ’
0 0 0 0 0 0
0 0 0 —zy 0 0
0 0 0 z, —y —y
0 0 0 0 %y z
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z; 0 . 0 0
—z; 0 . o o
—z; ¥ . 0 o0

Zy —%g . 0 o0

0 —z . 0 0

0 =z . 0 o0

0o 0 . 0 0

U;m_‘.,._, el e e

0o 0 . 0o 0

0o 0 . zz O

0 0 ... —x O

0 0 ... -z

0o 0 . Zy —%y

) 0 —=z,

0o 0 0 =z

Daraus folgt fiir das charakteristische Polynom
P(t; o) = mt + 1

(1))~ T oo 75

__(m_3)(t—-m+2)
3

fir t=m—3,m=4,meN*icN*
mit Hilfe von 7.6.

822, Die Ideale nyg, b3, 037, 03, b0

Wir fassen fiir diese Ideale die Ergebnisse in einer Tabelle

wobei die

gemif 6.8. nur fir v{), v{;” und ps>> aufgefithrt wurden:
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8.3.  Eindimensionale Veronesesche Projektionsideale
in K[xg, Xy, Xg, X3 X,]

Wir wollen hier die Ideale i und b{;” angeben. Fiir vy bleiben unter Beriicksichtigung der
Reduktionsméglichkeiten nur die Ideale v{y und v{, die wir vorab gesondert untersuchen wollen.

83.1.  DasTdeal v

Hier lautet die Basis
iy = (202 — Ty®, Zo%y — TyTp, TiTy — BF, BTy — TyTy Ty — T,

und es soll die Perfektheit, also L({) = 4 — 1 = 3, nachgewiesen werden. Hier ist zwar wieder
d = 1, aber n = 4, und daher ist Kap. 5, Satz 50, nicht mehr anwendbar, wohl aber Satz 51 und
Satz 13, (38). Dazu bilden wir

(05> 21) = (21, To%ss Ty, o, Toy, Tyy — 7).
Ist L(v{Y) = k, so ist also L(v§y, 2;) = k + 1. Bei Verwendung der Variabl

Pi— (%11 Ty 2y "’4)

Lo Ty Ty Ty Ty
folgt
L(Pofy, Pry) = L(Po, @) = L{o, z) =k + 1,
also
L(Po) = L(a) = k = L(v5Y)
mit

@ = (gZy, Toy, 2%, Ty, T1%3 — 7).
Nun hat a die Syzygienkette Uj;, U%, U, mit

z % oz 0 0 z?
—z;, 0 —x 0 O — 2y + 2,2
Us=] 0 0 0 =z /| Uh=|—n2 H
0 —2p 0 —z —a, L2
0 0 2z 0 —z — Ty

folglich ist ¥ = 3 und also (Y perfekt.
8.3.2. Das Ideal v
Hier ist L(n}) = 4, also v{} imperfekt wegen
b = Uiy = (2023 — 247y 29y — T4y, By, — 25, Tylty — %% T’y — 27°),

Tz Ty Ty T T, o — 2 0 0
—7y —%5  a? gty Aty O Ty — g 0
Ui=| 0 0 —zp —z —2 —agt + 2% —2f + 2%y 2% — 2 |
Zy x O 0 0 0 0 — %y + 2g®

0 0 —zy —2, —2y ] 0 0



326 8. Durchgerechnete Beispiele

B mE mE, - 0 0
—%yty —%y 0 @y — 2 0
Ty
2, , 0 0 0
—%
3 —3 0 0 0 EX U —
Ui = 0 —ay 0 0 =i ’ 51 —&y
%o
Zo 0 —x —, —
0 —x 2, N —ay s
0 0 Zy En 0

Bei diesem Beispiel macht die Berechnung des dritten Syzygienmoduls etwas mehr Schwierig-
keiten. Aus der Syzygienkette folgt

e Y Y R L L P
[t (t+2 t 41 t\ o ft—1 t—2
=(0) () () o003+ ()

fir ¢t =2.
Zur Berechnung vgl. 7.7.

8.3.3. Tabelle der Ideale b,,, {2 und 0;”

Einfacher ist es jedoch, die Imperfektheit von v} gem#8 Kap. 6, Satz 38, nachzuweisen. Auf
diese Weise wurde in der nachfolgenden Tabelle jeweils die Imperfektheit nachgewiesen, withrend
zum Beweis der Perfektheit analog 8.3.1. verfahren wurde.

Allgemeine Nullstelle Zuge- Basisformen perfekt Charakte-
horiges oder ristisches
Ideal imperfekt Polynom
(to*s toty, B toh®, 1Y) D1a Zomy — &% perfekt 441
%oy — L%y,
Tty — Tp?,
Ty — Tgd,
1%y — oy,
Ty — Tg?
(b5 tohs t™:°, toh®, 1°) ofy Ty — 2,7, perfekt 5t
Loy — Ty,
T3 — T,
BTy — Lg%,
pty — T2
(8 o1, to%h%, tobs, 615) off) TgZy — Ty imperfekt 6t 41
ZgTy — 1T,
2,2y — %50,
Tyt — 2%,

T2y — 2,°
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Allgemeine Nullstelle Zuge- Bagisformen perfekt Charakte-
hériges oder ristisches
Ideal imperfekt Polynom
(t%s %%, b, tohs® £:°) ofs® Ty — % perfekt 6 —1
T4y — Tt
3%y — Ty,
T2y — Tt
(% toh%, tohy*, Eoh® 1°) ofs® Zo2y — 2%, perfekt 6t —1
Ty — Ty
24Ty — TP,
ToZy — %'
(8% to™h%, to%h:% fohs® 1,°) Pirad Ty — %1%y, imperfekt 6t
Ty — &t
)Ty — Ty,
zoTgt — 21’
22Ty — 757,
Tyt — @y’
2g2,? — 7’
(8%, o2, 82,3, to2h4, £,5) piL® 2oy — %%, perfekt 6t —1
Toy — T,
%5 — T,
4%y — Tg®
(8%, £y, Loty tots®, £°) piE® Ty — Ty g, imperfekt 6+ 1
Ty — Ty
Tyy — T
To® — Ty
T3y — To
" — 2y,
20T, — 4t
(£, to°t, 8% tohs® 1°) ofs? Tgy — Tp® imperfekt 66+ 1
Tyt — TP,
To'Ty — &7

LoPxy — 2,%,,
TglpTy — 3%y,
TqRg® — yeTyy
yxd — T’
Zo%® — g
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8.4.  Hoherdimensionale Veronesesche Projektionsideale
8.4.1. Das Ideal vy, = K[y, 2, %5, 25, 24, 25]

Allgemeine Nullstelle: (t,?, ‘o‘n bofas b1 byl B7),
Syzygienkette: Usy, Ugy, Uss mit

Ul = (025 — 2% 202, — Ty, Tty — T4, Bty — Ty T1Ts — Toiyy Ta5 — &),

z, x O
z % =z 0 0 0 0 O —z, 0 oz
% -7 0 » = z 0 0 0 —zy —z,
v, = : 0 —a3 —;’1 —2 _;4 o 0 , U= —%g —z, 0 ,
o T T Ty Ty T z % 0
0 0 =z =z 0 & —a-—z 0 z
0 0 0 0 2, O z, —z, O 2y

0 —zp —z,
und

P(tn,,)—4()+5t+1
(242
“\ 2
=20 1311
_(t+5 t+3 t+ 2 t 41
=(57) o) +e(3) (7))
8.4.2. Das Ideal 92 = K[y, 2y, 7g, %3, 2]

Allgemeine Nullstelle: (fof;, tofs, 2, tt, £2),
Syzygienkette: Ujy, Us, mit

% x,)

Ujs = (2923 — %1%y Bty — 2125, 2y7y — %), Ugp = (
—% —

und

Py =3 () +4(;) +1
=(2t;2)_(t-|2-1)
=%t’+ 21
=(t—|;4) (t+2)+2(t—:1).

Gegeniiber by, erniedrigt sich hier die Ordnung um 1; dieser Sachverhalt tritt auch bei allge-
meineren vy, auf. Zur Berechnung vgl. 7.7.
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8.4.3. Das Ideal v5}y = K[y, 2y, 23, 75, 7,]

Allgemeine Nullstelle: (£2, fofa, 8,2 t1ta, £52),
Syzygienkette: Ufy, U, mit

2\
UL = — 8, —a2), Ui= Loy — Xy !
12 = (@ — 2% 2gwy — 75°) 21 (_ PP
sy ist ein H-Ideal der Hauptklasse, und es wird
12 t
P(t;0fy) =4 4 1
(5 053 (2) oo (1) +
_ (25 + 2) —t
2
=204+ 241
t+ 4 t+ 2 12
= —2 .
(4900
Hier bleibt zwar gegeniiber 0, die Ordnung h, ungeéindert, hingegen &ndert sich %,. Zur Berech-

nung vgl. 7.7.

8.5.  Andere eindimensionale Ideale in K[xy, X;, Xy, X,]

8.5.1.  Beispiel fiir hiedene Darstellung der Syzygienmodul

a = Uf, = (2o, By, 2%, — 2157, 2,2;° — %)
= (@R Tty T(21 — %Y, Wylry — 2it))
= (21, @) N (T T3y — 75%)

mit den Syzygienmoduln
Ty mEy— 2 0 0 2,y — 5%
== 0 Ty — 232 0 —z,
U — o iy = Ty . U= 2 :
E 0 —z, 0 Z, % z,
0 0 —2, —a; —2

diese Darstellung fiir Uy, scheint naheliegend. Im Hinblick auf die Berechnung des dritten
Syzygienmoduls ist jedoch die Darstellung

z ot 0 0 zg?

—x, —2 —z2 0 —

U — Ty —%y Ty%y — T3 U¥ — ]
44 0 =z 0 P a —a

0 0 —x ! o
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giinstiger; gibt man die Forderung auf, daB die Elemente der ersten Zeile des zweiten Syzygien-
moduls eine Minimalbasis bilden, so kénnen wir diesen durch lauter Potenzprodukte ausdriicken:

z, 4 ozt 0 %y + 2
U = —z, —x? —x® 0 U = —&
“w = » Ug =
0o 0 Xy X —,
0 —x 0 —2 Zy

Bei allen diesen Darstellungen haben wir die Gradmatrizen

122 2 2
122 2 1

2,23, >

( 3)’0111 1
0111 1

= (1)) 2f) )33
(372365~ (5)

—3t+2 far t=2;

dieses charakteristische Polynom kann bei rationalen Primidealen dritter Ordnung nicht auf-
treten.

8.5.2. Ideal von NG (0{?) als Schnitt dreier Flichen
a =0} n (%% 21, 21 ) = 0% 0 (@, 2,%, Ty, 757)
= (@@ — By, %oy — 1%, 42, — ) = Uy,
Syzygienkette: Uj,, Ugs, Ug,, Uj; mit

2%y — 2 @y + 2y%a) T+ @y (s + BT Bzt — 2
Ugs = | =% + 212y —2° — %%y —ay* 0 B
0 —ay — %% —a,® —%g%y + T3y,
% x 0 0
2 0 z 0 5
—=,
Uh=|—m o—2 |, Ui= _ *)
0 —z 0 —m “
%o,

0 0 —zy —2

o= 5 o3 3415)

=441 fir ¢ =4.



8.5. Andere eindimensionale Ideale in K[y, 2y, 3, @3] 331

8.5.3. Ideal der Abhyankarschen Kurve
Allgemeine Nullstelle: (£,%, t*; + ¢,5, &%, toh,?),
Basisdarstellung: p, = (F,, F;, Fy, F,, Fy) mit
Fy =zt — myzy + 2%,
Fy = @'ty — 2ty® + 3xgmyg® + 735°,
Fy = ag0,? — 205 + 2,%05% + 2myag® — 2%t
Fy = agy® — %% + 0,25° + 23’2,
Ty = 2z’ — 2t — it
Syzygienkette: U, U%, U, mit

0
H, H, H, H H 2 e
—2 0 0 @ O 0 0
7 —g
Up=| 2 —2% —u —% 0 o |, = 270L
0 T, Xy —2 —% —xg
0z
0 0 —z 0 —zy—z3 —3 —y —a

dabei ist zur Abkiirzung gesetzt:
H, = g’y — aty®a — 2° + 22,25 + 225",
Hy = gz, — 2’2y,
Hy = 2%my — 2y25® — 2%,
Hy = 2% — %3,
Hg = 223 — 25
damit haben wir hier dieselben Gradmatrizen wie in 8.2.1. fiir m = 5 und mithin die Hilbert-
funktion
Plt;pg) =56t + 1
(1) (1)-u el 903
fir ¢+=3.
Zur Berechnung vgl. 7.6.

8.5.4. Ideal einer Segreschen Kurve, d. h. einer Quintik mit Tripelpunkt (1, 0, 0, 0) und drei
nicht in einer Ebene liegenden Tangenten

Allgemeine Nullstelle: ((f®, &%, (8,2 — £?), tobi2(8,2 — &2), £3(8% — &),
Basisdarstellung: Pg = (2,25 — 2%, %6212y — Zo2a®s + 2%, 262" — 2g® + %) = U,
Syzygienkette: Ul,, U2, mit

Ty + @2 Ty
U, = —= —%

&g Lot
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und also
Plts ps) =6t — 1

[+ e\ (¢ b —1

=(39)=(57)-26)+=(5)
fir ¢t€ N*

Zur Berechnung vgl. 7.6.

8.5.5. Ideal einer quadrikenfreien Quintik vom Abhyankarschen Typ mit vier Kubiken

Allgemeine Nullstelle: (£%, &%, £%,® + 5 toh?),
Basisdarstellung: ps = (Fy, Fy, Fy, F,, F5) mit

Fy = 2%, + 2yp?y — &0 — ol — 217,

Fy = m’vy — 2212 + 11"‘:3'

Fy = gty + ey — 810 — Tys®,

Fy = zg® — 2 — 2,03 — 2,257,

= @ — 2y2,° + Bzyms? + gt

Syzygienkette: U, Uy, Up, mit

L) Zg 0 0 0 2y%3 + Ty
—ag £ 7 +a 0 0 —Ty%y — Tp°
U= |—2— 2 —%— 2% —% s+ 22 P —zt [, Un=| am+a|,
—% 0 £t —TyTy — Tyt — Ty — By £zt
0 0 0 —y —x, —2y

P(t;pg) =5t + 1
_3+3_ t _t—l t—1 t—2\_ (t—3
= (57457 (37 =203 (57)
[t t—1 t—2\  (t—3
(574l +2(57) 42057 (57)
fir ¢t>3.
Zur Berechnung vgl. 7.6.
8.5.6. Ideal einer speziellen Vahlenschen Quintik
Allgemeine Nullstelle (vgl. PERRON [11): (4os Y15 ¥s» ¥s) mit

Yo="1" N=1" Ya="bhl —t) (by —at), ys=1tch(tb — &) (b —aty).

Nach PerroN [1] ist @ 5 0, @ == 1. Ferner muB a® + 2a% 4 3a® + 3a? + 2a 4 1 % 0, also ins-
besondere @ &= —1 sein. Fiir den Spezialfall a = 2 wird

Yo="1" =4 y=1tlhlto—4) (b —2t), ys =1 (to — 1) (bo — 2t,),
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Basisdarstellung: py = (Fy, Fy, Fy, F,, Fg) mit
Fy = 1525%e; — Bllagr, g — 16ag2,% + 469,20, — 6374w, 2, + 47282775
— 248222 — 462, — 240z%2, — 8562252 — 255025%,
Fy = 150,22, — 3lageizy + 162,%05 — 59,2,° + 182,057 — 82y2y° — 152,°,
Fy = agrge; — Slayme? + 80zympzs — 25 — 3w’y — Tagg® — 1625°,
Fy = agr® — 162,258 + 1423575 — gl — 3zg2g® — Ta°,
Fy = 3ug’z; — 992422,2 + 9622,2 — 3937292, 225 + 3472x,%x, — 462832,%2,°
+ 349861, 2xa2s — 17362,%252 — 5385z,2,%wg — 40602,2,73 — 18795z,25°
— B, — 36,2, — 246a,z® — 126028,
Syzygienkette: U, Us;, US, mit denselben Gradmatrizen wie im vorigen Beispiel 8.5.5.,
charakteristisches Polynom: wie im vorigen Beispiel 8.5.5.
Dieses Beispiel zeigt, daB bei idealtheoretischer Auffassung des Kurvenproblems die Basis von
Py nicht nur aus vier Kubiken besteht, sondern noch eine fiinfte Basisform vierten Grades hinzun-
kommen muB.

8.6. Hoherdimensionale Ideale

8.6.1. Zweidimensionales Ideal mit trivialer Komponente
0 = (%0'%y — Gy, Te%yTy — %"y, ToRpTy — TuTy’y Tg¥s® — TyaTa)
= (2os — 24%y) N (Zg% Ty, Ty %)

Die Basis von a kann aus den dreireihigen Unterd i der Matrix
To T Ty T
0 0 2z =z
23 23 0 0
gewonnen werden.
Syzygienkette: Uy, Ug, Uy, Uy mit
z, %z 0 O
z x 2 0 O 0 -z 0 x O EA
—z 0 0 =z, 2 O 0 —z —z 0 —2
UL = Zo 2 ] , Uy = , UL = "
“ 0 —2 0 — 0 9z o Z 0 0 =z a o
0 0 —2 0 —2 —ax 0 2z 0 —=z —,
0 0 =z =
t t
P(t;u)=2(2)+3(1)+1
=#4+2%4+1
_[t+3 t t—1 t — 2 t—3
=(57) =) +o(5)-+(59+ (%))
fir ¢=3.

Zur Berechnung vgl. 7.6.
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Der zweite, dritte und vierte Syzygienmodul stimmt jeweils mit dem von (2, 2;, %,, 3) iiber-
ein. Das steht nicht im Widerspruch zu Kap. 5, Satz 20.

8.6.2. Ideal der Hartshorneschen Fléche in K[z, 2y, 25, %5, 2]

Aligemeine Nullstelle: (2, %y, fofsfa, fotalta — fo), (g — b)),
Basisdarstellung:

Pr = (B4 — TaTg, TeTyTy — Tg¥a® + 21Ty, TyaTy — Ty + 21Ty TTaTy — Te%y® + ),
Syzygienkette: Ujy, U, U, mit

Ty Ty + BTy TeTy — Ty 23 Zy
—_ — 0 0 —z,
U2 = T3 £ ) 3 _ 3],
a # —i —a, a1 zz
0 0 -z £ N
& t
Pspn) = 4 (5) +5(;) +0
=243

_l+4_t+2~ t+1 12 _l-—l
=(0)- (09 - (0) ()= (%)
far ¢€ N* .

Zur Berechnung vgl. 7.7.
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