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Vorwort

Das vorliegende Buch ist aus Vorlesungen entstanden, die ich mehrfach im Rahmen
der wahlweise-obligatorischen Ausbildung vor Lehrerstudenten an der Friedrich-
Schiller-Universitit in Jena gehalten habe. Die Beschéftigung mit den Zahlen beein-
fluBt in bedeutender Weise einen jeden Mathematikunterricht von der ersten Klasse
bis zum letzten Schuljahr. Somit soll dieses Buch dem zukiinftigen Mathematiklehrer
einen tieferen Einblick in das Reich der Zahlen vermitteln als dies im Grundkurs
Mathematik moglich sein kann. Dabei galt es, in der Stoffauswahl einmal hinreichend
breit, zum anderen an einzelnen Stellen auch geniigend tief zu bleiben. Der Uber-
blickscharakter sollte gewahrt sein durch eine ausfiihrliche Behandlung der Teilbar-
keitslehre, durch die Aufnahme abstrakter, struktureller Gesichtspunkte, durch
Approximationsprobleme bei reellen Zahlen sowie eine ausgedehnte Behandlung der
zahlentheoretischen Funktionen und Gitterpunktprobleme. Die Darstellung der
Theorie der diophantischen Gleichungen erfolgte fast ausschlieBlich im Gewand der
Gitterpunktlehre, um bei Heranziehung geometrischer Gesichtspunkte gréfiere An-
schaulichkeit zu erzielen. Vertiefungen erfolgten bei der Behandlung des quadra-
tischen Reziprozititsgesetzes mit GauBschen Summen, der Transzendenzbeweise von
¢ und 7z, der Darlegung einer elementaren Variante des Beweises des Primzahlsatzes
und der elementaren Vinogradovschen Methode zur Abschiitzung von Gitterpunkten.
Natiirlich wird es kaum méglich sein, in einer Lehrveranstaltung alle diese schwieri-
gen Probleme abzuhandeln. Aber ich denke, ein Mathematiklehrer sollte auch einmal
einen Transzendenzbeweis studieren und bei der einen oder anderen zahlentheore-
tischen Fragestellung etwas linger verweilen. Ubrigens liegt inzwischen eine ganze
Reihe von Varianten des elementaren Beweises des Primzahlsatzes vor. DaB hier auf
die in [7] dargestellte Wrightsche Modifikation zuriickgegriffen wurde, hat ausschlieB-
lich den Grund, daB dieses Vorgehen der Anlage des Kapitels 5 am besten entspricht.

Den einzelnen Kapiteln wurden Aufgaben beigegeben, die teilweise reinen Ubungs-
charakter, teilweise auch weiterfithrenden Charakter tragen. Im allgemeinen sind sie
nicht zu schwierig und mit den bereitgestellten Hilfsmitteln in ansprechender Zeit
zu 16sen. Aufgaben, die Anspruch auf Originalitéit haben, sind namentlich gekenn-
zeichnet. Sie miissen deshalb nicht schwierig sein!

Meine Mitarbeiter, Herr Dr. MENzER und Herr SCHNABEL, haben das Manuskript
kritisch durchgesehen und durch viele Hinweise zur Verbesserung beigetragen. Ich
bin ihnen sehr zu Dank verpflichtet.

Jena, 1981 EgkEHARD KRATZEL
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1. Der Fundamentalsatz der Zahlentheorie

Die elementare Zahlentheorie beschiftigt sich vornehmlich mit den natiirlichen
Zahlen. Uber diese setzen wir die Kenntnis der Gesetze der elementaren Rechen-
operationen und der Anordnung als bekannt voraus. Wir berufen uns ferner auf das
Prinzip der vollstindigen Induktion und das Prinzip der kleinsten Zahl, nach dem
jede nichtleere Menge von natiirlichen Zahlen eine eindeutig bestimmte kleinste
Zahl enthilt. Ebenso nehmen wir die Erweiterung des Bereiches N der natiirlichen
Zahlen zum Integritétsbereich Z der ganzen Zahlen als gegeben hin. In diesem
Kapitel entwickeln wir die grundlegende Begriffshildung der elementaren Zahlen-
theorie, die Teilbarkeit. Als wesentliche Grundlage fiir den multiplikativen Aufbau der
ganzen Zahlen werden sich dabei die Primzahlen hervorheben. Das wichtigste Er-
gebnis wird der Fundamentalsatz der Zahlentheorie sein, nach dem sich jede natiir-
liche Zah] im wesentlichen eindeutig als Produkt von Primzahlen darstellen liBt.
Es sei noch darauf hingewiesen, daf Teile der elementaren Teilbarkeitslehre bereits
in MfL, Bd. 1 behandelt wurden.

11. Teilbarkeit und Primzahlen

Definition 1.1. Die ganze Zahl ¢ heiBt ein T'eiler der ganzen Zahl n, wenn es eine
ganze Zahl g gibt mit n = ¢ - ¢.
Ist ¢ ein Teiler von n, so werden wir ¢ | % schreiben. Ist dagegen ¢ kein Teiler von »,
so werden wir dies durch ¢ n ausdriicken.
Die folgenden einfachen Teilbarkeitsbezichungen ergeben sich unmittelbar aus der
Definition und den Eigenschaften von Z:
1|n, =n|n, n|0,
Oln=>n=0,
tlnan|m =t|m,
tinat|m=>t|(an 4 bm),
t|n=at|an,
at|lanna =0=>1t|n,
tlnan 0= [t < [nl,
tldad|t=|t| = |d|,

n
Hn/\d:7©d[n.
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Eine jede von 0 verschiedene ganze Zahl n besitzt die Teiler 41, 4-n, welche wir
die trivialen Teiler nennen wollen. Die Zahlen +1 werden die Einheiten von Z ge-
nannt. Sie sind dadurch gekennzeichnet, daB auch ihre reziproken Werte zu Z ge-
horen. Ebenso folgt aus ¢ | n stets (4-¢) | (+=n). Man sieht also, daB es bei Teilbar-
keitsaussagen nicht auf Einheiten ankommt und man sich demzufolge auf den Be-
reich N der natiirlichen Zahlen beschrinken kann. Wir wollen dabei vereinbaren,
daB 0 nicht zu N gerechnet wird.

Definition 1.2. Eine natiirliche Zahl p > 1 heilit Primzahl, wenn sie nur durch 1
und sich selbst teilbar ist.

Die Ubereinkunft, 1 nicht zu den Primzahlen zu rechnen, erweist sich fiir die For-
mulierung vieler zahlentheoretischer GesetzmiBigkeiten als zweckmiBig. Damit be-
ginnt die Folge der Primzahlen mit 2, 3, 5, 7, 11, ..., in der 2 die einzige gerade Prim-
zahl darstellt. Eine natiirliche Zahl » > 1, die keine Primzahl ist, werden wir eine
2usammengesetzte Zahl nennen.

Satz 1.1. Jede natiirliche Zahl n > 1 besitzt mindestens einen Primteiler, das heifjt
eine Primzahl p mit p | n.

Beweis. Wir betrachten die Menge
A:={a:aeN,a>1,a|n}.

Wegen n | n ist 4 nicht leer und besitzt daher eine kleinste Zahl p. Diese Zahl ist
Primzahl. Denn giibe es eine Zahl ¢ mit ¢ | p und 1 < ¢ < p, so wire auch ¢ | n.
Dies steht aber im Widerspruch zur Auswahl von p als kleinstem Teiler von n.

Bereits in den ,,Elementen‘ von EvkLID (etwa 365—300 v. u. Z.) findet sich der
Nachweis der Unendlichkeit der Menge der Primzahlen.

Satz 1.2. Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Im Gegensatz zur Behauptung nehmen wir an, es gibt nur endlich viele
Primzahlen. Wir notieren sie uns der Reihe nach, schreiben 2 = p;, 3 = ps, ..., p,
und bilden die Zahl

P=ppy---py+ 1.

Nach Satz 1.1 gibt es eine Primzahl p mit p | P. Dieseist von p,, py, ..., p, verschieden,
denn sonst wire p | p;p, - -+ p, und damit auch p | 1, wasaber nicht méglich sein kann.

Die Primzahlen scheinen in der Folge der natiirlichen Zahlen véllig unregelmaBig
verteilt zu sein. Einerseits kann man beliebig groBe Liicken feststellen. Ist n > 1
eine beliebige natiirliche Zahl, so befindet sich unter den aufeinanderfolgenden Zahlen
n! 42, n! +3,...,n! + n keine einzige Primzahl, da in ihnen nacheinander die
Zahlen 2, 3, ..., n als echte Teiler enthalten sind. Andererseits trifft man immer wie-
der auf die sogenannten Primzahlzwillinge, das sind Paare (p, p + 2) von Primzahlen,
die sich nur durch die Differenz 2 unterscheiden. Die ersten Primzahlzwillinge sind
(3,5), (5,7), (11, 13), (17, 19). Es ist zwar gegenwiirtig noch nicht bekannt, ob es
unendlich viele Primzahlzwillinge gibt oder nicht, dennoch suggerieren die beiden
genannten Tatsachen ein totales Chaos in der Verteilung der Primzahlen. Dafi dies
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aber nicht so ist, werden wir im Kapitel 5 kennenlernen. Aus diesem Grunde sollte
man die folgende Abschiitzung der n-ten Primzahl, die sich aus dem Euklidischen Be-
weis des Satzes 1.2 ergibt, auch wenn sie noch so grob ist, nicht unterschétzen. Be-
zeichnet p, die n-te Primzahl, also p, = 2, p, = 3 usw., so gilt

4
< 22

Diese Abschétzung ist fiir n = 1 sicher richtig. Weiter folgt nach dem Euklidischen
Beweisverfahren durch Induktion von n — 1 auf »

Do SPaPec P + 1
B R I R L R R

1.2.  Darstellung der natiirlichen Zahlen als Produkte von Primzahlen

Nach Satz 1.1 a8t sich jede natiirliche Zahl » > 1 als ein Produkt von Primzahlen
darstellen. Denn n enthilt wenigstens einen Primteiler p, und besitzt daher eine Dar-
stellung n = pyn,. Fiir n, = 1 ist die Behauptung gegeben. Fiir n; > 1 gibt es einen
Primteiler p, von n,. Damit ist 7, = pan, und n = p,pn,. In Fortsetzung des Ver-
fahrens erhilt man n = pyp, - -+- - Py mit den Primzahlen py, ps, ..., pp und der
natiirlichen Zahl 7. Ist % = 1, so ist das Verfahren an dieser Stelle beendet, fiir
n; > 1 setze man es entsprechend fort. Man erhélt auf diese Weise eine streng mono-
ton fallende Folge von natiirlichen Zahlen ny, so dal das Verfahren nach endlich
vielen Schritten abbrechen muf. Das sei an der Stelle £ = r der Fall, womit die
Primfaktorzerlegung n = p,;p, - - - p, gefunden ist.

Von groBter Bedeutung ist nun, dafB die Zerlegung von » in Primfaktoren, ab-
gesehen von der Reihenfolge, eindeutig ist. Fiir diese fundamentale Tatsache ist eine
Reihe von Beweisen bekannt. Wir wihlen einen Beweis aus, der im Jahre 1962 von
J. SurANYI gegeben wurde. Dabei wird die Existenz einer Primfaktorzerlegung gleich
noch einmal mitbewiesen.

Satz 1.3 (Fundamentalsatz der Zahlentheorie). Jede natiirliche Zahl n > 1 lift
sich als Produkt von Primzahlen darstellen, wobei die Darstellung bis auf die Rethen-
folge der Faktoren eindeutig ist.

Beweis. Der Satz gilt fiir 2 und jede weitere Primzahl. Es sei daher » eine zu-
sammengesetzte Zahl, und wir nehmen die Richtigkeit des Satzes fiir alle natiirlichen
Zahlen kleiner als 7 an. Dann gibt es natiirliche Zahlen @, b mit » = abund 1 < a
< b < n. Da der Satz fiir @ und b gilt, geben die Primfaktorzerlegungen von @ und b
eine Primfaktorzerlegung von n.

Der kleinste Teiler p > 1 von n ist natiirlich eine Primzahl. Wenn wir zeigen kén-
nen, daB p unter den Primfaktoren von @ oder b vorkommt, so ist auch die Eindeutig-
keit der Primfaktorzerlegung von n nachgewiesen. Denn nach Induktionsannahme
hat die Zahl n” = n [ p wegen n’ < n eine eindeutige Primfaktorzerlegung.

Es ist p < a, da p der kleinste Teiler von n ist. Fiir p = a gilt unsere Behauptung.
Fiir p < a bilden wir mita’ = a — pdie Zahln” = a’b = (a — p) b = n — pb. Da-
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mit ist p | 2", 0 < n” < n, und »” besitzt eine eindeutige Primfaktorzerlegung, die
aus den Zerlegungen von a’ und b resultiert. Folglich muB p unter Primfaktoren von
a’ oder b vorkommen. Ist p in b enthalten, so sind wir fertig. Ist a’ durch p teilbar, so
auch a = a’ + p. Somit ist auch in diesem Fall der Beweis beendet.

Ublicherweise fa8t man in der Primfaktorzerlegung n = p,pj - --- - p, gleiche Prim-
zahlen zu Primzahlpotenzen zusammen und spricht

/3
n =[] pi"
i=1
mit p; < pp < -+ < Pp, v; = 1 als die kanonische Zerlegung von n an. Manchmal ist
auch die folgende Darstellung ganz niitzlich:

n =[] p.
P

Dabei ist das Produkt iiber alle Primzahlen p zu erstrecken. Fiir jedes p ist », = 0,
aber nur fiir endlich viele p soll », > 0 sein.

Den Anfinger mag der Wert, der dem Fundamentalsatz der Zahlentheorie bei-
gemessen wird, zunichst befremden, nimmt er doch die eindeutige Primfaktor-
zerlegung einer natiirlichen Zahl aus dem Schulunterricht als selbstverstindlich
gegeben hin. Es sei aber darauf verwiesen, daf der zugrunde gelegte Zahlenhereich
hierbei die entscheidende Rolle spielt. Mit derselben Berechtigung wie in Z bezie-
hungsweise N kann auch in andereren Zahlenbereichen, wie etwa im Bereich der
komplexen Zahlen, in sinnvoller Weise Zahlentheorie betrieben werden. Es stellt
sich dann heraus, daf ein solcher Satz von der eindeutigen Primfaktorzerlegung im
allgemeinen keine Giiltigkeit mehr hat. Es wiirde den Rahmen dieses Buches sprengen,
auf solche allgemeineren Zahlenbereiche einzugehen. Statt dessen soll als einfaches,
aber instruktives Beispiel die Teilmenge der natiirlichen Zahlen

M:=m:meN,m=4n+1,n=0,1,...)

betrachtet werden. Eine Primzahl wird in M genau wie in N erklirt. Demzufolge
sind die ersten sieben Primzahlen die Zahlen 5, 9, 13, 17, 21, 29, 33. DaB in M der
Satz von der eindeutigen Primfaktorzerlegung nicht gilt, kann leicht durch ein Bei-
spiel belegt werden. Die Zahl 693 besitzt in M die beiden verschiedenen Zerlegungen
693 = 9. 77 = 21 - 33, wobei die Zahlen 9, 21, 33, 77 simtlich Primzahlen in M sind.

1.3.  Der gréBte gemeinsame Teiler
und das kleinste gemeinsame Vielfache

Sind a, b natiirliche Zahlen mit den Darstellungen
a =[] p*, b:npﬁn,
» ?

so ist offensichtlich b | @ genau dann, wenn £, < w, fiir alle p ist. Betrachten wir jetzt
gemeinsame Teiler endlich vieler Zahlen. Es seien a,, @, ..., a, ganze Zahlen, wobei
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etwa die Zahlen a,, @s, ..., @, mit 1 < < n von 0 verschieden sein sollen. Fiir diese
Zahlen haben wir die Darstellungen

) =[] >+ (k=1,2,...7). (O]
»
Die Zahlen x mit
lo| = [ p™
»

und v, < v,; (k = 1,2, ..., 7) bilden die gemeinsamen Teiler von a,, a,, ..., @,. Unter
ihnen befindet sich die natiirliche Zahl

d=[p™
. »
mit
My = Min (vp,1, ¥p,2, «+ s Vp,r) -
Sie ist nicht nur gemeinsamer Teiler von a,, @y, ..., @,, sondern jeder gemeinsame

Teiler dieser Zahlen ist sogar ein Teiler von d. Sie erfiillt also die beiden Eigenschaften
dla fir £k=1,2,..,n, (2)
tla fir k=1,2,..,n=>t|d. 3)
Uberdies ist d eindeutig bestimmt. Dies fiihrt zu folgender Festlegung:

Definition 1.3. Die zu den ganzen Zahlen a;, @, ..., a,, die nicht sémtlich 0 sind,
durch die Eigenschaften (2) und (3) eindeutig bestimmte natiirliche Zahl d heiBt der
gropte gemeinsame Terler dieser Zahlen.

Wir kénnen auch den Fall @, = a, = --- = @, = 0 einbeziehen, wenn wir hierfiir
d = 0 setzen. Es wird allgemein die Schreibweise

d = (ay, @y, ..., ay)

benutzt (man beachte hierzu auch [2]). Fiir d = 1 nennen wir die Zahlen ,, a5, ..., a,
teilerfremd. Aus der Darstellung des grofiten gemeinsamen Teilers liest man ohne
weiteres
(a1, B, ..oy Uy, @) = ((”'1) @y, +oe W)y an)

ab, so dafB die Bestimmung des gréfiten gemeinsamen Teilers von n Zahlen auf die
von zwei Zahlen zuriickgefiihrt ist.

Jetzt ziehen wir gemeinsame Vielfache. von endlich vielen Zahlen in Betracht. Es
seien die ganzen Zahlen a,, a,, ..., a, simtlich von 0 verschieden. Wir nutzen wieder
die Darstellungen (1) mit » = ». Die Zahlen y mit

lyl =117~
14

und v, = v, (k= 1,2, ..., n) bilden die gemeinsamen Vielfachen von a,, as, ..., @,.
Unter ihnen befindet sich die natiirliche Zahl

v:HpMn
14
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mit
M, = max (V5,15 Vp,25 -+ Vp,n) -

Sie ist nicht nur gemeinsames Vielfaches von ay, as, ..., a,, sondern jedes Vielfache
dieser Zahlen ist auch ein Vielfaches von v». Damit geniigt » den Eigenschaften

a|v fir k=1,2,...,n, i 4)
alw fir k=1,2,..,n=>v|w. (5)
Natiirlich ist v eindeutig bestimmt. Somit legen wir fest:

Definition 1.4. Die zu den ganzen Zahlen ay, a,, ..., a,, die simtlich von 0 ver-
schieden sind, durch die Eigenschaften (4) und (5) eindeutig bestimmte natiirliche
Zahl v: =[a,, as, ..., a,) heiBt kleinstes gemeinsames Vielfaches dieser Zahlen.

Ist eine der Zahlen a; = 0, so legen wir hierfiir v = 0 fest.

Zwischen dem griofiten gemeinsamen Teiler und dem kleinsten gemeinsamen Viel-
fachen zweier natiirlicher Zahlen «, b besteht ein einfacher Zusammenhang. Aus den
Darstellungen fiir  und » entnimmt man

(a, ) [«, b] = ab.

Das Problem der Bestimmung des gréten gemeinsamen Teilers von zwei natiirlichen
Zahlen kann ohne Zuhilfenahme ihrer Primfaktorzerlegung gelost werden. Hierzu
benutzen wir das als Euklidischer Algorithmus bekannte Verfahren. Es seien ag, a; € N
mit ag > a; > 1. Gesucht ist der groBte gemeinsame Teiler d = (aq, a,). Der Algo-
rithmus besteht in einer fortwdhrenden Division mit Rest (siehe [2]), wie sich aus
nachstehendem Schema, in dem alle aufgefiihrten Zahlen ganz sind, unmittelbar
ergibt:

g = 1y + s, 0<ay<a,
ay = gz + ag, 0 <ag <a,,
Uyp = Gpyqn-1 + Qn» 0<a, <,
Up-y = Apn> 0= ayy-

Der Divisionsalgorithmus findet nach endlich vielen Schritten seinen AbschluB, da
die Folge der Reste aj, as, ... eine streng monoton fallende Folge nichtnegativer
ganzer Zahlen bildet, die nach unten beschrinkt ist. Der letzte von 0 verschiedene
Rest a, ist der gesuchte grofite gemeinsame Teiler a, = (ay, ;). Durchliuft man
némlich die Gleichungskette von unten nach oben, so erkennt man nacheinander

Up | Q1= @y | Ay o= - = ay | @y = a, | aq.

Das ist aber die Eigenschaft (1) in der Definition 1.3. Zur Uberpriifung der Eigen-
schaft (2) seit | @y und ¢ | a,. Dann ergibt sich beim Durchlaufen der Gleichungskette
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von oben nach unten
tlagnt|ay=>t|aa=>t|az= - =>t|a,.

Aus dem Euklidischen Algorithmus folgt noch die bemerkenswerte Tatsache, daf
sich der groBte gemeinsame Teiler von n Zahlen aus diesen linear kombinieren li6t.

Satz 1.4. Ist d = (¢, ¢y, - .., ¢;) der gropte gemeinsame Teiler von n ganzen Zahlen,
so existieren n ganze Zahlen z,, x,, ..., x, mit
d = c,2 + Coy + -+ + €y (6)
Beweis. Wir fithren den Beweis zunichst fiir » = 2. Ist eine der beiden Zahlen
¢y, ¢, gleich 0, so ist die Aussage des Satzes trivial. Wir kénnen also ¢,, ¢, als natiir-
liche Zahlen annehmen und aufierdem ¢, > ¢,. Wir setzen ¢; = a,, ¢; = @, und durch-
laufen obige Gleichungskette des Euklidischen Algorithmus von oben nach unten.
Mit ganzen Zahlen &, ;. erhalten wir
Ay = g — MGy = Aobz + ar7)g,
a3 = a; — gy = A3 + M7js,
Uy = Uy — UpGpy = Qo &y + A1)y

Mit &, = @y, 7, = x, ergibt sich hieraus d = ¢,2, + cy,.
Fiir beliebiges n ergibt sich der Satz durch Induktion. Es sei (6) fiir » richtig. Fiir
% + 1 haben wir

(€15 Cay v vy Cpy Cpia) = ((Cl: Cay +vv5 Cp)y cn+l)
= (€1, Cgy - Cp) T + Cp1Tpiy
= 0,(x21) + Ca(a%3) + -+ + Cal@Zn) + Cn11Tnsa-

Daraus ergibt sich die Behauptung.

1.4.  Aufgaben

1. Man zeige: Die Summe von Primzahlzwillingen p, p + 2 mit p > 3 ist stets durch 12
teilbar.
2. Man zeige: Ist n eine nicht durch 2 und 3 teilbare natiirliche Zahl, so ist stets 24 ein Teiler
von n? + 23.
. Man zeige: Ist » > 1, und ist a® — 1 eine Primzahl, so miissen @ = 2 und n eine Primzahl
sein.
4. Unter Benutzung der Identitit 47 = 27 — 3! weise man nach, daB 47 ein Teiler von
2% — 1 ist.
5. Man zeige: Ist @ = 2, und ist a” + 1 eine Primzahl, so ist a gerade und » eine Potenz von 2.
6. Man weise nach, daB die Zahlen 2** 4 1 (n = 0, 1, 2, ...) paarweise teilerfremd sind und
leite daraus einen neuen Beweis fiir den Satz 1.2 ab. — G. POLYA.
7. Sind a, b, n drei natiirliche Zahlen, so beweise man

(n® — 1, 7% — 1) = nle:d) _ 1

durch Anwendung des Euklidischen Algorithmus.

w
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<]

10.

11.

. Man zeige: Sind a, b, ¢, d natiirliche Zahlen, die der Bedingung ab = cd geniigen, so ist

@0 (@ d
T @b

— LAUFFER.

. Es seien n, n,, n, natiirliche Zahlen mit n | 2,ny, n ¥ ny, n § 1. Man zeige, daB dann

o

7,
(2]

ein Teiler von #» mit 1 < d < n ist. — W. SIERPINSKI.
Es sei n = a® + b% = ¢® + d* mit natiirlichen Zahlen a, b, ¢, d, die den Bedingungen
a=b,c=d,a>c,(ab) = (c,d) =1 unterliegen. Dann ist
_ ac + bd
" (ac + bd, ab + cd)

d=

ein Teiler von » mit 1 < ¢ < n. — W. SIERPINSKL

Ein Polynom P(x) mit reellen Koeffizienten heiBt ganzwertig, wenn P(n) ganzzahlig fiir be-
liebige ganze Zahlen n ausfallt. Es ist nachzuweisen, daB ein solches Polynom auf genau
eine Weise in der Form

s 1) <o) (2

mit ganzzahligen Koeffizienten darstellbar ist.

. Es sei P(z) ein ganzwertiges Polynom. Man zeige, daB nicht alle Glieder der Zahlenfolge

P(0), P(1), P(2), ... Primzahlen sein kénnen.
Man betrachte insbesondere das Beispiel

T
Pl) = 2(2) + 4.

Anleitung: Im Sinne eines indirekten Beweises untersuche man P(0) = p und gebe eine
natiirliche Zahl  so an, dal P(z) > p und p | P(x) wird.



2. Kongruenzen

In diesem Kapitel soll die elementare Teilbarkeitslehre weiter ausgebaut werden.
Wir betrachten solche ganzen Zahlen a, b, die bei der Teilung durch die natiirliche
Zahl m denselben Rest r lassen: Es sei a = kym -+ 7, b = kym + 7 mit ganzen Zahlen
ky, ks, r und etwa 0 < 7 < m. Welche gemeinsamen Eigenschaften haben a, b hin-
sichtlich m? Zunéchst ist

a—b=(ky — ky)m =gm
oder
a="b+4gm.

Also ist m | (@ — b). Ist ferner ¢ ein Teiler von a und m, so auch von b. Entsprechend
ist jeder Teiler d von b und m auch ein Teiler von a. Noch schérfer iiberblickt man
sofort (a, m) = (b, m). Diese Eigenschaften erweisen sich als so grundlegend, daB eine
formale Festlegung des Begriffes der Restgleichheit duBerst zweckmaBig erscheint.
Dem Studium der Grundlagen der Theorie der Kongruenzen, das heifit der Rest-
gleichheit, die von C. F. Gauss (1777—1855) erstmals entwickelt wurde, ist dieses
Kapitel gewidmet.

21.  Der Restklassenring

Definition 2.1. Gegeben seien die ganzen Zahlen a, b, m mit m > 0. a heille
kongruent b modulo m, in Zeichen a = b (m), wenn m ein Teiler der Differenz a — b
ist. '

Ist @ nicht zu b modulo m kongruent, so nennen wir a, b nkongruent und schreiben
a=E=b (m).

Die Kongruenzrelation R,, nach dem Modul m bildet in Z offenbar eine Aquivalenz-
relation. Denn aus der Definition ergeben sich unmittelbar

a=a (m) (Reflexivitit),

a=b (m)=>b=a (m) (Symmetrie),

a=b (myab=c (m)=a=c (m) (Transitivitit).
Demzufolge bewirkt R, im Ring Z eine Klasseneinteilung Z/R,,.

Definition 2.2. Gegeben sei ein fester Modul m > 0. Mit @ werde die Menge aller
ganzen Zahlenz mita=a (m) bezeichnet. Die Menge a heiBe dann Restklasse modulom.
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Die Restklasse
a={x:vcZ,x=a (m)

enthiilt also alle diejenigen ganzen Zahlen w, die hinsichtlich der Teilung durch
denselben Rest a lassen. Damit gilt

a=beoa=b (m),

und die Menge Z/R,, besteht aus allen Restklassen modulo m. Die Anzahl ihrer Ele-
mente ist natiirlich m.

Definition 2.3. Wir sagen, die Zahlen «,, a,, ..., a,, bilden ein vollstimdiges Rest-
system modulo m, wenn fiir 7 == j stets ;== a; (m) gilt.

Beispielsweise bilden die Zahlen 0, 1, ..., m — 1 ein vollstindiges Restsystem mo-
dulo m, und wir kénnen die Menge der Restklassen etwa durch

Z/R, ={0,1,..,m — 1}
beschreiben. .
Das Rechnen mit Kongruenzen ist iiberaus einfach. Ist

a=b, (m), aa="b, (m),
also
ay =by + kym, ay =b, + kom,

so ergibt Addition beziehungsweise Multiplikation der Gleichungen
ay + ag = by + by 4 (ky + ky) m,
@y - ay = by - by + (byky + boky + m kyky) m.
Hieraus folgt
a +ay=0b, + b, (m), ay-ay="b-by (m).
Dies rechtfertigt die folgende Definition fiir das Rechnen mit Restklassen:

Definition 24. a+b=a+0b, a@-b=ab.

Die oben angefiihrten Rechnungen zeigen zugleich, da$ diese Definitionen der
Rechenoperationen in Z/R,, unabhingig von der Auswahl der Reprisentanten in den
Restklassen ist. Allgemein kann man sagen, da das Rechnen mit Restklassen auf das
Rechnen mit ganzen Zahlen zuriickgefiihrt ist. Priziser heiBt das:

Satz 2.1. Die Menge der Restklassen Z/R,, bildet hinsichtlich der in Definition 2.4
ausgesprochenen algebraischen Operationen einen kommutativen Ring.

Ein ins Detail gehender Beweis eriibrigt sich wohl. In Z/R,, bilden 0 das Null-
element und 1 das Einselement.

Wir stellen jetzt die Frage nach der Division im Restklassenring. Ist der Modul m
eine zusammengesetzte Zahl m = mm, mit 1 < m; < m, so ist sowohl 77, = 0 als
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auch 7, == 0. Aber fiir das Produkt der Restklassen finden wir 7, - 7, = mym, = 0,
so daB der Ring Nullteiler enthilt. Eine andere Situation finden wir vor, wenn der
Modul m = p eine Primzahl ist. Ist @- b = 0 in Z/R, so bedeutet dies p | ab, also
p | @ oder p | b, das heit @ = 0 oder b = 0. Demnach enthilt Z/R, keine Nullteiler
und ist folglich ein Integritiitsbereich. Ausder Algebra ist bekannt, daB ein endlicher
Integrititsbereich automatisch einen Kérper darstellt. Da fiir alle @ ¢ Z/R, gilt
pi = pa = 0, so sagt man auch, es handelt sich um einen Korper der Charakteristik
p. Zusammenfassend halten wir fest:

Satz 2.2. Der Restklassenring Z|R,, besitzt fiir zusammengesetztes m Nullteiler. Ist
m = p eine Primzahl, so ist er evn Kérper der Charakteristik p.

Die Frage der Losbarkeit der Gleichung az = b bei vorgegebenen @, b, mit @ & 0
ist nach diesem Satz in Z/Rp entschieden. Sie soll aber auch in beliebigen Ringen
Z/R,, behandelt werden. Eine dquivalente Formulierung des Problems besteht in der
Frage nach der Lésbarkeit der linearen Kongruenz az =b (m). In diesem Sinne
sprechen wir den folgenden Satz aus:

Satz 2.3. Die Kongruenz
ax="b (m)

ist genaw dann losbar, wenn (a, m) | b. In diesem Fall besitzt sie genau (a, m) zueinander
modulo m tnkongruente Losungen.

Beweis. Die genannte Bedingung ist notwendig, denn andernfalls kann eine Glei-
_chung ax = b + km in ganzen Zahlen nicht bestehen. Es sei also jetzt (a,m) =d
und d | b.

1. Fall: d = 1. Nach Satz 1.4 gibt es ganze Zahlen %, v mit
au + mv = 1.
Also gibt es auch ganze Zahlen x, y mit

ax +my =b,
was

ax="b (m)

zur Folge hat. Die Losung ist in dem Sinne eindeutig bestimmt, daB alle x und 2’ mit
ar="b (m), ax'=b (m)

zur selben Restklasse gehoren. Denn aus diesen beiden Kongruenzen folgt
alx —2')=0 (m)

und wegen d = 1
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2. Fall: d > 1. Als notwendig fiir die Losbarkeit wurde bereits d | b erkannt.
Setzt man in

ax =b+ km

a=a'd, b =b'd, m = m'd, so ist nach Teilung durch d
ax="b" (m').

Nach Fall 1 besitzt diese Kongruenz eine eindeutig bestimmte Lésungsklasse
r=2x, (m').

Modulo m ergeben sich hieraus die d Losungen

T=2, Ty + M, .., ¥+ (d — 1)m' (m).

2.2.  Die prime Restklassengruppe

Die Aussage des Satzes 2.3, daB @ - ¥ = b in Z/R,, fiir (a, m) = 1 eine eindeutig be-
stimmte Lésung hat, gibt uns Veranlassung, diese Restklassen @ néher zu betrachten.

Definition 2.5. Die Restklasse @ heilit eine prime Restklasse modulo m, wenn
(@, m) = 1 gilt.

Satz 2.4. Die primen Restklassen modulo m bilden eine multiplikative abelsche
Gruppe, die prime Restklassengruppe modulo m.

Beweis. Es bezeichne G die Menge der primen Restklassen. Die Gruppenaxiome
iiberpriift man leicht :

1. @,b€c@= (a,m) = (b,m)=1=> (ab,m) = 1=>ab =ab ¢ Q.

2. Kommutativ- und Assoziativgesetz sind erfiillt.

3. Das Einselement ist 1.

4. Nach Satz 2.3 existiert zu jedem Element genau ein Inverses.

Definition 2.6. Es bezeichne g(m) die Anzahl der primen Restklassen modulo m.

@(m) ist damit eine Funktion von m, wenn sie auch nur fiir natiirliche Zahlen m er-
kldrt ist. In einem solchen Fall spricht man von einer zahlentheoretischen Funktion.
@(m) wird nach L. EvLER (1707—1783), der sie in die Zahlentheorie einfiihrte, auch
als Eulersche g-Funktion bezeichnet. Entsprechend der Definition kann man auch
sagen, @(m) gibt die Anzahl der zu m teilerfremden natiirlichen Zahlen an, die kleiner
oder gleich m sind. Die ersten Werte von ¢(m) sind: ¢(1) = 1, ¢(2) = 1, ¢(3) = 2,
o(4) = 2, ¢(5) = 4, @(6) = 2. Ist m = p eine Primzahl, so ist offensichtlich ¢(p)
= p — 1. Die folgenden Sétze dienen der Berechnung der Eulerschen g-Funktion.

Satz 2.5.
2 olt) =n.

tin
Die Summe ist iiber alle Teiler ¢ von » zu erstrecken.
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Beweis. Es bezeichne g(n) die Anzahl der natiirlichen Zahlen x < n mit (x, n)
= d. Dann ist

X qpuln) = n.

din
Setzt man 2 = 2'd, n = n'd, so ist p4(n) = ¢(n’) wegen (z',n') = 1. Mit n’ = % ist
n
n=Ygn)=Yeg(=)=2e0.
din am \d {n

Mit Hilfe dieses Satzes a8t sich leicht ¢(n) fiir eine Primzahlpotenzn = p’ (v = 1)
berechnen. Es ist

o(1) + @(®) + - + @@ t) + 9(p) =P,

(1) + (p) + -+ + (P =pt.
Durch Subtraktion der Gleichungen folgt
1
o(p) =p (1— —)- M
P

Hilfssatz 2.1. Es seien m, m' zwei natiirliche Zahlen mit (m, m') = 1. Durchlaufen
aund a' ein vollstindiges Restsystem modulo m bzw. modulo m', dann durchliuft a'm
+ am’ ein vollstiindiges Restsystem modulo mm'.

Beweis: Die Anzahl der Zahlen a'm -+ am’ ist offensichtlich mm'. Aus

ay'm + aym’ = a’m + a;m’  (mm')
folgt

aym' =a;m’ (m),
a'm = a,’m (m'),
also wegen (m,m') = 1
@ =a, (m), o' =a (m).
Daher sind alle Zahlen a'm + am’ untereinander inkongruent.
Satz 2.6. (m,m') = 1= p(mm') = p(m) p(m').

Beweis. Nach dem Hilfssatz durchliuft a'm + am’ unter der Voraussetzung
(m, m’) = 1 ein vollstindiges Restsystem modulo mm’, wenn @ und a’ ein solches
modulo m beziehungsweise m’ durchlaufen. Dabei ist

(@'m + am’,mm’') = 1 & (a'm + am’, m) = 1 A (a'm + am’,m’) = 1
& (am',m) = 1A (a'm,m') =1
& (a,m)=1na(a",m')=1.

Damit sind die g(mm’) zu mm' teilerfremden Zahlen unterhalb mm’ die kleinsten



22 2. Kongruenzen

positiven Reste der ¢(m) ¢(m’) Zahlen a'm -+ am’ mit (a, m) = 1 und (a’, m’) = 1.
Das ist die Behauptung. -

Satz 2.7.

«p(m):mn(l—i)-

plm »
Das Produkt ist dabei iiber alle Primteiler von m zu erstrecken.

Beweis. Wir betrachten die kanonische Zerlegung von m
r
m = [] pi*, piFp; fir =7
i=1
Nach Satz 2.6 und (1) ist
T T l l
@im) = [] w(pi") = [] pi" (1 = —) =m[] (1 = —)-
i=1 i=1 i pim P

Die Eulersche g-Funktion ist von wesentlicher Bedeutung in der Zahlentheorie, wie
schon der niichste Satz lehrt. P. DE FERMAT (1601—1665) bemerkte, daB

=1 (p)

fiir Primzahlen p mit p } a gilt, was gelegentlich als kleiner Fermatscher Satz an-
gesprochen wird. Der folgende Satz gibt eine von L. EULER ausgesprochene Verall-
gemeinerung dieser Aussage.

Satz 2.8 (FERMAT-EULER).
(a,m) =1=>a¥™ =1 (m).

Beweis. Wir betrachten die prime Restklassengruppe modulo m
O = (@1, @y ... By -

Es sei @ € @, dann ist
G = (aa,, aq,, ..., Ay}

wieder die volle prime Restklassengruppe. Daher ist

Ay - iy - Wy = Wylly * +++ * s
also
™ — 1,

Das Beispiel 22 =1 (7) lehrt, daB ¢(m) nicht der kleinste Exponent sein mu8,
so daB eine Potenz von a den Rest 1 modulo m 1aBt. Tst aber d die kleinste natiirliche
Zahl mit

at=1 (m), (am)=1,
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50 ist d | g(m). Denn sei ¢(m) = kd 4 r mit 0 = r < d, so ist
l=a¥™ =gl =qa" (m),

und wegen der Minimaleigenschaft von d muf} » = 0 sein.
Der Satz von FERMAT-EULER ermoglicht eine unmittelbare Auflosung der linearen
Kongruenz

ax=>b (m), (@, m) = 1.
Aus
ax = ba¥™  (m)

ergibt sich wegen (a, m) = 1
= ba®™™=1 (m). (2)

Jedoch hat dieses Ergebnis mehr theoretisches als praktisches Interesse, denn die
Berechnung der Potenz ™ kann recht miithsam sein.

Satz 2.9 (WiLsoN). Fiir jede Primzahl p gilt
p—1l=-1 (p).

Beweis. Fiir p = 2 ist die Behauptung sicher richtig. Fiir p > 2 betrachten wir
die prime Restklassengruppe

Q= {i,:’., P — 1}.
In @ ist die Gleichung % = 1 eindeutig nach % auflésbar. Wann ist T — a@?

R=1lea=1 po@—1)(a+1)=0 (p

sa=1va=p—1.

Damit kénnen wir in dem Produkt

(p — 1)!;1.2.....}?1
die Restklassen auBer 1,  — 1 zu Paaren zusammenfiigen mit ab = 1. Also ist
p—Dl=p—1
und das ist die Behauptung des Satzes.
Der Satz von WILSON ist ein Primzahlkriterium, das heift, aus
m—1=—1 (n) (n>1)

folgt, daB n = p eine Primzahl sein muB. Ist nimlich » eine zusammengesetzte Zahl,
so gibt es eine Zahl d mit d | n und 1 < d < n. Dann ist aber auchd | (n — 1)1
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23.  Lineare diophantische Gleichungen

In Anwendung des Rechnens mit Kongruenzen sollen jetzt lineare Gleichungen

GTy + Ag¥y + oo+ AT, = 3)
mit ganzzahligen Koeffizienten ay, as, ..., @,, ¢ behandelt werden. Dabei sollen die
ganzzahligen Losungen a,, @, ..., 2, — sofern vorhanden — dieser Gleichung be-

stimmt werden. Die Bezeichnung ,,diophantisch** ist dem Namen des Mathematikers
DiopHANT (um 250) entlehnt und zeigt allgemein an, daB man ausschlieBlich an ganz-
zahligen Losungen einer Gleichung interessiert ist.

Wir befassen uns zunichst mit der Gleichung
ax + by = ¢; a,bce Z; a, b +=0. ! (4)

Bekanntlich beschreibt diese Gleichung in der Euklidischen Ebene bei beliebigen
reellen 2, y eine Gerade. Wir nennen nun solche Punkte P mit den Koordinaten z,Y
der Ebene Gitterpunkte, deren Koordinaten beide ganzzahlig sind. Somit kann unser
arithmetisches Problem auch geometrisch beschrieben werden: Liegen auf der durch
(4) beschriebenen Geraden Gitterpunkte und, wenn ja, welche? Man iiberblickt sofort,
daB (a, b) | ¢ notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit der Gleichung (4) in ganzen
Zahlen ist. Da man den groBten gemeinsamen Teiler dann wegkiirzen kann, be-
schrinken wir uns auf den Fall (¢, b) = 1. Es wird sich zeigen, daB unter dieser Vor-
aussetzung die Gleichung (4) lgsbar ist, und wir werden die Losungen angeben. Be-
trachten wir (4) modulo [b], so folgt aus

ax=c (|b])
und wegen (a, b) = 1

x = cq¥(bD—1 (18]
und mit beliebiger ganzer Zahl k&

= cav®D=1 L kp, (5)
Setzt man (5) in (4) ein, so errechnet sich y zu

- 1 _bawubn e | o

y ist nach dem Satz von FErMaT-EULER tatsichlich ganzzahlig, so da$ (5) und (6)
die Lésungen von (4) unter der Voraussetzung (a, b) = 1 darstellen.

Lineare diophantische Gleichungen mit » Unbekannten kénnen nach dem geschil-
derten Verfahren auf solche mit » — 1 Unbekannten zuriickgefiihrt werden. Es be.
zeichne di = (ay, ay, ..., @) fiir k = 2,3, ..., n. Wir betrachten die Gleichung (3)
gleich unter der Voraussetzung d, = 1. Schreiben wir die Gleichung in der Gestalt

Gy + Ay + oo+ F ATy = € — Ay,
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so erkennt man, dafl notwendigerweise
iy =c (dy1)

sein muB. Wegen (¢, dyy) = d, = 1 ist diese Kongruenz eindeutig 16sbar, und mit
beliebiger ganzer Zahl k ist

2, = ca,¥4n-0"1 L kd, .
Damit ist Gleichung (3) mit n Unbekannten auf die Gleichung
Wy + Uy + v A+ U@ = (1 — a,#@n-D) — fa,d,

mit » — 1 Unbekannten zuriickgefiihrt.

2.4, Simultane lineare Kongruenzen

Ein System von linearen Kongruenzen muf keine gemeinsame Losung besitzen, auch
wenn die einzelnen Kongruenzen Lésungen haben. Zum Beispiel hat das System von
Kongruenzen =0 (2), =1 (4) offensichtlich keine gemeinsame Losung. Man
bemerkt an diesem Beispiel (2,4) > 1. Sind dagegen die Moduln teilerfremd, so liegt
eine besondere Situation vor.

Satz 2.10. Die Zahlen m,, ms, ..., m, seien paarweise leilerfremd. ay, @y, ..., a,
und by, by, ..., b, seien beliebige ganze Zahlen mit (ay, my) = (ag, mp) = +++ = (@, M;)
= 1. Dann besitzt das System

ap=b; (m) (=12 .,

genau eine Losung modulo m = mymy « -+« my.

Beweis. Nach Satz 2.3 besitzen die einzelnen Kongruenzen genau eine Losung.
Notieren wir sie uns etwa in der Form

zi=c (m) (@=12..,7).
Wegen (m;, m;) = 1 fiir 7 = j ist (ln—, -ﬁ, ceey ln—) = 1. Nach Satz 1.4 gibt es ganze
Zahlen ¥y, ys, ..., Yy Mit T e Ly

m m m
—ht+—pt+t+—y=1
my My my

Wir kénnen uns ganze Zahlen ey, e,, ..., ¢, wihlen mit
="y (m) (=12..,7),

i

etwa die absolut kleinsten Reste modulo m oder auch die erwihnten Zahlen selbst.
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Jedenfalls gilt
e+ -+ teg=1 (m)), (7)
ee; =0 (m) (@ =79), eie;=¢; (m), (8)

¢ = {0 e ff..ir 7,:;:;
1 (m;) fir ¢=j.
Bilden wir
To = €18y + Cy€5 + -+ + cye,,
so0 ist wegen (9)
ro=¢; (m;) (f=1,2,.057)

und daherz =, (m) eine gemeinsame Lisung des Systems. Fiir jede andere Losung
2" modulo m ist

@' =y (m;) t=12..,r)
und folglich auch &’ =2, (m). Damit ist der Satz vollstindig bewiesen.

Die Bedeutung dieses Satzes werden wir im nachfolgenden Abschnitt erkennen.

2.5.  Die Struktur der primen Restklassengruppe

Es bezeichne @, die prime Restklassengruppe modulo m. Sie ist eine endliche abel-
sche Gruppe der Ordnung ¢{m). Die Untersuchung ihrer algebraischen Struktur wird
uns zu tieferen zahlentheoretischen Einsichten fiihren.

Fiir m bestehe mit paarweisen teilerfremden Zahlen my, ms, ..., m, die Zerlegung
m = mymy - -+ - m,. Nach Satz 2.10 besitzt das System von Kongruenzen
r=a; (m) (=1;2;..57)
genau eine Losung @ =a  (m). Dabei ist (a, m;) = (a;, m;) fiir 1 = 1,2, ..., r. Also

ist @ genau dann eine prime Restklasse modulo m, wenn die @; prime Restklassen
modulo 7m; sind. Nach Satz 2.10 gestattet demnach jede prime Restklasse @ mit den
durch (7)—(9) definierten Zahlen ¢; die eindeutig bestimmte Zerlegung

@ = aye; + gty + -+ + a6, (10)

Bezeichnet @;* € G, die prime Restklasse

@*i=e + o+ ey +ai; + e+ + e,

so bildet offensichtlich bei festem ¢ die Menge @y, der Restklassen @;* eine Unter-
gruppe von G,,. Weiter erhilt man aus (10) auf Grund der Eigenschaften (7)—(9) die
eindeutig bestimmte Zerlegung

@ = a*ay* - - - a,*.
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Fiihrt man diese Zerlegung fiir alle @ ¢ @, durch, so heiBt das in der Sprache der
Algebra (vgl. MfL, Bd. 3): Die prime Restklassengruppe G, ist das direkte Produkt der
Untergruppen Gy, G, - - - G, . Ferner 1aBt sich die Gruppe Gy, auf die prime Rest-
klassengruppe Gy mit Hilfe der Zuordnung @;* <> @; isomorph abbilden. Damit haben
wir:

Satz 2.11. Ist m = my - my - -+ - m, mit paarweise teilerfremden Zahlen m;, so vst
die prime Restklassengruppe modulo m isomorph dem direkien Produkt der primen
Restklassengruppen modulo m;.

Nimmt man fiir m die kanonische Zerlegung nach Primzahlpotenzen, so besagt
dieser Satz, daB die prime Restklassengruppe modulo m beherrseht wird, sofern wir
Kenntnis iiber die primen Restklassengruppen modulo einer Primzahlpotenz be-
sitzen. Bevor wir uns diesen Gruppen zuwenden, fiihren wir noch den Begriff der
primitiven Wurzel ein, der im engen Zusammenhang damit steht.

Nach dem Satz von FERMAT-EULER gibt es zu zwei ganzen Zahlen a, m mitm > 1,
(a, m) = 1 stets eine natiirliche Zahl d mit a4 = 1 (m). Dabei ist d | g(m). Die Bei-
spiele 78 =1 (43) und 5n== 1 (7) fiir 1 < n < 6 zeigen, daB beide Méglichkeiten
d < g(m) und d = g(m) auftreten kénnen. Wir fiihren die Sprechweise ein:

a gehirt modulo m zum Exponenten d, wenn a? =1 (m) ist,

aberan==1 (m)firl <n <d.

Hilfssatz 2.2. Gehirt a modulo m zum Exponenten d, so sind die Zahlen 1, a, a2, ...,
a1 modulo m inkongruent. Ist ferner at =1 (m), soist d | t.

Beweis. Es sei 0 <h <k <d und a*=a* (m). Wegen (a,m) =1 ist dann
=1 (m). Und dies steht infolge 0 < k¥ — k < d im Widerspruch zur Auswahl
von d als kleinstem Exponenten. Nimmt man ¢ in der Form ¢ = dg 4 rmit0 < r < d,
so zeigt

1=

=i =qa" (m),
daB » = 0 sein muB.

Hilfssatz 2.3. Gehirt a modulo m zum Exponenten d, und ist n eine natiirliche Zakl
mit (n, d) = 1, so gehort a® ebenfalls zum Exponenten d.

Beweis. an gehore zum Exponenten . Aus (a")t =1 (m) und Hilfssatz 2.2 folgt
d | nt. Da (n,d) = 1 vorausgesetzt ist, gilt sogar d |t und schwicher d <¢. Da
(am)i = (af)" = (m) ist, kann andererseits nur d = ¢ sein. Insgesamt ist also ¢ = d.

Definition 2.7. Eine Zahl g, die modulo m zum Exponenten ¢(m) gehort, heilit
primitive Wurzel modulo m.

Die bereits erwiihnten Beispiele besagen also: 5 ist primitive Wurzel modulo 7.
Dagegen gehort 7 modulo 43 zum Exponenten 6 und ist keine primitive Wurzel.

Satz 2.12. Zu einem Modul m gibt es entweder keine oder g(p(m)) modulo m in-
kongruente primitive Wurzeln.
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Beweis. Es sei g primitive Wurzel modulo m. Nach Hilfssatz 2.3 ist auch gn
primitive Wurzel modulo m, sofern (n, (m)) = 1 gibt. Es gibt #(¢(m)) derartige Zahlen
n = g(m). Also gibt es jedenfalls ¢(p(m)) primitive Wurzeln. DaB es keine weiteren
primitiven Wurzeln gibt, zeigt der Hilfssatz 2.2. Durchlduft niamlich » die Zahlen
von 0 bis p(m) — 1, so durchlduft g* das prime Restsystem modulo m. Ist » so gewiihlt,

g(m)
daB (v, p(m)) = t > 1,dann ist (@) © =1 (m). Also kann g” nicht primitive Wurzel
sein.

Die Aufgabe, alle Moduln 7 zu bestimmen, zu denen primitive Wurzeln existieren,
hiingt wesentlich mit der Struktur der primen Restklassengruppe modulo m zu-
sammen, wie sich in folgendem zeigen wird.

Satz 2.13. Bs sei p eine Primzahl. Die prime Restklassengruppe modulo p ist
zyklisch. Mit anderen Worten: Es gibt primitive Wurzeln modulo p.

Ist also g eine primitive Wurzel modulo p, so 1dBt sich jede prime Restklasse @ durch
@=g"mit 0 <n < p— 1 darstellen.

Beweis. Fiir p = 2 ist die Aussage des Satzes trivial. Es sei jetzt p eine ungerade
Primzahl. Fiir d | (p — 1) erkldren wir y(d) als die Anzahl der Restklassen, die zum
Exponenten d gehéren. Wir haben also y(p — 1) > 0 zu zeigen. Nach Satz 2.12 ist
dann sogar x(p — 1) = ¢(p — 1).

Gibt es eine Zahl a, die zum Exponenten d gehort, so sind nach Hilfssatz 2.2 die
sémtlichen Zahlen 1, a, a?, ..., %! inkongruente Losungen von 2¢ — 1 = 0 (p)-
Demzufolge 148t sich die Polynomkongruenz in der Gestalt

wW—l=@—1)(x—a) - (x—atl)=0 (p)

schreiben. Also sind die genannten Zahlen auch siimtliche Lésungen dieser Kongruenz.
Nach Hilfssatz 2.3 gehort mit @ auch a* zum Exponenten d, wenn (k ,d) = 1. Das
heiBt, unter den Lésungen befinden sich g(d) Zahlen, die zum Exponenten d gehoren.
Zusammenfassend ist entweder y(d) = 0 oder y(d).= ¢(d).

Die Aufzihlung aller primen Restklassen nach ihren zugehdrigen Exponenten
geordnet ergibt

X yd)y=p—1.
di(p—1)
Da nach Satz 2.5 aber auch
2od) =p—1
dl(p—1)

gilt, kann nur y(d) = ¢(d) fiir alle d sein. Damit ist der Satz bewiesen.

Der Untersuchung der primen Restklassengruppe modulo p* (» > 1) schicken wir
zwei Hilfssitze voraus.

Hilfssatz 2.4. Es gibt eine primitive Wurzel g modulo p mit der Eigenschaft
gri==1 (p?).
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Beweis. Erfiillt die primitive Wurzel g diese Eigenschaft nicht, so muf g7-t=1
(p?) sein. Dann betrachten wir die primitive Waurzel g, = g + p. Fiir sie gilt

grl=(g+prt=grt+(p— g @7
=1—pp @)
=1 (),
also die geforderte Eigenschaft.
Hilfssatz 2.5. Ist g eine primitive Wurzel modulo p (p > 2) mat
gert=E= 1 (p?),
so gilt fiir jedesr = 2
grIEL (p)- (11)
Beweis. Wir fiihren den Bereis durch Induktion nach r. Fiir » = 2 ist (11) nach

Voraussetzung richtig. Wir nehmen die Richtigkeit von (11) fiir ein » = 2 an. Nach
dem Satz von FERMAT-EULER ist

g =1 (),
gw(p"‘) =14 np™—?
mit p 4 n wegen (11). Weiter ist mit » = 2
¢ = (1 + npp =1+ npr + 2 npr-2 (prh)
=ltmpr ()
=1 (™),
und (11) ist auch richtig fiir 4 1.

(p— 1)
2

Satz 2.14. Es sei p eine ungerade Primzahl. Die prime Restklassengruppe modulo
P (v > 1) st zyklisch. Ist g eine primaitive Wurzel modulo p mit g»-1== 1 (p?), dann
ist g auch primitive Wurzel modulo pr fiir alle v = 1.

Beweis. Nach Hilfssatz 2.4 gibt es eine primitive Wurzel g modulo p mit gP-1=E 1
(p®). Nehmen wir an, g gehért modulo p* zum Exponenten d. Aus g¢ =1 (p) folgt
insbesondere g¢ = 1 (p). Da g primitive Wurzel modulo p ist, muf (p — 1) | d sein.
Da andererseits d | @(2’) ist und g(p') = p-(p — 1) gilt, ergibt sich d = @(p") mit
1 <r <y Wire r <w, so hitten wir d|g(p-!) und g? "N =1 (p) im Wider-
spruch zu Hilfssatz 2.5. Also ist d = ¢(’), und g ist primitive Wurzel modulo p*.

Wir wenden uns nun den primen Restklassengruppen modulo 2* (v = 1) zu. Fiir
» = 1, 2 sind sie trivialerweise zyklisch. Aber fiir » = 3 ist die Gruppe Gy = (1, 3,5, 7}
nicht zyklisch, da die Elemente 3, 5, 7 von der Ordnung 2 sind. Dieses gilt auch fiir
die Gruppen mit » = 3. Denn ist a eine beliebige ungerade Zahl, so ist fiir v = 3 stets

=1 @), L)
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wiihrend ¢(27) = 2*-1ist. Fiir » = 3 haben wir (12) schon bestitigt. Durch Induktion
schliefen wir aus der Richtigkeit von (12) fiir » auf die Richtigkeit fiir » + 1:

a?" = (a2 = (1 + k20)2
=14 k2 L 22 =1 (21,
Satz 2.15. Die prime Restklassengruppe modulo 2* ist fiir v = 3 direktes Produkt
einer zjklischen Gruppe der Ordnung 2 und einer zyklischen Gruppe der Ordnung 2'-2.

Jedes Element @ der Gruppe lift sich in der Forma = (—1)75° (r = 0,1;8 =0, 1, ...,
22 — 1) darstellen.

Beweis. Die Zahl —1 gehort modulo 2* zum Exponenten 2 und 5 wegen (12) und
BT = (1 4+ 221 (2)
zum Exponenten 2'-2. Die Zahlen 5° sind nach Hilfssatz 2.2 inkongruent, und aus

b =1 (4), =5%*= —1 (4) folgt auch stets 5% == —5% (2). Demzufolge bilden
die 2-1 = ¢(27) Zahlen (—1) 5° ein primes Restsystem modulo 2.

Satz 2.16. Es sei p eine ungerade Primzahl. Ist g primitive Wurzel modulo p*, dann
ist die ungerade der Zahlen g, g + p* primitive Wurzel modulo 2' (v = 1).

Beweis. Es bezeichne g, die ungerade der beiden Zahlen g, g + . ¢, gehore mo-
dulo 2p’ zum Exponenten d. Danniist d | ¢(2p’), und mit g(pr) = ¢(2p’) folgt d < @(p’).
Modulo p ist g, primitive Wurzel und daher d = ¢(p7). Folglich ist d = @ (2p).

Insgesamt wurde fiir die Moduln m = 2, 4, pr, 2pr ( =1 (2)) die Existenz pri-
mitiver Wurzeln nachgewiesen. Jetzt werden wir zeigen, dal es fiir alle anderen
Moduln m > 1 keine primitiven Wurzeln gibt. Das folgt aus nachstehendem Satz.

Satz 2.17. Es seien m eine natiirliche Zahl mit m > 1; m +2,4, p, 2p .(1’ =1
(2), » = 1) und a eine ganze Zahl mit (a, m) = 1.
Dann gilt
#(m)
a? =1 (m).
Beweis. Wir haben drei Fille zu unterscheiden.

1. m = 27;» = 3: Dieser Fall ist durch (12) bereits erledigt.
2.m=2p*; v =2;x = 1: Esist

p(m) = 2-1p*1 (p — 1),

und unter den genannten Voraussetzungen ist gm) durch ¢(2’) und ¢(p®) teilbar.
Dabher ist Z
om)
a? =1 (2,

[

1 (),

was der Behauptung dquivalent ist.
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r
3. m =2 []p#;v =0;r = 2: Analog zu 2. stellen wir aus
i=1

@(m) = ¢(2')_ Il v pi — 1)
i=1

die Teilbarkeit von L;n) durch ¢(2') und ¢(p;%) (¢ = 1,2, ..., r) fest. Also ent-

sprechend der Behauptung ist

(m)

a? =1 (2,
=1 (p*) (@=12,..7).

2.6. Die Indexrechnung

In diesem Abschnitt bezeichne m > 1 stets einen solchen Modul, der primitive Wur-
zeln besitzt, das heifit m = 2,4, p", 2p’ (p =1 (2), » = 1). Ist g eine primitive Wur-
zel modulom, so wissen wir nach dem vorangegangenen Abschnitt, daB die Zahlen
1,9, 9% ..., g%™~1 ein primes Restsystem modulom bilden. Damit kann man jeder zu
m primen Zahl a eine Zahl p (u € {0, 1, ..., p(m) — 1)) zuordnen, so dal « = g#(m)
gilt. Das fiihrt zu folgender Definition:

Definition 2.8. Es seig primitive Wurzel modulo m, (¢, m) = 1 und u die aus der
Kongruenz a = g* (m) eindeutig bestimmte Zahl der Menge {0, 1, ..., p(m) — 1}.
Dann heiBit u der Index der Zahl a beziiglich der Basis g modulo m, und es wird u
= ind, a geschrieben.

Sind keine Verwechslungen zu befiirchten, so schreiben wir auch kiirzer 4 = ind a.

Die auf der Grundlage dieser Definition entwickelte Indexrechnung entspricht
weitgehend dem bekannten Rechnen mit Logarithmen wie der folgende Satz zeigt.

Satz 2.18. Fiir die Indexrechnung gelten folgende Gesetze:

1. ind (ab) = ind @ + ind b (p(m)),

2. inda" = n ind a (l;‘(m)), n=1,
3.ind1=0,

4. indﬂg =1,

5

. ind (—1)=%<p(m), m > 2.
Beweis. Aus

a=gine  (m), b= ginab ()
folgt

@+ b = ginderinad (),
Der Vergleich mit

a- b= gind@) ()
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gibt die erste Eigenschaft. Die Eigenschaften 2 und 3 sind sofort aus 1. ablesbar. Aus
g = g% (m) ergibt sich 4. Die Aussage 5 folgt aus dem Satz von FERMAT-EULER:

o(m) o(m)
goem — 1=(g 2 —])(g 2 +1)Eo (m).
Fiir m > 2 ist stets 2 | g(m). Ist m = 4, so ist ¢ = 3 und

7(4)

32 £1=4=0 (4.

Ist m = p*, so konnen nicht beide Faktoren durch p teilbar sein, da sie die Differenz 2
haben. Da g primitive Wurzel ist, muf also

wm)

g* =—1 (m)

sein. Fiir m = 2p* folgt die Behauptung genauso, wenn man noch beachtet, daB
g ungerade sein muf.

Fiir das Rechnen mit Indizes ist wie bei den Logarithmen ein Tafelwerk nétig.
Wir werden eine Indextafel fiir den Modul m = 17 aufstellen. Weitere Tafeln findet
man etwa in [13] und [19]. Es ist ¢(17) = 16 und 3 eine primitive Wurzel modulo 17,
da 32 =09, 3* = —4, 38 = —1 modulo 17 sind. Nacheinander bestimmen wir 3° = 1,
3N=3, 32=9, 3=10, 3¢=13, 33=5, 33=15 3"=11, 3¥=16, 32 = 14,
30=8 31=7, 312=4, 318=12, 3¥ =2, 315=6, 36 = 1 modulo 17. Je nach
Anordnung kénnen wir uns zwei Tafeln notieren:

e 1| 2|3| 4]5]| 6] 7| 8[9|10|11|12]13|14]|15] 16
indga 0| 14| 1|12 |8 15| 1]10]2] 3] 7]13] 4] o] 6] 8

indga| 0 1|2| 3| 4 5| 6| 7| 8| 9|10| 1112|1314 15
a |i]|s]o|wo]n|s|nu|w]u| 8] 7] 4]12]| 2] s

Wir wollen die Anwendung der Indexrechnung an zwei Beispielen verdeutlichen.
1. Lineare Kongruenzen:

arx=>b (m), (@,m) = (b,m) =1

=inda +inde=indb (p(m))

= ind 2 =indb — inda ((p(m))
Beispiel:92=7 (17)=indr=ind7—ind9=11—-2=9 (16)

= x=14 (17).

2. Exponentialkongruenzen: Die Kongruenz

at=b (m), (a,m) = (b,m) =1
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wird auf die lineare Kongruenz
wzinda=indb (p(m))
zuriickgefiihrt, woraus sich die Losbarkeit fiir (p(m), ind a) | ind b ergibt.
Beispiel: 7?=5 (17)=>zind7=ind5 (16)=> lla=5 (16)
>r=15 (16).

2.7. Potenzreste

Wir wollen Aussagen iiber die Losbarkeit von Kongruenzen
ax®=b (m)

mit n = 2 erzielen. Wie beiden linearen Kongruenzen kénnen wir uns auf den Fall
(@, m) = 1 beschrinken. Da nach dem Satz von FERMAT-EULER a" = ba?™~1 (m)
gilt, geniigt es, den Fall der Potenzreste zu betrachten.

Definition 2.9. Es seien m, n natiirliche Zahlen mit m = 2, n = 2, a ganze Zahl
mit (a, m) = 1. Die Zahl a heilit n-ter Potenzrest modulo m, sofern die Kongruenz
a® =a (m) losbar ist. .

Die Untersuchung derartiger Kongruenzen kann immer auf den Fall von Prim-
zahlpotenzmoduln zuriickgefiihrt werden. Dies geht aus dem nachfolgenden Satz
hervor, der fiir beliebige Polynomkongruenzen formuliert wird, was den Beweis nicht
komplizieren wird.

Satz 2.19. Es set f(x) evn Polynom in x mit ganzzahligen Koeffizienten. Die Anzahl
der Lisungen von

fle)=0 (m), m :Ir] it
i=1

ist N = nyny - -+~ - m,, wobet die n; die Anzahl der Lisungen von f(x) =0 (p*) be-
zeichnen.

Beweis. Die Losbarkeit der Kongruenz f(x) = 0 (m) ist gleichbedeutend mit der
Losbarkeit des Systems

f@)=0 (pr) (=127

Im Falle der Lésbarkeit jeder einzelnen Kongruenz bezeichne x =c¢; (p;") eine
Losung der i-ten Kongruenz. Mit ¢ = 1, 2, ..., r erhilt man ein lineares System von
Kongruenzen, das nach Satz 2.10 eine eindeutig bestimmte Losung modulo m be-
sitzt. Durchlaufen die ¢; alle »; inkongruenten Lésungen, so erhilt man insgesamt N
Lésungen modulo m.

Zuniichst wollen wir Kongruenzen betrachten, deren Moduln aus der Potenz einer
ungeraden Primzahl bestehen.
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Satz 2.20. Es set p eine ungerade Primzahl und a nicht durch p teilbar. Die Kon-
gruenz
= (p)

hat genau d = (n, pYp — 1)) inkongruente Losungen, wenn d | ind a. Andernfalls ist
die Kongruenz unlosbar.

Beweis. Die Aussage des Satzes ist durch Anwendung von Satz 2.3 auf die sich
ergebende lineare Kongruenz

nindz=inda (p-Y(p— 1))
klar.

Beispiel: *=a (p), p=5,(a,p)=1.
Esist d = (3, p — 1). Ist also p = —1 (6), so besitzt die Kongruenz genau eine
Losung. Ist dagegen p =1 (6), so hat die Kongruenz entweder genau drei Losungen
oder gar keine Losung.

Satz 2.21. Es sei p eine ungerade Primzahl, p + a und d = (n, pYp — 1)). Not-
wendig und hinreichend fiir die Lisbarkeit der Kongruenz

m=a (p)
st das Bestehen der Kongruenz

1
TP"‘(P— 1)
a

=1 (p). (13)

Beweis. Es sei g eine primitive Wurzel modulo p’. Nach Satz 2.20 ist die Kon-
gruenz genau dann 16sbar, wenn es eine ganze Zahl & gibt mit ind @ = & - d. Dann ist

0= ginds = ghd (pr),

1
— PN p—1)
at =¢g"Pe-D=1 (p).

Es sei umgekehrt (13) erfiillt. Mit 4 = ind ¢ und a =g+ (p’) folgt aus (13)

L pp-n)
7 =1 (p).

Hierin muB der Exponent ein Vielfaches von p*-1(p — 1) sein, da g primitive Wurzel
ist. Alsoist d | u. Das bedeutet aber nach Satz 2.20 die Losbarkeit der Kongruenz.

Hilfssatz 2.6. Besitzt die natiirliche Zahl m > 1 primitive Wurzeln und ist t | ¢(m),
s0 hat die Kongruenz a* =1 (m) genau t inkongruente Lisungen modulo m.

Beweis. Fiir die Kongruenz tindx =0 (¢(m)) gilt (¢, ¢(m)) = t. Aus Satz 2.3
folgt die Behauptung.

Satz 2.22. Ist p eine ungerade Primzahl und ist d = (n, pYp — 1)), so gibt es

1
genauw 7 p~Yp — 1) n-te Potenzreste modulo p.
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Beweis. Nach Satz 2.21 ist die Anzahl der Potenzreste gleich der Anzahl der
Lgsungen der Kongruenz (13). Nach Hilfssatz 2.6 folgt die Behauptung.

Beispiel: t=a (17).
Esistd = (4,16) = 4 und 1 p-Y(p — 1) = 4. Also gibt es vier biquadratische Reste.
Es sind dies 1, 4, 13, 16. ¢

Bei der Betrachtung des Moduls 2’ unterscheiden wir zwischen n =1 (2) und
n=0 (2).

Satz 2.23. Esseta=n=1 (2). Dann hat die Kongruenz
Mm=a (2)
fiir v = 1 genau eine Losung.

Beweis. Wir unterscheiden die Fille » = 1, » = 2, » = 3. Fiir » = 1 handelt es
sich um die Kongruenz a» =1 (2) mit der einzigen Losung x =1 (2). Fiirv =2
istz =1 (4) wegen der Ungeradheit von » die einzige Losung im Falla =1 (4)
undz=—1 (4)fira=—1 (4).

Fiir » = 3 verwenden wir Satz 2.15. Danach li8t sich @ in der Form

a=(—1y5 @)

darstellen, und fiir  kénnen wir den Ansatz
z=(—1)b (2)

machen. Dann folgt aus
(—Lpmesm = (—1) 5 ()

o=r (2) bei Betrachtung modulo 4. SchlieBlich muB ny = s (2*-2) sein, und diese
lineare Kongruenz hat wegen n = 1 (2) genau eine Losung. Also gibt es auch genau
eine Losung 2 modulo 27

Satz2.24. Esseia=n=1 (2),x = 1,» = 1. Dann hat die Kongruenz
Ph=a (2)

fiir v < & + 2 genaw 2-1 Losungen, falls a =1 (2') und fir v = « + 2 genau 241
Losungen, falls a =1 (2*+2). In allen anderen Fiillen ist die Kongruenz unlisbar.

Beweis. Fiir » = 1 ist alles klar. Daher sei » = 2. Entsprechend dem Beweis des
Satzes 2.23 setzen wir

a=(=1y5 (2), a=(=1pd (@),
5w = (—1)' 5 (2).

Die Betrachtung modulo 4 zeigt, da nur r =0 (2) sein kann. Damitista =1 (4)
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notwendig fiir die Losbarkeit. In diesem Fall ist
2ny =s (2-9).

Jetzt trennen wir die Filley < & + 2 und » = « + 2.

1. » < « + 2: Die lineare Kongruenz ist genau dann losbar, wenn s = s'2-2, also
a=1 () ist. Alle ganzen Zahlen y sind Losungen, das heiBt modulo 22 gibt es
2 ~2Lésungen y. Da g gleich 0 oder 1 sein kann, gibt es 2-1 Losungen a.

2. » =2 « + 2: Die lineare Kongruenz ist genau dann l6sbar, wenn s = s'2%, also
a=1 (2*?) ist. Die sich ergebende Kongruenz

ny=s (22

hat genau eine Losung y modulo 2"-*-2, also 2* Lésungen y modulo 2-2. Mit o = 0,1
ergeben sich 2*+ Losungen x.

2.8.  Quadratische Kongruenzen

Wir betrachten mit ganzen Zahlen «, b, ¢, m (m >1,a=%=0 (m)) die quadratische
Kongruenz

ax?+br+c=0 (m).
Durch Multiplikation mit 4o kann diese Kongruenz auf die Gestalt
(202 + b)2 =b% — 4ac (4am)

gebracht werden. Das heit, daf man die Auflosung quadratischer Kongruenzen
vollig beherrscht, wenn man die speziellen Kongruenzen

2=a (m)

beherrseht. Damit ist die Problematik auf die Frage nach den guadratischen Resten
zurtickgefiihrt. Gegeniiber dem vorangegangenen Abschnitt kénnen wir in diesem
Spezialfall die Frage der Losbarkeit vollstindig beantworten. Genauer genommen er-
geben sich zwei Fragen:

1. Welche Zahlen a sind zu gegebenem m quadratischer Rest beziehungsweise Nicht-
Rest?

2. Welche Zahlen m haben die Eigenschaft, daf ein gegebenes a quadratischer Rest oder
Nvicht-Rest vst?

Wihrend fiir die Beantwortung der ersten Frage relativ einfache Kriterien gegeben
werden kénnen, ist die Beantwortung der zweiten Frage recht schwierig. Sie gelingt
mit Hilfe des sogenannten quadratischen Reziprozititsgesetzes, welches fiir die Weiter-
entwicklung der Zahlentheorie von auBerordentlicher Bedeutung war. Es wurde be-
reits von L. EvLER auf Grund reichen Zahlenmaterials entdeckt und von A. M. LEGEN-
DRE (1752—1833) zum Teil bewiesen. Den ersten vollstindigen Beweis gab C. F. Gauss
im Jahre 1796. Von ihm selbst stammen insgesamt acht verschiedene Beweise.
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Heutzutage existieren zahllose Beweisvarianten, die sich aber alle in ihrem Grund-
prinzip auf fiinf schon bei Gauss vorkommende Typen reduzieren lassen.

Zuniichst soll gezeigt werden, dafl die Behandlung von Kongruenzen 22 =a  (m)
mit Primzahlmoduln ausreichend ist. Nach Satz 2.19 geniigt es, Kongruenzen 2* = a
("), p Primzahl, zu behandeln. Man kann ferner (a, p) = 1 annehmen. Denn wire
pla,sohittemanxz =0 (p)im Fally = 1. Fiir» > 1 miiBte 2 = py, also py* =a’
(1) (a = pa’) sein. Notwendig fiir die Losbarkeit ist a’ = pa’, so da man mit
y?=a" (p-?) eine Kongruenz vom gleichen Typus erhilt.

Wir betrachten also jetzt Kongruenzen

t=a (p), (p)=1. (14)

Der Fall p = 2 ist durch Satz 2.24 bereits erledigt:

1. » = 1: Es existiert genau eine Losung.

2.p=2: a) a=1 (4): Es existieren genau zwei Losungen.
b) a= —1 (4): Es gibt keine Losung.

3.»=3: a) a=1 (8): Es existieren genau vier Losungen.
b) a==1 (8): Es gibt keine Losung.

Wir wenden uns nun den ungeraden Primzahlen zu.

[

Satz 2.25. Ist p eine ungerade Primzahl, so hat die Kongruenz (14) entweder keine
oder genau zwei Lisungen. Ist a quadratischer Rest modulo p, so auch modulo p* und
wmgekehrt.

Beweis. Es ist (2, 1 (p— 1)) — 2. Nach Satz 2.20 hat die Kongruenz (14)
genau zwei Losungen, wenn ind « =0 (2) und keine Losung, wenn inda=1 (2).
Wir haben dann noch zu zeigen, daB ind @ unabhéingig von » durch 2 teilbar ist oder
nicht. Es sei ¢ eine primitive Wurzel modulo p fiir beliebiges » = 1 und u, = ind @
beziiglich des Moduls p*. Aus

a=g" (p), a=gt=g" (P
folgt u, = p; (p — 1) und daher u, =, (2).
Von nun an nehmen wir (14) mit » = 1 zum Gegenstand unserer Untersuchungen.

Satz 2.26. Ist p eine ungerade Primzahl, so gibt es genausoviel quadratische Reste

—1\2
wie Nicht-Reste. Die quadratischen Reste sind durch a=1% 2%, ..., (]—)—) (p)
gegeben. 2

Beweis. Die angegebenen Zahlen sind modulo p inkongruent. Denn ist % = c3(p)

|nit1§b,c§p_1

,sodst b —e)(b+¢)=0 (p). Wegen 1 <b+c<p

folgtb —c=0 (p),alsob=c.Da(p—kF=F (p)ist, muf jeder quadratische
Rest einer der Zahlen a kongruent sein. Damit ist der Satz bewiesen.

In Anlehnung an A. M. LEGENDRE driicken wir die Aussage ,,quadratischer Rest*
oder ,,quadratischer Nicht-Rest* durch ein Symbol aus, das nur der Werte +1
fihig ist.
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Definition 2.10. Es sei p eine ungerade Primzahl und p } a. Das Legendre-
Symbol (E) (lies ,,a fiir p*“) wird folgendermaBen festgelegt: '
r

a\ [ +1, wenn a quadratischer Rest modulo p,
p] |—1,wenna quadratischer Nicht-Rest modulo p.

Es geht jetzt also darum, Regeln fiir die Berechnung des Symbols aufzustellen.
Klar sind die Eigenschaften

(i) E= (i) ficr a=b (p),
\P P
p—1

5 )

Nach dem Satz von FERMAT-EULER ist «?1=1 (p) und daher a > = +1 (p).
p—1

Nach Satz2.21 ist « 2 =1 (p) notwendig und hinreichend fiir die Losbarkeit

der Kongruenz 22 =a (p). Damit haben wir den folgenden als Eulersches Kriterium

bezeichneten Satz:

Satz 2.27.

a =1
(—) =gq? (p).
P

Aus diesem Kriterium kann schon eine Reihe wichtiger Schliisse gezogen werden.

Satz 2.28.
@ _[a\ /(b
(-GG
Beweis.
)-8
P » z
Satz 2.29.
G-, (-1
V4
Beweis. Die erste Formel folgt sofort, wenn man in Satz 2.27 @ — —1 setzt. Zum

Beweis der zweiten Formel betrachten wir das Produkt
1

R e I

k

]
|
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Ist in dem Produkt k ungerade, so ersetzen wir —k modulo p durch p — k und er-
halten

L
|
-

p—1

(_1)"1652.4-6--“-(27—1):(P—;l)!2— w.

Nl

=
)
-

—1

Dapt (”—2— 1, folgt

~—

= -1
2% =(-1) ° (»

und nach dem Eulerschen Kriterium die Behauptung.
Wir sehen uns zwei Beispiele zur Anwendung des Eulerschen K riteriums an:

1.22=—1 (p):

Wegen

—1 7(_1)’%1_ +1 fir p=1 (4),
o T1-1 fir p=-1 (4

ist die Kongruenz fiir p=1 (4) 1osbar, fir p=—1 (4) unlésbar. Im Falle der
Losbarkeit sind die Losungen durch

= L (F=1)
z= :I:( ) ) (®)
gegeben. Denn aus

p_l = (— — “eee
(—2—)!4 1)(-2)

E(p—l)(p—z)-----( —rt ) (@)

=N\ _ =
((—2—)!)=(p Hi=—1 ()

nach dem Satz von WILSON.

2a=a (), p=3 @) (%):w

folgt

Die Losungen sind
p+1
1

z=+a (p)»

ESICHN £ S 1 B
(a*) —a? =a? aE(——-)aEa, (p).

denn
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Obwohl das Eulersche Kriterium eine Methode zur Berechnung von £ gibt,

bringt es doch fiir groBe @ erhebliche Miihe mit sich. Eine Vereinfachung bietet der
auf C. F. Gauss zuriickgehende folgende Satz.

Satz 2.30 (GauBsches Lemma). Es set p eine ungerade Primzahl und p k a. Man

reduziere die p—1 Zahlen
a2,.,2=1, (15)

2

modulo p so, daf thre Reste zwischen O und p liegen. Es sei w die Anzahl derjenigen
Reste, die grifer als % sind. Dann gilt

(-
r

Beweis. Die gemill der Anweisung modulo p reduzierten Zahlen (15) verteilen
wir auf zwei disjunkte Mengen. Die Menge 4 = {a;, a, ..., @) enthalte diejenigen

Zahlen a; mit 0 < a; < -121 und die Menge B = {b;, by, ..., b,} die Zahlen b; mit %

< b; < p. Da die Zahlen (15) modulo p inkongruent sind, gilt a; == a; und b; % b;

—1
fiiri#j,undesistk—#—/t:p =
=3 geben mit ¥a = p — ya (p) oder (x + y)a=0 (p).

. Kann a; = p — b; sein? Dann muB es Zahlen

x,ylnitlg.r,ygp

Daptaista+y=0 (p). Das ist aber wegen 0 < & + y < p unméglich. Daher
bildet die Vereinigung der Mengen A und {p — by, p — b, ..., p —b,) die Menge

{1, 2, ..., pT_]} Damit haben wir

p—1 b Li “
() = timtio - b= fatis. o

- n=1 m=1 n=1 m=1
-1
2 R -
= (=1 [ () = (~1y (—7' > )!a T (p)

und
p—-1

5 a
(tr=at =(2) o,
P
was der Behauptung entspricht.

Eine Vereinfachung in Anwendung des GauBschen Lemmas kénnen wir noch er-
zielen, wenn wir x modulo 2 betrachten. Bezeichnet [z] das groBte Ganze von z, so ist
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naf[ }p—!-rm l1sr=p—1.
P

Durch Summation iiber 2 von 1 blS

—ea +’")

'—PZI: :|+Zk‘an+z‘:bmv
n=1 n=1 m=1

wobei a,, by, k, u die obige Bedeutung haben. Weiter ist

erglbt sich

p-1

] = 2 k “ “
. a—pzl[ ]+ Dot So—b)—gu 258
n=1 m=1

[

Pt
2

»
2 — 1
—Z[n—a]-i-p +p (2),
a=1| P 8
also

2 [na 2 _ 1
Vo= [—]+” @—1 @
n=1| P 8
Fiir @ = 2 erhalten wir hieraus das schon bekannte Ergebnis fiir
und fire =1

is fii (3) des Satzes 2.29
(2) den folgenden Satz: P
Satz 2.31. Fiir ungerades a ist

p—1
() =com = 2[5)
p n=1| P

Das angekiindigte quadratische Reziprozititsgesetz erreichen wir jetzt schnell iiber
den Hilfssatz:

Hilfssatz 2.7. Fira=b=1 (2);a,b =3, (a,b) =1gilt
[= b=l

2 [bm 2 [an a—1b—1
D ol e B
m=1| @ a=1| b 2

5

Beweis. Wir betrachten die Zahlen bm — an mit m =1, 2, ... a1
Dicoinns % Thre Anzahl 2 — L b=

ist gleich der rechten Seite von (16). Die
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linke Seite von (16) erhalten wir durch eine veriinderte Abzihlung. Die Anzahl der
Zahlen mit bm — an = 0 ist 0, da aus (a, b) = 1m = at, n = bt folgt, was nicht mog-
lich sein kann. Die Anzahl der Zahlen mit bm — an > 0 ist bei festem m durch
b
[—m-] gegeben und insgesamt
a
a-1
2 [ bm
£[%)
m=1| @
Die analoge Betrachtung der Zahlen mit bm — an < 0 gibt die zweite Summe auf der
linken Seite von (16).

Satz 2.32 (Gavuss). Sind p, g verschiedene ungerade Primzahlen, dann besteht das
quadratische Reziprozitiitsgesetz

p=1 o1
G-
P/ \q

Beweis. Nach Satz 2.31 ist

(i) = (—1)m, (ﬂ) = (—1)m™
P q

mit
2= -1
2 2
qany Py
m =3 |—|, my, = —..
' nm[?] ,,,é;[q]

Aus (16) folgt sofort die Behauptung.

Zusammenfassung: Die folgenden Eigenschaften ermiglichen die Berechnung
eines jeden Legendre-Symbols:

A. (ﬂ)=(3> fir a=b (p).
» P

= (-GG

C. Quadratisches Reziprozititsgeselz :

=1 g
(G-
P/ \q

D. 1. Erginzungssalz zum quadratischen Reziprozititsgesetz:
—1 1
(5)=t-v7-
P
E. 2. Erginzungssatz zum quadratischen Reziprozititsgesetz:

5 P
-
P
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Beispiele:

1. Ist 74 quadratischer Rest modulo 131?

- (3)-(2)(2)

2
B ()= (=1 * =—1
=>(131) (=1)
181-1 37—1 , .
0=>_7:(_1)2 21‘_51:2
131 37 37
9 22
P T o O i O a0
37) ~\a7) ~\37) 57) T
5—1.37—1

o~ - P ) )

ANE= (%) =(§) = (—1)—8__: =

Die Eintragung aller Teilergebnisse gibt (—) = 41, so daB 74 quadratischer
Rest modulo 131 ist. s
2. Tiir welche Primzahlen p ist 3 quadratischer Rest beziehungsweise Nicht-Rest?

4 SR =N =
SY_ ez oz (2Y_ _ (2
Cé(p) (—1) (3) (—1) (3)

p=1+6k (3) = el
P

p=—1+6k=> (f’-) = (—1)¥+1 (_—1) = (—1)k.
P 3

Damitist3fiirp = 41 (12) quadratischer Rest und fiirp = 4-5 (12) quadratischer
Nicht-Rest.

2.9.  Aufgaben

1. Es ist zu zeigen: Eine natiirliche Zahl ist genau dann durch 13, 17, 19 teilbar, wenn die
Summe aus dem 4fachen, (—5)-fachen, 2fachen der letzten Ziffer der Dezimalbruch-
entwicklung und der aus den restlichen Ziffern gebildeten Zahl durch 13, 17, 19 teilbar ist.

. Man bestimme séimtliche Losungen der folgenden diophantischen Gleichungen:

a) 255z -+ 83y = 202,
b) 137952z + 1743z = 415612,
c) 10z + 18y + 15z = 404.

o
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w

oo

-

®

11.
12.

13.
14.

15.
16.

. Man bestimme die Menge der Primteiler der Zahlen 9, 99, 999, ...
. Es werde die Folge 2" (n = 1, 2, ...) modulo p betrachtet, wobei p eine Primzahl bedeute.

Es ist die Periodizitit der Restklassenfolge nachzuweisen und die Periodenlédnge zu be-
stimmen.

. Man bestimme alle » mit ¢(n) = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 14.
. Es bezeichne p, die n-te Primzahl. Man zeige:

PPa)  Pat _ L
Pp! @(Ppal) Pn

a

n
b) Ist k= JT pit
i=1

mit v =1 (i=1,2,...,n),s0 gilt

k) _ @(pa)

k Pp!

. Man zeige: Fir alle natiirlichen Zahlen » gilt g(n) = % ]/;

Man zeige: Fiir alle natiirlichen Zahlen » gilt p(n) = n — }/—n

Man zeige: Es gibt unendlich viele natiirliche Zahlen » mit p(n) > @(n + 1).

. Man beweise die Identitét

[s)
n) =Y |——]|-

v(m) kgx (n, k)
Es sind alle primitiven Wurzeln modulo 17 zu bestimmen.
Es sind die folgenden Kongruenzen zu l6sen:
a) 452 =28 (17),
b) a7=10 (17),
) 13% =16 (17).
Man berechne die Legendre-Symbole 10 s 26 y =Lk . 3267 .

13 59, 719 5563

Man lése, soweit méglich, die folgenden Kongruenzen:

a) 32 +5x+1=0 (7),
b) 42* + 22+ 3 =0 (15),
c)a® —3x+2=0 (6),
Q3 +Tz+1=0 (9).
Fiir welche Primzahlen p ist 2® = 1 (p) nichttrivial l6sbar?
Fiir welche Primzahlen ist a) 4, b) —1 biquadratischer Rest?




3. Endliche abelsche Gruppen

Die im vorangegangenen Kapitel erfolgte vollstindige Beschreibung der primen Rest-

" klassengruppe modulo 7 als direktes Produkt zyklischer Gruppen ordnet sich einem
allgemeinen Satz der Algebra iiber endliche abelsche Gruppen unter. Es wiirde hier
zu weit fithren, die algebraischen Grundlagen umfassend zu entwickeln. Es sei dies-
beziiglich auf den Band 3, Algebra, der Studienbiicherei verwiesen. Dennoch ver-
bindet, sich hiermit eine der Natur nach zahlentheoretische Fragestellung nach der
Anzahl der wesentlich verschiedenen abelschen Gruppen gegebener Ordnung, die
nachfolgend angeschnitten werden soll.

Ferner sollen Funktionen iiber endliche abelsche Gruppen erklért und untersucht
werden. Durch Spezialisierung auf die prime Restklassengruppe modulo p wird sich
zeigen, daB sich das Legendre-Symbol in harmonischer Weise einordnet. Durch den
Einbau dieses Symbols in trigonometrische Summen wird sich ein neuer Beweis des
quadratischen Reziprozitiitsgesetzes ergeben, der sich nicht mehr auf das GauBsche
Lemma stiitzt und der somit einem tieferen Verstéindnis des vielleicht wichtigsten
Gesetzes der Zahlentheorie dient.

3.1.  Nichtisomorphe endliche abelsche Gruppen

Bekanntlich heiBit eine abelsche Gruppe @G direktes Produkt ihrer Untergruppen
A, A, ..., A, wenn sich jedes Element g € G auf genau eine Weise in der Form
g =aay---a (;<A,7=1,2,...,7) darstellen liBt. Man schreibt dann auch
@ = A4, x A;% -+ x A,. Mit Hilfe des direkten Produktes kann dann nicht nur wie
im vorigen Kapitel die Struktur der primen Restklassengruppen, sondern die einer
jeden endlichen abelschen Gruppe beschrieben werden.

Satz 3.1 (Hauptsatz fiir endliche abelsche Gruppen). Jede endliche abelsche Gruppe
ist das direkte Produkt zyklischer Gruppen von Primzahlpotenzordnung.

Dariiber hinaus gilt:

Satz 3.2. Die Darstellung einer endlichen abelschen Gruppe von Primzahlpotenz-
ordnung als direktes Produkt zyklischer Gruppen ist, abgesehen von der Reihenfolge der
Faktoren, eindeutig.

Hinsichtlich der Beweise der beiden Sitze sei auf [5] verwiesen.
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Wir wenden uns nun der zahlentheoretischen Fragestellung, der Frage nach der
Anzahl der nicht-isomorphen abelschen Gruppen einer gegebenen Ordnung, zu. Die bei-
den obigen Sétze geben uns die Moglichkeit, diese Frage in Angriff zu nehmen.

Definition 3.1. Es bezeichne a(n) die Anzahl der nicht-isomorphen abelschen
Gruppen der Ordnung n.

Es ist also a(n) eine fiir alle natiirlichen Zahlen erklirte Funktion, und speziell ist
a(1) = 1. Die beiden Sitze geben eine Anweisung, wie man alle wesentlich verschie-
denen abelschen Gruppen einer gegebenen Ordnung n angeben kann. Man zerlege die
Zahl n auf irgendeine Art in ein Produkt von Primzahlpotenzen. Zu jeder derartigen
Zerlegung gibt es genau eine Gruppe. So gibt es zu jeder Primzahlordnung p genau
eine abelsche Gruppe, némlich die zyklische Gruppe der Ordnung p. Zu n = p? gibt
es genau zwei abelsche Gruppen, und zwar die zyklische Gruppe der Ordnung p? und
das direkte Produkt zweier zyklischer Gruppen der Ordnung p. Allgemein erhélt man
zu n = p™ so viele abelsche Gruppen wie sich m als Summe von natiirlichen Zahlen
darstellen laBt, wobei die Reihenfolge der Summanden keine Rolle spielt. Daraus er-
gibt sich noch insbesondere die Eigenschaft

a(mn) = a(m) a(n) fir (m,n)=1.

Zieht man die kanonische Zerlegung von n in Primzahlpotenzen

n=J]p (1)
i=1

heran, so ist also
afn) = [T alpi)- (@)
i=1

Es geniigt daher, a(n) fiir eine Primzahlpotenz n = p* zu untersuchen. Das gibt Ver-
anlassung zu der folgenden Definition.

Definition 3.2. Jede Darstellung einer natiirlichen Zahl n als Summe von natiir-
lichen Zahlen, wobei die Reihenfolge der Summanden keine Rolle spielt, heift eine
Partition von n. Mit P(n) werde die Anzahl der Partitionen von n bezeichnet.

Wir geben ein paar Beispiele an. Die Zahl 1 besitzt die einzige Partition 1. Fiir die
Zahl 2 finden wir die Moglichkeiten 2, 1 + 1; fiir die Zahl 3 haben wir 3, 2 + 1,
141+ 1; fiir die Zahl4gebenwir 4,3 +1,2 +2,2 + 1+ 1,14+ 1+ 1+ 1an.
Wir notieren die folgende Tabelle:

n |1|2|3|4|5| 6| 7] 8] 9101

10]
Py |1]2]3]5]7]11]15]22]30]42]:

w

6

o

Daraus gewinnen wir fiir a(n), worin p eine beliebige Primzahl bedeutet:

(=}

1L|1|2|3|4|5|6|7|8|9 1
a1 1]e]t]1]1]3]2

—_

p| | P || P
123 |5 |7



3.1. Nichtisomorphe endliche abelsche Gruppen 47

Die kurze Tabelle fiir P(n) zeigt schon, daB diese Funktion mit # enorm wichst. Wir
iiberlegen uns eine grobe, aber einfache Abschitzung von P(n). Schreiben wir die
Partitionen von 7 auf, so kénnen wir dies allgemein wie in den Beispielen tun. Zu-
niichst ist # eine Partition. Dann gibt es P(1) Partitionen, die mit » — 1 beginnen;
P(2) Partitionen, die mit # — 2 beginnen. Allgemein gibt es P(k) Partitionen, die
mit n — k beginnen, sofern k¥ < n — k ist. Wird k > n — £, so schéitzen wir die An-
zahl der bestehenden Moglichkeiten nach oben ebenfalls mit P(k) ab. Insgesamt ist

Pn) <1+ % P(H).
k=1

Aus P(1) = 1 folgt hieraus durch Induktion P(n) < 2. Wir iibertragen diese Ab-
schitzung auf a(n). Nach (1), (2) und der Definition von P(n) ist

a(n) = [1 P) @)
i=1
und daher
a(n) < grtntbner )

Zur Formulierung des Ergebnisses fiihren wir noch die folgenden Funktionen ein.

Definition 3.3. Es bezeichne Q2(n) die Anzahl der Primfaktoren von n und w(n)
die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren von n.
Mit diesen Funktionen ergibt sich aus (4):

Satz 3.3.
a(n) < 29m—o@),

Fiir quadratfreies n ist wegen Q(n) = w(n) stets a(n) = 1. Beachtet man die Ab-
schitzung
r
n =[] pn = 299,
i=1

so sieht man fiir n > 1

n
an) < n-2700M < 7

In Kapitel 7 werden wir wesentlich genauere Abschitzungen fiir a(n) vornehmen
kénnen. Die dazu benétigten Hilfsmittel stehen uns an dieser Stelle noch nicht zur
Verfiigung.
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3.2.  Charaktere endlicher abelscher Gruppen

Definition 3.4. Ein Charakter y einer endlichen abelschen Gruppe G ist eine auf ¢
erkldrte, komplexwertige nicht identisch verschwindende Funktion mit der Eigen-
schaft

2(ab) = x(a) z(b)
fiir alle a, b € G.
Einfache Eigenschaften der Charaktere:
1. Fiir alle a € G ist y(a) == 0.

Es bezeichne e das Einselement von G und ¢~ daszu a inverse Element. Nehmen wir
an, es existiert ein Element ¢ € G mit y(c) = 0. Dann ist y(e) = y(cc™?) = g(c) x(c ™)
= 0 und fiir beliebiges @ ¢ @ y(a) = y(e) y(«) = 0 entgegen der Voraussetzung, daBl y
nicht die identisch verschwindende Funktion sein soll.

2. xle) = z(e?) = zle) yle) = le) = 1.

3. Die simtlichen Loésungen z, der Gleichung z* — 1 = 0, n € N, bilden die n-ten
Einheitswurzeln

2mie
z,=e¢ ", vi=1,2, iy s
Hat die Gruppe G die Ordnung n, so ist a® = e fiir jedes a € @. Daher ist y(a)"
= y(a") = y(e) = 1, und jeder Charakter ist eine n-te Einheitswurzel. Der Charakter y,
mit der Eigenschaft y,(a) = 1 fiir alle a € G heiBt der Hauptcharakter von G.

Satz 3.4. Eine abelsche Gruppe der Ordnung n besitzt genau n verschiedene Charak-
tere.

Beweis. Wir fiihren den Beweis zuniichst fiir eine zyklische Gruppe G. Die Gruppe
wird dann durch die Potenzen a, a?, ...,a" = ¢ eines Elementes gebildet. Ein Charakter
% von G ist wegen y(a") = y(a)" durch die Angabe des Wertes z(a) vollstindig be-
stimmt. Wegen a" = e ist y(a)* = 1, also y(a) eine n-te Einheitswurzel. Da es nur
n verschiedene n-te Einheitswurzeln gibt, kann es also hichstens n verschiedene Cha-
raktere geben. Umgekehrt definiert aber jede n-te Einheitswurzel o durch die Fest-
legung y(a) = ¢ einen Charakter. Denn aus a™a™ = a™ folgt n, + n, =n; (n) und
o™p™ = g™. Somit gibt es genau n verschiedene Charaktere.

Zum Beweis fiir beliebige endliche abelsche Gruppen ziehen wir den Satz 3.1 heran.
Danach liBt sich G als direktes Produkt G = Gy X Gy X --- X G} von zyklischen
Gruppen Gy, Gy, ..., Gy darstellen. Haben die Gruppen @ die Ordnungen n; (j = 1, 2,
..., k), so hat die Gruppe G die Ordnung n = n;n, - --- - %;. Bilden g; die erzeugenden
Elemente von @, so lift sich jedes Element a ¢ G eindeutig in der Form a = a,"
Xa e (0=r; <n; — 1;j=1,2,..., k) darstellen. Fiir jeden Charakter y
von @ ist y(a) = y(a,)"* y(az)™ - -+ « y(az)™. Bezeichnet p; eine n;-te Einheitswurzel,
so ist demzufolge durch die Vorgaben y(a;) = o; der Charakter ; von @ eindeutig
bestimmt. Da g; genau n; verschiedene Werte annehmen kann, gibt es genau
N = NyNy - -+ - Nt verschiedene Charaktere von @.
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Die n verschiedenen Charaktere einer abelschen Gruppe der Ordnung » werden wir
mit %y, 7as --+» %n bezeichnen. Dabei sei y; der Hauptcharakter.

Wir definieren das ,,Produkt* zweier Charaktere z,, 7; von G durch die Festsetzung
(z:70) (@) 2= 74(@) 7:(a), a € G. Dann ist auch z,z: ein Charakter von @, was aus

(2a2) (@b) = 74(ab) ya(ab) = 7.(@) xu(@) 75(b) 2:(b)
= (za20) (@) (s70) (B)
unmittelbar folgt. Daraus erkennt man sofort, daf die Charaktere von @ selbst eine
abelsche Gruppe G*, die Charaktergruppe von @, bilden. Das Einselement bildet der
1
Hauptcharakter y,;. Der zu  inverse Charakter 31 ist durch y~*(a) = (—) gegeben.
— zia
Wegen |;(a)| = 1ist y'(a) = z(a), wobei der Strich den zu y(a) konjugiert komplexen
Wert andeuten soll.
Satz 3.5. Die Charaktergruppe G* einer endlichen abelschen Gruppe G ist zu G iso-
morph.

Beweis. Ist G von der Ordnung 7, so nach Satz 3.4 auch G*. Es sei entsprechend
einer direkten Produktzerlegung von G
@ = alag - @ O=rsn—1,j=12,..,k
mit % = n,mg - -+ -  eine Basisdarstellung der Elemente von G. Ist g; eine primitive
nj-te Einheitswurzel, das heifit ;7 == 1 fiir 0 < r; < n; und g™ = 1, so 1liBt sich
jede nj-te Einheitswurzel in der Gestalt o;% darstellen, wobei s; modulo n; festgelegt
ist. Demnach gilt

2(@) = oM py %« oen - %%
Damit ist jedem Charakter y € G* eindeutig ein Exponentensystem (s;, sy, ..., St)
zugeordnet. Die Abbildung dieses Charakters auf das Element b = a,%a, - - - a;*

liefert offensichtlich einen Isomorphismus zwischen G* und G-

Satz 3.6. Es seien G eine endliche abelsche Gruppe der Ordnung n mit den Elemen-
ten ay, ag, ..., a, und G* die zugehorige Charaktergruppe mit den Elementen y, (Haupt-
charakter), ys, ..., xa- Dann ist

L n fir r=1
H(a) = ’ 5
2wl {0 fir r>1, ©
o n fir a =e
_ " ) 6
.él‘ wlar) {0 fir a, +=e. ©)

Bemerkung. Ersetzt man in (5) y, durch 7, und in (6) a, durch a,a,71, so erhilt
man die Orthogonalitiitsrelationen

Siile,) T = {n fiit F—a,
r=1

7
0 fir r=+s, ™

1< n fir r=s
= £ 8
HZ; 1o(ar) 70(@s) {0 fir res. (8)
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Beweis. Die Behauptung (5) ist fiir » = 1 sicher richtig. Sei jetat » > 1. Es gibt
ein Element b € G mit y,(b) == 1. Mit a, durchléuft ba, die volle Gruppe G. Daher ist

8 =

v

A

1ba,) = X 7:(0) z:a,) = 1:(b) Sy
=1

und folglich §; = 0.

Die Behauptung (6) ist fiir ¢, = ¢ wieder klar. Also sei a, = ¢ angenommen. Wir
mdcehten entsprechend dem ersten Teil des Beweises zu a, einen Charakter 5’ ¢ G*
mit y'(a,) 5 1 angeben. Die Existenz eines solchen Charakters geht aus folgendem
hervor: Es bezeichne D die Determinante

D=l (j=12..,n),
worin ¢ den Zeilenindex und j den Spaltenindex darstellen. Wegen (7) ist DD = n~, also
D von 0 verschieden. Demnach kénnen in D auch keine zwei Spalten iibereinstimmen.
Weil y(e) = 1 fiir alle Charaktere gilt, muB in der r-ten Spalte wenigstens einmal

%(ar) == 1 sein. Also gibt es ein z' € G* mit 4'(a,) = 1. Dann durchléuft aber mit y,
auch 3y, die volle Gruppe G*, und es ist

By = § ') (@) = _Z'lz'(a,-) @) = 7'(@) Su,

also S, = 0.

3.3. Restklassencharaktere

Wir wenden nun die Ergebnisse des vorangegangenen Abschnitts auf die prime Rest-
klassengruppe modulo 7 an: Diese mit G, bezeichnete Gruppe ist eine endliche abel-
sche Gruppe der Ordnung g(m). Ihre Charaktere sind also iiber die primen Rest-
klassen @ = {x:w € Z,z=a (m)) mit (a, m) = 1 erklirt. Sie kénnen durch die fol-
genden Festlegungen als Funktionen iiber alle ganzen Zahlen aufgefat werden. Es sei
z€Z und (x,m)= 1. Wir setzen y(x):= y(@), wenn € @ Dann ist natiirlich

2(®@) = yz(y) fir x =y (m). Fiir (x, m) = (y, m) = 1 ist ebenfalls 2@y) = (@) 2(y).
Da y(@) = 0 fiir jede prime Restklasse @ ist, haben wir bei der neuen Vereinbarung

#(®) == 0 fiir alle Zahlen @ mit (v, m) = 1. Also liegt es noch nahe, y(x) = 0 fiir
(.”v, m) > 1 zu setzen. Zusammenfassend definieren wir:

Definition 3.5. Ein Restklassencharakter modulo m ist eine iiber Z erklirte
Funktion mit den Eigenschaften

xla) = »(b) fir a=b (m),
7(ab) = y(a) z(b) firalle a,bc Z,
zla) =0 fiir  (a,m) > 1,
z(a) 0 fir (a,m) = 1.
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Aus dem Abschnitt 3.2. entnehmen wir: Es gibt ¢(m) Restklassencharaktere mo-
dulo . Sie bilden eine multiplikative abelsche Gruppe, die der Gruppe der primen
Restklassen modulo m isomorph ist. Das Einselement ist der Hauptcharakter y; mit
x1(@) = 1 fiir (a, m) = 1. Es bestehen die Relationen

e(m) fir y =y,
0N) =
L { 0 fir g+,

p(m) fir n=1 (m),

%: ) :{ 0 fir n=E1 (m).

Dabei wird die erste Summe iiber ein beliebiges vollstindiges Restsystem modulo m
und die zweite iiber alle Restklassencharaktere erstreckt.

Diesem allgemeinen Begriff des Restklassencharakters ordnet sich nun das in
Kapitel 2 betrachtete Legendre-Symbol (i) , aufgefaBt als Funktion seines Zihlers,
P
unter. Es war fiir ungerade Primzahlen p und fiir alle ganzen Zahlen @ mit (a, p) = 1

erklirt. Setzen wir zusétzlich (1) = 0 fiir (@, p) > 1, so erfiillt es alle Eigenschaften
P

2
der Definition 3.5. Wegen i) =1, (a, p) = 1, nennen wir es den gquadratischen
ya

Restklassencharakter modulo p. Da fiir einen Charakter y aus 7 = 5! und der For-
derung y2 = 1 die Beziehung y = 7 entsteht, sind die quadratischen Restklassen-
charaktere modulo p als die vom Hauptcharakter verschiedenen recllen Charaktere
festgelegt.

An dem Beispiel m = 5 soll noch die Bestimmung aller Restklassencharaktere
modulo 5 demonstriert werden. Wegen ¢(5) = 4 gibt es vier verschiedene Charaktere
mit den méglichen Werten -1, 47 fiir (a, 5) = 1. Aus 4(2) z(3) = 4(6) = 4(1) =1
folgt x(3) = 771(2). %(4) ist durch y(2) wegen z(4) = x(2)? festgelegt. Daraus erhélt
man die Tabelle

a | 1 2 3 4 5
z1(@) 1 1 1 10
22(a) 1 -1 —1 10
Z3(a) 1 i —7 —1 0
2a(a) 1 — i —1 0

Insbesondere liest man y,(a) = (%) ab.
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(=13

3.4. GauBsche Summen

Definition 3.6. Es sei y ein beliebiger Restklassencharakter modulo m. Die
Summe

Gla, y) = 2ymye ™

wird die zu y gehérige Gaupsche Summe genannt. Dabei durchliuft » ein vollstéin-
diges Restsystem modulo .

Es soll hier keine allgemeine Theorie der GauBschen Summen entwickelt werden.
Wir begniigen uns mit einigen wenigen Aussagen und legen unser Hauptaugenmerk
auf die GauBschen Summen nach quadratischen Restklassencharakteren. Beginnen
wollen wir aber mit dem einfachsten Fall, der erst in Kapitel 5 von Bedeutung sein
wird, nédmlich der zum Hauptcharakter y, gehérigen GauBschen Summe. Diese wird
auch Ramanujansche Summe genannt und iiblicherweise durch c,(a) := G(a, y1)
bezeichnet. Es ist dann

an
)= 3 & ™.
n=1 ’
(n,m)=1
Diese Summen lassen sich infolge ihrer Multiplikativitit beziiglich m auf Primzahl-
potenzen zuriickfiihren und damit berechnen.
Satz 3.7. Fiir (my, my) = 1ist
Cmym, (@) = €, (@) € (@) -
Fiir Primzahlen p und v = 1 gilt
plp—1) fir p'la,
op(@) = —p1 fir pllanp ta,
0 fir plta.
Beweis. Durchlaufen »; (j = 1, 2) prime Restsysteme modulo m;, so durchlauft
nymy + nymy wegen (m,, my) = 1 ein primes Restsystem modulo m,m,. Daher ist
ms nin Mgy Natiy
Cm,(@) Cm, (@) = 2 2 ¢ = O, (@) -
(may M.) = 1 (n, m.) 1
Die angegebenen Werte fiir c,»(a) ergeben sich sofort aus
cp.(a) 2 e2mianp~ va e2rianp~ 2:‘ e2rianp'="
(ﬁ.P) 1 "t
Nun wenden wir uns einigen allgemeinen Aussagen iiber GauBsche Summen zu.

Satz 3.8. Fiir beliebigen Restklassencharakter y modulo m und fir (a, m) = 1 gilt
Gla, x) = x(@) G(1, 7).
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Beweis: Wegen (a, m) = 1 durchlaufen mit » auch die Zahlen an ein vollsténdiges
Restsystem modulo m. Aus z(a) z(@) = 1 folgt z(n) = %(@) z(a) z(n) = z(a) z(an)
und daher

il 2m
Gla, g) = 3 zm)e ™ =yla) X ylan)e
nmodm nmod m

i—
m

Lk
— 2mi— —
=a) X zk)e ™= yla)G(1, z).
kmodm
Ist (@, m) > 1, so ist stets y(a) = 0. Dagegen kann G(a, ) sehr wohl von 0 ver-
schieden sein. Der niichste Satz gibt eine notwendige Bedingung.

Poctli],

Satz 3.9. Es sei y ein harakter modulo m. Fiir die ganze Zahl a set
(a, m) > 1 und G(a, ) = 0. Dann existiert ein Teiler t von m mit 0 < t < m und

20) =1 fir (b,m)=1Ab=1 (t).

Beweis. Essei (@,m) =dund t = i(’;— Wegen d > 1ist 0 <t < m. Es seib so
gewiihlt, daB (b,m) = 1und b=1 (t). Dann ist

iz w2
Gan= % zme ™= 5 gbwye "
nmodm nmodm
2220
=) X zm)e ™.
nmod m

Aus abn = an -+ antk = an + —:l_l_ nmk = an  (m) ergibt sich

Gl ) = 1) 2 ) & ) Gla, ).

Fiir Q(a, 7) = 0 muB dann notwendigerweise y(b) = 1 sein, was den Satz beweist.

Definition 3.7. Ein Restklassencharakter z modulo m heiBt primitiv, wenn es fiir
jeden Teiler ¢ von m, 0 < t < m, eine ganze Zahl b mit b=1 (#), (b, m) = 1, gibt,
so daB x(b) == 1 ist.

Fiir m > 1 ist der Hauptcharakter y; nicht primitiv, da y,(b) = 1 fiir alle b mit
(b, m) = 1ist.

Ist m = p eine Primzahl, so ist jeder vom Hauptcharakter verschiedene Charakter
4 primitiv. Der einzig mogliche Teiler ¢ von p mit 0 < ¢ < p ist t = 1. Wire y nicht
primitiv, so miiBte y(b) = 1 fiir alle b mit (b, p) = 1 sein. Das kann aber nur der
Hauptcharakter sein.

Satz 3.10. Ist y ein primitiver Restklassencharakter modulo m, so ist G(a, ) = 0
fiir jedes a mit (@, m) > 1.
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Beweis. Gibt es ein @ mit G(a, ) == 0 und (a, m) > 1, so gibt es nach Satz 3.9
einen Teiler ¢t von m mit 0 < t < m, so dafl y(b) = 1 fiir (b,m) =1lund b=1 ()

54

wird. Dann kann aber y nicht primitiv sein.
Satz 3.11. Ist y ein primitiver Restklassencharakter modulo m, so gilt

16, z)| = Ym.

Beweis. Die Behauptung folgt aus
pR— m___ _gxi
1G(L P =G(L, ) G(1, ) = G(1, ) J zm)e ™
m —2mi- i ":7: 2:n'M
=XGn e " =3 3ykle "
n=1 n=1 k=1
. - 2m,n(k—1)
=3 yk) e ™ =my(l)=m.
k=1 n=1

Im Hinblick auf das quadratische Reziprozitiitsgesetz betrachten wir jetzt den quadra-
(1) nach einer ungeraden Primzahl p. Wir haben

tischen Restklassencharakter y(a) =
dann

=1 [p\ o2nill

Ha,y) =X (—) e 7
n=1

und nach Satz 3.8

a) 6, ).

Gla, z) = (;

Gegeniiber Satz 3.11 kénnen wir ein weitergehendes Resultat erzielen.

Satz 3.12. Ist p etne ungerade Primzahl und y(n) = (l), so gult
P
P—1
9)

Gl 72 =(—1) 7.

Beweis. Es ist

oL ="5 "% (i) (i) e
P P

n=1 k=1

P

Fiir festes n gibt es zu jedem % ein durch £ = nm (p) eindeutig bestimmtes m mit

(m, p) = 1. Daher ist
P=12=1 [pop\ 2mMED p_y po1 gnmtD
GLyr=% % (M)e =X (ﬂ> &
n=1 m=1 m=1 \ P/ n=1
p-2 —1 7=l (m —1
CEE) ) E R
m=1 4 m=1\P P
B=1
=(=1)*p

nach den Sétzen 2.26 und 2.29.
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Zur Berechnung von G(1, y) fiir y(n) = (ﬁ) ist nach (9) in
V4
/ =1
ot p==) =1 p
,,onur noch das Vorzeichen zu bestimmen. Aber darin liegt die eigentliche ganze
Schwierigkeit, die selbst C.F.Gavss erst nach mehreren vergeblichen Versuchen
meistern konnte. Wir werden dieses Problem im nichsten Abschnitt 16sen, befreien
uns aber zunichst in der Definition dieser speziellen GauBschen Summe von der

n

direkten Verwendung des Restklassencharakters (—) . Fiir ungerade Primzahlen p
ist ndmlich P»

p—1 ([ 2::-'“—“ 2mil 2i—

Ha, ) =X [—]e P =Ze *—=Xe 7,
k=1 \P

wobei in der ersten Summe iiber alle quadratischen Reste 7 und in der zweiten Summe

iiber alle quadratischen Nicht-Reste 7 modulo p zu summieren ist. Aus

22i 2@ 1 gmi®h
1+3e P+3e P=3e¢e "=0
T u ¥=0
fiir (a, p) = 1 folgt

.ar

Gap)=1+25c 7,
-

und da jede Kongruenz 22 =r (p) genan zwei Losungen @ = 4k (p) hat, erhalten
wir

P=1 gmitkt
Qa, =3¢ * . (10)
¥=0

3.5.  Das quadratische Reziprozititsgesetz
im Lichte der GauBschen Summen

Die Darstellung (10) soll zum AnlaB genommen werden, derartige Summen auch dann
zu erkliren, wenn p keine Primzahl ist.

Definition 3.8. Es sei a eine natiirliche Zahl und b eine ganze Zahl mit («, b) = 1.
Die Summe

a=1 gmiln

G4(d) =§)e 4

wird quadratische Gaufsche Summe genannt.

Unsere Aufgabe soll darin bestehen, diese Summe zu berechnen. Zunéchst wird
sich zeigen, da$ die quadratische GauBsche Summe beziiglich a einer multiplikativen
Eigenschaft geniigt. Damit konnen wir uns auf den Fall einer Primzahlpotenz a = p*
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beschrinken. Fiir p = 2 gelingt uns sodann die Berechnung von G,(b) sofort. Fiira == 2’
berechnen wir vorerst nur G,(1). In Verbindung mit einem Reziprozititsgesetz, welches
Gy(b) in Gy (a) iiberfiihrt, konnen wir schlieBlich G,(b) rekursiv berechnen. Uber (10)
gelingt uns dann eine Verbindung zum quadratischen Reziprozititsgesetz.

Satz 3.13. Fiir (a,a’) = 1 qult
Go(@'b) Gp(ab) = Gop(b).

Beweis. Esist

—1a—1 "'u—(a n*+a*n’*)

Gala'd) Gy(ab) = 2 2e

n=0 n'=0

; b
6—1 a’'—12xi—(a’n-+an’)*
2i(a’n +an'y

n=0n'=0
aa’—1 Zm'L,k‘
=X e @ =G0
k=0
unter Ausnutzung des Hilfssatzes 2.1.
Satz 3.14. Firb=1 (2)st
Gub) = 0 (11)

und fiir v > 1
22(1 + ) fir »=0 (2),

22¢*  fir v=1 (2).

Beweis. Durch Ausrechnen bestitigt, man leicht (11) und fiir » = 2,3 auch (12).
Setzen wir jetzt » > 3 voraus. Dann ist
Gty = 37 37 esmivr vy
n=0r=0

ar-a_
= )“ ez:ubz-'n' 2 gribnr
n= 0 r=0

Z,Elz ib2'-"m?
— 4 3 eivrmt
m=0
da die Summe iiber » fiir ungerade n den Wert 0, fiir n = 2m den Wert 4 annimmt.
Wegen (m + 272 =m2 (2" fiir » > 3 folgt

Gyl(b) = 2 Zezm“m' = 2G,(b).

Damit kann Gy, (b) auf Gy(b) oder Gg(b) zuriickgefiihrt werden, je nachdem, ob » gerade
oder ungerade ist. Aus diesen Anfangswerten ergibt sich unmittelbar (12).
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Die Berechnung des Betrages der quadratischen Gaufischen Summe bietet keiner-
lei Schwierigkeiten.

Satz 3.15. Fiir (a,b) = 1 ust
Va fir a=1 (2),
|Ga(d)] = 1)2a fiir a=0 (4), (13)
0 fir a=2 (4).
Beweis. Wir behandeln die drei Fille getrennt.
l.a=1 (2):
a—1 a—1 2,(,—(,.,' n.')
Gb)E=X% Xe
n=0 n3=0
Wir setzen n; = ny + m. Durchlduft n; bei festem n, ein vollstindiges Restsystem
modulo , dann auch m. Daher ist

a—1 2m£m‘ a—1 Amimn-
bnzf‘z‘e L2 Ze =a, (14)
ny=0

« da die Summe iiber n, fiir m = 0 den Wert a, sonst aber 0 hat.
2.a=0 (4): Wir kénnen die Entwicklung (14) benutzen. Die Summe iiber n,

hat jetzt fiir m = O und m = % den Wert a, sonst 0. Daher ist |G,(b)|* = 2a.
3.a=2 (4): Mita= Zu,-‘u =1 (2), folgt aus Satz 3.13 und (11)
G,(b) = Gy(udb) G,(2b) = 0.
Damit ist der Satz in allen Teilen bewiesen.

Wir nehmen jetzt die Berechnung von G,(1) iiber eine Produktdarstellung der qua-
dratischen GaupPschen Summe vor. Diesem Ziel dienen die beiden folgenden Hilfsséitze.

Hilfssatz 3.1. Fiir ungerade, natiirliche Zahlen n und beliebige reelle Zahlen  gilt
n—1 =1

Hsm 2% (.1: + ) = 21-n(—1) 2 sin 2z na. (15)

Insbesondere ist

n—1

2 1 1=H
HsinQ:t‘—:‘ 2 yn, (16)
by n
n—l
u' 1 l_
Hcos .,1—_(—1) 2% . (17)

Hier und in folgendem sollen leere Produkte stets den Wert 1 haben.
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Beweis. Die Losungen von z* — 1 = 0, die n-ten Einheitswurzeln, sind gegeben
durch

2mi—
Z=e¢ " r»=0,1,...,n —1).
Daher ist
n—1 2ai
IH\z—e *)=20—1
v=0

Da n ungerade ist, durchliuft mit » auch 2» ein volles Restsystem modulo n. Setzen
wir noch z = ¢~47% g0 haben wir

n—1 X 2mimm .
H e—dniz _ o M) _ ,—dminzr 1.
=0
Durch Multiplikation dieser Gleichung mit
D)
—e = —e?*™
v=0
ergibt sich
ﬁl (92"‘(2+7) _ e—%i(ﬁ_T)) — e27ing _ e#ﬂzinz
v=0
und damit (15). Der Grenziibergang 2 — 0 liefert aus
a1 » = sin 2nna
sin 2% (¢ + —) = 2-"(—1) 2 ———=
,I=71 ( * n) (=1 sin 2nx
die Gleichung
n—1

n—1 ” A=t
I1 sin 27 — = 21-"(—1) % 5,
n

f
Hieraus gewinnen wir

n—1
2

. L
IT sin 27 — sin 2z
n

n—1

n—v 2
=2-5(—1) ¢ =,

n
n—1

2 v
Il sin®2z — = 2=y,
n

v=1

—1

Da sin 27 — > 0 fiir 1 =r < z ist, folgt hieraus (16). Zum Nachweis von (17)
n
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1
setzen wir in (15) x = ry und erhalten

n—1 i
I cos 22 — = 22",
=1 n

n—1

2 "

I1 cos? 2a — = 2'-n,
Wit n

n—1

T 1—-n
Il cos 2z — = +2*
v=1

5 ¥ . . v 2 n
Zur Bestimmung des Vorzeichens stellen wir cos 2z — > 0firl<r»< T und
n
n—
5

! fest. In den Faktoren des Produktes (17) tritt

v n
cos2x — < 0 fir— <»v =
n 4

n—1

also

n
R [I]-mal das Minuszeichen auf. Durch eine leichte Rechnung besté-

—1 2 — 1
tigt man z — [-;i] - 5 (2). Damit ist auch (17) bewiesen.

Hilfssatz 3.2. Mul co(x, n) = 1 und

gilt fiir nichinegative ganze Zahlen n mit n =0 (2)

n n/2
X (—=1yef@,n) = [T (1 — 271, (18)
=0 k=1

Beweis. Fiir 7 = 0 ist die Giiltigkeit von (18) trivial. Wir betrachten die linke
Seite von (18) zuniichst fiir beliebige ganze Zahlen n = 2. Aus der Definition von
¢,(x, n) folgt

1—an 1—a
¢, (v, m) = iTx—’: e(x,n — 1) = ¢, n — 1) + 2" l—xc,(:c,n— 1)

=c,(x,n — 1) + 2",y (x,n — 1).

Daher ist, wenn wir die linke Seite von (18) mit f(z, n) bezeichnen,

farnm) = 1+ (—1)p + 5 (= 1) e e m)

n—1
=14+ (=" 4+ 3 (—1)y {c(x,n — 1) + ame, (2, n — 1)}
V=1
=S — e es@n — 1)
v=1

(=) S (= 1)yl n — 2) = (1 — &) f,n — 2).
v=1
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Aus dieser Rekursionsformel folgt wegen f(x, 1) = 0 als Nebenergebnis f(x, n) = 0
fiir ungerade 7 und wegen f(z, 0) = 1 fiir gerade n die Behauptung (18).

Aus diesen beiden Hilfssiitzen ergibt sich fiir die quadratische GauBsche Summe
eine Produktdarstellung, die eine Berechnung von G,(1) erméglichen wird.
Satz 3.16. Fiir (a,b)=1,a=1 (2)gilt
a—1

I (14 &%) J] sin vai. (19)
=1 i

a;l
ap)—2° L

2
—amil
Beweis. Wir benutzen die Beziehung (18) mit n =a — 1 und x = ¢ ¢, Fiir
¢,(x, @ — 1) erhalten wir

b

v {_ ¢ @ 2xiv(r+1)—

cy(x,a—l)=n————kb:(—1)’e #
k=1 —4;:67

und damit fiir die linke Seite von (18)

— a—1 2mv(v+l)— —2ai “—' LIRS QP e N WA
T =t ale=T)=5 ¢ e )ﬂge'(z )<
= v=0 v=0
ol
E G a(b)- (20
Fiir die rechte Seite von (18) erhalten wir
a—l a;l
—.mi(el.-—x)L
H(l—xzk 1)—1]1~e a
k= =1
Oy 5
=e 3 7a o2 HmZn(’k—l) " (21)
k=1 a

Zur Umformung des Produktes auf die Gestalt (19) unterscheiden wir die Fille
a=1 (4)unda=3 (4).Im Falla=1 (4) bilden die Zahlen 2k — 1 fiir 1<k
a—1 . a—1 . a+3 =1

= die ungeraden Zahlen unterhalb . Fiir <k S —— ist
sin 2n(2% — 1) b — gin Baja — 2 ﬁ — —sin 2:2K imit =1 g Dae

durch erhalten wir ergéinzend die gemden Zahlen 2k’ unterhalb =~ . Hinzu kommen

a —

Mi.nuszeichen. Aus (21) entsteht
a—1 a=1

g=1 eiad . g1
IT (1 —a*1)=¢ i ( )" 2 H m2nvi (22)
it a

k=1

o1
)
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a+ 1

die un-

Analog bilden im Falla=3 (4) die Zahlen 2k — 1 fir 1 <k <

—1 =
a) Fura+o kéa

geraden Zahlen unterhalb ! ist sin 27(2k — 1) E
a

b 1
= —sin 222k — mitk' = li— — k. Wir erhalten die ergiinzenden geraden Zahlen
i 3
2k’ verbunden mit £ —

3 Minuszeichen. Aus (21) wird
a—1 T _1
= ~ai(*7) T T b
(1—a?l=¢ H sin 2mp —. (23)
v=1 a

(18) liefert die Identitit einerseits von (20) und (22) und andererseits von (20) und
(23). Beide Identititen zusammengefaBt ergeben (19).
Satz 3.17 (Gauss).

Gt =12 1+ o V. 29

Beweis. Fira=2 (4) folgt (24) aus (13). Auch fir a =1 (2) ergibt sich (24)
sofort aus (16) und (19). Fira=0 (4) setzen wira =2*umita 22, u =1 (2)-
Damit erhalten wir aus Satz 3.13

(1) = Guulu) G(2).
Ist x gerade, S0 ist @,(2%) = G,(1). Hierfiir ist (24) schon bewiesen, und mit (12) ist

Gty = 21 + ) 2L (1 i Yu = (1 +9) Ya.
Ist « ungerade, so ist G,(2%) = G,(2). Hier folgt aus (19)

u—1
£ 47y
;~u) [] sin —
Heny

u—1

G =27 1!

u—l
=2%"31 4+ 7)) (1 4+ 77%) H sm 2 cos @

und aus (16), (17)

G2 =(—1 *® —2—(1+r“>w
Damit ergibt sich aus (12)

u'—1

Gul) = (—1) * ly—; A+ Ya= 1 +97Ya,

und der Satz ist in allen Teilen bewiesen.
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Nunmehr sind wir in der Lage, fiir die quadratischen GauBschen Sumnien selbst
ein Reziprozititsgesetz aufzustellen, aus dem das quadratische Reziprozitiitsgesetz
unmittelbar folgt.

Satz3.18. Sind a, b natiirliche Zahlen mit (a,b) = 1, und ist b=1 (2), so gilt
W14 o A
Gy (b) = V? % (14 =) G, (a). (25)

Beweis. Nach Satz 3.13 ist fiir (a, b) = 1
Go(b) Gy(a) = Gap(1).
Durch Multiplikation mit dem Konjugiertkomplexen von G,(a) erhélt man
Gald) Gy (@) = Gup(1) Gyfa)-

Nach (13) ist |Gy(a)[* = bfirb =1 (2). Setzt man dies und fiir G4,(1) noch (24) ein,
so ergibt sich (25).

Anwendung auf die quadratischen Reste: Ist p eine ungerade Primzahl
und ¢ eine beliebige Zahl mit (p, g) = 1, so ist nach Satz 3.8, (10), und Definition 3.8

Gylg) = (i) Gy(1).
4

Durch Eintragen von (19) findet man daraus die merkwiirdige Darstellung des
Legendre-Symbols

21 gin 924,
2
(1) =1 — (26)
P "' sin 270 —
oder mit (16)
=1 2t
2% 2
l) = sin 20 (27)
P Vp =1 P

Die beiden Erginzungssitze des quadratischen Reziprozititsgesetzes

=1 -1 2 =1
(——) =7, (i) ==
P P

liest man aus (27) bei Verwendung von (16) und (17) miihelos ab.

Fiir den Beweis des quadratischen Reziprozitéitsgesetzes bieten sich jetat zwei
Varianten an: Entweder man benutzt die Produktdarstellung (26) des Legendre-
Symbols oder direkt das Reziprozititsgesetz (25) der GauBschen Summen. Da beide
Beweise nach der geleisteten Hauptarbeit sehr kurz sind, sollen auch beide darge-
stellt werden. Dabei bedeuten p, ¢ jetzt immer ungerade Primzahlen mit p = ¢.
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1. Variante: Benulzung der Produktdarstellung (26) des Legendre-Symbols. Hier-
zu sei nebenbei bemerkt, daf die Darstellung (26) allein aus dem Eulerschen Kri-
terium und dem Hilfssatz 3.1 gewonnen werden kann, so daB der hier eingeschlagene
Weg iiber die GauBschen Summen véllig unnétig ist. Nach (15) ist

q
sin 2mp —

——1—211171) 1]-;1;;2-;( +q)

sin 2mp —

Durch Einsetzen in (26) erhdlt man

p—14¢-1

q (@-D@-1) =5 5 5 ' '
)= ! sin 27 (— + > sin 27 (— = —)
(P) I v‘I:]l p g P

v=1 q
und bei Vertauschung von p und ¢ das quadratische Reziprozititsgesetz

p=1.e1
]
P q
2. Variante: Benutzung des Reziproziliitsgesetzes (25) der Gaufschen Summen. Aus
Gylq) = (%) Gy(1) und aus (24) leitet sich wegen der Ungeradheit von p

e (%) &

und ebenso

P -1
G p) = ( )z‘ 2 Vg

q
her. (25) 1aBt sich auf die Gestalt

‘Pg—1
60 :V” 5 o

bringen. Durch Einsetzen erhélt man

(%) _ - (5) g (f)




64 3. Endliche abelsche Gruppen

3.6.  Aufgaben

i
2.

3.

'S

. Man bestimme das Produkt simtlicher Elemente einer endlichen abelschen Gruppe.

Es sind alle abelschen Gruppen der Ordnung 6, 18, 30 und ihre Zerlegungen in direkte Pro-
dukte zyklischer Gruppen anzugeben.

Man bestimme simtliche abelschen Gruppen der Ordnung 8 und gebe fiir jede Gruppe die
zugehorigen Charaktere an.

. Es seien p eine ungerade Primzahl, p t b und » = 2. Man zeige

Gp(b) = pGip-s(b)
und schlieBe daraus

p¥2 fir v=0 (2),
Gpd) = 1
P2 GO fir v=1 (2).

. Es sei p eine ungerade Primzahl, p ¥ b und» =1 (2). Man beweise
b 12 fig
—|pri? fir p=1 (4),
P
Gpr(b) =
7 (i) P2 fir p=3 (4).
P



4. Algebraische und transzendente Zahlen

Die bekannten systematischen Bruchentwicklungen der reellen Zahlen vermégen nur
héchst unvollkommen die Eigenschaften der durch sie dargestellten Zahlen wider-
zuspiegeln. Jede derartige Entwicklung vermittelt im wesentlichen nur einen Zu-
sammenhang zwischen der betreffenden Zahl und der gewéihlten Grundzahl, bei der
Dezimalbruchentwicklung der Grundzahl 10. Selbst die Unterscheidung zwischen
den rationalen und irrationalen Zahlen ist verhéltnismiBig kompliziert. In diesem
Kapitel werden wir Darstellungen der reellen Zahlen — die Kettenbruchentwick-
lungen — kennenlernen, die unabhiingig von besonders ausgewéhlten Zahlen sind.
Die rationalen werden von den irrationalen Zahlen in einfacher Weise durch die End-
lichkeit beziehungsweise Unendlichkeit der Entwicklungen getrennt. Dariiber hinaus
liefern die an einer Stelle abgebrochenen Entwicklungen in einem gewissen Sinne beste
Approximationen durch rationale Zahlen. Wir setzen die Untersuchungen der irratio-
nalen Zahlen durch ihre Unterscheidung in algebraische und transzendente Zahlen
fort. Es wird sich herausstellen, daf ,,fast alle* Zahlen transzendent sind. Das Kapitel
wird mit dem Nachweis der Transzendenz der Zahlen e und z abgeschlossen.

4.1. Die Entwicklung reeller Zahlen in Kettenbriiche

Der in 1.3 entwickelte Buklidische Algorithmus zur Bestimmung des groften gemein-
samen Teilers zweier natiirlicher Zahlen kann andererseits zur Entwicklung von
rationalen Zahlen in Kettenbriiche ausgenutzt werden. Sind ao, @, € N mit @, > a, > 1,
so folgt aus dem Euklidischen Schema in 1.3

a, ay ay
—=q +— 0<—=x1
a, ay a,
ay as ag
—=¢ +— l<—x<1
a, ay ay
Uy_g a a
L =g+ 0<— <1
n-1 Ap—1 Ap—y
Ay

=t (0 = as).

a,
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Tragt man nacheinander die 2., 3., ..., n-te Gleichung in die erste Gleichung ein, so
erhilt man fiir o/, die Entwicklung

a 1
—0=91+ =¢+

a. a
i g+ =2 ¢ +
@y

1

2y
9+ —
as

=+
G ee————————
g3+, 1
+—_

1

o1+ —

q

n
Diese Entwicklung nehmen wir zum AnlaB, allgemein den Begriff eines Kettenbruches
festzulegen.
Definition 4.1. Unter einem Kettenbruch versteht man die Entwicklung
1

[ao; a1, as, ...] :=ag +

a, +

1

dy + -,
Dabei ist a, eine beliebige relle Zahl, und die Teilnenner a,, @, ... sind positive Zahlen.

Ist die Folge {a,) eine unendliche Folge reeller Zahlen, so spricht man von einem
unendlichen Kettenbruch. Die gegebene Definition ist in diesem Fall zuniichst ganz
formal, da noch die Frage der Konvergenz zu kliren ist. Besteht die Folge {a,} nur
aus endlich vielen Elementen, so haben wir einen endlichen Kettenbruch
1

1

a2+.,_+i

[ag; @, as, ..., a,] = ag +
a +
U

Wir wollen unter [ay; ay, as, ..., @] fiir & = 0 den k-ten Abschnilt eines vorgelegten
Kettenbruches [ag; a4, as, ...] beziehungsweise [ay; a,, @, ..., a,,] verstehen. Fiir den
unendlichen Kettenbruch kann k beliebig, fiir den endlichen Kettenbruch muB k < m
sein. Wir beschéftigen uns zunichst mit diesen Abschnitten.

Satz 4.1. Die Zahlen p;, und g seien definiert durch
Pa=1, po=ay, Pr= P+ P2 (k=1), (1)
1=0, =1, ¢ =ag .+ g (*k=1). @)

Dann lapt sich jeder k-te Abschnitt eines Kettenbruches [ay; ay, @y, ...] darstellen in der
Form :

[0 @y, a0, o] = 22 (& 2 0). 3)
9k
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Die Briiche p;/g; heiBen die Niiherungsbriiche k-ter Ordnung des vorgelegten Ketten-
bruches.

Beweis. Fiir £k = 0 ist

2o

(]

[a] = ap =
und fiir k = 1
1 agay + 1 ]
[aﬂ;a,]:a,o+—:L—:&,
ay a 31

Weiter schlieBen wir durch Induktion. Es sei die Darstellung (3) richtig fiir & < n.
Dann folgt die Richtigkeit fiir n 4 1 iiber

1
[ao; a1, @ay -0y Upy Qnia] = | Qo3 gy A2y ooy Wy Wy
®psy

1
(a,, + ) Pro1 + Pz
- Un1

- i1 (AnPr1 + Prz) + P
(a,, 4 _L) Got + Qs Api1(CnGn1 + Gn-2) + G

Uy

_ @naPn + Pr1 _ Prn

Wpirn + Gna Int1 '

Satz 4.2. Fiir k = 0 ist
Py — Pt = (— 1D, (4)
und fiir k = 1 gilt

UPrz — Pige2 = (— 1)L ag. (®)

Beweis. Durch Multiplikation der Rekursionsformeln (1), (2) mit g, beziehungs-
weise pp_, erhalten wir

D1 = GPr19e-1 + Pi2Gi15
Pe-1Gk = GPe19k-1 + PGk
und durch Subtraktion beider Gleichungen
Py — Pe-ade = — (PeaGe-2 — Pi2Ge)
= (=1 (Do — Pao) = (— 1.

Damit ist (4) bewiesen. Entsprechend ergibt sich aus (1), (2) durch Multiplikation mit
gi—» beziehungsweise py._p

QPr-2 = GGe1Pr-2 + Qk2Pr-2>
Didi-2 = @GPr-1Qk—2 + Pr-2qk-2
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und durch Subtraktion

GePr-2 — Pie-2 = —Q(Pr-1Gk-2 — Qi-1Dk2) -
Verwendet man hierin (4), so ergibt sich sofort (5).

Aus diesem Satz konnen wir eine wichtige Folgerung ziehen. Aus (5) folgt fiir
k=2
I N Gt VL

9k T2 DeQre—2

Die rechte Seite dieser Gleichung ist fiir gerades k stets positiv und fiir ungerades k
stets negativ. Also bilden die Naherungsbriiche gerader Ordnung eine streng monoton
wachsende Folge, die Naherungsbriiche ungerader Ordnung eine streng monoton
fallende Folge. Aus (4) ergibt sich fiir £ = 1

Hieraus erkennt man, daB jeder Néiherungsbruch ungerader Ordnung grofer ist als
jeder Naherungsbruch gerader Ordnung.
Insgesamt erhilt man: LaBt sich die reelle Zahl « durch einen endlichen Ketten-

bruch & = [ag; @, s, ..., a,] darstellen, so ist fiir 2k + 1 < n
Dk & it Pakt1 (6)
G2k Qok+1

und & = Pu Jedem unendlichen Kettenbruch [aq; a;, as, -..] entspricht eine Folge
{Pe/qx} von Naherungsbruchen Konvergiert diese Folge, das heifit, ist lim p,,/q,‘ =,
k>

so fafit man « als den Wert des unendlichen Kettenbruches auf und setzt o = [ag;
@y, @y, ...]. Fiir die Folge der Naherungsbriiche gilt dann stets die Ungleichung (6).

Im weiteren wollen wir uns ausschlieBlich auf Kettenbriiche mit natiirlichen Ele-
menten beschrinken. Dabei soll angenommen werden, dafl die Zahlen a,, a,, ...
natiirliche Zahlen sind und die Zahl a, ganz ist. Endliche Kettenbriiche mit letztem
Element 1 sollen ausgeschlossen sein.

Satz 4.3. Unendliche Kettenbriiche mit natiirlichen Elementen sind stets konvergent.

Beweis. Wir zeigen, daB die Folge {py/q;) dem Cauchyschen Konvergenz-
kriterium geniigt: Zu jedem beliebigen ¢ > 0 gibt es eine natiirliche Zahl n,, so daB

fiir alle &, m > n, gilt Dk _ Pn| ¢ Wir kénnen k > m annehmen. Dann ist
m
2 Pu|l M5B po)
G Gn| =m|@a 4
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Da ay, as, ... € N sind, folgt aus (2) ¢, = @; = 1 und ¢ = gj—, + 1 fiir k = 2. Daher
ist g = k. Fiir unsere Abschétzung erhalten wir

Pe_ Pn
9k Im

= —1 1 k=l [ ] 1 _ 1 1
SEav+ Dy Sh\y v+ 1 m k
1 1
<—<—<eg,
m o

1 . .
sofern man nur n, > — wihlt. Dies beweist den Satz.
&

Satz 4.4. Jede reelle Zahl o lifit sich cindeutig in einen Ketienbruch mit natiirlichen
Blementen entwickeln. Der zugehérige Kettenbruch ist endlich, wenn  rational ist; er ust
unendlich, wenn o« trrational ist.

Beweis. Es bezeichne allgemein [x] die groBte ganze Zahl, die kleiner oder gleich
2 ist. Wir setzen

1
[2] = a0, 0‘=“o+'—_': x = [ag; 7).
1

Dabei ist fiir nicht-ganzzahliges « stets r; > 1. Jetzt schreiben wir

1
[n]l=a, 71:a1+r—: o = [ag; ay, 7).
2

Diesen ProzeB setzen wir beliebig fort. Ist im n-ten Schritt 7, > 1, so bilden wir

1
rl=ay, rm=a+—, «=][a;a,. el
Tpya
mit 7,5, > 1. Diese Entwicklung gilt allgemein, sofern ry, 7y, ..., r, nicht ganzzahlig

sind.

Ist « rational, so sind auch alle , rational. Es zeigt sich, da$f dann unser Proze
nach endlich vielen Schritten abbricht. Ist nimlich r, = s,/¢, mit natiirlichen Zahlen
Sy by und £, > 1, (8, t,) = 1, so folgt aus

1
O=sr—a,= <1

Tn+1
0<S g, m ST Oh g
tn ty t,

Damit ist z, < t,. Fiir z, = 0 ist die Entwicklung beendet. Fiir z, > 0ist r,., = tolza-
Damit hat r,,, einen kleineren Nenner als 7,, weshalb die Folge {r,} nach endlich vielen
Schritten eine natiirliche Zahl erreicht. Die vorgegebene reelle Zahl « besitzt daher eine
endliche Kettenbruchentwicklung, deren letztes Element groBer als 1 ist.
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Ist « irrational, so sind auch sédmtliche r, irrational, und der ProzeB 1Bt sich un-
begrenzt fortsetzen. Dabei gilt fiir jedes n

&= [ag; ay, ..., ap; Ty,
P

= = [ag; ays -, ay].

qn

Wir zeigen, daB die Folge {p,/q,) gegen  strebt. Es ist

o Do _TeaPat Pus  Pu _ Purn — Py

G Tandn + Gt G Gl + Q)
Mit Hilfe von (4) ergibt sich

1 1 1
| . < = Wl
G| Glwadn + 1) Gl@a@n + Gua)  Gann
Wegen ¢, — oo fiir n — oo folgt daraus
o = lim &
n—o0 qn

Wir haben noch die Eindeutigkeit der Entwicklung nachzuweisen. Dazu nehmen wir
an, « habe die beiden Entwicklungen

o = [ag; ay, ag, ...] = [ag"; @), as', ...],

wobei die Kettenbriiche sowohl endlich als auch unendlich sein kénnen. Offensicht-
lich ist [x] = @y = a,’. Nunseischon a; = «;’ fiir k < n nachgewiesen. Fiir diese k ist
dann auch pp = p;’ , ¢ = ¢i’, wenn py, ¢ dem ersten und p;/, ¢;" dem zweiten Ketten-
bruch zugeordnet sind. Aus

_ TaeaPa & Py TaoaPu' Py ThaPa F Paar

Tns1dn + Gna 7’1/1-“%/ + g1 Tni1n + Gnr

folgt 7,11 =154y Dadyy = [r]unda, ., = [, ] gilt, haben wiraucha,.; = aj, . ,. So
ist durch Induktion die Identitiit beider Kettenbriiche nachgewiesen, und der Satz
ist in allen Teilen bewiesen.

Die Entwicklung der reellen Zahlen in Kettenbriiche mit natiirlichen Elementen
gibt gegeniiber den systematischen Bruchentwicklungen nicht nur den Vorzug der
scharfen Trennung der rationalen von den irrationalen Zahlen. Bricht man beide
Entwicklungen an einer bestimmten Stelle ab, so erhiilt man Approzimationen der vor-
gegebenen Zahl durch rationale Zahlen. Die durch die Niherungsbriiche der Ketten-
bruchentwicklung gegebenen Approximationen sind dabei erheblich besser. Dies
zeigt die Ungleichung (7), die offensichtlich auch fiir endliche Entwicklungen zu-
trifft. Mit ¢,., = ¢, folgt:

Satz 4.5. Ist p,/q, der n-te Niherungsbruch der Kettenbruchentwicklung von «, so gilt

1

o

a o

qn
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Auf solche Approximationen von reellen Zahlen durch die Naherungsbriiche ihrer
Kettenbruchentwicklung soll im nichsten Abschnitt noch néiher eingegangen werden.

Wir betrachten hier noch periodische Kettenbriiche, die, wie sich zeigen wird, den
quadratischen Irrationalititen zugeordnet sind. Was versteht man unter einer quadra-
tischen Irrationalitdt? Bekanntlich ist jede Zahl ﬁ irrational, wenn N eine natiir-
liche Zahl darstellt, die keine Quadratzahl ist. Dabei ist ﬁ Losung der Gleichung
2% — N = 0. Allgemeiner nennen wir jede reelle, nichtrationale Lésung der quadra-
tischen Gleichung aa? + bx + ¢ = 0 mit a,b, ¢ € Z, a # 0, eine quadratische Trra-
tionalitat.

Der unendliche Kettenbruch x = [ay; @y, @s, ...] heiBit periodisch, wenn es ganze
Zahlen n = 0, h = 1 gibt, so daB fiir beliebige k = n stets ap., = gilt. Wir schrei-
ben dann

&= [“o§ gy vvey Upyy Wy« v vy a’n+h—1]'

Satz 4.6. Jeder periodische Kettenbruch stellt eine quadratische Irrationalitit dar.
Umgekehrt besitzt jede quadratische Irrationalitiit eine periodische Kettenbruchent-
wicklung.

Beweis. 1. Es sei der periodische Kettenbruch
o« = [%? Ay o vey Qpyy Upy - ooy a/m-h—l]

vorgelegt. Wir betrachten den aus den periodisch wiederkehrenden Elementen be-
stehenden Anteil des Kettenbruchs

Ty = [@n} Guizs oo Qnings Qs ooy Anpieas -]
= [@a} @us1s -+ s Cpi-15 Tn]

Fiir & = 1 ist

1
o = [an; ] = @0 + —,
Tn

und r, geniigt der quadratischen Gleichung
72— agr, — 1 =0.

Fiir h > 1 bezeichne p"[q", p'/q¢’ die letzten beiden Niherungsbriiche von [a,;
i1y -+ > Gysne], WObel in diesem Kettenbruch ausnahmsweise @443 = 1 zugelassen
ist. Nach Satz 4.1 ist dann

_pratp

T ’ "R
q'rn + ¢

n

so daB auch in diesem Fall 7, einer quadratischen Gleichung

ar2+br, +¢c=0



72 4. Algebraische und transzendente Zahlen

mit ganzzahligen Koeffizienten geniigt. Aus

o= [ag; @y, ..., @y 1,7, = pﬂ_lr"——% n=1)
In-1"n + Gn-2
bestimmt sich r, zu
py = Dot = Gaad
In1% — Pn

Durch Einsetzen in die quadratische Gleichung fiir r, erhilt man eine solche fiir & mit
ganzzahligen Koeffizienten :

Aa*+ Bx +C =0. (8)

Da & durch einen unendlichen Kettenbruch gegeben war, ist & irrational. Also ist &
eine quadratische Irrationalitét.

2. Umgekehrt sei jetzt x als quadratische Irrationalitéit vorgegeben. & geniigt also
einer Gleichung (8) mit ganzzahligen Koeffizienten. Wir entwickeln « in einen Ketten-
bruch:

—17n + P

& = [ag; ay, @y, ...] = [ag; @y «.ey Wpyy 7] = M
1" + Gn2
Durch Einsetzen in (8) erhilt man eine quadratische Gleichung fiir 7,:

Auwra® + Byra + G, = 0. ©
Die ganzen Zahlen 4,, B,, C, errechnen sich zu

Ap = Api_y + Bppatnr + Ogi_y,

B, = 24pyaprs + B(Dusdn-2 + Pu-ogn1) + 20¢u-1Gu-2s

C, = Apf.—z + Bppofa-z + Ods_y = 4y s

Dabei ist 4, = 0, denn sonst hiitte (8) eine rationale Lésung. Wir zeigen jetzt, dafl
die Koeffizienten 4,, B,, C, beschriinkt sind. Nach Satz 4.5 gibt es eine Zahl ,_; mit

O
Prr = Opy + ——
In
und [,,| < 1. Damit ergibt sich fiir 4,
On1\? Ony 2
A, = A |ogy + + B (agyq + 7 @1+ Ogz_y
n—1 n—1,

2
— (A6® + Bx + O) @b, + 2A0d,, + A % + Bo,
n—1
|4, < 2|4a| + 4] + [B].
Wegen O, = A4,_, ist noch

G <2|da| + |4] + |B|.
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Eine leichte Rechnung zeigt

B2 — 44,0, = (B? — 440) (Pp-19n—2 — n1Pn2)? = B* — 44C.
Daher ist

B2 <4|4,C,| + |B* — 440| < (2|4« + |4] + |B|)* + |B* — 440].

Insgesamt konnen die Koeffizienten 4,, B,, C, nur endlich viele verschiedene Werte
annehmen. Nach Gleichung (9) kommen dann aber auch fiir die 7, nur endlich viele
verschiedene Werte in Frage. Ist fiir geeignete » und A etwa r, = r,,, und

7y = [0 Ay -2,
Tusn = [@nns Gusnrrs -1

so folgt aus der Eindeutigkeit der Kettenbruchentwicklung ;. = a4 fiir & = n. Da-
mit hat sich eine periodische Entwicklung ergeben.

4.2.  Approximation reeller Zahlen durch rationale Zahlen

Prinzipiell 148t sich jede reelle Zahl mit beliebiger Genauigkeit durch rationale
Zahlen approximieren, da die rationalen Zahlen in der Menge der reellen Zahlen dicht
liegen. Das heifit, zu jeder reellen Zahl & und zu jedem & > 0 finden sich rationale
Zahlen p/g mit |x — p/g| < e. Es entsteht die Frage, was man bei Vorgabe von o und
& iiber die rationalen Zahlen p/q aussagen kann. Wir wollen die Frage nicht ausfiihr-
lich diskutieren und erwéhnen nur folgenden Satz.

Satz 4.7. Zu beliebigen reellen Zahlen o und 1 mit y = 1 gibt es ganze Zahlen p und
¢, die die Ungleichungen

1
g —pl<—, (N=g=mn
U
erfiillen.

Beweis. Der Satz ist fiir rationale x = a/b mit 1 < b < # trivial. Wir kénnen
daher entweder « als rational mit b > 7 oder als irrational annehmen. Wir betrachten
die Nidherungsbriiche p;/g; der Kettenbruchentwicklung von « und bestimmen zu 7
ein n aus ¢, <7 < ¢y. Nach (7) ist dann

1 1

P ol
Gnnsr Tl

qn

o

was der Behauptung des Satzes entspricht.

Eine andere Fragestellung ergibt sich, wenn man zu « eine Approximation p/g an-
nimmt. Wie klein kann zu gegebenen & und ¢ die Zahl ¢ in |« — p/g| < e gemacht
werden? Hieriiber erhalten wir durch Satz 4.5 eine Auskunft: Approximiert man x
durch Niherungsbriiche p,/g, seiner Kettenbruchentwicklung, so wird der Fehler
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unter ¢,”* gedriickt. Wie sich zeigt, sind diese Approximationen in einem gewissen
Sinne optimal.

Definition 4.2. Die rationale Zahl a/b, (a,b) = 1, b > 0, heilt beste Approxi-
mation der reellen Zahl o, wenn fiir alle rationalen Zahlen p/gmit 0 < ¢ < bund p/q == a/
b gilt

2 <
-
b

kﬁ‘.
q

Es besteht die bemerkenswerte Tatsache, daf die Niaherungsbriiche der Ketten-
bruchentwicklung von « zugleich beste Approximationen dieser Zahl darstellen.
Wir beweisen den in dieser Richtung bestehenden Satz von J. L. LAGRANGE (1736 bis
1813).

Satz 4.8 (LAGRANGE). Ist p,/q, fiir n = 1 ein Niiherungsbruch von a, so gilt fiir alle
rationalen Zahlen plg mit 0 < q < q,, p/q = p./q, die Ungleichung
9 — pu| < lgx — pl.
Dieser Satz sagt etwas mehr aus als urspriinglich behauptet wurde. Aber aus

o Dn

n

9u <qu-§§q,. 0‘—2

folgt die Eigenschaft der besten Approximation von « durch p,/q,.
Beweis. Wir konnen sogleich « = p,/g, annehmen. Wir erfiillen die Gleichung

qx — p = Mg — Pa) + N(@n1& — pua), (10)
wenn M und N aus dem Gleichungssystem

Mp, + Nppy =p

Mgy + Nguy = ¢
gewonnen werden. Da sich die Koeffizientendeterminante zu
Pn Pn
9 n1
ergibt, ist das System eindeutig 16sbar, und iiberdies sind die Zahlen M und N ganz.
Wegen p/q == p,/g, muB N == 0 sein. Dann ist entweder M = 0 oder M und N haben
verschiedene Vorzeichen, weil sonst entgegen der Voraussetzung ¢ > ¢, wire. Da-
mit haben die Summanden auf der rechten Seite von (10) gleiche Vorzeichen. Denn

auch die Klammerausdriicke haben verschiedene Vorzeichen, da es sich bei p,_,/¢,_;,
Pa/gn um benachbarte Niherungsbriiche handelt. Daher ist

= (—1p

lgx — p| = | M(gax — py)| + [N(@n-1& — Poa)| = @51 — Pal-
Inx = [ag; @y, ..., ty, yy] 8t 7,y > 1, da wirgrundsitzlich nur solche Kettenbriiche
betrachten. Aus
= Palns1 + Puar
@nTner + G
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folgt
Gn1& — Pn1
Gn® — Pn

Tan = —
und

lgx — Pl Z |gua& — Puaal > |gux — Pl
Dies beweist den Satz.

An Hand zweier Beispiele, der. Zahlen ]/E und 7, soll die Niitzlichkeit der besten
Approximation demonstriert werden. Es werden jeweils die ersten drei Néherungs-
briiche iiber die Formeln (1) und (2) als beste Approximationen angegeben und dxe
Abschaunng des Fehlers nach Satz 4.5 vorgenommen.

. Beste Approximationen von ]/2

Wegen
1

24+(2—1)

besitzt 1/5 die periodische Kettenbruchentwicklung ]/‘_Z- = [1; 2]. Daraus ergibt sich:

=1+({2-1)=1+

C 2.1 3 3] 1
B 2wl 3 |[E-de=2s
w22 2| <%
P 2341 7 7|1
P 2341 7 el o0
e 2.241 3 -gl<z
s 2-T4+3 17 - 1
B ==, 2= 0,007.
w2512 12 E-gl<m =

2. Beste Approximationen von z.

Das allgemeine Bildungsgesetz des Kettenbruches von =z ist nicht bekannt. Be-
nutzt man eine geniigende Anzahl von Stellen der Dezimalbruchentwicklung von =,
so kann man die ersten Elemente des Kettenbruches ermitteln. Es ist 7 = [3; 7, 15,
1, 292, ...]. Daraus folgt

m_T3e1_ 2 | O N
w71 7 KD

22 337
p_ 5 2r3 30 1, 3B L < 0,00009;
¢ 15-1+1 106 106 | = 106
P 1.3 :
Sl . . PRV
¢  1-106+7 113’ 13|~ s

Bemerkenswert ist, daB die erste und dritte beste Approximation weit besser sind
als die theoretischen Fehler angeben. So ist # — 22/7 = —0,001 ... und = — 355/113
= —0,0000002 ... Um so erstaunlicher ist, daf alle drei Approximationen als gute
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Niherungen lingst bekannt waren, bevor die Theorie der Kettenbriiche entwickelt
war. Die Zahl 22/7 wurde von ARCHIMEDES (um 287—217 v. u. Z.) angegeben, und
die Zahlen 333/106, 355/113 kannte bereits ApriaNUs METIUS (1571—1635).

Wir beziehen jetzt in die Betrachtung auch Approximationen p/g der reellen Zahl «
mit
c
=~
q
ein, wobei n eine beliebige natiirliche Zahl sein kann. Es wird die Frage nach der

Beschaffenheit von « gestellt, wenn die Ungleichung bei vorgegebenem n unendlich
viele Losungen in rationalen Zahlen hat, wobei ¢ von diesen nicht abhéingen soll.

Definition 4.3. Die Zahl « ist approximierbar durch rationale Zahlen zur Ordmung
n (n € N), wenn eine nur von « abhingende Konstante ¢(x) existiert, so daf§
a_ P c(:c)
q

unendlich viele Losungen p/g € @ besitzt.

Satz 4.9. Eine rationale Zahl ist approwimierbar zur Ordnung 1 und zu keiner
hoheren Ordnung.

Beweis. Es sei « = a/b mit (a, b) = 1. Die lineare diophantische Gleichung ag
— bp = 1 hat unendlich viele Lésungen p, ¢ mit (p, ¢) = 1. Aus der Gleichung folgt

a p_ 1
b ¢ bg
und
2
a_2|_2
b g q

so daB diese Ungleichung unendlich viele Losungen besitzt. Also ist & = a/b approxi-
mierbar zur Ordnung 1. Sind b, ¢ > 0 und a/b == p/q, so folgt

Eine Approximation zur Ordnung 2 erfordert ¢ < be. Diese Ungleichung 1iBt sich
nur endlich oft realisieren. Daher kann eine rationale Zahl nicht zur Ordnung 2
approximierbar sein.

Satz 4.10. Jede irrationale Zahl vst approximierbar zur Ordnung 2.

Beweis. Jede irrationale Zahl besitzt eine unendliche Kettenbruchentwicklung.
Nach Satz 4.5 liefern die Niherungsbriiche die gewiinschten Approximationen.

Satz 4.11. Eine quadratische Irrationalitit ist nicht approximierbar zu einer Ord-
nung, die grofer als 2 ist.
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Beweis. Die quadratische Irrationalitit x = [a,; @y, @s, ...] besitzt eine perio-
dische Entwicklung, so daB ihre Teilnenner «, beschriinkt sind. Es sei 0 < a, < M
fiir alle n = 1. Setzt man & = [ag; ay, ..., @y, T441], SO ist nach dem Beweis zu Satz 4.4

1
@uTirGn + Gua)”

Pn
s TR

@)

1
Aus 7y = @pyq + — < @y + 1 folgt

Tni2
1 1
= ®
@a((nr + 1) o + €oma) (M 4 2) @

Es sei nun p/g eine Approximation von a mit ¢ > 1 und ¢, < ¢ < ¢,. Da p,/q,
beste Approximation ist, so gilt

Pn 1 7\? 1 (qn_l)2
Y N S 0 R S =)
T <M+2)qﬂ(q") A +2)¢\
1 1 - 1
M+ 2) ¢ (a )2 (M + 28 ¢

u-& >

n

a—g =
q

+ 2
In-1,

Eine Approximation zur Ordnung 3 erfordert ¢ < (M + 2)®c¢. Da sich diese Un-
gleichung aber nur endlich oft realisieren la8t, kann « nicht zur Ordnung 3 approxi-
mierbar sein.

43.  Algebraische Zahlen

Definition 4.4. Eine Zahl « heiBt algebraische Zahl n-ten Grades, wenn sie Wurzel
einer Gleichung n-ten Grades

ax® + a1+ s a6 +a, =0, ay =0 (11)

mit ganzzahligen Koeffizienten ist und keine Wurzel einer Gleichung niederen Grades.

Im Sinne dieser Definition sind die rationalen Zahlen algebraische Zahlen ersten
Grades. Damit stellt der Begriff der algebraischen Zahl einer Verallgemeinerung des
Begriffes der rationalen Zahl dar. Die quadratischen Irrationalitéten sind algebraische

n
Zahlen zweiten Grades. Ist p eine Primzahl, so ist ]/5 eine algebraische Zahl n-ten

Grades. Auch 7= V: als Losung von a? + 1 =0 ist als algebraische Zahl an-
zusprechen. Jedoch interessieren wir uns hier nur fiir die reellen algebraischen Zahlen.

Satz 4.12. Die Menge der algebraischen Zahlen ist abzihlbar.
Beweis. Wir definieren die Hohe H der Gleichung (11) durch
Hi=n+ lagl + laa] + - + laal.
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Das Minimum von H ist 2. Es gibt natiirlich nur endlich viele Gleichungen einer
festen Hohe H. Wir notieren sie uns durch Ey ,, By, .., Ey - Nun kénnen wir
simtliche Gleichungen in einer Folge anordnen: E,, Es s, ..., By i3 By, Es o, -,
Ey s ... Damit ist die Menge der Gleichungen abzihlbar. Da jede algebraische Zahl
zu wenigstens einer Gleichung gehért und zu jeder Gleichung nur endlich viele
algebraische Zahlen gehéren, ist die Menge der algebraischen Zahlen ebenfalls abzihl-
bar.

Im Jahre 1851 bewies J. LiouviLLE (1809—1882) den folgenden, auBerordentlich
wichtigen Satz.

Satz 4.13 (LiovviLLE). Eine reelle algebraische Zahl n-ten Grades ist nicht approxi-
mierbar zu einer Ordnung, die gréfer als n ist.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daB es fiir beliebige ganzzahlige p und ¢ > 0 eine
Konstante K gibt mit

K
om 2|5 K,
q q

wenn a eine reelle algebraische Zahl n-ten Grades ist. Es sei
f@) = age® + a@"t + oo+ a7 + @y

und f(a) = 0. Dann kénnen wir f(x) = (x — «) f1(x) mit f,(x) = 0 setzen. Es gibt
eine Zahl ¢ mit f,(x) &= 0 in dem Intervall a — 6 < x < & + 0. Dort sei |f,(x)| < M.

Es sei jetzt p/g (¢ > 0) eine Approximation von & mit [x — 2| < 4. Dann ist
q

/i
/(2
q) | _ lap" + aip"tg + o+ anapgt + ang”|

-3
a——=|=
| —
q q
< 1 K
Mgn v

4.4.  Transzendente Zahlen

Definition 4.5. Eine Zahl, die nicht algebraisch ist, heifit transzendent.

Der Satz von L1oUVILLE ist deswegen aus historischer Sicht von so grundlegender
Bedeutung, da er zum ersten Mal die Existenz transzendenter Zahlen nachzuweisen
erlaubte. Zu diesem Zweck konstruiere man eine Zahl, die sich in besonders guter
Weise durch rationale Zahlen approximieren lift. Ein Beispiel liefert nach [7] der
folgende Satz.
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Satz 4.14. Die Zahl

! + ! o= e o L 4=
g — L — o § o F o
0t 102 107!
ist transzendent.

Beweis. Wir setzen

1 1 1 P
S T T R T o
mit ¢ = 10"'. Dann ist
P 1 1 2 2
O<a— === 1o T o T < Towrmi —

und fiir alle n > N

1 2

0<a—2 < =

g 9"
Da diese Ungleichung unendlich viele Losungen hat, ist « approximierbar zur Ord-
nung N. Da man aber N beliebig grol wihlen kann, ist « nicht algebraisch, also trans-
zendent.

Etwa 20 Jahre nach L1ouviLLE zeigte G. CANTOR (1845—1918) wesentlich mehr,

daB nidmlich fast alle Zahlen transzendent sind. Gemeint ist damit, daB im Gegensatz
zur Menge der algebraischen Zahlen die Menge der reellen Zahlen iiberabzihlbar ist.

Satz 4.15 (CANTOR). Die Menge der reellen Zahlen st iiberabziihlbar.

Beweis. Es geniigt, dies fiir die Zahlen  mit 0 < 2 < 1 zu zeigen. Jede derartige
Zahl 148t sich als unendlicher Dezimalbruch schreiben. Dabei seien zwecks Forderung
nach Eindeutigkeit unendlich viele aufeinanderfolgende Neunen ausgeschlossen. Ein
endlicher Dezimalbruch werde durch Anhéngen von Nullen zu einem unendlichen
erginzt. Wir nehmen entgegen der Behauptung an, die Menge der reellen Zahlen
mit 0 < & < 1 sei abzihlbar. Wir kénnen sie dann in einer gewissen Folge anordnen:

2 =0, ayayayg ...,
Ty = 0, Ay llgslg . -,

T3 = 0, ag gy ...,

Die a;; stellen dabei die Ziffern der Dezimalbruchentwicklungen dar. Wir bilden jetzt,
den Dezimalbruch

2 =0, ay;;a90y3 ...
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mit den auf der Diagonalen liegenden Ziffern. Nun dndern wir die Ziffern durch
by = {a,,,, +1 fir a,, +89
0 fir a,, = 8,9
ab. Die Zahl
Yy =0,bbbs ...

ist von allen z, verschieden, da jedenfalls die n-ten Ziffern verschieden sind. Das
steht im Widerspruch zur Abzihlbarkeit.

4.5, Die Irrationalitit von e und =

Obwohl aus der im néichsten Abschnitt nachzuweisenden Transzendenz von e und =
die Irrationalitét folgt, sollen die Irrationalititsheweise doch gesondert gefiihrt wer-
den, da sie entschieden einfacher sind. Die Irrationalitit von e und z wurde erstmals
von J. H. LAMBERT (1728—1777) im Jahre 1761 bewiesen. Zum Beweis der Irratio-
nalitdt von e benutzen wir eine einfache Variante von J. B. J. FouriEr (1768—1830)
und von x eine solche von J. NIVEN.

Satz 4.16 (LAMBERT). Die Zahl e st irrational.

Beweis. Die Zahl e ist gegeben durch

MM
==

e =
k

I

0

Wir nehmen an, e sei rational. Wir kénnen e = a/b mit (a, b) = 1 und b > 1 setzen,
da 2 < e < 3 ist. Mit n = b bilden wir die Zahl

N T

k=0

Diese Zahl ist sicher ganz. Andererseits steht

O<a=nly Lo ¥ LI R
A TR A IR T

im Widerspruch zur Ganzzahligkeit von a.
Satz 4.17 (LAMBERT). Die Zahl x ist vrrational.

Beweis. Wir nehmen an, z sei rational und setzen n = a/b, (a, b) = 1. Fiir be-
liebige natiirliche Zahlen » werden die Polynome

_ a"(a — bayr

flx)

n!

Flw) = /@) + kz (—1)¢ ()
=1
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gebildet. Es ist
1 2n
fl@) = T '£ o
mit ganzen Zahlen c,. Folglich sind alle /¥(0) fiir k¥ = 0 ganzzahlig. Da f(x — 2) =

f —% — 2| = f(=) ist, ist auch f®)(x) ganzzahlig fiir &£ = 0. Daher sind auch die beiden

Werte F(0), F(n) ganzzahlig. Wegen

:ld— (F'(2) sin @ — F(x) cos z) = (@) + F()) sin z = f(x) sina
2z
ist

[ f(z) sin @ dw = F(a) + F(0) € Z.

]

Andererseits gilt fir0 <z <z

a"a"

0 < f(@) sin x < (@) <
n!

und daher fiir hinreichend groBes n

n+lgn

Z 1.

n!

0<[/(:«:) sin z dx <
0

Dies steht im Widerspruch zur Ganzzahligkeit des Integrals.

4.6. Die Transzendenz von e und 7

Die Transzendenz von e wurde im Jahre 1873 von C. HERMITE (1822—1901) und die
Transzendenz von 7 im Jahre 1882 von F. LINDEMANN (1852—1939) bewiesen. Die
Beweise wurden im Verlaufe der Jahre vereinfacht. Wir orientieren uns an der Dar-
stellung in [16].

Hilfssatz 4.1. Ist

ein beliebiges Polynom und

"
Fla) = X fP),
k=0
dann gilt

F(0) & — F@)| < ¥ 5 [a,] |l
»=0
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Beweis. Aus

Foy= ¥ X a—1—

n v gk
k=Y vla,
k=0s=k (¥ —k)! =0 k=0 (» —k)!
" v gk
=Jvla} —
v§o I:=Z(; k!
folgt
F0)= Y'»la,
v=0
und damit

F(0) ¢ — Fla) =

n 0 x n v xl‘
Zv!aZ—- Zv!u.Z—j'-
=0 io k! o S0 k!

id 0o ‘xJk
= Zv!avz il <Z'1
»=0 k=v+

= k »+1 (k — »)!

< e"’lz’“ la,| ).
v=0

Satz 4.18 (HERMITE). Die Zahl e Vst transzendent

Beweis. Es ist zu zeigen, daB fiir jedes Polynom
m
P(z) = ) cat
u=0
mit ¢y == 0, m > 0 und ganzzahligen Koeffizienten P(e) = 0 ist. Es sei p eine Prim-
zahl mit p > max (m, |co|). Wir bilden das Polynom

flz) =

aP— L
— h— x)?
oo =

und entsprechend dem Hilfssatz

n
=3 o
¥=0

n
Fle) = X [®()
k=0
Nun setzen wir

F(0) Ple) = 4, + 4,

mit

m
4, =3 cFu),
W=0

4, = ;’2 cu(F(0) e* — F(n)).
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Es werden die beiden Summanden A4,, 4, einzeln betrachtet. Beachtet man die
Bildung des Polynoms f(x) in

m n
Ay =X 0, X fPp),
k=0 k=0
so erkennt man, daf} 4, eine ganze Zahl sein muB. Aus

Ay =com!)?  (p)

folgt wegen co == 0, p > max (m, |co|), daB 4, + 0 sein muB. Insgesamt ist 14, = 1.
Beziiglich der GroBe A, finden wir iiber den Hilfssatz

n =%
IF(0) ¢ — Flu) < e 3 |av] jo = e —2— [I(h+ ).
v=o (» — Dlasa

Die rechte Seite dieser Ungleichung geht fiir » — co gegen 0. Wihlen wir also p hin-
reichend groB, so kénnen wir stets |4,| < 1/2 erreichen.

Aus (12) ergibt sich P(e) == 0 wegen |4;| = 1 und |4,| < 1/2. Also kann e keiner
algebraischen Gleichung geniigen und muf transzendent sein.

Der Beweis der Transzendenz von m verlduft in entsprechenden Bahnen wie der
vorstehende von e. Es wird insbesondere der zwischen ¢ und z bestehende Zusammen-
hang e = —1, ¢ = V—_l, ausgenutzt. Das bedeutet aber zugleich, da der Trans-
zendenzbeweis von z nicht mehr ganz von elementarem Charakter ist.

Satz 4.19 (LINDEMANN). Die Zahl  ist transzendent.

Beweis. Ist die reelle Zahl = algebraisch, so geniigt sie einer Gleichung

m
2 dar=0
u=0

mit nicht sémtlich verschwindenden Koeffizienten d, € Z. Fiir y = i ist
dy — 1dyy — doy® +- idgy® + dgyt — - =0

und daher

(do — doy® + dyy* — -+ + (dy — day® + dgy® — -+)* = 0.

Also ist auch y algebraisch.
Nehmen wir jetzt an, daB z algebraisch ist, so ist auch =7 algebraisch und Wurzel
einer Gleichung

bs

o
et =0

u=0

Il

mit ¢, €y, - -+, € € Z und ¢,, < 0. Die Wurzeln dieser Gleichung werden mit ,, @y, ...,
,, bezeichnet. Unter ihnen befindet sich neben der Wurzel 77 auch die Wurzel —zxi.
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Wegen ¢™ = —1 ist
m
IT(1+ es) =0.
w=1

Multiplizieren wir dieses Produkt aus, so erhalten wir

2m—1
1+ Yewr=0, (13)
v=1
wobei die Zahlen y, die 2™ — 1 Zahlen @y, @y, ..., Ty, &) + X, ¥y + Tyy ovey By + Tp

=+ ++» + @ in einer gewissen Reihenfolge durchlaufen. Wenigstens eine der Zahlen y,
ist 0, denn wenigstens eine der Zahlen x, + x, ist 0, da die Wurzeln #¢ und —z7 vor-
kommen. Wir konnen annehmen, daf y, == 0 fir » =1,2,...,n und g, = 0 fiir
v=n+1,n+2,...,2m — 1. Wir setzen ¢ = 2™ — n und erhalten aus (13)

q+)_"7ew:ol (14)
=1

In der Darstellung

Gl (x—y)= Z"‘m’

y=1 =0

h

sind die Koeffizienten g, fiir 0 <» < n — 1 abg n vom Vorzeichen die symme-
trischen Grundfunktionen in yy, yg, ..., ¥,. Sie sind also auch symmetrische Polynome
in 4y, ¥s, -+ Ym- Nach dem Hauptsatz iiber symmetrische Polynome (siehe [5]) sind
sie ganze symmetrische Polynome in z,, 5, ..., ¥,, und daher ganzzahlig. Natiirlich
ist gy 50, g, + 0.

Wir bringen jetzt wieder den Hilfssatz 4.1 in Anwendung und setzen mit einer
Primzahl p > max (g, |gol, |gal)
gt

fl@) = LMo + g1z + -+ g

»—1

Entsprechend dem Hilfssatz werde F(z) durch die Summe der Ableitungen von f(z)
gebildet. Wir betrachten jetzt die Zahl

n
4 =qF(0) + Y F(y,). (15)
=1
Nach Hilfssatz 4.1 und (14) ist

|M=f@%—wmngéwma

v=1
mit
_ |galPm—t 1 i | in
W) = L appa(lge] + lga] 2] + - + Igal [
(» — 1!
Ist y = max ([yi), |2l ---» [¥al), S0 ergibt sich

|4] < ne¥hly).
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Da h(y) fiir groBe p beliebig klein wird, kann man |4| < 1 fiir hinreichend groBes p
erreichen. Daraus erzielen wir einen Widerspruch, wenn wir zeigen kénnen, da A
eine ganze, nicht durch p teilbare Zahl ist.

Die Zahl ¢gF(0) in der Darstellung (15) von 4 ist ganz und wegen

9#(0) = g9, 9" (p)
und p > max (g, |go, |gx|) nicht durch p teilbar.
»
Es verbleibt noch zu zeigen, daB die Zahl 3 F(y,) in (15) ganz und durch p teilbar

v=1
ist. Dann ist 4 ganz und nicht durch p teilbar, was im Widerspruch zu |4| < 1 steht.
Wegen
go+ g1 + o+ gt = gu(x — Y1) (@ — Ya) - e+ (@ — yn)

ist

(guz)>*
(»—1!
Diesen Ausdruck entwickeln wir nach Potenzen von g,z — ¢,y, (1 < » < n) und er-
halten

fl@) = (g2 — §u21)P (G — Gu2)? - =+ * (Gu® — Gnn)? -

np+p—1 @,
f@) = X —F (g — guy)"-
w=p M

Die Koeffizienten a,, sind selbst Polynome in gy, 92, - - -» gn¥s Mit ganzzahligen,
durch p teilbaren Koeffizienten. Dariiber hinaus stellen sie symmetrische Funktionen
(vgl. [3]) der GroBen ¥y, ..., Yi—1, Yoias - o> Yu dar. Es ist

np+p—1
Fly)= X aug
u=p
und
n np+p—1 n
Y Fy)= X gt X an. (16)
r=1 #=p =1

Die innere Summe bildet eine ganze symmetrische Funktion von g,41; gu¥2; - §u¥n
mit ganzzahligen, durch p teilbaren Koeffizienten. Sie und damit (16) ist selbst eine
ganze, durch p teilbare Zahl. Denn zu den Wurzeln g,y1, guy, - - gayn gehort die
Gleichung

goga"t -+ 17" + o+ Gueid T+ gua@" T 2" =0,

deren hochster Koeffizient 1 ist.
Da die ganze Zahl 4 nicht durch p teilbar ist, muf sie von 0 verschieden sein. Dann
kann aber nicht |[4| < 1 sein.
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47.  Aufgaben

. Man zeige: Ist die natiirliche Zahl N keine Quadratzahl, so ist }/I_V irrational.
. Man zeige: Sind », m verschiedene natiirliche Zahlen mit (r, m) > 1, so ist log,, m irrational.
. Die reelle Zahl & sei Wurzel einer Gleichung

a® 4 a4 ot a2+ a, =0
mit ganzzahligen Koeffizienten. Es ist zu zeigen, daB = entweder ganz oder irrational ist.
. Man bestimme die ersten drei besten Approximationen von }/§, }/3, ﬁ

. Man berechne [2; T, T, 3, [6;3, 12), [4; 2 8].
. Man beweise fiir natiirliche Zahlen n:

V2 + 1= [n; ﬂ], Vi r2 = [n,m]

[XCEN

'S

o wm



5. Zahlentheoretische Funktionen

TIn den vorangegangenen Kapiteln ist uns bereits eine Reihe von zahlentheoretischen
Funktionen, das heiBt Funktionen, die fiir alle natiirlichen Werte ihres Argumentes
erklirt sind, begegnet. Es handelte sich um die Eulersche ¢-Funktion ¢(n), die An-
zahl der nichtisomorphen abelschen Gruppen n-ter Ordnung a(n), die Anzahl 2(n)
der Primfaktoren von n beziehungsweise die Anzahl w(n) der verschiedenen Prim-
faktoren und die Restklassencharaktere z(n). In diesem Kapitel werden wir weitere
fiir die Zahlentheorie wichtige Funktionen kennenlernen. In den ersten beiden Ab-
schnitten betrachten wir vorwiegend allgemeinere Aussagen. Im groBen vierten Ab-
schnitt fithren wir zunéchst ganz einfache Abschétzungen der Anzahl der Primzahlen
unterhalb einer Schranke durch, vertiefen diese durch die Ergebnisse von GeBY3EV und
gelangen schlieBlich zum elementaren, aber schwierigen Beweis des Primzahlsatzes.
Der vorangestellte dritte Abschnitt stellt einige Hilfsmittel zur Abschitzung von
Summen bereit. Die folgenden Abschnitte befassen sich mit der Beurteilung zahlen-
theoretischer Funktionen fiir groBie Werte ihrer Argumente. Im allgemeinen ergeben
sich dabei keine klaren Resultate, da die Funktionswerte selbst benachbarter Argu-
mente erheblich differieren kénnen. Aus diesem Grunde hat man gewisse Grofen-
ordnungsbegriffe geschaffen, die doch in bestimmten MaBen Auskunft iiber die
GroBenverhiltnisse der Funktionswerte geben. Es sind dies die maximale, durch-
schnittliche und normale GréBenordnung, die an einzelnen wichtigen zahlentheo-
retischen Funktionen demonstriert werden sollen.

51.  Dirichletsche Multiplikation zahlentheoretischer Funktionen

Definition 5.1. Eine zahlentheoretische Funktion ist eine auf der Menge der
natiirlichen Zahlen erklirte, reell- oder komplexwertige Funktion.

Wir betrachten jetzt eine nach P. G. L. DIRICHELET (1805—1859) benannte zweck-
miiBige Verkniipfungsvorschrift zahlentheoretischer Funktionen.

Definition 5.2. Sind f(n) und g(n) zwei zahlentheoretische Funktionen, so be-
zeichne die zahlentheoretische Funktion

hm) = 5 ) g (i)
tin t

ihr Dirichletsches Produkt. Dabei ist die Summe iiber alle Teiler ¢ von n zu erstrecken.
Fiir /i(n) wird auch h(n) = f(n) * g(n) oder kiirzer h = f g geschrieben.
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n
Durchliuft ¢ die Teiler von n, so . die Komplementiirteiler. Wir kénnen so auch

f(n) % g(n) = Z/(t g(d)

schreiben, wobei die Summe iiber alle natiirlichen Zahlen ¢, d gebildet wird, die der
Gleichung td = n geniigen. Aus dieser Darstellung erkennt man sofort, daB die
Dirichletsche Multlphk&thP kommutativ ist. Sie ist auch assoziativ, was aus

) % (g(n) 5 h(n)) = fn) = 5 g(t,) hite) = E 1(tz) 3 g(tr) h(tz)

tt, n =n tty=d
2 g(t) h(ts) f(ts)

titsty=n

folgt. Die Funktion

1 fir n=1,
g(n) =
0 fir n>1

itbernimmt die Rolle des Einselementes, denn es ist

1) = 240 f (%) = fm)

In der Menge der zahlentheoretischen Funktionen f(n) mit (1) == 0 ist das Eins-
element eindeutig bestimmt. Denn gibe es neben &(n) noch eine Funktion &(n) mit
&(n) % f(n) = f(n), so wiire

() — exm) /) = 2 (et) — (0} (7) =

Fiir n = 1liest man hieraus wegen /(1) == 0 sofort £,(1) = &(1) ab. Sei bereits & (h)
= ¢(R) fiir kb < n festgestellt, so folgt & (n) = e(n) wiederum Wegen /(1) == 0. Also
ist &y(n) = &(n) fiir alle n. Fiir f(1) == 0 a8t sich die Gleichung f(n) * z(n) = &(n) ein-
deutig nach z(n) auflssen. Denn aus

2/(,) w0={0 Iy

in 0 fir n>1

folgt (1) = /(1), und fiir n > 1 ist x(n) aus

o = 7 2/( ) )

durch Rekursion eindeutig bestimmt. Wir bezeichnen w(n) als die zu f(n) inverse
Funktion und schreiben x(n) = f~(n). Insgesamt hat sich ergeben:

Satz 5.1. Die Menge der zahlentheoretischen Funkti f(n) mat f(1) &= O bildet
beziiglich der Dirichletschen Multiplikation eine abelsche Gruppe.
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Definition 5.3. Eine nicht identisch verschwindende zahlentheoretische Funk-
tion f(n) heiBt multiplikativ, wenn f(nyns) = f(n;) f(ny) fiir (n,, n,) = 1 gilt. Die Funk-
tion heiBt total multiplikativ, wenn f(n,ns) = f(n) f(nz) ohne jede Einschrinkung be-
steht.

Fiir eine multiplikative Funktion f(n) ist stets f(1) = 1. Denn es gibt ein m mit
f(m) == 0. Fiir dieses m ist f(1 - m) = f(1) f(m), also f(1) = 1.

Satz 5.2. Sind f(n) und g(n) multiplikativ, so auch f(n) x g(n).

Beweis. Es sei n = nyn, mit (n,,n;) = 1. In

honna) = E 1) g ("")

tlnyny

kann ¢ in ¢ = t,f, mit (¢, t,) = 1 so zerlegt werden, daB ¢, die Teiler von n, und ¢, die
Teiler von n, durchlaufen. Dann ist

i = 2 210 160 0 (2) o () =1y .
3|ny tglny tz

Es ist zu beachten, daB sich die totale Multiplikativitit von zwei Funktionen im

allgemeinen nicht auf ihr Dirichletsches Produkt iibertragt. Zum Beispiel ist die

Funktion f(n) = n total multiplikativ, aber nicht k(n) = n % n. Dies erkennt man
etwa aus h(2) = 4, h(4) = 12, h(4) == h(2) k(2).

Definition 5.4. Fiir beliebige reelle k werden die Teilerfunktionen durch

a(n) = 1xnk = 3tk
tin
erklirt.

Insbesondere beschreibt oo(n) die Anzahl der Teiler von n. Ublicherweise wird
0y(n) = d(n) geschrieben. Fiir die Summe der Teiler von 2 g;(n) wird auch nur o(n)
verwendet.

Da die Funktionen 1und n* multiplikativ sind, ist auch ¢;(n) multiplikativ. Fiir eine
Primzahlpotenz n = p” ist

P 1 oy
— ur v
o(p) =1+ pk+p¥ + o 4 pb=1 P'—
v+ 1 fir k=0.

Kennt man also die kanonische Zerlegung von n,

r
n =[] ",
izl

so ist fiir & =0

ropkectd — 1

op(n) =
* sg p¥F—1
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und fiir k =0

T
=+ 1
i=1
Satz 5.3. Sind g(n) und f(n) * g(n) multiplikativ, so auch f(n)

Beweis. Im Hinblick auf Satz 5.2 zeigen wir, daB h(n) = f(n) % g(n) nicht multi-
plikativ ist, wenn f(n) nicht multiplikativ ist. Es seien die Zahlen n,, n, mit (n,, 75)= 1
so ausgewihlt, daB f(n,n,) == f(n,) f(n,) ist und das Produkt n,n, minimal ausfallt.
Ist mn, = 1, so ist k(1) = f(1) g(1) = f(1) == 1, also k(n) nicht multiplikativ. Ist
mny > 1,808t f(ny"ny") = f(n,") f(ny') fiir (ny, my’) = 1 und n,'n,’ < nyn,. Daraus folgt

h(nyny) = IZ'”Z'/(Mz) g (n,nz) + Hnym,)
l,h<nml,

=5 me/(mg( ) (—’)—/(nl)f(nzwl(nmz)
2

tilny talng
= h(ny) b(ny) — f(my) f(na) + f(nyns) == h(ny) h(ny).

Wir definieren jetzt eine fiir die Primzahltheorie bedeutsame Funktion, die nach
A. F. MéBr1US (1790—1868) benannt wurde.

Definition 5.5. Die zu f(n) = 1 inverse Funktion werde als Mébiussche u-Funk-
tion bezeichnet.

Fiir die u-Funktion besteht also die Beziehung 1 % u(n) = &(n) oder ausfiihrlicher
1 fir n=1,
Xty = {

i

0 fir »>1.

Da f(n) =1 und ¢(n) multiplikativ sind, ist nach Satz 5.3 auch u(n) multiplikativ.
Berechnen wir u(n) fiic Primzahlpotenzen n = p’. Aus der definierenden Gleichung
ergibt sich

(1) + p(p) + w(p?) + - + u(p) = 0.

Wegen u(1) = 1 erhilt man hieraus fiir v = 1 u(p) = —1 und sukzessive u(p¥) = 0
fiir £ > 1. Benutzen wir die kanonische Zerlegung
r
n= H ™,
i=1
so erhalten wir fiir n > 1
u(n) = {<—1>' fir w =9 ==y =1,
sonst.

Mit Hilfe der M6biusschen u-Funktion 148t sich die inverse Funktion einer total
multiplikativen Funktion leicht bestimmen.
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Satz 5.4. Ist g(n) total multiplikativ, so ist g=1(n) = u(n) g(n).
Beweis.

(utr) ) g = 0910 9 (%) — 0 210 = o).

Hieraus ergibt sich sofort:
Satz 5.5 (Mobiussche Formeln). Ist g(n) total multiplikativ, so gilt:
F(n) = f(n) % g(n) & f(n) = F(n) % (u(n) g(n)).
Betrachten wir die Gleichung F(n) = f(n) * g(n) und ihre Auflésung nach f(n) ge-
miB Satz 5.5 unter der zusitzlichen Voraussetzung, daB entweder f(n) oder F(n)
multiplikativ ist. Nach den Sitzen 5.2 und 5.3 ist dann jeweils die andere Funktion

auch multiplikativ. Es geniigt also, f(n) aus f(n) = F(n) % (,u(n) g(n)) fiir Primzahl-
potenzen zu berechnen. Fiir n = pr ist

) = w0 g0 F (”7) — F(p) — g(p) P,
X ,

Mit der kanonischen Zerlegung

,
n=IT
i=1

ergibt sich

fn) = [T (F(p?) — 9(pi) F(p" 7).

r
i=1
Die Eulersche g-Funktion:

In Abschnitt 2.2 haben wir die Eulersche g-Funktion kennengelernt. Setzen wir
lediglich die Kenntnis von Satz 2.5, also 1 % @(n) = n, voraus, so beherrschen wir
unter den neuen Gesichtspunkten g(n) vollig. Da 1 und » multiplikative Funktionen
sind, ist nach Satz 5.3 auch g(n) multiplikativ. Die Anwendung der Mobiusschen
Formeln gibt (n) = 7 % p(n) und

z 1
pn) = [1 (pi —pih =n]] (1 - _)
i=1 pln p
Definition 5.6. Die durch 1% A(n) = log n eindeutig bestimmte Funktion A(n)
werde als Mangoldtsche Funktion bezeichnet.
Wie wir spéter sehen werden, spielt diese Funktion in der Primzahltheorie eine
bedeutende Rolle. Wegen A(1) = 0 ist die Mangoldtsche Funktion nicht multipli-
kativ. Aus den Mobiusschen Formeln finden wir

A(n) = u(n) xlogn = 3 u(t) log% = — X u(t)logt. (1)
tin tin
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Hieraus kénnen wir A(n) berechnen. Zunéchst sei n eine Primzahlpotenz n = p*. Man
erkennt sofort

A(p’) =log p.

Ist » eine zusammengesetzte Zahl, so kann man n durch » = nyn, mit 1 < n, <n
und (n;, n,) = 1 darstellen. In (1) zerlegen wir ebenso die Teiler ¢ durch ¢ = ¢y, in-
dem ¢, die Teiler von 7, und ¢, die Teiler von n, durchlaufen. So ist

Amy) = =37 3 ulty) plte) (log ty + log ty) = 0

tln talny

wegen 1% u(n) = 0 fiirn > 1.

5.2. Dirichletsche Reihen

Definition 5.7. Es sei f(n) eine zahlentheoretische Funktion. Die unendliche

o
Reihe 3} /(—:L) heiBe die f(n) zugeordnete Dirichletsche Rethe.
n=1 W
Als bekannt sei vorausgesetzt, dal aus der absoluten Konvergenz einer Dirichlet-
schen Reihe fiir s = s, die absolute Konvergenz fiir s > s, folgt. Damit entspricht
jeder zahlentheoretischen Funktion f(n), die eine irgendwo konvergente, zugeordnete
Dirichletsche Reihe besitzt, eindeutig eine Funktion

der reellen Variablen s. Dafl auch umgekehrt jeder durch eine Dirichletsche Reihe
darstellbaren Funktion eindeutig eine zahlentheoretische Funktion entspricht, zeigt
folgender Satz.

Satz 5.6. Ist
o _,

1 "

Mg

F(s) =

fiir alle s > sy, 0 ist f(n) = 0.

Beweis. Im Gegensatz zur Behauptung nehmen wir f(r) = 0 fiir n < m, aber
f(m) == 0 an. Dann ist fiir s > s,

R 0 _fe | pfemin_jm
0= m* +n=m+l n om +I:=1 (m + ky  m (1 +G(6)) &
mit
Sfm+k) [ m
G =y lm B m \
© =2 " (m > k)
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Geniigt s; der Ungleichung s, < §; < s, s0 ist

m -’_ m 8==6s m \* & m \¢ % m \®
m+lc_m+k m -~k T \m4+1 m + k,

und daher
8—8 81 © [+
16 < (=™ B 5 [f(m + 1»)\‘
1) fm) S ot ke
Hieraus erkennt man, daB G(s) mit s — oo gegen 0 strebt. Daher kann man in (2)
|1 + G(s)| > 1/2 fiir geniigend groBes s sichern. Dann steht aber Gleichung (2) im
Widerspruch zur Annahme f(m)== 0, und der Satz ist bewiesen.

Der aufgefithrte Zusammenhang zwischen zahlentheoretischer Funktion und Funk-
tion einer reellen Veriinderlichen ersffnet weitreichende Moglichkeiten zur Unter-
suchung zahlentheoretischer Funktionen. Wir zeigen zunichst, daff die im voran-
gegangenen Abschnitt eingefiihrte Dirichletsche Multiplikation, die im ersten Moment
etwas merkwiirdig erscheinen muB, iiber die Dirichletschen Reihen ihre ganz natiir-
liche Erklirung findet. Seien die die Funktionen F(s) und G(s) darstellenden Diri-
chletschen Reihen

g(n

b3

Fo =31 =
n=1

n’ n=1 N°
fiir s > s, absolut konvergent. Bekanntlich konvergiert dann auch jede Reihe, die die
Produkte /(—75) L":) in beliebiger Reihenfolge durchléuft, fiir s > s, absolut, und
nom

zwar gegen das Produkt F(s) @(s). Damit kann man das Produkt F(s) G(s) in der Form

. .
P =5 3 I F L 5 ) gm)
n—im=1 (nm)* k=1 K am=k
bilden. Schreibt man
o) (o) = ) — % 28,

=1 K

soist h(n) = f(n) % g(n). Also entsprechen sich Dirichletsche Multiplikation und Multi-
plikation Dirichletscher Reihen. Natiirlich ist die von den Dirichletschen Reihen un-
abhingige Definition der Dirichletschen Multiplikation allgemeiner, da sie an keine
Konvergenzbedingungen gebunden ist. Im Falle der Konvergenz kann aber aus der
Gleichheit H(s) = F(s) G(s) auf die Gleichheit &(n) = f(n) % g(n) und umgekehrt ge-
schlossen werden. Auch die Auflssung der zahlentheoretischen Gleichung nach f(n)
kann iiber die Auflésung F(s) = %((i))- im allgemeinen einfach durch Darstellung
1 s
von a—) in Form einer Dirichletschen Reihe vorgenommen werden.

Bevor auf Beispiele eingegangen wird, soll noch eine wichtige Produktdarstellung
im Fall multiplikativer zahlentheoretischer Funktionen aufgestellt werden.
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0
Es sei f(n) multiplikativ und 37 f(n) n-* fiir s > s, absolut konvergent. Wir bilden
mit einer Primzahl p gl

)

Fyls): 2

fiir s > s, und das Produkt von F,(s) iiber alle Primzahlen, welche die 7-te Primzahl
P, nicht iiberschreiten:

Il Fyo =5

P=p,

Auf Grund der Multiplikativitét von f(n) kénnen wir auch

fm)

II Fyis) = Z‘
P=p, n*
schreiben, wobei die Summe iiber alle diejenigen natiirlichen Zahlen zu erstrecken ist,
die durch Primzahlen p < p, gebildet werden. Da die rechte Seite der Ungleichung

“/(" _ /n)
"lns n®

<3 Lo

s
n=p,+1 N

fiir 7 — oo gegen 0 strebt, geht 37 f(n) n* fiir » — oo gegen ) f(n) n-*. Das Produkt
T =1

n=
konvergiert, sofern die Summe der Logarithmen konvergent ist. Mit log (1 + 2) < «
fiir ¢ > —1 ergibt sich

log [] Fy)| < 5 [log Fyls) = 5 |log (1 L3 "’?;)’
p=p, psp, »Sp, 1 P
<y FlEn_ g
p=p,v=1 P n=2 W

Aus der Beschriinktheit der Partialsummen folgt die Konvergenz von Reihe und Pro-
dukt. Damit ist

wobei das Produkt iiber alle Primzahlen zu erstrecken ist. Fiir total multiplikative

Funktionen ist noch
1
Fy(s) = e,
1—f(p)p

Insgesamt fassen wir zusammen:
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o
Satz 5.7. Istf(n) eine multiplikative zahlentheoretische Funktion, und ist ] f(n) n~*
fiir s > s, absolut konvergent, dann gilt fiir s > s, #=1

SR (,El(p')).

n=1 M ) o p*

Ist iiberdies f(n) total multiplikativ, so Vst

Q) 1

n=1 7° p l—f(P)P"‘.
Definition 5.8. Als Riemannsche Zetafunkiion werde die fiir s > 1 erklirte
Funktion

bezeichnet.

Diese von B. RIEMANN (1826— 1866) ausgiebig untersuchte Funktion spielt in der
Primzahltheorie eine grundlegende Rolle, was aber in diesem Buch nicht dargelegt
werden soll. Wir werden sie zur Erzeugung von zahlentheoretischen Funktionen aus-
nutzen. Die aus Satz 5.7 folgende Produktdarstellung

o 1
i(s) —{l] T

war schon L. EULER bekannt.
Die Mébiussche pu-Funktion:
Aus 1% u(n) = &(n) folgt fiir s > 1

o S 1,
1 Zpn
Z(s) =&

Die Teilerfunktionen:
Fiir s > max (1, k 4 1) ist
1

v
i —k

ds

) s — k)= 5 &,
t=1 td=n

1
e

©
P
d=1

ibg

2 _ iy te—n).

Quadratfreie Zahlen:

Die natiirliche Zahl n heit quadratfre?, wenn n keinen quadratischen Teiler, der
groBer als 1 ist, enthélt. Eine quadratfreie Zahl wird durch |x(n)| beschrieben, denn es
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ist

1 fiir » quadratfrei,
wmn={0 a
sonst.

Da |u(n)| multiplikativ ist, verwenden wir Satz 5.7 fiir s > 1.

5 1) 1—pn
b iRl et g — ligeislt ; wEN
nfl H IP] 1—p=
= ) L)
2w e

Die Eulersche ¢-Funktion:
Aus @(n) = n % u(n) ergibt sich fiir s > 2

o o
o(n) 1 = 1= ud)
i Yy — tu(d) = — y
né: n? ﬂ:l n’ 22",“( t=21‘ 1S ae

Die Primfaktoren von n:

Fiir die Anzahl w(n) der verschiedenen Primfaktoren von » gilt w(mn,) = w(n,)
+ (n,) unter der Voraussetzung (n,, n,) = 1. Daher ist 2#® multiplikativ, und nach
Satz 5.7 ist fiir s > 1

n=1 N° P
1—p

(1 —p

© Da(n) ®  Julp’) © 1
B p(25) 0l
[ v=19
1
1

Die Mangoldtsche Funktion:
Aus A(n) = log p fiir n = p* und A(n) = 0 sonst folgt fiir s > 1

® Amn) 1 e 1

—_— = == =X log (1 —p7%),
neg logn n® %‘.Z: v p” %‘ g ( )
i 1
§ log wom = log {ts).

In der Analysis lernt man, daB eine solche Reihe gliedweise differenziert werden darf:

FAm __te)

w=1 7 {s)”
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5.3.  Abschitzungen von Summen

Da in den folgenden Abschnitten in starkem Mafe Summen abgeschitzt werden
miissen, sollen hier die dazu benétigten Hilfsmittel bereitgestellt werden. Wir fiihren
zuniichst eine auf E. LaANpAU (1877—1938) zuriickgehende, vereinfachende Schreib-
weise fiir Abschitzungen ein. Die dabei auftretenden Funktionen kénnen wir uns
recht allgemein vorstellen. Es soll das Verhalten einer reell- oder komplexwertigen
Funktion f(z) beschrieben werden, wenn z gegen irgendeinen Wert x,, gleichgiiltig
ob endlich oder unendlich, strebt. Eine Aussage iiber das Verhalten von f(z) fiir
a — x, beinhaltet eine Aussage iiber alle z, die dem Definitionsbereich von f(x) ent-
nommen sind und hinreichend nahe bei z, liegen. Letzteres bedeutet genauer fiir end-
liches x,, daB es ein z, gibt, so daB die Aussage fiir 0 < |z — xo| < 2, zutrifft. Ent-
sprechend gibt es fiir 2, = co dann ein ,, so daB fiir > x, die Aussage getroffen
wird. In diesem Sinne ist die folgende Definition zu verstehen.

Definition 5.9. Die Funktion f(z) heiit ein Grop-0 der Funktion g(x) fiir x — ,,
geschrieben f(z) = O(g(x)) (x — %), wenn es eine von z unabhingige Konstante
C > 0 gibt mit |[f(z)| < O |g()| fiir £ — 2.

Die Funktion f(x) heiBt ein Klein-o der Funktion g(z) fiir @ — x,, geschrieben
) = o(g(x)) (& — x,), wenn

lim f(_x)
2oz, 9(%)

=0
ist.
Wenn die Angabe x — 2, aus dem Zusammenhang klarist, kann sie auch weggelassen

werden. Eine Gleichung f(x) = h(z) + O(g z:)) meint f(z) — h(z) = O(g z)) Analog
wird bei o vorgegangen.

Definition 5.10. Die Funktionen f(z), g(x) heilen fiir z ) asymptotisch gleich,
geschrieben f(z) ~ g(x) (x — ,), wenn
lim f@ =
22, §(Z)

1

ist.
Die hier benétigten Abschétzungen von Summen basieren simtlich auf der Abel-
schen Identitdt und der Euler-Maclaurinschen Summenformel.

Satz 5.8 (Abelsche Identitit). Sind f(n) und g(n) zahlentheoretische Funkti
= Yg(n) firz =1, Gx) =0 fire < 1, sogilt fiir 0 < a <b

n=z

X jm) gn) = f([b]) G®) — f([a]l + 1) Ka) + X {f(n) —fn + D) G(n).  (3)
a<n=b a<n=b-—1

Ist iiberdies f(t) im gesamten Intervall [a, b] erkliirtund stetigund in Ja, b[[ einmal stetig
differenzierbar, so gilt

X fn) g(n) = £(b) G(b) — f(a) Ga) — f () Gty dt. @)

a<n=b
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Beweis.

[b]
X fmygin) =5 j(n){G(n) — G(n — 1)}
a<n=b n=[a]+1

1] 11
= J [m)Gn)— f‘?]f(n-# 1) G(n)

n=[a]+1

=/([b]) G(b) — f([a] + 1) G(a) + Zs‘bQ;{/(n) —f(n+ 1)} G(n).

Das ist die Formel (3). Ist noch die Zusatzvoraussetzung erfiillt, so folgt

n+1

2(0 f(n) g(n) = f([b]) G(®) — f([a] + 1) Gla) — é;_la(n) [Frwad

[b]
= ([b]) G(b) — f(la] + 1) G(a) — [ f(0) G(0) de
[a]+1
b

= /(b) G(b) — f(a) Gl@) — [ f'(¢) GXt) dt

und damit Formel (4).

Satz 5.9 (Euler-Maclaurinsche Summenformel). Ist f(t) in [a,b] (0 < a < b) stetig
und in Ja, b einmal stetig differenzierbar und bezeichnet y(t) =t — [t] — 1/2, so gilt

b b
X foy = [ 1) dt — p(®) /b) + pla) fa) + [ F'(0) p(t) dt. (5)

a<ns

Beweis. Setzt man in (4) g(n) = 1, so wird

a<nsb

b
X jm) = [01/(b) — [a] fl@) — [ F(0) [0] de.

Verwendet man hierin die Identitét

b b
f 0 (z - %) at = f(b) (b - i) ~ f@ (a - %) - f iy,

s0 ergibt sich unmittelbar (5).

Ist f(t) in [@, b] mehrmals differenzierbar, so kann man die Formel (5) noch weiter
entwickeln. Nehmen wir f(t) in [, b] k-mal und in Ja, b[ (k 4 1)-mal stetig differen-
zierbar an und definieren

t
wi) = [pa@d =12  w=y0),
o .
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so erhalten wir durch fortgesetzte partielle Integration des zweiten Integrals in (5)

b k
Z;b/(n) = [ dt + é’)(—l)' {w(a) @) — () [7B))

b

+ (=1 [ fE00) u(e) dt. ©

5 5

An Hand einiger wichtiger Beispiele, die alle spéter gebraucht werden, soll demon-
striert werden, wie die Euler-Maclaurinsche Summenformel fiir die Abschétzung von
Summen ausgenutzt werden kann. Alle Formeln verstehen sich fiir  — oo, so daf
dies im einzelnen nicht vermerkt wird.

1. Abschiatzung von X' 7%, o =0.

lsnsz
In (5) setzen wir f(n) = n*, @ = 0, b = 2. Dann erhalten wir
z

Znasza—wwf—%ﬂm+afwwmw,

1=nsz J

wobei fiir = 0 das letzte Integral entfillt. Wegen |y(f)| < 1/2 ist
x x
= & (g Lo
afl w(t)dtngt ldt-—gx
0 0

und daher
prand 1

I = + 0). @

1=nsz a+1

2. Abschétzung von X l

1=z M
Wir verwenden die Formel (6) mit k¥ = 1 und setzen f(n) = 1/n,a=1,b==z.

z x

lzfﬂ_L_MJrM_M_Qf%_(:)dt.

1<n<z n t 2 T 1 x? &
1

y(t) errechnet sich zu

1

nl)=5 t— 12— - ¢ — [tD-

ro| ~

Daher ist 9,(1) = 0 und y,(t) = O(1) fiir t — oo, und wir erhalten fiir das letzte Inte-
gral

z © © o

va(t) ya(t) w() . [ o 1
f%—dt:f—‘[a—dtgf—;a—dt*fz—sdtﬂ-o(;—z).
3 x 1

1
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Die Zahl

0=t 2 [ B0,
2 0

2

wird als Eulersche Konstante bezeichnet. Mit ihrer Verwendung erhalten wir

22

—loga + € — W)+ (‘) (®)

1snsgz n

3. Abschidtzung von 3} —1—, s> 1.
1sn=z N°
Wir beginnen mit der Anwendung von (5) und setzen f(n) = 1/n%, a = 1, b = .
Dies ergibt

z z
1 t 1 t
si_fa_1 v fw,
1<n<eM® ts 2 a® 31
by

1

pl__t t & . ]w(t)dt+0()
1

1€0=2® s —1 2 s—1 A

Wegen s > 1 konnen wir in dieser Gleichung den Grenziibergang x — co vollziehen
und erhalten mit

o) = —— +i_sfﬂd¢ @

1 2 ¥l
1
eine Integraldarstellung der Riemannschen Zetafunktion. Da sich das Integral aber
schon fiir s > 0 als konvergent erweist, kann man dies zum AnlaB nehmen, £(s) fiir
8> 0, s # 1, durch (9) zu definieren. Verwenden wir also (9), so erhalten wir

e (1)
1=a<z M

Fiir spitere Anwendungen bendtigen wir aber noch eine genauere Formel. Wir be-
nutzen (6) mit k¥ = 1 und erhalten

1—3 t
l=___l__ﬁ__l_M_wl_(z)_s(s+1) %()dl
1<n<z?® 8 —1 s—1 2 a® a*+!

i

Aus (9) folgt

o) =t — ol 1) f wl) g
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Damit erhalten wir

2 Lt I 0(5). (10)

1<nss W —1 2+l

1
4. Abschétzung von Y —, 0<s<1.

1=n=z 1
Bei Benutzung der Definition (9) dndert sich an den Rechnungen von Beispiel 3
nichts, so daB (10) auch in diesem Fall richtig ist.

5. Die Stirlingsche Formel.
In (6) setzen wir k = 1, f(n) = log n, @ = 1, b = m. Dann wird
m m
log (m!) :nj:’ilogn :flogt + %logm +f‘l’;_£0 dt
1 1

=mlogm — m+ 1+ — logm+fw’—mdt+0(i>.
©? m

1

Ohne Beweis sei

w1
f—tz——dtfglog@n)—l

1

mitgeteilt. Damit erhalten wir
1
log (m ')*mlogm—m+ log( mn)+0(——) (11)
m

und daraus die Stirlingsche Formel

m! = mm 2 e {1 +0 (;1)}

5.4. Die Primzahlfunktion

5.4.1. Der Euklidische Beweis der Unendlichkeit der Menge der Primzahlen

Im Beweis zu Satz 1.2 haben wir die Euklidische Beweisidee fiir die Unendlichkeit
von Primzahlmengen kennengelernt. Sie ist zwar iiberaus einfach, aber nicht sehr
ausbaufihig. Wir werden sie in diesem Abschnitt nochan zwei Beispielen demonstrie-
ren, spiter aber zugkriftigere Methoden fiir tiefere Ergebnisse heranziehen.

Satz 5.10. Fiir jedes Polynom
@) =ap + a@ + -+ + 2"
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mit ganzzahligen Koeffizienten und a, > 0, r = 1, existieren unendlich viele Prim-
zahlen p, so daf p | f(n) mit geeigneten n € N.

Beweis. Fiir ¢, = 0 ist die Behauptung nach Satz 1.2 und p | f(p) klar. Jetzt sei
@y == 0. Wir nehmen an, es gibt nur endlich viele Primteiler py, p,, ..., p, der Folge
{f(n)} mit p; ¥ ao (# = 1,2, ...,») und bilden die Zahlen n = 2¥p,p, - --- - p, und

F@e?n) = ay(1 + ayagn + aadn® + - + a0 ~'n") = agm.
Da fiir 2 — oo auch f(z) — oo geht, ist m > 1 fiir hinreichend groBes k. Folglich gibt
es eine Primzahl p mit den Eigenschaften p | m, p 4 aound p } n. Das steht im Wider-
spruch zur Annahme.

Das zweite Beispiel bezieht sich auf Primzahlen in arithmetischen Progressionen.
Unter einer arithmetischen Progression versteht man eine Folge natiirlicher Zahlen
der Gestalt kn + a, in der k, a feste natiirliche Zahlen mit (k, @) = 1 sind und n die
Folge der natiirlichen Zahlen durchliuft. P. G. L. DIRIcHLET bewies 1837, daf} jede
arithmetische Progression unendlich viele Primzahlen enthilt. Dieses Ergebnis kann
im allgemeinen nicht mit der Euklidischen Beweisidee erreicht werden. In einigen
Spezialfillen kommt man mit ihr noch zum Zuge. Es soll dies im Fall der primen Rest-
klassen modulo 8 dargestellt werden.

Satz 5.11. Es gibt unendlich viele Primzahlen der Gestalt p =a (8) mita = 1,3,
5,1

Wir fithren die Beweise fiir @ = 1 und a = 3, 5, 7 getrennt.

Beweis fiira = 1. Wir zeigen zuniichst, daB jeder Primteiler des Polynoms
f@)=2a'+ 1, zc Z, x40, &1, von der Gestalt p=1 (8) ist. Aus 2* + 1 =0
(p) folgt ()2 = —1 (p), so daB notwendigerweise

p—1
Y- o
r

sein muB. Das bedeutet p = 1 (4) oder, was dasselbe ist, p = 1,5 (8). Ausa® + 1
=0 (p)folgt auch (x® 4 1)2 — 222 =0 (p) und

-1
(3) = (-1 =1.
ya ”

Also p=1,7 (8). Beide Ergebnisse zusammen lassen nur p =1 (8) zu. Also ist
jeder Primteiler von f(x) = #* 4 1 von der Gestalt p=1 (8), und nach Satz 5.10
gibt es unendlich viele derartige Primteiler.

Beweis fiir a = 3, 5, 7. Wir bilden die Polynome

hle) = (82 + 12 +2=3 (8),
@) =~ (B £ 3+ 1 =5 (8),
fhi@)=({dz + 32 —2=1T (8)

und fithren den Beweis fiir die drei Fille gemeinsam in drei Schritten.
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[

1. Schritt. Es wird gezeigt, daB jeder Primteiler p von fa(x) von der Gestalt p
(8) oder p =a (8) ist.
_2 =
a)a=3: (8x+12+2=0 (p)= (T;) =(=1)% * =1

i(p—l)s(p+5)50 @

=p=13 (8).

-1
b) a =5: %{(Sx-!—S)’-\—l]sO (p)i(%):(—l)g =1

=>p=15 (8.

2 ot
¢)a="T: (4o +32—2=0 (p)#(—):(—l)ls =1

P

=>p=17 (8).

2. Schritt. Bs wird gezeigt, daB es fiir ¢ Z (x == —1 fiir @ = 7) eine Primzahl
p=a (8) mitp | fulx) gibt.

Alle Primteiler von f,(x) sind nach dem ersten Schritt von der Gestalt p=1,a
(8). Wiirde f,() nur Primteiler p =1 (8) besitzen, so miiBte f,(x) =1 (8) sein im
Widerspruch zu f,(z) =a (8).

3. Schritt. Annahme: Es gibt nur endlich viele Primzahlen p = a (8). Wir no-
tieren sie uns durch a, Py, P, -+ -, p; und bildén P = pyp, - -+ - p,. Die Zahl f,(Pe1)
enthiilt nach der Feststellung im zweiten Schritt wenigstens einen Primteiler p = a
(8). Dieser ist von allen p; verschieden. Denn es ist fo(P*Y) = a (p;), und da (a, p;)
= 1 vorausgesetzt wurde, ist p; £ fa(P*?). Der Primteiler p muf auch von « ver-
schieden sein, da nach dem Satz von FERMAT-EULER f,(P*1) = fa(1) =0 (a) ist.
Das ist aber ein Widerspruch zur Annahme.

5.4.2. Einfache Abschitzungen der Primzahlfunktionen

Definition 5.11. Fiir positive reelle Zahlen x bezeichne a(z) die Anzahl der
Primzahlen kleiner oder gleich x.
Aus dem Euklidischen Beweis haben wir fiir die n-te Primzahl p, in Kapitel 1 die

Abschitzung
Py 27

gefunden. Hieraus folgt eine Abschitzung von n(x) nach unten. Fiir jedes z = 2 gibt
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es eine nicht—negativ_e, ganze Zahl n mit
2 < 2 < 28,
Daraus folgt
@) Z 7(2) Z 7(pa) =+ 1> é (log log z — log log 2),
o> s

Eine Verbesserung dieser Abschitzung kénnen wir erzielen, wenn wir uns einer
auf L. EULER zuriickgehenden Beweisidee zum Satz 1.2 bedienen. Nehmen wir wieder
an, es gibt nur endlich viele Primzahlen p,, p,, ..., p,. Dann ist auch das Produkt

endlich. Andererseits ist aber

' JCTA e Y PR S 5
— = S i) = T
i=1 ( p;) .!11( pi Pt > m
In der Summe miissen auf Grund der eindeutigen Primfaktorzerlegung alle natiirlichen
Zahlen m erscheinen. Dann handelt es sich aber um die divergente harmonische Reihe.
Unter Verwendung dieser Idee zeigen wir, daB die Summe iiber die Reziproken der
Primzahlen divergent ist.
Satz 5.12. Das Produkt [T (1 — 1/p) und die Summe 2 1/p, jeweils erstreckt iiber
alle Primzahlen, sind divergent. Genauer gilt fiir x = 2

-1
I1 (1 = %) > log z, (12)
P=Ez
X .
2 — >loglogz — 1. (13)
p=z P

Beweis. Es ist

H(l_.l)ﬂ: =

p=z

wobei die (konvergente!) Summe iiber alle diejenigen natiirlichen Zahlen 7 zu er-
strecken ist, die aus den Primzahlen p < gebildet werden. Die Ungleichung (12)
folgt nun aus
n+1 [z1+1
1\ 1 1 dt
HHl—=) =2X—=3| —dt= | —=1log([x] + 1) > logx.
p<z V4 nsz W n=z, n t
n 1
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Die Ungleichung (13) erhalten wir durch Logarithmieren von (12).

1 L | 20 1
loglogx<7210g<1———):2 5.5 2—
P =

p=z p=z n=1 NP" psz

1 1 1 1
~zt- s 5-)
pz2p — 1 p=ep pzz\p—1 p

p=z P n—1 n psz P
Aus (12) erhalten wir eine Verbesserung der Abschétzung von x(x) nach unten:

1\ =1 2(z) 1 -1
10gm<H(1~—) =H(1— ) =an(x) + 1,
P

Pz n—1 n+1

a(x) > logaw — 1.
Fiir die n-te Primzahl ergibt sich aus n» = z(p,) > log p, — 1:
P < en+l |

Mit dieser Abschidtzung von n(x) nach unten wollen wir uns hier begniigen, schér-
fere Abschétzungen sollen erst in den néiichsten Abschnitten besprochen werden. Wir
bemiihen uns noch um eine maoglichst einfache Abschitzung von z(z) nach oben.
Wir bedienen uns dabei des Siebes von ERATOSTHENES (um 200 v. u. Z.), das ein sehr
altes Verfahren zur Aufstellung von Primzahltafeln beinhaltet.

Ist 2 nicht zu groB, so kénnen wir auf folgende Weise alle Primzahlen unterhalb von
2 bestimmen. Wir schreiben uns alle natiirlichen Zahlen n mit 2 < n < « der Reihe
nach auf. Sodann ist die erste auftretende Zahl, die 2, Primzahl. Wir lassen sie stehen,
streichen jedoch ihre sdmtlichen Vielfachen fort. Die néchste stehengebliebene Zahl,
die 3, muB wieder Primzahl sein. Wir belassen die 3, streichen aber wieder alle Viel-
fachen weg. Indem wir fortfahren, bleiben schlieBlich genau die Primzahlen unterhalb
z stehen. Zu bemerken ist dabei, daB das Verfahren mit dem Streichen der Vielfachen
der groBten Primzahl p < ]/a_: bereits beendet ist, denn die Vielfachen der griBeren
Primzahlen sind bereits gestrichen. Dies gibt eine Méglichkeit, z(x) zu berechnen,
falls n( ) bekannt ist. Verfahrt man etwas modifiziert so, daBl man alle natiirlichen
Zahlen n mit 1 < n < x aufschreibt und sdmtliche Primzahlen unterhalb von 'l/_
und ihre Vielfachen streicht, so verbleiben 1 4 z(z) — 1(Vx) nicht gestrichene Zah-
len. Genau diese sind zu allen Primzahlen p < ]/_, also zu P = J] p teilerfremd.

Dabher ist p=Vz
1+n@) —afa)=X1=3% X ut)
- P),l n=z t|(n,P)
*21»(021‘2# 21
nsz t|P imsz

n=0 (f)
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Daraus ergibt sich
w2 = alj%) — 1 + X ult) [i]
P t

Zur Abschétzung von z(z) dndern wir das Verfahren nochmals geringfiigig ab. Es sei

jetzt P, = [[ p mit y < }’; und
Py

V@) =X1=5ub H
n<z (P, t
(n,Py)=1

Offensichtlich ist N(x) = n(x) — a(y), und daher ist fiir beliebiges y =< ]/;
x
a(@) < 7ly) + X u(t) [—]
P, t

In dieser Ungleichung kommt es nun darauf an, y méglichst so zu wihlen, dafl die
Abschitzung optimal wird. Dazu schiitzen wir noch etwas weiter ab.

a(z) S aly) + T ult) = + 1 =aly) + — ¢(P,) + d(P,)
tip, t qp, P;

=,—;(y)+xn (1_l) +gn(u)<y+L+ 2u<i+2v+l,
sy P log y log y

Setzt man jetzt y = log , so wird
P P a——
log log «
Fiir = ¢ wird daraus noch
2 .
la) < ———.
log log «

5.4.3. Die Ergebnisse von Cebysev

Die bisher vorliegenden Abschitzungen von =(x) sind auBerordentlich ungenau.
Erst im Jahre 1850 gelang es P. L. CEBYSEV (1821—1894), Abschitzungen nach
unten und nach oben von gleicher Qualitit zu geben. Diese Ergebnisse sollen jetzt
dargelegt werden. Wir heginnen mit der Einfiihrung der (ebyXevschen Funktionen
#(x) und p(x), wobei y(x) nicht mit der in der Euler-Maclaurinschen Summenformel
auftretenden Funktion zu verwechseln ist.

Definition 5.12.
#x) := X' log p, () := 3 An).

p=z nsz

Dabei ist #(x) = 0 fiir ¥ < 2 zu setzen.
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Beide Funktionen verhalten sich fiir  — co in erster Niherung gleich. Dies er-
kennt man, wenn man A(n) = log p fiir n = p’ und A(n) = 0 sonst verwendet.

p(@) = Xlogp = Ylogp + Ylogp 4
sz p=z pisz

— 0@) + 8(J3) + - = X o(aiim).
. m=1

I
Die Reihe ist endlich; sie bricht ab, wenn 2/™ < 2, das heiBt m > E%;geworden
ist. Aus #(x) < x log « fiir v = 2 folgt log 2

H(atm) < 2tim log xtlm < Yz log =
fiir m = 2. Da die Reihe O(log x) Glieder hat, ist
¥ d(atm) = O(Yz log z),
m=2
und es ergibt sich:
Satz5.18. y(z) = O() + O}/ log? ).
Satz 5.14. Fiir x = 2 existieren positive Konstanten A,, A,, By, By mit
Az < #(x) < Bz, Ax < y() < Byx.

Beweis. Wegen Satz 5.13 geniigt es, die Behauptung fiir y(z) zu beweisen. Unter
Benutzung von 1 % A(n) = log » und der Stirlingschen Formel ergibt sich
x
Sy (_) =y Ad) =3 X Ad) = X logm (14)
nsz n dn=z m<zdim m=z .
=xlog x — x + O(log @)
und

f(1)1=,§1ﬂ(—z‘) -2 Zw()in) =z log 2 + O(log 7).

n=zj2 \ &

Da die Funktion (x) monton wachsend ist, folgt

f(@) = y(@) —"é'l (w (%) =1 (2mx+ 1)) < y(@),

so daB die Existenz einer Konstanten 4, mit 4,» < y(x) sofort klar ist.
Fiir den Beweis der zweiten Ungleichung vermerken wir

f@) = W) — v (%) ) (w (,m—i]) —y (%)) 2yl — v (%)

Also gibt es eine Konstante B mit

ple) <Br + v (i)
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und sukzessive Anwendung dieser Ungleichung liefert
1 z =1 1 z
Bel1+= & oy == B = =
plz) < x( + 2) +w(4) < e < xé; = +'”(2..)
o 1
< Bz} — =Bgx.
v=0 2

Damit ist der Satz bewiesen.
Nun sind wir in der Lage, das erste Cebysevsche Ergebnis zu beweisen.

Satz 5.15 (CEBYSEV). Fiir & = 2 gibt es positive Konstanten A, B mit

(@) < B ——.
log 2 log &

Beweis. Mit Hilfe von Satz 5.14 erhalten wir leicht

...
pezloga  loga log
und
210, 28(x
n(x)—n(V:u)< P lgp_] )
Vr<p=z 108 @ og.z:

29(x) <B »

) < =
V +10gx logz®

Die in diesem Satz erhaltene Abschitzung wurde wesentlich durch Zuriickfiihrung
von 7i(z) auf &(x) erzielt. Dieser Zusammenhang kann nun noch etwas schérfer gefaBt
werden.

Satz 5.16. Fiir x — oo gilt

W) via)

(@) ~ logz  logz’

Beweis. Auf Grund des Satzes 5.13 geniigt es, die Behauptung fiir #(x) nach-
zuweisen. Wir benutzen die Formel (4) und setzen dort @ = 1, b = , f(n) = log n,
g(n) = 1 fiir n = p, g(n) = 0 sonst. Dann ist

de) = J'logp = ) g(n)logn = a(z)log 2 —fﬂ dt
p=z 1<n=z t
1

Aus n(t) = 0 fiir ¢ < 2 und =(t) = O(t/log t) fiir ¢ = 2 folgt fiir das Integral

z V; z
) g (=) al) 5 —o2
der;f : dt+f , (V)+o( gx)_o(logx).
g v

1 z
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Damit ist

W ..
a(x)logx logz/’
woraus die Behauptung folgt.
Satz 5.17. Fiir x — oo gilt

ZM=logx+0(l),

n=z

o8P _ 10010
psz P

Beweis. Bei Benutzung von (14) ist

2M=—z[ ]A(n)+0(‘ )=%d§ )+ 0(1)

nsz M Z n=z
1 z
== Zw(—) + 0(1) =logz + 0O(1).
x d

Die zweite Behauptung folgt aus
A(n loj lo, * 49 loj
( )—Z £r_ 5 gmp<210gp2_m=2—gi” =0(1).
WSz M psz P praz P » m=2 P » Plp—1)
mz2

Aus diesem Satz kénnen wir eine Verschirfung des Satzes 5.12 folgern.

Satz 5.18. Es gibt zwei Konstanten B und C, so daf fiir x — oo gilt

2 — =loglogx +B+ 0 (—1), (15)
psz P log

1\-1
H(l——) ~ ¢ logx. (16)
P=z »

Ohne Beweis sei mitgeteilt, daB es sich bei C um die Eulersche Konstante handelt.
Beweis. Nach Satz 5.17 ist

log p

p=z

= 0(1). Von dieser Summe wird der Ubergang zu ¥ 1/p mit Hilfe des Inte-

z z
logp dt log p dt logp [ 1 1
yEE_Z__ 528 == g =
p=t tlog?t ,=: p tlog’t ,<: p \logp logz
2 »

= log & + r(z)

mit 7(x)
grals

r
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vollzogen. Wir erhalten

z

11 logp+ log p dt
vsz P logzps: P pst P tloght

z z
dt r(t) 1
1 it + 0
+ftlogt+ftlogzll + (logz)
2

2

o

r(t) 1
=1+logl — log log 2 dat+0 .
Floglogx — logTog +_[tlog” + (log a:)

2
Das ist (15) mit
B=1—loglog2+f
2
Formel (16) leiten wir aus (15) ab. Zunéchst stellen wir fest, daBl auf Grund der Un-
gleichung

0<——]0g(14—l)_-l= 53
P

r(t)
tlog?t

und der Konvergenz der Reihe

1
2 e ——
» Pp—1)
auch die Reihe

31 =3)+3)
P P P
konvergiert. Daher ist

1\ 1 1 1 |

log[[(1——) =—Xlog|l—— =3 ——2(log(l——)+—

psz P p<z r psz P psz P p
=loglogx + C + o(1)

¢c=B— ?(log(l—%)—k%).

Das bedeutet

mit

1 =1
11 (1 — —) = eC+oM) Jog x ~ €€ log x.
P

p=%

Nun gelangen wir zu Cebydevs zweitem Ergebnis.
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Satz 5.19. Wenn der Grenzwert

lim
200

1
7i(x) log @ -

existiert, dann mufl ¢ = 1 sein.

Beweis. In Anwendung von (4) erhalten wir

z

gl (o,
2

yzz P

Die Voraussetzung des Satzes besagt

ala) = ¢ = + o), g(x)=o( z )
log « log z

Daher ergibt sich

z Ed
1 c e o(t) 1
= ——dt = dt
yee p  logw +_/ tlogt +f ©? - (log x)
3 3

z
= clog log 2 —i—f%t) dt + 0(1).
2

x

Zur Abschitzung des Integrals bemerken wir, daB} aus o(x) = o I

) folgt, daf} es
z

og
fiir z > ,. So finden wir

zu jedem & > 0 ein z, gibt mit |o(x)| < &
log x

Zo

z z
o(t) o(t) ~odt
f?dlg f—tTdt+E_/ETgt<a(s)+“0g10gx
2 2 Z
< 2¢eloglog x
fiir & > 24(e).

Vergleichen wir nun das Ergebnis

1
> — =cloglog z + o(log log x)

psz P

mit (15), so sehen wir, daB ¢ = 1 sein muf.

Mit den Sétzen 5.15 und 5.19 erzielte P. L. CEBYSEV zu seiner Zeit einen wesent-
lichen Fortschritt in der Primzahltheorie. Seine Ergebnisse waren numerisch, vor
allem durch C.F.Gauss und A. M. LEGENDRE, vorbereitet. Sie sprachen die Ver-
mutung

lim a(x) log z _

z—00

1



112 5. Zahlentheoretische Funktionen

aus. Aber der Nachweis der Existenz dieses Grenzwertes gelang nicht. Erst etwa
50 Jahre spiter konnten unabhéingig voneinander im selben Jahr 1896 J. HADAMARD
(1865—1962) und C. pE LA VALLEE-PoUssIN (1866—1962) mit funktionentheoreti-
schen Hilfsmitteln den Primzahlsatz

x

(@) ~
log «

beweisen. Lange Zeit wurde die Ansicht vertreten, daB es sich hierbei um einen Satz
der Zahlentheorie handelt, der sich den elementaren Methoden entzieht. Um so iiber-
raschender war es, dal im Jahre 1949 unabhingig voneinander P. ErRpos und A. SEL-
BERG einen elementaren Beweis veroffentlichten. Inzwischen existiert eine Reihe von
Beweisvarianten. Eine von E. M. WrieHT gegebene und in [7] dargestellte Variante
soll im iibernichsten Abschnitt vorgestellt werden. Sie griindet sich — wie auch andere
Varianten — auf die Selbergsche Formel und die daraus abgeleitete Selbergsche Un-
gleichung, die im nichsten Abschnitt behandelt werden sollen.

Es sei noch erwihnt, daB aus dem Primzahlsatz eine asymptotische Formel fiir die
n-te Primzahl folgt. Setzt man nidmlich = p,, so ist fiir n — co

Pn
log p,”
Hieraus kann man
log n ~ log p, — log log p, ~ log p,
ablesen. Folglich ist

ne~~

Ppp~mnlogn.

5.4.4. Die Selbergsche Formel

In Vorbereitung der Selbergschen Formel beginnen wir mit zwei Hilfssétzen.
Hilfssatz 5.1. Fiir k = 0 und x — oo gilt

> logk - O(x).
n<r n

Beweis.
n

z (LI [z] P T i
D'logtk— = >'logk — + logkaz < Y logk — dt + logk x
n<z n n=2 n n=2 t

n—1
x

z
k
g‘/‘log"édt+log“x:x/‘bg td[+log"x

12
1 1
o

k
<xfloi tdl + logkz = O(x).

1
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Hilfssatz 5.2.
An)logn + 3 A(t) A (ﬁ) = > u(t) log? 2
tin t tn t

Beweis. Nach Definition 5.6 der Mangoldtschen Funktion ist

‘IZ"‘ A(t)log t + ”Zn‘ A(t) log —;1 =logn ”Z"' A(t) = log?n
oder in der Schreibweise der Dirichletschen Multiplikation
A(n) log n % 1 + A(n) x log n = log®n.
Mit log » = 1 % A(n) erhilt man
(A(n) log n 4 A(n) % A(n)) % 1 = log®n.
Uber Satz 5.5 folgt hieraus mit
A(n) log n 4 A(n) x A(n) = p(n) x log?n
die Behauptung des Hilfssatzes.

Satz 5.20 (Selbergsche Formel). Fiir die CebySevsche Funktion y(x) gilt fir x — oo
yx)logz + 2 An)y (1) = 2z logz + O(x).
n<z n

Beweis. Nach Hilfssatz 5.2 ist

S Amlogn+ 3 5 A0 A (7) = 3 Tl log? .

n=z n<z tin n<z tin

Mit Hilfe der Abelschen Identitét (4), der Definition 5.12 und Satz 5.14 ergibt sich
fiir die erste Summe
z
- ¥ 4 _
X A(n) logn = y(x) logz — fT dt = p(x) log x + O(x).
n=<z
1

Somit ist
e log + 3wy () = 46e) + )
wobei

A) = 5 X ult) log? %

=gz tin

gesetzt wurde. Es ist also noch A(z) = 2 log @ + O(x) zu zeigen. Dazu formen wir
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die Summe unter Ausnutzung des soeben erzielten Ergebnisses zunéichst etwas um:

Ax) =} Z w(t) (—2log n log t + log? t)

Rz tln

=X {2/1 )logn + Z u(t) log? t}

n=z

=2 frmog + 2: H)log* ) + O(e)

nsz

=2 3 ut) (—2logzlogt + log2t) 4 O(x)

n=z tln

=23 X u(t) log? —+0(x)

n<z tn

Mit der Eulerschen Konstanten € formen wir weiter um.

=3 Sul (log ——02)+O(>

R=z tn

=X ult) [ ] (log% - 02) + 0@).

sz

Nach Hilfssatz 5.1 wird daraus

Alx) ==z ZM (log2 2~ 02) + O(x)
t=z t t
und nach (8)

A) = 12”‘)(10 o)( 1+0(i))+0(x).
t=z d x

Verwendet man wiederum Hilfssatz 5.1, so ergibt sich

A=z 3 10 ( 770)—1—0(&:)

i<z td

J,% b

nsz M tin

) (logi ~0) +0@)

_xlogx—}-xz +0()—2xlogx+0(x)
n=zx

nach Satz 5.17. Damit ist die Selbergsche Formel bewiesen.

Aus der Selbergschen Formel soll die Selbergsche Ungleichung hergeleitet werden.
Wir bereiten dies durch den folgenden Hilfssatz vor.

Hilfssatz 5.3. Es bezeichne y(x) die CebSyevsche Funktion und o(x) := p(x) — .

Fiir x — oo gilt
G212

S e

nsz

log t dt + O(x log z)
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mit
an = A()log n + X A(t) A (%)
tin

Beweis. Wir verwenden die Abelsche Identitiit (3)mita =1, b ==, f(n) = Ig (i)’,
g(1) =0, n

n
gm) =a, —2 [logtde  (n=2).
n—1
Nach der Selbergschen Formel ist
[z} '
Za,,—Zflogtdt O().

n=z

Damit ergibt sich aus (3)

Sale(r )} — 44(0) + A4(a) + O@) (1)
n=sz
mit
A,x)=2 3 |o (i) flogtdt,
2<nsz n

n—1

=2, («()]-]e ()

Wir schitzen nun 4,(x) und A4,(x) einzeln ab. Wir benutzen dabei fiir « > y

[le@)| — le@)l] < lo(x) — o(¥)| =< p(@) — p(y) + 2 —y.
Dann ist mit G(n) = O(n) und Satz 5.14

w0 2 p 3+ —v(c57) )
(2t (3)+ i) +o

=0(Z n)+0( ) = O(x log ). (18)

n<z
%
e t

Zur Abschétzung von 4,(x) bemerken wir

b9 e il 0
R

n—1
so- o) vz () -3

log t dt
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Daher ergibt sich genauso wie bei der Abschiitzung von A,(x)

e<%>

Trigt man (18) und (19) in (17) ein, so erhilt man die Behauptung.

log tdt + O(x log x). . (19)

Satz 5.21 (Selbergsche Ungleichung). Es bezeichne y(x) die Cebydevsche Funktion
und o(x) = y(x) — . Fiir x — oo gilt

z
0 (%) log t dt 4 O(x log ).

Beweis. Wendet man Satz 5.17 auf die Selbergsche Formel an, so erhélt man

lo(x)| log? & < Zf

o) logz + X A(n) o (i) = 0@).
nsz n

Hieraus ergibt sich weiter
x x x
log z {e(x) loga + 3 A(n) o (—)} — 3 A(m) {e (—) log —
nsz n m=z m m

+ X Am)e (i)} = O(zlog 2) - 0(.7: X M)
ngi mn, m<z m

= O(z log @),

o(x)log?x = — 3 A(m)o (—) logm + 3 A(m) A(n) o (ﬁ) + b(zlogz).

x
msz m mns<z

Mit der Abkiirzung a, des Hilfssatzes 5.3 folgt

«(3)

und aus dem Hilfssatz 5.3 selbst ergibt sich die behauptete Selbergsche Ungleichung.

lo(x)|log*z < 3 a, + O(x log ),
nse

5.4.5. Elementarer Beweis des Primzahlsatzes
Satz 5.22 (Primzahlsatz).
7(x) ~ L (x — 00).
log

Nach Satz 5.16 ist der Primzahlsatz aquivalent zu y(z) ~ x. Dem Beweis dieser
Aussage schicken wir noch zwei Hilfssitze voraus.



* 5.4. Die Primzahlfunktion 117

Hilfssatz 5.4 Es sei o(x) := e %g(e*), wobei o(y) wie in Hilfssatz 5.3 gegeben ist.
Dann gibt es eine positive Konstante A, so dafs fiir beliebige positive a1, 2,

Zy

fa'(r) dr

z

<4

gilt.

Beweis. Nach der Abelschen Identitét (4) ist

v
g i) sy, (b,
n y ?

nsy

und hieraus ergibt sich mit Hilfe der Siitze 5.14 und 5.17

v
f(M_i> at = o(1).
2 t

1
Mit ¢ = €, y = ¢* wird daraus

z

f (ep(er) — 1) dz = [ eole )rIT——fo'('r) dr = 0(1).
0 0

0
Folglich ist

T3

f.a(t) dr = f a(r) dv — f‘a(t) dv = 0(1).
0 0

z

Hilfssatz 5.5. Ist o(xy) = 0 fiir xy > 0, so Vst bet festem z > 0

f{o‘ ldrS——i—()(l)

Beweis. Wir schreiben die Selbergsche Formel einmal fiir y und éinmal fiir y, auf
und bilden die Differenz beider Gleichungen:

ply )IOgy — o) logyo + T A(m) A(n) = 2(y log y — yolog yo) + Oy)-

y..<mn$y

Dabei wurde noch y > y, = 1 vorausgesetzt. Da die Mangoldtsche Funktion nicht
negativ ist, erhalten wir hieraus

0 < y(y) log y — v(yo) log yo < 2(y log y — Yo log yo) + O(y),
lo(y) log 5 — o(¥o) log yol < ylog y — yologys + O)-
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Mit y = e%*, yo = €%, o(z,) = 0 bekommen wir fiir 0 <7 < z

e—r+o(i) :1—e-r+0(i)
7y EX

o
<1—
lo(xo + 7)| < i

<t+0 (i) z
o
Integration iiber = von 0 bis z ergibt die Behauptung.
Beweis des Satzes 5.22. In der Selbergschen Ungleichung (Satz 5.21) ersetzen

wir 2 durch e%, substituieren ¢ = e*-* und erhalten

@ o(@)| <2 [ lo(x)| (v — = dr+0a:)—2ff|a(t)[d1:dy+0(x) (20)
L]

Wegen y(x) = O() ist o(x) beschrinkt fiir  — co. Also existieren auch
z
1
a = lim sup |o()|, b = lim sup —‘/- lo(z)| dz.
200 z—>00 x

Verwendet man in (20) die Folgerung
z
[ lo(@)| dz < bz + o(2),
0

so erhdlt man fiir |o(z)| die Abschétzung
2 xr
lo(z)] < — [(by + o) dy + o(1) = b + o(1).
o

Daher muB e < b sein.
Wegen

o(x) = e Tp(e?) — 1

ist die Behauptung y(z) ~ z dquivalent zu o(z) — 0 fiir  — co. Und dies bedeutet
a = 0. Wir setzen den Beweis indirekt fort und nehmen a > 0 an. Wir werden dann
a > b zeigen, was im Widerspruch zu obiger Feststellung steht.

3a2 444

2a

wir o(r) im Intervall ¢ <t < ¢+ 6 — a. Die Funktion ist dort streng monoton
fallend, abgesehen von ihren Unstetigkeiten, in denen sie anwiichst. Somit kénnen
wir zwei Fille unterscheiden:

Mitt> 0,6 = (4 ist die Konstante des Hilfssatzes 5.4) betrachten

1. Die Funktion o(r) besitzt im Intervall wenigstens eine Nullstelle.
2. Die Funktion wechselt im Intervall hdchstens einmal das Vorzeichen.
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In beiden Fillen wollen wir eine Abschiitzung des Integrals

t+4

[ lo(z)| dx
t

fiir groBe ¢ durchfiihren.
1. Tm betrachteten Intervall gibt es eine Stelle x, mit o(%,) = 0. Benutzen wir
(t)] < a + o(1) und Hilfssatz 5.5 mit z = a, so folgt

Z, z,+a t+0
f |dr—{f+ / +f}|a(rndr

Zo+a

<a —t)+—+a(l+&—zo—a)+o(1)~a’é+o(1)

mite' =a |l ——
mit @ ( 26) <a.

2. Im betrachteten Intervall wechselt o(r) hochstens einmal das Vorzeichen. Liegt
im Punkt f, mit ¢ < t, < t + 6 — a ein Vorzeichenwechsel vor, so ist nach Hilfssatz 5.4

t+é—a

f a(t) dr

t

t+é—a

[ o) dr =

t

t
f a(7) dr <24.

+

Liegt gar kein Vorzeichenwechsel vor, so ist

t+é—a t+d—a

f lo(z)| dr = f o(r) de| < A.
¢ 1
Damit ist
t+0—a 146
f]ﬂ(rldr—{f + f}\a(1|dr
t+é—a

< 24 +a® + o(1) = a'é + o(1).
Folglich haben wir in beiden Féllen die gleiche Abschétzung

448
j lo(7)| dr < @'d + o(1),
t

wobei das Restglied fiir ¢ — co gegen 0 strebt. Ist X = [%], so erhalten wir

x—1 (n+1)

f lote)l dr = X f lo(z)| dr + f lo(z) dr

< a'Xd + o(x) + O(1) = a’x + o(x).
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Dabei ist

x
b = lim sup —l—f lo(r)| dr < o' < a.
z—00 X
[

Dies ist der gewiinschte Widerspruch, und der Satz ist bewiesen.

Eine Anwendung des Primzahlsatzes.

Es soll eine asymptotische Darstellung der Summe 3 p~* iiber alle Primzahlen
unterhalb von 2 fiir 0 < k < 1 gegeben werden. Zunéchst beweisen wir nur mit Hilfe
des in Satz 5.15 gegebenen Cebysevschen Ergebnisses die folgende Abschétzung:

Fiir 0 < k < 1 existieren zwes positive Konstanten a, b mit
xrl-k -k

1
<—=<b
logx =z p* log 2

a

<
[\
)

Beweis. Den linken Teil der Ungleichung erhalten wir sofort durch

1 al-k
S =>az*r) >a .
p=z P* 3 log =

Fiir den Nachweis des rechten Teils der Ungleichung schreiben wir

1 1
2==3 =g
psz P 1<n=z W
mit g(n) = 1 fiir » = p und g(n) = 0 fiir n 4 p. Die Anwendung von (4) giht

z

z
1-k
FL_ompean f 1ty dt < by —— + b, f L
log «

o tklogt’
1 H

Zur Abschitzung des Integrals sei jetzt ¢ eine positive Zahl mit & 4- 6 < 1, und ¢, sei
so gewihlt, daf l"/log t fiir ¢ > {y = 2 monoton wachsend ist. Wir erhalten

2z
1 2k Iz 21k 5
T — by by [ =) Erde < by S b, (<) ks
psz P* log = log ¢ log log
[?

21k

logz "
Nun zeigen wir mit Hilfe des Primzahlsatzes die nachstehende Verschirfung:
Satz 5.23. Fiir 0 <k < 174t

-k
< 1 1 @

p‘;,,]?‘Nl—lt.logx'
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Beweis. Der Primzahlsatz besagt

a(x) =

+o@), an=o(x).

lgx log =

In Analogie zum vorstehenden Beweis und zum Beweis des Satzes 5.19 erhalten wir

o .v‘"( LA g(x)) + kft-"'l (-’— = g(l)) at
p=z P* log > logt

z z
ad dt 1 plk k di
i +k iy e z +— | ==
log tlogt 11—k loge  1—FkJ t¥logt
2 2

1 i

lek.logx'

5.5.  Die maximale GroBenordnung zahlentheoretischer Funktionen

In diesem Abschnitt interessieren wir uns fiir solche Werte von n, fiir die die zahlen-
theoretische Funktion f(n) extrem groBe Werte annimmt. Dazu miissen wir zunéchst
einmal eine allgemeine Abschitzung von f(n) haben, und dariiber hinaus ist eine prézi-
sere Fragestellung als die angegebene notwendig. Wir werden an Hand der Teiler-
funktionen die Aufgabenstellung herausarbeiten und den Begriff der maximalen
GroBenordnung entwickeln. AnschlieBend wenden wir ihn auf weitere wichtige
Funktionen an.

5.5.1. Die Teilerfunktionen

Es werden die in Definition 5.4 erkliarten Teilerfunktionen g;(n) fiir & = 0 betrachtet.
Trivial ist die Abschitzung o(n) = n¥. Wir bemiihen uns um Abschétzungen nach
oben und beginnen mit k > 1. Bei Benutzung der kanonischen Zerlegung von n er-

halten wir

T k(v+1) 1 1\1 1\1

n=H]7 : <n"[](l——k) <1L"H(1——k) E
P »

i=1 pin Va
so daf fiir allen > 1
au(n) < 3(k) n

gilt. Diese Abschitzung ist auBerordentlich gut, denn wir werden zeigen kénnen,
daB fiir unendlich viele Zahlen n die Teilerfunktion dem rechts stehenden Wert he-
liebig nahe kommt. Dazu betrachten wir die Zahlenfolge {n,}, » = 2, 3, ..., mit

n=[Ir (21)

p=e’
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Beachten wir

1
(1 = p—k(v+|)) > (1 — p—k(v—'rl)) =
,g, IZ (ke 4 1)
s0 bekommen wir
— p—k(+1) k
ai(n) = nt [ L2 Y -y

>
pge 1 —p* C(k(" “+ 1)) p<e’

Da fiir » - oo das verbleibende Produkt konvergent ist und C(k(v + 1)) gegen 1
strebt, ist fiir jedes ¢ > 0 und hinreichend groBes »

or(n,) > (1 — &) L(k) n,k.
Also haben wir

lim sup n*g.(n) = &(k)
A—>00

bewiesen. Dies nehmen wir fiir folgende Definition zum Anla8.

Definition 5.13. Die zahlentheoretische Funktion f(n) hat die maximale Grifen-
ordnung g(n), wenn fiir beliebiges ¢ > 0

flr) < (1 4 ¢) g(n)
fiir alle n > N(e) gilt und
fm) > (1 — &) g(n)
fiir unendlich viele Werte von n.

Das iiber o;(n) fiir k > 1 erzielte Ergebnis 148t sich somit folgendermaBen formu-
lieren:

Satz 5.24 (GroNWALL). Fiir & > 1 kat ox(n) die maximale Grofenordnung (k) n*.

Satz 5.25 (GRONWALL). Die maximale Gréfenordnung von o(n) st ¢“n log log n. C be-
deutet die Eulersche Konstante.

Beweis. Wie im vorherigen Fall ist
1\

o-(n)<'nn(1——) i

in b

Im Produkt unterscheiden wir die Primteiler » von 7 mit p < log# und p > log n.
Fiir die Anzahl s der Primteiler p > log » gilt (log n)® < n. Daher ist

o) <n JT (1~i)‘1- 11 (1_1)"1

pln P pin P
p>logn p<logn

1\ 1\t
<n (1 — ) I1 (1 — —) .
log 7/ p<iogn 4




5.5. Die maximale GroBenordnung zahlentheoretischer Funktionen 123

Wegen (16) und

1 we 1 _ _logn
= <(1— loglogn |
log 7, log n

schlieflen wir auf

a(n) < (1 + ¢) en log log n

fiir jedes ¢ > 0 mit n > N(e). Damit ist die erste Eigenschaft der maximalen GroBen-
ordnung nachgewiesen. Fiir den zweiten Teil betrachten wir wieder die Folge (21).
Nach Satz 5.14 gibt es eine Zahl B > 0 mit

log n, = vd(e’) < Bve,
log log n, < » + log (Bv).
Daraus ergibt sich

a(n,) __e° 1—pt
en, log log n, " loglogn, pge 1 —pt

e C (i 1\
> -=) .
¢t + 1) (v + log (By)) per ( :v)
Die rechte Seite dieser Ungleichung verhilt sich fiir » — co wegen {(v + 1) — 1 und

(16) wie ~ 1. Daher ist zu gegebenem & > 0 fiir hinreichend groBes »

v
v + log (Bv)
a(n,) > (1 — ¢) €n, log log »,,
und der Satz ist vollsténdig bewiesen.

Fiir 0 < k < 1 konnen wir fiir die Funktionen o;(n) keine maximalen GroBen-
ordnungen angeben, und wir sind gezwungen, zu den Logarithmen iiberzugehen.

Satz 5.26 (KrirzeL). Fir 0 <k < 1 hat log (n~*oy(n)) die maximale Grofen-
ordnung

1 (logn)*
1— k loglog n’
Fiir die Funktion op(n) selbst heift das: Es ist mit beliebigem ¢ > 0

1+ & (log n)*-*
1— k log logn

ap(n) < n¥ exp {
fiir alle n > N(e) und

1— log n)1-¥
ap(n) > n¥ exp {1 — Z-%}

fiir unendlich viele n. Dabe? bedeutet exp {z) := €.
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Beweis. Die natiirliche Zahl n» habe genau r verschiedene Primfaktoren, so daB
n=2-3....p,ist. Sodann ist

log (nkop(n)) < — X' log (1 — -1—) <—Ylog (1 — —1-),
" b

ln P=p,
log (n-*oy(n)) < 8y + S (22)
mit
1
8§ = =3 log 1——),
p=<logn ¥

S, =0 fir p, < logn, Sy = —2'log (l—lk) fiir p, > logn.
logn<p=p, r

Fiir 8, erhalten wir bei Benutzung von Satz 5.23

S =3 l{1+0(1)}— ! “Og—")H{l—‘rO(l)b

p<logn P* F == k.log log n
2 (1 -k
8 < 14 ¢/2 (log n) (@8)

1—k 'log log n

fiir jedes ¢ > 0 und hinreichend grofes n.

Ist 8 = 0, so sind wir bereits fertig. Nehmen wir also p, > log # an. Damit wichst
mit » auch p,. Nachfolgend seien die ¢; stets beliebig positiv, und die Abschitzungen
sind giiltig fiir n > N(e;). Aus logn = #(p,), dem Primzahlsatz und Satz 5.16 folgt
pr < (1 + &) log n. Daher ist

8, < —log (1 -3 1 ) {a(p;) — w(log n))

ogkn
< —log (1 — 1 (1+€2)Pv_(1—53)]0gn
loghn, log pr log log n

) 1
< —g loi log (1 — ——} < —eslogn)log (1 — —I—
log log n logkn, logk n

1
< —g Y log (1 — ;) = 8.

p=logn
Verwenden wir die Abschitzung (23), so erzielen wir fiir jedes ¢ > 0 und hinreichend
groBes n
e/2  (log n)t*

Sy < ——- v
) 1— k log log n

Setzen wir dies und (23) in (22) ein, so erhalten wir den ersten Teil der Behauptung.
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Fiir den Nachweis der zweiten Eigenschaft der maximalen GréBenordnung wéhlen
wir uns die Zahlenfolge {n,},» = 1,2, ..., mitn, = 2.3 . .. . p, aus. Fiir die Folge ist
mit & > 0, hinreichend groBem » nach Satz 5.23

1—p¥ 11— pt
log (n, *oy(n,)) = X' log ——— = 3 lo, (1 + —) > —
( ) v L—p* pSZ;_ ¢ ) T 1—k logp,

Benutzen wir mit dem Primzahlsatz wieder log n, = 9(p,) ~ p,, so ist fiir alle ¢ > 0

1—¢ (log n,)*

log (n, *o(n,)) > 5
<8 ( ol )) 1—Fk loglogn,

sofern » geniigend groB ist. Dieses vollendet den Beweis.

Bei der Bestimmung der maximalen GroBenordnung von log d(n) wird wesentlich
die Tatsache ausgenutzt, daB d(p’) =» + 1 unabhingig von der Primzahl p ist.
Da uns auBer an dieser Stelle noch in 5.5.3. und 7.3. solche ,,primzahlunabhéngigen‘
Funktionen begegnen werden, soll hier gleich ein allgemeineres Resultat erzielt
werden.

Satz 5.27 (Drozpova/FREIMAN). Es set f(n) eine multiplikative, primzahlun-
abhingige Funktion, d. h., es ist f(p*) = g(v) unabhingig von der Primzahl p. Dabet sei
g(v) = 1, und es existiere ein vomit g(vo) > 1. Fiir grope v sei g(v) durch log g(v) = O(»'~%)
mit a > 0 eingeschrinkt. Dann ist die maximale Grofenordnung von log f(n) gegeben
durch

log g(k) log=n
k log log n”
Dabei ist k die durch
< log g(k) fiir
log g(v) k

<loesl) g,

v<k,

>k
etndeutig bestimmie natiirliche Zahl.
Fiir die Funktion f(n) selbst besagt der Satz, daf

14e | logn

fm) < (ga)) © s

fiir n > N(e) 1st und

logn

1—e
fn) > (gli) ©

fiir unendlich viele n.
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Beweis. Wir kénnen 0 < @ < 1 annehmen. Mit § > 0 und der kanonischen Zer-
legung von » bilden wir

1) _ 1 lg)
n iy pe’
Nach Voraussetzung ist mit einer geeigneten Konstanten b > 0
ﬂ’? < rie—vilog2
P
Die Funktion

1
3=
h(d)=cd * +vdlog2 (c > 0)
nimmt fiir 0 < @ < 1 ihr Minimum an der Stelle
c(l/a — 1)\*
6= (22—~
vlog 2
an. Daher ist
h(6) = w1,
falls man noch ¢ entsprechend wahlt. Folglich ist fiir 0 < a < 1
y(ﬂ)
P
Eine solche Ungleichung besteht aber offensichtlich auch fiir = 1. Fiir p* = g(k) ist

< e,

90) _ _90)
7 = ()™ =

nach Voraussetzung. Daher folgt

1 1 1
log f(n) < dlogn + 3 68 ° <dlogn+es ° (g))".
pri<g(k)
Mit
(A + ¢/2) log g(k)
kloglogn

6=

wird
=L 1=
log g(k) logn c(log n)'+? [(1 4+ ¢/2) log g(k)\ °
k' loglogm B log log 7

log f(n) < ( + )

log g(k) q( ) _logn

=qQ
WA === loglogn

fiir » > N(e). Dies ist der erste Teil der Behauptung.
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Nun betrachten wir die Zahlenfolge {n,}, » = 1,2, ..., mit n, = (2-3 - --- - p,)*.
Fiir diese Zahlen ist

fn) = (gl e
Nach Satz 5.14 gibt es eine positive Konstante 4 mit
1
Ap, < 8(p,) = = log n, < n(p,) log p,.

Daraus folgt

log g(k) log n, < log g(k) log »,
k log p, k log log n, — log (Ak)

log f(n,) = a(p,) log g(k) =

bl log g(k)_ log n,
k log log n,
fiir n, > N(¢). Dies war zu beweisen.

Satz 5.28 (WicERT). Die maximale Gropenordnung von log d(n) ist
Yog 2 log » )
log log n

Beweis. In den Bezeichnungen des Satzes 5.27 ist f(n) = d(n), f(p’) = g(»)
= + 1. Die Grofie a kann beliebig in 0 < @ < 1 angenommen werden. SchlieBlich
ist £ = 1. Aus g(1) = 2 folgt dann sofort die Behauptung.

5.5.2.  Die Eulersche g-Funktion

Die Bestimmung der maximalen Groéfenordnung der Eulerschen g-Funktion ist
recht einfach. Trivialerweise ist fiir alle » stets g(n) < n. Fiir die Folge {n,}, v = 1,
2, ..., mit », = p, ist

1
o(n,) =n, (1 — —).
Py

Wihlt man zu & > 0 die Primzahlen p, > 1/, so ist g(n,) > n,(1 — ¢). Damit ist.
bewiesen:

Satz 5.29. Die maximale Gropenordnung von g(n) ist n.
Satz 5.30. Fiir n > 1 st

1 _ o) pn)

@S e

Ohne Beweis sei [(2) = #?/6 angemerkt.
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Beweis. Aus der kanonischen Zerlegung von n ergibt sich

o) 9) _ ey

n? i=1
und fiir das Produkt ist
=J1(1- -2)<H 1—p ) <1
5(2) »
a(n)

Nach diesem Satz hat die Funktion _n_) die gleiche GréBenordnung wie —,
n n
Wir zeigen, daf sogar die maximalen Gréfienordnungen iibereinstimmen.
Satz 5.31 (LANDAU). Die maximale Grofenordnung von L istee log log n, wober
C die Eulersche Konstante bedeutet. #(n)

Beweis. Aus

2 1_i)_1
@(n) ,ﬂ( P

folgern wir entsprechend der Teilerfunktion o(n)

logn

_n_< 1_—1_)__lnglugn 11 (l—l);l
o(n) log » p=<logn r

und mit ¢ > 0
= < (1 + ¢) €€ log log n
o)
fiir n > N(e). Die Existenz unendlich vieler Zahlen n mit
— > (1 — &) ¢ log logn
w(n)
folgt aus
n a(n)
o)~ n
und Satz 5.25.

5.5.3. Die Anzahl der Primfaktoren natiirlicher Zahlen

Die Funktionen w(n) (Anzahl der verschiedenen Primfaktoren von n) und £(n)
(Anzahl aller Primfaktoren von n) zeigen ein sehr irregulires Verhalten. Einerseits
ist fiir eine Primzahl n = p immer w(p) = 2(p) = 1, andererseits konnen diese Funk-
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tionen auch recht groBe Werte annehmen. Aus der kanonischen Zerlegung von n folgt
sofort

n = 29
und

Oy < 187
log 2

Dabei gilt fiir die Zahlenfolge {n,} mit n, = 2', v =1, 2, ..., stets

g o e BB
log 2
Mithin haben wir:
. . . . logn
Satz 5.32. Die maximale Gréfenordnung von 2(n) ist on 3"
og
log n

Satz 5.33. Die maximale Grofenordnung von m(n) ist ————.
log log n

Beweis. Die Funktion f(n) = 2™ ist multiplikativ und primzahlunabhéngig.
Tn Satz 5.27 setzen wir f(p’) = g(») = 2, a = 1, k = 1. Daraus folgt sogleich die
Behauptung.

5.6.  Ramanujansche Reihen

Von S. RAMANUJAN (1887—1920) wurde eine Méglichkeit der Entwicklung zahlen-
theoretischer Funktionen in unendliche Reihen aufgedeckt, die einen gewissen Auf-
schluB iiber die GréBenverhiltnisse erlaubt. Es soll dies hier fiir die Teilerfunktionen
und die Eulersche p-Funktion demonstriert werden. Grundlage bilden die in Ab-
schnitt 3.4 erwihnten Ramanujanschen Summen

.ai
2ni—
m

(24)

o
5
g
Il
Ms
o

Sie sind nach Satz 3.7 hinsichtlich 7 multiplikative Funktionen. Demzufolge ist auch
die Funktion

N(@) = X cxf@) (25)

tim

beziiglich 7 multiplikativ. Wir wollen sie berechnen, wobei wir uns also auf Prim-
zahlpotenzen m = p* beschriinken kénnen. Ist p* | a, so ist nach Satz 3.7

(@) =1+ Jcpla) =1+ 3p Hp—1)=p"
r=1 r=1
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Ist p* 4 a, so gibt es ein k mit 0 < k& < » und p* | @ und p*+! } @, und nach Satz 3.7
folgt

k
(@) =14+ 3 pYp—1) —p*=0.
r=1

Auf Grund der Multiplikativitét ist insgesamt 5,,(a) = m fiir m | @ und 5,(a) = 0 fiir
m  a. Wenden wir auf (25) die Mébiussche Umkehrformel an, so erhalten wir

E © ( ) (@),
cpla) = 3 tu ( ) (26)
tla,tlm

Als ein interessantes Nebenergebnis erhalten wir aus (26) c,,(1) = u(m) und nach
(24)

m ol
pm)= e ™
(nm=1
Nun betrachten wir eine Entwicklung von ay(n) fiir k£ > 0.

1 afn) 1 a\_ 1 1
fk+ 1) wk _c(k+1>,ﬂzn(n) ‘e:(k+1)n2nt*

=S s P 3 )

dk+1 k+1

d=1 tn m tin.di=m
= m

Z — Stu|—

n=1 M gim \ ¢

Bei Verwendung von (26) und der Bemerkung |¢,,(n)| < a(n); woraus die Konvergenz
der Reihe fiir & > 0 folgt, erhalten wir:

Satz 5.34. Fiir k> 0 st
or(n) = Lk + 1) n"Z il n)

Errechnet man aus (24) die ersten Werte von ¢,,(n), so erkennt man aus

—1yn "3
e B,

op(n) = L(k + 1) n¥ |1 + k41 4k+1

ki1
das Schwanken von oy(n) um einen ,,Mittelwert‘‘ {(k -+ 1) n¥
Darauf werden wir im néchsten Abschnitt bezug nehmen.

Eine entsprechende Darstellung wollen wir jetzt fiir die Eulersche p-Funktion her-
leiten. Damit das Wesen der Entwicklung deutlicher in Erscheinung tritt, werde
noch eine Verallgemeinerung dieser Funktion vorgenommen.
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Definition 5.14. Fiir k = 1, 2, ... werde die Jordansche Funktion Ji(n) durch

Ji(n) = n* [T (1 = l)
pin ¥
erklart.
Speziell ist Jy(n) =
kativ. Wegen
2J;,t)—l+2p(' Dk (pF — 1) = p*

tp”

2 Jlt) =

tn
und mittels der Mobiusschen Umkehrformel

@(n). Auf Grund der Definition ist Ji(n) natiirlich multipli-

ist

tin
Betrachten wir jetzt entsprechend den Teilerfunktionen die Entwicklung von Ji(n).

%) _ 540 w&) S

tn 1 G
_ 3 vm(n) - M(dm) S cu(n) plm)  pld)
Tl mh Z k1 mzl miL ,12'1 .
@m=1

Nun wenden wir den Satz 5.7 auf die multiplikative Funktion
wu(d) fir (d,m)=1,
/@) =
0 fir (d,m)>1

an und erhalten

S

4 d"“
=1

°°f (p) 1
el — 1—

(d)

- T 1,_1)"
E(k+1)pr( P

3

also
Jk(n) 2 op(n) u(m) 1 )’1
L . .
Z:‘ k1 ok 4+ 1) ﬂ P
Daraus ergibt sich:
Satz 5.35. Firk=1,2,... st
n¥ 3 em(n) p(m)

T
M) =20+ D2 Jeatm)
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2
Insbesondere st fiir k = 1 mit {(2) = %

_ 6n 2 c,(n) uim)

= &
=2 T
Aus
9.
6 (—1y Qcos%ﬂ
n — 5
A4Sl L e

. . . 6n
erkennt man wieder ein Schwanken von g(n) um den ,,Mittelwert =
/4

5.7.  Die durchschnittliche GréBenordnung
zahlentheoretischer Funktionen

Die Betrachtungen des vorigen Abschnittes veranlassen uns zu folgender Definition,

Definition 5.15. Die zahlentheoretische Funktion f(r) heiit von der durchschnitt-
lichen GQréfenordnung der zahlentheoretischen Funktion g(n), wenn

2 fn) ~ X g(n)
n=zr nsz
fiir  — oo ist.

Um eine Vorstellung iiber eine zahlentheoretische Funktion f(n) zu erhalten,
streben wir natiirlich die Angabe einer mdoglichst einfachen Funktion g(r) an. Wir
werden dann auch sagen: f(n) hat die durchschnittliche Grifenordnung g(n).

Es sollen spezielle zahlentheoretische Funktionen auf ihre durchschnittliche Gré-
Benordnung hin untersucht werden.

5.71. Die Eulersche g-Funktion

Satz 5.36 (MERTENS). Die durchschnittliche Gréfienordnung von ¢(n) 7'.9[% n.
Genauer gilt &

3
2 on) = r 2? + O(x log x).

n=z
Beweis. Aus ¢(n) = n % u(n) ergibt sich

e(n) = 3 du(t)

td=n
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und
o) = 3 dult) = zynzd—-—zyn{[ ] [1]}
n<z =z t<z d=zit t
lZ‘Il(t) iz-{-O z *—2”” O(x log )
2 =z t t 2 i<
Es ist
W _ ) N_t ot
e S +0(l>zz)_:(2>+0(x)
und daher
’é'zw(n) = 25(2) + Oz log 2).

2
Mit £(2) = % folgt die Behauptung.

57.2. Quadratsummen

Definition 5.16. Es bezeichnet r(n) die Anzahl der Darstellungen der natiirlichen
Zahl n als Summe von zwet Quadraten ganzer Zahlen. Es sev r(0) = 1.

Man kann

)= 3 1
mnt=n
schreiben, wobei ,, n, alle diejenigen ganzen Zahlen durchlaufen, die der Gleichung
m,2 + m,2 = n geniigen. Einige Beispiele: r(1) =4, r(2) =4, 7(3) =0, r(4) =4,
7(5) = 8. Da stets n,2 + n,2== 3 (4) ist, haben wir r(n) = 0 fir n =3 (4). Man
kann r(n) fiir beliebiges » berechnen. Das muB aber bis zum Abschnitt 6.2 verschoben
werden. Wir bestimmen hier die durchschnittliche GréRenordnung.

Satz 5.37 (Gauss). Die durchschnittliche Grofenordnung von r(n) ist m. Genauer gilt

R@)= X r(n) = az + 0 (Ja).
0=n=zx

Beweis. Setzt man in RB(x) die Summendarstellung von 7(n) ein, so ist

Rz)=4 X"1.
mint=<z
N1, 0320

Dabei wurde die Summation durch Ausnutzung von Symmetrieeigenschaften auf
nichtnegative Zahlen n,, n, beschrinkt. Ein Strich am Summenzeichen bedeutet,

1
daB der Summand fiir 7, = 0 den Faktor = erhilt. Der zweite Strich bezieht sich
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analog auf n, = 0. Wir erhalten weiter

Re)=4 3 3 1=43 {[Vx—n=]+%}

0=m=Vz 0=nsyz—n o<nsiz
=4 3 Yz —n2 +0(a).
osnsyz

Mit der Euler-Maclaurinschen Summenformel und y(t) = ¢ — [t] — % ist

Vz

R(z)—-4f]/x—t2dt——4fl/__1p (0 dt + 0(=)

=4zfymd;_4V;j"]ﬁw(y;t)d;+o(y;).

Das erste Integral ist der vierte Teil des Flicheninhalts des Einheitskreises, und das
zweite Integral ist beschrinkt. Damit ergibt sich die Behauptung.

5.7.3. Die Teilerfunktionen

Satz 5.38. Die durchschnittliche GroPenordnung von oi(n) st L(k + 1) n* fiir k > 0.
Genauer gilt

O(z*) fir k>1,
> o(n) = Z;ckj:ll) k1 4 3 O(x log ) fiir k=1,
e o) fiir 0<k<1.

Beweis.

Lam=3Ftt=3tt=3 3t

nsz R=z tn tdsz d<z t=zld

=216 o (G
Fiir k£ > 0 ist

Zd:ﬂ—:(ul) +0( )
und
o() fir k<1,
= {J O(log z) fir k=1,
O %) fir 0<k<1.

a
n
L)
F =
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Satz 5.39 (DirIcHLET). Die durchschnittliche Grofienordnung von d(n) ist log n.
Genauer gilt mit der Eulerschen Konstanten C

=>dn) =xlogx + (20 — 1) z + 0(]/.1_)
nsz

Beweis. Der Nachweis der durchschnittlichen GréBenordnung log n von d(n)
ist ganz einfach:

D)= 31— 2[3] :2{% +ou>} —zloga +0(2).

td=sz dsz d<z

Das priizisere Ergebnis erhiilt man folgendermafien durch Ausnutzung von Symme-
trieeigenschaften:

D=3 1+ 1= ¥1+3 31
a<Vz t<z/d Vhisz dsyz t<z/d t<yz Yz<d=at
r<d=z

—2x 1A =2 3 {5 o) —= ol

d<Vz t<zld
= 2¢log |z + (20 — 1) & +0 (/).
Es werden noch allgemeinere Teilerfunktionen betrachtet.

Definition 5.17. Fiir natiirliche Zahlen a, b bezeichne

d(a, b;n):= 3 1.

otd=n
Satz 5.40. Fiir 1 <a < b gilt
=1
D(a, b; 2) = Y d(a, b; n)_C( )zll"+5(i)x"°+0(x“+°)-
nsz b
Beweis.

Dabio)=X1=3 3 1+ 3 > 1

Lotz 4eSz tPSahe L=z 2@ <L (ot t)le

261

_ Z {(ib)m + (i)llb} _ Iﬂ+b+ O( a+»)
wivez |\ 1 to
1
e (B) e o1 (2) w0l

unter Verwendung von (10).
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5.7.4. Quadratfreie Zahlen
Satz 5.41. Die Anzahl der quadratfreien Zahlen unterhalb x ist
6
3 lum)| = — = + 0ya).
nsz M3

Beweis. Aus

folgt unter Beachtung von Satz
lu(m)l = 3 u(t)
ri=n

und

2 lu(n)| = Z‘/t(i w31

g:: d=gzt=?

gt a0

5.7.5. Die Anzahl der Primfaktoren natiirlicher Zahlen

In 5.5.3 wurde auf das irregulire Verhalten der Funktionen w(n), 2(n) hingewiesen.
Es ist zwar fiir quadratfreie Zahlen n stets w(n) = 2(n), sonst immer 2(n) > w(n),
und auch die maximale GréBenordnung von (n) ist gréBer als die von w(n), dennoch
haben beide Funktionen die gleiche durchschnittliche GréSenordnung und sogar noch
weitere Eigenschaften wie sich in diesem Abschnitt und in 5.8 zeigen wird.

Satz 5.42 (HARDY/RAMANUJAN). Die durchschnittliche Grofenordnung sowohl von
(n) als auch von 2(n) ist log log n. Es gibt zwer Konstanten B und B, mit

2 w(n) =xloglog x + Bx + o(x),

nszr

2 Q(n) = xloglog x + Byx + o(x).

nsz
B ist die Konstante der Formel (15) und
1
—By3—1—
v pp— 1)
Beweis.

'é;w(n): >3t ng [ﬂ =23 % + O(n(x)).

n=z pln P=z
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Die Formel (15) und der Primzahlsatz geben das erste Resultat.

Som=3 zlzg[;] S n>+2[ }

nsz nsz p'in n=zx sz

n=z p’=z P’ sz
=2

w(n)+2—+0(21)

=X o) + 1{22% + o(l)} + 0(x log )

n=x

=2 ol n)+x2 + o(x)

n=z 1)

= xloglog x + Byx + o(x).
Wir betrachten noch einen bemerkenswerten Satz von P. TurAN (1910—1976),
der eine Aussage iiber die Abweichung von w(n) von der durchschnittlichen Grifen-

ordnung log log # beinhaltet. Zuvor geben wir noch die durchschnittliche GriBen-
ordnung von w?(n) an.

Satz 5.43. Die durchschnittliche Grofenordnung von w¥(n) ist (log log n)?. Es gilt

> w¥(x) = z(log log x)? + O(x log log ).

nsz
Beweis. Es bedeuten p und ¢ jetzt stets Primzahlen. Aus
om) (om) —1)=31=31- 31
wln pqln piin

¢
ergibt sich

Y o) — 3 on =3 1- 31

n=zr ngz pqm=z P’m=z

ﬁﬁﬁﬁ

:21+0(2 1)+0(x)

pe=szPq pg=z
x
= ‘1-— —0—0(2—-) + O(x).
qu rq p=zP

Nach Satz 5.18 und Satz 5.42 folgt hieraus

X ow¥n) =3 e + O(x log log x).
q

n=z M=z
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Zur Abschitzung der noch verbleibenden Summe beachten wir
1\2 1 1 1 1\2
z)-r zosxns(ro.
=¥z P p=VzP qsyz 9 mszPq psz P
Nach Satz 5.18 ist

2
(2 l) = (log log = + O(1))? = (log log 2)* + O(log log @),
p=z P

1\2 - "
( 3 —) = (log log ]/:r: + 0(1)) = (log log x)? + O(log log x)
»<tz P

und daher

2 w?¥n) = x (log log z)% + O(x log log ).
n=z

Satz 5.44 (Tur4N).

> (@(n) — log log n)* = O(x log log ).

1<n=z

Beweis. Der Teil der Summe, fiir den # < /¢ ist, bringt einen Anteil von O(x)
und noch weniger. Fiir 2¢ < n < x ist

loglogz — 1 < loglogn < loglog =.
Damit ergibt sich

Y (w(n) — loglog n)E =3 (0(n) —log log 2)? + 0( > w(n))
1<nsz LEEd

nsz
+ O(z loglogx)

= 3 w?(n) — 2loglog z } w(n)
nsz nsz
+ [#] (log log @)% 4- O(x log log «)

= O(z log log z).
Ein interessantes Ergebnis erzielte auch R. L. DUNCAN, der 2(n)/w(n) betrachtete.

Satz 5.45 (Duxcax). Die durchschnittliche Gropenordnung von Q(n)/e(n) st
1. Genauer gult

am _, :
K%;, on) ! (log log x) :
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Beweis. Wir fithren zunichst eine Abschitzung einer Summe iiber 1/w(n) durch
1 1
1<nsz ©(n)

= > —_— v 1

1<n=z o0 nZr o(n)
2w(n)<loglogz 2w(n)=loglogz
< X 2z
n= log log
2o(n)<loglogz
4 2z
<— — log 24—
~ (log log x)? ‘; (w(n) 08 o8 x) + log log
2w(n)<loglogz
loz 1 . 2x
~ (log log 1)2 Z(w(n) cg o r) * log log »”

Mit dem Turénschen Satz ergibt sich

1 x
T (.
1<,.ZS‘, w(mn) (log log .v)

Damit erhalten wir

Qn) _
> 2 1=
1<T§z w(’n) ns: “)(") p;h‘l

nsz ®(n) pn nsz O(N) pm=n
22

=kE-1+F 1
P’<r m=zp~’ (p'm)
v=2

e atd P

’"E{ mszp— 0(m)

=z+0( Y ! 2 1).
m=z 0(M) Pszim

In der zweiten Summe kann » héchstens O(log ) Werte annehmen. Mit dem Prim-
zahlsatz bekommen wir

Qm):x—!—O(Z 1 x

1<n=z ©(n) mez o(m) || m

und mit der Abelschen Identitét
z
5 Q(n)=r+0 > 1 ‘o x"zl‘*/?z‘—d
1<nsz o(n) m=z ©(m)

m=t w(m)
1
s 40 (=T,
log log =
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5.7.6. Die Mobiussche u-Funktion und der Primzahlsatz
Nach Satz 5.16 und dem Primzahlsatz ist

> A(n) = p(@) ~ 7(x) log 2 ~ x.

n=z

Demzufolge ist nachstehender Satz eine dgquivalente Formulierung des Primzahlsatzes.

Satz 5.46. Die durchschnittliche Grofenordnung von A(n) ist 1.
Es soll eine weitere dquivalente Formulierung des Primzahlsatzes, die Aussagen
iiber die Mobiussche p-Funktion enthilt, entwickelt werden. Dazu definieren wir:
Definition 5.18. M(x) := ' u(n).
n=z

Trivial ist M(x) = O(x). Die wahre Grofenordnung von M (x) ist nicht bekannt.
Schon die Verbesserung M (x) = o(x) ist ein sehr tiefliegendes Resultat, sie ist ndm-
lich dem Primzahlsatz gleichwertig. Die beiden folgenden Sitze, die dies ausweisen
werden, sollen noch durch zwei Hilfssidtze vorbereitet werden.

Hilfssatz 5.6. Fiir x = 1 gult

5 1)

a<z N

<1.

Beweis. Aus 1% u(n) = g(n) folgt fiir x = 1
x
2 pn) [—} = 8
nsz n

Daher ist

und

xz%n)‘gx—[x]-i-l-&- {i—[i]}<r

s<n=z |2 n
Hilfssatz 5.7. M(z)logz = —3 p(n) .p(i)+ 0(x).
n=<z n
Beweis. Nach Hilfssatz 5.1 und Definition 5.6 ist
M(x)logz = X p(n) logn + 3 u(n) log —
n<z n<z n
= X un) 3 A(t) 4 O(x)

nsz tin

=240 3 pt-d) + 0.

t=z dszt
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Nun ist A(t) = log p fiir ¢ = p* und sonst 0. Und pu(t - d) ist héchstens dann von 0 ver-
schieden, wenn » = 1 ist. Daher ist
M(@)logx = X logp 3 u(pd) + O)

p=z d<z/p

P=z

—ZlogpM( ) Z'logp Z w(d) + O(x)

Il

—Zzl(n) M( )

= —;Mn) w(;) + 0@).

Satz 5.47. Aus dem Primzahlsatz folgt M(x) = o(x).
Beweis. Nach Hilfssatz 5.7 ist

2w n)w( ) = o(x log 2)

n=r

zu zeigen. In Anwendung des Primzahlsatzes y(x) ~ 2 kénnen wir zu jedem & > 0
ein @, > 0 bestimmen mit [y(x) — | < ex fiir ¥ = . Mit diesem w, zerlegen wir
fiir « > x, die Summe in

x
sumv(Z) = = wmo(5) 3 s v(Z)-
n<z PEEN n zlze<n<z
Fiir die erste Teilsumme ist dann unter Ausnutzung von Hilfssatz 5.6
x z
E uﬂ)w( ) v X w(—)——}
n<zlzy n=zlzo n %
<z+e Y - < @ + ex(1 + log x)

n<zlz, M

<2r + exlega,

5 4

n<zjr, M

IIA

sofern man ¢ < 1 annimmt. Die Abschitzung der zweiten Teilsumme ergibt

5 mnw( )|; 5 w(7)<w(=fo)x

zlzo<n=z zlzo<n=a

Insgesamt ergibt sich

(2

Weiter gibt es ein 2, = ao mit 2 + p(z,) < & log » fiir > xy, so daff

’é;ﬂ n)w( )

ist. Das war zu zeigen.

<(2+ (o)) x + ex log a.

< 2exlog x
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Satz 5.48. Aus M(x) = o(x) folgt der Primzahlsatz.

Beweis. Wir bilden mit der Teilerfunktion d(n) und der Eulerschen Konstanten C
die Funktion

f(n) :=logn — d(n) + 2C.
Auf Grund der Beziehungen A(n) = pu(n) * log n, u(n) * d(n) = 1, u(n) * 1 = &(n) ist
() — [2] + 20 = 3 {A(n) — 1 + 2Ce(n))
nsz

-3z nu)/(%)

n=z tn

=X plm) f(n).

mu=z

Zum Nachweis des Primzahlsatzesin der Form p(x) ~ x ist zu zeigen, daf die Summe
o(x) fiir 2 — oo ist. Mit

F(z):= 3 f(n)

nsSe
und y < ]/; zerlegen wir die Summe in

2 um) f(n) = X um) X f(n) + X plm)f(n)

mnszw m=zly n=z/m mMn=z
zly<m=z
=3 /A(m.)F(i) + 3 fn) M(ﬁ) — F(y) M(i). @7)
m=aly m nsy n Y

Auf Grund der Stirlingschen Formel und des Satzes 5.39 ist
F(z) = (xloge — ) — (xlog x + (2C — 1) ) 4 20z + 0(]/;) = 0(]";),

so daB es eine Konstante 4; > 0 mit [F(x)| < 4, }/x_fiir x = 1gibt. Dann gibt es auch
eine Konstante 4, mit

3 uim) F (i)| <4, 3 I/i o (28)
m<zly m mszjy m ]/y

Aus der trivialen Abschitzung M(x) = O(x) folgt die Existenz einer Konstanten
Az > 0 mit

Fly) M (i> 1 <4, =, 29)
y Vy

Zur Abschitzung der zweiten Summe in (27) bemerken wir, daB wir infolge der Be-

dingung M (x) = o(x) zu gegebenem, beliebig groffem y das « so groB wihlen kénnen,

dal}
(z)
n

&
y2

max
n=y
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ausfillt. Somit gibt es eine Konstante 4, > 0 mit

Zin)M( ) <22 SIS 2 5 (logn +don + 20)
n=y Y nsy y*

<4, Z10gy. (30)
Yy
Verwendet man (28), (29) und (30) in (27), so erhélt man
Z i) fo| = ( s A’+A4l°—gi’)x<sx
mn<z Vy Yy
fiir hinreichend grofes y.

5.8.  Die normale GréBenordnung zahlentheoretischer Funktionen

Definition 5.19. Es sei E eine Eigenschaft natiirlicher Zahlen. Die zahlentheo-
retische Funktion ag(n) sei erklirt durch:
ag(n) = 1, falls » die Eigenschaft E hat; az(n) = 0, falls » die Eigenschaft E nicht
hat. Ist

Ap(x) := Y ag(n) ~ (x — o0),
nsz

so sagen wir: Fast alle natiirlichen Zahlen haben die Eigenschaft E.
Satz 5.49. Fast alle natiirlichen Zahlen sind zusammengesetat.
Beweis. E bedeutet hier, n ist zusammengesetzt. Dann ist

7] = 1+ 45() + a(x).
Nach dem Primzahlsatz ist 7(x) = o(x) und daher Ag(x) ~ .

Dieser Satz beinhaltet also nur eine andere Formulierung eines uns bekannten
Sachverhaltes. Jetzt beschiftigen wir uns mit Aussagen iiber die Funktionen w(n),
2(n), d(n).

Satz 5.50 Fiir beliebiges & > 0 besteht die Ungleichung
|o(n) — log log n| < (log log n)v/2+4 (31)
fiir fast alle natiirlichen Zahlen n.
Beweis. E bezeichne die Eigenschaft von n, die Ungleichung (31) zu erfiillen. Es ist
[#] — 4g(@) = 2 (1 — ag(n)).

n=z

Da fiir e¢ < 21/¢ < n die Ungleichung
loglogz < loglogn + 1 < 2loglogn
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besteht, erhalten wir
(log log 2)'+** ([x] — Ag(x))

< X (1= ag(n)) (2loglog n)++# + O(x1 (log log x)*+*!).

2<n=z

Das Restglied kénnen wir durch O(z) abschétzen. Fiir ag(n) = 1 sind die entspre-
chenden Summanden 0, fiir ag(n) = 0 gilt die Ungleichung (31) nicht. Daher ist bei
Beriicksichtigung des Satzes von TURAN

(log log 2)*+% ([x] — Ax(=))
<21 37 (1 — ag(n)) (w(n) — log log n)? + O(x)
2<n=zx
< 2142 3 (w(n) — log log n)? + O(x) = O(x log log ).
Daraus ergibt siczlfyéz
x — Ag(x) = O(x(log log )7
und Ag(x) ~ .
Satz 5.51. Fiir beliebige 6 > 0 besteht die Ungleichung
|2(n) — log log n| < (log log n)t/2+?
fiir fast alle natiirlichen Zahlen n.

Beweis. Nach Satz 5.42 ist

X (@) — o) = 0).

nsz
Bezeichnet E die Eigenschaft

Q(n) — o(n) < (2log log n)!/2, (32)
s0 konnen wir die Summe wegen 2(n) — w(n) = 0 durch

3 (1 = astm) (@) — o(m) < X (200) — o) = 0)

n<z

abschitzen. Fiir n > /¢ = e ist 2 log log n = log log «, und daher ist
(] — 4x()) (log log a2 < 37 (1 — ag(n)) (2 log log n)'2 + O()
1<n=z

= X (1 — ax(n) () — o(n)) 4 Ox) = O().

Bl
nsz
Folglich ist

Ag(x) = x + O(x(log log 2)71/%),
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und die Ungleichung (32) gilt fiir fast alle ». Somit gilt auch fiir fast alle # und mit
0 > &, > 0 bei Verwendung von Satz 5.50

[2(n) — log log n| < |w(n) — log log n| 4+ 2(n) — w(n)
< (log log »)!2+ 4 (2 log log m)!/2
< (log log m)V/2+3.

Diese beiden Sitze nehmen wir zum AnlaB, den Begriff der normalen GroBen-
ordnung einzufiihren.

Definition 5.20. Die zahlentheoretische Funktion f(n) hat die normale Grifen-
ordnung g(n), wenn fiir jedes positive ¢ die Ungleichung
[f(n) — g(n)] < eg(n)
fiir fast alle n gilt.

Damit ergibt sich aus den vorangegangenen Siitzen sofort der folgende Satz.

Satz 5.52 (HARDY/RAMANUJAN). Beide Funktionen o(n) und Q(n) besitzen die
normale Grofenordnung log log n.

. Satz 5.53. Die normale Grofenordnung von Q(n)/w(n) ist 1.

Beweis. Da die Ungleichung (32) fiir fast alle  gilt, erhalten wir mit Satz 5.52,
0 < ¢ < 1, > 0 fiir fast alle n

12
g2, v {2 V.,
w(n) 1 — ¢ \log log n

Satz 5.54 (HARDY/RAMANUJAN). Die normale Grofenordnung wvon logd(n) ust
log 2 - log log n. Das heipt, fiir beliebiges ¢ > O besteht die Ungleichung

2(x—|)loglogn < d(n) < 2(l+s)loglogn
fiir fast alle n.
Beweis. Fir
T
n=J]p*
i=1

ist w(n) =7, Qn) = v + v+ -+ + v dn) = (1 4 ) (1 + ) = =+ - (1 + %)
Wegen 2 < 14 » < 2 fiirv = 1ist

20 < d(n) < 29m,
Nach Satz 5.52 ist
log d(n)
og 2

(1 —¢)loglogn < w(n) = onZ < Q(n) < (1 + &) log logn

fiir fast alle n. Daraus folgt der Satz.
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Zusammenfassend konnen wir feststellen, daB die normale GréBenordnung log log
von w(n) und 2(n) mit der durchschnittlichen GréBenordnung iibereinstimmt. Selbst
fiir den Quotienten 2(n)/w(n) sind durchschnittliche und normale GréB8enordnung
gleich 1. Das zeigt einerseits, daBl «(n) und Q(n) ein ,regelméBigeres** Verhalten
zeigen, als zunichst angenommen werden konnte und andererseits, daB sich beide
Funktionen gar nicht so erheblich unterscheiden.

Anders sieht es dagegen mit der Teilerfunktion aus. Man kann zwar im Sinne der
Definition nicht sagen, da$ die normale GréBenordnung von d(n)

9loglogn __ (log n)lou
wire. Dennoch zeigt der Satz, daf} sich d(n) im wesentlichen in der Nihe dieses Wertes
bewegt. Da log 2 = 0,69 ... ist, unterscheidet sich dieser Wert von der durchschnitt-
lichen GroBenordnung log n. Wenige Werte von n, fiir die d(n) abnorm groB wird,
bewirken diese Abweichung der durchschnittlichen GréBenordnung von (log n)'og2.

5.9.  Aufgaben

1. Man beweise 1 % d3(n) = (1 * d(n))*.

2. Man beweise ,(n) = @(n) * go(n).

3. Man beweise 0,3(n) = n* % oy(n?).

4. Die Liouvillesche Funktion A(n) ist durch A(1) = 1 und

A(n) = (—1)2 (n > 1) erklirt. Man zeige
i —a?
&) 1 ey = 1 fir »n=a?
0 sonst,

b) #3n) = lutm)],
) Aw) — 5 ;z('ﬁ),
tm o\

o zief2]-1m

. Es sei k(z) eine beliebige, fiir alle rationalen 2 in 0 < 2 < 1 erklirte Funktion. Fiir die

o

Funktionen
n s
gy = Zh (i) = & (#)
r=1 n T=n n
r,m=1

besteht dann der Zusammenhang f(n) = u(n) * g(n).

6. Mit Hilfe des Ergebnisses von Aufgabe 5 leite man
i
)= X e "
rsn
(r,n)=1

her. .
. f(n) und g(n) seien zwei beliebige zahlentheoretische Funktionen. Die zahlentheoretische
Funktion 4;(n) werde fiir k = 2, 3, ... erkli1t durch
(1) A(n) ist multiplikativ,
(2) fir Primzahlen p und ganze Zahlen a, b mita = 0,0 =< b < kist
+1 fir b=0,
Aptht) = 3 1 fiar b=1,
0 fir 2<b<k.

<
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®

10.
11.
12,

16.
17.

19.

20.

Weiterhin sei g,(n) gleich 0, falls » durch die k-te Potenz (k = 2) einer Primzahl teilbar ist,
andernfalls gleich 1. Man zeige: Es ist g(n) = A;(n) * f(n) genau dann, wenn f(n) = g,(n)
* g(n). — E. KRATZEL.

Unter Verwendung der Polynome a) 22 + 1, b) 4x — 1, ¢) 2% + 3, d) 62 — 1 zeige man:
Es gibt unendlich viele Primzahlen der Gestalta)p =1 (4),b)p =3 (4),c)p=1 (6),
dp=5 (6).

Man beweise d(n) < 2 }/_ — W. SIERPINSKI

Fiir zusammengesetztes » weise man o(r) > n - Y nach. — W. SIERPINSKL

Firn > 2ist o(n) < n Y zu zeigen. — C. C. LINDNER.

Man zeige: Es ist ¢(n) d(n) = n, wobei das Gleichheitszeichen genau fiir n = 1, 2 steht. —
R. SIVARAMAKRISHNAN.

. Man zeige: Fiir n == 4 ist ¢(n) d*(n) =< % wobei das Gleichheitszeichen genau firn = 1, 2,

8, 12 steht. — S. PORUBSKIL
n + 1

Man zeige: Er ist o(n) = d(n), wobei das Gleichheitszeichen genau im Falle einer

Primzahl n = p steht. — E. S. LANGFORD.

(n)
(3)"’ " fir n=1 @),

. Fiir n > 1 ist

o | \2
n 3 \o(n)
2 (—) fir n=0 (2)
2
nachzuweisen. — M. SATYANARAYANA.
Man beweise d?*(n) @p(n) > o(n) fir =» > 1. — A, MAKOWSKL
Fiir beliebige natiirliche Zahlen k, n weise man ox(n) = #¥/2 d(n) nach. — 8. SIvARAMA-

KRISHNAN, C. S. VENKATARAMAN.

. Firr =1, 2, ... bezeichne (n, m), den groften gemeinsamen Teiler von 7 und m der Potenz

r und ¢, ("N(a) dle verallg, te Ramanuj he Summe

r

cm(r)(a)= E* e2rianm="

(n,
Man zeige

na) = Z 1 (ﬂ)

tim,'la t
Fiir r = 1, 2, ... und beliebige reelle k bezeichne o(r, m) die Teilerfunktion
a(r,m) = X tk.
t=n

Mit Hilfe des Ergebnisses von Aufgabe 18 beweise man fiir & > a . 1
r

aylr, m) = Llkr -+ 1) n*E ean)

mkr+r
— E. KRATZEL.
Fiir natiirliche Zahlen n, m sei
1 fir (n,m) =1,
yn,m) =13 T (1 —p) fir (n,m)>1.
»in
plm
Man zeige
yin,m) = X tu(t).
tintlm

— E. KRATZEL.
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21. Mit Hilfe des Ergebnisses von Aufgabe 20 beweise man
nk 2 y(m, n)
C(k 4+ 1) m=1 mk+l
firk=1,2,... — E. KRATZEL.
922, Es sei fir k = 1,2, ...
Fo)= X (mm)t.
1smsnsz
Man beweise

J(n) =

_ aflogw
a) Fy(z) = 2e) + O0(a?),
2) 28
b) Fyfe) = % + 0@t log 7).,
o) Fym) = —EBF L ook far k> 2.

(k+1) &k + 1)
— E. TEUFFEL.
23. Man beweise die Verschiirfung von Aufgabe 22a)

zﬁ
27(2)
wobei 4 eine geeignete Konstante bedeutet. — E. KrATzEL.

Fy(@) = (log 2 + A) + O(23 log ).



6. Gitterpunkte

Diejenigen Punkte eines n-dimensionalen euklidischen Raumes, die beziiglich eines
kartesischen Koordinatensystems ganzzahlige Koordinaten besitzen, heiflen Gitter-
punkte. Wir beschiftigen uns mit der Abzihlung solcher Gitterpunkte auf Kurven
und Flichen in abgeschlossenen Bereichen. Diese an sich geometrische Fragestellung
ist tatsichlich ein zahlentheoretisches Problem. Rein éuBerlich erkennt man dies
schon daran, daB es sich um die Beschiftigung mit ganzen Zahlen handelt. Oftmals
hingt es nur vom Standpunkt der Betrachtungsweise ab, ob man ein Problem als
geometrisches oder zahlentheoretisches ansieht. So ist beispielsweise die Frage nach
der Anzahl der Gitterpunkte auf dem Kreis 2 + y? = n dquivalent zur Frage nach
der Anzahl der Darstellungen der natiirlichen Zahl » als Summe von zwei Quadraten.

Wir werden bis auf wenige Ausnahmen hauptséichlich zweidimensionale Probleme
betrachten. Wir beginnen mit den Gitterpunkten auf Kurven zweiter Ordnung. Die
Problematik wird fiir Parabeln ganz einfach, fiir Hyperbeln 16sbar, fiir Ellipsen da-
gegen schwierig sein, so daB der Fall der Ellipsen nur beispielhaft abgehandelt werden
kann. In den Abschnitten 6.3 und 6.4 betrachten wir allgemeiner statt Gitterpunkte
rationale Punkte, also solche mit rationalen Koordinaten. Fiir Kurven zweiter Ord-
nung erhalten wir ein vollstindig befriedigendes Ergebnis, fiir hhere Kurven werden
nur ein paar Spezialfille betrachtet.

In Abschnitt 6.5 behandeln wir das allgemeine Problem der Abschitzung der
Anzahl der Gitterpunkte in ebenen Bereichen. Einige Spezialfille haben wir bei der
Untersuchung der durchschnittlichen Gréfenordnung der Funktionen 7(n) und d(n)
bereits kennengelernt. Die dort erzielten Abschitzungen werden vermdge einer von
I. M. ViNoGgrADOV entwickelten Methode verbessert.

6.1.  Gitterpunkte auf Kurven zweiter Ordnung

Gegeben sei eine nicht zerfallende, reelle Kurve zweiter Ordnung
ax? +bry + ey +dr+ey+f=0 (1)
mit ganzzahligen Koeffizienten a, ..., f. Wir fragen, ob eine solche Kurve Gitter-

punkte enthdlt oder nicht. Es ist zweckmiBig, die Fille der Parabel, Ellipse,
Hyperbel getrennt zu behandeln.
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6.1.1.  Gitterpunkte auf Parabeln

Die Kurve (1) stelle eine Parabel dar, so daB b2 — 4ac = 0 ist. Mindestens einer der
Koeffizienten a, ¢ muB verschieden von 0 sein. Wir nehmen @ == 0 an. Durch Multi-
plikation von (1) mit 4a und Einsetzen von 4ac = b2 erhalten wir aus (1)

(202 4 by)* 4 4adx + 4aey + 4af = 0.
Die Transformation

z' = 2ax + by, Y=y (2)
fiihrt die Parabel (1) in die Parabel

2’2 + 2da’ + 2(2ae — bd) y' +4af =0

iiber, wobei natiirlich 2ae — bd = 0 sein muB. Auf der neuen Parabel liegen genau
dann, und zwar unendlich viele Gitterpunkte, wenn die quadratische Kongruenz

@+ 2da’ + daf =0 (|4ae — 2bd))

I6sbar ist. Die Transformation (2) ist so beschaffen, daB jeder Gitterpunkt von (1)
wieder in einen Gitterpunkt iibergeht. Die Umkehrung gilt aber nicht. Hat jedoch das
System (2) wenigstens eine Losung in ganzen Zahlen z, y, so gleich unendlich viele.
Damit haben wir:

Satz 6.1. Auf einer Parabel mit ganzzahligen Koeffizienten liegen entweder keine
oder unendlich viele Gitterpunkte.

Beispiele:
1. 42% 4+ 120y + 9y — 3y — 1 = 0.
Die Transformation
@ =2+3y, y =y (3)
fiihrt die Parabel iiber in
2?2 —3y —1=0.
Auf dieser Parabel liegen die beiden Gitterpunktscharen
2 =1+ 3k, ' = 3k2 + 2k,
2 = —1 4 3k,, Yo' = 3k — 2k,

mit &y, k, € Z. Die Ausgangsparabel enthilt dagegen keinen einzigen Gitterpunkt,
da das System (3) in ganzen Zahlen nicht 16sbar ist.

2. 4% 4 122y + 9> — 3y — 4 = 0.
Die Transformation (3) gibt

22 —3y —4=0
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mit den beiden Gitterpunktscharen
2 =1+ 3k, Yy, = 3k2 + 2k, — 1,
z) = —1+ 3k,, Yy = Bk — 2k, — 1.

Die Riicktransformation liefert itber (3) fiir die vorgegebene Parabel die beiden
Gitterpunktscharen

3. 2
H=2— legkl’ Y1 = —1+ 2k + 3k.?,
o 2
2y =14 Mo — - O = —1— 2k, 4 3k2.

6.1.2.  Gitterpunkte auf Ellipsen

Zu Beginn betrachten wir noch Ellipsen und Hyperbeln gemeinsam. In der Darstel-
lung (1) ist dann 4ac — b2 4= 0. Ist a =¢ =0, so muf b == 0 sein. Die Transfor-
mation

o =bx+y +dte Yy =br—y—d+te 4)
bringt fiir diesen Fall die Hyperbel (1) in die Gestalt
2?2 —y?=N

mit N = 4de — 4bf == 0. Ist etwa ¢ == 0, so multiplizieren wir (1) mit 4c(4ac — b?)
und fiihren die Transformation

' = (4ac — b?) x 4 2dc — be, Yy =bw+ 2cy + e 6)]
aus. Wir erhalten eine Gleichung der Gestalt
2’2 4 (dac — D)yt =M, M 0.

Mit den Abkiirzungen D := |4ac — b?|, N := |M| bekommen wir fiir 4ac — 5% > 0
und M > 0 die reelle Ellipse

z'?+ Dy'* =N
und fiir 4ac — b% < 0 die Hyperbeln
@2 — Dy't= LN.

Die Transformationen (4) und (5) fithren wieder Gitterpunkte in Gitterpunkte iiber,
so daB wir uns auf die Behandlung von Ellipsen und Hyperbeln des transformierten
Typs beschrinken kénnen.

Hinsichtlich der Ellipsen betrachten wir jetzt einige Spezialfille.

Satz 6.2. Es sei p eine Primzahl. Auf der Ellipse 2* 4 Dy = p, D = p, liegen
entweder keine oder fiir D > 1 genaw vier und fiir D = 1 genau acht Gitterpunkte.
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Aquivalente Formulierung: Die Darstellung einer Primzahl p in der Form
p = % 4 Dy® mit natiirlichen Zahlen x, y ist, wenn iberhaupt moglich, fiir D > 1 ein-
deutig und fiir D = 1 auch, sofern man von der Reihenfolge der Summanden absicht.

Beweis. Wir nehmen an, p besitzt die beiden Darstellungen

P =2*+ Dy* = z,® + Dy,?

mit &, y, 2, ¥, € N und (2, y) = (2, y;) = 1. Fiir p* haben wir dann
P* = (2® + Dy?) (2,® + Dy,?) = (xz; + Dyy,)? + D(ay, — xyy)?

= (zx, — Dyy,)* + D(xy, + 2yy)*.

Aus

(x21 + Dyyn) (@91 + @y) = (@* + Dy?) 2y + (2,2 + Dy,?) 2y
= p(ay; + xy)

folgt, daB p wenigstens einen der beiden Faktoren der linken Seite teilt: Ist p | (ax,
+ Dyyy), so ist ay; — 2,y = 0 und & = 2,, y = y,, und beide Lésungen sind iden-
tisch. Ist aber p | (xy; + 2yy), so ist p? = Dp?, was fiir D > 1 unmdglich ist. Fiir
D = 1ist dann 22, — yy, = 0 und & = y,, y = ,. Das beweist den Satz.

Satz 6.3. Jede Primzahl p=1 (4) kann in der Form p = 2* + y* mit natiir-
lichen Zaklen x,y dargestellt werden. Fiir Primzahlen p =3 (4) besteht eine solche
Darstellung nicht.

Beweis. Besteht eine Darstellung p = a% + ¢2, so ist (z, ) = 1. Da auch (y, p)
= 1 ist, gibt es ein z mit yz =2 (p). Daher ist
2?2 +yt=y241)=0 (p),
undz?= —1 (p)ist eine notwendige Bedingung fiir die Darstellbarkeit von p. Diese
p—1
—1 =
Kongruenz ist wegen (—) =(—=1)? firp=1 (4) losbar und fiir p=3 (4)
unlésbar. P
Es sei jetzt p=1 (4) und z eine Lésung von 22 = —1 (p). Nach Satz 4.7 gibt es

2 a 4
ms und Vp eine Zah]7 (@, y)=1,mit 1 <y < }p und
[/

1

yip

z [
— e

r Y

Setzt man yz + ap = x, so ist yz =2(p) und || < }/17 Fiir diese Zahlen x, y gilt
2Hyt=y2+1)=0 (p).
Wegen 0 << 2® + y2 < 2p ist 2 + y® = p die gewiinschte Darstellung von p.

Satz 6.4. Jede Primzahl p =1 (8) kann in der Form p = 2% -+ 3y® mit natiir-
lichen Zahlen x, y dargestellt werden. Fiir Primzahlen p = —1 (6) besteht eine solche
Darstellung nicht.
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Beweis. Analog zum Beweis des Satzes 6.3 findet man als notwendige Bedingung
22=—3 (p). Aus

=3\ _[(p\_ 1 fir p=1 (6),
p ] \3] 1-1 fir p=—1 (6)
ergibt sich die Moglichkeit einer Darstellung fiir pnur fiirp =1 (6). Firp=1 (6)

sei z eine Losung von 22 = —3 (p). Wir bestimmen iiber Satz 4.7 zu Z und ]/1—7
P
eine Zahl =, (a,y) = 1, mit 1 < y < Jp und
Y
z @
—_ + —_
p y

1
Li—.
yip
Fiir die Zahl » = yz + ap gilt x = yz (p) und |2| < }/p. Folglich ist
243 =y22+3)=0 (p),

und wegen 0 << 22 + 3y® < 4p ist 2% 4 3y® = mp mit den moglichen Werten m = 1,
2, 3. Da stets 2% + 3y2== 2 (4) ist, scheidet die Méglichkeit m = 2 aus. Fiir m = 3
muB & durch 3 teilbar sein, und mit x = 3w, erhilt man wie im Fall m = 1 eine ge-
wiinschte Gleichung 3,2 4 y% = p.

Satz 6.5. Auf dem Kreis 2 + y? = n, n > 1, liegen genau dann Qitterpunkte, wenn
jeder Primfaktor von n der Gestalt 4m + 3 tn der kanonischen Zerlegung von n einen
geraden Exponenten besitzt.

Beweis. Die Bedingung ist notwendig: Es sei n darstellbar, n = 2* + 2, mit
(2, y) = d. Wir setzen & = dz,, y = dy,. Dann ist (2, ;) = 1 und d? | n, und es er-
gibt sich mit n = d?n, die Darstellung n, = 2,2 + y,% Nun sei p ein Primteiler von n
mit p?*~1 | n und p?* } n. Diese Primzahl muB auch n, teilen. Wir haben also die
Kongruenz ;2 4+ y,2=0 (p),dienurfiirp =2und p=1 (4) bestehen kann.

Die Bedingung ist hinreichend : Wir zerlegen n in n = n,%*n, mit quadratfreiem n,.
Fiir n, = 1 ist » = n,® 4 0% Fiir n, > 1 kann n, héchstens die 2 und Primzahlen
p=1 (4) enthalten. Es ist 2 = 12 + 12, und nach Satz 6.3 148t sich jede dieser
Primzahlen als Summe von zwei Quadraten darstellen. Besitzen nun zwei Zahlen
Iy, hy Darstellungen hy = a® + b2, hy = ¢? 4 d?, so auch ihr Produkt, wie man aus

Tiahy = (a2 -+ b?) (¢ + d?) = (ac + bd)? + (ad — bc)?

erkennt. Insgesamt besitzt also n, gleichfalls eine Darstellung 7, = u? + »*. Dann ist
auch n = (nyu)? + (nv)%

6.1.3.  Gitterpunkte auf Hyperbeln

Ist in der Hyperbelgleichung 22 — Dy? = N die Zahl D ein vollstandiges Quadrat, so
ist die Bestimmung der Gitterpunkte auf der Hyperbel ganz einfach. Wir kénnen so-
garo.B.d. A. D = 1, N > 0 annehmen. In 2? — 4% = N setzen wir x — y = t und



154 6. Gitterpunkte

2 + y = d. Dann haben wir die Gleichung ¢ - d = N zu 16sen und wegen x = ——,
d—t

g = die Losungen mit ¢ =d (2) zu beriicksichtigen. Ist N = 1 (2), so gibt
es genau d(N) positive Losungen ¢. Fiir N =2 (4) gibt es unter der Nebenbedin-
gung keine Lésung. Und fiir N =0 (4) finden wir d %) positive Lésungen ¢. Da
mit ¢, d auch —¢, —d eine Losung ist, haben wir den Satz:

Satz 6.6. Die Anzahl der Gitterpunkte auf der Hyperbel a® — y% = N betrigt 2d(N)
fir N=1 (2),0fir N=2 (4),2d (—%I—) fir N=0 (4).

Von jetzt an sei stets D kein vollstandiges Quadrat, das heift, ]/5 ist irrational.
Wir beginnen mit den Hyperbeln 22 — Dy? = 41.

Hilfssatz 6.1. Ist D kein vollstindiges Quadrat, dann hat die Ungleichung
|#2 — Dy?| < 1 +2VD
unendlich viele Losungen in natiirlichen Zahlen x, y.

Beweis. Die Ungleichung 2. ]/1_)
Yy

1
<= hat unendlich viele Losungen, denn
Y

sie wird wenigstens von den simtlichen Néherungsbriichen der Kettenbruchent-
wicklung von ]/f) erfiillt. Dann ist

i

|x? — Dy?| = |x—y]/5| ’r+y]/5| < y%+2ﬁ§1+2}/1_).

Satz 6.7. IstD keinvollstindiges Quadrat,dann liegt auf der Hyperbel a2 — Dy? = 1
wenigstens etn Gitterpunkt mit y == 0.

Beweis. Nach Hilfssatz 6.1 gibt es wenigstens eine ganze Zahl k == 0, fiir die die
Gleichung 2* — Dy? = k unendlich viele Lésungen hat. Es bezeichne L die Menge
aller Losungen (, y). Wir betrachten die Zahlen x, y modulo |k|. Wie friiher bezeichne
z die Restklasse modulo |k|, in der z liegt. Durchléduft (z, y) die Menge L, so erhilt
man héchstens k2 verschiedene Paare (7, 7). Dadurch erhalten wir eine Zerlegung von
L in Klassen, indem wir (zy, 4;), (23, ¥5) in dieselbe Klasse tun, wenn #, = Z, und
Y, = ¥ sind. Da L unendlich viele Elemente enthélt und es nur endlich viele Paare
(%, §) gibt, besitzt wenigstens eine der Klassen unendlich viele Elemente. In einer
solchen Klasse gibt es daher mindestens zwei Paare (z;, y;), (2, ¥5) mit [2y] == |2,
[%a] == [yal.

Auszy = ([k]), y1 =y ([k]) folgt

2, — Dyyy, = 2,> — Dy, = (%D,
Yy — Ty =0 (|k]).
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Setzen wir
2%y — Dyyyo = ku, ZyYs — XYy = kv,
S0 ist
(5= D) e 527D) = £ (u-+7D),
(-711 + yl}/l_)) (4'2 - !/21’6) =h (u - 1‘]/3)-
Durch Multiplikation beider Gleichungen erhalten wir
k= (2,2 — Dy,?) (2,2 — Dy,?) = k*(u® — Dv?)

und u? — Dv? = 1. Der Satz wird bewiesen sein, wenn wir noch zeigen kénnen, daf
fiir die erhaltene Losung (u, v) gilt v == 0. Wiire ndmlich v = 0, so miifitew = 4-1sein.
Es folgt dann

(1'1 —?/1]/5) (1‘2 +y2V5) (172* ?IzVB) =] ﬂ:k(zz = .'/2]/5)-

Andererseits ist aber

(1‘1 = %VB) (1‘2 =+ yzl/ﬁ) (1'2 = !/21/5) = k(“‘x = %VB)-
Hieraus erhalten wir |¢;| = |2, (31| = || im Widerspruch zur Ausgangssituation.

Mit diesem Satz ist die Existenz einer nicht-trivialen Losung gesichert. Dariiber
hinaus soll jetzt das Vorhandensein unendlich vieler Losungen nachgewiesen werden.
Dazu verabreden wir folgendes:

Definition 6.1. Erfiillen die ganzen Zahlen z, y die Gleichung 2* — Dy? = N
(D kein vollstindiges Quadrat, N == 0), so heifie  + yVl—) eine Losung. Die kleinste
Lésung x, + y,VZT mit 2, y; > 0 heie Fundamentallisung.

Satz 6.8. Ist D kein vollstindiges Quadrat, dann liegen auf der Hyperbel x* — Dy?
= 1 unendlich viele Gitterpunkte. Ist v, + yﬂ/ﬁ die Fundamentallosung, so sind die
simitlichen Losungen x, -+ y,,]/ﬁ mit &, y, > 0 gegeben durch

%+ 9D = (v, +9.1D)"  (=1,2,..).

Beweis. Nach Satz 6.7 liegt auf der Hyperbel wenigstens ein nicht-trivialer
Gitterpunkt, so daB die Fundamentalldsung existiert. Die angegebenen Werte
Ty + Yy ]/5 bilden im Sinne der Definition wegen

2,2 — Dy,2 = (2,2 — Dy,»)" =1

tatsdchlich Losungen. Nehmen wir an, es gibt noch eine weitere Losung u + vVB
mit », v > 0. Hierzu finden wir ein % mit

(= +9:¥D)" <u +2VD < (a1 +5yD)"",

@ +ya¥D <u+0)D < (x,, -i—tuB) (xx +y1V3)-
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Da x, — y,,]/l_) > 0 ist, finden wir hieraus

1 <(u+YD) (2 — VD) <= +u)D. (6)
Setzen wir

(w+ 2VD) (% — 9 VD) =2 +y VD,
so erhalten wir eine weitere Lésung x + yVE, denn es ist

— Dyt = (u? — Do?) (z,% — Dy) = 1.

(s~ o¥D) (s + 1 ¥B) =5 — 41D

und v > v VE ergibt sich x > y ]/3 Daher ist
0<z—yyD =
z+yV_

und das bedeutet z > 0 und y > 0. Nach (6) ist

I+?/VB<1'1+‘!/1VB,

was im Widerspruch zur Eigenschaft von z; 4 y; ]/B als Fundamentallgsung steht.

Nach diesem Satz besteht also fiir die Angabe von Losungen das Problem darin,
wenigstens eine Losung zu finden. Das kann geschehen, indem man in 22 =1+ Dy
nacheinander fiir y die Werte 1, 2, ... einsetzt und nachsieht, ob sich fiir 1 4 Dy?
ein vollstindiges Quadrat ergibt. So ist beispielsweise fiir die Gleichung 22 — 5% = 1
die Fundamentallésung durch 9 + 4]/3 gegeben. Es gibt auch ein systematisches
Verfahren, welches die Kettenbruchentwicklung von Vl_)ausnutzh Jedoch soll darauf
nicht eingegangen werden.

Aus

Wenden wir uns jetzb der Gleichung * — Dy? = —1 zu.

Satz 6.9. Ist D kein vollstindiges Quadrat, dann liegen auf der Hyperbel «* — Dy?
= — 1 entweder keine oder unendlich viele Qitterpunkte. Ist im zweiten Fall & -+ 1, ]/3
die Fundamentallosung, so sind die simtlichen Losungen &, + i, ]/_D_ mit £, 0, >0

durch
& +m.)D = (51 + m ]/l—))gu_1 n=1,2...)

gegeben. Ferner liefert
@+ yyD = (& +m VD)
die Fundamentallosung von 22 — Dy* = 1.
Beweis. Wir fithren den Beweis in drei Sc}}ritten.
1. Die Werte &, + 7, VB sind im Fall der Losbarkeit Losungen, da
£2 — Dy? = (&% — Dp2)Pr—1 = —1.
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2. Ebenso ist @ + y],/ﬁ = (51 + ]/E)2 wegen
22— Dyt = (&% — DpdP = 1

Losung der Gleichung @* — Dy? = 1. Nehmen wir an, (51 -+ r],]/B)2 ist nicht Fun-
damentallésung, so muf}

1< +u)D < (& +m)D)p

gelten, wenn 2, + ¥y, ]/1_) die Fundamentallésung von 22 — Dy? = 1ist. Esist 0 < —&;
+ Vl_) < 1 wegen

(—& +mVD) (& + mVD) = —&2 + Dni2 =

und daher

—& +’71V3<(—51 +’71V5)(11 +y1V3)<51 +m}D.

Setzen wir jetzt

(751 +m Vﬁ) (-1"1 +un Vl_)) = 5; +”7on—):

80 erkennen wir

(&2 — D) (02 — Diy®) = & — Dip* = —1
und

—& +771V5<fo+7701/—5<51+771]/5-

Wir fithren jetzt den Widerspruch herbei, indem wir alle méglichen Vorzeichen-
kombinationen von &, 5, ausschlieBen. & = 0 oder 5, = 0 kann sowieso nicht sein.

a) & > 0 und 5, > 0 ist unmdglich, da &, + %Vﬁ' <&+m Vﬁund E+m ]/1_)
Fundamentallésung ist.

b) & < 0 und 7, > 0 ist unmdglich, da sich aus —¢&, + 7, VB < &+ m,]/l—) die
Ungleichungen
(=& +m VD) (& + VD) _ (% +n1D) (= +10)D)
’
51+T71VE ‘504—770‘/3
1 = 1
51+771V5 —‘:n+77o]/3

ergeben. Die Ungleichung —&, + 7, }/3 <& +mnm ]/3 kann aber nicht bestehen, weil
E+m ]/B Fundamentallosung ist.
¢) & < 0 und 7y < 0 ist unmoglich wegen

0< —& +m VD <& +n)D.
d) & > 0 und 7, < 0 ist unméglich, da sich aus & — Dy = —1 die Unglei-
chung & < |5 VB und daraus &, + 7, ]/l_) < 0 ergibt.
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3. Wir nehmen an, es gibt aufler den im Satz genannten Losungen eine weitere
u+ v}/D mit %, » > 0. Dann gibt es ein » mit

(E; Lo 1/5)2--—1 <ut0)D < (;‘1 - Vﬁ)znﬂ_
Multiplizieren wir die Ungleichung mit (51 —m ]/5)2" und setzen

(6= D) (w4 01B) =+ 915,
50 ist 2 — Dy? = —1 und

1
0<——<x+y]/3<5 +7 ]/5
’51"‘771}/3 ' '

Genau wie im zweiten Teil des Beweises schlieBen wir alle Vorzeichenkombinationen
von z, y aus und erzielen den gewiinschten Widerspruch.

a) >0 und y > 0 ist unmoglich, da x + y]/B <&+mnm ]/3 und & + :;l}/ﬁ
Fundamentallosung ist.
b) @ < 0 und y > 0 ist unmaglich, da

1 "
iy D <t n)D.
x+yyD
¢) < 0und y < 0ist wegen 0 < & + y ]/B unméglich.
d) > 0 und y < 0 ist unmdglich, da aus 22 < Dy? folgt x + y }/B < 0.

In diesem Satz haben wir inshesondere von der Fundamentallésung der Gleichung
22 — Dy* = —1 auf die von a* — Dy* = 1 geschlossen. Aber auch die Umkehrung
ist moglich.

Satz 6.10. Ist x, + y; ]/3 die Fundamentallosung von 22 — Dy? = 1, so bildet

 — 1 x +1
—— D
V 2 +V 2D

die Fundamentallosung von a* — Dy? = —1, sofern

ry, — 1 1
“ 5 ot natiirliche
2 2D

Zahlen sind; andernfalls ist die Gleichung x* — Dy? = —1 unlisbar.

Beweis. Ist & + 1/1—) die Fundamentallésung von 2* — Dy* = —1, so ist nach
Satz 6.9

n+ VB = (51 +m VB)Z
die Fundamentallésung von 2? — Dy? = 1. Aus dieser Gleichung folgt fiir &, , das
Gleichungssystem

= &%+ Diy?, Y1 = 2617
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Durch Einsetzen der'zweiten Gleichung in die erste erhalten wir

Dy®
=&+ 4;’2 (282 — 22 = 2,2 — Dy, =
Also ist
s _1/mt 1 21 :F N
H=]/—— und p= .
2 ] /x, =+ 1
Wegen

=—1

_D,,2=xl—j11_zl_q:1
g 2

2
kann in der Darstellung von &, »; nur das untere Vorzeichen gelten.

Beispiel. Aus der Fundamentallésung 9 + 4}/.::7 von a® — 5y? = 1erhélt man die
Fundamentallésung 2 + VE von 22 — 5y? = —1.

Wie der folgende Satz zeigt, ist dieses Beispiel verallgemeinerungsfihig.

Satz 6.11. Hs sei p eine Primzahl mit p =1 (4). Dann liegen auf der Hyperbel
22 — py?* = —1 unendlich viele Qitterpunkte.

Beweis. 2, + y; ]/;:—) sei Fundamentallésung von #* — py? = 1. Wire z, =0 (2),
so wiire py,> = —1 (4), was nicht sein kann. Dannistalsoz; =1 (2)und (2, — 1,
; + 1) = 2. Daher folgt aus

@ = 1) (o + 1) =t — 1= pyt
mit positiven Zahlen a, b

z + 1= 2a?, 2 F 1 = 2pb?
und a® — pb? = +1. Aus

4pa®h? = 2,2 — 1 = py,®

ergibt sich ¢ < 2; und b < y;. Da @, + v, ]/B Fundamentallosung von a2 — py? = 1
ist, kann nur a® — pb? = —1 sein. Das heiBit, nur das untere Vorzeichen ist zu-
treffend. Die Behauptung resultiert nun aus ; — 1 = 2a2, 2, + 1 = 2pb? in An-
wendung des Satzes 6.10.

Die Behandlung der allgemeinen Hyperbeln 2? — Dy? = N mit positivem oder
negativem N stiitzt sich auf die Ergebnisse, die wir fiir N = 1 erzielt haben. Zu-
néchst stellen wir fest, daf mit einer Lésung z + y]/b— von 22 — Dy? = N und einer
Losung & + ¢ ]/B von £ — Dp? = 1 auch

(z 4+ y VD) (£ + nVD) = =& + Dyn + (en + y&) YD
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eine Losung von 2% — Dy? = N ist. Wir nennen sie eine zu x + y ]/3 assoziierte
Losung. Man stellt unschwer fest, daB die Assoziiertheit eine Aquivalenzrelation in der

Menge aller Lésungen x + yVB darstellt. Damit bilden die sémtlichen zu x 4 y}/E
assoziierten Losungen eine Aquivalenzklasse K = K(x, y), die nach Satz 6.8 unend-
lich viele Elemente enthilt.

Ist 2/ + o' VB € K(x, y), so besteht eine Darstellung
%+ y'Vﬁz(x + yl/—ﬁ)(5+77]/3)-
Hieraus finden wir
xx' — Dyy' + (g’ — &'y) VD = (' + ' VD) (v — D)
= (@* — Dy (¢ +11D)
= N(¢+ VD).
Daher sind
zz' — Dyy' =0 (IN]),
ay' —a'y=0 (IN])
notwendige Bedingungen,daB « + y }/l—)- und ' + ¥’ }/ﬁzur selben Klasse gehéren.

Sie sind aber auch hinreichend. Dennsind x + y VI—) und 2’ + 3y’ VﬁLésungen mit
dieser Eigenschaft, so definieren wir

.. ' — Dyy _wy =y
ST N R
und es ist
1
2 - i 0. R o - Ly | —
& — Dy —Nz(ﬂ Dy?) (2" — Dy') = 1.

Es bezeichne noch K die zu K konjugierte Klasse, indem bei den Elementen von K
die Zahl VB durch ——]/D ersetzt wird. Wir benutzen die Definition 6.1 in leicht ab-

gewandelter Form: u + v}/B heiBe Fundamentallosung der Klasse K, wenn v der
Kkleinstmaogliche nichtnegative Wert ist. Fiir K == K ist u eindeutig bestimmt, denn
—u +v VB ¢ K. Ist dagegen K = K, so werde u = 0 gefordert.

Satz 6.12. Ist u + v ]/D_ die Fundamentallosung der Klasse K der Gleichung u?*
— Dv?* = N > 0, und ist x, +y1}/l—)die Fund tallosung der GQleichung x* — Dy?
=1, sogilt

0=v=—2L YW, )

Y2+ 1)

0<M§V%m+nN- ®
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Folgerung. Es gibt nur endlich viele Lisungsklassen. Gibt es keine w und v mit
u? — Dv? = N, die den Ungleichungen (7), (8) g so st diese Qleichung un-
losbar.

g

Beweis. Fiir N > Oistu 5 0. Wir kénnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit fiir

K diejenige Klasse wiihlen, fiir die w > 0 ist. Mit der Fundamentallésung u + » ]/B €K
ist

(u + VD) s — /D) = ues — Doy + (a0 — 9 /B
ein Element von K. Weil
m:,—Dvyl:uxl—}/W(xlg—l)>0
ist, muB} sogar ux; — Dvy, = u sein. Daraus ergibt sich
u?(@; — 1)2 = Doy = (u? — N) (% — 1),

u"‘g.‘:‘_(zl+l)N,

und es folgt (8). Die Ungleichung (7) érgibt sich aus

uanixl—lN: 2 —1 N %2 e
D 2D 2(z, +1) D 2z, + 1)

Beispiel. u? — 20% = 119.
Die Fundamentallésung von 2? — 2y% =1 ist 3 + 2]/5 Nach (7) kommen fiir v

[
Werte mit 0 < » gT}/IIQ < 8 in Betracht. Daraus resultieren die Loésungen
8

+11 + ]/é, +13 + 5]/5 Man iiberpriift leicht, daf alle vier Losungen verschiedenen
Klassen angehéren. Also gibt es vier Losungsklassen mit den genannten Fundamen-
tallésungen.

Satz 6.13. Ist u + v VB die Fundamentallosung der Klasse K der Gleichung u?
— Dt = —N < 0,und istz, + y, ]/I_) die Fundamentallosung der Gleichung x* — Dy?
=1, so gilt

0<w §—yl—— N; (9)
V2(z, — 1)

oshls ]/%m — ¥ (10)

Folgerung Es gibt nur endlich viele Losungsklassen. Gibt es keine u und v mit
u? — Dv? = —N, die den Ungleichungen (9), (10) ¢ so0 ist diese Gleichung
unlosbar.

)
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Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei « = 0 angenommen. Mit der
Fundamentallésung « + v VB € K ist auch

(’ll + v VB) (1’1 — % VB) = ux; — Dvy, + (20 — yv) Vl—) €K.

Wegen
1

et = (yﬁ i 3) (u? + N) > y,*u?
ist #,v — gu > 0 und wegen der Eigenschaft der Fundamentallésung x;0 — y,u = v.
Daraus ergibt sich

Du*(a, — 1) = Dyy2a2,

(u? + N) (@, — 1 = (2,* — 1) u?,

u’_s_-;-(x,—l)N

und damit (10). Die Ungleichung (9) folgt aus

l,z:uz+Nle+1N= 2 —1 W Y:®
D = 2D 2, — 1) D T 2z, — 1)

N,

Beispiele.
1. u? — 602 = —2.

Die Fundamentallssung von a? — 6y% = 1 ist 5 + ZVE. Nach (9) kommt fiir » nur
0<v §—2V§ ,also v =1 in Frage. Man erhilt die beiden Lésungen 42 + Vé
8

Wie man leicht feststellt, gehoren sie aber zur selben Klasse. Also gibt es nur eine
Losungsklasse mit der Fundamentallésung 2 + }/—6
2. ut — 5= —2.

Die Fundamentallésung von #? — 5y? = 1ist 9 + 4]/5. Aus (9) ergibt sich fiir » nur
die Moglichkeit » = 1. Da u? == 3 ist, besitzt diese Gleichung keine Losungen.

6.2.  Darstellungen natiirlicher Zahlen als Summe von Quadraten

Den Satz 6.5 kann man so formulieren: Eine natiirliche Zahl » > 1 ist genau dann
als Summe von zwei Quadraten ganzer Zahlen darstellbar, wenn jeder Primfaktor
von n der Gestalt 4m + 3 in der kanonischen Zerlegung von » einen geraden Ex-
ponenten besitzt. Also 148t sich nicht jede natiirliche Zahl als Summe von zwei Qua-
draten darstellen. Es gibt auch unendlich viele natiirliche Zahlen, die sich nicht als
Summe von drei Quadraten darstellen lassen.

Satz 6.14. Die natiirlichen Zahlen n = 45(8b + 7), a = 0, b = 0, lassen sich nicht
als Summe von drei Quadraten darstellen.
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Beweis. Wir fithren den Beweis durch vollsténdige Induktion nach a und begin-
nen mit @ = 0. Es ist
22=0 (8) fiir x=0 (4),
2=4 (8) fiir x=2 (4),
22=1 (8) fir x=1 (2).
Nun ist stets
o +alt+atET (8),

wiihrend 85 + 7 =7 (8) ist. Nehmen wir jetzt an, 4%(8b + 7) ist nicht als Summe
von drei Quadraten darstellbar. Wir haben zu zeigen, daB dann auch 40+1(8h 4 7)
nicht darstellbar ist. Sei im Gegensatz dazu die Darstellung

497180 4 7) = 2,? + a,® + B

angenommen. Aus ;2 + 22 + 4,2 =0 (4) folgt oy =x, =23 = 0 (2). Dann
hiitten wir im Widerspruch zur Induktionsannahme

2 2 oy 2 2
o= (8 (3] (2]

Es ist bemerkenswert, daB sich alle Zahlen, die nicht von der Form 4%(8b + 7) sind,
als Summe von drei Quadraten darstellen lassen. Wegen der auferordentlichen
Schwierigkeit wollen wir einen Beweis dieser Tatsache hier nicht geben. Im Jahre 1621
sprach C. G. BAcHET (1581—1638) die Vermutung aus, daf sich jede natiirliche Zahl
als Summe von vier Quadraten darstellen liBt. Der erste vollstindige Beweis gelang
J. L. LAGRANGE, indem er von L. EULER entwickelte Ideen ausnutzte. Wir bereiten
den Beweis durch einen Hilfssatz vor:

Hilfssatz 6.2. Zu jeder Primzahl p > 2 gibt es ganze Zahlen x, y, m mit &* + y*
+1=mpund 0 <m<p.

Beweis. Die simtlichen Zahlen 22 mit 0 <o < 2 sind untereinander in-

—1
kongruent modulo p. Entsprechendes gilt fiir die Zahlen —y* — 1 mit 0sy=< ])T .
Beide Zahlensysteme zusammen enthalten insgesamt p 4+ 1 Zahlen. Da es aber
modulo p nur p verschiedene Reste gibt, muf} es zwei Zahlen , y geben, so daB 2?
und —y? — 1 modulo p in die gleiche Restklasse fallen. Daher gibt es fiir diese Zahlen
ein m mit 22 + y% + 1 = mp. Wegen

s 2 2
0<x’+y2+1<(%) +(§) +1<p?

ist 0 <m < p.

Satz 6.15 (LAGRANGE). Jede natiirliche Zakl ist als Summe von vier Quadraten ganzer
Zahlen darstellbar.
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Beweis. Lassen sich die Zahlen a, b als Summe von vier Quadraten,
a = a® + 2 + 2® + 2%, b=y +y.* +y? +yd
darstellen, so auf Grund der Eulerschen Identitiit auch ihr Produkt -
a-b = (21 + Ty + Tys + TYa)® + (¥1Y2 — VoY1 + T3Ys — Tays)®
+ (@Ys — 23y1 + TaYs — BYa)® + (T1Ys — TaYs + Loz — Tsya)?.
Es geniigt also, den Satz fiir Primzahlen zu beweisen, die wir wegen 2 = 12 4 13
+ 0% 4 02 gleich als ungerade annehmen kénnen.
Es sei m die kleinste natiirliche Zahl mit
2,2 + 2, + 22 + w2 = mp.
Nach Hilfssatz 6.2 gibt es ganze Zahlen 2, @y, 23, 2, m mit dieser Eigenschaft, und es
ist iiberdies m << p. Wir haben m = 1 zu zeigen und unterscheiden zwei Fille.

1.Esseim =0 (2).Fiirdiex;ergeben sich drei Moglichkeiten. Entweder sind alle x;
gerade oder alle ungerade oder zwei (etwa x,, ;) gerade und zwei (nunmehr a;, 2,)
LN s e = =

2 7 9

ungerade. In jedem Fall sind die Zahlen ganz. Dann widerspricht

aber die Gleichung

2 + 2,)\? 2 — %,)\? @y + 24\? w3 —x,\2_ m
o)+ () + () + () -5

der Minimumeigenschaft von m.
2. Esseim=1 (2), m = 3. Zu jedem z; wird ein y; bestimmt mit

m
Y= (m), lnl < - (k=1,2,3,4).

Dann ist

yP vty tylt=al gt at=0 (m),
und es gibt eine ganze Zahl » mit

9?4+ Yo+ Y+ Y =mr.

Es mufBl r > 0 sein. Denn wire r = 0, so wiirde y;, =y, = y3 = y, = 0 und m ein
Teiler aller a; sein. Das zieht aber m? | mp nach sich, was wegen m < p nicht moglich

sein kann. Wegen |y;| < % fiir alle % ist

Y+ v+ ya® + Y < m?

und daher » < m.
Die Zahlen mr und mp sind beide durch vier Quadrate darstellbar, und auf Grund
der Eulerschen Identitét ist

mr - mp = 2,2 + 2% + 2% + 2%
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mit

w

L=y + ToYe + GaYy + By =22+t + 2P+ =0 (m),
2 = XYy — Gy + TYs — TaYs =0 (m),

w

s = TyYs — TaYh + XYy — Yy =0 (m),
2y =21y — Y1 + VaYs — Ty =0 (m).

Damit ist

2 2 25 2 Z3 2 i 2
mp=(—) +(=) +|—) +|—):
m m m m
was wegen 0 < r < m gegen die Minimumeigenschaft von m verstét.

Insgesamt kann also nur m = 1 sein.

Wir stellen uns jetzt die schirfere Frage, wie oft eine natiirliche Zahl als Summe von
zwei beziehungsweise vier Quadraten darstellbar ist. Wir haben uns schon in Ab-
schnitt 5.7.2. mit der durchschnittlichen GroBenordnung von r(r) beschéftigt. Jetzt
geht es uns um eine genaue Bestimmung von r(n) und ebenso hinsichtlich der Dar-

stellungen von 7 als Summe von vier Quadraten. Wir schreiben nunmrehr fiir r(n)
= ry(n) und erkliren allgemeiner:

Definition 6.2. Es bezeichne 7,(n) die Anzahl der Darstellungen der natiirlichen
Zahl n als Summe von & (k = 2) Quadraten ganzer Zahlen. Es sei r(0) = 1.
Der Bestimmung von r,(n) schicken wir drei Hilfssitze voraus. Der erste Hilfssatz

ist eine Verallgemeinerung der Sétze 6.2 fiir D = 1 und 6.3.

Hilfssatz 6.3. Essei n > 1 und 22 = —1 (n). Dann ist n eindeutig in der Form
n=2at4+ytmitz,y >0, (2,y) =1, yz=x (n) darstellbar.

Beweis. Nach Satz 4.7 gibt es zu z und ﬁ eine Zahl L , (@, y) =1, mit 1
Sy<ynund " ¥
1

yYn

_+._
noy

Setzt man yz + an = @, so ist yz =2 (n) und |2| < ]/; Fiir diese Zahlen x, y gilt
@=L )=0 ().

Wegen 0 < a2 + y2 < 2n folgt hieraus 2? + y? = n. Esist auch (2, y) = 1, denn aus
n=2a?+ y2= (yz + an)? + y? = (22 + 1) y® + 2anyz + a?*n? ’

folgt

2+ 1
n

2
1:(2 +1 y+az)y+(yz+an)a:(

n

y+az)y+aa:.
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Und diese Gleichung kann nur fiir (2, y) = 1 bestehen. Es ist « 4= 0, weil sonst
y?=mn> 1 und daher (z,y) > 1 wire. Fiir positives « liefern dann «,y und fiir
negatives x die Zahlen y, —x die gewiinschte Darstellung von 7, denn in diesem Fall
ist

(—)z=—yt=y ().

Nun haben wir noch zu zeigen, daB die Darstellung von n eindeutig ist. Nehmen
wir an, n besitzt die beiden Darstellungen

n=2t+ 9t =22 +y?
entsprechend den Bedingungen des Satzes. Dann ist

= (2 + ?) (0® + 91?) = (22, + yy)® + (2n — 2y)®
mit

w2ty =E+ Dy =0 (n).
Dabher ist

r +yp=mn, @y —oy =0,

und hieraus folgt sofort © = 2, y = y,.

Hilfssatz 6.4. Es bezeichne o(n) die Anzahl der Losungen von 22 = —1 (n). Dann
st die Anzahl der Darstellungen von n in der Form n = a® + y® mat ganzen Zahlen z, y
und (z, y) = 1 gegeben durch 4o(n).

Beweis. Der Fall » = 1 ist trivial. Fiir » > 1 sind «, y & 0, da (z, ) = 1. Dann
ist die Anzahl der Losungen n = 2? + 42, (x,y) = 1 gleich der vierfachen Anzahl
unter der Nebenbedingung @,y > 0. Zu jedem z mit 22 = —1 (n) gibt es nach
Hilfssatz 6.3 genau eine solche Darstellung von # mit yz =« (n). Umgekehrt liefert
jede derartige Darstellung von » genau eine Losung der Kongruenz 22 = —1 (n).
Denn aus (z,y) =1 folgt einerseits die eindeutige Losbarkeit von yz ==z (n),
andererseits (y, ) = 1 und deshalb wegen

By =yi2 1) =0 (n)

schlieBlich 22 = —1 (n).

Hilfssatz 65. ryn) =4 X o (t"_a)
Bln

Beweis. Ist in der Darstellung n = 22 + y* der groBte gemeinsame Teiler (z, y)
= t, 80 setzen wir x = x,f, y = y,¢ und erhalten L

n
) =2*+ y.% (@n 1) = 1.

Durchléuft ¢ alle natiirlichen Zahlen mit ¢ | », so ergibt sich aus Hilfssatz 6.4 die
Behauptung.
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Satz 6.16 (GAuss). Es bezeichne
0 firn=0 (2)

z(n) = 1

(=1 T fir n=1 (2)
und d(n) = 1 % x(n), also
sy =X1— 31
tin tn
tml (4) (=3 (4)
Dann ist

re(n) = 46(n).

Beweis. Fiirn — 1 ist alles klar. Wir vermerken, daB () als Restklassencharak-
ter multiplikativ ist und daher auch é(n). Aber auch o(n) ist nach Satz 2.10 multi-

plikativ und nach Hilfssatz 6.5 dann auch % ro(n). Daher geniigt es, die Behauptung

fiir Primzahlpotenzen zu beweisen. Wir unterscheiden die Fillep =2, p=1 (4),
p=3 (4).
Fiir p = 2 ist

o) = 1 fir =1,
S0t v > 1.

Damit ist nach Hilfssatz 6.5 und der Definition von d(n)
75(27) = 46(27).
Firp=1 (4)ist o(p’) = 2 fiir » > 0 und
ro(pr) = 4y + 1) = 46(p’).
Fiir p =3 (4) ist o(p’) = 0 fiir » > 0 und
=5 12 o
= 43(p).

Dieses Ergebnis wurde von C.G.J. Jacosr (1804— 1851) unter Benutzung der
Theorie der elliptischen Funktionen erneut bewiesen. Diese Methode war wirksam
genug, um auch ry(n) fiir k¥ > 2 zu behandeln. Es soll jetzt das Ergebnis fiir £ = 4
dargestellt werden, allerdings nach einer spéter gefundenen elementaren Methode
von E. LaNDAU. Wir bereiten den Satz wieder durch zwei Hilfssétze vor.

Hilfssatz 6.6. Es seien u, u,, up, s, , positive ungerade Zahlen, s(u) bezeichne
die Anzahl der Losungen von

du = u® + w® + ug? + ugd.

Dann ist s(u) = o(u).



168 6. Gitterpunkte

Beweis. Da u)? + u,? = ug? + u,2 =2 (4) ist, setze man mit ungeraden Zahlen
m,n
2m = wuy® + wy?, 2n = ug? + u,?, m+n=2u.

In den Darstellungen 2k = 22 + y2 mit ungeradem & sind die , y ebenfalls ungerade.
Da die u; (i = 1, 2, 3, 4) positiv sein sollen, ist nach Satz 6.16

s(u) = ! X n2m) r(2r) = 3 8(2m) 6(2n)

16 m+n=2u m+n=2u
m=n=1 (2) m=n=1 (2)
= X 21“1)2 W) = X T X att) = 3 gllts).
m+n=2u 4)2m m+n=2u t4m tyn tydy +tydy=2u
mmum1 (2) me=u=1 ()

In der letzten Summe ist iiber alle positiven ungeraden Zahlen ¢, t,, d;, dy mit t,d,
+ tody = 2u zu summieren. Betrachten wir in dieser Summe zunichst den Teil mit
t; = t,. Hierfiir ist

u
2ol = X ¥ 1= — =ou).
tdy+tydy =2u tiu 2u tlu O
i 2 ditds ==

Zur Vollendung des Beweises ist also noch

Y xltat) =0
by ds—2u
HL>ty
zu zeigen. Die entsprechende Summe mit £, < £, ist dann aus Symmetriegriinden eben-
falls gleich 0. Wir ordnen jetzt die Losungen der Gleichung t,d, + t,d; = 2u paar-
weise an, so daB einer Losung (t,, t,, d;, d,) eineindeutig eine Losung (t,/, 8, dy’, dy’)
mit y(tits) + #(t'ts') = O entspricht. Das erfolgt durch die Festsetzung

=Mm+2)di+n+1)dy, ' =+ 1)d; + ndy,
dy' = —nty + (n 4 1) t,, dy' = (n+ 1)t — (n 4 2) by.

Dabei ist n = [ gesetzt. Man sieht sofort, daB die Zahlen t,', t,’, d,’, d,’

bh—
positiv und ungerade smd. Eine leichte Rechnung zeigt
t'dy + t'dy’ = tdy + tod, = 2u.

Auch t,’ > t, ist gesichert. Die Auflosung des Gleichungssystems nach ¢, t,, dy, dy
bietet keine Schwierigkeiten. Es ist

b’ [”(dx +ds) + dy -
W=t o+d, |

h=m+2)d'+ m+1)dy, t=@n+1)d’ +ndy),
dy = —nty + (n + 1) &', dy=m+1)t'— (n+42)t,
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SchlieBlich ist
bl + 'ty = +to— 1)+ (1 + 8 — 1) (4)
=t+tb+@n+3)d+ 2+ 1)d—2 (4)
=2ndy, +dy) + (b + o+ dy +d) +2d, —2=0 (4)
und damit y(tt,) = —y(t,'ty’).
Hilfssatz 6.7. Fiir ungerade Zahlen u ist ry(2u) = 3r,(u).
Beweis. In der Darstellung
2u = 2, + 22 + 232 + 2,2

sind je zwei der z; gerade beziehungsweise ungerade. Die Anzahl der Losungen dieser
Gleichung unter der Nebenbedingung 2, = 2, = 0 (2), 23 = 2, = 1 (2) ist also

1
ry 74(2u). Die Substitution

r + @ xr, — X X3 + T X3 — X,
y1:¥» Yo = 12 2: = 32 :, 4=% (11)

fiihrt die Gleichung iiber in

w =y + y:* + y:? + ya?,
deren Losungsanzahl unter der zu betrachtenden Nebenbedingung y; + . =0 (2),
Ys +ys=1 (2) ebenso % 74(2u) ist. Andererseits ist die Losungsanzahl dieser
Gleichung ohne Nebenbedingung ,(z) und mit Nebenbedingung% r4(u). Denn fiir

w=1 (4) kann nur genau ein! y;, also y, oder y,, ungerade sein und fiir » = 3 (4)
genau ein y;, also auch y; oder y,, gerade sein.

Satz 6.17 (JacoBr). Es ist
r4(n) = 8a(n) fir n==0 (4),

ry(n) = 8(n) — 32¢ (%) fir n=0 (4).

Beweis. Es ist r4(2n) = r,(4n), denn in
dn = 2% + 2,2 4 2,2 + 2,2 (12)
ist #, =, =23 =2, (2), und die Substitution (11) gibt
2n =y + ? + y® +

Setzen wir in (12) eine ungerade Zahl n = u ein, so kénnen wir die Losungen in zwei
Klassen einteilen. Entweder sind alle z; gerade oder alle z; ungerade. Die Anzahl der
Losungen mit geraden z; ist r,(u), die mit ungeraden x; nach Hilfssatz 6.6 bei Be-
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achtung der Vorzeichen 165(u). Daher ist
r4(4u) = 74(u) + 160(u).

Nach Hilfssatz 6.7 folgt nun
3ry() = 74(2u) = r4(4u) = ry(u) + 160(u)
ry(u) = 8a(u).

Das ist die erste Behauptung des Satzes fiir ungerades » = u. Fiirn =2 (4) ergibt
sich aus Hilfssatz 6.7

ry(n) = 31, (%) — 240 (%) —=80(2)0 (%) = 8o(n).

Damit ist die erste Behauptung des Satzes vollsténdig bewiesen. Fiir n =0 (4)
setzen wirn = 2k mit £ = 2, u =1 (2). Wegen r,(4n) = r,(2n) ist
ry(n) = ry(2u) = 80(2u) = 240(u)
= 8(2¥+1 — 1 — 4(2F1 — 1)} o(u)
= 8{0(2¥) — 40(2¥~2)} o(u)

— 8a(n) — 320 (%)

6.3.  Rationale Punkte auf Kurven zweiter Ordnung

In der Ebene sei eine nicht zerfallende Kurve zweiter Ordnung mit rationalen Koeffi-
zienten gegeben. Wir stellen die Frage, ob eine solche Kurve hinsichtlich eines kar-
tesischen Koordinatensystems rationale Punkte, das heift Punkte mit rationalen
Koordinaten, enthélt. Diese Frage werden wir vollstindig beantworten konnen.

Satz 6.18. Auf einer Kurve zweiter Ordnung mat rationalen Koeffizienten liegen
entweder keine oder unendlich viele rationale Punkte.

Beweis. Es sei ein rationaler Punkt auf der Kurve bekannt. Dann lege man durch
diesen Punkt eine Gerade mit rationalen Koeffizienten, die die Kurve in einem
weiteren Punkt schneidet. Dieserzweite Schnittpunkt ist notwendigerweiserational. Da
man durch den bekannten rationalen Punkt aber gleich ein ganzes Geradenbiischel mit
rationalen Koeffizienten legen kann, so erhéilt man mit einem Punkt sofort unendlich
viele rationale Punkte.

Satz 6.19. Auf einer Parabel mit rationalen Koeffizienten liegen stets unendlich viele
rationale Punkte.

Beweis. Die Parabel sei durch

ax? +bry +cy +dr+ey+f=0
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mit rationalen Koeffizienten und 52 — 4ac = 0 gegeben. Wir kénnen ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit ¢ 5 0 annehmen. Durch Multiplikation mit 4c und
Einsetzen von 4ac = b? erhilt die Gleichung die Gestalt

(bw + 20y + e +d'x+ [ =0

mit rationalen Koeffizienten «’, f’, deren GréBe nicht weiter interessiert.
Die Transformation

¥ =ua, y =br+2cy +e
fithrt die Parabel iiber in
v+ da +f =0.

Dabei wird jeder rationale Punkt auf einen rationalen Punkt und umgekehrt ab-
gebildet. Wir kénnen uns also auf Parabeln vom Typ

y¥+ax+b=0, a=+0, (13)

beschriinken. Auf dieser Parabel liegt der rationale Punkt x = —-E, y = 0. Nach
a

Satz 6.18 befinden sich dann auf ihr unendlich viele rationale Punkte.
Es bereitet keine Schwierigkeit, simtliche rationalen Punkte von (13) zu bestim-
men. Wir legen Geraden

b
y=t(x+—)
a

durch den Punkt —E, 0) mit beliebigem rationalen Parameter ¢ == 0. Der zweite
@

Schnittpunkt mit (13) ergibt sich aus
b\2
2lz+—) +ax+b=0
a

zn

Die beiden Kurventypen Ellipse und Hyperbel behandeln wir gemeinsam. Es sei
eine Ellipse oder Hyperbel in der allgemeinen Gestalt (1) mit rationalen Koeffizienten
gegeben. Die Transformationen (4) und (5) fithren diese Kurven in die Gestalt
2% 4+ Dy? = N mit rationalen D, N iiber, wobei wieder jedem rationalen Punkt der
Kurve ein rationaler Punkt der transformierten Kurve entspricht und umgekehrt.
Wir konnen uns also auf Ellipsen und Hyperheln dieser speziellen Form beschranken.
Entsprechend dem Vorgehen in der analytischen Geometrie bezeichnen wir jetzt die
inhomogenen Koordinaten mit groffen Buchstaben. Wir betrachten also die Glei-
chung

X2+ DY*=N. (14)
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Beim Ubergang zu den homogenen Koordinaten setzen wir

b
x=2 y=Y p=2, Ny—_°%
z z a a
mit ganzen Zahlen a, b, c. Die Frage nach der Losbarkeit der Gleichung (14) in
rationalen Zahlen ist dann dquivalent der Frage nach der Lésbarkeit der Gleichung

ax® + by + ¢z =0 (15)

in ganzen Zahlen.

Liegt auf einer Ellipse oder Hyperbel wenigstens ein rationaler Punkt, so liegen
auf ihr nach Satz 6.18 sogar unendlich viele rationale Punkte, die nach dem dort im
Beweis beschriebenen Verfahren bestimmt werden kénnen. Wir wollen es anwenden,
um die sémtlichen rationalen Punkte auf dem Einhkeitskreis X2 + Y2 =1 zu be-
stimmen. Ein rationaler Punkt ist durch X = —1, ¥ = 0 gegeben. Mit dem ratio-
nalen Parameter ¢ legen wir durch diesen Punkt das Geradenbiischel ¥ = #(X + 1).
Die zweiten Schnittpunkte ergeben sich aus

X214 X +12=0
zu
- 9
:l_t_, ¥t
1+ Tre

Diese Punkte und (—1, 0) bilden die siimtlichen rationalen Punkte auf dem Einheits-

X : v
kreis. Wir setzen t = — mit « > 0, (%, v) = 1 und erhalten
u

u? — o? 2uv
=, =
u? 4+ o u? + o?

Den Punkt (—1, 0) bekommen wir auch mittels dieser Formel, sofern wir nachtrig-
lich w = 0 zulassen. Will man schlieBlich noch zu ganzen Zahlen 2, y, zdurch X := z %

¥ =4 iibergehen, so ist noch der gréfte gemeinsame Teiler d = (u? — 02, 2ur,
z

u? + v?) zu beachten. Offensichtlichistd = 1firu==v (2)undd = 2firu=v=1
(2). Somit entspricht jedem rationalen Punkt des Einheitskreises umkehrbar ein-
deutig eine Losung

u? — 2 2uv u? 4 2
= . Yy =—), 2=
d d d

der diophantischen Gleichung
PLINEpY JUp

mit (z,y,2) = 1. Fir d = 2 setzen wir v =’ 4+ ¢, v =o' — ¢’ mit ¥’ == (2)
und erhalten ein dem Fall d = 1 entsprechendes Ergebnis, indem lediglich 2 und y
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vertauscht sind. Wir kénnen uns also allgemein auf d = 1, das heiit u=E v (2),
beschrianken. Sollen nur die Losungen in natiirlichen Zahlen x, y, z angegeben werden,
so verlangen wir u > v > 0. Zusammenfassend haben wir:

Satz 6.20. Die Gesamtheit der ganzzahligen Lésungen der Pythagoriischen Glei-
chung

a? 4y = 22
mitz,y,2>0, (x,y,2) = 1,y =0 (2) ist gegeben durch
= u?— 2, y = 2uw, z = u®+ v?
mitu>v>0,u,v)=1Lu=0v (2).

Die Losungen im Sinne dieses Satzes nennt man auch Pythagordische Zahlentripel.
Einige Beispiele entnimmt man der Tabelle:

u v x y z
2 1 3 4 5
3 2 5 12 13
4 1 15 8 17
4 3 7 24 25
5 2 21 20 29
5 4 9 40 41

Was bei Parabeln gar nicht vorkommen konnte, kann bei Ellipsen und Hyperbeln
durchaus auftreten, daB sie ndmlich gar keine rationalen Punkte enthalten. So liegt
beispielsweise auf dem Kreis X2 + ¥?2 = 3 kein rationaler Punkt. Entsprechend (15)
ist hier die Gleichung 2% 4 y® = 322 in ganzen Zahlen mit (z, y, z) = 1 zu betrachten.
Da aber x und y nicht durch 3 teilbar sind, ist die Kongruenz a* 4 y2 =0 (3) un-
l6sbar. Ebenso liegt auf der Hyperbel X2 — 2Y2 = 3 kein rationaler Punkt, da wir
hier auf die gleiche Kongruenz gefiihrt werden.

Zur allgemeinen Behandlung der diophantischen Gleichung (15) kénnen wir an-
nehmen, daB die Zahlen a, b, ¢ simtlich verschieden von 0, nicht alle positiv und nicht
alle negativ sind. Auch kénnen wir sie quadratfrei voraussetzen mit (a, b, ¢) = 1.
Selbst die Voraussetzung (a, b) = (b, ¢) = (¢, @) = 1 bedeutet keine Einschrinkung.
Fiir die Lésungen der Gleichung (15) konnen wir gleich (, y, z) = 1 annehmen. Dann
ist von selbst (x,y) = (y, 2) = (2, #) = 1. Denn wire beispielsweise die Primzahl p
ein Teiler von (x, y), so wire auch p? | ¢z2. Das kann aber nicht sein wegen (z, y, z) = 1
und ¢ quadratfrei. Zu einer notwendigen Bedingung fiir die Losbarkeit von (15) ge-
langt man durch eine Betrachtung der Gleichung modulo c:

ax® +by2=0 (c).

Wegen (b, ¢) = (x, y) = 1 ist (x,¢) = 1, und es gibt ein » mit y = au (¢). Daraus
folgt
2a +but) =0 (c),
(bu)2 = —ab (c).
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Also ist notwendig fiir die Losbarkeit, daB —ab quadratischer Rest modulo ¢ ist.
Durch zyklische Vertauschung erhiilt man die weiteren notwendigen Bedingungen
—be quadratischer Rest modulo « und —ca quadratischer Rest modulo b. A. M. Le-
GENDRE bewies, daf diese Bedingungen auch hinreichend sind.

Satz 6.21 (LEGENDRE). Es seien a, b, ¢ drei ganze Zahlen, die den folgenden Be-
dingungen geniigen: Sie sind alle verschieden von 0, nicht alle positiv, nicht alle negativ.
Sie sind siimtlich quadratfret, und es ist (a,b) = (b, ¢) = (c,a) = 1.

Notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Losbarkeit der d tophantischen
Gleichung (13) in ganzen Zahlen x,y, z mit ¥* + y* + 22 > 0 sind: —bo ist quadrati-
scher Rest modulo a, —ca ist quadratischer Rest modulo b, —ab ist quadratischer Rest
modulo c.

Beweis (vgl. [13]). Die Notwendigkeit der Bedingungen wurde bereits gezeigt.
Nun weisen wir nach, daB sie auch hinreichend sind. Wir kénnen ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit |a| < [b| < |c| und daher |ab| < |ac| = |be| annehmen. Wir nennen
K = |ac| den Index der Gleichung (15) und fiihren den Beweis durch Induktion
nach K.

Fiir K = 1 ist |a| = |b] = |c| = 1. Dieser Fall ist durch den Satz 6.20 erledigt.

Nehmen wir jetzt die Richtigkeit des Satzes fiir alle Gleichungen mit einem Index,
der kleiner als K ist, an und weisen seine Richtigkeit fiir Gleichungen vom Index K
nach. Fiir K = 2 kann nicht |b| = |c| sein, da aus (b, ¢) = 1 sofort [b| = lc| = |a| = 1
folgt. Also ist |a| < [b] < |¢| und |ab] < |ac| = K =< be|-

Da —ab quadratischer Rest modulo c¢ ist, gibt es ganze Zahlen r, ¢ mit

art b b=cg, ISl (16)
Fiir |g| gilt

2+ b 1 b K
BB L |2 <2 f1<k.
le| 4 c 4
Wir unterscheiden zwei Fille.

1. ¢ = 0: Da b quadratfrei und (a, b) = 1 ist, folgt aus b = —ar?, dab b = —a
= 41,7 = +1 ist. Dann besitat die Gleichung (15) die Losungenz =y =1,z =0,
und der Satz ist bewiesen.

2. ¢ == 0: Bezeichnet 4 = (ar%, b, cg), so ist nach (16)

A = (ar?, b) = (ar®, cq) = (b, cg)-
Aus A4 | b folgt (4, a) = (4,¢) = 1 und daher 4 |72und 4 |g. Da b quadratfrei ist,
so auch 4 und 4 | r. Wir kénnen daher mit quadratfreiem C

r= A«x, b= A8, q = ACy? (17)
setzen. Aus (16) finden wir

ado? + B = cOp? (18)
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mit
(ado?, B) = (ada?, cCy?) = (B, cCy?) = 1.

Setzen wir noch B = af, so ist ab = AB.
Wir betrachten jetzt die Gleichung

Aa? + By + 022 =0 . (19)

und zeigen dreierlei: a) Die Gleichung (19) erfiillt simtliche Bedingungen des Satzes.
b) Der Index der Gleichung (19) ist kleiner als K. ¢) Jede Losung der Gleichung (19)
liefert eine Losung von (15). Dies vollendet dann den Beweis.

a) Die Gleichung (19) erfiillt simtliche Bedingungen des Satzes: Es ist ABC = 0.
A und C sind quadratfrei und wegen AB = ab auch B. Uberdies ist (4, B) = 1. Es
gilt (4, C) = 1 und wegen (a, C) = (8, C) = 1 auch (B,C) = 1. Ist ab = AB < 0,
so haben 4, B verschiedene Vorzeichen. Es ist dagegen ab > 0, so ist ac < 0 und be
< 0, und wegen (16) ist ¢ < 0 und auch AC < 0. Also sind die Zahlen A4, B, C nicht
alle positiv und nicht alle negativ.

Aus (18) folgt

apAot + f2 = ABx* + 2 =0 (0),

und — 4B ist quadratischer Rest modulo C.
Nach (18) ist fcC quadratischer Rest modulo 4. Wegen 4 | b ist —ac quadratischer
Rest modulo 4. Deshalb ist nach

(—ac) (fcC) = —afc*C = —BCc?

—BC quadratischer Rest modulo 4.

Nach (18) ist a4cC quadratischer Rest modulo 8. Wegen f | b ist —ac quadratischer
Rest modulo . Deshalb ist (—ac) (aAcC) und auch — Ac quadratischer Rest modulo
B. Weiterhin ist nach (18) fcC quadratischer Rest modulo @ und folglich auch
(—be) (BeC) = —AC(Be)?, also auch —AC. Wegen B = aff und (a, f) = 1 ist dann
—AC quadratischer Rest modulo B.

b) Der Index der Gleichung (19) ist kleiner als K : Da sowohl

|AB| = |ab| < |ac| = K
als auch
40| < |AC) y* = l¢| < K
ist, fillt jedenfalls der Index der Gleichung (19) kleiner als K aus.
c) Jede Lésung der Gleichung (19) liefert eine Losung von (15): Nach a) und b)

besitzt (19) eine Losung (x, Yo, 2o), die mit (,, yo, 2p) = 1 angenommen werden kann.
Setzt man

x = Aoaxy — Yo, Y = %y + anyo, z = Cyz,
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s0 ist
ax? + by? + c2? = (ad%2 + b) xs® — 2(adxf — acx) xoy,
+ (af? + a%ba?) yo? + 0%
= cCy¥(Aa% + By + Cz?) = 0.

Damit ist (z, y, z) eine Losung von (15) mit 2% 4+ 4% 422 > 0, denn aus v =y =z
= 0 wiirde 2y = y, = z, = 0 folgen.

6.4, Spezielle diophantische Gleichungen dritten und vierten Grades

Das zu Beginn des vorigen Abschnittes bei Kurven zweiter Ordnung demonstrierte
Verfahren, aus einem rationalen Punkt durch das Legen von Geraden weitere ratio-
nale Punkte zu ermitteln, kann nur sehr bedingt auf Kurven hoherer Ordnung iiber-
tragen werden, da hier Kurve und Gerade mehr als zwei Schnittpunkte haben kénnen.
Betrachten wir Kurven dritter Ordnung. Kennt man auf einer solchen Kurve mit
rationalen Koeffizienten zwei rationale Punkte, so kann man durch diese beiden
Punkte eine Gerade legen, und der dritte Schnittpunkt mit der Kurve ist notwendig
rational. Legt man an einen rationalen Punkt die Tangente, so ist der eventuell noch
vorhandene weitere Schnittpunkt mit der Kurve ebenfalls rational. Auf diese Weise
kann man sich aus gegebenen rationalen Punkten weitere konstruieren. Aber es ist
keineswegs gesagt, daB man dann alle beziehungsweise unendlich viele rationale
Punkte erhilt.

Das folgende Beispiel (vgl. [13]) soll zeigen, wie aus einem eventuell vorhandenen
rationalen Punkt durch fortwihrendes Legen von Tangenten unendlich viele ratio-
nale Punkte ermittelt werden kénnen. Wir betrachten die Kurve X? + Y?* = @ mit
a € N, a> 2, und a soll nicht durch die dritte Potenz einer Primzahl teilbar sein.
Auf einer solchen Kurve liegen entweder gar keine oder unendlich viele rationale
Punkte. Es sei (X,, ¥,) ein rationaler Punkt der Kurve. Wegen der Voraussetzungen
iiber @ ist Xy, ¥y &= 0 und X, =+ Y,. Die Parameterdarstellung der Tangente in
diesem Punkt lautet

X, 2
X=X,+¢, Y =Y, + Yt, Y, = —(—“) .
¥,
Zur Ermittlung des dritten Schnittpunktes setzen wir in die Kurvengleichung ein und
erhalten aus

B(1+ Yo%) + 33Xy + Yo ¥o'?) + 3(X* + YY) + Xo* + Yo =«
den Parameterwert
Ko+ ¥yt 3KYS

= =
1+ 1,3 Xg— ¥y

und die Koordinaten (X,, ¥,) des Schnittpunktes

3 ys3
B —Y02;§"3—+:. (20)
o YO

X3+ 2Y

Xi=Xo——T
1 O Xp— Ty
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DaB dieses Verfahren unbegrenzt fortgesetzt zu unendlich vielen rationalen Punkten
fiihrt, zeigt der folgende Satz, in dem wir wieder zu homogenen Koordinaten und da-
mit zu ganzzahligen Losungen iibergehen.

Satz 6.22. Ist a > 2 eine natiirliche Zahl, die nicht durch die dritte Potenz einer
Primzahl teilbar ist, so hat die diophantische Gleichung

2+ P = az®
entweder keine oder unendlich viele Losungen mit (v, y,z) = 1 und z = 0.

Beweis. Es sei (z, y, 2) eine Losung, von der wir sogleich (z, ) = (y,2) = (z, @)
= 1 annehmen kénnen. Die Beweismethode besteht darin, daB wir aus dieser Losung
eine weitere (2;, ¥;, ) mit |2,| > |z| konstruieren. Dasist aber glelchbedeutend mit der
Existenz unendlich vieler Lésungen. Gemif (20) setzen wir

tr; = 2(2® + 2¢%), tyy = —y(22® + %), tz) = 2(2® — 1)
mit

t = (2(@® + 2uP), y(22® + 1P), 2(2® — 1¥),

so daB (21, ¥y, 2,) = 1 ist. Man iibersieht schnell die Gleichung z,® + y,* = az,®. Es
kann nicht « = y sein, denn sonst wire x = y = 41, was wegen a > 2 nicht geht.
Aus x = y folgt daher 2, 5= 0. Und da a nicht durch die dritte Potenz einer Primzahl
teilbar ist, muB (21, ;) = (y1, 1) = (21, ¥;) = 1 sein. Nun iiberlegen wir uns, welche
Werte ¢ annehmen kann. Sei die Primzahl p ein Teiler von ¢. Aus p | x wiirde p | y
folgen, was nicht sein kann. Daher ist ¢ ein Teiler von 2® + 2y® und 22% + #?, also auch
von 2(223 + y®) — (2® + 2y8) = 3a3. Damit kann nur ¢ = 1 oder ¢t = 3 sein. Weiter
ist ¢ ein Teiler von (228 + 33) — (2® + 2y3) = % — 33 und folglich von x — y. Das
bedeutet |x — y| = ¢ wegen x = y. Damit haben wir schlieBlich

w=’§<xﬁ—yﬂ) = 22 + 3y + )| = §(<2r+y)2+3y2) > Jzl.

Beispiel. Die Gleichung a3 + 33 = 72% hat die Losung * =2, y = —1, z = 1.
Das eben beschriebene Verfahren liefert aus dieser Lésung ¢t = 3 und 2, = 4, y, = 5,
2z, =3.

Von groBter Bedeutung fiir die Entscheidung der Losbarkeit diophantischer Glei-
chungen ist eine Umkehrung des geschilderten Verfahrens. Man spricht von der
Fermatschen Methode des unbegrenzten Abstiegs. Sie kann so beschrieben werden: Wir
nehmen an, eine natiirliche Zahl n besitze eine gewisse Eigenschaft. Unter dieser
Annahme konstruieren wir eine natiirliche Zahl 7, < » mit derselben Eigenschaft.
Dies fiihrt aber bei unbegrenzter Weiterfithrung des Verfahrens zum Widerspruch,
da die Menge der natiirlichen Zahlen nach unten beschrinkt ist. Wir demonstrieren
diese Methode an einem Spezialfall des grofen Fermatschen Satzes.
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Es handelt sich um die diophantische Gleichung
=

mit natiirlicher Zahl » > 2. Eine Randnotiz von P. FERMAT in seinem Exemplar der
von C. G. BACHET herausgegebenen Werke des DioPHANTUS besagt, daB diese Glei-
chung in ganzen von 0 verschiedenen Zahlen keine Losung besitzt und daB er hierfiir
einen Beweis habe. Diese Aussage bezeichnet man als grofen Fermatschen Satz, obwohl
der Beweis von P. FERMAT, der aus heutiger Sicht wohl fehlerhaft gewesen sein mu8,
nie aufgefunden wurde. Der Satz ist auch gegenwirtig nicht vollsténdig bewiesen,
lediglich in einigen Spezialfiillen. Wir wollen hier den Spezialfall n = 4 sogar in etwas
allgemeinerer Gestalt behandeln, der tatsichlich auf P. FERMAT zuriickgeht.

Satz 6.23 (FERMAT). Die diophantische Gleichung
B yt=22
besitzt keine Losung in natiirlichen Zahlen x,y, z.

Beweis. Wir nehmen eine Losung in natiirlichen Zahlen mit (z, y, 2) = 1 an. Der
gewiinschte Widerspruch wird dadurch erzeugt, daB wir aus dieser Losung eine
weitere mit kleinerem z bestimmen werden.

Da z, y nicht beide gerade sein kénnen, nehmen wir ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit x =1 (2) an. Wegen 2* + y*=1,2 (4) und 2252 (4) folgt z=1
(2) und y =0 (2). Wir schreiben (22)2 + (y%)? = 2% und wenden Satz 6.20 an. Da-
nach ist

22 = a® — b2, y? = 2ab, z=a? -+ b?
mit a>b>0, (a,b)=1, azs=bdb (2). Aus a=0 (2) und b=1 (2) wiirde
22= —1 (4) folgen, was nicht sein kann. Daher ist a =1 (2) und b=0 (2).
Wegen

2
I\ .2 ) =1
2 2 2

ist

a =22, b = 2¢?

mitz; > 0,¢ >0, (z,¢) =1,z,=1 (2). Aus

a? = a2 — b =zt — 4ot
folgt
a* 4 (200 = (%)

mit (x, 2¢, ) = 1. Wir kénnen wiederum Satz 6.20 benutzen und erhalten
= u?— 02, c® = wv, 22 = u® 4 0?

“mitw >0 > 0,(u,v) = Luzgzs v (2). Ausc?=wuvund (u, v) = 1 ergibt sich u = x,?,
v = y,;2. Damit erfiillen die Werte ,, y,, z; die Gleichung x,* 4 y;* = 2?2, und es ist
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(*1, Y1, z1) = 1. Aber
s<zl=as®<a®+b=:

bringt den Widerspruch.

6.5.  Gitterpunkte in ebenen Bereichen

Der Satz 5.37 von C. F. Gauss besagte, dafl die durchschnittliche GréBenordnung
von r(n) den Wert 7 hat. Er erlaubt eine geometrische Interpretation. Die Darstellung

Ra)=Xrk)= X 1

k=sz mint=z

1aBt sich deuten als die Anzahl der Gitterpunkte (m, n) in und auf einem Kreis mit
dem Mittelpunkt im Ursprung und dem Radius ]/; (Abb. 1). Das Ergebnis des Satzes
5.37

R(z) =z + 0(})

- ™
AN
4 N
\ /
N /
~
Abb. 1

ist anschaulich sehr plausibel. Ordnet man nimlich jedem Gitterpunkt den Flichen-
inhalt 1 eines anliegenden Quadrates mit der Seitenldnge 1 zu, so ist die Anzahl der
Gitterpunkte im Kreis in erster Naherung gleich dem Flicheninhalt za. Fehler ent-
stehen bei dieser Betrachtungsweise bei der Einbeziehung der Gitterpunkte in der
Nihe des Randes. So ist ein Fehler von der GréBenordnung des Umfangs des Kreises
in Rechnung zu stellen, was ja auch in der Formel durch O(V;) zum Ausdruck kommt.

Im néchsten Abschnitt werden wir sehen, daf sich dieses Ergebnis auf weitgehend
beliebige Bereiche iibertragt. Andererseits kann man damit rechnen, wenn man die
Spezifik spezieller Kurven beriicksichtigt, dal der Fehler unter Umsténden herab-
gedriickt werden kann. Fiir dieses Anliegen stellen wir im iiberndchsten Abschnitt
eine elementare Methode von I. M. ViNogrADOV vor, die wir nachfolgend auf spe-
zielle Bereiche anwenden.
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6.5.1.  Gitterpunkte in allgemeinen Bereichen

In der Ebene sei eine geschlossene Kurve € gegeben, die folgenden Eigenschaften

geniigt (Abb. 2):

(4) € ist doppelpunktfrei.

(B) @€ wird von einer vertikalen Geraden hchstens zweimal geschnitten.

©) Die Funktionen f,(¢) fiir den oberen Teil der Kurve und f,(t) fiir den unteren
Teil sind einmal stetig differenzierbar mit eventueller Ausnahme der Rand-
punkte. Dabei ist a <t <b,

(D) Es existieren die Integrale
b

[, v=12.

) |

N,

N
-

Abb. 2.

-

Satz 6.24. Es bezeichne N die Anzahl der Gitterpunkte und F den Fldcheninhalt
des von der Kurve € mit den Eigenschaften (A) bis (D) und der Linge 1 (I > 0) um-
schlossenen Bereiches. Dann gilt

N=F+0().

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir 0 <a <b und
£.(t) > 0 fiir » = 1, 2 annehmen. Rechnen wir die Gitterpunkte auf € mit, so bekom-
men wir

N= X [him]— X [fm]+0Q).
agnsb adasb

Dabei bezeichnet die erste Summe die Anzahl der Gitterpunkte unterhalb oder auf der
.Kurve y = f,(t). Davon subtrahieren wir die Anzahl der Gitterpunkte unterhalb der
Kurve y = f,({). Da in der zweiten Summe aber die Gitterpunkte auf dieser Kurve
mitgezihlt werden, miissen wir diesen Wert durch O(?) korrigieren. In beiden Summen
wurden die Gitterpunkte auf der ¢-Achse nicht beriicksichtigt. Nun ist

N= Z'b(fn(") — fa(m)) + 0(@).

asns
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Die Anwendung der Euler-Maclaurinschen Summenformel gibt mit fi(a) = fola),
fi(b) = fob), p(t) =t —[t] — 1/2.

b b
N = [{() = O} @t + [y(t) th'(0) — £/ () &t + O0)

b

=F+ [0 {h'©) — /') di + O(@).
Firv =1, 2 ist

H !
=~ [Vi+7A0dt < 5.
] 2

u]u

b 10
aj w(O) 1,/ (1) dt| = an () dt <

Daraus folgt die Behauptung.
Wir betrachten ein Beispiel, welches eine Verallgemeinerung des Kreises darstellt.

Definition 6.3. Es bezeichne r, x(») fiir natiirliche Zahlen k = 2 die Anzahl der
Darstellungen von n = 0 in der Form n = {ny|¥ 4 |ne|¥ mit ganzen Zahlen n,, ny. Es
sei

By p(x) = § 7o (1)

R, (%) gibt die Anzahl der Gitterpunkte in dem von € umschlossenen Bereich an,
wobei € entsprechend den Bezeichnungen des Satzes 6.24 durch

hl)) = (@ — [k, fo(t) = —(x — [tE)HE
gegeben ist. Der Flicheninhalt ist
= -,lf (x — ik dt — cpa?lk
0
mit
f (1 — thye gt @1
0

Fiir denjenigen Leser, der mit der Gammafunktion vertraut ist, sei
ore (%)
— e VP (22)

hinzugefiigt. Die Linge der Kurve ist durch

2k Z1E

=
I=4 VTF /P 0di= 4] e
[ [

(v — k)22l = Oy
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gegeben. Damit ergibt sich
R, i(x) = cra?l* 4+ O(atl¥). (23)

6.5.2. Die Methode von Vinogradov

Bei der Abschitzung der Anzahl der Gitterpunkte kann man prinzipiell so vorgehen:
Man betrachtet die Gitterpunkte auf und unterhalb einer durch y = f(£) > 0 ge-
gebenen Kurve bis zur Abszissenachse (ausschliefllich) zwischen der Geraden t = a
= 0 (ausschlieBlich) und der Geraden ¢ = b > a (einschlieBlich) (vgl. Abb. 3).

il

rd
CF0T =+ =+ L]
] =i
[l !
| [ Abb. 3
a t b —

Thre Anzahl ist

N= ¥ = ¥ {f(n)—%}— £ vl

a<n<b a<n<b

1
mit p(x) = & — [2] — = Die Abschitzung der ersten Summe bietet bei Anwendung

der Euler-Maclaurinschen Summenformel keine Schwierigkeiten. Die triviale Ab-
schitzung der zweiten Summe bringt mit O(b — a) die Qualitit des vorigen Ab-
schnitts. Da sich aber zp(f(n)) zwischen —1/2 und +1/2 bewegt, kann man versuchen,
die Qualitit der Abschiitzung durch das Wegheben positiver und negativer Anteile der
Summe zu verbessern. Hierauf bezieht sich die Vinogradovsche Methode. Wir folgen
der Darstellung in [6] und beginnen mit zwei Hilfssitzen.

Hilfssatz 6.8. Es seien n natiirliche Zahlen zy, %, ..., x, mitx; <N (1 = 1,2, ...,
n) gegeben. Dann kann man diese Folge ohne Anderung der Anordnung mit Ausnahme
von weniger als N Elementen in Klassen mit folgender Eigenschaft zerlegen: Die Anzahl
m der Elemente einer solchen Klasse 2,1, ¥yi0, -y Tyym 18t gleich der gropten in ihr
enthaltenen Zahl.

Beweis. Da der Hilfssatz fiir » < N trivial ist, kénnen wir gleich » = N an-
nehmen. Wir betrachten die ersten x; Elemente x,, @, ..., ,, der gegebenen Folge
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und bezeichnen mit «® die gréfte enthaltene Zahl. Es kann nur 2® =z, oder
22 > ; sein. Ist &® = x,, dann bilden diese Elemente eine Klasse im Sinne des
Hilfssatzes. Ist ®> z,, dann betrachten wir die Elemente 2, @, -- ., ¥; und be-
zeichnen mit #® die grofite Zahl von diesen Elementen. Fiir ® = 2(® .erhalten wir
eine gewiinschte Klasse. Fiir 2® > z® setzen wir das Verfahren fort und betrachten
Ty, Tgy -+ -y Ty Man erhilt so eine Folge von Elementefolgen, deren Elementeanzahl
eine streng monoton wachsende Folge bildet: z; < ¢® < &® < ---. Da allex; < N
sind, kann diese Folge nicht mehr als N Glieder haben. Man gelangt also nach hoch-
stens N Schritten zu einer Klasse, die den Erfordernissen des Hilfssatzes geniigt.

Bleiben hernach weniger als N Elemente iibrig, so ist der Hilfssatz bewiesen. Im
anderen Fall bilden wir eine zweite Klasse, indem wir nach dem letzten erfaBten Ele-
ment in gleicher Weise fortfahren und so weiter.

Hilfssatz 6.9. Es seien z, y, a ganze Zahlen mit x > 0, (v, y) = 1. Fiir die Funk-
tion g(n) gelte |g(x) — g(B)| < C fir &, p€ {a + 1,a+ 2,...,a + x). Dann ist mit

Yo) = o — 7] — =

2
atz
Xy (y——m ”’("”)i <0+,
m=a+1 X 2

Beweis. Es sei

‘3—}’ . (ym + y(M))_

x

S =

m=a+1
Wir unterscheiden zwei Fille:
1. C + —;— P %: Hier gibt die triviale Abschitzung |S| < % <C + -;—sofort

die Behauptung.
1 .

2. C + =& %: Es bezeichne g den kleinsten Wert von g(m) fiic m € { a 4 1,
a@-+2,...,a+ z} und g(m) = g + gy(m), so daB fiir diese Werte von m die Unglei-
chung 0 < g,(m) < C besteht. In S ersetzen wir ym -+ [¢] durch seinen kleinsten,
nicht negativen Rest « modulo z. Damit wird

S=2’:w("+q_§] +92(u))

mit 0 < gy(u) < C. Wir zerlegen die Summe in zwei Teilsummen. In die erste Teil-
summe nehmen wir alle Glieder mit 0 < u < 2 — €' — ¢ + [¢] und in die zweite
Teilsumme alle Glieder mit # — €' — ¢ + [¢] < u < x auf. Fiir die Glieder der ersten
Teilsumme ist

u + g — [g] + g2(%)
x

0= <1,
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und fiir die Glieder der zweiten Teilsumme ergibt sich bei Beriicksichtigung von
c 1 x
+ E < E‘
o tta— Mt e@ o
x

Setzen wir

w(" +9—lgl+ yz(u)) _uta— gl + @ _; + h(w),
x x 2
s0 ist A(u) = O fiir die erste Teilsumme und A(x) = 0 oder k(u) = —1 fiir die zweite

Teilsumme. Da die zweite Teilsumme hochstens C + ¢ — [¢] Glieder enthilt, folgt

z\:'l(“+q_[Q]+”’(”)_i)—0~q+[q]ss
= , 2 =

u=0 x
<5 (u +q—[q]+qz(u)_i).
_ut'o T 2

Mit 0 < go(u) < C ergibt sich hieraus

—C0<sS=—+0C.

SIS

Satz 6.25 (VINOGRADOV). Es seien a, b, k, z reelle Zahlen mita < b, h =1,z > 29.

. . - ’ .1 1
Fiira <t < b sei f(t) zweimal stetig differenzierbar, und es sei W < 1'(t) £ — bhzw.
z z

1 1
— < —f"(t) £—. Dann st
h - z

b—a
z

2 (i)

a<n=b

< 2h< + 1) (2 log z)23. (24)

Beweis. Wir fithren den Beweis in mehreren Schritten. Dabei kénnen wir ohne
weiteres b — « > 2 annehmen.
1. Ist a<n<b—1, so folgt aus f'(n + 1) — f'(n) =f"n+39) 0<H <1)
entweder stets
1, ] 1
—=fn+1)—fn)=—
hz z
oder
1 , , 1
—=f(m)—fn+1)<—.
hz z
Ist k die kleinste der Zahlen f'(r) mit @ < n < b, dann ist die gréBte kleiner als
b—a
k+

. Die Anzahl der Zahlen f'(n) mit ¢ < f'(n) < d ist hchstens kz(d — ¢)+ 1.

z
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2. Wir fithren eine Zahl 7 ein, die zundchst nur der Ungleichung 4 < 7 < ]/k ge-
niigen soll. Spéter werden wir sie prézisieren. Nach Satz 4.7 gibt es ein Paar ganzer

Zahlen z(n), y(n) mit

1
(n) f'(n) — y(n)] < e
)_1 und 0 < 2(r) < 7. Nunmehr teilen wir die Zahlen z([a] + 1

(r n), y(n
., 2([b]) geméB Hilfssatz 6.8 mit Ausnahme von héchstens = Zahlen in
s @(&, + n,) gegeben.

z([a] + 2), ..
Klassen ein. Eine solche Klasse sei durch a(x, + 1), 2(x, + 2),
In ihr befindet sich eine Zahl x(B,) mit (f,) = n,. Hierfiir gilt

1
[nf () — y(B) < - O0<n =7,
rey=28, 8 < (25)
n, -m,
3. Wir betrachten die Summe
ayny,
S, = 3 y(fn),
n=a+1
). Wir erhalten

setzen n = f, + m und henutzen die Taylorentwickhmg von f(n

) ar—Brtny

s= T 10+ w00 + 5 170, 4 mo)

m=ax,—f,+1

mit p = g(m) und |o(m)| < 1. Wegen«, + 1 < 8, < &, + n,ist —n, < m < n,. Nach
Vomussetzung ist

S I' <1')I2
E‘ +Z fﬂ+m” =§-

Setzen wir
f”(ﬂ + mo) = —6("71):

so ist 0 < o(m) < 1. Verwenden wir dies und (25), so entsteht
om

nf(By) + my(B.) +— = —G(M)

ay—By+ny
8, = p
m=ay—Py+1 N
Hierauf kann Hilfssatz 6.9 angewandt werden. Mit den dortigen Bezeichnungen ist
— B

r=n,y=yp)a=ux

3
gm) = mf() + 2= + 2% otm),
T 2z
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so daB sich
3
C = 2 + L

T 2z

als geeignet erweist. Folglich ist
n, n? 1
18, < - + e + 3
4. Nun schreiben wir
Z ylfm) = I8, + X ylfr).
a<nsd v T

Dabei ist die Summe iiber » entsprechend der in Teil 2 vorgenommenen Klassen-
einteilung zu bilden. Die Summe iiber » wird iiber diejenigen Zahlen erstreckt, die
sich der Klasseneinteilung entziehen, von denen es aber hochstens v Zahlen gibt. Da-
her ist

T

n, n,3 1
I n<2n‘§b w(f(n)) = ;‘ (T o 2 T ?) * 2

und wegenn, < 7,4 <7 <}z

T

1 72 T
|,<Z..§b“’(ﬂ"))|<(?+2_z) b—at1)+-+—

2
: ‘
<(i+’—)(b—a)+z+£. 26)
T 2z 2

Hierin bedeutet 7' die Anzahl der Klassen.
5. Fiir die Zahlen 2(«, + 1), 2(x, + 2), ..., 2(x, + n,) gilt

ay+n, 1 atn, L
nemt1 T(M) T almsr My o
Deshalb haben wir fiir die Anzahl 7' aller Klassen
r< » L

Tadnse 2(n)’

Jetzt ist festzustellen, wie oft sich derselbe Wert () in der Summe wiederholt. Zu
gegebenem x kénnen nur solche Werte y gehéren, fiir die

1
l=f'(m) —yl < —
T
gilt. Bezeichnet k die kleinste der Zahlen f'(n), so folgt daraus und nach Teil 1

1
o) — = <y <alt) + =,

z T

kx~l<y<(k+b_a)r+l. -
T
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Die Anzahl der m('iglichen Zahlen y ist deshalb héchstens
b—

b—
75+ +1/ J.+-—

Zu einem gegebenen Paar z, y konnen nur solche Werte f'(n) gehéren, fiir die

1 1
L= <rm<dped)
x T
gilt. Nach Teil 1 ist die Anzahl dieser Zahlen f’(n) héchstens
2hz 3hz
_— 1<—

™ ™

wegen & < T < ]/;, h = 1. Insgesamt kénnen zu einem gegebenen x héchstens

i, 855
z 2/ =

Zahlen f'(n) gehéren. Daher ist

T<h X (3b_“ + 9:)1'
T x

0<z<rt 2t
Mit
1 1
) —<logr+1<—logz+1,
o<z<r ¥ 2
1 ® 1 nz 5
— =l —
0<Zz‘<r 2 2 22 3

ergibt sich

3 15 =z
T<h|=
T 7 )

6. Setzt man diese Abschitzung in (26) ein, so erhdlt man

5 15hz

<);S byz(}(n)) | <!h(b — a) (—

+ .

72 3
2
E TR TR ng)J"

Diese Abschiitzung wird besonders giinstig, wenn man noch v = (z log z)3 wiihlt,
wobei mit z > 29 die Bedingung 4 < 7 < Vz sicher erfiillt ist. Somit wird fiir z > 29

x wf(n)l & Zh(b— + ]) (z log 2)2/3,

a<n<

Es sollen jetzt einige Anwendungen des Vinogradovschen Satzes gegeben werden,
die wir in der Form von Hilfssitzen formulieren, da sie in den nichsten beiden Ab-
schnitten benétigt werden.
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Hilfssatz 6.10. Fir x — oo st
= .,;(Vm) = O(x"P(log x)?13).

o=ns|/%
Beweis. Mit den Bezeichnungen des Satzes 6.25 ist

10 =@—epe,  [() = —a(x — @)

und im Intervall 0 < ¢ < l/%

L_ e A () 23/8_IT
x l/x

Daher ist z = 2-3/2 ]/; > 29, h = 232,

b—a
—_— =282 = 0(1
z V:l“l/ e

Aus (24) ergibt sich sofort die Behauptung.
. Fiir « — oo st

Hilfssatz 6.11. Es sei k eine natiirliche Zahl mit k = 2
X (@ — vk = O(x*%(log x)%%).

%<»"§z
Beweis. Es ist
-2
ft) = (x — e, fr(t) = —(k — 1) at*~2 (x — rl)* .
t) fiir #* — x gegen — oo strebt, kénnen wir nicht so rasch wie im vorigen Bei-

Da f"(2)
spiel den Vinogradovschen Satz anwenden. Wir werden uns an die Stelle t* = « heran-

tasten und bilden mit noch geeignet zu wihlendem y

2 W(f(")) =8+ 8,

z2<n*<z

Si= T, S=5T,
1=v<y vy

Ty= p(f(n)).

2(1-27")<n*<z(1-27")
Die in 8, auftretenden Summen 7', werden mit der Vinogradovschen Methode, S,
spiter trivial abgeschitzt. Fiir die Anwendung des Satzes 6.25 auf 7', in .S, ist

—.))1/1: b= (J:(l — 92— 1))1’1.,

-3 5 w+n(2-3) <k—1) 2(-+1)(-:7%) o

a = (z(l =9
1
—=<(k—1a F(1—
a 2 " .
Wz k-1 Fa—2) F 2‘(2 ) >(k—1)2F " 2'(2_k) 2
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Fiir 2 und z finden wir hieraus

1,
P S S 7Y
kE—1

Wihlt man « hinreichend groB, so ist fiir alle » < y die Ungleichung z = 29 gesichert,
falls wir
-
W — cp2k—1

mit einer geeigneten Konstanten ¢ festlegen. Weiter ist

b—a

1 of1-L!
—k—1) 2(u+n('2—7) ((1 — 2-ryk (1 — 2—v)l/k) = 0(2 (1 k))
Damit ergibt sich aus (24)
v(o, 1) 2
T, = 0(2_?{(1+T) 23k (log x)ﬂﬂ),

und da fiir die Abschitzung von 8, iiber » bis co summiert werden kann

2
8 = O(xa" (logx)’“).

Durch triviale Abschitzung von S, erhalten wir

- 1 » 1 ~V\1/k
18| = m_g»%;"kgw(/(n))l < = [ — = [x(l — 27K
L 1 e 1
g =g (w1 — 2)ux + 5
a1
= O(aVk2-v) :O(x" 2"_‘).
Wegen
1 1 2
PR ET

ergibt sich aus den Abschétzungen von §; und S, die Behauptung.

Hilfssatz 6.12. Isty.= 1,7 > 0,1 < 4 < B, A™?* > 29r(r 4 1) y, dann gilt

D S
2wt l O(y”aB 3 (log 3)213) fir r <1,

oy (Ll) = 0(y~mB T (log B)M) + { O(y!5(log B!¥), fir r=1,
A<k=B er

1—

O(y”“ 43 (logB)m) fir > 1.
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Beweis. Die natiirliche Zahl N seiso gewiihlt, daB 42¥-! < B < A2¥ gilt. Dann ist
y N—2
X ,,,(L_') =YR+R
<B v=0

Y Yy
R, = =), R= =l
42’<§§Az-+'v(l€’) _AZN’é‘kéB VJ(L")

Fiir N = 1 entfillt dabei die Summe auf der rechten Seite. Wir wenden auf R,und R
Satz 6.25 an. Fiir die Summe R, ist

mit

a=A2, = A2, ft) =y, ') =r(r + 1) yt—r2,
TS VISpNES (1)
T (AZ')'+2 (A2v)r +2
z:&, b=+, b__a_='_(i+_l)il_
rir+ 1)y z (42y+1

Dies gilt alles auch fiir die Summe R, wenn many = N — lund b = B < A2¥ getat.
b—
Fiir

2. erhilt man den angegebenen Wert als obere Schranke. Somit ist
N+1 1—r 2(r+2)
¥ (L) = x> {0( 3 (42 3 ) + 0( —23 (42) 3 )} (log B)*/3.
1S \F) 5

Die Auswertung der Summe iiber » gibt die Behauptung.

6.5.3.  Das Kreisproblem und Verallgemeinerungen

Mit Hilfe der Vinogradovschen Methode geben wir eine Verbesserung der Abschiitzung
des Satzes 5.37.

Satz 6.26. Fir die Anzahl der Gitterpunkte R(x) im Kreis & + o2 < w gilt
R(x) = 7z + O(213(log 2)*/3).

Beweis. Esist

Bao)= 3 1=144ffe]+4 ¥ 1
n*+m*<z nmi=z
mm=1

=1+4fa]+4¢ ¥ 1+4 ¥ 1

n+mi<z n*rmt=z
z z
ISm'sy,ngl m'>-z—,ngl

=1+4fHl +4 3 [r—m]+1 5 {[V‘_—’ﬁ] _U/_J}

1§mls_2‘ 1=p'<

=1+4[]/;]—4h[:|+8 22[1/_—;2]

sl
1= ":2

.a|h
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Mit p(y) =y — [y]— % ergibt sich

R@) = —2x + 4}z +8 l/%w(l/%)

+8 ¥ Yr—m—8 X yla—nd)+o00).

z
== — S=n's—
l_néz 1=w'=5

Die Anﬁendung der Euler-Maclaurinschen Summenformel liefert

=2 Va2
R(r):—21+8/Vx—t2dt— sfi’(izdz—s 5 oz = =) + o).
I 0 2 =it mg%

Das zweite Integral schitzen wir durch partielle Integration zu O(1) ab. Somit folgt

iz
Re)=4[Yo—eat—8 35 y(fz—m)+00)
0 z

ns—
-2
—ax—8 3 y(fr — u2) 4 0(1).
n'éi
2
Hilfssatz 6.10 gibt nun die Behauptung.

Als Kreisproblem bezeichnet man die Aufgabe, das Infimum, # = inf «, in der Ab-
schitzung

R(x) = ax 4+ O(2*)
zu bestimmen. Historisch gesehen nahm dieses Problem seinen Ausgangspunkt bei
C. F. Gauss,der 9 < %, das ist unser Satz 5.37, bewies. Ganz einfach kann man auch
@ = 0 zeigen, wie folgender Satz belegt.
Satz 6.27. Die Gleichung
R(x) = 7x 4 o(1)
vst falsch.
Beweis. Wir nehmen an, es sei R(x) = mx + o(1) richtig. Dann ist mit einer
natiirlichen Zahl n

0=R(n+%) — R(n) :n(n +%) — an + o(1) :% + o(1),

was einen offensichtlichen Widerspruch darstellt.
Den ersten Fortschritt gegeniiber dem klassischen Resultat erzielte W. SIERPINSKI, der
1906 nach einer Methode von G. F. Vorowor & = % zeigte. Sein Beweis wurde im Laufe der

Jahre stark vereinfacht, und I. M. ViNocrADOV konnte 1917 diese Abschidtzung bis auf einen
logarithmischen Faktor sogar elementar beweisen, wie wir gesehen haben. G. H. HaARDY und
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E. LANDAU wiesen 1915 & = %nach, was man nach einer 1956 von P. Erpnés und W. H. J.

Fucns entwickelten Methode jetzt auch elementar beweisen kann. Diese untere Abschitzung
steht heute noch. Hinsichtlich der oberen Abschiitzung setzte mit den grundlegenden Arbeiten
J. G. vax DER CorPUTS (1890—1975) in den zwanziger Jahren eine stirmische Entwicklung

ein. Er unterbot 1923 als erster die ominése Zahl —;— und erreichte & < % Zahlreiche
Autoren verbesserten in den folgenden Jahren diese Abschi g. Das beste Resultat steht bei

9= % und stammt von WEN-LIN YIN aus dem Jahre 1962.

Als Verallgemeinerung des Kreisproblems betrachten wir jetzt die in Definition 6.3
gegebene Funktion Ry i(x). Gegeniiber der Abschitzung (23) zeigte 1966 B. RANDOL

1 1
tiir gerade & > 2 und auch, daB diese Abschiitzung nicht mehr zu verbessern ist. Wir
zeigen noch weit mehr:

Erstens gilt diese Aussage auch fiir ungerade k. Zweitens kann man dieses Ergebnis
dahingehend verbessern, daB man noch eine Funktion der genannten GréBenordnung
préizis angeben kann und dann den Rest noch weiter abschitzt. Es handelt sich um
die Funktion

z 1
@) = —8 [ -1k — )F " ity de, @7
()

EsNE=2 ()=t —[t] — % mit 2/ anstelle von x. Wir zeigen zunichst, daB

k() von der behaupteten GréBenordnung ist.

Hilfssatz 6.13. Fiir x — oo st

-1
o) = O(x "’).
Beweis. Wir bilden mit y* = o — zk-1

ou(x) = I, + I,

Il

v 1_
L= —8 [ttt — % iy,
0

z 1
I = —8 [ =1k — i F " () e

v

t
und schitzen die Integrale einzeln ab. Mit y,(t) — f y(7) dv ist
0

1 Y i.
L= =8t — )% ) +8 f %{l*“(’f*—tﬂ” l} valt) dé

0

= o(yk—l(z.k = yk)%_l ) = O(xl_%).
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Fiir I, erhalten wir aus
z 1
Ll S 4 [ otz — ) dt = d(at — it
v
I, = O(xl_%) .
Daraus folgt die Behauptung.
Satz 6.28 (KrATzZEL). Fiir k = 3 ist
R, () = cqa?l® 4 O(2%°(log 2)%%)
und fiir k> 3
Ry @) = ek + gu(@) + 0% (log 2)°7)
mit der durch (27) gegebenen Funktion op(x) und

0

Bemerkung. Bei Heranziehung schiirferer Methoden kann man die Abschéitzung

noch so weit verbessern, da$ man auch im Fall £ = 3 die Funktion gy(z'/3) = O(«**)
explizit herausziehen kann. :

G =

Beweis. Wir gehen prinzipiell wie im Beweis zu Satz 6.26 vor, modifizieren aber
etwas im Hinblick auf die Anwendung des Hilfssatzes 6.11

Rpr)= X 1=1+4@"+4 X 1

|nl*+|m|* <z nkimt<sz
n,m=1
=144 +4 ¥ 14+4 31
nktmk<2 n*+mESz
mEsL 1smsZ
2 2
2 \1k]2
=1+4[11/’=]+4{(—) ] +8 3 1
2 ntimt<z
mes>Z
2
a \1K]2
=1+ 4 [(—) ] +8 3 [@—mph.
2 %<m"§s

Mit p(y) =y — [y] — % ergibt sich

Rypx) =4 (%)2//: _8 (I_‘)llk . ((1)1/::) £8 5 (w—mhy

2 2 %<m'sz

—8 X y(@—mhH) 4 0Q).

%<m"§z
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Die Anwendung der Euler-Maclaurinschen Summenformel liefert

2k Zile

2 \2lk -
Roa(x) = 4(%) +8 [ (@t —8 [ iz — yF () de

o ()"
—8 Xyl — mH + 01

z
—<mF=z
2 =

und bei Verwendung von (27)

Tk
Ryp(a) =4 f @ — Q4 gallh) — 8 5 y((@ — mb)¥) + 0(1).

—<m"s:
Der Hilfssatz 6.11 gibt
Ry (@) = calk + gi(xll¥) + O(2*/3(log 2)2).

Bei Beriicksichtigung von Hilfssatz 6.13 ergibt sich fiir ¥ = 2 nochmals der Satz 6.26
und fiir £ > 2 der Satz 6.28.

6.5.4. Das Teilerproblem und Verallgemeinerungen

Es wird eine Verbesserung der Abschétzungdes Satzes 5.39 mit Hilfe der Vinogradov-
schen Methode gegeben.

Satz 6.29. Fiir die Anzahl D(x) der Gitterpunkte unterhalb und auf der Hyperbel
fp=u (£>0,7>0)gilt

D(x) = zlogx + (2C — 1) @ + Of*(log x)3?),
worin C die Eulersche Konstante bedeutet.
Beweis. Es gilt
D)= ¥ 1=2 ¥ 3 1-[a

1=nm=z 1=0s)z mg%
—2 ¥ [1] — [z
1=z L® [ ]

2

M

R T N |

=2 ¥ Z_aqofzlir)-2 3 y)( )+0(1)

1=tz " 150sVz

=zloga + (20 — 1) —2 Y tp( )+0(1)

1=nsVz
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Auf die verbleibende Summe
2, ), 2o o
1zn=¥z \"/  oayps<nsiz \"

wenden wir Hilfssatz 6.12 an, indem wir dort y =2, r = 1, 4 = (392)YS, B==
setzen. Die Voraussetzung A3 > 58y ist somit erfiillt, und wir erhalten

x
== /!
3 o(%) = ofeog 27

1=nsVz
und damit die Behauptung des Satzes.
Als Teilerproblem bezeichnet man die Aufgabe, das Infimum, ¢ = inf g, in der Ab-
schétzung
D(z) = xlog x + (2C — 1) x + O(xf)
zu bestimmen. Seinen historischen Ausgangspunkt hat dieses Problem bei P. G. L.

DiricHLET gefunden, von dem nach Satz 5.39 ¢ < 1 stammt. Auch hier 1aBt sich
9 = 0 ganz leicht zeigen. 2
Satz 6.30. Die Gleichung
D(z) = xlogx 4 (2C — 1) @ + o(log x)
ist falsch.
Beweis. Wir nehmen an, die Gleichung sei richtig und bilden mit einer natiirlichen
Zahl n
1
0= D(n L %) — D(n) = (n 4—%) log (n + ;) — nlog n + o(log n)

I
|

1 1 1
(n + ?) Iog(l +%) + E]ogn -+ o(log n)

= %log n + o(log n).
Dies ist aber offensichtlich ein Widerspruch.

Die Entwicklung des Teilerproblems verlief weitgehend parallel zum Kreisproblem. G. F.
Voroxor (1868 —1908) zeigte 1903 ¢ < %, was 1917 I. M. VINOGRADOV elementlar beweisen
konnte, wie aus unserem Satz 6.29 ersichtlich wird. G. H. HARDY wies 19158 = Znach, was
H. E. RicHERT 1958 auch elementar gelang. J. G. vaX DER CORPUT brach 1922 den klassischen
Rekord # = -:1}— und erzielte ¢ < E In den folgenden Jahren gab es zahlreiche Ver-
besserungen bis hin zu ¢ < % durch G. A. KoLESNIK im Jahre 1973.

Mit Hilfe der Vinogradovschen Methode soll abschlieBend eine Verbesserung der
Abschiitzung von D(a, b; x) des Satzes 5.40 hergeleitet werden.

Satz 6.31. Fir1 <a <byilt

1
D(a, b; z)=¢ (%) lla + C(%) 2100 + o(xzaﬂz (log 1)2/3).
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Beweis. Aus dem Beweis zu Satz 5.40 iibernehmen wir

o=, 5.0 2 [ )T

) 1.
Mit y(y) =y — [y] — 5 ist

la /b =2 =L ff A
D(a,b;x)= Y {(—m—)l + (_1._)1 } == gt 21"+”w(x“+")
1=n*"t=z

nb ne

_1§..§§,{'” ((%)/) + 'P((ni)/b)} +oq).

Entwickeln wir die erste Summe mit Hilfe der Formel (10) aus Kapitel 5, so erhalten
wir

D(a,b;2)=¢ (i) whla C(%) 2 - A(a, b; x)
a

Aa, b; 2) = - %»g, {w((%)”) y ((%)m)} +0(1). (28)

Fiir den ersten Teil der Summe bilden wir
2 \1/a N et
YN s ) 1 o)
15--2;'5;” (( "") ) A<%‘§Bw(( "l") )

und wenden darauf den Hilfssatz 6.12 mit
a 1
y= :c”", r = i > 1’ A4 = (29£(i + 1)1.1/1;)2111—!7’ B :xu-(—b
a a\a

an. Wir erhalten
/g \Va 2 1
> ‘”((—») ) = 02 (log 2)3| + O\ **(log x)*®
1=neivgz \\0
L
= O(:vz'”b(log :r)'-”“). (29)

"Fiir den zweiten Teil der Summe (28) bilden wir analog

2\ 1/t 2\ ‘_)
ZE) 2 @) o)
' z ns

indem wir jetzt entsprechend Hilfssatz 6.12

b 1

y = ail, ,.=%<1, A:(QQ%(%+1)x1/b)a+2b’ B — 21t
D
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setzen. Es ergibt sich

2 \1/b =2 L
Z 1/J((_> ) =0 :r:"'”'b)(log 1.)2/3) s O\ zo+20
1=a2t<z

ne
= O(ms‘“*b’(log .1-)213). (30)
1 2
Setzt man (29) und (30) in (28) ein, so folgt wegen s P die Be-
hauptung. 2a+b" 3(a+b)
6.6.  Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln

Wir betrachten die Anzahl
By(x) = 2 1

i ngt bt sz

der Gitterpunkte in einer k-dimensionalen Kugel (k = 2). In Hinblick auf Satz 6.24
werden wir auch hier erwarten kénnen, daB sich die Gitterpunktanzahl in erster
Niherung durch das Volumen der Kugel approximieren 148t. Bezeichnet V; das
Volumen der k-dimensionalen Einheitskugel, so ldft sich V; iiber V; = 2 durch die
Rekursionsformel

+1 £=1,
Vi = Vi f 1—e) 2 dt
-1

berechnen. Dabei ergibt sich insbesondere V, =z, V; = i 7w Vy= k] 7% In Ver-
allgemeinerung von Satz 5.37 erhalten wir: 3 2
Satz 6.32. Es st
E=1
Ry(z) = Viahl2 O(J: £ )

Beweis. Fiir k = 2 ist die Aussage nach Satz 5.37 richtig. Nehmen wir ihre Rich-
tigkeit fiir k — 1 an und schlieBen auf .

Ry(x) = 2 1= Y R, (x — n?)

ntpmgdtoebni Sz =z
k1 =
=X {V N 0((1' — ) 2 )}
nisz

Nach der Euler-Maclaurinschen Summenformel ist

3 = V= k=3 k1
Ryw) = Vi [ (@ — ) % dt — (k= 1) Vi [ v tle —e)* a4+ 0(.r 2 )
-1z -Vz

2

k=1
= Vyatl2 O(x )
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Im Unterschied zu allen bisherigen Restabschéitzungen kénnen wir die Abschiit-
zung des Satzes 6.32 fiir & = 4 erheblich verbessern. Das liegt an der besonderen
Struktur der zahlentheoretischen Funktion r,(n) in

RBy(x) = X' ry(n),
<

die sich nach Satz 6.17 durch Teilerfunktionen darstellen laft.
Satz 6.33. Fir k = 4 qilt

k
—_1
Ry(zx) = Va2 ()(ac2 log x). (31)
Beweis. Wir behandeln zunichst den Fall k& = 4. Nach Satz 6.17 ist

R@)=Xrm=1+8 X om)—32 % ofn).

nsz 1<n<z 1=n=z/4
Nun ist nach Satz 5.40
"2
2 o(n) == 2® + O(x log x)
1€nsz 12

und damit
2
Ry(z) = % 22 + Oz log 7).

Ahnlich wie im Beweis des vorigen Satzes schlieBen wir durch Induktion auf beliebiges
k. Der Satz sei fiir £ — 1 als richtig angenommen, so ist

Riye) = Y Rpa(v — n?)
n*<z

k—1 A;l
= {'V,,_l(x —n?) O(x % log 1)}
n'sz = k—l_l i_l
= Va2 — 2(k — 1) Vi f pt)tx — ) 2 dt + 0(12 log a:)
0

1

E_ ' =
— Vi £ Ok — 1) Vieya® f wllz iz {t(l —p 1} at
0

k k
LI ——1
+ 0(1‘.2 log x) = Tkl 4 0(1*2 log x).
Der Satz 6.33 ist insofern bemerkenswert, daf die Abschitzung bis auf den logarith-
mischen Faktor genau ist. Das heifit, der Expouent—;i — 11im O-Glied kann durch

keinen kleineren ersetzt werden. Das harmoniert mit dem Satz 6.27 und kann ebenso
einfach nachgewiesen werden.
Satz 6.34. Die Gleichung

k
Ru(x) = Viabl2 4 o(xz _‘) 32)
st falsch.
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Beweis. Wir nehmen an, die Gleichung (32) ist richtig. Fiir natiirliche Zahlen » ist

dann
1 1\k2 -f—;—x
0= R,,(n + ?) — Ri(n) = I’k{(n + T) — n"/Z} 4 o\n?

B ing L
:V;,In2 +o(n2 ),

was einen offensichtlichen Widerspruch darstellt.
In (31) kann man fiir k¥ > 4 in der Restabschitzung den logarithmischen Faktor
noch beseitigen, so daB man mit

k
Ry(x) = Viakl? 4 0(:(2 ')

eine endgiiltige, nicht mehr zu verbessernde Abschitzung erhélt. Es soll dieses Re-
sultat nicht vorgestellt werden, sondern nur darauf hingewiesen werden, daf fiir
k = 4 eine andere Situation vorliegt.

Satz 7.34. Die Qleichung
Ry(2) = Va? + o(x log log x) (33)
st falsch.
Beweis. Nach Satz 5.26 gibt es unendlich viele natiirliche Zahlen n,, fiir die
a(n,) = o(n, log log n,)

falsch ist. Es ist aber nicht nétig, die damals verwendete Zahlenfolge {n,} zu be-
trachten. Wir kénnen es uns etwas einfacher machen. Wir betrachten fiirv = 2, 3, ...
die Zahlen

n=1.3.5..(—1) =

Nach der Stirlingschen Formel ist
log n, = log (2v)! — v log 2 — log »!
=ylogv + O(»)
und daher
log log n, ~ log » (v — o0).

Hieraus und aus

v

)=tz o =mn,

tiny =1 20 — e

=mn, {log (2v) — 71)- log v + O(l)}

1 v
- —n,
(4 [

4
IS

)
-
Il

1

n

= % log v + O(n,)
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folgt, daB jedenfalls

fals

fals

a(n,) = o(n, log log n,)
ch ist. Nach Satz 6.17 ist r4(n,) = 8a(n,). Also ist auch

r4(n,) = o(n, log log n,) (34)
ch. Nehmen wir nun im Gegensatz zur Behauptung die Richtigkeit von (33) an.

Dann hildet aber

r4(n,) = Ry(n,) — Ry(n, — 1) = o(n, log log n,)

einen offensichtlichen Widerspruch zu (34).

6.7.

1.

w

Aufgaben

Es sind die simtlichen Gitterpunkte auf der Parabel 9a® - 422y + 49y> — 5y — 4 = 0
zu bestimmen.

. Man beweise: Unter allen Primzahlen gestatten genau diejenigen, fiir die

a) p =13 (8) gilt, die Darstellung p = 2> + 232,
b) p=1,9 (14) gilt, die Darstellung p = 2® + Ty, wobei 2 und y natiirliche Zahlen sind.

. Es ist zu zeigen, dafl 2713 eine Primzahl ist.

5. Der Zusammenhang zwischen den Darstellungen einer Primzahl p als Summe von zwei

SR

10.
11.
12.
13.
14.

15.

16.

19.
20.

Quadraten natiirlicher Zahlen mit den Lésungen der Kongruenz 2= —1 (p) ist zur
Losung von 22 = —1 (2713) zu benutzen.

. Besitzt die Gleichung 2*> — 11y® = —1 Lésungen in ganzen Zahlen?
Es sind die Losungsklassen von a) u* — 11* = 5, b) u? — 11»® = —7 anzugeben.

. Die Anzahl der Darstellungen einer ganzen Zahl als Summe von zwei Kuben ganzer Zahlen

ist endlich. — W. SIERPINSKI.

. Keine ganze Zahl der Form 9% - 4 ist Summe von drei Kuben ganzer Zahlen. — W. SiEr-

PINSKIL

. Welche Primzahlen p sind a) Summe, b) Differenz von zwei Kuben natiirlicher Zahlen.

Es sind alle rationalen Punkte auf den Kurven 22 4 3y® = 7 zu bestimmen.

Bilden die Zahlen a, b, ¢ ein Pythagoriisches Zahlentripel, so ist stets 60 | abc.

Man ermittle alle gleichschenkligen Dreiecke, deren Seitenléngen und Flicheninhalte ganze
Zahlen sind.

Es sind alle natiirlichen Zahlen z, y, z mit (,y, 2) = 1 anzugeben, die der Gleicnung
% + 2y* = 2* geniigen.

Man zeige, daB die Gleichung x* + 4y* = 2% mit (2, y, z) = 1 keine Lésungen in natiir-
lichen Zahlen besitzt.

Man zeige, daB die Gleichung * + y* + 2* = ?® unendlich viele Lésungen in natiirlichen
Zahlen z, y, z, w mit (z, y, z) = 1 besitat.

Hinweis: Man benutze die aus a® + b*> = ¢ folgende Identitit (ab)* + (ac)* 4+ (bc)*
= (c* — a®?)? — W. SIERPINSKI.

Fiir jede natirliche Zahl » existiert in der Ebene ein Kreis, der in seinem Inneren genau n
Gitterpunkte enthilt.

Hinweis: Auf der Peripherie eines jeden Kreises mit dem Mittelpunkt (ﬁ,i) liegt
héchstens ein Gitterpunkt. — H. STEINHAUS. 3

. Jede Kugel mit dem Mittelpunkt (VE, V3, Vg) geht durch hochstens einen Gitterpunkt. —

W. SIERPINSKI.

. Der Kreis (x — }/—)2 y — V/_)g = 4 enthilt genau einen rationalen Punkt.

Der Kreis &* + (y — V2) = 3 enthiilt genau zwei rationale Punkte.

Jeder Kreis mit drei rationalen Punkten enthalt unendlich viele rationale Punkte.
Hinweis: Jeder Kreis mit drei rationalen Punkten hat einen rationalen Mittelpunkt. —
W. SIERPINSKI
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Im dritten Kapitel waren wir bereits auf den Begriff der Partition gestoBen. Es
handelt sich um die Zerlegung einer natiirlichen Zahl in eine Summe von natiirlichen
Zahlen. Hier geht es vornehmlich um die Abschitzung der Anzahl solcher Zerle-
gungen. Dabei ziehen wir auch Zerlegungen in eine beschrénkte Anzahl von Summan-
den in Betracht. AbschlieBend wenden wir die Ergebnisse, wie bereits in Kapitel 3
ebenfalls angedeutet, auf die Anzahl der nicht-isomorphen abelschen Gruppen n-ter
Ordnung an.

71.  Elementare Eigenschaften

Definition 7.1. Fiir k € N bezeichne Py(n) die Anzahl der Partitionen der natiir-
lichen Zahl n i héchstens k Summanden natiirlicher Zahlen. Ferner sei P;(0) = 1 ge-
setzt.

Es ist natiirlich P;(n) = 1. Py(n) ist gleich der Anzahl der Darstellungen von % in
der Form n = ny + n, mit 7, = n, = 0. Wir wollen Py(n) berechnen.

Pm= ¥ 1=% 3 143 51

mtna=n matm=n 2 ntne=n
mZng n=ny
L fii =0 (2
=n+1+ 5 iir n= (2),
2
0 fir n=1 (2)
Damit ergibt sich
n
Py = [;] 41 &)

Die Berechnung von Pjy(n) fiir k¥ = 3 bringt sehr schnell erhebliche rechentechnische
Probleme mit sich. Wir leiten fiir Pj(n) eine Rekursionsformel her und benutzen diese
fiir Abschitzungen. Py(n) gibt die Anzahl der Darstellungen von 7 in der Form

n=ny g Ay, M Nz 220
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an. Dies kann man auch in die Gestalt
n = (N — M) + 2(ny — ny) + -+ + kny
=my + 2my 4 - + kmy, My, My, ooy My, = 0
bringen. Mit |z| < 1 bilden wir hieraus ableitend die erzeugende Funktion
k

F);‘.Z) o EPI;(").Z" = Zw' f ZMit2myteetkmy H (1— zv)fl_ (3)
n=0

m=0 m=0 v=1
Diese Funktion hat fiir £ = 2 die Eigenschaft
(11— 2) Fefa) = Fiy(a).
Andererseits gilt
(1= 2) Fi) = S i) (1 = #) 2" = T Pyl 28 — 3 Py~ 12",
n=0 =0 n=

Vereinbaren wir noch Pi(m) = 0 fiir m < 0, so haben wir

(1= ) Fye) = 5 (Puln) — Pyln — B)) 28 = Fia(2) = 5 Py(n) 2.
n=0 n=0

Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich
Py(n) — Py(n — k) = Ppy(n).

Damit haben wir fiir Pi(n) eine Differenzengleichung, die die Funktion rekursiv zu
berechnen gestattet. Wir haben also bewiesen:

Satz 7.1. Durch die Differenzengleichung
Py(n) = Py(n — k) + Pry(n)

mit Pe(n) =0 fiir n <0 und Py(n) = 1 fiir n = 0 dst Pi(n) fiir k = 2 rekursiv be-
stimmdt.

Wir benutzen diesen Satz zur Abschitzung von Py(n). Nach (1) ist

n+ 2

2

Pyn) = Pyn — 3) + [%J L 1SPm -3+

< n+2—3v
0=<v=n/3 2

=) (5))-5 1)

+

!
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Entsprechend ist

=== 3 ()-8 5]

Zusammenfassend haben wir die Abschédtzung

) n?  13n
———<Pin)< —+—+1.
R e T T
Wir beweisen jetzt mit Hilfe der erzeugenden Funktion (2) eine Rekursionsformel
fiir Py(n), bei der £ fest bleibt.

Satz 7.2. Es bezeichne

a(n; k) =
tin
<k
dann gilt
n
nPy(n) = 3 o(v; k) Py(n — ).
v=1
Beweis. Aus (2) folgt
F;,’(z) d ko ppr—1 ko o
—— = —log Fi(2) = == F il = 3 v\ %1,
Fi(z) dz b ..‘§1 1—2z 2 mZ; ,.§1 vn%n
Fy'(z) = Fi(z) X o(n; k) 271,

n=1

EnPk(n) Pl :2’ S 3 k) Py(m) 2™,

n=1
Der Vergleich der Koeffizienten ergibt die Behauptung.

Jetzt wenden wir uns der in Definition 3.2 gegebenen Funktion P(x), der Anzahl
der Partitionen von # in eine unbeschréinkte Anzahl von Summanden, zu. Wir legen
auch hier P(0) = 1 fest. Es ist stets Py(n) < P(n), Py(n) = P(n) fir n < k, und fiir
k — oo gilt Py(n) — P(n). Ermitteln wir eine erzeugende Funktion fiir P(n). Fiir
0<z<list '

k & 0
N Pn)zr = 3 Pin) 2" < ‘—' Py(n) 2" = H 1—2)yt<J]I(1—2)1
n=0 n=0 ‘n~0 r=1 v=1

Daher konvergiert

= fP(n) 2"
n=0
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fiir |z| < 1. Wegen

V P,,(n) "< 2 P(n) 2"

n

wieder fiir 0 < z < 1 konvergiert die links stehende Summe gleichméBig in k. Des-
halb ist

F(z) = ZP(n) 2" = lim ):'P,,(n) 2" = lim n 1—2),

n=0 k—>c0 n=0 k—o0 v=

Pl =[] (1 — ). @
v=1

Mit dieser erzeugenden Funktion bereitet die Ubertragung des Satzes 7.2 keine
Schwierigkeiten.

Satz 7.3. Es gilt
nP(n) = 2’:‘ o) P(n — ).

=1
Beweis.
Fl)_ 4 ® 1 3o
=L log Flz) = =3 ¥ w1
Fo & #fA=2 =2 I~

=3I (2=

n=1\rm=n
0
F'(z) = F(2) 2 o(n) z" 1,
®
2 nP(n)z"? —2 Z (») P(m) z+m—1,
n=1 m=0 v=1
Aus dem Koeffizientenvergleich folgt die Behauptung.

Wir leiten jetzt noch eine Beziehung zwischen P(n) und Pj(n) her und bereiten
dies mit einem Hilfssatz vor.

Hilfssatz 7.1. Es seien , z reelle Zahlen mit |z| < 1. Dann ist

H(l—a,z"')1=l+ )_‘(xz)"n 1—2)1.

v=1
Beweis. Fir
F(z,2) = n (1 — azm)~
besteht die Funktionalgleichung
F(az,z) = (1 — az) F(z, z).
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Verwenden wir sie in dem Ansatz

®
F(z,2) = ) a2", a=1,
n=0
so erhalten wir
o ~ o o
Sa@)r = (1 —22) £ aan = X a0 — 3 a,_z"
n=0 =0 n=0 n=1

und durch Koeffizientenvergleich fiir n = 1
A2t = @y — Ay 42
Mit @, = 1 errechnet sich hieraus

a, = z"ﬁ (1 —2)1t.

v=1

Dies gibt die Behauptung.
Satz 7.4. Firn = 1 qult

P(n) = Z",‘P,,(n — k).
k=1

Beweis. Wir setzen in der Formel des Hilfssatzes # = 1 und bekommen aus

0 00 k
[JUl—2zyt=14+ 3z [](1—2z9)?
k=1 u=1

=1

mit (2) und (3)
SPmy =143 3 P2+,
n=0 k=1 »=0

Koeffizientenvergleich ergibt die Behauptung.

7.2.  Abschitzungen und asymptotische Darstellungen

Wir beginnen mit Abschitzungen von P(n).
Satz 7.5 (Krirzewr). Fiir alle natiirlichen Zahlen n ist
Pln) < 5",
wobei das Gleichheitszeichen nur fiir n = 4 gilt.

Beweis. Mit Hilfe der Tabelle in 3.1 bestiitigt man die Aussage fiir 1 <= < 11.
Jetzt setzen wir den Beweis durch Induktion fort. Wir nehmen die Richtigkeit fiir
alle Zahlen kleiner als » an. Nach Satz 7.3 ist dann

X o(v) Pn —») < % Z"' a(») 5_‘,

v=1 v=1

1
Pw = —



7. Partitionen

206
und mit
o) =Xn
um=v
ergibt sich
P(n) <5n/dl f §F5—um/4 — 5nll . l S (5m/s — 5 mIB)
N m=1u=1 n m=1

Aus ef — e = 2 fiir = 0 folgt weiter
1 8n2 < gt

P(n) < 5n/t._l . \of‘ L =5,
n moy m¥(log5)? n  3(log 5)?

fiir n = 11.
Diese Abschétzung ist fiir kleine n zwar recht gut, doch kénnen wir sie fiir groBe »

durch eine bessere ersetzen.
Satz 7.6. Es gilt

— enl2n/3

P(n) <

Beweis. Wir benutzen die erzeugende Funktion (3)

F(z) = )—'P(m)z’"—l](1~z)1

g |

mit 0 < z < 1. Wegen P(m) = 0 und P(m) = P(n) fiir m = n ist

>2Pn)z"‘ = P(n)

m=n

und die Ungleichung

gilt fiir alle z mit 0 < z < 1. Es kommt darauf an, z in diesem Intervall so auszu-
wihlen, daB die rechte Seite moglichst klein wird. Durch Logarithmieren erhalten wir

log P(n) < log (1 —z) —nlogz — Zlog (1—2)
0 z-m

log(l—z)—nlogz-Jr—Z > =

v=1 m=1 M
=log (1 —2) —nlogz +E— 2
moam 1 — zm’

Aus
1—2=
=14+z422+ - 4271 > mem1

1—2
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folgt . 1

— Zm=1m?

log P(n) < log (1 — 2) —n]ogz+

=log (1 —2) — nl L
og ( 2) n0g2+61—z

1 :
Setzen wir noch z = i mit x > 0, so erhalten wir
x

1

x

log P(n) < lo & ~+ n lof (1—{-—.1:)4—71—2
< Sy el nE Ty

1

z n?
1 : —.—
<0g1 z+nx+6 x

Das Minimum von
" 15 1
ne + —.—
6

liegt bei v = VL_ Fiir diesen Wert ist
6n

log P(n) < —log (1 + VE) + 7 VE n
2
und
=\ -
Pn) < 1+ m Vo - T oalanfs
% Vén

Anstelle dieser Abschitzung zeigten G. H. Harpy und S. RAMANUJAN bereits 1918 die
asymptotische Darstellung fiir »

P(n) ~ V2Nl

4n
H. RADEMACHER konnte die Hardy-Ramanujansche Methode so verfeinern, daB er 1937 eine

explizite Darstellung von P(n) in Gestalt einer unendlichen Reihe erreichte. P. ERnOs bewies
1942 auf elementarem Wege

P(n) l AT oS .
n

D. NEWMAN zeigte 1951 ebenfalls elementar ¢ = -4

43
Analog kann man mit Hilfe der erzeugenden Funktion (2) eine Abschitzung fiir
P,(n) gewinnen. Wir werden die Rechnung nicht durchfiihren, sondern gleich eine
bessere Abschitzung, die 1942 H. Gupra angab, herleiten.

Satz 7.7 (Guera). Firallen =1,k =1 qilt

. B q n+k+_k<k—1)
—("* - )smn)s—
— k! k—1



208 7. Partitionen

Beweis. Fiir k = 1 ist die Aussage offensichtlich richtig. Wir setzen den Beweis
durch Induktion nach k fort und nehmen die Richtigkeit fiir alle Zahlen kleiner als &
an. Nach Satz 7.1 ist

D P0) =3 P — ) + z";Pk_,m,
y=0 e

v=0

n n

2 Piy) = X Peal). 4)
v=n—k-+1 v=0

Fiir die Abschitzung nach unten benutzen wir

3 Pib) < kP,

v=n—k+1
so daB aus (4)

1 2 1 2 fhv+k—2 1 n+k—1
Pmzt SRam z(” , )=—( * )
»=0 :
folgt. Fiir die Abschétzung nach oben benétigen wir
n
S Py) 2 kPi(n —k + 1),

v=n—k+1

so daf wir aus (4) die Abschitzung

i ; Pkt y+k—1+(k—1)2(—k—2)
P, <— P =—
k(n)Ak vé; I:l(")_k! vé,; b2
. k(k — 1)
(k=1)(k=2) —
- bk (/z+k—2)< " +k+ )
k! g (D) k—2 [T k-1
2
erhalten.

Aus diesem Satz 1d8t sich fiir das asymptotische Verhalten von Pi(n) eine wichtige
Folgerung ziehen.

Satz 7.8 (ERDOS/LEENER). Fiir n — oo ist gleichmifig in k = o(n'/3)

k=1
Pr(n) ~ ————.
«(m) ¥k — 1)!

Bemerkung. Dieses Ergebnis erzielten P. ErRnGs und J. LEENER bereits 1941. Im Jahre

1951 zeigt G. SzEKEREs die Giiltigkeit der asymptotischen Darstellung sogar fiir k = o (}/n) .

Beweis. Betrachten wir zuniichst die linke Seite der Ungleichung des Satzes 7.7
Es ist

_1_n+k—1_ 1 (n +k— 1)!
B\ k—1 ) klk — 1! n! :
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Mit Hilfe der Stirlingschen Formel werden wir
et k=01 e
n!
fir k = o(ﬁ) zeigen. Es ergibt sich
m4+E—1)! (04 k— 1)kt ]/n L g

nl{*ln! nﬂ+k—l n
k — 1\nt+k-1 l—k+ln+k—l)log(l+k;l-)
-k — ¢ | ey

n

~ (1 +
— (0

Fir k& = o(ﬂ) ist daher

_ k-1
%n«]{c-kIINk'n ) ®)
2] — Ik — 1)!

k(Ek — 1)
2

~1.

Fiir die rechte Seite der Ungleichung des Satzes 7.7 ist mit ¢ =

l(n+k+c)_ 1 .(n+k+c)!
B\ k—1 Elk — 1)! (n+1+¢)!”
Mit Hilfe der Stirlingschen Formel zeigen wir hier
(n + & +c)!
(m4+1+4+c)!
fiir & = o(n/3). Es ergibt sich
w4+ k+o! (kAo ‘/m -
Wl +1+¢)! nin4 14+ nt+14c

. k+c) _ 1+¢
- el—k+(n1-l:+c)log(1+T) (n+1+c)1ug(1+ T) — Otk

nk-1

~1,
Fiir £ = o(n1/3) ist daher
i n+k-+c nk-1 )
B\ k—1 ke — 1)1° )

Die asymptotischen Darstellungen (5) und (6) geben in Verbindung mit Satz 7.7 die
Behauptung.

7.3.  Die Anzahl der nicht-isomorphen abelschen Gruppen
n-ter Ordnung

Wir kniipfen an die Ausfiihrungen in 3.1 an. Dort hatten wir fiir die Anzahl a(n) der
nicht-isomorphen abelschen Gruppen bereits erkannt:

(m, n) = 1= a(mn) = a(m) a(n),
w= o0~ alw) = [T atpr) = [ (Pr)-
= i=1

i=1
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Jetzt wollen wir eine erzeugende Funktion fiir a(n) aufstellen. Auf Grund der trivialen

Abschitzung a(n) < % fiir n > 1 gibt es ein sy, so daB fiir alle s > s, die Reihe

> a(n)

n=1 1°

M

konvergiert. Dann ist nach Satz 5.7 und nach (3)

g; an) _ il (Z"" a(P’)) -1 (S’ P(i'))

n=1 °° » \r=0 D" » \r—0 P
) o
=HHOA—pm?*=][] []QA—p™)™*
P n=1 n=1 p
Damit ist sogar fiir s > 1
P =[] t(ns). )
n=1 " n=1

Schreibt man noch die Reihendarstellung der Funktion £(ns) auf, so erkennt man, dafB
a(n) mit der Anzahl der Zerlegungen von  in

n = mng®ng® .-, (8)
Ny, Ny, ... € N, iibereinstimmt.

Nun wollen wir uns mit den in Kapitel 6 entwickelten GréBenordnungen ausein-
andersetzen.

Satz 7.9 (KrArzEL). Die maximale Grofenordnung von log a(n) ist

log5 logn
4 loglogn®

Das heifit, es ist mit e > 0

1+e logn
a(n) < b5 4 loglogn (9)
fiir n > N(e) und
1—¢ logn
a(n) > 54 loglogn (10)

fiir unendlich viele n.

Beweis. Wir ziehen den Satz 5.27 heran. In den dortigen Bezeichnungen ist
f(n) = a(n), {(p’) = a(p’) = P(»), also g(v) = P(v). Nach Satz 7.6 ist log P(v) = 0(»/2),
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so daf in Satz 5.27a = %gewéhlt werden kann. Nach Satz 7.5 ist

Pr) <5t fir v <4,
< b fir »>4,
so daB mit & = 4, g(4) = 5 der Satz 5.27 sofort die Behauptung ergibt.

Wir wenden uns jetzt der durchschnittlichen GréBenordnung von a(n) zu. Es be-
zeichne

A(z) = é‘ a(n)
und B

:n;(l) m=1,2,..). (11)
=1 \M

vEn
P. ErpOs und G. SZEKERES zeigten 1934, daB a(n) die durchschnittliche GréBenord-
nung ¢; (2,29 < ¢; < 2,3) hat. Genauer zeigten sie

Ax) = ey + 0(]/—).
Dieses Ergebnis wurde 1947 von D. G. KEnpALL und R. A. RANKIN zu
A(x) = e + cp2!/? + O(x1/3 log? x)

verbessert. Dies kann mit relativ einfachen Mitteln selbst bei Retluzierung noch eines
logarithmischen Faktors erreicht werden.

Satz 7.10. Mt (11) gilt
A(x) = ¢y + cp2'/? + O(213 log ).
Beweis. Fiir k£ € N bezeichne
an) = 3 1,  am)=a@), (12)

mkngile=n

so daf} wir fiir ¢ >Tl

S a) _ =
= E(ns
1%1 n® nI=]l: ()
erhalten. Dann ist mit Satz 5.40
A(x) = 3 d(1, 2; n) ag(m)

nm<z

= Z axlm) {5(2) = & (%) (%)”2 + 0((%)”3)}. 13)

Fiir v = 1,%folgt

_ aa(m)_ a,(m)
mey m m=1 m m>z M m=1 m wm>z (WPm)
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Die Abschitzung der Restsumme ergibt

5 ay(m) _ ay(m) 1 o W(m) gi
i (WP*m)  m=r W @ zm Y sz W a1 M

~

Damit ist
ag(m) & =
= 4 o2, 14
Zn @ + O(z~23) (14)
%m) _ G o). (18)

nes mil2 - 1
“(3)

Fiir die Abschitzung des Restes in (13) vermerken wir zunéichst
13
3 mim) = 3 om = 0( £ am (2)") = 0
m m

m=z . ’msz m=x

und sodann vermittels der Abelschen Identitit

m=z m=z

3 ag(m) (i)lwz 3 ag(m) + lj (ﬁ)”az ag(m) & _ O@*3log 7). (16)
m 3 t m=t 12
1

Trigt man (14), (15), (16) in (13) ein, so erhilt man die Behauptung.

Im Jahre 1952 konnte H. E. RIcHERT erstmals die GréBenordnung z'/2 im Fehlerglied unter-
bieten und zeigte

A(x) = cx + @2 + g3 + A()
mit :

A(x) = O((2* log® z)1/%).
Im Verlaufe der folgenden Jahre wurde diese Abschiitzung von verschiedenen Autoren weiter
verbessert. Das beste Resultat hilt gegenwiirtig B. R. SRINIVASAN, er erzielte 1973

A(x) = O(2*%/47 log® z).
Mit Hilfe der in 6.5.2. entwickelten Vinogradovschen Methode erzielte P. G. ScaMIpT 1968 das
Ergebnis

A(x) = O((2? log* z)*7).

Im Sinne der Definition 5.20 kann a(n) keine normale GriBenordnung besitzen.
Denn fiir quadratfreies » ist a(n) = 1, und nach Satz 5.41 ist

6 -
S =3 ) =5 et offz). - _ B ¢ )
a(n)=1 nsz .
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Interessant ist nun aber, daB eine Verteilung der Werte n mit a(n) = m fiir beliebiges
m = 0 iiberschaubar dargestellt werden kann. Es wird sich allgemein die asymptoti-
sche Darstellung

Y 1~Pu
a(n)=m
nsz

ergeben.
Fiir den Nachweis dieser Darstellung betrachten wir zunéchst die fiir s > 1 kon-
vergenten Dirichletschen Reihen

L |
Au8)= Y —
m o =
n=1 M

am=m

mitm = 0, 1, 2, ... Da a(n) stets positiv ist, haben wir 4(s) = 0. Wie schon bekannt,

ist

_ 3 el _ 6)
am1 M0 £(2s)

(18)

Um fiir m > 1 zu einer Darstellung von A,,(s) zu gelangen, zerlegen wir die Zahlen n
in n = nmymy mit (ny, ny) = 1, wobei auBerdem 7, eine Zahl zweiter Art und n, quadrat-
frei sein sollen. Dabei wird eine Zahl von zweiter Art genannt, wenn jeder Primfaktor
mindestens in zweiter Potenz enthalten ist. Dann ist a(n) = a(n,), und wir erhalten

A= 3 — ¥ —

P ,
atn=m M’ (nyn)=1 M°

wobei in der inneren Summe iiber alle quadratfreien Zahlen 7, und in der &uBeren
Summe iiber alle Zahlen zweiter Art n, zu summieren ist. Fiir die innere Summe haben
wir

1 & |uk) _ &R
(ny =1 Tg® Ag; ke =
(ny,k)=1

mit

i) = { Ly(kn :\'_i.r (m, k) =1,
dr (ng, k) > 1.

Wegen der Multiplikativitit von f(k) erhalten wir in Anwendung von Satz 5.7

1 -] v [-~) »
5 ;—8=H(Z/(%))=IZ(Z|”({Z)])
(ny,n)=1 N2 p \»=0 P pkm \r=0 P’

1 L(s) 1)"
= 1+=)=— 14—] .
Pkn ( 1’!> £(2s) ﬂ ( ?
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Insgesamt ergibt sich hieraus
_ £

£(2s)
mit By(s) = 1 wegen (18) und

An(s) By(s) (19)

Bu= 3 ~ 2(1+i)'1 (20)

a(ny=m " pin, »°

fiir m = 2. Bei der fiir s > % konvergenten Reihe ist wieder iiber alle Zahlen zweiter

Art n, zu summieren. Speziell ist

1
Be) =3 —,
=2 T D
wobei die Summe iiber alle Primzahlen zu fiihren ist. Damit sind die notwendigen
Vorbereitungen getroffen.

Satz 7.11 (KENDALL/RANKIN). Fiir m = 0, 1, 2, ... existieren die Grenzwerte
1
lim— ¥ 1=P,.

z2—00 ¥ n<z
a(n)=m

Daber sind die P,, durch

Py=0, P =-, P,==B,() m=2) (21)
n? n?
mit B, (1) aus (20) gegeben. Und es gilt
2P, =1, (22)
m=0
> mP,, = ¢, = lim P! X a(n). (23)
m=0 z—00 ¥ n<z

wir

By = & 2,

1 5
wobei die Konvergenz der Reihe fiir s > -—2—gesichert ist. Nach (19) und (17) ist

1
L y1=1 5 jum) b

x n)gz T mmsz
a(n)=m
_ 6 fbum) o1 ba(®)
== "g; {_n + O(a' T

mit% < # < 1. Fiir x — oo folgt hieraus sofort (21).
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Die unendlichen Reihen in (22) und (23) sind konvergent, denn die Folgen ihrer
Partialsummen

M M
SJI=Zme TM=2um
m=0 m=0
sind monoton wachsend und wegen

1. A 1
Sy <Ty=Ilim— Xm 3 1 <lim — Jan) =c¢
z—00 ¥ m=1 nsz 200 ¥ n=<z
a(n)=m
nach oben beschrinkt. Dann erhalten wir bei Beriicksichtigung von (20), (21) und
des Satzes 5.7

> 1= 21 N1 o=t 1\1
Pl = 1o =) === ¥ y R
mé:) &(2) m£ ("é n p!n];( - I’) C2) mmam pln‘( = )
1 P 2 1. 1 P g |
= — 1 _ —) = — = =
c(2)1,7( +p+1.=zp') c<2>lp](p+1,§o )
1 1\t
= — 1—— =
C(2)lp7( p“)

Das ist (22). Ebenso erfolgt der Nachweis von (23), nur benétigen wir hier zusitzlich

3).

0 1 e o 1 1 -1
Swpu = Sm3 - p(i42)
m=0 0(2) m=1 o 7y piny P

" ~ A Fam pf, 2
P

{2) =1 ™ pim,

1 P Sap) 1 P “P(v))
= — 71 4 =2 SEEN ..~y (=L
L i p’) 5()Ir1(P+1v§z P

7.4.  Aufgaben

Bei den folgenden Aufgaben bedeute mit k € N die zahlentheoretische Funktion P,(n; k) die
Anzahl der Darstellungen von » in der Form

n = my + 2%my + 3¥mg + -+ + v¥m,
mit ganzen Zahlen my, m,, ..., m, = 0. Weiter sei

P(n; k) :=lim P(n; k).

y—>00
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-

[

@

ot

6.

. Man bewéise fiir |2| < 1

X Pyn; k) =T (1 —2m)72,
n=0 m=1

T Plus ) = IT (1 — 2L,
n=0 m=1

. Mit der Vereinbarung P,(n; k) = 0 fiir » < 0 weise man die Differenzengleichung

P,(n; k) = P,(n — v*; k) + P,_y(n, k)

fiir » = 2 nach.

. Pyns k) = [l] i,

2k

1 1 1 3 1
E-_GI‘7L2—2k_ﬂn<Pa(n;k)<2.6kn2+(2T+1‘+¥)n+1'

.- Man beweise

K 1
P(nsk) < apn ¥+ ghipk+1

Dabei ist mit der Gammafunktion I'(z)

.
o
- (o e

. Es ist fiir ¢ > 0 die Ungleichung

H -1—1085-}':
a(n) < (log n)*

fiir fast alle » nachzuweisen. — E. KrRATZEL.
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