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Zur Herausgabe der Ubungen fiir Junge Mathematiker

In den letzten Jahren hat die Mathematik nicht zuletzt durch die Olym-
piaden Junger Mathematiker in breitesten Kreisen in zunehmendem MaBe
an Wertschiitzung gewonnen. Durch die Teilnahme an Arbeitsgemein-
schaften und Zirkeln, durch die Beschiftigung mit in verschiedenen
Publikationsorganen verdffentlichten Aufgaben dringen die Interessenten
in mathematische Gebiete ein, die noch vor wenigen Jahren fast ausschlief-
lich der Hochschule vorbehalten waren.

Die intensive Beschiftigung mit den z.B. bei den Olympiaden Junger
Mathematiker gestellten Aufgaben und mit mathematischen Problemen
erleichtert dem Schiiler den Ubergang von der Oberschule zur Hochschule.
In Zirkeln und Interessengemeinschaften, aber auch in speziellen Trai-
ningslagern zur Vorbereitung auf die Olympiaden werden Einfithrungen
in verschiedene Gebiete der Mathematik gegeben, fiir die es noch an ge-
eigneter Literatur mangelt, in der von den in der Schule gewonnenen
Kenntnissen ausgehend Ergéinzungen und Erweiterungen vorgenommen
werden, die den Anschlu an den Stoff der Hochschule gewiihrleisten. Dies
kann nicht ohne theoretische Betrachtungen, also nicht nur durch das
Lésen von Ubungsaufgaben geschehen.

Zu wirklichen Erfolgen in der Zirkelarbeit und auch bei der individuellen
Beschiftigung mit mathematischen Problemen wird man nur dann kom-
men, wenn man bestimmte Gebiete systematisch behandelt und die dazu
erforderliche Theorie sinnvoll mit der Losung einer Reihe von Aufgaben
verbindet.

Die Ubungen fiir Junge Mathematiker sollen einerseits helfen, den An-
schluB vom Schulstoff zum Stoff der Hochschule zu gewinnen, anderer-
seits den Zirkelleitern Anregungen vermitteln und dariiber hinaus den
Schiilern und natiirlich auch Erwachsenen, die keine Méglichkeit haben, an
Interessengemeinschaften teilzunehmen, das Eindringen zuniichst in die
Gebiete Zahlentheorie, Elementargeometrie und Ungleichungen zu er-
moglichen.



4 Zur Herausgabe der Ubungen fiir Junge Mathematiker

Die Einfiihrung mit Hilfe von Aufgaben ist vielleicht ungewohnt, versetzt
aber selbst den weniger geiibten Leser in die Lage, relativ rasch vorwirts
zu schreiten.

Herausgeber und Autoren hoffen, daB mit dieser Aufgabensammlung
eine vorhandene Liicke geschlossen wird, sind sich aber auch bewuBt, dal
bei dieser Form der Kenntnisvermittlung Vollstindigkeit nicht erreicht
werden konnte und zugunsten der bei den Olympiaden Junger Mathe-
matiker behandelten Probleme auch nicht erreicht werden sollte. Die Auf-
gaben selbst erheben nicht in jedem Falle Anspruch auf Originalitit, son-
dern entstammen zum Teil weniger bekannter Literatur. IThre Auswahl
und Zusammenstellung erfolgte unter methodischen und didaktischen Ge-
sichtspunkten von den Autoren des jeweiligen Teiles der zundchst auf
3 Biinde veranschlagten Aufgabensammlung.

Fiir die groBe Unterstiitzung bei der Herausgabe und fiir manchen Hin-
weis, der zur qualitativen Verbesserung der Manuskripte fiihrte, gilt beson-
derer Dank den Herren Prof. Dr. W. Engel, Rostock, Dr. E. Hameister,
Magdeburg, und W. Arnold, Leipzig, und nicht zuletzt dem BSB B. G. Teubner
Verlagsgesellschaft, Leipzig, fiir das entgegenkommende Eingehen auf das
geplante Vorhaben und seine ziigige Verwirklichung.

Mégen die Ubungen fiir Junge Mathematiker dazu beitragen, bei dem
einen Leserkreis vorhandene Kenntnisse zu festigen und zu vertiefen und
einen anderen Teil von Lesern durch die Freude an erhaltenen richtigen
Lésungen zu immer weiterem systematischem Eindringen in sie inter-
essierende Teilgebiete der Mathematik anregen.

Leipzig, Herbst 1967 Gerhard Kleinfeld



Vorwort

Bereits nach kurzer Zeit der Beschiftigung mit Kongruenzen stellt man
fest, welche Vorteile sich bei der Anwendung zahlentheoretischer Ver-
fahren bieten. Deshalb fehlten bisher wohl in keiner Stufe der Olympiaden
Junger Mathematiker Aufgaben, die man mit Hilfe von Kongruenzen
elegant zu loésen vermag.

Das vorliegende Buch bildet eine Einfiihrung, die fiir Schiiler, Studenten
und berufstitige Erwachsene gleichermaBen von Interesse ist.

Werden die in der Einleitung (1.) zusammengestellten Voraussetzungen
erfiillt, so diirfte jeder Leser unabhéingig sowohl vom Alter als auch davon,
ob er das Biichlein im Kollektiv oder im ,,Alleingang* durcharbeiten will,
auf keine groBeren Schwierigkeiten mehr stoBen. Die richtigen Lésungen
der sich anschlieBenden Aufgaben, die sich auf diese Voraussetzungen be-
ziehen, werden die notige Sicherheit verleihen. Deshalb moge der Leser
zunichst die Begriffe, Sitze und Aufgaben dieses ersten Abschnittes
griindlich und systematisch durcharbeiten, bevor er mit der Losung der
Aufgaben der nichsten Abschnitte beginnt.

Bei allen Aufgaben sollte der Leser zuerst versuchen, die Probleme selb-
stindig zu lésen und sich eigene Gedanken zur betreffenden Aufgabe
machen, bevor er die angegebene Losung durchsieht.

Mit einem ® versehene Aufgaben sind als zusitzliche Ubungsaufgaben
gedacht, deren Losungen im Anhang angegeben sind.

Im Abschnitt 5. wird auf logarithmische Tabellen eingegangen, und im
Anhang befinden sich weitere Tabellen fiir Primzahlen kleiner als 100, die
zur Losung von Kongruenzen niitzlich sein kénnen.

Weiter sei darauf hingewiesen, daB in einigen Bemerkungen bestimmte
Begriffe, wie z.B. Variationen, Ring, Kérper usw. genannt werden, iber
die der Leser Niheres erfihrt, wenn er die Literatur heranzieht, die in
dazugehorenden FuBnoten angegeben ist und iiber den Rahmen dieser
Aufgabensammlung hinaus tiefer in das Gebiet der Zahlentheorie fiihrt.
Sowohl dort als auch bei den Literaturhinweisen am Ende des Buches
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wurde darauf geachtet, moglichst die Literatur zu nennen, die in Schiiler-
bibliotheken im allgemeinen greifbar bzw. im Buchhandel zu erhalten ist.
Es ist mir ein besonderes Anliegen, auBer den vom Herausgeber genannten
Herren vor allem noch Herrn Dr. L. Michler und Herrn G. Kleinfeld sowie
dem BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft zu danken fiir manchen Rat-
schlag und die Unterstiitzung bei der Abfassung dieses Buches.

Rostock, Herbst 1967 Eberhard Lehmann

Vorwort zur 2. Auflage

Da der 1. Teil der ,,Ubungen fiir Junge Mathematiker* einen derartigen
Anklang gefunden hat, machte sich, nachdem die 1.Auflage innerhalb
eines Jahres vergriffen war, eine Nachauflage erforderlich, zumal auch die
Teile 2 und 3 ausgeliefert worden sind. Es war daher das Bestreben von
Verlag und Herausgeber, moglichst kurzfristig die 2. Auflage des 1. Tei-
les fertigzustellen, damit alle drei Teile komplett greifbar sind. Bei der
Nachauflage sind keine wesentlichen Anderungen vorgenommen worden,
lediglich sind Druckfehler beseitigt, sowie Hinweise und Vorschlige, die
sich aus der Arbeit mit dem Teil 1 in Schiilerzirkeln ergeben haben, be- -
riicksichtigt worden.

Gedankt sei allen Kollegen, die durch manchen Hinweis zur Prézisierung
verschiedener Aufgaben und Lésungen beigetragen haben, und nicht zu-
letzt dem BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft fiir die ziigige Bearbei-
tung der Nachauflage.

Leipzig, Rostock, Sommer 1969 ' Gerhard Kleinfeld, Eberhard Lehmann
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1. Einleitung

1.4. Voraussetzungen

Das Rechnen mit natiirlichen Zahlen n (rn=0,1,2,...).

Das Rechnen mit rationalen Zahlen.

Gesetze der Bruchrechnung.

Satz: Ein Produkt ist dann und nur dann gleich Null, wenn mlndestens
ein Faktor gleich Null ist.

Kommutativgesetze: a+b=0b+4+a, a-b=b-a
Assoziativgesetze: at+(b+c)=(a+b)+e¢,

a- (be)= (ab)- c
Distributivgesetz: a:- (b+c)=ab+ ac.
Das Réchnen mit Gleichungen und Ungleichungen.
Speziell die Beziehungen:
a > b: a ist groBer als b.

a < b: aist kleiner als b, a steht in der geordneten Menge der natiirlichen
Zahlen vor b.

Aus a < b und & < ¢ folgt a < c.
a = b: a ist von b verschieden.
a < b: a ist nicht groBer als b.
a = b: a ist nicht kleiner als b.

Begriff der Potenz, Gesetze der Potenzrechnung.
Begriff des Logarithmus, Gesetze der Logarithmenrechnung.

Die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen

3u=1+2+3+...+n=”_(12in_).
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Die Verwendung des Summenzeichens.

Beispiel:

T k 1 2 3 4 5 6 7
ZiFri—zt3titstgtyty

Die Verwendung des Produktzeichens.

Beispiele:
Gk 12345 1
« B=1k+1 234566
ﬁk:i--2-3- n=~mn! (gelesen: n Fakultit)
¥=

R ) L A e o S

(gelesen: nﬂiil;er k)
1.2.  Primzahlen

Eine Primzahl ist eine natiirliche Zahl, die nur durch 1 und durch sich
selbst teilbar ist. Die Zahl 1 ist keine Primzahl.

Die Primzahlen kleiner als IV (IV sei eine festgewihlte natiirliche Zahl) be-
stimmt man mit dem Siebverfahren des Erathostenes!). Man notiert alle
natiirlichen Zahlen bis zur Zahl N, unterstreicht die Zahl 2 als Primzahl
und durchstreicht alle anderen durch 2 teilbaren Zahlen. Die erste nicht
durchstrichene Zahl 3 unterstreicht man als Primzahl, die anderen durch
3 teilbaren Zahlen werden gestrichen. Die néchste nicht gestrichene Zahl 5
ist wiederum Primzahl. Alle anderen durch 5 teilbaren Zahlen werden ge-
strichen. Man setzt das Verfahren fort bis zur groBten Zahl < J/V und hat
alle Primzahlen kleiner als N erhalten.

1) Erathostenes, griechischer Mathematiker, 275—194 v. u. Z.



1.7. Aufgaben zu den Abschnitten 1.2. bis 1.6. 11

1.3. SchluB von k auf (k+ 1)

1. Es ist nachzuweisen, dafl die vermutete Eigenschaft oder GesetzmiBig-
keit fiir eine bestimmte natiirliche Zahl n= n, richtig ist.

2. Unter der Annahme, dal die GesetzmaiBigkeit fiir die natiirliche Zahl
n= k gilt, ist zu beweisen, da sie auch fiir die auf k folgende natiirliche
Zahl (k+ 1) gilt.

Ist dieser Beweis gefiihrt, so ist die vermutete GesetzméBigkeit fiir alle
natiirlichen Zahlen n = nq richtig.

1.4. Kleinstes gemeinschafiliches Vielfaches

Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache (kgV) zweier oder mehrerer
natiirlicher Zahlen n; ist die kleinste natiirliche Zahl m, in der die Zahlen
n; als Faktoren enthalten sind.

1.5.  GroBter gemeinsamer Teiler

Der groBte gemeinsame Teiler (ggT) zweier oder mehrerer natiirlicher
Zahlen n; ist die groBte natiirliche Zahl d, die in allen Zahlen n; als Faktor
enthalten ist.

1.6.  Diophantische Gleichungen )

Unter diophantischen Gleichungen versteht man unbestimmte Gleichun-
gen, die unter der Nebenbedingung zu lésen sind, daB nur ganzzahlige
Loésungen gelten?).

1.7.  Aufgaben zu den Abschnitten 1.2. bis 1.6.

1) Man ermittle alle Primzahlen p, < 250 mit Hilfe des Siebverfah-
rens von Erathostenes.

1) Diophanios, griechischer Mathematiker, um 250 v. u. Z.
2) Siehe: Kleine Enzyklopddie, Mathematik; 3. Aufl., S. 122 und 720, Leipzig 1968
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Losung:

Yhrghkppie

101

RE-

AN SEEIEUEEU Skt

131
141
151
16t
rH
181
191
201
211
21
231
241

Die Primzahlen im Bereich 1 << n < 250 sind:

=

b

223
233
243

XX

EREEENRENTEE R e Rk,

AR E RN RS RN R s s«

RS RN EEEEE S S ek sk,

¥R

17

37

LR R

EEENEANERN s ey n

"
S A R I I R R R A T

107

127
137

109
149
129
139
149
458
169
179
189
199

249
229
239
249

2,3,5,7, 14, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73,
79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157,
163, 167, 173, 179, 184, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239,

241.

2) Man zeige, daB beim Siebverfahren nach Erathostenes nur die

Zahlen kleiner oder gleich N untersucht zu werden brauchen,
wenn alle Primzahlen kleiner als N gesucht sind.
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Lésung:

Die erste Primzahl groBer als N sei g. Annahme, alle ganzzahligen Viel-
fachen der Primzahlen kleiner als ¢ seien bereits gestrichen. Es treten bis
zur Zahl N noch gewisse Vielfache von ¢ auf, die wir mit % - ¢ bezeichnen
(k=1,2,3,...,m). Die Zahlen k sind aber kleiner als ¢, da ¢® schon gréfer
als IV ist und da Zahlen gréBer als N nicht mehr untersucht werden sollen.
Folglich wurden die Vielfachen von ¢ schon vor Betrachtung der Primzahl ¢
gestrichen.

(3)  Man stelle eine Formel fiir die Summe der ersten n Kubikzahlen
auf (n=1,2,3,...) und beweise diese Formel durch den Schlul
von k auf (k4 1).
Losung:
Wir betrachten zunichst die Summen der ersten n Kubikzahlen fiir
n=1, 2,3 und 4.
s= 1¥=1,
sp=13428=9,
s3= 134 234 3= 36,
ss= 134+ 22+ 34 4= 100.
Die Ergebnisse sind die Quadrate der Summen der natiirlichen Zahlen
fiir n= 1, 2, 3 und 4.
5= 12,
= (14 2p2= 3%,
ss= (14 24 3)2= 62,
sg= (1+ 2+ 3+ 4)2=10%
Wir kommen zu der Vermutung, daB die Formel fiir die Summe der ersten
n Kubikzahlen folgende Gestalt hat:

Beweis:

1. Die Formel gilt fiirn = 1: &= (23 1)" 1.
2. Unter der Annahme, daB die Formel fiir die natiirliche Zahl n= k gilt
sp= [M 2) , behaupten wir, daB sie auch fiir die auf k folgende

natiirliche Zahl (k4 1) gilt (s’h“l = [wr) )
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sep1 =g+ (k+ 1)

=[S et 10

=+ 1)2(§+k+ 1)

(k+ L2 (k2 + Gk 4 4)

.&\]»— .L\|»

(ke + 1) (k + 2)?

. [ﬁ#ﬂr. gail

n
Fiir alle natiirlichen Zahlen n = 1 gilt 3'ké = [Mr
k=1

(%) Man beweise durch den SchluB von k auf (k+ 1) die Formel

1 1 1 1
2 MEDGEF) - 12333 Tt amEnery
n(n + 3)

R RSN
Losung: .

Die Formel gilt'fiir n=1:

14 1143 1
AT 23760 AT+ n(A+2) 6

Unter der Annahme, daB8 die Formel fiir die natiirliche Zahl n= k gilt

- ( —k—(’—€+—3)—2) , behaupten wir, daB sie auch fiir die auf k folgende
A1) 4-2)] " - T (k+ 1) (k + 4)
natiirliche Zahl (k + 1) richtig ist (s,‘ = m) .
Beweis:
_ 1
=%t GO EFDEFI)
__kE43) 1
Atk + 1) (k +2) (k+1)(k+2)(k+3)
= Rk + 3)* 4+
- LD ETT

_ k46944
TR FDET)ET )
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Da der Zihler des Bruches durch (k + 1) ohne Rest teilbar ist, erhélt man:
_ (R®45k44) (k4 1)
T IR F Dk 2) k1 3)
_ R4bk44 (k) (k4 4)
s’“l—4(k+2)(k+3)—4(k+2)(k+3).
1 __ nn+3)
kE+1)(k+2)" 4n+1)(n+2)

oder

q.e.d.

gilt fiir alle natiirlichen

n
Die Formel
rm‘ Icé; i
Zahlen n = 1.

Bemerkung: Anstelle der Division des Zahlerpolynoms durch (k+ 1) und

anschlieBender Zerlegung in Faktoren hitte auch gleich die Identitit
. e+ 1) (k + 4) O+ k24 Ok + 4

der Ausdriicke A( und

werden kénnen, 206 +2) (k+3) 4(k+ 1) (k+2) (k4 3)

nachgewiesen

5) Wie grof ist die Anzahl aller zweistelligen natiirlichen Zahlen z,
die sich mit n voneinander verschiedenen Ziffern darstellen lassen
(n=1,2,3,...,9)?

a) In jeder Zahl z sind alle Ziffern voneinander verschieden.
b) In den Zahlen z sind Wiederholungen der gegebenen n Ziffern

gestattet.
Lésung:

Die gegebenen voneinander verschiedenen Ziffern seien n — 1,2,3,....
Die Anzahl der zweistelligen Zahlen z, die sich mit n voneinander verschie-
denen Ziflern darstellen lassen, sei s,.

a) Es treten in einer Zahl z nur voneingnder verschiedene Ziffern auf.

n 1 2 3 4 5
z - 12 12 12 31 12 24 41 53
21 13 43 32 13 25 42 54
21 14 34 14 31 43

‘23 21 4 15 32 45
31 23 42 21 34 51
32 24 43 23 35 52

Sp 0 2 6 12 20
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Behauptung:

Die Anzahl der Méglichkeiten ist s,= n(n —1).

Fiir spezielle Werte von n gilt die Behauptung, wie aus der Tabelle zu er-
sehen ist. Unter der Annahme, da die Behauptung fiir n= k richtig ist
(sy=k(k— 1)), wird bewiesen, daB sie auch fiir die auf k folgende natiir-
liche Zahl (k+ 1) gilt (sgy1= k(k+ 1)).

Zunichst gelten auch hier alle Mdglichkeiten, die fiir k gelten.

Hinzu kommen die Zahlen 1(k+ 1), 2(k+ 1), ..., k(k+ 1)

und (k+ 1)1, (k+1)2,..., (k+ k.
Das sind aber genau 2k Zahlen.
Spp1 = S+ 2k
=k(k—1)+ 2k
=k(k+ 1). q.e.d.
Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt unter den gegebenen Voraussetzungen:

sg=n(n—1).

b) Wiederholungen von Ziffern in einer Zahl z sind gestattet.

n 1 2 3 4

% 11 11 12 11 21 31 11 21 31 41
21 22 12 22 32 12 22 32 42
13 23 33 13 23 33 43
14 24 34 44

. 1 4 9 16

8,

Behauptung :

Die Anzahl der Moglichkeiten ist s, = n?.

Fiir spezielle Werte von n gilt die Behauptung, wie aus der Tabelle er-
sichtlich ist. Unter der Annahme, daB die Behauptung fiir n= k richtig
ist (sy= A2), ist nachzuweisen, daB sie auch fiir den néchstfolgenden Fall
n=Fk+ 1 gilt (sgy;= (k+ 1)%).

Zunéchst treten auch fiir k + 1 wieder alle fiir & gegebenen Moglichkeiten
auf, auBerdem dann die folgenden Zahlen

Lk + 1), 20k + 1), 30k + 1), « . o, k(e + 1), (k+ 1)(k+ 1)
sowie (k4 D)1, (e+ 1)2, (k+ 1)3, .. ., (k+ Dk
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Das sind genau 2k + 1 hinzukommende Zahlen.
Spy=se+ 2k+1
=k+2%k+1
= (k+ 1) q.e.d.
Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt unter den gegebenen Voraussetzungen:
s, = nl.
Bemerkung: Es handelt sich in dieser Aufgabe im Fall a) um Variationen
ohne Wiederholung von n Elementen zur Klasse 2. Allgemein gilt fiir die
Anzahl der Variationen ohne Wiederholung von n Elementen zur m-ten
Klasse mit n = m
Vh=nn—1)(n—2)- - - (n—[m—1]).
Im Fall b) liegen Variationen von n Elementen zur Klasse m mit Wieder-
holung vor.) Allgemein gilt

i
Va=nm

(6)® Gegeben sind n Geraden in der Ebene & (n=1, 2,3,...), von
denen nicht 2 zueinander parallel verlaufen und von denen sich
nicht mehr als 2 in einem Punkt schneiden. In wieviel Teilebenen
wird die Ebene ¢ durch die n Geraden zerlegt?

Man stelle eine Behauptung fiir die Anzahl der Teilebenen auf
und beweise die Behauptung durch den Schluf von k& auf (k+ 1).

(7)® Man stelle eine Formel fiir die Summe der ersten Quadratzahlen
auf (n=1,2,3,...) und beweise diese Formel durch den SchluB
von k auf (k+ 1),

) Man zeige, daB z= 891" — 403" fiir jede natiirliche ungerade
Zahl n durch 61 teilbar ist.

Losung:

Der Beweis fiir die Teilbarkeit durch 61 wird durch den SchluB von k auf

(k+ 1) gefiihrt.

Fiir n= 1 gilt z= 891 — 403= 488= 8- 61.

Fiir ein spezielles n= 1 ist z durch 61 teilbar.

1) Siehe auch Kleine Enzyklopidie, Mathematik,_B. Aulfl., S. 646, Leipzig 1968
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Behauptung : )
7, = 8917 — 403" ist fiir jede natiirliche ungerade Zahl n durch 61 teilbar.
Unter der Voraussetzung, daB die Behauptung fiir n= k gilt, wird nach-
gewiesen, daB die Teilbarkeit durch 61 auch fiir den auf % folgenden un-
geraden Exponenten gilt.

Voraussetzung :

7= 891% — 403* ist fiir n= k (k ungerade) durch 61 teilbar.

Behauptung :
Z..o = 891%+2 — 403¥*2 ist durch 61 teilbar.

Beweis : /

Zpp = 8912 . 891% — 403? . 403% + 8912 . 403% — 8912 . 403*
= 8912(891* — 403) + 403%(891% — 4032)
= 8912(891* — 403) 4 403¥(891 + 403)(891 — 403)

Fiir die erste Klammer (891% — 403*) wurde die Teilbarkeit durch 61 fiir
n= k vorausgesetzt, fiir die letzte Klammer (891 — 403) wurde die Teil-
barkeit durch 61 oben gezeigt. Damit ist z,,, auch durch 61 teilbar und
somit ist = 891" — 403" fiir jede natiirliche ungerade Zahl n durch 61
teilbar.

Bemerkung: Die Losung der Aufgabe ist auf andere Art einfacher méglich.
Man vergleiche die Losung der Aufgabe (67).

9) Man zeige, daB z= 14 5571968 4 6230 - 2059198 durch 2077 teilbar

ist. ‘ .

\

Lésung:
Es gilt 2077 = 31 - 67. Also ist z genau dann durch 2077 teilbar, wenn z
durch 31 und durch 67 teilbar ist. :
a) Teilbarkeit durch 31. .
Da 6231= 201 - 31, also durch 31 teilbar ist, erscheint es zweckmiBig,
statt 6230 - 20591968 den #quivalenten Ausdruck 6231 - 20591968 — 20591968
zu benutzen. Damit 'wird z= 14 5571968 4 6231 . 20591968 — 9591968,
Der mittlere Term ist durch 31 teilbar, es braucht nur die Zahl
7= 14 5571968 — 20591968 auf Teilbarkeit durch 31 untersucht zu werden.
Wir hetrachten die Zahl z,= 14 5572% — 2059%» und setzen zunichst
n=1.
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2= 14 5572 — 2059
= (14 557 + 2089)(14 557 — 2059)
= 16 646 - 12 498.
16 616 = 536 - 31, z, ist durch 31 teilbar.

Unter der Annahme, daB z fiir n= k durch 31 teilbar ist, wird gezeigt,
daB z auch fiir die auf k folgende natiirliche Zahl (k4 1) durch 31 teilbar ist.

Voraussetzung :

3= 14 5572 — 2059%* ist durch 31 teilbar.

Behauptung :
Zp = 14 B5T2H) — 20592(-+1) jst durch 31 teilbar..

Beweis :

2y = 14 5572 . 14 5572 — 20592 . 20592
+ 14 5572 . 20592 — 14 5572 . 20592%
= 14 5572(14 5572k — 20592%) + 20592k(14 5572 — 20592).

Die Teilbarkeit durch 31 wurde fiir die erste Klammer vorausgesetzt, fiir
die zweite Klammer oben gezeigt. Es ist z;,; durch 31 teilbar und damit
ist z fiir jeden natiirlichen geraden Exponenten 2n durch 31 teilbar.

b) Teilbarkeit durch 67.  6231=93- 67.

z= 14 5571968 1 6231 - 20591968 — 20591968,

Der mittlere Term ist durch 67 teilbar, es braucht nur die Zahl
2’ = 14 5571988 — 2059968 auf Teilbarkeit durch 67 untersucht zu werden.
z,= 14 55727 — 20592, Fiir n= 1 gilt:
2, = 14 5572 — 2059*
= (14 557 + 2059)(14 557 — 2059)
= 16 616 - 12 498.
16 616 = 248 - 67, folglich ist z; durch 67 teilbar.

Der im Fall a) durchgefiihrte Schluf} gilt auch hier, und damit ist z fiir
jeden natiirlichen geraden Exponenten durch 67 teilbar. Da nun z durch
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31 und durch 67 teilbar ist, so ist die Teilbarkeit durch 2077 = 31 - 67 fiir
jeden natiirlichen geraden Exponenten und speziell auch fiir den Expo-
nenten 2n= 1968 bewiesen.

Bemerkung: Die Losung dieser Aufgabe ist spiiter einfacher unter Ver-
wendung sehr viel kleinerer Zahlen méglich. Man vergleiche die Losung
" der Aufgabe (68).

0
(10)® Man zeige, daB z= 852" — 1 fiir jede natiirliche Zahl n = 0 durch
23 teilbar ist.

(11)® Fir welche Ziffer = 0 ist 2= zzzaz" + 59 durch 671 teilbar,
wenn n eine beliebige ungerade natiirliche Zahl ist?

(12) Man bestimme das kleinste gemeinschaftliche Vielfache m der
Zahlen

a) n; = 413, ny,= 767, ng= 1239 .
b) n =102,  n,=204,  nz= 306, ng= 1224.

Lésung:
a) 413= 7 - 59 by 102=2 -3 .17
767 = 13- 59 204=2%.3 - 17
1239=3-7 - 59 306=2 .3%.17
m=3-7-13-59 1224:23'32'17
= 16 107. m=2%.3%. 17 = 1224.

(13) Man bestimme den gréBten gemeinsamen Teiler d der Zahlen
ny= 876, n,= 1898, ng= 584, n,= 2482.

Losung:
876=2%.3 .73
1898=2 .13 - 73
584 = 28 - 73
2482 =2 -17-73

d=2 - 73= 146.

(14)  Mit welcher Ziffer enden die Potenzen
a) 11100, ) 12100, c) 13100, d) 14100, e) 15100,
f) 16100, gy 17100, ) 18100, i) 19100?
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Losung:
a) 1*= 1, folglich endet 111% mit der Ziffer 1.
b) 12! endet mit der Ziffer 2,

122 endet mit der Ziffer 4,

128 endet mit der Ziffer 8,

124 endet mit der Ziffer 6,

125 endet mit der Ziffer 2.

Allgemein endet 12%%*1 auf 2, 124¥+2 auf 4, 124¥+3 auf 8 und 12¢* auf 6,
damit endet auch 121 mit der Ziffer 6.

c) 13! endet mit der Ziffer 3,
13? endet mit der Ziffer 9,
13? endet mit der Ziffer 7,
134 endet mit der Ziffer 1,
135 endet mit der Ziffer 3.

Allgemein endet 134+ auf 3, 134%+2 auf 9, 134¥*3 auf 7 und 134 auf 1,
damit endet auch 13 mit der Ziffer 1.

. d) 14? endet auf 6, 14% endet auf 6, damit endet 142, speziell auch 14100
mit der Ziffer 6.

e) 5% endet stets mit der Ziffer 5, also auch speziell 1510,

f) 6% endet stets mit der Ziffer 6, also auch speziell 16100,

g) 172 endet auf 9, 174 auf 1, damit endet auch 174 mit der Ziffer 1.
h) 182 endet auf 4, 18% auf 6, damit endet auch 184 mit der Ziffer 6.
i) 19% endet mit der Ziffer 1, also auch 19%* und damit speziell 1900,

Bemerkung: Die Losung dieser und dhnlicher Aufgaben ist spéater nach
Einfiihrung der Kongruenzen einfacher und iibersichtlicher darstellbar.
Man vergleiche die Aufgaben (70) und (71).

(15)® Welchen Rest lit die Potenz z= 17198 bei der Division durch 16?
(16)® Welchen Rest laBt die Potenz z= 712 bei der Division durch 50?

(17)® Welchen Rest 1aBt die Potenz z= 13137 bei der Division durch 1717
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(18)  Gegeben sind drei verschiedene Sorten von Kugeln, 0,3-Gramm-
Kugeln, 1,5-Gramm-Kugeln und 7-Gramm-Kugeln. 100 Kugeln
sollen genau die Masse 100 Gramm besitzen. Wieviel Kugeln von
jeder Sorte miissen genommen werden?

Lésung:
Die Anzahl der 0,3-Gramm-Kugeln sei z,

die Anzahl der 1,5-Gramm-Kugeln sei y,
die Anzahl der 7,0-Gramm- Kugeln sei z.

Es gelten die Beziehungen
0,3z + 1,5y + 7z= 100 .
z+ y+ z=100,

sowi¢ die Bedingung, daB =z, y und z ganzzahlig sein sollen.
Nach Multiplikation der Gleichungen mit 2 bzw. 3 folgt

v 0,62+ 3y + 147.— 200
3z+4+ 3y+ 3z=300

und nach Subtraktion

2,4z — 11z= 100
o 24z 100 _ 12z —500
110 T 11 55

Es gilt die Bedingung 41 <z < 100, da z nicht negativ sein kann und
kleiner als 100 sein muB. Ferner gilt, daB der Zihler 12z — 500 durch 55
teilbar sein muB, da z ganzzahlig ist. Erst fiir = 60 ist diese letzte Be-
dingung erfiillt.

12 - 60 — 500= 720 — 500 = 220= 4 - 55.
Der niichste mogliche Wert fiir z wiire dann 2= 115, er erfiillt aber nicht
mehr die obige Ungleichung z < 100.
Allgemein gilt:

x = 60+ 55k,
_ 42(60 + 55k) — 500 _ 22041255k
= - - = =4+ 12k,

y = 100 — 60 — 55k — 4 — 12k = 36 — 67k.
k kann fiir die gegebene Aufgabe nur den Wert 0 annehmen.
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Es miissen genau 60 Kugeln zu je 0,3 Gramm, 36 Kugeln zu je 1,5 Gramm
und 4 Kugeln zu je 7 Gramm genommen werden.
Probe:

60- 0,34 36- 15+4 7= 18+ 54+ 28= 100.

(19) Nach der Facharbelterprufung sollen an einer Schule 36 Lehr-
linge mit je einem Buch ausgezeichnet werden. Es stehen
400,— M zur Verfiigung, die restlos ausgegeben werden sollen.
Es kommen drei Fachbiicher fiir die Auszeichnung in Frage zum
Preise von 9,50, 11,— und 13,75 M. Wieviel Biicher von jeder
Sorte miissen gekauft werden?

Losung:

Die Anzahl der Biicher zum Preise von 9,50, 11,— und 13,75 M

seien z, y und z.

Es gilt:

9,50z + 11y + 13,75z= 400

z+ y+ z= 36

9,50z + 11y + 13,75z= 400
11z + 1y + 11z— 396

oder

—1,52 + 275z= 4
_ L5244 6z + 16
=—3275 1T

x= 1 ist eine ganzzahlige Losung der Gleichung.
Allgemein gilt: 2= 1+ 11k; z=246k; y=33— 17k.
Es soll die Losungsmenge in einer Tabelle angegeben werden.

k z y z Probe I Probe II

0 1 33 2 36 400

1 12 16 8 36 400

2 23 —1 Keine Losung! (y negativ!)

(20)® Man ermittle die ganzzahligen Losungen der Gleichung
67z + 28y = 1500.

(21)® Man ermittle die positiven, ganzzahligen Lisungen des Gleichungs-
systems
7z + 11y + 13z= 3000
3z+ Ty + 17z= 3000.
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1. Einleitung

Es sei n eine Zahl, die bei der Division durch 7 den Rest 1 liefert.
Subtrahiert man von n den Rest sowie das bei der Division erhal-
tene ,,Siebtel’, so erhélt man die Zahl n,. Dividiert man n; durch
5, so bleibt wiederum der Rest 1. Subtrahiert man von n; den
Rest 1 und das erhaltene ,,Fiinftel, so ergibt sich die Zahl n,.
Dividiert man schlieBlich die Zahl n, durch 3, so bleibt wiederum
ein Rest 1. Subtrahiert man diesen Rest 1 und das ,,Drittel von
ny, so entsteht eine Zahl nz, die bei Division durch 3 wiederum
den Rest 1 liefert.

Welches ist die kleinste natiirliche Zahl n, die den gegebenen Be-
dingungen geniigt? Welche anderen natiirlichen Zahlen n geniigen
den gegebenen Bedingungen?
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2.4.  Zahlenbereiche

(23) Betrachtet werden a) die Menge der natiirlichen Zahlen, b) die
Menge der ganzen Zahlen und c) die Menge der rationalen Zahlen.
Es ist zu untersuchen, in welchen von diesen Mengen die 4 Grund-
rechenoperationen unbeschriinkt ausfiihrbar sind, d. h. in welchen
von diesen Mengen die Verkniipfung zweier Elemente mit Hilfe
der 4 Grundrechenoperationen wieder ein Element aus der be-
treffenden Menge ergibt.

Lésung:

a) Addition und Multiplikation zweier Elemente aus der Menge der natiir-
lichen Zahlen liefern stets wieder eine natiirliche Zahl. Fiir die Um-
kehrungen der Addition und Multiplikation gilt das im allgemeinen
nicht, zum Beispiel sind die Gleichungen 23 + £= 18 und 92=7 in
der Menge der natiirlichen Zahlen nicht lésbar.

Ergebnis: In der Menge der natiirlichen Zahlen sind nur Addition und
Multiplikation unbeschrinkt ausfiihrbar.

b) Addition, Subtraktion und Multiplikation zweier Elemente aus der
Menge der ganzen Zahlen liefern stets wieder eine ganze Zahl. Fiir die
Division gilt das im allgemeinen nicht, zum Beispiel ist die Gleichung
7z + 1= 0 in der Menge der ganzen Zahlen nicht lésbar.

Ergebnis: In der Menge der ganzen Zahlen sind Addition, Subtraktion
und Multiplikation unbeschrénkt ausfithrbar.

c) Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division zweier Elemente
aus der Menge der rationalen Zahlen ergeben stets wieder eine ratio-
nale Zahl (mit Ausnahme der Division durch Null!).

Ergebnis: In der Menge der rationalen Zahlen sind die 4 Grundrechen-
operationen (bis auf die Division durch Null) unbeschrénkt ausfiihrbar.

Bemerking: Eine Menge zusammen mit zwei in dieser Menge eindeutig
erklirten Verkniipfungen — einer - sogenannten Addition und einer
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sogenannten Multiplikation — die beliebigen Elementen a, b dieser Menge
in dieser Reihenfolge ein eindeutig bestimmtes Element a + b (die Summe
von a und b) und ein eindeutig bestimmtes Element a - b (das Produkt
von a und b) zuordnen, heiit ein ,,Ring‘, wenn fiir beliebige Elemente
a,b,c, ... dieser Menge gilt!):

1. Assoziatives Gesetz fiir die Addition und Multiplikation:
a+ (b+c)=(a+b)+c und albc)= (ab)c,
I1. Kommutatives Gesetz der Addition: a4 b=0b+a,

III. Unbeschrinkte Ausfiithrbarkeit der Subtraktion, d. h. zu zwei Ele-
menten a und b gibt es stets ein z, so daB a + = b ist,

IV. Distributives Gesetz: a(b+ ¢)= ab+ ac und
b+ c)a= ba + ca.

Ein Ring heiBt ein ,,Kérper*, wenn er mindestens zwei Elemente enthilt
und a-b=b-a fir beliebige Elemente des Ringes gilt und wenn die
Gleichung az = b fiir jedes @ 4 0 durch ein zum Ring gehériges Element z
I6sbar ist.)

Die Menge der ganzen Zahlen bildet einen Ring mit der iiblichen Addition
und Multiplikation ganzer Zahlen als Verkniipfung.

Die Menge der rationalen Zahlen bildet einen Kérper mit der iiblichen
Addition und Multiplikation rationaler Zahlen als Verkniipfung.

Jeder Korper stellt auch einén Ring dar. Die Umkehrung gilt jedoch nicht.

(2%) Es ist zu untersuchen, ob die Menge der Polynome Ring- oder
Kérpereigenschaften hat.

Losung:
Es sei fi(z)=ag@z"+ ayz"! + -+ a2 ¥+ o+ ay 12+ a,
und  fy(z)=bx™+ byz™ 1+ i+ b@™ A+ e+ by 2+ by
Unter der Summe der gegebenen Polynome versteht man das Polynom
g(z), dessen Koeffizienten die Summen der entsprechenden Koeffizienten
der gegebenen Polynome f)(z) und fy(z) sind.
Es sei n= m + r. Damit wird

8(@)= f1(®) + fo(@) = az® + - + (& F bo)e" " + (ar,1 + by)o" ™

+ ot (@a1t dnr)a+ ayt+ by

Damit ist die Addition definiert und, wie man leicht erkennt, unbeschrinkt
ausfiihrbar.

1) Siehe auch Alezandroff, Einfithrung in die Gruppentheorie, Berlin 1964
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Unter der Differenz der gegebenen 'Polynome versteht man das Polynom
h(z), das zu fy(z) addiert, f;(z) ergibt.

h(z)= fi(x) — fo(z), wenn h(z)+ fo(z)= fi(z).
Damit ist auch die Subtraktion definiert, sie liefert stets wieder ein Polys
nom und ist somit unbeschrinkt ausfiihrbar.
Gesucht ist das Produkt der Polynome f;(z) und fy(z).

fi(®) - fol@) = (agz" + -+ + ap_12 + @) - (byz™ + -+ + by)
= aghz™* ™ + (agh; + arby)z™* ™ + .-
ot (@nobm t+ bpsan + Gn_1bp)2?
+ (@nabm+ bma8a)z + andy

Die so eingefiihrte Produktbildung ist fiir alle Polynome definiert, sie bildet
stets wieder ein Polynom und ist im Bereich der Polynome unbeschrénkt
ausfiihrbar.

Bei der Division geniigt es, ein Gegenbeispiel anzufiihren, um zu zeigen, daB}
der Quotient zweier Polynome im allgemeinen kein Polynom ist.

Essei fi(z)=22—16 und fy(z)==z—5.

fi(=)
fa (z)
Die Division ist hier im Bereich der Polynome nicht ausfithrbar, das Er-
gebnis ist kein Polynom.
Da auch Assoziativ-, Kommutativ- und Dlstmbutlvgesetze fiir Polynome
gelten, bildet die Menge aller Polynome einen Ring mit der eben einge-
fiihrten Addition und Multiplikation von Polynomen als Verkniipfung.

T4+54+——

2.2.  Dirichletsches Schubf‘achprinzip 1)

(285) Man zeige, daB von den Schiilern einer Schule mit 400 Schiilern
gewi zwei darunter sind, die am gleichen Tag Geburtstag haben.

Lésung:

Da das Jahr héchstens 366 Tage hat und mehr Schiiler an der Schule als
Tage im Jahr vorhanden sind, muB es Schiiler geben, die am gleichen Tag
Geburtstag haben.

1) Dirichlet, Peter Gustav Lejeune, deutscher Mathematiker (1805—1859)
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v(2G) Man zeige, da man von den durch 7 teilbaren ganzen Zahlen im
Bereich 1000 < z < 1100 nicht 9 voneinander verschiedene gerade
Zahlen auswihlen kann.

Losung:
Das angegebene Intervall umfaBt 101 Zahlen, darunter befinden sich 14
durch 7 teilbare Zahlen, von denen 7 gerade und 7 ungerade sind. Es ist

also nicht méglich, 9 voneinander verschiedene gerade Zahlen unter ihnen
auszuwihlen.

(27) Man zeige, daB von den durch 13 teilbaren natiirlichen Zahlen im
Bereich k& + 1000 < x < k+ 2000 mindestens eine durch 57 teil-
bar ist.

k sel eine beliebige natiirliche Zahl.

Lésung:

Das angegebene Intervall umfaBt 1001 natiirliche Zahlen, darunter be-
finden sich mindestens 76 durch 13 teilbare Zahlen, die sich darstellen
lassen durch

ro13, (r+ 1)13, (r+ 213, . . ., (r+ 76)13.

Unter den Zahlen r, r+ 1, r+ 2, ..., r+ 76, die 77 aufeinanderfolgende
natiirliche Zahlen darstellen, ist aber mindestens eine durch 57 teilbar.

Bemerkung: Allgemein gilt das ,,Schubfachprinzip von Dirichlet*:

1. Werden n Elemente auf m Klassen verteilt und befinden sich in keiner
Klasse zwei oder mehr Elemente, so befindet sich in jeder Klasse genau
ein Element, wenn keine Klasse leer ausgeht, und es ist n = m.

Oder:

2. Werden n Elemente auf m Klassen verteilt und ist n > m, so gibt es
mindestens eine Klasse, in der zwei oder mehr Elemente vorhanden
sind.

(28) Gegeben sind alle m-stelligen Zahlen z, die sich durch die Ziffern 1,
2,3, ..., n < 9darstellen lassen. Es ist zu zeigen, daB sich fiir jedes
n—1

m
m > 1 und fiir jedes n > 2 mindestens voneinander ver-

schiedene Zahlen auswiihlen lassen, fiir die das Produkt aller ihrer
Ziffern ungerade ist.
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Lésung:

Es sollen zunéchst fiir einige Zahlen m und n die méglichen Darstellungen
angegeben werden.

m=2 n 3 4 5 6 7

z | 11 | 11 1 35 11 35 11 33 55 77
13 | 13 13 51 13 51 13 35 57
31 | 31 15 53 15 53 15 37 1
33 | 33 31 55 31 55 17 51 73
33 33 31 53 75

Sp 4 4 9 9 16

m=8 _n 3|4| 5

z [ 141 | 111 | 141 155 353 551
113 | 113 | 113 311 355 553
131 | 131 | 445 343 511 555
133 | 133 | 131 345 513
311 | 3141 | 133 331 515
313 | 313 | 135 333 531
331 331 | 151 335 533
333 | 333 | 153 351 535

Sp 8 8 27

Fiir alle geraden Zahlen n ist die Anzahl der Méglichkeiten gleich der An-
zahl fiir (n — 1). Nur fiir eine neue ungerade Zahl n kommen weitere Mog-
lichkeiten hinzu. Es geniigt also, nur ungerade Zahlen n zu betrachten.

Behauptung :
n—+4 1\m

2 ’ ;
Die Formel gilt, wie aus der Tabelle hervorgeht, fiir ein spezielles n = 3
und ein bestimmtes m = 2.
m sei zuniéichst fest gew#hlt: m = 2. Unter der Annahme, daf§ die Formel
fiir die ungerade Zahl n = k (k> 2) richtig ist (s,, = ( k—; Ly
hauptet, da} sie auch fiir die auf & folgende ungerade Zahl (k +- 2) gilt

- () |

Fiir alle ungeraden Zahlen n gilt: s, =

, wird be-
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Beweis :

Bei Hinzunahme der auf % folgenden ungeraden Zahl (k- 2) bleiben alle
Méglichkeiten fiir k erhalten, auBerdem treten die folgenden Zahlen hinzu:

(k4 2), 3(k+ 2), 5(k+ 2), . . o, k(k+ 2), (k+ 2)(k+ 2) sowie
(k4 2)1, (k+ 2)3, (k+ 2)5,..., (k+ 2)k.
Das sind k + 2 neu hinzukommende Zahlen.
Es gilt:
Sppa=8+k+2

=<k‘;1)2+k+2

~jlip,

—\ 2

Damit gilt die Formel bei festgewihltem m = 2 fiir alle ungeraden Zahlen

n> 2.
Es sei jetzt m > 1 beliebig ganzzahlig. Unter der Annahme, dal die For-

mel fiir m = k richtig ist (s,, =L -; L1)¥

die auf k folgende natiirliche Zahl (ki+ 1) richtig ist (sk+1 = (n;_ s )kﬂ)

, wird behauptet, daB sie auch fiir

Beweis :

LaBt man eine weitere Stellenzahl zu, so bleibt die Anzahl der Méglich-
keiten zunichst erhalten, wenn man die erste der n zuldssigen ungeraden
Ziffern vor alle moglichen Zahlen der Stellenzahl k setzt. Die gleiche An-
zahl erhilt man aber, wenn jede andere der n zuldssigen ungeraden Ziffern
vor diese Zahlen gesetzt werden. Es ergeben sich also fiir (k+ 1)-stellige

Zahlen s;,, = (" 2ot gl ks L, ) = (2t )"” Méglichkeiten, da es

1

2 2 2

ungerade Zahlen gibt, die kleiner oder gleich der ungeraden Zahl n sind.
Die Formel gilt also fiir alle natiirlichen Zahlen n > 2 und fiir alle natiir-

lichen Zahlen m >> 1 bei den fiir die Aufgabe giiltigen Voraussetzungen.
r _;_ 1\" yorhandenen Fiichern stets méglich, ( e ; 1 )m

verschiedene Ficher genau einmal zu belegen.

Es ist nun beis, = (

(29) Gegeben ist die Menge aller Dreiecke, die einem Halbkreis mit dem
Radius r einbeschrieben sind. (Eine Dreiecksseite ist gleich dem
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Durchmesser des Halbkreises.) Es ist zu zeigen, daB es darunter
mindestens 5 Dreiecke gibt, deren, GradmaBe der Winkel ganz-
zahlig sind, wobei die GréBe des einen Winkels genau das n-fache
der Gréfe eines anderen Winkels ist.

Lésung:

Nach dem Satz des Thales handelt es sich um rechtwinklige Dreiecke, deren
Hypotenuse der Kreisdurchmesser ist. Die Summe der GradmaBe der der
Hypotenuse anliegenden Winkel betrigt 90°. Ein Winkel habe das Grad-
maB z, dann gilt: (n+ 1) z= 90°. :

n 171 2 415 |8 |9 (1417294489

1. Winkel z 45° | 30° |18°|15° |10° | 9°| 6°| 5°| 3°| 2°| 1°
2. Winkel nz | 45° | 60° [72°|75°|80° | 81° | 84° | 85° | 87° | 88° | 89°

“In der Tabelle sind alle Méglichkeiten erfaBt. Nach dem Prinzip von Dirich-
let ist es bei 11 vorhandenen Fichern stets moglich, 5 Ficher mit ver-
schiedenen Elementen genau einmal zu belegen.

(30)  Es ist zu zeigen, daB in einer Millionenstadt mindestens 100 000
Menschen leben, von denen jeder mit mindestens einem anderen
im gleichen Jahr, am gleichen Tag und zur gleichen Stunde ge-
boren ist.

Lésung:

In der Stadt leben nach Voraussetzung mehr als 1 000 000 Einwohner.
Angenommen, es gibt 1000 000 Einwohner, die das 100. Lebensjahr noch
nicht iiberschritten haben, dann wurden diese Einwohner in einem Zeit-
raum von 100 - 365 - 24 = 876000 Stunden geboren. Nach dem Prinzip
von Dirichlet heiBt das, daB bei einer Belegung der 876 000 Ficher mit
1000000 Elementen mindestens 100000 Fiicher doppelt belegt werden.

(31)® \Es seien 2n Elemente in linearer Anordnung gegeben:

Zyy Tgs gy o+ 0y B> Tpy Bipy1s + + o> Toge

Zwei Nachbarelemente in dieser Anordnung sollen verwandt hei-
Ben. So ist #; mit z, verwandt, ebenso z, mit z4 und mit zg
oder x; mit x;_; und mit ;. In der gegebenen Anordnung nicht
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nebeneinanderstehende Elemente sind nicht verwandt miteinander.
Nun soll die Anordnung durch Auswechseln der Elemente so verédn-
dert werden, daB keine verwandten Elemente Nachbarelemente
sind. Man zeige, daB es mindestens n? solcher Anordnungen gibt
bei n > 3.

a) Man zeige, daB €8 im Intervall 100 < n!<z< (n+ 1)! min-
destens eine natiirliche Zahl z gibt, die durch r® teilbar ist.

b) Man zeige, daB es im Intervall 2* < z < 2"*! mindestens eine
natiirliche Zahl z gibt, die durch n? teilbar ist.
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In den nun folgenden Abschnitten beschiftigen wir uns nur mit ganzen
Zahlen. .

Gilt a= myg, so sagen wir: a ist durch m teilbar oder m ist ein Teiler von
a, geschrieben m|a.

3.1.  Teiler, Primzahlzerlegungen

(33) Man zeige: Ist a Teiler der Zahl b und b Teiler von c, so ist a Teiler
von c.

Oder: Mit a|b und b|c gilt ale.
Lésung:

a heiit Teiler von b (a|b), wenn die Gleichung az= b eine Losung besitzt,
wenn b also ein Vielfaches von a ist. Es ist nun zu zeigen, daB aus den
Lésungen der Gleichungen az= b (a|b) und by= c (blc) die Losung der
Gleichung az=c folgt, was bedeutet, daB alc. Durch Substitution von
b= ax in by= ¢ folgt azy= c. Nach Voraussetzung existieren die Lo-
sungen z und y, es existiert also auch die ganze Zahl z= xy. Daraus folgt
az= c oder qc.

(34) Man zeige, daB ‘es unendlich viele Primzahlen gibt, daB es also zu
jeder noch so groSen Primzahl p,, stets eine noch groBere Primzahl

Pns1 gibt.
Lésung (nach Euklid):
Es sei p, die n-te Primzahl. Man bildet das Produkt aller Primzahlen p,
mit k < n.
n
w=kﬂlpk=m-pz-ps- = Pae

Dieses Produkt ist durch jede der ersten n Primzahlen teilbar. VergroBert
man dieses Produkt um 1, so ist der entstehende Ausdruck durch keine
dieser ersten n Primzahlen teilbar, denn bei der Division des Ausdrucks

') Euklid, griechischer Mathematiker, um 250 v. u. Z. in Alexandrien.
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(w+ 1) durch irgendeine der betrachteten Primzahlen p; (i = n) wiirde
stets der Rest 1 bleiben. .

n
w+1=k_I_IIPh+1=P1'P2'P3""'Pn+1

w1 _ Pi-Ppr+PicyPitPigy v Pat
p; pi

1
=P1Pa et PicatPigat Pat o
1. Fall. Der Ausdruck (w4 1) ist selbst Primzahl p*.

Es gilt p* = p; (k=< n) und p* > p,.

Beispiele:
n=2; p,=2; p,=3; w+i1= 17, 7 ist Primzahl.
n=3; py=2; pp=3; p3= 5; w 4 1= 31, 31ist Primzahl.

n=4; pp=2; pp=3; pg="5; py=T7; w+1=211, 211 ist Primzahl.

2. Fall. Der Ausdruck (w+ 1) ist keine Primzahl. Der kleinste von 1 ver-
schiedene in (w + 1) enthaltene Teiler muB aber eine Primzahl p** sein,
wobei p** == p; (k< n) und p** > p,, da von den ersten n Primzahlen
keine als Teiler in (w + 1) enthalten ist, wie oben gezeigt wurde.

Beispiel :
n==6; p=2; p,=3; pP3=5; pi=7; ps=11; pg=13;
w = 30030; w -4 1= 30031. . ’
30031 =59 . 509 (59 und 509 sind Primzahlen).

Man erhilt in jedem Fall durch den Ausdruck (w+ 1) eine neue Prim-
zahl p,, die groBer ist als p,.
Auch diese neue Primzahl p, kann nicht die ,,letzte** sein.

2z

Das Produkt v = [[ py=p1-Pa* P3* * * Pn* *+ * P, ist durch alle Prim-
k=1

zahlen p; (j < z) teilbar. Der Ausdruck
2z
vt l=ITpeti=PPops e Pur o Pt 1

ist durch keine der Primzahlen p, (j < z) teilbar. Die Zerlegung von (v + 1)
liefert wiederum mindestens eine neue Primzahl p’ mit p’ > p,.

Ergebnis: Es gibt unendlich viele Primzahlen. Zu jeder Primzahl p, gibt
es stets eine groBere Primzahl p, ;.
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‘

Bemerkung: Wir kennen keine geschlossene Darstellung fiir die unendliche
Folge der Primzahlen, wie zum Beispiel fiir die Folge der ungeraden Zah-
len oder wie fiir die Folge der Kubikzahlen, und dennoch sind die Prim-
zahlen abzihlbar, sie lassen sich den Elementen der Menge der natiirlichen
Zahlen eindeutig zuordnen, wodurch eine Indizierung der Primzahlen ge-
rechtfertigt ist.

p1=2; pp=23; ps=5; pa=17; ps=11; pg=13; p,=17;...

(35) Man zeige: Im Bereich der natiirlichen Zahlen ist jede Zahl n>1
als Produkt von Primzahlpotenzen darstellbar.

Lésung:
1. Fall: n > 1 ist Primzahl, n= p.

2. Fall: n> 1 ist Nichtprimzahl. Es existiert eine kleinste Primzahl p,, die
Teiler von n ist, und es gilt n= p, - ny; mit n; < n. Ist n; wiederum Nicht-
primzahl, so gibt es wieder eine kleinste Primzahl p, , die Teiler von n, ist,
und es gilt n;= p, - ny mit ny < n;. Die Zerlegung wird fortgesetzt, bis
man eine Zahl n; erhilt, die Primzahl ist (n;= p,). Die Darstellung der
Zahl n ist damit: )

=Py Pu" ' " Po-
Beispiele: :
n, = 8300600 =2%.52 .73. 112
n, = 1048 756 = 2%
ng = 294 311 = 294 3111 (294 311 ist Primzahl).

(36) Man zeige: Im Bereich der natiirlichen Zahlen ist jede Zahl n ein-
deutig als Produkt von Primzahlpotenzen darstellbar.

Lésung (nach Zermelo)'):

Der Beweis fiir die Eindeutigkeit der Zerlegung in Primzahlpotenzen soll
indirekt gefiihrt werden. Man nimmt an, es gibt Zahlen n mit zwei von-
einander verschiedenen Zerlegungen. Dann gibt es eine kleinste Zahl n,,
die zwei voneinander verschiedene Zerlegungen zuldfit. p sei die kleinste
in n, enthaltene Primzahl und es sei n;= p - n,. Hierbei ist n, auf nur
eine Art zerlegbar, weil ny, < n; und weil n; die kleinste Zahl mit zwei
voneinander verschiedenen Zerlegungen sein sollte.

1) Zermelo, Ernst, 1871—1953, einer der Begriinder der axiomatischen Mengen-
lehre.
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1. Fall: Die zweite Zerlegung enthalte auch die Primzahl p als Faktor.
ny= p- ng. Es ergibt sich sofort ein Widerspruch zur Annahme, daf es
némlich zwei Zerlegungen fiir n, gibt, denn aus n;= p- nyund ny=p - n;
folgt p- ny= p - n; oder ny= n;, was aber Eindeutigkeit der Zerlegung
bedeutet.

2. Fall: Die zweite Zerlegung enthalte nicht die Primzahl p, sondern die
Primzahl ¢ als Faktor mit ¢ &= p. Es gilt n;= ¢ - ng mit ¢ > p, da p die
kleinste in n, enthaltene Primzahl sein sollte.

’Man bildet die Differenz d= n, — p - ns, die eine eindeutige Zerlegung zu-
lassen muB, weil d < n,;. Setzt man fiir n, die Zerlegung ¢ - n3 ein, so er-
gibt sich

d=m—p-ng=gq-ng—p-ny=ny(q—p)
Andererseits kann man fiir n, den Wert p - n, setzen und erhilt
d=ny—p:-ng=p-ny—p: ng= p(ny—ny).

Daraus folgt  n3(g — p)= p(ny — ng).

ny kann den Faktor p nicht enthalten, weil n; den Faktor p nicht enthilt
(Voraussetzung fiir den Fall 2).
Es muB also die Differenz (g — p) den Faktor p enthalten

gq—p=k-p oder g=k-p+p=plk+1).

Dies bedeutet aber, daB g zerlegbar ist und also nicht Primzahl sein kann.
Auch hier hat man einen Widerspruch zur Annahme erhalten.

Ergebnis: Jede natiirliche Zahl n ist eindeutig als Produkt von Primzahl-
potenzen darstellbar.

n— pl“’ . pzlx‘ . psag. ee o pr“'-_

(37)  Es ist zu zeigen, daB z= p®— p fiir jede Primzahl p > 2 durch 24
teilbar ist.

Lésung:
z=p*—p=ppP*—1)=(p—1) - p- (p+ 1)

Mit p ungerade sind (p — 1) und (p + 1) gerade Zahlen und Somit durch
2 teilbar, wihrend entweder (p — 1) oder (p -+ 1) zusétzlich noch durch 4
teilbar ist. Von 3 aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen ist eine durch 3
teilbar, folglich ist z durch 2. 4.3 = 24 teilbar.
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3.2.  Teilbarkeitsaufgaben

(38) Es ist zu zeigen, daB z= p* —1 fiir jede Primzahl p > 5 durch
240 teilbar ist.
Lésung:
Es gilt die Zerlegung
i=p—1=0@P+ 1P —1)= P+ 1+ 1)(p—1).
Da p ungerade ist, so miissen (p+ 1), (p — 1) und (p? + 1) gerade sein;
auBerdem muB entweder (p — 1) oder (p + 1) eine durch 4 teilbare Zahl
sein. Hieraus folgt, daB z durch 16 teilbar ist. Da von 3 aufeinanderfolgen-
den natiirlichen Zahlen stets eine durch 3 teilbar ist und p > 5 nicht durch
3 teilbar ist, so muB entweder (p — 1) oder (p + 1) durch 3 teilbar sein,
folglich ist z durch 3 teilbar. Primzahlen gréBer als 5 kénnen nur auf die
Ziffern 1, 3, 7 oder 9 enden, die Quadrate dieser Primzahlen enden auf 1
oder 9. Daraus folgt, daB entweder (p? — 1) oder (p? + 1) durch 5 teilbar
sein mufB, also ist z durch 5 teilbar. Wenn z durch 3, durch 5 und durch 16
teilbar ist, dann ist z durch 3. 5. 16 = 240 teilbar.

(39) Es ist zu zeigen, daBl z= p* — 10p? + 9 fiir jede Primzahl p > 5
durch 1920 teilbar ist.

Lésung:

z=pt—10p*+ 9= (P = 9P’ — )= (p—3)(p— Dip+ H(p + 3).

Von 4 aufeinanderfolgenden geraden Zahlen sind stets zwei durch 4 teil-

bar, von denen eine sogar durch 8 teilbar ist. Folglich ist z durch 8- 4. 2. 2

=128 teilbar. Mindestens eine der 4 aufeinanderfolgenden geraden Zahlen

ist durch 3 teilbar, und genau eine dieser Zahlen ist auch durch 5 teilbar,

woraus folgt, daB auch z durch 3 und durch 5 teilbar ist.

z ist durch 128 - 3. 5= 1920 teilbar.

(40) Fiir welche geraden Zahlen n ist z= n%— 1 durch 5 teilbar?
Lésung:

n=2k; z= (4 1)(n®—1)= (424 1)(4k2—1).
Man betrachtet die méglichen Endziffern der Zahlen 2k und ihrer Quadrate
und erhilt:

2e 2 (4|6 |8 o0

4k s 6|6 |40
a1 |5 |7 |75 |1
-1 | 3 |5 |5 |3 |9
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Aus der Tabelle ersieht man, daB fiir alle geraden Zahlen n, die nicht auf
Null enden, entweder (4% + 1) oder (4k* — 1) durch 5 teilbar ist.

(41)  Es ist zu zeigen, daB z,= n®+ 14n fiir jede natiirliche Zahl n durch
6 teilbar ist.

Losung: .

z,= n(n?+ 11). Fiir jede natiirliche Zahl n gilt die Darstellung n= 6k + r
mit r=0, 4-1, 42, +3.

Es werden die méglichen Fille auf ihre Teilbarkeit durch 6 hin unter-
sucht.

r=0; n=6k, z,ist durch 6 teilbar.
r=41; n*4 1= 36k 4 12k + 12, z, ist durch 6 teilbar
*=42; n?4 11= 36k + 24k + 15= 3(12k2 4 8k + b)
n=106k+2=2(3k 4 1)
z, ist durch 2 - 3= 6 teilbar.
r=+43; n®+ 11= 36K+ 36k+ 20= 2(18k* + 18k + 10)
n=6k+ 3=3(2k+ 1) ]
z, ist durch 2 - 3= 6 teilbar.
Damit ist fiir alle Méglichkeiten die Teilbarkeit durch 6 bewiesen:

Die Teilbarkeit durch 6 soll nochmals durch den Schlul von % auf (k4 1)
nachgewiesen werden.

Behauptung :

z,= n(n? + 11) ist fiir jede natiirliche Zahl n > 0 durch 6 teilbar.
z,= 12 ist durch 6 teilbar.
Unter der Annahme, da z;,= k(A% + 11) durch 6 teilbar ist, wird nun ge-
zeigt, daB z, auch fiir die auf k folgende natiirliche Zahl k+ 1 durch 6 teil-
bar ist (z,,= (k+ 1)(& 4+ 2k+ 12)).
Zpy = k(2 + 2k 4+ 12) + K2+ 2k + 12

= k(i@ + 11) + k(2k+ 1)+ K+ 2k + 12

-= k(l2 4+ 11) + 3K 4 3k + 12

=z, + 3k(k+ 1) + 12

% ist nach Voraussetzung durch 6 teilbar, von den zwei aufeinanderfol-
genden natiirlichen Zahlen k und (k+ 1) ist eine durch 2, folglich ist
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3k(k + 1) durch 3- 2= 6 teilbar. Damit ist z,= n®+ 11n fiir jede natiir-
liche Zahl n > 0 durch 6 teilbar.

Es soll eine dritte Lésung der Aufgabe angeschlossen werden.
Es gilt:
z,=n3+ 1ln=n*—n+ 12n
=nm?—1)+ 12n
=n—1)-n-(n+ 1)+ 12n.
Von den drei aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen (n —1), n und

(n+ 1) ist mindestens eine durch 2 und genau eine durch 3 teilbar, womit
2z, durch 6 teilbar ist.

(42)  Es ist zu zeigen, daB z,= n’ —n fiir jede natiirliche Zahl n>>1
durch 42 teilbar ist.
Losung:
z,=n?—n=n(r+ 1)(n®—1) )
* =nn—1)r*+n+ )@+ 1)R2—n+1)
=m—1)-n (n+1)n2—n+ )2+ n+1).
Von drei aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen (n — 1), n und (n+ 1)

ist eine durch 3 und mindestens eine durch 2 teilbar, folglich ist z, durch 6
teilbar.

Fiir jede natiirliche Zahl n gilt nun die Darstellung
n=Tk+ r mit r=0, 41, +2, 43.

r=0; n=7Tk z, ist durch 7 teilbar.
r=1; n=7k+1, (n—1)= Tk, z,, ist durch 7 teilbar.
r=—1; n=7k—1, (n+1)="Tk, 2z, ist durch 7 teilbar.

r=2; n=T7k+2 (+n+1)=492+ 28k+ 4+ Tk+ 2+ 1,

z, ist durch 7 teilbar.
r=—2; n="7k—2, (n?—n+ 1)=49k2 — 35k + 7,

z, ist durch 7 teilbar.
r=3; n=T7k+3, (n*—n+1)= 492+ 35k + 7,

z, ist durch 7 teilbar.
r=—3; n=7—3, (M*+n+1)=4902—35k+7,
2, ist durch 7 teilbar,
Also ist z, durch 6 - 7= 42 teilbar, ‘
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Die Teilbarkeit durch 7 soll noch einmal durch den SchluB von /& auf
(k+ 1) bewiesen werden. .
n= 1; z;= 0. Jede natiirliche Zahl ist Teiler von Null.
n=2; zy= 128 — 2= 126= 7 18. 3, ist durch 7 teilbar. Unter der An-
nahme, daB z, fiir n= k durch 7 teilbar ist (z,= k7 — k), wird behauptet,
daB z, auch fiir die auf k folgende natiirliche Zahl (k4 1) durch 7 teil-
bar ist (zp4,= (k+ 1)7— (k+ 1)).
Beweis :
fen= (k17— (ke + 1)

= k7 4+ Tk8 + 21K5 + 35kt + 35k3 + 2112+ Th+ 1 —k—1

= k7 — k+ ThS + 21k5 4 35k + 35k% 4 2112 + Tk

=z, + T(k8 + 3k5+ 5kt + 5k 3K2 + k)
z;, war nach Voraussetzung durch 7 teilbar. Folglich ist z,= n?—n fiir
jede natiirliche Zahl n durch 7 teilbar. /

(43) Man zeige, daB z, = 12512 — 1 durch 4147 teilbar ist.

Losung:
Es gilt die Zerlegung 4147 = 11- 13- 29 und weiter
z,= 1252 — 1 = (12266 4 1)(12128 4 1)(1284 4 1)(12%2 + 1)(1216 + 1).
L (1284 (128 4 1)(122 4+ 1121 + 1)(121 —1).
122+ 1= 145=5 29, 1204+ 1= 13, 12t — 1= 11.
z, ist durch 29 - 13- 11 = 4147 teilbar.
Bemerkung: Auch die Faktoren (12¢ — 1), (12'¢ — 1), (12256 — 1) sind zum
Beispiel Teiler von z,, und diese Faktoren $ind nach dem kleinen Satz von

Fermat?!) durch 5, durch 17 und durch 257 teilbar. Folglich sind auch 5, 17
und 257 Teiler von z,.

(4%)® Man zeige, daB 2 = 188 1 durch 104 975 teilbar ist.

(45)® Man zeige, daB z,= n®+ 4n fiir jede natiirliche Zahl n. durch 5 teil-
bar ist.

(46). Man zeige, daB z,= p*+ 4 fiir jede Primzahl p > 5 durch 5 teilbar
ist.

(47)® Mit welcher Ziffer endet die 12. Potenz einer Primzahl p > 100?

1) Siehe Aufgabe (114).
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3.3. Kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches,
groBter gemeinsamer Teiler

(48)  Gegeben seien zwei natiirliche Zahlen n; und n, sowie die Primzahl-
produktdarstellungen dieser Zahlen mit nichtnegativen ganzzah-
ligen Exponenten.

ny= p;* - py®: pg*s- e P
ng= pifi- pfr- psfs- o - pibs.

Gesucht ist die kleinste natiirliche Zahl m sowie die Produktdar-
stellung dieser Zahl m, in der n, und n, als Faktoren enthalten
sind.

Beispiele :
a) ny= 48, ny,= 84
b) n,= 1125, ny= 35.
Losung:

Es sei angenommen, daB s = r. Man konstruiert Exponenten y; derart,
daB y,= a;, wenn &; = f; und daB y,= B, falls B, = a;.

m= [nl, n2]= pli'l . pﬂ% . pa}':- ees p,;','

In m sind n, und n, als Faktoren enthalten.

m ist die kleinste natiirliche Zahl mit der Eigenschaft, n; und n, als Faktor
zu enthalten, denn giibe es eine kleinere Zahl m’ mit der geforderten Eigen-
schaft, dann miiBte eine der Potenzen p: verkleinert werden, und diese
eine Potenz wiirde dann von p;#t oder von p#: iibertroffen, so daB n, oder
ny kein Teiler von m’ wiire.

Beispiele :
a) n, = 48, n, = 84, b) n, = 1125, n, = 35
n=2.3, n=2.3.5.7 n=20.3.5, n,=20.3.5-7

pi=4 ya=1 y3=0, yy=1 » =0, 1,=2, =3, =1
m=24.31.50. 71 = 336. m=2".3.5%. 71 =7875.
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Bemerkung: m heiBit das , kleinste gemeinschaftliche Vielfache* (kgV) der
Zahlen n, und ny. Durch analoge Uberlegung kommt man auch zum kgV
von k natiirlichen Zahlen

m=[ng, ng, ng, ..., ng.

Das kgV ist Teiler aller anderen gemeinschaftlichen Vielfachen m;, da
andere gemeinschaftliche Vielfache nur durch VergroBerung der y; oder
durch Multiplikation des Produktes mit einem Faktor K entstehen kon-
nen und da m, also nur die Form m;= K- p/#1- p#a - pghs - .- - pHs mit
My = p¢ haben kann. Es ist jetzt aber méglich, die Potenzen aufzuspalten
und folgende Form zu erreichen

my= K- pihi- pphe- pghae oo s p.l, < (py?r- pgtre e - pP)=k*-m.

Bei groBeren natiirlichen Zahlen wird das oben angegebene Verfahren zur
Gewinnung des kgV recht kompliziert und langwierig. Durch den Eukli-
dischen Algorithmus wird spéter ein brauchbares Verfahren entwickelt

(man vergleiche Aufgabe (50)).

'(49) Gegeben seien zwei natiirliche Zahlen''n; und n, sowie die Prim-
zahlproduktdarstellungen dieser Zahlen mit nichtnegativen ganz-
zahligen Exponenten.
n,= pl"‘l . pzt"] . ps‘"l o ees o p’ﬂr
ng= plﬂl. P2ﬁ' s pgfre et Paﬁ“

Gesucht ist die grofte natiirliche Zahl d, die sowohl in n; als auch
in n, als Faktor enthalten ist.

Beispiele:
a) nj = 48, n, =84
b) ng = 1125, ny=35.

Losung: .

Es sei angenommen, daB s = r gilt. Man konstruiert Exponenten &, derart,
daB d;= a;, wenn &; < f; und daB §;= g, falls §; < «,.

d= (ny, ny)= psi- pyfr- pghr- ... - pdr

d ist in n; und in n, als Faktor enthalten, da §; < o; und 6; < f; sowie
s=r.
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d ist die grofite Zahl mit der Eigenschaft, Teiler von n; und 7, zu sein, denn

- gabe es eine groBere Zahl d’ mit der geforderten Eigenschaft, dann miifite
mindestens eine der Potenzen p vergroBert werden und diese Potenz
wiirde p;# oder p;fi iibertreffen, so daB dann entweder d’ kein Teiler von
n, oder aber kein Teiler von n, wire.

Beispiele:
a) n, = 48, n, = 84,
n,=2.3, ng=22.31.50. 71,

6,=2 6=1, 6=0 8=0.
d =22.31=12.

b) n1=1125, n,=35,
n,=20.3.5, n,=20.30.51.7,
6, =0, 6,=0, =1, 6=0.

d =20-3.51=5.

Bemerkung: d heiBt ,,groBter gemeinsamer Teiler” (ggT) der Zahlen n,
und n,. Durch analoge Uberlegung kommt man auch zum ggT d von k
natiirlichen Zahlen

d= (nl’ Ngy Ngy o« oy "‘l:)'

Der ggT ist Vielfaches aller anderen gemeinsamen Teiler. Alle anderen
gemeinsamen Teiler d, der betrachteten natiirlichen Zahlen sind in d als
Faktor enthalten. Andere gemeinsame Teiler konnen aus d nur dadurch
entstehen, daB gewisse ; verkleinert werden. Dann gilt:

dy= pier- pyos - pgPs- o - o mit o= Gy
Es ist jetzt aber moglich, die Potenzen von d aufzuspalten, so daf
d=psti - pglr- we - pr
= PO+ pyor- e+ POr: (Px’-" - pofa- e .Pref)
=k-d,.
Ist der ggT zweier natiirlicher Zahlen n; und n, gleich 1, so heiBlen die
Zahlen ,,teilerfremd oder ,,prim* zueinander. Auch k Zahlen heilen teiler-

fremd, wenn d= (ny, ng, . . ., ng) = 1, sie heiBen ,,paarweise teilerfremd*
wenn je zwei der Zahlen ny, ng, .. .; ng zueinander teilerfremd sind.
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3.4.  Euklidischer Algorithmus

(50)  Gesucht ist ein Verfahren zur Bestimmung des ggT zweier natiir-
licher Zahlen n; und n, (Euklidischer Algorithmus). -

Beispiele:
a) n;= 196, ny= 91
b) ny= 297, ny= 140
c) ny= 1632, ny= 833
d) n, = 2744, ny= 675.
Lésung:

Es sei angenommen, daB n; > n,. Man denkt sich den beiden natiirlichen
Zahlen n; und n, Strecken auf dem Zahlenstrahl zugeordnet. Es wird nun
ein solches Vielfaches der Strecke n, auf der Strecke n, abgetragen, dafl
ein Rest R; < n, iibrig bleibt. Nun werden die Strecken n, und R, auf dem
Zahlenstrahl aufgetragen, und von der Strecke n, wird ein solches Viel-
faches der Strecke R, subtrahiert, daB ein Rest R, bleibt mit R, < R,.
Man setzt das Verfahren fort und trigt schlieBlich die Strecken R, und
Rpyy auf dem Zahlenstrahl ab (R;,; < Ry). Man subtrahiert von R, wieder-
um ein Vielfaches der Strecke Ry, und erhdlt den Rest R,, mit
Rpy < Ry

Bei den Zahlen n,, n, und R handelt es sich um ganze positive Zahlen, so
daB bei Fortsetzung des Verfahrens der Wert 0 erreicht wird. Irgendwann
muBl R, Teiler von R,_, sein. Eventuell muB das Verfahren fortgesetzt
werden, bis R,= 1 sicher Teiler des vorhergehenden Restes, einer positiven
ganzen Zahl, wird.

Der letzte Rest R, ist in jedem Fall ggT der natiirlichen Zahlen n, und n,.

Es gilt
Ry 1= ky- Ry,
Hn—z = kz : Rn—l + Rn
=k k- R, + R,
=1k R,

Ro 3=k R,, + Ry,
=ky-ks- R+ ky- R,

k5-R,,

”.2 =k R + R,
=k-R,

nn =k-n +R
=k -k R,+ R,
=k-

ne
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Beispiele:
ﬂ) n, = 196, n, = 91.
Man denkt sich die Strecken n, = 196 und n, = 91 aufgetragen und subtra-
hiert das Zweifache der Strecke n, von n;. *
n,—2n, =196 —2-91= 14 =R,.

Man denkt sich die Strecken n, = 91 und R, = 14 aufgetragen und subtra-
hiert das Sechsfache der Strecke R, von n,.

n2—631=91—6- 14=R’=7.
Da R, = 7 Teiler von R, = 14 ist, erhalten wir d = (196, 91) = 7.
b) n, = 297, n, = 140.
.ny —2n, =297 — 2-140 = R, = 17,
n, — 8R, = 140 — 8. 17 = R, = 4,
hl—4R,:17—4-4=RS=1, d = (297, 140) = 1.
Die Zahlen n, = 297 und n, = 140 sind teilerfremd oder prim zueinander.
c) n, = 1632, n, = 833.
Wir lésen uns von der geometrischen Anschauung und schreiben kurz
1632 =833 1+ 799
833="799. 14 34
799 = 34.23 + 17
36= 17. 2+ 0, d = (1632, 833) = 17.
Oder noch kiirzer:
d = (1632, 833) = (833, 799) = (799, 34) = (34, 17) = 17.
d) n, = 2744, n, = 675.
2744 = 675. 4+ 44
675 = 44-154 15
4= 15. 24 14
5= 14. 14 1
4= 1.-14+4 0, d = (2744, 675) = 1.
Oder kiirzer:

d = (2744, 675) = (675, 44) = (44, 15) = (15, 14) = (14, 1) = 1.

Bemerkung: Das hier angegebene Rechenverfahren (Algorithmus) zur Be-
stimmung des ggT stammt von Euklid.

Es ist bei diesem Verfahren oft angebracht, negative Reste einzufiihren,
falls diese ein Rechnen mit kleineren Zahlen zur Folge haben.
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Fiir die Aufgaben b) und c) wiirde sich ergeben:
c)n;= 1632, ny=833.

1632=833-2—34

833= 34-24+17
3= 17-2 d= (1632, 833)= 17.

Oder kiirzer:

d= (1632, 833) = (833, 34) = (34, 17)= 17.
d) d= (2744, 675)= (675, 44) = (44, 15)= (15, 1)= 1.
Durch analoge Uberlegung gelangt man zu einem Verfahren zur Bestim-

mung des ggT von k natiirlichen Zahlen (k > 2). Es sollen hier nur zwei
Beispiele angeschlossen werden.

d= (750, 330, 336) = (330, 90, 6)= (6, 0, 0)= 6.
d= (396, 286, 156, 108) = (108, 36, 38, 48)= (36, 0, 12, 2)
=(2,0,0,0)=2.

(51)® Man bestimme den ggT der Zahlen
a)ny= 41275, ny,= 4572
byn,= 5661, n,= 5291, ny= 4292
¢)ny= 7576, np= 6591, ny= 4913
d) ny= 325 104, ng= 221946, n;= 906564, ny= 53142
eyny= 2125, n,= 1716, ng= 1534, ng= 1213.

(52) Es ist zu zeigen: Das Produkt aus dem ggT und dem kgV zweier
natiirlicher Zahlen n; und n, ist gleich dem Produkt dieser beiden
Zahlen. /

Oder:
d-m= (ng, ng) - [ny, ng] = ny - ny.
Losung:
Die Produktdarstellungen in Primzahlpotenzen der beiden gegebenen
Zahlen seien
ny= Pl“' . pz“' o eee e p'or,.
ng= P1ﬁ‘ . Pzﬂ’ © e s Pcﬂ" r é s (Vgl Aufgabe (36))
Es gilt
M= py¥1: Pe¥r+ «e+ - P Vs (Vgl. Aufgabe (48))
d =p-ple- - po (Vgl. Aufgabe (49)).
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Damit wird das Produkt

d m = pl?|+5| . ch"l“"z BT pr7f+a' . pr+1"+' o e e PYs und
ny - ng= p1“|+ﬂx . pzal'l‘ﬁn v sen s Pr¢f+ﬁ, % pf+1F'+l « wee o pbs.
Fir 0, < By st y;=p; und = 0y

fir o, =p;, ist =0, und &;=p.

Die Summe &; + g ist also in jedem Fall gleich der Summe y; + J;, was
zu zeigen war.

Bemerkung: Mit Hilfe des Satzes in Aufgabe (52) ist die Bestimmung des
kgV iiber den Euklidischen Algorithmus méglich. Als Beispiel soll die Be-
stimmung des kgV der Zahlen n, = 714 und n, = 476 angeschlossen werden.
d= (714, 476)= (476, 238) = (238, 0)= 238.

n,-n,  714.476 ¢

T_T=1428.

m =
(53) Zu bestimmen ist das kgV der Zahlen
n, = 459, ny,= 306, ng= 255, ng= 204.

Losung:

Zunichst bestimmt man die ggT der Zahlen n; und n, und der Zahlen ng
und ng.

dyy= (459, 306)= (306, 153) = (153, 0)= 153,
dgy = (255, 204) = (204, 51)= (51, 0)= 51.

Aus dy, und dyy lassen sich die kgV der entsprechenden Zahlen ermitteln

459 - 306 255 - 204 —~1020.

g =18 mu=—p;

Mg =

Es folgt
“ d= (1020, 918) = (918, 102) = (102, 0)= 102.
Damit wird das kgV der 4 gegebenen natiirlichen Zahlen

1020 - 918

103 =9180.

m = [459, 306, 255, 204] =
(54)® Man bestimme das kgV der Zahlen

a) ny= 1554, n,= 666

byn,= 831, ny,= 137
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c)ny= 4891, n,= 4221, ng= 1407,
d)ny= 7612, n,= 3114, ny= 1903, n,= 1038,
e) ny= 19224, n,= 3204, ny= 2403, n,= 1068, n;= T712.

(55) Gegeben sind zwei natiirliche Zahlen n, und n, sowie ihr ggT
d= (ny, ny). Gesucht wird der ggT d* der Ausdriicke

n=az-m+ty-n und z=z-n+y n.
z;, und y; sind beliebige ganze Zahlen.

Beispijel:
n,= 792, = 1, y= 21,
ny= 462, z,= 28, yp= —b.
Losung:

Nach Voraussetzung ist d Teiler von n; und von n,. Also gilt: n;= ad und
ny= bd (a, b ganzzahlig). Damit wird

2 = (azy+ by,) - d=k, - d,

29 = (azy+ by,) - d=ky - d.

d* = (21, 25)= (ky - d, ky - d)= k- d, wobei k= (ky, k) ist.

Ergebnis: Der ggT der Zahlen z, und z, ist ein Vielfaches des ggT der Zahlen
ny und n,.

Beispiel:
d = (792, 462)= (462, 330)= (330, 132) = (132, 66) = 66.
zy = 77924 21 462= 15 246
z, =28 792—5- 462= 19 866.
d* = (z,, )= (19 866, 15 246) = (15 246, 4620) = (4620, 1386)
= (1386, 462) = (462, 0)= 462= 7 - 66.

Bemerkung: Der Ausdruck z= zn; + yn, (z,y beliebige ganze Zahlen)
heiBt ,,Linearkombination‘ der Zahlen n; und n,. Die Menge aller Linear-
kombinationen der Zahlen n, und n, bildet einen Ring mit der iblichen
Addition und Multiplikation dieser Zahlen als Verkniipfung, nimlich den
Ring der durch d teilbaren Zahlen. d ist die kleinste positive Zahl dieses
Ringes. Durch analoge Betrachtung erhélt man das gleiche Ergebnis fiir die
Linearkombinationen von drei und mehr natiirlichen Zahlen. Umgekehrt
1Bt sich jede Zahl des Ringes in der Form z = zn; + yn, darstellen, wobei ©
und y ganze Zahlen sind.
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-

Einfithrung, Definition

(56) Gegeben sind die voneinander verschiedenen natiirlichen Zahlen
n; und n,. Gesucht wird eine notwendige und hinreichende Be-
dingung dafiir, daB die Zahlen n; und ny bei der Division durch
eine bestimmte natiirliche Zahl m denselben Rest R lassen.

Lésung:

Wenn n; und n, bei der Division durch m den Rest I lassen, so gilt
ny =k -m+ R, R<n
ng ="k, -m+ R, R<ny mit Iy=Fk,.

Durch Subtraktion ergibt sich
) n—nyg=m- (by—ky)=m- k. -
Die Differenz der gegebenen Zahlen n; und n, ist durch m teilbar.

Ist nun die Differenz zweier natiirlicher Zahlen n, und n, durch m teilbar,
so gilt: ny—ny=m - k. ‘
Angenommen, n, lasse bei der Division durch m den Rest R, also
ny= k' - m+ R. Fiir n, gilt dann:

ny=mk+ ny=mk+ mlk'+ R=m(k+ k') + R.
Die Zahlen n, und n, lassen bei der Division durch m denselben Rest .

Ergebnis: Zwei natiirliche Zahlen n; und n, lassen bei der Division durch m
genau dann denselben Rest R, wenn ihre Differenz durch m teilbar ist.

Definition: Zwei ganze Zahlen a und b, die bei der Division durch m den
selbenRest lassen, heilen ,,kongruent nach dem ,,Modul* m.

Als Zeichen verwenden wir a= b mod m (a kongruent b modulo m) oder
kurz a = b(m).

Wir bezeichnen die Gesamtheit aller ganzen Zahlen, die modulo m den-
selben Rest lassen, als eine Restklasse.
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Beispiel :

Die Zahlen 9,23,51,79, 93 gehoren modulo 7 alle derselben Restklasse an, sie
sind alle kongruent modulo 7, weil sie bei der Division durch 7 alle denselben
Rest R =2 lassen. Es gilt:

9=23=51=79=93=2mod 7.

Die Differenzen je zweier der angegebenen Zahlen sind stets durch ip = 7 teilbar.

(57) Welche der Zahlen
ny= 11, ny= 17, ng= 27, ny= 81, n;= 61, ng= 66
sind nach dem Modul 7 (10, 13, 17) untereinander kongruent?

Losung:

11 =4 mod 7 11 =1 mod 10 11 =11 mod 13
17=3 mod 7 17 =7 mod 10 17= 4 mod 13
27 =6 mod 7 27 =7 mod 10 27= 1mod13
81=4mod 7 81 =1 mod 10 81= 3mod 13
61=5mod 7 61 =1 mod 10 61= 9mod 13
66 =3 mod 7 66 = 6 mod 10 66= 1mod 13
11 =11 mod 17

17= 0O mod 17 -

27 =10 mod 17

81 =13 mod 17

61 =10 mod 17

66 = 15 mod 17

M=8l=4mod7 11=8l=61=1mod10 27=66= 1mod13
17=66=3mod 7, 17=27=7mod 10, 27 =61 =10 mod 17-

Bemerkung: a = 0 mod m bedeutet, daB a durch m teilbar ist. Alle durch m
teilbaren Zahlen gehoren derselben Restklasse an, k- m =0 mod m.

Als nicht negative Reste R <_m kommen 0,1,2,3,..., (n—1) modulom
in Frage. Das sind genau m Elemente als Vertreter fiir die einzelnen Rest-
klassen. :
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4.2.  Addition, Subtraktion, Multiplikation, Rechenkontrollen

(58) Man zeige: Aus a=b mod m und ¢=d mod m folgt
a+c=b+ dmod m.

‘Liisung:
Aus a=bmodm und c=dmod m
folgt a=Fk -m+b und c=ky - m+d.

Durch Addition ergibt sich die Behauptung

at+c=(+k) m+bt+d=k-m+b+d
oder a4 c=b+ dmodm.

/

Ergebnis: Die Summe der Reste zweier Zahlen bei der Division durch m
ist kongruent dem Rest, den die Summe dieser Zahlen bei der Division
durch m laBt.
Oder:

Die Differenz aus der Summe zweier Zahlen 'a und b und der Summe der
Reste, die diese Zahlen bei der Division durch m lassen, ist durch m teilbar.

Beispiele:
57 = 6 mod 17, 121 = 2 mod 17, 57 + 121 = 178 = 8 mod 17.
6 + 2 = 8 mod 17, 8 = 8 mod 17.
98 = 10 mod 11, - 64 =9 mod 11, 98 + 64 = 162 = 8 mod 11.

10 +9 = 19 = 8 mod 11, 8 =8 mod 11.

Bemerkung: Zur Uberpriifung der Rechnung bei groBeren Summen kann
der hier hergeleitete Satz angewendet werden. Bei richtiger Rechnung
muf} die Summe der Reste der Summanden bei der Division durch eine
beliebige Zahl m mit dem Rest der Summe bei der Division durch die
gleiche Zahl m iibereinstimmen bis auf ‘evtl. ein Vielfaches von m.

Man vergleiche die in Aufgabe (90) behandelte Neuner- und Elferprobe.

(59) Man iiberpriife die Summe der Zahlen
387 + 1437 + 2093 + 4618 + 517 + 1632 + 971 = 11 655
mod 7, mod 9 und mod 11.
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Losung:

387 =2 mod¥% 387=0mod 9 387=2mod 11
1437 =2mod 7 1 437 =6 mod 9 1437="7mod 11
2093 =0mod 7 2093=5mod 9 2093 =3 mod 11
4618 =5 mod 7 4618 =1mod 9 4618 =9 mod 11

517 =6 mod 7 517 =4 mod 9 517 =0mod 11
1632=1mod 7 1632=3mod 9 1632=4mod 11

971=>5mod 7 971 =8 mod 9 971 =3 mod 11

11 665 =0 mod 7

11 655=0mod 9

11 655 = 6 mod 11

Die Summen der Reste sind
M=0mod7, 27=0mod9, 28=6mod11.

Die Proben stimmen, es ist deshalb anzunehmen, dal die gegebene Summe
richtig berechnet wurde.

(60) Man zeige: Aus a=b mod m und c=d mod m folgt
a—c=b—dmodm.

Lésung:

Bei der Subtraktion « — ¢ = = wird diejenige Zahl z gesucht, die, zu ¢ ad-
diert, die Zahl a ergibt,

In der Kongruenz a —c =z mod m kann z auch negativ sein. Durch Ad-
dition eines Vielfachen des Moduls m erhélt man dann den positiv klein-
sten Rest.

c=dmodm

c=ky, -m+d.

Aus a=bmodm und
folgt a=k,-m+5b und
Durch Subtraktion ergibt sich die Behauptung
a—c= (ky—hy)-m+b—d=k-m+b—d oder
a—c=b—dmodm.

Falls b < d, so addiert man zum Ergebnis den Modul m.

Ergebnis: Die Differenz der Reste zweier Zahlen bei der Division durch m
ist kongruent dem Rest, den die Differenz dieser Zahlen bei der Division
durch m laBt.
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Beispiele:

19 = 5mod 7, 16 = 2mod 7, 19 — 16 = 3 mod 7.
5— 2=3mod 7, 3= 3mod 7.

87 = 2 mod 17, 63 = 12 mod 17, 87 — 63 = 24 = 7 mod 17
2—12=—10=—10+17= 7 mod 17, 7 = 7 mod 17.

Bemerkung: Nach den Aufgaben (58) und (60) kinnen die Uberpriifungen
von Rechenergebnissen jetzt auf Summen und Differenzen ausgedehnt
werden. Man vergleiche die Bemerkung in Aufgabe (58).

(61) Man zeige: Aus a=bmod m und c=d mod m
folgt ac= bd mod m.

Losung:
Aus a=bmodm und c=dmod m
folgt a=rhy-m+b und c=ky-m+d.

Durch Multiplikation ergibt sich die Behauptung

ac= (kym + b)(kym + d) = (kykgm + dhy + bky) - m + bd  oder

ac = bd mod m.

Ergebnis: Das Produkt der Reste zweier Zahlen bei der Division durch m

ist kongruent dem Rest, den das Produkt dieser Zahlen bei der Division
durch m 1aBt.

Beispiele:

27 = 1 mod 13, 43 = 4 mod 13, 27 - 43 = 1161 = 4 mod 13.
1.4 = 4mod 13, 4 = 4mod 13.

49 = 4mod 5, 82 =2mod 5, 49 .82 = 4018 = 3 mod 5.
4.2 =8=3mod5, 3 =3mod 5.

Bemerkung: Die Uberpriifungen von numerischen Rechnungen kénnen
nun auch auf Multiplikationen ausgedehnt werden. Alle Rechnungen, in
denen Additionen, Subtraktionen und Multiplikationen enthalten sind,
konnen modulo m iiberpriift werden. Fiihrt man die angegebenen Rechen-
operationen mit den Resten modulo m (m beliebig) aus, so erhélt man ein
Frgebnis, das bei richtiger Rechnung dem angegebenen Ergebnis modulo m
kongruent sein muB. Man beachte: Die genannten Uberpriifungen 'gelten
im allgemeinen nicht fiir Divisionen. Darauf wird in Aufgabe (105)
eingegangen werden, Man beachle auch den Hinweis in Aufgabe (90),
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wonach bei richtiger Probe angenommen werden darf, da die Rechnung
richtig ist, wonach bei falscher Probe jedoch sicher ein Fehler in der
Rechnung enthalten ist.

(62) Man iiberpriife die Richtigkeit der Berechnung
12 536 — 153 - 6483 + 27 333® = 904 252 286
mod 7, mod 9 und mod 11.

Lésung:
12 536 =6 mod 7
153 =6 mod 7
6 483 =1 mod 7
27 333=5mod 7
904 252 286 = 0 mod 7, 36 — 6+ 25=6 mod 7.

Schon die Probe modulo 7 fiihrt zu unterschiedlichen Ergebnissen, es ist
mit Sicherheit ein Fehler in der Rechnung enthalten. Auf die weiteren
Proben modulo 9 und modulo 11 kann also verzichtet werden.

(63) Man zeige: Aus = b mod m und n = 0 folgt a” = b" mod m.

Lésung:

Aus a= b mod m folgt a= km + b.
Durch Potenzieren mit dem Exponenten »n ergibt sich die Behauptung

a* = (km + b)*
=(knmu-1+('1‘>kn—1mu-2b+ +( )ku EmnELBE
sarefe kb"'l) m 4 b

oder
a" = b" mod m.
Ergebnis: Der Rest einer Potenz bei der Division durch m ist kongruent
der Potenz des Restes der Basis unter Beibehaltung des Exponenten.
Beispiele:
4 = 1mod 3, 4= 4096 = 1mod3, 1= 41mod3, 1 = 1mod 3.
7 = 3mod 4, 7*= 343 = 3mod4, 3*=27 = 3mod4, 3 = 3mod4.
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(6%4) Gegeben ist der Ausdruck
1238 — 278 = 3 180 396 455 208.
Man iberpriife das Exgebnis durch Proben mod 7, mod 9 und
mod 11.

Lésung:
123=4mod 7, 2= 16=2mod 7, 48=28=1mod 7,
27 =6 mod 7, 62=36=1mod 7, 68=1mod 7.

1—1=0mod?7, 3180 396 455 208 =0 mod 7.
123 =6 mod 9, 6= 36 =0mod 9, 68 =0 mod 9,
27=0mod 9, 978=0mod 9, 3180 396 455 208= 0 mod 9.
123 =2 mod 11, 28= 64 =9 mod 11,
27 =5 mod 11, 52 = 3 mod 11, 5= 9 mod 11, 58=4 mod 11.
9—4=5mod 11, 3 180 396 455 208 =5 mod 11.

Die Proben mod 7, mod 9 und mod 11 liefern fiir beide Seiten der gegebe-
nen Gleichung die gleichen Ergebnisse. Es ist demnach anzunehmen, dafl
der gegebene Ausdruck richtig berechnet wurde.

(65) Man berechne den Ausdruck
z= (113 4 T5)2 — 42719(475 — 1323)7
a) mod 17, b) mod 19, ¢) mod 23.

Losung:
a) 112 = 2mod 17, 112 = 5 mod 17,
72 =—2mod 17, 74 = 4mod17,

75 = 11 mod 17, (113 4 75)t = (—1)*= 1 mod 17,

Il

427 = 2mod 17, 4274 =—1mod 17,
4278 = 1 mod 17, 42719= 8 mod 17,
47 =—4mod 17, 472 =—1 mod 17,
475 =—4mod 17,  —4 = 13mod 17,
132 =—4mod 17, 1322 =—1mod 17,
13% = 4mod17, 42719 (475 — 132%)7=—3 mod 17,

z =, 4mod17.
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b) 112 = 7 mod 19,
72 = 11 mod 19,

75 = 11 mod 19,

427 = 11 mod 19,
4274 = 11 mod 19,
42719 = 11 mod 19,

47 = 9mod 19,
474 = 6mod 19,
132 =—1mod 19,
z= 12 mod 19.

¢) 112 = 6 mod 23,

7> = 3 mod 23,

427 = 13 mod 23,
4274 =—5 mod 23,

4278 = 4 mod 23,
47 = 1 mod 23,
132 =—6 mod 23,
1328 = 14 mod 23,
z= 1 mod 23.

(66)® Man berectme

13 = 1 mod 19,
7¢ = 7mod 19,
(1134 75)4 = 128 = (_7)¢ =7 mod 19,
4272 7 mod 19,
42718 = 11 mod 19,

]

47*'= 5mod 19,
475 =—3 mod 19,
1323 =—1 mod 19,
42719(475 — 1323%)7 = 14 mod 19,

113 =—3 mod 23,

75 .= —6 mod 23,
(113 + 75)t = (—9)4 = 6 mod 23,

4272 = 8 mod 23,

4278 = 2mod 23,
42719 =2 mod 23,
47 = 1mod23, |

1322 = 13 mod 23,
42719(475 —'1323)7 == 5 mod 23,

3= (185 — 73)7 — 3116(449 — 310)5 mod 17.

4.3.  Teilbarkeitsaufgaben

(67) Man zeige, daBl z= 437 — 8713 durch 44 teilbar ist.

Lésung:

3= (—1)"— (—1)® = —1 + { = 0 mod 44.

z ist durch 44 teilbar.

(68) Es ist zu zeigen, dal z, = 1742%1 4 1212 . 10372+ fiir jede natiir-

liche Zahl n durch 3633 teilbar ist.
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Lésung:
Es'gilt die Zerlegung 3633=3- 7 - 173.
z, ist durch 3 teilbar, weil sowohl 174 als auch 1212 durch 3 teilbar sind.
174=6=—1mod 7, 1212= 1 mod 7, 1037 =1 mod 7.
Zy=(—1)P"141. 121 =—1 4 1=0mod 7,
2, ist durch 7 teilbar.

174 =1 mod 173, 1212 =1 mod 173, 1037 =172 =—1 mod 173.

=114 1. (—4p2*"1=1—1=0mod 173,
z, ist durch 173 teilbar. ;

I

(69)® Man lsse die Aufgaben (8) und (9) mit Hilfe von Kongruenzen.

(70)  Mit welcher Ziffer enden die Potenzen
a) 6%, )30 o) 287

Lésung:

a) Jede Potenz der Zahl 6 endet wiederum mit der Ziffer 6.
Speziell gilt: 6343 = 6 mod 10.

b) 3*=1mod 10,  31000= (34)250 = 4 mod 10

c) 2= 6 mod 10, 2009 — (24)249. 23 =6 . 8 = 8 mod 10.

Im Fall a) endet die gegebene Potenz mit der Ziffer 6, im Fall b) mit der
Ziffer 1 und im Fall ¢) mit der Ziffer 8.

(71) Man bestimme die Reste der Potenzen
a) 2147, b) 3500, c) 4701, d) 51001
bei der Division durch 5, durch 7 und durch 11.

Lésung:

a) 2=—1mod 5, M7= (2)18. 2= (—1)- 2=3 mod 5.
B= 1mod 7, 247= (2)®=1mod]7. :
B=—1mod 11, 217= (26)20. 2= (—1). 4= _—4 =7 mod 14.
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b)#=—1mod 5  3500= (—1)250=1 mod 5.
3¥=—1mod 7, 3500 = (38)166 . 32 = 2 mod 7.
3= 9mod1l, 3t=4mod 11, 3F=1modlil,
3500 = (35)100 = 1 mod 11.
)4 =—1mod 5 4" =—1mod5, —1=4mod 5.
B= 1mod 7, 4™= (£P®.42=2mod]7.
42= b5mod 11, 44=3mod 11, 45=1mod 11,
4701 = (45)140. 4 =4 mod 11.
d) 5" und speziell 51901 js durch 5 teilbar und liefert also bei der Division
durch 5 den Rest Null. 5190 = 0 mod 5.
B=—1mod 7, 5901= (538.5=(—1).4=3mod 7
5= 3mod 11, 5t=—2mod 11,  55=1mod11,
51001 — (55200 . 5 = 5 mod 11. '

(72)  Welche Moglichkeiten der Zerlegung der Zahl 1 in zwei Faktoren
gibt es mod 7, mod 10 und mod 13? s

Losung:

1.1=2.4=3- 5=1mod7.

1-1=3-7=9- 9=1mod 10.
1.1=3.9=4-10=6-11=12- 12=1mod 13.

(73). Welchen Rest 148t die Potenz z= 1737 bei der Division durch 19?

(74) Man zeige, daB 7* fiirn =1, 2, 3, ... in den letzten drei Ziffern
periodisch ist. Man gebe die Linge der Periode an.

Losung:

Mit den Ziffern 0,4, 2,...,9 lassen sich 1000 voneinander verschiedene
Zahlen < 1000 schreiben. Von diesen Zahlen haben jeweils 100 dieselbe
Endziffer. Da bei den Potenzen von 7 nur die Endziffern 7, 9, 3 und 1 auf-
treten, kommen fiir die Potenzen von 7 nur héchstens 400 voneinander
verschiedene Zahlen < 1000 als letzte 3 Ziffern in Frage. Nach endlich
vielen, nach hochstens 400 Schritten kommt man also zu einer Endziffer,
die in den letzten 3 Stellen schon einmal auftrat.



Modulo 1000 gilt:

4.3. Teilbarkeitsaufgaben

"= 1, 7 = 49, 7 = 343, 4 =401, 75 = 807,
76 = 649, 77 =543, 7# =801, 7° =607, 710 = 249,
=743, 712 = 201, 78 = 407, 714 = 849, 715 = 943,
718 = 601, 717 = 207, 718 = 449, 719 = 143, 70= 1,
= 7, 2= 49, 7% = 343, Tr2ok = 7r,
(75) Man bestimme die natiirliche Zahl n mit 990 < n < 1010 und
3" = 69 mod 100.
Losung:
3 = 3 mod 100, 32 = 9 mod 100, 3% = 27 mod 100,
3¢ = 81 mod 100, 35 = 43 mod 100, 38 = 29 mod 100,
37 = 87 mod 100, 38 = 61 mod 100, 3% = 83 mod 100,
310 = 49 mod 100, 31 = 47 mod 100, 312 = 41 mod 100,

313 = 23 mod 100,
318 = 21 mod 100,
319 = 67 mod 100,

314 = 69 mod 100,
317 = 63 mod 100,
320= 1 mod 100,

3%5= 7 mod 100,
318 = 89 mod 100,

3r+20k = 3r mod 100, 314+20k = 69 mod 100.

k=49, n= 994.

(76) Man zeige, daB fiir alle mit der Ziffer 1 endenden natiirlichen Zahlen

ngilt: n®=n mod 100.
Léosung:
Jede zweizifirige, auf 1 endende natiirliche Zahl n hat die Form n = 10a+ 1.
Behauptung:

7 =n*—n=n(n""1—1)= 0 mod 100.

Nach dem binomischen Satz gilt:

7 = (10a + 1) [(" "y 1) e 1) (1022 4.

e (-1

n—
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Alle Summanden der zweiten Klammer bis auf die letzten drei sind durch
100 teilbar. Damit folgt

(10a + 1) [(" = 1) 10a 41— 1]
(10a 4 1) [(n — 1) 10a]

(10a + 1) (10a - 10a)

= (10a + 1) (100a2)

=0mod 100. q.e.d.

Il

I

I

Bemerkung: n® = n mod 100 gilt auBerdem noch fiir die folgenden zwei-
ziffrigen Zahlen

n= 16, 25, 36, 49, 56, 57, 75, 76, 93, 96, 99.

/

(77)® Man zelge, daB z,= 2" 4 1 fiir keine natiirliche Zahl n die fiinfte
Potenz einer natiirlichen Zahl ist.

(78) Fir welche Zahlen m gilt der Satz: Ein Produkt modulo m ist
dann und nur dann kongruent Null mod m, wenn ein Faktor kon-
gruent Null ist?

Losung:

Ist m= 10, so kann ein Produkt auch Null sein, wenn keiner der beiden
Faktoren gleich Null ist. Zum Beispiel gilt:
2.-5=4-5=6-5=0mod 10, oder 3:-6=0mod9.

Ist m nun Primzahl (m = p) und sind @ und b Zahlen aus dem Bereich
0,1,2,3,..., (p—1), dann bedeutet ab= 0 mod p, daB das Produkt ab
in der gewohnlichen Arithmetik durch p teilbar ist. Ein Produkt ist aber
nur dann durch eine Primzahl teilbar, wenn einer der Faktoren durch p
teilbar ist. Da aber sowohl a als auch b die Zahlen 0,1,..., (p—1),
also kleiner als p sind, kénnen a und b nicht durch p teilbar sein. Folglich
kann auch das Produkt ab nicht durch p teilbar sein.

ab= 0 mod p gilt nur fiir a= 0 mod p oder fiir b = 0 mod p.
Andererseits folgt aus e = 0 mod p oder 5= 0 mod p ab= 0 mod p.

Ist m > 1 dagegen Nichtprimzahl, so 148t m eine Zerlegung in Primzahl-
potenzen zu, und diese Primzahlen liegen im Bereich der Zahlen 2, 3, .
(m—1). Zu jedem Teiler d mit 1 <d<m des Moduls m gibt es eine
Zahl k mit k 2= 0 mod m, so daB gilt dk = 0 mod m,
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Beispiel:

m=24=28.3=28:3.

3.8=6. 8=9. 8=12. 8=15. 8=18. 8=21. 8=3-16
=6.16=9.16=12.16=15.16 = 18- 16 = 21 16 = 0 mod 24.

Folgerung: Ist m Nichtprimzahl (m == p), so gibt es modulo m keine ein-
deutige Umkehrung der Multiplikation (vgl. Aufgabe (104)). Zum Bei-
spiel wiirden ;= 2, x,= 4, 7;= 6 und z, = 8 die Kongruenz 52 =0 mod 10
befriedigen. -
Ist m dagegen Primzahl (m= p), so hat die Kongruenz az = b mod p mit
a == 0 mod p stets eine und nur eine Losung.

)
N

Tabellen fiir die Summen, Produkte und Potenzen

(79) Man ordne die Summen je zweier Elemente mod m firm= 3,7, 9,
10 und #1 iibersichtlich in Tabellenform an und gebe charakteri-
stische Eigenschaften dieser Tabellen an.

(Wenn wir hier und im folgenden von den Elementen mod m spre-
chen, so meinen wir damit die Zahlen 0, 1,2, ..., (n—1), die
die Restklassen mod m vertreten.)

Losung:

m=3 0 1 2
0] 0 1 2
1 (1 2 0
2| 2 0 1

m="17 0 1 2 3 4 5 6
0]0 1 2 3 4 5 6
111 2 3 4 5 6 0
2| 2 3 4 5 6 0 1
3| 3 4 5 6 0 1 2
4 | 4 5 6 0 1 2 3
5| 5 6 0 1 2 3 4
6| 6 0 1 2 3 4 5
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abgesehen vom Anfangselement in jeder Zeile die gleiche. Jede neue Zeile
entsteht aus der vorhergehenden durch Verschiebung der Elemente um 1
nach links. Es tritt kein Unterschied auf zwischen den Tabellen, in denen
m Primzahl ist, im Vergleich zu denen, in denen m Nichtprimzahl ist.
Tabellen dieser Art heifen Additionstabellen.

(80)® Man stelle Additionstabellen auf fiir
m=6, m=8§, m= 13.

(81) Man ordne die Produkte je zweier Elemente mod m fiir m= 3, 7,
9, 12 und 17 in Tabellenform an und nenne charakteristische Eigen-
schaften dieser Tabellen.

Lésung:

m=3 01 2
0{ 0 0O
110 1 2
210 2 1

m="17 0123456
0[0O0O0O0OTOOO
11 01 2 3 4 5 6
21 0 2 4 6 1 35
3| 0 3 6 2 5 1 4
4 0 4 15 2 6 3
5/ 05 3 16 4 2
6| 0 6 5 4 3 2 1

m=9 01234567 8
0f0O0O0O0OO0OOUO0OO O
101 2 3 45 6 7 8
210 2 46 81 35 7
3/ 0 36 036 03 6
410 4 8 37 2 6 15
5/ 05 16 2 7 3 8 4
6/ 06 306 306 3
710 7 5 3 1 86 4 2
8/ 0 87 65 4 3 2 1
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Es liegt Symmetrie der Elemente zur Haupt-
(nach Streichen der 1. Zeile und 1. Spalte) vor.

Charakteristische Merkmale:
und zur Nebendiagonalen
Abgesehen von der Zeile N

ull und der Spalte Null treten in der k-ten Zeile

(m — k)-ten Zeile ([m — k]-ten Spalte) in

(k-ten Spalte) die Elemente der
umgekehrter Reihenfolge auf.
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Ist m Primzahl, so tritt in jeder Zeile und in jeder Spalte jedes Element
der Menge {0, 1,2, . . ., (n — 1)} genau einmal auf. Ist m Nichtprimzahl,
so tritt in jeder Zeile und in jeder Spalte jedes Element der angegebenen
Menge nur dann genau einmal auf, wenn die Zeilen- bzw. Spaltennummer
zum teilerfremdist. Ist dieZeilen-bzw.Spaltennummer Teiler vonm,so tre-
ten nicht alle Elemente der Menge {0, 4, 2,3,...(m—1)} inder betreffen-
den Kolonne auf, die auftretenden Elemente wiederholen sich zyklisch,
die Linge des jeweiligen Zyklus ist stets Teiler der Zahl m.

Tabellen dieser Art heiBen Multiplikationstabellen.

Folgerung: Fiir diejenigen Zeilen der Multiplikationstabellen, in denen sich
Elemente zyklisch wiederholen, ist' eine Umkehrung der Multiplikation,
also die Division nicht erklirt, weil sie nicht eindeutig ist oder weil ein
Ergebnis nicht existiert. In der Kongruenz 4z =8mod 12 wiirden die
Werte z; = 2, 2,= 5, z3= 8 und 2,= 11 die Kongruenz befriedigen, was
der Forderung nach Eindeutigkeit des Ergebnisses widersprechen wiirde.
Fiir 4z = 7 mod 12 gibt es kein z, das die Kongruenz erfiillt. Ist m Prim-
zahl oder ist m teilerfremd zur betreffenden Zeilennummer, so treten
keine Wiederholungen der Elemente auf, jedes Element ist in jeder Zeile
genau einmal vertreten. In diesen Fillen wird eine Umkehrung der Multipli-
kation, also eine Einfiihrung der Division méglich. Die Division wird in
diesen Fillen stets und eindeutig ausfiihrbar sein.

Beispiele : ‘

5z = 4 mod 12, z =8, weil 5+ 8 = 4 mod 12.

9z = 3 mod 17, =6, weil 9 - 6 = 3 mod 17.

Auf die Umkehrung der Multiplikation wird in Aufgabe (104) eingegangen.

(82)® Man stelle Multiplikationstabellen auf fiir
p=11, m =18, p=19.

(83) Man ordne die Potenzen a* fiir die Elemente a % 0 mod m und
k=1,2,3,... fiir gewisse natiirliche Zahlen m =2 in Tabellen-
form an und nenne charakteristische Eigenschaften dieser Tabellen.

Losung:

m=3, a*=>bmod 3. k |
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m=17, a*=bmod 7.

k 1 2 3 4 5 6 7..
a=1 1 1 1+ 1 & 1
a=2 2 4 1 2 4 1 2.
a=3 3 2 6 4 5 1 3..
a=4 4 2 1 4 2 1 4 ..
a=5 5 4 6 2 3 1 5 ..
a=6 6 1 6 1 6 1 6.
m=29, a*=>bmod9.

k 1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 .
a=1 11 111 1 1 1 1 11 1.
a=2 2 4 8 75 1 2 4 8 7 5 1..
a=3 30000 0 O0O0OTO0OTO0O O..
a=4 4 7 1 4 7 1 4 7 1 4 7 1.
a=25 5 7 8 4 2 1 5 7 8 4 2 1..
a=6 6 0000 OO 0.0 0 0 oO0..
a=17 7 4 1 7 4 17 4 17T 4 1.
a=8 8 1 8 1 8 1 8 1 8 18 1.
m= 17, a*=b mod 17. .

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
e= 1| 14 14 14 1 1 1 1 ¢4 1 1 14 1 1 1 1 1 ..
= 2| 2 4 816 1513 9 1 2 4 816 1513 9 1 ..
a= 3| 3 910 13 5 15 11 16 14 8 7 412 2 6 1 ..
a= 4| 416 13 1 4 16 13 1 4 16 13 1 4 16 13 1 ..
a 5(«5 8 61314 2 10 16 12 9 14 4 3 15 7 1 ..
a= 6| 6 212 4 7 814 16 11 15 513 10 9 3 1 ..
a= 7| 715 3 411 912 16 10 2 14 13 6 8 5 1 .
a= 8| 813 216 9 415 1 8 13 216 9 415 1 .
a= 9| 9131516 8 4 2 1 9 13 1516 8 4 2 1 .
a=10|10 15 14 4 6 9 516 7 2 3 13 11 8 12 1 .
a=11 |11 2 5 410 8 3 16 6 15 12 13 7 9 14 1 .
a=12|12 8 11 13 3 2 7 16 5 9 6 4 14 15 10 1 ..
a=13 |13 16 4 1 13 16 4 1 13 16 4 1 13 16 4 1 ..
a=14114 9 7 1312 15 6 16 3 8 10 4 5 211 1 ..
a=15|15 4 916 213 8 115 4 9 16 213 8 1 ..
a=16 |16 1 16 1 16 1 16 1 16 1 16 1 16 1 16 1 ..
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Charakteristische Eigenschaften: Die Potenzén wiederholen sich zyklisch.
Die Lénge der Zyklen ist hochstens (m — 1). Diese Lénge wird aber nur
dann erreicht, wenn m Primzahl ist. Fiir m= p ist die Liénge der Zyklen
stets Teiler der Zahl (p — 1), fiir mindestens eine Basis a ist die Linge des
entsprechenden Zyklus gleich (p —1).

Bei Nichtprimzahlen ist die Lange der Zyklen kleiner als (m — 1). Tabellen
dieser Art heien Potenztabellen.

Folgerung: Ist m Primzahl, so gibt es fiir eine Basis einen Zyklus, der die
Linge (p — 1) hat, in dem alle auftretenden Elemente voneinander ver-
schieden sind. In diesem Fall ist eine eindeutige Zuordnung der Exponen-
ten zu den Potenzwerten moglich, weiter besteht in diesem Fall die Mog-
lichkeit der Umkehrung der Potenzrechnung. Auf logarithmische Tabellen
und die Anwendung dieser Tabellen wird in Aufgabe (152) eingegangen.

(84)® Man stelle Potenztabellen auf fiir

m=2>5, m= 11, m= 13.

4.5.  Teilbarkeitsaufgaben, Teilbarkeitsregeln

[ 908
(85) Man zeige, daBl die Summe s = 3’ k® durch 999 teilbar ist.
> r=1 ;

Losung:

s= 134 24 334 ... 4 4985 + 4993 4 5003 4+ 501% + .. + 9973 + 998",
Es gilt

998 = — 1 mod 999, 997 = — 2 mod 999, 996 = — 3 mod 999,

502 = —497 mod 999, 501 = —498 mod 999, 500 = —499 mod 999.

Beim Potenzieren mit ungeraden Exponenten bleiben die negativen Vor-
zeichen erhalten.

s=134+ 2B+ ... + 4983 4 4993 - 499° — 4983 — e — 28— 1*=0mod 999.
998 N
Folglich ist die Summe s = ' k® durch 999 teilbar.
k=1

Es ist eine Verallgemeinerung dieser Aufgabe mdglich, wenn man beachtet,
daB eine gerade Anzahl von Summanden und ein ungerader Exponent vor-
handen sein miissen.
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(86) Erhebt man die ersten m natiirlichen Zahlen, wobei m gerade ist,
in ein und dieselbe ungerade Potenz und addiert alle diese Poten-
zen, so ist diese Summe durch (m + 1) teilbar.

Oder:
—1
.<>'=m2,1 k"= 0 mod m, falls m und r ungerade sind.
k=0
Losung:
- m r m—1\r m— r
mrer e (S (S (25
m r
+( ) F ot (m— 2 + (m— 1.
m—1=—1mod m, m—-2rz—2modm,
—1 1—2¢ —1
L +i= m+2 E—(m2 —-(t—i))modm,
1 +2E—<m2_1—1>modm,

m—1 m—1
3 +1=—( 3 )modm,

Beim Potenzieren mit dem ungeraden Exponenten r bleibt das negatlve
Vorzeichen erhalten. Fiir die Summe ergibt sich

e - (o

= ("L__i_l e — 2 — 1*=Omod m.
2

szi'+2'+...+<m

Es ist eine weitere Verallgemeinerung dieser Aufgabe moglich:

(87) Potenziert man alle Glieder a,, der speziellen arithmetischen Folge
erster Ordnung d, 2d, 3d, . . ., nd bei gerader Gliederanzahl n mit
dem gleichen ungeraden Exponenten r und addiert die so erhalte-
nen Potenzen, so ist die entstehende Summe durch a, ;= (n + 1)d
teilbar.

Oder:

2”' kd)'=0mod [(n + 1)d], falls n gerade und r ungerade.
=

ol
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Lésung:
s=dr 4 Qdy + Gy + o+ (5 — K)o (G k1) d]
4ot (0 —2)d + [(n — 1) d) + (nd).

nd=nd — (n4+1)d=nd —nd —d= —dmod [(n + 1)d],

( +k+1\, — (-;--k)dmod [(n+ 1)d].

Beim Potenzieren mit einem ungeraden Exponenten bleiben die negativen
Vorzeichen erhalten, und es folgt

s=drg @y + O+t (5 1) +[(5)d - [(5)4]

| {(% - 1) d]'_ e — (3d) — (2d) — d = O mod [(n + 1)d].

Beispiele:

Die Summe der ersten 50 natiirlichen Zahlen ist durch 51 teilbar.

3 k= 1275 = Omod 51.
k=1

Die Summe der ersten 20 geraden Zahlen ist durch 42 teilbar.

$} 9k — 420 = 0 mod 42..
k=1

Die Summe der ersten 18 durch 7 teilbaren Zahlen ist durch 19 . 7 = 133 teilbar.

3% 7k — 1197 = 0 mod 133.
k=1

Die Summe der ersten n durch k teilbaren Zahlen ist bei geradem n durch k(n 4 1)
teilbar.

2 1 %(2k+[n—1]k) n+1)—0modk(n+1)
= .
Die Summe der ersten 10 Kubikzahlen ist durch 11 teilbar.

37 k5 — 3025 = 0 mod 11.
k=1
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(88) Man leite eine Regel fiir die Teilbarkeit durch 9 her.

Losung:

10=1 mod 9, 10 =1 mod 9.

Eine Zahl z 1iBt bei der Division durch 9 denselben Rest wie ihre Quer-
summe.

Eine Zahl z ist dann und nur dann durch 9 teilbar, wenn ihre Quersumme
durch 9 teilbar ist.

34 748 215 ist nicht durch 9 teilbar, weil die Quersumme 3+ 4+ 74 4
+ 8+ 24 14 5= 34 inkongruent Null modulo 9 ist.

134 784 ist durch 9 teilbar, da 1+ 3+ 4+ 7+ 8+ 4=27=0mod 9.

(89) Man leite eine Regel fiir die Teilbarkeit durch 11 her.

Losung:

10=—1 mod 11, 10%* = 1 mod 11, 1027~1 = —1 mod 11.

Eine Zahl z 148t bei der Division durch 11 denselben Rest wie ihre alter-
‘nierende Quersumme.

Eine Zahl ist durch 11 dann und nur dann teilbar, wenn ihre alternierende
Quersumme durch 11 teilbar ist.

343 546 719 ist nicht durch 11 teilbar, weil die alternierende Quersumme
94+ 7+4+44+34+3—(1+6+5+4)=26—16=10=—1 2= 0 mod 11.
463 882 166 ist durch 11-teilbar, weil

6+14+84+3+4—(6+24 84 6)=22—22=0mod 11.

(90) Man fiihre Rechenkontrollen’ mit Hilfe der Neuner- und Elfer-
probe durch fiir die Ausdriicke

a) 54729 543 = 29 717 847

b) 477 773 - 535 3563 = 255 778 208 869

c) 67435. 1234= 83 241 790

d) 47315.- 68205= 3227911 575.
Losung:

a)b+4+74+24+9=27=0mod 9, 54+ 44+ 3=12=3mod 9,
24+94+ 7414748+ 44+ 7=45=0mod9.
9+ 7+5—2—4=15=4mod11,. 3+5—4=4=4mod 1,
748+ 14+9—4—7—7—2=>5mod 11.
Neuner- und Elferprobe stimmen?). Es ist anzunehmen, daB das Pro-
dukt richtig berechnet wurde.

1) Siehe Ergebnis von Aufgabe (61)
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b)4+74+74+74+74+3=35=—1mod9,
54+3+54+3+5+3=24=—-3mod9,
24+454+54+74+74+84+24+0+84+84+6+9=67=4mod9.

Schon die Neunerprobe zeigt, daBl der gegebene Ausdruck sicher falsch
berechnet worden ist.

)6+ 7+4+3+5=25=-—2mod9, 1+2+4+3+4=10=1mod9,
8434+24+4+1+ 7+ 9= 34=7mod 9. Die Neunerprobe stimmt.
54+4+6—3—7=5=5mod11, 4+2—3—1=2=2mod14,
7+ 44+3—9—1—2—8=—6=>5mod 11.

Die Elferprobe zeigt, dal der gegebene Ausdruck falsch berechnet wurde.
Es liegt die Vermutung nahe, da8 im Ergebnis nur zwei Ziffern mit-
einander vertauscht wurden, da die Neunerprobe stimmt. Das richtige

Ergebnis ist 83 214 790.

d)4+7+3+1+5=20=2mod9, 6+8+24+5=21=3modY,
34+2424+7+94+14+1+54+74+5=42=6mod9.
54+434+4—1_7=4modll, 5+2+46—8=>5modll,
54+45414742—-7—1—-9—2—3=—2=9mod 11.
Neuner- und Elferprobe stimmen, und dennoch ist das Ergebnis falsch.
Das richtige Ergebnis ist 3 227 119 575.

Bemerkung: Stimmen Neuner- und Elferprobe, so ist es nicht immer sicher,
ob die Rechnung richtig ist. Stimmt dagegen eine Probe nicht, so ist der
betreffende Ausdruck mit Sicherheit falsch berechnet worden.

(91). Man iiberpriife die folgenden Reéhnungen mit Hilfe der Neuner-
und der Elferprobe

a) 16832 + 794 4 179 + 238 = 196 940 644 348
b) 1382 . 21 + 468 - 19 + 374 23 = 45 361 311
€)210. 124 37. 134 48. 174 55 194 6¢. 21= 195 918.

(92) Man leite eine Regel fiir die Teilbarkeit durch 101 her.
Losung:

z=ay10" + 4,101+ a,10*2 + ... 4+ 10 * + ... + @, 410+ a,

102 =—1 mod 101, 1042 = —1 mod 101,

10¢= 1 mod 104, 104%* = 1 mod 101.

2= (an+ 10a,_;) — (@s_3 + 10a,_3) + (an_q + 10a,_5) —+ --- mod 101.
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Ist die alternierende Summe der Zweiergruppen einer Zahl z (wobei man
mit der Bildung der Zweiergruppen am Ende der Zahl beginnt) durch 101
teilbar, dann ist auch die Zahl z durch 101 teilbar.

Beispiele:

z, = 397 205 134 673 453 ist nicht durch 101 teilbar, da

7, =53 — 344 67 — 34+ 51 — 20 4 97 — 3 = 76 == 0 mod 101.
z, = 176 358 243 673 006 008 ist durch 101 teilbar, da

z, =8 — 60 — 73 + 36 — 24 + 58 — 63 4 17 = 0 mod 101.

(93) Man zeige, daBl die Zahl
2= (rxxT...T—YYyy...y)

(4n Ziffern) (4n Ziftern)
fiir alle Ziffern 2 und y durch 101 teilbar ist.

Lésung: )
Die Untersuchung der Ausdriicke in der Klammer mit der Teilbarkeits-

regel fiir 101 liefert sofort das Ergebnis. Gleichziffrige Zahlen mit einer
durch 4 teilbaren Stellenzahl sind kongruent Null modulo 101.

(v+ 100) — (v + 10v) + — -+« 4 (v + 10v) — (v 4 10v) = 0 mod 101.
Damit wird auch z= 0 mod 101.

(94) Man leite eine Regel fiir die Teilbarkeit durch 37 her.

Losung:

Jede natiirliche Zahl z 148t sich wiederum darstellen durch

z= ag10" + a,10" 1 4 a,10"2 + ... 4+ a, 3103+ a, 10?4+ a,_,10 + a,.
Da 999 = 27 - 37 ist, gilt:

1000= 10>= 1 mod 37, 10% = 1 mod 37.

Damit wird

z= (ay, + 10a,_, + 100a,_5) + (as_s + 10a,_4 + 100a,_5) 4 --- mod 37.
Eine Zahl z ist durch 37 teilbar, wenn die Summe der Dreiergruppen dieser
Zahl z durch 37 teilbar ist.

(Unter Dreiergruppen einer Zahl versteht man die dreistelligen Zahlen, in
die z zerlegt werden kann, wenn man am Ende der Zahl beginnend jeweils
drei Stellen abstreicht.)
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Beispiel:
z =9 387 428 545 ist durch 37 teilbar, weil
2 = 545 4 428 4 387 + 9 = 1369 = 369 + 1 = 370 = 0 mod 37.

(95) Fiir welche Stellenzahl n= 7k ist die Zahl
z=1111... 111 durch 37 teilbar?

———
(n Ziffern)

Lésung:
7= 111=0mod 37, z'=c-111=0 mod.37,
z=1111...111=777= 0 mod 37.

el et
(21 Ziffern)

(96) Man leite eine Regel fiir die Teilbarkeit durch 13 her.

Lésung:

z= 010" + ;10" 1 + a,10% 2 + . + ay_10* + a, 410 + a,
103=—1 mod 13, 10873 = —1 mod 13,

108= 1 mod 13, 10" = 41 mod 13.

z= (a, + 10a,_, + 100a,_,) — (an_s + 10a,_4 + 100a,_s) + — -+ mod 13.
Eine Zahl z ist durch 13 teilbar, wenn die alternierende Summe der Dreier-
gruppen der Zahl z durch 13 teilbar ist. ‘

Beispiele:

z, = 37 256 813 477 ist durch 13 teilbar, da

7, = 477 — 813 4 256 — 37 = —117 = O mod 13.

%y = 71 026 549 546 ist nicht durch 13 teilbar, da

5, = 546 — 549 + 26— 71 = —48 == 0 mod 13.

Es soll noch eine zweite Regel fiir die Teilbarkeit durch 13 angegeben
werden.
7= agl0® + a;10% 2 + 41072 + .. + a, 510 + @, 110 + a, = 104 + a,.
Die Differenz der Zahl z und eines Vielfachen von 13 ist genau dann durch
13 teilbar, wenn z durch 13 teilbar ist; 91 ist ein Vielfaches von 13, ebenso
das 91 fache der letzten Ziffer a,. Man reduziert die Zahl z durch Sub-
traktion des 91fachen der letzten Ziffer und Streichen der letzten Ziffer
der Differenz, die stets Null ist und erhilt .
z—91a,

0

Zy =
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z ist genau dann durch 13 teilbar, wenn z, durch 13 teilbar ist. Nun wird
2, analog reduziert usw., bis man einen geniigend kleinen Rest R erhiilt.
Ist dieser Rest R durch 13 teilbar, so sind es auch alle z; und speziell die
vorgegebene Zahl z.

Ist R &= 0 mod 13, so gilt das auch fiir alle z; und speziell fiir die Zahl z.
Die Subtraktion des 91fachen der letzten Ziffer und Streichung der letzten
Ziffer der Differenz geschieht formal wie folgt: Man streicht die letzte
Ziffer der Zahl z und subtrahiert das 9fache dieser letzten Ziffer von der
durch die Streichung erhaltenen Zahl.

z=104A+a, zy=A—9a =&4—"'_1g";a"—Qa,l

n

104 4 a,—91a, _ z—91a,

10 10
Beispiel :
z = 68 343 549 547 'z = 68 343 549 547
63
2, = 68 343 548 91
- 9
2, = 68 343 548 0
72
1, = 68 342 82
18
2z, = 68 341 0
2z, — 68 25
. 45
zg =637
63
R= 0 z ist durch 13 teilbar.

Bemerkung: Gilt fiir den Rest R nicht nur R= 0 mod 13, sondern sogar
R=0mod 91, so ist z sogar durch 91 teilbar. Die im Beispiel behandelte
Zahl z ist durch 91 teilbar. Man vergleiche die in der néchsten Aufgabe an-
gegebene Regel fiir die Teilbarkeit durch 7.
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(97) Man leite eine Regel fiir die Teilbarkeit durch 7 her.

Losung:

z=ay10" + ;10" + a,10* 2 + ... 4+ @, 510+ a,_;10 + a,.
108= —1 mod 7, 108¥3=—1 mod 7,
10= 41 mod7, 108 = 41 mod?7.

z=(a, + 10a,_, + 100a,_3) — (@s-3 + 10a,_4 + 100a,_;) + — --- mod 7.

Eine Zahl z ist durch 7 teilbar, wenn die alternierende Summe der Dreier-
gruppen dieser Zahl durch 7 teilbar ist.

Beispiele:

z, = 2 420 467 161 ist durch 7 teilbar da

7, = 161 — 467 + 420 — 2 = 112 = Omod 7.
z, = 470 598 141 043 ist durch 7 teilbar, da
7, = 13 — 141 + 598 — 470 = O mod 7.

Fiir z, gilt aber auBerdem z, = 0 mod 1001, folglich ist z, auch durch 11 und
durch 13 teilbar. (7 - 11 - 13 = 1001)

Il

Bemerkung: Die angegebenen Regeln fiir die Teilbarkeit durch 7 und 13
benutzen die Tatsache, daB 1000 = —1 mod 7 und 1000 = —1 mod 13 ist.
‘Da nun 1000 = —1 mod 1001, so kann die Regel auf alle in der Zahl 1001
enthaltenen Primfaktoren erweitert werden. Es kéime hier jedoch nur eine
Erweiterung auf die Teilbarkeit durch 11 in Frage, die aber andererseits
nicht sinnvoll ist, weil die Teilbarkeit einer Zahl z durch 11 mit Hilfe einer
bedeutend einfacheren Regel (Aufgabe (89)) nachgewiesen werden' kann.
Es konnen aber die hier angegebenen Regeln auf alle Primfaktoren er-
weitert werden, die in den Zahlen 10" & 1 enthalten sind.

Zum Beispiel gilt fir n=4: 10 001= 73 137.
10 000 = —1 mod 73, 10 000 = —1 mod 137.

z= (a, + 10a,_, + 100a,_, + 1000a,_3) — (@s_s+ 10a,_5 + 100a,_¢
+ 1000a,_,) + — - mod 10001.

Beispiel:

z = 826 165 485 ist durch 137 teilbar, weil

z = 5485 — 2616 4 8 = 2877 = 21 . 137 = 0 mod 137.

Von praktischem Wert sind diese Teilbarkeitsregeln jedoch kaum, da der

Nachweis fiir die Teilbarkeit einer Zahl z durch einen Faktor g durch di-
rekte Division meistens schneller zum Ziel fiihrt.
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(98) Esist die in Aufgabe (96) angegebene zweite Regel fiir die Teilbar-

keit einer Zahl z durch 13 zu verallgemeinern.
Losung:
Eine Verallgemeinerung dieser Regel ist méoglich fiir alle mit der Ziffer 1’
endenden Zahlen k und die in ihnen enthaltenen Primfaktoren p.
Soll eine Zahl z auf die Teilbarkeit durch eine Zahl k= 10z + 1 oder eine
Zahl p mit p|k hin untersucht werden, so streicht man die letzte Ziffer von z
und subtrahiert das a-fache der letzten Ziffer. Die so erhaltene Zahl z;
ist durch k teilbar, wenn z durch k teilbar ist, denn von z wurde das (10a+-1)-
fache, also das k-fache der letzten Ziffer subtrahiert.

z = ay10" + a,10* 1 4 a,10* 2 + .. + @, 510 + a, ;10 + a,

=104+ a,
z—ay, z— (10a 4+ 1)a, z—ka,,_

A= — 2 %W= 10 =710

Ist bei wiederholter Anwendung des Verfahrens der auftretende Rest R
durch k oder durch p mit plk teilbar, so ist auch z durch k oder durch p
teilbar.

(99) Man untersuche, ob die Zahlen z durch die Primzahlen p teilbar sind

a) z= 16 821 588, p= 17
b) z= 10 720 353, p=17
c) z= 31 748 569, p=31.
d)z= 12673 182, p=41
e) z= 21032473, p=~61
f) z= 288 991 371, p=17
g) z= 34919 046, p=37.
Losung:
a) p=1, k=21, a= 2. z = 16 821 588
16
z,= 16 821 42
4
z,= 168210
2
z3= 16 80
16
R= 0

z ist durch 7 und sogar durch 21 teilbar.



b) p=17, k=51,

4.5, Teilbarkeitsaufgaben, Teilbarkeitsregeln

z = 10 720 353
15

2= 10720 20
10

2= 10 710

| [S58

2

Z3=

=5
ocloo

R=

z ist durch 17 und auch durch 51 teilbar.

c¢) p=31, k= 31,

z ist nicht durch 31 teilbar.

d) p= 41, k=41,

z ist durch 41 teilbar.

z = 31 748 569
27

2= 31748 29
57

2= 317455
15

z3= 31730
9

7= 308
2%

R= 6==0mod31

= 12673 182
8

7= 12673 10
4

n

z,= 12 669
36
z3= 1230
12
R= 0

77
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o) p=61, k=61, a=6. z = 21032 473
18
2= 21032 29
54
2= 21026 8
48
2= 20 978
48
23= 20 49
54

2 ist nicht durch 61 teilbar, He= el mod sl

fyp=71, k=T, a=T1. z = 288991 371
. 7
2= 288 991 30
21
2, = 288 970
49
23= 284 0
Y.
R 0

z ist durch 71 teilbar.

g) p=37, k=111, ~a=11. z = 34 919 046
66

2= 3491838
88

5= 349095
55

z ist durch 37 und auch durch 111 teilbar.
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Bemerkung: Fiir die praktische Anwendung werden auch diese Teilbar-
keitsregeln kaum von Wert sein, da die direkte Division bei anniihernd
gleichem Zeitaufwand zum Ziel fiihren wird.

(100). Man untersuche, welche der folgenden Zahlen durch 9, 11, 13, 17,
37, 61 oder 71 teilbar sind.
\a) z= 5148, b) z= 1989, ¢) z = 9372,
d) z= 1887, e) z= 11 407, f) z= 5291.

Man wende die Teilbarkeitsregeln der vorigen Aufgaben an.

4.6.  Grafische Darstellung der Multiplikation

Unter der grafischen Darstellung der Multiplikation mod m wollen wir fol-
gendes verstehen: Den Elementen {0, 1,2,3,..., (m— 1)} mod m seien
Felder (bzw. Kreise) zugeordnet. Die Multiplikation eines Elementes b mit
dem Element a wird durch einen vom Feld b ausgehenden und zum Ergeb-
nisfeld verlaufenden Pfeil dargestellt. So wird zum Beispiel b - ¢ = ¢ mod m

veranschaulicht durch das Bild ®—2—®

(101) Man stelle die Multiplikationen 2b = x mod 10, 4b = 2 mod 10 und
5b =z mod 10 grafisch dar fir 5= 0,1, 2, ..., 9.

Losung:
2b =2 mod 10
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4b =z mod 10

5b =2 mod 10

Bemerkung: Man nennt eine Folge von Elementen, bei denen nach endlich
vielenSchritten wieder das Ausgangselement erreicht wird, einen Zyklus. Die
Anzahl der diesen Zyklus bildenden Elemente heiBt Linge des Zyklus.
Das Element ,,Null* bildet jeweils einen Einerzyklus, der Zyklus ist ent-
artet, er hat die Lénge 1. Bei der Multiplikation des Elementes Null mit
irgendeinem anderen Element ergibt sich wieder das Element Null. Die
Null geht bei der Multiplikation in sich selbst iiber.

Die Elemente 2, 4, 8, 6 bilden fiir a= 2 einen Zyklus der Linge 4.
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Fiir a= 4 bilden die Elemente 4 und 6 sowie die Elemente 2 und 8 je einen
Zweierzyklus.

Fiir a= 5 tritt neben dem entarteten Nullzyklus ein weiterer Einerzyklus
fiir das Element 5 auf.

(102) Man stelle die Multiplikationen

2b =2mod 9firb=0,1,2,3,...,8 und

8b =xmod 12 fiir b= 0,1, 2,3, ..., 11 grafisch dar.
Losung:
2b=amod 9

‘Sb = amod 12
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Bemerkung: Schemata fiir eine Division wiirden formal durch Umkehrung
der Pfeilrichtungen aus den Multiplikationsschemata entstehen. Fiir eine
Nichtprimzahl als Modul existiert diese Umkehrung im allgemeinen nicht,
weil sie fiir bestimmte Fille nicht ausfiithrbar und fiir andere Fille nicht
eindeutig ausfiihrbar ist.

Bei Umkehrung der Pfeilrichtungen in dem Multiplikationsschema der
Kongruenz 8b =z mod 12 wiirden von den Elementen 0, 4 und 8 jeweils
4 Pfeile ausgehen. Das bedeutet, daB die Kongruenzen 8z =0 mod 12,
8z =4 mod 12 und 8z = 8 mod 12 nicht eindeutig lésbar sind.

Von den Elementen 1, 2,3,5,6,7,9,10 und 11 wiirden bei Umkehrung
der Pfeilrichtungen keine Pfeile ausgehen. Das bedeutet, daB die Kon-
gruenzen 8z = 1 mod 12, 8z =2 mod 12, . . ., 8z = 11 mod 12 nicht losbar
sind, es existiert in diesen Fillen keine Losung

Bei Umkehrung der Pfeilrichtung in dem Multiplikationsschema der
Kongruenz 2b =z mod 9 wiirde von jedem Element genau ein Pfeil aus-
gehen, und zu jedem Element wiirde genau ein Pfeil filhren. Das bedeutet
eindeutige Losbarkeit der Kongruenzen 2z=>bmod 9 fiirb =0, 1, 2, ..., 8.
Man beachte: In den betrachteten Beispielen haben die auftretenden
Zyklen unterschiedliche Lidnge.

(103)® Man stelle die Multiplikationen
ab=z mod 12 fiir a= 2, 3, 4, 5, 6, 7 und fiir
b=0,1,2,3,...,11 grafisch dar.

(104) Man zeige:

Die Kongruenz az=bmod m ist genau dann eindeutig lésbar,
wenn a und m teilerfremd sind, wenn also gilt: (a, m)=1.
(a, b, z seien Elemente der Menge {0, 1,2, ..., (m— 1)}).

Wenn a und m teilerfremd sind, so zerfillt das Multiplikations-
schema der Kongrienz az =5 mod m in Zyklen.

Losung:
Gegeben sei die Kongruenz az = b mod m.

Voraussetzung :

d= (a, m)= 1.

Annahme, es giibe zwei positive Zahlen z; und @, mit 2, < 2, < m, die die
Kongruenz lgsen. Dann gilt:

az,= kym + b und az,= kym + b und nach Subtraktion

a(zy — zp) = m(ky — ky).
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Das bedeutet aber, daB die linke Seite a(z; — z,) durch m teilbar ist. Da
a und m nach Voraussetzung keinen gemeinsamen Teiler besitzen, mufl m
als Faktor in der Differenz (z; — x,) enthalten sein. Dies ist unméglich, da
zy < x; < m und erst recht (z; —z,) < m. -

Durchlduft nun z alle Zahlen modulom (0,4, 2,...,m—1), so treten
genau m voneinander verschiedene Ergebnisse b auf (vgl. Aufgabe (102)),
da die Multiplikation eindeutig ausfiihrbar ist. Da nun andererseits zu
keinem Element b zwei oder mehr voneinander verschiedene Elemente
gehoren, so gehort zu jedem z genau ein b und zu jedem b genau ein Ele-
ment z. Es besteht eine eineindeutige Zuordnung, was sofort aus dem
Schubfachprinzip von Dirichlet folgt.

Das Ergebnis der Aufgabe soll noch einmal geometnsch gedeutet werden.
Multipliziert man modulo m ein Element ¢ mit dem Elementz, so erhilt
man einen Pfeil, der von a zum Produkt az= b mod m fiihrt. Sind a
und m teilerfremd, so kommen in einem Ergebnisfeld niemals zwei oder-
mehr Pfeile an.

Werden nun der Reihe nach alle Zahlen modulo m (0, 1, . .., m — 1) mita
multipliziert, so erhélt man genau m Pfeile. Da in keinem Feld zwei oder
mehr Pfeile ankommen, so mufl nach Dirichlet in jedem Feld genau ein
Pfeil ankommen.

Kehrt man die Aufgabenstellung um und betrachtet die Kongruenz
ax=b mod m, so kehren sich auch alle Pfeilrichtungen um, und von jedem &
fiihrt genau ein Pfeil zu der eindeutig existierenden Lésung z.

Die Multiplikationsdarstellungen zerfallen in Zyklen, wenn a und m teiler-
fremd sind. Das geht sofort daraus hervor, daB in keinem Feld zwei oder
mehr Pfeile ankommen und da in jedem Feld genau ein Pfeil ankommt.
Bemerkung: Fiir den Fall, daBl a und m teilerfremd sind, ist die Division
erklirt und eindeutig ausfiihrbar.' Man verwendet der Uberswht halber

fiir die Darstellung az = b mod m auch die Bruchdarstellung z = i mod m.

Es sei aber deutlich hervorgehoben, daf mit dieser Bruchdarstellung
keineswegs die rationalen Zahlen eingefiihrt werden. Es geht nur um eine
iibersichtlichere Darstellung der Kongruenz axz = b mod m. Diese Dar-
stellung ist, wie nochmals betont werden soll, nur gestattet, wenn a und m
teilerfremd sind.
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4.7.  Bruchdarstellung der Kongruenzen

(105) Man zeige, daf die Gesetze der Bruchrechnung auch formal fiir die
Bruchdarstellungen von Kongruenzen gelten.

Losung

1. Erweitert oder kiirzt man die Bruchdarstellung einer Kongruenz mit
einer zu m teilerfremden Zahl ¢, so bleibt der Wert der Kongruenz er-
halten.

Aus z E% mod m oder axz=b mod m folgt ax= kym + b. Nach Multi-
plikation mit ¢ folgt weiter acx = ckym + be, oder acx — be= ckym.

Die Differenz (acx — be) ist also durch den Faktor m teilbar, woraus
acz — be = 0 mod m oder acx = be mod m folgt, also gilt die Behaup-
tung.

. be
Andererseits folgt aus v =-_~ mod m oder acx = bc mod m
acx = lym + be,
acx — be=kym oder c(az — b)= kym.

Die linke. Seite der letzten Beziehung mufl durch m teilbar sein. Da ¢

zu m teilerfremd ist, mufl die Differenz (az — b) durch m teilbar sein,

woraus folgt, daB az —b=0 mod m oder ax = b mod m, also gilt
be

b
¢ =— = — mod .
ac a

(]

. Man multipliziert die Bruchdarstellung einer Kongruenz mit einer Zahl,
indem man den Zihler der Darstellung mit der Zahl multipliziert.

Ausz = % modm folgt zc= k:— modm. d=(c,m)=1

Multipliziert man die Gleichung az= km + b mit ¢, so folgt

C
acx = ckm + be oder acx = bc mod m, woraus aber cx = = mod m folgt.
L
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3. Man multipliziert die Bruchdarstellungen zweier Kongruenzen mit-
einander, indem man das Produkt der Zihler durch das Produkt der
Nenner dividiert.

)
b, b. b, b,
Aus 2= -2modm und z,=-2modm folgt =zz,=-'2modm.
1 2 -} I
. a, a, 27 aa,

Durch Multiplikation der Gleichungen
azy=kym+ b, und ayz,= kem + by, folgt
;%057 = km + bb, oder a,a,m1xy = b;b, mod m, und hieraus ergibt

bib,
a\ay

mod m.

sich die Bruchdarstellung z,2, =

-~

. Die Bruchdarstellungen von Kongruenzen werden addiert oder sub-
trahiert, indem man sie gleichnamig macht und dann addiert oder sub-
trahiert.

b b ;
Aus 2, = a—l modm und z,= a—z mod m  folgt
i 2

bia, & bya,
a

12

T+ Ty = mod m.

Lost man die Gleichungen a;z;= kym + b; und @,z = kem + by nach
2, und @, auf und addiert oder subtrahiert die so entstehenden Aus-
driicke, so folgt .

P km 4+ bya, + bya, km ba, + bya,
== a,a, = a0, aa,

a,a5(%y + @g) = km + bjap, 4+ bya; oder
a,a5(z; + 25) = byay 4 bya; mod m,

biay + bya .
Lﬂ;zi mod m erhilt.

woraus man die Bruchdarstellung 2, 4 2, = =
12

\

(106) Man lose die Kongruenzen
a) 252= 1mod 99 . b) 18z= 17 mod 71
¢) 122= 21 mod 97 d) 58z= 47mod 111
e) 81z = 101 mod 143 f) 243z = 127 mod 290.
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Losung:
_ 149 _100_
a)x=2—5=T: 35 =4mod 99. .

Probe: 25 4= 100= 99 + 1.

17 88 4 27 .
b)x=T8—=E=§=——9—=—3=68mod7i.

Probe: 18.68= 1224=17.71 4 17.

Qr=at =T =10 26modgr.
Probe: 12.26=312=3.97+ 21.
d)zsg_gs‘%sg%sgz_%E_%E;msumodm.
Probe: 58. 41— 2378= 21 . 111 + 47.
e)xz%z—%z—%z%z%z—~83—1E—275116m0d143.

Probe: 81-116= 9396= 65- 143 + 101.

127 139 143 49 13 177

Probe: 243 -59= 14 337= 49 - 290 4 127.

(107).Man lése die Kongruenzen : .
a) 113z= 36 mod 17 b) 36z= 91 mod 113
c) 11562 = 81 mod 117 d)17z2= 37mod 71
o) 111z = 137 mod 149 f) 64z =201 mod 243
g) 243z =317 mod 401 h) 752 = 526 mod 1001

i) 1200 = 861 mod 1523.

4.8. Der kleine Satz von Fermat?)

(108) Man stelle’die Multiplikationen
8b=zxmod 11 fir 5=0,1,2,...,10 und
2b=zmod 31 fir 5=0,1,2,...,30 grafisch dar.

1) Fermat, Pierre, franzésischer Mathematiker, 1601—1665
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Losung:
8=z mod 11
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Bemerkung: Es wurde in Aufgabe (104) gezeigt, daB die Kongruenz
ar=>b mod m stets eindeutig 16sbar ist, wenn a und m teilerfremd sind.
Dies gilt nun erst recht, wenn m eine Primzahl ist (m= p).

Die Darstellung der Multiplikation zerfillt stets in Zyklen. Aus den Multi-
plikationsdarstellungen entstehen durch Umkehrung der Pfeilrichtungen
Schemata fiir die stets ausfithrbare Division.

(109)® Man stelle die Multiplikationen
4db=za2mod 7 fir b=0,1,2,..., 6,
7b=zmod 13 fiir 6=0,1,2,...,12 und
12b=2zmod 23 fiir b=0,1,2,...,22 grafisch dar.

(118) Es ist zu zeigen, daB z= 630 — 1 durch 31 teilbar ist.
Losung:

62 =5 mod 31, 6% = —1 mod 31, 630 = (6%)1 = 1 mod 31.
630 —1=1—1=0mod 31, z ist durch 31 teilbar.

(111) Es ist zu zeigen, daBl z= 487 — 1 durch 73 teilbar ist.

Lésung:

482=—32mod 73, 484=2mod 73, 48 = 26=—Y mod 73,

487 = (—9) =—T72=1mod 73,

4872 — 1 =0mod 73, z ist durch 73 teilbar.

(112) Man zeige: Die Polenzen a* mod p mit (a, p)= 1 wiederholen sich
zyklisch; (k=1,2,3,...).

Losung:

Wie gezeigt wurde, ist die Kongruenz aa = y mod p {iir jedes & eindeutig
lésbar. Nun gilt:

al=a =a =y, mod p
a®=a-a=ay; =y, modp
a =ay, =yzmodp
a* = ayy_1 =y mod p

Man setzt die Multiplikation fort, bis man den Wert y,= 1 erhilt.
Es sind alle y; mit & < s voneinander verschieden.
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Annahme, y, sei der erste Wert, der vorher schon einmal als Ergebnis auf-
getreten ist, etwa y, = y, (n < k <), dann gilt
ayp1=yrmod p und ay;_;=y;modp oder
alYe—y —Ya1)=0mod p, "also y_y3=ys, da d= (g, p)=1.
Das fiilhrt zu einem Widerspruch zur Annahme, da ndmlich y; der erste
Wert sein sollte, der vorher schon einmal auftrat.
Bei Fortsetzung der Multiplikationstabelle erhilt man sicher den Wert
ys= 1.
Wie gezeigt wurde, treten als Ergebnisse der Multiplikationen stets neue
Werte auf, die aber alle der endlichen Menge {1, 2, 3, . . ., p— 1} angehéren.
Mindestens nach (p — 1) Schritten muf} also der Wert y, = 1 auftreten.
Es gilt

@ =ay, ,=y,=1mod p
afl=aqay, =a =y, modp

Die Potenzen a* mod p wiederholen sich zyklisch, die Liinge des Zyklus
ist s.

(Man vergleiche die Aufgabe (83) sowie die Aufgaben (108) und (109)
iiber die grafische Darstellung der Multiplikationen mod p.)

/
(113) Man zeige: Die Linge s des Zyklus a* mod p mit a &= 0 mod p ist
Teiler von (p — 1).

Lésung:

In dem Zyklus der Linge s sind alle y, voneinander verschieden, wie in
der vorigen Aufgabe gezeigt wurde. -
Multipliziert man die Elemente dieses ersten Zyklus mit der beliebigen
Zahl b aus der Menge {2, 3, 4, . . ., (p — 1)}, so erhiilt man wiederum einen
Zyklus der Lénge s, in dem die Ergebnisse z; wiederum alle voneinander
verschieden sind.

ath =y, b=z modp

a’-b =y,- b=z, mod p

a® b =y;- b=z, modp

ak¥-b =y b=z, mod p

3
-3

oS
Il

Yy b=b=1z,mod p
a*tlh =y, - b=z, modp
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Annahme, z, sei der erste Wert, der vorher schon einmal als Ergebnis auf-
getreten ist, etwa z,= z, (n < k < s), dann gilt

byp,_1=zymodp und by, =z, modp oder
b(yr—1— Yn1)=0mod p, also yz 1= Yn_i.

Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, welche besagt, dafl alle
Werte y; voneinander verschieden sein sollen. .

Multipliziert man nun die Elemente des ersten Zyklus mit allen Elemen-
ten = 0, also mit den Elementen 1,2, 3,4,..., (p —1), so erhilt man
(p—1) - s Ergebnisse, die sich in der folgenden Tabelle anordnen lassen.

1 2 3 s b iss (p—1)
Y1 Y1 T “a z
Y Y2 . Zy
Ys Ys . Z3
Y Ye Zy
Ys Ys %y

Die Elemente einer Spalte sind alle voneinander verschieden. Jede Spalte
ist in sich zyklisch. Es treten nur die Elemente 1,2, 3, ..., (p — 1) auf,
folglich ist jedes Element in genau s verschiedenen Spalten vorhanden,
wobei diese s voneinander verschiedenen Spalten aber jeweils denselben
Zyklus darstellen. Streicht man nun alle iiberfliissigen Spalten fort, so daB
nur noch voneinander verschiedene Zyklen iibrig bleiben, so bleiben genau
die (p — 1) Elemente stehen. Jedes Element tritt genau einmal in einem
der iibrig bleibenden Zyklen auf.

Es folgt: Die Anzahl der Elemente (p — 1) ist durch die Zyklenlénge s
teilbar. (p — 1) N - s, wobei N die Anzahl der vorhandenen Zyklen der
Lénge s angibt.

(114) Man zeige: Es gilt der kleine Satz von Fermat:
Sind a und p teilerfremd, so ist die um 1 verminderte (p — 1)-te
Potenz von a durch p teilbar. d

Oder: a?!—1=0mod p, wenn (a, p)=1.
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Losung:

Wie in der vorigen Aufgabe gezeigt wurde, gilt
a*=1modp und N-s= p—1. Es folgt (a®)¥ = a*¥N = q? 1——1modp
oder a?! — 1 =0 mod p.

’

(115) Man zeige: Jede Potenz mit einer Primzahl als Exponent liefert
bei der Division durch diese Primzahl die Basis als Rest.

a?=amod p oder a?—a=0mod p.
Lésung:

Es ist 07 =0mod p und bei a == 0mod p folgt aus dem kleinen Satz
von Fermat a?~! = 1 mod p durch Multiplikation mit a

a? =g mod p.
(116) Man zeige, dafl z= 8% — 818 — 816 4 1. durch 323 teilbar ist.

Losung:
323=17.19, z= (818 —1)8®—1).

Nach dem kleinen Satz von Fermat ist der erste Faktor durch. 19, der
zweite durch 17 teilbar. Folglich ist z durch 19 - 17 = 323 teilbar.

(117) Man zeige, daB 4319 — 1 durch 101 teilbar ist.
Losung:

Die Behauptung folgt sofort aus dem kleinen Satz von Fermat.

(118) Man zeige: 78138 liefert bei der Division durch 137 den Rest 1.
Losung: .

Nach Fermat gilt: 78136 — { = 0 mod 137.

(119) Man zeige, daB 78 — 7 durch 89 teilbar ist.

Lésung: .

Die Behauptung folgt sofort aus dem kleinen Satz von Fermat.

(120) Man zeige: 99293 liefert bei der Division durch 293 den Rest 99.
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Losung:

Nach Fermat gilt: 99292 — 1= 0 mod 293.
Nach Multiplikation mit 99 gilt 99298 — 99 = 0 mod 293
oder 99298 = 99 mod 293.

(121) Man zeige, daf z = 2136 — 2134 — 182 4 DIS0 — 96 + 284221
durch 1965 teilbar ist.
Losung:
1965= 3.5 131,
7= 2180(26 —9¢ 924 1) — 264204 22—
= @@ — 1)@ 1),

Die Faktoren sind nach dem kleinen Satz von Fermat durch 131, durch
5 und durch 3 teilbar, somit ist z durch 1965 teilbar.

(122) Man zeige, daB z= 3518 — 718 — 518 + 1 durch 361 teilbar ist.
Losung:

361= 192, z= 718(518 — 1) — 5184 1= (518 —1)(78 —1).
Nach Fermat ist jeder Faktor durch 19 und damit z durch 19? teilbar.

(123) Man zeige, dal z= 212 . 27 4 1 durch 49 teilbar ist.
Losung:
z=202_-2.204 1= (26—1)2.
Nach Fermat ist (26 — 1) durch 7 teilbar, also ist z durch 72 = 49 teilbar.

(124) Man zeige, /daB z= 380 — 321 4 311 —{ durch 1331 teilbar ist.
Losung:
1331 = 113, z=23%0—3.32043.3100—1= (30— 1y,

Nach dem kleinen Satz von Fermat ist (31°— 1) durch 11 und damit ist z
durch 113= 1331 teilbar.

(125) Man zeige, daBl der Ausdruck z= 16 459360360 — { durch minde-
stens 12 Primzahlen teilbar ist.
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sung:

459 =151-109, 360360=2%.32.5.7-11.13

. z ist durch 2 teilbar, weil 16 459360360 — 2 - 1, 2z

.z = (a1801802 _ { =0 mod 3, 3=

.z= (a%090)4 — {=0mod 5, 5|z
z= (a%0080)8 _ {=0mod 7, 7=
7= (a38036)10 — 1 =0 mod 11, 11|z
z= (a30030Y2 — { = 0 mod 13, 13|z
z= (a20020)18 — { = O mod 19, 19|z
z= (a16380)22 — 1 = 0 mod 23, 23|z
z = (a12879)28 — 1 =0 mod 29, 29z
7= (a12012)30 — 1 = () mod 314, 3|z
5= (a10010)36 — 4 = 0 mod 37, 37|z

12. z= (a?09)% — 1 = 0 mod 41, 4z,

93

Die in den Klammern stehenden Potenzen von a= 16 459 sind zu den
betrachteten Primzahlen jeweils teilerfremd, so dall der kleine Satz von
Fermat in allen Fillen Anwendung finden kann.

Es soll die Probe mittels anderer Berechnung angeschlossen werden.

16 459 = a.

a= 1mod 3, a" =1mod 3, z =0mod 3.

a=—1mod 5 a®® =1mod 5,z =0mod 5.

a= 2mod 7, 23 =1mod 7, a3 =1mod 7, z=0mod 7.
a= 3mod11, 3° =1mod 11, a5" =1 mod 11, z= 0 mod 11.
a= 1mod13, a* =1mod13, z =0mod 13.

a= b5 mod19, 59 =1mod 19, a® =1 mod 19, z= 0 mod 19.
a= 14mod 23, 142 =1mod23, ¢®*"=1mod 23, z=0mod 23.
a= 16mod 29, 167 =1mod29, a™ =1mod29, z=0mod 29.
a=—2mod 31, (—2)°°=1mod 31, a* =1mod 31, z=0mod 31.
a=-—6mod 37, (—6)* =1mod37, a*" =1mod37, z=0mod 37. -
a= 18 mod 41, 185 =1 mod 41, a5" =1 mod 41, z= 0 mod 41.

Bemerkung: Auch die Losungen der Aufgaben (110) und (111) ergeben
sich sofort aus dem kleinen Satz von Fermat.
Als groBer Satz von Fermat wird die noch immer unbewiesene Behaup-
tung bezeichnet, wonach z" + y" = z* fiir n > 2 in ganzen Zahlen z,y
und z nicht 1sbar ist.
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126)® Man zeige, daB z= ¢3¢ + 665 durch 37 teilbar ist, wenn ¢ eine
g q q
Primzahl gréBer als 100 ist.

(127).Gesucht ist die kleinste natiirliche Zahl n, fiir die z= 5* — 1 durch
7, durch 11, durch 13, durch 17 und durch 41 teilbar ist.

(1\28).Fﬁr welche natiirlichen Zahlen n und k ist z= n¥ — 1 durch 17
teilbar? )

(129).Es i§t zu zeigen, dafl

z= pl6 — p12 — 2p10 4 2p6 + pt— 1 durch 245 teilbar ist, wenn p
eine Primzahl groBer als 10 ist.

(130).Fiir welche natiirliche Zahl k ist z= 3198 — 3133 [ durch 343 teil-
bar?

4.9. Reziproke Werte, Satz von Wilson?)

(131) Man zeige, dal die Kongruenz az = 1 mod p stets eindeutig lgsbar
ist und bestimme die Elemente modulo p, die mit sich selbst mul-
tipliziert, das Element 1 ergeben.

Man entwickle Tabellen fiir die reziproken Werte der Elemente
1,2,3,..., (p— 1) modulo p fir p=7, 11, 17 und 31.

Losung:

In Aufgabe (104) wurde gezeigt, dal die Kongruenz az = b mod p stets
eindeutig lésbar ist. Setzt man nun speziell b = 1, so folgt daraus die ein-
deutige Losung der Kongruenz az =1 mod p. Die Losung dieser Kon-
gruenz heit das zu a ,,reziproke Element.

Es sei # ein Element, das mit sich selbst multipliziert den Wert 1 ergibt.
Dann folgt

z -x=1mod p, 22 — 1= 0mod p, (z+ 1)(z — 1) =0 mod p.

Ein Produkt modulo p ist aber dann und nur dann kongruent Null, wenn
ein Faktor kongruent Null ist. Daraus ergibt sich

=1, 2y=—1=(p—1)modp.

Die Elemente 1 und (p — 1) sind zu sich selbst reziprok.

1) Wilson, Sir John, englischer Mathematiker, 1741—1793
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p=7
k|1 2 3 4 5 6
L1y 4 5 2 3 &8
T .
p=11
kKl 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
% 1 6 4 3 9 2 8 7 5 10
p=17
k|1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
% 1 9 6 43 7 3 5 15 2 12
B |11 12 13 14 15 16
% 14 10 4 11 8 16
p=31
k|1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
% 1 16 24 8 B 2% 9 4& 7 28
E |14 12 13 14 15 416 47 18 19 20
Ll 13 12 020 2 2 0 19 18 4%
k|24 22 23 2% 2 26 27 28 29 30
% 3 924 927 22 5 6 23 40 15 30

95
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" (132) Man zeige, daB (p — 1)! + 1 durch p teilbar ist.
Oder: (p—1)! 4+ 1= 0 mod p.

Losung:
Die Kongruenz az =1 mod p ist eindeutig losbar, zu jedem Element a
gibt es genau ein Element z, das zu a reziprok ist. In dem Ausdruck

(p—1)!=1-2:3:4: w - (p—=2)(p—1)
sind nur die Elemente 1 und (p — 1) zu sich selbst reziprok. Jedes andere-
Element hat genau einen reziproken Partner, mit dem es multipliziert
den Wert 1 ergibt. Es gilt:

p—n!=1-1-1. . -(p—1)=(p—1)modp.
Damit wird (p—1)!+ 1= (p—1)+ 1= p=0mod p.
Beispiel:
(12! + 1) ist durch 13 teilbar.

121 = (13 — 1)! = 479 001 600

(12! 4 1) = 479 001 601 = 36 846 277 - 13.

Bemerkung: Der Satz (p — 1)! + 1= 0 mod p heiBt ,,Satz von Wilson*.

(133) Man zeige, daB z= (18! + 1)® durch 6859 teilbar ist.

Losung:

6859 = 19%. Nach dem Satz von Wilson ist (18!4- 1) durch 19 teilbar, da-
mit ist z durch 19 = 6859 teilbar.,

(13%) Man zeige, daB z= (p!)> — p? fiir jede Primzahl durch die dritte
Potenz dieser Primzahl teilbar ist.

Losung:

(P —p*= (p!+ p)p!—p)=Plle— !+ 1P — 1! — 1]
Die erste Klammer ist nach dem Satz von Wilson durch p teilbar, folglich
ist z durch p? Teilbar.

(135)®Man stelle Tabellen auf fiir die reziproken Werte der Elemente
modulo p fiir

a) p= 13, b) p=19, c) p=23.
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410. Tabellen der Quadratzahlen
(136) Es sind die Tabellen der Quadratzahlen fiir die Elemente modulo
1,2,3,..., (m—1)) aufzustellen fiir m= 9, m= 15 und m= 24.
Losung:
Tabelle der Quadratzahlen modulo 9:
a l 1 2 3 4 5 6 7 8
@1 4 0 7 7 0 4 1

Tabelle der Quadratzahlen modulo 15:
ali234567891011121314

@|1 4 9 1 10 6 4 4 6 10 1 9 4 1

Tabelle der Quadratzahlen modulo 24:
al|l1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

2|1 4 9 16 1 12 1 16 9 4 1 0 1 4
a |15 16 17 18 19 20 21 22 23

a®| 9 16 1 12 1 16 9 4 1

Aus den Tabellen ersieht man, daB nur gewisse Elemente als Quadrat-
zahlen auftreten und dal diese Elemente mit unterschiedlicher Haufigkeit
auftreten. Andere Elemente modulo m treten in den Tabellen der Quadrat-
zahlen nicht auf. So sind zum Beispiel die Elemente 2, 3, und 5 in keiner
der Tabellen als Ergebnis vertreten. Es laBt sich modulo 9, modulo 15 und
modulo 24 keine Zahl finden, die mit sich selbst multipliziert 2, 3 oder 5
ergibt. .

Eine charakteristische Eigenschaft der Tabellen ist, daB a?= (m —a)?
mod m. ‘

Es ist (m — a) = —a mod m. Beim Quadrieren verschwindet das negative
Vorzeichen, und es folgt

a* = (m — a)? mod m.

(137) Es sind die Quadratzahltabellen fiir die Elemente modulo p auf-
zustellen fiir p=7, p= 11, p= 17 und p= 23.
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Losung:

Tabelle der Quadratzahlen modulo 7:

a

1 2 3 4 5 6

a®

1 4 2 2 4 1

Tabelle der Quadratzahlen modulo 11:

a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a? 1 4 9 5 3 3 5 9 4 1
Tabelle der Quadratzahlen modulo 17:
a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a? 1 4 9 16 8 2 15 13 13 15
a 11 12 13 14 15 16
a? 2 8 16 9 4 1
Tabelle der Quadratzahlen modulo 23:
a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
a? 1 4 9 16 2 13 3 18 12 8 6
a 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
a? 6 8 12 18 3 13 2 16 9 4 1

Die in den Tabellen der Quadratzahlen auftretenden Werte treten jeweils

genau

a®= (p—a)?mod p

zweimal auf. Es gilt wiederum:

(138) ® Man stelle Quadratzahltabellen auf fiir

(139)

p=13, p=19, p=31.

(Symmetrieeigenschaft der Tabellen).

Es sind grafische Darstellungen fiir die Quadratzahlen modulo 5,

modulo 13 und modulo 19 zu entwickeln.

(Man vergleiche die grafische Darstellung der Multiplikation,

Seite 79.)
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Lésung:

Auch die grafischen Darstellungen sind in bezug auf den Wert % sym-
p—1

2
Ergebnis tritt genau zweimal auf.

metrisch. Es treten

voneinander verschiedene Ergebnisse auf. Jedes

p=13.

G ONONONO
\,

Von jedem Element modulo p geht genau ein Pfeil aus. Zu jedem Element
a? fiihren genau zwei Pfeile. Aus den Elementen a2 lassen sich die Quadrat-
wurzeln ziehen, was grafisch Umkehrung der Pfeilrichtungen bedeutet.
Existiert die Quadratwurzel aus einem Element modulo p, dann liefert sie
genau zwei Losungen (mit Ausnahme der Quadratwurzel aus dem Ele-

ment 0, J/0 = 0 mod p).
Beispiel :
V3 = 4 mod 13, ¥3 = 9 mod 13.
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p=19

® ® ©® 6 ®
O @ ©

Zum Grundbereich gehoren alle ganzzahligen Elemente modulo p. Der
—1
2
Fiir gewisse Primzahlen ist das Element (p — 1) Quadratzahl, fiir andere
Primzahlen gehort das Element (p — 1) nicht zum Wertevorrat.

Wertevorrat besteht aus einer Menge von P ganzzahligen Werten.

4.11. Quadratische Kongruenzen

(140) Es ist zu zeigen, daB sich die Quadratzahlen modulo p eindeutig
p—

1
5 zuordnen lassen.

den Elementen 1, 2,3, ...,

Losung:
Es sei ¢ eine Quadratzahl modulo p und es gelte a®= ¢ mod p. Annahme,
es sei auBerdem B2=cmod pmit b+ aund 0 <<a<p, 0 b< p.
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Durch Subtraktion folgt:

@ —B=0modp oder (a+ b)(a—b)=0mod p.
Da die Differenz (@ — b) == 0 mod p, gilt:

a+b=0mod p oder b=—amodp.

Ist a ein beliebiges Element aus der Menge 11, 2,3, .. ., 2 ; 1}, so kann b

nicht auch dieser Menge angehéren, da sonst die Summe (a + b) &= 0 mod p
wire.
Oder: Die Quadratzahlen ¢ modulo p lassen sich den Elementen a aus der

Menge {1, 2,3, .., ; 1} eindeutig zuordnen.
(141) Man zeige:
Ist p eine Primzahl der Form p= 4n+ 1 und laBt sich die Qua-
dratwurzel aus dem Element ¢ modulo p ziehen, so 14Bt sich die
Waurzel auch aus dem Element (p — ¢) = —c mod p ziehen. . ’

Losung:
Voraussetzung:
p=4n+1, die Quadratwurzel aus ¢ existiert.

Es sei a® = ¢ mod p. Nach dem Satz von Wilson gilt:

—c=c(—1)=c(p—1)!=c-1.2.3 - -—P; E -——P"Z'i s e -(p—1)modp.

Es gilt: (p — k) =—k mod p und speziell:
p—1=—1mod p, p—2=—2modp,...

p+1_p+1 p+1i—2p_ 1—p p—1
sty —p= 5 ——_:2,=_——2modp.

Es folgt:
_CE(C)(1.2.3. .pgi)[(_i).(_Q). .(_p_2_1>]modp.

Das Produkt der zweiten Klammer ist positiv wegen der geraden Anzahl

von Faktoren (p= 4ﬁ +1, 4 ; . = 2n) , es ist somit identisch zum Wert
des Produktes der ersten Klammer. ’
1

—csc-(1.2.3; v o

2
3 ) mod p.
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5
Mit a? = ¢ mod p folgt:

_(:Ea2.<1.2.3. .p;1>és(a.1.2.3. .pgi)zmodp.

Das Element wurde als vollstéindiges Quadrat dargestellt, es existiert also
]/—c mod p.
Beispiel :
42 = 3 mod 13,
—3=(4-1-2.3.4-5-6)?=72mod 13.

Bemerkung 1: Wire die gegebene Primzahl von der Form p = 4n + 3, so
lieBe sich das Element (—c) nicht als vollstéindiges Quadrat darstellen, da
die Anzahl der negativen Glieder in der zweiten Klammer ungerade wire
(p=4n+3, P;1 :2n+1).

Bemerkung 2: Fiir ¢ = 1 folgt speziell: Die Quadratwurzel aus dem
Element (—1) existiert, wenn p = 4n + 1, sie existiert nicht, wenn

~p=4n+3.

(142) Man zeige:
Existiert modulo p mit }/; auch Vjc , so hat p die Form p = 4n+ 1.

Losung:
Es sei a*=cmod p und $*=—cmod p mit 0 <a<p und 0< b< p.

Nach Potenzieren der zweiten Kongruenz mit dem Exponenten B—

folgt: ‘ 2
p=1 p—1 =1 p-1
(%) 2 =(—¢) 2 modp oder b»—1l=(—1) 2 .¢c 2 modp,
=1 p-1 p—1

br—l=(—1) 2 .(a®) 2 =(—1) 2 .a»~lmod p.
Nach dem kleinen Satz von Fermat gilt:
b»~l=1mod p und a?~1=1 mod p.

71

Die sich daraus ergebende Kongruenz (—1) 2 = 1 mod p ist nur erfiillt
fiix'p_—1 =2n oder p—1=4n oder p=4n+1.

2 -
Sie ist nicht erfillt fiir ungerade Exponenten E

tiir p= 4n+ 3.

—1
2

= 2n+ 1, also nicht
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(143) Esist eine Bedingung dafiir herzuleiten, daB die quadratische Kon-
gruenz 2* + az + b= 0mod p lésbar ist.
Losung:

Es gilt die Identitat
L 4b

12+az+b=(x+%)z—i:‘+b=(z+%> Z

Die gegebene Kongruenz ist also dquivalent der Kongruenz

(z—}— %)2— a‘—4 i =0modp

und es gilt

(a:-}—%)zs an_4 L mod p.

Die Quadratwurzel aus der Diskriminante D= (a® — 4b) ist genau dann
zu ziehen, wenn die gegebene Kongruenz 224 az+ b=0mod p eine

Loésung besitzt.
In diesem Fall folgt fiir die Losung x:

= 8 1.2
=——2—i7 a2 —4b.

Es existiert keine Losung der Kongruenz 2?4 az+ b= 0 mod p, wenn
sich die Quadratwurzel aus der Diskriminante D= (a® — 4b) nicht ziehen
laBt.

Es existiert genau eine Losung der Kongruenz 22+ az + b= 0mod p,
wenn a? = 4b mod p.

Es existieren zwei Losungen der gegebenen Kongruenz, wenn sich die
Quadratwurzel aus D= (a* —4b) %= 0 mod p ziehen léBt.

Bemerkung: Die hergeleitete Formel gilt nur fiir p > 2, da fiir p= 2 eine
Division durch Null auftreten wiirde.

(14%) Man lése die quadratischen Kongruenzen
a) 2+ 5z + 4=0mod 19
b) 2%+ 1224 11=0mod 23
¢) 22—18z+19=0mod 31
d) 22+ 21z — 13=0mod 67
) a2+ 16z —10=0mod '73
f) xt—102% + 5=0mod 101
g) 222 — 3z+ 1=0mod 17
h) 2®— 2z + 2=0mod 19
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Losung:
a)a=>5, b= 4, D=9,

Die Quadratwurzel aus der Diskriminante 148t sich ziehen, ihre Losun-

gen sind 3 und —3 = 16 mod 19.

Probe: 182 +5- 184 4= 418=22-19, 22.19=0mod 19,
1524 5- 154 4=304=16-19, 16:19=0mod 19.

b) a= 12, b= 11, D= 100= 8 mod 23.

Aus der Tabelle der Quadratzahlen (Aufgabe (137)) folgt, dal sich die
Quadratwurzel aus 8 ziehen 148t, die Losungen sind 10 und 13.

2y =—6+ 5=—1=22mod 23,

Probe: 222 + 12 224+ 11=759=33- 23, 33: 23= 0 mod 23,
1924 12. 12+ 11=299= 13- 23, 13- 23 =0 mod 23.
c) a= —18, b= 19, D= 248 =0 mod 31.

Es ergibt sich nur eine Losung der Kongruenz
z=9 mod 31.

Probe: ¥ —18. 9+ 19=—62=—-2. 31, —2 .31 =0 mod 31.
d) a= 21, b= —13, D= 493 = 24 mod 67.

Es ist zu untersuchen, ob sich die Quadratwurzel aus der Zahl 24 mod 67
ziehen laft. Es brauchen nur die Elemente s < 33 betrachtet zu werden.

.g-|123.45 6 7 8 9 10 41 12 13 14 15
s7'14 9 16 25 36 49 64 14 33 54 10 35 62 24
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Die Quadratwurzel 1d8t sich modulo 67 aus der Zahl 24 ziehen, die
Losungen sind 15 und —15= 52 mod 67.

zIE_2_;+%E_3E64m0d67,
o= -2+ 2= — 9 mod6r.

Probe: 6424 21 - 64 — 13= 5427= 81 - 67, 81 . 67=0mod 67,
492+ 21 . 49 — 13= 3417=51- 67, 51 . 67= 0 mod 67.

e)a=16, b=—10,, D= 296=4mod 73.
Die Quadratwurzel aus der Diskriminante D hat die Losungen 2 und
—2="71 mod 73.
#,=—8+ 1 =—7=66mod 73,

Ty=—84 =2 = 64mod 73.
" Probe: 662 4 16 - 66 — 10 = 5402= 74 - 73, 74 - 73=0 mod 73,
642 4 16 - 64 — 10= 5110= 70 - 73, 70- 73 =0 mod 73.
f) Es liegt eine biquadratische Kongruenz vor, die man durch die Sub-
stitution 22 = z auf eine normale quadratische Kongruenz zuriickfiihrt:
22— 10z + 5= 0 mod 101.
a= —10, b=15, D = 80.

Es ist zu untersuchen, ob sich die Quadratwurzel aus der Zahl 80 mod
101 ziehen ldBt. Dabei brauchen nur die Elemente s < 50 betrachtet
zu werden, wobei auch auf die Zahl —80 = 21 mod 101 zu achten ist.
Da 101 = 4n + 1, so existiert die Quadratwurzel aus der Zahl 80 genau
dann, wenn sie aus der Zahl —80 = 21 mod 101 existiert.

s 1 2 3 4 5 6 7 8 9
s% 1 4 9 16 26 36 49 64 81

s 10 14 12 13 14 15 16 17 18
% 100 20 43 68 95 23 54 87 21
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Da die Quadratwurzel aus der Zahl 21 existiert, muf auch die Quadrat-
wurzel aus der Zahl 80 existieren.

s |19 20 A 2
2|58 97 31 80

Die Losungen der Quadratwurzel aus der Zahl 80 sind 22 und
—22= 79 mod 101.

z;=+5+ 11 =16 mod 101,
8§ =l ? = 95 mod 101.

Nun war 22= z. Die Elemente 16 und 95 treten als Quadratzahlen in
der Tabelle auf. Die Kongruenzen 22 = 16 mod 101 und 2* = 95 mod 101
sind also lésbar.

#; = 4 mod 101 und z, = —4 = 97 mod 101 sind die Lésungen der Kon-
gruenz 2? = 16 mod 101.

23 =14 mod 101 und z,=—14= 87 mod 101 sind die Losungen der
Kongruenz 2% = 95 mod 101.

Damit sind die Losungen der gegebenen biquadratischen Kongruenz
2;="4mod 101, 2,=97 mod 101, z3 = 14 mod 101, z,= 87 mod 101.

Probe: 44— 10-4* 4 5= 1014, 101 =0 mod 101,

974 — 10 - 972 4+ 5= 88 435 196 = 875 596 - 101,
875596 - 101 = 0 mod 101,

144 —10- 1424+ 5= 36 461 = 361 - 101,
361 - 101 = 0 mod 101,

87¢—10- 8724 5= 57214 076 = 566 476 - 101,
566 476 - 101 = 0 mod 101.

g) zz—%x+%50mod17.

1 p_t 8 13mod1T.

3
e=—5, b=3, ;= "5
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Aus der Tabelle (Aufgabe (137)) entnimmt man die Lésungen fiir die
Quadratwurzel aus der Zahl 3 mod 17. Die Lésungen sind 8 und 9.

19 1 18
Zl=—+4ETE?E-§—Engd17,
xzz—é—-k?szsimodﬂ.

Probe: 2- 92 —3.9+1=136=8. 17, 8. 17=0mod 17,
2.-12—-3-1+1= 0, 0=0mod 17.
h) a=-2 b;,=4+2 .
D, = —4=13mod 17, D, =12 = 12 mod 17.
Aus der graphischen Darstellung (Aufgabe (139), Seite 100) erkennt man,
daB die Quadratwurzeln aus den Zahlen 12 und 13 mod 19 nicht existieren.
Es existiert keine Losung der gegebenen Kongruenz.
(145) Man gebe alle Losungen der Kongruenz
28 — 1528 + 324 — 182 + 6= 0mod 19 an.
Losung:
Die Kongruenz achten Grades wird durch die Substitution 2? = z auf eine
Kongruenz vierten Grades zuriickgefiihrt

78— 1562% + 322 — 18z + 6 = 0'mod 19.

Es ist eine Zerlegung in zwei Faktoren méglich, wenn man beachtet, daB
die Koeffizienten der Variablen durch Addition eines beliebigen Vielfachen
von 19 veréndert werden diirfen.

Es gilt die Kongruenz:

28— 1562% + 322 — 182+ 6 = (2 — 13z + 4)(z> — 2z + 11) mod 19.
(4-11=6mod 19, 8+ 143=18mod19, 11+ 44 26=3 mod19)
72— 13z+ 4= 0mod 19.

a= —13, b= 4, D= 153 =1 mod 19.

Die Lésungen der Quadratwurzel aus D sind 1 und —1 = 18 mod 19.

zlE§+%E7mod19,

zzzgﬁ—gzﬁmodlg.

Aus der grafischen Darstellung der Quadratzahlen modulo 19 (Aufgabe
(139)) findet man die Lésungen fiir z.

2;=8mod 19 und z,=11mod 19 sind die Lésungen der Kongruenz
2?2="7 mod 19.
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23=>5mod 19 und z,=14mod 19 sind die Losungen der Kongruenz
2% =6 mod 19.
—2z+ 11 =0mod 19.
a=—2, b= 11, D= —40=17 mod 19.
Die Losungen der Quadratwurzel aus D entnimmt man wiederum der

grafischen Darstellung der Quadratzahlen modulo 19, die Losungen sind
6 und 13.

z3=1+4+ 3= 4mod19,
24_1+—_—_17m0d19

25=2mod 19 und zg=17 mod 19 sind die Losungen der Kongruenz
2?2 = 4 mod 19.

2;=6mod 19 und zz=13mod 19 sind die Losungen der Kongruenz
22 =17 mod 19.

Damit sind die Losungen der gegebenen Kongruenz

z,= 8mod 19, z,= 11 mod 19, 2= 5mod 19,
2= 14 mod 19, z;= 2mod 19, 2g= 17 mod 19,
z,= 6mod 19, 23 =13 mod 19. '
Probe: 88 —15- 8+ 3. 8—18. &#+6=7—15+14+7+6
= 0 mod 19,
118 —15. 1164+ 3. 114 —18. 1124+ 6=7—154+ 14+ 746
=0 mod 19,
58—15. 564+ 3. 54— 18. 524+ 6=4—10—64646
= 0 mod 19,
148 —15. 145+ 3. 144 — 18 . 142 + 6 = 0.mod 19, da
14=—5 mod 19,
28—15. 2643, 24—-18. 224+6=9—10—9+4+6
= 0 mod 19,
78—15-1784 3. 174 — 18- 172+ 6 = O mod 19, da
17 =—2mod 19,
68—15. 664+3. 64—18. 62+ 6=—34+6+12—246
. = 0 mod 19,
138 —15. 136+ 3- 134 — 18- 1324+ 6 =0 mod 19, da

13 =—6 mod 19.
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4.12. Tabellen der Kubik_zahlen

(146) Man stelle Tabellen fiir die Kubikzahlen modulo p auf fiir p=7,
p=11, p=17.
Lésung: -
Ta/belle der Kubikzahlen modulo 7:
al|1 2 3 4 5 6

a1 1 6 1 6 6

Tabelle der Kubikzahlen modulo 11:

a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a1 8 5 9 4 7 2 6 3 .10
Tabelle der Kubikzahlen modulo 17:
al1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

a31810136.1232‘|15 14 5 11 4

a |14 15 16

a| 7 9 16

Modulo 7 treten nur die Elemente 1 und 6 als Kubikzahlen auf. Nur aus
diesen Zahlen 148t sich die dritte Wurzel modulo 7 ziehen.

In den Tabellen modulo 11 und modulo 17 treten alle Elemente modulo p
als Kubikzahlen auf. Hier lassen-sich die Kubikzahlen eindeutig den
Elementen modulo p zuordnen. Aus jedem Element modulo p laBt sich
die dritte Wurzel ziehen.

(147) Es sind grafische Darstellungen fiir die Kubikzahlen modulo 5,
modulo 13 und modulo 19 zu entwickeln.
(Man vergleiche die grafische Darstellung der Multiplikation,
Seite 79.)
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Lésung:

p=>5.

oder

O] ©

Aus jedem Element modulo 5 148t sich die dritte Wurzel ziehen. Man er-
hilt die grafische Darstellung fiir die Kubikwurzeln durch Umkehrung der
Pfeilrichtungen in den grafischen Darstellungen der Kubikzahlen.

vy

Es treten nur die Elemente 1, 5, 8 und 12 als Kubikzahlen auf. Die Kubik-
wurzeln aus diesen Elementen liefern jeweils drei voneinander verschiedene
Losungen.
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Es treten als Kubikzahlen die Elemente 1, 7,8, 11,12 und 18 auf. Die
Kubikwurzeln aus diesen Elementen liefern jeweils drei voneinander ver-
schiedene Losungen.

(148) ® Man stelle Tabellen fiir die Kubikzahlen modulo p auf fiir
p=13, p=23, p=317.
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4.13. Kubische Kongruenzen

(149) Es ist zu zeigen, daB sich die Kubikwurzeln aus den Elementen
modulo p ziehen lassen und daB eine eindeutige Zuordnung aller
Elemente modulo p zu den Kubikwurzeln dieser Elemente be-
steht, wenn p die Form p= 3n + 2 hat.

Lésung:

Es soll zuniichst gezeigt werden, dafl genau eine Lésung der Kongruenz
z®=1 mod p existiert.

Nach dem kleinen Satz von Fermat gilt 2?71= 1 mod p. Mit p =3n+ 2
folgt 2371 = 1 mod p.

Durch Potenzieren der Kongruenz 2= 1 mod p mit dem Exponenten n
ergibt sich 23" = 1 mod p.

Die Division beider Kongruenzen liefert -~
oder x =1 mod p.

Die Kongruenz z® = 1 mod p hat genau die eine Losung z=1mod p.

Es wird nun gezeigt, da8 auch die Kongruenz z®=c¢ mod p (0 < ¢ < p)
genau eine Losung besitzt.

Man fiihrt den Beweis indirekt und nimmt an, dal z; =a mod p und z, =5
mod p zwei voneinander verschiedene Losungen der Kongruenz 2®=¢
mod p sind. Es folgt:

Eimodp

=cmodp und b*=cmodp und nach Division:

b’ =1modp oder <%)3 = 1 mod p.
Oben wurde gezeigt, daB die Kongruenz 2®= 1 mod p. genau die eine
Loésung z = 1 mod p besitzt. Daraus folgt:

%Elmodp oder a=bmodp.

Fiir jedes a hat die dritte Wurzel aus @ nur eine Lésung.

Erhebt man nun alle Elemente modulo p in die dritte Potenz, so erhalt
man lauter voneinander verschiedene Ergebnisse, weil nicht zwéi Ele-
mente das gleiche Ergebnis liefern kénnen. Folglich ist die Anzahl der
voneinander verschiedenen Ergebnisse gleich der Anzahl der Elemente
modulo p. Nach dem Dirichletschen Prinzip ist eine eindeutige Zuord-
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nung aller Elemente modulo p zu den Kubikzahlen dieser Elemente ge-
geben, wenn p= 3n + 2 ist. Aus jedem Element modulo p it sich dann
die dritte Wurzel ziehen.

(150) Esist zu zeigen, dal die dritte Wurzel aus dem Element 1 modulo p
drei voneinander verschiedene Losungen liefert, wenn die Quadrat-
wurzel aus dem Element —3 existiert.

LLosung:

lis sei die Kongruenz 2% = 1 mod p gegeben.

Es gilt die Identitiit '

@ — 1= (5 — 1)(a? + 2+ 1).

Aus 2% =1 mod p folgt

2B —1=@z—1)a?+2 + 1)=0mod p.

Aus (z —1)= 0 mod p folgt z; =1 mod p.
Die Lésung der quadratischen Kongruenz 224z 4 1= 0mod p lieferl

1 L
12;35—?:};?]/—3m0dp.

Drei Losungen der Kongruenz 23 = 1 mod p existieren also genau dann,
wenn die Quadratwurzel aus dem Element —3 mod p existiert.

Bemerkung: Es ist eine Verallgemeinerung der Aufgabe méglich, wenn
man die Identitit 2° — a® = (z — a)(2? 4 az + a%) mod p zugrunde legt.
Die Kongruenz 2% = a® mod p liefert folgende Lésungen:

zy=amodp, 3= —;«j:%]/jmod p.

Allgemein gilt: Existiert aus cinem Element modulo p die dritte Wurzel,
so gehoren drei Elemente zur Loésungsmenge, falls die Quadratwurzel aus
dem Element —3 mod p existiert.

(151) Man lése die Kongruenzen
a) 2= 1mod 73,
b) 2®= 28 mod 97,
¢) 24+ 2=0 mod 109,
d) 2®* — 79 = 0 mod 307.
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J

Losung:

a) 2°— 1=0mod 73, (—1)(@®*+ 2+ 1)= 0 mod 73.

Y—3 =17 mod 73 (289 = —3 mod 73)
zy=1mod 73, .7:2;35—-%1 gmod 73,
2, =8 mod 73, 23 =—9 =64 mod 73.

Probe: 8 —1=511=17.173, 7.73=0mod 73,
643 — 1= 262 143= 3591 - 73, 3591 - 73 =0 mod 73.

b) 2% = 28 = 28 4 97 = 125 mod 97.
23 — 125 = (z — 5)(2% + 5z + 25) = 0 mod 97.
z;=5mod 97, }—3=26mod97.
xz;az—%:l: 65 mod 97, 2o =14 mod 97,

Probe: 5*= 125 = 1.97 + 28,
143= 2744= 28.97+ 28;
783 = 474 552= 4892 . 97 + 28.

¢) 28 =—2= 216 mod 109.

23 — 216 = (z — 6)(2® + 6z + 36) = 0 mod 109.

#;=6mod 109,  J—3 =18 mod 109.

Zp.3=—3 4 54 mod 109.

x5 =51 mod 109, 23 =—57 = 52 mod 109.

Probe: 6%+ 2= 216+ 2= 218=2: 109,
53+ 2=132653= 1247 109,
5234 2= 140610= 1290 - 109.

d) 2= 79 mod 307, 79 = 1000 mod 307.

23 =78 mod 97.

2% — 1000 = (z — 10)(2? + 10z 4 100) = 0 mod 307.

2, =10 mod 307,  J—3 = 35 mod 307.

@y.3=—5 - 175 mod 307,

2, = 170 mod 307, 5 =127 mod 307.

Probe: 103 —79= 1000 — 79= 921 = 3: 307,
1708 —79= 4912921 = 16 003 - 307,
1278 — 79 = 6672 - 307.



5. Logarithmen modulo p

5.1. _Logarifhmentabellen, Gesetze

Definition: Sind fiir eine Zahl a mod p die Potenzen a*=2a mod p fiir
k=0,1,2,..., (p—2) alle voneinander verschieden, so heiBt k der »Log-
arithmus® von z, die Zahl a heiBt ,,Basis*.

Als Zeichen verwenden wir k= log, # (Logarithmus = zur Basis a). Die
Zahl Null hat keinen Logarithmus. Fiir £ =0 uud k= (p—1) sind fiir jede
Basis a die Potenzen a* jeweils kongruent modulo p. Statt ,,Logarith-
mus‘‘ 2 sagt man auch ,,Index* von 2 (ind z).

(152) Man entwickle eine logarithmische Tabelle fiir p= 17. Man lése
3
mod 17.

die Kongruenz z =

74

Losung: s

\ s

Gesucht ist jetzt eine Basis a, fiir die die Potenzen a* mod 17 fiir k = 0,1,
..+ 15 (a® =1mod 17) gerade alle von Null verschiedenen Elemente

mod 17 ergeben.
Fiir a = 2 ergibt sich folgende Potenztabelle:

ke |0 1 2 '3 4 5 6 7 8

P=rmodi7 | 1 2 4 8 16 15 13 9 1

ke | 9 10 11 12 13 14 15 16

P=amodl7 | 2 4 8 16 15 13 9 1

Aus der Tabelle ersieht man, da3 eine eineindeutige Zuordnung der Elemente
modulo 17 zu den Potenzen modulo 17 fiir a = 2 nicht existiert. Zum Bei-
spiel ist 25 = 15 mod 17 und auch 2!® = 15 mod 17.

a =2 kann als Basis fiir eine logarithmische Tabelle nicht in Frage kom-
men.
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Fiir a= 3 ergibt sich folgende Potenztabelle:

k l 0 1 2 3 4 5 6 7 8

P—omod17 | L 3 9 10 13 5 15 11 16

k | 9 10 11 12 13 14 15 16

J=zmodl7 | 14 8 7 4 12 2 6

Schrinkt man die Bedingung fiir k ein und fordert k < p— 1= 16, so’ist
in dieser Tabelle eine eineindeutige Zuordnung der Exponenten k zu den
Potenzwerten a* = z == 0 mod 17 gegeben.

Wahrend man bei den Potenzwerten nach dem Modul 17 rechnet, mufl
man bei den Exponenten k nach dem Modul p — 1= 16 rechnen. Zu jedem
Exponenten k mod 16 gehort genau ein Potenzwert z mod 17, und umge-
kehrt gehort zu jedem Potenzwert 2 mod 17 genau ein Exponent k mod 16.
Aus 3¥ =z mod 17 folgt k= log; # mod 16.

Logarithmengesetze:

1. logs 2y = logs = + log; y mod 16
Aus loggz=Fk; mod 16 ‘und logs y =k, mod 16
folgt z=3%mod 17 und y = 3¥1mod 17.
Aus 3%+ = 2y mod 17 folgt schlieBlich &, + ky = logs 2y mod 16.
Ein Produkt wird logarithmiert, indem man die Logarithmen der Fak-
toren addiert.

2. hga% =log;z 7 log, y mod 16
b=k = % mod 17 ergibt hy—Fy= 1og3_’y”_ mod 16.

Ein Quotient wird logarithmiert, indem man den Logarithmus des
Nenners vom Logarithmus des Zihlers subtrahiert.

3. logs z* = n - log # mod 16
(34:)" = 3nk =" mod 17 liefert nk,= logz =" mod 16.
Eine Potenz wird logarithmiert, indem man den Exponenten mit dem
Logarithmus der Basis multipliziert.
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Die Umkehrung der Potenztabelle fiir a= 3 ergibt die gesuuhte logarith-
mische Tabelle fiir den Modul p= 17.

2 mod 17 1 2 3 4 5 6 Z 8
log; # mod 16 0 14 1 12 5 15 11 10
z mod 17 9 10 11 12 13 14 15 16
logs  mod 16 2 3 7 13 4 9 6 8
M 9.113
Lésung der Kongruenz z = 7 mod 17.

logs x =1logz 94 3 - logz 11 — 4 - logs 7 mod 16
=2+ 21— 44=—21= 11 mod 16.

Daraus foigt: z= "7 mod 17.
Probe: 112 =2 mod 17, 13=5mod 17, 9 113=11mod 17,
= 15 =—2mod 17, 74= (—2)> =4 mod 17.
xE E7mod17 da4-7=11mod 17.

Bemerkung: Fiir jede Primzahl p kann eine derartige Logarithmentabelle
entwickelt werden. In den Potenztabellen modulo p treten Zyklen auf,
und fiir mindestens eine Basis a sind alle Elemente 1, 2,3,..., (p—1) in
einem einzigen Zyklus enthalten. Fiir ein solches a ist eine eineindeutige
Zuordnung der Exponenten k mod (p — 1) zu den Potenzwerten a*=uz
mod p stets gegeben.

Die logarithmische Rechnung bietet gew1sse Vorteile gegeniiber der ge-
wohnlichen Rechnung. Es treten keine approximierten, sondern exakte
Lésungen auf. Man benétigt keine umfangreichen Tabellenbiicher mit
etwa 4-, 5- oder gar 7stelligen Logarithmen. Nachteile gegeniiber der
gewdhnlichen Loganthmenrechnung sind, dal man hier fiir jeden anderen
Primzahlmodul eine neue Logarithmentabelle entwickeln muB. Im An-
hang sind logarithmische Tabellen fiir die Primzahlen kleiner als 100 an-
gegeben. Fiir Nichtprimzahlen existieren derartige Logarithmentabellen
nicht, weil bei Nichtprimzahlen eine eineindeutige Zuordnung bei den
Potenztabellen fehlt.



118

5. Logarithmen modulo p

5.2. Das Rechnen mit Logarithmentabellen
(158) Man stelle eine Logarithmentabelle fiir den Modul p = 67 auf und
berechne mit Hilfe dieser Tabelle
a) 2475z = 3648 mod 67
b)  @= ot mod67
) z = 3738 mod 67 "
d) z = 19651%7 mod 67
2713.2510. 192 3
e) T = grm gew . i mod 67
808707
f T = o mod 67
g) z = 2222%3¥ mod 67
h) z = 1111122222 4 333334444 mod 67
" 48711 - 9216Y7 .
i) * = +=iw + o397 mod 67
sowie die ganzzahligen Lésungen der Gleichungen
k) 67z — 168y= 366
1) 10052 — 2431y = 307.
Losung:

Potenztabelle fiir die Basis a= 2 mod 67:

k

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2k

k

1 2 4 8 16 32 64 61 55 43 19

13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

38

25

2k

18 36 5 10 20 40 43 26 52 37 7 14

28
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k|2 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38
2 [ 56 45 23 46 25 50 33 66 65 63 59 51 35
i
k |39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52
9¢ | 3 6 12 24 48 29 58 49 31 62 57 47 27 54
k|53 54 55 .56 57 58 59 60 61 62 63 64 65 66
2t | 41 15 30 60 53 39 11 22 44 21 42 17 34 1
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Wie aus der Tabelle ersichtlich, ist eine eineindeutige Zuordnung der
Menge der Exponenten k mod 66 zu den Elementen der Menge der Po-
tenzen 2* mod 67 gegeben. Daraus ergibt sich die Logarithmentabelle

fiir p= 67:
 zmod67 |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
logoomod66 | 0 1 39 2 15 40 23 3 12 16 59 41
smod67 |13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 2%
logpzmod 66 | 19 24 54 4 64 13 10 17 62 60 28 42
smod67 |25 26 27 28 20 30 31 32 33 34 35 36
log,zmod 66 |30 20 51 25 44 55 47 5 32 65 38 14
smod67 |37 38 30 40 41 42 43 44 45 46 47 48
logozmod 66 |22 11 58 18 53 63 9 61 27 29 50 43
smod67 |49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
loggzmod 66 | 46 31 37 21 57 52 8 26 49 45 36 56
wmod67 |61 62 63 64 65 66
logoomod66 | 7 48 35 6 34 33
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a) 2475 = 63 mod 67, 3648 = 30 mod 67, 632 = 30 mod 67.
log, = log, 30 — log, 63 =155 — 35 =20mod 66,  x= 26 mod 67.
Probe: 63 .26 = 1638 = 24 - 67 + 30.

b) log, = = log, 37 — log, 38 = 22 — 11 = 14 mod 66, z = 38 mod 67.

Probe: 38 - 38= 1444= 21- 67 4 37.

¢) log, x =38 log, 37 =38 - 22=836 =44 mod 66, a= 29 mod 67.
Probe: 372 = 29 mod 67, 374 = 37 mod 67, 374k—2 = 29 mod 67.

d) 1965 = 22 mod 67, 1967 = 53 = —13 mod 66.
logy z = (—13) - log, 22=—13- 60=78=12mod 66, z= 9 mod 67.

Probe: 222 = 15 mod 67, 224 = 24 mod 67,
228 = 40 mod 67, 2216 = —8 mod 67,
2282 = —3 mod 67, 22583 =3.8. 24 22=9 mod 67.

e) log, x =13 log, 27+ 19 - logy 25 4 23 log, 19— 23 - log, 37
—29 - log, 35 — 31 - log, 31
=13-51+19 30+ 23.10—23.22—29.38—31-47
=3+ 42+ 32— 44 — 46 — 5 = —18= 48 mod 66,

z = 62 mod 67.
Probe: 273 = 8 mod 67, 2519 = 24 mod 67,
1928 = 33 mod 67, 378 = 29 mod 67,
3529 = 49 mod 67, 3131 = 32 mod 67.,
38 19 -
Izﬁsﬁmodfﬂ, 232 = 19 mod 67,
23 - 62 =19 mod 67, 19 = 19.
f) 808 = 4 mod 67, 707 = 37 mod 67,
808 = 16 mod 66, 707 = 47 mod 66.
2=47 logy 4— 16 - log, 37=147-2—16. 22= 6 mod 66,
= 64"mod 67.
Probe: 80877 =23 mod 67, - 707808 =37 mod 67.
= % mod 67, 37z = 23 mod 67.

37 - 64 = 23\mod 67, 23= 23.
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g) 2222 = 11 mod 67, log, =33 - log, 11 = 33 - 59 = 33 mod 66.

z = 66 mod 67.
Probe: 22223333 = 1133 mod 67, 1132 = 6 mod 67, =
1133 = 66 mod 67, 66 = 66.
h) 11111 = 56 mod 67, 33333 = 34 mod 67.
22222 = 46 mod 66, 44444 = 26 mod 66.
‘z=a+b mod67, log, a = 46 - log, 56 = 46 - 26 =8 mod €6,
a= 55 mod 67.

log, b=26- log, 34=26- 65=40 mod 66, b= 6 mod 67.
x=a-+ b= 61 mod 67.
Probe: 564 = 55 mod 67, 3424 = 6 mod 67.

i)z=a+ bmod 67, 487 = 18 mod 67, 513 = 44 mod 67,
9216 =37 mod 67, 10327= 9 mod 67.
log, a=11"log; 18 — 13- log, 44 =10 mod 66,  a= 19 mod 67.
log, b=17 - log, 37 — 19 - log, 9=14mod 66, b= 36 mod 67.
v=a+b=55mod 67.
Probe: 18" = 38 mod 67, | 448 = 2mod 67, a=19 mod 67,

3717 = 29 mod 67, 919=25mod 67, b= %E 36 mod 67.

k) — 168y = —34y = 33y = 366 = 31 mod 67.
log, y = log, 31 — log, 33 = 47 — 32 = 15 mod 66,
y= b5 mod 67,
y=67k+ 5.
Durch Einsetzen in die Ausgangsgleichung folgt
67z — 168 - 67k — 168 - 5= 366
67z — 67 - 168k — 67 - 18= 0, 2= 168k 4 18.

Probe fiir k= 0: x= 18, y=5. 6718 —168.5= 366
366 = 366.
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1)1005=3-5- 67. ) .
—243ly=—y =307=1mod 3, y=—1=2mod 3.
—2431ly=—y =307=2mod5, y=—2= 3 mod 5.
—2431y = —19y = 48y = 307 = 39 mod 67,
log, y = log, 39 — log, 48 =58 — 43 = 15 mod 66,

y= b mod 67.

Es ist nun die natiirliche Zahl y zu bestimmen, die bei der Division durch

3, 5 und 67 die Reste 2, 3 und 5 laft.

Ansatz:
z,=5: 67y, = 335y;, =3 67y,= 201y,, 3= 3 5y;= 15y,
z,=2mod 3, zy=3 mod 5, z3=5 mod 67.

z,= 335y;=2mod 3, =z,= 201y,= 3 mod 5,
: x3=1byz =5 mod 67.
2y; =2 mod 3, Y= 3 mod 5,
=1 Y= 3.
log, y3 = logy 5 — log, 15 = 15 — 54 = —39 = 27 mod 66,
ys=45mod 67, y;= 45.

Damit ergibt sich
;= 335, 2= 603, 23= 675 wund es wird

y= 2, + z, + 3= 335 + 603 4+ 675 = 1613.

Durch Einsetzen in die Ausgangsgleichung ergibt sich
1005z — 2431 - 608 = 307
1005z = 1478 355

z = 1471.

Eine spezielle Lésung der diophantischen Gleichung (s. nichste Seite) ist
z= 1471, y=608 (1613 = 608 mod 1005).

Die allgemeine Losung lautet
z= 1471 + 2431k, y =608 + 1005k.
Probe fiir k= 0: 1005 1471 — 2431 - 608 = 1 478 355 — 1 478 048
= 307
307 = 307.
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(154)® Man stelle eine logarithmische Tabelle fiir p= 83 auf und lése die
Kongruenzen

a) 67z = 17 mod 83, b) 373 = 2 mod 83.

5.3.  Diophantische Gleichungen

(155) Man ermittle die ganzzahligen Lésungen der Gleichung
17z + 37y = 100.
Losung: )
Wir betrachten die gegebene Gleichung modulo 17 und erhalten
172 =0mod 17, 37y= 3y mod 17, 100= 15 mod 17.
Es gilt also 3y = 15 mod 17 oder y = 17k + 5.
Nach Einsetzen in die Ausgangsgleichung folgt
172437 17k+37-5—100 =0
170+ 37-17k+37-5—20-5=10

172+ 37 - 17k + 17-5 =0
. z 4+ 37k + b =0 oder z=—37k—5.
Probe fiir k= 0: z=—b, y=5, —85+ 185= 100

100= 100.

(156) Man ermittle die ganzzahligen Losungen der Gleichung
17z — 94y = 243 mit Hilfe der in Aufgabe (152) aufgestellten
Logarithmentabelle.

Losung:
Es gilt —9y = 54mod 17, 9y=—5=12mod 17,
y=7 mod 17, logs y=1logs 4 —log; 3 .

=12—1
= 11 mod 16.
y="7mod 17, y=17k+ 7.
172 — 94 - 17k —94 - 7—243= 0
172 — 94 - 17k — 901 =0
172 — 94 - 17k — 53 - 17 =0
z— 94k — 53 =0, z = 94k + 53.

Probe fiir k= 0: =53, y=17, 901 —658= 243
243 = 243.
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(157) ® Gegeben ist eine Menge von n Elementen (n < 160) in linearer An-
ordnung. Fallt man die Elemente in Dreiergruppen zusammen, so
bleibt ein Element iibrig. Dieses eine sowie das jeweils letzte in
jeder Dreiergruppe nimmt man aus der urspriinglichen Menge
heraus.

Faft man die iibriggebliebenen Elemente wieder in Dreiergruppen
zusammen, so bleibt wieder ein Element iibrig. Dieses eine sowie
das jeweils letzte in jeder Dreiergruppe nimmt man aus der Menge
heraus. Die restlichen Elemente faBt man wiederum in Gruppen
zu je drei Elementen zusammen. Dabei bleibt wiederum ein Ele-
ment ibrig. Dieses eine sowie das jeweils letzte Element jeder
Gruppe nimmt man nochmals aus der Menge heraus. Die verblei-
benden Elemente faft man nochmals in Gruppen zu je drei Elemen-
ten zusammen, wobei wiederum ein Element iibrig bleibt. Dieses
eine sowie das jeweils letzte Element jeder Gruppe nimmt man
nochmals aus der Menge heraus. Wieviele Elemente hatte die ur-
spriingliche Menge?

(158)® Gegeben sind die natiirlichen Zahlen ny, 1y, ng, . . ., n,,. Fiir jede
folgende Zahl ny,; gilt in bezug auf die vorhergehende Zahl n,:

M1 =" (i —1).

Man berechne n, fiir m= 5.

(159)®Vor einigen JahreﬁJétellte ein Mathematiklehrer die folgende Auf-
gabe:
,,Dividiere ich die Zahl meines Geburtsjahres durch 41, durch 31
und durch 21, so erhalte ich die Reste 33, 28 bzw. 8.
Dividiere ich die Zahl meines Geburtsjahres jedoch durch 67,
durch 29 und durch 17, so erhalte ich als Reste das Alter, das ich
in diesem Jahr erreiche, die Zahl meines Geburtsmonats und die
Zahl meines Geburtstages.
In welchem Jahr wurde diese Aufgabe gestellt?
Wann wurde der Lehrer geboren?
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(160) Welche natiirlichen Zahlen lassen bei der Division durch 7 den

Rest 2, bei der Division durch 13 den Rest 5?

Losung:
Ansatz: z = Tu+ 13v
Esgilt: 2=13v=2mod 7, 6vE—JvE2mo.d 7
v=—2 mod 7.
r=T7u=>5 mod 13, 7u = 5 mod 13,
p=p =t =222 qomod1s.

z="7.104 13. (—2)= 44 ist eine Losung der Aufgabe.

Durch Addition eines beliebigen Vielfachen von 7- 13= 91 erhilt man

weitere Losungen. Die allgemeine Losung lautet z= 44 + 91k.
Probe firk=0: z= 44, 44=2mod7, 44=>5mod13.
firk=1: =135, 135=2mod 7, 135=5 mod 13.

(161) Welche natiirlichen Zahlen lassen bei der Division durch 31 den

Rest 17 und bei der Division durch 41 den Rest 23?

Lésung:
z = 3lu+ 4lv. / -
= 41lv= 17 mod 31, 10y = 17 mod 31,
17 2 55 ,
v=r=F=F= 11 mod 31.
x = 31u = 23 mod 41, 31u = 23 mod 41, i
289 50
=W=?=?=1Omod41

z=231-10441-11 =761

Allgemeine Losung:
z= 761+ 41. 31k= 761+ 1271k.

Probe: k=0, z= 761, 761=17mod 31, 761= 23 mod%1.
k=1, 2z=2032, 2032=17 mod 31, 2032= 23 mod 41.
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(162) Welche natiirlichen Zahlen lassen bei der Division durch 7 den
Rest 5, bei der Division durch 11 den Rest 8 und bei der Division
durch 13 den Rest 11?

Losung:

Der Ausdruck z= 7u + 11v + 13w wiirde modulo 7, modulo 11 oder mo-
dulo 13 noch stets zwel unbekannte Variable enthalten. Man geht deshalb
von folgendem Ansatz aus:

z=T7 Mu+7 13v+ 11 13w= 77u + 91v + 143w.
Esgilt: :

x=143w= bHmod 7, w=—=_"_=4mod7.

z= 9lv = 8 mod 11, v=—=10mod 11.
z= 77u= 11 mod 13, u=—11=2mod 13.
z="T77-24+91-10+ 143 . 4= 1636.

Da es auf Vielfache der Zahl 7. 11: 13 = 1001 nicht ankommt, gllt
&= 635. Damit wird die allgemeine Losung:

2= 635+ 1001k.

Probe: k=0, z=635, 635=5mod7, 635= 8mod 11,
635 = 11 mod 13.

(163)® Welche natiirlichen Zahlen lassen bei -der Division durch 11 den
Rest 5 und bei Division durch 17 den Rest 7?

(164).Welche natiirlichen Zahlen lassen bei der Division durch 23 den
Rest 19 und bei Division durch 37 den Rest 31?

(165).\?\’elche natiirlichen Zahlen 2 mit 3000 < 2 < 4000 lassen bei der
Division durch 31 den Rest 18 und bel D1v1510n durch 41 den
Rest 7?

(168).Gesucht ist die kleinste natiirliche Zahl n. die bei der Division
durch 2 den Rest 1, bei Division durch 3 den Rest 2, bei der Divi-
sion durch 5 den Rest 4 und bei der Division durch 7 den Rest 6
laBt!

(167).Gesucht sind alle natiirlichen Zahlen, die bei der Division durch
11 den Rest 7, bei der Division durch 31 den Rest 18 und bei der
Division durch 61 den Rest 39 lassen.
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5.5. Das Loésen von Kongruenzen

-(168) Man lése die Kongruenz 573z =733 mod 1547.

Loésung:

Es gilt: 1547=17-13.17.

Man betrachtet die gegebene Kongruenz zuniichst modulo 7, modulo 13
und modulo 17.

573z, = 6z,=—2,="733=>5mod 7, z;=—b=2mod 7.
573z,= ,="733 =5mod 13, z,= 5 mod 13.
5733 = 1223 =733 = 2 mod 17, zg= 3 mod 17.

Es wird nun die natiirliche Zahl z gesucht, die bei der Division durch 7
den Rest 2, bei Division durch 13 den Rest 5 und bei Division durch 17
den Rest 3 laBt.

z = 91u + 119 + 221w.

x=22lw=2mod 7, wz—é—zémod 7.

o=119% =5mod 13,  v=o="9mod 13.

o= 9lu =3mod 17, u=-5=9mod 17.
Damit wird:

z=91.94 119 94 221 . 4= 2774,
2= 2774 = 1227 mod 1547 ist die Losung der gegebenen Kongruenz.
Probe: 573 - 1227 = 703 071 = 454 - 1547 + 733.

Bemerkung: Das hier angegebene Verfahren der Zuriickfithrung eines
Moduls m auf kleinere Moduln ist stets dann moglich, wenn die in m ent-
haltenen Faktoren paarweise teilerfremd sind. Es wird hier nur auf den
Fall eingegangen, wo paarweise Teilerfremdheit vorliegt.

(169) Zu lésen ist die Kongruenz 13877z = 8733 mod 24 035.
Losung:
Es gilt: 24035=5-11-19. 23.

Man betrachtet die gegebene Kongruenz modulo 5, modulo 11, modulo 19
und modulo 23.
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13 8772y = 22, =8733= 3 mod 5, T = % =4 mod 5.

13 87T, = 62, = 8733 =10mod 11, = &,=—>=9mod 11,
13 877z3 = Txy = 8733 = 12 mod 19, =—1= 18 mod 19.
13 877z, = 8z, = 8733 = 16 mod 23, Ty= %GE 2 mod 23.

Es wird nun die natiirliche Zahl z gesucht, die bei Division durch 5 den
Rest 4, bei Division durch 11 den Rest 9, bei Division durch 19 den Rest 18
und bei Division durch 23 den Rest 2 laBt.

Ansatz: )
x=5-11-19u+5~11»23v—‘|—5 19-23w+11-‘19~231.
Es gilt: '
= 4mod 5, ) z= 11-19.23z2=1.4.3z = 2= 4mod 5,
z= 2mod 5.
= 9 mod 11, z= 5.19. 28w= Tw= 9 mod 11,
w= 6 mod 11.
2= 18 mod 19, r= 5-11.23» = 11» = 18 mod 19,
) v=12 mod 19.
z= 2 mod 23, z= 5-11-19u = 10u = 2 mod 23,
: u =14 mod 23.

Damit wird:

z=5-11-19-14+5-11.23-124+5-19.23.- 6+ 11-19-23.2
=52 534. '

2 = b2 534 = 4464 mod 24 035 ist die Losung der gegebenen Kongruen.

Probe: 13 877 - 4464 = 61 946 928 = 2577 - 24 035 4 8733.

(170) ® Man lsse die Kongruenz 561z = 432 mo 665.
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Anhang

Losungen der zusiitzlichen Aufgaben

Eine Gerade zerlegt die Ebene ¢ in 2 Teilebenen, zwei Geraden zer-

legen die Ebene ¢ in 4 Teilebenen. -
Behauptung :

n Geraden zerlegen die Ebene ¢ in s, = w-i- 1 Teilebenen.
Die Behauptung ist richtig fiir ein spezielles n= 1,

31=1é—2+1=2-

Annahme, die Behauptung sei richtig fiir n= k:

k1) |y

G=——

Es wird gezeigt, daB die Behauptung auch fiir den nichstfolgenden
Fall (k+ 1) richtig ist:

(k4 1) (k4 2)

Sgi= sy ———+ L
Beweis:
Nach Voraussetzung zerlegen & Geraden die Ebene ¢ in
sp= w+ 1 Teilebenen. Bei Hinzunahme der (k+ 1)-sten
Geraden entstehen (k+ 1) zusétzliche Teilebenen, so daB gilt:
k(k 4+ 1 K2+ 3k 4 2
. Sk+1=8‘,+(k+1)=(—;_—)+k+2=—+,2L+1
= -l 3 g Ge.d.

2

(7). Die Quadralzahlen sind 1, 4, 9, 16, 25, . . . und die Partialsuinmen

der Folge der Quadratzahlen
si=1, s,=5, s3=14, 5=230,...
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6. Anhang

Vergleicht man die Glieder dieser Partialsummenfolge mit dehen
der Partialsummen der Folge der natiirlichen Zahlen

sy=1, s’=3, s5=86, s/=10,... :

so erkennt man, daB der Quotient zweier entsprechender Glieder
#p 3 .-

P TR

Behauptung fiir die Summe der ersten n Quadratzahlen:

_2n41 ,  2m41 n(14n) n(1+4n)(1+2n)
" ="3 T3 T 2 ;" 6 '

8,

Die Behauptung ist richtig fiir ein spezielles n= 1:

8§ = 1‘;‘3 =1,

Annahme, die Behauptung sei richtig fiir n= k:

(L 4 k) (1 + 2)
Sk=._—6——.

Es wird gezeigt, daB die Behauptung auch fiir den nichstfolgenden
Fall (k+ 1) richtig ist:

o _U+RE+RE 42
k+l = 6
Bewses:
e = ek (et 1 =+ (ko (2K + T+ 6)
=& (et )+ e+ 2). ged.

Fiir n= 0 und n= 1 gilt 23|z,. \
Annahme, z; = 852¢ — 1 sei durch 23 teilbar. Es wird gezeigt, dall
die Behauptung auch fiir den nichstfolgenden Exponenten (k+ 1)
gilt.
Ty = 852k —1

= 852 - 852% — 851 - 852 + 851 . 852k — 1

= (852% — 1) 4 851 - 852F.
Der erste Term ist nach Voraussetzung durch 23 teilbar, im zweiten
Term ist 851= 37 - 23 durch 23 teilbar. q.ed. '
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Fiir n= 1 gilt: .
z 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Rest
bei Division | 434 138 513 217 592 296 0 375 79
durch 671

Behauptung:

z,= 77777" 4 59" ist fiir jede ungerade Zahl n durch 671 teilbar.
Die Teilbarkeit durch 671 wurde fiir ein spezielles n= 1 nach-
gewiesen.

Unter der Annahme, daB z; = 77 777% + 59% bei ungeradem k
durch 671 teilbar ist, wird gezeigt, daB z auch fiir den nichstfolgen-
den ungeraden Exponenten durch 671 teilbar ist. Es gilt:

By o= 77 TT7%+2 L 5Qk+2

= 77 777%2 + 77 7772 . 59% — 77 7772 . 59% 4 59k+2

= 77 7772(77 777* 4 59%) — 59%(77 777 4- 59)(77 777 — 59).
Die Klammer des ersten Terms ist nach Voraussetzung durch 671
teilbar. Die Teilbarkeit der ersten Klammer des 2. Terms durch

671 wurde oben gezeigt. Damit ist z fiir jede ungerade Zahl n durch
671 teilbar.

z= (16 4 1)1%68= [. 16 4 1198 = [ . 16 4 1.
z laBt bei der Division durch 16 den Rest 1.

z=17-78=7. (7)4=7. (50 —1)%4= 7(k- 504 1)
= 7k 50+ 7. z 1aBt bei der Division durch 50 den Rest 7.

z=13. 13136 = 13 - (13%)88 = 13(171 — 2)88= 13(k - 171 4 288)
= 13(k- 171 4 [29]7. 25) = 13(171k + [513 —1]7. 25)
= 13171k + [3- 171 — 1]7. 25)= 13(171k, — 32)
= 13(171[k; — 1] + 139).
z laBt bei der Division durch 171 denselben Rest wie das Produkt
13- 139= 1807= 10 171+ 97.
z laBt bei der Division durch 171 'den Rest 97.
T = 150067;28?! Nur fiir y = 44 ist der Zihler durch 67 teilbar.

Damit wird 2= 4.
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2z + 33y + 39%= 9000
21z + 49y + 119z= 21 000
16y + 80z= 12 000 y+ 5z= 750
z= 7—50?_—'11 y muB die Form y = 5k haben. Damit wird

z2=150—k und =z= 150 — 6k.

Es gilt einerseits & > 0, weil y positiv sein soll, andererseits k < 25,
weil sonst z negativ wird. )

z= 150 — 6k, y=5k, z=150—k, k€ [1,24].

n="7k+1, ny= 6k= 5r+1, ny=4r= 3s+1,
ng= 2s=3t+ 1.

st 945  45t+33

s=——m— r=—g - k=—p—
31564279 _ 1056493

- 48 - 16

Die kleinste Zahl ¢, fiir die 105¢ + 93 durch 16 teilbar ist, ist t= 11.
Damit wird n= 78.

Allgemein erfiillt jedes t= 114 16 m die gegebene Bedingung, so
daB n= 78 + 105m fiir m= 0, 1, 2, . . . die allgemeine Lésung der
Aufgabe ist.

Man wihlt die Elemente mit ungeraden Indizes aus und setzt sie
an den Anfang der linearen Anordnung. Die Anzahl dieser Ele-
mente ist n. Alle diese Elemente sind nicht verwandt miteinander
und die darauf folgenden n Elemente sind wiederum nicht ver-
wandt miteinander. Es gibt nun n! Méglichkeiten, diese jeweils
nicht verwandten n Elemente linear anzuordnen (Permutationen
ohne Wiederholung!). Fiir n > 3 gilt aber n! > n?, so daB es nach
dem Dirichletschen Schubfachprinzip mindestens n? solcher An-

ordnungen gibt. (n—20>2 fir n>3
n—4n+2>0
n—3n+2>n
n—2)(n—1)>n
1.2.3- e - (n—=2)(n—1)>n
22:3 - (n—2(n—n > n?
n!>n? fir n>3.
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(32)® a) 100 > n! bedeutet n > 4. Es gilt:
n+2n2 >0 fir n>0
(n—(n—1)n+2n2 >0
nt— (n—1)n®+4 2n* > 0 Firn > 4 gilt
(n— 1)n® = 4n®. Damit wird
nt—4nd4 2n%2 > 0
nt— 3n3 4 2n% > n?
(n—2)(n—1)n® > nd
1:2-3- wv - (n—1)n% > n?
1-2.3- e -(n—1)-n-(n+1)—1-2-3. . . (n—1)- n>n?
(n+1)!—n!>n® fir n> 4.
Das gegebene Intervall enthilt mehr als n® aufeinanderfolgende
natiirliche Zahlen, folglich ist mindestens eine dieser Zahlen des
Intervalls durch r® teilbar.
b) Das angegebene Intervall besteht aus 2" 4 1 aufeinanderfolgen-
den natiirlichen Zahlen. Es gilt:
n=1 2=<z<4 Jede der Zahlen des Intervalls ist durch
n?*= 1 teilbar.
n=2 4=Z2=<8 Die Elemente 4 und 8 sind durch n?= 4
teilbar.
n=3 8<Xz< 16 Das Element 9 ist durch n2= 9 teilbar.
Behauptung :
firn > 3: 2* =n?
Die Behauptung ist fiir ein spezielles n= 4 richtig, 24 = 4%. Unter
der Annahme, daB8 die Behauptung fiir n = k gilt (2% = £2),
wird gezeigt, daB die Behauptung auch fiir den Fall (k4 1) gilt
(2FH = (k4 1)2).
(k—12 =2 fir k>2
B—2k+1 =2
22 =12+ 2k+ 1
2.2 ZR+2k+1
2 > (k4 1R,
Fiir alle n > 3 gilt 2* = n?. In dem betrachteten Intervall liegen
mehr als n? aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen, folglich ist

nach dem Dirichletschen Prinzip mindestens eine unter ihnen
durch r? teilbar. )
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(44). Es gilt: 104975=15-5- 13- 17- 19 und ferner
z= (1804 4 1)(18% + 1)(1816 + 1)(188 4 1)(18%+1)- 325- 19- 17
= (1804 4 1)(18%2 + 1)(1816 + 1)(188 + 1)(18% 4 1) - 104 975.

(45)® Ist z durch 5 teilbar, so auch z+ 5a.
Ist z nicht durch 5 teilbar, so auch z + 5a nicht.

Man untersucht die Zahl z'= z + 5a mit a= —n?®.

z'=n8—b5nd+ 4n= n(n?—1)(n*—4)

={nr—2)(@m—1nn+ 1)(n+ 2).
Von 5 aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen ist stets einé durch
5 teilbar. )

(46). Die méglichen Endziffern einer Primzahl p > 5 sind 1,3,7,9.
Die méglichen Endziffern der Quadrate dieser Primzahlen 1, 9, 9, 1.
Die méglichen Endziffern der vierten Potenzen sind dann 1, 1, 1, 1.
Addiert man zu den vierten Potenzen die Zahl 4, so entsteht stets

eine durch 5 teilbare Zahl.

(47). Die moglichen Endziffern einer Primzahl p > 5 sind

1 7, 9; der Quadrate dieser Primzahlen

9, 1; der vierten Potenzen dieser Primzahlen.

1, 1; der achten Potenzen
1, 1; und damit der zehnten Potenzen ’
1,9,9, 1. Die 12. Potenz einer Primzahl endet damit auf 1. Dies
gilt fiir alle Primzahlen p > 5, also auch speziell fiir alle Primzah-
len p > 100. ‘

ie
, 3
9
1
, 1

s
)
’
’

1
1
1

(51)® a) d= (41 275, 4572) = (4572, 127)= (127, 0)= 127

b) d= (5661, 5201, 4292) = (4292, 1369, 999)

= (999, 296, 370)= (370, 114, 74)= (74, 0, 37) = 37
¢) d= (7576, 6591, 4913) = (4913, 2250, 1678)

— (1678, 121, 572) = (121, 16, 88)= (16, 9, 8)= 1

d) d= (325 104, 221 946, 90 654, 53 142)
— (53 142, 6252, 9378, 15 630)
— (6252, 3126, 3126, 3126) = (3126, 0, 0, 0)= 3126
) d= (2125, 1716, 1534, 1213)= (1213, 301, 503, 321)
= (304, 9, 99, 20) = (9, 4, 0, 2)= 1.
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a) d = (1554, 666) = (666, 222)= 222

1554 - 666

b) d = (831, 137)= (137,9)= (9, 2)= 1
m = [831, 137] = 831 . 137= 113 847
¢)d = (4891, 4221, 1407) = (1407, 737, 0)

= (737, 67, 0) = (67,0, 0)= 67 .

— [4891, 4221, 1407) = 308 133

(7612, 3114, 1903, 1038) = (1038, 346, 0, 173)
(173, 0, 0, 0)= 173 A

= [7612, 3114, 1903, 1038] = 68 508

=

(

= |

II

) 19 224, 3204, 2403, 1068, 712)

712, 0, 356, 267, 356) = (267, 89, 0, 89, 89) = 89
19 224, 3204, 2403, 1068, 712] = 19 224.

z=(1—3)7—38(7+ 9)f=—9 — (—1)5=—-8=9 mod 17.

891 =37 mod 61, 403 = 37 mod 61.
Damit wird z= 37* — 37" = 0 mod 61. z ist fiir jedes natiirliche n
durch 61 teilbar.

14 557 = 18 mod 31, 6230 = — 1 mod 31,
2 059 = 13 mod 31, 13 = —18 mod 31.
z=18" — 1. (—18)" = 182" — 182" = () mod 31.
14 557 = 18 mod 67, 6230 = —1 mod 67,

2 059 = 49 = —18 mod 67.
z=182" — 182" = ( mod 67.
z ist durch 31 und 67, folglich auch durch 31 - 67 = 2077 teilbar.

z 148t bei der Division durch 19 den Rest 17.

z= 2"+ 1 ist ungerade. Falls z die fiinfte Potenz einer natiirlichen
Zahl ist, so kann z nur die fiinfte Potenz einer ungeraden Zahl sein.

z= 27+ 1= (2k 4 1)5= 32k5 4 80kt + 80k% + 40K% + 10k + 1

2% = 2k(16k4 + 40/3 + 40K% + 20k + 5). .
Der Klammerausdruck ist eine ungerade Zahl, er kann also nicht
Teiler einer Zweierpotenz sein.
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p= 14, a*=>bmod 11.

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
a= 1|11 1 1 ¢ 1 1 1 1 1 1 1 ..
a= 2|2 4 8 5 10 9 7 3 6 1 2.
a= 3|3 9 5 4 1 3 9 5 4 1 3 ..
a= 4| 4 5 9 3 1 4 5 9 3 1 4 ..
a= 5|5 3 4 9 414 5 3 4 9 1 5 .
a= 6| 6 3 7 9 10 5 8 4 2 1 6.
a= 7| 7 5 2 3 10 4 6 9 8 1 7.
a= 8| 8 9 6 4 10 3 2 5 7 1 8.
a= 9|9 4 3 5 1 9 4 3 5 1 9.
a=10 |10 1 10 1 10 41 10 ~1 10 1 10 .

p=13, a*="b mod 13.

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
a= 11 ¢ ¢+ ¢4 14 1 1 1 1 1 1 1
a= 2| 2 4 8 3 6 12 11 9 5 10 7 1
a= 3|3 9 ¢+ 3 9 1 3 9 1 3 9 1
a= 4| 4 3 12 9 10 1 4 3 12 9 10 1
a= 5| 5 12 8 1 5 12 8 1 5 12 8 1
e= 6| 6 10 8 9 2 12 7 3 5 4 11 1
a= 7| 7 10 5 9 11 12 6 3 8 4 2 1
e= 8| 8 12 5 1 8 12 5 1 8 12 5 1
a= 9|9 3 1 9 3 ¢4 9 3 1 9 3 1
a=10 {10 9 12 3 4 1 10 9 12 3 4 1
a=11 |11 4 5 3 7 12 2 9 8 10 6 1
a=12 |12 1 12 1 12 1 12 1 12 1 12 1

(91)® a) linke Seite =0+ 7+ 8+ 7=4mod9
rechte Seite = 4 mod 9.
linke Seite =045+ 2+ 1= 8 mod 11,
rechte Seite = 8 mod 11.
Neuner- und Elferprobe stimmen.
b) Die Neunerprobe stimmt, die Elferprobe nicht, es liegt ein
Fehler in der Aufgabe vor. Das richtige Lirgebnis lautet
45 355 011. .

¢) Neuner- und Elferprobe stimmen.
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(100)® Die Anwendung der Teilbarkeitsregeln liefert folgende Produkt-
darstellungen

a)z=4-9-11.13, b)z=9-13-17, ¢)z=3-4-11-71,
d)z=3-17.37, e)z=11-17-61, . f)z=11.13. 37.

(103)®2b = = mod 12

3b =2z mod 12
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4b=2 mod 12

5b =z mod 12

®
©
=)

50 o

6b =2z mod 12
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7b =z mod 12

(OB OROMORONO)

Probe: 1243= 71- 17 + 36.

b)xsﬁ=3—6=?=T581modii3.

Probe: 2916=25- 113 4 91.

o) o= —128 = _99=18mod 117.
Probe: 2070= 17 - 117+ 81.
o=l = e 9= 69mod 7.
Probe: 1173= 1674+ 37.
€) 5= s = — ot = — 90 = _133'= 16 mod 149.

Probe: 1776= 11 149 + 137.

177 105 ,
o= =" =10 =174mod 243!

Probe: 11136= 45 243 + 201.



_ 1119 373 86 _ 296 _
g)x=ﬂ3—=ﬁ=-9—=T=366mod401.

Probe: 88938= 221 - 401 + 317.

ho=—22o= 1920 _ _ 340 — 661 mod 1001.

Probe: 49 575= 49 - 1001 4 526.

331 309 _
i) 2= — S5 = — 5 = — 1097 = 426 mod 1523,

Probe: 51120= 33 1523 + 861.

(109)®4b =2z mod 7.

7b =2z mod 13.

6.1. Losungen

143
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12b = z mod 23.

(126)® 665 = —1 mod 37. Damit ist z nach dem kleinen Satz von Fermat
durch 37 teilbar.

(127)®51 —1=0modp, p—1=6,10, 12, 16, 40.
m= (6, 10, 12, 16, 40} = 240.
5240 | — (540)5 — 1= (524)10 — 4 = (52012 — | ‘
= (515)16 — 1 = (590 — 1 = 0 mod 7, 11, 13, 17, 41.

(128)®z ist fiir k= 16m (n=1,2,3,...) und
d= (n, 17)= 1 durch 17 teilbar.



(129)®Es gilt die Zerlegung z= (p*— 1)(p® — 1)%. Nach dem kleinen
Satz von Fermat ist (p* — 1) durch 5, (p® — 1) durch 7 und damit z

durch 5 - 72= 245 teilbar.

(130)®343= 73. Nach dem kleinen Satz von Fermat ist 38" — 1 durch 7

6.1. Losungen

teilbar. Daraus folgt (38" — 1)3= 0 mod 75.
3i8n_3.32n 4 3. 30 — 1 =0 mod 343.
Es folgt n= 11 und k= 367 — 1.

(135)®a) k| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
%17910 8 11 2 5 3 4 6 12
b) k| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
- 110 13 6 4 16 11 12 17 2 7
k|12 13 14 15 16 17 18
%8315146918
9 k|1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
—]1:—1128614410318721
k|12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
% 216 5 2 13 19 9 17 15 11 22
(138)® p= 13
a| 1 2 4 5 6 7 8 9 10 11 12
@| 1 4 312 10 10 12 3 9 4 1



p=19
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

2| 1 4 916 6 17 11 7 5 5 7 A1

a |13 14 15 16 17 18

@ |17 6 16 9 4 1

p=37

el 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

2| 1 4 9 16 25 36 12 27 7 26 10 33

a |13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 2%

|21 11 3 34 30 28 28 30 3% 3 11 2

a |25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36

33 10 26 7 27 12 36 25 16 9 4 1
(148)® p= 13

el 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

S| 1 8 112 8 8 5 5 1 12 5 12

p=23

a1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

‘@ 1 8 (4 18 10 9 21 6 16 11 20 3

e |13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

@12 717 2 14 13 5 19 15 22
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p=37
a| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
| 1 8 27.27 14 3 10 31 26 1 36 26
@ [13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 %
@15 6 8 2 29 23 14 8 11 2 3 23
a |25 2 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36
@11 13 11 6 2 6 28 27 10 29 36
p=83 '
© [t 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
logz | 0 1 72 2 27 73 8 3 62 28 2% T4
o |13 14 15 16 17 18 19 20 24 22 23 2%
logz |77 9 17 4 56 63 47 29 80 25 60 75
© 25 26 27 28 29 30 31 32 33 3% 35 36
logz |56 78 52 10 12 18 38 5 14 57 35 64
@ 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48
logz |20 48 67 30 40 81 71 26 7 61 23 76
® 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
loge |16 55 46 79 59 53 51 11 37 13 34 19
@ 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 T4 72
loge |66 39 70 6 22 15,45 58 50 36 33 65
o 73 74 75 76 77 78 79 80 81 82
logz |69 21 4 49 32 68 43 31 42 41
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a) log z =log 17 — log 67 =56 — 45 =11 mod 82,
2= 56 mod 83, Probe: 3752= 45- 83+ 17.
b) log =239 - log 37=39 - 20 = 42 mod 82,

=81 mod 83.

(157)® n=1mod 3, n=3k+1,
R,=1mod 3, R,=3l + 1,
R,=1mod 3, R,=3r+1,
R;=1mod 3, Ry =3s+1,

3 2
Ry=5Ry+ 1 =3 (R—1)
9 4 3
TR‘+7= R,—1
9 5 2
Rz=—4‘RA+_2‘=§(R1—1)
27 15
§RA+ = R,—1
27 19 ' 2
31—334 =7 (n—1)
81 57
16R‘+§— n—1
8 65 81R,+4 130
n=ghts="1

81 R, + 130 =0 mod 16,
Ry=— 2=14mod 16,

81. 14 + 81. 16k - 130
= 16

Ry=2(n—1),
Ry=% (Ry—1),
Rs———%(ﬂ'z—”,
Ry=2 (Ry—1).

Ry + 2=0mod 16,
R,= 14+ 16k.

n= 79 + 81k. Nur fiir k= 0 gilt die Bedingung n < 160.

Daraus folgt n = 79.



6.1. Losungen

(158)® Gegeben sind die Zahlen ny und ny = 4 (n, — 1),
m=ga—1),  m=gle—1  m—g(u—1).
n‘=%n5-|-1
"3=%"4+1=%"5+%

"2=%"3+1=16275"5+%
n1=%n2+1=%"5+3‘3%'9= 625~n2,5—|6— 1476

n sollte eine natiirliche Zahl sein, folglich gilt
625n; + 1476 = 0 mod 256, 113n; — 60 = 0 mod 256,

my= g =—4=252mod 256, s =252+ 256k

= ASBITEL 605 250k _ g0 | o

Probe: n,= 496 + 500k, ‘ng= 316 + 320k,
- ng= 396 + 400k, ng = 252 + 256k.

(159). Das Geburtsjahr sei z. z=31-21r+4 41 21s+ 41 - 31s.

z=231-21r=36r= 33 mod 41, r= 18 mod 41.
r=41. 21s= 24s = 28 mod 31, s= 27 mod 31.
z=41-3t=11t= 8mod 21, t= 16 mod 21.

z =55 301 + 26 691k.

149

" Nur k= —2 liefert eine den Beding\ungen entsprechende Losung:

z= 55301 — 53 382= 1919.
1919 = 43 mod 67, 1919 = 5 mod 29,
1919 = 15 mod 17.

Im Jahr 1962 wurde die Aufgabe gestellt, das gesuchte Geburts-

datum ist der 15. Mai 1919.

(163)®2= 11u+ 17, 6Gv=>5mod 11, v=10mod 11,
v= 11k + 10.
11u = 7 mod 17, u= 13 mod 17, u= 17k+ 13.
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Spezielle Losung: z = 126.
Allgemeine Losung: z = 126 + 187n.

(164)'9:: 23u + 37, 14y =19 mod 23, v= 3 mod 23,
v= 34 23k
23u=31mod 37, wu=11mod37, u=11+ 37m.

Spezielle Losung: z= 364.
Allgemeine Losung: x= 364 + 851n.

(165)®z= 31u + 41y, 10v=18mod 31, »v= 8 mod3l,
v= 84 31k
31u =7 mod 41, u=28 mod 41, u= 28+ 41im.
z= 1196 4 1271n.
Die einzige Losung ergibt sich fiir n=2: x= 3738.
Probe: 3738=120-31+418=091-41+7.

(166)® n* = 105z + 70y + 422+ 30u,

r=1mod 2, z= 14+ 2k
y=2mod 3, y= 2+ 3k,
z=2mod 5, z= 2+ 5k
u=3mod 7, u= 3+ Tk,

n*= 419 + 210k. Fiir k= —1 ergibt sich die kleinste natiirliche
Zahl mit den oben angegebenen Eigenschaften, niamlich n= 209.

(167)® n= 1891z + 671y + 341z.
10z= 7 mod 11, r= 4mod 11, r= 44+ 11k
20y = 18 mod 31, y= 4 mod+3l, y= 4+ 31k,
36z = 39 mod 61, z=>57mod 61, = z=57+4 61k;
n= 8884 + 20 801k. -

(170)®665=5- 7 19, 56lz= z= 2mod b5,
56lx= z= Hmod 7,
561z = 10z = 14 mod 19, z=9 mod 19.
z= 133r + 95s + 35¢.

z= 3r=2mod 5, r= 4mod 5,
rz= 4s=D5mod 7, s= 3mod 7,
z=—3t =9 mod 19, t= 16 mod 19.

x= 1377 4 665k. Fiir k= —2 erhilt man z= 47.
Probe: 561 - 47= 26 367 = 39 665 + 432.
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P 3 7 11 i3 17 19 23 29 31 37 4l
a 2 2 3 2 2 3 2 5 2 3 2 7
g=1]| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 - 0
2004010 2 4 4 14 1 2 1 % 1 14
3| - 3 1 8 4 4 13 16 5 4 26 95
4 — 2 4 2 2 42 2 4 2 18 2 98
5| — — 5 4 9 5 16 1 22 2 23 18
6| — - 3 9 5 15 14 18 6 2% 27 39
7| - - — 7 M M 6 19 12 28 32
8| - - - 3 3 10 3 6 3 12 3 2
9| - — = 6 8 2 8 10 10 2 16 10
0 — — — 5 140 3 17 3 23 14 A% 32
"l — — — — 7 7 142 9 2% 23 30 37
12 - — — — 6 13 15 20 7 19. 28 13
3 — — — — — 4 5 14 18 11 11 9
% | — — — — — 9 7 2 13 2 33 45
5| — — — — — 6 11 47 27 21 13 3
\
6| — — -, — — 8 4 8 4 6 4 16
|- = = = = = 0 794 7 7 7
18 - — - — — — 9 12 11 2 17 %
8| — - = — =« = =45 9 & B 3
20| - - — = — — — 5 2% 8 .25 6
M| — - — — — — — 13 17 29 2 2
2| - - — — — — — 11 2 17 3 1
2B| - - - — - — - — 2 27 1 4
% | - - - - — - - —-8 13 2 92
% | - - — - — — - - 16 10 10 36




152 6. Anhang
6.2. Logarithmische Tabellen (Fortsetzung)

log, z mod (p — 1)

p | 43 47 53 59 61 67 7L 73 79 8 89 97
a 3 5 2 2 2 7 7 5 3 2 3 5
e=1| 0 0 0 0o 0 0 0 O O 0 0 0
9927 18 1 1 1 2 6 8 4 1 16 3%
3| 1 20 17 50 6 .39 2% 6 1 72 1 70
sl 12 36 2 2 274 12 16 8 2 32 68
5| 95 4 47 6 22 15 28. 1 62 27 70 1
6| 28 338 18 54 7 62 32 14 5 73 47 8
71 35 32 14 18 49 1 1 33 53 8 81 31
813 8 3 3 3 3 18 2% 12 3 48 6
o | 2 40 34 42 12 12 52 12 2 .62 2 44
10 10 19 48 7 23 38 3% 9 66 28 8 3B
1|30 7 6 2 15 37 31 55 68 2% 8 86
2| 13 10 19 5 8 19 38 2 9 Th& 33 42
13| 32 11 2 45 40 4 39 59 34 77 23 25
% | 20 4 15 19 50 2% 7 4 57 9 9 65
5| 26 20 12 56 28 5 54 7 63 17 7 T
6| 2 26 4 4 4 26 2% 32 16 4 64 40
17 | 38 16 10 40 47 20 49 2 21 56 6 89
18| 29 12 35 43 13- 35 58 20 6 63 18 78
19| 19 45 37 38 2 32 16 62 32 47 35 81
20 | 37 37 49 8 2% 61 40 17 70 29 14 69
2 | 36 6 31 10 55 40 27 39 54 8 8 5
2 | 15 25 7 26 16 60 37 63 72 25 12 24
23| 16 5 39 15 57 50 15 46 26 60 57 77
2% | 40 28 20 53 9 42 4 30 13 75 49 76
5 | 8 2 42 12 4 30 56 2 46 54 52 2
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6.2. Logarithmische Tabellen (Fortsetzung)

log, = mod (p— 1)

P 29 31 37 41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 97
a 9 3 2 735 2 2 27753 2 35
z=2 | 19 5 12 23 17 29 25 46 41 64 45 67 38 78 39 59
27| 15 3 635 3 14 51 34 18 51 8 18 3 52 3 18
98| 14 16 34 29 5 22 16 20 51 47 13 49 61 10 25 3
29 — 9 921 33 41 35 46 28 35 22 68 35 11 12 59 43
30 — 15 14 17 11 39 13 57 29 11 60 15 67 18 87 9
31 _ — 912 3 33349 59 25 11 11 56 38 31 46
32 _ _ 530 94 5 5 549 30 40 20- 5 80 74
33 — — 90 22 31 27 23 17 21 10 57 61 69 14 85 60
36| — — 8 21 23 34 11 41 48 43 55 29 25 57 22 27
35 — — 19 19 18 33 9 24 11 16 29 34 37 35 63 32
36 — — 18 38 14 30 36 44 14 58 64 28 10 64 34 16
37 — — — 8 742305539 4 20 64 19 20 11 91
38 — — — 5 417 38 39 27 55 22 70 36 48 51 19
39 _ — — 3433 31 41 37 46 14 65 65 35 67 24 95
40 — — —2022 950 9 25 18 46 25 74 30,30 7
41 - _ — — 61545 14 5431 2 47 40 21 8
42 — — — — 21 2 32 11 56 63 33 47 58 81 10 39
43 — — — — — 13223343 9 485149 7L 29 4
44 — — — — — 43 8127 17 17 43 71 76 26 28 58
45 — — — — — 41 29 48 34 27 10 13 64 7 72 45
6| — — — — — 23 40 16 58 7 21 54 30 61 73 15
47 — - — — — — 44232028 9 3159 23 54 84
48 — — — — — — 21 54 10 65 50 38 17 76 65 14
49 — - — — — — 28363 2 26628 16 74 62
50 — — — — — — 43 13 45 53 62 10 50 55 68 36
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6.2. Logarithmische Tabellen (Fortsetzung)

log, z mod (p —1)

53 59 61

p 67 71 73 79 83 89 97 p 79 83 89 97
a 2 2 2 7 75 3 2 35 a 3 2 3 5
z=051( 27 32 53 59 5 27 22 46 7 63 z=176 | 40 49 67 53
52| 26 47 42 21 51 3 42 79 55 93 ° 77| 43 32 77 21
53 | — 22 33 57 23 53 77 59 78 10 78 | 39 68 40 33
54 — 35 19 8 14 26 7 53 19 52 79| — 43 42 30
55| — 31 37 52 59 56 52 51 66 87 80| — 31 46 41
56 | — 21 52 4 19 57 65 11 41 37 81| — 42 4 8
57 — 30 32 5 42 68 33 37 36 55 82| — 41 37 23
58| — 29 36 46 4 43 15 13 75 47 8| — — 61 17
59| — — 3136 3 5 31 34 43 67 84| — — 26 73
60| — — 30 34 66 23 71 19 15 43 8| — — 76 90
61| — — — 29 69 58 45 66 69 64 86| — — 45 38
62| — — — 48 17 19 60 39 47 80 87| — — 60 83
63| — — — 13 53 45 55 70 83 75 88| — — 44 92
64| — — — 6 36 48 24 6 8 12 89| — — — b4
66| — — — 56 67 60 18 22 5 26 | - - -7
66| — — — 33 63 69 73 15 13 94 91| — — — 56
67| — — — — 47 50 48 45 56 57 92| — — — 49
68 — — — — 61 37 29 58 38 61 93| — — — 20
69| — — —\— 41 52 27 50 58 51 % | — — — 22
70 — — — — 3542 41 36 79 66 %| — — — 82
M| — — — — — 4451 33 62 11 %| — — — 48
72 — — — — — 36 14 65 50 50
3| — — — — — — 4469 20 28
7% - — — — — — 232127 29
7| — — — — — — 47 44 53 72
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z mod p
p 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 4
a 2 2 3 2 2 3 2 5 2 3 2 7
log,z=0 1 ¢+ ¢+ 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 2 3 2 2 3 2 5 2 3 2 7
2 - 4 2 4 4 9 4 2 4 9 4 8
3 - 3 6 8 8 10 8 10 8 27 8 15
4 — — 4 5 3 13 16 4 16 19 16 23
5 - — 5 10 6 5 13 20 3 26 32 38
6 - — — 9 12 45 7.8 6 16 27 20
7 - - - 7 1 11 14 17 12 17 17 17
8 - — - 3 9 16 9 16 24 20 34 37
9 - — — 6 5 14 18 11 19 29 31 13
10 - - - =1 8 17 9 9 2 2 9
11 - - —- = 7 7 15 22 18 13 13 22
12 - - - - - 4 11 18 7 8 2 31
13 - - - = — 12 3 21 14 24 15 12
14 - - - - - 2 6 13 28 10 30 2
15 - - — —- — 6 12 19 27 30 23 14
16 - — - — — — 5 3 25 28 9 16
17 - - - - —- — 10 15 21 22 18 30
18 - - - - - - - 6 13 4 36 5
19 - - - - - - =7 2 12 3% 3
20 - - - - - = — 12 23 5 33 40
2 - - - - = - - 14 17 15 29 34
27 - - - - = - - - 5 4 U 3
23 - - = - - - - — 10 11 5 26
24 - - - - - = = - 20 2 10 18
25 - = = - - - - — 11 6 20 3
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6.2. Logarithmische Tabellen (Fortsetzung)
z mod p
p 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 97
a . 3 5 2 2 2 7 7 5 3 2 3 5
log,z2=0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 3 5 2 2 2 7 7 5 3 2 3 5
2 9 25 4 4 4 49 49 25 9 4 9 25
3 27 31 8 8 8 8 59 52 27 8 27 28
4 38 14 16 16 16 56 58 41 2 16 81 43
5 28 23 32 32 32 57 51 59 6 32 65 21
6 4 214 114 5 3 64 2 3 18 64 17 8
7 37 11 22 10 6 46 14 15 54 45 51 40
8 25 8 44 20 12 54 27 2 4 7 64 6
9 32 40 35 40 24 43 47 10 12 14 14 30
10 10 12 17 21 48 33 45 50 36 28 42 53
11 | 30 13 34 42 35 30 31 31 29 56 37 74
12 4 18 15 25 9 9 4 9 8 29 22 64
13 12 43 30 50 18 63 28 45 24 58 66 29
14 36 27 7 41 36 39 54 6 72 33 20 48
15 22 41 14 23 11 5 23 30 58 66 60 46
16 23 17 28 46 22 35 19 4 16 49 2 36
17 26 38 3 33 44 44 62 20 48 15 6 83
18 3 2 6 7 27 40 8 27 6 30 18 27
19 19 10 12 14 54 12 56 62 37 60 54 38
20 14 3 2 28 47 17 37 18 32 37 73 93
21 42 15 48 56 33 52 46 17 17 74 41 77
22 40 28 43 53 5 29 38 12 51 65 34 94
23 34 46 33 47 10 2 53 60 74 47 13 82
24 16 42 13 35 20 14 16 8 64 11 39 22
25 5 22 26 11 40 31 41 40 34 22 28 13
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6.2. Logarithmische Tabellen (Fortsetzung)
z mod p
p 29 31 37 41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 97
e« | 23273522 2775323°5
log,z=26 | 22 18 3 21 15 16 52 22 19 16 3 54 23 44 84 65
27| 15 23 6 24 2 33 b1 44 38 45 21 51 69 5 74 34
28| — 712 4 6 24 49 29 15 47 5 36 49 10 44 73
29 | — 21 24 28 18 26 45 58 30 61 35 34 68 20 43 74
30| — — 11 32 11 36 37 57 60 25 32 24 46 40 40 79
31| — — 2219 33 39 21 55 59 41 11 47 59 80 31 7
32| — — 710 13 7 42 51 57 19 .6 16 19 77 4 35
33| — — 14 29 39 35 31 43 53 66 42 7 57 71 12 78
3| — — 28 39 31 34 9 27 45 60 10 35 13 59 36 2
3B — — 19 27 7 29 18 54 29 18 70 29 39 35 19 10
36| — — — 2521 4 36 49 58 59 64 72 38 70 57 50
37| — — — 11 20 20 19 39 55 11 22 68 35 57 82 56
38| — — — 36 17 6 38 19 49 10 12 48 26 31 68 86
39| — — — 6 830233837 31321 78 62 26 42
40| — — — — 26 9 46 17 13 21 20 32 76 41 78 16
41| — — — — 29 45 39 34 26 13 69 14 70 82 56 80
42| — — — — — 3725 952 2457 70 52 81 79 12
43| — — — — — 44 50 18 43 34 44 58 77 79 59 60
46| — — — — — 32 47 36 25 37 24 71 73 75 8 9
45 — — — — — 19 41 13 50 58 26 63 61 67 86 45
6| — — — — — — 29 26 39 4 40 23 25 51 80 31
47| — — — — — — 5 52 17 28 67 42 75 19 62 58
48| — — — — — — 10 45 34 62 43 64 67 38 8 96
49 — — — — — — 2031 7 3217 28 43 76 24 92
50| — — — — — — 40 3 14 23 48 67 50 69 72 72
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6.2. Logarithmische Tabellen (Fortsetzung)
z mod p
p 53 59 61 67 71 73 79 83 89 97 p 79 83 89 97
a 2 2277532365 a 32365

log,x=>51 | 27 6 28 27 52 43 71 55 38 69 log,z="76 | 44 48 85 24
52| — 12 56 55 9 69 55 27 25 b4 777 | 53 13 77 23
53 | — 24 51 50 63 53 7 54 75 76 - 78 | — 26 53 18
54 | — 48 41 15 15 46 21 25 47 89 79 | — 52 70 90
55 | — 37 21 38 34 11 63 50 52 57 80 [ — 21 32 62
56 | — 15 42 65 25 55 31 17 67 91 81| —42 719
57 | — 30 23 53 33 56 14.34 23 67 82| — —219
58 | — — 46 36 18 61 42 68 69 44 8| — — 63 87
59 | — — 31 51 55 13 47 53 29 26 84| — — 11 47
60 | — — — 22 30 65 62 23 87 33 8| — —33 41
61| — — — 20 68 33 28 46 83 68 86 | — — 10 11
62| — — — 65019 5 97149 87| — — 3055
63| — — — 4266 22 15 18 35 51 8| — — -8
64| — — — 26 36 37 45 36 16 61 89| — — —17
65 | — — — 48 39 39 56 72 48 14 | - — -8
66 — — — — 60 49 10 61 55 70 9| - - =37
67 — — — — 65 26 30 39 76 59 92| — — — 88
68| — — — — 2957 11 7850 4 93| — — —52
69 — — — — 6166 33 73 61 20 94| — — — 66
0 - ——— — 382063 5 3 9% | — — —39
"n|f - - - - - 44 60 43 15 15
2| - — — — = - 22 34575
B3| - === - - 66 6 46 84
%] — — — — — — 40 12 49 32

75

—————— 41 24 58 63
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