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YVorwort

Dieser 3. Teil der ,,Ubungen fiir Junge Mathematiker** entstand ebenso
wie die Teile ,,Zahlentheorie’ und ,,Geometrie' aus Aufgabenmaterial,
das fiir Schiilerzirkel und Spezialistenlager Junger Mathematiker zusam-
mengestellt und mit einem Schiilerkreis ab Klassenstufe 7 behandelt
wurde.

Um auch dem Leser, der mit dem Gebiet der Ungleichungen noch nicht so
vertraut ist, ein moglichst rasches Eindringen zu erméglichen, haben wir
hier den bewiihrten Aufbau beibehalten, von den in der Schule erworbenen
Kenntnissen auszugehen und dann die Ungleichungen systematisch an-
hand von Aufgaben einzufihren. Dabei sind einerseits Ungleichheits-
aussagen (auch goniometrische) zu beweisen und andererseits Losungs-
mengen von Ungleichungen mit und ohne Parameter zu bestimmen. Um
das Rechnen mit absoluten Betriigen zu festigen und entsprechende Vor-
stellungen zu vermitteln, wurden einige wenige Aufgaben mit hinzu-
genommen, in denen die graphische Darstellung von Funktionen bzw.
Zuordnungen verlangt wird, in deren analytischen Ausdriicken absolute
Betriige auftreten.

Bei der Bestimmung von Losungsmengen wurde auch darauf Wert gelegt,
diese dureh graphische Veranschaulichungen zu interpretieren. Daher ist
dieses Biichlein vor allem fiir die Schiiler, Lehrer und Arbeitsgemeinschafts-
leiter geeignet, die in irgendeiner Form an den Olympiaden Junger Mathe-
matiker beteiligt sind. R

Die mit einem ,,®* versehenen Aufgaben sind wie auch in den Teilen 1 und 2
wieder Ubungsaufgaben, deren Losung am SchluB des Buches angegeben
ist. Es empfiehlt sich aber, jede Aufgabe zunichst erst einmal selbst zu
lésen, bevor die angegebene Losung durchgearbeitet wird. Dabei kann die
Losung, die der Leser selbstéindig gefunden hat, mitunter aus den ver-
schiedensten Griinden von der angegebenen abweichen.

Die Aufgaben selbst sind so zusammengestellt, da8 der Schwierigkeits-
grad allmihlich ansteigt. Gerade fiir den noch nicht mit dem Stoff ver-
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trauten Leser wird daher empfohlen, zundchst immer mit den ersten
Aufgaben jedes Kapitels zu beginnen. Dabei konnen Aufgaben auch iiber-
sprungen werden, ohne daB der Zusammenhang verloren geht, obwohl bei
manchen Lésungen teilweise auf vorhergehende zuriickgegriffen wird.
Im Anhang sind einige Biicher angefiihrt, die als Zusatzliteratur von allen,
die den Wunsch haben, noch tiefer in das hier behandelte Stoffgebiet ein-
zudringen, genutzt werden konnen. ‘

Mein besonderer Dank gilt vor allem Herrn P. Borneleit und allen, die durch
manchen Ratschlag und Hinweis bei der Abfassung des Buches mitgeholfen
haben.

Leipzig, Herbst 1967 Gerhard Kleinfeld

Vorwort zur zweiten Auflage

Schon nach relativ kurzer Zeit war die erste Auflage vergriffen, so da8
sich die Herausgabe einer Nachauflage erforderlich machte, die bis auf'
einige Korrekturen ein Nachdruck der ersten ist.

Dabei sei allen Lesern fir die freundlichen Hinweise und Einschit-
zungen gedankt, die das Anliegen dieser Aufgabensammlung bestétitgen.
Wir hoffen, daB auch die zweite Auflage weiterhin dazu beitragen wird
die im Vorwort zur ersten Auflage genannten Ziele zu verwirklichen.

Leipzig, Friihjahr 1971 - Gerhard Kleinfeld
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1. Einleitung

1.4. Im folgenden sollen kurz und ohne Beweis die zum Versténdnis der
einzelnen Kapitel notwendigen Voraussetzungen angefiihrt werden.
Dabei wird, wenn geeignete Literatur vorliegt, auf diese verwiesen.

Unter einer Aussage verstehen wir einen sinnvollen Satz, der die Eigen-
schaft hat, entweder wahr oder falsch zu sein (I). Enthilt der Satz Leer-
stellen (Variable), so wird er als Aussageform bezeichnet, wenn er bei Er-
setzen der Variablen durch Objekte eines bestimmten, vorher festgelegten
Grundbereiches?) in eine wahre oder falsche Aussage iibergeht. ,,Eine Va-
riable ist nichts anderes als ein Zeichen (oder eine Bezeichnung) fiir ein
beliebiges Element aus einem fest vorgegebenen Bereich, dem Variabili-
tatshereich dieser Variablen.” (Mathematisches Wérterbuch, Leipzig 1961,
Seite 796.) Wird die Aussageform H(z) durch die Verwendung von ,es
gibt ein z* bzw. ,,fiir alle 2 quantifiziert, so bezeichnen wir die Variable z
als gebundene Variable. Gebunden wird sie auch durch den bestimmten
Artikel ,,dasjenige”. In allen anderen Fillen nennen wir die Variable
freie Variable. Beispielsweise sind die Variablen a und b in folgender All-
aussage gebunden: Fiir alle reellen a, b gilt (@ — b)® = 0, wihrend z in der
Aussageform z + 7 < 5 — 2z als freie Variable bezeichnet wird (I).
Beispiele fiir Aussagen bzw. Aussageformen sind Gleichheits- und Un-
gleichheitsaussagen bzw. Gleichungen und Ungleichungen mit Variablen
und einem Grundbereich, der Teilmenge der reellen Zahlen ist. Dabei ist
natiirlich die Existenz von Gleichheitsaussagen iiber anderen Grund-
bereichen nicht ausgeschlossen.

Somit ist jede Gleichheits- bzw. Ungleichheitsaussage auch eine Gleichung
bzw. Ungleichung (die in diesem Falle jedoch keine Variablen enthilt),
aber nicht umgekehrt. .

Sollen die Zahlen eines vorgegebenen Grundbereiches bestimmt werden,
die an Stelle der Variablen in die Ungleichung eingesetzt, diese zu einer
wahren Aussage machen, so heilit es, daB die Ungleichung gelést werden
soll. Die Zahlen, die dieser Bedingung geniigen, bezeichnet man als

1) Der Grundbereich ist dabei so zu bestimmen, daB alle in der Ungleichung auf-
tretenden Zahlen in ihm enthalten und die vorgeschrieb Operationen in ihm
ausfithrbar sind ((II) Seite 257).
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Lésungen der betreflenden Ungleichung. Die Menge der Lésungen einer
Ungleichung wird kurz als Lésungsmenge oder Erfiilllungsmenge der
betreffenden Ungleichung bezeichnet. Es ist unmittelbar klar, daB8 die
Losungsmenge Teilmenge des Grundbereiches ist, wobei unter gewissen
Bedingungen Lsungsmenge und Grundbereich zusammenfallen kénnen, wie
zum Beispiel in der Aufgabe: Gesucht ist die Menge aller der Zahlen des
Grundbereiches A, die an Stelle der Variablen z in die Ungleichung 2 = 0
eingesetzt, diese zu einer wahren Aussage machen.

(Der Leser moge fiir A nacheinander als Grundbereiche die Menge der
natiirlichen, der ganzen, der rationalen und der reellen Zahlen einsetzen
und sich davon iiberzeugen, daB in diesen Fillen die jeweiligen Lésungs-
mengen mit den jeweiligen Grundbereichen zusammenfallen). Andererseits
kann sich durchaus auch als Lésungsmenge die leere Menge ergeben. In
diesem Falle existiert also kein Element des Grundbereiches, das an Stelle
der Variablen in die Ungleichung eingesetzt, diese zu einer wahren Aussage
macht. Das trifft beispielsweise in der Aufgabe zu: Gesucht ist die Menge
aller der positiven ganzen Zahlen, die an Stelle der Variablen z in die Un-
gleichung 2?4+ z —1 < 0 eingesetzt, diese zu einer wahren Aussage
machen. Eine Ungleichung mit Variablen hat als Aussageform keinen Wahr-
heitswert. Man nimmt an, daB es eine Zahl des Grundbereiches gibt, die
Lésung der Ungleichung ist und bezeichnet diese mit z;,. Indem man in der
Aussageform die Variable an allen Stellen durch z, ersetzt, erhilt man eine
Aussage, die nach bekannten Regeln (Seite 14) umgeformt werden kann.
Man erhilt fiir die Losungsmenge eine notwendige Bedingung und priift
durch die Probe, ob diese Bedingung auch hinreichend ist.

Treten in Ungleichungen auBer den Variablen, die durch Elemente des
Grundbereiches ersetzt, diese zu Aussagen machen, noch zusitzliche Buch-
staben auf, die an Stelle beliebiger aber fester reeller Zahlen stehen, so
bezeichnet man diese als Parameter.

Bei jeder Aufgabe muB also explizit angegeben sein, welche Buchstaben
Variable und welche Parameter darstellen sollen (II). Zur Bestimmung der
Losungsmenge einer Ungleichung zu einem vorgegebenen Grundbereich
gehoren also die Auflésung der betreffenden Ungleichung (d.h., die Um-
formung der durch die Annahme ,,angenommen, es existiert eine Zahl des
Grundbereiches, die Losung der betreffenden Ungleichung ist* gewonnenen
Aussage) und der Nachweis, ob die Zahlen des Grundbereiches, die durch
die Auflssung gefunden wurden, die Ungleichung erfiillen.

Aus Platzgriinden wird oft auf die Probe verzichtet, der Leser mége sich
aber auch immer bewuBt sein, daB die Probe Bestandteil des vollstiindigen
Loésungsweges ist.

Wir unterscheiden zwischen zwei Aufgabenstellungen.
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1. Die Menge der Losungen einer Ungleichung mit vorgegebenem Grund-
bereich ist zu bestimmen.

2. Es ist zu beweisen, dafl eine bestimmte Ungleichung fiir alle Elemente
eines vorgegebenen Grundbereiches gilt.

Wihrend also im ersten Fall diejenigen Elemente des vorgegebenen
Grundbereiches gesucht werden, die an Stelle der Variablen in die Un-
gleichung eingesetzt, diese zu einer wahren Aussage machen, wird im 2. Fall
" der Beweis einer Allaussage gefordert.
Weitere Voraussetzungen fiir diesen Teil der Aufgabensammlung sind die
elementare Kenntnis der Lehre von den Gleichungen und Ungleichungen,
wie sie etwa ab Klassenstufe 7 unserer polytechnischen Oberschulen ver-
mittelt wird, sowie fiir einige Aufgaben elementare Kenntnisse iiber Fol-
gen, Reihen und Grenzwerte, iiber Binomialkoeffizienten und iiber einige
Begriffe der Mengenlehre, die in (I) und (II) ausfiihrlich behandelt werden.
Eine wesentliche Voraussetzung ist die Kenntnis der Regeln und Gesetze
fiir das Rechnen mit natiirlichen, ganzen, rationalen und reellen Zahlen.
Der Charakter dieses Biichleins als Aufgabensammlung verbietet es von
selbst, auf den Aufbau des Systems der reellen Zahlen niher einzugehen.
Wir verweisen den interessierten Leser auf (II).
Nur die fiir diesen Teil der Aufgabensammlung wichtigsten Begriffe und
Gesetze der reellen Zahlen seien kurz angefiihrt.!)
Sind a und b zwei beliebige reelle Zahlen, so gilt stets genau eine der fol-
genden drei Aussagen:

a<b
a=15b 1)
a>b

Fiir die angefiihrten Relationen gelten folgende Gesetze:

a) Es ist stets a = a (Reflexivitit).

b) Aus a = b folgt b= a (Symmetrie).

¢) Aus a= b und b= ¢ folgt a = ¢ (Transitivitit).

d) a < b und b < a schlielen einander aus (Asymmetrie)
e) Aus a < b und b < ¢ folgt a < ¢ (Transitivitit)

1) Diese Gesetze und Regeln gelten bekanntlich auch in den iibrigen oben an-
gefiihrten Zahlsystemen, sofern die auszufithrenden Operationen in diesen definiert
sind und aus diesen Zahlsystemen nicht herausfiihren.
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Aus-d) und e) folgt insbesondere, da die Menge der reellen Zahlen hin-
sichtlich der Relation < geordnet ist.

Die Relation < wird als ,,Kleiner-Relation* bezeichnet, und man liest
a < b als ,,a ist kleiner als b* oder ,,b ist groBer als a*. Fir die Negation
(Verneinung) der drei Aussagen (1) schreibt man:

a=b (,a groBer oder gleich b), wenn nicht a < b gilt.
a == b (,,a ungleich b*), wenn nicht a=b gilt. .
a < b (,,a kleiner oder gleich b*), wenn nicht a > b gilt.
Damit folgt:
Aus a £ b und b < ¢ oder
aus a < b und b < ¢ folgt a < c.
1.2. Fiir das Rechnen mit Ungleichungen gelten folgende Regeln:
1. Aus @ >b und b > ¢ folgl a > c, das schon angefiihrte Gesetz der
Transitivitét.
2. Wenn a, b, ¢ beliebige reelle Zahlen sind und @ > b ist, dann gilt
a+c>b+ec. J
3. Wenn a > b und ¢ > 0 gilt (a, b, ¢ reelle Zahlen), dann gilt ac > be
b a b
S
4. Wenn a > b und ¢ < 0 gilt (a, b, ¢ reelle Zahlen), dann gilt ac < be
b a b
ZW. — < i
5. Wenn a, b, c, d beliebige reelle Zahlen sind und a > b und ¢ >d gilt,
dann gilta+c¢ > b+ d.
6. Wenn a, b, ¢, d beliebige positive reelle Zahlen sind, und wenn a >.b
und ¢ > d gilt, dann gilt ac > bd.
7. Wenn a, b beliebige positive reelle Zahlen sind, und wenn a > b ist,
dann gilt a® > b", wobei n eine beliebige natiirliche Zahl > 0 ist.
8. Wenn a, b beliebige nichtnegative reelle Zahlen sind, und wenn @ > b
ist, dann gilt Ja > J& , wobei n eine beliehige natiirliche Zahl > 1 ist.
Weiterhin gilt: ‘ )
9. Unter dem absoluten Betrag einer reellen Zahl a (geschrieben |a|)

verstehen wir:
‘ afira=0

lal:l—aﬁira(O.
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10. Sind @ und b beliebige reelle Zahlen, so gelten fiir das Rechnen mit
absoluten Betrigen folgende Gesetze:

|a| = ]_ aI ’
1. ja—bl=|b—al,
12. |ab| = |a] |B].
13. Fiir beliebige reelle a 5= 0 gilt % = |Tiz| .

14. Fiir beliebige reelle Zahlen a und b (b & 0) gilt ‘%l = %-

1.3. Es ist weiterhin zweckmiBig, folgende Festlegungen zu treffen:

1. Zur Bestimmung der Losungsmenge einer Ungleichung muf8 der Grund-
bereich, aus dem die Losungen entnommen werden sollen, vorgegeben
sein. In den Fillen, wo das nicht der Fall ist, wollen wir als Grundbereich
die Menge der reellen Zahlen annehmen.

2. Die Menge der natiirlichen Zahlen wollen wir mit N, die der ganzen
Zahlen mit G, die der rationalen mit R und die der reellen Zahlen mit P
bezeichnen. Der Buchstabe A sei allgemein das Zeichen fiir den Grund-
bereich (II).

3. Ist die Losungsmenge als Teilmenge eines Grundbereiches A zu einer
vorgegebenen Ungleichung zu bestimmen, so lautet die Aufgaben-
stelling: L= {z; z € A und H(z)}, wobei H(z) die betreffende vor-
gegebene Ungleichung darstelle. (Gelesen: Gesucht ist die Menge L aller
Zahlen aus 4, die an Stelle der Variablen z in die Ungleichung H(z)
eingesetzt, diese zu einer wahren Aussage machen.) Wir wollen kiirzer
folgendes schreiben:

Man bestimme alle und nur die reellen (rationalen, ganzen, natiirlichen) z,
die die Ungleichung H(z) erfiillen.

Bei dieser Aufgabenstellung ist der Grundbereich A durch die Formu-
lierung ,,reelle (rationale, ganze, natiirliche) z* als Menge P(R, G, N)
gegeben.

ol

.Um die stets wiederkehrende Formulierung, ,,angenommen, es giby
ein z € A, das Losung der vorgegebenen Ungleichung H(z) ist, ein sol-
ches z sei ;" zu vermeiden, schreiben wir kiirzer vor jede Auflosung:
»nAngenommen: J z(z € A und H(z)): zp."

5. Die Ungleichheitsaussage H(z,) wird nach bekannten Regeln in die

letzte Aussage H*(z,) umgeformt. Da iiber zy nichts weiter angenommen
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wurde, als daB es eine Losung der Ungleichung H(z) sei, muB jede solche
Losung z; Element der Menge L, = {z € A: H*(z)} sein, wobei L,

_das Symbol fiir die Menge der méglichen Losungen sei. Deshalb werden

wir in jede dieser Aufgaben die Menge 'L, oder, wenn es erforderlich ist,
L mit einem anderen Index zu versehen, dieses L mit dem entsprechen-
den Index sofort nach H*(z,) angeben.

. Die Schreibweise L= L, bedeutet, daB die durch die entsprechenden

Umformungen gefundene Menge der méglichen Losungen L, identisch
ist mit der Losungsmenge L der betreffenden Ungleichung.

. Die Allaussagen werden nicht in jedem Falle (z.B. Aufgabe 2.1.1.)

als solche besonders gekennzeichnet.



2.  Beweis von Ungleichungen

2.4.  Aufgaben, die sich auf elementare Ungleichungen zuriickfithren
lassen

2.4.4. Wenn a =0 und b= 0 beliebig reell, dann gilt die Ungleichung
(a+ b)* = a®+ b2
Analyse 1. Teil:
Aus
(a+ b)2=a®+b*
folgt nach Auflésung
a® + 2ab + b = a® 4 b?
und daraus
2ab= 0,
ab=0.
Ein Produkt ist genau dann gleich Null, wenn mindestens einer der Fak-
toren Null ist, wenn also a = 0 oder b= 0. Damit ist aber auch der Fall
a= b= 0 zugelassen, denn das ,,oder” wird (wenn nicht ausdriicklich
anders gesagt oder wenn eine andere Bedeutung nicht unmittelbar aus dem
Inhalt folgt) im nichtausschlieBenden Sinne gebraucht. Wie man sich durch

Einsetzen iiberzeugen kann, ist damit auch gezeigt, daB das Gleichheits-
zeichen dann und nur dann gilt, wenn a = 0 oder b= 0 oder a= b= 0.

Analyse 2. Teil:

Aus
(@a+b2>a?+ b und a>0;5>0 1)
folgt nacheinander
a? + 2ab + b2 > a? + b? )
2ab >0 @)

ab > 0. 4
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Da a und b nach Voraussetzung beide positiv sind, ist auch das Produkt
positiv, also ist die Aussage (4) wahr.

Jetzt kann die Aussage der Aufgabe 2.1.1. bewiesen werden, indem man die
Schliisse (1) bis (4) riickwiirts verfolgt. Dabei kann der Beweis auf Grund
der Analogie der Analysen mit dem GriéBer- und Gleichheitszeichen gleich-
zeitig gefithrt werden, indem man von der letzten als wahr erkannten
SchluBfolgerung ausgeht und priift, ob die SchluBkette umkehrbar ist.

Lésung:

Voraussetzung: a = 0, b = 0.
Behauptung (a + b)? = a® + b2
Beweis :

Aus
ab=0

folgt N
2ab =0
und daraus
a? + 2ab + b% = a® + b?
und letztlich
(a+ b = a?+ b2
q.e. d.b)
DaB man aus der Richtigkeit der letzten Schluifolgerung bei einer durch-

gefiihrten SchluBkette nicht notwendig auf die Wahrheit der Ausgangs-
beziehung schlieBen kann, verdeutlicht folgendes Beispiel:

Behauptung: Es gilt 4= 5.
»Bewets" :
Aus

4=5

folgt nach Subtraktion von §
4-§=5-%

1) Ist ein Beweis vollstindig gefithrt und damit die Wahrheit einer Aussage nach-
gewiesen, so wird der Beweis durch die Abkiirzung q.e.d. (lat. quod erat demon-
strandum, d.h., was zu beweisen war) abgeschlossen. Im folgenden wird dieser
Abschlufl nicht mehr mit angegeben.
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und daraus
9\2 9\2
-2
und nach Auflésung

w_%+%=%—@+%

Nach Subtraktion von % folgt
16 — 36 =25 — 45

und daraus
—20 = —20.

Bei diesem Beispiel sind wir von einer falschen Aussage ausgegangen und
gelangten zu einer wahren Aussage. Die einzelnen Schritte der SchluBkette
sind aber nicht simtlich umkehrbar, daher gilt nicht 4= 5.

2.1.2. Man beweise, daB fiir a > 0 beliebig reell und & > 0 beliebig reell
44229

Analyse 1. Teil:

Lobes
a® + b= 2ab
a?— 2ab+ 2= 0
(a—b2=0

und daraus folgt

a=b.
Analyse 2. Teil:
b
Fta>2
a® + b% > 2ab
a®—2ab+ b >0
(@a—5)2>0.
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Das ist eine wahre Aussage fiir a == b.

Lésung:
Voraussetzung: a > 0 bel. reell, 5 > 0 bel. reell.
Behauptung : % + % = 2.

Beweis :
Aus
(@a—b02=0
folgt
a® —2ab+ =0

a® + b% = 2ab.

Da ab > 0, ist Division durch ab mglich, also folgt
a b
Fta=z?

Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir a = b. Aus diesem Grund wurde die
Analyse getrennt, denn Teil 1 der Analyse ist als Beweis fiir folgende Aus-
sage anzusehen: ..

Wenn % + ¥ — 3 gilt, dann gilt a = b.

Es ist noch zu zeigen:

Wenn a = b, dann gilt %+ %= 2.

Dies kann leicht durch Einsetzen von a = b in der Behauptung gezeigt
werden.

Die Losungen der Aufgaben 2.1.1. und 2.1.2. zeigten, daB die Analyse
benutzt werden kann, um entscheidende Aussagen iiber die Giiltigkeit des
Gleichheitszeichens zu erhalten. Bei weiteren Aufgaben wird diese Tren-
nung nicht mehr durchgefithrt. Es wird nur noch angegeben, wann das
Gleichheitszeichen gilt; der Leser moge den Beweis in diesen Fillen selbst
fithren.

Ab Aufgabe 2.1.2. soll auch aus Platzgriinden auf ein gesondertes Formu-
lieren von Voraussetzung und Behauptung verzichtet werden, es wird
aber empfohlen, sich jeweils Voraussetzung und Behauptung zu iiber-
legen.
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2.1.3.@ Man beweise, daB fiir alle positiven reellen z folgende Ungleichung
gtttz + - 22,

2.1.4. Es ist zu zeigen, daB fiir jedes reelle a die Ungleichung
2

@2 > 9 gilt!

]/a* +1 ’
Wie bereits festgestellt, darf zum Beweis einer Aussage nicht von der
Behauptung ausgegangen werden, es sei denn, man untersucht jede ein-
zelne SchluBfolgerung auf Umkehrbarkeit. Man kann aber die Seiten
einer Ungleichung fiir sich betrachten und nach bekannten Regeln ab-
schitzen oder umformen. Letzteres soll beim Beweis der Behauptung der
Aufgabe 2.1.4. durchgefiihrt werden.

Losung:
@42 api4l a1 1
Ya'-l-i_ Yar + 1 _Va2+1 Ya? 41
ad+t @+ )Vl Va1
Ve+1  V@+1¢ - 1
a42 Yart1 1
Vaar1 1 Yo +1

Bewets: .

Da Aufgabe 2.1.3. zeigt (unter der Annahme, daB die Behauptung stimmt),
daB unter den entsprechenden Voraussetzungen = + — = 2 gilt, fallt die
jetzige Behauptung mit der der Aufgabe 2.1.3.zusammen, wenn man
z=Ya?+ 1 setzt.

Da a® + 1 fiir jedes reelle a positiv ist, ist die Voraussetzung der Aufgabe

2.1.3. erfiillt; demnach gilt auch die Behauptung der Aufgabe 2.1.4.
Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn a = 0.

2.1.5. Es ist zu beweisen, daB fiir a > 0 bel. reell und b > 0 bel. reell
a® + b = a®b + ab? gilt!

Analyse:
a® + b3 = a®b + ab?
a®+ b® = ab(a + b).
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Da a + b > 0, folgt nach Division durch a + b
a®—ab+ ¥ =ab

und daraus
(a—b32=0.

Das ist eine wahre Aussage. Um die Richtigkeit der Behauptung zu be:
weisen, muB die SchluBkette riickwirts verfolgt werden.

Bewers:
(a—b2=0
a?—2ab+ b2 =0
a®—ab+ b2 =ab
(a+b) (a®> — ab + b?) = ab (a + b)
a3+ b® = a?b + ab?.

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn a = b.

2.2. Beweise mittels Fallunterscheidung

2.2.1. Man beweise, daB-fiir a > 0 beliebig reell und b > 0 bel. reell
a@® + b — a% — ab* = 0 gilt!

Analyse:
A+ b —ah—abt =0 1)
ata—b)+ b4(b—a)=0 (2)
ata—b)—b4a—b)=0 3)
@ =) (@—8)=0 @

Es ist zu untersuchen, ob (4) eine wahre Aussage ist. Dazu ist notwendig
festzustellen, ob unter der Voraussetzung a > 0 und & > 0 bel. reell (4)
gilt. Um diese Untersuchung durchzufiihren, ist eine Fallunterscheidung
notwendig. Es muf also festgestellt werden, ob die Ungleichung (4) gilt
fiir

1. Fall: a >b
2. Fall: a <b
3. Fall: a= b
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Beweis:

Zum 1. Fall: Es sei a > b, dann ista— b > 0.

Aus at > bt folgt a* — b* > 0, also gilt auch (a* — b*) (e — b) > 0.

Zum 2. Fall: Es sei a < b, dann ist a — b < 0. Aus a* < b* folgt a® — b*
< 0. Das Produkt zweier negativer Zahlen ist aber positiv, also gllt
(a*—b% (a—b) >0.

Zum 3. Fall: Es sei a= b, dann ista — b= 0.

Da ein Produkt gleich Null ist, wenn mindestens einer der Faktoren Null
ist, gilt (a* — b*) (a — b)= 0.

Damit ist nachgewiesen, daB (a*® — b%) (2 — b) = 0 eine wahre Aussage ist.
A @ a-b 20
a®+ b —ah—ab*=0.

Die Fille 1. und 2. zeigten, daB das Gleichheitszeichen hochstens im Fall 3.
gelten kann, und Fall 3 zeigt, daB das Gleichheitszeichen in diesem Fall
auch wirklich gilt.

folgt

2.2.2. Es ist zu zeigen, daB fiir alle reellen Zahlen a und b die Ungleichung
at — 4ab® + 3b* = 0 gilt!
Analyse:

Es sei a= b+ p (p geeignet reell). Damit sind die 3 Félle a <b, a >b
und a = b je nach Wahl von p erfaBt.

at — 4ab® 4 364 = 0 1)
(b+py—4b®*(b+p)+34=0 @)
b% + 4bSp + 6b2p? + 4bp® + p* — 4bt — 4b3p + 3b% = 0. &)

Da sowohl b% — 4b% + 3b% = 0 als auch 4b%p — 4b°p = 0,
folgt aus (3):

6b2p? + 4bp3+ p* = 0 ' (4)
4b2p? + 4bp® + p* + 26%p* = 0 ()
 pA4bE + Gbp + p?) + 26%p2 = 0 (6)
pA(2b + p)? + 2*p* = 0. 7

Die linke Seite von (7) ist als Summe von Quadraten fiir jedes reelle b und
fiir jedes reelle p nichtnegativ und (7) folglich eine wahre Aussage.
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Beweis:

Da alle Schliisse in der SchluBkette umkehrbar sind, d.h., daB also aus (7)
die Ungleichung (1) folgt, ist die Behauptung bewiesen. Fiir p = 0 gilt in
(7) das Gleichheitszeichen. Fiir p= 0 gilt a = b und somit das Gleich-
heitszeichen dann, wenn a = b ist.

2.2.3.® Es ist zu beweisen: )
Sind z; < 1 und z, = 1 beliebige reelle Zahlen, dann gilt
T + Ty = 3y + 1.

2.2.4. Es seien z,, z3 und a3 beliebige positive reelle Zahlen und es gelte
2,23 = 1, dann gilt die Ungleichung z; + 2, + 23 = 3.

Lésung:

Es sind zwei Fille zu unterscheiden:

1. Alle Faktoren sind gleich 1, dann ist ihre Summe gleich 3. Das Gleich-
heitszeichen gilt also dann, wenn z; = z, = 3= 1.

2. Mindestens ein Faktor sei ungleich 1, dann gibt es sicher einen Faktor,
der kleiner und einen, der gréBer als 1 ist.

0.B.d. A) sei #; <1 und z, > 1. Nach Aufgabe 2.1.2. gilt, daB8 die
Summe zweier beliebiger positiver reeller Zahlen nicht kleiner als 2 ist,
falls deren Produkt 1 betrégt. Setzt man z,2, = y, so gilt, da yz; = 1, die
Ungleichung y + 23 = 2.

y+as=2

y=y+mtata=2+ta +ta—

Tt t a3 =342+ — 27— 1.
Nach Aufgabe 2.2.3. ist aber z; + z, — 7, — 1 unter denselben Voraus-
setzungen iiber z; und z, positiv.
Damit ist gezelgt, daB =z, + z, 4 3 nicht kleiner als 3 vermehrt um eine

positive Zahl ist. Folglich gilt erst recht z; + 25 + 23 > 3 und wegen 1.
damit die Behauptung: ; + 23 + 23 = 3.

2.2.5.® Die Aufgabe 2.2.4. ist ein Spezialfall der folgenden Ungleichung, die
zu beweisen ist:

Es seien z;, @y, ..., x, beliebige positive Zahlen und es gelte
1%y ++ Ty =1, dann gilt z; + 2, + - + 2, = 1,

1) Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit,
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2.3. Beweise mit Hilfe des arithmetischen
und geometrischen Mittels

. 2.3.1.® Es seien a; (i= 1,2, ..., n) beliebige nichtnegative reelle Zahlen,
dann gilt die Ungleichung

1 .2 g i . ;
Man nennt = > a; das arithmetische Mittel dieser Zahlen und
i=1

1

% Ve
( I1 ai)” das geometrische Mittel aus diesen Zahlen a;.
i=1 :

a) Es ist unter Benutzung der Aussage von Aufgabe 2.2.5. zu be-
weisen, daB das arithmetische Mittel groBer oder gleich dem geo-
metrischen Mittel aus n beliebigen nichtnegativen reellen Zahlen
ist!

b) Dieselbe Aussage ist mit Hilfe der Methode der vollstindigen In-
duktion zu beweisen!

2.3.2. Man beweise, da fiir alle positiven ganzen reellen Zahlen a und b

a+d
stets gilt: 2 3 b = abbe.

Beweis:

0.B.d. A. sei a=b > 0. Dann ist
Qo = pod

9 a1

aothb pote g a2bp2e
]/aa+bba+b g abhs
(Vab)™** = ot

]/a_bga.‘—b’_abb“,

‘) Erklirung dieser Zeichen s. Teil 1, Seite 10,
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— == a+bd
Da f-;—b = ab nach Aufgabe 2.3.1. und Yab=  }a%" gilt, so folgt

a+b
2 ;- i R

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn a = b.

2.3.3.8 Es seien a und b zwei beliebige positive reelle Zahlen und n und m
zwei beliebige nichtnegative ganze reelle Zahlen mit m < n. Es ist
zu zeigen, daB

n*(amb ™) < [am + b(n — m)]".

2.3.4. Es seien z; (i =1,2,...,n) beliebige nlchtnegatlve reelle Zahlen.
Es ist zu zeigen, daB dann gilt:

V2122 + Vorxg + o + Va1 = n;

L@t 2+ o + 3).

Beweis:
Unter denselben Voraussetzungen gilt nach Aufgﬁbe 2.3.1.
Timg < ﬁﬂ

1+37a

Z,Tg

— Ty + 2,
]/xn_lzn = —"% *

Durch Addition dieser Ungleichungen erhilt man:
VosZe +Vo1mg+---+ Vou_ 1+ Zp = x1.+ Z1a + S -’%-21%

=’2‘(“71+12+~"’1+$s+ -+ zp)

Hm—n%+m 1)+ = + (n— 1)z,

}/931% + Varzg + oo + V2, 1% = (-'”1 + @+ a’n)- ‘

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn 2 = 7, = g3 = «++ = =,
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2.4, Gemischte Aufgaben

2.4.1.® Es ist nachzuweisen, daB fiir beliebige positive reelle Zahlen  und y
die Ungleichung gilt:
1\2 1\2 Tty 2 \2
(o2 + o+ 2255+ 5 )

2.4.2. Es seien z;,,, %, und y, beliebige reelle Zahlen. Man beweise, daB
dann gilt:

Vo + o8 + Vad+ 3 = V(o + @)% + (1 + 99)%.

Beweis:

Annahme: Es gelte das Gegenteil der Aussage, also

Vot + ot + Vo + 18 < V(o + @) + (41 + 9a)°. )
Durch Quadrieren der Ungleichung (1) erhilt man:

of + yi+ 2V + vD) (@8 + ) + o8 + o

< &l + 2202 + 28 + Ui + 2yyye + YR
Vm < 3% + Y12
(a1 + 93) (28 + 98) K (2172 + Y192)?
a3 + 238 + yiad + ylyd < ofod + 2wy, + yivk
(z1y2 — h17e)? < 0.

Das ist aber eine falsche Aussage, da das Quadrat einer beliebigen reellen
Zahl stets groBer oder gleich Null ist. Damit ist die Annahme falsch und es
gilt die Behauptung. Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn z; : 2,

=Y Y-
2.4.3.® Der Beweis der Aussage von Aufgabe 2.4.2. ist direkt zu fiihren!

2.4.4. Es ist zu beweisen, daB fiir beliebige reelle Zahlen a, b, ¢, 7, y und z
die Ungleichung gilt:

gz + by + oz < Yo + B2+ Yot + o + 2 (1)
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Analyse:
Durch Quadrieren beider Seiten von (1) erhilt man:
(02 + by + ca < (@ + B + ) (a2 + 3 + 22).) @

Jede Seite der Ungleichung wird durch Ausrechnung der Klammeraus-
driicke umgeformt:

a’z? + 2abxy + 2acxz + 2beyz + b2? + *2? < a?a? + a%y?
+ a%2% + B2 + by + b2 + cPa® + Py + 2R 3
Durch Subtraktion der Ausdriicke a?2?, b%? und c%? erhilt man
2axby + 2acaz + 2beyz < o’y + a¥2® + bPa® + b2 + Pa? + P (4)
0 = (ay — bx)? + (az — cx)® + (cy — bz)2. (5)
1. Beweis:

Zum Beweis der Ungleichung (1) wird von folgenden gesicherten Aussagen
ausgegangen:

0= (ay — ba)?
0= (az — cz)? .
0= (cy — bz) (6)

Aus (6) folgt durch Addition der einzelnen Ungleichungen die Ungleichung
(5). Aus (5) folgt die Ungleichung (4) und aus dieser durch Addition von
a*2%, b*® und c%? die Ungleichung (3) und daraus (2). Da beide Seiten
dieser Ungleichung nichtnegativ sind, kann die Wurzel gezogen werden,

also
Vaz+by+ P <y @+ 0+ &)Y+ £+ ).

Der Ausdruck az + by + cz ist entweder negativ oder nichtnegativ, man
erhilt

Loz +by+cz< Yo+ b+ Yo+ % + 2

2.— (az + by + cz) < Ya? + B2 + & Yz* + o + 2.

Damit gilt az + by + cz < Va® + B2 + ¢ 2? + 32 + 2 und es ist gezeigt,
daB unter den geltenden Voraussetzungen die Ungleichung (1) gilt. Das
Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn a: b:c= z: y: z.

1) Dabei braucht der Fall az + by + ¢z < 0 nicht extra betrachtet zu werden,
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2. Beweis:
Zum Beweis gehen wir von folgender Gleichung?) aus:
(az+ by + ez = (@@ + b2+ &) (a® + 2 + &%) —
[(ay — b2} + (az — ca)® + (bz — )] @)

Da der Subtrahend als Summe von Quadraten stets groBer oder gleich Null
und andererseits nur kleiner oder gleich dem Minuenden ist, folgt

(az + by + c2)? < (a® + b2 + &) (2® + y° + 2P)
und daraus
az+by+cz< YR+ B+ Y+ + 2.2

2.4.5. Es ist zu bewelsen, daB fur jede naturliche Zahl ungleich Null die
1
Ungleichung +1+n+2+n+3+ +3n+1>1g11t

Beweis:

1. Fiir ny = 1 erhilt man

1 1 1
7tz tz>1t

und daraus
13
B>t
2. Wir nehmen an, die Behauptung sei richtig fiir n = k:
1 1 1
FitErr PRy et mrr ! &)

und zelgen, daB dann die Ungleichung auch fiir n = k 4 1 gilt, also

1
k+2+k+3+ +tarroyrro b @

1) Diese Gleichung ist ein Spezialfall der Lagrangeschen Identitit:
(asby + - + gbg)t = (a8 + - + a3) (B + - + B) — (aydy — agby)®
== (an-lbn . anbn—l)'-
2) Diese Ungleichung ist ein Spezialfall der Ungleichung von Cauchy auch Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung genannt: Sind a,, b, beliebige reelle Zahlen, dann gilt:

(@rhy + o+ + agby)? < (al 4+ o 4 a}) (b 4 -« 4 B3).
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Es gilt fiir jedes reelle k > 0 die Ungleichung (siche Aufgabe 2.4.6.)

1 1 iz
TR N EE e e it ey C)

Durch Addition von (1) und (3) erhilt man:

1 1 1 1 1 1
it twEmit e twrs t e L TR

und daraus

1 1
T ey bl
> 1 gilt also fiir jede

s . 1 1 1
Die Ungleichung n+1+n+2+"'+3n+1
natiirliche Zahl n == 0.

2.4.6.8 a) Wielfindet man, die in Aufgabe 2.45. im Beweis benutzte
Ungleichung (3)?

b) Die Ungleichung (3) ist zu beweisen!

2.47. Wenna,b,...,n die voneinander verschiedenen ganzen positiven
reellen Zahlen sind, die nicht durch eine Primzahl groBer als 3 teil-
bar sind, so gilt die Ungleichung

1 1 1
—+g+-+<8.

Beweis:

Da es Zahlen sind, die durch keine Primzahl gréBer als 3 teilbar sein sollen,
miissen sie die Form 2% - 3f haben, wobei i, j= 0,1, 2, ..., m ist.

Die Behauptung ist also dquivalent folgender Aussage:
1

Bei obiger Voraussetzung gilt die Ungleichung 3 TR < 3.
i=enm
Durch Umformung erhilt man:
1 momooq moq4omoy
i=0,1,..,m 2.3 ¢§o f=20 2.3 igo 2 jé‘o 3

i=0,1,...m
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Bildet man die Folgen der Partialsummen fiir beide Reihen, so erhilt man

tiir die Folge der Teilsummen der Reihe 7=
i=0

=1
1
Sg = 1-'—7
’ .1 1
sa=1+5+7

1 1
3m=1+—2‘+"'+2—..'

m
§ . . 2 1
Analog ist die m-te Teilsumme der Re1hej=z‘0-3—'
’ 1 1
b= 1+?+...+§;.

Da sich die Folgen der s, und s, monoton wachsend ihren Grenzwerten
néhern, ist also jedes der s, kleiner als der entsprechende Grenzwert.
Es ist daher zweckmiBig, die-Summe der Reihen als Summen unendlicher
Reihen zu bestimmen. '

Es ist

s = lim s, = 11=2;
m-co [

und

& e ‘I
.8 = lim sy, = i
m— o fi—=
3

und demnach als Summe fiir die Doppelreihe:

3

.7=3,

s=2

Also gilt fiir alle positiven ganzen reellen Zahlen a, b, . . ., n, von denen
keine durch eine Primzahl gréBer als 3 teilbar sein soll, die Ungleichung

1 1 1
;+T+"'+;<3'
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2.4.8. Es ist zu beweisen, daB fiir jede natiirliche Zahl n = 2 gilt:
40 2n
ey < ( # ) 1) 1)
Beweis :

1. Fiir ny= 2 ist die Ungleichung (1) richtig, denn
42 2.2 4.3
2+1 <( 2 )= 1.2
16
F< 6.

2. Die Ungleichung (1) sei fiir eine beliebige natiirliche Zahl n= k > n,
richtig, das heiit es gelte

4k 2k
L < ( k ) @)
Durch Umformung der rechten Seite von (2) erhilt man:

(2k') (2k)!  (2k)!

k klk! = (k12
Damit erhilt man fiir (2) folgende dquivalente Aussage:
& () '
L <y @

Es ist zu zeigen, daB dann die Ungleichung gilt fiir n = k + 1, also
I TR L [ 4
T2 <t DIF" @
Ungleichung (3) muB mit einer Ungleichung 2z < y multipliziert werden,

so daB dann Ungleichung (4) erhalten wird. Es ist daher zweckmaBig,
eine Analyse von (3) und (4) durchzufiihren.

Analyse:
Die rechte Seite der Ungleichung (3) hat die Form
1:2.3 k(4 1) (k42) .o 2%
1.2.3-e-k-1:2.3. -k
Die rechte Seite von (4) hat die Form

1.2 koo - 2k(2k 4+ 1) (2k+2)  1.....2k(2k 4 1) (2k 4 2)
1.2 k(e 4+ 1) 1.2 e k(k+ 1) (k2 (k+ 1)

1) Siehe auch Teil 1.




2.4. Gemischte Aufgaben 33

Wie man sieht, hat die rechte Seite der gesuchten Ungleichung z < y die
(k1) (2h+2)
(e + 1 . .
Aus der linken Seite von (3) soll die linke Seite von (4) durch Multiplizieren
mit der linken Seite der gesuchten Ungleichung entstehen, das heiBt
4k 4+t
—_— =
k1 )

Form y =

Man erhélt fiir z den Ausdruck:

ARk 1) 4k 1)
TTEk+2) T k42

Damit ist die Ungleichung, mit der (3) multipliziert werden muB, ge-
funden. Sie miite wie folgt lauten:

Gk 1) _ (2k+ 1) (2k4-2)
7 R | R ©)

Ob aber diese Ungleichung nun richtig ist und fiir welche k sie richtig ist,
muf} als nichstes gezeigt werden.

Behauptung: Fiir alle reellen k& > 0 gilt die Ungleichung (5).
Beweis : )
Nach Voraussetzung ist k > 0, daraus fblgt dann
0<k /
0< 2k
412 4 8k + 4 < 412 + 10k + 4
4k 4+ 12 <22k + 4k + k4 2)
Gk 4+ 1)2 < 2[k(2k + 1) + 2(2k + 1))
G+ 12 <226+ 1) (k+2)
GE41) 22k 1)
Tz STEFL
bk+1) _ 22k 1) (k+ 1)
R e+ 17

Wkt 1) (k1) (k42
KT 2 k=t 12

<
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Also ist die Ungleichung (5) fiir alle reellen Zahlen k > 0 richtig, und es
kann nun gezeigt werden, daB die Ungleichung (4) unter der Annahme, da8
(3) richtig ist, gilt.

Ao 4k (2k)!
E+ 1S (ke
und
G+ 1) _ (2k+ 1) (2k +2)
) (et 1)y
folgt nach Multiplikation
& 4(k4+1) _ (2k)! (24 1) (2k+ 2)

FFL RF2 <Ry GFIP

G (%4 2)1

B2 S TEFDITF
Damit ist bewiesen, daB die Ungleichung (1) fiir alle natiirlichen Zahlen
n= 2 gilt.

2.4.9.® Es ist zu beweisen, da8 die Ungleichung’i/m = }/; fiir jede natiir-
liche Zahl n = 2 gilt!
2.410.® Es seien 2 und y beliebige natiirliche Zahlen mit z > y. Man be-
weise, daB dann die Ungleichung (:)2 < (g;) gilt!?)
2.411.® a) Es ist zu beweisen, daB fiir jede natiirliche Zahl n = 2
n+42 L 1
2 >‘§ oT+1

b) Man zeige, daB diese Ungleichung ein Spezialfall der folgenden
ist, die bewiesen werden soll!
A+a)(d+a)...0+a)>14a,+ - +a,,
nz2a(i=1,2,...,n) positiv.

gilt!

1) Man benutze beim Beweis folgende Beziehung:
Wenn a, b, n natiirliche Zahlen sind, dann gilt

GG+ @62+ -+ (2 @+ =(77)-

(Kleine Enzyklopidie ,,Mathematik®, Leipzig 1965, Seite 497).
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3.4. Ungleichungen mit einer Variablen

3.4.1. Es ist die Menge aller reellen = zu bestimmen, die die Ungleichung
8z + 2 > 4z + 1 erfiillen!

Losung:

Angenommen: J z(z € P und 8z + 2 > 4z + 1): 7.

AuS gt 2> hag + 1 )

erhilt man nacheinander
8z > by — 1 ’ (2)
bdzy > —1 3)
zo > —% (4)
L,={z€P:z>—1}

Probe: Aus
zy > —%

folgt
zy=—}+p,

wobei p > 0 geeignet reell.
Durch Einsetzen von —} + p in die linke Seite der Ungleichung, 8z + 2,
erhilt man .

8(—31+p) +2=28p;
in die rechte Seite der Ungleichung, 4z + 1, erhdlt man

4%+ p)+1=4p.
Durch Vergleich folgt, da p >0, 8p > 4p.

Damit ist gezeigt, daB fiir alle reellen z > —} die Ungleichung 8z + 2
>4z + 1 gilt.
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Man kann die Probe auch so fiihren, da8 man entweder bei jeder der Um-
formungen (1) bis (4) priift, daB es sich um #quivalente Umformungen han-
delt oder von (4) ausgehend die SchluBkette (1) bis (4) riickwérts verfolgt
und priift, ob aus (4) auch (1) folgt.

Geometrische Veranschaulichung: FaBt man 8z + 2=y, und 42+ 1=y,
als analytische Ausdriicke von Funktionen auf, so sind deren graphische
Darstellungen im kartesischen Koordinatensystem folgende Geraden:?)

yh y=6x+2
Vo= tx+1

3

¢

7

Bild 1
-1 *1 1 x
-1

Firz > —% isty, >y,

Wie man sieht, gilt y; > ys fiir =} <z < 4 co. Wegen y; = 8z 4 2 und
Yo = 4z + 1 ist mit dem Intervall —} <z < + oo die Lésungsmenge der
Ungleichung 8z + 2 > 42 + 1 veranschaulicht worden.

Das Intervall bezeichnen wir wie folgt:
[r€A:a<z<b}=(a,b)
r€A:a <z <b}=<a,b)

[r€A:a <2< b)=(a,b).
(z € A:a < z = b} = (a, b).
Dabei soll A nur durch P(R, G, N) ersetzt werden.

In Aufgabe 3.1.1. erhielten wir z > —}. Diese Ungleichung ist dquivalent
der Ungleichung —} < # < + co. Damit kann fiir die Lésungsmenge L
der Aufgabe 3.1.1. auch geschrieben werden:

L={z€P:—} <z <+ o} oder L= (-}, + o).
3.1.2.® Esist die Losungsmenge von §z — § + 6z > 4(z + 2) zu bestimmen!!

1) Kleine Enzyklopidie ,,Mathematik*, Leipzig 1965, Seite 343.
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3.2.  Ungleichungssysteme mit einer Variablen

3.2.1. Es ist die Menge L aller reellen z zu finden, fiir die folgendes System
von Ungleichungen gilt:

bizr—3)+6>2+1 )
—1<L5—a. (2)

Y

SR

Losung:
‘Angenommen: 3z (z € P und 4(z — 3) + 6 > 2z + 1): 7.

Aus
b(zg—3)+6 > 2+ 1

folgt
o € (§: + ©0);
L41={”EP=$>§‘}- : 3)
Angenommen: J (a: €Pund I -1<5 —a:) : Yoo
Aus
—yzl —1<5—y,
erhilt man
Yo € (— o0, 4);
L=z €P:z < 4). &)

Als Lésung der Ungleichung (1) kommen wegen (3) nur die reellen 2 > %
in Frage, als Losungen von (2) wegen (4) nur die reellen z < 4.

Beide Ungleichungen gemeinsam werden also nur von solchen reellen z
erfiillt, die gréBer als § und kleiner als 4 sind. Die Menge aller dieser ist aber
gerade der Durchschnitt von Ly, und Lg,.

Ly=Ly N L= % +00)N\(—00,4)=(4).

Auf die Durchfiihrung der Probe sei hier verzichtet, sie wird analog wie bei
Aufgabe 3.1.1. durchgefiihrt,
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Geometrische Veranschaulichung der Losungsmenge auf der Zahlen-
geraden:

; :ﬁ Bild 2

0 1 2 3 4

Die folgenden 5 Systeme von Ungleichungen sind zu lésen!

32206 — 3z <5— 6z
z+43 z
2 <

1
. 4
z>2z+1
32303z +}1 >4z —1
z+ 3 <4z +6)

32492z +5) >Tz+3
5r— 7 < §x+ 10
z—1>}(z+5)

3.2.5.8 152 + 13 > 122 + 1
10z 4+ 6 > 4(z — 3)

32601 +la<zs—3}

$z—3)==z-3

3.2.7. Es ist die Lésungsmenge L der Ungleichung i+i >3 zu be-
stimmen! -

1. Lsung:

Nach Seite 15, Nr. 1. ist A= P,

Angenommen: J a:(x € P und :t i > 3): o,

Dann gilt z, & 1, da die linke Seite der Ungleichung fiir z = 1 nicht er-
klart ist.

Um diese Ungleichung aufzulésen, miissen beide Seiten mit der Zahl 2z, — 1
multipliziert werden.
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Angehommen
,—1>0, ()]
dann erhilt man aus

z‘,+i>3

2o+ 1 >32,—3
und
zy < 2.
Wegen (1) gilt auch 2z, > 1. Damit gilt z, € (1,2).
Sei jedoch
z,—1<0, @)
dann folgt aus

x,+i

z,
o+ 1< 3z—3
Tg > 2.

>3

Wegen (2) gilt jedoch 2y < 1. Wegen dieses Widerspruches ist die An-
nahme z, — 1 < 0 falsch.

Damit gilt also L, = (1,2).

Geometrische Veranschaulichung der Losungsmenge auf der Zahlen-
geraden:

~f= ", B3 k
J

0o 1 2
La=(12)

Probe:

Aus 1 < 24 < 2 folgt zy= 1+ p, wobei 0 < p < 1 geeignet reell. Setzt
man zy= 1 + p in die linke Seite der Ungleichung an Stelle der Variablen
ein, so erhillt man

i+p+1 _24p

_ 2(1—p)
1+p—1 p

4

2
=il B
+P
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Der Ausdruck _2(1’+p) ist aber wegen 0 < p < 1 positiv, also gilt

2(1_17) >3

und damit auch

z+1 >3

fiir alle reellen z € (1,2).

2. Losung:
Angenommen: Jz (.1; € P und :i : > 3) : z
Aus
Ty + 1
Ty — 1 >3
folgt
T+ 1
"1 3>0
und daraus
— 2::0 + 4 > 0.

Ein Bruch ist positiv genau dann, wenn Zshler und Nenner jeweils das
gleiche Vorzeichen haben. Es gilt demnach

—2z04+ 4 >0 1)
und

zo—1>0
oder .

—2z,4+ 4 <0 : (2)
und 5 snd

zo— 1 <0.

Damit hat die vorgegebene Ungleichung die Lésungsmenge L = (1,2), da
(2) auf einen Widerspruch fiihrt. Die Probe wird analog wie nach der 1. Lé-
sung durchgefiihrt.

3.2.8. Es ist die Menge aller reellen x zu bestimmen, fiir die gilt

1< 228 oy,
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Es ist also ein System von Ungleichungen zu lésen, namlich

Tz —3

1. 223 4 1)
2. 7’_2>—1 @)

Losung:

kann keine Losung sein, da dann die lmke Seite von und (2) nicht
g
definiert ist.

1. Bestimmung der Lésungsmenge von ;: :2 <A1
Angenommen: J (z € P und 7 3 5 < 1) 3
Da zur Losung beide Seiten der Unglelchung 8:1: < 1 mit 8zy—5
multipliziert werden miissen, sind folgende zwei Falle zu unterscheiden:
a) 8z,—5>0
b) 8z,—5 < 0.
Fall a): Es sei 8x0 — 5 >0, dann folgt aus
Tz —3 '
8z —5 5 <t

Tz — 3 < 8zy— 5.
Damit gilt also
' 8z,—5>0

und
zo— 3 < 8xy— 5.
Aus 8zy— 5 > 0 folgt z, > % und aus 7z, — 3 < 8z, — 5 folgt 7, > 2. Wie

die Probe (hier nicht angegeben) zeigt, geniigen alle reellen = € (2, 4 oo)
den Bedingungen.

Fall b): Wie man leicht sieht, gilt 82— 5 < 0 und 7zy — 3 > 8z, — 5,
woraus sich die Menge aller reellen z € (—oo, §) ergibt.
Der Leser moge die Probe selbst durchfiihren.

Fiir die Ungleichung -2 —3 < 1 erhalt man folglich

L= (2,+ ) \/(—,§.
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Geometrische Veranschaulichung:

Setzt man y, = ;73::2 und y, = 1, so erhilt man folgende Bilder:

M
3
21 1

1 1

¥
N, Bild 4
-1 1 X
‘ 1]

=2

Wie die Darstellung zeigt, gilt fiir alle reellen z aus (2, + o) bzw. (— oo, §):

% < ¥
2. Bestimmung der Losungsmenge der Ungleichung ;:::; >—-1. (2

Angenommen: J (:z € P und ;::2 >— 1) 1 1,

Da auch hier wieder 2 Fille zu unterscheiden sind, wird analog wie bei der
Lasung von 1. vorgegangen.

Fall a) Es sei 8zy—5 > 0. Aus > —1 folgt 7xy —3 >5— 8x,.
Es gilt 82y —5 >0 und 7z, — 3 > 5 8:1:0 Damit folgt, z, € (§, + o)

Probe: zy >% bzw.zo=§+ p (p >0, geeignet reell) in (2) eingesetzt
ergibt:
5 11
7(§+P)—3 3 —8—+7P
5 - 8p
8 (_8_ + P) -5
Fall b) Fiir 8zp— 5 < 0 ergibt sich nach Multiplikation mit 8z, —
72y — 3 < 5 — 87, und damit 7, € (— oo, &).

Die Probe (m diesem Fall hier nicht durchgefiihrt) zeigt, daB alle reellen
z € (— oo, &) auch Losungen sind.

Als Menge der moglichen Lésungen fiir Ungleichung (2) erhilt man
L= § + o) \J (= o0, 35)-
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3. Bestimmung der Losungsmenge des Ungleichungssystems

Tz —3
—1< 8:_5<1.

Dieses hat alle die reellen = als Lésung, die Elemente von L,; und L, sind,

also
. Li=LyN\Lgp=(—o,£)\/ (2 + )

Probe: my= & —p(p >0 geeignet reell) in ;:—2 fiir z eingesetzt,
ergibt: -
7(1_ )_3 :
15 _—105p+ 41 _ 120p411  5p+32
8 =T"Top—11_ 120p+ 11  0p+ L
8(x—r)-s

Der Vergleich liefert —1 < b, < 1.1)
Analog erhilt man fiir 7y > 2 bzw. 2y = 2 + ¢ (¢ > 0, geeignet reell):

M2+9—3 _,_ 9 _,
8(2+49) —5 8g+ 11~ %
und der Vergleich ergibt .
1 <h <1,
Damit ist gezeigt, daB L, = L= (— o0, 2) \/ (2, + o).

72—3
8z —5

Geometrische Veranschaulichung : Darstellung von —1 < : Setzt man

yy=—1und y, = g::g , so erhilt man folgende Bilder:

¥

T

2

1

—
-2 -1 5 2 3 & X
= w1 Bild5
-2

1) Die Abschéitzung —1 < b, (b; < 1 ist unmittelbar klar) verlangt den Beweis

15) 22
folgender Allaussage: Fiir alle reellen p > 0 gilt #ﬁ_“ <2
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Fir alle z aus (§, 4+ o) bzw. (— oo, ) gilt y; < .

Darstellung von —1 < ;::2 <1:

Setzt man y; = —1, y, = g3 und y3 = 1, so erhilt man die Bilder:
Y1 Y=g 5 Ys
Yy
44
3
2 ‘{
. »
¥s — i
’ \\7} . x
3 -2 7 2 3 & Bl
¥ =

=2

Wie man sieht, gilt fiir alle reellen z aus (— oo, %) bzw. (2, + o0):
% < Y2 <Ys

3.3.  Ungleichungen héoheren Grades

3.3.1. Es sind alle reellen z zu bestimmen, fiir die gﬂf:

@bz +3>lz+ 1

Losung:
Angenommen: Jz (z € P und 2% — 4z + 3 > }z + 1): 2,
Aus ’
‘ 23— 4xy+3 >y + 1
folgt
x§ — bhzy > —2
und daraus, nach Addition der quadratischen Ergéinzung,

9 81 81
@ — g%+ 55> 15 — 2
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Da beide Seiten der Ungleichung nichtnegativ sind, kann die Wurzel aus
beiden Seiten gezogen werden:

9\2 %9
l’(”"_f) >V
woraus

lwo—§1 > %
folgt.

1. Ist
Ty — % =0,

so folgt weiter
z—$>%
und daraus
zg > 4.
Da zy > 4 und aus
Z—320
Zp = §
folgt, erhilt man im ersten Fall alle reellen z € (4, + o) als Losung.

2. Ist
Lo — % < 0,

so folgt aus
lwa—§1 > %
—z+1>1
und daraus

zy < §.
Wegen
20— %<0

ist aber auch

20 < §.
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Also erhilt man im 2. Fall alle reellen z € (— oo, §).
Fiir die Ungleichung (1) erhilt man demnach

Ly= (4 + o) \J (— o0, }).
Probe:

g > 4 bzw.zy= 4+ p (p > 0, geeignet reell) in 2? — 4z + 3 fiir z ein-
gesetzt, ergibt

G+ PP —la+p)+3=pr+ b+ 3= by
und fiir z in 12 + 1 eingesetzt

1

FGE+p+1=5+3=b,
Der Vergleich ergibt:

by > b,.

Die Probe fiir 5 < } (hier nicht angefiihrt) zeigt, daB auch alle reellen
x € (— oo, }) der Ungleichung (1) geniigen, also ist L, = L.

Geometrische Veranschaulichung: Wird 2 — 4z + 3=y, und Lz + 1=y,
gesetzt, so erhilt man folgende Bilder:

Fiir alle z aus (4, + o) bzw. (— oo, §) gilt y; > y,-

3.3.2.® Man bestimme die Menge aller reellen z, fiir die gilt
z* 4 1023 + 3522 4+ 50z + 24 < 0.

Hinweis: Die Ungleichung hat die Gestalt P, < 0; man betrachte zu-
néichst Py= 0 und suche unter der Annahme, daB diese Gleichung ganz-
zahlige Wurzeln hat, diese nach Vieta zu bestimmen!
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3.4.  Wurzelungleichungen

3.4.1. Fiir welche reellen z gilt Yz + 2 < 27?

Lésung:

Angenommen: J z (z € P und Yz + 2 < 2): .-

Da eine Wurzel nur fiir nichtnegative Radikanden erklért ist, enthilt die
Lésungsmenge nur reelle Zahlen, die der Ungleichung 4+ 2 = 0 geniigen.
Aus

z+2=0
folgt
Ty = —2.
Durch Quadrieren beider Seiten der Ungleichung }z, + 2 < 2 folgt
o+ 2< 4
und daraus
zy < 2.

Fiir L, erhilt man folglich

Ly={-2,2).
Probe: Aus
! —2=Z2,<2
folgt
z9g=—2+p,

wobei 0 =< p < 4 geeignet reell.
Durch Einsetzen von —2 + p an Stelle der Variablen in die ‘Aussageform
erhiilt man

V—2+p+2=Vyp<2,

da p < 4. .
Also gilt fiir alle z € (—2, 2) die Ungleichung Yz + 2 < 2.
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Geometrische Veranschaulichung:

Setzt man }a + 2= y; und 2 = y,, so erhilt man folgende Bilder:

Y
; "
T J2
i
/ |
S I « Bild8
-3 =2 1 1 23
=7

3.4.2.® Man bestimme die Losungsmenge der Ungleichung
S gy,
e+ Vz—Vz+2
3.4.3. Es ist die Losungsmenge der Ungleichung
3
o+ V - ]/;2_9—

zu bestimmen!

>1(

Lésung:

/2
Angenommen: Jz|z€Pund —mM————
x4 V — Va; + 2—9
4
Da eine Wurzel nur fiir nichtnegative Radikanden erklért ist, enthilt die

Losungsmenge nur reelle Zahlen, die den beiden folgenden Ungleichungen
geniigen:

>1] .

1. m+¥;0 und

2. z—V:c+¥_2_0.
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Aus
zo+24gg 0
folgt
zoZ = '243,
also
zoe<_-243,+oo)=T,. W
Aus z,,_‘/a:o+"’4—9g0folgt 202 | zat 2o @

Da ‘/zo—-&? nichtnegativ ist, folgt fiir zy:
75= 0,
und, da zy = 0 zum Widerspruch fiihrt,
2o € (0, + 00) = T,. ) 3)

Man kann daher beide Seiten von (2) quadrieren, woraus dann

29
2§ =7+ = (4)
folgt.
Aus (4) erhilt man:
T3 —xy = 2—49

und nach Addition der quadratischen Ergénzung

130
e
und daraus
1\2 3
(v0—7) 27 ()

Da beide Seiten von (5) nichtnegativ sind, kann aus beiden Seiten die
Wourzel gezogen werden:

1 an .
lxo*i\%T' (6)
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1. Fall: Es sei

z— 420,
dann folgt aus (6)

Ty g = +2V% ’

also

$06<i4ﬁ,+oo>= Ts.

Andererseits folgt aus z,— 3 = 0
2o € By + 00) = Ty

2. Fall: Es sei zy — § < 0, dann folgt daraus z, < } und aus (6)

xogLJ/?’O_..

Das ist aber ein Widerspruch zu (3), also scheidet dieser Fall aus.

Man erhilt als Teilbereich damit die Menge aller der reellen Zahlen, die
sowohl Element von 7y, Ty, T als auch 7, sind. Das ist aber gerade der
Durchschnitt dieser 4 Mengen.

T=[(T1/\T2)/\T3]/\T4=<—1’i_2@;+00)-

Aus dem Vorhergehenden folgt, dal kein z ¢ T Losung sein kann. Auch
die Nullstellen des Nenners von (*) kénnen keinesfalls Lésungen von (*)
sein.

Wegen

w+‘/x—l/x+24—9=0,

miissen die Nullstellen, falls sie reell sind, negativ sein. Damit sind sie dann
auch nicht im Teilbereich T enthalten, also brauchen die Nullstellen in
diesem Fall nicht bestimmt zu werden.

also
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Bestimmung der Ldsungsmenge:

Wegen
1 + Y30

on\

29
zy+ Vzo—Vzo+T> 0.
Somit erhilt man aus
3
X ¥ V’2—
—te
29
$0+|/10—on+—4—
10"’1/2 >-To+]/zo V-"’o+ %" ™

Da beide Seiten von (7) positiv sind, folgt, nachdem man beide Seiten
quadriert hat,

3 — s
7>-’fvo—l/a:o-}-—243

 +oo)
gilt

und daraus
3
Voot 2>z - ®)

Wegen z, € (. i-%)— , + oo | ist 3, — £ positiv, also kénnen beide Seiten
von (8) quadriert werden, ohne daB sich das Ungleichheitszeichen &ndert.
Aus (8) folgt dann

a2 > (-5

2§ — bxy— 5 <0
(@ — 2)2 < 9.
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Wegen z, € T ist z, — 2 positiv, also folgt weiter
2,—2<3 9)
x5 < 5.

Fiir L, erhilt man demnach

LA=<1+2m’5)_

Probe: Wie man nachweisen kann, sind fiir alle z € T die vorgenommenen
Umformungen von (7) bis (9) umkehrbar, also ist L, tatsichlich auch die
Loésungsmenge der vorgegebenen Ungleichung.

3.4.4.® Man bestimme die Menge aller reellen z, fiir die die folgende Un-
gleichung gilt:
Yz—2+43

—921
1—}’1—3< 2

3.4.5. Man bestimme die Menge aller reellen z, fiir die die Ungleichung

1 1
———at
z4V2—a? z—V2 =22

27 ei! )

Lésung:

Angenom}nen: E]:v(a;EPund $+V:4’T$—’ + :n—]/;_—? g%) $%.

a) Die Losungsmenge kann nur reelle = zu Elementen haben, die der Un-
gleichung 2 — 22 = 0 geniigen, da die Wurzel nur fiir nichtnegative Radi-
kanden definiert ist.

Aus

folgt

2-24=0
23 < 2.

Da beide Seiten dieser Ungleichung nichtnegativ sind, kann aus beiden
Seiten die Wurzel gezogen werden.

Man erhilt |zo| < ﬁ (2)
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Ist 2y = 0, so folgt aus (2)

Zo g ﬁ ®
mithin

Zo E <0$ ﬁ)o
Ist dagegen z, < 0, so folgt aus (2)

—z = ﬁ
und weiter

xog—ﬁ»
3, €<—V2,0).

Die Losungsmenge kann also nur reelle z zu Elementen haben, die ihrerseits
Elemente sind von

(—Y2,0) U0, Y2 =<—12,+72>.

b) Zur Lésungsmenge konnen weiterhin die z nicht gezahlt werden, fiir die
der Nenner gleich Null ist. Es ist also zu untersuchen, fiir welche reellen 2
die beiden Ausdriicke z + J2— 2% und z — J2—2* den Wert Null an-
nehmen.

Aus
z+Vy2=-22=0
folgt )

==+ 1

also

Ebenfalls aus
z—)y2—22=0
folgt
z=+41.

Man erhélt somit als Teilbereich

T={zeP:— 2=z Y2} \ {1 +1}.
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c¢) Bestimmung der Losungsmenge:
Durch Umformung der linken Seite von (1) folgt

1 s 1 _ 2z __ =z
s4V2—22  z—V2—2 20&*—1) -1

Fiir 2o muf also gelten

A 1
qeTZ7 ®)

Da zur weiteren Losung beide Seiten von (3) mit der Zahl z§ — 1 multi-
pliziert werden miissen und wegen b) der Fall z§ — 1 = 0 ausscheidet, sind
zwei Fille zu unterscheiden.

1. Fall: 23— 1 > 0.
2. Fall: 23— 1 < 0.

Zum 1. Fall: Es sei
@—1>0,
dann ist
23 >1
und
lzo| > 1. (4)
Ist zy = 0, dann folgt aus (4) z, > 1, also
@ € (1, + o0). | ©)
Andererseits erhilt man aus (3)
2rg = af— 1
und daraus
@ —1P=2,
woraus

o — 1| < V2 (6)
folgt. s

Fiir 2y — 1 = 0 ist , > 1 (o= 1 muB wegen b) ausgeschlossen werden).
Aus (6) folgt dann 2y < 1 + 2, also z, € (1, 1 + 2).
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Fiir 2, — 1 < 0 ist z, < 1, Widerspruch zu (5).
Ist zy < 0, dann folgt aus (4), —zo > 1 bzw.

xy < —1, also zy € (— o0, —1). V)
Fiir diesen Fall erhélt man aus (3)
lwo — 4| = ﬁ

Fiir 2, — 1 = 0 ist z, = 1, Widerspruch zu 7).
Ist 2, — 1 < 0, dann ist 7, < 1 und aus (6) folgt

—(@—D=V2,
woraus man dann
To=1— ﬁ

erhilt, Widerspruch zu (7).
Man erhélt somit fiir den 1. Fall als Menge der moglichen Lésungen

La=TNA{1+7V2>=(1,12).
Zum 2. Fall: Es sei 2§ — 1 < 0, dann erhalt man analog wie beim 1. Fall
La=TN(4,1—y2>=(-1,1-VD.

Die Ungleichung (1) hat als Menge der moglichen Losungen die Ver-
einigungsmenge von L; und L, also

Li=Lg\ULg={ VDV (=11—¥2).

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn 2= 1 — ﬁ

3.4.6.® Der Leser fiihre die Probe, indem er folgende Allaussage beweist:
- . z 1
Fiir alle reellen z € (1, ﬁ)\/ (— 1,1— ﬁ) gilt a1 = 7

Hinweis: Der Beweis dieser Allaussage erfordert eine genaue
Analyse dhnlich der der Aufgaben 2.1.1. bis 2.4.9.

3.4.7.@ Es ist die Menge aller reellen’z zu bestimmen, fir die folgende Un-
gleichung gilt:

}/3—1—-Va:+1>%.
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44. Graphische Darstellungen

44.1. Es ist die Funktion f, gegeben durch den analytischen Ausdruck
y = f (z) = |z|, graphisch darzustellen!

Lésung:

Nach Definition ist y = |z| = 0.
Der Definitionsbereich ist das Intervall

—co <z +ool)
und der Wertevorrat

0=y <+ oo,
Es ergeben sich die beiden Halbgeraden mit den analytischen Ausdriicken
y= —z fiir < 0 und y= 2 fiir z = 0 als graphische Darstellung.

Vi
4
3
2

1
Bild 9

-3 -2 T 2
-1

4.1.2.8 Es ist die Funktion f, die durch den analytischen Ausdruck
y= f(x)= |z — |z — 1] | gegeben ist, graphisch darzustellen.

41.3. Es ist die durch den analytischen Ausdruck |y — 1| = 1 — |z| ver-
mittelte Zuordnung im kartesischen Koordinatensystem graphisch
darzustellen.

1) Unter dem Definitionsbereich wollen wir im folgenden immer die groBte Menge
verstehen, fiir die der analytische Ausdruck f(z) noch sinnvoll ist.
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Losung:
Wegen |y — 1| = 0 sind nur den = € { —1; 1) reelle y zugeordnet.
Firy <1 ist — (y — 1) = 1 — |z| und damit
y=la.
Firy >1isty—1=1—|z|, also
y=2—|z.

Fiir y=1 ist 2= +1.
Damit erhilt man

y = |2| mit dem Definitionsbereich —1 <z < 1
und dem Wertevorrat 0=y=1

y=2—|a| mit dem Definitionsbereich —1 <z < 1
und dem Wertevorrat 1<y=<2.

Es ergibt sich damit folgendes Bild:

Bild 10

57

4.1.4.@ Es ist die Funktion f, gegeben durch den analytischen Ausdruck

y = f () = | |z| — 2|, graphisch darzustellen!
4.2. Bestimmung der Losungsmenge von Gleichungen
und Ungleichungen mit absoluten Betriigen

4.21. Es ist die Menge aller reellen z zu bestimmen, fiir die gilt:
e — |z — 1] | =—2z + 1.

Lésung:

Angenommen: Jz (2 € P und |z — |o — 1| | = =2z + 1): 2.

)
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Nach Definition gilt |2 — |z — 1] | = 0, also ist auch

—25,+120.
Aus —2z5+ 1 = 0 folgt 1 = 23y oder 7, < §.
Man erhilt
T=(— o0, §.

Fir alle z € (— oo, §) gilt wegen (1)
le+2z—1|=|22—1|=—Q2z— 1),
also gilt
—@2z—1)=—-2z+1.
Wegen dieser Identitit ist L, = T.

Probe: Alle reellen z, die der Bedingung — o0 < z < } geniigen, sind Lé-
sung der Gleichung (1).

Ze=3— p mit 0 < p < + oo in die linke Seite der Ausgangsgleichung
eingesetzt, ergibt ’

B—p—l—p—=A|=—p—p—Y=I-2p=2p.

Setzt man fiir z den Ausdruck § — p in die rechte Seite der Gleichung ein,
so folgt

——p)+1=—1+2p+1=2p.

Der Vergleich liefert 2p = 2p.
Alsoist L=L,=T.

4.2.2. Es ist die Menge aller reellen z zu bestimmen, fiir die die Un-
gleichung |z| < 5 gilt!

Lésung:

Angenommen: J z (z € P und |z| < 5): .

Da fiir alle reellen z gilt |z| = |— x|, ist eine Fallunterscheidung not-
wendig.
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1. Fall: Fir zy < 0 ist |zg| = — =, also gilt —zy <5 bzw.zy > — 5.
2. Fall: Fiir zy= 0 ist |zg| = 0, es gilt 0 <5.
3. Fall: Fiir zy > 0 ist |zo| = =, also gilt zy < 5.

Man erhilt:
L,= (-5,5).

Geometrische Veranschaulichung: Setzt man |z| =y, und 5=y, so er-
hilt man folgende Bilder:

AN

sl <
s

- — Bild 11
5% -2 2 45 X
-2

4.2.3.8 Es ist zu zeigen, daB die Ungleichung |z| < a fiir alle reellen
z € (—a, + a) und fiir alle positiven reellen a gilt!

4.2/4.@ Es ist die Liisuﬁgsmenge L fiir folgende Ungleichung zu bestim-
men: |z — 3| < 4

425. Es ist die Losungsmenge der Ungleichung |z| > zu bestimmen!
Lésung:

Nach Seite 15 ist A= P.
Nach*Definition des absoluten Betrages gilt fiir alle z = 0

@] ="=.
Als Losungen kimen damit nur alle reellen z < 0 in Frage. Wegen |z| >0

fiir alle reellen z < 0 sind diese offensichtlich auch Lésungen. Als Menge
der Losungen erhilt man

L= (—00,0).
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Geometrische Veranschaulichung: Setzt man |z| = y, und z = ys, so erhilt
man folgende Bilder:

y

4 s %
2
7

Bild 12

=F =2 = 1 2 3 x
w7

-2
Wie man sieht, gilt fiir alle reellen z < 0 die Ungleichung y; > y,.

4.2.6.® Es ist die Menge aller reellen 2 zu bestimmen, fiir die '

x

>m gilt!

z
‘Iz-{-i

4.2.7. Fiir welche reellen x 5= -1 gilt folgende Ungleichm-lg

Jz|—1 1,
#1273’
1. Losung:

1. Bestimmung der Lésungsmenge L:

Angenommen: Ela:(a; € P\ {—1,+1} und ‘:J:ii > %) : Zg.

Da beide Seiten der vorgegebenen Ungleichung mit 2§ — 1 zu multipli-
zieren sind, ist eine Fallunterscheidung durchzufiihren.

1. Fall: 23— 1 > 0.
2. Fall: z3 — 1 < 0.

Zum 1. Fall: Es sei 23 — 1 > 0, dann ist 23 > 1 und daraus folgt,
Y28 > V1, mithin |zo| > 1.

Diese Ungleichung wird von allen reellen z erfiillt, fiir die 2 € (— o0, —1)
oder z € (1, + oo) gilt.
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Fiir 23 — 1 > 0 folgt aus —I:'s'—l_:i—i = —21— nacheinander:

2 (ool — 1) Z 5§ — 1

lzd = 1'8-2|- =
Fiir z, > 0 folgt:

T 1
2wy = af+ 1
0= (z— 1)%

Das ist aber fiir 2, = 1 eine falsclie Aussage, also gilt nicht z, > 0. Fiir
o < 0 folgt:
—Zo=

4 1
2
1

2y < —ag—1 -
(@ + 12 < 0.

Diese Aussage ist aber fiir 7 &= —1 ebenfalls falsch, also gilt nicht z, < 0.
Da sowohl z, > 0 als auch 2, < 0 nicht gelten und auch z, = 0 zum Wider-
spruch fiihrt, kann der 1. Fall insgesamt nicht eintreten, ist also auszu-
schlieBen.

Zum 2. Fall: Es sei 23 — 1 < 0, dann ist 2§ < 1 und daraus folgt

-1 <z < 1,
also
T, = (—1,1).
Fiir 2§ — 1 < 0 folgt aus
[Zo| — 1 1
q—fgf

.1
|20 — 1 <+ (s — 1)

|20 < BFL. )
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Da nach Definition fiir z5 > 0 gilt: |zg| = z, folgt aus (1)

zs
und daraus
200 < 2§+ 1
0= (mo— 1)%
Da beide Ausdriicke nichtnegativ sind, folgt weiter
0= |zo— 1]
und daraus
a) =1
@y €K1, +00) =Ty
und
b) =1

2y € (— o0, 1) =Ty,

Der Durchschnitt von Ty und T, ist leer und T N\ T3 = T4, da nach Vor-
aussetzung z == 1 ist.
Andererseits ist nach Definition |zg| = —=, fiir 7y < 0, also folgt aus (1)

und daraus
und weiter

(@0 + 12 = 0.

Da beide Seiten nichtnegativ sind, kann die Wurzel gezogen werden

|wg+ 1] =0
und daraus folgt
c) 7= —1

%o € (— o0, —1)=Ty
d) zg=—1

25 € (—1,+ 00) = T;.
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Der Durchschnitt von T; und T, ist leer und Ty N\ T5 = T3, da nach Vor-
aussetzung = + —1 ist. : :
Man erhilt letztlich als Menge der moglichen Losungen der Ungleichung

|z| —1 1,
A_1=7"
L,= (—1,1).
2. Bestimmung der reellen z, fiir die l;”,‘,\:ii = % . )
Aus (1) folgt |zo| = st 1 und daraus wiirde 2o= =1 folgen. Diese Werte
gt 0 2 g

sind aber nach Voraussetzung auszuschlieBen, so daB die Gleichung 1)
fiir kein reelles z gilt.

Damit ist riickschlieBend die Ungleichung zu verindern, und zwar gilt
z|—1 1 ;.

2= 15 2 furalles € (-1, 1).

Probe: —1 < @y < +1 bzw. 7= —1 + p mit 0 < p < 2 wird in die linke

Seite der Ungleichung l:,l:: >~;— eingesetzt und man erhilt
|—1+p[—1
=1 M

a) Fiir 0 < p < 1 folgt aus (1)

1—p—1 -1
P—2 p—2

Da p < 1, ist p— 2 < 0. Durch Erweitern mit —1 erhélt man

Der Vergleich zeigt in diesem Falle
' 1 1
=77

b) (1) ergibt fir 1 < p <2
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Da 1 = p < 2, ergibt der Vergleich
1 1
FEa s

2. Losung:

Es gilt (jz| —1) (Jz| + 1) = |z[* — 1 =2 — 1 fiir alle reellen z. Daraus
folgt, da z %= 4-1 ist,

S Ea SR
Da [zg| + 1 > 0, erhilt man weiter

1> (lwol + 1)

2> |z +1

1> |2l.

Diese Ungleichung ist nach Aufgabe 4.2.3. der Ungleichung —1 < zy < 1
dquivalent. Man erhilt als Losungsmenge das Intervall (—1, 1).

4.2.8. Es ist die Menge aller reellen z zu bestimmen, fiir die
3—2—z|=1+ )= gilt! 1)

Losung:
Angenommen: Jz(z € Pund 3— [2—a| = 1 + § 2): z,.
Dann folgt aus (1)

2= 20| <2} 2.
Zur weiteren Losung ist eine Fallunterscheidung erforderlich:
1. Fall: 2— 2y = 0 und 2 — 2y < 2 — } =,.
2. Fall: 2— 2y <0 und 2y —2=<2— } z,.

Der 1. Fall liefert dann 0 < 2y < 2, und
der 2. Fall ergibt dann 2 < z, < §.

Somit erhélt man fiir L,:

L,=¢0,%.
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Geometrische Veranschaulichung : Setzt man y; =3 — |2—z| und y, = 1 + iz,
so erhilt man folgende Bilder:

Bild 13

/—2/?-11 T2 5 4 NG X

Wie man sieht, gilt y; = y, im Intervall <0, §). P

4.2.9.® Es ist die Losungsmenge von folgendem Ungleichungssystem mit
einer Variablen zu bestimmen!

A-1-2 <2
Iz +2>z+1].

4.3. Beweise von Ungleichungen mit absoluten Betriigen

4.3.4. Es ist zu beweisen, daB fiir 2 beliebige reelle Zahlen z und y die
Ungleichung [z + y| < |z| + |y] gilt!

Beweis : ‘

L&Bt man in Aufgabe 4.2.5. das Gleichheitszeichen zu, so gilt nach dieser
Aufgabe folgende Abschitzung:

lol= £«

Iyl =+ y.
Damit gilt auch
ol + Iyl = £ @+y),

und

mithin
2| + |yl = |= + 9.

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn z und y das gleiche Vor-
zeichen haben.
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4.3.2.® Man beweise, daB fiir 2 beliebige reelle Zahlen z und y
o+ 3yl = |z — ly| gilt!

4.3.3. Fir alle reellen a, b, ¢, z, y, z mit a®>+ 6>+ ¢ =1 und
2+ +2=1gilt|az+ byt ez = 1 '
1. Losung:
Voraussetzung: a* + b* + 2 =1
22 4+ y? + 22 = 1; a,b, c, 2, y, z geeignet reell.
Behauptung: laz + by + cz| < 1.
Beweis :
Nach Aufgabe 2.4.4. gilt fiir beliebige reelle a, b, ¢, z, y, z
(az + by + cz < (@® + B* + &) (2 + 2 + 2°).

Da beide Seiten der Ungleichung nichtnegativ sind, kann die Wurzel ge-
zogen werden. Man erhilt

Yz + by + ca < Yo + b2 + @ Ya? + 2 +

und daraus

laz + by + ozl < Yol + B+ 2% P + 2 + 22 .

Da nun insbesondere

a?+h+ct=1
und
R+ A=1,

erhilt man
laz 4 by + cal = 1,

wobei das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn a =2z, b=y, z=c¢
odera= —z, b= —y und c= —z.



4.3. Beweise von Ungleichungen mit absoluten Betréigen 67

2. Losung:

Wir betrachten die Vektoren a = ai + bj + cf und b=ai+ yj+ 2. Aus
a® + b2+ =1 bzw.a2? 4+ y* + 22 =1 folgt

o=y + 6+ =1

[B] = y2? + o2 + 22 = 1.

bzw.

a und b sind also Einheitsvektoren. :
Aus der Definition des skalaren Produkts zweier Vektoren,

a-b= o] [8] - cos e,
folgt fiir Einheitsvektoren, wegen |cos o =< 1,
—1<a- b=t - )
Da a-b=az + by + cz, folgt aus (1) unmittelbar
laz + by + ez = 1.
Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn [cos g| =1, das heiBt,

wenn die Vektoren gleich oder entgegengesetzt gerichtet sind, wenn also
entweder a = b oder a = —b gilt.



5. Ungleichungen mit Parametern

5.1. Bestimmung der Losungsmenge

5.1.1. Fir welche reellen z gilt 2pz + 3 <7, wobei p eine reelle Zahl
(Parameter) ist? @)
Losung:
Angenommen: J z (% € P und 2pz+ 3 < 7): 2,
Dann folgt aus
2pzy+3 <7
pzo < 2. 2)

Da iiber p keine weiteren Voraussetzungen gegeben sind, ist eine Fall-
unterscheidung durchzufiihren.

1. Fall: p= 0.

Fiir p= 0 ist jedes reelle z Losung der Ungleichung (1), das heiBt, die
Lsungsmenge fillt mit dem Grundbereich zusammen, also mit der Menge
der reellen Zahlen. Es ist in diesem Fall

Ly=P,
2. Fall: p > 0.
Fiir p > 0 folgt aus (2)
2
$o<7

und man erhilt fiir diesen Fall

b (. 2)
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3. Fall: p < 0.
Fiir p < 0 folgt aus (2)
2
Zg> 't
also
2
b (34
-Probe:
1. Fall: Fiir p=0 gilt 0 - z < 2 fiir jedes reelle =.
2. Fall: 2 in die linke Seite der Ungleichung (1) an Stelle der Variablen z
eingesetzt, ergibt, da 2 < % , .
%z +3< 2p% 48
2pz+3< 7.
3. Fall: % + g mit 0 < ¢ < oo in (1) an Stelle der Variablen z eingesetzt,
ergibt
2 .
2p(?+q)—|— 3=4+2pq+3="7+2pg.
Da 2pq wegen p < 0 negativ ist, ergibt der Vergleich
7+ 2pg <17.

5..2. Man bestimme alle reellen z, die der Ungleichung
z 2

P
>-2<2 )

geniigen, wobei p eine positive reelle Zahl (Parameter) bedeutet!
1. Losung:
Angenommen: J & (:p € P und % -—2; & 2)‘:9:,,.
Aus (1) folgt dann

= v (2)

PT,
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Da fiir z, = 0 die linke Seite von (2) nicht erkliirt ist, sind bei der weiteren
Lésung nur noch zwei Fille zu unterscheiden:

1. Fall: z4 > 0.
Fiir zy > 0 folgt aus (2) nacheinander
2§ — 2p* < 2pzy
x§ — 2px, + p? < 3p*
(zo — p)* < 3p?
und daraus
leo— Pl <IpI V3 ®)
Da nach Voraussetzung p > 0, folgt fiir zy — p > 0 aus (3)
2z, <p(1+783). .
Fiir 2y — p= 0 folgt 2y = p und fiir z, — p < 0 folgt aus (3)
z>p(L— }/5) 3
Man erhiilt wegen z, > 0 schlieBlich
Ly=(0,p(1+13)).

2. Fall: 2y < 0.

’

Fiir 2y < 0 folgt aus (2) nacheinander
o} — 2p* > 2pa,
(@—p)* > 3p*
lzo— Pl > Pl V3.
Da nach Voraussetzung p > 0 und z, < 0 ist, gilt nur
P—z>pY3
und damit

z <p{-13).
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Man erhilt also
L= (—oco,p1— ﬁ))

Als Menge der moglichen Lésungen von () erhilt man letztlich
Ly=Ly\JLpp= (0,p(1+ }/—3_)) \V (— oo, p(1— }/5))

Probe: Setzt man p (1 + Vg) fiir 2 in (1) ein, so folgt,daz < p (1+7v83),

s _% _pU+¥3) %
A P p(1+73)
_a4yEy—2_2+28
T4 1413
_20+13)
1413
=2;

p(L— }/?T) in (1) an Stelle der Variablen z eingesetzt, ergibt

1__2£<p(1—1/3_)_ 2 _200—13) _,
p® P =13 1—13 :
2. Losung:

Setztmanﬂ= z, mit zy > Oinfpi —2:— < 2ein, so erhiiltmanz— —i— <2
0

und daraus nacheinander

z2—2z—'2<0
2—2+1<3
E—12<3

ls—1] <V3.

Diese Ungleichung ist nach Aufgabe 4.2.3. der Ungleichung — }/§ Lz—1
<+ ]f3— #quivalent, woraus dann 1 — V?T <z<1+ }/5 folgt.
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Wegen z = % gilt

PU—V3) <z <p(1+713). )

Da z, > 0 vorausgesetzt wurde, hat das Ungleichungssystem (4) die Lé-
sungsmenge :

L(l) = (0, P (1 + Vg)) .
Fiir 2, < 0 ist % = z < 0, mithin gilt
22—22—2>0
lz—1| >3
und daraus folgt
21— }/—3—
z<p(1—V3).
Als Losung erhilt man
Ly=(—oo0, p(1—¥3))

und letztlich als Lésungsmenge von (1):

L=(-o0,p(1=13) v (0,p (1 +3).

5.1.3.® Es ist zu untersuchen, fiir welche 2 und unter welchen Voraus-

bzw.

setzungen fiir p die Ungleichung % — 3TP < 7 gilt!

-

5.2.  Bestimmung der Lésungsmengen von Ungleichungssystemen

5.2.1. Es ist folgendes Ungleichungssystem zu losen, in dem p eine bes
liebige reelle Zahl (Parameter) ist! /

I. pz—2>2+4+1

3—z p
1I. 5 <7'
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Losung: V
Angenommen: Jz (x € P!) und pz—2>z+1):z,.

Aus I erhilt man

Pz — 3 >3
und daraus
zo(p — 1) > 3.

Zur weiteren Losung ist eine Fallunterscheidung notwendig.
1. Fall: p—1=0.
Aus p — 1= 0 folgt 0 > 3, also ist dieser Fall auszuschlieBen.

2.Fall: p—1>0.
Aus p— 1 > 0 folgt p > 1, und damit erhélt man alle die z, als Losung,

1 genﬁgen.

die der Ungleichung z > s

3. Fall:p—1<0.
Aus p— 1 < 0 folgt p < 1, und man erhilt alle die z, als Losung, die der

Uzigleichung z < geniigen.

p—1

Angenommen: J w(z € P2) und g ;z < }2]> : Yo

Aus II erhélt man dann

3—y < %p
und daraus
Y>3 —§p.

Damit sind alle reellen = des Intervalls (3 — £p, +o0) Losung von II, wobei
* p jede reelle Zahl sein kann.

Es ist zu urtersuchen, welches die Lésungsmenge des Ungleichungss
systems fiir p > 1 ist.

1)iNach!Seite 15.
2) Nach Seite 15.
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Fiir p > 1 ist die Menge der moglichen Losungen von 1

L41=( ,+oo)

3
p—1

und die der Ungleichung I1

L= (83— §p, +).

Lésung des Ungleichungssystems sind alle die reellen z, die Elemente von
Ly, und L, sind, die also Elemente des Durchschnitts von Ly, und Ly,

sind.

O A Y Bt

Weiterhin ist die Lésungsmenge fiir p < 1 zu untersuchen.
Man erhilt analog

bum om0 )

Die Probe mége vom Leser selbst durchgefiihrt werden.

5.2.2.® Es ist das Ungleichungssystem

5.3.

5.3.1.

I pa—3)>z—3
IL2p+3)E—1)>@—1)(@+2)

zu lésen, wobei p eine reelle Zahl ist!

Gemischte Aufgaben

Es ist die Losungsmenge L der Ungleichung pz(3 —2) >7p—5
zu bestimmen, in der p eine reelle Zahl ist!

Lésung:
Angenommen: Jz(z € P!) und pz(3—=z) > 7p—5): 7,

Aus

Pz (3 —20) >7p—5

1) Nach Seite 15,
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folgt nacheinander

3pzy—pa§ >Tp—5

—pag + 3pza—Tp+5>0

pag — 3pze+ 7p— 5 < 0. 1)
Zur weiteren Losung ist eine Fallunterscheidung notwendig.

1. Fall: p=0.

Fiir p= 0 ist jedes reelle z Lésung, d.h., die Lsungsmenge fillt mit dem
Grundbereich (Menge der reellen Zahlen) zusammen.

2. Fall: p >0.
Fiir p > 0 folgt aus (1) nacheinander:

$3—3z°+7—%<0

9 5 19
2§ — 3z, +T<?_T

3)\2 5 19
(so=3) <37
Da z,— $ entweder nichtnegativ oder negativ ist, ist eine weitere Fall-
unterscheidung durchzufiihren.

a) Ist z, — § = 0, dann ist

b) Ist z,— § < 0, dann ist

3 5 19
R N ik a

Da eine Wurzel nur fiir nichtnegative Radikanden erklért ist, gilt
5 1

9
-7 =20

Daraus folgt fiir p
20

P=1g-
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Furp=-22 ist zo=%-
Damit erhalt man im 2. Fall

3 5 19 3 5 19
L42=(7—‘/7——T, 7+ F_T)’

PE(Q%

3. Fall: p < 0.
Fiir p < 0 folgt aus (1) nacheinander

wobei

x3—3zo+7_i>o

2§ — 3z + > 19

( ‘) 3 1_9.
A
Da p <0, ist auch 3 < 0, mithin wire beim Radizieren die Diskrimi-

nante D = L - < 0 und die Wurzel nicht erklért. Also ist die Aufgabe

fiir p < 0 nicht Iosbar
Die Menge der moglichen Lésungen der vorgegebenen Unglelchung ist
demnach fiir den Fall p= 0

Ly=P,

Ei)
’ 19

3 5 19 3 5 19
Ln=<7—1/7—7’ 7+VF_T)'

5.3.2. Man bestimme die Losungsmenge folgender Ungleichung:
|t — pz| < p + . (p beliebige reelle Zahl.)

fiir den Fall p € (0

Lésung:
Nach Aufgabe 4.2.3. ist diese Ungleichung der Ungleichung
— (p+2) < 1— pz < p+ « quivalent.



5.3. Gemischte Aufgaben 77

Es ist also die Losungsmenge von folgendem Ungleichungssystem zu
bestimmen:

I. —p—z<1—p=z

I.p+z>1—p=.
Angenommen:

Jz(z€PY) und —-p—=z <1—pz und p+2z>1— pz):x,.
Formt man I. und II. um, so erhilt man®

I prog—2y <1+p

IL. pzog+ 29 >1—p

Die Losung erfolgt weiter analog der Aufgabe 5.1.3.
Man erhilt, dhnlich wie dort, nachstehende Fille:

Fir Ungleichung 1:
1. p=1 und damit L, = P.

2.p > 1 und damit L, = (

; it L,s
3. p <1 und damit L,g (p—i’ )
Fiir Ungleichung II:

1. p= —1 (dieser Fall ist auszuschlieBen).

2. p >—1 und damit L, = (i; ,+°°)
3.p<—1 und damitL45=(—°°» i;g)

Als Menge der méglichen Lésungen fiir das Ungleichungssystem erhélt man
dann:

Firp=14, Ly= Ly,.

Fir 4 <p<41, Ly=L,; N\ L.
Fiirp >4, Ly= Ly N\ Ly-

Firp < —1, Ly= Lyg N\ Ly

Fiir p= —1 ist die Aufgabe nicht losbar.
1) Nach Seite 15. '



6.  Goniometrische Ungleichungen

6.1. Beweise fiir goniometrische Ungleichungen

6.1.1. Es ist zu beweisen, daB stets sin x + cos 2 == 1,5 ist!
1. Losung:

Angenommen, es sei sin z + cos z = 1,5 fiir ein z € P. Dann folgt

-sinz 4 Y1 —sin’z = 1,5.

Durch Ordnen und beiderseitiges Quadrieren erhélt man

. 3 . 1,25
2y 2 el
sin? z 7 sinz + o 0

und daraus
P 3 1
sny=7 V— ECH

Da der Radikand negativ ist, ist die Wurzel nicht erklirt, die Aussage

sinz = % j:‘/— 1_16 ist also sinnlos. Demnach ist die Annahme falsch, und

es gilt sin z + cos z == 1,5 fiir alle 2 € P.

2. Losung:

Mit y; = sin z und y, = cos z ist auch f(z) = y = y; + y, stetig') und perio-
disch mit derselben Periodenléinge wie y, und y,. Wegen der Periodizitit
von y (Periodenlinge 277) kann die Untersuchung auf das Intervall <0, 27)
beschrinkt werden. In einem abgeschlossenen Intervall nehmen stetige
Funktionen ihr absolutes Maximum bzw. Minimum an, welches bei die-
ser Losung ermittelt werden soll. Diese absoluten Extrema kénnen auch
am Rand des Intervalls liegen, was allerdings in diesem Fall nicht unter-
sucht zu werden braucht. Aus y' = — sin z + cos z = 0 folgt cos z = sin

k] 7 '

und damit z, = A und z, = zm

1) ,,Enzyklopédie der Elementarmathematik‘‘, Band III, Analysis; Berlin 1958
Seite 179ff,
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Es gilt f"(2;) < 0, also liegt an der Stelle #; ein Maximum vor. Mithin gilt
fiir alle z € €0, 2%) f(z) = f(zy).

Wegen f(z,) = ]/§< 1,5 folgt damit fiir alle  €<0, 27) f(z) 1,5 und,
da y = y; + y, periodisch ist, letztlich fiir alle reellen z € (—oo, +o0).

Geometrische Veranschaulichung:

Setzt man sinz = y; und cosz=y,, so ist y = y; + y, der analytische
Ausdruck, durch den die Funktion dargestellt wird, deren Bild man durch
Superposition der grafischen Darstellungen der Funktionen y; und y,
erhilt. : .
Man erhilt folgende Bilder:

Y
7 YeC0SX  YymsinXy
H
] Y-Yit¥
Jz'- (73 X
v;“ Bild 14
3. Losung:

Es gilt
(I—sinz)?=0
und

(1—rcosz)>=0.

Da sin 2 und cos z nicht beide gleichzeitig gleich 1 sein konnen, ist wenigstens
einer der Summanden ungleich Null, folglich erhdlt man nach Addition
beider Ungleichungen

(1—sinz)?+ (1 —cosz)> >0
und daraus
1—2sinz+sin?x+ 1 — 2cosz + cos?z > 0.
Da sin? z + cos® z = 1, folgt weiter
3—2sinz—2cosz >0
2(sinz + cos z) < 3
~sinz 4+ cosz < §.
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4. Losung:

Annahme, es gelte sinz 4 cos z = 1,5 fiir ein z € P. 1)
Durch beiderseitiges Quadrieren folgt aus\(i)

sin? z + cos® z + 2 sin z cos x = 2,25. (2)
Da

sin®z + coslzr =1
und

2 sin « cos z = sin 2z,
folgt aus (2)

sin 2z = 1,25.

Das ist aber fiir jedes reelle z eine falsche Aussage, also ist die Annahme
falsch, und es gilt die Behauptung:

sinz + cosz +1,5.

6.1.2. Es ist zu beweisen, daB fiir jedes reelle z die Ungleichung
|sin z + cos z| < Y2 gilt!

Bewets: . §

(sin z + cos z)? = sin® z + 2 sin x cos z + cos® x. (1)
Da sin® z + cos? z = 1, folgt aus (1)

(sinz + cos z)? = 1 + 2sin z cos z. @
Wegen sin 2z = 2 sin z cos z, folgt aus (2)

(sinz + cos z)? =1 + sin 2. 3)

Da beide Seiten der Gleichung nichtnegativ sind, kann aus (3) die Wurzel
gezogen werden, und man erhilt

|sin z + cos z| = Y1 + sin 2z.
Nun ist aber sin 2z fiir jedes reelle 2 kleiner oder gleich 1, also gilt
|sinz + cosz| = Y1+ sin 2z < 2.

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn z = - + 2kr oder & = %ﬂ
+ 2k ist, wobei k eine beliebige ganze Zahl ist.
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6.1.3. Es ist zu zeigen, daB fiir beliebige, von Null verschiedene, reelle 2
gilt: [tan z| + |cot z| = 2!

Bewets :

Nach Aufgabe 2.1.2. gilt:

Ist das Produkt zweier positiver reeller Zahlen gleich 1, so ist die Summe
dieser Zahlen nicht kleiner als 2.
Da tan z cot z = 1, gilt

|tan z| + |cot z| = 2.

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn z = 11:— (2k 4 1) ist, wobei k
eine beliebige ganze Zahl ist.

6.1.4. Folgende Aussage ist zu beweisen:
Fiir alle reellen z und y aus (0, % gilt:
tan z cot y ist groBer oder gleich 1 genau dann, wenn
sin (z — y) = 0.
Vorhussetzung: sin(z—y)=0;2z€ (0, %) , Y E (0, ;) .
Behauptung: tan z coty = 1.

Beweis:

Aus
sin(z—y)=0
folgt
sinz cosy — cosz siny = 0

und daraus
sinz cos y = cos z sin y.
Dividiert man beide Seiten durch cos z sin y, dann folgt, da cos z siny > 0,

sinZ cos ¥
cosTsiny —

und folglich

tanz coty = 1.
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Umkehrung :
Aus
tanz coty =1
folgt
sinz cosy 1
cosTsiny —
und daraus

-

sinz cosy = cosz siny

sinz cosy—coszsiny =0
und letztlich

sin (z—y) = 0.

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn z =y = lZ- .

6.1.5. Es ist zu beweisen, daB fiir alle reellen = € (0, %> gilt:
tan? z 4 cos? z tan? z < 1 + sin? z tan® z.

Bewets:

Nach Voraussetzung ist sinz < 5 Daraus folgt nacheinander:

sinZ cosT < _Vz
cos T 2

Vz

tan z cos z §-2—

tan?z cos? 2 < %
tan?z2cos?z < 1
tan?z (1 + cos?z — sin? 7) < 1,
woraus dann sofort die Behauptung folgt.
L

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn & = -
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6..6. Es ist zu zeigen, daB fiir alle reellen & € <0, ’2E>
4
sinz + cosz = ﬁ‘w sinz Jcosz gilt!

Analyse:

Wegen 2 sin z cos z = sin 2z, folgt aus (1)

sinz + cos z = 4‘14 sin 2z
und daraus wegen z € <0, %>

(sinz + cos z)* = 4sin 2z
oder
[(sin z + cos z)?]2 = 4 sin 2z.
Wie in Aufgabe 6.1.2. unter anderem gezeigt wurde, gilt
(sin z + cos z)? = 1 + sin 2z,
" daher erhilt man aus (2) weiter
(1 + sin 2z)? = 4 sin 2z
und daraus

sin? 22 — 2 sin 2z + 1; 0,
mithin
' (sin 2z — 1) = 0.

83

@)

@

Die Ungleichung (3) ist fiir jedes reelle = eine wahre Aussage, sie kann daher

als Grundlage fiir den Beweis von (1) genommen werden.

Beweis:

Es gilt
(sin 2z — 1)* = 0.

Man erhilt daraus
sin? 2z — 2sin2z + 1= 0

und weiter
sin? 2z + 2sin 2z + 1 = 4 sin 22
(sin 2z + 1)2 = 4 sin 2.
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Da sin 2z + 1 = (sin z + cos x)? folgt weiter

[(sin z + cos )%]> = 4 sin 22
oder .
(sin z 4 cos z)* = 4 sin 2z. (4)

Nach Voraussetzung ist « € <O, ;>, daher kann aus beiden Seiten von (4)

die Wurzel gezogen werden:

. 4 0
sinz + cos z = /4 sin 2z.

Aus dieser letzten Ungleichung folgt dann sofort die Behauptung. Das

. . . ™
Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn 2 = 7=
e ‘t

6.1.7. Man beweise, daB fiir beliebige re.e]le T
sint z 4+ cost 2 = } gilt! (1)

Beweis:
Da sin® 2 + cos? z = 1 ist, folgt
(sin®?z 4 cos® z)2 = 1.

Daraus erhiilt man

(Zsin.'l;cos zp @

sinfz 4+ costzr=1—2sin?zrcoslz=1—
Wegen 2 sin z cos z = sin 2, folgt aus (2)

sin z + cosz =1 — } sin® 22,
Fiir jedes reelle z gilt sin® 2z < 1, daher folgt aus sin? 2z < 1 nach Multi-
plikation mit }

3sin®2z <}
oder .

—4sin®2x > -}
und nach Addition von 1

1 —}sin?2z > .
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Mithin gilt letztlich
sin‘z + cos'z =1 — } sin? 22 = §.

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn z = % + 2k ist, wobei k
eine beliebige ganze Zahl ist.

6.1.8. Es ist zu beweisen, daB fiir beliebige reelle z und y folgende Un-
gleichung gilt:

sin? z + siny = sinz siny + sinz +siny— 1 (1)
Analyse:
Aus (1) folgt nacheinander

sin®z — sinz siny + siny = sinz +siny — 1

sin?x — 2sinz siny + siny = sinz + siny — 1 —sinz siny

(sinz —siny)? = sinz + siny — 1 —sinzsiny.

' Untersu(-:ht man die rechte Seite der letzten Ungleichung fiir sich, so er-

hélt man aus sinz + siny — 1 —sinz siny:

sing — sinz siny + siny — 1= sinz (1 —siny) — (1 — siny)

= (1 — siny) (sinz — 1).

Da 1 — siny fiir alle reellen y stets nichtnegativ und sinz — 1 fiir alle
reellen 2 stets nichtpositiv ist, folgt,

(1 —siny) (sinz —1) < 0.
Da (sin z — sin y)? = O fiir alle reellen = und y ist, kann keim Beweis von
folgenden gesicherten Aussagen ausgegangen werden:

(sinz —siny)? =0
und

(1—siny) (sinz—1) < 0.
Beweis :

Man geht aus von

(sinz —siny)* =0
und

—(1- sin y) (sina:— 1) =0,
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Durch Addition beider Ungleichungen erhilt man:
(sinz — siny)? — (1 — siny) (sinz — 1) = 0,
und daraus folgt
sin® z — 2sin z siny + sin®y — sinz + 1 + sinz siny — siny = 0,
woraus sofort

sinz 4 sin*y = sinz siny + sinx + siny — 1
folgt.
Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn z = y = % + 2k ist, wo-
bei k eine beliebige ganze Zahl ist.

6.2. Bestimmung der Losungsmenge
6.2.4. Man bestimme alle reellen z, fiir die sinz + cosz = 1 gilt!

1. Lésung:

Da bei goniometrischen Ungleichungen die Variablen auch fiir Argumente
trigonometrischer Funktionen stehen und diese periodisch sind, gestattet
es deren Periodizitit, unsere Betrachtung zunéchst auf das entsprechende
Periodenintervall zu beschrinken.

Angenommen: J z (z € <0, 27) und sinz + cosz = 1): .

Aus :
sin zg + cos y = 1
folgt

sin zg 4 Vi_—ﬁTzo =1.

Durch Ordnen und beiderseitiges Quadrieren erhélt man
1 — sin® 2y = 1 — 2 sin z, + sin® z,

und daraus
sin g — sinzy < 0

oder
sin 7y (sinzy — 1) S 0,
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Zur weiteren Losung ist eine Fallunterscheidung notwendig:
1. Fall: sinzg = 0 und sinzy— 1 < 0.
2. Fall: sin 2y < 0 und sinz,—1 2 0.

Der 2. Fall ist auszuschlieBen, da sin 2, — 1 stets negativ oder Null fiir
jedes reelle z ist.

Zum 1. Fall: I Periodenintervall <0, 27) folgt aus
sinzg =0
0=z .

Fiir alle reellen z gilt stets sinz — 1 < 0, deshalb ist die Losungsmenge
enthalten in -

Ly, = <0, w).
Die Probe zeigt, da8 aber nur alle reellen = € <0, %> Losungen sind,
da fiir alle reellen z € <—72i, 7:> cosz = 0 ist. 1)

Bei der Bestimmung der allgemeinen Lésungsmenge muf die Periodizitit
beachtet werden. So sind nicht hur alle reellen z € <0, 12:~> Losung der

vorgegebenen Ungleichung, sondern auch alle reellen = € <211:, % 'rl:> und
weiterhin alle die Intervalle, die man erhilt, wenn man zu jedem reellen

z€ <0, 12'-> %k (k ganz) addiert.
Allgemein erhilt man:

L <2k'n:, >+ 2km >, (k beliebig ganze Zahl).
2. Losung:

Angenommen: 3 z (z € P und sinz + cosz = 1): z,.
Aus '
sinzg+ coszy =1

folgt

sin? 2, + 2 sin x, cos z, + cos® zp = 1
) 0 ) 0 =

'1) Siehe auch die graphische Darstellung der Aufgabe 6.1.4.
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und daraus

14 sin2zy =1,
mithin

sin 2z = 0.

Im Periodenintervall <0, 27) folgt aus sin 2z, = 0

0= 2=~
und daraus

0Szm=g
also

La={05>

und allgemein

L = <2k1|:, >+ 2k1:>, (k beliebig ganz).

6.2.2. Fiir welche reellen = gilt Y3sinz + cosz > 2 7? (1)

Losung:

Da die linke Seite von (1) groBer als + ﬁsein soll, sind nur reelle z Lésung,
die der Bedingung 0 < x < 7 geniigen, wobei also zunichst nur die Unter-
suchung im Intervall {0, %) durchgefiihrt wird.

Angenommen: J z (m € <0, 7w) und ]/gsin z+ cosz > ]/5) : @g.

Aus (1) folgt dann

sin z, + g €os £y > V% . )
. =

3 .
3 und tan @3- ein, also

Man fiihrt nun die reelle Zahl ¢ mit 0 < ¢ <
folgt aus (2)

sinzy + tan @ cos z, >V—§_ :
Nach Multiplikation mit cos ¢ folgt wegen cos ¢ > 0

sin zy cos ¢ + sin @ cos z, > V-g— cos @,
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1

Da tan g = , erhilt man fiir p= — und deshalb fiir

cosp = cos— 7 V—

also ist )
sin z, cos% + sin%cos Z >% V2.
Nach Anwendung des en'tsprechenden Additionstheorems folgt
/

sin (.1:0 + %) >% Vf

sin(mo+—g—)>%ﬁ

Aus

folgt wegen % J2 = sin %
T g 3
T<TM+tE<gT
und daraus
b 3 g
TE<H<ZTT—F
und letztlich

b1 7
T<%W<gT

89

Wegen der Periodizitit folgt daB die vorgegebene Ungleichung fiir alle

reellen z € ( + 2kn
ist.

’12

7+ Zkﬂ) gilt, wobei k eine beliebige ganze Zahl

6.2.3.® Man bestimme alle reellen z, fiir die folgende Ungleichung gilt:

cos x cos 3z = cos 5z cos Tz,



7.  Losungen und Losungshinweise

Im folgenden findet der Leser die Losungen der in den einzelnen Kapiteln
gestellten Ubungsaufgaben. Dabei ist die Mehrzahl ausfiihrlich geldst.
Bei Aufgaben, die sich in ihrer Problematik kaum von den in den einzelnen
Kapiteln behandelten unterscheiden, ist nur der Losungsweg skizziert und
die Losung angegeben.

Bei der Bestimmung der Lésungsmenge wird die Annahme, da8 eine Losung
existiert (siehe S. 15) nicht mehr gesondert formuliert. Um aber dem Leser
diese wichtige Annahme bewuBt zu machen, werden stets die Ungleich-
heitsaussagen mit der angenommenen Losung (%, yo oder z,) umgeformt.

Zu24.3. .
Voraussetzung: x > 0 beliebig reell.

Behauptung: z + %g 2.

Bewets:

Es gilt
@—17=0. 6]

Aus (1) folgt
22—2x+1=0

und daraus
2?+1=2
und nach Division durch z, da =z > 0,

z+%g1

Das Gleichheitszeichen gilt genav dann, wenn z = 1.

Zu 2.2.3.
Voraussetzung: 7y < 1, x = 1 mit z,, 3 bel. reell,
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Behauptung: z, + x5 = zze + 1.

Beweis:
Aus
<1
folgt
5n—1=0
oder )
. 1—2,=0. ) 1)
Aus
=1
folgt
z—12=0. (2)

Das Produkt zweier nichtnegativer Zahlen ist ebenfalls nichtnegativ, also
gilt:

l—2)(x—1)=0
und daraus

zo— 11—z + 2,20
oder )
T+ Ty = 2975 + 1.

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn 2, = 1 oder z, = 1 oder z,
=g=1.

Zu 2.2.5.

Voraussetzung: z,zy . . . 2y =1,

Ty, Ty Ty, - - +y Ty bel. positive reelle Zahlen.
Behauptung: 2+ 2o+ -+ 2, = n.

Bewets:
1. Die Ungleichung ist richtig fiir n = 3 (nach Aufgabe 2.2.4.) und wie man
leicht nachweisen kann auch fiir n= 2.

2. Die}Ungleichung gelte fiir eine beliebige natiirliche Zahl k > 3. Es ist
zu zeigen, daB sie dann auch fiir den Nachfolger k + 1 richtig ist,
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Dabei sind 2 Fille zu unterscheiden:

1. Es seien alle Faktoren gleich 1. Dann ist ihre Summe sicher gleich n.

2. Mindestens ein Faktor sei ungleich 1, dann gibt es sicher einen Faktor,
der kleiner und einen der gréfler als 1 ist.

0.B.d.A.seiz; <1 und z;,; >1, dann ist 3 - 2y " 2o ... 2= 1.
Setzt man zz;,; = y, so folgt

YTy g e mp=1
und es gilt
y+ o+ -tz = k.
Daz+ o+ o=yt o+ -+ o —y+ 31+ @, st gilt
y+ o+ oty —y+ontn a2kt ya—y+ta
Shk+1+2,—yt+z—1
Skttt — oz +a—1
Zk+ 1+ (@a—1) 1 —a).
Da z; < 1 und zp,; >4, ist (Tpq — 1) (L —21) > 0.
Es gilt also
i+ ety 2kl (g — D)@ —2) >k+1.
Das Gleichheitszeichen gilt also genau dann, wenn alle Faktoren gleich 1

sind.

Zu23.1.

Voraussetzung: a,, a, . . ., a, beliebige positive reelle Zahlen.

Behauptung:ﬂj'_a'wg”]/al “ag - e ag.

In der Aufgabenstellung (siehe Seite 25) wird gefordert, den Beweis fiir
nichtnegative reelle Zahlen zu fiihren. Wegen der anschlieBenden Division

durch ’i/al - ay- ++- - a, miissen die a; aber simtlich positiv sein. Es wiire also
die Untersuchung fiir den Fall, da§ mindestens eines der a; gleich Null ist,
gesondert zu fiihren. Das ist aber trivial, da dann der Radikand in der Be-
hauptung Null ist und damit die Behauptung erst recht gilt.
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Beweis a) :
Es sei
n
@ ay- o ay=g,
dann ist
Vﬁ.ﬁ.....&:i
g 8 g
mithin
e . T |
g 8 8

Nach Aufgabe 2.2.,5. gilt dann
e ST T, TN
8 t 8 e g ="
und daraus folgt

atag+ - rta,=n-g
oder
“1+';;+an >z

und letztlich
eee n
L‘F% > Yoy -0y

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn a; = a; = - = a,.

Beweis b) :
1. Die Behauptung gilt fiir n = ny= 2:

a,—-;-a,_ = Va0
Beweis:
Aus

(a1 —a)? 20
folgt .
af — 2ma, + a3 =0

a} + a§ = 2a,0,

93
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und daraus nach Addition von 2a;a,
a + éalag + a§ = 4aja,
und weiter
(a1 + ap)® = 4oy,
o+ ay = 2 Va0,

i’;ﬁg Vaiaq.

2. Die Behauptung gilt fiir beliebige natiirliche Zahlen n > ny.

Wir nehmen an, die Behauptung sei fiir » = m wahr und zeigen, dal dann
die Richtigkeit fiir die nachfolgende natiirliche Zahl m + 1 gilt.

Es wird zuerst folgender Hilfssatz bewiesen:

Ist die Behauptung fiir n = m giiltig, so gilt sie auch fiir n= 2m.

Beweis:

2m m
Val ceese anal+1 reee e Qo = V'Val. ese e a"a“+1 CRITRY: P

- =T/VEW..". Vazm_laﬁm'

Da die Behauptung fiir n = m giiltig sein soll, gilt
- — R
VVoren Yoron Vomnoyonm < Lot Vot ot Vo

folglich

2m a.a,
ar gy < L0 4 ot o Vomson |

Wie gezeigt, gilt die Behauptung fiir n = 2, daher ist eine weitere Ab-
schitzung wegen e) von Seite 13 maoglich:

. aten abon  y Gmeadom
Val""'a!mg

Daraus folgt:

m

m— g4 ..+a
V‘h“"'azmé#'
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Da die Richtigkeit der Ungleichung fiir n = 2 nachgewiesen wurde, kann
der Hilfssatz fiir m = 2 angewandt werden. Dann gilt die Behauptung auch
fiir n = 4. Weiterhin wird der Hilfssatz fiir m = 4 angewandt, also gilt
die Behauptung fiir n = 8 usw.

Es ist also zu zeigen, daB die Ungleichung allgemein fiir 27 gilt, wobei p
eine beliebige natiirliche Zahl = 1 ist.

1. Die Richtigkeit der Behauptung fiir p = 1 wurde gezeigt:

a,+ Z}IIT

2. Die Ungleichung sei richtig fiir ein beliebiges p = k. Durch die Anwendung
des Hilfssatzes folgt dann sofort

n=2k.2=2+1,
Damit gilt die Ungleichung fiir alle Zahlen der Folge
2,22,28,...,2°,

Es gilt nur noch zu zeigen, daB die Ungleichung auch fiir alle natiirlichen
Zahlen gilt, die nicht in dieser Folge vorkommen. Um das zu zeigen, wird
eine natiirliche Zahl k so bestimmt, da n < 2* = r gilt. (Diese Unglei-
chung gilt sicher fiir k= n).

' ,Var - "V(ala,.... .a,)
o —

-V(“x “n) 5

r

r—n
Gyeeee .a”(a1 seene a.) n

Da fiir r = 2¢ die Ungleichung gilt, erhélt man folgende Abschitzung:

r

Va1 .. )'.. G+ ay+ -+ 8a+ (r—n) Yz, gy

.o a-(a1 . -
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Also gilt
n
n— —n)Va - -
Val"“'ané a + +‘ln+(: n) ya, %n

und daraus folgt

n n
r |/a1...-.a"§al+...+a"+ (r_n) l/al.....an
n.]/al ey =a 4 +a,

Vara, g 2t o,
Zu 2.3.3.

Voraussetzung: a, b beliebige positive reelle Zahlen,
n, m beliebige nichtnegative ganze reelle Zahlen, m < n.

Behauptung: n™(a™" ™) < [am + b(n — m)]".
Analyse:

n”Va"'b""" = am 4 b(n — m)
"] = am + b(n — m)
i e

n Summanden

’i/m<a+a+ -ta+b4 - +b
_,_/_,_ n
n—m
Fnktoren Faktoren

insgesamt n Faktoren

Beweis :

Nach Aufgabe 2.3.1. gilt: Das geometrische Mittel beliebiger nichtnegativer
reeller Zahlen ist kleiner oder hochstens gleich dem arithmetischen Mittel
aus diesen Zahleny

Also gilt:

= am + b(n — m)
Ya™ b g—n—
n”|/a"'b""' < am + b(n — m)



7. Losungen und Losungshinweise
und weiter
r*am" ™) < [am + b (n — m)]".

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn a = b ist.

Zu 2.4.1.

Voraussetzung: z, y > 0 beliebige reelle Zahlen.
Behauptung:

(o2 w22 )

Beweis :
Formt man zuniichst jede Seite fiir sich um, so erhilt man
2+ 1)“ (‘!J’+1 4 2{($+y)2+4r
( z + Y ) = 2(z+y)

und daraus

A2 4, P21 (a4 + 8@+ YR+ 16
il + yz = 2(I+y)2 ®

97

Durch Analyse dieser Ungleichung findet man die zum Beweis notwendige

wahre Aussage:

2ty (a8 — )+ 2 (8 — ) + oy (0 — 9 Z0.

Durch Umkehrung der bei der Analyse angewandten SchluBkette folgt

dann daraus

(4220 O+ P+ W D2 @+ o)+ Bt y) 416

ay? 2 (z + y)?
und weiter

RS RS ONES  ES N (e )
&z ¥ = 2@+yr¢
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Durch weitere Umformung erhilt man

o o) =

und nach Erweiterung mit 2 letztlich

R LR

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn z = y ist.

Zu 2.4.3.

Behauptung: Yz + y} + Yo} + 43 = V(@1 + 222 + (1 + v2)®.
Beweis :

Es gilt
(@1Y2 — zepn)* = 0.

Daraus folgt
233 + 28yl = 229190
und nach Addition von z32§ + y3y8
o oiof + 28 + yisd + yivd = 2928 + 22791y + yiYE
(@ + 91) (2F + 98) = (2122 + yuya)™

Da beide Seiten der Ungleichung nichtnegativ sind, kann die Wurzel
gezogen werden, und man erhilt:

Vai + v V23 + v§ = |12 + yawel

und daraus

2V + f Yok + 48 = 2(2y20 + y19s)Y)

1) Der triviale Fall 2,2, + y,y; < 0 braucht nicht untersucht zu werden.
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und nach Addition von 2§ + y§ + 2% + v}
af + i+ 2Val + 9 Vob + v8 + of + o
C 2 af + yt + 2(z17s + niye) + 28 + 98,
woraus folgt ‘
(Vo + 48 + Va8 + 49 = (21 + 222 + (01 + wa)?.

Beide Seiten der Ungleichung sind nichtnegativ, daher kann die Wurzel
gezogen werden und man erhilt letztlich

Vol + 91 + Vo + 48 = V(os + 2 + (h + w2

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn z; : z, = y, : y,.

Zu 2.4.6.

Die fiir den Beweis der Aufgabe 2.4.5. notwendige Ungleichung‘

1 1 1 1
Fre T RFs TR F L RF 1

erhiilt man durch folgende Analyse:

1 1 1 1
P R Ty )y Rkl ey S LN |
1 1 1 1
“g=mgrrtetmIrT R T TR DL
1 1 1 1
TP =%y i  %%k42 3k+3 Bk+4

1 1 1 1
=Gt T W3 T WL FxL’

Es ist weiterhin zu untersuchen, ob fiir alle positiven reellen Zahlen k gilt:
z > 0; denn nur dann gilt ’

1 1 1 1
t=mrztmys Tty wxr>0
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und damit

1 1 1 1
w2 v s T s "L

Es gilt .
6k + 6 6k + 6
O 18k 78~ O F 18k ¥ 0

fiir alle reellen & > 0.
Aus dieser Ungleichung folgt dann:

1 1 1 1
Ty T rs o3 T %F3

und daraus nach Addition von

1
3%+ 3

1 1

1

Zn 2.4.9.
Aus

Valzyn

n!Z}/n_"

folgt

und daraus

(nlp = .

1 1
izt s T s~ %51’

®
@

@)

Da die Schritte in der SchluBkette umkehrbar, sind die Ungleichungen (1)
und (3) dquivalent. Es gilt also zu beweisen, daB (3) gilt, damit gilt dann

auch (1).

1. Die Ungleichung (n!)? = n* gilt fiir ein spezielles n = ny= 2:

@lp=2?
4=4.
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2. Die Ungleichung (3) sei fiir n = k richtig, das heiBt es gelte
(k12 = K~

Es ist zu zeigen, daB sie dann auch fiir den Nachfolger von k, fiir k + 4, richtig
ist, also aus :

(k1= K

e+ ) = (k+ 1)
folgt.

Beweis :

(k") = k* ist #aquivalent der Ungleichung (1:2:..--k? = k- k (4)
und [(k+ 1)1]2 = (k + 1)** ist dquivalent

-2 ek (e O = (e+ ) (k+ 1). )

Multipliziert man (4) mit folgender Ungleichung
Kk + 12 = (k+ 1)k (k+ 1), . (6)
so folgt (5).

Es gilt also zu zeigen, daB (6) fiir jede natiirliche Zahl richtig ist, dann kann
aus (4) mit Hilfe von (6) die Ungleichung (5) gefolgert werden.

Hilfssatz: Fiir jede natiirliche Zahl n = 1 gilt

nfn+ 12 = (n+ 1) (n 4+ 1). (7)
Beweis:
Aus (7) folgt durch dquivalente Umformungen nacheinander

nt+1) = (p+ 1"

o (41
mep il B

n+1g(n+1)ﬂ

n

n+1g(1+%)
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Nun ist aber lim (1 + ni)' = e, wihrend n 4+ 1 fiir n — oo iiber alle Grens
n—+ oo

zen wichst, also gilt

n+1_2_(1+%)

wobei das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn n = 1 ist.
Damit ist gezeigt, daB die Ungleichung (6) fiir jede beliebige natiirliche
Zahl n = 1 gilt. Multipliziert man (4) mit (6), so gilt:
(20 “RP-RE-(k+ 12 = Kok + 1) (k+ 1)
[1-2- ek + DR = (ke + )40
[(+ 1) = (k+ 1)+,
Damit sind die Bedingungen 1. und 2. erfiillt, folglich ist die Giiltigkeit von

(1) wegen Aquivalenz mit (3) fiir jede natiirliche Zahl n = 2 bewiesen.
Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn n = 2 ist.

Zn 2.4.10.
Voraussetzung : z, y beliebige natiirliche Zahlen mit z > y. -
) 2 2z
Behauptung: (5" < (57 .
ehauptung: (| < (5,

S::Zan in (6) () +-+ () (6)= ("7

a= b=z und n= 2y, dann erhilt man

(a0) = 6) o)+ (s Z o)+ + () )+ + (3) 6)

2 (;) (Zyx— .1/) - (;)2

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann; wenn y = 0 ist,
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Zu 2.4.11.

a) Die Unglelchung > Z 7 + 1 kann wie folgt umgeformt werden:

n+2

St tpmetyr @)

n+1

1. Die Ungleichung gilt fiir ein spezielles n = no= 2.
1 1
2>1+ 5 + T
g
2>

2. Die Ungleichung sei fiir eine natiirliche Zahl n = k > n, richtig, es gelte

also
k + 2
A sttt

Es ist zu zeigen, daB (1) dann auch fiir den Nachfolger von k gilt, da8 also
folgt:
k + 3 '
>1+ e 4o +k_|_1+k_|_2

Da % = +—~ fiir jede natiirliche Zahl k gilt, und da Ungleichungen
gliedweise addiert werden konnen, folgt aus (1):

k+2
T +k+i+,€+2

k+3 i
>i+5 . +k+1+k+2

Damit gilt fiir jede natiirliche Zahl n > 2 die vorgegebene Ungleichung

b) Setzt man in

(L+a)(l+a)- (L+a) >l+a+ - +a, . @

fiir a; = Wii" (=1, -, n), so folgt
1

(1+%)(1+§)"'(1 n+1)>1+ et et +1
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und daraus

345  ntl ni2
273 T n+1>2 :c+1’

letztlich also

"+2>2

a:+1

Die Ungleichung (2) beweist man sofort durch Ausmultiplizieren der linken
Seite:
A+ ay+ 4 ap+ a1ag + - + ay_sap + -+ a - a

>l+a+ag+ - +a,.

Zu 34.2.

fxr—1+62>4(x+2). 1)
Aus
B2 — 1+ 635 > 4 (m+ 2)

folét nacheinander
3wy — 1 + 24zy > 16 (zy + 2)
27zy — 1 > 162, + 32
x4 € (3, + o).

Probe: zy= p 4+ 3 mit p > 0 in (1) eingesetzt und die beiden Seiten fiir sich
betrachtet, liefert

2o+ +6p+3)=2Lpr20=20rE0

und
4p+3+2)=(p+5)é=4p+20=
Vergleich:

27p + 80 16p + 80
T>_l|_.

16p 4+ 80
e tR.
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Zu 3.2.2.
I. 6—3z<5~—6z

43 z41
II. 3 < A

Lz >2x+ 1.

Der Grundbereich A umfaBt alle reellen Zahlen.
Aus I.  folgt z, < —4, also 7y € (—o0, —§)=T1.
Aus II. folgt yo < —5, also y, € (—o0, =5) = To.
Aus 11 folgt zy < —1, also zy € (—o0, —1) = T,
Man erhilt: .

Ly= (Ty N\ To) N\ Ty= (—o0, —3).
Zu 3.2.3.
L jz+}>42—1
IL.z+ 3 <4 (z+6).

9 -9
Aus 1. folgt < -, d.h.z € (—oo, + 72—) =T,
Aus II. folgt yo > —7, d.h. y4 € (=7, +00) = T,
9
L,=TyNTy= (—7, ﬁ)

Zun 3.2.4.

I. 2(z+5)>7x+3

II. 52~ 7 <3z + 10

IL.z—1>}(z+5).

Aus I. folgt 2y < & oder z € (—o0, §) = T.
Aus I1. folgt yo < 4, also y, € (—o0, 4) = T.
Aus III. folgt zy > 7, also z, € (7, + o0) = T,

105
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Daraus folgt fiir L,:
L= TN T) N\ Ts= g |
Man erhilt als Durchschnitt dieleere Menge, d. h., es gibt kein z € P, welches
alle 3 Ungleichungen gleichermaBen erfiillt.
Zu 3.2.5.
1. 45z 413 > 12z +1
I1. 10z + 6 > 4 (z — 3).
Aus 1. folgt zy > —4, also z, E (—4, +00) = T,.
Aus II. folgt y, > —3, also y, € (—3, +-00) = T,.
Li=T,N\NTy= (=3, +0).

Zu 3.2.6.

Li+lssas—}

ILf@—3<z—3.

Aus 1 folgt 7= 3, d.h. 7o € (3, +o0) = T,

Aus II folgt yo < 3, d.h. go € (=0, 3y = T,.
Ly=T,N\NTy= (3, +) N\ (=0, 3)
L= B

Der Durchschnitt enthélt nur ein Element und, wie die Probe zeigt, ge-
niigt dieses auch beiden Ungleichungen.

Zu 3.3.2.
1. Losung:

2zt + 10234 3522 + 50z + 24 = (z+ 1) ( + 2) (z + 3) (z + 4).
Es sind also alle reellen z zu bestimmen, fiir die

@+1) @+ 2) (@ +3) (@ + 4) < 0 gilt.
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Dabei sind 2 Fille zu unterscheiden:
1. Fall: (zy+ 1) (o +2) >0 2. Fall: (zo+ 1) (zo+2) <0
(mo + 3) (mo + 4) <0, (2o + 3) (wo + 4) > 0.

Es sei (2o + 1) (zo + 2) > 0, dann sind 2 weitere Fille zu unterscheiden:
la) 7+ 1 >0 1b) 2, +1 <0

zg+2>0, 2+ 2<0.
1a) Aus zy+ 1 > 0 folgt 2y > —1, d.h. z, € (—1, +00).

Aus x5+ 2 > 0 folgt 2y > —2, d.h. 2, € (—2, +o0).

Aus 1a) erhilt man T, = (—1, +o0).
1b) Aus z, + 1 < 0 folgt 2y < —1, d.h. 7y € (—o0, —1).

Aus 25 + 2 < 0 folgt 2y < —2, d.h. 2y € (—o0, —2).

Aus 1b) erhilt man Ty = (—oo, —2).

Fiir (zy + 3) (¥ + 4) < 0 sind ebenfalls 2 weitere Fille zu unterscheiden:
1c) 2g+3>0 1d) ,+3<0
2o+ 4 <0, zo+ 4> 0.
1c) Aus 2o+ 3 > 0 folgt 7y > —3, d.h. 2, € (—3,.40).
Aus z + 4 < 0 folgt 2y < —4, d.h. 4 € (—o0, —4).
Aus 1c) erhilt man T3 = &.
1d) Aus zy+ 3 < 0 folgt zy < —3, d.h. 2 € (—o0, —3).
Aus 3y + 4 > 0 folgt 2y > —4, d.h. 2y € (—4, +00).
Aus 1d) erhilt man T, = (—4, —3).
Fiir den 1. Fall erhalt man folglich:
Ly= (T To) N\ (T3 \J Tg) = (=4 —3).
Analog erhilt man nach der Untersuchung des 2. Falls:
L= (—2,—1).
Und letztlich
Ly=Lg\/ Lig= (=4, —3) \J (=2, —1).
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2. Lésung:

Setzt man y=(z + 1) (z + 2) (z + 3) (z + 4), so erhélt man folgendes
Bild: g

Bild 15

Es seiy = (z + 1) (z + 2) (z + 3) (z + 4) der analytische Ausdruck, durch
den die Funktion f dargestellt wird. Dann ist f eine ganzrationale Funktion
4. Grades und deshalb iiberall stetig. Daher ergibt die graphische Dar-
stellung dieser Funktion notwendig den skizzierten Kurvenverlauf, und
es gilt y < O fiir alle z € (—4, —3) und alle z € (—2, —1).

Zu 3.4.2.
Bestimmung der Lésungsmenge folgender Ungleichung:
z+43
o+ Yo—Yat2
Lésung:

a) Da eine Wurzel nur fiir nichtnegative Radikanden erklirt ist, kénnen
nur solche reellen = Elemente der Losungsmenge sein, die folgendem Un-
gleichungssystem geniigen:

>1

L. 24220

Mz—Yz+2=0.

Aus 1. folgt 2y = —2, also zy € (—2, +00)=T. 1)
Aus II. folgt z, = Yz, + 2. )

Da die rechte Seite von (2) nichtnegativ ist, muB z, ebenfalls nichtnegativ
sein. Es gilt also

2y = 0.
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Fiir 2= 0 folgt aus (2) aber 0 = ﬁ, also mufl z, > 0 sein, d.h.
2y € (0, +00) = T,. 3)

Unter dieser Voraussetzung kénnen beide Seiten von (2) quadriert werden,
und man erhalt

o} = 2o+ 2 ' @
und daraus
(@o—4P =1 (5)

Da beide Seiten von (5) nichtnegativ sind, kann aus beiden Seiten die Wur-
zel gezogen -werden. Dabei sind zwei Fille zu unterscheiden:

1, Fall:
zo—§20
ergibt
Zg = %

und damit
2o € (4, +0) = T;.
z,— 320

folgt aus (5)
z—3=4%

und daraus

Eog 2v

‘Fiir

d.h.
g € (2 +00) = T,.
2. Fall:
zg— 3 <0
fithrt zu
Zo < é,
und aus (5) folgt unter dieser Voraussetzung
zp = —1.
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Das fiihrt aber mit (3) zum Wlderspruch also scheidet der 2. Fall aus.
Man erhilt somit:

T=[(Ty N\ To) \ T3] N\ Ty =<2, +00).

Analog wie bei Aufgabe 3.4.3. brauchen die Nullstellen des Nenners nicht
bestimmt zu werden.

b) Bestimmung der Losungsmenge:
Man erhilt dann aus

—atl ©

Ty + Vo — ’o+

Ty + 3> 2+ 29— V2o + 2
und daraus

3>]/zo—|/zo+2.

Da beide Seiten positiv sind, kann quadriert werden, ohne daB sich das
Ungleichheitszeichen &ndert:

9> zy — ]/zo +2
}/x0+2>zo—9. ; @)
Zur weiteren Losung von (7) ist eine Fallunterscheidung notwendig.

1. Fall: Aus (7) folge nach dem Quadrieren

Ty + 2 > (g — 9). (8a)
2. Fall: Aus (7) folge
2o+ 2 < (zg — 9)2. (8b)

3. Fall: Aus Yz, + 2 > x5 — 9 folge nach Quadrieren
zo+ 2= (zo— 9,
dann ist

.1:0———:]: }/_ 8¢)
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1. Fali:

Aus
Zg+ 2 > (zo— 9)?

folgt nacheinander )
o+ 2 > 2§ — 18z, + 81
x5 — 1929+ 79 < 0

(w—2) <% ®

19 . . ‘ . . I .
Da z, — = entweder nichtnegativ oder negativ sein kann, ist eine weitere

Fallunterscheidung notwendig.

a)

-’”o—iTgZO,
dann gilt

%2%9—

a0 € + o) (10)
Fiir

10—1—2920

folgt aus (9) nacheinander

19 _ 3V5
To— 3 <73

19+ 315
2o < —"—-;

und daraus wegen (10)

zoE/ 19 194-23]/3).

\+ 5 (11)
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b) Es sei
Ty — %9—< 0,
dann ist
-"’o<—1§9‘v
also
a€(— 0. ) (12)

Fiir 25 — % < 0 folgt aus (9) nacheinander
19 _ 315
sty <7y

19 3)5

W>3 "7y
und damit wegen (12)

zy € (1_9%% , ‘%) . 4 (13)

Ungleichung (8a) und damit auch () wird von allen z erfiillt, die Elemente
der Vereinigungsmenge

LA,=(£;2%, 1_29)V<_19_’ 19 +23V5—)

sind, da alle Elemente von L ,; auch Elemente von T sind und alle vorge-
nommenen Umformungen umkehrbar waren. Es bleibt noch zu unter-
suchen, ob sich im 2.und 3. Fall weitere Elemente ergeben, die (6) er-
fiillen. ) :

2. Fall: Aus (7) folgt
@+ 2 < (@ — 9
und daraus folgt dann

(e 7 ) >2 )
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Auch hier ist wieder eine Fallunterscheidung notwendig.

a) x°—1—29>0
dann ist

. /19
Ty € <T s + 00) )
Aus (14) folgt dann

1943
0>_“___VL.

Damit wire aber 2, — 9 positiv, und aus (7) wiirde 8a statt 8b folgen. Das
ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung des 2. Falls, da dann beim
Quadrieren das Unglelchheltszelchen nicht durch das entgegengesetzte er-
setzt zu werden braucht.

Also scheidet dieser Fall aus.

19
b) Ty ——- L0,
dann ist
19
Ty

Aus (14) folgt unter dieser Annahme

&y & 19 —231/5

und damit fiir den 2. Fall
19 — 35
(oo, 85305,

Wegen T =(2, + oo) erhilt man

L“=<2,k23_v5_).
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- 19 |, 3)5 N -
Da fiir den 3. Fall zy= - ebenfalls zur Lésungsmenge gehoren,
erhélt man letztlich:

L4=<2, 19—23]/5_>V(19 —23]/5_ , 19+23V5‘>
___<2, 19+23]/€>'

Zu 3.4.4.
Jz—243 _ _, 1
3 < 1)

a) Die Losungsmenge kann nur reelle z, die den Ungleichungen
. z2—2=20
II. 2—3=0
HL1—}Yo—3540

geniigen, zu Elementen haben.

Aus 1. folgt 2y = 2, also z € (2, +0).

Aus IL. folgt 2y = 3, also zy-€ (3, +-0).

Aus III. folgt z4 == 4.

Man erhilt somit zunichst als Teilmenge 7 :
Ty =143, 4) \J (4 +o0).

b) Bestimmung der Lésungsmenge:

Da der Zihler von (1) fiir jedes z € T positiv ist, muB der Nenner von (1)
kleiner als Null sein, da die linke Seite von (1) kleiner als —2 sein soll. Es
gilt also: i

Yoe—2+3>0 @)

und
1— Yz —3<0. "
Aus (*) folgt wegen a): z, € T}.
Aus (**) folgt 2, > 4, also zy € (4, +00).
Aus (*) und (**) folgt: T = (4, +o0). (2)
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Da 1 — Jz, — 3 < 0 ist, erhalt man aus (1)
10 Yz — 2 > 3z, — 35.

1.Fall: Aus (3) folge nach dem Quadrieren
100(zo — 2) > 92§ — 210z, + 1225.

Dann erhilt man daraus

155\2 _ 14200
(’o - ‘9—) T @)
Ist o — —5— 2 0, dann ist 7y = 1T , und aus (4) folgt

155 440 )7 155 15544017
2o LIV sigy ¢ (B8, L5V,
Ist xo——ig—ﬁ < 0, dann ist zy < —1—32 , und aus (4) erhilt man

155 — 40 )7 155 — 40 155
'-’”o<_‘—9_v—_’ also zoe(—g_v—,_i___)

Aus dem ersten Fall folgt somit als Menge der méglichen Losungen

L /155 155+1.0]/7) (155—401/7 155)
Al_\—_ 9 V 9 y‘T

_(155—401/7“ 155+401/7_>
= 9 ’ 9

2. Fall: Aus (3) folge
100(zo — 2) < 92§ — 240z, 4 1225,
woraus man

155 \2 11200
(9’0 ——) >

9 81
erhilt.

Fiir z, —%; 0 folgt aus (5) z, >w-
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Das ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung des 2. Falls, da fiir alle
z9 > Lt +940 VT aus (3)
100(zy — 2) > 92§ — 240z, + 1225
olgen wiirde.

Fiir 2 — 23> < 0 ist 1< -2, und aus (5) folgt

155 — 40 |7
iyt =BT,

Also erhilt man im 2. Fall:

3. Fall: Aus (3) folge nach dem Quadrieren
100(zy — 2) = 92§ — 210z, + 1225.
Dann erhilt man:

155 4077
so= 2 £ 41T,

also

L [155+4ov7 155 — 407
M= 9 ’ 9 |’

SchlieBlich folgt fiir L,:
155 + 40 |7
Li= L\ L) U Ls = (4, 222V,

Zu 3.4.6.

Das Ergebnis der Auflésung zu Aufgabe 3.4.5. 1aBt sich durch folgende All-
aussage beschreiben:

= % geniigen, gilt

Fiir alle reellen z, die der Ungleichung = a:_ 1

ze(, 2>V (-1,1-y2>.
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Wie gezeigt wird, ergibt die Probe, da alle reellen
(LY (-L1-Y2

z_ 1 = % sind.
Wir kénnen die Probe also fiihren, indem wir die Allaussage ,,Fiir alle

reellen ,
z€(LY2>V (-1, 1—y2>

z 1«
2 —1 =72

.
auch Loésung von —;
z

gilt,

beweisen.

Analyse:
Aus
T 1
—1=72

v

folgt durch Partialbruchzerlegung
1
z z oS 2

F_1- @-DE+) z+xit3s

g

09|

Durch Multiplikation mit 2 erhilt man

1
z+1+z—1 1.

€(1, 2>V (-1,1— Vf) ist dquivalent mit
1<2<Y2 oder —1<z<1—}3.

1. Fall: Aus 1<z§}/§

folgt
2<s+1<1+Y2
und :

0<z—1=-1+}2,
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Offensichtlich sind (z + 1) (1 + }2) und (z — 1) (—1 + }2) positiv.
Betrachtet man nur

z+1=1+72,

s ehialt man nach Division durch (z + 1) (1 +¥2)
1 1
— = . 1
1412~ =+1 @

Analog erhilt man aus

T—1<—1+)2
-1 1

— == @
_..1_|_V2 1 Y

Wegen (1) und (2) folgt also }
1 1 2]2
= =2Y2
z+1+z—1gi+]/2+'|/2_1 2—1 V >1.

2. Fall: Aus 1<z <1—)2
folgt .
0<z+1<2-V2

2<Lzr—-1< 2.

Das Produkt (z+ 1) (2— J/2) ist offensichtlich positiv. Das Produkt
(z—1) (= y2) ist ebenfalls positiv, da beide Faktoren negativ sind.
Analog zum 1. Fall erhalten wir
1 1
=— 3
2 _VE =z41 ®3)

und

und
1 1
=T =ik )
Wegen (3) und (4) folgt
1 1 1 1 2—2)2

Trite 125 Z T oE T
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Bewels:
Wegen B
€LYV (1,1-72>
gilt
T <=2
oder
—1<s<1—792.

1 Fall: Aus 1 <z <12
folgt (wie in der Analyse gezeigt)

1 1
FER R @
und
1 1
Boi=aFl @

Wendet man die bei der Analyse angewandte SchluBkette riickwérts an,

S°f°18t1<,2ﬁ_ 212 _ 212 R SR
T (R0 (2-) 1417 -1+ 12

1 1 %
<zFitz—a~F-1

x

Also gilt fiir alle reellen z € (1, 2 die Ungleichung ')i <z

=
2. Fall: Aus —1 <z <1—}2
folgt
1 1
- 3
und
1 1
it e, 4

Wegen (3) und (4) folgt
_2-212_ —12+2-12 4 4t
T2 e-12)(-VD) -1 —)2
1 1 2z
§z+i+z—i=x‘—1'
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Also gilt fiir alle z € (—1, 1 — J/2 die Ungleichung % < o~ - Damit

gilt auch fir alle reellen z € (1, 2> \/ (—1,1— 2 die Ungleichung
1

x

127
Zu 3.4.7.
Bestimmung der Losungsmenge von Y3 —z — Jz+1 > }. 1)

Zur Losungsmenge konnen nur alle reellen z, die folgenden Ungleichungen
geniigen, gehoren

I.3—2=0
ILz+1=0.
Aus I. folgt 2, < 3.
Aus II. folgt zo = —1.
Man erhilt somit:
T= (=00, 3Y N\ {(—1, +00) = ¢(—1, 3.
Aus (1) folgt
V38— >+ Yo+ 1
und daraus nacheinander
3—azy >t + Yoo+ 1+z+1
3— 22y > Yz, + L. @
Da Yz, + 1= 0 ist, muB § — 2z, > 0 sein, woraus z, < } folgt, also
z € <—1, §). @)
Aus (2) folgt dann (zp — 1)2 > 3
und dgraus

a) x>8+]/31
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Widerspruch zu (3), und
8— )31
b) Zo< 15

8

Als vMenge der moglichen Lésungen erhilt man folglich:

(1,5
LA—\—‘iy—S— .
Zu 4.1.2.
y=|z—|p—1||.

Gesucht 'ist das Bild der Funktion.

Losung:

Firz=1listy=|z— |z —1||=|z— (@—1)|=1.
Firz<1listy=|zs— [z —1]|= |2z —1].

Fiir 22 — 1 = 0 erhélt man z > §.

Fiir 2z — 1 < 0 erhélt man z < }.

Zusammenfassend erhilt man:

Aus (1):y=1 mit dem Definitionsbereich 1 < z < o

und dem Wertevorrat y = 1.

Aus (3) und (2): y=22—1 mit dem Definitionsbereich } <z <1

und dem Wertevorrat 0 < y < 1.

121

—
(™

—_~ e~
oW

Aus (4) und (2): y = —2z + 1 mit dem Definitionsbereich —oc0 < z < }

und dem Wertevorrat 0 < y < + oo.
Man erhilt folgendes Bild:

N W &

Bild 16
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Zu 4.1.4.

y=1ll—2.

1. Lésung:

Wegen | |z| —2| = 0ist y = 0. -
Firz >0 ist y=||a| — 2| = |z — 2|.
Ist 2 — 2= 0, dann ist z = 2.
Istz—2<0,s0istz <2,
Fir z =0 ist y = 2.

Firz <Oisty=||z| — 2|= |-z —2|.
Ist —=z—22=0, so ist z < —2.

Ist —z— 2 <0, so ist z > —2.

Zusammenfassend erhilt man:

Aus (1):y=2—2 mit dem Definitionsbereich 2 < z < + o
und dem Wertevorrat 0 < y < + oo,

y=—z+2 mit dem Definitionsbereich 0 < z < 2
und dem Wertevorrat 0 < y < 2.
Aus (2):y= —z—2  mit dem Definitionsbereich — co < z < —2
. und dem Wertevorrat 0 < y < + oo,

y=z+ 2 mit dem Definitionsbereich —2 < 2z < 0
und dem Wertevorrat 0 < y < 2.

Man erhilt folgendes Bild:

y
3

2,

1

-4 -3 -2--1 l7 2 3 4 x
-1

Bild 17

@)

@
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2. Losung:

Stellt man die Funktion graphisch .dar, die durch den analytischen Aus-
druck y= |z| —2 gegeben ist, so erhilt man die gestrichelt dargestellte
Kurve.

Da wegen | |z| —2| = 0 auch y = 0 ist, wird die ,Spitze* in den 1. und
2. Quadranten hochgeklappt, und man erhilt die voll ausgezogen dar-
gestellte Kurve.

y
3t
2
1
. y - Bild 18
—4 =3 —Z\\~1 7//2 3 4 X
N -7 7/
\ 4
NJ| 7"
=2

Zu 4.2.3.
Behauptung: Alle reellen = € (—a, +a) erfiillen die Ungleichung |z| < a.
Bewets :
z=—a+ p mit 0 < p < 2a in |z| eingesetzt, ergibt:
I—a+pl,
und fiir —a + p < 0 folgt aus
|—a+ p|=—(-a+p)=a—p.
Der Vergleich zeigt, dal gilt:
a—p<a.
Ist —a + p = 0, so folgt
|—a+p|=—-a+p.
Da p < 22 und p- > 0 ist, zeigt der Vergleich
p—a<a.
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Zu 424.

Bestimmung der Lésungsmenge von |z — 3| < 4.

1. Lésung:
1. Fall: Fiirzy — 3 < Oist |zg — 3| = — (zp — 3).
Mithin gilt

—zo+3< 4

oder
zq > —1.

Aus zy — 3 < 0 folgt andererseits z, < 3.
Also erhélt man

Ly=(—1,3).
2. Fall: Fir 2y — 3 = 0 ist |z, — 3| = 2, — 3.
Mithin gilt
2,—3< 4
oder
2y < 7.
Ferner folgt aus zp— 3 = 0
o= 3.

Folglich ist
Ly=4¢3,7).

Man erhilt L, als Vereinigungsmenge von L,; und Lo
Li=LyVLe=(-1,3)VE7)=(-417).

Probe: Setzt man —1 + p mit 0 < p < 8 in |z — 3| ein, so erhélt man
-t+p—3/=Ip—4l.

Fir p—4 <0 ist nach Definition |p— 4|=— (p—4)=4—p, also
kleiner als 4.
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Fiir p — 4 = 0 ist nach Definition |p — 4[ p— 4.
Da fiir p in n diesem Fall 4 < p < 8 gilt, ist p— 4 < 4
Danmnit ist gezeigt, daB alle reellen z € (— 1, 7) der Ungleichung le— 3| <4

geniigen.
2. Losung:

Nach Aufgabe 4.23. gilt die Ungleichung |z| < a fiir alle reellen
z € (—a

+a).
Es gllt also fir |z — 3] < &
-4 <r—-3<4
und nach Addition von 3

1<z <.
Zu 4.2.6.
. 5 x z
Bestimmur g der Lésungsmenge von lm ‘ >m y o —1.
Lésung:

Essel——_'_t—izo dannlst‘ +i~— 1,undesmuﬁtex+1>%+1

gelten. Das ist aber ein Wlderspruc’h also ist dieser Fall auszuschlleﬂen

,und es gilt —

Es se1

1 m+1>mn+i

<0, dannlst‘ = il a:.+ i

1. Fall: Fiir

zo+1>0
folgt

z9 > -1,
und aus

Ty Ty

T 1 > T+ 1
folgt

—Zy > T

.1:0<(),

oder
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Im ersten Fall ist Ly, der Durchschnitt von (—oo, 0) und (—1, +o0).

Ly = (=00, 0) N\ (=1, +o0) = (=1, 0).

2. Fall: Es sei 2y + 1 < 0, dann ist £y < —1, und aus

——T T
T+ 1 T+ 1

folgt

—xp < Zp
und daraus

zy > 0.

Bildet man den Durchschnitt von (—oo, —1) und (0, +o0), so ist dieser leer.

Die Menge der moglichen Losungen der Ungleichung l
ist also

Ly=Ly=(-10).

x T
x+1‘>z+1_

Die Probe moge der Leser fiir diese Behauptung selbst fiihren.

Geometrische Veranschaulichung: Setzt man y, = i Li ‘ und y, = —11— ,
so erhilt man folgende Bilder: g+ 2+
Y
4
Y1
Bild 19
-5 17 2 X

Wie man sieht, gilt im Intervall (—1, 0) offensichtlich y; > y,.
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Zu 4.2.9.

Bestimmung der Losungsmenge des Ungleichungssystems
L1—1—2 <2
ILiz+2>|z+1].

Losung:
Aus 1. folgt |1 — zo| > 1 — 2. 1)
1. Fall: 1 — zy= 0 ergibt 2, < 1, d.h. 2y € (—o0, 1> = T1.
Aus (1) folgt dann
1 —zy > 1 — 22, und daraus z, >0, also 2 € (0, +00) = Tj.
Man erhilt fiir diesen Fall:
. Tra=TiN Te= (0, 1).
2. Fall: Es sei 1 — 9 < 0, dann ist 2, > 1, also z, € (1, +o0) = Ts.
Aus (1) folgt dann, da |1 —z| = — (1 — =),
zg— 1 > 1 — 23y, dann ist 2 > §, also 2 € (§, +o0) = T,
Fiir diesen Fall folgt fiir &ie Ungleichung I.:
Tre.=Ta N\ Ty= (1, +0)
Aus II. folgt |z, — 1] < 3o+ 2. 2)
1. Fall: zy+ 1= 0 ergibt zp=—1, d.h.z, € (—1, +°°)‘= Ts. Aus (2)

folgt dann @y + 1 < },+ 2, also 2o € (—00, 2) = T. Fiir diesen Fall folgt
fiir Ungleichung II.:

Tra=Ts N\ Te=<{—1,2).
2. Fall: Es sei zy+ 1 <0, dann ist 2, < —1, also 2o € (—o0, —1) = Ty,
Fiir 2o 4 1 < 0 folgt aus (2) —zp — 1 < 2o + 2 und daraus

Tq > —2, also g € (—2, +o0)= Te.
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Man erhilt somit

Tire.=Ta N\ Ty=(—2,—1).
Als Menge der moglichen Losungen fiir I. erhélt man:

Lar. = T11. V Tra.= (0, 1) \J (1, +o0) = (0, +o0).
Analog folgt fir II. '

Lyr.=Tya V Tie. =<1, 2) V (-2, 1) = (-2, 2).
Letztlich folgt fiir das Ungleichungssystem: »

Ly= Ly N Lyr. = (0, +00) N\ (=2, 2)= (0, 2).

Geometrische Veranschaulichung:

Y

4 =2.
yeey V=3x+2

3 .

2

y=lx+1l
1
!

; Bild 20
% 3 2 -1 T NG ¢
/1
A
2
Zu 4.3.2. .
Behauptung: |z + y| = |z| — |y|. (=, y bel. reell)
Beweis: '
Es gilt

lz +yl + |yl = lo +y| + |-yl
Nach Aufgabe 4.3.1. gilt:
le+yl + =yl 2 |z +y —y| = Ia].
us
e+ 9yl + ly| = |2
olgt
= +yl = || — [yl
Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn die Vorzeichen von £ und
verschieden sind,
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Zu 5.1.3.
Bestimmung der Losungsmenge von
%— 2% L 7, wobei p eine beliebige reelle Zahl ist. 1)
Losung:
1. Fall: p=0.

Dieser Fall mufl ausgeschlossen werden, da % fiir p= 0 nicht erklért ist.,r/

2. Fall: p > 0.
Analog wie bei der Aufgabe 5.1.2. erhilt man fiir diesen Fall:

LA,=(0,%p +—§~}/6_1) (—oo, T p—fllﬁi).

3. Fall: p < 0.

Da z == 0, sind folgende Fille zu unterscheiden:

a) 2y > 0.

Fiir p < 0 und 2o > 0 ist pzy < 0, daher folgt aus (1)
— 3p* > Tpz,

und daraus
(IO 2P> >
‘“’o-y?l>%}/‘ﬁ-

Wegenp<0 lst-%p>0und da’auch z, >0, ist zp— % 0 > 0.
Fiir

8

ZTo — 7 p>0
erhilt man

$0>%(7+}/ﬁ)~

Ty= (5 7+ V61), +oo).
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b) 2y <0
Da p < 0 und z, v< 0, ist pzy > 0, und man erhilt aus (1)

7 \2 61
(zo—ap)<Tp"‘

7 e
To—o P l < % ]/61
und nach Fallunterscheidung:

7 —
o) 2o < 3P + % }/61

B) 30>%P—%}/€1-

Da nach Voraussetzung p < 0, ist — % }/6—1 > 0, also 2z, > 0, Widerspruch,
dieser Fall ist auszuschlieSen!

?) To = % p
Ty= ("'00' %P +,%Va> c

Ist p < 0, so erhilt man fiir Ungleichung (1)
Lg=T,\JT,.

Die Proben mdgen vom Leser selbst durchgefiihrt werden.

Zu 5.2.2.
Bestimmung der Lésungsmenge von
Lpxz—3) >z—3
IL2p+3)(z—1)>(p—1)(z+2),
wobei p eine beliebige reelle Zahl ist.
Aus I und II folgen
I zo(p—1) >3(p— 1)
II*. z(p+4) >4p+1,
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Bei der notwendigen Fallunterscheidung der einzelnen Ungleichungen er-
hilt man:

Fille: p . xy Bemerkungen

Ungleichung I

p—1=0 | p=1 Widerspruch,
alsop+1
p—1>0 | p>1 ze >3
B, +o) =Ly
(—00,8)= Ly
Ungleichung II
p+is=0 |p=—4 Widerspruch,
also p = —4
4p+1
PHE>0 | p>—4 |z >EE
dp+1 -
(T )= Lo
4p+1
p+4<0 [ p<L—4 m°>p+4
dp+1)\_
(oo P = L

Fir p € (—4, 1) ist L= Ly /\ Lyg= (%E_:'_:, 3)’.
Fiir p € (1, +o00) ist Ly = Ly N\ Lgg= (3, +o0).

Fiir p € (—o0, —4) ist Ly = Ly /\ Ly = (—o0, 3).

Zu 6.2.3.

Es sind alle reellen z zu bestimmen, fiir die

€08 7 cos 3z = cos 5z cos T gilt.
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Lésung:

Die Ungleichung kann zundchst auf das Periodenintervall <0,2%) be-
schrinkt werden.

Aus
€os Z, cos 3z, = cos 5z, cos Tz,
folgt
3 (cos 229 + cos 4z) = } (cos 2x + cos 122,)
cos 4z = cos 12z,
Setzt man 4z, = a, so folgt weiter
cos & — cos 3o = 0

und daraus nacheinander

2 sin +1asn =41 =0
sin 20 sin &« = 0
2sin® & cos o = 0
sinfacosa=0"
(1 —cos®a)cosa = 0.
Zur weiteren Losung ist eine Fallunterscheidung notwendig.

1. Fall: 1 — cos® & < 0 und
cosa = 0.

2. Fall: 1 — cos®? & = 0 und
cosx = 0.

Lésung des 1. Falls:

Aus

1—cos2ax0
folgt

eos? o =1
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und daraus
|cos o] = 1.

Das ist aber ein Widerspruch, da stets gilt |cos a| < 4, also ist dieser
Fall auszuschlieBen.

Losung des 2. Falls:

Aus

1 —cos?a=0
folgt

cos?a =<1
und daraus

|cosa| = 1.

Ist cos « < 0, dann Widerspruch, da nach Voraussetzung des 2. Falles
cos & = 0 gelten soll.

Fiir cos & = 0 folgt aus |cos 6| <1, cosx =1

Aus cos o < 1 folgt fiir & im Periodenintervall €0, 27)

0<a<2m. )
Aus cos o = 0 folgt fiir & im Periodenintervall 0, 27)
T 3
0§a§7 oder 77:§a§21:. (2)
Aus (1) und (2) folgt fiir z,
0§420§—§ oder ingh:og?ﬂr

2

und daraus

T 3 T
0§30§§ oder ==z <5

=0 UG B

L=k, 5+ 21:k>\i<%7:+ 2k, 5 + 2>
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