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VII. Die Stammfunktion (Das unbestimmte Integral)

I'd

§ 1.  Das unbestimmte Integral und die einfachsten Verfahren
zu seiner Berechnung

/

263. Der Begriff der Stammfunktion (und des unbestimmten Integrals). In vielen
Fragen von Wissenschaft und Technik hat man nicht zu einer gegebenen Funktion
die Ableitung zu bestimmen, sondern umgekehrt eine Funktion zu suchen, deren Ab-
leitung bekannt ist. In Nr. 91 betrachteten wir die bekannte Bewegungsgleichung
§ = s(t), d. h. das Gesetz der Anderung des Weges mit der Zeit, und gelangten durch
Differentiation zuniichst zu der Geschwindigkeit v = —%;— und dann zu der Be-

schleunigung a = —3—? Tatsdchlich ist aber oft das umgekehrte Problem zu lésen:

Gegeben sei die Beschleunigung a als Funktion von ¢, also @ = a(t); gesucht sind die

Geschwindigkeit v und der zuriickgelegte Weg s in Abhéngigkeit von der Zeit . Hier

ist es also notwendig, zu der Funktion a = a(t) diejenige Funktion v = v(¢) zu finden,"
fiir welche a die Ableitung ist, und dann bei Kenntnis von » diejenige Funktion s = s(¢)

zu bestimmen, deren Ableitung die Funktion » ist.

Wir geben nun die folgende

Definition. Eine Funktion F(x) heiBt in einem gegebenen Intervall Stammfunk-
tiont) der Funktion f(x) oder unbestimmtes Integral von f(x), wenn f(x) in dem ganzen
Intervall die Ableitung von F(z) ist oder, was das gleiche ist, wenn f(z) dz das lefe-
rential von F(x). darstellt:

F'(z) = f(x) oder dF(x) = f(x)dz.2)

Das Aufsuchen aller Stammfunktionen einer Funktion, die sogenannte Infegration,
ist eines der Probleme der Integralrechnung; wie wir sehen, ist dieses Problem die
Umkehrung des Grundproblems der Differentialrechnung.

Satz. Ist die Funktion F(x) in einem beliebigen (endlichen oder unendlichen, ab-
geschlossenen oder nicht abgeschlossenen) Intervall X eine Stammfunktion der Funktion
H(), so ist auch die Funktion F(x) - C, wobei C eine beliebige Konstante ist, eine Stamm-~
funktion. Umgekehrt Lift sich jede Funktzon, welche Stammfunktion von f(x) im Inter-
vall & ist, in dieser Form darstellen.

-

1) Oder primitive Funktion. — Anm. d. Red.
%) In diesem Fall sagt man auch, die Funktion F(z) sei eine Stammfunktion (oder ein un-

bestimmtes Integral) far den Differentialausdruck f(x) dz.
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Beweis. Die Tatsache, daB auler F(x) auch F(x) 4 C eine Stammfunktion von
‘f(x) ist, folgt sofort aus [F(x) 4 C) = F'(z) = f().
Es sei nun @(z) eine beliebige Stammiunktion von f(x), so daB im Intervall &
D' (2) = f(x)

gilt. Da die Funktionen F(z) und @(z) in dem betrachteten Intervall die gleiche Ab-
leitung besitzen, unterscheiden sie sich nur um eine additive Konstante (vgl. die Fol-
gerung aus Nr. 131); es ist also

P(z) = F(x) + C,
was zu beweisen war.

Auf Grund des Satzes geniigt es, zu einer gegebenen Funktion f(x) nur eine Stamm-
funktion F(z) zu bestimmen, um alle Stammfunktionen zu erhalten, da sie sich nur um
additive Konstanten voneinander unterscheiden. Also stellt der Ausdruck F(z) + C,
wobei O eine beliebige Konstante ist, die allgemeine Form einer Funktion dar, die die Ab-

leitung f(x) oder das Differential f(x)dx hat. Diesen Ausdruck nennen wir das unbe-
stimmie Integral von f(z) und bezeichnen es mit dem Symbol

[ ) de,
in welchem implizit schon eine beliebige Konstante enthalten ist. Die Funktion f(x)
beilt der Integrand.

Beispiel. Essei f(z) = 2?; dann ist, wie wir sofort sehen, das unbestimmte Inte-
gral dieser Funktion gleich

fxzdxm—?—{-az

Dies 148t sich leicht durch die umgekehrte Operation, die Differentiation, nachpriifen,

Wir weisen darauf hin, daB unter dem Integralzeichen [ das Differential der ge-
suchten Stammfunktion und nicht ihre Ableitung steht (in dem obigen Beispiel 2 dz
und nicht 22). Diese Schreibweise ist, wie wir in Nr. 294 sehen werden, historisch be-
griindet; auBerdem besitzt sie eine Reihe von Vorziigen, so daB es sehr zweckmé Big
ist, sie beizubehalten.

Aus der Definition des unbestimmten Integrals ergeben sich unmittelbar die fol-
genden Eigenschaften:

L d { f(z) dz = f(z) dx,

d. h., die Zeichen d und f heben sich gegenseitiq auf, wenn das erste vor dem zweiten
steht.

2. Da F(x) eine Stammifunktion von F'(z) ist, gilt
[ F'(z)dz = F(x) + C
oder in anderer Form
[ dF(2) = F(2) + .

Daraus ist ersichtlich, daB sich die Zeichen d und f , wenn sie vor F(x) stehen, auch
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dann aufheben, wenn d nach f steht; jedoch muf dann zu F(z) eine beliebige Konstante
addiert werden.

Kehren wir wieder zu dem Problem aus der Mechanik zuriick, das wir eingangs stell-
ten, so konnen wir jetzt

v —--—fa(t) d¢ und s ==fv(t) dz

schreiben. Wir wollen voraussetzen, dal die Bewegung gleichférmig beschleunigt ist
und etwa unter dem EinfluB der Schwerkraft stattfindet; dann ist @ = g (wenn die
Richtung der Vertikalen nach unten als positiv angenommen wird) und, wie sich leicht
erkennen 14 8t,

=fgdt=gt+0.

Wir erhalten so fiir die Geschwindigkeit v einen Ausdruck, der aufler von der Zeit ¢
noch von einer beliebigen Konstanten C abhingt. Fiir verschiedene Werte von C er-
geben sich auch verschiedene Werte fiir die Geschwindigkeit zu ein und derselben Zeit;
folglich sind die uns bekannten Angaben fiir die vollstindige Losung des Problems
unzureichend. Um zu einer vollstdndig bestimmten Losung zu gelangen, geniigt es, die
Geschwindigkeit in einem beliebigen Zeitpunkt zu kennen. Beispielsweise sei bekannt,
daB im Moment ¢ = ¢, die Geschwindigkeit v = v, vorliege; setzen wir diese Werte in
den Ausdruck fiir v ein, so erhalten wir

Vo = gto -+ C oder C = Yo — gto,
go daf
v == g(t — L) - vy

die wohlbestimmte Lésung des Problems ist.
Fiir den Weg s erhalten wir

8 zf[g(t — 1) + vo] df ==-%—g(t-— £o)? -+ volt — &) + O

(durch Differentiation 148t sich leicht nachweisen, dafl die Stammfunktion von v
diese Form haben kann). Die noch unbekannte Konstante C’ kénnten wir bestimmen,
wenn etwa s = s, fiir ¢ = ¢, angenommen wird; so finden wir ¢ = s,, und die Lésung
hat die endgiiltige Form

1
8§ == 0} gt — £0)® + vl — &) + So-

Die Werte £, 8, v, heiBen die Anfangswerte fiir die GréBen ¢, s bzw. v.

Wir wissen, daB die Ableitung der Funktion y = F(z) den Steigungskoeffizienten
der Tangente an die entsprechende Kurve angibt. Daher 148t sich das Problem, eine
Stammfunktion F(x) zu einer gegebenen Funktion f(z) zu bestimmen, folgendermaBen
erliutern: Es muf diejenige Kurve y = F(a:) gefunden werden, deren Steigungskoeffi-
zient dem Gesetz

tan & = f(x)

unlterworfen ist.
Ist y = F(z) eine dieser Kurven, so ergeben sich aus ihr alle iibrigen Kurven durch

eine einfache Verschiebung (um einen beliebigen Abschnijtt C) parallel zur y-Achse
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(Abb. 1). Um eine Kurve aus dieser Kurvenschar niher zu bestimmen, geniigt-es,
einen Punkt (z,, y,) zu wihlen, durch den diese Kurve verlaufen soll; der Anfangswert
Yo = F(xy) + C fithrt auf O = y;, — F(x,).

vh y=F{x)]+C X
‘yo ————— " — —
y=Fix]
’ e _
|
i
{
g Xy X’
Abb. 1 Abb. 2

4

264. Das Intogral und die Bestimmung des Flicheninhalts, Wesentlich wichtiger ist die
Deutung der Stammfunktion einer Funktion als Flicheninhalt eines krummlinig
begrenzten ebenen Flichenstiicks. Da der Begriff der Stammfunktion historisch eng
mit der Bestimmung des Flicheninhalts verkniipft ist, wollen wir auf dieses Problem
jetzt schon eingehen (wir benutzen die intuitive Vorstellung vom Flicheninhalt einer
ebenen Figur und verschieben die genaue Problemstellung bis Kap. X).

Gegeben sei im Intervall [a, b] eine stetige Funktion y = f(z), die nur positive
(nichtnegative) Werte annehmen maoge, und wir betrachten die Figur ABCD (Abb. 2),
die durch die Kurve y = f(z), die beiden Ordinaten # = a und z = b und den entspre-
chenden Abschnitt auf die x-Achse gebildet wird; die so gebildete Figur nennen wir
krummlmiges Trapez. Um seinen Fliacheninhalt P bestlmmen zu kénnen, untersuchen
wir das Verhalten des Flicheninhalts der verinderlichen Figur AMND, die zwischen
der Anfangsordinate # = a. und derjenigen Ordinate eingeschlossen ist, die einem im
Intervall [a, b] beliebig gewidhlten Wert z entspricht. Bei Anderung von z dndert sich
auch der Flicheninhalt von A M ND entsprechend, wobei jedem  ein wohlbestimmter
Flacheninhalt entspricht, so dafl der Inhalt des krummlinigen Trapezes AMND eine
Funktion von z ist, die wir mit P(z) bezeichnen wollen.

Wir stellen uns nun die Aufgabe, die Ableitung dieser Funktion zu bestimmen. Zu
diesem Zweck addieren wir zu x einen (sagen wir, positiven) Zuwachs Ax; dann er-
fahrt der Flicheninhalt den Zuwachs AP,

Mit m bzw. M bezeichnen wir den kleinsten bzw. groften Wert der Funktion f(z)
im Intervall [z, z 4 Az] (Nr. 85) und vergleichen AP mit den Flicheninhalten der
Rechtecke mit der Basis Az und den Hohen m bzw. M. Der Anschauung entnehmen wir

mAx < AP < M Az

oder
m < AL <M.
Ax ¢
Strebt Az gegen 0, so streben m und M auf Grund der Stetigkeit gegen f(z), so da8 wir
Ple) =lim 27 = f(2 -

-0 4z
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erhalten. Damit gelangen wir zu dem folgenden bemerkenswerten Satz!): Die Ab-
leitm;g des variablen Flicheninhalis P(x) nach der Abszisse x ist gleich der Ordinate
y = f(@).

Mit anderen Worten: Der variable Flicheninhalt ist eine Stammfunktion fiir die ge-
gebene Funktion y = f(x). Gegeniiber den anderen Stammfunktionen zeichnet sich
diese dadurch aus, da8 sie fiir # = a verschwindet. Ist eine beliebige Stammfunktion
F(z) fiir f(x) bekannt und ist also nach dem Satz aus Nr. 263

so 148t sich C leicht bestimmen, wenn wir 2 = a setzen. Es ergibt sich dann 0 = F(a)
+ C, also ¢ = —F(a), so daB wir schlieflich ' \

P(zx) = F(x) — F(a)

erhalten. Insbesondere finden wir fiir den Flicheninhalt P des ganzen krummlinigen
Trapezes ABCD, wenn wir x = b setzen,

P = F(b) — F(a).

Beispiel. Wir wollen den Flicheninhalt der Figur bestimmen, die von der Para-

bel y = ax?, der zu einer gegebenen Abszisse x gehdrenden Odinate y und dem Ab-
schnitt auf der z-Achse berandet wird (Abb. 3); da die Parabel die z-Achse im Ko-

Abb. 3

ordinatenursprung beriihrt, ist hier der Anfangswert von z gleich 0. Zu der Funktion
f(z) = ax? 1aBt sich leicht eine Stammfunktion angeben; sie lautet

axd
F (x) = -E}—.
Diese Funktion ist fiir z = 0 ebenfalls gleich 0, so da$l wir wegen C =0
_ : ax® Yy
P(z) = F(z) + 0 =g =7

erhalten (vgl. Nr. 32, Beispiel 4).

1) Dieser Satz wird im allgemeinen Satz von NEWTON und LEIBNIZ genannt (Isaac NeEwTON,
16431727, englischer Mathematiker; GOTTFRIED WiLeELM Lrisniz, 1646—1716, deut-
scher Mathematiker). Tatsichlich wurde dieser Satz (jedoch in anderer Gestalt) schon von
Isaac Barrow (1630—1677, englischer Mathematiker, Lehrer N EwTONS) verdffentlicht.

9 Fichtenholz II
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Auf Grund des Zusammenhangs, der zwischen der Berechnung von Integralen und
der Bestimmung des Fldcheninhalts ebener Figuren (d.h. der Quadratur dieser
Figuren) besteht, wird im allgemeinen auch die Berechnung der Integrale Quadratur

enannt.
; Um das oben Gesagte auf Funktionen zu iibertragen, die auch negativer Werte
fahig sind, geniigt es, die Flicheninhalte derjenigen Teile einer Figur, die unterkalb der
z-Achse liegen, als negativ anzunehmen.

Somit 148t sich fiir jede im Intervall [a, b] stetige Funktion f(z) die Stammfunktion
stets als variabler Flicheninhalt der Figur darstellen, die von der durch die Funktion
f(z) gegebenen Kurve berandet wird. Jedoch darf diese geometrische Illustration
selbstverstindlich nicht als Beweis der Existenz einer Stammfunktion aufgefafit
werden, solange der Begriff des Flicheninhalts noch nicht begriindet ist.

Im folgenden Kapitel (Nr.305) werden wir einen exakten und dabei rein ana-
lytischen Beweis der wichtigen Tatsache geben, daf jede in einem gegebenen Intervall
stetige Funktion f(x) dort eine Stammfunktion besitzt. Diese Behauptung werden wir
jetzt schon benutzen.

In diesem Kapitel werden wir nur iiber Stammfunktionen stetiger Funktionen
sprechen, Ist eine Funktion konkret gegeben und besitzt sie Unstetlgkelten 80 werden
wir die Funktion nur in den Intervallen betrachten, in denen sie stetig ist. Damit be-
freien wir uns, wenn wir die oben formulierte Behauptung als bewiesen annehmen,
von der Notwendigkeit, jedes Mal von der Existenz der Integrale zu sprechen: Die
von uns betrachteten Integrale existieren.

265. Tabelle der Grundintegrale. Jede in der Differentialrechnung auftretende For-.
mel, die besagt, daB f(x) die Ableitung einer Funktion F(z) ist, fithrt unmiftelbar zu
der entsprechenden Formel

[ f@) dzx = F(@) 4 C

aus der Integralrechnung. Ubernehmen wir die Formeln aus Nr. 95, nach denen sich
die Ableitungen der elementaren Funktionen berechnen liefen, und ebenfalls die in
Nr. 99 hergeleiteten Formeln fiir die hyperbolischen Funktionen, so kénnen wir jetzt
die folgenden Integrale zusammenstellen:

1. [0-dz =C.
2. [1.dz=[de=2z+C.

3 f d | 1 c 1
. = —1).

1 dx
4.f}-dx=f?=lnlx]+0’.

1, da
5.f1+x2dx~.fl+x2=arctanx+0.

de =

6. [ —1—
'fl/l—-xz
z

1. [a

Jerde=e4C.

=arcsinz -+ C

f dz
Y1 =22 h ,
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A

8. [sinzdr = —cosz + C.
9. [ coszdr =sinz 4 C.

dz
10. fsmz fsin2 ~ = —cot xz 4+ C.

dx _
11. fcosz dx—fcoszx::tanx—}—C’.

12. fsinhzdz = coshz + C.
13. [ cosh dw =sinhz + C.

~

14.f 1 dz = —cothz 4 C.

sinh? z

1
15'fc . dz = tanhz - C.

Die Formel 4 wollen wir kurz erléi,{xtern. Sie ist in jedem Intervall anwendbar, das
nicht den Koordinatenursprung enthélt. Liegt nimlich dieses Intervall rechts vom

Ursprung, ist also > 0, so folgt aus der Differentiationsregel [In 2] = —;- unmittel-

bar
f—-—-._lnx+C’

Liegt das Intervall links vom Ursprung, ist also z < 0, so kénnen wir uns durch Diffe-

rentiation leicht davon uberzeugen, daf [In (—2)] = — gﬂt so dafl
f —(3—5 = In (—~2) 4+ C

folgt. Diese beiden Beziehungen ergeben die Formel 4.
Die oben angegebene Tabelle von Integralen 1a8t sich mit Hilfe der Integrations-

regeln erweitern.
'266. Die einfachsten Inteérationsregeln.
1. Ist a eine Konstante (a 3= 0), so gilt

fa-fz)de =a- [ f(z)da.

Differenzieren wir némlich den rechten Ausdruck, so erhalten wir (vgl, Nr. 105,
Regel I)

dla- [ f(z)dz] =a - d[f f(z)dz] =a - f(z) de,

so daB der genannte Ausdruck eine Stammfunktion des Differentials a - f(z) dz ist,
was zu beweisen war. Ein konstanter Faktor lifit sich also vor das Integralzeichen ziehen.

II. Es ist
[ [f@) + g(@)] dz = [ f(2) de & [ g(z) dz.
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Differenzieren wir den rechten Ausdruck, so erhalten wir (vgl. Nr. 105, Regel 1I)

d[[ f=) de & [ glz) dz] = d [ f(z) dz & d [ g(z) dz = [{(z) £ g(2)] da;

der erwidhnte Ausdruck ist also eine Stammfunktion fiir das letzte Differential, was zu
beweisen war. Das unbestimmie Integral einer Summe (Differenz) von Differentialen ist
also gleich der Summe (Differenz) der Integrale jedes einzelnen Differentials.

Zu diesen beiden Formeln ist zu bemerken: Jedes der in ihnen auftretenden un-
bestimmten Integrale enthélt eine willkiirliche additive Konstante. Die Gleichungen
sind daher so zu verstehen, daB die Differenz ihrer beiden Seiten gleich einer will-
kiirlichen Konstanten ist. Wahlt man eine spezielle Stammfunktion auf der einen
Seite, so ist die Konstante auf der anderen Seite festgelegt.

HI. Ist

{6 & =F@) +©,
so gilt

f/(ax-i— b) dx =-£—-F(ax+ by + C'.
Die gegebene Beziehung ist, wie wir wissen, gleichwertig mit
d :
57 T = F'(t) = f(¥).
Dann ist also
%F(ax+ b) =F'(ax+ b)-a =a-flax + b),

so daf} sich
d J1
m [E—-F(ax+ b)] = f(az + b)

ergibt, d. h., %— - Fax + b) ist tatsdchlich eine Stammfunktion von f(az - b).
Besonders haufig trifft man die Fille @ = 1 oder b = 0 an. Fiir sie gilt

[ fiz +b) dz = Flz + b) + Gy,
ff(ax) dr = _c-zl- - F(az) + C,.

(Die Regel I1I ist ein Spezialfall der Regel iiber die Variablensubstitution in einem
unbestimmten Integral; dariiber werden wir in Nr. 268 sprechen.)

267. Beispiele.
1. f (62* — 3z - 5) d=. Mit Hilfe der Regeln IT und I (und der Grundintegrale 3 und 2) folgt
f(62* — 32 + 6)dz = [62*dz — [3zde + [5dx
=6[a*dz—3 [zde+5 [de
=2x3-—-g-z5+5x+0.
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2. Ein Polynom in allgemeiner Form 138t sich auch leicht integrieren:
f (ag2® + a2t + . +a, ;7 -+ a,) dz
=aofx”dx+alfx"“1dx+ +a,,__1f:cdx+a,,fd:c

= ) #5+1 &y vae ot e P .
n+1x 4= ~ ® 4 e + 3 z* + a2 + C. (I1,1;3,2)
3. [ (22 4 1)*de = [ (82% + 122* + 62® + 1) dz
=-—§-x7+-%2-x5+2x3+:v+0. (Beispiel 2)

£ [ +Ve)de=[(14+4Va+ 62+ d2Vz +02) da
=fdm+4fx1/2dz+6fxdx+4fx3/2dx+fx2d:r

=x+-§-x3/2+3x2+;§~x5/2+—;-x3+0. (IL T; 3, 2)
(x + 1) (a® — 3) _ :ic3+x2——-3x——3
. [EENE=D,, (2etogens,
[t
3 dw+-fdxf e
—-—é-xz—{——é—x-wln[xl—!- +C (1L, 1; 3,2, 4)
6_]‘(::—-1/5»)3(1-:—1/5) dx:fil/-”f“‘———ﬁdx
& V=

- fx"/ sdz — fxll“ de = I%x“'/“ ~ -g—:::’]“ +0. (II;3)

Wir geben nun eine Reihe von Beispielen an, bei denen die Regel IIT benutzt wird:

7. (a)f 4 @ njzr—a + 0. (I11; 4) ~
x —a
- (x —= ¢ (&k>1). (IIT; 3)
8. (a) fsinmxdx= —--;-;-cosmx—}—C' (m = 0). (I1I; 8) -
(b)fcosmxd:;——:-%;sinmx L0 (m0). (I1T; 9)

{c) fe‘“dx = ——%—e‘“ +C. (Ii; 7)
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- = aresin — . 1I1;
9. (a) f = f V1 = arsin =+ € (4> 0) (LLI; 6)

1
—_— =-——arctan-—- + C. (I1I; 5)
a.‘-‘—l—-a:2 az z\* @ a
f , 1L+(a)

Beispiele fiir alle Regeln:
— 1) (e2% &
lo.f(e-’" l)iez—l-l)dx:f(ezx_._ez_}_l_e—z)dx ’
&

- -;-ew’ e 4zt e (. (I, 1I1; 7, 2)
11. f "_ff’_i_é dz. Dividieren wir den Zihler durch den Nenner, so konnen wir den Inte-
vz
granden in der Form
fy —ad,. 1

B v ve+d
schreiben; damit ist das Integral gleich

-;"-x+ﬂ” O In yz + 8| + C. (IL, 1. 111; 2, 4)
20 — 3z + 1 . s
12.f ) —dr = f(2x 5+——-—+1)dx—-x 52 4+ 6Injx -+ 1| + C.

Die Integration eines Bruches mit kompliziertem Nenner wird oft erleichtert, wenn man den
Bruch in eine Summe von Briichen mit einfacheren Nennern zerlegt.!) Zum Beispiel ist

| 1 1 _ 1/ 1 1 -
#2—a? (@®—a)lzt+a) 2w\z—a z+al’
13. Mit Hilfe dieser Bemerkung erhalten wir

dx__]; dx__ d:v'___l_lnx—a
22— a* 2a x—a z4+al 2 |z+a

(vgl. Beispiel 7(a)).
Fiir einen Bruch allgemeinerer Art, z. B.,
1
(z +a) (z +b)
konnen wir das folgende Verfahren anwenden. Offenbar ist (z 4 a) — (z -+ b) = a.— b. Dann
ergibt sich die Identitdt 3
i 1 (@t+a)y—(z+0b) 1 1 1
(x+a)(z+b) a—20b (z 4+ a) (x + b) _a~b(x+b—x+a).
Damit ist:

+C

[ X 1
14. = 1
f(x+a)(x+b)- a,——bn
Insbesondere gilt:

do dz
15. (a) fm_f(z_2)(z__3)=m

) Partialbruchzerlegung. — Anm. d. Red.

z+b
z-+a

+ C.

zr—3
z -2

l+o.
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dz 1 dz 1 22 — 1
b et ] e e— 1 C
()f4x2+4w_;3 4-[( 1)( 3) 8n2x+3l+
z——) x4+ —
2 2
dz
16. . s _ N . I .
f A7 128250 (fir B AC > 0). Der Nenner lifit sich folgendermafen in
reelle Faktoren zerlegen A(x — &) (x — ) mit
. —B+ VB =40 g = —B — VB2 =~ AC AC
A ’ N 4
. Dann erhalten wir, wenn wir das Beispiel 14 beriicksichtigen und dort @ = —pB, b = —a setzen,
de _ 1 1o | A% 4+ B — VB — AC iy
A+ Be +C  oyBE— AC Az + B + VB — AC

Einige trigonometrische Ausdriicke lassen sich nach einigen elementaren Umformungen
ebenfalls mit Hilfe der einfachsten Verfahren integrieren. Offenbar ist z. B.

¥
1 + cos 2ma - 1 — cos 2mzx

cos? ma = .
2 2

"daraus folgt:

17. (a) fcoszmxdxx-}—x+-—1—sin2mx+0 (m = 0).
2 4m

(b)fsin”mxdxm-I—x———Lsin2mx+C (m == 0).
2 4m
Analog gilt
sin mz cos nx = —;—[sin (m 4+ n) z + sin (m — n) 2],

COS M2 COS NT == -%-[cos (m + n) z 4 cos (m — n) z],

sin mz sin na =—;—[cos(m—-n)z——cos (m + n) z].

Fir m + n == 0 erhalten wir also die folgenden Integrale:
18. (a) f sin mz cos nx dx

1 1
.__—mcos(m-{-—n):c——mcos(m——n)x—i—C.
(b) f cos mx cos nz dz
i . 1 .
”msm(m+n)m+—2—mmn(m—n)x+0.
(e) f sin mz sin nx-dz
=msin(m~n)z~—(-iﬁsm(m+n)x+a

Abschlieflend betrachten wir ein etwas komplizierteres Beispiel:

19. (a) f s:ilf:x dz(n=1,2,3,...). Wegen

n n
sin 2nz == J [sin 2kz — sin (2k — 2) ] = 2sinz } cos (2k — 1) 2
k=1 k=1
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B
geht der Integrand in 2 7 cos (2k — 1) z iiber, und das gesuchte Integral ist gleich
k=1

% sin (2k— 1) x

2 C.
ké; 2k — 1 +
Analog gilt:
b) 8m(27f'+1)xdx==:c+2£‘ sm2kx+0
sin 2 i=1 2k

268. Integration durch Substitution der Veriinderlichen. Wir betrachten nun eines der.
wichtigsten Verfahren zur Integration von Funktionen, die Variablensubstitution.
Ibr liegt die folgende einfache Bemerkung zugrunde: Ist die Beziehung

[ gy de =G +C
bekannt, so gilt

f g(w(z)) w'(z)dx = G(co(x)) + C.

(Die hier auftretenden Funktionen ¢(f), w(z) und '(x) sind als stetig vorausgesetzt.)
Dies folgt direkt aus der Differentiationsregel fiir eine mittelbare Funktion (Nr. 98)

‘a% Ho@) = G'(o() o'@) = glo@) '),

wenn man in Betracht zieht, da /() = ¢(¢) ist. Dasselbe 18t sich auch anders aus-
driicken, wenn wir sagen, dafl die Beziehung

d G(t) = g(t) dt

auch giiltig bleibt, sofern die unabhiingige Verinderliche ¢ durch die Funktion w(x)
ersetzt wird (Nr. 106).

Wir wollen nun das Integral

J Hz)da

berechnen. In vielen Fillen gelingt es, als neue Verinderliche eine solche Funktion
t = w(z) zu wihlen, dal das Differential in der Form

f(x) dz = g{w(2)) o'(z) dz (1)

dargestellt werden kann, wobei g(f) eine fiir die Integration geeignetere Funktion als
f(z) ist. Dann geniigt es nach dem oben Gesagten, das Integral

[gydt=a@) + 0

zu berechnen, um aus ihm durch die Transformation ¢ = w(x) das gesuchte Integral
zu erhalten, GewGhnlich schreibt man einfach

[ {=)dz = [ g(t) at, (2)

wobei die im rechten Integral stehende Funktion von ¢ durch die erwihnte Substi-
tution hervorgegangen ist.
Zum Beispiel wollen wir das Integral

f sind x cos x dx
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auswerten. Da d sin # = cos # dz ist, setzen wir ¢ = sin 2 und bringen das Differential
auf die Gestalt

sind z cos x dz = sin® 2z d sin z = 3 d¢.

Das Integral dieses Ausdrucks 148t sich leicht berechnen:

1
3 J——
f‘t df =— &+ C.

Nun brauchen wir nur noch zu der Verinderlichen z zuruckzukehren, indem wir {
durch sin x ersetzen:

fsin3xcosxdx = —i—sin"x—i—C’.

Wir weisen darauf hin, daB bei der Wahl der Substitution ¢ = w(z), die den Inte-
granden vereinfacht, beriicksichtigt werden mu8, da8 in ihm der Faktor o'(x) dx auf-
treten muB, der das Differential d¢ der neuen Verdnderlichen ergibt (vgl. (1)). Im vor-
hergehenden Beispiel wurde die Substitution ¢ = sin z durch den Faktor cos z dz = df
nahegelegt.

Im Zusammenhang damit untersuchen wir das Beispiel

f sind z dz.

Hier wire die Substitution ¢ = sin x unbrauchbar, da der eben erwihnte Faktor fehit.
Wenn wir versuchen, aus dem Differentialausdruck den Faktor sin z dx oder besser
—sin z dz als Differential der neuen Verdnderlichen abzutrennen, so fiihrt dies auf die
Substitution ¢ = cos z; da der restliche Ausdruck —sin2 z = cos? z — 1 durch diese
Substitution vereinfacht wird, ist sie gerechtfertigt. Es gilt also

3 3
fsin3a:dx=f(t2-- 1)dt—%—~—t+0— co; x—-cosx—{—G’.
Bei einer gewissen Ubung in der Anwendung des Substitutionsverfahrens braucht
die Verinderliche ¢ selbst nicht mehr benutzt zu werden. Beispielsweise denkt man swh
im Integral

fsm3mcosa:dx=fsin3xdsinx

sin z als neue Integrationsvariable und gelangt sofort zu dem Resultat. Analog ist

x
_.......Ei..f..._.— ......._di___..--arcsinx,{,.o
Va2 — 22 /1 (a:)2 — a ’
a

ax
a

xz
(‘e:)“

Die Substitution ¢ = —z— wurde hier in Gedanken ausgefiihrt.

dz
z% - a?

1
=— ! arctan + C.
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Wir sehen jetzt, daB sich die Regel IIT aus Nr. 266 eigentlich auf eine lineare Sub-
stitution ¢ = ax 4~ b reduziert:

ff(ax+ b)dx=%ff(ax+b)d(ax+b) =%fj(t)dt'

Eine Substitution 1486 sich auch in einer Form anwenden, die von der hier erwihn-
ten verschieden ist. In dem Ausdruck f(x) dx kénnen wir nimlich unmittelbar statt x
die Funktion z = ¢(f) der neuen Verinderlichen ¢ einsetzen und den Ausdruck

) ¢'(6) dt = g(t) dt

erhalten. Offenbar kehren wir wieder zu f(z) dz zuriick, wenn wir hier die Substitution

! = w(z) durchfithren, wobei w(x) die zu ¢(¢) inverse Funktion ist, sobald diese existiert.

Daher gilt wie frither die Gleichung (2), wobei nach der Berechnung des Integrals

rechts ¢ = w(z) gesetzt werden muf. '
Als Beispiel betrachten wir das Integral

[

Setzen wir z = % (um alle Wurzeln zu beseitigen), S0 erhalten wir }/_ = 83, ]/; == {2,
dz = 6¢5 df und

et s s|fo- [

= 6(¢t — arctan?) | C.

Jetzt brauchen wir nur noch mit Hilfe der Formel ¢ = i/a—:'zur Verinderlichen « iiber-
zugehen, und wir finden schlielich

f}/—;—;—(—l—%—;@ =6ﬁ/;~——arcta,nax)+0

Noch interessanter ist das Beispiel

f a? — a2 dzx.

Die Differenz der Quadrate im Radikanden (von denen das erste konstant ist) ver-
anlaft uns, die Substitution # = a sin ¢ durchzufiihren.!) Es gilt

a®* — 2z =qcost, dz = acos¢ds

und
[V =afdz = a? [ cos? ¢ di.
Das Integral
azfcosztdt = a? [—%—t-{— -i—sinz’t] + C

: - - n T:
1) Es ist angebracht, anzunehmen, daBl 2z zwischen —a und @ und ¢ zwischen — — und 3
variiert. Dann ist ¢ = arcsin —..
a
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ist uns schon bekannt (vgl. Nr. 267, Beispiel 17(a)). Fiir den Ubergang zu z setzen
wir ¢ = arcsin —. ein; die Umformung des zweiten Summanden wird dadurch er-
leichtert, da ¢

2

a® 1 . 1
z—sxn2t=—é—asmt-acost=—§~xl/a2—-x2

gilt. SchlieBlich erhalten wir

S— 2 )
f]/az——xzdx-—:%xyaﬁwxz+%—arcsin-§-+0.

Die Fiahigkeit, vorteilhafte Substitutionen ausfindig zu machen; 148t sich nur durch
Ubung erlangen. Obgleich es hierfiir keine allgemeinen Hinweise gibt, wird der Leser
in Nr. 269 einzelne spezielle Bemerkungen finden, die das Aufsuchen erleichtern. Teil-
weise sind die Substitutionen einfach angegeben.

269. Beispiele.
2
1. (@) [ zdz, (b)f zdz (c)f = d.

142t cos? 23

(a) Losung. Setzen wir ¢ = 22, so ist df = 2z dz und

fe”’a:dx=—é—fe‘dt=-%—e‘—}-C:-:-?lz—e"+C.

(b) Hinweis. Dieselbe Substitution. Die Losung lautet—}- arctan 22 - C. In bei(ién Fillen
haben die Integrale die Form 2

f o) & do == f g(a?) d(a?),

wobei ¢ eine fiir die Substitution geeignete Funktion ist; fir solche Integrale ist die Substi-
tution ¢ = 2? die naturgeméfe. Analog benutzt man fir Integrale der Gestalt

JEGECEE S EOLT
die Substitution ¢ = z® usw. Zu diesem Typ gehort das dritte Integral.

(c) Losung. -%—tanx" + C.

.

2. f (ax?® -+ B)# x dx (4 = —1). Hier kann man ¢ = 2% setzen; noch einfacher ist es, u = oz
+ B als neue Verinderliche zu wihlen, da sich z dz nur um einen konstanten Faktor von
du = 2az dx unterscheidet. Somit ist

uptl

i 1
2 T mm—— ST e o———— S ee— et 2 +1 .
f(cxz + Az de =~ fw‘du s T C 2a(u~§~1)(ax + pet + ¢

In |z} dx dz
3 (@) f—-—;——dx, () fxln jz| ’\ (c)/f zIn? o]

Hinweis. Alle diese Integrale sind von der Gestalt

[otmiah = [ otm e amm

so daB hier die Substitution # = In |2| zweckmiBig ist.
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Lésung. (a) —;—ln2 2} + C, (b) In|n|2|| + C, () -———m +C.

4. Integrale der Gestalt

dz
. e . t
fg (sin 2) cos z dz, fg (cos ) s8in z dx fg( an ) Py

transformiert man mit Hilfe von

! == sin 2, % == COS X, v = tan z.

Beispielsweise ist:

.(a) f Ic(j: :ix‘lizxx =17 it == arctan £ - ' = arctan (sin z) 4 C.

(b) ftanxdx:—:fSinxdx—--f—-———-—-ln]u]+0=—ln]cosx{—i«c

COS X

() dz . cos2 x . [ dv
A?gin?x - B%cos?zx A% tan? ¢ - B? A2* + B?

\
= :413 arctan % + 0= -‘—4% arctan (—‘%— tan x) + C.

e 22
5) (a) fz”d" (b)fcotxdx, (c)fezxe+_ldx’ ()f51nxcosx

Losung. (a) Setzen wir £ = 2% - 1, so ist der Zahler 22 dx genau gleich d¢; das Integral wird
also auf

f—%i-——ln}t}-}‘(}'::m(xz—i—l)—}—a

zuriickgefithrt.
Immer dann, wenn das vorgelegte Integral die Gestalt
flay 4 Af(x)
f(x) f(z)

hat, so daB also im Integranden der Zihler die Ableitung des Nenriers ist, fithrt die Substitution
b= f(x) sofort zum Ziel:

f.flt.’.=1n|t1+0=1n|f(x)1+c'.

Nach diesem Muster ist

(b) f cot z de = f dsin® _ 1 sinz| + ¢ (vgl. 4(b)).

.8in x

. e _ 1 [fde*+41) 1
(c)fezx+1dx—2f————-——-—ezx+1 —-2In(e2”+1)+0.

dx
() f—,—-di-—=f"°3 2 —In|tana| + C.
sin & cos & tan x
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6. Aus dem Integral 5(d) ergeben sich leicht die beiden niitzlichen Integrale

d=
(a) dx = -——-—-——g————-=ln tan — 4+ C.
sin x .z T 2
§in = COY ~=-
Y. 2 2
»
d(x-«}-—TE-) .
(b) do == -————--——2-——=ln tan(i-{—l)!—}-(}'.
cos ) 1 2 4
sm(w«{—-—z—)

1. (a) f ]/-?Effa—:-?- dx = f Varctan z d (arctan z) = -g—(arctan z)32 4 C.

* dx de®
b ° - - z .4 (.
(b) f 1 f R 1 arctan e + C

4+ C (vgl. 4(b)).

Wir geben jetzt einige Beispiele an, wie Ausdriicke integriert werden, in denen Glieder der
Form g% — 22, 2® 4- a® und 22 — a? auftreten. In diesen Fillen ist es im allgemeinen niitzlich,
durch eine trigonometrische oder hyperbolische Funktion der neuen Verinderlichen ¢ mit Hilfe
der Beziehungen

sin?t -+ cos2t =1, 1 4 tan®t = sec®*t = 1 ’
cos?t

cosh?t — sinh2 ¢ =1, 1 — tanh?¢ = 1

cosh? ¢
zu ersetzen.
dx adi 2
8. e . Substitution z = @ tan,}) dx = 22 4 a? = s alsoist (vgl.
f (x* -+ a?)? ") cos?t’ + cos®t (ve

Nr. 267, Beispiel 17(a))

dx 1 1 )
f—‘_‘“'(xz+a2)2=‘;;‘f0082tdt=-§;;-(t+smtcost)+C.

g . [2d . aw L4 - x »
Gehen wir jetzt zur Verdnderlichen « iiber, indem wir ¢ = arctan — setzen und sin ¢ und cos ¢
a

durch tan ¢ = - ausdriicken, so erhalten wir schlieBlich 5
a

dz 1 x 1 x
f (% + a?)? ~ 2a% a® 4 a? + 2a3 arotan a +C.

9. f —]—/--E:L-—— Hier ist es giinstig, hyperbolische Funktionen zu benutzen. Beriicksich-
2% 4 a?

tigen wir im Integral das untere Vorzeichen, so setzen wir 2 = @ cosht (firr z,¢> 0),

dz = a sinh ¢ df und 2% — a2 == a sinh &. Das Integral geht dann einfach in f dt=t+4+C

iiber. Fiir den Ubergang zu « erinnern wir an den Ausdruck fiir die Inverse des hyperboli-

1 Dabei muB ¢ zwischen -~-g- und -g—- variieren,
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schen Kosinus (vgl. Nr. 49, Beispiel 3) und erhalten

dx T x\2
—— = [Z 4 V[EY -1 )+ O0=In(z 4+ V2 —a®) +
f 2% — g2 : (a (a) 1) ( )

wobei " den Summanden —In a einschlieBt.

dz . da dz
10. (a) IW' (b) fm’ fm

In diesem Fall kommt man ebenso einfach mit Hilfe trigonometrischer und hyperbolischer
asintdt

Funktionen zum Ziel. Beim ersten Integral (b) setzen wir z = asect, dz = ey
c

== ‘M dann ist 22 — a? = a2 tan?{ und

1 cos ¢ di 1 1 1 2
== — — = e (= —— ——+0C.
f (:c3 — a2)312 a? f sin? ¢ a® sint + a® V2 — a2 *

11, . Die Substitution # = @ sin £, dz = a cos ¢ d¢ fithrt dieses Integral iiber in
x V a® — z* .
t.
— n{tan —| 4 C
f sint  a o 2 +

(vgl. 6(a)). Wegen

ist schliefllich

&=

z} a® — 22

AbschlieBend betrachten wir noch zwei Belsplele fir die Integration durch Substitution,

wobei die Substitution nicht so naheliegend ist wie in den vorhergehenden Fillen, dafiir aber
schnell zum Ziel fithrt.

12, f _dz (¢ < 0). Wirsetzen Y22 + o = ¢t — = und wihlen ¢ als 'neue Verdnderliche,

22 4« .
Quadrieren wir diese Beziehung, so hebt sich 22 fort, und wir erhalten

2 = tg - & i

ot
so daf}
- B4« 12
Va2 ={ — = R == ds
vt 2 ot de ==
ist. SchlieBlich finden wir
dz = -(-l-t-—~ln {| +C=1In lx—}- V:c“-{-cxl 4+ C (vgl. 9).
}/xz + ¢ . ‘ .

13.f dz (x < z< f). Wir setzen m=acos’¢+ﬁsin2¢(0<q7<-§-)
Viz— o) (B —2) 2
wobei ¢ die neue Veridnderliche ist. Dann gilt

z—oa=(f—oa)sin®ep, B—z=(B—a)cos?y,

dz = 2(f — «) sin @ cos @ dg,
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dz Z —
=2 | dp =2 +0x2a1‘ctan]/ + C
flf(xmanﬁmx) f ? F—=

270. Partielle Integration. Sind u = f(z) und v = g(x) zwei Funktionen von x mit
stetigen Ableitungen 4’ = f'(x) bzw. v' = ¢'(x), so gilt auf Grund der Regel fiir die
Differentiation eines Produkts die Beziehung d(uv) = u dv 4 v du oder u dv = d(uv)
— v du. Eine Stammfunktion fiir d(uv) ist offenbar uv; daher ist

fudvx,uv-_fvdu, (3)

'

also

wobei die zu uv gehérige Konstante in f » du enthalten ist. Dies ist die Formel fiir die

partielle Integration. Sie fithrt die Integration von « dv = uv’ dx auf die von vdu
== v’ dz zuriick. ‘
Wollen wir zum Beispiel das Integral [ # cos z dz ermitteln, so setzen wir

U = X, dv == cos z dzx;
also isb
du = dz, v = sin z.t)

Auf Grund von (3) gilt dann
frcoszde = [adsing =azsinz — [sinwde =zsinz+cosz+ 0. (4)

Somit erlaubt die partielle Integration, den komplizierten Integranden x cos z durch
den einfachen sin 2 zu ersetzen. Um v zu erhalten, muB allerdings auch der Ausdruck
cos z dz integriert werden (daher der Name partielle Integration).

Benutzen wir die Formel (3) zur Berechnung eines gegebenen Integrals, so muf der
Differentialausdruck in zwei Faktoren zerlegt werden: in % und dv == v’ dz, von denen
wir den ersten differenzieren und den zweiten beim Ubergang zum Integral auf der
rechten Seite integrieren. Man muB versuchen zu erreichen, daB die Integration des
Differentials dv keine Schwierigkeiten bereitet und das Ersetzen von » durch du und
von dv durch v zusammen eine Vereinfachung des Integrals nach sich zieht. Es wire
also unvorteilbaft, in dém obigen Beispiel x dz = dv und cos z = u zu setzen.

Bei einiger Geschicklichkeit ist es nicht notwendig, die Bezeichnungen « und v ein-
zufithren (vgl. (4)).

Die partielle Integration hat ein beschrinkteres Anwendungsgebiet als die Sub-
stitution der Veranderlichen. Es gibt jedoch ganze Klassen von Integralen, z. B.

fa:" In® z dz, fa:" sin bx dz, f:L" cos ba dz, f:L" e dux

u. a., die sich speziell mit Hilfe der partiellen Integration berechnen lassen.

Die wiederholte Anwendung der partiellen Integration fiihrt auf die sogenannte
verallgemeinerte Formel fiir die partielle Integration. Wir setzen voraus, dafl die Funk-
tionen % und v im betrachteten Intervall stetige Ableitungen bis einschlieflich (n +1)-
ter Ordnung besitzen: u', ', ", v, ..., u™, v, 4(*+D), y(#+1), Ersetzen wir in (3) die
Gro8e v durch »®), o ist

[ ur D dg = [ ude® = ur — [ o™ du = ur™ — [ w'v® dz.
1} Da es fiir unsere Zwecke geniigt, cos # dz auf eine Art in der Form dv darzustellen, brauchen

wir fiir v nicht den allgemeinsten Ausdruck anzugeben, der noch die willkiirliche Konstante
enthilt. Diese Bemerkung miissen wir auch im folgenden beachten.
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Analog gilt
[ w'o™ de = w'v-D — [ v dz,
[ w0 de = uvD — [ oo dx,

f u™y' dx = u™o — f ("t o de.

Multiplizieren wir diese Gleichungen abwechselnd mit -1 oder —1 und addieren wir
sie, so gelangen wir, da sich die gleichen Integrale auf der linken und der rechten Seite
gegeneinander aufheben, zu der Formel

f wd®+D) dy = ur(®) — y’pin-1 -+ w'y(s-2) ...
+ (=1 uMy 4 (—1)#+2 f ulrt)) p de. (8)

Besonders niitzlich ist diese Formel, wenn einer der Faktoren des Integranden ein
Polynom ist. Stellt « ein Polynom n-ten Grades dar, so ist "+ = 0; fiir das Integral
auf der linken Seite ergibt sich dann ein geschlossener Ausdruck.

Wir gehen nun zu Beispielen iiber.

271, Beispiele,
1. f 2* In || dz. Die Differentiation von In [#| fithrt zur Vereinfachung; daher setzen wir

% = In |z], dv = 23 dz,
so daf}

dy = ~——, vm-!—aﬂ )
x 4

ist, und finden
x‘*ln[z]d:c::—l—-xﬂnlxl———l— xadxn-!—x“lnla:[——-{-m‘-}-C.
4 4 4 16 .

2. (a) f In |z| d=, (b) f arctan z de, (c) f arcsin z dx.

Nehmen wir in allen drei Fillen dz = dv, so erhalten wir
(a) fln || dz = z In |2| ——fxdln |#| = z In |z] -—fd:c==x(lnlxl — 1)+ C.
(b) f arctan z dz = z arctan z — f z d(arctan z)

= g arctan x — d dz
z¥ 41

= g arctan ¢ — -g-ln (x4 1)+C
(vgl. 'Nr. 269, Beispiel 5 (a)).

(c) f arcsin  do = x arcsin 2 — f z d(arcsin x)

= arcsin:a: —— z dr dz
¥1 — a2
= garesinz +¥1 — a2 + C

(vgl. Nr. 269, Beispiel 2).
3. f 2? sin z d. Es gilt
fa:” d(—cos ) = —a?cosx — f (—cos z) da? = —a?cosx 4 2f zcosxde.
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Damnit haben wir das gesuchte Integral auf ein schon bekanntes (vgl. (4) aus Nr. 270) zuriick-
gefithrt; setzen wir diesen Ausdruck fir das Integral ein, so ergibt sich

fxzsinxd:cx —z% cos 2 ~ 2(z sin x 4 cos 2) + C.

Hier muB die Formel fiir die partielle Integration zweimal angewendet werden.
Ebenso lassen sich durch wiederholte Anwendung dieser Regel die Integrale

[P@ e dy, [P@)sinbrde, [ Plx)cosbrdz
berechnen, wobei P(z) ein Polynom in z bezeichnet. -

4, Fir Integrale dieser Form kann man mit Hilfe der verallgemeinerten Formel fiir die
partielle Integration sofort allgemeine Ausdricke erhalten.
Setzen wir v{#t1) = e92, go finden wir

T 0%
v(u} . _e____’ PRLES ) —_— pi=2) = 9.....
a a® 3’

Daher ergibt sich aus (5), wenn P(z) ein Polynom n-ten Grades ist,

y y44
P(a:)e“"dz::e“” .{)_,.....1.3...}.:?.._. 14 C.
a a® a®
Analog ist, wenn wir v{+1) = gin bz setzen, ,
o) e 208 bz , i) o B b:c, pln-a) — 08 b ,
b : b2 b3

Damit erhalten wir die Formel

fP(x)sinbzda:zsinbx‘[-g—:-—-ﬁ--+ jI-——cosbx [%—-B—+ ]+

Annlich 148t sich auch die folgende Beziehung aufstellen:

fP(x)cosbxdx:::sinbx [—“—g——--}-):—i— ]+cosbx [%-—-—E-'—I-’-—}- ]+ .

5. f 2% In? dz (z > 0). Dieses Integral kénnen wir wegen -
fln"md-iix-i-x*lnzx——-i—-fz“dln?xz-—i—a:‘lnzx—-——-é-fxalnxdx

auf das Integral aus Beispiel 1 zuriickfiithren. Die Losung lautet

1/1
2 ._.... 2 e e [ gt ——
fxaln z dx A In?e 2(4:2: In 2 16:c4)+0
——-—-a:‘(lnzx-—--——ilnx—}- )+0. \

Folglich 1aB4 sich so auch das Integral
f ¥ In™ z da

16sen, wobei k eine beheblge reelle Zahl (k &= —1) und m = 1, 2, ... ist. Integrieren wir dieses
Integral partiell, indem wir u = In™ z setzen, so erhalten wir die Rekurmonsformel

fa:“'ln”‘xdx:-- :‘1 x"“ln"‘x—-:kzlfw"ln'?"lxdx.

mit deren Hilfe die Bereclmung des gegebenen Integrals auf die Berechnung eines Integrals
vom gleichen Typ, aber mit einem um 1 kleineren Exponenten bei In z, zuriickgefiihrt werden

kann.

3 Fichtenhols IT
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Ubrigens bringt” die Transformation ¢ = Inz das betrachtete Integral auf die Form
f tm elk+1)t 3t die wir schon in den Beispielen 3 und 4 untersucht haben.
6. Interessante Beispiele sind die Integrale
f e%% cos bz dz, f e%% gin bz dx.

1
Wenn wir sie partiell integrieren (z. B. in beiden Fillen dv = %% d und v = — % setzen), 50 er-
halten wir @

f e%® cos bx dz = -!"-e“” cos bz -+ —b-fe“” sin bz dz,
a a

. 1 ) b
fe“smbmdxz-—e“smbx—- — | e%% cos bz dzx.
a a

Damit haben wir jedes dieser beiden Integrale durch das andere ausgedriickt.l)
Ersetzen wir in der ersten Formel das rechte Integral durch die zweite Formel, so gelangen
wir zu der Gleichung

b sin bz -+ @ cos bz

fe‘”’ cos by dz = ey e -1 O,

mit deren Hilfe sich das erste Integral berechnen ld8t. Analog ergibt sich fiir das zweite Integral
. a sin bx — b cos bz ’
fe“"' sin bz dz = prayY et? . (',

7. Als letztes Beispiel fiir die Anwendung der partlellen Integration geben wir eine Re-
kursionsformel zur Berechnung des Integrals

J,,:fm (n==1,2,3, ...).

Wenden wir hierauf die Formel (3) an, indem wir

1

= m, dv = dx
setzen, so daB
2nz dz
du = — e V=2

@ + af

ist, so finden wir

| AN Sy W (. —"
v ) @
Das letzte Integral 1a8t sich folgendermafen umformen;

f_”*—u: (2? 4 of) — a?
(* + a?)ntt (z® + a?)nit
dx dz
> - f (@ + a?)® o f @ + aj)"1 In = @Jpis-

1) Sind die Integrale als bestimmie Stammfunktionen aufzufassen (vgl. die Bemerkung in
Nr. 266), so muB man, wenn man in der zweiten Formel dieselben Funktionen wie in der
ersten haben will, strenggenommen noch auf der rechten Seite eine gewisse Konstante hinzu-
fagen; diese Konstante steckt in den Konstanten C und ¢’ der endgiiltigen Ausdriicke.
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Setzen wir diesen Ausdruck in die vorhergehende Gleichung ein, so erhalten wir

J,, -(—-27-—§-)~’-'+2nJ —-2naJ,,+1,
woraus sich
1 z 2n—1 1
== —J,
" 9na2 (x% -+ a?)® 2n a? (6

ergibt. Durch diese Formel wird die Berechnung von J,,, auf die von J,, mit dem um 1 kleineren
Index zuriickgefithrt. Da wir das Integral

1 z
Jy = —arctan —
: a a

kennen (vgl. Nr. 267, Beispiel 9(b); wir nehmen einen seiner Werte, nimlich fir ¢ = 0), so
ergibt sich aus (6) firn =1
1 x
2a% 2% 4 a®
(dies erhielten wir frither auf anderem Wege; vgl. Nr. 269, Beispiel 8). Setzen wir in (6) nun
n = 2, so folgt

Jy = + 1 arctan —
a

2a3

1 z 3 1 x 3 x 3 x
27 4a® (2® + a?)? + da? "% da? (a2 + a?)? + 8at 2% - a® + 8av g

usw. Auf diese Weise la8t sich das Integral J, fiir jeden natiirlichen Index n berechnen.

§2. Die Integration rationaler Ausdriicke

272. Problemstellung der Integration in geschlossener Form. Wir wollen uns nun mit
den elementaren Verfahren der Berechnung unbestimmter Integrale vertraut machen.
Diese Verfahren geben jedoch nicht den einzigen Weg an, den man einschlagen mu8,
um ein gegebenes Integral auszuwerten; dabei bleibt vieles der Geschicklichkeit des
Rechners iiberlassen. Jetzt und in den folgenden Paragraphen werden wir uns aus-
fiihrlich mit einigen Klassen von Funktionen beschiftigen und zur Berechnung ihrer
Integrale Verfahren entwickeln, die sicher zum Ziel fithren.

Bei der Integration von Funktionen der erwihnten Klassen interessiert uns beson-
ders, nach welchem Prinzip ihre Einteilung durchgefiihrt wird.

In Nr.51 wurde diejenige Mannigfaltigkeit von Funktionen charakterisiert, auf
welche sich in erster Linie die Analysis anwenden ldBt; dies sind die sogenannten
elementaren Funktionen und die Funktionen, welche sich mit Hilfe endlich vieler
arithmetischer  Operationen und Verkettungen (ohne Grenziiberginge) durch ele-
mentare Funktionen ausdriicken lassen.

In Kapitel ITI sahen wir, da8 alle diese Funktionen differenzierbar sind und ihre
Ableitungen zur gleichen Mannigfaltigkeit gehdren. Anders verhilt es sich mit den
Integralen: Haufig zeigt es sich, daB das Integral einer Funktion aus der genannten
Klasse selbst dieser Klasse nicht angehdrt, d. h., daB es nicht mit Hilfe endlich vieler
der oben genannten Operationen durch elementa.re Funktionen ausgedriickt werden
kann. Zu den nicht in geschlossener Form darstellbaren Integralen gehéren, wie man
wei, z. B.

fe—x- dz, fsin 2 dz, fcos 22 d, fsmxdx’ fcosxdx’ dz
T Inz’

3*
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andere Beispiele analoger Art werden weiter unten angegeben (vgl. Nr. 280, 289,
290 u. 1.).

Es ist wichtig zu betonen, daf alle diese Integrale wirklich existieren.t) Sie stellen
v0llig neue Funktionen dar und lassen sich nicht auf die Funktionen zuriickfiihren,
die wir elementar nannten.?)

Es sind verhiltnismiBig wenig allgemeine Klassen von Funktionen bekannt, fiir
welche die Integration in geschlossener Form ausfiihrbar ist ; mit diesen Klassen wollen
wir uns nun nidher beschiftigen. An erster Stelle ist die wichtige Klasse der rationalen
Funktionen zu nennen.

273. Partialbriiche und ihre Integration. Da aus unechten rationalen Briichen ganze
Funktionen abgespalten werden kénnen, deren Integration keine Schwierigkeit be-
reitet, geniigt es, sich mit der Integration echter Briiche zu befassen (bei welchen also
der Grad des Zahlers kleiner ist als der des Nenners).

Wir verweilen nun bei den sogenannten Partialbriichen ; das sind Briiche der folgen-
den vier Typen:

I. 4
z—a
A R
IIo m (k—-2,3’ o-o)’
I11. Mo+ N
22+ pr+q
Mx4 N
IV. m=2,3,..),
@it |\ )

wobei M, N, a, p, q reelle Zahlen sind; auBerdem setzen wir bei den Briichen der
Form III und IV voraus, dal der Ausdruck 22 4 px 4 ¢ keine reellen Nullstellen
habe, so dafl also
pz
4
gilt. Briiche der Form I und II haben wir schon integriert (Nr. 267, Beispiel 7):

P
—q<<0 oder q-—--a:-'>0

‘Af 2 Almp—a+0,

x—

- dx A 1
Af(x—-—a)" T T k—1(x—ay?t +0.

1) Vgl. dazu den SchluB von Nr. 264, Wir kommen auch in Nr. 305 noch darauf zuriick.
2) Um dem Leser zu helfen, sich mit dieser Tatsache vertraut zu machen, erinnern wir daran,
daB die Integrale

[% 5
1422

(also Integrale von rationalen Funktionen) selbst keine rationalen Funktionen sind. Wenn
also fiir uns nur rationale Funktionen ,,elementar* wiren, so wiirden sich die obigen Inte-
grale von ,,elementaren‘* Funktionen nicht durch ,,elementare* Funktionen ausdriicken
lassen, da sie ,,nichtelementare'* Funktionen einer neuen Art (nimlich In 2 und arctan z)
darstellen. )
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Die Integration von Briichen der Form III und IV wird durch folgende Umformung

vereinfacht. Wir trennen von dem Ausdruck 22 4 px 4 ¢ das Quadrat von z 4 L ob
und erhalten 2

o 2 p2
% +px+q-—~x’“'+2—-x+( ) +[ -—-(—-)]

2
2 2
~( 4 (- 5%)
Der Ausdruck in der letzten Klammer, der nach Voraussetzung positiv ist, ist gleich
a?, wenn wir

p?

4

setzen. Nun wihlen wir die Substitution

:v-{——g—ﬁt, dz = dt,

2 pr g =0+ a?, Mx+Nth+( --”—’g?’-).
- ¥m Fall I1T erhalten wir
Mp
Mz 4 N L Mt+( MT)dt
e tpr+q £+ a?

M [ 2tds Mp de
""2ft2+a2+(N )ft2+a2

Mp
ot % 2 e — P e +
= - 111 (t -+ a ) (N ) ) arctan C

oder, wenn wir zu z zuriickkehren und den Wert von « einsetzen,

Mz 4+ N _ﬂ__l_i_l__ g

~+- 2N — Mp arctan e+ P

V-9 V-7

Fiir den Fall IV ergibt dieselbe Substitution

M
Mz 4N _ Mt+( ”'—Qg) ds
@tz taom (& + a?)m

_u ' 2t de _ Mp ds .
f(t2+a2)m ( 2)f(t2+a2)m' ()

Das ersto dieser Integrale auf der rechten Seite 148t sich mit Hilfe der Substitution

+0
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12 4 a? == u, 2t df = du berechnen:

2t dt du 1 1
f(t2 az)"‘:fu”‘—““mml a0

1 1

T T m—1 @ F a1 +0. @

Das zweite Integral der rechten Seite kann fiir jedes m durch die Rekursionsformel (6)
aus Nr. 271 gelost werden. Dann setzen wir zum SchluB in das Resultat den Wert
2z 4+ p

t = B)
Damit ist die Frage nach der Integration von Partialbriichen beantwortet.

ein, um zu der Veridnderlichen x zuriickzukehren.

274. Die Zerlegung von echten Briichen in Partialbriiche. Wir beschéftigen uns jetzt
mit einem Satz aus der Algebra, der jedoch fiir die Integration rationaler Briiche von
fundamentaler Bedeutung ist: Jeder echfe Bruch

P(x)
Q)

Lif3t sich als Summe endlich vieler Partialbriiche darstellent)

Diese Zerlegung des echten Bruches in Partialbriiche ist aufs engste mit der Zer-
legung seines Nenners @(x) in Faktoren verkniipft. Bekanntlich 148t sich jedes Poly--
nom mit reellen Koeffizienten (eindeutig) in reelle Faktoren der Gestalt x — @ und
2% 4 px -+ g zerlegen; dabei sollen die quadratischen Faktoren keine reellen Null-
stellen haben und folglich nicht in reelle Linearfaktoren zerfallen. Fassen wir gleiche
Falktoren (sofern solche existieren) zusammen und setzen wir aus Griinden der Ein-
fachheit den héchsten Koeffizienten des Polynoms Q(z) gleich 1, so 148t sich die Zer-
legung von §(z) in der Form

Q) = (z — a)fr oo (2 + px + g)™ - (3)

schreiben, wobei k&, ..., m,, ... natiirliche Zahlen sind,
Ist der Grad von Q(x) glewh n, 80 ist die Summe der Exponenten k;, vermehrt um
die doppelte Summe der Exponenten m;, genau gleich n:

5

2ki+23m=mn. (4)
i i
Fiir den Beweis des obigen Satzes stellen wir vorerst die folgenden beiden Hilfs-

satze auf:

1. Wir betrachten ein beliebiges lineares Polynom z — a, das in der Faktorzer-
legung des Nenners mit dem Exponenten k = 1 auftritt, so daBl also

Q) = (x — a) Qi(z)

gilt, wobei das Polynom @,(x) nicht mehr durch z — a teilbar ist. Dann lift sich der
gegebene Bruch

Plx)  Px)
Qz) — (z— a)f Qi)

1} Batz von der Partialbruchzerlegung der rationalen Funktionen. — Anm. d. Red.
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als Summe von echten Briichen darstellen,

4 P,(z)
(z—a)f * (z—a)1Q,(x)’

von denen der erste Bruch ein Partialbruch ist und der Nenner des zweiten Bruches
den Faktor z — a in niedrigerer Potenz als vorher enthilt.

Zum Beweis geniigt es, die Zahl 4 und das Polynom P,(z) so zu wihlen, dal die
Identitiit '

1)

P(x) — AQy(z) = (x — a) Py(2)

erfiilllt ist. Wir bestimmen zuerst 4 derart, daB sich die linke Seite dieser Identitiit
durch  — a dividieren 148t. Dafiir ist (nach dem bekannten Satz von Bezout?)) hin-
reichend, daB die linke Seite fiir z == a gleich 0 ist; dies fiihrt fiir 4 auf den Ausdruck
Pfa)
A = e
Qu(a)

Er ist sinnvoll, weil (ebenfalls nach dem Satz von Bezour) @,(a) == 0 ist. Bei dieser
Wahl von 4 148t sich dann das Polynom P, mittels Division durch z — a bestimmen.

2. Es sei nun 2? 4- px + g ein beliebiges' Polynom zweiten Grades, das in der Zer-
legung des Nenners mit dem Exponenten m = 1 auftritt, so daB wir

Q) = (2* + px + q)™ ()

setzen kénnen, wobei Q,(z) nicht durch 2 + px 4 q teilbar ist. Dann ist der echte
Bruch
Plz) P(z)
Qz)  (@®+ px + 9" Qi(w)
als Summe von echien Briichen darstellbar,
Mx 4+ N n Py(z)
(@4 pz + g™ ' (2 + pz + )" Qy(z)’

von denen der erste Bruch ein Partialbruch ist und der zweite Bruch im Nenner den
Ausdruck 2% + px + ¢, aber mit kleinerem Exponenten als vorher enthélt.

Zum Beweis brauchen wir nur die Zahlen M, N und das Polynom P,(z) so zu wihlen
daf die Identitiit

P(x) — (Mz — N) Qy(z) = (2% -+ px + q) Py()

erfiillt ist. Wir bestimmen M und N so, daf die linke Seite durch z® + pz + ¢ teil-
bar ist. Die Reste bei der Division von P bzw. @, durch diesen Ausdruck seien oz -+ f
bzw. yz -+ 8. Damit ist die Aufgabe auf die Frage zuriickgefiihrt, ob der Ausdruck

ax + f — (Mz + N) (yx -+ 8) = —yMaz? 4 (x — M — yN)x 4 (f — 6N)

1) Die Buchstaben P, @ (mit verschiedenen Indizes) bezeichnen hier und im folgenden Poly-
nome, die Buchstaben 4, M, N konstante Zahlen.
?) Errexye Brzout, 17301783, franzdsischer Mathematiker. \

.
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durch 2% + px -+ ¢ teilbar ist. Fiihren wir hier die Division aus, so erhalten wir als

Rest
[y — )M — yN + a] z + [qgp M — ON + B].

Damit dieser Rest identisch versehwx;ndet miissen wir die beiden eckigen Klammern
gleich O setzen; wir finden go zur Bestimmung von M und N ein System von zwei
linearen Glexchungen Seine Determinante

'
Y

py — 90
qy

ist von 0 verschieden. Man kann sie ndmlich fiir y = 0 auf die Gestalt

A(=5) +el=3)+e]

bringen; da der Ausdruck in eckigen Klammern der Wert von 22 - px - ¢ im Punkt

:’éi = 8% — py8 + ¢

Z == 9 ist, kann er nicht verschwinden, denn 2% 4 pz -} ¢ hat keine reellen Null-

L4 :
stellen. Fiir y = 0 reduziert sich die Determinante auf 6%, und § = 0 ist unmdoglich,
da @y(z) nicht durch 2? 4 pz -} ¢ teilbar ist.

Sind M und N nach diesem Verfahren berechnet, so kénnen wir auch hier das
Polynom P,(z) miihelos durch Division erhalten.

Wir wollen nun den obigen Satz beweisen. Der Beweis 148t sich auf die wiederholte
Anwendung der Sitze1 und 2 zuriickfiihren, mit deren Hilfe die Partialbruch-
zerlegung des gegebenen echten Bruches durchgefiihrt werden kann, Tritt der Faktor
z — a in @ nur einmal auf, so ordnen wir ihm auf Grund von Satz 1 (fiir & = 1) einen
einzigen Partialbruch der Form

4

€z —

zu. Tritt der Faktor # — a in einer Potenz k (k > 1) auf, so kénnen wir auf Grund des
Satzes 1 den Partialbruch

A
(x — a)k’
dann von dem restlichen Bruch (wieder auf Grund von Satz 1) den Partialbruch
Apy

(x — a)1

abspalten usw., bis der Faktor # — a in der Zerlegung des Nenners nicht mehr auftritt.
Somit entsprlchb in diesem Fall dem Faktor (z — a)¥, k > 1, die Summe

4 4, A,
- + - +@“w

x—a (x—a)

(5)

von k Partialbriichen. Die analoge Uberlegung wenden wir auch auf jeden der noch
iibrigbleibenden Linearfaktoren an, bis der Nenner ausgeschopft ist oder in seiner Zer-
legung nur noch quadratische Faktoren enthalten sind.
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Analog ordnen wir vermége Satz 2 dem quadratischen Faktor 22 4 pz - q einen
einzigen Partialbruch der Gestalt

Mz 4+ N
a? 4 pz + ¢
zu, wenn der Faktor in erster Potenz auftritt, bzw. die Summe
Mz 4+ N, M,x 4+ N, M,z 4+ N,

4 (6)

?t+prt+g (@ +pr+g)? (= + pz + g)"
von m Partialbriichen, wenn der Faktor den Exponenten m > 1 hat.
Das gleiche 148t sich auch mit den iibrigen quadratischen Faktoren durchfiihren,
sofern es solche gibt. Damit ist der Satz bewiesen.

+ e+

275. Bestimmung der Koeffizienten. Die Integration von Partialbriichen. Kennen wir
die Zerlegung (3), so kennen wir auch die Nenner jener Partialbriiche, in -welche
sich der gegebene Bruch P/Q zerlegen 1i8t. Nun bleibt noch die Frage nach der Be-
stimmung der Zshler, d. h. der Koeffizienten 4, N, M offen. Da die Zahler in (5) &
Koeffizienten und die Zéhler in (6) 2m Koeffizienten enthalten, sind wegen (4) genau
Koeffizienten zu bestimmen.

Zur Bestimmung dieser Koeffizienten wird hiufig die Methode der unbestimmien
Koeffizienten benutzt, die in folgendem besteht. Kennen wir die Form der Zerlegung
von P[Q), so schrexben wir sie mit den Koeffizienten A, M, N in den Zihlern auf die’
rechte Seite der Gleichung. Der Hauptnenner der Partialbriiche ist offenbar gleich Q;
bringen wir die Briiche auf den Hauptnenner und addieren wir sie, so erhalten wir
einen echten Bruch.l) Multiplizieren wir dann beide Seiten der Gleichung mit @, so
erhalten wir eine Beziehung zwischen zwei Polynomen (n — 1)-ten Grades, die beziig-
lich z identisch sind. Die Koeffizienten bei den verschiedenen Potenzen von x auf der
rechten Seite sind lineare homogene Polynome in den mit Buchstaben bezeichneten 2
Koeffizienten; setzen wir sie gleich den entsprechenden Koeffizienten des Polynoms
P, so erhalten wir ein System von n linearen Gleichungen, aus denen sich die » un-
bekannten Koetfizienten bestimmen lassen. Da die Partialbruchzerlegung, wie wir
vorher gesehen haben, mdglich ist, mufl dieses System widerspruchsfret sein. j

Uberdies ist die Determinante des Gleichungssystems notwendig von 0 verschieden,
da es fiir beliebig gewéhlte rechte Seiten (die Koeffizienten von P) eine Lésung hat.
Mit anderen Worten, das System ist stets bestimmt. Diese einfache Bemerkung be--
weist gleichzeitig die Eindeutigkeit der Partialbruchzerlegung eines echten Bruches.

Diese Uberlegungen wollen wir an einem Beispiel erkliren. Gegeben sei der Bruch
222 <+ 22 4 13
(z —2) (@ + 1)
Auf Grund des Satzes aus Nr. 275 hat er die Zerlegung

22+ 2x4 13, A +Bx+0+ Dx + E
(z—2)(a2+ 17 z—2 2241 ' (22412

Die Koeffizienten 4, B, C, D und E bestimmen wir mit Hilfe c\ier Identitat
222 + 2 + 18 = A(2? 4 1)2 + (Bx + O) (2® + 1) (z — 2) + (Dz -+ E) (z — 2).

1) Die Summe echter rationaler Briiche ist stets ein echter Bruch.
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Durch Vergleich der Koeffizienten bei gleichen Potenzen von 2 gelangen wir zu dem System
der fiinf Gleichungen

zh A4+ B==0,

2 | —2B4C=20,

% 244+ B - 20+ D=2,

2t} ~2B+C—-2D+ E =2,

el A — 20 — 2E = 13;
daraus folgt

A=1, B=—~1, C = -2, D = -3, B = —4,
so dafl wir also
- 222 -2z 413 1 :z:+2 3z -4

z—2 (@ +1)2 z—2 at+1 (a4 1)
erhalten,

Die eben angestellten algebraischen Uberlegungen lassen sich unmittelbar auf die
Integration rationaler Briiche anwenden. Wie wir in Nr, 273 sahen, kénnen Partial-
briiche in geschlossener Form integriert werden. Dasselbe kénnen wir jetzt von jedem
rationalen Bruch behaupten. Wenn wir diejenigen Funktionen betrachten, durch
welche sich die Integrale eines Polynoms oder eines echten Bruches ausdriicken lassen,
so konnen wir das folgende genauere Ergebnis formulieren:

Das Integral einer beliebigen rationalen Funktion 1ift sich in geschlossener Form mit
Hilfe rationaler Funktionen, des Logarithmus und des Arkustangens ausdriicken.

Zum Beispiel gilt bei dem oben betrachteten Fall, wenn wir die Formeln aus Nr. 273 benutzen,

222 4 2 - 13 dx~f _ a,+2 _ Se -+ 4
@—2) (@2 + 12

o @ 1)
13-4z 1, (z—2)
B+l 2 @1

@ -2

— 4 arctanz -+ C.

276. Abtrennung des rationalen Teils eines Integrals. Es gibt ein Verfahren das von
M. W. OstrogrADSKI!) stammt und mit dessen Hilfe sich das Integral eines echten
rationalen Bruches wesentlich leichter berechnen 1a8t. Dieses Verfahren erlaubt, auf
rein algebraischem Wege den rationalen Teil des Integrals abzutrennen.

Wir sahen (Nr. 273), daB sich die rationalen Glieder des Integrals bei Integration
von Partialbriichen der Gestalt II und IV ergeben. Im ersten Fall kénnen wir das
Integral sofort angeben:

y: | y: | 1
f‘t""‘"‘““xma)k =i T "

Wir wollen nun untersuchen, welche Gestalt der rationale Teil des Integrals

Mz 4+ N P2
fw+m+wh @>LQ“Z>@

hat. Dazu fithren wir die uns schon bekannte Substitution x -}- -22?- = ¢ durch und be-

1) Mrogarn WassmmyewrrscH OSTROGRADSKI, 1801 —1862, russischer Mathematiker.
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nutzen die Gleichungen’ (1) und (2) sowie die Rekursionsformel (6) aus Nr. 271 fiir
n = m — 1. Kehren wir zur Verinderlichen z zuriick, so erhalten wir

f Mz + N de — Mx+ N’ +“f dx
(@E+prtgm " (2% + px+ @? (x® + px 4 g™

mit konstanten Koeffizienten M’, N’ und «. Mit Hilfe dieser Formel finden wir, wenn
wir m durch m — 1 ersetzen, fiir das letzte Integral (fiir m > 2)

o dx _ M'x 4 N" +ﬁf dx
@Fpatogrt  @Eretort L) @rmt o

usw., bis der Exponent von 22 4 pz 4 ¢ in dem Integral auf der rechten Seite gleich 1
isb. Alle sukzessiv abtrennbaren rationalen Glieder sind echte Briiche. Fassen wir sie
zusammen, so erhalten wir das Ergebnis in der Gestalt

Mx+ N . R(x) x ]
f(x2+px+q = @t o +’1fx2+px+q’ ®

dabei ist E(z) ein Polynom, dessen Grad kleiner als der des Nenners, also kleiner als
m — 1 ist,!) und A eine Konstante.

Gegeben sei nun der echte Bruch P/Q, wobei P und @ teilerfremd seien; der Nenner
Q sei in Faktoren zerlegt (vgl. (3)). Dann 148t sich das Integral dieses Bruches als
Summe von Integralen von Briichen der Form (5) oder (6) darstellen. Ist k (oder m)
groBer als 1, so konnen wir die Integrale aller Briiche (5) [oder (6)], auBler dem ersten,
mit Hilfe der Formel (7) [oder (8)] umformen. Fassen wir diese Ergebnisse zusammen, .
50 gelangen wir schlieBlich zu einer Beziehung der Gestalt

Pla) 4, — D@ i f Pz(x)

9

Da der rationale Teil P,(z)/Q,(z) dieses Integrals durch Addition aus den oben ab-
getrennten rationalen Teilen hervorging, ist er vor allen Dingen ein echier Bruch, und
sein Nenner ¢, hat die Zerlegung

Q@) = (& — A oo (@ 4 P gt -

Der im Integranden stehende Bruch P,/Q, ergab sich durch Addition von Briichen des
Typs I und III, so daB er ebenfalls echs ist, und es ist

Qy(z) = (x — a) -« (x* + px + q) ---.

Offenbar gilt @ = @@, (vgl. (3)).
Die Formel (9) wollen wir die Ostrogradskische Formel nennen. Differenzieren wir sie,
so konnen wir ihr die aqulvalente Form

P Pl]

= + (10)

Q [Ql Qz

geben. . .
Wir sahen, daB sich die Polynome @; und ¢, leicht bestimmen lassen, wenn die

Zerlegung (3) von Q bekannt ist; aber ihre Bestimmung ist auch ohne diese Zerlegung

1) Vgl. die FuBinote auf S. 41.
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mdglich. Da ndmlich die Ableitung @’ alle Faktoren, in welche sich @ zerlegen 14 Bt,
mit um 1 kleineren Exponenten enthilt, ist @, der gréBite gemeinsame Teiler von @
und Q'; @; kann also aus diesen Polynomen z. B. durch Division bestimmt werden.
Ist @, beka,nnt so laBt sich Q; finden, indem @ durch @, dividiert wird.

Wir wenden uns nun der Bestimmung der Zéhler P; und P, in (10) zu. Auch hier
benutzen wir wieder die Methode der unbestimmten Koeffizienten. Mit n, n, bzw. n,
bezeichnen wir den Grad von @, @, bzw. @,, so daB also n; }- n, = n ist. Dann ist der
Grad von P, P, bzw. P, nicht grofer als » — 1, n; — 1 bzw. n, — 1. Als P, und P,
nehmen wir Polynome (n, — 1)-ten bzw. (n, — 1)~ten Grades mit unbestimmten
Koeffizienten; deren Anzahl ist n; 4 7, == n. Fiithren wir in (10) die Differentiation
aus, §0 erhalten wir

P —PQ; P _ P
Qf Q @
Wir zeigen nun, da8 der erste Bruch stets auf den Nenner @ gebracht werden kann,
wiihrend der Zihler eine ganze Funktion bleibt. Es ist ndmlich

Q19s
' ’ PQ, — P, —— ’
P —po T Po"  po—pE
Q3 Q. Q ’
wobei H den Quotienten @;Q,/Q, bezeichnet. Dieser Quotient ist aber in Wirklichkeit
ein Polynom; denn tritt (z — a)* mit k£ = 1 in @, auf, so kommt (z — a)¥- in @] und
z-— a in @, vor. Dasselbe konnen wir von einem Faktor der Gestalt (x* + pz + ¢)»
mit m = 1 behaupten. Also 148t sich der Zahler von H ohne Rest durch den Nenner

teilen, so daB also H ein Polynom (vom Grad n, — 1) ist.
Entfernen wir den Hauptnenner @, so gelangen wir zu der Identitit

P;szPlﬂ—}—P‘leP

in der auf beiden Seiten ein Polynom (n — 1)-ten Grades steht.

Somit erhalten wir zur Bestimmung der # unbestimmten Koeffizienten ein System
von 7 linearen Gleichungen. Da fiir ein beliebiges Polynom P eine Zerlegung (10)
mdglich ist, muB dieses System fiir beliebige rechte Seite vertriglich sein. Daraus folgt
von selbst, daﬁ die Determinante von 0 verschieden ist, d. h., das System ist notwen-
dig bestzmmt und die Zerlegung (10)ist beiden erwahnten Nenng,rn Q; und Q, eindeutig.)

Beispiel. Von dem Integral
f4x4+4x3+16x2+12x+8 dee
(z + 1)* (2® + 1)?
gpalte man den rationalen Teil ab. Es ist
Q= Q, = @+)@+1)=a*+a+z+1;
daraus folgt

4x4+4x3+16x3+12z+8= ax? + bx + ¢ "+ dx2+ex—}:f
(2% + 2 + z + 1)? 2+ att x4 1 a1

1) Vgl. die analoge Bemerkung iiber die Zerlegung eines echten Bruches in Partialbriiche auf
S. 41. !
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Verglemht man die Koeffizienten der gleichhohen Potenzen von :c auf beiden Seiten, so erhalten
wir ein Gleichungssystem fiir die unbekannten Koeffizienten @, b, ..., f:

4 =0 (im folgenden kénnen wir also d fortlassen),
—0 4 e =4,

—~2b e +f=4,

a—b—3+4e-f=16,

20 — 2+ e f=12,

b—c+f=8,

Damit ist

also
f4x4+43:3+16x2+12x+8dx x-——x+4 13 f
(# 4+ 1) (22 + 1) T Bt tatd At
L 22—z + 4
= xs+x2+x+1+3arctanx+0.

In diesem Beispiel lief sich das letzte Integral sofort berechnen. Ist dies nicht der Fall, so
miissen wir den Integranden in Partialbriiche zerlegen. Dieser Prozefl 148t sich Gibrigens auch
mit dem vorhergehenden vereinigen.

277. Beispiele. Wir geben nun weitere Beispiele fiir die Integration rationaler Funktionen an.

1. f -x-;(-i—(}::-—;;)-;. Die Zerlegung in Partialbriiche 1dBt sich durch leichte Umformungen

vornehmen:

1 {4 2% —a® 1 1

21+ 227 2+ 21 + a0 (L + a?)?

' (e —e 1 111 1
T 21 + 2?) (14+a2)? 22 14a (1429
. i 1 z 3
Lésung. T T TITE -é-arctan z+ C.
do7 + 4z — 11 dz. Es ist
2z — 1) (22 + 3) ¢ —~ B} -
1 ., 1 1
R R I
(2x — 1) (2= + 3) (22 — 5) (xw-%-) (x+%) (w“"g")

I
+

_ Daraus erhalten wir die Identitit

1 - + 3
2:c+-—-a: A( 2)(
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Statt die Koeffizienten bei gleichen Potenzen von 2 zu vergleichen, kénnen wir hier anders vor-

gehen und schneller zum Ziel gelangen. Wir setzen in dieser Identitit nacheinander 2 = %,
_..g.. . %. und erhalten sofort 4 = -i—-, B = -—-—;-, C = %— (da jedes Mal auf der rechten Seite
nur ein Summand stehen bleibt).!)

1 5
- .- 2 c
Lésung 1 In &= l +

3|, 3
242
'+J+sn

1 In (22 — 1)2 (22 — 5)3
8 2z 4 3

1
z — =} ——Inlx
2| 8

[+Uﬂ

~

ﬁ—-f Wegen

oA 1= (2t 4 22% 4 1) — 22 = (2* + 1)? — (272)°
= (e* + 272 +1) (e* — 272 + 1)
suchen wir die Zerlegung in der Gestalt
1 Ax + B Ce+ D

x‘+1=x3+w]/§+1 x2-x}/§+1.
Aus der Identitit

1 = {4z 4 B) (xz—mV§+1) + (Cz + D) (x3+x}/§+1)
erhalten wir das Gleichungssystem -

A40C=0,

~Y24+B+Y20+ D=0,

A-V2B+C+12D=0,
B+D=1,

woraus
A—--C'--—-— B===D=-1—-
2

212’
folgt. Somit ist

Il e e e e
zt + 1 2}/— 2+ 22 +1 2Y2 2 —z)2 +1

ﬁ+¢dz+1 1
= _ + arctan (z }/§ 41
4V2 xm~xy24~1 2Y2 ( )

-+ arctan (x }/§ _— 1) + C.

22

1) Man beachte, daB die Identitdt in Wirklichkeit eine Identitit in Briichen darstellt, bei denen

1 3 A . . .
gerade bei 5T -g-— die Nenner verschwinden. Die geschilderte Methode ist also im
Sinne des GQrenzprozesses x — ridade -g— , —> —g— aufzufassen. Man spricht daher auch von

Grenzwertmethode. — Anm. d. Red.
%) Offenbar unterscheidet sich ¢’ von C nur um —-é— In 2,
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Benutzen wir das Additionstheorem des Arkustangens (Nr. 50), s0 kénnen wir dem Resultat

die Form
, -
1 In< +2¥2 + 1 arctan x}@z
4 ]@ 22 — ]/5 41 2 VE 1—z
geben. Es ist darauf zu achten, daB dieser Ausdruck nur in den Intervallen (400, —1), (—1, 1)

und (1, co) zu gebrauchen ist, da er in den Punkten = -1 seinen Sinn verliert. Wihlt man
die Konstante C” in diesen Intervallen gleich

+ ¢

C——-E:, C bzw. C'-{-——T-cm,

2V2 2V2
so kompensiert diese sprunghafte Anderung die Spriinge der Funktion in den Punkten z = 4-1.
22t — 423 - 2422 — 40z - 20
(¢ — 1) (22 — 22 -+ 2)3

Integrals ab. Es ist

Q= (2*—22—2), Qy=(z—1)(*—2z+2).
Damit haben wir

2a:4-4x3+24x2—-40x+20=[ax3+bx2+cx+d]’+ e + fr 4+ g )

(z — 1) (2® — 22 - 2)3 (x® — 22 - 2)2 z—1 2*—2x+4+2

wobei wir auf der rechten Seite gleichzeitig schon den Ausdruck, der noch integriert werden
mul, in Partialbriiche zerlegt haben. Die Identitit

224 — 423 + 242% — 402 4+ 20
= (3ax? 4 2bx +c) (22 — 22 + 2) (x — 1) — (@a® 4 ba® +cx - d) 2(2x — 2) (z — 1)
+e(2® — 22+ 2P + (fz + 9) (2 — 1) (2® — 22 + 2)?

fahrt uns auf das Gleichungssystem

e+f=0,

—a ~ 6e — 5f -+ g =0,

—a — 2b -} 18¢ + 12f — 59 = 2,

8a 4 2b — 3¢ — 32¢ — 16f -+ 129 = —4,

—6a -+ 4b 4 5¢c — 4d - 36e + 12f — 169 = 24,

—4b + 84 — 24e — 4f + 12 = —40,

—2¢ — 4d + 8e — 49 = 20,
woraus sich

a=2, b= —6,. ¢=238, d == —9, e =2, = -2, g=4

4,

dz. Wir trennen zunichst den rationalen Teil des

ergibt.
- 228 — 62% 8z — 9 (x — 1)2
Losung. P —r + lnm -+ 2 arctan (z — 1) 4+ C.
5. e ke it wh o dx. Wir trennen den rationalen Teil ab, setzen
@+ 1@ +a+ 1)
dazu

1 =@+1)@E@+z+1)?, Q=+1)F+z+1) |
und suchen die Zerlegung in der Gestalt

az4+bx3+cx2+dx+e]’+ fa? gz 4+ b
[ (¢ + 1) (22 + 2+ 1)? (z+1)(@f+z41)
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Aus dem Gleichungssystem
f=0,
—a+g=1,
a—2b+3g+h=—1,
6a —b —3c+ 59+ 3h=1,
4a 4 3b — 3¢ — 4d + bg -+ Bk = 2,
3b 4 ¢ — 5d — 5e + 39 + 6k = 3,
2 —d —Te g + 3h =3,
d—3e¢+h=3

finden wir

' a=—1, b=0, ¢=—-2, d=0, e=—1, f=g=h=0.

Das gegebene Integral fithrt also auf die rationale Funktion

2t 4222 1

“ErD@Tatir

§3. Integration von Wurzelausdriicken

S —
278, Integration von Ausdriicken der Form R (ac, Vaw _t g) 1) Beispiele. Nachdem
wir gelernt haben, rationale Funktionen geschlossen zu integrieren, wollen wir jetzt
ein grundlegendes Integrationsverfahren fiir verschiedene Klassen von Integranden
betrachten, bei denen man Transformationen ¢ = w(x) zu finden sucht, die den Inte-
granden in rationale Form bringen und so ermdglichen, das Integral in geschlossener
Form als Funktion von ¢ darzustellen. La8% sich dabei die Funktion w(z), die durch ¢
ersetzt wird, selbst durch elementare Funktionen ausdriicken, so ist das Integral in
geschlossener Form als Funktion von z darstellbar.

Als erstes Anwendungsbeispiel betrachten wir ein Integral der Gestalt

e

wobei E eine rationale Funktion von zwei Argumenten bezelchnet m eine natiirliche .
Zahl ist und «, §, y, 8 Konstanten sind. Wir setzen

t=.w(x)”]/ax+ﬂ e 5tm...5

yz + 6’ yx -+ vz + 0’ — yim
Damit geht das Integral iiber in
[ R(p(), t) ¢'(2) dt;

hier ist das Differential schon rational, da R, ¢ und ¢’ rational sind. Haben wir dieses
Integral mit Hilfe der Methoden aus § 2 berechnet, so kehren wir zu der alten Verin-
derlichen zuriick, indem wir ¢ = w(x) einsetzen.

1) Mit R bezeichnen wir stets eine rationale Funktion i_lirer Argumente,
' ]
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Auf ein Integral der Gestalt (1) lassen sich auch die allgemeinen Integrale

fR(:z: (ocx—}-ﬂf ax + B\ de

Ny +96) T \yz 4 6]

zuriickfiithren, wobei alle Exponenten 7, s, ... rational sind; man braucht diese Ex-
ponenten nur auf den Hauptnenner m zu bringen, damit im Integranden eine ratio-

nale Funktion von z und von r+ 8 steht.
yx + 0
Béispiele.
Ny \
1. f z+1+2 dzx. Hier ist speziell die gebrochene lineare Funktion oz + ﬂ - eine
@+ 1) — Yo+ 1 vz +0

lineare Funktion. Wir setzen t = Yz + 1, dz = 2¢ dt. Dann ist

Ve + 142 dreo [ 124 (2 %42 )dt
( + 12— Ve +1 2 —1 t—1 24t4+1

—1)2
(¢ —1) 2 arctan 2+ 1

== in — — py
#+t+1 §3 V3"
wobel nur ngch t =Vx + 1 zu setzen ist.

3
2. f 3 dz = f z+1 do . Wir setzen
Ve — 1) (@ + 12 l”“‘“"“
3

+ C,

3 2
t = x+ lo x =—'t ‘+_'"1‘; dr = — 6td't ;.
x— 1 2 — 1 (B~ 1)* '
dann ist
e 3 pe—
z+1 dz - 3dt_____ _ 1 + t 2 ar
r—1ax41 B —1 t —1 24t 1
1, 24t 41 2 + 1
= — In ———————— 3 arct c
g ln gy T Y3 erctan 5T

3
mit t=]/‘”+1.
z -1

279. Integration von binomischen Differentialen. Beispiele. Differentiale der Form

x™(a - ba")? dz,

wobei @ und b beliebige Konstanten und die Exponenten m, n und p rationale Zahlen
sind, nennen wir binomisch. Wir wollen untersuchen, wann diese Ausdriicke geschlos-
sen integrierbar sind. Einer dieser Fille ist unmittelbar klar: Ist p eine ganze Zahl
(positiv, 0 oder negativ), so gehdrt der Ausdruck zu dem in Nr. 278 betrachteten Typ.
Bezeichnen wir ndmlich mit A das kleinste gemeinsame Vielfache der Nenner von m

1
und , so haben wir einen Ausdruck der Form E (]/;) dx vor uns, der durch die Funk-
tion ¢ = i/; rational gemacht werden kann.

4 Fichtenholz IL
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Transformieren wir jetzt den gegebenen Ausdruck mit Hilfe der Substitution
z = z" 50 ist
m+1

z™a -} bat)P dx = -11; (@ + bz)? Zzn 'dz

oder, wenn wir zur Abkiirzung g_n_;_;}-__l — 1 = ¢ setzen,
fa:’”(a + ba*)? de = % f (a + bz)? 29 dz. (2)

Ist ¢ eine ganze Zahl, so erhalten wir einen schon frither untersuchten Ausdruck.
Bezeichnen wir ndmlich mit » den Nenner des Bruches p, so hat der transformierte

Ausdruck die Gestalt R (z, 'Va -+ bz). Der Integrand 148t sich sofort mit Hilfe von -

t:-—:'ya—l—bz -—-:i/a—{- bx"

rational machen.
Nun geben wir dem Integral auf der rechten Seite von (2) die Gestalt

f(a+ bz)pz?"“ldz;
z

wir sehen sofort, da8 wir fiir ganzes p 4+ q ebenfalls zu einem schon betrachteten Fall N

gelangen; der transformierte Ausdruck hat hier nimlich die Form R (z, l/.a' + bz , .
In diesem Fall la8t sich das gegebene Integral sofort durch %

{ = I/a—:bzm'Vax‘”-}—b

rational machen. .

Beide Integrale in (2) lassen sich also in geschlossener Form angeben, wenn eine der
Zahlen p, q, p + q oder (was das gleiche ist) eine der Zahlen p, m+ 1, m+ 1 +p
ganz ist. n n

Diese Fille der Integrierbarkeit waren im wesentlichen schon Newtox bekannt,
‘jedoch erst in der Mitte des vorigen Jahrbunderts fand TsoreBYscrEFF!) die bemer-

kenswerte Tatsache, daB sich binomische Differentiale in anderen Fillen nicht ge-
schlossen integrieren lassen.

Wir betrachten nun einige Beispiele.

s
3
1. f@- dz ==f:c"113(1 + 21/4)1/3 dz. Hier ist m = —--—1-, n ==-i—, p= —1-; wegen
= ~

. 3

1
—_—11
m41 2+

n. 1

=2

1) Par~nuTI LwowrrscH TSCHEBYSCHEFF, 1821 — 1894, russischer Mathematiker.
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liegt der zweite Fall vor. Ferner ist » = 3; nach der allgemeinen Regel setzen wir

$ 4
t=1+Ve, w=@—1)¢ do=1220 — 1)°ds;

daraus folgt
XEL“
=12 | ¢ —-)dt = t4(4t3 —7) 4+ C usw.
2. f4 2%(1 + 2%)-14 dz. Hierist m =0, n =4, p = —--!-, es liegt der dritte
Vi -+ x‘ 4
Fall vor, denn es ist
m -+ 1 1 1
n TP = P 0

Ferner ist » = 4; wir setzen

4
b=Vt 1= oty dr = s — 1) .

z
Also ist
1+a:4 tx = t(t* — 1)-1/4,
_ 12 d¢ _._.. 1 1 dt-——l- d:
]/"—— $#—1 t4 1 T i—1 2 1241
=T nl:i—: —--—21-arctant+0 usw.
3. —-8-3‘?—-—- = [ z (1 4 2%)~13 dz. Hierist m = —1, n = b, p = —i;wegen ml
ca¥l 4+ 2® 3 "

= 0 liegt der zweite Fall vor, ferner ist » = 3. Wir setzen

s ; _
= J1 4 25, z = (3 — 1)1/5, dz = %ﬁ(ts - 1)-805 dt

und erhalten

dz _3 tdt 1 (1 __t—1 )dt
x’]‘/‘l—-_’_—x—s 8§ J]tt—1 5 t—1 24t4-1

¢—1® V3 2t + 1
101 -———-————t2+t+1+ arctan —— 7 + C  usw.

-

280. Rekursionsformeln. Da sich das Integral eines binomischeh Differentials stets
auf die Form

Jpq=fla+ b2)r22dz (3)

bringen 148t (vgl. (2)), wollen wir uns im folgenden auf die Betrachtung von Integralen
der Gestalt (3) beschranken.

4%
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Wir werden nun eine Reihe von Rekursionsformeln aufstellen, mit deren Hilfe das
Integral (3) im allgemeinen durch ein dhnliches Integral Jy - ausgedriickt werden
kann, wobei sich »’ und ¢’ nur um beliebige ganze Zahlen von p und ¢ unterscheiden.

Durch Integration der Identitédten

(@ + b2z)Pt1 2 = a(a + b2)? 27 4 b(a + bz)P 29+,

£ [+ b 1] = (p + 1) bla + P 207 4 (g + 1) a + BP0

erhalten wir
']p+1,q = a'Jp,q + bJp,q+1:
(@ + bz)Pt1 20t = (p 4 1) bJp.qH-l +(@+1) Jp+1,q:

woraus sich die ersten beiden Formeln

g o _latbeprizrtt p4q+2
p.g

oD T e e @ -1, M
(a4 bz)pt1gett p+q+2
2.9 a(q + 1) —b a(q + 1) Jp,q+1 (q :%: "_1) (II)

ergeben, die es erlauben, den Index p bzw. g um 1 zu vergrofern (sofern p bzw, q von
—1 verschieden sind).

Losen wir diese Gleichungen nach J,,, , bzw. J} 44y auf und ersetzen wir p und ¢
durch p — 1 bzw. ¢ — 1, so gelangen wir zu den Formeln

__{a - bz)? 29*1 ap
M ptae+1l T ptgti

J - (@ 4+ bz)p+1 zq___ aq
P4 bp+q+1) bp+ g+ 1)

Jp1q (P+qF—1), (I11)

Jp.q-1 (p + q =(1= _‘1)’ (IV)

die es erlauben, den Index p bzw. g zu verkleinern (sofern p + g &= —1 ist).

Sind weder p noch ¢ ganze Zahlen (so da8 sich also das Integral J, , nicht in ge-
schlossener Form durch elementare Funktionen ausdriicken 148t), so konnen die Re-
kursionsformeln ohne jede Einschrinkung nacheinander angewendet werden. Mit
ihrer Hilfe kénnen die Parameter p und ¢ beispielsweise zu echten Briichen gemacht
werden.

Wir verweilen nun bei dem fiir uns interessanten Fall, daB das Integral in ge-
schlossener Form angegeben werden kann. Dabei kénnen wir voraussetzen, daf8 nur p

oder ¢ ganz ist, da sich der Fall, da8 p + ¢ ganz ist, durch die Substitution z = 1
auf den Fall eines ganzen ¢ zuriickfithren 148t. w

Die aufeinanderfolgende Anwendung der hergeleiteten Formeln erlaubt es dann,
diesen ganzen Index (p oder q) auf 0, wenn er positiv ist, oder auf —1, wenn er negativ
ist, zuriickzufiihren. Dadurch 138t sich die Integration im allgemeinen entweder schnel-
ler durchfiihren oder (in jedem Fall) bedeutend vereinfachen.
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Beispiele.
1. Wir betrachten das Integrall)

xm
H, = dx (m ganz).
V1 — 22

Hier ist n = 2, p = —--;-; daher ist fiir ungerades m die Zahl mtl _m+tl und fir
n
gerades m die Zah] ———— + 1 +p= @—-—5}-—-1— —_ —;— = -é- ganz, so daB sich das Integral in beiden

Fillen in geschlossener Form angeben laft. Mit Hilfe der Beziehung z = 2? transformieren
wir es in das Integral

1
-2—f (1 — 2)-22zm~1)2 gz = —%—J—l/a,(m-l)m-

Setzen wir m > 1 und wenden wir die Formel (IV) an, so ergibt sich

- 1 — 22 2m—=1/2 g — 1
J_1p2, (m—-1)j2 = — ( ) +

J1j2, m—3)J2
oder, wenn wir zu dem gegebenen Integral zuriickkehren,
Hm=-—-—!—xm—1yl——m2+m_—lﬁm_2. i

Mit Hilfe dieser Formel, in der der Index m um 2 erniedrigt Wurde, konnen wir die Berechnung
von H,, entweder auf

Hy = zdr _ —¥1—2a24+ C
}/1 — 2
fir ungerades m oder auf

H, = | dz = arcsinz + C
V1= 22

fir gerades m zuriickfithren,

Es sei nun m < —1, algo m = —p, g > 1. In diesem Fall wenden wir die Formel (II) an
und erhalten

(1 —2)12zm+12 4 - 2
m 4 1 m -+ 1

J-1j2, (m-nj2 = 2 J—1j2, (m+1)2

oder

z——1 Y1 = x? — 2
Ho,=— V -
u—1 u—1

Diese Beziehung macht es moglich, den Wert von y um 2 zu erniedrigen und so die Berechnung
von H_, entweder auf

H—1= ..—ix____.,-;_—ln
: a:]/l—-a:2

1) Analog kénnen wir auch die Integrale

H_ (-9

1—V1—22
x

+ C

f]/x:-—l VF_—

untersuchen. \
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fir ungerades u oder auf

g, = | —% __
fir gerades y zuriickfithren.

2. Wenden wir auf das Integrall)

{ ,
= | X ____ - -1
T = f (2% + a¥)n+l 2 f (@ +f)=reh iR g

1
= -é‘J-(qun, —12 (n=1,2,3,..)

die Formel (I) an, so folgt

(a® 4 2)—n 212 + 2n —1 1

1 —1/2 = -—-J... —1/2
(n+1), —1/2 e, on ot n, —1/2»

und wir erhalten, wenn wir zu J, zuriickkehren, die schon aus Nr. 271 (vgl. dort Formel (6))
bekannte Rekursionsformel
i x 2n —1 1

Jen=go @+ ap T 2n a

981. Integration von Ausdriicken der Form R (z,Vax? -+ bz - ¢). Die Eulerschen?)
Substitutionen. Wir betrachten nun die sehr wichtige Klasse der Integrale

[ B{z,Vaa* + bz + ¢} dz (4)

und setzen voraus, dafl die Nullstellen des Radikanden voneinander verschieden sind,
so daB die Quadratwurzel nicht durch einen rationalen Ausdruck ersetzt werden kann.
Wir untersuchen drei Substitutionen, die sogenannten Fulerschen Substitutionen, mit
deren Hilfe der Integrand stets rational gemacht werden kann.

Die erste Substitution ist im Fall @ > 0 anwendbar. Wir setzen dann

Vax: + bz +¢ =t — Yax.3)
Erheben wir diese Gleichung_ins Quadrat, so erhalten wir, da sich die Glieder ax?
fortheben, bz + ¢ = ¢ — 2} atz, so da8B

_Yar 4 bt +cya

2 1 b ,
Vaa' + b2 + 2Vat + b

X =

2]/—t+b

2
de _2]/_t + bt +cYa dr
(2Va't + b)
ist. Das Wesentliche dieser Transformation besteht darin, da8 sich zur Bestimmung
von z eine Gleichung ersten Grades ergibt, so da8 sich z und gleichzeitig auch der
Ausdruck Yaz? + bz ¢ rational durch ¢ ausdriicken lassen.

1) Analog kann auch das Integral 9% intersucht werden.

%) LroNnEARD EULER, 17071783, Schweizer Mathematiker.
3) Wir konnten auch Yaz® + bz +c= ¢ + Ve z setzen.
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Setzen wir die erhaltenen Ausdriicke in (4) ein, so haben wir eine rationale Funk-
tion von ¢ zu integrieren. Um zur Verinderlichen z zuriickzukehren, brauchen wir nur

t = Yaa? + bz + ¢ + Va z zu setzen.
Die zweite Substitution ist im Fall ¢ > 0 anwendbar. Hier setzen wir
Vaa® + bz + ¢ = 2t + Ye.2)

Wenn wir diese Beziehung quadrieren, den Summanden ¢ auf beiden Seiten subtra-

hieren und durch z dividieren, erhalten wir ax + b = 22 4 2]/_t also wieder eine
Gleichung ersten Grades in z. Daraus folgt

__2V<_:-t-—-

— Yaz?® + bx + ¢ =

do = 2 V_ —b+¥ea o

@ — )

Setzen wir dies in (4) ein, so ist der Integrand rational gemacht. Nach der Integratlon
setzen wir im Resultat

tz]/ax2+bx+c——]/;

xz

.

Bemerkung 1. Die eben betrachteten Fille (2& > 0 und ¢ > 0) lassen sich durch

die Substitution z = -2— aufeinander zuriickfithren. Daher kann man stets die An-

AN

wendung der zweiten Eulerschen Substitution umgehen.

Die dritte Substitution ist dann zweckméiBig, wenn der quadratische Ausdruck
ax?® 4+ bz 4 ¢ die beiden (verschiedenen) reellen Nullstellen 2 und g hat. Dann 148¢
sich dieser Ausdruck bekanntlich folgendermafen in Linearfaktoren zerlegen:

ax? + bx + ¢ = a(x — 1) (x — p).
Wir setzen
Vaa?® + bx + ¢ = t(x — 4).

Wenn wir quadrieren und durch  — 1 dividieren, erhalten wir auch hier eine Gleichung

ersten Grades in z, \
a(x — p) = ¥(x — 1), -
so dal
_ —ap 4 AR 5 al(l — u)t _ 2a{p— )¢
z = — » Yaz? 4 bx 4 ¢ = —F o d:z:-—-—--——-——-----(ﬂ_:_a)2 de
usw. ist.

Bemerkun g 2. Unter den obigen Voraussetzungen 148¢ sich die Quadratwurzel
Ya(z — 2) (z — p) auf die Gestalt

i\

(@ —2)

‘1) Oder Vaz? -4 bz -+ ¢ == at — }/E.
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bringen (wir nehmen, um etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, z > 1 an), so da8
in diesem Fall

Rz, Vo ¥ b5 o) = R, (x ]/a"” - u)

x — A

ist und wir es im wesentlichen mit einem Integranden der in Nr. 278 untersuchten
Art zu tun haben. Die dritte Eulersche Substitution, die wir auch in der Gestalt

=1/ B
t——l/axm;L

schreiben kénnen, ist mit der schon in Nr. 278 verwendeten Substitution identisch.

Wir zeigen nun, da die erste und die dritte Eulersche Substitution allein aus-
reichen, um den Integranden von (4) én allen Fillen rational zu machen. Hat némlich
ax® + bx + ¢ reelle Nullstellen, so ist, wie wir sahen, die dritte Substitution anwend-
bar. Existieren keine reellen Nullstellen,d. h.,ist 2 — 4ac < 0, so besitzt der Ausdruck

ax? + bx + ¢ = I}a" [(2az + b)* + (d4ac — b?)]

fiir alle Werte von z das gleiche Vorzeichen wie a. Der Fall ¢ < 0 interessiert uns nicht,
da dann die Quadratwurzel keine reellen Werte hat. Im Fall a > 0 wenden wir die
erste Substitution an.

Diese Uberlegungen fithren auf die folgende Behauptung: Die Integrale vom Typ (4)
lassen sich stets in geschlossener Form darstellen, wobei zu ihrer Darstellung aufer den
Funktionen, mit deren Hilfe die Integrale rationaler Funktionen ausgedriickt werden,
nur noch Quadratwurzeln nitig sind.

282. Geometrische Behandlung der Eulerschen Substitutionen. Die zunédchst kiinstlich
scheinenden Eulerschen Substitutionen ergeben sich auch aus einleuchtenden geo-
metrischen Uberlegungen.

Wir betrachten die Gleichung fiir eine Kurve zweiten Grades:

y =+Yax? + br + ¢ oder y* = aa? 4 bz + c.
Wihlen wir auf dieser Kurve einen beliebigen Punkt (z,, y,), so daBl
Yo = aaf + bxy + ¢ . (5)

ist, so schneidet die durch diesen Punkt gehende Sekante y — y, = t(x — x,) die
Kurve nur noch in einem Punkt (z, y), dessen Koordinaten durch eine einfache Rech-
nung festgestellt werden konnen. Eliminieren wir y aus den Gleichungen der Kurve
und der Sekante, so erhalten wir unter Beriicksichtigung von (5)

Yo + iz — 2) = ala? — af) + b(x — 2o) + 43,

woraus sich
2yol( — %) + & — )t = afa® — a3) + b(z — )
oder, nach Dividieren beider Seiten durch z — x,,

2yet + (x — xp) = alz + %) + b
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ergibt. Somit 148t sich die Abszisse z (und damit auch die Ordinate y) des zweiten

Schnittpunkts durch rationale Funktionern des Steigungskoeffizienten ¢ ausdriicken.

Wenn ¢ entsprechend variiert wird, beschreibt der Punkt (z, y) die ganze Kurve.
Wir zeigen, daf die Beziehung

Vaa? 3- bz 4 ¢ — yp = t(x — =)

diejenige Substitution definiert, die den Integranden von (4) rational macht. Wir
setzen voraus, der Ausdruck ax? 4 bx + ¢ habe die beiden reellen Nullstellen 4 und u;
dies bedeutet, daB die oben gegebene Kurve die z-Achse in'den Punkten (4, 0) und
(,u, 0) schneldet Nehmen wir z. B. den ersten von ihnen als Punkt (2, ¥,), 80 gelangen
wir zu der dritten Eulerschen Substitution

Vaz? -+ bx + ¢ = t(x — 2).

Ist ¢ > 0, so schneidet die Kurve die y-Achse in den Punkten (0, j:]/c—), und nehmen
wir einen von ihnen als Punkt (z,, ¥,), so erhalten wir die zweite Eulersche Substitution

]/cm:2 4 bx 4 ¢ -+ V:: lz.
SchlieBlich ergibt sich die erste Eulersche Substitution, wenn wir fiir (x,, ¥,) den un-
endlich fernen Punkt der Kurve withlen. Wir setzen a > 0 voraus (dann ist die Kurve
eine Hyperbel), betrachten die Asymptoten y = :H/—x der Kurve und bringen die

Kurve mit den zu den Asymptoten parallelen Geraden y = i 4- Yoz zum Schnitt
(diese Geraden gehen durch den unendlich fernen Punkt). Jede solche Gerade schnei-
det die Kurve in einem zweiten Punkt (z, y), dessen Koordinaten rationale Funktionen
von ¢ sind. Daraus folgt die Substitution

]/ax2+bx+c=t:!:]/;x.

283. Beispiele. Die beiden Grundintegrale

de - dx x
= In Va2 + a2} - C, == aresin — - C,
fl/mziaz SatEn f}/az—;xz a

die zu dem betrachteten Typ gehéren, sind uns schon bekannt (vgl. Nr, 269, Beispiel 9 und 12,
ferner Nr. 268). Ausgehend von ihnen kénnen wir auch die folgenden Integrale losen.

1. _____(i_x_____ Bei der Berechnung dieses Integrals sind zwei Fille zu unterscheiden:
Yoa? + B
o > 0 und o < 0. Ist & > 0, so 148t sich das Integral sofort auf das erste der obigen Grund-
integrale transformieren:
z -+ V +.—§-
o

=

Wir kénnen noch das Argument des Logarithmus mit o multiplizieren; dies fithrt auf den zu-

+ C mit ﬁ-z +a?.
o

--———In
ﬁ

siatzlichen Summanden --I-In «, der sich nur auf die Konstante C auswirkt. SchlieBlich er-
halten wir

f —-—-———1nlax+V ax2+ﬁi+0' (x> 0). (6)
}/ocw2+/3 Vo
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Ist & < 0, also & == ~—|a], 80 geben wir der Quadratwurzel die Form VB — |&| 2% Damit die
Quadratwurzel fiberhaupt reelle Werte hat, ist es notwendig, f > 0 vorauszusetzen. Das Inte-

gral 148¢ sich (mit £ = aﬁ) auf das zweite der oben angegebenen Grundintegrale transfor-
%

mieren, und es ist

]/f «f
arcsin o -+ C (x < 0). (7
fV“x’%'ﬁ Vil

Auf die Integrale (6) und (7) kénnen wir mit Hilfe elementarer Verfahren auch viele andere
Integrale zuriickfithren, wie z. B. das folgende.

2. f Vaa® + B dw 1iBt sich partiell integrieren:
Vo Ffae=aVar + B — [z dVoa® + B

aﬂ:Voc&:*-i—,B——f-—-—qf—-——-dx

Vaa? + B

- WM___IW +8) —B 4,
Voa® + B

=;VM~IV&”mdx+ﬂf-—93—~~
Vazd + B

Aut der rechten Seite tritt noch einmal das gesuchte Integral auf; bringen wir es auf die linke
Seite und dividieren wir durch 2, so finden wir

T Fdr ety B [
f]/om: +ﬁdx-—-2x]/ax +'B+2f1/ax=;{~,8'

Um das endgiiltige Resultat- festzustellen, brauchen wir fiir das Integral auf der rechten Seite
von (8) entweder (8) oder (7) einzusetzen, je nachdem, ob & > 0 oder & << 0 ist.

dz dx dz
3~ Rpevm——— ) b g e — 9 T e *
® f z Yoz + B ( )f a2 Vaz® + B © f (oa® -+ B)**

Diese Integrale werden mit Hilfe der einfachen Substitution = = -%-—, dz = -—-—;127- d¢ auf schon

(8)

bekannte Integrale zuriickgefithrt. Wir nehmen 2 > 0, also £ > 0 an, Dann ist:

(a) 4= == & (zur weiteren Berechnung wird unter Beriicksichti-
zVaz® + B Vo + 2

gung des Vorzeichens von f entweder (6) oder (7) verwendet);

dr tds 1 Voax? 4+ B
()fxﬂ/ax%;z gl Tt P

de bt 1 1 o 1__ =
(c)f(ocwa-{—ﬁ)“/“” “f(a.;_‘ggz)a/z - B ]/""a +'ﬂt3 +0 B ymz_}_ﬂ +0.

4. Identische Umformungen des Integranden fithren die folgenden Integrale auf schon be-
rechnete zuriick:

x? dz Yoz Yoa? + B x?
()f (b)f dz, ()fmmdx
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Es gilt

R o S N ey ¥ S
”fVax2+ﬂ “f Yoz 1 B fym +ﬂ f.Vax=+'ﬂ

oder wegen (8)

[ b [
Vaz? +p 20 Voz? + B

usw, (vgl. Beispiel 1). Ferner ist

(b)f‘/"‘”‘*‘ﬂdx f“‘”+ﬂ drmo 2% _ f
zVoz? + B Vaz® + B zﬁm

das erste der Integrale 168t sich sofort berechnen, das zweite wurde in Beispiel 3 geldst. SchlieB-
lich ist

@ [ —2 =L S B [__dz _
PP &) Jamtp o) (@@t +pPn
(vgl. die Beispiele 1 und 3). \

5. Steht unter der Quadratwurzel der Ausdruck az? 4 bx 4~ ¢, 8o ist es oft zweckmiBig, von
diesem ein vollstindiges Quadrat abzutrennen:

0z + bz + ¢ = f;[(zax  B)? + dac — b1,

Wir setzen 2ax 4 b == ¢ und erhalten auf diese Weise aus (6) fira > 0

nl2aa:+b+2}’a(a:v”+bx+c)l +C

dz
Vaz? + bz 4+ ¢

a
-}- ax + L + Va{ax? + bz + ¢)| + C’ (6%)
;/— 2
bzw. aus (7)fﬁra<0undb2~4ao>0

dz == = —— aresin 2oz +b
Vaz® + bz + ¢ + bz + ¢ ]/lal V6% — dac

6. Wir wenden uns nun den Eulerschen Substitutionen zu. In B;ispiel 12 aus Nr. 269 wen-
deten wir schon die erste Substitution aus Nr, 281 zur Berechnung von

~

+C. (%)

f dz
Va2 4 a2

an., Obwohl das zweite Grundintegral

4=

Va? = 2?
schon aus elementaren Uberlegungen bekannt ist, wollen wir es zur Ubung mit Hilfe aller
Eulerschen Substitutionen berechnen,

(a) Benutzen wir zunidchst die dritte Substitution
VY — 2% = t{a — 2),
80 ist -
‘ ':':_}} do = (tﬁd:)*’ Var =& tzz-f 1
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-—-—-—-C-i-m-———-—-nz »—ét———~2arctant+0=—=2arctan aa{—x—}-(}.
}/az,_xz 24+ 1 a — &

Auf Grund der Identitit

und

2 arctan l/a te_ arcsinf—+£ (—a < z < a)
a — & a 2

unterscheidet sich dieses Ergebnis nur in der Form von dem schon bekannten.
Wir miissen also darauf hinweisen, daf es mdglich ist, fur ein Integral Ergebnisse in verschie-
dener Qestalt zu erhalten; das hingt davon ab, welcher Losungswey eingeschlagen wurde.l)

(b) Wenden wir auf dasselbe Integral die zweite Substitution Va? — 22 = 2t — a an, so er-
halten wir analog

Vot — #2
= = —2 de = —2arctan t 4 C = —2 arctanW + C.
]/aﬁ a2 241 z

Hier treffen wir auf eine andere interessante Tatsache.?) Dieses Resultat gilt nur in dem Intervall
(—a, 0) oder (0, a), da im Punkt x = 0 der Ausdruck

a -+ Ya? — a?
x

—2 arctan

seinen Sinn verliert. Die Grenzwerte dieses Ausdrucks fiir # — —0 und z - -}-0 sind von-
einander verschieden, und zwar gleich = bzw., —=r; wihlen wir fiir diese beiden Intervalle zwei
verschiedene Werte der Konstanten C derart, daBl der zweite um 27 grofer ist als der erste, so
erhalten wir eine Funktion, die im ganzen Intervall (—a, a) stetig ist, wenn ihr Wert im Punkt
z == ( der gemeinsame hnksseﬂ;ige und rechtsseitige Grenzwert ist.

Auch diesmal erhielten wir das frithere Resultat, nur in anderer Gestalf, denn es gilt die
Identitét

-2 arctan

dx
q. .
fx+}/x2~x+1

{a) Zunichst wenden wir die erste Substitution ]/:c2 — 2+ 1=1%—2an:

3 e 2
Pl gp_ob=ttl
2% — 1 (2t — 1)2

dx 2#2—-—2t+2dt 2__3 .3 \g
s+ VP 1 ) HE— 1) b 2—1 ' (2 — 1)
3 _1
22 —

., X . ;
arcsin——7n fir O<a<<a
a4+ ya? —z® a ’
z

arcsinf-: +rn fir —a<z<O.
a

€T ==

d¢,

3
1+2lnltl-———-—§-ln12t-«11+0.

1) Diese verschiedenen Ausdriicke fiir ein Integral miissen sich selbstverstindlich stets inein-

ander fiberfithren lassen, wobei additive Konstanten in der Integrationskonstanten ent-
halten sein konnen. — Anm. d. Red.

2) Vgl. Beispiel 3 aus Nr. 277.
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Setzen wir hier ¢ = z -+ ¥2% — z + 1, so erhaltén wir schlieBlich

dx 3 1
fx+Vx2~x+1— 2'2x+2}/x2—x+1—1

———g—ln‘2x+2]/x2—w+1—-1|

+2ln|x+l’x2~x+1|+0:

(b) Wir benutzen nun die zweite Substitution yz* — z 4+ 1 =tz — 1:

— s
2% —1 dp — ot t+1dt’
-1’ (2 — 1)2
2 —~t4+1 e /
sz—x+1=—;;:T—, a:-{—]/x“’—x—l—l-—z—:—_—-;

—21% - 2¢ — 2

da
fx+Vx2wx+1—ft(t*1)(t+1)2

_ ({2 _1 1 3. 1 3 \g
t 2t——1 2t+1 (¢4 1)

1
= o - 2In t———l t—l———-l t+1 c.
el — gt = 1]
3 __
Hier brauchen wir nur noch ¢ = f2 —= +1+1 zu setzen; nach einigen Vereinfachungen
ergibt sich z
dz = Sz +e2m|VE == + 1+ 1|
J e+Vat—2z+1 VaP—24+14+24+1

——-g-lnIsz—x»- 1~:c+1|
_%1n|}/x2-x+ 1+2z+1]| +C.

Dieser Ausdruck unterscheidet sich von dem in (a) erhaltenen nur der Gestalt nach und stimmt

mit ihm fiir ¢/ = C — -g— iiberein.

3 dz
(a) Da der Radikand reelle Nullstellen hat, kénnen wir die dritte Substitution Vot — o
= {(a — z) anwenden; hier ist —a < # < a und ¢ > 0. Dann gilt

12— 1 4at d¢ 2at 2a2(t* + 1)
—a—=, d 2 o2 . , g . 24V a0
“rr1r YT e Va Pyl TV T ety

und

da 1 12 - 2 at
(22 + a?) ]/aﬁ — 2 T 202 41

| 1 1
—— + - ds
20° (tz—i—tﬁ-—i-l £ —t}2 +1)

a:}@_[arctan (t]@_ + 1) + arctan (t V2 — 1)] + 0,

\
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@+
a—=x
Summenformel fiir den Arkustangens und die offenbar giiltige Beziehung

wobei fiir das endgiiltige Ergebnis nur noch ¢ = zu setzen ist. Benutzen wir die

arctan — = —arctan o — -7-;- (fir x S 0),
o

so konnen wir das Ergebnis in der einfacheren Form
arctan z¥2 +C, mit C,=C+

a? }/2— a? — x? 22 Y2
schreiben.

(b) Wenden wir auf dasselbe Integral die zweite Substitution Ya? — 2% = tz — a an, so
ergibt sich

™

[arctan (V_2_ + 1) t 4 arctan (V2— — 1) t] + ¢’

dz 1
f(x”-i—az)m— aty2
I
z

(0, a); dndern wir den Wert der Konstanten ¢’ beim Durchgang von x durch 0, so 158t sich

das Resultat fiir das ganze Intervall (—a, a) angeben. Mit Hilfe der Summenformel fiir den
Arkustangens sehen wir, dal} dieses Ergebnis mit dem in (a) erhaltenen iibereinstimmt.

mit § =

Dieses Resultat gilt einzeln im Intervall (—a, 0) und im Intervall

. Wir wihlen die erste Substitution Y2? + u =t — 2. Dann gilt

g.f de
(22 + 2 V2 + g

da —9 [ 2t dt -9 du
@4 AV Fpu t 4 2(24 — p) 2 + p? u? 4 2(24 — p) u + P

Damit haben wir das Integral auf ein elementares Integral zuriickgefithrt, Im Ergebnis braucht
nur noch

u =t = (2 +V2* + p)°

gesetzt zu werden.

284. Andere Verfahren zur Berechnung eines Integrals der Gestalt (4). Die Eulerschen
Substitutionen sind prinzipiell in allen Fillen zur Berechnung von Integralen der
Gestalt (4) in geschlossener Form anwendbar, jedoch werden dadurch einfache Inte-
granden oft recht kompliziert. Auf Grund der Wichtigkeit dieser Integrale wollen wir
noch andere Verfahren zu ihrer Berechnung angeben. Zur Abkiirzung setzen wir

Y==a:c“’+ba:-i—c und y==]/-l—’.

Eine rationale Funktion R(z, y) kann als Quotient zwc;ier Polynome in z und y dar-
gestellt werden. Ersetzen wir »# iiberall durch Y, so erhilt R(x, y) die Gestalt

_P@) + Pya)y
Py(z) + Py(z) y’

wobei die P;(x) Polynome sind. Multiplizieren wir den Zihler und den Nenner dieses
Bruches mit Py(x) — P,(x) y und ersetzen wir wieder y% durch Y, so finden wir

E(z, y) = By(z) + By(x) y.

Rz, y)
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Der erste Summand 148t sich geschlossen integrieren; also brauchen wir uns nur mit

dem zweiten Summanden zu beschiftigen. Erweitern wir ihn mit y, so erhalten wir
schlieflich den Ausdruck

1
Vaxz—{-bx-{-c’

mit dessen Integration wir uns nun beschiftigen wollen.
Zuvor trennen wir von der rationalen Funktion R*(z) den ganzen Teil P(x) ab und
zerlegen den restlichen Teil in Partialbriiche (Nr. 274). In diesem Fall fiihrt die Inte-

gration des obigen Ausdrucks auf die Berechnung der folgenden drei Arten von,
Integralen:

L f D) dz.
Yax® + bx + ¢

1I.

R¥) - = BH@)

dz..

f(x-— a)"]/axz +bx+ ¢
IIL. f Mz + N dan»
(2? 4 px + q)™*Vaa? 4 bx 4 ¢

Dabei sind alle Koeffizienten reell und die Nullstellen von 22 4 px + ¢ komplex. Wir
betrachten nun jeden Fall einzeln.

I. Wir setzen (fiirm =0, 1, 2,...)

v "f ™ de — z™ dz
" Yaa? + bz 4+ ¢ VY -

Fiir solche Integrale 148t sich leicht eine Rekursionsformel angeben. Zu diesem Zweck
setzen wir m = 1 voraus, nehmen die Ableitung

' : m—-1y"’

m=1Y¥) = (m — 1) 22 YT + s

1Y) = (m— 1) = Vi*wy
_ 2(m — 1) a™~2 (ax? + bx 4- ¢) - 2™~ }2ax - )

2V¥Y

m A | -1
=ma]/~?+(m——é-)b—i/-:}_;—-+(m-——-1)c

und integrieren diese Identitét:

x""‘ll/_ maV, -+ (m — —1—) bV + (m — 1)V, .

Fiir m = 1 folgt hieraus
1 b
V]. = 'a‘ﬁ"" _2—(1: Vo,

fiir m = 2 (unter Benufﬁzung des Ausdrucks fiir V,)

m—2

=

o L (20— 30) YT + 53 (3b2 — dac) V.
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Fahren wir so fort, so gelangen wir zu der allgemeinen Formel

Vo = Pua@ VY + AV,

wobei p,,,(z) ein Polynom (m — 1)-ten Grades und 1,, = const ist. Somit lassen sich
alle Integrale V,, auf V, zuriickfiihren.

Hat das Polynom P(z) im Integral I den Grad n, so ist dieses Integral eine Linear-
kombination der Integrale Vg, Vy, ..., V4, und es kann demzufolge auf Grund der
vorhergehenden Formel auf die Gestalt

P(:c)

x = + 4 — 9)
77 b= VT +3 [

gebracht werden, wobei {(z) ein Polynom (n — 1)-ten Grades und A = const ist.
Das Polynom @(z) und die Konstante 4 lassen sich im allgemeinen mit Hilfe der
Methode der unbestimmten Koeffizienten bestimmen. Differenzieren wir (9) und

multiplizieren wir die so erhaltene Gleichung mit }Y, so finden wir

P(z) = Q@) (a2* + bz + ) + - Q(a) (2az + b) -+ 1.

Setzen wir hiep statt Q(x) ein Polynom (n — 1)-ten Grades mit unbestimmten Koeffi-
zienten ein, so steht auf jeder Seite ein Polynom n-ten Grades. Durch Koeffizienten-
vergleich gelangen wir zu einem System von n - 1 linearen Gleichungen, aus denen
sich die n Koeffizienten von @(x) und die Konstante 1 errechnen lassen.!)

Bemerkung. Die Formel (9) realisiert die Abtrennung des algebraischen Teils
des Integrals

f P(x) de.

Eine dhnliche Abtrennung liefle sich auch bei dem allgemeineren Integral

f R(x) de

vornehmen, wobei R eine beliebige rationale Funktion ist. Darauf wollen wir aber,
nicht eingehen.

II. Das Integral

dz
f (@ — a}yY

‘kann vermége der Substitution z — « = 1/t auf den soeben betrachteten Typ zuriick-
gefiihrt werden. Es gilt nimlich

(azx2+bo¢+c)t2+(2aoc+b)t+a

dz = ——--(-1-t-, ax? 4+ bx ¢ m

t2

1) Aus dem Bewiesenen wird klar, daB dieses System fiir beliebige rechte Seiten vertriiglich ist;

-in diesem Fall ist seine Determinante notwendig von 0 verschieden, und das System ist stets

bestimmt. Damit 148t sich auch die Eindeutigkeit der Darstellung (9) nachweisen. (Vgl. S. 41
und 44.)
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8o daB (wir nehmen der Einfachheit ;wvegen speziell z > «, ¢ > 0 an)

f dz o -1 de
(x — a)Yax? 4 bz + ¢ V(aa® + bx 4-¢) 2 + (2ac -+ b) ¢t + a

ist. Wenn aa? -}- b 4 ¢ = 0, d. h. « eine Nullstelle von Y ist, vereinfacht sich dieses
Integral noch weiter; wir erhalten dann ein Integral des in Nr. 278 betrachteten Typs.

1II. (a) Wir wenden uns dem letzten Integral zu und betrachten zunéchst den Fall,
daB sich der Ausdruck az? 4 bx -+ ¢ nur um den Faktor a von 22 4 px -4 ¢ unter-
scheidet. Dann hat das gesuchte Integral die Gestalt

Mz 4N d
(@z® + bz + c)emtor

Es 1Bt sich leicht als Summe zweier Integrale schreiben:

2ax -+ b d N Mb dz )
@@+ bz + o ior T\ ~ 5] | GFE T e o@ntin

das erste kann sofort mit Hilfe der Substitution ¢ = ax? 4 bz - ¢ bestimmt werden.
Zur Berechnung von

dz. . j‘ dx
(ax? 4 bx + c)em+biz T | yem+hf2
ist die sogenannte Abelsche') Substitution
, Y “”+%
¢= ) T2YY  Ya f b to

zweckmiBig. Quadrieren wir sie und multiplizieren wir mit 4Y, so erhalten wir die
Gleichung

47Y = (Y')* = da%a? -+ dabz I b

Damit finden wir

4(a — 17) Y = dac — B2,

4ac — b2\™ 1
Ym:('4 ) — (10)

woraus

folgt. Differenzieren wir nun

¢ }/—I_; = ax -+ -g—,
so ergibt sich
VY dt 4 #2dx = a de,
1) NigrLs HENDRIK ABEL, 18021829, norwegischer Mathematiker.

5 Fichtenholz 11
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also

ds
VY — (11)

Die Beziehungen (10) und (11) liefern

dz 4 m N
lemﬂﬂz = (40,0 — bg) (@ — 2)ym-1dt,

und schlieBlich ist

d
f y(sz-nlz ( = ) f (@ — &)1 ds. (12)

Damit ist das Problem auf die Integration eines Polynoms zuriickgefiihrt.
Insbesondere gilt z. B, fiirm =1

dz 2 2ax + b

(a2? + bz + ¢)¥? 4ac—0 Yot L bx + ¢
(b) Im allgemeinen Fall setzen wir

ax? 4 br -+ ¢ = a(2? + p'z + ¢'),
damit in den Bezeichnungen Symmetrie herrscht; jetzt kénnen wir annehmen, dafl
der Ausdruck in runden Klammern nicht identisch mit x2? 4 px - ¢ ist. er wollen
die Verdnderliche z so transformieren, daB in 22 -+ pzx -+ q und z% 4 p'x J- ¢’ die

linearen Glieder glelchzeltlg verschwinden.
Zunichst sei p == p’. Dann kénnen wir unser Ziel mit Hilfe der gebrochenen linearen

Substitution

!
-t =

erreichen, wenn wir die Koeffizienten p und » geeignet wihlen. Es gilt

B pu ) 4 [2uy 4 p(u - v) + 2q] 8 4 (V2 -+ py + q)
mEpmhe= RV

und analog eine zweite Formel fiir 2% + p'z + ¢'. Die gesuchten Koeffizienten kénnen
aus den Bedingungen

2uv +plp + ) +2¢9=0, 2uw+4p'(u+4v)+2¢ =0

oder
g — ?'q — pq’
# P — Z’ # p—D

bestimmt werden. Damit sind u und » die Nullstellen von
(p—212+ 20— q) 2+ (p'qg — p¢).
Damit diese Nullstellen reell und voneinander verschieden?) sind, ist
=P —(—2)@'e—2p9)>0 (14)

1) Far p == » verliert die Substitution ihren Sinn, da dann z = v ist.
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(notwendig und) hinreichend. Um uns davon zu iiberzeugen, daB die Ungleichung (14)
erfiillt ist, schreiben wir sie in der gleichwertigen Form

[2(¢ + ¢) — P’} > (49 — P°) (44" — P"?). (14%)
Nun gilt 49 — p% > 0 (denn 22 + px + ¢ hat komplexe Nullstellen); daher ist (14%)

sicher erfiillt, wenn gleichzeitig 4¢' — p? < 0 ist.
Nun braucht nur noch der Fall 4¢' — p’? > 0 untersucht zu werden. Hieraus folgt

¢’ > 0, und da auch ¢ > 0 und somit 4 Vgq' > pp’ ist, gilt folglichl)

[2(¢ + ¢) — PP = [4Vad — 2]
= (4 — p) (4’ — p?) + 4(pVq — p'Va)*
= (49 — p°) (49’ — ).
Hier steht zweimal das Zeichen = ; das Gleichheitszeichen kann aber nicht in beiden
Fillen gleichzeitig angenommen werden: Fiir ¢ == ¢’ tritt nicht das erste und fiir ¢

= ¢’ nicht das zweite Gleichheitszeichen ein. Damit ist Ungleichung (14*) und in-

folgedessen auch (14) bewiesen.
Mit Hilfe der Substitution (13) transformieren wir nun das gesuchte Integral auf

die Gestalt

P(t) At
ijJWWﬂ+f

wobei P(¢) ein Polynom (2m — 1)-ten Grades und 1 > 0 ist. Zerlegen wir (fiir m > 1)
den echten Bruch

P()
CESL
in Partialbriiche, so gelangen wir zu einer Summe von Integralen der Form
f = +A;yj_1/gﬁ-‘,§ k=1,2,...,m). (*)
In dem bis jetzt ausgeschlossenen Fall p = p’ erreichen wir das Verschwinden der
Glieder ersten Grades noch einfacher, und zwar durch die Substitution & = ¢ — —g—;

damit gelangen wir unmittelbar zu einem Integral der eben erwidhnten Art.
Das Integral (¥) 1a8t sich in eine Summe zerlegen,

_4_ ot dt + Bf d
& f (&2 4 A Vo + B @+ Va2 + B

Das erste Integral kann sofort mit Hilfe der Substitution 4 = }ai? + § berechnet

werden; auf das zweite wenden wir die Abelsche Substitution
!
ol

Vet

1) Es ist némlich 2-”2;?- > V7.

5*
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an. Auf Grund von (11) ist
d¢ _du
Yotz + B T a—u?’
auflerdem gilt, wie sich leicht ausrechnen 1i8t,
(B — o) u? + An?

oo — u?)

1244 =
Dabher ist

de (¢ — w?)m—1
f (& + A Yat® + B f [(B — od) u? + /10&2]’"

Wir haben also das betrachtete Integral in ein Integral einer rationalen Funktion
iibergefiihrt.

Bemerkung. Abgesehen davon, dal wir in diesem Abschnitt eine Reihe neuer
Verfahren zur Berechnung von Integralen der Gestalt (4) aufzeigten, liefert die Ge-
samtheit dieser Uberlegungen einen vom Vorhergehenden unabhingigen Beweis der
am Schlufl von Nr. 281 formulierten Behauptung.

285. Beispiele.

. 5 _
1. _x__x_i-_}__ dx. Wir setzen
Va2 4 22 4 2

f Bogtl (ax2+ﬁx+?)m+6f—-——————
}/x3+2x+2 ]/x2+2z+2
woraus

2 —z41=(2z+p) &+ 2 +2) + (62 + fr +9) (z + 1) +
folgt. Das Gleichungssystem

3x =1,
S0 + 28 =0,
4o + 3ﬁ + Y= "'1’
2+y+d=1 j i
hat die Losung & = %—’ f= ——%, y = —lé-, J = —Z— Damit erhalten wir schlieflich, wenn

wir noch das Beispiel 5 aus Nr. 283 heranziehen,

2 —z-+1 1
—— d2 = — (222 — Sz 4 1) V2% + 22 - 2
Va2 o 22 - 2 6 ’

+-§-In(x+1+]/x2+2x+2)+0..

2. dz . Die Substitution z — 1 = 1 (esseiz > 1, ¢ > 0) fiihrt dieses
(x — 12 Va2 — 22z — 1 ¢

Integral in N
12 de
— 2¢2 !
iiber, das sich leicht mit elementaren Mitteln auswerten 1a8t {vgl. Nr. 283, Beispiel 4).
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— arcsin ¢ }/-2_ 4 C

Losung. —i—t Y1 =2 —

4Y2
= 1 Va2 — 20 — 1 — 1 aresin 'z + 0.
o — 1 4y2 =—1
dx 7 . .
3 _ f o7 —z 1 o Die Abelsche Substitution
¢ = 4r — 1
2V22* —z + 2

transformiert dieses Integral in

2 — 22
3375f( s

dabei kann man entweder die allgemeinen Uberlegungen aus Nr. 284, III (a), fiir den Spezial-
fall wiederholen oder die fertige Formel (12) benutzen.

L& 64 4z — 1 A | (42 — 1) 1 (42 — 1)8
ésung. 2 — —— +
3375 | (222 — 2z 4 2)Y2 6 (22 — 2 + 232 160 (222 — x + 2)%/%
4. f (z + 3) dz . Dje gebrochene lineare Sustitution
(22— DYV 4241
_ut 4+ v
t4-1
ergibt

(u? :i:/l+1)t2+[2ﬂv:':(ﬂ A+ 2+ 0kt 1)

2
wketl= ¢+ 1)

Die Forderungen
2w+ (u+v)+2=0
oder 4+ v =0, uv = —1 sind z. B. fiir u =1,y = —1 erfiillt. Es ist also

t— 1 2dt d+2 £ 4 3
= s I e e , —_— 1=
=irr YT YAt fortisgT

und
]x2+x+ ="§£f——}:‘"‘1',
. £+ 1
wenn wir £ 4 1 > 0, also # << 1 annehmen. Somit ist
(z - 8) d= _ (8¢ -+ 4) dt
@ —ax+ 1)V +2z + 1 (& + 3) V32 + 1

Das erhaltene Integral 168t sich in zwei Summanden zerlegen:

tde dt
8 - L4
‘/\(152 -+ 3) V3 + ¢+ 3) V32 + 1

Der erste Summand kann mit Hilfe von u = }/3¢2 + 1 berechnet werden und ist gleich

¥8 arctan l/3t2 : ! + .
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Auf den zweiten wenden wir die Abelsche Substitution

v 3
V3 + 1
an, die das Integral in
{9 _____@'____2_ 1,313 +212 u 4o i
27 — 8u ye, 3Y¥3 —2V2 u

fiberfithrt. Hier brauchen wir nur noch % durch z auszudriicken.
L] 2 —
5. [ D)V Fz + 1 241,
sz +ax+ 1+
Hinweis. Man schreibe den Integranden in der Form

2x4+x3+2x2+1_~2x5+2a:4+3x3—-1

z+1 @+DV2* o+ 1
4 *_2x4+3x2+3x+3 4

= (24° — 2? + 3z — 3) +

z+1 YFtz+l  @+DVE e+l
auf den dritten Summanden wende man die Methode I aus Nr. 284, auf den letzten Summanden

die Substitution z 4 1 = -!t'- an.

§ 4. Integration von frigonometrischen Funktionen
und Exponentialfunktionen

286. Integration von Ausdriicken der Form R(sin @, cos w) dx. Differentiale dieser

Gestalt lassen sich stets mit Hilfe der Substitution ¢ = tan — 0 (—7 < @ < =) rational
machen, denn es ist

x — tanz 2
o 2 tan 3 B o s 1 — tan 3 1 g
- — 2’ - 2,
1+ta,n2-$f- 1+1¢ l—i—tn?z 1+t
2 2
2 dt

z == 2 arctan ¢, dzx =

1+ 2

und somit

B(sinz,cosz)dx = B (

26 1 —\ 2de
146271482142

Integrale vom Typ

{ R(sin z, cos x). dz (1)

lassen sich also stets in geschlossener Form angeben. Zu ihrer Darstellung sind aufer den-
jenigen Funktionen, die man bei der Integration rationaler Differentiale antrifft, nur
noch trigonometrische Funktionen notwendig.
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Die erwihnte Substitution, die man fiir Integrale von Typ (1) émmer verwenden
kann, fiihrt jedoch manchmal zu komplizierten Ausdriicken. Spiter werden wir Fille
erwihnen, in denen man mit einfacheren Substitutionen zum Ziel kommt. Vorher
wollen wir noch die folgenden Hilfsmittel aus der Algebra bereitstellen.

Bleibt der Wert einer ganzen oder gebrochenen rationalen Funktion E(u, v) un-

zlrell'findert, sobald bei einem Argument, z. B. bei u, das Vorzeichen gewechselt wird,
. h., ist

B(—u, v) = B(u, v),
so kann R(u, v) in der Gestalt
R(u, v) = R,(u?, v)

geschrieben werden, wobei nur gerade Potenzen von « auftreten.
Wechselt dagegen E(u, v) bei Anderung des Vorzeichens von w ebenfalls sein Vor-
zeichen, d. h., ist

B(—u, v) = —R(u, v),
so kann man der Funktion B(u, v) die Gestalt
R(u, v) = Ry(u?, v)u
geben. Dies folgt sofort aus der vorhergehenden éemerkung, wenn man sie auf die

Funktion R(Z&: v) anwendet.

I. Andert R(u, v) das Vorzeichen, wenn u durch —u ersetzt wird, so ist
R(sin z, cos x) do = R(sin? z, cos z) sin z dz
= —Ry(1 — cos? z, cos x) d cos z,
und die Funktion wird mit Hilfe von ¢ = cos z rational.
I1. Analog ist, wenn R(u, v) mit v das Vorzeichen wechselt, ,
R(sin z, cos z) dz = R§(sin z, cos? x) cos z dx
= R$(sin z, 1 — sin? z) d sin z,
so daB hier die Substitution ¢ = sin x zweckmaB8ig ist.

ITI. SchlieBlich setzen wir voraus, da8 die gleichzeitige Anderung der Vorzeichen
von u« und v keinen EinfluB auf R(u, v) hat, d. h., es sei

R(—wu, —v) = R(u,v).

In diesem Fall ersetzen wir u durch % v und erhalten

Ru,v) =R (}_&_ v, v) = R* (—zf-, v).
v v

Auf Grund der Eigenschaft von R gilt

R* (—:}i, ——v) = R* (—:;, v), N
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wenn % und v durch —u bzw. —v ersetzt werden (der Ausdruck «/v dndert sich dabei

nicht); dann ist, wie wir wissen, v
R* (3‘- v) —~ R (-"f- 1;2).
v v
Daher gilt
1
i - b 2 — * S,
R(sin z, cos z) = R}(tan z, cos® z) = R} (tan 2 7 T tar® a:) ’

also einfach

R(sin z, cos x) = R(tan z).

Hier erreicht man das Ziel mit Hilfe der Substitution ¢ = tan « (-,—E- <L x < E) ,

denn es gilt 2 2
R(sin z, cos z) dz = R(f) -1—% .

Bemerkung. Jeder rationale Ausdruck R(u, v) kann stets als Summe dreier Aus-
driicke der eben betrachteten Spezialfille dargestellt werden. Zum Beispiel kénnen wir

R(u, v) — B(—wu, v) R(——-z:;, v) — B(—u, —v)
2 + 2

R(—u, —v) + E(u, v)
2

schreiben. Der erste Summand #dndert sein Vorzeichen mit u, der zweite mit v, der
dritte bleibt unveridndert, wenn » und v gleichzeitig das Vorzeichen wechseln. Zer-
legen wir den Ausdruck E(sin z, cos z) in die entsprechenden Summanden, so kénnen
wir auf den ersten die Substitution ¢ = cos x, auf den zweiten die Substitution ¢
= sin z und schlieBlich auf den dritten die Substitution ¢ = tan 2 anwenden. Also
geniigen zur Berechnung eines Integrals vom Typ (1) diese drei Substitutionen.

B(u,v) =

+

287. Integration von Ausdriicken der Form sin® « cos* x. Die Zahlen » und 1 seien
rational, und die Verdnderliche z variiere im Intervall (O, -g-) Dann ergibt die Sub-

stitution z = sin? z, dz = 2 sin = cos z dz die Beziehung

* 1 » - -
sin’ z cos* x dz = 5 sin’~! (1 — sin? 2)®-1/2 2 sin z cos z dz

== —21— (1 S z)(#"l)m 200—1)/2 dz,

so daB wir auf ein binomisches Integral (Nr. 279) gefiihrt werden:

- 1 1
f sin’ 2 cos* z dzx = 5 f (1 — z)e—Dl2 20=DI2 dg = 5 Ju—1y2, p-nijz-  (2)
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Wir sehen hier, dal das uns interessierende Integral in geschlossener Form angegeben

2 2
” eine ganze Zahl, also u -} v eine gerade Zahl ist.

werden kann, wenn a) p—1 (oder - ) eine ganze Zahl, also x4 (oder v) eine un-

gerade Zahl ist; b)

Hierher gehort 1nsbesondere der Fall, daf§ beide Exponenten x und » ganz sind. Ubri-
gens ist dann der Ausdruck sin® z cos# z rational in sin = und cos z, d. h., er gehort zu
der Klasse der schon in Nr. 286 betrachteten Ausdriicke.

Ist der Exponent v (oder ) ungerade, so 148t sich der Integrand sofort mit Hilfe
von ¢ = cos z {oder { = sin «) rational machen. Sind beide Exponenten » und u gerade
(oder beide ungerade), so kommen wir mit Hilfe der Substitution ¢ = tan z oder

= cot z zum Ziel. :

Sind beide Exponenten » und p positive ganze Zahlen, so ist ein anderes Verfahren,
das auf der Anwendung der Formeln
sin 2z . 1 -—cos2x 0 ___1+cos2x
5 Sifr = ——a—, cos’z = 5
beruht, zu bevorzugen. Ist nimlich y = 2n, u = 2m, so schreiben wir fiir v = u
sin 2x)2"' (1 — cos 2x)""'"

sin ¢ o8 & =

sin®® 2 cos?™ x = (sin z cos x)?™ sin¥r—m) gz = ( 5 5

/

und fiiry < p

sin®® z cos®™ x = (sin z cos x)?* cos*™—™ r = (

gin 22\*" {1 -+ cos 2z\"—*"
2 2

Entwickelt man den zweiten Faktor in eine Reihe, so ergibt sich eine Summe von

Gliedern der Gestalt C sin” 2z cos* 22 mit »' + pu' < n 4+ m = d ; it

. Diejenigen

Glieder, bei denen wenigstens einer der Exponenten »’, u’ ungerade ist, lassen sich
leicht nach den obigen Methoden integrieren. Die iibrigen Glieder werden einer &hn-
lichen Umformung unterworfen, indem man zu sin 4z und cos 4z usw. itbergeht. Da
bei jeder Umformung die Summe der Exponenten mindestens um die Hélfte verklei-
nert wird, ist der Prozefl schnell beendet. .

Wir kehren'nun zu der oben angegebenen Beziehung (2) zuriick. Jetzt konnen wir
die Rekursionsformeln fiir binomische Integrale (Nr.280) mit ¢ =1, b = —1,

p="E ; 1, g == ; 1 benutzen, um Rekursionsformeln fiir die oben betrachteten

Integrale aufzustellen. Damit erhalten wir die folgenden Beziehungen (die sich jedoch
auch auf andere Art direkt ergeben):

(I f sin® x cost x dx = — ?mvﬂ z cost il &
p+1
v+p+2
p+1
sin**! z cos#tl x
v+ 1
v+ u 42
v 1

+

sin® z cos*+2 & dx (n &= —1),

(In) f sin’ z cos# x dx =

sin”*2 x cost 2 dx (v &= —1),

-+
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sin’t1 g coss—1 x

v+ u

# - lf - __.2
sin® z cos*~? z dx 0),
T (» +p +0)

: in*—1 pt1
(IV) f Sinv 2 COSH dx — s T COS T
Y - ©
y— 1

+v+”fsin"—2xcos”xdx v+ u=+=0).

Diese Formeln erlauben im allgemeinen, den Exponenten » oder 4 (unter den erwihn-
ten Einschrinkungen) um 2 zu verringern. Sind beide Exponenten » und x4 ganz, so
kann das Problem durch aufeinanderfolgende Anwendung der Reduktionsformeln auf
eines der folgenden neun Grundintegrale zuriickgefiihrt werden, die den verschiedenen
Kombinationen der Werte » und u (—1, O oder 1) entsprechen:

(I11) f sin® z cos# x do =

1. [dx ==z, 6. fsmx dz = —In |cos x|,
cos

2. fcoszdz =sinz 7. __q_az_ = 1In |tan =

' o ’ sin . 2{’

dx x T cos x
3. =1n t —~ - [} —r— — I
fcosx an(2 + 4) fsmx dz = In |sin |

4.fsina:dx= ~C0s Z, f.__‘i.._.. In [tan z].

sin z cos x
in?
5.fsinxcosxdx = sz x,

288. Beispiele.
1. f gin? 2 cos® x dz. Der Integrand dndert das Vorzeichen, wenn cos 2 durch —cos x ersetzt
wird. Substitution ¢ = sin 2:

3
fsinza:cos"xdx:ftz(l -—tz)dtm_t?’__

gin®

t5 sinz sin®x
— O = — C.
5 + 3 5 +

2.

— dz. Der Integrand wechselt das Vorzeichen, wenn sin 2 durch —sin x ersetzt
cost

wird. Substitution ¢ = cos z:

in5 & __ 92
f81nxdx=_fj...%_+_1_dt___g___.+ +C

cost x 3
1

cosx 3Jcosdzx

= —COoO8 2 —

sint  cos? z ‘
und cos z durch —cos z ersetzt wird. Substitution { = tan z:

(1 + i2)2 2
di = —_———
f sint x cos? x f b ¢ 3t3 +0

.=tanx——-2cotx---%—cot3x+0.

3. f -——d—i—-—-—- Der Integrand éndert sich nicht, wenn gleichzeitig sin # durch —sin z
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4. f sin® z cos? z dx. Hier ist die gleiche Substitution anwendbar, einfacher ist es jedoch, die
Formeln fiir das doppelte Argument zu benutzen:

sin? 2 cost & = %— sin® 2x(cos 2z + 1) = —;— sin? 2z cos 22 -} -1-16 (1 — cos4x).
Damit ist
. 1. 1 1 .
sin® z cost* 2 dz = —8in3 22 4 ~—a — —sin 4z 4 C.

48 16 64
d
5. f _______a_c_____ T — —-—--(-1—'”-——-—- Anwendbar ist die Substitution ¢ = sin z, aber
sin z sin 22 sin? » cos z

einfacher erreichen wir das Ziel, wenn wir die Formel (II) benutzen:

2fsin2:ccosx 2smx fcosx

,1 —1- in {tan z -+ z

2sinz = 2 2 4
6. f dt . Statt der Substitution ¢ = sin 2 verwenden wir zweimal die Formel (I}; es ist
cos’

da __ sinz
cos®x 4dcostz cos3

und andererseits
dz _ sin & 1 dz sinz 1

+ C.

& ™

— o = —In|t — c
cosz Zootz 2 ) sose ZeoPz Tz an(2+4) + 0
also
' dz sin 2 3sinz 3 2
== —In|tan{— 4 — C.
cos®x 4costzx  Bcosizx + g an(2 + '4) +
7. costz dz. Statt der Substitutign ¢ = cos 2 benutzen wir die Formeln (IT) und (IIT)
sin® 2
und erhalten
g?s4x de — — cosx 3 cost 2
sind z 2 sin® z sin x
costx cos? z 1 z
dx“——cos"'x—}- - =-—cos®z 4 cos z + In{tan —| 4+ C
sin 3 sin 2 3 2
oder (nach vereinfachenden Umformungen)
4
cf)s Lde = — c?sa: — oS — —?f-ln tan = + C.
sin® 2sin? 2 2
8. —-——2:—-———- = - dz . Substitution ¢ = cos z:
sin x cos 2% sin (2 cos? z — 1)
dz _ ds
sin z (2 cos?x — 1) (1 —) (1 — 2%
=L |lEtl2 14112 +—-ln —t-;-c
2 |1 t}/— 143
z—l—ln .{_ﬂ._é—__c_g_sﬁ -3- In tan.—w_ + C.
ﬁ 1.— ﬁ cos & 2
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 sin®zcosz . . . . . .

9. | ~———=———-dz. Da sich der Integrand nicht &ndert, wenn die Vorzeichen von sin «
sin & -+ cos

und cos x wechseln, ist die Substitution ¢ = tan x anwendbar:

sm2 2z cos x - B dt
sinz + cos @ cosa: j (1 -+ (1 17)2

1 t—1 1 t—1
= o e s e e e dt
f[4¢+1 t2+1+2(t2+1)2]
14t 1 14¢
=1 ——
il e R
—i—ln |sin 2 4 cos z| ~»-«i—-cos z(sin 2 + cos 2) 4 C.

da . T T

10. fir AC — B?* > 0. Wir setzen —— —

0 fAeos‘*’x—}-EBsinxkcosx—{-G’sin”x w ! aen 2<x< 2
voraus und bringen das Integral mit Hilfe der Substitution ¢ = tan 2 auf die Gestalt

dt
A+ 2Bt + Ci2”
Ctanz -+ B

1
Lésung., ~————— arctan ————-e-—o— 1. (’,
Y4AC — B2 Y4 =B
dz dt - -
1 . em——e————— 1Y f" tmt A ). Z B T
' fa+bta.nx (@ + b1) (1 4+ i) ur anx( 2<:c< 2) ur Bestim-

mung der Koeffizienten 4, B, C in der Partialbruchzerlegung
‘ 1 N S 3 X
(@a+b)(1 +88) a-++b 1342

ergeben sich die Gleichungen
A+ bB =20, aB 4 bC = 0, A4aC=1,

aus denen
= ——t 0 = 2
T of 4 b2 P IR T a4+ b2
folgt.
Lésung. ;;—_—E—-l—’;arctan t + b 1 @+ b:z

zaﬁ—:bz [ex 4 blnja cosx 4 bein 2] + C'.

12. Auf das Integral aus Beispiel 11 lassen sich die beiden Integraie

7 gin z dz . T cos z dx
1.....- " s 2=“. "
acosz -+ bsina acosx - bsing

zuriickfihren. Sie kénnen leicht berechnet werden, indem man die mit ihnen gebildeten Be-
ziehungen

le;-}—aszfdxmx—**Ul,

—aT, + bT, = -——asm:c—%bt.msx dz = d(a cos z -+ b sin )
acosz -+ bsin acosz --bsinz
=Inlacosx -+ bsinzg| + C,
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benutzt, aus denen sich

=a2+bz [bxz — aIn|a cos & 4 bsinz|] + C,

g = [ex + b1n |a cos z + bsin z]] + €7

a’ + b2
ergibt,

—
13. -I— 1—r dr(0<r <1, —n <z < n), Wir wenden hier die universelle
2 1 — 2r cos z -+ r?

Transformation t = tan 3—;—- an und erhalten

1 — 72 dt
oS |
1—2rcosx+r2 1—=r24 142

= arctan (1 * rt) -+ C = arctan (1 + rtanﬁ-) + C.

—r 1—v 2

Auf dieses Integral 1484 sich auch das f’olgende zuriickfiihren:

1 —rcosz — 11— de
1——27'00:5:1:4—72 21—-2rcosx+r2

_ 1 1+r 2z
=3 x+arct&n(1 _rtan 2)+0.

14. f mifm unter der Voraussetzung |a| $ |b] (—= < # < w). Zunichst sei [a] > {b]

und (ohne Beschrinkung der Allgememhext) @ > 0. Die Substitution ¢ = tan— ergibt wie
in Beispiel 13 2

dz == 2 arctan(( a*btan-:-v— 4+ C.
a-+bcoszx Va? — 52 a-t+b 2

Diesen Ausdruck kénnen wir auf die Gestalt

b
- _....:.l_-—. arceos (._Z_C_?i:i:t_ c’
Va® — b2 a-+4beoszx
bringen, wobei das obere Vorzeichen fir 0 < 2z < = und das untere fir —n < 2 < 0 gilt und
der Wert der Konstanten ¢ beim Durchgang von z durch 0 um —-;-?-:——7‘—2-—- zunimmt.
- a o

Nun sei |a| < [b] und b > 0. Mit der gleichen Substitution erhalten wir

dz . 2d¢
fa—}-bcosx.— (b +a)y—(b—a)t?
1 Vo +a+Vbo—at

= In

oy
Vo2 — a? Vb +a—YVb—at

Vb+a+}/b—~atan—‘-;—
= In +Cp
b* — o ]/b-'{-a—-—}/b——atan—g-
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also
1 i b+acosx+l/b2——-a2 sin z
b2 — a2 a+ bcosz

S
, @4 bsinzx
gehende iiberfithren.

+ C.

Das Integral 1Bt sich durch die Substitution z = -:g—- -+ t in das vorher-

15. Auf das Integral in Beispiel 14 kann auch das Integral

dz
a4 becosx 4 csinz
zuriickgefiithrt werden. Fiithren wir einen Winkel « unter der Bedingung
b . sin & = °

T Vot o

ein, so laBt sich das Integral in der Gestalt

COB & ==

dx
fa+Vb2+czcos(x-——-oc)

schreiben. Substitution: ¢ = z — «. Hier interessiert nur der Fall lal=Vb? + ¢

289. Uberblick iiber die anderen Fille. In Nr. 271, Beispiel 4, sahen wir schon, wie
sich Ausdriicke der Form

P(z) e** dz, P(z) sin bz dzx, P(z) cos bx dx
integrieren lassen, wenn P(z) ein Polynom ist. Interessant ist, da die Ausdriicke

e¥ sin x cos x
—dz, ——d=z,

dz n=12,3,...)

nicht mehr geschlossen integriert werden konnen.
Mit Hilfe der partiellen Integration konnen wir fiir die Integrale dieser Ausdriicke
Rekursionsformeln angeben und sie auf die drei Grundformen zuriickfithren:

L f —dz = f i(ril—yg'/ =liy (Integrallogarithmus)!),

IIL. f sin @ dz ==siz (Integralsinus),

1I1. f co; Zdr =ciz (Integralkosinus)?).
Wir kennen schon (vgl. Nr. 271, Beispiel 6) die Integrale

. asin br — b cosbx
f e% gin bx dzx = Py e”® 4 C,

. bsin bx - a cosbx
fe‘cosbxdx= oy e - C;

1) Substitution z = In y.
2) Ubngens muB in allen drei Fillen noch die willkiirliche Konstante festgelegt werden; dies
wollen wir im folgenden tun.
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von ihnen ausgehend, kénnen wir die Integrale
f " %% gin bz dz, f x* %% cos bx dx n=1,2,3,...)

in geschlossener Form angeben. Durch partielle Integration erhalten wir nidmlich

. a sin bx — b cos bx na .
f x* %% gin b dz = z* O x*—1e% gin bx dx

a? -+ b2 T a? - b2

nb
n—1 a2
+ pra bzfx &% cos bx dz,

-

bsin bx -+ a cos bx nb .
n o0 — oh 0L o . n—1 aaZ
f:z: e cosbrdx =« T ear ooy f:v €% gin bx dx

na

NS

fx”‘“l e cos br dz.

Diese Rekursionsformeln gestatten, die uns interessierenden Integrale auf den Fall
n = 0 zuriickzufiihren.

Verstehen wir unter P(...) wie frither ein Polynom, so kénnen wir abschlieBend be-
haupten, dal die Integrale

Pz, e%z, 5", ., sin b'z, sin b"'z, ..., cos b'z, cos b''z, ...) dz,
b 4 b

wobei a’, @, ..., ¥, b"”, ... Konstante sind, in geschlossener Form angegeben werden
kénnen, Dies 148t sich offenbar auf die Integration des Ausdruckes

x* e9% sin®’ b’z sin¥” b’z <+« cos™ bz -+
zuriickfithren. Benutzt man die elementaren trigonometrischen Formeln

1 — cos 2bx

sin2 bx =

sin b’z sin b’z = -21- [cos (b' — ") z — cos (b’ + b"") x]

und dhnliche, so kann der Ausdruck in Summanden vom Typ 4z* e* gin bz und
Bx" €% cos bx zerlegt werden, mit denen wir uns schon beschéftigt haben.

§ 5.  Elliptische Integrale

290, Allgemeine Bemerkungen und Definitionen. Wir betrachten ein Integral der
Gestalt

[ B(,y) de, (1)

wobei y eine algebraische Funktion von z ist, d. h. (vgl. Nr. 205), y geniigt einer al-
gebraischen Gleichung

P(z,y) =0 (2)
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(P ist ein Polynom in z und y). Integrale von dieser Form heilen Abelsche Integrale.
Zu ihnen gehoren auch die in § 3 untersuchten Integrale

fR(x V““’i’;) z, fR(x,Vax2+bx+c)dx

Die Funktionen

__m ax -+ B . 5 :
y—-l/yx—%é’ y = Yax? + bx + ¢ .

geniigen nidmlich den algebraischen Gleichungen
(yx+08)y™ + (@ez+ ) =0, y*— (aa® + bz +¢c) =0.

Vom geometrischen Standpunkt aus 148t sich dem Abelschen Integral (1) eine alge-
braische Kurve zuordnen, die durch (2) definiert wird. Zum Beispiel ist das Integral

R (z,Vaa? + bz + c)dz (3)

mit der Kurve zweiler brdnung y? = ax?® 4 bz 4 ¢ verkniipft.
Besitzt (2) die Parameterdarstellung

x = 1y(t), = 1y(?)

mit rationalen Funktionen ri(f) und r,{t) — in diesem Fall nennen wir die Kurve uni-
kursall) —, so ist es moglich, den Integranden von (1) rational zu machen: Durch die
- Substitution x = 7,(f) kann er auf die Form

R(ﬁ(t): Tz(t)) ri(¢) de

gebracht werden. Zu dieser Klasse gehoren auch die beiden oben angegebenen Fille.
Insbesondere ist die Méglichkeit, den Integranden aus (3) rational zu machen, mit der
Tatsache verkniipft, daB eine Kurve zweiter Ordnung unikursal ist (Nr. 281, 282).

Offenbar sind die Verdnderlichen z und ¢ durch eine algebraische Gleichung mit-
einander verkniipft, so daB ¢ eine glgebraische Funktion von z ist. Erweitern wir die
Klasse der elementaren Funktionen, indem wir zu ihr auch alle algebraischen Funk-
tionen hinzufiigen, so ldft sich das Integral (1), falls die Kurve (2) unikursal ist, stets
in geschlossener Form durch elementare Funktionen ausdriicken.

Jedoch ist ein solcher Umstand in gewissem Sinne eine Einschrinkung. Im all-
gemeinen ist (2) nicht unikursal; dann ist (1), wie man zeigen kann, nicht immer, d. h.
nicht fiir jede Funktion R, in geschlossener Form darstellbar (obgleich dies fiir einzelne
spezielle R nicht ausgeschlossen ist).

Damit sind wir schon bei der Betrachtung der wichtigen Klasse der Integrale

ﬁf R (2, Yoa® + fa? + pz + 0) da,
S Bz, Vord T p® F ya® + o2 + ¢) dz

angelangt, in denen Qudratwurzeln aus Polynomen dritten und vierten Grades ent-
halten sind und die an die Integrale (3) anschlieBen. Integrale der Gestalt (4) lassen sich

4)

1) Wir konnten auch eine rein geometrische Charakterisierung einer unikursalen Kurve geben;
damit werden wir uns jedoch nicht beschiftigen.
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im allgemeinen nicht mehr in geschlossener Form durch elementare Funktionen ausdriik-
ken (selbst bei Erweiterung dieses Begriffes nicht). Daher haben wir die Bekanntschaft
mit ihnen auf diesen letzten Paragraphen verschoben, um die Darlegungen dieses
Kapitels nicht zu unterbrechen, das sich in der Hauptsache mit den Integralen be-
schiftigte, die in geschlossener Form angegeben werden kénnen.

Die Radikanden in .(4) mogen reelle Koeffizienten haben. Auflerdem wollen wir
stets voraussetzen, dafl ihre Nullstellen einfach sind, denn anderenfalls kénnten wir
einen Linearfaktor unter dem Wurzelzeichen hervorziehen; das Problem wiirde sich
dann auf die Integration von schon friither betrachteten Typen reduzieren, und das
Integral kénnte in geschlossener Form angegeben werden. Beispielsweise kénnen wir
leicht nachpriifen, daB

14+ a2t dx z
i o,
f1~x4V1--x4 V1-—x4+
523 -1

dz=2)23+1+C

Vo £ 1
gilt.

Integrale vom Typ (4) heiBen im allgemeinen elliptisck, da sie zuerst bei der Be-
rechnung der Bogenlinge der Ellipse auftraten (vgl. Nr. 331, Beispiel 8). Ubrigens
bezieht sich diese Bezeichnung nur auf diejenigen von ihnen, die nicht geschlossen
integriert werden konnen; die anderen heiBen pseudoelliptisch.

Die Untersuchung und die Tabulierung (d. h. die Zusammenstellung von Tafeln
der Werte) von Integralen der Gestalt (4) fiir verschiedene Koeffizienten «, 8, v, ...
ist verstandlicherweise schwierig. Daher ist es wiinschenswert, alle diese Integrale auf
einige wenige zuriickzufiihren, bei denen nach Mdglichkeit weniger willkiirliche Ko-
effizienten (Parameter) auftreten. Dies 148t sich mit Hilfe von elementaren Umfor-
mungen erreichen, die wir nun untersuchen wollen.

291. Hilfstransformationen.

1. Zunichst wollen wir darauf hinweisen, daB es geniigt, den Fall zu betrachten, in.
dem unter der Quadratwurzel ein Polynom vierten Grades steht, denn darauf 148t
gich auch leicht der Fall iiberfithren, da8 das Polynom von drittem Grad ist. Ein
Polynom ax® + ba? 4 cx + d mit reellen Koeffizienten mu8 ndmlich notwendig eine
reelle Nullstelle besitzen (Nr. 81), etwa 1; folglich ldBt es eine Zerlegung

axd + bx? 4-cx + d = a(z — A) (2% 4 px + q)

mit reellen Koeffizienten zu. Mit Hilfe derSubstitutionx — 1 = #% (oderx — 1 = —%)
gelangen wir zu der gewiinschten Umformung

[ R(x,Yaz® + ) dz = [ R( + 2, ¢ Vatk + ) 2t de.
Wir wollen also nur Integrale untersuchen, in denen eine Quadratwurzel aus einem
Polynom vierten Grades auftritt.

2. Nach einem bekannten Satz aus der Algebra kann ein Polynom vierten Grades
mit reellen Koeffizienten als Produkt zweier Polynome zweiten Grades mit ebenfalls
reellen Koeffizienten dargestellt werden:

az? + ba® + ca® 4 dx 4 e = a(z® + pz + g) (2* + p'z + ¢'). (5)

6 Fichtenholz II
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Nun wenden wir eine Substitution an, um in den beiden Polynomen zweiten Grades
die linearen Glieder zu beseitigen. Mit einem dhnlichen Problem hatten wir es schon in

Nr. 284, 111 (b), zu tun.
Ist p = p’, so erreichen wir unser Ziel mit Hilfe der Substitution x = ¢

— —g— Nun sei p == p’; in diesem Fall benutzen wir wie frither die gebrochene lineare

Substitution z = £ .:- . Die Moglichkeit, fiir die Koeffizienten x4 und » reelle und

auBlerdem verschiedene Werte zu erhalten, wird, wie wir saben, durch die Unglei-
chung

g—¢P—(—p)@Pe—2r7)>0 (6)
bedingt. Wir haben diese Ungleichung schon unter der Voraussetzung bewiesen, daB
eines der betrachteten Polynome zweiten Grades komplexe Nullstellen hat, dies spielte
in unseren Uberlegungen eine wesentliche Rolle. Nun mégen beide Polynome auf der
rechten Seite von (5) reelle Nullstellen haben, das erste Polynom etwa die Nullstellen «
und B, das zweite die Nullstellen y und J. Setzen wir

i

p=—+8) g=0af, p=—@+0), ¢ =yd,
so erhélt (6) die Gestalt
(x—P)(x—8)B—y)(B—0)>0. (6)

Damit diese Ungleichung erfiillt ist, braucht man nur dafiir zu sorgen, daf die Null-
stellen der Polynome zweiten Grades einander nicht trennen (daBz. B.a > > » > 6

ist), was in unserer Macht liegt.1)
Somit erhalten wir bei geeigneter Wahl von x und » mit Hilfe der obigen Substitu-

tion die Beziehung

_ ptty Y+ N (M N2\ p—v
fR(”’Vf““’”“"')d” "“fR(H—l’ e [

die wir (wenn wir den Fall ausschlielen, daf einige der Koeffizienten M, N, M ' N’
gleich 0 sind) auf die Gestalt

[RB@,VAQ+ me®) (1 + m'd)) de
mit von 0 verschiedenen 4, m und m’ bringen kénnen.

3. Mit Hilfe von Uberlegungen, die denen analog sind, die wir am Beginn von
Nr. 284 angewendet haben, kénnen wir dieses Integral bis auf ein additives Integral
einer rationalen Funktion auf

R*()
VAL + me?) (1 + m'e?)

1) Wir erwihnen beildufig, daf die Ungleichung (6) in der Gestalt (6’) auch dann bewiesen
werden kann, wenn die Nullstellen «, §, ... nicht reell sind. Hat nur das erste Polynom kom-
plexe Nullstellen, d. h. die konjugiert komplexen Nullstellen « und g, und sind ” und ¢ reell,
so sind die Faktoren « — p und f — y konjugiert komplex, und ihr Produkt ist, wie wir wissen,
eine reelle positive Zahl. Das gleiche trifft auch fir die Faktoren.« — é und g — 6 zu. Sind -
sowohl die Nullstellen «, § als auch die Nullstellen y, § paarweise konjugiert komplez, so sind
die Faktoren &« — ¥ und f — & und ebenfalls x — ¢ und § — 9 konjugiert komplex, und ihre
Produkte sind wieder reelle positive Zahlen.

d¢
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zuriickfithren. Wir zerlegen jetzt die rationale Funktion R*(f) in die Summe einer
geraden und einer ungeraden Funktion:
B*t) + R¥(—t) | B*t) — B¥(—9)

2 * 2 )

R*(t) =

Der erste Summand dndert sich nicht, wenn ¢ durch —¢ ersetzt wird; folglich stellt
er eine rationale Funktion R,(f2) von #2 dar. Der zweite dndert sein Vorzeichen beim
Ersetzen von ¢ durch —¢ und hat deshalb die Form R, (£2)¢.1) Das betrachtete Integral
148t sich demnach als Summe von Integralen darstellen:

R,(t?) dt R,(£2) t d¢
VA + me2) (1 + m'e2) VAL + mt?) (1 + m'ed)

Das zweite Integral bringen wir mit Hilfe der Substitution u = 2 sofort auf die ele-
mentare Form

i By(u) du
2 ) VAL + mu) (1 + m'u)

und in};egrieren es geschlossen. Daher sind die folgenden Untersuchungen nur dem

Integral
f R, (t?) dt )
VAL + m) (1 + m't?)

gewidmet.

292. Reduktion auf die Normalform. Wir zeigen schlieBlich, da jedes Integral vom
Typ (7) in der Form

RB(z%) dz
f V(1 —2%) (1 — k%2 ®

dargestellt werden kann, wobei k ein positiver echter Bruch ist, 0 < k < 1. Diese
Form nennen wir die Normalform. Zur Abkiirzung setzen wir

= VA F mi®) (1 + m'e).

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir hier.4 = 4-1 an; auBerdem be-
schrinken wir uns auf positive Werte von ¢, Wir untersuchen jetzt verschiedene mog-
liche Kombinationen der Werte 4, m, m’ und geben fiir jeden Fall die Substitution an,
die das Integral (7) sofort in die Normalform iiberfiihrt.

1. 4 =41, m = —h%, m' = —h'2 (b > k' > 0). Damit die Wurzel reelle Werte

. 1 1
besitzt, mul} entweder ¢t < - oder £ > — X sein. Wir setzen

h
ht=2z mit 0<z<1 oder z>-}-z7.
1) Vgl. die Bemerkungen in Nr. 286.

6*
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Dann ist

72 '
Vu — ) 1 — Lzﬁ)

so daf hier k = h gewahlt werden kann.

2. A= 41, m = —h%, m’ = K2 (h, K > 0). Damit die Quadratwurzel reelle Werte

. 1 .
hat, beschridnken wir uns auf ¢ < i Wir setzen

ht=]/1—z2 mit 0<z<1.

Dann ist
d¢ _ 1 dz
R e T %z ’
T
und wir kénnen & = -———— wihlen.

VA2 + 2

3. 4 =+41,m="h,m =h%h > k' > 0);tkann sich beliebig indern. Wir setzen

mit O0<z<1.

oz
]/1—-—z2

In diesem Fall ist

V(l —~ zz) hfz zz)

und k = -~—-——-————-Ih.

h
4. A =—1, m = —h? m' =h'? (h, ¥ > 0). Der Variabilititsbereich von ¢ wird
durch die Ungleichung ¢ > 1 beschrinkt. Wir wihlen

h
ht = 1 mit 0 <z<1,
Vl—z
so daf
_(_1_t_= dz
VRE L A2 Vu — 2%) (1 — -..-—"i--zz)
\ h2+hf2
und k = h ist.

TR
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5. 4 =—1, m=—k,m = —k2(h >k >0). Jetzt kann ¢ nur zwischen 1

1 h
und W variieren. Wir setzen
2 . B2

k’t::l/lm—}f——i;;ﬁ—zz mit 0<z<1,
und es ist

d¢ _ dz

Y h h'2

h V(l — 2%) (1 — 72 zz)
YRz — i
o I = .

sowie 7

Damit sind alle méglichen Fille erschopft, denn im Fall 4 = —1 und m, m’ > 0
kann die Quadratwurzel iiberhaupt keine reellen Werte besitzen. Uber den Faktor
R;(#*) haben wir nichts ausgesagt, da er in allen Fillen offenbar in eine rationale Funk-
tion von 2? transformiert wird.

Wir weisen noch darauf hin, da8 wir uns bei der Betrachtung des Integrals (8) auf

die Werte z << 1 beschrinken kénnen; der Fall z > % 148t sich hierauf mit Hilfe der

Substitution kz = -2- mit £ < 1 zuriickfiihren.

293. Elliptische Integrale erster, zweiter und dritter Gattung. Jetzt untersuchen wir die
einfachsten Integrale der Gestalt (8), auf die wir alle anderen Integrale dieser Gestalt
und folglich auch alle elliptischen Integrale reduzieren konnen.

Wir trennen von der rationalen Funktion B(x), die im Integranden von (8) steht,
den ganzen Teil P(x) ab und zerlegen den echt gebrochenen Teil in Partialbriiche.
FaBt man nicht (wie in Nr. 274) die konjugiert komplexen Nullstellen des Nenners zu-
sammen, sondern betrachtet man sie einzeln, dhnlich wie die reellen Nullstellen, so
148t sich R(z) als Summe von Potenzen 2" (n = 0, 1, 2, ...) und von Briichen der Ge-

stalt z;——ia)—m- (m=1,2,3,...) darstellen, die mit Zahlenkoeffizienten versehen
sind ; dabei kann a auch komplex sein. Daher ist klar, dafl das Integral (8) im allge-
meinen eine Linearkombination der Integrale

22 dz
I,,: n==0,1,2,...
V(@ —22) (1 — k2%2) ( )

und

dz
(22 —a)™ ]/(1 — 2%) (1 — k%2?)

m=1,2,3,..)

ist. Wir verweilen zunichst bei den Integralen I,. Integrieren wir die leicht zu veri-
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fizierende Identitit
[zzn-svu —2) (1= kzzz)]’
= (2n — 3) 224 Y(1 — 2%) (1 — Kk%?) + 223

2823 — (k2 4+ 1) 2
Y —2) (1 — &%)
@n — 1) K20 — (20 — 2) (k2 + 1) 202 + (20 — 3) 2o~
B V@ — 29 (1 — k%22)
so erhalten wir die Rekursionsformel
2n — 1R, — 20 —2) (kB + 1) I,y + 2n — 3) Iy,
== YT — ) (1 —F2), ©®)
durch welche drei aufeinanderfolgende Integrale verkniipft sind. Setzen wir hier
n = 2, so wird I, durch I, und I, ausgedriickt; nehmen wir 7 = 3 und ersetzen wir I,
durch den I, und I, enthaltenden Ausdruck, so 148t sich auch I; durch 7, und I, dar-
stellen. So 1a8t sich, wie wir uns durch Fortsetzung des Verfahrens leicht iiberzeugen

konnen, ]edes der Integrale I, (n = 2) durch I, und I, ausdriicken, und auf Grund von
(9) sind sie durch die Bez1ehung

I, = aaly + Buly + qans(®) V(1 — 22) (1 — K2%?)

miteinander verkniipft, wobei x, und B, konstant sind und g,,-4(2) ein ungerades
Polynom (2rn — 3)-ten Grades ist. Ist also P,(z) ein Polynom n-ten Gerades in z, so
gilt

P,(2?) dz

oo T Pt Rl Yt —2) (1= #22); (10)

hier sind x und § konstant, und Q,_,(x) ist ein gewisses Polynom (n — 2)-ten Grades
in z. Die Bestimmung dleser Konstanten und der Koeffizienten von @ kann (wenn P
gegeben ist) mit Hilfe der Methode der unbestimmten Koeffizienten durchgefiihrt
werden (vgl. Nr. 284, I).

Wir weisen noch darauf hin, daB mit Hilfe von (9) die Integrale I, auch fiir negative
- Werte von n (n = —1, -2, ...) durch I, und I, ausgedriickt werden kdnnen, so daB
wir uns bei den Integralen H,, nur auf den Fall @ == 0 zu beschrinken brauchen.

Wir gehen nun zu den Integralen H,, iiber und stellen (fiir reelle a) die Rekursions-
formel

(2m — 2)[—a -+ (k% + 1) a® — k%P H,
—(@2m — 3) [1 — 2a(k? + 1) + 3k2%?| H,_,
+(@m — 4) [(#* + 1) — 3Ka]l H,p, — (2m — B) BH,,_,

= mj VO =2 01— =)

auf, die auch fiir m =0, —1, —2, ... gilt. Damit lassen sich alle H,, durch die drei
Integrale

H

dz
@2 —a) Y — 28) (1 — k%?)
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H, ::f dz ~1,,
V(@ —22) (1 — %)
2 —
H, = (2 — a) dz — 1, — al,,
V(1 —23) (1 — k222)

also schlieBlich durch 1, I; und H, ausdriicken.

Diese Uberlegungen gelten auch fiir komplexe Werte des Parameters a; dazu ver-
weisen wir aber auf Kapitel XTI, § 5.

Alle oben erhaltenen Resultate fithren auf den folgenden SchluB: Alle elliptischen
Integrale lassen sich mit Hilfe elemeniarer Transformationen (bis auf einen Summanden,
der geschlossen integriert werden kann) durch die drei folgenden Normalformen aus-
driickent):

22 dz
f ya— Z"") (1 —k%?) f Y —2?) (1 - kzzz)

m<k<n

f(l + h2?) V(l — 22) (1 — k%22)
(das letzte Integral ergibt sich aus H, durch Einfilhrung eines neuen Parameters
h = m—:; ;@ %= 0). Diese Integrale lassen sich, wie LiouviLLe?) gezeigt hat, nicht

mehr in geschlossener Form angeben. Thre Bezeichnung elliptische Integrale erster,
zweiter bzw. dritter Gattung stammt von LEGENDRE3). Die ersten beiden Integrale ent-
halten nur den Parameter k, das letzte enthilt auler £ noch den (eventuell auc