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Yorwort

Mit der hier vorliegenden Auswahl von Studientexten verfolgt

die Fachkommission "Methodik des Mathematikumterrichts" das Ziel,
meseren Studentem einige Beitriige aus der Zeitschrift "Mathematik
in der Schule" leicht sugiinglich zu machen, die schon vor einigem
Jahren erschienen sind und nur noch in Bibliotheken in wenigen
Exemplaren bereitstehen. Wir wollen damit erreicheam, deB giin-
stigere Bedingungen als bisher fiir die Durchfilhrung von Ubumngen
und Seminaren sowie fiir das Selbststudium geschaffem werden. Die
Studientexte sollen dazu beitragen, die Ausbildumg in der Methe-—
dik des Mathematikunterrichts im Sinmne eines wissenschaftlich-
oroduktiven Studiums effektiver zu gestalten.

Die Auswahl der Beitriige (die hier z.T. gekiirzt oder Hberarbei-
tet wiedergegeben sind) richtete sich nach mehreren Gesichts-
punkten:

Zuntichst einmal wurden iiberhaupt nur solche Artikel ins Auge ge-—
tagt, die vor 1970 erschienen sind, da man erwarten kann, das
Mathematiklehrerstudenten die Zeitschrift "Mathematik in der
Schule" mit Beginn ihres Studiums abonnieren.

Aus den verbleibenden Jahrgingen der Zeitschrift wurden nur Bei-
trdge aufgenommen, die wichtigen Themen unseres Studienprogramms
zugeordnet werden kinnen. Dabei ‘sind solche Artikel bevorzugt
worden, die gute Verallgemeinerungsmtglichkeiten bieten und sich
nicht nur auf-spezielle Lehrplanstoffe besziehen.

SchlieBlich muBte auch noch beachtet werden, da8 der Gesamtumfang
der Studientexte nicht iiber das hier gegebene MaB8 hinaus ausge-
weitet werden komnte.

Aus diesen Prinzipien ergab sich, daB viele wertvolle Beitrige zu
wichtigen methodischen Pragen hier keinem Platz finden konnten.
Wir glauben aber, daB die Studientexte trotz notwendigerweise
vorhandener inhaltlicher Liicken eine wirksame Hilfe fiir die
methodische Ausbildung darstellen ktmmen.

Prof.Dr. Werner Walsch
Yorsitzender der Fachkommission



BeschluB des Politbiiros des ZK der SED und des Ministerrates
der DIR vom 17. Dezember 1962

Zur Verbesserung und weiteren Entwicklung des Mathematikunter-
richts in den allgemeinbildenden polytechnischen Oberschulen
der DIR

Mit dem Aufbau der sehnklassigen allgemeinbildenden poly-
technischen Oberschule und der Einfilhrung neuer Lehrpline im
Jahre 1959 wurden wesentliche Grundlagen fiir eine hthere und
bessere mathematische Bildung aller Schiiler geschaffen.

Die wachsende Bedeutung der Mathematik, Physik und Chemie,
der Kybernetik, Automatisierung, Elektronik und anderer Zweige
der Wissenschaft und Technik fiir das Wachstum der Produktiv-
krifte der Gesellschaft macht es erforderlich, die wissenschaft-
lichen Erkemntnisse zum Gemeingut des Volkes zu machen. Dabei
spielt die Mathematik bei der Weiterentwicklung der Faturwis-
senschaften sowie der technischen und Skonomischen Wissenschaf-
ten eine immer gr¥BSere Rolle. d

Eine umfassende umd hohe mathematische Bildung wird immer
mehr zu einem wesentlichen Bestandteil der allseitigen Bildung
des Menschen der sozialistischen Gesellschaft, Vom Inhalt und
von der Qualitidt der mathematischen Bildung, die in wrlbsbarem
Zusammenhang mit der polytechnischen Bildung und Ersiehung steht,
hiéngt es in starkem MaBe ab, wie die Aufgaben in Wissenschaft
und Technik bewdltigt werden. Die Erreichung des wissenschaft-
lich-~technischen Hbchststandes und die Beherrschung moderner
Produktionsinstrumente und -verfahren in allen Bereichen unserer
sozialistischen Industrie und Landwirtschaft erfordern hohes
mathematisches Wissen und Kinnen der Ingenieure, Techniker und
aller Pacharbeiter:

Daher ist der Verbesserung der mathematischen Bildung und
Erziehung in den zehn- und zwSlfklassigen Oberschulen, dem be-
rufsbildenden Schulen, den Fach- und Hochschulen besondere Auf-
merksamkeit seitens der staatlichen Organe, der Parteiorgani-
sationen und der gesamten demokratischen Uffentlichkeit zu
widmen.



Der Eathematikumterricht in unserer sozialistischen Oberschule
ist in keiner Weise mehr vergleichbar mit dem Rechen— wmd Raum-
lehreunterricht der bdiirgerlichen Volksschule, ¢ie heute in
Westdeutschland noch die gSchule fiir den iiberwiegenden Teil aller
Kinder ist.

Dermoch mub festgestellt werden, daB das allgemeine Leistungs-
niveau unserer Schiiler im Mathematikunterricht noch nicht be-
friedigt. Der Inhelt der mathematischen Bildung entspricht moch
nicht den erhthten wmd sténdig wachsenden Anforderungen des um-—
fassenden Aufbaus des Sozialismus.

— Es fehlt vielfach an geniigend festen, dauerhaften und anwen-—
dungsbereiten Grundkemntnissen, besonders beim Rechnen mit na-
tiirlichen Zshlen, mit BrHchen, nit positiven umd negativen
gahlen und umter Verwendung allgemeiner Zshlsymbole sowie auf
dem Gebiete der Geometrie. ’

- Pie Gr58en— umd Raumvorstellung und das funktionale Denken
gind unbefriedigend ausgebildet.

- Die spezifisch mathematischen Pihigkeiten mmd Pertigkeiten
sind gerimg entwickelt.

— In vielen Pillen sind weder Sokiiler noch Studenten beféhigt,
mathematische Probleme zu erkenmnen, geeignete Losungswege zu
finden and dabei ihre Gedanken in exakter, pprachlich und
schriftlich einwandfreier Form anzugeben. Das Beweisen und Her-
leiten mathematischer Aussagen und das rechnerische und kon-
struktive Bestimmen gesuchter GroSen pereiten vielfach groSe
Schwierigkeiten.

- Die Pertigkeiten im Umgang mit dem Rechenstab, mit Tabellen
und anderen Rechen— und Konstruktionshilfemitteln sind nicht
gefestigt. d .

Die ungentigende Schulung des mathematischen Denkens erweist
pich als die Hauptschwiche im Mathematikunterricht. Dariiber
hinsus trigt der Inhalt des mathematischen Wissens und Konnens,
das gegenwirtig den Schiilern vermittelt wird, nicht geniigend
dem Entwicklumgsstand der mathematischen Wissenschaft Rechnung.
Es werden in der Schule zu wenig molide Grundlagen fiir die
praktische Anwendung der Mathematik in den einzelnen Wissen—
schaften und in der Produktion gelegt.



Die Verbesserung der mathematischen Bildung und Erziehung
in den allgemeinbildenden polytechnischen Oberschulen erfordert
die Uberwindung einer Reihe ideologischer Unklarheiten, fach-
licher und methodischer Mingel sowie eine sachliche Leitungs-
tatigkeit.

Der Revisionismus, der in den Jahren 1953 bis 1957 auf dem
Gebiete der Volksbildung entgegen den wachsenden Anforderungen
auf eine Senkung des Unterrichtsniveaus in der allgemeinbilden-
den Schule hinzielte, hatte im Mathematikunterricht geringe An-
forderungen an das Leistungsvermégen der Schiller und mangelhafte
Entwicklung des mathematischen Denkens zur Polge.

Die Unterschiétzung der Notwendigkeit einer hohen mathemati-
schen Bildung erweist sich auch gegenwirtig immer noch als we-
sentliches Hemmis fiir die Verbesserung des Bathematikunterrichts.

Eine nicht geringe Anzahl von Schulfunktionéren, pédagogischen
Wissenschaftlern, Lehrerbildnern, Direktoren, Klassenleitern und
Lehrern widmet dem Mathematikunterricht der sozialistischen
Oberschule nicht die ihm gebilhrende Aufmerksamkeit.

Die Unterschitzung der Rolle des Mathematikunterrichts fir
die allseitige Bildung und Erziehung der heranwachsenden Gene—
ration zeigt sich besonders in der ungeniigenden Entwicklung und
dem unbefriedigenden Einsatz qualifizierter Kader fiir den
Mathematikunterricht.

Die fachwissenschaftliche, aber auch die methodische Qualifi-
kation vieler Mathematiklehrer ist moch unzureichend. Die Aus-
bildung an den Universitéten, der Pidagogischen Hochschule und
an den Pédagogischen Instituten befiéhigt die Pachlehrer fiir
Mathematik nicht geniigend fiir die Erteilung eines modernen Mathe-
matikunterrichts auf hohem wissenschaftlichen Niveau.

Die Unterstufenlehrer erhalten keine hinreichende fachmathe-
matische Ausbildung. und sind daher vielfach nicht in der lage,
die Erfordernisse des Mathematikunterrichts der Oberstufe in den
unteren Klassen zu beriicksichtigen.

Durch den Pachlehrermangel waren in den vergangenen Jahren
verschiedenartige kurzfristige Ausbildungsformen erforderiich,
die kein fundiertes Studium des Faches und der Unterrichtsme-
thodik gewidhrleisteten.Der Inhalt der Weiterbildung war bisher
ungeniigend auf die Uberwindung dieser Schwéchen und auf die wn-
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mittelbare Verbesserung des Unterrichts gerichtet. Die stin—-
dige, zielstrebige Weiterbildung wird von vielen Lehrern und
Schulfunktioniiren unterschidtzt.

Oftmals werden ausgebildete Fachlehrer von den Abteilungen
Volksbildung und den Direktoren noch in vielen anderen PFichern,
fiir die sie keine Qualifikation besitzen, eingesetzt. AuBerdem
erteilen fiir das Pach Mathematik nicht ausgebildete Lehrer den
Mathematikunterricht, ohne daB8 sie sich in systematischen Wei-
terbildungsformen dafiir qualifizieren.

Die Bemiihungen hervorragender Mathematiklehrer, das Fiveau
des Mathematikunterrichts stdndig zu heben, die mathematischen
Leistungen aller Schiiler zu verbessern und sie zum mathemati-
schen Denken zu erziehen, werden nicht geniigend unterstiitzt und
verallgemeinert.

Ein ernstes Hemmnis fiir die Verbreitung der besten Erfahrun-
gen und die Erreichung éute:r Leistungen aller Schiiler im Mathe-
matikunterricht sind das dogmatische Fes'thelten an hergebrachten
Unterrichtsformen und der Schematismus in der Unterrichtsgestal-
tung.

Die Erfiilllung der Lehrpléne, der Stand der Schillerleistungen
und die Wissenschaftlichkeit des Mathematikunterrichts werden
von den verantwortlichen Schulfunktiondren zu wenig und oftmals
pur oberflichlich kontrolliert. Die Anleitungen zur Verbesserung
des Unterrichts sind nicht konkret genug, orientieren nicht ge-
niigend auf die Erfahrungen der Besten und gehen oftmals von dem
alten Rechen- und Reumlehreunterricht der birgerlichen Volks-
schule aus, der in keiner Weise den Erfordernissen des umfassen—
den Aufbaus des Sozialismus entspriéht. Insbesondere werden von
einigen Schulfunktiondren und Lehrern Unterschdtzungen des Lei-
stungsvermdgens der Schiller und zu geringe Anforderungen an das
mathematische Denken im Unterricht geduldet. Diese Piddagogen
gehen nicht von der gesellschaftlichen Fotwendigkeit aus, allen
Schiilern eine hohe mathematische Bildung zu vermitteln, sondern
setzen inzwischen iiberwundene Tendenzen der Senkung des Niveaus
im Mathematikunterricht der allgemeinbildenden Schule fort. Eini,
Lehrer und Eltern vertreten die irrige Meinung, zur Bewdltigung
der im Fach Mathematik der zehnklassigen Oberschule gestellten
Anforderungen sei eine besondere Begabung erforderlich. Diese
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Ansichten leisten einer mengelhaften Einstellung mancher Schiiler
zum Lernen Vorschub.

Die Intensitét des Lernprozesses und die Effektivitit des
Unterrichts sind noch gering. Es werden nicht geniigend solche
Unterrichtsmethoden angewendet, die die Schiiler gur Aktivitdt,
zur Selbsttitigkeit sowle zum disziplinierten und freudigen
Lernen fiihren; Festigung und Kontrolle des Wissens und Ktnnens
werden vielfach vernachlissigt. Die Lehrpline, Lehrbiicher und
andere Unterrichtsmaterialien enthalten eine Reihe Mingel und
bestimmen nicht prézise genug Aufgabenstellung, Tiefe und Umfeng
der mathematischen Bildung auf den einzelnen Klassenstufen.

Obwohl in den letzten Jahren im Zusammenhang mit der Ent-
wicklung des polytechnischen Unterrichts sich viele Lehrer be-
milhen, ihren Mathematikunterricht mit der Praxis zu verbinden,
wird nicht selten nur eine oberflidchliche und praktizistische
Verbindung hergestellt. Dabei wird oft die Systematik des Mathe—
matikunterrichts gestért, wertvolle Unterrichtszeit vertan und
der Erwerb sicherer und anwendungsfiihiger mathematischer Kemnt-
nisse nicht geftrdert. Im Unterricht in der sozialistischen
Produktion, im Werkunterricht, in den naturwissenschaftlichen,
aber auch in den gesellschaftswissenschaftlichen Péchern sowie
in den naturwissenschaftlichen und technischen Arbeitsgemein-
schaften werden hingegen mathematische Methoden und Verfahren
zu wenig genutzt.

Die auBSerunterrichtliche Betdtigung der Schiiler ist noch nicht
zum festen Bestandteil der mathemetischen Ausbildung geworden.
Die Leitungen der Freien Deutschen Jugend, der Pionierorgani-
sation Ernst Thiélmann und die Organe der Volksbildung werden
ihrer Verantwortung fiir die Entwicklung des Interesses aller
Schiiler an der Mathematik und filr die zielstrebige Arbeit von
Kursen, Zirkeln und Arbeitsgemeinschaften nicht gerecht.

Um die genannten Hemmisse und Miéngel bei der Verbesserung
des Mathematikunterrichts schnell zu fiberwinden und die mathe-
matische Bildung der heranwachsendsn Generation auf ein wesent-
lich hoheres Niveau zu heben, ist es erforderlich, folgende
Hauptaufgaben zu ldsen:

1. Die Ausbildung der Fachlehrer fiir Mathematik sowie die
mathematische Ausbildung der Unterstufenlehrer ist grundlegend’
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zu verbessern, so daB8 sie fiir die Erteilung eines modermen
Mathematikunterrichts von hohem wissenschaftlichen Niveau be-
fihigt werden und mit den beim umfessenden Aufbau des Sozialismuf
wachsenden Anforderungen an den Mathematikunterricht Schritt
halten ktnnen.

2, Die Sicherung eines hohen Niveaus des Mathematikunter-
richts, die Wissenschaftlichkeit in jeder Unterrichtsstunde und
die Intensivierung des Unterrichtesprozesses erfordern, daB8 der
Methematikunterricht an allen Schulen auf allen Klassenstufen
von dafiir qualifizierten Lehrern erteilt wird. Der Einsatz der
Mathematiklehrer und ihre Weliterbildung sind wesentlich zu vexr-
bessern und straff zu leiten.

3. Die Unterrichtegestaltung ist kritisch zu iiberpriifen und
der LermprozeB zu intensivieren, B0 daB alle Schiiler ein siche-
res und anwendbares mathematisches Grundwissen erwerben und zum
mathematischen Denken befihigt werden. Dabei sind mathematisch ‘
talentierte Schiller systematisch zu ftrdern. Es ist erforderlich
die Schiilerleistungen und die Erfiillung der Lehrpléne regelmiBig
zu enalysieren, konkrete SchluBfolgerungen zu ziehen und die An—
wendung der besten Unterrichtserfahrungen iiberall zu organisiere

4. Der Mathematikunterricht in der Unterstufe muB die Schﬂlez'f
grindlich und zielstrebig auf die Anforderungen des Fachunter-
richts der oberen Klassen vorbereiten. Beim Ubergang der Schiiler
von einer Klassenstufe in die nichsththere ist die Kontinuitédt
des Bildungsprozesses zZu gewdihrleisten. Es ist notwendig, eine
klare Abgrenzung der Aufgaben und des Inhaltes des Mathematik—
unterrichts der sllgemeinbildenden Schulen, der Berufsbildung
und der anderen weiterfilhrenden Bildungseinrichtungen vorzu-
nehmen.

5. Zur Verbesserung der mathematischen Bildung und Erziehung
igt eine vielseitige Betdtigung der Jugend auf mathematischem
Gebiet mit Unterstiitzung der breiten demokratischen Uffentlich-
keit zu entwickeln. Die auBerunterrichtliche Arbeit auf dem
Gebiet der Mathematik muS zum festen Bestandteil der mathemati-
schen Ausbildung der Schiiler werden.

pie Elternbeirite sollten unter allen Eltern die Aufklérungs-
arbeit iiber Rolle und Bedeutung der Mathematik wirkungsvoll
unterstiitzen.
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6. Die htheren Anforderungen an die mathematische Bildung
beim umfassenden Aufbau des Sozialismus erfordern zu unter-
suchen, welches mathematische Wissen und Ktnnen die Schiiler
in Zukunft in der allgemeinbildenden polytechnischen Oberschule
erwerben sollen. Die Lehrpline sind weiter zu entwickeln, und
gleichzeitig sind neue Schulbiicher und moderne Lehrmittel zu
erarbeiten.

(BeschluB8 des Politbiiros des ZK der SED und des Ministerrates
der DIR vom 17. Dezember 1962. In: Mathematik und Physik in der
Schule 10/1963 Heft 2, S. 141 - 144)

Uber den Anteil des Mathematikunterrichts an der staatsbiirger-
lichen Bildung und Erziehung

Siegfried fchneider
Vorbemerkungen

Der Aufbau des entwickelten gesellschaftlichen Systems des
Sozialismus in der DDR auf der Basis der am 6. April 1968 durch
einen Volksentscheid gebilligten neuen sozialistischen Verfas-
sung erlegt der Schule die Pflicht auf, alle Schiller zu Menschen
zu erziehen, die imstande und bereit sind, diesen Aufbau partei-
ergreifend und bewuBt mitzugestalten und ihn zu verteidigen.
Diese Aufgabe, die Herausbildung aller derjenigen Kenntnisse,
Pihigkeiten und Fertigkeiten, Denk-— und Verhaltensweisen, die
einen kiinffigen Biirger unserer Republik auszeichnen, ist der
umfassende Inhalt der staatsbiirgerlichen Bildung und Erziehung.
Die Diskussionen in den Piddagogischen Riten um die staatsbiirger-
liche Bildung und Erziehung erhielten einen besonderen Impuls
durch die als Arbeitsmaterial vom Ministerrat der DDR, dem
Ministerium fiir Volksbildung, dem Zentralrat der FDJ und der
Zentralleitung der Pionierorganisation Ermst Thiélmann herausge-—
gebene Aufgabenstellung zur weiteren Entwicklung der staatsbiir-
gerlichen Erziehung der Schul jugend 1). Sie miissen darin gipfeln,

1) Aufgabenstellung zur weiteren Entwicklung der staats.urger-
lichen Erziehung der Schuljugend. In "Verfiijgungen und Mittei-
lungen des Ministeriums fiir Volksbilaung und des Staatlichen
Amtes fiir Berufsausbildung" 1966,KNr.10,32/66,8.121 bzw, im
"Studienmaterial zum pidagogisch-psychologischen Grumdkurs"®,
'!eiZGL I, Volk und Wissen Volkseigener Verlag Berlin, 1970,

S. 69 bis 90.
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die Anteile der einzelgen Erzienhungsfektoren und im Schulbe-
reich die Anteile der einzelnen Unterrichtsficher festzulegen.
Es ist nicht moglich, in allen Fichern alle Aspekte der staats-
biirgerlichen Bildung und Erziehung mit gleicher Intensitédt zur
Wirkung kommen zu lassen. Es wire sber auch falsch, einige
Fiicher in ihrer Bedeutung fiir diese umfassende Aufgabe herabzu-—
petzen. Es ist nicht so, daf etwa im Mathematikunterricht weni-
ger Moglichkeiten bestinden als im Pach Geschichte. Das ist nur
dann so, wenn man den Begriff der staatsbiirgerlichen Bildung
und Erziehung in unzulidssiger Weise auf wenige Aspekte ein-
schrénkt. Aus der Aufgabenstellung geht jedoch eindeutig hervor,
daB mit diesem Begriff der unmfassende Inhalt charakterisiert
wird, wie er oben dargestellt wurde. Demnach kann es nicht
darum gehen, welches Pach mehr und welches weniger zur staats-
blirgerlichen Bildung wd Erziehung beitragen kamn, vielmehr

. gilt es, die Anteile der Einzelf#cher amn der Gesamtaufgabe zu
prédzisieren. In der folgenden Darstellung wird der Versuch
anternommen, den Anteil des Mathematikunterrichts an dieser
grofSen Aufgabe zu umreiSen und an Beispielen zu verdeutlichen.
Dabei gehen wir von den vier Anforderungen an die politisch—
ideologische Erziehung im Unterricht aus, die in der Aufgaben-—
stellung herausgehoben sind, und beziehen sle auf ‘den Mathema-
tikunterricht.

1, Die Einheit von Wissenschaftlichkeit umd Parteilichkeit
im Mathematikunterricht

Die Mathematik wird als eine in hohem MaBe abstrakte lisseni
schaft bezeichnet. Ihre Aussagen sind klassenindifferent. Scho
vor tausend Jahren einwandfrei bewiesene Sitze sind nach wie
vor richtig und glltig. Lediglich ihre Stellung und Bedeutung
im Rahmen des gesamten Begriffs- und Aussagengefiiges der
Mathematik oder einer ihrer Teildisziplinen kann sich verdndern
Es erhebt sich damit die Frage, worin die Parteilichkeit der
Wissenschaft Mathematik besteht, die im Unterricht den Schiilern
bewult gemacht werden s0ll. In dieser Hinsicht nimmt die Mathe-
matik keine Sonderstellung ein.

Auch andere Wissenschaften machen klessenindifferente Aus—
sagen, B0 z.B. die in der Schule zu lehrenden naturwissenschafi
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lichen Pécher. Wie jede Wissenschaft zielt auch die Mathematik
auf die umfassende Beherrschung der Prozesse in Natur und Ge-
sellschaft ab. Darin zeigt sich ihr objektiv-progressiver Cha-—
rokter. Neben ihrer Auffassung als System von Theorien und Metho-
den ist die Mathematik wie jede Wissenschaft auch ein Bereich
der gesellschaftlichen Arbeitsteilung, in dem sich die "Produk-
tion von Ideen" als gesellschaftlicher ProzeB8 vollzieht. Und
gie wird immer mehr zur Produktivkraft und Grundlage fir die
Leitung der gesellschaftlichen Entwicklung. Jede Wissenschaft
ist Bestandtell des geistigen Lebens der Gesellschaft, eine
spezifische Porm des gesellschaftlichen BewuStseins. Parteilich-
keit aber ist ein Wesenszug aller Formen des gesellschaftlichen
BewuStseing in der Klassengesellschaft, ist Ausdruck ihres Klas-
asencharakters, ihrer Klassengebundenheit. Die Parteilichkeit der
Wissenschaft ist objektiv bedingt. Entscheidend fiir die partei-
liche Stellung der Mathematik, des Mathematikers, des Menschen,
der sich der Mathematik in der Praxis bedient, ist das gesell-
schaftliche Ziel, fir das der Einsatz erfolgt. In der prakti-
schen Anwendung blelbt keine Wissenschaft neutral, sie gewinnt
dort erst an Bedeutung. Eine wissenschaftliche Theorie, die ohne
praktische Anwendung bleibt, ist zumindest von untergeordneter
Baedeutung. Dabei darf die "Anwendung" nicht primitiv nur von
lhrem unmittelbaren Nutzeffekt aus gesehen werden. Das ist gera-
de fir die Mathematik wesentlich. Die moderne Mathematik als
Theorie der mdglichen Strukturen hat die gesellschaftlich wich-
tige Aufgabe, die zur mathematischen Modellierung der verschie-
densten Prozesse und Erscheinungen in Natur und Gesellschaft not-
wendigen Strukturen zur Verfiigung zu stellen. Bei diesen For-
schungen werden zuniéchst auch unabhiingig von der unmittelbaren
Verwendbarkeit strukturelle Zusammenhiinge aufgedeckt. Doch wird
diese Entwicklung der Mathematik, wird diese Arbeit von Mathema-
tikern ebenfalls von gesellschaftlichen Bediirfnissen getragen.
Die Verantwortung, die jedem Wissenschaftler, also auch dem
lMathematiker damit auferlegt ist, wurde vielfach erkannt.
Bertolt BRECHT 1d8t Galileo Galilei in seinem Stiick Leben des
Galilel Jahre nach der Widerrufung seiner Lehre vor der Inquisi-
tion zu seinem Schiiler Andrea Sarti sagen:"Ich halte dafiir, das
das einzige Ziel der Wissenschaft darin besteht, die Mihseligkeit

15



der menschlichen Existenz zu erleichtern. Wenn Wissenschaftler,
eingeschiichtert durch gelbstsiichtige Machthaber, pich damit
begniligen, Wissen um des Wissens willen aufzuh#éufen, kenn die
¥issenschaft zum Eriippel gemacht werden, und eure neuen Maschi—
nen mgen nur neue Drangsale bedeuten. Ihr moégt mit der Zeit
alles entdecken, was es zu entdecken gibt, und euer l'ortschritq
wird doch nur ein PFortschreiten von der Menschheit weg sein. D
Kluft zwischen euch und ihr kann eines Tages so groB werden, dj
euer Jubelschrei iiber irgendeine neue Errungenschaft von einem
universalen Entsetzensschrei beantwortet werden kénnte.” Und
Galilel richtet sich selbet:"Und ich iiberlieferte mein Wissen
den Machthabern, es zu gebrauchen, es nicht zu gebrauchen, es 2
migbrauchen, gans wie es ihren Zwecken diente, Ich habe melnen
Beruf verraten. Ein Mensch, der das tut, was ich getan habe,
kann in den Reihen der Wissenschaft nicht geduldet werden."

Diese Passung der Worte Galileis erfolgte durch BRECHT untel
dem Eindruck des Abwurfs der ersten Atombombe auf Hiroshima.
Ein Dokument der Zeit beweist, daB8 es hier nicht nur um dichte-
risch wirkungsvoll gesetzte Worte geht, sondern um die Erkemnnt-
nis der Verantwortung der Wissenschaftler nicht nur fir die
theoretischen Forschungen, sondern auch fiir die praktische An-
wendung der Erkemntnisse in der Gesellschaft, eben da, Wo die
Wissenschaft Partei nehmen muB.

Albert EINSTEIN hatte 1943 in einem Brief den amerikanischeﬁ
Ppréisidenten BRoosevelt auf die groBe Gefahr aufmerksam gemacht,
die der Welt durch die mdgliche Entwicklung einer Atombombe
durch Hitlerdeutschland droht 2). Dieser Brief und die Hinweils
anderer amerikanischer und deutscher in Amerika im Exil leben:J
Physiker waren ein wesentlicher Ansto8 zur amerikanischen Ato
waffenproduktion. EINSTEIN bedauerte seinen Brief an Roosevelt
spiter zutiefst, weil er sich mitschuldig fiihlte. Er richtete
unter dem Eindruck des infernalischen MiBbrauchs der Erkenntni
der Physik durch den Abwurf einer Atombombe auf eine dichtbesi
delte Stadt am 25. Mai 1946 eine Botschaft an das amerikanisch

2) Vgl. PAWELZIG, G.: Macht und Verantwortung. In "technikus",
Heft 6/1968, S. 28.
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Volk, in der es heiBSt:"Auf uns Wissenschaftlern, welche diese
ungeheure Kraft entfesselt haben, liegt die iiberwédltigende
Verantwortung dafiir, in diesem Kampf um Leben und Tod die Atom-
energie 80 zu lenken, daB sie zum Wohle der Menschheit und nicht
zu deren Vernichtung dient. Wir benttigen sofort 200 000 Dollar
fir unsere Eampagne zur Erziehung des genzen amerikanischen
Volkes zu der Art des Denkens, welche unerléd8lich ist fiir das
Weiterbestehen und den Fortschritt der Menschheit."

VWir wissen, daB8 diese Art des Denkens erst damn in aller
Breite vollzogen werden kann, wenn das Haupthindernis fiir den
Portschritt der Menschheit, die Spaltung in antagonistische Klas-
sen, beseitigt ist. Daher haben wir in unserer Republik, in der
die gesellschaftlichen Voraussetzungen wie in den anderen
sozialistischen I#éndern im Kampf geschaffen wurden und gegeben
sind, allen Grund und alle Mtglichkeiten, zu dieser Art des
Denkens zu erziehen. So hat der Mathematiklehrer die Aufgabe,
den Schiilern bewuBtzumachen, dat die Mathematik heute und hier
in der DIR objektiv dem allgemeinen gesellschaftlichen Fort-—
schritt dient und dienen kann. Mathematik treiben, Mathematik
lebren, Mathematik lernen hei8t heute, den allgemeinen gesell-
schaftlichen Fortschritt voranzutreiben, heiBt unsers Republik
zu stérken. Es ist daher eine bedeutende Aufgabe der staatsbiir-
gerlichen Erziehung, das Interesse der Schiiller am Fach Mathematik
zu wecken, sle fiir die Mathematik zu begeistern; demn diese
Wissenschaft entwickelt sich zu einer wesentlichen Produktiv-
kraft, zu einem wesentlichen "Handwerkzeug" beim Aufbau der mo-
dernen sozialistischen Gesellschaft,

Die Forderung nach Einheit von Wissenschaftlichkeit und Partei-
lichkeit bedeutet, da8 die Mathematik, deren parteiliche Stellung
in der Gesellschaft charakterisiert wurde, auch den modernsten
Entwicklungen entsprechend gelehrt wird. Die Modernisierung des
Mathematikunterrichts vom Inhalt her ist eine allgemeingesell-
schaftliche Porderung. Uber die MYglichkeiten der Modernisierung
befindet sich die Diskussion in breitem FluB8. Desher kann hier
auf niéhere Hinweise verzichtet werden. Wesentlich ist, daB der
Mathematiklehrer erkemnt, da8 er mit der Vermittlung mathemati-
scher Kenntnisse in einer dem neuesten Stand der Mathematik ent-
sprechenden Betrachtungsweise genau solche Denkweisen beim Schiiler

17



herausbilden kann, die ein kiinftiger Biirger unseres sozialisti-
schen Staates bendtigt.

Ein bedeutender Beitrag zur sozialistischen Erziehung wird
also geleistet, wenn gediegene moderne mathematische Kenntnisse
vermittelt werden und die Rolle bewuBt gemacht wird, die der
Einsatz dieser Kenntnisse in der Praxis fiir die Entwicklung der
Gesellschaft spielt.

II. Die Einheit von Theorie und Praxis im Mathematikunterricht

Die wachsende Bedeutung der Mathematik hat ihren Grund in der
universalen Anwendbarkeit fiir die theoretische Behandlung aller
mit den quantitativ oder strukturell erfaBbaren Merkmalen der
Objekte und Prozesse in Natur und Gesellschaft zusammenhéngenden
Pragen. Gegenwértig erleben viele Wissenschaften durch die
Mathematisierung und die Mathematik selbst durch die Forderung
nach Bereitstellung geeigneter mathematischer Theorien einen
enormen Aufschwung. Eine erste an den Unterricht zu stellende
Forderung in dieser Beziehung ist demmach die ‘Schafflmg anwen-
dungsbereiter Kenntnisse. Den Schiilern sind die Anwendungsmtg-
lichkeiten sichtbar zu machen, es sind Anwendungsaufgaben zu
16sen und es ist das Anwenden mathematiscter Kenntnisse auf
reale Sachverhalte zu iiben. Durch eine gezielte Auswahl von
Anwendungsaufgaben ist es méglich, die Schiiler zu Uberzeugen, da
die Erscheinungen in Natur, Technik und Gesellschaft erkannt, be
herrscht, verindert und entwickelt werden kdmnen. Damit werden
wesentliche Aspekte der weltanschaulichen Erziehung beriihrt. Das
Lgsen von Aufgaben aus dem gesellschaftlichen Bereich kann zu
bestimmten Erkemntnissen und Einsichten in das politisch-gesell—
schaftliche Leben fiihren und an der Herausbildung des sozialisti
schen BewuStseins mitwirken. Beispiele werden dazu oft in der
Pachzeitschrift gegeben ). Hierzu muB gesagt werden, daB gele-
gentlich versucht wird, die staatsbiirgerliche Bildung und Erzie-
hung im Mathematikunterricht auf die Ldsung von Sachaufgaben mit

|

3) HUNGER, A., und T. WALTHER: Ein Beispiel zur pol:ltisch—ideolo.
gischen Erziehung im Unterricht. In Math.i.Sch. 6 (1968),
Heft 4, S. 278.
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nktuell-politischem Inhalt zu reduzieren. Das Lisen derartiger
Aufgaben bietet zwar gute Moglichkeiten, aber erschipft keines-
woegs alle die Aspekte, die zur staatsbiirgerlichen Bildung und
I'rziehung gehdren. Zudem ergibt sich ein Problem. In den Lehr-
hichern finden sich mehrere Aufgaben etwa des folgenden Typs:

In der zweiten Hiélfte des Jahres 1964 konnte festgestellt wer-
don, daB in der DDR auf 100 Haushalte bereits 42 Fermsehgerite
kommen.

n) Wieviel Fernsehgerite entfallen nach dieser Statistik auf
oinen Ort mit 740 Haushalten?

h) In einem anderen Ort mit 1420 Haushalten sind 692 Fernsehge-
riite angemeldet. Liegt die Anzahl an Gerdten je 100 Haushalte
unter oder iiber dem DDR-Durchschnitt 4)?

Mit der ISsung einer derartigen Aufgabe ist erzieherisch so
put wie nichts getan. Im Jehre 1968 etwa sind diese Angaben be-
reits veraltet. Es wird von nirgends konkret angesiedelten Ortem
borichtet. Der Schiiler hat zunlichst weder zeitlich noch &rtlich
Irgendeine Beziehung zu den Angaben. Zudem gibt die Aufgabe
koinerlei Entwicklung an und verleitet im Teil a) zu unzuléssi-
¢on Schliissen. Man kann den Verfassern der Lehrblicher wegen der
fohlenden Aktualitédt keinen Vorwurf machen. Die Aufgaben miiBten
nur vom Lehrer auf den neuesten Stand gebracht werden. Die Be-
nutzung konkreter Orte im Lehrbuch wiirde auch lediglich in be-
nchirinktem Raume eine Beziehung zum Schiiler und seiner Umwelt
herstellen. Daraus ergibt sich, daB Aufgaben derartigen Inhalts
dom Lehrer wohl sur Anregung dienen kénnen, daB es aber notwen-
d1¢ ist, sie zeitlich und Grtlich zu aktualisieren, wenn ein
nuchhaltiger erzieherischer Effekt damit verbunden werden soll.
In den statistischen Jahrbiichern der Republik und der Kreise sowie
in den Tageszeitungen und Wochenschriften findet der Lehrer glle-
rolt vielféltiges Material. Weiterhin sollten Zahlenmaterialien
nup dem Ort, der Gemeinde, dem Patenbetrieb, der Paten-LPG be-
nchafft werden. Das bringt wohl fiir den Lehrer einen zusédtzlichen

‘) Mathematik. Lehrbuch fiir die Oberschule, Klasse 7. Volk und
Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1966, S. 166, Aufgabe 137.
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Zeitaufwand fiir die Vorbereitung seines Unterrichts mit sich.
Jedoch werden ihm in Zukunft in wachsendem MaBe Vorschlége fiir
Stoffverteilungspléine und Unterrichtshilfen in die Hand gegeben,
damit er Zeit fiir derartige Vorbereitungen hat, die es gestatten,
den Unterricht erszieherisch zu intensivieren. Die Kreisfachkom-
missionen kinnen solche Arbeiten auch rationalisieren.

Die Echtheit der Anwendung, die durch eine Aufgabe zum Aus—
druck kommt, mu8 oft in Frage gestellt werden. So kann etwa die
folgende Aufgabe nicht als praktische Anwendung betrachtet
werden:

Eine 8,5 m lange Leiter wird so an eine Hauswand gestellt, das
ihr Pu8 3,20 m absteht. Wie hoch reicht die Leiter an die Wand
hinaut 7)?

Abgesehen davon, da8 eine derartige Fragestellung in der
Fraxis wohl kaum in dieser Form auftaucht (man wird vielmehr die
HShe der zu erreichenden Stelle einer Hauswand schétzen und prii-
fen, ob man eine etwas léngere Leiter szur Verfiigung hat), besteh{
die Gefahr, da8 auf diese Weise den Schiilern eine v5llig ver-
zerrte, die tatsiichliche Bedeutung der Mathematik fiir die Praxis
herabsetzende Vorstellung gegeben wird. Wenn men meint, auf sol-
che Aufgaben nicht verzichten zu kdnnen, um daran das Umsetzen
irgendwie gearteter Sachverhalte in die mathematische Sprache
zu Uben, s0 muB mit aller Deutlichkeit den Schiilern gesagt wer-
den, da8 es sich um keine echte Anwendungsaufgabe handelt. Tat-
sichlich bendtigen wir den Satz des PYTHAGORAS nicht, um derarti
Scheinanwendungen zu lésen. Tatséchlich bendtigen wir etwa auch
die binomischen Formeln nicht, um untergeordnete Aufgaben wie
9288 = (90 + 2):(90 - 2) zu lésen. Vielmehr dienen uns diese
Siétze im weiteren Aufbau des Gesamtsystems bestimmter mathemati-
scher Disziplinen, die erst in ihrer Vollst#ndigkeit unmittelbar
auf praktische Probleme angewandt werden kimnen. Man kann an
geeigneter Stelle den Schiilern bewuBtmachen, daB8 solche Sitze
als Spezialféille in allgemeineren Sitzen enthalten sind., So ist

5) Mathematik, Lehrbuch fiir die Oberschule, Klasse 8. Volk und
Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1966, S. 175, Nr. 32.
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etwa (a + b)2 =a? 4+ 2ab + b2 ein 8Spesialfall des binomischen
Satzes. Die Formeln (a + b)2 =a2 4 2ab + b2 i

(a - b)2 =a? - 2ab + b2 und der Satz des PYTHAGORAS kinnen
auch als GremzfHdlle, Spezialfille des Kosinussatzes der ebenen
Trigonometrie aufgefaB8t werden.

Es wird also hiufig vorkommen, da8 einzelne mathematische
Aussagen des Schulstoffs keine ummittelbare echte Anwendung zu-
lassen. Brauchbare Anwendungsaufgaben insbesondere fiir die
nberen Klassenstufen ergeben sich aus dem Unterrichtstag in der
sozialistischen Produktion, aus dem Patenbetrieb sowie aus
mathematischen Aufgabensammlungen fir die Berufsausbildung, aus
technischen Tabellenblichern, Werkstattabellen, Betriebsstati-
atiken u.a.m. ’

Ein weiteres Problem sei an der folgenden Aufgabe erl#utert:

Wie lange braucht ein Kraftwagen mit einer Geschwindigkeit
von 50 T » um elnen 2 Stunden frither abgefahrenen n'aftwagen,
der mit der Geschwindigkeit 40 2 fhrt, einzuholen 5)?

Sehen wir einmal von der Frage nach der Echtheit einer solchen
Problemstellung ab, so bleibt noch immer eine Idealisierung des
tatséchlichen Vorgangs, wenn man ihn mit Hilfe einer linearen
(Gleichung beschreibt. Damit soll nicht gesagt werden, da8 man
einen solchen Vorgang der Bewegung von Fahrzeugen entweder nur
In all seiner tatsiéchlichen Kompliziertheit oder iiberhaupt nicht
nls Anwendungsbeispiel benutzen kann. Es ist jedoch wesentlich,
daB den Schiilern bewuBSt wird, daB8 die BewEltigung dieser Auf-
gobe mit Hilfe einer linearen Gleichung lediglich eine grobe
Annéherung an den wirklichen Vorgang liefert. Daraus ergibt sich
u.a, der sinnvolle Genauigkeitsgrad, mit dem die L5sung anzuge-
ben ist. Es muB8 auch erkannt werden, daB8 die in der Aufgabe ent-
haltenen Informationen (Durchschnittsgeschwindigkeiten) gar
keine genauere ILYsung zulassen. Durch solche Betrachtungen kiénnen
nuch Aufgaben mit idealisierten, vergriberten Sachbesligem fir
oine echte Verbindung von Theorie und Praxis genutszt werden. Mam

6) Mathematik, Lehrbuch fiir die Oberschule, Klasse 8. 4.8.0.,
S. 172, Nr. 119.
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braucht also derartige Aufgaben nicht aus dem Mathematikunter—
richt zu verbannen, man muB8 sie nur im genannten Sinne durch-
leuchten.

Eine wesentliche Moglichkeit der Verbindung von Theorie und
Praxis ergibt sich auch durch die stédndige Pflege praxisgerech-—
ter Arbeits- und Losungsverfahren. Schétzen, Uberschlagen,
Genaulgkeltsbetrachtungen, Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen,
Proben und das Benutzen von Rechenhilfsmitteln wie Rechenstiben,
Formelsammlungen, Tabellen, Diagrammen und Nomogrammen miissen
organische Bestandteile des gesamten Mathematikunterrichts sein.
Den Schiilern sollten h#ufig Sachverhalte durch Modelle aus
Klassenarbeitsséitzen, auf Arbeitsblédttern oder mit Hilfe von
Schablonen vorgegeben werden. Wird dem Schiiler etwa mit Hilfe
einer Lochschablone ein trapezfbrmiges Viereck vorgelegt, wobei
er dessen Gestalt selbst erkemnen, die zur Berechnung des Flid-
cheninhalts notwendigen Stiicke selbst bestimmen, eventuell ein-
zeichnen und selbst messen mu8, so ist das praxisgerechter, als
wenn er z.B. eine Aufgabe 16st, in der vom trapezformigen
Querschnitt eines Dammes die Rede ist, von dem auBer der Gestaltw
auch noch alle notwendigen GrdBen angegeben werden, so daB Lir
ihn nur noch die Rechnung auszufiihren bleibt 7).

Im Zusammenhang mit der Uberpriifung einer mit mathematischen
Mitteln gewonnenen Aussage ergibt sich die Prage, inwieweit die
Praxis als Kriterium fiir die Richtigkeit herangezogen werden
kann. Nehmen wir an, es liege eine physikalische Anwendungsauf-
gabe vor, in der ein bestimmter realer Sachverhalt beschrieben
oder vorgegeben ist. Dann muB zundchst durch einen aktiven Denk-
proze eine Modellvorstellung entwickelt oder eine vorhandene
benutzt werden, die alle fiir die Fragestellung wesentlichen Kom-
ponenten und Beziehungen enthdlt. PFiir dieses Modell, das ein
vereinfachtes Abbild des realen Sachverhaltes darstellt, wird
eine entsprechende mathematische Beschreibung, z.B. eine Glei-
chung gefunden. Durch Anwenden der Gesetze der Gleichungslehre
wird die gesuchte GriBe bestimmt. Man erhdlt eine Aussage. Die

7-) Mathematik, Jehrbuch fiir die Oberschule, Klasse 7. A.a.0.,
S. 188, Nr. 19.
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Uberpriifung der Richtigkeit der Aussage besteht aus zwei Teilen.
Ob die gewonnene Aussage mathematisch richtig ist, hiéngt davon
ab, ob fehlerfrei im Rahmen der mathematischen Theorie, also
ctwa der Glelchungslehre, gearbeitet wurde, ob also lediglich
liquivalente Umformungen follzogen wurden oder ob der Beweis

fir die Richtigkeit der LYsung der Gleichung in Form der Probe
oxakt gefithrt wurde. Ob die Aussage auch der Realit#t entspricht,
kann letztlich nur durch ein Experiment festgestellt werden. Bei
Sachverhalten, die durch Texte beschrieben werden, fordert man
un Stelle des Experiments die Uberpriifung am Text, also am realen
Bachverhalt. Es karm vorkommen, daB8 eine mathematisch richtig
ormittelte Lisung nicht mit der Praxis Hbereinstimmt. Dann ist
der Fehler nicht in der mathematischen LYsung zu suchen, sondern
In der ungeeigneten Modellvorstellung oder in der nicht adiqua-
ten mathematischen Beschreibung. Die mathematische Einzelaussage
kann nicht an der Praxis unmittelbar iiberpriift werden. Vielmehr
rechtfertigt sich eine mathematische Disziplin in ihrer Gesamt-
heit, in der Praxis, wemn sie immer wieder zu richtigen Aussagen
in der Realitdt filhrt, sobald sie nur zur mathematischen Beschrei-
bung und Behandlung in gewissen Grenzen geeigneter Denkmodelle
verwendet wird. Die Forderung des Lehrers bei der Lisung von
Anwendungsaufgaben zur Gleichungslehre: “Piihre die -Probe am

Toxt durch!" beriihrt also den Wesensunterschied zwischen den
Noturwissenschaften als Erfehrungswissenschaften, die wohl in
bostimmten Grenzen deduktive Systeme entwickeln kinnen, und

dor Mathematik als vorwiegend deduktiver Wissenschaft. Auf diese
Bigenschaften sollten die Schiller der jeweiligen Altersstufe
genti hingewiesen werden, damit auch in dieser Beziehung keine
vulgéren, falschen Auffassungen von der Rolle der Praxis fiir

dle Mathematik entstehen.
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III. Die historische und perspektivische Betrachtungsweise
im Mathematikunterricht

Zu dieser Anforderung an die politisch-ideologische Erziehung
wurden dbereits unter II. einige Bemerkungen gemacht, wie liber-
haupt die Anforderungen nicht isoliert voneinander betrachtet
werden kénnen. Die historische und perspektivische Betrachtungs—
weise verlangt, die Mathematik in ihrer Entwicklung darzustellen
Es gilt, die Entwicklung der Mathematik als Ganzes und einzelner
Disziplinen im Zusammenhang mit der gesellschaftlichen Entwick-
lung zu sehen. Bel dem relativ geringen Einblick, den der
Schiiler von dem gewalti‘gen Gebdude der Mathematik erhdlt, ist ei
schwierig, die Entwicklungslinien sichtbar zu machen. Der hohe
Entwicklungsstand der Mathematik und ihre Abstraktheit verhin-
dern zudem weitgehend, daB der Schiiler erkennt, welche Richtung
die moderne mathematische Forschung nimmt. Um so mehr miissen
alle MSglichkeiten, die im Rahmen des Schulstoffs und des fir
den Sckiiler ErfaBbaren liegen, genutzt werden. Die giltigen
Lehrdbiicher enthalten mehrere Abschnitte, in denen die Entwick-
lung mathematischer Teilgetiete verstiéndlich dargestellt wird.
Auch wenn sich im Lehrplan nur sp#rliche Hinweise darauf befin-
den, sollten diese Lehrbuchabschnitte bei der Behandlumg der je-
weiligen Stoffgebiete auf keinen Fall iibergangen werden. Auch

in der mathematischen Unterhaltungsliteratur und den Bénden der
Mathematischen Schiilerbibliothek finden sich viele geeignete
Darstellungen der Entwicklung mathematischer Gebiete und der
schrittweisen Bewiltigung mathematischer Probleme sowie Darstel-
lungen des Lebens und Wirkens bedeutender Mathematiker. Die Ent-
wicklungen sind bis in die Gegenwart hinein zu verfolgen, wobei
jedoch Grenzen in der Versténdlichkeit fiir den Schiiler gesetzt
sind. Perspektivische Betrachtungsweise — das heiBt die Rolle
der Mathematik von heute und morgen zu erldutern. Hier muB8 also
der Schwerpunkt, wie schon unter II. genannt, darauf gelegt wer
den, auf keinen Fall eine praktizistische Deutung zuzulassen,
gondern die Mathematik in ihrer umfassenden Rolle als Produktiv.
kraft herauszustellen. Ein wesentlicher Beitrag wird geleistet,
wenn im Mathematikunterricht nicht nur Kenntnisse vermittelt we
den, sondern die Schiiler an die mathematischen Denk— und Arbeit
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welsen schrittweise und systematisch herangefiihrt werden. Hier
begegnen wir ermeut der Forderung nach inhaltlicher Modernisie-

rung des Mathematikunterrichts.

IV. Die Anwendung von Methoden schipferischer Arbeit
im Mathematikunterricht

Dor Mathematikunterricht ist im besten Palle ein angeleitetes
forschendes Eindringen des Schiilers in die Mathematik einschlieB-
l1ch ihrer Anwendung. Auf Grund des systematisch-logischen Auf-
bous der mathematischen Disziplinen ist es ausgezeichnet mbglich,
den Uhterricht als eine Folge von Problemlisungen zu gestalten,
nls eine !olg'e' von Lerneufgaben, die in weitem MaBe selbsténdig
howtiltigt werden ktnnen. Es iet sicher iiberfliissig, an dieser
Mtelle noch einmal auf die Uberragende Bedeutung der selbstindi-
ron Tatigkeit der Schiiler fiir die Intensitit des Lernprozesses
urid die Entwicklung der Perstnlichkeit einzugehen. Mathematische
Aufgaben fiihren in jedem Falle zu fest umrissenen Ergebnissen.
(Die Nichtlosbarkeit, die Nichterfiillbarkeit ist auch ein Ergeb-
nin.) Die Richtigkeit der Losungsschritte und Lisungen ist viel-
filtig iiberpriifbar, allgemein durch Bewelse, bei numerischen
Itoungen durch Uberschliige, Abschitzungen, Anwendung inverser
Operationen, graphische oder rechnerische Gegenkontrollen u.a.m.
Dle Lisung keann man immer finden. Es hiingt nur von den eigenen
Konntnissen, vom zdhen Willen, von der Konzentrationsféhigkeit
ab, ob das Ergebnis gefunden wird. Durch mathematische Ubungen
kunn daher zu solchen Merkmalen eines sozialistischen Menschen
ernogen werden wie Zielstrebigkeit, Sachlichkeit, Diszipliniert-
heit (im Denken), Sorgfalt, Exaktheit, Ausdeuer, Gewissenhaftig-
keit, Willensstiérke und selbstkritiaches Verhalten. Solche Eigen-
sohaften sind flr die kinftigen Biirger unserer Republik wertvoll,
wenn sie mit sozialistischen Motiven verimiipft sind.

Ein Beispiel soll erhiirten, auf welche Weise bestimmte Denk-
und Verhaltensweisen im Mathematikunterricht herausgebildet
worden ktnnen. Eines der Erziehungsziele besteht darin, daB die
fohiiler bei allen zu lisenden Aufgaben dariiber nachdenken, wie
die zweckmHBigste und rationellste Lisung beschaffen ist. Wir
wollen in den Schiilern von imeute die Neuerer, Rationalisatoren
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und Erfinder von morgen heranbilden. Ld8t man, um diese Gedanken
den Schiilern nahezubringen, dazu etwa eine Aufgabe lésen, bei
der zu berechnen ist, welche Einsparung an Zeit und Kosten durch
einen Neuerervorschlag in einem volkseigenen Betrieb eingetreten
ist, so hat man erzieherisch sehr wenig getan. Viel wirkungs-
voller ist es, wenn der Lehrer eine Aufgabe stellt, die mehrere
Lisungswege zul#Bt, und wenn er die Schiiler tatsiéchlich selbstén.
dig die verschiedenen Wege suchen, durchlaufen und miteinander
vergleichen 1#B8t, bis der rationellste gefunden ist. Eine solche
Ubung leistet, selbst wenn sie an einer formalen Aufgabe durch-
gefilhrt wird, weit mehr im Hinblick auf das gestellte Erziehungs-
ziel als eine Pextaufgabe obengenamnter Art, dle zwar die Ratio-
nalisierung zum Inhélt hat, aber nur dem Worte nach, nicht in
bezug auf die zu findenden Lisungsverfahren, die vom Schiiler
eine aktive schtpferische Leistung fordern.

SchluB8bemerkungen

In der dargestellten Weise zeigt sich der wesentliche Anteil
des Mathematikunterrichts an der staatsbiirgerlichen Bildung und
Erziehung. Alles andere muB aufgepropft erscheinen und bleibt
daher letztlich erzieherisch ohne die beabsichtigte Wirkung. Es
kann nicht darum gehen, im Mathematikunterricht die Ziele ande-
rer Picher zu verfolgen, sondern einen fachspezifischen Beitrag
zum Cemsamterziehungsziel zu leisten. Der Wille, die Welt zu
veriéndern, die Heimat sozialistisch umzugestalten, muB bei den
Schiilern im Mathematikunterricht vom Verstand her entwickelt
werden., Dort liegen die Stédrke und die Moglichkelten des
Mathematikunterrichts.

Die Pestlegung des Anteils an der staatsbiirgerlichen Bildung
und Erziehung'wirft auch die Frage nach der MeB8barkeit auf. Die
pddagogischen Wissenschaften sind auf Grund ihres gegenwédrtigen
Entwicklungsstandes, der von der Kompliziertheit ihres Gegen-
standes, der Bildung und Erziehung des sich entwickelnden Men-
schen, abhéngt, noch nicht in der Lage, von Voraussetzungen aus-
gehend, exakte Voraussagen zu treffen. Daher ist es nicht még-
lich, mit Sicherheit zu erwarten, daB bel Nutzung der erzieheri-
schen Msglichkeiten in oben beschriebener Form auch die erwarte-
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ten Erziehungserfolge in vollem MaBe eintreten. Es lassen sich
wohl liber grdBere ZeltrHume hinweg bestimmte Denk- und Verhal-
tensweisen feststellen, erfassen, registrieren. Es 1d8t sich
Jedoch noch nicht mit Sicherheit angeben, welche MaSnahmen beim
oinzelnen Schiller zu dieser oder Jener Verhaltensweise gefiihrt
huben. Erst recht 1#8t sich nicht exakt der Anteil des eingzel-
nen Fachunterrichts am Gesamterziehungsergebnis messen. Dieser
Umstand darf uns jedoch nicht veranlassen, die Erziehung gerin-
rer zu schitzen. Unter Anwendung der besten Erfahrungen, die in
den pédagogischen Wissenschaften ihren Niederschlag gefunden
haben, miissen in jedem Fach, also auch im Mathematikunterricht,
ulle MSglichkbiten genutzt werden, die einen erzieherischen
Erfolg versprechen. Daran allein kann und muB der erzieherische
Wort jeder einzelnen Stunde gemessen werden.

Dem Lehrer f#llt im Erziehungsproze8 in der Schule die ent-
ncheidende Rolle zu. Er muB iiber eine hohe fachliche Bildung
verfiigen und Parteilichkeit innerhalb und asuBerhald des Unter-
richts an den Tag legen.'Als Mathematiklehrer bendtigt er ge-
dlegene mathematische und auch wissenschaftstheoretische und
philoeophische Kenntnisse. Er muB seine Wissenschaft in ihren
Fntwicklungstendenzen verfolgen. Liebe zum Pach, zur Mathematik,
Moisterschaft und Ideenreichtum im pldagogisch-methodischen Be-
reich filhren zu einem interessanten, lebensverbundenen Mathema-
tikunterricht. Das Wort eines solchen Mathematiklehrers wird
bei den Schiilern erhthtes Gewicht auch dann haben, wenn er offen
wu aktuellen politischen Problemen spricht, zu denen es im Un-
terricht selbst moglicherweise keinen direkten Bezug gibt.

Um das angestrebte Niveau des Mathematikunterrichts zu er-
rotchen, um die Anteile unseres Faches an der staatsbilrgerlichen
Bildung und Erziehung vollsténdig zur Wirkung kommen zu lassen,
uind in nichster Zukunft folgende Aufgaben zu bewdltigen:

1. Die politisch-ideologische Qualifizierung der Mathematik-
lehrer, insbesondere ihre philosophische Weiterbildung.
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2. Die fachliche Weiterbildung in systematischen Pormen. Das
im Dezember 1966 in dieser Zeitschrift versffentlichte
Programm fiir die Weiterbildung der Pachlehrer fir den
Mathematikunterricht gibt dafiir eine gute Grumndlage. Der
Schwerpunkt sollte auf der Herausarbeitung der Rolle der
Mathematik in der sozialistischen Gesellschaft liegen.

3. Die methodische Weiterbildung zur Bewiéltigung der Anforde-
rungen an die politisch-ideologische Bildung und Erziehung
im Mathematikunterricht.

4. Die systematische Planung und Koordinierung der Erziehungs-
arbeit in den verschiedenen Klassenstufen und Unterrichts-
fichern, insbesondere die weitere Prizisierung des Anteils
des Mathematikunterrichts. .

5. Die Uberwindung jeglicher FPormen von Praktizismus und
Versimplifizierung in der Erziehungsarbeit im Mathematik-
unterricht.

Der Verfasser spricht die Hoffnung aus, mit diesem Beitrag
einen weiteren Schritt zur Klérung des Anteils des Mathematik-
unterrichts an der staatsbilrgerlichen Bildung und Erziehung ge-
gangen zu seln und erbittet von den Fachkollegen Kritiken und
Anregungen zum vorliegenden Problem.
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Uber das Verhéltnis von semantischen und syntaktischen Aspekten
dor Mathematik im Unterricht

Werner Walsch

Netrachten wir einige Beispiele aus der Unterrichtspraxis, bei
@donen es sich um bestimmte, von Schillern begangene Fehlleistun-
gon handelt, die man relativ hiiufig registrieren muB:

(1) Es kommt vor, da8 Schiiler wie folgt umformen:
(2 + b)e(c + d) = a-c + b-d
(?) Manche Schiiler sind nicht in der lage, aus
1 1 1
Foae & (=)
B TR TE
den Wert R zu berechnen, wenn R.I und Rz bekannt ist, bzw.
sie kommen su R = n1 + Rz. Die Gleichung (=) kommt bekennt-
lich im Physikunterricht bei der Behandlung des verzweig-
ten Stromkreises - Parallelschaltung von Widerstiénden -
VOT.

(3) Verschiedene Schiiler scheitern, wenn sie beispialneiab
10%"  berechnen sollen.
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(4) TUnsere Schiiler lernen allerlei iiber Funktionen, kommen
aber oft in Verlegenheit, wenn sie erkléren sollen, was
eine Punktion eigentlich ist. (Wenigstens war es bis
vor kurgzem 80.)

Die Mingel, die in den Beispielen (1) und (2) zum Ausdruck
kommen, unterscheiden sich nicht nur hinsichtlich der Stoffge-
biete von jJenen der Beispiele (3) und (4), sondern sie sind
von einer ganz anderen Art: Wihrend die Fehlleistungen in den
Beispielen (3) und (4) in erster Linie durch einen Mangel an
inhaltlichem Verstiéndnis bestimmter mathematischer Begriffe be-
dingt sind, zeigen sich in den Beispielen (1) und (2) vor aller
Schwiichen in der Beherrschung eines bestimmten Kalkiils.

Inhaltliches Versténdnis hat mit dem semantischen Aspekt
der Mathematik zu tun, die Beherrschung von Kalkiilen bzw.
Algorithmen mit der syntaktischen Seite der Mathematik.B e 1
Aspekte sind fiir den Mathematikunterricht von Bedeutung. Das i
in der Fachkonzeption 1) auch zum Ausdruck gebracht worden. Do
wird an mehreren Stellen gefordert, da8 im Unterricht einerseil
inhaltliche Betrachtungen dem formalalgorithmischen Arbeiten
gegeniibergestellt werden, daB andererseits aber auch der enge
Zusammenhang und die Wechselwirkung zwischen beiden Aspekten
deutlich werden sollen. Einige Gedanken zu diesem Problem wil
ich hier darlegen. .

Grundsitzlich darf man wohl sagen, daB Uberbetonung wie auc
Vernachlissigung der semantischen oder der syntaktischen Seite
der Mathematik in gleicher Weise schédlich ist. Ich erinnere
an die einfiihrenden Beispiele. Alle vier Fehlleistungen sind
doch eigentlich unerwiinscht und werden - etwa in weiterfilhrend
Bildungseinrichtungen — bei ihrem Auftreten mit Recht kritiscﬂ
vermerkt. Aber mit dieser Peststellung ist das Problem noch '
lange nicht gelést. Wenn man den Mathematikunterricht plant -

1) Konzeption filr den Mathematikunterricht in der allgemeinbiq
denden polytechnischen Oberschule entsprechend dem "Gesetz
iiber das einheitliche sozialistische Bildungssystem". In
Meth.i.Sch. III (1965), Heft 6, S. 433.
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irolen wie im Kleinen - mu8 man in dieser Bezlehung eine ganze
ftolhe konkreter Entscheidungen treffen. Pir jedes Stoffgebiet
Int zu kldren:

Wolche Begriffe sollen die Schiller kemnenlernen?
Mo zu welchem Grade wird die Darstellung formalisiert?

Wonn sollen die Schiiler mit der Formalisierung vertraut gemacht
worden?

Yir welche Aufgabentypen sollen sie spezielle Ldsungsalgorithmen
Wonnenlernen, und welche Algorithmen sollen das sein? (Es gibt
Jn nicht immer nur genau einen I3sungsalgorithmus.)

Wio weit soll den Schillern bewuBtgemacht werden, da8 sie
algorithmisch arbeiten? Usw.

Tch will versuchen, an Hand ausgewidhlter Beispiele aus dem
Bohulstoff Antworten auf einige dieser Fragen zu geben oder zu-
mwindestens auf Probleme hinzuweisen, die in diesem Zusammenhang
nultreten.

|, Mterscheidung von Zeichen und Bezeichnetem

Wonden wir uns zuerst den Problemen zu, die im Zusammenhang mit
der Unterscheidung von Zeichen oder Kamen einerseits und den
durch sie bezeichneten mathematischen Objekten oder Relationen
mwnlorerselts entstehen. Die Hauptschwierigkeit, die hierbei im
{mtorricht zu iUberwinden ist, besteht in der Gefahr der Identi-
fivierung von Zeichen und Bezeichnetem durch die Schiiler.

Dus beginnt schon in Klasse 1 bei der Einfithrung der natir-
|1uhen Zahlen. Es gehdrt viel methodisches Geschick dazu, zwi-
#nhon den natiirlichen Zahlen und den Zeichen fiir die Zahlen -
don %iffern - genau zu unterscheiden, ohne die Schiiler aber durch
wnungebrachte Vortrige liber diesen Unterschied zu verwirren.
lelder ist es gar nicht so selten, da8 in der Klasse 1 die Ein-
flihrung der natiirlichen Zahlen durch eine Einfithrung der Ziffern
und Zahlworter ersetzt wird. Begiinstigend wirkt dabel die Tat-
#ache, daB viele Kinder bei Schuleintritt eine ganze Reihe von
fahlwdrtern und Ziffern schon kenmnen und dadurch eine Vertraut-
heit mit den natiirlichen Zahlen vortduschen, die in Wirklichkelt
Pur in geringem MaBe vorhanden ist.
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Bei den jetzigen Bestretungen zur Verbesserung des Mathema-
tikunterrichts wird groBer Wert darauf gelegt, vor allem aus-
‘reichende inhaltliche Vorstellungen von den natiirlichen Zahlen
bei den Schiilern gu entwickeln. Das geschisht einmal durch ein
grindliches und vielseitiges Arbeiten mit Mengen konkreter Geger
sténde vor Einfilhrung der Ziffern und Zahlwdrter und auch noch
lange danach. Bigenschaften der natiirlichen Zahlen (z.B. gerade
und ungerade), Beziehungen zwischen ihnen (z.B. kleiner als)
und Operationen mit ihnen werden durch Untersuchung konkreter
Mengen und durch das Operieren mit diesen Mengen gewonnen. Dabei
muB natiirlich nicht nur zwischen Zahl und Ziffer, sondern auch
gzwischen den konkreten Mengen umd den durch Abstraktion daraus
gewonnenen natiirlichen Zahlen unterschieden werden.

Natiirlich tritt dieses Problem - die Unterscheidung von Zei-
chen und Bezeichnetem - nicht nur in Klasse 1 auf. Immer dann,
wenn im NMathematikunterricht neue Namen oder Symbole eingefiihrt
werden, ist darauf zu achten, daB die Schiiler nicht nur das
Zeichen, sondern vor allem auch das Bezeichnete erfassen. Zwel
weitere Beispiele sollen das noch etwas verdeutlichen.

Zum Schulstoff gehtrt die Einfiihrung des Funktionsbegriffs
und die Behandlung von Funktionen. Dabei werden vorwiegend
solche Punktionen betrachtet, die durcli eine Gleichung gegeben
werden ktnnen. Leider fiihrt das nicht selten dazu, daB8 Schiller
eine solche Gleichung mit der durch sie gegebenen Funktion iden
tifizieren und daB sie dann zuweilen sogar jede Gleichung, in
der zwel Variable vorkommen, als eine Funktion ansehen. Der
Unterricht muB kldren, daB nicht die Gleichung die Punktion ist
sondern die durch sie festgelegte Zuordnung bzw. Abbildung. Die
Gleichung ist gewissermaBSen nur ein Name fiir die betreffende
Funktion. Das Pesthalten dieser Einsicht ist fiir die Schiiler
keineswegs einfach, denn bei der Untersuchung der einzelnen
Punktionen - z.B. auf Nullstellen, auf lokale Extremstellen, au
Stetigkeit, usw. - wird sténdig mit der Gleichung, mit dem ana-
lytischen Ausdruck der Funktion gearbeitet. (Der Ausdruck wird
in verschiedener Weise umgeformt.) Das liegt daran, daB diese
inhaltlichen !ragestellungen in der Regel mit Hilfe formaler
Verfahren geltst werden. Es besteht also ein enger Zusammenhang
und eine Wechselbeziehung zwischen den semantischen und den
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nyntaktischen Aspekten der Sache. Trotz dieser Schwierigkeiten
muf aber verlangt werden, daB die Schiller neben der Beherrschung
gowisser formaler Verfahren auch richtige inhaltliche Yorstel-
lungen besitzen. :

Noch einen etwas anderen Akzent hat folgendes Belgpiel:

Die Schiiler lernen im Unterricht Logarithmen kennen. Das
goschieht nicht selten so, daB man etwa sagt:

"Der Logarithmus von 5 sur Basis 10 ist diejenige Zahl x,
mit der man 10 potenzieren mu8, um 5 zu erhalten. Wir
schreiben fiir diese Zahl x den Ausdruck 1lg 5."

pas sieht fiir die Schiiler so aus, als hiitten sie damit den
lLogarithmus von 5 gewissermaSen in der Tasche. Wag aber ein-
gofiihrt wurde, ist nur ein Name, von dem noch gar nicht klar
1ot, ob er wirklich eine Zahl bezeichnet. Die ganze Sache wird
erst legitim, wenn bewiesen oder in der Schule mindestens plau-
aihel gemacht worden ist, daB es tatsichlich genau eine Zahl
dor angegebenen Art gibt. Wenn die Existenz dagegen schon durch
A1 Angabe eines Namens als gesichert angesehen wird, so
wohlieBt man im Grunde genau so wie in jenem scherzhaften Bei-
mplel: "Der Erzengel Gabriel existiert; denn er heifit Ja
mbriel.”

7usammenfassend 1#8t sich folgendes sagen: Um zu vermeiden,
Ang der Zusammenhang zwischen Zeichen und Bezeichnetem fehlt, ist
einmal bei der Einfiihrung mathematischer Gegenstinde sorgfédltig
dnruuf zu achten, das8 vor allem und zuniéchst richtige inhalt-
| tche Vorstellungen entwickelt werden, da8 die Einfiihrung der
Bache nicht durch die Binfiihrung eines Namens ersetzt wird, und
wun anderen muB gesichert werden, da8 der Zusammenhang zwischen
folchen und Begeichnetem nicht wieder verlorengeht. Wenn dieser
fusummenhang fehlt, d.h., wenn die Schiiler nur mit Namen und
Symbolen operieren, ohne hinreichende inhaltliche Vorstellungen
dumit zu verbinden, dann spricht man davon, da8 die Schiiler nur
formale Kenntnisse besitzen, und ist mit Recht unzufrieden.
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2. Pormalisierung

Ein anderes nicht unwesentliches Problem, dem wir uns hier zu-
wenden wollen, ist die Frage, wieweit in den verschiedenen Kla
senstufen die im Mathematikunterricht verwendete Sprache iiber-
haupt formalisiert werden soll.

Es 1st sicher klar, daB man an keiner Stelle des Unterricht
eine vollstiéndige Formalisierung anstreben wird. Dazu besteht
gar keine Notwendigkeit. Denken wir beispielsweise an die logis
schen Bestandfeile der Sprache der Mathematik: nicht; und; ode;
wenn — 80; genau dann, wenn; es gibt ein; fiir alle; es gibt
hichstens ein; usw. Eine Formalisierung der Sprache hinsichtli
dieser Bestandteile wdre nur gerechtfertigt, wenn durch sie so
nicht erreichbare Portschritte erzielt werden kénnten. Die bis
herigen Erfahrungen scheinen zwar darauf hinzudeuten, daB man
Unterricht an geeigneter Stelle die genaue Bedeutung dieser Re|
welsen einmal kldren oder zumindest bewuBtmachen muB, eine Ford
lisierung diirfte dazu aber nicht erforderlich sein. Auch bei a
Bestrebungen zur Modernisierung unseres Mathematikunterrichts
ist daran nicht gedacht.

Ganz anders sieht es dagegen mit der Einfiihrung von Variabli
aus. Diese Bestandteile einer formalisierten Sprache werden Je}
im Gegensatz zu frither nicht erst in Klasse 8, sondern schon a
Klasse 1 benutzt. Dem liegt unter anderem folgender Gedanke z
grunde: Da man von Klasse 1 an iiber Zahlen redet und mit Zahle:
operiert, soll man dabei auch in natilrlicher Weise — so0, wie e
in der Mathematik iiblich ist — Variablen fiir Zahlen benutzen.
Verwendung der Variablen wird in den unteren Klassen allerding!
begrenzt auf die Bildung einfacher Terme (z.B. beim Rechnen in
Tabellen: a; a + 3; a — 4) und auf die Formulierung einfacher
Ausdriicke (wie 14 + x < 19 u.d. oder auch a + b = b + a usw.).
Das Umformen von Termen und Ausdriicken - also die Einfiihrung
eines Kalkiils — bleibt den hoheren Klassen vorbehalten. Ganz
neu ist die Sache auBerdem gar nicht. Frither gab es in den un-
teren Klassen z.B. Aufgaben wie 5 + ? = oder 8 -1 = 2 und
dhnliche. Gerade von der zweiten Darstellungsart kann man aus-

gehen, wenn Variablen eingefiihrt werden.
Durch die frilhzeitige Benutzung von Variablen entfdllt ibrig
gens eine Schwierigkeit, die in Klasse 8 bisher immer auftrats
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In vielen Hospitationen konnte ich beobachten, dag bei der
Iinfilhrung der sogenannten allgemeinen Zahlsymbole in Klasse 8
hot den Schillern mehr oder weniger stark der Eindruck erweckt
wurde, als beschéftige man sich mit einem neuen .Gegenstand - so,
wlo das bel allen anderen Lehrplanthemen ja tatséichlich immer
dor Fall war. In Wirklichkeit handelte es sich aber nicht um
Ale Einfilhrung eines neuen Gegenstandes, sondern um die Einfiih—
run;; gewisser Bestandteile der im Unterricht verwendeten Sprache
dor Mathematik. Das ist oft nioht klar gesehen worden. Die

pPolge war in der Regel das Pehlen einer richtigen semantischen
Interpretation des Ganzen und dadurch ein ausgepriigter Forma—
l1omus in den Kenntnissen der Schiller. Dieses Beisplel zeigt,
Aul bei der Binfiihrung von Pormalisierungen im Unterriclit nicht
nur eine Gefahr der Verfrilhung, sondern auch eine Gefahr der
Varspiitung existiert. In jedem Falle einen mglichst ginstigen
%ol tpunkt zu finden, ist eine Aufgabe, die noch manche Unter-
nuchungen erfordern d\:irfte.

3. Algorithmen und Kalkiile

Wonden wir uns nun noch einem dritten Problemkreis zu, bei dem
wp um die Einfilhrung von Algorithmen bzw. Kalkiilen im Unter-
rioht geht.

Nuch dem bisher Gesagten diirfte es kaum noch nttig sein zu de-
Vonon, daB wir im Unterricht Algorithmen soweit wie mdglich auf
for Grundlage inhaltlichen Verstiéndnisses einfilhren wollen. Da-
mit ist klar, da8 man sie in der Regel durch inhaltliche Ober-
lnpungen allmihlich entwickeln und erarbeiten und sie nicht als
fortige Rezepte einfach vermitteln wird. Das ist jedoch leichter
gonngt als getan. Es gibt verschiedene Stellen im Mathematiklehr-
guny, bel denen man auf die Einfilhrung eines Algorithmus nicht
lunger verzichten méchte, bel denen seine inhaltliche Begriindung
Mlor fir die Schiiler gar nicht so leicht einzusehen ist - von
#inom Beweis, daB der Algorithmus das Verlangte leistet, ganz

#u ochweigen.

Tch denke hier z.B. an die Einfithrung der schriftlichen
’.0'\unverfahren (vor allem an die Division), an die Einfithrung
flen Rechnens mit dem logarithmischen Rechenstab in Klasse 7 und
ln dus Rechnen mit den sogenannten allgemeinen Zahlsymbolem in

I
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Klasse 9 (vor allem wieder an die Division von mehrgliedrigen
Summen). Man hilft sich in diesen und #hnlichen Pillen dann
durch Analogieschliisse, durch Plausibilitétsbetrachtungen und
zum Teil eben doch durch das einfache Mitteilen der Regeln.
Erschwert wird die Lage noch durch eine psychologische Situa-
tion, von der man schwer sagen kann, ob sie durch den bisherige
Unterricht selbst bedingt oder sowieso eine typische Haltung
vieler Schiiler ist: Man kann jedenfalls sehr oft beobachten, dg
die Schiiler nach einem Algorithmus dréngen und auch gerne
algorithmisch arbeiten, wéhrend sie die inhaltliche Begriindung
des Verfahrens wenig mteresaier—t. Es liegt mir fern, diese
Haltung von vornherein zu verurteilen, denn in unserer modern
technisierten Welt ist man ja vielfach darauf angewiesen, durc
Algorithmen beschreibbare Tidtigkeiten auszufithren, ohne den
Vorgang inhaltlich voll zu iiberblicken und zu verstehen. Man
denke nur an das Bedienen eines Fernsehgerites, an das Kochen
eines bestimmten Gerichtes nach einem Rezept oder an das Be-
nutzen eines Telefons. Die Frage ist also nicht nur, wie man
diesen oder Jenmen Algorithmus im Unterricht begriinden kann,
sondern auch, bei welchen Algorithmen man unter Umstdinden von
vornherein auf eine Begriindung verzichten will.

Eine andere Prage, die in jedem konkreten Einzelfall ent-
schieden werden muB, ist folgende: Wieweit ist es angebracht,
einen im Unterricht eingefiihrten Algorithmus den Schiilern als
solchen auch bewuBtzumachen und ihn durch ein entsprechendes
System von Regeln explizit zu beschreiben?

Auch hier ist eine generelle Antwort m.E. nicht mdglich. Vii
fach verzichtet man auf die explizite Formulierung und Fixie-
rung von Regeln. Das halte ich fiir sinnvoll, sobald ein solched
System von Regeln sehr kompliziert und dadurch fiir die Schiiler
mihandlich ist. Bs ist dann verniinftig, durch entsprechende
systematische Ubungen die Schiiler mit dem Algorithmus vertraut
zu machen, ohne ihn zu beschreiben. (Nach meiner Auffassung
sollte man in dieser Weise auch in Klasse 7 bei der Addition
und Subtraktion rationaler Zahlen verfahren. Die im Lehrbuch 2]

2) Mathematik-Lehrbuch fiir die Oberschule, Klasse 7. Volk und
Wiesen Volkseigener Verlag, Berlin 1965, S. 20.
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angegebene Regel halte ich jedenfalls fiir unbrauchbar.) Viel-
fach ist es aber sinnvoll und auch mbglich, Regeln ansugeben.
Nur sollte man dann konsequent sein und diese Regeln auch voll-
otiéndig formulieren. Das ist leider nicht immer der Fall, s.B.

Potenzen mit gleicher Basis werden mmltiplisziert, indem
man ihre Exponenten addiert.

Danach wire a’+a =3 +4 =7.

Ich mtchte in diesem Zusammenhang schlieSlich noch die vorn
gontellte Frage aufgreifen, fiir welche Aufgaben im Unterricht
Algorithmen eingefilhrt werden sollen, wann das zu geschehen
hat und welche Algorithmen au‘sgew!.hlt werden sollem.

Manche Entscheidungen sind relativ leicht zu treffem. Wir
werden z.B. sicher nicht auf die iiblichen schriftlichen Rechen-
verfahren verzichten wollen, und es gibt auch kaum NMeinungsver-
schiedenheiten dariiber, da8 sie am Ende der Unterstufe einge-
fUuhrt sein miiBten. Es diirfte auch klar sein, da8 die Schiiler
#.B. Algorithmen zum I¥sen von linearen Gleichungen bzw. Glei-
vhungssystemen kennenlernen sollen. Aber hier gibt‘ es schon
offene Pragen. Wann sind die entsprechenden Algorithmen einszu-
fihren? Die nene Pachkonzeption sieht vor, da8 lineare Bestim-
mungsgleichungen schon in der Unterstufe betrachtet werden, wo-
bei aber zunlichst der semantische Aspekt im Vordergrund steht.
Die Gleichungen werden durch Probieren geltst. Erst in der Mit-
telstufe sollen die Schiiler formale Verfahren (d.h. einen
Algorithmus) fir das Lsen solcher @leichungen kennenlernen -
dann nimlich, wenn die betrachteten @leichungen komplisierter
worden und nu¥ noch schwer durch Probieren zu lisen sind. Bei
Oleichungssystemen tritt spdter dann die smusiéitzliche Prage auf,
ob iiber die jetzt im Unterricht behandelten Verfahren hinaus
dues GAUSSsche Verfahren eingefiihrt werden sollte. Bs gibt Griinde,
d1e dafiir sprechen, aber es ist die Frage, ob es in der zehn-
klassigen Schule wirklich notwendig ist.

Ein anderes Beispiel 1st die Behandlung der Quadratwurzeln.
Bur Zelt lernen die Schiller den Begriff kemnen und ein Verfshren,
Wie man entsprechende Niéherungswerte aus einer Tabelle entnehmen
kann. Sie lernen jedoch nicht, wie man diese N#herungswerte mit
Mife eines Iterationsverfahrens berechnet. Man ktnnte fragen,
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ob das den modernen Zielsetzungen unseres Unterrichts ganz
entspricht. Die Antwort ist nicht so leicht zu geben, weil es
hier nicht nur um das spezielle Problem der niéherungsweisen
Berechnung von Quadratwurzeln geht, soadern weil die allgemeine:
Frage hineinspilelt, ob die Schiiller in der zehnklassigen Ober—
schule iiberhaupt mit Iterationsverfahren bekannt gemacht werden
sollen. Die Bedeutung solcher Verfahren fiir die angewandte
Mathematik steht ganz auBer Zweifel. Im Mathematikunterricht
kommen die Schiller bisher jedoch nur mit Problemen in Beriihrung,
die ohne Anwendung von Hiherungsverfahren lésbar sind. Hier
dirfte in Zukunft eine Modernisierung notwendig werden.

Es gibt noch eine ganse Reihe von Fragen dieser Art, ich wil
die Aufzéhlung aber nicht weiter fortsetzen. Sie sind oft schwi
rig zu entscheiden, weil einerseits die Entwicklung in der
Mathematik und ihren Anwendungen nicht stillsteht und anderer-—
seits eine Antwort vielfach nicht allein aus der Sicht des
Mathematikunterrichts gefunden werden kann. Die allgemeinen
Zielsetzungen unserer Schule spielen natiirlich ebenfalls eine
gewichtige Rolle.

Bs wird deutlich geworden sein, daB zwischen dem semantischel
und dem syntaktischen Aspekt der Mathematik sehr enge Zusammen—
hénge bestehen. Davon wollen wir ums auch im Unterricht leiten
lassen. Wir sind uns dabei aber bewuBt, daB das richtige Ver-
héltnis zwischen diesen beiden Aspekten nicht immer leicht zu
bestimmen ist und da8 es noch mancher Uberlegungen und prakti-
scher Versuche bedarf, um giinstige Lisungen der damit zusammen-
hiéingenden Pragen zu finden.

(Walsch, W.: Uber das Verhidltnis von semantischen und syntakti-|
schen Aspekten der Mathematik im Unterricht.

In: Mathematik in der Schule 5 (1967), Heft 8, S. 566 f£f;

vom Autor gekiirzt)

38



Mothodische Leitprinzipien fiir den Mathematikunterricht ¥)
- das Prinzip der "heuristischen Schulung"

Diether Kuschmann

Das Wort Heuristik stammt aus dem Griechischen und heiBt soviel
wie "Erfindungskunst" oder dem Sinne nach besser "Lehre des
Findens".

Es wird unterschieden zwischen heuristischen Unterrichtemetho-
don und einer heuristischen Schulung im Mathematikunterricht.
Wiihrend unter einer heuristischen Unterrichtsmethode eine Lehr-
methode verstandgn wird, die den Schiiler, z.B. durch Fragen und
Impulse mit anleitendem oder amregendem Charakter, dazu bringt,
Probleme und ihre Lsungen miglichst selbstiéndig zu finden, wird
unter heuristischer Schulung im Unterricht das bewuBte und plan-
miiige Lehren einiger allgemeiner und spezieller Richtlinien
dor Heuristik - letztere werden hier in Anlehnung an GALPERIN ')
Orientierungshilfen genannt - fiir das Lsen von Problemen ver-
ntunden. 3

Dem Mathematikunterricht kommt eine groBe Bedeutung fiir die
houristische Schulung zu. Kaum ein Unterrichtsfach bietet in
1leser Beziehung so gute Miglichkeiten, aber andererseits bend-
t1gt wohl auch kein anderes Fach zur Bewidiltigung seiner Probleme
no vielfdltige Grundsédtze der Heuristik wie gerade der Mathema-
tikunterricht. 5

Ist nun heuristische Schulung um der besseren mathematischen
Auvbildung willen notwendig, oder dient die Mathematik der Ent-
wicklung von Grundsétzen und Richtlinien der Heuristik, die es

.) Vgl. dazu WIESEMANN, H.: Methodische Leitprinzipien fiir den
Mathematikunterricht — (1) Das Prinzip der Aktivierung der
Schiiler. In Math.i.Sch. 5 (1967), Heft 8, S. 582

‘) Vgl. Probleme der Lerntheorie. Volk und Wissen Volkseigener
Verlag, Berlin 1966, S. 36 (GALPERIN, P.S.: Die geistige
Handlung als Grundlage flir die Bildung von Gedanken und
Vorstellungen.) )
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ermbglichen, die im praktischen Leben auftretenden Probleme
rationeller und leichter zu bewkdltigen? Beides ist gleich wichti
und notwendig.

Zur Lisung praktischer Probleme benttigen wir hiufig mathema-
tische Hilfsmittel. Wir miissen also die Aufgabe, wie sie sich
aus der Praxis ergibt, in eine mathematische Aufgabe iibersetzen.
Dabei helfen Richtlinien der Heuristik. Das mathematische Proble
wird ebenfalls mit Hilfe von in der Heuristik entwickelten
Richtlinien gelist. Bei der Ubersetzung des Ergebnisses in die
Sprache der Praxis und schlieBlich beim Pinden neuer Probleme
und Aurgaben bedienen wir uns wieder solcher Richtlinien. Die
neuen Probleme stellen oft sehr hohe Anforderungen in fachlichex
und heuristischer Hinsicht.

Der augenblickliche Stand der heuristischen Schulung unserer
Schiiler kann uns nicht befriedigen. Meistens wird zwar in fech-
licher Hinsicht so viel gelehrt, da8 eine ausreichende fachli-
che Grundlage zur Losung vieler Aufgaben gegeben ist. Oft kenner
die Schiiler jedoch keine Richtlinien fiir das Lbsen eines Problen
umd damit ist fiir diese Schiiler die Wahrscheinlichkeit, eine
brauchbare Losung zu finden, erheblich gesunken. In diesem Zusaj
menhang muB gesagt werden, daB Schiiler, die im LOsen von Pro-
blemen sicher sind, nicht bewuBt heuristisch geschult sein miis-
sen. Oft haben sie gar keine Ahnung, daB es iiberhaupt Regeln fﬂi
dae Vorgehen bei Problemltsungen gibt, und denncch liUsen sie
auch schwierige Probleme verhdltnisméBig leicht. 8ie kinnen abe
oft erst hinterher (d.h. nachdem das Problem geldst ist) anged
warum sie so und nicht anders vorgegangen sind. Im Grunde bedi
nen sich solche Schiiler natiirlich auch der Heuristik. Es ist
aber sicher, daB bei bewuBter heuristischer Schulung im Mathemad
tikunterricht die Pertigkeiten im Bewdltigen von Problemen und
Aufgeben, die nicht einfach durch Algorithmen zu lGsen sind, bey
allen Schiilern zunehmen miissen.

Perner bin ich einerseits der Ansicht, daB Richtlinien zur
LSsung geometrischer Aufgaben zu wenig bekannt sind und deshaldb
auch dem Schiiler nicht bewuBtgemacht werden kénnen. Das hat dag
beigetragen, daB8 der Geometrieunterricht vielfach immer noch 911
Stiefkind ist. Andererseits gibt es aber gegade fiir den Geome-
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trieunterricht eine von DANIIOWA verfaSte Broschiire 2), in der
In sehr klarer und beispielhafter Weise solche Richtlinien zu
flystemen zusammengefaSt sind. Bevor an einigen Beispielen spe-
vielle Richtlinien, also Orientierungshilfen, gzur IL¥sung von
Problemen demonstriert werden, sollen einige allgemeine ange—
voben werden. Von solchen Regeln darf man sicher nicht suviel
orwarten, jedoch ist es bestimmt niitzlich und 'a\‘rtvoll. Uber die
Regeln tiefer nachzudenken. Man wird dann sehr schnell erkemmen,
welche Fehler von einem selbst noch hiufig bel IX¥sungen von
nochwierigen Problemen gemacht werden. B

POLYA nennt in diesem Zusemmenhang wirtlich die folgenden
nllgemeinen Hinweise zur Lisung von Problemen:

- *"Handle nie gegen dein Gefiihl,
jedoch suche klare “rationale" Griinde, welche fiir oder gegem
deine gefihlsmiBige Auffassung sprechen, unbefangen wahrso-
nehmen!

- Bleibe 8o nahe bei der Aufgabe als mbglich!

- Jedoch sei berealt, 80 weit von der Aufgabe dich zu entfer-
nen, als es erforderlich und zweckm#Big erscheint!

- Gib niocht zu frith auf! Verharre so lange bel dem unter-
suchten Punkt, als du hoffen kannst, davon noch eine nitz-
1licht Anregung zu empfangen!

- Jedoch suche noch unerschtpften Boden zu bearbeiten und
irgendeine belangvolle Anregung von jedem bearbeiteten Punkt
zu empfangem") 1

Wir erkemnen, da8 dies Richtlinien sind, die auch erziehe-
rische Potenzen in sich tragen, Da8 es richtig und notwendig 1ist,
allen Schiilern die diesen Regeln entsprechenden Verhaltenswelsen
im Mathematikunterricht anszuerziehen, steht auBer Zweifel.

9) DANIIOWA, E.P.: Wege zur Lisung geometrischer Aufgaben. Uber-
setzung aus dem Russischen. Volk und Wissen Volkseigener
Verlag, Berlin 1964.

l’) POLYA, G.: Die Heuristik. In "Der Mathematikunterricht® 1u
(1964;, Heft 1, S. 8, Ernst Klett Verlag Stuttgart.
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Ober die genannten allgemeinen Regeln hinaus nemnt POLYA folge
de Yorrangregeln

(a) "Das Ganze hat den Vorrang vor Teilen.

('5) Hauptteile haben den Vorrang vor sekundéren Teilen.

(¢) Gehe auf Definitionen zuriick, und ersetze in der Aufgabe
die definierten durch die definierenden Angaben!

(d) Uberlege, wie du bei Aufgaben mit Hhnlicher Problematik
vorgegangen bist!

(e) Uberlege, ob du das Problem auf ein schon geltstes
Problem zurtickfithren kannst!

() DOberlege, welche bekannten Stitze mit der Aufgabe (spesziel
der Behauptung) zusmonhﬁnsen")l

Durch Beachtung der bisher genannten Regeln, die hiufig unb
wuBt angewandt werden, sind bereits wichtige Voraussetzungen
gur LSsung von Problemen gegeben.

Es wird in der Schule in verstdrktem MaBe darauf ankommen,
solche Richtlinien fiir bestimmte SBtoffgebiete und Aufgabengrup
pen zu prizisieren und zu lehren. In diesem Beitrag kinnen nur
einige wenige konkrete Beispiele Anregungen dazu geben, wie ms
allgemein eine bessere heuristische Schulung erreicht, als die
bisher .der Pall gewesen ist.

1. Beispiel

Das Beispiel entstammt der Gleichungslehre und steht in gewiss
Beziehung fiir solche Stoffgebiete, bel denen algorithmische
Lisungen eine wesentliche Rolle spielen. Es sollen Wege gezeig
werden, die den Schillern das Aufstellen von Gleichungen aus
Aufgabentexten erleichtern.

Der 1. Weg besteht darin, da8 die Anwendungsaufgaben fiir
Gleichungen typisiert werden und fiir die einzelnen Aufgabentyp
dann mit ganz bestimmten Lisungswegen -~ #hnlich wie bei. algo-
rithmischem Vorgehen - die zugehtrigen Gleichungen au.fgestelli(
werden. Um gewisse Fertigkeiten beim Aufstellen der Jewelligen
Gleichung eines Typs zu erreichen, miiBte der Ansatz an vielen
Belspielen desselben Typs geiibt werden.

4)Ebenda, S. 9.
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Dor Vorteil dieses Weges besteht darin, da8 viele Schiller
(much leistungsschwichere) diese so behandelten Aufgaben im
allgemeinen richtig ansetzen und ltsen ktmnen. Der Bachteil,
AnB man so unmdglich alle wichtigen Typen von Aufgaben in der
vur Verfiigung stehenden Zeit behandeln kann, 18t diesen Weg
nicht ideal erscheinen.

Beim 2. Weg wird so vorgegangen, da8 gwar such eine Typisie-
rung von Aufgaben vorgenommen wird, aber mtglichst von jedem
wichtigen Typ eine Aufgabe im Ansatz geltst wird. Es ist klar,
dnB es bei diesem Weg wenig sinnvoll ist, spezielle Ansiitze in
Porm eines Algorithmus fiir den jeweiligen Typ zu geben. Anderer-
noits — und das ist der groBe Vorteil dieses Weges - kann man
dle fir das Aufstellen von Gleichungen allgemeinen Richtlinien
oxplizit herausstellen und vom Schiiler bewuBt anwenden lassen.
Dns weitet den Blick, schult das Denkvermtgen und bildet iiber
don Rahmen des Mathematikunterrichts hinaus. Bel diesem Weg
fit1l1t es vielen Schillern nicht mehr so schwer, selbstiéndig auch
Aufgaben nicht behandelter Typen zu bearbeiten.

Der Nachteil dieses Weges besteht darin, daB Schiller, die
noch zu wenig heuristisch geschult sind, viele Aufgaben nicht
lsen kinnen.

Um nun allen Schiilern gerecht zu werden, scheint eine Synthese
aun beiden Wegen ratsam zu sein. Zumkichst sollte stets der
?. Weg beschritten werden, um erst dann gewisse in der Praxis
hooonders héufig vorkommende Aufgaben auch dem Ansatz nach algo-
rithmisch zu behandeln. Auf keinen Pall darf man die heuristi-
pohe Schulung, die sich bel solchen Textgleichungen in idealer
Weolse anbietet, vernachléssigen.

Formale Gleichungssysteme werden in der Klasse 9 nach erar-
beiteten Algorithmen gelist.

Dabei sollten in bezug auf die heuristische Schulung folgende
Orientierungshilfen Beachtung finden:

- Versuche, das unbekannte Problem auf ein bekanntes (schon
geldstes) zuriickzufihren Vorrangregel (e) !
Auf das vorliegende Beispiel angewandt, heift das:
Versuche, aus dem Gleichungssystem mit zwel Variablem gu-
ndchst eine Gleichung mit einer Variablen zu machen!

- Versuche, in Analogie zu frither schon gelbsten Aufgaben vor-
zugehen (Vorrangregel (d))!
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Auf das vorliegende Beispiel angewandt, heiBt das:
Versuche, in Analogie zu solchen @leichungsaufgaben vorgzu-
gehen, bei denen zwel Zahlen bzw. zwei GriSen zu bestimmen
waren! (Derartige Aufgaben mit praktischem Bezug sind ja
bereits héufig Gegenstand des Mathematik- bzw. Physikun-
terrichts gewesen.)

Pir die weiteren Schritte beim algorithmischen Lisen sind kaum
noch Orientierungshilfen erforderlich. S8ie werden aber notwendi
wenn gleichzeitig nach weiteren, eventuell giinstigeren Lisungs-
mBglichkeiten gesucht wird. Orientierungshilfen benttigt der
Schiiler aber auch immer wieder dann, wenn er einen Schritt des
gelernten Algorithmus vergessen hat oder ein Problem auftaucht,
welches vom bisher gegebenen Algorithmus nicht erfaBt wird. So
scheitern Schiller gerade bei der Gleichungslehre hiufig an fol=-
gender Aufgabe, die bereits im Physikunterricht der Klasse 8
vorkommt, obwohl die mathematische Behandlung d erartiger Aufga-
ben meist erst in Klasse 9 vorgenommen wird.
1 I
Berechne RG auanT-&n; g !
Polgende spezielle Orientierungshilfen ermdglichen den ersten
Schritt:
- Versuche, das an der Gleichung zu veréndern, was dich am
meisten stdrtil
Auf das vorliegende Beispiel angewandt, heiBt das:
Versuche, die Briiche zu beseitigen! Dabei wird z.B., um
einen mdglichen Weg hier zu skizzieren, die schon bekannte
Vorrangregel (d) bzw. (e) benutzt.
Das heiBt, man versucht so vorzugehen wie bisher, wend in
einer Gleichung Briiche auftreten. Auf diese Weise gewinnt
man schlieB8lich

Ry*R, + Rg*Ry = By°Ry
Auch hier kommt der Schiiler in der Regel aus obengenannten Griim
den nicht weiter, Es wird nun die folgende Orientierungshilfe
gegeben:
~ Erinnere dich an Strukturen mit #hnlichem Aussehen und die
damit zusammenhéingenden Aufgaben!
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Durch sie kann der Sochiller veranlaBt werden, z.B. an
ab + ac = a(b + c} , d.h. an das Ausklammern, zu denken.

2. Beispiel

Bchon bei den erstemn Beweisen im Geometrieunterricht der

Klasse 6 ist es wichtig, heuristische Prinszipien nicht nur

nchlechthin ansuwenden, sondern sie ganz bewuSt zu lehren.
Zur Gewinnung einer Vermutung, d.h. fiir die Erkenntnisge-

winnung, werden folgende Orientierungshilfen gegeben 5): ’

- Versuche, eine Lisung experimentell zu finden!

- TUntersuche Sonderfiille, aber verallgemeinere die Ergebmisse
nicht ohne weiteres!

- TUntersuche, ob sich die fir die Sonderfille gewonnenen Aus-
sagen fiir den allgemeinen Pall {ibertragen lassen!

- TUntersuhe zundchst qualitativ!

- Versuche, mittels Messungen quantitative Aussagen szu be-
kommen!

- Sei dir klar dariiber, da8 so gewonimne Erkenntnisse im Sinne
der Mathematik nicht bewiesen sind.

Ao miissen die Schiller beispielsweise bei der Behandlung des Innen-
winkelsatzes fiir Dreiecke folgendes erkennen, um es bel anderen
lulegenheiten verallgemeinern zu kinnen:

rkenntnisgewinnung Erkenntnissicherung

Ilm eine Vermutung zu gewinnen, Der Bewels der Behauptung mu8
goniigt es, eine begrenzte Anzahl flr alle mathematischen Drei-
von Dreiecksmodellen mit Hilfe ecke mit Hilfe bekannter Sitze

physikalischer MeSmethoden zu un~ und logischer SchluBregeln ge-

torsuchen. Ahnliches Vorgehen ist <fiihrt werden. Entsprechendes

sohr oft zur Erkenntnisgewinnung Vorgehen ist allgemein zur

miglich. Erkenntnissicherung (Beweis-
fithrung) notwendig.

Bo seien jetzt einige Orientierungshilfen fiir den Beweis dieses
Innenwinkelsatzes erléutert.
¥) Vgl. DIETZ, A.: Beitréige fiir Theorie und Praxis des Mathema—

tikunterrichts, 1.Teil. Lehrbrief fiir das Fernstudium der
Lehrer, Pddagogische Hochschule Potsdam, S. 41/42.
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Des erste, was die Schiiler wissen miissen, ist folgendes:

Wenn man einen Beweis fiir alle (mathematisthen) Dreiecke fiihren
soll, geniigt es, die entsprechende Aussage fiir ein beliebiges
(mathematisches) Dreieck zu beweisen. Die Schiiler miissen also
lernen, daB sie bei einem derartigen Vorgehen nur solche Drei-
eckseigenschaften benutzen diirfen, die jedem beliebigen Dreieck
zukommen. Das ist eine wichtige und notwendige Orientierungs-
hilfe, der der Schluf auf eine Allaussage zugrunde liegt 6) und
die, bezogen auf andere mathematische Objekte, bei fast allen
zukiinftigen Beweisen benutzt werden muB. Zum speziellen Beweis
werden nun weitere Orientierungshilfen genutzt, die ebenfalls
fir fast alle Beweise der Geometrie gebraucht werden.

(Sk) Pertige eine Skizze an und vervollstéindige sie im Verlauf
deiner Uberlegungen!

(Hi) Zeichne eine oder mehrere Hilfslinien ein, die méglichst
eng mit der Aufgabenstellung zusammenhingen!

Wihrend auf Grund der erstgenannten Qrientierung sofort die
dbliche Dreiecksfigur mit den WinkelgrtBen o,(3,8 gezeichnet
werden kann, f#llt es den Schiilern bei den ersten geometrischen
Beweisen oft schwer, die Orientierung beziiglich der Hilfslinien
richtig zu nutzen.

Was soll heiBen, die mdglichst eng mit der Aufgabenstellung
zusammenhtingen? Wir verwelsen die Schiiler auf die Konklusio
(hier: o+ f+§ = 180°) des Satzes und nennen gleichzeitig
die neue Orientierungshilfe:

(8#) Denke an Sitze, die mit der Behauptung zusammenhéingen!

Der Schiiler kann nun feststellen, daB in der Behauptung etwas
iber Winkel ausgesagt wird. Dann muB er sich an Sitze iliber Winke
erinnern. Folgende Beweismittel stehen ihm diesbeziiglich zur Ver
fiigung: Scheitelwinkelsatz, Nebenwinkelsatz und die Sédtze iiber
Winkel an geschnittenen Parallelen. Der Gedanke an den Neben-
winkelsatz begriindet als Hilfslinie die Verléngerung einer Drei=
ecksseite, so daB8 z.B. bei C Nebenwinkel entstehen (vgl. Fig. 1)

6) vgl. ILSE, D., und W. TIETZ: Ubungsaufgaben zur Mengenlehre,
In Math.i.Sch. 2 (1964), Heft 1, S. 14.

46



Der Satz iiber Nebenwinkel ist deshaldb besonders naheliegend,
weil er auch etwas liber eine Winkelsumme von 180° aussagt. Um
nun die Summe o+ [5 + § der Beweisaufgabe zu veranschaulichen

;&é)ﬁ

vgl. die genannten Orientierungshilfen (8k) und (Hi) , wird
oin Winkel mit der Gr3Se 8 so an den Winkel ACB angetragen, daB
oin Winkel mit der Gr5S8e x entsteht und

/ x + ﬁ t§ = 180°

€11t (vgl. Mg. 2).
P

Jotzt 18t noch zu beweisen, daB x = & gilt. Das wire nach dem
Btufenwinkelsatz der Fall, wemn der freie Schenkel des Winkels
mit der GriBe § , der beli C angetragen wurde, parallel zu AB
wlire. Das ist aber nach Konstruktion und nach der Umkehrung des
Wnchselwinkelsatzes richtig. Damit sind die eigentlichen heu-
ristischen Uberlegungen abgeschlossen.

Auch der Gedanke an Sktze iiber Winkel an Parallelen regt die
fchiller zur Benutzung einer Hilfslinie an. Diesmal miiBte eine
Pnrallele Hilfslinie werden. Wozu? Wodurch? Da es drei gleich-
borechtigte Drelecksseiten gibt, scheint eine Parallele zu einer
boliebigen Dreiecksseite begriindet zu sein. Als Punkt, durch
don diese Parallele zu einer beliebig gewiihlten Dreiecksseite
verlaufen soll, bietet sich der EBckpunkt an, der der gewihlten
Bnite gegeniiberliegt, weil er bereits Scheitelpunkt eines Innen-
winkels des Dreiecks ist. Der Gedanke an den Wechselwinkelsatz
118t nun den letzten Beweisschritt erkennen (vgl. Pig. 3).

pras -
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Die Skizzierung solcher Beweispléne zeigt, wie wesentlich es
ist, den Schillern gewisse Orientierungshilfen fiir derartige Be-~
weisaufgaben zu geben. Die hier genannten Hilfen werden in der
Praxis nicht immer ausreichen. Wer als Schiller aber erst ein-
mal gelernt hat, neben einigen allgemeinen Richtlinien die drei
Orientierungshilfen (Sk), (Hi), (84) -immer wieder bewuBt und
richtig zu benutzen, wird bald sehr viel freudiger und mutiger
an Beweise herangehen. 80 muB8 der Schiiler nach einigen weiteren
Ubungen dann z.B. in der Iage sein, den Satz ilber die Gegen-
winkelsumme im Sehnenviereck selbstindig fiir den Fall zu bewei-
sen, daB der Mittelpunkt des zugehirigen Kreises im Innern des
Vierecks liegt. Als Hilfslinien bieten sich diesmal Radien a&n,
weil durch sie gleichachenklige Dreiecke entstehen. Das erinner
an den Basiswinkelsatz. Dieser Gedanke fithrt zusammen mit dem
Gedanken an die Innenwinkelsumme im Viereck zur Behauptung
(vgl. Pig. 4).

Es wire bei dieser Aufgabe immerhin leicht mbglich, daB sick
ein Schiller fiir die Diagonalen (oder auch nur fiir eine Diagonal
als Hilfslinien (bzw. Hilfslinie) 7) entscheidet. Er kiime auf
diesem Weg nur weiter, wenn er bereits den Peripheriewinkelsati
kennt.

Palls es bisher noch nicht geschehen ist, lernt der Schiiler an
dieser Aufgabe eine weitere Orientierungshilfe kennen, die eng
mit einer éllgemeinen Feststellung 8) zusammenh#éngt.

Ty Bine Begriindung wire z.B., daB auf diese Weise Dreiecke ent«
stehen, deren Innenwinkelsumme gerade auch wie in der Be-
hauptung 180° betriigt, und daB8 man so schon einmal bei dem
Bewels fiir die Innenwinkelsumme im Viereck vorgegangen ist.

8y vgl. ILSE, D., und W. TIETZ: A.a.0.
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(ra) Oft ist es ndtig, mehrere P#lle zu unterscheiden, um eine
flir die jeweiligen mathematischen Objekte allgeneiqgﬂltigo
Aussage zu erhalten.

ller wiren also noch die beiden Fille zu untersuchen, bei denen
der Mittelpunkt des Kreises auf einer Vierecksseite bsw. auBer-
halb des Vierecks liegt. Hat man auf diese Art den Beweis des
fntzes iiber die tegenwinkelsumme im Sehnenviereck vollstindig
y,nrum-t;' so 1HB8t sich dann iibrigens ohne weitere Schwierigkeit
dor Beweis fiir den Peripherie-Zentriwinkel-Satz darauf aufbauen.
Dieser Satz braucht nun nur noch fiir den leichtesten Fall be-
wiesen zu werden, da nach dem Satz iiber die Gegenwinkel im
Behnenviereck Winkel iiber demselben Bogen gleich grof sind.

3. Beispiel

ficher ist es niecht ratsam, die Anzahl der Orientierungshilfen
mtiglichst groB werden zu lassen. Die Ubersichtlichkeit und An-
wondungsbereitschaft wiirde unter einer zu groSen Anzahl leiden.
Andererseits zeigt das folgende Beispiel, daB es Aufgaben gibt,
bel denen man ohne weitere Orientierungshilfen schwer auskommt.

Aufgabe: Man konstruiere (vgl. Pig. 5) einen Streckenzug AX;X,B ,
no daB X, auf 8, und xz auf 8, liegt und die Einfallswinkel

hoi x.l bzw,. 12 gleich den entsprechenden Ausfallswinkeln sind.

DPlese Aufgabenstellung k&xmte sich beim Billardspiel oder bei

dor Behandlung des Stoffgebietes Optik im Physikunterricht er-
goben. Viele vergebliche Ansitze werden fir die ISsung dieser
Aufgabe gemacht werden, bis man sich - eventuell angeregt durch
oine praktische Aufgabenstellung aus der Optik - an die Splege-
lung erinnert. Von diesem Gedanken bis zur Losung ist es dann
nur noch ein kleiner Weg. Man splegele A an 8, und B an 8y. Die
Qorade, die die so erhaltenen Punkte A' und B® verbindet, schnet-
dot 8, in 11 und 8, in x2. Der 'Beweis ist nun auch fiir den
Purchschnittsscntiler leicht zu sehen (vgl. Fig. 6).
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)s A

An dieser Aufgabe erkennen wir, daB es wichtig ist, die Schiile;
frihzeitig mit folgender Orientierungshilfe vertraut zu machen,

(Be) Versuche, bei Beweisen oder bei Konstruktionen der Geomet]
die Eigenschaften der Bewegungen Spiegelung, Verschiebung:
oder Drehung auszunutzen.

Sehr h#ufig wird dem Schiiler auch die folgende Orientierung bel
geometrischen Beweisen helfen.

(K, X) Versuche bei Beweisen und Konstruktionen die Kongruenz-
oder khnlichkeitssitze zu verwenden.

4, Beispiel
Polgende Aufgabe, die aus der Bezirksolympiade 1966/1967 der
Klassenstufe 10 stammt, soll geldst werden:

Zeigen 8le, daB flr beliebige positive reelle Zahlen a,b,c
stets

1 1 1 >
Al T~ > gilt!

Bei solchen Ungleichungs- bzw., Gleichungsaufgeben wird hiufig
der Fehler gemacht, da8 die Richtigkeit angenommen und so lang
umgeformt wird, bis etwas Richtiges herauskommt. Dann schlieft
man daraus, da8 die Ausgangsaussage auch richtig ist. Der Schi
ler muB lernen, da8 er beim Umformen von der Giiltigkeit der e
haltenen Identitlit nicht auf die der Ausgangsgleichung schlie-
Ben dart,

Von der heuristischen Schulung her gesehen, ist es sicher
nicht richtig, dem Bchﬂler die Lisung der obengenannten Aufgab‘
etwa so zu demonstrieren ):

9) Vgl. "Mathematische Schillerzeitschrift *alpha'"™ 1 (1967,
Heft 5, 8. 155.
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UIm zu beweisen, daf die angegebene Beziehung gilt, gehen wir voun
dor folgenden, fiir alle positiven reellen Zehlen giiltigen Be-
v1ehung
2 2 2 >

a(b - ¢)< + b(a - o) +c(a-bv)cZo0
nus.
paraus folgt nach Anwondtmg der binomischen Formel,Multiplika-
tion der Klammern und Zusammenfassung

ab2+acz+52b+'bcz+aao+bzc-6aboko.

Nach Addition von 9 abc und Umordnen erhilt man

2 2

azb + azc + abc + ab2 + bzc + abc + ac© + bc“ + abe 2 9abe.

Durch Ausklammern folgt daraus
(a+b+c)(ab+ac+bc) 9 abe .

SchlieBlich ergibt sich nach Division durch (abc)(a + b + ¢)

1 1 15
E+S+E=;zw,w.z.b.w.

Bei diesem Bewels hat der Schiiler zwar eingesehen, daB8 alles
richtig ist. Er erkennt auch noch eine auf die Behauptung hin
vielgerichtete Umformung und kéme eventuell selber dahin, wenn
or die Ausgangszeile wiiBte. Wie aber kommt er zu dieser? Hier
pind richtige Orientierungshilfen offenbar unerlliBlioh, wenn
viele Schiiler solche Aufgaben selbstindig richtig 15sen sollen.

Da die Schiiler auch in der Klasse 10 meistens die Umformungs—
regeln noch nicht so kennen, deB sie #gquivalente Umformungen von
nichtédquivalenten - aber doch méglichen — Umformungen unterschei-
den kinnen, sollte ihnen zundchst folgende Orientierungshilfe
gegeben werden.

- Ziehe aus der ersten Zelle bzw. der Behauptung so lange
Folgerungen, bis du auf eine dir bekannte allgemeingiiltige
Aussageform bzw. wahre Aussage gt68+t! Dann versuche, diesen
Weg rickwirts als Bewels zu gehen!

Kennen die Schiiler aber die Sitze fiir dquivalente Umformungen,

dann ist folgende Orientierungshilfe mogliche

- Torme die Behauptung solange gquivalent um, bis du auf eine
bekannte wahre Aussage sttB8t. Dann ist auch die Behauptung
wahr,.
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Die zuerst genannte Orientierungshilfe sollte spiter folgender—
maBen erglinzt werden: .

- Entsteht aber durch richtige Polgerungen eine nicht erfiill-
bare @leichung oder Ungleichung bzw. falsche Aussage, dann
ist auch die erste Zeile micht erfiillbar bzw. die Behauptung
falsch '9),

Piese drei genamnten Orientierungshilfen lassen sich sur besse-
ren Ubersichtlichkeit teilweise schematisieren '1).

Es sei B die Ausgangszeile bzw. die Behauptung,
4, (L = 15¢..5,0n=1) seien die durch Polgerungen entstehenden
Zwischenzeilen dbzw. -behauptungen. An sei die bekannte Endseile
bzw. Aussage.

B ——11 -—Az —_— ... —--%_1 — A

1. MBglichkeit 2. Mglichkeit
‘n allgemeinbiiltig bzw. wahr An nicht erfifllbar bsw. falsoy
Um die Behauptung zu beweisen, Der Beweis, da8 B nicht er-

muB8t du versuchen, riickwirts zum fillbar bgw. falsch ist, ist

gehen. Gelingt das nicht, kannst damit gefilhrt. Also ist damm

du nichts iber B aussagen '2). nicht B allgemeingiiltig bzw.
wahr 13).

B<> ‘,G» ‘2» oo 0‘)1-}1 an
‘n wd Bn haben dieselbe Erfiillungsmenge bzw. denselben Wahr-
heitswert.
Der mit Uberlegungen heuristischer Art durchgefiihrte Beweis der
genarmten Olympiadeaufgabe hat nun etwa folgendes Aussehen. Da-

bei sei angenommen, der Schiller kennt die Siitze filr das Hquiva-
lente Umformen von Ungleichungen nicht.

10) Das 18t also eine Orientierungshilfe filr das indirekte
Beweisverfahren.

11y vgl. auch DANIIOWA, E.P.: A.a.0., S. 58 ff.

12) Das gleiche gilt, wenn nur eine nichtéquivalente Umformung
dabei ist.

'3) Ebenda.

52



Vorilberlegung

mus 1+ l2o—d —— £01gt nach Multiplikation mit dem
Hauptnenner ein Schritt, der ale erster deshalb gemacht wird,
weil bei analogen Aufgaben der Gleichungslehre auch 80 vorge-
gangen wird und die stirenden Briiche so verschwinden (vgl. die

frilher genannten Orientierungshilfen) .
(a8 + b + c)(ab + be + ac) =2 9 abe .

Daraus folgt nach Multiplikation

2

azb-mbc+azc+ab2+bzc+abc+nbo+bo +ac? 2 9 adec .

Nach Subtraktion von 9 abc und Zusasmenfassung ergibt sich
a2b+nac+ab2+bzo+bc2+lc2-6l‘bcio .

Wenn es nun gelinge zu zeigen, da8 die linke Seite nicht negativ
ist, wire die Voriiberlegung abgeschlossen. Die Orientierungs-
hilfe (8#) erinnert uns an binomische Pormeln. Wir milssen ver—
suchen, die linke Seite so umszuformen, da8 Minuszeichen nur moch
in Quadraten von binomischen Ausdrilcken auftreten. Entsprechende:
Ausklammern nach Zerlegung von - 6 abc in - 2 abc - 2abc - 2 abe
liefert '

a(b-o)2+b(a-o)2+o(a-b)zio. J

Dieser letzte Schritt ist beil obengenannter Aufgabe, sowohl was
das Finden als auch was die Ausfitlhrung anbelangt, sicher fir die
Schiiler die schwierigste Umformung. Was soll man aber anderes
tun als wieder ausklammern. Diesmal jedoch eben gerade so, das
mglichst Quadrate #hnlich denen bei binomischen Pormeln ent—
stehen. Dazu sind aber doppelte Produkte notwendig. Dieser Ge-
danke regt zur bereits genannten Zerlegung von - 6 abc an. Der
letzten Zeile ist sofort anzuséhen, da8 sie fiir den genannten
Variablenbereich nicht kleiner als Null ist.

Die Voriiberlegung ist somit abgeschlossen, und es kann der
eigentliche Beweis beginnen, der nun so abliuft, wie er bereits
geschildert wurde.

Sehr viel rationeller wird die Aufgabenldsung, werm die folgen-
de Orientierungshilfe (indirekter Beweis) bekannt ist:

53



— Um eine Behauptung B als wahr (allgemeingiiltig) nachzu-
weisen, ist es oft zweckmiiBig, von "nicht B" auszugehen
md die Palschheit (Nichterfiillbarkeit) von “nicht B" nach-
suweisen.

Pir die vorstehende Aufgabe wire also von

1,1.1
i+5+'5<l+'E+o
aussugehen.

Die oben angegebenen Umformungen fihren damn auf
ab-0)2 +ba-0c)2+ca-12<o0.

Dieser Ausdruck ist im angegebenen Grundbereich nicht erfiillbar,
also ist die Ausgangszeile

1 1 1>
atbtoc=asb+o
allgemeingliltig.

Andere Beispiele wiirden weitere notwendige Orientierungshilfe
deutlich werden lassen. Das Gesamtsystem solcher Orientierunge-
hilfen ist vielf#ltig. In der Schule kommt es derauf an, daB an
entsprechenden Stellen im Unterricht solche Hilfen, wemn sie
explizit sum erstenmal auftreten, klar als solche gekennzeichnet
werden und ihrer Bedeutung nach im weiteren Unterricht immer wie
der herausgestellt werden, bis die Schiiler gelernt haben, sie
pelbstindig und verallgemeinernd zu benuizen. Auf solche Weise
nmiissen wir u.a. versuchen, das Lésen von Problemen zu lehren.
Also kommt es weniger darauf an, spezielle Aufgabenlisungen zu
trainieren, als vielmehr darauf, da8 die Benutzung der Orientie-
rungshilfen an vielfdltigem umd abwechslungsreichem Aufgaben-—
material gelibt wird.

In dem Vorwort der genamnten Arbeit von DANILOWA schreibt
VOCKENBERG: "Das planvolle und systematische Herangehen an das
Suchen nach Lisungen gegebener Aufgaben ist zweifellos ... wert-
voller als die Lésung der Aufgabe selbst.'

Lehrern, die so unterrichten (ohne dabel die Fertigkeitsibun-
gen in den Algorithmen der wichtigen mathematischen Bereiche zu
unterschdtzen), wird ein guter Unterrichtserfolg nicht versagt
bleiben.
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(Ruschmann, D.: Methodische Leltprinzipien fiir den Mathematik-
unterricht). In Mathematik in der Schule 6 (1968), BHeft 5,
S. 339 ff.

Methodische Leitprinzipien fiir den Mathematikunterricht —
Systematische unterrichtliche Behandlung von Beweisaufgaben

Gerd Kaiser

Im Zusammenhang mit den in der Zeitschrift Mathematik in der
Schule zum obengenannten Thema bereitse erschienenen Beitridgen 1)
wird im folgenden eine weitere prinzipielle Bildungsabsicht
unseres Unterrichts in den Mittelpunkt geriickt.

Immer von neuem bestétigt sich die Erfahrung, daB8 nur recht weni—
ge unserer Schiiler in der Lage sind, Beweise in einer Weise zu
filhren, die der Zielstellung des Mathematikunterrichts in der DDR
entspricht.

Nooh zu oft verstehen Schiller — um nur einige Mingel zu nennen -
unter Beweisen Plausibilitéitsbetrachtungen oder Nachweise, daB
eine Behauptung nur fiir einige spezielle Mille sutrifft; zu
wenig ist die Péhigkeit entwickelt, zwischen allen Sitzen und
Definitionen, die unmittelbar fiir einen bestimmten Beweis be-
notigt werden (den Bewelsvoraussetzungen), der entsprechenden
Behauptung und den BeweisschluB8folgerungen zu unterscheiden 2)3
die schriftliche Fixierung gelingt ihnen i.allg. schon bei ein-
facheren Beweisen nur unzureichend.

Unseren Lehrerstudenten fallen anfangs die Vorbereitung und die
Durchfithrung von solchen Unterrichtsstunden, in denen Beweisauf-
gaben zu behandeln sind, besonders schwer. Nicht umsonst wurde
kiirzlich als eine der im MathematikbeschluB gestellten Hauptauf—
gaben, deren Lisung noch nicht abgeschlossen ist und auf die
Jetzt besonders orientiert werden muB, genannt,"die Schiiler zu

1) WIESEMANN, H.: Methodische Leitprinzipien fiir den Mathematik-
unterricht - (1) Prinzip der Aktivierung der Schiiler. In Math.
i.Sch. 5 (1967), Heft 8, S. 582.

KUSCHMANN, D.: Methodische Leitprinzipien fiir den Mathematik-
unterricht - (2) Prinzip der heuristischen Schulung. In Math.
i.Sch. 6 (1968), Heft 5, 8. 339.

) TITZE, H.: Ergebnisse der V.Internationalen Mathematikolympiade
1963. In Math.i.Sch. 1 (1963), Heft 5, S.321, insbesondere
S. 324.

LERCH, R.: Beweisversuche von Schiilern - kritisch untersucht.
In Math.i.Sch. 2 (1964), Heft 8, S. 600.
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solchen grundlegenden mathematischen Arbeits— und Denkweisen wie
Beschreiben, Begriinden, Beweisen zu beféhigen und dabei eine
prégnante mindliche und schriftliche Ausdrucksweise zu uben'3).

Die folgenden Betrachtungen stellen einen Versuch dar, von X
neuem an dieser Stelle die Diskussion iiber eine Erhthung der
Effektivitit gerade solcher Unterrichtsstunden in Mathematik anzu~
regen, die der Behandlung von Beweisaufgaben gewidmet sind. Offen-
sichtlich kénnen beil dieser umfangreichen und vielseitigen Proble-
matik in diesem Rahmen nur einige Tellaspekte beritht werden. Im
ersten Teil werden Miglichkeiten genannt, innerhalb der unterrichi
lichen Behandlung von Beweisaufgaben den mathematischen Bewels—
begriff vorwissenschaftlich zur Geltung zu bringen, im zweiten
wird versucht, die umfassende Behandlung von Beweisaufgaben zu
systematisieren. Den ersten Teil beschlieBt ein Beispiel eines
Beweisschemas, wie es sich am Ende einer systematischen Bewels-
behandlung im Unterricht ab Klasse 6 anbietet, zur Zusammenfas—
sung des zweiten Teils wird ein Vorschlag einer unterrichtlichen
Behandlung einer Beweisaufgabe in Klasse 8 gebracht., Wesentliche
Gesichtspunkte sind - wie in dieser Beitragsaserie bereits ange-
geben - aus der Vorlesung von Herrn Prof.Dr. habil A. DIETZ der
Jahre 1964 und 1965 entnommen ¥).

Prop#deutik des Beweisbegriffs im Mathematikunterricht

Ein Leitgedanke unserer Bemilhungen in der oben angegebenen Thema-
tik soll derjenige sein, den G. POLYA zum Ausdruck bringt, wenn
er (dem Sinn nach) formuliert, daB8 das Beweisen das Kernstiick
eines solchen Mathematikunterrichts sei, von dem man hoffen darf,
daB8 er zum mathematischen Denken vordringt 5). Selbstversténdlich

3) Pinf Jahre spéter. In Math.i.Sch. 6 (1968), Heft 1, S. 13.

4) Grundlegendes aus dem 1. Teil dieser Vorlesungsreihe ist in-
zwischen in einem Lehrbrief fiir das Fernstudium der Lehrer nac
zulesen:

DIETZ, A.: Beitrige zur Theorie und Praxis des Mathematikunte
richts, 1.Teil. Herausgegeben von der Fachkommission Mathemat:
der Pidagogischen Hochschule Potsdam, 1967.

5) POLYA, G.: Schule des Denkens. A. Francke Verlag, Bern_1949.
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kann man in unserem Unterricht, besonders bei ersten Beweisfilh-
rungen, nicht streng nach der Fachwissenschaft verfahren, wir miis-—
sen uns jedoch von ihr leiten lassen. Bekanntlich unterscheidet
man danach in einem axiomatischen System S solche Sétze, die in 8
nicht deduziert sind (Axiome, Grundsitze), von anderen, die in 8
durch Deduktion hervorgegangen sind (Theoreme, Lehrsiétze) 6). Ge-
wisse Deduktionsregeln (SchluBregeln) stecken die in 8 zulidssige
Weise des Deduzierens ab 7).

Ohne Frage muB einer erfolgreichen Bewiltigung von Bewelsfiihrungen
durch den Schiiler im Mathematikunterricht eine plammiBige Erzie-
hung zum logischen Denken durch alle Schuljahre vorangehen. Dabei
darf die Heramnbildung der Piéhigkeit des Begrilndens und Beschreibens
nicht unterschdtzt und mu8 von der Klasse 1 ab konsequent verfolgt
werden. Will man nun erste Bewelsfilhrungen im Unterricht behan-
deln, so wird es sich héufig ergeben, da8 man, um die Auffassungs-
kraft der Schiiler zu berlicksichtigen, mehr Grundbegriffe und Grund-
sdtze bereitstellt, als es fachwissenschaftlich notwendig ist, und
daB man erst ganz allmihlich vom Operieren mit inhaltlichen Be-
ziigen zu dem mit formalen Zusammenhéingen iibergeht.

Man darf bei der Entwicklung der PFihigkeit der Schiiler, bewei-
sen zu ktnnen, nicht bei Hinweisen auf die Tatsache stehenbleiben,
daB das logische SchlieBSen auf bestimmten, vorgegebenen SchluB8-
regeln beruht. Unsere Fachkonzeption 8) z.B. orientiert fiir den
Unterricht der Mittelstufe u.a. auf das Umgehen mit Regeln ... fiir
das logische SchlieBSen. Also wird man die Schiiler in vorwissen-
schaftlicher Weise mit dem Inhalt einiger SchluBregeln bekamnnt wer-
den lassen und sie allmihlich zu der Erkenntnis fiihren, daB8 zur
logischen Analyse eines Beweisschrittes das Herauskristallisieren
der ihm innewohnenden SchluBregel gehbtrt.

6) Es wird hier vorgeschlagen, aus methodischen Griinden Satz als

Oberbegriff zu verwenden. Ein Satz kann demnach entweder Grund-
satz oder Lehrsatz sein.

7) Gemeint ist fiir uns interessierende axiomatische Systeme, daB
solche SchluBregeln stets von wehren Aussagen zu wahren Aussa-
gen filhren miissen.

Vgl. z.B. ILSE, D., und W. TIETZ: Ubungsaufgaben zur Mengen-
lehre. In Math.i.Sch. 2 (1964), Heft 1, S. 14.

8) Konzeption fiir den Mathematikunterricht in der allgemeinbilden-
den polytechnischen Oberschule. In Math.i.Sch. 3 (1965), Heft 6,
S. 437, insbesondere S. 443.



In diese Blickrichtung filhrt u.a. auch ein Schwerpunkt eines
langfristigen piddagogisch-psychologischen Experiments des Fach-
gebietes Lernpsychologie im Deutschen Pidagogischen Zentralin-
stitut, bei der Herausbildung geistiger Operationen bereits fir
die Klasse 3 einfache Formen des SchlieBens auszuwdhlen 9). Es
wird interessant sein, von diesbeziiglichen Ergebnissen zu erfah-
ren. Es werden iiberhaupt noch sehr viele Untersuchungen dieser Art
durchzufitlhren sein, wobei es nicht darum geht, ob den Schiilern

im Verlauf ihrer Schulzeit deutlich zu machen ist, daB das mathe-
matische Beweisen in logischer Hinsicht mit Hilfe bestimmter logi-
scher SchluBregeln durchgefiihrt wird, sondern auf welche Weise
dies méglichst effektiv getan werden kann. So wird beispielsweise
eine Moglichkeit angegeben, innerhalb einer propiddeutischen Phase
SchluBregeln — eventuell beginnend mit dem KettenschluB8 - als
Eigenschaften eines mengentheoretisch fundierten Folgerungsbe—
griffs zu erarbeiten 10). Besonders hingewiesen wurde auch be-
reits derauf, daB die Kenntnis der Regel fiir den Schlu8 auf eine
Implikation naturgem#8 fir den Methematikunterricht besonders wich
tig ist, da dieser SchluB8 hiufig zu fiihren ist; auBerdem ist bei-
spleleweise seine Kenntnis eine notwendige Voraussetzung, um
selbstiéndig Beweise durch vollsténdige Induktion fithren zu kon-
nen 11). Neben anderen in ihrer Bedeutung fiir das Fithren von Be-
weisen im Schulunterricht besonders hervorzuhebenden SchluBre-
geln 12) sei noch auf eine endere mit besonderem Nachdruck verwie-

. ge—y=
) IOMPSCHER, J.: Geistige Erziehung im Unterricht der Unterstu-
fe (I). In "Die Unterstufe" 14 (1967), Heft 4, S. 11.

10) Vgl. zu diesem Problemkreis (einschlieBlich der Erarbeitung
eines solchen Polgerungsbegriffs, des Deutlichmachens der An-—
forderungen an SchluBregeln und der Gewinnung konkreter Bei-
spiele solcher SchluBregeln)

DIETZ, A.: A.2.0., S. 46 und S. 92 bis 110!

11) WALSCH, W.: Konnen vierzehnjéhrige Schiiler die vollsténdige
Induktion verstehen? In Math.i.Sch. III (1965), Heft 6,S. 427.

Vgl. hierzu z.B.

ILSE, D., und W. TIETZ: A.a8.0. und

PETISSOW, A.I., I.A. GIBSCH und A.D. SEMUSCHIN: Die Entwicklur
des logischen Denkens im Mathematikunterricht. Volk und Wissex
Volkseigener Verlag, Berlin 1962.

12)
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sen. Eine vorwissenschaftliche Orientierung auf sie - ohne grd-
Bere Vorleistungen als gegenwirtig zur Verfiigung stehen - er-
scheint im laufenden Unterricht mdglich und notig, letzteres
deshalb, weil diese Regel in fast allen Beweisen des Mathematik-
unterrichts angewandt werden muB8. Gemeint iet die Regel fiir den
Schlug auf eine Allaussage '0). Sie sagt bekanntlich aus, da8 men
eine Universalaussage beweist, indem man den Bewels fiir ein be-
liebiges Objekt aus dem vorgegebenen Objektbereich fithrt. Es mu8
allerdings den Schiilern klarwerden, was hierbei unter beliebig zu
verstehen ist: Sie miissen aus einer Objektklasse einen Représen-
tanten auswiihlen, dessen fiir den Bewels benutzte Eigenschaften
sémtlichen Reprédsentanten dieser Klasse zukommen. Sie dirfen also
keine Sonderfidlle herausgreifen und deren unterscheidende Merk-
male fiir den Bewels benutzen.

Selbstverstiéndlich darf man beil all diesen Betrachtungen nicht
die Gefahr des zu schnellen Voranschreitens im Unterricht iiber-
sehen. Es sind bereits seit liéngerer Zeit Untersuchungen iber

die Art der Entwicklung des schluBfolgernden Denkens der Schiller
in verschiedenen Schuljahren im Gange. Man will dabel Niheres
iiber die Prage erkunden, wann ein Schiiler in der Lage ist, iber
seine eigene Gedankenfithrung nachzudenken, was z.B. bel Bewels-
fithrungen notwendig ist. Erst dann ist es offensichtlich mdglich,
entsprechende Fihigkeiten beim Schiiler zu entwickeln. Bei solchen
Untersuchungen '#4) habe es sich bestitigt, da8 die Entwicklung
der Pthigkeit, SchluBfolgerungen zu ziehen, vorrengig abhéngig
sei von der Entwicklung des Verstehens, Erkennens und Aneignens
des Inhalts der spezifischen SchluBregel. Letzteres drilicke sich
aus im Ubergang vom Operieren nur mit konkret-inhaltlichen Be-
ziehungen (das Prinzip des SchlieBens wird noch nicht erkannt)
zum Operieren mit formal-logischen Zusammenhéngen in Verbindung
mit konkret-inhaltlichen (Erkennen des Inhalts von Regeln fiir
das logische Schliefen). Das Herausbilden und Festigen formal-

13) Als SchluB auf Fiir jedes bezeichnet in ILSE, D., und
W. TIETZ: A.a.0., S. 17.

14) Die folgenden Untersuchungsergebnisse sind entnommen aus
VACHRUSEV, M.M.: Verstehen und fneignen einiger Formen de-
duktiver Schliisse bei Schiilern des 2., 4. und 6. Schuljahres
(russisch), Leningrad 1958 (Arbeitsiibersetzung des Deutschen
Pidagogischen Zentralinstituts, Reg.-Nr. 67:123).
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logischer Zusammenhénge werde schlieBlich vor allem durch das
Oben erreicht. Diese Entwicklung vollfilhre sich bei dem klassi-
schen Muster deduktiver Schliisse, den Syllogismen, etwa von der
Klasse 3 an bis zur Klasse 7 in drel Stufen:

a) Stufe des konkret-elementaren Verstehens und Aneignens
(Schlu8form hebt sich nicht vom Lermstoffinhalt ab),

b) Stufe des spezifisch-verallgemeinerten Verstehens und An-
eignens (SchluSform und Lermstoffinhalt werden getremnt),

c) Stufe des verallgemeinerten, mehr oder weniger vollen Ver-
stehens und Aneignens (SchluB8form und Lernstoffinhalt in
dialektischer Einheit, gegenseitig kontrollierend, filhrende
Rolle des letzteren).

Offenbar sind Verstehen und Aneignen von speziellen SchluSfolge-
rungen von vielerlei Faktoren abhlingig, z.B. von der Art der
SchluBregel, der Verst#ndlichkeit des Lermstoffes, der Exaktheit
der sprachlichen Formulierung der SchluSfolgerungen und von Altera
besonderheiten. AuBerdem miissen weitere Untersuchungen zeigen,
welche Modifikationen sich bei den deduktiven Schliissen des Mathe=
matikunterrichts ergeben. Hochstwahrscheinlich kann man Jjedoch
Grundsitzliches bereits aus diesen Untersuchungsergebnissen fir
unsere Betrachtungen iibernehmen.

Zusammenfassend sel an dieser Stelle formuliert: Die formale Logik
lehrt uns, in welcher Weise in einem Kalkiil ein Lehrsatz deduziert
wird und daB BeweisschlhB8folgerungen sich auf dort geltende
SchluBregeln griinden. Wir Lehrer kénnen nicht achtlos an dieser
Tatsache vorbeigehen und miissen rechtzeitig und allm#hlich die
Schiiler mit demjenigen Handwerkszeug bekannt machen, mit dem sle
aus (in einem Modell) wehren Siétzen wieder (im gleichen Modell)
wahre Stitze gewinnen kdnnen.

Allerdings sind noch weitere pddagogisch-psychologische Untersu-
chungen, Unterrichtsversuche und die Verdffentlichung ihrer Ergeb=
nisse dringend notwendig. AuBSerdem ist man auf einen Vorlauf an
logischer und mengentheoretischer Durchdringung des Mathematik-
unterrichts durchgingig von der Unterstufe an angewliesen, was u.a.
bedeutet, daB besonderer Wert auf das Begriinden von Behauptungen
und auf das (m&glichst normgerechte) Beschreiben von Konstruktio-
nen und L¥sungswegen gelegt wird. Vor Uberspitzungen muB auch hiez
gewarnt werden; denn schon allein der Zeitfaktor lieBe beispiels-
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weise nur zu, da8 man bei wenigen représentativen Beweisaufgaben
deren ausfithrliche Behandlung in eine solche logische Beweis-
anelyse einmlinden l#Bt. Am SchluB des zweiten Teils dieser Aus-
fihrungen wird versuchsweise ein solches Beispiel aufgegriffen
(siehe Beweisechema zweiter Art).
In Beitriigen dieser Zelitschrift wurde bereits seit lingerer Zeit
auf die Wichtigkeit der logischen Schulung im Mathematikunter—
richt hingewiesen '7). AuBerdem wurde ein fiir Beweisfilhrungen
wichtiger Aspekt bereits deutlich hervorgehoben: die Vorteile de:
Wenn ..., 80 ... (Wenn ..., dann ...)=Form bei Lehrsdtzen der
Schulmathematik gegeniiber der Merkform 16). 8le bestehen darin,
daB Schiller fir Beweisanalysen schneller zwischen Prémisse und
Konklusion unterscheiden kinnen, also auch zielsicherer die Um-
kehrbarkeit von ILehrsidtzen nachweisen und logisch #quivalente
Ausdruckswe  sen fir Lehrséitze bilden ktnnen. Letzters sollen mnig
lichet neben der Wern ..., dann ...-Porm Verwendung finden, um
Unklarheiten bei ihrem Gebrauch zu begegnen 17). VWeiterhin wurde:
wertvolle Untersuchungsergebnisse iiber das Erkemnen logisch Hqui
valenter Ausdrucksweisen durch Schiller im Mathematikunterricht
bekamntgemacht '°), dabei die bereits zitierte Erkenntnis, da8
mindestens ab Klasse 8 8Schiiler"bei Verstiéndnis des speziellen
Inhalts einer Aussage auch deren logische Struktur mehr oder
weniger bewuBSt ... erfassen' 19),
15) GIOCKE, T.: Dem logischen Denken ist auch im Mathematikunter
richt mehr Beachtung zu schenken! In "Mathematik und Physik
in der Schule® 9 (1962), Heft 12, S. 890.
LORENZ, G.: Stellungnahme zum Beitrag "Dem logischen Denken
ist auch im Mathematikunterricht mehr Beachtung zu schenken!
:;n ;ggthematik und Physik in der Schule® 10 (1963), Heft 4,

16) BoCK, H., und W. WALSCH: Moglichkeiten zur logischen Schulun
im Mathematikunterricht. In Math.i.Sch. 2 (1964), Heft 6,

S. 416, und Heft 8, S. 594.

17) WALSCH, W.: Einheit von sprachlicher und logischer Bildung i
Mathematikunterricht. In Math.i.Sch. 5 (1967), Heft T, S.490
insbesondere 8. 492.

18y BoCK, H., und W. WALSCH: Iogik und Mathematikunterricht. In
"Wissenschaftliche Beitrige der Martin-Luther-Universitit
Halle-Wittenberg" 1966/6 (E 2) und 1967/17 (B 4).

19) Evende, 1966/6 (E 2), S. 21.



Man wird also als Lehrkraft vor einer Beweisbehandlung dafiir sor-
gen, daB die betreffende Behauptung auf die Wenn ..., dann ...-
Porm gebracht wird (falls sie nicht sowieso in dieser Form be-
reits vorliegt). Das ist nicht immer einfach; es wird den Schii-
lern jedoch leichter fallen, wenn sie bereits von der Unterstufe
her gewshnt sind (quantifizierte) Implikationen (unter Weglas—
sung des Quantifikators) zu benutzen, sich also die Wenn ...,
dann ...-Porm eingepriégt haben. Spdter sollte man ihr die
kus ..., folgt ...-Form an die Seite stellen, wihrend den Schii-
lern etwa in der Klasse 8 bewuBtgemacht werden sollte, da8 die
Pormulierung Pir alle ...: Wenn ..., dann ... der anderen Form
Aus ..., folgt ... gleichwertig ist.
Doch schon von der Klasse 6 ab sollte man propédeutisch im Sinne
der ersteren Pormulierung Es gilt stets: ... wihlen, damit von
da ab allmihlich auf die bewuSte Anwendung des Schlusses auf die
Universalaussage hingearbeitet werden kamn und dadurch gleichzei-
tig von den Schiilern z.B. eine bisher bekannte Gleichung wie
a+b=D +a in der neuen Formulierung als Aussage erkamnt wird.

Es sind in den letzten Jahren in dieser Zeitschrift mehrfach
Moglichkeiten von Bewelskurzfassungen fiir den Unterricht verdf-
fentlicht worden, wobei auch die Wemn ..., dann ...-Form fiir
Lehrsiétze Anwendung findet und ihre Vorteile zur Geltung kommen.
Hier interessieren besonders Empfehlungen fiir die Behandlung im
Unterricht bis zur Klasse 6 20), um dabei zu zeigen, daB bei
ersten zu formulierenden Beweiskurzfassungen (Schemata) in vor-
wissenschaftlicher Weise einige genannte Leitgedanken eihgear’bei-
tet werden kdnnen. Bekarntlich ist es ginstig, als Extrakt nach
griindlichen Beweisiiberlegungen Beweisschemata anzufertigen;
denn 21) es prégt sich in der Mathematik ein von konh'eten-ﬂ.nga—
20) Als Beispiele seien genannt:

HERZOG, H.: Empfehlungen fiir die Behandlung der Lehrplanab-

schnitte "Winkelbeziehungen" und "Symmetrie" in Klasse 6, In

Math.i.Sch. 4 (1966), Heft 8, S. 583.

HERZOG, H.: Empfehlungen fiir die Behandlung des Lehrplanab-

schnittes "Planimetrie" in Klasse 6. In Math.i.Sch. 4 (1966),
Heft 9, S. 648, und Heft 11, S. 805.

21y FRUTEZKI, W.A.: Altersbesonderheiten der Entwicklung mathe-

matischer Phhigkeiten bei Schiilern. In Math.i.Sch. 6 (1968),
Heft 1, S. 44, insbesondere S. 46.
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ben abstrahiertes, gemeinsames Schema fiir gewisse einfache Be-
weise schneller und dauerhafter ein als eine bloB8e Aneinander-
reihung einzelner spezieller Beweisiiberlegungen ohne diese Hil-
fen. Bel einem solchen Beweilsschema bewihrt sich offenbar nmoch
immer die Dreiteilung in Beweisvoraussetzungen, Behauptung und
BeweisschluBfolgerungen. Es wird hier im Sinne bisher benutzter
Begriffe vorgeschlagen, als Behauptung den gesamten Ausdruck
(sowohl die Pr#misse als auch die Konklusion) zu verstehen. Zur
zielgerichteten Hinfilhrung z.B. zur Abtrennungsregel und zum
SchluB8 auf eine Implikation - beide Regeln sind wegen ihres hiu-
figen Auftretens bei einschlégigen Beweiaﬂihrungezi ‘besonders
wichtig - sollte man von der Prémisse (dem Vorderglied der Be-
hauptung) die Beweisvoraussetzungen unterscheiden 22). Zu diesen
gehbren sértliche sonstigen, den BeweisschluBfolgerungen unmit-
telbar zugrande gelegten (bereits als wahr erkamnnten) LehrsHtze,
zu benutzende Axiome und (anwendungsbereite) Definitionen. In
htheren Klassenstufen sollten auch die zu verwendenden SchluBre-
geln inhaltlich genannt werden. Als Ergiénzung zu den Beweisvor-
aussetzungen und der Behauptung fertigt man zum besseren Uber-
blick bel geometrischen Beweisen bekanntlich sehr hiufig eine
Uberlegungsskizze an. Zur Fixierung der BeweisschluBSfolgerungen
schlieBlich bietet es sich an, sie zeilenweise in Xurzform mit
nebenstehenden (in Klammern gesetzten) Begriindungen zu schreiben
und als Zeichen fiir ein schluB8folgerndes Also unter die bishe-
rigen Zeilen einen Querstrich zu setzen (wie bei Syllogismen).
An dle gilinstige Moglichkeit, im gegebenen Falle auch den SchluBf
auf eine Universalaussage bereits hierbei andeuten zu ktnnen,
sei dabei erinnert.

In Klasse 6 konnen z.Z, natiirlich nicht selbstindig durchgefiihrte
prizise Beweisiliberlegungen von den Schillern verlangt werden,
doch sollten die Schiiler von dieser Klassenstufe ab vorwiegend
unter stirkerer Anleitung durch die Lehrkraft gewisse systema-
tisch aufgebaute Beweisiiberlegungen verfolgen kitmnen. Nach ersten
ausschlieBlich durch die Lehrkraft notierten Beweisschemata als

22) Darauf, daB8 hierbei die Prémisse der Implikation nicht immer
wie eine feststehende, gesicherte Tatsache formuliert werdem
sollte, wurde verwiesen in WALSCH, W.: KSnnen vierzehnjihrige
Schiiler die vollsténdige Induktion verstehen? A.a.0., B. 432,
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Kurzfassungen bewihrt sich die Methode des Ausfiillens von ILiicken—
texten durch die Schiiler, da auf diese Weise konsequent wichtige
Bildungsabsichten im angedeuteten Sinne welter verfolgt werden
und es auBerdem moglich ist,die Schiller gewissermaBen unter der
leitenden Hand der Lehrkraft von Mal zu Mal pelbsttédtiger werden
gu lassen (je nach Zunahme der Lilckenanzahl) .

Im folgenden wird ein Yorschlag eines solchen Bewelsschemas
angegeben. Es 1st also eine zusammenfassende Uberschau iiber vor-
her durchgefilhrte Beweisiiberlegungen. Die dabei im vorliegenden
Falle fiir einen liickenlosen Bewelsgang fir erforderlich gehalte-
nen Voraussetzungen wurden bereits vor dem zusammenfassenden
Notieren der einzelnen Bewelsschritte niedergeschrieben und an
den Anfang des Schemas gestellt. Das kann man schon aus Zeit-
griinden nicht immer tun, erhoht jedoch bei ersten etwas umfang-
reicheren Beweisiiberlegungen die Ubersichtlichkeit flir die Schii-
ler und ist zugleich eine Vorunterwelsung fiir das schriftliche
Pormulieren logischer Beweisanalysen, bei denen zum besseren Ver-
gténdnis erst recht eine #hnlich iibersichtliche Anordnung ange-
bracht erscheint. Bel kurzen Beweisschemata diirfte es geniigen,
die in den BeweisschluBfolgerungen gefundenen Voraussetzungen in
Kurzform als Begriindungen hinter die jeweilig notierten Beweis-
schritte in Klammern zu setzen.

Beweisschema (erster Art)

(Es wird nun als solches formuliert, nachdem soeben in systemati-
schen Beweisliberlegungen auf einem zweiten Weg 23) nachgewiesen
wurde, da in jedem Rhombus die Diagonalen senkrecht aufeinander-
stehen und sich dabei die dort benutzten Beweismittel als Yoraus:
setzungen ergaben.)

Skizze eines beliebigen Rhombus ABCD (kein Sonderfall; Fig. 1)

23) Es ist vorher im Unterricht der abbildungsgeometrische Be-
wels behandelt worden, Nun wird als Hausaufgabe ein Ausfill-
len eines Lilckentextes auf einem Arbeitsblatt verlangt, was
bereits in anderen Piéllen geiibt worden ist. Im vorliegenden
Beispiel sind die Lilckentexte ausgefiillt., Vgl. HERZ0G, H.:
Bmpfehlungen fiir die Behandlung des Lehrplanabschnittes
"planimetrie” in Klasse 6. A.a2.0., Heft 11, S. 815.



Beweisvoraussetzungen (BV), die sich aus den Beweisilberlegungen
ergeben

BY 1: Ein Rhombus ist ein spezielles Parallelogramm, also
halbieren die Diagonalen einander.

BV 2: Kongruenz von Dreiecken nach dem Kriterium sss.

BV 3: Wenn Dreiecke kongruent sind, dann haben GriSen zuge-
ordneter Stiicke dieselben MaBzahlen (bei gleichen
MaBeinheiten).

BV 4: Die Summe der MaBgzahlen von Grtfen zweier Nebenwinkel
betrigt 180 (bei GradmaB).

BV 5: Ersetzungsregel 24‘)

Behauptung (umformulieren)
Es gilt stets:
Werm Viereck ABCD ein Rhombus ist,
dann stehen die Diagonalen des Vierecks ABCD senkrecht auf-
einander. — Wir nehmen also an, Viereck ABCD sel ein belie-
biger Rhombus, d.h., ABCD sei ein Viereck mit vier kongruen-
ten Seiten, Quadrat ausgenommen (Pig. 1).
Dann miiBte sich durch SchluBfolgerungen ergeben, das
X0 1 BD giit.

BeweisschluB8folgerungen
X8 2 15 (nach dem Vorderglied)
BE o B¥ (nach BV 1)
IH x I¥ (Reflexivitit)

AABM ¥ A ADM (nach BY 2)
o = B (nach BV 3)
a+B = 180 (nach BY 4)
o = 90 (wegen BY 5)
Demnach gilt XC .1 BY (Eix{torgliod).

24') Uber Termersetzungen vgl. z.B. DIETZ, A.a.0., 8.117 u. 118!
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Wir haben vom Vorderglied und von BV 1 mit Hilfe anderer Beweis-
voraussetzungen auf das Hinterglied der Behauptung geschlossen.
Da BV 1 stets wahr ist, ist damit auch die Werm ..., dann ...-
Pormulierung wahr. Da wir den Bewels fiir einen beliebigen Rhombus
gefihrt haben, gilt die Behauptung fiir alle Rhomben, WeZobeWe
Damit ist die Behauptung ein Lehrsatz.

Algorithmischer und inhaltlicher Aspekt bei der Behandlung von
Beweisaufgaben

Mit der Akzentsetzung auf die Passung eines Beweisschemas kann
sich die Behandlung von Beweisaufgaben im Mathematikunterricht
petiirlich nicht erschpfen, wenngleich damit eine nicht unbedeu-
tende methodische Pragestellung berithrt worden ist, diejenige
ntémlich, in welcher Weise den Schiilern die vorausgegangenen viel—
féltigen Bewelsiiberlegungen {iberschaubarer gemacht werden kon-—
nen 29). Jedoch dlirfte fir eine moglichst effektive Behandlung
von Beweisaufgaben im Unterricht das EinfluBnehmen auf die Erar-
beitung und den Ablauf zlelgerichteter Bewelsiiberlegungen der
8chiiler ebenfalls sehr wichtig sein.

Letztgenannten Problemen soll deshalb noch einige Aufmerksamkeit
geschenkt werden. Sieht man sich die hauptséchlichen Griinde fir
das Versagen von Schiilern bei der Lésung solcher Aufgaben niher
an 26, 8o lassen sich folgende wesentlichen stichwortartig her-
auskristallisieren (abgesehen von fehlenden Rechenfertigkeiten):

(a) Herangehen, ohne das Problem voll begriffen zu haben;

(b) sehr nachlissiges Arbeiten, entsprechende &uSere Form von
Aufzeichnungen;

(¢) im Problem enthaltene Bedingungen und Begriffe nicht voll-
stindig benutzt, Mangel zuverldssiger Richtschnur bel der Suche
nach der Beweisidee, sich nicht bzw. nur unzureichend klarge-
macht, welche Beweismittel zur Verfiigung stehen;

25) Weshalb lediglich die Darbietung eines solchen Beweisschemas
nicht als Ersatz fiir die Erarbeitung von Beweisliberlegungen
gelten kann, wird ausfitlhrlich beantwortet in DIETZ, A.: A.a.0
S. 125,

Piir geometrische Beweisaufgaben findet man eine solche grind-
liche Pehleranalyse in

DANIIOWA, E.F.: Wege zur Losung geometrischer Aufgaben. Volk
und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1964. Hier ist davon
ein Auszug angegeben.

26)
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(d) Pormulieren eines Beweisschemas, ohne den Beweisplan bis
zum BEnde durchdacht zu haben, unvollstédndige Beweisfiihrungen.

Was kenn man tun, um den Schiilern bei der systematischen Lésung
von Beweisaufgeben mehr Unterstiitzung zu geben? Nach den in
Analogie zur Aufstellung eines Beweisschemas bereits berlicksich-
tigten Leitlinien wird hier versucht, durch eine Gliederung der
Behandlung solcher Aufgaben den Schillern eine gewisse Unterstiit-
zung fiir die zielgerichtete Bewdltigung der Reihenfolge umfang-
reicher inhaltlicher Fragen zu geben. Bs wird bei diesem Ge—
sichtspunkt davon ausgegangen, da8 auch das Beweisen zu den all-
gemeinen Methoden des Lernens und der gelstigen Arbeit gehort,
also eine Handlung darstellt, die sich in einzelne Handlungs-
schritte unte~teilen 27) 148t. Im folgenden wird eine solche
Schrittfolge als Hilfsmittel filir den Schiiler vorgeschlagen.

Der neue Lerngegenstand mu8 dem Kind zuerst einmal zum leben-
digen Problem werden 28). Damit soll auch hierfiir der Weg charak-
terisiert sein, auf dem gegen das diesbeziigliche Versagen der
Schiiler - siehe (a) in der oben dargelegten Aufstellung - vorge-
gangen werden kann. Recht hiufig sollten die Schiiler méglichst
selbsttiétig sur fiir sie neuen Behauptung vordringen, sie "ent-
decken", Demnach vermeide man mtglichst bei der Herausbildung
geistiger Fdhigkeiten im hier betrachteten Sinne, hiufiger solche
Aufgaben zu wihlen, die mit Bewelse, daB ... beginnen. Diese Auf-
gabenart, frither hiufig angewandt, zeigte, daB es sich nur darum
handelte, Bekanntes, Katalogisiertes wiederzufinden, da8 man den
Schiiler nie in die wehre Situation versetzen wollte, in der sich
die Probleme stellten, d.h. ohne da8 man wuBte, welches die Ld-
sung ist und ob es iberhaupt eine ISsung gibt 29).

Wesentliche Hinweise zur heuristischen Schulung bei der Er-
kemntnisgewinnung wurden in dieser Beltragsreihe bereits gege-
ben 30). Diese Etappe in der Behandlung im Unterricht sollte mit
der Formulierung einer Vermutung abschlieBen.

) KLIMPEL, P.: Lernen die Schiiler das selbstiindige Lernen? In
wDeutsche Lehrerzeitung® 15 (1968), Nr. 9.
28) Ubersetzt aus AEBLI, H.: Didactique psychologique, Neuchdtel
1951, S. 81.
29y REVUZ, A.: Moderne Mathematik im Schulunterricht. Herder
o Verlag, Preiburg 1965, S. 49.
30) RUSCHMANN, D.: A.a.0.
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Ob nicht zu einem groBen Teil an der Tatsache, daB Schiller gerade
bei der L¥sung von Bewelsaufgaben nachléssig arbeiten, dle feh-
lende Einsicht in die Beweisnotwendigkeit schuld ist? Und wie
geduldig und bedacht muB man erfahrungsgemif gerade bei dem Be-
mithen sein, diese (nicht nur formale) Einsicht bei den Schillern
zu wecken, und wie leicht kann durch Uniiberlegtes mithsam Errich-
tetes wieder zerstirt werden! Gerade diese Einsicht ist aber ein
nicht zu unterschitzender Hebel fiir das Aneignen der angestreb-
ten geistigen Pihigkeiten. Auf keinen Fall darf man also z.B. fir
allererste Beweilse solche Behauptungen wihlen, die amschaulich
sehr plausibel sind 31). Man sollte, je nach Aufgabenart und Klas
senstufe, folgende Motivationen fiir das Beweisen in unserem Mathe-
matikunterricht wirksam werden lassen:

M
(2)

Ungenauigkeit von Messungen, Unguverlédssigkeit von Beobach-
tungen 32) (Forderung nach grdSerer 8icherheit)

Endliche Anzahl praktischer Untersuchungen

(Verlangen nach Allgemeingiiltigkeit)

(3)"Richt wahr, auch das weiBSt du, da8 sie (die Mathematiker) sicl

31)

32y

33)

68

der sinnlich sichtbaren Dinge bedienen und ihre Demonstra-
tionen auf jene beziehen, wihrend doch nicht auf diese als
auf solche (als sinnlich sichtbare) ihre Gedanken zielen,

sondern nur auf das, wovon jene sinnlich sichtbaren Dinge

nur Schattenbilder sind">°)?

(Porderung nach GUltigkeit der Behauptung fir die mathe-
matischen Objekte selbst)

Zum Beispiel eignen sich hierzu Beweise Uber gemeinsame
Schnittpunkte von Dreieckstransversalen.

HOMAGK, P.: Zur Planimetrie in den Lehrblichern der Klassen 7
und 8. In Math.i.Sch. 4 (1966), Heft 1, S. 19 bis 23.

Ein gutes Beispiel filr mdgliche Sinnestéiuschung durch eine
Dberlegungsskizze und eine daraus resultierende liickenhafte
Beweisfithrung ist z.B. enthalten in

LIBTZMANN, W.: Wo steckt der Fehler? B.G. Teubner Verlagsge—
sellschaft, Lelpzig 1963, S. 88 und 89.

PLATO: Staat. Nr. 510 (nach der Ausgabe von Henricus
STEPHANUS), 1598. (Als Iiteraturhinweis in
MESCHEOWSKI, H.: Einfilhrung in die moderne Mathematik.
Bibliographisches Institut Mannheim 1964.)



Um den Schiillern bel der h#ufig schwierigen Arbeit des Suchens
nach der Beweisidee behilflich zu sein, wurden in dem vorange-
henden Beitrag dieser Reihe 34y Orientierungshilfen (fiir die
Erkenntnissicherung) und Vorrangregeln bereitgestellt. Hervorge-—
hoben sei hier lediglich die wichtige Aufgebe der Lehrkraft, gut
durchdachte Impulse zur zielstrebigen Auswahl von Beweismitteln
durch die Schiiler zu geben. So darf z.B. das weiterhelfende Ein-
gzeichnen von Hilfslinien in die Uberlegungsskizze oder Zeichnung
auf keinen Pall unmotiviert geschehen. (Nicht umsonst wurden
schon seit langem "Mausefallenbeweise" angeprangert.) Dann kann
die Anzahl der Fehlleistungen - in der Art der in (c) angedeute—
ten - vermindert werden.

Nach dem entscheidenden Einfall der Beweisidee sollten mit den
Schillern planmifig die Beweisiiberlegungen bis zum Schlu8 verfolgt
werden, wotei zugleich die Beweisidee griindlich ausgearbeitet
wird. Daraus erwdchst dann die Herstellung des Beweisschemas als
Kontrolle einer liickenlosen, also logisch einwandfreien Beweis-
fithrung.

Offensichtlich wurden bel der vorgeschlagenen Durchgliederung
der Behandlung einer Beweisaufgabe die vier Phasen des produkti-
ven Denkens der Schiiler 35 ) als Grundlage benutzt. AuBerdem las-—
sen sich leicht die beiden wichtigen Teile des Behandlumgsvor-
schlags unterscheiden, der induktive der Erkenntnisgewinnung, dem
sich die Einsicht in die Beweismotwendigkeit anschlieBen muB8,und
der deduktive der Erkenntnissicherung.

Weiterhin sel zusammenfassend nochmals betont, da8 innerhalb der
vorgeschlagenen Schrittfolge und beli unserem Bemithen um Verstind-
nis der Schiiler fiir Beweisfilhrungen im Mathematikunterricht lau-
fend das Prinzip der Aktivierung der Schiiler beachtet werden muS;
denn"der Schiiler soll nicht die Beweise, sondern das Beweisen
lernen, ...'36) Dadurch werden wir zugleich besser dagegen ange-—
hen ktnnen, da8 ein Bewels vom Schiiler auswendig gelernt wird,

34) RUSCHMANN, D.: A.a.0.

35) WEINACHT, J.H.: Prinzipien gur Lisung mathematischer Probleme.
Vieweg & Sohn, Braunschweig 1958.

36) FENENER, Z.: Lehrbuch der Geometrie, 1. Teil. Berlin 1903.
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ohne daB er ihn wombglich versteht. Damit Schiiler jedoch im Lau-
fe der Zeit die Pihigkeit erlangen, selbsténdig beweisen zu kon-
nen, missen sie erkannt haben, wozu iiberhaupt allgemein und im
speziellen Pall ein Bewels gefilhrt wird 37).
Welche Orientierungshilfen insgesamt bei der Behandlung einer
Beweisaufgabe zu beachten sind, soll nun in Kurzfassung formu-
liert werden 38) als ein methodisches Leitprinzip:
Es ist in systematischer Unterrichtsarbelt bel der Behandlung von
geeigneten Beweisaufgaben anzustreben, da8 méglichst alle Schiller
unter Anleitung

den fiir sie neuen methematischen Zusammenhang entdecken,

eine hypothetische Aussage (Vermutung) formulieren und deren

Bewelsnotwendigkeit erkennen,

eine Beweisildee entwickeln und dabei zlelgerichtet Bewels-—

mittel auswéhlen,

entsprechende Bewelsiiberlegungen planméBig verfolgen

und derauf aufbauend in einer abschlieBenden Kurzfassung,

einem Beweisschema, jeden Beweisschritt begriinden konnen.

Es sollen nun die zusammengetragenen Gesichtspunkte an einem
Beispiel deutlich gemacht werden, wozu der Lehrsatz des
PYTHAGORAS ausgewidhlt wurde. Nach dem prézisierten Lehrplen ist
dieser Lehrsatz als Anwendung der Ihnlichkeitslehre zu gewin-
nen 39). Weiterhin wird darin betont, da8 fir diesen bezliglich
des Mathematikunterrichts nicht unwesentlichen Lehrsatz noch eini-
ge andere Bewelse, dle nicht auf Uberlegungen aus der Khnlichkeit
beruhen, durchzufiihren sind.

Die Phase der Erkenntnisgewinnung mu8 sich deshalb selbstversténd-
lich auf den zuerst zu filhrenden Beweis (Anwendung der Ahnlich-

keitslehre) beziehen. Hier werden die aus Orientierungshilfen 0)
sich moglicherweise ergebenden Gesichtspunkte heuristischen Vor- ;

37y pIETZ, A.: A.2.0., S. 45.
38y prETz, A.: A.a.0., S. 40.

39) Einige Hinweise zu einer derartigen M5glichkelt sind enthal-

ten in
KAHL, G.: Die Herleitumg der Satzgruppe des PYTHAGORAS im

Mathematikunterricht der Klasse 8 nach dem prézisierten
Lehrplan. In Math.i.Sch. III (1965), Heft 10, S. 175.

40y RUSCHMANN, D.: A.2.0.
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gehens nur kurz genannt. Uber die Unterstiitzung der Einsicht der
Schiiler in die Beweisnotwendigkeit braucht im einzelnen nichts
mehr ausgefiihrt zu werden. Innerhaldb der Phase der Erkenntnis-—
sicherung fiir den angegebenen Beweis miiSte fiir eine z.%. durchzn-
filhrende unterrichtliche Behandlung als Zusammenfassung und Kon-
trolle der Beweisiiberlegungen ein Beweisschema etwa in der Art
des im ersten Teil dieser Ausfilhrungen angegebenen Beispiels
(Beweisschema erster Art) angefertigt werden. Wie bereits ange-
deutet, s0ll hier ausnahmsweise ein Beweisschema als logische
Beweisanalyse (Beweisschema zweiter Art) formuliert werden, d.h.,
daB die den SchluBfolgerungen innewohnenden SchluBregeln zusitz-
lich angegeben werden. Damit wird eine Eoglichkeit gezeigt, wo-
hin das augenblickliche vorwissenschaftliche Umgehen mit logi-
schen SchluBregeln fithren sollte und wie wir z.Z. zumindest Lehrer-—
studenten etwas umfassender mit dileser Problematik bekannt machen

kdnnen.
M8glichkeit fiir die Behandlung einer Beweisaufgabe

Erkenntnisgewinnung
Motivationsgrundlage: Was konstruktionsmlBig mtglich war,
miiBte rechnerisch erfaBbar sein.

Gesichtspunkte beim heu-

ristischen Vorgehens Es handelt sich um rechtwinklige Drei-
ecke; gesucht ist die MaBzahl einer
Seitenlénge, die MaBzahlen der anderen
beiden Seitenliéingen sind gegeben;
konstruktive Lisung ist stets eindeutig,
demnach ist gesetzmiBige eindeutige
Zuordnung zwischen den EaBzahlen
moglich;
diese wird gesucht.

Induktionsgrundlage: Rechtwinklige Dreiecke werden gezeich-
net; messen und Zehlen vergleichen las-
sen (Impulssteuerung durch die Lehr-
kraft, Tabellen), GesetzmHBigkeit ver-
muten lassen.

Erkenntnis: Es gilt in allen gemessenen Dreiecken
angenihert: Die Summe der Quadrate der
MaBzahlen der Kathetenlidngen ist gleich
dem Quadrat der MaSzaehl der Hypotenu-—
senlénge.

Vermutung (Behauptung): Diese Peststellung gilt miglicherweise
fir alle rechtwinkligen Dreiecke, des-—
haldb wird behauptet: Es gilt fiir jedes
rechtwinklige Dreieck: ...

Sich bewuBt sein iiber die Notwendigkeit einer Bewelsfilhrung.
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Erkerntnissicherung
Umformulierte Behauptungs

Pir alle 8,b,c gilt:

Wenn a,b,c SeitenmaBgzahlen eines
Dreiecks ABC sind und die GriSe

von < (a,d)

90"~ bdetrigt, (Vorderglied)

dann ist a2 4+ 12 = 2. (Hinterglied)

Bs ist also auf eine Implikation zu schlieSen.

Versuche der Entwicklung
einer Beweisidee
(heuristisches Vorgehen!)s:

fberlegungsskizze(Fig. 2)

Nach eventuell fehlgeschlagenen Ver—
suchen leistet eine Orientierungshilfe
das Gewimschte (Strukturvergleioch);
es

.2+'b2 - 02 verglichen mit

(a+b)2 =a + v2 + 2ab 3

geometrische Yeranschaulichung zu
letzterem, also ein mbgliches Beweis—
mittel gefunden.

Es gilt flir beliebige positive a,b
a2+b2-(a+b)2—2ab .

Orientierungshilfe (mit der Beweisaufgabe in Beziehung bringen)

verhilft zur
Beweisidee:

Beweisliberlegungen
(dabeil Beweismittel
herausschreiben):

T2

Wemn in der Skizze a und b als Kathe-
tenmaSzahlen gedeutet werden ktnnen,
wire nur noch zu zeigen (fir belie-
biges positives c)

o2 = (a+b)2-—2ab R
und wegen der Drittengleichheit der
Gleichheitsrelation als Beweismittel

wiirde sich al + 2 = c2 ergeben.

(1)
Hilfslinien werden motiviert [Her-

stellen von o2 (siehe Beweisidee und
Pig. 3)]

Mit Manipermtafel und Dreiecksappli-
kationen arbeiten!

(a) Zu zeigen: Summe der MaSzahlen der
Flicheninhalte beider Quadrate ist
gleich der MaBSzahl des Plicheninhalts



Beweisschema zweiter
Art (fir den derzeiti-
gen Unterricht Beweis-
schema erster Art an-
wenden) s

eines Quadrats mit der SeitenmaBSgahl c.

(b) Versuch, dies durch Bewegung der

Modelle zu finden (Beweismittel: Ergén—
sgleichheit).

II . 3

c¢) Zu zeigen: Neues Viereck ist ein

Quadrat (Fig. 4). Auf einen rechten

Winkel schlieBen!

Das gelingt (Beweismittel: Quadratdefi-
nition).

(a) a2+v2 = (a+b)2-2ab [wegen (1)]
e = (a+'b)2—23b [wegen (II)

a2+b° = o2 [Drittengleichheit]

Beweisvoraussetzungen (siehe Beweisliber-
legungen)
BV 1: a2 + b2

(a + b)2 - 2ab ,

BV 2: ¢ = (a + 1)% - 2ab ,
BV 3: Quadratdefinition und Erginzungs-
gleichheit,

BV 4: Drittengleichheit.
SchluBregeln (SR) 41y

SR 1: Kettenschlus8,

SR 2: Abtrennungsregel,

SR 3: SchluB auf eine Implikation. .
Behauptung (s.0.)

Vorderglied sei A,

Hinterglied sei B.
BeweisschluBfolgerungen

“) Bei einem eventuell in Arbeitsgemeinschaften mit Schiilern
durchzuarbeitenden Beweisschema zweiter Art sollte man die
entsprechenden SchluBregeln inhaltlich angeben. Fiir SR 2 und
3 vgl. ILSE, D., und W. TIETZ: A.2.0., S. 16! Man verwende
moglichst eine Kurzform, etwa fiir SR 1:

Gilt: Wenn H1' so H2
und gilt: Wenn H2, s0

gso gllt: Wenn H1, 80 H3
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Gilt: Wenn (BV 1 und A), dann (BV 1 und BV 2) (wegen BV 3)

und gilt: BY 1 und A, giilltige Vor-

aussetzung

so gllt: BV 1 und .(wegen SR 2

BY 1 und A), dann (BV 1 und BV 2) (wegen BV 3
B

und BY 1 und BV 2 dann. wegen BV 4
s Wenn un , dann B. wegen SR 1
Gilt: Wenn (BV 1 und A), dann B siehe vorige.
: Zeile)
und gilt: BY 1 ist allgemeingiilti ist es auch)-
80 gilt: Wemn A, dann B. wegen SR 3)

Die SchluB8folgerungen gelten fir beliebige a,b,c; also gilt,
WeZeboWe

Unbestreitbar kann man schon aus Zeitgriinden im Laufe eines
Schuljahres nur verhéltnism#éfig wenige, ausgewdhlte Beweisaufga-
ben in ausfithrlicher Weise lisen lassen. In anderen Fdllen wird
man diese oder jene Etappe der Lisung durch verschiedene Yarian-
ten abkiirzen. AuBerdem gibt es Pille, bei denen man im Schulun-—
terricht bekanntlich gezwungen ist, an Stelle eines Beweises eine
Plausibilitétsbetrachtung durchzufiihren oder die Hauptgedanken
eines Beweises in einfacher Form zu geben (was ein besonderes Ge=
schick erfordert); wichtig ist es allerdings, die Schiiler merken
zu lassen, daB an dieser oder Jener Stelle aus anzugebenden Griin-
den auf eine Beweisfilhrung verzichtet werden muS.

Plir die vollstindige IYsung von Beweisaufgaben scheint Jedoch
sehr wesentlich zu sein, daB eine einheitliche methodische Kon—
zeption der Bildungs- und Frziehungsarbeit in diesem Schwerpunkt
anseres Mathematikunterrichts stark veranhelfen kann und de8
héufiges Uben zur Konsolidierung der entsprechenden geistigen
Operationen beitrdgt und zugleich den Blick der Schiiler fiir er—
folgreiches selbstindiges Arbeiten an emnalogen Beispielen schérft

(Raiser, G.: Methodische Leitprinzipien fiir den Mathematikunter-
richt - Systematische unterrichtliche Behandlung von Beweisauf-
geben. In: Mathematik in der Schule 6 (1968), Heft 10, S. 738 ff.
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Binige Probleme der Festigung und ihre Bedeutung fiir die
Effektivitit des Mathematikunterrichts

Gliinter Pietzsch

1. Einleitung

Es ist allgemein bekannt und anerkannt, daB8 der Erfolg gerade
des Mathematikunterrichts vom Festigen des Bildungsgutes gbhingt.
Demgegeniiber wird von vielen die Gefahr gesehen, daB eine pri-
zisere Begriffsbildung, griindlichere Herleitung von Sétzem und
dergleichen, kurz, daB die Erhthung des mathematischen Niveaus
unseres Unterrichts ein zeitliches Hintansetzen des Pestigens,
dabei insbesondere eines selbsténdigen Arbeitens der Schiiler am
fiir sie ltsbaren Problem, bedingen kamn.

Fiir Tiefe und Dauerhaftigkeit der Festigung ist der Zeitfaktor
nur die eine Seite, vielleicht gar nicht einmal die wichtigste;
denn sie sind nicht nur abhiéngig von der aufgewandten Zeit, ja,
ein Zuviel an Zeit kann sich auch nachteilig auswirken, wenn da-
durch nimlich Langweiligkeit verursacht wird. Diese Langeweille
wird meist bedingt durch eine Einseitigkeit in der Problemstel-
lung. Es kommt also auf ein gesundes MaB an Abwechslung in der
Problemstellung an, wenn man den Proze8 der Festigung mdglichst
effektiv gestalten will.

Diese notwendige Vielseitigkeit kommt methodisch in den unter-
schiedlichen Aépekten zum Ausdruck, unter denen die Festigung
der verschiedenen Bildungsinhalte stehen kann. Es seien genamnt
das Uben, Vertiefen, Systematisieren und Anwenden. Es soll hier
nicht versucht werden, eine genauere Abgrenzung oder gar Defini-
tion dieser vier Aspekte zu geben; eine gewisse Charakterisierung
und damit Unterscheidung wird sich aus den nachfolgend besproche-
nen Beispielen ergeben. So viel sei aber gesagt: Genau so schidd-
lich wie eine Vernachlissigung der gesamten Unterrichtskomponente
Festigung ist, genau so schidlich ist es, die genannten vier
Aspekte nicht als Einheit zu sehen, z.B. das Uben auf Kosten der
drei anderen iiberzubetonen. Jedermann weiB, daB eine gewisse
Ubung, eine gewisse Pertigkeit Voraussetzung zum erfolgreichen
Anwenden ist, und wohl auch, da8 umgekehrt jedes Anwenden das zur
Anwendung Kommende iibt. Nicht so verbreitet ist aber die Einsicht,
daB .ein Ubungsbetrieb, der einseitig nur auf gewisse Pertigkeiten
ausgerichtet igt und nicht erginzt wird durch ein tieferes Ein-
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dringen in den Ubungsgegenstand, durch dessen Betrachten von ver-
schiedenen Seiten und durch das Entdecken und Herausstellen von
Zusammenhiingen nicht zu einem hinreichend anwendungsbereiten
Wissen fithrt.

2. Beispiele und allgemeine Prinzipien

An den folgenden Beispielen, die mit unterschiedlicher Ausfiihr-
lichkeit dargestellt sind, sel das Gesagte verdeutlicht. Die je-
weils angegebenen allgemeinen Gesichtspunkte fiir eine vielseiti-
ge Problemstellung, die auch den Lehrplananforderungen entspre-—
chen, sollen den Leser anregen, in anderen Stoffgebieten selbstién-
dig entsprechende Aufgaben zu bilden und im Unterricht zu behan-
deln - freilich in Abhingigkeit davon, ob es die spezielle Klas-
sensituation ermtglicht oder erfordert.

1. Division gebrochener Zahlen
a) Es ist unbestritten, das8 das Dividieren gebrochener Zahlen -
dargestellt als gemeine Briiche - zur Pertigkeit entwickelt werden
muB. Dafiir ist zunichst erforderlich, daB eine ganze Reihe von
Aufgaben der Form

atb = x
geltst wird. Dabel miissen die gegebenen gebrochenen Zshlen a und
b insgesamt ein hinreichend

typisches, vielseitiges, reprisentatives Ausgangs-

material
darstellen. Dabei muB diese Vielseitigkeit einerseits auf spétere
Anwendungen, vor allem aber auf das jeweilige Ubungsobjekt gerich:
tet sein. In unserem Fall bedeutet das: Berilicksichtigung der ver-
schiedenen Arten gebrochener Zahlen und ihrer Darstellungsweisen
und der drei Teilschritte Reziprokes bilden - Kiirzen, soweit
moglich - Ausmultiplizieren.
Unser gegenwirtiges Lehrbuch trigt dieser Forderung Rechnung, in-
dem es iiber 300 formale Aufgaben der genannten Porm bereit-
stellt 1), in denen Stammbriiche, andere echte Briiche, unechte
Briiche, gemischte Zahlen und natiirliche Zahlen in Dividend,
pivisor oder beidem mit und ohne Kirzungsmdglichkelten auftreten.

1) Mathematik, Lehrbuch fiir die Oberschule, Klasse 6. Volk und
Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1966, S. 155 £f.
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[Auf einen weiteren Gesichtspunkt fiir die Vielseltigkeit wird in
1 e) eingegangen.]
b) Es bedarf keiner niheren Begriindung, da8 das Uben des Divi-
dierens an diesem einzigen Aufgabentyp sehr schnell zu einem
Drill wird, da8 es vor allem aber nicht zu einem tieferen Ein—
dringen in die Operation Division gebrochener Zahlen fiihrt, weil
es zugrunde liegende mathematische Sachverhalte umd Zusammenh#nge
ignoriert.
Das #@ndert sich sofort, wenn von den drei auftretenden Zahlen
Dividend, Divisor und Quotient nicht stets nach dem Quotienten
gefragt wird, allgemeiner, wenn ein vielseitiger, mdglichst all-
seltiger

Wechsel zwischen den gegebenen Objekten und dem gesuchten
erfolgt. Darin enthalten ist die speziellere, in vielen PFillen
wichtigere Forderung, auch beim Festigen stets den

Zusammenhang von Operation und Umkehroperation
bewu8t zu machen. Fiir unseren Pall bedeutet das, auch Aufgaben der
Form

x:a=bD mmd a:xx =D

8

einzubeziehen. Dabei ist es der Situation der Klasse anzupassen,
ob solche Aufgaben

als Gleichungen (wie hier),

als Text, etwa in der Formulierung WQlche Zahl muB8 durch 3

dividiert werden, um den Quotienten T zu ergeben, oder

mit Hilfe der bewidhrten Tabellen
an die Schiiler herangebracht werden sollen.
Wichtig 1st, daB diese Aufgaben - sollen sie die Division ge—
brochener Zahlen vertiefen - auch als Divisionsaufgaben gestellt
werden, obwohl sie gar nicht mit Hilfe der bekammten Divisions-—
regel geldst werden.

%.B. x:2 .4 und X
37

Stellt man Schiilern erstmals solche Aufgaben wie !:32' = } » BO
sind sie meist hilflos und fangen an zu probieren. Das trirft er-
staunlicherweise fiir viele Schiiler auch dann zu, wenn sie im vor-
angegangenen Unterricht angehalten worden sind, z.B. bei der
Aufgabe -5.3- die Probe zu machen. Obwohl es sich in beiden PFdllen
um das gleiche Produkt 1--3- handelt, so ist es von der Problem—
stellung her doch ein Unterschied, ob der gefundene Quotient mul-
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tipliziert und dieses Produkt mit dem gegebenen Dividenden ver-
glichen wird oder ob der gegebene Quotient multipliziert wird
und dieses Produkt der gesuchte Dividend ist.

Gegen das Einbeziehen derartiger Aufgaben konnte eingewandt
werden, dag8 die Schiiler zum Lisen eigentlich Kenntnisse iber das
Unformen von Gleichungen bendtigen. Dem mu8 man aber entgegnen,
daB das bei derartig einfachen Aufgaben nicht nétig ist (ein
Blick in einen guten Unterstufenunterricht belegt das), daB ein
derartiges Anwenden von Unformungsregeln fiir das eigentliche An-
liegen geradezu schiédlich ist; denn der Schiller goll sich ja ge-
rade der Zusammenhiinge bewuBt werden, also der Tatsache:

Mit atb = ¢ gilt auch & = bec und azc = b

Zur Rechtfertigung hierfiir und auch fiir die folgenden Bemerkun—
gen zur Division kann man wohl die beiden folgenden Lehrplan-
stellen heranziehen:
"In der Bruchrechnung kommt es auf sicheres und versténdi-
ges Operieren mit Briichen und auf das Erfassen des Wesent-
lichen der entsprechenden Rechenverfahren an, nicht auf das
Einprigen bestimmter Schemata, Rechenregeln und Merksitze 2,_).:
Zugleich (ist) ... der Zusammenhang der vier Grundrechen-
arten bei Briichen ... zu erdrtern'”).

Man kann wohl diese Stellen dahingehdnd interpretieren, daB der
Zusammenhang von Multiplikation und Division, allgemeiner von
Operation und Umkehroperation, nicht nur Mittel zum Definieren
des Quotienten, zum Gewinnen der Divisionsregel und zum Recht-
fertigen der Probe ist, sondern daB er selbst Unterrichtsgegen-
stand ist. Dann aber muB er auch im ProzeS der Festigung beriick-
sichtigt werden. -
¢) BEs gehort zur Arbeitsweise des Mathematikers und sollte -
well es auch fiir viele andere Tdtigkeiten von Bedeutung ist - dem
Schiiler ebenfalls anerzogen werden, bei einem Problem die
Frage nach Existenz wnd Eindeutigkelt der Lisung
E) Lehrplan fiir den Mathematikunterricht der Klassen 5 bis 10 dex
zehnklassigen allgemeinbildenden polytechnischen Oberschule

(prézisierter Lehrplan). Volk und Wissen Volkseigener Verlag,
Berlin 1966, S. 20, Hervorhebungen vom Autor.

3) Ebenda, S. 24, Hervorhebungen vom Autor.
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zu stellen. Oft wird diese Prage fiir eine ganze‘ Klasse gleich-
artiger Probleme beantwortet, so z.B. fiir die Lisung von Aufgaben
der Form a:bd = x, bei denen diese Frage zusammenfillt mit der
nach eindeutiger Ausfiihrbarkeit der Division. Ganz entsprechend
kann man es bei den beiden anderen Typen tun. Aufgeschlossen fiir
eine solche Frage und bereit, nach einer Antwort zu suchemn, ist
der Schiller aber nur dann, wenn ihm durch das

Einbeziehen nicht lésbarer oder

mehrdeutig lésbarer Aufgaben
die Wichtigkeit dieser Frage und die RNiutzlichkeit ihrer Beantwor-
tung nahegebracht werden. '
Nun ist die Division gebrochener Zahlen, ein von Null verschie-
dener Divisor vorausgesetzt, stets eindeutig ausfithrbar. Will man
den genannten Gesichtspunkt dennoch beriicksichtigen, so kann man
von den dreil Zahlen in a:d = ¢ nur eine, etwa ¢, geben. Auch hier
ist es gleichgiiltig, ob man z.B. sagt

Lise die Gleichung x:y = 2- !
Nenne zwei Zahlen, die den Quotienten 2— haben!

Mille in_:_ = i- die beiden Ilicken richtig aus!

oder ob man wieder Tabellen zur Aufgabenstellung wihlt.

Man wird bel derartigen Aufgaben sehr bald zuslitzliche Bedin-
gungen angeben miissen; denn schnell haben die Schiiler in den
Zahlen 3 und 4 und allen entsprechenden Vielfachen Litsungen ge—-
funden. Eine solche zusiitzliche Bedingung konnte sein: Der Divi-
dend s0ll kleiner als 1 sein. Man kann beobachten, daB8 viele
Schiiler - auch vor dem Hinzunehmen einer einschriénkenden Bedin-
gung - die Aufgabe durch Probieren ldsen wollen: Sie wihlen sich
irgendeine Zahl als Dividend - eventuell kleiner als 1 - und ver-
suchen, sich durch mehr oder weniger systematisches Probieren an
den geeigneten Divisor heranzutasten. Preilich iibt auch das die
Divisionsregel, zeigt aber doch, da8 das Wissen vom Zusammenhang
zwischen Division und Mul'tiplikation kein anwendungsbereites Wis-
sen ist; denn dann wiirde der Schiller irgendeine Zehl als Divisor
setzen, sie mit dem gegebenen Quotienten multiplizieren und die-
ses Produkt als Dividend nemnen. Auf die Mogliochkeiten, die der-
artige Aufgaben fiir die Vorbereitung auf die Gebiete Gleichungen
und Funktionen bieten, sei nur am Rande verwiesen.
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d) Die oben genannte Aufgabe hitte man auch so formulieren
kbnnen: h

Pilde eine Divisionsaufgabe, deren Ergebnis % ist!
(Gegebenenfalls mit dem Zusatz: ... und deren Dividend kleiner
als 1 ist!) "
Men wiirde damit ein fiir die Pestigung von Begriffen und Verfahren
ganz wichtiges Prinzip befolgen, némlich

Selbstindiges Bilden von Aufgaben bei vorgegebenen Bedin-

gungen,
und zwar solcher Aufgaben, deren ISsen gerade gelibt werden soll,
Das Beispiel zeigt, da8 man sich im Falle der Division gebroche-
ner Zahlen eine Aufforderung Bilde und lose eine Divisionsauf-
gabe! wegen ihrer zu geringen Anforderung sparen kann.

Anders ist das hingegen bei den folgenden, wohl im Text zu
gebenden Aufforderungen:

Bilde und l6se eine Divisionsaufgabe a:b = ¢, in der gilt!

(1)) ec=1,¢c=0

(2) a<tude>1, b<lumde <1

(3) e >budb=c, a>1 mdb=paundc<i

(4) a <b <c, a >b >c

(5)a<1<b<2<c,a<1<b<c

Vielleicht ist vorhin [unter c)] ein niheres Eingehen auf nicht
15sbare Aufgaben vermiBt worden. Die Division gebrochener Zahlen
ist dafiir ein nicht sehr ergiebiges Peld, wenn man von Aufgaben

wie %:(g - 1%) absieht. Die beiden Aufgaben_(s) zeigen jedoch,

daB durchaus nicht triviale Moglichkeiten bestehen.

Der methodische Wert mehrdeutig lésbarer oder nicht losbarer
Aufgaben ist aber vor allem auch darin zu sehen, daB sie - Wie
kaum andere — zum Beschreiben und Begriinden herausfordern:

In den Pillen, in denen eine irgendwie gewonnene Rechenregel

geiibt (etws %:% = %f%) und entsprechende Fertigkeiten entwickelt

werden sollen, ist ein Beschreiben meist iiberfliissig. Vom Schiilex
jedoch eine Beschreibung dafiir zu verlangen, wie er zu dem gege-
benen Quotienten % z.B. die Zahlen % und % als Dividend und
pivisor gefunden hat, ist schon deshalb sinnvoll, weil dadurch
meist der Ansatzpunkt fir die notwendige Begriindung der Mehrdeu-
tigkeit gegeben wird. Vor allem bei den nichtldsbaren Aufgaben
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wird sich das Begriinden auf gewisse GesetzmidBigkeiten stiitzen
miissen,z.B. bel den oben unter (5) genannten Aufgaben auf den
Satz )
Das Produkt zweier Zahlen, die griéBer als 1 sind, ist
griBer als jede der beiden.

e) In a) wurde iiber das vielseitige Zahlenmaterial gesprochen.
Ein weiterer Gesichtspunkt fiir die Auswahl sollte das

Suchen nach GesetzmiBigkeiten
an Hand konkreten Materials sein, dem sich damnn - je nach
Situation - ein allgemeiner Nachweis anschlieBen kann. Einige Bei-
spiele mbgen geniigen:

Yergleiche Dividend, Divisor und Quotient miteinander!

Vergleiche %-; mit %-; 1

Vergleiche 3:5 mit ;’3 1
2.6

Vergleiche :f mit §:8 wd mit §:£ md mit §: {}

Vergleiche 3=§ mit 3% und mit 3% und mit %;5’- '

N

Man kbtnnte die Peststellung, daB die Division gebrochener Zahlen
nicht kommutativ ist, fiir iiberfliissig halten. Sie schafft aber
die Moglichkeit des Vergleichs, der Gegeniiberstellung sowie der
Analogiebetrachtung, wirft die Frage der Assoziativitét auf und
hilft somit zu einem tieferen Eindringen in die Division, aber
auch in die anderen drel Operationen und in die Zusammenhiinge aller
vier. Die Feststellung, daB die Division auch nicht assoziativ
ist, filhrt zur Verwendung von mehr als zwel Operanden und zum
Setzen von Klammern. Zur Festigung konnen Aufgeben folgender Art
dienen:

Setze in 21 ; g Klammern, so daB sich als Losung 1 ergibt!

Wieviel verschiedene Quotienten lassen sich aus Eﬁ' «ss durch

.unterschiedliches Setzen von Flarmmern erzeugen? Wie heiBen Sie?

Denn Zusamnenhan; der Operationen dienen auch die folgenden, al-
lerdings nicht mehr ganz leichten iufgaben.
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Suche nach gebrochenen Zahlen, die {ibereinstimmen in
Quotient und Produkt,

Quotient und Summe,

Quotient und Differenz!

Die bisherigen Beispiele sollten zeigen, wie man iiber das gewiB
notwendige, rein mechanische Uben einer Rechenregel hinausgehen
kenn, um dabei die auftretenden Begriffe und das Verfahren selbst
zu vertiefen, sie im Zusammerhang mit anderen zu sehen und somit
auch den PestigungsprozeB8 der Systematisierung dienstbar und
schlieBlich das erworbene Wissen durch Anwendung heim Losen neuer
Probleme flexibel zu machen.

An den folgenden Beispielen aus anderen Stoffgebieten sollen noch
einige weitere allgemeine Gesichtspunkte herausgestellt bzw. die
bisherigen nochmals verdeutlicht werden.

2. Plicheninhaltsformel des Drelecks

Die bekannte Pormel Ap) = 3 gh (fir slle Ubrigen Flicheninhalts-
formeln gilt ganz Entsprechendes) wird in der Regel nur dadurch
gelibt, daB zu gegebenen g wd h der Fldcheninhalt zu bestimmen
ist. Das zahlenmZBige Verhdltnis von 26:1 in unserem gegenwirtige
Lehrbuch 4) (eine einzige Aufgabe fordert das Zeichnen mehrerer
Dreiecke, die in elner Seite und dem Flécheninhalt iibereinstimmen
spiegelt diese Binseitigkeit wider. Sie sollte zumindest durch
solche Aufgaben wie 1b) und 1c) iiberwunden werden, bei denen zu
gegebenen A und h das g, zu A und g das h und schlieBlich zu A
unterschiedliche Paare [g,h] zu bestimmen sind. Einige weiterfiih-
rende Probleme konnten dann in folgender Weise angeschlossen
werden:

a) Auf einem Arbeitsblati (Fig. 1) wird jedem Schiiler ein Drei-
eck PQR vorgelegt mit dem Auftrag, den Plécheninhalt dieses
Dreiecks zu bestimmen.

7 .
) Mathematik, Lehrbuch fiir die Oberschule, Kl. 6. A.a.0.,5.179.
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Piir den Schiiler geht es also - zusitzlich zu dem einfachen Er-
rechnen, das sonst meist nur verlangt wird - um ein
selbstiéndiges Erkennen der notwendigen Stiicke und Ermitteln
der entsprechenden MaSangaben.
Der Leser durchmustere einmal die Anwendunésau.fga‘ben unserer
Schulbiicher. Past sémtlich stellen sie den Schiiler nur vor das
halbe Problem, wenn sie niimlich von der Art sind wie:
Der dreieckige Teil an der Giebelfliche eines Hauses ist
10,50 m breit und 2,75 m hoch. Berechne seinen Fléchen-
inhalt 9)!
Derartige Aufgaben sagen dem Schiiler, um was fir eine Figur es
sich handelt, welche Stiicke man zur Berechnung des Flédchenin-
halts braucht (damit auch fast die bendtigte Pormel) und die
MaBe dieser Stiicke. Damit aber sind solche Aufgaben praxisfremd;
demn all das mu8 sich jemand, der tatsiéchlich einmal den Preis
fiir das Verputzen eines solchen Giebels ermitteln soll, selbst
iiberlegen. Nun ist diese Situation den Lehrbiichern nur zum ge-
ringen Teil zum Vorwurf zu machen; ihre Aufgaben ktnnen in dieser
Hinsicht kaum anders sein. Vielmehr darf der Le¢hrer solche Auf-
gaben nicht nur in dieser Form an die Schiiler herantragen, wenn
er sie zum selbsténdigen Durchdenken eines Problems befiéhigen
und dieses mit seiner L&sung echt gestalten will. Die gedank-
liche Reihenfolge miiBte in diesem Fall - kurz skizziert - also
folgendermaBen sein:
Aufgabe: Der Preis fiir das Verputzen eines Hausglebels soll er-
mittelt werden. Wie ktnnte man vorgehen"? (Nooh besser wire frei-
1lich, wenn es sich um ein reales Objekt aus der Umwelt der Schi-
ler handelt.)
Erarbeitung: der Preis hiéngt von der GroBe der Flidche ab, Wenn
man sie und den Quadratmeterpreis hat, kann man den Gesamipreis
ermitteln. Die zu verputzende Fldche hat die Form eines Dreiecks,
es wird also die Formel AD = % gh zu benutzen sein.
Es miiBten die Lingen von Grundlinie und Hoéhe des Dreiecks, also
Breite und HShe des Giebelstiicks durch Messen ermittelt werden.
Jetzt kann der Lehrer die Angaben dem Lehrbuch entnehmen oder
die Aufgebe nachlesen lassen.

5) Ebenda, Aufgabe Nr. 89a).
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Gewif ist das Geben eines Dreiecks (s. Pig. 1) auf einem Arbeits-
blatt nur ein schwacher Ersatz dafiir, aber eine notwendige Er-
ginzung bei der Pestigung.
Wenn man das Dreieck PQR auf kariertem oder Millimeterpapiar 80
vorgibt, daB eine Hhe in der einen Gitterrichtung liegt, ihre
Lénge also leicht abgelesen werden kann, dann liegt die Auffor-
derung zur Bestimmung der Iingen der beiden anderen Héhen, ohne
diese selbst zu messen, besonders nahe. Bei dieser Problemstel-
lung werden mehrere der genannten Geaichtspunkte vereinigt: Br-
kennen der notwendigen Stiicke, Bestimmen der zugehdrigen Daten
wnd Anwenden der Pormel in entgegengesetzter Richtung (von
rechts nach 1inks), es handelt sich also um ein

mehrmaliges, voneinander abhiéingiges Anwenden der gleichen

Pormel in unterschiedlichen Richtungen.

b) Die Aufgabe Zeichne ein Dreieck, das zu PQR fléchengleich,
aber nicht kongruent ist! fordert vom Schiiler ein

Umsetzen der Formel in geometrische Figuren
und bezieht gleichzeitig den Gesichtspunkt mehrdeutiger ILSsbar-

keit ein.
R s

P a

Relativ leicht gelingt dem Schiiler dieses Umsetzen in Form von
Fig. 2 zumal wenn er eigens den Satz
Dreiecke, die in den Lingen jeweils einer Seite und der zuge-
horigen Hohe libereinstimmen, sind inhaltsgleich
formuliert hat. Das wird aber sofort anders bel folgenden Ab-
wandlungen:
(1) Auf dem Arbeitsblatt wird eine Strecke DE vorgegeben, die eing
Seite bzw. eine Hohe des zu zeichnenden und zum Dreieck PQR
flichengleichen Dreiecks werden soll. Thre Linge kann mit einer
der liéngen ¥, QR, FR (bzw. der entsprechenden Hohen) iibereinstimd
men, kann aber auch abweichen.
(2) Die Aufgabe nimmt iiberhaupt keinen Bezug auf sein vorgegebe-
nes Dreieck, sondern gibt fir das zu zeichnende lediglich den
®licheninhalt — in Quadratzentimeter oder in Quadraten des Heft-
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gitters (meist 0,25 cmz) oder auch in Rechtecken bei entsprechen—
der Gittereinteilung - an.

Dem Gesichtspunkt der Nichtlisbarkeit kommt die Aufgabe
Zeichne eln Dreieck, das zu PQR kongruent, aber nicht flichen-
gleich ist! nach.

Natiirlich werden durch solche Aufgaben nicht nur die genannte
Formel und der Begriff der Flichengleichheit gefestigt, sondern
durch die Gegeniiberstellung auch der der !bngruenz'von Dreiecken.
Auf die Moglichkeiten, die sich bel solchen Aufgaben zur Schu-
lung allgemeineren mathematisch-logischen Denkens durch das Her—
ausarbeiten von notwendigen, aber nicht hinreichenden, von hin-
reichenden, aber nicht notwendigen, von notwendigen und hinrei-
chenden Bedingungen fiir Pléchengleichheit und Eongruenz von Drei-
ecken und durch entsprechende Siétze und deren Umkehrungen erge-
ben, sei nur am Rande verwiesen.

c) eine Formel festigen schlieBt ein, die Zusammenh#énge zwischen
den auftretenden Stiicken ndher zu untersuchen und zu beschreiben.
Fir das

Durchfiihren funktionaler Betrachtungen
ist das Erarbeiten von SHtzen wie

Halbieren der Hdhe bedeutet Halbieren des Plicheninhalts oder

Verdoppeln von Seite und zugehdriger Hdhe bedeutet Vervier-

fachen des Flicheninhalts oder (wenn die betreffenden Begriffe

zur Verfiigung stehen)

Bel gleicher Grundlinie sind Flécheninhalt und Hshe einander

proportional oder

Bel gleichem Plécheninhalt sind Seite und zugehbrige Hshe

einander umgekehrt proportional ader

Flicheninhalt und Umfang sind nicht proportional
nur die eine Seite. Hinzukommen mu8 das Anwenden derartiger Er-
kenntnisse durch entsprechende Aufgaben; einige seien genannt:
(1) M sei der Mittelpunkt von PQ = r, N sei der Mittelpunkt der
Hohe h auf PQ. Welche Plicheninhalte haben

APMR ; APQN ;
AMQN ; APRR ?

Eine andere, etwas leichtere Formulierung zum gleichen Sachver-
halt wire: Gib die Pliécheninhalte der Dreiecke ... als Teile von
AD an! Das Einbeziehen des Dreiecks PNR ist kein Versehen. Durch
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derartige Aufgaben sollen die Schiiler daezu erzogen werden, jede
Aufgabe zuniéchst grindlich zu durchdenken und erst dann zu ent-
scheiden, ob die bisherigen Uberlegungen auch diesmal zur ILisung
fithren.
(2) Zeichne ein Dreieck P'Q'R' mit dem Plécheninhalt A', fiir das
gilt

(2.1.), A =2 A,

(2.2.) A' =2 A wmd ¥§ = FTQT,

(2.3.) A* =3 A und h, =hy»

(2.4.) A' =3 A wnd b = b, wmd ® =FQ,

(2.5.) A' =4 wd h #h, und RATQ!

(3) Um wieviel #ndert sich der Plicheninhalt des Dreiecks PQR,
wenn
(3.1.) PQ um 1 cm wichst,
(3.2.) FQ um 1 cm abnimmt,
(3.3.) PQ wmd b um je 1 cm wachsen,
(3.4.) PQ um 1 cm wiichst, h, um T em abnimmt?

} (entsprechend fir hr)

3. Zentrische Streckung
Die kiinftige Behandlung der Ahnlichkeitslehre wird abbildungs-
geometrisch sein und dabei den Begriff der zentrischen Streckung
zur Grundlage haben. Seine vielseitige Pestigung ist deher be-
sonders wichtig. i
Bekanntlich ist eine zentrische Streckung der Ebene eine Abbil-
dung dieser Ebene auf sich, die festgelegt wird durch ein Strek-
kenzentrum Z, eine (vorerst) positive Zehl k, bei der jedem
Punkt P sein Bildpunkt P* zugeordnet wird durch die Forderung:
p* liegt auf dem Strahl ZP, wd der Abstand von P' zu Z ist das
k-fache des Abstandes von P zu Z, d.h., es ist
7F" = k.ZF .
In die Definition gehen also vier Objekte ein: Z, k, P und P,
Soll nun der Begriff gefestigt werden, so liegt es zumichst
nahe, die drel Objekte Z, X, P zu geben und P* konstruieren zu
lassen; em sinnvollsten lassen sich solche Aufgaben mit Hilfe vol
" Arbeiltsblittern behandeln, auf denen die gegebenen geometrischen
Objekte markiert sind. Es entspricht nun aber dem, was auf S. 78
bezliglich einer Rechenoperation lber den Wechsel zwischen Gege-
benem und Gesuchtem gesagt wurde, wenn auch hier drei andere
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Objekte gegeben und das Ermitteln des vierten verlangt wird. Die
auf diese Weise entstehenden vier Ty\pen von Aufgaben werden durch
die Fig. 3, Fig. 4, Fig. 5 und Pig. 6 wiedergegeben.

Wie bel den Operationen, so braucht man auch hier nicht, um
etwa P zu bestimmen, den Begriff der Umkehrabbildung einzufiihren,
sondern das Durchdenken und damit das Festigen der beschriebenen
Definition fithrt zum Ziel. Wichtig ist aber, daB vor allem die

Z
P L]
L]
v
z .
Fig. 3: Ermittle Fig. 4: Ermittle P
zu k = 1,5 das zu k=21
Bild P' von P !
z
L]
P
L]
." :l
P
L]
Fig. 5: Ermittle Fig. 6: BErmittle k !
Z zuk = -;- !

Aufgabe Ermittle k ! (Fig. 6) zu der Frage filhrt, ob denn die

drei gegebenen Objekte beliebig vorgegeben werden kdnnen, d.h., die

Prage der Existenz einer Lisung wird aufgeworfen 6); selbstver-

st&dl;ch kann man hierauf auch durch eine Aufgabe nach Fig. 7

kommen.

 Tem——

) Die Prage nach der Existenz'von k ist hier im Hinblick auf die

Lage von Z,P und P' zu verstehen, nicht bezliglich ihrer Ab-
stinde. Diese ebenfalls wichtige Prage fiihrt bekamntlich auf

das Problem der reellen Zahlen, deren Existenz hier aber als
bekannt vorausgesetzt wird.



¢
4 ’
.l
s P
’
Pig.7: BErmittle k! Fig.7a): Gib eine zentrische

Streckung an, bei der P' das
Bild von P ist!

Die Antwort auf die FPrage nach der Existenz fllhrt auf die nach
der Eindeutigkeit und diese wiederum — vor allem bei entspre—
chender Denkschulung und GewShnung - zu Uberlegungen dariber,

ob denn vielleicht schon zwei Objekte, etwa P und P' [Fig. 7a)],
eine zentrische Streckung, also ein Z und ein k, eindeutig fest-
legen.

Die verneinende Antwort wiederum ermuntert zum Nachdenken dariiber
ob es vielleicht zwei Paare tun usw. Ein entsprechender Vergleich
mit den anderen dem Schiiler bekennten Abbildungen festigt beide,
ein Vergleich mit anderen Relationen und Operationen verhilft
zum BewuBtmachen allgemeiner mathematischer Fragestellungen und
Denkweisen.

4. Parallelitdt zweler Geraden
@leichgliltig, wie der Begriff der Parallelitit zweier Geraden de-
finiert wird — ob durch gleiche Richtung haben, durch einander
nicht schneiden oder mit Hilfe des gleichen Abstandes aller Punkt
der einen Geraden von der anderen —, immer wird der friher ale
Ortedefinition bezeichnete Satz

Alle diejenigen Punkte (einer Ebene), die von einer geg-ebe—

nen Geraden g den Abstand a haben, bilden die beiden Paral-

lelen zu g im Abstand a
peine Bedeutung haben; denn in ihm wird diejenige Eigenschaft
paralleler Geraden ausgesprochen, die z.B. bei Konstruktionsauf-
gaben am meisten benutzt wird. Das Erfassen eines solchen Satzes
geschieht nun nicht durch Auswendiglernen und mehrmaliges Hersa-
gen, sondern durch Losen vielfdltiger Aufgabenstellungen, in die
nicht nur die Punkte dieser drei Geraden eingehen. Man kinnte
dies als

. Einbeziehen der Komplementérmengen
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bezeichnen. Auch hierzu seien nur einige Aufgaben als Beispiele
angefithrt, fiir derer Behandlung wieder die Benutzung von Arbeits-
bléttern zu empfehlen ist.

a)
[]
Fig. 8

(1) Zeichne einen Punkt P, dessen Abstand a von g 1,5 cm
betrigt!

(2) Zeichne ein Q mit a < 1,5 om!

(3) Zeichne ein R mit a > 1,5 om!

(4) Missen P und Q so liegen, daB die Strecke B3 wumd g ein-
ander schneiden? .

(5) Ktnnen P und Q so liegen, da8 PQ und g einander
schneiden? (Entsprechende Aufgaben fiir Q und R bzw.
P und R)

(6) Kennzeichne durch drei verschiedene Farben alle
Punkte P,Q und R mit den unter (1), (2) wnd (3) ge-
nannten Eigenschaften!

b)

\ Y
[}
Fig. 9
Die beiden Geraden & und -2 sind parallel und haben einen Ab-—

stand von 3 cm. In den folgenden Aufgaben bedeutet a, den Abstand
eines Punktes zu 81» 8y den Abstand zu 8-

(1) Zeichne einen Punkt, fiir den 8, gleich a, ist!

(2) Zeichne einen Punkt, fiir den 8, griger als a, ist!

(3) Zeichne einen Punkt, fiir den 8, kleiner als a, ist!

(4) Zeichne einen Punkt fiir den a8, = 1,5 cm und a5, > 1,5 cm
ist!

(5) Zeichne einen Punkt, fiir den 8 =1,5 cmund a5> 5 cm
ist!
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(6) Zeichne einen Punkt, fiir den &, gleich 2 32 ist!
(7) Zeichne einen Punkt, fiir den a, grifer als 2- a, ist!

Zu jeder dieser Aufgaben sollte nun eine entsprechende gestellt
werden der Art
(1a) Kemnzeichne (durch Parbstift) alle Punkte, fiir die a4
gleich a, ist!
usw.
e) (s.Pig.10)
(1) Zeichne einen Punkt mit a; = &, = 1 cm!
(2) Zeichne einen Punkt mit &, = lcm md a, < 1 om!
(3) Zeichne einen Punkt mit a; <1 om und a, < 1 om!
(4) %eichne einen Punkt mit &; = 0 cm und a, = 1 om!
(5) Zeichne einen Punkt mit a; > 1 cm und a, > 1 cm!
(6) Zeichne einen Punkt mit &, < 1 cm und a; > 1 om!

Pig. 10

Auch hier wire nun wieder zu erginzen durch Aufgeben wie

(12) Kemnzeichne alle Punkte mit a; = a5, = 1 cm!
uswe.
Es ist vorteilhaft, diese Pragen nach allen Punkten in unmittel-
barem Zusaxmenhang mit den entsprechender nach einzelnen Punkten
zu behandeln.
d) Wichtig ist nun, daB8 die genammten Aufgaben, insbesondere die
von b) und c), erghnzt werden durch solche, in denen eingzelne
Punkte, Strecken, Geraden oder Ebenenteile vorgegeben werden und
in denen vom Schiiler verlangt wird, diese Punktmengen durch Ab-
stinde zu charakterisieren. Derartige Aufgaben lassen sich am
leichtesten miindlich mit Hilfe eines farbig gestalteten Tafelbil.
des nach Fig. 11 stellen. In ihr sind (- und & die beiden Paral:
lelen zu g im Abstand 1,5 cm, h1 mnd h, die zu h im Abstand 1 cm
Zur leichteren Pormulierung der Aufgaben sind hier ‘einige Punkte
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mit Buchstaben versehen; im Unterricht ktnnen diese Formulierun~
gen zumeist durch Zeigen ersetzt werden,

Fig. 11

Kennzeichne durch die Abstinde zu g und h

(1) die Punkte A und B,

(2) die inneren Punkte der Strecke 1B,

(3) die &uBeren Punkte der Strecke BC,

(4) die inneren Punkte der Strecke BD,

(5) alle Punkte des Strahls BE auBer B,

(6) die inneren Punkte des Winkels EBF,

(7) die inneren Punkte des Streifens um g,

(8) die inneren Punkte des Parallelogramms ABGH!

Und wenn nun z.B. beil (3) die richtige Antwort Alle diese Punkte
haben von g einen Abstand von 1,5 cm, von h Jedoch einen Abstand,
der groBer als 1 om ist gefunden wurde, so wird sich sofort die
Frage anschlieBSen, ob das denn alle derartigen Punkte sind. So
wird schlieBlich die Menge aller dieser Punkte gefunden und damit
nicht nur der Begriff Parallelitdt von Geraden gefestigt, sondern
eine Denkweise, die immer wieder auftritt.

e) Ganz entsprechend wie bei der Parallelitiét kann man beli den
anderen "geometrischen Urtern" verfahren, insbesondere beim Kreis.
Dabei ist nicht emtscheidend, ob dieser Terminus benutzt wird -
im Grinde genommen ist er iberfliiasig -, wichtig ist die Festi-
gung der Erkenntnis: Jeder Punkt dieser Figur (Menge) hat die be-
treffende Eigenschaft — auBerhalb von ihr gibt es keinen derarti-
gen Punkt; auf die Miglichkeit der Festigung der Begriffe notwen-
dig und hinreichend sei nur am Rande verwiesen. Auf S. 75 wurde
vom Uben durch Anwenden gesprochen. Wenn man die Punkte eines
Kreises, seine inneren und HuBeren Punkte durch den Abstand r

zum Mittelpunkt M charakterisiert hat, dann liegt es nahe, das
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auch auf andere Begriffe zu ilibertragen, z.B.t Der Berithrungspunkt
einer Tangente ist Kreispunkt, bhat also zu M den Abstand r; alle
anderen Tangentenpunkte sind #uBere Punkte, haben also einen
groBeren Abstand,von allen Tangentenpunkten hat also der Beriih-
rungspunkt den kiirzesten Abstand zu M (Pig. 12).

Pig. 121 W =1 (P ist Kreispunkt.)
™>r (Gilt filr alle HuBeren Punkte des Kreises,
also auch fiir alle T # P, die auf t liegen.)
und damit
™ > B
Alsot

< MPT = 90° (pie kiirzeste Verbindungsstrecke gwischen
einem Punkt und einer Geraden ist das Lot
von diesem Punkt auf diese Gerade.)

Als Anwendung dieser Begriffe f#llt nun aber der Beweis des
Satzes

' Tangente und Beriihrungsradius stehen gufeinander senkrecht
in den SchoB8, und sein Gedankengang ist zudem motiviert; demn
der Schiller weisB, daB8 der Abstand eines Punktes zu einer Geraden
die I#inge des Lotes ist, dieses aber von allen Verbindungsstrek-
ken Punkt - Gerade die kiirzeste ist, und umgekehrt (wegen der
Eindeutigkelt des Lotes) die kiirzeste Verbindungsstrecke senk-
recht steht.

£) Es kinnte der Eindruck entstanden sein, das Prinzip Einbezie-
hen der Komplementérmengen sei nur bei geometrischen Objekten
sinnvoll bzw. moglich. Deshalb seien einige kurze Hinweise zu
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einem Ubungsgegenstand gegeben, bei dem die Gefahr der Eintb-
nigkeit besonders groB8 ist: Kopfrechnen an Eimmaleinsfolgen.
Soll z.B. die fiir die Zahl 7 geiibt werden, so bedeutet das ge—
nannte Prinzip das Einbeziehen der nicht durch 7 teilbaren natiir-
lichen Zahlen, etwa folgendermaBSen:
(1) Nemne alle Vielfache von 7
zwischen 20 und 30;
zwischen 40 und 50j...!
(2) Welches Vielfache von 7 liegt am dichtesten
bei 40; 50; 605...7
(3) Zwischen welchen Vielfachen von 7 liegen 45; 685...?
(4) Welchen Rest lamsen 24; 41;... beim Dividieren durch 7?
(5) Nenne Zahlen, die beim Dividieren durch 7 den Rest 2;
63... lassen!
(6) Nenne zwei Zahlen, die beim Dividieren durch 7 den glei-
chen Rest lassen!
(7) Zerlege 30; 38j... in zwei Summenden, von denen nur einer
(keiner beide) durch 7 teilbar ist!
(Enteprechend fiir Differengzen)
(8) Kenne zwei Zahlen & und b, fiir die 7a = b nicht gilt!
(9) Nenne zwei Zahlen & und b, fiir die 7a = b + 2 giltl

Auf die Miglichkeiten der logischen Schulung im Verstehen und
Bilden von Negationen, die man sich durch alle diese Aufgaben
schafft, sei wiederum nur am Rande verwiesen. Desgleichen beachte
der Leser, daB er mit derartigen Aufgaben durch wenig eigene
Worte viele Schiilerantworten verlangen kann, was zur Intensiilt
des Ubens wesentlich beitrdgt.

3. 8SchluBSbemerkungen

Es wurde einleitend eine stirkere Beachtumg der Unterrichtskom-
ponente Festigung gefordert und auf die Notwendigkeit hingewie-
sen, diese abwechslungsreich und vielseitig zu gestalten. Die-an
Beispielen demonstrierten Prinzipien solltem auf MYglichkeiten
einer derartigen Unterrichtsgestaltung hinweisen, in Richtungen
zeigen, in die sie gehen sollte,

AbschlieBend seien diese Prinzipien kurz, mehr ausblickend, unter
einigen anderen, aber keineswegs unwichtigen Aspekten betrachtet:
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1. Mehr und mehr gewinnt fiir unsere Schule, auch fir den Methe—
metikunterricht, der differenzierte Unterricht an Bedeutung ').
In ihm stecken Reserven fiir die Effektivitdt des Unterrichts,

auf die wir auf die Dauer wohl nicht verzichten ktnnen. Eine
Voraussetzung fiir diese Unterrichtsform ist, daB hinreichend
viele, unterschiedlich schwer 15sbare Probleme zur Verfiigung
stehen, die zu ein und demselben Stoff gehoren, mit den gleichen
Begriffen formulierbar und den gleichen Verfahren lisbar sind.

Es sollte gezeigt werden, wie man sich als Lehrer derartige
Probleme bilden kann.

DPifferenzierter Unterricht erfordert vom Lehrer mehr Zeit fir
Vorbereitung und Auswertunge. Gegenwirtig kinnen nur wenige Leh-—
rer diese zusHtzliche Zei{: sufwenden. Daher sollten, solange ent-
sprechende Materiealien, z.B. Arbeitsblétter, von zentraler Stelle
noch nicht zur Verfiigung stehen, in Schulen und Kreisen alle
personellen und materiellen Moglichkeiten genutzt und durch
Gemeinschaftsarbeit entsprechende Materialien hergestellt werden.
Dabei geht es nicht nur um eine zeitliche Entlastung des Lehrers,
um bessere Ausnutzung der Unterrichtszeit, es geht auch darum,
deB8 manche Probleme nur in dieser Form sinnvoll an den Schiiler
herangebracht werden ktnnenj die hier genannten Beispiele aus
der Geometrie erfordern jedoch nicht unbedingt derartige Arbeits-
blétter, lassen sie jedoch als zweckméifig erscheinen.

2, Jeder gute Lehrer weiB um die Bedeutung einer tragfdhigen
Motivierung. Er weiB auch, daB8 rein praktische Motive nicht immei
die besten sind. Mit zunehmendem Alter der Schiiler, d.h. mit
weiterem Fortschreiten im Stoff, wird an ihre Stelle mehr und
mehr die sogenannte innermathematische Motivierung treten.” Solchi
Motive sind aber um so natiirlicher und deher um so wirksamer, je
mehr die Schiiler erlebt und gelernt haben, aus einem Problem
neue zu entwickeln, z.B. durch Umkehren der Fragestellung, durch
funktionale Betrachtungen, durch Einbeziehen von Grenzfdllen usw

7) Vgl. z.B. RUSEL, R.: Erfahrungen bei differenzierter Unter-
richtsgestaltung im Fach Mathematik. In Math.i.Sch. 5 (1967),
Heft 7, S. 530.
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3. Derartiges Motivierer ist nur die eine Beite. Damit hiéngt
zusammen die Forderung E;), unsere Schiller zu einem Denken zu er—
ziehen bzw. zu befidhigen, das iiber den Einzelfall hinaus in der
Mathematik von Bedeutung ist, ja sogar liber sie hinaus. Viele
der herausgestellten Prinzipien spiegeln derartige Denkmethoden
wider (z.B. Fragen nach Existenz und Eindeutigkeit einer IL&sung),
und ihre Realisierung wlre daher auch fiir eine gute Allgemein-
bildung von Wichtigkeit. Natiirlich ist dazu notwendig, daB man
auch im Unterricht ilber den Einzelfall hinausgeht und durch
Analyse, Vergleich, Anaslogiebetrachtung, Verallgemeinerung und
dergleichen dem Schiiler im Einzelfall das Wesentliche, das All-
gemeine bewuBt macht. In dieser Hinsicht ist das Auféabenmaterial
in unseren Schulbilichern noch nicht hinreichend durchdacht, ent-
spricht es "ftmals noch nicht dem modernen Geist, der die eigent—
lichen Lehr-ieile meist durchzieht. :
4. Die bekannte Methodikerin Prof.Dr. Zofia EKRYGOWSKA aus Krakow
hat im Sommer 1966 auf dem Internationalen MathematikerkongreS
einen Vortrag gehalten 9), in dem sie der Frage nachgeht, ob und
wie die Schiiller zu eilner geistig ektiven Beteiligung an einem
modernen Mathematikunterricht gefiihrt werden k¥nmnen. Unsere Fach-
konzeption kommt dieser Frage nahe durch den Satse
*Demgem#i8 ist zu kliren, wie im Mathematikunterricht die
Schiller dazu gefiihrt werden kinnen, weitgehend selbsténdig
FProbleme zu erkennen und sich mit ihnen kritisch denkend aus-—
einanderzusetzen" 10) .

By v w -

) Vgl. z.B. Lehrplan fiir den Mathematikunterricht der Klassen 5
bis 10 der zehnklassigen allgemeinbildenden polytechnischen
Oberschule (prizisierter Lehrplan). A.a2.0., 8. 5, Absatz 4
umd S. 6 unten.

Kongeption fiir den Mathematikunterricht in der allgemeinbilden-
den polytechnischen Oberschule entsprechend dem "Gesetz fiiber
das einheitliche sozialistische Bildungssystem". In Math.i.
Sch. III (1965), Heft 6, 8. 442, Punkt 3.

9) ERYGOWSKA, A.Z.: Entwicklung der mathematischen Schiilertdtig-
keit; die Rolle der Probleme bei dieser Entwicklung. In
"Matematika w schkole" (1966), Heft 6, S. 19.

10)Ronzeption fiir den Mathematikunterricht in der allgemeinbil-
denden polytechnischen Oberschule entsprechend dem "Gesetsz
Uber das einheitliche sozialistische Bildungssystem", A.a.0.,
8. 447.
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Ganz entsprechend kennzeichnet es Frau Prof.Dr. Zofia KRYGOWSKA
als die wichtigste Aufgabe des Mathematiklehrers von heute, den
UnterrichtsprozeB8 auf die bewuBSte und schtpferische Mitarbeit
des Bchillers zu stiitzen, und betont, da8 Wissen zu vermitteln und
Wissen sufzuzwingen zwei auBerordentlich verschiedene Verfahren
seien. )
"Dag Prinzip des schipferischen Unterrichts driickt den Ge-—
danken der aktivierenden Vermittlung eines Wissens aus, das
wie eine Stafette weitergegeben wird. Die unbedingt notwendige
Bedingung fiir diese Weitergabe liegt in der stiéndigen, tief-
greifenden und vielseitigen Zusammenarbeit des Lehrers mit
. den Schiilern, und zwar sowohl bei der Entwicklung der Théorie
als auch beim U‘ben"1).
Ferner heift es
"Die auf einem einzigen Schema beruhenden wie auch die auf die
Terminologie bezogenen Aufgaben kinnen niitzlich und sogar not-
wendig sein, um die Geschicklichkeit und die mechanischen
Pertigkeiten zu fbrdern, aber ihr Beitrag zur Entwicklung der
mathematischen Schilleraktivitdt ist minimal'12)
und schlieBlich
“Obwohl ein Eapitel schon von Grund auf erarbeitet und obwohl
die neuen Ideen schon eingefiihrt worden gind,k¥nnen weder der
Lehrer noch der Schiller sicher sein,daB alles villig genau er-
f£agt worden ist und daB alle neuen Fdden fest mit den frithe-
ren Kenntnissen verkniipft worden sind. Der Beweis dafiir kann
nur durch die L¥sung von Aufgaben erbracht werden'13) .

Und es sei hinzugefiigt: Von Aufgaben, die dem Schiiler das selb-—
stéindige Anwenden erarbeiteten Wissens ermdglichem, ja es yon
ihm erzwingen, und deren Probleme er als solche annimmt, d.h.,
sie miessen motiviert, nach Moglichkeit von ihm selbst entdeckt
worden sein.

Der vorliegende Beitrag will im Sinne der angefiihrten vier Zitat4
verstanden werden und bei der Lisung der darin aufgeworfenen
Probleme helfen.

TTy ERYGOWSKA, A.Z.: A.a.0., S. 22.
12y ghenda, S. 24.
13) Ebenda, S. 25.
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(Pietzsch, G.: Einige Probleme der Festigung und ihre Bedeutung
fiir die Effektivitit des Mathematikunterrichts. In Mathematik
in der Schule 6 (1968), Heft 12, S. 921 ff.)

Kénnen unsere Schiiler logisch denken?
Hans Bock und Wernmer Walsch

In Gespriéchen, die wir mit Mathematiklehrern fiihrem, wird hiufig
die in der Uberschrift gestellte Prage aufgeworfen. Die Ansich-
ten der Lehrer dazu sind in der Regel mehr oder weniger negativ
geférbt. Sie reichen von einem klaren "Nein® bestenfalls bis

zu der differenzierten Auffassung: "Einige kinnen es, viele kin-
nen es nicht." Diese Einschitzungen sind sicher nicht aus der
Iuft gegriffen, sie beruhen auf bestimmten Erfahrungen. Trotz-
dem helfen sie uns im Grunde nicht viel bei dem Bemiihen, die
Situation zu verkndern. Das liegt daran, weil der Begriff logi-
sches Denken hi#ufig zu global und undifferenziert gebraucht wird.
Wenn wir die logische Schulung im Mathematikunterricht verbes-
sern wollen, reicht es nicht aus zu wissen, daB viele Schiiler
nicht logisch denken ktnnen, sondern wir miissen vor allem wis-
gen, was dile Schiiler kinnen und was sie nicht kbtnnen.

Wir haben in dieser Richtung im Schuljahr 1964/65 in unserer
Abteilung verschiedene Untersuchungen durchgefithrt. Aus dem Ge~-
samtkomplex logische Schulung wéhlten wir dabei jenen Teilbereich
aus, der mit dem Erkennen und Benutzen logischer Identitdten,

die die Porm von Aquivalenzen haben, zusammenhéngt.

Wir hatten als erstes die Absicht, den Stand der entsprechen-
den P#higkeiten bei Schiillern der Klassen 8 bis 10 zu ermitteln.
Genauer formuliert, ging es um folgendes:

(1) Wie weit sind Schiiler der Klassen 8 bis 10, die keine speziel-
len Belehrungen logischer Art erhalten haben, in der Lage, die
logische Kquivalenz mathematischer Aussagen bzw. Aussageformen

zu erkennen?

(2) Neigen solche Schiiler eventuell in gewissen Fdllen umgekehrt
dazu, mathematische Aussagen bzw. Aussageformen, die zwar dhnlich
klingen, eber nicht Hquivalent sind, doch als logisch gleich-
wertig anzusehen?



Es sollte also iiberpriift werden, wie welt diese speziellen logi-
schen Pdhigkeiten durch den bisher iiblichen Unterricht in
Mathemdatik entwickelt worden sind.

Wir stellten dazu acht Paare von Aussagen bzw. Aussageformen zu—
semmen. Die Auswahl erfolgte so, daB8 vier Paare aus logisch
#guivalenten Aussagen bzw. Aussageformen bestanden, die ibrigen
aus nicht #quivalenten. Den Schiilern wurden nacheinander die
acht Aussagenpaare vorgelegt. Sie bekamen dazu den Auftrag, je-
des der Aussagenpaare daraufhin zu untersuchenm, ob die Einzelaus-—
sagen logisch #quivalent sind oder nicht. Die schriftlich zu
fixierende Antwort konnte "Ja", "Nein" oder "Ich weiB nicht"
lauten. Soweit die Schiiler sich dazu in der Lage filhlten, soll-
ten sie ihre Entscheidung auch kurz schriftlich begriinden. Nun
war es allerdings nicht mdglich, in der Aufgabenstellung den
Terminue logisch Hquivelent zu verwenden, weil die Schiiller ihn
nicht verstanden hitten. Wir erlHuterten ihrnen deshalb an Hand
von Beispielen, etwe in folgender Form, worin ihre Aufgabe be-
stehen sollte:

n"Thr wiBt, daB es mbglich ist, einen bestimmten Sachverhalt in
verschiedener Weise sprachlich auszudriicken. Zum Beispiel besagt
ngarl ist kleiner als Pritz" desselbe wie "Fritz ist groBer als
Karl". Genauso wird durch die Redeweise "Kein Schiiler ist ohne
Hausaufgaben" das gleiche ausgedriickt wie durdh den Satz "Alle
Schiiler haben Hausaufgaben". Natiirlich ktnnen Sdtze, die dhnlich
aussehen, auch verschiedene Sachverhalte ausdriicken. So beinhal-
tet der Satz "Kein Schiller ist ohne Hausaufgaben" doch offenbar
etwas anderes als "Kein Schiiler hat Hausaufgaben". Eure Aufgabe
besteht im folgenden darin, von je zwel an die Tafel geschriebenex
Sttzen zu entscheiden, ob sie in dem eben erliuterten Binne ge—
nau dasselbe ausdriicken oder nicht"..

Um stbrende Einfliisse zu vermeiden, die sich aus mangelhaftem
inhaltlichem Versténdnis der S#dtze hitten ergeben kinnen, wurden
alle auftretenden mathematischen Sachverhalte in vorhergehenden
Stunden wiederholt und geklért. Um auBerdem die Entscheidung der
Schifler nicht durch Uberlegungen iiber die Richtigkeit bzw. Falsch:
heit der BHtze beeinflussen zu lassen, hatten wir nur wahre
Siitze ausgewkhlt und dies den Schiilern eauch mitgeteilt. Dieser
erste Versuch wurde in verschiedenen Schulen des Saalkreises und
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der Stadt Halle durchgefiihrt. Aus Griinden, die fiir die Ergeb-
nisse unwesentlich sind und deshalb hier nicht weiter.dargelegt
zu werden brauchen, haben wir zu den einzelnen Aussagenpaasren
unterschiedliche Anzahlen von Schillerurteilen erfaSt.

Wir wollen im folgemden die Ergebnisse zu jedem der acht Aus-
sagenpaare angeben. (Die hier gew#hlte Reihenfolge stimmt _nicht
mit der bel der Versuchsdurchfihrung festgelegten iberein, son—
dern beruht auf den Versuchsergebnissen.)

Beginnen wir mit dem Paar

1. a) Es ist nicht so, daB alle Quadratzahlen gerade sind.
b) Es gibt Quadratzahlen, die nicht gerade sind.
Die logische Struktur der beiden Aussagen kann durch

~Y a H(a) bzw. durch Ja ~H.(a)

charakterisiert werden. Beide Aussagen sind Hquivalent.

Von 347 befragten Schiilern antwortetem 309, das sind 89 %,
mit "Ja®. 8ie waren also der richtigen Ansicht, daB8 beide Aussa-
gen genau dasselbe ausdrlicken. Nur 31 Schiiler (9 %) antworteten
mit "Nein", die iibrigen sieben Bchiller mit "Ich weiB8 nicht".
Dieses Brgebnis ist eindeutig positiv. Man kamn mit Hilfe von
statistischen Priifverfahren (Chi-Quadrat-Probe) nachweisen, daB8
es mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit n i ¢ h t+ durch blindes,
uneinsichtiges Reten der Schiiler zustande gekommen ist. Dieses
Verfahren erméglicht vielmehr die Feststellung, daB die Mehrzahl
der Schiiler von der Kquivalenz der beiden Aussagen iiberzeugt ge—
wesen ist.

Die Anwendung der Chi-Quadrat-Probe beruht hierbei auf folgender
Uberlegung: Wenn die Schiller ohne jede Einsicht nur geratien hit-
ten, wire etwa die gleiche Anzahl von Ja-Stimmen wie von Nein-
Stimmen zu erwarten gewesen. Das Verhiiltnis der beiden Zahlen
hiétte somit ungefihr den Wert 1 haben miissen. Mit Hilfe der Chi-
Quadrat—-Probe kann nun iiberpriift werden, ob sich,das tatséichliche
Verhéiltnis (hier 309:31) geniigend von dem hypothetischen Wert 1
unterscheidet, um eine rein zufdllige Abweichung mit geniigender
Sicherheit ausschlieBen zu kidnnen 1).

[) Genauere Darlegungen zur Chi-Quadrat-Probe findet man u.a. bei

WEBER, E.: GrundriB der biologischen Statistik. VEB Gustav
Fischer Verlag, Jena 1964.
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Be erhebt sich schon hier und noch mehr bei einigen der folgenden
Auspagenpaaren die Frage, wie weit die richtigen Schiilerurteile
wirklich auf einer klaren Erkenntnis der Aquivalenz bzw. Nicht—
Hquivalenz des jeweiligen Aussegenpaares beruhen. Es ist kaum
mbglich, diese Prage an Hand unseres Materials mit genligender
8icherheit zu beantworten. Wir meinen aber, daB es in dieser
Hinsicht erhebliche Unterschiede zwischen den Schiilern geben
diirfte und viele richtige Urteile auch durch ein mehr intuitives
Erfassen des Sachverhaltes zustande gekommen sein mdgen.

Ihnlich wie im ersten Fall liegen die Verh#dltnisse bei dem
folgenden Paar:

2. 8) Es gibt kein Dreieck, das gleichseitig und rechtwinklig
ist.
b) Piir jedes Dreieck gilt: Wenn es gleichseitig ist, so ist
es nicht rechtwinklig.
Die logische Struktur der beiden Aussagen ist hier:

~3 x[H1 (x) A Bz(x)] bzw. L x[H1 (x) — ~H2(x)]

Von 347 Schiilern antworteten 282 richtig mit "Ja", das sind 81 %,
mit "Nein® antworteten 54 Schiiler (16 %) und mit "Ich weiB nicht"
elf Schiiler.' Auch in diesem hinsichtlich der auftretenden logil-
schen Strukturen etwas komplizierteren Fall zeigte die statisti-
sche Uberprifung, daB8 das Ergebnis positiv zu bewerten ist. Die
meisten Schiller haben die Aquivalenz beider Aussagen erkannt
oder zumindest mehr oder weniger intuitiv erfadt.

Nicht mehr ganz so iiberzeugend, aber doch noch positiv, war
das Ergebnis bei dem folgenden Aussagenpeaar:

3., a) Werm ein Punkt P auf einer Geraden g liegt, so sind seine
Abstinde zu zwei bezliglich g symmetrisch liegenden
Punkten A und B gleich groB.

b) Es ist nicht miglich, daB ein Punkt P auf einer Geraden g
liegt und seine Absténde zu zwel beziiglich g symmetrische:
Punkten nicht gleich sind.

Seine logische Struktur wird durch
r—e8 bzw. ~(r A ~8)

erfagt.
VYon 123 befragten Schiilern antworteten 82 (das sind 67 %) richti
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mit "Ja", wihrend 19 Schiiler (15 #) mit "Nein" antworteten. Auf-
fallend ist der reletiv hohe Anteil von Schiilern, némlich 22
(das sind 18 %), die mit "Ich weiB nicht" antworteten. Das zeigt,
daB die Unsicherheit unter den Schillern in diesem Fall grBer
war als in den beiden erstgenannten Beispielen. Beriicksichtigt
man aber nur die Schiiler, die eine Entscheidung getroffen haben,
s0 ergibt sich ein Verh#ltnis von 82:19 zugunsten der richtigen
Antworten. Die statistische Uberprifung zeigt, daB dieses Ver-
hiiltnis sehr wahrscheinlich nicht zufallsbedingt ist, sondern
auf ein Erfassen der Aquivalenz beider Aussagen durch die Mehr-
zahl der Schiiler schlieBen 1lHBt.

Merklich schlechter ist das Ergebnis bei dem niichsten Aus—
sagenpaar:

4. a) Es sibt kein Dreieck, das gleichseitig und rechtwinklig
ist.
b) Es gibt Dreiecke, die nicht gleichseitig und nicht
rechtwinklig sind.

Die Aussagen haben folgende logische Struktur:
~ 3:[}'{1 (x) A Hz(x)] baw. ix [ ~ Hi(x) A~ Hzl(x)]

Von 123 befragten Schiilern gaben 71 (das sind 58 %) richtig an,

da8 beide Aussagen nicht dasselbe besagen. Mit "Ja" antworteten

41 Schitler (33 %), wihrend elf Schiiler (9 %) sich nicht entschei-

den konnten. Die Chi-Quadrat-Probe ergibt hier zwar, daB das

Verhtiltnis 71:41 immer noch genitigend von dem Wert 1 abweicht,

um die Annahme einer rein zuf#illigen, eventuell auf blindem

Raten beruhenden Verteilung der Antworten ausschlieBSen zu ktnnen.

Man mu8 aber sagen, daB die Anzahl der richtigen Antworten schon

unbefriedigend ist.

Weitgehend #hnlich sind die Ergebnisse beim nichsten Aussagen-

paar:

5. &) Wenn die Quersumme einer natiirlichen Zahl durch 3 teilbar
ist, so ist die Zahl selbst durch 3 teilbar.

b) Wenn die Quersumme einer natiirlichen Zahl nicht durch 3
teilbar ist, so ist auch die Zahl selbst nicht durch 3
teilbar.

Die logische Struktur beider Aussagen wird durch
P-—-—q und ~p —- ~q
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erfaBt. Wir haben es hier also mit einer Implikation und der
Eontraposition der Umkehrung dieser ‘Implikation zu tun. Die
buiden Aussegen sind somit logisch nicht Hquivalent. Diesmal
entschieden sich 166 von insgesamt 291 Schiilern richtig filr
"Fein* (also 57 %), wihrend 90 (das sind 31 %) mit "Ja" und 35
(das 8ind 12 %) mit "Ich welB nicht" antworteten. Interessant
war hierbei, da8 die in der zweiten Aussage gegeniiber der ersten
vorgenommene Verneinung beider Teile der Implikation bei den
Schillern zu ganz verschiedenen SchluBfolgerungen Anla8 gab. Wéh-—
rend einige schrieben "Beide Aussagen bedeuten dasselbe, in der
zweiten sind nur beide SHtze vermeint worden", gaben andere die
Verneinung gerade als Grund fiir die Verschiedenheit der Aussagen
an. Kanche Schiiler argumentierten in diesem Zusammenhang &auch
8ot "Es ist eine doppelte Verneimung und deher dasselbe." Sie
verwechselten den vorliegenden Bachverhalt also mit

~r~p Hque. P .

Betrachten wir das nHchste Aussagenpaar:
6. a) Es ist nicht so, daB alle Quadratzahlen gerade sind.
b) Es gibt Quadratzahlen, die gerade sind.

Die logischen Strukturen sind
~Y a H(a) Dbzw. Ja H(a) ,

es liegt also keine Kquivalenz vor.

Von 123 Schiilern antworteten 65 richtig mit "Nein" (des sind

53 %), wihrend 53 (oder 43 %) sich fir "Ja" entschieden. Die ubri:
gen fiinf Schiiler antworteten mit "Ich weiB nicht". Eine statisti-
sche Uberpriifung zeigt, dag man die M6glichkeit einer blinden
Raterei nun nicht mehr ausschlieSen kamnn. Das Verh#ltnis §5:53
unterscheidet sich dazu zu wenig von dem in einem solchen Fall zu
erwartenden Wert 1 (d.h. von 59:59). Man geht deshaldb wohl nicht
fehl, wenn man annimmt, da8 viele Schiiler bel diesem Beispiel
recht unsicher waren. Es zeigt sich also, daB8 den Schiilern Aussa-
gen, in denen die Redeweisen alle bzw. es gibt vorkommen, durch-—
aus nicht immer so klar sind, wie man das nach den Ergebnissen
bei den Paaren 1 und 2 hitte annehmen kinnen. Vermutlich spielen
hier umgangaaprachliché Gewohnheiten eine stdrende Rolle. Wenh
ein Lehrer sagt "In meiner Klasse konnen nicht alle Schiller
schwimmen", so ist deamit gewdhnlich unausgesprochen mit gemeint,
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da8 immerhin einige Schiiler der Klasse schwimmen konnen. Man
glaudbt, daB der Lehrer sonst gesagt hiitte "In meiner Klasse kenn
kein Schiiler schwimmen". Man mu8 sich aber klarmachen, daB die
erste Aussage des Lehrers auch dann wahr ist, wenn tatsichlich
kein Schiller schwimmen kann. Diese Aussage besagt wirklich gar
nichts dariiber, ob ein Schiiler der Klasse schwimmen kann, es
wird nur festgestellt, daB die Klasse jedenfalls nicht aus lauter
Schwimmern besteht. Wihrend also in der Umgangssprache die Rede—
weise "nicht alle" von den meisten zugleich im Sinne von "einige
aber doch" verstanden wird, 1liBt ihr genauer logischer Sinn die-
se Deutung nicht gu. Mindestens den 43 ¥ mit "Ja" entwortenden
Schillern, die von ums befr wurden, ist dieser logische Sach-
verhalt nicht klar,
Noch gr&Ber war die Unsicherheit amscheinend bei dem folgenden
Aussagenpae ::
7. &) Wenn die Quersumme einer natiirlichen Zahl durch 3 teilbar

ist, B0 ist die Zahl selbst durch 3 teilbafr.

b) Wenn eine natiirliche Zahl nicht durch 3 teilbar ist, so
ist auch ihre Quersumme nicht durch 3 teilbar,

Wir haben es hier mit einer Implikation
P—q

und ihrer EKontraposition

¢ ~NQ —= ~D
zu tun. Es lieét also Aquivalenz vor. Von 123 befragten Schiilern
entschieden sich 54 (das sind 44 %) richtig fiir "Ja" und 44 (das
sind 36 %) fir "Nein". Die Anzshl der Schiiler, die "Ich weiB
nicht" antworteten, ist mit 25 (das sind 20 %) recht hoch. Auch
hier kann man die Miglichkeit, daB8 vorwiegend geraten wurde,
nicht ausschlieBSen; das Verhiltnis 55:44 liegt zu nahe bei dem
Wert 1. Die schon bei dem Paar 5 in Erscheinung getretenen Un—
sicherheiten der Schiller im Zusammenhang mit dem Auftreten von
Verneinungen in Implikationen kommen hier bei der Kontraposition
verstdrkt zum Ausdruck. Das Ergebnis ist unerfreulich, vor allem
wenn man bedenkt, daB8 von der Kontraposition im Mathematikunter—
richt und in den Lehrbiichern doch immer wieder Gebrauch gemacht
wird. Es erscheint im ILichte der oben angegebenen Zshlen recht
fraglich, ob die Schiiler dem Unterricht dann wirklich folgen kitn-
nen.
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Ein ganz neues Bild ergibt sich bei dem letzten Aussagenpaars
8. a) Wenn die Quersumme ‘einer natiirlichen Zahl durch 3 teil-
bar ist, so ist die Zahl selbst durch 3 teilbar.

b) Wenn eine natiirliche Zahl durch 3 teilbar ist, so ist
auch ihre Quersumme durch 3 teilbar.

Es handelt sich hier um eine Implikation

P —aq
und ihre Umkehrung

qQ—=2D
die natiirlich nicht #quivaelent sind.
Nur 51 Schiiler (15 %) von insgesamt 347 befragten antworteten
richtig mit "Nein", 272 Schiiler (78 #) dagegen mit nJa" und
24 Schiiler (7 %) mit "Ich weiB nicht". Die Chi-Quadrat-Probe
zeigt erwartungsgemi, da8 das Verhdltnis 51:272 sich von dem
bei bloBem Raten zu erwartenden Wert 1 pignifikent unterschei-
det. Die Mehrzahl der Schiiler ist also offenbar nicht in der
Lage, zwischen einer Implikation und ihrer Umkehrung zu unter-—
scheiden. In verschiedenen Begriindungen heift es direkt: "Das
ist dasselbe, nur umgekehrt gesagt".

Dieses Ergebnis ist u.E. alarmierend. Es diirfte nach sieben
bis newn Jahren wissenschaftlichen Unterrichts eigentlich nicht
passieren, daB ein erheblicher Teil der Schiiler eine Aussage, die
die Porm einer Implikation hat, mit ihrer Umkehrung identifi-
ziert. Es ist unbedingt notwendig, in Zukunft viel zielstrebiger
als bisher darauf hinzuarbeiten, ‘daB die Schiiler in dieser Be-—
ziehung Klarheit gewinnen.

Die hier dargelegten Untersuchungen haben u.E. gezeigt, daB
globale, undifferenzierte Beurteilungen der logischen Féhigkei-
ten unserer Schiiler den wahren Sachverhalt tatsdchlich nur sehr
unvollkommen erfassen. Durch unsere Versuche haben wir zumindest
innerhalb eines relativ eng begrenzten Bereiches einige Antwor-
ten auf die Prage erhalten, was die Schiiler in logischer Hin-
sicht ktnnen und was nicht. ZusammengefaBt sind es im wesentli-
chen folgende Erkenntnisse:

1. Gewisse logische Zusammenhi&nge sind den meisten Schiilern spd-
testens ab Klasse 8 mehr oder weniger intuitiv klar. Dazu gehd-
ren sowohl prédikatenlogische Beziehungen (z.B. Aquivalenz von
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Nicht fiir alle gilt ... mit Es gibt welche, fiir die nicht

gilt ...) wie auch aussagenlogische (z.B. die Aquivalenz von Es.
ist nicht so, da8 A und B gilt mit Wenn A gilt, so gilt B nicht).
0ffenbar handelt es Bich- hierbei um Einsichten, die die Schiiler
ohne spezielle logische Belehru.ngaﬁ im Proze8 ihrer geistigem
Auseinandersetzung mit der Umwelt gewonnen haben. Da8 diese Ein-
sichten z.T. jedoch recht begrenzt sein kbtnnen, zeigen die Un-
klarheiten, die bei der Gegeniiberstellung von Nicht fiir alle
gilt ... und Es gibt welche, filr die gilt ... zutage getreten
sind.

2. Das Verstindnis fir verschiedene mit der Implikation zusam-
menhéingende logische Beziehungen ist selbst bei Schillern der
Klasse 10 vielfach nur schwach entwickelt. Die Mehrzahl sieht
zwischen Wenn A, so B und Wenn B, so A keinen Unterschied. Hin-
sichtlich der Kontraposition bzw. der Kontraposition der Umkeh-
rung sind die Ansichten der Schiiler getellt, und nicht wenige
filhlen sich gar nicht in der Lage, ein Urteil abzugeben. Dieser
Sachverhalt deutet nicht nur auf Mingel des Mathematikunterrichts
hin, sondern auch auf Schwiéichen der logischen Schulung in anderen
Unterrichtsfichern; denn Implikationen spielen in allen Wissen-
schaften eine fundamentale Rolle.

3. Die Mehrzahl der Schiiler ist zumindest ab Klasse 8 offenbar
durchaus in der Lage, beli Verstiéindnis des speziellen Inhalts
einer Aussage auch deren logische Struktur mehr oder weniger
bewuBt zu erfassen. Das bedeutet, daB eine wesentliche Voraus—
setzung fir direkte logische Belehrungen bei Schiilern dieser
Altersstufe vorhanden ist.

4. Die zunéchst naheliegende Erwartung, daB leistungsméBig gute
Schiiler (von den Mathematikzensuren her gesehen) auch bei unse-
ren Versuchen gute Ergebnisse erzielen wilirden, hat sich nur zum
Teil bestitigt. Im Erfassen der logischen Struktur zeigen sich
leistungsstarke Schiller den schwécheren gegeniiber zwar etwas
iiberlegen, bei der Beurteilung der Aussagenpaare ergab sich je—
doch bel allen Zensurengruppen im wesentlichen das gleiche Bild.
Die SchluBfolgerungen, die aus diesen Ergebnissen zu ziehen
sind, liegen auf der Hand. Im Mathematikunterricht muB zielstre-
biger als bisher an der Entwicklung der logischen PFdhigkeiten
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der Schiiler gearbeitet werden. Uber Mtglichkeiten und Wege dazu
ist nicht nur in unserem anfangs genannten Beitrag, sondern auch
in anderen Aufsitzen in dieser Zeitschrift schon mehrfach ge-
schrieben worden. Besonders dringend ist es, bel den Schiilern
Klarheit iber die Implikation zu schaffen, weil sie sonst nicht
nur die Mathematik, sondern auch vieles endere nicht richtig
verstehen kinnen.

(Bock, H. u. Walsch, W.: Ktnnen unsere Schiiler logisch denken?
In: Mathematik in der Schule 3 (1965), Heft 10, S. 721 ££3

von den Autoren geklirzt)

Moglichkeiten zur logischen Schulung im Mathematikunterricht
Hans Bock und Werner Walsch

Seit langem wird es dem Mathematikunterricht als ein wesentli-
ches Ziel gestellt, die Schiiler zum logischen Denken zu erziehen.
Es ist bekarmt, daB dieses Ziel bisher jedoch noch nicht in dem
gewlinschten und notwendigen MaBe erreicht wird. Man hat sich
wohl lange Zeit mehr oder weniger bewuBt der Hoffnung hingegeben,
die Schiiler wiirden durch den Mathematikunterricht ganz von gelbst
neben mathematischen Fakten auch das logische Denken lernen. Die-
se Vorstellung erwies sich aber doch nicht als ellgemein zutref-
fend. Der Erfolg bei der Entwicklung des logischen Denkens héngt
zu stark von der Jeweiligen Gestaltung des Unterrichts ab, als
da8 der im Stoff liegende logische Gehalt an sich schon in je-
dem Falle einen entsprechenden Bildungseffekt bewirken konnte.

Es ist deshaldb notwendig, den Mathematikunterricht viel zielbe-
wuBter als bisher in den Dienst der logischen Bildung der Schii-
ler zu stellen.

Unser Beitrag hat das Ziel, konkrete Moglichkeiten zur logischen
Schulung im Mathematikunterricht anzugeben. Wir beschrénken uns
dabei darauf, die Bedeutung logisch Hquivalenter Ausdriicke fir
den Mathematikunterricht zu untersuchen. Es wird sich zeigen,
daB8 logisch dquivalente Umformungen mathematischer Ausdruckswei-
sen nicht nar der Erziehung zu logisch richtigem Denken und
Sprechen dienen kinnen, sondern vielfach auch ein besseres Erfas-
sen der jeweiligen mathematischen Sachverhalte ermtglichen.
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Die methodische Bedeutung logischer Identititen der Form
Hy==H, beruht auf folgendem: Da Hy bel jeder Belegung der
Variablen stets den gleichen Wahrheitswert annimmt wie Hy, sind
die Ausdriicke Hy und H, logisch #guivalent. Man kamn mithin den
Ausdruck H1 stets durch den Ausdruck H2 ersetzen.

Dabei ist es villig gleichgiiltig, welchen speziellen Imhalt
die einzelnen Aussagen und Aussagenverbindungen haben; die durch
eine solche Ersetzung entstandene neue Aussage ist mit der ur-
springlichen logisch gleichwertig und genau deann wahr, wenn die
urspriingliche wahr ist. Wir werden im folgenden .eine Reihe von
Beispielen betrachten und dabei noch im einzelnen auf methodi-
sche Fragen eingehen.

Wir beginnen mit der Xquivalenz
pA(avr) #qu (pAqg) v(pAr) (1)
Als Beispicl zu (1) wollen wir angeben, wann eine gebrochen—
rationale Funktion der Form y = I(x)-g(x) gen Wort 0 ammimmt .
(Die Punktionen £(x), g(x) und h(x) seien ganz-rational.) Die
Bedingung lautet:
f£(x) = 0 oder g(x) =0 wnd h(z) %0 .

Will man die Nullstellen im einzelnen bestimmen, so geht man ge—
wohnlich wie folgt vor: Man untersucht £(x) auf Nullstellen und
prift nach, ob h(x) fiir die gefundenen Werte verschieden von 0
ist, und anschlieBend ve{fé’hrt man entsprechend mit g(x). Bei
diesem Vorgehen benutzt man jedoch eigentlilch eine andere Form
der angegebenen Bedingung, némlichg

£(x) = 0 und h(x) # O oder g(x) = 0 wnd h(x) # 0.
Die urspringliche Form hatte die Struktur (q v r) A p , die zu-
letzt benutzte Form dagegen die Struktur (q A p) v (r A p). Bei-
de sind nach (1) Hquivalent, wenn man noch beriicksichtigt, da8
die Konjunktion kommutetiv ist. (Hier ist es nun selbstver—
stédndlich mdglich, daB beide Teile der Alternative gelten; demnn
£(x) = 0 und g(x) = 0 schlieBen sich ja nicht gegenseitig aus.)
Im Unterricht macht man von beiden Formulierungen Gebrauch.

Als néchstes betrachten wir
p——gq #gu ~(p A ~q) (2)
Das bedeutet: Wemn q aus p folgt, so ist es nicht mdglich, da8 p
und die Negation von q zugleich gelten und umgekehrt,
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Implikationen spielen im Unterricht eine besondere Rolle, da
sich jeder Lehrsatz in Form einer Implikation angeben 1HBt. So
wird beispielsweise in der Klasse 6 der Begriff der geraden Zahl
eingefithrt. Eine Zahl gilt hierbei genau dann als gerade, wenn
ihre letzte Ziffer eine 0, 2, 4, 6 oder 8 ist. AnschlieBend wird
der folgende Satz behandelt:

Jede gerade Zahl ist durch 2 teilbar.

Das heiBt doche

Wenn eine Zahl gerade ist, so ist sie durch 2 teilbar.
Vom Sprachlichen her erscheint die zweite Formulierung vielleicht
etwas schwerfilliger als die erste. Die wenn - so Formulierung
hat jedoch Vorteile, die man nicht libersehen sollte. Durch das
Zerlegen in. Primisse und Konklusion, wie es bei der Implikation
der Fall ist, wird das Erkemnen von Voraussetzung und Behauptung
des betreffenden Lehrsatzes wesentlich erleichtert. Das ist fir
den Beweis eines Lehrsatzes von groBer Bedeutung. Aber auch in
anderer Hinsicht erscheint es zweckmiBig, die Darstellung von
Stitzen in Form einer Implikation st#rker als bisher im Unter—
richt zu benutzen (neben den anderen Ausdrucksweisen). Von einem
gegebenen Lehrsatz méchte man z.B. wissen, ob er umkehrbar ist,
d.h. ob der Satz, den men aus einem gegebenen erhélt, indem man
Voraussetzung und Behauptung desselben vertauscht, ebenfalls
gilt. Der Ubergeng von p —=—q 2zu qQ —= P wird erleichtert, wenn
der betreffende Satz auch vom Sprachlichen her bereits diese
Form aufwelist. In uhsere.m Beispiel leutet die Umkehrung:

Wenn eine Zahl durch 2 teilber ist, so ist sie gerade.
Dieser Satz ist ebenfalls wahr. Eine logisch gleichwertige Aus—
drucksweise dieses durch Umkehrung gewonnenen Satzes nach (2)
lautet:

Es ist nicht so, daB eine Zahl durch 2 teilber ist und

nicht gerade ist.

Der urspriingliche Satz dagegen kamnn durch

Ee ist nicht so, daB eine Zahl gerade ist und nicht

durch 2 teilbar
ausgedriickt werden.,

Ausdrucksweisen in Form einer Implikation ktnnen auch in anderer
Weise umgeformt werden. Es liegt dabei folgende aussagenlogische
Identitdit zugrunde:
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p—gq 8u ~g-— ~p (3)
Men sagt, der auf der rechten Seite stehende Ausdruck ist die
Kontraposition des auf der linken Seite stehenden Ausdrucks, In
der Implikation Wenn p, so g ist q eine notwendige Vorausset-
zung fir p. Ist diese notwendige Voraussetzung nicht erfiillt, so
trifft auch p nicht zu. Dieser Zusammenhang kommt in (3) zum
Ausdruck. Die Kontraposition einer mathematischen Aussage wird
héufig dann benutzt, wenn die Aussage zu beweisen ist.

Auch in anderem Zusammenhang bedient man sich der EKontrapo-
sition. Ein bekannter 8atz aus der Theorie der relativen Extrem-
werte differenzierbarer Funktionen besagt:

Wenn die Punktion f£(x) an der Stelle x, einen relativen

Extremwert besitzt, so ist f'(xo) =0.

Das Nullwerten der 1. Ableitung ist eine notwendige Bedingung

fir das Vorhandensein eines relativen Extremwertes. Ist diese

Bedingung nicht erfiillt, so kann es keine relativen Extremwerte

geben. Gerade das besagt die EKontraposition des obigen Satzes:
Wenn f'(xo) # 0, so0 hat die Funktion f(x) an der Stelle x,
keinen relativen Extremwert.

Ein fehlerhaftes Beispiel finden wir in einem Hlterenm Lehrbuch
Bine Zahl ist durch 3 teilbar, wenn ihre Quersumme
durch 3 teilbar ist ').

Dazu wird u.a. das Beispilel 5743 angefiihrt, bei dem die Voraus-
setzung dieses Satzes nicht erfiillt ist (die Quersumme ist 19).
Es wird denn geschlossen:
De die Quersumme 19 nicht durch 3 teilbar ist, ist auch die
Zahl 5743 nicht durch 3 teilbar.

Dieser SchluB ist nicht berechtigt. Hier wird nicht die Kontra-
position des genannten Satzes benutzt, sondern die Kontraposi-
tion seiner Umkehrung. (DaB8 diese im vorliegenden Falle gilt und
die Aussage somit richtig ist, interessiert uns hier nicht. Die
SohluBweise ist auf jeden Fall falsch.) Man muB sich dariiber klar
sein, daB die Ausdriicke p — q und ~p —— ~q nicht dquivalent

1) Mathematik, Ein Lehrbuch fiir die Oberschule, sechste Klasse,
Ausgabe 1960. Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1961,
S.18. Man beachte, daB trotz der anderen Satzstellung Wemn ...
die Prdmisse ist.
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gind. In p —- q ist p lediglich eine hinreichende Bedingung
fir q. Gilt p nicht, so folgt daraus nicht, daB auch g nicht
gilt. Der Ausdruck ~p —= ~q ist die Kontraposition von
q —== p, &ls0 von der Umkehrung von p —= q. Diese Umkehrung
besagt hier:
Wenn eine Zahl durch 3 teilbar ist, so ist ihre Quersumme
durch 3 teilbar,

Hierin ist die Teilbarkeit der Quersumme durch 3 eine notwendige
Voraussetzung filir die Teilbarkeit der Zahl durch 3. Erst aus
diesem Satz kann der anfangs genannte SchluB gezogen werden. Wir
meinen, daB8 gerade an diesem Beispiel deutlich wurde, daB es
im Unterricht u.a. darauf ankommt, auf einwandfreie logische
Umformungen zu achten, um so die Schiiler zu 1ogisc1.1' richtigem
Denken zu befdhigen. Wir mdchten auch noch einmal betonen, daB
die Pormulierung mathematischer Zusammenhéinge in der Form
wenn p, 80 q und in der Form wenn q nicht, so p nicht (und
eventuell in weiteren Formen) dazu beitrigt, auch den Inhalt
der jeweliligen BHtze allseitiger zu erfassen.

Ein wichtiger Satz fiir reelle Zahlen lautet:

Wenn ein Produkt zweler Faktoren O ist, so ist mindestens
einer der Faktoren O. '

Ist nun in einem bestimmten Zusammenhang das Produkt a.b gleich
0 , und einer der Faktoren ist von O verschieden, so muB der
andere Faktor 0 sein. Diese Uberlegung kommt in folgender
Kquivalenz zum Ausdruck:

p—=(av r) dgu (p A ~wg)—r (4)
Das wird deutlich, wenn wir fiir p ab =0 , fiirq a =0 und
fir r b = 0 setzen. Beli dieser Interpretation besagt némlich
der auf der linken Seite von (4) stehende Ausdruck

Wern a-b =0, so a =0 oder b =0,
wihrend der rechts stehende Ausdruck die dazu logisch gleichwer-
tige Aussage

Wenn asb = O und 2 # 0, 80 b = 0
darstellt.
Beide Ausdrucksweisen desselben Sachverhaltes sollten im Unter-
richt benutzt werden.
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Als letztes Beispiel einer aussagenlogischen ldentitédt sei die
sogenannte Primissenvereinigung angefiihrt. Der zugehdrige Aus-
druck lautet:

p— (a3 —r) qu (P Aq) —r (5)

Wir betrachten dazu die bekannte hinreichende Bedingung fiir die
Existenz eines relativen Extremwertes einer differenzierbaren
Punktion £(x). Diese Bedingung 148t sich in folgender Weise for-
mulieren: -
Wenn f'(xo) = 0 ist, so folgt aus f"(xo) + 0, daB x, eine
Extremwertstelle von £(x) ist.

Diese Aussage hat die Struktur des auf der linken Beite von (5)
stehenden Ausdrucks, ndimlich p —= (q —= r). Bine andere Formulie-
rung der hinreichenden Bedingung erhilt man, wenn man die beiden
Voraussetzungen nach (5) zu einer Konjunktion zusammenfaBt, Z.B.:
VWemn £* (xo) =0 und f"(xo) + 0 gilt, so ist x, eine
Extremwertstelle von f£(x).
Man findet im Unterricht auch Pormulierungen, die eigentlich eine
Implikation zum Inhalt haben, ohne daB dies explizit ausgedriickt
wird. Man iiberlege sich z.B., daB8 auch der S8atz
Eine gerade Zahl, deren Quersumme durch 3 teilbar ist,
ist durch 6 teilbar

die Struktur (p A q) — r besitzt. Der Leser versuche einmal
selbst, den Satz zu einem logisch Hquivalenten umguformen, der
die Struktur p — (q —er) hat.

¥ir méchten nun auf einen weitverbreiteten Fehler aufmerksam
machen, der seinen Ursprung in unserer Umgangssprache hat, hiu-
fig aber auch im Mathematikunterricht anzutreffen ist.

Zwei Schiller A und B, die in verschiedene Schulen gehen, un-
terhalten sich iiber das Ergebnis der AbschluBpriifungen. A sagt
zu B: "Bei uns haben alle Priiflinge die Priifung bestanden.Wie war
o8 bei Euch?" B antwortet: "Alle haben die Priifung bei uns nicht
bestanden." Wahrscheinlich versteht A auf Grund des Tonfalles,
was B meint. Die Antwort von B besagt aber genau genommen ganz
etwas anderes, als B eigentlich zum Ausdruck bringen will. B
meint in Wirklichkeit: "Nicht alle haben die Priifung bestanden",
d.h., es gibt Schiller, die die Priifung nicht bestanden haben.
Hitte B mit seiner ersten Formulierung wirklich recht, so wiirde
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das heiBen, da8 alle Schiiler die Priifung nicht bestanden hiédtten,
d.h., es gibe keinen Schiiler, der sie bestanden hitte.

Das Beispiel zeigt, da8 es keineswegs gleichgiiltig ist, wo in
einer Allaussage eine Verneinung steht. In der Umgangssprache
kenn man in dieser Beziehung fehlerhafte Ausdrucksweisen sehr
héufig héren. Sie fihren dort in der Regel nicht zu Migverstind-
nissen, da durch eine bestimmte Art der Betonung beim Zuhdrer
das richtige Sinnverstéindnis erzielt wird. Problematischer ist
es schon bei schriftlichen XuBSerungen. In der Mathematik aber
werden Unkorrektheiten in der Stellung einer Verneinung zu aus-
gesprochenen Fehlern. Die Ausdriicke ~V x H(x) wd Vx ~ H(x)
sind eben nicht logisch Hquivalent. Als Beispiele seien noch
zwel Schiilerfehler aus Unterrichtegesprichen angefiihrt:

(I) Alle quadratischen Bestimmungsgleichungen besitzen nicht
reelle LBsungen.

(Richtig: Nicht alle quadratischen Bestimmungsgleichungen
besitzen reelle Lisungen.)

(IX) Alle flichengleichen Dreiecke sind nicht untereinander
kongruent.

(Richtig: Nicht alle flhchengleichen Dreiecke sind unterein-
ander kongruent.)

Auch hierbei -wurde von den Schiilern durch eine bestimmte Art der
Betonung deutlich gemacht, da8 sie das Richtige meinten. Ihre
Redeweise war aber objektiv falsch. Es ist die Aufgabe des Leh-
rers, in diesen und #hnlichen Péllen auf die Fehler aufmerksam
zu machen und sie zu berichtigen.
Im folgenden wollen wir noch einige Beispiele betrachten, in de-
nen es nicht um die Vermeidung von Fehlern geht, sondern um
logische Schulung an Hand richtiger Ausdrucksweisen. Wie bereits
mehrfach bemerkt, kann das Erfassen ein und desselben Sachverhal-
tes durch verschiedene, aber logisch Hquivalente Ausdrucksweisen
auch zu einem griindlicheren Versténdnis der jeweiligen mathema-
tischen Zusammenhéinge beitragen.
Wir beginnen mit der Aquivalenz (6)

Ix H(x) &qu ~Y x ~ H(x)

2

Die Aussage Die Funktion y = 13 - 10 x° = x + 10 besitzt wenig-



stens eine Nullstelle kann in der Form 3x H(x) dargestellt
werden.

2

Ix(x’ - 10 x -x-10=0),

d.h.s

3 _10x°-x+10=0

Es gibt wenigstens ein x, so daB8.x
ist.
Logisch #quivalent kann man dafiir auch sagen:
~¥x(x? -10 x> - x + 10 $0) ,
d.h.s
Bs ist nicht so, daB fiir jedes x der Term
13 - 10 x2 - X + 10 verschieden von O ist,

Diese Umformung mag uns so selbstverstdndlich erscheinen, daB
man kaum die Notwendigkeit einsieht, dariiber zu sprechen. Wenn
aunch unsere Schiller zu dieser Ansicht gelangen, haben wir einen
kleinen Beitrag fiir ihre logische Schulung geleistet.

Knnlich steht es mit der Aquivalensz (7)

Vx H(x) Hqu ~3x ~H(x)

Wir betrachten dazu die Aussage
Pir jedes x gilt: Wenn x > 1 ist, so ist auch x2 > 1.

In formalisierter Form lautet sie: Vx(x > 1 —= 2 > 1).
Ihre Umformung entsprechend der angegebenen Aquivalenz fihrt .
sunbichet auf ~3Ix ~ (x > 1—=x2 > 1), d.h.,
Es gibt kein x, filir das nicht gilt: Wenmn x > 1,
so ist 22 >1.

Diese Redeweise ist offensichtlich etwas holprig. Eine bessere
Form ergibt sich, wenn wir den Teil ~ (x > 1 —-—xz > 1) auf
Grund aussagenlogischer Aquivalenzen weiter umformen in

2

~(x>1——x2>1) dqu ~(~x > 1 vx2> 1) dqu (x > 1 A~ x> 1)

[Das entspricht den Umformungen ~ (p —— q) #qu ~(~p v q)
dqu (p A ~q), wobei noch benutzt wurde, da8 ~~p #qu p ist.]

Ersetzen wir in dem zuletzt gewonnenen Ausdruck noch ~xz >1
durch 12 < 1, so lautet die urspriingliche Aussage nung
~Ix(x > 1 Ax2 S 1), d.h.,

Es gibt kein x, fir des x > 1 und x2 < 1 gilt.
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Im Unterricht wird man die hier angegebenen Zwischenschritte

sicher weglassen. Wir halten es aber filr niitzlich, den Sachver-

halt selbst in beiden Formen ausgudriicken, etwa: Flir jedes x

gilt: Wenn x > 1, so ist auch x2 > 1; d.h., es gibt keine Zahl,

die grtSer als 1 und deren Quadrat kleiner oder gleich 1 ist.
Betrachten wir nun die Xquivalenz (8)

~3x H(x) Hqu Vx ~H(x)

Als Beispiel goll une die Punktion y = 2* dienen. Diese Funk-
tion besitzt bekanntlich kéine Nullstelle. Man kann das formal
wie folgt ausdrticken: ~ 3x(2% = 0). Umgeformt wird daraus:
Vx(2* % 0), d.h., fiir jeden Wert von x ist der Term 2* von Null
verschieden.

Ein anderes Beispiel sel die gebrochen-rationale Funktion

y= 52-—1 . Bei der Untersuchung auf das Vorhandensein von Pol-

x°+1
stellen stellt man fest, da8 der Nenner x2 + 1 fir jeden Wert

von x von O verschieden ist, d.h. Vx(::2 +140).

Diese Erkenntnis formuliert mean dann oft folgendermaBSen: Es
gibt keine Polstellen, d.h. keine Werte von x, fiir die der
Nenner O wird. Dieser Formulierung entspricht aber gerade die
Forms

Nax(x2 +1=0).
Es sei nun noch die Xquivalenz (9)

~Yx H(x) #qu 3Ix ~ H(x)
durch ein Beispiel illustriert. Wemnn wir sagen, da8 fir das Po-
tenzieren das kommutative Gesetz micht gilt, so bedeutet das ge-
nau genommen ~VYaVbd (lb = bv?), d.h., nicht fiir jedes a und fir
Jedes b gilt, das ab = b2 ist. Umgeformt wird daraus:

~Va Vb (a® = b?) Hqu 3a ~VDd (a® = v2) Hqu Ja3Ib (ab + b2).

Der letzte Ausdruck besagt: Es gibt (mindestens) eine Zahl a und
eine Zahl b, fir die a® # b2 gilt.

Wir mdchten in diesem Zusammenhang noch auf etwas aufmerksam
machen. In mathematischen Lehrbiichern und auch im Unterricht ist
es hHufig iiblich, den Alloperator nicht explizit anzugeben. So
ist beispielsweise die Gleichung a-b = bea eigentlich so zu ver-
stehen: Pir jedes a und fiir jedes b gilt: a<d = bea. Es widre
deshalb falsch, die Nichtgiiltigkeit des kommutativen Gesetzes
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fiir das Potenzieren einfach durch ab # b2 auszudriicken. In der

Ublichen Lesart wiirde das nimlich bedeuten: Plir jedes a und ‘fir
Jjedes b gilt: sb + b2, Das ist aber eine falsche Aussage. Sie
gilt sicher nicht, wenn a = b ist, und ist auch fiir a = 2 und
b = 4 nicht richtig.

Wir mbchten zum SchluB8 noch einmal darauf hinweisen, daB
unsere Darlegungen natiirlich nur eine MYglichkeit erfassen, die
Schiller logisch zu schulen. Um einen wirklichen Erfolg zu er-
zielen, miissen auch die ander»n Miglichkeiten ausgenutzt werden,
die sich beispielsweise bei der Arbeit an Definitionen, beim
Beweisen von S&tzen, beim Systematisieren der Kenntnisse usw.
ergeben.

Schlie8lich sei nochmals betont, daB der von uns hier benutzte
formale Apparat fiir die logische Schulung nicht das Entscheidende
ist. Man wird im Unterricht auf das meiste davon - z.B. auf die
logischen Zeichen - verzichten, weil man dort nicht iiber die
logischen Gesetze, Verkniipfungen usw. zu sprechen, sondern mit
Hilfe dieser logischen Gesetze richtige Mathematik zu treiben hat,

(Bock, H. u. Walsch, W.: MSglichkeiten zur logischen Schulung
im Mathematikunterricht, In: Methematik in der Schule 2/1964,
Heft 6 u. Heft 8, S, 416 £ff. u. 8. 596 ff; von den Autoren
gekiirzt)
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