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Einleitung

1. Hinweise zum Aufbau und zur Verwendung
der Unterrichtshilfen

Die vorliegenden Unterrichtshilfen wurden auf der Grundlage des Lehrplans ausgearbeitet.
Alle Aussagen dieses Buches zu der methodischen und organisatorischen Gestaltung des
Unterrichts sind nicht verbindlich, sondern stellen Empfehlungen dar.

Im folgenden werden die Funktion und die Art und Weise der Nutzung der Unterrichts-
hilfen erldutert.

(1) Dem Jahreslehrgang, jedem Stoffgebiet, jedem Stoffabschnitt und einzelnen Themen
sind Vorbemerkungen vorangestellt. Darin werden die Hauptanliegen, die mit der Behand-
lung des jeweiligen Stoffes verbunden sind, in knapper Form dargestellt. Der Stoff wird in
die Linienfithrung des Lehrplanes eingeordnet, und es werden wesentliche Ziele der Bildung
und Erziehung genannt.

Deshalb beginnt jede richtige Verwendung der Unterrichtshilfen mit dem Studium der jewei-
ligen Vorbemerkungen.

Ohne Kenntnis des dort Gesagten ist eine richtige Wertung und Einordnung der Einzelhin-
weise, in denen nicht stindig allgemeine Zielstellungen wiederholt werden, nicht méoglich.

In den Vorbemerkungen werden Ubersichten iiber die Struktur des zu vermittelnden Stoffes
zur Orientierung fiir den Lehrer angegeben, die zum Teil aber auch zur Systematisierung im
Unterricht eingesetzt werden kénnen. 7
Die zu einzelnen Stoffabschnitten enthaltenen Leitfragen konnen zur Zielorientierung iiber
den gesamten Stoffabschnitt hinweg wie auch fiir die einzelnen Lerneinheiten sowie fiir
Teil- und Gesamtzusammenfassungen verwendet werden.

(2) Zur Unterstiitzung der Plankontrolle werden Ubersichten zur Jahresstoffverteilung in

- Form von Diagrammen vorangestellt (zwei Varianten). Mit ihrer Hilfe kann der Lehrer be-
stimmen, bis zu welchem Zeitpunkt im Schuljahr etwa die Behandlung der einzelnen Stoff-
abschnitte abgeschlossen werden sollte. |

(3) Die Unterrichtshilfen enthalten einen Abschnitt mit Aufgaben fiir tiigliche Ubungen und
Wiederholungen. Diese Aufgaben konnen zur Festigung des Grundwissens und der grund-
legenden Fihigkeiten und Fertigkeiten sowie zur Sicherung des Ausgangsniveaus fiir die
Behandlung neuen Stoffes dienen und beziehen weitgehend auch zuriickliegenden Stoff ein.
Sie sind nicht den einzelnen Lerneinheiten zugeordnet, damit der Lehrer selbst, entspre-
chend den Erfordernissen in seiner Klasse, Auswahl, Anordnung und Zeitpunkt des Ein-
satzes bestimmen kann.

Ein erheblicher Teil der Aufgaben soll ledxgllch bestimmte Typen charakterisieren, nach
denen der Lehrer ohne grofie Miihe den Erfordernissen in seiner Klasse entsprechend selbst
weitere Aufgaben bilden kann.

(4) Zu jedem Stoffgebiet und zu jedem Thema sind Kontrollaufgaben bzw. -fragen formuliert,
hiufig geeignete Lehrbuchaufgaben. Damit wird versucht, das am Ende der Behandlung
des Stoffgebietes oder des betreffenden Themas zu erreichende Ziel moglichst genau zu kenn-

\
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i zelclmen Es ist dabe1 Zu beachten, daB dle Kontrollaufgaben zum’ Stoﬁ'gebxet mcht emfach
als Summe der Kontrollaufgaben zu den einzelnen Themen zu betrachten sind. Bei der Be-
. handlung einzelner Themen werden mitunter nur Zwischenziele auf dem Weg zu den um-
fassenderen Zielen verfolgt, die sich in den Kontrollaufgaben zum Stoff widerspiegeln.
Die Kontrollaufgaben sind in ihrer Zusammenstellung nicht als Muster fiir Klassenarbeiten
gedacht, wohl aber konnen und sollten solche Aufgaben zu Kontrollen verschiedener Form
verwendet werden, auch als Hausaufgaben. Des weiteren werden durch die Kontrollauf-
gaben auch nicht alle Ziele des Lehrplans erfait. Ihre Hauptfunktion besteht darin, daB am
Grad der Bewiltigung solcher Aufgaben durch die Schiiler der Lehrer ,,ablesen“ kann, in-
wieweit vor allem Ziele im Bereich des Wissens und Konnens erreicht wurden.
(5) Zur Steigerung der Anforderungen an die selbstindige und schopferische Arbeit im Pro-
zeB des Eindringens in die Problematik eines  Stoffgebiets sollten auch Eingerfristige sowie
vorbereitende Hausaufgaben gestellt werden. Dabei sollten auch Schiilervortriige in die Arbeit
einbezogen werden. Auf den Seiten UH 21 und 128f. werden' Vorschlidge fiir Schiiler-
vortrige in Ubersichten angeboten. Dabei ist vermerkt, in welcher Lerneinheit der Vortrag
aufgegeben und in welcher Lerneinheit er gehalten werden kénnte. In den methodischen
Hinweisen wird darauf Bezug genommen.
(6) Fiir jedes Stoffgebiet ist cine Stoffverteilung angegeben. Die dort vermerkten Themen
decken sich in Abfolge und Inhalt in der Regel mit den Lerneinheiten des Lehrbuchs. Diese
Stoffverteilung ist ebenfalls nur ein moglicher Vorschlag. Sie muB durch den Lehrer in den
Zeitablauf des Schuljahres unter Beriicksichtigung der Zeit- und Stundenplanung an der
eigenen Schule eingeordnet und gegebenenfalls auch inhaltlich erginzt, abgewandelt oder
weiter konkretisiert werden.
(7) Fiir jedes Thema'sind die wesentlichen Ziele angegeben. Sie kennzeichnen, welcher Zu-
wachs an Wissen und K6nnen und an Einsichten bei den Schiilern erreicht bzw. welche Er-
kenntnisse erweitert, welche Fihigkeiten und Fertigkeiten weiter ausgeprigt werden sollen.
Auch mit dem' Stoff in enger Bezichung stehende Erziehungsziele werden genannt. All-
gemeinere Ziele im Bereich der ideologischen Bildung und Erziehung und der Fihigkeits-
entwicklung, die nur'iiber einen groBeren Zeitraum hinweg erreicht werden konnen, sind im
allgemeinen in den Vorbemerkungen zu den Stoffgebieten und -abschnitten genannt.
(8) Im AnschluB an die Ziele sind fiir jedes Thema Schwerpunkte formuliert, die im Falle
mehrerer Stunden auf die einzelnen Stunden aufgeschliisselt sind.
(9) Die methodischen Hinweise sind insgesamt so angelegt, daB sie eine flexible Nutzung er-
lauben. Sie enthalten keine vollstindig dargestellten Stundenabliufe. Sie beziehen sich auf
die angegebenen Schwerpunkte, deren Abfolge nicht in jedem Falle notwendigerweise ein-
zuhalten ist. So wird man wohl zu Beginn einer Unterrichtsstunde oder in der ersten Stunde
einer Lerneinheit das im LernprozeB anzustrebende Ziel formulieren und motivieren. Die
Sicherung des Ausgangsniveaus kann aber sowohl vor der Erarbeitung des neuen Stoffes als
auch in unmittelbarer Verbindung damit erfolgen. In den Hinweisen wird deshalb z. B. nur
gesagt, was an Wissen und Kénnen vorausgesetzt werden muB und wie man es erneut bereit-
stellen konnte, aber nicht in jedem Fall, wann das im Unterrichtsablauf geschehen sollte.
Diese Detailplanung ist vom Lehrer selbst vorzunehmen. Zeitpunkt und Umfang von Haus-
aufgabenkontrollen, kurzen Leistungskontrollen und dergleichen werden ebenfalls vom
Lehrer selbst festgelegt.
Fiir die Erarbeitung sind mitunter logisch aufeinanderfolgende Schritte genannt. Entscheidet
man sich fiir den vorgezeichneten Weg, so sind im allgemeinen auch diese Schritte einzu-
halten.
Fiir die Festigungsphasen sind hiufig mehrere Moglichkeiten angegeben, aus denen der
Lehrer auswihlen kann. Die dort genannten Aufgaben konnen fiir die auch in der Abitur-
stufe regelmiBig zu erteilenden Hausaufgaben genutzt werden, ohne daf§ das immer erwihnt
wird. Der Lehrer sollte die methodischen Hinweise fiir die zu behandelnden Themen recht-
zeitig lesen, um insbesondere Vorschlige fiir vorbereitende Hausaufgaben nutzen zu kénnen.
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Im Kleindruck eingefiigte Bemerkungen beziehen sich meistens auf fachliche Probleme, die
jedoch im allgemeinen nicht im Unterricht zu behandeln sind.

(10) Fiir die Stoffabschnitte ,,Ubungen und Anwendungen* findet der Lehrer u. a. Hinweise
zur Behandlung bestimmter Aufgabenkomplexe und Aufgabentypen sowie auch einzelner
Lehrbuchaufgaben.

2, Zum Mathematikunterricht in Klasse 12

Grundlegende Ziele des Mathematikunterrichts in Klasse 12

Im Mathematikunterricht dér Klasse 12 sind drei wesentliche Aufgaben zu bewéiltig‘en:

(1) Fortfiihrung und AbschluB des Analysislehrgangs

Die Schiiler lernen weitere Klassen nichtlinearer Funktionen und deren Dliferentlatlon

und Integration kennen (LP 50ff.). Zugleich ist das in der Infinitesimalrechnung in

Klasse 11 erworbene Wissen und Konnen zu vertiefen und anzuwenden. Die Schiiler

sollen nach AbschluB des Analysislehrgangs in der Lage sein,

- Funktionen der behandelten Klassen zu differenzieren und auf Nullstellen, Pole, lokale
Extrema und Verhalten im Unendlichen zu untersuchen, :

— Stammfunktionen zu gegebenen Funktionen zu bestimmen und bestimmte Integrale
zu berechnen,

— Kenntnisse aus der Infinitesimalrechnung zur Inhaltsberechnung nicht allseitig ge-
radlinig begrenzter Flichen und zum Losen einfacher Anwendungsaufgaben aus Na-
turwissenschaft und Technik anzuwenden,

— beim Lésen von Aufgaben Losungsschritte durch Anwendung behandelter Defini-
tionen und Sitze zu begrunden

(2) Einfiikrung in die Vektorrechnung und analytische Geometrie

In einem geschlossenen Lehrgang lernen die Schiiler Beispiele fiir Vektoren und das
Rechnen mit Vektoren kennen. Zwar wird der Lehrgang bis hin zur Definition des all-
gemeinen Vektorraumbegriffes gefiihrt, doch liegt der'Schwerpunkt auf dem Kennen-
lernen eines geeigneten-Modells fiir einen Vektorraum, das die Schiiler im weiteren Un-
terricht zur Losung von Grundaufgaben der analytischen Geometrie der Ebene und des
Raumes verwenden konnen. Hierbei erfolgt eine Beschrinkung auf die analytische Un-
tersuchung von Gerade, Kreis und Kugel (LP 411f.). Die Schiiler sollen nach AbschluB
des Stoﬁ‘gebletes vor allem ) ‘
— mit Vektoren rechnen, ‘ 4 .
— Aufgaben, in denen Bezichungen zwischen Geraden oder zwischen Gerade und Kreis
in einer Ebene bzw. im Raum auftreten, und ‘
- Anwendungsaufgaben aus Naturwissenschaft und Technik mit Mitteln der Vektor-
rechnung und der analytischen Geometrie 16sen kénnen.
Auf der Basis einer anschaulichen Behandlung geometrischer Sachverhalte soll dabei -das
Raumvorste]lungsvermogen der Schiiler weiterentwickelt werden.

3) Gesamthederholung zur Vorbereztung auf die Rezfeprufung

In Klasse 12 sind die Schiiler in einem bereits in Klasse 11 einsetzenden, langfristigen
ProzeB umfassend auf die Reifepriifung vorzubereiten und zur Hochschulreife zu fiihren.
Deshalb ist ein HochstmaB an Selbstindigkeit in der Arbeit der Schiiler anzustreben. Das
Losen von Aufgaben komplexen Charakters tritt in den Vordergrund. Dabei sollen die



Schiiler wesentliche Begriffe, Sitze und Verfahren, die sie im gesamten Mathematik-
lehrgang kennengelernt haben, wiederholen und anwenden. Das Arbeiten mit mathe-
matischer Literatur, vor allem mit dem Lehrbuch, mit Nachschlagewerken und zusitz-
licher Literatur, das Anfertigen von Hausarbeiten (z. B. zu komplexen Aufgaben, fiir
Wiederholungen und Systematisierungen), das Bearbeiten von Auftrigen (im Lehrbuch
durch Kreise gekennzeichnet) und das Gestalten von Schiilervortrigen sind geeignete
Methoden in dieser Klassenstufe. In umfassender Weise wird im Lehrplan auf die Ziele
und Aufgaben sowie auf die methodische Gestaltung des Unterrichts in der Abiturstufe
-orientiert (LP 7 bis 15).

Im Lehrplan (8. 16) wird auf die Moglichkeit verwiesen, die beiden Stoffgebiete in Klasse 12

parallel zueinander zu behandeln. ‘ )

— Behandelt man die beiden Stoffgebiete nacheinander, so hat man den Vorteil geschlossener,
konzentrierter Lehrginge. Es ergibt sich jedoch eine lingere Pause vom Ende der Klassen-
stufe 11 bis zur Wiederaufnahme des Analysislehrganges. Deshalb ist zu empfehlen, das
Grundwissen aus der Analysis auch wihrend der Behandlung der Vektorrechnung und
analytischen Geometrie stindig zu festigen und zum anderen einen Teil der Stunden, der
im Stoffabschnitt 1.6 fiir Ubungen und Anwendungen vorgesehen ist, ans Ende der Be-
handlung des 2. Stoffgebietes zu verlegen, damit in der unmittelbaren Vorbereitung auf
die Reifepriifung auch hinreichend Zeit fiir die Festigung des Wissens und Konnens aus
der Vektorrechnung und analytischen Geometrie zur Verfiigung steht. -

— Behandelt man beide Stoffgebiete teilweise parallel, so kann der Analysislehrgang ohne
lingere Unterbrechung wieder aufgenommen werden. Die Festigung des grundlegenden
Wissens und Konnens kann rationell betriecben werden. Man sollte bei dieser Variante
darauf achten, daB die Behandlung des Stoffabschnitts 2.2 (Logarithmus- und Exponen-
tialfunktion) dennoch méglichst konzentriert erfolgt und daB die Additionstheoreme
(Stoffabschnitt 1.4) zur Verfiigung stehen, wenn sie in der Analysis bendtigt werden
(Stoffabschnitt 2.3). Wihrend der Parallelbehandlung sollten dann ca. 2 Std. analytische
Geometrie und 3 Std. Analysis wochentlich betrieben werden (.~ UH 10). Am Ende der
Behandlung steht ein groBerer Stundenkomplex zur Verfiigung, der sich aus den Stoffab-
schnitten 1.6 und 2.4 ergibt und fiir Ubungen und Anwendungen aus beiden Stoffge-
bieten und umfassende Wiederholungen genutzt werden kann.

Fiir beide Varianten wird in der Ubersicht zur Jahresstoffverteilung eine Empfehlung ge-
geben. ‘

1

Ubersicht zur Jahresstoffverteilung

Hinweis: Die folgende Ubersicht sollte unter Beachtung der Ferien, des Stundenplanes an
der Schule usw. in den jeweiligen konkreten Schuljahresablauf eingeordnet werden. Dazu
konnen zusitzlich Monats- und Wochenangaben eingetragen werden. Eine solche Ubersicht
kann auch im Fachunterrichtsraum ausgehingt werden.



) th%e&stoﬁ”berteilung

VarianteI: ‘Ndcheinanderbehahdlung der Sfoffgebieté (5 Stunden je Woche)

Stoffabschnitte Std| ’ Geplante Unterrichtswochen A \
1121314|5(6(7|8|9|10(11(12{13{14|15|16(17(18|19|20|21|22|23)|24|25

11 Verschiebungen 1 2
und Vektoren

N B

12 Kornponenten-u. Ko- 2|
- ordinatendarstellung

A 4

v

13 Analytische Geome-| 13
trie der Geraden

14 Skalarprodukt und 3
Anwendungen

v

15 Analytische Geome- 7
trie des Kreises

16 Ubungenund | ;5
Anwendungen .

v

v

2.1 Wiederholungen 5

22 Logarithmus-u. Ex- 5
ponentialfunktionen

v

v

2.3 Winkelfunktionen 20

24 Ubungenund | 48]
Anwendungen ;

Variante I: Nebeneinanderbehandluhg der Stoffgebiete

Stoffabschnitte Std. Geblante Unterrichtswochen
112131415(6|7|8]910|1|12]13{14|15]|16|17|1819|20|21|22|23|24|25

1.1 Verschiebungen 2
und Vektoren

v

12 Komponertten-u. Ko- » 1IN
ordinatendarstellung :

13 Analytische Geome-| 43 i >
trie der Geraden :

7.4 Skalarprodukt und 3 '
. Anwendungen ‘

R

1.5 Analytische Geome- 7
trie des Kreises

16 Ubungen und 5
Anwendungen

2.1 Wiederholungen 5

v

v

2.2 Logarithmus-u. Ex- | 45
jponentialfunktionen

2.3 Winkelfunktionen 20

\ 4

v

24 Ubungen und 18
" Anwendungen
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Aufgabén' fiir te’igliche Ubungen und 'Wiedérlytrolun'g‘en :

Auch in der Abiturstufe sollten hiufig relativ elementare Aufgaben in die Ubungen einbe-
zogen werden, wobei eine Verbindung mit komplexen Aufgaben des jeweils zu behandelnden
" Stoffes anzustreben ist. Zur Nutzung der Aufgaben beachte man die Hinweise, die zum Auf-
bau und zur Verwendung der Unterrichtshilfen gegeben werden (UH 6).

Im folgenden sind sowohl Aufgaben aus dem Stoff, der bis zum Ende der Klasse 11 behan-
delt wurde, als auch Aufgaben aus dem Stoff der Klasse 12 erfa3t. Je nachdem, ob die beiden
Stoffgebiete in Klasse 12 nacheinander oder teilweise nebeneinander behandelt werden,
konnen die Aufgaben den tiglichen UUbungen im Rahmen der einzelnen Stoffabschnitte ent-
sprechend zugeordnet werden. Empfohlen wird beim Nacheinander der Behandlung der Stoff-
gebiete, daB wihrend der Behandlung der Vektorrechnung und analytischen Geometrie
Grundaufgaben der Infinitesimalrechnung in die tiglichen Ubungen einbezogen werden, und
beim Behandeln der abschlieBenden Stoffabschnitte der Analysis stindig einfache Aufgaben
~ der Vektorrechnung und analytischen Geometrie von den Schiilern gelost werden.

Es sollten moglichst viele Aufgaben bei hohem Arbeitstempo im Kopf gelost werden.
Einige Aufgaben konnen an der Tafel vorgegeben werden. Die Schiiler schreiben die Losung
ohne Zwischenrechnung nieder. Andere Aufgaben eignen sich als Hausaufgaben. Man
kann auch Komplexe solcher Aufgaben im Klassenraum aushingen und zur selbstindigen
Festigung dem Schiiler empfehlen. In regelmiBigen, relativ kurzen Abstinden (z. B. alle
zwei Wochen) konnen verstirkt solche Aufgaben in Ubungsstunden einbezogen werden. Die
Schiiler kénnen sich selbst am Bilden dhnlicher Aufgaben beteiligen.

(1) Rechnen mit Zahlen
1.1 Berechnen Sie!
- a) (+11)2 — 125 + (=77) — (-5)°

- N )
o f15,3 +17,661-]—13,5| | ﬂA/‘;_%'@-;

816

o(-2(+3)-3):(-3)

1.2 Geben Sie jeweils drei verschiedene rationale Zahlen an, die zwischen den Zahlen

1 ,
a) 0,456 und 0,457, b) — 35 und — —é— liegen!

1.3 Beweisen Sie, daB die Ungleichung a < a .zl- b

. mit a < b gilt!

< b fiir alle rationalen Zahlengund 5

1.4 Ordnen Sie der GroBe nach! Beginnen Sie mit der kleinsten Zahl! \;

3 11 - 7 78
A2 ——5 +—; +1, = =
+1,12 55t +1102? < %
1.5 Geben Sie als Dezimalbriiche an!
3 3 1 7
Vi My 97 91

11



1.6 Ermitteln Sie das k. g. V. von

a) 25;35;75, b) 17;18; 25, c) 9;15; 21, 25!
1.7 Zerlegen Sie in Primfaktoren!

a) 125 b) 190 ¢) 1250  d) 863
1.8 Berechnen Sie! i

a) /25600 B327 o625 a),/0,09
(2) Umformen von Termen mit Variablen
2.1 Vereinfachen Sie folgende Terme!

a)z—Tz+8)—(Ty —2z+3)

b) Tr [Srs - 2r (—;—r - 3r2s + SS) - 12rs2]

1 4 2 5 4
C) '5‘(1 + (';a - ?b) - (—2—7(1 + Eb)
© 2.2 Klammern Sie gemeinsame Faktoren aus!
2) 15,255 — 3r2s + 45rs% ~ 75352

b) —:-x‘*yzz3 - 0,75x%yz2 + 17xyz*
2.3 Multiplizieren Sie aus!

a) (0,65x — 2y2) (13x"’ - —;— y3)" b) 2d — 7e* + 5f?) (—t%- + -1; - 77;)

. 1 2
¢) (0,76 — bc)®> — (13a + 5b) (13a — 5b) + (7c + ?d)

2.4 Schreiben Sie als Produkte!
9
a) x2 +4x + 4 b) Esz —-0,16:2 " ¢) r? + 14r + 49

2.5 Vereinfachen Sie folgende Terme!

a) (r4° b) (0,2m*n*)? ) (xy?z%)~*
yv715,3 5
x'y>z e) (

W —sz . 3x“) . 0,2x3

— - 3
DY* /T B i
, _ \/5 1- \/;
16275° * [27x%7* s s
25¢%ds . D 64z° m) 625m
2.6 Bestimmen Sie den Wert der folgenden Terme!
a) a? + b b) la| + |b] ¢) alb + c)

N

X))

fiira = 0,7; b= +%; c= -1,6

D0a+b ela-b Hla-b|
fira=23undb = -38

12



2.7 Formen Sie die- folgenden Terme um, und bestimmen Sie fur n= 4 den Wert dleset

Terme!
i

(a@-2)! - ‘l 1

2) n + D!
n!

n+2)!

c)‘

arnt Yot ar

(3) Lisen von Gleichungen, Ungleichungen und Gleichungssystemen

3.1 Losen Sie folgende Gleichungen bzw. Ungleichungen (x € P)!"

3.2

a) 6x =0
d)3*-5=176
g x*-4<0 .

)x3—-x=0

D x?2=x

0) 3a+8 <12+ 2a

x+5

1 '

x=——' = 2
b) 2% = — 957 &2
e) 3x2 —12x =15 flogax = -3
B Jx — 2] < —
k) cos 3x = —1

. 1-r
m)x? < x n) 5 <4

2 -x

p)dx +5 <13 q) 0 > 2(x — 2)

Losen Sie die folgenden Gleichungssysteme!

a)3dx+y=9

2x —y = -1

S)x+y=2
x—-y=1

b) 22 —4—z =0
33a+3-22=0
d) 3a+ 4b— 6=0

27a + 36b — 54 = 0

4) Untersuchen von Funktionen

4.1

4.2

4.3

e) fix) = x| -3

Skizzieren Sie die Graphen folgender Funktlonen' Geben Sie den maximalen Defini-
tions- und Wertebereich der Funktionen im Bereich der reellen Zahlen an!

D) =2x+4 b FO) = x-t
D) =3/x+05 e f(x) ==x*

f) f(x) = 3-cos2x 8)f(X)=}-x3—1 :

) f(x) ;%xz -2
—4x + 475

h) fx) =(gx) +1°

i) Bestimmen Sie die Schmttpunkte der Graphen der in a) und b) gegebenen Funk- i

tionen!

Geben Sie Intervalle an, in denen die folgenden Funktionen monoton fallen bzw mono-

ton wachsen!

a)f(x)=x>*+x-6 b) f(x) = %-sin 3x g) f(x) =3*

&) fO) = |x] -2 €) f(x) =15-cotx  f) f(x) = [sinx]|_

Er_mittelh Sie die Nullstellen folgencier Funktionen! - <
D) =x-x-2 BfH=2x-1+1
)fxX)=2x+x2—-x 4d)f(x)=2*-38

f) f(x) = cos 4x

13
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5)

5.1,

5.2

5.3

5.4

(6)
6.1

6.2

6.3

6.4

14

Winkelfmiktionén
Skizzieren Sie die Graphen folgender Funktionen! ;
. . 1,
a) f(x) = sin 2x b) f(x) = sin 3x ¢) f(x) = 5 sin x
: 1
d) f(x) = sinix ) f(x) = 3 sin 2x f) f(x) =cosx
g) f(x) = tan x h) f(x) = cotx i) f(x) = tan 2x
Umrechnung GradmaB/Bogenma8 (Tafel oder Rechenstab festlegen) -
a) b c) d) e) @
X (in Grad) 75 . 130 178
. . 24 Tt R
x (in Radiant) 3 T 0,3491 3,3859
Aufsuchen -von Winkelfuriktionswerten (Tafel bzw. Réchenstab festlegen)
a) sin 61,3° ’ b) sin 1,3 ¢) sin (—82,5°
cos 49,6° cos 0,35 . cos (—43,6°)
tan 72,5° tan 0,96 tan (—26,1°)
cot 9,4° cot1 cot (—55,5°)
&) sin-;i e) sin 135,2° f) sin 235,2°
T .
cos-§- » cos 172,6° cos 318,1°
3z ‘
tan 5 tan 100,3° tan 293,8°
o
cot 3 * cot 145,1° cot 333,3°
Ermitteln Sie allé Losungen x (x € P), fiir die folgende Gleichungen gelten!
a) sinx = 0,9150 b) cos x = 0,3939 ¢) tan x = 2,006
d) cotx = 0,6273 - e) sinx = —0,3649 f) cosx = —0,9813
g) tan x = —0,5206 h) cot x = —4,050
Aufgaben aus der Geometrie
Ermitteln Sie das Bild eines Dreiecks ABC bei einer Verschiebung, die durch den
- —
Verschiebungspfeil AD bestimmt ist, wobei D der Mittelpunkt der Seite BC ist!
Ermitteln Sie das Bild eines Parallelogramms ABCD bei einer Drehung um 4 um den
Winkel x = 90°!
Ermitteln Sie das Bild eines gleichschenkligen Trapezes ABCD bei einer Spiegelung an
der durch die Diagonale BD bestimmten Geraden!
Ermitteln Sie das Bild eines Kreises mit dem Radius  bei einer zentrischen Streckung

mit dem auBerhalb des Krelses gelegenen Streckungszentrum Z und dem Streckungs-
faktor k = 3!
Vergleichen Sie d1e Umf“ange und Flachemnhalte des Original- und Blldkrelses'



6.5

6.6
6.7

6.8

6.9

‘Berechnen Sie den Fla.chenmhalt eines rechtwinkligen Drelecks mlt den Langen der

Katheten ¢ =-50cm, b = 120cm!
Bgstxmmen Sie die Anzahl der Diagonalen in einem konvexen 5-Eck (6-Eck, n-Eck)!

Bérechnen Sie das Volumen einer Pyramide mit_einem gleichseitigen Dreieck (Seite
a = 2) als Grundfliche und der Hohe & = 2+ 4/3!

In einem Rhombus ABCD sei ein Viereck EFGH eingezeichnet, dessen Eckpunkte die
Mittelpunkte der Seiten des Rhombus sind. Vergleichen Sie die Flicheninhalte des
Rhombus ABCD und des Vierecks EFGH! Beweisen Sie Thre Vermutung!

Konstruieren Sie zu einem Dreieck 4BC den Ihkreis und den Umkreis!

6.10 Bestimmen Sie die Linge einer Raumdiagonalen eines Quaders mit den Kantenldngen

a, bund c!.

" 6.11 Gegeben ist ein Parallelogramm ABCD mit AB = 12,0cm, AD = 5,0cm und

Q)
71

1.2

0}
8.1

8.2

8.3

)
9.1

. % DAB = 50°. Berechnen Sie die Léinge der Strecke AC und die GrofBe des Winkels

¥ DAC!
Beweisaufgaben (vollstiindige Induktion)
Zeigen Sie die Richtigkeit folgender Summenformeln!

a+l __ . n
a)3°+31+32+"'+3"=73_—§_——l b)2k2=n(n+1)6(2n+1)
k=1 ’

Fiir welche » sind die folgenden Ungleichungen richtig?
a)2">2n b)2">2n+1 c)2">n?

Aufgaben zur Kombinatorik

Permutationen

a) Berechnen Sie die Anzahl der verschiedenen neunstelligen Zahlen, deren Ziffernman -
aus den Grundziffern 1, ..., 9 bilden kann, wenn in keiner dieser Ziffern eine Grund-
ziffer mehr als einmal auftritt!

b) Berechnen Sie die Anzahl der Permutationen von 8 Elementen ohne Wiederholung!
Berechnen Sie auch P, Py,!

¢) Wie lautet die 26. Permutation der Elemente a,b,cd ein ]exxkographlscher An-
ordnung?

Variationen

a) Berechnen Sie die Anzahl der Variationen von 6 Elementen zur 4. Klasse ohne
Wiederholung! Berechnen Sie auch V3, V§,!

b) Wie viele fiinfstellige natiirliche Zahlen gibt es, in deren Ziffern die gleiche Grund-
ziffer nicht mehrfach auftritt? (Hinweis: Die mit 0 beginnenden Ziffern sind nicht
fiinfstellig!)

Kombinationen

a) Berechnen Sie die Anzahl der Kombmationen Qon 5 Elementen zur 3. Klasse ohne
Wiederholung! Berechnen Sie auch C3,, C¢, C5 (n.1.)!

{6 10 4
i !
b) Berechnen Sie (2), (7), (2) !
Grenzwerte von Zahlenfolgen tmd Funktionen

Berechnen Sie die ersten 5 Gheder der nachstehenden Folgen! Untersuchen Sie diese
Folgen auf Monotonie und Konvergenz!

15



Ky %\ 7 rsk+3y (1)
ofz)  w(F ) olz) o) olF)
(3K +3 . (4k +3 ‘ . 2 . iy 2k + 1
v() Py Plevrw) (=)
k) Bilden Sie zu den Folgen a) und e) die Partialsummenfolgen!

9.2 Ermltteln Sie die Grenzwerte der folgenden Funktionen!

2 —
a) im(® +2x2 -1  b)lim——— ¢ 11m3x2_3x
x—2 . xn1 X2 — 1 x0 X2 4+ 5x .
P x2 +1 x3 +1
d) li 3+ 2 . lim ————  f) lim ——
) fmG* +2) O aw-1 DM

(10) Differentiation yon Funktionen

10.1 Berechnen Sie die 1. und 2. Ableltung na.chstehender Funktionen!
) f(x)=x3-2x+5  b)f(x)=(*+3x)(6x — 3)

2 6
& S = x + Jr o Df@ = ——_"9+—
10.2 Welchen Wert hat die 1. Ableltung der folgenden Funktionen an den angegebenen
Stellen?
v - 1 -
~a) f(x) =3x%; x0=4 b) f(x) = ?x3 + 2; X0 = —1

OS) = JgH=55 %o=10 DG =0+ D% % =2

10.3 Welchen Anstieg haben die Tangenten an die Graphen folgender Funktionen in den
angegebenen Punkten?

a)f(x)=—1-x2—1, Po(=2;70) b f(x) = +5; Po(';—';yo)

c) f(X) =x% - 5x — 14; Py (-2; Y1) und Pz(Xz,O)

d) Ermitteln Sie die Tangentengleichung bezughch der Funktion f mit f (x) \/ 3x +4
im Punkt Po(0; yo)! ,

(11) Integration von Funktionen 7 '
11.1 Geben Sie je zwei Stammfunktionen zu folgenden Funktionen an! : -

D@ =3x-T BH=2°+1 o fx)= ;13_

d) f(x) = 5x° — Tx® + 3x ——;- ) 9fw=2x
D f) =2 ~— +x 9 f() = /2% =7
11.2 Berechnen Sie die folgénden Integrale!
a) fxi dx b) jl 2dx 9 f7(x2 —2x + 3dx
15 ' 0 2 013 |
) [/2x +3dx e) 2 [ /xdx ) [(x—77dx
0 1 . 13

16



o
) —f7(x—2)2dx h)f——dx'
. =1
K ' E ) :
11.3 Ermitteln Sie K fiir a) [3xdx = 12, b) [ Kx*dx = 36!
1 0

(12) Sitze iiber Zahlenfolgen und Funktionén

12.1 Sind folgende Aussagen wahr oder falsch?
a) Jede konvergente Folge ist beschrinkt.
b) Jede beschrinkte Folge ist konvergent.
¢) Jede differenzierbare Funktion ist stetig.
d) Jede stetige Funktion ist differenzierbar. .
e) Jede stetige Funktion ist integrierbar.
Geben Sie eine Begriindung, wenn die Aussage wahr 1st’
Geben Sie ein Gegenbeispiel an, wenn die Aussage falsch ist!

(13) Vektorrechnung und analytische Geometrie

13.1 Veranschaulichen Sie auf Kistchenpapier je zwei Vektoren @ und b, fiir die folgendes
gilt, durch Pfeile!

a)attb  und |@]=|b| i) éa-2b+¢

b)@-5=0 und |@|+|b] k) a+b’-—

©) % (3 5) =120° und |d] = |b] D 3@+5b=

d) @t} b und |d| < |B| . m) d = 56

e) @ttb und |d] > |b] n) d+b=33

f) @-b = —|d|-|b] und @]+ |B| o) d+b

g d-b=0 und |a| =15 P la| + 15| =" + b

W at b  und |a] =B 9 @-b=o0 und ]a+5[=ﬁ|ay

13.2 Gegeben ist eine Pyramide mit quadratischer Grundﬂache ABCD und der Spitze S.
Wieviel Vektoren des Raumes werden durch die Kanten der Pyramide bestimmt?

13.3 Bestimmen von Summen, Differenzen und Vielfachen von Vektoren!

a) Bild 1 . ) b) Bild2 . ¢)Bild3 -
e - 4
a b =1, =
a b C’I
_ ']
[y
Gesucht: d@ + b + 6 Gesucht: @ + b + &  Gesucht: & + b + ¢
avb-¢ a+b-¢ i+b+é+d

1 Bs ist zweckmiBig, die Plguren in den Bildern 1 bis 6 auf kariertem Papier vorzugeben, wobei die Anfangs- und
Endpunkte der Vektoren auf Gitterpunkten liegen. (Vgl. auch mit den Bildern 7 und 8)

/
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& Bild4 ) Bild5s 1) Bild 6

'E - —
; a - n
¢ R n
x
A
- — -
Gesucht: AB — AC Gesucht: 2d + X Gesucht: #—m
- - —
AC — AB a—-x 2 —m
— o —
g) Bild 7 : h) Bild8 d=AD, b = AB
— — )
Driicken Sie ¥ mit Hilfe Driicken Sie DC und AD mit Hilfe von
= — —>
von @ und b aus! C4 und CB aus!
,@ ) . D C
AN
' JARUAN
X —7E JIEE\YERN
WA= <aEN NN
A “ B A 5 B\
Bilder 7 und 8

13.4 Gegeben ist ein Drachenviereck ABCD mit seinen Diagonalen AC und BD und dem
einbeschriebenen Seitenmittenviereck EFGH ( » Bild 9)

0
l //
HA L |6
vy
7T
A v X c
< L
AN
N _
1 EINL B IF
|~ AN
X N
Bild 9 [ol-.7 17 18
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a) Bestimmen Sie die Ortsvektoren der Punkte 4 bis N!
b) Berechnen Sie d1e Skalarprodukte der Vektoren

BF und KL AB und HN EH und IB' ‘

i

¢) Ermitteln Sie die Betrdge der Vektoren EN, DC, NF!
d) Bestimmen Sie den Winkel zwischen den Vektoren °

- — = - = —>

AC und KL, AK und IB, AH und EO!
e) Notieren Sie Gleichungen der Geraden, die durch

IEV und K, Nund L, A und E;\’ bestimmt sind!
f) Berechnen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte der Geraden g und A, die durch
folgende Vektoren und Punkte bestimmt sind!

—> —> -
g: HIund B g:BCund N g:ENund A

- —> o -
h:0OBund A h:HKundD h:GKundlI

2* 19



Stoffgebiet 1 _
Vektorrechnung und analytische Geometrie

Vorbemerkungen

Die hauptsichlichen Zielsetzungen dieses Stoffgebietes sind im Lehrplan ausfiihrlich dar-
gestellt (LP 41). In Stichworten sind dies:

'~ eine Einfiihrung in die Vektorrechnung,

~ Anwendungen der Vektorrechnung im Rahmen der analytischen Geometne und natur-.

wissenschaftlich-technischer Fragestellungen,

— die Festigung des geometnschen Wissens und Kénnens msgesamt

In Verbindung mit der ersten Zielsetzung steht die Einfithrung des Vektorbegriffes. Auf die
historischen Wurzeln der Vektorrechnung wird im einleitenden Lehrbuchtext zum Stoff-
gebiet hingewiesen. In der Mathematik versteht man heute unter einem Vektor ein Element
eines Vektorraumes, also einer Struktur, die in bekannter Weise axiomatisch bestimmt wird.
Denkbar wire, auch im Unterricht die axiomatische Definition des Vektorraums an den An-
fang zu stellen und dann solche Vektorrdume niher zu untersuchen, die man spéter (z. B. in
der analytischen Geometrie) verwenden mdochte. Dann miifiten die Schiiler jedoch vorher
anhand einfacher Beispiele an strukturelle Betrachtungen und axiomatisches Arbeiten her-
angefiihrt worden sein, was im Lehrplan nicht vorgesehen ist. Im Unterricht der Klasse 12
werden deshalb in Anlehnung an die historischen Wurzeln der Vektorrechnung die Schiiler
mit einem geeigneten Modell fiir einen Vektorraum vertraut gemacht, das fiir das Lésen von
“Aufgaben der analytischen Geometrie verwendet werden kann. Man kniipft an Kenntnisse
liber Verschiebungen einer Ebene an, iibertrdgt sie auf den dreidimensionalen Raum und
benutzt fiir alle Betrachtungen die anschaulichen Darstellungen durch Pfeile. Diese Pfeile —
- genauer: die Klassen gleich langer und gleichgerichteter Pfeile — werden Vektoren genannt.
Erst wenn die Schiiler mit Vektoren im gewihlten Modell etwas vertraut sind, lernen sie die
Definition des Vektorraumes und einige weitere Modelle zur Information kennen. Obwohl
die Gefahr besteht, dal durch die Verwendung der Pfeildarstellung sich beim Schiiler mit
dem Vektorbegriff Eigenschaften verbinden, die keineswegs charakteristisch sind (wiez.B.
die Gerichtetheit), erscheint das gewihlte Vorgehen berechtigt, da die Schiiler vorrangig
die Anwendung im Bereich der Geometrie und Mechanik kennenlernen.

Der methodischen Grundlinie folgend ist im gesamten Stoffgebiet groBter Wert auf anschau-
liches Vorgehen zu legen.

Schiilervortrige

3

Die folgende Ubersicht enthilt Empfehlungen fiir Schiilervortrige, die sich auf das Stoff-
gebiet ,,Vektorrechnung und analytische Geometrie* erstrecken. Die Auswahl ist unter Be-
riicksichtigung der jeweiligen Klassensituation zu treffen.
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Vertrag

Thema Aufgaben- Bemerkungen/Literaturhinweise
. stellung in
in

Zusammenstellen der Eigen- ‘LE1/2 LE 1/2 Lit.: Mathematik in Uber-

schaften von Verschiebungen, sichten, S. 144 bis 149 und

Spiegelungen, Drehungen und 215 bis 217;

zentrischen Streckungen Konsultation erforderlich; Hin-

einer Ebene weis auf die notwendige Hervor-
hebung der Eigenschaften der
Verschiebungen anhand von
Beispiclen

Zusammenstellen der Regeln LE 7/8 LE 13 Hinweis auf LB 17 bis 28; an

fir das Addieren und Subtra- Beispielen erldutern lassen;

hieren von Vektoren und das gef. einige Regeln beweisen

Multiplizieren eines Vektors mit lassen (dient der Vorbereitung

einér reellen Zahl der allgemeinen Vektorraum-
definition)

Herleitung der (parameterfreien) | LE 16 LE 16 Hinweis: Die Gleichung unter

Zweipunktegleichung einer ' Verwendung der erarbeiteten

Geraden Schrittfolge in Analogie zur Her-
leitung der Punktrichtungs-
gleichung erarbeiten

Ldsen von Systemen linearer LE 14 LE 17 Lit.: Mathematik in Uber-

Gleichungen (rechnerisch sichten, S. 74 bis 80

und ‘graphisch) (dient der Sicherung des Aus-
gangsniveaus zur Behandlung
der Lagebezichungen zwischen
Geraden einer Ebene)

Systematisieren der Lage- LE 18 ' LE 19 Hinweis auf LB 73 bis 85

beziehungen zwischen Geraden (vor allem LB 85)

einer Ebene bzw. des Raumes

Erarbeitung der Bedingungen, LE 20 LE 20 Hinweis auf LB 89

unter denen fiir das Skalar- ) )

produkt gilt: @-b = 0 bzw.

da-b<0bzw.@-b>0

Definition des Skalarproduk- LE20 ~ | LE24 Hinweis auf LB 99/100

tes, Eigenschaften, Anwen- .

dungen

Zusammenfassung zu den LE27 Hinweis auf LB 106 bis 116

Gleichungen fiir Kreis und-
Kugel; Lagebeziehungen
zwischen Kreis und Gerade

LE 28

Vier weitere Vorschlige fiir Schiilervortrige werden zum Stoffabschnitt ,,1.6. Ubungen und

Anwendungen* empfohlen.
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Kon trollaufgaben

Das im Stoffgebiet 1 anzustrebende Niveau im Losen von Aufgaben wird im folgenden
durch einige Kontrollaufgaben gekennzeichnet. Die Schiiler sollen in die Lage versetzt
werden, diese Aufgaben selbstindig zu 16sen.

1.LB 122: Nr. 18 5.LB 124: Nr. 38
2.LB 124: Nr. 40 6.LB 124: Nr. 36
3.LB 121: Nr. 12¢c 7.LB 123!: Nr. 31

4.LB 121: Nr. 15 ]
8. Bei einem gemeinsamen Mandver der Streitkrifte der Warschauer Vertragsstaaten ortet
. eine Radarstation der Kiisteniiberwachung ein Schiff nacheinander in den Punkten
' P;(30;12;0)und P, (22;8;0). Der Kurs des Schiffes verlaufe geradlinig. Zur Bekimpfung
- des Schiffes wird von einem Flugzeug aus im Punkt Ps (10; 7; 3) eine Luft-Boden-Rakete
abgeschossen. Die Flugbahn der Rakete wird als geradlinig angenommen. Richtungs-
vektor dieser Flugbahn ist @ = 67 — 2j — 3k. (Koordinatenangaben in km)!
a) Ermitteln Sie je eine Parametergleichung fiir den Schiffskurs und fiir die Flugbahn
der Rakete!
b) Das Schiff wird von der Rakete im Punkt S getroffen. Berechnen Sie die Koordinaten
dieses Punktes!
¢) Berechnen Sie den Winkel zwischen der Bahn der Rakete und dem Kurs des Schiffes!
d) Welche Durchschnittsgeschwindigkeit hat die Rakete, wenn ihre Flugzeit vom Ab-
schuBpunkt bis zum Treffpunkt 7 Sekunden betragt?
9 In der xy-Ebene ist ein Kreis mit dem Mittelpunkt M (2; 3) gegeben, der durch den
Punkt P, (5; 7) geht.
a) Berechnen Sie den Radius, und stellen Sie die Gleichung des Kreises auf!
b) Der Kreis schneidet den positiven Teil der x-Achse im Punkt P (xo; yo). Berechnen
‘Sie xo!
¢) Weisen Sie nach, daB die in P, und P; an den Kreis gelegten Tangenten aufeinander
senkrecht stehen!

10. Die Grundfiiche 4ABCD einer geraden Pyramide mit der Spitze S ist ein Rechteck mit den
Seitenlingen AB = CD = 8,0cm, BC = AD = 6,0 cm. Die Hohe der Pyramide be-
triagt 10,0 cm. L
a) Der Mittelpunkt M der Seitenkante CS wird mit dem Eckpunkt A4 durch die Strecke s4

verbunden. Der Mittelpunkt N der’' Grundkante AB wird mit dem Mittelpunkt P

von DS durch s, verbunden. Weisen Sie nach, daB diese beiden Strecken einander
schneiden! Wie hoch liegt der Schnittpunkt Q iiber der Grundfiéche? Berechnen Sie
den Schnittwinkel der beiden Strecken!

b) Untersuchen Sie, ob auch die Strecke s3, die P mit dem Mlttelpunkt R der Grund-

kante BC verbindet, die Strecke s; schneidet! ,
¢) Die Gerade, die durch S und Q geht, schneidet die Grundﬂache der Pyramxde in E.
Berechnen Sie die Linge der Strecke SE!
d) Berechnen Sie die GroBe des Winkels ¥ NPR!
e) Auf der Achse der Pyramide liegt 1,0 cm iiber der Grundfliche ein Punkt 7. Wie weit

ist ein Punkt V auf 4B von A entfernt, wenn ¥ ATV = 90° gelten soll?

1 Hier wie im Lehrbuch ,,Mathematik, Klasse 12¢¢ (Titel-Nr. 00 12 54) muBte aus technischen Grinden auf die in
dieser Schriftart vorgesehenen Typen mit ibergesetztem Pfeil zuriickgegriffen werdén, wobei besonders bei den
Buchstaben i und j die Pfeile sehr kurz ausfallen und die Punkte tber i und j entfallen.
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11. Flug'zgugtriebwerké werden an mehreren Punkten aufgehingt. Die Anfhangevorrich- -~
’ tung eines Punktes, die dus dret am Rumpf befestigten Stiben besteht, wird mit einer
Gewichtskraft von 1000 N belastet. Welche Druck- bzw Zugkrifte wirken langs der
Stibe?
a) Zeichnen Sie in die Skizze (~ Bild 10) dxe Zerlegung der Gewichtskraft in ihre drel
Komponenten ein!
b) Losen Sie die Aufgabe rechnerisch (Losung » unten)!

Bilder 10 und 11
— — — - )
Esgilt F; + F, + F3 = F. (*¥) (~ Bild 11)

- - - - - — —>
Wegen F, || DA ist F; = ADA und analog F, = uDB, F; = vDC.
Setzt man hierin

» 3 0 3\ -3 0\
— - —>
DA = (0) - (0) = ( 0) und analog DB = ( 0) und - DC = ( 3)
0 4 -4 - -4,
© 0
ein, beriicksichtigt man ferner F = (—1000) , so ergibt (¥)
0

3 -3 0 0\
A( 0,+,u( O)+v( 3 =(-—1000).
- \-4 -4 -4 0

Das zugehdrige skalare Gleichungssystem ergibt
L__{'SOO' 500 =~ 10007
L3 3 3]

}und damit fiir die drei Stabkrifte

Fo= 3200 - ey R = BN, B = 22 (o3 - by |F2| - 220N,
o 1000 5000 '
F3 = —————(3] 4k), |F3| = —3—N
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Stoffverteilung

Zu reakﬁvierender Stoff

gegengesetzte Vektor —d

- Aquivalente Umformungen
von Gleichungen fiir reelle
Zahlen

Thema Std. Zu erarbeitender Stoff
Stoffabschnitt 1.1.  Verschiebungen und Vektoren 12 Stunden -
1/2 Verschie- 2 ~ Verschiebung einer Ebene - ~ Vektor (Einfithrung)
bungen einer - Beschreibung von — Bezeichnungen
Ebene Verschiebungen durch fiir Vektoren
— Vektoren Mengen geordneter Paare - gleichgerichtete und ent-
[Originalpunkt; Bildpunkt] gegengesetzt ‘gerichtete Vek-
und durch Mengen gerich- toren
teter Strecken (zwischen — Parallelitit von Vektoren
Original- u. ihren Bild- — Betrag eines Vektors .
punkten bei der Verschie- f
bung) »
- Verschiebungspfeil ;
- Verschiebungsweite ;
Verschiebungsrichtung
- Eigenschaften von
Verschiebungen
3 Vektoren im 1 - Kanten, Flichen- und — Verschiebungen eines drei-
Raum Raumdiagonalen eines dimensionalen Raumes
Quaders und anderer eben- — Vektoren im Raum
flachig begrenzter Korper (Ubertragung der fiir Vek-
— Parallelitit von Strecken toren einer Ebene getroffe-
im Raum nen Festlegungen beziiglich
Richtung, Parallelitit und
Betrag auf Vektoren im
Raum)
4 Addition von 2 - Nacheinanderausfiihrung - Nacheinanderausfithrung
Vektoren von Verschiebungen einer von Verschiebungen im
: Ebene Raum
- Satz: Die Nacheinanderaus- | — Addition von Vektoren
fithrung zweier Verschie- — Summe von Vektoren
bungen ist wieder eine Ver- - Rechengesetze fiir die Addi-
! schiebung tion von Vektoren
- Addition von Kriften, — Nullvektor; zum Vektor d
Gegenkraft entgegengesetzter Vektor —d
- Addieren von Vektoren
(konstruktiv und rechne-
risch)
5 Subtraktion 2 - Differenz zweier reeller — Definition der Differenz
von Vektoren Zahlen ' - zweier Vektoren
-~ Der zum Vektor @ ent- — Regeln fiir die Subtraktion

von Vektoren
— Beweise fiir einige Regeln
— Subtrahieren von Vektoren
und Umformen von Termen
mit Vektoren durch Anwen-
sden der Rechenregeln
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Thema

Zu reakti;iere‘nder Stoff

Std. Zu erarbeitender Stoff

6 Multiplikation | 2 — Regeln fiir das Multipli- — Definition des Produktes
eines Vektors zieren reeller Zahlen eines Vektors mit einer
mit einer reellen — Addieren gleichgerichteter reellen Zahl - .
Zahl und entgeBengesetzt - Rechenregeln fiir das Multi-

gerichteter Vektoren plizieren von Vektoren mit
- Vervielfachen von Kriften reellen Zahlen
- — Nacheinanderausfiihren von | — Beweise fiir einige Regeln
N Verschiebungen ° - Lésung der Vektorglei-
— Strahlensétze chungen 7 - X = b und
x-d=
o -~ Umformen von Termen mit
Vektoren durch Anwenden
der Rechenregeln
7/8 Anwendungen | 3 '~ Dreieck, Trapez, Parallelo- — Beweise fiir geometrische.
der Vektor- gramm Aussagen iiber ebene oder
rechnung in — Quader, Pyramide rdumliche Figuren
Geometrie, — Zusammensetzen und Zer- - Aufgaben aus Physik und
Physik und - legen von Kriften und Technik, in denen Bezie-
Technik Geschwindigkeiten hungen zwischen Kréften
—~ Berechnungen im recht- oder Geschwindigkeiten
winkligen Dreieck; Sinus- auftreten
satz; Kosinussatz
Stoffabschnitt 1.2.  Komponenten- und Koordinatendarstellung 12 Stunden
von Vektoren ' -
{

9 Komponenten- | 3 - Rechtwinkliges Koordi- ~ Linearkombination zweier
und Koordina- natensystem nicht paralleler Vektoren
tendarstellung — Darstellung von Punkten — Basis der Menge der Vek-
der Vektoren im rechtwinkligen Koor- toren einer Ebene
einer Ebene dinatensystem —~ Satz tiber die Eindeutigkeit

— Koordinaten eines Punktes - der Zerlegung eines Vektors
— Summe zweier Vektoren beztiglich einer Basis
— Betrag eines Vektors — Komponenten und Koor-
dinaten eines Vektors
bezliglich einer Basis
— Einheitsvektor
- Orthonormierte Basis {7, j}
| — Kartesisches Koordinaten-
system {O; 4, j} ,
. —> i
- Ortsvektor OP
10 Komponenten- | 2 ~ Vektoren im Raum . — Ubertragung der fiir die
und Koordi- ~ Schrigrifl Ebene eingefiihrten Be- -
natendarstellung ‘| - Kanten, Seiten und ~ griffe und Bezeichnungen
von Vektoren Raumdiagonalen eines fiir die Komponenten- und
im Raum - Quaders ) Koordinatendarstellung

von Vektoren auf den
Raum

- Komplanare und nichtkom-
planare Vektoren
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_Thema Std. | Zu reaktivierender Stoff Zu erarbeitender Stoff

11 Abstand 2 — Betrag eines Vektors — Beziehungen zwischen dem
zweier Punkte; — Abstand zweier Punkte Abstand zweier Punkte und
Betrag cines — Linge einer Strecke den Koordinaten ihrer
Vektors — Satz des PYTHAGORAS Ortsvektoren in der Ebene

— Dreieck, Parallelogramm und im Raum

— Quadrieren; Quadrat- — Beziehungen zwischen dem
wurzelziehen ’ Betrag eines Vektors und ~

. seinen Koordinaten beziig-
lich {0; 1, j} bzw. {O; 7, ], k}

12 Beziehungen '3 — Winkelfunktionen — Beziehungen zwischen den
zwischen den — Bestimmen von Winkel- Koordinaten eines Punktes
Koordinaten funktionswerten bzw. Win- und dem Betrag seines
eines Punktes keln zu vorgegebenen Ortsvektors in einer Ebene:
und dem Be- Funktionswerten und im Raum
trag seines Orts- - WinkelmaBe — Orientierte und nicht orien-
vektors; der - Beziehungen zwischen tierte Winkel zwischen zwei
Winkel zwischen Winkelfunktionen Vektoren
Vektoren — Berechnungen im rechtwink- | — Zusammenstellung der er-

ligen Dreieck mit Hilfe von arbeiteten Bezichungen und

*. Winkelfunktionen Vergleich beziiglich Ebene

- Orientierter und nicht und Raum
orientierter Winkel

- Geographische Koordinaten

13 Vektorrdume 2 — Regeln fiir das Rechnen - Definition der Begriffe
und Vektoren mit Vektoren ,, Vektorraum* und

- Geordnetes Paar reeller ,,Vektor*

Zahlen - - Beispiele fiir Vektorrdaume

- Stetige Funktion (mit Nachweis) und Gegen-

_| - Differenzierbare Funktion beispiele

— Konvergente Zahlenfolge

Stoffabschnitt 1.3.  Analytische Geometrie der Geraden 13 Stunden

14 Parameter- 2 - Multiplikation eines Vek- — Zwei Arten von Parameter-
gleichungen tors mit einer reellen Zahl gleichungen der Geraden:
einer Geraden - Addition und Subtraktion 1. vektorielle Punktrich-

von Vektoren . tungsgleichung; 2. vekto-

- Komponentendarstellung rielle Zweipunktegleichung
von Vektoren (dazu auch — Aufstellen von Parameter-
verkiirzte Schreibweisen, gleichungen
z. B. Spaltenschreibweise)

15 Parameter- 1 - Parametergleichungen von — Beschreibung von Teilen von
gleichungen Geraden Geraden (Punkte, Strecken,
fiir Strahl Strahlen) durch Beschrin-
und Strecke kung des Parameters

16 Gleichungen 3 - Parametergleichungen von — Parameterfreie Gleichungen
fir Geraden Geraden von Geraden in einer Ebene;
einer Ebene ~ Gleichungssysteme mit zwei Herleiten der Punktrich-

Variablen tungsgleichung, der Zwei-
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¥

| std.

Zu reaktivierender Stoff

Zu erarbeitender Stoff

punktegleichung und der
‘ Normalform der Geraden-
gleichung
-~ Umformen von Geraden-
. gleichungen
— Beziehungen zwischen den
Geradengleichungen
17 Lagebeziehun- | 2 — Lineare Funktion — Ablesen der Lagebeziehung
gen von ‘Gera- y=mx+n zweier Geraden aus deren
den in einer - Lineare Gleichungssysteme Gleichungen
Ebene und mit zwei Variablen — Berechnung der Koordinaten
Schnittpunkts- - — Graphisches Darstellen der des Schnittpunktes zweier
berechnungen Losungsmenge des Glei- Geraden
chungssystems durch
Geraden
— Beziehung zwischen der
Losungsmenge des Glei-
chungssystems und der Lage
der Geraden
— Parametergleichungen und
parameterfreie Geraden-
gleichungen
18 Lagebeziehun- 2 — Zeichnerische Darstellung ~ Lagebezichungen von Ge-:
gen zwischen von Vektoren im Koordi- raden im Raum (g schnei- -
Geraden im natensystem ) det h; g windschief zu A;
Raum ~ Parametergleichungen von gllh;g=h)
Geraden - Rechnerische Ermittlung der
Lagebezichungen der Ge-
raden und zeichnerische
Veranschaulichung
19 Lagebeziehun- 3 — Lagebeziechungen zwischen - Losungsverfahren fir Glei-
. gen zwischen Geraden im Raum chungssysteme rmt drei
Geraden des — Parametergleichungen von Variablen
Raumes und ‘Geraden — Gleichungen fiir Koor-
den Koordi- dinatenachsen
natenachsen - Rechnerische Ermittlung der
bzw. -ebenen Lagebeziehungen zwischen
Geraden des Raumes und
den Koordinatenachsen
- Schnittpunktberechnungen
- Gleichungen fiir Koordi-
natenebenen

~ Lagebeziechungen zwischen
Geraden im Raum und den
Koordinatenebenen

- Berechrien der Koordinaten
des Schnittpunktes (auch
DurchstoBpunkt oder Spur-
punkt) von Gerade und
Koordinatenebene
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Zu erarbeitender Stoﬁ'

4

— Betrag eines Vektors

~ Winkel zwischen zwei
Vektoren

— Normalform der Geraden-

Thema Std. '| Zu reaktivierender Stoff
Stoffabschnitt, 1.4. Skalarprodukt und Anwendungen 13 Stunden
20 Das Skalarpro- | 1 — Betrag eines Vektors — Definition des Skalar-
dukt zweier - Kosinus eines Winkels produktes -
Vektoren — Quadrantenbeziehungen ~ Nicht eindeutige Umkehr-
der Kosinusfunktion barkeit der skalaren Multi-
— Physikalische Formel fiir die | |, plikation
Berechnung der mecha- - Bedingungen fiir .
nischen Arbeit da-b>0ad-b<0,d:b=0
21 Eigenschaften 2 — Rechengesetze fiir die Multi- | —~ Kommutativgesetz
der skalaren plikation reeller Zahlen — Distributivgesetz -
Multiplikation sowie fiir die Multiplikation | — Assoziativgesetz fiir Vekto-
von Vektoren eines Vektors mit einer ren beziiglich der skalaren
reellen Zahl Multiplikation gibt es nicht
— Definition des Skalarpro- — Assoziativgesetz fiir die Mul-
duktes tiplikation des Skalarpro-
- _Binomische Formeln duktes mit einer reellen Zahi
— Anwenden der Eigen-
schaften des Skalarproduktes
bei Berechnungen und Be- |
weisen s
22 Anwendung des | 2 - Definition des Skalarproduk- | — Beweisen planimetrischer
Skalarproduktes tes Sitze mit Hilfe des Skalar-
beim Beweisen - Bedingung fiir das Senk- produktes, z. B. Satz des
von Sitzen rechtstehen zweier Vektoren: PYTHAGORAS, '
ab=0 Sitze iiber Parallelogramme,
~ Planimetrische Sitze Satz vom gemeinsamen
—~ Betrag eines Vektors Schnittpunkt der Hohen im
- Addition und Subtraktion Dreieck, Satz des THALES
von Vektoren
23 Die Koordina- | 2 — Komponentendarstellung — Herleiten der Koordinaten-
tendarstellung von Vektoren (dazu auch darstellung des Skalarpro-
des Skalarpro- verkiirzte Schreibweisen, duktes
duktes z. B. die Spaltenschreib- — Formel zur Berechnung des
weise) ‘ Betrages eines Vektors bei
- Distributivgesetz der ska- gegebenen Koordinaten v
laren Multiplikation beziig- — Formel zur Berechnung des
lich der Vektoraddition Winkels zwischen zwei Vek-
— Definition des Skalar- toren
produktes — Anwenden der Formeln bei
~ Kosinus eines Winkels Berechnungen '
24 Der Schnitt- 3 — Definition des Skalar- — Schnittwinkel zweier Geraden
winkel zweier - produktes — Berechnen der GréBe des
Geraden - Koordinatendarstellung des Schnittwinkels zweier
i Skalarproduktes Geraden bei gegebenen vek-

toriellen Parameterglei-
chungen und bei gegebenen
parameterfreien Geraden-
gleichungen
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Thema Std. | Zu reaktivierender Stoff Zu erarbeitender Stoff
gleichung - — Losen komplexer Aufgaben
y=mx+n — Ubersicht iiber die wesent-

— Schnittpunktsberechnungen lichen Eigenschaften und
(bei zwei Geraden) Anwendungen des Skalar-
E produktes
25/26 Weitere An- | 2 ~ Winkelfunktionen (insbeson- | —~ Herleiten der Additionstheo-
wendungen dere Quadranten- und Kom- reme
des Skalar- plementwinkelbeziehungen) | ,;cos (x — 8)...
produktes — Definition des Skalar- und
produktes »Cos (& + f) =
- Koordinatendarstellung des - mit Hilfe des Skalarproduk-
Skalarproduktes tes .
— Physikalische Formeln fiir ~ Herleiten der Additions-
Berechnungen von Arbeit, theoreme
Leistung, Energie - HSin(x + f) = ..«
(Mechanik) und
Hsin (& — f) = ..

-~ Anwenden der Addmons-
theoreme beim Lsen gonio-
metrischer Gleichungen

— Anwenden des Skalarpro-
duktes beim Losen physi-

e kalischer Aufgaben

Leistungskontrolle | 1 Aufgaben zur analytischen Geometrie der Geraden

Stoffabschnitt 1.5.  Analytische Geometrie des Kreises 7 Stunden

27 Gleichungen 3 — Betrag einer reellen Zahl ~ Gleichungen fiir einen Kreis

fiir Kreis ~ Binomische Formeln in allgemeiner bzw. in
und Kugel ~ Quadratische Erginzung Mittelpunktslage in vekto-
- — Funktionsbegriff rieller und in Koordinaten- -
— Skalarprodukt ° darstellung
! — Kreis K(M; r) ~ Gleichungen fiir die Kugel
! : K(M;r) bzw. K(O;r)
-~ Aufstellen von Kreisglei-
- chungen und Nutzen von
® Kreisgleichungen fiir das Be-
rechnen von Mittelpunkts-
koordinaten und der Linge
von Radien

— Bestimmen von Mittel-
punktskoordinaten und Ra-
dien aus Kreisgleichungen

28 Kreis und 4 — Losen von linearen Glei- ~ Rechnerische Ermittlung von

Gerade chungen, quadratischen Lagebeziehungen zwischen
Gleichungen und Glei- ‘ Kreis und Gerade
chungssystemen aus solchen | — Allgemeine und spezielle
Gleichungen Tangentengleichung in der

— Lagebeziehungen zwischen vektoriellen und in Koor-
Geraden dinatendarstellung
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Thema | Std. Zu reaktivierender Stoff Zu erarbeitender Stoif
~ Lagebeziechungen von Kreis | - Aufstellen und Anwenden
und Gerade von Tangentengleichungen
— Sekante, Tangente,
Berithrungsradius
-~ Tangentenkonstruktion
Stoffabschnitt 1.6.  Ubungen und Anwendungen 15 Stunden
Ubungen \ 12 Komplexe Aufgaben zur Anwendung der Vektorrechnung in der
analytischen Geometrie, in der Physik und Technik
Leistungs- 3 Die Leistungskontrollen konnen zum Teil an das Ende der
kontrollen Stoffabschnitte 1.3 bis 1.5 gezogen werden
. - lh‘
Stoffabschnitt 1.1 (125td.)

Verschiebungen und Vektoren

" Zur Einfiihrung des Vektorbegriffes wird an Kenntnisse der Schiiler iiber Verschiebungen
einer Ebene angekniipft. Da die explizite Behandlung der Verschiebungen jedoch mehrere
- Jahre zuriickliegt, miissen diejenigen Kenntnisse reaktiviert werden, die fiir die Einfiihrung
der vorgesehenen Begriffe nétig sind.

Sodann erfolgt die Ubertragung des Verschiebungsbegriffes auf den dreidimensionalen
Raum. Zur Veranschaulichung fiir Verschiebungen werden Elemente von Mengen par-
alleler, gleich langer und gleich gerichteter Strecken (Pfeile) verwendet. Bei der Einfiih-
rung in die Vektorrechnung verbleibt man in diessm Modell und nennt diese Mengen von
Pfeilen Vektoren. Um den Weg zum allgemeinen Vektorraumbegriff nicht durch zu enge Vor-
stellungen zu verbauen, kann der Lehrer bereits auf andere Modelle hinweisen. In diesem
Stoffabschnitt liegt ein Schwerpunkt auf der Behandlung der Operationen fiir Vektoren und
deren Eigenschaften, die spiter als konstituierende Eigenschaften in der Definition des Vek-
torraumes auftreten (~ LE A 13). Der zweite Schwerpunkt des Stoffabschnittes ist in der
Entwicklung erster Fihigkeiten und Fertigkeiten im Rechnen mit Vektoren und Anwenden
auf einfache Aufgaben der Geometrie, Physik und Technik zu sehen.

Die folgende Ubersicht zeigt die anzuelgnenden Begriffe und Sétze und deren Anwendungen
in ihren Zusammenhingen.
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- m. B.)

Begriffe Siitze und Regeln - * Anwendungen
. IR Zeichnerische Darstellung
Vektor (Emf.) von Vektoren
zueinander parallele Vektoren (Einf.)
lei ich E ‘ PP ,
g e?iil];tiigcvt:l::o(;?:gegengesem (Einf.) Vergleichen von Vektoren hinsichtlich Par-
- o » allelitit, Gleichgerichtetheit und Betrags-
Betrag eines Vektors (Einf.) gleichheit ;
zueinander entgegengesetzte »
" Vektoren . (Einf.)
. . : Kommutativgesetz - (m. B.)
Summe von Vektoren (Einf.) —>.{ Assoziativgesetz (m.B.)-
' . ———> Addieren von Vektoren
s Weitere Regeln fiir die. ; ‘
Nullvektor (Einf) = { Vektoraddition (0.B)
N : Regeln fiir die Subtraktion  (teils - —T—> Subtrahieren von Vektoren

Differenz zweier Vektoren (Def.) — { }

-von Vektoren m. B.) Anwenden des Addierens und Subtra-

: Assoziativgesetz, hierens (Physik, Technik)

Produkt eines Vektors mit einer Distributivgesetze, T
reellen Zahl (Def.) — { weitere Regeln fiir das Multi- —> Multiplizieren von Vektoren mit reellen

plizieren eines Vektors mit (teils Zahlen, verbunden mit dem Addieren und

einer reellen Zahl Subtrahieren von Vektoren

Léosen von Gleichungen zwischen Vektoren
bzw. Betrigen von Vektoren o
Anwenden bei planimetrischen Beweis-
aufgaben ‘



 Lerneinheit 112 ', S - (@5td)
Verschiebungen einer Ebene — Vektoren ’
LB 5 bis 15 ' ‘

In diesen belden Unterrichtsstunden werden die Schiiler in ein neues Stoﬁ'geblet emgefuhrt
und motiviert. Die Wiederholung der Verschiebungen einer Ebene wird als Ausgangspunkt
genutzt, um fiir Mengen gleich langer und gleich gerichteter Pfeile (Verschiebungspfeile) die
Bezeichnung Vektor einzufiihren und um bei nachfolgenden Arbeiten mit Vektoren bei Be-
darf auf dleses anschauliche Modell zuruckgrelfen zu konnen

Ziele

Die Schiiler

. 3

— konnen Beispiele aus Mathematik und Physik nennen, die zur Entwicklung der
Vektorrechnung fiihrten, ’

— konnen wesentliche Eigenschaften der Verschlebungen darlegen,

— kennen verschiedene Moglichkeiten der Beschreibung von Verschiebungen (geord-
nete Punktepaare, Verschlebungspfelle, gerichtete Strecken) und zugehorige Be-
zeichnungen,

— erfassen die zu einer Verschiebung gehdrende Menge gleich langer und gleich ge-
richteter Pfeile als mathematisches Objekt (Pfeilklasse), das ein Vektor genannt
wird, und wissen, daB fiir diese Objekte Rechenoperationen eingefiihrt werden sollen.

Schwerpunkte

1. Stunde ‘ ‘

— Motivierung der Behandlung der Vektorrechnung )

— Wiederholung von ,,Verschiebung einer Ebene** (Definition und sich daraus er-
' gebende Eigenschaften)

2. Stunde

— Wiederholung der Darstellungsmoglichkeiten fiir Verschiebungen -
— Einfiihrung von ,,Vektor* fiir die einer Verschiebung entsprechende Pfeilklasse und
einer praktikablen Bezeichnungstechnik fiir diese Vektoren einer Ebene und ihrer

Reprisentanten -
— Ubung im Gebrauch des Begriffes ,,Vektor* und der eingefiihrten Bezeichnungen

L]

Variante:

Es ist moglich, fiir die Behandlung der Lerneinheiten A 1/2 drei Stunden zu verwenden.
Dann miifBite eine Stunde dadurch gewonnen werden, daB man die Addition und Subtraktion
von Vektoren (LE A 4 und 5) in insgesamt drei Stunden behandelt. Der Lehrplan verlangt
den Beweis nur fiir einige Regeln der Addition und Subtraktion von Vektoren. Einige Be-
weise konnten auch im Rahmen der Behandlung der Lerneinheit A 13 gefiihrt werden.
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M’ethodisché Hinweise '

Motivierung der Behandlung der Vektorrechnung  Zunichst sollten die Schiiler selbstindig
eine der folgenden Aufgaben 1dsen (gegebenenfalls auch beide), deren anschlieBende Dis-
kussion die Einfithrung in den neuen Stoff ermdglicht, z. B. :
aus der Physik: Krdftezerlegung: LB 34, Nr. 1,

aus der Geometrie: Nacheinanderausfiithrung zweier Verschiebungen. Geeignet wire ein
Dreleck ABC mit den Koordmaten A(;4),B(5; 3), C(3; 6), auf das die Verschlebungen

0P1 mit O (0; 0), Py (4; 2) und 0P2 mit O (0; 0), P, (2; —5) angewendet werden,
Im Gesprich iiber die Losung kann auf Eigenschaften von Kréften bzw. Verschiebungen ein-

gegangen werden (Betrag der Kraft bzw. Verschiebungsweite; Wirkungsrichtung der Kraft - -

bzw. Richtungssinn der Verschiebung; Méglichkeit der ,,Addition*‘). Danach kann der
Einfithrungstext (LB 5f.) gelesen werden. Ein Schiiler gibt die Grundgedanken wieder.
Variante: Der Lehrer trigt selbst in Anlehnung an den Text wesentliche Gedanken vor und
entwickelt die Zielstellung fir ,den Unterricht in den folgenden Stunden.

Wiederholung von ,,Verschiebung einer Ebene** Hierzu kann ein Schiilervortrag eingesetzt
werden (UH 21, erstes Thema). Wurde in der Einfiihrung die geometrische Aufgabe gelost,
so konnen aus den Zeichnungen Eigenschaften von Verschiebungen abgelesen werden. Es
empfiehlt sich, noch weitere Punkte P, Q, ... einzuzeichnen und auf sie ebenfalls die gewéhlten
Verschiebungen anzuwenden, denn es geht um die Verschiebung aller Punkte der Ebene.
Eine andere Moglichkeit ist die Untersuchung der in den Lehrbuchbildern A 5 bis A 10
(LB 7f.) dargestellten Abbildungen entsprechend Auftrag A1 und A2 (LB 7). Das Ver-
gleichen unterschiedlicher Abbildungen erleichtert (und ermdglicht erst) das Herausldsen
der fiir Verschiebungen charakteristischen Eigenschaften (1) bis (3) (LB 8).

Bemerkung zum Auftrag A 1: In den Lehrbuchbildern A 5, A 6 und A 8 geht es um die
Abbildung einer Ebene auf sich, im Lehrbuchbild A 7 um die Abbildung einer Ebene
auf eine Gerade g. Mit den Eckpunkten der eingetragenen Figur ABCD werden nur einige
. Punkte der Ebene ausgewihlt. Wire nur die Abbildung, bestehend aus den geordneten
Paaren [4; 4’), [B; B'], [C; C’Jund [D; D’], gemeint, so wiirde das Bild A 7 wie die anderen "
einé umkehrbar eindeutige Abbildung zeigen. Frage d) kann entfallen oder spéter zur Ver-
tiefung gestellt werden.

Die Untersuchungsergebnisse konnen die Schiiler tabellarisch erfassen. Dazu kann das
Symbol fiir Gleichgerichtetheit von Strahlen eingefiihrt werden.

, Lehrbuchbilder

Auftrag | A5/A 10 1A6/A9 A7 A8

© Ala | Geraden- ' Verscﬁiebung Senkrechte Zentrische
spiegelung Parallelprojektioh | Streckung

® A 1b | eineindeutig | eineindeutig eindeutig eineindeutig

® A lc | kongruent kongruent - - shnlich

® A2 AA’ | BB’ (1) A4’ | BB’ AA’ || BB’ AA’ )d’ BB’ .
‘AA’ 4t BB’ (2) AA’ ¥4 BB’ AA’ $4 BB’ AA’ }af BB’
A4 + BB’ (3) A4’ =~ BB’ | | 44’3 BB’ A4 ¥ BB

3 o291 | _ ‘ . 33
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Zu beachten ist, daBl in der letzten Zeile der Tabelle lediglich Eigenschaften der in den
Bildern betrachteten Geraden, Strahlen und Strecken zum Ausdruck kommen, nicht not-
wendigerweise charakteristische Eigenschaften der betreffenden Abbildungen! So kann bei
der Parallelprojektion auch der Fall PP’ 4} QQ’ oder bei der zentrischen Streckung der

Fall PP’ = Q' auftreten usw. Es muB also noch gepriift werden, ob die sich aus den Lehr-
buchbildern A 6 bzw. A 9 ergebenden Eigenschaften charakteristisch fiir Verschiebungen
einer Ebene sind, was'in der Tat der Fall ist.

Zur Vertiefung kann die Frage d aus dem Auftrag A 1 (ggf. nur leistungsstarken Schiilern)
gestellt werden.

Zur weiteren Festigung (auch fiir Hausaufgaben) werden die Aufgaben 1 und 3 (LB 10f.)
empfohlen. In der Aufgabe 3 wire z. B. fiir das Lehrbuchbild A 19¢ nicht nur die Anzahl
der mit Hilfe der 4 verschxedenen Punkte 4, B, C, D beschrexbbaren Verschiebungen an-

zugeben (12), sondern die VerschJebungen auch selbst: AB BC

Wiederholung der Darstellungsmoghchkelten fiir Versclnebungen Im Unterrichtsgesprich
konnen folgende Fragen aufgeworfen werden: :
— Warum konnen Verschiebungen mit Pfeilen hinreichend beschrieben werden?
(Die Eigenschaft (3) in Verbindung mit (1) und (2) legt die Verwendung gleich gerichteter
(also auch paralleler) und gleich langer Strecken nahe.)
— Warum reicht ein Pfeil zur Beschreibung einer Verschiebung aus?
(Ein solcher Pfeil kann an jeden beliebigen Punkt P der Ebene angetragen werden. Man
erhilt in jedem Falle eindeutig den Bildpunkt P’ von P bei der betrachteten Yerschiebung.)

Ubersicht
Darstellung einer Verschiebung einer Ebene
" Verschiebung als Menge Veranschauhchuné durch eine Menge »
geordneter Punktepaare ° gleich langer, gleich gerichteter Strecken
(Pfeilklasse)
{l4; 4'), B; BY), ..., IP; P'}, ...} / // /
- Bild 12
Jedes dieser Punktepaare kann zur Angabe Jeder dieser Pfeile kann zur Angabe der Pfeil-
der Verschiebung verwendet werden. : klasse verwendet werden.

Gegebenenfalls kann bereits an dieser Stelle der Name Vektor fiir Pfeilklasse eingefiihrt
werden. -

Bemerkung: In den folgenden Unterﬁchtsstundlen wird allg. der Darstellung von Verschiebungen
durch Pfeile der Vorzug gegeniiber Punktepaaren gegeben, da sie ein weitgehend anschauliches
Arbeiten ermdglichen.

Pfeile sind als gerichtete Strecken ihrerseits selbst mathematische Objekte und eigentlich wohl zu
unterscheiden von gezeichneten Pfeilen. Die Schiiler werden das jedoch selten bewuBt unterscheiden,
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Richtung Richtungssinn Verschiebungsweite
Bild 13

ebensowenig wie sie etwa zwischen einem gezeichneten Dreieck und dem ideellen mathematischen
Objekt ,,Dreieck bewuBt unterscheiden. Im allgemeinen entstehen beim Arbeiten durch das un-

bewubBte Identifizieren von ideellen Objekten mit ihren materiellen Veranschaulichungen auch keine
MiBverstindnisse. .

Zur Veranschaulichung der zu wiederholenden Begriffe',,Richtung*, ,,Richtungssinn‘ und
,,Verschiebungsweite** (LB 9) kann die Darstellung im Bild 13 ‘gewdhlt werden. Zur
Festigung eignen sich der Auftrag A 3 (LB 10) und die Aufgaben 1 bis 3 (LB 10f.). Eine Uber-
tragung des Lehrbuchbildes A 18 in die Hefte ist nicht erforderlich. Die Koordinaten der
Bildpunkte konnen die Schiiler durch ,,Auszihlen* der jeweiligen Verschiebung entspre-
chend bestimmen.

Einfiihrang von ,,Vektor* Hierzu wird ein Lehrervortrag empfohlen, in dem folgendes
Beachtung finden sollte: Mit Verschiebungen und auch mit Kriften kann man in gewissem -
Sinne wie mit Zahlen operieren (Nacheinanderausfiithren von Verschlebungen, Addition von
Kriften; evtl. auf Einfiihrungsbeispiele verweisen).

'Es hat sich gezeigt, daB verschiedene mathematische Objekte (z. B. Verschiebungen, ge-.
wisse Mengen von Paaren reeller Zahlen) und physikalische GroB8en (z. B. Krifte, Ge-
schwindigkeiten) hinsichtlich gewisser mit ihnen durchfiihrbarer Operationen und der dafiir
giiltigen Gesetze Gleichartiges aufweisen. .

Solche Objekte werden allgemein Vektoren genannt. Verschiebungen und Krifte sind z. B.
Vektoren. Um den Begriff ,, Vektor* erfassen zu kénnen, muBl man die mit ihnen ausfiihrba-
ren Operationen und die dafiir giiltigen GesetzmiBigkeiten studieren.

Zielstellung: Wir wollen in den folgenden Stunden eine Art Vektoren genauer kennenlernen
und uns Grundlagen der Vektorrechnung erarbeiten. Wir werden spiter die Vektorrechnung
vor allem zur Losung geometrischer Aufgaben verwenden. Als konkrete Objekte zur Ein-
filhrung in die Vektorrechnung wihlen wir deshalb die aus dem Geometrieunterricht be-
kannten Verschiebungen. Mit Hilfe der Pfeildarstellung knnen wir die Operationen und
ihre GesetzmiBigkeiten gut veranschaulichen. Wir sprechen dabei kiinftig stets von Vek-
toren.

‘Bemerkung: Natiirlich darf man Verschiebungen und Vektoren nicht bégnﬂ'llch identifizieren, denn
es sind Begriffe unterschiedlichen Abstraktionsgrades. Jede Verschiebung oder jede Pfellklasse ist ein
Vektor, aber nicht umgekehrt.

Ubung im Gebrauch des Begriffes Vektor und der eingefiihrten Bezeichnungen  Nach inhalt- -
licher Klarung der Festlegungen iiber Gleichgerichtetheit und Parallelitit von Pfeilen bzw.
der durch Pfeile gekennzeichneten Vektoren sowie iiber den Betrag eines Vektors und nach
Einfithrung der Bezeichnungen sollten die Aufgaben 1, 3 und eventuell auch 7 (LB 15) ge-l
16st werden (weitere Aufgaben in hiuslicher Arbeit).
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Die Schiiler kénnen sich zunichst auch aus dem Lehrbuch die eingefiihrten Bezeichn"t_mgen,
iibersichtlich und mit einer Skizze auf Karopapier verbunden zusammenstellen (Bild 14).

AR
IABEELY TIE 151=12]
/;f N ryr mem
/ ] / T FlsE
L - =
/7c Jl d ThE =%
Bild 14 [ Tr

Bemerkung: Neben der im Bild 14 gewihlten Bezeichnung fiir Vektoren trifft man in der Literatur
auch die iltere’ Bezeichnung mit Frakturbuchstaben an. In praktischen Anwendungen wird hiufig
auch die ,,schreibmaschinenfreundliche‘* Bezeichnung a benutzt.

Kontrollaufgaben

(1) Was verstehen Sie unter einer Verschiebung einer Ebene?
(2 LB15: Nr. 5; (3)LB15: Nr. 7 .

Lerneinheit 3 (15td.)

Vektoren im Raum
LB 16und 17

In dieser Unterrichtsstunde werden Verschiebungen des Raumes behandelt und in Analogie
zu den Verschiebungen einer Ebene entsprechende Bezichungen erklirt sowie dafiir Bezeich-
' nungen eingefiihrt (Parallelifit, Gleichgerichtetheit usw.). Verschiebungen des Raumes wer-
den ebenfalls Vektoren genannt. GroBer Wert ist auf anschauliches Arbeiten zu legen.

Ziele

Die Schiiler

— kennen den Begriff der Verschiebung des Raumes als eineindeutige Abbildung des
Raumes auf sich,

— erfassen die einer Verschiebung des Raumes entsprechende Pfeilklasse als mathe-
matisches Objekt, das im folgenden Vektor genannt wird,

— konnen an rdumlichen Darstellungen oder Korpermodellen Vektoren im Raum an-
geben und solche Vektoren beziiglich Parallelitit, Gleichgerichtetheit und GréBe
ihres Betrags vergleichen. . -
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Schwe"rﬁunkte

— Brarbeitung einer Vorstellung von Verschiebungen des Raumes; Kennzeichnung als
Vektoren '
— Ubung im Bestimmen und Vergleichen von Vektoren im Raum

Methodische Hinweise

Erarbeitung  Esist niitzlich, die Erarbeitung wie im Beispiel A 3 anhand der Darstellung
eines Quaders oder eines Quaderkantenmodells zu beginnen, denn dies erméglicht, durch
Betrachtungen in bestimmten Ebenen zu begriindbaren Ergebnissen: hinsichtlich einzelner
Vektorén im Raum.zu kommen. Wenn dabei auch eine straffe Fithrung des Unterrichtsge-
spriches zweckmiBig ist, so sollte sie auch auf eine hohe Selbsttitigkeit der Schiiler zielen, so
daB die Ubungen gut vorbereitet sind und moglichst selbstindig durchgefiihrt werden konnen.

Ubung Empfohlen werden die Aufgaben 2, 3, 6 (LB 17). Im Falle der Aufgaben 2 und 3
sollten neben der Angabe der Vektoren, soweit vorhanden, noch Beispiele fiir gleich gerich-
tete, entgegengesetzt gerichtete, parallele und nicht parallele Vektoren und fiir Vektoren mit
gleichen und ungleichen Betrigen sowie einander entgegengesetzte Vektoren genannt wer-
den.

Die Aufgaben 4 und 5 tragen nur dann zur Vertiefung des Begriffs des Vektors im Raum bex,
wenn sich die Schiiler die angelegten Zeichnungen rdumlich vorstellen, denn die auszufiih-
rende Konstruktion vollzieht sich als Verschiebung einer Ebene auf sich! Die Vorstellung
kann gegebenenfalls durch eine Darstellung mit Hilfe von Modellen im Raum unterstiitzt
werden (Magnetklapptafel bzw. Raumecke aus Tafeln mit kongruenten Kantenmodellen
oder Verwendung von Teilen des Vektorgerates)

Kontrollaufgaben

(1) LB117: Nr. 2

(2) Skizzieren Sie einen Quader im SchrigriB!
Nennen Sie mit Hilfe seiner Eckpunkte 2) 10 Vektoren verschiedener Richtung, b) Vektoren,
die entgegengesetzt 'gerichtet sind, ¢) Vektoren, dle den gleichen Betrag haben, aber
nicht parallel sind!

Lerneinheit 4 , (25td)

Addition von Vektoren
LB 17 bis 22

In diesen Unterrichtsstunden beginnt die Behandlung der Rechenoperationen fiir Vektoren
und ihrer Eigenschaften. Damit werden schrittweise diejenigen wesentlichen Merkmale er-
arbeitet, die spiter in Lerneinheit A 13 zur Definition des Vektorraumes verwendet werden.
Dabei wird zwar von dem anschaulichen Beispiel der Verschiebung Gebrauch gemacht
(LP 42), aber es werden Eigenschaften erarbeitet, die nicht nur Verschiebungen bzw. den
ihnen entsprechenden Pfeilklassen zukommen.
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Ziele

Die Schiiler

- festigen ihre Kenntnisse iiber das Nacheinanderausfithren von Verschxebtmgen

einer Ebene und das Ermitteln der Gesamtkraft beim Angreifen zweier Krifte am
~ gleichen Punkt,

— wissen, daB man das Auffinden der Gesamtkraft auch Krifteaddition nennt und
kennen die Addition der eingefiihrten Vektoren (Pfeilklassen),

— konnen die Gesetze der Kommutativitit und Assoziativitit der Addition dieser
Vektoren anhand selbstgewihlter Beispiele erlidutern, c

— kennen den Begriff ,,Nullvektor*,

— konnen solche Vektoren einer Ebene bzw. des Raumes addieren, die in einem
Koordinatensystem durch Pfeile dargestelit oder im Raum durch (genchtete)
Kanten einfacher geometrlscher Korper markiert sind.

Schwerpunicte

1. Stunde

— Motivierung der Einfiihrung von Rechenoperatlonen fiir Vektoren

— Frarbeitung der Eigenschaften der Addition von Vektoren einer Ebene
2. Stunde ' ‘

- Einfiihrung der Addition von Vektoren im Raum
" — Ubung im Addieren von Vektoren

Methodische Hinweise

Motivierung der Einfithrung von Rechenoperationen fiir Vektoren Hierzu solite der Lehrer
von Kenntnissen der Schiiler ausgehen bzw. durch das Losen von Aufgaben Kentnisse reak-

" tivieren lassen:

Addition von Kriften; Nacheinanderausfiihren von Verschiebungen.
Unter Umstinden kann auf die Einfiihrungsbeispiele (LE 1/2, UH 33) oder auf die Auf-
trige A 9 und A 10 (Karopapier!) zuriickgegriffen werden.
Das Losen dieser Aufgaben erfordert Kenntnisse dartiber, wie uberhaupt die geforderten
Operationen mit Kriften bzw. Verschiebungen auszufiihren sind. Es ist also notwendig, die
Operationen eindeutig festzulegen und ihre Eigenschaften zu untersuchen.
Der Lehrer kann Fragen aufwerfen, die in den folgenden Stunden zu beantworten sind.: -
— Gelten fiir das Addieren (Nacheinanderausfiihren) von Verschiebungen gleiche Rechen-
gesetze wie fiir (reelle) Zahlen?
- Kann man wie bei Zahlen das. Addieren von Verschiebungen auch umkehren, also ge-
gebenenfalls von einer Subtraktion von Verschiebungen sprechen? ,
Der Vergleich zwischen Kriften und Verschiebungen zeigt gewisse Gleichartigkeiten hin-
“sichtlich auszufiihrender Operationen, die eben gerade ein Grund dafiir sind, sie als Vektoren
aufzufassen.
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Bemerkung: In Auswertung der Auftrige A9 und A 10 wird im Lehrbuch eine Gegeniiberstellung
von Kriften und Vektoren (Pfeilklassen) angefiihrt (LB 18). Bei der Einbezichung dwser Ubersxcht

- st folgendes zu beachten:

- Genaugenommen entsprechen den (in einem Punkt angrafenden) Kriften Représentanteny der Ver-
schiebungen (der Menge geordneter Punktepaare), etwa einzelne Punktepaare (dargestellt durch

Pfeile mit festem Anfangspunkt).

Einer Verschlebung (als unendlicher Menge geordneter Punktepaare) entspricht ein homogenes
Kraftfeld (.~ Bild 15). Als Beispiel fiir ein homogenes Kraftfeld konnen sich die Schiiler das mag-
netische Kraftfeld im Innern einer langen stromdurchflossenen Spule vorstellen. Jedes Eisenteilchen
im Kraftfeld unterliegt dem Einflu8 der magnetlschen Krifte, die an jeder Stelle des Feldes gleich

sind.

Bild 15

Erarbeitung der Eigenschaftenf’der Addition von Vektoren

arbeitung orientieren kann:

(eine) Kraft

(ein) homogenes Kraftfeld

® Nach welcher Vorschrift werden Vektoren addiert?
® LiBt sich die Addition stets ausfithren? -

® Ist die Summe eindeutig bestimmt?

® Welche Eigenschaften besitzt die Vektoraddition?

. Die Betrachtungen kénnen zunéchst in einer Ebene vorgenommen oder auch sofort im Raum

ausgefiihrt werden.
Mégliche Schnttfolge

|

\/MPl
P
, P

(ein) Reprdsentant einer
Verschiebung

o
<

(eine) Verschiebung

Fragen, an denen sich die Er-

(1) Den Bildern A 35/36 im Lehrbuch wird die Vorschrift entnommen, wie Vektoren (Pfell-

klassen) addiert werden.

Bereits hier kénnen verschiedene mégliche Lagen der gewihlten Reprasentanten vor-
gegeben oder von den Schiilern gesucht werden. Damit der Endpunkt des Reprédsentanten
des ersten Vektors mit dem Anfangspunkt des Reprisentanten des zweiten Vektors zu-
sammenfillt, um also die Addition der Vorschrift entsprechend ausfithren zu konnen,
muB ggf. ein geeigneter anderer Reprisentant verwendet werden. Dieser Gedanke wird
bei Beweisen von Rechenregeln benstigt (Schritt 4, 5). Ein Vergleich mit der Wahl
gleichnamiger Briiche, um die Addition zweier gebrochener Zahlen einfiihren zu k6nnen,

die durch ungleichnamige Briiche dargestellt sind, erscheint hierbei angebracht. '

(2) Die Schiiler 16sen zur ersten Festigung selbstandlg den Auftrag A 11 (LB 19). Gegebene

Vektoren auf Karopapier iibertragen!

(3) Existenz und Eindeutigkeit der Vektorsumme diirfte den Schiilern evident erscheinen. Der

Lehrer sollte hierzu die Frage nach der Summe eines Vektors und des zu ihm entgegen-
gesetzten Vektors aufwerfen. Unter Umstinden ist sie bereits als ein moglicher Fall im
Schritt 1 aufgetreten. Dieser Fall fiihrt zur Einfiihrung des Nullvektors und der ent-
sprechenden Symbolik. Die Regeln 1+ und 2+ (LB 20) kénnen formuliert, brauchen aber
nicht bewiesen zu werden.
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Man kann sie auch erst im Zusammenhang mit der Kommutativitit der Vektoraddition
) aufstellen, weil dort ihre Behandlung noch besser motiviert erscheint (folgender Schritt 4).
" (4) Zur Erarbeitung der Eigenschaften der Vektoraddition kann zunichst an die Eigénschaften

der Addition von (reellen) Zahlen erinnert werden. Danach kénnen zwei Wege beschritten
- werden (zunéchst fiir die Kommutativitit):

Variante I

Man gibt eine Skizze vor (.~ Bild 16), ,,verrat* gewissermaBen sofort die Beweisidee
und J4Bt danach die Regel bei anderen Lagen der Pfeile priifen. Dann kann man evtl.
auf die im Schritt (1) gegebenen oder gefundenen Lagen zuriickgreifen und zur Formulie-
rung der Regeln 1+ und 2+ gelangen.

Bild 16

Variante 11 _

Man 148t die Schiiler die Addition von Pfeilklassen in verschiedener Lage ausfiihren
(Karopapier) und stellt die Frage, ob die Reihenfolge vertauscht werden kann und wie
man ggf. die Kommutativitit nachweisen kann (~ Bild 17). Die Giiltigkeit der Kommu-
tativitit der Vektoraddition schlieBt ein, daB @ oder b auch der Nullvektor sein kénnen
(Regel 1+, LB 20). Der Beweis der Regel (® A 12) erfolgt wiederum dadurch, daf$ man
einen geeigneten Reprisentanten fiir den Nullvektor wihlt.

G+6=AB+ BB = AB 5+d=AA+ AB = AB *
_ T
3 5 b | Pdbi
- B ] 4
i LA S af L1 NE ifl ALY
IS 4NVARRY 4N Lo 2T
q#// 5 Vil 4

N
ay
A

Bild 17

Es bedeuten: starke Pfeile — vorgegebene Reprisentanten; schwache Pfeile — weitere Repri-
sentanten; gepunkteter Pfeil - Summe
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(5) Aus dem Bild 18 ist die Assozlatmtat der Vektoraddltxon leicht ersmhﬂlch (an der Tafe] :
mehrfarbig gestalten; eventuell als Klappfolie anlegen).
Zur Veranschaulichung konnen Pfelle (z. B. des Vektorgerites) an der Hafttafel ver-
wendet werden.

E

b+C

A a+b )
Bild 18  G+(b+8)=(@+5)+T=a+b+E
Hinweis: Gibt man Pfeile so vor, daB zur Addition andere Reprisentanten herangezogen
werden miissen, so sind weitere Veranschaulichungspfeile zu benutzen und nicht die ge-

gebenen Pfeile mechanisch an die gewiinschte Stelle zu verschieben ( ~ Bild. 19)!
(6) Festigung: LB 2if.; Nr. 1, 2, 3 und 6

a, - a - 3
c c
s ~ 5 ~
Gegebene Pfeile So! Nicht so!
Bild 19

Einfiihrung der Addition von Vektoren im Raum Hierzu soliten Kérperkantenmodelle ver-
wendet werden, deren Kanten Vektoren reprisentieren (nicht nur Darstellungen von
Korpern in der Zeichenebene benutzen!).

- Die Schiiler k6nnen an soichen Modellen die Eigenschaften der Vektoraddition erldutern
sowie selbstindig den Auftrag A 13 und das Beispiel A 4 bearbeiten. o
Zusammenfassend wird die aligemeine Giiltigkeit der Regeln 1+ bis 4+ (LB 20) konstatiert,
wobei die in 1+ und 2+ enthaltenen Sonderfille beziiglich der Kommutativitédt in 3* ein-
gehen

Ubung im Addieren von Vektoren Eine erste Ubung kann anhand der Aufgabe 4 erfolgen.
Die Aufgaben 7 und 8 sollten im Untemcht gelost werden. In der Aufgabe 8 ist nachzu-

weisen, daf3 der Pfeil BD mit dem Pfeil AC gleich gerichtet und gleich lang ist. Man erhélt
(~ Bild 20):

- -

Die Pfeile BD und AC haben

— den gleichen Betrag wegen sws
— die gleiche Richtung wegen

(x'=180°-—ﬁ—'y' , ‘
o =180° - — v 7=7Wegensws 4

i Bild 20
- den gleichen Richtungssinn, weil C und D auf derselben Seite der Geraden AB liegen.

T 4
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. Kontrollaufgaben

‘(1) LB22: Nr. 5

(2) Ein Fihrboot mit der Eigengeschwindigkeit # wird durch die Strémung mit der Ge-
schwindigkeit #s abgetrieben. Uber das Boot liuft ein Passagier mit #p. Ermitteln Sie dessen
Gesam’cgeschwindigkeit'‘1}‘!,es gegeniiber der Erdoberfliche (~ Bild 21)!

A
/f
/
-
Vs
: Y
N Bild 21
Lerneinheit 5 v  (@std)
Subtraktion von Vektoren

LB 22 bis 25

In Analogie zum Rechnen mit Zahlen wird zur Addition von Vektoren eine Umkehropera-
tion definiert. Hauptanliegen der Lerneinheit sind vielfiltige Ubungen im Addieren und
Subtrahieren von Vektoren.

Ziele

Die Schiiler - -

- w1ssen daB die Vektorglelchung d+ %=>0 stets genau ¢ine Losung b+(-a
= b — d hat, die Differenz von b und & genannt wird, '

— kennen die Rechenregeln fiir die Subtraktion von Vektoren, _

— konnen fiir Vektoren einer Ebene und im Raum Summen und Differenzen bilden
bzw. entsprechende Terme und Gleichungen mit Vektoren umformen und ver-
einfachen bzw. 16sen.

Schwerpunkte

1. Stunde

- Motivierung der Einfiihrung einer Umkehroperation zur Addition von Vektoren

— Reaktivierung der Kenntnisse iiber das Subtrahieren reeller Zahlen und iiber den
zu einem gegebenen Vektor @ entgegengesetzten Vektor —a

— Erarbeitung der Definition des Begriffes ,,Differenz zweier Vektoren* (» 1, @ 15,
@ 16, @ 17) und der Rechenregeln fiir das Subtrahieren von Vektoren

i}
T
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2. Stunde’ ;

— Ubung im Addieren und Subtrahxeren von Vektoren
- Ubung im Umformen von Termen und im Ldsen von Gleichungen mit Vektoren

Methodische Hinweise

Motivierung  Hierfiir eignen sich die drei Fragen auf Seite LB 22f. Auf die erste Frage
sollte nicht verzichtet werden, weil man die Analogie zu den reellen Zahlen im folgenden gut
verwenden kann. Anstelle der zweiten Frage kann auch eine praktische Aufgabe gestellt )
werden, z. B. in Verbindung mit dem Lehrbuchbild A 59: Welche Geschwindigkeit #; muB
ein Flugzeug gegeniiber der umgebenden Luft entwickeln, wenn es mit einer Geschwindig-
keit # bei einer Windgeschwindigkeit #, das Ziel B anfliegen soll? Geschwindigkeiten sind
wie Krifte gerichtete GroBen, so daB damit die Frage nach dem einzuschlagenden Kurs
verbunden ist.

Im Rahmen der Motivierung relcht es aus, eine solche Aufgabe vorzustellen, um zu begrun
den, daB nach Wegen gesucht werden muB, um die zweite Komponente einer Resultierenden
bestimmen zu konnen, wenn eine Komponente bekannt ist. )
Die Fragestellungen gipfeln in der Frage nach der Losung einer Vektorgleichungd + % = b
[LB 23, Gleichung (1)].

Bisher war von Vektorgleichungen noch nicht die Rede, obwohl sie schon verwendet wurden
und z. B. die Regeln fiir das Addieren von Vektoren in Form von Glelchungen notiert
wurden.

Der Lehrer sollte den Schiilern mitteilen, daB z. B. das Bilden der Summe der Vektoren »
@ und b als Losen der Vektorgleichung # = @ + b aufzufassen ist und daB man Vektor- |
gleichungen zum Teil nach gleichen Regeln umformen kann wie Gleichungen mit Zahien.
Das wird benétigt fiir die Analogiebetrachtung zu den reellen Zahlen bei der Einfiihrung
der Subtraktion von Vektoren. Auf Unferschiede im Arbeiten mit Vektorgleichungen
gegeniiber Zahlengleichungen wird im Zusammenhang mit der Behandlung weiterer Ver-
kniipfungen eingegangen.

Reaktivierung Empfohlen werden

— das Losen von Gleichungen, die das Subtrahieren erforderlich machen (Kopfrechncn),
z.B.

x+3=o,5; 102 +y =10 z+(/3-2)=0;

p)
a-x=c—-(b-a)

- das Addieren von Vektoren, die zu gegebenen Vektoren entgegengesetzt sind (konstruktiv
oder mit Hilfe von Karopapier) z. B. (» Bild 22):

a+(=8; b+ (-a);
b+(-2; da+b+(-2.

Bild 22




Erarbeitung der Definition des Begriffs ,,Differenz zweier Vektoren* und der Rechenregeln fiir

das Subtrahieren von Vektorer  Hierbei kann in folgenden Schritten vorgegangen werden:

(1) Nach der Reaktivierung wird wieder 'die Frage nach der Losung der Gleichung (1)
@ + % = b aufgegriffen. Durch Bearbeiten des Auftrags A 15 kénnen sich die Schiiler
eine anschauliche Vorstellung-von einer moglichen Losung verschaffen ( ~ Bild 23).

¢

-
X
\,
\,
\,
\

Bild23 4 a 8

3

Auf die Sonderfille @ = & oder b = & kann vorerst verzichtet werden. Es wird die Frage
aufgeworfen, ob es stets zu zwei Vektoren @ und b eine Lésung X der, Gleichung (1) gibt
und ob die Losung eindeutig bestimmt ist. ‘

(2) Selbstindig vergleichen die Schiiler im Lehrbuch Seite LB 23 die Losungen der ent-
sprechenden Gleichungen fiir Zahlen und Vektoren, bearbeiten den Auftrag A 16, no-
tieren gegebenenfalls an der Tafel oder in den Heften die einzelnen Schritte nebeneinander
und begriinden jede Umformung der Vektorgleichung inhaltlich.

(3) Durch Bearbeiten des Auftrags A 17 (LB 23) konnen die Schiiler die eindeutige Los-
barkeit der Gleichung (1) nachweisen (im Lehrplan nicht verlangt!).

(4) Die Schiiler werden aufgefordert, die Definition A 1 mit Hilfe einer Skizze zu verdeut-
lichen (.~ Bild 24). Hierzu wird an den ersten Schritt erinnert.

Des weiteren erldutert ein Schiiler an der Tafel die Fille @ = 8 und b = &.

So wie beim Rechnen mit reellen Zahlen sollten sich die Schiiler einpridgen, dafl das
Subtrahieren eines Vektors @ von einem Vektor b stets als Addition des entgegengesetzten
Vektors —a aufzufassen ist. (Der Nullvektor ist zu sich selbst entgegengesetzt!)

(5) Die Regeln fiir die Subtraktion von Vektoren sollten sich die Schiiler durch Skizzen mit
Pfeilen veranschaulichen, z. B. Regel 4~ (.~ Bild 25). Beweise zu einigen Regeln, die im
Lehrbuch auf Seite LB 24 abgedruckt sind, k6nnen von den Schiilern selbstindig durch-
gearbeitet (z. B. als Hausarbeit) und vor der Klasse wiedergegeben werden.

&y

Bild 24

Ubung im Addieren und Subtrahieren von Vektoren Hierzu eignen si¢ch die Aufgaben 1, 2,
3 und 6 (LB 24f.). Fiir das Addieren kennen die Schiiler die Vorschrift, durch geeignete Wahl
der Reprisentanten als Anfangspunkt des zweiten Pfeils den Endpunkt des ersten Pfeils zu
verwenden. Die Summe der dargestellten Vektoren wird dann durch den Pfeil bestimmt, der
vom Anfangspunkt des ersten zum Endpunkt des zweiten Pfeils verliuft.

Ahnlich kénnten sich die Schiiler Faustregeln fiir das Subtrahieren einprigen, z. B.: Anfangs-
punkte beider Pfeile zusammenlegen; dann weist der Differenzvektor vom Endpunkt des
Subtrahenden zum Endpunkt des Minuenden. Giinstiger ist es aber, die Subtraktion als
Addition des entgegengesetzten Vektors aufzufassen.
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Fiir I"Jbimgen im Addieren und Subtrahieren von Vektoren im Raum sollten den Si':hiilem_
zu den Lehrbuchbﬂdem A 41 oder A 42 Aufgaben folgender Art gestellt werden ‘
- BesnmmenSwa) b b)a—-c d+b=a

— Driicken Sie CD, AC, GA durch die Vektoren @, b und & aus!

Ubung im Umformen von Termen und i Losen von Gleichungen  Weitgehend selbstindig
sollten die Schiiler die Aufgaben 4 und 5 (LB 24£.) 16sen. Die Analogie zum Rechnen mit reellen
Zahlen kann dazu fithren, daB die Schiiler die Umformungen fiir einfach halten und formal
vollziehen. Deshalb muB gefordert werden, daB jeder Schritt mit den erarbeiteten Regeln fiir
das Addieren und Subtrahieren zu begriinden ist. Solche Aufgaben sind geeignet, die Schiiler
zu geistiger Diszipliniertheit zu erziehen. So ist z. B. bei der Lésung der Aufgabe 5c nach der
Umformung der Ausgangsgleichung zu —X% = & — b nicht etwa die Gleichung auf beiden
Seiten mit (—1) zu multiplizieren, weil eine derartige Multiplikation von Zahlen mit Vek-
toren (bisher) nicht erklért ist. Vielmehr ist, um den Vektor X zu bestimmen, nach Regel 3~
der entgegengesetzte Vektor zu bilden, also

—(—3%) = —(¢ — B), woraus sich nach 3~ und 5~
¥=—¢+b

ergibt.

Im Rahmen dieser ﬁbung kann auch die Aufgabe 7 (LB 25) gelost werden, ggf. als
Zusatzaufgabe fiir leistungsstarke Schiiler. Zunichst sind die méglichen Fille der Lage der
Punkte einschlieBlich des Zusammenfallens einzelner Punkte (wobei der Nullvektor ins Spiel
kommt) zu beachten. Beim Beweis ohne Bezug auf eine bestimmte veranschaulichte Lage-
beziehung sind méglichst solche Vektoren einzufiihren, daB der Summenvektor leicht be-
stimmt werden kann, z. B.:

— — — — :
. AB=CD | +BC (um AC zu erhalten)
- — - —
AB + BC = CD + BC
- - - - - -
AC = CD + BC (wegen AB + BC = AC)
- — —
AC = BC + CD (wegen 3%)
— —> — — —
AC = BD (wegen BC + CD = BD)
o .
AC = —-DB (wegen 1-), was zu beweisen war.

Jede Umformung der Gleichung ist also mit Blick auf die zu beweisende Aussage motiviert,
jede Termumformung durch Regeln begriindet.

Kontrollaufgaben ,

(1) Bestimmen Sie unter Hinzuziehung des Bildes 26 folgende Vektoren:
ayd-b, bé-ad
Qd-b-¢ db+a-al c

(2) Vereinfachen Sie den Ausdruck "5‘
-G+ -G -+ @—a+b, .
und begriinden Sie jeden Schritt! ¢

(3) LB 25: Nr. 5¢ Bild 26 4 @ B
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Lerneinheit 6 o ’ (25td.)
Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl !
LB 25 bis 29 . ‘

Bei der Addition und Subtraktion von Vektoren handelte es sich um Operationen auf der
Menge der Vektoren. In diesen beiden Unterrichtsstunden wird eine Verkniipfung von reellen
Zahlen mit Vektoren eingefiihrt, deren Ergebnis wiederum ein Vektor ist. Auf den Unter-
schied zwischen den bisher erklirten Verkniipfungen und der neu einzufiihrenden Verknup-
fung ist aufmerksam zu machen. -

Ziele

Die Schiiler

— kennen die Definition des Produktes eines Vektors @ rmt einer reellen Zahl r und

konnen sie anhand von Beispielen erldutern,
- — kennen die Regeln fiir das Multiplizieren von Vektoren mit reellen Zahlen, verstehen

die Beweise fiir einige Regeln und konnen sie nachvollzichen,

— konnen Vektoren mit reellen Zahlen multiplizieren, entsprechende Terme umformen
und Gleichungen 16sen sowie die dazu erforderlichen Schritte begriinden,

— wissen, daB fiir die Multiplikation von Vektoren mit reellen Zahlen keine Umkehr-
operation existiert.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Wiederholung von Kenntnissen iiber das Multiplizieren reeller Zahlen und iiber das
Addieren von gleich gerichteten und entgegengesetzt gerichteten Vektoren

— Einfithrung der Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl (> A 2, & A 5)

~ Ubung im Multiplizieren von Vektoren der Ebene und im Raum mit reellen Zahlen
(® A 18, Aufgaben 1, 2, 4)

2, Stunde - - N
- Era.rbeltung der Rechenregeln fiir die Multiplikation eines Vektors mit einer
. reellen Zahl [Regeln (1°) bis (7°); @ A 19 bis @ A 25] .

~ Ubung im Anwenden der Regeln (Aufgaben 3, 5, 8)
- Erarbeitung von Losungen fiir Vektbrgleiéhungen (Aufgaben 6, 7)

Variante: Es ist moglich, in der 1. Stunde die theoretischen Grundlagen fiir das Multipli-
zieren von Vektoren mit reellen Zahlen zu erarbeiten (Definition, Regeln) und die 2. Stunde
ausschlieBlich der Festigung durch UUbung und Vertiefung, einschlieBlich des selbstindigen

Beweisens einiger Regeln durch die Schiiler, zu widmen. Diese Variante ist wegen der Tren~

nung von Theorievermittlung und Anwendung anspruchsvoller und kommt hochschul-
gemiBen Formen niher.
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Methodische Hinweise

Wlederholung Empfohlen werden
- Ubungen im Rechnen mit reellen Zahlen (vgl. ,,Hinweise fiir tagliche Ubungen ..
Seite UH 11, Komplex 1); dabei sollten: die Rechengesetze fiir reelle Zahlen, vor allem
- fiir das Multiplizieren von reellen Zahlen, wiederholt werden, und
- Ubungen im Addieren und Subtrahieren von Vektoren (geometrisch auf Karopapier aus-
fiithren).
Zu ermitteln sind zum Beispiel, bezogen auf das Bild 27:

b + b, a+b, 7 la»
a+d+d d+ada+b, ' . o
a-b, < d@+a-b. )

Zu vergleichen éind \

15 + 8 mit |5 und 42

|d@ +d + a| mit |a]. : Bild 27 _T

Einfithrung der Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl Ankniipfend an Auf-
gaben zur Wiederholung kann zunichst eine Schreibweise fiir das Vervielfachen von Vektoren
eingefiihrt und danach die allgemeine Frage nach einer Multiplikation eines Vektors mit
einer reellen Zahl aufgegriffen werden (LB 25).

Nach der Einfiihrung der Definition A 2 und ihrer Interpretation durch Beispiele (q AS5)
sollte auf die Besonderheit dieser Verkniipfung hingewiesen werden: Es liegt jetzt die Menge
der reellen Zahlen und eine Menge von Vektoren vor. Als Ergebnis der Verkniipfung einer
reellen Zahl mit einem Vektor wird ein Vektor festgelegt. .

1. Bemerkung: Nach moderner mathematischer Auffassung vom Vektorraum liegen zunichst eine
beliebige Menge ¥ und ein Korper K vor. ¥ wird genau dann Vektorraum genannt, wenn eine addi-
tive Verkniipfung auf ¥ und eine multiplikative Verkniipfung von Elementen des Korpers K mit Ele-
menten der Menge V erklirt sind, die den bekannten Axiomen geniigen. Man kann also eigentlich
keine Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl erkldren. Erst, wenn u. a. eine multiplika-
tive Verkniipfung im genannten Sinne erklirt ist, wird ¥V Vektorraum und werden seine Elemente
Vektoren genannt. Im Unterricht fithrt man Vektoren anhand eines geeigneten Modells fiir einen
Vektorraum ein. Der Nachweis fiir die Berechtigung der Bezeichnung ,,Vektor* wird erst spéter
erbracht.

2. Bemerkung: Es ist moglich, daB von Schiilern beim Vergleich mit dem Rechnen mit reellen Zahlen
auch die Frage nach einer Multiplikation zweier Vektoren aufgeworfen wird. In Analogie zur Addi-
tion und Subtraktion von Vektoren liegt diese Frage sogar nahe. Hier sollte der Lehrer darauf ver-
weisen, daB es sogar mehrere multiplikative Verkniipfurigen von Vektoren gibt und daB im weiteren
Unterricht eine solche Verkniipfung definiert wird, die allerdings auch ihre Besonderheiten gegeniiber
der Multiplikation von Zahlen hat. Auf sie wird im Rahmen der analytischen Geometrie eingegangen
(Skalarprodukt). Das Vektorprodukt, mit dem je zwei Elementen von V eindeutig ein Element von
V zugeordnet wird, ist nicht Unterrichtsgegenstand.

Ubung im Multiplizieren von Vektoren mit reellen Zahlen Empfohlen werden die, Auf-
gaben 1, 2 (Vektoren einer Ebene) und die Aufgabe 4 (Vektoren im Raum). Mit diesen Auf-
gaben und der Bearbeitung des Auftrags A 18 wird unmittelbar die Behandlung der Rechen-
regeln vorbereitet.

Erarbeitung der Rechenregeln fiir die Multlphkatlon eines Vektors mit einer reellen Zahl
Hierzu bieten sich wenigstens zwei Varianten an:

]
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Variante I ;
Man folgt dem Lehrbuch, stellt die Regelnim Verglelch zu denen fiir reelle Zahlen zusammen
und 148t danach einige Regeln beweisen oder interpretieren (@ A 19 bis A 25). Zu beachten
ist, daB den Schiilern gerade der Beweis derjenigen Aussagen Schwierigkeiten bereitet und
auch als tliberfliissig erscheint, die von ihnen als Selbstverstindlichkeit angesehen werden.
Um das Beweisen zu motivieren, sollten die Schiiler darauf hingewiesen werden, da8 z. B.
die Multiplikationszeichen, wenn man sie in Regel (5°) mit aufschreibt, unterschiedliche
Bedeutung haben (farbig unterscheiden!). Die Assoziativitit ist also keineswegs selbst-
verstiandlich.

Variante II:

Man 148t die Schiiler iiber das Betrachten von Beispielen, wie sie u. a. auch in den Auftrigen
A 20, A 21 und A 25 enthalten sind, Regeln finden, die denen fiir das Rechnen mit reellen
Zahlen analog sind, wobei auch hier auf die Grenzen von Analogiebetrachtungen hin-
zuweisen ist. Beweise entfallen dadurch nicht. Die Bearbeitung der Auftrige A 22 und A 23
dient der Vorbereitung des Beweises der Regel (7*) fiir einen Sonderfall.

AnschlieBend werden die Regeln zusammengestellt.

Bemerkung: Die Analogiebetrachtung in Variante II zum Rechnen mit reellen Zahlen kann bei den
Schiilern die Frage aufkommen lassen, ob fiir das Multiplizieren eines Vektors mit einer reellen Zahl
auch ein Kommutativgesetz gilt. Da nur rg@ definiert wurde, ist die Frage gegenstandslos. Auch die
Regeln (3°) und (4°) haben nichts mit Kommutativitit zu tun, wihrend die Regeln (3) und (4) wegen
der Kommutativitit der Multiplikation fiir alle reelle Zahlen (einschlieBlich 0) als eine Regel gefaBt
werden konnten. [Das gleiche gilt fiir die Regeln (6) und (7).}

In der mathematischen Literatur findet man mitunter auch die Schrelbwelse dr. Dann muB aber
zuvor gekliart werden, daB darunter das gleiche zu verstehen ist wie unter rd@, und von Kommu-
tativitit kann dann ebenfalls nicht gesprochen werden, Vergleichen Sie hierzu auch die Bemerkung
zur LE A 21 beziiglich der Nichtassoziativitit der skalaren Multiplikation von Vektoren!

Ubung im Anwenden der Regeln Bei Termumformungen (Aufgaben 3, 5) ist wieder be-
sonderer Wert auf die Begriindung jeder Umformung mit Hilfe der giiltigen Regeln zu legen,
einschlieBlich der Regeln fiir das Addieren und Subtrahieren von Vektoren. Auf Veranschau-
lichungen sollte verzichtet werden.

Erarbeitung von Losungen fiir V:gktorgleichungen Mit der Definition A 2 wurde erklart,
was unter der Gleichung rd = b verstanden werden soll. In Analogie zum Multiplizieren
von reellen Zahlen wird die Frage aufgeworfen, ob die Gleichungen

‘(1) r¥= bund

@ xd=h

L6sungen besitzen. Selbstindig sollten die Schiiler die Definition anwenden und die Bedin-

gungen finden, unter denen die Gleichungen lésbar sind. Vor einem formalen Ubertragen
der von Zahlengleichungen her bekannten Umformungsregeln muf3 gewarnt werden. So

1
kann die Gleichung (1) nicht durch r dividiert werden. Man kann nur mit " multiplizieren,

denn nur eine solche Verkniipfung einer reellen Zahl mit einem Vektor ist definiert.

Die Schiiler kénnen den Auftrag A 26 bearbeiten, den folgenden Text auf Seite LB 28 stu-
dieren und im Ergebnis folgende Ubersicht anlegen, die auch als Tafelbild entwickelt werden
kann:
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: © ri=b
Welche Lﬁsimgen haben die”Gl.’eichungen ¢)) und 2)?

Q |r=5 : Q) |xa=5
Nach Definition A 2 muB gelten:
N6 apb
x| - 1a| = |B] .
Fiir b + & ist Fiir b + 6 (und @ + ) ist
1, 181 .
R==b (r+0) x=ﬂ fir 44 b,
r @l
Fiir r = 0 hat die Gleichung nur Sinn, | ®#¥- ,
wenn b = §. Sie ist dann aber nicht x = — ﬂ fiir @4} b.
eindeutig 16sbar. ' @l

Fiir b = dund @ + & ist

x=0.

Fiir 5 = 8 und @ = & ist die Glelchung
nicht eindeutig losbar.

Zum leichteren Einprigen kann kurz formuliert werden: _
(1) ist stets eindeutig 16sbar fiir r + 0,
(2) ist stets eindeutig l6sbar, wenn

b+6, @+6 und @b oderwenn b =6 und a +4.

Die Betrachtﬁngen konnen durch Beispiele ergénzt und durch das Losen von Aufgaben
(Nr. 6, 7 und 8) abgeschlossen werden. Die Aufgabe 8 ist algebralsch zu l6sen. Die Bedin- -
gung dlld + b in Nr. 8a bedeutet @ +08,d+b *6undiz’ﬂa +boderaNa + b, also
-1
A

-

a.

d@ = M@ + b). Daraus erhilt man die Lbsung b=

Kontrollaufgaben

(1) Definieren Sie die Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl, und wenden Sie die
GesetzméiBigkeiten beim Vereinfachen des Ausdrucks

d—2(@-4b+¢) - (6b + 4d - 2¢) 7
an! Begriinden Sie die Schritte!
(2) Losen Sie unter Bezugnahme auf das i : F
- Bild 28 die folgendenVektorgleichungen!
= g > .o / K E
3X = DG xBK = CC
T - - -
xAD = FH xAI = AB N
A V] [y 0
Bild 28
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\Lerneinheit 718 ‘ (3 Std.) -

Anwendungen der Vektorrechnung in Geometrie, Physik und Te echmk
LB 29 bis 35

In diesen drei Untemchtsstunden geht es um erste Anwendungen der Vektorrechnung. Die
Schiiler sollen die bisher erworbenen Kenntnisse komplex beim Losen von Aufgaben ein-
setzen. Daraus soll auch eine motivierende Wirkung erwachsen, indem die Schiiler erkennen,
daB von ihnen z. T. auch schon bekannte Aufgaben mit Hilfe von Vektoren geldst werden
kor.men Mit-der Vektorrechnung lernen sie also ein weiteres mathematisches Instrument zum
Losen bestimmter Aufgaben kennen, wobei sich mitunter mit Hilfe von Vektoren sogar ra-
tionellere Losungen ergeben. Beim Losen der Aufgaben sollte darauf geachtet werden, daB
die Schiiler planmiBig vorgehen, den Losungsweg ubers1chthch und sauber darstellen sowie
die Losungsschntte begrunden / :

Ziele .

Die Schiiler

— festigen Kenntnisse aus der Planimetrie und der Stereometrie, der Trigonometrie
und aus der Mechanik (in Abhingigkeit von den ausgewihlten Aufgaben),

— konnen geometrische Sitze in einfachen Fillen mit Hilfe von Vektoren beweisen,

- konnen einfache physikalische oder technische Sachverhalte, in denen Beziechungen
zwischen Kriften oder Geschwindigkeiten auftreten, mit Hllfe der Vektorrechnung
16sen.

Schwerpunkte

- Réaktfvierung von Kenntnissen aus der Geometrie
- '(_Jbugg im Beweisen geometrischer Aussagen (LE A 7)
- Ubung im Lésen einfacher Aufgaben aus der Mechanik (LE A 8)

Methodische Hinweise

Fiir die drei SchWerpunkte wird eine weitgehend seibstandige Arbeit der Schiiler empfohlen,
wobei man mit einfachen geometrischen Beweisaufgaben beginnen und im Ansch]uB daran:
zu physikalischen Anwendungen iibergehen sollte.

Reaktivierung von Kenntnissen aus der Geometrie Die Reaktivierung kann in der jewei-
ligen Stunde in Verbindung mit den ausgewihlten Beispielen erfolgen. In diesen Stunden
sollten auch Aufgaben aus anderen Stoffgebieten gelost werden, um das grundlegende
Wissen und Konnen der Schiiler zu festigen (Verwendung.von ,,Aufgaben fiir tigliche
Ubungen. . ., Seite UH 11ff.). .
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Ubung im Beweisen geometrischer Aussagen (LE A 7) Im Beispiel A 6 (LB 29) wird die
gleiche Aussage einmal ohne und einmal mit Hilfe von Vektoren bewiesen. Die Gegeniiber-
‘stellung der Beweise ist an dieser Stelle nicht das Wesentliche; somit kann auch das Beispiel
A 7, das leichter zu iiberschauen ist, zuerst behandelt werden.

_Nach der Behandlung des Beispiels A 7 kann ein Zugang zum Beispiel A 6 bequemer ge-
funden werden. Empfohlen wird, daB die Schiiler den Beweis im Lehrbuch selbstindig durch-
arbeiten und sich danach mit dem Auftrag A27 (LB 31 beschiiftigen. Im Teil a) des Auf-

trags ist auch zu zeigen, daB DF 1 AB gllt Die Telle b) und c) kénnen entsprechend a) er-
arbeitet werden. . .
Wird das Belspxel A6 durchgearbeltet o ist mit

EF= EA + AF= }(DA + AB) = -}DB

bereits die Beweisidee fiir das Beispiel A 7, Fall a), gegeben.

Fiir die Ubungsaufgaben sollten u. a. Kenntnisse iiber die Strahlensitze reaktiviert werden.
Die Aufgaben 3 und 5 (LB 31) weisen etwas mehr Schwierigkeiten auf als die Aufgaben
2 und 4. Fiir die Aufgaben 4 und 5 sollten die Schjiler zunéchst geeignete Skizzen entwickeln
( ~ Bilder 29 und 30): ‘

N K 6
/ y///,
E F
/ ~ e
. //0 - = ¢’
//////
Bild29 4 : 8

Bilder 30aund b 4 '

Aufgabe 4: Durch Fragen kdnnen die Schiiler angeregt werden, sich Klarheit iiber die Lage
der in der Aufgabe genannten Stiicke zu verschaffen.

— In welcher Ebene liegt die Raumdiagonale AG?
— In welcher Ebene liegt die Gerade durch B und I?
- Wo liegt der Durchstonunkt K dieser Geraden durch die Deckfliche EFGH"

Die Ebene ABGH kann i m einer Tafelskizze farbig marklert werden.

Aufgabe 5: Empfohlen wird eine riumliche Darstellung der Pyramide (Bild 30a), aus der

man erkennt, daB die wesentlichen Strecken alle in einer Ebene liegen. Die durch sie ge-
bildete Figur zeichnet man nochmals gesondert (Bild 30b). In einer FuBBnote wird auf Seite
LB 31 mitgeteilt, daB der Schwerpunkt die Seitenhalbierenden im Dreieck im Verhiltnis
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. 2:1 teilt. Anstelle dessen kﬁnnen die ‘Schiiler vor Losung der Aufgabe 5 zunichst die Auf- BE.

gabe 8 (LB 118) gestellt bekommen und sich diese Erkenntnis selbstindig erarbeiten. Vielen
- Schiilern hilft es bei solchen Beweisaufgabgn, sich die Vektoren als ,,Wege** vorzustellen.

Ubung im Losen einfacher Aufgaben aus der Mechanik (LE 8)  Krifte wurden schon mehr-
fach als Beispiele fiir Vektoren genannt. Ebenso wie fiir Pfeilklassen kann man fiir die an
einem Punkt angreifenden Krifte bzw. Geschwindigkeiten Rechenoperationen einfiihren,
wofiir die gleichen Regeln gelten. AuBer Kenntnissen iiber Krifte und Geschwindigkeiten
sollten Kenntnisse aus der Trigonometrie reaktiviert werden (Berechnungen im rechtwink-
ligen Dreieck; Sinus- und Kosinussatz u. a.). ’

Die Schiiler sollten weitgehend selbstindig Beispiele im Lehrbuch durcharbelten und die im
AnschluB8 daran formulierten Auftrige 16sen, in denen zumeist eine weiterfithrende oder
analoge Aufgabe gestellt wird. Im Unterricht konnen Schiiler die Bearbeitung der Auftrige
vortragen und damit nachweisen, inwieweit sie das Beispiel verstanden haben.

Bei allen Aufgaben ist zu beachten, daB die Vektordarstellung vor allem beim Finden des
Ansatzes verwendet wird, wobei es i. allg. um das Addieren oder Subtrahieren von Kriften
bzw. Geschwindigkeiten geht. Die Berechniingen werden dann mit den Betrigen ausgefiihrt.
Fiir die Ubung ist deshalb das selbstindige Finden des Losungsansatzes durch die Schiiler das
Hauptziel. ,

Kontrollaufgaben
(DLB31:Nr.2 (2LB118:Nr.9

Stoffabschnitt 1.2 (12 5td.)
Komponenten- und Koordmatendarstellung von Vektoren

Im Stoffabschnitt 1.1 wurden ausgehend von Verschiebungen und den sie beschreibenden
Pfeilen eine Addition von Vektoren (und eine Subtraktion als Umkehrung dazu) sowie eine
Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl erklirt, deren Eigenschaften sich in den
Regeln 1+ bis 4+ (sowie 1~ bis 57) und 1° bis 7° widerspiegeln. Damit wurden die Schiiler °
in ein Modell fiir einen Vektorraum eingefiihrt, und im Unterricht kann nun zu einer all-
‘gemeinen Definition des Vektorraumes iibergegangen werden.

Hauptziel des Stoffabschnittes 1.2 ist die Nutzung geeigneter Bezugssysteme fiir Vektoren
und deren eindeutige Beschreibung durch »n-Tupel von Zahlen. Damit werden weitere Vor-
aussetzungen behandelt, um die ,,Vektorrechnung* in den folgenden Stoffabschnitten in der
analytischen Geometrie anwenden zu kénnen. Man verblelbt dabei weiter im emgef’uhrten
- Pfeilklassenmodell.

In der folgenden Ubersicht sind die einzufiihrenden Begriffe, die zu behandelnden Sitze und
Beziehungen sowie Verfahren zusammengestellt. ) .
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Begriffe

Siitze Anwendungen

Linearkombination zweier
nicht paralleler Vektoren

12
Basis der Menge der Vektoren
einer Ebene / des Raumes

{

Komponenten eines Vektors
beziiglich einer Basis

Satz iiber die eindeutige Darstelibarkeit eines
(Einf.)) — {Vektors als Linearkombination zweier nicht}
’ paralleler Vektoren (m. B.) -[ {

. Komponenten bei gegebener Ba-
(Einf.) sis

‘Satz iiber die eindeutige Darstellbarkeit eines Zerlegen von Vektoren in drei
(Einf)) —> {Vektors im Raum als Linearkombination} - { Komponenten bei gegebener Ba-

l dreier nicht komplanarer Vektoren ~ (0.B.) . sis
Einheitsvektor (Def.) e : '
-
Orthonorm}:erte Basis {7, j} ( Zusammenhang zwischen dem Ortsvektor OP
bzw. {, ], k} (Einf.) und den Koordinaten des Punktes P (0.B.)
1 _
Kartesisches Koordinatq.nsy’stem . — ] Beziehung zwischen den Koordinaten elnes Berechnen des Betrages eines in
{0; i, j} bzw. {0; 1, }, k} (Einf.) Punktes Pund dem Betrag des Ortsvektors 0 P -—> Koorvdllx;z:xtendarstellung gegebe-
— in einer Ebene und im Raum (m.B.) nen vextors
Ortsvektor OP (Einf.)
X ten des Vektors OP Beziehungen zwischen den Koordinaten emes Berechnen der Linge -des Ab-
oordinaten des Vektors . standes zweier Punkte, die durch. -
bez. {0; 1, /} bzw. {0; 1,7, k} (Einf) Punktes P, dem Betrag des Ortsvektors OP ihre Koordinaten gegeben sind-
und dem Winkel £ (7; OP) in einer Ebene :
(m. B.)
Beziehungen zwischen den Koordinaten eines
- -
Winkel zwischen zwei Vektoren (Binf.) —> Punktes P, dem Betrag des Ortsvektors OP
und den Winkeln « (k; OP) und ¥ (7; xi+yj)
' im Raum (m. B.)
Vektorraum (Def.) } _, Nachweis der Vektorraumelgenschaften fiir
Vektor (Def.) einige Betspxele .

Zerlegen von Vektoren in zwei -



- Hinweis auf Varianten der Stoffverteilung im Stoffabschnitt 1.2

Im Lehrbuch wird eine allgemeine Definition des Vektorraumes in der letzten Lerneinheit
des Stoffabschnittes (LE A 13) gegeben. Da hierfiir keine Kenntnisse iiber die Komponen-
" ten- und Koordinatendarstellung der durch Pfeile beschreibbaren Vektoren erforderlich
sind, kann die Definition des Vektorraumes auch unmittelbar im AnschluB an den Stoff-
abschnitt 1.1 behandelt werden. Danach wendet man sich erneut dem speziellen Vektor-
raummodell zu, das fiir die Anwendung in der analytischen Geometrie geeignet ist.

Im Lehrbuch wird bei der Behandlung geeigneter Bezugssysteme fiir die arithmetische Be-
schreibung von Vektoren zunichst von der prinzipiellen Moglichkeit der eindeutigen Zer-
legung eines Vektors beziiglich einer Basis {d; b} ausgégangen und auf dieser Grundlage das
kartesische Koordinatensystem {O; 7, j} eingefiihrt, also ein deduktives Vorgehen gewihit.
Eine andere Variante besteht darin, daB man von den Kenntnissen der Schiiler iiber die Dar-
stellung von Punkten in einem Koordinatensystem und iiber die Mdglichkeit der beliebigen
Wahl eines Reprisentanten fiir einen Vektor ausgeht, Vektoren in einem Koordinatensystem
‘durch geeignete Reprisentanten darstellt und daraus Moglichkeiten fiir die arithmetische
Beschreibung von Vektoren gewinnt. Danach wird dieses Vorgehen begriindet. Der zuerst
genannte Weg ist theoretisch anspruchsvoller und im Lehrbuch logisch zwingend dar-
gestellt. Die zweite Variante baut in stirkerem MabBe auf vorhandenen Kenntnissen auf und
schafft zunichst inhaltliche Vorstellungen. Diese Variante wird in der Unterrichtshilfe be-
schrieben. Sie betrifft nur die LE A 9.

Lerneinheit 9 (35td.)
Komponenten- und Koordinatendarstellung der Vektoren einer Ebene
LB36bis4l

Hauptanliegen ist die Klirung der Existenz von Bezugssystemen (zunéchst in einer Ebene),
in denen Vektoren durch Zahlenpaare eindeutig beschrieben werden kénnen.

i

Ziele

Die Schiiler

— kennen den Begriff ,,Linearkombination zweier nicht paralleler Vektoren* und
konnen Linearkombinationen konstruktiv und rechnerisch ermitteln,

— kennen den Begriff ,,Basis der Menge der Vektoren einer Ebene* und den Satz iiber
die Eindeutigkeit der Zerlegbarkeit eines Vektors beziiglich einer Basxs {@; b}
> Al, '

~| - kennen den Begriff ,,Kartesisches Koordinatensystem {O; 7, j}* und die Begrxﬁ'e
,.Einheitsvektor* und ,,orthonormierte Basis*,

— kennen die Begrlffe ,,Komponenten. . .* und ,,Koordmaten eines Vektors bezughch
einer Basis {d@; b}, ’

- konnen die Komponenten und Koordmaten eines Vektors beziiglich einer Basis
{a; b} angeben und wissen, daB die Zerlegung eindeutig ist,
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— kennen den Begriff ,,Ortsvektor OP eines Punktes P bezughch des Koordmaten-
systems {O; 7, j}, ’

— kennen den Begriff ,,Linearkombination zweier nicht paralleler Vektoren* und
konnen Linearkombinationen konstruktiv und rechnerisch ermitteln.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Motivierung der Nutzung von Bezugssystemen fiir die Beschreibung von Vektoren
durch Zahlen ,

— Prarbeitung von Moglichkeiten der Darstellung von Vektoren in einem recht-
winkligen Koordinatensystem '

2. Stunde

— Einfithrung der Begriffe, die in Verbindung mit dem kartesischen Koordinaten-
system {O; i, j} stehen, und erste Ubungen

— FErarbeitung des Satzes iiber die Eindeutigkeit der Zer]egung eines Vektors beziiglich
einer Basis {3, 5} > A1)

3. Stunde

— Frarbeitung der Regeln fiir das Rechnen mit Koordinaten von Vektoren

— Ubungen im Bestimmen von Komponenten und Koordinaten von Vektoren beziig-
lich einer Basis {@; b}, insbesondere beziiglich {O; i, f}, und im konstruktiven und
rechnerischen Ermitteln von Linearkombinationen von Vektoren

Dem Vorschlag der Verteilung der Schwerpunkte fo]gen& sollten

— in der ersten Stunde nach der Motivierung eine griindliche inhaltliche Erarbeitung der Dar-
stellungsmoglichkeit fiir Vektoren erfolgen, wobei man weitgehend von den Kenntnissen
der Schiiler iiber die Verwendung von rechtwinkligen Koordmatensystemen ausgehen
kann, ,

— in der zweiten Stunde alle erforderlichen Begriffe eingefiihrt und die Eindeutigkeit der Zer-
legung eines Vektors nach einer beliebig gegebenen Basis und damit der Komponenten-
und Koordinatendarstellung im Koordinatensystem {O; 7, j/} nachgewiesen werden,

— in der dritten Stunde die Regeln fiir das Rechnen mit Koordinaten von Vektoren erarbeitet
und auf vielfiltige Weise gefestigt werden. ;

Bei der Wahl dieser Variante ist zu beachten, daB das Vorgehen fiir die Schiiler einfach und
leicht verstiandlich ist, rasch zum Ziel fiihrt (Darstellung von Véktoren in einem Koordi-
natensystem {O; i, j}), aber die Schiiler nur in geringem MaBe motiviert werden, danach
noch den Nachweis fiir die Eindeutigkeit der Darstellung eines Vektors beziiglich einer
beliebigen Basis {@; b} erbringen zu miissen.
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Methodische Hinweise -

Motivierung der Nutzung von Bezugssystemen fiir die Beschreibung von Vektoren durch
Zahlen - Die Schiiler konnen selbstindig den Abschnitt im Lehrbuch (LB 35) durchlesen
und danach die Frage beantworten:
- In welcher Weise wurden bisher Vektoren dargestellt bzw. in Aufgaben vorgegeben?
(gerichtete Strecken in geometrischen Figuren; Pfeile auf Rasterpapier)

In dieser Phase konnen Aufgaben aus den bisherigen Lerneinheiten einbezogen werden. In
bestimmter Weise ist man dabei stets auf Zeichnungen angewiesen. Nunmehr wird eine
Darstellung mit Hilfe von Zahlen gesucht, um auf dem héufig vorteilhafteren algebraischen
Wege mit Vektoren operieren zu kénnen.

Erarbeitung von Méglichkeiten der Darstellung von Vektoren in einem rechtwinkligen Koor-

dinatensystem Im Unterrichtsgesprich konnen folgende Schritte durchlaufen werden:

1. Die Schiiler haben in den vorangehenden Klassenstufen vor allem im Zusammenhang'
mit der Behandlung von Funktionen das rechtwinklige Koordinatensystem als unentbehr-
liches Hilfsmittel kennengelernt und verwendet. Punkte werden durch geordnete Zahlen-
paare in einem Koordinatensystem eindeutig beschrieben. Daran sollte der Lehrer er-
innern und die Schiiler auffordern, einen Pfeil als Reprisentanten eines Vektors 7, der
durch ein geordnetes Punktepaar bestimmt ist, in ein (rechtwinkliges) Koordinatensystem
einzuzeichnen und durch Zahlen zu beschreiben,

~ - _ . _> . .
Beispiel (.~ Bild 31) [,4" T Der Pfeil AB 148t sich
’ <R beschreiben durch das
y //pf —| geordnete Punktepaar
. [(2;4); (5; 61
] oy
Bild31 [0) 7 X

2. Problem: Der Pfeil 4B ist nur ein Reprisentant. Pfeile, die andere Représentanten des
gleichen Vektors sind, werden durch andere Punktepaare und somit andere Paare von
Zahlenpaaren beschrieben. LdBt sich 'eine ausgezeichnete Lage finden? Entsprechend
Bild 32 sollten die Schiiler weitere Reprisentanten des Vektors 7 einzeichnen, sie durch
geordnete Zahlenpaare beschreiben und nach einem geeigneten Reprisentanten suchen,
fiir den die Beschreibung relativ einfach wird.

3. Wihlt man den im Koordinatenursprung O angesetzten Pfeil, so kann man den Vektor

. durch das Paar von Zahlenpaaren [(0; 0); (3; 2)] beschreiben.

Fiir jeden Vektor 148t sich offenbar ein in O ansetzender Pfeil finden. Der Anfangspunkt O

dieser Pfeile wiirde dann stets durch das Zahlenpaar (0; 0), der Endpunkt P durch das

Zahlenpaar (x,; y,) beschrieben. Es geniigt dann eine Angabe in noch festzulegender

Schreibform, die nur die Zahlenwerte des zweiten Zahlenpaars enthilt (.~ Bild 33).

4. Ankniipfend an bisherige Kenntnisse der Schiiler iiber das Addieren von Vektoren kann
~ der Vektor 7 als Summe zweier Vektoren @ und b aufgefaBt werden, die durch den Koor-
dinatenursprung O und die FuBpunkte der Lote von P auf die Koordinatenachsen be-
stimmt sind: .

P =d+ b (~ Bild 34).

Bekannt ist den Schiilern, daB fiir zwei Vektoren @ und b die Summe @ + b = 7 eindeutig
bestimmt ist. Offen ist jedoch die Frage, ob die Zerlegung § = @ + b stets eindeutig be-
stimmt, fiir 7 also auf diese Weise die Darstellung eindeutig moglich ist.
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Bild 33 X
. 5. Die Vektoren @ und b konnen ihrerseits als Vielfache von Vektoren der Linge 1 aufgefaBt
werden, die mit 7 und j bezeichnet seien.

Dann 148t sich 7 darstellen als 7 = x,i + y,j (~ Bild 35). An dieser Stelle konnen
bereits die Begriffe ,,Komponenten ...* und ,,Koordinaten eines Vektors‘‘ (bezogen auf
das durch O, 7 und j bestimmte rechtwinklige Koordinatensystem) eingefiihrt werden. Es
kann auch schon der Zusammenhang zwischen den Koordinaten des durch zwei Punkte M
und N bestimmten Vektors 7 und den Koordinaten des in O ansetzenden Reprisentanten

von j = 0_} ermittelt werden. (Lehrbuchbilder A 68
~und A 69 (LB 38) vergleichen lassen!)

P=Xpl +YpT
Pltpiys)

Tt P

q < _
Bild 35 i1

6. Erste Ubungen im Angeben von Koordinaten von vorgegebenen Vektoren (Aufgaben 1, 2)
und im Finzeichnen von Vektoren nach vorgegebenen Koordinaten in ein Koordinaten-
system. Bei Aufgaben der zweiten Art muf mcht notwendigerweise em Pfeil vom Ursprung
aus eingezeichnet werden!

Einfiihrung der Begriffe Nachdem hinreichend inhaltliche Vorstellungen {iber das Vorgehen
beim Beschreiben von Vektoren durch Zahlen geschaffen worden sind, kénnen nun alle

zugehorigen Begriffe und Bezeichnungen im Zusammenhang eingefiihrt und iibersichtlich
und durch Zeichnungen gestiitzt zusammengestellt werden.
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Wihlt man die oben dargestellte Variante, so sollte man sich bei dem nachstehend abgebil-
deten Tafelbildvorschlag zunichst auf die linke Spalte beschrinken. Die verallgemeinerten
Begriffe und Bezichungen kénnen erginzt werden, wenn die Eindeutigkeit der Zerlegung eines
Vektors beziiglich einer beliebigen Basis {@, b} (> A 1) nachgewiesen wurde.

Wihit man den Lehrbuchweg, so sollte zunidchst die rechte Spalte notiert werden. Danach -
konnen die Schiiler den Auftrag erhalten, die Spezialisierung auf eine orthonormierte Basis
selbstindig zu erginzen. .

Tafelbild (farbige Kreide verwenden !)f

Komponenteﬂ- und Koordinatendarstellung von Vektoren einer Ebene -
P ist zerlegt P ist zerlegt
beziiglich der senkrecht aufemander beziiglich der nicht parallelen Vek-
stehenden Einheitsvektoren toren _
fund j N dund b
Plxy;
Y ( p/J/p) s—; 7
7 o p
i b
Bild36 017 7 X Bild37 - 0 a ra
i orthonormierte Basis {a@; b} . Basis
7 orthonormierte Basis- a; b Basisvektoren
vektoren
B = x,i + y,j Linearkombination P =rd+sb Linearkombination
von i und j von @ und b
Xpls Yol Komponenten von j ra; sb Komponenteq von j
beziiglich {7, j} ' ) beziiglich {a, b}
Xp3 Vp Koordinaten von g r;s Koordinaten von 5
‘ beziiglich {7, j} beziiglich {a, b}

N

Im Lehrbuch werden auf der Seite 37 mehrere Kurzschreibweisen fiir Vektoren in
Koordinatendarstellung genannt. Die Zeilen- bzw. Spaltenschreibweise wird bei Anwen-
dungen in der analytischen Geometrie (# Stoffabschnitt 1.3) mit Vorteil verwendet. In der
Literatur findet man anstelle der Kurzform p(x; y) auch haufig p = (x; ). Diese Schreib-’
weise ist giinstig fiir das Einsetzen in Vektorglelchungen beim Ubergang zu den Koordi-
naten. Die Spaltenschreibweise ist bei Behandlung des Skalarproduktes ungiinstig, da die
Schiiler keine Kenntnisse iiber Zeilen- und Spaltenmamzen sowie iiber die Matrizenmulti-
phkatlon besitzen.

Erarbeitung des Satzes iiber die Eindeutigkeit der Zerlegung Im vorgeschlagenen Unter-
richtsgang wird stillschweigend angenommen, dafl eine Zerlegung eines Vektors beziiglich’
einer gegebenen Basis stets eindeutig moglich sei. Der Nachweis muB jedoch noch erbracht
werden. Der Sachverhalt ist im Satz A 1 formuliert.
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Damit die Schiiler die Beweisnotwendigkeit emsehen, konnen folgende Betrachtungen an-
gestellt werden (mit Aufgaben verbunden):

Eine reelle Zahl 148t sich auf vielerlei Weise als Summe zweier Zahlen darstellen. Gibt man
zwei Zahlen vor, z. B. 2 und 3, so 1i6t sich die Zah! 7 durch Benutzen von 2 und 3 ebenfalls
auf vielerlei Weise darstellen, z. B. '

7=2-2+1"-3 oder
7=11-2-5-3 usw.

Wahlt man in eiher Ebene drei nicht parallele Vektoren 4, b und &, so 148t sich ein Vektor 5
offenbar auch auf verschiedene Weise als Summe von Vielfachen dieser Vektoren (als Linear-
kombination) angeben (» Beispiel im Bild 38).

P\\ 2.5-
33| i e S
48
-a’ i
~2.y
= —r <
cy — V15!
B b
73|
13T 7| =138 + 28] + 4T
B =& +|b|+138
Bild 38 1 - |

Die selbstverstiandlich erscheinende Aussage im Satz A 1 wird also keineswegs durch Ana-
logiebetrachtungen zu den Zahlen oder zum Zerlegen von Vektoren in mehr als zwei Vek-
toren gestiitzt. Der indirekte Beweis kann von den Schiilern im Lehrbuch (LB 36{.) selbstindig
durchgearbeitet werden.

Im Lehrbuch wird dieser Satz (mit Bewels) nahezu an den Anfang gestellt und damit ein
vorwiegend deduktives Vorgehen gewihlt. Dabei ergibt sich die Eindeutigkeit der Vektor-
darstellung im orthonormierten Koordinatensystem als logische Folgerung.

Erarbeitung der Regeln fiir das Rechnen mit Koordinaten von Vektoren Die Regeln 3. und
4. (I.B 40) kénnen von den Schiilern selbstindig erarbeitet werden, wenn man 1hnen fol-
genden Auftrag (bezogen auf {O; 7, j}) erteﬂt
Gegeben selen die Vektorend = (3;1) und b =(2;3). Bilden Sie konstruktivund rechnerisch
@ + b, @ — bund 3@! Nach welchen Regeln kann man offenbar mit Koordinaten von Vek-
toren rechnen?
Sowohl diese Regeln als auch die iibrigen sollten sich die Schiiler gegebenenfalls durch weitere
~ Beispiele, die sich auch auf nicht orthonormierte Basen beziehen, anhand von Skizzen ver-
deutlichen. .
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Beispiel (.~ Bild 39)

Biid 39
Ubungen

- Bestunmen von Komponenten und Koordinaten von Vektoren beziiglich einer Basis
{@,b}:mA11,mA12 (LB37f); ®A 34,0 A33 (LB 38,36); Aufgaben 3 und 4 (LB 41).

— Bestimmen von Koordinaten fiir vorgegebene Véktoren und Darstellen von Vektoren,
die durch ihre Koordinaten gegeben sind (beziiglich {O; 7, j}): @ A 35 sowie Aufgaben 5
und 6.

— Konstruktives und rechnerisches Ermitteln von Linearkombinationen: Aufgabe 6 (LB 41).
Als Anleitung kann den Schiilern das Beispiel A 14 empfohlen werden.

" Kontrollaufgaben
(1) Bestimmen Sie die Koordinaten des Vektors P= AB beziiglich {0;i,j} (» Bild 40)!
Losung: g = (5; 2)

(2) Bestimmen Sie konstruktiv den Vektor g, von dem die Komponenten 3d und —2b be-
zirglich der Basis {d, b} gegeben sind! (Vorgabe von @ und b auf Karopapier, » Bild 41)
(3) Bestimmen Sie = & + 35— léford = (7; —4),b

B (015’ 155)’ c= (18, _3)! Losung.
7=(-05;2)
J
e
. //
4
7
J
- LolF X
Bild 40
[TTTTLT
. 3a
: Losung: Z \
_1\ A -25.
b \ / y ”—".’}L—
Fd | | AT T
Bild 41 - RN
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'Lemeznhezt 10 R A e T : (2 std:)
Komponenten- und Koordmatendarstellung von Vektoren im Raum
LB 41 bis 46

In diesen beiden Unterrichtsstunden werden die Methoden der Komponenten- und Koor- -
dinatendarstellung von Vektoren einer Ebene auf den Raum iibertragen. Es treten dem
Wesen nach nur analoge Begriffsbildungen auf. Je griindlicher die Begriffe und Verfahren in
den Unterrichtsstunden der vorangehenden Lerneinheit angeeignet wurden, desto stirker
kann sich der Unterricht nunmehr auf die Schwierigkeiten konzentrieren, die sich beziiglich
der rdumlichen Vorstellung fiir die Schiiler ergeben. Ein Schwerpunkt der methodischen
Arbeit besteht deshalb in der Verwendung geeigneter Mittel zur Veranschaulichung.

Ziele /

Die Schiiler

— wissen, daB3 in Analogie zur Komponentendarstellung von Vektoren einer Ebene
ein Vektor im Raum eindeutig in Komponenten bezughch dreier nicht komplanarer
Vektoren zerlegt werden kann,

— kennen insbesondere das orthonormierte Koordinatensystem {0; 1,7, k} im Raum
und

— konnen dle Komponenten und Koordinaten von Vektoren im Raum beziiglich
{0; 1,7, k} bestimmen, sich die Lage von Ortsvektoren, deren Koordmaten ge-
geben sind, vorstellen und sie darstellen.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Einfilhrung von Linearkombinationen von Vektoren des Raumes und der Begriffe
,,komplanare ...° bzw. ,,nicht komplanare Vektoren“ [® A 38 und Aufgabe 2
(LB 45)] '

— Ubertragung der Begriffe und Methoden der Komponenten- und Koordinaten-
darstellung von Vektoren einer Ebene auf den Raum und erste Ubungen
[> A2 (LB42), m A15(LB43), @ A40]

2. Stunde

- Ubungen im Bestimmen von Komponenten und Koordinaten von Vektoren im
Raum und im Darstellen von Ortsvektoren nach . gegebenen Koordinaten in
{0; i, j, k} (Aufgaben 3 bis 6)

- Zusammenfassung und Gegeniiberstellung der Begriffe und Darstellungsformen in
Ebene und Raum (LB 44f1.)
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Methodische Hinweise

Einfithrung von Linearkombinationen von Vektoren des Raumes Nachdem begriindet
wurde, daB fiir Vektoren im Raum in gleicher Weise wie fiir Vektoren einer Ebene Moglich-
keiten gefunden werden miissen, sie mit Zahlen beschreiben zu konnen, werden an Bei-
spielen Zerlegungen von Vektoren im Raum gebildet. Selbstéindig sollten die Schiiler den
Auftrag A 38 bearbeiten. Damit wird auf das Verstindnis des Zerlegungssatzes hingearbei-
tet. : / :

In einer EbenelieBen sich Vektoren stets eindeutig nach zwei nicht parallelen Vektoren a und b
zerlegen. Fiir den Raum ist dazu eine Analogiebetrachtung anzustellen, wobei die gegen-
seitige Lage von drei Vektoren @, b und ¢ interessiert. Dazu eignet sich folgende Gegen-
iiberstellung:

Tafelbild (Folie):
Ebene » Raum
d und B: parallel ’ d@, b und & komplanar
-
- ¢
b —
/”r
a,
Bild 42 Bild 43 a
Es gibt Représentanten, die auf ein Es gibt Reprisentanten, die in ein und
und derselben Geraden liegen. derselben Ebene liegen.
@ und b nicht parallel d@, b und ¢ nicht komplanar
1¢
. 7N
. 7\ ﬁ | . -z
Bild 44 ‘Bild 45 a
Es gibt keine Reprisentanten, die auf Es gibt keine Représentanten, die in
ein und derselben Geraden liegen. ein und derselben Ebene liegen.

! \"
Durch farbige Darstellung kann die Anschaulichkeit erh6ht werden. Wichtig ist, daB die
. Schiiler die Pfeile in den Abbildungen stets als Reprasentanten der betreffenden Vektoren
auffassen. Zur Festigung wird die Aufgabe 2 (LB 45) empfohlen.

Ubertragung der Darstellung von Vektoren einer Ebene auf den Raum  Zunichst ist der Satz
iiber die Eindeutigkeit der Zerlegung eines Vektors 7 nach nicht komplanaren Vektoren
@, b und & zu formulieren (> A 2) und gegebenenfalls an einem Beispiel zu intérpretieren
(LB 42). In Verbindung damit ist der Begriff Basis {@, b, &} fiir die Zerlegung von Vektoren
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‘im Raum einzufiihren und zu festigen. Den Schiilern ist erneut bewuBt zu machen, dafl dieim
Zerlegungssatz enthaltene Aussage iiber die Eindeutigkeit der Zerlegung eines Vektors im -

- Raum beziiglich einer gegebenen Basis {d, b, &} die entscheidende Grundlage fiir die Moglich-
keit der Darstellung von Vektoren mit Hilfe von Zahlen-n-Tupeln beziiglich eines Koordi-
natensystems ist. ‘
Unter Verwendung der Lehrbuchbilder A 73 (LB 42) und A 75 (linke Seite) soliten die
Schiiler selbstindig in Analogie zu der fiir die Darstellung von Vektoren einer Ebene ent-
wickelten Ubersicht [~ 1.Schwerpunkt der 2.Stunde der vorangehenden Lerneinheit
(UH 57f)] dieentsprechenden Begriffe und Bezeichnungen fiir die Darstellung von Vektoren -
im Raum zusammenstellen. Zur Erstfestigung sollten die Schiiler das Beispiel A 15 selbstan-
dig durcharbeiten und danach den Auftrag A 40.

Neben Abbildungen (im Lehrbuch, an der Tafel usw.) sollten zur Veranschaulichung der
Beziehungen im Raum in diesen und den folgenden Unterrichtsstunden vor allem Korper-
kantenmodelle (moglichst groBen AusmaBes!) verwendet werden, an denen bestimmte
Strecken Vektoren darstellen (moglichst haftende‘Pfelle anbringen, farbige Marklerungen,
vornehmen!). Dazu kann ‘auch das in vielen Schulen vorhandene Vektorgerit eingesetzt
werden, wenn es stabil montiert wird. SchlieBlich leistet auch eine Raumecke im Unterrichts-
raum gute Dienste (Ecke links unten vorn als Ursprung), Zeigestécke kann man zur Veran-
schaulichung von Vektoren verwenden. Auch die Schiiler sollten am Platz Kérpermodelle
(z. B. aus dem Stereometriebaukasten) oder selbst hergestellte Kantenmodelle (z. B. im Pro-
duktionsbetrieb gefertigte) verwenden.

_Ulmngen Die Ubungen sollten drei Aufgabenstellungen umfassen.

1. Bestimmen von Komponenten eines Vektors nach einer nicht orthonormierten Basis.
Aufgaben 3 und 4 (LB 45); Skizze anfertigen lassen (.~ Bild 46). Den Schiilern kann der

A\

A

Bild46 A 8

Hinweis gegeben werden, daB bei der Zerlegungeeines Vektors néch den Basisvektoren
nicht notwendigerweise alle Basisvektoren ,fgebraucht“ werden, z. B. wertn der darzu-
stellende Vektor und zwei Basisvektoren komplanar sind, etwa

- - -

AB = —0OA + OB;

ausfiihrlich geschrieben

AB=(-1)-04+1-0B+0-0C. |

Das ist die Analogie zu dem Fall in der Ebene, daB der darzustellende Vektor zu einem
der Basisvektoren parallel ist.

2. Darstellen von Ortsvektoren in einem Koordinatensystem {O; i, j, k}. e
Aufgabe 5 (LB 46): Dazu sollen sich die Schiiler ein geeignetes Bild eines raumlichen

Koordinatensystems anfertigen. Um das Eintragen von Punkten zu erleichtern, solite man
nicht die Kavalierperspektive (x = 45°, g = }) verwenden, sondern auf Karopapier eine
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schrige Parallelprojektion mit « = 45°und g = %\/5 zeichnen ; denn dann kann man die
Karoeinteilung auch fiir die Komponente in Richtung der x-Achse verwenden. Um die
Bilder iiberschaubar werden zu lassen, sollten die Einheiten nicht zu klein gewihlt (2 cm)
und evtl. fiir jede Darstellung ein neues Koordinatensystem benutzt werden. Die Raum-
vorstellung wird unterstiitzt, wenn z. B. die Ortsvektoren als Raumdiagonalen eines Qua-
ders (ggf. als Diagonalen eines Rechteckes) eingezeichnet werden (.~ Bild 47). Bekanntlich

HEN z
|| Beispiele:
— 08 (4~7i=2]
L 0A(-15;2;0) -
—1.5 A
% L1 |
|1
L] /
1 (7A0] 17 7 ¥
Y/
A
-1
/
-2
7/
V17
/ 3
/
X /
/4
Bild 47 LB

148t sich ein raumliches Koordinatensystem zur Veranschaulichung auf verschiedene Weise
auf ein Blatt zeichnen, und die Darstellungen sind in gleicher Weise verwendbar. Man sollte
im Unterricht jedoch diejenige Lage der Basisvektoren bevorzugen, die auch in den Abbil-
dungen im Lehrbuch verwendet wurde. Bei Verwendung der Folie ,,Rdumliches karte-
sisches Koordinatensystem‘ (SKUS-Katalog Nr. 06 752 356) ist die verinderte Symbolik
zu beachten. ’ '

3. Bestimmen von Komponenten und Koordinaten gegebener Ortsvektoren beziiglich

0; 4,7,k

‘{Aufgal{e 6 (LB 46): Die Schiiler zeichnen einen Quader entsprechend Lehrbuchbild
A 74 (LB 43) in ihre Hefte, markieren die Einheiten auf den Achsen und zeichnen die
erforderlichen Diagonalen.

FZusammenfassung Hierzu kann die Gegeniiberstellung im Lehrbuch (LB 44f.) verwendet
werden. Die Schiiler interpretieren die allgemeinen Erkldrungen und Bezeichnungen durch
selbstgewihlte Beispiele und Skizzen.
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Kontrollaufgaben
(1) Bestimmen Sie im Lehrbuchbﬂd A 72 (LB 41) drei komplanare und drei nicht komplanare

Vektoren!
- i .
(2) Stellen Sie in einem Koordinatensystem {O; i, j, k} die Vektoren OA = (4;2; —3) und
~>
= (0; —2; 1,5) dar!

— —
(3) Bestimmen Sie die Komponenten der Vektoren OM und ON im.Lehrbuchbild A 74
(LB 43), wenn M Mittelpunkt von EF und N Mittelpunkt von BC ist!
(4) Was verstehen Sie unter einer Basis der Menge der Vektoren des Raumes? ‘Begriinden Sie,

weshalb die Einheitsvektoren 7, j, k in einem orthonormierten Koordinatensystem eine
geeignete Basis der Menge der Vektoren des Raumes bilden!

Lerneinheit 11 : (@25td))
Abstand zweier Punkte, Betrag eines Vekz‘ors
LB 46 bis 48

Mit Hilfe ihrer Kenntnisse iiber den Satz des PYTHAGORAS konnen die Schiiler Lingen von
Abstianden von Punkten einer Ebene ermitteln, die durch jhre Koordinaten gegeben sind.
Das Verfahren wird zur Berechnung des Betrages von Vektoren verwendet. Man kann die
Betrachtungen auch sofort im Raum durchfiihren und die Schiiler selbstindig auf eine Ebene
spezialisieren lassen.

Ziele

Die Schiiler

- wissen, wie man die Linge des Abstands zweier Punkte aus ihren Koordinaten
berechnen kann,

— wissen, daB der Betrag eines Vektors die Lange des Abstandes zweier Punkte ist,
durch die ein Représentant des Vektors in einem Koordinatensystem angegeben
werden kann,

— konnen Lingen von Abstinden von Punkten bzw. Betrige von Vektoren in einer
Ebene und im Raum berechnen und das Verfahren auf einfache planimetrische
und stereometrische Aufgaben anwenden.

]

Schwerpunkte

1. Stunde

— Erarbeitung der Formeln fiir die Berechnung des Abstands zweier Punkte bzw. des
Betrages eines Vektors in einer Ebene (® A 41) 1\1nd im Raum (@ A 42)
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2. Stunde
- Ubungen und Anwendungen

Methodische Hinweise

Erarbeitung der Formeln fiir den Abstand zweier Punkte bzw. des Betrages eines Vektors einer
Ebene Im allgemeinen diirften alle Voraussetzungen dafiir gegeben sein, daf sich die
Schiiler selbstéindig die Formeln erarbeiten, wobei etwa in folgenden Schritten vorgegangen
werden kann:

(1) SSA: Bearbeiten des Auftrags A 41 (LB 46)

(2) UG: Vergleichen der Resultate

(3) Selbstindiges Aufstellen einer allgemeinen Formel fiir die Berechnung des Abstandes
zweier Punkte aus ihren Koordinaten (chne Verwendung des Lehrbuches)

(4) Selbstindiges Arbeiten mit dem Lehrbuch (LB 46)! Vergleichen der gewonnenen Formel
mit der Beziehung (4); Durcharbeiten des Abschnittes 1.

(5) AbschlieBend beantworten die Schiiler die Frage nach dem Zusammenhang zwischen dem
Abstand zweier Punkte und dem Betrag des durch sie bestimmten Vektors sowie nach

—
dem Betrag des Ortsvektors OP = (xp; ¥p).

Auch die Formeln (6) bis (8) fiir den Raum sollten die Schiiler selbstiandig herleiten (Bear-
beitung des Auftrags A 42, LB 47). Hinweis fiir die Schiiler: in zwei Schritten vorgehen wie
beim Ermitteln der Linge der Raumdiagonale eines Quaders.

Es ist auch moglich, daB die Schiiler sofort selbstindig die¢ Formeln fiir den Raum herleiten
und danach fiir eine Ebene spezialisieren. Die Schiiler konnen auch alle Betrachtungen, die
im Lehrbuch auf Seite 46f. fiir eine Ebene gefiihrt werden, auf den Raum iibertragen, in
dieser Weise niederschreiben und so ebenfalls zu den Formeln (6) bis (8) gelangen.

Ubungen und Anwendungen Bei den Ubungen werden zur Veranschaulichung zeichne-
rische Darstellungen zu Hilfe genommen. Der Sinn der Beschreibung von Vektoren mit Hilfe
von Zahlen besteht aber letztlich darin, daB man dadurch mit ihnen rechnen kann und sie
nicht immer verbildlichen muB8. Diesen Schritt miissen die Schiiler gehen, wenn man groere
Zahlen fiir die Koordinaten vorgibt, wodurch sich das zeichnerische Darstellen i. allg. ver-
bietet (wie z. B. in der Aufgabe 4b). Wo es ohne groSeren Aufwand méglich ist, sollte
dennoch immer wieder auf die Anschauung zuriickgegangen werden.

In Verbindung mit dem Losen der Aufgaben 3 und 4 (LB 47) konnen Kenntnisse der Schuler
iiber bisher bekannte Verfahren zur Berechnung von Seitenlingen von Dreiecken wiederholt
werden. Bisher war das nur moglich, wenn wenigstens drei Stiicke (Seiten oder Winkel),
darunter wenigstens eine Seitenlinge, gegeben waren (Anwenden trigonometrischer Sitze).
Das Berechnen aus den Koordinaten der Eckpunkte muB als ein qualitativ neues Verfahren
erkannt werden. Hier lernen die Schiiler erste einfache Beispiele analytischer Geometrie
kennen. Gegebenenfalls konnen in Verbindung damit historische Betrachtungen einbezogen
werden (Hinweis auf den franzosischen Mathematiker DESCARTES, vgl. FuBinote LB 43).
Fiir ein Beispiel (etwa Aufgabe 4c) sollte ebenfalls noch eine Veranschaulichung vorgenom-
men werden, obwohl sie etwas aufwendiger ist.

Die Aufgabe 5 (LB 47) konnen die Schiiler lediglich durch Berechnung 16sen.

Bei der Behandlung der Aufgabe 6 konnen die Schiiler unabhingig von der speziellen Lage
des gegebenen Dreiecks im Koordinatensystem eine Skizze verwenden, an der sie sich die
zu berechnenden Stiicke verdeutlichen (~ Bild 48).
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“Zu berechnen 1st IAM B
Man kann die Koordmaten des Ortsvektors des Punktes M durch Anwenden der Regeln 3

und 4 (LB 40) aus OM %(OC + OB) ermitteln und danach den Absta.nd der ‘Punkte 4
und M nach (7) berechnen.
Es ist auch moglich, zunichst die Koordinaten c ”

—
von AM, z. B. aus

— - —
AM = AB + 3BC M
oder .
— - —>
AM = AC + 1CB
oder ‘ A
— — -
AM = 3(AB + AC) B
Bild 48 0

durch Anwenden der Beziehungen (6) (LB 44) und der Regeln 3und4 (LB 40) zu berechnen

-
und daraus nach (8) (LB 47) den Betrag |AM| zu bestimmen. Die Schiiler sollten angehalten
werden, selbstindig einen Weg zu finden. Beim Vergleich der Ergebnisse sollten auch die
gewihlten Wege mit verglichen werden. P

Fiir die Losung der Aufgabe 7 muBl zunichst erarbeitet werden, daB durch — = @, ein
Einheitsvektor bestimmt ist, der parallel zu 4 ist. |a]

Die Aufgaben 8 und 9 erfordern umfangreichere Berechnungen. Fiir die Aufgabe 8 kann
eine Skizze angefertigt werden, mit der gleichzeitig eine Hilfe fiir das Losen der Aufgabe 9
zur Hand ist.

Kontrollaufgaben
(1) LB47: Nr. 4b (2) LB 48: Nr. 9¢c

Lerneinheit 12 (35td.)
Beziehungen zwischen den Koordinaten eines Punktes und dem Betrag

seines Ortsvektors; der Winkel zwischen Vektoren
LB 48 bis 54

Die Erarbeitung von Darstellungsmoglichkeiten fiir Vektoren wird in den folgenden Unter-
richtsstunden fortgesetzt. Die Schiiler konnen einen Punkt im Raum durch seine kartesischen
Koordinaten beschreiben. Nunmehr soll ein Punkt mit Hilfe des Betrages seines Ortsvektors
und bestimmter Winkel zwischen dem Ortsvektor und den Basisvektoren erfaBlt werden. Es
geht also um den Zusammenhang zwischen diesen ,,Polarkoordinaten‘ und den kartesischen
Koordinaten, also um Umrechnungsformeln, Das Motiv liegt auch hier in der Bereitstellung
eines geeigneten Instrumentariums fiir die Anwendung bei der analytischen Behandlung geo-
metrischer Aufgaben und entsprechender Berechnungen vor allem im Stoffabschnitt 1.5.
Als spezifische Motivierung bieten sich hier geographische, astronomische wie auch mili-
' tartechnische Fragestellungen an.
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Ziecle

Die Schiiler
— kennen die Bezichungen zwischen den kartesischen Koordinaten eines Punktes

. —>
einerseits und dem Betrag seines Ortsvektors und den Winkeln ¥ (k, OP) sowie
¥ (f, xi + yj) andererseits,

— kennen den Begriff des orientierten und des nicht orientierten Winkels zwischen
zwei Vektoren @ und b,

- konnen Koordinaten von Punkten, Betrige von Ortsvektoren und Gré8en von Win- .
- keln zwischen Vektoren mittels der erarbeiteten Bezichungen berechnen sowie die
einzelnen Darsteliungsformen ineinander umrechnen.

Schwerpunkte

"J . Stunde

— Sicherung des Ausgangsniveaus durch Wiederholung von Kenntnissen iiber Winkel
und Winkelfunktionen (& A 43 und A 44)

— Erarbeitung der Beziehungen (1) zwischen den kartesischen Koordinaten eines
Punktes einerseits und dem Betrag seines Ortsvektors und des Winkels zwischen
dem Ortsvektor und dem Basisvektor 7 andererseits (@8 A 16 und A 17; @ A 45)

2. Stunde

— Erarbeitung der entsprechenden Beziehungen (5) im Raum
— Einfiihrung des Begrlﬁ's des orientierten und des nicht orientierten Winkels zwischen
zwei Vektoren & und b

3. Stunde

— Ubungen zur Bestimmung von Koordinaten von Punkten, Betridgen von Vektoren
und Winkeln zwischen Vektoren mittels der Beziehungen (l) und (5), Aufgaben

1 bis 4
- Zusammenfassung zur Komponenten- und Koordinatendarstellung von Vektoren

in einer Ebene und im Raum

Varianten zur Verteilung der Schwerpunkte -

- Die Einfithrung des orientierten Winkels zwischen zwei Vektoren kann bereits in Ver-
bindung mit der Erarbeitung der Beziehungen (1) erfolgen.

— Wenn eine der zur Verfiigung stehenden Stunden fiir eine Leistungskontrolle verwendet
werden soll, so kénnten in der
ersten Stande nach der Sicherung des Ausgangsniveaus (Bearbeltung der Auftrige A 43
und A 44 und anderer Aufgaben in hiuslicher Arbeit) die Beziehungen (1) erarbeitet,
der orientierte und der nicht orientierte Winkel zwischen zwei Vektoren eingefiihri und
z. B. die Aufgaben 1 und 2 (LB 53) gel6st und in der -
zweiten Stunde die Bezichungen (5) fiir den Raum erarbeitet und beim Losen der Aufgaben
4 und 5 (z. T. als Hausaufgaben) angewendet werden.
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e Moglxch wiére es auch, in der
ersten Stunde die allgemeinen Bemehungen (1) und (5) zu erarbelten gegebenenfalls sofort
die Beziehungen (5) fiir den Raum zu gewinnen und (1) daraus als Spezialfall abzuleiten, .

"~ und in der

_ zweiten Stunde konzentriert Ubungen durchzufiihren, gegebenenfalls auch noch in einer
weiteren Stunde. :

1

Methodische Hinweise

Sicherung des Ausgangsniveaus Neben den Auftrigen A 43 und A 44, mit denen auch
bereits auf die Unterscheidung zwischen orientierten und nicht orientierten Winkeln hin-
gefiihrt wird, sollten den Schiilern noch einige Aufgaben gestellt werden, zum Beispiel
- Aufgaben zum Ermitteln von Winkelfunktionswerten [sin 45°, cos %, sin 150°] ,
— Aufgaben zum Bestimmen von Winkeln aus vorgegebenen Winkelfunktionswerten
[sin &« = l\/i cos B = 0,6],
— Aufgaben zur Festigung der kaelelnhelten1 (Umrechnungen aus dem GradmaB in das
BogenmaB und umgekehrt),

- Aufgaben zu Bezichungen zwischen Winkelfunktiox_len [sin2 o + cos? o sin (—7-2!— - )]
(Vgl. auch ,,Aufgaben fiir tigliche Ubungen ...", Seite UH 14, Komplex 5)

Erarbeitung der Beziehungen (1)  Bereits vor dem Ldsen von Aufgaben zur Sicherung des
Ausgangsniveaus sollte den Schiilern das Ziel genannt werden, weitere Darstellungsmdoglich-
keiten fiir Vektoren zu suchen, die fiir die Anwendung in der analytischen Geometrie ge-
braucht werden. Es liegt nahe, Winkel in die Darstellungen einzubeziehen, da die gegensei-
tige Lage z. B. von Seiten, Kanten, Diagonalen in geometrischen Figuren hiufig durch die
Winkel beschrieben wird, die sie miteinander bilden. Die Beziehungen (1) sollten die Schiiler
selbstidndig aus einer Figur ablesen, die an der Tafel oder auf Folie vorgegeben werden kann
( » Lehrbuchbild A 80, LB 48).

- Die Komponentendarstellung des Ortsvektors eines Punktes unter Verwendung trigonome-
trischer Funktionen wird bei der Herleitung des Additionstheorems fiir cos (¢ — ) in
LE A 25 bendtigt (UH 112f.). }

Die Beispiele A 16 und 17 konnen die Schiiler ebenfalls selbstindig durcharbeiten und als
Anleitung zum Lésen der Aufgaben 1 und 2 (LB 53) verwenden. Wenn der Lehrer diese Auf-
gaben bereits an dieser Stelle aufgeben will, so mufB zuvor noch der Begriff des Winkels
zwischen zwei Vektoren eingefiihrt werden, damit die Schiiler alle Angaben der Aufgaben
verstehen kénnen.

Hinweis: Der Begriff ,,Polarkoordinaten‘ kann zwar im Unterricht erwihnt werden, stellt jedoch
kein abfragbares Wissen dar (LP 47).

Erarbeitung der Beziehungen (5) Um auch hierbei die Schiiler weitgehend selbstindig ar-.
beiten zu lassen, wird folgendes Vorgehen empfohlen:

Zielangabe: In Analogie zu den Gleichungen (1) auf Seite LB 48 sollen entsprechende
Gleichungen fiir den Raum gewonnen werden.

An der Tafel bzw. als Folie wird eine Zeichnung ( » Blld 49; UH'70) mit der Lage des

Vektors OP im Raum vorgegeben.
1 In diesem Zusammenhang wird besonders auf die im Lehrbuch, Seite 170, enthaltene FuBnote und auf die TGL 31548

,,Einheiten physikalischer GréB8en‘‘ verwiesen. Die Handhabung der Winkeleinheiten muB den Schiilern gri.indlich_'
erlautert werden.
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Die Raumvorstellung wird unterstiitzt, wenn der Vektor OP in der Zeichnung als. Raum-
diagonale in einen Quader eingebettet wird. Eventuell noch einzelne Stiicke oder Bezeich-

nungen farbig hervorheben' Vorerst noch keine welteren Hilfslinien oder Winkel einzeich-
nen!

Die Schiiler werden zunichst wie folgt orientiert:

- Suchen Sie Winkel, die fiir Beziechungen zwischen den Koordinaten des Punktes P und dem
Betrag seines Ortsvektors verwendet werden konnen'

— Zeichnen Sie gegebenenfalls Hilfslinien ein!

— Nennen Sie rechtwinklige’ Drexecke im Bild! Welche Seiten sind d1e Katheten, welche
ist die Hypotenuse?

— Versuchen Sie, Beziehungen innerhalb solcher Dreiecke aufzustellen, in denen die Koordi-
naten des Punktes P und der Betrag seines Ortsvektors auftreten!

Die Schiiler konnen hierbei zu verschiedenen Ansiitzen gelangen. Entscheidend fiir diese
Phase ist nicht, daB jeder Schiiler selbstindig sofort die Bezichungen in der gewiinschten
Form findet, sondern dafB er sich beim Bemiihen um das Aufstellen von Beziehungen zu-
néchst tief in den Sachverhalt, in die riumlichen Beziechungen hineindenkt.

Im Unterrlchtsgesprach wird der Lehrer Richtiges aufgreifen und beziiglich ungeeigneter
oder falscher Bezichungen die Schiiler auffordern, zu begriinden, weshalb ihre Vorschlige
iiberdacht werden miissen.

. Zur einheitlichen Orientierung ergidnzt der Lehrer nach einem solchen Unterrichtsgesprich
die Zeichnung im Bild 49 wie im Bild 50 angegeben.

z ‘ P4 }
ZP pit zP Y2
Plxoi Ypi Zp) | Pl Ypi 2p)

3 !
2 s £l )%
0 j; , P _»0 - J . i
4 Yo ¥ et o> ooy

P! LA

% %o F
X X
Bild 49 Bild 50

Auftrige an die Schiiler:

- Leiten Sie aus dem Dreieck OP’P Beziechungen zwischen xp bzw. y» und |0_1%| und « ab!
N i
— Leiten Sie aus dem Dreieck OPP’” eine Beziehung zwischen zp und | PP} und § her!

Als Ergebnis entstehen die Bezichungen (4) (LB 50).
Gesucht werden Beziehungen zwischen den Koordinaten von P und dem Betrag seines Orts-
A vektors. Das ist in (4) vorerst nur fiir die Koordinate zp gelungen.

__>...
- Versuchen Sie, |OP] zu eliminieren, indem sie im Dreieck OPP’” eine Beziehung zwischen
— > —
[P’P| = |OP|, |OP| und B aufstellen und nach |0P| auflosen!
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‘
- Setzen Sie die gefundene Bez1ehung in den Bemehungen fut Xp und yp in (4) anstelle von
IOPI ein!’
Im Ergebnis entstehen die Beziehungen (5).

Emf uhrung der Begriffe ,,orientierter ... und ,,nicht orientierterWinkel zwischen zweiVektoren

a und b“ Die Festlegungen auf Seite LB 51 sind einzuprigen durch Betrachten der Lehr-
buchbilder A 86 und das Ldsen von Aufgaben etwa folgender Art: i
Geben Sie, bezogen auf das Bild A 49 (Wiirfel auf Seite LB 29), folgende Winkel an!

x (@ b); x @, —-é; « (DG DC), ¥ (EF BE), X (CG EB) usw.
Ubungen

Hinweise zur Aufgabe 3:

Im Unterricht sollten zur Wiederholung der Kenntnisse aus dem Geographleunterncht und
zur Veranschaulichung der Angaben in der Aufgabe ein Globus (gegebenenfalls auch ein
Schieferglobus mit Gradnetzteilung) und eine Weltkarte zur Verfiigung stehen.

Die Beziehungen (5) sollten in der Form vorliegen, in der die auftretenden Winkel als Winkel
zwischen Vektoren gekennzeichnet sind.

Die gegebenen GréBen und die Losungen zu Nr. 3a und Nr, 3b konnen die Schiiler etwa in
folgender Tabelle erfassen:

®
B

Ort A Leningrad Accra
geogr. Linge 30° 6. L. ‘
geogr. Breite 60° n. B. .
_>‘ .
= ¥ (i, OB) 30°
- >

= ¥ (k, 04) 1 30°

—
|04| 6378 km
X4 2762 km
Ya
Z4

Hinweise fiir die Schiiler:

— Beachten Sie, daB « und g nicht orientierte Winkel sind! Warum ist das giinstig?
— Beachten Sie, daBl in die Rechnung nur Niherungswerte eingehen!

Zusatzaufgabe: Ermitteln Sie die Angaben fiir Thren Heimatort!

Zur Beantwortung von Frage 3c) kénnen die Schiiler die in der Tabelle erfaBten Polarkoor-~

dinaten und die kartesischen Koordinaten miteinander vergleichen. Des weiteren kann
darauf verwiesen werden, da8 fiir die ebene Darstellung auf Landkarten nur zwei Dimensio-

nen zur Verfiigung stehen.

Hinweise zur Aufgabe 4:

Hierbei kann v, zunichst nur als Funktion der Zeit, in der das GeschoB das Flugzeug treffen

soll, oder des Weges, den das Flugzeug bis zum Abschufl noch zuriickzulegen hat, bestimmt

werden. Uberlegungen, wie weit das Flugzeug maximal in den Luftraum vordringen darf

u. dgl. kénnen angestellt werden. Auf die Idealisierungen ist aufmerksam zu machen (Ver-

nachlissigung des Luftwiderstandes, der Windstirke, der Erdbeschleunigung usw.). Zudem

wird die GeschoBgeschwindigkeit i. allg. nicht beliebig verindert werden konnen. Vielmehr
ist der Abschufiwinkel entsprechend der Zielsetzung zu finden.
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 Zusammenfassung Hierzu konnen die Schiiler entweder selbstindig die Beziehungen
zwischen

— dem Abstand zweler Punkte M und N und dem Betrag des Vektors MN

- den Koordinaten eines Punktes P und dem Betrag seines Ortsvektors OP )

- den Koordinaten eines Punktes P, dem Betrag seines Ortsvektors OP und Winkeln
‘zwischenA Basisvektoren, Ortsvektor b_;’ usw. zusammenstellen (fiir Ebene und Raum),

oder sie verwenden die Ubersicht im Lehrbuch (~LB 52) und erldutern die einzelnen Be-
ziehungen durch Beispiele und Skizzen. Dabei werden die Beziechungen in der Ebene erneut
als Spezialfille der Bezichungen im Raum erkannt. ‘

Kontrollaufgaben

(1) Welche Bezichungen bestehen zwischen den kartesischen Koordinaten eines Punktes
und seinen Polarkoordinaten?

(2) LB 119: Nr. 22 (3)LB53:Nr.2d

(4) Ermitteln Sie fiirr die Hauptstadt der DDR die Koordinaten beziiglich des in Aufgabe 3
(LB 53) und Lehrbuchblld A 87 gegebenen Kkartesischen Koordmatensystems {0; 1,7, k}'

Lerneinheit 13 (25td.)
Vektorrdume und Vektoren ’
LB 54 bis 57 ‘

Im vorangehenden Unterricht, vor allem in den LE A 1 bis 8 wurden anhand von Beispielen
fir Vektoren wesentliche Eigenschaften des Rechnens mit Vektoren erarbeitet. In der
Lerneinheit A 13 werden diese Erkenntnisse verallgemeinert und die Definition des Vektor-
raumes behandelt. Hierbei sollte die Gelegenheit genutzt werden, das axiomatische Vorgehen
in der Mathematik den Schiilern verstindlich zu machen.

&
Ziele

Die Schiiler

— kennen die Definition der Begriffe ,,Vektorraum‘ und ,,Vektor*,

— kennen Beispiele fiir Vektorrdume, darunter auch einen solchen, bei dem die Ele-
mente nicht durch Pfeile dargestellt werden konnen,

— verstehen, wie man von einer gegebenen Menge mathematischer Objekte nachwei-
sen kann, ob sie ein Vektorraum ist, und konnen einzelne Nachweise nachvollzichen
und in einfachen Fillen selbstdndig fiihren. !
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Schwerpunkte

© 1. Stunde

— FErarbeitung der Definition des Vektorraumes (> A 3) und Wiederholung der Re-
chenregeln fiir das Operieren mit Vektoren, die im vorangegangenen Unterricht
behandelt wurden

2. Stunde

- Anwendung der Definition auf die Untersuchung verschiedener Mengen mathe-
matischer ijekte [Beispicle m A 19 und 20, Aufgaben 1 bis 3 (LB 57)]

Methodische Hinweise

Erarbeitung der Definition des Vektorraums Zunichst sollten die Schiiler den Lehrbuch-
text (LB 54f.) durchlesen und wesentliche Gedanken wiedergeben, oder der Lehrer legt die
entsprechenden Gedankenginge in einem kurzen Vortrag dar.
Folgendes ist hervorzuheben:
— Vektoren, die bisher behandelt wurden (Verschiebungen einer Ebéne bzw. des Raumes,
Krifte, Geschwindigkeiten usw.) haben gewisse Gemeinsamkeiten.
a) Es liegen bestimmte Elemente einer Menge vor.
b) Fiir diese ist eine Addition erklirt, die gewisse Eigenschaften besitzt. |
c) Firr die Elemente ist eine Multiplikation mit reellen Zahlen definiert, die bestimmte
Eigenschaften hat.
Mit den Pfeilklassen haben wir uns ein anschauliches Beispiel dafiir erarbeitet.

— In der Mathematik wird stets ein hoher Verallgemeinerungsgrad bei den Begriffen an-
gestrebt. Das hat den Vorteil, daB man mit einer relativ knappen Theorie hiufig sehr viele
unterschiedliche mathematische Objekte sowie verschiedene Anwendungsbereiche erfaft.
Aussagen, die man in einer Theorie mit hohem Verallgemeinerungsgrad gewinnt, gelten
dann fiir alle Modelle, auf die diese Theorie anwendbar ist.

— Obwohl die Vektorrechnung historisch aus- geometrischen Betrachtungen (gerlchtete
Strecken) hervorgegangen ist, ist ihr Anwendungsbereich heute umfassender. Es gibt auch
Beispiele fiir Vektoren, die sich nicht durch Pfeile veranschaulichen lassen.

Beim Betrachten der Definition sollte im Untemchtsgesprach auf folgendes aufmerksam
gemacht werden:

— Es wird nicht zuerst erklart, was ein Vektor ist, sondern auf einer Menge miissen gewisse
Abbildungen definiert sein mit gewissen Eigenschaften [(1°) bis (8°)], damit von einem
Vektorraum und dessen Elementen als Vektoren gesprochen werden kann. -

— Beim Vergleich der Definition mit den zusammengestellten bisher behandelten Rechen-~
regeln (LB 54) fillt auf, daB in die Definition weit weniger aufgenommen sind ( » Fufinote

. LB 55).

Soweit erforderlich, sollte eine Wiederholung der Rechenregeln erfolgen:

Die Schiiler 16sen z. B. eine Serie einfacher Aufgaben, deren Losung die Kenntnis der Regeln
erfordert. Die Aufgaben sind nicht geordnet. Die Schiiler stellen die verwendeten Regeln
geordnet zusammen und vergleichen mit dem Lehrbuch (LB 54). Beispiele fiir eine Aufgaben-
serie (~ Bild 51):
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AB + BB AC + FD AF + FG H
—> —> — - — N
—(~CH) : BB — AB —(AB - BC) FARAN
— — — D
0-HC 4-CC (2-3)- 4B
— — — — — — / AN
CC + CH DB + AC FH + AF »
— —> — — . -
—(A4B + BC) AB - CC Q2 +3)- 4B ‘? gl [¢l [0 1£ 1A 16
N > LT Bild 51
(-1)-HC 2(34B) 3(CD + DE)
- — —> - — —>
(AC + CH) + HF AC + (CH + HF)

Zur Wiederholung der Regeln kann auch langfristig ein Auftrag erteilt werden (» UH 21).
In die Wiederholung kénnen auch weitere Aufgaben aus den zuriickliegenden Lerneinheiten
einbezogen werden, die bisher noch nicht geldst wurden und zu deren Losung die Regeln an-
gewendet werden miissen (ggf. auch Beweisaufgaben).

Anwendung der Definition Das selbstindige Durcharbeiten von Beispielen und das Unter-

suchen von Mengen auf die Eigenschaft hin, ein Vektorraum zu sein, birgt grofe Potenzen

fir die logische Schulung. Alle Untersuchungen sind der Definition entsprechend nach

folgendem Schema zu fiithren:

1. Es muB} eine Menge M mathematischer Objekte gegeben sein.

2. Es muB} eine Addition auf der Menge M erklirt sein. ,

3. Es muB eine Multiplikation der Elemente der Menge M mit reellen Zahlen erklart sein.

4. Es miissen die Giiltigkeit der Regeln (1°) bis (8°) aus Definition A 3 fiir M und die in 2. und
3. erkldrten Operationen nachgewiesen werden.

Zuerst sollte das Beispiel 19 (LB 56) durchgearbeitet werden. Als Veranschaulichung dienen
Pfeile, die vom Ursprung eines Koordinatensystems zu den Punkten fiihren, auf die die
Paare reeller Zahlen abgebildet werden. Danach sollte ein Beispiel fiir einen Vektorraum,
dessen Elemente nicht durch Pfeile veranschaulicht werden konnen, behandelt werden.
Empfohlen wird die Aufgabe 1, da hierfiir geeignete Voraussetzungen im Analysislehrgang
geschaffen wurden. Bei der Erliduterung der Rechenoperationen sollte deutlich gemacht -
werden, da3 die Operation nicht aus der gegebenen Menge herausfiihrt, also beispielsweise
die Summe zweier in <a, b) stetiger Funktionen wieder eine stetige Funktion ist.

Das Losen der Aufgaben bietet ausgezeichnete Moglichkeiten zur Reaktivierung von Kennt-
nissen aus der Analysis. Da man fiir die angegebenen Beispiele sicher nicht den Nachweis
fiir alle Regeln fithren kann (z. B. aus Zeitgriinden), mufl man sich im klaren sein, daB3 damit
noch nicht gezeigt ist, daBl die betreffende Menge ein Vektorraum ist. In jedem Falle sollte
die Existenz der in den Regeln (3°) und (4°) geforderten Elemente gezeigt werden. Auch ein
Gegenbeispiel sollte behandelt werden (Aufgabe 3).

Kontrollaufgaben ,
(1) Was versteht man in der Mathematik unter Vektoren?

(2) Nennen Sie je ein Beispiel fiir Vektorrdume, deren Elemente sich durch Pfeile darstellen
bzw. nicht durch Pfeile darstellen lassen!
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Stoffabschnitt 1.3 D o 43sud)
Analytische Geometrie der Geraden

In diesem Stoffabschnitt werden bisher erworbene Kenntnisse, Fihigkeiten und Fertigkeiten *
aus der ‘Vektorrechnung auf die analytische Geometrie der Geraden angewendet. Die fol-
gende Ubersicht macht in knapper Form die Struktur des hier zu behandelnden Stoffes deut-
lich. Es gibt im wesentlichen drei stoffliche Schwerpunkte in der unterrichtlichen Behandlung:

— Die Erarbeitung von Parametergleichungen der Geraden im Raum,
— die Erarbeitung parameterfreier Geradengleichungen in einer Ebene, '
— die Erarbeitung von Lagebeziechungen zwischen Geraden in einer Ebene und im Raum.

PARAMETERGLEICHUNGEN DER GERADEN IM RAUM

Vektorielle Punkt- vektorielle Zweipunkte- Parametergleichungen
richtungsgleichung gleichung fiir Strahlen und Strecken
Herleitung

inel: Selbstidndiges Loésen von Aufgaben

PARAMETERFREIE GERADENGLEICHUNGEN IN DER EBENE

Punktrichtungs- Zweipunkte- Normalform Allgemeine Geradengleichung
gleichung gleichung
Herleitung informativ

Ziel: Selbstindiges Losen von Aufgaben

LAGEBEZIEH’UNGEN ZWISCHEN GERADEN

In der Ebene
Im Raum
|
! ! 1A
zueinander zu Koordinaten- zu Xoordinaten-
achsen ebenen

Ziel: Selbstindiges Losen von Aufgaben mit zeichnerischer Veranschaulichung der Lage-
beziehung im Koordinatensystem
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- Lerneinheit 14 ' : B © (@std)
Parameterglezchungen einer Geraden :
LB 58 bis 63

Mit dieser Lerneinheit beginnt die Anwendung der Kenntnisse und Fahxgkelten aus der
Vektorrechnung auf die analytische Geometrie der Geraden. Alle Uberlegungen werden

in bezug auf den dreidimensionalen Raum durchgefiihrt.

Ziele

Die Schiiler

— kennen zwei Formen von Parametergleichungen der Geraden:
die vektorielle Punkmchtungsglenchung und die vektorielle Zwelpunkteglelchung
der Geraden,
— konnen diese Gleichungen herleiten,
* — konnen Parametergleichungen von Geraden aufstellen und iiberpriifen, ob ein durch
seine Koordinaten gegebener Punkt auf einer gegebenen Geraden liegt.

Schwerpunkte

1. Stunde

- Mbtivierung des Stoffabschnittes 1.3
— Sicherung des Ausgangsniveaus
— Herleitung einer vektoriellen Punktrichtungsgleichung der Geraden (erste Form

einer Parametergleichung der Geraden)
— Ubungen im Aufstellen von Geradengleichungen

2. Stunde

— Herleitung einer vektoriellen Zweipunktegleichung der Geraden
- Ubungen im Aufstellen und Umformen von Geradengleichungen M

Methodische Hinweise

Motivierung Neben den Bemerkungen auf Seite LB 58 kann zur Motivierung die Aufgabe 7
(LB 82) — Radarstation ortet ein Ziel — eingesetzt werden. Da in dieser Stunde die Mittel
zur Losung der Aufgabe noch nicht zur Verfiigung stehen, kann nur eine Kldrung des vor-
liegenden Sachverhalts mittels Skizze erfolgen. Den Schiilern wird gesagt, dafl im weiteren
Unterricht Geradengleichungen und Lagebeziehungen zwischen Geraden behandelt werden,
deren Kenntnis die Losung der gestellten Aufgabe ermdglicht. In der Lerneinheit A 18
,.Lagebezichungen zwischen Geraden im Raum‘ (UH 89f) sollte die Aufgabe wieder
aufgegriffen und gelost werden.

V
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Sicherung des Ausgangsniveaus = Fiir die meisten Schiiler wird der Begriff ,,Parameter* neu
sein. Es empfiehlt sich deshalb, diesen Begriff vor der Herleitung der ersten Form einer
Parametergleichung der Geraden zu erkliren, um den Gedankengang bei der Herleitung
nicht durch entsprechende Erliuterungen stdren zu miissen. Zur Erkldrung des Begriffs
,,Parameter* werden die Ausfithrungen auf Seite 58f. des Lehrbuches im Zusammenhang

" mit Beispiel A 21 empfohlen. ‘
‘Herleitung einer vektoriellen Punktrichtungsgleichung der Geraden Die Schiiler sollten

Klarheit dariiber erhalten, daB mit der Behandlung dieses Stoffabschnittes eine Anwendung
der Vektorrechnung auf die analytische Geometrie erfolgt, und zwar speziell auf die analy-
tische Geometrie der Geraden.

Vor der Herleitung der genannten Gleichung sollte noch einmal herausgearbeitet werden,
wodurch eine Gerade bestimmt sein kann: 1. durch einen Punkt und die Richtung der Ge-
raden, 2. durch zwei voneinander verschiedene Punkte der Geraden.

Diese zwei Arten des Bestimmtseins einer Geraden dienen als Grundlage fiir d1e Festlegung
der Bezeichnungen Punktrichtungs- bzw. Zweipunktegleichung. ~

Zum besseren Verstindnis fiir die Schiiler (besonders fiir leistungsschwichere) kann zu Be-
ginn der Herleitung einer Parametergleichung der Geraden auf das Koordinatensystem ver-
zichtet werden. Folgendes Vorgehen wird empfohlen: )
Zunichst wird davon ausgegangen, daB die Gerade g durch einen Punkt P, und die Richtung
bestimmt ist. Die Richtung sei festgelegt durch einen Vektor d =+ d, der als Richtungsvektor
bezeichnet wird. Fiir jeden weiteren Punkt P von g gilt (.~ Bild 52):

—_
(D) PeP=1td (—0 <t < ).

(Anwendung der Multiplikation eines . o
Vektors mit einer reellen Zahl) Bild 52

Die Variable ¢ wird Parameter genannt, da bei vorgegebenem Richtungsvektor & jeder reellen
Zahl ¢ ein ganz bestimmter Punkt P der Geraden g zugeordnet ist. Zwischen den Punkten
einer Geraden g und dem Parameter ¢ besteht eine eineindeutige Zuordnung.

Bei der Behandlung der folgenden Fallunterscheidungen beziiglich des Parameters ¢ und bei
der Interpretation von ¢ als Streckenverhiltnis sollten. zum besseren Verstidndnis entspre-
chende Skizzen verwendet werden (~ Bild 53):

@ t>o0 - @) t<o. »‘ R v

Bild 53
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~
t >0 fir PoPtad

- :
t <0 fir PPt ad
t=0 fir P =P,

Bild 53 d) bringt ein Béispiel fiir die Interpretation von ¢ als Streckenverhiltnis.
Im zwei-wie im dreidimensionalen Raum werden alle Geradenpunkte durch die Verwendung

von Ortsvektoren auf den Punkt O bezogen. Aus (1) erhilt man dann wegen P:P =X —-X
(Bilder 54a und b)

X—-—Xo=1tad
oder
() X=X +td(—0 <t < ).

(Anwendung der Addition und Subtraktion von Vektoren)

)

Z —_-—
g p X =Xxytta
%
D 7 J
/0
X ! _ ' %o

Bilder 54a und b

Die Gleichung (2) ist eine vektorielle Punktrichtungsgleichung der Geraden (erste Form einer
Parametergleichung der Geraden). "

Im AnschluB an die Herleitung der Parametergleichung sollten noch einmal folgende
Fragen diskutiert werden:

~ Wird durch @ die Richtung nur einer Geraden festgelegt?
~ Gibt es fiir eine Gerade nur einen Richtungsvektor?
— Welcher Art ist die Zuordnung zwischen ¢ und den Punkten einer Geraden?

Es kann durchaus schon in dieser Lerneinheit die Frage aufgeworfen werden, was geschieht,
wenn der Parameter ¢ beschrinkt wird. Die weitere Behandlung dieser Problematik erfolgt
in LE 15.

Ubungen im Aufstellen von Geradengleichungen Es geht hier zunichst um das Losen ein-
facher Aufgaben der folgenden Art: _

Gegeben sei eine Gerade g durch einen ihrer Punkte 4(3; 4; 1) und einen Richtungsvektor
d@=2i—4 + k.

a) Stellen Sie eine Parametergleichung der Geraden auf!

b) Liegt der Punkt P(7; —4; 3) auf dieser Geraden?
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Lésung: .

Zu a)
In die Parametergleichung X=X t+1td
werden fiir %o = 37 + 4] + k
und fiir @ = 27 —47f + k
eingesetzt: X=30+47+k+1Q2 -4/ +k)
Durch Umformung erhilt man . =@ +20i+@-4Dj+ (0 +0k
Vektoren in Kurzschreibweisen: X=0G;4;1 +1t2; -4;1)
E=@+254—-451+1)
oder ‘
3 2
g=|4]+1¢ —4) .
1/ \ 1
3 + 2¢
X=4- 4
1+41¢
Zub)
Fiir jeden Punkt dieser Geraden gilt: =3 +2t
=4 - 4
z=1+1
Wenn fiir x, y und z die Koordinaten des
Punktes P eingesetzt werden und sich jeweils
derselbe Wert fiir ¢ ergibt, gehort der Punkt P
zur Geraden. - 1=3+2t t=2
—4=4-4 1=2
3=1+4+1t t=2

Der Punkt P(7; —4; 3) ist ein Punkt der
Geraden mit der Gleichung

F=0G+2;4—411+1)

Vor der Losung von Aufgaben wie unter b) sollten die Schiiler mehrere Aufgaben zu der
Art a) 16sen und dabei aus der ,,Ergebnisgleichung‘‘ die Koordinaten x, y und z ablesen. Das
erscheint notwendig, um den Lésungsweg fiir b) schneller zu finden.

Herleitung einer vektoriellen Zweipunktegleichung der Geraden Diese Geradengleichung
kann durch den folgenden Auftrag selbstindig von den Schiilern im Unterricht hergeleitet
werden (mit zeichnerischer Darstellung):

Leiten Sie unter Verwendung der in der vergangenen Stunde erworbenen Kenntnisse eine
Parametergleichung von g her fiir den Fall, daB g durch zwei ihrer Punkte P, und. P, ge-
geben ist (Py + P;)! (Hinweis: Versuchen Sie, unter den gegebenen Bedingungen einen
Richtungsvektor fiir g zu finden!) ’

Ist aufgrund der Klassensituation eine selbstindige Erarbeitung nicht erfolgversprechend,
kann nach genanntem Auftrag die Herleitung auch im Unterrichtsgespriach unter starker
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Beteiligung der Schiiler erfolgen. Ein Lehrervortrag ist an dieser Stelle eine Unterforderung.
der Schiiler. Bei der Herleitung kommt es fiir den Schiiler darauf an, X; — X, als Richtungs-
vektor zu erkennen und anstelle von @ in die Parametergleichung X = %o + td einzusetzen.
Das Erkennen der Gleichartigkeit der Punktrichtungsgleichung und der Zweipunkte-
gleichung beziiglich ihrer Struktur ist besonders wichtig, da in einer der nichsten Unter-
richtsstunden eine parameterfreie Zweipunktegleichung fiir éine Gerade in einer Ebene
analog zum Vorgehen bei der Punktrichtungsgleichung hergeleltet wird.

Ubungen zum Aufstellen und Umformen von Geradengleichungen ~ Zunichst sollten Geraden-
gleichungen im Vordergrund stehen, in denen die Koordinaten der Vektoren von Null ver-
schieden sind (LB 63, Nr. 5). Zu den Aufgaben mit speziellen Geradenglelchungen (LB 63)
sollte anschlieBend iibergegangen werden. Auch Aufgaben des folgenden Typs sind zu emp-
fehlen:

Welcher Parameterwert gehort zu dem Punkt A(3; 5; 1) auf der Geraden

= —1+8f+6k + s(127 - 95 — 15k)?

Beim Losen von Aufgaben sollte ausgehend von der ausfiihrlichen Komponentendarstellung
zu kiirzeren Schreibweisen iibergegangen werden. Empfohlen wird die Zeilen- oder Spalten-
schreibweise, die ohne den Begriff ;,Matrix* zu nennen, bereits eine Vorbereitung darauf
darstellt.

Diese Schreibweisen miissen geiibt werden, wenn sie Erleichterungen beim Losen von Auf-
- gaben bringen sollen. Das gilt insbesondere fiir spezielle Geradengleichungen der folgenden
Form:

. X 6 0
X=6i+1tf (x; y;2) = (6;0;0) +¢(0;1;0) y]1=1]0)+1¢}]1
z 0 0,

. 0\ 0

% =3k -tk (x;y;2) = (0;0;3) +£(0;0; —1) yl=fo)+¢ 0

- z 3 -1

’ ‘ Ix 1 -1

X=1+t(G-1) (x;7:2)=(1;0;0) +2(—-1;1;0) » yi=10}+¢ 1

z 0 0,

Hinweis: Die Schiiler sollten hin und wieder daran erinnert werden, daf es sich hier nur um
Kurzschreibweisen handelt, die Gleichung also weiterhin eine Vektorgleichung bleibt.

Kontrollaufgaben:

(1) Stellen Sie eine vektorielle Parametergleichung fiir die Gerade auf, die durch die Punkte
C(3; —2;8) und D(1; 7; —1) bestimmt ist! ‘

(2) Liegt der Punkt P(2; 2,5; 3,5) auf der Geraden mit der

3 -5
Gleichung ¥ = { 3 | +¢{ —=2,5)?
1 12,5

Losung zu 2: Der Punkt P(2;2,5; 3,5) liegt auf g.
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Lerneinheit 1 5 ’ o | . (15td.) |
Parametergleichungen fiir Strahl und Strecke
LB 63 bis 66

Diese Unterrichtsstunde dient dem Ziel, die Bedeutung des Parameters,in der Geraden-
gleichung noch einmal deutlich zu machen. Besonderer Wert sollte dabei der Veranschau-
lichung beigemessen werden. Die jeweiligen Betrachtungen werden sowohl in der Ebene als
auch im Raum durchgefuhrt

Ziele

Die Schiiler

- wissen, daB bei Beschrinkungen fiir den Parameter durch die Geradengleichung
nur Punkte bzw. Teile der Geraden beschrieben werden (Strecken, Strahlen),

~ konnen rechnerisch ermitteln, ob bestimmte Punkte auf entsprechenden Strahlen
oder Strecken liegen und mit Hilfe von Zeichnungen das Ergebnis vermuten und im
Falle der Ebene sogar kontrollieren.

Schwerpunkte

- Erarbeitung einer Ubersicht iiber Parametergleichungen fiir Strahlen und Strecken
~ Ubungen im Aufstellen und Anwenden von Gleichungen fiir Strahlen und Strecken

Methodische Hinweise

Erarbeitung Den Schiilern solite folgende Frage gestellt werden:
»»Was bedeutet die Angabe (1 = ¢ = 4) fiir die Geradengleichung ¥ = (3; 4) + #(2; 1)

Die Diskussion zu dieser Frage fiihrt in Verbindung mit der zeichnerischen Veranschau-
lichung zur Erarbeitung der Ubersicht auf Seite LB 63f. Wihlt man anstelle von r und s die
Variablen #, und #,, so wird noch deutlicher auf den Umstand verwiesen, daB es sich um
beliebige, aber fest gewihlte — mithin einzelnen Punkten zugeordnete — Parameterwerte
handelt.

Ubungen  Fiir die Untersuchung, ob gegebene Punkte auf einer Strecke oder einem Strahl
liegen, kann das Beispiel A 25 (LB 64f.) empfohlen werden. Da aus der zeichnerischen Dar-
stellung sofort ersichtlich ist, daB P,(3; 0; 8) nicht auf 4B liegt, besteht fiir die rechnerische
Ermittlung bei diesem Punkt kein Anreiz. Es sollte deshalb fiir P, besser ein Punkt gewihlt
werden, der nahezu auf 4B liegt, z. B. P3(2; 3; 4), oder wohl auf g, aber nicht auf 4B liegt,
z.B. P»(3,3; 5,5; —0,9). Besonders zu empfehlen wire der letzte Fall, da hier deutlich wird,
daB der ermittelte Parameterwert ¢+ = —0,1 nicht mehr im Intervall 0 < ¢ < 1 liegt und der
Punkt P, aus diesem Grund nicht mehr auf 4B liegen kann. Fiir die Hausaufgabe sollten die
Aufgaben 2 und 4 (LB 66) genutzt werden.
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Kontrollaufgaben
LB66: Nr.1abisd

Lerneinheit 16 ' @ Std;)
Gleichungen fiir Geraden einer Ebene :
LB 66 bis 73

In dieser Lerneinheit lernen die Schiiler parameterfreie Gleichungen der Geraden in einer
Ebene kennen. Es besteht die Moglichkeit, die Herleitung der Gleichungen mit Hilfe von
Analogiebetrachtungen weitgehend als selbstindige Schiilerarbeit zu gestalten. In die
taglichen Ubungen fiir diese Lerneinheit solite das Losen von Gleichungssystemen auf-
genommen werden, wobei das Additionsverfahren bevorzugt werden sollte (UH 13, Auf-
gabe 3.2.). Dabei ist zu beriicksichtigen, daB im Lehrplan fiir die Klassen 9 und 10 vorrangig
auf das Einsetzungsverfahren orientiert und auf die beiden anderen Verfahren eventuell nur
zur Information eingegangen wurde.

Ziele

Die Schiiler

— kennen parameterfreie Geradengleichungen in der xy-Ebene,

— konnen die Punktrichtungsgleichung, die Zweipunktegleichung und die Normal-
form der Geradengleichung herleiten,

— konnen Geradengleichungen in der xy-Ebene aufstellen und umformen,

— kennen Beziehungen zwischen verschiedenen Formen von Geradengleichungen.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Herleitung einer (parameterfreien) Punktrichtungsgleichung _ .
— Erarbeitung einer Schrittfolge fiir die Herleitung einer Punktrichtungsgleichung
— Ubungen zum Aufstellen von Punktrichtungsgleichungen

2. Stunde

— Herleitung: einer (parameterfreien) Zweipunktegleichung analog zur Herleitung
der Punktrichtungsgleichung unter Verwendung der erarbeiteten Schrittfolge
— Herleitung der Normalform der Geradengleichung
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3. Stunde

— Ubungen zu den behandelten Geradengleichungen und Erarbeitung der Zusam-
- menhénge zwischen ihnen (LB 72) .

Methodische Hinweise

Herleitung der Punktrichtungsgieichung Die Einfiihrung pataméterfreier Geradenglei-
chungen wird durch die einfachere Handhabung dieser Gleichungen bei Berechnungen moti-
viert. Fiir die unterrichtliche Behandlung werden zwei Varianten empfohlen.

Variante 1: Vorgehen wie im Lehrbuch (LB 67). Hier wird zu Beginn der Herleitung einer
Punktrichtungsgleichung der Geraden den Schiilern die Notwendigkeit einer Fallunter-
scheidung mitgeteilt.

Variante 2: Ein nicht ganz einfaches Problem fiir die Schiiler bei der Herleitung der ge-
nannten Gleichung ist die Fallunterscheldung fiir a,. Um diese zu motivieren, wird foigendes
Vorgehen empfohlen: ‘
Nach gegebener Problemstellung w1rd fiir ¥ = X, + td das entsprechende Gleichungssystem
(LB 67) geschrieben. Der Parameter ¢ wird mit Hilfe des Additionsverfahrens eliminiert.
Der Vorteil des Additionsverfahrens besteht darin, da3 man nicht sofort eine Gleichung mit

a .
dem Ausdruck 7”-— erhilt, sondern eine Gleichung der Form a,(x — xo) = a.(y — o). Da
X

nach der Problemstellung (LB 66) eine Gleichung der Form
y=mx+n oder Ax + By + C=0

angestrebt wird, kann nahegelegt werden, die Gleichung
a,(x — xo) = ax(y - Yo)

nach y — y, umzustellen. Es muB durch g, dividiert werden. Das ist ein Motiv dafiir, nach
den Bedingungen fiir a, zu fragen. Das Ergebnis der Diskussion zur Fallunterscheidung fiir
a, kann folgendermaBen festgehalten werden:

a;+ 0 a, =0
a,% 0 ' y—yo=;i(x—xo) X=X
X
a,=0 Y=Y : Dieser Fall kann nicht auftreten, weil g als
i Richtungsvektor stets von & verschieden ist.

Alle in der Ubersicht enthaltenen Gleichungen werden unter Verwendung der Form
ay(x — xo) = ax(y — yo) gewonnen.

Bei allen hier erwidhnten Erorterungen sollte Wert auf die zeichnerische Veranschauhchung
gelegt werden.

Erarbeitung einer Schrittfolge fiir die Herleitung einer (parameterfrelen) Punktrichtungsglei-
chung Unter der Fragestellung ,,Welcher Weg fiihrte uns zum Ziel? sollten die wesent-
lichen Schritte, die bei der Herleitung der Punktrichtungsgleichung gegangen wurden, zu-
sammengetragen werden. Die Erarbeitung konnte zu folgender Schrittfolge fiihren:
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1. Verwendung eines Gleichungssystems als mégliche Darstellung der Beziehungen in der
Vektorgleichung X = %o + td

2. Eliminieren des Parameters ¢

3. Fallunterscheidung fiir a,

Ubungen zum Aufstellen von Punktrichtungsgleichungen Hier konnen die im Lehrbuch ent-
haltenen Beispiele A 26 bis A 28 (LB 69) zur selbstindigen Schiilerarbeit genutzt werden.
In der Hausaufgabe sollten die Schiiler die Herleitung der Punktrichtungsgleichung noch
einmal durcharbeiten und einige Aufgaben zum Aufstellen von Punktrichtungsgleichungen
16sen (LB 73; Nr. 1 bis 4; LB 118: Nr. 13).

Herleitung einer Zweipunktegleichung analog zur Herleitung der Punktrichtungsgleichung
Durch einen Auftrag der folgenden Art kann die Herleitung einer Zweipunktegleichung der
Geraden in selbstindiger Schiilerarbeit erfolgen (evtl. Schiilervortrag):

Wenden Sie die in der vorigen Stunde erarbeitete Schrittfolge auf die Parametergleichung
.7_6. = .i'.o + t(fl - 550)
zur Herleitung der (parameterfreien) Zweipunktegleichung der Geraden

(x = x0) (1 — ¥o) = (¥ — ¥o) (x1 — x0)
an!

Dieses Vorgehen wird empfohlen, um die Schiiler zum selbstindigen Fiihren von Herleitungen
unter Nutzung des Analogieprinzips zu befihigen. Die Form
Y1 — Yo

Y =yo =2 (x — xo)
Xy — Xo

148t sich unter Verwendung der Punktrichtungsgleichung
¥y = Yo = m(x — xo)
natiirlich auch auf kiirzestem Weg (LB 67f.) gewinnen.

Herleitung der Normalform der Geradengleichung  Diese Herleitung kann von den Schiilern
durch folgenden Auftrag in der Hausaufgabe erarbeitet werden:

Stelien Sie mit Hilfe der Punktrichtungsgleichung die Gleichung der Geraden auf, die
durch den Punkt Py(0; n) geht und den Anstieg m hat!
Stellen Sie die erhaltene Gleichung nach y um!

Bei der Auswertung wird die Normalform als Sonderfall der Punktnchtungsglelchung ge-
kennzeichnet. ‘

Es sollte nicht versiumt werden, auf die Beziehungen zwischen y = mx + n als Gleichung einer
linearen Funktion mit dem Definitionsbereich {x; x€ P} und dem Wertebereich {y; y€ P} und den
verschiedenen Formen von Geradengleichungen hinzuweisen. Zu beachten ist, daB x = 2 zwar eine
Geradengleichung, aber keine Gleichung einer linearen Funktion mit dem hier angegebenen Defini-
tions- und Wertebereich ist.

Ubungen zu den behandelten Geradengleichungen und Erarbeitung der Zusammenhinge
zwischen thnen  Als Ubungsaufgaben werden empfohlen: LB 73: Nr. 6 und 7, LB 118:
Nr. 11 und 15. In diesem Zusammenhang wird auch auf die allgemeine Geradengleichung
verwiesen. Bemerkt sei, daB ihre Darstellung sowohl in der Form Ax + By + C = 0 als
auch in der Form Ax + By = C mﬁglich ist. Es ist aber nicht sinnvoll, beide Formen neben-
einander zu verwenden.

Die Zusammenhinge zwischen den Geradenglelchungen lassen sich sowohl im Unterrichts-
gesprich als auch in der Hausarbeit unter Verwendung der Ubersicht auf Seite LB 72 er-
arbeiten.
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 Kontrollaufgaben

(1) Schreiben Sie alle Ihnen bekannten Gleichungen fiir Geraden einer Ebene auf, und leiten
Sie eine davon her!

(2) LB 73: Nr.3a und 6

Lerneinheit 17 " | (2 5td.)
Lagebeziehungen von Geraden einer Ebene

und Schnittpunktsberechnungen
LB 73 bis 77

Fiir die Behandlung des Stoffes dieser Lerneinheit ist das sichere Beherrschen der Kennt-
nisse und Fihigkeiten iiber Geradengleichungen mit dem Ablesen bestimmter charakte-
ristischer Werte aus der Gleichung eine notwendige Voraussetzung. Angekniipft wird bei
der Erarbeitung der Lagebezichungen von Geraden an die Kenntnisse aus der 9. Klasse,
die bei der Behandlung von Gleichungssystemen erworben wurden.

Ziele

Die Schiiler

— kennen die drei Lagebeziehungen zwischen Geraden einer Ebene,

— koénnen aus den Geradengleichungen die jeweilige Lagebeziehung ablesen,

— konnen fiir den Fall, daB zwei Geraden einander schneiden, die Koordinaten des
Schnittpunktes berechnen.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Sicherung des Ausgangsniveaus
~ Erarbeitung von Kriterien fiir die Bestimmung der Lagebezichungen von Geraden
einer Ebene aus Geradengleichungen '

2. Stunde

— Erarbeitung eines Verfahrens zur Berechnung der Schnittpunktskoordinaten zweier
Qeraden bei gegebenen Geradengleichungen
- Ubung im Berechnen von Schnittpunktskoordinaten
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Ss pid

Lasen von Systemen linearer Gleichungen

Gleichungssystem Umstelten der Gleichungen graphische Darstellung der Lisungs-| Lage der Geraden und Lasungs—

zur Form y=mx+n menge der Einzelgleichungen menge des Gleichungssystems
1_Fall: \ ‘ ' g, und g, schneiden einander.
I x+y=20 y= 1 +20 9, I $(7:19) pas Gleichungssystem hat
I 3x—-y=~1% y=3x+16 9, _gehau eine Losung.

unterschiedlicher Anstieq L={[7,191}

/777 +m 2

(

5 Fall: 9 u.nd g, verlaufen paratle
R 2.1 ' zueinander.
I sy+20=1 y=—Fxt3 9 Das Glejchungssystem hat

N Xtz 9 eine_Lasung.

L=¢

_gleicher Anstieg ’

"y =mz_/ Ny =/=/72 )
3 Fall: y g, und g, Sind [dentisth
I 6x—3y=15 y=2x—-5 9 5 (fallen zusammien).
I 2x— y=§ y=2x=5 9, 37 Das Gleichungssystem hat

T 7 o unendlich viele Lisungen.
Gleichungen Stimmen Uberein rprfe L=Lly=L,
/777=m2, ﬂlgﬂz -3 ’

9=9,




Methodische Hinweise

‘Sicherung des Ausgangsniveaus  Fiir die Erarbeitung der Lagebeziehungen zweier Geraden

.in einer Ebene ist die Reaktivierung des Wissens {iber das Losen von Systemen linearer
Gleichungen von Bedeutung. Ein Arbeitsblatt oder eine Folie ( »# Bild 55) dient zur Wleder-
holung der drei méglichen Fille und zur Beantwortung der Fragen:

Welche Lage konnen die den vorgegebenen Gleichungen entsprechenden Graphen
(Geraden) einnehmen?

Welche Charakteristika in den Gleichungen geben iiber die Lage der Graphen (Geraden)
Auskunft?

Zur Behandlung dieser Thematik kann auch ein Schiilervortrag vorbereitet werden (Lit.:
,,Mathematik in I'Jbersichtgn“, Seite 74ff., insbesondere Seite 79).

Erarbeitung von Kriterien Fiir parameterfreie Geradengleichungen werden die Kriterien
fiir die Beurteilung der gegenseitigen Lage zweier Geraden in einer Ebene aus den Glei-
chungen heraus bereits in den graphischen Darstellungen des Bildes 55 verdeutlicht. Sie
konnen ergiinzt werden durch Kriterien fiir Geradengleichungen der Form

Ax + By + C =0.

Es gilt nun, die Parametergleichungen zweier Geraden auf derartige Kriterien hin zu unter-
suchen. Hierzu wiirde sich wiederum eine Folie eignen ( # Bild 56; UH 88).

Erarbeitung eines Verfahrens zur Berechnung der Schnittpunkiskoordinaten  Sind die Koor-
dinaten des Schnittpunktes zweier Geraden zu berechnen, so sind die gegebenen Geraden-
gleichungen zunichst einmal auf die Existenz eines Schnittpunktes hin zu untersuchen. Die _
Kriterien dafiir wurden bereits erarbeitet.
Die Geraden konnen gegeben sein:

Fall 1: durch zwei parameterfreie Geradenglelchungen

Fall 2: durch eine Parametergleichung und durch eine parameterfreie Geradengleichung
Fall 3: durch zwei Parametergleichungen

Existiert ein Schnittpunkt S(xs; ys), so miissen die Koordinaten xs, ys beide Geradenglei-
chungen erfiillen (da S € g, und S € g,)./Fiir den Fall 1 werden die Koordinaten des Schnitt-
punktes von g, und g, durch die Losung des folgenden Gleichungssystems mit den Va-
riablen x5 und ys ermittelt (bekannt aus KI. 9).

&1 Aixs + Blys -+ C]_ =0
g2t Asxs + Byys + C2, =0

In den Fillen 2 und 3 konnen die vektoriellen Parametergleichungen in parameterfreie Ge-
‘radengleichungen iibergefithrt werden. Dann erfolgt die Berechnung der Schmttpunkts-
koordinaten wie im Fall 1.

Dieses Vorgehen ist ein Beispiel fiir ein hiufig in der Mathematik angewandtes Prinzip: das

Prinzip der Riickfiihrung neuer Aufgaben auf bereits geldste. Das sollte den Schiilern deutlich
gemacht werden.

Ubung im Berechnen von Schmttpunktskoordmaten Bei der Losung von Aufgaben der
Art LB 76, Nr. 1 bis 4, sollte die selbstéindige Schiilerarbeit im Vordergrund stehen, da das
Lésen von Gleichungssystemen und die Umwandlung der Parametergleichungen in para-
meterfreie Geradengleichungen bis zu diesem Zeitpunkt von den Schiilern ausreichend sicher
beherrscht werden miite. Bei Aufgaben wie LB 76, Nr. 5 (zur Achsenabschnittsgleichung),

Nr. 7 und Nr. 8, sollten nach angemessener Uberlegungszext Diskussionen zum Lésungsweg
gefiihrt werden.
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Lagebeziehung der Geraden

beziehung aus der

ablesbare. Kriterien fir die Bestimmung der Z'age'*

x,—xz%ra

vektoriellen parameterfreien
Parametergleichung ) Gleichung
1. Die Geéraden schneiden einander im
Punkt .
a+th m; + m,
bzw. %)
i AL A
)
2. Die Geraden sind parallel
zueinander : T =t und my=m, und n,+ n,

bzw.

A A
1_ %
— g =— und
& & |
*
5,5
6" 5

3 Die Geraden fallen zusammen; sie
sind /dent/sch /

d=th und
K= =14

my=m, 'Uﬂd n=n,

A A
—77=—Z72— und
7 2 )
*
_a_ %
&

Nach Kldrung der Zusammenhdnge kann auch Ubergegangen werden zu _7 + 2,.., a0

diese Form das Ablesén der Lagebeziehung aus der Gleichung erleichtert.

5" 5

Zugrunde gelegt wurde fir die allgemeine Geradengleichung die Form Ax+ By+C= 0.

Bild 56

Kontrollaufgaben
(1) LB76: Nr. 1b und 3a

Geraden ab!
g: X=@3; -4+ s(-2;95)

h: X=(1;6)+ t(—1;2,5)

(2) Lesen Sie aus den folgenden Gleichungen die Lagebeziehung zwischen den zugehorigen
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Lerneinheit 18 ' e ased)
Lagebeziehungen zwischen Geraden im Raum
LB 77 bis 82 ‘

Ziele

Die Schiiler

— kennen die vier Lagebeziehungen zwischen Geraden im Raum,

— konnen in zunehmend selbstindiger Arbeit Lagebeziehungen zwischen Geraden im
Raum rechnerisch ermitteln,

— besitzen Fertigkeiten im Aufstellen von Parametergleichungen fiir Geraden, im
Berechnen von Schnittpunkten und im Ldsen dabei vorkommender Gleichungs-
systeme. ’

Schwerpunkte \

1. Stunde

— Erarbeitung der Lagebeziehungen zwischen Geraden im Raum
— Rechnerische Ermittlung der Lagebeziehung zweier Geraden

2. Stunde

— Ubungen zum rechnerischen Ermitteln der Lagebeziehung zweier Geraden
— Beschreibung einer Geraden im Raum durch ein Gleichungssystem (ohne Para-
meter) '

Methodische Hinweise

Erarbeitung der Lagebeziehungen zwischen Geraden imm Raum Bei der Behandlung dieser
Thematik ist Wert darauf zu legen, durch anschauliches Arbeiten die Entwicklung des
riumlichen Vorstellungsvermogens der Schiiler zu unterstiitzen. Das trifft besonders fiir den
Fall zu, wenn die Geraden zueinander windschief?) liegen. Zu empfehlen sind fiir das De-
monstrieren der Lagebeziechungen zwischen Geraden im Raum Bleistifte oder Stibchen,
aber auch der Einsatz der Maniperm-Klapptafel. Die Erarbeitung der einzelnen Zusammen-
hinge sollte zu der Ubersicht fiihren, die den Schiilern auf Seite LB 79 zur Verfiigung steht.
Eine gute Hilfe fiir das Losen entsprechender Aufgaben ist auch die im Bild 57 (UH 90)
dargestellte Ubersicht in der Art eines Losungsalgorithmus.

Rechnerische Ermittlung der Lagebezichung zweier Geraden  Als erste Aufgabe sollte fiir
das im Beispiel A 32 (LB 79) gegebene Geradenpaar der Schnittpunkt an der Tafel er-
mittelt werden. Dabei lernen die Schiiler den Rechengang, der im Lehrbuch etwas ver-
1 Der Begriff ,,zueinander windschiefe Geraden* wurde bereits in der 7. Klasse bei der senkrechten Zweitafelprojektion

verwendet. Aufgrund des Abstandes von 5 Jahren bis zur Klasse 12 erscheint es gerechtfertigt, diesen Begriff als ,,ein-
zufithrenden Begriff“ zu kennzeichnen.
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Angabe z/on'_;
g: Xx= x0+"‘ta
h: X=%tub

Gleichungssystem
aus den Geradengleichun-
gen eine eindeutige
Lisung?

Ja nein Ja. nein

/

L g=h ' glh g schnei- g ist windschief
1 gFh det h 2V h
v
Koordinaten van §
ermitteln (falls gefordert)
B@ld 57

kiirzt ist, mit allen Zwischenschritten kennen. Des weiteren sollte unbedingt eine Aufgabe,
- bei der die beiden Geraden windschief zueinander liegen, gemeinsam besprochen werden,
z.B. LB 82, Nr. 9b.

Da die Schiiler bei Schnittpunktberechnungen mitunter die beiden Geradengleichungen for-
mal gleichsetzen, ohne iiber die entsprechenden anschaulichen Vorstellungen zu -verfiigen,
soll zur Kliarung dieses Sachverhalts eine Skizze vorgeschlagen werden (.~ Bild 58). Die
unterschiedliche Symbolisierung der linken Seiten der Geradengleichungen (¥, X), die nor-
malerweise nicht notwendig ist, wird fiir den hier angestrebten Zweck ausnahmsweise ver-
wendet. )

e E=T i

Bild 58-

Ubungen zum réchrerischen Ermitteln der Lagebezichung zweier Geraden  Fiir diese Ubun-
gen kann eine Auswahl aus den Aufgaben 8, 9 und 7 (LB 82) — zur Motivierung auf
Seite UH 76 empfohlen — in der gegebenen Reihenfolge angeraten werden. Zuvor kann
das Beispiel A 33 gemeinsam erarbeitet werden. Wichtig ist es auch, eine Auswahl aus den
Aufgaben zu treffen, die sich auf das Lehrbuchbild A 114 (LB 82) beziehen. Es handelt sich
dabei um die Aufgaben 1 bis 6, von denen auch einige fiir die Hausarbeit ausgewahlt werden
sollten.
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Beschreibung einer Geraden im Raum durch ein Gleichungssystem (ohne Parameter) -

* solite den Schiilern bewuft gemacht werden, daB es nicht mdglich ist, eine Gerade im Raum
durch eine einzige parameterfreie Gleichung zu beschreiben. Hierfiir eignet sich das Beispiel
A 34 (LB 80), das im Unterricht in selbstéindiger Schiilerarbeit oder in einer vorbereitenden
Hausaufgabe durchgearbeitet werden solite. Der Erfolg dieser Bemithungen kann mit Hilfe
 des Auftrags A 64 (LB 81) iiberpriift werden.

Konirollaufgaben

(1) LB 82: Nr. 7

(2) Bestimmen Sie die gegenseitige Lage der Geraden mit folgenden Gleichungen!
g: E=204+3k+s(-3+j+k h: Z=4i+ 45+ 1(—60— 4] + 9k)
Losung: Die Geraden verlaufen windschief zueinander.

\

Lerneinheit 19 - - .~ (3Std.)
Lagebeziehungen zwischen Geraden des Raumes

und den Koordinatenachsen bzw. -ebenen
LB 83 bis 86

In dieser Lerneinheit erfolgt eine relativ breite Anwendung des bisher erworbenen Wissens
und K&nnens. Voraussetzung fiir eine ziigige Behandiung des neuen Stoffes sind Fertigkeiten
im Aufstellen von Parametergleichungen, im Berechnen von Schnittpunkten zweier Geraden
im Raum sowie im Losen von Gleichungssystemen mit zwei Variablen (Auf diesem Lo-
sungsverfahren baut das Verfahren zur L6sung von Gleichungssystemen mit drei Variablen
auf, das in den Unterrichtsstunden dieser Lerneinheit behandeit wird).

Ziele

Die Schiiler

— kennen Gleichungen fiir die Koordinatenachsen und koénnen Lagebezichungen
zwischen Geraden im Raum und den Koordinatenachsen rechnerisch ermitteln und
gegebenenfalls Schnittpunktberechnungen durchfiihren,

— kennen die Lagebezichungen zwischen Geraden im Raum und den Koordmaten-,
ebenen sowie Gleichungen fiir die Koordinatenebenen,

— konnen die Koordinaten des Schnittpunkts von Gerade und Ebene unter Verwen-
dung eines linearen Gleichungssystems mit drei Variablen berechnen.
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Schwerpunkte

1. Stunde

— Ermitteln von Lagebezichungen zwischen Geraden des Raumes und den Koordl-
natenachsen
— Erarbeitung eines Losungsverfahrens fiir Gleichungssysteme mit drei Vanablen

2. Stunde

— Frarbeitung der Lagebeziechungen zwischen Geraden im Raum und den Koordi-
natenebenen (.~ Ubersicht LB 84)

— Rechnerische Ermittlung der Lagebeziehung zwischen Geraden im Raum und den
Koordinatenebenen (& A 36) '

3. Stunde

— Frarbeitung einer Ubersicht zur Bestimmung der Lagebeziehung zwischen Geraden
im Raum und den Koordinatenebenen

— Systematisieren der Kenntnisse iiber Lagebeziehungen von Geraden im Raum und
in der Ebene (LB 85)

Methodische Hinweise

Ermitteln von Lagebezichungen zwischen Geraden des Raumes und den Koordinatenachsen
Die Koordinatenachsen sind spezielle Geraden. Somit konnen die Lagebeziehungen zwischen
Geraden und Koordinatenachsen in der aus LE A 18 bekannten Weise ermittelt werden. Zu
Beginn der Behandlung miissen lediglich die Gleichungen fiir die Kcordinatenachsen er-
arbeitet werden. Bei geschickter Impulsgebung durch den Lehrer konnen die Schiiler die
Parametergleichungen und die entsprechenden Gleichungssysteme relativ selbstindig finden
(z. B. Impuls: '

Welche Vektoren konnen bei den Koordinatenachsen als Richtungsvektoren verwendet
werden?)

Das Beispiel A 35 (LB 83) sollte gemeinsam durchgesprochen werden. (Hinweis: Wird
dabei der Losungsalgorithmus auf Seite UH 90 verwendet, so kann nicht nach der im
Lehrbuch dargestellten Folge vorgegangen werden.)

Bei jeder der im Rahmen der Festigung zu 16senden Aufgabe sollte der zeichnerischen Dar-
stellung des jeweiligen Sachverhaltes groBe Aufmerksamkeit gewidmet werden, und zwar
vor der rechnerischen Ermittlung zur AuBerung einer Vermutung und nach der Berechnung
zur Kontrolle des Ergebnisses. Bei Aufgaben, die sich auf den Raum beziehen, ist die Kon-
trolle des Ergebnissés durch eine Zeichnung nur begrenzt moglich. Fiir die Ebene jedoch ist
diese Kontrolle sehr zu empfehlen.

Erarbeitung eines Losungsverfahrens fiir Gleichungssysteme mit drei Variablen Dieses
Losungsverfahren wird bei der Behandlung der Lagebeziehungen zwischen Geraden im
Raum und den Koordinatenebenen benétigt. Im Stoffgebiet ,,Ungleichungen und Glei-
chungssysteme** wurde in der 9. Klasse eventuell schon auf das Lgsen derartiger Gleichungs-
systeme eingegangen. Hier wurde bevorzugt das Einsetzungsverfahren verwendet. Es kann
selbstverstindlich auch das Additionsverfahren, das die Schiiler eventuell bei der Herlei-
tung der Punktrichtungsgleichung nutzten, zur Losung des Gleichungssystems gewdhlt
werden.
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Erarbeitung der Lagebeziehungen zwischen Geraden im Raum und den Koordinatenebenen
Bei dieser Erarbeitung sind die Schiiler in weitgehend selbstindiger Arbeit zu einer Ubersicht
zu fithren, wie sie auf Seite LB 84 zu finden ist.!

Aus Griinden der Anschaulichkeit wird fiir die Erarbeitung der genannten Lagebeziehungen
wiederum die Maniperm-Klapptafel empfohlen. Zur rechnerischen Ermittlung der jeweiligen
Lagebeziehung miissen dem Schiiler die Gleichungen der Koordinatenebenen bekannt sein.
Der Lehrplan sieht die ausfiihrliche Behandlung von Gleichungen einer Ebene jedoch nicht
vor. Es ist deshalb zu empfehlen, zunichst die xy-Ebene an der Tafel zu skizzieren. Ein be-
liebiger Punkt P; der gewihlten Ebene wird festgelegt und in der Form X; = x17 + y1j
beschrieben. Mit einigen weiteren Punkten wird ebenso verfahren, so daB die Schiiler er-
kennen, daBjeder Punkt der xy-Ebene durch eine Gleichung der Form ¥ = xi + yj beschrie-
ben werden kann bzw. fiir jeden Punkt der xy-Ebene z = 0 gilt. Die Gleichungen der
anderen Koordinatenebenen sollten die Schiiler dann selbstindig angeben konnen.

Rechnerische Ermittlung der Lagebeziehungen zwischen Geraden im Raum und den Koor-
dinatenebenen  Fiir eine erste Aufgabe zur rechnerischen Ermittlung der Lagebeziehung
zwischen einer Geraden im Raum und einer Koordinatenebene kann das Beispiel A 36
(LB 84) gewihlt werden. Als ein Ergebnis, das zu Beginn der folgenden Stunde zur Erar-
beitung einer Ubersicht verwendet werden kann, sollte dabei herausgestellt werden: Wenn
das Gleichungssystem aus der Geradengleichung und der Gleichung der Koordinaten-
ebene eindeutig iosbar ist, dann schneidet die Gerade die Ebene.

 Hausaufgabe: LB 86: Nr. 1 und 2

Erarbeitung einer Ubersicht  Aufgrund der bisher erworbenen Erfahrungen bei der rechne-
rischen Ermittlung von Lagebezichungen zwischen Geraden im Raum ist zu erwarten, dafl
die Schiiler in selbstindiger Arbeit eine Ubersicht der folgenden Art entwerfen kénnen:

Lagebeziehung zwischen der Geraden g und
der Koordinatenebene &

Anzahl der Losungen des Gleichungssystems
aus der Geradengleichung und der Gleichung
der Koordinatenebene

genau eine Losung
unendiich viele Losungen
keine Losung

g schneidet ¢
g liegt in ¢
glle

Eine solche Ubersicht hilft den Schiilern (insbesondere leistungsschwicheren) bei der rech-
nerischen Ermittlung der jeweiligen Lagebeziehung erheblich. Zur Ubung sollten einige
Aufgaben der Nummern 3 und 4 (LB 86) gelost werden. Besonderer Wert ist dabei auf die
Veranschaulichung des Sachverhalts durch eine Zeichnung zu legen.

Systematisieren der Kenntnisse iiber Lagebeziehungen von Geraden im Raum und in der Ebene
Diese Systematisierung kann sowohl im Unterricht als auch in der Hausarbeit vorgenommen
werden. Es wire durchaus denkbar, daB die Schiiler eine Art,,Belegarbeit* anfertigen, in dex,
von Geraden in der Ebene angefangen (LE 17) iiber Geraden im Raum (LE 18) bis hin zu
den Lagebezichungen zwischen Geraden im Raum und den Koordinatenebenen (LE 19), in
Form von Ubersichten und kurzen Erlduterungen die Zusammenhinge dargestellt werden.
ErfahrungsgemiB ist eine solche Arbeit fiir jeden Schiiler von Gewinn. Eine entsprechende
Auswertung muB selbstverstindlich folgen. Die Zusammenfassung auf Seite LB 85 sollte
aufjeden Fall in die Arbeit einbezogen werden. An die Stelle einer ,,Belegarbeit fiir jeden
Schiiler kann auch ein von leistungsstarken Schiilern erarbeiteter Vortrag treten.

1 Die Begriffe Durchstofipunkt und Spurpunkt fiir Schnittpunkt sollten aufgrund ihrer Gebrauchlichkeit auch genannt .
werden.
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Kontrollaufgaben
(1) Auftrag A 68a (LB 84) (2) LB 86: Nr. 4a

(3) Nennen Sie eine Gleichung fiir die xz-Ebene!
Welche Lagebezichungen zwischen Geraden im Raum und den Koordinatenebenen sind
Thnen bekannt?

Stoffabschnitt 1.4 ‘ ' (13 5td.)
Skalarprodukt und Anwendungen '

:Dieser Stoffabschnitt leistet einen wesentlichen Beitrag zur Verwirklichung eines der Haupt-
ziele des Stoffgebietes, ndmlich zur Befihigung der Schiiler zum sicheren Ausfiithren der
Rechenoperationen mit Vektoren und zum inhaltlichen Verstehen der fiir diese' Rechenope-
rationen giiltigen Gesetze (LP41). Zur Motivierung des zu behandelnden Stoffes sind die
Schiiler auf die groBe Anwendungsbreite des Ska.larproduktes sowohl innerhalb der Mathe-
matik (z. B. bei der Berechnung der Gro8e eines Winkels zwischen Vektoren bzw. zwischen
Geraden) als auchin Physik und Technik (siche Ubersicht zu LE 26, » UH 114) hmzu- :
weisen.

Im Falle der Addltlonstheoreme und der Anwendungen des Skalarproduktes in der Physik
ist die Ausprigung von Fertigkeiten beim Losen von Aufgaben nicht vorgesehen.

‘Fiir ,,tagliche Ubungen** wird der Aufgabenkomplex 13.4. (UH 18f.) empfohlen.

Die folgende Ubersicht soll die Struktur des in diesem Abschnitt zu behandelnden Stoffes
deutlich machen.

Skalarprodukt
Definition des Skalarproduktes -
Koordinaten-
darstellung
Eigenschaften des Skalarproduktes —
Kommuta- Distributi- Assoziativitit beziiglich der
tivitat vitit Multiplikation des Skalar-
produktes mit einer reellen
Zahl

Assoziativgesetz fiir die skalare Multiplikation von Vektoren
gilt nicht.

Ubungen im Berechnen von Skalarprodukten mit dem Ziel des zunehmend selbstindigen
Losens von Aufgaben. . ) p
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Anwendungen des Skalarproduktes

Beim Beweisen Bei der Berechnung | Bei der Berechnung | Bei der Berechnung
planimetrischer " des Betrages von des Winkels zwischen | des Schnittwinkels
Sdtze ‘ Vektoren zwei Vektoren " zweier Geraden

Ziel: Zunehmende Selbstindigkeit beim Fiihren von Beweisen und beim Losen von Auf-
gaben. o

\

Bei der Herleitung der Additianstheoreme und von Sdtzen in der Physik

Ziel: Zeigen der Anwendungsbreite des Skalarproduktes; Fertigkeiten im selbstindigen
Losen von Aufgaben werden nicht angestrebt.

Lerneinheit 20 \ | (15td.)

Das Skalarprodukt zweier Vektoren
LB 86 bis 90

Ziele . ~

Die Schiiler

— kennen die Definition des Skalarproduktes zweier Vektoren und kénnen Skalar-
produkte berechnen,

— wissen, daB die skalare Multlphkatlon nicht eindeutig umkehrba.r ist,

— wissen, unter welchen Bedingungen das Skalarprodukt den Wert Null annimmt,
groBer als Null oder kleiner als Null ist.

Schwerpunkte

.+ Erarbeitung der Definition des Skalarproduktes anhand der Formel zur Berechnung
der mechanischen Arbeit
- Ubungen im Berechnen von Skalarprodukten
~ Information tiber die nicht eindeutige Umkehrbarkeit der skalaren Multiplikation
- Era.rbelten der Bedmgungen, unter denen fiir das Skalarprodukt gilt:
@ b= 0,5 < b >




 Methodische Hinweise o B

Erarbeitung der Definition des Skalarpro_c}uktes | Unter Hinzuziehung des Lehrtextes auf
Seite LB 86f. wird die Gleichung W = F- § erarbeitet, die als Motivierung und Finleitung
_ fiir die Behandlung des Skalarproduktes genutzt wird. Bei der Einfithrung der Definitions-
gleichung

a-b =|d||b|cos x (@, b)
sollte den Schiilern bewuBtgemacht werden, daB es sich im Falle des Winkels & (@, 5) um

einen nichtorientierten Winkel handelt, daB8 deshalb gilt: % (@, ) = % (b, 4).
AuBerdem sollte auf die Bezichung cos o = cos (—«) hingewiesen werden.

Da das Vektorprodukt zweier Vektoren gemiB Lehrplan nicht zu behandeln ist, konnte die Bezeich-
nung Skalarprodukt den Schiilern dadurch plausibel gemacht werden, daB der Lehrer in einer Be-
merkung auf den Umstand verweist, daB es neben dem Skalarprodukt eine weitere Verkniipfung gibt,
deren Ergebnis keine Skalare sind.

Ubungen im Berechnen von Skalarprodukten Zunichst sollte man s1ch solchen Aufgaben
zuwenden, die im Ergebnis keine Variablen enthalten (LB 90, Nr. 3und 4). Aufgaben wieim
Beispiel A 37 und im Auftrag A 69 (LB 87) sollten folgen. Mancher Schiiler wird auf diese
Weise zu der Uberzeugung gefiihrt, daB das Ergebnis beim Skalarprodukt eine Zahl ist. Es
konnte z. B. als erste Aufgabe die folgende gewihlt werden:

Berechne das Skalarprodukt der in den Bildern 59 bis 62 dargestellten Vektoren!

-

—

a

) 3 )
d f T

<},

"

 Bilder 59 bis 62

Die Zeichnungen konnten entweder an der Tafel vorbereitet werden (Winkel und Betrige der
Vektoren wiirden von Schiilern gemessen und die Ergebnisse der Skalarprodukte gemeinsam
berechnet) oder den Schiilern in Form von Arbeitsblittern vorgelegt werden. Dabei konnte
auch schon kurzvauf Sonderfille eingegangen werden.

Information iiber die nicht eindeutige Umkehrbarkeit der skalaren Multiplikation Es ist-
notwendig, den Schiilern mitzuteilen, dal im Gegensatz zur Multiplikation reeller Zahlen
die skalare Multiplikation nicht eindeutig umkehrbar ist. Die Gleichung @ - ¥ = r hat un-
endlich viele Losungen. Aus dieser Gleichung kann X nicht mittels ,,Division durch a“
gefunden werden, denn eine solche Rechencperation 14Bt sich nicht definieren. Wenn
zeitlich die Moéglichkeit dazu besteht, kann diese Thematik ausfiihrlicher behandelt werden
(siche LB 87f. ,,gzeometrische Interpretation des Skalarproduktes).

Erarbelten der Bedingungen, unter denen fiir das Skalarprodukt gilt a b = 0, a b <0,

a b > 0 Wenn dieser Schwerpunkt hier gesondert aufgefuhrt wird, dann heiB3t das nicht,
daB die Schiiler dazu noch nichts wissen. Bei der Losung verschiedener Aufgaben haben sie
Erkenntnisse gesammelt, die jetzt systematisiert und erginzt werden sollen. Es kann eine
Ubersicht gemiB der auf Seite LB 89 oder auch nach folgendem Muster erarbeitet werden® :

1 Bei der Behandlung von Winkeln zwischen zwei Vektoren wurde zum Zweck der eindeutigen Festlegung eines Win-
kels « eingeschrinkt auf 0 < « < = fiir den nichtorientierten Winkel. Aus diesem Grund werden Winkel, die groBer
" als 180° sind, in dieser Tabelle nicht beriicksichtigt. 4
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ab>o0 a-b<0 i-b=0

ito,b£6 i£8,b#£6 it6bts |a=2a

0° <& <90° . 90° < o < 180° o = 90° oder
: ‘ b=2¢

Zu dieser Thematik kann auch ein kurzer Schiilervortrag vergeben werden.

Im AnschluB daran wird noch die Beziehung @@ = |d|? erarbeitet. Als Ubungsaufgabe
hierzu ist die Aufgabe 5 (LB 90) geeignet. Die Skalarprodukte der Basisvektoren, die hier
zu berechnen sind, werden in den folgenden Lerneinheiten benotigt. Bei der Losung von
Ubungsaufgaben sollten auch Aufgaben der Art wiein Nr. 6 und 7 (LB 90) beachtet werden.

Kontrollaufgaben

(1) Berechnen Sie den Winkel % (4, 5), wenn &2 = 16, b = 25 und @+ b = 15!
(Losung: ¥ @b =~ 41,49

.(2)LB90: Nr.4a
(3) Nennen Sie die Bedingungen, unter denen gilt: d@ - b 0, a-b> 0,a- b<o!

{

Lerneinheit 21 ' (25td.)

Eigenschaften der skalaren Multzplzkatzon von Vektoren
LB 90 bis 93

Zum Zwecke der Motivierung und Systematisierung sollte in dieser Lerneinheit von den
Eigenschaften (oder Rechengesetzen) der Multiplikation von reellen Zahlen ausgegangen
werden. Entsprechende Unterschiede, die sich bei den zu untersuchenden Eigenschaften der
skalaren Multiplikation gegeniiber dem Rechnen mit reellen Zahlen ergeben, prigen sich
dann erfahrungsgemif besser ein.

Ziele

Die Schiiler ,

~ ‘wissen, daB fiir die skalare Multiplikation das Kommutativ- und das Distributiv-
gesetz gelten und beziiglich der Multiplikation des Skalarproduktes mit einer
reellen Zahl auch das Assoziativgesetz, . '

— wissen, daB es fiir die skalare Multxphkatlon von Vektoren kein Assonatlvgesetz
gibt,

~ konnen den Beweis fiir die Gultlgkelt eines dieser Gesetze selbstindig fithren, ,

— konnen die Eigenschaften des Skalarproduktes bei Berechnungen anwenden.
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1 Schwe’rpunlgte

1. Stunde

— Motivierung
- Uberpriifung der Giiltigkeit des Kommutativgesetzes
—~ Nichtgiiltigkeit des Assoziativgesetzes fiir die skalare Multiplikation von Vektoren
~ Uberpriifung der Giiltigkeit des Assoziativgesetzes fiir die Multiplikation des Ska-
larprodukts mit einer reellen Zahl (1. Teil)

2. Stunde

- U'berprufung der Giiltigkeit des Assozxatxvgesetzes fiir die Multlplxkatxon des
Skalarproduktes mit einer reellen Zahl (2. Teil)

— Mitteilung des Distributivgesetzes.

~ Anwendung der Eigenschaften des Skalarproduktes

Methodische Hinweise

Motivierung Ein Riickblick auf die Rechengesetze fiir die Multiplikation reeller Zahlen
und auf die Bedeutung, die diese Gesetze fiir das Losen von Aufgaben haben, soll die Be-
trachtung der Eigenschaften des Skalarprodukts notwendig erscheinen lassen. In allen bis-
her bekannten Zahlenbereichen gelten fiir die Multiplikation sowohl das Kommutativgesetz
als auch das Assoziativ- und Distributivgesetz. Es wird die Frage gestellt, ob diese Gesetze
auych fiir das Skalarprodukt gelten.

Uberpriifung der Giiltigkeit des Kommutativgesetzes Die Giiltigkeit dieses Gesetzes konnen
die Schiiler anhand der Definitionsgleichung selbsténdig tberpriifen.

d-b=|a||blcos x (@8) b-a=|b||d]cos x (B,a)

b-a = |d||b| cos ¥ (@, b)

———|a-b=b-a <—-|

Die Begriindung dafiir, daB der Schritt
= |a||B| cos % (@, b)
aus dem vorhergehenden folgt, ist unbedingt herauszuarbeiten. ‘
" Nichtgiiltigkeit des Assoziativgesetzes fiir die skalare Multiplikation von Vektoren Die ni-
here Betrachtung des Terms @ - (b - &) zeigt, daB eine Uberpriifung der Giiltigkeit des Asso-

ziativgesetzes eigentlich gegenstandslos ist. Mit einigen Impulsen von seiten des Lehrers
kann das auch der Schiiler erkennen.

Vorschlag: Betrachten Sie in dem Term & - (5 - &) den Ausdruck in der Klammer und iiber-
legen Sie, ob auf @ und (5 &) die Definition des Skalarprodukts angewandt werden kann!

Im Ergebnis der Diskussion zu dieser Frage erkennen die Schiiler, daB sowohl @ - (b - &)
als auch (@ - b) - & sinnlose Terme sind (LB 91) und es deshalb fur die skalare Multiplikation
zweier Vektoren kein Assoziativgesetz gibt.

Wiirde das Zeichen ,,-* auch als Zeichen fiir die Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl -
aufgefaBt, dann wire (unter der Voraussetzung, daB vorher erklirt wurde rd@ = dr, siche auch Be-
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 merkung zur LEA 6, UH48) a- (5-¢) ein m @ paralleler Vektor. Beim Term (4 5) & erhiclte -
man einen zu & parallelen Vektor. Eine Gleichheit béider Terme wiirde nur in Ausnahmefillen vor-
liegen. Es wiirde also auch dann kein Assozxatlvgesetz gelten.

Uberpritfung der Giiltigkeit des Assozlatlvgesetzes fiir die Multlphkanon des Skalarproduktes
mit einer reellen Zahl Der vollstindige Beweis dieses Gesetzes kann sicher nicht mehr
in der ersten Unterrichtsstunde erfolgen. Den Nachweis der Giiltigkeit des Gesetzes fiir die
Fille »r > 0 und r = 0 konnen die Schiiler aufgrund der Definition des Skalarproduktes
selbstindig und relativ schnell erbringen. Fiir die unterrichtliche Behandlung des Beweises
wird eine Teilung empfohlen. Der Fall r < 0 kann von den Schiilern als Hausaufgabe er-
ledigt werden, wobei die Lehrbuchdarstellung auf Seite LB 91 hinzugezogen wird. Die Aus-
wertung erfolgt dann zu Beginn der folgenden Unterrichtsstunde. Der im Lehrbuch au-
Seite LB 91 dargestellte Beweis sollte fiir ein Tafelbild in folgender Weise aufbereitet wer-
den: \

r(?-;; ' (7;3 —b->
= r|d||b| cos x @@,b) ‘ = |rd| |B| cos x (rd, b)
' = |r}|d@]|B]| cos % (rd, b)
r>0 rial }B] cos ¥ @ B) - S| i 8] cos x @B
r<0 rl::l?lcos ¥ a,_bs —r|@||B] cos ¥ (-a,b)
= —r|d||B|cos x [ — x @B
= —r]c‘il IBI [—cos <): (a,b)]
= rlal Ib]cos X (a, b
r=0 0@-b : (0d)-b
=0 =0

Die gleichlautenden Terme solltén jeweils farbig herausgehoben werden. Bei der Behaﬁdlung
des Falles r < 0 ist Wert darauf zu legen, daB alle Schiiler den Zusammenhang

" cos % (—d,B) =cos[x — ¥ (@ b)) = —cos ¥ (@ B)
lgegreifen. Erklirungen dazu sind durch Zeichnungen zu unterstiitzen.

Mitteilung des Distributivgesetzes Die Giiltigkeit des Distributivgesetzes fiir die skalare -
Multiplikation wird den Schiilern nur mitgeteilt, nicht bewiesen. Eine Anwendung des Di-
stributivgesetzes erfolgt innerhalb verschiedener Beweisfithrungen, speziell bei der Her-
leitung der Koordinatendarstellung des Skalarproduktes (LB 94f.). Die Schiiler werden
darauf hingewiesen, daB die Kenntnis iiber die Eigenschaften des Skalarproduktes die Be-
rechnung desselben mitunter erleichtern kann (LB 92) und den vektoriellen Beweis vieler
geometrischer Sitze ermdoglicht.

Anwendung der Exgenschaften des Skalarproduktes Im Be1sp1e1 A 39 (LB 92) werden
Berechnungen von Skalarprodukten unter Anwendung der Eigenschaften des Skalarproduk-
tes durchgefiihrt.

Mit solchen Aufgaben kann begonnen werden. Es ist jedoch darauf zu achten, daB die Losung
von Aufgaben nicht deshalb verkompliziert wird, um recht oft entsprechende Eigenschaften
des Skalarproduktes ins Spiel bringen zu kénnen. Wenn den Schiilern Rechenerleichterungen
in Aussicht gestellt werden, sollten auch solche folgen. Uberzeugend diirfte das gelingen im
Falle des Beispiels A 39 c¢) (LB 92): .
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OR OB 2 (4i+6j)—(21 41) + (21 6§) =2- 4(1 i)+2 6@ j)
- =8-1+12:-0=8 '

Vor der Behandlung dieses Belsplels kann im Interesse des ziigigen Vorgehens noch einmal
an die Skalarprodukte der Basisvektoren erinnert werden.

Auf Seite LB 88f. wurde vorher die Berechnung dieses Skalarprodukts ohne Anwendung der
Eigenschaften mit wesentlich groBerem Aufwand abgewickelt.

Die Aufgabe 3 (LB 93) verlangt vom Schiiler konzentriertes Arbeiten, da es trotz der ein-
fachen Zahlenwerte schiell zu einem Vorzeichenfehler oder zum Vergessen eines Zwischen-
schrittes bei der Anwendung des Distributivgesetzes kommen kann.

Auf keinen Fall soliten Aufgaben wie Nr. 4 bis Nr. 7 (LB 93) iibersprungen werden, da es
sich hier zeigt, ob das bisherige Wissen tiber das Skalarprodukt (insbesondere der Fakt, daB -
das Skalarprodukt eine reelle Zahl ist) richtig angeeignet wurde.

‘-

Kontrollaufgaben
(1) LB93: Nr. 3a
(2) Ist (a + b)d — b ein sinnvoller Term?

(3) Sind fiir |d@| = a und || = & die folgenden Bezichungen richtig? Beweisen Sie Ihre Ent-
scheidung!

) @-br=a®+52-23-b b aG-&=@Gh-&
- =@+ b)@—bh

Lerneinheit 22 ,  @sud)
Anwendung des Skalarproduktes bezm Bewezsen von Sdtzen
LB 93 und 94

Im Vordergrund steht die Entwicklung der Fihigkeit der Schiiler, selbstindig einen Beweis-
ansatz und weitere Beweisschritte zu finden. Der Grad der Selbstindigkeit der Schiilertitig-
keit und der Grad der Schwierigkeit der zu fithrenden Beweise sollten dabei nach und nach
erhoht werden. Bei der Gestaltung des Unterrichts ist zu beachten,’ daB Erfolgsgefiihle eine
grofie Bedeutung fiir die Einstellung der Schiiler zur weiteren Arbeit haben. Besonderer Wert
ist beim selbstindigen Fiihren von Bewelsen auf die Erzichung der Schuler zum beharrlichen

Arbeitén zu legen.

Ziele -

Die Schiiler
— wissen, daB das Skalarprodukt beim Bewelsen planimetrischer Sitze angewandt

‘werden kann,
~ konnen mindestens einen Beweis mit Hilfe des Skalarproduktes selbstindig fiihren.
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Schwerpunkte

I Stunde

- Selbstandlge Erarbextung des Beweises zum Satz des PYTHAGORAS anhand des Lehr-
buchs :
— FErarbeitung des Bewexses fur Aufgabe 2(@1LB9%

2. Stunde -

~ Auswertung der Hausaufgabe [Aufgabe 4 (LB 94)]
— Erarbeitung des Beweises fiir Aufgabe 1 (LB 94)

Methodische Hinweise

Selbstindige Erarbeitung des Beweises zum Satz des PYTHAGORAS anhand des Lehrbuchs  Der

im Lehrbuch Seite LB 93 ausgefiihrte Beweis ist so aufbereitet, daB eine selbstindige

’ Erarbeitung empfohlen werden kann. Das Ziel der Erarbeitung sollte sein; den Beweis an- .
hand einer Skizze vor der Klasse selbstindig fithren zu konnen Dieses Ziel ist vor Beginn der

" Erarbeitung den Schiilern bekanntzugeben. .

" Erarbeitung des Beweises fiir Aufgabe 2 (LB 94) Zur weiteren Erhohung der Selbstindig-
keit beim Fiihren von Beweisen mit vektoriellen Mitteln wird empfohlen, diesen Beweis
zwar frontal an der Tafel (unter Mitarbeit im Heft), aber unter erhdhter Mitwirkung der
Schiiler zu fithren. Das erfordert geschickte DenkanstéBe durch den Lehrer.

Zunichst sollte eine Definition fiir den Rhombus von den Schiilern genannt werden. An einer .
Skizze ist dann der Sachverhalt zu verdeuthchen (~ Bild 63). -
Was gilt aufgrund der Definition fiir @ und b?

lal = 13|

Auf welchen Ausdruck miiite man kommen,
um den Satz bewiesen zu haben?

@+b-@-5=0

Bild 63

Die hier genannten Schritte kénnen vom Schiiler geleistet werden. Bei den weiteren Schritten
wird woh! der Lehrer mehr Hinweise geben miissen.

Der zu erreichende Ausdruck enthilt ein Skalarprodukt. Wie gelangt man vom Betrag
eines Vektors zu einem Ska]arprodukt?
Aufgrund der Beziehung |@|?> = &2 folgt aus Ic'z’ | = |8}

az =

Formen Sie diese Glelchung in Richtung auf den gewunschten Ausdruck um!
iz - Bz =0 « S
@+B@-5)=0 w.zb.w. '

Zum besseren Erkennen von Voraussetzung und Behauptung empfiehlt sxch die Umformu-
lierung des Satzes in die ,,Wenn-so-Form‘‘ und die Gliederung in ,,Voraussetzung Behaup-
. tung — Beweis* bei der schriftlichen Wledergabe des Bewelses
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: HauSaufgabev Beweis der Umkehning des oben bewiesenen Satzes [Aufgabe 4 (LB 94')‘]

Beziiglich der Umkehrung von Sitzen ist daran zu arbexten, daB die Schiiler entsprechende Formu-
lierungen selbstindig finden lernen.

Auswertung der Hausaufgabe [Aufgabe 4 (LB 94)] Ein Schiiler fiihrt den Beweis, der
nach der Behandlung der einen Richtung im Unterricht sicher nicht zu schwierig war, an der
Tafel vor. Durch eine anschlieBende Diskussion zu dem Vorgetragenen kdénnen noch offene
Fragen geklart werden. Der Lehrer solite sich iiber die Qualitit der Hausaufgabe (eventuell B
durch Emsa.mmeln der Aufzeichnungen) GewiBheit verschaffen.

Voraussetzung. In einem Parallelogramm mogen die Diagonalen senkrecht aufeinander
stehen. R .
(Das bedeutet: (@ + b)- (@ — b) =0.)

Behauptung : Dieses Parallelogramm ist ein Rhombus.
(Das bedeutet: |@]| = |5|.)
Beweis: @+bhH@-nH=o0 (nach Voraussetzung)
@z -b2=0 (aufgrund der Giiltigkeit des Distributiv-
az = b2 gesetzes der skalaren Multiplikation)
|a@)? = |5|? (da @* = |d||d| cos 0° = || bzw. B2 = |5|»
|@| = |b] w.z. b. w. - .

Erarbeitung des Beweises fiir Aufgabe 1 (LB 94) Vor der selbstindigen Erarbeitung des
Beweises fiir die Aufgabe 1 sollte der Lehrer eine Beweisfigur ( » Bild 64) mit entsprechenden
Bezeichnungen gemeinsam mit den Schiilern erarbeiten. Er erleichtert sich so die Verstin-
digung im Rahmen der Auswertung. (Es sei jedoch erwihnt, daB ein Schuler nicht aufgrund
anderer Bezeichnungen unterbewertet werden darf.)

Beweisfigur fiir Aufgabe 1 (LB 94): Bild 64

Voraussetzung: Die D{agona;len eines Parallelogramms sind gleich lang
(@ + b} = |b — d|).

Behauptung: ~ Das Parallelogramm ist ein Rechteck (@ - b;= 0).

Beweis: |@ + b| = |b — a] ~ (nach Voraussetzung)
@+ 5> = (5 —-d} = (dald]* =3
@ +23-b+b2=05b%~-2d-b+a* (aufgrund der Giiltigkeit des Di-
2d-b=-23-b stributivgesetzes der skalaren Mul-
4i-b=0 tiplikation)

/ @ab=0 w.z.b. w.

Die Aufgabe 3 (LB 94) wird fiir die Hausarbeit empfohlen.
Beweisfigur fiir Aufgabe 3 (LB 94): Bild 65
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Voraussetzung: Das Parallelogramm ist ein Rechteck (d - b =0). . .
Behauptung: ~ Die Diagonalen (im Rechteck) sind gleich lang (|a + bl = |b - aj).

Beweis: 1.@+ b2 =a2+2i-b+ 5
: 0 (aufgrund der Giiltigkeit
2B des Distributivgesetzes der skalaren
— 32 = h2 — a2
26-a"=5 “0 b+a | Multiplikation)
2d-b = —2d-b = 0, da nach Voraussetzung gilt &-5 = 0.

Aus 1. und 2. folgt
@+b2=@0(-a2 -

|@ + b =|b —d|*> (daa? =|{d]?)
léd +b =|b—-d| w.zb.w.

Wenn zeitlich die Moglichkeit dazu besteht oder differenziert mit den Schiilern gearbeitet
wird, konnen Beweise zu solchen wohlbekannten Sitzen wie zum Satz des THALES, zum
Héohensatz, zum Kathetensatz (LB 119, Nr. 20 und 21) in selbsténdiger Schulerarbelt ge-
fiihrt werden (auch die Aufgabe 5, LB 94, ist méglich).

Kontrollaufgabe

Fithren Sie zu einem der behandelien Sitze selbstindig den Beweis unter Verwendung des
Skalarproduktes!

Lerneinhelt 23 ~ (25td.)

Die Koordinatendarstellung des Skalarproduktes
LB 94 bis 96

Nach der Herleitung der Koordinatendarstellung des Skalarproduktes bildet das Anwenden
desselben auf das Berechnen des Betrags eines Vektors und des Winkels zwischen zwei
Vektoren einen Schwerpunkt in diesen Unterrichtsstunden. Dabei steht das selbstindige
Losen spezieller Aufgaben (in groSerer Anzahl) im Vordergrund. Weitere Anwendungen
folgen in den Lerneinheiten A 24 bis A 26.

Ziele

Die Schiiler

— konnen mit Hilfe des Distributivgesetzes und der Skalarprodukte der Basxsvek-
toren i, §, k die Koordinatendarstellung des Skalarproduktes herleiten,

— wissen, wie der Betrag eines Vektors und die GréBe des Winkels zwischen zwei
Vektoren mit Hilfe der Koordinaten der Vektoren berechnet werden,

~ kénnen entsprechende Aufgaben selbstindig 16sen.
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1. Stunde .

— Herleitung der Koordinatendarstellung des Skalarproduktes

~ Losen von Aufgaben

- Anwendung der Koordinatendarstellung des Skalarproduktes auf dxe Berechnung
des Betrags eines Vektors und des Winkels zwischen zwei Vektoren

2. Stunde

— Zusammenfassende Betrachtungen zu den hergeleiteten Formelil ’
— Losen von Aufgaben ) .

Methodische Hinwelse

Herleitang der Koordinatendarstellung des Skalarproduktes: Oft sind Vektoren durch ihre
- Koordinaten gegeben. Den Schiilern wird erldutert, daB es deshalb fiir die Berechnung des
Skalarproduktes giinstig ist, eine Form des Skalarproduktes zu finden, die eine Berechnung
mittels der Koordinaten der Vektoren ermdoglicht.

Wovon konnte man bei der Herleitung emer solchen Form ausgehen?

Vielleicht kommen einige Schiiler selbst da.rauf die Komponentendarstellung der Vektoren
als Ausga.ngspunkt zu wihlen:

d@=aid+aj+ak; b=bi+bj+bk.

" Bei der sich anschlieBenden Berechnung des Skalarproduktes @ - b (Anwendung des Distri-
butivgesetzes) arbeiten alle Schiiler im Heft und ein Schiiler hinter der Tafel, so daB alle
im Anschluf} eine Vergleichsméglichkeit erhalten.

Durch eine Zwischenfrage nach dem ersten Schritt wird auf die Bildung des Skalarproduktes
von Basisvektoren aufmerksam gemacht:

’

Bietet die Berechnung der Skala.rprodukte von Basmvektoren Moglichkeiten fiir eine
Vereinfachung? p

Lisen von Aufgaben Fiir die Beréchnung von Skalarprodukten mittels Koordinaten-
darstellung 1st die Spaltenschreibweise besonders vorteilhaft!):

~ Beispiel: @ = (=3; —4; =3),, b =(-5;6;4),

a-5=(—4)-( 6)=15—.24—1 _-21 '
' \-3 4 ‘ ‘ - ;

Um Fehl'er, zu vermeiden, sollte die folgende falsche Schreibweise diskutiert werden:

/=3\ (=5 15\ |
(—4 ( 6)=(—24)=‘-21. ’ : : i
-3 4/ \-12/ . S E

. G . C ‘
! Da das Arbeiten mit Matrizen nicht Behandlungsgegenstand ist, kann hier nicht auf die Multiplikation eines Spalten-
vektors mit einem Zeilenvektor eingegangen werden. Lediglich ein Hmwcls auf die andere Schmbwelse im spéteren
Studium wire moglich.

e
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- Anwendung - der Koordmatendarstellung des Ska]arproduktes Bei der Behandlung dieses -
Stundenteils geht es vorerst nur um die Herlemmg der Formeln entsprechende Aufgaben
sollten erst in der zweiten Stunde gelost werden. Bei Zeitmangel kann die Herleitung in der
Untemchtssmnde vorbereitet und die Ausfiihrung fiir die Hausarbeit aufgetragen werden
Fiir eine selbstandlge Schu]erarbelt wird der folgende Auftrag erteilt:

,,Leiten Sie die Formel fiir den Betrag eines Vektors

lgl=/a +a +a?

her, mdem Sie yon der Koordinatendarstellung des Skala.rproduktes zweier Vektoren fiir
den Fall @ = b ausgehen!“

- Auch die Formel fiir die Berechnung des'Winkels (LB 95) kann in selbstandlger Schiiler-
arbeit hergeleitet werden:

,»Stellen Sie unter Verwendung der Definition des Skalarproduktes und bereits hergelei-
teter Bezichungen eine Formel zur Berechnung des Winkels zwischen zwei Vektoren
auf! Die Vektoren sollen dabei durch ihre Koordinaten gégeben sem “

Zusammenfassende Betrachtungen Dieser Schritt am Anfang der zwexten Untemchts-

stunde ist notwendig, um fiir die folgenden ,Anforderungen an die Schuler ein gesichertes -
Ausgangsniveau zu schaffen.

An der Tafel sollte im Zuge einer. Wlederholung die folgende Ubersicht entstehén:

{

@-b=|d||blcosx @B); d-b=ab, +ab, + ahb,
ld|=+/a; +a} +a}

ab abs + ab, + ab,
@l 18] /@ + a2 + a2 /b2 + b? + b2

cos ¥ (@,B) =

Ldsen von Aufgaben Im folgenden gilt es, die Rechengeschwindigkeit zu erhdhen und so-
mit recht viele Aufgaben in der zur Verfiigung stehenden Zeit zu 16sen.
Da beim Berechnen des Winkels zwischen zwei Vektoren [z. B. Aufgaben 1, 2 und 4 (LB 96)]
die Berechnung des Betrages eines Vektors einflieBt, sind gesonderte Aufgaben zur Ermitt-
lung des Betrags eines Vektors nicht unbedingt erforderlich. Natiirlich entscheidet daruber
letztlich die Klassensituation.
Beim Ldsen von Aufgaben sollte auf das rationelle Berechnen von Termen der Form:
mit Hilfe des Rechenstabs eingegangen werden. Vb-c
Wichtig sind Aufgaben, in. denen Seiten und Winkel geometnscher Figuren zu berechnen
sind, z. B. Aufgaben 5, 6 (LB 96). Da die hierbei notwendigen Berechnungen zeitaufwen-
_ diger sind, sollten nach einer im Unterricht gelésten Beispielaufgabe solche Aufgaben vor-
zugsweise als Hausaufgabe gestellt werden. Besonders bei diesen Aufgaben ist auf die iiber-
sichtliche Darstgllung des Losungsweges (insbesondere auch an der Tafel) zii achten.

7

Kontrollaufgaben

(1) Leiten Sie die Koordinatendarstellung des Skalarproduktes ‘her!

(2) Berechnen Sie den Winkel zwischen den Vektoren b = —37 — 4jund é = 47 + 2f —~ 4k
Losung zu (2): ¥ (5, &) ~ 131,8°
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Lerneinheit 24 SRR SR @std)
Der Schuittwinkel zweier Geraden o :
LB 97 bis 101

Schwerpunkt in diesen Unterrichtsstunden ist wiederum'die Befihigung der Schiiler zum
selbstéindigen Losen von Aufgaben. Die hier zu 16senden Aufgaben sind meist komplexer
Natur. So geht es beispielsweise neben der Berechnung des Schnittwinkels zweier Geraden
(neuer Stoff) um die Bestimmung der gegenseitigen Lage gegebener Geraden und um die
Ermittlung der Koordinaten des Schnittpunktes.

Etwa eine Unterrichtsstunde ist fiir die systematisierende Zusammenfassung der Kenntnisse
liber das Skalarprodukt vorgesehen.

Ziele

Die Schiiler

~ wissen, daB} der Schnittwinkel zweier Geraden entweder ein spitzer oder ein rechter
Winkel ist,
— konnen die GroBe des Schnittwinkels zweier Geraden selbstindig berechnen, unab-
hingig davon, ob-die Geraden durch vektorielle Parametergleichungen oder durch
‘parameterfreie Gleichungen gegeben sind,
— koénnen Gleichungen fiir Geraden aufstellen, die in einer vorgegebenen Lagebezie-
hung zu bereits gegebenen Geraden stehen (insbesondere Orthogonalitit),
— konnen im oben genannten Sinne komplexe Aufgaben selbstindig 16sen,
— kennen die wesentlichen Eigenschaften und Anwendungen des Skalarproduktes.

Schwerpunkte

1. Stunde

~ Erarbeitung der Berechnungsformel fiir den Schnittwinkel zweier Geraden

— Einfache Berechnungen (LB 100: Aufgaben 2 oder 3 - nur Schnittwinkel berech-
nen!)

— Erarbeitung der Formel fiir die Berechnung des Schmttwmkels zweier Geraden in
einer Ebene (gegeben durch die Normalform y = mx + n)

2. Stunde !

— Einfache Berechnungen zum 3. Schwerpunkt der 1. Stunde
— Losen von Aufgaben komplexer Art (LB 100; Nr. 2, 3; LB 101: Nr. 4, 7)

3. Stunde ' s
- Zusammenfassung der wesentlichen Kenntnisse iiber das Skalarprodukt (LB 99f.)
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VMethodische Hmwelse B

Erarbeitung der Berechnungsformel fiir den Schmttwmkel

SSA: LB 97 (beginnend mit dem Text nach dem Auftrag A 78 bis zur Tabelle emschhethh)
Nachdem die Schiiler wissen, daB als Schnittwinkel zweier Geraden nur ein spitzer oder ein
rechter Winkel in Frage kommen kann und daB der Schnittwinkel & (g, ) durch den
Winkel zwischen den Richtungsvektoren @ und b der Geraden ausgedriickt werden kann, ist
eine selbstindige Entwicklung der gewiinschten Berechnungsformel moglich.

Da nur gelten darf 0 < cos % (g, ) = 1, ergibt sich cos & (g, h) = |cos « (Zi b)|

|

Einfache Berechnungen Es wird vorgeschlagen; nicht sofprt mit komplexen Aufgaben zu
beginnen. Zuniichst soll die neue Berechnungsart geiibt werden. Dazu eignen sich die Auf-
gaben 2a bis ¢ und 3a (LB 100). Allerdings sollte an dieser Stelle lediglich der Schnitt-
winkel der angegebenen Geraden ermittelt werden.

Erarbeitung der Formel fiir die Berechnung des Schnittwinkels zweier Geraden in der Ebene

(gegeben durch Normalform y = mx + n)  Bei der Erarbeitung dieser Formel sollte unter

Nutzung des Lehrbuchbildes A 126 (LB 98) erldutert werden, daB gewihlt werden kann:
ai=(; m)undb—(l m).

Maglich wire auch ein selbstéindiges Finden der Koordinaten der Richtungsvektoren d und b

durch die Schiiler mit Hilfe weniger Impulse des Lehrers.

S

a:-

bzw. | cos ¥ (g, h) = Tl

=

Empfohlenes Vorgehen: Der Lehrer charakterisiert-die Ausgangssituation: Die Geraden sind
‘gegeben durch ihre Gleichungen in der Normalform y = mx + n. Zur Bestimmung des
Schnittwinkels der Geraden kann jeder beliebige Richtungsvektor der entsprechenden Ge-
- raden genutzt werden.
Frage an die Schiiler:
Wie konnen fiir die Richtungsvektoren Koordmaten unter Verwendung des Anstiegs m
der Geraden gefunden werden? (Einsatz des Lehrbuchbildes A 126). :
Hier muB der Schiiler sich an folgendes erinnern:

d = (as,a,)
=%
Ay
Aus dem Lehrbuchbild A 126 ersieht er:
-~ fira, =1gilta, =m, also d=(,m);
— fiir b, = 1 gilt b, = m, also b=(l,m).

Wenn dieser Zusammenhang verstanden wurde, ist das andere nur noch eine Frage des Ein-
setzens in die Formel

a-b _ 11+ mr?tl
@Bl J1+m 1 +m ,
Anschlieend werden noch die folgenden Beziehungen diskutiert:

cos ¥ (g, h) =

glh gdw. M= ——;
gith gdw. m =m.

107



Fur die Hausaufgabe sollten einfache Berechnungen zu Schwerpunkt 2 und vielleicht auch
schon zu diesem Schwerpunkt gewahlt werden. Fiir die Hausarbeit und die weiteren Ubun-
gen in der folgenden Unterrichtsstunde wird die ’Aufgabe 6 (LB 101) sowie die folgende
Gruppe empfohlen:

Berechnen Sie die Schnijttwinkel, die folgende Geraden nntemander bilden!

a) g: 3x —4y =11 b) g: 12x -5y +25=0 c)g:Tx —24y —33 =0
3 11 12
M — = [ - — — EE m— 5
h: 7x — 24y = 33 h:y 4x/ 7y h:y 5x+

" Losen von Aufgaben komblexer Art
a) Aufgaben, die sowohl die Bestimmung der Lagebeziehung der Geraden als auch die Be-
rechnung der Koordinaten des Schnittpunktes und der GroSe des Schnittwinkels der
Geraden fordern: Aufgaben 2 und 3 (LB 100) :
Hier wie bei allen umfangreichen Aufgaben ist besonders auf eine iibersichtliche Dar-
stellung des Losungsweges zu achten:

g: % =127 + 3j)
h: % =41 - 527 - 3f)

Vor der schriftlichen Fixierung des Losungsweges sollten mit den Schiilern die Haupt-
schritte einschlieflich moglicher Rechenkontrollen erarbeitet und begriindet werden.
Dieses Vorgehen ist bei der Losung komplexer Aufgaben von besonderem Wert.

Nr. 2a

(1) Bestimmen der Lagebeziehung zwischen g und h

2 2 2 =2u
(3 = U —3) 3= -3u
0 0 . 0=0

Es glbt keinen Parameterwertn u, der dieses Gleichungssystem erfiillt. Es gilt also
g X h. Da beide Geraden in der xy-Ebene liegen, gllt damit:
g und / schneiden einander.

(2) Berechnung der Koordinaten des Schnittpunktes von g und h

(2t)_(4—2s) 2t =4 - 2s

3t) 3s 3t =3§

s =t = 1, eingesetzt in die Gleichung von g oder h, ergibt:
X =2+ 3j.

Der Schnittpunkt hat die Koordinaten S(2; 3).
(Zur Kontrolle sollte der Parameterwert auch in die zweite Geradenglexchung ein-
. gesetzt werden. )

(3) Berechnung des Schnittwinkels von g und h

100 |
V2328 (-3
|4 9

=\\/13\/—

cos ¥ (g, h) =

ab
al|b| |,

5
=|—-—|% 038
’ml 46

" ¥ (g, b~ 674°-
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(4) Da sich die Geraden g und # in einer Ebene befinden, konnen die Ergebnisse auch
zeichnerisch iiberpriift werden ( »~ Bild 66).

Bild 66

2..
71
J

/

Bild 67

| b) Aufgaben zum Aufstellen von Gieichungen fiir Geraden, die in einer vorgegebenen Lage-
beziehung zu bereits gegebenen, Geraden stehen: (LB 101: Nr. 7)

Nr.7a

Gegeben: P(—3; 4) : Gesucht: Gleichung der Geraden 4, die durch

2 P geht und auf g senkrecht steht
g y= —3—x +5

Zeichnerische Darstellung des Sachverhalts (~ Bild 67):

Losung:

Die zu g senkrechte Gerade 4 hat den Anstieg

Nun ist noch 7 zu berechnen. - ;
Da die Gerade % durch den Punkt P(—3; 4) gehen soll, muB gelten

4= -%-.(4) +i

9
A=d-7
_ i
"=
i1t fiir A: _ 3 1
Also gilt fiir A: y——Ex -7

Zur zeichnerischen Kontrolle kann % farbig in die Ausgangszeichnung eingetragen werden.

Ahnliche Aufgaben kommen fiir die Hausarbeit in Betracht. Fiir die Auswertung in der
dritten Unterrichtsstunde empfiehlt es sich, daB einige Schiiler aufgefordert werden, die Haus-
_aufgaben auf Folie anzufertigen. Die Folien werden projiziert, und die entsprechenden Schii-
ler verteidigen und begriinden ihre Ergebnisse innerhalb einer Diskussion.
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* Zusammenfassung der wesentlichen Kenntnisse Verbunden mit kleinen reprisentativen

- Aufgaben sollte eine systematisierende Zusammenfassung der Kenntnisse iiber das Skalar-
produkt erfolgen. Dazu kann die Ubersicht auf Seite LB 99f. genutzt werden. Auch die nach-
stehende Ubersicht ist moghch Zu dieser Thematik kann auch em Schulervortrag erarbeitet
werden. ‘

Das Skalarprodukt und Anwendungen
Definition , @-b =|a|)b|cos x (@ b)
Eigen- Kommutativ- a-b=b-a
schaf- gesetz
ten - —

Distributivgesetz é-@+b)y=¢é-a+é-b

Assoziativgesetz gibt es nicht

Assoziativgesetz r@ B)=@d)b=a- b

fiir die Multipli-

kation des Skalar-

produktes mit

einer reellen Zahl
Orthogonalitidtsbedingung - > _ 1

la-b=0, m=— w
Umkehrbarkeit nicht eindeutig umkehrbar; @ X = r (@ + 6 r reelle Zahl); stets
der Operation unendlich viele Losungen
Koordinatendarstellung a-b=ab, + aby, + ab,
Produkte der -
Einheitsvektoren ¢
Betrag eines Vektors
Produkt eines Vektors mit
sich selbst
Winkel zwischen . . a-b
zwei Vektoren cos ¥ (d,b) = @l
Winkel zwischen ‘| a-b
Geraden g und 4 cos ¥ (g, h) = 'I".leTl
. |1 + mim|
cos ¥ (g, h) = *
i N1+ m? /1 + m?
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- Kontrollaufgaben ,
(1) LB 100: Nr. 2¢; (2 LB 101: Nr. 7b
(3) Nennen Sie die Eigenschaften des Skalarproduktes! X

Lerneinheiten 25126 : (25td.)
Weitere Anwendungen des Skalarproduktes
LB 101 bis 106

Ziele

Die Schiiler

— verstehen die Herleitung des Additionstheorems cos (x — f) = ... mit Hilfe des
Skalarproduktes,
~ konnen cos 2« = ... und sin 2« = ... herleiten,

— konnen einfache Anwendungsaufgaben zu Additionstheoremen sowie zu Sach-
verhalten aus Physik und Technik mit Hilfe des Skalarproduktes 16sen.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Motivierung und Sicherung des Ausgangsniveaus

— Herleitung der Additionstheoreme fiir
cos (¢ — B), sin 26 und cos 2«
mit Hilfe des Skalarproduktes und Mitteilurig der Additionstheoreme fiir
sin (x + f), sin (« — ) und -cos(x + B)

— Losen einfacher Aufgaben unter Verwendung von Additionstheoremen

2. Stunde
Losen einfacher physikalischer Aufgaben unter.Anwendung des Skalarproduktes

Methodische Hinweise .

Motivierung und -Sicherung des Ausgangsniveaus Fiir die Schiiler besteht ein Motiv, sich
mit Additionstheoremen der Winkelfunktionen zu befassen, in der Tatsache, daB im folgen-
den Stoffgebiet bei der Lésung goniometrischer Gleichungen darauf zuriickgekommen wird.
Den Schiilern sollte deutlich gemacht werden, daB die Herleitung der Additionstheoreme mit
Hilfe des Skalarproduktes nur eine Moglichkeit der Herleitung ist, sich diese hier aber an-
bietet. Von Wichtigkeit ist die Sicherung des Ausgangsniveaus. Da die Winkelfunktionen in
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der 10.Klasse behandelt wurden, miissen die fiir die zu bewiltigende Problematik not-
wendigen Kenntnisse aufgefrischt werden. Das kann in einer vorbereitenden Hausaufgabe
- geschehen. Besonders gebraucht werden die Keimtnisse iiber Quadrantenbezichungen und
Komplementwinkelbezichungen. i (

Herleitung der Additionstheoreme Der Lehrbuchtext auf Seite LB 101 (beginnend nach
dem Auftrag A 80) wird fiir die Herleitung im Unterricht hinzugezogen. Dabei kdnnte das
" Lehrbuchbild A 130 an der Tafel entwickelt und entsprechend der Empfehlung im Bild 68
erginzt werden.

Bild 68

AN

Folgende methodische Schntte werden fiir dle Herleitung des Addmonstheorems fiir
cos (« — f) empfohlen: . .

1. Gesucht ist eine Beziehung (Formel), die es ermoglicht, cos (¢ — 8) durch den cos und sin
der einzelnen Winkel auszudriicken. ~ .

2. Was ist {iber den Kosinus eines Winkels bekannt" :
" — Der Kosinus eines Winkels ist in einem Kreis mit dem Radius deﬁmert
— Die Funktionswerte der Kosmusfunktlon lassen sich besonders einfach im Einheits- -
kreis ermitteln.

3. Nennen Sie die Komponeritendarstellung eines beliebigen Ortsvektors ¥ und eines Ein-
-—
heitsvektors X unter Verwendung trigonometrischer Funktionen! (¥ = OP)

= I(YPi cos af + IO—I’I sin of -
Xg = cos af + sin of _ \
Empfohlenes Tafelbild (siche Seite UH 113, Bild 69) ‘
Ein Einheitsvektor hat also die Koordinaten x = cos « und y = sin .

4. Wir stellen nun zwei Einheitsvektoren & ﬁnd b im Koordinatensystem dar (.~ Bild 68).

R (cosu) ' o (cosﬁ)
a=1 . b=1{
sin & sing .
5. (x — B) ist dann der Winkel, den beide Einheitsvektoren einschliefen. Da beim Skalar-

produkt zweier Vektoren der Kosinus des eingeschlossenen Winkels eine Rolle spielt,
wollen wir versuchen, die gewiinschte Formel mit Hilfe des Skalarproduktes zu gewinnen:

= |a|- |B] cos % (4, B)
=1-1-cos{x — f)
. =cos(x — f)

112



Px;y)

i °
x = 10P/ cosu . X =1-cosa =coso
y = 10PIsina y =1lsine =sina
o B :
Bilde~ 692 und b

6. F__.itteln Sie das Skalarprbdukt mit Hilfe der Spaltenschreibweise!

. » [cosa\ [cos o
a-b=( . ( ) ﬂ) = cos &,cos § + sin & sin §
sin & sin :

cos (¢ — B) = cosacos f + sinxsinf

Im Verlaufe der Herleitung sollten an geeigneten Stellen (von der Klassensituation abhingig)
im Interesse der Zielorientierung folgende Fragen gestellt werden:

1. Welches Ziel verfolgen wir?
2. Was haben wir bereits erreicht?
3. Was ist noch zu tun?

Wird diese Empfehlung nicht beachtet, besteht die Gefahr, daB die Schiiler den Uberblick
verlieren.

- Wihrend bei der Herleitung des Additionstheorems fiir cos (x — ) der Lehrer in stirkerem
MafBle das Vorgehen erldutern muB, sollten die Schiiler bei den Herleitungen fiir sin 2« und
cos 2o selbstindig arbeiten (evtl. als Hausaufgabe), da ja lediglich § = « gesetzt wird.

Die Formeln der Additionstheoreme fiir cos (x + B), sin (« + f) und sin (« — ) sind den
Schiilern nur mitzuteilen. Das schlieft nicht aus, daB im Rahmen eines differenzierten Unter-
richts von leistungsstarken Schiilern der Auftrag A 81 (LB 102) zur Herleitung der Addi- -
tionstheoreme fiir sin (x + f) und sin (¢ — B) bearbeitet wird.

Losen einfacher Aufgaben  Zu empfehlen sind die Aufgaben 1 und 3.(LB 103) und dhnliche,
Bei den Aufgaben unter Nr. 1 sollte herausgestellt werden, daB bei einer Probe die beiden
Seiten der Gleichung aufgrund des sich ergebenden Niherungswertes. fiir « nur annihernd
iibereinstimmen koénnen.

Losen einfacher physikalischer Aufgaben Bei der Anwendung der Vektorrechnung in der
Physik sollte der Mathematiklehrer gut mit dem jeweiligen Physiklehrer der Klasse zusam- -
menarbeiten. Das ist im Interesse der Schiiler auBerordentlich wichtig. So dient es z. B. dem
Anliegen dieser Lerneinheit, wenn nicht nur der Mathematiklehrer Beispiele aus der Physik
nutzt, sondern auch der Physiklehrer Aufgaben unter Verwendung der Vektorrechnung 16sen
148t. Neben den im Lehrbuch angegebenen Aufgaben (LB 105f) wird der Einsatz einer Uber-
sicht zu ,,Beispielen zur Anwendung der Vektorrechnung in der Mechanik* und des Bildes 70
als Folie, Tafelbild oder Arbeitsblatt empfohlen (UH 114). Als Folie kann die genannte
Ubersicht eingesetzt werden.
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 Beispicle zur Anwendung der Vektorrechnung in'der Mechanik

Lingsbewegung Drehbewegung
Addition und Subtraktion von Vektoren,
- = n
Krifte : F=3F Drehmomente M =73 M,
i=1 - i=1
n n
Geschwindigkeiten T=30 Winkelgeschwindig- =3 d,
i=1 keiten: i=1
Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar
Grundgesetz der F=mi Grundgesetz der M=Jz
Lingsbewegung - Drehbewegung .
Impuls p=mi Drehimpuls D=Ud
Skalarprodukt zweier Vektoren “
Arbeit w=F-3§ Rotationsarbeit W=M- e,
Translationsenergie Eyyo = 92 Rotationsenergie Eg =0
Leistung ( P=F-3

Beispiele aus der Physik zu den Moglichkeiten der Produktbildung in der Vektorrechnung
Grundgesetz der Oynamik mechanische Arbeit
- - ?
l m ! a F
MM =l .
A 77077777, s SN S
W=gl 131
F=mad W=[F||F] cos
W=F-¥
b=rd r=a-b
Produkt eines Vektors @ mit einer Jkalarprodukt (lies: a Punkt b)
reellen Zahl r.
Ergebnis: Vektor Ergebnis: Zahl (Skalar)
Bild 70

1. zur Motivierung der Vektorrechnung zu Beginn des Stoffgebietes ,,Vektorrechnung und

analytische Geometrie®, ,
2. nach der Behandlung der einzelnen Operationen mit Vektoren als Darstellung von An-

wendungsbeispielen aus der Physik, -
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3.nach AbschiuB des Stoffgebietes- ,,Vektorrechnung und analytische Geometrie* zum '
Nachweis der Bedeutung der Vektomchnung fiir andere Wissenschaften.

Der Einsatz der hier genannten Unterrichtsmittel kann dazu beitragen, die Schiiler von den
Vorteilen der Vektorrechnung zu iiberzeugen, ihnen begreiflich zu machen, daB auBer der
Anwendung in der Mathematik in verschiedenen Naturwissenschaften Kenntnisse iiber das
Rechnen mit Vektoren bendtigt werden. Es sollte den Schiilern aber auch klar gesagt werden,
daB in der Erweiterten Oberschule nur die wesentlichsten Grundlagen der Vektorrechnung
vermittelt werden konnen, auf denen im spéteren Studium aufgebaut wird. Nur einige Ope-
rationen mit Vektoren kénnen in der allgemeinbildenden Schule behandelt werden (Vektor-
produkt, Differentiation und Integration von Vektoren werden nicht behandelt). Das Stu-
dium in Physik, Elektrotechnik, Hochfrequenztechnik und Technische Mechanik ben&tigt
z. B. sichere Kenntnisse in der Vektorrechnung.

Bei der Behandlung der Aufgabe 2 (LB 105) ist es zweckmiBig, folgenden Hinweis zu be-
achten: Zur Kldrung des Sachverhalts anhand einer Zeichnung sollte zunichst keine winkel-
treue Zeichnung verwendet werden, da aufgrund der geringen GroSe maBgebender Winkel
das Finden des Losungsweges (Berechnung der resultierenden Kraft F wie auch der Kraft in
Wegrichtung F,) erschwert werden (~ Bilder 71 und 72).

Kontrollaufgaben
(1) LB103: Nr. 1b und 3a; (2)LB106: Nr. 5

(@) winkeltreu

Bild 71 _ 3

Bild 72
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Stoffabschnift 1.5 ‘ ‘ o e o (7 std) ‘
Analytische Geometrie des Kreises '

Die Behandlung des Kreises und von Beziehungen zwischen Kreis und Gerade erfolgt sowohl

mit Mitteln der Vektorrechnung als auch mit Hilfe der Koordinatengeometrie. Die Betrach-

tungen und Berechnungen werden im wesentlichen in einer Ebene durchgefiihrt. Mit diesem

Stoffabschnitt wird die Einfiihrung in die Vektorrechnung und analytische Geometrie ab-

geschlossen. Daher sollte in gréflerem Umfang zu komplexen Aufgaben iibergegangen

werden, zu deren Losung die Schiiler Wissen und Konnen aus mehreren zuriickliegenden

Stoffabschnitten anwenden miissen. Selbstindiges Arbeiten der Schiiler in allen Phasen des

Aufgabenldsens von der Wahl des Losungsweges bis zur Kontrolle ermittelter Lésungen ist-
anzustreben, Im Stoffabschnitt sind in Verbindung mit der. Aneignung des neuen Stoffes

vor allem das Lésen von Gleichungen und Gleichungssystemen und planimetrische Grund-

kenntnisse zu festigen. In der folgenden Ubersicht sind die zu behandelnden Bemehungen .
Zusammengestellt.

Kreisgleichung ]
Vektorielle u. Koordinatendarstellung; Aufstellen von Kreisgleichungen;

| allgemeine und Mittelpunktslage Ermitteln von M und r aus gegebenen
(Kugelgleichung zur Information) Gleichungen
Lagebeziehungen zwischen Berechnen von Schnittpunkten von Kreis
Kreis und Gerade und Gerade
Tangenwngleichung o Aufstellen von Tangentengleichungen '
(beziiglich allgemeiner und Mittelpunkts-
lage des Kreises)

Lerneinheit 27 ' (35td.)

Gleichungen fiir Kreis und Kugel
LB 106 bis 111

Bei der Erarbeitung der Kreisgleichungen kann zunichst von der Mittelpunktslage (Kreis-
mittelpunkt M liegt im Ursprung) ausgegangen werden. Danach wird zur allgemeinen Lage
des Kreises iibergegangen. Damit gelangt man von einfachen Gleichungen zu komplizier-
teren und hat auch gute Moglichkeiten, die Schiiler-bei der Erarbeitung der verschiedenen
Gleichungen selbstindig arbeiten zu lassen. Diesem Weg folgt di¢ Darstellung im Lehr-
buch.

Eine andere Moglichkeit besteht darin, sofort von der allgemeinen Lage des Kreises auszu-
gehen und zunichst dazu vielfiltige Ubungen durchzufiihren. Im Zuge der Vertiefung kénnen
dann die Schiiler selbstdndig die Gleichungen fiir die Mittelpunktslage herleiten (Speziali-

sierung) und auch eine Ubertragung der grundlegenden Gleichung |MP| = r auf den Raum
(Verallgemeinerung) vornehmen. Dieser Weg wird im folgenden dargestellt.
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Ziele

Die Schiiler - -

- kennen die Gleichungen des KI‘C]SCS in allgememer Lage in vektorieller und Xoor-
dinatendarstellung,

— konnen die allgemeinen Gleichungen fiir den Fall der Mittelpunktslage speziali-
sieren, , .

— kennen die Gleichungen fiir die Kugel in vektorieller und Koordinatendarstellung,

— konnen Kreisgleichungen zu gegebenen Mittelpunkten und Radien. aufstellen; sie
konnen von Punkten feststellen, ob sie auf einem durch eine Gleichung gegebenen
Kreis liegen, und sie konnen die Mlttelpunktskoordlnaten und Radienaus gegebenen :
Kreisgleichungen ermitteln.

Schwerpunkte

1. Stunde

- — Sicherung des Ausgangsniveaus durch Reaktivierung von Kenntnissen iiber den
Kreis sowie den Betrag einer reellen Zahl, uber die binomischen Formeln und den
Funktionsbegriff (u.a. @ A 84)

— Erarbeitung der Gleichungen fiir einen Kreis in allgemeiner Lage
(Gleichungen (6) bis (9) und (10), Belsplele A 50 bis 52, gegebenenfalls erste Auf-
gaben)

2. Stunde

~ Vertiefung der Kenntnisse iiber die allgemeine Kreisgleichung (Beziehung zu
Funktionen ; Mittelpunktslage des Kreises; Kugel)

3. Stunde

- f)bungen im Aufstellen von Kreisgleichungen und im Ermittein von Mittelpunkts- '
koordinaten und Radien aus Kreisgleichungen sowie im Losen komplexer Anwen-
dungsaufgaben .

Bemerkung: Der zu reaktivierende Stoff mufl nicht notwendigerweise im Komplex in der
ersten Stunde behandelt werden. Das kann auch erst dort geschehen, wo unmittelbar der
Bezug vorhanden ist. Damit sind bessere Motivierungsmdoglichkeiten gegeben. '

v v y y ‘
i- 74 i 74 _/—7-- : 74
\ al 7 x N T X - ol 7 x ol 7 x

Bilder 73 bis 76

117



'Methodisﬁﬁe Hinweise

Sicherung des Ausgangsniveaus Hierzu kdnnen Aufgaben fiir tigliche Ubungen und
“Wiederholungen (UH 11ff.) und auch der Auftrag A 84 verwendet werden. Rationell kann
das erfordeérliche Wissen und Konnen realisiert werden, wenn den Schiilern eine Folge von
Aufgaben, die zum groBen Teil im Kopf gelost werden konnen, vorgelegt wird, z. B.:

Bestimmen Sie den Betrag von —2,6; 38; \/ (—5)2; a; —3x!

Berechnen Sie (5 — 3a)%; (2a + 4b)*; (x; — x2)?!

Bilden Sie die gquadratische Erginzung zu 16x2 + 24x .. - 10y ...!

Berechnen Sie folgende Skalarprodukte: i f; - (—1); ( k) J!

Welche der Bilder 73 bis 76 konnen als Graphen von Funktionen aufgefaBt werden" Be-
schreiben Sie gegebenenfalls jeweils den Definitionsbereich und den Wertebereich!

® Nennen Sie die Definition des Kreises!

Erarbeitung der Gleichungen fiir einen Kreis in allgemeiner Lage = Zur Motivierung der
analytischen Behandlung des Kreises (und der Kugel) konnen die Schiiler Anwendungen in
Physik, Astronomie, Geographie, Technik usw. zusammenstellen (Kreisbewegungen, Wellen-
ausbreitung, Planeten- und Satellitenbahnen, Erdkugel u. a.). Dabei wird meistens von ideali-
sierenden Modellvorstellungen ausgegangen. Man kann den Ausblick geben, daB3 auch kom-
pliziertere Figuren (Ellipsen, Hyperbeln u. a. m.) analytisch behandelt werden konnen, was
jedoch nicht Gegenstand des Mathematikunterrichts in Klasse 12 ist.

Schrittfolge fiir die Erarbeitung:

1. Die Schiiler sollten zunichst beziiglich einer Skizze (Lehrbuchblld A 135) aufgefordert
werden, Beziehungen zwischen dem Ortsvektor eines beliebigen Kreispunktes P, dem Ra-

dius r oder dem Radiusvektor AZP und dem Ortsvektor des Mittelpunktes M bzw. seinen
Koordinaten in Form von Gleichungen aufzuschreiben.

2. Danach sollten die Ergebnisse der Schiiler im Unterrichtsgesprich gepriift und die Glei-
chungen (6) bis (9), LB 108, systematisch auseinander entwickelt werden. Die Schiiler
sollten das selbstindig tun und dazu Impulse erhalten [vgl. LB 108; Ubergang von (7) zu
(8) durch Anwendung des Skalarproduktes].

Wichtig ist,-daB sich die Schiiler die Gleichungen nicht losgelost voneinander einprigen. -
(6) ist die allgemeine Grundform. Fiir Berechnungen wird vor allem (9) benotigt.

3. Erste Ubungen in der Art der Aufgaben 1, 2 und 3, 4 (LB 110) schlieBen s1ch an. Zuvor
kann das Beispiel A 50 durchgearbeitet werden. )

4. Durch Ausmultiplizieren der Quadrate in (9) wird die Form (10) entwickelt. Die Schiiler
sollten die Beispiele A 51, 52 durcharbeiten und je zwei oder drei Gleichungen konstruie-
ren, die als Kreisgleichungen aufgefaBt werden kénnen bzw. keine Kreisgleichungen sind.

Vertiefung der Kenntnisse iiber die allgemeine Kreisgleichung Die Vertiefung der Kennt-
nisse sollte in 4 Richtungen erfolgen. "

1. Anwendung der Gleichungen in vielfiltigen Aufgabenstellungen.

Folgende Fragen k6énnen anhand von Beispielen, die weitgehend von den Schiilern selbst

gebildet werden sollten, behandelt werden (z. T. evtl. nur Losungsweg skizzieren; in Haus-

aufgaben einbeziehen):

— Gegeben ist ein Punkt Pl(xl, v1) und ein Kreis k(M; r). Wie 148t sich feststellen, ob
P; ek ist?

— Lassen sich unter Verwendung der gewonnenen Gleichungen Bedingungen angeben fiir
den Fall P1 ¢k und P1
a) auBerhalb b) innerhalb k(M; r) bzw. k(O; r)?

— Gegeben seien M(a; b) und Pi(x;; y:) € k(M; MP,); gesucht ist die Kreisgleichung
analog (9). Voriiberlegung rein geometrisch; verschiedene Moglichkeiten, r zu ermitteln.
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= Gegeben seien Pl(xl 3y 1) und Pz(X-’z 3 yz) als Endpunkte eines Durchmmsers des Krexses
- k(M; r). Wie lautet die Gleichung des Kreises? (Voruberlegung rein geometrisch)

~ Gegeben seien Pi(x;;y:) und P,(x;;y.) als Punkte von k(M;r) sowie M(a; yu)
(a fest). Wie lautet die Gleichung des Kreises? (Voriiberlegung rein geometrisch, Lésung
iiber Skalarprodukt)

— Gesucht ist eine Gleichung fiir einen Kreis, der beide Koordmatenachsen beriihrt und
durch einen gegebenen Punkt Po(xo; yo) geht. (Welche Bedingungen gelten fiir x, und
¥0? Wieviel Losungen gibt es? Skizze anfertigen.)

— Zu begriinden ist die Behauptung : Drei Punkte, die nicht alle auf ein und derselben Ge-
raden liegen, bestimmen eindeutig einen Kreis.

2.In Analogie zu den bereits fiir Geradengleichungen (UH 82ff.) vorgenommenen Uber-
legungen wird die Frage aufgeworfen, ob Gleichungen der Form (9) als Funktionsglei-
chungen aufgefait werden konnen.

3. Die Schiiler erhalten den Auftrag, eine Gleichung fiir einen Kreis aufzustellen, dessen
Mittelpunkt im Koordinatenursprung liegt. Die Gleichungen (1) bis (4), LB 106, wer-
den gewonnen durch Spezialisierung der Gleichungen (6) bis (9), danach wird gegebenen-
falls der Auftrag A 86 bearbeitet.

4. Nach Vorbereitung durch das Bearbeiten der Auftrige A 87 und 88 werden durch Ver-
allgemeinerung der Gleichungen fiir den Kreis in einer Ebene die Kugelgleichungen
(LB 109) gewonnen. ' ' :
Zur Vertiefung kann folgende Aufgabe gestellt werden: Wieviel Punkte des Raumes sind

. erforderlich, um eindeutig eine Kugeloberfliche zu bestimmen? Welche Bedingungen

miissen diese Punkte erfiillen?
Kreise im Raum werden nur fiir den Fall betrachtet daB sie zu einer von zwei Basisvek-
toren von {O; i, j, k} gebildeten Ebene parallel liegen. Die Gleichung |%| = r kann im
Raum nicht als Kreisgleichung interpretiert werden, wenn nicht durch eine zweite Bedin-
gung eine Ebene festgelegt wird.

Ubungen Vorwiegend sind Aufgaben zu Kreisen in einer Ebene zu behandein. Dazu sollte
Vielfalt der Fragestellungen und Komplexitit der Aufgaben angestrebt werden (z. B. Auf-
gaben 7 und 8, LB 110).

Zur Vertiefung sind auch einige Aufgaben bezogen auf den Raum zu l6sen (z. B. Aufgabe 10
im Vergleich mit Aufgabe 9; Aufgabe 11).

Kontrollaufgaben
(1) Geben Sie eine Gleichung des Kreises in allgememer Lage in vektorieller Darstellung an!
(2 LB110: Nr.1b; (3)LB110: Nr.3bund 5;  (4) LB 110: Nr. 8
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Lerneinheit 28 : : , ' ; ~ (45td))
Kreis und Gerade ‘ ‘
LB 111 bis 117

A R

Verbunden mit der Wiederholung grundlegenden Wissens und Konnens aus der Geometrie
des Kreises und im Lésen von linearen Gleichungen, quadratischen Gleichungen und-Glei-
chungssystemen besteht das Hauptanliegen dieser Lerneinheit im komplexen Einsatz des in
den vorangegangenen Stoffabschnitten in der Vektorrechnung und der analytischen Geome-
trie der Geraden angeeigneten Wissens und Kénnens auf die analytische Behandlung der
Lagebeziehungen von Kreis und Gerade (in einer Ebene). Dabei konzentriert sich der
Unterricht auf die Bezichungen Kreis — Sekante und Kreis — Tangente.

Ziele

Die Schiiler

' — festigen Kenntnisse aus der Kreislehre und im Losen von Gleichungen,
" — konnen die Schnittpunkte eines Kreises mit einer Geraden berechnen,
— kennen die allgemeinen Tangentengleichungen in vektorieller und Koordinaten-
darstellung und haben deren Herleitung verstanden,
- konnen Tangentengleichungen aufstellen und mit ihrer Hilfe weitere Beziechungen
zwischen Kreis und Tangente berechnen.

Schwerpunkte

1, Stunde

~ Sicherung des Ausgangsniveaus durch Festigung von Kenntnissen aus der Kreis-
lehre und im Losen von Gleichungen (@ A 90, ® A 91 u. a.)

— Erarbeitung von Beispielen fiir das Berechnen von Schnittpunkten von Kreisen
und Geraden (M A 53, ® A 92, Aufgaben 1, 2) und Aufstellen von Kreisgleichungen
fiir Kreise, die die Koordinatenachsen beriihren (Aufgaben 3, 4)

2. Stunde

" - Herleitung der allgemeinen Tangentengleichungen [(24), (25)]
— Ubungen im Aufstellen von Tangentengleichungen (M A 56, W A 57, Aufgaben 5, 6)

3. Stunde )

— Ubungen im Anwenden der Tangentengleichungen (Aufgaben 7, 8 u.a.)’
4. Stunde

— Zusammenfassung zur analytischen Geometrie des Kreises (LB 116) -
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Methodische Hinweise

Sicherung des Ausgangsniveaus Es wird empfohlen, den Schulern zwei Geradenglei-
chungen in Koordinatendarstellung vorzulegen und priifen zu lassen, welche Lage die beiden
Geraden zueinander einnehmen. Dabei werden die méglichen Lagebeziehungen zusammen-
gestellt und wiederholt, wie man gegebenenfalls die Koordinaten eines vorhandenen Schnitt-
punktes berechnet. Hieraus ergibt sich der Ankniipfungspunkt dafiir, analoge Fragen fiir die
Lage eines Kreises und einer Geraden aufzuwerfen.

Dazu werden die Lagebeziehungen zwischen Kreis und Gerade zusammengestellt und von
den Schiilern die Auftrige A 90 und 91 bearbeitet.

Auch die Frage nach der Konstruktion einer Tangente in einem Punkt des Kreises und von
einem Punkt auBerhalb des Kreises kann aufgeworfen werden.

Erarbeitung von Beispielén Selbstandlg konnen die Schiiler das Belsplel A 53 (LB 111) im
Léhrbuch durcharbeiten und Auftrag A 92 bearbeiten.

Daran sollte sich die Lésung der Aufgaben 1 und 2 anschlieBen. Im Unterricht wird man nur
wenige Beispiele durchrechnen lassen kénnen, weil mitunter gréBerer Rechenaufwand er-
forderlich ist. Einige Aufgaben dieser Art sollten als Hausaufgaben gestellt werden.

Steht hinreichend Zeit zur Verfiigung, so kann das Beispiel A 54 in Verbindung mit dem
Auftrag A 93 durchgearbeitet werden.

Wichtiger wire aber, zu den Aufgaben 3 und 4 (LB 116) iiberzugehen, weil damit eine giin-
stige Uberleitung zur Herleitung der Tangentengleichungen gegeben ist. Bei beiden Aufgaben
sollten die Schiiler eine Veranschaulichung im Koordinatensystem vornehmen und dann
versuchen, die Aufgaben mit so wenig Aufwand wie méglich zu 16sen, auch von vornherein
rein geometrisch die Losbarkeit zu priifen. In Aufgabe 3 sind-die gesuchten Stiicke ablesbar.

Herleitung der allgemeinen Tangentengleichungen Mit dem Beispiel A 55 (LB 113) wird
im Lehrbuch eine sehr aufwendige Berechnung vorgefiihrt, die als Motiv verwendet werden
kann, nach allgemeinen Losungen des Problems zu suchen, durch deren Nutzung sich der
Aufwand moglicherweise verringert. Empfohlen wird, zwar die Aufgabe aus Beispiel A 55
als Motiv zu verwenden, jedoch sofort die allgemeinen Tangentengleichungen (24) und (25)
herzuleiten. Die Beziehung im Beispiel A 55 kann danach beim Durcharbeiten des Bei-
spiels A 57 nochmals im Vergleich betrachtet werden. Die Herleitung sollte der Lehrer vor-
fithren und gegebenenfalls Teilschritte von den Schiilern vollziehen lassen. Um die Her-
leitung fiir die Schiiler durchsichtig genug zu gestalten, miissen die Einzelschritte gut motiviert
werden. So ist das Ersetzen des Ausdruckes ¥ — %, in (23) durch (X — u) — (Fo — Xap)
kein Trick, sondern damit begriindet, daB dadurch (nach der skalaren Multiplikation) Ge-
brauch von (22) gemacht werden kann und auf diese Weise der Radius in die Gleichung
Eingang findet. Und es ist ja Ziel, eine Beziehung zwischen Mittelpunkt, Radxus und dem
auf der Tangente liegenden Kreispunkt P, herzustellen.

Man verwende an der Tafel eine iibersichtliche Skizze!

Die Herleitung der Gleichungen fiir den Fall, daB der Kreis in Mittelpunktslage vorliegt,
konnen die Schiiler selbstindig vollzichen (Auftrag A 94).

Ubungen im Aufstellen von Tangentengleichungen  Mit den Beispielen A 56 und 57 werden
gewisse Sonderfille erfaBt. Empfohlen wird, noch einige einfache Aufgaben nach dem
Muster dieser Beispiele von den Schiilern 16sen zu lassen (keine Sonderlage wéhlen). ‘Danach
sollten die Aufgaben 5 und 6 geldst werden.

Prinzipien, nach denen die Schiiler an das Losen solcher Aufgaben herangehen sollten (die
Prinzipien sind nicht notwendigerweise in dieser Reihenfolge und auch nicht alle bei jeder
Aufgabe zu beachten):

— Veranschaulichen Sie sich den Sachverhalt in einem Koordinatensystem ! Stelleh Sie ggf.
mehrere Gleichungen auf, z. B. wenn zwei Koordinaten gesucht sind!
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- Verwenden Sie im Text gegebene Glelchungen (m den Aufgaben 3 und 4 smd z. B. die
gegebenen Gleichungen Tangenteng1e1chungen)'

~ Setzen Sie gegebene Werte in aligemeine Gleichungen ein!

— Substituieren Sie oder fiihren Sie gegebenenfalls Koeffizientenvergleiche durch!

— Kontrollieren Sie die berechneten Werte in der Zeichnung!

Ubungen im Anwenden der Tangentengleichungen Im Mittelpunkt sollten Aufgaben stehen,
bei deren Losung die Schiiler ihr Wissen und K6nnen aus der Einfiihrung in die analytische
Geometrie im Komplex anwenden kénnen. Dazu eignen sich die Aufgaben 7 und 8.

Zusammenfassung Zu der Ubersicht auf Seite LB 116 geben die Schiiler Beispiele fiir
die Kreisgleichungen und die Tangentengleichungen an und verdeutlichen die Lage dieser
Objekte durch Skizzen. Hierzu kann auch ein Schiilervortrag eingesetzt werden (. UH 21). .

Kontrollaufgaben
(1) Leiten Sie aus der allgemeinen Tangentengleichung
X — X)) Ko — Xm) =r?

die Gleichung in Koordmatendarstellung fur den Fall her, daB der Kreismittelpunkt im
Koordinatenursprung liegt!

(2LB116:Nr.2d; * (3)LB117:Nr.7a

Stoffabschnitt 1.6 : (15 5td.)
Ubungen und Anwendungen

Die Ubungen und Anwendungen dienen dem ,,L.6sen von komplexen Aufgaben aus der Vek-
torrechnung und der analytischen Geometrie der Geraden und des Kreises sowie aus deren
Anwendungsgebieten ... (LP 49/50). Es ist kein neuer Stoff zu erarbeiten, wenngleich das
Wissen und Konnen der Schiiler im Proze des Losens vielfiltiger Aufgaben z. T. auch ver-
tieft wird. Im Lehrbuch werden fiir den Stoffabschnitt Aufgaben angeboten (LB 120 bis 126,
Aufg. 1 bis 54). Besondere Beachtung sollte komplexen Aufgaben geschenkt werden, also
solchen, zu deren L6sung Kenntnisse aus verschiedenen Stoffabschnitten und auch aus vor-
angehenden Klassenstufen reaktiviert und eingesetzt werden miissen, die aus mehreren Teil-
aufgaben bestehen und deren Losung in mehreren, z. T. voneinander abhingigen Schritten
vollzogen werden mufB. Dabei ist ein hoher Grad an Selbstindigkeit der Schiiler in allen
Phasen des Losungsprozesses anzustreben. Insbesondere muf3 die Selbstindigkeit auch
beim Finden von Losungsansitzen, beim Entwerfen eines Lésungsplanes, beim Begriinden
der L8sungsschritte und beim Kontrollieren ermittelter Ergebnisse erreicht werden.

In dieser Weise dienen die Ubungen und Anwendungen der Vorbereitung auf die schrift-
liche und miindliche Reifepriifung.

Von den zur Verfiigung stehenden 15 Stunden sollten etwa 3 Stunden fiir schriftliche Klassen-
arbeiten verwendet werden. Je nachdem, ob man die beiden Stoffgebiete in Klasse 12
nacheinander oder parallel behandelt, wird man in unterschiedlicher Weise die inhaltliche
Struktur der Ubungen und Anwendungen planen (LP 16 und UH 10: ,,Ubersicht zur
Jahresstoffverteilung®, zwei Varianten). Da die zeitlichen Proportionen fiir die Behandlung
inhaltlicher Schwerpunkte auch sehr stark von den Ergebnissen des vorausgegangenen
Unterrichts und von anderen spezifischen Bedingungen in der jeweiligen Klasse abhingen,
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wird die konkrete Planung vom Lehrer selbst geleistet werden miissen. Zur Unterstiitzung
wird im folgenden eine Ubersicht iiber die Lehrbuchaufgaben gegeben. Des weiteren:
werden mogliche thematische Komplexe vorgeschlagen, methodxsche Hinweise gegeben und
schlieBlich zu einzelnen Aufgaben Bemerkungen gemacht.

Ubersicht iiber die Lehrbuchaufgaben zum Stoffabschnitt 1.6

Es sind jeweils die Aufgaben zusammengefaBt, zu deren Losung die Kenntnisse aus dem
genannten Stoffabschnitt ausreichen.

Stoﬁ'abschnitt Aufgabennummer Knappe inhaltliche Charakterisierung
1.1 1,2,3 Beweise geometrischer Bezichungen
4 ‘ Arbeiten mit Betrigen von Vektoren
37, 40, 4345 Addition von Geschwindigkeiten
1.2 5-8 Koordinaten von Vektoren
9-12 Flédcheninhaltsbestimmungen
13-15 Dreiecke im Koordinatensystem
41 Bestimmen von Geschwindigkeiten
; und Flugrichtungen
42 Krifteberechnungen im Raum
1.3 23,28 Bestimmen von Geradengleichungen
38 Geradengleichungen, Abstand zweier Punkte
51, 53,54 Geradenschnittpunkt, Winkel
1.4 16, 17 Ermittlung von Eckpunktskoordinaten
; von Korpern (Pyramide, Quader)
18 Beziehungen in einem gleichschenkligen
Dreieck
19-22 Abstand eines Punktes von einer Geraden;
Abstand paralleler Geraden; Orthogonalitiit
von Geraden ]
‘ 24, 32 komplexe Aufgaben zur Dreiecksberechnung
27 Orthogonalitit von Vektoren (Beweis)
33 Beweise fiir Beziechungen im regulidren
Tetraeder
36, 53 Geraden, Abstinde, Winkel im Raum
48 Anwendung in der Optik; Winkel
49, 50 Anwendung Billardspiel ; Winkel
1.5 25, 26, 52 Kreis und Gerade
29-31 In- und Umkreis eines Dreiecks
34, 35 Gleichungen fiir Punktmengen-
- (Gerade, Kreis) )
39 Schnittpunkt zweier Kreise
46 Kugel, Gerade
47 Kreis, Gerade, Tangenten

123



Thematische Aufgabenkomplexe

Bei der inhaltlichen Strukturierung der Ubungen und Anwendungen und der damit verbun-
denen Aufgabenauswah! und -anordnung wird empfohlen, fiir die Mehrzahl der Unter-
richtsstunden thematische Komplexe zu bilden, also nicht stoffabschnittsweise zu festigen.!
Man sollte also des 6fteren bis zu Aufgaben vorstoBen, deren Losung Kenntnisse aus dem
Stoffabschnitt 1.5 oder wenigstens 1.4 verlangt. Dennoch soilten auch in diese Ubungen Auf-
gaben einfacher Art zur Festigung des grundlegenden Wissens und Konnens aus zuriick-
liegenden Klassenstufen einbezogen werden ( # ,,Aufgaben fiir tigliche Ubungen und Wie-
- derholungen®, UH 11£f.). Im folgenden sind einige thematische Aufgabenkomplexe zusam-
mengestellt, die nach verschiedenen Gesichtspunkten (mathematischer Inhalt; Anwendungs-
bereich) gebildet wurdén, weshalb auch emlge Aufgaben mehreren Komplexen zugeordnet
wurden.

>

Aufgabenkomplex Inhaltliche Charakterisierung

a) 1,22,27,32 Beweisaufgaben (Ebene)

b) 2,3, 27,33 Beweisaufgaben (Raum)

© 7,10, 11, 14, 15, 18, 24, Berechnungen an Dreiecken
28, 32 .

d) 8,9,10, 12, 13,53 Beréchnungen an Vierecken

e) 9-12, 53 N Fldcheninhaltsbestimmungen

f) 19-23, 25, 26, 38, 52-54 *  Geometrie der Geraden

g) 29-31, 34, 35, 39, 52 Geometrie des Kreises

h) 16, 17, 33 Quader, Pyramide, Kugel

i) 36, 42, 46 Anwendungen im Raum

k) 37,4045 _ Geschwindigkeiten und Krifte

1) 36, 37, 40, 41, 46 Militdrwesen — Luftverteidigung

m) 39, 41, 45 Militirwesen — Ballistik

n) 47-51 Physik/Technik

Einerseits sind in den thematischen Komplexen nicht alle Aufgaben erfaB8t, andererseits lassen

'sich den Komplexen noch weitere Aufgaben zuordnen, denn z. B. sind die sachbezogenen
Aufgaben der letzten Komplexe auch Anwendungen der Geometrie der Geraden oder des
Kreises usw.

Den Komplexen konnen auch weitere Aufgaben aus den vorangehenden Lerneinheiten des

- Lehrbuches zugeordnet werden, die im Verlaufe des bisherigen Unterrichts noch nicht geldst

wurden, u. a. auch die weiteren Aufgaben zu den LE 1 bis 28 (LB 117-119).

Neben der Verwendung der Komplexe zur thematischen Gestaltung der Ubungs- und An-

. wendungsstunden bietet sich z. T. auch die Nutzung fiir groBere hiusliche Wiederholungs-

aufgaben, fiir Systematisierungen und Schiilervortrige an.

Beispiele:

@ Wiederholen Sie Thre Kenntnisse iiber die analytische Geometrie des Kreises! Lésen Sie

\ dazu die Aufgaben des Komplexes g) und gegebenenfalls noch andere!

(Langfristige Wiederholungsaufgabe; Hausarbeit)

@ Stellen Sie Moglichkeiten der Bestimmung von Flicheninhalten zusammen (bei Vorgabe
notwendiger GroBen; bei Vorgabe von Eckpunkten mittels Koordinaten; bei Vorgabe
von Gleichungen, mit denen Kiirven in einem Koordinatensystem beschrieben werden)!
Léosen Sie dazu Aufgaben aus dem Komplex e) und gegebenenfalls noch andere!
(Systematisierungsaufgabe)

1 Damit ergeben sich auch giinstigere Méglichkeiten der Zielorientierung und Motivierung in den Ubungsstunden.
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@ Wiederholen und vertiefen Sie Thre Kenntnisse iiber Dreiecke! 5
Lésen Sie dazu Aufgaben aus dem Komplex c) und gegebenenfalls noch andere!
(Langfristige Wiederholungsaufgabe) : . o
- @ Sprechen Sie iiber die Eigenschaften des Skalarproduktes! N .
- Losen Sie dazu Aufgaben aus der Gruppe 19 bis 22 und gegebenenfalls noch andere!
Wihlen sie geeignete Aufgaben aus,-und begriinden Sie die Schritte zu deren Losung!

(Schiilerauftrag — Schiilervortrag)

Um beim Losen von komplexen Aufgaben alle erzieherischen Potenzen zu nutzen und um
dabei besonders auch Selbstindigkeit, Aktivitit und Schopfertum sowie eine kritische Hal-
tung zu eigenen Arbeitsergebnissen weiterzuentwickeln, sollten die Schiiler angehalten wer-
den, mdglichst bei jeder Aufgabe zu priifen, ob es verschiedene Losungswege gibt, wie man
die Losungsschritte mit Hilfe theoretischer Kenntnisse begriinden kann und wie man er-
mittelte Ergebnisse kontrollieren kann. In der Vektorrechnung und analytischen Geometrie
ist es hiufig méglich, zeichnerische Losungen rechnerisch zu priifen bzw. umgekehrt.

Hinweise zu einzelnen Aufgaben

Aufg. 1: Die Aufgabe kann mit Hilfe elementargeometrischer Kenntnisse gelost werden

—_ — .
(Summe und Differenz der Vektoren CA und CB beschreiben die beiden Diagona-
len eines Rechtecks). Man kann die Gleichheit der Betrdge aber auch durch ska-

— —> — —>
lare Multiplikation von €4 + CB und CA — CB nachweisen ( ~ Bild 77).

Aufg. 2 und 3: Motivierung der Beweisidee: die auf der linken Seite der Gleichungen ste-
henden Vektoren in Summen zerlegen, in denen die auf der rechten Seite stehenden
* Vektoren énthalten sind (moglicherweise bilden die restlichen Komponenten den
‘Nullvektor!). Skizzen verwenden!
Aufg. 7 und 8: Impuls fiir die Schiiler: Wihlen Sie geeignete Reprisentanten der Vektoren
bei der Darstellung im Koordinatensystem! ’

Aufg. 9: Die Ermittlungen sollten durch Abzédhlen und/oder Kopfrechnen erfolgen. Bei
Nr. 9f kann zunichst Gleichschenkligkeit vermutet bzw. abgelesen (,,abgezahlt*)
werden. Der Flicheninhalt wird im Kopf bestimmt, ggf. auckr hier schon auf die
Trapezmethode verweisen (zur Vorbereitung auf Aufg. 10) (.~ Bild 78).

Aufg. 13 bis 15: Man kann die Koordinaten- zunichst graphisch zu ermitteln suchen

_ (~ Bild 79).

Aufg. 24: Komplexe Aufgabe zur analytischen Geometrie der Geraden. Vor dem Berechnen
sollten die Schiiler den Losungsweg stichwortartig notieren (ggf. vortragen und
begriinden, verbunden mit einer Skizze), z. B.

)

Cl . ) A

[/INg | / 3~

7 1/ 7 L
TL APN 7 7t A
0|77 V"z‘-z-ﬁ=4—— o[T]?
I |
Bild 77 Bild 78 Bild 79
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" 1. Gleichung derJemgen Geraden durch C bestimmen, die auf der gegebenen Ge-
. raden senkrecht steht;

2 Schnittpunkt D der beiden Geraden (Basis und Hohe des glelchschenkhgen
Dreiecks) ermitteln; ‘

3. Abstand CD berechnen und dritteln;
4. Emheltsrlchtungsvektor ¥ der dJe Basis bestlmmenden Geraden berechnen;

5. Koordinaten der Ortsvektoren OA und OB berechnen

(OA = OD +}|CD|#; OB = 0D - }|CD|#).

Aufg. 27,28, 29, 30: Diese Aufgaben sollten im Komplex in der gegebenen Reihenfolge gelost
werden, weil die Lésung einer Aufgabe Vorleistungen (Grundgedanken) fiir die
folgende bringt.

Aufg. 29-31: Diese Aufgaben kénnen jeweils im Sinne der anderen erweitert werden.

Aufg. 32, 33: Komplexe Aufgaben, deren Losung zur Erweiterung elementar geometrischer
Kenntnisse iiber das Dreieck bzw. das regulire Tetraeder (Modell verwenden)
fiihrt. Die Beweise sind fiir spezielle Fille zu erbringen, konnen aber auch all-
gemein gefiihrt werden.

Aufg. 34b, 35: Die Losungen sollten durch Uberlegungen an Darstellungen im Koordinaten-
system gefunden werden.

Aufg. 37: Ggf. auch Berechnung ausfiihren lassen.

Aufg 43, 44: Auf Idealisierungen und Realitdtsgehalt aufmerksam machen In dieser Be-
ziehung sind diese Aufgaben keine echten praxisbezogenen Aufgaben, zur Ubung
dennoch geeignet. Das trifft auch auf eine Reihe weiterer Sachaufgaben zu.
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Si:ofi'gebie"t 2 :
Weitere Klassen nichtrationaler Funktionen;
ihre Differentiation und Integration

Vorbemerkungen

Mit diesem Stoffgebiet wird der in Klasse 11 begonnene Analysislehrgang fortgesetzt und ab-
geschlossen. Die in Klasse 11 erworbenen Kenntnisse, Fihigkeiten und Fertigkeiten hin-
sichtlich grundlegender Begriffe, Sitze und Verfahren der Analysis werden zur Untersuchung
von Logarithmus-, Exponential- und Winkelfunktionen (insbesondere ihrer Differentiation
und Integration) angewendet. Das erfordert zunichst das Reaktivieren und Festigen dieser
Kenntnisse, Fihigkeiten und Fertigkeiten. Diesem Anliegen dient der Stoffabschnitt 2.1. -
Die Behandlung der Stoffabschnitte 2.2 bis 2.4 verfolgt das Ziel, sicheres Wissen und Kon-
nen im Hinblick auf die genannten Klassen nichtrationaler Funktionen zu entwickeln (wich-
tige Eigenschaften und Beziehungen, Differentiation und Integration, Anwenden auf inner-
und auBermathematische Problemstellungen) und zugleich das. grundlegende Wissen und
Konnen aus der Analysis insgesamt stindig zu wiederholen, anzuwenden und zu systemati-
sieren (LP 50). Der Stoffabschnitt 2.4 dient insbesondere auch der zielgerichteten Vorbe-
reitung auf die Reifepriifung.

Entgegen der Arbeitsweise in Klasse 11 werden in den Stoffabschnitten 2.2 und 2.3 die
Differentiation und die Integration der entsprechenden Funktionen in enger Wechselbezie-
hung behandelt.

Dabei sind zunehmend héhere Anforderungen an das selbstindige und schopferische Ar-
beiten der Schiiler zu stellen. Das immer wieder geforderte Anwenden erworbener Kennt-
nisse, Fahigkeiten und Fertigkeiten trigt dazu bei, fachtypische Denk- und Arbeitsweisen
bewuBtzumachen und dient der Weiterentwicklung des Vermogens, sie iiberlegt und schép-
ferisch einzusetzen.

Zur Aktivierung der Schiiler und zur Rationalisierung des Unterrichts sollten insbesondere
auch lingerfristig zu bearbeitende Hausaufgaben gestellt werden (z. B. durch Aushang im
Fachkabinett, eventuell Anreégung fiir auBerunterrichtliche Arbeit in Lerngruppen), die dem
zielgerichteten Reaktivieren solcher Kenntnisse und Fahigkeiten dienen, die in bestimmten
Lerneinheiten benétigt werden. Entsprechende Angaben zu stofflichen Inhalten sind dem
Stoffverteilungsplan (Spalte ,,Zu reaktivierender Stoff*‘) bzw. den Ausfithrungen zu den ein-
zelnen Lerneinheiten zu entnehmen.

Schiilervortrdge

Die folgende Ubersicht enthilt Vorschldge fiir Schiilervortrige. Die Auswahl ist vom Lehrer
unter Beriicksichtigung der jeweiligen Klassensituation zu treffen.
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sammenhéingen in Naturwissenschaften
und Technik

Thema Aufgaben- | Vortrag Bemerkungen/
steilung in in Literaturhinweise
Ermitteln einer Gleichung fiir eine LE A28 LEB1
Tangente an den Graph der Funk-
tion f mit f(x) = x2 im Punkt P,
(eB1)
Definition des bestimmten Integrals LEB1 LEB3 Hinweis auf das Lehr-
als gemeinsamer Grenzwert zweier ’ (1. Std.) buch 11; LE D 1 und
Zahlenfolgen (@ B 7) ] D2
Die Existenz des bestimmten Integrals LEB1 LEB3 Hinweis auf das Lehr-
(®B8, B9 (1. Std.) buch11, LED 3
Das bestimmte Integral als Funktion LEB1 LEB3 Wichtig fiir die Vor-
seiner oberen Grenze (@ B 3) (1. Std.) bereitung der LE B 4;
: eventuell auch den
Auftrag B 10 einbezie-
hen und auf Interpre-
tation von @ als Fli-
cheninhalt eingehen
(Bedingungen). Hin-
weis auf das Lehrbuch
11, LE D §, bzw. auf
den Satz Seite LB 137
Flacheninhaltsberechnung LEB1 LEB3 Hinweis auf das Lehr-
von Punktmengen mittels Integration ) (2. Std.) buch 11, Seiten 266 bis
(@ B11) ) 268
Existenz und einige Eigenschaften LEB4 LEBS Als Wiederholung
einer Stammfunktion @ der , und Zusammen-
1 fassung zu LE B 4
Funktion f mit f() = — (x > 0) gz
Leben und Werk von L. EULER LEB4 LEBG6 Hinweis auf Lit. -
(» UH 156; FuB-
note)
Das Verfahren der Integration durch LEB6 LEB7 Hinweis auf das Lehr-
| lineare Substitution in der Form (3. Std.) buch 11, LE D 7. Er-
1 . . lauterung an selbst ge-
ff (ax + b) dx = —F(ax + ) wihltem Beispiel
Ubertragung der Eigenschaften einer _ | LEBS6 LEBS Hinweis auf das Lehr-
Funktion f auf ihre Umkehrfunktion f ' buch 11, LE C 11
(@B27)
Zusammenhang zwischen den Ab- LEB6 LEBY Hinweis auf das Lehr-
leitungen zueinander inverser Funk- buch 11, LE C 12
tionen (@ B 29) .
Anwendungen von Exponeniialfunk- LEBY9 LEB11 Hinweis auf das Lehf-
tionen zur Beschreibung von Zu- . (1. Std.) buch 9, Seiten 145/146

(unter Umstidnden auch

1 UHKlasse 9, Seite 159)
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Thema ‘ ' SR | Aufgaben- Vortrag | Bemerkungen/

stellungin- | in Literaturhinweise -
Logarithnius- und Exponential- - | LEB4 LEBI11 Systematisierungs-
funktionen; ihre Differentiation; ' (2. Std. vortrag zu 2.2;
Integration der Exponential- i oder im Hilfe und Anleitung
funktionen ‘ ~ | Stoffab- durch den Lehrer

schnitt 2.4.) | erforderlich

Ermittlung von Funktionswerten von LEB12 | LEBI3
tan x fiir 45° < x < 90° und von
cot x fiir 0° < x < 45° mit Hilfe
des Rechenstabs

Untersuchung des Monotonie- LEBI15 LEB16 Hinweis auf | B 33
verhaltens einer Funktion mit Hilfe (LB 188)
der Differentialrechnung :

Wiederholung des Grundwissens LEB18 LEB19
uber das bestimmte Integral zur
Flacheninhaltsberechnung

Kontrollaufgaben

Zum Stoffabschnitt 2.2:

1.

Aufstellen von Tangentengleichungen:
(1) LB 203: Nr. 15; (2) LB 204: Nr. 25a, ¢

Flicheninhaltsberechnungen:
(1) LB 203: Nr. 17b; (2) LB 204: Nr. 29 .

. Kurvendiskussionen:

(1) LB 203: Nr. 20a; (2) LB 211: Nr. 25

. Extremwertaufgaben:

LB 204: Nr. 28a

. Anwendungsaufgaben (Sachverhalte aus Naturwissenschaft und Teckinik) :

(1) LB 211: Nr. 29; (2) LB 212: Nr. 30

. Fragen bzw. Aufgaben zur Theorie:

(1) In LE B 4 wurde erarbeitet : Die Funktlon @ mit B(x) = j —_— (x > 0)-ist eine Stamm-
funktion der Funktion f mit f(x) = — (x > 0). 1

Zeigen Sie, wie in Anwendung der Theone der Differentialrechnung wichtige Eigen-
schaften von @ aus dieser Festlegung gefolgert werden kénnen (Nullstellen, Differen-
zierbarkeit, Stetigkeit, Monotonie, Existenz von lokalen Extrema)!

. (2) Skizzieren Sie die Graphen der Funktion y = In x und y = ¢* in ein und dasselbe

Koordinatensystem, und erliutern Sie Zusammenhinge zwischen wesentlichen
Figenschaften beider Funktionen!
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(3) Leiten Sie die Regel (e¥)’ = e* unter Verwendung der Beziehung (in x)" = —!— und des
Zusammenhangs zwischen den Funktionen y = In x und y = ¢* her!

(4) Erldutern Sie den Zusammenhang zwischen den Funktionen y = e* bzw. y = Inx
und beliebigen Exponential- bzw. Logarithmusfunktionen!

(5) Zeigen Sie, daB fiir Funktionen der Form f(x) = ¢ - e¥#*die Bezxehung f(x) =k f(x) R
gilt! ,

Zum Stoffabschnitt 2.3:

1.

Differentiation und Integration von kaelfunktlonen ‘

(1) LB 205: Nr. 36d und f; (2) LB 205: Nr. 38a und 39a (3) LB 205: Nr. 40a und b

Aufstellen von Tangentengleichungen
LB 190: Nr. 5a

Kurvendiskussionen
LB 194: Nr. 3

Extremwertaufgaben N
(1) LB 198: Nr. 4; (2) LB 205: Nr. 43

Fldcheninhaltsberechnungen
(1).LB 216: Nr. 62a; (2) LB 201: Nr. 5
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Stoffverteilung

Thema Std. Zu reaktivierender Stoff ) v -

Stoffabschnitt 2.1 Wiederholungen . 5 Stunden
1 Differentiation | 1 — Berechnen der 1. Ableitung bzw. Ermltteln von Stammfunk-
von rationalen tionen einer Funktion f
Funktionen — Aufstellen von Tangentengleichungen (Tangente an den Graph
und Wurzel- einer Funktion fan der Stelle xo)
funktionen — Begriffe, Sitze:

Ableitung einer Funktion f an der Stelle x,
~ (geometrische Deutung),
' Differenzierbarkeit,
Regeln fiir die Dlﬁ'erentlatlon von in Klasse 11 behandelten
Funktionen,
Stammfunktion (unbestimmtes Integral),
Regeln fiir das Ermitteln von Stammfunktionen

2 Kurvendiskus- 2 — Aufstellen von Tangentengleichungen
sion, — Durchfithren von Kurvendiskussionen (rationale Funktionen,
Extremwert- Waurzelfunktionen), dabei insbesondere auch Ldsen von Glei-
aufgaben chungen (lineare und quadratische Gleichungen bzw. darauf

zurtickfiithrbare Gleichungen) :
— Losen von Extremwertaufgaben
— Begriffe, Sitze:
Monotonie und 1. Ableitung einer Funktion f,
lokale Extremstellen von f,.
Nullstellen und Polstellen von £,
Verhalten im Unendlichen

3 Integralrech- 2 — Berechnen bestimmter Infegrale unter Anwendung des Haupt-
nung, Flichen- ) satzes, dabei auch Verfahren der Integration durch lineare Sub-
berechnungen - stitution?)

— Berechnen des Flicheninhalts von Punktmengen (mit Elemen-
ten der Kurvendiskussion)
— Begriffe, Sdtze: - .

Bestimmtes Integral f f(x) dx (Definition, Existenz),

a
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung,
Bestimmtes Integral und Flicheninhalt

Thema Std. | Zu reaktivierender Stoff ‘| “Zu erarbeitender Stoff
N -
Stoffabschnitt 2.2 Exponential- und Logarithmusfunktionen, ihre Differentiation; Integration
n der Exponentialfunktionen . 15 Stunden
4 Eine Stamm- | 1 — Stammfunktionen — Existenznachweis und Er-
funktion der i —~ Regeln fiir 'die 1. Ableitung mitteln einer Stammfunk-
Funktion bzw. das Ermitteln von tion @ zur Funktion f mit
1 Stammfunktionen fiir 1
fo)=—x>0) Potenzfunktionen fG)=— (x>0

. x2
1 x
1 Tn der Klasse 11 wird nur die Form f flax + b)dx = [— F(ax + b)] 2 mit F’ = f behandelt.
. a X1 .
*1
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Zu erarbeitender Stoff ’

Funktion In

Ubertragen von Eigen-
schaften)

Thema Std. | Zu reaktivierender Stoff

— Beziehung zwischen be- _ — Niherungsweises Berechnen -
stimmtem Integral als von Funktionswerten von @
Funktion seiner oberen (mB5) )
Integrationsgrenze und
Stammfunktionen

— Definition des bestimmten
Integrals als Grenzwert
gewisser Zahlenfolgen

5 Eigenschaften 2 - Stetigkeit und Differenzier- - Charakteristische Eigen-
der Funktion @ barkeit einer Funktion schaften der Funktion @
mit — Eigenschaften stetiger mit

x Funktionen x
D(x) = f _d_'_ — Bedeutung der 1. Ableitung D(x) = f _d_” x > 0);
t einer Funktion f fiir Aus- ¢
1 sagen iiber f (Monotonie, ot '
(x>0 lokale Extrema) Graph von @

- Logarithmusfunktionen - Die Funktion @ - eine
Logarithmusfunktion (natiir-
liche Logarithmusfunktion,
Bezeichnung ,,In*)

— Aufsuchen von Funktions-
werten der Funktion In
aus dem Tafelwerk

6 Die Basis der 1 - Begriffe ,,Potenz®, - Die irrationale Zahl e
Logarithmus- »Logarithmus** (EuLERsche Zahl) als Basis
funktion — Basis eines Logarithmus von In
y=Inx - Logarithmusfunktion — Berechnen von Niherungs-

werten flir e ) ;
(Beziechung > B 1)
7 Kurvendiskus- | 3 - Differentiationsregeln und - Differenzieren zusammen-
sionen, Extrem- Regeln fiir das Ermitteln " gesetzter Logarithmusfunk-
wertaufgaben, von Stammfunktionen tionen
Flicheninhalts- — Verfahren der Integration — Ermitteln von Stammfunk-
berechnungen durch lineare Substitution tionen fiir Funktionen der
— Hauptsatz der Differential- Form
und Integralrechnung a

‘— Kurvendiskussionen fx) = xt o
(Arbeitsschritte, Bedin- . .
gungen) — Kurvendiskussionen, Ex-

— Bestimmtes Integral und tremwertaufgaben, Flichen-
Flicheninhalt inhaltsberechnungen (fur

~ Aufstellen von Tangenten- die genannten Funktionen)

gleichungen (Punkt-Rich-
tungs-Gleichung)

— Losen von Gleichungen

8 Die Umkehr- r - Zueinander inverse Funk- — Die Umkehrfunktion @ der
funktion der tionen (Beziehungen, Funktion @ mit

D(x) =Ilnx
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Thema

Std.

Zu reaktivierender Stoff

Zu erarbeitender Stoff

- Exponentialfunktionen
O =2%y=10

-~ Einfache Exponential-
gleichungen

| - Bigenschaften der Funktion

— Nachweis, daB
B(x) = €*

ist

@ mit B(x) = e*

9 Differentiation
und Integration
der Funktion
y = e*und
Anwendungen

— Satz tiber 1. Ableitungen
zueinander inverser
Funktionen

—~ Stammfunktionen
(vgl. mit LE 7)

- 1. Ableitung der Funktion
y=e&(B3)

— Ermitteln von Stammfunk-
tionen von
y=e*(>B4

- Differenzieren und Er-
mitteln von Stammfunk-
tionen von Funktionen der
Form

SG) = a-eb*re

— Berechnen bestimmter Inte-
grale iiber derartige Funk-
tionen

- Kurvendiskussionen, Fli-
cheninhaltsberechnungen
(fiir angegebene Funktionen)

10 Beliebige Ex-
ponential- und
Logarithmus-
funktionen

- Exponential- und Logarith-
musfunktionen (Eigen-
schaften, Beziechungen)

— Begriff ,,Logarithmus‘
(vgl. mit LE 7)

- Zusammenhang zwischen
y = e* und beliebigen Ex-
ponentialfunktionen (> B 5)

— Differenzieren bzw. Auf-
suchen von Stammfunk-
tionen von
y=a(®B6T)

— Zusammenhang zwischen
y = In x und beliebigen
Logarithmusfunktionen
(>B3)

- Differenzieren von
y =log ,x (> B9)

— Losen verschiedenartiger
Aufgaben (bestimmte Inte-
grale, Tangentengleichungen,
Extremwertaufgaben)

11 Anwendungen
von Exponen-
tial- und Log-
arithmus-
funktionen

Physik-Unterricht:
Grundgesetz der Mechanik,
Beziehung s = [ v d,
Radioaktiver Zerfall, Luft-
druck (» Lehrbuch 9,
LEEG6)

- Beispiele fiir Anwendung
und Bedeutung von Expo- .
nential- und Logarithmus-
funktionen in Natur-
wissenschaft, Technik, Oko-
nomie

— Losen einiger Anwendungs-
aufgaben

— Zusammenfassung zu 2.2
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fhema

Std.

.Zu reaktivierender Stoff

Zu erarbeitender Stoff -

Stoffabschnitt 2.3 Wihkelfunktionen, ihre Differentiation und Integration

20 Stunden

niometrischer
. Gleichungen

Gleichungen, von Sonder-
formen der Gleichungen
3. und héheren Grades

— Losen einfachster gonio-
metrischer Gleichungen
(Aufsuchen der Argumente
bei vorgegebenen
Funktionswerten)

12 Wiederholung 2 — BogenmaB eines Winkels
der Eigen- — Definition der Winkel-
schaften von funktionen
Winkelfunk- - Komplementwinkel- und |
tionen Quadrantenbezichungen
— Periodizitit von Winkel-
funktionen
— Eigenschaften (Definitions-
bereich, Wertebereich,
Nullstellen, Monotonie-
verhalten) und Graphen der
Winkelfunktionen
13 Beziehungen 1¢ - Sétze: - Anwenden der Beziechungen
- zwischen Win- Fiir alle reellen Zahlen x zwischen Winkelfunktionen
kelfunktionen gilt: auf Termumformungen
sin?x + cos?2x =1 .
tanx-cot x = 1
F 7
(x#: k-imit keG)
- Additionstheoreme‘ der
Sinps- und Kosinusfunk-
tionen, entsprechende
Doppelwinkelformeln
14 Die Funktionen | 2 — EinfluB der Konstanten — Skizzieren von Graphen der
fx) = a,beP,a>0,b>0,auf Funktionen
a-sin (bx + ©) den Graph der Sinus- .. fx) =a-sin(bx + )
und : funktion bzw. ‘
f(x) = f(x) = a-cos (bx + ¢)
a-cos (bx + ¢) mit g, b,ceP,a+0,b%0
) R — Einflu} der Konstanten aq,
beP,a=+0,b=+ 0, auf die
Graphen der Sinus- bzw.
Kosinusfunktionen
— EinfluB der Konstanten ¢
auf die Graphen der Sinus-
bzw. Kosinusfunktionen
15 Das Losen go- | 3 — Losen quadratischer - Lésungsﬁlethoden (an Bei-

spielen) unter Verwendung

der Beziehungen zwischen

den Winkelfunktionen fiir

folgende Typen:

® Gleichungen mit nur
einer Winkelfunktion

@ Gleichungen mit zwei
Winkelfunktionen des-
selben Arguments
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Zu erarbeitgnder Stoff

inhaltsberech-
nungen;
Zysammen-
fassung

Thema Std. | Zu reaktivierender Stoff
— Angabe der Losungen ® Gleichungen mit zwei
(im GradmaB bzw. im Winkelfunktionen ver-
BogenmaB) unter Beriick- schiedenen Arguments
sichtigung der kleinsten ~ Diskussion verschiedener
Periode Losungsvarianten
| = Probe -
16 Differentiation 3 - Schrittfolge fiir die Unter- - Differenzierbarkeit der Si-
und Integration suchung einer Funktion nusfunktion und 1. Ableitung
. der Winkel- auf Differenzierbarkeit der Sinusfunktion
funktionen — Begriff ,,Ableitung einer - 'Differentiation der Funktio-
Funktion* nen cos, tan, cot
— Summen-, Produkt-, — Formale Aufgaben zur
Quotienten-, Kettenregel Differentiation von Winkel-
- Aufstellen. von Tangenten- funktionen
gleichungen - - Ermitteln einer Gleichung
— Stammfunktionen einer fiir die Tangente an den
gegebenen Funktion Graph einer Winkelfunktion -
~ Definition des Begriffs ,,Be- 'in einem Punkt '
stimmtes Integral* ' — Ermitteln von Stammfunk-
tionen von Sinus- bzw.
Kosinusfunktionen -

— Berechnen bestimmter Inte-
grale iiber Sinus- bzw. Ko-
sinusfunktionen

17 Kurven- 3 ~ Schrittfolge fiir die Durch- — Durchfiihren von Kurven-
" diskussionen fithrung von Kurven- diskussionen fiir Winkel-
‘ diskussionen funktionen
— Ldsen goniometrischer :
Gleichungen
18 Extremwert- 3 — Heuristische Regeln fiir das — Finden des Losungsansatzes
aufgaben Ldsen von Extremwert- bei Extremwertaufgaben, bei
aufgaben . denen Winkelfunktionen an-
— Sétze, die zur Ansatzfindung gewendet werden kdnnen
und fiir Nebenbedingungen — Losen dieser Extremwert-
herangezogen werden . ' aufgaben
koénnen . ’
19 Flachen- 3 — Berechnen bestimmter 1 — Anwenden des bestimmten

Integrale Giber Sinus- bzw.
Kosinusfunktionen

— Hauptsatz der Differentiai-
und Integralrechnung

Integrals zur' Berechnung
des Flicheninhalts von
Punktmengen, die durch
Graphen von Winkelfunk-
tionen begrenzt werden

- Zusammenfassung

Stoffabschnitt 2.4 Ubungen und Anwendungen; Wiederholungen

Klassenarbeit

14 Stunden
4 Stunden
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Stoffabschnitt 2.1 . ' - (55td)
Wiederholungen

Das Ziel dieses Stoffabschnitts besteht vorrangig darin, die zur Realisierung der Ziele und
Aufgaben der Stoffabschnitte 2.2 und 2.3 erforderlichen Kenntnisse, Fahigkeiten und
Fertigkeiten aus dem Analysislehrgang der Klasse 11 zu reaktivieren und zu festigen. Das
soll vor allem im ProzeB des moglichst selbstindigen Losens von Aufgaben durch die Schiiler
erfolgen, die das Anwenden grundlegender Begriffe, Sitze und Verfahren verlangen (LP 51
und 53). .
Darunter sind zu verstehen

- die Begriffe Differenzenquotient, Differentialquotient-bzw. erste Ableitung einer Funk-
tion f an einer Stelle x, sowie erste Ableitung einer Funktion fin einem Intervall, Differen-
zierbarkeit, Stetigkeit, Stammfunktion bzw. unbestimmtes Integral, bestimmtes Inte-
gral;

— Sarze iiber Differenzierbarkeit und Stetigkeit von Funktionen,
iiber Existenz und Ermittlung der 1. Ableitung bzw. von Stammfunktionen gegebener
rationaler Funktionen, Potenzfunktionen (mit rationalen Exponenten) und Wurzel-
funktionen (damit im Zusammenhang Differentiationsregeln und Regeln fiir das Er-
mitteln von Stammfunktionen);
ferner der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung;

— Verfahren
fiir Nullstellen-, Extremstellen- und Polstellenberechnung,
zur Untersuchung von moglichen Definitions- und Wertebereichen (damit im Zusammen-
hang das Losen von Extremwertaufgaben bzw. das Durchfiihren von Kurvendiskussionen),
fiir Flicheninhaltsberechnungen und fiir das Aufstellen von Tangentengleichungen.

Neben dem Losen von Aufgaben sind auch solche Formen der Schiilerarbeit, wie das Halten
von Kurzvortrigen (» Ubersicht UH 128f.) zu bestimmiten stofflichen Schwerpunkten, das
selbstindige Reaktivieren von Kenntnissen mit Hilfe des Lehrbuchs oder das Arbeiten
in Lerngruppen unter Leitung eines leistungsstarken Schiilers, zu empfehlen. Damit erfolgt
zugleich eine systematische Vorbereitung auf die Reifepriifung, die selbstverstindlich auch
die Reaktivierung des vor der Klasse 11 behandelten Stoffes notwendig macht (» Aufgaben
zur Ubung und Wiederholung). Die im Stoffverteilungsplan angegebenen Stundenzahlen
zu den LE B 1 bis B 3 stellen eine Moglichkeit dar. Sie sollten vom Lehrer unter Beriick-
sichtigung der konkreten Situation in der Klasse gegebenenfalls modifiziert werden.

_Im Interesse einer rationellen Unterrichtsgestaltung und zur Herausbildung des erforder-
' lichen Wissens und Kénnens wird empfohlen, regelmiBig Hausaufgaben sowohl zur Vor-

bereitung des Unterrichts wie auch zur Festigung des in der Stunde reaktivierten Wissens
zu stellen (ggf. auch differenziert). Vorschlige dazu werden in den Ausfithrungen zu den
einzelnen Lerneinheiten gemacht.
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Lerneinheit 1 - ' O dsw)
Differentiation von rationalen Funktionen und Wurzelfunktionen
LB 127 bis 129

In dieser Lerneinheit soll das Ausgangsniveau zur Weiterfiihrung des Ahalysis]ehrgangs

— durch eine kurze Motivierung der Schiiler sowohl zur Behandlung des neuen Stoffgebiets
als auch zur Wiederholung der in Klasse 11 erworbenen Kenntmsse, Fihigkeiten und
Fertigkeiten aus der Analysis sowie vor allem

— durch das Losen von Aufgaben zur Differentiation von rationalen Funktionen und Wurzel-
funktionen sowie zum Ermitteln von Stammfunktlonen

geschaffen werden, wobei wesentliche (vom Lehrer entsprechend der Klassensituation aus-
zuwihlende) Teile der in Klasse 11 erarbeiteten Theorie reaktiviert werden. Das Heraus-
arbeiten der theoretischen Grundlagen wird dann erfolgreicher sein, wenn wihrend der
taglichen Ubungen bei Behandlung des Stoffgebietes 1 die in Klasse 11 erworbenen Fertig-
keiten im Differenzieren dieser Funktionen gefestigt wurden (Verwendung der Komplexe 10
und 11 - UH 16f.).

Ziele

Die Schiiler

— haben verstanden, da8 die Differentiation und Integration von Logarithmus-, Ex-
ponential- und Winkelfunktionen weitere praktische und mathematische Pro-
‘bleme zu 16sen ermdglichen,

— konnen rationale Funktionen, Wurzelfunktionen und Potenzfunktionen mit ratio-
nalem Exponenten unter bewuBter Anwendung der entsprechenden Regeln diffe-
renzieren und integrieren, .

— kennen jene grundlegenden Begriffe und Sitze aus der Differential- und Integral-
rechnung, mit denen sie die genannten Regeln begriinden und deren Anwendung sie
erldutern kénnen.

Schwerpunkte

~ Motivierung der Dlﬁ‘erentnatlon und Integratlon weiterer Klassen mchtratlonaler
Funktionen

- Wiederholung und Anwendung der Regeln zur Differentiation von rationalen
Funktionen, Wurzelfunktionen und Potenzfunktionen mit rationalen Exponenten

- Wiederholung des Ermittelns von Stammfunktionen
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Methodische Hinweise

Motivierung der Differentiation und Integration weiterer Klassen nichtrationaler Funktionen
Zur Begriindung der Notwendigkeit, den in Klasse 11 begonnenen Analysislehrgang fort-
zusetzen, geniigt der Hinweis auf das Unvermégen der/Schiiler, alle bis zur Klasse 10 behan-
‘delten Funktionsklassen differenzieren und integrieren zu konnen, nicht. In einem kurzen
Lehrervortrag konnen die Schiiler auf solche Problemstellungen aufmerksam gemacht
werden, wie sie in manchen Anwendungsaufgaben enthalten sind (Beispiele: LB 169f., Nr. 1
und 2; LB 211, Nr. 29; LB 200f., Nr. 3a).

- Die Schiiler.sollten nun darauf orientiert werden, daB eine innermathematische Anwendung
des in Klasse 11 in der Analysis Gelernten in den Vordergrund tritt und daB dies ein hohes
MaB an selbstindig anwendbarem Wissen und Konnen erfordert.

Wiederholung und Anwendung der Regeln zur Differentiation von rationalen Funktionen,
Waurzelfunktionen und Potenzfunktionen mit rationalen Exponenten  Nach der selbstindigen
Bearbeitung des Auftrags B2 (LB 127) kénnen wichtige Grundbegriffe im Unterrichts-
gesprich erldutert und einige Differentiationsregeln begriindet werden. Es konnten z. B.
folgende Fragen gestellt bzw. folgende Auftrige erteilt werden (aus Zeitgriinden Auswahl
treffen): ’

v

— Wie ermittelt man den Anstieg einer Tangente an den Graph einer Funktion f?

— Was versteht man unter der Ableitung einer Funktion f an einer Stelle x, (in einem Inter-
vall I)? ,

- Erldutern Sie den Begriff ,,Differenzierbarkeit einer Funktion‘!

— Welcher Zusammenhang besteht zwischen Differenzierbarkeit und Stetigkeit einer Funk-
tion? . ‘

- Deuten Sie die 1. Ableitung einer Funktion geometrisch!

- Erldutern Sie die benutzten Differentiationsregeln!

Diese Arbeit wird erleichtert, wenn alle Schiiler als vorbereitende Hausaufgabe fiir diese
Stunde den Auftrag B 1 bearbeitet haben; ein Schiiler trigt zu Beginn der Wiederholung
seine Ausarbeitung vor, die anderen Schiiler erginzen, berichtigen oder stellen Fragen.
Zur Ubung wihrend des Unterrichts und als Hausaufgabe kann eine Auswahl aus den Auf-
gaben 1, 2 und 5 (LB 129) gestellt werden, so daB die Schiiler alle bisher erarbeiteten Diffe-
rentiationsregeln anwenden miissen. , '

Wiederholung des Aufsuchens von Stammfunktionen  Ein Schiiler erldutert das Problem der
Umkehrung der Differentiation einer Funktion 4n einem Beispiel [Vorschlag: Eine Aufgabe
entsprechend Beispiel B 1 oder B 2 (LB 128)].

Zur Festigung der Ermittlung von Stammfunktionen werden im Unterricht oder als Haus-

" aufgabe einige Aufgaben aus Nr. 3. und 4 (LB 129) gel6st. * i

Es wird empfohlen, die auf Seite LB 128 angeschnittene Problematik des bestimmten Inte-
grals als Funktion der oberen Grenze (einschlieBlich des Auftrags B 3) allen Schiilern zur
Vorbereitung eines Schiilervortrags in der LE 3 aufzugeben.

Variante: Es wire auch moglich, die Wiederholung des Ermittelns von Stammfunktionen am
Anfang der LE 3 durchzufiiliren. Dann steht in dieser Stunde Zeit zur Wiederholung des
Tangentenproblems zur Verfiigung (.~ 1. Schwerpunkt'in LE B 2 Seite UH 139)

U

Kontrollaufgaben
LB 129: Nr. 2a, ¢, e; Nr. 5a; Nr. 4¢ ) g
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Lerneinheit 2 ' ' _ @5td.)
Kurvendiskussionen, Extremwertaufgaben
LB 130 bis B 133

Die. Schiiler reaktivieren ihre Kenntnisse iiber das Durchfithren von Kurvendiskussionen
und das Losen von Extremwertaufgaben. Sie wiederholen dabei wesentliche theoretische
Grundlagen, iiben sich im Differenzieren bisher behandelter Funktionsklassen und im Ldsen
von Gleichungen (2. Grades und Sonderformen hoheren Grades, Wurzelgleichungen).

Ziele | . o . | :

™ Die Schiiler

— konnen eine Gleichung fiir eine Tangente an den Graph einer Funktion der bisher
behandélten Funktionsklassen ermitteln,

— konnen Kurvendiskussionen fiir rationale Funktionen und Wurzelfunktionen durch-
fihren, die einzelnen Schritte theoretisch begriinden und dle dabel auftretenden
Gleichungen 16sen,

— kennen Arbeitsschritte fiir das Losen von Extremwertaufgaben und konnen damit
Extremwertaufgaben 16sen, die auf rationale Funktionen, Wurzelfunktionen und
Potenzfunktionen mit rationalem Exponenten fiihren.

Schwerpunkte

1. Stunde

~ Ubungen im Efmitteln einer Gleichung fiir eine Tangente an den Graph einer

* Funktion

- Wiederholung und Anwendung der Kenntnisse {iber die Durchfiihrung von Kur-
venuntersuchungen .

2. Stunde ®

— Wiederholung und Anwendung der Kenntnisse iiber das Losen von Extremwert-
aufgaben anhand einer typischen Aufgabe
— Ubungen im Finden von Lésungsansitzen ~

’

Methodische Hinweise

Ubungen im Ermitteln einer Gleichung fiir eine Tangente an den Graph einer Funktion Durch
selbstindige Bearbeitung der Aufgabe 7 (LB 129) vertiefen die Schiiler ihre theoretischen
Einsichten und ihre Fertigkeiten beim Skizzieren der Graphen ganzer rationaler Funktionen.

Die Aufgabe 8 (LB 129) kann als Hausaufgabe gestellt werden. Es kénnte der Hinweis .

erforderlich sein, den Definitionsbereich der Wurzelfunktion festzulegen und das Argu-
ment x,; zu ermitteln, fiir das f’(x,) = m gilt.

\
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Wiederholung und Anwendung der Kenntnisse iiber die Durchfiihrung von Kurvenuntersuchun- -
gen Das Anliegen des Stoffabschnitts 2.1, durch selbstindiges Losen geeigneter Auf-
" gaben das Theorieverstindnis zu vertiefen, kann durch die selbstindige Bearbeitung des
Auftrags B 4 gut realisiert werden, denn die Schiiler werden auf Schwerpunkte bei Kurven-
diskussionen orientiert. Wird dieser Auftrag schrittweise bearbeitet, dann kann sofort weiteres
Wissen reaktiviert werden, z. B. bei Teilaufgabe a) die Definition von Nullstellen von Funk-
tionen, die Ermittlung von Nullstellen rationaler Funktionen, bei Teilaufgabe d) die Erldu-
terung des Begriffs ,,globales Maximum* bzw. ,,globales Minimum®, bei Teilaufgabe f) der
Inhalt des Zwischenwertsatzes.
Zur Ubung konnten die Schiiler das Beispiel B 3 (LB 130) ohne Benutzung des Lehrbuchs
selbstidndig bearbeiten. Sie erhalten dadurch die Moglichkeit, nach Bearbeitung dieser Auf-
gabe ihre Losung mit der Darstellung im Lehrbuch zu vergleichen. Leistungsstarke Schiiler
sollten eine Aufgabe aus Nr. 1 und 2 (LB 132f.) 16sen.
Als Hausaufgabe wird die Untersuchung einer Wurzelfunktion vorgeschlagen (Aufgabe 1,
2 und 3).

Wiederholen der Kenntnisse iiber das Losen von Extremwertaufgaben Da das Losen von
Extremwertaufgaben und besonders das Finden des Losungsansatzes den Schiilern im all-
gemeinen Schwierigkeiten bereitet, sollte der Auftrag B 6 schrittweise — den Teilaufgaben ent-
sprechend — mit allen Schiilern bearbeitet werden. In Teilaufgabe d) werden die Schiiler
zwar den Satz des PYTHAGORAS als Nebenbedingung erkennen, sie sollen aber auch einsehen,
daB es fiir die Rechnung unzweckméBig wire, 2 durch s und r auszudriicken, weil dann in der
Funktion V eine Wurzelfunktion auftritt, deren Differentiation komplizierter als die Diffe-
rentiation einer ganzen rationalen Funktion ist.

Ubungen im Finden von Losungsansiitzen Die Schiiler erhalten den Auftrag, den Losungs-
ansatz fiir Aufgabe 4 (LB 133) zu finden. Méglicherweise brauchen sie hierfiir Hilfe:

- Die Abbrandverluste sind der GroBe der Oberfiiche der geraden Kreiszylinder propor-
tional. Wie kann die Oberfliche eines Kreiszylinders mathematisch ausgedriickt werden?

~ Feststellung: A, ist eine Funktion von r und A.

~ Welche Beziehung konnte als Nebenbedingung in Betracht gezogen werden?

— Wenn das Volumen aus der Masse der Rohlinge berechnet werden kann, hitte man eine
stereometrische Formel als Nebenbedingung gefunden.

- Uberlegung, welche Umformung zweckmaBig ist, um den Losungsansatz (Zielfunktion)
als Funktion mit einer Variablen darzustellen.

Die Schiiler sollten im Unterrichtsgespriach noch einmal alle diejenigen mathematischen Be-
ziechungen zusammenstellen, die als Nebenbedingungen beim Finden des Losungsansatzes
in Extremwertaufgaben in Klasse 11 in Betracht gezogen werden (z. B. stereometrische For-
mein, Formeln zur Flidchenberechnung geometrischer Figuren, Satzgruppe des PYTHAGORAS,
Strahlensatz, physikalische Formeln).

Als Hausaufgabe kénnte die Lésung der begonnenen Aufgabe 4 (LB 133) und die selb-
stindige Losung der Aufgabe 5 gefordert werden.

Kontrollaufgaben

(1) Kurvendiskussion: LB 133, Nr. 2b, ¢
(2) Extremwertaufgabe: LB 133, Nr. 4
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Lernemhezt 3 o ‘ e e, ERT i @std)
‘ Integralrechnung, Flachenznhaltsberechnungen -
LB 133 bis 136 ~

In Verbindung mit dem Losen von Aufgaben werden Grundkenntnisse aus der Integrai-
rechnung (insbesondere der Begriff ,,Bestimmtes Integral’, der Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung, Flicheninhalt von Punktmengen) reaktiviert. Die Definition des be-
stimmten Integrals bzw. die zu ihr fithrenden Uberlegungen (Lehrbuch X1. 11, LE D 1 und 2)
werden in LE B 4 wieder aufgegriffen. Im Hinblick auf die Verwendung in LE B 4 solite auch
der Zusammenhang zwischen dem bestimmten Integral als Funktion seiner oberen Grenze
und dem Problem der Ermittlung einer Stammfunktion einer Funktion f wiederholt werden.

Ziele

Die Schiiler

— haben ihre Kenntnisse iiber den Begriff ,,Bestimmtes Integral‘ und den Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung reaktiviert,

— haben ihre Fertigkeiten im Berechnen bestimmter Integrale und des Flachenmhalts’
ebener Punktmengen gefestigt.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Ubung im Berechnen bestimmter Integrale
— Wiederholung des Begriffs ,,Bestimmtes Integral* und des Hauptsatzes der Differen-
tial- und Integralrechnung

2. Stunde

— Ubung im Berechnen des Flicheninhalts ebener Punktmengen mittels bestimmter
Integrale

Methodische Hinweise

Ubung im Berechnen bestimmter Integrale Es empfiehlt sich, daB die Schiiler bereits als
Hausaufgabe zu dieser Stunde Grundkenntnisse iiber das bestimmte Integral und seine
Berechnung reaktivieren:

LB 133f. einschlieBlich Beispiel B 4 durcharbeiten lassen unter Umstidnden das Lehr-
buch K. 11 hinzuziehen. Wesentliches stichwortartig als Grundlage fiir Kurzvortrige zu-
sammenstellen. Am Anfang der Stunde sollten die Schiiler zunéchst einige bestimmte Inte-
grale berechnen; damit erfolgt zugleich eine gewisse Kontrolle der Hausaufgabe.

Vorschlag: LB 135, Nr. 1a, c und Nr. 2a, b
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-In der anschlieBenden Auswertung erldutern und begriinden die Schiiler ihr Vorgehen. Im
Zusammenhang damit lassen sich zwanglos die nachstehend genannten Theoriebestandteile .

- reaktivieren: (Dabei ist zu beachten: Der Begriff und die Existenz des bestimmten Integrals
sowie der Hauptsatz sind unbedingt zu wiederholen. Von den iibrigen der angegebenen
Punkte ist eine Auswahl zu treffen, da nicht zu viel Zeit fiir Gespriche iiber theoretische
Fragen zur Verfiigung steht. Im Mittelpunkt steht das Losen von Aufgaben).

— Begriff ,,Bestimmtes Integral“ (SV zu @ B 7)

— Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung als Grundlage fiir das ratlonelle Berech-
nen bestimmter Integrale .

- Rege]n fiir das Errmtte]n von Stammfunktlonen

~ Regel f k- f(x)dx =k f f(x) dx mit Hilfe der Aufgabe 2a (LB 135) (Erkennen, daB

cos als konstanter Faktor auftritt)

— Unabhingigkeit des bestimmten Integrals von der Wahl der Variablen (Aufgabe 2b)

- Existenz des bestimmten Integrals (@ B 8 und @ B 9; eventuell Kurzvortrag); Anfiihren
von Beispielen fiir Funktionen, die die geforderten Eigenschaften besitzen; unter Um-
stinden Angabe eines Gegenbeispiels ( » Lehrbuch KI. 11, Seite 238, m D 2)

Berechnen weiterer bestimmter Integrale:

— Aufgaben 2e und 1f (LB 135) (Anwenden des Verfahrens der Integranon durch lineare
Substitution.! Falls erforderlich, an einem Beispiel ausfiihrlicher wiederholen.)

— Aufgabe 3 (LB 135) (Parameter g ermitteln)

In der Auswertung sollten die Schiiler wieder ihr Vorgehen kommentieren. :
Bearbeiten des Auftrags B 10 (gegebenenfalls auch in Verbindung mit einem Schiilervortrag
zum Thema ,,Das bestlmmte Integral als Funktion selner oberen Grenze-LEB 1, @ B 3).
Dabei:

— Ermitteln von &(x) = f @) dt fiir £(2) = 12

x

3 x 43 8
¢ = 2 - re———
(x) ft dt = [3] 3
- 3 .

2 3 vi y p

x3 8 9 ,

— Herausstellen, dal &(x) = — — — '

3 3 gk :
eine Stammfunktion von f(x) = x2 ist . ft) = £
(Umbenennung der Variablen)

~ Berechnen von &(1), #(2), #(3); anschlieBend 61
eventuell noch geometrische Interpretation? 5
‘1 In der Klasse 11 wird nur die spezielle Form 4
1 E2) 3
ff(ax + b)dx = [— F(ax + b)] mit F’ = f behandelt.
a
x1 ) ’ x1 . 2 |
2¢(3) = A,; A, ... Flicheninhalt der Punktmenge Q, (~ Bild 80)
®(1) = —Ay; A, ... Flicheninhalt der Punktmenge 0, T (e IN7/e
2. 1 L [ B
(A, = {12 an; fir @1) gilt aber (1) = [ 12 dt) Bild80 0 r 2 3 x
1 2
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bzw. Erklarung.dafiir, daB di(l) <0 und 9(2) = 0 gilt, geben (~ Lehrbuch Kl1. 11,
Seite 242, Festlegungen (1) und (2))

Die Behandlung des Auftrags B 10 ist sehr zu empfehlen, da dieser Auftrag nochmals auf den
bereits in LE B 1 (LB 127) erwihnten und in LE B 4 (LB 137) benétigten Zusammen-
hang zwischen bestimmten Integralen und Stammfunktlonen orlentxert

Ubung im Berechnen des Fliicheninhalts ebener Punktmengen mittels bostxmmter Integrale
Zur Reaktivierung der in Klasse 11 behandelten Falle sind folgende Moglichkeiten denkbar :

— Erorterung des Auftrags B 11 anhand der Lehrbuchbllder B3 bisB6

— SV zu ® B 11 (Vorbereitung als Hausaufgabe)

— SSA: Skizzieren und Erlidutern einiger bekannter Fille an der Tafel ohne Hilfe des Lehr-
buches. Dabei: Charakterisieren der einzelnen Fille; Beschreiben des Rechenganges zur
Enmttlung des Flicheninhalts; Nennen der Bedingungen, die dabei zu beachten sind, und
Angeben der erforderlichen zusitzlichen Untersuchungen

Es folgt die selbstindige Bearbeitung der Aufgaben 7 (Punktmenge teils oberhalb, teils

unterhalb der x-Achse) und 8 (Punktmenge von den Graphen zweier Funktlonen eingeschlos-

sen).

Die Schiiler sollen jeweils die Graphen der Funktlonen bzw. die Punktmengen skizzieren.

Zur Auswertung kommentieren ;he Schiiler ihr Vorgehen.

Hausaufgaben: (1) » UH 145 (Vorbereitung auf LE B4); (2) LB 136, Nr. 9

Stoffabschnitt 2.2 o (15 Std.)
Logarithmus- und Exponentialfunktionen; ihre leferentlatlon-
Integratlon der Exponentlalfunktlonen

Im Stoffabschnitt 2.2 werden Kenntnisse, Fahigkeiten und Fertigkeiten aus dem Analysis-
lehrgang der Klasse 11 zur Behandlung der’ Logarithmus- und Exponentialfunktionen an-
gewendet. Die Schiiler haben dabei wieder eine gréBere ,,Theoriestrecke zu bewiiltigen.
Wenn auch an geeigneten Stellen Kenntnisse iiber Logarithmus- und Exponentialfunktionen -
aus Kl. 9 reaktiviert und zum Vergleich mit den gewonnenen Resultaten herangezogen wer-
den (darauf orientiert auch der Lehrplan), erfolgt prinzipiell eine Neuerarbeitung dieser
Funktionen auf anderem Wege und mit anderen Mitteln und Methoden. Dieser im Lehrplan
recht detailliert vorgezeichnete Weg (LP 50/51) wurde gewihlt, weil er ausgezeichnete Mog-
" lichkeiten bietet, den in K1. 11 behandelten Stoff zu festigen. Die inhaltliche Linienfithrung
148t sich durch nachstehende Leitfragen bzw. Schwerpunkte kennzeichnen, auf die in den
folgenden Ausfithrungen Bezug genommen wird (sie sind nicht etwa den Schiilern im Kom-
plex vorab mitzuteilen, sondern sollten schrittweise in den einzelnen Lerneinheiten zur Ziel-
orientierung’ verwendet werden): '

1. Existiert eine Stammfunktion der Funktion f

1 ) :
mit f(x) = ;(x > 0)? o . LEB4
2. Wie erhalten wir eine Stammfunktion von f? " LEB4
3. Wie konnen wir Funktionswerte der gefundenen Stammfunktion @ von f
ermitteln? ’ LEB4

4. Welche charakteristischen Eigenschaften besitzt die Funktion @, die ihre
Kennzeichnung als eine Logarithmusfunktion (natiirliche Logarithmus-
" funktion) bestitigen? LEBS
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5. Welche Basis liegt der natiirlichen Logarithmusfunktion zugrunde? LEB6
6. Wie kann man Niherungswerte fiir diese Basis (e) erhalten? ‘ LEB6 -
7. Welche Funktion ist Umkehrfunktion der Funktion ®mit #(x) = Inx? LEBS8

8. Welche Zahl ist Basis der Exponentialfunktion &, die Umkehrfunktion

der Funktion & ist? LEBS
9. Welche Eigenschaften der Funktion y = ¢* erhalt man aus den bekann-
ten Eigenschaften der Funktion y = In x? LEBS
-10. Wie lautet die 1. Ableitung der Funktion y = e¢* bzw. welche Stamm-
funktionen besitzt die Funktion y = e*? "LEBY

11. Welcher Zusammenhang besteht zwischen beliebigen Exponentialfunk-
tionen und der speziellen Funktion y = e* bzw. zwischen beliebigen
Logarithmusfunktionen und der speziellen Funktion y = In x (auch hin-
sichtlich der Ermittlung der 1. Ableitung bzw. von Stammfunktionen)? LEB10
12. Anwenden der erworbenen Kenntnisse, Fihigkeiten und Fertigkeiten auf
Kurvendiskussionen, Extremwertaufgaben und Flicheninhaltsberech-
nungen. LEB7und 9
13. Anwendungen der Exponential- und Loganthmusfunktlonen zur Be-
sthelbung von Zusammenhingen in Natur, Technik und Okonomie. LEB11

Hinsichtlich der Eigenschaften der in diesem Stoffabschnitt zu behandelnden Funktionen
sowie ihrer Differentiation und Integration (Exponentialfunktionen) ist sicheres Wissen und
Konnen zu entwickeln (LP 50). Hohe Anforderungen sind an die Selbsténdigkeit der Schiiler
bei der Erarbeitung und insbesondere bei der Anwendung der neuen Kenntnisse und Fihig-
keiten zu stellen. Immer wieder ist den Schiilern bewuBtzumachen, daB und wie fachtypische
Denk- und Arbeitsweisen, die zielgerichtet auf vorhandenem Wissen aufbauen und es
nutzen, zu neuen Erkenntnissen fiithren (besonders LE B 4, 5, 8). An einigen Stellen (LE B 8
und 10) werden auch verbliebene Liicken im streng mathematischen Aufbau bestimmter
Stoffgebiete aus fritheren Klassenstufen geschlossen (K1. 9; Potenzen, Potenzgesetze).
Enge Bezichungen bestehen vor allem zu den Stoffgebieten 3 (Differentialrechnung) und 4
(Integralrechnung) der Klasse 11 sowie zum Stoffgebiet 5 (Exponential- und Logarithmus-
funktionen; Rechenhilfsmittel) der Klasse 9.

Lerneinheit 4 \ (15td.)
Eine Stammfunktion der Funktion f(x) = —ch- (x > 0)
LB 137 bis 140

Ziele

Die Schiiler
— wissen, daB die Funktion @ mit &(x) = f——(x > 0) eine Stammfunktion von
fx) = —-(x > 0) ist, 1

— wissen, wie durch Ruckgang auf die Deﬁmtlon des bestimmten Integrals Funk-
tionswerte von @ niherungsweise berechnet werden konnen, und sie kénnen diese
Berechnung fiir ausgewihlte Beispiele ausfiihren.
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_Schwerpunkte

- Motmerhng zur Aufgabe, eine Stammfunktnon der Funktion f(x) = —-(x > 0)

‘zu ermitteln
- Erarbeltung des Ex:stenznachweises und Ermitteln einer Stammfunktion @ der

Funktlon flx) = —(x >0).

- Agwenden der Integraldeﬁnition zur niherungsweisen Berechnung von Funktions-
werten von @ ‘ . .

Methodische Hinweise

Moﬁviemng Zur Rationalisierung des Stundénablaufs (Zeit!) wird vorgeschlagen, fol-
gende vorbereitende Hausaufgabe zu dieser Stunde zu stellen:

1. Bearbeiten Sie den Auftrag B 12 (LB 137)!
2. a) Untersuchen Sie, ob folgende Aussage wahr ist:
Jede Funktion f von der Form f(x) = x"(r€ R) besxtzt elne Stammfunktion, und diese
ist wiederum eine Potenzfunktion.
b) Begriinden Sie Thre Entscheidung!

. In der relativ griindlich vorzunehmenden Auswertung dieser Hausaufgaben wird die be-
kannte Regel fiir die Ermittlung von Stammfunktionen fiir Potenzfunktionen der Form

f(x) = x"(r € R) wiederholt und festgestellt, daB sie auf f(x) = x~! nicht anwendbar ist. Die
Schiiler kennen also bisher (auch unter den anderen in Klasse 11 behandelten Funktienen)

1 N
keine Stammfunktion von f(x) = -;(x > 0). Diese Erkenntnis bildet das (innermathema-

tische) Motiv fiir die folgenden Untersuchungen.
Durch einen auBermathematischen Sachverhalt 148t sich die Motivierung noch ergénzen:

Die Arbeitsberechnung im p-V-Diagramm bei isothermer Zustandsénderung fiihrt auf ein
bestimmtes Integral, zu dessen Auswertung eine Stammfunktion fiir eine Funktion der an-
gegebenen Art ermittelt werden mup.

‘ ph
DV =const. = ¢; T = const.
1
p‘=—cl7 b;w. p=c'-I7
Va A Py
1 dv _ o
we[egav-e| S 2
vy 2 l\:
Bild81 0 i W v

Die Schiiler sollten nun aufgefordert werden, selpst Fragen bzw. Probleme zu formulieren, -

die sich unmittelbar aus dieser Erkenntnis ergeben (Lenkung durch den Lehrer). Das
koénnte zur Fixierung folgender Fragen an der Tafel fiihren (Leitfragen 1. und 2., Zielorien-

tierung):

— Existiert iiberhaupt eine Stammfunktion der Funktion f mit f(x) = — (x > 0)?
— Wie erhalten wir (falls sie existiert) eine Stammfunktion von f? * :
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Erarbeltnng des Exlstenznachwelses und Ermltteln einer Swmmfunktmn der Funktion
Six) =— (x > 0) Die Schiiler sollten angeregt werden, nach bekanriten Fakten und Zu-

sammenhangen zu suchen, die zur Lésung der gestellten Probleme geeignet erscheinen, und
diese anzuwenden, wobei aus Zeitgriinden eine relativ starke Fiihrung durch den Lehrer
erfolgen sollte. So sollten bei Bedarf Hinweise und Impulse gegeben werden, z. B.:

— Welche Eigenschaft einer Funktion f gewihrleistet die Existenz einer Stammfunktion
von f (fiir die 1. Frage)? ‘

— Bekannte Zusammenhinge zwischen bestimmten Integralen und Stammfunktionen ge-
statten fiir Funktionen mit der geforderten Eigenschaft die Angabe von Stammfunktionen
(fir die 2. Frage). Vgl. hierzu mit
(1) Lehrbuch, Klasse 11: LE D 5, Seite 245;

(2) Lehrbuch, Klasse 12: Seite 134, @ 10, und Seite 137, nicht emgerahmter Satz in der Mitte.

Als Ergebnis der Uberlegungen zur 1. Frage wird festgehalten:
— Jede stetige Funktlon f bwtzt eine Stammfunktion.
- Die Funktion f mlt f(x) = — (x > 0) ist stetig (Begriindung iiber Differenzierbarkeit von

f fur alle x > 0; erderholung des Zusammenhangs zw15chen Differenzierbarkeit und
Stetigkeit). .
— Demnach besitzt f ' mit f(x) = — (x > 0) eine Stammfunktion.

Zur Beantwortung der 2. Frage wird unter Bezug auf den oben unter (2) angefuhrten Satz
auf Seite LB 137 die Aufgabe gestellt:

— Geben Sie (unter Verwendung des wiederholten Satzes) eine Stammfunktion von f mit
1
flx) = 5 (x > 0) an!

L

Bei dieser Aufgabe ist natiirlich nicht von vornherein die Wahl der Zahl 1 als untere Inte-
grationsgrenze zu erwarten. Diese Festlegung sollte dann vom Lehrer mit der Begriindung
besonders einfacher Rechnung fiir diesen Fall mitgeteilt werden (. LB 137, FuBnote).
Dagegen muf} beachtet werden, daBl bei den Vorschlagen der Schiiler die Bedingung a > 0
fiir die untere Grenze erfiillt sein muB.

Fiir die weitere Erarbeitung werden zwei Varianten vorgeschlagen:

(1) Die Schiiler lesen auf Seite LB 137 den Abschnitt ab Zeile 4 v.u. (Satz im Kasten) bis Seite.
LB 138, Zeile 6 v.o. (Satz vor der eingeriickten Frage), mit dem Ziel durch, die gewonne-
nen Kenntnisse mit eigenen Worten wiedergeben und begriinden zu kénnen. Falls dieunter
bestimmten Bedingungen (Funktionswerte im betrachteten Intervall ni¢ht negativ; hier
noch x > 1 beachten) mogliche Interpretation von @(x) in den LE B 1 bzw. B 3 nicht

. reaktiviert wurde, sollte der Lehrer dazu eine kurze Erlduterung geben.
~ Die Beziechung @(x) = —A fiir 0 < x < 1 ist von einem Schiiler zu begriinden.
— Ein Schiiler sollte den Inhalt des durchgelesenen Textes kurz zusammenfassen. (Welche
Aussagen iiber die Funktion @ gestatten die bisherigen Betrachtungen?)

(2) Der Sachverhalt im Lehrbuchbild B 7 (LB 138) wird in folgenden Schritten erdrtert:
— Unterscheidung der Fille x > 1und 0 < x < 1
— Interpretation von @(x) fiir x > 1 als Flicheninhalt (Bedingungen beachten!), Angabe

von A in Integralschreibweise
- Beziehung zwischen @(x) und A4 (Flicheninhalt der Punktmenge unter der Hyperbel
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: . 7 : i
f(x) = 5 in {x; 1)) fiir 0 < x < 1; Folgerung fiir Funktionswerte von & fiir x > 1

und 0 < x < 1
— Folgerung fiir (1)
Auch hier sollte ein Schuler anschlieSend die gewonnenen Erkenntnisse zusammenfassen

Tafelbild bzw. l’olie1

Welche Funktion ist Stammfunktion der Funktion f mit f(x) = -:—c- (x > 0)?

. ; 1 .
Es existiert eine Stammfunktion von f mit f(x) = < (x > 0) wegen der Stetigkeit von f.
Sie wird mit @ bezeichnet, und es gilt:

D(x) = f%—t—(x > 0)
1

vh * FEigenschaften von @:
flx) = —;— (x>0)

o P(x) = % firallex >0

(Definition von ®)
® I(x) >0 firx>1
® O(x) <0 fﬁr0<x<1

® &) =0 @(1)—f——_o
Bild 82

Anwenden der Integraldefinition zur niiherungsweisen Berechnung von Funktionswerten von @
Unter Hinweis auf die noch liickenhaften und vagen Vorstellungen iiber die Funktion @ (nur
ein Funktionswert, nimlich @(1) = 0, ist bekannt), wird nun die Leitfrage 3. gestellt:

1
Wie kénnen wir Funktionswerte der gefundenen Stammfunktion @ von f(x) = — (x > 0)
berechnen?

Die Schiiler konnten dazu wieder selbst Vorschlige machen und deren Realisierbarkeit disku-
tieren.

Die Betrachtungen miinden schlieBlich (Fiihrung durch den Lehrer) in das Ergebnis, daB zur
Berechnung von Funktionswerten von @ ein Riickgang auf die Integraldefinition erforderlich
ist (reaktiviert in LE B 3).

Die Schiiler sollten selbstindig das Beispiel B 5 durcharbeiten. Auftauchende Fragen werden
notiert und am Ende oder, falls erforderlich, sofort geklirt. Fehlt die Zeit hierfiir, so sollte
das Beispiel gemeinsam durchgearbeitet werden, wobei kurze Phasen als Unterrichts-

1 Die Anfertigung auf Folie wird im Hinblick auf eine Wiederverwendung in der LE B 5 (Wiederholung) empfohlen.
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gesprich gestaltet werden (Begriindungen fiir einzelne Schritte, Beantwortung von Kontroll-
fragen, Kldren von Schiilerfragen). Gegebenenfalls kann das Beispiel B 5 auch zu Hause
von den Schiilern durchgearbeitet werden (Auswertung zu Beginn der Lerneinheit B 5).
Kontreollaufgaben; : .

- Das Zustandekommen der Teilpunkte erliutern lassen
- Erlauterung von f(x;) und f(x;-1)
— Erklaren von s, und S,

Der Auftrag B 14 (LB 140) kann als Hausaufgabe erteilt werden. Zur Vorbereitung auf
die Lerneinheit B 5 ist zu empfehlen, wichtige Eigenschaften bekannter Funktionenklassen
zu wiederholen und dabei insbesondere die Potenz- und Logarithmusfunktionen zu beriick-
sichtigen. (Hinweis auf die Ubersicht in ,,Tabellen und Formeln* und auf den Wissens-
speicher ,,Mathematik in Ubersichten*, Seiten 97ff. und 106; Bearbeitung des Auftrags B 15).

Kontrollaufgabe

‘Nennen Sie das Problem, das in LE B4 den Ausgangspunkf der Untersuchungeh bildete,
und etldutern Sie die angestellten Losungsiiberlegungen (Angabe der verwendeten Sitze usw.)!

Bemerkung

Ein relativ einfaches Verfahren, Funktionswerte von @ ﬁéiherungsweise zu ermitteln, besteht in der

Verwendung von Trapezflichen (.~ Bild 83).
Es ist nicht ausgeschlossen, daB auch Schiiler einen solchen oder dhnlichen Vorschlag machen. Man

erhilt dabei obere Schranken fiir die betreffenden Funktionswerte. Wie die angefithrten Beispiele

7} ’
| ¢ ‘ "% 4 s
2~ 4 ¢{7,5)’~"-“—"2 '—2~='7—2-==0,4766
5 %*%7 5 .7 _17
C el " s Bl T Al el
f 17 ?’*%‘ 27
P(3) = pprimt] =5 =125
7— .
Fix)=-1
T (x>0)
"0 x
Bild 83
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zeigen, érgeben sich durchaus brauchbare Niherungswerte, die s1ch auch fir eine zahlenmiBige Ver-
anschaulichung der in LE B 5 erarbeiteten Beziechung (5) eignen.

Der Lehrer kann u. U. interessierten Schiilern empfehlen, auch nach dieser Methode einige Funk-
tionswerte von @ zu berechnen. Keinesfalls sollte dieses Verfahren die Erdrterung des Beispiels B 5
im Unterricht ersetzen, da sonst eine innermathematisch gut zu motivierende Moglichkeit, das Vor-
gehen zur Gewinnung des Begriffs ,,Bestimmtes Integral“ zu wiederholen, verloren ginge.

Damit erhilt man: -
D(1,5) + ¢(2) ~ B(3) = D(1,5 - 2).

Lerneznhezt 5 v . (25td)

Eigenschaften der Funktion ® mit @(x) J‘— (x> 0)
LB 140 bis 146

In dieser Lerneinheit werden charakteristische Eigenschaften der Funktion @ ermittelt, die
ihre Kennzeichnung als eine Logarithmusfunktion erméglichen bzw. bestitigen. Die Er-
arbeitung erfoigt weitgehend auf der Grundlage von Kenntnissen aus dem Stoffgebiet 3 der
Klasse 11 (Differenzierbarkeit — Stetigkeit, Eigenschaften stetiger Funktionen, Bedeutung
der 1. Ableitung einer Funktion), die damit weiter gefestigt werden.

Ziele

Die Schiiler ) x
v . ) de
- haben weitere charakteristische Eigenschaften der Funktion @ mit &(x) = | —

, . 1
(x > 0) dadurch erkannt, daB sie Kenntnisse aus der Differentialrechnung ahwen-
deten,

— wissen, daB @ eine Logarithmusfunktion ist (natiirliche Logarithmusfunktion, Be-
zeichnung In),

— kénnen mit Hilfe der Tafel der Funktion y = In x Logarithmen bzw. Lésungen der
Gleichung In x = a ermitteln.

Schwerpunkte

1. Stunde

- Mot1v1erung und Zielstellung zur Suche nach weiteren Elgenschaften der Funk-
tion @

-~ Erarbeitung einiger charaktenstlscher Eigenschaften der Funktlon (] -
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2. Stunde

— Erarbeitung weiterer Eigenschaften von @, Kennzeichnung von @ als Logarithmus-

- funktion (natiirliche Logarithmusfunktion)

— Ubung im Aufsuchen von Funktionswerten .der Funktion In in der Tafel und im
Losen von Gleichungen der Form Inx = a

Methodische Hinweise

Motivierung, Zielstellung Um an die Uberlegungen in LE B 4 ankniipfen zu konnen,
sollte ein Schiiler in einem Kurzvortrag die in LE B 4 gewonnenen Kenntnisse iiber Existenz
und einige Eigenschaften der Funktion @ darlegen (ggf. auch Auswertung von Beispiel B 5;
» UH 147 unten). Giinstig wire es, wenn dazu das Tafelbild auf Seite UH 147 (Bﬂd 82)
auf Folie zur Verfiigung stiinde.

_ Die Motivierung ergibt sich aus der noch sehr liickenhaften Kenntnis iiber Engenschaften von
@. Man konnte etwa von den Schiilern den Graph von @ skizzieren lassen und sie auffor-
dern, die Funktion @ in bekannte Funktionsklassen einzuordnen und ihre Entscheidung
zu begriinden. Dabei wird schnell deutlich werden, daB die bisher gefundenen Aussagen iiber
@ noch keine klare und eindeutige Festlegung ermdglichen. Das erfordert weitere systema-
tische Untersuchungen der Eigenschaften von @ (Leitfrage 4., noch ohne Orientierung auf
Logarithmusfunktion).

Die Schiiler sollten nun zusammenstellen, welche Eigenschaften von @ von Interesse sein
konnten und folglich ermittelt werden miiten (Lenkung und, falls erforderlich, Ergidnzung
durch den Lehrer). Dabei konnte folgende ,,Liste‘ an der Tafel entstehen:

[

— Nulistellen — Wertebereich
— Stetigkeit — Verhalten im Unendlichen
- Differenzierbarkeit bzw. lim &9(x) und lim D(x)
) x>0 x=0
— Monotonie — Graph der Funktion (Skizze)
— Lokale Extrema — Besondere Beziehungen zwischen Funk-

tionswerten an vorgegebenen Stellen (vom
Lehrer genannt)

Erarbeitung einiger charakteristischer Eigenschaften von @ Den Schiilern werden folgende -
Aufgaben gestellt, wobei auch Gruppenarbeit méglich ist (Bearbeitung von jeweils einer oder
auch von zwei Teilaufgaben):

1. Zeigen Sie, daB die Funktion @ mlt D(x) = f—-—-— (x > 0) genau eine Nullistelle hat'

2. Priifen Sie, ob @ stetig ist!
3. Zeigen Sie, daB @ eine streng monoton wachsende Funktion ist!
4, Begriinden Sie, daB3 @ keine lokalen Extrema hat!

Die Schiiler sollten diese Aufgaben moglichst ohne Zuhilfenahme des Lehrbuchtextes
( » LB 141) bearbeiten. Der Lehrer kann, falls erforderlich, individuell Anleitung geben.
Ein Schiiler trigt anschlieBend seine Ergebnisse vor, die Klasse erginzt und berichtigt ge-
gebenenfalls. Dabei konnte folgende Ubersicht an der Tafel entstehen (eventuell auch eine
Folie schrittweise abdecken):
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Nullstellé @ hat genau eine Nullstelle

xo=1 f____o

D(x) >0 firx > 1
B(x) <0 fir0<x<1

Differenzier- | @ ist differenzierbar Festlegung von @ als Stammfunktion
barkeit fiir alle x > 0 von

(Grundlage . 1 1 '

fiir Aus- D'(x) =—(x >0) f(x)=—(x>0)
sagen zu x . x
nachfolgen-
den drei
Figen-
schaften)

Stetigkeit @ ist eine stetige Funktion @ ist differenzierbar (oder: Stetigkeit
' folgt aus Differenzierbarkeit)

Monotonié @ wiichst streng monoton 1
® D) = —(x > 0);
X
i .
5 > 0 fiir alle x > 0
Lokale @ hat keine lokalen Extrema Es exi‘stiert kein x mit ?’(x) = 0
Extrema

Dieses Vorgehen ermoglicht es, ‘den Schiilern eindrucksvoll bewuBtzumachen, was aus den
wenigen in LE B 4 gefundenen Eigenschaften ( » Tafelbild Seite UH 147) durch Anwendung
der Theorie der Differentialrechnung alles gefolgert werden kann.

Variante:
Durcharbeiten von LB 141 oben bis einschlieBlich (4). Wiedergabe der Eigenschaften (1)
bis (4) mit Begriindungen durch einen Schiiler.

Unter Einbeziehung des Auftrags B 17 (Bedeutung von @’(x) an einzelnen Stellen als Anstieg
des Graphen von @) wird nun wiederum versucht, auf der Grundlage der bisher erarbeiteten
Elgenschaften den Graphen von @ in seinem ungefihren Verlauf zu skizzieren (0 < x < 2).
Erneut wird die Frage nach der Einordnung von @ in bekannte Funktionskiassen gestellt
(eventuell ,, Tabellen u. Formeln*, S. 38 bis 40, oder ,,Mathematik in Ubersichten‘‘ verwen-
den, ® B 15 und B 16 miindlich). Als Ergebnis wird die Vermutung formuliert, da @ eine
Logarithmusfunktion sein konnte. '

- Die weitere Erarbeitung sollte unter dem Aspekt des Gewinnens zusitzlicher Argumente zu-
gunsten dieser Vermutung erfolgen.

Mit dem Hinweis auf das logérithmische Rechnen (Rechnen mit Hilfe des Rechenstabs)
lenkt der Lehrer die Aufmerksamkeit der Schiiler auf die Eigenschaft '

fog,(x1 - x2) =log,x; +logax> (a=+1,a>0;x,x2>0),
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 dhoauf
f(x1 x2) = flx1) + f(x2)

als eine fiir Loganthmusﬁmktlonen charakteristische GesetzmaBlgkelt Ihr Nachweis fiir @
bedeutet zu zeigen, daB

B(xy - x3) = D(x;) + D(x,)
gilt. Dazu wird vorgeschlagen:

- Durch einen Schiiler an der Tafel vorfuhren lassen oder in einem kurzen Lehrervortrag
zeigen, daB auch die Funktion ®(ax) eine Stammfunktion von f(x) = —(x > 0) ist.

- Den Auftrag B 16 miindlich bearbeiten lassen.

— Durch alle Schiiler den Abschnitt auf Seite LB 142 (von Zeile ... ,,Jetzt kénnen wir
zeigen ...* bis Zeile ... ,,hat die Eigenschaft (5)*) erarbeiten lassen und gegebenenfalls
Fragen kliren. . i '

AbschlieBend wird herausgestellt, daB die blshengen Untersuchungen die Vermutung
stiitzen, daB @ eine Logarithmusfunktion ist; eventuell Aufgabe 1 (LB 145) 16sen. (Vom
Inhalt her ist das hier sinnvoll, obwohl im Lehrbuchtext bereits ,,In* verwendet wird. Des-
halb solite der Lehrer die Verwendung von ¢“anstelle von ,,In“ anregen.)

Erarbeitung weiterer Eigenschaften von @ Die Eigenschaften (6) bis (10) sollten gegeniiber
den bereits erarbeiteten Eigenschaften (1) bis (5) knapper behandelt werden. Der Lehrer muf3
mit Riicksicht auf die Klassensituation selbst entscheiden, ob er eventuell eini'ge'v‘Eigen-
~ schaften griindlicher behandelt, andere dafiir nur erwihnt bzw. mitteilt und ggf. interessierten

Schiilern Anregungen zu vertiefter Beschiftigung mit diesen Eigenschaften gibt. Die nach-
stehend gegebenen Vorschlage zur Behandlung der Eigenschaften (6) bis (10) nach der
Numerierung des Lehrbuchs konnen, keinesfalls alle in gleicher Ausfiibrlichkeit realisiert
werden; hier muf ausgewihlt werden (wiederum ist auch Gruppenarbeit in Betracht zu
ziehen):

- Die Eigenschaften (6) und (7) sowie den Auftrag B 18 behandeln;
— ausgehend von @(x") = n- O(x) den Nachweis fiir (8) erbringen;
- die Eigenschaft (9) erarbeiten.

Dabei sollte zunnndcst teilweise das Lehrbuch genutzt werden. Folgendes Vorgehen ist
moglich:

— Mitteilen, daB aus (5) weitere Eigenschaften abgeleitet werden kénnen, die auch z. T. beim
logarithmischen Rechnen bzw. beim Umgang mit dem Rechenstab verwendet wurden.

— LB 143 ab (6) bis zum Auftrag B 18 (ausschlieBlich) durcharbeiten lassen. AnschlieBendes
Wiedergeben des Sachverhaltes auch verbal mit Begriindung und eventuell mit analogen
Zahlenbeispielen unter Verwendung dekadischer Logarithmen?. '

Eventuell die Aufgabe 2 auf Seite LB 145 16sen lassen (differenzierte Aufgabenstellung

x
1 Zum Beispiel @ (_‘-) = B(x;) - B(x,)
. ; X2
entspricht bei Verwendung dekadischer Logarithmen dem Gesetz
x4 N
Ig{—) =lgx; —Igx,;
X2

dementsprechend ist

4
Ig (—S—) =1g4~1g5.
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mdoglich; auch als Hausaufgabe, unter Umstanden gezielt fiir emzelne Schiiler; emsetz-
" bar.)

— Schiiler formulieren eine Gesetzmé,Blgkelt aus den Bezichungen . '
D(x°), D(x1), D(x?), ... fiir beliebige natiirliche Zahlen r, und sie bearbeiten eventuell
anschlieBend den Auftrag B 18. (Diese Ubung wird empfohlen, falls die Klassensituation
eine weitere Vervollkommnung der Fihigkeit im Fiithren von Beweisen durch vollstindige
Induktion gebietet; unter Umstinden auch als Hausaufgabe)

— Mitteilen, daB die Eigenschaft

¢(x") = n* D(x)

auch fiir rationale Zahlen » giiltig ist (# = r € R):

' @(x") =r-D(x) (~ LB 143, Eigenschaft (8)).
Je nach Klassensituation kann der Beweis auch entsprechend der Darstellung im Lehr-
buch (LB 143) im Unterrichtsgesprich erarbeitet werden, oder er wird interessierten
Schiilern zur selbstédndigen Erarbeitung empfohlen. (Bilden der 1. Ableitung von
G(x) = r- ®(x) und F(x) = P(x") mittels der Kettenregel, Folgerung aus F'(x) = G'(x)
unter Anwendung der Kenntnisse iiber Stammfunktionen.)

— Schiiler wiederholen den Auftrag B 17 und werden. anschlieBend aufgefordert, Vermu-
tungen iiber das'Verhalten von @ bei unbeschrinkt wachsendem x und bei Anniherung an
die Stelle x = 0 zu duBern.

Durcharbeiten des Abschnitts im Lehrbuch ab LB 143 unten bis LB 144, (10), wobei
folgende Hinweise angebracht sind:

1

® Wir miissen zeigen, daB fiir jede beliebige, noch so grofie Zahl K Funktionswerte von @
existieren, die noch grdfer sind als K (Orientierung auf Verwenden einer Unglelchung)
® Wir benutzen dazu einen bekannten Funktionswert von @, nimlich #(2) (~ ® B 5,
wobei die Angabe in Form der Ungleichung @(2) > % geniigt und deshalb so gewéhlt
wird, da der geforderte Nachweis inhaltlich auf eine Ungleichung hinauslduft) und die
Beziehung (8).
27 liefert eine beliebig groBe Zahl, wenn nur » hinreichend grof3 gewihlt wird.

1 ..
® Erkldarung fiir @ (—2—") = —@(2") unter Bezugn_a)hme auf (7).
© An einem Gegenbeispiel k‘dnnté auch erliutert werden; daB
* .
1
lim @(x) = lim Tdt = ©

X— 00 X— 0

~ keine Selbstverstindlichkeit ist:

x

fim [ dr = fim [1—11 =1
t

x>0 X0 X
1

(trotz dhnlichen Verlaufs der Graphen von f; mit f1(z) = l und f, mit () = -1—
fiir ¢ > 0; bloBe Anschauung kann triigen!). 4

Da auch die Eigenschaften (6) bis (10) weitere Argumente zugunsten der Vermutung, daﬁ (]
eine Logarithmusfunktion xst lieferten, teilt der Lehrer mit:

s

. . . dr C . . .
(1) Die Funktion @ mit &(x). = f—t—(x > 0) ist eine Logarithmusfunktion.

(2) Diese Funktion heif}t natiirliche Logarithmusfunktion und wird mit In bezeichnet:
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D(x) =Ilnx = f—%f-(x > 0).
1

Die Schiiler sollten das sich nun ergebende neue Problem méglichst selbst erkennen, nimlich
die Frage nach der Basis der Funktion In:

Die Funktion y = In x.ist eine Logarithmusfunktion. Durch welche Angabe wird eine
bestimmte Logarithmusfunktion charakterisiert? (» LE B 6)

AbschlieBend wird der Graph der Funktion y = In x (.~ Bild B 11, Seite LB 145) betrach-
tet (Widerspiegelung erarbeiteter Elgenschaften von @; Vergleich mit den Graphen bekann-
ter Loganthmusfunktlonen)

Ubung im Aufsuchen von Funktionswerten der Funktion In in der Tafel bzw. im Lésen von
Gleichungen der Form Inx = a Der Aufbau und die Handhabung der Tafeln y = Inx
(# Tabellen und Formeln, Ausgabe 1973, Seiten 22/23 bzw. 18/19) werden erliutert (LV). An
einigen Beispielen wird das Ablesen von natiirlichen Logarithmen bzw. von. Argumenten bei
Angabe des Logarithmus (In x = @) geiibt. Nachdem die Aufgaben zunichst so gewihit
wurden, daB die geforderten Zahlenwerte der Tafel unmittelbar zu entnehmen sind, sollten
dann auch die Logarithmengesetze einbezogen werden.

Beispiel fiir eine Aufgabenfolge:

In 4; In 40; In 400; In17;
In 4000 = In (400 - 10) = In 400 + In 10; In1,7 =In(17:10) = In 17 - In 10;
In04 =1n(4:10) =In4 — In 10 In174 =1In(174:10) =In174 — In 10

(.~ auch LB 201, Nr. 1a-h)
Hausaufgaben: LB 146, Nr. 9a, b und 10a; fiir leistungsstarke Schiiler LB 145f., Nr. 3,4

Kontrollaufgaben

(1) Welche Funktion ist die 1. Ableitung der Funktion y = In x (x > 0)? Begriinden Sie Ihre
Aussage! )

(2) Woraus wurde gefolgert, da3
a) die Funktion @ genau eine Nullstelle, ndmlich xo = 1, besitzt und
b) die Funktion @ kein lokales Extremum hat?

(3) Welche Eigenschaft von @ erwies sich als besonders wesentlich fiir ihre Kennzeichnung als
Logarithmusfunktion?

(4) LB 146; Nr. 6a, ¢, d; Nr. 8b, ¢

Lerneinheit 6 (15td.)

Die Basis der Logarithmusfunktion y = In x
LB 146 bis 148

Die noch offene Frage nach der Basis der Funktion y = In x wird in dieser Lerneinheit be-
antwortet, und es wird gezeigt, wie man Ndherungswerte fiir dxese Basis berechnen kann.
Die Behandlung der dazu dienenden Unglelchung

1\ 1 n+1
(1+7) <e<(1+;) (neN,n > 0)
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bildet das Hauptanliegen dieser Stunde, die aus ieitgri’mden eine straffe Fithrung durch den
Lehrer erfordert. '

Ziele

Die Schiiler

— wissen, daB die Basis der Funktion y = In x eine irrationale Zahl ist,
— kennen Niherungswerte fiir die Basis e der Funktion In und wissen, wie solche
Niherungswerte mit jeder gewiinschten Genauigkeit berechnet werden kénnen.

Schwerpunkte

— Wiederholung der Begriffe ,,Potenz, ,,Logarithmus* und ,,Basis*

— FErarbeitung: Basis der Logarithmusfunktion y = In x, Ermitteln. von Naherungs-
werten fiir diese Basis

- Ubung im Ermitteln von Funktlonswerten der Funktion In fiir Argumente der
Form e" und

eT(n €G)

Methodische Hinweise

Wiederholung der Begriffe ,,Potenz* und ,,Logarithmus® Zum Reaktivieren von Kennt-
nissen iiber Potenzen und Logarithmen, die zum besseren Verstindnis der Betrachtungen in
dieser und auch in den folgenden LE erforderlich sind, wird das Losen einiger Aufgaben emp-
fohlen (Auswahl durch den Lehrer): .

8\ 2
Berechnen Sie: 32 - 33; (—5)%; (%3—) !

Losen Sie die Gleichungen: 2* = 128; 10* = 0,001; log, x = 51
Ermitteln Sie die Logarithmen: logs 81; logo 0,001!
Schreiben Sie folgende Gleichungen in der Form log, b = c!

1
25
® Schreiben Sie folgende Glelchungen in der Form a°= b!
log, 128 = 7; logi00,01 = —2; logs1 = 0, logz2 =1

26 =64; 5%=

In der anschlieBenden Auswertung (Kommentieren der Losungen) lassen sich der Potenz-
begriff und einige Potenzgesetze sowie die Begriffe ,,Logarithmus*‘ und ,,Basis* wiederholen
( » Lehrbuch Mathematik Klasse 9, S. 141 ; Mathematik in Ubersxchten S. 105). Insbesondere

" ist herauszustellen:

® log, b = c genau dann, wenn a° = b.
@ Fiir jede Basis ala > 0,a #+ 1) gilt: log, 1 = 0 und log,a = 1.

155



Erarbeitung (Basis der Funktion y =Inx) Die Erarbeitung dient der Beantwortung der
Leitfragen 5. und 6 (/' UH 144). :

Die Antwort auf 5. (Welche Basis liegt der natiirlichen Logarithmusfunktion y = In x zu-
grunde?) sollte vom Lehrer unmxtte]bar mitgeteilt werden: ‘

Die Basis dgr Funktion y = In x ist eine irrationale Zahl, die man mit e bezeichnet und

auch EuLeRsche Zahl nennt; d. h.

Inx =log. x(x > 0) bzw.

Ine =log.e =1 (von Schi_ilern angeben lassen!)

Inx = c ist gleichbedeutend mit x = e°.
Finige Ausfiihrungen zu Leben, Werk und Bedeutung von LEONHARD EULER sind an dieser
Stelle angebracht?, falls es die Zeit erlaubt (eventuell kann eine Wandzeitung gestaltet wer-
den).
Fiir die Untersuchungen zur Leltfrage 6. (Wle kann man Niherungswerte fiir die Zahl e
finden?) wird folgender Weg vorgeschlagen:

(1) Unter Bezugnahme auf bekannte Niherungswerte fiir In 2 und In 3 ( ~ Tabellen und For-
. meln, S.22) erkennen und begriinden die Schiiler die Beziehung 2 < e < 3:

In2 ~ 0,6931
In3 % 1,0986 In2 <Ine<In3

Ine=1 2<e<3

]

(Monotonie von In).

(2) Je nach Klassensituation wird die Beziehung > 1 (LB 147) durch den Lehrer oder
selbstindig durch die Schiiler mit Hilfe des Lehrbuchs hergeleitet (LB 147 ab ,, Wie kann
man Naéherungswerte fiir die Zahl finden?* bis LB 148 1. Zeile ,,2,59 < e < 2,86 vor dem

Auftrag B 20). '
Dabei sind besonders zu beachten:

— Eine klare Zielstellung durch den Lehrer (Finden einer Beziehung, die die Berechnung von e
mit beliebiger Genauigkeit ermoglicht. Diese Beziehung hat die Form einer Ungleichung
[Einschachtelung von e]).

- Die Befdhigung der Schiiler zu einer anschauhchen Interpretation der Ungleichung (1)
(LB 147, Lehrbuchbild B 14) ‘

— Die Herausbildung der Erkenntnis, daB im Falle der Folge (x,) sich die Glieder X, mit
wachsendem » mehr und mehr der 1 ndhern (anschaulich ausgedriickt: Fiir x, = 1 wird
die ,,Einschachtelung*‘ enger)

— Das Vermitteln der Einsicht,
daB das ,,Auseinandernehmen® der aus (1) folgenden Ungleichung zu (2) und (3) fiihrt
und .

daB in der Ungleichung

) n B4l '
In (1 + l—) <l<hn (1 + l) - (~ LB 147, Zeile 8 von unten)

wegen Ine = 1 die Zahl 1 durch Ine ersetzt werden kann, um zu einer Bezwhung fiir e
zu gelangen. .

1 Biographien bedeutender Mathematiker, Volk und Wissen, Berlin 1978, S. 247ff. Dazu konnte auch ein an der Ge-
schichte interessierter Schiiler sprechen (vorbereiteter Kurzvortrag; Literaturhinweise durch den Lehrer). Von EULER
wurde herausgearbeitet, daB das Logarithmieren eine zweite Umkehrung des Potenzierens darstellt. Schon mehr als
100 Jahre friiher hat E. WRIGHT mit Logarithmen zur Basis e gerechnet (1618).
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Auf diese Weise gelangt man zu [> 1 und 1468t von den Schiilern mit Bezug auf die Mono-
tonie der Funktion y = In x eine Begriindung geben. Ein Zahlenbeispiel sollte sich ‘an-
schlieBen; auf die noch relativ schlechte Anniherung bei n = 10 sollte hingewiesen werden.
(3) Die Bearbeitung des Auftrags B 20 konnte angeschlossen werden.

(4) AbschlieBend wird eine gute Abschitzung fiir e gegeben (LB 148; Ergebnis im Kasten),
und es wird auf andere Verfahren zur numerischen Berechnung von e (vgl. FuBnote!) auf
Seite LB 148) verwiesen.

Ubung Dazu wird das Losen einiger Aufgaben aus Nr.1 (LB 148) vorgeschlagen. Es
geht hier um das Anwenden bekannter Logarithmen- und Potenzgesetze unter Beachtung
vonlne =1; z B.

Ine* =2Ine = 2; ln\/2=lrie‘%=%lne=
Dabei wird folgendes Vorgehen vorgeschlagen:

Vorgabe der Aufgaben an der Tafel, schriftliches Losen durch die Schiler, Auswertung und
Begriindung.

Kontrollaufgaben

(1) a) Auftrag B 19 (LB 147)
b) Geben Sie an, wie man Naherungswerte fiir ¢ mit jeder gewiinschten Genauigkeit be-
rechnen kann!
(2) LB 148: Nr. 2

Lerneinheit 7 (35td.)
Kurvendiskussionen, Extremwertaufgaben

und Flicheninhaltsberechnungen
LB 148 bis 154

Die in den vorangegangenen Lerneinheiten erworbenen Kenntnisse und Fihigkeiten, ein-
schlieBlich solcher aus dem Analysislehrgang der Klasse 11, werden nun auf Kurvendiskus-
sionen, Extremwertaufgaben und Flicheninhaltsberechnungen angewendet. Im Zusammen-
hang damit werden Fertigkeiten im Differenzieren von Funktionen, die mit der Logarith-
musfunktion zusammengesetzt sind, und im Ermitteln von Stammfunktionen fiir Funktionen

. a . . . .
des Typs y = b T o entwickelt. Es wird also kaum Neues vermittelt, vielmehr geht es um

umfassendes Festigen des Bekannten.

Ziele

Die Schiiler

— erwerben Fertigkeiten im Ermitteln der 1. Ableitung bzw. von Stammfunktionen
der oben genannten Funktionen,
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- festigen ihre Fertigkeiten im zunehmend sé]bstéindigén Durchfiithren von Kurven-
diskussionen, im Lésen von Extremwertaufgaben und im Berechnen von Flichen-
inhalten, insbesondere im Zusammenhang mit den angegebenen Funktionen.

*

Schwerpunkte

1. Stunde

—~ Wiederholung wichtiger Regeln fiir das Ermitteln der 1. Ableitung von Funktionen
—~ Ubung im Differenzieren zusammengesetzter In-Funktionen; ‘Tangentenglei-
chungen . ' ;

2. Stunde
— Ubung zu Kurvendiskussionen und Extremwertaufgaben
3. S(unde

— Wiederholung der Regeln fiir das Ermitteln von Stammfunktionen
— Ubung im Ermitteln von Stammfunktionen fiir Funktionen der Form y =
Fliacheninhaltsberechnungen

.
b

bx + ¢

Methodische Hinweise

Wiederholung wichtiger Regeln fiir das Ermitteln der 1. Ableitung einer Funktion Den
Schiilern konnten in einer frontalen Ubung folgende Aufgaben gestellt werden:
" Berechnen Sie die 1. Ableitung der folgenden Funktionen!

a)f(x)=‘\/;(5x2—3x) . d)f(x)= Jj:j: 4(3“* 3)
b) f(x) = Ox + 75 e) fx) =Inx (x> 0)
Q) f(x) = —/Tx + 6 f) f(x) =In@2x + 5)

Diese Aufgaben erfordern das Reaktivieren und Anwenden bekannter Regein (insbesondere
der Kettenregel) der Differentialrechnung, wobei Aufgabe f) einen neuen Aspekt enthilt.
Bei der anschlieBenden Auswertung im Unterrichtsgesprich (Kommentieren, Angabe der
verwendeten Regeln, zusitzlich evtl. Frage nach Definitionsbereich der angegebenen Funk-
tionen bei a), ¢) und f) stellen) wird besonders auf die Aufgabe f) eingegangen. Gegebenen-
falls ist das Vorgehen bei dieser Aufgabe ausfiihrlicher zu kliren, wobei auch das Lehrbuch
herangezogen werden kann (& B 6; LB 148).

Ubung im Differenzieren zusammengesetzter Logarithmusfunktionen  Zunichst konnte der
Auftrag B 21 in zwei Gruppen (f'(x) bzw. g’(x)) gelost werden. Die angegebenen Losungen
ermoglichen den Schiilern die Kontrolle der eigenen Arbeitsergebnisse. Wenn erforderlich,
werden individuelle Hilfen durch den Lehrer oder durch leistungsstirkere Schiiler gegeben.

Die Schiiler sollten dann weitgehend selbstindig Aufgaben aus Nr. 1 und 2 (LB 152f.) 16sen
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(evtl. auch als ,,Kopfrechnen* moglich). Beim Losungsvergleich wird die Begriindung des
Losungsweges mit Hinweis auf die verwendeten Regeln gefordert. :
Von Bedeutung fiir die weitere Entwicklung von Fihigkeiten im Beweisen mittels voll-
standiger Induktion ist die Aufgabe 3. Sie sollte aus Zeitgriinden jedoch nicht im Unterricht
gelost, sondern entweder als lingerfristig zu erledigende Hausaufgabe gestellt oder zur Be-
arbeitung in Lernzirkeln empfohlen werden (zur Verdeutlichung sollten die Schiiler zunéchst
die ersten 4 Ableitungen von f(x) = In x ermitteln).

Fiir leistungsstarke Schiiler ist die Aufgabe 4 geeignet.

Bevor man sich den Aufgaben 5-und 6, d. h. dem Ermitteln von Tangentengleichungen, zu-
wendet, sollte man den Auftrag B 23 erértern (Wiederholung der Bedeutung der 1. Ablei-
tung von fan einer Stelle als Anstieg der Tangente [ » auch @ B 1; LB 127]). Danach koénn-
ten die Aufgaben 5a und eventuell 6 von den Schiilern gel6st werden. Der Losungsweg sollte
von den Schiilern kommentiert werden.

In Vorbereitung auf die Ubung in der 2. Stunde wird die Bearbeltung des Auftrags B 22
(evtl. erginzt durch weitere analoge Aufgaben) als Hausaufgabe vorgeschlagen.!

Ubung zu Kurvendiskussionen und Extremwertaufgaben  Zum Losen der Aufgaben 12a, 13a
wurden bereits die erforderlichen Kenntnisse und Fihigkeiten in LE B 2 reaktiviert (UH 140).
Die im Lehrbuch ausfiihrlich gel6sten Beispiele bieten gegebenenfalls weitere Unterstiitzung
(durcharbeiten, iibertragen auf analoge Aufgaben). Grundsitzlich sollten die Schiiler zu-
néchst versuchen, die Aufgaben ohne weitere Hilfe zu 16sen. Wird sie dennoch erforderlich,
so wird sie vom Lehrer individuell gegeben, z. B. durch Hinweise auf Beispiele im Lehrbuch.
Das Beispiel B 9 eignet sich hierfiir sehr gut. Fiir die Berechnung von Funktionswerten ist die
Tafel fiir y = In x in Tabellen und Formeln zu nutzen ( » auch Bemerkung zum Auftrag B 22,
FuBnote auf dieser Seite).

Beim Skizzieren der Graphen ist auf die Einhaltung des vorgegebenen Definitionsbereichs
zu achten. Die Bearbeitung der genannten Aufgaben kann auch differenziert in Gruppen ¢
erfolgen:

1. Gruppe: 12a, 2. Gruppe: 13a

oder

1. Gruppe: Berechnen der Nullstellen und der Funktionswerte an den Intervallgrenzen;
2. Gruppe: Berechnen der lokalen Extrema, jeweils im Wechsel bei 12a und 13a.

Die Graphen werden dann von beiden Gruppen skizziert. ‘

Zum Uben des Lsens einer Extremwertaufgabe ist die Aufgabe 14a (LB 154) geeignet. Um
den Sachverhalt besser zu erfassen, sollten die Schiiler zunichst die Graphen skizzieren, dann
den Losungsansatz niederschreiben und die Rechnung ausfiihren.

Hausaufgaben: 1.B 153f., Nr. 12b oder 14b
Eventuell konnten auch die nachfolgend genannten Aufgaben zur zeitlichen Entlastung der
3. Stunde einbezogen werden.

Wiederholung der Regeln fiir das Ermitteln von Stammfunktionen L&sen folgender Aufgaben
durch die Schiiler:
Ermitteln Sie je eine Stammfunktion der Funktionen

Ta)f) = Gx -T2 O =~ (x>0,

1
b)f(x)=—A/?x+3, d)f(x)=—2;-1:—1— 2x +1 > 0)!

1 Hinweis auf das Anwenden der Aquivalenz von In x = ¢ mit x = e°; also z. B.

Inx = -2

1
x=e2= — 0,1353 (» Tabellen u. Formeln, S. 8 sowie 18).
e

159



Bei der Auswertung der Losungen (Wiederholen des Verfahrens der Integratxon durch
lineare Substitution in der Form f flax + b)dx = —F(ax + b) mit F’ = f, » LEB 1 bzw.

3 — eventuell als SV) wird insbesondere die Aufgabe d) beriicksichtigt, da sie ein neues,
© mit den vorhandenen Kenntnissen aber 16sbares Problem enthilt. .

Ubung (Ermitteln von Stammfunktionen, Fliicheninhaltsberechnungen) = Unter Bezugnahme
auf die Aufgabe c) wird zunichst die Erweiterung der benutzten Regel auf den Fall x < 0
vorgenommen (UG oder SSA mit Hilfe der Lehrbuchdarstellung Seite LB 149 von
»Aus (Inx)” = “bis > 2). AnschlieBend wird das Beispiel B 7 durchgearbeitet. Dabei soll in
Verbindung‘r mit der oben erwdhnten Aufgabe d) folgende Erkenntnis herausgebildet werden:

Auch fiir die Funktion f(x) =
_namlich

G(x) = 1n (~(2x + 1)) - | .
oder auch o

G(x) = +In|2x + ll ‘

Zusammenfassend kann also fiir 2x +1 <Ound 2x +1 >0

% 1 mit 2x + 1 < O existiert eine Stammfunktidn,

dx

—_—= —-l 2 1

f o nl2x + 1] + ¢
geschrieben werden, weil die Logarithmusfunktion nur fiir posmve Argumente. erkla.rt'
ist.

In wiederum moglichst selbstindiger Arbeit sollten die Schiiler die Aufgaben 8a, b; 9c¢;
10a und 11a berechnen (konstante Faktoren beachten!).

Fiir Flacheninhaltsberechnungen werden die Aufgaben 15a und 16b vorgeschlagen. (Dabei
sollte man die Graphen bzw. die Punktmengen skizzieren lassen. Hinweis auf moghche Kon-
trolle durch Auszidhlen von Einheitsquadraten.)

Hausaufgaben: LB 153f.: 10c, 11b und 16a, eventuell auch Auftrag B 25 zur Vorbereltung
auf die Lernemhelt B8 y

Kontrollaufzaben (simtlich auf den Seiten LB 153 1.
1) 2¢ und 8¢; (2) 15b (Flicheninhaltsberechnungen);
(3) 12b (Kurvendiskussion);

(4) 14b (Extremwertaufgabe)

Lerneinheit 8 | (1 5td).

Die Umkehrfunktion der Funktzon In
LB 154 bis 157

In Anwendung des Wissens iiber zueinander inverse Funktionen wird die Exponential-
funktion y = e* als Umkehrfunktion von y = In x eingefiihrt, wobei Kenntnisse iiber die
Exponentialfunktionen y = 4* und y = 10* reaktiviert werden.
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Ziele

&

Die Schiiler ‘
— wissen, daB die Umkehrfunktion ¢ der Funktion &(x) = y = In x eine spezielle
Exponentialfunktion mit der EUuLERschen Zahl e als Basis ist und kennen charak-

teristische Elgenschaften von @,
— kénnen Funktionswerte der Exponentialfunktion mit Hilfe der Tafel ermitteln und’"

, einfache Exponentialgleichungen 16sen.

Schwerpunkte

_— Frarbeitung der Funktion y = e* als Umkehrfunktion zur Funktion y In x und
wichtiger Eigenschaften von y = e*
~ Pestigung (Ermitteln von Naherungswerten fir Funktionswerte der Exponential-

funktion und L&sen einfacher Exponentialgleichungen)

/

Methodische Hinweise

Erarbeitung (y = €* als Umkehrfunktion zu y = In x, Eigenschaften von y = ¢*)  Die Be-
trachtungen in dieser Lerneinheit erfordern Kenntnisse iiber zueinander inverse Funktionen.
Thre Reaktivierung sollte zweckméBigerweise in enger Verbindung mit der Erarbeitung, also
nicht als eigenstindige Phase im Unterricht erfolgen. Die Entscheidung hierfiir héingt jedoch
von der Klassensituation ab.

Die Schiiler bearbeiten zunichst den Auftrag B25 (LB 154) (auch als Hausaufgabe zu
dieser Stunde méglich). Die Auswertung miindet folgerichtig in die Fragen:

— Besitzt auch die Funktion @ mit &(x) = In x (x > 0) eine Umkehrfunktion?
— Welche Funktion ist Umkehrfunktion der Funktion @ mit &(x) = Inx (x > 0)? (Leit-
frage 7, » Seite UH 144) -

Die Schiiler sollten eventuell selbst diese Fragen formulieren. (Dié Funktion @ wurde aus-
fiihrlich untersucht; Verbindung zu den zuvor angestellten Betrachtungen herstellen.)
Die Erarbeitung konnte nun in folgenden Schritten ablaufen:

(1) Schiiler beantworten die Frage nach der Existenz einer Umkehrfunktion & zu @ (Be-
griindung fordern ; gegebenenfalls Reaktivierung der Bedeutung der auf strenger Mono-
tonie gegriindeten Eineindeutigkeit einer Funktion f fiir die Existenz ihrer Umkehr-
funktion f).

(2) Man wendet sich dann der Leitfrage 7 zu.

Die Vermutung, ¢ konnte eine Exponentialfunktion sein, wird iiber das Skizzieren des
Graphen mit der Gleichung y = x in Verbindung mit dem Auftrag B 26 gewonnen.
(3) Die Frage nach der Basis der Exponentialfunktion & (Leitfrage 8) sollte von den Schiilern
aufgeworfen und formuliert werden. (Heranzichen von Kenntnissen iiber Exponential-
funktionen aus KIl.9; Impuls: Welche Angabe kennzeichnet eindeutig eine bestimmte

Exponentialfunktion?)
ZurKlirungder Frageeignetsichder Lehrbuchabschnitt auf Seite LB 154 (ab:,,Wihlt man
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eine ...“) bis LB 155 (,,... Da @ die Umkehrfunktion-.., wenn x = In y ist.*), der von den
Schiilern selbstindig durchgearbeitet werden kann. AnschlieBend werden noch ungeklirte .
Fragen besprochen. Es ist aber auch ein Lehrervortrag moglich, besonders dann, wenn es
sich um eine weniger leistungsstarke Klasse handelt.

Bei diesem 3. Schritt ist besonders zu beachten:

- Die Gleichung Ina" = r - In a mu3 durch die Behandlung der Loganthmengesetze
(> LE B 5) bekannt sein.

— Zur Erlduterung von @(In a") = ... muB} vorher verdeutlicht werden, daB In 4" fiir jedes
feste r ein Element des Wertebereichs von @ und damit Element des Definitions-
bereichs von & ist. '

-~ Die Gleichung »

d(lna) = d(r-lna) =a

sollte mit Hilfe des Bildes B 19 auf Seite LB 155 veranschauhcht Werden

— Auf den Charakter der eingerahmten Beziehung auf Seite LB 155-als Definition muf
hingewiesen werden und auf ihre Bedeytung mufB unbedingt aufmerksam gemacht
werden ( » FuBnote hierzu auf Seite LB 155). Es muB den Schiilern also klar werden,
daB damit die Potenzen a*(a > 0) fiir alle reellen x definiert sind, was ein mathematisch
wichtiges Ergebnis und ein entscheidender Fortschritt gegeniiber dem Stand in Klasse 9
( # Lehrbuch Klasse 9, Seiten 139 und 140) ist.

— Die Gleichung Y .

= &(x-Ine) = B(x)
soll begrundet werden (Ine = 1).

Damit sind wesenthche Erkenntnisse iiber die Funktion @ erarbeltet

Zur Vertiefung sollten die Schiiler anhand des an die Tafel skizzierten Graphen von &(x) =

Eigenschaften von & nennen (Leitfrage 9), die sich aus bekannten Eigenschaften von
= In x ergeben. Bei der Begriindung gilt es, Kenntnisse zu reaktivieren hinsichtlich der

Ubertragung von Eigenschaften einer Funktion fauf ihre Umkehrfunktion ( # Auftrag B 27:

eventuell SV). Dabei konnte die folgende Tabelle niitzlich sein:

I

Funktion f . _ Umkehrfunktion f zu f
Definitionsbereich ' . : Wertebereich
Wertebereich Definitionsbereich
streng monoton ' . | streng monoton

stetig stetig ‘ J
differenzierbar differenzierbar

Die Schiiler sollten aber angehalten werden, den jeweiligen Sachverhalt in sprachlich voll-
stindigen Sitzen zu formulieren, um MiBverstindnisse zu vermeiden.

Zum Zwecke der Zusammenfassung konnte die Tabelle auf Seite LB 156 betrachtet werden,
wobei die im unteren Teil aufgefiihrten Beziehungen zwischen Funktionswerten an vor-
gegebenen Stellen des Definitionsbereichs (,,Rechengesetze) den Schwerpunkt bilden
sollten.

Das Beispiel B 12 sollte zumindest interessierten Schiilern empfohlen werden mit der Anre-
gung, analog die Beziehung fiir e*1~*2 nachzuweisen.
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Festigung (Ermitteln von Niherungswerten fiir Funktionswerte der Exponentialfunktion, i
Lisen einfacher Exponentialgleichungen) ° Der Aufbau und die Handhabung der Tafel fiir
die Funktionswerte von y = e* (# Tabellen und Formeln, Ausgabe 1973, Seite 18) werden
vom Lehrer erldutert. In miindlicher Ubung werden einige Aufgaben der auf Seite LB 157

_ (Nr. 1 bis 4) dargestellten Art gelést. Einige weitere Aufgaben, z. B. Seite LB 202: Nr. 10
~ und 11, kénnten auch schriftlich erledigt werden.

Hausaufgaben: 1.B 157, Nr. 5a, b, eventuell auch @ B 28.

Kontrollaufgaben

(1) Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen y = In x und y = ¢* in ein und dasselbe
Koordinatensystem, und erldutern Sie Zusammenhinge zwischen wesentlichen Eigen-
schaften beider Funktionen! '

(2) LB 203: Nr. 12 |

-

Lerneinheit 9 , , (2 5td.)
Differentiation und Integration '

der Funktion y = e* und Anwendungen

LB 157 bis 161 \

Nach der Gewinnung der Ableityng bzw. von Stammfunktionen der Funktion y = e*
werden mit Hilfe bekannter Regeln der Differentialrechnung bzw. des Verfahrens der Inte-
gration durch lineare Substitution Ableitungen und Stammfunktionen von Funktionen der
Form f(x) = a- e®*+° ermittelt. Die gewonnenen Fihigkeiten und Fertigkeiten dienen
dann zum Lésen von Aufgaben zur Kurvendiskussion bzw. zu Flicheninhaltsberechnungen.
Die Theorieteile sollten relativ knapp behandélt werden, um dem Aufgabenlésen breiten .
Raum zu geben.

Ziele

Die Schiiler

— kennen die Ableitung und Stammfunktionen von y = e,

— erwerben erste Fertigkeiten im Berechnen der Ableitung von Funktionen der
Form y = a- e*** sowie im Ermitteln von Stammfunktionen derartlger Funk-
tionen,

- erwerben erste Fertigkeiten im weitgehend selbstindigen Anwenden 1hrer Kennt-
nisse auf das Berechnen bestimmter Integrale, auf Kurvendiskussionen und auf
Fliacheninhaltsberechnungen.
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| . Séhwerp'un!d:’e

1. Stunde

~ Motivierung des Ermittelns der Ableitung der Funktion y = e* ,

— Erarbeitung: Ableitung bzw. Stammfu‘nktiopén der Funktion y = e*

— Festigung im Ermitteln der Ableitung bzw. von Stammfunktionen zu Funktionen
der Form y = a - e®**, Berechnen bestimmter Integrale

2. Stunde ‘
— Ubungen zu Kurvendiskussionen und zu Flacheninhaltsberechnungen

Methodische Hinweise

Motivierung Das Motiv fiir die Untersuchungen im érsten Teil der Lerneinheit konnte
in folgender Weise entwickelt werden: ‘

~ Ein Schiiler gibt in einem Kurzvortrag einen Uberblick der erarbeiteten Eigenschaften von
y = e*(Graph skizzieren, Bezichung zu den Eigenschaften von y = In x als Umkehrfunk-
tion hervorheben).

— Die Graphen der Funktionen -
y=e% y=2 und y=e**
werden von einigen Schiilern an der Tafel skizziert (.~ LB 157, Aufgabe 5; Zusammen-
hénge mit Bezug auf den Graphen von y = e* erlutern lassen, ~ auch @ B 28).

~ Es wird die Frage nach dem Anstieg der Tangente an den Graphen von y = e* in dessen
Schnittpunkt mit der y-Achse gestellt (LSsungsvorschlige werden von Schiilern ent-
wickelt).

~ Die Losungsiiberlegungen fithren zu der Einsicht, daB dazu die Ableitung der Funktion
y = €* berechnet werden miifite. Moglicherweise gelangen einzelne Schiiler auch bereits
zu dem Vorschlag, die Losung mit Hilfe der Umkehrfunktion y = In x von y = €* zu
ermitteln (~ Bild 84).

f(x) =Inx y
f(x) =¢
g(x) =x
/’
A
Bild 84 7

Dieser Vorschlag lieBle sich unmittelbar fiir die nachfolgenden Untersuchungen nutzen.

Die Problem- und Zielstellung werden durch den ersten Teil der Léitfrage 10 erfaBt: ,,Wie
lautet die Ableitung der Funktion y = e*?*

Erarbeitung: Ableitung bzw. Stammfunktionen der Funktion y = ¢* Die Schiiler werden
aufgefordert, Vorschlige zum Losen des gestellten Problems zu machen, Gegebenenfalls
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R )
" helfen gee1gnete Impulse (Nutzen von Bekanntem Kenmms der Zuy = e*inversen Funktxon,
deren Ableitung ebenfalls bekannt ist).

Im Zusammenhang mit dem Auftrag B 29 (SV, Graphen an der Tafel sklzzneren lassen; auch
UG méglich) wird der Satz iiber die Ableitungen zuemander inverser Funktionen reaktiviert.
(LB 157).

Die Schiiler werden beauftragt, méglichst selbstiindig mit Hilfe des genannten Satzes die Ab-
leitung von y = ¢* zu bestimmen. Ein Schiiler trigt anschlieBend seine Uberlegungen vor.

Variante:

— SSA mit Hilfe von LB 157 ab ,,In der 11. Klasse ... (nach @ 29) bis LB 158, > B 3,
— UG dabei schrittweise das folgende Tafelbild (Bild 85) entstehen lassen.

Different/'ation der Funktion y=eX

Beziehung' zwischen den _ 7
Ableitungen zueinander f'lyy) = T
inverser Funktionen ]
y=e* Zueinander inverse
Funktionen fx) = Inx (x>0)
— = == >
Umbenennung der Variablen X‘ y=ixx
fly) =x=e¥ :
’ Ableitungen zueinander
- 1 y inverser Funktionen . 50" 1im0
= ‘_— =—_—=X= g = = — >
ly) 7 _),? x=e x) (”’f + (x>0)

Umbenennung :
der Variablen )
l——> (e*) = e*

Die Frage nach Ableitungen héherer Ordnung bzw. nach Stammfunktionen (zweiter Teil der
Leitfrage 10) von y = e* wird auf der Grundlage von > 3 unter Heranziehung von [> 4 ge-
klart (UG). Dabei sollte der Lehrer hervorheben, daB die mit Hilfe der Beziehungen > 3 und
> 4 gefundenen Ergebnisse eine Besonderheit der Funktion y = e* darstellen.

Nun kann die zur Motivierung genutzte Aufgabe gelost werden:

y=¢€; PO;1)
ey =¢*
0 =1 (Anstieg der Tangente) bzw. & = 45°
Féstigumg im Ermittein der 1. Ableitung bzw. von Stammfunktionen zu Funktionen der Form
= a - ¢"*+°; Berechnen bestimmter Integrale Die Schiiler durchdenken das Beispiel B13.

D1e vorgegebenen Losungen werden begriindet und die verwendeten Differentiationsregeln
genannt (@ B 30).

Dann 16sen die Schiiler selbstindig Aufgaben aus den Nummern 1,2 und 4 (LB 160) und
kommentieren die Losungswege (Vorschlag: 1a, b, d; 2a, c, e; 4b).
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7

Falls die Schiiler schon vorher iiber gute Fertigkeiten im Differenzieren verfiigen, konnen
der einleitende Auftrag zur Behandlung des Beispiels B.13 und det Auftrag B 30 Schiilern
mit erhéhtem Festigungsbedarf — gegebenenfalls mit individueller Hilfe durch den Lehrer
oder durch leistungsstarke Schiiler — vorbehalten bleiben. Als Zusatzaufgabe fiir lelstungs-
starke Schiiler ist die Aufgabe 3 geeignet.

Des weiteren wird die Losung der Aufgaben 6a, b, c; 7b,d (LB 160) empfohlen, wobe1 je
nach Leistungsstand der Klasse die gemeinsame Durcharbeit des Beispiels B 14 vorangehen
kann.

Hausaufgaben: Weitere Aufgaben aus den Nummern 1, 2, 6 und 7 (LB 160) (unter Umstinden
differenziert entsprechend dem jeweiligen Festigungsbedarf) sowie die Aufgaben4cund 9b.

i.J'bung zu Kurvendiskussionen und Fliichkeninhaltshberechnungen  Fiir die Durchfithrung der
Ubungen, bei denen es um eine griindliche Erstaneignung, aber noch nicht um volle Fertig-
keitsentwicklung geht, gilt grundsitzlich das bereits zur Lerneinheit 7 Gesagte:

~ Die Schiiler sollen weitgehend selbstindig arbeiten; bei Bedarf kann als Hilfe auf vor-
gerechnete Beispiele im Lehrbuch zuriickgegriffen werden.

— Es kann auch mit differenzierten Aufgabenstellungen gearbeitet werden (die Entscheldung
hingt von der Klassensituation ab; eventuell Gruppenarbeit bzw Betreuung einiger
Schiiler durch leistungsstarke Schiiler vorsehen).

- Losungswege und -iiberlegungen sollten von einzelnen Schiilern vorgetragen und begriin-
det werden (verwendete Regeln und Sitze, Bedingungen fiir die Existenz charakteristischer
Punkte, Berucksxchtxgung der Eigenschaften bestimmter Funktionen).

Vorschlag fiir d1e Aufgabenauswahl:

- Aufgaben 13a und 14a: Beim Losen der Gleichungen f(x) = 0 bzw. f '(x) = () beachten,
daB y = ¢* keine Nullstelle besitzt [ # auch m B\15, Lésungen zu a) und b)]. Nach der
Bearbeitung beider Aufgaben empfiehlt sich der Vergleich der Eigenschaften der Funk-
tionen miteinander, desgleichen der Vergleich beider Graphen. Eventuell eine Erklirung
fiir die Unterschiede unter Bezugnahme auf die Funktionsgleichungen erarbeiten.
Gruppenarbeit wird empfohlen, wobei eine Gruppe die Aufgabe 13a, die andere die Auf-
gabe 14a 10st (anschlieBend Auswertung).

" — Aufgaben 10 und 11: Dabei Punktmengen skizzieren lassen und auf rationelles Vorgehen |
mit Hilfe geeigneter Punkte der Graphen achten. Kommentieren des Vorgehens mit Cha-
rakterisierung der vorliegenden Fille.

' Kontrollaufgaben

(1) chgen Sie, daB y = ax + 1 eine Glelchuug der Tangente an den Graph der Funktion
= ¢°* (g€ R) im Schnittpunkt des Graphen rmt der y-Achse darstelit!
(V] LB 161 Nr. 12 und 13b .

Lerneinheit 10 (35td.)

Beliebige Exponential- und Logarzthmusfunktipnen
LB 161 bis 165

In dieser Lerneinheit wird der Zusammenhang zwischen beliebigen Exponential- und Log-
arithmusfunktionen und der speziellen Funktionen y = ¢* bzw. y = In x erarbeitet. Wei-
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tere Schwerpunkte bilden die Differentiation beliebiger Exponential- und Logarithmus-
funktionen und das Ermitteln von Stammfunktionen beliebiger Exponentialfunktionen sow1e

das Anwenden der erworbenen Kenntnisse beim Losen von Aufgaben.

¢

Ziele

Die Schiiler
Inx
— kennen die Bez1ehungen a* = e (@ > 0; a + 1) und log, x = T und den
Zusammenhang zwischen beliebigen Exponentlalfunknonen und der spezmllen

funktionen und der speziellen Funktion y = In x,

— konnen beliebige Exponential- und Logarithmusfunktionen differenzieren sowie
‘Stammfunktionen beliebiger Exponentialfunktionen bestimmen,

— erwerben erste Fertigkeiten beim Anwenden des neuen Wissens zum Losen inner-
mathematiscper Probleme (Berechnen bestimmter Integrale, Tangentengleichungen).

Funktion y = e* sowie den Zusammenhang zwischen beliebigen Logarithmus-.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Motivierung, Zielstellung

— Erarbeitung: a* = e*™%(a > 0; a + 1), Zusammenhang zwischen y = ¢* und be-
liebigen Exponentialfunktionen, Differenzieren und Ermitteln von Stammfunk-
tionen von y = a*

~ nentialfunktionen

2. Stunde

. . In x
— Erarbeitung: log, x = ——,

Ina

Beziehung zwischen der Funktion y = In x und be-
‘liebigen Logarithmusfunktionen, Differenzieren von y = log, x '

und das Ermitteln von Stammfunktionen beliebiger Exponentialfunktionen
3. Stunde ‘

Ubung: Losen verschiedener Aufgaben (bestimmte Integrale, Tangentengleichungen,
Extremwertaufgaben) '

- Ubung im Differenzieren und Ermitteln von Stammfunktionen beliebiger Expo-

— Festigung der Differentiation beliebiger Logarithmus- und Exponentialfunktionen.

Methodische Hinweise

Motivierung,'Zielstellung Lehrervortrag unter Beachtung folgender Gesichtspunkte:

— In den Lerneinheiten B 4 bis B 9 wurden eingehend die Funktionen y = In x.und die (spe-

zielle) Exponentialfunktion y = e* untersucht.
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_ - Exponential- und Logarithmusfunktionen sind bereits aus der 9. Klasse bekannt (Schiiler

_ nennen Beispiele wie y =2%, y = 10%, y = log; x, y = Ig x).

— Wir konnen aber noch nicht diese und andere beliebige Exponential- und Logarithmus-
funktionen d§ﬁ'erenzieren bzw. Stammfunktionen zu beliebigen Exponentialfunktionen an-
geben.

- Die vorangegangenen Untersuchungen zeigten immer wieder, daB zielstrebiges Nutzen von
Bekanntem das Losen neuer Probleme ermdéglicht (evtl. Beispiele aus LE B4, B 5, B 8).
Es ergeben sich also die Fragen (hier moglichst Schiiler einbeziehen!):

(1) Wie konnen die erarbeiteten Kenntnisse iiber die Funktion y = ¢* und y = ln x ge-
nutzt werden, um unser Wissen iiber Eigenschaften beliebiger Exponential- und Log-
arithmusfunktionen zu vertiefen und insbesondere auf noch offene Fragen (Ableitung
bzw. Stammfunktionen dieser Funktionen) eine Antwort zu finden?

(2) Welcher Zusammenhang besteht zwischen beliebigen Exponentialfunktionen und der
speziellen Funktion y = e* bzw. zwischen beliebigen Logarithmusfunktionen und der
speziellen Funktion y = In x (Leitfrage 11)?

Erarbeitung von @* = ¢4 (@ > 0; a + 1) und des Zusammenhangs zwischen y = ¢* und
beliebigen Exponentialfunktionen sowie Differenzieren und Ermitteln von Stammfunktionen
von y = @* In selbstindiger Schiilerarbeit wird unter Nutzung des Einleitungstextes in
LE B 10 (LB 161) bis zur Zeile

, (0) — ao — eo-lna _ eo = 1%

auf Seite LB 162 der Zusammenhang zwischen y = ¢* und beliebigen Exponentialfunk-
tionen gewonnen. Dieser Text kniipft unmittelbar an Uberlegungen in Lerneinheit B 8
(LB 154fF.) an. . '
Im AnschluB} daran faBt ein Schiiler zusammen [Stichpunkte: Beziehung > B 5; Bedeutung
von > B 5 anhand eines Beispiels; Forderungen an a (Begriindung); Definitions- und Werte-
bereich von y = a* (eventuell mit Erliuterung an einem Beispiel)].

Eine Variante zur Behandlung der Beziehung [> B 5, bei der nicht unmittelbar auf die Lern-
einheit B 8 Bezug genommen wird, wire ein Lehrervortrag unter Einbeziehung der Tafel:

a*=b |In (Logarithmieren einer Gleichung als dquivalente Umformung;
» auch LB 163, vor Bezichung > B8, und LE B 11)
Ing*=Inb

x-lna=Inb=c
e =b (Begriff ,,Logarithmus*, insbesondere ,,natiirlicher Logarithmus*)
P =g (@>0;a%1)

Auf die M6glichkeit, mittels Satz B 5 Potenzgesetze fiir Potenzen mit reellen Exponenten zu
beweisen, sollte mit der Erérterung von Beispiel B 16 unbedingt aufmerksam gemacht
werden. (In Klasse 9 wurden die Potenzgesetze lediglich ohne Beweis mitgeteilt, » Lehrbuch
K1. 9, Seite 140. Damit ist nun eine weitere Liicke im mathematischen Wissen der Schiiler
geschlossen worden.)

Die Regeln fiir das Differenzieren und Integrieren von y = a* k6nnen von den Schiilern in
Anwendung bekannter Regeln selbst gefunden werden:

— Begriinden Sie, daB jede Exponentialfunktion y = a* fiir alle x differenzierbar ist, und er-
mitteln Sie mit Hilfe der Beziehung a* = ™% (a > 0; a + 1) die Ableitungvony = a*!

— Geben Sie die Ableitung fiir die Funktionen f(x) = 2* und f(x) = 10* an!

— Welche Beziechung folgt aus dem gefundenen Ergebnis [(a*)’ = a* In 4] fiir f a* dx?

— Geben Sie je eine Stammfunktion fiir f(x) = 2* und f(x) = 10~ an!
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: Zusammenfassend 1st zu betonen, daﬁ dle ausfuhrhche B&schaftlgung ‘mit den Funktmnen v

=In x und y = ¢* sich gelohnt hat, da das erworbene Wissen (mittelst> B 5) Aussagen iiber
alle iibrigen  Exponentialfunktionen ermdglichte (Rationalisierung, Sichtbarwerden von
inneren Zusammenhingen). '

Ubung im Differenzieren und Ermitteln von Stammfunktionen beliebiger Exponentialfunk-
tionen Die Schiiler 16sen zunichst Aufgaben aus den’Nummern 1, 2, 5 und 6 (LB 164)
und geben die verwendeten Regeln an [Vorschlag: 1a bis d; 2b, c; 5a, b und 6a bis ¢]. Im
Falle der Aufgaben 5a und b sollte verglichen werden: Exponentialfunktion gegeniiber Po-
tenzfunktion. (Eventuell kann man noch eine Aufgabe der Art f(x) = x* + a*aufnehmen.)
Nach der Behandlung des Auftrags B 33 sind noch die Aufgaben 9aund b zu empfehlen
(dabei die Graphen der Funktionen zur Verdeutlichung des Sachverhalts skizzieren Tassen
und Erlduterung des Ergebnisses aus der Lagebeziechung der beiden Graphen geben).

Erarbeitung: log, x = E—:, Bezichung zwischen der Funktion y =Inx und beliebigen Log-

arithmusfunktionen, Differenzierenvon y = log,x  Um an Bekanntes anschlieBen zu konnen,
werden der Begriff ,,Logarithmus* und Beziehungen zwischen Exponential- und Logarith-
musfunktionen wiederholt. Hierzu werden zunichst folgende Aufgaben gelost:
(1)LB-163: @ B34
(2) Skizzieren Sie in jeweils ein Koordinatensystem die Graphen von

y=¢€ und y=Inx sowie y=2* und y = log, x!

Welche Beziehung besteht jeweils zwischen den genannten Funktionen?

In der sich anschlieBenden Auswertung ist zu kliren:
) Dle Aquivalenz von log, x = bund a® = x (z. B. 1st logz 8 =3 aqulvalent mit 23 = 8).
QQy=¢€¢ und y=Inx bzw. y =2% und y =log, x
sind Umkehrfunktionen zueinander.
Verallgemeinerung (von Schiilern):
Die Exponentialfunktiony = a*(a + 1, a > 0) besitzt als Umkehrfunktlon die Logarith-
- musfunktion y = log, x(x > 0,a > 0,a + 1).

1 } v
Die Beziehung log, x = —l-;l—j:— (~ Satz B 8) und die Regel fiir die Ableitung von y = log, x

( » Satz B9) werden dann mit Hilfe des Lehrbuches erarbeitet (SSA : Text LB 163, beginnend
nach dem Auftrag B 35, bis LB 164: ,,!.. fiir jede positive Zahl a mit a + 1.*). Auf Seite LB 163
tritt das Logarithmieren einer Gleichung als dquivalente Umformung auf.Das erfordert ge-
gebenenfalls einen Hinweis des Lehrers (beide Seiten der Gleichung logarithmieren, Anwen-
den der Logarithmengesetze). Ein Schiiler fat anschlieBend zusammen (dabei besonders
beachten: Forderungen an die Basis a; Definitions- und Wertebereich von y = log, x).
Zur Verdeutlichung werden Zahlenbeispiele betrachtet:

Inx

log, x = 2 2 Tabellen und Formeln, Ausgabe 1973, Seite 19
1 ey = Inx
0B X =IBY =170
(logs ) = —
082 T x-In2
8 1
(gx)y = x-In10
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Zu einer' ersten Zusammenfassung kann die Ubersicht auf Seite LB 169 herangezogen
7 werden. Sie bringt die wichtigsten Ergebnisse der Untersuchungen der vorangegangenen.

1 P dx erforderlich).

Stunden und macht deren Zusammenhang sichtbar (Hinweis auf f o

Der Vollstindigkeit halber kann ergidnzend erwdhnt werden, daB3 die Frage nach Stamm-
funktionen von y = In x bzw. y = log, x offen bleiben muB, weil ihre Beantwortung die
Anwendung eines im Schulunterricht nicht behandelten Integrationsverfahrens erfordert.

Festigung der Differentiation beliebiger Logarithmus- und Exponentialfunktionen und des Er-
mittelns von Stammfunktionen beliebiger Exponentialfunktionen  Die Schiiler I6sen vor allem
. Aufgaben, in denen Logarithmusfunktionen zu differenzieren sind. Eingestreut werden aber
auch solche Aufgaben, in denen die Ableitung von Exponentialfunktionen zu ermitteln ist
oder in denen Stammfunktionen zu Exponentialfunktionen gesucht sind (Vorschlag: Seite
LB 164, Ny.3a;4a; 3b, c, d; 4d). Weitere Aufgaben zur Auswahl (insbesondere fiir Haus-
aufgaben) finden sich auf Seite LB 203, Nr. 21, 22 und 23.
Als weitere Ubung ist die Losung der Aufgabe 11 (LB 165) zu empfehlen, wobei eventuell das
- Beispiel B 18 (LB 164) als Hilfe genannt wird. Dér Sachverhalt der Aufgabe 11 konnte bei der
Auswertung anhand einer Skizze erliutert werden. Unter Umstinden konnte noch auf die
geforderte Stelle im Falle von f(x) = log, x geschlossen werden.

Ubung: Losen verschiedener Aufgaben  Falls erforderlich (Festigungsbedarf der jeweiligen
Klasse beachten), kénnen zunichst einige weitere formale Aufgaben zum Differenzieren
von Logarithmus- und Potenzfunktionen bzw. zum Ermitteln von Stammfunktionen von
Exponentialfunktionen gerechnet werden (.~ oben angegebene Aufgaben der Seite LB 203).
Dabei sollten auch Aufgaben mit Potenzfunktionen eingestreut werden.

Esist auch moglich, eine schriftliche Leistungskontrolle (10 bis 15 min) durchzufiihren.
Den Schwerpunkt der Ubungen sollten aber vermischte Aufgaben zu verschiedenen Proble-
men (bestimmte Integrale, Tangentengleichungen, Extremwertaufgaben, Flicheninhalts-
berechnungen) bilden, die vom Lehrer entsprechend der Klassensituation auszuwéhlen sind.
Deshalb wird hier lediglich eine Zusammenstellung moglicher Aufgaben zur Auswahl ge-
nannt:

~ LB 164f,, Nr. 7 und 8 (bestimmte Integrale, siche auch LB 203, Nr. 24)
- LB 165, Nr. 10 (Tangentengleichungen, siche auch LB 204, Nr. 25, 26)
~ LB 165, Nr. 12 (Extremwertaufgabe, siche auch LB 204, Nr. 28a)

- LB 204, Nr. 29 (Flicheninhaltsberechnung, siche auch Beispiel B 17)

Die Schiiler sollten weitgehend selbstindig arbeiten und anschlieBend ihren ‘Lésungsweg
-kommentieren.

Kontrollaufgaben

(1) Erldutern Sie den Zusammenhang zwischen den Funktionen y = e* bzw. y = In x und
beliebigen Exponential- bzw. Logarithmusfunktionen!
(2)LB 164: ® B36 . ~
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Lerneinheit 11 =~ - : (Std)
Anwendungen von Exponem‘zal- und Logarzthmusfunktzonen ’
LB 165 bis 170

Hiermit wird die Behandlung der Exponential- und Logarithmusfunktionen vorldufig abge-
schlossen. Einige ausgewihite Beispiele sollen den Schiilern die Bedeutung dieser Funktionen
fiir die Beschreibung von Sachverhalten in Natur, Technik und Okonomie verdeutlichen.

Ziele

Die Schiiler

" — kennen einige Sachverhalte aus Natur, Technik und Okonomie, die durch Expo-
nentialfunktionen bzw. Logarithmusfunktionen beschrieben werden,

— konnen einfache Anwendungsaufgaben zu dlesen Funktionen weitgehend selbstidn-
dig losen. ;o

\

Schwerpunkte

— Erarbeitung und erste Festigung: Anwenlengsbelspnele fiir Exponentlal- und
Logarithmusfunktionen

2. Stunde

1. Stunde

— Ubung im Losen weiterer Anwendungsaufgaben
- Zusammenfassung und Systematlsxerung zum‘ Stoffabschnitt 2.2

|
L
T

Methodische Hinweise

Erarbeitung und erste Festigung Folgendes Vorgehen ist moglich:

(1) In einem vorbereiteten Schiilervortrag (eventuell auch LV) wird auf der Grundlage des
Lehrbuches der Klasse 9 (Seiten 145/146) mitgeteilt, daB durch Exponentialfunktionen
insbesondere Vorginge beschrieben werden, bei denen die Anderung einer Gré8e dem

- jeweiligen Wert dieser GroBe proportional ist. Die Schiiler haben diese Tatsache bereits in
Klasse 9 kennengelernt (Stoffgebiet 5., LE 6) am Beispiel

— der Abhidngigkeit des Luftdruckes von der Gewichtskraft der Luftmassen, die auf die
Schicht der Héhe A wirken,

— der Abhingigkeit der Temperaturabnahme in der Zeit A¢ von der Temperaturdlﬂ'erenz
zwischen T und T, '
— der Abhingigkeit der Massenzunahme in der Zeit 4¢ von der Ausgangsmasse bei bio-

logischen Wachstumsprozessen (.~ Unternchtshllfen Mathematik, Klasse 9, Seite
159)!
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Eine mathematxsche Begriindung konnte dafiir in Klasse 9 Jedoch mchi gegeben werderi,
da erforderliche Kenntnisse aus der Differentialrechnung fehlten. Das w1rd nun nach- :
geholt (Mot1v1erung, Zlelstellung)

(2) Der genannte Sachverhalt ,wu'd allgemein durch
fi(x) ~ f(x) bzw. durch f'(x) = k- f(x)

beschrieben, wobei f(x) der jeweilige Wert der betreffenden GroBe und f*(x) deren An-'
derung bedeutet. Die angegebenen Bezichungen sollten die Schiiler moglichst selbst
nennen.

(3) Die Schiiler 16sen die Aufgabe:
,,Weisen Sie nach, daB f'(x) = k- f(x) gilt, wenn f(x) = c¢ - ¥~ ist!*

Tafelbild oder Folie (fiir Teilzusammenfassung):

Anwendungen der Exponential- und Logarithmusfunktionen

f(x) =c-ée* (¢, k const.)
fix)=k-c-e=*
f(x) =k f(x)
d.h.: f(x) ~ f(x) fiir alle x des Definitionsbereichs
Anderung einer Grofe ist direkt proportional dem jeweiligen Wert dieser GroBe.

Beispiele: Radioaktiver Zerfall: » N(t) = Npe~*
Wachstum einer Bakterienkultur: N(t) = Noe**
1

Atmosphirischer Luftdruck: p(h) =poe” "

Im AnschluB an diese allgeﬁxeineren Uberlegungen arbeiten die Schiiler das Beispiel B 19
durch.
Empfehlenswerte Schritte:

~ Erlautern von o(f) = vee ™,
— Skizzieren des Graphen,
— Physikalische Interpretation.

Das Belsplel B 20 kann ebenfalls in seibstandlger Arbeit mit Hilfe des Lehrbuches erarbeltet

werden (» LB 167).

Die Schiiler sollten die Abhédngigkeit zwischen N und ¢ erliutern und physikalisch mterpre-
" tieren sowie evtl. eine Skizze anfertigen (@ B 39 als HA).

AbschlieBend wird die Aufgabe 2 (LB 170) gelost (SSA); eventuell noch k aus den Angaben

in a) im Untemchtsgesprach ermitteln. Im Vergleich zum Beispiel B 20 sollten die Schiiler

erkennen:

— Im Beispiel B 20 nimmt N mit wachsendem ¢ (exponentiell) ab (Faktor e~%),
- In der Aufgabe 2 liegt (exponentielles) Anwachsen von N in Abhingigkeit von ¢ vor (Fak-
tor e¥, kr > 0).

172



Tafélskizzen.{

N NA
NO
Ny
. Vt ’ 't
Bilder 86aund b N(t)=N,-e- N(t) = Ny-e¥ (kt>0)

. Festigung durch Losen weiterer Anwendungsaufgaben  Zur Wiederholung spricht ein Schiiler
zu den Aufgaben: ’

— Zeigen Sie, daB fiir Funktionen der Form f(x) = ¢ - e** die Beziehung f'(x) = k - f(x)
gilt! —~

— Geben \Sle Beispiele fiir Zusammenhénge in Natur und Technik an, die durch deramge
Funktionen beschrieben werden!

Als weitere Festigung wird die gemeinsame Erarbeitung des Beispiels B 21 (LB 168) emp-
fohlen. Dabei kann zur Kontrolle der Ubergang von der Zeile

1
W) pH) =poe” =" (h20)
zur Zeile

. i
Ig p(h) = lg po + (—-c-zz : lge)
von den Schiilern erfragt werden. Die Schiiler sollten auch die Gleichung
c
h(p) = e (gpo — 1gp)
ge

interpretieren. Der Lehrer solite gegebenenfalls auf das hier verwendete Logarithmieren einer
Gleichung explizit hinweisen ( ~ entsprechende Bemerkungen in LE B 10).
Die Aufgabe 1 (LB 169) kann anschlieBend selbstéindig von den Schiilern gelost werden In
der Auswertung kommentieren die Schiiler ihren Rechengang.
Die Aufgabe 30 (LB 212) wird als Hausaufgabe gestellt oder in die Ubungsstunde inte-
griert. Wihrend die Teilaufgabe a von allen Schiilern gelést werden sollte (Beziehung zu Be-
trachtungen in der 1. Stunde der Lerneinheit B 11 herstellen), wird fiir b und ¢ die Bearbei-
tung in zwei Gruppen vorgeschlagen. Um auch das Anwenden des Integrierens an einem
Beispiel zu demonstrieren, konnte der in den Ausfithrungen zur Lerneinheit B 4 (UH 145)
skizzierte Sachverhalt aufgegriffen werden (LV oder UG):
Berechnung der bei isothermer Ausdehnung (7" = const.) eines Gases verrichteten Arbeit
(z.B. des Dampfes in einer Dampfmaschine):

W= Cfi;i (Vz > V1)

Va
W=cllnV]? =clln V2 —ln V) = cln—VT

Zusammenfassung und Systematisierung zum Stoffabschnitt 2.2 Die Zusammenfassung
zum Stoffabschnitt sollte durch einen Systematisierungsvortrag eines Schiilers erfolgen. Der
Schiiler sollte bereits am Anfang der Behandlung des Stoffabschnitts auf seine Aufgabe vor-
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bereitet werden. Der Schiiler sollte ferner die Moglichkeit erhalten, sich ggf. mit dem Lehrer

zu konsultieren. Die Zusammenfassung auf Seite LB 168f. kann fiir den Vortrag genutzt

werden. Sie gibt etwa die inhaltliche Lextonennerung Der Schuler solite aber etwas niher auf
- folgende Fragen eingehen:

— Wie werden charakteristische Eigenschaften der Funktion @(x) = In x gefunden (Anwen-
. den bekannter Sitze aus der Differential- und Integralrechnung)?

— Wie lassen sich wichtige Eigenschaften der Funktion y = e* aus denen von y = In x her-
leiten? . . .

Die Klasse prazisiert und erginzt, falls erforderlich.

Zur Vorbereitung auf die Lerneinheit B 12 wird folgende Hausaufgabe empfohlen:

,,Wiederholen Sie die Definitionen, Eigenschaften und Graphen der Winkelfunktionen
anhand des Wissensspeichers ,,Mathematik in Ubersichten*, S. 109ff., und bearbeiten
Sie den Auftrag B 44 (LB 173)!

Zwei Schiiler sollten die anzufertigenden Ubersichten auf Folien schreiben.

Kontrollaufgaben
(1) LB 203: Nr. 14; (2) LB 211: Nr. 29

Stoffabschnitt 2.3 (20 Std.)
Winkelfunktionen, ihre Differentiation und Integration

In diesem Stoffabschnitt werden die im Analysislehrgang der Klasse 11 erworbenen Kennt-
nisse, Fihigkeiten und Fertigkeiten der Schiiler zur Behandlung der Winkelfunktionen an-
gewendet. Das erfordert zunichst eine umfassende Reaktivierung, Vertiefung und Erweite-
rung der in Klasse 10 erarbeiteten Kenntnisse iiber Winkelfunktionen und eine Wiederholung
der im Stoffgebiet 1 der Klasse 12 behandelten Additionstheoreme und Doppelwinkelformeln
der Funktionen sin und cos sowie die Erweiterung der Kenntnisse iiber das Losen von ein-
fachen goniometrischen Gleichungen (LE B 12 bis LE B 15). Es ist zu empfehlen, durch
tégliche Ubungen in vorangehenden Stoffabschnitten die Kenntnisse iiber Winkelfunktionen
anwendungsbereit zu halten. .

In diesem Stoffabschnitt haben die Erarbeitung der Ablemmgen der Winkelfunktionen, fer-
. mner die Ableitung zusammengesetzter und verketteter Funktionen, die Winkelfunktionen ent-
halten, sowie die Erarbeitung der Integration der Sinus- und Kosinusfunktion zentrale Be-
deutung (LE B 16). Um auch hier wieder auf anwendungsbereite Kenntnisse zuriickgreifen zu
konnen, sollten die in Klasse 11 erworbenen Differentiationsregeln in den tiglichen Ubungen
wihrend der Behandlung des Stoffgebiets 1 wiederholt werden.

Die neuen Kenntnisse werden bei der Durchfiihrung von Kurvendiskussionen, beim Losen
von Extremwertaufgaben und zu Flicheninhaltsberechnungen von Punktmengen, die durch
Graphen von Winkelfunktionen begrenzt werden, angewendet (LE B 17 bis B 19).

Den Schiilern sind dabei ihre Kenntnisse iiber typische Denk- und Arbeitsweisen in der
Mathematik und besonders in der Analysis bewuBtzumachen. Sie sollen ihr mathematisches .
Wissen anwenden und selbstindig erweitern konnen. Als grundlegendes Prinzip fiir die Un-
terrichtsgestaltung gilt auch in diesem Stoffabschnitt: Nichts soll vom Lehrer vorgefiihrt
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werden, was der Schiiler selbst finden kann. Deshalb nehmen selbstindige Schiilerarbeit,
Schiilervortrage, kommentierendes Arbeiten und vorbereitende Hausaufgaben einen groBen

-Raum ein. Gerade bei der Wiederholung des umfangreichen Stoffes sollten die Schiiler erneut
auf die Nutzung von Wissensspeichern und Formelsammlungen orientiert werden.
Fachiibergreifende Verbindungen bestehen zur Physik (Schwingungen und Wellen, Extrem-
wertaufgaben). Die im Lehrbuchabschnitt ,,Weitere Aufgaben zu den Lerneinheiten B 6 bis
B 19¢ aufgefiihrten Aufgaben sind zur Gestaltung der se]bstindigen Schiilerarbeit im Unter-
richt mit einzubeziehen.

. Lerneinheit 12 - (25td.)

Wiederholung von Eigenschaften der kaelfunktzonen
LB 170 bis 174

In diesen beiden Wiederholungsstunden werden die Grundkenntnisse der Schiiler iiber
Winkelfunktionen, deren Behandlung weit zuriickliegt (Klasse 10), in weitgehend selbstin-
~ diger Arbeit reaktiviert. Dabei sind das Lehrbuch, das Buch ,,Mathematik in Ubersich-
ten‘* und die Formelsammlung ,,Tabellen und Formeln* sowohl im Unterricht als
auch in hiuslicher Arbeit einzusetzen. Im Unterricht werden dann die Kenntnisse schwer-
punktmiBig im Unterrichtsgesprach und durch Ubungen gefestigt, wobei Inhalt, Aufbau
und methodische Gestaltung von dem abhingen, was in der betreffenden Klasse mehr oder
weniger intensiv zu reaktivieren ist. Daraus sind dann die Forderungen auch einer ge21elten
punktuellen Reaktivierung abzuleiten.

Hier besteht auch eine ideale Moglichkeit, langfristige Schiilerauftrige schon wihrend der
- Behandlung des Stoffgebiets 1 oder des Stoffabschnitts 2.2 auf Lerngruppenbasis zu erteilen.
Alle Lerngruppen bereiten sich auf die im Wiederholungsplan angegebenen Schwerpunkte
(die mit den in den LE B 12 und B 13 angegebenen Schwerpunkten iibereinstimmen) vor.
Ein Schiiler trigt dann seine Ausarbeitung vor; andere Schiiler (aus anderen Lerngruppen)
erginzen; der Lehrer stellt vertiefende Zusatzfragen.

Ziele

Die Schiiler

— kennen die Definitionen und grundlegende Eigenschaften der Winkelfunktionen,
— konnen Winkel, die im .Gradma# gegeben sind, im Bogenmal3 angeben und um-
gekehrt,

" - konnen Werte von kaelfunktlonen au?] unter Nutzung von Komplementwin-
kel- und Quadrantenbeziehungen — zu vorgegebenen Argumenten mit Hilfe des
Tafelwerks bzw. des Rechenstabs ermitteln,

— konnen einfachste goniometrische Gleichungen 16sen,
— konnen die Graphen der Winkelfunktionen skizzieren und dle kleinste Periode
jeder Winkelfunktion angeben.

[
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Schwerpunkte

1. Stunde

— Motivierung der Behandlung dieses Stoffabschnitts

— Reaktivierung von Grundkenntnissen iiber Winkelfunktionen

— Ubungen zu Umrechnungen von WinkelgréBen aus dem GradmaB ins BogenmaB
und umgekehrt

2. Stunde
— Reaktivierung der Komplementwmkelbezwhungen und Ubungen im Ermitteln
von Winkelfunktionswerten fiir das Intervall ( 0; ?

— Reaktivierung der Quadrantenbeziehungen und Ubungen im Ermitteln von Winkel-
funktionswerten fiir x€ P

— Ubungen im Losen einfachster gomometnscher Gleichungen unter Verwendung
der Quadrantenbeziehungen

Methodische Hinweise

Motivierung der Behandlung dieses Stoffabschnitts Von den im Mathematikunterricht bis
zur Klasse 10 behandelten Funktionen kénnen inzwischen alle Funktionen von den Schiilern
differenziert bzw. integriert werden mit Ausnahme der Winkelfunktionen. Daraus kénnte
der Wunsch nach Untersuchung der Differenzierbarkeit der Winkelfunktionen und nach
Kenntnis der Ableitungen bzw. von Stammfunktionen dieser Funktionen als eine inner-
mathematische Motivierung resultieren.

Beispiele fiir eine auBermathematische Motivierung kénnen die Schiiler aufgrund ihrer Er-
fahrungen bei der Behandlung des Lehrgangs Analysis selbst finden:

- eine Extremwertaufgabe, bei der die Zielfunktion eine Winkelfunktion enthilt ( » Auf-
gaben zur LE B 18), '

- eine Kurve, die im Kathodenstrahloszillographen als Veranschaulichung einer elektro-
magnetischen Schwingung im Physikunterricht sichtbar gemacht wurde.

Aufgrund ihrer Erfahrungen bei der Behandlung der Differential- und Integralrechnung in
den Klassen 11 und 12 konnen die Schiiler auch Vorschlige fiir den einzuschlagenden Weg
zur Behandlung der Differentiation und Integration 'von Winkelfunktionen angeben:

- Wiederholung der Definitionen und von Eigenschaften der Winkelfunktionen;

— Ableitungen der Winkelfunktionen mit Aufsuchen von Stammfunktionen zu Winkel-
funktionen;

- Anwendungen der Kenntnisse iiber Differentiation und Integration von Winkelfunktionen.

Reaktivierung von Grundkenntnissen iiber Winkelfunktionen Durch die in LE B 11 allen
Schiilern gestellte vorbereitende Hausaufgabe :

,,Wiederholen Sie die Deﬁnitionén, Eigenschaften und Graphen der Winkelfunktionen
anhand des Wissensspeichers ,Mathematik in Ubersichten‘ S. 1091, und bearbeiten Sie
den Auftrag B44 (LB 173)!*

wifd abgesichert, daB sich alle Schiiler auf das Thema ,,Winkelfunktionen* einstellen und
ihre Kenntnisse wiederholt haben. Es ist vorteilhaft, wenn zwei Schiiler die im Auftrag B 44
anzufertigenden Ubersichten fiir die Funktionen cos, tan, cot auf Folien geschrieben haben.
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Nun kann éjn Schiiler die Definitionengler Sinus- und Kosinusfunktionen am Kreis mit dem

Radius r und am Einheitskreis ‘erldutern, weitere Schiiler konnen anhand der Folien Eigen-

- schaften der Winkelfunktionen wiederholen. Es muB nicht notwendig der Schiiler, der die

Folie angefertigt hat, die Erlduterungen geben.
Dabei kristallisieren sich zwei Schwerpunkte zur Vertiefung heraus:

— Die Winkelmessung und Angabe der WinkelgréBen im GradmaB bzw. im BogenmaB sowie
die Umrechnung der WinkelgroBen aus dem GradmaB in das BogenmaB und umgekehrt;
- Der Begriff ,,periodische Funktion®,

die zunichst im Unterrichtsgesprich oder durch Bearbeitung der entsprechenden Lehrbuch-
abschnitte geklirt werden kénnen. Der Umrechnung von WinkelgroBen aus dem GradmaB
in das BogenmaB und umgekehrt ist in einem Ubungsteil besondere Aufmerksamkeit zu
schenken.

Ubungen zu Umreclmungen von Winkelgréfien aus dem GradmaB in das Bogenma8l und um-
gekelrt Bei der Umrechnung von WinkelgroBien aus dem GradmaB in das BogenmaB
und umgekehrt sind zunéichst solche Winkel zu bevorzugen, die direkt in @ - = (@€ R) an-
gegeben werden konnen, z. B. ist das BogenmaB8 fiir 30°, 45°, 60° 15°; 22,5°, 75°, 120° und

das GradmaB fiir Z Z 4 : z im Kopf zu ermitteln.

Dann sollten aber auch Umrechnungen mit Hilfe des Rechenstabs (Proportionaleinstellung)
erfolgen, z. B. in einer Tabelle .

x (im GrgdmaB) , 1 I 57,3 l l

X (im BogenmaB) 10,0175 | 1 | I

Zur Festigung dienen die Aufgaben 1 bis 4 (LB 173).

Als vorbereitende Hausaufgabe sollten die Schiiler anhand des Wissensspeichers ,,Mathe-
matik in Ubersichten®, Seite 114f., die Komplementwinkelbeziehungen und die Quadran-
tenbeziehungen wiederholen mit dem Ziel, in der néichsten Stunde in einem Kurzvortrag diese
Beziehungen erldutern zu konnen.

Reaktivierung der Komplementmnkelbeznehungen und Ubungen im Ermitteln von Winkel-
funktionswerten fiir das Intervall ( 0; 7 Aufgrund der vorbereitenden Hausaufgabe er-

ldutert ein Schiiler den Auftrag B 42. Dabei sollten die Schiiler auch auf die Tafel der spe-

ziellen Funktionswerte der Winkelfunktionen im Intervall <0; 90°» ( » ,,Tabellen und For-
meln*, Ausgabe 1973, S. 41) hingewiesen werden.

Fiir die folgenden Ubungen sollte festgelegt werden, ob diese Aufgaben mit Hilfe der Tafel )

oder mit dem Rechenstab gelost werden sollen. Hat man sich fiir die Verwendung des

Rechenstabs entschieden, solltén die Schiiler auf die Verwendung der ST-Skale zur Ermitt-

lung von Funktionswerten fiir Winkel von 0,58° bis 5,7° und der T-Skale fiir Funktions-
werte von tan x fiir Winkel von 5,7° bis 45° bzw. von cot x fiir Winkel von 45° bis 84,3°
hingewiesen werden. Es konnte ein Schiilervortrag fiir die LE B 13 vergeben werden, der die
Ermittlung der Funktionswerte von tan x fiir 45° < x < 90° und von cot x fiir 0° < x < 45°
mit Hilfe des Rechenstabs zum Inhalt hat.

In dieser Ubung sollten Aufgaben folgender Art geldst werden:
Ermitteln Sie folgende Funktionswerte mit Hilfe des.Rechenstabs!

1. a) sin 36,5° ¢) tan 15°
b) cos 56,4° d) cot 78,3°
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2. a)sin 42° 3. a)sin06

b) cos 88,2° .b) cos 1,1
¢) tan 3,7° c) tan 0,2
d) -cot 0,9

In weiteren Ubungen (auch in den folgenden Lerneinheiten) sollten die Schiiler Funktions-
werte der Winkelfunktionen auch mit Hilfe der Zahlentafel ermitteln.
Es erscheint auch zweckmiBig, die Lésungen einfachster goniometrischer Gleichungen im

Intervall 0;—;i von den Schiilern ermitteln zu lassen; d. h., zu einem gegebenen Funk-
- tionswert das zugehéorige Argumeént im Intervall <O; 12’. aufsuchen zu lassen.

Beispiele: a) sin x = 0,29, b) cos x = 0,926.
Angabe der Winkelgréen im BogenmaB.

Reaktivierung der Quadrantenbeziehungen und Ubungen im Ermitteln von Winkelfunktions-
werten fiir x € P Ein weiterer Schiiler erlidutert aufgrund der vorbereitenden Hausaufgabe
(Auftrag B 43) die Quadrantenbeziehungen; in den Erginzungen sollte unbedingt auf die
Ubersicht »Quadrantenbeziehungen* im Tafelwerk ,,Tabellen und Formeln®, Ausgabe 1973,
" S. 41, hingewiesen werden. Die Schiiler sollten selbstindig eine Auswahl aus den Aufgaben
5 und 6 im Unterricht und den Rest dieser Aufgaben als Hausaufgabe 16sen.

Ubungen im Lisen einfachster goniometrischer Gleichungen unter Verwendung der Quadran-
tenbeziehungen Nach der intensiven Beschiftigung mit den Quadrantenbeziehungen im
vorangehenden Schwerpunkt sollten die Schiiler die umgekehrte Aufgabe, zu gegebenen
Funktionswerten die zugehdrigen Argumente zu ermitteln, selbstindig bearbeiten. Dazu
koénnen die Aufgaben 7 und 8 herangezogen werden. Die Lésungen der gegebenen Gleichun-
gen sind unter Beriicksichtigung der Periodizitit anzugeben. Notfalls kénnen sich die Schiiler
Hilfe im Beispiel B 22 holen. Es konnte in einer Aufgabe auch einmal der Definitionsbereich
eingeschrinkt werden.’

Kontrollaufgaben
(1) Ermitteln Sie die folgenden Funktionswerte!

a) sin 32,8° b) cos 547,3° ¢) sin2,8 d) cos 8,5
(2) Geben Sie alle recllen Zahlen x an, fiir die gilt:

a) sin x = 0,8251, b) cos x = 1,830 (n. 1.),

¢) tan x = 1,806, d) cot x = 0,2643!

Lerneinheit 13 : (15td.)
Beziehungen zwischen Winkelfunktionen E
LB 174 bis 176

[

Neben der Reaktivierung einfacher Beziehungen zwischen Winkelfunktionen vertiefen die
Schiiler ibre Theoriekenntnisse iiber die Eigenschaften von Winkelfunktionen durch ,,ty-
pische Eigenschaften* der Sinus-+ bzw. Kosinusfunktionen. Rl
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Zfele

Die Schiiler

— kennen weitere Beziechungen zwischen Winkelfunktionswerten bei gleichem Winkel,

— kennen die Additionstheoreme und die Doppelwinkelformeln der Sinus- bzw. Ko-
sinusfunktionen und kénnen sie in einfachen Fillen zur Umformung von Termen
anwenden,

— haben die Charakterisierung der Sinus- bzw. Kosinusfunktionen durch ,,typische
Eigenschaften‘ verstanden.

Schwerpunkte

— Reaktivierung der Sitze
(1) Fiir alle reellen x gilt: sin2 x + cos?x = 1.

(2) Fiir alle reellen x mit x #+ k—;i, keG,gilt: tanx-cot x = 1.

— Reaktivierung der Additionstheoreme und Charakterisierung der Sinus- bzw. Ko-
sinusfunktionen durch typische Eigenschaften
— Anwendung der Beziehungen zwischen kaelfunktlonen zu Termumformungen

.

Methodische Hinweise

Reaktivierung der Siitze (1) und (2) Sofern in der Lernemhext B12ein Schulervortrag zum
‘Thema ,,Die Ermittlung von Funktionswerten von tan x fiir 45° < x < 90° und cot x fiir
0° < x < 45° mit Hilfe des Rechenstabs‘ vergeben wurde, sollte der vortragende Schiiler
die Stunde mit seinen Ausfiihrungen einleiten.

Die Schiiler reaktivieren die Sitze (1) und (2) am zweckmaf.’ngsten durch Bearbextung der
Auftrdge B 45 und B 46. Sie sollten hier auf die spitere Anwendung dieser Sitze beim Lésen
von goniometrischen Gleichungen hingewiesen werden.

Reaktivierung der Additionstheoreme und Charakterisierung der Sinus- bzw. Kosinusfunktionen
durch typische Eigenschaften Die Schiiler konnen einige Additionstheoreme der Winkel-
funktionen durch Losen der Aufgaben 1a und b reaktivieren; sie nutzen dabei dle eritspre-
chende Ubersicht in ,,Tabellen und Formeln‘, Ausgabe 1973, S. 41.

Die Additionstheoreme sin (x; — x,) bzw. cos (x; — x) erhalten fiir die Schiiler dadurch
eine grundlegende Bedeutung, daB sie typische Eigenschaften fiir die Sinus- bzw. Kosinus-
funktionen sind: Zu dieser Erkenntnis konnen die Schiiler durch Studium des Abschnitts
LB 175 gelangen. Vor allem sollen sie anschlieBend den Auftrag B 47 (unter Anleitung) und
die Aufgaben 3 und 4 (selbstindig, z. T. a}s Hausaufgabe) bearbeiten.

Anwendung der Beziehungen zwischen Winkelfunktionen zu Termumformungen Eine zweck-
méBige Vorbereitung auf das spitere Losen goniometrischer Gleichungen bieten i in diesem
Zusammenhang Termumformungen (Aufgabe 5) und Bewensaufgaben (Aufgaben 6 bis 8).
Es konnte jeleine Aufgabe im Unterrichtsgesprich geldst werden; weitere Aufgaben kénnten
die Schiiler in Analogie zum Beispiel B 23, z. T. als Hausaufgabe, bearbeiten. \
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In einér Vorbereitenden Haumufgabe fiir die folgende Stunde sollen die Schiiler den Graph

2 2
JS(x) = a-sin bx kliren.

der Funktion f(x) = i + sin ix zeichnen und den EinfluB der Konstanten @ und b in

Kontrollaufgaben k
LB 204: Nr. 30a, b

Lerneinheit 14 (25td.)
Die Funktionen f(x) = a - sin (bx + ¢)
,und f(x) = a- cos (bx + ¢)

LB 176 bis 181

Die Schiiler erweitern ihre in Klasse 10 erworbenen Kenntnisse iiber das Skizzieren der Gra-
phen der Sinus- bzw. Kosinusfunktionen schrittweise fiir den Falla, be P,a + Ound b + 0.

Ziele

Die Schiiler

— kennen den EinfluB der Konstanten aund b (a,be Pund a > 0, b > 0) auf den
Verlauf von Funktionen mit der Gleichung f(x) = a - sin bx und kénnen die Gra-
phen dieser Funktionen skizzieren,

- kennen den Einflul der Konstanten a und b (a, b € P und @ + 0) auf den Verlauf
von Funktionen f(x) = a - sin bx und f(x) = @ - cos bx und konnen die Graphen
dieser Funktionen skizzieren,

— kennen den Einflufl der Konstanten ¢ mit ce P und ¢ + 0 auf den Verlauf von
Sinus- bzw. Xosinusfunktionen und kénnén die Graphen der Funktionen

f(x) =sin(x + ¢) bzw. f(x) = cos(x + ¢) | |
f(x) = a-sin(bx + ¢) bzw. f(x) =a-cos(bx + ¢)
skizzieren.
Schwerpunkte
1. Stunde ‘

— Motivierung des Skizzierens von Graphen der Funktionen mit der Gleichung
f(x) = a-sin (bx + c¢) durch Sichtbarmachung einer elektromagnetischen Schwin-
gung im Katodenstrahloszillographen
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— Wiederholung der Kenntnisse iiber den EinfluB der Konstantena, b (a, be P,a > 0,
b > 0) auf den Verlauf von Funktionen mit der Gleichung f(x) = g - sin bx

— Erarbeitung des Einflusses der Konstanten @, be P (e + 0, b % 0) auf den Verlauf
der Funktionen mit der Gleichung

f(x) = a-sin bx
bzw.
f(x) = a-cosbx
~ Ubungen im Skizzieren der Graphen der Funktionen
J(x) =a-sinbx :
bzw.
f(x) = a-cosbx
mit a,beP und a+0;b+0
2. Stunde

— FErarbeitung des Einﬂusses der Konstanten ¢ mit ¢€ P und ¢ + 0 auf den Verlauf
der Funktionen mit der Gleichung f(x) = sin (bx + c¢) bzw. f(x) = cos (bx + ¢)

Methodische Hinweise

Motivierung des Skizzierens von Graphen der Funktionen mit der Gleichung

f(x) =a-sin(bx + ¢) Die Schiiler haben im Physikunterricht der Klasse 10, Stoff-
gebiet ,,2. Schwingungen*‘, den EinfluBl der Konstanten a einer periodischen Funktion auf die
Amplitude und den EinfluB der Konstanten b auf die Frequenz einer Schwingung kennen-
" gelernt. Sie kennen den Verlauf einer elektromagnetischen Schwingung vom Bild eines
Katodenstrahloszillographen her. Moglicherweise kann dieser Versuch im Mathematik-
unterricht noch einmal (eventuell von einem Schiiler) wiederholt werden (Verinderung der
Amplitude bzw. der Frequenz). Damit werden auch Voraussetzungen fiir eine mathematische
Beschreibung solcher Schwingungen erarbeitet, bei denen eine Phasenverschiebung auftritt.

Wiederﬁolmg der Kenntnisse iiber den EinfluB der Konstanten a, b(a, b P,a > 0,5 > 0) auf
den Verlauf der Funktion mit der Gleichung f(x) = e-sinbx Da die Schiiler in der

. .3 1 .
vorbereitenden Hausaufgabe den Graph der Funktion f(x) = 5 sin 5 x gezeichnet haben,

konnen sie auch den EinfluB der Konstanten a, b auf den Verlauf der Funktion mit der
Gleichung f(x) = a - sin bx erlduterni. Dazu kann auch eine vom Lehrer selbst angefertigte
Folie ( ~ Bild 87, UH 182) dienen. Im oberen Teil dieser Folie ist der EinfluB der Konstanten a
bzw. b auf die Gestalt der Graphén der Sinusfunktionen dargestellt. Am Beispiel der Funktion
f(x) = 3-sin 2x sind die einzelnen nacheinander auszufithrenden Schritte erldutert.

Erarbeitung des Einflusses der Konstanten a, b(e, be P, a + ¢, b = ) auf den Verlauf der
Funktionen mit der Gleichung f(x) = a - sin bx bzw. f(x) = a-cos bx  Die Schiiler kennen
aus der Klasse 9 den EinfluB der Konstanten @ mit a < 0 von den Untersuchungen der qua-
dratischen Funktionen mit der Gleichung y = ax2. Sie wissen, daB in diesem Falle auBer der
Dehnung noch eine Spiegelung der Graphen der Funktion an der x-Achse erfolgt.

Den EinfluBl der Konstanten b mit » < 0 auf den Verlauf der Sinusfunktion sollen die Schiiler
selbst erkennen. Sie skizzieren dazu die Graphen der Funktionen fi(x) = sin 2x (ohne An-
fertigung einer Wertetabelle) und f>(x) = sin (—2x) (nach Anfertigung einer Wertetabelle)
in unterschiedlicher Farbe. Sie erkennen in Analogie zum EinfluB der Konstanten @, daB
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‘Die Graphen der Funktionen f(x)= a-sin bx

- flx) =a-sinx
a bewirkt eine Dehnung
in Richtung der y-Achse:

lal =1  : Streckung
O<lal<1: Stauchung

filx)=sinx; fix)=2sinx; )3()5)=—leinx

Beispiel : f(x)=3sin 2%

Schritte :
filx) = sinx
f(x) = sin2x

f(x) = sinbx
b bewirkt eine Dehnung
in Richtung der x-Achse:
Ibl>1  : Stauchung

- 0</bl<l: Streckung

Alx)=sinx; fix)=sin2x; f3(x)=sin%x.

Kkleinste Periode : p= %

f3(x) = 3sin 2x

a<0: Spiegelung -des Graphen
der Funktion g(x)=2sinx
an der x-Achse

yA

21 N

1+

o\ 3 2n x
-1+

21

- F(x) = -2sinx

b<0: Spiegelung des Graphen
der Funktion g(x} = sin2x
an der y-Achse

y

_:rr\/ _?

NY
£
%Y

fix) = sin(-2x)

Bild 87 -
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auller der Dehnung noch eine Splegelung des Graphen der Sinusfunktion an der y-Achse er-
folgt. Nun kann der untere Teil der Folie (.~ Bild 87) erginzt werden.

Diese Erkenntnisse kénnen nun sofort auf den Verlauf der Kosinusfunktion ubertragen
werden. (In Klasse 10 wurde der EinfluB der Konstanten a, b mit @ > 0, b > 0 nur am Bei-
spiel der Sinusfunktion untersucht.) ) P

Ubungen im Skizzieren der Graphen der Funktionen f(x) = a sin bx bzw. f(x) = acos bx
mita,bc Punda + 0,5 + 0 Die Schiiler konnen ihre neuen Kenntnisse beim Skizzieren
der Graphen folgender Funktionen in selbstindiger Arbeit (z. T. als Hausaufgabe) anwen-

den: A

a) f(x) = —2-sin-;—x, " b) fx) = —%-Sin(—%),
1 x

) f(x) = —?‘cos(—-—i) .

Dabei sollen sie lernen, den Graph einer Sihusfunktion bzw. Kosinusfunktion freihdndig
zu skizzieren.

¢) f(x) = 0,6 - cos 2x,

.

w

Erarbeitung des Einflusses der Konstanten ¢ mit c € Pund ¢ + 0 auf den Verlauf der Funktionen
mit der Gleichung f(x) = sin (x + ¢) bzw. f(x) = cos (x + ¢)  Auch hier sollte auf di¢ in
Klasse 9 erworbenen Kenntnisse der Schiiler iiber den EinfluB einer additiven Konstanten im
Argument einer quadratischen Funktion f(x) = (x + d)? zuriickgegriffen werden. In Ana-
logie dazu gelangen die Schiiler zu der auf Seite LB 177 formulierten Erkenntnis, die in
einem Folienbild ( ~ Bild 88) (Erginzung des Bildes 87) festgehalten wird. Die Schiiler konnen
diese Feststellung im Auftrag B 50 bestitigen und selbstindig die Graphen folgender Funk-
tionen skizzieren:

 f() =3 s (x + ;) b) £(x) =~2r- cos (x - %)

c) f(x) = — -—;— sin (x + 1), d) f(x) = %sin @2x + 1).

Die Graphen der Funktionen f(x)= sin(x+c)

c <0: Verschiebung der Sinuskurve
um [cl in Richtung der
positiven x-Achse

f(x) = sin x
fi(x) = S/n(x——)

c>0: Verschiebung der Sinuskurve
um Icl in Richtung der
negativen x-Achse

f(x) = sinx

folx) = sin(x + -f—)

Bild 88
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Dabei sollten sie den Term sin (bx + c) zuerst in sin [b (x + —Ic’-)] umformen und die Rei-
henfolge der Hilfsfunktionen, wiein der Ubersicht auf Seite LB 178 aﬁgegeben, einhalten.
Die Schiiler sollten zu der Einsicht gelangen, daB das Skizzieren der Graphen von Winkel-
funktionen bei der weiteren Arbeit (Kurvendiskussion) dringend benétigt wird.

Die Schiiler beschiftigen sich dann mit der Frage, welche Verdnderungen der kleinsten

Periode der Funktionen
f(x) = a-sin(bx + ¢) und
f(x) = a-cos(bx + ¢

durch die Konstanten a, b, ¢ bewirkt werden (SSA: LB 178). In Anlehnung an das Beispiel
B24 15sen die Schiiler als Hausaufgabe eine Auswahl aus den Aufgaben LB 181, Nr. 1 bis 3.
(Bei den Aufgaben 1c, 2b und 2c¢ ist eine Verschiebung der Graphen in Richtung der y-Achse
zu beachten.) ‘

- Kontrollaufgaben
(1) LB 204: Nr. 31a, c; (2)LB181: Nr.3

Lerneinheit 15 (35td,)

Das Lisen goniometrischer Gleichungen
LB 181 bis 185

Fiir das Losen von goniometrischen -Gleichungen wird eine gesonderte Lerneinheit vorge-
schlagen, um eine Hiufung von Schwierigkeiten beim spiteren Ermitteln der Nulistellen
bzw. der Schnittpunktskoordinaten der Graphen von Winkelfunktionen im Zusammen-
hang mit Kurvendiskussionen zu vermeiden. Den Schiilern ist in dieser Lerneinheit als
Grundorientierung das Riickfiihrprinzip bewuBtzumachen, wie es auf Seite LB 184 als
ein Programm heuristischer Art enthalten ist. Dabei festigen die Schiiler die in den voran-
gegangenen Stunden wiederholten Kenntnisse iiber Winkelfunktionen. Auch in dieser
Lerneinheit sind die Schiiler weiter daran zu gewshnen, die von ihnen eingeschlagenen L6-
sungswege zu erlidutern und zu begriinden sowie die eigenen Rechnungen zu kontrollieren
und die Ergebnisse (durch eine Probe) zu iiberpriifen.

Die Ubungen zur Fertigkeitsentwicklung sollten methodisch abwechslungsreich gestaltet
werden, bei der Diskussion der Losungswege sollten einige ,.elegante hervorgehoben
werden.

In dieser Lerneinheit kann noch keine abschlieBende Fertigkeitsentwicklung erreicht werden.

" Ziele

Die Schiiler

— kennen die-in Klasse 11 erarbeiteten Verfahren zur Losung algebraischer Glei-
chungen und konnen Gleichungen dieses Typs 16sen,
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- - konnen Beziehungen zwischen den Winkelfunktionen beim Losen goniometrischer
Gleichungén anwenden,
- haben erste Fertigkeiten im Losen gomometnscher Gleichungen der vorgegebenen
Typen erworben.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Reaktivierung des Losens quadratischer Gleichungen und von Sonderformen von
Gleichungen hoheren Grades; Bereitstellung derjenigen Beziehungen zwischen
Winkelfunktionen, die als Riickfithrungsmittel Bedeutung haben

— Erarbeitung einer Lésungsstrategie fiir goniometrische Gleichungen

— Ubung im Losen goniometrischer Gleichungen mit nur einer Winkelfunktion

2. Stunde

- Ubungen im Ldsen goniometrischer Gleichungen mit zwei kaelfunktlonen des-~
_ selben Arguments

3. Stunde

- Ubungen im‘Lﬁsen goniometrischer Gleichungen mit zwei Winkelfunktionen ver-
schiedenen Arguments

+

Methodische Hinweise

Reaktivierung und Bereitstellung Nachdem den Schiilern kurz die Netwendigkeit fiir das
Losen goniometrischer Gleichungen mit der Nullstellenproblematik bei Kurvendiskussionen
bzw. Extremwertaufgaben begriindet worden ist, wird zunichst das erforderliche Wissen
und Konnen bereitgestellt. In einer tiglichen Ubung 16sen dle Schiiler Gleichungen der
folgenden Typen:

X +px+q=0, ax*+bx>+cx=0, x‘+cx‘+d=0,
sinx +d=0 bzw. cosx +d=0 mit|d|=<1

sowie wahlweise Aufgaben der Gruppen 1 und 2 (LB 185).
Im Unterrichtsgesprich sollten die zur Umformung goniometrischer Gleichungen bend-
tigten Bezichungen zwischen Winkelfunktionen bereitgestellt werden (z. B. '

sin x . 5 2
tanx = , sinx +cos*x =1, tanx-cotx =1,
cos X .

sin2x =2-sinxcosx, cos2x =cos?x —sin?x =1 —2sin?x = 2cos?x — 1).
Hinweis auf das Tafelwerk ,,Tabellen und Formeln*, Ausgabe 1973, S. 41

Erarbeitung einer Liisungsstrategié fiir goniometrische Gleichungen Nachdem eine Aufgabe
vom Typ 1 (Gleichungen mit nur einer Winkelfunktion, » ® B 25) im Unterrichtsgesprich
gelost wurde, wird den Schiilern eine Auswahl aus den Aufgaben 1,2, 3a und 4a (LB 185)
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zur selbstindigen Bearbeitung aufgetragen. Bei den folgenden Aufgaben (gleiche Winkel-
funktion, aber verschiedene Argumente bzw. quadratische Gleichungen in sin x ohne Ab-
solutglied) konnen die Schiiler die Riickfithrungsmittel selbst finden:

Nr. 3d (Doppelwinkelformel),

Nr. 4b (Ausklammern von sin x). '

An der Aufgabe des Beispiels B 26 sollte ein Teil des Programms heuristischer Art zur Losung
goniometrischer Gleichungen (LB 184) im Unterrichtsgespriach erarbeitet werden.

Ubung im Losen goniometrischer Gleichungen mit nur einer Winkelfunktion Zur selbstin-
digen Arbeit der Schiiler oder zur Arbeit in Schiilergruppen eignen sich die Aufgaben 4d
(cos 4x durch cos 2 - 2x darstellen und 2x = ¢ setzen) sowie 6b (quadratische Gleichung in

' sin x) (z. T. als Hausaufgabe). Dabei sollten die Schiiler auf die Beachtung der Aufgaben-
stellung hingewiesen werden.

Sind alle reellen Losungen der angegebenen Gleichung oder alle Lésungen in einem Inter-
vall, z. B.L0°; 360°, gesucht?

\ B

Nach der Aufgabenstellung richtet sich dann auch die Entscheidung, ob die Losungen im
GradmaB oder im BogenmaB angegeben werden.

Bei den Beispielen im Lehrbuch wurde eine Uberpriifung der Losungen nicht durchgefiihrt,
weil im Fall von Niherungswerten ein groBer Rechenaufwand bei mitunter geringem Nutzen
erforderlich wird. Das sollte den Schiilern mitgeteilt werden, damit nicht der Eindruck ent-
steht, das Prinzip der Uberpriifung der Losungen werde vernachlissigt. An dieser Stelle
sollte dann um so mehr das sorgfiltige Durchdenken und Uberpriifen jeder Umformung ver-
langt werden.

Ubung im Losen goniometrischer Gleichungen mit zwei Winkelfunktionen desselbenArguments
Am Anfang dieses Schwerpunkts konnen die Schiiler an einfachen Aufgaben das Riick-
fihrprinzip selbstindig realisieren .(fiir leistungsstarke Schiiler sollten Zusatzaufgaben
bereitgehalten werden). Es kdnnten folgende Aufgaben gestellt werden:

Nr. 3b (Ausklammern von sin x),

Nr.3cund 4c¢ (tantp = Slntp)
: cos @

In der Aufgabe 4c kénnte auch cos? ¢ durch 1 — sin? ¢ ersetzt werden. Dadurch kann den
Schiilern verdeutlicht werden, daB die Umformung belm Losen einer goniometrischen Glei-
_ chung nicht eindeutig festgelegt ist.

Nr. 3e und 4e (Ein Produkt zweier Faktoren ist Null)

In einer kommentierenden Bearbeitung der Aufgabe des Beispiels B 27 oder des Auftrags
B 52 durch einen Schiiler kann das heuristische Programm (LB 184) eirneut verdeutlicht
werden. Als Zusatzaufgabe konnte der Auftrag B 51 gestellt werden.

Als weitere Aufgaben zur Ubung im Lésen goniometrischer Gleichungen vom Typ 2 dienen
die Aufgaben 5b, 5c ynd 6c, die z. T. als Hausaufgabe gestellt werden konnen.

An der Aufgabe 5b kann den Schiilern der Vorteil einer geschickten Umformung durch
Gegeniiberstellung zweier Lésungswege verdeutlicht werden:

I. Multipliziert man beide Seiten der Gleichung
sin x - cos x = 0,25 mit 2, so erhilt man
2-sinx-cosx =0,5. Da

2 -sinx - cos x = sin 2x ist, gilt
1
sin 2x = —.
2
Aus dieser Gleichung konnen die Losungen leicht ermittelt werden.
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II. Quadriert man die Gleichung sin x - cos x = 0,25 so erhalt man

. 1
sin? x - cos? x = —
16

und mit cos?x = 1 — sin? x

‘ 1
in? x(1 — sin? x) = —
sin? x( sin? x) 16

bzw.

! 1
sin* x — sin?x + — = 0.
x —sin®x + ——

Zur Losung dieser Gleichung ist ein groBer Aufwand erforderlich. Uberdies ist diese
Gleichung (wegen des Quadrierens) zu der gegebenen Gleichung nicht dquivalent. Durch
eine Probe miissen diejenigen Losungen der letzten Gleichung ausgeschieden werden, die
die gegebene Gleichung nicht erfiillen.

Ubung im Losen goniometrischer Glelchungen mit zwei Winkelfunktionen verschiedenen Ar-
guments Vor dem Lésen goniometrischer Aufgaben vom Typ 3 sollten anhand -
des heuristischen Programms die Losungsschritte zusammengetragen werden, die erforder-
lich sind, die gegebene Gleichung in die einfachste Form zu iiberfiihren, aus der das Argu-
ment mit Hilfe der Funktionswertetafel bzw. des Rechenstabs zu ermitteln ist. Unter Be-
riicksichtigung der Periodizitit erhilt man die Losungen der gegebenen Gleichung. Es ist
zweckmiBig, die Aufgabe des Beispiels B 28 im Unterrichtsgespriach oder durch kommen-
tierendes Arbeiten zu l6sen und die einzelnen Schritte begriinden zu lassen.

Zur selbstindigen Bearbeitung durch die Schiiler (auch z. T. als Hausaufgabe) dienen der
Auftrag B 53 sowie die Aufgaben 5a und 6a. Dariiber hinaus sollten auch Aufgaben der
Typen 1 und 2, die in den vorangegangenen Stunden noch nicht bearbeitet wurden, gelost
werden. Zur Festigung des Losens goniometrischer Gleichungen stehen weitere Aufgaben
zur Verfiigung: LB 204, Nr. 32, 33, 34 (differenzierte Hausaufgabenstellung moglich). ]
Auf die kurzgefaBte Zusammenfassung zum Losen gomometnscher Gleichungen (LB 200)

“ sollten die Schiiler hingewiesen werden.

Als vorbereitende Hausaufgabe sollten die Schiiler die Schrittfolge bei der Untersuchung .
einer Funktion auf Differenzierbarkeit wiederholen ( » Lehrbuch, Klasse 11, Zusammen-
stellung auf Seite 145). :

Kontrollaufgaben
LB 204: Nr. 33b und c, 34a

Lerneirheit 16 . (35td.)

Differentiation und Integration der Winkelfunktionen
LB 185 bis 190

In den nun folgenden Lerneinheiten B 16 bis B 19 lernen die Schiiler im Rahmen ihrer Schul-
ausbildung die Differentiation und Integration der letzten zu behandelnden Klasse von Funk-
tionen kennen, und sie wenden anschlieBend ihr neu erworbenes Wissen auf Kurvendiskus-
sionen, Extremwertprobleme und Flicheninhaltsberechnungen an.
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- In diesen Lerneinheiten wird gleichzeitig grundlegendes Wissen und Konnen der Differen-
- tialrechnung und Integralrechnung gefestigt, wobei zentrale Begriffsbildungen und grund-
legende Verfahren (z. B. beim Ermitteln einer Gleichung der Tangente an den Graph einer
Funktion, Flicheninhaltsberechnungen) vor allem in den Ubungen angewendet werden.
Die Empfehlungen in den Unterrichtshilfen folgen der Linie, die im Lehrbuch fiir die Be-’
handiung der Differentiation und Integration der Winkelfunktionen vorgezeichnet wurde.
Daneben konnte eine zweite Variante der Stoffanordnung darin bestehen, daB die 3. Stunde
der LE B 16 (Integration der Sinus- und Kosinusfunktion) unmittelbar vor der LE B 19 ein-
geschoben wird. Das hitte den Vorteil, daB in der. LE B 19 ohne weitere Wiederholung das
unbestimmte Integral der Sinus- bzw. Kosinusfunktion zur Flichenberechnung zur Verfii-
gung steht. Als Nachteil miifite in Betracht gezogen werden, daB ein auffilliger Zusammen-
hang der Ableitung und der Stammfunktionen zu den Funktionen sin und cos nicht genutzt
wiirde.

Ziele

Die Schiiler

— wissen, wie die Differenzierbarkeit der Sinusfunktion hergeleitet wird und kennen
die Grenzwerte

lim cosh — und lim smh
h=0 h B0

~ kennen die Ableitungen der einzelnen Winkelfunktionen und kénnen die Diffe-
renzierbarkeit der Funktionen cos, tan, cot beweisen,

—~ konnen Winkelfunktionen sowie zusammengesetzte und verkettete Funktlonen,
die Winkelfunktionen enthalten, differenzieren,

- kénnen Stammfunktionen zu Sinus- bzw.. Kosinusfunktionen ermxtteln und be-
stimmte Integrale berechnen.

Schwerpunkte \

1. Stunde

— Erarbeitung der Ableitung der Sinusfunktion

- Festigung durch formale Aufgaben zur Differentiation der Smusfunk’uon und
durch Aufgaben zum Ermitteln einer Tangentengleichung an den Graph einer
Sinusfunktion

2. Stunde

— Erarbeitung der Differenzierbarkeit der Funktionen cos, tan, cot

- Ubung durch formale Aufgaben zur Differentiation der Funktionen cos, tan, cot
sowie zusammengesetzter und verketteter Funktionen der Winkelfunktionen

— Anwendung der Differentialrechnung zum Ermitteln von Tangentengleichungen an
Graphen von Winkelfunktionen und zur Untersuchung des Monotonieverhaltens
von Winkelfunktionen )
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3. Stunde

- Erarbextung des Aufsuchens von Stammfunktlonen zu Sinus- bzw. Kosinusfunk-
tionen

— Ubung durch formale Aufgaben zum Ermitteln von Stammfunktionen und zur Be-
rechnung bestimmter Integrale, deren Integrand eine Sinus- bzw. Kosinusfunktion
ist. ‘

Methodische Hinweise

Erarbeitung der Ableitung der Sinusfunktion Nach der ausfiihrlichen Wiederholung, Ver-
tiefung und Erweiterung der Kenntnisse der Schiiler iiber Winkelfunktionen in den LE B 12
bis B 15 und nach Bereitstellung von grundlegenden Begriffen und Verfahren durch den
folgenden Auftrag

Wiederholen Sie die Begriffe
,»J ist differenzierbar an der Stelle x,* und
,»f ist eine differenzierbare Funktion*!

bzw. in der Schrittfolge bei der Untersuchung einer Funktion auf Differenzierbarkeit in
der vorbereitenden Hausaufgabe konnten sich im Rahmen von tiglichen Ubungen einige
Aufgaben zur Differentiation von rationalen, Wurzel-, Logarithmus- und Exponentialfunk-
tionen anschlieBen. v

Innerhalb dieser vorbereitenden Ubung kann auch der Auftrag B 54 gestellt werden.

Nach der Zielangabe (Untersuchung der Differenzierbarkeit der Sinusfunktion) kénnen die
Schiiler aufgrund der wiederholten Schrittfolge den Differenzenquotienten von f(x) = sin x
an der Stelle x, selbst bilden. Unter Hinweis auf die Aufgabe c im Auftrag B 54 konnen sie
auch den Differenzenquotientenweitgehend selbstindig umformen.* DasErmitteln des Grenz-
wertes fiir # — 0 konnte je nach der Klassensituation entweder im Unterrichtsgespriach oder
durch selbstindige Bearbeitung des Lehrbuchabschnitts auf Seite LB 186 erfolgen. Dabei.
sollten ‘die erforderlichen Berechnungen im Auftrag B 55 in Arbeitsteilung von Schiiler-
gruppen ausgefiihrt werden. Auf die Notwendigkeit der Beweisfithrung fiir die mitgeteilten
Grenzwerte sind die Schiiler ausdriicklich hinzuweisen. (Interessierten Schiilern kénnte zu
tim 22
h-0 .
Festigung durch formale Aufgaben zur Differentiation der Sinusfunktion und durch Aufgaben
zum Ermitteln einer Tangentengleichung an den Graph der Sinusfunktion Die erarbeitete
Regel fiir die Differentiation der Sinusfunktion ist sofort an einigen formalen Aufgaben zu
festigen, wobei die Regeln fiir die Differentiation einer Summe, eines Produkts, eines Quo-
tienten von differenzierbaren Funktionen und der Kettenregel fiir die Differentiation ver-
ketteter Funktionen zur Anwendung gelangen [SSA (zum Teil miindlich) B 29 (LB 187),
® B 56 und einige Aufgaben der Nummern 1 und 2 (LB 189f))].

Fiir die weitere Festigung (zum Teil als Hausaufgabe) sind vorgesehen:

* — die Bearbeitung der Aufgaben 3 und 4 (Ermittlung von Argumenten, fiir die bestimmte Be-
dingungen gelten),

h empfohlen werden: ,,Wissensspeicher Mathematik*, Seiten 71/72.)

1 Bei der im Lehrbuch vorgefiihrten Umformung des Differenzenquotienten wird das den Schiilern bekannte Additions-
theorem fiir sin (» + B) verwendet. In der Literatur findet man héufig auch die Anwendung der goniometrischen
Beziehung fiir sin & — sin 8.
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- — die Ermittlung einer Gleichung fiir die Ta.ngente an den Graph einer Smusfunktlon (Bei-
~ spiel B 30 sowie die Aufgaben 5 und 6). ‘
Hier kdnnte einem leistungsstarken Schiiler das Thema fiir einen Schulervortrag in der
2. Stunde dieser Lerneinheit gestellt werden: ,,Beweis, daB die Ableitung einer differenzier-
baren periodischen Funktion wieder eine periodische Funktion ist* (LB 205: Nr. 37%). -

Erarbeitung der Differenzierbarkeit der Funktionen cos, tan, cot  Die Schiiler bringen Vor-
schldge fiir die Differentiation der Kosinusfunktion.

Im Unterrichtsgesprich konnten die Vorschlige der Schiiler diskutiert werden: Es wire
moglich, auf zur Herleitung der Ableitung der Sinusfunktion analogem Weg zur Ableitung
der Kosinusfunktion zu gelangen. Aber unter Nutzung der Komplementwinkelbezichung

cos x = sin (—Z— - ) ist die Ableitung der Kosinusfunktion sehr ,,bequem‘ zu erhalten

(Riickfithrprinzip verdeutlichen!). Die Schiiler fithren diesen Plan aus.

Unter dem Gesichtspunkt einer abwechslungsreichen methodischen Gestaltung des Unter-
richts konnen die Schiiler den Auftrag B 57 bearbeiten, um die Ableltungen der Funktionen
tan bzw. cot zu erhalten.

Nun vervolistindigen die Schiiler ihre aus derKlasse 11 starnmende und im Stoffabschnitt 2.2
bei der Differentiation und Integration der Logarithmus- und Exponentialfunktionen der
Klasse 12 ergiinzte Zusammenstellung der Differentiationsregeln durch Aufnahme der Ab-
leltungen der Winkelfunktionen. Die Schiiler suchen auch die Ableitungen der Winkelfunk-
tionen im Tafelwerk »»Tabellen und Formeln‘, Ausgabe 1973, S. 45, -auf.

Ubung durch formale Aufgaben zur Differentiation der Funktlonen COs, tan, cot sowie zusam-
- mengesetzter und verketteter Funktionen der Winkelfunktionen = Die Schiiler 16sen die in
den Beispielen B 31 und 32 (2. Ableitung) gegebenen Aufgaben selbstindig ohne Benutzung
des Lehrbuchs (Kontrolimoglichkeit!). Zur weiteren Ubung (auch als Hausaufgaben) dlenen
LB 190: Nr. 9 und 10 sowie 7 und 8; ferner LB 204f.: Nr. 35 und 36.

Anwendung der Differentialrechnung zum Ermitteln von Tangentengleichungen an Graphen
von Winkelfunktionen und zur Untersuchung des Monotonieverhaltens von Winkelfunktionen
Die Schiiler kénnen selbstindig eine Gleichung der Tangente an den Graph von kaelfunk-
tionen in einem gegebenen Punkt (Aufgaben 11 und 12) ermittein.

Durch Bearbeitung des Beispiels B 33 im Unterrichtsgesprich oder durch einen Schiiler-
vortrag werden die Schiiler veranlafit, einen Zusammenhang zwischen der Monotonie einer
Funktion in einem Intervall und der Ableitung dieser Funktion in diesem Intervall zu reak-
tivieren (Lehrbuch, Klasse 11, Seite 195, Satz C 9). Zur Begriindung dieses Satzes konnte der
Mittelwertsatz der Differentialrechnung herangezogen werden (Festigung der Grundlagen
der Differentialrechnung). "

Erarbeitung des Aufsuchens von Stammfunktionen zu Sinus- bzw. Kosinusfunktionen - Die
Schiiler konnen die Problematik der Umkehrung der Differentiation der Winkelfunktionen
selbstindig formulieren. Sie bearbeiten den Auftrag B 58 und formulieren bei der Ermittlung
von Stammfunktionen der Sinusfunktion:
Die Funktion F mit F’(x) = —cos x ist eine Stammfunktion von f, gegeben durch
f(x) = sin x, weil (—cos x)’ = —(—sin x) = sin x ist.
Sie suchen die Grundintegrale f sin x dx bzw. fcos x dx im Tafelwerk ,,Tabellen und For-
meln*, Ausgabe 1973, S. 46, auf. Dabei ist die Schiilerfrage nach J. tan x dx bzw. f cot x dx

zu erwarten. Die Schiiler sollten dann erfahren, daB. diese unbestimmten Integrale keine
,,Grundintegrale‘‘ sind und durch geeignete Substitution berechnet werden kénnen. Es wire
auch moglich, den Schiilern die Ergebnisse der Integration zu geben und durch Differen-
zieren die Richtigkeit bestitigen zu lassen.
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_ Ubungen durch formale Aufgaben zum Ermitteln von Stammfunktionen zu Sinus- bzw. Kosinus-

funktionen und zur Berechnung bestimmter Integrale, deren Integrand eine Sinus- bzw. Ko-
sinusfunktion ist  Die Schiiler 16sen die Aufgaben 13 und 14 (EB 190) selbstindig und be-
griinden die Rxchtlgkext ihres Ergebnisses durch Differenzieren. Nach der Wiederholung des
Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung berechnen die Schiiler mit den Auf-
gaben 15 und 16 bestimmte Integrale.
Wenn noch Zeit vorhanden ist, konnen die im Beispiel B 34 gestellten Aufgaben (bestlmmtes
Integral zur Berechnung des Flidcheninhalts von Punktmengen) den Schiilern zur selbstén-
digen Bearbeitung gegeben werden als Vorbereitung der in der Lerneinheit B 19 zu behan-
delnden Flicheninhaltsberechnungen. Dariiber hinaus stehen mit Nr. 38 bis 41 (LB 205)
weitere formale Aufgaben zur Ubung zur Verfiigung.

In einer vOrbéreitendén Hausaufgabe koénnten die Schiiler die Schrittfolge fiir die Durch-
fithrung von Kurvendiskussionen fiir die nichste Stunde bereitstellen.

Kontrollauféaben

(1y LB 204f.: Nr. 36d, f und 35g (Differenzieren von Winkelfunktionen)
(2) LB 190: Nr. 5a (Ermitteln von Tangentengleichungen)
(3) LB 205: Nr. 40b (Berechnen bestimmter Integrale)

Lerneinheit 17 _ | ‘ (3 5td.)

Kurvendiskussionen
LB 191 bis 194

Die Schiiler wenden ihre Kenntnisse iiber die Differentiation (.» LE B 16) und das Skizzieren
(~ LE B 14) von Winkelfunktionen bei Kurvendiskussionen an und gewinnen dabei weitere
Fihigkeiten. Der Proze3 der Entwwklung von Fertigkeiten im Losen goniometrischer Glei-
chungen wird weitergefiihrt.

Ziele

Die Schiiler ‘ , €

— konnen typische Aufgaben zu Kurvendiskussionen fiir Winkelfunktionen weit-
gehend selbstindig 16sen und die Losungswege in einer iibersichtlichen Nxederschnft
darstellen, ,

— konnen goniometrische Gleichungen, die im Zusammenhang mit Kurvendiskus-
sionen auftreten, 16sen.
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- Schwerpunkte

Fiir alle drei Stunden

- F_estigung der Vorgehensweise bei Kurvendiskussionen
— Ubung im Losen goniometrischer Gleichungen

1. Stunde

— Ubungen zu Kurvendiskussionen fiir Funktionen, die nur eine Winkelfunktion ent-
halten (m B 35)

2. Stunde

— Ubung zu Kurvendiskussionen fiir Winkelfunktionen verschledener Argumente
(= B 36) e

3. Stunde

~ Ubung zu Kurvendiskussionen fiir zusammengesetzte Funktionen, die Winkel-
funktionen enthaiten (m B 37)

Methodische Hinweise

Festigung der Vorgehensweise bei Kurvendiskussionen  Aufgrund der vorbereitenden Haus-
aufgabe sind die Schiiler in der Lage, die einzelnen Schritte, die bei der Durchfiihrung einer
Kurvendiskussion zu gehen sind, zu erldutern, zu begriinden und auf Winkelfunktionen zu
iibertragen.

Dabei sollte auf eine mathematisch einwandfreie, iibersichtlich gegliederte und saubere
Anlage des Losungsweges und auf die Anfertigung sauberer Skizzen, evtl. durch Berechnung
zusitzlicher Funktionswerte, geachtet werden (z. B. Anfertigung einer ,,Musterlosung* in
Beispiel B 36).

Weiterhin sollte darauf geachtet werden, daB die Schiiler konzentriert, sicher und ziigig ar-
beiten und sich auch hier bemiihen, elementare Fehler beim Rechnen mit Zahlen, beim Losen
von Gleichungen und beim Anwenden der Differentiationsregeln zu vermeiden. Sie sollten
das Bediirfnis haben und dazu auch fihig sein, ihre Losungswege und Ergebnisse zu kon-
trollieren. Selbst wenn nicht ausdriicklich in der Aufgabenstellung verlangt worden ist, das
Extremum nachzuweisen, miissen die Schiiler daran gewohnt sein.

Im Unterricht smd Moglichkeiten zu schaffen, um iiber Losungswege zu dlskutleren, diese
Losungswege zi kommentieren und zu begriinden.

Ubung im Losen goniometrischer Gleichungen Die in der Lerneinheit B 15 begonnenen
Ubungen im Losen komplizierter goniometrischer Gleichungen kénnen hier unter Nutzung
des im Lehrbuch auf Seite 184 angegebenen heuristischen Programms weitergefiihrt werden.
Am Ende dieser Lerneinheit sollten die Schiiler sichere Fertigkeiten in der Auswahl der Riick--
fithrungsmittel und im Lésen goniometrischer Gleichungen der in Lerneinheit B 14 an-
gegebenen Typen besitzen.

Ubung zu Kurvendiskussionen fiir Funktionen, die nur eine Winkelfunktion enthalten. Die
Schiiler sollten die Aufgabe des Beispiels B 35 selbstindig 16sen. Sie konnen ,,im Bedarfs-
falle* sich Rat im Lehrbuch holen. Unbedingt sollten sie nach Beendigung ihrer A:bent ihre
Ergebnisse mit denen des Lehrbuchs vergleichen. -

Weitete Aufgaben zur Ubung, zum Teil auch als Hausaufgabe: LB 194: Nr. 1a—cund 2a, b.
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Dabei sollte die Formulierung ,,skizzieren ...in einem geeigneten Intervall*“in der Aufgaben- '
stellung geklirt werden. ) .

Ubung zu Kurvendiskussionen fiir Winkelfunktionen verschiedener Argumente Anhand
des Beispiels B 36 sollte eine ,,Musterlosung* fiir die Durchfiihrung einer Kurvendiskussion
geschaffen werden. Dieses Beispiel verdeutlicht den Schiilern die Notwendigkeit, das Extre-
mum nachzuweisen, und zeigt das Vorgehen, wenn eine Entscheidung mit der hinreichenden
Bedingung fiir lokale Extrema nicht getroffen werden kann. .

Ubung zu Kurvendiskussionen fiir zusammengesetzte Funktionen, die Winkelfunktionen ent-
halten Die im Beispiel B 37 gestellte Anwendungsaufgabe sollte im Unterrichtsgesprich
geldst werden. Den sich anschlieBenden Auftrag B 59 konnen aber die Schiiler selbstindig
bearbeiten.

Zur weiteren Ubung dienen die Aufgabe 4 (analoge Aufgabenstellung zum Beispiel B 37)
sowie die Aufgaben 2c, 3 und 5.

Fiir die folgende Stunde kénnte allen Schiilern die Bearbeitung des Auftrags B 61 als vor-
bereitende Hausaufgabe gestellt werden. .

Kontrollaufgaben
LB 194: Nr.1c und 3

Lerneinheit 18 \ (3 5td.)

Extremwertaufgaben
LB 195 bis 198

pa
8

Da bei Extremwertaufgaben den Schiilern das Auffinden des Losungsansatzes (mathema-
tische Formulierung der Zielfunktion) groBere Schwierigkeiten bereitet, sollte (aus Zeit-
griinden) in einigen Fillen nur das Auffinden des Losungsansatzes geiibt werden. Hierfiir
eignen sich besonders die Aufgaben 42 bis 44 (LB 205).

Ziele

Die Schiiler

— kennen die Schrittfolge fiir das L6sen von Extremwertaufgaben und kénnen sie auf
Extremwertaufgaben, deren Zielfunktionen Winkelfunktionen sind, anwenden,

— koénnen aus gegebenen Bedingungen einer Aufgabe Zielfunktion und Nebenbedin-
gungén mit Hilfe von Beziehungen zwischen Winkelfunktionen mathematisch for-

. mulieren, '

- entwickeln ihre Fertigkeiten im Lésen goniometrischer Gleichungen weiter,

- sind von der Notwendigkeit der Kontrolle des Ergebnisses iiberzeugt, kdnnen sie
bei den vorgelegten Aufgaben durchfiihren und formulieren das Ergebnis (unter
Angabe der entsprechenden Einheit) in einem Antwortsatz.
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Schwerpunkte

Fiir alle drei Stunden

- Ubung im Lésen von Extremwertaufgaben
- Ubung im Finden des Losungsansatzes
- Ubung im Losen goniometrischer Gleichungen

Methodische Hinweise ,

Ubung im Losen von Extremwertaufgaben  Zur Bereitstellung erforderlichen Wissens bear-
beiten die Schiiler die Auftrige B 60 und 61 (Auftrag 61 als vorbereitende Hausaufgabe ge-
stellt).

Den Schiilern ist beim Lésen von Aufgaben wiederholt zu verdeutlichen :

— Beim Aufstellen der Zielfunktion und beim Formulieren der Nebenbedingungen soljten
Winkelfunktionen bzw. Beziehungen zwischen Winkelfunktionen Verwendung finden. Auf
mogliche andereLosungswege (z. B. Anwendung von Wurzelfunktionen) sollte hingewiesen
werden.

— Das Nachpriifen des Erfiilltseins einer hinreichenden Bedingung fiir die Existenz des Ex-
tremums ist unverzichtbarer Bestandteil der Losung einer Extremwertaufgabe.

~ Es ist zu untersuchen, ob das gefundene lokale Extremum auch das gesuchte globale Ex-
tremum ist.

— Nach einer Uberpriifung ist das Ergebnis in einem Antwortsatz unter Verwendung der
Einheit zu formulieren.

Es ist zweckmiBig, alle im Lehrbuch angebotenen Aufgaben zum Losen'von Extremwert-
aufgaben, die auf Winkelfunktionen fiihren, zu bearbeiten. Bei einigen Aufgaben ist aus Zeit-
griinden eine Beschrinkung auf das Ansatzfinden geboten. Hierfiir wird folgender Weg vor-
geschlagen

(1) Die Aufgabe des Beispiels B 38 (LB 195) wird ausfiihrlich im Unterrlchtsgesprach
bearbeitet, und alle Einzelheiten werden besprochen. Dabei konnte eine Musterlosung
einer Extremwertaufgabe an der Tafel und in den Heften der Schiiler entstehen, die als
Richtschnur und MaBstab fiir die selbstindige Arbeit im weiteren Unterricht dient.
Bei den weiteren Aufgaben sollte sich der Lehrer zunichst davon iiberzeugen, daB die
Schiiler iiberhaupt die Problemstellung verstanden haben (Formulierung der Aufgabe-
mit eigenen Worten durch die Schiiler) und daB sie die Zielfunktion mathematisch richtig
formuliert haben. Trotz Anfertigung einer Skizze bereitet es den Schiilern oft Schwierig-

“keiten, die geeigneten Nebenbedingungen zu finden. Mit groBer Wahrscheinlichkeit
brauchen viele Schiiler Hilfe des Lehrers beim Aufstellen der Zielfunktion mit einer
Variablen bei der Aufgabe 5 (LB 198).

(2) Die Aufgabe 1 (LB 198) wird von den Schiilern selbstindig gelost.

(3) Ohne Benutzung des Lehrbuchs wird die Aufgabe des Beispiels B 39 (LB 196) gelost. Auf
die Einfithrung der Konstanten K wird hingewiesen. AuBerdem wird seitens des Lehrers
anhand einer Tafelskizze entsprechend Bild B 43 (LB 196) darauf aufmerksam gemacht,

. daB wegen B = f(r, ¢) eine trigonometrische Bezichung am rechtwinkligen Dreieck zur
Grundlage genommen werden kénnte. AnschlieBend arbeiten die Schiiler selbstindig.

(4) Die Aufgabe 3 wird in gleicher Weise wie das Beispiel B 39 von den Schiilern selbstindig

gelost.
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(5) D1e Aufgabe 2 kann nach Erarbemmg des Losungsansatzes 1m Untemchtsgesprach von
"~ den Schiilern selbstindig zu Ende gefiihrt werden.

(6) Nach kurzer Erlduterung des physikalischen Sachverhalts 16sen die Schiiler die Aufgabe 4,

(7) Fiir die Aufgabe im Auftrag B 62 ist eine Wegleitung in Form von Lﬁsungshinweisen
gegeben, so daB die Schiiler weitgehend selbstindig arbeiten kénnen. Den Schiilern
sollte iiberdies empfohlen werden, die Lingen der Strecken AE und BF im 4. Punkt

der Losungshinweise zu verwenden. Es sei AE = a, BF = b.
Dann ist :

‘= V2 + a2 + \/(d—.vc)2.+b2
N C1 C2

= f()!

Hierbei wire jedoch keine Winkelfunktion zu differenzieren.

(8) Fiir die Aufgabe 5 (LB 198) sollten den Schiilern die folgenden Hinweise gegeben
werden:
Fiihren Sie ein rechtwinkliges Koordinatensystem ein! Beschrelben Sie die Bewegung des
schriagen Wurfs durch

(D x = vt -cosa

)y = vot-sina —%t’!

Da (II) eine nach unten gedffnete Parabel beschreibt, hat diese Funktion Nuilstellen bei

2
t; = 0 (Beginn) und ¢, =—§°—-sinoc.

Wird ¢, in (I) eingesetzt, so erhilt man
2

0, | v, .
X =10p —=- cosa-sina = —-sin 2& = f(x).
g

Nach der Differentiation der Funktion S (fir den Schiiler ungewohm x’) k6nnen die
lokalen Extrema ermittelt werden.

Ubung im Finden des Losungsansatzes
Ein besonderer Schwerpunkt beim Lésen von Extremwertaufgaben ist das Auffinden des
Losungsansatzes (der Zielfunktion mit einer Variablen). Wenn auch bei jeder der oben ge-
planten Aufgaben ein Losungsansatz erarbeitet werden muB, so brauchen einige Schiiler
weitere Zusatzaufgaben (zum Beispiel LB 205: Nr. 42 und 43).
Die Schiiler sollten auch in der Hausaufgabe den Losungsansatz suchen; keinesfalls darf der
Unterricht so gestaltet werden, daB die Losungsansétze im Unterrichtsgesprich, die folgende
Rechnung in der Hausaufgabe bewiltigt werden.
Die Schiiler sollten einmal bei einer Aufgabe zwei mogliche Losungswege einander gegen-
iiberstellen: (1) Die Zielfunktion wird durch eine Wurzelfunktion verkorpert, (2) die Ziel-
funktion stellt eine Winkelfunktion dar. Die Schiiler sollen dabei erkennen, daB bei Verwen-
dung einer Wurzelfunktion die 2. Ableitung kompliziert zu bilden ist, wihrend bei Verwen-
. dung einer Winkelfunktion oft der Ansatz schwieriger zu finden ist. Als Beispiel elgnet sich
die Aufgabe 43 (LB 205). .

Ubung im Lésen goniometrischer Gleichungen

Die beim Losen von Extremwertaufgaben (mit Winkelfunktionen) auftretenden goniome-
“trischen Gleichungen sollten bewuBt genutzt werden, um die Fertigkeiten der Schiiler im
Ldsen goniometrischer Gleichungen weiterzuentwickeln (durch Angabe und Begriindung der
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Riickfithrungsmittel), so daB die Schiiler am Ende dieser Lerneinheit Sicherheit im-Losen -
goniometrischer Gleichungen der in Lerneinheit B 15 angegebenen Typen besitzen. Dabei
sollte auch auf die Durchfithrung der Probe hingewiesen werden, um die Schiiler an die Kon-
trolle der eigenen Arbeit zu gewohnen.

Zur hiuslichen Vorbereitung auf die Flicheninhaltsberechnung mit Hilfe der Integralrech-
nung koénnte allen Schiilern der Auftrag erteilt werden, das Grundwissen iiber das bestunmte
Integral zur Flicheninhaltsberechnung fiir einen Schiilervortrag vorzubereiten.

Kontrollaufgaben
(1) LB 198: Nr. 4; (2) LB 205: Nr. 43

Lerneinheit 19 , (35td.)
Fliicheninhaltsberechnungen .
LB 198 bis 201

Zur Flicheninhaltsberechnung von Punktmengen, die durch Graphen von Winkelfunktionen
begrenzt werden, sind die in der Lerneinheit B 16 erarbeiteten Kenntnisse dér Schiiler zu
reaktivieren. Das ist dann nicht erforderlich, wenn die in den Vorbemerkungen zur Lern-
einheit B 16 dargestellte  Variante (UH 188), die 3. Stunde dieser Lerneinheit unmittelbar
vor der Lerneinheit B 19 zu behandeln, gewihlt wird.

Die 3. Stunde dieser Lerneinheit ist fiir eine Zusammenfassung des Stoffes aus dem Stoff-
abschnitt 2.3 vorgesehen und dient der Einordnung dieses Stoffes in den Analysislehrgang
der Schiiler. .

Ziele -

Die Schiiler

koénnen mit Hilfe der Integralrechnung Flicheninhalte von Punktmengen berechnen,
die zum Teil oder volistindig durch Graphen von Winkelfunktionen begrenzt werden.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Reaktivierung der theoretischen Grundlagen der Flicheninhaltsberechnung mittels
Integralrechnung

— Anwendung der Integralrechnung zur Berechnung des Flachemnhalts von Punkt-
mengen, die vom Graph einer Winkelfunktion, der x-Achse sowie den Geraden
x = aund x = b begrenzt werden (& B 40)
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2. Stunde

Anwendung der Integralrechnung zur Berechnung des Flicheninhalts von Punkt-
mengen, die durch die Graphen zweier Funktionen (wenigstens eine davon ist eine
Winkelfunktion) sowie den Geraden x = aund x = b begrenzt werden ( B 41, B 42)

3. Stunde
Zusammenfassung des Stoffabschnitts 2.3

Methodische Hinweise

Reaktivierung der theoretischen Grundiagen zur Flicheninhaltsberechnung mittels der Inte-
gralrechnung  Je nach der Klassensituation ist das Grundwissen iiber das bestimmte In-
tegral (Definition, Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) zu wiederholen. Das
kann im Unterrichtsgespriach oder durch einen Schiilervortrag erfolgen. Wurde die Lern-
einheit B 16 wie im Lehrbuch dargestellt behandelt, sollten im Rahmen der tiglichen
Ubungen Stammfunktionen zu gegebenen Sinus- bzw. Kosinusfunktionen ermittelt werden.
AnschlieBend wird die Anwendung des bestimmten Integrals geklirt: Was versteht man unter
dem Flicheninhalt einer Punktmenge, die von dem Graph von f, der x-Achse sowie den
Geraden x = aund x = b begrenzt wird? Welche Lage konnen diese Punktmengen haben?
(Vgl. Zusammenfassung im Lehrbuch 11, Seite 266) Wie erfolgt im einzelnen deren Flichen-
inhaltsberechnung (Ermittlung von, Nullstellen beachten)?

Anwendung der Integralrechnung zur Berechnung des Flicheninhalts von Punktmengen, die vom
Graph einer Winkelfunktion, der x-Achse sowie den Geraden x =« und x = b begrenzt
werden Im Unternchtsgesprach sollte die Aufgabe des Beispiels B 40 bearbeitet werden.
Die Schiiler sind auf die erforderliche Untersuchung auf mogliche Nullstellen im Integra-
tionsintervall hinzuweisen. Je nach dem Ubungsbediirfnis der Schiiler sollten einzelne Auf-
gaben aus den Nummern 1 und 2 (LB 200) zur differenzierten Unterrichtsgestaltung aus-
gewihlt werden. Die Schiiler sollten daran gewohnt sein, die Ergebnisse ihrer Rechnung zu
kontrollieren: Sie sollten beim Aufsuchen der Stammfunktionen durch Differentiation die
Richtigkeit tiberpriifen, sie sollten ihr Ergebnis der Flicheninhaltsberechnung kritisch wer-
ten, nicht zuletzt durch Vergleich des Ergebnisses mit der graphischen Darstellung des zu
berechnenden Flicheninhalts.

Anwendung der Integralrechnung zur Berechnung des Flicheninhalts von Punktmengen, die
durch Graphen zweier Funktionen sowie den Geraden x = @ und x = b begrenzt werden In
diesem Schwerpunkt werden zwei Aufgabentypen behandelt:

— Ermitteln der oberen Grenze des bestimmten Integra]s bei Vorgabe des Flicheninhalts
(m B41),

— Berechnung des Flacheninhalts einer Punktmenge, die von den Graphen zweier Funk- -

. tionen (wenigstens eine davon ist eine Winkelfunktion) sowie den Geraden x = a und
x = b begrenzt wird (& B 42).

Bei beiden Aufgabentypen sollte den Schiilern zunichst das Problem genannt werden; sie
sollen selbst den Ansatz fiir die Losung finden. Nach der Begriindung des Ansatzes durch
einen Schiiler sollten alle Schiiler die Rechnungen selbstindig ausfiihren.

Weitere Ubungsaufgaben fiir den ersten Typ stellen die Aufgaben 5 und 6 (LB 201), fiir den
zweiten Typ die Aufgaben 3 und 4 (LB 200) sowie die Aufgabe 62 (LB 216) dar, die teils im
Unterricht, teils als Hausaufgabe gelost werden sollten.
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Kontrollduj;raben .
(1) LB 216: Nr.62b;  (2) LB 201: Nr. 5

Zusammenfassung des Stolfabschmtts 2.3

In dieser Stunde solite den Schiilern der Zuwachs an Wxssen und Konnen riickblickend ver-
deutlicht werden, der im Stoffabschnitt 2.3 erreicht wurde. Dabei sollte die auf Seite LB
200 befindliche Zusammenfassung genutzt werden. Dazu wird folgender Vorschlag unter-
breitet:

— Kurze Ubersicht iiber die behandelten Probleme und deren Lﬁsungsansdtze.‘“ Um auch Kur-
vendiskussionen durchfithren, Extremwertaufgaben 16sen und Flicheninhalte von Punkt-
mengen berechnen zu kdnnen, wenn die dabei auftretenden Funktionen Winkelfunktionen
sind, miissen in vielen Fillen die Winkelfunktionen differenziert bzw. integriert werden
konnen.

~ Uberblick iiber richtige fachliche Voraussetzungen fiir die Differentiation von Winkel-
funktionen: Die von den Schiilern genannten Begriffe, Sitze, Verfahren werden im Unter-
richtsgespriich erliutert; Beschrinkung auf einige wesentliche Gegenstinde, jedoch Be-
_ tonung des Losens goniometrischer Gleichungen.

— Riickblick auf die Herleitung der Ableitungen der Winkelfuriktionen: Welche Kenntnisse
mubBten bereitgestellt werden? Herleitung der Ableitungen der Winkelfunktionen. Um-
kehrung der Differentiairechnung fiihrte zu Stammfunktionen der kaelfunktlonen
Grundintegrale der Winkelfunktionen. ‘

~ Weitere Ubungsaufgaben zu den Anwendungsgebieten der Differential- und Integral-
rechnung der Winkelfunktionen.

Auswahl aus den noch nicht bearbeiteten Aufgaben des Lehrbuches.

Stoffabschnitt 2.4 : (14 5td.)
Ubungen und Anwendungen; Wiederholungen

Das Hauptanliegen dieses Stoffabschnitts besteht im umfassenden Festigen der im Analysis-
lehrgang der Klassen 11 und 12 erworbenen Kenntnisse, Fahigkeiten und Fertigkeiten unter
Einbeziehung von Elementen der Kombinatorik und des Beweisverfahrens der vollstindigen
Induktion. Die zu 16senden Aufgaben sind iiberwiegend komplexer Natur. Damit dient der
Stoffabschnitt 2.4 insbesondere auch der zielgerichteten Vorbereitung der Schiiler auf die
Reifepriifung im Fach Mathematik. (Allerdings darfsich diese Vorbereitung nicht im Trai-
‘nieren des Losens bestimmter Aufgabentypen erschopfen. Auch dem Reaktivieren der
Theorie muB die gebiithrende Aufmerksamkeit gewidmet werden. Wie das in sinnvoller Ver-
bindung mit dem Aufgabenlosen erfolgen kann, wird an Beispielen auf Seite UH 200ff.
gezeigt.) Aufgabenauswahl (s. dazu auch LP 52/53) und Unterrichtsgestaltung miissen der
jeweiligen Klassensituation Rechnung tragen. Grundsitzlich ist ein hoher Grad an Selb-
stindigkeit der Schiiler beim Suchen von Ansitzen und Losungswegen, beim Lésen, beim
Kontrollieren der Ergebnisse und beim Reaktivieren benotigten Wissens anzustreben. Fol-
gendes sollte bei der Planung und Durchfithrung der Unterrichtsstunden in diesem Stoff-
abschnitt beriicksichtigt werden (s. auch LP 14/15):

1 4 Stunden der insgesamt gemiB Lehrplan vorgesehenen 18 Stunden sind fiir eine Klassenarbeit geplant.
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® Die Schiiler sollten die gestellten Aufgaben weitgehend selbstindig 16sen (ein frontales
Vorgehen, z. B. das Erarbeiten des Lésungsansatzes im Unterrichtsgesprich, sollte nur in
Ausnahmefillen gewdhlt werden) und dabei auf einwandfreie dulere und mathematisch -
exakte Form (Zwischeniiberschriften, Begriindungen, Antwortsétze mit entsprechenden
Einheiten) achten.

@ Entsprechend dem unterschiedlichen Leistungsvermdgen und Festigungsbedarf einzelner
Schiiler und Schiilergruppen sollte der Lehrer Moglichkeiten fiir differenziertes Arbeiten
nutzen.

@ Das lingerfristige Erteilen von Auftrigen sollte in diesem Stoffabschnitt ganz besonders
Beachtung finden. So kénnte man zur Reaktivierung bestimmter Stoffelemente Kurz-

_ vortrige (als Beispiel eignen sich die Auftridge B 63 bis B 71) vorbereiten lassen ( / Hin-
weise auf der Seite UH 200 sowie Kontrollaufgaben unter 6. auf der Seite UH 129).
Ferner sollten auch umfangreichere Hausaufgaben gestellt werden. '

® Im Rahmen einer Wiederholungsplanung konnen auch einmal Stoffkomplexe systema-
tisch vorgenommen werden. Hierfiir ist auch der Aushang von Wiederholungskomplexen
einschlieBlich einiger Aufgaben im Fachkabinett zu empfehlen. Andererseits sollten in der
Endphase der Wiederholung die Schiiler in der Lage sein, sich schneil von einer Aufgabe
auf eine andere einzustellen. °

® Die Gruppenarbeit — eventuell unter Anleitung leistungsstarker Schiiler — sollte ent-
sprechend den Bedingungen in der Klasse organisiert werden.

® Stirker als bisher sollte man das Vorgehen beim Aufgabenlosen kommentieren lassen.
Die Schiiler sind auch anzuhalten, Moglichkeiten der Selbstkontrolle ihrer Arbeitsergeb-
nisse zu nutzen {z. B. Abschitzungen und Uberschlige, Vergleich von Funktionswerten
an Extremstellen mit benachbarten Funktionswerten, Vergleich graﬁsche Darstellung -
Rechnung u. a.).

® Ansatzpunkte fiir eine erzieherische Wertung (LP 11f£.) bleten belsplelswelse die Aufgaben
39, 42, 49, 51 (Rolle der Mathematik in Okonomie und Militirwesen).

Hinweise zu den Aufgaben

Durch das Aufgabenangebot des Lehrbuchs (LB 205 bis 216) werden die im Lehrplan ge-
nannten inhaltlichen Schwerpunkte ,,abgedeckt®. Die folgende Ubersicht gibt eine Zuord-
nung der Aufgaben zu bestimmten inhaltlichen Problemen. Entsprechend dem komplexen
Charakter der meisten Aufgaben (mehrere Teilaufgaben zu jeweils unterschiedlichen Pro-
blemen) werden einzelne Aufgaben mehrfach angefiihrt. Nicht besonders erwdhnt sind das
Losen von Gleichungen, das im Zusammenhang mit der Bearbeitung von Kurvendiskus-
sionen, Extremwertaufgaben und Flicheninhaltsberechnungen ohnehin in der Regel durch-
gefithrt werden muB, sowie das Ermitteln von Stammfunktionen, das bei Flacheninhalts- ™
berechnungen durch Integration erforderlich ist.

Untersuchung von Zahlenfolgen ; 1,2,3,4,15

Aufgaben zur Kombinatorik » 54 bis 61

Kurvendiskussionen 5, 6, 13, 16, 17, 19, 20, 22, 25, 26, 31, 32, 33,"
34, 35, 50

Extremwertaufgaben 4 v 27, 36 bis 49, 51, 52, 53
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Berechnen von Flicheninhalten - : 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 20, 23, 26
A 28, 31, 33, 34, 35,62

Tangentengleichungen 12, 14, 16, 18, 22, 23, 27, 32, 34, 50

Beweisaufgaben (insbes. Bew. durch vollst. 1,2,3,4,15,21, 24,25
Induktion) ‘
Aufgaben zum Stoff von 2.2 ' : 2, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28,

29, 30 (Anwendungsaufgaben)

Aufgaben zum Stoff von 2.3 ' 31, 32, 33, 34, 35,
36, 37, 38, 41, 42, 49, 51, 52 (Anw. Aufg.)

Die Auftriige B 63 bis B 71 eignen sich fiir vorbereitete Kurzvortrige (moglichst gezielt und
differenziert an bestimmte Schiiler vergeben, Vorbereitung der miindlichen Reifepriifung).
Die Wertung der gehaltenen Vortrige (Schiiler einbeziehen!) sollte neben der fachlichen
Richtigkeit und Vollstindigkeit auch die sprachliche Gestaltung und den Vortragsstil er-
fassen. Moglich ist z. T. auch der Einsatz einiger Auftréige fiir kurze schriftliche Leistungs-
kontrollen (z. B. B 66, 67, 68, 69, 70).

Zu B 63/64 konnte von einem Schiiler ein Vortrag vorbereitet und im Zusa.mmenhang mit
dem Losen der Aufgaben 1, 3 und 4 dargeboten werden.

Fiir B 66 empfiehlt sich u. U. der Hinweis, eine Funktion 3. Grades als Belsplel zu wihlen,
die sowohl ein lokales Maximum als auch ein lokales Minimum besitzt.

Die Auftrige B 68 bis 71 konnen zur Festigung von Grundkenntnissen aus der Integral-
rechnung genutzt werden.

Die Antwort zu B 69 sollte etwa lauten:
1

4
Unter dem bestimmten Integral f (x% + 1) dx versteht man die reelle Zahl 3 die der

. 0
gemeinsame Grenzwert gewisser Zahlenfolgen ist (deren Bildung sollte kurz erldutert
werden, ~ dazu Lehrbuch 11, Kapitel D). .

ZweckmibBig ist die Kopplung der Auftrige B 69 und B 68 bzw. B 70. Die vorliegende Auf-
gabenstellung 148t sich auch erweitern:

@ B 68 Zusammenstellung bekannter Regeln fiir das Ermitteln von Stammfunktionen und
deren Beziehung zu Differentiationsregeln.

® B 70 Herleitung des Hauptsatzes ( » Lehrbuch 11, Kap. D, [> 5); Erliutern des Verfah- -

.rens der Integration durch lineare Substitution (ankniipfend an c)).

Zu B 71 kann ein Vortrag gehalten werden im AnschluB an das Losen einer Aufgabe, die das
Berechnen des Flicheninhalts einer Punktmenge fordert (z. B. 10, 11, 12 u.a.). Es sollte
ein Uberblick iiber die in Klasse 11 behandelten Fille gegeben werden (s. dazu entsprechende
Ubersicht im Lehrbuch, Klasse 11, Seite 266). Ergiinzend kann das Gewinnen einiger ele-
mentarer Flacheninhaltsformelnmit den Mitteln der Integralrechnung erdrtertwerden (Recht-
eck, Trapez, Parallelogramm).

Wegen der Vielzahl der im Lehrbuch zum Abschnitt 2.4 gegebenen Aufgaben kénnen hier
nur zu einigen ausgewihlten Aufgaben Hinweise erfolgen.

Aufgabe 6:
Die Schiiler sollten selbst iiberlegen, welche Untersuchungen fiir a bzw. b erforderlich smd
(Nullstellen, lokale Extrema, f(0) und evtl. Berechnen weiterer ausgewihlter Funktions-
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werte aus dem angegebenen Intervall). Die zu ¢, d und e erforderlichen Uberlegungen sind
besonders geeignet, die I_('enntnisse der Schiiler iiber die Bedingungen der Existenz lokaler
Extrema zu vertiefen. Denkbar wire auch die Verbindung des Auftrags B 66 mit dem Lisen
der Aufgabe 6 (SV zu @ B 66, anschlieBend Anwenden des reaktivierten Wlssens beim
Losen von Aufgabe 6).

' 2b .,
Man erhdlt xg; =0 und sz =3 mit

fxe) =2b+0 (b+0) bzw. f(xes) = —2b %0

und damit die Abhéngigkeit der Art der Extrema lediglich von b. Die erforderliche Fall-
unterscheidung ergibt, da '
fiir b > 0 bei xg; ein lokales Minimum und
bei xg, ein lokales Maximum,
fiir b < 0 bei xg; ein lokales Maximum und
bei xg; ein lokales Minimum vorliegt.

(Fehlerquelle beachten: —2b ist nicht notwendig eine negative Zahl! Zum Vergleich Hinweis

auf die Ergebnisse bei b = %m a.)

Aufgabe 17:

In Verbindung mit a Wiederholung der Wurzeldeﬁmtlon

Beim Skizzieren des Graphen im geforderten Intervall auf dessen Einhaltung achten!

Im Zusammenhang mit e konnte der oben genannte Vortrag zu Auftrag B 71 erfolgen.

Aufgabe 18:

Beim Skizzieren des Graphen (es geniigen dazu f(4) und f(13), Anwenden der Kenntmsse
iiber Verlauf des Graphen von f(x) = \/_ ) unbedingt auf Einhaltung des gegebenen Inter-
valls achten. (Insbesondere ist das Skizzieren liber x = 4 hinaus als Fehler zu kennzeichnen!)
Teilaufgabe c¢ konnte als differenzierte Aufgabenstellung fiir leistungsstiirkere Schiiler ver-
wendet werden. Allerdings ist zu beachten, daB derartige Teilaufgaben, in denen Koeffizien-
ten als Parameter auftauchen (z. B. 21, 22, 24, 26, 27, 28) nicht nur von diesen Schiilern ge-
fordert werden. Auch Schiiler, denen das Lésen derartiger Aufgaben noch Schwierigkeiten
bereitet, sollten diese bearbeiten, da sie geeignet sind, die Fihigkeiten zum funktionalen
Denken, zum Verallgemeinern und zum Erfassen des Wesentlichen zu schulen.

Aufgabe 34:

Bei der Planung des Losungsweges kinnte einmal von der Teilaufgabe ¢ ausgegangen werden.
- Der Graph der Funktion f mit f(x) = 1 + sin 2x wird skizziert durch Verschiebung des
Graphen der Funktion f;(x) = sin 2x um die Einheit 1 in Richtung der positiven y-Achse.
Nun sollten durch die Bearbeitung der Teilaufgabe a die durch Rechnung zu erhaltenden
Koordinaten der Extrempunkte des Graphen von f ermittelt (bestitigt) werden.

Auch wenn in der Aufgabenstellung kein ausdriicklicher Hinweis gegeben ist, ist der Nach-
weis des Erfiilltseins einer hinreichenden Bedingung fiir ein Extremum zu fiihren.

In der Tellaufgabe d sind auf Grund der Aufgabenstellung die Grenzen des bestimmten Inte-

grals 0 und vy

Es konnte smh die Frage a.nschlleBen Wie miiite die Teﬂaufgabe d formuhert sein, wenn

die obere Integrationsgrenze = sein sollte? ~

In der Teilaufgabe e (eine Parameteraufgabe) werden durch Dlﬁ'erentxatnon die Anstiege der
. Tangenten an den Graph von g in x, bzw. x, ermittelt (m, = b, m, = —b mit b > 0 nach

Aufgabenstellung). Aufgrund der Orthogonalititsbedingung (m; - m, = —1) erhilt man

fiir b = 1.
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: Aufgabe 38: ‘ ‘ : :

- Vor Beginn der Lisung sollten die Schuler emmal schitzen, wie groB das Volumen des
Containers sein konnte. Dazu mu man als Einheit fiir die Lingen mm angeben und fiir 5
beispielsweise 750 erginzen. (In diesem Fall ist das Volumen V & 2 m3.)

In diesem Zusammenhang sind die Schiiler daran zu erinnern, daB eine Variable nur zur
Bezeichnung entweder einer GrofBle oder des Zahlenwertes der GroBe in ein und demselben
Zusammenhang verwendet werden darf. Hier dienen die Variablen zur Bezelchnung der
Zahlenwerte von GréBen.

In der Teilaufgabe b sollten die Schiiler auf die ZweckmiBigkeit der Da.rstellung grofler
Zahlen mit Hilfe von abgetrennten Zehnerpotenzen hingewiesen werden (Vermeidung von
Fehlern!).

Der Inhalt 4 der trapezformigen Seitenfliche kann durch

A = f(p) =2-10° - sin p(1 + cos ¢)

als Funktion von ¢ dargestellt werden. Vorschlige fiir einen zweckmiBigen Weg zur Bildung
der 1. und 2. Ableitung angeben lassen!

Bei der Teilaufgabe c ist der Nachwels fiir das Vorhegen eines Maximums (hinreichende Be-
dingung) zu fiihren.

Bemerkung zu Hausaufgaben _ '

Da es ohnehin nicht méglich ist, alle angebotenen Aufgaben® im Unterricht zu 16sen, sollten
einzelne Aufgaben (oder auch Teilaufgaben) als Hausaufgabe (u. U. lingerfristig) gestellt
werden. Dabei ist in besonderem MaBe differenziert vorzugehen, um den fiir einzelne Schiiler
und Schiilergruppen unterschiedlichen Festigungsbedarf zu beriicksichtigen. Zur Kontrolie
und individuellen Auswertung konnen auch leistungsstarke Schiiler herangezogen werden
(Riickkopplung mit dem Lehrer erforderlich).

1 Sjehe auch ,,Weitere Aufgaben zu den Lerneinheiten B 6 bis B 19%, LB 201 bis 205,
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Es ist zu beachten, daB [101, [12], [15], [16], [18] noch vor der Einfithrung von [G 6] erschienen

sind.
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i D‘ef .
Fst
LB
LE

LP

LV
Ma

oB
Ph

: Abkﬁrzungéﬁ und Zeichen

Definition
Einfiihrung
Festigung
Hausaufgabe

Lehrbuch (z. B. LB 15 bedeutet:
" Lehrbuch Seite 15)

Lerneinheit

Lehrplan (z. B. LP 30 bedeutet:

Lehrplan Seite 30)
Lehrervortrag
Mathematik

mit Beweis

ohne Beweis
Physik )

SSA
Sv
UH

UG

Wdh
Zus
»

>
[ ]
n
2

Selbstindige Schiilerarbeit

Schiilervortrag

Unterrichtshilfen

(z. B. UH 25 bedeutet:
Unterrichtshilfen Seite 25)
Unterrichtsgesprdch
Wiederholung
Zusammenfassung
Definition

Satz . :
Auftrag im Lehrbuch
Beispiel

siche
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