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VORWORT ZUR ZWEITEN AUFLAGE

Die vorliegende zweite Auflage ist ein nahezu unveranderter
Nachdruck der ersten.

Seit dem Erscheinen der ersten Auflage sind in der russischen
Literatur keine weiteren Monographien iber Kettenbriiche er-
schienen. Von allgemeinen Leitfiden der Zahlentheorie, die eine
elementare Einfithrung in die Theorie der Kettenbriiche ent-
halten, sind die Lehrbiicher von D. A. Grave, B. A. Wenkow und
I.W. Arnold zu erwihnen.

Moskau, Oktober 1949
A. Khintchine

AUS DEM VORWORT ZUR ERSTEN AUFLAGE

Die Theorie der Kettenbriiche beschaftigt sich mit einem
speziellen Algorithmus, der zu den wichtigsten Handwerkszeugen
der Analysis, der Wahrscheinlichkeitsrechnung, der Mechanik und
insbesondere der Zahlentheorie gehért. Der vorliegende elemen-
tare Leitfaden verfolgt das Ziel, den Leser mit den sog. einfach-
sten Kettenbriichen der Form

vertraut zu machen. Dabei wird auBerdem vorausgesetzt, dafl
alle ,,Elemente a;(z > 1) ganze positive Zahlen sind. Diese
wichtigste und zugleich am besten erforschte Klasse der Ket-
tenbriiche liegt nahezu allen arithmetischen und sehr vielen
analytischen Anwendungen der Theorie der Kettenbriiche zu-
grunde.

Die Herausgabe einer elementaren Einzeldarstellung tber die
Theorie der Kettenbriiche halte ich deshalb fiir notwendig, weil

1%



Iv Aus dem Vorwort zur ersten Auflage

diese Theorie, die frither zum Programm des Mathematikunter-
richts in der héheren Schule gehérte, dort nicht mehr gelehrt
wird und deshalb nicht mehr in den Leitfiden der elementaren
Algebra enthalten ist. Andererseits sieht aber auch das Pro-
gramm der Hochschulen (sogar der mathematischen Abteilungen
an den Universititen) diese Theorie nicht vor, weshalb die Ket-
tenbriiche in den entsprechenden Hochschullehrbiichern natur-
gemal} ebenfalls nicht behandelt werden. Daher ist ein Spezialist,
der diesen elementaren Kalkiil erlernen muB, gezwungen, entwe-
der zu alten Lehrbiichern aus der Zeit vor der Revolution oder
zu ausldndischen Spezialwerken zu greifen.

Der Hauptzweck dieses Bandchens besteht darin, die genannte
Liacke in unserer Literatur zu schlieBen; es mufl daher notge-
drungen elementar und méglichst leicht faBlich sein. Dadurch
ist im wesentlichen auch sein Sti/ bestimmt. Sein Inkalt geht da-
gegen ein wenig tber die Grenzen dieses Minimums, das fir die
verschiedensten Anwendungen absolut notwendig ist, hinaus.
Dies bezieht sich vor allem auf den gesamten letzten Abschnitt,
der die Grundlagen der metrischen (oder wahrscheinlichkeits-
theoretischen) Theorie der Kettenbriiche bringt. Es handelt sich
hierbei um ein wichtiges neues Kapitel, das nahezu vollstindig
von sowijetischen Wissenschaftlern geschaffen wurde. Uber das
genannte Minimum gehen ferner viele Stellen im Kapitel B
hinaus, an denen ich bestrebt war, die grundlegende Rolle der
Kettenbriiche fir die Untersuchung der arithmetischen Natur
der Irrationalitaten soweit zu beleuchten, als es im Rahmen
einer derart elementaren Einfihrung moglich ist. Wenn die
Theorie der Kettenbriiche schon einmal in einem gesonderten
Bindchen behandelt wird, so wire es meines Erachtens unzweck-
miBig, diejenigen Momente und Querverbindungen dieser Theorie
unberiicksichtigt zu lassen, die gegenwirtig das wissenschaftliche
Denken am meisten beschaftigen.

Was die Gliederung betrifft, so bedarf hier nur die Tatsache
einer Erlauterung, dafB3 der ,formale’ Teil des Stoffes zu einem
einfiithrenden Kapitel zusammengefallit wurde. Dies gilt haupt-
sachlich fiar den Teil, in dem die Elemente der Kettenbriiche als
beliebige positive (nicht notwendig ganze) Zahlen und mitunter
sogar einfach als unabhingige Variable vorausgesetzt werden.
Ein Mangel dieser Betrachtungsweise besteht darin, daB} die
formalen Eigenschaften des zu untersuchenden Apparates frither
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an den Leser herangebracht werden als der konkrete Inhalt. Sic
werden daher losgelést von dem letzteren betrachtet, was, pad-
agogisch gesehen, zweifellos wenig giinstig erscheint.

Ganz davon abgesehen, dafl auf diesem Wege eine grofcere
methodologische Straffheit erzielt wird (denn der Leser erkennt
unmittelbar, welche Eigenschaften der Kettenbriiche der Struk-
tur des Apparates selbst entspringen und welche damit zusam-
menhingen, dafl die Elemente ganzzahlig und positiv voraus-
gesetzt werden), gestattet diese vorlaufige Absonderung des for-
malen Teiles, die arithmetische Theorie, die den Hauptzweck
dieser Lehre ausmacht, auf einer fertigen Basis aufzubauen. Man
kann daher die Aufmerksamkeit des Lesers auf den konkreten
Inhalt des dargelegten Materials konzentrieren, ohne ihn durch
rein formale Betrachtungen ablenken zu missen.

Moskau, den 12. Februar 1935
A. Khinitchine
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A.DIE EIGENSCHAFTEN DES KALKULS

§ 1. Einfiihrung

Als einfachsten Kettenbruch bezeichnet man einen Ausdruck
der Form

1
Gt T (1)
ot
Die Buchstaben a,, a,, a,, . . . bedeuten bei allgemeinster Be-

trachtung unabhdngige Variable. Je nach Bedarf kann man diese
Veranderlichen irgendeinen Variabilitatsbereich durchlaufen las-
sen. So kann man annehmen, daf3 die a,, a,, a,, . . . Teelle oder
komplexe Zahlen, Funktionen einer oder mehrerer Veriander-
lichen und dgl. sind. Dem Zweck des Bandchens entsprechend
sollen die a,, a,, ... stets positiv sein, wahrend a, beliebig reell
sein kann. Diese Zahlen wollen wir die Elemente oder Partialnen-
ner bzw. Teilnenner des betreffenden Kettenbruches nennen. Thre
Anzahl kann entweder endlich oder unendlich sein. Im ersten
Falle schreiben wir den Kettenbruch in der Form

1
(10 "!“

a; +

1 .

ap+ - L (2)
t

und nennen ihn einen endlichen oder, genauer, n-gliedrigen Ketten-
bruch (ein #n-gliedriger Kettenbruch besitzt demnach #» + 1
Elemente). Im zweiten Falle schreiben wir den Kettenbruch in
der Gestalt (1) und ncnnen ihn unendlich.

Jeder endliche Kettenbruch ist ein Ergebnis endlich vieler ratio-
naler Operationen mit seinen Elementen. Unter den iiber diese
gemachten Voraussetzungen ist daher jeder endliche Ketten-

bruch eine reelle Zahl. Sind insbesondere alle Elemente eines sol-

chen Bruches rational, so ist der Bruch selbst eine rationale
Zahl.
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Im Gegensatz dazu konnen wir einem unendlichen Ketten-
bruch nicht ohne weiteres einen Zahlenwert beimessen. Er stellt,
wenigstens solange wir keine weiteren Vereinbarungen treffen,
ahnlich einer unendlichen Reihe, nach deren Konvergenz nicht ge-
fragt ist, lediglich eine formale Schreibweise dar. Trotzdem kann
er selbstverstindlich Gegenstand mathematischer Untersuchung
sein.

Der einfacheren Schreibweise wegen wollen wir fur das Wei-
tere vereinbaren, den unendlichen Kettenbruch (1) in der Form

[40: a1, ap, - . ], 3)
den endlichen Kettenbruch (2) in der Form
[@9; a1, @z, - .. ay] (4)

zu schreiben. Somit ist die Anzahl der Glieder eines endlichen
Kettenbruches gleich der Anzahl der Symbole (Elemente), die
in der Klammer nach dem Semikolon stehen.

Einen Kettenbruch

Sp= lag; 4y, aq, ..., a;]

mit 0 < 2 < wollen wir einen Abschniti des Kettenbruches (4)

nennen. In der gleichen Weise bezeichnen wir fir ein beliebiges

k > 0 mit s, einen Abschnitt des unendlichen Kettenbruches (3).

Offenbar ist ein beliebiger Abschnitt eines beliebigen (endlichen

oder unendlichen) Kettenbruches ein endlicher Kettenbruch.
Ferner wollen wir vereinbaren, einen Kettenbruch

o= [ax: @y, - Qg

als Rest des endlichen Kettenbruches (4) zu hezeichnen. Analog
wollen wir einen Kettenbruch

rk: [ak; ak+1y ak+2, .. .]

einen Rest des unendlichen Kettenbruches (3) nennen. Offenbar
sind alle Reste eines endlichen Kettenbruches wieder endliche
Kettenbriiche, wahrend alle Reste eines unendlichen Ketten-
bruches unendliche Kettenbriiche darstellen.

Fir endliche Kettenbriiche gilt, wie bereits aus ihrer Definition
hervorgeht, die Beziehung

lag; ay, ay, ..., a,) = |ag; ay, 4s, - . ., Ap_q, 7] (0 <<k < m). (5)



§ 2. Niherungsbriiche 3

Die analoge Beziehung

lag; @y, Ay, ... ] = [ag: ay, @y, ..., ay_y, 7] (B =0)
fiir unendliche Kettenbriiche kann lediglich die Bedcutung einer
(trivialen) formalen Schreibweise haben, da das Element 7, auf
der rechten Seite dieser Gleichung als unendlicher Kettenbruch
keinen bestimmten Zahlenwert besitzt.

§ 2. Niherungsbriiche

Jeder endliche Kettenbruch
lag; ay, as, - .., ay)
ist als Ergebnis cndlich vieler rationaler Operationen mit seinen

Flementen eine rationale Funktion dieser Elemente und 148t sich
daher als Quotient zweier Polynome

P (ag a3, - ay)

Q (ag) @y - . s an)
in den ay, a,, ..., a, mit ganzzahligen Koeflizienten darstellen.
Werden den Elementen Zahlenwerte beigemessen, so 1aBt sich

der betreffende Kettenbruch in Gestalt eines gemeinen Bruches %

schreiben. Eine solche Darstellung ist aber selbstverstindlich
nicht eindeutig. Far das weitere ist es jedoch wichtig, eine be-
stimmie Darstellung eines endlichen Kettenbruches in Form
eines gemeinen Bruches zu haben, eine Darstellung, die wir als
kanonisch bezeichnen und induktiv definieren wollen.

Fiir einen O-gliedrigen Kettenbruch

[20] = aq
wahlen wir als kanonische Darstellung den Bruch »919. Nun seien

die kanonischen Darstellungen fiir Kettenbriiche, bei denen die
Anzahl der Elemente kleiner als # ist, bereits definiert. Im #n-glied-
rigen Kettenbruch «,, 4,, . .., 4, konnen wir nach Formel (3)

1
lag; aq, ..., ay) = [ay; ] = ag + .

setzen; dabei ist
r=lay; ay, ..., a,]
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ein (n — 1)-gliedriger Kettenbruch, fiir den die kanonische Dar-
stellung also bereits definiert ist. Sie moge die Form

Pl
7’1 = l]'
haben; dann ist
. q ap 47
Agy Ayy «« o Ap| = @ Lo =200
[@0; @y n) o+ » >
Diesen letzten Bruch wollen wir nunmehr kiinftig als kanonische
Darstellung des Kettenbruches {[a,; 4,, ..., a,] verwenden. Setzt
man somit 5
lag; @y, ..., a,] = o
ry=1lay; ay, ..., a,] = ,5}_,

so erhilt man fiir die Zahler und Nenner dieser kanonischen Dar-
stellung die Beziehungen

p=at +4, ¢g=1¢" (6)

Gleichzeitig sehen wir, dafl nunmehr die kanonischen Dar-
stellungen fir endliche Kettenbriiche mit beliebig vielen Glie-
dern eindeutig bestimmt sind.

In der Theorie der Kettenbriiche spielen die kanonischen Dar-
stellungen der Abschnitte eines gegebenen (endlichen oder un-
endlichen) Kettenbruches &= [ay;a,,a,,...] eine besonders
wichtige Rolle.

Die kanonischen Darstellungen des Abschnittes

Sp= [ag; a1, Ao, . .., Az
von & wollen wir mit 2% bezeichnen und sie einen N. dherungsbruch

der Ordnung k von o ngllclnen. Dieser Begriff wird fiir endliche und
fiir unendliche Kettenbriiche gleich definiert. Der Unterschied be-
steht lediglich darin, daB ein endlicher Kettenbruch endlich viele
Néherungsbriiche besitzt, wihrend bei unendlichen Kettenbriichen
die Anzahl der Néaherungsbriiche unendlich ist. Fir einen n-glie-
drigen Kettenbruch « gilt offenbar

Pn
qn

"Ein solcher Bruch hat insgesamt #+ 1 Naherungsbriiche (der
Ordnungen 0, 1, 2, ..., #n).

= .
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Satz1 (Bildungsgesetz der Naherungsbriiche). Fiir ein beliebiges

k>2 gt
== D= pr1+ Pr—2, }
I = AxGr1 + Gr—a-

Beweis. Im Falle 2= 2 lassen sich die Formeln (7) leicht
direkt verifizieren. Nun wollen wir annehmen, sie seien fir alle
k < richtig. Ferner betrachten wir den Kettenbruch

[@1; @z, -, a4

(7)

und bezeichnen mit & seine Naherungsbriiche der Ordnung r.
Nach (6) ist o
Pn=GPn-1+ dn-1,
9n=Pn
und nach unserer Induktionsvoraussetzung
Prn1= @nPn-2t Pu-s.
Gn1=nln 2+ Gns
(hier steht @, und nicht @, ,, da der Bruch a,;a,, ..., a, mit 4,

und nicht mit a, beginnt). Daher erhalten wir auf Grund der For-
meln (6)

Pn=a0 @nPp-2t Prn-s) + @nGn-2t T ns)
= Ay (@Pn-2+ Gn-2) + @Pr-3+ ¢ ns)
= ApPn-1+ Pn-sa

In = @upr2t Pu-3=ndn-1+ ns

was zu beweisen war.

Die aufgestellten Rekursionsformeln (7), die Zahler und Nenner
des Naherungsbruches der Ordnung »# durch das Element ¢, und
durch Zihler und Nenner der beiden vorangehenden N#iherungs-
briiche ausdriicken, dienen als formale Grundlage fir die gesamte
Theorie der Kettenbriiche.

Anmerkung. Mitunter ist es bequem, auch den Niherungs-
bruch der Ordnung — 1 in die Betrachtung mit einzubeziehen,
wobei man p_,=1 und ¢_,= 0 setzt. Bei dieser Vereinbarung
(und nur dann) bleiben die Formeln (7) auch fur 2 = 1 richtig.

Satz 2. Fiir alle k > 0 gilt

GePr-1— Pre = (— 1% (8)
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Beweis. Multiplizieren wir die Formeln (7) mit ¢,_, bzw. p,_,
und ziehen wir dann die erste von der zweiten ab, so erhalten wir

GePr1— Pre-1=— @r-1Pr—2— Pr-19r-2)

womit wegen

Jop-1— Pogd1=1
der Satz bewiesen ist.

Folgerung. Fiir alle R > 1 gilt

Pr-1 _ Pr — (:,1_)_‘: 9
9x 1 9k e k-1
Satz 3. Fiir alle k > 1 gilt
Debre— Prdro= (— 1)t a,.
Beweis. Multiplizieren wir die Formeln (7) mit g,_, bzw. p;_,

und ziehen wir dann die erste von der zweiten ab, so erhalten
wir nach Satz 2

GPr—s— PrGr2= @ (Qe-1Pr-2— Pra1qr-2) = (— D 1 ay,
was zu beweisen war.
Folgerung. Fiir alle R > 2 gilt

Prs _ Pr _ (=1 a (10)
92 9x Ix 9% -2

Die gewonnenen einfachen Ergebnisse gestatten, auBerst wich-
tige Schliisse iiber die Verteilung der Naherungsbriiche um
den betreffenden Kettenbruch zu ziehen. In der Tat zeigt die
Gleichung (10), daB die Naherungsbriiche gerader Ordnungen
eine zunehmende, die Naherungsbriiche ungerader Ordnungen
eine abnehmende Folge bilden, so daB diese beiden Folgen sich
einander nidhern (all das gilt selbstverstindlich nur unter der
von uns getroffenen Voraussetzung, dalB3 alle Elemente von a,
an positiv sind). Da wegen (9) jeder Bruch ungerader Ordnung
grofler ist als der unmittelbar nachfolgende Bruch gerader Ord-
nung, ist offenbar auch jeder Naherungsbruch ungerader Ord-
nung grofler als jeder beliebige Naherungsbruch gerader Ord-
nung. Wir konnen daher den folgenden Schlufl ziehen:

Satz 4. Die Niherungsbriiche gerader Ovdnung bilden eine zu-
nehmende, die Ndiherungsbriiche ungerader Ordnung eine abuneh-
mende Folge. Dabei ist jeder Ndiherungsbruch ungerader Ordnung
grofer als jeder beliebige N iherungsbruch gerader Ordnung.
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Insbesondere ist bei einem endlichen Kettenbruch offenbar
jeder Naherungsbruch gerader Ordnung kleiner als o und jeder
Naherungsbruch ungerader Ordnung gréfer als o« (eine Aus-
nahme bildet selbstverstindlich der letzte Niherungsbruch, der
gleich o ist).

Zum Abschlufl dieses Paragraphen beweisen wir zwei einfache
doch duBerst wichtige Sdtze, die die Zahler und Nenner der Nihe-
rungsbriiche betreffen.

Satz 5. Fiir ein beliebiges k (1 << k < n) gilt
Pr-17x+ Pr—2
Proa e Pr-e 11
Tx-17%+ dr—2 (1)
(hierbei gehéren die p;, ¢, und »; zu dem links in der Gleichung
stehenden Kettenbruch).

Beweis. Wegen (5) gilt

(20 @y, @y, ..., ay] =

lag; @y, ag, - .., ay] = lag; ay, ag, ..., a4, 7).

Der Kettenbruch, der rechts in dieser Gleichung steht, hat
offenbar zum Niherungsbruch der Ordnung %2-— 1 den Bruch
Pr=1 Gein Naherungsbruch der Ordnung &, Pr , ist ihm selbst

9k

glemh Den Formeln (7) zufolge ist aber

Pe="2Pra?t Pra = Qra?rt Gr-so;

damit ist unser Satz bewiesen.

Satz 6. Fiir ein beliebiges k > 1 ist

qx .
;f""“ = [az; Gy -+ 4]
k-1

Beweis. Fir 2= 1 ist diese Beziehung offenbar richtig; denn

sie hat dann die Form

L= a.
9o t
Nun sei £ > 1; ferner sei bereits bewiesen, daf3
9x— .
I = ag1s g - @] (12)
9r—2

gilt. Wegen der zweiten der Gleichungen (7)

9= Aqr-1+ Gr_2
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erhalten wir dann
9 __ dr—2 __ . 9x-y
_—_—'“~+~”_7_ [“ » '7—}1
9k-1 k dx—1 k 9% -1
und hieraus wegen (5) und (12)
T
qr—1
was zu bewelsen war.

= lay; ap_1, - @],

§ 3. Unendliche Kettenbriiche

Jedem unendlichen Kettenbruch

[@; @y, ay, .. ] (13)
entspricht eine unendliche Folge von Naherungsbriichen
Po P Pe (14)
%’ @ e

Jeder Naherungsbruch stellt eine gewisse reelle Zahl dar. Fur
den Fall, daf3 die Folge (14) konvergiert, d. h., einen bestimmten
eindeutigen Grenzwert « besitzt, ist es durchaus natiirlich, die
Zahl « als den ,,Wert" des Kettenbruches (13) aufzufassen; man
schreibt dafiir

o= [ag; @y, ay, .. .].

Den Kettenbruch (13) selbst nennt man in diesem Falle kon-
vergent. Besitzt die Folge (14) jedoch keinen bestimmten Grenz-
wert, so nennt man (13) einen divergenten Kettenbruch.

Die konvergenten unendlichen Kettenbriiche zeigen in ihren
Eigenschaften vielfach Analogien zu den endlichen Ketten-
briichen. Thre Haupteigenschaft, die diese Analogie recht weit
zu treiben gestattet, liegt in dem nachstehenden Satz begriindet.

Satz 7. Ist der Kettenbruch (13) konvergent, so konvergieren
auch seine Reste sdmilich. Konvergiert wmgekehrt wenigstens ein
Rest des Kettenbruches (13), so ist der Bruch selbst konvergent.

Beweis. Wir wollen mit 7% die Naherungsbriiche des gegebenen

k ’
unendlichen Kettenbruches (13) und mit %’f- die Niherungsbriiche

k
irgendeines seiner Reste 7, bezeichnen.
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Auf Grund der Formel (11) erhalten wir offenbar

pﬂ*lq' +77n 2
Qn—lf)/ + Gn-2

Puie (ag; @y, Qg - - s @y yy] =

(k=0,1,...). (15)

In+k

’

. Pp ...
Konvergiert dann der Rest 7,, d.h., besitzt der Bruch —ql”— far
k
k — oo einen Grenzwert, den wir ebenfalls mit », bezeichnen

wollen, so folgt hieraus unmittelbar, da8 der Bruch Ptk hierbei

In+x
ebenfalls dem Grenzwert « zustrebt, der den Wert "

Pu—1nt Pn2
In 1"n+ dn-2

’

X =

(16)

hat. Losen wir nun die Relation (15) nach -?}auf, so iberzeugen wir

&
uns auf dem gleichen Wege, dafl auch die umgekehrte SchluB-
weise richtig ist, womit der Satz 7 bewiesen ist.

Wir wollen darauf hinweisen, dafl die eben fiir die konvergen-
ten unendlichen Kettenbriiche bewiesene Formel (16) der Formel
(11) vollig analog ist, die wir frither fir endliche Kettenbriiche ge-
funden hatten. Somit gilt fiir konvergente unendliche Ketten-
briiche ein Satz, der dem fiir endliche Kettenbriiche bewiesenen
Satz 5 entspricht.

Fir konvergente unendliche Kettenbriiche ergibt sich aus dem
Satz 4 des vorhergehenden Paragraphen offenbar der folgende

Satz8. Der Wert eines konvergenten unendlichen Kettenbruches
ist grofer als ein beliebiger Ndiherungsbruch gevader Ordnung und
kleiner als ein beliebiger Ndherungsbruch ungerader Ordnung.

Weiterhin geht aus der Folgerung zum Satz 2 des vorigen Para-
graphen ‘auf Grund des Satzes 8 das folgende Ergebnis hervor,
das eine wichtige Rolle fiir die arithmetischen Anwendungen der
Theorie der Kettenbriiche spielt:

Satz9. Der Wert « eines konvergenten unendlichen Ketien-

bruches (13) geniigt bei beliebigem k > 0 der Ungleichung?)
a— Pl 1
9k 9% 9x +1

1) Es sei darauf hingewiesen, daBl unter unseren Voraussetzungen
g, > 0 fiir alle 2 > 0 gilt; denn es ist{z = 1 und ¢, = a,; hieraus folgt aber
auf Grund der zweiten der Formeln (7) durch vollstindige Induktion
g, > 0 fiir alle & > 1.
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Offenbar gilt der Satz 9 auch fir den endlichen Kettenbruch
o= ay; ay, @y, ..., a,]

far alle £ << #, wobei nur fir 2= n — 1 die Ungleichung zu einer

Gleichung wird; denn es ist « = f"‘—.

Ist o der Wert eines konvergent(g;l unendlichen Kettenbruches
(13), so wollen wir die Elemente dieses Bruches auch als die Ele-
mente der Zahl « bezeichnen. Analog wollen wir die Naherungs-
briiche, Abschnitte und Reste des Kettenbruches (13) als Nahe-
rungsbriiche, Abschnitte und Reste der Zahl « auffassen. Nach
Satz 7 haben alle Reste eines konvergenten unendlichen Ketten-
bruches (13) wohlbestimmte reelle Werte.

Bei unendlichen Kettenbriichen ergibt sich naturgemaf die
Frage nach den Konvergenzmerkmalen, dhnlich wie diese Frage
auch fir unendliche Reihen gestellt wird. In dem hier betrachte-
ten Fall, d. h., wenn fiir 7 > 1 alle ; > 0 sind, 146t sich ein sehr
einfaches und bequemes Konvergenzmerkmal angeben.

Satz 10. Fir die Konvergenz eines Kettenbruches (13) ist not-
wendig und hinveichend, dafl die Reihe

>a, (17)
n=1
divergent ist.

Beweis. Nach Satz 4 ist fiir die Konvergenz eines unend-
lichen Kettenbruches offenbar notwendig und hinreichend, daf$
die beiden in diesem Satz betrachteten Folgen ein und denselben
Grenzwert besitzen (die Existenz eines Grenzwertes fiir jede
einzeln folgt aus dem Satz in jedem Falle). Dies gilt aber, wie
die Formel (9) zeigt, dann und nur dann, wenn

Gpr— oo fur k— oo (18)

erfiillt ist. Die Bedingung (18) ist somit fiir die Konvergenz des
betreffenden Kettenbruches notwendig und hinreichend.
Nun moge die Reihe (17) konvergieren. Auf Grund der zweiten

der Formeln (7) ist
9x > Qr—2 (k= 1).

Deshalb gilt fiir ein beliebiges % entweder ¢, > ¢, , oder
Grq > qr—o- 1m ersten Falle liefert die zweite der Formeln (7)

e < Qi+ iz,
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woraus fiir hinreichend grofle 2 (wenn a; <1 ist, was wegen der
Konvergenz der Reihe (17) fiir 2 > %, gelten muB)

9 < Ar=2

1—ak

folgt. Im zweiten Falle ergibt dieselbe Formel fiir a; <1
G < (14 ay) gx- 1<1'q_’k_;
k
Fir alle £ > %, erhalten wir somit

1
9 < =g, 0

mit I < k. Ist nun ! > k,, so 148t sich auf ¢, dieselbe Ungleichung
anwenden. Durch Fortsetzung dieser Uberlegungen kommen wir
offenbar zur Ungleichung
q
> . 19
"< G agl—ay. .. (—a) (19)
DabeiistZ >1>...>r > kyund s < ky. Auf Grund der voraus-

gesetzten Konvergenz der Reihe (17) konvergiert bekanntlich
auch das unendliche Produkt

(=]

H(l - [l,,),

n==rky

d. h., es besitzt einen positiven Wert, den wir mit 4 bezeichnen
wollen. Offenbar ist

(1—ay)(1l—a)...(1—a,) >H (1 —a,) = A
n=rFq
Deshalb kénnen wir, wenn wir mit Q die gréfte der Zahlen
90,91, - - -+ 9x,—1 bezeichnen, auf Grund der Ungleichung (19) schlie-
Ben, daB ‘
< (k> ko).
gilt. Folglich ist

Q2
Trr1 G < 5Ty (k= ko),

und die Relation (18) kann daher nicht gelten. Dann mull aber
der gegebene Kettenbruch divergent sein.

Nun mége die Reihe (17) divergieren. Da ¢, > ¢, , fiir alle
k > 2 gilt, erhalten wir, wenn wir mit ¢ die kleinere der Zahlen ¢,

2  Khintchine, Kettenbriiche
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und g, bezeichnen, fir ein beliebiges £ > 0 die Ungleichung
gi = ¢. Daher liefert die zweite der Formeln (7)

9k = Gr-2+ Cax (k =2).

Durch sukzessive Anwendung dieser Ungleichung erhalten wir

k
Qor = Jo + € 2 o

n=1
und
k
Qoker = q1 + € 2 Aoniqs
n=1
woraus
2k+1
Qo+ Qa1 > Qo+ ¢+ ¢ 2 ans
n=1

oder, mit anderen Worten, fiir alle %
%
9 + Qx> C;;“n

folgt. Diese Ungleichung haben wir oben fiir ungerade % bewie-
sen, doch ist offensichtlich, daB sie sich auf demselben Wege
auch fiir gerade % ergibt.

Hieraus folgt, dafl im ProduLt ¢r9e—1 Wwenigstens einer der

Faktoren gréfer ist als —- Z‘ @,. Da aber der andere Faktor auf
n=1
jeden Fall nicht kleiner 1st als ¢, erhalten wir

99— 1> 2%

Auf Grund der vorausgesetzten Divergenz der Reihe (17) folgt
hieraus die Relation (18) und folglich auch die Konvergenz des
gegebenen Kettenbruches. Damit ist der Satz 10 vollstandig be-
wiesen.

§ 4. Kettenbriiche mit natiirlichen Elementen

Von diesem Paragraphen an wollen wir bis zum SchluB des
Buches annehmen, da die Elemente a,, a,, . .. eines gegebenen
Kettenbruches natiirliche, d. h. ganze positive Zahlen sind; a, soll
ebenfalls eine ganze, jedoch nicht notwendig positive Zahl sein.
Ist ein solcher Bruch unendlich, so ist er nach Satz 10 stets kon-
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vergent. Deshalb kénnen wir ohne jegliche weiteren Hinweise
annehmen, daf3 ein beliebiger unendlicher Kettenbruch konver-
giert; wir konnen also von seinem Wert oder seiner Gréfe sprechen.

Ist ein solcher Kettenbruch endlich und ist sein letztes Ele-
ment a, = 1, so ist offenbar 7, , = a,_,+ 1 eine ganze Zahl. Wir
konnen daher in diesem Falle einen gegebenen n-gliedrigen Ket-
tenbruch [ay; a4y, @y, ..., @,_4, 1] in Gestalt des (n— 1)-glied-
rigen Bruches [a,; aq, a5, ..., a,_y+ 1] darstellen, wobei in
dieser neuen Form das letzte Element auf jeden Fall groBer
als 1 ist.

Auf Grund der eben festgestellten Tatsache kénnen wir im
weiteren alle endlichen Kettenbriiche von der Betrachtung aus-
schlieBen, deren letztes Element gleich 1 ist (selbstverstind-
lich mit Ausnahme des nullgliedrigen Bruches [1]). Diese Be-
merkung ist duBerst wichtig fiir die Eindeutigkeit der Darstel-
lung von Zahlen durch Kettenbriiche (vgl. Kapitel B, § 5).

Offenbar sind die Zihler und Nenner der Niherungsbriiche in
dem betrachteten Falle ganze Zahlen (fiir p_,, ¢_,, P, ¢o 15t dies
unmittelbar ersichtlich, fiir alle dbrigen folgt dies aus den For-
meln (7)). AuBlerdem gilt der folgende duBerst wichtige

Satz 11. Alle Niherungsbriiche lassen sich nicht kiirzen.

Beweis. Der Satz ergibt sich unmittelbar aus der Formel (8),
da jeder gemeinsame Teiler der Zahlen p, und ¢, zugleich auch
Teiler des Ausdruckes ¢,p,_; — $nqn—y ist.

Die zweite der Formeln (7) zeigt, daB fir jedes 2 > 2 die Un-
gleichung ¢, > ¢, gilt. Somit ist die Folge

91, 99+ - - -y Qg - - -

stets zunehmend. Uber die Art der Zunahme der ¢, 1aBt sich
jedoch eine weit schiarfere Aussage machen.

Satz 12. Fiir ein beliebiges') k > 2 gilt

Beweis. Fir & > 2 gilt
= ax@r 1+ Gx2 = e 1t G2 = 21 o

1) Hier und im weiteren sind im Falle endlicher Kettenbriiche selbstver-
standlich nur solche k-Werte zu verstehen, fiir die ¢, einen Sinn hat.

A
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Durch sukzessive Anwendung dieser Ungleichung erhalten wir

Gox = 28qo = 2%,  Qopyq = 2Fq, > 2F;

damit ist offenbar unser Satz bewiesen.
Die Nenner der Naherungsbriiche wachsen somit nicht lang-
samer als die Glieder einer gewissen geometrischen Reihe.
Zwischenbriiche. Es sei k > 2 und ¢ eine beliebige nichtnega-

tive ganze Zahl. Die Differenz

D1 G+ 1)+ Pro  Pr_ait Pr_s

k-1 4+ 1)+ gy Ge—1%+ qx-2
ist, wie man leicht erkennt, gleich

(=1)*

[9r—1 G4 1) + gr—o] [gr—17 + qr—2]
und hat fiir alle # > 0 das gleiche Vorzeichen, das nur davon
abhangt, ob % gerade oder ungerade ist. Hieraus folgt, daBl die
Briiche
Pr-2 Pr-stPr-1  Pr-2t 2Pk-1  Pr—at Gbr-1 _ Pr (20)
Gx-2 ' Gx—2t Q-1 k-2t 20@k-1 T k-2t Ak dr— 9k
bei geradem % eine zunehmende und bei ungeradem % eine ab-
nechmende Folge bilden (vgl. Satz 4). Die Randglieder dieser
~ Folge sind Niherungsbriiche, die entweder beide von gerader oder
beide von ungerader Ordnung sind. Die zwischen ihnen stehen-
den Glieder (falls solche iiberhaupt existieren, d. h., wenn g, > 1
ist) wollen wir Zwischenbriiche nennen. Bei den arithmetischen
Anwendungen spielen diese eine bedeutende Rolle, doch sind sie
nicht ganz so wichtig wie die Ndherungsbriiche. Um ihre Ver-
teilung und das Gesetz ihrer sukzessiven Bildung besser erkennen
zu konnen, ist es zweckmifig, den Begriff des sog. Medianwertes
zweier Briiche einzufiihren.

Als Medianwert zweier Briiche % und % mit positiven Nennern

bezeichnet man den Bruch
a-+t+c
b+d’
Hilfssatz. Der Medianwert zweter Briiche liegt stets zwischen den
beiden Briichen.

Beweis. Der Bestimmtheit halber sei % g : dann ist
bc— ad > 0 und folglich
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a+tc a  bc—ad jﬂ_“i;ﬁ__f___ ad — be
b+d b b(b+d)‘>‘0’ - =0,

was zu beweisen war.

Wir erkennen unmittelbar, daB jeder Zwischenbruch der
Folige (20) der Medianwert des vorhergehenden Bruches und

des Bruches =*=1 p" L ist. Gehen wir somit in der Folge (20) weiter,
so gelangen w1r " durch Medianwertbildung zunichst zum Néhe-
rungsbruch %"—‘1. Beim letzten Schritt ergibt sich als Median- .

k-2

wert der Bruch PE . Dieser liegt somit zwischen £%=1 und Pe-2 |

b3 9x—2
was uns bereits aus dem Satz 4 bekannt ist. AuBerdem wissen

wir, daf} der Wert o des gegebenen Kettenbruches zwischen
Pr-1 yng P liegt und das die Briiche P=2 ynd Px | deren Ord-

k-1 9k -
nungen entweder beide gerade oder beide ungerade sind, ent-

weder beide groBer oder beide kleiner als « sind. Hieraus folgt,
daf3 die Glieder der Folge (20) entweder simtlich kleiner oder

simtlich groBer sind als «. Im ersten Falle ist der Bruch 1: k-1
k-
grofer, im zweiten Falle kleiner als «. Insbesondere liegen die

Briiche 1;"‘1_{_7;"‘ und P" L stets auf verschiedenen Seiten
k-1 k—2
von «. Mit anderen Worten Der Wert eines Kettenbruches liegt

stets zwischen dem eines beliebigen Ndiherungsbruches und dem
Medianwert, der von diesem und dem vorhergehenden Ndiherungs-
bruch gebildet wird. (Wir empfehlen dem Leser, eine schematische
Zeichnung anzulegen, die die Verteilung aller dieser Zahlen
wiedergibt.)

Diese Bemerkung gibt uns die Mittel in die Hand, den nach-

folgenden Nﬁherungsbruch—s"— zu konstruieren, sobald man die
3

Néheruﬁgsbrﬁche Pr=2 ynd P21 kennt. Das Element a; braucht

k-2 9r-1
man hierzu nicht zu kennen, doch muf3 der Wert « des Ketten-
bruches selbst bekannt sein. In der Tat brapchen wir zunichst
nur den Medianwert der beiden gegebenen Briiche zu bilden,

dann den Medianwert dieses Medianwertes mit Py usw., wobei

9r—
wir jedesmal den Medianwert aus dem eben gewonnenen Median-
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wert und dem Bruch Z%-L bilden. Wir wissen, daB3 diese nach-

k-1
einander gebildeten Medianwerte sich zunichst dem Wert «
nahern. Der letzte Medianwert dieser Folge, der auf derselben Seite

von o liegt wie der Bruch Pr-

P von dem wiy ausgegangen waren,
k-2
ist der gesuchte Bruch ﬁ"—. In der Tat, wir wissen bereits, daf3 Pe

Ix 3
unter den gebildeten Medianwerten vorhanden ist und auf der-

selben Seite von « liegt wie Pr=2  Wir brauchen also nur noch

k-2
zu zeigen, daB der nachfolgende Medianwert schon auf der an-
deren Seite von « liegen wird; der nichste Medianwert ist aber
P+ Pr—

qr+ qr-1 .
Bemerkung auf der anderen Seite von «.

Eine weitere und noch wichtigere Folgerung aus der festge-
stellten gegenseitigen Lage der Zahl « und ihrer Naherungs- und
Zwischenbriiche ergibt sich durch folgende Uberlegungen. Der
h PetPst jot zwischen P& und « eingeschlossen

Ikt x4 9k
und liegt zu —iq’i niher als «, d. h., es gilt

k

und liegt wirklich auf Grund der vorhin gemachten

Zwischenbruc

Pr | |Pet e P __ Y
9x 9+ de+1 Gk 9 (qk + 9r+1)
(das Gleichheitszeichen ist hier unmdglich; denn dann wire

_ Pet Prer . Prt2 _
*= 9k + 9k +1 - 9k+2 v k2= L
d. h.,, « wirée ein endlicher Kettenbruch mit dem letzten Ele-
ment 1; solche Kettenbriiche hatten wir aber von Anfang an
von der Betrachtung ausgeschlossen).

Auf diese Weise erhalten wir den folgenden wichtigen
Satz13. Fiir alle k > 0 gilt

X —

— P 1

_— 21
la 9 ‘ 9 (Ge+1+ qn) (21)

Die Ungleichung (21), die eine umfere Grenze der Differenz
la — Pk | jiefert, ist offenbar eine Erginzung zu der vorhin fest-

q
gestelltekn Ungleichung im Satz 9, die die obere Grenze derselben
Differenz angibt.



B. DARSTELLUNG VON ZAHLEN
DURCH KETTENBRUCHE

§ 5. Die Kettenbriiche als Instrument zur Darstellung reeller Zahlen

Satz14. Jeder reellen Zahl o entspricht eindeutig ein Ketten-
bruch, dessen Wert diese Zahl ist. Der zugehirige Kettenbruch ist
endlich, wenn o rational ist. Bei irrationalem « ist er unendlich?).

Beweis. Wir bezeichnen mit a, die gréBte ganze Zahl, die
den Wert « nicht abersteigt. Ist « nicht ganzzahlig, so gestattet

die Relation 1

& = aq + 71*‘ (22)
die Zahl »;, zu bestimmen. Dabei ist offenbar »; > 1; denn es ist
1
71‘ =& — G4y < 1.

Ganz allgemein wollen wir, wenn 7, nicht ganzzahlig ist, mit «,
die grofite ganze Zahl bezeichnen, die 7, nicht tbersteigt; die
Zahl r,., bestimmen wir aus der Beziehung
1
Tn+1
Dieser Prozef} 1aBt sich offenbar solange fortsetzen, bis irgend-
ein 7, eine ganze Zahl ist; dabei ist offenbar 7, >1 (n > 1).
Die Gleichung (22) zeigt, daf3
o= [ay; r]
ist. Nun sei ganz allgemein

Tn = ay + (23)

o= [ag; Ay, Az, ..., Gp_q, 4] (24)
Dann folgt aus der Beziehung (23) und der Formel (5) des Kapitels A
o= [ay; ay, Ay, ..., Gy, A, Vn41]-

1) Wir erinnern daran, dafi wir Kettenbriiche mit ganzzahligen Elemen-
ten betrachten, wobei a;, >> 0 fiir { 2> 1 und das letzte Element eines jeden
endlichen Kettenbruches von 1 verschieden ist.
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Die Formel (24) gilt also fiir alle » (selbstverstiandlich wird vor-
ausgesetzt, daf3 die »,, 75, ..., 7,_; nicht ganzzahlig sind).

Ist die Zahl « rational, so sind es offenbar auch alle r,,. Man
erkennt leicht, dafl in diesem Falle unser Prozefl nach endlich

vielen Schritten abbricht. Denn ist z.B. 7, = 2, so ist in der Tat

b
a — bay, c
AT Ty
mit ¢ < b; denn es ist r,— a,< 1. Die Gleichung (23) liefert
b
"ner =

[

(sofern ¢ nicht gleich Null ist, d.h., wenn r, nicht ganzzahlig
ist; in diesem Falle wire unsere Behauptung bereits bewiesen).
Somit hat 7,,, einen kleineren Nenner als 7,, weshalb wir nach
endlich vielen Schritten in der Folge 7,, 75, ... zu einer ganzen
Zahl r, = a, gelangen miissen. In diesem Falle zeigt gber die
Formel (24), daB die Zahl « durch einen endlichen Kettenbruch
dargestellt wird, dessen letztes Element a4, = r, > 1 ist.

Ist die Zahl « irrational, so sind es auch alle »,, und unser
Prozef 1483t sich unbegrenzt fortsetzen. Setzen wir dann

R lag; a1, ag. - . ., a4] =§—:,
wobei die Zahlen p, und ¢, teilerfremd sind und ¢, > 0 ist, so er-
halten wir auf Grund der Formel (24) und der Formel (16) des
Kapitels A
_ Pn1?ntPns
* In-1"n1t dn-2 ’ (n

v

2).

Andererseits ist offenbar
&_ _ Pr-19nt Pu—g

an In-19n~+ dn-2'
woraus
& — Pn — (Pn—19n-2 — 9n-1 Pn—2) #n — ax)
qn (qn-17n+ dn-2) @n-18n+ qn-y) ’

und damit auch

o o L t

In (9n-17n+ dn-2) (@n-18n+ qn-2) < P
folgt. Somit geht fiir # — oo
Pn

R,

qn
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dies bedeutet aber offenbar, dal der unendliche Kettenbruch
[ag; @y, ag, ...] den Wert « hat.

Damit haben wir gezeigt, daB die Zahl « stets durch einen
Kettenbruch dargestellt werden kann. Dieser ist endlich, wenn «
rational ist; bei irrationalem « ist er unendlich. Nun bleibt uns nur
noch zu zeigen, dafl die gewonnene Entwicklung eindeutig ist.
Wir weisen darauf hin, daB diese Eindeutigkeit bereits aus den
Betrachtungen in §4 (Kapitel A) hervorgeht; dort haben wir
gesehen, daB wir sukzessiv alle Niherungsbriiche und folglich
auch alle Elemente gewinnen kénnen, sobald wir den Wert des
gegebenen Kettenbruches kennen. Doch 148t sich die geforderte
Eindeutigkeit auch wesentlich einfacher feststellen. Es sei

a= [ag; a5, ag, ...]=lag; a1, a3, .. ],
wobei diese Kettenbriiche sowohl endlich als auch unendlich sein
konnen. Wir wollen ganz aligemein mit [x] die groBte ganze Zahl
bezeichnen, die x nicht {bersteigt. Zunidchst ist offenbar,
ay= [a] und ay= [«], woraus a,= a4, folgt. Ist ferner bereits
festgestellt, daB3
a;=a; (¢=0,1,2,...,n)

gilt, so ist in einer leicht einzusehenden Bezeichnungsweise

pi:p‘;} (=012, ... 1),
9=
und wegen (16)

_ PatnirFPror _ PatniitPa-r _ Pafairt Pna

Intn+1+ I Intn+1+ dna Intn+1+dn1

Daraus folgt 7,.,=7, s und wegen a,.,= [r,,,] sowie a,.;
= [#,,4] auch a,,,=a,,,, d.h, die beiden gegebenen Briiche
smd miteinander identisch, was zu beweisen war.

Die letzte Uberlegung lieBe sich nicht anstellen, wenn wir end-
liche Kettenbriiche zugelassen hitten, deren letztes Element
gleich 1 ist. Ware nidmlich etwa a,,, = 1 ein derartiges letztes
Element, so ware r,=a,+ 1 und a, = [7,].

Wir haben uns also davon iiberzeugt, daBl die reellen Zahlen
sich eindeutig durch Kettenbriiche darstellen lassen. Der Haupt-
wert dieser Darstellung liegt selbstverstindlich darin, daf§ wir,
sobald wir den eine reelle Zahl darstellenden Kettenbruch ken-
nen, diese Zahl mit beliebiger vorgegebener Genauigkeit berech-
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nen konnen. Auf Grund dessen darf der Kalkiil der Kettenbriiche,
wenigstens prinzipiell, den gleichen Anspruch erheben, wie der
Kalkiil der Dezimalbriiche oder ganz allgemein der systematischen
(d. h. nach einem bestimmten Numerationssystem angeordneten)
Briiche.

Welches sind nun die wesentlichsten Vorziige oder Nachteile
der Kettenbriiche als eines Hilfsmittels zur Darstellung der reellen
Zahlen gegeniiber den wesentlich mehr verbreiteten systematischen
Briichen ? Um diese Frage beantworten zu konnen, mufl man sich
vor allen Dingen dariiber im klaren sein, welche Anforderungen
an einen Kalkil dieser Art gestellt werden konnen und miissen.
Offenbar muB die erste und wesentlichste theoretische Forderung
darin bestehen, dafBl der Apparat moglichst vollstindig die Eigen-
schaften der Zahl widerspiegelt, die er darstellen soll, so, da3 diese
Eigenschaften sich moglichst cinfach erkennen lassen, sobald die
Darstellung einer Zahl mit Hilfe dieses Apparates gegeben ist.

Hinsichtlich dieser ersten Forderung gebiihrt den Kettenbri-
chen zweifellos gegeniiber den systematischen Briichen bei wei-
tem der Vorzug (dies gilt insbesondere auch hinsichtlich der De-
zimalbriiche). Wir koénnen uns davon bei der Lektiire dieses
Abschnittes allmahlich iberzeugen. Bis zu einem gewissen Grade
geht dies bereits aus apriorischen Betrachtungen hervor: Wih-
rend jeder systematische Bruch an ein bestimmtes Numerations-
system gekoppelt ist und deshalb unweigerlich weniger die abso-
luten Eigenschaften der dargestelliten Zahl als die Wechselbezie-
hungen dieser Zahl mit dem gewihlten Numerationssystem wie-
dergibt, sind die Kettenbriiche von jeglichem Numerationssystem
unabhingig und reproduzieren die Eigenschaften der von ihnen
dargestellten Zahlen in reiner Form. Wir haben bereits gesehen,
dafl die FEigenschaft einer dargestellten Zahl, rational oder ir-
rational zu sein, durch die Endlichkeit oder Unendlichkeit des
entsprechenden Kettenbruches wiedergegeben wird. Bekanntlich
ist bei systematischen Briichen das entsprechende Merkmal
wesentlich komplizierter: die Endlichkeit oder Unendlichkeit des
darstellenden Bruches hingt hier auBer von den Eigenschaften
der darzustellenden Zahl auch wesentlich davon ab, in welcher
Beziehung diese Zahl zum gewihlten Numerationssystem steht.

Aufler der genannten theoretischen Grundforderung miissen
an jeden Kalkal, der zur Darstellung von Zahlen dient, natur-
gemiB auch Forderungen praktischer Art gestellt werden (von
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denen einige ibrigens auch theoretisch von Bedeutung sein
konnen). So ist sehr wesentlich, da man die Nidherungswerte
der darzustellenden Zahlen mit Hilfe des betreffenden Kalkiils
moglichst einfach bis zu einer vorgegebenen Genauigkeit finden
kann. Dieser Forderung geniigen die Kettenbriiche in sehr hohem
MafBle und auf jeden Fall besser als die systematischen Briiche.
Daritber hinaus werden wir uns recht bald davon dberzeugen
konnen, dafB3 die durch die Kettenbriiche gelieferten Naherungs-
werte in einem gewissen, duBerst einfachen und wichtigen Sinne
die Eigenschaft der besten Approximationen aufweisen.

Es gibt aber auch eine andere noch wichtigere praktische
Forderung, der die Kettenbriiche aber keineswegs geniigen. Die An-
forderungen des Rechnens lassen es wiinschenswert erscheinen,
daB in jedem darstellenden Apparat die Kenntnis einiger Zahlen-
darstellungen gestattet, auch die Darstellungen der einfachsten
Funktionen dieser Zahlen (vor allem ihrer Summe und ihres Pro-
dukts) hinreichend einfach zu finden. Mit anderen Worten muf3
ein in praktischer Hinsicht bequemer Apparat die Méglichkeit
bieten, die arithmetischen Operationen durch mdglichst einfache
Regeln wiederzugeben; denn anderenfalls kénnte er nicht als
Mittel zum Rechnen dienen. Es ist allgemein bekannt, wie be-
quem in dieser Hinsicht die systematischen Briiche sind. Im
Gegensatz dazu gibt es bei den Kettenbriichen keine praktisch
annehmbaren Regeln fiir die arithmetischen Operationen. Be-
reits die Aufgabe, den Kettenbruch einer Summe aus den Ket-
tenbruchdarstellungen der Summanden zu finden, ist AduBerst
kompliziert und in der Praxis unausfithrbar.

Die genannten Vorziige und Mingel der Kettenbriiche gegen-
iber den systematischen Briichen bestimmen zu einem betracht-
lichen Teil von vornherein die Grenzen der Gebiete, innerhalb
deren die beiden darstellenden Apparate ihre Anwendung finden.
Wihrend man in der Rechenpraxis fast ausschliefllich systema-
tische Briiche verwendet, greift man bei theoretischen Unter-
suchungen der arithmetischen Gesetze des Kontinuums und der
arithmetischen Eigenschaften einzelner Irrationalititen vorzugs-
weise zu den Kettenbriichen, die das beste und’ unersetzliche
Werkzeug fiir diese Art von Untersuchungen darstellen. Die
Hauptaufgabe der nachfolgenden Uberlegungen besteht nun
gerade darin, den Apparat der Kettenbriiche in dieser seiner Be-
deutung zu ergriinden.
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§ 6. Nidherungsbriiche als beste Approximationen

Soll eine Irrationalzahl & mit einer bestimmten Genauigkeit
durch einen gewdhnlichen rationalen Bruch dargestellt werden,
so konnen wir hierzu naturgemif die Naherungsbriiche des
Kettenbruches verwenden, der die Zahl « darstellt. Der Grad
der hierbei zu erreichenden Genauigkeit wird dabei durch die
Satze 9 und 13 des Kapitels A bestimmt; und zwar gilt

1 Pn 1
In @n+ gns1) <|e In |~ dndnsr

Die Aufgabe, irrationale Zahlen durch rationale Briiche zu
approximieren (angenihert darzustellen), wird in ihrer einfach-
sten Form gewdhnlich so gestellt, da man den rationalen Bruch
mit dem Kkleinsten (positiven) Nenner sucht, der sich von der
gegebenen Irrationalzahl nicht mehr als um eine vorgegebene
Grofle unterscheidet. Die gestellte Aufgabe kann iibrigens auch
sinnvoll sein, wenn die Zahl « rational ist. Ist z. B. « ein Bruch,
dessen Zihler und Nenner sehr gro8 sind, so kann es notwendig
sein, diese Zahl angenihert durch einen Bruch darzustellen,
dessen Zahler und Nenner kleinere Zahlen sind. Rein praktisch
gesehen, besteht zwischen diesen beiden Fillen (des rationalen
und irrationalen «) eigentlich gar kein Unterschied; denn in der
Praxis wird jede Zahl nur bis zu einer gewissen Genauigkeits-
grenze angegeben.

Man erkennt unmittelbar, daBl zur Losung dieser Aufgabe die
systematischen Briiche véllig ungeeignet sind; denn die dabei
auftretenden Naherungsbriiche weisen Nenner auf, die ausschlieg-
lich durch das gewihite Numerationssystem bestimmt werden
(im Falle der Dezimalbriiche sind es die Potenzen der Zahl 10)
und dberhaupt nicht von der arithmetischen Natur der darzu-
stellenden Zahl abhingen. Im Gegensatz dazu werden die Nenner
der Néiherungsbriiche im Falle der Kettenbriiche vollkommen
durch die darzustellende Zahl bestimmt. Wir haben daher allen
Grund, anzunehmen, daB diese Niherungsbriiche, die auf natiir-
liche Weise eng mit der darzustellenden Zah! verkniipft. sind
und durch diese eindeutig bestimmt werden, bei der Aufgabe,
die beébte Approximation dieser Zahl durch rationale Briiche zu
finden, eine wesentliche Rolle spielen.

—
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Wir wollen einen rationalen Bruch —% (b > 0) als beste Approxi-

mation einer reellen Zahl o bezeichnen, wenn jeder andere ratio-
nale Bruch mit dem gleichen oder einem kleineren Nenner von

dieser Zahl mehr abweicht als %, mit anderen Worten, wenn
aus 0 <4 < b, —Z« = % notwendig folgt

" c
d

>

o a
51"

Satz15. Jede beste Approximation der Zahl « ist entweder ein
Niherungsbruch oder etn Zwischenbruch des diese Zahl darstellen-
den Kettenbruches.

Vorbemerkung. Soll dieser Satz ausnahmslos giiltig sein,
so miissen wir, wie wir das in § 2 vereinbart hatten, auch Nahe-
rungsbriiche der Ordnung — 1 in die Betrachtung mit einbeziehen;
dabei setzen wir p_;=1 und ¢_;=0. In der Tat ist z. B. der

Bruch % eine beste Approximation der Zahl %, gehort aber nicht

zur Zahl der Niherungs- bzw. Zwischenbriiche, da die Menge dieser
Briiche, sofern man mit dem Nﬁherungsbruch der Ordnung 0

beginnt, nur die zwei Zahlen % und L enthalt Setzt man jedoch
den Bruch — als Naherungsbruch der Ordnung — 1 ein, so erhilt
man als Menge der Naherungs- und Zwischenbriiche die Folge
ottt 111
1’ 0’ 1’ 2’ 3' 4’
die den Bruch —:1)’— enthilt.

Beweis. Es sei % eine beste Approximation der Zahl «. Dann
ist zunichst %2 ay. In der Tat wirde im Falle %—<ao der
Bruch -‘-;3, der von % verschieden ist und dessen Nenner nicht
grofler ist als b, ndher zu « liegen als %. Dann wiare aber % keine
beste Approximation.

Durch véllig analoge Uberlegungen kénnen wir zeigen, da

~<ag+1
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gilt. Wir dirfen daher annehmen, dal g, < % < ag+ 1 ist (im
Falle % = a, oder % = ay+ 1 wiare der Satz bereits bewiesen;

denn 2 — 0 st ein Niherungsbruch und Sot1l_ PotPoy gy
o1 90 g0+ 9-1
Zwischenbruch der Zahl «).
Ist der Bruch —ab~ mit keinem der Naherungsbriiche oder Zwi-

schenbriiche der Zahl « identisch, so muB er zwischen zwei auf-
einanderfolgenden dieser Briiche liegen, d. h., er liegt bei geeignet
gewahlten 2 und 7 (R >0, 0 <7 <ap,, oder =0, 1 <7< ay)
zwischen den Briichen

Pr?t Pr-1 nq P DA Pr

9x? + 9x— e+ 1)+ gp

Pr+ 1) 4 Ppr  Pr?+ Pr
ar (* + 1) + gy qx? + 9x—1

1

T A{ak 0 F 1)+ g Har? + 91}

folgt. Andererseits ist aber offenbar
& _ Pt tbra| _ m .
b %+ qr-1 b (qe? + qr-1) ’
dabei ist m eine ganze positive Zahl und somit wenigstens gleich 1.
Folglich ist

woraus
a  pp?+ Pra
b qr? + qr—1

1 < 1
bgr? +ap-1) {0 (" + 1)+ gr—1} {qn? + i1}

@ P+ 1)+ gy <0b

woraus

folgt. Der Bruch

Pr  + 1)+ pra (25)
ax (r+ 1) + gy
dessen Nenner kleiner ist als beim Bruch%, liegt somit nédher zur

Zahl g als der Bruch
Pr? + Pr-1 (26)
Ix? + dx-1
(denn ganz allgemein liegt nach den Ergebnissen von § 4 jeder
nachfolgende Zwischenbruch niher zu o« als der vorhergehende).

Er muBl daher auch niher zu « liegen als der Bruch —‘;—, der zwi-
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schen (25) und (26) eingeschlossen ist. Dies widerspricht aber der
Definition der bestenApproximation. DerSatz 15ist damit bewiesen.

Bei der Definition des Begriffes der besten Approximation, der
unserem Satz zugrunde liegt, haben wir die Anniaherung des ratio-

nalen Bruches % an die Zahl « abgeschitzt, indem wir festgestellt
hatten, wie grof}, absolut genommen, die Differenz a — —Z— ist.

Diese Betrachtungsweise erscheint wohl am natirlichsten, doch
ist es in der Zahlentheorie hiufig wichtiger oder giinstiger, zu
diesem Zweck die Differenz ba — a zu betrachten, die sich nur
durch den Faktor & von der vorhin betrachteten unterscheidet
und deren GroBe (absolut genommen) daher ebenfalls als Kri-

terium dafiir dienen kann, wie weit der Bruch %— von « abweicht.

Dieser Ubergang von dem einen Merkmal zum anderen mag
auf den ersten Blick trivial erscheinen. In vielen Fillen ist
. dies auch in der Tat richtig. Doch werden wir uns sofort davon
iiberzeugen konnen, dafl dies keineswegs immer der Fall sein
mufB. Das liegt daran, daf der Faktor b, um den sich die beiden
Differenzen voneinander unterscheiden, keine konstante GrofSe
darstellt, sondern mit dem Approximationsbruch verknfipft ist
und sich mit diesem #ndert.

Von nun an wollen wir die besten Approximationen, von denen
die Rede im Satz 15 war, als beste Approximationen erster Art

bezeichnen. Ferner wollen wir den rationalen Bruch % & >0)
als beste Approximation zweiter Art fiir die Zahl « bezeichnen,
wenn aus % &+ —:—, 0 < d < b notwendig

|lda—c| >|ba—a|

folgt. Die besten Approximationen zweiter Art werden somit
durch das Charakteristikum | ba — @ | bestimmt, dhnlich, wie die
besten Approximationen erster Art mit Hilfe des Charakteristi-

kums ] o — % bestimmt werden.

Es ist leicht zu zeigen, dafB} jede beste Approximationen zweiter
Art zugleich auch eine beste Approximation erster Art ist.

Wiirde namlich
c

*—g 5 d T3

<la—2|. (42 a<y)
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gelten, so erhielten wir in der Tat, wenn wir die linke Seite dieser
Ungleichung gliedweise mit d und die rechte Seite mit b multipli-
zieren

|da—c| <|ba—al.

Wire also der Bruch % nicht eine beste Approximation erster

Art, so konnte er auch nicht eine beste Approximation zweiter
Art sein. Damit ist unsere Behauptung bewiesen.

Die Umkehrung dieser Behauptung wire jedoch falsch: eine
beste Approximation erster Art braucht nicht zugleich eine beste
Approximation zweiter Art zu sein. In der Tat iiberzeugt man

sich leicht z. B. davon, daB der Bruch —- eine beste Approximation
erster Art fiir die Zah! ~- 1st Doch ist er ke1ne beste Approximation

zweiter Art; man erkennfc dies aus den Ungleichungen
1 1 -
|1-_5~—0'< 3-3—1|, 1< 3.

Aus unseren Bemerkungen und aus dem Satz 15 geht hervor, dag8
alle besten Approximationen zweiter Art entweder Naherungs-
oder Zwischenbriiche sind. Doch koénnen wir, und darin liegt
Jauptsichlich die Rolle begriindet, die die Kettenbriiche fiir die
besten Approximationen zweiter Art spielen, einen weit schirferen
Satz formulieren. .

Satz 16. Jede beste Approximation zweiter Art ist ein Nihe-
rungsbruch.

Beweis. Es sei der Bruch % eine beste Approximation zweiter
Art fiir die Zahl
«= [ay; ay, as, ...],

deren Niherungsbriiche wir mit Pk bezeichnen wollen. Wire dann
a . . 9%
7 < ag, so hitten wir

Il.a_ao|<’a—§|g|ba_a|, 1<,
d. h., % ware nicht eine beste Approximation zweiter Art. Es ist

also % > a,. Aber in diesem Falle miiite der Bruch —Z—, falls er

nicht mit einem der Niherungsbriiche identisch ist, entweder
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zwischen zwei Naherungsbriichen Pro1 ypg Pers liegen, die beide

k-1 9k+1
entweder gerader oder ungerader Ordnung sind, oder groBer als

?1 ein. Im ersten Falle ist

q1 » 1
522l
| b -1 | bqg—1
und
a P P Prr | _ 1
b dx—1 9% k-1 9k Te—1
woraus
b > g (27)
folgt. Andererseits ist
a2 Prer @ 1
. b Tr+1 b bqr+1
und folglich
|ba —a|>
Tr+1’
wihrend
|‘1k0‘ —Pk[ _‘lk o
ist. Daraus folgt
| qeo— pr| <|ba—al. (28)

Die Relationen (27) und (28) zeigen, daff 2 keme beste Approxi-
mation zweiter Art ist.

Im zweiten Falle (d. h. fir % > P‘) gilt

a pl a
& — — > | = — — 2—
l b % b bq,
woraus
1 1
ba —a ——
> /51 a

.folgt. Andererseits ist offenbar
1
| 1 ¢ X - aol S_a’;b
so daf3
Jba—a|>|1-a—ay|, 1<Lb

ist. Dies widerspricht aber wiederum der Definition der besten
Approximationen zweiter Art. Damit ist der Satz 16 vollstindig
bewiesen.

3 Khintchine, Kettenbriiche
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Nun wollen wir sehen, ob es moglich ist, die Sitze 15 und 16
umzukehren. Zunichst ist, wie man leicht sieht, der Satz 15 nicht
reversibel; die Zwischenbriiche brauchen nicht beste Approxi-
mationen erster Art zu sein. So ist fiir die Zahl « = ¢ der Bruch §,
wie man leicht erkennt, ein Zwischenbruch, doch ist er keine
beste Approximation, denn es gilt
4 1 4 1

-1 < 1“5‘ )

5 ., 12,

Beispiele dieser Art lassen sich nach Belieben konstruieren,
wovon sich der Leser miithelos selbst iiberzeugen kann.

Der Satz 16 dagegen li8t eine nahezu vollstindige Umkeh-
rung zu; dadurch gewinnt er erheblich an Bedeutung.

Satz 17. Jeder Niherungsbruch ist eine beste Approximation
2wettey Art. Die einzige (triviale) Ausnahme bildet
1 Po __ %

“=%+?'3=1

Vorbemerkung. Im Falle a = a0+ — ist der Bruch iq"’ = —1"—

in der Tat keine beste Approximation zwe1ter Art; denn es ist
- [1-a— (@qg+ 1) |=1]|1-a—ay].
Beweis. Wir betrachten die Form
lya—zx], (29)

in der y die Werte 1, 2, ..., g, durchliuft, wihrend x beliebige
ganzzahlige Werte annehmen kann. Wir bezeichnen mit y, den
Wert von y, fiir den die Form (29) nach geeigneter Wah! von x
den kleinstmdglichen Wert annimmt (gibt es mehrere y-Werte
mit dieser Figenschaft, so wahlen wir fiir y, den kleinsten von
thnen). Den Wert von «x, fir den | yoa — x| den kleinsten Wert
annimmt, bezeichnen wir mit x,. Man {iberzeugt sich leicht da-*
von, daB dieser Wert eindeutig ist. Denn hitten wir

— ;’% l (g == x4),

so wire offenbar
%o+ %o

X =
2y,
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Nun behaupten wir, dal dieser Bruch sich nicht kiirzen 14a8t.
Ist ndmlich x,+ xy =1p, 2y,=1q (! > 1), so erhalten wir im
Falle I > 2

q < Yo 0‘==§, l‘]"““?[=0v

was der Definition von y, widerspricht. Ist jedoch /= 2, so ist
g =Y, und
[ga—pl=1ya—2p|=0<|ypa— x|,

was der Definition von x, widerspricht.

Entwickeln wir daher eine rationale Zahl « in einen Ketten-
bruch, so erhalten wir
*= % Pan=1=% + %, ¢2n=2Y=0anqn 1+ Gn2 =2
Ist also entweder a, >2 oder a,= 2 # >1, so haben wir

Gn <9, doch gilt

1
[‘Zn—1°‘—j’n—1|=-q‘n‘= <5 <‘yo°‘—xol

2y
Dies wiederum widerspricht aber der Definition von y,. Fir n =1,
@,= 2 ist a =ay+ }, yo= 1, und wir erhalten gerade den aus-
geschlossenen Fall.

Die Werte von y, und x, werden also durch die angegebenen
Bedingungen eindeutig bestimmt. Hieraus folgt unmittelbar, daf

2o eine beste Approximation zweiter Art fir die Zahl « ist; denn

d1e Ungleichungen
a %

[ba —a| < |y — x| (—b— S bgyo)

wiirden offenbar der Definition von x, und y, widersprechen. Nach
Satz 16 gilt daher

Zo=De,Vo=¢qs (s <K).
Ist s= %, so ist der Satz bewiesen. Wire jedoch s < &, so
hitten wir
1
> ’
|95 j”|>q+qs+1 qk-1+qk
— <
[ Qk * p’" l Tr+1
Da aber auf Grund der Definition von p, = x, und ¢,= y,

leO‘_Psl —<—19k°‘_Pk|

3*
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gilt, ist
- 1 1
Ge-1t G et
d. h. .
Ty < Qe+ Gr-a-

was auf Grund des Bildungsgesetzes der ¢, unmoglich ist. Damit
ist der Satz 17 bewiesen.

Die Eigenschaften der Kettenbriiche, die wir in diesem Para-
graphen festgestellt haben, waren geschichtlich gesehen der erste
Anlal zur Entdeckung und Erforschung des Kettenbruchkalkiils.
Huygens, der sich die Aufgabe stellte, ein Zahnradmodell des
Sonnensystems herzustellen, mufite die Anzahl der Zihne so be-
stimmen, daB ihr Verhiltnis fiir zwei gekoppelte Zahnrider (die
gleich dem Verhiltnis der Umlaufszeiten beider Rader ist) mog-
lichst wenig von dem Verhiltnis &« der Umlaufszeiten der ent-
sprechenden Planeten abwich. Gleichzeitig durfte die Anzahl
der Zahne aus technischen Griinden selbstverstiandlich nicht aber-
mifig groB sein. Es muflte daher ein rationaler Bruch bestimmt
werden, dessen Zihler und Nenner eine bestimmte Grenze nicht
tiberschritten und der zugleich maglichst wenig von der gegebenen
-Zahl o abweicht (diese Zahl kann theoretisch auch irrational sein,
in der Praxis wird sie jedoch in diesem Falle durch einen ratio-
nalen Bruch mit sehr groem Zahler und Nenner wiedergegeben.)
Wir haben bereits gesehen, daf3 die Theorie der Kettenbriiche die
Moglichkeit gibt, diese Aufgabe vollstindig zu losen.

§ 7. Ordnung der Anniherung

Im vorhergehenden Paragraphen haben wir die Grofle der Diffe-

P

renz o — £ | im Vergleich zu anderen Differenzen desselben Typs

X
abgeschiatzt. Hier wollen wir diese Differenz als solche abschitzen
statt sie mit anderen Differenzen dieser Art zu vergleichen. Um

P

nun abschitzen zu koénnen, wie klein | o — ist, geht man

naturgemifl so vor, da8 man diesen Betrag mit irgendeiner
fallenden Funktion von g, vergleicht. In dieser Richtung
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liefert der Satz9 aus dem ersten Kapitel unmittelbar die Unglei-
chung?)

1
<&

Pr
9k

- (30)

Daher ergibt sich zunichst die Frage, ob man diese Unglei-
chung verschirfen kann, d. h., ob man ihre rechte Seite durch
eine andere Funktion f(g,) des Nenners g, ersetzen kann, die far
alle n > 1 der Ungleichung

)<
geniigen wiirde.

Wollen wir erreichen, daf} die so verschirfte Ungleichung (30)
bei beliebigem o fiir alle Werte von & erfillt ist, so ist, wie man
leicht erkennt, eine weitere Verschirfung in diesem Sinne nicht
mehr moglich. Mit anderen Worten: wie klein ¢ > 0 auch sein
moge, so 1afit sich stets ein Fall angeben, fir den

P |18
9% > Qi
gilt. Um sich davon zu i{iberzeugen, geniigt es, die Zahl
. . n+41
a=[0;n1,n] = T
zu betrachten, fiir die
Pr=1 q=n py=n+1 g=n(n+2)
und daher

a_&]=
51

X —

&_Zl_|= LI 1
% @ n(n+ 2) (q%(1+%))

gilt. Es geniigt daher, » nach der Ungleichung

! 3 >1—c¢
14—
zu wihlen, und wir erhalten dann
) , 1—¢
da — L .
@ > g%

1) Im Falle & = Pr (in dem der Satz 9 wegen des Fehlens von g, nicht
k
anwendbar ist) wird die Ungleichurg (30) trivial.
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Verzichtet man jedoch auf die Forderung, dafl die verschirfte
Ungleichung bei beliebigem « fiir alle 2-Werte ausnahmslos erfiillt
ist, so erhilt man, wie wir anschlieBend zeigen wollen, eine Reihe
interessanter und wichtiger Satze.

Satz 18. Besitzt eine Zahl o einen Ndherungsbruch der Ovdnung
k>0, so gilt notwendig wenigstens eine der beiden nachstehenden

Ungleichungen 1

Pr
a _— ’
l 9x < 242
Pr-1 1 ’
& — ke
Tr-1 24%_,

Beweis. Da azwischen den Werten Pr=1 ynd P eingeschlossen
ist, gilt T L
bx l Pr-1 1 1 1
a ——— —_— =
l 9 e 9x-1 9% Tk +1 < 243 + 242 |
(die letzte Ungleichung driickt die Tatsache aus, daf§ das geo-

1
9k q%—l
metisches Mittel; das Gleichheitszeichen wire nur fir ¢, = ¢;_,
moglich). Hieraus folgt offenbar direkt die Behauptung unseres
Satzes.
Der eben bewiesene Satz ist deshalb von besonderem Interesse,

weil er in einem gewissen Sinne eine Umkehrung zulifBt.

= | Px _ Pr—
9k Ir-1

metrische Mittel der Gré8en ~12— und kleiner ist als deren arith-

Satz 19. Jeder unkiivzbare Bruch —Z—, der der Ungleichung

1
=7 <3

gendigt, ist ein Ndherungsbruch der Zahl o.
Beweis. Nach Satz 16 geniigt es zu beweisen, daf} der Bruch%

l a

fir die Zahl & eine beste Approximation zweiter Art ist. Es sei

1
|da —c| < |ba —a| < 5 (d>0, iaF_“_).

d b
Dann ist
Cle 1
*— 7<%
und folglich
c a c a 1 1 b4d
77 |S “—zl+l°‘—7; <3 tamE=am G
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Andererseits ist wegen % + %

10
_bd,

c a
d b
daher ergibt die Ungleichung (31)

1 b+d
2 < 2024’

woraus 4 > b folgt. Der Bruch % ist daher in der Tat fir die

Zahl o eine beste Approximation zweiter Art, womit der Satz 19
bewiesen ist. .

Eine weitere Verschirfung des Satzes 18 ist der nachstehende,
wesentlich tiefer liegende

Satz 20. Besitzt die Zahl o einen Ndherungsbruch der Ordnung
k> 1, so gilt notwendig wenigstens eine der drei folgenden Un-
gleichungen:

1
NS P
9k V542
- 1
o — P .
9r-1 V5qk-1
- 1
,a — Pra ) S
k-2 }’5qk_2

Beweis. Wir setzen fiir 2> 1

B2 — p @rt =Y
9x-1
Hilfssatz. Ist £ > 2, 9, < V5, vxy < V5, so gilt
¢/ >_V§_2___1
In der Tat, wegen .
/ 1 dqn —
®Pni1 dn Gt P
und
- 1
Yy = ay + o
. n+1
gilt
1 1

=(pn+rn="/’n'

Pn+1 nt1
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Auf Grund der Bedingungen des Hilfssatzes ist daher
o+ <V5 —+ <5,
Pr 4]
= 1
5 — ( 5 — H) 1,
(15— (V5—-)=
oder, da ¢, eine rationale Zahl ist,
= 1
5—1795 —}>0
V5 (on + o) >
folgt. Hieraus erhalten wir wegen ¢; >0

(g = ‘Pk)z< 71;

woraus

und folglich

V_;—‘Pk<*;“-
(pk>]/3.2_1,

womit der Hilfssatz bewiesen ist.
Nun wollen wir annehmen, daB3 entgegen unserer Behauptung

bn 1
. ~ o 2;/34;, m==*k k—1 k—2)

gilt. Nach der Formel (16) des Kapitels A ist

E

a_i@_ — Pri?nt1+ Ppno1 Pa
9n In?n+1+ dn—y qn
_ 1 _ 1 _ 1
9n (@n?ns1+ Gn-1)) @& Pnir+ Pns1)  92¥n+r
und somit

Pud < V5 m=k E—1,k—2).
Auf Grund unseres Hilfssatzes schlieBen wir hieraus, daf3

V5 —1 V5 —1
@ > 3 ¢ ‘Pk+1>—2—

und somit
1 2 V5 —1
PR LN V5 —1 2
gilt, was offenbar unmoglich ist. Der gewonnene Widerspruch
liefert den Beweis des Satzes 20.

a
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Die Sitze 18 und 20 erwecken den Eindruck, als bildeten sie den
Anfang in einer Kette von Sétzen, die eine weitere Fortsetzung zu-
1aBt. Dies ist jedoch falsch. Um das einzusehen, betrachten wir

die Zahl a=[1;1,1,..].
Setzen wir wie iiblich a =1 4 —;1— so erhalten wir offenbar »; = «,
1
woraus .
a=1+-—, a®—-a—1=0,
und damit _
14 V5
*="3
folgt.
Da offenbar 7, = a bei beliebigem #» gilt, ist
— Pt PR
. 9k * 4+ g1
und folglich
l“ tr 1 1
9k

AT (a+4k—) )
Nach Satz 6 im Kapitel A gilt aber
e —~11;1,1, .., 1] —a (b — o).

9x—1
Daraus folgt
_ 1 V6 —1 N
qukl:—(;-—f—Ek: ) + & (& — 0 fir %A — o0).
Somit ist
1 1 _ 1
— 3 .
9x qi(ﬁjl-+’/5;1+ek) 9% (V5 + &)
Dies zeigt, daB3 bei beliebiger Beschaffenheit der Zahl ¢ <
hinreichend grofBe % sich notwendig V
Pl O
| 9% > a3

ergibt. Die Konstante % im Satz 20 140t sich daher durch keine

kleinere Konstante ersetzen, falls wir erreichen wollen, daf} die
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entsprechende Ungleichung fiir unendlich viele Werte von % bei
beliebigem o erfiilit ist. Zu jeder kleineren Konstanten 148t sich

V6 +1
B

stets ein « (und Zwar o = ) derart finden, daf3 es der ge-

forderten Ungleichung nur fir endlich viele k-Werte genigt.
Insbesondere reifit die Kette der Sitze, die mit den Sitzen 18
und 20 beginnt, mit dem Satz 20 ab; sie 1aBt sich nicht weiter
fortsetzen.

§ 8. Allgemeine Approximationsgesetze

Bisher haben wir uns nur fiir Approximationen interessiert, die
durch Niherungsbriiche gegeben werden. Dabei gelang es uns,
eine Reihe von Problemen zu losen, die mit dieser Aufgabe im
Zusammenhang stehen. Da wir uns dabei iiberzeugen konnten,
daf3 die Niherungsbriiche in einem gewissen Sinne die besten
Approximationen sind, dirfen wir damit rechnen, dafl die ge-
wonnenen Ergebnisse gestatten werden, die Gesetze zu.erforschen,
durch die die Approximation der Irrationalititen durch rationale
Briiche bestimmt wird. Gleichzeitig kénnen wir erwarten, daf3 dabei
keine Abhingigkeit von irgendeinem speziellen darstellenden Appa-
rat zutage tritt. Diesem Problemkreis wollen wir uns nunmehr zu-
wenden. Im Rahmen unserer elementaren Einfilhrung kénnen
wir selbstverstindlich keine vollstindige Darlegung der Grund-
lagen der betreffenden Theorie vermitteln. Dies hat seinen Grund
nicht nur im Raummangel, sondern auch darin, daBl diese Dinge
keine unmittelbare Beziehung zu unserer Aufgabe haben. Wir
werden uns selbstverstindlich darauf beschrinken, eine Reihe
elementarer Sitze aufzufithren, an denen die Anwendung der
Kettenbriiche zur Untersuchung der arithmetischen Natur der
Irrationalititen illustriert werden soll.

Die erste im Anschluf} an die Ergebnisse des vorhergehenden
Paragraphen dabei auftretende Aufgabe 1af83t sich wie folgt for-
mulieren: fiir welche Konstanten ¢ besitzt die Ungleichung

Py_c
¢ q‘<q” (33)

bei beliebigem reellem « unendlich viele Losungen in ganzzah-
ligen p und g (¢ > 0)? Das abschlieBende Ergebnis des letzten
Paragraphen fithrt uns leicht zu dem folgenden
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Satz 21. Die Ungleichung (33) hat bei beliebigem reellem o
unendlich viele Losungen in ganzzahligen p und q (g > 0), wenn
c> VLB ist. Ist jedoch ¢ < i/%' so hat die Ungleichung (33) bei ge-
eignet gewdhltem « nicht mehr als endlich viele Losungen dieser Art.
In der Tat ist die erste Behauptung eine unmittelbare Folge-
rung aus dem, Satz 20 (fiir den Fall, daB &« = -; rational ist und

daher nur endlich viele Naherungsbriiche besitzt, 1i8t sich die
erste Behauptung des Satzes 20 véllig trivial beweisen, wenn

man g=nb, p=mna, n=1,2, ..., setzt). Daher sei ¢ < }/I—E
Wie in § 7 setzen wir
a=1—*;l5=[1; 1,1,...]

Geniigen die ganzen Zahlen p und ¢ (¢ > 0) der Ungleichung
(33), so ist nach Satz 19 ? ein Naherungsbruch der Zahl «. Am

q
Ende des § 7 haben wir aber gesehen, daB unter diesen Niherungs-
briichen héchstens endlich viele der Ungleichung (33) geniigen,

. 1. .
wenn, wie vorausgesetzt, ¢ < Vi ist. Damit ist unsere Behaup-
5

tung oﬂeﬁbar vollstindig bewiesen.
Somit 148t sich im allgemeinen, wenn man alle moglichen
reellen o bericksichtigt, die Ordnung der Approximation. die

durch die Grofle —_1—2 charakterisiert wird, nicht mehr wverbes-

sern. Das soll jedoch nicht bedeuten, dafl bei einzelnen Irrationali-
taten auch Approximationen wesentlich hgherer Ordnung méglich
sind. Ganz im Gegenteil, die Moglichkeiten hierzu sind véllig un-
begrenzt; davon iiberzeugt man sich am besten mit Hilfe der Ket-
tenbriiche selbst.

Satz 22. Wie auch eine positive Funktion ¢ (q) der natiirlichen
Variablen q beschaffen sein moge, so lift sich stets eine irrationale
Zakl o finden, fiir die die Ungleichung

l'a — %l < 9(g)

unendlich viele Losungen in ganzzahligen p und q (¢ > 0) besitzt.
Beweis. Wir konstruieren den unendlichen Kettenbruch «,

3
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indem wir seine Elemente sukzessiv so wihlen, daB sie den Un-
gleichungen

(k> 0)

1
a [ —
k412> 72 9 (a2

geniigen, was selbstverstindlich auf unendlich viele Arten zu er-
reichen ist (¢, kann hierbei beliebig gewihlt werden). Fiir ein be-
liebiges £ > 0 ist dann

P | 1 e 1

9% Ik 9r+1 I @k+1qx+ qx-1) ~ Gks14 < 9.
womit unser Satz bewiesen ist.

Wir wollen darauf hinweisen, dafl im allgemeinsten Falle die
Ungleichungen

o —

1 PR

ax (g + 9x+1) l * T |~ edrer’

oder, was dasselbe bedeutet,
: ) < l“ - %k— < 1 q

qi (“k+1+1+*’;f) k (ﬁ,akﬂ‘i‘ ﬁ—l)
die Ungleichung
- S S T - g—" - 34
9% @+ 1+ 2) <[ %l 9% Ak +1 (34)

liefern. Aus dieser ist zu ersehen, da3 bei gegebenen a,, 4,, . . ., a;
der Bruch P& um so besser die Zahl « approximiert, je grofler

das nachfolgqgnde Element a,,, ist. Da aber die Naherungsbriiche
in jedem Falle die besten Approximationen sind, schlieBen wir, daf§
die Irrationalititen sich gut durch rationale Briiche annihern
lassen, unter deren Elementen grofle Zahlen auftreten. Diese Aus-
sage qualitativer Natur findet ihren quantitativen Ausdruck in
den Ungleichungen (34). Insbesondere lassen sich diejenigen Ir-
rationalititen am schlechtesten approximieren, deren Elemente
beschrinkt sind. Nun wird uns klar, warum wir mehrfach die Zahil
V541

——2—=[1; 1,1,...]

gewihlt hatten, wenn wir nach einer irrationalen Zahl suchten,

die keine bessere Anniherung zuliefle als die einer gewissen vor-
_ gegebenen Ordnung. Von allen Irrationalititen besitzt sie offen-
b
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bar die kleinstmdglichen Elemente (falls man a, nicht mitrechnet,
das hier keinerlei Bedeutung hat) und 148t sich daher am schlech-
testen durch rationale Briiche approximieren.

_ Die spezifischen Besonderheiten der Approximation, die den
Zahlen mit beschrankten FElementen eigen sind, spiegeln sich
vollstindig im nachstehenden Satz wider, der uns nach unseren
bisherigen Betrachtungen nahezu trivial erscheint.

Satz 23. Fiir jede Irrationalzahl o mit beschrinkten Elementen
hat die Ungleichung

p c ‘
= b < 33)

bei hinveichend kleinem c keine Losungen in ganzzahligen p und g
(g >0). Umgekehrt ist fiir jede Zahl « mit unbeschrinkten Ele-
menten die Ungleichung (33) bei beliebigem ¢ < 0 fiir unendlich
viele ganzzahlige Werte von p und q erfillt.

Mit anderen Worten: Irrationalititen mit beschrinkten Elemen-

ten lassen Approximationen von nicht hoherer Ordnung als —13

zu. Demgegeniiber 1aBt sich jede Irrationalitit mit unbeschrink- -
ten Elementen besser approximieren.

Beweis. Gibt es unter den Elementen eines Ketfenbruches,
der die Zahl « darstellt, beliebig groBe, so lassen sich bei belie-
bigem ¢ > 0 unendlich viele Werte von % finden, fir die

1
k1>

gilt. Daher haben wir auf Grund der zweiten der Ungleichungen
(34) fir unendlich viele 2-Werte

womit die zweite Behauptung unseres Satzes bewiesen ist.
Existiert nun ein M > 0 derart, daf

a <Mk=12,..)

ist, so erhalten wir auf Grund der ersten der Ungleichungen (34)
fir ein beliebiges £ > 0

-t
9%

A |
> a5 (M +2)°
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Hieraus ergibt sich fiir ein beliebiges Paar ganzer Zahlen p
und ¢ (g > 0), wenn man den Index % aus den Ungleichungen

91 <gx < G

bestimmt und beriicksichtigt, daB alle Niherungsbriiche beste
Approximationen erster Art sind,

1
g (M +2)

= worry () > worry (%)

— 1 ( 9r-1 )2
¢ (M 4- 2) “qu 1+ k-2
1 > 1
¢* (M + 2) (ak+ 1)2 7 (M 4 2) (M4 1)2q,’

1
‘< mTH T
so kann die Ungleichung (33) fiir kein ganzzahliges Paar p und ¢
(g > 0) erfiillt sein. Damit ist auch die erste Behauptung des
Satzes (23) bewiesen.
Bisher haben wir stets die Approximation durch die Grofle

der Differenz o« — £ abgeschitzt. Ebenso wie in § 6 konnten wir

jedoch auch hier in allen bewiesenen Sitzen statt dessen die
Differenz ga — p abschitzen und in allen bewiesenen Formu-
lierungen entsprechende Anderungen vornehmen. Diese einfache
Bemerkung fiithrt unmittelbar zu einem neuen und dufBlerst wich-
tigen Gesichtspunkt in dem betrachteten Problem.

Die einfachste homogene lineare Gleichung in den unbekann-

ten x und y ax—y=0 (35)

in der « eine gegebene irrationale Zahl ist, 1iBt sich selbstver-
stindlich nicht exakt in ganzen Zahlen lésen.!) Doch kann man
von einer Niherungslosung dieser Aufgabe sprechen, d.h. von
der Wahl ganzzahliger x und y derart, daB die Differenz ax— ¥y
einen bestimmten kleinen Betrag nicht iiberschreitet. Offenbar
lassen sich alle vorhergehenden Sitze dieses Paragraphen als Aus-
sagen iber GesetzmifBigkeiten deuten, denen die Naherungs-

a——l>{a——§£ >

Wihlen wir nun

1) Abgesehen von der trivialen Losung » = y = 0.
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losungen der Gleichung (35) in ganzen Zahlen unterliegen. So
zeigt z. B. der Satz 21, daB stets unendlich viele ganze Zahlen x
und y (x > 0) derart existieren, daf3

oz —y] < (36)

gilt, wenn C eine positive Zahl darstellt, die nicht kleiner ist

1
als —.

V5

Von diesem neuen Gesichtspunkt aus erscheint es durchaus
natiirlich, von der homogenen Gleichung (35) zu der inhomogenen
Gleichung

ax—y=p (37)

iberzugehen (dabei ist f§ eine beliebige vorgegebene reelle Zahl)
und die Moglichkeit sowie die Art ihrer Losung in ganzzahligen x
und y zu untersuchen. Man hat mit anderen Worten die Gesetz-
miBigkeiten zu untersuchen, die sich bei dem Versuch ergeben,
die Differenz ax — y — f durch geeignete Wahl der ganzen Zah-
len x und y moglichst klein werden zu lassen.

Dieses Problem wurde erstmalig von dem groBen russischen
Mathematiker P. L. Tschebyschew aufgeworfen, der auch die
ersten damit verkniipften wichtigen Ergebnisse ‘gewonnen hat.
Gegenwiartig wird an der Weiterentwicklung dieses Problems
intensiv weitergearbeitet, woran die sowjetische arithmetische
Schule mafigeblich beteiligt ist.

Die erste wichtige Besonderheit, die den inhomogenen Fall
vom homogenen unterscheidet, besteht darin, dafl die Zahl «
trrational sein mufl, wenn es moglich sein soll, die GroBe
| ax—y— B| bei beliebigem B durch geeignete Wahl der gan-
zen Zahlen x und y beliebig klein werden zu lassen (im homo-
genen Fall dagegen kann dies fir die Grofle | ax— y| bei be-
liebigem « erreicht werden).

In der Tat erhalten wir, wenn o = % mit ganzzahligen b6 >0

und a ist und wir g = ?113' setzen, fiir beliebige ganzzahlige x
und y

2(ax —by)—1 1
lox =y =bl= |5 —| =23

da | 2(@x— by)— 1| als ungerade ganze Zahl wenigstens gleich
Eins ist.
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Bei unseren weiteren Betrachtungen wollen wir daher die
Zahl « irrational annehmen. Unter dieser Bedingung kann man
nicht nur, wie wir uns sogleich {iberzeugen werden, die GréBe
| ®x— y— B| beliebig klein machen, sondern feststellen, dafl die
Analogie zum homogenen Fall noch viel weiter geht.

Satz 24 (T'schebyschew). Fiir eine beliebige Irrationalzahl «
und fiir eine beliebige reelle Zahl B hat die Ungleichung

3
jax —y — ] <2

unendlich viele Losungen in ganzzahligen x und y (x > 0).
Vorbemerkung. Offenbar entspricht dieses Ergebnis vdllig

der Eigenschaft der homogenen Gleichungen, die ihren Ausdruck

in Satz 21 gefunden hat. Der Unterschied besteht nur darin, daf

hier an Stelle der Konstanten% die Zahl 3 auftritt. Die Ord-

nung der Approximation bleibt jedoch dieselbe. Es sei noch
erwihnt, daB die Zahl 3 hier keineswegs die kleinstmégliche
ist: die untere Grenze der Zahlen, durch die sie ersetzt werden
kann, ohne die Giiltigkeit des Satzes 24 zu storen, ist betricht-
lich kleiner.

Beweis. Es sei £ ein beliebiger Nahgrungsbruch der Zahl a.

Dann gilt » 5
“=?+q_2 0<d L. (38)

Bei beliebiger Beschaffenheit einer reellen Zahl 8 148t sich ferner
eine ganze Zahl ¢ derart finden, daf

1
g —t| <5
ist, daraus folgt: ;

P=7

Da p und g teilerfremd sind, existiert ein Paar ganzer Zahlen x
und y, das den Bedingungen geniigt:1) '

3
I<a< L, pr—gy=t.

+4 (&< (39)

1) Hier der Beweis: Ist ?’ ein Niherungsbruch der Zahl &, der dem
Bruch % unmittelbar vorausgeht, so gilt

gr —ps=¢e= £ 1, glert) — p(est)y =te? =1t
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In einem solchen Falle gilt aber auf Grund von (38) und (39)

|2, &
lox —y = Bl=|+ 7 —vy— 57—
P2 & x 1
-[F-wl<E e
und wegen
2
9>—3—x
gilt dann
9 3 3
joe—y=Pl< G+ =%

Schliefllich kann die Zahl g beliebig groB gewahlt werden. Da
aber x > -% ist, ist auch x beliebig grof}; damit ist offenbar der

Satz bewiesen.

Die Aufgabe, die Gleichung (37) angenédhert in ganzen Zahlen zu
15sen, kann jedoch auch in einer Form gestellt werden, die viel-
leicht sogar etwas natiirlicher erscheint. Da das Wesen des Pro-
blems darin besteht, die Gréfle | ax —y— B | moglichst klein
werden zu lassen, indem man die Zahlen x und y moglichst klein
withlt, erscheint es am natiirlichsten, die Aufgabe wie folgt zu
formulieren: Ist eine beliebig grofle positive Zahl n gegeben, so
wissen wir (auf Grund des eben bewiesenen Satzes 24), dafB bei
beliebigem irrationalem « und bei beliebigem reellem f ganze
Zahlen x >0 und y sich finden lassen, fiir die die Ungleichung

o —y — B < (40)

erfillt ist. Doch gibt uns der Satz 24 im allgemeinen keine Aus-
kunft dariiber, innerhalb welcher Grenzen wir diese Zahlen suchen

miissen, damit die durch die Zahl —’17 charakterisierte Genauigkeit

erreicht wird. Dieses Ziel lieBe sich z. B. erreichen, wenn man
eine Zahl N, die zwar von #, nicht aber von « und g abhingt.

und bei beliebigem ganzzahligen %
pg—est) —q(kp— ert)y = 1.
k 148t sich aber so wihlen, da
. %gz:kq—sst<—32l
gilt.
4 Khintchine, Kettenbriiche
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mit der Eigenschaft angeben konnte, daBl die Ungleichung (40)
unter der zusitzlichen Bedingung | x| < N stets erfiillt werden
kann.

Offenbar unterscheidet sich diese neue Art der Problemstellung
sehr wesentlich von der, mit der wir es bisher zu tun hatten.
Wurde bisher (wie im Satz 24) die Genauigkeit der Approximation
in Abhingigkeit von der GroBe der Zahl x bestimmt, so geben
wir uns jetzt diese Genauigkeit vor und fragen umgekehrt, wie
groB die Zahl x gewahlt werden muf}, damit diese Genauigkeit
erreicht .wird. Diesem Unterschied in der Problemstellung ent-
sprechend ist auch ihre Losung ganz anderer Art. Insbesondere
erhalten wir fiir den homogenen und inhomogenen Fall vollig
verschiedene Ergebnisse.

Im Falle der homogenen Gleichung (8 = 0) findet unser Pro-
blem eine sehr einfache Lisung.

Satz 25. Wie auch die reellen Zahlen n >1 und o« beschaffen
sein mogen, stets lassen sich ganze Zahlen x und y finden, die den
" Ungleichungen
0<x<m, ]ocx—yl<-i—
gendigen.

Beweis. Ist « rational, o = -:— und 0 < b < #, so 148t sich
der Satz trivial beweisen, wenn man x = b und y = a setzt. Laft
sich « nicht in dieser Form darstellen, d. h., ist & entweder ir-
rational oder ein rationaler Bruch, dessen Nenner # ibersteigt,
so erhalten wir, wenn wir den Index % aus der Relation

0 <1 <Grn

(hier bezeichnen wir mit Pk die Niherungsbriiche der Zahl «) be-

stimmen, e
1 1
,oc Pt 1
Ix

T qx9k+1 9k
und folglich -

1
I“Qk—Pk|<;r 0 < m,

womit unser Satz bewiesen ist.
Nun miissen wir naturgemifl danach fragen, ob im Falle der
inhomogenen Gleichung (37) die gleiche Ordnung der Approxi-
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mation sich festlegen 148t, d. h., ob man behaupten kann, daB
zu einer beliebigen Irrationalzahl « sich eine positive Zahl C
derart finden 148t, daB bei beliebiger Beschaffenheit der Zahlen
n >1 und B ganze Zahlen x und y existieren, die den folgen-
‘den Ungleichungen geniigen:

0<x<Cn, ]ax—y—ﬂ|<'%.

(Offenbar fordern wir hierbei weniger als das, was wir fiir den
homogenen Fall bewiesen hatten; denn wir lassen zu, daf3 C von «
abhangt, wahrend im homogenen Falle C = 1 eine absolute Kon-
stante ist.) Es ist nicht schwer, eine solche Annahme durch einige
Vorbetrachtungen als unwahrscheinlich zu erkennen. Zunichst
ist sie fir rationale & von vornherein falsch; denn in diesem Falle
kann die Grofle | ax — y— f|, wie wir gesehen haben, im allge-
meinen (d. h. bei beliebigem ) nicht einmal beliebig klein ge-
macht werden. Dieser Umstand 148t erwarten, daBl bei einem
zwar irrationalen, jedoch durch rationale Briiche sehr stark
approximierbaren « die GrofSle | ax— y— B}, obwohl sie nach
Satz 24 beliebig klein gemacht werden kann, dennoch bei ge-
eignet gewahltem B und vorgegebener Genauigkeit verhiltnis-
miBig groBer Werte von x und y bedarf. Die gleichen Uber-
legungen lassen weiterhin vermuten, daB die Annidherung der
Differenz ax — y an eine beliebige reelle Zahl § sich um so leich-
ter erreichen lassen wird, je schlechter sich die Zahl « durch ra-
tionale Briiche approximierenlafit, d. h., je schwieriger die Annahe-
rung der Grofe ax — y an die Null vollzogen werden kann. Hierzu
diirfen ihrerseits, wie wir bereits wissen, die Elemente der Zahl «
nicht zu rasch zunehmen.

Alle diese Vorbetrachtungen werden durch den nachstehenden
Satz bestétigt und quantitativ exakt ausgedriickt.

Satz 26. Soll eine positive Zahl C mit der Eigenschaft exisiieren,
daf bei beliebigen reellen n > 1 und B ganze Zahlen x und y sich
finden lassen (x > 0), die den Ungleichungen

x< Cn, [ax—y—ﬁ|<%

gendigen, so ist dazu notwendig und hinveichend, daf die irvationale
Zahli o durch einen Kettenbruch mit beschrinkten Elementen dar-
gestellt wird.

4%
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Beweis. Es sei |
o= [ag; ay, ay, . . .]
und a; <M (i=1,2,...). Ferner sei m >1 und B eine be-
liebige reelle Zahl. Wir bezeichnen mit % die Naherungsbriiche der
Zahl o und bestimmen den Index % aus den Ungleichungen

. G <M < Gpyq.
Dann ist
la | 1
9 9k dx+1 mdg
oder s
Y23
=Lk 4 <1). 41
=t o (8] < ) (41)
Ferner wihlen wir die ganze Zahl ¢ so, daB
1
IﬁQk - tl < 7
ist, woraus ; s \
B="t 44y (¥]<) ey
x e
folgt.

Schliefllich bestimmen wir wie beim Beweis des Satzes 24 ein
paar ganzer Zahlen x und y, die den Beziehungen

xpp— Y@ =1 0<x <q; (43)
geniigen. Aus (41), (42) und (43) folgt
Bl |t xS
locx y ‘BI T @ y 9 mar 24
x0 & x 1 1 1 dr+1
R
may 24y < my + 2qy — m + 29x+1 \ 4k
1 1 1 M4+1 M+ 3
<t o, @reat+ 1)< -+ 2;: =2——;-

Bisher konnte die Zahl s > 1 ganz beliebig gewahlt werden.
M43
2

Setzen wir nunmehr, bei gegebenem » > 1, m = #, SO er-

halten wir offenbar m > 1 und folglich auf Grund des vorher-

gehenden
M+ 3

2

0<x<L g <m= #,

oz —y— B <
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wenn man die Zahlen x und ¥ in der angegebenen Weise wihlt.
Damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen.

Zum Beweis des zweiten Teiles wollen wir annehmen, daf
unter den Elementen a;, der Zahl « beliebig groBe auftreten. In
diesem Falle lassen sich nach Satz 23, wie klein die positive
Zahl ¢ auch gewahlt sein moge, stets ganze Zahlen ¢ >0 und p
finden, die der Ungleichung

geniigen. Daraus folgt
oe2
a=L 455 (8]<,

Nun setzen wir # = L und g = 2L Dann erhalten wir bei be-

liebigen ganzzahligen x und y (0 <x < Cn)

xp 1 xész I (#p—vq)—1  x6e?
ax—y—fBl=1"2—y = -

| y—Fl ¢ VT2 29 T
> |2(xp —yq)— 1] xs”>_1__£2£ 1—2C_1—2C 1
2¢q T g T2 7 2q  2¢ n’

Wie grof aber C auch sein mége, so erhalten wir bei hinreichend

. —2Ce

kleinem & stets ——2<°.
xund y (0 <= gCn)
1

lax —y — B> Pl

womit auch der zweite Teil des Satzes bewiesen ist.

Nun wollen wir die gewonnenen Ergebnisse zusammenfassen.
Bei der Untersuchung der Niherungslosung der Gleichung (37)
in ganzen Zahlen miissen wir als Normalfall den betrachten, bei

dem die Genauigkeit, die durch die Grofle % charakterisiert

wird, fiir ein gewisses x <{ C#n bei beliebigem # > 1 erreicht wer-
den kann. Dabei ist C eine Konstante, die von « abhingen kann.
Die homogene (d. h. fir f=0 sich ergebende) Gleichung 1at
stets eine normale Lésung zu (Satz 25). Der Satz 26 zeigt, daB die
allgemeine (inhomogene) Gleichung eine normale Igsung dann
und nur dann zulift, wenn die zugehérige homogene Gleichung
keine ,,ibernormale’ Losung besitzt, d. h., wenn sie nicht bei

> 1 und folglich fiir beliebige ganzzahlige
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beliebigem & >> 0 und geeignet gewihltem # bis auf % genau durch

ganzzahlige ¥ > 0 und y erfilllt werden kann, wobei x < g# ist.
Von diesemn Gesichtspunkt aus betrachtet kann das Ergebnis
unserer Untersuchung als ein Spezialfall des allgemeinen Gesetzes
zur Losung linearer Gleichungen (algebraischer Gleichungen, Inte-
gralgleichungen u. dgl.) aufgefaBt werden: Eine inhomogene
Gleichung lipt sich tm allgemeinen Falle ,normal'' losen, wenn die
entsprechende homogene Gleichung keine ,,dibernormale’’ Lisung zu-
1aps.

Es sei noch erwihnt, daB wir im Satz 26 die Unabhingigkeit
der Grofe C von B gefordert hatten. Man kénnte unter Beibe-
haltung des gleichen Ergebnisses zulassen, dafl C eine Funktion
von f ist. Allerdings wire dann der Beweis (in seinem zweiten

Teil) erheblich schwieriger geworden.
»

§ 9. Approximation algebraischer Irrationalititen.

Liouvillesche transzendente Zahlen
Camsmr——————
Es sei

flx)=a¢+ a;x+ -+ a,x" (44)

ein Polynom n-ten Grades mit ganzzahligen Koeffizienten a,,
@,,...,a,. Eine Zahl «, die Wurzel eines solchen Polynoms ist,

wird algebraisch genannt. Da jede rationale Zahl o« = % als Wurzel

der Gleichung ersten Grades bx — a = 0 definiert werden kann,
ist der Begriff der algebraischen Zahl offenbar eine natirliche
Verallgemeinerung des Begriffes der rationalen Zahl. Geniigt
eine gegebene algebraische Zahl der Gleichung #-ten Grades
f(x) =0 und gentigt sie keiner Gleichung geringeren Grades (mit
ganzzahligen Koeffizienten), so nennt man sie eine algebraische
Zahl n-ten Grades. Insbesondere lassen sich die rationalen Zahlen

als algebraische Zahlen ersten Grades definieren. Die Zahl }2
ist als Wurzel des Polynoms x? — 2 eine algebraische Zahl zwei-
ten Grades oder, wie man auch sagt, eine quadratische Irratio-
nalitdt. In ahnlicher Weise werden kubische Irrationalititen,
Irrationalititen vierten Grades usw. definiert. Alle nichtalgebra-
ischen Zahlen werden transzendent genannt. Zu diesen gehdren
z. B. ¢ und 7. Auf Grund der groflen Rolle, die die algebraischen
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Zahlen in der modernen Zahlentheorie spielen, wurden ihren
Eigenschaften in bezug auf die Approximationen durch ratio-
nale Briiche viele spezielle Untersuchungen gewidmet. Das erste
bedeutende Ergebnis in dieser Richtung war der nachstehende
sog. Liouvillesche Satz.

Satz 27. Zu jeder irrationalen algebraischen Zahl o n-ten Grades
existiert eine positive Zahl C derart, daf fiir beliebige ganzzahlige p

und q(q > 0)

gilt.

Beweis. Es sel « Wurzel des Polynoms (44). Wie wir aus der
Algebra wissen, konnen wir

flo) = & — o) fu ) . )

schreiben. Dabei ist f; (x) (x ein Polynom vom Grade »— 1. Man
erkennt leicht, daB f;(«)==0 ist. In der Tat wire im Falle
fi(a) = 0 das Polynom f; (x) ohne Rest durch x — « teilbar, d. h.,
(x— &)? wire ein Teiler des Polynoms f(x). In diesem Falle lieBe
sich aber auch das abgeleitete Polynom f’(x) durch x — o teilen,
d. h., es wire f' () = 0, was unméglich ist; denn f’ (x) ist ein Poly-
nom (n— 1)-ten Grades mit ganzzahligen Koeffizienten und «
eine algebraische Zahl n-ten Grades. Es gilt somit

fila)==0
folglich 1483t sich eine positive Zahl § finden, fiir die

fiw)£0 (@—d0<x< a4 0)
gilt.
Es sei p und ¢ (g > 0) ein beliebiges Paar ganzer Zahlen. Ist

dann | g — —:b—l <9, so ist f; (7]-) = 0. Setzen wir daher in die
Identitit (45) x 1; ein, so erhalten wir
Py .. 2\"
P f(q) _ a°+a‘(q)+ +a"(q)
q £ ?
h q) f’<q)

a9q" + a1 pg" '+ - 4 a, p" .

en ()
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Der Zahler des letzten Bruches ist eine ganze und von Null

verschiedene Zahl, denn andernfalls hitten wir « = ﬁ, wahrend «

nach der Voraussetzung unseres Satzes eine Irrationalzahl ist.
Infolgedessen ist dieser Zihler absolut genommen wenigstens
gleich 1. Bezeichnen wir nun mit M die obere Grenze der Funk-
tion f;(x) im Intervall (x — 8, a -+ &), so erhalten wir aus der
letzten Gleichung

. p 1
S S
l“ q[_Mq"
Im Falle
‘ a—§[>6
gilt jedoch a fortiori

_!:I- 9
l“ q >q"'

Bezeichnen wir daher mit C eine beliebige positive Zahl, die
kleiner als § und —;—i ist, so gilt in allen Fallen (d. h. fir beliebige
ganzzahlige ¢ > 0 und p) ’

_?ls ©
I“ ql>q"'

womit der Satz 27 bewiesen ist.

Der Satz von Liowville behauptet offenbar, daf die algebra-
ischen Zahlen keine Approximation durch rationale Briiche zu-
lassen, die in ihrer Genauigkeit eine bestimmte Ordnung iber-
steigen wiirde. Diese hingt im wesentlichen vom Grad der ge-
gebenen algebraischen Zahl ab. Die historische Hauptbedeutung
dieses Satzes bestand darin, daB er erstmalig gestattete, die Exi-
stenz transzendenter Zahlen zu beweisen und konkrete Beispiele
solcher Zahlen anzugeben. Hierzu geniigt es, wie wir sehen, eine
Zahl zu konstruieren, die als Irrationalzahl sich auBerordentlich
gut durch rationale Briiche approximieren 1aft. In dieser Hin-
sicht sind aber, wie wir aus dem Satz 22 wissen, unsere Moglich-
keiten unbeschrinkt.

Existieren fiir ein beliebiges C >0 und fiir ein beliebiges
natiirliches » ganze Zahlen p und g (g > 0), die der Ungleichung

""_ﬁlg—cz (46)
q q9
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geniigen, so zeigt der Satz 27, dafl die Zahl « transzendent ist. Mit
Hilfe der Kettenbriiche lassen sich beliebig viele derartige Zahlen
konstruieren. Hierzu geniigt es, nachdem man die Elemente

@y, 4y, ..., a; gewahlt hat, den Niherungsbruch 2P 21 konstruieren
und 9k
Apyy > qE1
zu setzen. Dann ist ndmlich
o — P 1 1 1
9k e 9r+1 Qiakﬂ ‘!’If‘l ’

weshalb die Ungleichung (46) offenbar fir alle hinreichend groflen
Werte von k& erfiillt ist, wie auch die Konstante C >0 und die
natiirliche Zahl » gewahlt sein mogen.

§ 10. Quadratische Irrationalititen und periodische Kettenbriiche

Fir quadratische Irrationalititen o« zeigt der Satz 27, dag
eine (von o abhingende) positive Zahl C existiert, fiir die die Un-
gleichung

q ¢
keine Lésungen in ganzzahligen p und ¢ (¢ > 0) haben kann. Nach
Satz 23 folgt hieraus, daBl die Elemente einer jeden quadratischen
Irrationalitit beschrinkt sind. Doch lange vor Liowville hat
Lagrange eine wesentlich tiefer gehende Eigenschaft der die
quadratischen Irrationalititen darstellenden Kettenbriiche ent-
deckt. Diese Eigenschaft ist zugleich charakteristisch. Es stelit
sich heraus, daB die Folge der Elemente einer quadratischen Ir-
rationalitit stets periodisch ist und daB umgekehrt jeder perio-
dische Kettenbruch eine quadratische Irrationalitit darstellt.
Dem Beweis des Satzes soll dieser Paragraph gewidmet sein.
Wir wollen den Kettenbruch

o= [ay; a1, as, ...]

<

periodisch nennen, wenn ganzzahlige %, und % derart existieren,
daB fir ein beliebiges 2 > &,

Agyn = A
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ist. Ahnlich wie bei Dezimalbriichen wollen wir einén solchen
periodischen Bruch durch

o= [ag; ay, ag, - - -, Axg-1s Brgs Brgr1s - - -1 Brgin-l 47

bezeichnen.

Satz 28. Jeder periodische Kettenbruch stellt eine quddmtische
Irrationalitit dar. Umgekehrt 1St sich jede quadratische Irratio-
nalitdt durch einen periodischen Kettenbruch wiedergeben.

Beweis. Die erste Behauptung 1aBt sich in wenigen Worten
beweisen. In der Tat genligen die Reste des periodischen Ketten-
bruches (47) offenbar der Bedingung

Tean =" (k= k).
Nach Formel (16) des Kapitels A gilt fir 2 > &, daher

Pr-17k+ Pr-2 __ Prtn1?k+nt Prin-2_ Prin-17kt Prin-e (48)
-1+ k-2 Te+n-17k+nt Tkrn-z  Tern-1"kt Tkin—2
woraus

K=

Pr—17k+ Pr-2 __ Pr+n-17kt Prin-2
. Ik-17k+ Ir—2 Tx+n—1"c+ dr+n-2

folgt. Somit geniigt die Zahl 7, einer quadratischen Gleichung
mit ganzzahligen Koeffizienten und ist als solche eine quadra-
tische Irrationalitit. In diesem Falle zeigt aber die erste der
Gleichungen (48), daBl auch « eine quadratische Irrationalitit
sein muf.

Die Umkehrung dieser Behauptung laBt sich nicht ganz so ein-
fach beweisen. Die Zahl « geniige der quadratischen Gleichung’

act4ba+c=0 (49)

mit ganzzahligen Koeffizienten. Setzen wir in diese an Stelle von
o den Ausdruck
Pn—l"n + Pn—z

X =
9n-1"n+ dn-2

ein, der & durch den Rest n-ter Ordnung darstellt, so sehen wir,
daB 7, der Gleichung

A2+ Byr,+ Co=0 (50)
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geniigt, in der 4,, B, und C, durch die Formein

Ap=ap?s 1+ bpa1qn1+ ¢

By=2apy 12+ 0(Pa 1902t Pn29n1)+2¢qs qﬂ—2} (51)

Co=apn s+ bPusinot P e

bestimmte ganze Zahlen sind. Daraus folgt insbesondere
Co=Apny. (52)

. Mit Hilfe dieser Formeln verifiziert man leicht unmittelbar, daf3

UBE—44,Cp= (8~ 440) (Pa1qns— Guaus)* = B — dac (53)

ist, d. h., die Diskriminante der Gleichung (50} ist fiir alle % die-
selbe und gleich der Diskriminante der Gleichung (49).
Wegen

o — Pn-1 21 i
. In-1 95 -1
ist ferner
( I 611—1! < 1)

Die erste der Formeln (51) liefert daher

dp=a (aq.. 1+ qn_) +b( )qn~1+ Cqn-1

= (@024 ba + ¢) ¢2_; + 2a0d,_ 1+a (" -1 +b6,, 1

woraus nach Gleichung (49)

| An |-—I2aoc6,, 1+ a ;‘—‘—i—ba,,,l

<2aa|+|a|+ 0]
und auf Grund der Gleichung (52)

[Cal=14na] <2Z]aa|+|a|+|0]
folgt.

Die Koeffizienten 4, und C, der Gleichung (50) sind also
absolut beschrankt, weshalb sie bei Anderung von » nur end-
lich viele verschiedene Werte annehmen konnen. Auf Grund der
Gleichung (53) folgt hieraus, daB auch B, nur endlich viele ver-
schiedene Werte annehmen kann.

Wichst nun # von 1 bis oo, so kénnen nur endlich viele ver-
schiedene Gleichungen (50) auftreten. In diesem Falle kann aber
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r, nur endlich viele verschiedene Werte haben, so daf} fiir geeignet
gewihlte 2 und 2

Tk = "k4n

ist. Dies zeigt, dafl der « darstellende Kettenbruch periodisch ist.
Damit ist auch die zweite Behauptung unseres Satzes bewiesen.
Fiir algebraische Irrationalititen hoherer Grade kennt man
keine Eigenschaften der darstellenden Kettenbriiche, die etwa
der eben bewiesenen analog wiren. Ganz allgemein wird alles,
was iiber die Approximation algebraischer Irrationalititen
hoherer Grade durch rationale Briiche bekannt ist, durch ele-
mentare Folgerungen aus dem Liouvilleschen Satz und einige
Sitze neueren Datums erschopft, die eine Verschiarfung des
Satzes von Liouville darstellen. Es ist interessant zu bemerken,
daB man bis heute keine Zerlegung irgendeiner Irrationalitit
hoheren als zweiten Grades in einen Kettenbruch kennt. Es ist
nicht bekannt, ob eine derartige Zerlegung beschrinkte Ele-
mente haben kann. Unbekannt ist ferner, ob sie auch unbe-
schrinkt sein kénnen und dergleichen mehr. Im allgemeinen sind
die Probleme, die mit der Entwicklung algebraischer Zahlen
hoheren als zweiten Grades in Kettenbriiche zusammenhangen,
auferordentlich schwierig und bisher nahezu unerforscht.
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§ 11. Einfiihrung

Im gesamten vorigen Kapitel haben wir gesehen, dafl die
reellen Zahlen hinsichtlich ihrer arithmetischen Eigenschaften
ganz verschieden sein konnen. Aufler den Grundeinteilungen der
reellen Zahlen in rationale und irrationale sowie algebraische
und transzendente, lassen sich viele feinere Unterteilungen dieser
Zahlen nach einer Reihe von Merkmalen treffen, die deren
arithmetische Natur charakterisieren. Vor allem kann man sie
nach dem Grad der Approximation klassifizieren, den diese Zah-
len bei Darstellung durch rationale Briiche zulassen. In allen diesen
Fallen haben wir uns bisher damit begniigt, einfach die Tatsache
festzustellen, daB3 Zahlen mit diesen oder jenen arithmetischen
Eigenschaften auch wirklich existieren. So wissen wir, daf} es
Zahlen gibt, die eine angeniherte Darstellung durch rationale

Briiche —S— nur mit einer Genauigkeit zulassen, deren Ordnung
nicht hoher ist als }? (dieser Art sind z. B. alle quadratischen Ir-

rationalititen). Doch wissen wir, daf} es Zahlen gibt, die eine
Approximation hoéherer Ordnung zulassen (Satz 22, Kapitel B).
Es ergibt sich naturgemifl die Frage, welche dieser beiden gegen--
satzlichen Eigenschaften wir fur die allgemeinere halten miissen,
welche der beiden Typen reeller Zahlen hdufiger auftritt.

Wollen wir dem eben aufgeworfenen Problem eine exakte For-
mulierung geben, so miissen wir beachten, daf} jedes Mal, sobald
wir iber irgendeine Eigenschaft reeller Zahlen (etwa Irrationalitat
oder Transzendenz oder das Vorhandensein beschrinkter Ele-
mente usw.) eine Aussage machen, die Gesamtheit aller reellen Zah-
len hinsichtlich dieser Eigenschaft in zwei Mengen zerlegt wird.
Einmal ist es die Menge der Zahlen, die diese Eigenschaft auf-
weisen, zum anderen die Menge der Zahlen, denen diese Eigen-
schaft nicht zukommt.
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Das Problem, das wir uns gestellt haben, lauft offenbar auf
die Aufgabe hinaus, diese beiden Mengen miteinander zu verglei-
chen und festzustellen, welche gréBer und welche kleiner ist.
Die Mengen reeller Zahlen konnen jedoch von verschiedenen Ge-
sichtspunkten aus und mit Hilfe verschiedener Charakteristika
miteinander verglichen werden. Man kann nach ihrer Michtig-
keit, nach ihrem MaB und nach anderen Merkmalen fragen. Am
interessantesten sowohl in ihren Methoden als auch in ihren Er-
gebnissen ist die metrische Problematik, die das MaB der Zahlen-
mengen untersucht, die durch eine bestimmte Eigenschaft der in
ihnen enthaltenen Zahlen festgelegt werden. Die entsprechende
Lehre, die man als die metrische Arithmetik des Kontinwums be-
zeichnen koénnte, hat sich in der letzten Zeit sehr stark entwickelt
und viele einfache und interessante GesetzmifBigkeiten zutage
treten lassen. Wie bei jeder Untersuchung der arithmetischen Na-
tur der Irrationalititen ist auch hier der Apparat der Ketten-
briiche das beste und natiirlichste Uuntersuchungsmittel. Soll je-
doch dieser Apparat zu einem Werkzeug der mefrischen Arith-
metik werden, d. h., soll er auf die Untersuchung des Mafes einer
Menge angewendet werden, die durch irgendwelche arithmeti-
schen Eigenschaften der zur Menge gehorenden Zahlen definiert
wird, so milssen wir vor allem diesen Apparat selbst einer ein-
gehenden und allseitigen metrischen Analyse unterwerfen. Mit
anderen Worten, wir miissen lernen, das Maf einer Menge von
Zahlen zu bestimmen, deren Kettenbruchentwicklungen diese oder
jene vorgegebene Eigenschaft aufweisen. Probleme dieser Art konnen
ganz verschiedener Natur sein. So kénnen wir nach dem MaB der
Menge der Zahlen fragen, fir die a,= 2 oder ¢,, < 1000 ist, die
eine beschrinkte Folge von Elementen haben oder unter deren
Elementen keine geraden Zahlen auftreten usw. Die Gesamtheit
der Methoden, die der Losung derartiger Aufgaben dienen, bildet
die metrische Theorie der Kettenbriiche, deren Anfangsgriinden und
elementaren Anwendungen dieses Kapitel gewidmet ist. Da die
arithmetischen Grundeigenschaften einer Zahl sich nicht dndern,
wenn man zu dieser eine beliebige ganze Zahl addiert, wollen wir
im weiteren nur reelle Zahlen betrachten, die zwischen O und 1
liegen (d. h., wir setzen stets ¢y, = 0 voraus). Bei der metrischen
Theorie ist diese Beschrinkung auf ein endliches Intervall iibrigens
sogar notwendig, wenn wir wollen, da3 das MaB einer Menge nicht
im allgemeinen Falle unendlich wird.
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Beim Leser setzen wir die Kenntnis der Grundbegriffe der MaB-
theorie der linearen Mengen voraus.l)

§ 12. Die Elemente als Funktionen der darzustellenden Zahl

Jede reelle Zahl « 148t sich nur auf eine Art in einen Ketten-
bruch

&= [ag; 4y, @9, . . .]

entwickeln. Jedes Element g, ist daher eindeutig durch die An-
gabe der Zahl « festgelegt, d. h., es ist eine eindeutige Funktion
von &

Ay =a,x).

Beim Aufbau der metrischen Theorie der Kettenbriiche muf
der erste Schritt eine Untersuchung der Natur dieser Funktion
sein, der uns gestattet, sich wenigstens eine erste Vorstellung von
ihrem allgemeinen Verlauf zu verschaffen. Dies soll in diesem
Paragraphen geschehen. .

Wie wir bereits in § 11 bemerkt hatten, setzen wir stets aq= 0
voraus. Der kiirzeren Schreibweise halber wollen wir hierbei

o= [ay, ay,...]
an Stelle von

o= [ay; ay, @y, . . .]
schreiben. Wir setzen also

1

—_—
@ —
1+ ag+ ...
Zunichst wollen wir das erste Element 4, als Funktion von «
untersuchen. Wegen

lag, a, . ..] =

1 .
ag- ...

1) Zum Verstindnis dieses Kapitels ist der in dem Iehrbuch von
P. S. Alexandroff und A. N. Kolmogorow iiber die Theorie der Funktionen
einer reellen Veridnderlichen (Moskau 1933) im 6. Kapitel vermittelte Stoff
mehr als ausreichend. Ferner sei hierzu der Leser auf E. Kamke, Das Lebes-
gue-Stieltjes Integral (Leipzig 1956) bzw. auf I. P. Natanson, Theorie der
Funktionen einer reellen Verinderlichen (Berlin 1954), verwiesen.

1
T=at
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ist offenbar a, = -H, d. h,, g, ist die kleinste ganze Zahl, die
den Bruch % nicht tibersteigt. Somit ist
G=1fir 1<-<2, dhy<a<l,

4=21fir2< <3 dhyp<a<y

,  usw.

mlr—t wH

G=3fr3< - <4, dht<a<
a,(a) Ganz allgemein gilt

a1=kfﬁrkg—1—<k+1,

Die Funktion @, = a, (oc) hat somit
far alle die a-Werte eine Unstetig-

keitsstelle, fiir die —:‘— eine ganze Zahl

}1 ist; ferner wichst sie fiir « — O iiber
alle Grenzen. Thr Kurvenbild zeigt

die Abb. 1.

Abb. 1 Wir wollen noch darauf hin-

weisen, dafl 4, in jedem der Inter-

valle (k—_i—l— <a<Z %) konstant ist. Diese Intervalle wollen wir

Intervalle vom Rang eins nennen. Ferner ist
da dieses Integral oﬁenbar der divergenten Reihe

,élk (= w1 = §

dquivalent ist.
Nun gehen wir zur Untersuchung der Funktion a,(«) tber.
Hierzu betrachten wir zunichst irgendein festes Intervall vom

Rang eins
1

1
PSS
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In diesem Intervall ist diberall a; = % und folglich
1

X =
1
e

wobei 1 <7, < oo und a,= [ry] ist. Wiichst 7, von 1 bis oo, so

wichst & von

.. 1 . .
PpE bis & und durchlduft somit das vorgegebene

Intervall vom Rang eins. Dabei ist offenbar

g, =1fir 1<7n<2 dh - <a<

EH1— 1’

a, =2 fir 2 < r, <3, d.h.—lkagoc< I

' Pty Fty

y=31fir 3< <4, dh o <al o,
und ganz allgemein

ap=1lfir <n<l+1, dh—F-<ag—1o

T WL I

Das Kurvenbild der Funktion a,(x) hat somit in dem von uns
festgelegten Intervall vom Rang eins die in Abb. 2 dargestellte
Form.

Die Funktion a,{(a) ist in a, ()
jedem der Intervalle

1 1 )

1’ 1 )
(” T AT —
die wir als Intervalle vom Rang
zwei bezeichnen wollen, kon-

stant. Jedes Intervall vom Rang
eins zerfillt also in eine abzihl-

-~
N
[~

bare Menge von Intervallen vom 1. 1§71 x
Rang zwei, die von links nach #*7 F3 Rilky ¥
rechts fortschreiten (wir erinnern s,

daran, daf3 die Intervalle vom Abb. 2

5 Khintchine, Kettenbriiche
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Rang eins eine von rechts nach links fortschreitende Folge bilden).
Die Punktmenge, fiir die a4, = k ist, ist ein Intervall vom Rang eins;
die Menge, fiir die a,= 1 gilt, ist eine abzihlbare Menge von
Intervallen vom Rang zwei (je eines in jedem Intervall vom
Rang eins). Jedes Intervall vom Rang eins wird durch eine Bedin-
gung der Form a, = %, jedes Intervall vom Rang zwei durch Be-
dingungen der Form a, = & und g, = 1 festgelegt.

Nun wollen wir annehmen, wir hitten bereits die Intervalle vom
Rang » allgemein definiert und den Verlauf der Funktionen
ay(x), ag(x), . .., a,(x) untersucht. Jedes Wertsystem

Gr= by ay= g ... ay= Ry (54)

bestimmt ein Intervall J, vom Rang ». Um den Verlauf der Funk-
tion a,,; (x) im Intervall J, zu untersuchen, bemerken wir, dafl
eine beliebige Zahl « dieses Intervalls in der Form

a= [k, kyy o By, Tnsi] (55)

dargestellt werden kann. Dabei nimmt 7, alle moglichen Werte
zwischen 1 und oo an. Umgekehrt liefert bei beliebigem 7,,,
(1 <74y <oo) der Ausdruck (55) die Zahl «, fir die die Be-
~dingungen (54) erfiillt sind und die somit dem Intervall J, ange-
hért. Da aber a,,, = [7,,,] ist, sehen wir, daB im Innern eines
jeden Intervalls vom Rang »# die Funktion a,,,(x) alle ganz-
zahligen Werte zwischen 1 und co annimmt. Um sich ein genaueres
Bild zu verschaffen, wollen wir, wie iiblich, mit Pr die Néherungs-

q
briiche der Zahl & bezeichnen. Dann ist *

& = Pr¥ni1+ Pna
In?n+1+ dn-1

wobei, wenn « das betreffende Intervall J, durchlauft, »,,, von
1 bis co wachst, wihrend die p,, ¢,, p,_, und ¢,_, konstant blei-
ben, da sie vollstindig durch die Zahlen a,, a,, . . ., a4, bestimmt
sind, die in allen Punkten des Intervalls J, ein und denselben
Wert beibebalten. Setzen wir insbesondere 7,,, = 1 bzw. lassen
Wir 7,,, — oo gehen, so erhalten wir als Endpunkte des Inter-
valls J, die Punkte

Pnt Prna bzw. _?1 )
9n -+ 9n—1 W In
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Wegen
a____ﬂn_= fn'n+1+Pn—1__fin___= (=1
In In?n+1+ Gn-1 9 9n@n?ni1+ 9n-1)

ist dann « eine monotone Funktion von 7,, im Intervall (1, oo).
Folglich ist auch umgekehrt 7,,, und damit a,,, eine monotone
Funktion von « im Intervall

To=(Be, fadtes).

Durchliuft somit « das Intervall J,, so durchlauft a,,, («) suk-
zessiv die Werte 1, 2, 3... und zerlegt das Intervall J, in ab-
zihlbar unendlich viele Intervalle vom Range (n-+ 1). Diese
Folge verlduft von rechts nach links bei geradem » und von links
nach rechts bei ungeradem #.

Damit ist die Struktur der Funktion a, («) wenigstens von der
qualitativen Seite her vollig geklirt. Wir vereinbaren zunichst,
das Intervall (0,1) (Einheitsintervall) als Intervall vom Rang
Null zu bezeichnen und iiberdecken es mit einem Netz immer
kleiner werdender Intervalle, indem wir in jedem bereits kon-
struierten Intervall vom Rang # eine Folge von Intervallen vom
Rang n+ 1 unterbringen. Diese Folge verlauft von rechts nach
links bei geradem # und von links nach rechts bei ungeradem #.
Die Funktion a4, (x) (=0, 1, 2,...) ist in jedem dieser Inter-
valle vom Rang # + 1 konstant. Sie ist monoton und nimmt in
jedem Intervall vom Rang » die Werte von 1 bis co an. Jedem
Wertsystem

a1=k1, a2=k2, o e ey a,,=k,,

entspricht ein eindeutig bestimmtes Intervall vom Rang # und
umgekehrt. Das allgemeinere Wertsystem

Ay =Pk, QGpg=PFo. .. ., ap, =k,

bestimmt im allgemeinen eine abzidhlbare Intervallmenge.

Das erste Problem, das man sich naturgemif} in der metrischen
Theorie der Kettenbriiche stellt, besteht darin, das MaB der
Menge der Punkte des .Intervalls (0,1) zu bestimmen, fiir die
a, = k ist. Wir wissen bereits, dal diese Menge stets ein System
von Intervallen bildet. Es geht daher darum, die Summe der
Lingen dieser Intervalle zu bestimmen. Diese Aufgabe 148t sich
in erster Naherung sehr leicht 16sen.

b
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Fir das Weitere wollen wir vereinbaren, mit

Mgy Ngy « - oy Ny
E
o )
die Menge der Punkte des Intervalls (0, 1) zu bezeichnen, fir die

die Bedingungen
Uny =Ry, Qng=1Fy, ..., aps =k,

erfiilllt sind. Hierbei sind selbstverstindlich alle »; und %; natiir-
liche Zahlen; die #, sind dabei alle voneinander verschieden. Wir
wissen bereits, daf} eine solche Menge stets ein Intervallsystem
darstellt. Insbesondere ist die Menge

E 1, 2, ..., n)
ki Ry oo By
wie uns ebenfalls bereits bekannt ist, ein Intervall vom Rang =,
das durch die Beziehungen

al=k, (i=1,2,...,n)
charakterisiert wird.
Offenbar gilt stets
ooE(nl, e Ry gy Mgy Mgy e na)
k=1 \ky, ..., Bi_1 By Byiy o Ry
=E(n1, R CTRTI PP TN ns)‘ (56)
Ryv oo Ry Ryggs oo a By

Schlieflich vereinbaren wir, mit JRE das MaB3 der Menge E
zu bezeichnen. ‘
Nun betrachten wir ein beliebiges Intervall

7 E(l, 2, ....n
" kl,kz,...,k,,)
vom Rang » und das darin enthaltene Intervall

1, 2, ....n, n+4+1
(8) _—_
o E(kl.kg,...,k,,, s )
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vom Rang n+ 1. Wir wissen bereits, daBl als Endpunkte des
Interwalls J, die Punkte

_&t_ und Pﬂ + Pfl -1

In n+ dn1
dienen, wobei allgemein durch P ger Naherungsbruch der Ord-
nung % des Kettenbruchs %
By, Bay - - - By
bezeichnet wird. Andererseits gilt fiir alle Punkte des Intervalls
2,

- A1 = [Tl =,

woraus

S <s+1

folgt. Somit gehoren unter ailen Punkten

o= Pntn+1t Pna
dn?n+11 In-1

des Intervalls J, diejenigen Punkte dem Intervall ]53-1 an, fir
die s <7,,, <s+ 1 gilt, woraus insbesondere folgt, daB die
Punkte

PnS+ Pn und Pn(s+ 1)+ ppy

9n S+ dn-1 gn(s+ 1) 4+ gn
die Endpunkte des Intervalls J&),; sind.
Hieraus folgt

MJ, = Pn Pt baa]| _ 1 1

9n  dn+ dn Qn(qn'*‘Qn—l)—q%(l.*_q_;;l),
n

Mj@ — PnS+ Pp-1_ Pals+ 1)+ pny |
ntl 9n S+ qn-1 gn (s + 1)+ gpy
1

[9ns + qn-1d [gn (s + 1) + gp-1]
1

BT )

und damit
In—
mIO; 1 1+
= = : —
)

Sqn
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Hierbei ist offenbar der zweite Faktor auf der rechten Seite stets

qn—
1+ ==
kleiner als 2 und gro8er als % (das letztere wegen ——-—q—— >1
L Sdn
und 1+ L 4 Inm1 - 3). Daher erhalten wir
s Sqy
1 ](8) 1
30 < SR}* <o (57)

Dies zeigt, dafl in einem beliebigen Intervall vom Rang » das
Intervall vom Rang » -+ 1, das durch den Wert a,,; = s charakte-

risiert wird, einen Teil der GréBenordnung ?12- des gegebenen Inter-

valls einnimmt. AuBerst wichtig ist die Tatsache, daB die durch
die Ungleichungen (57) festgelegten Grenzen nicht nur von den
Zahlen &y, k,, ..., k,, sondern sogar vom Rang #» voéllig unab-
hangig sind und ausschliefllich durch die Zahl s bestimmt wer-
den. Stellt man diese Ungleichungen in der Form

gR n 2m n
, Py, <28l

dar, summiert man tber alle Intervalle J, vom Rang # (oder,
was dasselbe bedeutet, iiber %, %,,..., %, von 1 bis oo) und
bemerkt man schliefllich, da hierbei offenbar

SMf=1 wd INJQ,-ME(*H)

gilt, so erhalt man

ae<me ()<

s2

womit die gestellte Aufgabe in erster Niherung gelost ist. Wir
sehen, daf3 das Maf} der Menge der Punkte, in denen ein bestimm-

tes Element den vorgegebenen Wert s besitzt, stets zw1schen3L
und = elngeschlossen ist (es ist folglich eine Grofe der Ord-

nung %) .
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§ 13. Metrische Abschitzung des Wachstums der Elemente

Wir verfiigen bereits iiber hinreichende Mittel, um die Auf-
gabe tiber das MaB von Mengen zu l6sen, in deren Definition un-
endlich viele Elemente eingehen. Als erstes Beispiel einer solchen
Aufgabe beweisen wir den folgenden einfachen

Satz 29. Die Menge aller Zahlen wmit beschrinkten Elementen
im Intervall (0, 1) hat das MaB Null.

Beweis. Wir bezeichnen mit Ej die Menge der Zahlen des
_ Intervalls (0, 1), deren Elemente kleiner als M sind. Es sei J,

irgendein Intervall vom Rang #, dessen Punkte den Bedingungen

<M (=12 ... 2 (58)

geniigen. Die Punkte des Intervalls J,, die zusitzlich die Bedin-

gung a,,; = k erfiillen, bilden ein Intervall vom Rang »+ 1,
das wir mit ];"411 bezeichnen wollen. Nach der ersten der Unglei-

chungen (57) ist
]( +1 > 3kg§)ﬁ]n

woraus

MIT 8> 5o 3
k=M

du _ 1
> 503 G > émf,.f s ™

M1
und wegen

51] 531 =Jn
infolgedessen auch

M3 8> (1= gy | W= 6D

folgt. Dabei wurde

1
3 (M + 1)
gesetzt, wobei offenbar 7 < 1 fir M > 0 ist,

‘[=1_.
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Bezeichnen wir mit E( die Menge der Zahlen des Intervalls

(0, 1), die durch die Bedingungen (58) charakterisiert werden, so
erkennen wir aus der Ungleichung (59), daB3 der Teil der Menge
E@+D, der in einem gewissen Intervall J, vom Rang n einge-

schlossen ist, ein geringeres Maf} hat als 7t J,. Da offenbar ein
Intervall vom Rang #, das nicht zur Menge E{ gehért (d. h.,

das den Bedingungen (58) nicht geniigt) keinen Punkt der Menge
E@+D enthalten kann, ergibt sich, wenn wir die Ungleichung (59)

tiber alle zur Menge Eﬁ) gehorenden Intervalle vom Rang # sum-
miere, MEGHD < tMEY- (60)
Die sukzessive Anwendung dieser Ungleichung liefert offenbar
ME DD « nME P (n > 1),
woraus
ME %}) —0 (n — 00)

folgt, denn es ist 7 < 1. Die vorhin definierte Menge Ej ist aber
offenbar in jeder der Mengen E(® enthalten, weshalb

MEy=10
ist. Setzen wir nunmehr
- (o]
‘SEy=E,
M=1

so erhalten wir

ME < SMEy = 0.
M=1

Jede Zahl mit beschrankten Elementen gehort aber offenbar
bei hinreichend groBem M der Menge Ej und somit der Menge E
an, womit unser Satz bewiesen ist.

Wir wissen bereits (Satz 23, Kapitel B), daB die Zahlen mit
beschrinkten Elementen solche Zahlen « sind, die keine bessere
angeniherte Darstellung durch rationale Briiche zulassen, als
nach dem Gesetz

Pl
«— L] < (61)

(zu diesen Zahlen gehéren u.a. alle quadratischen Irrationali-
titen). Wir sehen nun, daB alle diese Zahlen eine Menge vom Maf3
Null bilden. Mit -anderen Worten, fast alle Zahlen (d. h. alle
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Zahlen mit Ausnahme einer Menge vom Maf} Null) lassen eine bessere
Approximation durch rationale Briiche zu. Offenbar besteht die
Hauptaufgabe der metrischen Approximationstheorie in dem Pro-
blem, festzustellen, welches Maf} eine Menge von Zahlen hat, die
eine vorgegebene Approximation durch rationale Briiche zulassen.
Insbesondere fragt man nach dem besten Approximationsgesetz,
das fir fast alle (d. h. alle bis auf eine Menge vom Maf3 Null)
Zahlen gilt, d. h., innerhalb welcher Grenzen das Gesetz, das durch
die Ungleichung (61) festgelegt wird, verbessert werden kann,
wenn man vereinbart, eine Menge von Zahlen o« vom Maf8 Null
zu vernachlissigen.

Die Losung dieses Problems behandeln wir im néchsten Para-
graphen. Hier beweisen wir den folgenden

Satz 30. Es sei @ (n) eine beliebige positive Funktion der natiir-
lichen Variablen n. Die Ungleichung

an=a, (&) = @ (n) (62)

ist fiir fast alle o unendlich oft erfiillt, wenn die Reihe 2’ ( )
dvvergiert. Umgekehrt ist die Ungleichung (62) fm' fast alle o

hochstens endlich oft erfiillt, wenn die Rethe 2 konvergiert.

( )

Vorbemerkung. Setzt man msbesondere d1e Funktion ¢ (n)
einer konstanten positiven Zahl M gleich, so kann man aus dem
Satz 30 schlieBen, daB3 die Menge Ej;, die wir beim Beweis des
Satzes 29 verwendet hatten, eine Menge vom MaB Null ist. Man
kann daher den Satz 29 als einen der einfachsten Spezialfalle des
Satzes 30 auffassen.

Beweis. Die erste Behauptung wird ebenso bewiesen wie der
Satz 29. Es sei J,,,, ein Intervall vom Rang m + #, fir dessen
simtliche Punkte die Ungleichung

tmys <@m+i) (=12...,m) (63)

erfillt ist (den a,, a,, ..., a, legen wir keinerlei Bedingungen
auf). Unter Beibehaltung der Bezeichnungsweise, die wir beim
Beweis des Satzes 29 eingefiihrt hatten, finden wir analog der
Ungleichung (59)

m *) {1 _ 1 MT
k<¢(1r§n+l)]m+n+1 3(1+@(m+n+1) } Jmsn

6 Khintchine, Kettenbriiche
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Summieren wir diese Ungleichung iiber alle Intervalle vom
Rang m + #n, die der Bedingung (63) geniigen, und bezeichnen
wir die Menge aller Zahlen des Intervalls (0, 1), die diese Bedin-
gung erfiillen, mit E,, ,, so erhalten wir offenbar

1
REp, 1< {1 = grrgm ooy Woms

Die sukzessive Anwendung dieser Ungleichung ergibt

7 1
ME ME “ . ——
™S '“,-=2{1 3(1+¢(m+i>)}

Divergiert die Reihe 2‘ so divergiert offenbar auch die Reihe

1?’()
3'_1__
A 30 temE)

bei beliebigem . Hieraus folgt, wie wir aus der Theorie der un-
endlichen Produkte wissen, daB

II{ +<P(m+¢))}

“fur # — co gegen Null strebt. Bei beliebigem m gilt daher
ME 1,0 >0 (n — 00).
Jede Zahl « aber, fur die
Uy <@m~+1) @=12,..))
gilt, gehort offenbar allen Mengen
E,a.» m=12_..)

an. Daher muB die Menge aller solchen Zahlen, die wir mit E,,
bezeichnen wollen, das MaB Null haben. Setzen wir schiieflich

E1+E2+...+Em+...=E,

so sehen wir, daBl M E = O ist. Jede Zahl « aber, fiir die die Un-
gleichung (62) nicht mehr als endlich oft erfilit ist, muf3 offen-
bar bei hinreichend groflem m der Menge E,, und folglich auch
der Menge E angehoren. Damit ist die erste Behauptung unseres
Satzes bewiesen.
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(o)

Nun moge die Reihe 2‘ ( )

vom Rang # und ]gcll em Intervall vom Rang »+ 1, das in [,

enthalten und durch die Zusatzbedingung a@,,; = % bestimmt
wird. Auf Grund der zweiten der Ungleichungen (57) gilt

3 2 .
53-2'1 <FS:R]"'

konvergieren. J, sei ein Intervall

daraus folgt

WS T <2 -
kZ¢n+1) k=@ (n+1)
1
<2 S S
I 2 T

<2y +f R s
P(nt+1)

Bezeichnen wir mit F, die Menge der Zahlen des Intervalls
(0,1), fur die a, > ¢ (n) gilt, und summieren wir die gewonnene
Ungleichung dber alle Intervalle J,, vom Rang %, so erhalten wir

4
M <gain’

denn es ist XM J, = 1. Somit bilden die MaBe der Mengen F,,
F,,...,F,,... eine konvergente Reihe. Bezeichnen wir daher
mit F die Menge aller der Zahlen des Intervalls (0,1), die un-
endlich vielen Mengen F, angehoren, so erhalten wir?)

MF = 0.

Die Menge F ist aber offenbar gerade die Menge der Zahlen,
far die die Ungleichung (62) unendlich oft erfiillt ist. Damit ist
auch die zweite Behauptung des Satzes bewiesen.

1) Dies ist ein bekannter Satz aus der metrischen Mengenlehre. Hier
sein Beweis: Offenbar ist die Menge F bei beliebigem m in der Menge

Z‘ F,, enthalten, deren Maf Z‘ MM F, nicht iibersteigt und folglich bei
n=m n=m
hinreichend groBem m beliebig klein gemacht werden kann.

0%
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§ 14. Metrische Abschitzung
fiir das Wachstum der Nenner der Niherungsbriiche.
Hauptsatz der metrischen Approximationstheorie

Satz 31. Es existiert eine absolut konstante positive Zahl B der-
art, daf bei hinreichend grofem n fast vberall die Ungleichung gilt

In= qn (o) < eBn,

Vorbemerkung. Im Kapitel A, §4 (Satz 12), haben wir
gesehen, daf3 die Nenner ¢, fiir alle Zahlen & nicht langsamer
mit # zunehmen als eine gewisse geometrische Reihe mit abso-
lut konstantem Quotienten. Der Satz 31 zeigt, daB fiir fast alle o
die Zahlen ¢, nicht rascher wachsen, als eine andere geometrische
Reihe mit ebenfalls absolut konstantem Quotienten. Diese Sach-
lage 146t sich auch wie folgt ausdriicken: Es existieren zwei abso-
lute Konstanten a und 4 (1 < a < 'A4) derart, daB fir fast alle
Zahlen « des Intervalls (0,1) die Ungleichung

a <Yan< 4
-bei hinreichend groBlem # gilt.

In Wirklichkeit gilt ein bei weitem schirferer Satz: Es existiert
eine absolute Konstante y derart, dafl fast iberall

Z"/% —7 (n —> o0)
gilt. Doch ist der Beweis dieses Satzes erheblich schwieriger und
erfordert fiir seine Durchfiihrung jene viel tiefer gehenden Mit-
tel, die wir erst in § 15 und § 16 kennenlernen werden. Leider ge-
stattet es der Rahmen dieses Biandchens nicht, diesen Beweis mit
unterzubringen. Im ibrigen ist fiir unser nachstes Hauptziel, den
Beweis des Satzes 32, die Eigenschaft der Zahlen ¢,, von der im
Satz 31 die Rede ist, vollig ausreichend.

Beweis. Wir bezeichnen mit E,(g) (» >0, g > 1) die Menge
der Zahlen des Intervalls (0,1), fiir die

Ay ... 0, > 8

gilt. Offenbar stellt diese Menge ein System von Intervallen vom
Rang » dar. Die Linge irgendeines dieser Intervalle ist, wie wir
bereits von § 12 her wissen, gleich
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Pn Pn+ Pn 1 1 1
9n 9n + 9n—1 Qn (gn+ 9n-1) < < (apan_y---agay)?’

da die sukzessive Anwendung der selbstverstandlichen Unglei-
chung

qn > anq’t—l
die Ungleichung
Qn > anan——l e a2a1
liefert. Deshalb ist .
1

ME, (g) < Py (64)
wobei die Summation iiber alle Kombinationen der natiirlichen
Zahlen a,, a,, ..., a, erstreckt wird, die der Ungleichung
ay, 4y, ..., a, > g geniigen. Um diese Summe abzuschitzen,
bemerken wir, dafl

LA | hid 1 1 L 1
O5=101-2) o< Hmes
i=1 @ =1 a; ) a;(a; + 1) i=1%(a;+ 1)
a;+1 a;+la,+1 a,+1
— dzx; —9n f ff dxld:?...dzx,,
2 2
PR P PR & L

G 2 n { }
15825 ...8 Zg < 2 ﬂ

zla

gilt. J,(g) ist dabei das n-fache Integral

[f fdxldxz dx,, .
das i{iber das Gebiet

x>1 (=1,2,..., %),

XXy, .. %0 =€

erstreckt wird.
Fir g < 1 wird dieses Gebiet offenbar zum Gebiet 1 < x; < oo
=1, 2, ..., n), und wir erhalten

],.(g)={fﬁ}"=1 €< 1). (65)
1
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Nun zeigen wir, daf} fir g >i

%;v lgg)‘ (66)

gilt. In der Tat erhilt diese Gleichung fiir » =1 die Gestalt

o)

" iz 1

s

o

4

d. h., sie ist richtig. Nehmen wir nun an, sie wire fir n = % er-
fallt, so erhalten wir

o g

Trale) = ]f i e ! T () du

=%{f1]k(“)d%+f]k(“)d“}'
0 1

Driicken wir J,(#) im ersten Integral nach der Formel (65),
im zweiten nach der Formel (66) aus, die wir fir n==%, g > 1
als bereits bewiesen vorausgesetzt hatten, so finden wir

i+1 k i
Jewle) = {1+ Z“g‘” =13 G

was zu beweisen war.
Somit ist

Setzen wir insbesondere g = e¢4#, wobei 4 >>1 konstant ist,
so erhalten wir

ME, (e4n) L en82-4) 2‘ t 4 ?lt)’

1,0"

In der gewonnenen Summe ist, wie man leicht sieht, jedes
Glied kleiner als
(An)®
n!
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Verwenden wir daher zur Abschitzung von #! die Stirlingsche
Formel und bezeichnen im weiteren mit C; und C, positive ab-
solute Konstanten, so erhalten wir

SJEE” (3Aﬂ) < em(lg2—-A) n _(_4';1‘1).1

An)*
n(lg2—d) 24" n( -n(d-lgA-1g2-1)
<L Ce ey < Cyyne

Ist jedoch A hinreichend grof}, so ist
A—lgd—1g2—1>0

und folglich ME, (e4") kleiner als das n-te Glied einer gewissen
konvergenten Reihe. Da demnach die Reihe

E’EIRE,, (e47)

n=1

konvergiert, ist jede Zahl des Intervalls (0,1), mit Ausnahme
einer Menge vom Maf3 Null, Element héchstens endlich vieler
Mengen E,(e4%). Dies bedeutet aber, daBl fir fast alle Zahlen
des Intervalls (0,1) bei hinreichend grofiem »

Wy . . . 4, < edn
gelten mufl. Da aber
Gn=andn-1+ Jn-2 <2@nqn
und folglich
g, <2%a,a4_4... 050
ist, gilt fast iiberall bei hinreichend groBlem #»

gn < 2edn = odn, :

wobei B= A + 1g 2 gesetzt wurde. Damit ist der Satz 31 be-
wiesen.

Das gewonnene Ergebnis, das auch an sich von Interesse ist,
ist fir unsim Augenblick deshalb besonders wichtig, weil wir
mit seiner Hilfe das Hauptproblem der metrischen Approxi-
mationstheorie, das wir bereits im vorigen Paragraphen aufge-
worfen hatten, recht einfach l6sen kénnen.
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Satz 32. Es sei f(x) eine positive stetige Funktion der positiven
Variablen x derart, daf xf (x) eine nicht zunehmende Funktion ist.
Dann hat die Ungleichung

_t| 1@ :
o ql(q (67)

foir fast alle o unendlich viele Losungen in ganzzahligen p und q
(g > 0), wenn das Integral

[fw iz (68
0

divergiert. Umgekehrt besitzt die Ungleichung (67) fiir fast alle o
hochstens endlich viele Lisungen in ganzzahligen p und q (9 > 0,)
wenn das Integral (68) konvergiert.

Vorbemerkung. Nach Satz 32 hat z. B. die Ungleichung

A
YT < 9" lgg
fast diberall unendlich viele Lésungen, wahrend dagegen die Un-
gleichung
o2

1
q l <q21g‘“q

“bei jedem konstanten & >0 fast iiberall nicht mehr als endlich
viele Losungen besitzt. Danach kénnen wir uns eine vorlaufige
Vorstellung davon verschaffen, inwieweit sich das allgemeine
Approximationsgesetz indert, wenn wir eine Menge vom Maf}
Null vernachldssigen wollen.

Beweis. 1. Das Integral (68) moge divergieren. Wir setzen

@ (x) = eBof (eB2),
wobei B die Konstante ist, die bereits im Satz 31 aufgetreten war.
Dann wichst das Integral '

Ba

indem 4 > a >0 ist, fiir A — co unbegrenzt. Da aber die Funk-

tion @ (x) nach den Bedingungen des Satzes nicht zunimmt, ist
die Reihe

4
f(p(x) dx = ~]1§ /.f(u)du.

3‘ @ (n)
n=1
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divergent. Nach Satz 30 schlieBen wir hieraus, dafB3 die Unglei-
chung

“n = g (z)
fast {iberall fiir unendlich-viele Werte von 7 erfiillt ist. Bei Giiltig-
keit dieser Ungleichung ist aber
%< 1< <0 (69)

a —
9;9i+1 a4 q? q?

Nach Satz 31 gilt bei hinreichend groSem 7 fast iiberall
7; < P,

woraus

- 184;

>
folgt. Deshalb fithrt die Ungleichung (69) bei hinreichend grofem ¢
fast {iberall zu der Ungleichung

¢ (lg qi)
la_ &l < \BJ_fl

% 2 9

1]

Diese letzte Ungleichung ist somit fast tiberall fiir unendlich viele

i-Werte erfiillt, womit die erste Behauptung des Satzes bewiesen ist.

2. Nun nehmen wir an, daB das Integral (68) und folglich auch
die Reihe

3

konvergiert. Wir bezeichnen mit E, die Menge der Zahlen o« des
Intervalls (0, 1), die bei geeignet gewihltem ganzzahligem % der
Ungleichung
-
n

geniligen (offenbar besteht die Menge E, einfach aus den Inter-

2f(n)
”

fm)
n

vallen der Linge , deren Zentren in den Punkten

1 2 " n—1

n

n’ :
liegen, sowie den Intervallen ( ~—”—)) und (1 — f—(:—), 1).
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Es gilt ME, < 2f(n)

(das Zeichen < gilt im Falle f(n) > }). Somit ist die Reihe
S mE,
n=1

konvergent. Hieraus schlieBen wir, wie wir das bereits mehrfach
getan hatten, daB fast jede Zahl « des Intervalls (0, 1) hochstens
endlich vielen Mengen E, angehéren kann. Dies bedeutet aber
offenbar, daf3 fast alle Zahlen « des Intervalls (0,1) bei hinrei-
chend groflem ganzzahligem und positivem ¢ und beliebigem
ganzzahligem p der Ungleichung

- 1@

-2

g q
geniigen, womit auch die zweite Behauptung des Satzes be-
wiesen ist.

Im nichsten Paragraphen werden wir eine Methode kennen

lernen, die es gestattet, wesentlich tiefer liegende Probleme der
metrischen Theorie der Kettenbriiche zu l6sen.

§ 16. Das Gaufische Problem und der Satz von Kusmin

In diesem Paragraphen betrachten wir ein Problem, das ge-
schichtlich gesehen die erste Aufgabe der metrischen Theorie
der Kettenbriiche war. Dieses Problem, das bereits von Gaup
aufgeworfen wurde, fand erst 1928 seine Losung.

Wir setzen wie iblich

o= [0;ay,a9,...,04,...]
Ta=7n(a) = [@n; @piq, Anigy - - N

und bezeichnen mit z, = z, («) den Wert des Kettenbruches

. (0:@pi1s Gpses - - -]
d. h., wir setzen g =7 —a
Offenbar ist stets " " "
0<z, <1

Wir bezeichnen mit m, (x) das Mafl der Menge der Zahlen « im
Intervall (0,1), fiir die gilt
Zg (o) < .



§ 15. Das GauBsche Problem und der Satz von Kusmin 77

In einem seiner Briefe an Laplace behauptete Gaug, daB es
ihm gelungen sei, den Beweis des Satzes zu finden, demzufolge

limm, @) = 2EED 0 <x <

iy 00 . 1g2
ist. In demselben Brief wies er darauf hin, daf3 es duflerst wiin-
schenswert wire, die Differenz

Ig(1+44)

My (x) - Ig2

(70)
fur groBe » abzuschitzen, was ihm nach seinen Worten nicht
gelungen war. Der Gauflsche Beweis ist augenscheinlich nirgends
ver6ffentlicht worden. Andere Beweise fiir diesen Satz waren bis
zum Jahre 1928 unbekannt. In diesem Jahre erschien der von
R. 0. Kusmin entdeckte Beweis fiir die Gauflsche Behauptung.
Gleichzeitig fand Kusmin eine sehr gute Abschitzung fir die
Differenz (70). Die Aufgabe dieses Paragraphen besteht in der
Darlegung der Kusminschen Ergebnisse sowie einiger Verall-
gemeinerungen, die wir im weiteren benétigen werden.l)
Bereits Gauf war es bekannt, daf§ die Funktionenfolge

my{x), my(x), mg(x), ..., Mmy(x), ...

der Funktionalgleichung

m,.+1(x)=§{m,.(i)—m,.( : )} O<x<1, n>0 (71

k=1 k Bt
geniigt. In der Tat ist die Ungleichung
Zay <%
wegen der selbstverstindlichen Beziehung
1
Zy=

Api1+ Znr1
dann und nur dann erfiillt, wenn bei geeignet gewiahitem ganz-
zahligem positivem %k die Ungleichungen

1 1
k+x<zﬂ£7

1) Kusmin formuliert Zhnlich wie GaufB die von ihm gewonnenen Ergeb-
nisse in der Sprache der Wahrscheinlichkeitsrechnung, was selbstverstind-
lich nichts an ihrem metrischen Inhalt indert.
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erfiillt werden. Da aber das MaB der Menge der Zahlen, die diesen
Ungleichungen geniigen, offenbar gleich

(3] = (k)

ist, folgt hieraus die Beziehung (71).
Leicht verifiziert man unmittelbar, daf3 die Funktion

pl)=Clg (1+ )

bei beliebigem konstantem C der Relation

()1

geniigt. Diese Tatsache war anscheinend fiir Gau»8 der Fingerzeig,
um den richtigen Ausdruck fiir den Grenzwert der Funktion
My, {x) fir » — oo zu finden.

Die formale Differentiation der Gleichung (71) liefert

, S 1 1
M ) =2 ot () (72
Man dberzeugt sich leicht, daf3 die Gleichung (72) auch sachlich
erfillt ist; denn wegen zy(x) = a ist my{x) =« und folglich
mg (x) = 1. Wenn iiberhaupt bei irgendeinem » die Funktion ,, (x)
beschrinkt und stetig ist, so ist ganz allgemein die auf der rechten
Seite von (72) stehende Reihe im Intervall (0, 1) gleichmiBig kon-
vergent. Die Summe dieser Reihe ist daher ebenfalls beschriankt,
stetig und gleich m, ,, (x), was aus dem bekannten Satz iiber die
gliedweise Differentiation von Reihen hervorgeht. Die Relation
(72) wird somit induktiv bewiesen.

Die Gleichung (72) ist fiir Untersuchungen erheblich bequemer
als die Gleichung (71). Auf sie bezieht sich das Hauptergebnis von
Kusmin, zu dessen Beweis wir nunmehr ibergehen.

Satz 33. Es sei fi(x), falx), ..., falx), ... eine Folge reeller
Funktionen, die tm Intervall (0,1) definiert sind und in diesem
Intervall der Relation

00

fea®) =2 g fo(pys) @20 (73)

o0

<P(x)=2'{¢(—,1;)——99

k=1

gentigen.
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Gilt firr 0 < x < 1
0 <folx) <M und |folx)| <p,

so 1st

folx) = 0<Lx<1)

mat
1
1
=1g—2ffo(z)dz, 10| <1.
0

Dabei ist 1 eine absolute positive Konstante und A eine positive
Konstante, die nur von M und p abhingt.

Da es sich hier um einen komplizierten Beweisgang handelt,
wollen wir zunichst einige elementare Hilfssitze vorausschicken.

Hilfssatz 1. Fir ein beliebiges n > 0 gilt

(n) :
Pn+ ¥pp— 1
S ; 4

fO ( dn+t %qn—1 ) (@n~+ #gn-1)? (7 )

daber ist (7;" , i;”j—_z"“ ein beliebiges Intervall vom Rang n, die
Summation Ze/wdnﬁber”allle Intervalle vom Rang n (oder, was das-

selbe bedeutet, siber die Elemente ay, a,, ..., a, in den Grenzen
von 1 bis co) erstreckt.

Beweis.. Fiir n = 0 wird die Gleichung (74) trivial, da in diesem
Falle nur das eine Intervall (0,1) vorliegt, wobei po=0, ¢,= 1,
-1=1und ¢g_, =0 ist. Nehmen wir nun an, die Relation (74)
sei fiir ein gewisses » erfillit. Wegen der Grundglelchung (73) gilt
dann

fn‘+1(x) =l§'1 k—i—xzf” (k_i_,,)

1 (n) Pn +
1 (k4 2)?

1
T .

1 2
k-{—xq"l ( +k+anl)
(n) o

(Pnk + Pu- 1)—{—4’{)"} 1
zg { (gn® 4 qn-1) + %9 ) {(@nk + qn-1) + #9s}?

(1) (mﬂ + xm) 1
= Ini1t #qn) (Gnia+ %40’

I
uMS

was zu beweisen war.
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Hilfssatz 2. Unter den Voraussetzungen des Satzes 33 gilt fiir
n=0

[fu) | <ghes+ 4 M.

Beweis. Differenzieren wir die Gleichung (74) gliedweise, so
erhalten wir
)

’ — 1)1 dn-1
Sate) = Zf"( q—l—xq 2210t G
Dabei wurde
“w = Pn+ X Pn
dn+ #qn-1
gesetzt. Die Berechtigung zur gliedweisen Differentiation ent-

nehmen wir der gleichmifligen Konvergenz beider Summen auf
der rechten Seite fir 0 < x < 1. Beachten wir, daf

1 2
(9n + #90-1)? < In (@n+ n-1)
und auf Grund des Satzes 12 (Kapitel A)

n(@n+ Gn-a) > a7 > 2"
gilt, und ziehen wir die selbstverstindliche Relation

@ 1 Q _ Pt Paa
— Pnt Pua| _q
2 95 (90 + gn-1) 2 an In~+ dn-1

in Betracht, so erhalten wir auf Grund der Bedingungen des
Satzes 33

lf’;i (x) | < 2”—3 + 4M'
was zu beweisen war.
Hilfssatz 3. Ist

i
i__*—__;<fn(x)< 0<Lx <),

T
142
so gilt auch

1+x<fn+1()< 0<x<).

Beweis. Unter den Voraussetzungen des Hilfssatzes liefert die
Grundbeziehung (73)

3 ¢ 1 - T 1
2 <fanl) < 3
k=1 1+k 1 x(k‘i’x)z + k=1 1+k_|1_x(k+x)2
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oder

o0

1 1
t;gl (k4 2)(+x+1) <Jrn <T2 (E+2)(B+ 24 1)

oder

oo 1 1 o) 1
t,ﬁ(kﬁ—x — rpag) <fea@ <7 2 (5 = v )
oder schlieflich T
1 + P <fﬂ+1 1 + z ’
was zu beweisen war.
Hilfssatz 4.

1 1
ff,,(z)dz:ffo(z)dz n=01,2 ...
0 0

Beweis. Wegen der Grundgleichung (73) gilt fir » >0

f fd=3 ffn—l () o

1

25' ff"‘l d“—ffnlu)du,
1

k=1
k+i

woraus durch Induktion die Behauptung des Hilfssatzes 4 folgt.

Beweis des Satzes 33. Die Funktion fy(x) ist laut Voraus-
setzung differenzierbar und daher fiir 0 < x <1 stetig. Da sie
auBerdem in diesem Intervall nach Voraussetzung positiv ist, be-
sitzt sie dort ein positives Minimum, das wir mit m bezeich-

nen wollen. Aus den Bedingungen m < fylx) <M (0 <x < 1)
geht offenbar

oder

1-|—x<f°x)<

hervor; dabei wurde

1—|—x 0<x<1)
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gesetzt. Nunmehr setzen wir

fn (x) -

4 _ —
1+”_¢"(x),~ 0<Lx<1, »=0,1,2 ...

Nach Hilfssatz 3 geniigt die Funktion F (x) =

g .
g der Gleichung

e 1 1
—_ F -
Fle) =2 (5 T x> EwE

(was man {ibrigens auch unmittelbar leicht verifiziert). Hieraus
folgt offenbar, daf die Funktionenfolge

Fol) G1@), ) Pal), ..

der Gleichung (73) geniigt, weshalb fiir diese alle Folgerungen
gelten, die wir aus dieser Gleichung gezogen hatten. Insbeson-
dere gilt auch die Gleichung (74). Setzen wir daher wie vorhin
der Kiirze halber

"= Pnt ¥Pa
In+ %qn—1’
so erhalten wir
(n)
=2 g +xq,. )2’
Daraus folgt wegen der selbstverstindlichen Ungleichungen
In+ %qn1 < gn+ gy <2¢, und @o(u) >0

schlieBlich
(n) 1

———, 75
x) >3 tho 9n (qn+ 9n-1) ( )
Andererseits liefert der Mittelwertsatz
1

L m@ar=% Spow) (76)

2 0 o (Z) T2 Po dn (qn+ qn-1) ’

worin #’ ein Punkt des Intervalls ( Pn Pat Pnt ) und L

dn ' dn-t dn-1 qn (@n + Gn-1)

die Linge dieses Intervalls ist. Die Beziehungen (75) und (76) er-
geben

Pn () _—f¢o () dz > “_2{900 (%) — o (') } - (T7)

In (qn+ 9n- )’



§ 15. Das GauBsche Problem und der Satz von Kusmin 83

Da aber offenbar
lpo®) | < | fo ) [ +g<pu+g 0<x<1)

ist, gilt
— __ bkt
[P0 () — o () | < (p 4 ) [ — o' | < oo =
<BEE EEE
weswegen aus der Ungleichung (77)
1
o
x) > 5 j Po ;,: g
0

folgt. Dabei wurde

1

, L
z=71%(z)dz

0

gesetzt. Wir erhalten also

g #-I—g E+1—2"(@wt+e __ &
fn(x)>1+x+l > 14+ 2 1-}—2’
Véllig analog ergibt sxch, wenn wir die Funktionenfolge

Pl =5 —fol®) (1=10,1,2..)

in die Betrachtung mit einbeziehen und dhnliche Uberlegungen
wie vorhin anstellen, die Ungleichung
G-V4+27"™u+6 _ G
fn(x)< 1+x _1+xr

wobei
1
’ 1
U= 7_[@’0 (z)dz
0

gesetzt wurde. Wegen/ > 0 und /' > Oist bei hinreichend groBem #
§<eu <G, <G

— &6 <G—g—(+F)+ 27" (u+G)
Auf Grund von

und

1

l+l’=— (G—)lg2

7 Khintchine, Kettenbriiche
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ist aber Gi— g <(G—g o+ 272 (u+ G),
wobei 0=1-— —lgg <1

eine absolute positive Konstante ist.
Wir wollen das gewonnene Ergebnis zusammenfassen: Aus den
Bedingungen
G ’

erhalten wir bet hmreichmd groﬁem #n
Gy

1 -|- 7 <Jnl®) <5 T+
wobei g < g <Gy <G und Gy — g < G—g o+ 2 ™2 (u+G)
1st.
Nehmen wir nun statt fy(x) als Ausgangsfunktion f, (x), und

wiederholen die angestellten Uberlegungen, so kommen wir offen-
bar zu der Ungleichung

<f2n

1 + x 1 + x’
Dabei ist

{ & <8 <G; <Gy,
Gy— g < 8(Gy— g1) + 272 (uy + Gy)
und u, eine positive Zahl, fir die

fale) | <pg (0 <x<1)

gilt. Setzen wir diesen ProzeB fort, so gelangen wir ganz allge-
mein zu der Beziehung

Gr
< 14 »

0<x<1;, r=0,1,2, ..,
wobei fiir » >0
{ g1 <& <G, <Gy,
G — 8 <0Gra— &)+ 27" (U1 + G y) (18)
gilt. Dabei ist u,_; eine positive Zahl, die die Bedingung
[ forpn@) | <pra 0<2<1)
erfillt. Nach Hilfssatz 2 kdnnen wir

Py = gy + 4M (r=01,2 ..)
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und folglich, falls » hinreichend grof3 gewahlt ist,
e <SM (r=12,..)

setzen. Die sukzessive Anwendung der Ungleichung (78) liefert
daher fir r=1,2,...,n

Gn—gn <(G—g) 0"+ 272 {(u+ 2M) o1
+ TMom24-TMo* 34 ...+ TM6+ TM).
Da 6 <1 eine absolute Konstante ist, folgt hieraus
Gn— gy < Be~n

mit 2 > 0 als absoluter Konstanten, wihrend B > 0 nur von M
und w abhingt.

Hieraus geht zundchst hervor, daBl ein gemeinsamer Grenzwert
limG,=1limg,=a

n—> oo n—>co

existiert und daB

Fa@) = | <Betr 0<a<1) (79)

gilt, woraus insbesondere

1
ff,,z(z)dz—>alg2 (1 —» 00)
0 .
und daher nach Hilfssatz 4
1
1 F
4 =gz | Fold) 4
0

folgt. Schliefllich sei n2 < N < (rn+ 1)2 Da auf Grund der Un-
gleichung (79)

a— 2Be~*n a -+ 2Be~4n
iy a < fnz (%) <_1-|—7—

ist, ergibt sich nach Hilfssatz 3

a— 2BeAn a+ 2Be s
B < fw (®) <T

oder

S (x) — I-T—x < 2Be~An = Ag-2mn+l) <A3_;y§'

T*
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worin A = 2 Be* gesetzt wurde. Diese Ungleichung, die wir fir
hinreichend grofle N gewonnen haben, 148t sich offenbar durch
geeignete Vergroflerung der Konstanten 4 so erweitern, daB sie fiir
alle N > 0 giiltig ist, womit der Satz 33 vollstindig hewiesen ist.

Nun kehren wir zum Gaufschen Problem zuriick und setzen

fal®)=myx) (0<x<1).

Dann gilt f,(x) = 1; alle Bedingungen des Satzes 33 sind daher
erfiillt, und wir erhalten
. ’ x 1
Ma(®) — T Tge
woraus durch Integration
lg(1+ %)
1g2
folgt. A und 2 sind dabei absolute positive Konstanten. Damit
ist offenbar nicht nur die GauBsche Behauptung bewiesen, son-
dern auch eine gute Abschitzung des Restgliedes gefunden.
Dieses Ergebnis wollen wir nun zur Abschitzung des MaBes
der Menge der Punkte verwenden, fiir die a4,=% bei groBen

n-Werten ist.
- Da die Bedingung a,= k offenbar den Ungleichungen

<ima<

|<Ar”5 0<x<1), (80)

[mm <Ae-Vn  (0<x<1)

k+1
gleichwertig ist, gilt
1

ME ( Z) =My, (_2_) — My, (k—i—_—i) =‘1[m;;_1 (x) dx,

E+1
woraus wegen der Ungleichung (80)

4 -ayn-1
<iGxrn¢ 61)
folgt. Aus dieser Ungleichung erhalten wir fir die GroBe IMME (%),
fiirr die wir in § 13 nur recht grobe Ungleichungen aufgestellt hat—
ten, nunmehr die exakte Grenzwertbeziehung

1
M(:)__,‘g{lfl'g‘gﬂ?} (4 — 00).

mE (%) - {1+lg(2k+2)}
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So strebt z. B. das Maf3 der Menge der Punkte, fir die a, = 1 ist,
fiir n — oo gegen die Grofle
g4 —1g3
T gz
Der Satz 33 gestattet, neben dem Beweis der GauBschen Be-
hauptung, ein weiteres, allgemeineres und sehr wichtiges Ergeb-
nis zu gewinnen, das wir kiinftig werden verwenden miissen. Wir
bezeichnen mit M, (x) das MaB der Menge der Zahlen, die einem
festen Intervall vom Rang % angehéren und auBerdem der Be-
dingung z,_, <« geniigen. Mit anderen Worten, M, (x) ist das
MaB der Menge der Zahlen im Intervall (0, 1), die die Bedingungen
Ay =171, Bg="Tg, ..., A= Ty} Zpyp < X (82)
erfiillen. Dabei sind die 7, 7,, . . ., 7, gewisse feste natiirliche Zah-
len, wihrend # > 0 und x (0 < x < 1) beliebig variieren kénnen.

Sollen die Bedingungen (82) erfiillt sein, so ist offenbar not-
wendig und hinreichend, daB die Bedingungen

,+x<zk+n1<’—

gelten; 7 ist dabei eine natiirliche Zahl. Hieraus folgt
< 1 1
M) = 3{Maa ()= Mas (;55)} w1 0<2<0),
weshalb die Funktionenfolge M (x), M{(x), ..., M, (x),... der
Gleichung (73) geniigt.

Eine beliebige Zahl « des Intervalls ( Py Prt p"“) 148t sich
in der Form " Gt gr

Prek+1 1+ Pr-1

Ay =711, Gg="Tg ..., Q= Vg,

N =

9 Tk4+1+ Ir—1

oder wegen z; = 1 in der Form
V+1
o = Drt e Pp—

9+ %k Ix—1
darstellen. Fiir z;,, < x muf} die Zahl « zwischen - Pk ynd Prt #Pr-
eingeschlossen sein;.deshalb ist 9 Tt #dx-1

X
T (@t xqr-0)” (83)

Pr _ et Abra
9% - e+ ¥9x—1
Setzen wir nunmehr

M, (%) = ?mE(l’ 2 k)x,. @ (=0 0<x<l)

71 Par oo oy Py

M, (x) =
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so erhalten wir eine neue Funktionenfolge

o) x1()s +ovs xale)s o

hierbei geniigen die Funktionen y,(x), die sich von den ent-
sprechenden Funktionen M,’ (x) nur durch einen konstanten Faktor
unterscheiden, ebenfalls der Gleichung (73). Da offenbar

1,2 ..,k _| Pt Pra| 1
smE(rl, Tor -« o r,) e

% Gt O-1| qr @+ 9e-1)
ist, liefert die Gleichung (83)

— (Gt gx-1)*
%o @) G+ Ge-1%
woraus
9 (9r+ 9e-1)
q Xo )——(qk+qk 1%)°
un
2o (%) = — 24k 0t (9x+ 9-1)

o (9x+ qx—1%)°
folgt. Somit ist

32—<x6(x) <2 |k |<4 0L,

Dies zeigt, daBl die Funktionenfolge der y, (x) die Anwendung des
Tatzes 33 zulafBt. Dabei erweisen sich die Zahlen A und 1 als
absolute Konstanten, d.h., sie hingen insbesondere nicht von

den 7,7y, . .., #;, ab. Wir erhalten daher
, _ My (%) _ 1 -i¥n
Xn (¥) = (1, 2,...,k>—_(1+x)1g2+0Ae fn, JOl<1
ME
Yio Yo ooor g .
Integrieren wir diese Beziehung zwischen den Grenzen p 1 i und ;—

(r ist dabei eine beliebige naturhche Zahl), so erhalten wir far
16| <1

1
M"<7)_M"(r+1)=lg{1+r<r+2>}+ 04
1,2 ...k g2 Y1)
?)JtE( ”k)

71, Vo o on

e—-AYn .

Da aber offenbar
Mn(i)—M..<;%)=§mE<l' 2, ....k,k+n.|_..1)

r T Vay ooy Vi ¥
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ist, gilt
1,2, ...,k & 1
m E( +n+ ) .
TR W 4 .
1
_<1g{1+,———(7+2)} G’Ae-lﬁ>§mE(l’ 2, ..., k).
- 1g2 r(r+ 1) Y1) Yoo - s Ty
Schlieflich konnen wir diese Beziehung iiber einige (beliebige)
der Zahlen #,,7,, ..., 7; zwischen den Grenzen 1 und oo sum-

mieren. Dadurch verschwinden einfach die entsprechenden Indizes
auf beiden Seiten der Relation; dann erhalten wir an Stelle der
sukzessiven Indizes 1, 2, .. ., k eine Reihe vollig willkiirlicher In-
dizes ny, #,, . . ., n;, wobei die Beziehung in ihren tibrigen Wesens-
ziigen vollig ungedndert bleibt. Wir erhalten auf diese Weise den
Satz 34. Es existieren zwei absolute positive Konstanten A wund )
derart, daf fiir ny < my <. .. < ny < nyq und bei beliebigen ganz-

zahligen und positiven ry, 74, . . ., vy, v die Ungleichung gilt
Nye Bas « ooy By Nygy 1
E -
T (71,12,...,1',,7 ) _lg{1+r(7+2)}
SRE(nl' Ngs « - o nt) 1g2
T Yo s 73
<A o-tVan

r{r+ 1)

Dieses Ergebnis zeigt, daf} nicht nur das MaB der Menge der
Zahlen im Intervall (0, 1), fiir die a, =7 gilt, fir  — co gegen
einen bestimmten Grenzwert konvergiert, sondern, daf3 den glei-
chen Grenzwert auch das relative Ma der Menge der Zahlen be-
sitzt, die diesen Bedingungen bei beliebigen fixierten Werten einer
beliebigen Gruppe vorangehender Elemente geniigen.

§ 16. Mittelwerte

Die Ergebnisse des vorigen Paragraphen geben uns die Mog-
lichkeit, den nachstehenden allgemeinen Satz zu beweisen.

Satz 35. Es sei f(7) eine nicht negative Funktion der natiirlichen
Variablen r. Ferner mogen positive Konstanten C und 6 derart -exi-
stieren, daf

L,
fl <Cr2 r=1,2. ...
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ist. Dann gilt fiir alle Zahlen des Intervalls (0, 1) mit Ausnahme
hochstens einer Menge vom Maf Null die Gleichung

o 1
mLﬁZf Efmg{ “*2} (84)

=00 = 1g2

-

Vorbemerkung. Die Konvergenz der Reihe auf der rechten
Seite der Gleichung (84) geht selbstverstindlich aus der Bedin-
gung hervor, die der Funktion f(7) auferlegt wurde.

Beweis. Wir setzen
1

1
ff(“k)do‘:“kr f{f(“k)—“k}zd"‘:bkv
0 0

1
[1£@) —w) {f (a9 — )} do = g
0

S (@) — ) = 50 = 5n ().
k=1

Die Existenz aller aufgeschriebenen Integrale folgt leicht aus den
vorausgesetzten Eigenschaften der Funktion f(r). Wegen

{f (’/ }2 < sz’l -2z
hat in der Tat das Integral

y1-296

f{fak}zdoc——Z{fr)}“‘EmE( )<2622 =C
0

einen Sinn, so daB auf Grund der Schwarzschen Ungleichung
leicht die Existenz der genannten Integrale folgt. Insbesondere
ergibt sich hieraus .

1
bk=f{f(“k) Pdo —u, < Cy,
0

L -
uk=ff(ak)d°‘ <l/jl{f(ak)}2do£<]/'C~1
0 0

J
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Ferner gilt fiir £ > ¢ offenbar
1
gs'k:ff(ai)f(a'k) do — w;ty,
0

=370/ (k)—u,-uk. (86)
Y, S

r,8=1

Auf Grund des Satzes 34 und der abschlieflenden Ungleichungen
von § 12 ist aber

B = i P

<ty mE())
< 3Ae-NEi-1ME ( :) S.mE(’:) (87)

und

1
1g { 1+ ——F }
k s(s+ 2)
ME ( ) - Ig2
Ae-4Vk-1
< s(s+ 1)
Multiplizieren wir nun die Ungleichung (88) mit ME (¢) und ver-
gleichen das gewonnene Ergebnis mit der Ungleichung (87), so
erhalten wir

mE () -me () mE(C)]
<6Ae~1Vl?-_i~—12)32E( LJmE(*),

weshalb die Relation (86) die Ungleichung

60— 3 /) f)ME( L) ME( %) + um

7, 8=1

<3Ae~1V'i‘—"1§ntE(’:). (88)

<6Ae—mm12f f(s)é)ﬁE( )SRE( )

7, 8=1
liefert. Beachten wir, da

370 s mE(H)mE(*) = w

7, 8=1
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ist und verwenden zur Abschitzung der rechten Seite die zweite
der Ungleichungen (85), so erhalten wir hieraus

| g | < 6Ae~WE-i-1y y, < 6AC, e-HE-i-1, (89)

Unter Verwendung der Abschitzungen (85) und (89) finden wir
firn >m >0

1
+2 3 3 [{f@) — ) (flay) — m}da

t=m+1 k=i+1

n n n

=23 +2 3 3 8x<Ci(n—m)
k=m+1 i=m+1 k=i+1
+124C, ﬁ‘ f e~*VE=-1 < Cy (n —- m), (90)

t=m+1 k=i+1

wobei C, eine neue positive Konstante ist.
Nun bezeichnen wir mit e, die Menge der Zahlen im Intervall
(0, 1), fur die
- |sn| =en
gilt; dabei ist ¢ eine beliebig vorgegebene positive Zahl. Offenbar
ist
1

fsﬁdazfsﬁdaz e2n? Me,,
0 e, '

weshalb die Ungleichung (90) (fiir m = 0)

1
f sﬁ do c
Mew <> <Gy
liefert. Die Reihe
SMe,?

n=1
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konvergiert somit, und infolgedessen gehdren, wie wir wissen, fast
alle Zahlen des Intervalls (0,1) hdchstens endlich vielen Men-
gen e, (n=1,2,3,...) an. Dies bedeutet, daB fir fast alle
Zahlen des Intervalls (0,1) bei hinreichend groflem » die Ab-
schatzung:

r<e
gilt. Da aber ¢ beliebig klein ist, gilt fast dberall
lim =% — 0. (91)

Ferner liefert die Formel (90) fir #2 < N < (n+4 1)2

1 ,

f(sN — s da < Co(N — %) < Cy (21 + 1) < 3C,n.

0
Bezeichnen wir mit e, y die Menge der Zahlen des Intervalls
(0,1), fur die | sy — s,2 | = en? gilt, und setzen wir

(n+1)-1
2 en,N = En!
N=n?

so erhalten wir fir 2 < N < (n+ 1)2
L .
f (Sy — Sp2)?da 2f (Sy — sp2)2da > 2ntMe, w,
0 en, N

3C
§):Ren,N< 7

e2nd’

(n+1)2-1
§D?E,,£ 2 ?IRB,;,N<362(2”+ 1) < 9C,
N=n?

2 nd = g2’

weshalb die Reihe 3'IRE, konvergent ist. Fast jede Zahl des
n=1

Intervalls (0,1) gehoért daher, wie wir wissen, hochstens endlich

vielen Mengen E, und damit auch hoéchstens endlich vielen

Mengen ¢, y an. Dies bedeutet aber, daf§ fast alle Zahlen des

Intervalls (0,1) bei hinreichend groflem # und fir #»? < N

< (n+ 1)? der Ungleichung

ISN'_ n’[<5"’2
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geniigen. Mit anderen Worten: bei hinreichend groflem » und fir
n? < N < (n+ 1)? gilt fast diberall
l SN :2 Sn? l <e
und, da ¢ beliebig klein ist, auch
%’, _ :'2 —0 [n—o00, MINL (n+ 1)3.

Auf Grund der Relation (91) folgt hieraus offenbar, daB fast
tiberall

¥ _,0 [n—s oo, <N (n+ 1),

”2
und somit erst recht
fl_g_ —0 (N—oo)

gilt. Mit anderen Worten: es giit fast iiberall
1 X 1 X
< 2 fla) —= 3 up—0 (N—oo). (92)
N = Ni=

Nach der im vorigen Paragraphen aufgesteliten Formel (81) ist
aber

=30 {1t |

1g2
S ( : 2))
=Z/0) | mE(*) - i
-2YE-1 -
< Ae "2'177+1)<A62Vk

worin A4, eine neue positive Konstante bedeutet. Daher strebt

1
w  lgllp
= 3 f0) { 1;(2’+2)} fir (b — oo)
r=

und folglich auch

1
1 ¥ i lg{1+r(r+2)} .
T\fké; e _’glf () g2 fir (N — o0).
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Auf Grund dessen ergibt die Relation (92), da8 fast iberall

1
1 ¥ < 1g{1+f(f—|—2)}

T

im Intervall (0,1) gilt, womit der Satz 35 bewiesen ist.

Der bewiesene Satz gestattet es, eine Reihe von Eigenschaften
der Kettenbriiche zu erkennen,-die fir fast alle Irrationalititen
gelten. Wir setzen z. B.

fn=1 fir r=4% und f@)=0 fir 7r=k4,

worin %k eine (beliebige) natiirliche Zahl bedeutet. Offenbar stellt
in diesem Falle die Summe

a (F) =§1 £ (@)

eine Zahl dar, die angibt, wie oft die Zahl %2 unter den ersten #-Ele-
menten des betreffenden Kettenbruches auftritt. Der Quotient

Ya (k) 1 i
T W Elf (@;)

gibt gleichsam die Dichte der Zahl k unter den ersten #-Elementen
dieses Kettenbruches an. SchlieBlich 148t sich der Grenzwert

tim 228 — g g),
aro0 M
fallser tiberhaupt existiert, naturgemaB als die Dichte der Zahl k in der
gesamten Elementenfolge des betreffenden Kettenbruches interpretieren.
Da die von uns definierte Funktion f(r) offenbar allen Voraus-
setzungen des Satzes 35 geniigt, konnen wir auf Grund dieses
Satzes schlieBen, daB fiir ein belicbiges k diese Dichie fast tiberall
existiert und fast iiberall die gleiche blesbt. Dartiber hinaus gibt der
gleiche Satz die Méglichkeit, den Wert dieser Dichte zu berech-
nen: offenbar gilt fast iberall
lg4 —1g3 1g9 —1g8 1g16 —1g15
4(1) = g2 4(2) = g2’ 1g2
usw. Somit tritt jede natiirliche Zahl als Element in den Ent-
wicklungen fast aller Zahlen im Mittel gleich haufig auf.
Ein anderes interessantes Ergebnis erhalten wir, wenn wir

fry=1gr (r=1,23,..)

d3) =
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setzen. Offenbar sind alle Bedingungen des Satzes 35 hierbei er-
fiilit. Deshalb finden wir, daB3 fast iiberall

1
n 00 1g { 14— }
1 r(r+2)
e
gilt oder, was dasselbe bedeutet,

Igr

1 —_——

li/“l“z < Gp— H{ ot 2)}182.

Somit strebt das geometrische Mittel der ersten n Elemente fiir
#n —> oo fast tiberall gegen die absolute Konstante

Igr

(o] 1 Bs°
1 B2—-2 6...
{1+ 5y )e=2

Offenbar gestattet der Satz 35, dhnliche Ergebnisse auch fiir
eine ganze Reihe anderer Mittelwerte zu gewinnen. Was jedoch
das arithmetische Mittel

1 n
~ Sa (93)

i=1
betrifft, so ist dessen Untersuchung nach dieser Methode unmog-
lich, da die entsprechende Funktion f(r) = » die Voraussetzungen
des Satzes 35 nicht erfiillt. Doch 148t sich mit Hilfe elementarerer
Uberlegungen erkennen, daB der Ausdruck (93) fast nirgends einen
endlichen Grenzwert besitzen kann. In der Tat gilt auf Grund des

Satzes 30 (§ 13) fast iiberall fiir unendlich viele Werte von #

a, >nlgn
und damit erst recht

n
da,>nlgn;
i=1
daraus folgt
1 n
w 2> lgn.
Somit ist die Gro8e (93) fast diberall unbeschrinkt, weshalb sie,

wie wir bereits behauptet hatten, keinen endlichen Grenzwert be-
sitzen kann.



