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Vorwort

Mit den sténdig wachsenden Anforderungen, die wir an die Technik stellen,
miissen Ingenieure und Wissenschaftler immer neue, immer vollkommenere
Methoden entwickeln, mit denen die auftretenden Probleme gelést werden
konnen. Dabei kommt der Mathematik eine groBe Bedeutung zu.

Im Fundament der Mathematik hat es nun in den letzten Jahren grole Um-
wandlungen gegeben, die zu strukturellen Vereinfachungen, Vereinheit-
lichungen und zu besserer logischer Durchdringung der einzelnen mathe-
matischen Disziplinen gefithrt haben. Wir verstehen heute unter Mathe-
matik die Lehre von den Mengen mit aufgeprigten Strukturen, von denen
die wichtigsten einerseits die topologischen Strukturen, andererseits die
Strukturen mit Relationen sind.

Die vorliegende Schrift will dem Leser einen Einblick in die Grundlagen der
Mengenlehre geben. Sie erliutert in Verbindung mit einfachen, lebensnahen
Beispielen, fiir die keine groBen Vorkenntnisse nétig sind, die grund-
legenden Beziehungen, die zwischen Mengen gelten. An Hand von Ubungen,
die den Abschnitten angeschlossen und deren Losungen im Anhang zu fin-
den sind, kann der Leser priifen, ob er den Stoff verstanden hat und auf
einfache Beispiele anzuwenden vermag.

Diese Schrift soll allgemeinverstindlich sein. Deshalb wurde auf Bewcise,
die fiir denjenigen, der mit den Denk- und Arbeitsweisen der Mathematik
noch nicht véllig vertraut ist, za schwierig sind, verzichtet. Jedoch findet der
interessierte Leser stets Hinweise, in welchem Buch er diese Beweise nach-
lesen kann.

Der Autor hat sich mit dem Buch die Aufgabe gestellt, jedem Interessenten,
sei er Schiiler der polytechnischen Oberschule, Lehrer, Student oder ein
an seiner Weiterbildung Arbeitender, zu Kenntnissen iiber dieses Grund-
lagengebiet der Mathematik zu verhelfen.

Fir Mitteilungen von Erfahrungen bei der Arbeit mit dem Buch sowie fiir
Anregungen, die zur Verbesserung bei evtl. spiateren Auflagen dienen, sind
wir jederzeit dankbar.

Verfasser und Verlag
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Verzeichnis der verwendeten Symbole

groBe Druckbuchstaben Mengen

kleine Buchstaben Elemente, Kardinalzahlen

kleine deutsche Buchstaben transfinite Kardinalzahlen

kleine griechische Buchstaben Ordnungstypen, -zahlen

€ Element von

g4 nicht Element von

M = {a, b, c, d} Mengenfestlegung durch vollzihlige Angabe der
Elemente

8 = {ay, @y, .vs A} endliche Menge

T = {a,b,c,...} unendliche Menge

4 = {a, a, a3, ...} abzihlbare unendliche Menge

N Menge der natiirlichen Zahlen

I Menge der ganzen Zahlen

P Menge der rationalen Zahlen

a4 Menge der reellen Zahlen

Z Menge der komplexen Zahlen

=2 umfaBt

= umfalt echt

n geschnitten

u vereinigt

M x N Produktmenge

M- N Differenzmenge

M/ N Belegungsmenge

17} leere Menge (Nullmenge)

) geschlossenes Intervall

() offenes Intervall

< Ordnungsrelationszeichen

~ Aquivalenzzeichen

Ahnlichkeitszeichen

lateinische Lettern Aussagen

= nicht (Negationszeichen)

A und {Konjunktionszeichen)

\ oder (Alternativzeichen)

=, wenn — so (Implikationszeichen)

& genau dann, wenn (Aquivalenzzeichen)



1. Einfithrung

In einer Zeitung konnte man lesen:

,,Als die Kosmonauten die Stadt durchfuhren, wurden sie von einer jubeln-
den Menge begeistert begrifit.

Der Schreiber dieser Zeilen spricht von einer Menge und méchte damit aus-
sagen, daB es viele Menschen waren, die sich zur BegriiBung angesammelt
hatten. Diese Gleichsetzung des Begriffs Menge mit viel ist im deutschen
Sprachgebrauch iiblich.

Von dieser Tatsache ging auch ein Lehrer aus, der im Mathematikunter-
richt den Begriff Menge erarbeitete.

Er hatte auf einem Tisch, wirr durcheinander, Hefte, Bauklétzer, Stibchen
und Glaskugeln liegen. Sein Auftrag an einen Schiiler lautete: ,,Ordne diese
Dinge so, daB alle Dinge, die zusammengehoren, beieinander liegen!‘
Nachdem dies getan war, wies er auf die Glaskugeln.

,, Wieviel Kugeln sind es?

Auf diese Frage hin wollten die Schiiler abzahlen. Er verwehrte es ihnen
mit dem Hinweis, er wolle keine Zahl, sondern es nur ganz allgemein
héren, wobei er unter ,,allgemein‘‘ Worter der Umgangssprache verstand.
Die Schiler schlugen vor: ,,Viele®, ,,ein ganzer Haufen und schlielich
,,eine Menge*.

Damit war der Begriff Menge erarbeitet, und im folgenden wurde dann von
der Menge der Hefte, der Bauklotzer usw. gesprochen. Es war aus den Bei-
spielen, die die Schiiler im weiteren Verlauf des Unterrichts brachten, deut-
lich zu spiiren, wie sie den doch jetzt ,,mathematischen Begriff Menge mit
der Vorstellung von vielen Dingen verbanden.

In der anschlieBenden Auswertung wurde festgestellt, daB diese Erldute-
rung des Mengenbegriffs nicht mathematisch einwandfrei war.

Warum wohl?

Der Mathematiker verbindet mit dem Begriff Menge nicht allein die Vor-
stellung von vielen Dingen. CANTOR, der Begriinder der Mengenlehre, gab
fiir eine Menge die Erklarung:

schiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens —

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunter-
welche die Elemente der Menge genannt werden — zu einem Ganzen!.

1 CANTOR, G.: Beitriige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre. Halle, 1895
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Damit wollte er ausdriicken :

Eine Menge ist eine Zusammenfassung:

zusammengefaBt werden Objckte, die man Elemente der Menge nennt.
Diese Objekte kénnen wir sehen — oder wir stellen sie uns vor. Das be-
deutet, daf ,,gedankliche Dinge** Elemente einer Menge sein kdnnen.
Es werden bestimmle Objekte zusammengefa(3t.

Bestimmt ist ein Element dann, wenn feststeht, ob es zur Menge gehért
oder nicht. 8

Diese Objekte missen wohlunterschieden sein.

Das ist immer dann der Fall, wenn alle Objekte untercinander ver-
schieden sind. Deshalb kann in einer Menge ein Element nicht mehr-
mals vorhanden sein.

Wie man feststellt, ist in dieser Erklirung keine Aussage iiber die Anzahl
der Objekte getroffen, die zu einer Menge zusammengefalt werden. Dem-
entsprechend kann es Mengen geben, die nur ein Element enthalten.

BEISPIEL1
Die Menge aller positiven geraden Primzahlen.

Das ist die Zahl +2. Sie ist dadurch bestimmt, daB sie eine positive
gerade Zahl und auch eine Primzahl ist.

Eine solche Menge heit Einermenge.

Auch kennt man in der Mathematik genau eine leere Menge, und sie ist da-
durch gekennzeichnet, daB sie kein Element hat.
Natiirlich kommen auch Mengen vor, die sehr, sehr viele Elemente haben.

BEISPIEL 2
Die Menge aller natiirlichen Zahlen.
Das sind die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, ... usw.
In diesem Falle sagt man, der Menge gehoren unendlich viele Elemente
an.

Schon diese Beispiele zeigen, dal in der Bedeutung von viel das Wort
,,Menge‘‘ in der Mathematik nicht benutzt wird. Liest man sich nach diesen
einleitenden Worten nochmals die CaxTorsche Mengenbeschreibung durch,
so fallt auf, daB diese sehr allgemein gehalten ist. Bereits die Formu-
lierung: ,,0Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens® (dazu geho-
ren Bleistifte und Flugzeuge, aber auch Begriffe wie Gliick oder Zartgefiihl)
deutet darauf hin, daB sich der Mengenbegriff CANTORS nicht nur auf Men-
gen mit mathematischen Objekten beschrinken solite.

Aber gerade diese Weite der Begriffshildung erwies sich in der Vergangen-
heit als verhangnisvoll.

Wenn man sich in der Bildung von Mengen keinerlei Zuriickhaltung auf-
erlegt, muB man auch Mengen wie ,,die Menge aller abstrakten Begriffe®
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oder auch die ,,Menge aller Mengen* zulassen. Diese Mengen enthalten
sich selbst als Element: Die Menge aller abstrakten Begriffe ist sclbst ein
abstrakter Begriff, und die Menge aller Mengen ist selbst eine Menge.

Auf Grund der durch die Cantorsche Erklirung gegebenen Moglichkeit,
uneingeschrankt Mengen bilden zu kénnen, ergaben sich Widerspriiche!. Des-
halb ist eine ,,Definition*’, wie sie CANTOR fiir eine Menge zu geben versucht
hat, wenig sinnvoll.

Was aber verbirgt sich nun wirklich hinter dem mathematischen Begriff
,,Menge“? Um diese Frage einigermaflen verstindlich und ausfiihrlich
erkliren zu konnen, ist es zunichst notwendig, einige Grundbegriffe der
mathematischen Logik zu erlidutern.

1 Auf diese wird in Abschnitt 5. ndher eingegangen



2. Grundbegriffe der zweiwertigen Aussagenlogik

2.1. Der Begriff Aussage

Als Beispiel werde einmal angenommen, daB ein Mensch sich ein Stiick
Kreide betrachtet. Dabei kann er bestimmte (sinnvolle!) Feststellungen
machen (z. B., daf} die Kreide weil} ist).

Will er nun seine Erkenntnisse einem anderen Menschen mitteilen, so wird
das dazu fiithren, dal} er iber das Stiick Kreide etwas aussagt. Dieses Aus-
sagen kann in mindlicher oder schriftlicher Form erfolgen, d. h., die gewon-
nene Erkenntnis kann ausgesprochen oder aufgeschrieben werden.

Es kann natiirlich auch so sein, dafl die Erkenntnis aufgeschrieben und
ausgesprochen wird. Der Mensch kann also entweder eines von beiden oder
beides zugleich tun. Demzufolge kann zunichst erklirt werden:

Unter einer Aussage versteht man ein sinnvolles sprachliches oder schrift-
liches Gebilde ...

Nun ist es ja im allgemeinen so, daf} eine Erkenntnis wahr oder falsch sein
kann. Diese gleichen Eigenschaften kommen natiirlich dann auch der ge-
troffenen Aussage zu. Dabei ist es im téglichen Leben so iiblich, daB eine
Aussage genau dann wahr heilt, wenn sie besagt, daB} sich gewisse Dinge
in einer gewissen Weise verhalten, und es in Wirklichkeit so ist, dafl sich
diese Dinge in der ausgesagten Weise verhalten. Verhalten sich die Dinge
nicht so, wie ausgesagt wird, so heillt die Aussage falsch. Der gleiche Sach-
verhalt liegt auch bei den Aussagen vor, die in der zweiwertigen Aussagen-
logik betrachtet werden. An sie wird jedoch noch eine wichtige Forderung
gestellt:

Jede Aussage mufl entweder wahr oder falsch sein!

Diese Forderung ist so inhaltsschwer, daB sie einer naheren Erliuterung be-
darf. Dazu stelle man sich einen grolen Raum vor. Dieser soll so beschaffen
sein, dal er Platz fiir alle und nur die Aussagen bietet, die es gibt und die die
eben gestellte Forderung erfiillen. Der Raum habe zwei Ausginge. Jeder
fiihrt in ein Klassenzimmer. Nun kommt jemand und ruft:

.,Alle wahren Aussagen in das rechte Zimmer! Alle falschen Aussagen in das
linke Zimmer!**

Was geschieht?

I. Jede Aussage weill sofort, daB sic in genau eines der beiden Zimmer
gehen mufl und in welches.
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Es gibt im Raum keine Aussage, die in beide Zimmer zugleich miifite,
denn es ist keine Aussage vorhanden, die sowohl wahr als auch falsch
ist. Im Raum befinden sich ja nur die Aussagen, auf die die gestellte
Forderung zutrifft.
Dieser Sachverhalt (Es gibt keine Aussage, die sowohl wahr als auch falsch
ist) heilt das Prinzip vom ausgeschlossenen Widerspruch.

2. Nachdem jede Aussage in ihr Klassenzimmer gegangen ist, mufl der Raum
leer sein.
Entsprechend der gestellten Forderung gibt es im Raum keine Aussage,
fiir die ein Drittes (z. B: halbwahr, nicht ganz richtig o. d.) zutrife.

Dieser Sachverhalt (Jede Aussage ist wahr oder falsch) liegt dem Prinzip
vom ausgeschlossenen Driften zugrunde.

Die eingangs gestellte Forderung :
Jede Aussage ist entweder wahr oder falsch,

die auf den eben erlduterten Prinzipien basiert, heif3t Satz der Zwoi\\'ortigkéit.
Er ist die Grundlage der klassischen zweiwertigen Aussagenlogik?®.

Damit ist die folgende Begriffserklarung verstindlich geworden:

Unter einer Aussage versteht man ein sinnvolles sprachliches oder
schriftliches Gebilde, welches die Eigenschaft hat, entweder wahr
oder falsch zu sein.

Kehren wir nun nochmals zu unserem Beispiel zuriick. .

Die Aussagen sind in die Klassenzimmer gegangen. Dadurch sind sie in
zwei Klassen? eingeteilt. Eine Klasse enthilt genau die wahren, die andere
Klasse genau die falschen Aussagen.

Man nennt diese Klassen die Wahrheitswerte und kennzeichnet sie mit W
bzw. F.

Die Wahrheit bzw. Falschheit einer Aussage @ ist dann gleichwertig damit,
daB @ zur Klasse W bzw. F gehort oder, wie man auch sagt, dal @ den Wahr-
heitswert W bzw. F hat.

Damit ist alles wesentliche iiber den Begriff Aussage, soweit er im Rahmen
dieses Buches bendtigt wird, erliautert.

1 Man beachte, daB der Satz der Zweiwertigkeit nur aussagt, daB jede Aussage entweder
wahr oder falsch ist, nicht aber, daB man von jeder Aussage entscheiden kann, ob sie
wahr oder falsch ist .

2 Der Begriff Klasse soll zuniichst in dieser primitiven Form verwendet werden. Eine
Prizisierung erfolgt unter 4.2.1.4.
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2.2, Aussagenverbindungen

Setzt man vor eine gegebene Aussage das Wort ,,nicht™ oder verbindet
man zwei Aussagen zu einer neuen Aussage, buispielweise mit Hilfe der
aussageerzeugenden Worter ,,und”, ,,oder””, ,, wenn — so“, ,,genau dann,
wenn®’, so erhialt man jeweils eine Aussagenverbindung. Diese auf diese
Weise neu gebildeten Aussagen sind ebenfalls entweder wahr oder falsch.
Sehr wesentlich dabei'ist nun, daf der Wakrheitswert der Aussagenverbindung
nicht von threm speziellen Inhalt, sondern nur vom Wahrheitswert der ein-
zelnen T'eilaussagen abhingt.

Der Erlauterung der wichtigsten Aussagenverbindungen dienen die fol-
genden Ausfithrungen.

2,2.1, Negation

Gegeben sei die Aussage: ,,16 ist eine Quadratzahl®.

Diese Aussage ist wahr. Verneint man diese Aussage, so erhilt man unter
Beriicksichtigung des im Deutschen iiblichen Ausdrucks: ,,16 ist keine
Quadratzahl™. Diese Aussage ist falsch.

Gibt man nun umgekehrt die Aussage: ,,16 ist keine Quadratzahl® vor,
so hat diese den Wahrheitswert ¥. Die Negation dieser Aussage ergibt: 16
ist eine Quadratzahl, und diese Aussage hat den Wahrheitswert W.

Sieht man nun vom speziellen Inhalt einer Aussage ab und kennzeichnet
eine beliebige Aussage mit a, so ist es sinnvoll festzulegen:

Die Negation ,,nicht @‘ (in Zeichen: 1 @) ist genau dann wahr, wenn
die Aussage a falsch ist.

Man kann diese Festsetzung in Form einer Wahrheitstafel (auch logische
Matrix genannt) aufschreiben:

a Ta Erlduterung:

F w a hat Wahrheitswert F, 7 @ hat Wahrheitswert W
w F a hat Wahrheitswert W, 7 @ hat Wahrheitswert F
BEISPIEL 3
Um die Negation kann es leicht zu Milverstindnissen kommen, die
zu Fehlern fiihren.
Will man die Aussage
19+ 2 — 20 ist positiv®® verneinen, so lautet diese Negation nicht etwa
.9 - 2 — 20 ist negativ", sondern ,,9 - 2 — 20 ist nicht positiv.*
Das bedeutet, entweder ist 9.2 — 20 gleich Null oder negativ. in
symbolischer Darstellung geschrieben :
Aussage 9-2—-20>0
Verneinung =1(9:-2—20>0) bzw. 9:-2 —-20=0
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2.2.2 Konjunktion

Es werde vom speziellen Inhalt vorgegebener Aussagen abgesehen und zwei
beliebige Aussagen durch p, » symbolisiert. Dann gelte fiir die Konjunktion
die Festlegung:

Die Konjunktion ,,p und »** (inZeichen: p A r) ist genau dann wahr,
wenn sowohl die Aussage p als auch die Aussage r wahr ist.

Darauf aufbauend ergibt sich folgende Wahrheitstafel:

P r pAr
W W W
W F F
¥ i F
F F F
BEISPIEL 4
Gegeben sind die Aussagen
,,11 ist eine Primzahl‘ Wahrheitswert W

,,16 ist eine Quadratzahl® Wahrheitswert W .

Da beide Aussagen den Wahrheitswert W haben, hat auch die Aussagen-
verbindung

,»11 ist eine Primzahl und 16 ist eine Quadratzahl*
den Wahrheitswert W,

BEISPIEL 5
Die Aussagenverbindung
,,12 ist durch & teilbar und 8 ist durch 4 teilbar®!
hat den Wahrheitswert F, denn die Aussage ,,12 ist durch 5 teilbar
hat den Wahrheitswert F, die Aussage ,,8 ist durch 4 teilbar‘‘ den Wahr-

heitswert W.

2.2.3. Alternative

Es seien zwei beliebige Aussagen durch a, b gekennzeichnet. Ferner gelte
folgende Festlegung:

Die Alternative ,,@ oder b* (in Zeichen: @ V b) ist genau dann falsch,
wenn sowohl die Aussage @ als auch die Aussage b falsch ist.

! teilbar ohne Rest ist hier gemeint
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Darauf aufbauend ergibt sich folgende Wahrheitstafel :

a b aVb
F F F
F w W
W F w
w w w

BEISPIEL 6
Bildet man mit den Aussagen
,,5 ist eine Quadratzahl®, |9 ist eine Primzahl‘
die Aussagenverbindung
,,0 ist eine Quadratzahl oder 9 ist eine Primzahl*,

so hat diese den Wahrheitswert ¥, denn beide vorgegebenen Aussagen
haben den Wahrheitswert F'.

BEISPIEL 7

Von den Aussagen ,2 - 2 =4, 7.3 = 6" hat die ersteden Wahrheits-
wert W, die zweite den Wahrheitswert F. Die Aussagenverbindung
2-2=4 oder 7-3=6

hat demzufolge den Wahrheitswert W.

2.2.4. Implikation

Zwei beliebige Aussagen seien durch e, d symbolisiert. Ferner gelte die Fest-
legung:

Die Implikation ,,wenn e, so d*‘ (in Zeichen: ¢ = d) ist genau dann
falsch, wenn die Aussage ¢ wahr und die Aussage d falsch ist®.

Damit 148t sich folgende Wahrheitstafel aufbauen:

c d c=>d

w ¥ K

w w W

F F w

F 4 W
BEISPIEL 8

Die Wahrheitswerte der Aussagen
,,Der Hase ist ein Saugetier*,
w49 =18“

1 Man konnte auch sagen: Eine Implikation ist genau dann falsch, wenn aus etwas
‘Wahrem etwas Falsches geschluBfolgert wird
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sind W bzw. F. Die Aussagenverbindung
,,Wenn der Hase ein Sdugetier ist, so ist 4 -9 = 18
hat demzufolge den Wahrheitswert F.

BEISPIEL 9
Die Aussage: ,,Der Mond ist fiinfeckig® hat den Wahrheitswert F'.
Die Aussage: ,,9 ist eine Quadratzahl® ist wahr. Wie man mittels der
Wahrheitstafel der Implikation leicht nachpriiffen kann, hat dann die
Aussagenverbindung
,Wenn der Mond fiinfeckig ist, so ist 9 eine Quadratzahl
den Wahrheitswert W.

2.2.5. Aquivalenz

Durch @, y seien zwei be!iebige Aussagen gekennzeichnet. Dazu gelte die
Festlegung:

Die Aquivalenz ,,genaw dann @, wenn y** (inZeichen: x < y) ist genau
dann wahr, wenn die Aussagen ® und y beide den gleichen Wahr-
heitswert haben.

Damit ist folgende Wahrheitstafel vorgegeben :

@ y roy

w w w

F F w

w F F

F W F
BEISPIEL 10

Die Aussagen ,,3 +3 =6, ““ ,,4-2 = 8 haben beide den Wahrheits-
wert W.

Die Aussagenverbindung

»3 + 3 =6 genau dann, wenn 4.2 = 8"

hat ebenfalls den Wahrheitswert W.

BEISPIEL 11
Die Aussagen ,,8 ist eine Primzahl,” ,,6 ist ein echter Teiler von 5%
haben beide den Wahrheitswert F. Demzufolge hat die Aussagenver-
bindung
,,8 ist eine Primzahl genau dann, wenn 6 ein echter Teiler von 5

den Wahrheitswert W, denn beide Teilaussagen haben den gleichen
‘Wahrheitswert.
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BEISPIEL 12
Gegeben sind die Aussagen
W14 2 =9 Wabhrheitswert W,
4 — 6 =5 Wahrheitswert F.
Die Aussagenverbindung
»1+ 2 =29 genau dann, wenn 4 — 6 = 5
hat den Wahrheitswert F, denn beide Teilaussagen haben nicht den
gleichen Wahrheitswert.

2,2.6. Logische Aquivalenz von Aussagenverbindungen

Oftmals ist es, z. B. bei Beweisen von Sitzen der Mengenlehre, notwendig,
eine Aussagenverbindung durch eine andere Aussagenverbindung zu ersetzen.
Allerdings ist ein solches Ersetzen nicht fiir beliebige Aussagenverbindungen
moglich. Aussagenverbindungen, die gegenseitig ersetzbar sind, miissen die
Eigenschaft haben, daB sie logisck dquivalent sind. Der Begriff ,,logische
Aquivalenz zweier Aussagenverbindungen® ist wie folgt erklért:

Zwei Aussagenverbindungen a; und @, von n Aussagen m,, m,, ..., M,
heiBen genau dann logisch dquivalent, in Zeichen a; = @, Wwenn sie
unabhéngig davon, welche Aussagen fiir m;, m,, ..., m, eingesetzt
werden, stets denselben Wahrheitswert haben.

Nun gibt es unter den Aussagenverbindungen a(m,, m,, ..., m,) solche,
die unabhingig davon, welche Aussagen fir m,, m,, ..., m, eingesetzt
werden, stets den Wahrheitswert W haben. Diese Aussagenverbindungen
nennt man Taulologien. Darauf aufbauend kann man den Begriff der
logischen Aquivalenz zweier Aussagenverbindungen auch so definieren:

Zwei Aussagenverbindungen a, (m,, m,, ..., m,) und a; (m,, My, ...,
m,,) heillen genau dann logisch dgquivalent, in Zeichen @, = a;, wenn
die Aussagenverbindung

ay(my, my, ..., m,) & a;(my, my, ..., My,)

eine Tautologie ist.

Beispiele fiir logische Aquivalenzen sind :
(1) (@Vb)=(dVa)
(2) (@Ab)= (bAa)
(3) [eA®Ve)l=[aAb)V(aAec)
@) [aV®dAcl=[aVb)A(aVe)]
(6) [aV@®Ve)l=[aVb)Ve]
6) [@aADAe)]l=[aAb)Ae]
() [(a=b)Ab=>a)]=(asb)
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Diese Beispiele zeigen, dall Alternative und Konjunktion jeweils kommu-
tativ [Beispiele (1), (2)], assoziativ [Beispiele (5), (6)] und wechselseitig distri-
butiv [Beispiele (3), (4)] sind.

Der Beweis fiir die logische Aquivalenz zweier Aussagenverbindungen kann
mit Hilfe einer Wahrheitstafel gefiihrt werden. Man geht dazu gewdhnlich so
vor, da man das Symbol = durch das Symbol & ersetzt und dann mit
Hilfe der Wahrheitstafel zeigt, dal die so entstehende Aussagen verbindung
u, & a, eine Tautologie ist, also stets den Wahrheitswert W besitzt. Als
Beispiel hierfiir sollen die Beweise zu (2) und (3) gefiithrt werden.

(2) Behauptung: (a A b) = (b A a)
Beweis mit Hilfe einer Wahrheitstafel

1 2 3 4 5

a b alAb = bAa
w W w w w
w F F w F

F w F w F

F F F w F

Erlauterung:

Auf Grund der Wahrheitswerte der Einzelaussagen und der Definition der jeweiligen
Aussagenverbindung (hier: Konjunktion, Aquivalenz) ergeben sich die Wahrheitswerte

der Spalte 3 aus den Wahrheitswerten der Spalten 1 und 2

2, 1
v ow d o » " » 3, B.

(3) Behauptung: [@ A (bV ¢)]=[(@ A D)V (aAc)]

wooow B ” P

Beweis mit Hilfe einer Wahrheitstafel

1 2 3 4 5 6 T 8 9
a b ¢ bVecaA(bVe) & aAbale (aAb)V (@Ac)
ww w W W w W W w
WW F W w w W F w
w&F F F F w F F F
Fw w W F w F F F
FF W W F W F F F
FF F F F w F F F
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Erlauterung:

Auf Grund der Wahrheitswerte der Einzelaussagen (entsprechend kombiniert, so daB
alle moglichen Fille der Belegung mit Wahrheitswerten erfaBt werden) und der Defi-
nition der jeweiligen Aussagenverbindung (hier: Alternative, Konjunktion, Aqui-
valenz) ergeben sich die Wahrheitswerte

der Spalte 4 aus den Wahrheitswerten aer Spalten 2 und 3

wooom B, » no e

GUaT =
© o W N R

7
8

w9 »” noow
6

Die Beweise der restlichen hier aufgefiihrten logischen Aquivalenzen zweier
Aussagenverbindungen fithre der Leser als Ubung selbst.

2.3. Aussageformen

Der Begriff der Aussageform, der in enger Beziehung mit dem Begriff der
Aussage steht, soll zunichst an einem Beispiel erliutert werden. Der Satz:

Er ist Lehrer.

ist keine Aussage, denn solange man nicht weill, wer ,,er ist, kann nicht
entschieden werden, ob dieser Satz entweder wahr oder falsch ist. Rein
formal konnte man diesen Satz auch in der Form:

[ ist Lehrer.

schreiben. In diesem schriftlichen Gebilde kommt eine Leerstelle [] (auch
Variable genannt) vor. Man bezeichnet es als Aussageform mit einer (freien)
Variablen.

Gibt man sich nun eine Gesamtheit von Objekten vor, beispielsweise die
Menschen, die die Namen Miiller, Meier, Kunze, Fritsche tragen, und belegt
die Variable der Aussageform nacheinander mit den Namen dieser Menschen,
so entstehen Aussagen. Diese sind entweder wahr oder falsch, je nachdem,
ob der Betreffende in der Tat Lehrer ist oder nicht.

Die Gesamtheit der Objekte, die man vorgibt, um mit den Namen dieser
Objekte eine Variable einer Aussageform zu belegen, wird Variablenbereich
genannt.

Man gelangt somit zu folgender Erklirung des Begriffes Aussageform :
Unter einer Aussageform versteht man ein schriftliches oder sprachliches Ge-
bilde, welches freie Variablen enthilt und die Eigenschaften hat, daf sich
jedesmal eine Aussage ergibt, falls alle diese Variablen mit Namen von Objek-
ten eines vorgegeb Variablenbereichs belegt werden.

In der Mathematik ist es nun iblich, anstelle der Markierung einer Leer-
stelle durch [] dafiir einen Buchstaben zu verwenden.
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Beispiele fiir Aussageformen :

a ist ein Teiler von 8. Aussageformen mit einer freien
p ist eine Primzahl. Variablen
¥ ist groBer als y. Aussageformen mit zwei freien
m ist ein Teiler von ¢. Variablen

Es sei abschliefend noch bemerkt, dall man aus einer Aussageform auch
dadurch eine Aussage gewinnen kann, indem man vor die Aussageform noch
wewisse sprachliche Gebilde setzt, die eine Quantifizierung der in der Aus-
sage auftretenden Variablen bewirken. Diese voranzustellenden sprachlichen
Gebilde lauten :

Fiir alle 2*° (auch: ,,zu jedem x*‘), in Zeichen: Va

W Es gibt ein x** (auch: ,es existiert ein x*°), in Zeichen: Jx.

Kntsprechend ihrem Inhalt nennt man die Symbole V, 3 Quantifikatoren.
Je nachdem, welcher der Quantifikatoren auftritt, heiBen Aussagen, die man
auf diese Weise erhilt, Allaussagen bzw. Exist gen.

BEISPIEL 13
Die Aussage Va(x+ 1 =14 z), gelesen:
Firalle zist « +1 =1 4 z«,
ist eine Allaussage.

BEISPIEL 14
Die Aussage dz(x + 2 > x - 5), gelesen:
., B8 gibt ein x, fiir das « 4 2 groBer als z + 5 ist”,
ist eine Existenzaussage.

B EISPIEL 15
Die Aussage (V) (Ay) (v > )t wird gelesen:
,,Fiir alle z gibt es ein y, daBl y grofler als  ist.*
Damit sind alle Grundlagen der zweiwertigen Aussagenlogik, soweit sie fiir

das Verstandnis der folgenden Ausfithrungen notwendig sind, zusammen-
gestellt und erldutert worden.

! Man beachte, daB eine Aussage nur genau dann vorliegt, wenn jede auftretende
Variable durch einen Quantifikator gebunden ist



3. Grundlagen der Mengenlehre

Fir den Aufbau einer Theorie der Mengen geht man davon aus, daf es mog-
lich ist, Bereiche von Individuen vorzugeben. Diese Bereiche sind selbst
keine Mengen, sondern stellen die urspriinglichsten, zu Mengen zusammen-
fallbaren Dinge dar. Diese Dinge sind, wie alle Dinge, Dinge der objektiven
Realitit. Sie existieren also auBerhalb und unabhéngig vom BewuBtsein
eines Menschen. Wesentliches Merkmal dieser Dinge ist, daB sie unterscheid-
bar sind.

Der Begriff Menge wird als Grundbegriff der Mathematik verwendet. Dabei
driickt das Wort ,,Menge’’ immer eine Zusammenfassung (eine Gemein-
schaft) einzelner, unterscheidbarer Dinge aus.

Es werde nun vereinbart, in Anlehnung an bereits vorhandene Lehrbiicher,
daB Individuen mit kleinen, die Mengen selbst mit groflen Buchstaben
symbolisiert werden. Indizes sind zuldssig. Bildet man Mengen, die nur
Individuen eines vorgegebenen Individuenbereichs enthalten und die
Mengen erster Stufe genannt werden, so kennzeichnet man den Sachverhalt,
daB ein Individuum x zu einer Menge M gehort, mittels des Zeichens fir
die Elementrelation € :

xeM gelesen: x Element M.
Die Verneinung -1(x € M) wird geschrieben
cd M gelesen: x nicht Element M.

BEISPIEL 16
Ist M die Menge, die genau aus? den Zahlen 1, 2, 3 besteht, so gilt:
2¢€ M,4¢ M. '
Die Elementrelation ist die einzige Grundbeziehung, die erkléart wird.

3.1. Axiome der Mengenbildung

Fiir den weiteren Aufbau der Mengenlehre legt man ein Axiomensystem
zugrunde. Dieses Axiomensystem vermeidet, dall Widerspriiche, wie sie
z. B. bei der CaNTorschen Mengenerklirung moglich waren, auftreten
kénnen.

Fir Mengen erster Stufe erklirt man:

Es gibt eine Menge M, welche genau diejenigen Individuen als Element ent-
halt, fiir die eine gewisse Aussagenform zu einer wahren Aussage wird.



3.1. Axiome der Mengenbildung 23

Kennzeichnet man ein beliebiges Individuum mit  und mit a(z) den Sach-
verhalt, dal} eine wahre Aussage entstecht, wenn in der Aussagenform die
freie Variable 2 mit dem Namen des Individuums belegt wird, so kann das
obige Axiom kiirzer formuliert werden:

Mengenbildungsaxiom fiir Mengen erster Stufe

Es gibt eine Menge M, so daB fiir jedes Individuum z gilt
@ € M genau dann, wenn a(x).

Im vorangegangenen wurde der Begriff Menge erster Stufe fiir Mengen von
Individuen verwendet. Damit ist bereits angedeutet, dal es auch Mengen
hoherer Stufe gibt.

Mengen zweiter Stufe, auch Mengensysteme genannt, heillen genau die
Mengen, die als Elemente Mengen erster Stufe enthalten. Gewohnlich sym-
bolisiert man diese durch grofe deutsche Buchstaben. M € 9 bedeutet dem-
zufolge, daB die Menge (erster Stufe) M Element des Mengensystems 9 ist.
Mengen dritter Stufe (Mengenfamilien) enthalten Mengensysteme als Ele-
mente. Mengen vierter Stufe sind solche, deren Elemente Mengenfamilien
sind. Dieser Stufenaufbau kann beliebig fortgesetzt werden. Ein recht
anschauliches Beispiel von ihm erhalt man durch die Verwendung des
Individuenbereiches Reillzwecken:

Menge der ReiBzwecken in einer

Schachtel Menge erster Stufe
Paket mit 10 Schachteln : Menge zweiter Stufe
(Mengensystem)

Karton mit 100 Paketen Menge dritter Stufe

‘ (Mengenfamilie)
Container voll Kartons Menge vierter Stufe
Containerzug (ohne Lok) Menge fiinfter Stufe
Containerschiff, beladen mit
Container voll Kartons Menge sechster Stufe

usw.

Far alle Mengen hoherer Stufe gelten analoge Mengenbildungsaxiome wie
fiir Mengen erster Stufe. Sie miissen fir jede Stufe entsprechend formuliert
werden. Im Rahmen dieser Schrift soll dies nicht erfolgen. Als Beispiel
wird nur das Mengenbildungsaxiom fiir Mengen zweiter Stufe angegeben :

Mengenbildungsaxiom fiir Mengen zweiter Stufe
Es gibt ein Mengensystem 9, so daB fiir jede Menge X gilt
X € M genau dann, wenn a(X).
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Die Mengenbildungsaxiome reichen nun noch nicht aus, um die Mengen-
lehre axiomatisch aufzubauen. Bekanntlich begann jedes Mengenbildungs-
axiom mit der Formulierung ,,Es gibt eine Menge ...“, d. h., diese Axiome
garantieren lediglich die Existenz einer zu betrachtenden Menge, aber nicht
deren Eindeutigkeit. Dieser Mangel kann nur durch die Formulierung eines
weiteren Axioms, des Extensionalititsaxioms, behoben werden. Dieses
soll nur fiir Mengen erster Stufe formuliert werden:

Extensionalitatsaxiom fiir Mengen erster Stufe
Wenn fiir jedes Individuum 2 und die Mengen M, N gilt
z € M genau dann, wenn z € N, soist M = N.

Durch dieses Axiom wird die Umfangsgleichheit (Umfang = Extension)
zweier Mengen festgelegt.

BEISPIEL 17

In einem Kasten liegen Nigel, die verschieden lang sind. Diese bilden
eine Menge M. Nun sortiert man diese Négel nach Langen in verschiedene
kleinere Kisten. Dies ergibt die Menge N. Nach dem Extensionalitats-
axiom sind beide Mengen umfangsgleich.

Es muf nun darauf hingewiesen werden, da8 aus der Umfangsgleichheit mit
Hilfe der Mengenbildungsaxiome noch nicht die Ersetzbarkeit von umfangs-
gleichen Mengen in Mengensystemen folgt, d.h., das Extensionalitatsaxiom
sagt zundchst noch nichts aus, daB man M nach Belieben durch N ersetzen
kann, also eine Gleichheit im Sinne einer Identitat! vorliegt.

Diese Ersetzbarkeit ist die Eigenschaftsgleichheit fiir Mengen. Eigenschaf-
ten von Mengen werden jedoch durch Mengensysteme charakterisiert:

M ist mit N eigenschaftsgleich wird ausgedriickt durch:

Fiir jedes Mengensystem IR gilt
M € M genau dann, wenn N € IN.

Mit Hilfe der Mengenbildungsaxiome folgt nun einerseits aus der Eigen-
schaftsgleichheit die Umfangsgleichheit, andererseits besagen die Extensio-
nalititsaxiome, dafl umfangsgleiche Mengen auch eigenschaftsgleich sind.
Daraus ergibt sich, daB die Umfangsgleichheit von Mengen zur Charakteri-
sierung ihrer Identitit geniigt.

Deshalb kann folgerichtig formuliert werden :

Wenn fiir jedes « und die Mengen M, N gilt

z € M genau dann, wenn « € N, so M =N, d. h., men kann M nach
Belieben durch N ersetzen.

1 Fiir die Identitit muB 1. der Satz der Reflexivitit und 2. das Ersetzbarkeitstheorem
in dem Sinne gelten, daB man Gleiches durch Gleiches in jedem Zusammenhang er-
setzen kann.
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Aus der letzten Fassung des Extensionalitatsaxioms folgt, dall zwei Mengen
M, N genau dann gleich sind, wenn sie genau die gleichen Elemente ent-
halten. Damit kann auch gesagt werden, daf eine Menge durch die voll-
zihlige Angabe ihrer Elemente eindeutig bestimmt ist.

Besteht eine endliche Menge aus den Elementen a, b, ¢, d, so driickt man
dies durch die Schreibweise M = {a; b; c; d} aus. Als Kennzeichen der Zu-
sammenfassung verwendet man den Klassifikator {...}, der die Menge
nach rechts und links gegen andere, nicht zur Menge gehorige Elemente
abgrenzt.

Die Elemente selbst trennt man gegenseitig durch Semikolon oder Komma ab.
Sind die Elemente einer Menge bestimmte Zahlen, so schreibt man sie im
allgemeinen entsprechend ihrer Reihenfolge auf der Zahlengeraden auf
(z. B. M ={—4, 0, L, 56}).

Treten Buchstaben als Elemente auf, verwendet man die alphabetische Auf-
einanderfolge (z. B. M = {a, b, z, y}).

Fiir eine Menge mit endlich vielen Elementen, die man nicht alle auffithren
will oder kann, ist die Darstellung {a;, @, ..., @} iiblich. Dabei bedeuten die
drei Punkte, daB zwischen a, und @, noch Elemente liegen.

BEISPIEL 18
Aussageform: x ist einc Primnzahl, die kleiner 6 ist
Individuenbereich: dic natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6

Belegt man in der Aussagcform die Variable  nacheinander mitden Namen
der Elemente des vorgegebenen Individuenbereichs, so erhilt man die
Aussagen

1 ist eine Primzahl. falsche Aussage
2 ist eine Primzahl. wahre Aussage
3 ist eine Primzahl. wahre Aussage
4 ist eine Primzahl. falsche Aussage
5 ist eine Primzahl. wahre Aussage
6 ist eine Primzahl. falsche Aussage

Durch Aussageform und Individuenbereich wird demzufolge die Menge
M ={2; 3; 5} festgelegt.

Auf der Grundlage der Axiome der Mengenbildung und der Extensionalitit
l1aBt sich nun die Mengenalgebra entwickeln. Darunter versteht man den-
jenigen Teil der allgemeinen Mengenlehre, in dem nur Eigenschaften und Be-
ziehungen von Mengen erster Stufe behandelt werden, die sich ohne Verwen-
dung von Variablen fiir Mengen hoherer als erster Stufe formulieren lassen.
AuBler derr beiden bereits angegebenen Axiomen gibt es nun noch zwei
weitere, das

Unendlichkeitsaxiom
Es gibt eine unendliche Menge.




26 3. Grundlagen der Mengenlehre

und das duswahlaziom. Das letztere wird im Buch an der Stelle formuliert
werden, wo seine Verwendung unmittelbar motiviert werden kann und fiir
den Leser einsichtsvoll ist.

AUFGABEN

Schreiben Sie die Siitze 1. bis 4. mit Hilfe der Symbolik der Mengenlehre.

. Eine Menge S hat die Elemente m, n, 0. p und wird durch diese nnd keine anderen
festgelegt.

z ist Element der Menge X.

Zur Menge Z gehoren die Elemente a, y.

Es sei 7' die Menge der Primzalilen. 5. 70 1 sind Primzahlen. 12 ist keine Primzahl.

Geben Sie die Menge L an, die genau die Zahl als Element hat, die Losung der

QGleichung x - 3 = 1 ist.

Essei M = {2,3}und =~ 7=10. Gilt z e M?

Stellen Sie die Lasungen der Gleichung 2® — 4z 4+ 3 = 0 als Menge L dar.

Wieviel Elemente hat die Mcnge der FuBpunkte aller Holien des Dreiecks 4 BO?

Bestimmen Sie die Menge aller Punkte, die symmetrisch zum Schnittpunkt S der

Hohen des Dreiecks 4 BC in hezug auf die Strecken AB, BC, AC liegen.

10. Das Quadrat A BC D sowie die Mittelsenlkrchte s zu 4B sind gegeben. Bestimmen
Sie die Menge aller Punkte, die zu den Eckpunkten in bezug auf die Symmetrale s
symmetrisch liegen.

. Welche geometrische Bezeichnung kennen Sie fiir: Menge aller Punkte einer Ebene,

die von einem festen Punkt dieser Ebene einen konstanten Abstand haben?

—_

oo

© o

1

—

3.2, Wichtige Mengen

3.2.1. Zahlenmengen

Als Beispiel einer Menge mit unendlich vielen Elementen wurde bereits die
Menge der natiirlichen Zahlen (Beispiel 2) genannt. Von ihr ist es unmoglich,
alle Elemente aufzuschreiben. Man kann sich jedoch der Schreibweise

N =1{1,2,3,4,35,..)}

bedienen, wobei die drei Punkte die nachfolgenden Elemente andeuten.
Fiir die Festlegung der Menge der ganzen Zahlen, die auch eine unendliche
Menge ist, wire u. a. die Darstellung

I'={0, +1, —1, 42, —2, ..}

moglich. Aber bereits bei der Menge der rationalen Zahlen wu: i - ine solehe
Darstellung auf Schwierigkeiten stollen. Man tberlege sich nur einmal,
welche rationale Zahl nach der Null aufgeschrieben werden soll. Ist es der

1 , . e . —_— ; :
Bruch T(muﬁ? Bestimmt nicht! Vor ihm liegen, wie eine einfache Uber-
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legung lehrt, noch sehr, sehr viele kleinere rationale Zahlen, die die Berech-
tigung héatten, nach der Null aufgefithrt zu werden. Eine Festlegung der
Menge der reellen Zahlen auf die obige Art und Weise wiirde die gleichen
Schwierigkeiten bereiten. Es ist aber nun sehr oft notig, mit diesen Mengen
zu arbeiten.

Deshalb wird es als Arbeitserleichterung sinnvoll sein, fiir spezielle Zahlen-
mengen eine besondere symbolische Schreibweise einzufiihren, durch -die
diese Mengen als festgelegt gelten sollen. Dies soll dadurch geschehen, daBl
diese Mengen mit bestimmten griechischen Buchstaben bezeichnet werden.

Buchstabe gelesen Name der Menge/Erlauterung
Nt ny Menge der natiirlichen Zahlen

Elemente sind alle positiven ganzen Zahlen
r gamma Menge der ganzen Zahlen

Elemente sind die positiven und negativen
ganzen Zahlen sowie die Null

P rho Menge der rationalen, Zahlen
Elemente sind alle ganzen Zahlen und die
gebrochenen Zahlen (Briiche)

a4 delta Menge der reellen. Zahlen
Elemente sind alle rationalen Zahlen und die
irrationalen Zahlen

¥/ zeta Menge der komplexen Zahlen

Elemente sind die reellen Zablen und die
imaginédren Zahlen

Die Moglichkeit der Kennzeichnung von Zahlenmengen bietet z. B. bei
Gleichungen, die alle eine bestimmte Grundmenge besitzen, Vorteile in der
Schreibweise.
Bekanntlich bezeichnet man jede Aussageform, in der zwei Terme 7', ()
und 7,(x) beziglich einer Grundmenge G fir & durch das Gleichheits-
zeichen verbunden sind, als Gleichung. Eine Gleichung zu lsen ist dann
gleichbedeutend damit, gewisse Elemente der Grundmenge zu bestimmen,
die die Gleichung in wahre Gleichheitsaussagen iiberfiihren. Alle und nur die
Elemente von G, die dies gewihrleisten, heien Losungen der Gleichung.
Ihre Zusammenfassung ist die Losungsmenge, die im folgenden mit L sym-
bolisiert wird.
BEISPIEL 19

22 —4x4+3=0 G=4

Losungen dieser gemischtquadratischen Gleichung sind

2 =3, x,=1.

! Dieser Punkt soll diese Menge von einer beliebigen Menge N unterscheiden -
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Die Festlegung der Losungsmenge L kann auf zwei verschiedene Arten
erfolgen:

L={xed|a®—4r+3 =0},
gelesen: Menge aller reellen 2, fiir die #? — 42 4 3 = 0 gilt. Oder:
L ={1,3}.

3.2.2, Intervallsehreibweisen
BEI‘SPIEL 20

Eine Menge 7' sei festgelegt durch die Ungleichung:
grofer 1

= .
l <2<86, golesen:z { Kkleiner oder gleich 6

Die Zahlenvariable  sei nur mit natiirlichen Zahlen belegbar. Die Menge
T enthélt dann alle natiirlichen Zahlen, die kleiner bzw. gleich 6 aber
groBer als 1 sind. Deshalb gilt:

T ={2,3,4,5,6).

BEISPIEL 21
Essei 1 <o <6 mit ¢ 4 (1)

Wie man sofort einsieht, ist es unmoglich, hier cine Menge 7' dadurch
festzulegen, indem man alle ihre Elemente in eine geschweifte Klammer
schreibt. Die Ungleichung (1) legt nun eine bestimmte Menge 7' reeller
Zahlen fest, die liickenlos aufeinanderfolgen, was soviel bedentet,
daB alle reellen Zahlen erfafit werden, die zwischen den Zahlen 1 und
6 liegen, und keine einzige reelle Zahl innerhalb dieser Grenzen in der
Menge nicht vorkommt. Die Zahl 1 ist offensichtlich in dieser Menge
nicht enthalten, da ja die Ungleichung festlegt, daB dieser Menge alle
reellen Zahlen angehoren, die groBer 1 sind. Die Zahl 6 ist Element der
Menge 7, da ja x auch gleich 6 sein kann. Die Zahl 1 hei3t untere Grenze,
die Zahl 6 obere Grenze der Menge 7'.

Ein Axiomensystem der elementaren Geometrie (auf das hier nicht niher
eingegangen werden kann) gestattet es nun, jedem Punkt einer Geraden
genau eine reelle Zahl zuzuordnen und auch

- o— X ¢  umgekehrt, jeder reellen Zahl genau einen
7 6 Punkt auf der Geraden zuzuordnen. Ist nun
Bild 1 eine solcherart angegebene Zuordnung vor-

genommen, dann spricht man von der Zahlen-
geraden. Die Menge 7' kann deshalb auf der Zahlengeraden durch eine
Strecke dargestellt werden, wie es Bild 1 veranschaulicht. Dabei soll ein aus-
gefiillter Kreis bedeuten, dafl der Punkt mit zu dieser Strecke gehort. Ein
hohler Kreis markiert einen Punkt, der nicht zur Strecke gehért.
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Es ist nun iiblich, Mengen reeller Zahlen durch bestimmte Intervallschreib-
weisen festzulegen, die nachfolgend erldutert werden.

Intervallschreibweise/Erklarung ~ Ungleichung

x € (a;b) genaudann, wenn = a < x < b! .
(a; b) heiBt offenes Intervall Die Ungleichung besagt,
X daB z<4a, x4 b.
a b Beide Grenzen gehoren
Bild 2 nicht zur Menge
x € (a; b) genau dann, wenn a _S_ x<bh
(a; b) heiBt geschlossenes Intervall Beide Grenzen gehoren zur Menge
v x @
Bild 3
z € (a; b) genau dann, wenn a<x=b
(@; b) heilt linksoffenes Intervall
—0—x o
Q b
Bild 4
x € (a; b) genau dann, wenn asxr<b
(a; b) heiBt rechisoffenes Intervall
Y SN (S S—
a b
Bild 5
z € (a; +o0) genau dann, wenn r>a —2——-——7
Bild 6
@ € (a; +o00) genau dann, wenn T =a @ =
a
Bild 7
Z € (—oo; a) genau dann, wenn  z < a X: 2—~
Bild 8
x € (—oo; @) genau dann, wenn < a ; 45
Bild 9

1 Es gilt in allen hier erlduterten Fillen a, b, 2 ¢ 4
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Die letzten vier Ungleichungen sagen aus, daB die Variable = groBer (gleich),
bzw. kleiner (gleich) einer Zahl a, sonst aber keiner weiteren Begrenzung
unterworfen ist. Man beachte jedoch stets, daB das Symbol oo (gelesen:
unendlich) keine Zahl ist und demzufolge nicht zum Intervall gehéren kann.
Deshalb muB auf dieser Seite das Intervall immer offen sein.

Intervalle spielen oft auch beim Ldsen von Gleichungen eine gro8e Rolle,
wie das nachfolgende Beispiel zeigt.

BEISPIEL 22
Die Gleichung ]/;: 6 — x ist zu losen.
Man quadriert: @ = 36 — 12z 4 22.
Durch dquivalente Umformung erhilt man:
0 = a2 — 132 -+ 36.
Als Lésungen dieser gemischtquadratischen Gleichung ergeben sich
2, =09, x,=4.

Setzt man x =9 in die Ausgangsgleichung ein, dann erhélt man die
falsche Aussage 3 = —3. Wird die Zahlenvariable z durch die Zahl 4
ersetzt, dann ergibt sich die wahre Aussage 2 = 2.

Warum scheidet #; = 9 als Losung aus?

Beachtet man, daBl entsprechend der Definition der Wurzel im Bereich
der reellen Zahlen stets ]/; =0 fir # = 0 gilt, dann kann die Grund-
‘menge G zunichst mit G = (0, +oo) festgelegt werden. Wegen 1/9—: =0
mufl auch 6 — & = 0 sein, da ja fir beide Seiten einer Gleichung Gleiches
gelten muB. Aus der Ungleichung 6 —a =0 erhilt man # < 6. Diese Un-
gleichung sagt aus, daB x kleiner, im Héchstfalle gleich 6 sein darf. Damit
wurde die Grundmenge G eingeschrinkt. Es ergibt sich somit die ver-
dnderte Grundmenge G; =(0; 6). Die Losung 2, =9 gehort aber
wegen 9 > 6 dieser eingeschrankten Grundmenge nicht an. Sie ist des-
halb kein Element der Losungsmenge.

Wiire vor der Rechnung diese Einschriinkung vorgenommen worden,
dann hdtte man mit «; =9 keine Probe zu machen brauchen, und
der ,,Trugschlull* wire nicht aufgetreten.

AUFGABEN

12. Schreiben Sie als Ungleichung bzw. in Intervallschreibweise :

a)ze(d,T) b) z € (— oo, 5) e) z e(—3, --1)
d)z ¢ (3, +00) e) xe(—2,0) f) x e (—o0, +o0)
g2<az<5 h4<z i) 2<z=<5

ka2 >8 << m)—8 <z <+ o©
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13. Esist —1 < sinz < +-1. Stellen Sie diese Ungleichung mit Hilfe der Intervall-
schreibweise dar.

14. Geben Sie die Mengen 1}, 1,, I, I, an, die durch die Ungleichungen
a)z+4+2>3 b)ya + 7 <10 cJr—3<5b dz—2=4
festgelegt sind.

3.2.3. Die leere Menge

BEISPIEL 23
Man bestimme alle reellen Nullstellen der durch die Gleichung f(z) =
=% —4x 4+ 5 gegebenen Funktion.
Die arithmetische Losung verlangt, die Losungsmenge
L={xcd|a*—4x+ 5 =0} zu bestimmen.
Als Losungen der gemischtquadratischen Gleichung errechnen sich
0 =2+ 1.

Diese Losungen sind jedoch komplexe Zahlen und keine reellen Zahlen. Sie
sind demnach nicht in der fiir 2 festgelegten Grundmenge G =4 ent-
halten.

Man konnte nun sagen, es gibe in diesem Fall keine Ldsungsmenge, denn
man hat ja fiir diese Menge kein Element. Es ist aber fiir diese und dhnliche
Fille sinnvoller, eine Menge zu definieren, die dadurch als festgelegt gilt,
daB sie die Eigenschaft hat, kein Element zu enthalten. Dies kann durch die
Definition

ﬁ]):cf{:c|m=§=x}

geschehen. Wie leicht einzusehen ist, wird die Aussageform <= fir
kein Individuum eines vorgegebenen Individuenbereichs zu einer wahren
Aussage, denn der Name eines Individuums kann sich nur selbst gleich sein,
aber niemals ungleich. Die auf Grund dieser Aussageform gebildete Menge
enthélt also kein Element, ist demnach leer. Man nennt sie deshalb leere
Menge. Sie wird, wie oben bereits geschehen, mit & symbolisiert.

Alle leeren Mengen enthalten die gleichen Elemente (nimlich gar keine).
Entsprechend dem Extensionalititsaxiom fiir Mengen erster Stufe sind
alle Mengen, die die gleichen Elemente enthalten, identisch. Demzufolge
kann man von ,,genau einer'’ leeren Menge sprechen und darf sie als die
leere Menge & bezeichnen.

Fiir die Gleichung in Beispiel 23 gilt damit L = 4.

Die gegebene reellwertige Funktion hat keine reellen Nullstellen. In diesem
Spezialfall, der beim Losen einer Gleichung auftreten kann, sagt man:

Ist die Losungsmenge L = @, so heiBt die Gleichung 7';(z) = T'q(x)
beziiglich der vorgegebenen Grundmenge G unerfiillbar.
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Ein 2. Spezialfall tritt ein, wenn die Losungsmenge L gleich der Grund-
menge G ist, also L = G gilt. Dann und nur dann heifit die Gleichung
T, (x)= Ty (x) eine Identitit beziiglich der Grundmenge G.

BEISPIEL 24

Die Gleichung (z — 2)? = 2% — 42 + 4 ist eine Identitit beziiglich der
Menge der rationalen Zahlen, da fiir jede Belegung der Variablen z
mit Elementen der Menge der rationalen Zahlen die Gleichung (z — 2)2 =
= 2? — 4z 4 eine wahre Aussage liefert. Mithin gilt L = P.

Von der Identitit einer Gleichung beziiglich einer Grundmenge kann man
beispielsweise bei der Partialbruchzerlegung! Gebrauch machen.

BEISPIEL 25

52 —17
Der Term —Ex—~ ist in Partialbriiche zu zerlegen.

Tx
Losung:
Der Nennerterm 2* — 7z laBt sich durch Ausklammern von « schrei-
ben: z(x — 7). Darauf baut sich der Partialbruchansatz

b — 17 a b
z2z—7) =z  z—17 &l

auf. Die Aufgabe besteht nun &arin, a und b zu berechnen. Dazu wird
die Gleichung (A) mit dem Hauptnenner z(x — 7), von dem voraus-
gesetzt wird, daB er verschieden von Null ist, multipliziert:

Sr—T=a(x —17)+ bx. (B)

Die Gleichung (B) wird jetzt als Identitat beziiglich der Grundmenge
G = A angesehen. Das bedeutet: Mit welcher reellen Zahl die Variable
z auch belegt wird, stets muB sich eine wahre Gleichheitsaussage ergeben.
Ist nun die Belegung von « beliebig, so steht dem nichts entgegen, dai
man sich fiir die Belegung solche reellen Zahlen auswéhlt, die auf ein-
fachste Weise (ohne viel Rechenarbeit) die Bestimmung von @ und b aus
der Gleichung (B) ermdglichen.

Deshalb wihlt man aus:

1.z=0:
Dann geht (B) iiber in
5:0—7=a(0—7)+b-0
—7=—Ta
1= a.

1 Partialbruchzerlegungen werden fiir die Integration bestimmter gebrochenrationaler
Funktionen bendtigt
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2.2 =1T:
Man erhilt aus (B):
5-7T—T=a(T—T7)+b-7
3 —T7="7b
28 =1Tb
4= b
Daraus ergibt sich als Aufgabenlésung
52— 1T 1 4

2 —Te a x—T
Es sei abschlieBend ausdricklich darauf hingewiesen, da die Begriffe
,,unerfiillbar‘ und ,,Identitét" in der Gleichungslehre nur sinnvoll in Ver-
bindung mit einer vorgegebenen Grundmenge G einer Gleichung sind. So
ist beispielsweise die Gleichung 2? — 4x + 6 = 0 des Beispiels 23 uner-
fillbar beziiglich der Grundmenge @& = /. Sie ist aber erfiillbar, wenn man
als Grundmenge die Menge Z der komplexen Zahlen vorgibt.



4. Mengenalgebra

4.1. Elementare Bezichungen zwischen Mengen

Zwischen zwei Mengen konnen verschiedene Bezichungen (Relationen)
moglich sein. Im folgenden sollen die wichtigsten, das Enthaltensein und die
Gleichheit, erliutert werden.

4.1.1. Enthaltensein

BEISPIEL 26

Die Zahl 24 ist durch die Zahlen 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24 teilbar. Diese
Zahlen nennt man die positiven ganzen Teiler der Zahl 24. Als Menge dar-
gestellt, kann man sie in der Form E ={1,2,3,4, 6, 8,12, 24} schreiben.
Die positiven ganzen Teiler der Zahl 8 bilden die Menge 7' = {1, 2, 4, 8}.
Vergleicht man beide Mengen, so stellt man fest, daB alle Elemente von
T auch Elemente der Menge E sind. Dafir kann man sagen:

Die Menge F enthilt die Menge 7'.

Die Menge E umfaft die Menge 7'.

Man driickt dies durch die Schreibweise ¥ 2 7' aus.

Allgemein wurde fir diese Bezichung zwischen Mengen festgelegt:

Definition 1

Eine Menge N ist in einer Menge M enthalten, falls jedes Element
der Menge N auch Element der Menge M ist.
Symbolische Schreibweise des Sachverhalts: M 2 N.

Die Menge M wird als Erweiterungsmenge (oder Obermenge) und die Menge
N als Teilmenge (oder Untermenge) bezeichnet. Oftmals wird der Sachver-
halt von Definition 1 auch in Form der folgenden Aussage angegeben :

Definition 1

Eine Menge N heifit genau dann Teilmenge einer Menge M, falls alle
Elemente der Menge N auch Elemente der Menge M sind.
Symbolisch: N < M.
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Diese Definitionen konnen mit Hilfe der logischen Symbole auch so ge-
schrieben werden:

Ve@eN=>xe M)y M=2N.

Aus der Definition des Enthaltenseins kann man unmittelbar folgern:

e

Jede Menge ist in sich selbst enthalten: M 2 M

Da man eine stets richtige Beziehung, die zwischen einem Objekt und ihm
selbst ausgesprochen wird, reflexiv nennt, ist das Enthaltensein eine
reflexive Beziehung.

. Ist eine Menge N in einer Menge M enthalten und diese Menge M in einer

Menge K enthalten, dann ist auch die Menge N in der Menge K enthalten.
Symbolisch :
NS M, MSK=NCK. (a)

Denn: Es sei x ein beliebiges Element der Menge N. Wegen N & M mull
entsprechend Definition 1 auch 2 ¢ M sein. Da M & K, mul} auch
x ¢ K gelten. Das aber heifit, daBl alle Elemente von N auch Elemente
von K sind. Mithin gilt: N € K.

Man nennt die durch Zeile (a) dargestellte Eigenschaft des Enthalten-
seins Transitivitdt.

. Ist eine Menge N in einer Menge M enthalten und ist auch die Menge M

in der Menge N enthalten, so sind beide Mengen gleich.
Symbolisch:
(M2N)A@W 2 M)= M =N. (b)
Denn:
M2 N e \Va(x € N=>x ¢ M) entsprechend der Definition
N2MoeVaxe M= x€N)
(M 2 N)A(N 2 M) entsprechend der Voraussetzung
[Va@e N=>axe M)IN[Va(x€ M=z N))
Wenn fir alle z gilt

ceEN=>ze M

und
z€EM=z€N,

dann kann auf Grund der logischen Aquivalenz (7) geschrieben werden:
zeEM e xeN.

Ixaraus ergibt sich
[Va@e N=>ac M)A [Vax(xe M=>z€eN)] o
& [Vz(z€ Mo xzeN).
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Demnach ist jedes Element in M enthalten, genau dann, wenn es in N ent-
halten ist. Nach dem Extensionalititsaxiom sind dann beide Mengen
gleich: M = N.

Die durch Zeile (b) dargestellte Eigenschaft nennt man Antisymmelrie.
Aus ihr ergibt sich, daB die Gleichheit ein Spezialfall des Enthaltenseins ist.

BEISPIEL 27
M sei die Menge aller Dreiecke, die drei gleiche Seiten haben. N sei die
Menge aller Dreiecke, die drei gleiche Winkel haben. Jedes Dreieck,
welches drei gleiche Seiten hat, hat auch drei gleiche Winkel. Demnach
enthilt die Menge M die Menge N (M =2 N).
Ebenso richtig ist, daB jedes Dreieck, welches drei gleiche Winkel hat,
auch drei gleiche Seiten hat.
Die Menge N umfaf3t demnach die Menge M (N 2 M).
Die Menge aller Dreiecke, die drei gleiche Seiten haben, ist also gleich
der Menge aller Dreiecke, die drei gleiche Winkel haben.

BEISPIEL 28

Es sei M die Menge aller natiirlichen Zahlen, die kleiner als 36 sind und
die sich durch 2 und 3 ohne Rest teilen lassen.

M={zcN|v<36A2|xA3|x}
Mit N werde die Menge aller natiirlichen Zahlen bezeichnet, die genau

die natiirlichen Zahlen als Elemente hat, die nicht grofer als 30 sind
und die sich ohne Rest durch 6 teilen lassen.

N={zcN|z=<30A6|=z}

Es wird behauptet, dal M = N gilt. Dies 148t sich leicht zeigen, indem
man die Elemente beider Mengen aufschreibt:

M ={0, 6, 12, 18, 24, 30}

N ={0, 6, 12, 18, 24, 30}.

Man erkennt: Alle Elemente von N sind in M enthalten (M 2 N),

und alle Elemente von M sind in N enthalten (N 2 M). Die Betrach-
tung beider Mengen zeigt auch rein anschaulich, da dann M = N.

Betrachtet man sich nun noch einmal die Mengen
E ={1,2,3,4,6,8, 12, 24}
T =(1,24,8}
des Beispiels 26, so kann man feststellen, dal die Menge E die Menge T
enthilt, beide Mengen aber nicht gleich sind.
Fiir einen solchen Sachverhalt sagt man, da die Menge % die Menge 7'

echt enthilt und driickt dies symbolisch durch die Schreibweise E > 7'
(gelesen: E enthilt 7' echt) aus.
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Schreibt man fiir die Aussage (M = N), die beinhaltet, dal M nicht
gleich IV ist, M == N, so kann allgemein erklart werden:

Definition 1

Eine Menge N ist genau dann in einer Menge M echt enthalten, falls
M 2 Nund M == N gilt.
Symbolisch: M > N.

Diese Definition kann in der Form

M>SNe(M2N)A (M £N)
geschrieben werden.
Die Menge N heiit dann echte Teil-(Unter-)menge
von M. Die Menge M wird als echte Erweiterungs-
(Ober-)menge bezeichnet. Die Beziehung M > N
nennt man eine echte Inklusion®. Bild 10
Nehr einprigsam 1Bt sich das echte Enthaltensein
an Punktmengen innerhalb einer geschlossenen Kurve in einer Ebene dar-
stellen. Bild 10 zeigt zwei ebene Punktmengen M, N, von denen N in M
ccht enthalten ist.
Weitere Beispiele fiir das echte Enthaltensein sind :
Dic Menge aller rationalen Zahlen ist enthalten in der Menge aller reellen
Zahlen. Es gilt: 4 2 P und schérfer: 4 o P. Die Menge aller Rechtecke
ist echt enthalten in der Menge aller Vierecke.
Die Menge aller Schiiler einer Klasse ist enthalten in der Menge, die durch
die Schiilerschaft einer Schule gebildet wird, der diese Klasse angehort. Ist
diese Schule keine Einklassenschule, die es ja in der DDR bekanntlich
nicht mehr gibt, so ist die Menge aller Schiiler der Klasse echt enthalten in
der Menge der Schiilerschaft dieser Schule.
Die echte Inklusion hat folgende Eigenschaften:

1. Keine Menge enthalt sich selbst echt. Symbolisch: M =4 M, denn es gilt
ja fiir keine Menge M =2 M und M &= M.
Man nennt diese Eigenschaft Irreflexivitdt.

2. Ist eine Menge NV in einer Menge M echt enthalten und enthilt eine Menge
K die Menge M echt, so ist auch die Menge N echt in der Menge K
cnthalten. Symbolisch: [(M > N)A (K > M)]= K o N.

Dic damit ausgedriickte Eigenschaft der Transitivitit der echten Inklu-
sion 1aBt sich wie folgt zeigen:

Aus 2. ergeben sich die Voraussetzungen
() M 2 N, (2) M =N, denn N soll echt in M enthalten sein.
B NK2M, (4) K <=M, denn M soll echt in K enthalten sein.

' Als unechte Inklusion wird gewdhnlich die Gleichheit M = N bezeichnet
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Folgerung aus (1) und (3): K 2 N, denn es war ja bereits bewiesen, dal
die =2-Beziehung die Eigenschaft der Transitivitit hat.
Da. in 2. behauptet wird, dafl K die Menge N echt enthélt, muB also mittels
der Voraussetzungen (1) bis (4) noch bewiesen werden, dal K &= N gilt.
K Angenommen, es wire K = N, dann konnte man
in (1) N durch K ersetzen und erhielte: M 2 K.
In Verbindung mit (3) wiirde das bedeuten:

M2K und K2M.

Das aber ware gleichbedeutend mit K =M und
stiinde im Widerspruch zu (4), denn dort wird K &= M

vorausgesetzt.

Da die Annahme K = N auf einen Widerspruch fiihrt,
Bild 11 kann nur K 4= N wahr sein. Das aber war zu be-

weisen.

Die Eigenschaft der Transitivitit der echten Inklusion ist in Bild 11 ver-
anschaulicht.

Es muB nun noch in Verbindung mit dem Enthaltensein von Mengen etwas
zur leeren Menge gesagt werden.

Bekanntlich hat die leere Menge kein Element. Das bedeutet, daBl 2 ¢ &
fiir alle » falsch ist. Dann ist jedoch die Implikation

rxeEbd=>xeM
fiir alle = wahr, welches auch die Menge M sei. Daraus folgt:
Die leere Menge ist Teilmenge jeder Menge.

AbschlieBend zu diesem Abschnitt sei noch bemerkt, dafl in dem Falle,
da zwei Mengen die gleiche und dariiber hinaus noch andere Elemente ent-
halten, kein Enthaltensein vorliegt. Beide Mengen enthalten dann nur
gleiche Teilmengen.

Zum Beispiel: M ={1,2,3,4,5,6}, N ={1,2,3,8,9}.

AUFGABEN

Man gebe die Beziehung zwischen den Mengen an.

15.NT, 16.T, P, A 17.N,I, P, 4, 7

18. My ={zed|a®—32—40=0}, M,={zcd|z+5=0), M,=(—58}
19. I = (6, 7). Eine Menge R werde durch die Ungleichung 5 <« < 8 festgelegt.
20. I, = (2, + oo0) I, = (1, +0o0) I, = (5, 120)

21. M, sei die Menge aller gleichschenkligen Dreiecke,
M, sei die Menge aller Dreiccke, die gleiche Basiswinkel haben.

22. @, sei die Menge aller Rechtecke. @, sei die Menge aller Quadrate.

23. Weshalb ist der Satz: ,,Wenn zwei Mengen die gleichen Elemente enthalten, so sind
die Mengen gleich* falsch?
Korrigieren Sie diese Aussage.
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4.2, Mengenoperationen

Mit Hilfe von Rechenoperationen ist es moglich, zwei gegebenen Zahlen eine
dritte zuzuordnen. Auch bei Mengen ist es auf verschiedene Weise moglich,
aus zwei Mengen eine dritte zu bilden. Dabei &hnelt der Vorgang den
Rechenoperationen. Deshalb wird von ,,Operationen mit Mengen* ge-
sprochen. Wichtige Mengenoperationen sind: Vereinigung, Durchschnitt,
Differenz und Produkt. Sie sollen im folgenden erliutert werden.

2.1, Verkniipfung von und in Mengen
1.2,1.1.  Vereinigung von Mengen

BEISPIEL 29

Es sei D; die Menge aller rechtwinklig-ungleichschenkligen Dreiecke,
D, die Menge aller rechtwinklig-gleichschenkligen Dreiecke.

FafBt man diese Mengen zusammen, oder wie man auch sagen kann, ver-
einigt sie, so erhélt man die Menge D aller rechtwinkligen Dreiecke.
Mit Hilfe der Symbolik der Mengenlehre driickt man diese Vereinigung
aus durch die Schreibweise:
D =D, uD,,
gelesen: D gleich D, vereinigt D,.

Die Menge D heillt Vereinigungsmenge.

Sind die Mengen durch vollziahlige Angabe ihrer Elemente festgelegt, dann

muf} man bei der Vereinigung dieser Mengen folgende drei Falle unterscheiden :

BEISPIEL 30 (1. Fall)

Es soll die Vereinigungsmenge der Mengen M ={a, b, ¢, d} und N =
={x, y, 2} gebildet werden.

Die Vereinigungsmenge M u N enthalt in diesem Fall alle Elemente, die
M, und alle Elemente, die N angehéren:

MUN={U, b,c»d>x1y»z}'

BEISPIEL 81 (2. Fall)
Essei M ={a,b,¢,d}, N ={a,b,d}.
Vereinigt man beide Mengen, so mull man beachten, dal gewohnlich

kein Element in der Vereinigungsmenge mehrmals aufgefiihrt wird.!
Demzufolge ist

MuN={a,b,cd} =

! Fiir einen Ausdruck der Form (e, a, b, b, ¢, d, d} gebraucht man die Benennung
»System* d
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Wie man erkennt, ist in diesem Fall IV eine echte Teilmenge von M. Die
Vereinigungsmenge besteht dann nur aus allen Elementen von M.
Sind beide Mengen, die man vereinigen soll, gleich, z. B.
M =M, soist MuM = M.
Es gilt allgemein: Wenn M 2 N, so MuN = M.

BEISPIEL 32 (3. Fall)
Wenn M ={a, b, ¢,d, e} und N ={a, b, ¢, m, r, s}, so ist die Vereini-
gungsmenge :

MuN ={a,b,c,d e m,r, s}
In Worten ausgedriickt, lauten die Vereinigungsvorschriften der drei Fille:

1. Fall: Haben zwei Mengen M, N keine gleichen Elemente, dann be-
steht die Vereinigungsmenge

M u N aus allen Elementen,
diein M, und allen Elementen,
die in N vorkommen,

Durch zwei ebene Punkt-
mengen kann man sich diesen
Sachverhalt veranschaulichen,
wie Bild 12 zeigt.t

2. Fall: Vereinigt man eine

Bild 12 Menge mit sich selbst oder

einer ihrer echten Teilmengen,

so ist die Vereinigungsmenge diese Menge selbst. Bild 13 veranschaulicht dies.
3.Fall: Haben zweiMengen gleiche Elemente und dariiber hinaus noch andere,
dann besteht die Vereinigungsmenge aus den gleichen und all den anderen
Elementen aus beiden Mengen. Bild 14 veranschaulicht diesen Sachverhalt.

M
l N
Bild 13 Bild 14
1 Dic Illustration von Mengenoperationen wie Vereinigung, Durchschnitt und Differenz-

menge durch kompakte, zeichenbare Punktmengen der Evkvripischen Ebene ist rein
erliuternd und nicht allgemein mathematisch benutzbar
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Die vorstehenden Ausfithrungen erlduterten

Definition 2

Vereinigungsmenge M u N zweier Mengen M, N heiBt eine Menge
genau dann, wenn sie aus allen Elementen besteht, die der Menge M
oder der Menge N angehéren.

Definition 2 sagt damit aus, dal} jedes Element, welches der Vereinigungs-
menge angehort, in mindestens einer der beiden Mengen M, N liegen mul.
Andererseits aber liegt jedes Element, welches einer der beiden Mengen M,
N angehort, sicher auch in der Vereinigungsmenge. Symbolisch schreibt
man diesen Sachverhalt:

zeEMuNsSaeM oder € N.
zEMuNs(@cM)V(zeN)

Definition 3 wurde bisher nur an Beispielen von Mengen mit endlich vielen
Elementen erldutert. Sie gilt jedoch auch fiir Mengen mit unendlich vielen
Elementen. :

BEISPIEL 33
M={24,6,8,..} N={1,3571..}
MuN={1,2345,6718.}=N

Die Reihenfolge, in der zwei Mengen vereinigt werden, kann beliebig sein.

BEISPIEL 34
N ={a,b,c, d} M ={z,y,z}
MuN={abcdazyz}
NuM={ab,c,d zy,sz}
Beide Male erhilt man die gleiche Menge.
Dieser Sachverhalt laBt vermuten, daB, dhnlich wie bei der Addition der
Zahlen, wo z. B.3 5 = 5 + 3 ist, es auch ein kommultatives Geselz der
Vereinigung, ndmlich M v N =N u M gibt.
Diese Tatsache mufl, wenn sie allgemeingiiltig sein soll, bewiesen werden,
denn der Tatbestand, daBl dieses Gesetz fiir zwei spezielle Mengen gilt,
sagt noch nichts dartiber aus, daBl es auch fiir zwei beliebige Mengen Giiltig-
keit hat.
Der Beweis kann mit Hilfe der logischen Aquivalenz (1) gefiihrt werden:
xE(MuN)e (xc M)V(zeN) [nach Definition]
(e M)V(@EN)S (xeN)V (€M) [nach (1)]
(@EN)V(eM)oxec(NuM) [nach Definition]
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Also gilt fiir alle + und beliebige Mengen (M ud), (NuM)
2eE(MuN)szc(NuM).

Nach dem Extensionalititsaxiom sind dann beide Mengen gleich:
(M v Ny = (N u M) kommutatives Gesetz der Vereinigung,

was zu beweisen war.

Die Definition 2 kann auf die Vereinigung mehrerer Mengen erweitert wer-
den. Man braucht ja nur zwei Mengen zu vereinigen und deren Vereinigungs-
menge erneut mit einer Menge zu vereinigen, so da3 man letztlich unbe-
grenzt viele Mengen vereinigen kann.

BEISPIEL 35

Eine polytechnische Oberschule hat 8 Klassen. Bezeichnet man diese
Klassen als Mengen 'K, K,, ..., Kg, so bildet die Schulerschaft dieser
Schule die Vereinigungsmenge

S=K uK,uK,uK,uK;uK;uK,uK,.

Oftmals verwendet man fir derartige Vereinigungen die abkiirzende
Schreibweise :

i=8 gelesen:
S=UK; 8 gleich Vereinigung aller K;
=1 von ¢ =1 bis 1 =8.

BEISPIEL 36
Es sollen die Mengen
M ={a,b¢} N={d, e T={fzyz2
in dieser Reihenfolge vereinigt werden. Dazu gibt es zwei Moglichkeiten.

1. Méglichkeit: Man vereinigt die Menge M mit der Menge N und deren
Vereinigungsmenge (M u N) mit der Menge 7'.

MuN ={ab,c,d e} (MuN)uT ={a,bedefzy, sz}
2. Moglichkeit: Man vereinigt die Menge N mit der Menge T' und die
Menge M mit der Vereinigungsmenge (N u T').
NuoT ={d,ef z,y2} Mu(NuT)={abecdef zy 2}
Wie man erkennt, ergibt sich beide Male die gleiche Menge. Es gilt all-
gemein:
(MuN)uT=Mu(NuT)
(assoziatives Gesetz der Vereinigung).
Beweis: Man beachte die logische Aquivalenz (5).
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ze[Mu(NuvT)]exeMVaeec (NuT)]e
SeMV@eNVee e [(creMVaeeN)VeeT] e
SecMuN)VecTl<[xe[(MuN)uT].

Demnach gilt fiir alle 2 und beliebige Mengen M u(NuT), (M uN)yu T
zEMuNuT))eze[(MuN)uT]

Dann ist
MuWNuT)=(MuN)uT

entsprechend dem Extensionalititsaxiom, was zu beweisen war. Dieses
Gesetz sagt nun aus, dal man Mengen in beliebiger Reihenfolge vereinigen
kann.

Beim Rechnen mit Ungleichungen, deren Grundmenge 4 ist, wird man immer
wieder auf die Vereinigung von Mengen aufeinanderfolgender reeller Zahlen
gefiihrt. Tm folgenden sollen einige wichtige Fille dargestellt werden.

BEISPIEL 37a
I, =3,4)
I, =, 6)
Luvl,={3,6)
Allgemein : Livl,
I, ={a, b I by
7 4 6
I, =0

Lul,=(ac) , J?_
a b c

Den geometrischen Sachverhalt

zeigt Bild 15. Bild 15
BEISPIEL 87b
1, =3, 4)
I, =4, 6)
ILuI,=(3,6)
Allgemein :
I, = (a, b)
Iy =(b,c)

Lul, =(a,c)
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Livl, Zur Veranschaulichung dieses
Sachverhalts vgl. man Bild 16.
I I
-—J,<T 5 79 BEISPIEL 87¢
; L=31)
o o , L =6
Bild 16 Allgemein:
I, ={a,b
Lol 1={ab)
I l I 1, = b, )

Im Intervall I, ist die Zahl 4 (b)
Element der Menge. Jedoch
gehort diese Zahl nicht zur
Menge I,. Vereinigt man beide
Mengen, dann ist die Zahl 4 (b)

4

b C

Bild 17 Element derVereinigungsmenge.
I,ul, ={3,6)
I I,
= A { allgemein: I, v I, = (a, c)
I I,
! 2 1 Bild 17 veranschaulicht den
° —  geometrischen Sachverhalt.
3 4 16
| BEISPIEL 37d
. . L=@9
UT b ie
Bild 18 I, = (4,6)
Allgemein:
I, =(ab)
I, = (b,c)

Die Zahl 4 (b) gehért keiner der beiden Mengen an. Deshalb kann sie auch
nicht Element der Vereinigungsmenge sein.

Lvl,=3,49 046

In diesem Fall ist die Vereinigungsmenge kein Intervall.



4.2. Mengenoperationen 45

Allgemein :
Iyul, ={a,b)u (b ¢

Bild 18 veranschaulicht den geo-
metrischen Sachverhalt.

BEISPIEL 37¢
I =(-3,2)
I, =(3,5) Bild 19
Allgemein:
=l [b<c]
I, = (c,d)

Fiir die Vereinigungsmenge (I, u I,) ist die Schreibweise
I=(-3,2)u(3,5)

Allgemein :
I =(ab)u(cd)

moglich.
In Bild 19 stellen die beiden dick ausgezogenen Strecken die Vereinigungs-
menge dar.

BEISPIEL 37¢

I, = (— o0,5)
I, = (7, + o0)
I ul, = (—o00,5)u(T, + o0)
Allgemein :
I, = (— oo,a) [a <]
I, = (b, + )
I,ul, =(— o0,a)u (b, + )
BEISPIEL 37g
I, = (— ,3)
I, = (2, + )

Livlp=(—o0, +00)=4
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Allgemein:
I, =(— o0, a)
I, = (b, + o0)
ILuly=(—o00, 4+ 00)=4

[a > b]

Den geometrischen Sachverhalt zeigt Bild 20.

Eine sehr groBe Hilfe kann die Mengenvereinigung bei der Losung von Un-
gleichungen geben, die ja ihrerseits wieder eine Grundlage der Linear-
optimierung sind.

BEISPIEL 38

Es soll die Menge aller reellen = bestimmt werden, fiir die die Unglei-
chung 22 — 5z 4+ 6 >3 —x gilt.

. I : Arithmetische Losung:
& Durch équivalente Umformungen
L dieser Ungleichung erhalt man:
7 3 .
T Lul, ( 22 L dz > —3
L l Man addiert auf beiden Seiten die
quadratische Erginzung:
F)d al
Bild 20 2 —dx 44> -3+ 4,

und schreibt die linke Seite als vollstindiges Quadrat:

(x—22>1
Auf beiden Seiten wird die Wurzel gezogen:
lz —2| > 1

Daraus erhilt man:
+@—2)>1 oder —(x—=2)>1
*x>3 oder r<l1
x€ (3,4 00):I; oder € (—oo,1): I,
Die Losungsmenge L ist dann die Vereinigungsmenge der Mengen I, und 7,.
L=1I1vl,
L =(3, +c0)u(—o0,1)

Damit diese Losung veranschaulicht wird, soll die Aufgabe graphisch
geldst werden. Das geschieht dadurch, dal man

2t — 5z 4+ 6 = f(z), 3—x =g
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schreibt und beide Funktionen in einem rechtwinkligen Koordinatensystem
darstellt. Wegen 2% — 52 -+ 6 >3 —a mull f(z) > g(x) sein. Unsere
Aufgabe verlangt deshalb, das Intervall auf der z-Achse zu bestimmen,
fiir welches die Punkte der Parabel mit f(x) =2® — 52 4 6 groflere
Ordinatenwerte aufweisen als die der Geraden mit g(z) =3 — a.

Das ist, wie Bild 21 zeigt, genau dann der Fall, wenn die Parabel oberhalb
der Geraden verlduft.

¥y
gt =J-X\ Flx)=x?-5x+6
Lred] [xed]
7
~ 7 € S~

Bild 21 Bild 22

4.2,1.2  Durchschnitt von Mengen

1. Fall:

BEISPIEL 39

In einem Betrieb gibt es eine Tanzgruppe und eine Laienspielgruppe.
Einige Mitglieder der Laienspielgruppe sind auch in der Tanzgruppe. Es
sei M ={a,b,c,d, e, f, g, k} die Menge der Mitglieder.der Tanzgruppe,
N ={a, b, c,m, n, 0, p, r,s,t} die Menge der Mitglieder der Laienspiel-
gruppe.

Die Mitglieder, die in beiden Gruppen sind, bilden dann die Menge
D ={a,b, c}.

Die D&{enge 1; enthélt somit alle Mitglieder, die sowohl in der Tanzgruppe
als auch in der Laienspielgruppe sind.

Man nennt die Menge D den Durchschnitt der Mengen M, N und gebraucht
dafiir die Schreibweise

D = M n N
gelesen: D gleich M geschnitten N.

Zur Veranschaulichung seien M und N zwei kompakte ebene Punktmengen.
Der Durchschnitt D ist dann die Menge, die in Bild 22 schraffiert gezeichnet
wurde. b



48 4. Mengenalgebra

Bei Mengen, die durch die vollzdhlige Angabe ihrer Elemente festgelegt
sind, mufl man aufler dem obengenannten ersten Fall, bei dem beide Mengen
eine gleiche Teilmenge hatten, noch zwei weitere Falle unterscheiden.

2. Fall: M, N haben keine gemeinsamen Elemente. Beide Mengen sind, wie
man sagt, elementfremd.
BEISPIEL 40
M ={a,bcd} N={xy sz}
Dann gibt es kein Element, welches sowohl in M als auch in N vorhan-
den ist. Die Menge, die den Durchschnitt bildet, ist lcer.

In Worten: Sind zwei Mengen elementfremd, dann ist ihr Durchschnitt die
leere Menge. Solche Mengen nennt man disjunkt.!

3. Fall: N ist eine echte Teilmenge von M.

BEISPIEL 41
M ={a,b,cdef} N ={a, ¢, ¢}
In beiden Mengen gibt es die Elemente a, ¢, e.
H MnaN={a,ce} =N
Es gilt stets: Wenn M > N, so MnN =N

In Worten: Ist N eine echte Teilmenge von M,

dann ist der Durchschnitt heider Mengen gleich

Bild 23 dieser echten Teilmenge selbst. Bild 23 veran-
schaulicht dies.

Allgemein erklirt man die Durchschnittsbildung fiir beliebige Mengen M, N:

Definition 3

Der Durchschnitt M n N zweier Mengen M und N besteht aus allen
Elementen, die sowohl M als auch N angehoren.

Definition 3 sagt damit aus, daB jedes Element, welches dem Durchschnitt
angehort, in beiden Mengen als Element vorkommen mufB. Andererseits
aber liegt jedes Element, welches der Menge M und der Menge N angehort,
sicher auch im Durchschnitt beider Mengen. Symbolisch schreibt man dafiir:

ceEMnNeareM und € N
reEMnNeoze MAzeN

1 disjunkt (lat.) sondernd, trennend, sich ausschlieBend
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BEISPIEL 42

Es sei 7' die Menge aller Primzahlen, G die Menge aller positiven geraden
Zahlen. Der Durchschnitt beider Mengen ist die Zahl 42, denn nur sie ist
sowohl Element der Menge 7' als auch Element der Menge G.

Auch im Mathematikunterricht der polytechnischen Oberschule tritt die
Durchschnittsbildung auf, ohne dal man sie dort als solche kennzeichnet.

BEISPIEL 43

Bei der Behandlung der Teilbarkeit der natiirlichen Zahlen wird die
Regel: ,,Alle Zahlen, die durch zwei und drei teilbar sind, sind auch durch
6 teilbar‘ erarbeitet.

Ist M die Menge aller durch 2 teilbaren natiirlichen Zahlen, d. h.:
M ={2n} (n € N) und N die Menge aller durch 3 teilbaren natiirlichen
Zahlen, d. h.: N ={3n} (n € N), dann sind alle Zahlen, die durch 6 teil-
bar sind, sowohl in M als auch in N enthalten. Man kann sich davon
iiberzeugen, wenn man beide Mengen wie folgt aufschreibt:

M ={2,4,6,8, 10,12, 14, 16, 18, ...}

N ={3,6,9,12,1518,..}

Es gilt demnach: M a N = {2n} n{3n} = {62} (n € N)
BEISPIEL 44

Die Erklirung ,,Ein Quadrat ist ein gleichseitiges, rechtwinkliges Par-
allelogramm® beinhaltet eine Durchschnittsbildung.

Es sei P, die Menge aller Rhomben (gleichseitige Parallelogramme),
P, aller Rechtecke (rechtwinklige Parallelogramme).

Dann bilden alle Parallelogramme, die sowohl gleichseitig als auch recht-
winklig sind, den Durchschnitt der Mengen P; und P,. Das sind aber alle
Quadrate.

BEISPIEL 45

K sei die Menge aller Punkte innerhalb eines Kreises, einschliefilich der
Kreislinie. W sei die Menge aller Punkte innerhalb eines Winkels, ein-
schlieBlich der Punkte auf den Schenkeln des Winkels. Der Scheitel-
punkt des Winkels liege im Mittelpunkt des Kreises.,Der Durchschnitt
K n W ist die Menge aller Punkte eines Kreisaus-

schnittes. Bild 24 veranschaulicht dies.

Kine weitere Anwendung findet die Durchschnitts-
bildung bei der Lésung von Systemen linearer Un-
gleichungen mit mehreren Variablen. Dies soll hier
am Beispiel eines Systems linearer Ungleichungen
mit zwei Variablen dargestellt werden. Bild 24
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BEISPIEL 46

Die Erfiillungsmenge E; der Ungleichung 2z 4+ 3y = 6 wird durch alle
und nur die Punkte dargestelit, die oberhalb und auf der Geraden mit der

Gleichung y = — % 2+ 2 (Bild 25a) liegen.

y=-2x+6
Bild 25b

Die Erfiillungsmenge £, der Ungleichung 3z + y < 6 wird durch genau
die Punkte dargestellt, die unterhalb und auf der Geraden mit der Glei-
chung y = —3x 4 6 (Bild 25b) liegen. Die Erfiillungsmenge E des Un-
gleichungssystems

2043y =6
3z + y=6
enthélt genau die Elemente, die in %, und in E, enthalten sind, d. h.,

E = E] n Ez.
Die Menge £ ist in Bild 25¢ veranschaulicht.
Bei der Durchschnittsbildung von Mengen aufeinanderfolgender reeller
Zahlen muf man, analog der Bildung der Vereinigungsmenge, folgende
Fille besonders beachten.
BEISPIEL 47a

I, =(3,4)

I 2. — <4) 6)
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Allgemein :
I, = (a,b)
I, =(,c)

Nur die Zahl 4 (b) ist sowohl Element von I, als auch von 7,.
I, nI, ={4} allgemein: I, nI, ={b}

Den geometrischen Sachverhalt veranschaulicht Bild 26.

ol 7 A 3 X X 4 6
yz-gx»z J\

y=-3x+6

av b er
Bild 25¢ Bild 26
BEISPIEL 47h
I, =@3.4)
I, =(4,6)
Allgemein :
I, ={(a,b)
I, =(,c)

Da die Zahl 4 (b) nur zur Menge I, gehort, aber nicht Element der Menge I,
ist, mu I, nI, =0 gelten.

BEISPIEL 47¢
I, =(3,4)
I, =(4,6)
Allgemein :
I, = (a,b)
I, = (b,c)

Beide Mengen haben wiederum die leere Menge als Durchschnitt, da das
Element 4 (b) zu keiner der Mengen gehort.
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BEISPIEL 47d

Il = (_235)
Ig=(0y7)
Allgemein:
I, ={a,e
=4 a<b<c<d
I, =4d)

Wie auch Bild 27 geometrisch veranschaulicht, gilt:
(—2,5) > (0,5) allgemein: (a, c) D (b, )
0, 7) > (0, 5) allgemein: (b, d) > (b, ¢)
Es ist
I, nl,=(0,5) allgemein: I,nl,=(b,c)
Auch die Losungen von Ungleichungen beinhalten oft eine Durchschnitts-
bildung.
BEISPIEL 48
Man bestimme alle z € 4, fiir die die Ungleichung
22 —bx 46 <3 —z gilt.
Arithmetische Losung:
2 —da < —3
2* — 4z + 4 < 1 (quadrat. Erginzung addiert!)

o brd

7 E)
Bild 27 Bild 28
@ —22<1 (als vollstindiges Quadrat geschrieben!)
e —2| < 1 (Wurzel gezogen!)
+(x—2)<1 und —x—-2)<1
<3 und z>1

2€(— o0, 3):1; und z€ (1, 4+ 00): 1,
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Alle z, die, wie die Losung es verlangt, grofier 1 und kleiner 3 sind, liegen
im Durchschnitt der Mengen I, und J,. Bild 28 veranschaulicht dies auf der
Zahlengeraden. Deshalb gilt:

L=ILnl,
L =(—00,3)n(1, + c0)
L = (1, 3) (vgl. auch Bild 21)

4.2.1.2.1. Kommutatives und assoziatives Gesetz der Durchschnittshildung

Ebenso wie die Mengenvereinigung ist auch die Durchschnittsbildung
kommutativ und assoziativ:

MoN=NnM (kommutatives Gesetz)
(MaoN)nT =Mn(NnT) (assoziatives Gesetz)
Die Beweise, die unter Benutzung der logischen Aquivalenzen (2) und (6)

analog denen der Vereinigung gefiihrt werden konnen, seien dem Leser zur
Ubung selbst iiberlassen.

AUFGABEN

24. Schreiben Sie unter Verwendung der entsprechenden Symbolik folgenden Satz:
»Ist V die Vereinigungsmenge der Mengen M, N, T, so gilt, daB M, N, T Teil-
mengen von V sind.*

25. Was bedeutet M u M = M?

26, M ={1,2,3,4 N=1(6,78 7T={1,48,9 R={258,10)
Bilden Sie die Vereinigungsmenge.

27.Essei Ly ={red |22 +2—20=0}, Ly={red|a®+z— 12 = 0}.
Geben Sie L, und L, in der anderen moglichen Form an und bilden Sie L, u L,.

28. L, =lred|x—3<5), Ly=(xed|2z+5<T}. Man bilde L, u L,.

29. Bilden Sie die Vereinigungsmengen:

a) I, = (—3,5) I, = (—o00,2)
b) I, = (— o0, 6) 1, = (0, + o)
c) I, = (4, 8) I,=(3,4)
dy1, - 5.12) I,=(0,5)

30.

Bestiitigen Sie mit Hilfe der Mengen T, T,, 7T die Richtigkeit des assoziativen
Gesetzes der Durchschnittsbildung.

Ty =14,5,8) T, =11,3,5} Ty={1,2,3,4,5)
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3

-

32.

33.

34.

. Bilden Sie die Durchschnitte folgender Mengen:
a)I, =(-3,7) I, = (5, 6)
b) I, = (0, 8) I, =({(-5,1)
¢) I, = (0, 5) I,=(—4,0)
d) Iy = (—o0, 3) I, = (3, + )
e) I, = (8, 15) o = (15, 104)
Geben Sie folgende Aussage in Worten an: M n M = M.

Schreiben Sie unter Verwendung der entsprechenden Symbolik: ,,Ist D der Durch-
schnitt der Mengen Ny, NV,, Ny, so gilt, daB D Teilmenge der Mengen N, N,, Ny ist.”

Driicken Sie folgende Aussage mit Worten aus: M n 8 = 9.

4.2.1.3. Distributivgesetze der Mengenlehre

BEISPIEL 49

Es soll die Menge aller reellen & bestimmt werden, fiir die die Ungleichung
2 —4x 4+ 5
x? 4 32+ 2

Arithmetische Losung:

Fiir das Losen der Ungleichung ist diese mit dem Nenner z* + 3z + 2
zu multiplizieren. Dabei ist jedoch zu beachten, daB fiir «* + 3z + 2 < 0
mit einem negativen Term multipliziert wird und sich dann, entsprechend
der Regeln iiber das Umformen von Ungleichungen, das Zeichen in der
Ungleichung umkehrt. Deshalb ist bei der Multiplikation mit dem Nenner
zu unterscheiden, ob 1. 22 4+3x+2 <0 oder 2.224+3x+2 > 0 ist. In
beiden Fillen wird fir die Variable x jeweils eine Grundmenge festgelegt.

> 1 giiltig ist.

1.Fall: 22 32+ 2 <0
22+ 3x < —2

9 9
r2 - —_—
z+3x+4< 2—{—4

3\ 1

3 1
:t+—~2 <—2
3 1 3 1
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Firalle —2 <z < —1 gilt o € (—2, —1): I,. Dasist die Grundmenge,
fir die dann die folgenden Umformungen der Ausgangsgleichung ge-
stattet sind:

x* —4z+5
2%+ 32 + 2

2 —dx 4+ 5<a*43x-42

>1 | X (22 + 3z + 2(< 0))

3 < Tx
3 " II g
7" _
3 _2 & Tf ;
x€ 7,+oo o Bild 29

Die Teillosungsmenge L, ist dann die Menge, die alle Elemente enthalt,
die sowohl in I, als auch in I, liegen.

Ly=1Inl,
3

L, =(—2, —1)n (7, + oc)
L,=29,
da beide Mengen, wie Bild 29 auf der Zahlengeraden veranschaulicht,
elementfremd sind.
2. Fall: 22 +-32+2>0

22+ 3> —2

3\2 1

1

2

3
z + 5

x> —1 oder v< —2
:::E(—l,--{—oo):l:, Z € (— o0, —2):1,
In diesem Falle ist die Grundmenge die Vereinigungsmenge der Mengen
Iy und I,.
G=I3ul,
G =(—1, 4+ o0) u (— o0, —2)
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Innerhalb dieser Grundmenge sind folgende Umformungen zulissig :
2 _ 4 5
podrts
22+ 3z 4+ 2
2 —4dr L+ 5>+ 3x42

[ % (2* + 32 4 2 (>0))

3>T7x

3

77"

ze (—oo, i;—) =

Die Teillosungsmenge L, muf} alle Elemente enthalten, die sowohl in I

als auch in @ vorkommen. Die Formulierung ,,sowohl als auch driickt,
I wie bekannt, die Durchschnittsbil-
)

dung aus.
ﬁ f—Ij_—_" L,=1I3n@G
79 I ‘? oder, wegen G =1 ul,,
Bild 30 L, =1Iyn(I;uly) (a)

Zur Ermittlung der Teillosungsmenge L, ist es nun nétig, das Distributiv-
gesetz

Moa(NuT)=(MnN)u(MnT) (1)
anzuwenden. Man erhélt dann
Ly,=I;n(Iyuly) = TsnlIz)u(lynl,).

Bild 30 veranschaulicht-diesen Sachverhalt auf der Zahlengeraden. Er-
setzt man die Mengen durch ihre Intervallschreibweisen, so wird

e
L,= (—1, i) U (= o0, —2)

Die Losungsmenge L der Ungleichung ist dann die Vereinigungsmenge
der Teillssungsmengen L, und L,.

L=Luvul,

L=0uL,=L,

L= (—1, %) u(— o0, —2)
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Antwortsatz: /A 28 y Fli= .
Die Ungleichung " x3u+2
2

¥ —dx 45 <1

2: 4 3z + 2

gilt fiir alle und nur die

3

x €(—o00,—2)u (—1, 7) 125

D.ie graphische Losung zeigt gy =1 &7 \

Bild 31. K
Im Verlauf der Losung dieser e 3 e o
Aufgabe wurde, ohne bewiesen zu R L 4 &
sein, das Distributivgesetz (1) ver- _52
wendet. Dieser Beweis soll nun n -5‘% Bild 31

nachgeholt werden.
Behauptung: Fiir beliebige Mengen M, N, T' gilt

MaWNuvl)=(MnanN)yv(MnT).
Beweis :

CCMa(Nul)ezce MAze NuT)]e e MAN@eENVazcT))
Unter Verwendung der logischen Aquiva!enz. (3) darf geschrieben werden:

lce MA@eNVaeD)]e(re MAaze N)Vze MANxeT)] &
SEeMaN)Vee Mooz [(MnN)u(MnT)
IYiir alle z und beliebige Mengen [M n (N uT)), (M nN)u (M nT)]

gilt also
T EManNuD)]eze[(MaN)yu(MnT)).

Nach dem Extensionalititsaxiom folgt daraus
Ma(NuvT)=MnN)v(MnT),

was zu beweisen war.
Iiine Veranschaulichung dieses Distributivgesetzes gibt Bild 32. AuBer (1)
ribt es noch das Distributivgesetz

Mu(NnT)y=(MuN)n(MuT)

Iis ist in Bild 33 dargestellt. Sein Beweis verlduft analog dem vorigen und
kann unter Benutzung der logischen Aquivalenz (4) vom Leser leicht ge-
fiithrt werden. Beide Distributivgesetze haben grofie Bedeutung fir das
praktische Rechnen mit Mengen.
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Bild 32 Bild 33

AUFGABEN

35. Bestitigen Sie mit Hilfe der Mengen R = {1,2,3.4}, S = {1,3,4} und
T = {1,2,4,5} die Richtigkeit der Distributivgesetze.

36. Bilden Sic von den folgenden Mengen I = (I, n I,) u (I, n Iy).

a)l, =(3, 4 I, =0, 6) Iy = (4.5)
b) I, = (2,3) I, = (0,53) I,=(3.4)
c) [, =(1,2) I, = (0, 6) Iy =(3,5)
OL—@8 L8 =5

37. Fur welche reellen x gilt folgende Ungleichung?
2 —3x 42
ol 0 T ) )
z? —4x +3

4.2.1.4. Klassen

Die Definitionen der Vereinigung und des Durchschnitts von Mengen sind eine
wichtige Grundlage fiir den Klassenbegriff.
BEISPIEL 50
Jede Schule hat bekanntlich verschiedene Klassen. Diese Klassen sind
Teilmengen der Menge aller Schiiler der Schule. Der Durchschnitt von

je zwei dieser Teilmengen ist leer, denn es kann ja niemals vorkommen,
daf ein Schiiler gleichzeitig mehrere Klassen besucht.

Analog dem obigen Sachverhalt wird nun auch in der Mengenlehre erklirt:

Definition 4

Die Zerlegung einer Menge in paarweise durchschnittsfremde Teil-
mengen, deren Vereinigung wieder die Menge ergibt, heiBt eine
Klasseneinteilung der Menge.

Die Teilmengen selbst nennt man Klassen.
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BEISPIEL 51a

M ={a, b, c, d}. Fiir diese Menge wiren u. a. folgende Klasseneintei-
lungen moglich :

1.{a, b, ¢}, {d} 2.{a,b,d},{c} 3.{a,c,d},{d} 4.{b ¢ d} {a}
5.{a, b}, {c, d} 6.{a,c},{b,d} 7.{a,d},{b,c} 8 {a}, (b} {c}, {d}.

BEISPIEL 51b

Gegeben sei eine Menge M = {1, 2, 3, 4, 5} und die Tellmengen
T,={1,2}, T,=1{3,4}, Ty ={2,5}von M.
Dm festzustellen, ob die Teilmengen T, T, T'; eine Klasseneinteilung
beziiglich M bilden, hat man zu iiberpriifen, ob
1.7, vTyuTy =M.

Dieses Kriterium ist erfiillt;
2. die Teilmengen paarweise durchschnittsfremd sind.

Wegen Ty n Ty = {2} ist dieses Kriterium nicht erfiillt.
Die Teilmengen Ty, T, T'; bilden keine Klasseneinteilung beziiglich M.
Beachten Sie, da3 eine Klasseneinteilung einer Menge nur genau dann
vorliegt, falls beide Kriterien zugleich erfiillt sind.

BEISPIEL 52

Fiir die Menge der natiirlichen Zahlen kénnte eine Klasseneinteilung vor-
genommen werden, indem man diese Menge in die geraden Zahlen und
die ungeraden Zahlen zerlegt.

BEISPIEL 53

Unter 2.1. wurde ausgefiihrt, dafl jede Aussage entweder wahr oder
falsch ist. Betrachtet man nun die Menge A aller Aussagen, so zerfillt
diese auf Grund dieses Sachverhalts in zwei Klassen. Eine Klasse ent-
hélt alle und nur die wahren Aussagen, eine genau die falschen Aussagen.
Man nennt die Klassen von Aussagen die Wahrheitswerte und bezeichnet
sie mit W bzw. F.

Die Wahrheit bzw. Falschheit einer Aussage @ ist demnach gleichwertig
mita € W bzw. a € F.

Man sagt auch, daBB @ den Wahrheitswert W bzw. F hat.

1.2.1.5. Differenzmenge

Iiin altes Sprichwort sagt ,,Man kann nur auf einer Hochzeit tanzen®. Man
konnte dies nun so auslegen, dal es unmoglich ist, an zwei Stellen zugleich
zu sein. Ubersetzt man dies einmal in die ,,Sprache der Mengenlehre*, so
kénnte man es wie folgt interpretieren:

BEISPIEL 54

Die Mitglieder eines mathematischen Studentenzirkels sollen eine Menge
M ={a, b, ¢, d, e, f} darstellen. Die FDJ-Leitung einer Seminargruppe



60 4. Mengenalgebra

bildet die Menge N ={a, ¢, @, ¥, z}. Auf Grund einer sehr dringenden
Angelegenheit macht es sich nun nétig, kurzfristig eine Besprechung der
FDJ-Leitung zu der Zeit einzuberufen, an der auch der Studentenzirkel
arbeitet. Da die Mitglieder a, ¢ des Zirkels an der Leitungssitzung teil-
nehmen, werden zu diesem Zeitpunkt die restlichen Teilnehmer des
Zirkels die Menge M \ N = {b, d, ¢, {} festlegen.

Diese Menge M\ N besteht aus genau den Elementen von M, die ibrig-
bleiben, wenn man diejenigen Elemente aus M entfernt, die auch Elemente
von N sind. Eine derartige Menge, auf die dies zutrifft, heit Differcnzmenge
M~ N der Mengen M und N.
Bild 34 veranschaulicht geome-
trisch den Sachverhalt, wobei M
und N durch zwei ebene Punkt-
mengen innerhalb einer geschlos-
senen Kurve dargestellt sind.

M

BEISPIEL 55
M\N M={1,23,4,5}
Bild 34 N ={6,7,8,9, 10}

M N In diesem Fall sind beide
Mengen disjunkt. Die Diffe-
renzmenge besteht dann aus
allen Elementen von M.

MNN={1,2345 =M

Bild 35 veranschaulicht dies.

Eng im Zusammenhang mit dem
M=MIN Begriff der Differenzmenge steht
Bild 35 der Begriff der Komplementdr-
menge.
Ein Element x ist Element der Komplementirmenge N genau dann, wenn
es nicht Element der Menge N ist. Das heif3t:

z € N genau dann, wenn z ¢ N.
seENoxg N

Nach den vorangegangenen Ausfiihrungen gehoren zur Differenzmenge
M\ N genau die Elemente von M, die nicht in N enthalten sind. Um-
gekehrt ist jedes Element in der Differenzmenge M \ N enthalten, falls es
Element von M, aber nicht von N ist.

1 exakter: N = &l vae@)
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Symbolisch:
xEMN\NeoxcMANxd N.

Wenn jedoch z ¢ N,so x € N. Also gilt:
reE M\ NeozcMAzeN.

Falls ¢ Mund € N,s0 2€ M nN.

Daraus folgt:
reEM\NoxecMnN.

Die Differenzmenge findet auch im Mathematikunterricht ihre Anwendung.

BEISPIEL 56

Die Gleichung 61‘__'_ 52

reellen Zahlen, ausgenommen die Zahl + 5.
Man schreibt dafiir: G = 4\ {45}.

Mit dieser Schreibweise hat man die Méglichkeit, die nicht definierten Stellen
von vonherein auszuschlieBen.

=4 hat als Grundmenge G die Menge aller

4.2.1.6. Produktmengen

BEISPIEL 57

Auf einer Geburtstagsfeier sind zwei Herren und drei Damen anwesend.
Menge der Herren: M = {a, b}. Menge der Damen N = {z, y, z}. Tanzt
nun Herr @ mit Dame z, so bilden beide ein Tanzpaar. Dabei fiihrt der
Herr die Dame beim Tanzen. Dieses Tanzpaar konnte man als Menge der
Gestalt {{a}, {a, 2]} aufschreiben. Das erste Element {a} dieser Menge soll
ausdriicken, daB im Tanzpaar eine Ordnung derart besteht, dal der Herr
beim Tanzen die Dame fithrt und deshalb als erster genannt werden soll.
Das zweite Element {a, x} zeigt an, daf zwei Elemente zu einem Elemente-
paar zusammengefaft sind. Tanzt nun im Verlaufe des Abends jeder
Herr mit jeder Dame, so kann man unter Beriicksichtigung des Fiihrens
der Herren beim Tanzen schreiben:

tanzt mit Tanzpaar

{{a}, {a@, «}}
{{a}, {a, y}}
{{a}, {a, 2}}
{{b}, {b, =}}
{0}, (b, ¥}}
{®, b, 213

S8 ] R
N Ry
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BEISPIEL 58

Waihrend eines Spazierganges findet ein Mann auf einer Wiese Muni-
tion. Entsprechend der Vorschrift markiert er den Fundort, und, um dem
ABV des nachstliegenden Ortes genaue Angaben iiber den Fundort
machen zu kdnnen, miBt er die Anzahl seiner Schritte von einer Wege-
kreuzung zum Fundort. Dabei stellt er fest, daB er zunéichst 250 Schritt
nach Osten und anschlieBend 400 Schritt in nérdlicher Richtung gehen
muB. Auch hicr werdenzwei Elemente zu einem Elementepaar zusammen-
gefaBt. Die entsprechende Ordnung im Paar ist dadurch gegeben, dal
zuerst nach Osten gegangen werden soll und deshalb die Anzahl der
Schritte nach Osten als erste genannt wird. Als Menge kénnte demzufolge
die Fundortfestlegung in der Gestalt {{250}, {250, 400}} geschrieben
werden.

Diese Beispiele deuten an, daB offensichtlich derartige Mengen im praktischen
Leben oft auftreten und es sinnvoll ist, fiir sie einen bestimmten Namen ein-
zufithren. Da es sich jeweils um ein Elementepaar handelt, in dem eine be-
stimmte Ordnung der Elemente vorliegt, wihlte man fiir Mengen der Gestalt
{{m}, {m, n}} die Bezeichnung geordnetes Paar.

Definition 5.1

Eine Menge der Gestalt {{m}, {m, n}} heiBt ein geordnetes Paar und
wird mit [m, n] bezeichnet:

[m’ n]];:ef{{m}’ {m’ n}}

Mittels dieser Definition wurde der Menge {{m}, {m, n}} ein Name gegeben
und gleichzeitig fir sie die Kurzbezeichnung [m, n] eingefiihrt.

Sehr wichtig ist die Gleichheit geordneter Paare. Ohne Beweis sei hier mit-
geteilt, daB

[m, n] = [a, b] genau dann, wenn m =aund 7 = b,

d. h. die Paare komponentenweise iibereinstimmen. Dieser Sachverhalt
leuchtet unmittelbar ein, denn jedes geordnete Paar wird als Gesamtheit
von zwei Elementen eindeutig durch Angabe dieser Elemente und deren
Reihenfolge gekennzeichnet.

Definition 5.1 gibt nun auch die Moglichkeit, die geordneten Paare des
Beispiels 57 in der Form

[a, 2], [a, 9], [a, z], [B, 2], [b, ], [, 2]

aufzuschreiben. Die Gesamtheit der Tanzpaare bildet nun ihrerseits eine
neue Menge. Diese Menge ist dadurch gekennzeichnet, dal} ihre Elemente
Paare von Elementen zweier anderer Mengen sind. Dabei ist das erste
Element eines jeden Paares aus der Menge M, das zweite aus der Menge N
entnommen.
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Eine Menge solcherart geordneter Elementepaare heillt Produkt- oder
Kreuzmenge.

Definition 5.2

Produktmenge M x N* der Mengen M, N heilit eine Menge genau dann,
wenn sie die Menge aller geordneten Paare [m, n]mit m € M und n € N
ist.

Betrachtet man die Anzahl der Elemente im Beispiel 42, so hatte die Menge
M zwei Elemente, die Menge N drei Elemente. Die Produktmenge hatte
6 (= 2 - 3) Elemente. Deshalb wurde fir M x N der Name Produktmenge
gewahlt.

Die Definition 5.2 legt nicht fest, dal die Mengen verschiedene Elemente
enthalten miissen, wie das im Beispiel 57 der Fall war.

BEISPIEL 59

Essei M ={1,2}, N ={1, 2},

MxN={1,1]/1,2][2 1), [2 2]}
Infolge der festgelegten Ordnung der Aufeinanderfolge der Elemente inner-
halb der Paare sind die Elemente [1, 2] und [2, 1] voneinander verschieden.

Das ist auch der Grund, weshalb fiir Produktmengen im allgemeinen? das
kommutative Gesetz nicht gilt.

BEISPIEL 60
M={1,2}, N={3,4) MxN={[1,3],[1,4],[2,3],[2,4]}
N x M ={[3, 1], [4, 1], [3, 2], [4, 2]}
Das heit: M x N == N x M, da ja [1, 3] == [3, 1] usw. gilt.
I%s besteht auch die Moglichkeit, eine Produktmenge bildlich darzustellen.

BEISPIEL 61

Wihlt man X = {x, z,, a3} und Y ={y;, yy}, dannist X x ¥ =
= {[y, 11, [0, Yo, (%2, Y1), (%25 Wal, (@3, 1), [, 9]} _“ve"“ T Ty Vg Y1 Yo
als Abszissen bzw. Ordinaten der Punkte Py;(xy, ;) ;’ —

=1,8
gewissen vorgegebenen rechtwinkligen Ioordinatensystem gedeutet
werden, dann ist {P;} die Deutung fiir {x,. x5, x5} X {yy, ¥o}-

i=1,..3

=12

! gelesen: M kreuz N 2 vgl. Aufgabe 39

in einem



64 4. Mengenalgebra

Y

[xys] o] [y, ~ Bild 36 veranschaulicht diesen Sachverhalt.

Yz Dieses Beispiel 1at erkennen, daf} auch alle
Punkte der Ebene innerhalb des rechtwink-
ligen Koordinatenkreuzes als Elemente der

¥ Pl eyl [yl Produktmenge 4 x 4 aufgefait werdenkénnen.
X X X; A Bild 36
4.3. Abbildungen

Dem Begriff der Abbildung kommt in der Mathematik eine fundamentale
Bedeutung zu. Er steht in enger Beziehung mit dem Begriff Produktmenge.
Das Mathematische Worterbuch?! erklirt den Begriff Abbildung wie folgt:

Definition 6

Sind zwei Mengen M, N gegeben, so heiit T eine Abbildung aus
(von) M in (auf) N genau dann, wenn (M X N) 2 T gilt.

Daraus ist zu erkennen, dall jede (echte oder unechte) Teilmenge einer
Produktmenge eine Abbildung ist und es verschiedene Arten von Abbil-
dungen gibt. Der Erliuterung, welche Bedingungen erfiillt sein miissen,
damit man von einer Abbildung aus M in N oder von M auf N usw. spre-
chen kann, dienen die Ausfiihrungen der folgenden Abschnitte.

4.3.1. Abbildung von einer Menge auf eine Menge

BEISPIEL 62

Onkel Max besucht Familie Kunze. Er bringt den Kindern Dieter, Peter,
Uwe drei Geschenke mit, ein Auto, einen Ball und ein Paar Rollschuhe.
Den Jungen wird es iiberlassen, wie sie diese Geschenke unter sich auf-
teilen. Welche Geschenkverteilung wire méglich?

Um dies festzustellen, wird die Menge der Jungen mit M ={d, p, u}
und die Menge der Geschenke mit N = {a, b, r} bezeichnet.

Einige Verteilungsmoglichkeiten:

nimmt symbolisch dargestellt durch
1. Dieter das Auto [d, a]
Peter den Ball [p, b)
Uwe die Rollschuhe [, r]

1 Naas/Scamip: Mathematisches Worterbuch. Akademie-Verlag GmbH, Berlin, und
B. G. Teubner Verlagsgesellschaf, Leipzig 1961. Bd. I, 8. 1
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2. Dieter den Ball (d, b]
Peter die Rollschuhe [p, 7]
Uwe das Auto [u, @]

3. Dieter die Rollschuhe [d, r]
Peter das Auto [p, a]
Uwe den Ball [u, b]

Ein Vergleich mit 4.2.1.6. zeigt, daBl die Gesamtheit dieser Verteilungen
die Produktmenge

M x N ={[d, al, [p, b], [w, r], [d, b]. [p. 7], [w, al, [d, 7], [p, al, [«, b]}
festlegt. Diese Produktmenge ist die Vereinigung der drei Teilmengen

T, = {[d: al, [p, b}, [u, r]}" T, = {[dr b], [p, 71, [u, a]},
Ty, ={[d, r], [p, a], [u, b]}.

Jede dieser Teilmengen wiirde einer Einigung der Jungen entsprechen.
Jedes Element dieser Teilmenge besteht aus einem geordneten Elementepaar.
Dabei kommt ein Element im Paar vor dem Komma und ein Element hinter
dem Komma. Alle Elemente in diesen Paaren, die vor dem Komma stehen,
bilden nun ihrerseits eine Menge. Diese Menge heifit Vorbereich der Teil-
menge; symbolisch: Vb(T'). Alle Elemente nach dem Komma sollen eine
Menge festlegen, die Nachbereich der Teilmenge heiBt; symbolisch: Nb(T).
Demnach hat die Teilmenge 7';:

Vo(T,) ={d, p, u} Ny(Ty) ={a, b, 7}

Wegen M ={d, p,u} = Vb(T,) und N ={a, b,r} = Nb(T,) heibt 7', eine
Abbildung von der Menge M auf die Menge N.

Man erkennt, da3 ebenso 7',, Ty Abbildungen von der Menge M auf die
Menge N sind. Aligemein erklirt man:

Definition 6a

T heiBt genau dann eine Abbildung von der Menge M auf die Menge
N, wenn T eine Teilmenge der Produktmenge M x N ist, und
Vo(T)=M und Vb(T)=N gilt.

Man muB nun unterscheiden zwischen der Abbildung als solcher und dem,
was abgebildet wird. Im Beispiel 62 waren die Abbildungen die Mengen 7';.
T,, Ty. Aufeinander abgebildet jedoch werden die Elemente des Vorbereichs
auf die Elemente des Nachbereichs. In der Abbildung 7', ={[d, a], [p, b],
|u, r]} wird

d auf a abgebildet, symbolisch d — a

p auf b abgebildet, symbolisch p — b

u auf r abgebildet, symbolisch % — r.
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Die Elemente des Vorbereiches nennt man Urbilder. Das sind in diesem Fall
die Elemente d, p, ». Die Elemente des Nachbereiches heilen Bilder. Das
Element ¢ ist Bild des Elements d. Das Element p hat als Bild das Element b,
und zu u gehort # als Bild.

13.2. Abbildung aus einer Menge in eine Menge

BEISPIEL 62a
Eine Gruppe von fiinf Studenten wird im physikalischen Praktikum
von einem Assistenten betreut. Der fiir das Praktikum eingerichtete
Raum hat sieben Arbeitsplatze.
Die Menge der dort titigen Menschen sei M ={a, b, ¢, d, ¢, f}, wobeidas
Element e den Assistenten bezeichnen soll.
Die Menge der Arbeitsplitze sei N ={1, 2, 3, 4,5, 6, 7}.
Die Moglichkeiten der Platzverteilung bilden die Produktmenge M x N,
die aus 6 -7 = 42 Elementen besteht. Des Umfangs wegen soll diese
hier nicht aufgefiihrt werden. Dadurch, daB der Assistent keinen eigenen
Arbeitsplatz benotigt, da er ja keine Versuche durchfiihrt, sondern nur
Anleitung gibt, und die Studenten die Arbeitsplidtze 1 bis 5 belegen,
wird aus der Produktmenge M X N eine Teilmenge 7', beispielsweise

T ={[b, 1], [¢, 2], [d, 3], [e, 4], [f, 51}

ausgewiéhlt. Fiir diese Teilmengeist Vb(T) = {b,¢,d, e, ffund Nb(T') =
={1, 2, 3, 4, 5}. Vergleicht man M mit Vb (T'), so stellt man fest, daB in
Vb(T) das Element a nicht vorkommt. In Nb(7T') sind die Elemente
6, 7 nicht vorhanden, die jedoch Elemente von N sind. Es gilt also in
diesem Fall: M > Vb(T), N o N(T).

aus - in : ; g:

Bild 37 . Bild 38 yon-auf

Eine solche Abbildung heiflt: Abbildung aus einer Menge M in eine Menge N.
Es ist nun jedoch so, daBl auch jede Abbildung von einer Menge auf eine
Menge eine Abbildung aus einer Menge in eine Menge (aber nicht umgekehrt!)
ist. Das bedeutet:

Von einer Abbildung aus M in N spricht man, falls

entweder M = Vb(T) oder M = Vb(T) und entweder N> Nb(T) oder
N = Nb(T) gilt. Mit anderen Worten:
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Die Menge aller Abbildungen von — auf ist eine Teilmenge der Menge aller
Abbildungen aus — in.

Allgemein erklirt man:

Definition 6b

T heilit genan dann eine Abbildung aus der Menge M in die Menge N,
wenn 7' eine Teilmenge der Produktmenge M X N ist, und M 2 Vb (1),
N 2 Nb(T) gilt.

Den hier geschilderten Sachverhalt veranschaulicht Bild 37/38.

4.3.3. Abbildung von einer Menge in eine Menge
BEISPIEL 63

Dieter, Rolf, Peter und Uwe bauen sich eine Schneehiitte. Als sie fertig
ist, haben nur drei Jungen darin Platz. Damit ein Streit vermieden wird,
beschlieBen sie, die Hiitte abwechselnd zu benutzen. Der Junge, der
keinen Platz findet, soll die Wache iibernehmen. Das Los entscheidet,
daf} Dieter, Rolf und Uwe in die Schneehiitte gehen, wahrend Peter die
Wache iibernimmt. )
Menge der Plitze: M = {1, 2, 3}, Menge der Jungen: N = {d, r, p, u}.
Nimmt man an, dafB3 Dieter sich auf Platz 1, Rolf auf Platz 2, Uwe auf
Platz 3 setzt, dann wiirde durch
das Los aus der Produktmenge von
M x N, die alle Moglichkeiten der
Platzverteilung umfassen wiirde,
die Teilmenge T = {[1, d], (2, r],
[3, #]} ausgewihlt.
Ebenso hitte eine andere Platz-
verteilung erfolgen konnen. An der
Tatsache, daB aus der Produktmenge
M x N eine Teilmenge ausgewihlt Bild 39
wurde, hitte sich nichts gedndert.
Fir die Teilmenge 7T ist: Vb(T) ={1, 2, 3}; Nb(T) ={d, r, u}. Wihrend
Vo(T)=M,gilt Nb(T)= N, da jain Nb(T) das Element p fehlt, welches
in der Menge N enthalten ist.
Entsprechend den Definitionen 7a, Tb ist T' eine Abbildung von der Menge
in die Menge N. Zur Veranschaulichung dieses Beispiels dient Bild 39.

4.3.4. Abbildung aus einer Menge auf eine Menge
BEISPIEL 64

Inge, Klaus und Manfred leihen sich einen viersitzigen Wagen aus, um
mit diesem eine Wochenendfahrt durchzufiihren. Alle drei sind im Besitz
der Fahrerlaubnis. Jeder mochte das Auto fahren. Man einigt sich, da3
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am Steuer (Platz 1) zuerst Inge sitzt, neben ihr, auf Platz 2, Klaus und
hinter Inge, auf Platz 4, Manfred. Auch dieser Entschlufl von Inge, Klaus
und Manfred stellt eine Abbildung dar. Damit dies erlautert wird, sei die
Menge der Plitze M = {1,2, 3,4}; die Menge der Menschen N = {i, k, m}.
Alle Méglichkeiten der Platzverteilung bilden die Produktmenge

M XN ={[1,:],[2,4], [3, ], [4 2], [1, k], [2, k), [3, k], [+, &), (1, m),
(2, m], [3, m], [4, m]}.
Durch die vereinbarte Sitzordnung wird aus dieser Menge die Teilmenge
T ={[1, 1], [2, k], [4, m]} ausgewihlt. Diese Teilmenge 7' hat den Vor-
bereich Vb(T) = {1, 2, 4}; den Nachbereich Nb(7') ={i, k, m}.
Wegen M > Vb(T') und N=Nb(T)
ist T entsprechend den Definitionen
6a, 6b eine Abbildung "aus der
Menge M auf die Menge N. Eine
Veranschaulichung gibt Bild 40.
Definitionen und Beispiele lassen er-
kennen, dafl eine Produktmenge 7'
genau dann Abbildung heifit, falls 7'
eine Teilmenge ciner Produktmenge
Bild 40 M x N ist. Die verschiedenen Mog-
lichkeiten des echten Enthaltenseins
bzw. der Gleichheit zwischen den Mengen, die die Produktmenge bilden,
und den Mengen des Vor- und Nachbereiches ergeben die verschiedenen
Ausdrucksweisen aus (von) — in (auf).

aus auf

AUFGABEN

38. Bilden Sie die Produktmengen M x N.
a) M = {a, b, c} N =(z,y,2}
b) M ={1,2, 3,4} N = {1}
) M ={4,5,6,7} N=8

39. M = {a}, N = {a}. Bestiitigen Sie, daB in diesem Fall M X N = N X M ist.

40. Welchen Teil der Koordinatenebene erhilt man, wenn folgende Mengenprodukte
graphisch dargestellt werden:

a) (0; +o0) X (05 +o0) b) (—o00; 0) X (0; +00)
¢) (—oo; 0) X (—o0;0) d) (0; 4+ 00) X (—o0;0)?
41. Um welche Abbildungen handelt es sich, wenn M = {1,2,3}, N ={2,5} und
folgende Teilmengen von M X N die Abbildungen ausdriicken:
a) T = {1, 2], [1, 5)} b) T = {1, 2], [2, 2], [3, 2]}
o) T = {[1, 2], [3, 2]} &) T = {[1, 2}, [2, 5], [3, 5]}

42. Es sei M die Menge aller Sitzplitze in einem Kino, N die Menge der Besucher einer
Vorstellung. Alle Plitze sind besetzt. Um welche Abbildung handelt es sich?

43. Welche Abbildung liegt vor, wenn nicht alle Plitze besetzt sind? (Produktmenge
M x N)
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44. Es sei M die Menge aller Menschen, die eine bestimmte Theatervorstellung be-
suchen wollen. N ist die Menge der Eintrittskarten der Vorstellung. Als alle Ein-
trittskarten verkauft sind, bleiben Menschen iibrig, die keine Karte erhalten konn-
ten. Welche Abbildungen werden ausgedriickt, wenn man
a) die Menschen den Eintrittskarten,

b) den Eintrittskarten die Menschen zuordnet?

4.3.5. Inverse Abbildungen

BEISPIEL 63
Uwe geht mit Holger und Gudrun ins Kino. Sie kaufen Karten mit den
Platznummern 28, 29, 30. Da Gudrun sich in die Mitte von beiden setzt,
belegt Uwe Platz 28, Holger Platz 30.
Die Menge der Menschen sei M = {u, g, h}. Die Plitze bilden die Menge
{28, 29, 30} = N. Nun gibt es zwei Méglichkeiten:

1. Man ordnet die Plitze den Menschen zu.

Das ergibt die Produktmenge N X M. Durch die Sitzordnung wird aus
dieser Produktmenge die Teilmenge F = {[28, u], [29, g], [30, %]} aus-
gewahlt. Dabei ist Vb (F) = {28, 29, 30} und Nb(F) ={u, g, h}.

2. Man ordnet die Menschen den Plitzen zu.

Das ergibt die Produktmenge M X N. Aus dieser wird durch die Sitz-
ordnung die Teilmenge T ={[u, 28], [g, 29], [%, 30]} mit Vb(T) ={u, g, k}
und Nb(T) = {28, 29, 30} festgelegt.

Vergleicht man die Abbildungen F und 7', dann stellt man fest, daBl der
Vorbereich von F gleich dem Nachbereich von 7' und der Nachbereich von
F gleich dem Vorbereich von 7' ist.

Die Abbildung 7' heilt Umkehrabbildung von F (oder auch die zu F inverse
Abbildung).

Man driickt dies symbolisch durch 7' = F-! aus.

Exakt formuliert man: Zu jeder Abbildung 1483t sich ihre Umkehrabbildung
finden, indem man in jedem geordneten Paar (welches Element der Abbil-
dung ist) seine beiden Elemente umstellt. Das Element, welches im Paar erst
links vom Komma stand, steht nun rechts und umgekehrt. Allgemein driickt
man dies so aus:

[m, n] € F, sogilt: [n, m] € F oder genauer:
[n, m] € F-!, genau dann, wenn [m, n] € F.

Daher kann man die Beziehungen zwischen Vor- und Nachbereich von Ab-
bildungen symbolisch ausdriicken durch:

Vb(F) = Nb(F-1) Nb(F) = Vb(F).
In Worten :

Der Vorbereich der Abbildung ist gleich dem Nachbereich der Umkehr-
abbildung. Der Nachbereich der Abbildung ist gleich dem Vorbereich der
Umkehrabbildung.
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4.3.6. ‘Eindeutige und eineindeutige Abbildungen

Eine sehr grofie Bedeutung kommt in der Mathematik den eindeutigen und
eineindeuntigen Abbildungen zu. Deshalb sollen diese im folgenden erldutert
werden.

BEISPIEL 66
Fritz holt sich in einer Papierwarenhandlung sechs Kartons, um Loko-
motive und sechs Wagen seiner elektrischen Eisenbahn zu verpacken.
Infolge der verschiedenen Gréfien der Kartons fafit Karton 1 die Loko-
motive, Karton 2 drei Wagen, Karton 3 zwei Wagen und Karton 4 einen
Wagen. Zwei Kartons bleiben iibrig. Auch dieser Sachverhalt stellt eine
Abbildung dar. Legt man fest, daB die Lokomotive und die Wagen die
Menge M ={l, a, b, ¢, d, ¢, f}, die Kartons die Menge N = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
bilden, so wird aus der Produktmenge M x N (die alle Moglichkeiten der
Verpackung enthilt) durch das Verpacken beispielsweise die Teilmenge
F ={{l, 1], [a, 2], [b, 2], [¢, 2}, [d, 3], [e, 3], [}, 4]}
ausgewihlt. Hierbei gilt: Vb(F) ={l,a,b, c,d, e, {} =M und N > Nb(F).
F ist deshalb eine Abbildung von der Menge M in die Menge N. Abgebildet
werden die Elemente des Vorbereichs (Urbilder) auf die Elemente des
Nachbereichs (Bilder), d. h.,  auf 1; a, b, ¢, auf 2; d, e auf 3, f auf 4.
Anschaulich zeigt dies Bild 41.

Man erkennt, dal} jedes Urbild genau ein Bild besitzt, (wihrend es fiir jedes

Bild ein bis mehrere Urbilder gibt). Eine solche Abbildung F heiBt ein-

deutige Abbildung von der Menge M in die Menge N.

Urbilder Urbilder
{ g b ¢ d e f 4 J 4
W o o
1 2 3 4 5 6 a b ¢ e f
Bjider Bilder
Bild 41 Bild 42

BEISPIEL 67

Sechs Jungen beabsichtigen, ins Kino zu gehen. An der Kasse bekommen
sie jedoch nur noch vier Karten. Sie losen diese Karten aus.

Menge der Karten M ={1, 2, 3, 4}
Menge der Jungen N ={a, b, ¢, d, ¢, f}

Durch Losen wird aus der Produktmenge M X N, die entsteht, da jeder
Junge Anspruch auf einen Platz hat, eine Teilmenge, z. B.:

F ={{1, a}, 2, ], [3, c]. [4, d]},
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ausgewdhlt. Wegen Vb(F) ={1,2,3,4} =M und Nb(F) = N ist F
eine Abbildung von der Menge M in die Menge N.
Abgebildet werden die Elemente des Vor- auf die Elemente des Nach-
bereichs: 1 auf a, 2 auf b, 3 auf ¢, 4 auf d.
Bild 42 veranschaulicht dies.
Jedes Urbild hat in diesem Fall genau ein Bild, und jedes Bild hat genau ein
Urbild (d. h. keins mehr oder weniger). Eine solche Abbildung F heifit ein-
eindeutige Abbildung von der Menge M in die Menge N.
Diese Beispiele erlautern damit die

Definition 7

Eine Abbildung heiBt eindeutig dann und nur dann, wenn jedes Ur-
bild genau ein Bild hat.

Eine Abbildung heilt eineindeutig dann und nur dann, wenn jedes
Urbild genau ein Bild und auch umgekehrt jedes Bild genau ein Ur-
bild hat.

Wie man unschwer erkennt, ist die Eineindeutigkeit einer Abbildung ein
Sonderfall der Eindeutigkeit einer Abbildung. Jede eineindeutige Abbildung
ist deshalb erst recht eine eindeutige Abbildung.

Alle Moglichkeiten der Abbildung von einer Menge auf (in) eine Menge zeigt
Bild 43 in einer einzigen Darstellung.

Unter Verwendung der senkrechten Parallelprojektion erhélt man:

eine eindeutige Abbildung der Punkte der Ellipse auf die Achse 4B,

eine eindeutige Abbildung der Punkte der Ellipse in die Strecke C'D,

eine eineindeutige Abbildung der Punkte der oberen Halbellipse auf ihre
Achse A B,

eine eineindeutige Abbildung der Punkte der oberen Halbellipse in die
Strecke C D.

—_ Fl
0 AN I 48 ¢
Bild 43
AUFGABE
45. Welcher Art sind folgende Abbildungen?
a) F = {[1, 3]. [2, 4], [3, 4]. [4. 5]} M={1,223 4} N = {1,2.3.4.5)
b) F = {[a, 1], [, 2], [c, 3}, [d. 4]} M = {a,b,c,d} N={1.23.4
) F = {1, 3], (2, 3]. (3, 5), [4, 6]} M=11,23,4) N ={3.4.5.6}
) F = {[a, <], [b, y. [e, 2]} M = {a,b,c} N = {u, 2,9,z

e) F = {[1, a], [2, a], [3, b], [4, b]} M ={1,2,3,4) N = {a, b}
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+.3.7. Funktionen

4.3.7.1.  Definition der Funktion

Ein sehr wichtiges Gebiet der Anwendung des Abbildungsbegriffes sind die
Funktionen. Man erklirt allgemein:

Definition 8

Eine Funktion f beziiglich der Mengen X und Y ist eine eindeutige 4b-
bildung von der Menge X auf die Menge Y.
X bzw. Y heilt Definitionsbereich bzw. Wertebereich von f.

Diese Definition ist nicht neueren Ursprungs. Thren Grundgedanken, jedem
x € X genau ein y € Y zuzuordnen, formulierte bereits P. G. L. DiricHLET,
der von 1805 bis 1859 lebte. Nach ihm wurde dieser Funktionsbegriff auch
benannt.

Aus Griinden der Anpassung an bereits vorhandene Kenntnisse der Leser
wird fiir eine Abbildung in diesem Fall der kleine Buchstabe f verwendet.
Grundsitzlich soll vereinbart werden, daB fiir Abbildungen, die Funktionen
sind, kleine Buchstaben des lateinischen oder griechischen Alphabets ver-
wendet werden.

Da fiir Abbildungen von einer Menge auf eine Menge stets Vorbereich und
Nachbereich gleich den entsprechenden Mengen sind, so gilt fiir alle Funk-
tionen Vb(f) =X und Nb(f) =Y.

Es sind demnach in der Menge X alle Urbilder und in der Menge Y alle
Bilder enthalten. Ist 2 ein Urbild und y sein Bild, so ist es iiblich, dieses
Bild % durch die Schreibweise f(x) zu kennzeichnen. Deshalb gilt stets:
y = f(z). Dieses f(x) ist ein Bild, aber nicht das Symbol fiir die Funktion
selbst, wie man falschlicherweise oft hért.

Im Mathematikunterricht der Ober- und Fachschulen werden grund-
sitzlich nur Funktionen behandelt, fir die 4 2 X, 4 2 Y gilt. Vor- und
Nachbereich dieser Funktionen sind Teilmengen der Menge der reellen
Zahlen. Diese Funktionen heilen deshalb reelle Funktionen.! Fir Vor-
bereich ist der Ausdruck Definitionsbereich, fiir Nachbereich die Benennung
Wertevorrat gebriauchlich. Jedes Element des Definitionsbereiches einer
Funktion f wird ein Argument der Funktion genannt. Die Elemente des
Wertevorrates heilen Funktionswerte.

Definitionsbereich und Wertevorrat sind durch eine Zuordnungsvorschrift
verbunden. Diese Zuordnungsvorschrift kann ein analytischer Ausdruck
sein, fiir den die Bezeichnung Funktionsgleichung gebriuchlich ist.

Man kann die Zuordnungsvorschrift auch mit Worten ausdriicken.

1 genauer: reellwertige Funktionen einer Veriinderlichen
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BEISPIEL 68

An einer Wandtafel konnte man lesen: y = f(x) = x + 1.

Welche Funktion war wohl damit gemeint? Diese Frage kann niemand
eindeutig beantworten, denn die Angabe dieser Funktion ist unvoll-
stindig. Man hat vergessen, den Definitionsbereich D festzulegen. Wihit
man D ={1, 2, 3, 4, 5}, so erhilt man die Funktion

F={01, 1+ 10, (2.2 + 1), [3, 3+ 1], [4, 4 + 11, [5, 5 + 1]} =
={[t, 2}, 2, 3), (3, 4], [4, 5, (5, 6]}.

1 i 5 z
Legt man fest: D = {0, AL »2—} , so ergibt sich

oo afid o oo L 30 )
cfe 54 ot} o 52

Wie man erkennt, erhalt man in jedem Fall eine andere Funktion.

Deshalb beachte man:

Zur eindeutigen Angabe einer reellen Funktion ist es notwendig, Funktions-
gleichung und Definitionsbereich vorzugeben.

Der Funktionsbegriff ist jedoch nicht nur auf reellwertige Funktionen be-
schrankt.

BEISPIEL 69
Unter 2.2. wurden Negation (7a), Konjunktion (pAr), Alternative
(a V b), Implikation (¢ = d) und Aquivalenz (z < ¥) defmlert Die Nega-
tion ordnet jeder Aussage eine neue Aussage zu. Sie ist deshalb ein Bei-
spiel fiir eine einstellige Aussagenfunktion. Die iibrigen Aussagenverbin-
dungen sind Beispiele fiir zweistellige Aussagenfunktionen. Es werden
jeweils zwei Aussagen einer neuen Aussage zugeordnet.
Sieht man vom speziellen Inhalt der Aussagen ab und betrachtet nur
die Wahrheitswerte der Aussagen, so entspricht jeder Aussagenfunktion
eine sogenannte Wahrheitsfunktion. Durch eine zweistellige Wahrheits-
funktion wird jedem geordneten Paar von Wahrheitswerten eindeutig
wieder ein Wahrheitswert zugeordnet. Die der Negation entsprechende
einstellige Wahrheitsfunktion ordnet jedem Wahrheitswert wieder einen
Wahrheitswert zu.

Sehr anschaulich geben die Wahrheitstafeln in 2.2. diesen letzten Sachverhalt

wieder.

43.7.2.  Gleichheit und Ungleichheit von Funktionen

Auf Grund der Eindeutigkeit der Abbildung von einer Menge X auf eine
Menge Y koénnen zwei Funktionen g und % nur dann gleich sein, wenn ihre
Vorbereiche und ihre Nachbereiche gleich sind.

Vb(g) = Vb(k) Nb(g) = Nb(h)
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Vergleicht man unter diesen Voraussetzungen die Funktionen mit den Zu-
ordnungsvorschriften

2 |
glx) =2+ 1(x € 4) und h(x)=xx T x € AN{1},
dann stellt man fest, daBl beide Funktionen nicht gleich sein kénnen, da g
das Element [1, 2] enthélt, welches in & nicht vorhanden ist. Die daraus
resultierenden unterschiedlichen graphischen Darstellungen zeigen die Bilder
44a und 44b.

<Y

X
Bild 44
4.3.7.3. Umkehrfunktionen
Jede Funktion ist als eindeutige Abbildung definiert.
Urbilder
X V % /’1 A Yz
nooynoop XX X Xy
Bilder
Bild 45 Bild 46

Soll von einer Funktion ihre Umkehrfunktion gebildet werden, dann wird
bereits durch das Wort ,,Umkehrfunktion ausgedriickt, dall die Umkeh-
rung einer Funktion wieder eine Funktion, das heift eine eindeutige Abbil-
dung ist. Eine eindeutige Abbildung verlangt jedoch, daB jedem Urbild
genau ein Bild (d. h. keins mehr oder weniger) zugeordnet wird. Dabei
kann ein Bild ein bis mehrere Urbilder haben. Bild 45 veranschaulicht dies.
Vertauscht man nun, um zur Umkehrabbildung zu kommen, in jedem
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geordneten Paar die Stellung der Elemente, so werden alle Urbilder zu
Bildern und alle Bilder zu Urbildern. Wiirde man bei der Abbildung, wie sie
Bild 45 veranschaulicht, eine solche Vertauschung vornehmen, dann kime
eine Abbildung zustande, wie sie Bild 46 zeigt. Aus diesem ist aber zu er-
sehen, daB y, zwei Bilder (x, und z,) hat und nicht genau eins, wie es die
Eindeutigkeitsforderung verlangt. Die Abbildung, wie sie Bild 46 darstellt,
ist keine eindeutige Abbildung.! Man erkennt aber auch, daB die Abbildung
dort wieder eindeutig ist, wo jedes Urbild genau ein Bild und jedes Bild
genau ein Urbild hat. Deshalb ergibt sich aus der Bedingung, daf die
Umkehrung einer Funktion wieder eine Funktion sein'soll, die Festlegung:
Man kann nur Funktionen umkehren, die eine eineindeutige Abbildung von der
Menge X auf die Menge Y sind.

Das kann man auch in der Form ausdriicken, daB man sagt: Nur eineindeutige
Funktionen ergeben bei threr Umkehrung 'fvieder Funktionen.

Um die Zuordnungsvorschrift (Funktionsgleichung) der Umkehrfunktion zu
‘erhalten, geht man im allgemeinen so vor, wie das nachfolgende Beispiel zeigt.

BEISPIEL 70
Die Funktion f mit

fey=y=z+1 ze(-2;3

ist eine eineindeutige Funktion. Sie ist umkehrbar. Bei einer Funktion f
gilt Vb(fy=X wund Nb(f) =Y, entsprechend den Ausfithrungen
unter 4.3.5. muB daher fir die Umkehrfunktion f-! gelten: Vb(f-!) = Y,
Nb(f!) = X.

Demzufolge ist der Definitionsbereich der Funktion f der Wertevorrat
der Umkehrfunktion f-! und der Wertevorrat von f der Definitionsbereich
von f-1. Da man zur Angabe einer Funktion die Funktionsgleichung und
den Definitionsbereich benétigt, muBl zunéichst der Wertevorrat von f
festgelegt werden, da er ja Definitionsbereich von f-! ist.

Bei eineindeutigen Funktionen setzt man zweckmiligerweise dazu in
die Funktionsgleichung, wenn obere und untere Grenze des Werte-
vorrats auf den Riéndern des Definitionsbereiches liegen, die untere
und obere Grenze des Definitionsbereiches ein, um damit untere und
obere Grenze des Intervalls zu errechnen, das dem Wertevorrat ent-
spricht.

lLe> -2 y>-—-2+4+1 2. <3 y<3+1
y>—1 y<4

Damit ist der Wertevorrat das Intervall (—1; 4).
Um die Umkehrfunktion zu erhalten, wird in jedem geordneten Paar
[x; y] € f die Reihenfolge der Elemente des Paares umgekehrt. Rein

! Eine solche Abbildung heiBt nacheindeutig oder auch mehreindeutig
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formal widerspiegelt sich das in der Funktionsgleichung von f, indem
man dort die Variable 2 mit der Variablen y vertauscht. Durch die Ver-
tauschung der Elemente in jedem geordneten Paar wird bekanntlich
der Definitionsbereich von f der Wertevorrat von f~! und der Werte-
vorrat von f der Definitionsbereich von f-1. Man erhélt somit die Glei-
chung der Umkehrfunktion f-1:

y€(=2;3)
w1 == 1
Ty =2=y+ A
Es ist nun iiblich, die Funktionsgleichung der Umkehrfunktion wieder
nach y aufzulésen. Dies ist jedoch ein rein rechnerischer Vorgang, der
keinerlei EinfluBl auf die Umkehr-
funktion als solche hat.
x€(—1;4)
y€(—2;3)
Eine anschauliche Darstellung des
Sachverhalts zeigt Bild 47. Geome-
trisch erbilt man das Bild der Um-
;{e-f{;f(« ) kehrfunktion, indem man das Bild
! der urspriinglichen Funktion an der

M
frla)=y=x—1

o Geraden y—x (v € A) spiegelt. Die
O/ 0/ ! X Gerade y = a heiit Winkelhal-
bierende des ersten und dritten

' Quadranten.

Es sei erginzend darauf hingewie-
sen, dall zur Bestimmung der Glei-
chung der Umkehrfunktion auch so
vorgegangen werden kann, dal man

Bild 47

1. die Funktionsgleichung von f nach z auflést,

2. in dieser nach # aufgelésten Funktionsgleichung von f eine Vertauschung
der Variablen vornimmt.

Im folgenden Beispiel wird dieser Weg benutzt werden.

BEISPIEL 71

Die durch den analytischen Ausdruck y = f(x) = 2® gegebene Funktion
hat als Definitionsbereich die Menge der reellen Zahlen. Wegen y = 2% =
= (4 ) = (—=)?, d.h., f(x) = f(—=x), hat auBer fir x = 0 jedes Bild
zwei Urbilder. Diese Funktion ist keine eineindeutige Funktion und des-
halb auch nicht umkehrbar!

Bildet man eine neue Funktion mit dem analytischen Ausdruck
y =g(x) =2 mit 2€(0; +o0), dann ist diese Funktion einein-
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deutig. Von ihr kann die Umkehrfunktion gebildet werden. Man be-
achte jedoch, dafl f<g ist, denn bekanntlich sind zwei Funktionen
nur dann gleich, wenn Vb(f) = Vb(g) und Nb(f) = Nb(g)! Bilden der

Umkehrfunktion:

y=glx)=2a® ¥ €0 +o0)

1. Auflosen nach x:
lz| = Vy
2. Vertauschen der Variablen:

() = Ve T E0; o)
Y=0t@ =1 e 0l Too)

Bild 48 veranschaulicht dies.

Ebenso hitte man eine neue ein-
eindeutige Funktion durch den
analytischen Ausdrucky =h (x)=
= 22 mit x € (—oo; 0) definieren
kénnen. Auch in diesem Falle
wire f<=h und ebenso k <=g!

Bilden der Umkehrfunktion

z € (—o0;0)
Y € (+00;0)
Da zur Bildung der Umkehrfunk-
tion das Quadratwurzelzeichen
verwendet wird, soll y =4 (x) =2
in der Form y =h(—2a) =(—2a)?
geschrieben werden. Wegen z <0
(andere Form von x € (—oo; 0))
wird —z = 0. Man erhilt so:
y =h(—x) = (—a)?

Vy=—=

= — ]/y

y = h(z) = a?

x£{0: +oo) y

y-—xZ{x?o)

X
Bild 48
J
yex?
X320
V=X
xed
T+
0 7 X
ye-vx
20
Bild 49

Nach dem Vertauschen der Variablen ergibt sich:

y=hlx) = — }’;

x € (0; 4-00)
y €(0; —oo)

Bild 49 zeigt die graphische Darstellung von Funktion und Umkehr-

funktion.
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BEISPIEL 72

y = f(x) =sinx

Der Definitionsbereich von f erfaBt die Menge alle reellen Zahlen. Der
Wertevorrat ist das Intervall (—1; 4-1). Wegen der Periodizitéit ist f
keine eineindeutige Funktion. Zu dieser Funktion kann man keine Um-
kehrfunktion bilden.

Wihlt man aus dem Definitionsbereich die echte Teilmenge < — g HE %>

aus, dann ist die Funktion g, die durch die Zuordnungsvorschrift

i T T
y = g(x) = sinz, $€<— 5; +§>

gegeben ist, eineindeutig.
Bilden der Umkehrfunktion

S T
e <— kg §>
ye(—1; +1)
Zur formelméaBigen Auflésung von y = sin z nach 2 wird, in Verbindung
mit dem festgelegten Definitionsbereich, das Symbol ,,arcsin‘ verwendet.
z = arcsin y

y=g(x) =sinz

Durch Vertauschen der Variablen erhélt man:
z € (—1; +1)

LANIEAN

Y€ <— 35 <t 3/

Bild 50 zeigt die graphische Darstellung. )
Selbstverstindlich hitte man aus

Yy =g '(x) = arcsin

A dem Definitionsbereich 4 andere Teil-

T ex mengen auswéahlen konnen. Diese
2| recainy S xed Teilmengen miissen die Bedingung er-
31 fillen, daB sie eineindeutige Ab-
7 / y=sink bildungen durch die Zuordnungsvor-

7 xe¢-T+0y  schrift y =sinz gewihrleisten. In-

folge der Periodizitit gibt es unend-

— c e o3 lich viele solcher Teilmengen.
"2 2
7 AUFGABEN
! 7 46. Untersuchen Sie, ob die folgenden
é . Funktionen ein- oder eineindeutig sind.
< ta)y =2° (xed)

bjy=2a+2x+3 (xed)
Bild 50 Qgy=hhz (= € (0; +oc0))
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2

d)y = e (x ed)

e)y —cosx (xed)

f) y =tanzx (IEA\{%—”}), wobei k= 41, +3,...ist.
47. Begriinden Sie, weshalb die Funktionen nicht gleich sind.

2 __
@) f@) ==+ 3 (z e4) 10 = T2 @ea @)
2t —1

b) f(z) = - (xedN {—1, +1}) gl(z) = a® 4 1 (x e 4)
48. Geben Sie zu folgenden Funktionen die Umkehrfunktion an.

a)f(@) =y=3x— 6 (x €4)

b)f(x) =y =12 — 4z + 3 (z €(2;5))

c) flx) =y =cosx (x € (0, 7))

4.3.7.4.  Reclle Zahlenfolgen

Bei gewissen Vorgingen, Erscheinungen und Einrichtungen interessieren
oft nur bestimmte numerierbare Werte. Die dabei auftretenden Gesetz-
méBigkeiten werden in der Theorie der reellen Zahlenfolgen untersucht.
Auch in ihr leistet der Abbildungsbegriff eine grofie Hilfe.

Definition 9

Ist jeder der natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, ... genau eine reelle Zahl zu-
geordnet, so nennt man diese Zahlen in der durch die Zahlen 1, 2, 3, ...
bestimmten Anordnung eine unendliche Zahlenfolge.

Die Zahlen der unendlichen Zahlenfolge (kurz Folge) bezeichnet man
mit %, Uy, ug, ... und nennt sie Glieder der Folge.

Fiir die Folge schreibt man dann

Uy, Uy, Us, ...
oder kurz {u,}.

Die in der Definition genannte Zuordnung kann in Worten oder Zeichen
gegeben sein. Sie mul} nicht aus einer einzigen Formel bestehen.

Da jeder natiirlichen Zahl n genau ein Wert u, zugeordnet ist, kann man
auch schreiben

Man spricht in diesem Fall vom Bildungsgesetz der Folge und nennt
u, = f(n) das allgemeine Glied der Folge. '

Man kann fiir jede Zahl einer Folge den ihr entsprechenden Punkt auf einer
Zahlengeraden markieren. Es ergibt sich damit als Bild der Folge eine Punkt-
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folge. Durch sie konnen Eigenschaften der Zahlenfolge veranschaulicht
werden.

BEISPIEL 73
fm)=yn  (neN)
Setzt man fiir n nacheinander die Zahlen 1, 2, 3, ... ein, dann bekommt

man die Folge 1, ]/E, }/E, VI,
Die entsprechende Punktfolge auf der Zahlengeraden zeigt Bild 51.

Ebenso ist es moglich, die Funktion u, = f(n) = ]/1_1, (n € N) in einem
rechtwinkligen Koordinatensystem darzustellen. Da das Argument =

Uy 7] Uz U4
' : e >

g vo® W 0F

Bild 51
u,,T
9
uy ) Uy Uz us
—1 T o
1 ' 2 3 4 n

Bild 52

nur mit natiirlichen Zahlen belegbar ist, erhalt man keine Kurve, sondern
nur isolierte Punkte, deren Ordinaten die Zahlén der Folge sind. Durch
eine solche Darstellung wird das Verhalten von u, bei wachsendem =
sehr deutlich. Bild 52 veranschaulicht dies.

Die Definition 9 gestattet nicht, daB die Folge mit einem Glied u; abbricht.
Man meint deshalb mit den Worten Zahlenfolge und Folge stets unendliche

Zahlenfolgen. ,
Falls den endlich vielen natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, ..., k genau k Werte u,,
Us, Ug, ..., % zugeordnet sind, spricht man von einer endlichen Zahlenfolge.

Bei der analytischen Darstellung einer endlichen Folge muf3 die Beschran-
kung des Indexbereiches (Definitionsbereiches) besonders vermerkt werden.
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BEISPIEL 74
Unendliche Folge: u, = j(n)
Endliche Folge: u, = f(n) nefl, 23, 4,5,0)

Da dann fiir unendliche Zahlenfolgen stets der Indexbereich mit der
Menge der natiirlichen Zahlen identisch ist, darf er weggelassen werden.

4.3.8. Miichtigkeit

Eine sehr grole Bedeutung hat der Abbildungshegriff fir die Mengenlehre
selbst.

BEISPIEL 75

Im Turnunterricht stellen sich die Schiiler nebeneinander auf. Auf das
Kommando ,.Abzdhlen! rufen nacheinander die Schiiler dem Lehver
die Zahlen 1, 2, 3, ... zu. Legt man die Menge der Schiiler mit M =
={a, b, ¢. d. e} fest, so wird, falls dic Schiiler so abzihlen. wie die Ele-
mente in der Menge nacheinander aufgeschrieben sind. eine cincindeutige
Abbildung der Menge M auf eine echte Teilmenge 7' = {1. 2, 3, 4, 5} von
N vorgenommen. Die Zuordnung der Elemente ist:

- > R
b <> O
W O
e Ry
Cre>

Nimmt man an, dal} die Schiiler noch nicht der Grélie nach angetreten
waren, der Lehrer sie dazu auffordert und nochmals abzihlen 148t, dann
konnte die cineindeutige Abbildung von M auf 7' auch so aussehen:

b a d e ¢
tt s st
1 2 3 4 5

Man erklart allgemein:

Definition 10

ZweiMengen heiflen gleichmiichtig genau dann, wenn mindestens eine
eineindeutige Abbildung der beiden Mengen aufeinander existiert.

Symbolisch stellt man die Gleichméchtigkeit der Mengen durch die Schreib-
weise M ~ T (gelesen: M gleichmichtig 7') dar. Das Wort ,,mindestens®
sagt dabei aus, daB auBer einer verlangten Abbildung der Mengen aufein-
ander noch mehrere (im Beispiel 75 waren es zwei) eineindeutige Abbildun-
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gen moglich sein konnen. Es erscheint nur zu selbstverstédndlich, daf jede
Menge sich auf sich selbst abbilden Iift, d. h. zu sich selbst gleichméchtig ist.

M~ (a)

Gilt, daB eine Menge M sich auf cine Menge N eineindeutig abbilden 1d6t,
dann folgt. dal auch N sich eincindeutig auf M abbilden lait.

M ~ N sofolgt: N~ DM (b)
Lét sich eine Menge M auf eine Menge NV eincindeutig abbilden, die Menge N
auf eine Menge 7', so folgt, daB auch M sich auf T eineindeutig abbilden 1aBt.

M ~N und N~7, sofolgt: M ~T. (c)
Da die drei Eigenschaften (a). (b) und (c) bekanntlich die Aquivalenz-
relationen ausdriicken, sagt man auch, dall Mengen, die sich eineindeutig
aufeinander abbilden lassen. dcquivalent sind. o

BEISPIEL 76
M ={a, b, e d e} N ={1,2,3 4,5} T ={x,y, 2}
Es ist maglich. die Mengen M und N cineindeutig aufeinander abzubil-
den. Diese Abbildung zeigt Beispiel 75. Jedoch ist es nicht maéglich,
M auf 7" oder 7" auf M cineindeutig abzubilden. Man erkennt, dafl auch
N und T nicht gleichmiéchtig sind.
Offenbar haben solche Mengen. wie sie in den Beispielen 75, 76 vorkamen,
eine Eigenschaft gemeinsam, die es ermoglicht, sie eineindeutig aufeinander
abzubilden. Diese Eigenschaft nennt man bei Mengen mit endlich vielen
Elementen die Anzahl der Blemente. So konnte man im Beispiel 76 M nicht
auf 7' eineindeutig abbilden, da man nie fiinf Elemente auf drei Elemente
eineindeutig abbilden kann.
Niin gibt es aber auch Mengen, von denen man die Anzahl der Elemente
nicht feststellen kann. Das sind die Mengen, bei denen man von unendlich
vielen Elementen spricht. Aber auch hier ist eventuell eine eineindeutige
Abbildung zweier Mengen aufeinander méglich.

BEISPIEL 77
Eine eincindeutige Abbildung von N auf " kann wie folgt geschehen:
P2 3 4 5 6 7 8 9.
Soosos oy o 8t o
0 —1 +1 —2 43 —8 4+3 —4 +4...
Beide Mengen sind dquivalent.

Die gemeinsame Eigenschaft aller derjenigen Mengen mit unendlich vielen
Elementen. paarweise eineindeutig abbildbar zu sein, nannte CanroR die
Miichtigkeit der Mengen.

Man beachte. daB die Eigenschaft, ,,gleichmichtig™ zu sein, demnach genau
den Mengen zakommt, die zueinander dquivalent sind. Der Begriff Machtig-
keit schlieit den Begriff der Anzahl ein.
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BEISPIEL 78
Bild 53 zeigt die eineindeutige Abbildung der Strecke 4B auf eine
Strecke A’ B’ durch Zentralprojektion.
Obwohl die Strecke A B kiirzer als die Strecke A’ B’ ist, lassen sie sich doch
eineindeutig aufeinander abbilden. Beide Punktmengensind gleichmaichtig.

0

, / ,
A — \B
Bild 53 Bild 54

Man beachte, dal unsere Anschauung gegeniiber der Menge der Punkte auf
einer Strecke versagt. Man kann sich nur {iberlegen. dall durch jeden Pro-
jektionsstrahl, der vom Projektionszentrum O ausgeht, ein Punkt von 4B
auf einen Punkt von A" B eineindeutig abgebildet wird und daB durch die
Gesamtheit aller Projektionsstrahlen mit allen Punkten von 4B alle Punkte
von A" B erfaBt werden.

Bild 54 zeigt die eineindeutige Abbildung der Umfiange zweier konzen-
trischer Kreise. Obwohl dic Umfinge der beiden Kreise verschicdene Lin-
gen haben, sind die Punktmengen, die die Kreislinie bilden, gleichméchtig.

4.3.9. Endliche und unendliche Mengen

In den Erlauterungen znm Beispiel 76 wurde von der .Anzahl™ der Elemente
gesprochen. Den Begritf | Anzahl” kann man dabei so auffassen, daB} diese
Mengen mit endlich vielen Elementen xich auf eine echte Teilmenge der
Menge der natiirlichen Zahlen eineindeutig abbilden lassen, wobei diese
Teilmenge von N alle Elemente enthalten muf, die kleiner als eine bestimmye
natiirliche Zahl 2 sind.
BEISPIEL 79
Um die Anzahlder Elemente der Menge M = {a,b,¢,d, ¢} festzustellen, wird
M anf cine echte Teilmenge 7' von N wie folgt cincindeutiy abgebildet:
a b e d e
A
1 2 3 4 5
Die cchte Teilmenge 7' von N enthilt alle Elemente, die kleiner als die
natiirliche Zahl 6 sind. Die Menge M hat 5 Elemente.
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Definition 1T

Eine Menge heifit genau dann eadlich, wenn sie einer Teilmenge von
N der Form {1, .., n} gleichmachtig ist.

Alle Mengen, fir die dieser Sachverhalt nicht zutrifft, heilen unendliche
Mengen. Es soll vereinbart werden, dall auch die leere Menge endlich ge-
nannt wird.

Diese Definition der Endlichkeit bzw.. davon abgeleitet, Unendlichkeit ist
nicht die einzige.

Betrachtet man die Menge M = {a, b, ¢, d, ¢} und eine echte Teilmenge
T =={e, d, e} von M, dann stellt man sofort fest, dal es keine Moglichkeit
der eineindeutigen Abbildung von M auf 7" geben kann. Beide Mengen sind
nicht gleichmichtig.

Damit erliuterte dieses Beispiel

Satz 1
I Keine endliche Menge ist einer ihrer echten Teilmengen gleichmichtig.

Dieser Satz ist trivial, und es darf deshalb auf cinen Beweis verzichtet

werden,
Ein anderer Sachverhalt licgt bei unendlichen Mengen vor.

BEISPIEL 80
Ex ist mglich, cine eincindeutige Abbildung der Menge N auf die Menge
der positiven geraden Zahlen vorzunehmen, die ja eine echte Teilmenge
von N ist.

1 2 3 4 5 6 7 8..
T AR A
2 4 6 8 10 12 14 16...

Immer wieder wird man zu einer natiirlichen Zahl n ein Bild von der
Form 22 angeben konnen. So paradox es klingen mag, obwohl es offen-
sichtlich nur ,halb so viel™ gerade Zahlen wie natiirliche Zahlen gibt,
lassen sich beide Mengen eineindeutig aufeinander abbilden.

Dieses Beispiel erliuterte damit
Satz 2

Eine unendliche Menge ist mindestens einer ihrer echten Teilmengen
gleichméchtig.?

1 Beweis findet sich bei RepEr, L., Algebra 1, Geest und Portig Akademische Verlags-
gesellschaft, Leipzig 1959, Seiten 15/16
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R. DEpEKIND nahm diese Sitze zur Grundlage seiner

Definition 12

Eine Menge heilit endlich, wenn sic keiner echten Teilmenge gleich-
michtig ist; cine Menge heillt unendlich. wenn sie wenigstens einer
echten Teilmenge gleichmachtig ist.?

4.4. Abzihlbarkeit
+4.1. Abziihlbare und iiherabziihibare Mengen

Wie bereits ausgefiithrt wurde, stellt man die Anzahl der Elemente einer end-
lichen Menge fest, indem man diese Menge auf cine echte Teilmenge von N
der Form {1, ..., n} cincindeutig abbildet. Dadureh werden die Elemente.
wie man auch sagen kénnte, in einer gewissen Weise abgezihlt. Diese ein-
eindeatige Abbildung stellt ja im Grunde genommen nichts anderes dar.
als daB3 man jedem Element der endlichen Menge cine natiirliche Zahl in
der Rceihenfolge 1, 2, 3, .... 2 zuordnet. Das machen wir ja beim Abzéithlen
ebenso. Man kann dieses Abzihlen in ciner etwas abstrahierten Form auf
unendliche Mengen iibertragen.

Definition 13

Eine unendliche Menge heiilt genau dann abzéhlbar, wenn sie zur
Menge der natiirlichen Zahlen gleichmichtig ist.

Da man auch die Elemente einer endlichen Menge abzidhlen kann, konnten
Verwirrungen beim Gebrauch des Wortes abzihlbar cintreten, Deshalb wird,
analog zu anderen Lehrbiichern, im Rahmen dieser Schrift vereinbart:
,»Eine Menge ist abzdhlbar® soll heifien, dali dicse Menge mit der Menge dev
natiirlichen Zahlen gleichmachtig ist. Kine solcherart gekenuzeichnete Menge
ist dann immer ecine unendliche Menge. Offensichtlich lassen sich die
Elemente ciner abzihlbaren Menge wegen der Gleichmichtigkeit mit v
durchnumericren und als unendliche Zahlenfolge my. mg, iy, ... schreiben.
Durch die Darstellung 4 = {m,, n,, g, ...} ist dann stets cine abzihlbare
Menge festgelegt.

Wic Beispicl 80 zeigt, ist die Menge aller positiven geraden Zahlen eine
abziahlbare Menge, weil fir sie die Moglichkeit einer cincindeutigen Ab-
bildung auf die Menge N besteht.

*,,Was sind und was sollen die Zahlen®, Braunschweig, 1883
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BEISPIEL 51

Die Menge der ganzen Zahlen ist abzéhlbar. Um dies zu zeigen, kann man
alle Elemente I” den Elementen von N wie folgt eineindeutig zuordnen:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 s

!t 1 3 ! ! t 4 ¢
0 —1 +1 —2 42 —3 43 —4 44 ..

BEISPIEL 82
Wie aus den Aufgaben 15 bis 17 zu erkennen war, gilt:
N ist eine echte Teilmenge der Menge der rationalen Zahlen™. Auf
dieser Tatsache aufbauend, trug mir einmal ein Student folgendes vor:
,,Jede unendliche Menge ist einer echten Teilmenge glelchmachtlg Da
P = N, so muB} die echte Tellmenue N mit P gleichmichtig sein. Mithin
ist P abzdhlbar.”
Das aber war ein falscher SchluBl. Nach Satz 2 ist jede unendliche Menge
mindestens eciner ihrer echten Teilmengen gleichmichtig. Es wird also
nur eine Aussage dariiber gemacht, dal3 mindestens eine solche Teilmenge
existiert. Nun hat aber P unendlich viele echte Teilmengen. Welchen oder
welcher sie davon gleichmichtig ist, daraber gibt der Satz keine Auskunft.
Das muB erst noch festgestellt werden. Ist Pabzihlbar, dannist N bestimmt
eine solche Teilmenge. Man kann aber nicht umgekehrt schluBfolgern, daB
wegen P o N die Menge der rationalen Zahlen abzahlbar ist.

Um die Abzihlbarkeit der Menge der rationalen Zahlen nachzuweisen, kann
man cin solches Verfahren anwenden, wie es der deutsche Mathematiker
F. KLEIN in seinem Buch ,,Elementarmathematik vom hoheren Stand-
punkt‘“! verdffentlichte.

Um dieses Verfahren zu verstehen, mufl man zunichst wissen :

Jede rationale Zahl liBt sich in der Form * darstellen, wobei p, ¢ ¢ I' gilt.

Die Zahlen p, g sollen dabei teilerfremd sein.

Fiir alle Briiche ist das klar, man verlangt ja bereits in der Schule, dal} ein
Bruch gekiirzt wird.

Jede ganze Zahl lafit sich ebenfalls in dieser Form darstellen. Um die Teiler-
fremdheit zu erreichen, wihlt man deshalb ¢ = 1.

BEISPIEL 83

3 —4
Sem o —d =
Wegen
a a —a
TFPTET w

kann man festlegen, daf fir alle rationalen Zahlen stets ¢ > 0 ist.

1 Band 1, Seite 273, Verlag J. Springer, Berlin 1924, 3. Aufl.
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Terme, bei denen der Nenner gleich Null ist, sind nicht definiert, deshalb
gilt fir die rationale Zahl stets ¢ == 0.

Bild 55 zeigt die KLEINsche Anordnung, die aus einem System von Verti-
kal- und Horizontalgeraden besteht. Diese Geraden haben die gleichen Ab-
stinde und sind mit

p=..—4, —3, =2, —1.0, +1, +2, -+3..
g=... —4, —3, —2, —1. 0, L1, +2 3 .

durchnumeriert. Diese Geraden bilden ein Gitter.

o

Bild 55

Jedem Gitterpunkt lafit sich nun ein Zahlenpaar [p. ¢) zuordnen. Jeder Gitter-
punkt, mit Ausnahme der Punkte, fir die ¢ < 0 ist, stellt jetzt eine ratio-

nale Zahl der Form P dar. Verbindet man diese ritterpunkte spiralformig

und ordnet jedem der markierten Gitterpunkte der Zeichnung cine natirliche
Zahl zu, dann erhilt man folgende cineindeutige Zuordnung:

1 2 3 4 5 6 7 B

O
L L ,
1 0 -1 2 . - -2 3.

Damit 1iBit sich zeigen, daB die Menge der rationalen Zahlen abzahlbar ist.
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BEISPIEL 54

Es soll gezeigt werden, dal}l die Menge der rationalen Zahlen zwischen
den Grenzen () und 1 eine abzdhlbare Menge ist.
Eine Anleitung. wie dies bewiesen werden kann, gab K. GRELLING im
Jahre 19241,
Zwischen 0 und 1 liegen alle echten Briiche. Diese Briiche werden in
Klassen eingeteilt:
Briiche je Klasse

f 1 P

L1 . 23 4

K, 5 1 | I TEEE 4
12 12345

Ky el 2 e o 5

Y3y Ke 566366 ’

o123 )

K, 10T 3 % ...............

Man erkennt:
Dic Anzahl der Briiche in ciner Klasse stimmt mit dem Index von X
iberein.,
Index von A und Zihler des letzten Bruches in einer Klasse werden durch
die gleiche natiirliche Zahl ausgedriickt.
Da die Briiche echt sind, ist der Zihler les letzten Bruches um cins
kleiner als der Nenner.
Jeder Nenner ist eine um eins grofere natiirliche Zahl als der Index seiner
Klasse.
Deshalb kann man die obige Einteilung allgemein fortsetzen:

Briiche je Klasse

2 n—2
Koy S — B 85 == n—29
"TiPa—1lm—1n—1 n—1
. | 2 3 n—1
[‘n—l =" = T 2o n — 1
n n n n

Durch diese Kinteilung ist jeder echte Bruch bestimmt durch seine Zu-
gehorigkeit zu einer Klasse und in dieser Klasse durch seine Platz.
ziffer, z. B.,

. steht in N auf Platz 3. Allgemein:

steht in K, _, auf Platz «.

' GRELLING, K., Mengenlehre, Verlag B. (. Teubner, Leipzig und Berlin, 1924
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Es ist einzusehen, daB bei einer derartigen Einteilung jeder echte Bruch
erfaBt wird und man jedem eine natiirliche Zahl zuordnen kann.!

Man kann diese natiirliche Zahl, die einem bestimmten echten Bruch
eineindeutig zugeordnet wird, sogar berechnen.

Es sei % ein beliebiger Bruch, fiir den z < %;z,7 € N gilt. Thm voraus
gehen alle echten Briiche, deren Nenner kleiner als nsind. Thre Anzahl ist:
v=n—2
l+2+3+4—|—5+.,.+(n.—2)=r§1v
Das ist jedoch eine arithmetische Reihe 1. Ordnung, deren Summe ‘
_r—2)(n —1)

9

-

ist. Dazu kommt noch die Platzziffer z, die der

Bruch % in seiner Klasse hat. Demzufolge erhilt der echte Bruch % die

natiirliche Zahl eineindeutig zugeordnet, die sich aus

v=n—2

Y v+ z berechnet.
v=1

BEISPIEL 85

Fiir den Bruch Ez errechnet man die natiirliche Zahl 1302, denn fiir
n =52 wird

v=50 .51
Y o427 = 5005 + 27 = 1302
v=1 .

Eine einfache Uberlegung lehrt nun, daB alle rationalen Zahlen, die gréBer
als 1 sind, auch eine abzdhlbare unendliche Menge bilden. Jede rationale
Zahl zwischen Null und Eins ist ein echter Bruch. Jede rationale Zahl, die
grofler als Eins ist, kann als unechter Bruch geschrieben werden.

1 Offensichtlich werden damit rationale Zahlen mehrfach geziihlt. Denn % und 2 usw.

sind ja die gleichen rationalen Zahlen. Das éndert aber an der Tatsache der Abzihl-
barkeit nichts
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Aus jedem echten Bruch geht ein unechter Brach hervor, wenn man Zihler
und Nenner vertauscht.

—;1 ist fiir ¢ > p (g 5= 0) ein echter Bruch

i(p =0) ist der Kehrwert des obigen Bruches, mithin ein
P unechter Bruch.

Demzufolge muB die Menge der echten Briiche der Menge der unechten
Briiche dquivalent sein, da man ja stets eine eineindeutige Zuordnung

b

T < 2 vornehmen kann.
Es gibt demnach zwischen 0 und 1 ebensoviele rationale Zahlen wie iiber 1.

Eine Tatsache, die man, wire sie nicht eben bewiesen worden, als unwahr-
scheinlich anzusehen geneigt ware.
Verfolgt man diesen Gedankengang weiter, dann kann man damit auch die
Abzahlbarkeit von P beweisen.
Es sei

M1={%EP|p<q und p >0 und q>0}

(Menge aller positiven echten Briiche)

M,={%6P1p<q und p <0 und q>0}

(Menge aller negativen echten Briiche)

M3={%€Plp<q und »p>0 und q>0}

(Menge von positiven unechten Briichen)

M4={%EP[p<q und p<0 und g>0}

(Menge von negativen unechten Briichen)

Bekanntlich unterscheidet sich ein positiver Bruch von einem ihm dem
Betrage nach gleichen negativen Bruch nur durch das Vorzeichen.

Damit muB gelten, da M, ~ M, M, ~ M,, und wegen M, ~ M, folgt,
daBB M, ~ M, ist. Mithin sind alle vier Mengen abzihlbar. Unter Ver-
wendung von
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Satz 3a

Die Vereinigungsmenge endlich vieler abzdhlbarer Mengen ist wieder
eine abzihlbare Menge.

folgt T =M, u M, u Myu M,
ist eine abzahlbare Menge.

Da g > p vorausgesetzt war, sind in der Menge 7' alle rationalen Zahlen
auBer —1; 0; 41 enthalten.

Demzufolge gilt: P =T v{—1;0; +1}.

Es 1aBt sich nun beweisen (was hier nicht geschehen kann), daB die Vereini-
gung einer abzahlbaren Menge mit einer endlichen Menge wieder eine ab-
zahlbare Menge ist.!

Daraus folgt, dal P selbst abzahlbar ist.

Satz 3a ist Teil eines noch viel allgemeineren Satzes. Werden nicht endlich
viele, sondern abzdhlbar viele Mengen, von denen jede abzihlbar ist, ver-
einigt, dann ist auch deren Vereinigungsmenge eine abzihlbare Menge.

Satz 3
Die Vereinigung endlich oder abzdhlbar vieler abzihlbarer Mengen
ist eine abzahlbare Menge.

Fir alle paarweise disjunkten Mengen N; kann man den Beweis wie folgt
fiibren.

Beweis:

Es seien Ny = {ay;, @1, s, ..}, Ny = {@gy, @ag, g, -}, Ny = (@), gy, Og5, .}
usw. abzdhlbare Mengen.

Diese Mengen werden untereinandergeschrieben, und in der Reihenfoige,
wie die Pfeile anzeigen, werden ihre Elemente den Elementen von N ein-
eindeutig zugeordnet.

Oy Byp Qg . -
A2 A
Qg1 Qgg Qg -
VO
gy Ggp Qg . ..
A A

8...
4

@y Gy Gy @y Gy Gy @y Ay ..

Dieses Beweisprinzip wird in der Literatur als erstes (CAucHysches) Diago-
nalverfahren bezeichnet.

1 Man iiberlege sich den Beweis einmal nach dem Lesen des Beispiels 98, Seite 112
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Die Anwendung dieses Satzes ermoglicht nun auch zu zeigen, dall die Menge
aller algebraischen Zahlen abzihlbar ist.! Algebraisch heiBt eine Zahl, die
Nullstelle eines Polynoms
f(2) = ag@® + @y 2™t + . 2322 + a2 + @y

ist, wobei a,==0 und alle a,(: =0, 1, 2, 3, ..., n) rationale Zahlen sind.
Da jedes Polynom genau soviel Wurzeln (auch Nullstellen genannt) besitzt,
wie ihr héchster Grad n angibt, n jedoch eine bestimmte natiirliche Zahl ist,
gilt, daB jedes Polynom nur endlich viele Nullstellen hat. Diese Nullstellen
sind diejenigen Werte der Variablen z, fiir die die Gleichung f(z) =0 gilt.
BEISPIEL 86 y

f(x) =2z. Fir f(z) =0 wird 22 =0, d.h,, * =0.

Die Zahl 0 ist Nullstelle des Polynoms f(z) = 2x.

flzy=22—1. 22 —1=0

=1 z =41, 2= —1.
Nullstellen des Polynoms sind die Zahlen 41, —1.
fl@)=a?+1. 224+1=0
2?2 =—1 x =i, T, = —i.

Nullstellen sind i und —i.

{(x) = 2. Dieses Polynom hat keine reellen Nullstellen.
Ordnet man nun jedem Polynom eine ganze Zahl

b =n+ |ag| + |apy| + o + |@a] + |a1]| + a0l (@)

zu, wobei die ¢;(t =0, 1, 2,3, ..., n) ganzzahlig und zueinander teilerfremd
sind und @, > 0, dann hat man diese Polynome in eine eindeutige Ordnung
gebracht und erreicht, daB sie abzihlbar werden. Die ganze Zahl % heiBt
Hohe des Polynoms.

Wie man erkennt, wurden in (a) eine Reihe von Voraussetzungen angegeben.

1. Alle @; ganzzahlig. Sollte das bei einem Polynom nicht der Fall sein,
dann braucht man ja nur den Hauptnenner der Koeffizienten zu be-
stimmen und die Gleichung f(z) = 0 mit diesem Hauptnenner zu multi-
plizieren. Die Nullstellen bleiben dabei die gleichen.

2. Alle «; teilerfremd. Es gibt keine Zahl ¢ <= 41, die Teiler aller a; ist.
Wire dem so, dann konnte man die Gleichung f(x) = 0 durch g teilen
und erhielte das Gewiinschte.

3.a, > 0. Das laBt sich stets erreichen, wenn man gegebenenfalls die
Gleichung f(z) =0 mit (—1) multipliziert.

1 Den Beweis erbrachte CANTOR im Journal fiir reine und angewandte Mathematik 77,
1873/74, Seite 258ff.
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BEISPIEL 87
flx) =32 + 52 + 7. Fiir dieses Polynom berechnet sich :
h=2+4+3+56+7=17

f(x) = a® — 22% 4 5 — 1.  Fiir dieses Polynom ist:

n=3, a=1 |a=|-2/=2 a =5 |aq|=|—1|=1
h=384+11+245+4+1=12
floy=a*—1 n=2 a=1 a =0 |q=|-1=1

h=24+14+0+1=4
He)=2 n=0 gqy=2
h=0+2=2

Damit sind alle Voraussetzungen geschaffen, um den Beweis der Abzahl-
barkeit der algebraischen Zahlen zu verstehen.
Man ordnet Polynome, Héhe, algebraische Zahlen iibersichtlich :

Hohe /- Polynome dieser Héhe algebraische Zahl

1 f@) =1 -~

2 [(x) =2 =
flx) == 0

3 flx) =3 —
f@) =x+1 =1
fl) =2 —1 +1
f(x) =2z 0
f(x) = a* 0

4 flx) =4 =
jl@) =242 —2
f) =2 —2 12

1
fl@) =22 41 %
i

fx) =22 — 1 . Hrg
f(x) =3z 0
fla) =a2 + 1 +i, —i
fla) =at —1 L, 1
fx) =2a% - 0
flx) =2® 0
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Es liBt sich nun beweisen, daf} es zu einer bestimmten Hoéhe A zwar meh-
rere, aber stets nur endlich viele Polynome gibt. Der Beweis soll aus Griin-
den der Ubersichtlichkeit weggelassen werden. Vereinbart man, daB jede
algebraische Zahl nur einmal gezihlt wird, dann bekommt man fiir

h =1 eine leere Menge algebraischer Zahlen. M, = 0
h=2 M,={0}
h=3 M;={—1,0,+1}

1
o>

h=4 M,,={f2,— 0,+%,+2,+i,—i}

Offensichtlich werden durch die Mengen M; alle algebraischen Zahlen er-
faBt, da jedes Polynom eine Hohe hat. Jede Menge M, ist eine endliche
Menge, denn jedes Polynom hat nur endlich viele Nullstellen. Ist 4 die
Menge aller algebraischen Zahlen, dann gilt:

v=k-
A=MyuMyuM;vMyu---uM,=U M,

=1

Nach Satz 3 ist dann diese Menge A abzahlbar.

Diese Beispiele konnten dazu verleiten anzunehmen, daf alle unendlichen
Mengen abzihlbar sind. Dem ist jedoch nicht so. Die Menge der reellen
Zahlen ist nicht abzihlbar. Den Beweis dafiir erbrachte CANTOR mit seinem
beriihmten (zweiten) Diagonalverfahren. Die folgende Darstellung des Be-
weises fiir die Nichtabzéhlbarkeit der Menge der reellen Zahlen schlieBt sich
eng an den zweiten CanTorschen Beweis an, den er 1891 auf der Natur-
forschertagung in Halle gegeben hat und im 1. Jahresbericht der Deutschen
Mathematikervereinigung 1892 veréffentlichte.!

Zunichst sollen jedoch einige Voraussetzungen, die fiir das Verstehen des
Beweises wichtig sind, erldutert werden.

Satz 4

Jede Teilmenge einer abzdhlbar unendlichen Menge ist entweder eine
endliche Menge oder abzahlbar unendlich.

Die Richtigkeit: dieses Satzes leuchtet unmittelbar ein, denn wenn M’ eine
Teilmenge einer abzdhlbaren Menge ist, dann sind ja nur die beiden Fille
moglich, daB die Elemente von M’ mit endlich vielen Elementen von M

1 Der 1. Beweis ist enthalten im Journal fiir reine und angewandte Mathematik (77)
von 1873/74
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iibereinstimmen, oder dafl M’ selbst unendlich viele Elemente hat. Waren
diese Elemente in M abzihlbar, dann miissen sie es auch in M’ sein!
Bekanntlich kann durch einen (endlichen oder unendlichen) Dezimalbruch
jede reelle Zahl dargestellt werden. Es gibt aber auch die Moglichkeit, einen
endlichen Dezimalbruch als unendlichen periodischen Dezimalbruch zu
schreiben. Man muf3 dazu den endlichen Dezimalbruch als unendlichen
periodischen Dezimalbruch mit der Periode 9 schreiben,

z.B. 0,5 = 0,49, 0,3 =020

Die Zahl 1 wird dann durch den unendlich periodischen Dezimalbruch 0,9
dargestellt. Nur fiir die 0 gibt es keine Dezimalbruchdarstellung.

Nach dem eben Gesagten ist es moglich, alle reellen Zahlen z, fir die
0 < 2 < 1 gilt, als unendliche Dezimalbriiche der Form

z =0, a;, a,, @; ... zu schreiben.

Dabei sollen die a; (i € N) je eine der Ziffern 0, 1,2, 3, ..., 9 sein.

Der Beweis wird nun indirekt gefithrt. Das heilt, man nimmt das Gegenteil
von dem an, was der zu beweisende Satz aussagt, und zeigt, dall diese An-
nahme falsch ist. In unserem Falle wire das, daBl die Menge aller reellen
Zahlen abzihlbar ist. Dann miiite auch jede Teilmenge abzihlbar sein. Als
Teilmenge wihlt man die Menge aus, die durch 0 <z <1 festgelegt ist.
Fiir jedes Element dieser Menge gibt es nun eine Darstellung durch einen
unendlichen Dezimalbruch. Jedem dieser Briiche ordnet man eineindeutig
eine natiirliche Zahl zu.

Lemy =0,b; b0
2 my=10,by byg by ...
3 < my =0, by bgy by; ...
Dabei bedeuten die b,,, wieder Ziffern wie 0, 1, 2, ..., 9. Es gibt nun tat-

sachlich reelle Zahlen, die in der obigen Darstellung nicht vorkommen. Das

1a8¢ sich zeigen, indem man eine neue reelle Zahl konstruiert, etwa in der Art
dafl

m=0,a a,ay, ...,
wobei ausgeschlossen wird, daB
ay=Dby(a, +0) ay=0by(a,+0) ay=by(a,+0) usw.

ist. Diese reelle Zahl m kommt aber in der obigen Darstellung nicht vor.
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Das ergibt sich daraus, daBB wegen

a, =b;; m=m; denn m stimmt mit m, in der 1. Ziffer (nach
dem Komma) nicht iiberein!

ay ==by, m==m, denn m stimmt mit m, in der 2. Ziffer nicht
iiberein!

@y =bs; m <4=m; denn m stimmt mit m, in der 3. Ziffer nicht
iiberein!

a;==b;; m==m; dennm stimmtmitm; in der i-ten Ziffer nicht
iiberein!

Der damit konstruierte Dezimalbruch m stimmt mit keinem Dezimalbruch
der obigen Aufstellung iiberein. Das bedeutet aber, dall die Annahme: ,,Die
Elemente der Menge (0, 1) sind abzihlbar* falsch ist. Somit kann dann nur
die Aussage: ,,Die Menge aller reellen Zahlen im Intervall (0, 1) ist nicht
abzahlbar® wahr sein.

Hat jedoch eine Menge eine nicht abziahlbare Teilmenge, dann kann die
Menge selbst nicht abzéhibar sein. Deshalb kann man schluffolgern, dal
die Menge aller reellen Zahlen (A4) nicht abzéihlbar ist.

Eine unendliche Menge, die nicht abzéhlbar ist, heiBt iberabzihlbare Menge.
Wie bereits ausgefiihrt (vgl. 3.2.2.), besteht die Moglichkeit, zwischen der
Menge aller Punkte einer kontinuierlichen' Geraden und 4 eine eineindeu-
tige Zuordnung der Elemente festzulegen. Deshalb bezeichnet man die
Menge aller reellen Zahlen als Kontinuum. Es gilt dann der

Satz 5
] Das Kontinuum ist nicht abzéhlbar.

Eine andere Frage wire, welche Teilmengen des Kontinuums dem Konti-
nuum selbst gleichmichtig sind. Auskunft dariiber gibt

Satz 6

Alle Intervalle und Halbgeraden sind unteremander und insbesondere
dem Kontinuum gleichmichtig.

Die Richtigkeit dieses Satzes sei an folgenden Beispielen gezeigt:

BEISPIEL 88a
I =@b L=¢(d I; = (a, b)
I, = (c, d) Iy = (a,b) Iy = (¢, d)

! kontinuierlich = stetig; ununterbrochen verlaufend
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Man erkennt, daB die Intervalle jeweils so ausgewihlt wurden, daB sich je
zwei hinsichtlich der Zugehorigkeit der Grenzen zum Intervall gleich
verhalten. Durch Zentralprojektion, wie die Bilder 56, 57, 58 veranschau-
lichen, lassen sich eineindeutige Ab-

bildungen herbeifithren. Mithin gilt: P

Loesly LTy oy~

Die Beweise, daB auch I, ~1I,,
I; ~ I; und deshalb

I
I ~mIy~ILg~Ip~Io~Tg gilt,
sollen hier iibergangen werden. Der
interessierte Leser werde hierfiir auf )
E.KaMKE, Mengenlehre'‘ verwiesen.! Bild 56
P P
1,
[3 /1
Iy Ig
Bild 57 Bild 58

BEISPIEL 88b
Durch Zentralprojektion, wie Bild 59 zeigt, 18t sich eine eineindeutige
Abbildung des Intervalls (a, b) auf eine Halbgerade festlegen.

R b

I

Bild 59 \ S
a

! Sammlung Géschen, Band 999, Verlag de Gruyter & Co., Berlin 1947, Seite 20£f.
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BEISPIEL 88 ¢
Es sei I, = (a,b) und G die Menge aller Punkte einer Geraden. Kon-
struiert man den Mittelpunkt C der Strecke, die das Intervall (a, b) dar-
stellen soll, und knickt diese Strecke in ihrem Mittelpunkt C ein, dann

2 b
O— + -0

c
Bild 60

kann man durch Zentralprojektion eine eineindeutige Zuordnung der
Elemente von I, und & auf die Weise vornehmen, wie es Bild 60 ver-
anschaulicht.

4.4.2, Kardinalzahlen

Wie man erkennt, haben nicht alle unendlichen Mengen die gleiche Machtig-
keit. Zwischen ihnen gibt es noch Abstufungen oder mit anderen Worten:
,,Es gibt verschiedene transfinite! Michtigkeiten.” Es ist nun notig, diese
verschiedenen Michtigkeiten zu unterscheiden. Deshalb wird es erforderlich
sein, sie zu kennzeichnen. Fiir alle hier bereits untersuchten Mengen kénnte
dies durch folgende Klasseneinteilung geschehen:

Klasse der zu einer Teilmenge von N der Form{1, ..., n} dquivalenten Mengen
Klasse der zu N dquivalenten Mengen
Klasse der zu 4 dquivalenten Mengen
Jede Klasse legt damit genau eine Miachtigkeit fest und heiB% Kardinal-

zahl. Eine beliebige nichtleere Teilmenge von ihr, insbesondere jedes Ele-
ment (d. i. eine Menge) dieser Klasse, reprisentiert diese Kardinalzahl.

Definition 14

Jeder Menge M kann eine Kardinalzahl Kz(M) [Kardinalzahl von M]
eindeutig zugeordnet werden. Sie ist die Klasse der zu M dquivalenten
Mengen.

1 trans-finit = tiber-endlich
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Den Begriff Kardinalzahl entlehnte Cantor der Grammatik. Kardinal-
zahlen der Sprache dienen zur Bezeichnung von Anzahlen. Demgema8 ent-
spricht fiir endliche Mengen die Kardinalzahl der Anzahl der Elemente der
Menge.

Vom Kardinalzahlbegriff macht man bereits im 1. Schuljahr Gebrauch. Zur
Gewinnung des Zahlbegriffs 3 1t man bekanntlich die Kinder drei Bau-
klotzer oder irgendwelche drei zusammengehérige Gegenstande abzéhlen.
Durch das Zéhlen 1, 2, 3 gewinnen sie die Anzahl 3. Fiir alle Mengen mit
drei Elementen M = {a b, ¢} reprisentiert nun im Erstrechenunterricht
die Menge {1, 2, 3} die Anzahl 3. Das bedeutet aber nichts anderes, als dafl
alle zu dieser Menge {1, 2, 3} dquivalenten Mengen die Kardinalzahl 3 er-
halten und die Menge {1, 2, 3} diese Klasse reprisentiert. Auf diese Art und
Weise werden die wichtigsten Zahlbegriffe im 1. Schuljahr gewonnen.

Die Kardinalzahlen der endlichen Mengen sind demnach 1, 2, 3, ..., n. Die
leere Menge hat die Kardinalzahl 0.

Alle abzdhlbaren Mengen erhalten das Symbol a, alle zu 4 dquivalenten
Mengen das Symbol ¢ als Kardinalzahl.

Die Kardinalzahlen der unendlichen Mengen heifien transfinite Kardinal-
zahlen.

Im allgemeinen ist es iiblich, transfinite Kardinalzahlen mit kleinen hebri-
ischen Buchstaben zu kennzeichen. Jedoch soll im Rahmen dieser Ein-
fiihrungsschrift davon abgesehen werden. Es wird vereinbart, daB die
endlichen Kardinalzahlen durch kleine lateinische Lettern, die trans-
finiten Kardinalzahlen durch kleine deutsche Lettern ausgedriickt werden.
In der Mengenlehre kennt man nun auch Mengen, die nicht abzihlbar und
nicht dem Kontinuum gleichméchtig sind.! Deshalb gibt es auBer den
Kardinalzahlen der endlichen Mengen und den transfiniten Kardinalzahlen
a, ¢ noch andere transfinite Kardinalzahlen. Es 148t sich beweisen, daB es
sogar unendlich viele transfinite Kardinalzahlen gibt.?

Um eine GroBenordnung der Kardinalzahlen anzugeben, macht es sich
erforderlich, eine etwas abstrahierte ,grofler — kleiner*‘-Beziehung ein-
zufiihren. Es leuchtet unmittelbar ein, daB es doch Berechtlgung hat, davon
zu sprechen, daB alle iiberabzihlbaren Mengen eine héhere Michtigkeit
haben als die abzihlbaren Mengen, denn diese zu N dquivalenten Mengen
sind echte Teilmengen von iiberabzéhlbaren Mengen. Dies fiihrt zur

Definition 15

Ist M einer echten Teilmenge von K dquivalent, aber M nicht mit K
gleichméchtig, so ist K von hoherer Michtigkeit als M.

Fiir alle endlichen Mengen liefert nun diese Definition den bekannten
,.kleiner‘-Begriff.

! Zum Beispiel die Menge aller iiber dem Intervall (0, 1) definierten Funktionen
2 Der Beweis kann bei FRAENKEL, A., ,,Einleitung in die Mengenlehre®, Verlag von
J. Springer, Berlin 1923, Seite 51f., nachgelesen werden
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BEISPIEL 89
a) My, ={1,2,3,4 N, ={1,2,3}

Die Menge M, besitzt die Kardinalzahl m, = 4; N, die Kardinalzahl
n, = 3. Wegen 4 > 3 gilt in diesem Fall: m > n.

b) M, ={a,b,c,d} Ny={x,y, 2}

Wegen M, ~ M, und N, ~ N, gehoren M,, M, zu einer Klasse und
N,, N, einer (anderen) Klasse an. Der Kardinalzahlvergleich liefert auch
in diesem Fall: m > n.

Die Bedeutung der Definition 15 liegt aber nun gerade darin, dal damit eine
Aussage tiber die Vergleichbarkeit von transfiniten Mengen getroffen wurde.
Es ist wohl eine der bedeutsamsten Leistungen von CANTOR, daB er die
Begriffe ,,gleich und ,,ungleich’, die vom Endlichen ber bekannt sind,

durch den von ihm geschaffenen Aqmvalenz,begnff auf das Unendliche iiber-
trug und somit die Grundlage schuf, dall man transfinite Mengen vergleichen
kann. Man tiberlege sich nur einmal durch die Betrachtung des Beispiels 80,
daB der im Endlichen giiltige Satz: ,,Das Ganze ist groBer als ein Teil von
ithm*, fiir transfinite Mengen nicht mehr gﬂt und es deshalb gar nicht selbst-
verstandlich ist, daf die Begriffe , kleiner, ,,groBer®, ,,gleich‘ des Endlichen
auch fir transfinite Mengen Giiltigkeit haben.

Nach Definition 15 haben alle endlichen Mengen eine geringere Machtlgkelt
als die abzéhlbar unendlichen Mengen. Durch die Kardinalzahlen der Klas-

sen ausgedriickt: a > n,

Alle zi1 A gleichméchtigen Mengen sind von hoherer Michtigkeit als die ab-
zéhlbar unendlichen Mengen. Der entsprechende Klassenvergleich in Zei-
chen ist: ¢ > a.

Wie man sich iiberlegen kann, gilt auch ¢ > n.

Damit kann eine GroBenordnung der Kardinalzahlen angegeben werden:
1,208, sous M Gy Civs

Nun liegt die Vermutung sehr nahe, dal die Méchtigkeit des Kontinuums
durch die Kardinalzahl ausgedriickt wird, die unmittelbar auf g folgt. Das
wiirde bedeuten, daB es zwischen a und ¢ keine weitere transfinite Kardinal-
zahl gibt. Dann miiBte demzufolge jede tiberabzihlbare Teilmenge des
Kontinuums dem Kontinuum selbst dquivalent sein. Diese Vermutung, die,
unter dem Namen ,, Kontinuumproblem* in die Mathematik einging, konnte
bis heute nicht bewiesen werden. Davip HILBERT (1862 —1943) verdffent-
lichte dafiir 1926 in den Mathematischen Annalen (95) eine Beweisidee.
Ihrer genauen Durchfiihrung stellten sich jedoch grofe Schwierigkeiten

entgegen.!
Von der Tatsache ausgehend, dal es moglich war, fir die Kardinalzahlen
1, 2, 3,...,7n, a, ¢ eine GroBenordnung anzugeben, schlieBt sich nun die

Frage an, ob fir irgendzwei Kardinalzahlen m, f immer eine Aussage ge-

11963 bewies TuOREN die Unentscheidbarkeit des Kontinuumproblems beziiglich
der bisherigen Axiomensysteme der Mengenlehre
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troffen werden kann, ob entweder 1. m = 1f oder 2. m > f oder 3. m < f
ist. Man konnte sich sogar iiberlegen, dafl fiir zwei beliebige Kardinal-
zahlen keine Vergleichsmoglichkeit besteht, d. h. keiner der obigen drei
Fille moglich ist. DaB dies nicht zutrifft, hatte bereits CANTOR behauptet,
aber nicht beweisen konnen. Erst durch den Beweis des Wohlordnungs-
satzes durch E. ZERMELO im Jahre 1904 war dies moglich.

Ausgehend von der Definition der Vergleichbarkeit der Kardinalzahlen
hiefle:

1.m =¥, daB es Teilmengen von M geben kann, die zu K dquivalent sind,

und zugleich Teilmengen von K, die zu M équivalent sind.

Das ist moglich. F. BERNSTEIN bewies 18982 einen von CANTOR bereits

vermuteten Aquivalenzsatz, der folgendes aussagt:

Ist M einer Teilmenge von K und zugleich K einer Teilmenge von M
dquivalent, so sind die Mengen M und K selbst einander iquivalent.
2. m >t bedeutet, dafl es Teilmengen von M gibt, die zu K dquivalent sind,

aber keine Teilmenge von K vorhanden ist, die zu M dquivalent ist.

Diese Moglichkeit gibt es. In diesem Fall ist ja M von groBerer Michtig-

keit als K.

3. m < t besagt, dall es Teilmengen von K gibt, die zu M &dquivalent sind,
aber keine Teilmenge von M existiert, die zu K dquivalent ist.

Auch das ist moglich. In diesem Falle ist K von groerer Méachtigkeit als M.
Fiir die Moglichkeiten 2. und 3. wurde ja gerade die Definition 15 geschaffen,
die Festlegingen tiber die GroBenordnung in diesen Fillen trifft.

Auf Grund des eben Erlauterten gilt dann auch fiir transfinite Kardinal-
zahlen

Satz 7

Von zwei verschiedenen Kardinalzahlen ist die eine stets grofer als die
andere.

Damit ist es moglich geworden, Rechenoperationen mit Kardinalzahlen zu
definieren.

4.4.2.1., Rechnen mit Kardinalzahlen
4.4.2.1.1. Summe von Kardinalzahlen

Die Tatsache, daB man Kardinalzahlen sagt, darf nun nicht zu der An-
nahme verleiten, da3 man mit ihnen so rechnen kann, wie man in der Schule
mit Zahlen rechnen gelernt hat. Fiir sie gelten andere Gesetze. Im folgenden
soll die Addition von zwei Kardinalzahlen erliutert werden. Dafiir bietet
sich die Mengenvereinigung an.

1 Mathematische Annalen (59) von 1904, Seite 514 bis 516
2 Veroffentlicht in Borer, E., ,,Lecons sur la theorie des fonctions*. Paris 1898, Seite
103 ££.
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BEISPIEL 90
M ={a, b, c} also M ~{1,2, 3} Kardinalzahl: m =3
N ={a,c,d, e} also N ~{1,2, 3,4} Kardinalzahl: n = 4
MuN ={a,b,cd,e} also (M uN)~{1,2,3,4,5} Kardinalzahl: v = 5

Man erkennt, daBl die Machtigkeit v der Vereinigungsmenge nicht die
Summe der Kardinalzahlen der zu vereinigenden Mengen ist.

BEISPIEL 91
M ={a,b,0,d,e} Kardinalzahl: m = 5
N ={u,v,w, ¥z} Kardinalzahl: n = 6
MuN ={a,b,c,d,e,u,v,w,z,y,2} Kardinalzahl: » = 11

In diesen Fall waren beide Mengen disjunkt. Die Méchtigkeit der Ver-
einigungsmenge kann man sich in digsem Falle durch die Addition der
Kardinalzahlen der zu vereinigenden Mengen entstanden denken.

Da es immer moglich ist, zwei Kardinalzahlen m, n durch elementfremde
Mengen zu représentieren, kann ma.. allgemein festlegen :

Definition 16

Die Kardinalzahlen m, n seien reprisentiert durch elementfremde
Mengen M, N. Hat (M u N) die Kardinalzahl r, dann ist

m-4n=rt.

Aus dieser Definition lassen sich einige Folgerungen ableiten. Auf Grund
der Giiltigkeit des kommutativen und des assoziativen Gesetzes der Mengen-
vereinigung miissen auch fir die Addition der Kardinalzahlen disjunkter
Mengen diese Gesetze gelten.

m + n =n + m (kommutatives Gesetz)
m-+ (n+t) = (m 4 n) 4 t (assoziatives Gesetz),

wenn t die Kardinalzahl einer Menge T ist, die mit den Mengen M und NV
vereinigt wird.

Fiir die Addition der bekannten Kardinalzahlen n, a, ¢ gelten folgende
Regeln:

a)n + a =a (nsoll die beliebige Kardinalzahl einer beliebigen endlichen
Menge sein). Ist # die Kardinalzahl einer endlichen Menge {a,, @y, ..., @a}
und a die Kardinalzahl einer abzihlbaren Menge, dann ist die Vereini-
gung einer endlichen und einer abzihlbaren Menge wieder eine abzihl-
bare Menge, d. h. eine Menge mit der Kardinalzahl a. Man kann dies auch
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so erklaren, dal an der Eigenschaft einer Menge, abzdhlba. zu sein,
sich nichts dndert, wenn endlich viele Elemente dazukommen. Man
braucht ja nur die Elemente der endlichen Menge beim Abzihlen an den
Anfang zu stellen und die Elemente der abzéhlbaren Menge folgen zu
lassen. Man erhdlt so eine Folge m,, m,, ms, ..., die wieder abzihlbar ist.

b)a+a=a
Haben zwei Mengen die Kardinalzahl a, dann sind beide Mengen ab-
zihlbar. Nach Satz 3 ist auch die Vereinigungsmenge abzihlbar.
e)et+a=c¢

M =0, 1)uN. Wegen (0, 1) ~ 4 hat M die Kardinalzahl ¢ -+ q.
Nun gilt jedoch: 4 > {0, 1) und auch 4 > N, also 4 > M. Deshalb ist
M mindestens einer Teilmenge von 4 idquivalent. Da (0, 1) ~ 4, so ist
auch A einer Teilmenge von M, namlich (0, 1), dquivalent. Nach dem
BerxsreiNschen Aquivalenzsatz gilt dann M ~ A, und das besagt obige
Regel.

d)ectn=c
Unter Verwendung der Regeln a) und ¢) und der Giiltigkeit des Asso-
ziativgesetzes gilt:
ct+n=(c+a)+n=ct+(at+n)=ct+a=c
e)cHc=c
Essei M ={(a,b), N =(b,¢). MuN =(a, byu (b, ¢) = (a, ¢).
Wegen {a, ¢) ~ 4 folgt obige Regel.

Die Summation kann man nun auf beliebig viele Kardinalzahlen ausdehnen.
Man braucht dazu nur beliebig viele disjunkte Mengen, von denen jede eine
beliebige Kardinalzahl reprasentiert, zu vereinigen.

Hat die Vereinigungsmenge die Kardinalzahl t, dann mu8

=1y -+ my -+ my+my + ...

sein, wenn die my, m,, m,, m, usw. die Kardinalzahlen der zu vereinigenden
Mengen sind.

4.4.2.1.2. Produkt von Kardinalzahlen

Far die Produktbildung von zwei Kardinalzahlen bietet sich die Produkt-
(Kreuz-)menge an. Fiir endliche Menge M = {a, b, ¢} und N = {e, f} ist be-
kanntlich

M XN = {[a'7 el, [a, 1, [b, e}, [b, 1), [c, €}, [c, ”}

Man erkennt, dal M x N zur Klasse der Mengen mit der Kardinalzahl
6 = (2 - 8) gehort. Auf diese Weise wurde ja auch der Name Produktmenge
geklart.
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Definition 17

Es seien m > 0, n > 0 zwei Kardinalzahlen, die durch die Mengen M,
N reprasentiert werden. Fiir die Kardinalzahl p der Produktmenge
M x N gilt dann: m-n = p.

Ist M ={a,b,c, ...} eine Menge mit der Kardinalzahl m und N = @, dann
wird M X N = 0 gesetzt. Die Kardinalzahl dieser Produktmenge berech-
net sich dann: m.0 =p = 0. Daraus ergibt sich die Vereinbarung, daf
m - 1 = 0, wenn mindestens eine der beiden Kardinalzahlen gleich Null ist.

BEISPIEL 92
M ={a,b,c} N={xuy}
M x N ={[a, 2], [b, 2], [c, ], [a, y], [b, 9], [¢, 1}
N x M ={[x, al, [z, b, [z, ], [9, al, [9, b], [y, c]}
Man erkennt, daB beim Ubergang von M x N zu N X M sich nur
innerhalb der Paare die Stellung der Elemente andert, beide Mengen je-

doch zur gleichen Klasse gehdren und deshalb die gleiche Kardinalzahl
haben. Offensichtlich gilt: m.-n=mn-m.

BEISPIEL 93

M ={a b} N ={u,v} T ={z y}

M x N ={[a, u], [0, ul, [a, v], [b, v]}

(M x N)x T ={l(a, u), z] [(b, u), 2], [(a, v}, 2], [(B, v), z], [(a,w), Y],

[(b, w), y), [(@, v), ], [(B, v), y1}
NxT :{[u’ l’], [”’ :t], [ur y]’ [v, ?/]}
M x(N xT) ={la, (u, 7], [a, (v, 2)], [e, (», Y], [a, (v, y)]. [b, (u, )],
[b, (v, 2)1. [b, (w, 1)), (b, (v, )1}

Daraus ergibt sich, dall (M X N) X T ~ M x (N xT), (1)

da ja beide Mengen gleichméchtig sind.
Offensichtlich gilt das, was hier mit endlichen Mengen erldutert wurde, auch
fiir transfinite Mengen, da man fiir beliebige m ¢ M, n € N,t ¢ T stets eine
eineindeutige Zuordnung [(m, %), {] < [m, (n, t)] vornehmen kann. Daher
gilt fiir die Produktbildung von Kardinalzahlen das assoziative Gesetz :

mm)-t=m-mn-t)

Ebenso gilt das distributive Gesetz: (1 + n) -t = mt 4 nt, da (M v N) X
T =(MxT)u(NXT) ist. Allerdings muB man wegen (m - n) dis-
junkte Mengen M, N voraussetzen.
Die Produktbildung liBt sich auf beliebig viele Kardinalzahlen ausdehnen.
Sind M,, M,, M, ... Mengen, die die Kardinalzahlen my, m,, ms, ... re-
prisentieren, und hat die Produktmenge dieser Mengen die Kardinalzahl t,
dann gilt: =ty -my-my-...
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4.4.2.1.3. Potenz

BEISPIEL 94

Essei T ={a, b}, M ={c,d, e}

Es sollen nun alle Méglichkeiten aufgeschrieben werden, die es gibt, wenn
jeweils ein t€ 7 einem m € M eindeutig zugeordnet wird. Diese Zu-
ordnung nannte CANTOR eine Belegung der Menge 7' mit der Menge M.

a-—>c
a—>Cc
a—>c¢
a—>d
a—>d
a—>d
a-—>e
a—>e
a-—>e

090 NGO 1 B 19 =

b—c f=la <, [b, o]
b>d fa = la, o], [b,d]
b>e fy = [a, l, [b, ]
b fo =@ d, [b, c]
b—>d fs = [a, d], [b, d]
b—e fs = la, d), [b, €]
b—>c fr = [a, €], [b, ]
b—>d fs = [, €}, [b, d]
b—>e fo =[a, €], [b, €]

Bild 61 veranschaulicht diese Belegungen. Die f; (i =1, ..., 9) sollen da-
bei wieder Elemente sein, die man zu einer Menge 'T/M zusammenfaQt.

AN
A

N

[4 d e e Bild 61

*0

Bine derart gebildete Menge T'/M heit nach CanTor Belegungsmenge.
TIM = {[(a, ¢), (b, 0)], [(a, c), (b, d)], [(a, c), (b, &)], [(a, d), (b, o)),

[(2, d), (b, )}, [(a, d), (b, €)], [(a, €), (, ©)), [(a, ¢), (b, d)],
[(a, e), (b, &)1}
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Da kein Element f; die gleichen Elementenpaare besitzt, sind alle Elemente
der Menge T'/M wohlunterschieden und 7'/M eine Menge entsprechend der
CanTorschen Erklarung.

Nun ist 7' eine Menge mit der Kardinalzahl ¢ = 2, M eine Menge mit der
Kardinalzahl m = 3. Die Belegungsmenge 7'/M hat, wie man durch Ab-
ziihlen der Elemente leicht nachpriift, die Kardinalzahl 9 = 32 In Aus-
dehnung auf transfinite Mengen legte man allgemeingiiltig fest:

Definition 18

Man belegt eine Menge 7' der Michtigkeit t mit einer Menge M der
Machtigkeit m. Die Belegungsmenge 7T'/M reprisentiert dann die
Kardinalzahl mt.

Wie man am Beispiel 94 erkennen konnte, ist im Falle endlicher Mengen die
Belegungsmenge die Menge aller Variationen t-ter Klasse von m Elementen
mit Wiederholung, deren Anzahl bekanntlich ¢ ist. Es ergibt sich deshalb
fiir endliche Mengen der gewohnliche Potenzbegriff.

Eine sehr wichtige Anwendung des Begriffs der Belegungsmenge ist der Zu-
sammenhang des Potenzbegriffes mit der Menge aller Teilmengen einer be-
liebigen Menge N.

BEISPIEL 95
N ={a,b,c}
Die Menge aller Teilmengen der Menge N, die Menge N und die leere
Menge eingeschlossen, ist:
U(N) ={(a! b, ¢}, {a, b}, {a. ¢}, {6, ¢}, {a}, (B}, {c}, {B}}
U (N) hat die Méachtigkeit 23 = 8.
Das Entstehen der Kardinalzahl der Menge U (N) kann man sich folgender-
mafen erkliren:

Fiir jedes Element von N gibt es zwei sich einander ausschliefende Moglich-
keiten beziiglich einer bestimmten Teilmenge von N:

1. Das Element gehort zur Teilmenge.
2. Das Element gehort nicht zur Teilmenge.

Ordnet man der ersten Moglichkeit eine 1, der zweiten eine 0 zu, dann kann
man sich jede Teilmenge von N als eine Belegung der Menge N mit der
Menge {0, 1} vorstellen. Da die Menge {0, 1} die Kardinalzahl 2 besitzt, so
ergibt sich im obigen Falle die Kardinalzahl der Menge U (N) mit 23.
Offensichtlich kann man diese Erklirung auch auf die Menge aller Unter-
mengen einer transfiniten Menge ausdehnen.



4.5 Ordnung und Ordnungstypus 107

Ist U(N) die Menge aller Untermengen einer transfiniten Menge mit der
Kardinalzahl n, so gilt, daB U (V) die Machtigkeit 2" hat.
Fiir die bekannten Kardinalzahlen n, a, ¢ gelten folgende Siitze:

1. Eine endliche Menge mit der Michtigkeit 7, belegt mit einer end-
lichen Menge mit der Machtigkeit m, ergibt eine endliche Belegungs-
menge, d. h. eine Menge, die von geringerer Michtigkeit als eine ab-
zahlbare Menge ist.

Symbolisch: m” < a

2. Belegt man eine endliche Menge mit der Michtigkeit » mit einer ab-
zéhlbaren Mcnge der Machtigkeit a, dann ist die Belegungsmenge
selbst abzihlbar.

Symbolisch: a* = a

3. Die Belegung einer endlichen Menge mit der Machtigkeit » mit einer
zu 4 aquivalenten Menge ergibt eine Belegungsmenge, die mit A
gleichméchtig ist. In Zeichen: ¢* = c.

4.5. Ordnung und Ordnungstypus

Haben Schulanfinger zum ersten Male Turnunterricht, dann stellen sie
sich in den meisten Fillen so auf, wie es ihnen gerade pafit. Dabei ist jeder
Schiiler bestrebt, der erste zu sein. Oft kommt es deswegen zum Streit. Erst
durch das Eingreifen des Lehrers, der verfiigt, daB sich der GroBe nach auf-
gestellt wird, kommt Ordnung in-die Turnriege. Sind dabei Schiiler gleich
groB, so wird auch hier der Lehrer festlegen miissen, wer vor wem steht.
Erst dann wird die Ordnung vollkommen sein. Einen dhnlichen Sachverhalt
finden wir auch in der Mengenlehre. Die Ordnungen, die hier betrachtet
werden, sind alle so beschaffen, daB fiir zwei beliebige Elemente m, n einer
Menge immer feststeht, ob m vor n oder m hinter » kommt und nicht um-
gekehrt. Der Fall, daB m und » vom gleichen Rang sind, ist ausgeschlossen.
Fiir alle folgenden Darlegungen soll nun die Schreibweise m < n (gelesen:
m vor n) ausdriicken, daB das Element m dem Element »n vorangeht.

Fir eine solcherart gegebene Anordnungsbeziehung sollen folgende Eigen-
schaften vorausgesetzt werden:

(1) Kein Element geht sich selbst voran.

(2) Ein Element, welches einem zweiten vorangeht, wihrend dieses zweite
seinerseits einem dritten vorangeht, geht selbst dem dritten voran.

Man spricht dann davon, daB je zwei Elemente einer Menge M, fir die

diese Eigenschaften zutreffen, zueinander in einer Relation R stehen und

durch diese Relation ,,vergleichbar* werden. Die Eigenschaft (1) heilt Irre-

flexivitit von R, (2) wird Transitivilit von R genannt. Man kann sie wie

folgt symbolisch formulieren :

(1) Fiir jedes Element m € M gilt: nicht m R m.

(2) Wenn m Rnund n R ¢, som R t.
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Definition 19

Eine Menge M heit genau dann durch eine Relation R einfach ge-
ordnet,! wenn diese Relation irreflexiv und transitiv 1si.

Man nehme nun nicht an, daB das Zeichen < mit dem Zeichen < iiberein-
stimmt. Ordnet man beispielsweise die natiirlichen Zahlen nach abnehmen-
der Gréfle N ={..., 3, 2, 1}, so fillt < mit > zusammen. Ordnet man die
Menge der natiirlichen Zahlen nach zunehmender GroBe N = {1,2,38,...},
dann fillt < mit < zusammen.

BEISPIEL 96
N={1,23,.} T ={2,4,6,.}
Beide Mengen werden durch

12 3.
y et
2 4 6...

eineindeutig aufeinander abgebildet. Zwischen den Elementen 2, 3 von N
besteh die Ordnungsrelation 2 < 3. Das Bild des Elements 2 von N [f(2)]
ist das Element 4 von 7'. Das Bild des Elements 3 von N[f(3)] ist das
Element 6 von 7'. In der Menge 7' besteht zwischen 4 und 6 die Ordnungs-
relation 4 < 6. Man erkennt, daB fir 2 <3 auch in 7' f(2) < f(3) gilt.

Allgemein kann man beim Vergleich der Mengen N, 7' hinsichtlich ihrer
<-Ordnung sagen, daB fiir zwei verschiedene Elemente a, b € N mit der
Ordnungsrelation @ < b, auch in der Menge 7' zwischen zwei entsprechen-
den Bildelementen f(a) < f(b) gilt. Zwei derartig geordnete Mengen nennt
man dhnlich.

Definition 20

Zwei durch eine gewisse Relation R geordnete Mengen M, N heiflen
genau dann ahnlich beziiglich der Relation <, wenn sie sich derart
eineindeutig aufeinander abbilden lassen, daB fiir zwei verschiedene
Elemente z, y € M mit # < y auch in N die Ordnungsrelation f(z) <
</(y) gilt.

Schreibweise: M ~ N (gelesen: M &hnlich N) !
]

Die Abbildung selbst bezeichnet man als dhnliche Abbildung. Offensichtlich
sind dhnliche Mengen stets dquivalent, da ja die Ahnlichkeit voraussetzt,
daB eine eineindeutige Abbildung der Mengen méglich ist. Jedoch miissen

1 genauer: irreflexiv halbgeordnet. Da jedoch ,,irreflexiv geordnet‘ hier n/cht definiert
wird, konnte das verwirren
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dquivalente Mengen nicht immer &hnlich sein. Beispielsweise sind die
Mengen N ={1,2,3,..}und I'={..., =3, —2, —1,0, +1, +2, +3, ...}
gleichmichtig, aber beziiglich der <-Relation nicht dhnlich! Es gilt jedoch

Satz 8

Ist die Menge K einer geordneten Menge M gleichmichtig, so kann K
so geordnet werden, daBl K der Menge M &hnlich ist.

Man kann diesen Sachverhalt wie folgt erkliren:

Sind m, n € M mit der Ordnungsrelation m < n, so ist es moglich, die Ord-
nung von M auf K zu iibertragen, etwa in der Art, daB man fiir ihre Bilder
f(m), f(n) € K die Ordnungsrelation f(m) < f(n) festlegt. Damit ist fiir
alle Elemente von K eine Ordnungsrelation definiert. Diese Ordnungs-
relation ist transitiv, da auch die Ordnungsrelation in M transitiv ist. Damit
ist die Menge K entsprechend der Definition 19 eine einfach geordnete
Menge und infolge der Gleichméchtigkeit beider Mengen eine dhnliche Ab-
bildung beider Mengen méglich. Mithin gilt: K ~ M.

Die Ahnlichkeit von Mengen ist eine Aquivalenzrelation.

1) M~ M.
(2) Aus M ~ N folgt N ~ M.
(3) Aus M ~N und N~T folgt M ~T.

Bekanntlich ergab sich aus dem Begriff der Aquivalenz der Begriff der
Machtigkeit. Die Eigenschaft nun, die allen untereinander dhnlichen Mengen
gemeinsam ist, heiBt ihr Ordnungstypus. Zwei dhnliche Mengen sind dem-
nach stets vom gleichen Ordnungstypus.

Definition 21

Ein belicbiger Reprisentant M aus einer Klasse von einander dhn-
lichen Mengen heiflt ein Ordnungstypus n.

Den Ordnungstypus der Menge N ={1,2,3,...} bezeichnet man mit dem
griechischen Buchstaben o (omega). Wird diese Menge nach abnehmender
GréBe geordnet, so bekommt die entstehende Menge N* ={..., 3,2, 1} den
Ordnungstypus w*.

Die Menge der ganzen Zahlen I' ={..., —3, —2, —1,0, 41, 42, 43, ...}
ist hinsichtlich ihres Ordnungstypus mit N nicht iibereinstimmend. Ver-
dndert man die Anordnung der Elemente von I', wie es zum Nachweis der
Abzahlbarkeit notig war (siehe Beispiel 81), dann ist I' = {0, 41, —1, 42,
—2, ...} nach dem Ordnungstypus o geordnet. Der gleiche Sachverhalt
liegt bei der Menge der rationalen Zahlen vor. In ihrer natiirlichen Ordnung,
d.h. der GroBe nach geordnet, ist sie nicht vom Typus w. Man kann aber
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auch P nach dem Ordnungstypus w ordnen. Dazu schreibt man die Ele-
mente von P in der Ordnung lll, 0, —1,2, %, —%, —2.8, } auf.

Diese Beispiele erlautern, daB transfinite Mengen mehr als einer Ordnung
fahig sind. Anders ist es bei den endlichen Mengen.

BEISPIEL 97
M ={a,b,c, d} M ={a,db,c}
a b ¢ d 1 2 3 4
t ¢ ¢ ¢ PR
1 2 3 4 a d b ¢

Man erkennt, da M ~ T' (T ={1, 2, 3, 4}) und T =~ M’, daraus folgt,
dal M ~ M’ ist.

Man kann zwar die Reihenfolge der Elemente einer endlichen Menge be-
liebig verindern, aber der Ordnungstypus der Menge éndert sich dadurch
nicht. g

4.5.1. ‘Wohlordnung

Legt man einem Schiiler in einer Anordnung, wie sie Bild 62 zeigt, einige
Bausteine vor und verlangt, dafl er sie abzahlt, dann kann man oft beob-
achten, daB sich der Schiiler verzihlt. Entweder werden von ihm Bausteine
doppelt gezihlt, oder er vergiBt, wo er angefangen hat. Erst nachdem die
Bausteine in einer Reihe vor ihm liegen, wird das Zahlen ohne Schwierig-
keiten vor sich gehen. Jetzt weil er,

D wo er anfangen und aufhéren soll.
Die gleichen Schwierigkeiten ergeben
O O O sich auch oft noch fiir Erwachsene.
O D Man verlange nur einmal, die kreis-
D D formig angeordneten Lampen eines
D Kronleuchters, der an der Decke
D hingt, abzuzihlen. Die Schwierig-
D keiten riihren in diesem Falle daher,
daB tiber dem Zihlen vergessen
wird, welche Lampe als erste ge-
ziahlt wurde. Es ist doch beim Ab-
zahlen immer so, daB man eine be-
stimmte Reihenfolge der abzuzihlenden Dinge voraussetzen muB, was
letztlich zu einer Festsetzung fiihrt, welches Ding als erstes abgezahlt wird.
Ubertrigt man diesen Sachverhalt auf die Mengen der Mengenlehre, so
gelangt man auf Grund der bestimmten Anordnung der Dinge zu einer

Ordnung, die man Wohlordnung nennt.

a
a

=

0
O

Bild 62
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Definition 22

Eine geordnete Menge M heillt wohlgeordnet, wenn M und auch
jede nichtleere Teilmenge von M ein erstes Element enthalt.

Man beachte in dieser Definition das Wort ,,jede”. So ist die Menge der
ganzen Zahlen in der Anordnung der Elemente ..., —3, —2, —1,0, +1, ...
nicht wohlgeordnet, wenn auch beispielsweise die Teilmengen R = {0, 41,
+2,4+3,..}und T ={-3, —2, —1,0, +1, +2, 4-3} wohlgeordnet sind.
Jedoch die Teilmenge § ={..., —3, —2, —1} von I ist nicht wohlgeordnet
und damit auch I" nicht. Man kann aber auch I" wohlordnen. Dazu miite
man die Elemente in der Anordnung —1, —2, —3, ..., +1, +2, 43, ...
oder 0, 4+1, —1, 42, —2, +3, —3, ... aufschreiben.,

Moglichkeiten, die Menge P wohlzuordnen, wiren:

3 5 1.2 4 5 | 5
rgr g g
1

[ -
| e

P ={1,2,3, o

bo| =

3’ )

1
P={l,0, —1,2, 5 T3 —2,3, }

Ein Beispiel fiir eine beziiglich der <-Relation nicht wohlgeordnete Menge
ist auch I = (0, 1), denn bereits die Teilmenge L = (0, 1) hat kein erstes
Element, da Null nicht zur Menge gehort.

Es ergibt sich nun die Frage, ob eine transfinite Menge, die doch der ver-
schiedensten Ordnungen fihig ist, auch immer wohlgeordnet werden kann.
CanTor war von dieser Tatsache fest iiberzeugt, bewiesen hat sie jedoch
erst E. ZERMELO.

Satz 9 (Wohlordnungssatz)

] Jede Menge kann wohlgeordnet werden.

Far das Verstandnis des Beweises ist sehr viel mathematische Abstraktions-
kraft erforderlich. Deshalb soll im Rahmen dieser Einfiihrungsschrift dar-

auf verzichtet werden.! Jedoch liegt dem ZERMELOschen Beweis eine Vor-
aussetzung zugrunde, die man als das Auswahlaxiom bezeichnet. Es heif3t:

Auswahlaxiom

Eine Menge M, welche in eine Menge paarweise zueinander element-
fremder Teilmengen A, B, C, ... zerfillt, deren jede mindestens ein
Element hat, enthilt mindestens eine Teilmenge M, welche mit jeder
der Teilmengen A4, B, C, ... genau ein Element gemeinsam hat.

! Der Beweis ist sehr ausfiihrlich dargestellt in: FRAENKEL, A., ,,Einleitung in die Men-
genlehre, Verlag von Julius Springer, Berlin 1923, 2. Auflage, Seiten 144 bis 149
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Fiir endliche Mengen ist dieser Sachverhalt einfach zu erkliren. Man nehme
dazu nur einmal an, daB M die Menge aller FDJ- Mltgheder einer Fach-
schule ist. Jedes FDJ-Mitglied gehort der FDJ-Gruppe einer Seminargruppe
an. Diese FDJ-Gruppen seien die Mengen 4, B, C, .... Nimmt man an, da3
die zentrale FDJ-Leitung so zusammengesetzt ist, daB aus jeder FDJ.
Gruppe ein Mitglied in ihr vertreten ist, dann bildet die zentrale FDJ-
Leitung die Teilmenge M,. Offensichtlich sto8t die Bildung dieser FDJ-
Leitung auf keine Schwierigkeiten.

Fir alle wohlgeordneten transfiniten Mengen kann man M; auch bilden,
man braucht ja nur alle ersten Elemente der Teilmengen 4, B, C, ... als
Elemente von M, festzulegen.

Nun sagt aber der Wohlordnungssatz aus, da§ jede Menge wohlgeordnet
werden kann, d. h., die Wohlordnung transfiniter Mengen kann nicht als
Voraussetzung genommen werden.

Fiir endliche Mengen bereitet die Wohlordnung keine Schwierigkeiten.
Endliche Mengen konnen bekanntlich nur Ordnungen ein und desselben
Typs fahig sein. Diese Ordnungen sind dann immer Wohlordnungen.

4.5.2. Ordnuﬁgszahlen

Die Ordnungstypen wohlgeordneter Mengen bezeichnet man als Ordnungs-
zahlen. Sind diese wohlgeordneten Mengen transfinit, dann spricht man von
transfiniten Ordnungszahlen. Bei den endlichen Mengen entsprechen die
natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, ..,, n den Ordnungszahlen. Allerdings mufl man
dazu die natiirlichen Zahlen nicht in ihrer Eigenschaft als Anzahlen, son-
dern eben als Ordnungszahlen auffassen. Man kann ja, wie bereits aus-
gefiihrt, die Anzahl der Elemente einer endlichen Menge gar nicht anders
als durch Zihlen feststellen. Durch das Zihlen unterwirft man die Elemente
einer endlichen Menge immer einer bestimmten Ordnung. Gewdhnlich
kommt einem der Doppelcharakter — Anzahl, Ordnungszahl — der natiir-
lichen Zahlen kaum zum BewuBtsein. Erst die Tatsache, da diese Begriffe
fiir transfinite Mengen auseinanderfallen, lehrt, sie im Endlichen zu unter-
scheiden. Die Menge der natiirlichen Zahlen, nach zunehmender Grofe ge-
ordnet, hat die Ordnungszahl w. Diese Ordnungszahl ist die kleinste trans-
finite Ordnungszahl.

4.5.2.1.  Einiges iiber das Rechnen mit Ordnungszahlen

BEISPIEL 98

Setzt man o hinter alie Elemente von N, gedeutet als Ordnungszahlen,
dann bekommt man eine Menge K = {1, 2, 3, ..., w}. Diese Menge ent-
halt ein Element mehr als N, ihre Ordnungszahl ist deshalb w 4 1.
Setzt man o vor die Elemente von N, so erhilt man eine Menge

={w, 1, 2, 3, ...}, deren Ordnungszahl 1 4+ @ ist. Die Menge L ist
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aber der Menge N ahnlich, was zur Gleichur}g 1 4+ w = w fiihrt. Von der
Menge K kann man nicht sagen, dal sie zu N dhnlich ist, d. h., 1 4+ w und
® + 1 sind voneinander verschieden.

Das kommutative Gesetz der Addition gilt demnach fiir transfinite Ord-
nungszahlen nicht.

BEISPIEL 99 \
8=41,8,5,..} T=4{24,6,..}
Jede dieser Mengen ist V dhnlich und hat deshalb die Ordnungszahl w.
Bildet man ¥V ={1, 3, 5,...,2,4,6,...}, sohat die Menge V die Ord-
nungszahl o + o. Es erglht sich die Clemhung o+o=ov-2.
Die Ordnungszahl 2 - @ erhilt man dagegen, wenn eine Folge von zwei
Gliedern w-mal hintereinandergesetzt wird.
Zum Beispiel U ={1,2;3,4;5,6;7,8;...}
Die Menge U hat demnach die Ordnungszahl 2 - @. Jedoch ist U eine
abzihlbare Menge, die mit N dhnlich ist. Also gilt: 2 - w = w. Es ist dem-
nach w -2 von 2 - @ verschieden.

Die Produktbildung transfiniter Ordnungszahlen ist auch nicht kommu-
tativ.

Diese Beispiele erldutern, daBl bekannte Gesetze der Arithmetik, die auch
noch fiir transfinite Kardinalzahlen Giiltigkeit haben, fiir transfinite Ord-
nungszahlen nicht gelten.

BEISPIEL 100

Es sei M die Menge aller Primzahlen. Diese Menge ist abzdhlbar und
kann entsprechend Satz 8 so wohlgeordnet werden, daB sie mit N =
={1,2,3, ...} dhnlich ist. Demzufolge hat M die Ordnungszahl w. Es ist
nun méglich, mit Hilfe der Menge M = {2, 3,5, 7, ...} neue Mengen M,,
M, M,, ... zu bilden.

Es sei m € M. M, soll alle Elemente von der Form 2m(m € M) ent-
halten.

M, ={4,6,10, 14, ...}

M, enthalte alle Elemente der Form 3m (m == 2).

M, ={9, 15, 21, 33, ...}

M, enthalte alle Elemente von der Form 4m.

M, ={8, 12, 20, 28, ...}

Jede dieser Mengen M;(i € N) hat die Ordnungszahl o. Bildet man
die Menge U, die die Vereinigung aller Mengen. M;(i € N) ist, dann ist
die Ordnungszahl von U: o - w. Dafiir kann man auch, analog der aus
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der Schulzeit bekannten Potenzschreibweise, w? schreiben. Man kénnte
dies wie folgt erlautern:

Da jede Menge M, (i € N) die Ordnungszahl w hat, ergibt sich die Ord-
nungszahl von U durch die Addition der Ordnungszahlen dieser Mengen,

denn U = | M,.
i=1
ot+tototot... =0 0=
w-mal

Allerdings dient dieses ,,w-mal* nur eben zur Erlduterung. In Wirklich-
keit ist w ein Grenz-(Limes-)element und keine Zahl, fiir die eine solche
Formulierung sinnvoll wire.

Damit sollen die Ausfithrungen iiber das Rechnen mit Ordnungszahlen ab-
geschlossen werden. Derjenige Leser, der seine Kenntnisse dariiber ver-
tiefen mochte, sei auf das im Literaturverzeichnis aufgefiihrte Buch von
E. KAMKE ,,Mengenlehre® verwiesen.



5. Geschichte der Mengenlehre

Beim Studium von unendlichen Mannigfaltigkeiten und Grenziibergingen
wurden die Mathematiker spontan auf Uberlegungen gefiihrt, die heute
Gegenstand mengentheoretischer Untersuchungen sind. Erste derartige
Ansiitze finden sich bereits in der Antike und dann besonders deutlich im
16. und 17. Jahrhundert, z. B. bei GALILEO GALILEI (1564 —1642), der die
Gleichméachtigkeit — wie wir heute sagen wiirden — der Menge der natiir-
lichen Zahlen und der Menge der Quadratzahlen erkannt hat.

Den eigentlichen Ansto8, eine Mengenlehre zu schaffen, gab die Infinitesimal-
rechnung. Im 17. Jahrhundert von GorrFrIED WILHELM LEIBNIZ (1646 bis
1716) und Isaac NEwToON (1642—1727) geschaffen, war sie in diesen 200 Jahren
ein unentbehrliches Hilfsmittel fiir die Losung vieler naturwissenschaftlicher
Probleme und Aufgaben geworden. Die Grundlagen dieser mathematischen
Methode jedoch (z.B. die Begriffe der Stetigkeit, des Grenzwertes, der
unendlichen Reihe usw.) waren noch nicht geniigend scharf gefaft.

Aus dem Bemiihen, die Infinitesimalrechnung mathematisch-logisch ein-
wandfrei zu begriinden, beschaftigte sich der béhmische Philosoph, Mathe-
matiker und Sozialethiker BERNARD BorzaNo (1781 —1848) mit Mengen.
Von 1847 bis zu seinem Tode schrieb er an den ,,Paradoxien des Unend-
lichen‘‘. In diesem Biichlein wurden bereits sehr klar unendliche Mengen als
solche definiert, die einer ihrer echten Teilmengen gleichmachtig sind.
Borzawo verwendete auch bereits den Ausdruck Menge (anstelle der spater
zeitweise iiblichen Benennung ,,Mannigfaltigkeit“). Wahrend man bis zur
Mitte des 19. Jahrhunderts noch der allgemeinen Ansicht war, da8 das Un-
endliche nur potentiell (d. h. stets im Stadium des Werdens, das nie als
fertig und abgeschlossen betrachtet werden kann) existiert, war BoLzano
der erste, der das Aktual-Unendliche (d. h. eine fertig vorliegende unend-
liche Gesamtheit) ausdriicklich anerkannte und studierte. Bedeutende Bei-
trage zur Verscharfung der Grundlagen der Infinitesimalrechnung stammen
von dem franzosischen Mathematiker AugusTtiN CAavcHY (1789—1857) und
spiter von KarL WEIERSTRASs (1815—-1897), der die Bedeutung gewisser
Mengen von Punkten auf einer Geraden studierte. Er versuchte deshalb,
fir gewisse spezielle Fille die GesetzmiBigkeiten dieser Punktmengen zu
erforschen.

Ein Schiiler von WEIERSTRASS, GEORG CANTOR (1845—1918), untersuchte
seit, 1869 speziell trigonometrische Reihen und ihre Ausnahmestellen. Diese

1 Aus dem NachlaB herausgegeben von FR. PrRiHONSKY, Prag 1850, von A. HOFKER,
mit Anmerkungen von H. Hanx, in der Phil. Bibliothek, Band 99, Leipzig 1921, er-
neut herausgegeben
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Arbeiten fithrten ihn zur scharfen Fassung des Begriffes der Grenze. Damit
gelingt es, der unbestimmten und zu Irrtiimern Anla gebenden Verwen-
dung des Begriffs ,,unendlich* vorzubeugen. Bei all diesen Untersuchungen
stief} er, ebenso wie WEIERsTRASS, auf unendliche Punktmengen und er-
kannte, daB} die von WEIERSTRASS bewiesenen Sitze nur spezielle Falle viel
allgemeinerer GesetzmaBigkeiten von Mengen sind. Er fiihrte den Begriff der
ein(ein)deutigen Zuordnung ein und war damit in die Lage versetzt, un-
endliche Mengen hinsichtlich der ,,Anzahl* ihrer Elemente zu vergleichen.
Im Jahre 1873 gelang es ihm, unter Verwendung des von ihm geschaffenen
Begriffs der Abzihlbarkeit, den Satz von der Abzihlbarkeit der algebra-
ischen Zahlen zu beweisen. 1882 schloB er das System der allgemeinen
Mengenlehre mit der Einfithrung der transfiniten Ordnungszahlen im
wesentlichen ab.

CaNTOR, der die Mengenlehre anfinglich zur Begriindung gewisser Grund-
lagen der Analysis schaffen wollte, erkannte im Laufe seiner Untersuchun-
gen immer mehr, daB hier eine neue mathematische Disziplin im Entstehen
war. Deshalb baute er sie dann immer weiter um ihrer selbst willen aus. Er
wurde damit Schopfer einer Mengenlehre, die man heutzutage, in bezug auf
ihre Grundlagen, die naive nennt.

Unabhingig von CaNTOR arbeitete auch PaurL pu Bors-Revmonp (1831
bis 1889) an den Grundlagen der Mengenlehre. In seiner 1882 herausge-
gebenen ,,Allgemeinen Funktionstheorie 1‘ untersuchte er den Unendlich-
keitsbegriff und einige damit im Zusammenhang stehende Fragen. Er
scheiterte aber im wesentlichen daran, fiir eine Theorie linearer Punktmengen
unendliche Mengen zu verwenden. Von grofler Bedeutung fiir die Entwick-
lung der Mengenlehre waren die Arbeiten RicHARD DEDEKINDS (1831 bis
1916). In seiner 1897 erschienenen Schrift ,,Was sind und was sollen die
Zahlen“ untersuchte er u.a. die natiirlichen Zahlen. In seiner Darstellung
verwendete er sehr fruchtbr'mgend den Begriff der Abbildung. Er begriindete
eine ,, Theorie der Ketten‘, die wenige Jahre spiter, infolge nutzbringender
Anwendung durch ERNsT ZERMELO (1871 —1953), fiir die Bewexse wichtiger
Séatze der Mengenlehre zu groBer Bedeutung gelangte.

Von einem groflen Teil der in dieser Zeit lebenden Mathematiker wurde die
Mengenlehre abgelehnt, und es gab viele, die ihr die Existenzberechtigung
im Reiche der Mathematik absprachen.

In Deutschland trat besonders Leororp KRONECKER (1823 —1891) gegen
CanTor auf. KRONECKER war bemiiht, die Grenziiberginge aus der Mathe-
matik zu verbannen und insbesondere die Irrationalzahlen auszumerzen.
Fiir ihn war die Definition eines mathematischen Begriffs nur dann statt-
haft und einwandfrei, wenn er in einer endlichen Anzahl von Schritten er-
zeugt werden konnte. Dies traf aber fiir einige Definitionen der Mengen-
lehre nicht zu. KrONECKER weigerte sich, das Aktual-Unendliche anzuer-
kennen und stand damit im krassen Widerspruch zu CANTOR, der ja seine
Mengenlehre darauf aufgebaut hatte.

Im Verlauf der Weiterentwicklung der Mengenlehre entdeckte man um die
Jahrhundertwende die Antinomien, deren Griinde in der unkritischen Ver-
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wendung des Wortes Menge und in der unbeschrinkten und unkontrol-
lierten Verkniipfung mathematisch-logischer Operationen zu suchen sind.
Eine Antinomie liegt dann vor, wenn man eine Aussage 4 sowie ihr Gegen-
teil widerlegen kann.

1897 verdffentlichte CAsarRE BuraLr Forrr (1861 —1931) in seinem Buch
,Una questione siu numeri transfiniti, von der Menge aller Ordnungs-
zahlen ausgehend, folgende Uberlegung: Nach der CanrTorschen Mengen-
erklirung ist es moglich, die Menge M aller Mengen zu bilden. CANTOR
hatte bewiesen, dall die Menge U aller Teilmengen von M von gréBerer
Michtigkeit als M ist. Dann gibe es also eine Menge von groflerer Michtigkeit
als die Menge aller Mengen.

Nun muB aber, wenn M alle Mengen zu Elementen hat, auch die Menge U
aller Teilmengen von M selbst eine Teilmenge von M sein, kann also nach
CANTOR nicht von groBerer Méchtigkeit sein, sondern héchstens die Méachtig-
keit von M haben.

Damit ist bewiesen, daB die Machtigkeit von U groBer als die Machtigkeit
von M ist, andererseits aber auch, daBl die Méachtigkeit von U héchstens
gleich der Michtigkeit von M ist. Das ist aber ein Widerspruch zu den all-
gemeinen Eigenschaften des GroBienvergleichs von Méchtigkeiten, denn es
laBt sich beweisen, daB fir zwei Kardinalzahlen m, n stets nur genau eine
der Relationen m > n, m < n, m = n gelten kann,

Der bekannte englische Philosoph und Mathematiker BERTRAND RUSSEL
(geb. 1872) teilte 1901 GorrTLoB FrEGE (1848—1925) brieflich folgende
Uberlegung mit, die dieser 1902 in seinem Buch ,,Grundgesetze der Arith-
metik*“! verdffentlichte:

Nach einem Gesetz der Logik, dem sogenannten ,,Satz vom ausgeschlos-
senen Dritten'’, kommt jedem Ding von zwei widersprechenden Eigen-
schaften nur eine zu. Wendet man dieses Gesetz auf eine Menge M, die die
Menge aller derjenigen Mengen ist, die sich nicht selbst als Element enthalten,
an, dann kann nur gelten: Entweder enthéalt M sich selbst als Element oder
nicht.

Nimmt man an, dal M sich selbst als Element enthilt, so kann M nicht
zu M gehéren, da ja M die Menge aller Mengen ist, die sich nicht selbst als
Element enthalten.

Nimmt man an, daB M sich nicht selbst als Element enthilt, dann gehort
M zur Menge aller derjenigen Mengen, die sich nicht selbst als Element ent-
halten, also zu M.

Damit wire bewiesen, da M genau dann zu M gehort, wenn M nicht zu
M gehort. Das ist aber offensichtlich ein Widerspruch. Einen Ausweg, um
diese Widerspriiche zu vermeiden, gibt es nur, wenn man die CANTORsche
Mengenkonzeption andert.

Diese Schwierigkeiten zu iiberwinden war insofern notig, da immer mehr
Mathematiker erkannten, wie fruchtbar die CaNTorschen Ideen fiir die
Entwicklung der Theorie der reellen Funktionen und der Topologie waren.

1 FREGE, G-, ,,Grundgesetze der Arithmetik®, Band 2, Jena 1903
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BERNHARD RIEMann (1826 —1866) hatte 1851 streng und allgemein den
Begriff des bestiinmten Integrals einer Funktion begriindet. Jedoch ver-
sagte dieser Integralbegriff in den Fillen, wenn die zu integrierende Funk-
tion so stark unstetig ist, daB der als Integral definierte Grenzwert nicht
existiert. 1902 gelang es nun HENRI LEBESGUE (1872 —1941), durch geeig-
nete Definition und Begriindung des Inhalts von Punktmengen einen Inte-
gralbegriff zu entwickeln, der es ermoglichte, auch diese Klassen von Funk-
tionen zu integrieren.! Dabei stimmten das RIEMANNsche und das LEBESGUE-
sche Integral dort iiberein, wo sie beide existieren. Damit war wohl der
entscheidendste Schritt fiir die Anerkennung der CanTorschen Mengenlehre
getan.

Jedoch blieben die Widerspriiche, die oben angefiihrt worden sind und vor-
nehmlich in der Theorie der transfiniten Zahlen auftraten, weiterhin be-
stehen, Es traten nun Kritiker auf, die die CaANTORsche Lehre schitzten,
ihre Bedeutung klar erkannt hatten und nun bemiiht waren, diese Anti-
nomien zu beseitigen. Man schuf axiomatische Aufbauarten der Mengen-
lehre, die die Antinomien dadurch vermieden, daB die betreffende anti-
nomische Menge gar nicht existiert, d.h. nicht auf Grund der Axiome ge-
bildet werden kann. So begriindeten A. N. WHITEHEAD (1861 —1947) und
B. RussEL in den drei Banden der ,.Principia Mathematica‘? einen typen-
theoretischen Aufbau der Mengenlehre, dem vier Axiome zugrunde liegen,
die fiir Mengen beliebiger Stufen formuliert werden kénnen:

1. Mengenbildungsaziom,
2. Extensionalititsaxiom,
3. Auswahlaxiom,

4. Unendlichkeitsaxiom.

Bereits vor ihnen hatte ZERMELO ein Axiomensystem geschaffen, welches
aus sieben Axiomen bestand. Bei ihm war das Mengenbildungsaxiom in
vier Axiome (Aussonderungsaxiom, Axiom der Potenzmenge, Axiom der
Vereinigung, Axiom der Paarung) aufgeteilt.

Der Unterschied zwischen beiden axiomatischen Methoden liegt darin, da
es die ZermELOschen Axiome zwar gestatten, die Mengenlehre und die
Mathematik aufzubauen, ohne auf Widerspriiche zu stoBen, aber die eigent-
lichen Quellen der Widerspriiche nicht aufdecken. Der typentheoretische
Aufbau wird dem nun in philosophischer Hinsicht mehr gerecht.

Die Widerspruchsfreiheit beider Systeme, d. h. der Satz, dafl die Anwen-
dung der Axiome niemals auf Widerspriiche fithren wird, ist bis heute
nicht bewiesen. Man nimmt jedoch bei allen Untersuchungen diese Wider-
spruchsfreiheit als gegeben an.

1 LEBESGUE, H.: ,,Lecon sur 'integration et la recherche des fonctions primitives",
Paris 1904
2 A. N. WarTHEREAD and B. RusseL: ,,Principia Mathematica®, 1.--11L., Cambridge,
1910/1913
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Die Frage nach der Grundlegung der Mengenlehre ist auch heute noch nicht
restlos geklirt. Jedoch kann man daraus nicht den SchluB ziehen, daB die
vorhandenen und eventuell noch unbekannten Antinomien der Mathematik
ernstlich gefahrlich werden kénnen. Fast alle Mathematiker benutzen heute
die Mengenlehre als unentbehrliches Hilfsmittel. Man kann mit voller Be-
rechtigung sagen, daB alle mathematischen Theorien in der Mengenlehre
enthalten sind. Neben der allgemeinen Mengenlehre wurden besonders die
Theorie der Punktmengen — als Fundament der Topologie — und die
Arithmetik der transfiniten Zahlen — als verallgemeinerte Zahlentheorie —
weiter ausgebaut. Auch die Theorie der reellen Funktionen wird heute von
Grund auf unter Benutzung der Beziehungen Element — Menge aufgebaut.
Bekanntlich bedienen sich auch Algebra und praktische Mathematik der
Mengenlehre. Die Begriffsbildungen der Mengenlehre ermoglichen in allen
Teildisziplinen der Mathematik eine rationelle Darstellungsweise und werden
in den folgenden Jahren entscheidenden Anteil haben, den Mathematik-
unterricht an den Ober- und Fachschulen grundlegend zu reformieren.
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Anhang
Losungen
.8 ={m, n, o, p}
zeX
z,yez
1267, 57, 1eT
L ={-2}
=8, 3¢ M, d h, z€{2, 8}
.L={1,3}
. Es existieren drei FuBpunkte, demzufolge hat die Menge drei Elemente.
{81 8, 85}

Bezeichnet man mit 4’ das Bild des Punktes 4 (usw.), welches der
angefithrten Achsensymmetrie entspricht, so erhalt man:

A'=B, B =A4, =D, D=C.

Nach dem Extensionalitatsaxiom gilt also:

{4',B,C", D'} ={4, B, C, D}.

Kreis

a)d <x=T b)5>2 )3z —1, d)z=3, e) 252
=0, fl—co<r<+o00, g)z€(2,5), hyze€ {4 4 o), i)z€(—2,5),
k)z € (8, +00), ) z € (5,7), m) x € 4.

sine € (—1, +1)

a) Iy = (1,4 00), b) I =(—00,8), ¢)I3=(—00,8), d) I,=(8,+ )
'ocN

ADP, A>T, PoOTI oder Ao P>DT

Zo A ZoP, Z5T, ZoN, AP, A>T, ASN, PoT, PoN,
I'oN oder ZoAoPo>I'oN

M, ={-58}, M,={—5}, My={—5,8}, M,=M,

Myo My, My> My, My 2 My, My 2 My, d.h, M, = M,

I=(6,7), R=(58) Esgilt: Ro 1.

LT, =iy
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24,
25.

26.
27.
28.
29.
30.

31.
32.

33.
34.

35.

36.
37.

38.

39.

M, 2 M, M,2 M, d.h, M, =M,
22.
23.

@, o @, (denn alle Quadrate sind Rechtecke mit gleichen Seiten)

Zwei Mengen konnen die gleichen Elemente enthalten, aber dariiber
hinaus noch andere. Dann sind diese Mengen nicht gleich.

Richtig: Wenn zwei Mengen die gleichen Elemente enthalten, aber dar-
iiber hinaus keine anderen, sind die Mengen gleich.

V=MuNuT, sogilt: V2M, V2N, V22T.

Eine Menge mit sich selbst vereinigt, ergibt wiederum diese Menge. Das
bedeutet, dall jede Menge Teilmenge von sich selbst ist.
{1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}

L ={-54}, Ly ={—4,3}, LivL,={—5 —4,3,4}

L, = (-0, 8), Ly = (—o0, 1), Ly v Ly = (—o0, 8)

a) (—o0, 5), b) (—o0, +00), ¢) (3, 8), d) (0, 5) u (8, 12)

(TynTy) =V, = {5}

(TynTy) =V, ={1,3,5) TyaV,={5}

a)(5,6) b)(0,1) ¢)@ d){3} e O

Eine Menge, mit sich selbst geschnitten, ergibt wieder diese Menge.
Fir D=N,aNyaN, gilt Ny 2D,N, 2D, N;2 D.

Der Durchschnitt einer beliebigen Menge mit der leeren Menge ist die
leere Menge selbst. Denn: die leere Menge ist Teilmenge jeder Menge.

(Tu8)={1,2,34,5}, Rn(Tv8) ={1,2 3,4}
(RoT)={1,2, 4} (Rn8)={1,3, 4}
(BRaT)u(RnS)=1{1,2,3,4}
(TnS)={1,4}, Ru(T n8) ={1,2,3, 4}
(RuT)={1,2,3,4,5}, (RuS) ={1,2,3,4}
(RuT)n(RuS)={1,2,3,4}
a)l=(3,4), b)I =(2,3), ¢) [ =(1,2), d) I =(3,4)
Fir 2 —4x +3 <0 ist x€ (1,3) =Gy
a? —4x 4+ 3 >0 ist x € (—o0; 1) u(3; +00): Gy

lL.ae(l, +o00): 1, Ly=1I,nG, =(1,3)
2.2 € (—oo; 1) u (4; +o0): I,

Ly =1I,n Gy = (—o0, 1) u (4; +00)

L=L,uL,=(—o0;1)u(l;3)u(4; 4o00)
8) M X N ={[a, =), [a, ¥}, [a, 2], (b, 2], [B, y, [b. 2L, [c, 2], [e: 9, [e, 2}
by M x N ={[1, 1], {2, 1], [3, 1], [4, 1}
c) MXN =0
MxN={[a,a)l, NxM = [a, a
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Namenverzeichnis

40. a) den 1. Quadranten,

4

—

44

46.

47.

48

.a)aus M auf N, b)von M in N,
42,
43.

b) den 2. Quadranten,
d) den 4. Quadranten,

c)aus M in N,

¢) den 3. Quadranten,

von M auf N
aus M auf N

.aus M auf N, von N in M
45.

a) eindeutige Abbil&ung von M in N

b) eineindeutige Abbildung von M auf N
c) eindeutige Abbildung von M in N

d) eineindeutige Abbildung von M in N
e) eindeutige Abbildung von M auf N

a) eineindeutige Funktion
b) eindeutige Funktion
¢) eineindeutige Funktion
d) eineindeutige Funktion
e) eindeutige Funktion
f) eindeutige Funktion

a) f enthélt das Element [3, 6], welches in g fehlt.

d) von M auf N

b) g hat die Elemente [1, 2], [—1, 2], die in f nicht vorkommen.

1
.a)i-‘(x):—gx—{—Z

b)a? —42+4+3 =y
(=22 —1=y
(x —2)2 =y + 1 und daraus:
) =Yz +1+2 z€(—1,8)

y€(2,5)
c) f-1(x) = arccos x zxe€(—1,1)
Yy €0, ™
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Abbildung 64, 81 Menge 9, 20

—, dhnliche 108 —, abzihlbare 85

—, eindeutige 70 —, dhnliche 108

—, eineindeutige 70 ~—, endliche 84

-, inverse 69 —, geordnete 108

Addition von Kardinalzahlen 101 - leere 31

— — Ordnungszahlen 113 -, Uberabzihlbare 85, 96
Alternative 15 —, unendliche oder transfinite 84
dhnlich 108 —, wohlgeordnete 111

Antinomien 116 Mengen, disjunkte 48, 102
Antisymmetrie 36 — -bildungsaxiom 118

4quivalent 18, 82 — -operationen 39

Aquivalenz 17 Multiplikation von Kardinalzahlen 103
— -relationen 109 — — Ordnungszahlen 112
assoziatives Gesetz 42, 53, 102ff,

Aussage 12 N h (einer Abbildung) 65, 72
— -formen 20 Negation 14

— -verbindungen 1Lff. Nullstelle 92

Auswahlaxiom 26, 111, 118

Axiom 22, 118 Obermenge 34

Ordnung 107

Belegung 105 Ordnungs-relation 108

Bild 66, 72 — -typus 107, 109

Definitionsbereich 72 — -zahl 112

Diagonalverfahren 91, 94

Differenzmenge 59 Paar, geordnetes 62

disjunkt 48, 102 Potenzierung von Kardinalzahlen 105

distributives Gesetz 54, 50, 57, 104 Prinzip "\g":tﬂussw:m;men Dritten 13, 117
z — — — Widerspruch 1

Durchachnitt: 47, 53 Produkt von Kardinalzahlen 103

Element 22 — — Mengen 61, 63

elementfremd 48 — — Ordnungszahlen 113

Enthaltensein 34

Erweiterungsmenge 34 Satz der Zweiwertigkeit 13

Extensionalititsaxiom 24, 113
Teilmenge 34

Funktion 72ff. transitiv 85, 37, 107
Funktionsgleichung 75
Gleichheit 73, 100 Umikeheiinkiion 74

Unendlichkeitsaxiom 25, 118
Ungleichheit 73
Untermenge 34

gleichmdchtig 81
Grundmenge 54f.

Identitat 24, 32 Urbild 66, 72

Implikation 16, 351,

Inklusion 37 Vereinigungsmenge 39

Intervall 28, 29 Vorbereich (einer Abbildung) 65, 72

irreflexiv 87, 107
Wahrheits-funktion 73

Kardinalzahl 98ff. — -tafel 15ff.

Klasse 13, 58 - -wert 13ff., 59
kommutatives Gesetz 41, 102, 113 ‘Wertevorrat 72
Komplementirmenge 60 Wohlordnung 110, 111

Konjunktion 15

Kontinuum 96, 100 Zahl, algebraische 92

—, rationale 86
Zahlen-gerade 28
Machtigkeit 81f. — -folge 79

—, des Kontinuums 100 — -mengen 26

Losungsmenge 31



