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Addieren Das Addieren naturlicher Zahlen
oder, wie man auch sagt, die Addition isteine
Rechenoperation. Dabei wird zwei natir-
lichen Zahlen nach einer bestimmten Vor-
schrift eine dritte natlrliche Zahl zugeordnet,
die man als Summe der beiden Zahlen be-
zeichnet.
Beispiele: [7; 5] > 12=7+5

[0;3]1- 3=0+3

[6;11— 7=6+1
Die Vorschrift, nach der die zugeordnete
Zahl zu finden ist, kann man mitHilfevon Men-
gen angeben. Zum Beispiel 1aBt sich die
Zahl 7 durch eine Siebenermenge vonJungen
mit roten Turnhosen und die Zahl 5 durch
eine Finfermenge von Jungen mit griinen
Turnhosen veranschaulichen. Vereinigt man
beide Mengen, so erhalt man eine Zwdlfer-
menge von Jungen mit roten oder grinen
Hosen. Diese Menge gehort zur Zahl 12,




Man konnte fir 7 und 5 selbstverstandlich
auch andere Siebener- und Funfermengen
benutzen.

Was ist aber, wenn man als Siebenermenge
die Menge der Jungen mit gelben Hemden
und als Fiinfermenge die Menge der Jungen
mit braunen Strimpfen wahlit?
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Indiesem Fallerhéltman keineZwdélfermenge,
da es Jungen gibt, die sowohl zur Siebener-
menge als auch zur Funfermenge gehdren.
Man muB also fir die naturlichen Zahlen 7



und 5 solche Mengen auswahlen, die keine
gemeinsamen Elemente aufweisen. Achtet
man darauf, so erhalt man bei der Vereini-
gung dieser Mengen jeweils Mengen, die alle
zur Zahl 12 gehoren. Daher sagt man: Die
naturlichen Zahlen 7 und 5 haben als Summe
die Zahl 12; also 7+ 5=12. Diese Uberle-
gungen lassen sich ganz entsprechend fur
zwei beliebige natirliche Zahlen anstellen.
Sind a und b beliebige naturliche Zahlen,
so gibt es stets eine naturliche Zahl - nennen
wir sie ¢ —, die als Summe der beiden Zahlen
a und b bezeichnet wird: c=a+ b. Es gibt
also stets eine, aber auch nur eine solche
Zahl. Da es auf die Reihenfolge der Zahlen
beim Addieren nicht ankommt, erhalten die
beiden Zahlen a und b den gleichen Namen.

a + b = c
Summand Summand Summe

Ubrigens wird nicht nur ¢, sondern auch
a+ b als Summe bezeichnet.

O nl=ag=td 12+ 0= 12
0+ 1235=1235 37541 + 0 = 37541

Fir alle natirlichen Zahlen a ist
(- a— a a +0= a

Assoziativgesetze Soll man die drei natur-
lichen Zahlen 2, 4 und 3 addieren, so muf
man diese Aufgabe zerlegen in zwei Teilauf-
gaben, da stets nur zwei Zahlen addiert wer-
den kdénnen. Man kann zuerst die Zahlen 2
und 4 addierenund zuderen Summe?2 +4 =6
die Zahl 3 hinzufligen:
(2+4)+3=6+3=09.



Die Klammer soll angeben, welche Zahlen zu-
nachst addiert werden. Man kann aber eben-
sogut zuerst die Zahlen 4 und 3 addieren und
deren Summe 7 zur Zahl 2 addieren:
2+(4+3)=2+7=9.
Es ist also gleichgultig, ob man zunachst die
ersten beiden Zahten und danach zur Summe
die dritte Zahl addiert oder ob man zunachst
die letzten beiden Zahlen und danach die
Summe zur ersten Zahl addiert.
Bei der Begrindung dieser GesetzmaBigkeit
kann man sich auf Mengen stitzen, da die
Addition mit Hilfe von Mengen erklart wird.
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Welche Mengen auch vereinigt werden, stets
erhéalt man schlieBlich dieselbe Menge.
Daher ist (2+4)+3=2+ (4 + 3).

Die gleichen Uberlegungen kann man auch
anstellen, wenn beliebige naturliche Zahlen
a, b und c zu addieren sind.

Flr alle natirlichen Zahlen a, b l_md ()
ist also
(@+b)+c=a+(b+c)

Dieses Gesetz heiBt Assoziativgesetz der
Addition natirlicher Zahlen.

Ebenso verhalt es sich bei der Multiplikation.
Soll man die drei Zahlen 2, 4 und 3 multi-
plizieren, so muBl man auch diese Aufgabe in
zwei Teilaufgaben zerlegen. Man kann zuerst



Traktoren Anhanger




die ersten beiden multiplizieren (2-4 = 8) und
danach deren Produkt mit der dritten Zahl
(8- 3 = 24). Man kann aber auch zunachst die
letzten beiden Zahlen multiplizieren (4-3 = 12)
und danach die erste Zahl mit dem Produkt

(2-12=24). Es ist also (2-4)-3=2-(4-3).

In jedem Fall erhdlt man 24 als Produkt der
drei Zahlen. Bei der Begrindung kann man
sich ebenfalls auf Mengen stitzen, da die
Multiplikation mit Hilfe von ,,Paar-Mengen"

erklart werden kann.

Daher muB (2-4)-3 = 2:(4-3) sein.

2.4
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Man hangt an die Traktoren der Zweiermenge

die Anhanger der Vierermenge.

4-3 [ B
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Man héangt an die Anhénger der Vierermenge

die Anhénger der Dreiermenge.

2-(4-3)
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Die gleichen Uberlegungen lassen sich auch
anstellen, wenn beliebige naturliche Zahlen
a, b und c zu multiplizieren sind.

Fur alle natlrlichen Zahlen a, b und ¢

ist also

_-(a-b)-c =a-(b-c)

Dieses Gesetz heiBt Assoziativgesetz der
Multiplikation naturlicher Zahlen.

2-4)-3] © B2
£l )
& EE B |
b HEE B B
= HE N ] |
< 4 B <4 4 B
4H |4EE <4Ex <4En
2! BRI 1 IR1I P IR | |
2| BRIl LIE! DR | |

Man hangt an die Traktor-Anhénger-Paare

die Anhanger der Dreiermenge.

Man hangt vor die Anhanger-Anhanger-Paare

die Traktoren der Zweiermenge.

EE | B EE EE n H =
HE B EE EE ET EE
4EE | 4EN | <4HE|<4HE <H¥" | <Hn
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In beiden Féllen erhalt man die gleichen

Traktor-Anhanger-Anhanger-Gespanne.




Fur die Rechenoperation Potenzieren gilt ein

solches Gesetz nicht. Zum Beispiel ist

(28)4=(2:2:2)4=2-2-2-2-2:2-2-2:2:2:2:2
=212,

aber es ist 289 = 20333 = 281,

Es ist also nichtfur alle natirlichen Zahlen a,

b und c: (a®)° =a®,

Ebenso verhalt es sich beim Subtrahierenund
Dividieren:

(15-10) -4 =1 15-(10-4)=9

(24: 6):2=2 24:(6:2)=8

Nicht fir jede Rechenoperation gilt also ein

Assoziativgesetz.

Nutzliche Anwendungen zu den Assoziativ-
gesetzen:

15+7=15+(56+2)=(15+5)+2=20+2=22 -

(5+12)+8=5+(12+8)=5+20=25

3-50 = 3-(5-10) = (3-5)- 10 = 15:10 = 150
(15-25)-4 = 15-(25-4) = 15-100 = 1500

Beweisen Rolf, Lilo und Inge erledigen ge-
meinsam die Hausaufgaben. Beim Addieren
der Zahlen 42 und 14 fallt Inge auf, daB beide
Zahlen Vielfache von 7 sind und daB auch
ihre Summe 56 ein Vielfaches von 7 ist. Sie
Uberlegt: Ob die Summe von zwei Vielfachen
von 7 immer ein Vielfaches von 7 sein muB3?
Sie fragt Rolf danach.

Rolf behauptet: ,,Immer wenn man zwei Viel-
fache von 7 addiert, so erhdlt man als Summe
wieder ein Vielfaches von 7."

Lilo erganzt: ,,Und genauso ist es bei Nicht-
Vielfachen. Immer wenn man zwei Nicht-
Vielfache von 7 addiert, so erhilt man als
Summe wieder ein Nicht-Vielfachesvon 7."

12
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Sind Rolfs und Lilos Behauptungen richtig?
Beide begrinden ihre Behauptung, indem sie
Zahlenbeispiele dafur angeben.

Rolf:

a b a+b

Vielfaches Vielfaches Summe der beiden
von 7 von 7 Vielfachenvon?7
35 21 35+ 21 =56

21 28 21+28=49

14 7 14+ 7=21

,.Die Summen 56, 49 und 21 sind Vielfache
von 7. Also muB die Summe zweier Viel-
facher von 7 stets ein Vielfaches von 7 sein."

Lilo:

a b a+b

Nicht- Nicht- Summe der beiden
Vielfache Vielfache Nicht-

von 7 von 7 Vielfachen von 7
23 30 23+30=53

36 26 36 + 26 =62

15 10 154+10=25

,,Die Summen 53, 62 und 25 sind Nicht-Viel-
fache von 7. Also muBB die Summe zweier
Nicht-Vielfacher von 7 stets ein Nicht-Viel-
faches von 7 sein."

Inge Uberzeugen diese Begriindungen nicht
ganz. Sie denkt nach und meint dann sogar:
»Lilos Behauptung stimmt trotz der ange-
gebenen Beispiele nicht. 23 und 26 sind
Nicht-Vielfachevon7,ihreSumme23 + 26 = 49
ist aber ein Vielfaches von 7."

Inge gibt also ein Beispiel an, auf das Lilos
Behauptung nicht zutrifft. Also muB Lilos
Behauptung falsch sein.

Zu Rolfs Behauptung ist Inge allerdings kein



solches Gegenbeispiel eingefallen. Deshalb
muB sie aber noch nicht unbedingt richtig
sein. Vielleicht hat Inge nicht genliigend lange
nach einem solchen Gegenbeispiel gesucht.
Will man so begriinden, daB Rolfs Behaup-
tung doch stimmt, so miiBte man alle Bei-
spiele fur das Addieren zweier Vielfacher
von 7 angeben. Das kann man aber nicht,
da es beliebig viele solcher Beispiele gibt.
An Rolfs erstem Beispiel wollen wir nun
herausfinden, warum tatsachlich die Summe
zweier Vielfacher von 7 auf jeden Fall ein
Vielfaches von 7 sein muB.

35 ist ein Vielfaches von 7, denn 35=7-5.
21 ist ein Vielfaches von 7, denn 21 =7-3.
Diese beiden Vielfachen lassen sich veran-
schaulichen durch zwei Rechtecke, auf
Karopapiergezeichnet.Injedemdieser Recht-
ecke liegen 7 Kastchen an einer Seite.

Figt man beide Rechtecke aneinander, erhalt
man wieder ein Rechteck, an dessen einer
Seite 7 Késtchen liegen.

Die Summe von 35 und 21 muB also wieder
ein Vielfaches von 7 sein. Wie man sieht,
kommt es dabei gar nicht darauf an, welche
Vielfache von 7 die beiden Zahlen sind. Jedes

Vielfache von 7 |aBt sich durch solche Recht-
ecke veranschaulichen: an einer Seite liegen
7 Kastchen, an der anderen kann eine be-
liebige Anzahl von Kastchen liegen.

14
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Man erkennt: Welche Vielfachen von 7 die

Zahlen aund b auch immer sind, stets istinre
Summe wieder ein Vielfaches von7.Rolf hatte
also recht mit seiner Behauptung. Dennoch
war seine Begrindung nicht ausreichend.
Nur wenn man alle Vielfachen von 7 erfaBt,
hat man die GewiBheit, daB die Behauptung
richtig ist. Alle Vielfachen von 7 lassen sich
aber nur erfassen, wenn man mit beliebigen
Zahlen a und b arbeitet, die fur die beliebig
vielen Vielfachen von 7 stehen. Eine solche
Begriindung nennt man Beweis.
Der Beweis zu Rolfs Behauptung kann
auch ohne die Veranschaulichung durch
Rechtecke aufgeschrieben werden:

Ist a ein beliebiges Vielfaches von 7, so

muB es eine natirliche Zahl geben, die,

mit 7 multipliziert, a-ergibt. Nennen wir

diese Zahl n, soista=7-n.

Ist b ein beliebiges Vielfaches von 7, so

muB es eine naturliche Zahl geben, die,



mit 7 multipliziert, b ergibt. Nennen wir
diese Zahl m, soistb=7-m.
Dann ist die Summe a+b=7-n+7-m.
Da nach dem Distributivgesetz stets
7-n+7-m=7-(n+ m) ist, kann man far
diese Summe a + b auch schreiben:
a+b=7-(n+m)
Da man stets die Summe der Zahlen nund
m bilden kann, gibt es also eine Zahl,
namlich n+ m, die beim Multiplizieren
mit 7 die Zahl a + b ergibt. Daher ist die
Summe a +b ein Vielfaches von 7.
Will man also eine Behauptung beweisen,
so muB man zeigen, daB sie auf alle ange-
gebenen Fille zutrifft. Dann ist die Behaup-
tung richtig, oder, wie man auch sagt, die
Aussage ist wahr. Kann man ein Gegenbei-
spiel angeben, so ist sie falsch.

Chinesische Aufgabe In einem alten Ma-
thematikbuch aus dem China von vor
2000 Jahren findet man folgende Aufgabe:
.»In einem Stall sind 25 Tiere, und zwar Hasen
und Hldhner, eingesperrt. Zusammen haben
sie 66 FuBe. Wieviel Hasen und wieviel Hiih-
ner sind in dem Stall?"* Natlrlich wiirde nie-
mand die Zahl der eingesperrten Tiereunddie
Zahl ihrer ,,FUBe* zahlen, um herauszube-
kommen, wieviel Hasen und wieviel Huhner
sich in dem Stall befinden. Dennoch hat diese

humorvoll verpackte Aufgabe einen inter-.

essanten mathematischen ,,Kern*'.

Wie |aBt sichdiese Aufgabe |6sen?Wirwissen,
daB sich 25 Tiere in dem Stall aufhalten; wir
wissen aber nicht, wieviel davon Hasen (also
,,vierfuBige" Tiere) und wieviel davon Hihner
(also ,,zweifuBige' Tiere) sind. Zusammen
sollendie 25Tiere jedenfalls66,,FuBe’ haben.
Wir kénnten nun probieren. Vielleicht sind
es 2 Hasen. Dann mussen es 23 Huhner
sein. Das ergabe 2-4, also 8 Hasen-, FiBe"
und 23- 2, also 46 Hihner-, FuBe"', zusammen
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also 54 ,,FuBe'", das heiBt: zuwenig. Wir
kénnten nun weiter probieren, indem wir es
mit einer etwas gréBeren Anzahl von Hasen
versuchten. Aber wer weiB3, ob wir dabei die
richtigen Zahlen erwischen wirden?

Die Chinesen damals wuBten aber schon,
wie man diese Aufgabe, auch ohne zu pro-
bieren, losen kann. Sie zeichneten sich
25 Punkte auf, die die eingesperrten Tiere
darsteliten. Da jedes Tier mindestens ein
»ZweifliBler" ist, brachten sie an jedem Punkt
zunachst einmal 2 Striche fir die ,,FiBe"
an. Von den insgesamt zu ,verteilenden"
66 ,,FiBen" blieben also noch 16 ubrig, die
danach zu je 2 Stiick aufgeteilt wurden. Man
sieht: 8 Hasen und 17 Hihner befinden sich
in dem Stall.

Der mathematische ,,Kern*' dieser Aufgabe
ist also der: Es sind zwei natirliche Zahlen
gesucht, deren Summe 25 ist. Ferner ist das
Vierfache der einen Zahl und das Zweifache
der anderen Zahl zusammen 66. Aber wer
wiare bei dieser Formulierung auf das ein-
fache Verfahren der Chinesen gekommen?
Es 148t sich immer anwenden, wenn zwei
natiirliche Zahlen gesucht werden, vondenen
ihre Summe und eine Summe von Vielfachen
dieser Zahlen bekannt ist. Wer Lust hat, kann
es einmal bei folgender Aufgabe auspro-
bieren: ,,In einem Guterzug befinden sich
50 Wagen mit entweder 4 oder 6 Achsen.
Die Gesamtzahl der Achsen dieser Wagen ist
256. Wieviel vierachsige und wieviel sechs-
achsige Wagen hat der Zug?*

Dekadisches Stellenwertsystem
(siehe Zifter)

Distributivgesetz Udo soll das Produkt
3-17 im Kopf berechnen. Anstelle dieses
Produkts berechnet er die beiden einfache-
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ren Produkte 3-10=30 und 3-7=21 und
addiert diese: 30 + 21 = 51. Diese Summe 51
soll genauso groB sein wie das Produkt 3-17,
behauptet er. Er hat recht: 17 + 17 + 17 =51.
Kommt man tatséchlich auf diese Weise im-
mer zum richtigen Ergebnis? Wir wollen die
Aufgabe einmal naher betrachten.

Die Zahl 17 4Bt sich zerlegen in 10 + 7. Das
gegebene Produkt kann daher auch so aufge-
schrieben werden: 3:(10+7). Die Summe
10+ 7 ist also mit 3 zu mulitiplizieren. Um
dieses Produkt zu veranschaulichen, zeich-
nen wir ein Rechteck auf Karopapier. An
einer Seite liegen 3, an der anderen 10 +7
Késtchen. Dieses schwarze Rechteck setzt
sich zusammen aus dem roten Rechteck
und dem griinen Rechteck. Das rote Recht-
eck veranschaulicht das Produkt 3- 10, das
grune das Produkt 3-7, beide zusammen
die Summe 3-10+3-7. Also ist 3-(10+7)
=3-10+ 3-7. Man kann daher das Produkt
3:(10+7) durch die Summe 3-10+3-7
ersetzen. Udos Rechenweg ist also richtig.

10-7

0

J85 -3-10-7)

Die gleichen Uberlegungen lassen sich auch
anstellen, wenn eine beliebige natirliche
Zahl mit einer Summe beliebiger natir-
licher Zahlen zu multiplizieren ist.




Fur alle nattirlichen Zahlen a, bundc
" ist daher
a‘(b+c)=a-b+a-c

Man kann also eine Zahl miteiner Summe von
Zahlen multiplizieren, indem man diese Zahl
mit jedem Summanden multipliziert und
danach die erhaltenen Produkte addiert.
Dieses Gesetz heiBt Distributivgesetz. Es
bezieht sich auf die Multiplikation und die
Addition natirlicher Zahlen.

Manchmal ist es vorteilhaft, dieses Gesetz
auch in der umgekehrten Richtung zu nutzen.
Soll die Summe 37-7 + 37-3 berechnet wer-
den, so kann man zunachst die beiden Pro-
dukte berechnen und diese anschiieBend
addieren. Da die beiden Produkte aber den
Faktor 37 gemeinsam haben, kann man hier
auf Grund des Distributivgesetzes auch so
rechnen: 37-7+37-3=37-(7+3). Das ist
viel zweckmaBiger, dennesist7 + 3=10und
37-10=370. In diesem Fall ersetzt man
also die Summe 37 - 7 + 37 - 3durch das nutz-
lichere Produkt 37-(7 + 3).

Es hangt also von der Aufgabenstellung und
von den Zahlen ab, wann man das Distri-
butivgesetz in der einen, wann in der ande-
ren Richtung nutzt.

Fur alle nattrlichen Zahlen a, b und c ist
a‘b +a-c =a-(b+c) _

6:27+6-13=6-(27+13)=6- 40=240
8-16+8:-84=8-(16+84)=8-100=2800

Fur alle natiirlichen Zahlen a, b und c ist
a'(b+c)=a'b+a-c

6:43=6-(40 +3) =640 +6-3 =240 + 18 = 258
8-58 = 8- (50 + 8) =8-50 + 8-8 =400 + 64 = 464
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Dividieren Das Dividieren naturlicher Zah-
len oder, wie man auch sagt, die Division ist
eine Rechenoperation. Dabei wird zwei natir-
lichen Zahlen nach einer bestimmten Vor-
schrift eine dritte natlrliche Zahl zugeordnet,
die man als Quotienten der beiden Zahlen be-
zeichnet.
Beispiele: [12; 2]—6=12:2

[7; 1]=7= 7:1

[9; 9]—=1= 9:9

[ 0; 12]-0= 0:12
Die Vorschrift, nach der diese Zuordnung zu
erfolgen hat, kann man mit Hilfe von Mengen
angeben. Die naturliche Zahl 12 148t sich
zum Beispiel durch eine Zwoélfermenge von
Pferden veranschaulichen. Diese Menge

o .

soll nun in zwei Mengen aufgeteilt werden,
die gleich viel Elemente enthalten. Wie auch
immer diese Zerlegung vorgenommen wird,
stets erhilt man zwei Sechsermengen.
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Die Teilmengen gehdren also stets zur natir-
lichen Zahl 6. Daher sagt man: Dienatlrlichen
Zahlen 12 und 2 haben als Quotienten die
naturliche Zahl 6. Man schreibt 12:2 = 6.

Es ist nicht weiter verwunderlich, dal} sich
beim Zerlegen der Zwolfermenge in zwei
Mengen mit gleich vielen Elementen stets
Sechsermengen ergeben. Wenn man nam-
lich umgekehrt zwei Mengen, die gleich viele,
aber keine gemeinsamen Elemente ent-
halten, zu einer Zwolfermenge vereinigen
soll, so missen es Sechsermengen sein.
Wenn namlich x die Anzahl der Elemente
jeder der beiden Mengen ist, so muB x + x,
also 2-x die Anzahl der Elemente der Ver-
einigungsmenge sein, also 12. Es ist aiso
2-x =12. Welche Zah! x, mit 2 multipliziert,
ergibt 127 Nur x =6.

¥

12 :2 = x bedeutet also: Gesucht ist eine na-
tirliche Zahl x, fur die 2-x = 12 ist. Man sagt
daher: Das Dividieren ist die Umkehrung des
Multiplizierens.

Hat man 24:8 zu berechnen, so bedeutet
das: Es wird eine Zahl x gesucht, die, mit 8
multipliziert, 24 ergibt. Also: 8-x=24. Es
gibt nur die Zah! 3 mit dieser Eigenschaft:
8:3=24. Daher ist 24:8 =3.

Aber nicht immer gibt es eine natirliche
Zahl, die der Quotient zweier naturlicher
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Zahlen ist. Bei der Aufgabe 13:2 ware eine
natirliche Zahl zu finden, die, mit 2 multi-
pliziert, 13 ergibt: 2-x = 13. Eine solche Zahl
gibt es nicht, denn 2:6 =12 und 2:7 = 14,
Die Zahl 6 ist zu klein, die Zahl 7 ist zu groB.
Zwischen beiden gibt es aber keinenaturliche
Zahl. Das Dividieren ist also im Bereich der
naturlichen Zahlen nichtimmerausfahrbar.
Allerdings: Wenn es zu zwei beliebigen natiir-
lichen Zahlen a und b einen Quotienten ¢
gibt, dann gibt es auch nur einen solchen
Quotienten: a:b=c¢

Beim Dividieren kann man die beiden gege-
benen Zahlen a und b allenfalls dann ver-
tauschen, wenn beide Zahlen gleich sind.
Beispiel: 12:2=6, aber

Es kommt also auf die Reihenfolge der Zah-
len a und b an. Daher erhalten diese Zahlen
beim Dividieren auch verschiedene Namen.

L

Ubrigens wird nicht nur c, sondern auch
a:b als Quotient bezeichnet.



Durch die Zahl 0 kann nicht dividiert werden.
Die Aufgabe ,,8 :0'' zum Beispiel wiirde ja be-
deuten: Gesucht ist eine Zahl x, die, mit 0
multipliziert, 8 ergibt! Also 0-x =8. Da jede
Zahl, mit 0 multipliziert, 0 ergibt und nicht 8,
so gibt es keine solche Zahl x. Also: B
Anders ist es bei ,,0:0". Diese Aufgabe ist
gleichbedeutend mit 0-x = 0. Hier kann x jede
Zahl sein, denn zum Beispiel ist 0-17 =0,
0:5=0,0-17654=0,0-0=0, ... Daman aber
auch vom Dividieren erwartet, dal3 stets nur
eine Zahl als Quotient in Frage kommt, wird
auch das Dividieren von Null durch Null aus-
geschlossen. Also:

Wenn durch zwei oder mehrere Zahlen zu
dividieren ist, so ist der Reihe nach zu divi-
dieren, sofern die Division méglich ist.
36:6:2=(36:6):2=6:2=3.

36:6:2 ist aber nicht gleich 36:(6:2), denn
36:(6:2) =36:3=12. Fir das Dividieren gibt
es also kein Assoziativgesetz.

0:17=0 25:0 0l 5= 0
0:22=0 33.:0 5217 : 1=5217
0: 0 0:0 457 : 1= 457

Fiir alle natiirlichen Zahlen a ist
0: a=0 a:0 a:1=a
(a=+0)

Einmaleins Wer hat nicht schon darlber
gestohnt, wenn in der Schule wieder einmal
das kleine Einmaleins gelibt wurde. Das Ein-
maleins fur die Zahlen 2 und 5, also die
Zweierfolge und die Funferfolge, sind janoch
leicht. Aber bis man sich die Einmaleinsfolge
fur 7 gemerkt hat, braucht man schon einige
Zeit. Dabei kommt es gar nicht so sehr darauf
an, daB man sie der Reihe nach aufsagen
kann,etwa:0:7=0,1-7=7,27=14,3-7=21,
4-7 = 28, und so weiter bis 9-7 = 63 und viel-
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leicht auch 10-7 =70. Wenn der Lehrer nach
4-7 fragt, kann man nicht erst die Einmal-
einsfolge der Zahl 7 von vorn durchgehen,
bis man schlieBlich bei 4-7 anlangt. Vielmehr
muB man sofort wissen, daB 4-7 =28 ist.
Warum aber ist es denn so wichtig, die Ein-
maleinsfolgen fiir die Zahlen 0 bis 9 aus-
wendig zu wissen?

Wer sicher ist im Einmaleins der Zahlen
von 0 bis 9, der kann auch samtliche Pro-
dukte mit gréBeren Zahlen berechnen. Man
muB dafir allerdings noch auBerdem wissen,
wie man eine Zahl mit 10, 100, 1000, ... multi-
pliziert.

Man erhalt die Ziffer fur das Zehnfache,
Hundertfache, Tausendfache, ... einer Zahl,
indem man an die Ziffer dieser Zahl 0, 00,
000, ... anhéangt.

Beispiel: 10-7=70
100-7 =700
1000-7 = 7000

Soll man nun 600-7 berechnen, so zerlegt
man 600 in 100-6 und rechnet
600-7 =(100:6)-7 =100-(6-7)
=100-42
= 4200.
Man braucht also nur 6-7 =42 auswendig zu
wissen. Dann hangt man an 42 noch 00 an,
und schon hat man das Produkt
600-7 = 4200.
Ebenso ist es bei 4000-9. Man rechnet
4-9 = 36. An 36 hangt man 000 an und erhéalt
das Produkt
4000-9 = 36 000.
Soll man nun aber 584-3 berechnen, so zer-
legt man 584 in 500 + 80 + 4 und rechnet so:
584-3=(500+80+4)-3
=500-3+80-3+4-3.



584-3

Man rechnet:

3-4=12

3-8=24
24+1=25

3-5=15
15+2=17
5843 =

Jetzt wird nur noch Uberlegt:

5:3=15 00 anhéangen, also 1500
8-3=24  anhingen, also 240
4-3=12 12

Die erhaltenen Zahlen werden addiert: 1752
Also ist 584-3 =1752.

Man multipliziert also eigentlich immer nur
einstellige Zahlen miteinander, also die
Zahlen bis 9. Geradeso macht man es auch
beim schriftlichen Multiplizieren.

Man schreibt:

2 | und addiert 1 zum Produkt,
das man beim Rechnen an
der nachsten Stelle erhalt.

5 und addiert 2 zum Produkt,
das man beim Rechnen an
der nachsten Stelle erhalt.

110805 12

Es ist also 584-3 = 1752.

Man sieht: Wer mehrstellige Zahlen mitein-
ander multipliziert, muB sicher sein beim
Multiplizieren einstelliger Zahlen, also im
kleinen Einmaleins.

26
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Folge von Zahlen Folgen von Zahlen sind
zum Beispiel:

(1) | 3,6,9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30

@ | 37,11, 15, 19, 23, 27, 31, 35, 39, 43

(3) 1,8, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55, 66, 78

(4) 2,35, 1, 11,13, 17, 19,23, 29

Die Folge (1) erkennt man leicht als Einmal-
eins-Folge der Drei, die Folge (4) als Folge
der Primzahlen bis 29.

In jedem dieser Beispiele ist eine Menge
von Zahlen gegeben, wobei festgelegt ist,
welche Zahl an erster, welche an zweiter,
welche an dritter Stelle und so weiter steht.
Zum Beispiel steht bei der Folge (1) an erster
Stelle 3, an zweiter Stelle 6, ..., an sechster
Stelle 18, ...; bei der Folge (3) steht an er-
ster Stelle 1, ..., an zehnter Stelle 55, ...
MuBte man sehr schnell die Zahl finden, die
an zehnter Stelle in der Folge (2) steht,warees
glnstiger, die Folge in dieser Form aufzu-
schreiben:

1928304 856878 850810811
2N 2 T T TR T T T
83 7 11 15 19 23 27 31 35 39 43

Jeder natirlichen Zahl von 1 bis 11 wird also
hier eine ganz bestimmte Zahl zugeordnet.
Das gleiche 1aBt sich auch far die ubrigen
Folgen vornehmen. Im Beispiel (3) ist dann
jeder natirlichen Zahl von 1 bis 12undinden
Beispielen (1) und (4) von 1 bis 10 jeweils
eine ganz bestimmte Zahl zugeordnet. Jede
zugeordnete Zahl nennt man ein Glied der



Folge. Zum Beispiel ist in der Folge (2) das
erste Glied 3, das zweite Glied 7, . . ., das elfte
Glied 43.

Es gibt aber auch Folgen ohne letztes Glied,
Folgen, die also beliebig viele Glieder haben.
Solche Folgen heiBen unendliche Folgen.
BeiihnenwirdjedernatirlichenZahleineganz
bestimmte Zahl zugeordnet. Hier kann man
die Folge nicht mehr gliedweise angeben.
Statt dessen muf3 man eine allgemeine Vor-
schrift dafir angeben, wie zu jeder natur-
lichen Zahi ein Folgenglied bestimmt werden
kann. Setzt man die Einmaleins-Folge flur 3
aus dem Beispiel (1) uber das zehnte Glied
hinaus unbegrenzt fort, so kdnnte diese Vor-
schrift heiBen:Jeder naturlichen Zahlvon 1an
wird ihr Dreifaches zugeordnet. Also wird
zum Beispiel der Zahl 25 die Zahl 75 zuge-
ordnet, denn 3-25 =75. Das 25. Glied dieser
Folge ist 75. Setzt man die Folge (2) Uber
das elfte Glied hinaus unbegrenzt fort, so
konnte die Vorschrift heiBen: Jeder natir-
lichen Zahl von 1 an wird ihr Vierfaches,
vermindert um 1, zugeordnet. Also wird zum
Beispiel der Zahl 25 die Zahl 99 zugeordnet,
denn 4-25 - 1 =99. Das 25. Glied dieser Folge
ist daher 99.

Man konnte diese Folgen aber auch noch
anders angeben, indem man das erste Glied
der Folge angibt, und ferner, wie man jedes
weitere Glied der Folge aus dem vorherge-
henden Glied erhalten kann. Bei der Foige (1)
ist das erste Glied 3. Das zweite Glied ergibt
sich, wenn man 3 zum ersten Glied addiert.
Das dritte Glied ergibt sich, wenn man 3
zum zweiten Glied addiert, und so weiter.
Man erhélt also ein beliebiges Folgenglied,
auBer dem ersten, indem man 3 zur vorher-
gehenden Zahl addiert. Die Folge (2) kdnnte
man entsprechend angeben: Das erste Glied
ist 3. Man erhalt jedes weitere Folgenglied,
indem man zur vorhergehenden Zahl 4
addiert.
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Etwas schwerer ist es schon bei der Folge (3),
denn hier verandert sich die Zahl, die jeweils
zur vorhergehenden Zahl addiert wird. Das
1. Glied ist 1. Das 2. Glied erhalt man, wenn
man zum ersten die Zahl 2 addiert. Das
3. Glied ergibt sich, wenn man zum zweiten
die Zahl 3addiert, und so weiter. Das 25. Glied
ergibt sich, wenn man zum 24.Glied die
Zahl 25 addiert.

Noch schwieriger ist es bei der unendlichen
Folge der Primzahlen. Es ist den Mathemati-
kern bis heute noch nicht gelungen, fur sie
eine solche Bildungsvorschrift zu finden.
Die Zahlenfolge (3) laBt sich auch geome-
trisch deuten. Man kénnte sie eine Folge von
,Dreieckszahlen' nennen. Ebenso lieBen
sich Folgen von ,,Viereckszahlen", , Fiinf-
eckszahlen®, ... bilden.

Auch fir diese Folgen lassen sich Bildungs-
gesetze angeben. Wer etwas nachdenkt, wird
sie bestimmt finden.

IAI&I
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Geburtstagsraten Ralf mochte gern wis-
sen, an welchem Tag und in welchem Monat
Jana Geburtstag hat. Janawill es nicht sagen.
Ralf meint, er kénne das Datum ihres Ge-
burtstages auch ,raten', wenn nur Jana
mit der Tageszahl und der Monatszahl ihres
Geburtstages ein wenig rechnen undihm das
Ergebnis ihres Rechnens sagen wurde. Jana
willigt ein. Zunachst soll sie die Tageszahl
ihres Geburtstages mit 7 multiplizieren.
Danach soll siedieerhaltene Zahlverdoppeln.
SchlieBlich soll sie zu der so erhaltenen
Zahl die Monatszah! ihres Geburtstages
addieren. Jana rechnet. Sie erhalt die Zahl
175. Ralf uberlegt ein wenig. SchlieBlich
sagt er: ,,Du hast am 12.7., also am 12. Juli,
Geburtstag."” Jana staunt. Wie hat Ralf aus
der 175 den 12.7. ,,abgelesen‘'?

Ralf erklart es ihr: ,,Die Sache ist ganz ein-
fach. Du multiplizierst die Tageszahl mit 7
und das Produkt anschlieBend mit 2. Die so
erhaltene Zahl ist also das 14fache der Tages-
zahl. Danach addierst du die Monatszahl.
Da es nur 12 Monate gibt, kommen dafir
nur die Zahlen von 1 bis 12 in Frage. Die
Zahl 175, die du mir nennst, muB also das
14fache der Tageszahl sein, vermehrt um
eine Zahl, die auf alle Falle kleiner als 14 ist.
Das zu 175 néachstkleinere 14fache einer Zahl
ist 168, denn 14:12=168. Die Tageszahl
muB also 12 sein. Da man zu 168 noch 7 ad-
dieren mufB, um 175 zu erhalten, muB 7 die
Monatszahl sein: 14-12 + 7 = 175. Also hast
du am 12.7. Geburtstag. Das zu 175 nachst-
kieinere 14fache findet man Ubrigens schnell,
wenn man versucht, 175 durch 14 zu divi-
dieren.

175:14=12 n.l.
14
35
28
7

30
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Die Divisionsaufgabe ist zwar nicht Igsbar,
dennoch findet man die gesuchten Zahlen.
Aber nun kannst du meinen Geburtstag ,ra-
ten’! Wenn ich mit der Tageszahl und der
Monatszahl meines Geburtstages genauso
rechne wie du vorhin, erhalte ich 152."
Jana Uberlegt: ,,Dann hast du am 10.12. Ge-
burtstag.” Ralf freut sich, daB Jana nun auch
ein Geburtstagsdatum ,,raten* kann. Wer
kann es ebenso?

Gerade Zahl

R b gt R P R e T

..................................

Alle Zahlen, die in der so aufgeschriebenen
Folge der natirlichen Zahlen rote Ziffern
haben, nennt man gerade Zahlen. Jede dieser
Zahlen ist ein Vielfaches der Zahl 2. Man
erhidlt daher stets eine gerade Zahl, wenn
man eine beliebige natirliche Zahlmit2multi-
pliziert. Also weiB man, daB das Produkt der
Zahlen 2 und 789437 eine gerade Zahl sein
muB, auch wenn man diese Zahl noch nicht
ausgerechnet hat. Eine gegebene Zahlistalso
eine gerade Zahl, wenn man eine natirliche
Zahl finden kann, von der sie das Zweifache
ist. 3576 ist eine gerade Zahl, denn 3576 ist
das Zweifache von 1788. 3577 ist keinegerade
Zahl, denn es gibt keine natirliche Zahl,
von der sie das Zweifache ist: 2- 1788 = 3576,
2-1789 = 3578.



Jede gerade Zahi 1aBt sich durch ein Recht-
eck auf Karopapier veranschaulichen, an
dessen einer Seite 2 Kastchen liegen. An
der anderen Seite kann eine beliebige An-
zahl dieser Kastchen liegen.

hon—alliin

Zahlen, die nicht Vielfache der Zahl 2 sind,
nennt man ungerade Zahlen. Die Zahlen, die
in der Folge oben grune Ziffern haben, sind
also ungerade Zahlen.

Die Menge der naturlichen Zahlen kann man
also aufspalten in die Menge der geraden
Zahlen und die Menge der ungeraden Zahlen.

aden Zahlen

Menge der ge

Jede Zahl, die nicht eine gerade Zahl ist,
muB eine ungerade Zahl sein. Jede Zahl,
die nicht eine ungerade Zahl ist, muB3 eine
gerade Zahl sein. 32
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2 9 27

In der Folge der natlrlichen Zahlen folgt
auf eine gerade Zahl stets eine ungerade
Zahl und auf eine ungerade Zahl stets eine
gerade Zahl. Addiert man also zu jeder ge-
raden Zahl die Zahl 1, so erhdlt man jede
ungerade Zahl.

gerade Zahl ungerade Zahl
4 + 1 = 5
286 + T = 27
3752 + 1 = 3753

Man kann dafiir auch sagen: Addiert man
zu jedem Vielfachen von 2 die Zahl 1, so er-
geben sich alle ungeraden Zahlen.

Man weiB} also, daB die Summe 2-789 437 + 1
eine ungerade Zahl sein muB, auch ohne daf
man sie ausgerechnet hat.

Eine vorgegebene Zahl istalso eine ungerade
Zahl, wenn ihr Vorgédnger eine gerade Zahl
ist.

6347 ist eine ungerade Zahl, denn ihr Vor-
ganger 6346 ist eine gerade Zahl.

Jede ungerade Zahl 1aBt sich ebenfalls durch
eine Figur veranschaulichen. Man zeichnet
dazu auf Karopapier ein Rechteck, an dessen

2:9: « i 2:n 1

einer Seite 2 Kastchen liegen. An der anderen
Seite kann eine beliebige Anzahl von Kast-
chen liegen. An dieses Rechteck fiigt man
dann noch 1 Kastchen an.



Es gibt eine sehr nutzliche Regel, nach der
man ohne Rechnenentscheiden kann, obeine
gegebene Zahl eine gerade oder eine unge-
rade Zahl ist. Aus der Tabelle am Anfang
erkennt man: Alle Zahlen, deren Ziffern auf
0, 2, 4, 6 oder 8 enden, sind gerade Zahlen.
Alle Zahlen, deren Ziffern auf 1, 3, 5, 7 oder 9
enden, sind ungerade Zahlen. 68 423 ist eine
ungerade Zahl, da ihre Ziffer auf 3 endet.
79516 ist eine gerade Zahl, da ihre Ziffer
auf 6 endet.

Immer wenn man zwei gerade Zahlen addiert,
so erhélt man als Summe wieder eine gerade
Zahl.

16 + 12
gerade Z. gerade Z. gerade Z.

28

8 6
0006000 eDRPDO
2900dBoce 2000906

8 ¥ 6
20000000 RH500000
00000 00000

=2-(8+6)
Immer wenn man eine gerade Zahl und eine

ungerade Zahl addiert, so erhdlt man als
Summe eine ungerade Zahl.

16 .- 1 - 27

gerade Z. ungerade Z. ungerade Z.

34
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16 1
00000000000
0000000000

28 - 25 -1

2:(8+5)+1

Immer wenn man zwei ungerade Zahlen
addiert, so erhédlt man als Summe eine gerade

Zaht.

1h¢ + 11 = 28

ungerade Z. ungerade Z. gerade Z.

2.82-5:2-1
2.(8°5+1):2-14



Gleichung

2=1+1 5+3=24 16—-5 =18:3
z+7=9 u+6=2 7-a =42

a+5=5+a x+1=x+3 2:Xx+7=x+12

Das sind Gleichungen. So unterschiedlich
sie auch sind, eines haben sie dennoch ge-
meinsam: Sie enthalten alle ein Gleichheits-
zeichen. In den ersten drei Gleichungen ste-
hen links und rechts vom Gleichheitszeichen
aufler den Operationszeichen +, —, - und :
nur Ziffern. Solche Gleichungen sind Aus-
sagen uber die Gleichheit von Zahlen. Man
nennt sie daher auch Gleichheitsaussagen.
Solche Gleichheitsaussagen sind entweder
wahr oder falsch. Die Gleichungen 2=1+1
und 5+ 3=2-4 sind wahre Aussagen. Die
Gleichung 16 — 5= 1B :3 ist eine falsche Aus-
sage, dennesist 16 —-5=11und 18:3=6.
In den lbrigen Gleichungen sind auBerdem
noch Buchstaben enthalten, zum Beispiel u,
z oder x. Diese Buchstaben stehen anstelle
von Zahlen, die wir beliebig aus dem Bereich
der nattrlichen Zahlen wéahlen konnen. Man
nennt diese Buchstaben, die also durch na-
tarliche Zahlen ersetzt werden kdénnen,
auch Variable.

Setzt man in diesen Gleichungen anstelle
der Variablen irgendwelche natiirliche Zah-
len, so ergeben sich manchmal wahre (w)
und manchmal falsche (f) Aussagen.

z z+7=9 Uu u+6=2 a 7-a=42

0 0+7=9f 0 0+6=21 3 7-3=42f
5 54+7=9f 3 3+6=21 6 7-6=42w
2 24+7=9 w 1 1+46=21 8 7-8=42f
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2:Xx+7=x+12

a a+5=5+a X X+1=x+3 X
7 745=5+7w 6 6+1=6+3f 0
1 1+5=5+1w 2 2+41=2+3f 2
0 0+5=5+0w 3 3+1=3+3f 5

Ersetzt man also z in der Gleichungz+7=9
durch 2, so erhélt man eine wahre Aussage.
Dafur sagt man auch: Die Zahl 2 erfilllt die
Gleichung z+ 7 =9, oder auch: Die Zahl 2
ist eine Losung der Gleichung. Ersetzt man
dagegen z durch 5, so erhélt man eine falsche
Aussage. Die Zahl Serfulltnichtdie Gleichung,
sie ist nicht Lésung dieser Gleichung.

Ist 2 die einzige Zahl, die die Gleichung
z+7 =9 erfullt? Wenn es eine weitere Zahl
geben sollte, so miBte ihre Summe mit 7
gleich 9 sein. Sie miBte sich also ergeben,
wenn man 7 von 9 subtrahiert: 9-7=2.
Es gibt also nur eine einzige solche Zahl.
Nur die Zahl 2 erflllt diese Gleichung.
Entsprechend kann man alle Zahlen finden,
diedie Gleichung7-a = 42erflllen.Esmissen
hier alle die Zahlen gefunden werden, deren
Produkt mit 7 gleich 42 ist. Also missen sich
diese Zahlen ergeben, wenn man 42 durch 7
dividiert: 42:7 =6. Nur die Zahl 6 erflllt die
Gleichung 7-a=42. Man findet in diesen
Beispielen die Lésungen, indem man die
Umkehroperationen zu den in der Gleichung
gegebenen Operationen benutzt.

Fur u+6 =2 haben wir bisher noch keine
Zahlen gefunden, die diese Gleichungen
erfillen. Eine solche Zahl miBte sich er-
geben, wenn man 6 von 2 subtrahiert. Diese
Subtraktion ist aber im Bereich der natir-
lichen Zahlen nicht ausfiihrbar. Daher wird
u + 6 =2 durch keine natirliche Zahl erfilit.
Genauso istes mitx + 1 =x + 3. Es gibt keine
natirliche Zahl, die, um 1 vermehrt, das-
selbe ergibt wie um 3 vermehrt. Fir a+5
=5+ a haben wir dagegen sogar schon drei
Zahlen angegeben, die diese Gleichung er-

2-0+7=0+12 f
2:2+7=2+12 f
2:5+7=56+12w



fallen. Aber nicht nur 0, 1 und 7 lassen diese
Gleichung zu einer wahren Aussage werden,
sondern auch 13, 888, 137389, ja jede na-
turliche Zahl erfillt diese Gleichung.

Nur fir die Gleichung 2:-x + 7 =x + 12 haben
wir noch nicht angegeben, wie man Zahlen
finden kann, die Lésungen sind. lhre Lésung
ist auch am schwierigsten. Wir wollen diese
Zahlen dadurch finden, daB wir die linke
und die rechte Seite der Gleichung etwas
umformen, und zwar so, daB beide mog-
lichst gleich aussehen:

2. x+7 = x+ 12
X+x+7 = x+7+5
X + x+7 = x+7 + 5

12

7
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2-x+7T=x+12
7 x 12
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Es wird deutlich: Links kann sich nur dann
die gleiche Zahl wie rechts ergeben, wenn
far x die Zahl 5 eingesetzt wird. Es gibt also
Gleichungen, die von keiner natirlichen
Zahl, von nur einer natirlichen Zahl, ja sogar
beliebig vielen natirlichen Zahlen erfullt
werden.

Hundert Zahlen addieren Von dem Mathe-
matiker Karl Friedrich GauB3, der vor mehr
als hundert Jahren lebte, erzéhlt man sich
eine interessante Begebenheit aus seiner
Schulzeit. Eines Tages soll der Rechen-
lehrer des kleinen Karl Friedrich die Klasse
mit einer Aufgabe beschaftigt haben, von der
er annahm, daB die Schiler einige Zeit da-
fir brauchen wirden. Sie sollten die Summe
aller natirlichen Zahlen von eins bis hundert
bestimmen.

1+2+3+---+98+99 + 100

Die meisten Schiiler begannen sofort zu
rechnen: 1+2=3,3+3=6, 6+4=10, und
so weiter. Ob sie wohl so bis zur 100 kommen
wirden? Und ob sie sich dabei auch nicht
verrechneten? Karl Friedrich dagegen uber-
legte erst einmal, ob man nicht dieses lang-
weilige Addieren vermeiden kénnte. Nach an-
gestrengtem Nachdenken hatte er plétzlich
einen groBartigen Einfall. Die Sache war ja
ganz einfach. Er ging zum Lehrer und nannte
ihm die richtige Summe 5050. Wie erstaunt
der Lehrer, aber auch die Mitschuler waren,
1aBt sich denken.

Auf welchem Wege hatte aber nun Karl Fried-
rich so schnell die Summe bestimmen kén-
nen? Er addierte die Zahien nicht der Reihe
nach, sondern er addierte zur ersten die
letzte Zahl, zur zweiten die vorletzte Zahl, und



: Carl Friedrich GauB
geb.30.4.1777
.gest.23.2.1855

70 30 +71 22520
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so weiter. Bei jedem dieser Zahlenpaare
ist die Summe 101. Da es 50 solcher Zahlen-
paare gibt, muB die Summe genauso grof
sein wie das Produkt 101-50 = 5050.

J—

-'- ""-‘-’-‘-* o=

101-50=5050

Das groBartigste an seinem Einfall ist aber,
daB man auf dem gleichen Wege auch andere
Summen bestimmen kann.

Beispiele:

1. Die Summe aller natiurlichen Zahlen von
1 bis 1000
Ausden 1000 Zahlen lassensich500Zahlen-
paare bilden. Jedes Paar hat die Summe
1001.

41

1001

1001:500:500500

2. Die Summe aller natiirlichen Zahlen von 6
bis 55
Aus den 55 — 5 =50 Zahlen lassen sich 25
Zahlenpaare bilden. Jedes Paar hat die
Summe 61.

61-25=1525



3. Die Summe aller nattirlichen Zahlen von
9 bis 71
Aus den 71-8 =63 Zahlen lassen sich
31 Zahlenpaare bilden; eine Zahl bleibt
ubrig.

4, Die Summe aller geraden Zahlen von 2
bis 100
24+44+46+---+96+98+ 100
Aus den 50 Zahlen lassen sich 25 Zahlen-
paare bilden.
Jedes Paar hat die Summe 102. Also ist
die Summe der geraden Zahlen bis 100
gleich 25-102 = 2550.

5. Die Summe aller Vielfachen von 7 zwischen
1 und 100
7+14+21+---+84+91+98
Aus den 14 Zahlen lassen sich 7 Zahlen-
paare bilden. Jedes Paar hat die Summe
105.
Also ist die Summe der Vielfachen von 7
zwischen 1 und 100 gleich 7-105 = 735.

7 -5 84S -1 - e
" T |

7-105=735

Klammern Ute erhalt von ihrer Mutti wo-
chentlich ein Taschengeld von 80 Pfennig.
Damit sie ihrer Mutti am Wochenende sagen
kann, wie sie das Geld ausgegeben hat,
schreibt sie ihre Geldausgaben in ein kleines
Heft. Diesmal hat sie sich ein Eis fir 15 Pf.
und eine Tute Bonbons fur 30 Pf. gekauft.
Da sie von ihren 80 Pf. 15 Pf. und 30 Pf. aus-
gegeben hat, schreibt sie in ihr Heft:
80— 15+ 30.
Am Sonnabend zeigt Ute ihre Rechnung.

42
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Die Mutti lacht. ,,Rechne doch einmal nach!*
sagt sie. ,,80—15=65 65+30=95 Du
muBtest also jetzt noch 95 Pf. besitzen, mehr
also, als du am Wochenanfang hattest."
Ute meint dagegen:,,Ich rechne aber: 15 + 30
=45, 80-45=35. Und 35 Pf. habe ich tat-
sachlich noch.” Hat Ute also doch recht?
Auf keinen Fall ist es so, daB ein und die-
selbe Rechenaufgabe mal dieses oder mal je-
nes Ergebnis hat, je nachdem, wie man rech-
net. Bei einer Rechenautgabe, bei der nur ad-
diert oder subtrahiert wird, muB zunachst in
der Reihenfolge der aufgeschriebenen Re-
chenoperationen addiert oder subtrahiert
werden, also von links nach rechts. Zum
Beispiel errechnet man das Ergebnis der
Aufgabe 80 -23+ 37 - 12 so: 80—-23 =57,
57 +37 =94, 94— 12=82.

Also ist 80 —23 + 37 — 12 =82.

Utes Mutti hat also die Aufgabe 80— 15+ 30
richtig gerechnet. Will Ute aber das ihr ver-
bliebene Geld ausrechnen, so kann sie tat-
séchlich zunachst 15 und 30 addieren und
diese Summe danach von 80 subtrahieren.
Will Ute diese Aufgabe in ihr Heft schreiben,
so muB sie eine Klammer verwenden:
80 — (15 + 30). Die Klammer deutet an, welche
Rechenoperation zundchst ausgefuhrt wer-
den soll.

Bei der Aufgabe 80-(23+37)-12 zum
Beispiel muBte man entsprechend so vor-
gehen: 1. 23+37=60, 2. 80-60=20,
3.20—-12=8. Also ist 80 — (23 + 37) — 12 =8.

Genauso ist es bei Aufgaben, in denen nur
multipliziert oder dividiert wird. Stehen in
der Aufgabe keine Klammern, so werden
von links nach rechts fortlaufend die gege-
benen Zahlen entsprechend den aufge-
schriebenen Rechenoperationen multipli-
ziert oder dividiert. Zum Beispiel berechnet
man 96:8:2 so: 1. 96:8 =12, 2. 12-2=24.
Also ist 96:8-2=24. Kommen dagegen



Klammern vor, so werden zuerst die in der
Klammer stehenden Rechenoperationen
ausgefuhrt. 96:(8-2) wird also so berech-
net: 1. 8:2=16, 2. 96:16=6. Daher ist
96:(8-2) =6.

Schwieriger ist es bei Aufgaben, in denen
sowohl addiert oder subtrahiert als auch
multipliziert oder dividiert wird. Hier hat man
festgelegt: Kommen keine Klammern in der
Aufgabe vor, so wird zunachst mit den Zahlen
gerechnet, zwischen denen die Operations-
zeichen ,,-"' oder ,,:" stehen. Erstdanach wird
addiert (+) oder subtrahiert (—). Man sagt
daher manchmal auch: Punktrechnung geht
vor Strichrechnung. Zum Beispiel berech-
net man 3-12+24:4+2 so: 1. 3-12 =36,
2. 24:4=6, 3. 36+6=42, 4. 42+2=44.
Also ist 3:12+24:4 + 2 =44. Kommen da-
gegen Klammern vor, so werden zunachst
die in der Klammer stehenden Rechenope-
rationen ausgefihrt. Demnach berechnet
man also 3-(12 + 24) :4 + 2s0:1.12 + 24 = 36,
2.3-36=108, 3.108:4=27,4.27 + 2= 28.
Also ist 3:(12+24):4 +2=29.

Man muB also stets beachten, ob in einer
Rechenaufgabe Klammern vorkommen oder
nicht. Und man muB, wie Ute, auch auf-
passen,obmanineiner Rechenaufgabe Klam-
mern setzen muB oder nicht. Manchmal aller-
dings ist es auch egal, ob man Klammern
setzt. Wenn man namlich nur addiert, zum
Beispiel die Zahlen 2, 4 und 3, dann sind
Klammern Uberfllssig. (2 + 4) + 3 ergibt das-
selbe wie 2 + (4 + 3), namlich 9. Und genauso
ist es, wenn nur multipliziert wird:
(2-4)-3=2-(4-3) =2-4-3.

Kommutativgesetze Im Bereich der natir-
lichen Zahlen kann man beim Addieren stets
die Summanden und beim Muitiplizieren stets
die Faktoren vertauschen, ohne daB sich an
der Summe oder am Produkt etwas andert.
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Beispiel: 2+5=5+2 2-5=5-2

Bei der Begriindung dieser GesetzmaBig-
keiten stiitzt man sich auf Mengen, da sowohl
das Addieren als auch das Multiplizieren
mit Hilfe von Mengen erklart werden. An-
stelle der natlrlichen Zahlen 2 und 5 wéhle
man zum Beispiel folgende Mengen, diekeine
gemeinsamen Elemente enthalten:

A
(?"5{ nﬂ@{ﬁ

Das Addieren beruht auf der Vereinigung
von Mengen. Ob man nun die Zweiermenge
mit der Finfermenge oder die Finfermenge
mit der Zweiermenge vereinigt, stets erhalt
man dabei dieselbe Menge. Daher ist
2+5=5+2.




Die gleichen Uberlegungen lassen sich auch
anstellen, wenn beliebige natlrliche Zahlen a
und b zu addieren sind.

Fir alle natlirlichen Zahlen a und b ist also
at+b=b+a.

Dieses Gesetz heiflt Kommutativgesetz der
Addition nattirlicher Zahlen.

Das Multiplizieren kann mit Hilfe von ,,Paar-
Mengen* erklart werden. Bildet man aus den
Mengen oben, die die Zahlen 2 und 5 ver-
anschaulichen, die zu 2-5 und 5-2 gehérigen
»Paar-Mengen", so stellt man fest: Beide
haben gleichviel Elemente. Daher ist

a
i

2-5=5-2.
&; i; Yﬁ/ {i,ﬁ

R
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i Fiii"_ alle natﬁriipﬁéti Zahlen a und b ist also
Farb=b-gi it R e e

Die gleichen Uberlegungen lassen sich auch
anstellen, wenn beliebige natirliche Zahlen
a und b zu multiplizieren sind.

Dieses Gesetz heilt Kommutativgesetz der
Multiplikation.

Fir die Rechenoperation Potenzieren gilt ein
solches Gesetz nicht. Vertauscht man bei
einer Potenz die Basis und den Exponenten,
so verandert sich fast immer der Zahlenwert
der Potenz. Zum Beispiel ist 23+ 32, denn
22=2:2:2=8 und 32=3-3=9. Es ist also
nicht stets a®= b®,

Ebenso verhalt es sich beim Subtrahierenund
Dividieren. Nicht far jede Rechenoperation
gibt es also ein Kommutativgesetz.

Lésung (siehe Gleichung und Ungleichung)

Menge Das Wort Menge wird sowohl in
der Umgangssprache als auch in der Mathe-
matik sehr haufig verwendet. Betrachten
wir dazu einige Beispiele:

(1) Peter hat eine Menge Wasser verschittet.
(2) Die Mutter hat eine Menge Kummerwegen
Ralfs schlechter Leistungen in der Schule.
(3) Treptow gehort zur Menge der Stadt-
bezirke unserer Hauptstadt.

(4) Die Menge aller Teiler der Zahl 12 besteht
aus sechs Zahlen.

(5) In der Menge aller Vielfachen von 3 liegt
die Zahl 24.

In diesen Beispielen bedeutet Menge nicht
immer das gleiche. Bei (1) und (2), wie uber-
haupt meistens in der Umgangssprache,
kann man das Wort Menge durch das Wort



Weissensee

Prenzlauer Berg Lichtenb
ichtenberg

Friedrichshain

Kopenick

viel ersetzen. Anders ist es bei den Ubrigen
Beispielen. Hier soll das Wort Menge an-
deuten, daB bestimmte einzelne Dinge, zum
Beispiel Stadtbezirke, Personen oder Zahlen,
zu einer Gemeinschaft zusammengefaBt
werden. Nur in diesem Sinne wird das Wort
Menge in der Mathematik verwendet.

Unter einer Menge versteht man also eine
Gemeinschaft, eine Zusammenfassung von
einzelnen, unterscheidbaren Dingen. Dabei
muB feststehen, ob ein Ding zu einer be-
stimmten Menge gehdrt oder nicht. Die-
jenigen Dinge, die zu einerMengezusammen-
gefaBt sind, nennt man Elemente dieser
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Menge. Treptow ist zum Beispiel ein Element
der Menge der Stadtbezirke unserer Haupt-
stadt.

Mengen konnen auf verschiedene Weise
angegeben werden. Eine Moglichkeit be-
steht darin, daB man alle Elemente einzeln
aufschreibt oder -zeichnet. Um die Zusam-
mengehdrigkeit dieser Elementeanzudeuten,
verwendet man dabei Klammern. Auch durch
Umranden der dargestellten Elemente kann
man deren Zusammengehorigkeit ausdriik-
ken. Die Mengen aus den Beispielen (3) und
(4) kann man daher so angeben:

Friedrichshain, Kopenick, Mitte, Pankow,
Prenzlauer Berg, Lichtenberg, Treptow,
WeiBensee

{ 1234612 }

Dadurch, daB alle Elemente der jeweiligen
Menge angegeben sind, erkennt man auch
deutlich, welche Dinge nicht zur Menge
gehdren. Da die Zahl 5 in der Menge
1,2,3,4,6,12
nicht angegeben ist, gehoért sie nicht dazu.
Die Menge aller Zahlen, die Vielfache von
3 sind, 4Bt sich dagegen nicht Element fir
Element vollstdndig angeben. Dennoch ist
diese Menge durch die geforderte Eigen-
schaft ihrer Elemente genau bestimmt. Alle
Zahlen, die Vielfache von 3 sind, sind Ele-
mente dieser Menge. 21 ist Element der
Menge, denn 21 ist das Siebenfache von 3.
Alle Zahlen, die nicht Vielfache von 3 sind,
sind nicht Elemente dieser Menge. So ist 16
nicht Element der Menge, denn 16 ist nicht
Vielfaches von 3.
Bei einer Menge Kummer oder einer Menge
Wasser ist es natirlich sinnlos, von Ele-
menten solcher ,,Mengen* zu sprechen.
Wir wollen weitere Beispiele fir Mengen an-
geben:



Die Menge K der hier abgebildeten Kinder.
Die Menge J der hier abgebildeten Jungen.
Die Menge M der hier abgebildeten Médchen.
Die Menge RP der hier abgebildeten Kinder
mit roten Pullis.

Die Menge MT der ,,Milchtrinker'" unter
diesen Kindern.

Sieht man sich diese Menge etwas naher an,
so stellt man fest: Jedes Element der Menge J
ist zugleich Element der Menge K. Man sagt
daher: Die Menge J ist eine Teilmenge der
Menge K. Ebenso sind auch die Mengen M,
RP und MT Teilmengen der Menge K. Die
Menge J ist aber auch Teilmenge der Menge
MT. Es gibt Elemente der Menge M, die zu-
gleich Elemente der Menge RP sind. Aber
nicht alle Elemente der Menge M sind zu-
gleich Elemente der Menge RP. Daher ist
die Menge M nicht Teilmenge der Menge RP.
Ebenso verhalt es sich bei den Mengen M
und MT sowie bei J und RP. Die Mengen J
und M enthalten dagegen keine gemein-
samen Elemente.

Nimmt man alle Elemente der Menge M zur
Menge J hinzu, so erhait man die Menge K.
Man sagt auch: Man vereinigt die Mengen
M und J. Die dabei erhaltene Menge K nennt
man die Vereinigungsmenge der beiden
Mengen. Jedes Element der Vereinigungs-
menge gehort zur Menge J oder zur Menge M.
Vereinigt man die Mengen J und RP, die ja
gemeinsame Elemente enthalten, so werden
zur Menge J nur noch die Elemente von RP
hinzugefigt, die nicht schon zur Menge J
gehdren. Man erhalt als Vereinigungsmenge
die Menge MT. Aber auch hier gilt: Jedes
Element der Vereinigungsmenge MT gehért
zur Menge J oder zur Menge RP. Vereinigt
man aber die Menge J mit der Menge MT,
so ist deren Vereinigungsmenge selbst-
verstandlich die Menge MT, da die Menge J
Teilmenge der Menge MT ist.
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In der Mathematik arbeitet man sehr haufig
mit Mengen. Wir benutzen sie hier vor allem,
wenn wir die Rechenoperationen erklaren.

1. Gib eine gemeinsame Eigenschaft der
Elemente der abgebildeten Mengen an!

2. LegeeinBlattdurchsichtiges Papieraufdie
Menge der abgebildeten Figuren und um-
rande darauf farbig
a) die Menge der Rechtecke,

b) die Menge der Dreiecke,

c) die Menge der Kreise,

d) die Menge der roten Figuren,

e) die Menge der blauen Figuren.
Welche dieser Mengen sind Teilmengen von
anderen dieser Mengen? Bilde die Vereini-
gungsmenge der Mengen aus (b) und (c) so-
wie der Mengen aus (b) und (d)!
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Multiplizieren Das Multiplizieren natur-
licher Zahlen oder, wie man auch sagt, die
Multiplikation ist eine Rechenoperation.
Dabei wird zwei natirlichen Zahlen nach
einer bestimmten Vorschrift eine dritte natir-
liche Zah! zugeordnet, die man als Produkt
der beiden Zahlen bezeichnet.
Beispiele: [2;3]—6=2'3

[0; 3]—-0=0-3

[6; 11— 6=6-1
Die Vorschrift, wie die zugeordnete Zahl zu
finden ist, kann man mit Hilfe von Mengen
angeben. Zum Beispiel 1aBt sich die Zahl 2
durch eine Zweiermenge von Traktoren und
die Zahl 3 durch eine Dreiermenge von An-
hangern veranschaulichen.

. )
p K

Man Uberlegt nun, auf wieviel verschiedene
Weisen diese Anhdnger an die Traktoren
angehangt werden kénnen.

3 B
4 |<4m| m| <
<4 |4m| €m| <

Solche Paare, bei denen es auf die Reihen-
folge ankommt, nennt man lbrigens geord-
nete Paare. Die Traktor-Anhanger-Paare
bilden eine Sechsermenge. Sie gehort also
zur Zah! 6.



Man kann fur 2und 3 selbstverstandlich auch
andere Zweier- und Dreiermengen benutzen.
Auch hier gehort die ,,Paarmenge’ zur
Zahl 6. Die Anzahl der geordneten Paare, die
man aus den Elementen einer Zweiermenge
und den Elementen einer Dreiermenge bil-
den kann, ist stets gleich. Diese Anzahl nennt
man das Produkt der beiden naturlichen
Zahlen2und 3: 2-3=6. DasProduktvon2
und 3 kann auch durch ein Rechteck ver-
anschaulicht werden. Zeichnet man auf
Karopapier ein Rechteck, an dessen einer
Seite 2 und an dessen anderer Seite 3 Kast-
chen liegen, so enthalt es genau 6 Kastchen:
2-3=6. Die Sechsermenge der Kastchen in
diesem Rechteck stellt also das Produkt
2-3 dar. Diese Uberlegungen lassen sich ganz
entsprechend fur zwei beliebige natirliche
Zahlen anstellen. Sind a und b beliebige
naturliche Zahlen, so gibt es stets eine natir-
liche Zahl - nennen wir sie c—, die als Produkt
der beiden Zahlen a und b bezeichnet wird:
c =a-b. Es gibt also stets eine, aber auch nur
eine solche Zahl.
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A ATAOAN
@ N

3




Da es auf die Reihenfolge der Zahlen beim
Multiplizieren nicht ankommt, erhalten beide
den gleichen Namen.

Ubrigens wird nicht nur c, sondern auch
a-b als Produkt bezeichnet.

Man kann das Multiplizieren aber auch als
mehrfaches Addieren der gleichen Zahl er-
klaren: 2:3 =3 + 3. Die Zahl 3 wird also zwei-~
malals Summand geschrieben.Entsprechend
ist: 56=6+6+6+6+6=230.

RA)

3:-2-3+3
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Nachfolger Da man die natirlichen Zahlen,
bei der kleinsten beginnend, der GréBe nach
aufeinanderfolgend aufschreiben kann, hat
jede natlrliche Zahl in dieser Folge einen
festen Platz. AuBer der kleinsten naturlichen
Zahl, der Null, liegt jede natirliche Zahl zwi-
schen einer unmittelbar vorangehenden und
einer unmittelbar nachfolgenden Zahl. Zum
Beispiel: 7 zwischen 6 und 8, 69 zwischen
68 und 70, 999 zwischen 998 und 1000. Man
sagt: 8 ist der Nachfolger von 7, 70 der Nach-
folger von 69, 1000 der Nachfolger von 999,
6 ist der Vorganger von 7, 68 der Vorganger
von 69, 998 der Vorganger von 999. Die
kleinste natirliche Zahl, die Null, hat keinen
Vorgéanger, wohl aber einen Nachfolger, die
Eins. Jede natirliche Zahl hat also einen
Nachfolger.

Der Nachfolger einer Zahl ist die néchst-
groBere Zahl.

Man erhalt den Nachfolger einer Zahl, indem
man zu ihr die Zahl 1 addiert. Von 6 ist der
Nachfolger7 =6+ 1,von 69 ister70 =69 + 1,
von 999 ist er 1000 =999 + 1, von einer be-
liebigen natlirlichen Zahl a ist er a + 1. Geht
man von 0 aus, so kann man durch fort-
laufendes Addieren von 1 jede beliebige
natirliche Zahl erreichen.

Der Vorganger einer Zahl ist die nachst-
kleinere Zahl.

Man erhélt den Vorgéanger einer Zahl, indem
man von ihr die Zahl 1 subtrahiert. Von 6
ist der Vorganger 5=6—1, von 69 ist er
68 =69 — 1, von 999 ist er 998 =999 — 1, von
einer beliebigen natlrlichen Zahl a ist er
a—1.

Die Zahl a darf dabei selbstverstandiich nicht
die Zahl 0 sein. Jede natirliche Zahl, auBer
Null, ist also Nachfolger einer anderen na-
tirlichen Zahl.

Da jede naturliche Zahl einen Nachfolger
besitzt, kann die Folge der natirlichen Zah-
len niemals abbrechen. Zu jeder natirlichen
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Zahl, sei sie auch noch so groB, gibt es einen
Nachfolger, der um 1 groBer ist. Daher kann
es keine groBte natirliche Zahl geben.

Natiirliche Zahl Natirliche Zahlen sind
0,1,23,4,5,...,9 10, 11, ..., 99, 100, 101,
..+ 999, 1000, 1001, ... Die Punkte zwischen
5 und 9, zwischen 11 und 99, zwischen 101
und 999 sollen andeuten, daB es zwischen
diesen Zahlen noch weitere natlrliche Zahlen
gibt. Die Punkte hinter 1001 sollen dagegen
noch viel mehr andeuten, namlich, daB die
Folge der natirlichen Zahlen niemals ab-
bricht, daB es also keine letzte, keine groBte
naturliche Zahl gibt.

Wenn man es ganz genau nimmt, sind das,
was in den Zeilen am Anfang zu sehen ist,
eigentlich keine natirlichen Zahlen, sondern
nur Zeichen fiir natlrliche Zahlen, Zahlzei-
chen, auch Ziffern genannt, genauso wie
die Enten, die man malt, eigentlich nur Bilder
von Enten sind, die weder schnattern noch
watscheln konnen wie richtige Enten. Was ist
die Zahl Zwei aber, wenn 2 nur ein ,,Bild",
ein Zeichen fir diese natiirliche Zahl ist? Die
hier dargestellten Mengen haben, so unter-
schiedlich sie auch sein mégen, eines ge-
meinsam: Sie bestehen aus einem Element
und noch einem anderen Element, aber kei-

\.

" |




nem weiteren. Esgibtselbstverstandlichnoch
viel mehr solcher Mengen, zum Beispiel die
Menge der Ohren oder die Menge der Zeige-
finger eines Menschen. Wenn man sich mit
den Zeigefingern die Ohren zuhalt, dann ge-
hért zu jedem Zeigefinger ein Ohr und zu je-
dem Ohr ein Zeigefinger.

Genauso kann man mitje zwei anderen dieser
Mengen verfahren: Jedem Element der einen
Menge kann man ein Elementder anderen zu-
ordnen, wobei jedes Element genau einmal
genommen wird. Man sagt: Die Anzahl ihrer
Elemente ist die naturliche Zahl Zwei. Alle
diese Zweiermengen gehdren zur Zahl Zwei.
lhre Ziffer ist 2.

Ebenso 4Bt sich erklaren, was die natiirliche
Zahl Drei ist. Alle Mengen, die ein Element,
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ein anderes Element und noch ein anderes
Element, aber kein weiteres enthalten, nennt
man Dreiermengen. Gemeinsam ist allen
Dreiermengen, daB sie gleich viel Elemente
besitzen. Die Anzahl der Elemente von jeder
Dreiermenge ist die natirliche Zahl Drei.
Ihre Ziffer ist 3.

Und zur natirlichen Zahl Eins gehéren alle
Mengen, die ein einziges Element enthalten.
Die Anzahl der Elemente jeder dieser Einer-
mengen ist Eins. lhre Ziffer ist 7.

Kennt man eine bestimmte Funfermenge,zum
Beispiel die Menge der Finger an einer Hand,
und will man feststellen, ob die hier abge-
bildeten Mengen auch Finfermengen sind,
so kann dies auch so geschehen: Man ver-
sucht, jedem Element dieser Menge ein
Element der , Fingermenge' zuzuordnen.

N



st dabei auch umgekehrt jedem Element
der ,,Fingermenge' ein Element der anderen
Menge zugeordnet, so handelt es sich um
eine Finfermenge, da beide Mengen dann
gleich viel Elemente enthalten. Dabei kommt
es selbstverstindlich nicht darauf an, wie
man zuordnet. Wenn die Elemente der Menge
selbst oder die der ,,Fingermenge" beim

Zuordnen nicht ausreichen, so ist die unter-
suchte Menge keine Fiinfermenge. Man sieht:
Sowohl die ,,Fingermenge' als auch die
Menge der Frichte, aber auch die Menge
der hier abgebildeten Kinder sind Funfer-
mengen. Sie gehoren alle zur gleichen natur-
lichen Zahl, zur Finf.

Soll die natlrliche Zahl Funf veranschaulicht
werden, so kann sie auch umgekehrt durch
eine beliebige Funfermenge vertreten wer-
den.

Mit Hilfe von Mengen kann man alle nattr-
lichen Zahlen erklaren, sogar die Null. IBt
zum Beispiel Monika alle Apfel dieser Drei-
ermenge auf, so bleibt die leere Menge librig.

60



Ebenso ergeht es Peter, wenn er seine Pfeile,
die eine Achtermenge bilden, verschossen
hat. Der leeren Menge entspricht die Zahl
Null. Thre Ziffer ist 0. Also ist
0=3-3=15-15=20-20=-"-

Ordnung Vergleicht man die Menge der
FuBballspieler in roten Hemden mit der
Menge der Spieler in blauen Hemden, so
stellt man fest: Beide Mengen enthalten
gleich viel Elemente. Man kann die Elemente
so einander zuordnen, daB zu jedem roten
Spieler ein blauer gehoért und auch umge-
kehrt zu jedem blauen ein roter. Die Anzahl
der Elemente beider Mengen ist Vier.




Anders ist es, wenn man die Menge der
,,roten FuBballer’ mit der Menge der,,griinen
FuBballer" vergleicht. Diese Mengen haben
nicht gleich viel Elemente. Wie auch immer
man hier die Elemente einander zuzuordnen
versucht, stets bleiben Elemente der zweiten
Menge ubrig. Die erste Menge enthalt weni-
ger Elemente als die zweite. Die Anzahi der
Elemente der ersten Menge ist kleiner als
die Anzahl der Elemente der zweiten Menge:
Vier ist kleiner als Sechs, oder in Zeichen
4 < 6. Statt dessen sagt man auch Sechs ist
grofBer als Vier, in Zeichen 6 > 4.

——
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Soll man die Zahlen 3 und 5 miteinander
vergleichen, so kdnnte man fir zwei zuge-
hérige Mengen untersuchen, ob man die
Elemente dieser Mengen entsprechend ein-
ander zuordnen kann. Da dabei stets Ele-
mente der gelben Fiinfermenge Gbrigbleiben,
ist 3 <5 beziehungsweise 5> 3.

Stets kann man auf diese Weise fur je zwei
verschiedene natiirliche Zahlen feststellen,
welche Zahl die kleinere, welche die groBere
ist. Man sagt: Die natirlichen Zahlen kann
man ihrer GroBe nach ordnen.
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Die Ordnung der natiirlichen Zahlen wird am
deutlichsten, wenn man den Zahlen Punkte
eines Strahles zuordnet. Einen solchen
Strahl nennt man auch Zahlenstrahl. Die-
jenige von zwei Zahlen, die auf dem Zahlen-
strahl weiter links liegt, ist die kleinere von
beiden.

10 liegt links von 14 10<14

e —

0123456 7891011..

Soll man Zahlen, vor allem gréBere, mitein-
ander vergleichen, zum Beispiel 2573 und
999, 5754 und 5794 oder 43687 und 43673,
wird man sicherlich nicht mehr auf zugehd-
rige Mengen zuruckgreifen. Statt dessen be-
nutzt man eine sehr praktische Regel:
Man vergleicht zuerst die Anzahl der
Stellen beider Ziffern. Diejenige Zahl,
deren Ziffer weniger Stellen hat, ist klei-
ner.
Also ist 999 <2573, denn 999 ist eine drei-
stellige, 2573 eine vierstellige Zahl.



Die anderen beiden Paare von Zahlen haben

aber gleiche Stellenzahl.
Sind die Anzahlen der Stellen beider
Ziffern gleich, so betrachtet man nach-
einander, und zwar von links nach rechts,
die Grundziffern, aus denen sich die
beiden Ziffern zusammensetzen. Der
erste auftretende Unterschied 148t er-
kennen, welche der gegebenen Zahlen
die kleinere ist.

5754 5794 43687 43673
5 < 9 6 = 6
8 > 7
Also ist Also ist
5754 < 5794 43687 > 43673

Obwoh| manche Ziffern der folgenden Zahlen
nicht mehr zu erkennen sind, kann man ent-
scheiden, welche der jeweils nebeneinander-
stehenden Zahlen die kleinere ist.

4xxXx 3xxx
72xxX 75xxx
9xxX 1xxx
X3xxX x8xx

Wer findet es heraus?

Potenzieren Man schreibt anstelle von
10-10-10 auch kiirzer 103, gelesen 10 hoch 3,
ebenso anstelle von 2-2-2-2-2-2 auch 25,

103 und 2¢ nennt man Potenzen. Diese Potenz-
schreibweise ist zweckmaBig, da man soeine
Vielzahl gleicher Faktoren nicht Stuck fur
Stiick aufschreiben muB. Statt dessen gibt
man einfach an, welche Zahl sich beim Multi-
plizieren als Faktor stdndig wiederholt und
aus wieviel Faktoren das Produkt besteht. 54
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bedeutet also: Der Faktor § wird viermal ge-
schrieben, also 54=5:-5-5-5,

Will man die Potenz 34 berechnen, so Gber-
legt man: 34 =3-3-3-3. Man rechnet 3-3 =9,
9:3=27, 27-3=81. Also ist 3*=81. Die
Zahl 81 nennt man den Potenzwert der
Potenz 34. Der Potenzwert der Potenz 2¢ ist
64. Entsprechend ist 103=1000, 54=625
oder 72 =49,

26 =64

Exponent
Basis Potenzwert

Manchmal findet man auch die Potenzen
10, 5' oder auch 2'. Eigentlich sind solche
Potenzen sinnlos, da beim Multiplizieren
mindestens zwei Faktoren vorhanden sein
mussen. Dennoch sind sie oft recht nitzlich.
Da man sie nicht Uber das Multiplizieren
gleicher Faktoren erklaren kann, setzt man
einfach fest: 10' =10, 5'=5, 2! =2,

Durch die Potenz wird also wie beim Addie-
ren oder Multiplizieren zwei natirlichen
Zahlen, namlich der Basis und dem Expo-
nenten, einedritte natirliche Zahl,der Potenz-
wert zugeordnet.

Beispiele: [2;6]>64=2¢

[3;4]>81=3¢
[5;1]—> 5=5
[1;5]> 1=1

Daher spricht man auch hier von einer Re-
chenoperation. Man nennt sie Potenzieren.
Vertauscht man bei einer Potenz die beiden
Zahlen, so verandert sich fast immer der
Potenzwert: 2¢ = 64, 62 = 36. Eine Ausnahme
ist: 24 = 16, 42 = 16. Fur das Potenzieren gibt
es also kein Kommutativgesetz.

Die Potenzschreibweise verwendet man
gern, wenn man sehr groBe Zahlen schrei-



ben muB. Zum Beispiel kann man anstelle
von 1km=1000000mm kiirzer schreiben:
1 km = 10 mm. Liest man in einem Buch, dai
die Entfernung der Erde zum Mond fast
4-10°km betragt, so bedeutet das 400 000 km,
denn 10%= 100000 und 4-100 000 = 400 000.
Aber auch bei unserer Zahlenschreibweise
spielen Potenzen eine Rolle:

34756

=30000 +4000 +700 +50 +6

=3-10000 + 4-1000+ 7-100+ 5-10 +6

=310 +4-10° +7-102 +5-10'+6

Primzahl Jede natlrliche Zah!l hatdie Zah! 1
als Teiler.

1 ist Teilervon 13, denn 13=1-13
1 ist Teiler von 235, denn 235=1-235
1ist Teilervon 0O, denn 0=1-0

Jede natirliche Zahl hat sich selbst als
Teiler.

13 ist Teiler von 13, denn 13= 13-1
235 ist Teiler von 235, denn 235 =235-1
0 ist Teilervon 0, denn 0= 0-1
oder 0= 0-7

Jede natiirliche Zahl hat also die Zahl 1 und
sich selbst als Teiler.

Es gibt Zahlen, die nur diese beiden Zahlen
als Teiler besitzen.

13 hat als einzige Teilerdie Zahlen1und 13
7 hat als einzige TeilerdieZahlen1und 7
421 hat als einzige Teilerdie Zahlen 1 und 421
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Es gibt aber auch Zahlen, die mehr als zwei
Teiler besitzen.

12 hat als Teiler die Zahlen 1, 2, 3, 4, 6, 12
9 hat als Teiler die Zahlen 1, 3, 9

30 hat als Teiler die Zahlen 1, 2, 3, 5, 6, 10,
15, 30

Zahlen, die genau zwei verschiedene Teiler
haben, namlich die Zahl 1 und sich selbst,
nennt man Primzahlen. Daraus ergibt sich,
daB die Zahl 1 keine Primzahl ist, da sie nur
einen einzigen Teiler hat, namlich sich selbst.

g e

Primzahlen sind zum Beispiel: 7, 13, 421, 2.

Es gibt ein einfaches Verfahren, wie man
alle Primzahlen der Reihe nach, zum Bei-
spiel von 1 bis 20, schnell finden kann. Man
schreibt zunachst die Folge der natirlichen
Zahlen von 1 bis 20 auf. 1 ist keine Primzahl,
wird also gestrichen. Da 2 Primzahl ist, wird
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sie nicht gestrichen. Dann kdnnen aber alle
tibrigen Vielfachen von 2, also 4,6, 8, .. ., das
heiBt, jede zweite Zahl nach 2, keine Prim-
zahlen sein. Diese werden daher gestrichen.
Die Zah! 3 ist Primzahl, wird also nicht ge-
strichen. Dann kann aber jede dritte Zahl
nach 3 keine Primzahl sein. Diese werden
wieder gestrichen, sofern sie nicht schon
gestrichen sind. Die nachste noch unge-
strichene Zahl nach 3 muB eine Primzahl
sein. Es ist die Zahl 5. Nun wird wieder jede
funfte Zahl nach 5 gestrichen, sofern dies
noch nicht geschehen ist, und so weiter.
Entsprechend kénnte man auch die Prim-
zahlen bis zur Zahl 100 oder auch 1000000
finden.

Aus der Tabelle der Primzahlen zwischen 1
und 100 ersieht man, daB sie recht unregel-
méaBig verteilt sind. Man kénnte denken, daB
am Anfang der Folge der natlrlichen Zahlen
verhaltnismaBig viele Primzahlen auftreten,
mit zunehmender GriéBe der Zahlen aber
immer weniger Primzahlen erscheinen und
schlieBlich die Primzahlen Uberhaupt ver-
schwinden. Das ist jedoch keineswegs der
Fall.

Die Folge der Primzahlen bricht niemals ab.
Wie groB auch immer eine Primzahl! sein
mag, es gibt stets noch eine gréBere Zahl,
die ebenfalls Primzahl ist.

Unter den Primzahlen gibt es nur eine einzige
gerade Zahl, namlich die 2. Keine Prim-
zahl sonst endet also auf 0, 2, 4, 6 oder 8.
Ebenso endet nur eine Primzahl auf 5 nam-
lich die 5 selbst. AuBer den Zahlen 2 und 5
enden alle anderen Primzahlen auf 1, 3, 7
oder 9. Allerdings sind nicht alle Zahlen,
die auf 1, 3, 7 oder 9 enden, auch Primzahlen.
Zum Beispiel sind 21, 33, 27, 39 und viele
andere Zahlen keine Primzahlen.

Eine Vorschrift, wie man eine beliebige Prim-
zahl finden kann, ist bisher noch nicht ge-
funden worden.
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Quadratzahlen Multipliziert man nachein-
ander jede natlrliche Zahl mit sich selbst, so
erhalt man diese Zahlenfolge:

0 «— W
:—-
—
—
«——

Qe

05 LigeD
b s
[ B iy |

(0:0) (1-1) (2-2) (33) (4-4) (55) (6:6) (7-7) (8°8) ...

Zeichnet man auf Karopapier Quadrate, an
deren Seite 1, 2, 3, 4,... Kastchen liegen, so
enthalten die Quadrate 1, 4, 9, 16, ... Kast-
chen. Daher heiBen die Glieder dieser Folge,
also 0, 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, ..., auch
Quadratzahlen. Da die Quadratzahlen Pro-
dukte von zwei gleichen Zahien sind, kann

e

1 2 -3 4 5

man sie auch in Potenzschreibweise an-
geben: 02=0, 12=1, 22=4, 32=9, 42=16,
52=25 62=236, 72=49, 82=64, ... Anstelle
von 0 hoch 2 gleich 0, 1 hoch 2 gleich 1,
2 hoch 2 gleich 4, 3 hoch 2 gleich 9, ... liest
man auch 0 Quadrat gleich 0, 1 Quadrat
gleich 1, 2 Quadrat gleich 4, 3 Quadrat gleich
9 ... '

1 224 3%9  4%16 52:25



Die Folge der Quadratzahlen 0, 1, 4, 9, 16,
... hangt eng zusammen mit der Folge der
ungeraden Zahlen 1, 3, 5,7, 9, ... Bestimmt
man nacheinander die Abstdnde von zwei
aufeinanderfolgenden Quadratzahlen, so
ergibt sich: 1—-0=1, 4-1=3, 9-4=5,
16 -9 =7, ... Man erhalt dabei die Folge der
ungeraden Zahlen 1, 3, 5,7, ...

Rechenoperation Rechenoperationensind:
Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren, Divi-
dieren, Potenzieren. Bei jeder Rechenopera-
tion wird zwei natirlichen Zahlen nach einer
bestimmten Vorschrift eine dritte natirliche
Zahl zugeordnet. Beim Addieren und Multi-
plizieren gibt es zu je zwei beliebigen natir-
lichen Zahlen stets eine solche zugeordnete
Zahl, die man Summe beziehungsweise
Produkt nennt. Bei den anderen Rechen-
operationen gibt es zu zwei beliebigen natur-
lichen Zahlen nicht immer eine solche Zahl.
Beim Subtrahieren darf die zweite Zahl nicht
groBer sein als die erste. Wenn aber die
zweite Zahl nicht groBer als die erste ist,
dann gibt es zu je zwei beliebigen natir-
lichen Zahlen stets eine zugeordnete Zahl,
die man als Differenz der beiden Zahien be-
zeichnet. Und beim Dividieren muB die erste
Zahl ein Vielfaches der zweiten sein; nurdann
gibt es zu je zwei beliebigen natirlichen
Zahlen stets eine zugeordnete Zahl, die
Quotient der beiden Zahlen heiBt. Wenn die
zweite Zah! nicht die Zahl 0 ist, gibt es auch
beim Potenzieren zu je zwei beliebigen
natiirlichen Zahlen stets eine zugeordnete
Zahl, die man Potenzwert nennt.

Die Vorschrift, nach der diese Zuordnung
erfolgt, ist fir jede Rechenoperation anders
erklart. Wahrend zum Beispiel das Addieren
auf dem Vereinigen von Mengen beruht,
kann man sich beim Multiplizieren auf das
Bilden von ,,Paar-Mengen* stiitzen. Ganz an-
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ders erfolgt wiederum das Zurodnen beim
Potenzieren. Das Potenzieren wird auf das
Multiplizieren gleicher Zahlen zuriickgefiihrt.

‘Damit man weiB, welche Rechenoperation

far zwei gegebene Zahlen jeweils ausgefihrt
werden soll, hat man fir jede Rechenopera-
tion eine bestimmte Schreibweise festgelegt.
Fir das Addieren, Subtrahieren, Multipli-
zieren und Dividieren gibt es besondere
Zeichen, Operationszeichen: + — - : Man
schreibt zum Beispiel: 6+3,6 -3, 6-3, 6:3.
Fur das Potenzieren gibt es ein solches Ope-
rationszeichen nicht. Hier bringt man durch
die unterschiedliche Stellung der beiden ge-
gebenen Zahlen zum Ausdruck, dafl es sich
um das Potenzieren handelt. Man schreibt
zum Beispiel 62.

Bei jeder Rechenoperation haben die beiden
gegebenen Zahlen und die zugeordnete Zahl
besondere Namen:

1. Zahl 2. Zahl zugeordnete Zahl

~ Addieren Summand Summand Summe
Subtrahieren Minuend Subtrahend Differenz
Multiplizieren | Faktor Faktor Produkt

Dividieren Dividend  Divisor Quotient
Potenzieren | Basis Exponent Potenzwert

[a;b] | a+Db a-b a-b a:b ar

[8;2] | 10=8+2 6=8-2 16=8-2 4=8:2 64=8?
[4,1] | 5=4+1 3=4- 4=41 4=4:1 4=4
[4; 4] 8=4+4 0=4-4 16=4-4 1=4:4 256=44
[0; 3] 3=0+3 B=~3 0=0-3 0=0:3 0=0%
[2;3] | 5=2+3 g 6=2-3 g~ 8=2°
[1; 4] 5=1+4 Somde 4=1-4 Shide  1=14
[7; 0] 7=7+0 7=7- 0=7-0 - e
[0; 0] 0=0+0 0=0- 0=0-0 == =0a-.



Runden Petras Vater willden FuBboden des
Wohnzimmers streichen. Petra soll beim
Ausmessen der FuBbodenfliche helfen.
Sie miBt Lange und Breite mit einem Band-
maB und will es ganz genau machen. Um
auf keinen Fall einen Fehler zu begehen, miBt
sie mehrmals. Sie erhdlt aber jedesmal an-
dere Werte.

Lénge des Zimmers

433cm8 mm = 4338 mm
432cm4 mm = 4324 mm
434cmB6mm = 4346 mm
431cm4mm = 4314 mm

Breite des Zimmers

268 cm 7 mm = 2687 mm
269cm 3 mm = 2693 mm
266 cm 6 mm = 2666 mm
267 cm4 mm = 2674 mm

Und dabei hat sie sich solche Muhe ge-
geben! 72
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Ihr Vater erklart ihr, daB sich eine solche
Muhe nicht lohnt. Es ist sinnlos, die Lange
eines Zimmers in Millimetern genau zu mes-
sen, da bei mehrfachem Messen Abweichun-
gen auftreten kdnnen. AuBerdem brauche
er fir den Kauf der FuBbodenfarbe sowieso
nur die ungefahre Lénge und Breite des
Zimmers. |hm wirde es ausreichen, wenn
Lange und Breite auf Dezimeter genau ange-
geben waren. Er nimmt daher fir die Lange
den ungefdhren Wert 43dm und fur die
Breite den ungefiahren Wert 27dm. In sei-
nem Notizbuch schreibt er sich auf: ,,Wohn-
zimmer: |=43dm, b=27dm". Das Zei-
chen = soll daran erinnern, daB es sich nur
um ungefahre Werte, um Naherungswerte
handelt. ,1=43dm" liest man als ,,| ist an-
genahert gleich 43dm* oder ,| ist rund
43dm".

Die Entfernungen zwischen verschiedenen
Stadten werden stets nur als Naherungs-
werte angegeben. Man wirde jemanden
auslachen, der behauptete, die Entfernung
von Berlin nach Moskau betrage 1623km
427 m. Eine solche Genauigkeit ware nur
vorgetauscht und daher sinnlos.

Wenn man liest, daB die Hauptstadt der DDR
1700000 Einwohner oder der Bezirk Frank-
furt 653000 Einwohner hat, dann nimmt
man nicht an, daB diese Zahl auf die letzte
Stelle genau ist. Durch Geburten und Todes-
féalle andert sich die genaue Zahl tagtaglich.
Es handelt sich also um angenaherte oder,
wie man auch sagt, um gerundete Zahlen.
Beim Runden ersetzt man eine oder mehrere
Grundziffern durch Nullen. Man rundet also
auf Vielfache von 10, 100, 1000 und so
weiter, je nachdem es sinnvoll erscheint.
Die Einwohnerzahlen sind zum Beispiel auf
Vielfache von 1000 gerundet. Fir das Runden
von Zahlen gibt es bestimmte Regeln. Wir
wollen uns diese Regeln beim Runden auf
Vielfache von 10 verdeutlichen.



431=430 266 = 270

432=430 267 = 270
433 =430 268 =~ 270
434 ~ 430 269 = 270

Ist die letzte Grundziffer 1, 2, 3, 4, so wird
nur die letzte Grundziffer durch 0 ersetzt.

Die gerundete Zahl ist in diesen Fallen stets
kleiner als die gegebene Zahl. Daher spricht
man hier von Abrunden.

Ist die letzte Grundziffer 6, 7, 8, 9, so wird
die letzte Grundziffer durch 0 ersetzt und
- die vorletzte Grundziffer um 1 erhéht.

Die gerundete Zahl ist in diesen Fallen stets
groBer als die gegebene Zahl. Daher spricht
man hier von Aufrunden. :

Etwas schwieriger ist es, wenn die letzte
Grundziffer eine 5 ist. Hier wird teils abge-
rundet, teils aufgerundet. Man rundet so, daf3
die vorletzte Grundziffer der gerundeten Zahl
eine gerade Zahl bezeichnet. Die Regel
nennt man ,,Geradezahlregel".

Also: 435 =440 265 =260

Steht also vor 5 eine ungerade Zahl, so wird
aufgerundet. Steht vor 5 eine gerade Zahl,
so wird abgerundet.

405 = 400 (ab) 415=420 (auf) 425=420 (ab)
435~440 (auf) 445=440 (ab) 455=460 (auf)
465 =~ 460 (ab) 475~ 480 (auf) 485 =480 (ab)
495 = 500 (auf)
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Entsprechend verfiahrt man, wenn man auf
Vielfache von 100, 1000 und so weiter rundet.
Zum Beispiel werden alle Zahlen von 3201
bis 3249 abgerundet auf 3200, von 3251 bis
3299 aufgerundet auf 3300. Es wird also so
gerundet, daB die Zahl durch das nachst-
liegende Vielfache von 100 ersetzt wird.
Nur wenn die Zahl genau in der Mitte von
zwei Vielfachen von 100 liegt, wird die ,,Ge-
radezahlregel' entsprechend angewendet.
3250 wird abgerundet auf 3200, da vor 5 die -
Ziffer 2 steht, die eine gerade Zah! bezeich-
net.

Subtrahieren Das Subtrahieren nattrlicher
Zahlen oder, wie man auch sagt, die Sub-
traktion ist eine Rechenoperation. Dabei
wird zwei naturlichen Zahlen nach einer
bestimmten Vorschrift eine dritte natirliche
Zahl zugeordnet, die man als Differenz der
beiden Zahlen bezeichnet.
Beispiele: [ 7; 5]—=2= 7-5

[12; 12] - 0=12-12

[ 6, 0]»6= 6-0
Die Vorschrift, nach der diese Zuordnung
zu erfolgen hat, kann man mit Hilfe von
Mengen angeben. Die natlrliche Zahl 7 148t
sich zum Beispiel durch eine Siebenermenge
von Kindern veranschaulichen. Fiir die Zahl 5
soll die Finfermenge der Madchen gewanhlt
werden, die eine Teilmenge der Siebener-
menge ist. Nimmt man nun alle Elemente
dieser Finfermenge aus der Siebenermenge
heraus, so bleibt eine Zweiermenge von Jun-
gen uUbrig. Diese Menge gehort zur Zahl 2.
Man hétte auch alle Kinder mit schwarzen
Haaren, die ja auch eine Fiinfermenge bilden,
aus der Siebenermenge entfernen kdnnen.
Auch dann hatte man eine Zweiermenge
Ubrigbehalten. Daher sagt man auch: Die
naturlichen Zahlen 7 und 5 haben die Diffe-
renz 2, also 7—5=2.



Die Uberlegungen fiir 7 und 5 lassen sich
entsprechend fir beliebige naturliche Zahlen
anstellen, sofern die erste Zahl nicht kleiner
als die zweite ist. Man kann ja aus der ersten
Menge nicht mehr Elemente entfernen, als
in ihr vorhanden sind.
Das Subtrahieren ist also im Bereich der
nattirlichen Zahlen nicht immer ausfiihrbar.
Ist die zweite Zahl groBer als die erste, so
gibt es keine naturliche Zahl, die Differenz
dieser Zahlen ist.

BB 40
Sind a und b beliebige natiirliche Zahlen,
wobei a>b oder a=>b ist, s0 gibt es stets
eine, aber auch nur eine natirliche Zahl -
nennen wir sie ¢ —, die Differenz der beiden
Zahlen ist: c=a—b.
Beim Subtrahieren kann man daher auch
nicht immer die beiden Zahlen a und b ver-
tauschen. Es kommt hier also auf die Reihen-
folge der Zahlen an. Daher erhalten diese
Zahlen verschiedene Namen.




Ubrigens wird nichtnurc, sondernaucha — b
als Differenz bezeichnet.
Das Subtrahieren ist die Umkehrung des
Addierens.

7-5=2 2+5=7
Addiert man zur Differenz den Subtrahenden,
so erhalt man den Minuend. So laBt sich
leicht Gberprifen, ob eine Subtraktionsauf-
gabe richtig gelést wurde.
Beispiel: Jemand rechnet 26 —-18=7. Er
Uberprift: 7 + 18 =25. Also ist 7 als Diffe-
renz falsch. Man muB 8 zu 18 addieren, um
26 zu erhalten. Daher ist 26 — 18 = 8.
Sind zwei oder mehrere Zahlen zu subtra-
hieren, sind die Subtrahenden der Reihe
nach zu subtrahieren.
Will man zum Beispiel 25 — 12 — 8 berechnen,
so rechnet man zunachst 25 -12=13 und
danach 13-8=5. Also ist 25—12-8
=(26-12)-8=13-8=5.
25— 12 - 8 ist aber nicht gleich 25— (12 - 8),
denn 25-(12-8)=25-4=21. Fur das
Subtrahieren gilt also kein Assoziativgesetz.
Am bequemsten subtrahiert man zwei oder
mehrere Zahlen, indem man die Subtra-
henden addiert und deren Summe vom
Minuenden subtrahiert:

25-12-8
Minuend: 25 Erster Subtrahend: 12
Zweiter Subtrahend: 8 +
Summe der Subtrahenden: 20
25 -20=5

Also ist 25-12—-8=25—-(12+8) =25—-20=5.



Teiler einer natiirlichen Zahl Die Aufgabe
63 :7 l6sen bedeutet: Es ist eine natlrliche
Zahl zu bestimmen, die, mit 7 multipliziert,
63 ergibt. Da es eine solche Zahl gibt; nam-
lich die Zahl 9, (7-9 =63), sagt man auch:
7 ist ein Teiler von 63. Anders ist es bei der
Aufgabe 52:6. Hier gibt es keine natirliche
Zahl, die, mit 6 multipliziert, 52 ergibt. Die
Zahl 8 ist zu klein, denn 6-8 =48, und die
Zahl 9 ist zu groB, denn 6-9 =54. Die Auf-
gabe 52:6 ist also im Bereich der natir-
lichen Zahlen nicht |osbar. In diesem Fall
sagt man auch: 6 ist nicht Teiler von 52.

96-8-12

Soll man feststellen, ob 8 ein Teiler von 96
ist, so muB man (berlegen: Gibt es eine
natirliche Zahl, die beim Multiplizieren
mit 8 die Zahl 96 ergibt? 12 ist eine solche
Zahl, denn 12-8 = 96. Also ist 8 ein Teiler von
96. Dagegen ist 5 nicht Teiler von 96, da es
keine natiirliche Zahl gibt, die beim Multi-
plizieren mit 5 die Zahl 96 ergibt: 5-19 = 95,

96-=5-19+1



79

1|8, denn 8=

5-20 =100. Fur 8 ist ein Teiler von 96 kann
man Ubrigens auch umgekehrt sagen: 96 ist
ein Vielfaches von 8 und flr 5 ist nicht Teiler
von 96 auch 96 ist nicht Vielfaches von 5. An-
stelle von 8 ist ein Teiler von 96 schreibt man
oft kiirzer 8|96 und entsprechend fir ,,5 ist
nicht Teiler von 96" 5}96.

Jede natirliche Zahl hat die Zahl 1 und sich
selbst als Teiler, also, mit Ausnahme der
Zahl 1, mindestens zwei verschiedene Tei-
ler.

1-8 8|8, denn 8= 8-1
1-178 178|178, denn 178 = 178-1
1-0 0/0o, denn 0= 0-1

1]/178,denn 178
1|0, denn 0=

Il

 Fur alle natirlichen Zahlen a gilt
. 1la, denn a=1-a ala, denn a= a-1

S B e P e St

Soll man alle Teiler einer Zahl, zum Beispiel
von 24, bestimmen, so geht man der Reihe
nach alle natirlichen Zahlen von 1 bis 24
durch und Uberprift, ob sie Teiler von 24
sind. Eine Zahl, die gréBer als 24 ist, kann
nicht Teiler von 24 sein.

1|24, denn 24 =1-24 2|24, denn 24 =2-12
3|24, denn 24=3-8 4|24, denn 24 =46
5124

Die weiteren Teiler ergeben sich von selbst.
Da 24 =4-6 ist, muB nicht nur 4, sondern
auch 6 ein Teiler von 24 sein. Entsprechend
kommen als weitere Teiler nur noch 8, 12
und 24 hinzu. Man braucht daher nicht alle
Zahlen von 1 bis 24 zu Gberprifen. Man Gber-
prift nur alle die Zahlen, deren Quadrat
nicht gréBer als die gegebene Zahl ist. Da
42=4-4=16 kleinerund 52 =5-5 =25 grofer
als die gegebene Zahl 24 ist, braucht man
nur alle Zahlen von 1 bis 4 zu untersuchen,
ob sie Teiler von 24 sind. Die tbrigen Teiler
ergeben sich von selbst. Die Menge der



Teiler von 24 ist also: {1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24}.
Bei 36 muBl man alle Zahlen von 1bis 6 unter-
suchen, ob sie Teiler von 36 sind, denn
62=6-6=36. Da ferner 36=1-36=2-18
=3-12=4-9 ist, ist die Menge der Teiler
von 36 die Menge {1, 2, 3, 4, 6,9, 12, 18, 36}.
Zu jeder natirlichen Zahl, die groBer als 1 ist,
gibt es eine bestimmte Menge von Teilern.
Sie besteht aus mindestens zwei Elementen,
namlich aus der Zahl 1 und der Zahl selbst.

FUr einige Zahlen laBt sich sehr leicht fest-
stellen, ob sie Teiler von vorgegebenen
Zahlen sind oder nicht. Am einfachsten istes
bei den Zahlen 10, 100, 1000, ..., aber auch
fir 5 und 2 gibt es einfache Regeln.

Wenn die Ziffer einer Zahl auf 0 endet, so
ist 10 ein Teiler dieser Zahl. Wenn sie nicht
auf 0 endet, so ist 10 nicht Teiler dieser
Zahl.

Beispiele: 10(37570  10}470006

Wenn die Ziffer einer Zahl auf 00 endet, so
ist 100 ein Teiler dieser Zahl. Wenn sie nicht
auf 00 endet, so ist 100 nicht Teiler dieser
Zahl.

Beispiele: 100|534 200 100{36 700 045

Wenn die Ziffer einer Zahl auf 0 oder 5 endet,
so ist 5 ein Teiler dieser Zahl. Wenn sie nicht
auf 0 oder 5 endet, so ist 5 nicht Teiler dieser
Zahl.

Beispiele: 5|2435 5|47680  5/55057
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Wenn die Ziffer einer Zahl auf 0, 2, 4, 6 oder 8
endet, so ist 2 Teiler dieser Zahl. Wenn sie
nicht auf 0, 2, 4, 6 oder 8 endet, so ist 2 nicht
Teiler dieser Zahl.

Beispiele: 2/1350 2|7534  2[17938
24135797 2}24 683

Uberschlag Jérg soll das Produkt 7242609
berechnen. Er erhilt 214756. Sein Freund
Klaus, dem er das Ergebnis zeigt, meint so-
fort, das kénne auf keinen Fall stimmen. Er
wisse zwar nicht das richtige Ergebnis, aber

diese Zahl kénne es jedenfalls nicht sein.
Klaus ist seiner Sache so sicher, weil er
anstelle der gegebenen Aufgabe einfach
700-2000 im Kopf berechnet und dabei
1400000 erhalten hat. Er hat also die ge-
gebenen Zahlen durch Vielfache von 100
beziehungsweise von 1000 ersetzt und erst
danach multipliziert. Da beide Vielfache klei-
ner als die gegebenen Zahlen sind, muB auch
ihr Produkt kleiner als das Ergebnis der ge-
gebenen Multiplikationsaufgabe sein.

724 - 2609
700<724 2000 < 2609

700-2000 < 724 - 2609
1400000 < 724 - 2609



Jorgs Ergebnis ist aber kieiner als 1400 000;
also kann es nicht richtig sein.

Man sagt, Klaus hat einen Uberschlag zu
der gegebenen Aufgabe ausgefiihrt. Eine
Rechnung, bei der man ermittelt, wie groB
das Ergebnis ungefahr ist, nennt man eine
Uberschlagsrechnung. Klaus héatte selbstver-
standlich die beiden Faktoren auch durch
Vielfache von 100 beziehungsweise 1000
ersetzen kénnen, die groBer als die gege-
benen Zahlen sind. Dann muB ihr Produkt
groBer sein als das Ergebnis der gegebenen
Aufgabe.

724 - 2609

724<800 2609 <3000
724-2609 < 800 - 3000
724-2609 < 2400000

Auch dieser Uberschlag hétte darauf hin-
gewiesen, daB Jorgs Ergebnis falsch sein
muB, denn 214756 ist ja ungefahr nur der
zehnte Teil von 2400000. Uberzeugender ist
aber sicherlich der erste Uberschlag. Macht
man fur diese Aufgabe beide Uberschlige,
so weill man, daB das richtige Produkt zwi-
schen 1400000 und 2400000 liegen mus.

700-2000 < 724-2609 < 800- 3000
1400000 < 724-2609 < 2400000

Erhalt man beim schriftlichen Rechnen ein
Ergebnis, das nicht zwischen diesen Zahlen
liegt, kann es nicht richtig sein. Klaus hatte
aber auch die Zahlen den Rundungsregeln
entsprechend durch Vielfache von 100 be-
ziehungsweise 1000 ersetzen konnen.

724 = 700

2609 =~ 3000
700 - 3000=2100000
724 - 2609~2100000
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Da er diesmal eine Zahi abgerundet, die an-
dere aufgerundet hat, weil3 er hier nur, das
genaue Ergebnis muB nahe bei 2100000 lie-
gen. Ob es gréBer oder kleiner als diese Zahl
ist, kann er nichtsagen. Da 214 756 nicht nahe
bei 2 100000 liegt, hatte er aber auch so fest-
stellen kénnen, daB Jorgs Ergebnis nicht
stimmt.

Mit einem Uberschlag kann man also sehr
grobe Rechenfehler schnell nachweisen.
Jorg und Klaus rechnen, jeder flr sich, die
Aufgabe noch einmal. Diesmal erhélt Jorg
1947 236, das Ergebnis von Klaus ist
1888916. Beide Zahlen liegen zwischen
1400 000 und 2400000; sie liegen auch nahe
bei 2100000. Eines der beiden Ergebnisse
kann aber nur richtig sein. Sicher hat jeder
schon gemerkt, daB das Ergebnis von Klaus
stimmt. Obwohl Jérgs Zahl dem Uberschlag
entspricht, ist sie falsch. Durch einen Uber-
schlag kann man also nur feststellen, wie
groB das zu erwartende Ergebnis ungefahr
sein wird. Kleinere Abweichungen lassen
sich so nicht nachweisen.

Die Zahlen sollten stets so durch kleinere
oder gréBere, in der Nahe liegende Zahlen
ersetzt werden, daB man den Uberschlag
im Kopf ausfiihren kann.

Auch fiir andere Rechenoperationen sind
Uberschlage maéglich.



Dividieren:

1. Man ersetzt den Divisor
durch eine kleinere, den
Dividenden durch eine
groBere Zahl

2. Man ersetzt den Divisor
durch eine gréBere, den
Dividenden durch eine
kleinere Zahl

Anderer Uberschlag:

Man ersetzt den Divisor
und den Dividenden durch
groBere Zahlen.

Ungerade Zahl

320760:495

400 < 495

320760 < 360 000
360000 :400 =900

495 < 500

300000 < 320760
300000 : 500 =600

Also ist

600 < 320760 :495 <900

Es ist

320760:495 = 648

Tatsachlich ist 600 < 648 <900

495 < 500

320760 < 350000
350000 :500 =700

Also ist
320760:495~=700

Es ist

320760:495 =648
Tatséachlich ist 648 =700

(siehe Gerade Zahl)

Ungleichung
5<4+2 5+3>2-3 15-3>4-3 24:6<10-8
a+7<12 c+5<2 a+7>12 c+5>2
X+2<3 X+5<8 at+1>a+2 3:z<15 4-2>6



Das sind Ungleichungen. So unterschiedlich
diese Ungleichungen auch sein mdgen -
eines haben sie gemeinsam: Sie enthalten
alle entweder das Kleiner-als-Zeichen oder
das GroéBer-als-Zeichen. In den ersten vier
Ungleichungen stehen links und rechts von
den Zeichen < oder > auf3er den Operations-
zeichen +, —, - und : nur Ziffern. Solche Un-
gleichungen sind Aussagen uber die Un-
gleichheit von Zahlen. Solche Ungleichheits-
aussagen sind entweder wahr oder falsch.
Die Ungleichungen 5<4+2und 5+3>2-3
sind wahre Aussagen, die Ungleichungen
15—-3>4-3 und 24:6<10—8 sind falsche
Aussagen. In den ubrigen Ungleichungen
sind auBerdem noch Buchstaben enthalten,
zum Beispiel a, c oder z. Diese Buchstaben
stehen anstelle von Zahlen, die wir beliebig
aus dem Bereich der natlrlichen Zahlen
wahlen kénnen. Man nennt diese Buchsta-
ben, die also durch naturliche Zahlen er-
setzt werden konnen, auch Variable. Setzt
man in diesen Ungleichungen anstelle der
Variablen irgendwelche natirlichen Zahlen,
so ergegen sich manchmal wahre (w) und
manchmal falsche (f) Aussagen.

a a+7<12 a a+7>12 c c+5«<2 c c+5>2
3 3+7<12 w 3 3+7>12 1% 0 0+5<«<2f 0 0+45>2w
5 5+7<12f 5 5+7>12 f 1 1+56<2f 1 1+5>2w
6 6+7<12f 6 6+7>12 w 2 245<2f 2 2+5>2 w
X X+2<3 X X+5<8 z 3-z<15 z 4.2>6

0 0+2<3 w 0 0+5<8w 1 31<15w 1 4-1>6 f

1 1+2<3f 2 2+5<8w 4 3:4<15w 2 4-2>6w
2 2+2<«<3f 3 3+5<8f 5 3-5<15f 3 43>6w
a a+1>a+2

0 O+1>0+2f

5 541>5+2f

9 9+1>9+2f



Ersetzt man in der Ungleichung a+7<12
also a durch 3, so erhéalt man eine wahre
Aussage. Man sagt: Die Zahl 3 erfallt die
Ungleichung a + 7 <12, oder: Die Zahl 3 ist
eine Losung der Ungleichung. Ersetzt man
dagegen a durch 5, so erhalt man eine fal-
sche Aussage. Die Zahl 5 erfullt nicht die
Ungleichung, sie ist nicht Lésung dieser Un-
gleichung. Wie aber erhalt man alle die Zah-
len, die diese Ungleichung erfiullen? Es mis-
sen alle natlirlichen Zahlen gefundenwerden,
deren Summe mit 7 kleiner als 12 ist. Alle
diese Zahlen mussen also kleiner als 12 -7
sein. Da 12 — 7 =5 ist, kdnnen nur die Zahlen
0, 1, 2, 3 und 4 die Ungleichung a+7 <12
erfillen. Man kann diese Lésung auch am
Zahlenstrahl veranschaulichen.

——_ __ _ NI
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Entsprechend kann man alle natlrlichen Zah-
len finden, die die Ungleichung a+7>12
erfullen. Es mussen alle die Zahlen gefunden
werden, deren Summe mit 7 groBer als 12 ist.
Diese Zahlen mussen also gréBer als 12 -7
sein. Daher kénnen nur die Zahlen 6, 7, 8, ...
die Ungleichung a + 7 > 12 erflllen.

@ @ 4 o0 @ . e
3 4

s @ E B @ W

Fir dieUngleichungenx +2<3undx +5<8
ergibt sich auf diese Weise:

X+2<3 x+5<8

Nur die Zahl 0 Nur die Zahlen 0,

ist Losung. 1 und 2 sind
Lésungen.
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Fur die Ungleichung 3-z < 15 sind al\e die na-
turlichen Zahlen zu finden, deren Produkt mit
3 kleiner als 15, hochstens also gleich 12 ist,
denn 12 ist das nachstkleinere Vielfache
von 3. Die groBte solche Zahl erhalt man,
wenn man 12 durch 3 dividiert: 12:3 = 4. Da-
her kénnen nur die naturlichen Zahlen 0, 1, 2,
3 und 4 die Ungleichung 3-z <15 ertillen.

e e e e e el G ————— G —— B
8 9

2 B E 5 ¢ 7 10 1 12..

Fir die Ungleichung 4-z> 6 ergibt sich auf
diese Weise: Nur die natirtichen Zahlen 2,
3, 4, 5, ... erfullen die Ungleichung, also alle
naturlichen Zahlen auBer O und 1.

o— o o e e e e e
1

Fir die Ungleichung ¢ + 5 <2 haben wir bis-
her noch keine Lésungen gefunden. Solche
Zahlen kann es auch nicht geben, denn
addiert man zu einer beliebigen natlriichen
Zahl die Zahi 5, so muB deren Summe minde-
stens gleich 5 sein. Daher wird c+5<2
durch keine naturliche Zahl erfiillt. Genauso
istes mita + 1> a+ 2. Es gibt keine Zahl, die,

Q@ *r—@ =
0 1 2 3 4 5 6 7 8 g 10 11 12..

®
0




um 1 vermehrt, gréBer ist als um 2 vermehrt.
Die Ungleichung c + 5 > 2dagegen wird nicht
nur von 0, 1 und 2 erfillt, sondern jede natr-
liche Zahl ist Lésung dieser Ungleichung.

R e ]
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Es gibt also Ungleichungen, die von keiner
natlrlichen Zahl, von nur einer natirlichen

Zahl, aber auch von mehreren, sogar be-
liebig vielen Zahlen erfillt werden.

Variable
(siehe Gleichung und Ungleichung)

Vielfaches einer natiirlichen Zahl Anstelle
von 7-10 = 70 sagt man auch: Das Zehnfache
der Zahl 7 ist 70, anstelle von 7-4 =28 ent-
sprechend Das Vierfache von 7 ist 28. Soll
man das Funffache von 7 bestimmen, so
rechnet man: 7-5=235. Das Finffache von
7 ist also 35. Das Vervierfachen, Verfinf-
fachen, Verzehnfachen einer natirlichen
Zahl bedeutet also, diese Zahl mit 4, 5oder 10
zu multiplizieren. Immer, wenn man die Zahl 7
mit einer beliebigen natirlichen Zahl - nen-
nen wir sie n — multipliziert, erhalt man ein
Vielfaches von 7, namlich 7-n.

Wir wollen nun umgekehrt eine Zahl, sagen
wir 98, vorgeben und feststellen, ob sie ein
Vielfaches von 7 ist. Wenn 98 ein Vielfaches
von 7 ist, so muB es eine natlrliche Zahl -
wir wollen sie wieder n nennen - geben,
mit der man 7 multipliziert, um 98 zu er-
halten: 7-n =98. Eine solche Zahl n gibt es
tatsachlich, namlich n=14, denn es ist
7-14=98. 98 ist also ein Vielfaches von 7,
und zwar das Vierzehnfache von 7. ist 115 88
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auch ein Vielfaches von 7? Dann mifBte es
eine natiirliche Zahln geben,sodaB7-n =115
ist. Da 7-16=112 und 7-17 =119 ist und
zwischen 16 und 17 keine natirliche Zahl
liegt, gibt es keine Zahl, mit der man 7 multi-
plizieren muB, um 115 zu erhalten. 115 ist
also nicht Vielfaches von 7. Eine beliebige
naturliche Zahl a nennt man also dann ein
Vielfaches von 7, wenn es eine natiirliche
Zahl n gibt, so daB a =7-n ist. Wenn es eine




solche Zahl nicht gibt, so nennt man die
Zahl a Nicht-Vielfaches von 7. Anstelle von 7
kann man selbstverstandlich auch jede an-
dere natirliche Zahl wahlen. Von jeder nattr-
lichen Zahl gibt es beliebig viele Vielfache.
Addiert man zwei Vielfache einer Zahl, so
muB ihre Summe stets wieder ein Vielfaches
dieser Zahl sein.

Fast alle Vielfachen einer Zahl sind gréBerals
die Zahl selbst.

7-2=14>7
7-3=21>7
7-4=28>7

Nur das Nullfache und das Einsfache machen
eine Ausnahme:

Daher kann man also auch nicht eine Zahl
auf das Dreifache verkleinern, wie auf der
Betriebswandzeitung zu lesen ist.
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on -+ . auf das

Ziffer Jede natlrliche Zahl hat einen Na-
men. Diesen Namen nennt man Zahlwort.
wVier",,,zwolf"*, aberauch,,dreihundertneun*
oder ,»funftausendachthundertsechsund-
siebzig" sind Namen fir natlrliche Zahlen,
also Zahlworte. Anstelle der oft sehr langen
Zahlworte verwendet man zur Bezeichnung
derZahlenfastimmerbestimmte Zahlzeichen.
Jede natirliche Zahl kann durch ein Zahl-
zeichen bezeichnet werden. Wir verwenden
far vier das Zeichen 4, fir zwolf das Zeichen
12, fir dreihundertneun das Zeichen 309,
fur funftausendachthundertsechsundsiebzig
das Zeichen 5876. Diese Zahlzeichen nennt
man auch Ziffern. Alle diese Ziffern setzen
sich zusammen aus den Zeichen 0, 1, 2, 3,
4, 5 6, 7, 8, 9. Diese Zeichen nennt man
Grundziffern. Besteht eine Ziffer aus drei
Grundziffern, wie zum Beispiel 309, so sagt
man: sie ist eine dreistellige Ziffer. Entspre-
chend ist 12 eine zweistellige, 5876 eine vier-
stellige Ziffer.



32523 ist eine kurze Schreibweise flr

30000 + 2000 + 500 + 20 + 3 oder
3-10000 +2:-1000+5-100+2-10 + 3.

Fir 10000 kann man auch die Potenz 104 set-
zen, denn es ist 10¢=10-10-10-10 =10 000.
Entsprechend kann man fur 1000 auch 103,
flr 100 auch 102 schreiben. 32523 ist also
eine verklrzte Schreibweise fir3-104 + 2-103

+5-102+ 3.

Man sagt: Jede Grundziffer hat entsprechend
ihrer Stellung innerhalb einer Ziffer einen
bestimmten Stellenwert. Die 3 vorn hat den
Stellenwert 104 oder 10000, die 2 danach
den Stellenwert 10° oder 1000, die 5 in der
Mitte den Stellenwert 102 oder 100, die 2 da-
nach den Stellenwert 10 und die 3 hinten den
Stellenwert 1, da fur 3 auch 3-1 geschrieben
werden kann. Es kommt also darauf an, an

welcher Stelle eine Grundziffer steht.

In

unserer Zahlenschreibweise unterscheiden
sich also die Stellenwerte durch Potenzen
der Basis 10. Man bezeichnet diese Zahlen-
schreibweise daher als Zehnersystem oder
dekadisches System oder, noch genauer, als

dekadisches Stellenwertsystem.

Besonders deutlich wird das Stellenwert-
system mit der Grundzahl 10, wenn man die

Zahlen mit Hilfe einer Stellentafel darstellt:

108 10 10¢  10° 102 10 1

1000000 100000 10000 1000 100 10 1

3400406 3 4 0 0 4 0 6
72061 7 ¥2 0 81

300 154 3 0 0 {5204

Es gibt aber auch Stellenwertsysteme mit
anderen Grundzahlen. Besonders wichtig ist
das System mit der Grundzahl 2. Es wird
genutzt, wenn man Berechnungen mit einem
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Rechenautomaten ausfiihren |aBt. Wahrend
im Zehnersystem die Stellenwerte Potenzen
der Basis 10 sind, sind sie im Zweiersystem
Potenzen der Basis 2. Der,,Kopf* der Stellen-
tafel der Grundzahl 2 ist also:

26 25 2¢ 3 22 2
64 32 16 8 4 2 1

Wahrend im Zehnersystem die zehn Grund-
ziffern von 0 bis 9 zur Darstellung der Zahlen
bendtigt werden, sind es im Zweiersystem
nur zwei Grundziffern, namlich 0 und 1.

3 4 5 6 7 8

e sl sl

Zweiersystem 0 1 10 11 100 101 110 111 1000

Zehnersystem 0 1

“—N

Die Ziffer 110101 im Stellenwertsystem mit
der Grundzahl 2 bedeutet also: 1:25+ 1.24
+0-2°+1-22+0-2+1. Rechnet man diese
Summe aus, so erhélt man: 32+ 16+ 0+ 4
+ 0+ 1=253. Die Ziffer 110101 im Zweier-
system stellt also die gleiche Zahl dar wie die
Ziffer 53 im Zehnersystem.

Umgekehrt kommt man von der Ziffer 86
im Zehnersystem zur Ziffer der gleichen
Zahl im Zweiersystem, indem man 86 in
eine Summe von Zweierpotenzen zerlegt.
Dabei beginnt man mit der groten Zweier-
potenz, die kleiner als 86 ist: 86 =64 + 22.
Nun zerlegt man entsprechend den zweiten
Summanden 22 und so weiter. 22 =16 + 6,
6 =4+ 2. So erhalt man:

86= 64+ 16+ 4 + 2 oder

86= 20+ 2494+ 224 2 oder
86=1-26+0-25+1-24+0-2+1-22+1-2+0-1.



1

2=1+1
3=1+1+1
4=5-1

5

6="5+1
7=5+1+1

Die Ziffer 86 im Zehnersystem stellt also
die gleiche Zahl wie die Ziffer 1010110 im
Zweiersystem dar.

Wir haben uns heute so an unsere deka-
dische Zahlenschreibweise gewohnt, daB wir
uns kaum noch vorstellen konnen, daB3 die
Menschen in friheren Zeiten ganz andere
Zahlenschreibweisen benutzten. Ab und zu
finden wir auch heute noch eine Zahlen-
schreibweise, bei der sich die Zahlzeichen
aus foigenden Grundzeichen zusammen-
setzen:

Ve X e G DM

Man nennt solche Zahlzeichen rdmische
Zahlzeichen.

Die romische Zahlenschreibweise beruht
darauf, daB jede Zahl als eine Summe oder
eine Differenz der Zahlen 1 (rémisch: 1),
5(romisch:V), 10 (rémisch:X), 50 (rémisch:L),
100 (rémisch: C), 500 (romisch: D) und
1000 (rémisch: M) geschrieben werden kann.
Sollen die ibrigen Zahlen nun als Summe
soicher Zahlen geschrieben werden, so
stehen die Grundzeichen in der Reihenfolge:
links steht stets das Zeichen fir die groBere
Zahl oder das gleiche Zeichen noch einmal.
Sollen sie als Differenz geschrieben werden,
so steht rechts das Zeichen fur die groBere
Zahl.

| 8=5+1+1+1 Vil
I 9=10-1 1X

1} 10 X

v 11=10+1 Xl

\ 35=10+10+10+5 XXXV
Vi 125=100+10+10+5 CXXV
Vil 149 =100 + 50 — 1 CIL
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Man erkennt, daB das Zeichen | stets die
Zahl Eins darstellt, V stets die Zahl Funf,
gleichglltig, an welcher Stelle dieses Zeichen
steht. Das System dieser Zahlenschreibweise
ist daher kein Stellenwertsystem. Da die
Darstellung der Zahlen in diesem Fall durch
Aneinanderreihen der Grundzeichen erfolgt,
das einem Addieren oder Subtrahieren ent-
spricht, nennt man dieses System ein Addi-
tionssystem. Man erkennt leicht, wie uniiber-
sichtlich eine solche Schreibweise fir
Zahlen ist. Will man gréBere Zahlen, wie
zum Beispiel 12347, darstellen, so werden
die romischen Zahlzeichen fiir solche Zahlen
sehr lang:

12347 MMMMMMMMMMMMCCCXLVII

Andererseits ist die ,Ldnge" des Zahl-
zeichens kein Kennzeichen fiir die GroBe der
entsprechenden Zahl:

99 > 88 IC > LXXXVIII

Vor allem aber wird es schwierig, in einem
solchen System zu rechnen. Hierbei vor
allem erkennt man die groBe Uberlegenheit
eines Stellenwertsystems gegeniber dem
Additionssystem der Romer.

239 + 63 = 302 CCXXXIX + LXIIl = CCCll
239 3+9=12 IX+1=X

+ 1+6+3=10 X+X+X+X+X=L
63 1+2 =3 L+L=C
302 CCCll












Der Kinderbuch- Zahl, Menge, Gleichung
verlag Berlin

EVP 5,80 M

Mein kleines Lexikon ist eine fir
Kinder herausgegebene Serie
populédrwissenschaftlicher Einfiih-
rungen in verschiedene Wissens-
gebiete, die wesentliche Begriffe in
alphabetischer Reihenfolge verstand-
lich und unterhaltsam erkléren.

Mein kleines Lexikon ,Zahl, Menge,
Gleichung" festigt und erweitert auf
dem Gebiet der Arithmetik gewon-
nene Kenntnisse, macht Zusammen-
hénge deutlich, begriindet sie und
erweckt Freude am Mitdenken.

In Vorbereitung sind:

~Weltall, Steme und Planeten*

»~Autos, StraBen und Verkehr*
.Bucher, Leser, Bibliotheken*




