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D

Vorwort | o

Es ist ein wichtiges Ziel unserer sozialistischen Schule, die heranwachsende Gene-
ration mit einer guten mathematischen Allgemeinbildung auszuriisten. Dazu

ist es notwendig, den -Schiilern ‘neben der Kenntnis gewisser ‘mathematischer
Begri Satze und ILosungsverfahren auch richtigse Vorstellungen dariiber zu

vermitteln, welche Stellung dem Beweisen in der Mathematik zukomms. Diese
Forderung ergibt sich aus verschiedenen Uberlegungen, vor allem aber aus dem

sgha,rakter der Mathematik selbst. In ihr ist der deduktive Beweis die einzig mog-
liche Form der Erkenntmssmherung "Dabei ist noch zu beachten, daB sich der

Gehalt einer mathematischen Theorie nicht nur in ihren Definitionen, Sitzen und
Algorithmen ausdriickt, sondern zu einem erheblichen Teil auch in den Gedanken-

-géngen, die in den Beweisen enthalten sind. -Insofern ist das Beweisen einer mathe-

matischen Aussage ein genauso wesentlicher Bestandteil der Mathematik wie die
betreffende Aussage selbst. Nicht selten waren bzw. sind bei mathematischen
Entdeckungen dle Bewels_gedanken sogar bedeutsamer und fruchtbarer als der
neue Satz.

Die Vermittlung einer guten mathematischen Allgemeinbildung ist untrennbar
mit der Entwicklung geistiger Fahigkeiten bei unseren Schiilern  verbunden.

g Kenntnisaneignung und Fahgkeltsentmcklung bilden im Unterrichtsproze8 eine
- dialektische Einheit. Dabei kommt im Mathematikunterricht dem Beweisen eine

groBe Bedeutung zu. Die Herausbildung entsprechender Fahigkeiten — Begriinden,
Folgern, Widerlegen usw. — ist nicht nur fiir ein. tieferes Verstdndnis des mathe-
matischen Schulstoffs und als Voraussetzung fiir ein spiteres, erfolgreiches Weiter-
lernen auf dem Gebiet der Mathematik sehr wesentlich, sondern hat dariiber
hinaus auch fachiibergreifende Aspekte. Durch die Entwicklung von Fahigkeiten

-im Beweisen trigt der Mathematikunterricht dazu bei, die Schiiler zu sachlichem

und logisch richtigem Argumentieren zu_befihigen, sie logische Zusammenhinge

erkennen zu lassen und sie gegen Irrationalismus und Mystik zu wappnen. Somit

besitzt das Beweisen auch eine groBe Bedeutung fiir die weltanschauliche Erziehung

und Bildung der Schiiler unserer polytechnischen: Oberschulen.

Von unserem Mathematikunterricht ist deshalb zu verlangen,

— daB er den Schiilern Klarheit dariiber verschafft, was als Erkenntmsmchemng
in der Mathematik anerkannt wird und was nicht, :

— daB er die Schiiler in dle La ,ge versetzt vorgefiihrte bzw. in der Literatur
weise wis khch zu_verstehen und ihre Stich-

haltlg keltzu beurtellen, -



— daB er die Schiiler befahigt, einfache mathematische Beweise selbstandiz
« durchzufiihren.

All das erfordert unter anderem auch, daf die Schiiler lernen, zwischen Definitionen
und Sétzen zu unterscheiden, in einem Satz Voraussetzung und Behauptung
voneinander zu trennen, logische Schliisse zu ziehen und dergleichen mehs.

Man findet entsprechende Forderungen schon seit langem in unseren Mathematik-
lehrplanen, und in den Mathematiklehrbiichern der Mittel- und Oberstufe wurde
und wird dem auch Rechnung getragen: sie enthalten nicht nur Sitze, Aufgaben
und Regeln, sondern auch eine Vielzahl von Beweisen und Beweisaufgaben. Lange
Zeit aber glaubte oder hoffte man zumindest, die Schiiler wiirden Verstdndnis
filr mathematische Beweise allein durch die Tatsache erwerben, daf3 Beweise im
Unterricht vorkommen. Es hat sich jedoch gezeigt, daB die angestrebten Bil-
dungsziele auf dem Gebiet des Beweisens im allgemeinen nur dann erreicht werden
kénnen, wenn man sie im Mathematikunterricht direkt ins Auge faft und bewufit
ansteuert. Das heiflt mit anderen Worten: die Entwicklung von Einsichten und

Fahigkeiten auf dem Gebiet des Beweisens mufl zielgerichtet und systematisch

erfolgen. Deshalb ist das Beweisen in unserem gegenwértigen Lehrplan auch noch

stirker akzentuiert als in fritheren Plinen: es wird als eine der Leitlinien ausge-

wiesen, wobei fiir jede Klassenstufe klare Zielvorgaben formuliert sind. Daraus
erwachsen fiir alle Mathematik unterrichtenden Lehrer gewisse Anforderungen:

— Erstens miissen sie selbst die nétige Einsicht in das Wesen mathematischer
Beweise besitzen; ‘ ‘ '

— zweitens miissen ihnen die psychologischen Bedingungen klar sein, die das
Verstehen mathematischer Beweise bzw. das Losen von Beweisaufgaben erst

. ermoglichen ;

— drittens schlieBlich miissen sie fahlg gein, auf der Grundlage dieser Kenntnisse
den Unterricht so zu gestalten, daf die Schiiler Schritt fiir Schritt mit dieser
wichtigen Seite der Mathematik vertraut werden.

Die in den folgenden Kapiteln dargelegten theoretischen Grundlagen, praktischen

Erfahrungen, Untersuchungsergebnisse und Empfehlungen sollen helfen, zumindest

einen Teil der Fragen zu beantworten, vor die sich jeder Mathematik unterrichtende

Lehrer gestellt sieht, wenn er auf dem Gebiet des Beweisens gute Unternchtserfolge

erzielen will.

Aus dieser mit dem vorliegenden Buch verfolgten Absicht ergibt smh, an wen es

gich in erster Linie wendet: an alle Lehrer, die an allgemeinbildenden Schulen,

an Berufs- oder an Fachschulen Mathematik unterrichten, sowie an alle Lehrer-
studenten, die das Fach Mathematik studieren. Vielleicht kann es auch Kollegen
an Lehrerausbildungseinrichtungen manche Anregung fir ihre Lehrtétigkeit
geben. _

' WERNER WALSCH



Einige
mathematische
Grundlagen

Wir wollen uns fiir unsere ‘Uberlegungen zunichst ein hinreichendes
mathematisches Fundament schaffen. Es soll der Selbstverstindigung
dariiber dienen, was man in der Mathematik unter dem Begriff ,,Beweis‘’
zu verstehen hat und in welcher Beziehung dieser Begriff zu solchen
Redeweisen wie ,,Aus . . . folgt . .., ,,Aus". . .ist . . . ableitbar®, ,,Daraus
kann man schlieBen . .. steht, die im Zusammenhang mit Beweisfiih-
rungen hiufig auftreten. Klarheit iiber den genauen Sinn dieser Begriffe
und Redeweisen ist — wie schon im Vorwort angedeutet wurde — eine
notwendige Voraussetzung, um im Mathematikunterricht bei den Schiilern
Verstandnis fiir mathematische Beweisfiihrungen erreichen zu kénnen.
Der Zielsetzung dieses Buches folgend, soll dabei der Blick stets auf die
fir den Schulunterricht wesentlichen Fragen gerichtet bleiben. Wir
wollen deshalb an Hand von Beispielen — vorwiegend aus dem Schul-
stoff — einige Begriffe, Einsichten und Kenntnisse gewinnen, die uns ein
tieferes Verstehen der im Unterricht durchzufithrenden Beweise ermog- -
lichen sollen. ;



1.1.  Aussagen und Aussageformen

Als Grund.lage fiir alle weiteren Uberlegungen wollen wir uns zunéchst iiber einige -
- Begriffe und Zusammenhinge verstéindigen, die sich im wesentlichen um die
Begriffe ,,Aussage‘ und ,,Aussageform* gruppieren.

1.1.1. Aussagen

In Anlehnung an SeETH!) vereinbaren wir, unter einer Aussage die gedankliche
Widerspiegelung ¢ines Sachverhalts zu verstehen, die mit Hilfe einer natiirlichen
oder auch einer kiinstlichen Sprache fibermittelt bzw. fixiert werden kann.

Beispiele fiir mathematische Aussagen :

-1) Die Sinusfunktion ist periodisch.

" 2)  Alle Primzahlen sind ungerade.

3) 12.25<15-25 .

4) Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b, ¢ gilt: Wenn alc und b|c, dann @ - b]c

5)  Im Bereich der rationalen Zahlen ist die Subtraktion unbeschrinkt-ausfithrbar.

Es gilt der
Satz der Zweiwertigkeit :
Jede Aussage ist entweder wahr oder falsch.

Die Aussagen in unseren Belsplelen 1, 3 und 5 sind wahre, die in den Belsplelen 2
und 4 hmgegen sind falsche Aussagen.

1.1.2. Aussageformen

Neben Aussagen werden uns im folgenden vor allem Aussageformen interessieren.
Aussageformen unterscheiden sich von Aussagen vor allem dadurch, daB sie in
ihrer sprachlichen Darstellung freie Variable?) enthalten. (Als Variable werden in
der Regel kleine Buchstaben benutzt.)

1) SEGETH, W.: Elemenlare Logik. VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1967, S. 36
1) Wir sprechen von ,,freién Variablen* zur Unterscheidung von ,,gebundenen Variablen®, auf die wir
auch noch eingehen werden. )
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Beispiele fiir mathematische Aussageformen :
-6 b-x—9=12

7 a>b

8) ~a"-b" = (a-b)®

9) m ist Quadrat einer natiirlichen Zahl.

Aussageformen haben jedoch nur dann einen inhaltlichen Sinn, wenn fiir die in
ihnen vorkommenden Variablen ein Grundbereich festgelegt ist. (Man spricht
auch zuweilen vom Variabilititsbereich oder von einem Individuenbereich.) Es
handelt sich dabei um Mengen, deren Elemente an die Stelle der freien Variablen
in den Aussageformen treten kénnen. (Genau genommen kénnen wir nur die
~ Bezeichniung des jeweiligen Elements an die Stelle der freien Variablen setzen,
. doch wollen wir hier der Kiirze wegen auf diese Unterscheidung nicht weiter achten,
zumal auch kaum MiBverstandnisse zu befiirchten sind.)
- In unseren Beispielen wiren folgende Festlegungen des jeweiligen Grundbereichs
moglich:
Im Beispiel 6 rationale Zahlen (fiir x);
Am Beispiel 7 gebrochene Zahlen (fiir  und b);
im Beispiel 8 reelle Zaklen fiir @ und b, natiirliche Zahlen (groBer als Null) fiir n;
im Beispiel 9 natiirliche Zahlen (fiir m).
Ersetzt man in einer Aussageform alle freien Variablen durch Elemente der
jeweiligen Grundbereiche, so entsteht aus der Aussageform eine wahre oder eine
falsche Aussage.

Jede solche Ergetzung der freien Variablen einer Aussa,geform\durch Elemente
der jeweilicen Grundbereiche nennt man eine Varmblemnterﬂretatwn (Man

spricht auch von einer Belegung der Variablen.)

Bewpwle Jiir Variableninterpretationen (an Hand der Aussageformen mden Beprlelen 6
bis 9):

21
- B)* bB. 5 9=12 (wahre Aussage)
8 _ 4 :
* ] > ) (falsche Aussage)
8)* 10%8.7% = (10-7)% (wahre Aussage)

9)* 15 ist Quadrat einer natiirlichen Zahl. (falsche Aussage)

Aussageformen sind weder wahr noch falsch. Sie kénnen jedoch erfiillbar oder
nicht erfiillbar sein. Man bezeichnet eine Aussageform genau dann als erfiillbar
“iiber emem Grrundberelch G, wenn es wenigstens eine Variableninterpretation
iiber G o ie Aussageform in eine wahre Aussage iiberfiihrt.l) (Die Aussage-
formen in den Beispielen 6 bis 9 sind iiber den oben angegebenen Grundbereichen
alle erfiillbar.)
Die Bezugnahme auf einen Grundbereich @ ist wichtig, weil die Erfilllbarkeit.
im allgemeinen von der Wahl des Grundbereichs abhéngt. Beispielsweise ist die

1) Vgl. Naas, J, — H. L. ScaMid: Mathematisches Worterbuch, Band I, 8. 4601, ; Akademie-Verlag Berlin —
B. G. Teubner Verlagsgesellschaft Leipzig, 1961.
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Aussageform im Beispiel 6 im Bereich der rationalen Zahlen erfiillbar (wir kénnen
21 o ..
fiir z die Zahl —ei.nsetzen und erhalten so eine wahre Aussage), im Bereich der

natiirlichen Zahlen aber nicht erfilllbar (es gibt keine natiirliche Zahl, die wir fur x
einsetzen kénnten, so dal} eine wahre Aussage entstehen wiirde).

Falls eine Variableninterpretation eine Aussageform in eine wahre Aussage iiber-
fithrt; sagen wir, dafl diese Interpretation die Aussageform erfiillt. Man nennt

diese Variableninterpretation dann ein Modell!) der gegebenen Aussageform.
Wird _eine Aussageform durch jede Variableninterpretation iiber einem Grund-

bereich @ erfiillt, so nennt man die Aussageform_allgemeingiiltig iiber @. (Im Bei-

spiel 8 haben wir eine allgememgultlge Aussageform vorliegen.)

1.1.3. Variable

Bei unseren bisherigen Uberlegungen haben wir nur solche Aussageformen be-
trachtet, die Individuenvariable enthalten. (In°den Beispielen 6 bis 9 traten nur
Variable fiir Zahlen auf.) Dariiber hinaus konnen in Aussageformen aber auch
Variable fiir Eigenschaften bzw. Mengen, fiir Relationen, fiir Operationen oder fiir
Funktionen auftreten. Da Eigenschaften, Relationen, Operationen und Funk-
tionen aus mengentheoretischer Sicht bestimmte Gemeinsamkeiten aufzuweisen
haben, ist es gerechtfertigt, die entsprechenden Variablen einheitlich als Pridika-
tenvariable zu bezeichnen. (Sie werden gewohnlich durch grofie Buchstaben, zu-
weilen aber auch durch andere Symbole dargestellt.)

Beispiele :
10) aRb R ist Variable fur zweistellige Relationen
11) P(x) P ist Variable fiir Eigenschaften

12) aob=>boa - 0 ist Variable fiir zweistellige Operationen
13) flz) = f(— =) J ist Variable fiir Funktionen

Um aus solchen Aussageformen wieder Aussagen zu bilden, kénnen die Indivi- - '
duenvariablen durch Elemente eines vorgegebenen Grundbereichs und-die Pradi-
katenvariablen durch Eigenschaften, Relationen, Funktionen oder Operationen
ersetzt werden, die in diesem Grundbereich erklart sind. (Die Belegung der Pradi-
katenvariablen muB natiirlich ,,passend’ sein: Variable fiir Relationen miissen
durch spezielle Relationen ersetzt werden, Variable fiir Funktionen durch bestimmte
Funktionen usw.)

Wiéhlen wir in den Belsplelen 10 bis 12 einmal die natiirlichen Zahlen als Grund-
bereich.

Fiir B kénnten wir dann unter anderem einsetzen: < teilt; ist Vorgénger von -
ist Vielfaches von usw.

Fir P konnten wir einsetzen: ist Primzahl; ist gerade; ist Quadratzahl; ist eine
Zehnerpotenz usw.

Fiir 0 konnten wir einsetzen: -+ ; -; hoch (im Sinne von a?) usw. Wir bekémen
- dann. beispielsweise folgende Aussagen: ‘

1) Vgl. a. a. 0., Band II, S. 185.
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Beispiele:

10)* 8 ist Vorgénger von 9 (wahr)
11)* 10 ist Primzahl (falsch)
12)*¥ 3.4=4.3 - (wahr)

Im Beispiel 13 kénnten wir die reellen Zahlen als Grundbereich wihlen. Fir f
wiren beliebige eindeutige Zuordnungsvorschriften einsetzbar, z. B.: sin; |/; zum
Quadrat; ein Drittel von usw.

Awussagen wiirden entstehen, wenn man dann auch noch fiir  bestimmte Zahlen
einsetzt. '

- Beispiel :
13)* sin % — sin (— %) (falsch)

Wir sprechen auch bei den Beispielen 10 bis 13 von Va;ria,bleninterpreta,tionen und
benutzen die Begriffe ,.erfiillbar®, ,allgemeingiiltig® und ,,Modell’ im wesent-
lichen in dem gleichen Sinne, wie sie weiter oben erklirt worden sind.

1.1.4. Variablenbindung

In mathematischen Formulierungen kommen Variable nicht nur als freie Variable
vor, sondern wir finden auch Variable, die zum Beispiel durch Redeweisen wie
,»fir alle®, ,,es gibt ein* oder dhnlich guantifiziert und damit gebunden sind.

Betspiele fiir gebundene Variable:

14) Firalleagilt:a-1=a"

15) Zu jeder Zahl a gibt es eine Zahl b, so daB gilt: a <{ b

16) Zu jeder Zahl x gibt es hochstens eine Zahl y, so daB gilt: z -y =1
17) Es gibt eine Zahl x, so daB gilt: 3 <z < 4

Alle in den. Beispielen 14 bis 17-vorkommenden Variablen sind gebunden. Wir
haben es hier also nicht mit Aussageformen zu tun, sondern mit Aussagen. Aller- -
dings muB auch hier der Grundbereich fiir die Variablen feststehen, sonst sind die
Formulierungen inhaltsleer. Wahlen wir in allen vier Fillen als Grundbereich

. die Menge der rationalen Zahlen, so stellen die Beispiele 14 bis 17 sémtlich wahre

Aussagen dar. Hitten wir dagegen die natiirlichen Zahlen als Grundbereich ge-

" wihlt, so wiren nur die Aussagen in den Beispielen 14 bis 16 wahr, die Aussage

im Beispiel 17 wire dagegen falsch.

Wir kénnen uns die Aussagen in den Beispielen 14 bis 17 in zwei Schritten ent-
standen denken: . '

Zuerst lagen Aussageformen vor — nimliche-1=a,0a <b,z-y=1,3 <z <4
— die dann durch Quantifizierung aller freien Variablen in Aussagen iibergegangen
sind. . :

Wir kennen damit nanmehr zwei Moglichkeiten, aus Aussageformen Aussagen zu
gewinnen: " ‘

13



'

Erstens die Belegung aller freien Variablen und

zweitens die Quantifizierung aller freien Variablen.

(Ma,n kann natiirlich auch einige freie Variable belegen und die iibrigen qua.ntlfl-
zieren. Es ist aber nicht moglich, fiir gebundene Variable irgendwelche Elemente
einzusetzen. Man bekime sonst ganz sinnlose Redeweisen.)

1.1.5. Ausdriicke

Damit wir bei unseren folgenden Uberlegungen nicht immer zwischen Aussage-
formen und Aussagen unterscheiden miissen, wollen wir fiir beide Begriffe einen
Oberbegriff einfithren und kurz von ,,Ausdriicken‘ sprechen. Ausdriicke sind also
Aussagen oder Aussageformen.!) Dagegen sind beispielsweise

2 o -y Mo.-(@ —1)  o.d
(a4 0)2, el Vp-(@—1) o.4.
Leine Ausdriicke in unserem Sinne, obwohl man sie in der mathematischen Litera-
tur oder auch im Unterricht zuweilen so bezeichnet. Wir verwenden in diesem
Zusammenhang stets den Begriff ,,Term, wie es auch unser Mathematiklehrplan
vorsieht. , '
Zur Erleichterung der Darstellungsweise wollen wir verabreden, beliebige Ausdriicke
durch groBe Buchstaben — z. B. 4, B, H, Hy, H,, . .. — zu symbolisieren. Soll
‘hervorgehoben werden, daB der Ausdruck beispielsweise die freie Individuen-
" variable 2 enthdlt, so wollen wir das durch die Schreibweise H(z) andeuten. Die
Quantifizierung einer solchen Variablen driicken wir dann kurz durch V & H(x) —
fir alle « gilt H(z) — bzw. durch 3 & H(x) — es gibt ein z, fiir das H(z) gilt — aus.

1.1.6. Aussagenfunktionen

Es ist bekannt, daB man aus vorliegenden Ausdriicken 4, B mit Hilfe gewisser
Bindeworter neue Ausdriicke aufbauen kann: 4 und B; 4 oder B; entweder .4
oder B; weder 4 noch B; wenn 4, so B; 4 genau dann, wenn B usw. Wir haben
es hier mit zweistelligen Aussagenfunktionen zu tun: Zwei gegebenen Aussagen
- (bzw. Aussageformen) wird eindeutig eine neue Aussage (bzw. Aussageform) zu- - '

geordnet.) Dabei ist fir Aussagen fostzustellen, daB die Wahrheit bzw. Falsch-

heit der neuen Aussage nur von der Wahrheit bzw. Falschheit der vorgegebenen
~ Aussagen abhiingt und nicht vom speziellen Inhalt der Aussagen. So entspricht
jeder zweistelligen Aussagenfunktion eine zweistellige Wahrheitsfunktion, die Jedem
geordneten Paar von Wahrheitswerten eindeutig einen Wahrheitswert (,,wa.
bzw. ,,falsch*‘) zuordnet.

»Nebenrden zweistelligen Aussa,genfunktlonen interessiert uns noch eine einstellige.
Sie ordnet jedem Ausdruck A seine Verneinung ,,mcht A* zu. Thr entspricht auch
eine einstellige Wahrheitsfunktion.

1) Fiir eine genauere Definition, die im Zusammenhang mit dem Aufbau formalisierter mathematischer
Theorien méglich ist, verweisen wir auf Naas, J. — H, L, SceMIDT: 2. a. O., Band I, S. 120£.

1) Vgl. ASSER, G.: Einfilhrung in die matheématische Logik — Teil 1. B. G. Teubner Verlagsgesellschaft,
Leipzig 1959, S. 31f. ..
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. Wir wollen hier darauf verzichten, die Werteverlaufe aller interessierenden Wahr-
heitsfunktionen anzugeben.l) Es sei jedoch — als Vorbereitung fiir spatere Uber-
legungen — daran erinnert, daf eine Aussage der Form ,,Wénn 4, so B auf
]eden Fall wahr ist, sobald 4 falsch ist. Damit hingt zusammen, da8 belsplels~
weise die Aussageform

»wenn x? < 0 ist, da.nnlst:v 0=z

im Bereich der reellen Zahlen allgememgultzg ist. Welche reelle Zahl wir fiir
auch einsetzen, stets entsteht dabei aus ,,2% < 0 eine falsche Aussage Es ist
‘dann ganz gleichgiltig, ob durch die Einsetzung aus ,x- 0 =z eine wahre
oder eine falsche Aussage wird — die Gesamfaussage ist in jedem Fall wahr, die
urspriingliche Aussa.geform also allgemeingiiltig.

An dieser Stelle wollen wil noch eine weitere Vereinbarung treffen, die die Uber-
sichtlichkeit mancher Darstellungen in den folgenden Abschnitten erhthen soll.
Wir werden gelegentheh zur Hervorhebung der logischen Struktur von Ausdriicken
einige in der mathematischen Logik iibliche Symbole verwenden, und zwar: ,,~
fiir ,,nicht*, ,, A\ “ fiir ,,und* (im Sinne der logischen Konjunktion), ,,\/* fiir ,,oder*,
»—" fiir ,,wenn — s0* und ,,«>* fiir ,,genau dann, wenn*. In diesem Zusammen-
hang benutzen wir dann haufig auch kleine Buchstaben als Symbole fiir die logisch
nicht weiter zerlegten Bestandteile der betreffenden Ausdriicke.

Beispiel :
18) , Wenn a eine Primzahl ist und es gllt alb - ¢, da.nn ist alb oder ale.
Formalisiert geschrieben:
P(a) A\ alb-c - aldb V alc
" Logische Struktur: p A g -7V 8

1.1.7. Logische Identititen

Von besonderem Interesse sind fiir uns Ausdriicke, die ihrer Struktur na.ch logische
Identitaten darstellen. (Man spncht in diesem Zusammenhang zuweilen auch von
Sdtzen der Logik.)

Logische Identitdten sind dadurch auggezemhnet daB sie unabhang_lg von ihrem
alt — nur auf Grund ihrer logischen Struktur — bei jeder beliebigen Variablen-

‘ interpretation zu wahren Aussagen werden. Viele dieser Sitze haben grofe Be-.
deutung fiir das loglsehe SchlieBen, auf das wir spater noch ausfiihrlich eingehen
wollen

Aussagenlogische identitiiten

Wir wollen zunichst einige aussagenlogische Identitéiten angeben.
Beispiele fir aussagenlogische Identititen :

19) A4V ~4 — Satz vom ausgeschlossenen Dritten
200 ~AAN~A4) — Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch
21) [(4->B)AB —>0)] +(4A—-0C) — Satz vom Kettenschlufi

22) (4->B)>(~B->~ A) — Satz der Kontraposition
) ‘)SIehea..aO 87 v ‘
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Weitere aussagenlogische Identititen konnen dem Buch von AssEr entnommen
werden.1) :
Bei Kenntnis der Wahrheitsfunktionen ist es nicht schwierig, von einem vorge- -
legten Ausdruck zu entscheiden, ob er eine aussagenlogische Identitdt ist oder
nicht. Wir wollen das am Beispiel 22 vorfiihren:

Jeder der Ausdriicke 4 bzw. B kann bei einer Variableninterpretation zu einer
wahren oder zu einer falschen Aussage werden. Daraus ergeben sich insgesamt vier
Moglichkeiten der Zuordnung von Wahrheitswerten. Wir konnen in Tabellenform
angeben, welche Wahrheitswerte bei jeder dieser vier Moglichkeiten den einzelnen
Teilausdriicken und dem gesamten Ausdruck zugeordnet sind (nach den Zuord-
nungsvorschriften der entsprechenden Wahrheitsfunktionen):

A B |~A|~B|A->B|~B—>~A| (A —+B)—>(~B->~A4)
w| w|F |F | W w w
W|F |F | W F F w
F |W|W|F w w w
F |F |W|W w w w

Tabelle 1

Wie man aus der letzten Spalte der Tabelle ersieht, wird dem Gesamtausdruck in A
jedem Fall der Wahrheitswert W (,,Wahr“) zugeordnet, er ist also tatsidchlich
eine aussagenlogische Identitét.

Pridikatenlogische Identititen

Beriicksichtigt man bei der Untersuchung eines Ausdrucks nicht nur seine aussagen-
logische Struktur — seinen Aufbau aus einzelnen Ausdriicken mit Hilfe von Aus--
sagenfunktionen — sondern auch eventuelle Quantifizierungen von Variablen,
“dann findet man weitere Identitaten. (Wir setzen hier und im folgenden stets das
Gegebensein eines nicht leeren Grundbereichs voraus.) ’

Beispiele :

28) ~ V 2z H(z) - 32[~ H(z)]
Das bedeutet: Wenn nicht jedes # den Ausdruck H(x) erfiillt, dann gibt os
wenigstens ein z, das den Ausdruck ,,nicht H(z)* erfiillt.

24) ~ 3z H(®) < V[~ H)]

Das bedeutet: Wenn es kein -z gibt, das den Ausdruck H(z) erfillt, dann erfullt
jedes z den Ausdruck ~ H(z) — und umgekehrt.

26) V z [Hy(@) A Hy@)] ~ V 2 Hy@) A V @ Hy(2)

Das bedeutet: Wenn fiir jedes # der Ausdruck Hy(z) A Hy(x) gilt, dann gilt fiir -
jedes z der Ausdruck H,(x) und fiir jedes z auch der Ausdruck Hy(x).

Man spricht hier von prddikatenlogischen Identitdten.2)

1) Siehe a. a. 0., 8. 27£f.
1) Weitere Beispiele findet man bei W. SEGETH: Elementare Logik. VEB Deutscher Verlag der 'Wissen-
schaften, Berlin 1967, S. 1261f.
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Es ist zu beachten, daB jeder Ausdruck der eine aussagenlogische Identitét dar-
stellt, auch eine pradlkatenlogsche Identitdt ist. Die Umkehrung dieses Satzes
gilt dagegen nicht, wie die Beispiele 23 bis 25 zeigen. So hat das Beispiel 25 die
aussagenlogische Struktur 4 — (B A C). Das ist keine aussagenlogische Identi-
tit, wie man leicht nachpriifen kann. Der Ausdruck wird zum Beispiel falsch,
‘wenn A wahr ist und B und C beide falsch sind. Man macht sich aber ebenso
leicht klar, daB Beispiel 256 auf Grund seiner speziellen prddikatenlogischen Struk-
tur doch eine Identitdt darstellt, daB also beispielsweise der eben erwahnte Fall
(4 wahr, B und C falsch) bei dem Ausdruck im Beispiel 25 gar nicht eintreten
kann. Am deutlichsten wird das vielleicht, wenn wir einmal fiir H,(z) und Hy(z)
spezielle Ausdriicke einsetzen.
l'(w) 2 ist ungerade
Hy(x): = <10
Der Ausdruck im Belsplel 25 besagt dann:
Wenn alle Zahlen eines vorgegebenen Grundberelchs ungerade und kleiner als 10
sind, dann sind alle Zahlen dieses Grundbereichs ungerade und alle Zahlen des-
-selben Grundbereichs sind auch kleiner als 10. )
Bei der Erorterung der aussagenlogischen Identitéiten haben wir ein einfaches
Verfahren kennengelernt, mit dessen Hilfe man leicht nachpriifen kann, ob ein
" Ausdruck eine aussagenlogische Identitdt ist. Fir prédikatenlogische Tdenti-
tdten gibt es das in dieser a,llgememen Form dagegen nicht.

Q

1.2.  Der Folgerungsbegrif
'1.2.1. Definition des Folgerungshegriffs

In mathematischen Verdffentlichungen oder in mathematischen Vortragen stoBen
wir sehr oft auf Redeweisen wie ,,Daraus folgt . . .* oder dhnlich.

Beispiele :

26) ,Ausa>O0undb > Ofolgta-b> 0.

27) ,,Aus der Tatsache, daB a eine gerade Zahl ist, folgt, daB auch a? eine gerade
Zahl ist.¢ ~ .

28) ,,2[:2: und 3|¢. Daraus folgt: 6lz.*

Analysieren wir einmal diese Beispiele.
Als erstes wire festzustellen, daB man sie durch einfache Umformuherungen alle
_in die Form des Beispiels 26 bringen kann, das in allgememer Fassung lautet:
s»Aus 4 folgt B : ‘

-Hierbei stehen 4 und B fiir gewisse mathematische Ausdriicke. Im Beispiel 27
entspricht A der Ausdruck ,,a ist eine gerade Zahl* und B der Ausdruck ,,a? ist
eine gerade Zahl“. Entsprechend steht fir A im Beispiel 28 der Ausdruck ,,2|»
und 3|z, fir B dann ,,6|x*. .
Man nennt in diesem Zusa,mmenhang den Ausdruck 4 oft Vomussetzuny und den

Ausdruck B Behauptung.
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~ Alle fiir 4 bzw. B stehenden Ausdriicke sind hier Aussageformen. Durch die Rede.

weise ,,Aus A folgt B wird also eine Bezichung zwischen Aussageformen zum Aus.

druck gebracht, es wird etwas iber Aussageformen ausgesagt.

Die Redeweise ,,Aus 4 folgt. B ist also nicht etwa vollig gleichbedeutend mit
dem Ausdruck ,,Wenn A4, so B. Wir wollen beide Formulierungen einmal an
Hand des Bemplels 26 gegeniiberstellen (o und b seien dabei Variable fiir reelle
Zahlen) .

Bewpwle'
26a) Aus,,a > 0und b > 0“ folgh ,,a - b > 0.
26b) Wenna > O und b > 0ist, dannist a: b > 0.

In der Formulierung 26b ist von gewissen Beziehungen zwischen Zahlen die Rede,.
wahrend in der Formulierung 26a eben ein Zusammenhang zwischen Aussage- -

formen ausgedriickt wird — durch die Anfithrungsstriche soll das noch deutlicher
hervorgehoben werden.
Es ist natiirlich nicht so, daB beide Formuherungen gar nichts miteinander zu

tun hitten. Zwischen ihnen besteht vielmehr ein wichtiger Zusammenhang, auf.

den wir an spéterer Stelle noch eingehen werden.
Um nun die Bedeutung der Redeweise ,,Aus A4 folgt B* zu prizisieren, iiberlegen
wir uns am besten, in welchen Fillen wir sie fiir zutreffend halten und wann
" nicht. Dazu konnen wir wieder das Beispiel 26 heranziehen.
Offenbar ist die Redeweise )
(1) ,,Ausae>Ound bd> 0folgta-b> 0
zutreffend.
Die Umkehrung des Ausdrucks (1)
»Aus a-b> 0 folgt > 0 und b > 0%
ist dagegen nicht richig.

Wir setzen beispielsweise @ = —3 und b = —2. Dann wird ,,@-b> 0° zu

der wahren Aussage ,,(—3)-(—2) > 0“. Dagegen wird ,,& > 0 und b > 0“ zu
der falschen Aussage ,,(—3) > 0 und (—2) > 0%.

Allgemein kann man feststellen : :

Wenn es moglich ist, fiir die freien Variablen der Aussageformen 4 und B Bezeich-
nungen von Elementen des jeweiligen Grundbereichs so einzusetzen, daB 4 zu
einer wahren und B zugleich zu einer falschen Aussage wird, dann ist die Redeweise
,»Aus A folgt B sicher nickt berechtigt. Man spricht nur dann davon, da B aus 4
folgt, wenn B immer wahr wird, sofern A wahr ist. Die Redeweise ,,Aus 4 folgt B

ist also Ausdruck dafiir, daB mit 4 stets auch B wahr ist. Wir kénnen das auch wie

folgt ausdriicken: .

Aus A folgt B nur dann, wenn jede Vana,blemnterpretamon, die 4 erfiillt, auch B
erfiillt. .

Die‘bisherigen Uberlegungen fiihren uns zu einer

_ Definition der Folgerungsbeziehung :
Aus der Aussageform A4 folgt die Aussageform B genau dann, wenn' Jode
Variableninterpretation, die A erfiillt, auch B erfiillt.
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7 Oder kiirzer:

Aus A folgt B genau dann, wenn ]edes Modell von A auch ein Modell von
B ist.2)

Wir wollen diese Definition noch etwas genauer betrachten. :
Uberlegen wir zunichst, ob die gegebene Definition hinreichend klar und unn:uB-
verstandlich ist. Das héingt offenbar von der Beantwortung der Frage ab, wie weit
die in der Definition verwendeten Begriffe selbst genau definiert sind. Dazu mufl
gesagt werden, dafl wir uns hier zum Teil mit propadeutischen Erliuterungen be-
gniigt haben, einerseits, um den Umfang dieses Kapitels nicht iiber Gebiibr aus:
zudehnen, zum anderen aber auch suf Grund der Zielstellung dieses Kapltels, die
eine weitere Prizisierung nicht unbedingt erforderlich erscheinen la8t. Immerhin -
miissen wir uns aber klar sein, daB solche Begriffe wie ,,Aussageform‘, ,,Variablen-
interpretation* und auch der Begriff des Erfiilltseins einer Aussageform hier nicht
in voller Schirfe definiert worden sind und auch nicht definiert werden konnen,
~weil das nur im Rahmen eines formalisierten Aufbaus klar abgegrenzter mathe-
matischer Teildisziplinen méglich ist.

Trotz dieser Einschrinkungen hinsichtlich der erreichten Prizision werden wir
mit der gegebenen Definition des Folgerungsbegriffs die fiir unser Anliegen wesent- -
lichen Fragestellungen kliren kénnen.

1.2.2. Konsequenzen aus der Definition

. Betrachten wir nun elmge einfache Konsequenzen, die sich aus der Deﬁmtlon
ergeben.

a) Falls B eine iiber einem bestimmten Grundbereich allgemeingiltige Aussage-
form ist, so kann beziiglich dieses Grundbereichs gesagt werden, daBl B aus jeder
Aussageform A4 folgt; denn B wird von jeder Variableninterpretation erfiillt, also
auch von jenen, die 4 erfiillen. Zum Beispiel ist im Bereich der rationalen Zahlen
»@ b =0 a* allgemeingiiltig. Es ist damit trivialerweise richtig, wenn man etwa
sagt: ,,Aus 5 < zfolgt @ - b=5b.a.*

- Dieses Beispiel mag auf den ersten Blick etwas seltsam erscheinen, da in der Vor-
aussetzung ,,6 < z*‘ andere Variable auftreten als in der Behauptung ,,.@ - b = b-a*
Man fragt sich, wieso eine Variableninterpretation, die ,,6 < z‘* erfiillt, a,uch

20 - b = b a“ erfiillen kann. Um das zu verstehen, muB noch etwas zum Begriff
,,Varmblenmterpretamon“ gesagt werden. Wir haben dabei bisher immer nur an
die Belegung der in einer Aussageform wirklich vorkommenden freien Variablen
gedacht. Diese Auffassung ist aber zu eng. Man fat die Definition deshalb ge-
wohnlich so, daB durch eine Variableninterpretation stets allen in der betreffenden
Theorie benutzten Variablen ein Element des ]eweﬂlgen Grundbereichs zugeordnet
wird. Fiir unser Beispiel bedeutet das: .

1) Vgl. Naas, J. — "H. L. ScHMID:- Mathematwches W orterbuch, 'Band I. Akademie-Verlag Berlm - B G.
Teubner Verlegsgesellschaft Leipzig, 1961, S. 219 und 547.
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Eine Vanablemnterpretatlon, die die Aussageform ,,5 < z*‘ erfiillen soll, mu8 der
Variablen z irgend eine rationale Zahl zuordnen, die gréBer als 5 ist, wihrend gleich-
zeitig den Variablen @ und b irgendwelche beliebigen rationalen Zahlen zugeordnet
werden konnen. Eine solche Variableninterpretation erfillt dann aber stets auch
die Aussageform ,,a - b = b - a*, weil diese ja im Bereich der rationalen Zahlen
allgemeingiiltig ist. Nach der Definition des Folgerungsbegriffs ist also die Rede-
weise ,,Aus 5 < z folgt @ - b = b - a‘‘ berechtigt.

b) Falls A eine iiber einem gewissen Grundbereich nicht erfiillbare Aussageform
ist, so kann beziiglich dieses Grundbereichs gesagt werden, daB jede Aussageform B
aus 4 folgt.

‘Wir wollen uns das an Belsplelen klar machen. Dazu nehmen wir die reellen Zahlen
als Grundbereich und untersuchen folgende Redeweisen:

(1) ,Ausa + 1 = a folgt a® = 0°.

(2) ,Ausa + 1 =a folgt a2 = — 1

(8) ,Ausa + 1 = a folgt a < 5%.

Diese Redeweisen wiren unzutreffend, wenn es wenigstens eine reelle Zahl geben
wiirde, die die Aussageform ,,@ + 1 = a* erfiillt und die gleichzeitig die Aussage-
form ,,a? = 0 bzw. ,,a2 = — 1 bzw. ,,a < 5% nicht erfiillt. (Vgl. die Diskussion
des Beispiels 26 im Abschnitt 1.2.1, S. 18!)

Nun ist aber die Aussageform ,,a + 1 = a*‘ nicht erfiillbar, d h., es gibt keine reelle
Zahl, die man fiir o einsetzen koénnte, so daB ,,@ + 1 = a‘‘ zu einer wahren Aus-
sage wiirde. -Es kann deshalb gar nicht vorkommen, daB irgend eine reelle Zahl
die Aussageform ,,a + 1 = a* erfiillt und gleichzeitig die Aussageform ,,a% = 0¢
bzw. ,,02 = — 1¢ bzw. ,,a < 5° nicht erfillt.

Das bedeutet aber, daB die Redeweisen (1) bis (3) alle richtig sind ; denn jede reelle
Zahl, die ,,0 4+ 1 = a‘‘ erfiillt, erfiillt gewiB auch ,,a? = 0“ bzw. ,,0% = — 1.
bzw. ,,a < 5. Dabei spielt es offenbar gar keine Rolle, daB ,,a* = 0* allgemein-
giiltig ist, daB ,,a2 = — 1‘ nicht erfiillbar und daB ,,a < 5° zwar erfiillbar, aber
nicht allgemeingiiltig ist; denn diese drei Aussageformen haben unsere Uberlegun-
gen iiberhaupt nicht beeinfluBt. Wir konnen also mit jeder beliebigen Aussage-
form B formulieren: ,,Aus a + 1 = a folgt B“. Nach der Definition des Folge-
rungsbegriffs (7 18f) ist — wie wir eben gesehen haben — jede solche Formu.
lierung richtig.

¢) Es ist unmittelbar klar, daB stets gilt:
Aus A folgt A

Ebenso selbstverstandlich ist auch, daB aus einer Konjunktion 4, A4, A -+ - A 4y
jedes einzelne Glied der Konjunktion folgt, dal also stets gilt:

Aus A, A Ay N\ - -+ N Ay folgt A; (mit 1 < ¢ < n)
‘Es mu8 ja jedes Modell der Konjunktion immer auch ein Modell jedes einzelnen
Konjunktionsglieds sein ; denn eine Konjunktion von Aussagen ist nur dann wahr,

wenn jede einzelne Aussage wahr ist, z. B.: Aus ,,# < 5undx > 3* folgt ,, > 3.
Die Fille a), b) und c) sind Trivialfille und mathematisch gesehen im Grunde
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uninteressant. Die angefiihrten Beispiele haben das sicher auch deutlich gema;chﬁ.

Trotzdem sollten sie hier erwdhnt werden, weil sie dazu beitragen konnen, ein
klares Bild vom Folgerungsbegriff zu gewinnen.

d) Wesentlich bedeutsamer als die unter a), b) und c) angefithrten Konsequenzen
aus der Definition des Folgerungsbegriffs ist sein Zusammenha.ng mit der Implika-
tion. Es gilt ndmlich der :

" Satz: A
Aus A folgt B genau dann, wenn die Implikation A — B allgemeingiiltig ist.

Beweis :

Angenommen, B folgt aus 4. Das bedeutet nach Def]mtlon, daB jede Be-
legung der Variablen, die A erfiillt, auch B erfiillt. Dann ist aber auch die
Implikation ,,Wenn 4, so B allgemeingiiltig; denn es gibt offenbar keine
Variableninterpretation, die 4 in eine wahre und zugleich B in eine falsche
Aussage iiberfithrt, so daf ,,Wenn 4, so B insgesamt falsch wiirde. (In
allen anderen Fdllen — A wahr und B wahr bzw. A4 falsch und B wahr
bzw. A falsch und B falsch — wird aber die Implikation ,,Wenn 4, so B*
bekanntlich wahr.)

~ Sei nun umgekehrt die Imphkatlon ,,Wenn 4, so B* allgememgultlg Das’
ist nur moglich, wenn jede Belegung der Variablen, die 4 erfiillt, stets auch B
erfiillt. Das heifit aber, daB B aus 4 folgt, w. z. b. w.

Dieser Satz rechtferti_gt etwas die in der Mathematik h#ufig zu beobachtende
Praxis, die Formulierungen ,,Wenn 4, so B und ,,Aus 4 folgt B* als gleich-
berechtigt oder gleichwertig zu betrachten, obwohl ja die Folgerungsrelation

inhaltlich etwas anderes ist als die Implikation. ‘

1.2.3. Der . Folgerungsbegriff im Zusammenhang
mit Axiomensystemen

Unsere bisherigen Uberlegungen zum Folgerungsbegriff lieBen die Frage offen,
ob die gewonnene Definition wirklich all das erfat, was mit der Redeweise ,,Aus
A folgt B in der Mathematik gemeint wird. Um diese Frage zu beantworten,
wollen wir einige weitere Beispiele untersuchen.

Wenn man mathematische Veréffentlichungen liest, findet man neben Redeweisen
der schon betrachteten Art — etwa ,,Aus = > 8 und y > 5 folgt = +y> 8 —
auch etwas anders geartete, in denen der Folgerungsbegriff vorkommt.

Betspiele :

29) ,,Aus den PEaNoschen Axiomen folgt, daB zwei voneinander verschiedene na.tur-
liche Zahlen auch yoneinander verschiedene Nachfolger besitzen.*

30) ,,Aus den Gruppenaxiomen folgt, daB es zu je zwei Elementen a und b der
Gruppe stets genau ein Element # in der Gruppe gibt, so daB a verkniipft mit z
gleich b ist.*
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Welche Unterschiede und welche Gemeinsamkeiten weisen dlese Beispiele im ‘

Vergleich zu unseren frither betrachteten auf?

Zunichst ist festzustellen, daB die jeweiligen Voraussetzungen jetzt aus mehreren‘

Ausdriicken bestehen. So wiirde etwa das Beispiel 29 in allgemeiner Fassung
lauten: :
»Aus { Py, P,, . .., P;} folgt B,
(Dabei soll mit { Py, P, ..., P;} die Menge der fiinf Pranoschen Axiome
gemeint sein.) : o

Ahnlich ist es mit dem Beispiel 80. Trotzdem ist damit kein wesentlicher Uﬁter.
schied zu unseren fritheren Beispielen gegeben. Man braucht sich namlich die

Axiome nur konjunktiv verkniipft zu denken, um wieder den urspriinglichen Fall -

zu bekommen, z. B.:
Aus (P, A P, A - -+ A Py) folgt B
hat wieder die Form
,,Aus 4 folgt B*.

Etwas problematischer ist dagegen ein anderer Punkt. In der Definition des
Folgeruhgsbegriffs ( # 18f.) ist ausdriicklich von Aussageformen die Rede. Sind
die PaNoschen Axiome oder die Gruppenaxiome eigentlich Aussageformen ? Sind
es nicht vielmehr Aussagen ?

Greifen wir irgend ein Axiom — etwa aus der Gruppentheone — heraus und be-
trachten es etwas niher:

Es gibt in @ ein Element n, so daB fiir jedes @ aus @ gilt: o on= 7o a=a.
(Hierbei soll ,,0‘ das Zeichen fiir eine Verkniipfung sein, beziiglich der die
Menge G eine Gruppe bildet.) :

In diesem Axiom sind a und n gebundene Varmble (durch ,,es gibt ein‘‘ bzw. ,,fiir
jedes*). Trotzdem haben wir es nicht mit einer Aussage zu tun, da erstens die -

freie Variable G auftritt (als Variable fiir Mengen) und zweitens auch das Zeichen

fiir die Verkniipfang eine freie Variable ist — natiirlich keine Variable fir Elemente -

von @, sondern eine Variable fiir zweistellige Operationen iiber der Menge @, also -

eine Pridikatenvariable (7 12f., Abschnitt 1.1.3.).’
Das angefiihrte Axiom ist demnach eine Aussageform. Sie wird zu einer Aussa,ge,

wenn fiir 5,G% die Bezeichnung einer bestimmten Menge und fiir ,,0* das Zeichen
fiir eine bestimmte zweistellige Operation in dieser Menge eingesetzt wird, Ist die

entstandene Aussage wahr, so sagen wir wieder, daB die vorgenommene Variablen-
mterpreta.tlon die Aussageform erfiillt, im anderen Falle, da8 sie sie nicht erfiillt.
Setzen wir zum Beispiel fest, daB ,,G die Menge der ganzen Zahlen bezeichnen
soll, und ersetzen ,,0° durch das Zeichen fiir die tibliche Addition ganzer Zahlen,
so wird das Axiom zu einer wahren Aussage; denn es gibt ja tatsichlich eine ganze
Zahl n, fir die stets gilt, daBl @ + n = n + @ = a ist, nimlich die Zahl Null:

Wiirden wir dagegen unter ,,G“° die Menge aller geraden ganzen Zahlen verstehen -
und ,,0‘ durch das Zeichen fiir die iibliche Multxphkatlon ersetzen, s0 gmge das

. Axiom in eine falsche Aussage iiber, namlich:
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»Es gibt eine gerade Zahl 7, so daB fiir alle geraden Zahlen a gllt
a-n=mn-a=a
(Eine solche gerade Zahl n gibt es aber nicht.)

Ahnlich wie in den fritheren Beispielen bezeichnen wir jede Variableninterpretation,
die das Axiom erfiillt, als ein Modell dieses Axioms, und jede Variableninterpreta-
tion, die alle Gruppenaxiome in wahre Aussagen iiberfithrt, als ein Modell dieses
Axiomensystems. Die Redeweise ,,Aus den Gruppenaxiomen -folgt . ..* befindet
gich somit in Ubereinstimmung mit der Definition des Folgerungsbegnﬂ's Sie
besagt: Jedes Modell des Axiomensystems der Gruppentheorie ist auch ein Modell
des als Folgerung angegebenen Ausdrucks.

Gelten die angestellten Uberlegungen aber auch fiir das Beispiel 20 (7 21) 2
Nehmen wir ein Axiom aus dem PEaNoschen System, etwa das folgende:

Fir jede natiirliche Zahl a und jede natiirliche Zahl b gilt: |
‘Wenn der Nachfolger von @ gleich dem Nachfolger von b ist, so ist @ = b.

Dieses Axiom wird gewohnlich als Aussage aufgefaBt, da es anscheinend keine
freien Variablen enthalt. Diese Deutung ist aber nur dann richtig, wenn man
schon an ein bestimmtes Modell denkt, etwa an die natiirlichen Zahlen als endliche
Kardinalzahlen und die fiir sie erklérte Nachfolgerrelation. Lost man sich dagegen
von diesem Modell — was psychologisch zunichst nicht ganz leicht ist, weil man
~ die natiirlichen Zahlen sozusagen von Kmdhelt an in dieser Form kennt — dann
bleibt folgender Sachverhalt iibrig:

Fiir jedes Element a aus einer Menge M und fiir jedes Element b aus M gllt
Wenn fl@) = f(b) ist, so ist @ = b.

Hier treten nun doch freie Variable auf, ndmlich M als Variable fiir eine Menge
und f als Variable fiir eine Funktion iiber der Menge M. Wir haben es also mit
einer Aussageform zu tun.

Diese Aussageform wird zu einer wahren Aussage, wenn wir fir M die Menge N
der natiirlichen Zahlen und fiir f die Funktion ,,Nachfolger von‘‘ einsetzen.
Denken wir uns aber einmal eine andere Interpretation aus. Wir setzen fir die
Variable M die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen — bezeichnet durch B* —

" und fiir f die Funktion ,,J/* ein. Dann wird diese Aussageform ebenfalls zu einer

Aussage, nimlich:

Fiir jedes Element @ aus B* und fiir ]edes Element b aus R* gilt:
WennVa = Vb ist, so ist @ = b.

Diese Aussage ist wahr. Die angegebene Vanablenmterpretauon ist also ebenfalls
ein Modell dieses PEaNoschen Axioms. Allerdings werden andere PEANOsche
Axiome durch diese Interpretatlon nicht erfilllt. Betrachten wir zum Beispiel
das folgende Axiom:

Es gibt eine na.turhche Zahl, die nicht Nachfolger irgend einer natiirlichen.
Zahl ist. -

Als Aussageform aufgefaBt lautet dieses Axiom:
“Es gibt ein Element a in M, so daB fiir kein Element b aus M gilt: f(b) = a.
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Bei der neuen Interpretation erhalten wir daraus die Aussage:

,»» B8 gibt eine Zahl a in R'*, 8o daB fiir keine Zahl b aus R* gilt: V6 = av.
Diese Aussage ist aber falsch; denn bekanntlich existiert zu jeder nichtnegativen

reellen Zahl @ eine Zahl b, so daB a = Vb ist. Man braucht janur b = a?zu setzen.
Die Interpretation R* fiir M und V fiir f ist also zwar ein Modell fiir das zuerst .
betrachtete PEaNOsche Axiom, sie ist aber kein Modell firr das PEaNosche Axiomen-
system, denn dazu miilte sie alle PEANoschen Axiome erfiillen.

Zusammenfassend kénnen wir sagen :

Auch bei Beriicksichtigung der Beispiele 29 und 30 ( 7 21) ist es nicht notwend1g,
die anfangs entwickelte Definition des Folgerungsbegriffs abzuindern. Es ist
nur zu beachten, daB die Axiome als Aussageformen aufzufassen sind.

Zu letzterem ist ein kleiner N achtrag am Platze. Wir wollen uns noch einmal be-
sinnen, was beim ,,Ubergang von der Aussage zur Aussageform bei jenen als
Beispielen herangezogenen Axiomen aus dem PEaNoschen System gewissermaBen
zur Variablen wurde und was seine feste Bedeutung beibehielt. Wir finden:

a) Alle logischen Redeweisen behielten ihre Bedeutung (,,fiir jedes*, ,,wenn — so*¢,

,,es gibt ein‘); '
b) die Identitétsrelation ,,=* blieb fest;
-¢) die Elementbeziehung (¢ ¢ M) wurde immer in demselben festen Sinne ge-
braucht.

Dagegen verloren ihre feste Interpretation:

d) der Begriff , natiirliche Zahl*“;

e) der Begriff ,,Nachfolger*. :

Ganz entsprechend ist es bei Axiomen vieler anderer Theorien, sobald sie als Aus-
sageformen aufgefalt werden: neben Individuenvariablen erscheinen inihnen fiir’
alle die jeweilige Theorie charakterisierenden REigenschaften und Relationen
Variable, wihrend die logischen Bestandteile, die Identitit und die Element-
beziehung stets ihre feste Bedeutung behalten.

1.2.4. Der Folgefungsbégriﬁ fiir Aussagén

Es wire zu fragen, ob die Redeweise ,,Aus 4 folgt B vielleicht doch noch in Zu-
sammenhéngen vorkommt, die wir durch unsere bisherigen Beispiele nicht erfaft
haben. Das ist aber nicht der Fall. Wenn 4 und B Aussageformen sind, ist die
- Definition des Folgerungsbegriffs unmittelbar anwendbar, sind es dagegen Aus-
sagen, so hat man sich von der zugrunde liegenden speziellen Interpretation zu
l6sen und die Ausdriicke eben doch als Aussageformen aufzufassen. Einige weitere
Belsplele mogen das noch etwas deutlicher machen.

Betspiel : )
31) Aus,,Nicht fiir jeden Wert von z ist 3 2 — 1 = 0%
folgt ,,Es gibt wenigstens einen x-Wert, fiir den nicht 342 — 1 = 0 ist.*
Die Richtigkeit dieser Feststellung kann man einsehen, wenn man auf Aussage-
formen zuriick geht. Sie kénnen wie folgt formuliert werden:
1) ,,Nicht fiir jedes z gilt H(z)*
" und
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. 2) ,,Es gibt ein «, fiir das H(x) nicht gilt*.
(Hierbei bedeutet H(z) irgend eine Aussageform, in der « nur als freie Indi-
viduenvariable vorkommt, , 14, Abschnitt 1.1.5.)
Unter Benutzung der in den Abschnitten 1.1.5. (,” 14) und 1.1.6. (7 14 ff.)
eingefiihrten Ausdrucksmittel kann man kiirzer schreiben:
(1) ~ VY z H(z) bzw. (2') 3« [~ H(z)]
Fiir jeden nicht leeren Individuenbereich gilt, da8 J z [~ H(z)]aus ~ V z H(z)
folgt, denn die Implikation ~ V = H(z) = 3 & [~ H(x)] ist allgemeingiiltig oder
— wie man in diesem Falle sagt — eine logische Identitét (,” 15 ff., Abschnitt
. L.1.7.). Die im Beispiel 31 angegebene Folgerung ist also zutreffend.

Allgemein ergibt sich aus der Definition des Folgerungsbegriffs und dem im
Abschnitt 1.2.2. (/ 21) angefiihrten Satz, daB ,,Aus 4 folgt B stets zutrifft, -
. wenn die Implikation 4 — B eine logische Identitéit ist. Dazu noch ein Beispiel.

Beispiel : ,
32) Aus ,,Wenn das Dreieck ABC bei 4 einen rechten Winkel besitzt, so gilt fiir
die Dreiecksseiten a, b, ¢ die Beziehung a? = b2 4 ¢2*
folgt ,,Wenn fiir die Dreiecksseiten a, b, ¢ gilt a2 == b2 4 ¢2, 80 besitzt das Dreieck
- ABC bei A keinen rechten Winkel*.
Diese Folgerung ist einfach deshalb zutreffend, weil Aussageformen der Struktur
D —> g% bzw. ,,~ ¢ = ~ p* zugrunde liegen und der Ausdruck
(» = q) & (~ g — ~ p) eine logische Identitét ist. (7 15, Beispi?l 22)

Allerdings ist es nicht so, da8 ,,Aus 4 folgt B nur dann zutrifft, wenn 4 — B
eine logische Identitdt ist. Die logischen Identitdten liegen gerade solchen Folge-
rungen zugrunde, die in jedem nichtleeren Individuenbereich gelten. Wir haben
aber gleich am Beginn dieses Kapitels Beispiele kennengelernt, in denen die Rede-
weise ,,Aus 4 folgt B* ganz legitim benutzt, wurde, ohne daB 4 — B eine logische
Identitit war. In diesen Fillen lagen Folgerungen vor, die nur ¢nnerhalb bestimmier
mathematischer Theorien Giiltigkeit haben. So ist es auch mit dem folgenden
Beispiel. '

Beispiel :

33) Aus,,3|165 und 5[165* folgt ,,15/165.
Diesem Beispiel liegt keine logische Identitdt zugrunde, trotzdem betrachtet
man die Folgerung als zutreffend, weil sie auf einer im Bereich der natiirlichen
Zahlen allgemeingiiltigen Aussageform beruht, némlich: .
Wenn a ein Teiler von ¢ und b ein Teiler von c ist, so ist auch das kleinste ge-
meinsame Vielfache von @ und b ein Teiler von c.

Es wird nun deutlich geworden sein, in welchem Sinne man bei Aussagen — wir -
wollen sie zur Unterscheidung von Aussageformen hier mit A* bzw. B* kenn-
zeichnen — die Redeweise ,,Aus 4* folgt B** zu verstehen hat. Man betrachtet
sie — allgemein gesagt — dann als zutreffend, wenn 4* und B* aus gewissen Aus-
sageformen 4 bzw. B durch Belegung der Variablen hervorgegangen sind, wobei
fiir diese Aussageformen in unserem urspriinglichen Sinne gilt, - dal B aus 4

folgt. .
Bei dieser Auffassungsweise gilt fiir Aussagen 4* und B* der
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- Satz:

‘Wenn B* aus A* folgt, so ist die Implikation A* —~ B* wahr.

Beweis :

Angenommen, B* folgt aus 4*, Dann miissen nach der eben gegebenen
Erklirung 4* und B* aus Aussageformen A und B hervorgegangen sein,

" fiir die gilt,"daB B aus 4 folgt. Dann ist-nach dem im Abschnitt 1.2.2.
angefiihrten Satz ( 21) A — B allgemeingiiltig und somit 4* — B* wahr,
w. z. b. w.

Durch diesen Satz wird der Zusammenhang zvﬁschen dem Folgerungsbegriff und
der Implikation fiir den Fall angegeben, daB Aussagen durch ,,Aus. .. folgt...*

miteinander verkniipft werden. Es ist zu beachten, daB hier — im Gegensatz ‘- 7

zu Aussageformen — die Umkehrung des Satzes micht gilt: Wenn A* — B*
wahr ist, braucht nicht B* aus A* zu folgen. Man sieht das am besten an einem
einfachen Beispiel ein. -

Betspiel :

34) Gegeben sei: ,,Wenn 2 < 6, so ist 2 ein Teiler von 6.
Diese Implikation ist wakr, weil sowohl 2 < 6 als auch 2|6 wahre Aussagen sind.
Man wiirde es aber kaum akzeptieren, wenn jemand sagt: ,,Aus 2 < 6 folgt 2|6,
In der Tat ist es fiir die zugrunde liegenden Aussageformen a < b bzw. a|b
‘nicht richtig, daB aus a < b folgt a|b. Oder anders ausgedriickt: Die Implikation
»Wenn a < b, s0 a|b* ist nicht allgemeingiiltig.

'1.2.5. Das Gewinnen von Folgerungen

Wir. wollen uns nun der Frage zuwenden, wie man feststellen kann, ob aus einer
Aussageform 4 die Aussageform B folgt. Dabei interessieren uns in erster Linie
die Fille, bei denen A erfiillbar und B verschieden von 4 ist. Eine dhnliche Frage
ist.auch: Wie findet man zu einer Aussageform A4 weitere Aussageformen, die aus A
folgen ? ‘
Die Definition des Folgerungsbegriffs hilft uns hier nicht weiter. Sie. legt zwar
fest, was ,,Aus A folgt B* bedeuten soll, liefert aber keine allgemein anwendbare
Methode, mit der man irgendwie entscheiden kann, ob tatsichlich B aus A4 folgt,
oder mit der man wirklich Folgerungen aus 4 gewinnen kann. Das liegt daran,
daB es im allgemeinen gar nicht moglich ist, die Vielfalt aller Modelle einer Aus-
sageform A4 zu untersuchen. Wenn wir also die durch die beiden Fragen gestellten .
Probleme lésen wollen, miissen wir uns auf Verfahren orientieren, die okne die
Betrachtung spezieller Modelle auskommen — d. h. ohne inhaliliche Deutung dex vor-
kommenden Ausdriicke. '

Bevor wir weitere Uberlegungen anstellen, wollen wir die Fragestellung noch etwas
prézisieren. Es geht um folgende Dinge:

1. Gibt es Verfahren, um aus gegebenen Aussageformen 4,, 4,, ..., 4, weitere
Aussageformen zu gewinnen, die aus {{4,, 4,, ..., 4,} folgen?
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2 Gibt es Verfahren, um von einer gegebenen Aussa,geform B feststellen zu konnen,

ob sie aus gegebenen Aussageformen: 4,, 4y, ..., A, folgt?

Wenden wir uns der ersten Frage zu. Sie Verlangt anzugeben, wie man von gege-

benen Aussageformen ausgehend weitere, daraus folgende gewinnen kann. Da

es hierbei — wie schon erwihnt — nicht méglich ist, sich auf inhaltliche Deutungen
~zu stiitzen, kann es nur darum gehen, gewisse Regeln zu finden, nach denen man

* sich zu richten hat. Diese Regeln miissen folgende Bedingungen erfiillen:

1. Sie diirfen sich nicht auf inhaltliche Deutungen der vorkommenden Ausdrucke-

" beziehen, sondern nur auf deren formale, logische Struktusr.

- 2. Wenn mit Hilfe der erwihnten Regeln ein Ausdruck B aus Ausdriicken 4,, ..., 4,

. gewonnen worden ist, so muB sicher sein, daB8 B aus {4,, ..., 4,} folgt.

Aus der Definition des Folgerungsbegriffs (7 18f.) ergibt sich insbeson’derg: Wenn

die Audsriicke 4,,..., 4, simtlich allgemeingiiltig sind, dann muB auch B

allgemeingiiltig sein.

* 3. Das System der Regeln muB iiberschaubar sein, d. h., es muB stets in endlich

vielen Schritten nachgepriift werden kdnnen, ob ein bestlmmtes Vorgehen den

gegebenen Regeln entspricht oder nicht. .

- Regeln, die die Bedingungen 1. bis 3. erfiillen, bezeichnet man als Schluﬁregelnl),
das mit ihrer Hilfe erfolgende Ubergehen von gegebenen Ausdriicken zu weiteren
nennt man Schliefen?). Ist das Schliefen auf ein bestimmtes Ziel gerichtet (auf,
das Gewinnen eines bestimmten Endergebnisses), so nennt man es Beweisen (oder
auch Herleiten bzw. Ableiten). Halten wir nun fest: -
1. Das Gewinnen von Aussageformen, die aus gegebenen Aussa.geformen folgen,

" geschieht durch Anwenden der SchluBiregeln auf die gegebenen Ausdriicke. (Selbst-

- versténdlich ist damit nicht garantiert, daB man auch zu mathematisch bedeutungs-
vollen Folgerungen gela,ngt )

2. Wenn es gelingt, eine gegebene Aussageform B mit Hilfe von SchluBregeln
in endlich vielen Schritten aus gegebenen Aussageformen A4,,4,, ..., 4, herzu-

- leiten, dann ist dadurch enfschieden, daB B aus {4,,..., Ad,} fo]gt bzw. dafl
Ay N\ 43 A - - - N\ Ay — B allgemeingiiltig ist. . :

1.3. Das Beweisen
1.3.1. Definition des Begriffs »Beweise

Die eben angestellten Uberlegungen haben uns zu den Begriffen ,,SchluBregel“
;»SchlieBen und »Beweisen‘‘ gefithrt und glelchzelug die Voraussetzungen dafiir
geschaffen, eine Definition fiir die Beweisbarkeit eines Ausdrucks wie auch fiir
den Begriff ,,Beweis‘ selbst angeben zu konnen.

Definition :
Aus einer Menge X von Ausdriicken ist ein Ausdruck H bewezsbar (oder
ableztbar) genau dann, wenn er ein Element von X ist oder durch alleinige

1) Vgl. Naas, J. — H. L. SCHMID: Mathematzsches Worterbuch, Band II. A. a. 0 S 549.
2) Vgl. KLAUA, D.: Allyememe Mengenlehre. Akademxe—Verlag, Berlin 1964, S. 25£f.
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Anwendung der vorgegebenen SchluBregeln in endlich vielen Sehritten aus
Elementen von X gewonnen werden kann.?) ‘

Beweisen ist in diesem Sinne eine rein formale Angelegenheit. Es wird dabei nur
auf die Struktur aller vorkommenden Ausdriicke Bezug genommen, nicht auf
deren Inhalt. Entsprechend wird auch der Begriff ,,Beweis‘‘ erklirt.

Definition :
Ein Beweis fiir einen Ausdruck H ist eine endliche Folge von Ausdriicken
Hy, Hyy o ooy Hyy H (mit H selbst an letzter Stelle), wobei fiir jeden solchen
Ausdruck gilt, da er zur Menge X der vorgegebenen Ausdriicke gehirt oder
aus in der Folge vorangehenden Ausdriicken durch Anwendung einer SchluB-
regel hervorgeht.l) :

Auf diese Definitionen sind wir vor allem durch die vorangegangenen theoretischen
Uberlegungen gefithrt worden. Es bleiben nun wieder einige Fragen zu klaren.
Zunichst ist zu prifen, ob durch die angegebenen Definitionen auch wirklich
die iibliche mathematische Prawis hinsichtlich des Beweisens erfaBt wird.

Zur Beantwortung dieser und weiterer Fragen wird es zweckméBig sein, wenigstens
einige einfache mathematische Beweise genau zu analysieren.

Bestimmte Dinge konnen aber jetzt schon gesagt werden:

a) Damit die fiir den Begriff ,,Beweis* gegebene Definition tiberhaupt brauchbar
wird, mul man voraussetzen, daf stets in endlich vielen Schritten entscheidbar
sein soll, ob ein Ausdruck zur Menge X der vorgegebenen Ausdriicke gehért

~ oder nicht bzw. ob eine benutzte SchluBweise einer der vorgegebenen SchluB- ‘

regeln entspricht oder nicht. Die zweite Bedingung hatten wir schon genannt
— ‘wir sprachen von der ,,ﬁberschauba,rkelt“ des zugrunde gelegten Systems
von SchluBregeln — die erste ist aber genau so wésentlich, wenn man zu einem
verniinftigen Beweisbarkeitsbegriff kommen will. Nur wenn beide Bedingungen
erfiillt sind, kann man in endlich vielen Schritten entscheiden, ob eine Folge
von Ausdriicken ein Beweis ist oder nicht. Ohne die Eigenschaft der Ent-
scheidbarkeit wire ein Beweisbarkeitsbegriff von vornherein unbrauchbar.

b) Unsere Erklirungen und Uberlegungen beziehen sich hier stets auf ,fertige®
Beweise, auf schon vorliegende SchluBketten. Unsere Definition des Begriffs
»,Beweis* gibt keinerlei Auskunft dariiber, wie man Beweise zu speziellen
Sétzen findet.

¢) Der formale, nicht an spezielle Inhalte gebundene Charakter von Beweisen
wird in der tiblichen mathematischen Praxis nur stellenweise deutlich sichtbar.
Vor allem beim Swuchen nach einem Beweis, aber auch bei seiner miindlichen
oder schriftlichen Wiedergabe hat man sehr hdufig nicht nur die Struktur
der vorkommenden Ausdriicke im Auge, sondern man liBt sich auch mehr
oder weniger stark von inhaltlichen Vorstellungen leiten. Das heiBit mit an--
deren Worten, daf man beim Beweisen oft ein bestimmtes festes Modell der
jeweiligen Ausdrucksmenge X vor Augen hat. Derartige Modellvorstellungen

1) Vgl. Naas, J. — H. L. ScBEMID: Mathematisches Worterbuch, Band I. A. a. O., S. 13 und 1971,
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kénnen das Auffinden und auch das Verstehen von Beweisen sehr erleichtern.
Es wire ganz abwegig, darauf etwa zu verzichten. Man mu8 nur sicherstellen,
daB der Beweis auch unabhingig von der speziellen Modellvorstellung Griiltig-
keit besitzt. Es diirfen also insbesonders keine Eigenschaften des speziellen
Modells benutzt werden, die durch die Ausdrucksmenge X gar nicht gegeben
sind. (Was dabei als ,,gegeben angesehen werden darf und was nicht, héngt
u. a. natirlich davon ab, welche Bestandteile der Ausdriicke von X als
Variable — Individuenvariable bzw. Pridikatenvariable — aufzufassen sind und |,
welche als Konstanten zu gelten haben. Man vergleiche dazu die Analyse der
Beispiele 29 und 30 im Abschnitt 1.2.3., 7 21f.) Insofern ist das Beweisen
trotz der Orientierung an Modellvorstellungen eben doch eine formale, nicht
auf einen speziellen Inhalt bezogene Angelegenheit — ganz unabhéngig davon,
ob bzw. wie weit der formale Oharakter von Beweisfithrungen auch bewuft
erkannt wird.
Eine weitere Frage, die sich im Zusammenhang mit den anfangs gegebenen De-
finitionen ergibt, betrifft die Schlufregeln. Von ihnen ist jetzt schon viel die Rede
gewesen, wir haben uns auch iiberlegt, welche Anforderungen an sie zu stellen
-sind, aber wir haben noch keine Schlufiregel wirklich angeyeben Diesem Problem
wollen wir uns nunmehr zuwenden

1.3.2. SchluBiregeln

In Anlehnung an unser Vorgehen bei der Erliuterung des Folgerungsbegriffs
(' 17ff.) wollen wir auch diesmal verschiedene Beispiele betrachten — es wird
sich um Beispiele von mathematischen SchluBweisen handeln — und dabei die
benutzten SchluBregeln herauspriparieren. :

- Beispiel :

35) Im Mathematikunterricht lernen die Schiiler folgenden Satz ‘kenn‘('an:
,»Alle natiirlichen Zahlen, deren Quersumme durch 3 teilbar ist, sind selbst
durch 3 teilbar.* - ]
Nehmen wir an, ein Schiiler untersucht nun die Zahl 78432. Er findet, daB ihre
Quersumme 24 ist. Da sie durch 3 teilbar ist, schlieBt er: 78432 ist eine durch 3
teilbare Zahl.

Welche Schlufregeln werden bei einer solchen Uberlegung benutzt ?
Um sie deutlich zu machen, wollen wir den obigen Satz zunichst etwas umformu-
lieren, und zwar wie folgt:
,Fir alle natiirlichen Zahlen @ gilt: wenn die Quersumme von @ durch 3
teilbar ist, dann ist auch a selbst durch 3 teilbar. “

Der Schiiler vollzieht dres Schliisse:

Erstens: Da der angegebene Zusammenhang fiir alle natiirlichen Zahlen gilt, muB
er auch fiir eine beliebige naturhche Zahl z gelten. Das heillt, es muB auch folgendes
richtig sein:

Wenn die Quersumme von « durch 3 teilbar ist, dann ist auch z selbst durch
3 teilbar.
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Zweitens: Da « eine beliebige natiirliche Zahl bedeutet, kann man fir @ sicher -
auch die Zahl 78432 einsetzen. Es muB demnach gelten:
Wenn die Quersumme von 78432 durch 3 teilbar ist, dann ist auch 78432
selbst durch 3 teilbar..

Drittens :

Da die Quersumme von 78432 tafsdchlich durch 3 teilbar ist, muB auch
784;32 selbst durch 3 teilbar sein.

Losen wir uns vom speziellen Inhalt der Schliisse, dann werden die Schluﬁregehb
nach denen vorgegangen wurde, deutlich.
Die zuerst benutzte SchluBiregel kann wie folgt formuhert werden:

Wenn aus einer Menge X von' Ausdriicken der Ausdruck ,,Fir jedes o gilt
H(a)‘ beweishar ist, dann ist fiir ein beliebiges Element x der Ausdruck H(z)
aus der Menge X beweisbar.?)

Mit anderen Worten:

Wenn man einen Satz der Form ,,Fur jedes a gilt H(a)** bewiesen hat (dabei
soll H(a) wieder irgend einen Ausdruck bezeichnen, in dem die Variable a
nur frei vorkommt), dann gilt auch der Ausdruck H(z) als bewiésen, in dem’
z als freie Variable fiir die Elemente des jeweiligen Grundbereichs anzusehen
ist. , '

Man spricht in diesem Zusammenhang gewohnlich vom Schluf aus einer All-

aussage. In symbelischer Darstellungsweise kann man diese Regel auch wie folgt '

angeben:

V a H(a)

- Hiz) ‘ ; A
Dabei steht oberhalb des Strichs der Ausdruck, aus dem geschlossen wird, und
unterhalb des Strichs der Ausdruck, auf den geschlossen wird. -

Die im zweiten Schritt benutzte Schlufiregel 148t sich — schon etwas verallge-
meinert — so formulieren:

Wenn fiir ein beliebiges Element 2 der Ausdruck H(z) aus einer Menge X
von Ausdriicken beweisbar ist, dann ist der Ausdruck H(T') aus der Menge X
beweisbar, der aus H(x) dadurch hervorgeht, daB die Variable z in H(z) an
allen Stellen durch den Term 7' (der in unserem Fa,lle die Ziffer 78432 1st)
ersetzt wird.

In Kurzdarstellung:
H(=)
H(T)
(Falls der Term T selbst Indlwduenva.rlable enthalt, ist zu beachten, dafB

sie von in H(z) eventuell vorkommenden gebundenen Variablen verschieden
sein miissen.)

Man bezeichnet diese SchluBiregel als Regel fiir die Termeinsetzung. !

1) Wir setzen dabei natiirlich wieder voraus, da8 fiir die Variablen ¢ und z ein nicht leerer Grundbereich &
vorgegeben ist — vgl. auch Abgchuitt 1.1:2., / 10£f.
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Die im éritten Schritt benutzte SchluBregel kann wie folgt formuiiert werden:

Wenn aus einer Menge X von Ausdriicken der Ausdruck ,,Wenn H,, so H,«
beweisbar ist und aus der Menge X auch H, beweisbar ist, dann ist: H, aus
der Menge X beweisbar.
In symbolischer Schreibweise:
H; — H,
H,
H,

Man spricht hier vom Schluf aus einer Implikation bzw. von der Abtrennungsregel

Wir wollen die Frage aufwerfen, ob die SchluBiregeln, zu denen wir durch die

Untersuchung des Beispiels 35 gelangt sind, auch jene Bedingungen erfilllen, die

© wir im Abschnitt 1.2.5. ( 7 26f.) formuliert haben.

Unmittelbar klar ist, daB die SchluBregeln sich nicht auf mha,lthche Deutungen

stiitzen, sondern nur auf die logische Struktur der Ausdriicke. Es bleibt zu priifen,

ob man bei Anwendung dieser SchluBregeln stets nur zu solchen Ausdriicken
gelangt, die aus den jeweils vorgegebenen Ausdriicken folgen. )

Betrachten wir als erstes den SchluB aus einer Allaussage. Die Frage lautet:

Wir schlieBen aus V a H(a) auf H(x), aber folgt H(z) auch aus V a H(a) ?

Auf Grund des im Abschnitt 1.2.2. (7 21) bewiesenen Satzes konnen wir da-

fiir auch fragen: Ist der Ausdruck V o H(a) — H(z) allgemeingiiltig %

- Das ist aber offensichtlich der Fall, denn es kann keine Vanablenmterpretatlon
iiber einem Grundbereich G' geben, die V a H(a) erfiillt und H(z) zugleich nicht
erfiillt. (Wurde fiir irgend ein’ spezielles 2 der Ausdruck H(x) falsch, so wire auch
VaH(@) — d.h. ja ,,Fir jedes a gilt H(@)*“ — falsch.) Also kénnen wir fest-
stellen: Aus V a H(a) ist H(x) ableitbar und zugleich folgt auch H(z) aus V a H(a).
Eine dhnliche Uberlegung zeigt, daB auch H(T) aus H(w) folgt sofern H(z) fiir
beliebige x gilt (Termeinsetzung).

H(z) ist dann némlich allgemeingiiltig (wird also von jeder Variableninterpretation
erfiillt), und somit ist auch H(T) -allgemeingiiltig (falls 7' Variable enthilt) bzw.
wahr (falls T ein festes Element aus dem Grundbereich bezeichnet). Auf jeden
Fall ist H(x) — H(T') dann allgemeingiiltig, d. h. aber, daB H(T') unter den ange-

-gebenen Bedingungen aus ‘H(z) folgt. (Die Bedingung, daB H(x) fiir belicbige

- gelten soll, ist iibrigens sehr wesentlich! Hat man némlich einen Ausdruck H(zx),
bei dem das nicht der Fall ist, so fiihrt eine Termeinsetzung keineswegs immer
zu einem Ausdruck, der aus H(z) folgt, z. B.: Setzt man in dem Ausdruck ,,2 < 5
fir  den Term 2 a ein, so erhilt man ,,2 @ < 5%, und es ist offensichtlich, daB
»2 a < 5% nicht aus ,,x < 5 folgt.) :

Betrachten wir nun die Abtrennungsregel. Es ist wieder zu fragen, ob H, aus
H, - H; und H, folgt bzw. ob der Ausdruck [(H, — H,) A H,] - H, allgemein-
giiltig ist,

Auch diese Frage ist zu bejahen; denn der Ausdruck [(H, - Hy) A H;] — H, ist
eine aussagenlogische Identitit, d. h., bei jeder Ersetzung der Variablen'H, und

" Hy durch spezielle (wahre oder falsche) Aussagen wird die entstehende Gesamt-

aussage wahr (7 15£f; Abschnitt 1.1.7.).
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Wir kénnen also wieder feststellen: Aus H; —'H, und H, ist H, ableitbar (mit
Hilfe der Abtrennungsregel) und zugleich folgt auch H, aus H;, — H, und H,.

Beispiel :
36) Es soll folgender Satz bewiesen werden:
,,Fiir alle reellen Zahlen a gilt: wenn a > 1 ist, so-ist a? > 1.
Man kann den Beweis wie folgt-fithren:
a) Sei a eine beliebige reelle Zahl, die grofer als 1 ist, also a > 1.
b) Aus einer Ungleichung der Form % > v kann fiir nicht negative w stets
u + w > v gefolgert werden. Es gilt in unserem Fall also auch
a+a(@—1)>1;denndaa > 1,ist a (e — 1) auf jeden Fall positiv.
¢) Ausmultiplizieren und Zusammenfassen ergibt o > 1. Damit ist fiir alle
reellen Zahlen gezeigt: wenn a > 1 ist, so ist auch a? > 1.

Wir wollen die Analyse dieses Beweises hier noch nicht vollstindig durchfiihren,
Das soll einem spéteren Abschnitt (A 471f.) vorbehalten bleiben. Vorldufig
begniigen wir uns damit, zwei weitere SchluBregeln herauszuarbeiten, die in dem
Beweis benutzt worden sind. .
1. Um die Aussage ,,Fiir alle reellen Zahlen o gilt: . . .* zu beweisen, wurde sie
fiir irgend eine beliebige Zahl a bewiesen. Man hat also folgende SchluBregel
‘benutzt:
Wenn aus einer Menge X von Ausdriicken fiir ein beliebiges Element z des
Grundbereichs @ der Ausdruck H(x) beweisbar ist, dann ist der Ausdruck
,»Fir jedes a gilt H(a)* beweisbar.?)
In Kurzdarstellung:
H(x)
V aH(a)

~ Man spricht hier vom Schluf auf eine Allaussage.

2. Um die Implikation ,,Wenn @ > 1, so ist a?> 1‘° zu beweisen, Wurde ange-
nommen, die in der Implikation enthaltene Voraussetzung ,,@ > 1¢ sei erfillt. -
Dann wurde unter Heranziehung verschiedener Hilfsmittel weiter geschlossen,
bis man zur Behauptung ,,a®> > 1 gelangte, und daraufhin Wurde die Tmpli-
kation ,,Wenn a > 1, so ist a? > 1 als bewiesen angesehen.

Es ist also folgende SchluBregel benutzt worden:
Wenn durch Hinzunahme des Ausdrucks H, zu einer Menge X von Aus-
driicken aus der dadurch entstandenen Menge X u{H, }?) der Ausdruck H,
beweisbar ist, dann ist aus X der Ausdruck H; — H, beweisbar.

Man nennt das den Schluf auf eine Implikation. (Eine Kurzdarstellung dieser

Regel in der bisher immer angegebenen Art wire hier und auch bei einigen der

noch folgenden SchluBregeln etwas umstandlich. Wir wollen deshalb darauf ver-

zichten.)

13

1) Zur deutlichen Unterscheidung wurde hier die freie Variable mit « und die gebundene Variable mit &
bezeichnet. Im Beispiel haben wir - — in Anlehnung an die iibliche Praxis — gleich mit a als freier
Variabler gearbeitet, da MiBverst#ndnisse nicht zu befiicchten waren und der Variablengrundbereich
fiir  und fiir o derselbe ist.

2) Diese Schreibweise bezeichnet die Vereinigungsmenge aus der Menge X und der Menge { Hy}. Mit { H,}
ist die Menge gemeint, die als einziges Element H, enthilt. ) X
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Es sei gleich noch auf eine Konsequenz aus dieser SchluBregel aufmerksam ge-
macht: Wenn aus einer Menge X von Ausdriicken ein Ausdruck H beweisbar ist,
dann ist stets auch der Ausdruck H, — H aus X beweisbar, wobei H, irgend ein
beliebiger Ausdruck der jeweils betrachteten mathematischen Teildisziplin sein
kann,
Da namlich H schon aus X allein beweisbar ist, mu8 H auch aus X u {H,} be-
weisbar sein, und damit ist nach der eben formulierten SchluBregel aus der Aus-
drucksmenge X auch der Ausdruck H, — H beweisbar. Allerdings mu8 gesagt
werden, daB die mathematisch interessanten und bedeutsamen Ausdriicke der
Form Hy — H im allgemeinen die sind, bei denen der Ausdruck H aus X u {H,}
beweisbar, aus X allein aber nicht beweisbar ist. (Am Rande sei hier erwahnt, dall
es aber auch ein echtes mathematisches Problem sein kann, ob ein: Ausdruck H,
der aus X u {H,} hergeleitet worden ist, schon aus X allein beweisbar ist. So
war es beispielsweise lange Zeit unklar, ob geometrische Sitze, die unter Voraus-
. setzung des Parallelenaxioms hergeleitet worden waren, auch ohne Benutzung
dieses Axioms beweisbar wiren.)
i/ Auch bei den eben gewonnenen Schlufiregeln wire zu fragen, ob sie in dem schon
. erklirten Sinne ,,zulissig® sind. Da es daran aber kaum Zweifel geben diirfte
und wir auBerdem bei anderen SchluBregeln schon gesehen haben, wie entspre-
chende Uberlegungen im Prinzip verlaufen, wollen wir hier und auch bei den
folgenden Beispielen auf den Nachweis der Zulissigkeit verzichten.
Es sei jedoch darauf hingewiesen, daB das Schliefen auf eine Implikation an das
Erfiilltsein gewisser Bedingungen gekniipft ist, die die Einsetzungsregel betreffen,
Eine einfache Uberlegung an Hand des Beispiels 36 (7 32) soll deutlich machen,
was gemeint ist: - ‘
Aus Xu{a>1} war ,,a®> 1 beweisbar. Wiirde man jetzt in a einselzen
— etwa die Variable b — so wire aus X u {@ > 1} der Ausdruck ,,b2 > 1 und
damit aus X die Implikation ,,Wenn a > 1, so 1st b2 > 1% beweisbar, die nicht
allgemeingiiltig ist, wie man sofort sieht.
Damit hatten wir also aus wahren bzw. allgemeingq‘iltigen Ausdriicken einen nicht
allgemeingiilfigen Ausdruck hergeleitet. Das kann man aber nicht zulassen, es
widerspricht der im Abschnitt 1.2.5. (7 27) aufgestellten 2. Bedingung.
Der Fehler beruht offenbar darauf, daB in dem Ausdruck ,,a2> 1¢ fir die
Variable @ der Term b eingesetzt wurde (nach der Regel der Termeinsetzung, / 30),
obwohl die Variable @ auch in dem Ausdruck ,,@ > 1¢ vorkommt, qus dem der
Ausdruck ,,02 > 1° hergeleitet worden ist.
So etwas muB also ausgeschlossen werden, und zwar nicht nur bei Individuen-
variablen, fiir die wir uns das eben iiberlegt haben, sondern auch bei eventuell
vorkommenden Pradikatenvariablen.
" Vielleicht ist jetzt der Eindruck entstanden, daB man beim SchlieBen auf eine
Implikation leicht Fehler machen kann, ohne es zu bemerken. Das ist aber im
allgemeinen nicht der Fall. Die im Zusammenhang mit dem SchlieBen auf eine
Implikation bestehenden Einschrinkungen fiir das Einsetzen in Variable werden
bei Beweisfiihrungen eigentlich von jedem einigermaBen Sachkundigen beachtet,
auch wenn er die oben dargelegte Problematik gar nicht explizit kennt. Es geht
ja einfach darum, daB man im Laufe eines Beweises nicht ohne weiteres in Variable
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einsetzen darf, die durch ihr Auftreten in den Voraussetzungen eine bestiramte,
festgelegte Bedeutung erhalten haben. Diese Bedingung wird aber — wie schon
gesagt — kaum miBachtet.

Beispiel:

37) Es soll gezeigt werden, daB die Gleichung «® +42? + 22 + 8 =10 wemgstens
eine reelle Lésung besitzt. Man kann die zu bewelsende Behauptung auch wie
folgt formulieren:

»Es gibt wenigstens eine reelle Zahl 2, fiir die gllt 23 4+ 4 22 +2x+ 8= 0.
Nehmen wir an, daB zwei verschiedenen Schiilern der Beweis dieser Behauptung
als Aufgabe gestellt worden ist. '
Schiiler A argumentiert so: ,,Ich habe durch Probieren gefunden, da8 firz = — 4
die Gleichung erfiillt ist. Damit ist die Behauptung bewiesen.‘

Schiiler B schlieBt dagegen wie folgt: ,,Nehmen wir an, es gébe keine reelle Zahl z,
die die Gleichung % + 4 22 + 2z + 8 =0 erfiilllt. Das wire gleichbedeutend
.demit, daB die ganzrationale Funktion y = #* 4+ 422 + 22 4 8 keine Null- -
stelle besiBe, im Widerspruch zu dem Satz, daB jede ganzrationale Funktion .
ungeraden Grades stets wenigstens eine reelle Nullstelle besitzt. Unseré An-
nahme ist demnach falsch und die Beha.uptung somit bewiesen.*

Suchen wir wieder einige SchlyBregeln, die in dlesem Beispiel benutzt worden
- sind. -

Schiiler A konnte die Existenzaussage (,,Es gibt wenigstens ein .. .*“) dadurch
beweisen, daB er ein Element angegeben hat, durch das die Glelchung erfiillt wird.
Er benutzte also folgende SchluBregel:

Wenn sich ein Element  angeben 1a8t, fiir das der Ausdruck H(z) aus einer
Menge X von Ausdriicken beweisbar ist, dann ist aus-X der Ausdruck 3 a H(a)
(das bedeutet ,,Es gibt ein a, fir das H(a) gilt*) beweisbar.

Man spricht dabei vom Schluf auf eine Existenzaussage.

Schiiler B hat die Verneinung der zu beweisenden Behauptung als Voraussetzung
benutzt, daraus einen Widerspruch hergeleitet und dann geschlossen, daB die
Verneinung der Behauptung nicht gelten kann und somit also die ursprunghche '
Behauptung richtig sein muB.

Bei diesem Vorgehen wird zunéchst folgende SchluBregel angewendet:

Wenn aus einer- Ausdrucksmenge X’ = X u {H} ein Widerspruch ) herge-
leitet werden kann, dann ist aus X der_Ausdruck ,,nicht H* beweisbar.

Man nennt diese SchluBregel Schluf auf eine Negation und bezeichnet einen Be-

weis_bei Anwendung dieser Schlufiweise gewohnlich als indirekten Bewess. ’

In unserem Beispiel wurde ein schon verneinter Ausdruck (~H) zu den sonstigen

Voraussetzungen hinzugenommen. Nach der eben formulierten SchluBregel ergibt

sich dann zunéchst ein doppelt verneinter Ausdruck: ~ (~ H). Von ihm wurde

dann auf H geschlossen. Es ist also noch folgende SchluBregel benutzt worden:
‘Wenn aus einer Menge X von Ausdriicken der Ausdruck ~ (~ H) beweis-
bar ist, dann ist aus X der Ausdruck H bewelsbar

- 1) Von einem Widerspruch sprechen wir, wenn aus X’ ein Ausdruck H, und auierdem auch die Verneinung
von H, ableitbar ist.
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In Kurzfassung:
~(~H)
H

Diese Schlufiregel' nennt man Schluf aus einer Negation:

Beispiel :

38)

- Nehmen wir an, es soll bewiesen werden- .

»Ein Produkt @ -b von natiirlichen Zahlen ist genau dann ‘durch eine Prlm-

- zahl p tellbar, wenn wemgstens einer der Faktoren des Produkts durch » teil-

bar ist.

In formalisierter Schreibweise sieht -der Satz — wenn man voraussetzt, da p
eine Primzahl ist — so aus:

»wpl(@-b) —pla\ p|b*

Der Beweis, den wir jetzt nicht im einzelnen durchfiithren wollen, miite in zwei
Hauptschritten erfolgen:

Erstens wire zu zelgen

s»sWenn die Primzahl p ein Teiler von a- b ist, dann 1st p ein Teiler von @ oder
ein Teiler von b.¢

Zweitens miite bewiesen werden:

_»Wenn die Primzahl p ein 'I‘eller von a oder ein Teiler von & ist, dann ist p ein

Teiler von a - b.**

Fiir den Beweis des Satzes im Beispiel 38 miifite also folgende SchluBregel benutzt

werden:

Wenn aus einer Menge X von Ausdriicken der Ausdruck ,,Wenn Hl, so Hy*
beweisbar ist und aus X auch der Ausdruck ,,Wenn H,, so H;* beweisbar
ist, so ist aus X der Ausdruck ,,H, genau dann, wenn Hz“ bewelsba.r.

In kurzer Darstellungsweise: :

H, - H,

‘Hy - H,

- H; = H,

Man nennt diese SchluBregel Schluﬁ auf eine Aquivalenz.
Ohne Untersuchung eines neuen Beispiels sei bemerkt, daB man auch von der
Umkehrung dieser SchluBregel Gebrauch macht, vom Schluf aus einer Aquivalenz:

. 39)

g%

Wenn aus X der Ausdruck H, «» H, beweisbar ist, dann ist aus X der Aus-
druck H, - H, und auch der Ausdruck H, — H, beweisbar.

-Beispiel s

Wir wollen uns iiberlegen, wie man folgenden Satz beweisen konnte: ,
,»Das Quadrat einer nicht durch 3 teilbaren natiirlichen Zahl 148t bei Division
durch 3 stets den Rest 1.

Wir gehen zum Beweis davon aus, daB a eine nicht durch 3 teilbare naturllche
Zahl sein soll. Dann muB sich ¢ in der Form 3 # 4 l.oder in der Form 3y -+ 2
darstellen lassen, wobei # und y ebenfalls natiirliche Zahlen (zu denen wir auch
die Null rechnen) sind. Es muB also gelten ¢ = 32 + 1 oder @ = 3y + 2.
Im ersten Fall ist a2 = 922 + 82 1 1 bzw. a2 =3.(322 + 22) + 1. Wie
man aus dieser Darstellung sieht, 168t a2 bei Division durch 3 den Rest 1.
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Im zweiten Fall ist a? = 942 + 12y + 4 bzaw. a2 =3- (392 + 4y + 1) + 1.
Auch hier 188t also a? bei Division durch 3 den Rest 1.
Damit ist der Satz bewiesen.

Wir finden in Beispiel 39 eine SchluBweise, die uns in den bisherigen Beispielen
noch nicht begegnet ist. Analysieren wir dazu wieder etwas den vorgelegten
Beweis:

Da auf eine Implikation geschlossen Werden mulB, wurde zunéchst das Vorderghed
der Implikation — die Voraussetzung ,,@ ist nicht durch 3 teilbar“ — zu den
sonstigen Voraussetzungen hinzugenommen. Das ist uns nicht mehr neu. Nun
wurde aus den Voraussetzungen auf die Alternative ,,a = 3 2 + 1 odera =3 y -} 2«
geschlossen. Dann folgte eine Fallunterscheidung: Erst wurde a = 3z + 1 als
Voraussetzung angenommen und daraus die zu beweisende Behauptung — also
,,02 148t bei Division durch 3 den Rest 1 — hergeleitet, und ddnn wurde die
gleiche Behauptung auch unter der anderen Voraussetzung o = 3 y + 2 bewiesen.
Nach all dem wurde schlieSlich gesagt, daB der Satz damit bewiesen ist.

Die fiir uns meue SchluBregel lautet demnach folgendermafBen:

‘Wenn aus einer Menge X von Ausdriicken der Ausdruck ,,H; oder H,*“ be-
weisbar ist und wenn aus X u { H,} der Ausdruck H beweisbar ist und wenn
auch aus X u {H,} der Ausdruck H beweisbar ist, dann ist H aus X be-
weisbar.

Man nennt diese SchluBregel Schluf aus einer Alternative und spricht bei seiner
Benutzung gewdhnlich von einem Beweis durch Fallunterscheidung. Im iibrigen
ist diese SchluBweise nicht auf genau zwei Alternativglieder beschrinkt; sie 1aBt
sich auf mehr als zwei Alternativglieder verallgemeinern. :
Um MiBverstindnissen vorzubeugen, die sich aus der Verquickung des Schliefens
auf eine Implikation und des Schlieflens aus einer Alternative in unserem Beispiel
ergeben konnen, sollen die entsprechenden Beweisschritte noch einmal deutlich
gemacht werden:

X sei die Menge der Voraussetzungen, die in unserem Beweis benutzt, aber nicht
ausdriicklich genannt wurden. Aus X u {3 4{ a}?!) wurde auf ,,a =3z + 1 oder
a = 3y + 2 geschlossen. Dann wurde aus X u {3talu{a=3z+ 1} auf
,»@% = 1 mod 3" 2) geschlossen, anschliefend aus X v {a } 3}. vi{ia=3y+ 2}
ebenfalls auf ,,02 =1 mod 3. Daraus ergab sich, daB ,,a> =1mod 3 aus
X u {3} a} beweisbar ist (SchluB aus einer Alternative), und daraus schlieBlich
schlossen wir, daB aus X unser Satz ,,Wenn 3 | a, so a* = 1 mod 3 bevnesen ist
(SchluB auf eine Implikation). :

Beispiel :
40) Ein geometrischer Satz lautet: .
,»Wenn die Strecke AB durch eine zentrische Streckung auf dle Strecke ‘cD

abgebildet werden kann, dann liegen AB und CD auf zueinander parallelen
Geraden.*

1,3 + o* bedeutet ,,a ist nicht durch 3 teilbar.
*) Kurze Schreibweise fiir ,,a* 148t bei Division durch 3 den Rest 1.
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Daraus kann man schlieBen:
. s, Wenn die Strecken 4B und OD nicht auf zueinander parallelen Geraden liegen,
dann kann 4 B nicht durch eine zentrische Streckung auf CD abgebildet werden.* -

Diese in Beispiel 40 vorgefiihrte SchluBweise wird in der Mathematik immer
wieder benutzt.

Ihr liegt folgende SchluBiregel zugrunde:

Wenn aus einer Menge X von Ausdriicken der Ausdruck ,,Wenn H;, so H,*

beweisbar ist, so ist aus X der Ausdruck ,,Wenn nicht H,, so nicht H,* be-
weisbar.

Man spricht hier vom Kontmposztzonsschluﬁ Er kann in Kurzdarstellung wie folgt
angegeben werden:

H, - H,
~Hy > ~H,

Beispiel : :
41) Es soll bewiesen werden, da8 die Summe entgegengesetzt liegender Winkel an:
’ ‘geschnittenen Parallelen 180° betrigt. An Hand von Bild 1 kann das wie folgt

geschehen:

(1) « =7, da & und y ein Stufenwinkelpaar an parallelen Geraden bilden;

(2) y + B = 180° da y und # ein Nebenwinkelpaar bllden.

Aus (1) und (2) ergibt sich:

(3) & + B =180°% w.z.b.w.

Bild1

“Beim Ubergang von (1) und (2) zu (3) wurde ein SchluB benutzt, der in den bis-
herigen Beispielen noch nicht aufgetreten ist. Die entsprechende SchluBregel kann
wie folgt formuliert werden:

Wenn aus einer Menge X von Ausdriicken der Ausdruck a = b beweisbar ist
und wenn aus X der Ausdruck H(e) beweisbar ist, dann ist aus X der Aus-
druck H(b) beweisbar.
Diese Schlufiregel beruht auf einem Satz iiber die Identltat Er besagt, dal man
in einem Ausdruck eine Variable durch eine andere, die das Gleiche wie die ur-
spriingliche bezeichnet, ersetzen kann. Die Anwendbarkeit der SchluBregel im
Beispiel 41 beruht iibrigens unter anderem darauf, da8 man «, § und y in den
Gleichungen (1) bis (3) stillschweigend mcht als Vanable fir Winkel (also fiir
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~ geometrische Gebilde) ansieht, sondern als Variable fiir die Winkelgrifen. Als
Winkel sind ja o und ¢ gar nicht gleich, sie sind nur gleich grof. Streng genommen
miite man das in der Schreibweise zum Ausdruck bringen. Da aber gewdhnlich
“aus dem Zusammenhang hervorgeht, was jeweils gemeint ist, begniigt man sich
der Einfa,chheit wegen it der hier benutzten Darstellungsart.

Beisprel :

'42) Betrachten wir einen Beweis fir den Satz:

« ,Wenn a eine ungerade naturhche Zahl ist, dann ist auch a? eine ungerade
Zahl.*
Man nimmt fir den Beweis zunachst an, a sei tatséchlich eine ungerade Zahl.
Das. ist nach Definition gleichbedeutend damit, daB es eine natiirliche Zakln
gibt, fiir die @ = 27n + 1 gilt. Daraus gewinnt man durch Quadrieren
a?=4n2+4n+1=2-(2n%+4+ 2n)+ 1. Demnach gibt es also auch éiné
Zahl m, firr die a® = 2m + 1 gilt — némlich m = 252 + 27 — und somit
ist bewiesen, daB auch a? eine ungerade Zahl ist.

Neben uns schon bekannten SchluBregeln (SchluBl auf eine Implikation, Sehluﬁ

auf eine Existenzaussage) kommt in diesem Beweis eine SchluBweise vor, die. wir

uns bisher noch nicht bewu8t gemacht haben. Es ist der-Schluf aus einer Existenz-
aussage. Wir haben ihn benutzt, indem wir von dem Ausdruck

,»,Es gibt eine Zahl », fiir die 6 = 2n + 1 g]lt“
sofort zu '
a=2n-+1

iibergegangen sind, wobei wir stillschweigend vorausgesetzt haben, daB = fat-
“sdichlich eine derartige Zahl ist. Diese SchluBweise tritt in der Mathematik relativ
hiufig auf. Um die benutzte SchluBregel deutlicher hervortreten zu lassen, wire
es allerdings besser, nicht gleich mit der Variablenn weiter zu arbeiten. Man.
wiirde dann schlieBen:- '

t ,, s gibt eine Zahl n, fiir die a = 2n + 1 gilt. Sei nim p eine solche Zahl, .
© gelte also @ = 2 p +.1. Daraus ergibt sich . . .*
‘Wir konnen diese SchluBregel wie folgt allgemein formulieren:
Wenn aus einer Menge X von Ausdriicken der Ausdruck ,,Es gibt ein g, fiir
das H(a) gilt* beweisbar ist, dann ist aus X der Ausdruck H(z) beweisbar,
wobei # ein Element bezeichnet, fiir das H(z) gilt.
Bei Benutzung dieser SchluBiregel muB man sich im allgemeinen die fiir  ange-
gebene Bedingung fiir den weiteren Beweis merken. Es ist insbesondere nicht:.
moglich, fiir « wie fiir eine beliebige freie Variable irgendeinen Term einzusetzen.
Man kénnte sonst beispielsweise aus der wahren Aussage ‘
,, B8 gibt ein =, fir das 22 4 1 = 13 gilt*
durch Ubergang zu
2p+1=13

und anschlieBende Termeinsetzung — etwa fiir p die Ziffer 3 — auf den Ausdruck
7=13
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schlieBen, der ja offensichtlich falsch ist. Der Fehler kommt eben dadurch zu-
stande, daB gewissermaBen ,,vergessen‘‘ wurde, was p bedeuten soll, ndmlich jene
als existierend vorausgesetzte Zahl, die 2 p 4+ 1 = 13 zu einer wahren Aussage
macht. Das ist hier p = 6. .
Es ist also zu beachten: Beim Ubergang von Ja H(a) zu H(z) nach der obén

angegebenen SchluBregel ist die Variable z von den in H vorkommenden freien

Variablen und Konstanten abhdngig und kann nicht beliebig belegt oder umbe-

nannt werden. Man nennt « in-einem solchen Zusammenhang zuweilen auch eine

,,markierte‘ Variable.

AbschlieBend sei darauf hingewiesen, daB der uns schon bekannte SchluB auf eine

Existenzaussage im Beispiel 42 duBerlich etwas anders aussieht als im Belsplel 37

(7 34).

Wihrend dort eine bestimmie Zahl genannt wurde, die die betreffende Bedingung

erfiillte, haben wir diesmal eine Variable (ndmlich m) angegeben. Wir wissen

aber von ihr — aus den vorangegangenen Uberlegungen — daB sie stets ein Ele-
ment bezeichnet, das die verlangte Eigenschaft besitzt, und somit ist auch in

diesem Fall der SchluB auf eine Existenzaussage gerechtfertigt.

Wir wollen die Untersuchung von Beispielen nun abbrechen. Es wire zwar leicht

moglich, noch weitere SchluBweisen zu finden und- entsprechende Regeln zu for-

mulieren, aber gerade deshalb diirfte es sinnvoller sein, sich jetzt die Frage vor-

zulegen, ob man nicht zu einer Ubersicht iiber die in der Mathematik benutzten

SchluBregeln gelangen kann.

//

s
1.3.3. Systeme von SchluBregeln

Im Abschnitt 1.2.5. (7 27) hatten wir drei Bedingungen genannt, die wir
_ an SchluBregeln stellen wollten. Eine dieser Bedingungen verlangte, das System
der SchluBregeln miisse ,iiberschaubar* sein. Nun haben wir aus den im ‘vorigen
Abschnitt betrachteten Beispielen bisher zwar schon 14 SchluBregeln gewonnen,
trotzdem kénnen wir noch nicht sagen, daB wir damit ein System von SchluB-
regeln besitzen. Es ist ndmlich noch offen, ob man in der Mathematik mit diesen
14-SchluBregeln wirklich auskommt, oder ob man nicht doch noch andere benétigt.
DaB man noch weitere Schlufiregeln angeben kann, ist oben schon angedeutet -
worden; das mufl aber nicht bedeuten, daB man auch wirklich noch weitere '
SchluBregeln braucht. Es wire ja immerhin denkbar, daB man Beweise, in denen
wieder neue SchluBregeln auftreten, durch andere Beweise ersetzen kann; in denen
nur die von uns schon gefundenen SchluBregeln vorkommen. Man kénnte natiir-
lich auch fragen, ob nicht schon von unseren 14 SchluBregeln einige entbehrlich
sind. Die Beantwortung dieser zweiten Frage ist fiir unser Anliegen aber nicht
so bedeutsam wie die Klarung des zuerst genannten Problems.
In der mathematischen Grundlagenforschung sind verschiedene Systeme von
Schlufiregeln untersucht worden.?) Wir wollen uns hier — der Zielsetzung dieses

1) Siehe z: B. SCHROTER, K.: Theorie des logischen Schliefens. In: »Zeitschritt ﬁir mathematische Logi.k
und Grundlagen der Mathematik*, Band 1 (1955).
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Kapitels entsprechend — damit begniigen, nur ein System von SchluBregeln an-
* zugeben. )

Dabei entscheiden wir uns fiir die sog. Regeln des natiirlichen Schliefenst), die fiir
den Mathematikunterricht besonders relevant sind. Bevor wir sie angeben,
wollen wir aber zunéichst jene Uberlegungen darstellen, die diesem System zu-
grunde liegen.

Wie wir wissen, geht es beim Beweisen darum, aus gewissen Voraussetzungen
auf gewisse Behauptungen zu schlieBen. Dabei diirfen die SchluBregeln — wie
wir uns klar gemacht haben — nicht auf den Inhali der vorkommenden Aus-
driicke Bezug nehmen, sondern nur auf deren logische Struktur. Nun ist es aber
bekanntlich so, daB die logische Struktur mathematischer Ausdriicke im Grunde .
gar nicht sehr vielfaltig ist: es kommen Negationen von Ausdriicken vor, Kon-
junktionen, Alternativen, Implikationen und Aquivalenzen sowie Quantifizie-
rungen von Variablen. Da diese Verkniipfungen bzw. Quantifizierungen sowohl
bei den jeweiligen Voraussetzungen als auch bei den Behauptungen vorkommen °
konnen, benétigt man also fiir jede logische Verkniipfung bzw. fiir jede Quanti-
fizierung zwei Regeln: eine Regel, die besagt, wie man aus einem Ausdruck mit
einer bestimmten logischen Struktur schlieBt, und eine Regel, die besagt, wie

man auf einen Ausdruck mit der betreffenden logischen Struktur schlieBt. Daneben

benétigt man noch eine Termemsetzungsregel und eine Regel fiir die Umbenennung
gebundener Variabler.

Somit sind also folgende Schlufregeln erforderlich:

(1)  Schluf auf eine Negation
Im Abschnitt 1.3.2. (7 34, Beispiel 37) haben wir den SchluB auf eine Nega-
tion bereits kennengelernt. Deshalb geben wir hier nur eine Kurzfassung
dieser Regel an: :

Wenn aus X u {H} ein Widerspruch ableitbar ist, dann ist aus X
der Ausdruck ~H ableitbar.

Man kann also die Negation eines Ausdrucks dadurcl_.l beweigen, daB aus dem
nicht verneinten Ausdruck — zusammen mit den sonstigen Voraussetzungen
— ein Widerspruch hergeleitet wird.

(2) Schluf aus einer Negation
~(~H)
H . .
Diese Regel kennen wir ebenfalls qchon (. 34f., Abschnitt 1.3.2., Beispiel 37)

(3)* Schluf auf eine Konjunktion
R
H, .
H, A H,

1) Vgl. HoMAGK, F.: Das natiirliche Schlwﬁen in formalen mathematiscm Theorien. In: ,-Mathematik in
der Schule®, 6 (1968), Heft 11. .
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4)

(8)

(6)

@)

8)

Diese SchluBregel besagt :
Wenn aus einer Menge X von Ausdriicken H, bewelsbar und auch H, beweis-
bar ist, dann ist aus X die Konjunktion ,,H, und H,* beweisbar.

Das heiBt mit anderen Worten:

Um eine Konjunktion zu beweisen, muB} jedes Glied der Konjunktion einzeln
bewiesen werden.

Schlup aus einer Konjunksion .
Wenn aus X die Konjunktion ,,H, und H,* beweisbar ist, dann ist
aus X der Ausdruck H, und auch der Ausdruck H, beweisbar.
Schlup auf eine Alternative
H,
H,VH

Diese Regel besagt:
Wenn aus X der Ausdruck H, bewelsbar ist, dann ist aus X der Ausdruck

,,H; oder H,* beweisbar.

Das bedeutet also:
Fiir den Beweis einer Alternative geniigh es, wenigstens ein Alterna,tlvghed
zu beweisen.

Schluf} aus einer Alternative

~ Diese Regel haben wir im Abschnitt 1.3.2. (7 35f., Beispiel 39) bereits ange-

geben (es handelt sich um sog. Beweise durch Fallunterscheidung). Sie soll

- deshalb hier wieder nur in einer Kurzfassung erscheinen:

Wenn aus X ableitbar H; \/ H,
und aus X u {H,} ableithar H
und aus X u {H,} ableitbar H,
so ist aus X ableitbar H.

Schlup auf eine Implikation
Auch diese Regelist uns schon bekannt ( # 32f., Abschnitt 1.3. 2 Belsplel 36).

Sie lautet:

Wenn aus X u {H,} ableitbar H,,

so ist aus X ableitbar H, — H2
Das heiBit also:
Um eine Implikation zu beweisen, wird das Vorderghed der Implikation
zu den sonstigen Voraussetzungen hinzu genommen und daraus dann das
Hinterglied der Implikation hergeleitet.

- Schluf} aus einer Implikation

Das ist die uns schon bekannte Abtrennungsregel:
. H
H,

- (A 294f., Abschnitt 1.3.2., Belsplel 35)
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- (9)  Schlup auf eine Aquivalenz
‘ H, - H, :
H, - H,
Hy = H,

Wir kennen diese Regel bereits aus dem Abschnitt 1.3.2. (. 35, Belsplel 38).
Sie besagt:

Eine Aquivalenz beweist man, indem man eine Implikation und die zuge-
horige Umkehrung beweist. ‘

(10) Schlup aus einer Aquivalenz » ’
Diese Regel ist im AnschluB an das Beispiel 38 im Abschmtt 1.3.2. (/ 35)
bereits mitgeteilt worden. Sie lautet:

Wenn aus X ableitbar H; < H,, "
so ist aus X ableitbar H; — H,
und auch ableitbar H, — H,.

(11) Schluf auf ,,Fiir alle . . . gilt
H)
Y a H(a)

Wir haben diese Regel im Abschnitt 1.3.2. (# 32, Beispiel 36) kennengelernt
und 'dort vom ,,Schlufl auf eine Allaussage* gesprochen. (Diese Redeweise
ist etwas ungenau, denn V a H(a) braucht natiirlich nicht unbedingt eine
Aussage zu bezeichnen. Es konnen im Ausdruck H(a) neben a noch andere
freie Variable vorkommen.) .

Diese SchluBiregel besagt:

Um die Giiltigkeit eines Ausdrucks fiir alle Elemente des ]ewelhgen Grund-
bereichs zu beweisen, fithrt man den Bewels fiir ein beliebiges Element des
Grundbereichs durch..

(12) Schlup aus ,,Fiir alle . . . gilt*
V a H(a)
H(x)

Diese SchluBregel kennen wir bereits aus dem Beispiel 35 des Abschmtts 1.3.2.
(/" 291).

(13) Schluf auf ,,Es gibt ein .
Diese SchluBregel trat im Belsplel 37 ( 34) und auch im Beispiel 38 (A 35)
des Abschnitts 1.3.2. auf. Sie lautet:
Wenn man ein Element  angeben kann, so da aus X ableitbar ist
H(z), dann ist aus X ableitbar 3 a H(a).

(Die anfangs benutzte Redeweise-,,SchluB auf eine Existenzaussage® ist

nicht immer treffend; die Bemerkung zu (11) gilt s.in,ngeméi;B' auch hier.)
Nach dieser SchluBregel kann man also auf die Ewistenz eines Elements,
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(14)

(16)

das eine gewisse Bedingung erfiillt, sicher dann schlieBen, wenn man eéin
derartiges Element angegeben hat. (Hiufig werden Existenzbeweise aber
auch indirekt gefiithrt, wobei man die hier a.ngegebenen SchluBiregeln (1) und (2)
benutzt.)

Schluf aus ,,Es gibt ein .
Wir haben diese SchluBregel im Abschnitt 1.3.2. im Zusammenhang mit
Beispiel 42 (7 38) bereits kennengelernt. Sie lautet:

Wenn aus X ableitbar ist 3 ¢ H(a), dann ist aus X ableltbar H(z),
wobei 2 ein Element bezeichnet, fiir das H(z) gilt.

Termeinsetzung

H(a) .
H(T)

Diese SchlﬁBregel kennen wir aus dem Beispiel 35 des Abschnitts 1.3.2.

(. 80). Dort war bereits erwdhnt worden, was bei ihrer Anwendung zu

beachten ist: In T' darf keine Variable vorkommen, die in H(a) schon als
gebundene Variable auftritt. Sonst kénnte man nimlich beispielsweise von
dem allgemeingiiltigen Ausdruck '

,»,Es gibt eine natiirliche Zahl z, die groBer ist als die natiirliche Zahl a*¢

_durch Termeinsetzung (z + 1 fiir @) auf den Ausdruck

» B8 gibt eine natiirliche Zahl z, die groBer ist als die natiirliche Zahl + 1¢

~ schlieBlen, der offensichtlich falsch ist.

(16)

Umbenennung gebundeier Variabler
Diese Regel haben wir noch nicht erwihnt. Sie besagt:

Man kann gebundene Variable umbenennen, sofern dabei beachtet
wird, daB die neue Variable in dem bisherigen Ausdruck noch nicht
vorkommt.

So ist es beispielsweise moglich, von dem allgemeingiiltigen Ausdruck
»E8 gibt eine natiirliche Zahl b, die N achfolger der natiirlichen Zahl a ist*‘
durch gebundene Umbenennung zu

" ,,Bs gibt eine natiirliche Zahl =z, die Nachfolger der natiirlichen Zahl g ist*

tiberzugehen.

Dagegen ist es nicht zuléssig, die gebundene Variable b in @ umzubenennen;
denn das wiirde zu dem Ausdruck

,»Es gibt eine natiirliche Zahl a, die Nachfolger von a ist*

fiihren, der bekanntlich falsch ist.

Ebenso kann man beispielsweise nicht von dem Ausdruck

,»Zu jeder natiirlichen Zahl a gibt es eine Zahl b so daB b Nachfolger von
a ist**

zu der Redeweise

»Zu jeder natiirlichen Zahl o glbt es eine Zahl a, so daB a Na.ch.folger von
@ ist*

iibergehen, die uberhaupt kein smnvoller Ausd.ruck ‘mehr ist.
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Man benétigt die Umbenennung gebundener Variabler im wesenthchen aus
beweistechnischen Griinden.

1.3.4. Benutzung logischer Sitze beim Schliefen

Durch die Analyse von Beispielen haben wir im Abschnitt 1.3.2. (. 291f.) eine
Reihe von SchluBregeln gefunden, die fast alle im Abschnitt 1.3.3. (7 39ff.) als
,,Regeln des natiirlichen SchlieBens‘ noch einmal genannt worden sind. Zwei
SchluBiregeln, die aus unseren Beispielen stammten, traten aber nicht wieder auf.
Es handelt sich um den KontrapositionsschluB (7 36f, Beispiel 40) und um eine
mit der Identitdt zusammenhingende SchluBweise (# 37f., Beispiel 41). Das deutet
auf die Tatsache hin, daB man sich beim iiblichen mathematischen SchlieBen
nicht auf die im Abschnitt 1.3.3. angefiihrten Regeln des natiirlichen SchlieBens
beschriankt, sondern ganz allgemein Sdtze der Logik und Sdtze iiber die Identitit
zur Grundlage von SchluBregeln macht. (Der Vorteil einer solchen Verfahrens-
weise besteht in erster Linie darin, daB die Beweise dadurch im allgemeinen kiirzer
werden als bei alleiniger Benutzung der Regeln des natiirlichen SchlieBens.)

Betrachten wir einige Schlufregeln, die man aus Sdizen der Logik oder aus Sdtzen
tiber die Identitdt gewinnt:

(1)  Saiz vom ausgeschlossenen Dritten
Da der Ausdruck H\/ ~ H logisch allgemeingiiltig ist, kann stets aus
jedem beliebigen Ausdruck H, auf ihn geschlossen werden.
Wir bekommen also die SchluBregel:
H, '
HV ~H

(2) Satz vom Kettenschlup -

Der Ausdruck [(H; — Hy) A (Hy — Hg)] - (Hy —» Hs) ist ebenfalls logisch
allgemeingiiltig (eine logische Identitdt, wie man auch sagt).
Auf ihm beruht folgende Schlufiregel:

H, - H,
H, — H,
H; — Hj

(3) ' Sa,tz von der Pramissenverbindung
Aus dem allgemeingiiltigen Ausdruck
[H; - (Hy — H_s)] - [(H, A Hp) — H;]
ergibt sich die SchluBregel

H, - (H;, - Hs)
(H, AH) - H;



(4)  Kontraposition
Neben der im Abschnitt 1.3.2. (7 36f., Beispiel40) schon angegebenen Regel
kann auch benutzt werden:
H, — H, -
_~Hs
~ Hl .
Der Ausdruck
[(Hl - H) A ~ HJ]— ~H,

ist namlich ebenfalls eine logische Identitat.
(5) D= Moreansche Regeln
Man kann schlieBen
~(Hy A Hz)
~ H1 V ~ Hz

~ (H1 V Hz)'

bzw. b) m

a)
‘Die entsprechenden allgemeingiiltigen Ausdriicke konnen nach dem Muster
der eben genannten SchluBregeln leicht angegeben werden.

kﬁ) - Sdtze iiber Verneinung quantifizierter Ausdriicke
Auf diesen Sdtzen beruhen u. a. folgende SchluBregeln:
~ V a H(a) : ~ Ja H(a)
) T~ A@)] bzw. b) eI~ H@I
(7). - Sdtze iiber Quantifikatorenverteilung
Auf ihnen beruht u. a. die SchluBiregel
3 a[Hy(a) A Hya)]
Ja Hya) A 3 aHya)

(8) LExieNizsches Ersetzbarkeitstheorem
Wenn a = b ist, so kann a in einem beliebigen Ausdruck H(z) an einigen
oder auch an allen Stellen, an denen a frei vorkommt, durch b ersetzt werden.
(Man driickt das symbolisch durch H(a||b) aus.)
Als SchluBregel erhélt man in Kurzschreibweise:

a=2>b
H(a) < H(all)

Diese acht SchluBregeln sollen geniigen, auch wenn keineswegs alle fiir das Fithren
von Beweisen gebrauchlichen und in diesem Sinne wichtigen Sétze der Logik bzw.
der Identitit hier genannt worden sind. Es diirfte aber deutlich geworden sein,
auf welche Weise diese Sdtze zur Grundlage von SchluBiregeln werden konnen.
Man macht sich auch leicht klar, daB die so gewonnenen SchluBregeln alle 552U-
lassig* sind (vgl. unsere entsprechenden Uberlegungen im Abschnitt 1.3.2.):

Wenn ein Ausdruck der Form H, — H, allgemeingiiltig ist, dann folgt H, aus H, -
(nach dem im Abschnitt 1.2.2. angegebenen Satz, # 21), und damit ist der Uber-
gang von H, zu H, als SchluBregel gerechtfertigt.
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(Das Belsplel 35 (7 29) wird durch diese Uberlegung mit erfaft.. Der entsprechen.
den SchluBregel liegt die Implikation H, — (H \/ ~ H) zugrunde, die allgemein-
giiltig isb.)
ag System der SchluBregeln wird durch die Benutzung von loglsehen Satzen und
(a/ion Sétzen tiber die Identitat sehr weit ausgedehnt, und es dréngt sich die Frage
auf, ob es noch ,,iiberschaubar‘ bleibt.
Die Antwort darauf lautet:
Es ist stets nach einem einheitlichen Verfahren in endlich vielen Schritten nach-
prifbar, ob ein Ausdruck der Form H, — H, aussagenlogisch a]lgememgultlg,
d. h. eine aussagenlogische Identitét ist. Wir haben dieses Verfahren im Ab-
schnitt 1.1.7. bereits an den Beispielen 21 und 22 (7 15) vorgefiihrt. Wenn wir
von einem Ausdruck der Form H; — H, nach diesem Verfahren feststellen kénnen,
daB er aussagenlogisch allgemeingiiltig (eine Identitét) ist, dann sind wir fertig.
Die zugehorige SchluBiregel ist dann zuldssig. Ist der untersuchte Ausdruck da- -
gegen aussagenlogisch nicht allgemeingiiltig, dann muB nachgepriift werden, ob der
Ausdruck vielleicht trotzdem prddikaienlogisch allgemeingiiltig ist.!) Dafiir gibt
es im allgemeinen aber kein Entscheidungsverfahren, das unabhéngig von der Art
des speziellen Ausdrucks in immer gleicher Weise angewandt zum Ziele fiihrt.
Man muB vielmehr einen vom jeweiligen Ausdruck abhéingenden Beweis fiihren,
um seine Allgememgu]tlgkelt zu sichern. Wenn das gelingt — oder bereits frither
gelungen ist — ist die Zuléissigkeit der entsprechenden SchluBregeln nachgewiesen.
Das oben erwihnte Entscheidungsverfahren fiir die aussagenlogische Allgemein-
giiltigkeit eines Ausdrucks beruht im wesentlichen darauf, daB alle aussagen-
logisch nicht weiter zerlegbaren Bestandteile eines Ausdrucks als Variable fiir
Wahrheitswerte aufgefat werden. Ein einfaches Beispiel soll das veranschau-
lichen:
Wir schlieflen aus
»wenn |a| < 1 ist, dann ist a? < 1¢
und ‘
» B8 ist nicht a® < 1%  (kurz: a2 = 1)
auf
s, B8 ist nicht |a| < 1% (kurz: |¢| = 1)

Diesem SchluB liegt folgender Ausdruck zugrunde:,

,»wenn gilt: wenn |a| <1 1st soist g2 < 1, und es ist nicht a? < 1, dann ist
nicht |a] < 1%,
Fiihrt man fir die aussagenlogisch nicht weiter zerlegbaren Bestandteile dieses
Ausdrucks Wahrheitswertvariable ein, so erhalt man in formalisierter Schreib-
weise: :
(> NAN~gl>~p
D1e Variablen dieses Ausdrucks kénnen auf genau vier verschledene Arten mit
-~ Wahrheitswerten belegt werden.
Wie man nachpriifen kann, ist dem Ausdruck bei jeder dieser vier Belegungen der

1) Wie wir wissen, ist jeder prédikabenlogische Ausdruck, der aussagenlogisch allgemeingiiltig ist, auch
priadikatenlogisch allgemeingiiltig. Die Umkehrung gilt dagegen: nicht. (Vgl. / 15£f., Abschnitt 1.1.7.).
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Wahrheitswert W zugeotdnet, er ist a,lso aussagenlogisch a.llgememguling Damit’

ist die in unserem Beispiel angewandte SchluBweise als zulissig erkannt.,

Als Fazit unserer Uberlegungen in den Abschnitten 1.8.2. bis 1.3.4. kann festge-

stellt werden, daB wir nunmehr eine gewisse Ubersicht iiber die in der Mathemaitik

benutzten SchluBregeln gewonnen haben. Als Ergéinzung ist noch hinzuzufiigen,

daB man die SchluBregeln auch als Folgerungsregeln bezeichnen kann, da ihre

Anwendung von vorgegebenen ‘Ausdriicken stets auf Ausdriicke fiihrt, die aus den

. ersteren folgen — wir haben uns das in einigen Fillen ausdriicklich klar gemaeht
Es ist also durchaus gerechtfertigt, beim SehheBen die Redewelse ,,Daraus folgt...

zu benutzen. :

1.3.6. Logische Analyse einiger Beweise

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir aus Beispielen von Beweisfiihrun-
gen einzelne SchluBweisen herausgeldst und die ihnen zugrunde liegenden SchluB-
regeln formuliert. Wir wollen nun einige Beweise vollstdndig analysieren und sie
in jene Form bringen, die der im Abschnitt 1.3.1. gegebenen Definition (7 27£.)
entspricht: sie sollen als endliche Folgen von Ausdriicken erscheinen, und wir
wollen jeden einzelnen Beweisschritt durch Angabe der jeweils benutzten SchluB-
regel rechtfertigen.!)

Beispiel :

43) Tm Abschnitt 1.3.2. ist als Belsplel 36 (A 32f) der Beweis zu folgendem Satz
untersucht worden:
,Fir alle reellen Zahlen a gilt: wenn a > 1 ist, so ist a? > 1.
Dabei haben wir festgestellt, daB die Regel des Schliefens auf ,,Fiir alle . . . gilt**
und die Regel des SchlieBens auf eine Implikation in dem Beweis benutzt wor-

" den sind. Damit war der Beweis aber keineswegs vollsténdig analysiert. Die

SchluBregeln, die uns von ,,a > 1¢ schlieBlich zu ,,a% > 1 gefiihrt haben,
sind bei unserer ersten Betrachtung noch im Dunkeln geblieben. Wenn wir
Jjeden Beweisschritt durch Angabe der entsprechenden SchluBiregel begriinden
wollen, hekommt der Bewéis etwa folgendes Aussehen:2)

1) a>1 nach Voraussetzung ;
'(2) VaVbVe@>bAc=0—> bewiesener Satz;
’ - a -+ ¢ >b)

B) VbVec(ea>bAc=0-—->a+c>0b)
4) Ye(@>bAc=0->a+c¢>b) .
B)a>bAc=0>a+c>Dd folgt schrittweise aus (2) iiber (3) und
. ’ ., - (4) durch dreimalige Anwendung des
SchlieBens aus ,,Fir alle . . gilt*;
(6)a>1ANa-(a—1)=0— folgt aus (5) durch Termemsetzung:
-a+a-(a—1)>1 v 1 fiir b und @ - (@ — 1) fir c;

1) Das volle Erfassen der weitgehend formalisierten Beweisdarstellungen ist fiir das Verstdndnis dernach
folgenden Ausfiihrungen nicht unbedingt notwendig. )

) Der Kiirze und Ubersichtlichkeit wegen.verwenden wir hier eine weitgehend formalisierte Schreibweise.
Die inhaltlichen Bedeutungen der logischen Zeichen seien zur Erleichterung des Lesens noch einmal
genannt: V: fiir jedes; A: und; V: oder; —: wenn — 80; <=: genau dann, wenn.
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In

() Yala>1->a-(a— 1) > 0] bewiesener Satz;

8yae>1-—-a-(a—1)>0 folgt aus (7) durch Schlu aus ,,Fir
) ) alle'. . . gilt*;
9 a-(@a—1)>0 folgt aus (1) und (8) durch SchluB aus

einer Implikation;
(10)a-(a —1)>0Va-(a—1)=0 folgt aus (9) durch SchluB auf eine

(kurz: a¢-(a — 1) = 0) Alternative;
(11)ae>1Aa-(a—1)=0 folgt aus (1) und (10) durch SchluB auf
) eine Konjurktion;
12) a +a-(a—1)>1 . folgt aus (6) und (11) durch SohluB
' aus einer Implikation;
(13) Ya[ae + a-(a — 1) = a?] bewiesener Satz; )
(14) a+a-(a — 1) =a? folgt aus (18) durch SchluB aus ,,Far
alle . . . gilt*;
1) z=y>(@>1<=>y>1) bewiesener Satz (Spezialfall des LErIs-
I : N1zschen Ersetzbarkeitstheorems);
(16) a+a-(a —1) =a? - folgt aus (15) durch Termeinsetzung:
»>[a+a-(a—=1)>1<a>2>1] a -+ a-(a — 1) fir z und a? fir y;
S (MMat+a-(a—1)>1=at>1 folgt aus (14) und (16) durch SchluB
' ) aus einer Implikation;
(18 a +a-(a—1)>1->a*>1 folgt aus (17) durch SchluB aus einer
) Aqulva.lenz,
(19) a2 > 1 folgt aus (12) und (18) durch SchluB
] aus einer Implikation;
(200 e >1—»a2>1 ~ folgt aus (19) unter Beriicksichtigung
von (1) durch SchluB auf eine Impli-
. ’ kation;
(21) Ya(@>1->a2>1) folgt aus (20) durch SchluB auf ,Fiir
alle ... gilt*.

der letzten Zeile steht der als Beispiel gewahlte Satz (in formalisierter Schreib-

weise), der damit bemesen ist.

Schon aus diesem. Beispiel konnen wir einige Erkenninisse gewinnen:

1.
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Am auffilligsten ist sicher die Tatsache, daB der hier angegebene Beweis
wesentlich linger ist als der, den wir im Abschnitt 1.3.2. zu dem gleichen Satz
gefiihrt. haben (7 32). Das liegt daran, dafl man bei Beweisfiihrungen in der
Regel gar nicht alle Einzelschliisse explizit angibt. Verschiedene der in dem
hier vorgefiihrten Beweis enthaltenen Einzelschliisse werden vielmehr zusam-
mengefafSt und erscheinen dann als ein Schritt im Beweis. Dagegen ist auch
nichts einzuwenden — im Gegenteil, es wire auBerordentlich langweilig und
lastig, wenn man jeden mathematischen Beweis so ausfiihrlich aufschreiben
miite, wie wir es eben getan haben. Wesentlich ist aber die Tatsache, da8
man es im Prinzip kénnte, daB man komplexe Beweisschritte stets in ihre Einzel-
teile zerlegen kann, sofern das aus irgend einem Grunde wiinschenswert erscheint.

. Wenn man nachpriift, an welcher Stelle ein bestimmter Ausdruck in unserem

Beweis erscheint und an welcher Stelle er fir das WeiterschlieBen benutzt
wird, dann ist bald zu erkennen, da8 die Reihenfolge der Ausdriicke auch etwas

anders hitte sein kénnen. Beispielsweise wire es durchaus moglich gewesen,
den Ausdruck ,,¢ > 1%, der in unserem Beweis am Anfang steht, in Zeile (8) -



einzufiihren ; denn erst beim SchlieBen auf Zeile (9) wird er tatsdchlich bendtigt.
Natiirlich ist die Reihenfolge der Ausdriicke nicht ginzlich gleichgiiltig, aber
in gewissen Grenzen sind Umordnungen durchaus méglich, Das liegt daran,
daB die logische Struktur unseres Beweises gewissermaBen nicht linear, sondern
verzweigt ist. Man sieht das sehr deutlich, wenn man die Struktur des Beweises
durch einen gerichteten Graphen veranschaulicht (Bild 2). Den Anfangspunkten
entsprechen die fiir den Beweis als Voraussetzungen benutzten Ausdriicke (1),

0 s @ (09  sm)
3
“
©)
©)

n)

Bild 2 ' Bild 3

(2), (7), (13) und (15), dem Fortschreiten in Pfeilrichtung entspricht das SchlieBen
im Beweis, und dem Endpunkt entspricht der bewiesene Satz. Aus Bild 2 ist
zu erkennen, dafl man beim Notieren des Beweises beispielsweise auch mit dem
Ausdruck (15) beginnen kénnte oder mit dem Ausdruck (7) oder (2) oder (13).
Es gibt also recht unterschiedliche Anordnungsméglichkeiten fiir die einzelnen
Ausdriicke des Beweises. )

3. Die Variabilitit des Beweises bezieht sich aber nicht nur auf die Anordnung
der einzelnen Ausdriicke. Man macht sich leicht klar, da der Beweis zumin-
dest in einigen :Abschnitten anders aussehen wiirde, wenn wir andere Voraus-
setzungen benutzt hitten. So wire es beispielsweise denkbar, den Ausdruck (7)
nicht einfach als bewiesenen Satz vorauszusetzen, sondern ihn aus anderen
Sitzen erst herzuleiten. Das wiirde bedeuten, daB zu unserem Beweis noch
etwas hinzu kdme, allerdings ohne das schon Vorhandene zu #ndern. Man
konnte aber, auch an Stelle von Ausdruck (2) einen anderen Satz als schon be-
wiesen voraussetzen, etwa: ,,Fiir alle positiven Zahlen a, b, ¢, d gilt: wenn
a>bistund¢> d,dannista-¢c> b- d.*

Man ‘schlieft dann von ¢ > 1 auf - a > 1-1 und damit auf a% > 1 und be-
kommt bei diesem Vorgehen einen ganz anderen Beweis fiir diesen Satz.

Betspiel : v
44) Wir wollen einen weiteren Beweis aus dem Abschnitt1.3.2. noch einmal auf-

greifen (7 37). Es soll in derselben ausfiihrlichen Form wie im Beispiel 43
gezeigt werden, daBl die Summe entgegengesetzt liegender Winkel an geschnit-
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tenen Parallelen 18C° betrigt. (Wir stiitzen uns bei der Beweisfiihrung hmswht-
lich der Bezeichnungen auf Bild 3.) oo
~ Die zu beweisende Behauptung lautet also:
;> Wenn g,]|g., so ist y + f = 180°%.
Der Beweis kann wie folgt gefithrt werden:

(1) g1llg. nach Voraussetzung,

(2) & und p bilden ein Stufenwinkel-  nach Voraussetzung;
paar.

(8) 94ll9: und « und p bilden ein (1), (2) — SchluB auf eine Koftjunktion;
Stufenwinkelpaar. ’ ‘

°(4) Wenn ¢,||g, und « und y bilden bewiesener Satz;

ein Stufenwinkelpaar, so ist a = y. ‘ ’ v

5) a =y ) (8), (4) — SchluB aus einer Impli-

. kation (Abtrennungsregel);
(6) &« und B bilden ein Nebenwinkel-  nach Voraussetzung;

paar.
(7) Wenn « und § ein Nebenwinkel- bewiesener Satz;
paar bilden, so ist « 4+ f = 180°.
(8) o« + § = 180° (6),(7) — Abtrennungsregel
(9) « = yund « 4+ p = 180° (5), (8) — SchluB auf eine Konjunktion;

(10) Wenn o = y und « 4 § = 180°, bewiesener Satz;

go ist y + B = 180°. .
(11) y 4+ g = 180° (9), (10) — Abtrennungsregel;
(12) Wenn g,||g,, so ist SchluB auf eine Implikation

¥y + B = 180° w.z.b.w. C

Neben den Erkenntnissen 1. bis 3., die wir schon aus unserem Beispiel 43 ge-
wonnen haben und die durch das Beispiel 44 nur bestatigt werden, bekommen
wir hier auch eine vierte Einsicht.

. Es handelt sich um die Rolle, die der in Bild 3 da.rgestellten Bewelsflgur in
diesem Beweis zukommt. Durch sie werden ndmlich einige Voraussetzungen
immanent gegeben, die im Beweis selbst nicht explizit genannt sind, wohl aber
stillschweigend benutzt werden, z. B.: g, ist von g, verschieden, s schneidet g,
und g,, f# und y bilden ein Paar entgegengesetzt liegender Winkel und ah.nhches
Im Prinzip wire es durchaus moglich, auf die Beweisfigur zu verzichten. Dann
miiBten aber alle fiir den Beweis benutzten Lagebeziehungen, die sonst aus der
Figur hervorgehen, sprachlich richtig formuliert und als Voraussetzungen
explizit in den Beweis aufgenommen werden. Wir haben das hier nicht getan —
einmal, um nicht noch mehr von der iiblichen Praxis des Beweisens abzu-
weichen, die bei geometrischen Problemen eben durch Verwenden derartiger
Beweisfiguren gekennzeichnet ist, zum anderen, damit der Beweis trotz der
.starken Aufgliederung noch ,,lesbar‘ bleibt; denn ein Verzicht auf die Bewels
figur wiirde den Beweis recht uniibersichtlich werden lassen.

. Beispiel :
45) SchlieBlich wollen wir noch einen etwas umfangreichen Beweis darstellen, der

im Abschnitt 1.3.2. (# 35) ebenfalls schon erwihnt worden ist. Es geht um
den Beweis des Satzes:
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,,Fur alle nattirlichen Zahlen a, b, p-gilt:

wenn p eine Primzahl ist, dann teilt p das Produkt @ - b genau da.nn, wenn p

die Zahl a teilt oder die Zahl b teilt.*
In formalisierter Schreibweise:

VaVbV p[Pp) >

—(pla-b <~ pla V p[d)]

(Hierbei soll P(p) bedeuten: p ist Primzahl. AuBerdem werden noch folgende

Abkiirzungen benutzt: p fa — p tellt nicht a; (p, a) —

Teiler von p und a.)

Der Beweis kann wie folgt gefuhrt werden:

Teil 1
(1) P(p) v
(2) pla-bApta
(3) P ta

(4) P(p) Apta

(5) P(p) Apta—(ap)=1
(6) (@, p) =-1

(7) Va Vb(ala-b)
(8) 'V blaja - b)

(9) ala-d

(10) pla-b

(11) ala-b A pla-b

na,ch Voraussetzung;

als Voraussetzung;

aus (2) — SchluB} aus einer KonJunk-
tion;

aus (1), (3) — SchluB auf eine Kon- .

junktion;
bewiesener Satz;

~aus (4), () — SchluB aus einer Im-

plikation;
bewiesener Satz;
aus (7) — Schlu8 aus ,,Fur alle .

gllt“

aus (8) — SchluB aus ,,Fur alle .
gilt*;

aus (2) — SchluB aus einer' Kon-
junktion; '

aus (9), (10) — SchluB3 auf eine Kon-

. junktion;

(12) (@,p) =1 Aala-b A pla-b

" (13) VaVbVeclac) =1Aala-bA

Necla-b —-a-cla-b]

(14) VaVijp[(a,p)-l/\a]a bA
Apla-b—>a-pla-b]

(18) Vo Vpl(ap) =1Aala-b A
NApla-b —-a-pla-b]

"(18) Vp[(@p)=1Aala-b A

N pla-b—>a-pla-b]

(17) (@, p) =1 Aala-b A

ADpla-b+a-pla-b
(18) a-pla-b

(19) YaVbVe(a-cla-b < clb)
(20) Va VbV p(a-pla-b « plb)

(21) VbV p(a-pla-b« plb)

(22) Y p(a-pla-b < pld)
(23) a: pla-b « p|b
(24) a - pla - b — plb

aus (6), (11) — SchluB suf eine Kon-
junktion;
bewiesener Satz;

aus (13) — gebundene Umbenennﬁng;
aus (14) — Schlu8 aus ,,Far alle .

gilt*;
aus (15) — wie eben; -

aus (16) — wie eben;

aus (12), (17) — SchluB8 aus einer Im-

- plikation;

bewiesener Satz;

aus (19) — gebundene Umbenennung,
aus (20) — SchluB aus ,.Fur alle .
g]lt“

aus (21) — wie eben;

aus (22) — wie eben;

aus (23) — SchluB aus einer Aquiva-

lenz;

b1

groBter gemeinsamer -

N
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(25) plb

(26) pla-b Apta —plb

(27) pla-b - pla V plb

Teil 11

(28) pla
(29) 3z(ea=p-x)

30)a=p»-c

(3l) VaVbVeVpla=p-¢c—~
—»a-b=p-c-b)

32) VbVeVpla=p-c >
—>a-b=p-c-b) :

(33) VeVpl@a=p-c>a-b=
=p-c.b)

(34) Vpla=p-c—+>a-b=p.c-b)

35 a=p-c>a-b=p-c-b

(36) a-b=p-c:b

37) VeVb3Im(c-b=m)
(38) Vb3Im(c:-b=m)

(39) IAm(c-b = m)

(40) ¢c-b=¢

4l1) c-b=qANa-b=p-c-b

42) c-b=gANa-b=p-c-b—>.
_>.a-b=p-q
@3)a-b=p-g

44) 3y(@-b=1p-y)
(45) pla-b

(46) pla — pla-b

Teil 111
(47) plb

‘alle . .

aus (18), (24) — Schlu$l aus einer Im-
plikation;

aus (25) — SchluB auf eine Implikation
unter Beriicksichtigung von (2);

aus (26) — SchluB nach dem logxschen
Satz:

4N~ B)—>0]—>[A—>(BV0')];

als Voraussetzung;

aus (28) — Ersetzung von ,,pla* durch
den nach Definition dquivalenten Aus-
druck ,,3z(a = p - x)*;

aus (29) — SchluB aus ,,Es gibt ein*‘;
bewiesener Satz;

. gﬂt“;
.. giltte; !

Schluf3 aus ,,Far alle . .
SchluB3 sus ,,Fiir alle .

SchluB aus ,,Fiir alle . . . gilt*;
Schlu8 aus ,,Fir alle. . . gilt*;

aus (30), (35) — Schluﬁ -aus’ einer Im-

plikation;

bewiesener Satz;

aus (87) bzw. (38) — SchluB aus ,,Fiir
. gilt*;

aus (39) — SchluB aus ,,Es gibt ein*;
aus (36), (40) — SchluB auf eine Kon-
junktion;

bewiesener Satz;

_ aus (41), (42) — Schlu8 aus einer Im-

plikation;
aus (43) — SchluB auf ,,Es glbt. ein®;

aus (44) — Ersetzung durch den nach

Definition dquivalenten Ausdruck;
aus (45) — SchluB auf eine Implika-
tion —unter Berticksichtigung von(28);

als Voraussetzung;

Ganz entsprechend wie im Teil IT gelangt man zu

(48) plb > pla-b

Teil IV
(49) (pla - pla - b) A (plb - pla - b)

(50) pla \/ plb - pla-b

Aus (46), (48) — SchluB auf eine Kon-
junktion;

aus (49) — SchluB nach dem logischen
Satz:

A4A-CO)ANB—-C)~(AV B> C0); -



Teil V

(51) pla-b < pla \V plb aus (27), (50) — SchluB auf eine Aqui-
: . valenz;
(52) P(p) - (pla-b <« pla \/ p|b) aus (51) — SchluB auf eine Implikation

— unter Beriicksichtigung von (1);
(63) V p [P(p) - (pla-b < pla \/ plb) aus (52) — SchluB auf ,,Fir alle..

gilt*;
(564) VbV p[P(p) > aus (53) — wie eben;
- (pla-b <~ pla V plb)]
(85) Ya VbV p[P(p) > aus (b4) — wie eben.

- (pla-b < pla V plb)]
Die letzte Zeile ist unsere Behauptung, der Beweis ist damit beendet.

Bemerkungen zum Beispiel 45:

a) Die Gliederung des Beweises in die Teile I bis V wére nicht unbedingt notwendig
gewesen. Sie ist hier erfolgt, um seine Grobstruktur etwas hervortreten zu lassen.
Wir wollen sie noch einmal iiberblicken:

Im Teil I wird unter der Voraussetzung, da8 p eine Primzahl ist, die Implikation
,sWenn pl|a - b ist, so ist p|a oder p|b*
bewiesen.
In den Teilen IT bis IV wird die Umkehrung dieser Implikation hergeleitet, also
,sWenn pla oder p|b ist, dann ist p|a - b*.
Dabei bringt der Teil II die Herleitung von
,,sWenn pla, so pla - b*,
der Teil III entsprechend
,sWenn p|b, so pla - b**
und Teil IV schlieBlich die Zusammenfassung zu dem oblgen Ausdruck.
Im Teil V wird aus den beiden Implikationen die Aquivalenz
»pla - b genau dann, wenn pla oder p|b**
gewonnen, die Voraussetzung ,,p ist eine Primzahl‘ wird in den Ausdruck aufge- -
nommen, und durch Generahslerung aller ‘Variablen gewinnt man schlieBlich die
zu beweisende Behauptung.

b) In dem Beweis wird an zwei Stellen — beim Ubergang zu (29) bzw. (45) — eine
SchluBweise benutzt, die in den bisherigen Beispielen noch nicht aufgetreten war.
Sie beruht ebenfalls auf einem Satz der Logik, auf dem sogenannten Ersetzbarkeits-
theorem. Es besagt im wesentlichen, daf zueinander dquivalente Ausdriicke nach
Belieben gegenseitig ersetzt werden kénnen. (Zur Prézisierung dieses Satzes miite
natiirlich genau erklért werden, wann zwei Ausdriicke ,,zueinander ' dquivalent‘‘
genannt werden. Wir wollen das hier aber nicht weiter verfolgen, sondern begniigen ‘
uns mit der Feststellung, daB in unserem Falle Aquivalenz vorliegt; denn der
Ausdruck ;,a|b* wird ja gewohnlich durch ,,3 ¢ (b = a- ¢)‘“ definiert. Beide Aus-
driicke bedeuten also nach Definition das gleiche.)
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2. Einige psychologische
Voraussetzungen

Es ist eine bekannte Tatsache, daB die sachliche Richtfgkeit und die
logische Klarheit der Erlduterung mathematischer Begriffe, Zusammen-
hinge und Verfahren im Unterricht zwar notwendige, aber keineswegs
hinreichende Bedingungen fiir das Verstehen dieser Sachverhalte durch
Schiiler darstellen. Das trifft auch auf Beweisfiihrungen zu. Damit
Schiiler mathematische Beweise yerstehen oder gegebenenfalls selbst
durchfithren kénnen, miissen auch verschiedene psychologische Voraus-
setzungen erfiillt sein, die sowohl den Entwicklungsstand der Schiiler
als auch die Gestaltung des Mathematikunterrichts betreffen. Wir haben
bereits im Vorwort darauf hingewiesén, daB jeder Mathematik unterrich-
. tende Lehrer neben dem notwendigen mathematischen Verstandnis auch
Klarheit iiber diese psychologlschen Bedingungen besitzen sollte, um die
Schiiler moglichst erfolgreich in das Beweisen mathematischer Aussagen
einfithren zu kénnen. Deshalb sollen im folgenden einige der wichtigsten
psychologischen Aspekte, die bei Beweisfithrungen von Bedeutung smd
- kurz erértert werden.
In dem hier gegebenen Rahmen ist es naturhch nicht méglich, die ganze
- Vielfalt und Komplexitét psychologischer Zusammenhinge deutlich wer-
den zu lassen. Wir beschrinken uns bewuBt auf wenige Fragen, die im
Hinblick auf das Beweisen besonders wesentlich sein diirften, ohne dabei
die entsprechenden psycholog1schen Grundlagen systematisch und um-
fassend darzulegen. So wollen wir beispielsweise nicht besonders darauf
eingehen, daB die geistige Entwicklung nur als eine Komponente der
gesamten Persdnlichkeitsentwicklung verstanden werden kann, daB8 Denk-
leistungen nicht nur von intellektuellen Fihigkeiten abhéngen, sondern
auch von anderen Persénlichkeitsqualitéiten, daB das Lernen durch viel-
faltige innere und &uBere Bedingungen beeinfluBt wird und dergleichen
mehr. In all diesen Fragen verweisen wir auf die psycholegische Fach-
literatur?). :
Trotz der genannten Beschrinkungen werden wir aber in den folgenden
Darlegungen bereits zu Aussagen gelangen, die fiir die methodische Ge-
staltung des Unterrichts bedeutsam sind.

1) Vgl. z. B ERLEBACH, IHLEFELD, ZEKNER Psychologie filr Lehrer und Erzieher. Volk und Wissen Volks-
eigener Verlag, Berlin 1970.
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2.1. Zum entwicklungspsychologischen Aspekt

Selbstverstindlich konnen Schiiler mathematische Beweise erst dann verstehen,
wenn sie als Ergebnis ihrer Auseinandersetzung mit der Umwelt — bedingt vor
allem durch die Vorschulerziehung und spater durch den Schulunterricht — ein
bestimmtes geistiges Niveau erreicht haben. Mathematische Beweisfiihrungen
setzen psychologisch gesehen einmal die Fihigkeit zu schluBfolgerndem Denken
und zum anderen die Fihigkeit zum Operieren mit abstrakten Begriffen voraus.
In psychologischen Darstellungen der Entwicklung des Denkens findet man —
trotz unterschiedlicher theoretischer Grundkonzeptionen — relativ iibereinstim-
mende Aussagen dariiber, in welchem Alter Schiiler die genannten Fahigkeiten
erwerben.
SchluBfolgerungen treten danach schon sehr frith auf. Sie sind bereits im Vor-
schulalter zu beobachten, wenn auch nicht in solchen Formen, die fiir die wissen-
schaftliche Erkenntnisgewinnung charakteristisch sind. Im frithen Schulalter
. nimmt die Fahigkeit, SchluBfolgerungen zu ziehen, betrichtlich zu und entwickelt
sich auch in der folgenden Zeit stindig weiter.!) Dabei ist jedoch zu beachten,
daB die Kinder im frithen Schulalter vorerst nur zu solchen SchluBfolgerungen
fahig sind, die sich auf anschauliche Gegebenheiten beziehen. Die Fahigkeit zu
abstraktem Denken entwickelt sich etwa um das elfte Lebensjahr. ,,Mit dem Uber-
gang zur Mittelstufe bildet sich das theoretische Dénken heraus. Es unterscheidet
sich vom empirischen Denken dadurch, da das Kind im Bereich abstrakter
Sachverhalte zu denken vermag. Die Voraussetzung dafiir ist das umfassende
Kennenlernen der Wirklichkeit und die Ausbildung des Wissenssystems, das ver-
allgemeinerte Erfahrungen auf hoherem Niveau umfaBt.2) -
In diesem Zusammenhang miissen jedoch noch einige Tatsachen beachtet werden
a) In der psychologischen Literatur wird stets hervorgehoben, daB alle Alters-
angaben in der Entwicklungspsychologie nur ungefihre Mittelwerte darstellen,
von denen es zum Teil erhebliche individuelle Abweichungen gibt. »Manches
jiingere Schulkind denkt bereits abstrakt, und Schiiler der Mittelstufe denken
mitunter noch situativ.‘‘®) Man kann also durchaus in den Klassen der Unter-

1) Siehe z. B. CLAUSS, G. — H. HIEBSCH: Kinderpsychologie. Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin
1961, S. 268.
RUBINSTEIN, S. L.: Grundlagen der allgemeinen Psychologie. Volk und Wissen Volkseigener Verlag,
Berlin 1958, S. 481 und 496.

2) ERLEBACH, IHLEFELD, ZERNER: Psychologie fiir Lehrer und Erzieher. Volk und Wissen Volkselgener
Verlag, Berlin 1970, S. 2001.

%) A, a. 0., 8. 291, : ) ]
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stufe Schiiler finden, die durch ein schon sehr gut entwickeltes Abstraktions-
vermégen und durch besondere Fahigkeiten im logischen SchlieBen auffallen.
Genauso kennt aber wohl jeder Mathematiklehrer auch Schiiler der mittleren
oder hoheren Klassen, denen Abstraktionsleistungen und logisches SchlieBen
schwer fallen.

b) Der Ubergang zum abstrakten, formalen Denken vollzieht sich nicht fiir alle

Denkbereiche gleichzeitig. Es ist auch nicht so, da die Kinder nach Erreichen
dieser Stufe in der Denkentwicklung immer und auf allen Gebieten die gleiche
Denkhaltung zeigen. Man kann vielmehr von einer Koexistenz unterschied-

. licher Denkstile sprechen. Die jeweilige Denkhaltung hingt vom Inhalt des

c)

Denkens ab — oder genauer: vom Grade der Vertrautheit mit dem Inhalt.
Dabei wird der Arithmetik von verschiedenen Psychologen eine besondere
Bedeutung beigemessen. Die Schiiler gelangen auf diesem Gebiet zuerst zu
abstrakten Formen des Denkens.)

Die Abhidngigkeit der jeweiligen Denkhaltung vom Inhalt des Denkens ist
auch noch in einer etwas anderen Hinsicht zu verstehen. So haben beispiels-
weise Untersuchungen von REINHARD GuULLAScH2) mit Schiilern der Klassen-
stufe 7 gezeigt, daBl bei steigendem Schwierigkeitsgrad der Aufgaben ein
Riickfall auf niedrigere Niveaustufen des Denkens eintreten kann. '
Auch ErRLEBACH, IHLEFELD und ZEHNER weisen auf diese Erscheinung hin:
,»Je nach dem Schwierigkeitsgrad des Denkinhalts in aktuellen Situationen
koénnen beim gleichen Schiiler verschledene Niveaustufen des Denkens neben-
einander auftreten.‘3)

d) Eine weitere Besonderheit in der Denkentwicklung besteht darin, daB der

R
)
®)

stindige Umgang mit zunédchst als schwierig empfundenen abstrakten Begriffen
diese allméhlich — psychologisch gesehen — immer vertrauter und ,,greifbarer‘
erscheinen 14Bt. So sind zum Beispiel die natiirlichen Zahlen abstrakte Gebilde
(als Klassen jeweils gleichméchtiger endlicher Mengen — man spricht zuweilen
direkt von Abstraktionsklassen) und das Operieren mit ihnen fillt Vorschul-
kindern oder Schulanfingern im allgemeinen zunéchst schwerer als das Umgehen
mit konkreten Mengen. In der Mittel- und Oberstufe kann es dagegen eine
wirkliche Erleichterung fiir die Schiiler bedeuten, wenn etwa in dem Term
a- (b + c) fir die Variablen a, b und ¢ natiirliche Zahlen eingesetzt werden.
Die ,,Schwierigkeit‘ abstrakter Begriffe und Operationen ist also zum Teil
durch ‘ihre anfingliche Fremdheit bedingt. Durch den Unterricht wird der
Bereich des Bekannten und Vertrauten auch auf héhere Abstraktionsstufen
ausgedehnt, so daB die Schiiler dann ohne besondere Schwierigkeiten mit
immer abstrakteren Begriffen operieren kénnen. - -

Verschiedene Beobachtungen im Mathematikunterricht weisen darauf hin, da8
auch nach dem Erreichen einer gewissen abstrakt-logischen Stufe in der Denk-
entwicklung bestimmte SchluBweisen den Schiilern grgfere Schwierigkeiten be-

Siehe z. B. RUBINSTEIN; S. L.: Grundlagen der allgemeinen Psychologie. Volk und Wissen Volkseigener
Verlag, Berlin 1958, S. 500.

GULLASCH, R.: Analyse und Synthese bet individuellen Unierschieden in den mathematischen Fihigkeiten —
unlersucht an Schiilern 7. Klassen. Dissertation, Berlin 1967.

ERLEBACH, IHLEFELD, ZEHNER: A. &. O., S. 291,
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reiten als andere und daB manche logischen Schliisse von vielen Schiilern zu-
néichst kaum vollzogen werden konnen, obwohl diese Schiiler mit dem vorliegen-
den Denkmaterial durchaus vertraut sind. So kann man beispielsweise manchmal
feststellen, daB die Anwendung eines (richtig verstandenen!) allgemeinen
Satzes auf einen speziellen Fall (vgl. etwa Beispiel 35, 7 29) Schiilern der
Klassenstufe 7 kaum nennenswerte Schwierigkeiten bereitet, wihrend ihnen
andererseits die zum Beweis einer Implikation notwendige SchluBweise génzlich
fremd ist. Das heiBt mit anderen Worten: Es ist durchaus moglich, daB Schiiler
das SchlieBen aus einer Allaussage, das Schliefen aus einer Implikation (also
die Abtrennungsregel), die Termeinsetzung und eventuell weitere SchluBweisen
gut beherrschen und ohne groBe Schwierigkeiten vollziehen, wihrend hnen
gleichzeitig andere SchluBweisen (z. B. das SchlieBen auf eine Implikation) noch
ganz unbekannt und nicht vollziehbar sein kénnen. Hinzu kommt, da} Schiiler
nicht selten richtige SchluBweisen, die sie relativ haufig anwenden, nicht deut-
lich genug von &hnlich aussehenden, aber falschen SchluBweisen unterscheiden

. konnen und dadurch zuweilen Fehler begehen. So wird zum Beispiel neben

dem richtigen Kontrapositionsschlu8 ,,Wenn B aus A4 folgt und B nicht gilt,

" dann gilt auch 4 nicht* — kurz: [(4 - B) A\ ~ B] - ~ A — zuweilen auch

nach dem Schema ,,Wenn B aus 4 folgt und 4 nicht gilt, dann gilt auch B
nicht* — kurz: [(4 — B) A\ ~ A] - ~ B — geschlossen, das zwar eine gewisse
Ahnlichkeit mit dem KontrapositionsschluB besitzt, aber dennoch keine logisch
zuldssige SchluBweise darstellt.

Man kann also nicht erwarten, daB die Schiiler mit dem Erreichen der a.bstrakt-

logischen Stufe in der Denkentwicklung automatisch auch die Logik bewufit —
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oder zumindest intuitiv — beherrschen. Es ist vielmehr so, daf die Schiiler
sich schrittweise die verschiedenen logischen SchluBweisen aneignen, wobei dem
Unterricht als dem Hauptfeld der Entwicklung des logischen Denkens erst-
rangige Bedeutung zukommt.

Es ist eine bekannte Tatsache, daB friihere psychologlsche Untersuchungen
zur Denkentwicklung héufig nur feststellen konnten, wie diese sich  unter den
jeweils gegebenen gesellschaftlichen Bedingungen vollzieht. Dabei blieb natiir-
lich die Frage offen, wie und in welchem MaBe durch eine Verinderung dieser
Bedingungen — insbesondere durch eine Verdnderung des Schulunterrichts
als eines fiir die Denkentwicklung zweifellos sehr wesentlichen Faktors — die
Entwicklung des Denkens der Schiiler positiv beeinfluBt werden kann. Seit
einigen Jahren werden gerade in dieser Richtung in vielen Lindern Versuche
unternommen, die sehr hiufig auch mit den Bemithungen um eine Moderni-
sierung des Mathematikunterrichts verkniipft sind. Unsere eigenen Erfahrun-
gen aus derartigen Versuchen (Erprobung unseres Mathematiklehrplans) be-
sagen, daB Schiiler merklich frither zu abstrakt-logischen Gedankengéngen und
zu bestimmten SchluBweisen fihig sein kénnen, als bisher im allgemeinen ange-
nommen wurde. So sind zum Beispiel im Schuljahr 1967/68 in den am Versuch
beteiligten Klassen der Klassenstufe 4 einfache Sitze der Teilbarkeitslehre mit
den Schiilern erarbeitet, allgemein formuliert und auch allgemein — unter
Benutzung von Variablen — bewiesen worden. Dabei haben Schiiler zum Teil
d1e als Hilfe gedachten Beweise fiir spezielle Zahlenbeispiele von sich aus iiber-



sprungen und sind sofort zur Formulierung der' einzelnen Beweisschritte mit
Hilfe von Variablen iibergegangen. ,
Selbstverstindlich erfolgte die Beweisfithrung unter Anleitung des Lehrers,
die sehr lebendige und verstdndnisvolle Mitarbeit der Schiiler zeigte aber, daB
sie keineswegs prinzipiell iiberfordert waren — im Gegensatz zu fritheren Auf-
fassungen, nach denen man allgemeine Beweisfithrungen im Unterricht erst ab
Klasse 6 fiir sinnvoll hielt.. Solche Schiilerleistungen sind méglich, wenn die
Gestaltung des Mathematikunterrichts vom ersten Schuljahr an sowohl inhalt-
lich als auch psychologisch und methodisch gut durchdacht durchgefiihrt wird.
Es wiirde hier allerdings zu weit fiithren, diese gesamte Vorarbeit ndher erliutern
zu wollen, zu der das griindliche Vertrautmachen der Schiiler mit der Definition
der Teilbarkeitsrelation im Bereich der natiirlichen Zahlen ebenso gehort wie
die Entwicklung des notigen Verstindnisses fiir Variable und einer hinreichen-
den Sicherheit im Umgang mit ihnen, die Gewéhnung.-der Schiiler an das Be-
griinden von Aussagen, an einfache Formen des SchlieBens usw. ‘
Die Konsequenzen, die sich aus den Darlegungen zum entwicklungspsycholo-
gischen Aspekt fiir das Fuhren von Beweisen im Mathematikunterricht ergeben,
sind folgende:
Schon ab Klasse 1 sind von den Schiilern einfache Begriindungen und Schluf}-
folgerungen zu verlangen, sofern diese sich auf anschaulich faBibare oder den
Schiilern inhaltlich gut vertraute Sachverhalte beziehen. Dabei miissen die Anfor-
derungen im Laufe der Zeit so erh6ht werden, daB am Beginn von Klasse 6 die
Schiiler in das mathematische Beweisen eingefithrt werden kénnen.

2.2, Zum denkpsychologischen Aspekt

Aus der Vielfalt der Bedingungen, die fiir eine erfolgreiche Denktétigkeit von
Bedeutung sind, sollen hier nur einige hervorgehoben werden, die fiir die Bewilti-
gung mathematlscher Bewelsaufgaben durch Schiiler besonders wesentlich sein
diirften. ‘
Eine wichtige Voraussetzung fiir das Ingangkommen eines Denkprozesses ist das
Vorhandensein und BewuBtwerden einer Problemsituation. RUBINSTEIN formu-
liert das wie folgt: ,,Der Mensch fingt an zu denken, wenn er das Bediirfnis hat,
gatwas zu verstehen. Das Denken beginnt normalerweise mit einem Problem oder
mit einer Frage, mit einer Verwunderung oder einer Verlegenheit, mit einem Wider-
spruch. Diese Problems1tua.t10n fiihrt dazu, daB ein DenkprozeB eingeleitet
wird. 1)

Das bedeutet: die Frage nach dem Beweis einer mathematischen Aussage ist fiir
die Schiiler anfangs nur sinnvoll, wenn sie den Inhalt der Aussage nicht als von
vornherein selbstversténdlich ansehen. Erst auf einer spateren Stufe ist es moglich,
die Problemsituation nicht aus der Aussage selbst zu entwickeln, sondern aus der
"Frage nach dem logischen Zusammenhang der vorliegenden Aussage mit anderen
Aussa,gen

!) RUBINSTEIN, S.L.: Grundlagen der allgemeinen Psychologie. Volk und Wissen Volkseigener Verlag,
Berlin 1958, S. 434 —435.
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Das Wecken des Beweisbediirfnisses fiir einen bestimmten Satz kann aber nichg
nur dann schwierig werden, wenn die betreffende Behauptung einen den Schiilern
evident erscheinenden Sachverhalt ausdriickt. Da man vor dem Beweisen eines
Satzes diesen im allgemeinen erst als Vermutung im Unterricht gewinnen mug,
besteht immer die Gefahr, daB die dazu angestellten Uberlegungen und Handlun-
gen auf die Schiiler schon so iiberzeugend wirken, daB sie dadurch keine Notwen-
digkeit mehr fiir einen Beweis des neuen Satzes sehen. Besonders groB ist diese
Gefahr bei Schiilern, die noch sehr an induktive Formen der Erkenntnisgewinnung
gewdhnt sind und die wenig zwischen Plausibilitdtsbetrachtungen einerseits und
" exaktem mathematischem SchlieBen andererseits unterscheiden kénnen.
Gerade bei der Einfithrung der Schiiler in das Beweisen mathematischer Aussagen
ist deshalb darauf zu achten, daB den Schiilern die Unzuldnglichkeit induktiver
Methoden oder die von Plausibilitdtsbetrachtungen fiir die Erkenntnissicherung
in der Mathematik bewuBt wird und daB sie lernen zwischen Vermutungen und
gesicherten Aussagen zu unterscheiden.
Ist bei den Schiilern eine klare .Erkenntnis der Problemsituation erreicht, so
kénnen sie sich der Losungssuche — hier also der Suche nach einem Beweis — zu-
wenden. Dabei haben sie mehr oder weniger groBe Schwierigkeiten zu tiberwinden,
die einerseits in der Aufgabe selbst liegen, andererseits aber auch von der Disponi-
bilitit des bisher erworbenen Wissens und von seinem Abstraktionsgrad — von
seiner mehr oder weniger starken Bindung an unwesentliche Gegebenheiten — ab-
hingen konnen. Auf den letztgenannten Umstand hat bereits K. DUNCKER auf-
merksam gemacht.?) .
Am Beispiel des Axioms von PAscH zeigt er, wie eine zu stark anscha.uungsgebun-
dene Vorstellung vom Inhalt dieses Axioms zu einem Hindernis werden kann,
wenn die Benutzbarkeit des Axioms fiir eine bestimmte Beweisfiihrung erkannt
werden soll. _
Obwohl das Axiom von PascH in unserem Geometrieunterricht nicht explizit
auftritt, wollen wir die darauf beruhenden Ausfiihrungen von DUNCKER wegen
ihrer prinzipiellen Bedeutung etwas niher betrachten.
Man kann das Axiom von PascH wie folgt formulieren:
In einer Ebene seien gegeben ein Dreieck ABC und eine Gerade g, die durch
keirien der Punkte A, B oder C geht. Dann gilt: wenn g eine Seite des
Dreiecks ABC schneldet dann schneidet sie auch noch genau eine weitere
Seite des Dreiecks.

Der Inhalt dieses Axioms wird durch Bild 4 veranschaulicht.
K. DunokER bétrachtet nun folgende Aufgabe:

Gegeben seien in einer Ebene zwei verschiedene, nicht parallele Geraden g
und %, deren Schnittpunkt 4 sein moge, und auf » zwei weitere Punkte P;
und P,, wobei A zwischen P; und P, liegen soll. Es ist zu beweisen, daB
jeder Punkt P, der weder auf g noch auf 4 liegt, entweder mit P; oder mit P,
durch eine Strecke verbunden werden kann, die die Gerade g nicht schneidet
(Bild 5). N

1) DUNCKER, K.: Zur Psychologie des produkiiven Denkens. Springer Verlag, Berlin 1935, S. 12511,
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Der verlangte Beweis 1i8t sich mit Hilfe des Axioms von PAscH recht einfach
fiithren: Durch die Punkte P, P,, P, ist stets ein Dreieck gegeben (P soll ja. nicht
auf b liegen!), dessen eine Seite (ndmlich P,P,) durch die Gerade.g geschnitten
wird. Dabei geht g durch keinen Eckpunkt des Dreiecks (4 liegt zwischen P,

Bild 4

und P, und P liégt nicht auf ¢). Also schneidet g nach dem Axiom von PAscm
noch _genau eine weitere Seite des Dreiecks. Das heilt aber, daB entweder PP
oder PP nicht von g geschnitten wird, w. z. b. w.

DUNOKER macht darauf aufmerksam, daB der verlangte Beweis relativ leicht zu

bewiltigen ist, wenn man schon weif, daB das Axiom von PAson herangezogen
werden muB.

" Bilds

: TIst das aber zunichst nicht bekannt, dann stellt die Aufgabe doch einige Anfor-
derungen an das Denken. Das liegt daran, daB die anschauliche Reprasentation
und Auffassungsweise des Axioms von PAscH einerseits und der Beweisaufgabe
andererseits sich in einigen Punkten deutlich unterscheiden, so daB es keineswegs
einfach ist, in den anschaulichen Gegebenheiten der Beweisaufgabe die des Axioms
von Pason wiederzuentdecken bzw. die eine Auffassungsweise in die andere iiberzu-
fithren. Wihrend némlich durch die Formulierung des Axioms von Pascu priméar
ein Dreieck, das von einer Geraden durchquert. wird, als anschauliche Gegebenheit
hervortritt, werden die Bedingungen der Aufgabe vor allem durch zwei einander
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schneidende Geraden anschaulich reprisentiert, zu denen noch ein Punkt auBer-
halb der beiden Geraden hinzukommt. Erst wenn man auch die beiden Verbin-
dungsstrecken PP, und PP, einzeichnet (Bild 6), ndhert man sich den anschau-
lichen Gegebenheiten des Axioms von PascH. Aber auch jetzt kann es auf Griand
der Entstehung der Figur noch psychologlsche Barrieren fur die Anwendung des
Axioms von PascH geben: Die Strecke PP, P, hat mehr den Charakter eines primdr

 existierenden Elements (als Teil der Geraden k), wihrend PP, und PP, als nach-

Bild 6

[

traglich eingezeichnete Verbindungsstrecken mehr sekunddrer Natur sind. Um
auf das Axiom von PasoH zuriickgreifen zu koénnen, miissen alle drei Streeken
gleichrangig als Seiten des Dreiecks PP, P, gesehen werden. DUNCKER, spricht
in diesem Zusammenhang davon, daf} zur Losung der Aufgabe ein Umstrukiurieren
der anschaulichen Gegebenheiten notwendig ist. AbschlieBend zu dem hier wieder-
gegebenen Beispiel von DUNCKER wollen wir uns aber klar machen, daB die geschil-
derten Schwierigkeiten der Beweisaufgabe um ‘so geringer werden diirften, je
weniger ein Bearbeiter der Aufgabe an eine bestimmte Formulierung und eine
daran gekniipfte feste anschauliche Deutung des Axioms von PascE gebunden
ist, und je mehr er auch in der Lage ist, die Bedingungen der Aufgabe in unter-
schiedlicher Weise auszudriicken und zu interpretieren. Er wird dann leichter
die Berithrungspunkte der Aufgabe mit dem Axiom von PascH erkennen. In
- beiden Fiallen handelt es sich ja doch um Anordnungsbeziehungen . (ausgedriickt
durch ,liegt zwischen) von Punkten auf verschiedenen Geraden. '
In dem Axiom von PascH wird festgestellt:

Liegt unter den schon erwahnten Vora,ussetzungen ein Punkt von g etwa

zwischen 4 und C (7 61, Bild 4), dann liegt auch ein Punkt von g entweder

zwischen 4 und B oder zwischen B und C.1) '
Die Formulierung der Aufgabe besagt:

Der Punkt A von g wird als zwischen P; und P, liegend vorausgesetzt ( / 61,

Bild 5), und nach der zu beweisenden Behauptung  — in etwas anderer
" Sprechweise — liegt ein Punkt von g entweder zwischen P und P, oder zwi- |
schen P und P,. - : .

1) Es sei bemerkt, daf die Redeweise ,,P liegt zwischen 4 und B* stets mit zum Ausdruck bringt, daB P,
A und B auf ein und derselben Geraden liegen.
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Wie; man sieht, ist zwischen diesen beiden Formulierungen kaum noch ein Unter-
schied erkennbar.
Das Problem der mehr oder weniger starken €ebundenheit des Denkmaterials
an feste Formulierungen oder weitgehend starre Vorstellungen wird auch in dem
folgenden Beispiel deutlich, das aus der Arbeit eines mathematischen Zirkels von
Schiilern der Klassenstufe 8 stammt.
‘ Gegeben sei die in Bild 7 dargestellte Figur, die folgende Voraussetzungen,
erfiillen soll:

(1) AD~AB; () AD~BD; (3) AD=DC

' "Es ist zu beweisen, daB die Summe der Winkel ADB und ACB genau 90°
- betragt.

| Bild7 ‘ Bild 8
Die Teilnehmer der Arbeitsgemeinschaft bewiltigten diese Aufgabe mit unter-
schiedlichem Erfolg. Die meisten entdeckten richtig, daB ¢ 4DB = 60° gilt, da
das Dreieck ABD nach den gegebenen Voraussetzungen gleichseitig ist. Sofern die
Schiiler weitere Schritte im Beweis durchfiihrten, gingen sie alle im wesentlichen
folgenden Weg (Bild 8):
Durch die Verlingerung von CD iiber D hmaus wird der: kael ADB in die
beiden Winkel &, und «, zerlegt. Es gilt &, + &, = 60°.
Da die Dreiecke ADC und CDB nach den gegebenen Voraussetzungen gleich-
schenklig sind, gilt f; = B, und y, = ¥,.
Nach dem Satz iiber die AuBenwinkel am Dreieck ergibt sich oy = f#; + fo = 2 f;
undoy =p; +y2 =29 - '
Somit folgt aus oy + oy = 60° die Gleichung 26, + 294 = 60° und daraus
By + y1 = 30°.
Daraus ergibt sich, daBl die Summe der Winkel ADB und ACB genaun 90° betrigt,
w.z. b. w.
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Kein Schiiler kam jedoch auf den Gedanken, den Beweis nach der Feststellung
,»<. ADB = 60°* kiirzer wie folgt weiter zu fithren:

Nach den gegebenen Voraussetzungen liegen die Punkte 4, B und C auf ein und
demselben Kreis mit D als Mittelpunkt. Die Winkel ACB bzw. ADB sind Peri-

pherie- bzw. Zentriwinkel iiber dem gleichen Bogen AB. Also ist < ACB = 30°
(kalb so grof wie der zugehérige Zentriwinkel), und die Summe der beiden Winkel
betrigt somit 90°, w. z. b. w.

Der hier benutzte Sa,tz iiber Peripherie- und Zentriwinkel war allen an der Arbeits-
gemeinschaft teilnehmenden Schiilern aus dem Mathematikunterricht bekannt.
Trotzdem wurde er von ihnen nicht herangezogen. Die Ursache dafiir diirfte mit
groBer Wahrscheinlichkeit darin zu suchen sein, daB in der gegebenen Figur der
Kreis um D durch die Punkte 4, B und C nicht eingezeichnet war und dafl der
Begriff ,,Kreis“ in der Formulierung der Aufgabe nicht explizit auftrat, sondern
daB die Bedingung ,,4, B und C liegen auf ein und demselben Kreis um D durch
die Angabe einiger Streckenkongruenzen gegeben wurde. Diese an sich unwesent-
lichen Abweichungen der Figur und der sprachlichen Formulierungen von der in
unseren Mathematiklehrbiichern iiblichen Formulierung und Veranschaulichung
zum Satz iiber Peripherie- und Zentriwinkel reichten aus, um ihn fiir die Losung
der vorgelegten Aufgabe nicht ins Auge zu fassen.

Die SchluBfolgerungen, die sich fiir die Unterrichtsfithrung ergeben, sind ziemlich
klar und seit lingerem bekannt: Der Mathematiklehrer mufl bestrebt sein, bei der
Vermittlung von mathematischen Kenntnissen (Begriffen, Sitzen usw.) einseitige
Fixierungen bestimmter Formulierungen, bestimmter Vorstellungen usw. zu ver-
hindern. Das beginnt mit dem Vermeiden von ,,Standardfiguren“ in der Geo-
metrie, mit dem Wechsel in der Wahl von Variablen in arithmetischen Zusammen-
hangen, muB sich aber auch auf unterschiedliche anschauliche Deutbarkeit mathe-
matischer Siatze — soweit diese moglich ist — sowie auf deren unterschiedliche
Formulierung erstrecken. Diese Forderungen sind natiirlich nicht nur im Hinblick
auf Beweisaufgaben von Bedeutung, sondern auch fiir die Losung anderer Arten
von mathematischen Aufgaben. '

Zusammenfassend laft sich sagen:

Das Verstindnis mathematischer Beweisfithrungen sowie die Fahigkeit zu der-
artigen Beweisfithrungen hingen unter anderem ab vom Vorhandensein und Be-
wuBtwerden einer echten Problemsituation, von der Einsicht in die Unzulénglich-
keit von Betrachtungen, die sich in erster Linie auf die Sinneswahrnehmung
stiitzen oder die nur induktive SchluBweisen benutzen, sowie von der Verfiigbar-
keit und Flexibilitdt des erworbenen mathematischen Wissens.

2.3. Zum lernpsychologischen Aspekt

Als letzten, aber keineswegs unwesentlichen Punkt unserer psychologischen Vor-
iiberlegungen wollen wir die mit dem Fithren von Beweisen im Mathematikunter-
richt zusammenhéangende lernpsychologische Problematik etwas niher betrachten.
Der lernpsychologische Aspekt spielt insofern eine Rolle, als die Behandlung von
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Beweisen im Mathematikunterricht das Ziel haben muB; die Schiiler das Fiihren
von Beweisen zu lehren. Es geht im Untérricht nicht in erster Linie darum, daB
die Schiiler einzelne, bestimmte Beweise lernen, sondern sie sollen das Beweisen
lernen. Das konnen sie allerdings nur, indem sie sich mit einzelnen, bestimmten
Beweisen befassen. Hier erhebt sich eine Frage, die in der Psychologie als Transfer-
Problem in vielen Zusammenhéngen auftritt: Kann man iiberhaupt erwarten,
daB die Schiiler durch die Beschiftigung mit einzelnen Beweisen das Beweisen
lernen ? Fiihrt die Beschéftigung mit einzelnen Beweisen dazu, da8 die Schiiler
mit der Zeit immer besser in der Lage sind, auch selbsténdig neue Beweisaufgaben
16sen zu koénnen ?

Die Psychologie gibt auf diese Frage eine fiir unser Problem sehr bedeutsame Ant-
wort. Es konnte nachgewiesen werden, daB dem Sinnerfassen, dem Verstehen
des Stoffs fiir das Lernen groBe Bedeutung zukommt.!) Personen, die das Lésen
bestimmter Aufgaben inhaltlich verstanden haben, bewiltigen neue, strukturell
dhnliche Aufgaben wesentlich besser als solche Personen, die die Aufgabenlosungen
nur auswendig lernen.

Fir uns heiBt das, daB wir vor allem dann einen zufriedenstellenden Lerneffekt
bei den Schiilern erwarten kénnen, wenn sie die Beweise, mit denen sie im Mathe-
matikunterricht in Berithrung kommen, wirklich verstehen.. Dariiber hinaus ist
aber zu beriicksichtigen, daB auch noch andere Bedingungen fiir das Zustande-
komimen eines Lernerfolgs von Bedeutung sind. A

Insbesondere muB ein ausreichendes MaB an aktiver Hinwendung der Schiiler
zum Lerngegenstand vorhanden sein. Dieser Punkt fiihrt uns auf eine andere
zentrale Frage der Lernpsychologie, auf das Motivationsproblem. Wir wollen
dazu keine ins Detail gehenden Uberlegungen anstellen, sondern nur festhalten:
Man kann bei den Schiilern nur dann einen Lernerfolg erwarten, wenn es gelingt,
die notwendigen Triebkrifte in ihnen hervorzurufen, die zu einer aktiven Ausein-
andersetzung der Schiiler mit Beweisen (und mit dem Beweisen) filiren. Dabei
ist es nicht gleichgiiltig, welche Motive in erster Linie wirksam werden — Interesse
an der Sache, Freude am Nachdenken, am Knobeln, Streben nach guten Zensuren,
Angst vor schlechten Zensuren o. a. — doch soll hier nicht weiter darauf einge-
gangen werden, da es uns zu weit vom Thema abfithren wiirde. Man miiBte dabei
z. B. bedenken, daf das Streben nach guten Zensuren wiederum sehr unterschied-
lich motiviert werden kann usw.

Als Ergebnis sei also zunéchst festgestellt:

Die Entwicklung der Fihigkeit, mathematische Beweise fiihren zu kénnen, ist
nur durch einsichtiges Lernen an Hand spezieller Beweise moglich. Es ist dagegen
wenig erfolgversprechend, einzelne Beweise von Schiilern auswendig lernen zu
lassen, weil damit das notige Sinnversténdnis nicht garantiert werden kann, das
zum Erlernen des Beweisens erforderlich ist.

Mit diesen Feststellungen ist natiirlich noch nicht die Frage beantwortet, wie ein-
sichtiges Lernen bei den Schiilern erreicht werden kann. Man findet in der psycho-
~ logischen Literatur verschiedene Ansitze zur Klirung ‘dieses Problems Fiir den

1) Vgl ERLEBACH, IHLEFELD, ZEHNER: A. a. 0., 8. 127ff.
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Unterricht diirften dabei vor allem jene Gedanken recht fruchtbar sein, von denen

GarPERIN und seine Mitarbeiter ausgehen.?)

Sie stiitzen sich auf die bekannte Tatsache, dafl Fahigkeiten einerseits eine Voraus-

setzung fiir bestimmte Tatigkeiten darstellen, daB sie andererseits aber aueh durch

diese Tatigkeiten entwickelt werden. GALPERIN orientiert seine Untersuchungen
‘an der Frage, welche Titigkeiten (welche Handlungen) ein Lernender in welcher

Reihenfolge vollziechen muB, um bestimmte Begriffe zu bilden, um bestimmte

Operationen zu beherrschen oder bestimmte Fihigkeiten zu erwerben. Da.bel

unterscheidet er verschiedene Stufen:%)

— Materielle Handlungen (Umgehen mit konkreten Gegenstinden) als Ursprung
jedes geistigen Prozesses;

— sogenannte materialisierte Handlungen (Umgehen nicht mit konkreten Objekten,
sondern mit materiellen Stellvertretern oder auch Zeichen fiir die Objekte —
mit Abbildungen, Skizzen, Modellen, Beschreibungen, Namen);

— sprachliche Handlungen (als Widerspiegelung materieller und materialisierter
Handlungen mit dem Ziel der Mitteilung an andere);

— Handlungen mit Hilfe der ,,Guferen Sprache fiir sichi (wobei das Sprechen
nicht mehr primér der Mitteilung dient, sondern als Mittel des Denkens er-
scheint, als Verfahren, an der jeweiligen Aufgabe gedanklich zu arbeiten);

— innere Handlungen (auf der Basis einer ,inneren Sprache®, die im Vergleich
zur duBeren Sprache eine verkiirzte, fragmentarische Form aufweist und im
allgemeinen nicht mehr selbstéindiger Gegenstand des BewuBtseins ist, so daB
sich scheinbar ein ,,reines Denken‘ — ohne sprachliche Form — vollzieht).

GALPERIN weist in diesem Zusammenhang auf folgende Umsténde hin:

1. Beim Losen von Aufgaben kann die Gesamthandlung aus Elementen wunter-
schiedlicher Niveaustufen aufgebaut sein — je nachdem, in welchem Grad die
‘einzelnen Teilhandlungen vom Losenden bereits beherrscht werden, wie weit
sie schon automatisiert sind.

2. Mit der materiellen oder materialisierten Form der Handlung (als Grundlage
fiir hohere Stufen) kann nur dann das angestrebte Ziel im LernprozeB erreicht
werden, wenn die Handlung einerseits hinreichend in einzelne, leicht zu ver-
folgende Einzelschritte aufgegliedert wird, und wenn sie andererseits geniigend
verallgemeinert — also von speziellen Besonderheiten der jeweiligen Aufgabe
abgehoben — erscheint.

3. Jede zielgerichtete menschliche Handlung stellt eine Einheit von sogenannter
Arbeitshandlung (auf die Losung der Aufgabe gerichtet) und Kontrollhandlung
(auf die Uberpriifung einzelner Schritte wie auch der gesamten Arbeitshandlung
gerichtet) dar. Auch die Kontrollhandlung durchléuft verschiedene Stufen,
aber nicht unbedingt synchron mit der Arbeitshandlung. Sie kann bereits auf
dem Niveau einer ,,inneren Handlung* ablaufen, wihrend die Arbeitshandlung
sich noch auf der materiellen Ebene oder in der sogenannten ,,materialisierten
Form** vollzieht.

1) Vgl. z. B.: a) Probleme der Lerntheorie. Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1966.
b) Uniersuchungen des Denkens in der sowjetischen Psychologie. Volk und Wissen Volkseigener Verlag,
Berlin 1967.

%) Vgl.: Probleme der Lerntheorie. A. a. O., S. 361f.
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Leider gibt es bisher keine speziellen empirischen Untersuchungen zu der Frage,
wie das Lernen des Beweisens unter Beriicksichtigung der eben skizzierten Grund-:
auffassungen GALPERINs im Mathematikunterricht zu organisieren ist. Einige
SchluBfolgerungen lassen sich aber doch (deduktiv) gewinnen:

a)

Zunichst diirfte klar sein, daB die Stufe der materiellen Handlungen fiir das
Lernen des Beweisens nur mitfelbar von Bedeutung ist. Sie spielt zwar eine
wichtige Rolle beim Vertrautwerden der Schiiler mit; gewissen mathematischen
Begriffen und Operationen, die ihrerseits in Beweisfithrungen auftreten konnen,
das Beweisen selbst vollzieht sich aber nicht in der materiellen Ebene. Beriick-
sichtigt man die von uns gegebene Definition des Begriffs ,,Beweis* (7 271.),
so wire Beweisen im Sinne Galperins als eine Form materialisierter Handlungen
aufzufassen; denn Beweisen bedeutet nach dieser Definition Umformen von
Ausdriicken (Zeichenreihen) nach gewissen Regeln (den SchluBregeln). Es ist
aber zu bedenken, daB durch die erwihnte Definition die tatséichliche Praxis
des Beweisens nicht ganz erfaBt wird. Im Unterricht erscheinen Beweisfithrun-
gen ja nicht allein als Umformungen von Zeichenreihen, sondern im allgemeinen
als relativ komplexe Tétigkeiten, in denen neben dem Operieren mit Zeichen-
reihen (Formeln u. &.) und evtl. Arbeiten an Skizzen auch sprachliche Hand-
lungen (z. B. Umformulieren von Bedingungen u. &.) und sogenannte innere
Handlungen (z. B. beim SchlieBen) integriert sein konnen. Beweisen kann sich
also mit Ausnahme der materiellen Ebene auf allen Handlungsstufen vollziehen,
wobei es im allgemeinen so sein wird, daB bei einer speziellen Beweisfithrung
gewisse Elemente (Schritte) als materialisierte Handlungen, andere Elemente
als sprachliche und wieder andere als innere Handlungen ablaufen werden..

b) Es ist offensichtlich, daB das Verstdndnis von Beweisfithrungen durch Schiiler

c)

‘bzw. ihre Fihigkeit zu selbstindigem Beweisen unter anderem davon abhingt,

wie weit sie die auftretenden Handlungen auch auf der entsprechenden Stufe

vollziehen konnen. Esist Aufgabe des Lehrers, einerseits die entsprechenden An-

forderungen den vorhandenen Fahigkeiten der Schiiler anzupassen, andererseits
aber auch zielstrebig an der Wetterentwwklung dieser Fahigkeiten zu arbeiten.

Das bedeutet:

— Entwicklung der Sicherheit im Umgang mit formalisierten Ausdriicken;.

— allméhliche Reduzierung der Anzahl von Einzelschritten bei Umformungen
und anderen Operationen im Sinne einer Verkiirzung und Automatlslerung
der Handlung?);

— Schulung des sprachlichen Ausdrucksvermdgens wie auch der Fahigkeit,
an sprachlichen Formulierungen zu arbeiten;

— Steigerung des Beherrschungsgrades verschiedener — insbesondere auch logi-
scher — Operationen bis auf das vaeau innerer Handlungen und &hnliches.

Das Erreichen dieser einzelnen Zlelsetzungen ist wiederum nur méglich, wenn

entsprechende Tdtigkeiten im Unterricht organisiert werden, wenn man den

Schiilern also entsprechende Aufgaben dazu stellt.

Von besonderer Bedeutung fiir die Entwicklung von Fahigkeiten auf dem Gebiet

des' Beweisens diirfte schlieBlich der Gedanke sein, daf komplexe Handlungen,

‘) Vel.: Probleme der Lerntheorie. A. a. O.. S. 40f.

b*
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wie es Beweisfithrungen im allgemeinen sind, zunéchst in kleinere, fiir die Schii-
ler leicht zu verfolgende Einzelschritte aufgegliedert werden — natiirlich ohne
dabei die Aufgabe als Ganzes aus dem Auge zu verlieren. Erst wenn die Schiiler
bestimmte Teilschritte sicher beherrschen, kénnen in der Gesamthandlung
Zusammenfassungen solcher Teilschritte und damit Verkirzungen im Handlungs-
ablauf vorgenommen werden. (Es sei hier vermerkt, da die Beachtung dieses
allgemeinen Prinzips bei den Schulversuchen zur Entwicklung neuer Mathe-
matiklehrplane in den Jahren 1964 bis 1969 mit zur.Erreichung von sehr guten
Erfolgen beigetragen hat.)
Wir wollen diesen Gedanken jedoch nicht falsch verstehen: Die Aufgliederung
von Beweisfithrungen in Einzelschritte, von der hier die Rede ist, wird im allge-
meinen nicht mit jener analysierten Form von Beweisen identisch sein, wie sie
in den Beispielen des Abschnitts 1.3.5. (7 47ff.) dargestellt worden ist. Dort
sind ndmlich Beweisschritte, die psychologisch von Schiilern wohl als nicht
zerlegbar angesehen werden, aus rein logischen Griinden- (Zuriickfiihrung auf
bestimmte SchluBregeln) zum Teil noch.stark untergliedert worden. (Man
vergleiche nur noch einmal die ,,normalen‘‘ Beweise mit den ,,analysierten‘‘!)
Im Unterricht wiirde man mit einer derartigen Aufgliederung, die die psycholo-
gischen Aspekte' auBer acht 14Bt, den Schiilern das Lernen des Beweisens
nicht erleichtern, sondern im Gegenteil nahezu unméglich machen. Wenn
also von einer Aufgliederung des Beweisens in Einzelschritte gesprochen wird,
so ist das im psychologischen Sinne zu verstehen.
Solche Einzelschritte konnen dann sein:
— Das Entwickeln einer Beweisfigur;
— das Notieren der speziellen Voraussetzungen ;
— das Aufstellen eines ,,Beweisplans®‘;
— das schriftliche Fixieren jedes einzelnen Beweisschrittes (im Rahmen der iib-
lichen Gepflogenheiten, nicht in der oben erwihnten ,,analysierten Form‘);
— die explizite Angabe der Begrundung bei gewissen Umformungen oder Teil-
schritten und &hnliches.

Fassen wir die wichtigsten Ergebnisse unserer psychologischen Vomberlegungen noch
einmal kurz zusammen :

Die Schiiler konnen nur dann das Beweisen lernen, wenn sie die im Mathematik-
unterricht behandelten Beweise wirklich verstehen. Ein solches Verstindnis kann
aber nur erreicht werden, wenn einerseits eine aktive Hinwendung der Schiiler
zur jeweiligen Beweisaufgabe erzielt wird — wenn also durch eine gute Motivation
geniigend starke Triebkrifte fiir die Bewiltigung der Aufgabe bei den Schiilern
geweckt werden und sie sich den Beweis durch aktive geistige Tatigkeit tatsdchlich
aneignen, nicht etwa nur memorieren — und wenn andererseits auch die noétigen
intellektuellen Voraussetzungen (z. B. Fihigkeiten im logischen SchlieBen, Ein-
sicht in die Unzulénglichkeit gewisser empirischer Verfahren fiir die mathematische
Erkenntnissicherung, Fertigkeiten im Umformen mathematischer Ausdriicke, Ver-
stindnis mathematischer Begriffe) gegeben sind. Solange diese Vorbedingungen
nicht erfiillt sind, kann auch durch eine Vielzahl von Beweisfiihrungen im Unter-
richt kein befriedigender Lerneffekt erreicht werden.
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Einige

methodische Probleme
des Beweisens

im Unterricht

Nachdem wir uns in den vorangegangenen Kapiteln mit den wichtigsten
mathematischen und psychologischen Grundlagen des Beweisens vertraut
gemacht haben, wollen wir uns nun — ausgehend von den bereits gewon-
nenen Einsichten — mit einer Reihe methodischer Probleme befassen,
vor die sich jeder Mathematiklehrer gestellt sieht, wenn er seine Schiiler
in das Beweisen mathematischer Aussagen einfithren oder wenn er ihre
Fahigkeiten im Beweisen weiterentwickeln will. In Anbetracht der Viel-
gestaltigkeit und der Fiille der Fragen, die dabei auftreten konnen, ist es
uns hier nicht méglich, alle Probleme zu erfassen und zu beantworten.
‘Wir werden uns deshalb von vornherein auf eine Auswakl beschrinken, -
von der wir aber annehmen diirfen, daf sie zumindest die wichtigsten
Fragestellungen erfaf3t.



3.1.  Besonderheifen der unterrichtlichen Behandlung
von Beweisen

- Unser erstes Ziel soll sein, einige Besonderheiten herauszuarbeiten, die das Be-.
weisen im Unterricht im Vergleich zu der im Abschnitt 1.3.1. gegebenen Defi-
nition (7 27f.) oder auch im Vergleich zu der sonst in der Mathematik iiblichen
Praxis aufweist.

3.1.1. Imhaltliche Orientiertheit

°

Nach der eben erwihnten Definition ist Beweisen lediglich ein Umformen von
gewissen Zeichenreihen (Ausdriicken) nach bestimmten Regeln, also eine ganz
formale Angelegenheit. Wie wir uns schon frither iiberlegt haben, tritt dieser
formale Charakter des Beweisens in der iiblichen mathematischen Praxis jedoch
nur stellenweise deutlich hervor. Im allgemeinen hat man bei Beweisfiihrungen
nicht nur die formale Struktur, sondern dariiber hinaus eine ganz bestimmte
inhaltliche Interpretation der vorkommenden Ausdriicke im Auge.

Das trifft insbesondere auch auf die Behandlung von Beweisen im Unterricht
zu. Es sei an dieser Stelle noch einmal betont, daB diese Praxis nicht als ein
Mangel der Unterrichtsgestaltung aufzufassen ist. Die Orientierung am Inhalé
stellt vielmehr gerade einen wesentlichen Faktor fiir das Versténdnis der Be-
weise durch die Schiiler dar. Trotzdem bleibt natiirlich festzuhalten, daB diese
inhaltliche Orientiertheit des Beweisens im Unterricht eine Besonderheit darstellt,
die in der Definition des Begriffs ,,Beweis*, wie wir sie im Abschnitt 1.3.1. kennen-
gelernt haben, nicht enthalten ist.

3.1.2. SchiieBen ohne Angahe der Regeln

Eine andere Besonderheit, durch die das Beweisen im Mathematikunterricht ge-
kennzeichnet ist, besteht darin, daB jene Umformungsregeln, von denen in der
Definition des Begriffs ,,Beweis‘‘ die Rede ist — die SchluBiregeln also — im
allgemeinen beim Beweisen iiberhaupt nicht genannt und auch sonst nicht. be-
sonders betrachtet werden. Auch diese Besonderheit hat der Unterricht mit der
“in der Mathematik {iblichen Praxis gemeinsam. Es fragt sich allerdings, ob hier
nicht doch ein Mangel des Unterrichts vorliegt. Man verliBt sich im allgemeinen
darauf, daB die Schiiler das logische Schliefen ganz von selbst und ohne beson-
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dere Belehrungen von vornherein richtig machen oder es zumindest doch ganz

,nebenbei* lernen werden. Verschiedene Untersuchungen, die von uns durch-

gefithrt worden sind, haben aber gezeigt, daB manche SchluBweisen den Schiilern

anch in Klasse 10 noch Schwierigkeiten bereiten koénnen, wenn man sie ihnen
nie erldutert und bewuBt gemacht hat. Vor allem wurde sichtbar, daB Schiiler
héufig nicht klar zwischen richtigen (zuldssigen) SchluBweisen einerseits und
fehlerhaften (unzuldssigen) Schliissen andererseits unterscheiden kénnen, so lange
man mit ihnen nicht dariiber gesprochen hat. Dadurch kommt es zu Fehlern -

‘beim selbstdndigen SchlieBen bzw. zum Nichterkennen der Fehlerhaftigkeit von

unzulédssigen SchluBweisen anderer.

Es wire allerdings aus psychologischen und: auch anderen Griinden sicher abzu-

lehnen, den Schglern im Zusammenhang mit der Einfiihrung in das Beweisen

einen Katalog von Schlufiregeln zu geben (oder ihn mit ihnen zu erarbeiten) und
dann bei allen Beweisschritten von den Schiilern die Angabe der entsprechenden

Regel (bzw. des entsprechenden logischen Satzes) zu verlangen. Das vollige Uber-

gehen der Schlufiregeln ist. aber offenbar ebenfalls nicht zweckmiBig. Es wire

vielmehr wiinschenswert, einerseits gewisse hiufig benutzte SchluBregeln (z.B.

die Abtrennungsregel, das SchlieBen auf eine Implikation, das SchlieSen auf eine

Allaussage) den Schiilern im Laufe des Unterrichts auch bewuft zu machen und

sie andererseits auf die Fehlerhaftigheit bestimmter Schlufiweisen — z.B.

beim SchlieBen nach dem Schema [(p — ¢) /\ ¢] — p oder nach dem Schema

[(® > q¢) \ ~p] > ~q — aufmerksam zu machen. Wie und wann das am

besten zu geschehen hat, bedarf allerdings noch, einiger Untersuchungen.

Deshalb enthélt unser gegenwirtiger Lehrplan auch nur wenig detaillierte For-

derungen in dieser Beziehung. Explizit sind folgende Punkte in ihm ausgewiesen:

a) Bekanntmachen der Schiiler mit dem indirekten Beweisverfahren (Klasse 8)2),
dem ja im wesentlichen das SchlieBen auf eine Negation zugrunde liegt;

b) Orientierung der Schiiler auf die Notwendigkeit vollstandiger Fallunterschei-
dungen an geeigneten Beispielen ab Klassenstufe 9.2), wobei im Grunde das
Schliefen aus einer Alternative beriihrt wird (ohne diesen Begriff direkt zu
verwenden);

¢) Einfithrung des Beweisverfahrens der vollstindigen Induktion in Klasse 11 3),

. bei dessen Erliuterung das SchlieBen auf eine Implikation sowie auf eine Kon-

junktion geklirt werden muB (allerdings wieder ohne Benutzung dieser Ter-
mini).

Es wiire somit eine. Abweichung vom gegenwirtig giiltigen Lehrplan, wollte man
im Unterricht weitere SchluBregeln direkt zum Gegenstand der Betrachtungen
-machen oder gar formalisierte Darstellungen derselben einfithren. Durchaus im
Sinne unseres Lehrplans ist es jedoch, auch andere als die unter a) bis ¢) genannten
SchluBweisen allméhlich im Unterricht ,sichtbar werden zu lassen, indem an
Hand verschiedener Inhalte bestimmte gleichartige Formulierungen beim Schlie-

1)y Lehrplan fiir Mathematik — Klassen 6 bis 8. Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1968, S. 11.

*) Lehrplan fir Mathematilkk — Klassen 9 und 10. Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1969, S. 10.

%) Lehrplan filr Mathematik — Erweiterte Oberschule — Klassen 11 und 12, Volk und Wissen Volkseigener
Verlag, Berlin 1968, S. 8.

.



Ben und Beweisen benutzt und durch Betonung hervorgehoben werden. Das .
sieht dann beispielsweise so aus:

,,Die Behauptung besagt etwas iiber alle Sehnen-Tangenten-Winkel. Wir
beweisen, sie, indem wir einen beliebigen Sehnen-Tangenten-Winkel be-
trachten. ’

Oder:

,,Wir haben zu zeigen: Wenn die beiden Dreiecke in zwei Seiten und dem
von diesen Seiten eingeschlossenen Winkel iibereinstimmen, dann. sind sie
kongruent. Wir nehmen nun an, da die Dreiecke fatsdichlich in den ge-
nannten Stiicken iibereinstimmen. Dann .. .*

Durch dieses Vorgehen kénnen die wichtigsten SchluBweisen den Schiilern all-
mihlich vertraut gemacht werden, ohne iiber diese SchluBweisen direkt sprechen
zu miissen.

Selbstverstindlich liegt es ebenfalls im Sinne unseres Lehrplans, fehlerhafte
SchluBweisen bei ihrem Auftreten durch Gegenbeispiele zu widerlegen.

3.1.3. Komplexheit von Beweisschritten

Die Frage der SchluBregeln fithrt uns noch zu einer weiteren Besonderheit des
Beweisens im Mathematikunterricht, auf die wir auch schon.einmal (im Ab-
schnitt 1.3.5., ~ 47ff.) kurz eingegangen sind. Es ist die Tatsache, dafl bei der
in der Mathematik und auch im Mathematikunterricht iiblichen Praxis des Be-
weisens héiufig mehrere Einzelschliisse zu einem Schritt zusammengefaBt werden.
Dieses Vorgehen ist gerade auch im Unterricht sinnvoll und notwendig, weil
sonst schon recht einfache Beweise viel zu lang und fir die Schiiler gar nicht
mehr iiberschaubar sein wiirden. Dabei bleibt aber die Frage offen, ob die Schiiler
nicht auch gelegentlich dadurch Versténdnisschwierigkeiten bei Beweisen haben
konnen, daB in manchen Beweisschritten zu viele Einzelschliisse zusammengefat
sind und ein solcher Beweisschritt insgesamt zu groB wird.

Wir sehen uns also bei Beweisfilhrungen im Unterricht einem methodischen
Problem gegeniiber, das auch in anderen Zusammenhéngen auftritt: Es ist die
Frage nach optimalen Schrittgrofen. Bis jetzt konnen in dieser Hinsicht noch
keine Angaben gemacht werden, da entsprechende Untersuchungen fehlen. Den-
noch lassen sich einige Orientierungen geben: )

a) Die SchrittgroBe, die bei Beweisfithrungen im Unterricht einzuhalten ist, hangt
sicherlich vom Entwicklungsstand der Schiiler, von der Sicherheit ihrer Kenninisse
und von der Variabilitit thres Denkens ab. Wir miissen also bei der Vorbereitung
unseres Unterrichts priifen, was wir den Schiilern zumuten kénnen.

So wird beispielsweise zu iiberlegen sein, welche der beiden folgenden Darstel-
lungen beim Beweis des Peripherie-Zentriwinkel-Satzes (wir betrachten hier nur
den einfachsten der drei Fille) besser geeignet erscheint — und zwar im Hinblick
auf die jeweilige konkrete Klassensituation:
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- Relativ umfangreiche SchrittgroBen

Da x ein AuBenwinkel am gleichschenkligen Dreleck AMCist (Bild 9), giltx =2 - ﬁ
w.z. b. w.

Relativ kleine Sehrittgréfien
I. Da x AuBenwinkel am Dreieck AMC ist (Bild 10), gilt

DHa=p+y.
II. Da AM =~ CM (beide Strecken sind Radien im Kreis), ist A AMC gleich-

schenklig;

III. aus der Gleichschenkligkeit des Dreiecks AMC folgt B = y (Basiswinkel im
gleichschenkligen Dreieck sind gleich groB);

IV. also kénnen wir in der Gleichung (I) y durch § ersetzen und erhalteno = g + f8
oder x =28, w.z.b. w.

Ahnliche Uberlegungen sind notwendig, um beispielsweise zu entschelden, ob in

der Herleitung-des Kosinussatzes von der Gleichung .
@=0b0+(—9°—¢

in einem Schritt zu

. 0 =0%+4+c¢2—2cq

iibergegangen wird, oder ob als zusdtzlicher Zwischenschritt noch die Glelchung

a2 =02+ —2¢cqg+¢*— ¢

explizit geschrieben wird.

Bei oberflichlicher Betrachtung dieser Problema.tlk konnte man vielleicht zu dem
SchluB kommen, daB es auf jeden Fall sicherer ist, kleinere SchrittgroBen zu
wihlen, damit alle Schiiler dem Beweisgang folgen kénnen. Man mu8 aber beriick-
sichtigen, daB das Verkleinern der SchrittgroBen den Beweis insgesamt verlingert
und ihn gerade dadurch fiir die Schiiler eventuell uniibersichtlicher werden 1a8t.
AuBerdem besteht auch die Gefahr, die Schiiler zu langweilen, wenn man einen
‘Gedankengang in Einzelschritte auflost, den sie insgesamt lingst erfaBt haben
oder der ihnen aus vorangegangenen Uberlegungen wohlvertraut ist.
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b) Neben dem Entwicklungsstand der Schiiler ist fiir die Wahl der Schrittg‘r&ﬂe
in Beweisfiihrungen auch die jeweilige didakiische Situation von Bedeutung. So
wird es beispielsweise bei der Erarbeitung eines Beweises im Unterricht im allge-
meinen darauf ankommen, alle fiir ein volles Versténdnis notwendigen. Schritte
zu fixieren.« Fiir eine zusammenfassende Wiederholung geniigt es dagegen oft,
nur die Hauptschritte — den ,,roten Faden* des Ganzen — herauszustellen.
Letzteres konnte — um noch einmal die Herleitung des Kosinussatzes (fiir spitz-
winklige Dreiecke) aufzugreifen — beispielsweise so aussehen:

Nach dem Satz von PYTHAGORAS kann man die Hohe &, auf zwei Arten aus-
driicken (Bild 11):

A g
© Bild 11

B,=a*—p* bzw. k= b — gt
Daraus folgt durch Gleichsetzen

a? —pt=0% —g?.
Nach mehreren Umforinungen erhélt man daraus unter Benutzung vonp = ¢ — ¢
die Gleichung

? =024 c*—2cq;
daraus bekommt man durch Einsetzen von b - coso fiir g schlieBlich

a2 =1"b%+4¢2—2bc-cosc . »
Sicherlich lassen sich noch weitere Faktoren nennen, die die SchrittgréBe bei
Beweisfiihrungen beeinflussen kénnen. Es ist hier aber nicht méglich, eine voll-
stindige Bedingungsanalyse vorzunehmen. Wir wollten lediglich die Problematik

deutlich machen und einige Losungsansitze aufweisen, die in weiteren Unté;'-
~ suchungen fortgefiihrt werden konnten.

3.1.4. Fehlen einer strengen Axiomatik
In vielen Darstellungen mathematischer Teilgebiete wird dem Beweisen eine
grofe Bedeutung beigemessen: man verlangt, daB zu jedem Satz ein Beweis

angegeben wird, sofern es sich nicht um einen Satz handelt, den man stillschwei-
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gend als giiltig voraussetzt. Besonders deutlich wird das beim axiomatischen Auf-
bau mathematischer Theorien, bei dem man die S#tze, von denen man ausgeht,
explizit angibt — als Axiomensystem — und bei dem man: alle weiteren Satze
streng” deduktiv herleitet, d. h. also aus den Axiomen und schon bewiesenen
Sdtzen — unter eventueller Zuhilfenahme von Definitionen — beweist. Der
Mathematikunterricht unterscheidet sich von einem solchen Vorgehen sehr we-
sentlich, und dadurch kommt auch dem Beweisen im Unterricht eine etwas andere
Bedeutung zu als beim axiomatischen Aufbau mathematischer Theorien.

Im Gegensatz zum axiomatischen Aufbau mathematischer Theorien ist es im
Unterricht in der Regel so, daB zundchst (in den unteren Klassen) viele Sitze
. anschaulich und auf induktivem Wege gewonnen werden. Darunter sind viele
Sétze, die man zur Grundlegung eines axiomatisch-deduktiven Aufbaus der be-
treffenden Theorie gar nicht als Axiom benétigen wiirde. Umgekehrt werden im
Unterricht manche ,,selbstverstindlichen‘‘ Sitze, die bei streng deduktivem Vor-
gehen unentbehrlich sind, gar nicht explizit formuliert. Auf dieser vom axioma-
tischen Standpunkt aus gesehen sehr unvollkommenen Grundlage beginnt man
dann, im Unterricht einzelne Beweise zu fithren. Nebenher werden aber auch -
weiterhin in anschaulicher oder induktiver Form neue Sétze gewonen, die selbst
nicht bewiesen, wohl aber bei spiteren Beweisen benutzt werden.

Man kénnte fragen, ob die Beweise, die in der Schule durchgefiihrt werden, in
Anbetracht dieser Situation nicht von vornherein wertlos sind. Das ist jedoch
nicht der Fall: In der im Abschnitt 1.3.1. gegebenen Definition des Begriffs
,,Beweis“ (7 27f.) wird nicht verlangt, daB die Ausdrucksmenge X, aus der abge-
leitet wird, ein Axiomensystem sein muB. Es ist fiic das Beweisen auch nicht
erforderlich, daB X nur solche Ausdriicke enthilt, die aus einem vorgegebenen
(zu X gehorigen) Axiomensystem selbst schon abgeleitet worden sind. Beweis-
fiilhrungen im Rahmen eines mathematischen Teilgebiets setzen nicht unbedingt
dessen axiomatischen Aufbau voraus. Wenn man von irgendwelchen Ausdriicken
H,, H,, ..., H, in logisch richtiger Weise (d.h. unter Anwendung der iiblichen
SchluBregeln und logischen Sitze) zu einem neuen Ausdruck H gelangt, so ist
das ein vollwertiger Beweis, und man hat gezeigt, daB H aus H;, H,, ..., H,
folgt. Die Korrektheit dieses Beweises hidngt nicht davon ab, ob die Ausdriicke
H,, Hs, . . ., H, selbst schon bewiesen sind. Man mufBl nur beachten, daB die
Wahrheit oder Allgemeingiiltigkeit von H natiirlich nur dann durch den Beweis
gesichert ist, wenn die Wahrheit oder Allgemeingiiltigkeit von H;, Hp, ..., Ha
feststeht. o 4

Aus diesen Uberlegungen ergibt sich, daB Beweisfithrungen im Unterricht trotz
des Fehlens eines strengen axiomatisch-deduktiven Aufbaus nicht nur der Ent-
wicklung gewisser Fihigkeiten der Schiiler dienen, sondern durchaus auch einen
mathematischen Sinn haben. Durch die Beweise werden nédmlich logische Zu-
sammenhinge zwischen verschiedenen Sdtzen oder Satzgruppen der jeweils be-
trachteten Disziplinen sichtbar gemacht. Das Erfassen dieser Zusammenhinge
ist fiir die Schiiler mindestens genau so wichtig wie das Verstéindnis der Sitze
selbst.
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. 3.2, Beurtellung von Schii lerlelstungen im Beweisen

Wenn man bei den Schiilern Verstindnis fi'u' mathematische Beweise entwickeln
und sie zum Wiedergeben sowie zum selbstindigen Fiithren von Beweisen be-
fahigen will — und das ist ja ein Ziel unseres Mathematikunterrichts — dann ist
es notwendig, den Schiilern auch ihren Fihigkeiten angemessene Beweisaufgaben
zu stellen. Damit erhebt sich fiir uns die Frage, wie — nach welchen Kriterien
und QGesichtspunkten — Schiilerleistungen auf dem Gebiet des Beweisens zu
beurteilen und zu bewerten sind. Wir wollen uns jetzt diesem Problem zuwenden.

3.2.1. Méglichkeiten der Beurteilung von Schiilerleistungen
im Beweisen ‘

Jedem Mathematiklehrer sind verschiedene Verfahren bekannt, um schriftlich
vorliegende oder auch miindlich vorgetragene, von Schiilern stammende Dar-
‘legungen mathematischen Inhalts zu beurteilen bzw. zu bewerten. Ob das mehr
quantitativ mit Hilfe einer Punktbewertung, durch Erteilen einer Zensur, durch
eine qualitative Kennzeichnung oder in noch einer anderen Form geschieht —
stets geht es darum, Schiilerleistungen eindeutig bestimmte Urteile zuzuordnen.

Dabei strebt man im allgemeinen danach, die Zuordnungsvorschrift — man kann
" auch von einer Bewertungsfunktion sprechen — so festzulegen, daB eine méoglichst
 objektive Beurteilung zustande kommt. Das bedeutet: das einer bestimmten
Schiilerleistung durch die Bewertungsfunktion zugeordnete Urteil soll nur von °
der Schiilerleistung selbst und nicht auch noch von anderen Faktoren (insbe-
sondere vom Urteilenden) abhéngen. Wie weit diese Forderung im konkreten
Fall wirklich erfiillt werden kann bzw. muB, hingt von mancherlei Umstéinden,
insbesondere aber von der jeweiligen padagogischen Zielsetzung ab. Sie bestimmt
unter anderem auch, ob eine relativ globale und grobe Beurteilung der Schiiler-
leistungen ausreicht oder ob eine sehr differenzierte, viele Einzelheiten beriick-
sichtigende Einschitzung erforderlich ist. Wie man leicht einsieht, kann die
Objektivitdt der Beurteilung durch eine globale Betrachtungsweise erleichtert,
mit wachsender Differenziertheit der Urteile dagegen erschwert werden.
Ausgehend von den eben angestellten allgemeinen Uberlegungen wollen wir uns
nun Moglichkeiten der Beurteilung von Schiilerleistungen im Beweisen zuwenden
und dabei insbesondere auf die Frage der Objektivitdt und auf das Problem der
Differenziertheit der Urteile eingehen.

a) VerhiltnismiBig einfach (zumindest innerhalb des Schulstoffs, von dem hier
ja nur die Rede ist) wird die Beurteilung von Schiilerleistungen im Beweisen (von
Beweisversuchen, wie wir kurz sagen wollen), wenn man sich nur auf die Urteile
,richtig’ und ,.falsch® beschrinkt — wenn also der Nachbereich unserer Be-
wertungsfunktion nur aus den GroBen r und f besteht. In diesem Falle kann man
eine weitgehende Objektivitit der Beurteilung erreichen; denn ob ein von einem
Schiiler dargestellter Beweis richtig ist oder nicht, hingt vorwiegend von dieser
Darstellung selbst und nur sehr wenig von subjektiven Meinungen und Deutungen

76



ab. Allerdings steht diesem Vorteil der Nachteil gegeniiber, daB die Beurteilung
wenig differenziert ist. Das trifft sowohl auf die Bewertung ,f* zu — zwischen
falschen Beweisversuchen konnen erhebliche qualitative Unterschiede bestehen
— als auch auf die Bewertung ,,r* — ein richtiger Beweisversuch kann umstind-
lich oder elegant, lang oder kurz, nach vielen oder wenigen Irrtiimern gegltickt
gein usw. Wenn man diese Unterschiede durch die Beurteilung mit erfassen und
zum Ausdruck bringen will — und das diirfte bei der Arbeit mit Schiilern, die
das Beweisen ja lernen sollen, im allgemeinen angebracht sein —, mufl man die
- Beschrankung auf nur zwei mégliche Urteile (r bzw. f) fallen lassen.

b) Ein Verfahren, das im Mathematikunterricht bei Leistungsbeurteilungen sehr
hiufig benutzt wird, ist die Punktbewertung. Sie kann auch auf Beweisversuche
angewandt werden. Da man die zu einem bestimmten Beweis gehorige Hochst-
punktzahl p (mit p > 1; denn fiir p = 1 hat man wieder den eben unter a) be-
sprochenen Fall) willkiirlich festlegen kann, ist eine beliebige Differenzierung der
Urteile méglich. Allerdings wird die Wahrung einer hinreichenden Objektivitét
der Beurteilung mit wachsendem p-immer schwieriger, sofern jede Zahl zwischen
0 und p als Bewertung auftreten kann — sofern mit wachsendem p also auch
wirklich eine wachsende Differenziertheit verbunden ist. Trotzdem ist die Me-
thode der Punktbewertung fiir viele Zwecke brauchbar, sofern man p einerseits
groB genug wihlt, um eine hinreichend differenzierte Beurteilung zu ermdglichen
(etwa durch Zuordnung von Punkten zu bestimmten Einzelschritten im Beweis-
gang), p andererseits aber klein genug hilt, um die Erteilung oder Nichterteilung
von einzelnen Punkten noch einigermafBien objektiv entscheiden zu kénnen.

Das Kennzeichnende der Punktbewertung ist, daB die Urteile rein quantitativer
Natur sind. Dieser Umstand ist in mancher Hinsicht vorteilhaft (z. B. dann,
wenn die Punktbewertung als Grundlage fiir die Erteilung von Zensuren benutzt
wird), fiir manche piadagogischen Zielsetzungen ist es aber doch angebracht, neben
quantitativen Gesichtspunkten auch qualitative zu beriicksichtigen (vor allem
bei der Analyse von Fehlleistungen der Schiiler als einer Grundlage fiir die metho-
dische Planung des weiteren Unterrichts).

¢) Qualitative Wertungen erfordern im allgemeinen ein Worturteil: die Leistung
wird dabei durch einige kurze Sitze charakterisiert. Wenn man mit dieser Methode -
aber nicht nur wenige Beweisversuche einzuschétzen hat, sondern eine groBere
Anzahl — eventuell auch noch zu verschiedenen Zeitpunkten —, dann besteht
die Gefahr, daB die Objektivitat der Urteile zu stark eingeschrinkt wird. Es
kommt dann leicht vor, daB gewisse Gesichtspunkte beim Beurteilen nicht durch-
gingig beachtet. werden, daBl zufillig auftretende Besonderheiten das jeweilige
Urteil zu stark beeinflussen usw. Um diese Nachteile zu vermeiden, ist es ange-
bracht, die fiir die Beurteilung wesentlichen Gesichtspunkte vorher festzulegen
— etwa in Form von Fragen, so daB jeder zu beurteilende Beweisversuch mit
Hilfe dieser Fragen analysiert und durch die Gesamtheit der Antworten auf die
Fragen eingeschétzt werden kann. Fiir gewisse Zwecke — besonders fiir wissen-
schaftliche Untersuchungen — kann es niitzlich sein, diese Methode so weit aus-
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zubauen, daB die Beurteilung der Beweisversuche nach einem fest vorgegebenen
Algorithmus erfolgt, der zu normierten Worturteilen fiihrtt).

Auf jeden Fall ist es moglich, mit Hilfe eines festgelegten Systems von Fragen
zu recht differenzierten und trotzdem hinreichend objektiven Einschitzungen der
Beweisversuche zu gelangen. Da man die qualitative Beurteilung auBlerdem auch
noch mit einer quantitativen Bewertung koppeln kann, sind Auswertungen der
Schiilerleistungen und Vergleiche durchfiihrbar, die man mit den unter a) bzw.
b) dargestellten Beurteilungsmethoden nicht anstellen konnte. Dafiir ist aber
eben die Methode c) zeitaufwendiger als die Methode a) bzw. b).

3.2.2. Gesichtspunkte fiir eine qualitative Beurteilung
von Beweisversuchen

Wir wollen uns mit der im vorigen Abschnitt unter c) aufgefiihrten Beurteilungs-
methode von Beweisversuchen etwas. genauer befassen, weil sie einmal die um-
fassendste ist und zum anderen auch einer Reihe von Analysen und Vergleichen
zugrunde liegt, denen wir uns in den folgenden Abschnitten zuwenden wollen.
Im Mittelpunkt soll jenes System von Fragen stehen, von dem im vorigen Abschnitt
bereits die Rede war und mit dessen Hilfe Beweisversuche analysiert bzw. beurteilt
werden kénnen. Dazu mull vorausgeschickt werden, daB diese Fragen nicht nur
aus theoretischen Erwigungen resultieren, sondern auch aus empirischen Unter-
suchungen in den Klassenstufen 6 bis 8, bei denen sie sich als wesentlich und der
konkreten Situation angemessen herauskristallisiert haben Wenden wir uns nun
den einzelnen Fragen zu.

a) Bei einer der schon erwihnten empirischen Untersuchungen ist Schiilern der
Klassenstufe 7 die Aufgabe gestellt worden, an Hand von Bild 12 folgenden Satz
zu beweisen:

,,Die Summe enﬁgegengesetzt liegender Winkel an geschnittenen Parallelen'
betragt 180°.

Bild 12

1) Ein Beispiel fiir einen derartigen Algorithmus ist enthalten in: WarLscn, W.: Eine Methode zur differen-
zierten Erf g von Schiilerleisiungen m Beweisen mathematischer Augsagen. In: ,,Wissenschaftliche
Zeitschrift der Universitat Halle*, XVII, 1968, G, H. 1.
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Von den am_ Versuch beteiligten Schiilern gaben einige eine Losung ab, die in
keinem sinnvollen Zusammenhang mit der Aufgabenstellung stand. Dabei wurde
ein ginnvoller Zusammenhang dann als nicht gegeben angesehen, wenn die in dem
zu beweisenden Satz vorkommenden Begriffe und Beziehungen in der Schiiler-
arbeit gar nicht auftraten, sondern statt dessen andere Darlegungen darin zu
finden waren. Ein Beispiel fiir eine solche Schiilerarbeit sei hier wiedergegeben:
-, + B sind zwei Nebenwinkel. « und ¢ sind zwei Stufenwinkel. Also ist § = p*“.

Das tatsichliche Auftreten solcher und dhnlicher Beweisversuche erfordert, daB
wir ‘bei der Beurteilung von Schiilerleistungen im Beweisen als erstes die Frage -
stellen miissen:

F, — Ist ein sinnvoller Zusammenhang mit der Aufgabenstellung erkennbar?

Nur wenn diese Frage mit ,,ja‘ beantwortet werden kann, ist es angebracht,
den Beweisversuch weiter zu analysieren und die Leistung des Schiilers genauer
zu charakterisieren. Lautet die Antwort dagegen ,,nein‘‘, mu8 man wohl auf ein
weitgehendes Unverstindnis der Aufgabenstellung durch den Schiiler schlieBen.
Es hat dann zumeist keinen Zweck, den Beweisversuch niher zu untersuchen,

" es sei denn, es soll ermittelt werden, welche falschen Vorstellungen oder Begriffs-
bildungen bzw. Liicken in den Kenntnissen den Schiiler gehindert haben kénnten,
die gestellte Aufgabe richtig zu erfassen.

b) Ein charakteristisches sprachliches Merkmal von Beweisen, wie sie in mathe-
matischen Biichern oder in mathematischen Vortrigen dargeboten werden, ist
das relativ hiufige Auftreten der Redeweisen ,,denn®, , weil®, ,also ist*, ,,daraus
folgt, ,,deshalb gilt* und &hnlicher Formulierungen, die das Schliefen und das
Begriinden einzelner Beweisschritte zum Ausdruck bringen. Von der Definition
des Begriffs ,,Beweis ( 28) her gesehen sind diese Redeweisen zwar vollig
iiberfliissig — und man findet auch in der mathematischen Literatur Beweise,
die nur aus einer Folge von Ausdriicken ohne jeden ,,verbindenden* Text be-
stehen — fiir das Verstdndnis eines Beweises spielen die mit den oben genannten
Redeweisen zusammenhéingenden Erlduterungen aber doch eine mehr oder weniger
groBe Rolle. In der Schule — und dort insbesondere in den mittleren Klassen-
stufen, deren Schiiler das Beweisen erst lernen sollen — ist es auf jeden Fall not-
wendig, Begriindungen fiir einzelne Beweisschritte zu geben (eingeleitet durch
,,denn, , weil* 0. 4.) und ebenso das Schlieflen sprachlich sichtbar werden zu
lassen (durch ,,also ist*, ,,daraus folgt“ usw.). Diese Forderung wird in den
Lehrbiichern und von den Lehrern weitgehend erfiillt. Wenn dennoch in Schiiler-
arbeiten die genannten Redeweisen ginzlich fehlen — wie wir das z. B. in dem
schon erwihnten Versuch verschiedentlich beobachten konnten —, dann liegt der
Verdacht sehr nahe, daB die betreffenden Schiiler den Charakter der an sie ge-
stellten Aufgabe — nidmlich etwas zu beweisen — noch nicht richtig verstanden
haben. (Es kann hier Ausnahmen geben — vor allem in hoheren Klassen bei
Beweisen, in denen nur arithmetische Umformungen von Ausdriicken vorkommen,
zu denen Schiiler zuweilen keinen Text hinzufiigen — im allgemeinen diirfte der
Verdacht aber zutreffen.) :
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‘Es ist deshalb angebracht, bei der Beurteilung von Beweisversuchen die Ffage
zu stellen:

F, — Werden begriindendé und schluBfolgernde Formulieriingen gebraucht?

- Kann diese Frage mit ,,ja‘ beantwortet werden, dann ist eine weitere. Analyse
der Schiilerarbeit sinnvoll, lautet die Antwort dagegen ,,nein‘ — handelt es sich
bei dem Beweisversuch also lediglich um eine Aneinanderreihung (Aufzihlung)
von richtigen oder auch falschen Sitzen ohne logische Verbindung —, dann ist
eine weitergehende Einschitzung der Schiilerarbeit im allgemeinen nicht ange- -
bracht, weil man von einem Schiiler, der die Aufgabenstellung nicht richtig ver-
standen hat, kaum beurteilenswerte Losungsschntte erwarten kann.

Zur Verdeutlichung des bisher Gesagten soll hier eine Schiilerarbeit wiedergegeben
werden, in der begriindende bzw. schluBfolgernde Formulierungen fehlen und die
schon dadurch auf ein Nichtverstehen des Chara,kters der Aufgabe durch den
Schiiler schlieBen 148t.

Von den Schiilern einer Klasse 7 wurde verlangt, folgenden Satz zu beweisen:

,,Wenn zwei Sehnen eines Kreises gleich lang sind, so haben sie gleichen
Abstand vom Mittelpunkt des Kreises.

Dazu wurde ihnen eine Beweisskizze vorgegeben (Bild 13). Die uns interessierende
" Schiilerarbeit hat folgenden Inhalt: '

,»Der Kreis ist ein Vollwinkel. Die Winkelsumme betrigt 360°. Die Sehnen haben
die gleiche Symmetrieachse, die gleichzeitig der Radius ist. Diese schneiden sich im
Punkt M. Der Punkt M ist der Mittelpunkt des Kreises. Die beiden entstandenen '
Dreiecke sind kongruent. Die Liénge der beiden Schenkel des Winkels « und des
Winkels y sind gleichzeitig der Radius.*

Bild 13

Wie man sieht, werden nur einzelne Sachverhalte mehr oder weniger richtig
wiedergegeben, ohne daB irgend ein logischer Zusammenha,ng zum Ausdruck ge-
bracht wird.

¢) Wenn die Fragen F, und F, bei der Beurteilung eines Beweisversuchs positiv
beantwortet werden kénnen — wenn wir es also mit einer Arbeit zu tun haben,
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die _zumindest auf ein Verstindnis der Aufgabenstellung durch den betreffenden
Schiiler schlieBen 148t —, kann eine genauere Analyse des Beweisversuchs erfolgen.
Dabei ist es naheliegend, mit folgender Frage zu beginnen:

F, — Enthilt der Beweisversuch nur Richtiges ?

Die Antwort ist im allgemeinen relativ leicht zu finden, da es hierbei nur darum
geht, die Wahrheitswerte der in der Schiilerarbeit enthaltenen mathematischen
Aussagen festzustellen und die Zuléssigkeit der benutzten Schliisse zu iiberpriifen.
Beides ist im Bereich des mathematischen Schulstoffs nicht schwierig.

d) Die weiteren Fragen, die zur Beurteilung des Beweisversuchs zu stellen sind,
hingen nun davon ab, wie die Antwort auf die Frage F; ausfallt. ,
. Nehmen wir als erstes an, die Antwort ‘auf die Frage F; lautet ,,nein“. Das be-
deutet, daB im Beweisversuch Fehler (jedenfalls mindestens ein Fehler) enthalten
sind.

Sie konnen

(1) rein sachlicher Art sein (Benutzung falscher Sitze),

(2) rein logischer Art (Verwendung unzulissiger SchluBweisen), oder es konnen
_ (3) sachliche und logische Fehler

vorkommen. Die genaue Zuordnung des zu beurteilenden Beweisversuchs zu einer
dieser drei Moglichkeiten erhilt man durch Beantwortung folgender Fragen:

i

F, — Sind die Fehler nur sachlicher Art?

Lautet die Antwort ,»ja‘‘, dann liegt Fall (1) vor. Wenn die Antwort ,,nein*
heiBt, muB weiter gefragt werden:

F; — Sind die Fehler nur logischer Art?

Die Antwort ,,ja‘‘ liefert nun den Fall (2), die Antwort ,,nein* liefert den Fall (3).
Man muB nun' allerdings fragen, ob die Ermittlung der Fehlerart tatsichlich
immer so einfach ist, wie das hier aussicht. Kann man wirklich immer genau
entscheiden, ob ein Fehler sachlicher oder logischer Natur ist? Und ist diese
Unterscheidung tiberhauipt wichtig genug, um sich darum zu bemiihen ? '
Die zweite Frage ist relativ leicht zu beantworten: Wenn es nur darauf ankommt,
die Korrektheit eines Beweises zu iiberpriifen, ist es ziemlich gleichgiiltig, ob ein
darin entdeckter Fehler sachlicher oder logischer Art ist. In jedem Fall ist der
Beweis als unkorrekt abzulehnen. Wenn wir dagegen mit der Uberpriifung eine
pidagogische Zielsetzung verfolgen — und darum geht es uns ja bei unseren Uber-
legungen —, dann ist es sehr wichtig, die Art eines Fehlers zu bestimmen} denn
je genauer der Lehrer einen Fehler erkennt, um so zielgerichteter kann dann die
Hilfe fiir den Lernenden gestaltet werden.
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In der pidagogischen Praxis ist in dieser Beziehung noch viel zu oft eine ziemlich
undifferenzierte Betrachtungsweise anzutreffen. Gerade im Zusammenhang:mit
Beweisfithrungen spricht man fast immer nur von logischen Fehlern, auch wenn
die SchluBweisen richtig und die Fehler rein sachlicher Natur sind. Damit ver-
baut man- sich natiirlich zum Teil die Moglichkeiten zu einer der Fehlleistung
angemessenen Hilfe fiir den Schiiler.

Die tatsichliche Entscheidung, um welche Fehlerart es sich handelt, ist allerdings
nicht immer ganz leicht und zuweilen sogar ohne zusétzliche Befragung des
Schiilers, der den Fehler gemacht hat, iiberhaupt nicht méglich. Dazu ein Bei-
spiel:

Bei der im Februar 1969 durchgefiihrten Bezirksolympiade Junger Mathematiker
ist firr die Klassenstufe 11/12 eine Aufgabe gestellt worden, in der es um eine-
dreiseitige Pyramide ging, die einer Kugel einbeschrieben sein sollte. Einige
Teilnehmer des Bezirkes Halle machten bei der Losung der Aufgabe (deren genauer
Inhalt hier unwesentlich ist) einen Fehler, indem sie sinngemé&f schrieben:

;»Eine Grundkante der Pyramide muB8 durch den Mittelpunkt der Kugel gehen, sonst
kann die Grundfliche kein rechtwinkliges Dreieck sein.

Die Art dieses Fehlers kann zunéchgt nicht eindeutig bestimmt werden, weil es
zumindest zwei Moglichkeiten gibt:

1. Die Schiiler konnen von der Ansicht ausgegangen sein, daB die Grundfliche
der der Kugel einbeschriebenen dreiseitigen Pyramide nur dann ein rechtwink-
liges Dreieck ist, wenn eine Grundkante der Pyramide durch den Mittelpunkt
der Kugel geht. Diese Meinung ist sachlich falsch, die daraus gezogene SchluBl-
folgerung (siehe oben) wurde dann aber in logisch richtiger Weise gewonnen. In
diesem Falle wire der Fehler also rein sachlicher Art.

2. Es ist aber auch méglich, dal die Schiiler von dem richtigen Satz a.usgega,ngen
sind:
,,Wenn eine Grundkante der der Kugel einbeschriebenen dreiseitigen Pyra-
‘ dee durch den Mittelpunkt der Kugel geht, dann ist die Grundfliche der
Pyramide ein rechtwinkliges Dreieck.

Aus diesem Satz und der Annahme, dafl keine Grundkante durch den Kugel-
mittelpunkt geht, kénnen die Schiiler dann darauf geschlossen haben, da8 die
Grundfliche unter dieser Bedingung auch kein rechtwinkliges Dreieck sein kann.
Der Fehler wire hier rein logischer Art, da aus einem richtigen Satz, der-die
Struktur p — ¢ hat, und der Annahme ~ in logisch unzulasmger We1se auf ~q
geschlossen wurde.

Das Beispiel zeigt, daB in ‘manchen Fillen die schriftlich fixierte Schiilerleistung
allein nicht ausreicht, um die Art eines Fehlers eindeutig festzustellen.

Am Rande sei hier erwihnt, daB in unserem konkreten Fall die Entscheidung. bei
manchen Schiilerarbeiten doch gelang, weil sie zusédtzliche Erlduterungen ent-
hielten, etwa in folgendem Sinne: o

,»Wenn man die Grundfliche der Pyramide vom Kugelmittelpunkt weg ,nach oben'
oder ,nach unten‘ bewegt, dann geht die Rechtwinkligkeit des Dreiecks verloren
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Damit war ziemlich klar, daB diese Schiiler von einem falschen Satz ausgegangen
waren — mdglicherweise verursacht durch ein mangelhaftes rdumliches Vor-
stellungsvermégen —, daB also unser Fall 1 eingetreten war.

¢) Wenn die Antwort auf die Frage F; bei der Beurteilung eines Beweisversuchs
positiy ausfillt, d. h. ,Ja‘** lautet, werden die eben diskutierten Fragen nach der
Art des Fehlers hinfillig. Trotzdem ist eine weitere Analyse angebracht, weil
ein Beweisversuch, der nur Richtiges enthilt, keineswegs schon eine einwandfreie
Lésung der gestellten Beweisaufgabe sein muB. Es ist vielmehr zu priifen, ob die
Lésung wvollsténdig ist, d.h. keine Liicken oder allzu groBen Gedankenspriinge
aufweist. Andererseits ist auch von Interesse, ob der Beweisversuch nur solche
Schritte enthilt, die — unter Beriicksichtigung des eingeschlagenen Wegs —
notwendig sind, oder ob darin auch ganz tiberfliissige Darlegungen gemacht wer-
den.

Somit sind also zwei Fragen zu stellen:

F; —.Enthilt der Beweisversuch alle notwendigen Sehritte?
- Und:
F, — Enthilt der Beweisversuch nur notwendige Schritte ¢

Die Antworten auf beide Fragen lassen Riickschliisse iiber den Stand der Féhig-
keiten des jeweiligen Schiilers im Beweisen wie auch iiber den Grad seines Ver-
standnisses fiir Beweisfithrungen zu. ; :

f) In den anfangs schon erwihnten empirischen Untersuchungen wurde bei einer
Reihe von Schiilerarbeiten ein Mangel festgestellt, der besondere Beachtung ver-
" dient:

Es fehlte in diesen Arbeiten der fiir mathematische Beweisfiihrurigen charak-
teristische ,,SchluBsatz*, der mit der jeweils zu beweisenden Behauptung identisch
ist und der gewohnlich durch die Redeweise ,,Also ist . . .* oder ,,Somit gilt . . .
oder dhnlich eingeleitet und oft durch die Bemerkung ,,. . . was zu beweisen war
abgeschlossen wird. Natiirlich kénnte man solche Beweisversuche einfach als
unvollsténdig kennzeichnen, dasie nicht alle notwendigen Schritte enthalten.
Fir eine genaue Analyse der Schiilerleistungen diirfte es aber doch notwendig
sein, bei der Beurteilung von Beweisversuchen zwischen Liicken im Gedanken-
gang und dem Fehlen des ,,SchluBsatzes‘ zu unterscheiden. Wihrend ersteres
nimlich im allgemeinen durch ein unzureichendes Eindringen der betreffenden
Schiiler in die spezielle Beweisaufgabe, in die speziellen sachlichen oder logischen
Zusa.mmenhange verursacht ist, deutet ein Fehlen des ,,SchluBsatzes unter ge-
wissen Umsténden auf prinzipielle Méingel im Verstindnis der Aufgabenstellung
hin. Beweisversuche ohne ,,SchluBsatz‘‘ lassen in bestimmten Fillen vermuten,
daB die betreffenden Schiiler sich iiber das zu erreichende Ziel nicht klar sind,
daB sie nicht voll verstanden haben, was von ihnen verlangt wird. Diese Ver-
mutung ist vor allem dann gerechtfertigt, wenn das Fehlen des ,,SchluBsatzes
nicht als natiirliche Folge anderer Mingel des Beweisversuchs angesehen werden
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kann. Wenn z. B. ein Schiiler bei einer Beweisaufgabe iiber erste Versuche nicht
hinauskommt, ist das Fehlen des ,,SchluBlsatzes* ganz normal und braucht nicht
durch prinzipielle Unklarheiten tiber das Ziel der Aufgabe bedingt zu sein. Wenn
er dagegen in richtiger (oder auch fehlerhafter!) Weise die Aufgabe bearbeitet
‘hat und dann kurz vor dem Ende abbricht, ohne jenen letzten Schritt zu gehen,
liegt eventuell doch eine ungeniigende Zielklarheit des Schiilers vor.

Es ist-also gerechtfertigt, bei der Beurteilung von Schiilerleistungen im Beweisen
mathematischer Aussagen zu fragen:

F; — Enthilt der Beweisversuch einen ssSehluBsatzés 2

Uber mégliche SchluBfolgerungen, die sich aus der Antwort »Nein““ ergeben
konnen, haben wir uns eben verstindigt. Es ist aber noch zu iiberlegen, ob wir
die Antwort ,,Ja‘ in jedem Falle als positives Element der Gesamtbeurteilung
ansehen konnen. Das ist jedoch nicht immer ohne weiteres méglich. So kamen
bei den empirischen Untersuchungen zum Beispiel Schiilerarbeiten vor, die soge-
nannte ,,Gewaltlosungen* darstellten. Sie sind dadurch gekennzeichnet, daB an
weitgehend fehlerhafte oder fiir die Beweisfiihrung unbrauchbare Ausfiihrungen
ohne sachliche Motivation die zu beweisende Behauptung als ,,SchluBsatz‘‘ ein-

fach angefiigt wurde.

Zwei Beispiele fiir solche Schiilerarbeiten seien hier wiedergegeben.

Beispiele :
1) An Hand der in Bild 14 wiedergegebenen Beweisfigur sollte gezeigt werden, da
. AuBenwinkel am Dreieck stets so groB sind wie die Summe der beiden nicht-

anliegenden Innenwinkel, da also im vorliegenden Fall y;, = o 4 f gilt.
Eine Schiilerin (Klassenstufe 7) schrieb: -
»Y1 = o + B, weil 'y smh ja nicht verdndern kann. y bleibt . A]so muB a4 f
80 grof sein wie ;.

2) Die Schiiler sollten beweisen, da die Summe entgegengesetzt liegender kael

an geschnittenen Parallelen stets 180° betrigt. Die Beweisfigur (Bild 15) war
vorgegeben.

Bild 14 Bild 15

Ein Schiiler (ebenfalls Klassenstufe 7) gab folgenden Beweisversuch ab:
06 = P, weil es Stufenwinkel sind.

9= B, weil es Nebenwinkel sind.

Algo ist & + § = 180°.
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Bei diesen und dhnlichen Arbeiten wird die positive Antwort auf die Frage nach
einem ,,SchluBsatz‘ natiirlich stark entwertet durch die negatit7en Einschétzungen
hinsichtlich anderer Beurteilungsgesichtspunkte (z. B. logische bzw. sachliche
Richtigkeit, Vollstandigkeit u. &.).

Genauso wenig positiv ist das Vorhandensein eines ,,SchluBsatzes in einem
Beweisversuch einzuschéitzen, wenn dieser ,,SchluBsatz‘‘ mit der zu beweisenden
Behauptung iiberhaupt nicht iibereinstimmt. Auch das kam bei den schon mehr-
fach erwahnten empirischen Untersuchungen vor.

Betrachten wir auch dazu zwei Beispiele von Schiilerarbeiten.

Bewpzele
3) Der Beweisversuch eines Schiilers (Kla.ssenstufe 7)zu dem oben schon erwiahnten
) Satz tber AuBlenwinkel am Dreieck lautete (Bild 14): :
»a& + B + y = 180°, weil Innenwinkel zusammen 180° ergeben.
-y, + y = 180°, weil Nebenwinkel 180° ergeben. Es ist y; + « + f = 180°.°
4) Ein anderer Schiiler (auch Klassenstufe 7) gab als Beweis fiir den ebenfalls
vorhin schon erwihnten Satz iiber entgegengesetzt liegende Winkel an ge-
schnittenen Parallelen folgendes an (Bild 15):
.»y = 0, weil Scheitelwinkel gleich sind. 6 = &, weil Wechselwinkel gleich gro8
sind. Also ist & = 8. '

In diesen und dhnlichen Fillen muB man wohl annehmen, daB die Schiiler die
gestellte Beweisaufgabe noch nicht richtig verstanden und insbesondere das zu
* erreichende Ziel nicht. erfaBt haben.

Es geniigt somit nicht, nur das Vorhandensein eines ,,Schlulsatzes‘‘ in den Beweis-
versuchen zu priifen, sondern es ist gegebenenfalls auch zu fragen:

F, — Stimmt der ,,SchluBsatz* mit der zn beweisenden Behauptung iiberein ?

Die Beantwortung dieser Frage kahn, wie wir gesehen haben, wichtige Riick-
schliisse auf das Verstindnis der Schiler fir mathematische Bewelsfuhrungen
ermoglichen.

g) Wir wollen zu dem in den Punkten a) bis f) entwickelten System von Fragen
nun noch eine letzte hinzufiigen, die sich auch in den praktischen Versuchen als
notwendig erwiesen hat. Es geht dabei darum, vor allem fiir solche Beweisversuche,
die keine sachlichen oder logischen Fehler enthalten, zu einer hinreichenden
Differenzierung der Beurteilungen zu gelangen. Das wird u. a. ermdglicht durch
die Frage:

F,, — Ist die Darstellung mathematisch und sprachlich Korrekt ?

Um keine MiBverstindnisse hervorzurufen, sei hierzu ausdriicklich betont, daB
die Frage sich nicht auf die Korrektheit von Schlissen oder auf die Richtigkeit
von Aussagen bezieht (dazu dienen die Fragen F;, F, und Fy), sondern ausschlieB-
lich auf die Korrektheit der Darstellung, also auf den richtigen Gebrauch mathe-
matischer Symbole, auf den sprachlichen Ausdruck und &hnliches. Natiirlich
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kann es Fille geben, wo man nicht so leicht zu entscheiden vermag, ob etwas
zwar richtig gemeint und nur schlecht ausgedriickt oder ob es tatséchlich falsch
ist. GroBziigigkeit im Beurteilen — etwa nach der Maxime ,,in dubio pro reo*

ist dann im allgemeinen nicht angebracht; denn die Schiiler sollen durch den
Mathematikunterricht ja gerade dazu erzogen werden, sich klar und prizise aus-
zudriicken. Andererseits wire es aber nicht sinnvoll (weder psychologisch noch
fiir das Gewinnen einer moglichst objektiven Einschitzung), solche Mingel in
Beweisversuchen, die offensichtlich nur die Darstellung betreffen, als sachliche
oder logische Fehler zu werten.

Vielleicht kann das folgende Beispiel einer Schiilerarbeit noch deutlicher zeigen,
was gemeint ist, wenn wir von einer unkorrekten Darstellung sprechen. Es handelt
sich um einen Beweis, der — abgesehen von Méngeln in der Darstellung — richtig
und vollstindig ist.

Die Arbeit stammt von einer Schiilerin der Klassenstufe 7. Es handelt sich wieder
um den Satz iiber entgégengesetzt liegende Winkel an geschnittenen Parallelen
(Bild 15). Die Schiilerin schrieb:

,»»8 + 6 = Nebenwinkel, betragen zusammen 180°.
8 4+ o = Wechselwinkel, sind gleich gro8.

Also betragen o + § 180°.

Die Mingel beruhen hier vor allem darauf, daB die mathematischen Symbole
¢ bzw. ,,=* als Abkiirzungen fiir die Worter ,,und* bzw. ,,sind“ benutzt
wurden. Das war offensichtlich eine Folge des damals noch nicht modernisierten
Unterrichts der Unterstufe, in dem Glelchungen wie 3 + 5 = 8 gewohnlich als
,,Drei und Finf sind Acht* gelesen wurden.

Natiirlich findet man in Schiilerarbeiten auch noch andere Darstellungsmingel,
‘so z.B. falsche Verwendung von Fachtermini, Nichtbeherrschen bestimmter
Wendungen der mathematischen Fachsprache, ungenaue Formulierungen u. &.
Das Erfassen und anschlieBende Korrigieren dieser Erscheinungen, die natiirlich
nicht nur bei Beweisversuchen auftreten, ist auf jeden Fall notwendig.

3.2.3. Zur praktischen Durchfiihrlmg des Beurteilens

In den empirischen Untersuchungen hat sich gezeigt, daB durch die Fragen F
bis F,, die wichtigsten Gesichtspunkte fiir eine qualitative Beurteilung von Be-
weisversuchen erfaBt werden, sofern wir die Phase der Einfiihrung der Schiiler
in das Beweisen im Auge haben. In héheren Klassenstufen, von deren Schiilern
dann schon etwas umfangreichere Beweisfilhrungen verlangt werden, wird das
System von Fragen etwas abzudndern oder zu ergénzen sein. Wihrend z. B. die
Fragen F, und F, (7 79, 80) allméhlich iiberfliissig werden diirften, wird es mehr
und mehr notwendig sein, die Fragen F; bis F, (7 81, 83)sozu ergénzen, dal Fehler
oder Liicken in den Beweisversuchen genau lokalisiert werden konnen. Das
Beurteilungsprinzip — Uberpriifen der Beweisversuche an Hand vorher festge-
legter Fragen — kann aber auch in oberen Klassenstufen angewandt werden.
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Durch die Erlduterungen im Abschnitt 3.2.2. (7 78ff.) ist vielleicht der Ein-
druck entstanden, daB das Beurteilen von Beweisversuchen mit Hilfe der Fragen
F, bis Fy, ziemlich kompliziert und umsténdlich sei. Bei der praktischen Durch-
fithrung stellt man aber bald fest, daB es wesentlich einfacher verlduft, als das
hier bei der Beschreibung des Beurteilungsprinzips scheinen mag. Man braucht
sich dazu nur vor Augen zu halten, daB F; bis F,, sémtlich Entscheidungsfragen
sind, die im allgemeinen leicht mit ,,Ja* oder ,,Nein* beantwortet werden kénnen,
und daB auBerdem jeweils nur einige (maximal acht) dieser zehn Fragen wirklich
zu beantworten sind, wie man dem Schema im Bild 16 entnehmen kann. (Das
Bild gibt eine Ubersicht, in welcher Reihenfolge die Fragen F, bis F,, bei der
Beurteilung logisch aufeinander folgen.)

)
+ 1 — ] Stop
| . -
F : !
T‘ —— sty |
- A
+ | — Fy
| £ic
+1- s
| £1=
Fr | |
+ = Fg
+{ - Stop
Fe | ‘
+ ! — I7)
+ | —
Fy ]
+| ! |— Sto
|__fo ]
+1-
~ Stop
Bild 16

Das Ergebnis des Uberpriifens von Beweisversuchen mit Hilfe der Fragen F,

bis ¥y, kann man in Form kurzer Worturteile festhalten. Einige Beispiele dafiir
seien genannt:
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— In begriindender Form abgefaBt — enthélt logische Fehler — ,,SchluBsatz‘
stimmt mit der Behauptung iiberein.

— Sachlich und logisch richtig — alle notwendigen Schritte vorhanden — keine
tiberfliissigen Darlegungen — Darstellung teilweise unkorrekt.

— Keine Begriindungen oder SchluBfolgerungen — nur Aufzihlung von (richtigen)
Fakten. :

— In begriindender Form abgefaBt — keine Fehler — enthilt nur notwendige
Schritte, ist aber liickenhaft — richtigér ,»SchluBsatz‘ vorhanden — Dar-
stellung korrekt. -

Selbstverstindlich ist es moglich, diese qualitativen Einschitzungen mit einer

Punktbewertung zu koppeln, um auf diese Weise auch eine Grundlage fiir die

Zensierung zu haben. Bei den empirischen Untersuchungen, von denen hier schon

mehrfach die Rede war, ist allerdings keine von der jeweiligen Beweisaufgabe

abhingige Punktbewertung benutzt worden, sondern es erfolgte eine Einordnung
jedes Beweisversuchs in genau eine von drei sogenannten ,,Leistungsgruppen‘‘.

Da wir bei der Angabe von Versuchsergebnissen auf diese Leistungsgruppen

wieder zu sprechen kommen werden, ist es zweckméBig, sie hier etwas genauer

zu charakterisieren. Die ,,Zuordnungsvorschrift war wie folgt festgelegt:

— In die Leistungsgruppe III kamen genau die Beweisversuche, die keinen sinn- -
vollen Ansatz zeigten oder nur Aufzihlungen darstellten oder Fehler (vor
allem logischer Art) enthielten oder einen falschen ,,Schlulsatz‘‘ aufwiesen.

— In die Leistungsgruppe II kamen genau die Beweisversuche, die zwar im
wesentlichen ohne Fehler, aber doch mit Mangeln behaftet waren, z. B. Liicken
im Gedankengang, Darlegung iiberfliissiger Dinge, fehlender ,,SchluBsatz‘
u. d.

— In die Leistungsgruppe I kamen die gelungenen Beweisversuche, die hochstens
in der Schreib- oder Ausdrucksweise gewisse Unkorrektheiten enthielten.
Durch die Einordnung der Beweisversuche in diese Leistungsgruppen waren in
den empirischen Untersuchungen neben qualitativen auch quantitative Ver-

gleiche — beispielsweise mit den Mathematikzensuren der Schiiler — méglich.

3.3. Beweisleistungen von Schiilern der Klassenstufe 7
nach der friiheren Unterrichtspraxis’

Wir haben uns schon im Abschnitt 2.1. (# 56ff.) mit der Frage beschaftigt, in
welchem Alter die Schiiler durch den vorangegangenen Erziehungs- und Bildungs-
prozeB jene Fihigkeiten erworben haben, die fiir eine erfolgreiche Behandlung
von Beweisfiihrungen im Mathematikunterricht vorhanden sein miissen. Wie wir
gesehen haben, war es nur schwer méglich, eine genaue Antwort auf diese Frage
zu geben. - Immerhin ist deutlich geworden, da8 nach den bisher vorliegenden
psychologischen Erkenntnissen etwa bei zwolf- bis dreizehnjiahrigen Schiilern jener
Stand in der Denkentwicklung vorausgesetzt werden kann, der sie prinzipiell
zum Verstehen und auch zum Fithren mathematischer Beweise befihigt. Dieser
Sachlage tragen auch — mehr oder weniger ausgeprigt — seit langem unsere
Lehrpline und Lehrbiicher Rechnung, die Beweisfiihrungen im Mathematik-
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unterricht ab Klasse 6 vorsehen. Uns interessiert nun vor allem, zu welchen

Ergebnissen die in den genannten Materialien gegebene Orientierung bei der

fritheren Unterrichtspraxis gefiihrt hat.

Im folgenden soll, iiber einige empirische Untersuchungen berichtet werden, die

im Schuljahr 1962/63 in Klassenstufe 7 durchgefiihrt worden sind. Es ging dabei

um das Wiedergeben von im Unterricht behandelten Beweisen durch Schiiler, um

das selbstandige Fiihren von Beweisen sowie um die Entwicklung der Schiiler-
leistungen im Fiihren von Beweisen wihrend des siebenten Schuljahrs.

Bevor wir uns den durchgefiihrten Versuchen zuwenden, ist noch eine Vorbemer-

kung am Platze. Sie betrifft die Relevanz der aus dem Schuljahr 1962/63 stam-

menden Ergebnisse, die schon relativ weit zuriickliegen und die deshalb in An-
betracht der raschen Entwicklung vieler Faktoren unseres Mathematikunterrichts
von manchem vielleicht als iiberholt angesehen werden kénnten. Wir miissen

-selbstverstindlich beriicksichtigen, daB in der Zeit nach dem ,Mathematik-

beschluB* (Dezember 1962) bedeutende Verdnderungen vor sich gegangen sind.

Wir besitzen  inzwischen ein neues Lehrplanwerk und moderne Lehrbiicher, die

Lehrer haben sich in Weiterbildungskursen systematisch qualifiziert und in

wachsendem MaBe verbessert sich die Ausstattung unserer Schulen mit Unter-

richtsmitteln.

Es ist somit klar, daB die damals gefundenen Resultate keine Charakterisierung

unserer jetzigen Situation darstellen kénnen. Trotzdem ist es sinnvoll, sich damit

zu befassen, weil sie in verschiedener Hinsicht von Interesse sind:

+— Erstens fiihren uns diese Versuchsergebnisse zu SchluBfolgerungen, die fiir
die Gestaltung unseres gegenwirtigen Mathematikunterrichts von groBer Be-
deutung sind ;

— zweitens geben sie ein Muster fiir dhnliche Versuche, mit denen man die Lei-
stungen der Schiiler im Beweisen erfassen kann;

— drittens liefern sie Grundlagen fiir einen Vergleich der fritheren mit den gegen-
wiartigen Unterrichtsergebnissen hinsichtlich des Beweisens und schaffen so-
mit o '

— viertens eine Moglichkeit, die inzwischen erfolgte Entwicklung auf einem
wichtigen Teilgebiet des Mathematikunterrichts einschitzen zu kénnen.

— Vor allem aber fithren uns die damaligen Versuchsergebnisse zu einem tie-
feren Verstindnis vieler Festlegungen unseres gegenwirtigen  Lehrplans; die
ja nicht zuletzt aus der Notwendigkeit heraus getroffen worden sind, frithere
Mingel unseres Mathematikunterrichts wirksam iiberwinden zu helfen.

3.3.1. Wiedergeben eines Beweises

Wir betrachten zunichst einen Versuch, der am Beginn des Schuljahrs 1962/63
in finf Klassen der Klassenstufe 7 durchgefiithrt worden ist. Es ging dabei um
das Erfassen der Schiilerleistungen im Wiedergeben eines Beweises. Die Versuchs-
klassen wiesen keine Besonderheiten gegeniiber anderen Klassen derselben Klassen-
stufe auf. Klassenfrequenz, Lernhaltung und Leistungsvermégen entsprachen den
Gegebenheiten, die man damals in der Mehrzahl der Schulen antreffen konnte.
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Es wurde jeweils eine Unterrichtsstunde benutzt. .(Rein stofflich ging es dabei
um Dinge, die im damaligen Lehrplan der Klasse 6 enthalten und den Schiilern
somit nicht ganz neu waren.) Die Stunde begann mit Wiederholungsfragen zur
Dreieckslehre: Arten von Dreiecken, Innenwinkel, Satz iiber die Summe der
Innenwinkel, Begriff des AuBenwinkels (an entsprechenden Zeichnungen erklirt),
Daran anschlieBend wurde auf den Satz eingegangen, dafl ein AuBlenwinkel am
Dreieck stets so groB ist wie die Summe der ihm nicht anliegenden Innenwinkel.
Es schloB sich die Zielstellung an, diesen Satz zu beweisen. Gewdhnlich kam
daraufhin von Schiilern zunéchst der Vorschlag, an der inzwischen angefertigten
Tafelzeichnung die entsprechenden Winkel auszumessen. Nachdem die Unzu-
langlichkeit dieser Methode durch ein Unterrichtsgesprich klargestellt worden
war, folgte an der Tafel die eigentliche Beweisfiihrung, wobei die Schiiler durch
den Versuchsleiter im allgemeinen stark gelenkt werden muBten.

Trotzdem hatten viele Schiiler noch besondere Schwierigkeiten beim letzten Be-
weisschritt, wo aus

1) «+p+y=180° und
(2) 7+ 9y =180°  auf
at+pf=mn )
geschlossen werden mufite. Es fiel diesen Schiilern offenbar sehr sohwer, die
Gleichungen (1) und (2) in der Strukturierung
O+0=#% uwnd A+Q=2=

zu sehen. Erst der Einsatz von farbiger Kreide, besondere Betonung in der .
Sprechweise und die direkte Aufforderung, « + f und p, miteinander zu ver-
gleichen, lieBen die Schiiler schliefllich die letzte SchluBfolgerung finden. -

Das bis dahin entstandene Tafelbild gibt Bild 17 wieder. )

‘ Behauptung: o« + f =y,

Beweis : (1) & + B+ y = 180°, weil Innenwinkel im
: e Dreieck zusammen
180° betragen.

(2) 9, + vy = 180°, weil Nebenwinkel
= zusammen 180° be-
tragen.,

Alsoist o + f = .

Bild 17

Nach einer Wiederholung des Gedankengangs wurde das Tafelbild mit Ausnahme

der Beweisfigur geloscht.

Die Schiiler erhielten nun die Aufgabe, den soeben erarbeiteten Beweis schrift-

lich wiederzugeben. In der Regel standen ihnen dazu noch etwa 15 Minuten bis

zum Schluf} der Stunde zur Verfiigung.

Einige Beispiele von Schiilerarbeiten sollen hier Wledergegeben werden:

— ,,Die Innenwinkel betragen im Dreieck zusammen 180°. Die Nebenwinkel y, 4 ¥
betragen auch zusammen 180°. Also muB} y, genauso groB sein wie « + B.*
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— ,,Wenn wir den kaelmesser nehmen, & + P messen, dann p; messen, so kommen
wir zu demselben Ergebnis.

— 6 + B + y = 180°. Die Innenwinkel sind zusammen 180°. » und 9, sind Stufen-
winkel. Sie ergeben immer zusammen 180°. y, 4+ y = 180°.

— .6 -+ B + v ergeben zusammen 180°, weil die Innenwinkel zusammen 180° ergeben
In p;, dem AuBenwinkel, ist « und 8 enthalten. Es ergibt sich also y; = & + 8.
Ein ‘Nebenwinkel ergibt 180°. 9; und y sind ein Nebenwinkel. Also ergibt sich:
« + B+ py = 180°.¢ ‘ . ‘

Die Beurteilung der Schiilerarbeiten erfolgte im Prinzip so, wie es in den Ab-
schnitten 3.2.2. (7 78ff.) und 3.2.3. (7 86£.) dargestellt worden ist.

Die dort geschilderte Einteilung in Lelstungsgruppen fithrte im vorliegenden Fall
zu folgender Vertellung

Leistungsgruppe [I II III P
Prozentsatz C27 8 65 100
Tabelle 1 '

Das Ergebnis war in Anbetracht des relativ geringen Schwierigkeitsgrads der
Aufgabe ziemlich schlecht. Es macht deutlich, wie schwer es den Schiilern fiel,
selbst einen so einfachen Beweis in mathematisch einwandfreier Form wiederzu-
geben. ‘Die Mehrzahl der Schiiler war offenbar nicht in der Lage, den Beweis-
gedanken klar zu erfassen und den Beweis aus dieser Einsicht heraus zu repro-
duzieren.

Selbst die einwandfreien Beweiswiedergaben lassen nicht unbedingt auf ein wirk-
liches Verstindnis schlieBen.

Verschiedene Schiiler erklirten nach dem Versuch freimiitig, sie hétten den Be-
weis aus dem Gedéchtnis wiedergegeben, ohne ihn wirklich verstanden zu haben.
Der letztgenannte Umstand — némlich die Moglichkeit, den Beweis bzw. Teile
des Beweises im Grunde uneinsichtig und nur auf das Gedédchtnis gestiitzt zu
reproduzieren — schrinkt die Aussagekraft des Versuchs beziiglich der gelungenen
Beweiswiedergaben natiirlich ein. Trotzdem ist das Gesamtergebnis aufschluB-
reich, zeigt es doch, wie wenig die Mehrzahl der damals erfaBten Schiiler mit einer
_Bewelsa.ufga.be anzufangen wubBte.

3.3.2. Selbstiindiges Fiihren von BéWeisen

Am Beginn und gegen Ende des Schuljahrs 1962/63 wurden in ‘sechs Klassen der
Klassenstufe 7 (dazu gehorten die finf bereits erwidhnten Versuchsklassen sowie
eine weitere Klasse) Versuche durchgefiihrt, mit denen die Leistungen der Schiiler
im selbstindigen Fithren eines Beweises erfafit werden sollten. Fiir jeden dieser
Versuche ist jeweils eine Unterrichtsstunde benutzt worden. Um zu erreichen,
daB die Ergebnisse mdglichst wenig von Bedingungen beeinfluBt wurden, die
mit der Fahigkeit zum selbstéindigen Fiithren eines Beweises nicht unmittelbar
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zusammenhingen, wurden in der Anlage der Versuchsstunden folgende Forde-

rungen beriicksichtigt:

1. Alle fiir den jeweiligen Beweis erforderlichen Kenntnisse sind in einer dem
Losen der Beweisaufgabe unmittelbar (in der gleichen Stunde) vorangehenden
Wiederholung bereitzustellen, um eine Beeintrichtigung der Schiilerleistungen
durch eventuell vorhandene Wissensliicken zu vermeiden. o

2. Bevor den Schiilern die Beweisaufgabe gestellt wird, ist mit ihnen gemeinsam
ein Beweis zu erarbeiten, der dem dann von ihnen verlangten sehr &hnlich ist,
damit ihnen sowohl die Anlage des Beweises allgemein wie auch das Finden
des speziellen Beweises erleichtert wird. Diese Hilfe soll der Moglichkeit ent-
gegen wirken, daB Schiiler die Beweisaufgabe nur deshalb nicht bewiltigen
konnen, weil sie mit der schriftlichen Anlage des Beweises nicht zurecht kommen
oder weil sie iiberhaupt keinen geeigneten Beweisgedanken finden.

Zum Satz iiber entgegengesetzt liegende Winkel an geschnittenen Parallelen

Bei den Versuchen, die in den ersten Wochen des Schuljahrs durchgefiihrt wurden
ging es um den Beweis des Satzes, daB die Summe von entgegengesetzt liegenden
Winkeln an geschnittenen Parallelen 180° betrigt. Dieser Satz gehérte zum
Lehrplanstoff der Klasse 6. Die entsprechenden Unterrichtsstunden verliefen in
den sechs beteiligten Klassen im wesentlichen gleichartig:

Jede der Stunden begann mit einer Wiederholung iiber parallele Geraden und iiber
Winkel an geschnittenen Parallelen. An Hand eines entsprechenden Tafelbilds
wurden die Begriffe ,,Stufenwinkel®, ,,Wechselwinkel‘, , entgegengesetzt liegende
Winkel“, aber auch ,,Nebenwinkel“ und ,,Scheitelwinkel** noch einmal erklirt.
Die Schiiler wurden dann aufgefordert, ihr Wissen iiber diese Winkel mitzuteilen.

Sie brachten (in unterschiedlicher Reihenfolge):

(1) Stufenwinkel an geschnittenen Parallelen sind gleich gro8.

(2) Die Summe von Nebenwinkeln ist stets 180°.

(3) Scheitelwinkel sind gleich gro8.

(4) Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen sind gleich groB. »

(5) Die Summe zweier entgegengesetzt liegender Winkel an geschmttenen Par-
allelen ist stets 180°.

Aus diesen Satzen, die in kurzer Form an der Tafel notiert wurden, ist dann zu-
nichst der Satz (4) herausgegriffen und in einem Unterrichtsgesprich bewiesen
worden. Im Anschlufl an den Beweis zum Satz (4) wurde der Satz (5) betrachtet.
Die Schiiler erhielten jetzt die Aufgabe, ihn selbstindig zu beweisen. Bevor sie
damit begannen, wurde die zu beweisende Behauptung aber noch in gemeinsamer
Arbeit in die Form einer Gleichung gebracht. AuBerdem erhielten die Schiiler
den Hinweis, daB sie wie beim Beweis zu Satz (4) unter Benutzung der bereits
feststehenden (an der Tafel notierten) Sétze die Behauptung herleiten sollen. Zur
Erleichterung der Aufgabe blieb das bis dahin entsta.ndene Tafelbild (Bild 18)
stehen.
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Stufenwinkel sind gleich grof; - .
g Scheitelwinkel sind gleich groB8;

A Die Summe von Nebenwinkeln betrigt 180°.
e\ & Behauptung : Wechselwmkel sind gleich groB: a = y
" Beweis: « = 0, weil Stufenwinkel gleich grof3 sind;
0 = y, weil Scheitelwinkel gleich groB8 sind.

Also ist & = y. )
Behauptung : Die Summe entgegengesetzt liegender Winkel ist 180°:

« + f = 180°
Bewets :

Bild 18

Fur die Bearbeitung der Beweisaufgabe stand den Schiilern jeweils der Rest der
Unterrichtsstunde — das waren etwa 15 Minuten — zur Verfiigung.

Bevor wir uns die Ergebnisse ansehen, wollen wir noch festhalten, da die Satze (4)
und (5) in sehr dhnlicher Weise bewiesen werden konnen: an Stelle der beim Be-
weig von Satz (4) benutzten Scheitelwinkelgleichheit ist im Beweis von Satz (5)
lediglich der Satz iiber Nebenwinkel heranzuziehen. Der Schwierigkeitsgrad der
den Schiilern gestellten Beweisaufgabe war also objektiv gesehen relativ niedrig.
Betrachten wir nun einige Beispiele von Beweisversuchen der Schiiler. Dabei
wollen wir auch immer einen Blick auf die Halbjahreszensur (HZ) des betreffenden
~ Schiilers im Fach Mathematik werfen, um seine Leistung bei der Beweisaufgabe
mit seinen sonstigen Leistungen vergleichen zu konnen.

1) ,,« = y, denn Wechselwinkel sind gleich gro8; ,
.9 + 8 = 180°, denn Nebenwinkel sind zusammen 180°.
Also ist « + f = 180°, denn wir kénnen « fiir y einsetzen, weil beide gleich sind.*
(HZ: 1)
2) ,,6 = y, weil Scheitelwinkel gleich sind. y = a, weil Wechselwinkel gleich gro8 sind.
Also ist a = B.% (HZ: 3)
3) ,,0 + B sind Nebenwinkel und betragen 180°. o« + ¢ sind auch Nebenwinkel und
betragen 180°. Also miissen « -+ § auch 180° betragen.‘ (HZ: 2)

4) ,,Entgegengesetzt liegende Winkel kann man mit Nebenwinkeln vergleichen. Und
Nebenwinkel ergeben zusammen 180°. Also ergibt sich « + g = 180°.¢ -(HZ: 2)

Insgesamt gesehen ergab sich folgendes Bild: ,

Nur 21 Schiiler (129,) lieferten im wesentlichen richtige Beweise ab. Die rest-
lichen Arbeiten waren liickenhaft oder enthielten Fehler verschiedener Art. So
wurde zum Beispiel hiufig die zu beweisende Behauptung als Begrundung fiir
sich selbst benutzt, verschiedene Schiiler hielten sich starr an den vorher be-
sprochenen Beweis des Satzes iiber Wechselwinkel und kamen so zu logischen
Gewaltlosungen oder auch zu SchluBsitzen, die mlt der Behauptung nicht iiber-
einstimmten.
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Die schon erliuterte Einteilung in Leistungsgruppen (7 88) fiihrte zu folgender
Ubersicht:

Leistungsgruppe I II III z
Prozentsatz 12 11 77 100
Tabelle 2

Die Ergebnisse dieses Versuchs zeigen, daB es den Schiilern offenbar recht schwer-
fiel, die gestellte Beweisaufgabe zu bewiltigen. Vergegenwirtigen wir uns noch
einmal, welcher Art die Anforderungen eigentlich waren:

Von den Schiilern wurde verlangt, gegebene Elemente (mathematische Sétze) in
geeigneter Weise miteinander zu einem Beweis fiir die ebenfalls gegebene Be-
hauptung zu verkniipfen. Sie hatten also eine Menge zunichst beziehungslos -
nebeneinander stehender Aussagen in eine bestimmte logische Ordnung zu brin-
gen,

Wenn viele Schiiler an der Beweisaufgabe schelterten, so lag es also nicht daran,
daB ihnen irgendein Satz zum Beweis fehlte, denn alle notwendigen Sitze standen
an der Tafel. Es lag auch kaum daran, daB das Problem zu umfangreich bzw.
zu uniibersichtlich war, denn es waren nur zwei ganz einfache Sitze heranzu-
ziehen. Das Versagen vieler Schiiler lag vielmehr im wesentlichen darin, daB sie
die wenigen fiir den Beweis notwendigen logischen Verkniipfungen der Sétze nicht
fanden bzw. nicht schriftlich einwandfrei wiedergeben konnten. Die Ursachenda-
fiir sind jedoch nicht nur — oder vielleicht nicht einmal in erster Linie — in einem
unzureichenden Entwicklungsstand des logischen Denkens zu suchen. Nach dem
im Kapitel 2. (7 55ff.) Gesagten muB vielmehr damit gerechnet werden, daB
auch mangelnde Vertrautheit mit den hier auftretenden mathematischen Sach- -
verhalten eine Reihe von Schiilern daran gehindert hat, die Beweisaufgabe erfolg-
reich zu losen.

Nun weill natiirlich jeder, der sich etwas mit Mathematik beschaftigt hat, daB
das Finden eines Beweises auch dann unter Umsténden sehr schwierig sein kann,
wenn alle fiir den Beweis notwendigen Sitze angegeben sind. Hitte man nur
diesen einen Versuch durchgefiihrt, so wire die Moglichkeit offen geblieben, daB
den Schillern vielleicht nur das Finden eines Beweises (oder eventuell gerade
dieses Beweises) besondere Schwierigkeiten bereitete. Der im Abschnitt 3.3.1.
(" 89f.) geschilderte Versuch zur Wiedergabe eines vorgefiihrten Beweises (zum
Satz iiber AuBenwinkel am Dreieck) hat aber trotz seiner etwas besseren Ergeb-
nisse gezeigt, daB die Schiiler auch dann noch groBe Schwierigkeiten hatten,
einige wenige Sitze in logisch richtiger Weise untereinander zu einem Beweis
fiir einen anderen Satz zu’verkniipfen, wenn der Gedankengang ihnen vorher
mitgeteilt worden war.

Wire bei der selbstidndigen Bewelsfuhrung die Mehrzahl der Schiiler nur am
Finden des Beweisgedankens gescheitert, so hatten/ﬂle Ergebnisse bei der Beweis-
wiedergabe doch sehr viel besser sein miissen.
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Aus den AuBerungen verschiedener Schiiler nach der Durchfiihrung der Versuche
. ging hervor, da derartige Anforderungen erstmalig an sie gestellt worden waren.
Das kann bis zu einem gewissen Grade die groBe Anzahl unbefriedigender Lei-
stungen erkléren.

Nach dem damals giiltigen Lehrplan waren die Schiiler im Verlauf der Klasse 7
mit einer ganzen Reihe von Sétzen und auch mit den zugehérigen Beweisen
vertraut zu machen. Man fragt sich natiirlich, welchen EinfluB das auf die Ent-
wicklung ihrer Fihigkeit hatte, selbstindig einfache Beweise durchzufiihren. Be-
trachten wir deshalb jene Ergebnisse, die gegen Ende des Schuljahrs 1962/63 in
den sechs Versuchsklassen gewonnen wurden.

Zum Satz des THALES

Die neuen Versuche wurden so angelegt, daB sie in méglichst vielen Bedingungen
den Versuchen am Beginn des Schuljahrs entsprachen. Dadurch war es moglich,
die Schiilerleistungen vom Beginn und vom Ende des Schuljahrs miteinander zu
vergleichen.. Aus verschiedenen Uberlegungen heraus fiel die Wahl auf den Satz
des TrALES. Sein Beweis ist zwar etwas linger als der zum Satz iiber entgegen-
gesetzt liegende Winkel an geschnittenen Parallelen, doch gleichen sich die ein-
zelnen Schritte in beiden Beweisen sehr stark.

Die Unterrichtsstunden verliefen im wesentlichen wie folgt: Am Beginn stand eine
Wiederholung, in deren Verlauf alle wesentlichen Fakten zusammengestellt wur-
den, die fiir die spéter geforderte Lésung der Beweisaufgabe notwendig waren.
Danach wurde die Wiederholung auf den Satz gelenkt, daB ein Zentriwinkel im
Kreis stets doppelt so groB ist wie ein tiber dem gleichen Kreisbogen stehender
Peripheriewinkel. Es folgte die Aufforderung, diesen Satz fiir eine spezielle Lage
des Peripheriewinkels zu beweisen. Dazu wurde die im Bild 19 wiedergegebene

Bild 19 Bild 20
Beweisfigur an die Tafel gezeichnet. Gemeinsam mit den Schiilern ist dann fol-
gender Beweis erarbeitet und an der Tafel notiert worden:

Behauptung: 6 =2 .y

- Beweis: (1) @ +y + & = 180° (Winkelsumme im Drefeck)
2) =9 weil Dreieck CIM B gleichschenklig ist;
also gilt '

95



3) 2.y + &= 180"

AuBerdem ist
4) 6 4+ & = 180°, weil 6 und ¢ Nebenwinkel sind.
Alsoist 6 =2-9, w.z. b. w.

(Dieser Beweis blieb an der Tafel stehen.)

In Fortfihrung der Wiederholung wurde nunmehr der Satz des THALES erfragt.
Daran kniipfte sich die Beweisaufgabe fiir die Schiiler. Zur Erleichterung zeich-
nete der Versuchsleiter eine Beweisfigur an die Tafel (Bild 20). Als Behauptung
wurde notiert: '

y = 90°%
AuBerdem erhielten die Schiiler noch folgende Hinweise:

»Alle fiir den Beweis benotigten Sitze stehen an der Tafel, ein Muster einer
dhnlichen Beweisfithrung ebenfalls. Betrachtet die Dreiecke AMC und
CM B! Denkt daran, daB y = «’ 4 f ist!“

. Fiir die Bearbeitung der Aufgabe, die gleiche oder dhnliche Uberlegungen und
SchluBweisen erforderte wie der vorher erarbeitete Beweis, hatten. die Schiiler
etwa 20 Minuten Zeit zur. Verfiigung.

Sehen wir uns zunichst wieder einige Schiilerarbeiten an. Zur Orientierung ist
hier die Jahresendzensur (EZ) des jeweiligen Schiilers im Fach Mathematik mit
angegeben.

1) ,,Dreieck AMC ist gleichschenklig; Dreieck BMC ist gleichschenklig. o« = a’;
g=48 :
«+ o + 4+ = 180°.
Also ist 2-a" + 28 = 180°; o’ } B = 90°. .
Also ist y = 90°.¢ (BZ: 1)

2) ,,Die Dreiecke AMC und BMO sind gleichschenklig.
B=p8;a+ f=90°.

Wenn o + f 90° sind, so muB auch y 90° sein.* (EZ: 1)
3) ,,Die Strecke AB ist die Sehne. Da die Strecke OB senkrecht auf der Sehne liegt,
so mull auch der Winkel y 90° betragen.* (EZ:-2)

4) o+ 8+ 9y =180 a=14o"; f=§;
wenn y = 90° so sind « 4+ § = 90°.
o' + f = a4 B, darum o" + § = 90°;
wenn o’ + B =y, so p = 90°.% ' (BZ: 2)

Als Gesamtergebnis war festzustellen:

13 Schiiler (79,) fithrten den Beweis im wesentlichen richtig durch. Die rest-

« lichen Arbeiten waren liickenhaft bzw. enthielten Fehler sachlicher oder logischer
Art. Einige Schiiler filhrten SchluBsitze an, die mit der Behauptung nicht iiber-
einstimmten.. )
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Die Einordnung der Beweisversuche in Leistungsgruppen ergab folgendes Bild:

Leistungsgruppe I II III z
Prozentsatz 7 11 82 100
Ta,belleq3

. Zusammenfassend ist zu sagen, daB auch der Versuch am Knde des siebenten
Schuljahrs ein recht schlechtes Resultat gebracht hat. Wir wollen aber nicht
bei einer so globalen Feststellung stehen bleiben, sondern die Ergebnisse der
Versuche noch etwas genauer analysieren, um einige SchluBfolgerungen ziehen
zu kénnen. '

3.3.3. Vergleich der Beweisleistungen vom Beginn
und vom Ende des siebenten Schuljahrs

Ein Ziel der im vorigen Abschnitt geschilderten Versuche bestand darin, gewisse
Aufschliisse iiber die Entwicklung der Schiilerleistungen im Beweisen wihrend
des siebenten Schuljahrs zu gewinnen. Es ging also unter anderem um die Frage,
ob die Schiiler am Ende des siebenten Schuljahrs besser als zu seinem Beginn in
der Lage sind, einfache mathematische Beweise zu fiihren.

Eine Gegeniiberstellung der Resultate zeigt, daB die Leistungen der Schiiler am
Ende des Schuljahrs sogar ein wenig schlechter aussahen als zu seinem ‘Beginn.
(Wahrscheinlich hat sich der etwas gréBere Umfang des am Ende des Schul]a,hrs
verlangten Beweises in dieser Richtung ausgewirkt.) Eine Kontrolle mit Hilfe
der Chi-Quadrat-Probe!) 148t aber erkennen, daB der Unterschied zwischen den
beiden Leistungsverteilungen statistisch nicht signifikant ist. Es wire demnach
falsch, von einer Verschlechterung der Schiilerleistungen zu sprechen. Von einer
Verbesserung kann jedoch erst recht nicht die Rede sein.

Allerdings erhebt sich die Frage, ob eventuell deutliche Verdnderungen in den
Schiilerleistungen erkennbar werden, wenn man die Beweisversuche unter ganz
speziellen Gesichtspunkten betrachtet. Wir haben dazu eine genauere Analyse
durchgefithrt und folgende Fragen untersucht:

a) Wie groB war in den Beweisversuchen die Anzahl derjenigen Schiiler, die keinen
oder nur einen ganz geringfiigigen Ansatz zur Losung der jeweiligen Beweis-
" aufgabe erkennen lieBen ?

b) Wie entwickelte sich im Laufe der Klasse 7 die Einsicht, daB das bloBe Auf-
zéhlen von Fakten ohne logische Verkniipfung keinen Beweis ergeben kann ?
¢) Haben die Schiiler in Klasse 7 gelernt, daB zu einem Beweis eine abschlieBende

Feststellung — der schon charakterisierte ,,SchluBsatz* — gehért?
d) Ist allen Schiilern klar geworden, daB jener ,,SchluBsatz‘ mit der zu bewei-
senden Behauptung ibereinstimmen muB ?

1) Vgl. etwa: Crauss, G., H. EBNER: Grundlagen der Statistik fiir Psychologen, Pdid und Soziol
Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1967, S. 1951t.
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e) Konnte in Klasse 7 die Anzahl der in Beweisversuchen auftretenden logischen
Fehler gesenkt werden ? ~

Wir wollen hier darauf verzichten, jede dieser Fragen einzeln zu diskutieren und
die Antworten mit statistisch ausgewerteten empirischen Daten zu belegen.l)
Als zusammenfassende Feststellung ergab sich:

Auch bei einer isolierten Betrachtung einzelner, spezieller Méngel in den Schiiler-
arbeiten war am Ende des siebenten Schuljahrs keine statistisch gesichefte Ver-
besserung der Leistungen gegeniiber dem Schuljahrsbeginn festzustellen. Das
heiBt mit anderen Worten, daf der im Untersuchungszeitraum in den Versuchs-
klassen erteilte Mathematikunterricht keine erkennbaren Auswirkungen auf die
Fihigkeit der Schiiler besaB, einfache mathematische Beweise zu fithren. Da nun
aber weder die ausgewéhlten Versuchsklassen besonders leistungsschwach waren
noch die Unterrichtsgestaltung sich wesentlich von der damals allgemein iiblichen
unterschied, muBl angenommen werden, da diese Feststellung nicht nur auf die
sechs Versuchsklassen zutrifft, sondern auch auf die Mehrzahl aller anderen sie-
benten Klassen dieser Zeit.

In einer der Versuchsklassen war das Bild am Ende des siebenten Schuljahrs
allerdings etwas anders. Dort waren 12 von 29 Beweisversuchen zum Satz des
TrALES in die Leistungsgruppe II einzuordnen — wesentlich mehr, als nach dem
allgemeinen Ergebnis und auch nach dem Leistungsstand dieser Klasse erwartet
werden konnte. Es handelte sich dabei vorwiegend um Schiilerarbeiten, die keine
direkten Fehler enthielten, sondern liickenhaft waren.

Wie eine nachtrigliche Befragung der in den Versuchsklassen unterrichtenden
Lehrer ergab, war in der fraglichen Klasse — abweichend von den anderen —
von den Schiilern im Laufe des Schuljahrs verlangt worden, einige Beweise aus-.
wendig zu lernen. Darunter war auch ein Beweis zum Satz des THALES. Anschei-
nend ist es einigen Schiilern dieser Klasse dann am Ende des Schuljahrs gelungen,
mehr oder weniger groBe Teile des Beweises aus dem Gedéchtnis zu reproduzieren.
Sie waren jedoch nicht in der Lage, die Liicken in ihrem Beweisgang zu erkennen
und durch selbstdndiges Uberlegen zu schlieBen. Das deutet aber nach=den im
Kapitel 2. skizzierten psychologischen Erkenntnissen darauf hin, daf diese Schiiler
den Beweis im Grunde nicht verstanden haben. Er wurde von ihnen &hnlich wie
eine Folge sinnloser Silben auswendig gelernt. Die im Vergleich zu den anderen
Versuchsklassen relativ hohe Zahl von Arbeiten der Leistungsgruppe II kann
somit nicht als echter Erfolg gewertet werden.

3.3.4. Vergleich der Beweisleistungen mit den Mathematik-
zensuren der Schiiler

Bisher wurden die Versuchsergebnisse nur fiir sich betrachtet. Das reicht aber
noch nicht aus, um die tatsichlichen Verhéltnisse hinreichend genau wiederzu-
geben. Man mufl auch die Beziehungen zwischen den Versuchsergebnissen und-

1) Vgl. dazu WaALscH, W.: Methodische Probleme bei der Einfithrung der Schiller in das Beweisen th-
malischer Aussagen. Habilitationsschrift, Halle 1966.
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den Leistungen der Schiiler im sonstigen Mathematikunterricht beriicksichtigen.
Um diese Beziehungen quantitativ erfassen zu konnen, stiitzten wir uns einerseits
auf die Einordnung der Schiilerarbeiten in die' Leistungsgruppen’und andererseits
auf die Halbjahres- bzw. Endzensuren im Fach Mathematik vom Januar bzw.
Juni 1963. Dazu mull bemerkt werden, daB die Ergebnisse der Beweisversuche
keinen EinfluB auf die Zensuren der Schiiler hatten.

Die Tabellen 4 und 5 geben dariiber Auskunft, welche Leistungen die Schiiler

der einzelnen Zensurengruppen in den Beweisversuchen erreicht haben. Dabei- . .

bezieht sich die Tabelle 4 auf den'Versuch vom Schuljahrsbeginn und die Halb-
jahreszensuren, die Tabelle 5 auf den Versuch zum Schuljahrsende und die Jahres-
endzensuren.

HZ : EZ
LG LG
1| 2| 38| 4| 5|z 1| 2| 3| 4| 5|2
I 2| 9|10] of of 21 I 3| s| 2| o] of 13
i o| 8| 5| 3| 117 II 1| 6| 8| 4| of19
III 1|22]|39]50]20 (132 III 2| 28 | 47 | 54 | 12 143
z 3|39 |54|53]21 Ja70 z 642575812115
Tabelle 4 Tabelle 5

Aus den Tabellen ist ersichtlich, daB Schiiler mit nicht befriedigenden Mathematik-
zensuren (4 oder 5) bei den Beweisversuchen fast ausschlieBlich nur die Leistungs-
gruppe III erreicht haben, wihrend die Beweisversuche der Leistungsgruppe I
nur von solchen Schiilern stammen, die gute oder zumindest befriedigende Mathe-
matikzensuren aufzuweisen haben. Das zeigt, daB ein Zusammenhang zwischen
Mathematikzensuren und Beweisleistungen vorhanden ist. Allerdings muf8 be-
achtet werden, da auch eine ganze Reihe von Schiilern mit guten Mathematik-
zensuren bei den Beweisaufgaben vollkommen versagt haben.

Das bedeutet: Die schlechten Leistungen der Schiiler bei den Bewelsversuche_n
lassen sich nicht damit erkliren, daB die an dem Versuch Beteiligten auch sonst
im Mathematikunterricht schlechte Leistungen zeigen, sondern weisen eindeutig
darauf hin, daB den Schiilern die gestellten Beweisaufgaben besondere Sctheng-
keiten bereitet haben. '

3.3.5. Ursachen fiir Fehlleistmige,n

Wie wir gesehen haben, waren die Ergebnisse der im Schuljahr 1962/63 durch-
gefiihrten Versuche nicht gut. Als besonders unerfreulich muB dabei die Tat-
sache bezeichnet werden, daB die Leistungen der Schiiler im Beweisen wihrend
- des siebenten Schuljahrs nicht besser geworden sind, obwohl der damals gultlge
Lehrplan fiir die Klasse 7 eine ganze Reihe von Beweisfilhrungen vorsah, die in
den Versuchsklassen auch behandelt worden sind.
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Worin bestanden die Ursachen fiir die schlechten Resultate ?

Aus der Durchsicht und Auswertung der Schiilerarbeiten, aus Berichten von

Lehrern wie auch aus Hospitationen ergaben sich folgende Erkenninisse:

1. Eine nicht unbetrichtliche Anzahl von Schiilern hatte mehr oder weniger grofe

Unklarheiten im Verstindnis der im Mathematikunterricht eingefithrten und
benutzten Begriffe. Das traf zum Teil auch auf solche Schiiler zu, derén Lei-
«stungen im Fach Mathematik mit ,,gut’ oder besser zensiert wurden. Oft
waren gute Zensuren nur Ausdruck Fiir die sichere Beherrschung einiger Algo-
rithmen.
Begriffliche Unklarheiten wirken sich naturgemiB negativ auf das Versténdnis
von Aussagen aus, die mit Hilfe dieser Begriffe gebildet werden. Ohne klares
Erfassen einer Aussage ist deren Beweis aber von vornherein eine kaum losbare
Aufgabe.

2. Vielen Schiilern — auch leistungsstarken — fehlten héufig Kenntnisse (bzw.
diese waren nicht aktualisiert), die zur Begriindung einzelner Beweisschritte
gebraucht wurden. ' :

3. Die sprachliche Ausdrucksweise einer ganzen Reihe von Schiilern war so unbe-
holfen, daB ihre teilweise richtig gemeinten Ausfithrungen objektiv gesehen
als falsch gewertet werden muBten. Das traf vor allem auch auf den Gebrauch
-der mathematischen Symbolik zu.

. 4. In der im Untersuchungszeitraum vorherrschenden Gestaltung des Mathematik-
unterrichts gab es bis zur Klasse 7 keine zielstrebige Ausbildung der Schiiler
im Begriinden, SchlieBen, Folgern und Beweisen. So waren die Schiiler héufig
nicht in der Lage, selbstandig Schliisse zu ziehen. Die Schiiler waren in Klasse 7
praktisch Anfinger im Beweisen mathematischer Aussagen. Fiir Anfénger
waren die meisten der im Stoff dieser Klasse auftretenden Beweise aber bereits
viel zu komplex und umfangreich. Der groBte Teil der Schiiler verstand sie
dadurch nur unvollkommen oder iiberhaupt nicht, und der Bildungseffekt war

" demgemiB — wie wir gesehen haben — praktisch gleich Null.

3.3.6. SchluBfolgerungen

Die SchluBfolgerungen, die zu ziehen wa.rén liegen damit auf der Hand:

a) Da ein positiver Zusammenhang zwischen dem allgemeinen mathematischen
Bildungsstand der Schiiler (ausgedriickt durch die' Mathematikzensuren) und
ihrer Fihigkeit, einfache mathematische Beweise zu fiihren, besteht, war zu
erwarten, daB eine allgemeine Niveauerhohung der mathematischen Ausbil-
dung der Schiiler auch positive Auswirkungen auf ihr Verstindnis fiir mathe-
matische Beweisfithrungen zur Folge hat. Diese Niveauerh6hung mufte vor
allem auf die Klarheit der Begriffsbildung, die Sicherheit der Kenntnisse und
die Beherrschung der mathematischen Ausdrucksmittel gerichtet sein. Eine
Erweiterung des Umfangs der Kenntnisse war in diesem Zusammenhang kaum
erforderlich.

Die in den vergangenen Jahren bei uns auf dem Gebiet des Mathematikunter-
richts durchgefithrten Mafinahmen zielten bekanntlich auf eine solche allge-
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meine Niveauerhdhung der mathematischen Ausbildung ab. Darauf orien-
tierten bereits der ,,MathematikbeschluB‘‘!), und unser gegenwartiger Mathe.
matiklehrplan entspricht den in diesem Dokufnent erhobenen Forderungen,

b) Da eine nicht unerhebliche Anzahl von Schiilern, die gute oder sehr gute

b

Mathematikzensuren aufwiesen, bei Beweisaufgaben vollstindig versagten,
muBte auch angenommen werden, dal die Bewertung der Schiilerleistungen
im Fach Mathematik den Zielen und Aufgaben dieses Unterrichtsfaches der
sozialistischen Oberschule nicht immer ganz angemessen war. Es ist not-
wendig, daB die Erhohung des Niveaus der mathematischen Ausbildung der
Schiiler Hand in Hand geht mit einer angemessenen Beurteilung ihrer .Lei-
stungen. In den Mathematikzensuren miissen mindestens folgende Leistungs-
komponenten erfallt werden:
— Beherrschung mathematischer Fertigkeiten (z. B. Rechnen, Umgang mit
Tafeln und Tabellen, Umstellen von Gleichungen, Grundkonstruktionen
u. &.)
— Mathematische Kenntnisse (Sétze, Regeln, Algonthmen u. d.)
— Mathematlsche Fahigkeiten (z. B. Aufstellen und Begriinden von Vermu-
tungen, Gedankenfithrung bei Problemlosungen vollstindige Determination
u. é.)
Oft schien vor allem der letzte Punkt bei der Beurteilung der Schiilerleistungen
zu wenig beachtet worden zu sein. Natiirlich ist es nicht immer ganz einfach,
diese drei Komponenten sauber zu trennen, zumal im Laufe des Unterrichts
auch Verschiebungen erfolgen — beispielsweise streben wir ja direkt an, daB
das Losen quadratischer Gleichungen fiir die Schiiler aus einem mathematisehen
Problem, das sie durch Uberlegen und Nachdenken bewiltigen, zu einer Fer-
tigkeit wird, die sich auf die Kenntnis eines entsprechenden Losungsalgorithmus
stiitzt. Ungeachtet der Schwierigkeiten mufi man jedoch bestrebt sein, die
Schiilerleistungen moglichst differenziert und vollstindig zu erfassen.
Unser gegenwirtiger Lehrplan erleichtert die Losung dieses Problems dadurch,
daB jeweils im Abschnitt ,,Ziele und Aufgaben‘‘ das in den einzelnen Klassen-
stufen zu erreichende Niveau im Wissen und Konnen der Schiiler exakt ange-
geben ist, wobei sowohl Kenntnisse, Fahigkeiten und Fertigkeiten als auch
Verhaltensweisen erfait werden. Da die Schiilerleistungen stets an diesen -
Lehrplanzielen zu messen sind, wird jeder Lehrer auf eine komplexe Leistungs-
beurteilung orientiert.

Es ist dringend erforderlich, die sprachliche Ausdrucksfihigkeit der Schiiler
wesentlich zu verbessern. Neben einer sorgféiltigeren Erarbeitung und Klirung
der benutzten mathematischen Begriffe verlangt das aber auch entsprechende
Ubungen im Mathematikunterricht. Wenn man sich ein beliebiges Mathematik-
buch ansieht, so findet man darin gewohnlich nicht nur formalisierte Aus-
driicke unter Verwendung spezieller Zeichen, sondern auch Text: Aussagen,
Erlauterungen, logische Verkniipfungen usw. Betrachtete man dagegen noch
vor wenigen Jahren Schiilerhefte fiir das Fach Mathematik, so fiel hiufig das

Beschluf3 des Politbiiros des ZK der SED und des Ministerrates der DDR vdm 17. Dezember 1962 —
verdffentlicht u. a. in ,,Mathematik und Physik in der Schule*, 10 (1963), Heft 2.
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weitgehende Fehlen von Text auf. Vor allem fand man kaum Erlduterungen,
Begriindungen, logische Verkniipfungen und dergleichen. Das war ein duBeres
" Zeichen dafiir, daB die Schilung der sprachlichen Ausdrucksfshigkeit nunserer
Schiiler im Mathematikunterricht. vielfach zu wenig beachtet worden ist.
Unser gegenwirtiger Mathematiklehrplan trigt dazu bei, die fritheren Mangel
auf dem Gebiet der sprachlichen Schulung iiberwinden bzw. vermeiden zu -
helfen, indem er jeden Lehrer von Klasse 1 an auf diese wichtige Aufgabe des
Mathematikunterrichts orientiert. Das driickt sich unter anderem in folgenden
* Forderungen aus:
,,Bine wichtige Aufgabe des Mathematikunterrichts besteht in der Entmcklung
der sprachlichen Bildung der Schiiler. Die Schiiler sind zu befihigen, die
mathematische Terminologie und Symbolik sowie gewisse fachspezifische und
logische Redeweisen . . .zu verstehen und zur Beschreibung mathematischer.
. Sachverhalte a.nzuwenden LA
Dlese allgemeine Zielsetzung w1rd fiir die einzelnen Klassenstufen prizisiert,
8o daB im Mathematikunterricht eine zielstrebige sprachliche Schulung auf
der Grundlage des Lehrplans erfolgen kann. (Allerdings bleibt noch viel zu
tun, um diese wichtige Lehrplanforderung wirklich in allen Klassen zu reali-
sieren — W1e sich ebenfalls an Schiilerheften hiufig erkennen 1aBt.) .

d) Neben den blsher genannten SchluBfolgerungen, die sich auf die allgememe
Gestaltung des Mathematikunterrichts beziehen, ergab sich aus den Unter-
‘suchungen aber auch die spezielle Forderung, die Schiiler an das Verstandnis
mathematischer Beweise anders als frither heranzufiihren: '

. Es erwies sich als notwendlg, den Schiilern mathematische Beweise an Hand
einfacherer Beispiele als den im Stoff der damaligen Klasse 7 auftretenden
nahezubringen. Der Beginn brauchte dann aber nicht erst in Klasse 6 oder

~ 7zuliegen. Es erschien vielmehr angebracht — und die im Kapitel 2 (7 55ff.)
angefiihrten allgemein-psychologischen Erkenntnisse zeigen auch die Mog-
lichkeit dazu — schon von Klasse 1 ab die Schiiler zielstreblg an das Be-
griinden mathematischer Aussagen zu gewohnen.

Mit der Herausarbeitung der Leitlinie ,,Beweisen‘ entspricht unser gegen-
wirtiger Mathematiklehrplan diesen Uberlegungen.?) Er macht einerseits deut-.
lich, daB die Fihigkeit, Beweise verstehen, wiedergeben und schlieflich selb-
sta,ndlg fithren zu konnen, von groBer Bedeutung fiir die mathematische Bil-
dung der Schiiler ist, und gibt andererseits eine klare Orientierung, in welchen
Etappen und an welchen Stoffgebieten diese Fahigkeit zu entwickeln ist. Da-
bei sind im wesentlichen drei Phasen zu unterschelden

1. Die Vorbereitung auf das Fithren von Beweisen durch vielfaltige Formen
des Begriindens und Argumentierens in den Klassen 1 bis 5;3) .

1) ‘Lehrplan fiir Mathematik — Klaasen 9 und 10. Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1969,
S. 11.
%) Vgl.: Lehrplan fir Maﬂwmatzk — Klassen 6 bis 8. Volk und ‘Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1968, .
S.11. ”
3) Vgl. z. B.: a) Lehrpline Deutsch und Math tik — Klasse 3. Vqlk und Wissen Volkseigener Verlag,
Berlin 1969, S. 132.
b) Lehrplan Mathemotik — Klasse 4. Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1970, S: 10,
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2. die explizite Einfithrung der Schiiler in das Beweisen, die das Erliutern
der Begriffe ,,Definition”, ,,Satz‘, ,,Beweis‘ mit einschlieBt, in Klasse 6;)
3. die schrittweise Entwicklung von Fihigkeiten im Verstehen, Wiedergeben
und im selbsténdigen Fihren von Beweisen ab Klasse 6, wobei der Lehr-
plan ein deutlich erkennbares System steigender Anforderungen enthélt.?)

Wir werden an spéterer Stelle auf diese Stufenfolge wieder zuriickkommen.

3.3.7. Die Einstellung der Schiiler zu Beweisaufgabhen
im fritheren Mathematikunterricht

Bei der Durchfiihrung der Versuche am Ende des Schuljahrs 1962/63 wurden
verschiedentlich spontane AuBerungen einzelner Schiiler laut, die eine deutliche
Ablehnung von Beweisaufgaben erkennen lieBen. Um ein genaueres Bild von der
Einstellung der Schiiler zu diesen Aufgaben zu bekommen, ist daraufhin eine
Befragung durchgefiihrt worden, bei der sowohl die Schiiler der sechs Versuchs-
klassen als auch Schiiler von Kontrollklassen erfaBt wurden. Durch diese Be-
fragung sollte geklirt werden, welche Einstellung die Schiiler zu Beweisaufgaben
haben, ob die Durchfithrung der Versuche bzw. die Leistung der Schiiler in den
Versuchen einen EinfluB auf ihre diesbeziigliche Meinung hatte und wie die
Schiiler jhre Einstellung begriinden.

Die Schiiler wurden nicht unmittelbar und ausschlieBlich nach ihrer Ha.ltung

gegeniiber Beweisaufgaben befragt, sondern bekamen folgenden Fragebogen zur
Beantwortung vorgelegt:

Name : : Klasse : Schule :
1. Was machst Du im Ma,thematlkunterrlcht besonders gern ?
a) Kopfrechnen
b) Schriftliches Rechnen (Aufgaben ohne Text)
¢) Lésen von Textaufgaben (Aus der Prozentrechnung ?
Aus der Gleichungslehre ? Oder aus anderen Gebieten ?) "
d) Losen von Gleichungen (ohne Text)
e) Geometrische Konstruktionen
f) Beweisen von Lehrsitzen
g) Geometrische Berechnungen (Flicheninhalt, Volumen usw.)
h) Andere, hier nicht aufgezihlte Arbeiten (welche ?)
2. Warum machst Du die von Dir genannten Dinge gern ?
3. Was machst Du im Mathematikunterricht nicht gern ?
4. Warum nicht ?

Die unter a) bis h) angefiihrten Beispiele waren einerseits als Hilfe zum Verstehen
der Fragestellung durch die Schiiler gedacht, bewirkten andererseits aber gleich-
zeitig eine weitgehende Normierung der Schiilerantworten, wodurch die spétere
Augwertung erleichtert worden ist. Es kam im' iibrigen nicht darauf an, unbe-

') Vgl.: Lehrplan fiir Mathematik — Klassen 6 bis 8. A.a. O., S. 22.
%) Vgl.: a) Lehrplan fiir Mathematik — Klassen 6 bis 8. A.a. O., S. 8 und 9.
b) Lehrplan fiir Mathematik — Klassen 9 und 10. A. a. O., S. 10.
¢) Lehrplan fir Mathematik — Erweiterte Oberschulen — Kl 11 ynd 12. A, a.O., S. 8.
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dingt alle im Mathematikunterricht.vorkommenden Téatigkeiten zu erfassen. Genau
so wenig war es notwendig, daB die angefithrten Beispiele irgend eine logische
Ordnung besaBen. Von Interesse fiir unsere Untersuchungen war in erster Linie
der Punkt f), alles andere diente im Grunde nur als notwendiges Beiwerk.

Die Schiiler erhielten fir das Beantworten des Fragebogens den Hinweis, daB
sowohl auf Frage 1 als auch auf Frage 3 eine beliebige Anzahl von Téatigkeiten °
genannt werden konnen (einschlieBlich der Antworten ,,alles* bzw. ,nichts‘).
Ferner erfuhren die Schiiler, da sie die als Beispiele genannten Punkte a) bis g)
keineswegs entweder im positiven oder im negativen Sinne anfithren muBten.
Es war durchaus zuléssig, eine beliebige Anzahl der Punkte a) bis g) weder als
beliebt noch als unbeliebt zu benennen.

Betrachten wir zunichst das Ergebnis der Befragung aus den Versuchsklassen
in denen insgesamt-166 Schiiler erfallt wurden. Die Tabelle 6 gibt den entspre-
chenden Uberblick.

a b e d e f g
nt % 46 64 24 63 35 4 36
n~ % 13 6 26 8 29 63 35

Tabelle 6

Hierbei bedeuten a) bis g) die entsprechenden Titigkeiten, die im Fragebogen
angefiilhrt waren. In der mit ,,n** bezeichneten Zeile ist angegeben, welcher -
Prozentsatz aller Schiiler die einzelnen Téitigkeiten als ,,beliebt genannt hat,
in der mit ,,n‘‘ bezeichneten Zeile stehen die entsprechenden Prozentsitze nega-
tiver Nennungen. :

.Der Punkt h) ist in der Tabelle nicht mit aufgenommen worden, well die hierzu
erfolgten Antworten der Schiiler natiirlich unterschiedlich sind. Wir brauchen
sie hier nicht weiter zu betrachten. '

Aus der Tabelle 6 ist' zu erkennen, daB das Beweisen — Punkt f) — im Gegensatz
zu allen anderen Tétigkeiten sehr héufig abgelehnt und nur selten als beliebt
angegeben wurde.

Welche Griinde fithrten die Schiiler dafiir an ?

Zunichst war aus ihren Antworten zu erkennen, daB sie vor allem an Beweis-
aufgaben gedacht haben — weniger an die gemeinsame -Erarbeitung von Beweisen
im Unterricht. Ansonsten waren die Begriindungen in der Formulierung zwar
unterschiedlich, im Inhalt aber vielfach iibereinstimmend. Als haufigster Grund
fir die Ablehnung des Beweisens trat das Nichtkénnen auf — in verschiedener
Weise ausgedriickt: ,,Jch kann es nicht*‘; ,,Ich weil immer nicht, wo ich anfangen
soll*“; ,,Es ist zu kompliziert*; ,,Es ist undurchsichtig’* u. 4. Daneben wurde
aber auch angegeben: ,,Es ist zu langweilig“; ,,Es macht keinen SpaB‘; ,,Man
mufl zu viel iberlegen. Als zustimmende Begriindungen wurden angefiihrt:
,-Es macht Spaf; ,, Es gibt etwas zum Denken®.

Zum Vergleich seien hier einmal die Begriindungen angefiibrt, die von den Schii-
lern hinsichtlich ihrer Einstellung zum Punkt d) — Losen von Gleichungen —
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angegeben wurden, also zu einer deutlich positiv betonten Tétigkeit. Bei den
zustimmenden Begriindungen iiberwog die Feststellung, daB es leicht' geht —
wieder in verschiedener Weise ausgedriickt: ,,Die Gleichungen sind leicht*; ;,Sie
lassen sich schnell ausrechnen®; ,Ich kann es gut‘; ,,Es ist leichter als anderes*
u. &.

Daneben trat auf: ,,Man braucht es im spiteren Leben‘; ,,Man braucht nicht zu
knobeln bzw. nicht zu iberlegen. Ablehnende Stellungnahmen gab es zu diesem
Punkt nur wenige. Als Begriindungen wurden dazu genannt: ,,Ich habe es nicht
verstanden‘‘; ,,Es fiallt mir schwer*; ,,Bs macht keinen SpaB.

Die starke Ablehnung der Beweisaufgaben resultierte also offensmhthch aus der
Tatsache, daB die groBe Mehrheit der Schiiler diese Aufgaben auf Grund der
unzureichenden Vorarbeit in den vorangegangenen Klassenstufen nicht bewéltigen
konnte und sich dessen auch recht gut bewuBt war. Selbst von jenen Schiilern,
deren Arbeiten in die Leistungsgruppen IT oder I eingeordnet werden konnten,
fihlten sich viele recht unsicher und lehnten die Beweisaufgaben ab.

Wie war die Situation in anderen Klassen ?

Betrachten wir dazu die Ergebnisse der Befragung in drei Kontrollklassen, in
denen Beweise nur in der damals iiblichen Art im Unterricht erarbeitet, von den
Schiilern aber nicht verlangt worden waren.

Die Tabelle 7 gibt eine Ubersicht iiber die Ergebnisse.

‘ A a b c d e f g
nt Y% 62 93 40 71 65 33 58
n- % 20 4 40 9 25 36 27

Tabelle 7

Betrachten wir vor allem wieder den uns interessierenden Punkt f) — das Be-
weisen. In den Versuchsklassen wurde es vorwiegend abgelehnt und nur von
wenigen als beliebt bezeichnet, in den Kontrollklassen sind Beliebtheit und Ab-
.lehnung etwa gleich oft wvertreten. Der Unterschied zwischen beiden Schiiler-
gruppen ist sehr deutlich. _

Auch die Begriindungen der Schiiler ‘sahen in den Kontrollklassen anders aus.
Wihrend die Schiiler der Versuchsklassen ihre Ablehnung des Beweisens vor allem
mit Nichtkénnen motiviert hatten, trat dieses Argument in den Kontrollklassen
nur einmal auf. Hier wurde statt dessen vorwiegend gesagt: ,Es ist langweilig
und macht keinen SpaB.*

Die Ergebnisse der Befragung (einschlieBlich der von den Schiilern angegebenen
Begriindungen) bestitigten noch einmal die schon auf Grund der Beweisversuche
getroffene Feststellung, daB die in Klasse 7 zum normalen Mathematikstoff ge-
hérenden Beweise im allgemeinen zu schwierig waren, um bei den bis dahin prak-:
tisch unvorbereiteten Schiilern Fihigkeiten im Beweisen entwickeln zu kénnen.
Verlangte man von den Schiilern trotzdem entsprechende Leistungen, so tber-
forderte man sie und erzeugte nur eine starke Abneigung gegen mathematische
Beweisfilhrungen. Es ist klar, daB eine solche negative Haltung der Schiiler
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auch spétere Versuche, sie mit dem Beweisen vertraut zu machen, ungiinstig
beeinflussen kann. Man muB also darauf bedacht sein, eine Uberforderung der
Schiiler zu vermeiden. Bei der frither vorherrschenden Gestaltung der .Beweis-
filhrung im Mathematikunterricht in Klasse 7 war diese Bedingung (keine Uber-
forderung der Schiiler) durchaus erfiillt, wie die Ergebnisse der Befragung in den
Kontrollklassen und vor allem die dort gegebenen Begriindungen gezeigt haben.
Es wurde aber dabei — wie die Beweisversuche ergeben haben — kein positiver
Bildungseffekt erreicht.

- Unser gegenwirtiger Mathematiklehrplan bietet gute Voraussetzungen dafiir,
eine Uberforderung der Schiiler im Hinblick auf Beweisfiihrungen zu vermeiden
und trotzdem — oder gerade dadurch — ihr Verstindnis fiir Beweise und ihre
Fihigkeiten im Fijhren von Beweisen zu entwickeln. Dabei ist besonders zu
beachten, daB der Gefahr der Uberforderung der Schiiler nicht etwa durch ein
zeitliches Hinausschieben von Beweisfiihrungen begegnet wird. Ein solcher Weg
wiire keine Losung, sondern wiirde das Problem nur noch verschérfen: in héheren
Klassenstufen werden die zu behandelnden -mathematischen Gegensténde ein-
schlieflich der zugehoérigen Beweisfithrungen im allgemeinen immer komplizierter,
so daB bis dahin unvorbereitete Schiiler immer weniger Chancen hétten, Fihig-
keiten im Beweisen zu erwerben. Es wiirde auBerdem immer schwieriger, den
Schiilern gegeniiber die Beweisnotwendigkeit zu motivieren, nachdem sie sich
daran gewohnt hétten, ,,daB es auch ohne Beweisen geht‘‘. Schlieflich muf noch
bedacht werden, daB die Entwicklung von Fihigkeiten stets ein langfristiger Pro-
zel ist. Wir wiirden uns selbst ungiinstige Bedingungen schaffen, wenn wir nicht
schon von Klasse 1 an — wie es in unserem Lehrplan fixiert ist — zielstrebig auf
das Verstehen, Wiedergeben und Fiihren von Beweisen hinarbeiten wollten.
Das Problem eventueller Uberforderungen der Schiiler kann also nur so gelést
werden, da wir die Moglichkeiten jeder Klassenstufe voll nutzen und dadurch
optimale Voraussetzungen fiir dle Bewiltigung der schrittweise steigenden An-
forderungen schaffen. :

3.4. Schritte zur Entwicklung von Féihigkeiten im Beweisen

Wir wollen uns nunmehr der Frage zuwenden, was man im Unterricht tun mu8,
um die Schuler schrittweise in das Beweisen mathematischer Aussagen einzufiihren
und allméhlich entsprechende Fahigkeiten bei ihnen zu entwickeln.

Verschiedene Teilantworten auf diesé Frage sind bereits im Kapitel 2. (7 551f.)
sowie in den Abschnitten 3.2. (7 76ff.) und 3.3. (. 88ff.) gegeben worden. Es
ist aber notwendig, sich die wichtigsten Aspekte des Problems zusammenhéngend
vor Augen zu fiihren und dabei nach Méglichkeit zu einer Art ,,Stufenprogramm**
fir die Einfithrung der Schiiler in das Beweisen mathematischer Aussagen zu
‘gelangen. ‘

Zunéchst sind zwei Vorbemerkungen am Platze:

a) Im Abschnitt 3.3.6. (7 1001f.) ist bereits darauf hingewiesen worden, daB die
Bemithungen um eine Verbesserung der Schiilerleistungen im Beweisen mathe-
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matischer Aussagen einerseits auf die. Erhohung des allgemeinen Nivesus der
mathematischen Kenntnisse und Fahigkeiten der Schiiler gerichtet sein miigsen
(Klarheit in der Begriffsbildung, sprachliche Schulung einschlieBlich der Beherr-
schung der mathematischen Terminologie u. &.), andererseits aber auch auf die
Schaffung spezieller Voraussetzungen fiir das Verstindnis mathematischer Beweise
bei den Schiilern. Im Interesse einer inhaltlichen und auch umfangsméfBigen Be-
grenzung unserer Uberlegungen wollen wir uns hier im wesentlichen nur mit dem
zuletzt genannten Problem der Schaffung spezieller Voraussetzungen befassen.

b) Es ist bekannt, daB der Unterricht ein sehr komplexer Proze8 ist und daB der
Unterrichtserfolg von sehr vielen Faktoren abhingt. Wir wollen uns hier nur
mit, einigen dieser Faktoren beschiftigen. Deshalb werden unsere Ergebnisse
auch nur den Charakter von notwendigen Bedingungen fiir einen guten Unter-
richtserfolg auf dem Gebiet des Beweisens haben. Wir kénnen nicht erwarten, daB
die Beachtung und Beriicksichtigung unserer Resultate im Unterricht in jedem
Falle schon hinreichend fiir das Eintreten entsprechender Erfolge sein muB.
Hier spielen nicht nur die oben erwihnten Fragen des allgemeinen Niveaus der
Schiilerkenntnisse mit eine Rolle, sondern dariiber hinaus auch die didaktische
Gestaltung des Unterrichts, das Lehrer-Schiiler-Verhiltnis, die Arbeitsatmosphéire
in der jeweiligen Klasse und vieles andere mehr. Trotz dieser Einschrinkungen
— deren wir uns stets bewuBt bleiben wollen — diirften die folgenden Uberle-
sgungen doch von Nutzen sein.

3.4.1. Propideutik des Beweisens in den unteren Klassen

Eine der wichtigsten SchluBfolgerungen aus den im Abschnitt 3.3. ( 88ff.)
geschilderten Versuchen der Jahre 1962/63 war die Forderung, die Schiiler schon
von: Klasse.1 an zielstrebig auf das Beweisen vorzubereiten. Das ist moglich,
indem man sie von Anfang an daran gewdhnt, ihre Aussagen zu begriinden,
sachlich zu argumentieren und dabei eine kritische und selbstkritische Haltung
einzunehmen. Es kann festgestellt werden, daB die neuen Lehrpline und Lehr-
biicher dieser Forderung entsprechen und daB auch in der Unterrichtspraxis
unserer Schulen das Begriinden, Argumentieren und kritische Werten schon von
Klasse 1 ab zu einem wesentlichen Prinzip des Mathematikunterrichts geworden
~ ist. In Ubereinstimmung mit den Erkenntnissen der Psychologie (vgl. Kapitel 2.,
A 55ff.) stiitzt man sich dabei anfangs auf materielle Handlungen (Arbeiten
mit Stibchen, Plittchen oder #hnlichem Material), bevor zu abstrakteren Denk-
operationen tibergegangen wird.
Es diirfte wohl iiberfliissig sein, das unterrichtliche Vorgehen hier in allen Einzel-
heiten zu beschreiben, da es den Mathematiklehrbiichern und den zugehérigen
Unterrichtshilfen entnommen werden kann. Einige Beispiele von Begriindungen
und Argumentationen aus dem Mathematikunterricht der unteren Klassen wollen
wir dennoch betrachten, um deuflich zu machen, in welchem Verhdltnis diese
- Begriindungen zum eigentlichen Beweisen stehen und inwiefern sie somit als eine
Propideutik des Beweisens betrachtet werden kénnen.
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a) Schon in Klasse 1 treten Aufgaben folgender Art auf:
Setze zwischen die Zahlen 6 und 9 das richtige Zeichen.
(<, > oder =) und begriinde deine Antwort!

Die schriftliche Losung sieht dann etwa so aus:

6 <9, denn 6-+4+3=09.

Von den Schiilern wird erwartet,' dal sie hierzu als We1tergehende Begrundung
demonstrieren und moglichst auch erkliren kénnen (sinngeméB):

Ich habe sechs blaue und neun rote Stibchen.

Wenn ich blaue und rote Stibchen paarweise zusammen lege, bleiben rote
Stdbchen iibrig. Ich habe also weniger blaue Stdbchen als rote. Wenn ich
aber noch drei blaue Stibchen dazu nehme, habe ich genauso viel blaue
Stédbchen wie rote.

Die Begriindung des Urteils ,,6 < 9 stiitzt sich hier also auf Handlungen in der
materiellen Ebene, auf das Operieren mit konkreten Mengen. Spéter gelingt es
den Schiilern dann auch, nur mit Zahlen (also eine Abstraktionsstufe hoher) zu
arbeiten und (sinngemifl) wie folgt zu argumentieren:

6 <9, denn man muBl zu 6 noch eine Zahl addieren, nimlich die Zahl 3,
um 9 zu erhalten: 6 + 3 = 9.

Diese Begriindung stiitzt sich eigentlich auf die (in Klasse 1 gewohnlich nicht
explizit formulierte) Definition der Kleinerbeziehung fiir natiirliche Zahlen:

a <b = Es gibt eine von Null verschiedene Zahl ¢, so daB gilt: @ + ¢ = b
Def.

Im vorliegenden Fall wird ein solches ¢ angegeben (niimlich die 3) und dann aus
der damit bewiesenen Giiltigkeit von Jc(c 0 A6+ ¢c=09) auf 6 <9 ge-
schlossen. ‘

Es ist zwar kaum anzunehmen, daB den Schiilern in Klasse 1 diese SchluBweisen
bewuBt werden. Aber darum geht es uns hier auch gar nicht. Wir wollten uns
lediglich klar machen, welche Vorstufen oder welche Elemente des Beweisens an
dieser Stelle schon immanent in der Begriindung enthalten sind, ndmlich:

— Das Zuriickgehen auf eine Definition;

— die Ersetzung von freien Vana,blen (als Zeichen fiir beliebige Zahlen) durch
spezielle Werte ;

— das SchlieBen auf eine Existenzaussage durch Angabe eines entsprechenden -
Elements;

— das SchlieBen aus einer Implikation
[aus ,,dc(cFO0A6+c=9)—6 <99
und ,,3c(c3+0 N6+ c= 9
auf ,,6 < 9]

Selbstverstandlich erscheinen diese einzelnen Elemente in der Begriindung nur
in stark verkiirzter und ineinander verflochtener Form, wie wir das fiir das Be-
weisen allgemein schon festgestellt haben.

b) Eine Aufgabenstellung, die der vorigen dhnelt, ist folgende:
Setze zwischen die Produkte 768 - 39 und 768 - 42 das richtige Zeichen
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(<, = oder >), ohne die Produkte auszurechnen! Begriinde deine Ant-
wort! ' .
Als Losung gilt dann etwa:

768 - 39 < 768 - 42, denn 39 < 42.

Natiirlich ist das nur eine Kurzform der Begriindung. Die Schiiler miissen in der
Lage sein, diese Kurzform ungeféhr in folgender Weise ndher zu erldutern:

Wir wissen, daBl @ - b kleiner ist als @ - ¢, wenn b < ¢ und @ & 0 ist. Ein
solcher Fall liegt hier vor: a = 768, b = 39 und ¢ = 42. 39 < 42, also ist
768 - 39 < 768 - 42.

Es ist sehr wichtig, da8 die Schiiler bei Aufgaben dieser (und auch anderer) Art

_immer wieder einmal aufgefordert werden, eine ausfiihrliche Begriindung zu geben.
Wird das versdumt — beschrinkt man sich also nur auf die oben angegebene
Kurzform — so wird das Begriinden leicht zu einem inhaltsleeren Formalismus.
Die Schiiler vergessen, worauf man sich eigentlich stiitzt, und es kann dann
leicht geschehen, daB sie falsche Analogieschliisse ziehen, etwa:

9036:12 < 9036:18, denn 12 < 18.

Wenn wir uns wieder iiberlegen, welche Gedankengénge in der oben angegebenen

Begriindung enthalten sind, so finden wir:

— Das Stiitzen auf einen Satz (Monotoniegesetz fiir die Multiplikation natiirlicher
Zahlen);

— die Anwendung des Satzes auf spezielle Zahlen (SchlieBen aus ,,Fiir alle gilt . . .
mit Ersetzung der Variablen durch Zahlen);

— die Benutzung der Abtrennungsregel (Schlieffen aus einer Implikation).

¢) Weitgehend die gleichen SchluBweisen wie in den Beispielen a) und b) treten

auf, wenn Schiiler ihr Vorgehen bei folgender Rechnung begriinden sollen:
3-260=26-3=20-34+6-3=60118=178

Auch hier werden Sitze (Kommutativgesetz der .Multiplika.tion, Distributivgesetz)

auf spezielle Zahlen angewandt.

d) Ahnlich ist es auch bei folgender Aufgabe:

Ermittle alle natiirlichen Zahlen, die die Ungleichung 128 + 3. 2 < 146
erfiillen!

Man findet zunéchst, daB 3- 2 < 18 sein muB, weil fiir 3.2 = 18 die Summe
128 + 3 - x gleich oder gréBer als 146 wird (nach dem Monotoniegesetz der Ad-
dition). Daraus ergibt sich, daB = < 6 sein muf}, weil fiir z = 6 das Produkt
3 . x groBer oder gleich 18 wire (nach dem Monotoniegesetz der Multiplikation).

"+ o) Ein neuer Aspekt tritt bei folgender Frage auf:

Ist 89 eine Primzahl ?

Um diese Frage zu beantworten, miissen die Schiiler sich zunichst die De-
finition des Begriffs ,,Primzahl*“ vergegenwirtigen. Daraus ergibt sich dann die
Aufgabe, die Zahl 89 auf echte Teiler zu untersuchen. Das kann zwar — je nach
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den Vorkenntnissen der Schiiler — in unterschiedlicher Weise geschehen, wird
aber doch irgendwie auf die Betrachtung aller in Frage kommenden Zahlen .
hinauslaufen. Da dies nur endlich viele sind (es geniigt bekanntlich, die Zahl 89
auf Teilbarkeit durch 2, 3, 5 und 7 zu untersuchen), kann durch unmittelbares
Uberpriifen jeder einzelnen dieser Zahlen eine Aussage iiber alle getroffen werden,
némlich:

Keine Zahl ist echter Teiler von 89.

(Das bedeutet ja: Alle Zahlen sind nicht echte Teiler von 89.)

Daraus ergibt sich dann als Antwort auf die anfangs gestellte Frage: 89 ist eine

Primzahl.

Hier wird also zur Begriindung u. a. das SchheBen auf eine Allaussage heran-
" gezogen, allerdings fiir den Fall, dal nur endlich viele Moghchkelten in Betra,cht

kommen.

f) Ein weiterer neuer Gesichtspunkt erglbt sich bei Aufgaben wie der folgenden.

,,Jede natiirliche Zahl hat einen unmittelbaren Vorginger*.
Ist diese Aussage wahr oder falsch ¢ Begriinde dein Urteil!

Die Antwort fillt den Schiilern der Unterstufe im allgemeinen nicht schwer:
Diese Aussage ist falsch, denn die Null besitzt keinen Vorginger.

Mit dieser Antwort zeigen die Schiiler, daB sie folgendes erfafit haben (ohne es

unbedingt schon allgemein erkldren bzw. formuheren zu konnen):

Eine Allaussage ist widerlegt, wenn man Wemgstens ein Gegenbelsplel an-
* geben kann.

Hier steckt folgende in der Mathematlk gebrauchliche Auffassung des Begriffs
,,widerlegen‘‘ dahinter:

Eine Aussage H gilt genau dann als widerlegt, wenn die Negation von H
bewiesen ist.

Die Negation unserer oben a.ngege’beneli Aussage lautet:

,,Es gibt wenigstens eine natiirliche Zahl, die keinen unmittelbaren Vor-
" génger besitzt.*

Diese Existenzaussage kann durch Angabe einer derartigen Zahl — es ist die .
Zahl Null — bewiesen und die urspriingliche Aussage damit widerlegt werden.

Es sei hier am Rande vermerkt, daB in der Alltagspraxis eine Aussage nicht
selten schon dann als widerlegt angesehen wird, wenn man die fiir sie gegebene
Begriindung (den Beweis) entkréftet hat. Das geniigt  aber eben nicht: die be-
treffende Aussage wird dadurch zwar zu einer unbewiesenen Behauptung, aber
wirklich widerlegt ist sie erst, wenn ihr logisches Gegenteil bewiesen wurde. .

g) Als letztes Beispiel wollen wir folgende Aufgabe betrachten:

Dem Punkt A4 sei der Punkt A’ und dem Punkt B der Punkt B’ zugeordnet
(Bild 21).
Ist diese Zuordnung eine Verschiebung ?
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Die Antwort auf diese Frage bereitet den Schiilern im allgemeinen keine Schwie-
rigkeiten: )

Es kann keine Verschiebung sein, denn die Verbindungsgeraden A4’ und
BB’ sind nicht parallel zueinander.

XA’
AR -
BX X8
Bild 21

Analysiert man diese Antwort, so zeigt sich, daB ihr ein Kontra.posmlonsschluB
zugrunde liegt:

Wenn es eine Verschiebung wire, miiliten die Verbindungsgeraden zuein-
ander parallel sein. Das ist aber nicht der Fa.ll Also ist die gegebene Zu-
ordnung keine Verschiebung.

Allerdings darf man nicht ohne weiteres annehmen, daf8 wirklich alle Schiiler die
Antwort auf diesem Abstraktionsniveau finden. Im Gegenteil: durch das vor-
gegebene Bild trigt die Aufgabe stark anschaulichen Charakter. Es ist nahe-
liegend, daB die Schiiler ihre Antwort unmittelbar an diesem Bild ,,ablesen®,
indem sie sie mit anschaulichen Vorstellungen von Verschiebungen vergleichen,
die sie im vorangegangenen Unterricht kennengelernt haben.

Diese Beispiele sollen geniigen. Sie fithren uns zu einigen Einsichten iber die
Propddeutik des Beweisens, die wir festhalten wollen:

—T. Die Hauptaufgabe der Propideutik auf dem Gebiet des Beweisens liegt darin,
die Schiiler an die Notwend1gke1t des Begriindens mathematischer Aussagen
" zu gewdhnen. '

2. In Abhingigkeit von der Denkentwicklung der Kmder (7 591ff.) stiitzt sich
das Begriinden zunichst auf materielle Handlungen (vgl. Beispiel 1, 7 108),
in zunehmendem MaBe aber auch auf sogenannte materialisierte Handhmgen
,— auf das Arbeiten an Abbildungen, auf das Operieren mit bestimmten
Zahlen u. 4. — ‘die dann mehr und mehr durch abstrakt- loglsche Operationen
erginzt bzw. auch abgelost werden.

3. Der Unterschied zwischen dem Begrinden und dem Bewelsen ist nicht im Grad
der mathematischen Strenge zu suchen. Begriindungen, die vom mathema-
tischen oder logischen Standpunkt aus gesehen nicht stichhaltig sind, werden
auch in den unteren Klassen (in der Phase der Propideutik des Beweisens)
nicht akzeptiert. Es zeigt sich vielmehr, daB das Begriinden von Anfang an
ein. Beweisen von Aussagen ist, allerdings — und das ist der Unterschied zu
den in den mittleren und héheren Klassen gefiihrten ,,eigentlichen Beweisen —
handelt es sich in den unteren Klassen ausschlieflich um den Beweis von
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Aussagen iiber einzelne Objekte oder um den direkten Beweis von Existenzial-
aussagen. Der Schritt von der sogenannten Propideutik zum ,,eigentlichen‘
Beweisen wird getan, sobald Beweise fiir Universalaussagen oder indirekte
Beweise fiir Existenzialaussagen im Unterricht gefithrt werden.

4. Eine gut aufgebaute Propideutik des Beweisens (in dem oben erlduterten Sinne)
ermoglicht es, die Schiiler bis zum Beginn des ,,eigentlichen‘‘ Beweisens mit
~verschiedenen Prinzipien, Gedankengingen und SchluBweisen vertraut zu
machen, die bei Beweisfilhrungen immer wieder benétigt werden. Es handelt
sich dabei, wie unsere Beispiele gezeigt haben, vor allem
— um die Gewohnheit, sich bei Begriindungen auf Definitionen oder Sitze zu

stiitzen;
— um die Einsicht, daB eine Universalaussage durch ein einziges Gegen-
beispiel widerlegt werden kann;
— um das Verstindnis der logischen Aquivalenz von
~ VY aH@ mit Ja~ H@) bzw von
~ JaH@ mit Va~ Ha);
— um das SchlieBen aus Universalaussagen auf spezielle Beispiele;
— um den Gebrauch der Abtrennungsregel beim SchlieBen;
— um die Anwendung des Kontrapositionsschlusses beim Widerlegen von Be-
hauptungen;
— um den Beweis von Existenzialaussagen durch unmittelbare Anga.be eines
entsprechenden Elements;
— um das SchlieBen auf Universalaussagen im Falle endlich vieler Elemente
durch Uberpriifung aller Moglichkeiten.
Selbstverstindlich werden diese SchluBweisen in den unteren Klassen nicht
selbst zum Gegenstand der Betrachtungen gemacht, sondern nur im Zusammen-
hang mit dem Begriinden verschiedenster Aussagen oder Verfahrensweisen
immanent geiibt. Die Schiiler sollen das Begriinden lernen, ohne iiber das
Begriinden direkt belehrt zu werden.

/

- -3.4.2. Unterscheidung von Definitionen und Sitzen

Mit dem Schritt von der Propadeutik des Beweisens zum ,,eigentlichen* Beweisen
entsteht die Frage, ob dieser Ubergang im Unterricht flieBend und fiir die Schiiler
fast unmerklich gestaltet werden solk, oder ob es zweckmaBiger ist, einen deutlich
sichtbaren Einschnitt zu machen und mit den Schiilern bestimmte Fragen, die
mit dem Beweisen zusammenhingen, direkt zu besprechen. Eine dieser Fragen
ist die Abgrenzung derjenigen sprachlichen Gebilde, die ihrem Charakter nach
einen Beweis erfordern (also der sog. Sitze), von anderen sprachlichen Gebilden,
bei denen die Frage nach einem Beweis unangemessen ist (hier sind vor allem
Definitionen gemeint, aber auch Terme, Algorithmen, Aussageformen).

Feststehen diirfte auf jeden Fall, daB ein echtes Versténdnis von Beweisfithrungen
bei den Schiilern nur erzielt werden kann, wenn sie vor allem den Unterschied
zwischen Definitionen und Sitzen erfaft haben. Solange beides fiir die Schiiler
nur den Charakter sogenannter ,,Merksétze‘* besitzt (wie es in dlteren Lehrbiichern

112



oft hieB), muB unklar bleiben, warum in manchen Fillen ein Beweis gefiihrt
wird, in anderen aber nicht. Nun wire es natiirlich denkbar, daBl die Schiiler
diesen Unterschied im Laufe des Mathematikunterrichts erfassen, auch wenn sie
nicht speziell dariiber belehrt worden sind. Das scheint aber nur in sehr begrenztem
MaBe der Fall zu sein, wie die Ergebnisse von Untersuchungen zeigen, die inner-
halb eines Zeitraums von mehreren Jahren (1964 bis 1966) gewonnen worden
sind. Wir wollen uns die Anlage dieser Erhebungen und einige Resultate etwas
genauer ansehen.

Ergebnisse von Befragungen

Das Gémeinsame aller Versuche bestand darin, daB den beteiligten Schiilern Aus-
driicke (hier im Sinne von beliebigen sprachlichen Gebilden gemeint, nicht nur
auf Aussagen oder Aussageformen beschrinkt) vorgelegt wurden, von denen sie
jeweils entscheiden sollten, ob es sich um mathematische Behauptungen (um
Séatze) handelt, die demnach bewiesen werden miissen, oder ob ein Beweis nicht
erforderlich ist. Den Schiilern wurde sinngemi8 erklirt:

,,Ihr sollt von jedem einzelnen Ausdruck, der euch vorgelegt wird, entscheiden,
ob er eine mathematische Behauptung darstellt, die man begriinden bzw. beweisen
muBl. Dabei geht es nicht darum, ob ihr vielleicht schon einmal einen Beweis
dafiir durchgefiihrt habt und ihn deshalb nicht noch einmal zu fiihren braucht,
sondern nur darum, ob iiberhaupt ein Beweis erforderlich ist oder nicht. Ant-
wortet jeweils nur mit ,ja‘, ,nein‘ oder auch mit ,ich weiB nicht (falls ihr euch
nicht entscheiden wollt). Wenn ihr kénnt, begriindet eure Ansicht.

Diese Aufgabenstellung beriicksichtigt den Umstand, daB zum Zeitpunkt der
Versuchsdurchfithrung in der Regel keine systematische Einfiihrung der Begriffe
»Satz’, ,,Definition®, ,,Term*, ,, Beweis‘ im Unterricht erfolgte. Es war deshalb
auch nicht méglich, die Schiiler direkt zu fragen, welche der vorgelegten Aus-
driicke Satze darstellen, welche Ausdriicke Definitionen waren usw. Durch die -
Frage nach der Beweisnotwendigkeit konnte aber doch weitgehend geklirt wer-
- den, ob die Schiiler auch ohne explizite unterrichtliche Behandlung der Proble-
matik wesentliche Unterschiede zwischen Definitionen und Sitzen erfaBt hatten.
Die Auswahl der Ausdriicke ist so erfolgt, daB sowohl arithmetische als auch
geometrische Sachverhalte, sowohl Sa,tze als auch Definitionen, Terme und Aus-
sageformen auftraten.

Im einzelnen handelte es sich um folgende Ausdriicke:

(1) In jedem Dreieck ist die Summe der Innenwinkel gleich 180°.

(2) Ein Parallelogramm ist ein Viereck, in dem gegeniiberliegende Seiten zuein-
ander parallel sind.

(3) Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen sind stets gleich groB.
4) (2a+3b—4c)-5y

(6) 52 —16=19

6) (@+08)2=0a>+2ab + b2

(N a?=a-a .
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(8) Wenn die Quersumme einer natiirlichen Zahl durch 3 teilbar ist, so ist die
Zahl selbst durch 3 teilbar.

Es sei hier eingefiigt, daB die den Schiilern vorgelegte Aufgabenstellung streng
genommen etwas unvollsténdig war. Ob ein sprachlicher Ausdruck ein mathe-
matischer Satz ist, der eines Beweises bedarf; hingt nicht nur von diesem Aus-
druck allein ab, sondern auch davon, welche Aussagen als Axiome benutzt werden,
wie die Definitionen fiir vorkommende Begriffe lauten usw. Man kann die Frage
nach der Beweisnotwendigkeit also eigentlich nur dann eindeutig beantworten,
wenn man sich auf einen ganz bestimmten deduktiven Aufbau der entsprechenden
mathematischen Disziplin bezieht. Dieser Bezug ist in den Versuchen nicht aus-
driicklich angegeben worden, war aber doch insofern vorhanden, als stillschweigend
der im damaligen Mathematikunterricht iibliche Aufbau des Stoffs als Grundlage
fiir die Beantwortung der Fragen angesehen wurde. Danach sind nur die Aus-
driicke (1), (3), (6) und (8) Sétze (also zu beweisen). Bei den iibrigen Ausdriicken
handelt es sich um Definitionen — (2) und auch (7), um einen Term (4) und um
eine Gleichung mit einer Variablen (5), also um Dinge, bei denen die Frage nach
einem Beweis von vornherein unangemessen ist. _

Eine erste Erhebung ist 1964 in acht Klassen der Klassenstufe 8 durchgefiihrt
~ worden. Es wurden dabei insgesamt 231 Schiiler erfaBt. Die Tabelle 8 gibt einen
quantitativen Uberblick iiber das Versuchsergebnis. Die erste Zeile der Tabelle
enthilt die Nummern der einzelnen Ausdriicke und die néichste Zeile die Prozent-
sitze an richtigen Antworten (wobei eben bei den Nummern 1, 3, 6 und 8 die .
Antwort ,,ja‘ richtig war, bei den Nummern 2, 4, 5 und 7 dagegen die Antwort
»nein‘ als richtig gezdhlt wurde).

Nr. | 1 2 3 | 4 5 6 | 7 8
r % 57 70 47 56 24 39 77 48
Tabelle 8

Wie die Tabelle zeigt, herrschte bei vielen Schillern Unklarheit und Unsicherheit,
in der Beantwortung der gestellten Fragen. Das zeigen auch die Begriindungen
der Schiiler (nur 8% aller richtigen Entscheidungen sind richtig begriindet worden):

Zu (1) Satz tiber die Innenwinkel des Dreiecks (Richtige Antwort: ja)
»»Ja; eine Behauptung mufl bewiesen werden.‘ i
»Jda; die Winkel & + § betragen je 45° und der Winkel 4 90°.
,»Nein; betragt die Summe nicht 180°, so ist es kein Dreieck.*

Zu (2) Definition des Parallelogramms (Richtige Antwort: nein)
' »Ja; wenn sie parallel zueinander verlaufen, miissen sie gloich sein.*
,»Nein; sonst wire es kein Parallelogramm.*

Zu (3) Satz iber Wechselwinkel (Richtige Antwort: ja)
»Nein; da bei geschnittenen Parallelen die Wechselwinkel stets gleich groB
sind, eriibrigt sich ein Beweis.* '
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Zu (4) Term (Richtige Antwort: nein) )
»»Ja; Beweis an Hand der binomischen Formel.*
,»Nein; weil nichts behauptet wurde.
Zu (5) Gleichung mit einer Variablen (Richtige Antwort: nein)
' »Nein; Gleichungen haben auf beiden Seiten den gleichen Wert «
,»Nein ; Bestimmungsgleichung.*
,»Ja; man muB beweisen, ob wirklich 19 hera.uskommt «

Zu (6) Binomische Formel (Richtige Antwort: ja)
,»Nein; festgelegte Formel.* :
»sJa; zu einer Formel braucht man immer einen Beweis.*

Zu (7) Definition a? = a - a (Richtige Antwort: nein)
»Ja; denn ich kann sagen, daB a - ¢ vielleicht 2 a ergibt.*
,sNein; denn a2 bedeutet a - a.**
»»Nein; Flichenformel fiir das Quadrat.*
Zu (8) Teilbarkeitsregel fiir die 3 (Richtige Antwort: ja)
,»»Nein; Merkregel.*
»Ja; man kann nicht behaupten, was nicht bewiesen ist.*

Diese Auswahl von Schiilermeinungen zeigt, daB der damals iibliche Mathematik-
unterricht bis zum Ende der Klasse 8 kaum zu zufriedenstellenden Resultaten
in der Klarung so wichtiger Fragen wie der Unterscheidung von Deflmtlonen und
Sétzen und der Beweisnotwendigkeit gefiihrt hat.

Diese Einschitzung wird erhdrtet durch die Ergebnisse einer zweiten Unter-
suchung, die Vorer (damals Fachberater fir Mathematik im Kreis Sangerhausen)
1965 durchgefiihrt hat.!) Er legte in ebenfalls acht Klassen der Klassenstufe 8
den Schiilern im wesentlichen dieselben Aufgaben vor, die schon im ersten Ver-
such benutzt worden waren. Bei dieser zweiten Erhebung wurden 228 Schiiler
erfat. Das Ergebnis gibt Tabelle 9 wieder:

Nr. 1 2 s | 4 | =B -8 7 8
r % 59 69 75 50 25 52 61 58
Tabelle 9

I

Wie man sieht, stimmen diese Werte weitgehend mit denen der Tabelle 8 iiberein.

. Um festzustellen, wie weit die Resultate dieser Versuche von der Klassenstufe
abhiingen, ist 1966 eine neue Erhebung durchgefithrt worden, wobei insgesamt -
757 Schiiler der Klassenstufen 6 bis 11 erfaBt worden sind. Dabei zeigten sich
zwar gewisse Unterschiede in den Ergebnissen zu einzelnen Aufgaben, insgesamt
gesehen waren die Leistungen aber in allen Klassenstufen nahezu gleich. Die
Prozentsitze der Gesamtzahlen richtiger Schiilerantworten wichen in allen Klassen-
stuferi nur wenig vom Durchschnitt (579%) ab.

) VoiaT: Auswertung einer Uniersuchung iiber das Beweisen bei Schulern 8. Kigssen. (Unveroffentlichtes
Manuskript).
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Die Er}ebnisse aller Erhebungen zeigten :

Ohne direktes unterrichtliches Eingehen auf den Unterschied zwischen einem
- Satz und einer Definition gelingt es den Schiilern im allgemeinen nicht, iiber
- diese Frage hinreichende Klarheit zu erlangen.

Mit dieser Feststellung ist natiirlich noch nichts dariiber ausgesagt, ob eine dJ-
rekte Behandlung. der Thematik im Mathematikunterricht zufriedenstellende Re-
sultate liefert. Wir wollen hier deshalb noch einige weiterfithrende Versuche dar-
stellen, die uns dariiber Aufschluf geben konnen, was im Unterricht erreicht:
werden kann.

Erfahrungen aus Unterrichtsversuchen

Zunichst soll die Fortsetzung des zuletzt geschilderten Versuchs aus dem Jahr
1966 betrachtet werden. Damals sind die Mathematiklehrer der durch den Test
erfaBten Klassen iiber das Gesamtergebnis informiert und mehrere von ihnen
gebeten worden, in ihrem weiteren Unterricht den Unterschied zwischen De-
finitionen und Sitzen stia',rker als bisher zu beachten und hervortreten zu lassen.
Das sollte an Hand des laut Lehrplan zu behandelnden Stoffs geschehen, ohne
eine selbstandige Stoffeinheit — etwa mit der Uberschrift ,,Definitionen und
Satze* — einzufiigen. Nahere Hinweise sind den Lehrern nicht gegeben worden.

. Gegen Ende des Schuljahrs sind 392 Schiilern jener Lehrer dann erneut acht
Ausdriicke vorgelegt worden, von denen sie entscheiden sollten, ob sie einen Be-
weis erfordern oder nicht. Die Auswahl der Ausdriicke erfolgte nach denselben
Prinzipien wie im ersten Versuch. '

' Das Ergebnis der neuen Befragung lieB keine generelle Verbesserung der Schiiler-
leistungen in der Beurteilung der Beweisnotwendigkeit erkennen. REinigen Zu-
nahmen in der Zahl richtiger Antworten bei bestimmten Ausdriicken standen
verschiedene Riickginge bei anderen Ausdriicken gegeniiber, so daf das Er-
gebnis im ganzen gesehen kaum befriedigen konnte. Es blieb festzustellen, daB
die im Versuch angewandte Methode (die ja nur in dem Appell an die Lehrer
bestand, im kiinftigen Unterricht den Unterschied zwischen Definitionen und
Sitzen deutlicher hervortreten zu lassen) zwar gewisse Teilerfolge gebracht hatte,
daB sie aber nicht geeignet war, die bei den Schiilern vorhandenen Wissensliicken
und Unklarheiten umfassend und in kurzer Zeit zu beseitigen. ‘
Ein wesentlich giinstigeres Resultat lieferte dagegen ein- Versuch, der 1964 mit
Schiilern der Klassenstufe 8 durchgefiihrt worden ist. Mit diesen Schiilern ist im
Rahmen eines. mathematischen Zirkels die Unterscheidung von Sétzen, Defini-
tionen, Termen usw. direkt besprochen worden, nachdem vorher schon mehrere
Sitze bewiesen und auch Definitionen eingefiihrt worden waren. Die Behandlung
der Frage begann damit, daB den Schiilern einige Ausdriicke diktiert wurden,,
u. a.: o

(1) In jedem Dreieck ist die Summe zweier Seiten stets groBer als die dritte Seite.
(2) Ein Rechteck ist ein Viereck, in dem alle vier Winkel 90° betragen.

@) (= —93: (=+9)?
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Sie erhielten dazu als ,,Hausaufgabe‘“ die Aufforderung:

,»Uberpriife, welche dieser Ausdrucke Behauptungen darstellen, die man
beweisen miiBite!‘

Es wurde noch erldutert, dal es hierbei nicht darum geht, welche Beha,uptungen
im Unterricht oder im Zirkel eventuell schon einmal bewiesen worden sind — so
daB sie nun keines Beweises mehr bediirfen —, sondern nur darum, welcher der
drei Ausdriicke im Prinzip einen Beweis erfordert, unabhanglg davon, oh ihn die
Schiiler kennen oder nicht.

Bei der nichsten Zusammenkunft sind die Schulermemu.ngen dann diskutiext
worden, wobei besonders darauf geachtet wurde, daB die Schiiler ihre Ansichten
auch begriindeten. Beim Ausdruck (2) machte sich dabei ein lingeres Verweilen
.notwendig:

Einige Schiiler neigten dazu, (2) als zu beweisende Behauptung anzusehen. Es
zeigte sich, daB diese Schiiler zwar eine anschauliche Vorstellung davon hatten,
was ein Rechteck ist, aber zunichst keine Definition dafiir angeben konnten. Es
entwickelte sich eine Diskussion, in deren Verlauf geklirt wurde, daB (2) ein zu
beweisender Satz sein kann, wenn der Begriff des Rechtecks beispielsweise als
Parallelogramm, in dem ein Winkel 90° betragt, definiert ist. '
Im weiteren Verlauf wurden den Schiilern noch andere ,,Ausdriicke“ vorgelegt,
deren Charakter (Satz, Definition o. a.) sie bestimmen sollten. Auf zwei dieser
Ausdriicke wollen wir hier noch etwas eingehen.

4 32—7=29

Dieses Beispiel loste eine lingere Dlskussmn aus, da die Schiiler zunéchst recht
unterschiedliche Auffassungen vertraten. Elmge hielten (4) fir einen Rechen-
ausdruck (,,man kann es ausrechnen‘), andere nannten (4) eine Gleichung, konnten
aber nicht sagen, ob sie bewiesen werden muB} oder nicht, wieder andere enthielten

sich iiberhaupt der Stimme. Ein Schiiler bezeichnete (4) schhethh als zu be-
weisende Behauptung.

Er begriindete seine Memuﬁg wie folgt:

,,Es wird doch behauptet, daB das Produkt von 3 und = vermindert um 7
' gleich 29 ist.*

Auf die Frage: .
,,Und ist diese Behauptung denn richtig

gab es erneut Unsicherheit unter den Schiilern. Sie kamen dann zu der Ansicht:
,,Nein, zumindest nicht immer.*

-Daraus schlossen sie:

,»Also wird man es wohl auch nicht allgemein beweisen kénnen.‘

Ein anderer Schiiler kam dem ﬁvirkliche’n Sachverhalt sehoﬁ recht nahe, als er
erklarte:

,,Wenn jemand sagt, ;es gilt fiir jedes 2‘, konnte man ihm beweisen, daB er .
unrecht hat.*

117



Hieran ankniipfend wurde den Schiilern dann erldutert, dal3 (4) keine Behauptung
darstellt. Erst wenn ,,Fiir jedes z*‘ oder ,,Es gibt ein z*‘ dazugesagt wird, handelt
es sich um Aussagen, die falsch bzw. wahr sind und dann auch widerlegt bzw. be-
wiesen werden konnen.
(5) Wenn zwei Dreiecke in zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel iiberein-
stimmen, so sind sie kongruent.
Hier gab es ebenfalls unterschiedliche Auffassungen Einige Schiiler waren der
Ansicht, daB (5) eine Definition sei. Andere Schiiler bezeichneten (5) als Satz. Es
wuarde geklirt, daB , kongruent’ im Unterricht als ,,deckungsgleich® definiert
worden war (Ubereinstimmung in allen Stiicken) und (5) somit eine zu beweisende
' Behauptung darstellt.
Nach der Diskussion iiber die Beispiele wurden die Schiiler aufgefordert selbst
Ausdriicke zu nennen und dazu jeweils anzugeben, ob es sich um Satze, Definitionen
oder anderes handelt und ob ein Beweis dazu erforderlich ist. Dle Schiiler haben
hierbei weltgehend richtige Antworten gegeben.

In den weiteren Zusammenkiinften des Zirkels ist auf den Unterschied zwischen
Definitionen und Sitzen (vor allem im Hinblick auf deren Beweisnotwendigkeit)
gelegentlich noch eingegangen worden, ohne allerdings lingere Zeit dafiir aufzu-
wenden. ‘

AnschlieBend haben dann die Zirkelteilnehmer an dem schon weiter oben geschil-
derten Test (# 115f.) teilgenommen, der gerade in jenen Klassen durchgefiihrt
worden ist, denen die Zirkelteilnehmer als Schiiler angehérten. (Die Ergebnisse
der Zirkelteilnehmer sind in den oben gemachten Angaben allerdings nicht ent-

- ~halten.) Dadurch war es moglich, den Erfolg der im Zirkel durchgefiihrten Be- .

lehrungen an den Testergebnissen klar abzulesen; denn im normalen Mathematik-
unterricht waren die Zirkelteilnehmer von den gleichen Lehrern unterrichtet
worden wie die iibrigen befragten Schiiler. Zur Gegeniiberstellung der Ergebnisse
wollen wir jetzt aber nur diejenigen Schiiler als Vergleichsgruppe heranziehen, die
am Ende des Schuljahres 1963/64 im Fach Mathematik eine Eins oder eine Zwei
erhielten, ohne jedoch an dem erwihnten Zirkel teilgenommen zu haben. Diese
Einschrinkung ist angebracht, weil es sich auch bei den Zirkelteilnehmern um
Schiiler handelte, die in Mathematik mit Eins oder Zwei Zensiert waren. (Man
konnte hier vielleicht einwenden, daf diese beiden Schiilergruppen trotzdem nicht
voll vergleichbar sind, weil die Teilnahme an einem Mathematikzirkel gewohnlich
nicht nur durch gute Leistungen in diesem Fach bedingt ist, sondern auch noch
besonderes Interesse und Vorliebe fiir Mathematik voraussetzt. Es war aber so,
daB viele Schiiler aus der Vergleichsgruppe nur deshalb nicht an dem Zirkel teil-
genommen hatten, weil sie zeitlich verhindert waren — durch fakultativen Sprach-
unterricht, durch Training in Sportgemeinschaften und dhnliches. Insofern ist die
Gegeniiberstellung beider Gruppen durchaus gerechtfertigt.) Die Tabelle 10 gibt
eine Ubersicht iiber die Ergebnisse. Sie enthilt in der ersten Zeile die Nummern
der den Schiilern vorgelegten Ausdriicke (die Ausdriicke selbst sind bei der Dar-
stellung des ersten Versuchs schon angegeben worden) und darunter die zuge-
hérigen Werte von 7%, fiir die Schiiler der Vergleichsgruppe (V) bzw. fiir dle Zir-
kelteilnehmer (Z).
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Vi 62 67 45 58 16 47 75 56
% i
Z| 87 93 67 73 60 60 93 73
Tabelle 10

Wie man sieht, haben die Zirkelteilnehmer bei jedem einzelnen Ausdruck besser
abgeschnitten als die Schiiler der Vergleichsgruppe, deren Ergebnis sich iibrigens
nur wenig von dem der Gesamtpopulation unterscheidet. Natiirlich ist dann auch
insgesamt gesehen das Ergebnis der Zirkelteilnehmer besser als das der Vergleichs-
gruppe. Der Leistungsunterschied wird aber erst dann voll sichtbar, wenn man
auch die zu den Entscheidungen abgegebenen Begriindungen beriicksichtigt.
Dabei zeigt sich: In der Vergleichsgruppe waren nur 99, der richtigen Antworten
richtig begriindet, wihrend die Zirkelteilnehmer 55%, ihrer richtigen Antworten
auch richtig begriindeten.

/ Man kann also feststellen :

Die im Zirkel durchgefiihrte spezielle Belehrung hat trotz des geringen Zeitauf-
wands dazu gefithrt, daB die betreffenden Schiiler wesentlich besser als zensuren-
miBig gleich beurteilte. Schiiler in der Lage waren, die Beweisnotwendigkeit vor-
gelegter Ausdriicke zu beurteilen und entsprechend zu begriinden.

Damit ist gezeigt, daBl die insgesamt wenig befriedigenden Ergebnisse der in den
Jahren 1964 bis 1966 durchgefiihrten Befragungen nicht durch ein prinzipiell zu
hohes Anforderungsniveau bedingt waren, sondern daB sie auf Versiumnisse des
damaligen Mathematikunterrichts zuriickzufiihren sind. Gleichzeitig ist durch
die hier dargestellten Versuche deutlich geworden, auf welchem Wege den Schiilern
die notwendige Klarheit iiber den Unterschied zwischen Definitionen und Sétzen
vermittelt werden kann:

Erstens muB das Thema ,,Definitionen und Sétze im Unterricht griindlich be-
sprochen werden.

Zweitens ist es erforderlich, die bei der ersten Einfithrung vermittelten Kenntnisse
zu festigen und zu vertiefen, indem man einerseits zum Lehrplanstoff gehorige
Definitionen immer wieder deutlich als solche bewuBt macht und andererseits
bei den vorkommenden Sitzen klar die Beweisnotwendigkeit herausarbeitet — und
zwar auch dann, wenn die Beweisfithrung selbst im Unterricht nicht vorgesehen ist.
Drittens ist es angebracht, sich durch gelegentliche Kontrollen — etwa in der Art
der weiter vorn beschriebenen Tests( 7 115f.) —zu vergewissern, wie weit die Schii-
ler den Unterschied zwischen Definitionen und Sétzen verstanden haben und in
der Lage sind, die Frage nach der Beweisnotwendigkeit richtig zu entscheiden.

Unser ‘gegenwirtiger Lehrplan enthilt die Konsequenzen aus den Ergebmssen der
geschilderten Versuche:

Erstens sieht er die Einfithrung der Begriffe ,,Definition‘‘ und ,,Satz‘‘ am Beginn
der Klasse 6 vor — verbunden mit den nétigen Erlduterungen iiber den Unter-
schied zwischen Definitionen und Sétzen;
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zweitens enthilt er genaue Angaben, zu welchen Begriffen im Unterricht Definitio-
nen zu erarbeiten bzw. zu welchen Sitzen Beweise zu fithren sind; und '
drittens verlangt er ausdriicklich, daB die Beweisnotwendigkeit auch bei jenen
Sitzen bewuBt zu machen ist, die im Unterricht nicht bewiesen werden.1)

Es konnte noch die Frage aufgeworfen werden, ob die Einfithrung der Begriffe
,,Definition‘ und ,,Satz‘‘ gerade in Klasse 6 am zweckmaBigsten ist. Dazu mull
man sagen, daB es von der Sache her gesehen nur efne sinnvolle Méglichkeit gibt:
die Behandlung muB beim Ubergang von der Propideutik des Beweisens zum
,,eigentlichen* Beweisen erfolgen, weil damit — wie schon anfangs festgestellt -
wurde — bei den Schiilern eine notwendige Voraussetzung fiir das Verstdndnis
von Beweisen geschaffen werden soll. Das bedeutet aber — unter Beriicksichtigung
der Gesamtanlage unseres Lehrplans — daf dieses Thema am Beginn von Klasse 6
besprochen werden muB. Natiirlich wirft das die Frage auf, wie die Behandlung
im Unterricht gestaltet werden kann, damit die Schiiler auch die angestrebten
Einsichten gewinnen. Eine Ubertragung der in dem Zirkel mit Schiilern der
Klassenstufe 8 angewandten Methoden ist sicher’ nicht ohne weiteres méglich.
Es liegen aber inzwischen auch Erfahrungen aus dem Unterricht in Klassenstufe 6
vor. Hier sind vor allem die umfangreichen Untersuchungen zu nennen, die
E. FurRMANN in der Zeit von 1965 bis 1968 — also bereits vor Einfithrung des
neuen Lehrplans — angestellt hat.2) Dariiber hinaus ist 1969 in zwei Klassen ein
kleinerer Versuch durchgefiihrt worden, um auf der Grundlage des neuen Lehrplang
eine mogliche Variante der Unterrichtsgestaltung zu erproben. Uber diesen Ver-
such soll hier berichtet werden. Sein Ziel bestand darin, den Schiilern im Laufe
von drei Unterrichtsstunden erste Kenntnisse und Einsichten tiber den Unter-
schied zwischen Definitionen und Séitzen zu vermitteln und ihnen auBerdem die
Notwendigkeit des Beweisens von Sétzen vor Augen zu fiihren.

Entsprechend der Thematik dieses Abschnitts wollen wir uns hier nur dem ersten
Teilziel zuwenden. Auf das Problem der Beweisnotwendigkeit kommen wir im
néchsten Abschnitt noch zuriick.

Die erste Unterrichtsstunde des Versuchs:

Die erste Stunde begann mit einer miindlichen Wiederholung von Kenntnissen
iiber natiirliche und iiber gebrochene Zahlen. Die Fragestellung an die Schiiler
war zunichst relativ unbestimmst:

,,Was wiBt ihr von natiirlichen Zahlen %

‘Dadurch wurde erreicht, daB die Schiiler recht unterschiedliche Kenntnisse repro-
duzierten. Manches davon wurde vom Lehrer nicht weiter verfolgt, anderes wurde
an der Tafel notiert, und zu manchen Punkten wurden den Schiilern auch Zusatz-
fragen gestellt, um beispielsweise auf Themen hinzulenken, die noch nicht beriihrt
worden waren. Das sah (etwas verkiirzt und in schon korrigierter Form darge-
stellt) so aus:

1) Siehe z. B Lehrplan filr Mathemalik — Klassen 6 bis 8. A. a. 0., 8.11. .
t) FUHRMANN, E.: Untersuchungen 2um Defzmeren im Mathematikunierricht der Mittelstufe — vorgenommen
am Stoffkomplex ,,Zahlenb hserweiterungen®, Dissertation, Berlin 1968.
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Schiiler: Unter den natiirlichen Zahlen gibt es a,:mh Primzahlen.
Lehrer: Ja, und was sind Primzahlen ?

Schiider: Primzahlen sind natiirliche Zahlen, die nur durch 1 und durch sich selbst
° teilbar sind. Die 1 zéhlt man aber nicht zu den Primzahlen.

Lehrer  — schreibt die Antwort an die Tafel und fragt dann weiter:
Wie haben wir geschrieben, wenn wir ausdriicken wollten, da3 eine Zahl
Teiler einer anderen Zahl ist ?

Schiiler: Wir haben geschrieben a | b.
Lehrer: Was bedeutet das eigentlich, a |b?
Schiler: a | b bedeutet, daB es eine Zahl z gibt, so daB8 b = a -  gilt.

Lehrer  — notiert auch diese Antwort an der Tafel.

So entstand schlieBlich ein Tafelbild, das verschiedene Schiilerantworten enthielt.
Diese Antworten waren aber so angeschrieben worden, daB sie zwei deutlich ge-
. trennte Gruppen bildeten. Zu der einen Gruppe gehérten u. a.:

»»Primzahlen sind natiirliche Zahlen (mit Ausnahme der 1), die nur durch 1
‘und durch sich selbst teilbar sind.* . :

»® | b bedeutet: es gibt eine natiirliche Zahl z, so daB b = a - z gilt.*

»Man nennt n genau dann eine gerade Zahl, wenn n durch 2 teilbar ist.*

Zu der anderen Gruppe gehérten u. a. folgende Antworten:

,,Null ist die kleinste natiirliche Zahl.*
,,Wenn alb und alc ist, so ist al(b + ¢).

,,Jede Zahl, deren Quersumme durch 3 teilbar ist, 1st selbst durch 3 teil-
bar.‘

Nun wurden die Schiiler aufgefordert, die beiden Gruppen von Antworten naher
zu betrachten, um einerseits Gemeinsamkeiten der Antworten innerhalb jeder
Gruppe und andererseits Untersehiede zwischen Antworten verschiedener Gruppen
zu finden. In dieser Phase des Unterrichts waren verschiedene Hilfsfragen und
Impulse des Lehrers notwendig, um die Schiiler auf das Wesentliche hinzulenken.

Zum Beispiel:
Lehrer: Was erfihrt man elgenthch wenn man die Antworten der ersten Gruppe
liest ? :

Schiiler: Man erféhrt, was eine Primzahl ist und was a|b bedeutet und was eine
gerade Zahl ist . ..

Lehrer: Ja, es wird uns also durch diese Antworten etwas erklirt. Ist das auch
bei den Antworten der zweiten Gruppe so ?

Schiiler: Nein, eigentlich nicht. Da wird zum Beispiel gesagt, daB a|(b + ¢) ist,
wenn alb und auch a|c ist, aber was a|b bedeutet, wird nicht erklért,
das mufB3 man schon wissen.
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So wurde schlieBlich herausgearbeitet:

Die Antworten der ersten Gruppe sind Erklirungen oder — wie man in der Mathe-
matik sagt — Definitionen, die Antworten der zweiten Gruppe sind Aussagen.
Die Schiiler schrieben in ihr Heft als Uberschrift , Definitionen und Aussa.gen s
darunter ,,Beispiele fiir Definitionen‘* und trugen dann einige der an der Thafel
stehenden Definitionen in ihr Heft ein. Darunter notierten sie:

»»-In der Mathematik wird durch Definitionen genau erklirt oder festgelegt,

was man unter bestimmten Begriffen oder Redeweisen zu verstehen hat.‘
Nach einer kurzen Diskussion zum Thema ,,Aussagen®, in deren Verlauf vom Lehrer
auch einfache Beispiele von falschen Aussagen gebracht und von den Schiilern
erdrtert wurden, vervollsténdigten die Schiiler ihre Notizen im Heft wie folgt:

,,Beispiele fiir Aussagen®

(einige Aussagen wurden notiert)

,»Aussagen sind entweder wahr oder falsch.*

Den AbschluB der Stunde bildete eine miindliche Ubung: den Schiilern wurden
fiinf Ausdriicke vorgelegt, von denen sie entscheiden sollten, ob es Definitionen
‘oder Aussagen waren. Im letzteren Falle wurde dann jeweils noch kurz diskutiert,
ob die betreffende Aussage wahr oder falsch war. Es handelte sich um folgende
Ausdriicke: ‘

Jede natiirliche Zahl hat einen Nachfolger.

3765 4 1412 = 5177

108 bedeutet 10 - 10 - 10.

Jede natiirliche Zahl hat einen Vorgénger.

a
Man nennt + genau dann einen unechten Bruch, wenn a > b oder a = b
ist. o

Die zweite Unterrichtsstunde:

Am Beginn der zweiten Stunde erfolgte zunichst eine kurze Wiederholung der
Begriffe ,,Definition“ und ,,Aussage‘‘ mit Angabe entsprechender Beispiele durch
die Schiiler. Als Ergéinzung dazu wurde dann an Hand von zwei Beispielen deutlich
gemacht, daB neben Definitionen und Aussagen noch vielerlei andere sprachliche
Gebilde in der Mathematik vorkommen. Das erste Beispiel war ein Term:
18- 9 — 12; das zweite Beispiel war eine Aussageform: 21 + 4 - # < 31. Ohne diese
beiden Begriffe zu nennen, ist lediglich festgestellt worden, daB wir es in beiden
Fillen weder mit einer Definition noch mit einer Aussage zu tun haben: es wird
némlich nichts erklirt und auch nichts behauptet — man kann beides nicht als
wahr oder als falsch bezeichnen.

Nach dieser insgesamt gesehen sehr kurzen El.nfuhrung der Begriffe ,,Defm.ltlon
und ,,Aussage‘‘ folgte bereits in dieser Stunde eine Leistungskontrolle. Den Schii-
lern wurden zehn Ausdriicke vorgelegt, von denen sie jeweils entscheiden sollten,
ob es sich um Definitionen oder Aussagen handelte. Bei den als Aussagen bezeich-
neten Ausdriicken sollten die Schiiler auBerdem zu entscheiden versuchen, ob sie
wahr oder falsch. sind. ‘
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Den Schiilern wurden Jfolgende Ausdriicke vorgelegt :
(1) Es gibt eine kleinste natiirliche Zahl.

(2) '— bezeichnet man genau dann als einen echten Bruch, wenn m < n ist.
- n

(3) ..o ist ein Vielfaches von b‘ bedeutet: Es gibt eine von Null Verschxedene na-
tiirliche Zahl n, so dal a = n . b ist.

(4) Fur alle natiirlichen Zahlen gilt: wenn a|(b - ¢), so a]b oder alc

(5) Der Vorgidnger von 300 ist 299. .

(6) Quadratzahlen sind natiirliche Za,hlen, die sich a,ls ein Produkt von zwei glelchen
Faktoren darstellen lassen.

(7) Es gilt stets: wenn a|b, so a|(b - ¢).

(8) Alle Primzahlen sind ungerade.

(9) Der Nachfolger von 7000 ist 8000.

(10) Unter einer Strecke AB versteht man die Menge aller Punkte, die zwischen A
und B liegen, einschlieflich der Punkte A und B selbst.

Das Ergebnis dieser Leistungskontrolle zeigt Tabelle 11:

Nr. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
r% | 91 79 75 59 91 66 | 67 88 95 75
Tabelle 11-

i

Angesichts der geringen Zeit, die bis zur Leistungskontrolle fiir die Erarbeitung
der Begriffe ,,Definition* und ,,Aussage‘ aufgewandt worden war, kann dieses
Resultat schon als recht zufriedenstellend bezeichnet werden. (Die relativ niedrigen
Werte von r %, bei den Ausdriicken (4), (6) und (7) waren vor allem darauf zuriick-
zufiihren, daBl ein Teil der Schiiler Schwierigkeiten im inhaltlichen Erfassen dieger
Dinge hatte und dadurch die geforderte Entscheidung nicht richtig treffen konnte.)
Die Fortsetzung der Stunde verlief wie folgt:

Zunéchst wurden in miindlicher Arbeit die richtigen Antworten zu den Aus-
driicken (1) bis (10) genannt und begriindet.

AnschlieBend hatten die Schiiler unter der Uberschrift ,,Wir untersuchen Defi--
nitionen‘‘ die bei den Ausdriicken (1) bis (10) vorkommenden Definitionen in ihr
Heft einzutragen — also (2), (3), (6) und (10). Sie erhielten dazu den Auftrag:

,,Unterstreiche rot, was durch die Definition erklirt wird. Unterstreiche

griin, wodurch es erklirt wird. Gib zu jeder Definition zwei verschiedene

Beispiele an!
Diese Ubung, mit der das Verstandnis fiir Definitionen vertieft und gefestigt
werden sollte, ist von den Schiilern weitgehend selbsténdig und richtig ausgefiithrt
worden. Eine kleine Schwierigkeit trat nur bei (3) auf: Die meisten Schiiler hatten
- zwar in richtiger Weise ,,a ist ein Vielfaches von b‘‘ rot unterstrichen, dann aber
nur die Gleichung ,,a = n - b griin gekennzeichnet. Es bedurfte erst einer kleinen
Diskussion, um sie darauf hinzulenken, daB die Redeweise ,,Es gibt eine von Null
verschiedene Zahl n, so daB . . . ebenfalls griin zu unterstreichen ist.

123



Die Hausaufgabe zur nichsten Stunde lautete:
,»3ib Definitionen fiir: a) = ist ungerade; b) x und y sind tellerfremd
c¢) StraBenbahn.
Das Ergebnis der Hausaufgabe war recht positiv. Es kam zwar verschiedentlich
vor, daB Schiller unzulingliche Definitionen formuliert hatten —  etwa ,,Die
StraBenbahn ist ein Fahrzeug zur Personenbeférderung‘ (zu weite Fassung der
Definition) oder ,,x und y sind teilerfremd bedeutet, daB 2 und y keine gemeinsamen
Teiler besitzen* (zu enge Fassung) —, aberim allgemeinen hatten sie doch Defini-
tionsversuche gemacht und nicht emfa,ch Aussagen iiber die zu definierenden
Ob]ekte bzw. Relationen formuliert.
Aus all dem wird deutlich, daB es ohne besondere Schwierigkeiten méglich ist, den
Schiilern in Klasse 6 erste Kenntnisse und Einsichten iiber Definitionen und Aus-
“sagen zu vermitteln und damit die entsprechenden Forderungen unseres Lehrplans
zu erfiillen. Selbstverstandlich miissen diese Kenntnisse durch den weiteren Mathe-
matikunterricht angereichert, vertieft und gefestigt werden, damit sie nicht wieder
verloren gehen. Dabei kommt es darauf an, den Schiilern schrittweise klarzu-
machen:

— Durch eine Definition wird etwas erklirt oder festgelegt. Definitionen kann
man nicht beweisen, sie sind weder wahr noch falsch. Es ist allerdings oft
angebracht, Definitionen zu rechtfertigen: als zweckmiBig, sinnvoll, moghch
u. a.

— Aussagen sind entweder wahr oder falsch. Sie miissen in der Mathematik
stets bewiesen werden, sofern man sie nicht als Axiom benutzt. '

3.4.3. Motivierung des Beweisens

Im vorigen Abschnitt spielte das Problem der Beweisnotwendigkeit bei der Unter-
scheidung von Definitionen und Aussagen bereits eine groBe Rolle. Wir haben
dort aber die meisten der damit zusammenhéingenden Fragen absichtlich noch
zuriickgestellt, weil es sicher zweckmiBig sein diirfte, eine so wichtige Problematik
in einem gesonderten Abschnitt zu behandeln. Das soll nunmehr geschehen.
Es ist bereits im Abschnitt 2.2. (7 59ff.) darauf hingewiesen worden, daB das
Fiihren von Beweisen den Schiilern motiviert werden muB. Dabei reicht es sicher-
lich nicht aus, sich als Lehrer nur auf die in der Mathematik iibliche Praxis zu
berufen, wonach Aussagen eben zu beweisen sind. Zur Erreichung wirklichen
Versténdnisses ist es. vielmehr notwendig, die Motivierung aus der Sache heraus
zu entwickeln. Dazu ist im wesentlichen zweierlei erforderlich.

1. Der zu beweisende Satz muf} so beschaffen bzw. so an die Schiiler herangetragen
worden sein, daB sie seine Giiltigkeit nicht von vornherein als vollig sicher und
evident empfinden. Er muB als eine — vielleicht wahrscheinliche, aber eben

' doch nicht sichere — Vermutung vor ihnen stehen.

2. Die Schiiler miissen sich -dariiber klar sein, daB das Uberpriifen einzelner’ Bei-
spiele prmz1p1ell nicht ausreicht, um eine allgemeine Aussage (die sich auf alle
Elemente eines bestimmten Bereichs bezieht) zu beweisen. (Der im Mathematik-
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unterricht selten vorkommende Fall eines endlichen Grundbereichs soll hier
nicht mit betrachtet werden.) ‘
Wir wollen uns zuerst der zweiten Bedingung zuwenden, weil sie grundlegend ist
fiir alles weitere: Ohne Einsicht in die Tatsache, dal man mit Hilfe der unvoll-
standigen Induktion keine allgemeine Aussage beweisen kann, werden die Schiiler
immer wieder Schwierigkeiten haben;, Beweisen zu folgen und deren Notwendig-
keit zu verstehen. Diese Schwierigkeiten treten auch dann auf, wenn die Schiiler
schon an das Begriinden von Aussagen gew6hnt sind. Sie sehen dann zwar ein, da8
ein Beweis erforderlich ist, halten ihn aber fiir erbracht, sobald einige Einzelfélle
lberpriift worden sind. Diese Meinung &ndert sich im allgemeinen auch kaum,
nachdem im Unterricht eine Reihe von Beweisen gefiihrt worden ist.
Wir wollen uns dazu wieder einige Versuchsergebnisse aus den Jahren 1964 bis
1966 ansehen, die im wesentlichen in den gleichen Klassen gewonnen worden sind,
von denen im Abschnitt 3.4.2. (7 112{f.) bereits die Rede war.

Ergebnisse von Befragungen

Die Anlage der Versuche war in allen beteiligten Klassen gleich: Den Schiilern
wurden an der Tafel vier ,,Beweise‘ vorgefiihrt, deren Stichhaltigkeit sie beurteilen
sollten. Dabei ging es nicht um das Auffinden versteckter Liicken im Beweisgang,

um das Erkennen verborgener Zirkelschliisse oder um andere, nicht offen sichtbare
Fehler, sondern um die Einschitzung des Messens und der unvollstindigen Induk-
tion durch die Schiiler, d. h. um offensichtlich unmathematische Methoden der
Erkenntnissicherung. Die Schiiler erhielten dazu sinngema8 folgende Erlduterung:

»Buch werden jetzt Beweise zu einigen Lehrsédtzen vorgefithrt. Ihr sollt
von jedem Beweis beurteilen, ob er in Ordnung ist oder nicht. Begriindet
nach Moglichkeit euner Urteil!*

Die ,,Bewe@sfuhrungen sahen wie folgt aus:

(1)  Behauptung: In jedem Dreieck ist die Summe. der Innenwinkel gleich 180°

Beweis: Wir zeichnen ein beliebiges Dreieck 4 BC. Die Innenwinkel nennen wir
o, f und y. Wir messen diese Winkel und finden

6= ..... s B=..... s Y= e

(Die Werte waren in den einzelnen Klassen natiirlich unterschiedlich, wurden
vom jeweiligen Lehrer aber notigenfalls so ,korrigiert‘‘, da8 die Summe 180°
betrug.) Da in der Behauptung von der Summe der Winkel gesprochen wird,
addieren wir die gemessenen Werte. Wir finden:

«+ B8+ y=180° w.z. b.w.

(2) Behauptung: Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen sind stets gleich gro8.
Beweis : Wir zeichnen zunéachst eine Skizze (Bild 22). Es soll g,]|g, sein. Dann
ist & = B, weil o und f ein Stufenwinkelpaar bilden. AuBerdem gilt § = s
weil § und y ein Scheitelwinkelpaar bilden. Wenn « = § und § = y ist, so
muB auch & = y sein, w. z. b. w.

(3) Behauptung: (@ + b)2 =a% + 2ab + b2
Beweis: (@ 4 b)? ist nach Definition dasselbe wie (& + b) - (@ + b). Multipliziert
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man aus, so ergibtsich(a + b) - (@ + b) = a® 4 ab + ab + b2=a® 4 2a b 4 b3,
w.z. b. w.

(4) Behauptung: Wenn die Quersumme einer natiirlichen ‘Zahl durch 3 teilbar ist,
so ist die Zahl selbst durch 8 teilbar. '
Beweis: Wir beginnen mit einstelligen Zahlen. Sie stimmen mit ihrer Quer-
summe direkt iiberein, so da die Behauptung in diesem Falle selbstversténdlich
ist. Untersuchen wir jetzt eine zweistellige Zahl, etwa 72. Die Quersumme 9
ist durch 3 geilbar, die Zahl selbst ebenfalls: 72:3 = 24. Versuchen wir eine
dreistelligg® Zahl, beispielsweise 219. Die Quersumme ist 12, also durch 3 teil-
bar, die Zahl selbst ebenfalls: 219:3 = 73. Zum SchluB tiberprifen wir noch
eine vielstellige Zahl, deren Quersumme durch 3 teilbar ist, etwa 624 588. Auch
hier finden wir, daB die Zahl selbst dann ebenfalls durch 3 teilbar ist: 624588:3 =
= 208196. Wir stellen somit fest: wenn die Quersumme durch 3 teilbar ist,
so ist es auch die Zahl selbst, w. z. b. w.

Bild 22

Betrachten wir die Versuchsergebnisse zunichst rein quantitativ. Die Tabelle 12
gibt die Resultate eines ersten Tests an, der im Jahre 1964 in acht Klassen der
Klassenstufe 8 mit insgesamt 231 SchﬁIe;‘n durchgefiihrt worden ist.

Nr. 1 2 3 4
r % 32 79 . 92 27
. Tabelle 12

Wie man sieht, wurden die untauglichen ,,Beweise* (1) und (4) von einer relativ
hohen Anzahl von Schiilern nicht als unzulinglich erkannt. Das bedeutet, daB
nicht wenige der damals befragten Schiiler die Nachpriifung allgemeiner Aussagen
an Einzelbeispielen fiir ausreichend hielten. Allgemein iiberwog eine recht unkri-
. tische Haltung der Schiiler gegeniiber Beweisfithrungen. Das wurde besonders
deutlich bei jenen Schiilern (349%,), die alle vier vorgefiihrten Beweise ausnahmslos
fiir richtig hielten. ' '

" Um einen Eindruck davon zu vermitteln, wie die Schiiler ihre Entscheidungen
damals zu begriinden versucht haben, wollen wir einige. Beispiele von Schiiler-
urteilen mit zugehdrigen Begriindungen betrachten. (In Klammern ist die- Jahres-
endzensur des jeweiligen Schiilers im Fach Mathematik angegeben.)
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Zu (1) ,,Beweis‘‘ des Satzes {iber die Innenwinkelsumme im Dreieck:
»Ja (der Beweis ist in Ordnung), weil sich die Winkelsumme von 180° ergeben
hat.*“ (EZ: 3)
»Ja — vorausgesetzt, der Winkelmesser ist in Ordnung.” (EZ: 2)
- ,,Nein (der Beweis ist nicht in Ordnung), man kann fiir den Beweis kein be-
liebiges Dreieck nehmen.* (EZ: 3)
,»Nein, es kénnte ein Sonderfall sein.*‘ (EZ: 3)

Zu (4) ,,Beweis‘* des Teilbarkeitssatzes:
»Ja, die Ergebnisse haben bewiesen, daB es so ist.” (EZ: 2)
,,»Ja, weil der Beweis leicht zu fiihren ist.** (EZ: 4)
,»»Nein, es ist mir zu einfach. (EZ: 1)
,,Nein, z. B. die Quersumme von 7 ist nicht durch 3 teilbar, oder die Quer-
summe von 184 ist nicht durch 3 teilbar.** (EZ: 1)
,»Nein, es kénnen Einzelfille sein.* (EZ: 2)

Die Beispiele machen deutlich, daB der Mehrzahl der Schiiler noch viele Vor-
aussetzungen fiir das Verstindnis mathematischer Beweise fehlten. Wie aus den
Begriindungen hervorgeht, hielten beispielsweise manche Schiiler einen Beweis
schon dann fiir richtig, wenn sich am SchluB eine Ubereinstimmung mit der
Behauptung ergibt. Fiir andere war die Verstindlichkeit das maBgebende Krite-
rium. Eine Unklarheit 'ganz besonderer Art lag bei jenen Schiilern vor, die den
Beweis (4) nicht ablehnten, weil nur probiert wurde, sondern weil sie die Implika-
tion nicht verstanden hatten und ihnen auch die zum Beweis von Implikationen
benutzte SchluBiregel offenbar fremd war. Sie betrachteten den Beweis als unzu-
linglich, weil sie die zu beweisende Behauptung nicht richtig verstanden hatten.
Ihnen war nicht klar, daB darin iiber Zahlen, deren Quersumme nicht durch 3 teil-
bar ist, iiberhaupt nichts ausgesagt wird und daB diese Zahlen deshalb beim Beweis
gar nicht beriicksichtigt zu werden brauchen. Hier wird also deutlich, daB dem
richtigen Erfassen von Implikationen im Mathematikunterricht groBe Aufmerk-
samkeit geschenkt werden muf und die entsprechenden Festlegungen unseres
Lehrplans sorgfiltig zu beachten sind. '
- Wenden wir uns noch kurz den Beweisen (2) und (3) zu. Hier interessieren vor
allem die'Begriindungen fiir ablehnende Stellungnahmen.

Zu (2) Beweis des Satzes iiber Wechselwinkel:
,»Nein, die Winkel sind nicht nachgemessen worden.* (EZ:2)
,;Nein, in dem Beweis kommen zwei andere Lehrsitze vor, die auch erst be-
wiesen werden miissen. (EZ:1)

Zu (3) Beweis der binomischen Formel:
_,»»Nein, Rechnen ist kein Beweis.** (EZ:1)

Wie man sieht, beruhten die Ablehnungen der richtigen Beweise zum Teil auf,
falschen Vorstellungen, zum Teil aber auch auf Uberlegungen, die durchaus
akzeptabel waren.

Wie schon bei den Versuchen zur Beurteilung der Beweisnotwendigkeit (vgl.
Abschnitt 3.4.2., 7 1121f.) sind auch die hier angegebenen Ergebnisse durch wei-
tere Untersuchungen im wesentlichen bestétigt worden.
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So hat Voier (Sangerhausen) in den von ihm befragten Klassen (Klassenstufe 8,
228 Schiiler) im Jahr 1965 folgende Resultate gewonnen!):

Nr. 1 2 3 .4
r % - 45 78 69 39
Tabelle 13

Im Jahr 1966 wurde die gleiche Erhebung noch in den Klassenstufen 6 bis 11
durchgefiihrt, wobei insgesamt 567 Schiiler erfat worden sind.

Die Resultate glichen im wesentlichen jenen aus den vorangegangenen Versuchen,
waren in hoheren Klassenstufen aber doch etwas besser als in niedrigeren. (Trotz-
dem wurde beispielsweise der ,,Beweis‘‘ zu (4) in den Klassenstufen 9 bis 11 nur
von 52% aller befragten Schiiler zuriickgewiesen.)

Zusammenfassend kann festgestellt werden, daB der damalige Mathematikunterricht
nur ungeniigend dazu beigetragen hat, bei den Schiilern Klarheit tiber die in der
Mathematik iiblichen Methoden der Erkenntnissicherung zu schaffen. Insbeson-
dere war vielen Schiilern unbekannt, da man in der Mathematik mit unvollstin-
diger Induktion (Messen und Probieren an Einzelféillen) keine allgemeinen Aussagen
beweisen kann.

Unser gegenwirtiger Mathematiklehrplan orientiert sehr nachdriicklich auf die
Schaffung entsprechender Einsichten bei den Schiilern. So heiBt es zum Beispiel:
»,Sie erkennen, daf der Beweis fiir einen Satz nicht durch die Untersuchung einiger
Beispiele erbracht werden kann . . .2) \

Erfahrungen aus Unterrichtsversuchen

Die soeben geschilderten Erhebungen sind in dhnlicher Weise wie die im Abschnitt
3.4.2. (/ 112ff.) dargestellten Untersuchungen durch Versuche erginzt worden,
die darauf abzielten, die Schiiler in die hier aufgeworfene Problematik einzufiihren
und ihnen die erforderlichen Einsichten zu vermitteln.

Einer dieser Versuche bestand wieder nur darin, daB die Lehrer in einigen der im
Jahr 1966 befragten Klassen dem Problem der Stichhaltigkeit von Beweisfiihrun-
gen etwas mehr Aufmerksamkeit widmeten und die Schiiler bei passenden Gelegen-
heiten auf die Unbrauchbarkeit des Messens und Probierens fiir die mathematische
Erkenntnissicherung hinwiesen. Danach wurde in diesen Klassen eine neue Befra-
gung durchgefiihrt. Dabei hatten die Schiiler erneut ,,Beweise’‘ zu beurteilen,
die ihnen vorgefiihrt wurden.

Es zeigte sich, daB schon durch wenige Hinweise eine deutliche Verbesserung der
Schillerleistungen erzielt werden konnte. Wahrend bei der ersten Befragung nur
87% der Schiiler das Messen und das Probieren als Beweis abgelehnt hatten,

1) VoIiGT: Auswertung einer Untérstwhung ilber das Beweisen bei Schillern 8. Klassen. (Unveréffentlichtes
Manuskript)
*) Lehrplan fiir Mathematik — Klassen 6 bis 8, Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1968, S. 11.
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erkannten nach den im Unterricht gegebenen Hinweisen 759, der Schiiler die
Unta.ughchkelt solcher ,,Beweise*‘.

Man kann daraus schliefen: Die in den ersten Versuchen festgestellte Vielzahl
von Fehlurteilen bei der Einschitzung von Beweisen war in erster Linie darauf
. zuriickzufiihren, daB die Kldrung dieser Dinge im damaligen Mathematikunterricht
weitgehend versiumt worden war. Es erfordert jedoch nur relativ geringe Miihe
und wenig Zeit, um den Schiilern die notwendigen Einsichten zu vermitteln. ,

Zu diesem SchluB fithrten auch Versuche mit Schiillern der Klassenstufe 8 im
Rahmen eines Mathematikzirkels, der 1964 arbeitete. In diesem Zirkel sind im
Zusammenhang mit Beweisfilhrungen einige Betrachtungen tiber den Wert bzw.

Unwert des Messens und des Probierens fiir die mathematische Erkenntnissicherung
" angestellt worden. Das hatte zur Folge, daB die Zirkelteilnehmer (Z) schon im
ersten Test bei der Einschitzung von Beweisen erheblich sicherer urteilten als
eine zensurenmiBig gleich gute, aber nicht speziell belehrte Vergleichsgruppe (V). -
Die -entsprechenden Ergebnisse sind der Tabelle 14 zu entnehmen, wobei noch
zu erwéhnen ist, daB mit den Nummern 1 bis 4 die auf den Seiten 125/126 ange-
gebenen Beweise gemeint sind.

Nr. 1 2 3 4
z | so 93 87 73
r % ;
v ss 85 07 38
Tabelle 14

Von besonderer Bedeutung ist hierbei wieder, daB die Zirkelteilnehmer nicht nur.
weitgehend richtige Entscheidungen getroffen haben, sondern daB sie diese auch
treffend begriinden konnten: 919, der richtigen Antworten zu den Beweisen von
(1) und (4) waren auch richtig begriindet.

“Fassen wir zusammen :

Die Unklarheiten vieler Schiiler hinsichtlich der Methoden zur mathematischen
Erkenntnissicherung waren nicht auf mangelnde geistige Voraussetzungen, son-
dern auf Versiumnisse des Mathematikunterrichts zuriickzufiithren. Diese Ver-
sdumnisse bestanden dabei nicht in erster Linie darin, daB im Unterricht etwa
keine exakten Beweise vorgefithrt worden wiren. Der Mangel war vielmehr der,
daB induktive Methoden herangezogen wurden (was in vielen didaktischen Situatio-
nen notwendig ist), ohne jemals deutlich hervorgehoben zu haben, dafl diese
Methoden zwar zu Vermutungen fithren konnen, fiir die Sicherung von Erkennt-
nissen aber ungeeignet sind. Im Gegenteil — oft wurde induktiven Methoden
durch die Art der Unterrichtsgestaltung eine groBe psychologische Uberzeugungs-
kraft verliehen; so daB die Mehrzahl der Schiiler immer wieder in der Ansicht
- bestirkt wurde, ein induktives Vorgehen sei nicht nur fiir die Erkenntnisfindung,
sondern auch fiir die Erkenntnissicherung vollkommen ausreichend. :
/ 129
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Vorschlige fiir die Unterrichtsgestaltung

Am Beginn dieses Abschnitts sind Forderungen genannt worden (7 124f.), die
erfiillt werden miissen, wenn eine sachgerechte Motivierung des Beweisens im
Unterricht gelingen soll: Die Schiiler miissen den jeweils zu beweisenden Satz als
zunéchst ungesicherte Vermutung verstehen und gleichzeitig wissen, daB man All-
aussagen nicht durch Uberpriifung einzelner Beispiele beweisen kann.
Es erhebt sich nun folgende Frage: Wie kann man im Unferricht — vor allem bei
der ersten Einfiithrung der Schiiler in das Beweisen — vorgehen, um die genannten
Forderungen zu erfilllen?
In ilteren methodischen Verdffentlichungen wurde hierzu haufig empfohlen, bei
den Schiilern eine gewisse Skepsis gegeniiber ihren eigenen Sinneseindriicken (vor
allem den optischen) zu entwickeln und ihnen andererseits die Unbrauchbarkeit
des Messens fiir die mathematische Erkenntnissicherung klarzumachen. Dazu
wurden einerseits optische T#duschungen herangezogen!), zum anderen sind die
Schiiler auf die jeder Zelchnu.ng bzw. Messung anhaftenden Ungenauigkeiten hin-
gewiesen worden.
Diese Art der Motivierung des Beweisens ist in verschiedener Hinsicht unzu-
langlich:
Erstens bezieht sich diese Motivierung nur auf geometrische Sachverhalte, da
man sich in der Arithmetik ja sowieso kaum auf die optische Anschauuhg oder
das Messen stiitzen kann. Dieser Mangel ist im friitheren Unterricht allerdings nicht
hervorgetreten, weil damals fast ausschlieBlich nur geometrische Sétze bewiesen
worden sind, wihrend die Schiiler in der Arithmetik, in der Gleichungslehre und
bei der Behandlung von Funktipnen gewdhnlich keinen Beweis kennengelernt
haben. Uns liegt sehr: viel daran, diesen schédlichen methodischen Dualismus zu
iiberwinden und den Schiilern deutlich zu machen, daB jeder mathematische
Satz einen Beweis erfordert, nicht nur die geometrischen Sétze. Damit erhebt
sich aber auch die Notwendigkeit, die Motivierung des Beweisens nicht nur auf
den Bereich der Geometrie einzuengen.
Zweitens zielt jene Motivierung viel zu wenig auf den Hauptgrund der mathe-
matischen Beweisnotwendigkeit, ndmlich auf die Tatsache, daBl Aussagen iiber alle
Elemente einer gewissen (gewohnlich unendlichen) Menge prinzipiell nicht durch
das Uberpriifen einiger Einzelbeispiele — und Zeichnen bzw. Messen ist ja stets
ein Arbeiten am einzelnen speziellen Fall — bewiesen werden konnen. Dieser
Mangel an der Motivierung ist nicht allzu gravierend, so lange es in den zu bewei-
senden Sdtzen um anschaulich leicht darstellbare, geometrische Sa.chverhalte geht.
Es ist klar: da man durch Zeichnen oder Messen nicht einmal fiir einen speziellen
Fall die Giiltigkeit einer solchen Aussage sicher nachpriifen kann, ist mit diesen
Mitteln erst recht; kein allgemeiner Beweis moglich. Sobald jedoch beispielsweise
arithmetische Sitze betrachtet werden, liegen die Dinge anders: man kann deren
Giiltigkeit fiir Einzelfille gewohnlich exakt nachweisen.
Die Schiiler miissen aber verstehen, daB damit trotzdem kein allgemeiner Beweis
erbracht werden kann. Eine gute Motivierung des Beweisens mu8 vor allem auf die
" Erzeugung dieser Einsicht gerichtet sein.’ :

) Vgl. z. B. W. LIETZMANN: Wo sieckt der Fehler? B. G. Teubner, Leipzig 1952, S. 151,
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Drittens schlieSlich ist festzustellen, daB das Argumentieren mit der Méglichkeit
optischer Tduschungen bzw. mit der Unvermeidlichkeit von Merehlem aus einem
noch tiefer liegenden Grunde sogar bedenklich werden kann:

Mathematische Aussagen beziehen sich auf abstrakte mathematische Begrlffe,
die in manchen Fillen zwar durch Zelchnungen oder andere materielle Gebilde
veranschaulicht werden konnen, die aber mit diesen Veranschaulichungen nicht
identisch sind. D&s Operieren (Messen oder dgl.) an Zeichnungen oder Modellen
kann also schon deshalb nicht als Beweis fiir einen mathematischen Satz angesehen
werden, weil in einem solchen Satz von diesen konkreten materiellen Gebilden gar
nicht die Rede ist, sondern — wie gesagt — von abstrakten mathematischen Be-

‘griffen. Die Wahrheitssicherung muB deshalb mit spezifisch mathematischen

Methoden — durch einen mathematischen Beweis — erfolgen. Diese Feststellung
ist nicht etwa ein Widerspruch zu unserem marxistischen Wahrheitsbegriff, der
die Praxis als entscheidendes Kriterium der Wahrheit einschlieBt. Die Mathematik
als Ganzes muB ihre Bestitigung selbstverstédndlich in der Praxis und durch die
Praxis erfahren. Es ist jedoch abwegig und auch philosophisch falsch, jeden ein-

zelnen mathematischen Satz in der Praxis iiberpriifen zu wollen.

In diesem Zusammenhang muB auch darauf sufmerksam gemacht werden, daB
in Klasse 6 — also zur gleichen Zeit, in der wir die Schiiler an das Beweisen mathe-
matischer Satze heranfiihren — der Unterricht im Fach Physik beginnt. Tn diesem
Fach spielt das Messen eine groBe Rolle, und zwar nicht nur zur Erkenntnisfindung,

sondern auch als Mittel der Erkenntnissicherung. Es wire somit ganz falsch, den
Schiilern gerade in dieser Zeit im Fach Mathematik das Vertrauen in ihre Beob-
achtungsfihigkeit und in den Wert von MeBergebnissen zu nehmen. Wenn wir
also im Mathematikunterricht gegen das Messen als Methode der Erkenntnis-
sicherung argumentieren, dann diirfen wir nicht die Unzuverlassigkeit des Messens
in den Vordergrund stellen, sondern — neben dem Hinweis auf die Unvollstandig

keit, falls es sich um Allaussagen handelt — vor allem die Tatsache, da8 wir durch
das Messen die mathematischen Objekte gar micht erfassen konnen. (Im Fach
Physik liegen die Dinge eben anders: viele phys1kahsche GroBen sind ihrer Natur
nach Messungen zugénglich.)

Es ist iibrigens interessant, daB die Schiiler bei den im vorangegangenen Teil-
abschnitt geschilderten Versuchen den geometrischen Scheinbeweis (1) (7 125)
doch etwas hiufiger als unzulinglich erkannten als den arithmetischen Schein-
beweis (4). Es spiegelt sich darin die damalige Unterrichtspraxis wider: Das
Messen wurde noch mehr oder weniger hiufig als nicht beweiskriftiz herausge-
stellt, auf die Unzuldnglichkeit der unvollstindigen Induktion ist aber nur sehr
selten eingegangen worden.

_ Wie kann der Unterricht also gestaltet werden, um  eine geniigend starke und zu-

gleich treffende Motivierung des Beweisens zu gewahileisten ?

Betrachten wir zunichst die Einfithrung der Schiiler in das Beweisen.

Bei Versuchen, die von 1967 bis 1969 in zwei Klassen im Rahmen der Erprobung
der neuen Lehrpléane durchgefithrt worden sind, hat sich die Anwendung folgender
Prinzipien bewéhrt:
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1. Die Einfiihrung der Schiiler in das Beweisen von Séitzen erfolgt an arithmetischen
Sachverhalten (Teilbarkeitslehre).

2. Die Unbrauchbarkeit der Uberpriifung von Einzelbeispielen fiir die Sicherung
von Allaussagen wird vor dem ersten im Unterricht zu fithrenden Beweis deut-
lich gemacht und auch bei spéteren Gelegenheiten herausgestellt, bls diese
Einsicht fester Besitz der Schiiler geworden ist.

3. Die Erarbeitung der Satze wird so gestaltet daB sie zuglelch ein Motiv fiir die
Beweisfiihrung liefert.

Diese Prinzipien liegen auch unserem gegenwz'i,rtigen Lehrplan zugrunde: Die erste
Einfithrung in das Beweisen ist im Stoffabschnitt ,, Teilbarkeitssitze* vorgesehen, .
wobei vorher die Motivierung der Beweisnotwendigkeit gefordert wird. Etwas
spiter wird die Beweisproblematik im Stoffabschnitt ,,Beziehungen zwischen
Winkeln* erneut aufgegriffen und dann in den Stoffabschnitten ,,Dreiecke‘* bzw.
,,Vierecke und Vielecke‘* weiter verfolgt, wobei die Frage der Motivierung erneut
zu stellen ist. Selbstverstindlich kann der Lehrplan nicht fiir jeden einzelnen Satz
festlegen, wie er zu erarbeiten ist, um der Forderung nach iiberzeugender Motivie-
rung eines zugehorigen Beweises gerecht zu werden. DaB dieses Prinzip aber zu
"beachten ist, ergibt sich aus einer ganzen Reihe von Lehrplanformulierungen,
zum Beispiel auch aus folgender:
,,Durch die Erdrterung der Beweisnotwendigkeit mathematischer Aussagen...
tragt der Mathematikunterricht zur Schulung des Denkvermogens und zur Ent-
wicklung einer kritischen Denkhaltung bei. )
Wir wollen uns an Beispielen etwas genauer ansehen, wie diese Prinzipien bei
der Lehrplanerprobung konkret beachtet worden sind.
Obwohl dabei die Schiiler bereits in Klasse 4 erstmalig an das Beweisen herange-
fiihrt worden sind, kénnen die folgenden Ausfithrungen durchaus fiir die Unter-
richtsgestaltung in Klasse 6 genutzt werden.
‘Der Satz, zu dem die Schiiler in den Versuchen erstmals einen Beweis kennenlernen
sollten, lautete:

Fiir alle natiirlichen Zahlen gilt: wenn a|b und afc ist, so ist auch a|(b + ¢).

Aus der Beriicksichtigung der Prinzipien 2 und 3 ergaben sich folgende Voriiber-
legungen: '
Die Erarbeitung des Satzes muB so geschehen, daB er zunichst nur als Vermutung
ausgesprochen werden kann. Das gelingt am besten, wenn er durch die Betrach-
tung von Zahlenbeispielen gewonnen wird. Damit die Schiiler aber diese Betrach-
tung von Einzelbeispielen nicht schon als hinreichende Bestétigung des Satzes
- auffassen, ist es notwendig, ihnen vorher an einer inhaltlich dhnlichen, aber fal-
schen Vermutung die Unzuldnglichkeit der Untersuchung von Einzelfillen vor
Augen zu fiihren.
Im Versuch wurde deshalb mit den Schiilern als erstes eine sogenannte ,,Ja-Nein-
Tabelle‘* (Tabellen dieser Art waren den Schiilern im Prinzip bekannt) erarbeitet,
die wie folgt angelegt war: '

1) Lehrplan filr Mathemalik — Klassen 6 big 8. Volk und Wissen lekseigener Verlag, Berlin 1968, S. 12f,
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a b c b+c al(b -l—. c) alb | alc

3 18 12 30 | ja ja ja
5 56 35, 90 ja ja ja
8 24 40 64 ja ja ja

Dabei sind die Werte fiir a, b und ¢ jeweils vom Lehrer vorgegeben worden, wih-
rend die Eintragungen in den iibrigen Spalten durch die Schiiler erfolgten. Ent-
scheidend war, daB durch eine geschickte Auswahl der Werte fiir a, b und ¢ (etwa
wie in der Tabelle angegeben) die Schiiler bei der nachfolgenden Betrachtung der
letzten drei Spalten zu folgender Vermutung gefiihrt wurden: ‘

Wenn a|(b + c) ist, so ist auch a|b und alc.

Nun folgte die Frage: Ist das wirklich immer so ?

Konnen wir nach den Beispielen unserer Tabelle ganz sicher sein, daB stets —
fiir alle Zahlen — gilt: ,,Wenn a|(® + ¢), so a|b und ajc.“? Oder findet jemand
ein Gegenbeispiel ? '

Es ist wichtig — und war fiir den weiteren Fortgang des Unterrichts sogar niitz-
lich — daB zunichst eine ganze Reihe von Schiilern dazu neigte, diese Vermutung
als allgemeingiiltig anzusehen. Die Aufforderung, Gegenbeispiele zu suchen, fiihrte
bei den Schiilern zu unterschiedlichen Resultaten. Einige fanden nur Beispiele
der in der Tabelle schon enthaltenen Art, andere gaben ;,scheinbare” Gegen-
beispiele an, manche Schiiler fanden aber auch treffende Gegenbeispiele — etwa
a=26;b=21; c=9 — und argumentierten dazu vollig richtig: ,,Es gilt zwar
6/(21 + 9), aber 6|21 ist falsch und 6|9 ist auch falsch. Die Vermutung wird
also nicht fiir alle Zahlen bestétigt.*

Ein gewisses Problem waren die schon erwihnten ,,scheinbaren‘ Gegenbeispiele:
einige Schiiler nannten solche Werte fiir @, b und c, bei denen a | (b 4 ¢) falsch
wurde — etwa @ = 12, b = 35, ¢ = 26 — und argumentierten dann: ,,Die Ver-
mutung gilt nicht immer, denn es ist z. B. 12 kein Teiler von 35 + 26 und auch
kein Teiler von 35 und auch kein Teiler von 26.

Hinter diesem Irrtum der Schiiler steckte im Grunde ein unzureichendes Verstind-
nis der Imphkatlon (n@mlich ihre unbewuBte Verwechslung mit der Konjunktion).
Es wire aber eine ganz unangebrachte Haufung von Problemen gewesen, mit den
Schiilern an dieser Stelle etwa explizit iiber die Implikation zu sprechen. Statt
dessen ist den Schiilern nur erklirt worden, daB Beispiele, bei denen a | (b -+ ¢)
nicht gilt, die Vermutung nicht widerlegen, denn darin wird ja nur etwas fiir den
Fall ausgesagt, daB a | (b + ¢) gilt, nimlich: Wenn a | (b + ¢) gilt, dann muB
auch a | b und a | ¢ gelten.

Als Fazit dieser Uberlegungen wurde festgehalten:

Wenn man durch eine Reihe von Zahlenbeispielen zu einer Vermutung gelangt,
so kann man noch nicht sagen, ob diese Vermutung wirklich fiir alle Zahlen gilt.
Es kann namlich sein, daB man bei weiterem Suchen auf Beispiele trifft, fiir die die
Vermutung nicht gilt.
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Der Unterrlcht wurde nun mit der Arbeit an emer neuen Ja-Nein- Ta.belle fort-
gesetzt, die folgendes Aussehen hatte:

a b c alb alc | b+c | ald+c)
9 36 18 ja ja 54 ‘ja
4 12 28 ja ja 40 ja

Die Schiiler gelangten nach mehreren Beispielen zu der Vermutung:
Wenn a|b und alc, so a|(d + ¢).

Nun setzte wieder eine Diskussion zu der Frage ein, ob diese Vermutung wohl
fiir alle Zahlen gelten wird. Manche Schiiler waren durch die Beispiele schon von
ihrer allgemeinen Giiltigkeit iiberzeugt. Andere wiesen aber auf die vorige Ver-
mutung hin, die sich als falsch herausgestellt hatte, obwohl sie zunéchst auch durch
eine Reihe von Beispielen bestiitigt zu werden schien. Die Schiiler versuchten
deshalb wieder, ein Gegenbeispiel zu finden. Als ihnen das nicht gelang, neigten
sie doch bald zu der voreiligen Feststellung: Die Aussage gilt fiir alle Zahlen. Jetzt
war es giinstig, den Schiilern sagen zu kénnen: ,,Bei der vorigen Vermutung haben
manche von Euch ein Gegenbeispiel gefunden, andere aber mnicht. Vielleicht
sind wir jetzt alle nicht geschickt genug, um ein Gegenbeispiel zu finden ¢ Viel-
leicht miiBten wir es mit viel groBeren Zahlen versuchen ? Wir kénnen jedenfalls
nicht sicher sein, ob unsere Vermutung wirklich fiir alle Zahlen gilt. Mit Pro-
bieren kommen wir da nicht weiter, weil wir so ja nie alle Zahlen erfassen konnen.
Wir miissen, versuchen, unsere Vermutung anders zu beweisen, und zwar so, da8
wir dann wirklich mit Sicherheit sagen kénnen: Die Aussage gilt fiir alle Zahlen.‘
Wir wollen an dieser Stelle die Versuchsbeschreibung zunéchst abbrechen, da es
uns hier nur um das Problem der Motivierung geht und nicht um dm  Beweisfithrung
'selbst. Es muB aber noch folgendes ergénzt werden:
Man darf nicht erwarten, daB eine einmalige Belehrung der Schiiler in der hier
dargestellten oder einer dhnlichen Form ausreicht, um bei ihnen ein fiir allemal
Klarheit zu schaffen. Es ist vielmehr notwendig, im folgenden Unterricht immer
wieder darauf zuriickzukommen, bis das Verstindnis sich hinreichend vertieft
und gefestigt hat. (In den oben erwihnten Versuchsklassen ist dieses Prinzip
damals nicht hinreichend beachtet worden, und so kam es, da mit diesen Schiilern
am Beginn von Klasse 6 die gleiche Problematik in fast derselben Weise noch
einmal erértert und geklirt werden muBte.)
Wenn der Unterricht bei den Schiilern prmz1p1elle Klarhelt dariiber geschaffen
hat, daB Vermutungen und Behauptungen in der Mathematik bewiesen werden
miissen, und die Schiiler auch wissen, daB die Untersuchung von Einzelbeispielen
als Beweis nicht ausréicht, bekommt die Motivierung von Beweisfithrungen im -
Unterricht eine etwas andere Funktion und zum Teil auch ein etwas anderes Aus-
sehen.
Wihrend es namlich bei der Einfiihrung der Schiiler in das Beweisen vornehmheh
darum geht, bestimmte grundlegende Einsichten zu erzeugen und Verstdndnis
fiir das Beweisen iiberhaupt zu schaffen, steht spiter in erster Linie die Weckung
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von Interesse fiir den gerade zu fiihrenden speziellen Beweis im Vordergrund.
Damit bekommt das vorn genannte Prinzip 3 ( 182) eine besonders groBe
und zum Teil neue Bedeutung: Die Erarbeitung des zu beweisenden Satzes muB
nach Méglichkeit so angelegt werden, daB er den Schiilern zunéchst als keineswegs
selbstverstandliche, vielleicht sogar unerwartete Vermutung entgegen tritt. Da-
durch ist es nicht nur méglich, die Schiiler fiir den Satz selbst zu interessieren,
sondern auch fiir dessen Beweis, der dann wirklich als Erkenntnissicherung erlebt
wird und nicht nur als eine Art mathematische ,,Pﬂlchtubung“ .

Die Verwirklichung dieses Prinzips ist zwar nicht immer moglich, gelingt ha,uflg
* aber doch, wenn man sich geniigend darum bemiiht. Besonders wertvolle Anre-
gungen sind dazu u. a. von F. DuSEx gegebén worden.!) Thm geht es vor allem
darum, die Schiiler nicht mit dem Beweis von Behauptungen zu langweilen, an
deren Richtigkeit sie kaum noch zweifeln. Er macht seine Gedanken an Beispielen
deutlich, von denen eines hier wiedergegeben werden soll2):

' ,,Gegeben ist ein Rechteck ABCD mit der Diagonale BD und den Strecken
APund AQ, wobei P und @ die Mlttelpunkte der Seiten BC bzw. CD sind

(Bild 23). Die Schnittpunkte von AP bzw. AQ mJt der Dlagonalen BD
werden mit X bzw. Y bezeichnet.*

) g ¢
Y P
X
A B
Bild 23 )

Du3EK stellt nun zwei Aufgaben gegeniiber. Bei der ersten wird verlangt
,»Es ist zu beweisen, daB die Abschnitte BX, XY und YD alle gleich lang
sind.* '

Die zweite dagegen lautet:

,,Es ist zu entscheiden, welcher der Abschnitte BX, X¥ und YD am grofBten
ist.

Die erste Fassung ist methodisch wesentlich ungiinstiger als die zweite, bei der
die Schiiler in einer ersten, vorwiegend experimentellen Phase der Arbeit die Ver-
mutung selbst finden konnen, und zwar eine Vermutung, die nach der Aufgaben-
stellung gar nicht so ohne weiteres zu erwarten ist. Nach einem solchen Anfangs-

') DUNER, F.: Zur Methodik des Beweisens. In: ,,Mathematik in der Schule*; (6) 1968, Heft 8.
) A.a. 0., 8. 628f.
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erfolg sind die Schiiler viel eher an der weiteren Arbeit — d.h. am Beweis ihrer
Vermutung — interessiert, als wenn von vornherein alles vorgegeben und nur der .
Beweis verlangt wird.

Die Gedanken von DUSEK lassen sich auf viele Beispiele iibertragen, die unmittel-
bar zum Mathematiklehrstoff unserer Schule gehoren, etwa:

1) Die Schiiler werden aufgefordert, ein spitzwinkliges, ein rechtwinkliges und ein
stumpfwinkliges Dreieck zu zeichnen. Dabei wird wiederholt: In spitzwinkligen
Dreiecken sind alle Winkel kleiner als 90°, in rechtwinkligen Dreiecken ist ein
Winkel gleich 90°, in stumpfwinkligen Dreiecken ist ein Winkel grofer als 90°.
Nun folgt die Aufgabenstellung:

In welchem Dreieck ist die Summe der Winkel am groBten ¢ :
Die anschlieBende Diskussion der Schiilermessungen fithrt dann zu der Ver-
mutung:

Die Summe der Winkel ist méglicherweise in allen Dreiecken gleich, und
. zwar betrigt sie anscheinend stets 180°.

2) Es werden Peripheriewinkel iiber dem gleicheﬁ Bogen eines Kreises untersucht.
Die Aufgabe dazu kann lauten:
Bei welcher Lage ist der Penphenewmkel am groBten ?

3) Die Schiiler zeichnen ein glelchseltlges, ein gleichschenkliges (aber nicht gleich-

seitiges) und ein ungleichseitiges Dreieck. Dann bekommen sie den Auftrag:

Konstruiert in jedem der Dreiecke alle drei Winkelhalbierenden und stellt

fest, welche Form das durch die gegenseitigen Schnittpunkte der Winkelhal-
bierenden gebildete Dreieck hat!

4) Mit Hilfe einer Wertetabelle wird die Funktion y = ;/z—c_ etwa im Bereich

0 <z < 20 graphisch dargestellt. Das Bild erweckt leicht den Eindruck, als
sei diese Funktion nach oben beschrinkt (Bild 24). Die Schiiler erhalten deshalb
die Aufgabe:

_-_New Yy <
<
[
B!

1 1 1 Il 1 1 |

PR N M W RN NN N |
17 23 45 67 68389 10172 1B37%7x

Bild 24

Stellt fest, ob y = 15 eine obere Schranke fiir diese Funktion darstellt! Wenn
nicht, so versucht, eine obere Schranke zu finden!

Diese Beispiele sollen geniigen, da sie hinreichend zeigen, wie die Beweismotivie-
rung hier angelegt ist: Die jeweilige Fragestellung ist durchaus naheliegend, fiithrt
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die Schiiler aber durch weitgehend selbstindige Tétigkeit zu einer Vermutung,
die sie zunéchst nicht erwartet haben und deren Beweis ihnen deshalb notwendiger
erscheint, als wenn sie den zu beweisenden Satz schon fertig vorgelegt bekommen
hétten.

Aber wie schon gesagt: dieses Vorgehen ist nicht immer méglich, und es wire auch
einseitig, es nur'so versuchen zu wollen. Das Finden mathematischer Satze erfolgt
im Unterricht auch auf anderen Wegen, und damit hingt zusammen, daB8 auch
fiir die Motivierung der Beweisnotwendigkeit noch andere Aspekte beachtet werden
miissen. Einige weitere Beispiele sollen das deutlich machen:

~ 5) Die Schiiler lernen im Unterricht den Satz kennen:

" ,,Wenn #, ind z, Losungen der Gleichung #® 4 p x + ¢ = 0 sind, so gilt
% 4+ 2= —p und @, - 2, = ¢.“

Es kann nun die Frage aufgeworfen werden, ob man auf Grund dieses Satzes
die Moglichkeit hat, bei quadratischen Gleichungen eine neue Form der Probe
anzuwenden, ndmlich: Von zZwei gefundenen Werten x;, #, wird die Summe und
" das Produkt gebildet. Stimmen diese Zahlen mit —p und ¢ iiberein, so werden
%, 5 als Losungen anerkannt.
Zur richtigen Beantwortung der Frage im Beispiel 5 ist erstens die Einsicht not-
wendig, daB man sich bei dieser Art der Probe nicht auf den oben angegebenen
Satz stiitzt, sondern auf seine Umkehrung:

-,,Wenn % + x, = —p und z; - 2, = ¢q ist, dann sind z; und z, Losungen
- der Gleichung 2% +p x + g = 0. ‘

'Es muB zweitens klar sein, daB ein Satz und seine Umkehrung nicht dasselbe
besagen — eine Erkenntnis, die man keineswegs als von vornherein einleuchtend
und geégeben ansehen darf. Zumindest vor einigen Jahren war die Mehrzahl der
" Schiiler noch der festen Meinung, Satz und Umkehrung wiirden dasselbe aus-
driicken!?)
Drittens miissen die Schiiler schlieBlich verstehen da die Umkehrung einen neuen,
selbsténdigen Satz darstellt, ist auch ein eigener Beweis fiir sie notwendig ; sie ist
nicht durch den Beweis des Satzes selbst schon mitbewiesen.
Als Beweismotivation erscheint hier also die Uberlegung:
Wir wollen die- Umkehrung eines Satzes benutzen, dazu miissen wir sie aber erst
zu beweisen versuchen. Ohne Beweis kénnen wir nicht sicher sein, ob die Umkeh-
rung wirklich gilt. '
6) Als Ergebnis der im Beispiel 4 (/' 136) a.ngedeuteten Uberlegungen fmden die
Schiiler:
»,Die Funktion y = Vx ist nach oben nicht beschri
Bei der graphischen Darstellung weiterer Wurzelfunktlonen — etwa y = Vx,
y= |/x — finden die Schiiler, daBl die Graphen dieser Funktionen fiir & > 1
alle unterhalb der zu y = V— gehorigen Kurve verlaufen, und zwar werden die
Kurven immer , flacher, je grc")Ber der Wurzelexponent ist. Dieses Verhalten

(14

1) Vgl. Bock, H.; WaALSCH, W.: Logik und Mathematikunterricht. In: ,,Wlssensohaﬂ;hohe Beltrﬁ.ge der
Martin-Luther-Universitét Halle*, 1966/6 (E2) und 1967/17 (E4).
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rechtfertigt die Frage, ob nicht doch von einem gewiséen n ab alle Funktionen
der Form y = '}/ nach oben beschrankt smd Die weitere Untersuchung fithrt
die Schiiler zu dem Satz:

,»Jede Funktion der Form y = ";/; ist nadh oben nicht beschrénks.

Neben schon frither gefundenen Beweismotiven tritt im Beispiel 6 die Uberlegung -
auf: Der neue Satz ist eine Verallgemeinerung einer schon bekannten Tatsache.
Solche Verallgemeinerungen sind erst gesichert, wenn man sie bewiesen hat.
Vielleicht erweckt dieses Beispiel den Eindruck, als lage das Verallgemeinern von
Satzen schon auBerhalb des Lehrplanstoffs und als wire das entsprechende Beweis-
motiv somit fiir den Unterricht nicht bedeutsam. Das stimmt natiirlich nicht!
Erstens bedarf es nur einer kleinen Umformulierung, um die Einordnung unseres
. Beispiels in den Stoff der Klasse 11 zu erkennen, etwa: ,,J. ede Folge der Form ;/a,m
mit @, — oo (wobei n eine feste natiirliche Zahl groBerals 1 bedeutet) ist nach oben
nicht beschrinkt.*

Zweitens lassen sich auch aus dem Stoff a,nderer Klassen entsprechende Beispiele
angeben, etwa die verschiedenen Potenzgesetze, die zunichst fiir natiirliche Expo-
nenten gewonnen und die dann schrittweise verallgemeinert werden.

Allen bisherigen Beispielen war gemeinsam, dal die Schiiler zuerst den Satz gefun-
den haben (als Vermutung), der dann anschlieBend zu beweisen war.

Vielfach tritt im Unterricht aber auch eine andere Reihenfolge auf: ausgehend
von einer Problemstellung werden aus gegebenen Voraussetzungen Schliisse ge-
zogen, die schlieSlich zu einem neuen Satz fithren, der damit dann schon bewiesen
ist. So kann man beispielsweise aus dem Kathetensatz den Satz des PYTHAGORAS
beim Suchen nach weiteren Zusammenhéngen zwischen den GroBen in rechtwink-
ligen Dreiecken gewinnen, man findet den Sinussatz und den Kosinussatz bei der
Untersuchung beliebiger Dreiecke hinsichtlich der Beziehungen zwischen Seiten .
und Winkeln und dergleichen mehr. Es ist klar, daB bei solchen Herleitungen
(man benutzt diesen Ausdruck zuweilen, um alle hier genannten Beweisfilhrungen
von den bisher betrachteten zu unterscheiden) die Frage nach einer Beweismoti-
vierung entfallt. Sie kann allerdings wieder bedeutsam werden, wenn bei der-
Herleitung Voraussetzungen benutzt worden sind, von denen man sich noch
befreien méchte — z. B. die Spitzwinkligkeit des Dreiecks bei der Gewinnung
des Sinussatzes. Der Wunsch nach Verallgemeinerung des gefundenen Satzes -
zieht dann die Notwendigkeit nach sich, fiir die noch nicht betrachteten Falle
Beweise zu fiihren.

Als letzte, aber keineswegs unbedeutende Moglichkeit zur Motnnerung von Beweis-
fiihrurigen sei nun schlieBlich noch eine genannt, die schon ab Klasse 6 mehr und
mehr an Bedeutung gewinnt. Der jeweils zu beweisende Satz steht dabei gar nicht
im Mittelpunkt des Interesses — er ist nicht selten auch von seiner mathematischen
Bedeutsamkeit her gesehen relativ belanglos —,sondern es geht in erster Linie um
die Frage, wie man diesen Satz beweisen kann. Im Vordergrund steht also das
Gewinnen von Fihigkeiten und Fertigkeiten, und darauf orientiert dann auch die °
zu den entsprechenden Beweisaufgaben gehorige Motivierung.

Die Notwendigkeit solcher Beweisiibungen ergibt sich aus unserem Lehrplan, der
verlangt, daB die Schiiler die Fahigkeit erwerben sollen, einfache Beweise selb-
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standig zu fihren. Wir haben uns schon an friiherer Stelle klar gemacht, daf diese
Fihigkeit sich nur entwickeln kann, wenn die Schiiler das Beweisen ausreichend

_iiben konnen. Fiir solche Ubungen sind aber die meisten Beweise zu den im Lehr-
plan ausgewiesenen Sitzen kaum geeignet, weil sie gewdhnlich zu umfangreich
und zu schwierig sind. In den Lehrbiichern findet man jedoch geniigend Beweis-
aufgaben, die fiir solche Ubungen vorgesehen sind. Aus der Vielzahl der Belsplele
seien nur die folgenden genannt:

7) Gegeben ist die im Bild 25 dargestellte Figur mit der Voraussetzung y =< 6.
Es ist zu beweisen, daBl g =~ ¢ gilt.?)

8)  ,,Zeichne in einen Kreis einen Durchmesser und eine Sehne, die auf diesem
Durchmesser senkrecht steht! Beweise, daB der Durchmesser die Sehne hal-
blert!“ﬁ)

9) Es ist zu beweisen, daB die Summe von drei aufema.nderfolgenden natiirlichen
Zahlen stets durch 3 teilbar ist.8)

E

B
Bild 25

Bei diesen und dhnlichen Aufgaben werden wir im, Unterricht nicht nach speziellen
Motivierungen fiir jedes einzelne Beispiel suchen, sondern wir sagen unseren
Schiilern, daB es darum geht, das Beweisen zu iiben — genau so, wie wir ihnen
beispielsweise bei der Behandlung der gebrochenen Zahlen auch nicht jede einzelne
- Rechenaufgabe motivieren, sondern unsere entsprechenden Forderungen haufig
allein mit der Notwendigkeit des Ubens begriinden.

3.4.4. Erlernen wichtiger Schluiweisen

Bei unseren Uberlegungen, was im Unterricht getan werden kann, um die Schiiler
zum Fiihren mathematischer Beweise zu beféhigen, kommen wir jetzt zu einem
Punkt, an den mancher in diesem Zusammenhang vielleicht zu allererst gedacht
haben mag und der uns auch an fritheren Stellen (z. B.im Abschnitt 1.3.2., 7 29ff.,
und im Abschnitt 2.1., # 56ff.) schon beschiftigt hat: Das Verstehen bzw.
Fiihren von Beweisen erfordert die Fihigkeit, logische Schliisse verstehen bzw.

). Mathematik — Lehrbuch filr Klasse 6. Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1969, S. 191, Nr. 73.
%) Mathematik — Lehrbuch fiir Klasse 7. Volkund Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1970, S. 179, Nr. 16.
3) Mathematik — Lehrbuch filr Klasse 9. Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1970, S. 179, NT. 204b
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vollziehen zu kénnen. Wir hatten uns bereits klar gemacht (siehe die Abschnitte
2.1., /A 56ff., und 2.3., 7 64ff.), daB diese Fahigkeit nicht einfach als gegeben
vordusgesetzt werden kann (auch nicht in mittleren und héheren Klassen), sondern
daB sie von den Schiilern schrittweise erworben werden muB. Wir koénnen hier -
darauf verzichten, auf die damit zusammenhéngenden Probleme noch einmal
ausfiihrlich einzugehen, mochten aber doch noch einige Punkte hervorheben, die
bisher nicht zusammenhingend besprochen worden sind.

Wie wir im Abschnitt 3.1.3. (7 72ff.) schon festgestellt haben, sind die in den
‘Beweisen im Mathematikunterricht auftretenden SchluBweisen zum Teil recht
komplexer Natur. Das hat zur Folge, dal keineswegs alle in den Abschnitten 1.3.2.
(~ 291f.), 1.3.3. (7 39ff.) und 1.3.4. (7 441f.) angefithrten SchluBregeln gleiche
Relevanz fiir die Unterrichtsgestaltung haben. So tritt zum Beispiel das SchliefSen
aus einer Negation, das SchlieBen aus einer Konjunktion oder das SchlieBen auf
eine Alternative bei Beweisfilhrungen kaum explizit in Erscheinung, wihrend
andererseits das SchlieBen auf eine Implikation oder auf ,.fiir jedes‘ sehr hiufig
deutlich sichtbar benutzt wird. Es ist also naheliegend zu fragen, welche Schlu8-
weisen so wichtig sind, daB die Schiiler sie im Laufe des Unterrichts allméhlich
bewuBt lernen miissen, und welche man andererseits bei einer so gezielten Belehrung
nicht zu beriicksichtigen braucht, weil sie zu selbstverstindlich sind oder bei
Beweisen im Schulstoff kaum in Erscheinung treten. Dabei sei hier noch . einmal
betont, daB es nicht um das Auswendiglernen von Regeln geht, sondern um ein
bewuBtes Hervorheben und ein dadurch bewirktes Erlernen bestimmter Schluf3-
weisen in dem Sinne, wie wir es im Abschnitt 3.1.2. (7 70ff.) bereits angedeutet
haben.

Eine' erste Teilantwort ist hierzu bereits gegeben worden: im Abschnitt 3.4.1.
(7 107ff.) haben wir dargestellt, welche SchluBweisen die Schiiler in der Phase
der Propideutik des Beweisens lernen konnen. Wie miissen diese ersten Einsichten
und Fihigkeiten — die bei den Schiilern nicht wieder in Vergessenheit geraten.
diirfen — im Laufe der weiteren Jahre ergénzt werden, um die Ziele unseres Lehr-
plans zu erreichen ? Wenn wir an die im Mathematikunterricht zu beweisenden
Sitze und an die hierbei zu entwickelnden Fahigkeiten der Schiiler denken,. so
erscheinen vor allem folgende Punkte wichtig:

1. Die Schiiler miissen lernen, daB man eine Behauptung, die sich auf alle Elemente
einer Menge bezieht, beweisen kann, indem man sie fiir ein beliebiges Element
dieser Menge nachweist (SchluB auf , fiir jedes®).

Diese Einsicht muf8 bereits in Klasse 6 entwickelt werden, weil die Schiiler sonst
kaum einen der folgenden Beweise verstehen kénnen. Dabei kommt es zunéchst
darauf an, die Schiiler an die Verwendung von Variablen in Beweisen heranzu-
fiilhren. In den schon mehrmals erwéhnten Versuchen zur Erprobung unseres
gegenwirtigen Lehrplans sind wir u. a. folgendermafen vorgegangen: :

Nachdem geklirt war, daB durch Uberpriifung einzelner Beispiele kein allgemeiner
Satz bewiesen werden kann, es aber auch nicht méglich ist, alle Fille einzeln zu
untersuchen (wegen der Unendlichkeit des Bereichs, von dem die Rede ist), wurde
eine Methode gesucht, mit der man alle moglichen Fille zugleich erfaft. Den
Schiilern wurde an Beispielen erldutert, daB die Verwendung von. Variablen eine
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solche Methode darstellt. Das sah so aus, daB wir die Bewelsfuhrung fiir ein
spezielles Zahlenbeispiel dem allgememen Beweis gegeniiberstellten.

Satz: Wenn eine Zahl durch 4 teilbar lst dann ist sie auch durch 2 teilbar.

Beweis fiir eine feste Zahl Allgemeiner Beweis
Wir betrachten die Zahl 28. , Wir betrachten eine beliebige Zahl a, die
28 ist durch 4 teilbar. durch 4 teilbar sein soll.

Das bedeutet: . ‘
Es gibt eine Zahl # — né&mlich die Zahl Dann gibt es eine Zahl #, so daB gilt:
7 — so daB gilt: .

4.2=28 (4.7 = 28) d.x=a
Dafiir kénnen wir auch schreiben: - Dafiir kénnen wir auch schreiben:
2.-2.2=28 (2-2-7 = 28) 2:2.-x2=a
2 . z ist auch eine natiirliche Zahl — in 2 - z ist auch eine natiirliche Zahl — wir
unserem Falle ist es die Zahl 14 — wir nennen sie y.
nennen sie y.
Wir kénnen also schreiben: , Wir kénnen also schreiben:
2.y =28 2-y=a
Das bedeutet aber: Das bedeutet. aber: )
28 ist auch durch 2 teilbar. a ist auch durch 2 teilbar,

Den Schulern wurde erklirt: ,,Links* haben wir den Satz nur fiir die Zahl 28
bewiesen. ,,Rechts* ist der glelche Beweisgang fiir irgendeine beliebige durch
4 teilbare Zahl o angegeben. Da wir uns fiir @ jede durch 4 teilbare natiirliche Zahl
eingesetzt denken konnen, haben wir damit die Giiltigkeit des Satzes fiir alle
natiirlichen Zahlen nachgewiesen.

(Natiirlich steckt hier noch eine gewisse Schwierigkeit, die wir im Untemeht‘
iibergangen haben:

 Wiego ist der Satz fiir alle Zahlen bewiesen, obwohl wir doch nur die durch 4 te]l-
baren Zahlen betrachtet haben ?

Das hingt mit der Tatsache zusammen, daB eine Implikation stets wahr ist, wenn
ihr Vorderglied falsch ist. Auf diese Problematik sind wir aber nicht eingegan-
gen.)

" Durch Wiederholung dieser Argumentation an weiteren Beispielen festigt sich
allméhlich die Einsicht in die Bedeutung, die Variable in Beweisfiihrungen haben.
(Man muB dazu nicht immer wieder den Beweis wie oben angegeben ,,doppelt*
* fithren, es geniigen entsprechende Bemerkungen.) ,
Beim Ubergang zu geometrischen Beweisen und der damit zusammenhéngenden
Benutzung von Beweisfiguren ist dann zu erkliaren, daB wir auch hier den Beweis
allgemein fithren miissen. Das bedeutet jetzt unter anderem:

Es diirfen nur jene Eigenschaften und Beziehungen im Beweis benutzt werden,
die durch die Voraussetzungen gegeben sind, ‘wihrend zufillige Besonderheiten
der Beweisfigur nicht in den Beweis eingehen diirfen. (Auf die Probleme, die damit
verbunden sind, werden wir an spéterer Stelle noch einmal zuriickkommen.)

2. Die Schuler miissen lernen, daB man einen Satz der Form H; - H, (emev
Implikation also) beweisen kann, indem man H, als gegeben ansieht (als
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Voraussetzung betrachtet) und daraus — eventuell unter Zuhilfenahme

weiterer Siatze — auf H, schlieft (Schlufl auf eine Implikation).
Auch diese Einsicht ist bereits ab Klasse 6 zu entwickeln. Spitestens bei der
Behandlung der Umkehrung von Sétzen, die der Lehrplan in Klasse 6 vorsieht
(im Stoffabschnitt ,,Beziehungen zwischen Winkeln‘), ist die Gliederung in ,,Vor-
aussetzung® und ,,Behauptung® herauszuarbeiten. In den folgenden Beweisen
erleben die Schiiler immer wieder, daB8 von der Voraussetzung ausgegangen wird
und mit dem Erreichen der Behauptung der Beweis endet. Diese Grundtatsache
ist somit in Klasse 6 auch bewuBt zu machen.

" 8.  Die Schiiler miissen lernen, daB bei Beweisen zuweilen Fallunterscheidungen
notwendig sind. Diesem Vqrgehen liegt das SchlieBen aus einer Alternative
zugrunde.

Wie schon an friiherer Stelle erwéhnt, wird die bewuBte Hervorhebung von Fall-

unterscheidungen vom Lehrplan ab Klasse 9 gefordert. Das schlieBt selbstver-

standlich nicht aus, daB auch in fritheren Klassenstufen schon Fallunterscheidungen

im Mathematikunterricht vorgenommen werden. Sie treten zum Beispiel in Zu-

ordnungsvorschriften auf (bei der Spiegelung an einer Geraden — Klasse 5 —

unterscheiden wir Punkte, die nicht auf dieser Geraden liegen, und die Punkte

der Geraden selbst; bei der Definition des absoluten Betrags einer rationalen Zahl a

— Klasse 7 — unterscheiden wir die Fille ¢ = 0 und a < 0), wir finden Fall-

unterscheidungen bei der Erorterung moglicher Lagebeziehungen geometrischer

Gebilde (zwei Geraden im Raum — im Zusammenhang mit der senkrechten Zwei-

tafelprojektion in Klasse 7; Kreis und Gerade in der Ebene — ebenfalls in Klasse 7),

und auch in Beweisen bzw. in Plausibilititsbetrachtungen kommen Fallunter-

scheidungen vor (etwa bei der Erorterung des Satzes iiber die Teilbarkeit durch 5

in Klasse 6). In all diesen Féallen wird aber nicht verlangt, das Prinzip der voll-

stindigen Fallunterscheidung direkt bewuBt zu machen. Das ist nach unserem

Lehrplan erst ab Klasse 9 vorgesehen.

4.  Die Schiiler miissen das Vorgehen bei indirekten Beweisfithrungen lernen,
dem das SchlieBen auf eine Negation zugrunde liegt.

‘Wie wir wissen, sieht der Lehrplan die Einfiihrung in das indirekte Beweisverfahren

fiir die Klasse 8 vor. Auch. hier ist aber festzustellen, daB indirekte SchluBweisen

im Mathematikunterricht nicht erst in Klasse 8 auftreten. Beispielsweise wird
der Satz tiber das Senkrechtstehen von Kreistangente und Berithrungsradius in

~ Klasse 7 indirekt bewiesen — allerdings noch ohne explizite Hervorhebung und-

Erlduterung dieses Beweisverfahrens.

5.  Als weitere spezielle Beweismethode lernen die Schiiler in Klasse 11 die
vollstindige Induktion kennen, in der jedoch keine prinzipiell neuen SchluB-’
weisen auftreten, sondern nur bekannte SchluBweisen im Zusammenhang
mit einem speziellen Satz (Satz der vollstéi.ndigen Induktion)

6. Die Schiiler miissen schlieflich von Klasse 6 an lernen, jeden einzelnen
Beweisschritt zu begriinden, indem sie sich auf schon bekannte Sitze oder
Definitionen stiitzen. Diese Begriindungen beruhen sehr hiufig auf der
Benutzung der Abtrennungsregel, ohne daB diese allerdings deutlich her-

vortritt. Es ist deshalb auch nicht notwendig, sie in diesem Zusammenhang -

142 . : .



explizit im Unterricht herauszuarbeiten. Natiirlich treten auch noch andere
SchluBweisen auf (z. B. die Termeingetzung, die gegenseitige Ersetzbarkeit
dquivalenter Terme oder auch dquivalenter Ausdriicke), aber diese SchluB-
weisen erscheinen so selbstverstindlich, daB sie im allgemeinen keiner be-
sonderen Erlauterung bediirfen. '

Um moglichen MiBverstindnissen vorzubeugen, muB nun aber deutlich betont
werden:

Wenn es in den Punkten 1 bis 6 immer heiBt ,,Die Schiiler miissen lernen . . .«
so bedeutet das keineswegs, daf ihnen innerhalb kurzer Zeit in konzentrierter
Form diese allgemeinen Einsichten zu vermitteln sind. Im Gegenteil — wenn man
wirklich Erfolg haben und nicht nur ein paar formale Kenntnisse bei den Schiilern
erzielen will, ist es notwendig, vorsichtig zu Werke zu gehen und folgende Grund-
sitze unseres Lehrplans zu beachten:

a) Die Vermittlung der allgemeinen Einsichten, das BewuBtmachen der SchluB-
weisen erfolgt nicht abstrakt, sondern an passend ausgewahlten, relativ leicht
iiberschaubaren Beispielen.

b) Die Aufmerksamkeit der Schiiler wird dabel im allgememen jeweils nur auf
eine SchluBweise gelenkt, nicht gleich auf alle, d1e an dem betreffenden Beispiel
erkennbar wiren.

c) Bei der Fixierung gewonnener Erkenntnisse ist nur so weit von formalisierten

. Darstellungsweisen Gebrauch zu machen, wie es fiir das Versténdnis der Sache
unbedingt notwendig erscheint. 7

Es diirfte in diesem Zusammenhang nicht unwichtig sein, den Grundsatz a) noch
etwas néher zu erldutern, und zwar vor allem im Hinblick auf die- Forderungen,
die die auszuwihlenden Beispiele erfiillen miissen. Was meinen wir mit ,,passend
ausgewdhlt*‘ und ,,relativ leicht iiberschaubar® ? . ‘
Wenden wir uns zunichst der zweiten Forderung zu. Sie bedeutet

erstens, daB die in den Beispielen auftretenden mathematischen Begriffe den
Schiilern vertraut sein miissen, und

zweitens, daB die betrachteten Beispiele weder von der Sache noch von der sprach-
lichen Darstellung her iibermaBig kompliziert sein diirfen.

Wenn die Schiiler namlich Schwierigkeiten haben, die in den auftretenden Sitzen
gegebenen Sachverhalte zu verstehen, fallt es ihnen erst recht schwer, mit diesen
Sétzen zusammenhingende SchluBweisen zu erfassen. Was hierbei als ,,kompli-
ziert’ zu bezeichnen ist, kann man allerdings nicht allgemein festlegen. Es hingt
von der jeweiligen Klassenstufe ebenso ab wie vom Leistungsstand der Klasse,
von der Qualitdt des bisherigen Mathematikunterrichts und noch manchen anderen
Faktoren. ‘

Was bedeutet nun die erste Forderung ?

Erstens natiirlich — das ist fast trivial —, daB wir fiir die Hervorhebung einer
. bestimmten SchluBweise solche Beispiele wihlen, an denen diese SchluBweise
auch deutlich sichtbar gemacht werden kann.

Zweitens aber — und damit kommen wir zu einem zentralen Punkt —, daB die
sprachliche Formulierung der auftretenden Sétze es ohne besondere Schwierig-
keiten ermoglicht, deren logische Struktur zu erkennen. Das ist notwendig, damit
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die Schiiler die Zusammenhinge zwischen der logischen Struktur der auftretenden
Sétze einerseits und den benutzten SchluBregeln andererseits erfassen kénnen
(vgl. Abschnitt 1.3.3., 7 39ff.). Ohne Einsicht in diese Zusammenhinge mu8
das Verstandnis der Schiiler fiir Beweisfithrungen oberflichlich bleiben, und es
fehlt ihnen dann auch die Moglichkeit, zielgerichtet an die selbstindige Losung
von Beweisaufgaben heranzugehen.

Wir wollen uns diese Gedanken an wenigen Beispielen noch etwas verdeutlichen.

1) Viele Sétze aus dem Schulstoff sind ihrer logischen Struktur nach Implikationen.
Die sprachlichen Fassungen dieser Sétze lassen deren logische Struktur aber nicht
immer in gleicher Weise deutlich erkennen. Fiir die Schiiler kénnen sich daraus
Schwierigkeiten im Verstehen von Beweisen solcher Sétze (bzw. im selbsténdigen
Finden von Beweismdoglichkeiten) ergeben, weil sie deshalb unter Umsténden
nicht erkennen, wie der Satz in Voraussetzung und Behauptung gegliedert werden
kann. Am einfachsten sind in dieser Beziehung Formulierungen mit ,,Wenn . . .,
80 ...%, etwa:

»Wenn in einem Parallelogramim die Diagonalen senkrecht aufeinander
stehen, so ist das Parallelogramm ein Rhombus.*?) '

Etwas schwieriger, aber auch noch gut iiberschaubar, ist die Gliederung in Vor-
aussetzung und Behauptung bei folgender Formulierung:

»Dreiecke sind dhnlich, wenn sie in zwei Winkeln iibereinstimmen.‘2)

Problematisch kann es dagegen bei folgenden Sitzen werden, in denen Voraus-
setzung und Behauptung nicht mehr einfach durch ,,wenn — so0‘ miteinander
verkniipft (und gleichzeitig voneinander abgegrenzt) sind:

»Bin Quotient rationaler Zahlen, in dem Dividend und Divisor gleiches Vor-
zeichen haben, ist gleich dem Quotienten der Betrage.*?)

,»Die Summe zweier entgegengesetzter Zahlen ist 0.°4)

»Der grofleren von zwei Seiten eines Dreiecks liegt der groBSere Winkel
gegeniiber.*5)

» wenn die Schenkel zweier Winkel paarweise senkrecht aufeinander stehen,
so sind sie kongruent, falls der Scheitel des einen nicht im Innern oder auf
einem Schenkel des anderen Winkels liegt. ‘€)

Im Unterricht bevorzugen wir die Formulierung von Sétzen mit Hilfe von ,,wenn —
so“, um Schwierigkeiten im Erkennen von Voraussetzung und Behauptung zu
vermelden Es wire allerdings wirklichkeitsfremd, stets und ausschlieSlich die
,,wenn — so‘‘-Form benutzen zu wollen.

Erstens kommen in der mathematischen Literatur die verschiedensten Formu-
lierungen vor. Diesen objektiven Tatbestand muB man im Unterricht beriicksich-

1) Kompendium der Mathematik. Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1968, S. 251.
%) A.a. O, S. 273.
3) A.a. 0., S. 66,

4) A.a.O., 8. 62.
%) A.a.O., S. 234,
¢ A.a. 0., 8. 231



tigen. Es wire schddlich, durch eine zu starke Normierung der im Unterricht
verwendeten Sprechweisen eine ungerechtfértigte Kluft zwischen ,,Schulmathe-
matik‘ und mathematischer Wissenschaft zu schaffen. '

Zweitens zeigt sich, daB manche Sitze lang, schwerfillig und dadurch auch
schlechter verstéindlich Werden, ‘wenn man sie mit Macht in eine ,,wenn — go‘‘-
Formulierung bringt.

Der Ausweg ist in anderer Rlchtung zu suchen, niimlich in der allméhlichen Befshi-
gung der Schiiler, auch bei komplizierten sprachlichen Formulierungen den jeweili-
gen Satz in Voraussetzung und Behauptung gliedern zu kénnen. Das -erfordert
natiirlich auch entsprechende Erlauterungen und Ubungen. Man kann sich nicht
darauf verlassen, daB eine solche Fahigkeit bei allen Schiilern spontan entsteht.
Gleichzeitig muB dabei aber auch darauf geachtet werden, daB durch das Auf-
gliedern der Sitze in Voraussetzung und Behauptung keine falschen Vorstellungen
dariiber entstehen, was eigentlich bewiesen werden soll. Wir wollen uns das an
einem der oben angefiihrten Sitze etwas deutlich machen, etwa an dem Sata:

»er groBeren von zwei Seiten eines Drelecks liegt der groBere kael
gegeniiber.

Bei einer Aufgliederung in Voraussetzung und Behauptung kénnen wir folgende
Formuherung wihlen:

Voraussetzung : Seien @ und b zwei Seiten eines Dreiecks, o der der Seite @
und § der der Seite b gegenuberhegende Winkel, und gelte a > §.

. Behawptung a>p
Der im ,,Kompendmm der Mathematik‘ dazu gefiihrte Beweis endet mit der Fest-
stellung

»wegen . ..ista > f.°1)

Die Angabe , > f* als ,,Behauptung® und der SchluBsatz des zugehérigen
Beweises konnen dazu verleiten, den Zusammenhang von Voraussetzung und
Behauptung zu iibersehen und zu glauben, es sei allein um den Beweis der Aussage
»o > f gegangen.

Die Gefahr eines solchen Irrtums ist natiirlich nicht auf das hier dargestellte
Beispiel beschrinkt, sondern sie besteht generell beim SchlieBen auf eine Impli-
kation. Darauf hat auch NEIGENFIND bereits hingewiesen.2) Er hebt die Not-
wendigkeit hervor, bei der Aufgliederung eines Satzes in Voraussetzung und Be-
hauptung (zum Zwecke des Beweises) den Satz als Ganzes nicht aus dem Auge zu
verlieren und sich stets dariiber klar zu sein, daB der ganze Satz bewiesen wird und
nicht nur ein Teil desselben. NEIGENFIND beméngelt mit Recht, da8 die Bezeich-
nung ,,Behauptung’ in diesem Zusammenhang nicht sehr gliicklich ist, denn die
eigentlich zu beweisende Behauptung ist eben der ganze Satz. Es diirfte aber
nicht angebracht sein, die in der Mathematik allgemein verbreiteten Begriffe ,,Vor-
aussetzung‘ und ,,Behauptung* im Unterricht in einem anderen Sinne oder gar
nicht verwenden zu wollen.

1) K dium der Math tik. Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1968, S. 234.
*) NEIGENFIND, F.: Zur Methodik des Beweisens und Herleitens mathematischer Aussagen im Untmicm
Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1961, S. 166£.

L]

: 145
10 100 2176]



Wichtig ist jedoch, die Schiiler bei der Einfiihrung in das Beweisen richtig zu
orientieren. Dazu ist es notwendig, den Beweis nicht immer mit dem: Erreichen
der Behauptung durch die Worte ,,was zu beweisen war* zu beenden, sondern am
SchluB noch einmal den ganzen Satz zu formulieren. Auf unser obiges Beispiel ange-
wandt, wiirde das etwa so aussehen:

.- Wegen .. .ist o > f. Damit haben wir gezeigt:
Wenn die Seite a groBer als die Seite b ist, dann gilt fiir die Winkel, die
diesen Seiten gegeniiberliegen, die gleiche Beziehung (d. h., dann ist « > f).

Halten wir also fest: * :

Fir die Einfilhrung in den Beweis von Implikationen (d. h. fiir das erste BewuBt-
machen des SchlieBens auf eine Implikation) ist es angebracht, mit Hilfe von
»wenn — so formulierte Sitze als Beispiele zu benutzen. An ihnen ist die Zer-
legung in Voraussetzung und Behauptung zu demonstrieren und das grundsétzliche
Vorgehen zu kliren, das darin besteht, die Voraussetzung als giiltig anzusehen und
von ihr ausgehend iiber mehr oder weniger viele Zwischenschritte auf die Behaup-
tung zu schlieBen. Spéter lernen die Schiiler auch in komplizierteren Sétzen Vor-
aussetzung und Behauptung zu unterscheiden und den Beweis entsprechend aufzu-
bauen.

2) Eine groBe Zahl von Sitzen aus dem Schulstoff sagen etwas iiber alle Elemente
einer gewissen Menge aus. Diese Quantifizierung tritt in- den sprachlichen Formu-
lierungen jedoch oft noch weniger deutlich hervor als die Struktur der Implikation.
Zwar findet man geniigend Sitze, in denen die Redeweisen ,,jedes‘ oder ,,alle*
explizit enthalten sind, etwa ,,Jedes gleichschenklige Dreieck besitzt eine Symme-
trieachse. ‘1) )
Aber daneben gibt es auch viele Sitze, in denen diese Quantifizierung nicht oder
anders ausgedriickt wird. So findet man:

»wenn alb oder alc, so alb - c.?)
Gemeint ist hier:
,,Fiir alle Zahlen a, b, ¢ gilt: wenn . . .
Oder:
,,Die Summe der AuBenwinkel eines Dreiecks betrigt 360°.°)

Man meint mit -,,eines Dreiecks* weder ein ganz bestimmtes Dreieck noch will
man damit ausdriicken, dafl es wenigstens ein solches Dreieck gibt, sondern die
Redeweise bedeutet ,,. . . einés jeden beliebigen Dreiecks . . .*

Ahnlich ist es mit dem Satz:

s Liwel Peripheﬁewinkel iber demselben Bbgeh sind kongruent.‘‘4)

Auch hier geht es nicht um zwei ganz bestimmte Peripheriewinkel oder darum,
daB es genau zwei Peripheriewinkel iiber demselben Bogen gibt, die kongruent

1) Kompendium der Mathematik. A.a.O., S. 235.
?) A.a. 0., S. 26. .

*) A.a. 0., S. 234.

¢ A.a. O, 8. 256.
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sind, sondern der eigentliche Sinn des Satzes ist:

,,Je zwei beliebige — da,s heiBt alle — Penphenewmkel iiber demselben
Bogen sind kongruent.

Insgesamt kann man feststellen, daB die Quantifizierung ,,alle* oft nur du.rch Ver-
wendung des unbestimmten Artikels ausgedriickt oder auch. ginzlieh weggelassen
wird. Fiir das Verstdndnis von Beweisfithrungen durch SchlieBen auf ,,fiir jedes* —
Nachweis fiir ein beliebiges Element des Grundbereichs — ist es natiirlich wieder
wichtig, daB die Schiiler die vorliegende Quantifizierung erkennen und verstehen.
Auch das erfordert Erlduterungen und Ubungen, genau wie das schon erwihnte
Aufgliedern in Voraussetzung und Behauptung, und auch hier wird man mit ein-
fachen Fillen beginnen, in denen Formulierungen wie ,alle, ,,jede®, , stets*,
»,beliebige in den Sétzen explizit enthalten sind, bevor man dazu iibergeht,
schwierigere Félle zu betrachten und die betreffenden Satze gegebenenfalls umzu-
formulieren.

In.unserem Lehrplan wird bereits fiir die Klasse 3 auf die Benutzung und Klérung
der Redeweise ,,fiir alle‘‘ orientiert. Es heiBt dort:

s + » Verwendung von Variablen und der Sprechweise ,fiir alle‘. .. Dabei ist den
Schiilern in geeigneter Weise - . . verstdndlich zu machen, wann man von einem
mit Variablen formuherten Zusammenhang sagen darf, daB er fiir alle Fille

trifft. 1)
//i:ls der Tatsache, daB im Lehrplan fiir Klasse 8 noch einmal das Einfiihren der

Redeweise , fiir alle . . . gilt* verlangt wird?), darf also nicht der SchluB gezogen
werden, daB diese Art der Quantifizierung vorher im Unterricht nicht vorkommt,
sie tritt vielmehr sehr haufig auf, auch schon in der Unterstufe. Es geht in Klasse 8

‘nicht um eine erste Einfithrung, sondern um ein bewuBtes Hervorheben der Rede-

weise ,,fiir alle . . . gilt, um ihre Gegeniiberstellung zu ,,es gibt . . ., so daB gilt“
und die' damit verbundene Systematisierung und Vertiefung der Schiilerkenntnisse.
Das Erlernen wichtiger SchluBweisen in dem hier skizzierten Sinne wire nur ein
halber Erfolg, wenn es nicht gleichzeitig erginzt wiirde durch die Vermittlung
von Einsichten iiber die Unzulissigkeit gewisser Schliisse, die man in der ,,Alltags-
logik* nicht selten antrifft und die auch von Schiilern zuweilen benutzt werden.
(Wir sind auf dieses Problem schon einmal im Abschnitt 2.1., 7 56, kurz einge-
gangen.) Es handelt sich hier vor allem um SchluBweisen, die durch folgende
SehluBschemata gekennzeichnet werden kénnen:

H1—>H2 H1—>H3
~H1 . Hz
~H2 ’ Hl ?
3 a Ha) ~ (H; \/ Hy)
V a H(a) ’ ~H, V ~H,’
~ (H, A Hy) ~ V a H(a)
~H, A~H’ da H@)

1) Lehrpline Deutsch und M athematik, Klasse 3. Volk und Wissen Volkseigener Verlag; Berlin 1969, S. 144.
3) Lehrplan fiir Mathematik — Klassen 6 bis 8. Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1968, S. 50.
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Die Klirung der Fehlerhaftigkeit solcher und anderer Schliisse soll natiirlich nicht
in einer Art ,Kurs* erfolgen (etwa unter der Uberschrift ,,Wie darf man nicht
schlieBen‘‘), sondern an Beispielen. Meistens bietet sich dazu die Gelegenheit,
wenn Schiiler entsprechende Fehler machen. Es ist aber auch moglich, fehlerhafte
Schliisse den Schiilern vorzulegen, von ihnen beurteilen zu lassen und die Ange-
legenheit auf diese Weise zu kldren. In diesem Zusammenha,ng sollte den Schﬁlém
deutlich werden:

Eine SchluBweise wird in der Mathematik nur dann akzeptiert, wenn sie stets
von wahren Aussagen wieder zu wahren Aussagen fithrt. Man kann eine SchluB- ’
weise deshalb nicht dadurch rechtfertigen, daB man an Hand eines Beispiels auf
ein richtiges SchluBresultat verweist. Wenn derselbe Schluf bei einem anderen
Beispiel von wahren Aussagen zu einer falschen Aussage fiihrt, ist er generell
unbrauchbar.

v?

™~

3.4.5. Wiedergeben von Beweisen

Es ist eine Erkenntnis der marxistischen Psychologie, daB man eine Sache vor
allem dann lernt, wenn man sie praktiziert. Fiir unseren Fall heifft das: Die Schiiler
lernen das Beweisen am besten, indem sie beweisen. Mit anderen Worten: Um
die Schiiler zu befihigen, mathematische Beweise zu fithren, mufBl man ihnen auch”
entsprechende Aufgaben erteilen.

Es ist. klar, daB} das nicht unvorbereitet geschehen darf, weil man sonst nichts .
oder nur das Gegenteil dessen erreicht, was man eigentlich erreichen wollte (siehe

die Abschnitte 2.3., 7 64ff., und 3.3., # 88ff.). Und es ist ebenso klar, dafi

man nur wenig erreicht, wenn Beweis'e zwar im Unterricht besprochen, aber nie

von den Schiilern selbst durchgefiihrt werden. Beweisaufgaben miissen — nach

entsprechender Vorbereitung, wie sie hier in den Abschnitten 3.4.1. bis 3.4.4.

- ( 107£f.) charakterisiert worden ist — genauso zum Mathematikunterricht ge-

héren, wie etwa Konstruktionsaufgaben, Sachaufgaben, Berechnungen und der-

" gleichen mehr. Selbstverstdndlich gilt dabei dasselbe Prinzip wie bei allen Auf-

gaben, die wir den Schiilern stellen: die Anforderungen miissen allmahlich und

schrittweise gesteigert werden. Man darf vor allen Dingen am Anfang nicht zu

viel verlangen, sonst organisiert man nur eine Serie von MiBerfolgserlebnissen und

erzeugt eine ablehnende Haltung der Schiiler gegeniiber Beweisaufgaben (7 103,

Abschnitt 3.3.7.). Leider ist die Gefahr des Uberforderns- der Schiiler gerade bei

Beweisaufgaben recht groB.- Das liegt daran, daB selbst relativ einfache und kurze

Beweise von den Schiilern eine ziemlich komplexe Leistung erfordern.

Sehen wir uns dazu die Ergebnisse eines kleinen Versuchs an. Er wurde im Jahr
1969 in zwei Klassen der Klassenstufe 6 durchgefithrt. Diese Klassen hatten vom

ersten Schuljahr an durch ihre Einbeziehung in die Lehrplanerprobung und die

damit verbundene regelmiBige Weiterbildung und Betreuung der Lehrkrifte -
einen sehr guten Mathematikunterricht genossen, in dem insbesondere auch die
systematische Vorbereitung der Schiiler auf das Beweisen beriicksichtigt worden
war (7 107ff., Abschnitte 3.4.1. ‘bis 3.4.4.). Der Versuch war fast genauso auf-
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gebaut wie die in den Jahren 1962 und 1963 in der Klassenstufe 7 durchgefuhrten

Tests (7 88ff., Abschnitt 3.3.), nur mit dem Unterschied, daB es sich damals

fiir die Schiiler inhaltlich um Wiederholungen handelte, wéhrend es diesmal um

fiir die Schiiler neuen Stoff ging..

Nun zur Versuchsbeschreibung: :
Die erste Versuchsstunde enthielt zunéchst eine kurze Wiederholung der Begriffe

,,Scheitelwinkel, ,,Nebenwinkel‘‘ und ,,Stufenwinkel*“ sowie der entsprechenden

Sitze, die in yorangegangenen Stunden eingefiihrt worden waren. Es folgte dann

die Einfiihrung des Begriffs ,,Wechselwinkel*‘ an geschmttenen Geraden ¢, und g,

und die Erarbeitung des Satzes:

. »Wenn g]|g, ist und o ; § ein Wechselwinkelpaar bilden, dann ist « = 8.
Dieser Satz, der mit Hilfe von Messungen als Vermutung gewonnen worden war,
ist dann in gemeinsamer Arbeit mit den Schiilern bewiesen worden. Dabei ent-
stand das im Bild 26 wiedergegebene Tafelbild.

Satz: Wenn ¢,]|g, ist und a; § ein
Wechselwinkelpaar  bilden,
dann ist & =2 8.

91 Beweis: (1) a =7, denn sie bilden

-ein Stufenwinkelpaar an Par-

allelen;

(2) y = B, denn sie bllden

ein Scheitelwinkelpaar;

(3) Also gilt: o« =~ 8

Bild 26

AnschlieBend wurde der Beweis abgewischt, der Satz und die Beweisfigur aber
stehengelassen. Die Schiiler erhielten den Auftrag, den Beweis noch einmal selb-
stindig durchzufiihren. .

Das Ergebnis zeigt die Tabelle 15, wobei mit I, II und III die im Abschnitt 3.2.3.
(/' 88) charakterisierten Leistungsgruppen gemeint sind.

I I III z

Prozentsatz der ’ .
Schiilerzahl: n 9, 35 43 22 100

Tabelle 15

Die zweite Versuchsstunde (am folgenden Tag) begann mit der Besprechung der
Beweisaufgabe vom Vortag. Der Beweis wurde noch einmal erarbeitet, wobei
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die hiufigsten Schiilerfehler genannt und diskutiert Worden sind. Das waren vor

allem:

— Das Fehlen von Begriindungen zu den Beweiszeilen (1) bzw. (2);

— die Unvollstandigkeit der Begriindung zur Beweiszeile (1) — man stiitzte sich
auf die Stufenwinkelbeziehung zwischen « und p, vergaB aber, die Parallelitat
von g, und g, zu erwihnen;

— die Einleitung von Begrindungen mit ,,wenn‘ statt mit ,,denn‘ oder ,,weil®
oder ,,da‘‘;

— das Auftreten der Beweiszeile (3) im Sinne einer Welteren Feststellung, ohne
deutliche Charakterisierung von (3) als Folgerung aus (1) und (2).

Dieser Besprechung schloB sich eine kurze Ubung im SchlieBen an, die die Bewalti-

gung der nachfolgenden Beweisaufgabe erleichtern sollte. Dazu sind folgende

Schliisse gezogen und an der Tafel in Kurzform fixiert worden:

»Wenn a < b gilt und a = =z ist, so gilt z < 5.

Kurz: a <b

a==x

xz<b

Entsprechend dann:
a| 60 z—y=>5 z+y=10
a=> y==z y==z
b|60 zr—2=2>5 z+2=10

Wie man sieht, ging es in jedem Falle um die Anwendung des LErBNizschen Ersetz-
barkeitstheorems (Gleiches kann nach Belieben gegenseitig ersetzt werden), das
auch in der vorgesehenen Beweisaufgabe heranzuziehen war. (Aus y 4 f = 180°
und o« = y ist auf o« 4+ f = 180° zu schlieBen.)

Es folgte nun die Erarbeitung’ des Satzes:

,,Wenn g,||g, ist und «; § ein Paar entgegengesetzt liegender Winkel bilden,
dann ist « 4 § = 180°.%

AnschlieBend erhielten die Schiiler den Auftrag, den Satz an Hand der im Bild 27
dargestellten Beweisfigur selbstindig zu beweisen. Die Leistung der Schiiler bei
dieser Aufgabe ist aus der Tabelle 16 zu erkennen.

Bild 27

.
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7% 20 18 62 100

Tabelle 16

Was zeigt dieser Versuch ?

Erstens : Die im Vergleich zum fritheren Mathematikunterricht wesentlich bessere
Vorbereitung der Schiiler auf das Beweisen fiihrte bereits in der Klassenstufe 6
zu deutlich besseren Leistungen, als sie 1962 in der Klassenstufe 7 anzutreffen
waren (7 88, Abschnitt 3.3.). Besonders auffallend ist dabei noch, daB bei
den neuen Versuchen der Anteil jener Schiilerarbeiten, die kaum ein Verstindnis
fiir die Aufgabenstellung erkennen lassen, deutlich geringer war als in den Ver-
suchen von 1962. '

So enthalten beispielsweise bei der selbstindigen Beweisfilhrung (zum Satz iiber
entgegengesetzt liegende Winkel an geschnittenen Parallelen) nur 8%, der Arbeiten
keine begriindenden oder schluBfolgernden Formulierungen (,,weil®, ,,denn‘,
,also® u. dgl.) — gegeniiber 349, im Jahre 1962. Untersucht man die Schiiler-
arbeiten auf das Vorhandensein des richtigen ,,SchluBsatzes’“ — das ja auch mit
AufschluB dariiber gibt, wie weit die Aufgabenstellung verstanden worden ist —,
so zeigt sich, daB bei dem neuen Versuch zur selbstindigen Beweisfiihrung zwar
noch 379, der Schiilerarbeiten keinen ,,SchluBsatz*‘ aufwiesen oder einen unpassen-
den (meist ,,0 = B*), daB dieser Anteil aber trotzdem deutlich geringer war als im_
Jahre 1962, wo er 609, betrug. (In diesen Zahlen sind jene Arbeiten auch mit
enthalten, die iiberhaupt keinen oder nur einen geringen Beweisansatz erkennen
lassen.)

Zweitens: Auch die gegeniiber frither weitaus bessere Vorbereltung der Schuler
auf das Beweisen reicht noch nicht aus, um schon am Beginn von Klasse 6 von
der Mehrzahl der Schiiler gute Leistungen im Wiedergeben oder selbstindigen
Fiihren von Beweisen erwarten zu konnen.

Welche Schluffolgerungen ergeben sich aus diesen Erkenninissen fur eine lehrplan-
gerechte Unterrichisgestaliung?

Trotz aller Vorarbeiten miissen die Schiiler in Klasse 6 das Beweisen erst lernen.
Dafir sind aber vollstdndige Beweisaufgaben — auch wenn es sich nur um Beweis-
wiedergaben handelt — schon zu komplex und fiir eine ganze Reihe von Schiilern
zu schwierig. Sie konnen deshalb.allein an Hand solcher Aufgaben das Beweisen
nicht lernen, auch dann nicht, wenn man ihnen immer wieder derartige Aufgaben
stellt (7 64, Abschnitt 2.3.). Es ist vielmehr notwendig, das Fiihren von Beweisen
in einfachere Teilhandlungen zu zerlegen und zunichst diese von den Schiilern
erlernen zu lassen. Dabei ist es dann moglich, die Anforderungen schrittweise
zu steigern, bis man vollstindige Beweise von den Schiilern verlangen kann.

Allerdings sollte beachtet werden, daB bei der Bewiltigung von Beweisdufgaben
individuelle Leistungsunterschiede der Schiiler sichthar werden und zu beriicksich-
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tigen sind. Es bietet sich hier ein weites Feld fiir die Férderung besonders begabter
Schiiler, denen man bald auch schwierigere Beweisaufgaben stellen kann, wobei
nicht nur an den Unterricht zu denken ist, sondern auch an die Betitigung in '
mathematischen Arbeitsgemeinschaften, an das Losen von Wettbewerbsaufgaben
(etwa aus der mathematischen Schiilerzeitschrift ,»alpha‘‘) und &hnliches. (Selbst-
verstindlich sind auch alle anderen Schiiler durch differenzierte Aufga.benstellun-
gen optimal zu foérdern.)
Wie kann die Aufgliederung des Beweisens in einzeln erlernbare Teilhandlungen
nun aussehen, wenn wir zunéichst an das verstdndnisvolle Erfassen und Wieder-
geben von Beweisen denken, das der Lehrplan fiir die Klasse 6 fordert 2 -
Eine Moglichkeit, auf die u. a. auch H. K6~§1¢ und H. R6MER hingewiesen haben?)
und die in verschiedener Weise variiert werden kann, besteht darin, den Schiilern
Beweise vorzulegen (durch vorbereitete Tafelbilder oder mit Hilfe von Arbeits-
bléttern), die irgendwelche Liicken enthalten. Die Schiiler erhalten dann die Auf-
gabe, diese Liicken auszufiillen. Die Beweise, die man dazu in Klasse 6 heranzieht,
sollten den Schiilern aus dem vorangegangenen Unterricht bekannt sein. Spéter —
-ab Klasse 7 — wird man aber auch dazu iibergehen, den Schiilern Beweise vorzu-
legen, die ihnen neu sind.
Die Liicken, von denen hier die Rede ist, konnen unterschiedlicher Art sein:
Eine erste Form wire, daB der zu erginzende Beweis zwar alle notwendigen
Schritte enthilt, daB aber einige oder auch alle Begriindungen der einzelnen
Schritte fehlen. Ein Beispiel fiir eine derartige ,,Beweisa.ufgabe“ wire folgendes

Satz:

In jedem Parallelogramm werden die Diagonalen durch ihren Schmttpunkt
halbiert. .

Beweis : .

Sei ABCD ein Parallelogramm mit dem Diagonalenschnittpunks S (Bild 28).

/] ¢

A : 8
Bild 28
Dann gilt:

(1) « = y,denn...
(2) f=é.denn...

(3) AB =~ 0D, denn ...

1) Koni@, H., ROMER, H.: Zur Einfiihrung in das Reweisen in Klasse 6. Manuskriptdruck der Technischen
Hochschule ‘Karl-Marx-Stadt, 1969.
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Also ist;

(4) A ABS =~ A ODS, weil . ..
Daraus folgt

(5) BS = DS und A8 = 08, denn .

Das bedeutet aber, da# durch § die Dlagonalen A0 und BD halbiert werden,
w.z. b.w.

Eine andere Form der , liickenhaften Beweise wire durch das Weglassen einzelner
Beweisschritte zu erreichen. Das konnte — an dem gleichen Beispiel wie oben
dargestellt — etwa so aussehen:

1) o =~ y; denn «; y sind ein Wechselwinkelpaar an geschnittenen Parallelen;
@) ..

(3) ...

Also ist :

(4) 4 ABS =~ A CDS, weil ...

Daraus folgt

5) ...

Das bedeutet, daB .

Es ist sicher schon zu sehen, wie vielfiltig man diese ,,Liickenmethode‘ variieren
und wie man damit auch den Schwierigkeitsgrad solcher Aufgaben verdndern
kann, bis schlieflich auch vollstindige Beweiswiedergaben von den Schiilern be-
wiltigt werden. Aber auch diese lassen sich in ihrem Schwierigkeitsgrad noch
beeinflussen, je nachdem, ob die Schiiler bestimmte Anfangsorientierungen erhal-
‘ten oder nicht. Es ist dabei vor allem zu priifen, ob der Satz, dessen Beweis die
Schiiler wiedergeben sollen, deutlich in Voraussetzung und Behauptung gegliedert

- wird oder nicht. Bei unserem obigen Beispiel ist es noch nicht. geschehen. Es hatte
sonst wie folgt beginnen miissen: :

Voraussetzung: ABCD ist ein Parallemgramm mit dem Dlagonalenschmttpunkt S.
~ Behauptung : S helbiert die Diagonalen AC und BD.
Bewets: (1) a =2y, denn .

. Usw.

/ Offensichtlich ist die dem Schiiler vorgegebene Orientierung grofier, wenn der zu
. beweisende Satz schon in Voraussetzung und Behauptung gegliedert ist, als wenn
der Schiiler diese Gliederung selbst vornehmen muB. Bei vorgegebener Aufglie-
derung ist von vornherein klar, wovon auszugehen ist, und es ist auch klar, was
am Ende des Beweises erreicht sein soll. Enthilt der Liickentext dagegen keine
Zerlegung des Satzes in Voraussetzung und Behauptung, dann sind die Anforde-
rungen an die Schiiler schon etwas héher. Natiirlich sollen sie auch diese etwas
héheren Anforderungen spéter bewdéltigen, aber es wire falsch, von vornherein
damit zu beginnen.

Stellen wir nun zusammen, was die Schiiler durch das Losen von Beweisaufgaben
dieser ersten Art — Verstehen und Wiedergeben von Beweisen — lernen sollen
und auch konnen:
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1. Sie lernen den allgemeinen Aufbau mathematischer Beweise kennen: das Aus-
gehen von gewissen Voraussetzungen und das schrittweise WeiterschlieBen bis
zur Behauptung. ,

2. Sie lernen das Begrunden der Einzelschritte im Beweis und elgnen sich be-
stimmte, haufig benutzte SchluBweisen an (7 139ff., Abschnitt 3.4.4.).

3. Sie lernen, Implikationen in Voraussetzung und Behauptung zu gliedern.

4. Sie lernen, wie man Beweise in iibersichtlicher und sprachlich klarer Form
schriftdich darstellen kann. ‘

6. Sie festigen bei den Beweiswiedergaben ihre sonstigen mathematischen Kennt-

- nisse (Begriffe, Sitze, Algorithmen), indein sie- sie bei Begrundungen, beim
SchlieBen bzw. bei Umformungen anwenden.
~ 6. Sie dringen durch das Verstindnis der Beweise tiefer in die mathematlsehen
' Zusammenhinge ein und lernen, da8 die mathematischen Begriffe und Sitze
' nicht beziehungslos nebeneinander stehen, sondern in vielfiltiger Weise mit-
einander verbunden sind. :

e

3.4.6. Selbstindiges Fithren von Beweisen

L

Die im vorigen Abschnitt dargestellten Méglichkeiten der Gestaltung von Beweis-
aufgaben (Ausfiillen von ,,Liicken*) fiihren bei allmahlicher Steigerung des Schwie-
rigkeitsgrads schlieBlich dazu, von den Schiilern das selbstindige Finden und
Fiihren von Beweisen zu fordern, wie der Lehrplan es ab Klasse 7 verlangt. Wir
gehen dabei davon aus, daB das Finden und selbstindige Fiihren mathematischer
Beweise erlernbar ist. Die Voraussetzungen, die dazu erfiillt sein miissen, haben
wir uns klar gemacht — vgl. Kapitel 2. (7 55ff.) sowie die Abschnitte 3.4.1.
bis 3.4.5. ( 148ff.). Es ist natiirlich klar, daB nicht alle Schiiler auf diesem
Gebiet zu gleich hohen Leistungen gelangen werden. Jedoch muB erreicht werden,
daB alle Schiiler die Lehrplananforderungen erfiillen:

»i - - bis zum AbschluB von Klasse 8. .- einfache Beweise weitgeliend selb-

sténdig fihren kénnen‘1); ) )
— ,,In den Klassen 9 und 10 ist das Beweisverstindnis so zu entwickeln, daB die

Schiiler . . . einfache Beweise selbstindig fithren kénnen.*2)

Dariiber hmaus werden wir unser Augenmerk natiirlich auch darauf zu nehten )
haben, daB die Zahl der Schiiler zunimmt, die schwierigere Beweisaufgaben —
etwa mit Olympiadeniveau — selbstéindig meistern kénnen.

Wir wenden uns nun der Frage zu, wie man das Fmden und Fiihren von Beweisen
lernen kann. )
Die Antwort auf diese Frage ergibt sich aus allgemeineren, nicht nur auf das
_Beweisen gerichteten Uberlegungen. Sie zielen darauf ab, Wege zur Entwicklung
‘von Fahigkeiten im Lésen solcher mathematischer Probleme zu finden, die selb-
stindiges, produktives Denken erfordern und nicht durch bloBe Anwendung be-
kannter Algorithmen bewiltigt werden konnen.

1) Lehrplan fir Mathematik — Klassen 6 bis 8. Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1968, S. 11.
*) Lehrplan fir Mathematik — Klassen 9 und 10. Volk und Wissen Volkseigener Verlag; Berlin 1969, S. 10.
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Einige grundlegende Resultate dieser Uberlegungen, wie sie vor allem in den
Schriften von G.Poryal) zu finden sind, koénnen wie folgt zusammengefaBt
werden: '
Die Entwicklung von Fihigkeiten im Losen mathematischer Probleme erfordert -
die Anecignung einer guten (d.h. moglichst oft und moglichst rasch zum Ziel
fithrenden) Suchstrategie, die im allgemeinen als Folge von Fragen bzw. von
Impulsen fixiert werden kann. Diese Fragen bzw. Impulse zielen darauf ab, dem
Suchen nach der Loésung des jeweiligen Problems eine gewisse Systematik zu
geben und dem Suchenden dadurch das Finden von Losungsideen zu erleichtern.
In die gleiche Richtung gehen auch die im Abschnitt 2.3. (7 64ff.) angefuhrten
Uberlegungen Garperins, die u.a. von A. Dierz aufgegriffen und speziell fiir
den Mathematikunterricht weiterentwickelt worden sind. Im Vordergrund steht
dabei die Vermittlung bzw. Aneignung sogenannter Orientierungsgrundlagen, die
den Schiilern die Lésung mathematischer Probleme erméglichen bzw. erleichtern
konnen.2)

Selbstverstandlich bietet das Arbeiten nach einer Orientierungsgrundlage bzw.
Suchstrategie keine Garantie dafiir, zu jeder beliebigen Aufgabe eine Ldsungzu
finden. Man kann aber erwarten, daB die Erfolgsaussichten bei einem durch eine
solche Strategie gelenkten Vorgehen groBer sind. als bei einem relativ planlosen
Probieren oder einem vorwiegend passiven Warten auf Losungsideen.

Welcher Art sind nun die Fragen bzw. Impulse, die zu einer Orientiérungsgrund-
lage oder Suchstrategie gehéren konnen ¢ Sie lassen sich in vier Gruppen einteilen:

Eine erste Qruppe von Fragen bzw. Impulsen ist darauf gerichtet, ein wvolles Ver-
stehen der gegebenen Aufgabe zu sichern. Dazu ist es erforderlich, die Aufgaben-
stellung zu analysieren. (Wir wollen uns hier — unserem Anliegen entsprechend —
nur auf Beweisaufgaben beziehen.) Das kann geschehen, indem man sich folgende
Fragen zur Beantwortung vorlegt bzw. folgenden Impulsen nachgeht:
— Uberpriife, ob du alle vorkommenden Begriffe und Redeweisen verstehst!
— Informiere dich iiber unbekannte Termini!
- — Kann man den zu beweisenden Satz in Voraussetzung und Behauptung
gliedern ?
Wenn ja: Wie lauten die im Satz enthaltenen Vora,ussetzungen? Wie lautet
die Behauptung des Satzes ?
- — LaBt sich der im Satz gegebene Sachverhalt zeichnerisch darstellen ?
Wenn ja: Fertige eine Skizze an! Fiihre passende Bezeichnungen ein!
— Wie kann man den zu beweisenden Satz noch ausdriicken ? -Gib zu ihm &qui-
valente Formulierungen an!

1) Vgl. z. B. PoLYA, G.: Schule des Denkens. Francke Verlag, Bern 1949.
POLYA, G.: Mathematik und plausibles Schlieflen. Birkh#user Verlag, Basel und Stuttga.rt 1962.
POLYA, G.: Die Heuristik. In: ,,Der Mathematikunterricht*‘, Heft 1/1964.
3) DIETZ, A.: a) Beilrdge zur Theorie und Praxis des Mathematikunlerrichts, 2. Teil, S. 151f. .
b) Zur Weiterentwicklung der unierrichtsmethodischen Grundlagen der Mathematikausbildung in der allge- -
inbildend lytechnischen Oberschule, S. 83ff. (Lehrbriefe fiir das Fernstudium der Lehrer, heraus-
gegeben von der Fachkommission Mathematik, 1969)

155



Eine zweite Gruppe von Fragen bzw. Impulsen zielt darauf ab, sich eine Ubersichs

iiber Hilfsmittel fiir den Beweis zu verschaffen. Dazu smd folgende Fragen bzw

Impulse geeignet:

— Hast du schon eine dhnliche Aufgabe gelost ?
Wenn ja: Erinnere dich, wie du dabei vorgegangen bist!

— Kennst du Sitze, die gleiche oder a.hnhche Vora.ussetzungen entha,lten wie
der zu beweisende Satz ?

— Kennst du Sétze, die die gleiche oder eine dhnliche Behauptung enthalten wie
der zu beweisende Satz ?

— Erinnere dich an die Definitionen der vorkommenden Begriffe! :

— Wenn eine Skizze moglich war: Welche Hilfslinien kénnten-niitzlich sem, da-
mit bekannte Sitze anwendbar werden ?

Eine dritte Gruppe von Fragen bzw. Impulsen soll dem unmittelbaren Fmden

des Beweises dienen. Dazu kann gehéren:

— Was folgt aus den gegebenen Voraussetzungen ?

— Woraus kénnte die Behauptung direkt folgen ?

— TUntersuche Spezialfille des Satzes!-

— Was wiirde aus der negierten Behauptung folgen ?

— Lbse eventuelle Hilfsaufgaben!

— Suche Beziehungen zwischen Folgerungen aus Voraussetzungen und hmrel-
chenden Bedingungen fiir die Behauptung! -

— Sind in den bisherigen Uberlegungen schon alle Voraussetzungen benutzt
worden ?

— Verfolge einen Gedanken so lange, bis er zum Ziel gefithrt hat oder seine -
Unbrauchbarkeit deutlich zu sehen ist! In letzterem Falle scheue dich moht
noch einmal ganz von vorn a,nzufa.ngen' :

Eine vierfe Gruppe von Fragen bzw. Impulsen soll schlieBlich die Kontrolle des
Beweises gewihrleisten. Sie enthilt deshalb folgende Punkte:
— Priife jeden Beweisschritt auf seine Berechtigung nach! Welcher Satz recht-
fertigh den Schritt ?
— Ist die SchluBweise zulassig ?
— Sind alle méglichen Fille beriicksichtigh? Miissen bestimmte Fille ausge-
schlossen werden ? -
rd
Mit diesen vier Gruppen von Fragen ist eine mogliche Suchstrategie fiir das
Lésen von Beweisaufgaben angegeben. Sie ist selbstverstandlich nicht die einzige.
. Men kénnte z. B. noch Fragen bzw. Impulse hinzufiigen, um die Strategie noch
genayer den unterschiedlichsten Situationen anzupassen, vor die man sich beim
Lgsen von Beweisaufgaben gestellt sehen kann. Es ist aber auch denkbar; ver-
schiedene relativ spezielle Fragen oder Impulse wegzulassen und sie durch glo- -
balere zu ersetzen, so daB gewissermaBen nur die Hauptgedanken der Suchstrategie
explizit angegeben werden. In jedem Fall diirften jedoch die oben charakteri-
sierten vier Gruppen von Fragen bzw. Impulsen hervortreten, da sie durch gene-
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relle Aspekte bzw. Notwendigkeiten bedingt sind: Man wird stets von einer
Situationsanalyse auszugehen haben (erste Gruppe), eine Materialanalyse vor-
nehmen (zweite Gruppe), sich eine Ldsung erarbeiten (dritte Gruppe) und diese
einer Kontrolle unterziehen (vierte Gruppe).

Um eventuelle MiBverstindnisse auszuschlieBen, sei betont, daB die A.nwendnng
einer Suchstrategie nicht als einmaliges, lineares ,,Abarbeiten‘‘ der vorgegebenen
Folge von Fragen bzw. Impulsen zu verstehen ist. Das Suchen nach einem Be-
weis kann mehr oder weniger kompliziert verlaufen, und es kann dabei notwendig
oder niitzlich sein, auf bestimmte Fragen oder Impulse mehrfach zuriickzukommen,
um sie dann — in Abhéngigkeit von der jeweiligen Situation — in unterschied-
licher Weise zu beantworten bzw. zu befolgen. ’

Wir wollen uns jetzt an einem Beispiel ansehen, wie mit Hilfe der oben ange-
gebenen Suchstrategie eine Beweisaufgabe tatsichlich gelost worden ist. Die
Wiedergabe des Losungsprozesses ist hier zwar etwas vereinfacht und gekiirzt,
enthilt jedoch alle wesentlichen Schritte des wirklichen Vorgehens. Die aus der
Suchstrategie verwendeten Fragen und Impulse werden nicht mit angegeben,
um die Darstellung nicht zu iiberladen. Sie kénnen ohnehin unschwer aus dem
Losungsgang rekonstruiert werden. Die Aufgabe ist im Oktober 1968 bei einem
mathematischen Schiilerwettbewerb an der Universitit in Budapest gestellt
worden. .

Dle Aufgabe lautet:

In einer Ebene seien eine Gerade g und ein Kreis & mit dem Radiusn Lin-
geneinheiten gegeben, wobei n eine natiirliche Zahl sein soll. Werden in den
Kreis 4 - n Einheitsstrecken eingezeichnet, so gibt es stetseine zu g senkrechte
oder eine zu g parallele Sehne des Kreises k, die mit wenigstens zwei der
Einheitsstrecken gemeinsame Punkte besitzt. Man beweise diese Aussage.

k N

Bild 29 ' Bild 30

Lasungsprozefs :

‘Wir untersuchen zunéchst die Gegebenheiten. Dazu zeichnen wir eine Skizze (Bild 29).
Da g beliebig ist und offenbar nur als Reprisentant einer ‘Richtung benétigt wird,
. kann g auBerhalb von k verlaufen. Vor dem Einzeichnen von Einheitsstrecken in den
Kreis zogern wir. Es gibt eine uniiberschaubare Vielfalt von Moglichkeiten; denn in
der Aufgabe-sind keinerlei Voraussetzungen iiber die Lage der Strecken in k ent-.
halten. Betrachten wir deshalb zunéchst den einfachsten Fall, ndmlich n = 1. ‘Wir
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 konnen dann eine Skizze zeichnen (Bild 30). Fiir den gezeichneten Fall ergibt sich die
Behauptung des zu beweisenden Satzes unmittelbar aus der Tatsache, daB zwei. der
Einheitsstrecken einander schneiden. Jede Sehne durch diesen Schnittpunkt — also
auch eine zu g senkrechte beispielsweise — hétte so mit Wemgstens zwei der Strecken
gemeinsame Punkte.
Aber die Strecken brauchen einander natiirlich nicht zu schneiden. Trotzdem — so
besagt der Satz — gibt es dann immer eine Sehne (senkrecht zu g oder parallel zu g),
die ... usw. Warum eigentlich ,,senkrecht oder parallel“
In unserer Skizze (Blld 30) konnte man sowohl eine zu g senkrechte als auch eine zu g
parallele Sehne zeichnen, die beide die Bedingung erfiillen wiirden. Das ist aber
offenbar nicht immer so. Wenn wir die Strecken zum Beispiel so wie im Bild 31
zeichnen, trifft keine zu g parallele Sehne mehr als héchstens eine der Strecken. Aber

Bild 31 . Bild 32

dafiir gibt es viele zu g senkrechte Sehnen, die mit wenigstens zwei Strecken gemein-
same Punkte haben. Wir sind geneigt, das ganze Problem als Spiel aufzufassen:
Spieler A darf in dem Kreis mit dem Radius n nach Belieben 4 - n Einheitsstrecken
einzéichnen, Spieler B darf danach in & eine Sehne einzeichnen, die aber parallel’ zug
oder senkrecht zu g sein mufl. Findet B eine derartige Sehne, die mit Wenlgstens
zwei Binheitsstrecken gemeinsame Punkte besitzt, so hat A verloren. Kann B eine
golche Sehne nicht zeichnen, so hat A gewonnen. Der Satz besagt nun, da8 A immer
verlieren muB. Das liegt offenbar daran — wir haben es schon bei unseren Skizzen
bemerkt —, daB in k nicht geniigend ,,Platz‘ fiir die Einheitsstrecken ist. Aber was
heiBt hier ,,Platz“ ?

Identifizieren wir uns einmal mit dem Spieler A. Wir wollen schrittweise vorgehen
und genau darauf achten, woran wir scheitern. Beginnen wir zunéchst mit einer
Einheitsstrecke e, (Bild 32). Fiir die Lage der Strecke ¢, haben wir dann noch viele
Moglichkeiten, aber sie darf sicher nicht so sein, daB B eine ,,Gewinnsehne‘‘ zeichnen
kann. Das heit mit anderen Worten: fiir e, sind zwei streifenférmige Gebiete in &
als ,,gesperrt‘‘ anzusehen, némlich jene Gebiete, die von zu g senkrechten bzw. par-
allelen Geraden durch die Endpunkte von e, begrenzt werden (Bild 33). Nach dem
Einzeichnen von e, sind fiir e; zwei weitere Streifen gesperrt — usw. Die Behauptung
des Satzes besagt nun, daB nach dem Einzeichnen aller 4 - n Strecken wenigstens zwei.
,,Parallelstreifen‘“ oder mindestens zwei ,,Orthogonalstreifen‘’ gemeinsame Punkte
besitzen miissen. Anders ausgedriickt: die Summe der Parallelstreifenbreiten muf
groBer oder gleich dem Kreisdurchmesser 2 - # sein oder die Summe der Orthogonal-
streifenbreiten mufl groBer oder gleich 2.7 sein. Nun héngt aber die Breite eines
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Streif‘ens offensichtlich davon ab, welchen Winkel die Einheitsstrecke mit der Rich-
tung g bildet. Wir finden (Bild 34) .

b, = cos &, b, = sin «, wobei fir « stets 0 < o < %gilt.

Damit bekommt die Behauptung unseres Satzes folgende Gestalt:

sin & 4+ sinay + ...+ sinag, =2n

oder .
08 & + COSay + ... +cosSay, =2n

Bild 33 ) Bild 34

Wir haben nun das schwer iiberschaubare geometrische Problem auf eine arithmetische
. Fragestellung zuriickgefithrt. Das erscheint uns als ein Fortschritt, obwohl wir noch
nicht recht sehen, wie wir die Alternative der beiden Ungleichungen beweisen kénnen.
Wir denken zunéichst an vollstindige Induktion, stellen aber bald fest, daB schon der
Beweis fiir n = 1 nicht einfacher erscheint als der Beweis fiir beliebiges n. Nun pro-
bieren wir es indirekt. Angenommen, die Behauptung wire falsch. Dann miiBte
gelten: ’ :
" 4n in
Ssina, <22 und Scosa, <2-n
y=1 v=1

Da die Ungleichungen jetzt konjunktiv verkniipft sind, konnte man sie zu einer zu-
sammenfassen:

4n
S (sina, +cosa,) < 4-n
y=1 . -

Diese Form erscheint uns zugéinglicher als die vorige, weil wir es nun nicht mehr mit
4 - n beliebigen Sinus- bzw. Kosinuswerten zu tun haben, sondern mit Summen von °
Sinus- und Kosinuswerten jeweils gleicher Winkel.

Wir miiBten nachweisen, daB8 die Ungleichung nicht gelten kann. Dazu wire es gut,

eine Abschétzung fiir sin « + cos a im Intervall 0 < o =< % zu finden. Wenn wir

zeigen konnten, daBl sin o + cos a nie kleiner als 1 werden kann, wiren wir fertig,
denn das wiirde bedeuten, da8 die letzte Ungleichung nicht stimmen kann. Ein Blick
auf unsere Skizze (Bild 34) bringt dann plotzlich die Losung:

Es gilt stets ‘

bp + by = e (Dreiecksungleichung), d. h.

sina + cosa = 1.
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‘Damit ist
in
S (sina, + cosa,) =4-n

v=1
im Widerspruch zur vomgen Ungleichung. Unsere Annahme ist also falsch, die Behaup- V
tung damit bewiesen. '

Kommen wir jetzt auf den Ausgangspunkt unserer Betrachtungen zuriick. Wir
hatten festgestellt, daB es zur Entwicklung von Fihigkeiten im Finden und
Fithren mathematischer Beweise angebracht ist, die Schiiler mit einer entspre-
chenden Suchstrategie auszuriisten und sie dazu zu erziehen, an die Lésung von
Beweisaufgaben aktiv und planmifiig — gelenkt durch die betreffende Such-
strategie — heranzugehen. Die Frage ist, wie dieses Ziel im Unterricht erreicht
werden kann.

Die einfachste und direkteste Methode wire, den Schiilern eine Suchstrategie
— d. h. also ein System von bestimmten Fragen bzw. Impulsen — einfach zu -
geben, eventuell noch mit der Forderung verbunden, sich die Fragen und Impulse
gut einzuprégen. Es ist aber mehr als zweifelhaft, ob man mit diesem Vorgehen
Erfolg haben wiirde. Vor allem jene Schiiler, die mit Beweisfiithrungen noch
wenig vertraut sind und nur geringe Erfahrungen im Beweisen besitzen, wiirden
mit einer solchen Suchstrategie zunichst kaum etwas anfangen kénnen: viele
Fragen bzw. Impulse miiten ihnen unmotiviert erscheinen, und héufig wiirden
sie auch gar nicht in der Lage sein, sich die Fragen richtig zu beantworten bzw.
den Impulsen zu folgen. :
Wesentlich erfolgversprechender erscheint deshalb ein anderer Weg, namlich die
allméhliche Herausarbeitung einer Suchstrategie im Zusammenhang mit dem
Losen von Beweisaufgaben. Die Suchstrategie kristallisiert sich dabei als ein Teil
jener Erfabhrungen heraus, die die Schiiler bei Beweisfilhrungen im Laufe der
Zeit gewinnen. Natiirlich geschieht das nicht automatisch, sondern erfordert be-
wuflte, zielgerichtete MaBnahmen des Lehrers. Er muB sein methodisches Vor-
gehen bei der Behandlung von Beweisen im Unterricht so gestalten, daB die
Fremdsteuerung der Schiilertitigkeit (durch Fragen bzw. Impulse des Lehrers)
in zunehmendem MaBe von der Selbststeuerung (durch eigene Uberlegungen der
Schiiler) abgelost werden kann. Dazu ist zweierlei notwendig: Erstens miissen
die Hilfen, die der Lehrer den Schiilern bei Beweisfithrungen zuteil werden 1i8t,
»gute'* Hilfen sein. Das bedeutet, dafl die von ihm gestellten Fragen bzw. seine
Impulse den Schiilern sinnvoll und vor allem motiviert erscheinen miissen. Die
Schiiler sollen nicht einfach Schritt fiir Schritt durch den Beweis gefithrt werden
— sie konnen dann zwar sehen, daB alles richtig ist, verstehen aber kaum, wie
man selbst auf einen Beweis kommen kann. Es ist vielmehr notwendig, ihnen
solche Anregungen zu geben, die ihnen ein mehr oder weniger selbstédndiges Finden
der Beweisidee erméglichen. Das bedeutet, daB in den Anregungen und Hilfen
des Lehrers jene Fragen und Impulse eine groBe Rolle spielen miissen, die wir
als Bestandteile unserer oben angegebenen Suchstrategie schon kennen gelernt
haben.

Zweitens ist den Schiilern im Laufe der Zeit auch bewu8t zu machen, daB diese
Fragestellungen und Impulse des Lehrers bei der Erarbeitung von Beweisen immer

160



wieder auftreten. Die Schiiler sollen sich diese Fragen und Impulse mehr und
mehr zu eigen machen, um in zunehmendem MaBe selbstindig Beweise fithren
zu konnen, Mit anderen Worten: die Schiiler eignen sich allméhlich eine Such-
strategie fiir das Finden von Beweisen an.

Zur Verdeutlichung der hier dargelegten methodischen Grundgedanken diirfte es
niitzlich sein, an einem speziellen Beweis eine ,,gute‘‘ und eine ,,schlechte* Lehrer-
filhrung gegeniiber zu stellen. Die Beispicle stammen aus Hospitationen bei
Lehrerstudenten. Es handelt sich jedoch nicht um wértliche Unterrichtsprotokolle,
sondern um gekiirzte, idealisierte und nur auf das Wesentliche beschrinkte
Wiedergaben.

Folgender Satz war zu beweisen:

Wenn der Scheitelpunkt C' eines Winkels ACB (Bild 35) nicht auf dem um

M gezeichneten Kreis mit dem Durchmesser AB liegt, so ist ACB kein
rechter Winkel. (Umkehrung des Satzes von THALES)

ssSchleehtes Unterrichtsfiihrung

Lehrer: Wir betrachten zundchst den Fall, daB C auBerhalb des Kreises liegt. Als
erstes verbinden wir M mit €. Den Schnittpunkt dieser Linie mit dem Kreis
bezeichnen wir mit O,. AuBerdem verbinden. wir C, mit A und mit B
(Bild 36).

Was ist ACoM fiir ein Winkel in bezug auf das Dreieck AC,C1?

4

B A

A

Bild 35 ' Bild 36

Schiiler : Bs ist ein AuBenwinkel dieses Dreiecks.

Lehrer: Was wissen wir itber AuBBenwinkel ?

Schiiler : Sie sind stets gleich der Summe der beiden nicht anliegenden Innenwinkel.

Lehrer: Was konnen wir daraus entnehmen, wenn wir die Winkel A0, M und ACO0,
vergleichen ? '

Schiiler : Es muB X ACC, < < AO,M sein.

Lehirer: Was ergibt sich nach der gleichen Uberlegung, wenn wir die Winkel M C,B
und C,0B vergleichen ?

Schiiler: Bs ist < C,0B < < MC,B.
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.Lehrer:- Was kénnen wir dann iiber die Winkel ACB und AC,B sagen, die sich aus
den eben betrachteten Winkeln zusammensetzen ?

Schiiler: Bs muBl ¢ ACB < L AC,B sein.

Lehrer: Wie groB ist aber der Winkel 40 B ?

Schiiler : Dieser Winkel betragt 90°, nach dem Satz des THALES.

Lehrer: Richtig, also ist <L ACB < 90°, d. h., es ist kein rechter Winkel, w. z. b. w.

(Auf die Wiedergabe des Beweises fiir den Fall, daB C innerhalb des Kreises liegt,

konnen wir hier verzichten.) ‘

Das hier dargestellte Vorgehen ist zwar rein sachlich in Ordnung, methodisch

aber dennoch sehr fragwiirdig. Die wichtigsten Einwinde sind folgende:

a) Die Einzeichnung der Hilfslinien erfolgt ganz unmotiviert. Es ist zunéchst
nicht zu sehen, wozu iiberhaupt Hilfslinien notwendig sind bzw. weshalb
gerade diese gezeichnet werden. (Man konnte ja vielleicht auch von C das
Lot auf AB fillen ?)

b) Die Frage nach den AuBenwinkeln hat fiir Schiiler, die den hier angesteuerten
Beweisgedanken nicht schon entdeckt haben, scheinbar gar nichts mit der
eigentlichen Aufgabenstellung zu tun. Es muB ihnen vollig unklar blelben,
wie man in diesem Zusammenhang auf eine derartige Frage kommen kann.

c¢) Die Niitzlichkeit aller Einzelschritte wird erst nachtriglich, am Ende des
Beweises, fiir die Schiiler sichtbar, wihrend sie vorher kaum erkennen kénnen,
welche Funktion jeder Einzelschritt im Beweisganzen hat und wie weit es
noch bis zum Ziel sein konnte.

Betrachten wir nun einen Weg, der diese Mangel nicht enthilt.

,,Gute“ Ifnterrichtsﬂihrung

Lehrer: Zeichnet zuerst eine Figur zu dem Satz!

Schiiler : fithren den Auftrag aus

Lehrer: Welche Moglichkeiten habt ihr fiir die Lé,ge von Cgefunden ?

Schiiler : C kann auflerhalb oder auch innerhalb des Kreises liegen, aber nicht auf dem
Kreis. .

Lehrer: Gut. Untersuchen wir zuerst den Fall, da C auBerhalb des Kreises liegt.
‘Was haben wir in diesem Fall eigentlich zu beweisen ?

Schiiler : Wir haben zu beweisen, da8 4CB kein rechter Winkel sein kann, wenn C
auBerhalb des Kreises liegt.

Lehrer: Was heiBt das tiberhaupt — kein rechter Winkel ?

Sehiiler : Der Winkel A CB miiite ein stumpfer oder ein spitzer Winkel sein!

Lehrer : Richtig. Wie konnte man das noch ausdriicken ?

Schiiler : Der Winkel miiBte groBer als 90° sein oder kleiner als 90°.

Lehrer: Gut. Welcher dieser beiden Fille trifft vermutlich zu? Betrachfet eure
Zeichnungen, bei denen € auBlerhalb des Kreises liegt!

Schiiler : Man kann vermuten, da3 der Winkel A CB kleiner als 90° ist.

Lehrer: Ja, und nun miissen wir versuchen, diese Vermutung zu bewgisen. ‘Welche
Séatze konnten uns dabei vielleicht helfen-? Beachtet beim Uberlegen, da8
in der Behauptung etwas iiber einen Winkel ausgesagt wird!
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Schiiler :

Lehrer :

Scehiiler :

Lehrer :

Moglicherweise miissen wir andere Sitze (iber Winkel benutzen.

Das ist eine niitzliche Idee! Welche Sitze iiber Winkel kennen wir denn
schon ?

Sidtze tiber Winkel an geschnittenen Parallelen, iiber Scheitelwinkel, iiber
Nebenwinkel, tiber Innenwinkel im Dreieck, tiber AuBenwinkel am Dreieck,
itber Peripherie- und Zentriwinkel im Kreis.

Ja, aber nun wollen wir wieder unsere Zeichnungen betrachten (Bild 35)

und an unsere Vermutung denken, die zu beweisen ist. Welche der genannten
Sdtze kénnten uns dann niitzen ?

Schiiler :*bringen keine weiterfiihrenden Gedanken.

Lehrer:

Schizle')- :

Lehrer :

- Sehdiler :

Leiwer :

Schiiler.:

A

Vielleicht mi{iBten wir erst Hilfslinien emzelchnen, um unsere bekannten Sitze
anwenden zu kénnen ?

schlagen vor, durch O eine Parallele zu AB zu zeichnen; andere wollen C
mit M verbinden.

Als Begriindungen fiihren sie an: durch die Parallele zu AR entstehen Stufen-
winkelpaare, Wechselwinkelpaare usw.; durch die Verbindung von C mit M
entstehen bei M Nebenwinkel. Die Hilfslinien werden eingezeichnet.

Schaut euch noch einmal die Vermutung an! Wir wollen beweisen, da8 der
‘Winkel 4 CB kleiner als 90° ist, also kleiner als ein rechter Winkel.

Haben wir in unserer Zeichnung einen rechten Winkel, mit dem wir den
Winkel ACB vergleichen kénnten ?

Nein, aber wenn wir einen Perlpherlewmkel iiber AB zeichnen, da,nn hitten
wir einen rechten Winkel.

Gut, aber wir wollen nicht irgend einen Peripheriewinkel einzeichnen, sondern
ihn so legen, daB er méglichst einfach mit dem Winkel 4 0B verglichen werden’
kann.

machen zwei Vorschlige; einige wiahlen den Schnittpunkt von OM mit dem
Kreis als Scheitelpunkt (Bild 36), andere nehmen den Schnittpunkt von 40
mit dem Kreis als Scheitelpunkt (siehe Bild 37). Beide Vorschlige werden an
der Tafel realisiert.

Bild 37

Lehrer :
Schiiler :

Konnen wir unsere Vermutung jetzt beweisen ?

Ja, nun ist es ganz einfach. BC, steht senkrecht auf AC (Bild 87), also ist
BCU0, ein rechtwinkliges Dreieck mit dem rechten Winkel bei C,. Dann
muB aber der Winkel bei C kleiner als 90° sein, und das wollten wir ja zeigen.
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Schiiler : Man kann es auch noch anders begrinden. Die Dreiecke ABC, und ABC
{Bild 37) haben den Winkel bei 4 gemeinsam. Der Winkel bei B ist im zweiten
Dreieck groBer als im ersten — weil ja die gegeniiberliegende Seite langer
geworden ist —, also muB der Winkel bei C kleiner als der Winkel bei O, sein,
denn die Summe aller drei Winkel ist ja stets 180°.

Lehrer: Das ist alles richtig. Wir sind damit eigentlich fertig, aber vielleicht kénnen

' wir schnell noch iiberlegen, ob uns der Beweis auch an der anderen Zeichnung

(Bild 36) gelungen wére ?

Schilder : Bs geht auch, aber etwas umstindlicher. Man mulB zuerst die Dreiecke AMC
und AM C, betrachten. Da sieht man, da L ACM < L AC,M ist — der
Winkel bei M ist in beiden Dreiecken der gleiche, der Winkel bei A ist im
ersten Dreieck groBer als im zweiten, also ist der Winkel bei C kleiner als
der bei 0,. Dann muBl man dassélbe noch fiir die Dreiecke BCM und BO’oM ‘
feststellen, und daraus ergibt sich dann unsere Behauptung

Der Beweis fiir den Fall, daB C innerhalb des Kreises liegt, wurde von den Schiilern
sofort gefunden. Sie benutzten dazu eine Skizze, wie sie im Bild 38 wiedergegeben
ist.

Co

A +— B
Bild 38

Die Vorziige dieser zweiten Unterrichtsfithrung diirften auf der Hand liegen:

a) Déﬁ Schiilern wird kein von vornherein feststehender Beweisgedanke aufge-
dringt, sondern sie werden angeregt, selbst eine Losung zu suchen.

b) Die meisten Hilfen des Lehrers sind bei aller Bezogenheit auf die vorliegende
Aufgabe doch so allgemein formuliert, daB sie auch auf andere Situationen
itbertragen und von den Schiilern im Laufe der Zeit als Suchstrategie erfalit
werden konnen. (Gemeint sind solche Impulse bzw. Fragen wie: Zeichne eine
Figur! Welche Moglichkeiten gibt es? — Was ist eigentlich zu beweisen ? —
Was heillt das iiberhaupt ? — Wie kénnte man das noch ausdriicken? — Was
vermuten wir? — Welche Sitze kénnten uns helfen? — Was besagt die Be-
hauptung ¢ — Vielleicht miissen wir Hilfslinien zeichnen ? usw.) '

¢) Durch die griindliche Auseinandersetzung mit dem Problem konnen die Schiiler
wesentliche Schritte des Beweises selbst finden. An die Stelle hilflosen Stau-
nens iiber den Beweis (wie bei der zuerst wiedergegebenen ,,schlechten‘’ Unter-
richtsfithrung) tritt ein Erfolgserlebnis und — auf die Dauer gesehen — der
Erwerb von Erfahrungen im Lésen von Beweisaufgdaben.
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SIS

Ein Einwand wird hiufig aber doch gegen die hier skizzierte »gute® Unterrichts-
filhrung vorgebracht,” ndmlich der Hinweis, daB eine ,,gute‘* Beweisfithrung im
Unterricht deutlich mehr Zeit kostet als eine ,,schlechte* und man deshalb aus
Zeitmangel gewdhnlich nicht den ,,guten Weg gehen kann. Richtig ist daran,
daB eine die Selbsténdigkeit der Schiiler férdernde Beweiserarbeitung im Unter-
richt tatsichlich meistens linger dauert als ein sehr stark durch den Lehrer ge- -
lenktes Vorgehen. Man sieht das an unserem Beispiel schon rein duBerlich — die
zweite Darstellung ist merklich umfangreicher als die erste. Trotzdem wire es
vollig falsch, aus angeblichem Zeitmangel auf ein methodisch verniinftiges Ar-
beiten zu verzichten. Wir diirfen nie vergessen, was der Lehrplan in erster Linie
fordert. Sollen die Schiiler im Unterricht moglichst viele Beweise kennen lernen ?
Nein, das ist nicht das Hauptziel. Es geht vor allem darum, daB die Schiiler das
Beweisen lernen! Fiir die Erreichung dieses Zieles ist es sicher nicht gleichgiiltig,
wie viele Beweise im Unterricht behandelt werden. Deshalb schreibt der Lehr-
plan .auch bestimmte Beweisfiihrungen direkt vor. An erster Stelle steht aber
immer die Forderung nach groBtméglicher Einsicht der Schiiler in die Beweis-
filhrung. Wir haben das bereits im Abschnitt 2.3. (7 64ff.) begriindet und auch
"im Abschnitt 8.3.3. (7 97ff.) gesehen, daB bei MiBachtung dieser Forderung
praktisch kein Lernerfolg erzielt wird und die fiir Bewelsfuhrungen verwendete
- Unterrichtszeit dann nahezu nutzlos vertan ist.
L"ﬁweie'n, wir zusammen, wélche Moglichkeiten und Aufgaben in dem gesamten
Abschnitt 3.4. fiir die Verwirklichung der Leitlinie ,,Beweisen‘ zusammengestellt
worden sind:

. 1. Von Klasse 1 an werden die Schiiler dazu angehalten, ihre Aussagen zu be-
griinden und-ihr mathematisches Vorgehen beim Loésen von Aufgaben zu
rechtfertlgen Diese Forderung bleibt fiir den gesamten Ma,thematlkunterncht
in allen Klassenstufen bestehen.

2. In Klasse 6 werden die Schiiler in das Beweisen mathematischer Aussagen
explizit eingefithrt. Dazu muB ihnen der Unterschied zwischen Definitionen,
Sitzen und anderen ,,Ausdriicken‘‘ der Mathematik deutlich gemacht werden,
sie miissen von der Notwendigkeit: des Beweisens iiberzeugt werden und die
Unbrauchbarkeit empirischer Methoden fiir die mathematische Erkenntnis-
sicherung erkennen. Alle diese Einsichten und Kenntnisse miissen im weiteren
Verlauf des Mathematikunterrichts gefestigt werden, bls sie zum sicheren
geistigen Besitz der Schiiler geworden sind.’

3. Nach dieser grundsitzlichen Klirung werden im Unterricht (bis zur Klasse 12)
immer wieder Beweise erarbeitet. Dabei sollen die Schiiler die &uBere Anlage
und den Aufbau von Beweisen ebenso lernen wie bestimmte wichtige SchluB-
weisen und das heuristische Herangehen an Beweisaufgaben.

4. Parallel zur Erarbeitung von Beweisen im Unterricht werden den Schulern in
den entsprechenden Klassenstufen auch Beweisaufgaben gestellt, die dem
Leistungsvermégen der Schiiler angemessen sind. Dabei treten auf:

— teilweise oder vollsténdige Wiedergaben von Beweisen, die im Unterricht
besprochen worden sind ;
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— teilweise oder vollsténdige Er&rbeltung von Beweisen aus Lehrbiichern oder
"nach speziellem Arbeitsmaterial; :

— selbstdndiges Beweisen vorgegebener oder selbst zu findender Sétze, Recht-
fertigen von Aufgabenlosungen verschiedenster Art (Konstruktionsaufgaben,
Losungen von Gleichungen oder Ungleichungen usw.). o

Bei konsequenter Beriicksichtigung der Punkte 1 bis 4 werden Erfolge im Unter-
n/ht nicht agusbleiben. '
L

3.6.  Zur ﬁberwindung einzelner Hemmnisse
fiir die Bewilltigung von Beweisaufgaben .

Der Zielsetzung des vorigen Abschnitts 3.4. entsprechend, haben wir uns dort in

erster Linie mit der Frage beschaftigt, welche Hauptforderungen der Unterricht

erfiillen muB, um die Schiiler mit dem Beweisen mathematischer Aussagen ver-

~ traut zu machen. Dabei sind wir absichtlich nicht auf solche Schwierigkeiten

eingegangen, die fiir das Beweisen in speziellen Stoffgebieten charakteristisch
sind oder die bei bestimmten Arten von Beweisen auftreten konhen. Zur Ab-

rundung und Erginzung unserer bisherigen Uberlegungen diirfte es .aber doch

niitzlich sein, wenigstens auf einige dieser Probleme noch einzugehen. (Eine

erschopfende Diskussion aller bei Beweisfilhrungen im Unterricht méglichen

Schwierigkeiten ist natirlich nicht méglich.) Unser Anliegen ist dabei — wie

schon im Abschnitt 3.4. — die Herausarbeitung notwendiger Bedingungen fiir

die Erreichung guter Unterrichtserfolge auf dem Gebiet des Beweisens.

Wir stiitzen uns bei den folgenden Darlegungen zwar in erster Linie auf Er-

fahrungen, die in mathematischen Arbeitsgemeinschaften mit Schiilern der Klassen-

stufe 8 gewonnen worden sind, die daraus abzuleitenden SchluBfolgerungen gelten

aber uneingeschrankt auch fiir den Mathematikunterricht, zielen sie doch darauf
ab, bestimmte Hemmnisse beiseite zu réumen, die der Bewiltigung von Beweis-'
aufgaben durch Schiiler im Wege stehen konnen. : ‘

3.5.1. Schwierigkeiten bei arithmetischen Beweisaufgaben

Eine erste Gruppe von Beweisaufgaben, auf die wir eingehen wollen, ist arith- .
metischer Natur. Wir beschrinken uns dabei .auf relativ einfache Beispiele, an
denen dennoch bestimmte Probleme schon sichtbar werden. Es handelt sich um
Beweise zu Sitzen wie:

(1) Die Summe zweier beliebiger aufeinanderfolgender ungerader Zahlen ist durch 4 -
teilbar.

(2) Die Summe zweier beliebiger aufemanderfolgender gerader Zahlen ist nicht
durch 4 teilbar.

(3) Das Produkt zweier ungerader Zahlen ist ungerade.

(4) Die Summe zweier ungerader Zahlen ist gerade.

(5) Wenn' die Summe aus vier natiirlichen Zahlen eine ungerade Za.hl ist, so ist ihr
Produkt eine gerade Zahl.
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. (6) Wenn drei beliebige, nicht durch 3 teilbare natiirliche Zahlen gegeben sind, so ist
entweder ihre Summe oder die Summe zweier dieser Zahlen durch 3 teilbar. )
(7) Bildet man zu zwei beliebigen natiirlichen Zahlen die Summe, die Differenz und
das Produkt, so.ist wenigstens eine dieser drei Zahlen durch 3 teilbar.
(8) Die Differenz der Quadrate zweier beliebiger gerader Zahlen. ist durch 4 teilbar.
(9) Die Summe der Quadrate zweier beliebiger ungerader Zahlen ist nicht durch 4
teilbar.
(10) Kann die Summe von vier a.ufema.nderfolgenden natiirlichen Za,hlen eine Quadrat-
. zahl sein ?
(11) Wenn zum Quadrat einer natiirlichen Zahl die Zahl selbst addiert wird, so erhélt.
man das Produkt der gegebenen Zahl mit der darauffolgenden Zahl. '
- (12) Was erhilt man, wenn vom Quadrat einer natirlichen Zahl die Zahl selbst sub-
‘trahiert wird ?
"(13) Von drei aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen wird die erste mit der zwelten
und die zweite mit der dritten multipliziert. Beweise,
— daB die Summe dieser Produkte gleich dem doppelten Quadrat der mittleren
' Zahl ist, und
— daB die Differenz dieser Produkte gleich dem Doppelten der mlttleren Zahl ist!
" Beim Losen dieser und #hnlicher Aufgaben traten unter anderem folgende Schwie-
rigkeiten auf:

a) Die Schiiler waren zum Teil nicht in der Lage, die im Aufgabentext gegebenen
Sachverhalte richtig mit Hilfe von geeigneten Termen auszudriicken. Das
machte sich vor allem bei den Aufgaben (1) bis (4) und (8) bis (13) bemerkbar.
So wurde z. B. als Ausdruck fiir eine beliebige gerade Zahl der Term n -+ 2
benutzt, fir eine beliebige ungerade Zahl wurde 3 - m geschrieben, das Quadrat
einer beliebigen geraden Zahl wurde durch 2 - n? bzw. auch durch 4 - n ausge-

* driickt, zur Bezeichnung des doppelten Quadrats einer beliebigen Zahl wurde
n* herangezogen, in den} zur Aufgabe (13) gehorigen Term » - (n 4+ 1) +
4 (n + 1) - (» + 2) wurde das Setzen der Klammern vergessen oder die Kenn-
- zeichnung von drei beliebigen aufeinanderfolgenden Zahlen wurde einfach
- dureh a, b, ¢ bzw. auch durch a,, a,, a; versucht.

b) Es gab eine Reihe von Fehlern beim Umformen von Termen. So wurde z. B.
der Term (2m + 1)- (2n + 1) in 4 mn + 1 umgewandelt, fir (22 4+ 1)2 ist’ v
von' manchen Schiilern 4 n% 4 1 gesetzt worden, andere kamen beim Aus-
klammern nicht weiter und dergleichen mehr.

Die Folge solcher Schwierigkeiten war, daB die bétreffenden Schiiler manche
Beweisaufgaben nicht losen konnten, obwohl sie vollig richtige Vorstellungen
- davon hatten, was Beweisen bedeutet und auch wuBten, wie sie im vorliegenden
Fall vorzugehen hatten. Diese Schiiler scheiterten also nicht an prinzipiellen
Unklarheiten iiber das Beweisen, ‘sondern daran, da,B sie im Umgang mit Termen
unsicher waren.
Ahnliche Schwierigkeiten miissen bei- Bewelsfuhrungen in jedem mathematischen -
Teilgebiet auftreten, wenn die Schiiler mit den in diesem Gebiet benutzten mathe-
‘matischen Ausdrucksmitteln nicht geniigend vertraut sind. Zur Vermeidung oder
Uberwmdung solcher Schmerlgkelten ist dabei stets zweierlei notwendig: einmal
die Schaffung eines klaren mhalthchen Verstindnisses der mathematischen Aus-

167
12%



driicke, zum anderen aber auch die Entwicklung von Fertigkeiten im formalen
Operieren mit den Ausdriicken.
Fir den Bereich, aus dem die oben angefiihrten Belsplele (1) bis (13) stammen,
heiBlt das:
Die Schiiler miissen wissen,
— was die auftretenden Variablen bedeuten,
— wie bestimmte inhaltliche Bedingungen (gerade Zahl, ungerade Zahl, Quadrat
einer geraden Zahl, aufeinanderfolgende Zahlen u. &.) mit Hilfe von Termen
. ausgedriickt werden konnen, '
— und sie miissen auch in der Lage sein, Terme dquivalent umzuformen (aus-
multiplizieren, ausklammern, zusammenfassen usw.).

Es ist klar, daB diese Fihigkeiten sich nicht von selbst einstellen. Sie miissen
durch entsprechende Aufgabenstellungen im Unterricht entwickelt werden. Lehr-
plan und Lehrbiicher geben dazu bereits die notige Orientierung. Uns kommt es’
hier nur darauf an, daB die Ubungen im Umgang mit Termen nicht als Selbst-
zweck angesehen werden, sondern unter anderem auch als notwendige Vorberei-
tung auf entsprechende Beweisfithrungen.

Neben den unter a) und b) genannten Schwierigkeiten trat gelegentlich noch ein
anderes Problem auf. Es zeigte sich ndmlich, da einzelne Schiiler bei Beweisen
zu manchen der Behauptungen (1) bis (13) nicht sahen, worin eigentlich der
Beweis bestanden hatte. Beiihnen war der Eindruck entstanden, die Behauptung
sei nur itnmer wieder anders ausgedriickt, aber eigentlich nicht bewiesen worden.
Wie sich herausstellte, war dieser Irrtum vor allem durch eine etwas ungeschickte
suBere Darstellung mancher Beweise verursacht worden. Beispielsweise war beim
Beweis der Behauptung (13) folgende Schreibweise benutzt worden:

9

w—1)-n+n-(n+1)=2. 22

: ?
nt—n+n24n. = 2. n?
A 2.02 =2.n .

Das in der Behauptung vorkommende Gleichheitszeichen war also mit einem
Fragezeichen versehen und wurde im Beweisgang nicht benutzt. Die linke Seite
der Gleichung wurde dquivalent umgeformt, bis auf beiden Seiten der gleiche
Term stand. Dieses an sich einwandfreie Vorgehen wurde von manchen Schiilern

aber eben doch nicht richtig durchschaut. Als wesentlich giinstiger erwies sich
dann folgende Darstellungsweise:

Behauptung: (n —1)-n +n-(n+ 1) = 2n?
Beweis: n—1)-n+n-(n+1)
=n2—n+n+n
=2.n2

Diese Darstellungsweise erleichterte den Schiilern das Versténdnis und verleitet
auch nicht so stark wie die erste Darstellungsart dazu, beim Beweis etwa von
der Behauptung auszugehen und sich zufrieden zu geben, sobald man nach einigen
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Schritten zu einem offensichtlich allgemeingiiltigen Ausdruck gelé,ngt ist. Ein
Beispiel fiir ein solches fehlerhaftes Vorgehex_l wire etwa der ,,Beweis‘‘ von

-

,, Fur alle positiven Zahlen a, b
gilt: 2 4 2 > 2
v b a
durch-die Folgerungskette
a b
—+—-—=2
b + a
@+ b =2
ab —
a2+ b2=2ab
a®—2ab+052=0
(@—02=0

Die letzte Ungleichung ist offensichﬂich allgemeingiiltig, aber daraus kann man
natiirlich nicht auf die Gultlgkelt der Behauptung schheﬁen, denn das wire ein
Schlufl nach dem Schema :

p—q

q

P
‘und dieser SchluB ist bekanntlich unzulasmg
Eine ganz andere Frage ist, daB man durch ein solches Ausgehen von der Be-
hauptung eventuell einen Beweis finden kann, indem man versucht, von einem
als allgemeingiiltig bekannten Ausdruck, der aus der Behauptung folgte, auf die
Behauptung zuriick zu schlieBen. In dem obigen Beispiel ist das méglich. . ’
Der Beweis sieht dann so aus:

Es seien @ und b beliebige positive Zahlen.

Dann gilt stets

(@ —0b2=0 ' — das Quadrat einer Zahl ist nie kleiner als Null;
daraus folgt ) '
a*—2ab+052=0 |4+ 2ab
a?+b2=2ab |:ab (ausfﬁhrbar,daa:l:Oundb:i:O)
2
l "'bzg 2, also %-l—i =2, w.z. bw.
a

ab

Wir sehen jedenfalls — und darauf kam es uns hier nur an. —, da8 die Darstellung
von Beweisen fiir ihr Verstindnis und auch fiir die Vermeldung von Fehlern eine
nicht geringe Bedeutung besitazt.
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- 3.6.2. Sehwierigkeiten bei geometrischen Beweisaufg‘:a;ben

Wir wollen nun einige: Beweisaufgaben betrachten, in denen es um geometrische
Sachverhalte geht. Die Arbeit mit Schilern hat gezeigt, daB hier eine Fehler-
quelle existiert, die gar nicht so leicht zu beseitigen ist. Es handelt sich um sté:
rende Einfliisse der Anschauung auf die Beweisfithrung, die durch manche Bewels-
figuren hervorgerufen werden. :

Sehen wir uns dazu \

Beispiele von Beweisaufgaben an:

(1) In einemn Kreis werden durch die Endpunkte eines Durchmessers parallele
Sehnen gezogen. '
. Beweise, daB diese Sehnen stets gleich lang sind! (Bild 39)

. Bild 39 ‘ Bild 40

Der Beweis bereitete den Schiilern erhebliche Schwierigkeiten. Sie brachten zwar
geniigend Vorschlige, die auch durchaus zielstrebig waren, achteten dabei aber
fast gar nicht darauf, wirklich nur die in der Aufgabenstellung gegebenen Voraus-
setzungen zu benutzen. So wurde unter anderem von den Schiilern gebracht:
b

,,E geht durch M* (das wurde nicht explizit formuliert, sondern die Beweis-

figur wurde einfach so angelegt)

»w<X AMD =  CMB*

»4°:ADM liegb symmetrisch zu 4 BO.

Fragte man die Schiiler nach den Begriindungen fiir diese und #hnliche Behaup-

tungen, so kam in der Regel als Antwort: ,,Das sieht man doch!* '

Die Schwierigkeit bestand also bei dieser Aufgabe fiir die Schiiler vor allem darin,

sich Pei jedem Schritt klar zu machen, ob sich dieser Schritt auf frither bewiesene

Satze bzw. auf die angegebenen Voraussetzungen oder nur auf die Anschauung
- stiitzt. .

Der Vollstandigkeit wegen sei ein Beweis des Satzes hier angedéut_et:
Wir zeichnen die Radien CM und DM ein (Bild 40). Die entstandenen gleich-
‘schenkligen Dreiecke ADM und BOM stimmen in zwei Seiten iiberein.
Auflerdem gilt < MAD =~ < MBC (Wechselwinkel an geschnittenen
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Parallelen).” Daraus und aus der Gleichschenkligkeit folgt die Uberein-
stimmung der Dreiecke auch in den ibrigen Winkeln. Es gilt also
N ADM = N\ BCM, und somit ist gezeigt, dal die Sehnen AD und -BC
glelch lang sind.

Wesentlich leichter fiel den Schulem folgende Aufgabe:

(2) Gegeben ist die im Bild 41 wiedergegebene Figur mit g||h. Die kaeloc :
und f§ seien bekannt. Wie gro8 ist y? Beweise deine Behauptung!

Hier gab es praktisch keinen ,storenden‘ EinfluB der Anschauung. Mehrere
Schiiler fanden véllig selbstindig einen Beweis fiir die Behauptung y =« +
wobei ihre Beweisgedanken durchaus unterschiedlich waren.

.

g ¢ 0y

Bild 41 ) Bild 42

Ganz anders sah es dagegen wieder bei folgender Aufgabe aus:

(3) Gegeben sind folgende Voraussetzungen:
A ABC = A A,B,C;; m(AB;) = 20 cm;
m(4B) = 12 cm; 4, A,, B und B, hegen auf emer Geraden. (Bild 42)
Die Frage lautet: Wie groB ist m( 001) ?

Die Losung m(CC;) = 8 cm wurde von den Schiilern schnell gefunden. Es machte
ihnen jedoch Schwierigkeiten, die Begriindung fiir dieses Resultat liickenlos zu
erbringen.

So konnten sie z. B. nicht genau sagen, nach welchem Satz aus 8 = ﬂl bzw. o = o
 die Parallelitéit von CB und C,B, bzw. von CA und C,4, folgt. Zunichst gaben
sie als Begriindung an: ;

(L

,»Stufenwinkel an geschnittenen Parallelen sind doch stets gleich groB!

Es bedurfte erst einer Diskussion, bis sie erkanntén, daB man hier gerade die |
) Umkehrung dieses Satzes benétigt Es wurde auch nicht deutlich gesagt, dal man
. erst aus BC =~ B,C, 01 und BC’llB O, schlieBen kann, daB BB,C,C ein Parallelo-
gramm und damit CC, = BB, ist. Die Schiiler gaben zunéichst nur eine der

beiden Bedingungen an. Auf Befragen duBerten sie dann in der Regel, daB die ,
andere doch selbstverstindlich bzw. offensichtlich sei.
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Ahnliche Probleme gab es auch bei folgender Aufgabe: .

(4) Gegebensei (Bild 43): AE =~ BE =~ AB; DE | AB; EC =~ AB. Es ist zu
beweisen, daB ¢ AEB 4+ L ACB = 90° ist. _

Wir sind auf diese Aufgabe in anderem Zusammenhang schon einmal eingegangen

(~ 59ff., Abschnitt 2.2.) und brauchen die dort angestellten Uberlegungen hier

nicht zu wiederholen. Es gibt jedoch noch einige andere Dinge zu dleser Aufgabe
zu bemerken. :

A

B .
Bild 43

Die Losungen der Schifler waren im Prinzip richtig angelegt. In allen Arbeiten .
gab es ]edoch Liicken. So wurde z. B. stets in irgend einer Form benutzt, daB

DE bzw. EC den Winkel AEB bzw. ACB halbiert, ohne daB diese Tatsache be-
griindet worden wire. Wir haben es hier wieder mit der Erscheinung zu tun,
daB ein scheinbar offensichtlicher Sachverhalt einfach als feststehend angenommen
wird, ohne ihn durch Ruckga.ng auf die Voraussetzungen bzw. auf schon bewiesene
Séatze zu sichern.

So wurde in manchen Arbeiten ohne Begriindung benutzt, daB ED den Winkel
AEB halbiert und daB der Winkel ECB halb so groB ist wie der, Winkel 4CB. ,
Ein Schiiler stellte ohne Erlduterung fest: ,,Der Winkel DEB bétragt 30°“. An

einer anderen Stelle erklirte er: ,,Winkel 4CB ist 30° groB, denn die Winkel ACE

und ECB sind durch die Strecke DC geteilt.” Das ist natiirlich keine stichhaltige

Begriindung. Auch in einem anderen Beweis hieB es ohne Erklirung: ED ist
die Winkelhalbierende von AEB.“ Interessanterweise wurde dann aber die

Halbierung des Winkels ACB durch EC nicht einfach benutzt, sondern nach- .
einander bewiesen, daB <X ECA = 15° und < ECB = 15° ist. Dabei spielte
aber nun noch eine weitere Voraussetzung eine wesentliche Rolle, die in der Auf-
gabenstellung gar nicht genannt worden war. Es wurde ndmlich — iibrigens von
allen Schiilern — benutzt, daB die Punkte C, D und E auf éin und derselben Ge-
raden liegen. Man kann hier eigentlich nicht von einer Liicke in der Beweis-
fithrung sprechen, denn dieser Sachverhalt 148t sich aus den iibrigen Voraus-
setzungen gar nicht folgern. Er wurde einfach unbewuBt als zusétzliche Voraus-
setzung verwendet. Zweifellos ist diese Einengung des Problems durch die An-
lage der Beweisfigur, die den Schiilern gegeben wurde, stark begiinstigt worden.
. Es zeigte sich jedenfalls erneut, wie schwer es den Schiilern fiel, nur die explizit
genannten Voraussetzungen zu benutzen. Obwohl darauf bei den vorhergegan-
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genen Gelegenheiten bereits mehrfach hingewiesen worden war, gelang es den
Schiilern nicht, sich wirklich alle Voraussetzungen bewuB8t zu machen, die sie bei
ihrem Beweis benutzten, und diese Voraussetzungen dann daraufhin zu iiberpriifen,
ob sie sich aus der Aufgabenstellung ergaben oder nur rein anschaulich der Beweis-
figur entnommen waren.
Moglicherweise hat diese Erscheinung tiefere Ursachen:
Im Mathematikunterricht — insbesondere in der Geometrie — werden als Axiome
viele Sitze benutzt, die anschaulich so evident sind, daB8 man sie gar nicht erst
formuliert und sie sich somit auch nicht als benutzte Voraussetzungen bewuBt
macht (7 74ff., Abschnitt 3.1.4.). Damit begiinstigt man natiirlich etwas die
eben beschriebenen Mingel. Es diirfte aber sehr schwer sein, im Unterricht eine
liickenlose axiomatische Begriindung der Geometrie zu geben.
‘Wir wollen wieder versuchen, an die eben geschilderten Erfahrungen einige
Schlupfolgerungen zu kniipfen:
Am wichtigsten diirfte die Feststellung sein, daB bei geometrischen Beweis-
fithrungen die Gefahr von Scheinbeweisen fiir die Schiiler offenbar besonders gro8
ist, und zwar auch dann noch, wenn sie verstanden haben, da$ durch unvollsténdige
Induktion bzw. durch Ausmessen von Winkeln oder Strecken nichts bewiesen
werden kann. In den Versuchen hat sich gezeigt, daB es den Schiilern auBer-
ordentlich’ schwer fiel, gewisse Sachverhalte, die in der Beweisfigur scheinbar
offensichtlich zu erkennen waren, doch zunichst in Zweifel zu ziehen und nach
einer Begriindung dafiir zu suchen. Diese Schwierigkeit wurde auch kaum ge-
ringer, nachdem den Schiilern wiederholt Liicken in ihren Beweisfiihrungen nach-
gewiesen worden waren und sie sich bemiihten, solche Fehler nicht wieder zu
machen. Trotzdem benutzten die Schiiler (beeinfluit durch eine Beweisfigur)
immer wieder Voraussetzungen, iiber deren Giiltigkeit sie sich gar keine Rechen-
schaft abgelegt hatten. Die in dieser Hinsicht durchgefiihrte Arbeit hat nicht
a;usgereicht, die Kritikfidhigkeit der Schiiler so weit zu entwickeln, daB sie rein
anschaulich ErfaBtes in -jedem Falle von logisch gesicherten Kenntnissen zu
© trennen vermocht hitten. Wahrscheinlich ist eine schnelle Entwicklung dieser
Fihigkeit auch gar nicht zu erwarten. Es bedarf vermutlich einer jahrelangen,
den gesamten Geometrieunterricht durchziehenden Kleinarbeit, um dieses Ziel
zu erreichen. Dazu wird es u. a. sicher notwendig sein, bei geometrischen Beweis-
aufgaben eine entsprechende Figur 6fter von den Schiilern anfertigen zu lassen,
anstatt sie ihnen zu geben. Bei der Entwicklung einer solchen Figur kann dann
Schritt fiir Schritt iberpriift werden, was durch die Voraussetzungen gesichert
ist und was nicht. Aber dieses Verfahren ist natiirlich nicht immer anwendbar,
wenn man nicht sehr umsténdliche und lange Formulierungen bei einer Reihe
von Aufgaben in Kauf nehmen will. Die Schiiler miissen auch mit gegebenen
Beweisfiguren arbeiten und dabei lernen, was auf Grund der angegebenen Voraus-
setzungen so und nur so sein muB und was eventuell auch anders aussehen konnte. -
AbschlieBend wire hierzu noch zu bemerken, daB das Problem der Benutzung
nicht gegebener Voraussetzungen bzw. des Weglassens notwendiger Begriindungen
" npatiirlich auch bei Beweisfilhrungen in anderen Stoffgebieten auftreten kann,
némlick immer dann, wenn Dinge fiir selbstverstindlich gehalten werden, die es
in Wirklichkeit gar nicht sind. Es ist deshalb nicht nur eine Aufgabe des Geometrie- .
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unterrichts, sondern des gesamten Unterrichts in Mathematik, bei den Schiilern
die Fahigkeit zum kritischen Durchdenken von Begriindungen und Beweis-
fithrungen zu entwickeln. Die Erreichung dieses Ziels. ist dabei keineswegs nur
fiir die Arbeit auf mathematischem Gebiet bedeutsam, sondern stellt einen wesent-
lichen Beitrag des Mathematikunterrichts fiir die Realisierung genereller Ziel-

setz

gen unserer Schule dar; denn Genauigkeit und Strenge in Begriindungen
Argumentationen sind auf allen Gebieten auBerordentlich wichtig.

3.6.3. Schwierigkeiten bei Beweisfiihi'ungen mit Hilfe

der vollstindigen Induktion

Wenden wir uns zum SchluB unserer Diskussion iiber Hemmnisse, die der Be-
wiltigung von Beweisaufgaben im Wege stehen konnen, der vollstindigen In-
duktion zu. Nach den bisher vorliegenden Erfahrungen konnen an folgenden
Stellen Schwierigkeiten auftreten: /

a) Beim Finden bzw. Formulieren der zu bewelsenden Behauptungen;

b) beim Verstéindnis des Prinzips der vollstindigen Induktion; .

c¢) beim Anwenden dieses Prinzips auf den jeweiligen Fall;

d) bei notwendigen Umformungen von Termen oder Ausdriicken im Bewelsga.ng
Wir wollen die Punkte a) bis d) im Zusammenhang mit einem Beispiel diskutieren.
Es handelt sich um eine Aufgabe, die im Oktober 1968 bei einem mathematischen
Schiilerwettbewerb an der Universitit Budapest gestellt worden ist. Sie lautet:

Es ist zu beweisen, daB es keine unendliche Folge {a,} gibt, deren Glieder
folgende Bedingungen erfiillen:

1. Alle a, sind natiirliche Zahlen;
2. die Zahlen a,, sind hicht alle gleich;
3. fiir n = 2 ist jedes a, harmonisches Mittel von a,_; und a,y,, d. b.

2ap_1- Qi1

Oy = .
Op_1+ i1

Beim Betrachten dieser Aufgabe ist zuniichst kaum zu sehen, daB zu ihrer Losung
ein Beweis mit Hilfe dér vollstindigen Induktion notwendig sein kénnte. Man
kommt erst nach einer ganzen Reihe von Voriiberlegungen zu dieser Feststellung.
Es sind dies — kurz gefaBt — folgende Uberlegungen:
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Nehmen wir an, daB es doch eine unendliche Folge {a,} gibt, deren Glieder die
Bedingungen 1. bis 3. erfiillen. Dann wére

O On-1 oo jedes n = 2 — das folgt aus Bedingung 3. durch

(1) Gnyr = 3
On-1— Gn Umformung;

(2) a; > 0 — das ergibt sich aus den Bedmgungen 1., 8. und der Forderung nach
Unendlichkeit;

(3) ap < @pq fiir jedes n — das folgt aus den Bedingungen 1., 2. und 3., eben-
falls unter Beriicksichtigung der Forderung nach

Unendlichkeit ;




(4) a, = a, + d mit d > 0 — das ergibt sich unmittelbar aus (3).

Berechnet man nun einige weitere Glieder der als existent angenommenén Folge,
so gelangt man zu der Vermutung
a - (@ + d)
—(n—2).d
Die Gultlgke1t dieser Vermutung Wurde bedeuten, daB unsere Annahme falsch
sein muB; denn der fir @, angegebene Bruch besitzt einen konstanten Zéhler
und kann deshalb unméglich fir jedes beliebige n eine natiirliche Zahl darstellen.
Um die urspriinglich gestellte Aufgabe zu 16sen, wiirde es also nun ausreichen,

die Vermutung (5) zu beweisen, und dafiir bietet sich natiirlich die vollsténdige
Induktion an.

(5) ap = fur jedes n = 2

Unser Beispiel zeigt, daf beim Lésen einer Beweisaufgabe mitunter viel Miihe
aufgewandt werden mul, ehe man an eine Stelle gelangt, die den Einsatz der
vollsténdigen Induktion iiberhaupt erst ermoglicht. Selbstverstandlich tritt dieser
Fall nicht immer auf, aber es ist eben auch nicht so, daB die Aufgabenstellung
stets von vornherein erkennen 148t, ob die vollstindige Induktion anzuwenden ist
* oder nicht. :
Die Uberwindung von Schwierigkeiten belm Finden, und Formulieren der zu be-
weisenden Behauptung erfordert vor allem heuristische Fihigkeiten. Im Ab-
schnitt 3.4.6. (7 154ff.) haben wir uns dariiber bereits einige Klarheit verschafft,
so dal es nicht notwendig ist, hier noch einmal darauf einzugehen.
Kommen wir nun zu dem oben genannten Punkt b (,# 174), d. h. zum Versténdnis
des Prinzips der vollstindigen Induktion. Dieses Verstindnis muf natiirlich vor-
handen sein, wenn man entsprechende Beweise verstehen oder gar selbst fithren
will. Nach den bisher vorliegenden Erfahrungen und Untersuchungen scheint es
nicht allzu problematisch zu sein, Schiilern etwa schon ab Klasse 8 dieses Prinzip
plausibel zu machen. Man kann dazu anschauliche Hilfsmittel verwenden, wie sie
z. B. H. STEINHAUS dargestellt hat.l) . Er benutzt eine geordnete Reihe von
Plattchen, die so aufgéstellt werden, daB das Umfallen irgend eines Plittchens
stets auch das Umfallen des nichsten zur Folge hat (mit Ausnghme des letzten
natiirlich). Aus diesem Sachverhalt und dem tatsdchlichen Umfallen des ersten
Plattchens kann man schlieBen — und bei einem Versuch mit den Plattchen
auch direkt sehen —, daf3 alle Plattchen umfallen. :
Bis hierhin gab es bel Versuchen mit Schiilern?) gewohnlich keine Schwierigkeiten.
Sie traten aber meistens auf, wenn weitergehende Fragen gestellt wurden. Es
zeigte sich, daB manche Schiiler meinten, man koénne allein aus dem Satz
»Wenn ein beliebiges Pliattchen umgestoBen wird, so fillt auch das nichste
um® , ,
auf das Umfallen aller Plittchen schlieBen, ,falls das beliebige Plittchen gerade
das erste ist*’, wie sie sagten. Erst nachdem an anderen Beispielen geklirt worden
war, was eine Implikation genaun besagt, verstanden sie, daBl man aus dem obigen

+ 1) STRINHAUS, H.: Kaleidn,#\skop der Mathematik. VEB Deutscher Veﬂa.g der Wissenschaften, Berlin 1959,
S. 46. .
*) Vgl. z. B, WarscH, W.: Konnen viersehnjihrige Schiller die vollstindige Indukiion verstehen? In: ,,Mathe-
matik in der Schule*, (3) 1965, Heft 6.
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Satz allein nicht auf das Umfallen irgendwelcher Plittchen schlieBen kann, Nach
dieser Klirung waren die Schiiler dann aber in der Lage, das Prinzip der voll-
stdndigen Induktion richtig zu erldutern. ‘

Man kann erwarten, daB die — relativ leicht iiberwindbaren — Schwierigkeiten
im Verstehen des Prinzips der vollsténdigen Induktion immer weniger auftreten
werden, je mehr die Schiller von vérnherein ein richtiges Verstindnis solcher
Sétze erwerben, die als Implikationen formuliert sind.

Es ist aber leider so, daB das Verstindnis des Prinzips der vollstindigen Induk-
tion noch nicht hinreichend ist, um Beweise mit Hilfe der vollstindigen Induktion
wirklich fithren zu kénnen. Die oben (7 174) unter ¢) genannten Schwierigkeiten
treten durchaus selbsténdig auf und sind nicht mit den unter b) genannten iden-
tisch. Das ist auch leicht einzusehen. Das Erfassen des Prinzips erfordert nur,
folgenden Satz zu verstehen:

Wenn der Ausdruck H(a) gilt und aus der Giiltigkeit von H(n) mit n = a
die Giiltigkeit von H (n 4 1) folgt, so g1lt H(n) fiir jedes n, das groBer oder
~ gleich a ist.

Das Anwenden dieses Prinzips — also das Fiihren eines Beweises — verlangt

dagegen:

— Den Beweis von H(a);

— den Beweis von H(n) — H(n 4 1) fiir » = a, wobei also auf eine Implikation
zu schlieBen ist;

— das Ziehen der SchluBfolgerung V n H(n) fiir # = a durch Anwendung der
Abtrennungsregel.

. Das Beweisen ist also .offensichtlich wesentlich komplizierter als das bloBe Ver-

stehen des Prinzips der vollstindigen Induktion.

Die Schwierigkeit trat bei Versuchen vor allem immer wieder dadurch’ hervor,

daB Schiller mit dem zweiten Beweisschritt — dem sogenannten Induktionsschritt

~ nicht zurecht kamen. Die dabei anzuwendende SchluBregel war ihnen oft

fremd, und auch nach entsprechenden Ubungen kamen imimer wieder Fehler vor.

Es fiel den Schiilern schwer, genau zu formulieren, was bewiesen werden sollte.

So wurde von den-Schiilern beispielsweise gesagt:

»» Wir miissen die Formel erst fiir 1 und dann fir # + 1 beweisen.*
,»Wir wissen, daB die Formel fiir » gilt, jetzt miissen wir zeigen, daB sie auch
fiir n + 1 gilt.*

Unser Lehrplan verlangt fiir Klasse 11, daB die Schiiler Induktionsbeweise fithren
konnen. Eventuell auftretende Schwierigkeiten der eben beschriebenen Art
diirften sich in dem MaBe verringern lassen, wie es gelingt, die Schiiler schon vor
der Behandlung der vollstindigen Induktion mit dem SchlieBen auf eine Imph-
kation vertraut zu machen (7 139ff., Abschnitt 3.4.4.).

‘Ein letztes Hindernis — oben als Punkt d (7 174) angefithrt — kann nun noch
auftreten, wenn der Beweis von H(n) — H (n 4+ 1) durchgefiihrt werden soll.
Betrachten wir dazu noch einmal unser Beispiel (7 174), gas dbrigens durch -
einen etwas modifizierten InduktionsschluBl zu bewelsen ist, wie gleich gezeigt
werden soll.
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Der Beweis von
4y = 2 (@, +4d)
. —(n—2)-d
fiir den Anfangswert n = 2 ist sehr einfach. Man bekommt sofort
G =0 +a

und erkennt die Richtigkeit dieser Gleichung unmittelbar durch Vergleich
mit (4) ( 175). Man bekommt fiir n = 2 auBerdem

__Bh '

2a, —a,
nach der vorn angegebenen Gleichung (1) (7 174). Daraus folgt durch Einsetzen
von a, + d fur a, dann

_ & (m+d)

a —d

also die Giltigkeit der Verniutung (5) fir n» = 3.
Im zweiten Schritt hat man nun zu zeigen, daB aus der Giiltigkeit von

% - (@, + d)
o= (n—2)-d

n =

und

@ - (2, + d)
a—(n—1)-d°

fir n = 2 die Gultigkeit von

ay - (@ + d)
@ —n-d

App1 =

Oyt =

folgt. Dazu ist nach dem oben angegebenen Ausdruck (1) folgender Quotient
zu bilden:
G- +d a-(e+d)
Opy1° 0 G —(n—1)-d a —(n—2)-d
20— @pyy 20-(h+d)  ay-(a+d)
o —(n—2)-d a—(n—1-d

An+2 =

Es gehort offensichtlich doch ‘schon eine gewisse Fertigkeit im Umformen von .
Termen dazu, um diesen Bruch schlieBlich in

a; - (@, + d)
a—n-d

umzuwandeln. Dabei muB gesagt werden, daB bei anderen Induktionsbeweisen
noch wesentlich kompliziertere Termumwandlungen nétig werden kénnen. Um
hier nicht zu scheitern, miissen jene Fertigkeiten im formalen Operieren ent- -
wickelt werden, auf die wir im Abschnitt 3.5.1. (7 166ff.) hingewiesen haben.
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SchluBbemerkungen

‘Wir haben uns am Anfang dieses Buches das Ziel gesetzt, eine Reihe von Fragen
zu kliren, die im Zusammenhang mit Beweisfithrungen in unserem Mathematik-
unterricht auftreten. Dabei sind wir davon ausgegangen, da8 das Beweisen nicht
nur ein wichtiges Element der Mathematik ist, sondern daB logisch richtiges
Begriinden, Argumentieren und Folgern zu den wesentlichen Merkmalen jedes
wissenschaftlichen Denkens und Arbeitens gehéren. Es ist deshalb zur Erreichung’
der unserer sozialistischen Schule gesteckten hohen Ziele notwendig, die Schiiler
griindlich in das Beweisen mathematischer Aussagen einzufiihren und entspre-
chende Féahigkeiten bei ihnen zu entwickeln. Die in den vorangegangenen Ka-
piteln dazu dargelegten Gedanken brauchen hier nicht noch einmal angedeutet
zu werden. Wir wollen aber noch einmal hervorheben, daB mit isolierten Finzel-
mafBnahmen kaum nennenswerte Erfolge zu erreichen sind. Das Bemiihen um
gute Leistungen der Schiiler auf dem Gebiet des Beweisens wird nur dann voll
wirksam werden, wenn es einbezogen ist in das stéindige Streben nach einem in
jeder Hinsicht modern gestalteten Mathematikunterricht, in dem der Aneignung
und Beherrschung von bestimmten Algorithmen ebensolcher Wert beigemessen
wird wie der Herausbildung klarer Begriffe, der Vermittlung grundlegender
Kenntnisse und Einsichten, der Erziehung zu schépferischem und richtigem
Denken und der Entwicklung soz1ahstlscher Uberzeugungen und Verhaltensweisen
bei den Schiilern,

In diesem Sinne mochten wir das Anliegen dieses Buches eingeordnet wissen. '
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