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Vorwort 

Dieses Buch ist für Studenten an Instituten für Lehrerbildung der Deutschen 
Demokratischen Republik geschrieben. Es wendet sich auch an Lehrer der unteren 
Klassen der allgemeinbildenden polytecnnischen Oberschule der DDR und möchte 
von allen, die sich über einige Grundlagen der Mathematik informieren oder Vor-
handene Kenntnisse auffrischen wollen — Schüler der oberen Klassen; die sich be-
sonders für Mathematik interessieren, nicht ausgeschlossen —, gelesen werden. 
Dieses Buch verfolgt das Ziel, die matheMatische Bildung der Lehrer in den unteren 
Klassen vor allem in Hinsicht auf die Grundlagen der Mathematik zu festigen und 
zu vertiefen. Es trägt dazu bei — so hoffen die Verfasser —, das Gesetz über das 
einheitliche sozialistische Bildungssystem zu realisieren und die Kenntnisse und 
Fähigkeiten unserer Schüler zu erhöhen. 
Das Buch gliedert sich in die folgenden drei Teile: 
A Einführung in die mathematische Logik 
B Einführung in die Mengenlehre 
C Aufbau der Zahlenbeyeiche 
Im Teil A beschränken wir uns auf die (zweiwertige) Aussagenlogik und sagen 
einiges über Quantifizierung. Am Schluß dieses Teiles wird das'logische Schließen 
behandelt, soweit es für den Lehrer notwendig erscheint. 
Wir sind davon überzeugt, daß nach dem Durcharbeiten dieses Teiles die bei 
manchem noch vorhandene Scheu vor der Beschäftigung mit Fragen der mathe-
matischen Logik genommen ist, daß sich der Leser vielmehr, von der Notwendig-
keit überzeugt hat, sich in derartige Probleme hineinzudenken und daß er einen 
Einblick in einige Anwendungsmöglichkeiten gewonnen hat. 
Im Teil .B begegnen wir mit der Einführung in die Mengenlehre einem Funda-
tnent der Mathematik. Hier, wie auch in den beiden -anderen Teilen, werden wir 
immer wieder an die Kenntnisse der Studenten aus dem Unterricht in der allgemein-
bildenden polytechnischen Oberschule anknüpfen und sie einbeziehen. In den ver-
schiedenen Arten der Beziehungen in Mengen und zwirechen Mengen wird die Durch-
dringung von Mengenlehre, und mathematischer Logik besonders deutlich. 
Im Teil C werden die verschiedenen Zahlenbereiche mit ihren Gesetzen und Be-
ziehungen behandelt. Nach dem mengentheoretischen (genetischen) und axioma-
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tischen Aufbau des Bereiches der natürlichen Zahlen (37) kommen wir über die 
Menge der gebrochenen Zahlen (R*) zur Menge der rationalen Zahlen (R) und schließ-
lich zum' Bereich der reellen Zahlen (P). 
Die Erweiterung des Bereiches der natürlichen Zahlen zum Bereich der ganzen 
Zahlen werden wir nicht behandeln; wir schließen uns damit dem Vorgehen in'
der Schule an. 
Dem Zweck des Buches angemessen ist der Bereich der natürlichen Zahlen sehr 
ausführlich dargestellt, die weiteren Bereiche sind dann anschaulicher behandelt 
und die entsprechenden Gesetzmäßigkeiten teilweise weniger streng begründet. 
Diese Teile tragen stärker informatorischen Charakter. 
Verfaßt wurde das Buch auf Anregung des MinisteriuMs für Volksbildung mit 
Unterstützung des Mitarbeiters der Hauptabteilung Lehrerbildung im Ministerium 
für Volksbildung, Studienrat SCHOLL, von Mitgliedern der Zentralen Fachkom-
mission Mathematik für Institute für Lehrerbildung und von Lehrern aus Insti-
tuten filt Lehrerbildung. Wir danken allen, die uns bei der Entstehung und bei 
der Korrektur geholfen haben, besonders Herrn Prof. Dr. WALSCH (Martin-Luther-
Universität Halle) und Frau Dr. DÜRR, (Humboldt-Universität Berlin), und sind 
dankbar für jeden Hinweis, der zu einer Verbesserung dieses Buches führen kann. 

Die Autoren 
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Teil A e 
in diermathematisphe Logik 



1. Gegenstand, Anwendung und Bedeutung 
der mathematischen Logik 

Im Teil A 1. wird der Gegenstand der mathematischen Logik umrissen, und, ihre 
Stellung im System der Wissenschaften wird charakterisiert. Ausführungen über 
die Anwendung der mathematischen Logik in den technischen Wissenschaften 
sowie über die Bedeutung des Studiums der Logik für den Lehrer ergänzen diese 
Darstellungen. Weiterhin werden einige Verfahren der Begriffsbestimraung, die 
im Mathematikunterricht häufig Anwendung finden, erläütert. 

1.1. Gegenstand der mathematischen Logik 

Im allgemeinen Sprachgebrauch begegnen wir oft der Feststellung: „Das ist doch 
logisch!" Damit soll zum Ausdruck gebracht werden, daß z. B. eine Behauptung 
klar und folgerichtig ist und als vernünftig angesehen wird. Wenn uns ein Gedanken-
gang unsinnig, d. h. nicht folgerichtig erscheint, bezeichnen wir ihn als unlogisch, 
also nicht der Logik entsprechend. Selbstverständlich genügt eine solche aus der 
Erfahrung hergeleitete und oft auch gefühlsmäßig bestimmte Erklärung des Begriffes 
Logik nicht den Anforderungen einer wissenschaftlichen Betrachtung. Wir erken-
nen jedoch durch den Bezug zum täglichen Leben die Bedeutung, die dieser 
Disziplin zukommt, und den Gegenstand, mit dem sich die Logik befaßt. Sie be-
schäftigt sich mit dem Denken, der höchsten Form der psychischen Tätigkeit des 
Menschen. 
Das Wort „Logik" stammt aus dem Griechischen, und dort bedeutet „logos" u. a. 
soviel wie „Gedanke", „Wort", „Vernunft", „Denklehre". Wir haben es also 
hier mit Problemen zu tun, die schon seit vielen Jahrhunderten Untersuchungs-i 
gegenstand der Wissenschaftler sind. 
Nun beschäftigen sich natürlich auch andere Wissenschaften mit dem Denken. 
Durch die fortschreitende Entwicklung und Vervollkommnung der menschlichen 
Gesellschaft und durch die damit verbundene quantitative und qualitative Erwei-
terung des Wissens traten und treten immer neue Gebiete hinzu, die mit Denk-
prozessen im Zusammenhang stehen. 
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Vom Ursprung her ist die Logik mit 0.er nilogophie verbunden, denn der dialek-
tische und historische Materialismus als philosophischer Bestandteil der marxi-
stisch-leninistischen Weltanschäuung ist "die Wissenschaft von den allgemeinen 
Bewegungsgesetzen der Natur, *der Gesellschaft und des Denkens (Erkennens)' 
sowie der Stellung des Menschen in der Welt" (/ [12], S. 418). Die mathematische 
Logik ist ein BeiSpiel dafür — in der gegenwärtigen Entwicklungsetappe können 
viele solcher Beispiele genannt werden —, daß unter Einbeziehung der Mathematik 
bedeutende Fortschritte erzielt werden können. 
Als Bindeglied zwischen der Philosophie und der Logik ist die Erkenntnistheorie 
anzusehen. Sie untersucht, welches Denken richtig ist und wann. Denken richtig ist. 
Auch die_ Psychologie untersucht neben anderen psychischen Prozessen und den 
psychischen Eigenschaften der Persönlichkeit das Denken. Allerdings geht es 
dieser Wissenschaft darum zu ergründän, wie das Denken verläuft und welche Rolle 
entsprechende Bedingungen dabei spielen. 
Logisches Denken gibt es bereits so lange, wie die Menschheit existiert. Die Logik 
als Wissenschaft ist aber auch schon über zweitausend Jahre alt. Es sind Nachweise 
vorhanden, daß sich bereits im 5. Jahrhundert v. u. Z. Inder, Chinesen und Juden 
mit der Logik beschäftigten. Im antiken Griechenland haben sich besonders 
XENON, SOKRATES und PLATON um sie verdient gemacht. Als eigentlicher Schöpfer 
der formalen Logik gilt der griechische Philosoph ARISTOTELES (384 biti 322 v. u, Z.). 
Er stellte Begriffe, ihre gegenseitigen Beziehungen, daraus ableitbare Urteile und. 
Schlüsse systematisch zusammen und schuf mit den Syllogismen einen klaren 
formalen Aufbau. Der Satz "Sind zwei Größen einer dritten gleich, so sind sie auch 
einander gleich", der bereits in jener Zeit ausgesprochen wurde, findet auch heute 
noch in dieser Formulierung Anwendung. 
Im Zusammenhang mit Grundlagenuntersuchungen in der Mathematik und in 
anderen Wissenschaften erfolgte die Weiterentwicklung zur mathematischen Logik. 
Diese neue Disziplin ist eine qualitativ höhere Stufe der formalen Logik und durch 
einen höheren Abstraktionsgrad sowie durch neue Erkenntnisse gekennzeichnet. 
Die Einwirkung der Mathematik auf die Logik besteht darin, daß man von der 
Logik eine Theorie des mathematischen Folg”ungsbegriffes und die möglichst 
genaue und vollständige Erfassung der Schlußweisen der klassischen Mathematik 
fordert. 
Die Mathematisierung der Logik besteht vor allem in. der Anwendung mathe-
matisöher Methoden und in einer stärkeren Formalisierung. 
Aus der Philosophie heraus entstanden und nach wie vor mit ihr eng verknüpft, 
hat sich die mathematische Logik zu einer Teildisziplin der Mathematik entwickelt, 
die für die anderen mathematischen Disziplinen Grundlagencharakter besitzt. Sie 
durchdringt alle mathematischen Gebiete und jedes menschliche Denken und ge-
winnt deshalb ständig an Bedeutung, zumal ihre Entwicklung noch nicht abge-
schlossen ist. 
Wir werden in unserem Lehrbuch nur die Grundlagen der klassischen zweiwertigen 
Logik betrachten. Dabei handeltes sich um die ersten Schritte in das umfangreiche 
Gebiet der mathematischen Logik, die neben der zweiwertigen Logik noch andere 
Logiken umfaßt.. 
Die mathematische Logik stellt ferner Grundlagenuntersuchungen an, bei denen 
formalisierte Theorien untersucht werden, und zwar besonders hinsichtlich ihrer 
Axiomatisierbarkeit, Definierbarkeit, Entscheidbarkeit, Unabhängigkeit, Vollständig-
keit und. Widerspruchsfreiheit. Man spricht dabei von metamathematischen Unter-
suchungen. Im Rahmen dieses Lehrbuches ist es allerdings nicht möglich und 
beabsichtigt, näher darauf einzugehen. Wir verweisen deshalb auf „Fachtheore-
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tische Grundlagen des Geometrieunterrichts und methodische Hinweise. zur Unter-
richtsgestaltung" von Dipl.-Päd. HoRsT STARKE und Dr. WOLFRAM TÜRKE (7 [21}). 
Dort wird die Frage des Aufbaus einer Theorie angeschnitten. Auf ein Problem 
soll aber in diesem Zusammenhang eingegangen werden, nämlich auf die Unter-
scheidung zwischen einer natürlichen Sprache und einer Wissenschaftssprache. 
Als natürliche Sprache bezeichnen wir die Sprache des täglichen Gebrauchs. Bei 
der Verwendung für wissenschaftliche Darstellungen treten bisweilen Mängel der 
Sprache in Erscheinung, die sich dadurch bemerkbar machen, daß exakte Formu-
lierungen nicht möglich sind. Die Wörter erfahren nach und nach einen Bedeu-
tungswandel, durch verschiedene Wörter wird der gleiche Sachverhalt ausgedrückt 
(z. B. „Pferd", „Roß"), die Begriffe sind nicht immer fest umrissen (z. B. „kalt", 
„warm"), auch sind die grammatischen Regeln nicht immer eindeutig. 
Deshalb entwickeln die einzelnen Wissenschaften durch Festlegungen einen be-
stimmten eindeutigen Fachwortschatz (Terminologie des Faches). Natürliche 
Sprache und Terminologie der Wissenschaft zusammen ergeben dann die Wissen-
schaftssprache dieser Disziplin. Dabei werden ständig Wörter aus der natürlichen 
Sprache in den Fachwortschatz und umgekehrt übernommen. Z. B. hat die Mathe-
matik das Wort „Menge" von der natürlichen Sprache übernommen und ihm eine 
bestimmte Bedeutung zugemessen. „Plus" und „minus" gingen in die natürliche 
Sprache übe.% Das reicht aber nicht aus, um alle oben umrissenen Mängel der 
natürlichen Sprache zu beseitigen. Klarheit und zugleich eine gewisse Verein-
fachung in der Darstellung wird in verschiedenen Wissenschaften (z. B. Chemie, 
Mathematik) erst dadurch erreicht, daß die Sprache symbolisiert bzw. formalisiert 
wird. 
Im wissenschaftlichen Sprachgebrauch ist es besonders wichtig, eine klare Unter-
scheidung zwischen einem Objekt (einem Element der Realität), seinem gedank-
lichen Abbild (das nur im menschlichen Bewußtsein existiert) und einem sprach-
lichen Zeichen (das man zum Beispiel durch Hören oder Sehen wahrnehmen kann) 
vorzunehmen. Zwischen ihnen bestehen folgende Beziehungen. 

Ein Zeichen, ist eine Existenzform eines Abbildes. 
Ein Abbild ist eine Bedeutung eines Zeichens. 
Ein Zeichen ist ein Name, eine Bezeichnung für ein Objekt. 
Ein Objekt wird durch ein Zeichen bezeichnet. 

Weiterhin sind die verschiedenen Sprachstufen zu beachten. Eine Theorie bezieht 
sich auf bestimmte Objekte (das können z. B. auch mathematische Objekte sein, 
die selbst bestimmte Abstraktionsprodukte sind), bedient sich also der Objekt-
sprache. Wird dagegen eine Theorie untersucht, so nennt man diese Theorie 
zweiter Stufe Metatheorie. Diese bedient sich dann einer Metasprache. 

BEISPIEL 1 (1.2.): 
a) „2 + 2 = 4" 

b) „,2 + 2 = 4' ist 

Diese Aussage der Mathematik (übrigens symbolisiert 
und formalisiert) ist ein Ausdruck in der Objektsprache. 

eine Gleichung." 
Diese Aussage der Mathematik sagt etwas über die unter 
a) angeführte Aussage aus. Es handelt sich also hierbei 
um eine metasprachliche Formulierung. 

Ein Lehrer, besonders aber, wenn er Mathematikunterricht erteilt, muß diese 
Zusammenhänge kennen, damit die. Schüler von Klasse 1 an mit der richtigen 
Terminologie vertraut werden und sie auch selber benutzen lernen. Beispielsweise 
sind,, die Unterschiede zwischen „Zahl" und „Ziffer" eindeutig zu klären. Aber 
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auch die Grenzen einer solchen Unterscheidung müssen dem Lehrer voll bewußt. 
• sein (etwa das Problem, daß man an die Tafel keine "Zahl" schreiben kann, sondern 
nur das Zeichen für diese Zahl, aus Grundziffern z. B. in dezimaler Schreibweise 
bestehend). 

1.2. Anwendung und Bedeutung der mathematischen Logik 

Die Logik befaßt sich mit der Analyse von Aussagen und Beweisen, sie vermittelt 
klare und prägnante Vorstellungen über das Wesen des deduktiven Schließens, 
entwickelt das funktionale Denken und leistet einen wesentlichen Beitrag zur Her-
ausbildung eines wissenschaftlichen und schöpferischen Denkverhaltens. Das be-
steht zum Beispiel im richtigen Erfassen formaler Strukturen von Aufgaben, 
dem Erkennen von Gemeinsamkeiten verschiedener Erscheinungen, in der An-
wendung logischer Gesetze und Regeln, im Streben nach Klarheit, Einfachheit 
und Sparsamkeit im sprachlichen Ausdruck. 
Praktische Anwendung findet die mathematische Logik auch in den technischen 
Wissenschaften. über die Schaltalgebra fand sie Eingang in die Kybernetik und 
besonders in die Betriebsmeß-, Steuerungs- und Regelungstechnik, die für die Auto-
matisierung unserer Industrie und Wirtschaft von grundlegender Bedeutung sind. 
Auch in der Elektronischen Datenverarbeitung und der Informationswissenschaft 
(hier gibt es bereits eine mathematische Informationstheorie) findet die mathe-
matische Logik Anwendung. Mit Hilfe von Schaltelementen, die nach elektro-
mechanischem, elektronischem oder pneumatischem Prinzip arbeiten, werden die 
Prozesse gesteuert. Aufgabe der Schaltalgebra ist es, die Analyse und Synthese 
solcher Schaltungen mit Mitteln der Aussagenlogik vorzunehmen. Jeder Schaltung 
kann man nämlich umkehrbar eindeutig einen aussagenlogischen Ausdruck zu-
ordnen (7' 61 ff.). 
Es ist bereits heute abzusehen, daß die mathematische Logik .zu einem Grund-
lagenfach der Technik wird. 
Aus dem• bisher Dargestellten ist ersichtlich, daß die Logik einen wesentlichen 
Anteil an der Entwicklung der Menschheit hat. Das gilt sowohl in phylogenetiseher 
(gesamtgesellschaftlicher) als auch in ontogenetischer (individueller) Hinsicht. 
Gesellschaft und Einzelpersönlichkeit sind darauf angewiesen, logisch zu denken, 
sonst wären sie nicht in der Lage, die Welt zu erkennen. Anderenfalls würde es 
den Menschen wie den Tieren ergehen die im begrenzten Rahmen ihrer Instinkt-
handlungen oft dem eigenen Untergang entgegengehen. Der Einwand, auch ohne 
Studium der Logik sei man bisher im Leben gut vorangekommen, ist nur bis zu 
einem gewissen Grade berechtigt. Zwar gibt es Denkweisen, die sich bei der Ent-
wicklung der menschlichen Gesellschaft als zweckmäßig erwiesen haben oder im 
Verlaufe der Persönlichkeitsentwicklung anerzogen wurden und ein zielstrebiges 
Reagieren ermöglichen. Doch genügt es heute nicht mehr, auf dieser Stufe zu 

\ verbleiben. 
Um erfolgreich zu sein, neue Erkenntnisse zu gewinnen, allgemein gesagt, der abso-
luten Wahrheit ständig näherzukommen, bedarf es der gründlichen Kenntnis 
der Gesetzmäßigkeiten des richtigen Denkens. Erst dann, wenn es gelingt, diese 
Gesetze bewußt anzuwenden, können optimale Ergebnisse erzielt werden. 
Die Beherrschung mathematischer Termini, die exakte Formulierung der Sach-
verhalte, eine klare Beweisführung u. a. werden in allen mathematischen Diszipli-
nen verlangt. Die Analyse eines Satzes der Geometrie erfordert ebenso wie die 
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Tormulierünü eines Gesetzes Klarheit und Präzision des Ausdiucks. Diesem Ziel 
dient die „Einführung in die mathematische Logik" im Teil A dieses Buches. Aller-
dings stillte man dabei nicht immer nur an Mathematik denken. Auch in anderen 
Ausbildungsfächern wird logisches Denken benötigt, um erfolgreich zu sein. 
Hierin liegt auch die Bedeutung des Studiums der Logik für den Lehrer. Er muß 
diese Gesetzmäßigkeiten. beherrschen und bewußt anwenden können. Im Unter-
richt kommt es darauf an, die Schüler ebenfalls zur bewußten Anwendung zu 
führen. 
Die Mathematik liat keine eigene Logik, wenn auch von einer „mathematischen 
Logik" die Rede ist. Sie hat aber einen eigenen Denkstil. Für diesen Denkstil sind 
„treffende Kürze im Ausdruck, exakt gegliederter Überlegungsvorgang, das 
Fehlen logischer Sprünge und Genauigkeit in der Symbolik" charakteristisch. 
(.7 [4], S. 101) In der Mathematik ist die optimale Übereinstimmung mit einem 
formal-logischen Schema anzustreben. Der mathematische Denkstil ermöglicht im 
höchsten Grade — wegen dieser Übereinstimmung —, die Richtigkeit des Gedan-
kenablaufs zu kontrollieren. Dadurch können Fehler vermieden werden. 
Der mathematische Denkstil ist eine rationalisierte Form des Denkens, und somit 
ist die Erziehung zu einem derartigen Denken auch für alle Bereiche der Wissen-
schaften und für das tägliche Leben von außerordentlicher Wichtigkeit. Dieser 
Tatsache wird in zahlreichen staatlichen Dokumenten Rechnung getragen. Im 
„Gesetz über das einheitliche sozialistische Bildungssystem", in dem die Aufgaben 
aller Bildungsstätten beim Aufbau der entwickelten sozialistischen Gesellschaft in 
unserer Republik festgelegt sind, heißt es im § 15 u. a.: 

„. . . Im Mathematikunterricht treten die sichere Beherrschung grundlegender mathe-
matischer Lösungswege, das Arbeiten mit Rechenregeln, das logische Schließen und 
die Einführung in einige spezielle mathematische .Arbeitsmethoden in den Vorder-
grund . .." 

Mit anderen-Worten: Die Schüler sollen folgerichtig arbeiten und denken lernen. 
Dazu ist es unerläßlich, daß sie in klaren Begriffen denken und sich in einer sprach-
lich eindeutigen Form ausdrücken lernen. Sie können es aber nur von einem Lehrer 
erlernen, der selbst diese Fähigkeiten besitzt. Der Lehrer muß -also stets Vorbild 
für seine Schüler sein. Das gilt natürlich für alle Unterrichtsfächer und für alle 
Bereiche des Lebens. 

Arten der Begriffsbestimmung 

‘Es kommt uns in diesem Abschnitt darauf an, Verfahren kennenzulernen, um 
Neues zu erklären. Weil es 'sich dabei um Einteilungen oder Klassifizierungen 
handelt, müssen wir zuerst einmal festlegen, was unter dem Begriff „Klasse' zu 
verstehen ist. 

DEFINITION .1 (1.3.) — Klasse von Individuen 
Eine Gesamtheit von Individuen mit (mindestens) einem 
gemeinsamen Merkmal nennt man Klasse von Individuen. 
(7 [20], S. 100) 

Unter Zugrundelegung eines oder mehrerer Merkmale wird also in einer vorgege-
benen Individuenmenge eine Einteilung vorgenommen. Da auch Klassen wieder 
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gemeinsame Merkmale besitzen können, gibt es aue Klassen Klassen oder 
Klassen höherer Stufe. 

BEISPIEL 1 (1.3.):
Eine Gruntiorganisation. der FDJ umfaßt z. B. alle FDJ-Gruppen eines Institutes. 
Diese sind aber jeweils Wieder Klassen von FDJlern. 

Bei Vorgabe eines anderen Merkmales kann• ein Individuum natürlich wieder mit 
anderen Elementen in eine andere Klasse gelangen. 

Wir wollen das verdeutlichen. 

BEISPIEL 2 (1.3.) : 
Wenn als Merkmal der Klassifizierung die Mitgliedschaft, in der FDJ vorgegeben 
ist, so wird dadurch die Bevölkerung unserer Republik (hier als Grundbereich 
angenommen) in zwei Klassen geteilt, nämlich in FDJ-Mitglieder und Nicht-FDJ-
Mitglieder. Legt man dagegen die Tatsache, Reservist der NVA zu sein, zugrunde, 
ergibt sich eine andere Einteilung. Es gibt nun Bürger, die sowohl FDJler als 
aueh Reservisten sind, aber auch solche, die nur eines von beiden sind, und schließ-
lich diejenigen, die weder FDJler noch Reservisten sind. 

Wie wir am Beispiel 2 (1.3.) gesehen haben, wird der vorgegebene Grundbereich 
durch die Klasseneinteilung in Teilmengen zerlegt. Dabei erfassen die Teilmengen 
alle Elemente des Grundbereiches, und jedes Element gehört genau einer Teil-
menge an ("r Begriffe „vollständig" und „disjunkt" im Teil B). 

Die Verständigung mit anderen Menschen erfolgt entweder durch das geschriebene 
oder am unmittelbarsten durch das gesprochene Wort. Im allgemeinen sind die 
Wörter mit einer bestimmten Klasse von Individuen oder Klassen von Klassen 
verknüpft lind rufen beim Menschen eine gedankliche Widerspiegelung eines Teils 
der objektiven Realität hervor. Diesen Vorgang werten wir als Erkenntnisprezeß; 
ein dialektischer Prozeß, den LENIN (/ [14], S. 89) folgendermaßen charakterisierte : 

„Vom lebendigen Anschauen zum abstrakten Denken und von diesem zur Praxis - 
das ist der dialektische Weg der Erkenntnis der Wahrheit, der Erkenntnis der 

, objektiven Realität." 

Das Ergebnis dieses Prozesses führt zu Begriffen. Begriffe stehen mit den eben 
definierten Klassen in untrennbarer Verbindung. Man kann wie folgt definieren 
(71 [20], S. 101). 

DEFINITION 2 (1.3.) - Begriff 
Die gedankliche Widerspiegelung einer Klasse von Indi-
viduen oder einer Klasse von Klassen auf der Grundlage 
ihrer unveränderlichen Merkmale nennt man Begriff. 

BEISPIEL 3 (1.3.) : 
Durch den Begriff „Lehrer" wird eine Klasse von Menschen gekennzeichnet, die 
andere Menschen bildet und erzieht. 
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Von einer impliziten Definition spricht man, wenn das Definiendum deal zu daß, 
liierenden Begriff zusammen mit anderen bereits definierten Begriffen enthält. 

BEISPIEL 10 (1.3.) : 
Eine natürliche Zahl nennt man ungerade, wenn sie bei Division durch 2 den Rest 1 
läßt. 

Im Mathematikunterricht der Unterstufe findet oft die genetische Definition An-
wendung. Es handelt sich hier um eine Definition, die einen zu bestimmenden 
Gegenstand stets von seiner Entstehung, seinem Ursprung her beschreibt. Sie 
wird besonders dann angewandt, wenn man zeigen will, wie etwas entstanden ist. 

BEISPIEL 11 (1.3.).: 
Wenn man in einer Ebene eine Strecke um einen Vollwinkel dreht und dabei einen 
Endpunkt der Strecke festhält, so beschreibt der andere Endpunkt einen Kreis. 

Eine weitere Art der Definition.findet häufig in der Mathematik Anwendung. Wir 
benutzen sie besonders im Teil C dieses Buches. 
Es ist die induktive Definition oder rekursive Definition, ein Spezialfall der Defi-
nition durch Axiome. Bei dieser Art wird die Klasse des Definiendums durch eine 
Gesamtheit von Sätzen festgelegt, von denen jeder den Begriff nur teilweise be-
stimmt. Die Klasse wird systematisch auf gewissen Anfangselementen aufgebaut 
(7( [20], S. 192 f.). 
Als Beispiel sei auf die Definition 1 (4.1.) (logischer Ausdruck) verwiesen. 
Weitere Beispiele für die Definition durch Axiome bringt der Teil C, z. B. mit dem 
PzANoschen Axiomensystem. 

Zusammenfassend kann man nun den Begriff Definition folgendermaßen definieren 
(/ [20], S. 200). 

DEFINITION 3 (1.3.) — Definition 
Eine Definition ist 
a) eine Aussage, die feststellt, was ein Objekt ist, wie es 

entsteht oder wie man es erkennt, oder 
b) eine Regel, die festsetzt, wie ein sprachliches Zeichen 

gebraucht werden soll, oder 
c) eine Aussage bzw. eine Regel, die feststellt bzw. lest-

setzt, was ein sprachliches Zeichen bedeutet bzw. be-
deuten soll. 

Bei der Begriffsbestimmung können leicht Fehler auftreten. Wir wollen hier auf 
einige häufig auftretende Fehler hinweisen. Die Feststellung der Fehler setzt selbst-
verständlich die Kenntnis der richtigen Definition voraus. 

1. Eine Definition ist zu weit (Begriffsunterbestimmung), wenn der Umfang des 
Definiens größer als der Umfang des Definiendums ist. Es fehlen also noch 
wesentliche Merkmale. 

BEISPIEI112 (1,3.):
a) Quadrate nennt man die rechtwinkligen Parallelogramme. 

(Es fehlt hier das wesentliche Merkmal, daß die Seiten kongruent sind.) 



1.3. 

bY Kommniden nennt man die KäMpfer für. den Frieden und fe die burnaniStie 
schen Ideale de Menschheit. 
(Hier fehlen noch wesentliche Merkmale, die zum Ausdruck bringen, daß Kom-
munisten aktive Vertreter des Marxismus-Leninismus sind.) 

2. Eine Definition ist zu eng (Begriffsüberbestimmung), wenn der Umfang des Defi-
niens kleiner alä der. Umfang, des Definiendums ist. Es sind. also wesentliche 
Merkmale hinzugekommen, die für das Definiendum nicht zutreffen. 

BEISPIEL 13 (1.3.): 
a) Trapez nennt man ein konvexes Viereck mit einem Paar paralleler Seiten, bei 

dem an den parallelen Seiten je zwei kongruente Innenwinkel liegen. 
(Damit wurde ein gleichschenkliges Trapez und kein beliebiges Trapez definiert. 
Durch Hinzufügen des wesentlichen Merkmals „kongruente Innenwinkel" hat 
man den zu definierenden Begriff eingeengt.) , 

b) GST heißt die Massenorganisation, deren Mitglieder sieh aus Segelfliegern, Fall-, 
schirmspringern und FDJlern zusammensetzen. 
(Das Gesagte bezieht sich hier offensichtlich nur auf einen Teil der GST-
Mitglieder.) 

Diese Fehler kann man leicht entdecken. Die Umkehrung des Satzes und das Vor-
setzen von „alle" oder „jeder" bzw. das Einfügen von „nur" sind Möglichkeiten. 

BEISPIEL 14 (1.3.) : 
a) Alle rechtwinkligen Parallelogramme sind Quadrate. (Das stimmt offenbar 

nicht.) 
b) GST heißt die Massenorganisation, deren Mitglieder sich nur aus Segelfliegern,. 

Fallschirmspringern und FDJlern zusammensetzen. 
(Auch hier tritt der Fehler klar hervor.) 

3. Die Definitionen dürfen keine Zirkel enthalten, d. h., der definierende Begriff 
darf den zu definierenden weder unmittelbar noch mittelbar enthalten. 

BEISPIEL. 15 (1.3.): 
Psychologie nennt man die Wissenschaft, die sich mit der Lehre von der Psyche 
beschäftigt. 
(Hier wurde der Begriff „Psychologie" durch sich selbst erklärt.) 

4. Die Definition soll möglichst nicht negativ sein, weil der Begriffsumfang dann 
meist sehr unbestimmt ist. 

In einigen Fällen ist allerdings eine negative Definition, d. h. eine Begriffsbestim-
mung durch Angabe von Eigenschaften, die der zu definierende Begriff nicht hat, 
unvermeidlich. 
Ein typisches Beispiel dafür ist die Definition irrationaler Zahlen. 

BEISPIEL 16 (1.3.): 
Irrationale Zahlen nennt man alle reellen Zahlen, die nicht raional sind. 

5. Eine Definition darf nicht mit der Aufzählung der Arten des Begriffes verwech-
selt werden. 
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BEISPIEL 17 (1.3.): 
Vierecke sind Quadrat, Rechteck, Rhombus, Trapez usw. 

Für eine exakte Definition sind noch mehr Gesichtspunkte zu berücksichtigen. 
Es dürfen u. a. keine Nebensächlichkeiten und überflüssigen Merkmale eingestreut 
oder zweideutige und bildhafte Ausdrücke verwendet werden. Diese Gesichtspunkte 
sind jedoch von untergeordneter Bedeutung. 
Nicht immer sind exakte Definitionen möglich bzw. notwendig (z. B. fehlende 
fachliche VOraussetzungen oder zu großer Aufwand). 
Oft genügt es aber, mit Hilfe eines „definitionsähnlichen Verfahrens" das zum 
Ausdruck zu bringen, was wesentlich ist. Zu diesen Verfahren, die man als Vor-
stufen bzw. als Ersatzverfahren für eine Definition ansehen kann, gehören u. a.: 
1. Hinweis 
Hierbei handelt es sich um das einfachste Verfahren, bei sinnlich wahrnehmbaren 

-_Objekten bestimmte Merkmale zu betonen (z. B. Farbe, Form). 

BEISPIEL 18 (1.3.): 
Bernsteine sehen gelb aus. 

2. Beschreibung bzw. Charakteristik 
Bei der Beschreibung- werden eine Reihe von Merkmalen aufgezählt (möglichst 
genau und vollständig). Die Aufzählung kann z. B. einen zeitlichen- Ablauf öder 
auch eine räumliche Anordnung beinhalten. 

BEISPIEL 19 (1.3.) : 
Ein Rechenstab besteht aus Stabkörper, Zunge und Läufer. Dabei sind Zunge 
und Läufer am Stabkörper beweglich'angebracht. 

Die Charakteristik hebt besonders kennzeichnende Merkmale hervor. 

BEISPIEL 20 (1.3.): 
Es ist eine Eigenart der Addition von Zahlen, daß für sie in allen Zahlenbereichen 
das Kommutativgesetz gilt. 

3. Vergleich bzw. Differenzierung 
Im Gegensatz zur eigentlichen Begriffsbestimmung setzen Vergleich und Differen-
zierung das Vorhandensein zweier Begriffe voraus. Ähnlichkeiten bzw. Unter-
schiede werden festgestellt. Vergleich und Differenzierung haben oft eine, ähnliche 
Form wie die Sachdefinition. 

BEISPIEL 21 '(1.3.): 
a) Die Kommunisten bilden die Vorhut der Arbeiterklasse. 
b) Der Wasserstoff unterscheidet sich vom Sauerstoff dadurch, daß er selbst brennt, 

aber die Verbrennung nicht unterhält. 

20 



1.4. Kontrollfragen (sollen auch dürch Beispiele belegt werden) 

1. Womit beschäftigt sich die Logik ? 
2. Welche Beziehungen bestehen zwischen Logik und Philosophie bzw. Psychologie ? 
3. Warum ist die Logik eng mit der Erkenntnistheorie verknüpft ? 
4. Weshalb sprechen wir von einer „mathematischen Logik" ? 
5. Welche Beziehungen bestehen zwischen den Begriffen „Objekt", „Abbild" und 

„Zeichen" ? 
6. Was wissen Sie über die Anwendung der Logik im täglichen Leben und wo findet 

die Logik noch Anwendung ? 
7. Welche Stellung nimmt die mathematische Logik innerhalb der Mathematik ein ? 
8. Welche Bedeutung hat die Logik für den Mathematikunterricht in den allgemein-

bildenden polytechnischen Oberschulen und speziell für den Unterricht in den 
unteren Klassen ? 

9. Was verstehen wir unter „Klasse", „Begriff" und „Definition" ? 
10. Welcher Zusammenhang besteht zwischen „Begriffsinhalt" und „Begriffsumfang" ? 
11. Erläutern Sie einige wesentliche Definitiorisarten! 
12. Wie entstehen Fehler beim Definieren ? 
13. Erläutern Sie Verfahren, die als Vorstufe für eine exakte Definition dienen können! 
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2. Einige Begriffe 
der mathematischen Logik 

Mit Hilfe der im Teil A 1. erarbeiteten grundlegenden Einsichten werden wir jetzt 
das Gebiet der mathematischen Logik soweit aufbauen, wie es für unsere Belange 
'notwendig ist. Im Teil A 2. wollen wir die aus dem Mathematikunterricht der 
allgemeinbildenden polytechnischen Oberschule bereits bekamten Begriffe Term, 
Variable und Konstante näher betrachten, um mit ihrer Hilfe die wichtigen Begriffe 
Aussage und Anssageform zu entwickeln. 

2.1. Terme, Variable, Konstanten 

Eine der Eigenarten der mathematischen Ausdrucksweise ist es, Objekte, gedenk-
liehe Gebilde, Verknüpfungen und Beziehungen durch Symbole (Zeichen) darzu-
stellen sowie diese miteinander zu verknüpfen. Die Zusammenhänge zwischen 
den: Begriffen „Objekt", „Abbild" und „Zeichen" wurden bereits angegeben 
(, 12). 
An Hand eines Beispieles wollen wir uns die neuen Begriffe erarbeiten. 
Aus einem der Hefte „Mathematische Übungen" für Klasse 1 wurde folgender 
mathematischer Ausdruck entnommen. 

8 + x < 12 
Diese Zeichenreihe:enthält verschiedenartige Zeichen. 
Wir untersuchen diese Zeichen einzeln. 
a) "8" und „12" sind Zeichen für die Zahlen Acht bzw. Zwölf. Man nennt sie 

Ziffern. Sie werden im ,Dezimalsystem stets als „Acht" bzw. „Zwölf" interpre-
tiert (gedeutet). Solche Symbole heißen Konstanten.. 

b) Das Zeichen „x" hat eine besondere Eigenschaft. Es kann. aus dem Zeichen-
vorrat für Zahlen — in diesem Falle aus dem eines Schülers der 1. Klasse —
durch eine beliebige Ziffer ersetzt werden. Mit anderen Worten: Die Schüler 
können an Stelle von „x" die Ziffer für eine beliebige Zahl aus der Menge der 
natürlichen Zahlen von Null bis Hundert schreiben,. Das Zeichen "x" ist hier • , 
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22.9

eine Variable. Sie kann mit beliebigen. Elementen aus dem vorgegebenen 
Grundbereich der Variablen belegt werden. Dabei verstehen wir unter Grundr 
Bereich oder Grundmenge (in Zeichen: 0) diejenige Objektmenge, aus der die 
Elemente ,genommen werden, deren Bezeichnungen an, Stelle der Variablen 
eingesetzt werden. In unserem konkreten Fall ist es der Bereich der natür-
lichen Zahlen. Der vorliegende Atisdruck ”8 x < 12" läßt nur die Bele-
gungen „0", „1", „2" oder „3" zu, wenn dieser in eine wahre Aussage über-
gehen soll. 

c) Das Zeichen „+" (Symbol für Addition) gehört zu den Operationszeichen und 
besitzt eine feste Bedeutung. Es bezeichnet die Verknüpfung der Konstanten „8" 
mit der Variablen „x". , 

d) Das Zeichen „<" bringt eine Beziehung zwischen „8 x" und „12" zum Aus-
druck. Es symbolisiert in der Mathematik die Kleiner-Beziehung und, gehört 
wie auch das Gleichheitszeichen zu den Relationszeichen. Diese Zeichen be-
sitzen ebenfalls eine feste Bedeutung. 

e) 'Außerdem werden in der mathematischen Formelsprache noch gewisse tech-
nische Zeichen — z. B. Klammer, Komma, Semikolon — verwendet. 

Nachdem wir an diesem Beispiel erkannt haben, daß uns die genannten Begriffe 
bereits durch den Unterricht. der, Schule geläufig sind, wollen wir durch Defini-
tionen klare Abgrenzungen vornehmen. 

DEFINITION 1 (2.1.) — Konstante 
,l'Eine Konstante ist ein Zeichen, das eine bestimmte feste 
Y. Bedeutung besitzt. 

Eine Konstante hat also im Gesamtverlauf einer Untersuchung oder beim Lösen 
einer Aufgabe stets ein und dieselbe Bedeutung. 

BEISPIEL 1 (2.1.): 
Zu den Konstanten gehören u. a. ,die Zeichen 

„n", „e" „0", „1" „ 
2 

44, , „2" (reelle Zahlen); 

„A", „c", „k" (physikalische Konstanten); 
„=", „<", 1" (Relationskonstanten). 

!DEFINITION 2 (2.1.) — Variable 
I; Eine Variable ist ein Zeichen für beliebige Elemente aus 
'einem fest vorgegebenen Grundbereich. 

Das heißt, eine Variable kann durch ein Zeichen für ein beliebiges Element aus der 
Grundmenge ersetzt werden. Man spricht dann von Variableneinsetzung oder 
Variablenbelegung oder Variableninterpretation. 

BEISPIEL 2 (2.1.): 
In der Mathematik werden im allgemeinen Buchstaben zur Kennzeichnung der 
Variablen verwendet. 
So bedeuten in der Fünktionsgleiohung y = 3 x die Buchstaben „x" und „y" 
Variable, für die z. B. Zahlzeichen reeller Zahlen eingesetzt werden können. 
In der Gleichimg a + b = b + a sind „a" und „b" Variable, die durch jedes Ele-
ment eines beliebigen Zahlenbereiches belegt werden können, „+" ist wie vorher 
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das Zeichen für die Addition. Bei jeder beliebigen Variableninterpretation. von 
"a" und „b" ergibt sich aus dieser Zeichenreihe eine wahre Aussage, sie dient. zur 
Angabe der Kommutativität der Addition in jedem Zahlenbereich. 

Die den Operations- und Relationszeichen entsprechenden Operationen und Rela-
tionen werden ausführlich im Rahmen des Teiles B "Einführung in die Mengen-
lehre" behandelt. Diese Zeichen und die technischen Zeichen werden so verwendet, 
wie wir es aus dem Unterricht der allgem. einbildenden polytechnischen Oberschule 
kennen. 
Ein weiterer wichtiger Begriff ist der uns ebenfalls bereits bekannte Begriff Term. 
Wir verstehen darunter Konstanten, Variable und deren Zusammensetzungen mit 
Hilfe von Operationszeichen und technischen Zeichen. In Termen kommen keine 
Relationszeichen vor. 
Terme sind also Bezeichnungen mathematischer Objekte oder Zeichenverknüpfun-
gen, in denen Variable, Konstanten und Operationszeichen vorkommen und die 
durch Interpretation der Variablen in Bezeichnungen mathematischer Objekte 
übergehen. Das mathematische Objekt, dessen Bezeichnung ein Term ist :bzw. 
in dessen Bezeichnung der Term nach Interpretation der Variablen übergeht, heißt 
Wert des Terms 
In diesem Buch bezeichnen wir Terme, die keine Variable enthalten, mit großen 
lateinischen Buchstaben, z. B. mit T, T0, , S, . , S,,. Terme, die Variable 
enthalten, werden wir in unseren Betrachtungen mit großen lateinischen Buch-
staben und zusätzlicher Angabe der Variablen bezeichnen, z. B. mit T(x), 
T1(x, y, z), • • • 

BEISPIEL 3 (2.1.): 

To = 2; Ti = —1 • T2 (x) x 1 mit x E N (gelesen: x ist Element von N); 
3 

T3(x) = x (x + 4) + 1 mit x E P (gelesen: x ist Element von P) 

Dabei sollen N bzw. P die Zeichen für die Menge der natürlichen bzw. reellen Zahlen 
sein. 

Die Terme To und T1 bestehen nur aus Konstanten. Wird im Term To(X) die 
Variable x, z. B. durch 4 ersetzt (/ 23), so erhält man T2(4) = 4 + 1 oder kürzer 
T2(4) = 5. Durch diese Belegung erhält also T2(x) den Wert Fünf. 
Der Wert von T3(x) ist beispielsweise bei der Belegung x = V2 die reelle Zahl 
3 + 4 • V 27 
Bei Termen, die Variable enthalten, muß stets der Bereich angegeben werden, 
aus dem die Variablen belegt werden dürfen (es sei denn, daß eine generelle Verein-
barung getroffen wird). Im Term. T2(x) = x 1 dürfen beispielsweise auf Grund 
der Angabe x E N an Stelle von x nur Zeichen für natürliche Zahlen gesetzt werden. 
Im Term T2(x) = x2 + 4 x 1 darf wegen x E P für die Variable x das Zeichen 
für eine beliebige reelle Zahl gesetzt werden. 
In diesem Zusammenhang sind einige Bemerkungen zu den Begriffen "Grund-
bereich" und „Definitionsbereiph" notwendig. per Dennitiensbereie (In Zeichen: 
D) eines Terms ist der Teilbereich, es Grundbereichs, für den der Wert des Terms 
wieder ein Objekt des Grundbereich  ist. Es gibt Beispiele sowohl dafür, daß 
Grundbereich und Definitionsbereich übereinstimmen, als auch dafür, daß der
Definitionsbereich nur einen echten Teilbereich des Grundbereiches ausmacht. 
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BEISPIEL 4 (2.1.) : 
a) T(x) = 10 — x 

Grundbereich G sei der Bereich 1V. Definitionsbereich D ist dann nur die 
Menge der natürlichen Zahlen von 0 bis 10, denn z.. B. 10 —11 bezeichnet kein 
Element aus 1V. 

b) T(x) = 8 x (‚ 22) 
Wenn G = N gewählt wird, so ist auch D = 1V, denn die Addition führt aus N 
nicht heraus. 

Das Ermitteln der Werte von Termen ist bereits Gegenstand des Anfangsunter-
richts. Terme wie 

2+ 1; 1+ 4;. 3+ 2 
werden schon Schülern der 1. Klasse zur Berechnung vorgelegt. Aber auch Terme, 
die Variable enthalten, finden wir in der Unterstufe. Solche Aufgaben werden 
oft in Form von Tabellen gestellt, wobei die Belegungen vorgegeben sind, z. B. 
in „Mathematische Übungen" für Klasse 1, Heft 2, Best.-Nr. 00 01 10. 

a a — 4 a e a e 

4 
6 
8 
7 
9 

0 4 
5 
7 
6 

11 

5 
3 
8 
4 
5 

9 

2.2. Aussagen 

Die marxistisch-leninistische Philosophie hat die Wechselwirkung zwischen Mensch 
und Umwelt als wichtigen Faktor der Entwicklung erkannt. In dieser ständigen 
Auseinandersetzung mit seiner Umwelt äußert sich der Mensch zu bestimmten 
Dingen und Erscheinungen. Dabei entstehen neben Fragen, Wünschen, Auffor-
derungen u. a. auch Aussagen. Es sind Aussagen im Sinne der Umgangssprache, 
denn über einen bestimmten Sachverhalt wird wirklich etwas ausgesagt. In den 
Aussagen spiegelt sich also die den Menschen umgebende objektive Realität wider. 
Da Denken und Sprache eine dialektische Einheit bilden, erfolgen diese Äußerungen 
mit Hilfe sprachlicher Mittel (gesprochen oder geschrieben). 
Aussagen sind' sinnvolle sprachliche Gebilde, die entweder. wahr oder falsch 
sind. 
Bereits die klassische Logik hat durch Sätze bzw. Prinzipien über den Wahrheits-
gehalt einer Aussage Festlegungen getroffen. 
Das „Prinzip der Zweiwertigkeit" besagt: 

Jede Aussage ist entweder wahr oder falsch. 
Diraus lassen sich zwei Sätze ableiten. 
Der „Satz vom ausgeschlossenen Dritten" besagt: 

Jede Aussage ist wahr oder falsch. 
Der „Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch" besagt: 

Keine Aussage ist wahr und falsch zugleich. 
Wir werden bei späteren Betrachtungen feststellen, daß die beiden abgeleiteten 
Sätze zusammen genau dasselbe besagen wie das „Prinzip der Zweiwertigkeit". 
Folglich kann man auch umgekehrt herangehen, nämlich vom „Prinzip vom aus-
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2.3. 

geschlossenen Dritten" und vom „Priniip vom ausgeschlossenen Widerspruch" 
ausgehend den „Satz von der Zweiwertigkeit" ableiten. 
Jeder Allssage wird somit ein Wahrheitswert — entweder „wahr" (W) oder „falsch" 
(F) — zugeordnet. Deshalb spricht man auch von einer zweiwertigen Logik. 
Folgende Gebilde sind auf Grund der Festlegung Aussagen. 

BEISPIEL 1 (2.2.): 
a) Beim freien Fall beträgt die Beschleunigung auf unserem Planeten rund 

9,81 m/s2. 
b) Dresden ist die größte Stadt unserer Republik. (F) 
6) 7 + 4 = 10 (F) 
d) Für alle reellen Zahlen a und b gilt: a b = b+ a. (W) 

Wie wir sehen, kann es sich dabei sowohl um umgangssprachlich formulierte als 
auch um formalisierte Aussagen handeln. Allgemein kann man sich merken: 
Eine Zeichenreihe ist dann Existenzform einer Aussage, wenn sich die Aussage auch 
umgangssprachlich formulieren läßt. 
Allerdings stellen nicht alle Sätze der Umgangssprache Aussagen dar (‚ 25). 
Man unterscheidet Einzelaussagen (' Beispiel 1 (2.2.), b) und c)), Universalaus-
sagen oder Allaussagen (7r Beispiel 1 (2.2.), a) und d)) und Existentialaussagen 
(z. B.: Es gibt Primzahlen, die kleiner als 100 sind). 
Die Zuordnung der Wahrheitswerte (W) oder (F) zu einer Aussage ist im allgemei-
nen nicht so einfach wie bei den oben angeführten Beispielen. Obwohl im „Prinzip 
der Zweiwertigkeit" klar zum Ausdruck kommt, daß eine Aussage entweder wahr 
oder falsch ist, kann 'nicht von jeder Aussage sofort entschieden werden, ob sie 
wahr oder falsch ist. Es gibt in der Mathematik noch Aussagen, die bis heute 
unbewiesen geblieben sind (Beweis als Wahrheitssicherung aufgefaßt). 

BEISPIEL 2 (2.2.):
a) Die Aussage, daß sich jede gerade Zahl, die größer als' 4 ist, als Summe zweier 

Primzahlen (die Zahl 2 ist ausgenommen) darstellen läßt — die sogenannte 
GoLDBAcusche Vermutung —, besteht seit 1'742. Es ist bis heute nicht entschie-
den, ob sie wahr oder falsch ist. 

b) Der sogenannte „Große FERmATsche Satz;`, wonach die Gleichung 
2, 2 xit = 4 --__ 

keine Lösung in von Null verschiedenen ganzen Zahlen x, y, z hat; wenn 
n größer als 2 ist, konnte allgemein bis heute nicht bewiesen, aber auch nicht 

. widerlegt werden. Für n = 2 erhält man pythagoreische Zahlen. 

Aussagen können nicht nur nach ihrem Wahrheitswert, sondern auch hinsichtlich 
ihres Umfanges klassifiziert werden. Darauf kommen wir im Teil A 2.3. zurück. 

2.3. Aussageformen 

Wir haben bereits die Zeichenreihe 
8 + x  12 

dazu benutzt, einige Begriffe zu klären (,7 22). Auch jetzt wollen wir an ihr wei-
tere Begriffe erläutern. 
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„8 x < 12" mit x E N stellt offensichtlich keine Aussage dar.. Diese Zeichenreihe 
ist weder „wahr" noch „falsch". Durch Belegung der Variablen x können wir aller-
dings an ihr sowohl wahre als auch falsche Aussagen bilden. So erhalten wir bei 
den Belegungen "0", "1", ,;2" und „3" stets wahre Amisagen. Bei sonstigen Be-
legungen entstehen stets falsche Aussagen. Wir haben es also in diesem Falle 
mit einer besonderen sprachlichen Äußerung zu tun, die zwar keine Aussage ist, - 
jedoch durch Belegung der Variablen zu einer Aussage gemacht werden kann. 
Mathematische Ausdrücke dieser Art bezeichnet man als Aussageformen. Die 
Variable(n) in solchen Ausdrücken nennt man freie Variable. 

DEFINITION 1 (2.3.) — Aussageform 
Ein sprachliches Gebilde, das (mindestens eine) freie 
Variable enthält lind zu einer Aussage wird, wenn man 
alle auftretenden Variablen durch Objektbezeichnungen 
des Grundbereichs ersetzt, nennt man Aussageform. 

Aussageformen entstehen, wenn man zwischen Terme, die • Variable enthalten, 
bestimmte RelatiOnszeithen setzt. Wir bezeichnen analog zur Vereinbarung bei 
Termen (/ 24) die Aussageformen mit H(xl, . ..  , xn). 
Alle glemente, deren Bezeichnungen eine Aussageform in eine Aussage überführen, 
bilden die ettilbuigsgrunilmenge öder Lösungsgrundmenge dieser Aussageform. 
]-:4e Erfüllungsmenge _oder Lösuusnienge umfaßt, dabei mir diejenigen. Elemente 
der Lösungsgrimdmenge, deren Bezeichnungen eine Aussageform in eine wahre 
Aussage überführen. Dabei ist der Begriff der Menge so zu verwenden, wie er auch 
im Mathematikunterricht der allgemeinbilclenden polytechnischen Oberschule 
benutzt wird, nämlich als Zusammenfassung von genau unterscheidbaren Objekten 
zu einer Gesamtheit. 
Die Lösungsmenge L der Aussageform 8 x < 12 mit x E N ist 

L = {o, 1, 2, 3} . 
Im Falle 10 — x > 5 mit x E N ist 

L {0, I, 2, 3, 4} . 
Die Aussageformen lassen sich klassifizieren. 
Solche Aussageformen, die durch mindestens eine Belegung in eine wahre Aussage 
überführt werden können, heißen erfüllbar. Alle übrigen werden als nicht erfüllbar 
bezeichnet. 
Unter den erfüllbaren zeichnen sich dann die allgemeingültigen Aussageformen 
aus. Das sind diejenigen, die bei allen Belegungen durch Elemente des Grund-
bereichs in eine wahre Aussage übergehen. 

BEISPIEL 1 (2.3.) : 1 
a) Unser Beispiel 8 + x < 12 stellt eine erfüllbare Aussageform dar (Lösungs-

menge s. o.). 
b) Die' Aussageform x2 = — 1 ist dagegen im Bereich der reellen Zahlen nicht 

erfüllbar. 
c) Die Aussageform 

a+b=b+a 
ist in allen Zahlenbereichen allgemeingültig, denn jede Belegung von a und b 
mit beliebigen Zahlen eines gewissen Zahlenbereichs führt zu einer wahren 
Aussage (Kommutativgesetz der Addition). 
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Die folgende Tabelle verdeutlicht diese Sachverhalte (7 auch,Bild 109/1). 

Aussageformen 

Nicht erfüllbar Erfüllbar 

Nicht allgemeingültig Allgemeingültig 

Nicht erfüllbar, 
wenn die Lösungs- 
menge kein Element 
enthält 

Erfüllbar, aber nicht 
allgemeingültig, 
wenn die Lösungsmenge 
eine echte Teilmenge der 
Lösungsgrundmenge ist 

Allgemeingültig, 
wenn jedes Element der 
Lösungsgrundmenge auch 
Element der Lösungs-
menge ist 

.-. ,e -«;555:•.. • -•", 
4, • 

.4.. e , •••:•:•:•:. • • • , 
.: • :•:' 

• :ex«' ............: . •• e:•:•:•:•:•:•:•:•.. - •••• •,,,e . 4, ,44; Ame, 

" 4 biete . ' 

Kontradiktion Neutralität Identität 

Durch einige Beispiele wollen wir diese Klassifizierung der Aussageformen besser 
verständlich machen. 

BEISPIEL 2 (2.3.) : 
(a + b)2 = a2 + 2 a b + b2 mit a,bEP 

Bei jeder Belegung von a und b aus dem Grundbereich erhält man eine wahre 
Aussage. Unser Beispiel ist also eine in der Menge der reellen Zahlen allgemein-
gültige Aussageform. Die Erfüllungsmenge ist die Menge aller Paare [a; b], wobei a 
und b Elemente aus dem Grundbereich sind; sie ist in diesem Falle mit der Lösungs-
grundmenge identisch. Wir haben es hier mit einer Identität zu tun,. 

BEISPIEL 3 (2.3.) : 
(a + b)2 =-- a2 + b2 mit a,bEP 

Die folgende Tabelle zeigt, daß aus dieser Aussageform sowohl wahre als auch 
falsche Aussagen gebildet werden können. Die Erfüllungsmenge ist hier lediglich 
eine echte Teilmenge der Lösungsgrundmenge. Die Lösungsmenge besteht wie im 
Beispiel 2 (2.3.) ebenfalls aus geordneten Paaren von Elementen des Grundbereichs. 
Es handelt sich um eine Neutralität. 

a b ( + b)2 a2 + b2 Wahrheitswert 

0 0 0 0 W 
0 3 9 9 W 
6 0 36 36 W 
1 2 9 5 F 

12 , 7 361 193 F 
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2. 

BEISPIEL 4 (2.3.): 
x2 - 5 x + 10 = 0 mit x E P 

Es gibt kein Element im Grundbereich, das diese Aussageform erfüllt. Jede Be-
legung führt zu einer falschen Aussage. Wir haben es mit einer Kontradiktion 
zu tun. 

Außer der Variablenbelegung gibt es noch eine weitere Methode, Aussageformen 
in Aussagen überzuführen. Mit Hilfe gewisser Formulierungen lassen sich nämlich 
Variable binden, wodurch aus der betreffenden Aussageform eine Auhsage entsteht. 
Die Variablen werden dann als „gebunden" bezeichnet (im Gegensatz zu freien 
Variablen:; 27). Man nennt dieses Verfahren etantifikation. Darauf wird aber 
im Teil A 4.5. näher eingegangen. Hier seien nur die wichtigsten Fälle an Bei-
spielen dargestellt. 

BEISPIEL 5 (2.3.): 
a) Es gibt natürliche Zahlen x, für die gilt: 8 + x < 12. 
b) Es gibt keine reelle Zahl x, für die gilt: x2 = — 1. 
c) Für alle reellen Zahlen a und b gilt: a + b = b + a. 
d) Nicht für alle natürlichen Zahlen a gilt: a 12 (a ist Teiler von 12). 
In allen Fällen handelt es sich um wahre Aussagen. 

Wir haben also festgestellt: 
Belegt man in einer Aussageform alle auftretenden Variablen mit Elementen aus 
dem zugehörigen Grundbereich oder bindet man alle auftretenden Variablen, so 
entstehen Aussagen. Für eine Variable, die mehrfach auftritt, müssen bekanntlich 
bei ein und derselben Belegung stets dieselben Elemente eingesetzt werden. 
Ein Schema soll den Zusammenhang „Term—Aussageform—Aussage" bei einer 
Variablenbelegung verdentlichen. 

Term 
Belegung der Variablen mit Elementen 

aus dem Grundbereich 

Relations- 
en Aussageform  > Aussage zeich

Tel 
I 
m 

Belegung der Variablen mit Elementen 
aus dem Grundbereich 

Wert 

Relation 

Wert 

Schließlich wollen wir noch einige mathematische Ausdrücke daraufhin be-
trachten, wie sie sich jetzt unter Verwendung der neuen Terminologie der mathe-
matischen Logik darstellen. Wir wählen dazu nur mathematische Sachverhalte 
aus, um den Mathematikstoff der allgemeinbildenden polytechnischen Oberschule 
zu wiederholen und zu vertiefen. 
Der Grundbereich für diese Beispiele soll, wenn nicht anders verlangt, die Menge N 
sein. 

BEISPIEL 6 (2.3.) : 
Analyse mathematischer Ausdrücke 
a) 4 3 + 5 b) 3 < x < 7 

d) 14 : 6 = 3 e) k'x2 + y2 =z 

c) a : 3 — 2 b 

f) sin < 1 
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g). jedes x E P gibt es genau ein y EP mit der Eigenschaft: y'---- 2 x — 1. 
h) 4 ist eine gerade Zahl, und 11 ist eine Primzahl. 
i) Wenn a kleiner als b ist, so ist a2 kleiner .als b2. 
k) x ist. ein -Parallelogramm mit gleich langen Seiten. (Der Grundbereich ist in 

diesem Falle die Menge der •Parallelogramme.) 
Wir untersuchen jetzt diese Beispiele dahingehend, ob sie Terme, Aussageformen 
oder Aussagen sind. 

Zu a): Ein Term, dessen Weit 17 beträgt 
Zu b) Eine Aussageform. Die Erfüllungsmenge L = {4, 5, 6} ist eine echte Teil-

menge der Menge N. Demnach ist diese Aussageform erfüllbar. 
Zu c): Ein Term T (a, b) 
Zu d): Eine falsche Aussage 
Zu e) Eine Aussageforin: Diese Aussageforni ist erfüllbar. Die. Erfüllungsmenge 

ist die Menge der „Pythagoreischen Zahlentripel". 
Zu f): Eine wahre Aussage 
Zu g): Eine wahre Aussage, die aus der Ausgangsform y = 2 x — 1 durch Va-

riablenbindung beider Variablen (;,Für jedes x . . . gibt es genau ein y . . .") 
gebildet wurde 

Zu h): Eine wahre Aussage 
Zu i): Eine erfüllbare und sogar allgemeingültige Aussageform, die aus den zwei 

Aussageformen a < b und a2 < b2 gebildet wurde. Die Aussageform wird 
von allen geordneten Paaren erfüllt. 

Zu k): Eine erfüllbare Aussageform. Die Erfüllungsmenge ist eine echte Teilmenge 
des Grundbereiches. 

?.4. Umformen von Termen und Aussageformen 

Wir wollen nun an einigen Beispielen zeigen, wie. man Terme und Aussageformen 
umformen kann. Die Verfahren sind bereits aus dem Mathematikunterricht der 
allgemeinbildenden. polytechnischen Oberschule bekannt, so daß sich eine aus-
führliche Begründung erübrigt. 

Das Umformen von Termen gehört zu den grundlegenden Aufgaben des Mathe-
matikunterrichts aller Klassenstufen. Im allgemeinen will man dadurch einfachere, 
übersichtlichere oder zweckmäßigere Formen gewinnen. Als Ergebnis von Um-
formungen erhält man neue Zeichenkombinationen, die aber mit dem vorge-
gebenen Term äquivalent — d. h. gleichwertig — sind. Bereits in der 7. Klasse 
haben wir gelernt, daß zwei Aussageformen (dort waren es Gleichungen) genau 
dann äquivalent (gleichwertig) sind, wenn ihre Lösungsmengen übereinstimmen. 
Bei Umformungen von Termen in dazu äquivalente dürfen diese Terme mit den 
ihnen äquivalenten durch Gleichheitszeichen verbunden werden. Dabei entsteht 
aus einem' gegebenen, Term und dem zu ihm durch Umformung äquivalenten 
Term eine allgemeingültige Aussageform bzw. eine wahre Aussage. Wichtig ist 
dabei aber die Betrachtung der entsprechenden Grund- und Definitionsbereiche, 
damit keine Fehler entstehen. 
Das Ermitteln der Erfüllungsmenge einer Aussageform ist im allgemeinen nicht 
unmittelbar möglich. Belegungen aus dem vorgegebenen. Grundbereich führen 
nur selten zum Ziel, weil die Aussageformen oft nicht leicht zu übersehen sind. 
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2.4. 

und dadureh viel Zeit mit, Probieren vertan wird. Aus diesera Grunde formt 
man die vorgegebene Aussageform. derart um, daß zum Schluß die Erfüllungs-
menge sofort erkennbar ist. Es ist allerdings nicht immer möglich, alle Elemente 
der Erfüllungsmenge aufzuzählen. 

An den nun folgenden Beispielen werden wir sehen, daß unsere neuen Begriffe 
„Term" bzw. „Aussagefbrm" solche Begriffe wie „Bruch", „Polynom" bzw. „Glei-
chung" oder „Ungleichung" mit einschließen und darum umfassender sind. 

BEISPIEL 1 (2.4.): 
a) Im Mathematikunterricht der 3. Klasse wird der Wert des Terms • 

T = 175 + 96 
175 + 96 = 

ermittelt („die Aufgabe ausgerechnet"). 
175 + (90 + 6) 

= (175 + 90)'-e- 6 
= 265 + 6 
= 271 

b) In den oberen Klassenstufen sind häufig Terme umzuformen, die die Form 
von Brüchen oder, Quotienten haben. Dabei werden u. a. solche Umformungen 
vorgenommen, die wir als Faktorenzerlegung bzw. Erweitern bezeichnen. 

1 1 1  b2 
T(a, b) — 

az + 2 a b + bz 
+ 

az — a2 a4 a2 b2 

a2 + 2 a b + bz (a + b)2 cta (a — b) 
Faktoren- a2 — b2 = (a b) (a — b) a2 (a b) Erweiterungs-
zerlegung az = az (a + b)2 (a — b) f fäktoren 

a4 a2 bz a2 b) (a — b) (a b) 

Hauptnenner: a2 (a + b)2 (a — b) 

T(a, b) — 
a2 (a b) + az (a + b) — (a + (a b) — bz (a + b) 

a2 (a b)2 (a — b) 

aa (a — b) 
a2 (a + b)2 (a — b) 

1 
(a + b)2

Bedingungen: a = b. 

a40 

a,b€P 

DEFINITION 1 (2.4.) — Gleichung/Ungleichung 
Wird zwischen zwei Terme T1 und, T2 ein Gleichheits-
zeichen gesetzt, entsteht eine ‚Gleichung. Sie hat die 
Form 

T2 . 

Wird zwischen die Terme T1 und T2 das Kleiner-
Zeichen gesetzt, entsteht eine Ungleichung. Sie hat 
die Form 

T, < T 2
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2.4. 

Kommen in einer Gleichung oder einer Ungleichung keine Variaiblen vor, so 
handelt es sich entweder um eine wahre oder um eine falsche Aussage. 
Die Lösungsmenge einer Gleichung bzw. Ungleichung mit Variablen kann man 
oft ermitteln, indem Umformungen in äquivalente Gleichungen bzw. Unglei-
chungen mit dem Ziel vorgenommen werden, die einfachste Form der Gleichung 
zu erhalten. Aus dieser lassen sich dann die Lösungen ablesen. 
Beim Umformen sind die folgenden Sätze anzuwenden. 

Ti = T2 ist äquivalent mit Ti T = T2 + T 
äquivalent mit T, • T = T2 • T und T1 : T = T2 : T , 

wenn der Wert von T 0 . 
T1 < T, ist äqui)*alent mit T1 + T < T2 ± T , 

äquivalent mit Ti • T <T2 • T bzw. T,: T <T 2 : T, 
wenn der Wert von T > 0 und 

äquivalent mit T„ • T > T2 • T T > T2 : T , 
wenn der Wert von T < 0. 

BEISPIEL 2 (2.4.): 
Wir führen jetzt die Umformung einer in Form einer Gleichung gegebenen Aussage-
form über dem Grundbereich R durch. 
Bei den ersten beiden Schritten werden Terme in äquivalente umgeformt. Dann 
erfolgen Umformungen von Gleichungen in äquivalente entsprechend den ange-
gebenen Sätzen. 

(x — 5) (x — 7) = (x + 4) (x — 9.) — 13 Wir wenden das Distributivgesetz an. 
x2 — 7x — 5x + 35 = x2 - 9x 4x - 36-13 Wir fassen • gleichartige Glieder zusam-

men. 
Wir subtrahieren x2 von beiden Termen. 
Wir addieren den Term + 12 x + 49 
zu beiden Termen. 
Wir dividieren beide Terme durch 7. 

x2 — 12 x + 35 = x2 - 5 x - 49 
- 12 x + 35 = — 5 x — 49 

.84 ------ 7 x 
12 = x oder L = {12} 

BEISPIEL 3 (2.4.): 
Analog wollen wir die Erfüllungsmenge einer Ungleichung ermitteln. Als Grund-
bereich wird R angenommen. 

5< 6 + 3x -  (2 x - 6) 
4 

- 20 < 6 + 3x- 4(2x- 6) 
- 20 < 6 + 3x- 8 x+ 24 
- 20 < 30 - 5 x 

- 50 < - 5 x 

10>x 

Wir multiplizieren auf beiden Seiten mit 
4 (7' Sätze vor Beispiel 2 (2.4:)). 
Wir wenden das Distributivgesetz an. 
Wir fassen gleichartige Glieder zusammen. 
Wir subtrahieren 30 (7' Sätze vor Bei, 
spiel 2 (2.4.)). 
Wir dividieren beide Terme durch den 
Term ( — 5) (7 Sätze vor Beispiel 2 (2.4.)). 
Die Relation kehrt sich um. 

Die Probe erübrigt sich, wenn man sicher ist, daß man beim Umformen stets 
äquivalente Gleichungen bzw. Ungleichungen erhalten hat. 

BEISPIEL 4 (2.4.): 
Im Mathematikunterricht der Unterstufe der allgemeinbildenden polytechnischen 
Oberschule werden Ungleichungen nicht durch Umformen in äquivalente Un-
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gleichungen gelöst. Die dott gestellten Aufgaben können durch systematische 
Belegung der Variablen aus dem Grundbereich — aus der Menge N — gelöst 
werden. Wir führen eine derartige Lösung.an dem uns bereits bekannten Beispiel 

8 + x < 12 
durch, wobei der Grundbereich der Variablen x die Menge N sein soll. „ 

x 8 + x Aussagen aus 
8 + x < 12 

Wahrheitswert 
der Aussage 

0 8 8 < 12 W 
1 9 9 < 12 W 
2 10 10 < 12 W 
3 11 11 < 12 W 
4 12 12 < 12 F 
5 13 13 < 12 F 

Die Lösungsmenge ist also L = {0, 1, 2, 3} . 
Wir haben in der Tabelle alle möglichen Belegungen im vorgegebenen Grund-

- bereich angegeben, die zu einer wahren Aussage führen, denn der Wert von 8 + x 
wird ständig größer, wenn x durch Zeichen ständig größer werdender Zahlen be-
legt wird. 

In den folgenden Teilen dieses Buches werden wir immer wieder auf die im Teil A 2. 
behandelten Grundkenntnisse zurückgreifen. 

2.5. Kontrollfragen (sollen auch durch Beispiele belegt werden) 

1. Was verstehen wir unter den Begriffen „Konstante", „Variable", „Operations-
zeichen" und „Relationszeichen" ? 

2. Erläutern Sie den Begriff „Term"! 
3. Was verstehen wir unter „Aussagen" ? 
4. Warum spricht, man von „zweiwertiger Logik" ? 
5. Worin besteht das Charakteristikum einer Aussageform ? 
6. Welche Arten von Aussageformen kennen wir ? 
7. Welche Zusammenhänge bestehen zwischen „Term", „Aussageform" und „Aus-

sage" ? 
8. In welcher Beziehung stehen Grundbereich und Definitionsbereich bei Termen 

zueinander ? 
9. - In welcher Beziehung stehen Grundbereich, Lösungsgrundmenge und L5sungsmenge 

bei Aussageformen zueinander ? 
10. Welche Möglichkeiten gibt es, um aus Aussageformen Aussagen zu gewinnen ? . 
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3, Logische Operationen 

Wir werden uns jetzt ausschließlich mit Aussagen und Aussageformen befassen. 
Zunächst führen wir einige „Verknüpfungen" bei Aussagen ein, durch die wieder-
um Aussagen entstehen. Wir gewinnen dann durch Definitionen Aussagenfunk-
tionen und später Wahrheitsfunktionen. Auf den Abstraktionsprozeß „Sach-
verhalte — Aussagen — Wahrheitswerte" weisen wir bei allen Operationen mit 
Aussagen (Aussageformen) hin. Die Erarbeitung der neuen Begriffe und die Dar-
stellung der Zusammenhänge erfolgt zum größten Teil an Hand von Beispielen 
aus dem Mathematikunterricht und auch aus anderen Unterrichtsfächern der 
allgemeinbildenden polytechnischen Oberschule. 

. 3.1'. Begriffserklärungen 

Wir haben bereits den Begriff „Aussage" durch seine typische Eigenschaft cha-
rakterisiert: 
Eine Aussage ist entweder wahr oder falsch. 
Alle Aussagen bilden eine Klasse, die wiederum in genau zwei Teilklassen = in 
die Klasse der wahren Aussagen (W) und in die Klasse der falschen Aussagen 
(F) — zerfällt. Die Wahrheit bzw. Falschheit von Aussagen kann allerdings 
— wie auf Seite 26 dargelegt wurde — nicht in jedem Fall sofort nachgewiesen 
werden. Aber auch für solche Aussagen, die weder bestätigt noch widerlegt 
worden sind, trifft nur eines von beiden — entweder wahr (W) oder falsch (F) —
zu. 
In vielen Fällen ist es recht einfach festzustellen, ob eine Aussage wahr oder 
falsch ist; z. B. 

Al: 7 ist ein Teiler von 1001. 24 4: 8 ist eine Primzahl. 
A 2: 3 ist ein Teiler von 24. A 6: 2 • 2 = 5 
A3: 5 ist eine Primzahl. A 7: 4 = 5 
A 4: 7 ist eine Primzahl. A8: 8 • 3 = 24 
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Die in diesen Aussagen auftretenden Begriffe wollen wir dabei so benutzen, wie sie 
uns -aus dem Mathematikunterricht .bekannt sind. 
Die Aussagen Ai, A2, Aa, A4, As sind offensichtlich wahr (W); A5, As, A7 dagegen 
falsch (F). Mit anderen Worten: Die Aussagen A.1, A2, A3, As, A.8 gehören der 
Klasse (W) und die Aussagen 245,A,, A, der Klasse (F) an. Die Aussagen A1, . .. As
sind hier so gewählt, daß sie nicht weiter in einfachere Aussagen zerlegt werden 
können. 
Mit Hilfe dieser Aussagen bilden wir Aussagenverbindungen mit „und", „oder", 
„wenn . : ., so . . .", usw. (Ein ähnliches Verfahren ist uns aus der Umgangs-
sprache bekannt. Aus einfacheren Sätzen bilden wir dort mit Hilfe von Binde-
wörtern zusammengesetzte Sätze.) Die Aussagenverbindungen bezeichnen wir 
der Reihe nach einfach mit V1, . V6. 

V1: 7 ist ein Teiler von 1001 und 3 ist ein Teiler von 24. 
V2: 7 ist eine Primzahl oder 8 ist eine Primzahl. 
V,: Entweder 5 ist eine Primzahl oder 7 ist eine Primzahl. 
V4: Weder 7 ist eine Primzahl noch 8 ist eine Primzahl. 
V5: Wenn 2 • 2 = 5, so ist 4 = 5. 
V6: Es ist nicht 4 = 5. • 

Die Aussagenvörbindungen V1, V2 und V5 gehören der Klasse (W) an. Wir sagen 
auch, daß diese den Wahrheitswert (W) haben. Die Aussagenverbindungen V3
und V4 haben den Wahrheitswert (F) ; sie gehören der Klasse (F) an. V„ ist nicht 
durch Verknüpfung zweier Aussagen, sondern durch Verneinung der Aussage A7
entstanden. Ihr Wahrheitswert ist (W). 
Schon die hier angegebenen Beispiele zeigen, daß durch die Verknüpfung 'von 
Aussagen mit Hilfe der Bindewörter „und"„,oder", . ., „nicht" in allen, Fällen 
wieder eine Aussage entsteht, deren Wahrheitswert sowohl von der Art der Ver-
knüpfung als auch von den Wahrheitswerten der verknüpften Aussagen (bei V6
vom Wahrheitswert der verneinten Aussage) abhängig ist. 
Den Vorgang der Verneinung nennen wir eine einstellige logische Operation. Die 
Verknüpfungen zweier Aussagen zu einer einzigen Aussage sind die Ergebnisse 
zweistelliger logischer Operationen. 
V6 ist das Ergebnis einer einstelligen, V1, . . ., V5 sind Ergebnisse zweistelliger 
logischer Operationen. Es gibt auch dreistellige und mehrstellige logische Opera-
tionen. 
Wir fassen die gegebenen Aussagen und ihre Verknüpfungen in einer Tabelle 
zusammen. Wegen der besseren Übersicht sollen dabei die einzelnen Aussagen 
mit A1, A2, . bezeichnet werden. 

1. 
Aussage 

2. Verknüpfung durch * • Aussagenverbindung Wahrhelts-
wert 

A, 
A4
A3
A4
212

A2
A3
.A4
A5
A7

und 
oder 

entweder . . . oder 
weder . . . noch 

wenn . .. , so ... 

Al und A2
.Ai oder A3 

entweder A3 oder 24.4
weder 214 noch As

wenn A„ so A?

W 
W 
F 
F . 
W 

In der Tabelle ist V6 nicht aufgeführt, weil diese Aussagenverbindung nicht durch 
Verknüpfung von Aussagen, sondern durch Verneinung einer Aussage entstande'n. 
ist. Aus der Aussage A7 wurde also durch Verneinung die Aussage „nicht A7" 
gebildet. 
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Wir können allgemein sagen: 
Zu jeder Aussage A läßt sich ihre Verneinung „nicht A" bilden. 
Für Verknüpfungen von Aussagen A, B gilt allgemein: 
Aus gegebenen Aussagen A und B lassen sich mit Hilfe gewisser Bindewörter 
(„und", „oder", „wenn . . so . . ."„,. . genau dann, wenn . . ." usw.) neue Aus-
sagen (Aussagenverbindungen) — z. B. „A und B", „A oder B", „wenn A, so B". 
„A genau dann, wenn B" — bilden. 

In unseren Beispielen haben wir die Reihenfolge der verknüpften Aussagen nicht 
-beachtet, sie ist • jedoch für den Wahrheitswert der Aussagenverbindung we-
sentlich. 
Bei vorgeschriebener Reihenfolge der Aussagen und vorgegebener Art der Ver-
knüpfung entsteht genau eine Aussagenverbindung. In der mathematischen Logik 
nennt man eine solche Verbindung von Aussagen eine Aussagenfunktion. Sie ist 
eine Funktion im mathematischen Sinne. Ihre Argumente sind Aussagen und ihre 
Funktionswerte ebenfalls Aussagen. 

DEFINITION 1 (3.1.) — Aussagenfunktion 
Genau dann, wenn jedem n-Tupel von Aussagen eindeu-
tig eine Aussage zugeordnet wird, heißt die Zuordnung 
eine n-stellige Aussagenfunktion. 

Dabei wollen wir unter n-Tupel eine von der Reihenfolge abhängige Menge von 
n Elementen (hier Aussagen) verstehen. 

Die Zusammenhänge lassen sich durch folgende Darstellung (z. B. mit zwei Aus-
sagen) veranschaulichen. 

Bildung zweistelliger Aussagen-
verbindungen 
(zweistelliger Operationen) 

Zweistellige Aussagenfunktionen 

„A" Verknüpfung "B" 

”A" und 
oder 

• 
"B" 

„A und B" 
„A oder B" 

• 

Es folgen weitere Beispiele für Aussagenfunktionen. 

Einstellige Zweistellige Dreistellige 

Aussagenfunktionen 

„nicht A" 
„A oder A" 
.,A und A" 

„A oder B" 
„wenn A, so B" 
„A und nicht B" 

;,A oder B oder C" 
„A und B und C" 
„wenn A, so (B und C)" 

Belegt man in diesen Aussagenfunktionen A, B, C durch Aussagen oder Aussagen-
verbindungen, so gelangt man wiederum zu Aussagen Definition 1 (3.1.)). 
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3.1. 

Von allen Aussagenfunktionen haben die sogenannten klassischen Aussagen-
funktionen eine große Bedeutung, 
1. weil sieh die übrigen Aussagenfunktionen durch diese darstellen lassen und 
2. weil man sich in der „traditionellen formalen Logik" besonders . mit diesen 

fünf Funktionen beschäftigt hat. 

Nach der Charakteristik der klassischen Aussagenfunktionen wollen wir diese 
zunächst beschreiben und dann Festlegungen treffen, wann die zugeordnete Aus-
sage wahr bzw. falsch sein soll. Selbstverständlich sind diese Festlegungen aus 
der Umgangssprache erwachsen. 

Die klassischen Aussagenfunktionen 

Name Argumente Aussagenfunktion Stellenzahl 

Negation 
Konjunktion 
Alternative 
Implikation 
Äquivalenz 

A 
A, B 
A, B 
A, B 
4, B 

„nicht A" 
„A und B" 
„A oder B" 
„wenn A, so B" 
„A genau dann, wenn B" 

einstellig 
zweistellig 
zweistellig 
zweistellig 
zweistellig 

Bei diesen Aussagenfunktionen hängt der Wahrheitswert der zugeordneten Aus-
sage nur von den Wahrheitswerten der zugehörigen Argumente — und nicht von 
ihrem Inhalt (Intension) — ab. Wir nennen sie extensionale Aussagenfunktionen. 
Neben den klassischen Aussagenfunktionen gibt es weitere Aussagenfunktionen, 
die ebenfalls extensional sind (7 42, 45). 

BEISPIEL 1 (3.1.): 
Eine „nichtklassische" extensionale Aussagenfunktion ist: „Weder A noch B". 

BEISPIEL 2 (3.1.): 
Niehtextensionale Aussagenfunktionen sind: 
„A, weil .B"; 
„A, während B". 

Die Überprüfung der Wahrheitswerte der Einzelaussagen Al, 212, . " A8 sowie 
der Wahrheitswerte ihrer Verknüpfungen V1, V2, . . V6 — die ja ebenfalls Aus-
sagen sind — zeigt uns, daß aus wahren Aussagen auf Grund der betreffenden 
Verknüpfung auch eine falsche und aus falschen Aussagen auch eine wahre ent-
stehen kann (7 Tabelle auf Seite 35). 

Die Forderung, daß mit A auch „nicht A", mit A, B auch „A und B", „A oder B", 
„wenn A,- so B", „A genau dann, wenn B" ebenfalls Aussagen sein sollen, ver-
anlaßt uns zu gewissen Festsetzungen über ihren Wahrheitswert, da für sie 
u. a. auch das Prinzip der Zweiwertigkeit gültig sein muß. 

Es wird festgesetzt: 
(I) „Nicht A" ist wahr genaü 

also falsch genau dann,  wenn 4433Lahris.t. 
(II) „A und B" ist wahr genau dann. wenn A wahr ist und R wahr ist; 

X tVpt( 4.17(lipellso falsch genau dann. wenn mindestens PillP (Ur t-men Aussagen 4,-B 
falsch ist. 
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3.1. 

(III) „A. oder B" ist :wahr genau dann, wenn A wahr oder .8 wahr ist; 
also falsch genau dann, wenn A falsch und B falsch ist. 

,(IV) „Wenn .4, so B" ist wahr genau dann, wenn A falsch oder B wahr ist; 
also falsch genau dann, wenn A_ wahr und B falsch ist. 

. (V) „A genau dann, wennB" ist wahr genau dann, wenn A und B beide gleich-
zeitig wahr oder beide gleichzeitig falsch sind; 
also falsch genau dann, wenn A wahr und B falsch ist oder umgekehrt. 

Aussagenverbindungen, die auf die oben angegebene Weise gebildet worden sind, 
können auch dann im Sinne der Festlegungen wahr sein, wenn sie in der Um-
gangssprache unnatürlich erscheinen. Z. B. ist .die Audsage „Wenn Dresden an 
der Elbe liegt, so ist 5 eine ungerade Zahl" im Sinne der Festlegung (IV) wahr, 
obwohl sie umgangssprachlich sehr seltsam klingt. 
Durch die Festlegungen über den Gebrauch der Wörter „und", „oder" usw. 
treten gewisse Abweichungen vom umgangssprachlichen Gebrauch dieser Wörter 
auf. Es wird dadurch jedoch eine Eindeutigkeit im Gebrauch dieser Wörter in 
der Sprache der Logik erzielt, die in der Umgangssprache fehlt. Auf diese Weise 
können Mißverständnisse vermieden werden. 
Im Verlaufe unserer Betrachtungen haben wir zunächst vom konkreten Inhalt 
der Aussagen bzw. Aussagenverbindungen abstrahiert und die Abstraktionsstufe 
der Aussagenfunktionen erreicht. Wir setzen den Abstraktionsprozeß auf .der 
Grundlage der soeben erfolgten Festsetzungen fort. 
Vollziehen wir nämlich auch noch den Übergang von den Äussagen zu den Wahr-
heitswerten, so erhalten' *r die den Aussagenfunktionen entsprechenden Wahr-
heitsfunktionen. 

EFINITION 2 (3.1.) — Wahrheitsfunktion 
Genau dann, wenn jedem n-Tupel von Wahrheitswerten 
eindeutig ein Wahrheitswert zugeordnet wird, heißt die 
Zuordnung eine n-stellige Wahrheitsfunktion. 

,Aussagenfunktionen und Wahrheitsfunktionen gehören verschiedenen Abstrak-
tionsstufen an. Schon aus diesem Grunde ist es angebracht, für die Wahrheits-
funktionen andere Symbole einzuführen. Die klassischen Aussagenfunktionen, 
die zugehörigen klassischen Wahrheitsfunktionen sowie ihre symbolische Dar-
stellung sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt. Wir verwenden dabei 
für einander entsprechende Aussagen- bzw. Wahrheitsfunktionen den gleichen 
Namen. 

. Negation . Konjunktion Alternative Implikation Äquivalenz 

Aussagen- 
Funktion 

„Nicht-A" „A1 und A," „A1 oder A2" „Wenn 41, 
so A2" 

"A1 genau 
dann, 
wenn A2" 

Wahrheita- 
Funktion 

non w w1 et 1 w2 w1 vel w2 w1 seq w2 wi äq w2

Symbolische 
Darstellung 

— p p A q p v q ' p --.q p« q 

A, A1, A2 bezeichnen in der Tabelle beliebige Aussagen, w, w1, w2 die Wahrheits-
werte dieser Aussagen. 
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Für die Wahrheitsfunktionen schreibt man z..13. an Stelle von „w1 et w2" auch 
„et (w1, w2)". Diese Schreibweise werden wir im weiteren Verlauf nicht benutzen, 
sondern nur die symbolische Darstellung verwenden. 
p und q werden hier als Variable für Wahrheitswerte von Aussagen verwendet. 
Im späteren ‚Verlauf benutzen wir sie auch als Variable für Aussagen. (Wir über-
springen dabei eine Abstraktionsstufe). 
Zu beachten ist der grundlegende Unterschied zwischen Aussagen- und Wahr-
heitsfunktionen. 
Die Argumente von Aussagenfunktionen sind Aussagen, d.,h.,, für A, A1, A2, . 
dürfen nur Aussagen gesetzt werden. 
Die Argumente der Wahrheitsfunktionen sind Wahrheitswerte, d. h., für w, w1, 
w2, . • . dürfen nur Wahrheitswerte gesetzt werden. 
In der symbolischen Darstellung werden die Zeichen „A", „v", 

", die man Funktoren nennt, sowohl als Zeichen für Aussagenfunktionen als 
auch als Zeichen für Wahrheitsfunktionen gedeutet. 
Zu jeder extensionalen. Aussagenfunktion läßt sich eine entsprechende Wahrheits-
funktion angeben und umgekehrt. Die folgenden Tabellen zeigen die Werte der 
klassischen Wahrheitsfunktionen (/' 37 f., (I) bis (V)). 

p 

F 
F 

P q PAq pvq P -->q p*+q 

W 
W 
F 
F 

W 
F 
W 
F 

2 W 
F 
F 
P 

W 
W 
W 
F 

W 
F 
W 
W 

W 
P 
F 
W.

Wenn uns die Wahrheitswerte der einzelnen Aussagen einer Aussagenverbindung 
bekannt sind, so können wir den Wahrheitswert der Aussagenverbindung mit 
Hilfe der zugehörigen Wahrheitsfunktion „ausrechnen". 

BEISPIEL 3 (3.1.) : 
Die Aussage „7 ist eine Primzahl oder 8 ist eine Primzahl" wurde aus den Aus-
sagen Al: „7 ist eine Primzahl" (W) und 

A2: „8 ist eine Primzahl" (F) 
gebildet. 'Die zugehörige Aussagenfunktion ist die Alternative „A1 oder A2". 
Dieser entspricht die Wahrheitsfunktion p v q. Nach Einsetzen der vorliegenden 
Wahrheitswerte erhalten wir auf Grund der Festsetzungen von Seite 37 f. den 
Wahrheitswert W. Die Aussage „7 ist eine Primzahl oder 8 ist eine Primzahl" 
hat demnach den Wahrheitswert W. 

Die Zusammenhänge zwischen Aussagen- und Wahrheitsfunktionen lassen sich 
durch folgendes Schema darstellen. 

Verknüpfung mit Hilfe Aussagen-
Aussage  eines aussagenerzeugenden Aussage funktion 

Bindewortes 

Aussage 

Wahrheitswert 

Wahrheits- Verknüpfung mit Hilfe Wahrheits- Wahrheits-
wert eines Funktors wert funktion 
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3.2, 

Bei diesem Abstraktionsprozeß geht jede extensionale Aussagenfunktion in die 
entsprechende Wahrheitsfunktion über und umgekehrt. Die einzelnen Stufen des 
Abstraktionsprozesses und die Beziehungen dieser Stufen zueinander sind aus, der 
folgenden Darstellung ersichtlich. 

Stufe der Wahrheitswerte 

Stufe der Aussagen 

Stufe der Sachverhalte 

Wahrheitswerte Wahrheitsfunktionen. 

Aussagen, Aussa-
genverbindungen 

Aussagenfunktionen 

Sachverhalte Beziehungen zwischen 
Sachverhalten 

(Der Pfeil symbolisiert den Ablauf des Abstraktionsprozesses.) 

Sprachlich haben wir im allgemeinen viele Möglichkeiten, ein und denselben Sach-
verhalt auszudrücken. 
Die Umgangssprache hat den Vor- bzw. Nachteil, daß wir in ihr etwas durch 
verschiedene Formulierungen ausdrücken können, die gleichzeitig Wertungen oder 
auch gefühlsmäßige Einstellungen zu den Sachverhalten beinhalten. 
In der Aussagenlogik wird von solchen Wertungen abstrahiert. 

Die Ausdrucksweise der Logik ist normiert. Es wird die Bedeutung und der Ge-
brauch. der Wörter „nicht", „und", „oder", ;,wenn-so", „genau dann, wenn" 
eindeutig festgelegt. Diese Festlegung erfolgt im Aussagenkalkül. 

Wir werden jetzt die klassischen Aussagenfunktionen und die entsprechenden 
Wahrheitsfunktionen einzeln betrachten. 

3.2. Negation 

Wir wollen mit der Verneinung einer Aussage den Gedanken ausdrücken, daß der 
ihr entsprechende Sachverhalt nicht zutrifft. Wenn wir eine Aussage A negieren, 
so erhalten wir eine andere Aussage „nicht A" — das Negat von A. Durch diese 
Operation gewinnen wir eine Aussage, deren Wahrheitswert dem Wahrheitswert 
von A entgegengesetzt ist, wie bereits in der Festsetzung (I) (‚ 37) ausgesprochen 

_ wurde. 

Den Sachverhalt „Der Student S löst seine Studienaufgaben nicht regelmäßig" 
können wir u. a. auch wie folgt formulieren: 
a) „Es ist nicht wahr, daß der Student S seine Studienaufgaben regelmäßig löst." 
b) „Der Student S löst seine Studienaufgaben unregelmäßig." 
Diese Formulierungen sind nur sprachliche Varianten ein und desselben Sach-
verhaltes. 
Wenn wir den Satz „Der Student S löst seine Studienaufgaben regelmäßig" mit 
„H" bezeichnen, so wird durch a), b) „nicht H" ausgedrückt. 
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3.2: 

Umgangssprachlich ist diese Bezeichnungsweise nicht gebräuchlich, denn nie-
mand würde so sprechen: „Nicht: der Student S löst seine Studienaufgaben 
regelmäßig." 

Das 'betrachtete Beispiel ist nach Definition 1 (2.3.) auf Seite 27 eine Aussage-
form; sie enthält die freie Variable S. Die Aussagenfunktionen haben wir aber 
nur für Aussagen erklärt. Nach den Ausführungen auf Seite 29. ist es jedoch 
immer möglich, Aussageformen in Aussagen zu überführen., Deshalb werden wir 
in den folgenden Teilen dieses Buches neben Aussagen auch Aussageformen in 
unsere Betrachtungen einbeziehen (21' 65). 

Oft wird eine Negation in der Umgangssprache in Form von verkürzenden Wort-
bildungen ausgedrückt. Man sagt beispielsweise an Stelle von „nicht regelmäßig" 
kürzer „unregelmäßig", an Stelle von „nicht ein . ." einfach „kein . .." usw. 

Bei der Umformulierung gewisser. Verneinungen könnten leicht Mißverständnisse 
auftreten, wenn man die Verneinung einfach durch Angabe gewisser Gegensätze 
(konträr) ausdrückt. Beispielsweise sind „schwarz" und „weiß", „klein" lind 
„groß", „positiv" und „negativ" im gewissen Sinne Gegensätze, die aber nicht 
durch Negation ineinander überführt werden können. 
Die Negation der (falschen) Aussage „3 ist kleiner als 2" ist z. B. „Es ist nicht 
wahr, daß 3 kleiner als .2 ist", was gleichbedeutend mit „3 ist größer oder gleich 
2" ist; „nicht kleiner" bedeutet nämlich „größer oder gleich". 

Wir werden die Negation hier als Wahrheitsfunktion definieren, obwohl der Begriff 
„Negation" auch für die Aussagenfunktion „nicht A" und für die Operation „Ver-
neinung" verwendet wird. 

• 
DEFINITION 1 (3.2.) — Negation 
Negation nennt man diejenige einstellige Wahrheils-
funktion, deren Werte wie folgt festgesetzt sind. 

P 

W 
F 

F 

Die Negation entspricht der einstelligen. Aussagenfunktion „nicht A". Nach der 
Festsetzung (I) (7' 37) ist „nicht A" genau dann wahr, wenn die Aussage .A 
falsch ist ; also falsch genau dann, wenn A wahr ist. 
Durch die Negation einer Aussage A entsteht eine neue Aussage „nicht A", deren 
Wahrheitswert dem Wahrheitswert von A entgegengesetzt ist. 

Die Negation als logische Operation findet beim sogenannten indirekten Beweis 
(/. 5.5.2.) Anwendung. 

Auf die Gesetzmäßigkeiten mehrfacher Verneinungen werden wir im .Teil 4.3. 
zurückkommen. 

Wir wollen hier noch auf den grundsätzlichen Unterschied zwischen logischer 
Negation und dialektischer Negation hinweisen. 
Am klarsten kommt dieser Unterschied bei der doppelten Verneinung zum Aus-
druck. In der formalen Logik hebt die zweite Verneinung die Wirkung der ersten 
auf, d. h., eine zweifach verneinte Aussage „nicht (nicht A)" ist äquivalent mit 
der Aussage „A". 
Die dialektische Negation der Negation bedeutet dagegen nicht die Rückkehr 
zum „alten Zustand", sondern eine Höherentwicklung desselben. 
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Bei ENGELS (/ [6], Seite 32) lesen wir zur Charakterisierung der dialektischen 
Negation: „Negieren in der Dialektik heißt nicht einfach nein sagen, oder ein 
Ding für nicht bestehönd erklären . . . Jede Art von Dingen hat also ihre eigen-
tümliche Art, so negiert zu werden, daß eine Entwicklung dabei herauskommt, 
und ebenso jede Art von Voritellungen und Begriffen." 
Nach LENIN ( [14], Seite 150) ist die dialektische Negation „nicht die nackte Ver-
neinung, . . . sondern die Verneinung als Moment des Zusammenhanges, als Mo-
ment der Entwicklung unter Beibehaltung des Positiven." 
In diesem Sinne ist der Aufbau des Sozialismus in der Deutschen Demokratischen 
Republik nicht nur die bloße Verneinung der früheren gesellschaftlichen Verhält-
nisse, die auf dem Privateigentum an Produktionsmitteln beruhten, sondern auch 
das gleichzeitige Aufbewahren aller positiven Errungenschaften — das Entwick-
lungsniveau der Produktivkräfte, die Erkenntnisse der Wissenschaft, die Schöp-
fungen der Kunst und Literatur, usw. die jetzt in den Dienst des gesellschaft-
lichen Fortschritts gestellt werden. 

3.3. Konjünktion 

DEFINITION 1 (3.3.) — Konjunktion 
Konjunktion nennt man diejenige zweistellige Wahr-
heitsfunktion, deren Werte wie folgt festgesetzt sind. 

P q PAq 

F 
F 

F 

F 

F 
F 
F 

Die Konjunktion entspricht der• zweistelligen Aussagenfunktion „A und B". 
Nach der Festsetzung (II) (/ 37) ist eine Aussagenverbindung „A und B" genau 
dann Wahr, wenn beide Aussagen A., B wahr sind. 
In den weiteren Ausführungen bezeichnen wir die Verknüpfung mehrerer Aussagen 
durch und bz-ev. synonyme Wörter ebenfalls als Konjunktion. (7 Hinweis auf 
Seite 37). Solche synonymen Ausdrucksweisen sind z. B.: „sowohl A als auch B", 
„nicht nur A, sondern auch B", „zwar A, aber auch B". 

BEISPIEL 1 (3.3.) : 
Konjunktionen sind: 
a) „2 ist ein Teiler von 10, aber auch 5 ist ein Teiler von 10" ; 
b) „3 ist eine natürliche Zahl, 4 ist eine natürliche Zahl, und 33,5 ist eine natürliche 

Zahl". 

BEISPIEL 2 (3.3.) : 
Nicht konjunktiv wird „und" gebraucht in: 
„Frieden und Sozialismus bedingen einander". 

Nach der Definition 1 (3.3.) ist die Konjunktion a) im Beispiel 1 (3.3.) wahr, da 
beide Teilaussagen wahr sind. Die Konjunktion b) im Beispiel 1 (3.3.) ist dagegen 
falsch, weil eine ihrer drei Teilaussagen, „3,5 ist eine natürliche Zahl", falsch ist. 
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3.4. 

Die Beispiele 1 (3.3.) und 2 (3.3.) zeigen außerdem, daß nicht jede Konjunktion 
mit „und" formuliert werden muß und nicht jede Formulierung mit „und" eine 
Konjunktion ausdrückt: 
Eine Konjunktion, deren Wahrheitswert W ist, besagt, daß die Sachverhalte, die 
durch die Teilaussagen widergespiegelt werden, zusammen bestehen. Wenn aber 
eine Konjunktion den Wahrheitswert F hat, so bedeutet: das, daß mindestens 
eine von ihren Teilaussagen einen Sachverhalt nicht richtig widerspiegelt. 
Demnach kann die Aussagenfunktion „A und (nicht A)" bei keiner Belegung von 
A eine währe Aussage ergeben, da die von „A" bzw. „nicht A" widergespiegelten 
Sachverhalte nicht zusammen bestehen können (/ Festsetzung auf Seite 37). 
„A und (nicht A)" muß also bei jeder Belegung von A zu einer falschen Aussage 
führen. 
Dagegen muß „nicht (A und (nicht A.))" bei jeder Belegung von A zu einer wahren 
Aussage führen. 
Aussagenverbindungen, die unabhängig von der Wahrheit bzw. von der Falsch- 
heit der verknüpften Aussagen stets falsch sind, bei denen also die zugehörigen 
Wahrheitsfunktionen bei jeder Wahl der Argumente nur den Funktionswert F 
haben, nennen wir Kontradiktionen (Widerspruch durch Verneinung — lat.) ( /28). 
Die Aussagenfunktion. „A und (nicht A)" ist .eine solöhe Kontradiktion. 
Aussagenverbindungen, die unabhängig von der Wahrheit bzw. der Falschheit 
der verknüpften Aussagen stets wahr sind, bei denen also die zugehörigen Wahr-. 
heitsfunktionen bei jeder Wahl der Argumente nur den Funktionswert W haben, 
nennen wir Identitäten (übereinstimmend — lat.) ( 2  28). 
Wir betrachten noch einmal die Identität „nicht (A und (nicht A.))". Sie ist die 
Widerspiegelung des logischen Gesetzes „Es ist nicht wahr, daß eine Aussage A 
zusammen niit ihrer Verneinung ‚nicht A.' gilt", das dem Satz vom ausgeschlos-
senen Widerspruch entspricht, der bereits von ARISTOTELES erkannt und formu-
liert wurde (/ 25). 
Wir wollen noch auf den grundsätzlichen Unterschied zwischen logischem Wider-
spruph und dialektischem Widerspruch hinweisen, da der Terminus „Widerspruch" 
in der Dialektik in einem ganz anderen Sinne.als in der Logik gebraucht .wird. 
Unser Denken muß frei von logischen Widersprüchen sein; denn nur dann ist es 
richtig. 
Aussagen sind entweder adäquate Widerspiegelungen der objektiven Realität, 
oder sie sind es nicht. 
Die zweiwertige Logik kennt also nur Wahrheiten und Falschheiten, Zwischen-
stufen gibt es nicht. Logische Widersprüche sind in der Wirklichkeit nicht vor-
handen. Dialektische Widersprüche finden wir überall in der objektiven Realität 
vor ; _sie sind den Dingen und Erscheinungen innewohnend (sind inhaltlich bedingt). 
Dialektische Widersprüche sind Triebkräfte der Entwicklung. Die Lösung dieser 
Widersprüche erfolgt in einem 'höheren Bereich. Etwa durch Negation (im dialek- 
tischen Sinne) eines bestimmten Sachverhaltes und Übergang zu einer neuen, 
höheren Qualität, die aber alle progressiven, Elemente des Alten enthält (2( 42). 

3.4. Alternative und•Disjunktion 

Im Mittelpunkt dieses Teil6s steht der Gebrauch des Wortes „oder", das im aus-
schließenden („entweder . .. oder . . .") bzw. nichtausschließenden Sinne gebraucht 
werden kann. Deshalb gehen wir in zwei Teilschritten (3.4.1. und 3.4.2.) vor. 
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3.4.. 

3.4.1. Alternative 

DEFINITION 1 (3.4.1.) — Alternative 
Alternative nennt man diejenige zweistellige Wahrheits-
funktion, deren Werte wie folgt festgesetzt sind. 

p q p v q 

F 
F 

F 

' F F 

Die Alternative entspricht der zweistelligen Aussagenfunktion „A oder B". Nach 
den Festsetzungen (III) (7 38) ist „A oder B" genau dann wahr, wenn mindestens 
eine der verknüpften Aussagen wahr ist. 

In den folgenden Ausführungen bezeichnen wir auch die Verknüpfung mehrerer 
Aussagen mit „oder" als Alternative. 
Eine solche Aussagenverbindung stellt auch dann eine wahre Aussage dar, wenn 
alle verbundenen Aussagen zusammen wahr sind. 

BEISPIEL 1 (3.4.1.) 
a) „2 • 3 = 6 oder 3 + 2 = 5" 
b) „Wir erhöhen unsere Studienergebnisse durch intensives Selbststudium oder 

durch Verbesserung der Studiengruppenarbeit." 

c) „75% von 45,00 M sind —135- M, 31,00 M oder 33,75 M." 

Das Wort „oder" hat in den vorliegenden Aussagenverbittdungen keine ausschließende 
Bedeutung. 
In der Umgangssprache werden Teilaussagen oft zusammengefaßt. Das Wort „oder" 
ersetzt man dabei zuweilen durch ein Komma ( 2f Beispiel 1 (3.4.1. c)). 

Wegen der Extensionalität der Aussagenfunktionen ist es gleichgültig, ob die 
verknüpften Aussagen zueinander inhaltliche Beziehungen haben. 

BEISPIEL 2 (3.4.1.): 
Die Aussage 
„Heute ist der 30. Februar, oder Kochsalz ist im destillierten Wasser bei +20 °C 
löslich" 
ist wahr, weil eine Teilaussage dieser Verknüpfung („Kochsalz ist im destillierten 
Wasser bei +20 °C löslich") wahr ist. 

Die von uns vorgenommene Abstraktion von inhaltlichen Beziehungen zwischen 
den verknüpften Aussagen ist notwendig, um .den logischen Zusammenhang er-
gründen zu können. Durch die Festregung für die Alternative haben wir den 
logischen Sinn des Wartes „oder" bestimmt. Für uns sind nur noch die Wahr-
heitswerte der Teilaussagen von Interesse. Wir werden auch bei anderen Ver-
knüpfungen ähnlich verfahren. 

(über den Gebrauch des Wortes „Alternative" in der Umgangssprache / 3.4.2.). 



3.4.2. Disjunktion 

DEFINITION 1 (3.4.2.) — Disjunktion 
Disjunktion nennt man diejenige zweistellige Wahr-
heitsfunktion, deren Werte wie folgt festgesetzt sind. 

p g p>—<q 

F 
F 

F 

F 

F 

F 

Die Disjunktion entspricht der zweistelligen Aussagenfunktion „entweder A oder 
B". Die Verknüpfung „entweder A oder B" ist also genau dann wahr, wenn genau 
eine von den beiden Aussagen wahr ist. Sie ist falsch genau dann, wenn beide Aus-
sagen wahr oder beide falsch sind. Die Disjunktion ist ebenfalls extensional (‚ 37). 
In den weiteren Ausführungen bezeichnen wir eine Verknüpfung von mehr als 
zwei Aussagen mit „entweder-oder" ebenfalls als Disjunktion. 

Im täglichen Sprachgebrauch wird oft an Stelle von „entweder-oder" einfach „oder" 
gesagt, wobei dieses Wort in solchen Fällen ausschließend wirken soll. Wenn man in 
der Umganissprache von einer Alternative, spricht, so ist i. a. die von uns oben defi-
nierte Disjunktion gemeint. Diese Tatsachen müssen ständig beachtet werden. 

BEISPIEL 1 (3.4.2.) 
a) „Die Summe der ersten sieben natürlichen Zahlen ist entweder gerade oder 

ungerade." 
b) „1969 ist entweder eine Primzahl oder durch 9 teilbar." 

Eine wahre disjunktive Verknüpfung beider Aussagen spiegelt wider, daß von 
zwei Möglichen Sachverhalten genau einer existiert. Um Mißverständnisse zu 
vermeiden, sollte man in solchen Fällen stets „entweder . . . oder" verwenden. 

Das „oder" kann in der Umgangssprache auch noch in einem anderen Sinne gebraucht 
werden, wenn man sagen will, daß die beiden miteinander verknüpften Sachverhalte 
nicht zusamtnen existieren können. Es kann also höchstens einer von ihnen zutreffen. 

BEISPIEL 2 (3.4.2.): 
„Der Student S ist ein Arbeiterkindeder Bauernkind." Beides zugleich ist nicht mög-
lich. Man kann aber „Der Student S ist entweder ein Arbeiterkind oder ein Bauern-
kind" nicht sagen, da er auch einer anderen Bevölkerungsschicht angehören kann. 

Die Kenntnis dieser Mehrdeutigkeit im Gebrauch von „oder" in der Umgangs-
sprache ist sehr wichtig für das logische Schließen. Außerdem veranlaßt sie uns, 
auf die Exaktheit unserer Formulierungen zu achten. 
In Verbindung mit der Alternative wollen wir noch abschließend auf die wich-
tigen Sätze der Äussagenlogik eingehen (‚' 25). 
Den Satz vom ausgeschlossenen Dritten 

„Jede Aussage ist wahr oder falsch" 
können wir durch die Aussagenfunktion „A oder (nicht A)" darstellen. Diese 
Aussagenfunktion ist eine Identität, weil wir bei jeder Wahl des Argumentes A 
stets eine wahre Aussage erhalten. 
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Das Prinzip von der Zweiwertigkeit 
„Jede Aussage ist entweder wahr oder falsch" 

besagt, daß es zwischen einer Aussage und ihrem Negat keine dritte Möglichkeit 
gibt und daß eine Aussage nicht zugleich wahr und falsch sein kann, wie es im 
Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch unmißverständlich ausgesprochen wird. 

Zusammenfassung der Aussagenverbindungen mit „oder" 

Nicht ausschließendes 
„oder" 
Alternative 

Ausschließendes „oder" . 
bzw. „entweder . . . oder" 
Disjunktion 

„oder" 
Unverträglichkeit 

Die Wahrheit der einen 
Aussage schließt die 
Wahrheit der anderen 
nicht aus. 

Die Wahrheit der einen 
Aussage schließt die 
Wahrheit der anderen 
aus, und die Falschheit 
der einen Aussage schließt 
die Falschheit der anderen 
aus. 

Die Wahrheit der einen 
Aussage schließt die 
Wahrheit der anderen aus. 

Eine solche Aussagen- 
verbindung ist wahr, 
genau dann, wenn 
mindestens eine 
der verknüpften Aus- 
sagen wahr ist. 

Eine solche Aussagen- 
verbindung ist wahr, 
genau dann, wenn 
genau eine der ver- 
knüpften Aussagen wahr , 
ist. 

Eine solche Aussagen-
verbindung ist wahr, 
genau dann, wenn • 
höchstens eine der 
verknüpften Aussagen 
wahr ist. 

„A oder B"

Wir wollen auf die in der Tabelle hervorgehobenen Formulierungen eingehen. 
Wenn wir die Worte „es existiert mindestens ein '. . ." benutzen, so wird damit 
stets das Vorhandensein eines Individuums oder auch mehrerer Individuen aus-
gedrückt. 
„Es existiert genau ein . . ." sagt aus, daß nicht mehr und nicht weniger als ein 
Individuum vorhanden ist. 
„Es existiert höchstens ein . . ." beinhaltet das Atiftreten keines oder eines Indi-
viduums. 

3.5. Implikation 

DEFINITION 1 (3.5.) - Implikation 
Implikation nennt, man diejenige zweistellige Wahr-
heitsfunktion, deren Werte wie folgt festgesetzt sind. 

q q 

W 
F 
F 

W 
F 
W 
F 

W 
F 
W 
W 

Die Implikation entspricht der zweistelligen Aussagenfunktion „wenn A, so B". 
Nach der Festsetzung (IV) (/ 38) ist die Verknüpfung „wenn A, so B" genau 
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. 
dann falsch, wenn A wahr und B falsch ist, während sie in allen anderen fällen 
wahr ist. 
In den weiteren Ausführungen bezeichnen wir eine Verknüpfung von mehreren 
Aussagen mit „wenn-so" ebenfalls als Implikation. • 
In der Implikation „wenn A, so B" bezeichnet man A als Vorderglied und B als 
Nachglied der Implikation. 
Diese Art der Implikation, die dem Sprachgebrauch der klassischen Mathematik 
entspricht, nennt man auch materiale Implikation. Wir abstrahieren auch hier 
von irgendwelchen inhaltlichen Zusammenhängen zwischen den durch die Impli-
kation verknüpften Aussagen und betrachten nur die Wahrheit oder Falschheit 
dieser Aussagen. Bei materialen Implikationen wird von kausalen, konditionalen 
und anderen Zusammenhängen abstrahiert. Wie bei allen anderen Wahrheits-
funktionen sind nur die Wahrheitswerte der Teilaussagen von Bedeutung. 

BEISPIEL 1 (3.5.): 
a) ,,5 > 3, wenn 3 + 2 = 5 ist." 
b) „Wenn GorrnE ,Die Räuber' geschrieben hat, dann heißt er mit Vornamen 

Friedrich." 
c) „Wenn es zwischen 13 und 15 Primzahlen gibt, so gibt es auch zwischen 5 und 

15 Primzahlen." 

Alle diese Implikationen haben im Sinne der Definition 1 (3.5.) den Wahrheits-
wert W. 
Die Aussagenverbindung a) im Beispiel 1 (3.5.) ist wahr, weil beide Teilaussagen 
wahr sind. 
Die Aussagenverbindung b) ist wahr, weil beide Teilaussagen den Wahrheitswert F 
haben. 
In der Aussagenverbindung c) ist das Vorderglied falsch, und das Nachglied wahr. 
Eine. solche Implikation ist aber nach der Definition 1 (3.5.) auch wahr. 
Wir können im Sinne der Definition 1 (3.5.) jede beliebige falsche Aussage als Vor-
derglied mit einem wahren Nachglied zu einer Implikation verknüpfen, dennoch 
besitzt diese Aussagenverbindung den Wahrheitswert W. 

BEISPIEL 2 (3.5.) : 
Die Aussagenverbindung 
„Wenn heute der 30. Februar ist, so gibt es zwischen 5 und 15 Primzahlen" 
ist wahr. 

Wir können auch sagen, daß jede Implikation, deren Vorderglied falsch ist, den 
Wahrheitswert W hat, ohne Rücksicht darauf, ob Vorderglied und Nachglied 
inhaltlich zusammenhängen oder nicht. 

BEISPIEL 3 (3.5.): 
„Wenn es 'zwischen 5 und 15' Primzahlen gibt, dann gibt es zwischen 13 und 
15 Primzahlen" 
ist falsch, da das Vorderglied dieser Implikation wahr und ihr Nachglied falsch ist. 

«Über die Beispiele 1 (3.5.) bis 3 (3.5.) hinaus verwenden wir die „Wenn-so"-Ver-
bindung z. B. auch dann, wenn die Aussagenverbindung eine Kausalbeziehung 
widerspiegeln soll. Eine solche ist dadurch gekennzeichnet, daß die Wirkung not-
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3.5. 

wendigerweise aus der Ursache folgen muß und die Ursache der Wirkung zeitlich 
vorangeht. 

BEISPIEL 4 (3.5.) : 
„Wenn man die Temperatur vom Wasser bei normalem Druck auf 100 °C erhöht, 
so siedet das Wasser." 

Neben den bisher verwendeten Formulierungen für die Implikation werden wir im 
folgenden noch andere Ausdrucksweisen kennenlernen. 
Wir wenden uns jetzt wieder der Implikation „wenn A, so B" zu und vertauschen 
in ihr die Aussagen A, .B miteinander.. Wir erhalten „wenn B, so A". Diese so 
entstandene Implikation nennt man Konversion (Umkehrung — lat.) der ursprüng-
lichen und umgekehrt. Es erhebt sich die Frage, welchen Wahrheitswert die Kon-
version „wenn B, so A" besitzt. 
Wir vergleichen zu diesem Zwecke die Tabelle der Wahrheitswerte der Implikation 
„wenn A, so B", die uns nach der Definition 1 (3.5.) bereits bekannt sind, mit der 
entspechenden Tabelle der Konversion bei allen möglichen Belegungen der Wahr-
heitswertvariablen p und q. 

Implikation und Konversion 

q q p q —›p 

F 
F 

F 

W 
F 

F
Nicht wertverlaufsgleich 

F 

F 

W 
W 
F 
F 

W 
F 

Die Implikation (p --> q) und ihre Konversion (q —> p) sind nicht wertverlaufsgleich. 
Die Aussagenverbindungen „wenn A, so B" und „wenn B, so A" sind nicht logisch 
gleichwertig. 

Aussagenverbindungen, die aus gleichen Aussagen .4, B, C, . . . bestehen, heißen 
logisch gleichwertig genau dann, wenn sie bei beliebiger Wahl (ler Aussagen A, B, 
Ci . . . denselben Wahrheitswert besitzen. Wahrheitsfunktionen, die solchen Aus-
sagenverbindungen entsprechen, sind wertverlaufsgleich. 

Logisch gleichwertig sind z. B. die Aussagenverbindungen, die den Aussagen-
funktionen 

„wenn A, so B" und „wenn (nicht B), so (nicht A)" 
entsprechen. 
Letztere nennt man Kontraposition (Gegensatz — lat.) der ersten. Hierauf 
werden wir im Teil 4.1. (/ 55) noch eingehen. 
Die logische Gleichwertigkeit einer Implikation mit ihrer Kontraposition spielt 
bei mathematischen Beweisführungen — die wir im Teil A 5. behandeln werden —
eine wesentliche Rolle. 

BEISPIEL 5 (3.5.): 
Implikation: „Wenn 2272 durch 4 teilbar ist, so ist 227.2 eine gerade Zahl." (W) 
Konversion: „Wenn 2272 eine gerade Zahl ist, so ist 2272 durch 4 teilbar." (W) 
Kontraposition: „Wenn 2272 keine gerade Zahl ist, so ist 2272 nicht durch 4 

teilbar." (W) 
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BEISPIEL 6 (3.5.):, 
Implikation: „Wenn ein Dreieck gleichseitig ist, so ist 'es gleichschenklig." 
Konversion: „Wenn ein Dreieck gleichschenklig ist, so ist es gleichseitig." 
Kontraposition: „Wenn ein Dreieck nicht gleichschenklig ist, so ist es auch nicht 
gleichseitig." 

Im Beispiel 6 (3.5.) ist die ursprüngliche Implikation allgemeingültig, ihre Kon-
version nur erfüllbar, aber nicht allgemeingültig und ihre Kontraposition wieder 
allgemeingültig. Dabei soll die Menge aller Dreiecke als Grundbereich vorgegeben 
sein. 

Die Implikation, ihre Konversion und ihre Kontraposition sind in der folgenden 
Tabelle zusammengefaßt. 

Aussagenfunktion Symbolische 
Darstellung 

Implikation 
Konversion 
Kontraposition 

„Wenn A,, so A," 
„Wenn A,, so A," 
„Wenn (nicht A,), so 
(nicht A,)" 

P —'q 
q —> p 

--. q -• — p 

3.6. Äquivalenz 

DEFINITION 1 (3.0.) Äquivalenz 
Äquivalenz nennt man diejenige zWeistellige Wahrheits-
funktion, deren Werte wie folgt festgesetzt sind. 

p q 13 +›P 

W 

F 

W 
F 

F 

F 
F. 
W 

Die Äquivalenz entspricht der zweistelligen Aussagenfunktion „A genau dann, 
wenn B". Nach der Festsetzung (V) (7( 38) ist die Verknüpfung „A genau dann, 
wenn B" genau dann wahr, wenn beide Aussagen A und B wahr oder wenn beide 
falsch sind. In allen anderen Fällen ist die Äquivalenz falsch. 

BEISPIEL 1 (3.6.): 
a) „Die Zahl 2013 ist durch 3 teilbar genau dann, wenn ihre Quersumme durch 3 

teilbar ist." 
b) „Die Wega ist genau dann ein Planet des Sonnensystems, wenn 2 • 2 = 5 ist." 
Beide Aussagenverbindungen sind wahr, da ihre Teilaussagen in a) beide wahr und 
in b) beide falsch sind. 

Neben der bereits angeführten Ausdrucksweise für" die Äquivalenz benutzt man 
auch die Formulierung „A dann und nur dann, wenn B". 
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Die symbolische Darstellung "p q" läßt die Vermutung aufkommen, daß die 
Äquivalenz aus p —> ,q' und p q zusammengesetzt ist. Wie auf Seite 56 gezeigt 
wird, läßt sich eine Äquivalenz wirklich auf eine Konjunktion zurückführen, deren 
Glieder eine Implikation und ihre Konversion sind. 
Äquivalenzen und dazu logisch gleichwertige Ausdrucksweisen sind für das Be-
weisen von großer Bedeutung (2r Teil A 5.). 

3.7. Zusammenfassung 

In unseren bisherigen Betrachtungen haben wir mit Hilfe einiger Wörter wie „und", 
„oder", usw. aus, Aussagen neue Aussagen, sogenannte Aussagenverbindungen 
gebildet. Ebenso konnten wir aus einer Aussage durch Verneinung eine neue Aus-
sage gewinnen. Es erhebt sich nun die Frage, ob wir mit den definierten Funk-
tionen alle ein- und zweiwertigen logischen Operationen erfaßt haben. 
Die Beantwortung dieser Frage ausschließlich vom sprachlichen Standpunkt aus 
wäre zumindest umständlich und vielleicht nicht lückenlos Wir versuchen es 
deihalb mit mathematischen Mitteln. Dazu bildet der Abstraktionsprozeß,_ der 
Übergang von der Aussage zu ihrem Wahrheitswert und damit der Übergang von 
der Aussagenfunktion zur Wahrheitsfunktion, die Grundlage. Wir werden aller-
dings in entgegengesetzter Richtung, d. h. von der Wahrheitsfunktion zur Atis. 
sagenfunktion und vom Wahrheitswert zur Aussage, fortschreiten. So können 
wir mit Sicherheit für Vollständigkeit garantieren. 
Wir befassen uns zunächst mit den einstelligen Wahrheitsfunktionen. 
Die Negation ist uns bereits bekannt. 
Für die Festlegung der Funktionswerte von einstelligen Wahrheitsfunktionen 
gibt es aber auch noch andere Möglichkeiten. Wegen der besseren Übersicht 
fassen 'wir diese Funktionswerte in einer Tabelle zusammen. 

Argumente . funktionswerte 

"(1) (2) ' (3) (4) 

W 
F 

W 
W 

W 
F 

F 
W 

F 
F 

Wir erkennen, daß es auf Grund der möglichen Zuordnungen vier verschiedene 
einstellige Wahrheitsfunktionen gibt. 
In der Spalte (3) befinden sich die Funktionswerte der Negation. Diese entspricht 
der Aussagenfunktion „nicht A". 
Mit den zu den Spalten (1), (2) und (4) gehörenden,Wahrheitsfunktionen werden 
wir uns ,nicht ausführlich beschäftigen. 
Dennoch interessiert uns die Frage: Welche sprachlichen Formulierungen ent-
sprechen diesen Wahrheitsfunktionen ? 

4 BEISPIEL 1 (3.7.): 
„A oder (nicht A)" 
„A und A" 
„Es ist nicht so, daß _4" 
„A und (nicht A)" 

zur Spalte (1) 
zur Spalte (2) 
zur Spalte (3) 
zur Spalte (4) 
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38. 

Ohne Begründung sei hier erwähnt, daß es genau 4 einstellige und 16 _zweistellige 
Wahrheitsfunktionen gibt. 
Die Funktionswerte zweistelliger Wahrheitsfunktionen sind in der folgenden Ta-
belle zusammengestellt. 

p q (1) (2) (3) (4) (5) (6)  (7) (8) (9) (10) (11) (12) (13) (14) (15) (16) 

WWWWWW.WWWWF 
WF 
FWWWF 
FF 

WW 

W.F 

W 

W 

WF 
F 
F 

W,WF 
W 

F 

F 

F 

W 

F. 
F 
F 

WWWWF F F F 
W 
W 

F 

Vir F 
F 

F 

W 

F 

F 
F 

r 

WWF F 
W 

F 

F 

F F 

W F 

Wir erkennen, daß (2) die Alternative, (5) die Implikation, (7) die Äquivalenz, 
(8) die Konjunktion und (10) die Disjunktion ist. Die Funktion (15) entspricht 
der Aussagenfunktion „weder Al noch A2" . Andere, bisher nicht benannte Funk-
tionen lassen sich z. T. umgangssprachlich sehr kompliziert formulieren. 
Ferner ist ersichtlich, daß aus den ersten acht Wahrheitsfunktionen durch Nega-
tion die übrigen acht gewonnen werden können. Die zweistelligen Wahrheits-
funktionen liegen in gewisser Hinsicht „symmetrisch" zueinander. Die „Sym-
metrieachse" liegt zwischen den Spalten (8) und (9). 
Von den 16 zweistelligen Aussagenfunktionen haben -wir nur die vier klassisChen 
und die Disjunktion genauer betrachtet. 
Es ist möglich, alle Aussagenfunktionen durch einige — sogar durch eine — darzu-
stellen. Näher können wir darauf im Rahmen unseres Anliegens nicht eingehen. 
Einige Beziehungen zwischen den Aussagen- bzw. Wahrheitsfunktionen unter-
suchen wir in den folgenden Teilen dieses Buches. 

3.8. Kontrollfragen (sollen auch durch Beispiele belegt werden) 

1. Was verstehen Sie unter einer zweistelligen 
a) Aussagenfunktion; b) Wahrheitsfunktion ? 

2. Welche klassischen Aussagenfunktionen kennen Sie ? 
3. Worin besteht der Unterschied zwischen logischer Negation und dialektischer 

Negation ? 
4. Wird das Wort „und" stets im Sinne der Konjunktion benutzt ? 
5. Welche Möglichkeiten der Ausdrucksweise für die Konjunktion kennen Sie ? 
6. Kennzeichnen Sie die drei verschiedenen Arten im Gebrauch des Wortes „oder"! 
7. Wodurch unterscheidet sich der Gebrauch des Begriffes „Alternative" in der Logik 

von dem in der Umgangssprache 1 ' 
8. Stellen Sie Gemeinsames und Unterschiedliches der Wahrheitswerte bei Kon-

junktion und Alternative heraus! - 
9. Was versteheil' Sie unter der Konversion und der Kentraposition einer 

kation ? 
10. Welche Beziehungen stellen Sie bei der Betrachtung von Implikation und Äquivalenz 

und deren Wahrheitswerttabellen fest ? 
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Operationen mit logischen Ausdrücken 

Im Teil A 3. sind wir dazu übergegangen, logische Funktionen zu erklären. Dabei 
erfolgte eine ständige Abstraktion von inhaltlichen Beziehungen zwischen den 
Aussagen. „Um diese Formen und Verhältnisse in ihrer Reinheit untersuchen 
zu können, muß man sie aber vollständig von ihrem Inhalt trennen, diesen als 
gleichgültig beiseite setzen . . ." schrieb schon ENGELS in seinem „Anti-Dührung" 
zum Abstraktionsprozeß in der Mathematik. 

Im Teil A 4. treiben wir die bei den Wahrheitsfunktionen begonnene Abstraktion 
und Formalisierung weiter voran, lernen Ausdrücke kennen und decken mit dem 
weiteren Aufbau des Aussagenkalküls Gesetze auf. An einen kurzen Ausblick 
über die Anwendung aussagenlogischer Beziehungen schließen sich einige Betrach-
tungen über prädikatenlogische Ausdrücke und Gesetze an, die zusammen mit den 
aussagenlogischen Ausdrücken und Geretzen die Grundlage für das im Teil A 5. 
folgende logische Schließen sind. 

4.1. Aussagenlogischer Ausdruck 

In den Aussagenfunktionen haben wir für Aussagen die Variablen A, B, C, 
verwendet; Diese Variablen dürfen wir mit Elementen eines Grundbereiches —
also mit Aussagen — belegen. Die Wörter „und", „oder" usw. sind nach ihren 
Merkmalen Konstante, die u. a. zur Kennzeichnung einer aussagenlogischen Opera-
tion dienen. 

In den Wahrheitsfunktionen haben wir die Variablen mit p, q, . . . bezeichnet. 
Ihr Grundbereich besteht aus nur zwei Elementen, aus den Wahrheitswerten W 
und F. Konstante sind hier die Funktoren (,, A, v, —>, » ). Durch lineare Ver-
knüpfung von Wahrheitswertvariablen, p, q, . . . , und Funktoren sowie durch 
Anwendung von -technischen Zeichen (Klammern usw.) können, wir Zeichenzeihen 
bilden. 
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BEISPIEL 1 (4.1.): 

= A q) (q A P) Z2 = (( V Po PI P2)) 

Unter den Zeichenreihen (im folgenden mit Z, Z1, Z2 bezeichnet) sondern wir durch 
eine induktive Definition die Ausdrücke des klassischen zweiwertigen Aussagen• 
kalküls aus. 

DEFINITION 1 (4.1.) — Aussagenlogischer Ausdruck 
(1) Die Variablen pi sind Ausdrücke. 
(2) a) Wenn Z ein Ausdruck ist, so ist auch ein 

Ausdruck. 
b) Mit Z1 und Z2 sind auch (Z1 A Z2), (Z1 v Z2), 

(Z1 ---> Z2) und (Z1 — Z2) Ausdrücke. 
(3) Eine Zeichenreihe Z ist nur dann Ausdruck, wenn 

das auf Grund von (1) und (2) der Fall ist. 

Die Zeichen A, v, (. . .), 232, pi, 232, . . . q, . . . nennt man Grundzeichen. 

BEISPIEL 2 (4.1.): 
H, = (p A q) 
H3 = (p A q) v (p v q) 

H2 =(.P v q) 
H4 = Opi P2) A V P2) 

Mit H, H1, H2, . . . wollen wir Ausdrücke bezeichnen. 
Auf Grund der Definition 1 (4.1.) kann man überprüfen, ob die Beispiele 2 (4.1.) 
wirklich Ausdrücke sind. 
Wir untersuchen H1. 

1. Die Variablen p und q sind nach-der Definition 1 (4.1.) (1) Ausdrücke. 
2. Die Zeichenreihe (p n q) ist nach Definition 1 (4.1.) (2 b) ebenfalls ein Aus-

druck. 
3. Die ZeiChenreihe ti (p n q) ist dann nach Definition 1 (4.1.) (2a) gleichfalls ein 

Ausdruck. 

Damit ist gezeigt, daß H1 in der Tat ein Ausdruck des Aussagenkalküls ist. Die 
Zeichenreihe Z2 im Beispiel 1 (4.1.) ist dagegen kein Ausdruck, weil ihr Aufbau 
der Definition aussagenlogischer Ausdrücke widerspricht. Im Sinne dieser Defi-
nition dürfen weder die Zeichen ti v noch po pi p, unmittelbar aufeinander-
folgen. 

Wir wollen jetzt zwischen den Wahrheitswerten und Wahrheitsfunktionen einer-
seits und den Ausdrücken andererseits einen Zusammenhang herstellen. Die 
Variablen p, q, . . . benutzen wir jetzt als Wahrheitswertvariablen und ebenso die 
Funktoren A, v, s, — als Zeichen für klassische Wahrheitsfunktionen. 

Bereits bei der Behandlung der klassischen Wahrheitsfunktionen haben wir ent-
sprechende Ausdrücke eingeführt: Für die Negation ti p, für die Konjunktion 
p n q, für die Alternative p v q, für die Implikation p q, für die Äquivalenz 
p 4-> q. 

Auf der Grundlage der dort getroffenen Festlegungen (vgl. Wertetabellen der 
Wahrheitsfunktionen) können wir für diese Ausdrücke bei jeder Belegung der 
Variablen p und q mit Wahrheitswerten den zugeordneten Wahrheitswert angeben. 
Auch bei komplizierten aussagenlogisehen Ausdrücken ist es möglich, auf dieser 
Grundlage Wahrheitswerte bei verschiedenen Belegungen der Variablen in endlich 
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4.1, 

vielen echritten auszureellnen. Wie eine solche- Ausrechnung bei aalen möglichen 
Belegungen der ITäriablen durchgeführt wird, zeigen wir am Beispiel 3 (4.1.). 

BEISPIEL 3 (4.1.) : 

H p v_q ) (r -›- q) 

Zur Berechnung der Werte von H fertigen wir eine Tabelle an. 

p q r .--p --pvq r --›q (- — P v (I) 4-> (r 

(1) (2) (3) (4) . (5) (6) (7) 

W 
W 
W 
W 
F 
F W F W 
F 
F 

W 
W 
F 
F 
W 

F 
F 

W 
F 
W 
F 
W 

WW 
F 

F 
F 
F 
F 
W 

W 

W 
W 
F 
F 
W 
W 
W 
W 

W 
W 
F 
.W 
W 
W 
F 
W 

W 
W 
W 
F 
W 
W 
F 
W 

Die Spalten (1), (2) und (3) sind für die Variablen p, q und r bestimmt. Für alle 
möglichen Belegungen der drei Variablen mit Wahrheitswerten gibt es 23 8 ver-
schiedene Zusammenstellungen. Jede Variable wird dabei viermal mit W und 
viermal mit F belegt. Um alle möglichen Belegungen der Variablen schnell und 
übersichtlich zu erhalten, empfehlen wir, bei der Belegung der Variablen (in diesem 
Falle drei Variable: p, q und r) so zu verfahren, wie es aus der Tabelle in den Spal-
ten (1); (2) und (3) ersichtlich ist. 
Die Werte in den übrigen Spalten werden aus diesen Eingangswerten auf Grund 
des für die jeweilige Spalte vorgegebenen Ausdrucks ermittelt. 
Wir betrachten z.'B. die dritte Zeile der Tabelle: p wurde dort mit W, q mit F 
und r mit W belegt. 
In der Spalte (4) steht die Negation ti p. Ihr Wert ist hier F, weil p in diesem 
Falle den Wert W besitzt. 
Die Alternative ti p v q in der Spalte (5) hat ebenfalls den Wert F, weil sowohl 
•-•-• p als auch q den Wert F haben. 
Auch die Implikation r y q in der Spalte (6) hat in diesem Falle den Wert F, weil 
hier r mit W und q mit F belegt wurde. 
Die Äquivalenz in der Spalte (7) hat schließlich den Wert W, da beide Ausdrücke 
in den Spalten (5) und (6) den Wert F haben. Ähnlich verfahren wir auch in deh 
anderen Zeilen. 

Aus dem Wertverlauf in der Spalte (7) können wir entnehmen, daß der vorgegebene 
Ausdruck H sowohl den Wert W als auch den Wert F annimmt. Wir nennen 
einen solchen Ausdruck eine aussagenlogische Neutralität. Der vorgegebene Aus-
druck ist erfüllbar, weil er bei mindestens einer Belegung der Variablen den Wert W 
annimmt (/ 27 über Aussageformen). 
Wir erkennen, daß die Ausdrücke solche Zeichenreihen sind, die in einer formali-
sierten Sprache den Aussageformen entsprechen. Die Tabelle, die wir zum Ermit-
teln der Werte von H verwendet haben, ist eine vollständige Wahrheitswerttabelle, 
Sie enthält alle Werte von H, die bei allen möglichen Belegungen der Variablen mit 
Wahrheitswerten ermittelt worden sind. 
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Der Ausdruck 14 .(p .q) q p)nimet bei; eder Belegung der Variablen 
den Wahrheitswert W an. (Die Aufstellung der vollständigen Wahrheitswert-
tabelle beweist das,) Der Ausdruck H ist eine aussagenlogische Identität (‚ 43). 
Es ist offensichtlich, daß es sich hier um die Äquivalenz zwischen einer Implika-
tion und ihrer Kontraposition handelt (‚ 48). 
Der Ausdruck im Beispiel 3 (4.1.) dagegen ist zwar erfüllbar, doch nicht allgemein-
gültig. Die Allgemeingültigkeit ist eine besondere Art der Erfüllbarkeit. 
Außer den erfüllbaren Ausdrücken gibt es auch nicht erfüllbare Ausdrücke. Ein 
derartiger Ausdruck ist eine aussagenlogische Kontradiktion (/ 43), z. B.: 

H = ,••• ((p v (p v q)) (p v q)). 
Das kann man leicht durch Aufstellung einer vollständigen Wahrheitswerttabelle. 
feststellen. 
Wir haben für die klassischen Wahrheitsfunktionen Ausdrücke eingeführt. Umge-
kehrt können wir auch Ausdrücken wie ‘-•• p, p A q, p v q, p -- q, p » q bei ent-
spreehmder Deutung (Interpretation) der Zeichen (Wahrheitswertvariable, Funk-
tor) Wahrheitsfunktionen zuordnen. Wir werden demnach den Ausdruck ti H als 
Negation von H, den Ausdruck H1 A 142 als Konjunktion der Ausdrücke H1 und H2

usw. bezeichnen. 
Wir können aber auch die Interpretation so ansetzen, daß die Variablen direkt als 
Variablen für Aussagen und die Funktoren als Zeichen für die klassischen Aussagen,. 
funktionen gedeutet werden. 
So ist z. B. die Aussage 

„Wenn du ankommst und kein Quartier findest, so gehe zum Zimmernachweis 
am Hauptbahnhof" 

durch entsprechende Belegung der Variablen in der AuSsagenfunktion 
„Wenn (A1 und nicht A2), so als" 

entstanden. Der zugehörige aussagenlogische Ausdruck lautet 
(p A ev q) —> r ,

wobei die Variablen p, q, r als Variable für Al, A 2, A 2 und die Funktoren —> als 
„wenn so", A als ',und" und ,•••• als „nicht" gedeutet werden. 
Die Klarheit und Übersichtlichkeit solcher Ausdrücke erleichtert unsere Betrach-
tungen vor allem dann, wenn wir uns' it der Aufdeckung von Gesetzmäßiikeiten 
beschäftigen. 
Wir haben außer für die klassischen Wahrheitsfunktionen auch noch für die Dis-
junktion einen Funktor eingeführt. Auch für die anderen nichtklassischen Wahr- 
heitsfunktionen könnte man Funktoren einführen. Wir kommen aber mit den klä,s-
siechen Wahrheitsfunktionen aus, weil sich alle anderen auf sie zurückführen lassen. 
Es wäre auch nicht zweckmäßig, zum Aufbau von Ausdrücken noch mehr Grund-
zeichen heranzuziehen, was aber durch Einführung weiterer Wahrheitsfunktionen 
nicht ausbleiben würde. Vielmehr ist eine Verminderung der Anzahl der Grund-
zeichen. erstrebenswert, wenn auch dabei die Ausdrücke länger werden. Die Ver-
hältnisse sind hier etwa mit der Darstellung von Zahlen in verschiedenen Positions-
systemen vergleichbar. Im Dualsystem kommen wir mit zwei Grundziffern aus. 
Im Zehnersystem (Grundzahl 10) benötigen wir dagegen zehn Grundziffern. 
Dafür fällt die Darstellung vieler Zahlen in diesem Pösitionssystem wesentlich 
kürzer aus. Die Zahl 19'70 beispielsweise ist im Zehnersystem, vierstellig und im 
Dualsystem (Grundzahl 2) elfstellig darstellbar. Dennoch bevorzugt man in der 
EDV Zeichenreihen mit weniger Grundzeichen. Diese Probleme sind im Teil C 
„Aufbau der Zahlenbereiche" ausführlicher dargestellt. 
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4:2. 

4.2. Wertverlaufsgleichheit aussagenlogischer Ausdrücke 

Gegeben seien zwei Ausdrücke 

H1 =p»q. und H2 = (p q) (q p)
Wir sollen die zugehörigen vollständigen Wahrheitswerttabellen aufstellen. Da 
in beiden Ausdrücken die gleichen Variablen vorkommen, können wir ein und' 
dieselbe Tabelle benutzen. 

p q H1 13-->q q -->13 H2 

"W w W- W 
W 
F 
F 

F 
W 
F 

F 
F 
W 

F 
W 
W 

W 
W 
F 
W 

W 
F 
F 
W 

Wertverlaufsgleich 

Die beiden Ausdrücke H1 und H2 sind wertverlaufsgleich. Die zugehörigen Aus-
sagenverbindungen sind logisch gleichwertig (2( 48). H1 und H2 lassen- sich nach 
der Definition 1 (4.1.) zu einem Ausdruck 

H, = H1 --- H2

verknüpfen. Wir stellen auch zu diesem neuen Ausdruck 
H3 = (p q) (p --->- q) n (q p) 

eine vollständige Wahrheitswerttabelle auf. 

p. q H, p —>q q ---.p H2 H, 

W 
W 
F 
F 

W 
F 
W 
F 

W 
F 
F 
W 

W 
F 
W 
W 

W 
W 
F 
W 

W' 
F 
F 
W 

W 
W 
W 
W 

H, ist eine aussagenlogische Identität. 

Die Form (H1 --> H2) von aussagenlogischen Identitäten ist von besonderer Be-
deutung. Wenn nämlich (H1 H2) eine aussagenlogische Identität ist, so nimmt 
der Ausdruck H1 bei jeder Belegung denselben Wert wie der Ausdruck H2 an. H1
und H2 sind also wertverlaufsgleich. Die zu den Ausdrücken H1 und H2 gehörenden 
Aussagenverbindungen sind dann logisch gleichwertig. Umgekehrt sind aber auch 
die zu logisch gleichwertigen Aussagenverbindungen gehörenden Ausdrücke wert-
verlaufsgleich (' 48). 
Man nennt Ausdrücke H1 und H2 semantisch äquivalent (oder kurz äquivalent), 
wenn die aus diesen gebildete Äquivalenz H1 — H2 allgemeingültig ist. 
Wir können demnach sagen: 
Zwei Ausdrücke H1 und H2 sind genau dann semantisch äquivalent, wenn sie 
wertverlaufsgleich sind. 

BEISPIEL 1 (4.2.): 
Die beiden Ausdrücke H1 =-23-->q und H2 = ti (p n '  q) sind wertverlaufs-
gleich. 
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Die Aussagenverbindungen 
A1: „Wenn die Zahl 1970 durch 10 teilbar ist, so ist sie eine gerade Zahl" und 
A 2: „Es ist nicht wahr, daß die Zahl 1970 durch 10 teilbar und zugleich ungerade 

ist", 
die den Ausdrücken H1 und H2 entsprechen, sind logisch gleichwertig. 

4.3. Einige aussagenlogische Gesetze 

Mit Hilfe vollständiger. Wahrheitswerttabellen können wir entscheiden, ob zwei 
Ausdrücke H1 und H2 wertverlaufsgleich sind. Damit können wir auch zeigen, 
ob ein auf H1 und H2 gebildeter Ausdruck, z. B. H1 — H2, eine aussagenlogische 
Identität ist. Wertverlaufsgleichheit und aussagenlogische Identität sind jedoch 
nicht völlig ein und dasselbe. Die Wertverlaufsgleichheit ist eine Beziehung zwi-
schen zwei Ausdrücken, und die Eigenschaft, eine Identität zu sein, ist eine Eigen-
schaft eines Ausdrückii. 
Fragen wir nach der Wertverlaufsgleichheit, so vergleichen wir die Wahrheits-
werte zweier Ausdrücke bei allen möglichen Belegungen. 
Fragen wir nach der Allgemeingültigkeit eines Ausdrucks, z. B. danach, ob H, — H2
eine aussagenlogische Identität ist, so wollen wir feststellen, ob dieser eine Ausdruck 
bei jeder Belegung den Wahrheitswert W erhält. In diesem Falle wird also der 
Wahrheitswert eines aus den Ausdrücken H, und H2 gebildeten neuen Ausdruckes 
H1 — H2 bei allen möglichen Belegungen ermittelt. 

Aus wertverlaufsgleichen Ausdrücken H1 und H2 lassen sich stets mit dem Funktor 
„— " aussagenlogische Identitäten, d. h. allgemeingültige Ausdrücke bilden. 
Mit Hilfe vollständiger Wahrheitswerttabellen können wir zeigen,. daß z. B. 

1) A (q A r) 
p v (q v r) 

(q r) 

und (p q) r ; 
und (p v q) v r ; 
und (p q) r 

wertverlaufsgleich sind. 

Für die Konjunktion, Alternative und Äquivalenz gilt also das Assoziativgesetz. 
Für die Implikation gilt es nicht, d. h., die beiden Ausdrücke p —> (q --> r) und 
(p q) —> r sind nicht wertverlaufsgleich. 
Aus den soeben angegebenen wertverlaufsgleichen Ausdrücken lassen sich also aus-
sagenlogische Identitäten bilden. 

Für die Konjunktion, Alternative und Äquivalenz gilt hinsichtlich der Wertver-
laufsgleichheit das Kommutativgesetz. 
Für die Implikation gilt es jedoch nicht, denn der Ausdruck (p —> q) — (q -->- p) 
ist keine aussagenlogische Identität. Wir können das mit Hilfe einer vollständigen 
Wahrheitswerttabelle leicht nachprüfen (7r 48). 

SATZ 1 (4.3.) 
Für die Konjunktion, Alternative und Äquivalenz gelten 
hinsichtlich der Wertverlaufsgleichheit das Assoziativ-
gesetz und das Kommutativgesetz. 
Für die Implikation gilt weder das Assoziativgesetz noch 
das Kommutativgesetz.

Der Beweis erfolgt mit Hilfe vollständiger Wahrheitswerttabellen. 
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ATZ 2 (4.3.) 
Die Konjunktion ist bezüglich der Alternative beider-
seits distributiv und umgekehrt, d. h.., die folgenden Aus-
drücke sind aussagenlogische Identitäten. 

) p A (q v r) — (p ,A q) v (p A r) 
(2) (q v  r) A p — (q A p) v  (r A p) • 
(3) p v (q A r) — (p v q) A (p v r) .
(4) (q A r) v p — (q v p), A (r v p) 

Der Beweis des Satzes 2 (4.3.) erfolgt mit Hilfe, vollständiger Wahrheitswert-
tabellen. 
Wir können die linksseitige Distributivität (1) bzw. (3) mit Hilfe des Kommutativ-
gesetzes aus der reatsäeitigen Distributivität. (2) bzw. (4) gewinnen. Die Aus-
drücke (1), , (4) sind aussagenlogische Identitäten (Beweis durch Wahrheits-
werttabellen). 
Assoziativität, Kommutativität und Distributivität sind wichtige Eigenechaften 
zahlreicher Operationen. Sie werden für einige Rechenüperationen bereits im 
Matheinatikunterricht in Klasse 1 behandelt. 

Bei der sprachlichen Formulierung von Aussagenverbindungen wird meistens die -
kürzere Form verwdndet, beispielsweise (q A r) v p an Stelle von (q v'p) A (r v p). 

BEISPIEL 1 (4.3.): 
„Der Ausdruck ist kurz und übersichtlich oder er läßt sich leicht umformen" 
an Stelle von 
„Der Ausdruck ist kurz, oder er läßt sich leicht umformen, und er ist auch über-
sichtlich, oder er läßt sich leicht umformen" 

' In Verbindung mit der Distributivität sei noch erwähnt, daß die Implikation 
bezüglich der anderen Wahrheitsfunktionen linksseitig distributiv, jedoch nicht 
rechtsseitig distributiv ist. 

Die folgenden Ausdrücke sind allgemeingültig. 
(5) p —> (q n r) (p q) A (p r) 

.(3) p (q v r ) (p q) v (p --> r) 
(7 ) P (q r) — (I) —› --> (1) —> r) 
(8) p -->(q" r) (p q) (p —>- r) 

SATZ 3 (4.3.) 
Ist die Konklusion (Nachglied) einer Implikation, eben—
falls eine Implikation, so lassen sich die beiden Prämissen 
(Vorderglieder) der Implikationen konjünktiv zu einer
Prämisse verbinden und umgekehrt.

Satz 3 (4.:i.) besagt, daß der folgende Ausdruck eine aussagenlogische Identität ist. 

(9) —› (P A q) - > r 
(Satz der Prämissenverbindung) 

Satz 3 (4.3.) läßt sich auch auf mehr als zwei Prämissen übertragen. 

BEISPIEL 2 (4.3): 
„Wenn die Zahl . 780 durch 3 teilbar ist, dann ist sie, wenn sie gerade ist, auch 
durch 6 teilbar" 
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44. 

ist logisch gleichwertig mit 
„Wenn die Zahl 780 durch 3 teilbar und gerade ist, so ist sie auch durch 6 teilbar". 

Auch der folgende Ausdruck ist eine aussagenlogische Identität. 
(10) (p n q) r (p r) v (q --> r) 

In Worten ausgedrückt bedeutet das, daß sich eine Konjunktion als Prämisse 
einer Implikation in mehrere einfache Prämissen aufspalten läßt. 

' SATZ 4 (4.3.) 
Ein doppelt verneinter Ausdruck ist wertverlaufsgleich 
mit dem zugehörigen verneinten Ausdruck, d. h. 
(11) p 
ist eine aussagenlogische Identität. 

Beweis mit Hilfe einer vollständigen Wahrheitswerttabelle: 

P ^-22 4—'p - "--P .H..P 

W 
F 

F 
W 

W 
•P

W 
W 

Wertverlaufsgleich 

SATZ 5 (4.3.) 
Die Äquivalenzen 
(12) (22 q) ---> 

^'p) 

(13) (^'P —> q) (^i q —› P) 
(14) (2) --> q) -> p) 

(15) p q) (q, -> p) 
sind aussagenlogische Identitäten. 

Die Aussagen (12) bis (15) bezeichnet man als Kontrapositionssätze, da auf den 
rechten Seiten der Äquivalenzen die Kontrapositionen der linken Seiten stehen 
und umgekehrt. 

4.4. Umformen aussagenlogischer Ausdrücke 

Die Wertverladsgleichheit zweier Ausdrücke haben wir bisher stets mit Hilfe 
vollständiger Wahrheitswerttabellen nachgewiesen. Mit ihrer Hilfe konnten wir 
entscheiden, ob ein vorgegebener Ausdruck eine aussagenlegische Identität ist 
oder nicht. Auf diesem Wege haben wir zahlreiche wertverlaufsgleiche Ausdrücke 
kennengelernt. 

Weitere Identitäten, d. h. aussagenlogische Gesetze, gewinnen wir aus vorgege-
benen Ausdrücken mit Hilfe von Substitutionen und Umformungen in äquivalente.
Ausdrücke, ähnlich, wie 'es aus dem Arithmetikunterricht der allgemeinbildenden. 
polytechnischen Oberschule bekannt ist. 
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4.4. 

SATZ -1 (4.4.) 
Wenn man in einem allgemeingültigen Ausdruck, d. h. 
in einer aussagenlogischen Identität, eine Aussagen-
variable an allen Stellen, an denen sie in dem betreffen-
den Ausdruck vorkommt, durch ein und denselben be-
liebigen Ausdruck ersetzt, so erhält man wieder einen 
allgemeingültigen Ausdruck. 

BEISPIEL 1 (4.4.): 
Wir setzen in dem allgemeingültigen Ausdruck 

(p —> q) p v q) 
für die Variable q an allen Stellen den Ausdruck (r —> 8) ein und erhalten einen 
ebenfalls allgemeingültigen Ausdruck. 

(r —> 8)) — p v —> 8)) 

Erwähnenswert für Umformungen semantisch äquivalenter Ausdrücke ist die 
folgende Regel. 

SATZ 2 (4.4.) 
Wenn man in einem Ausdruck H1 einen gewissen- Teil-
ausdruck H' durch einen zu H' wertverlaufsgleichen 
Ausdruck H" ersetzt, so ist der dabei entstehende Aus-
druck H2 zum Ausdruck H1 wertverlaufsgleich. Der 
Ausdruck H1 geht dabei durch Ersetzung von H' durch 
H" in den Ausdruck H2 über. 
Wenn der Teilausdruck H' an mehreren Stellen in H1
vorhanden ist, so kann H' überall dort, wo dieser vor-
kommt, durch H" ersetzt werden. 

BEISPIEL 2 (4.4.): 
Es sei H, = (p q) (p —> q) n (q --> p). 
Ein Teilausdruck von H1 ist H' p —> q. 
Es ist ferner p —>q=u, ti q p(„=,,," bedeutet „wertverlaufsgleich"). 
Wir ersetzen H' durch 

H" = q—> p 
und erhalten 

H2 = (p q) H ("s,  q —> ^ p) q p 

H1 und H2 sind wertverlaufsgleich.-

Die Identitäten 
(16) (p A q) p v q) 
r17% (pvq) p A q) 

bezeichnet man häufig als die "DE MontaNsehen Regeln". Diese gelten auch für 
Ausdrücke mit mehr als zwei Variablen. 

Im Beispiel 3 (4.4.) wollen wir einige aussagenlogische Gesetze anwenden. 

BEISPIEL 3 (4.4.): 
Wir untersuchen die folgenden Aussagenverbindungen auf ihre logische Gleich-
wertigkeit. 
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4.5. 

a-) Wenn wir den Aufbau des Sozialismus vollenden wollen, so müssen wir, wenn 
wir die ökonomischen Gesetze bewußt anwenden, vorrangig die Arbeitsproduk-
tivität steigern. 

b) Wenn wir den Aufbau des Sozialismus vollenden wollen und die ökonomischen 
Gesetze bewußt anwenden, so müssen wir vorrangig die Arbeitsproduktivität 
steigern: 

c) Wenn wir die ökonomischen Gesetze bewußt anwenden, so Müssen wir, wenn 
wir den Aufbau des Sozialismus vollenden wollen, vorrangig die Arbeitsproduk-
tivität steigern. 

Diese Sätze bestehen jeweils aus drei Teilaussagen, die wir wie folgt symbolisieren. 
p: Wir wollen den Aufbau des Sozialismus vollenden. 
q: Wir wenden die ökonomischen Gesetze bewußt an. 
r: Wir müssen die Arbeitsproduktivität vorrangig steigern. 

Auf Grund dieser Festlegungen entspricht dem Satz 
a) der Ausdruck H1 = p > (q—> r); 
b) der Ausdruck H2 = (p A q) > r; 
c) der Ausdruck H3 = q --> (p > r). 

Sind diese drei Ausdrücke wertverlaufsgleich ? 
Wir versuchen, die auf den vorangegangenen Seiten erarbeiteten Gesetzmäßig-
keiten auf die drei Ausdrücke anzuwenden. 
Dabei stellen wir fest, daß nach Satz 3 (4.3.) H1 und H2 wertverlaufsgleich sind. 
Wegen der Kommutativität der Konjunktion gilt 

(23 A q) - > r = w (q A P) r • 

Unter Anwendung von Satz 3 (4.3.) „von rechts nach links" erhalten wir die Wert-
verlaufsgleichheit zwischen H2 und H3. 
Unter zweimaliger Anwendung von Satz 3 (4.3.) und der Kommutativität der 
Konjunktion ist es ebenfalls möglich, nachzuweisen, daß H1 und H3 wertverlaufs-
gleich sind. 
Eine vollständige Wahrheitswerttabelle für alle drei Ausdrücke führt zum gleichen 
Ziel. 
Als Ergebnis erhalten wir, daß alle drei Ausdrücke untereinander wertverlaufs-
gleich und somit die Aussagenverbindungen a), b), c) logisch gleichwertig sind. 

4.5. Anwendungen 

Der im Teil A 4.1. aufgebaute Aussagenkalkül ist nicht' nur zur Behandlung 
logischer Probleme geeignet. Aus der Tatsache, daß jede Aussage bzw. Aussagen-
.Verbindung genau einen von zwei möglichen Wahrheitswerten annimmt, ergibt 
sich die Möglichkeit der Zuordnung zwischen Aussagenverbindungen einerseits 
und zwei einander ausschließenden „Zuständen" andererseits. 
Z. B. ist eine Zuordnung von Aussagenverbindungen zu elektrischen Schaltungen 
möglich. Man benutzt deshalb bei der Entwicklung oder auch bei der Verein-
fachung elektrischer Schaltpläne Mittel und Verfahren der Aussagenlogik. In 
der EDV hat dieser Umstand zu sehr bedeutenden Ergebnissen geführt. Somit 
findet die Aussagenlogik bei der wissenschaftlichen Lenkung und Leitung der 
Produktion unmittelbar Anwendung. 
Die grundlegenden Beziehungen können verhältnismäßig einfach dargestellt 
werden. 
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Wir betrachten nur Reihen- und. Parallelschaltuitgen mit den Schalterstellungen. 
„ein" 'und „aus". 
Wir nehmen folgende Zuordnung vor. 
Zwei Schaltungen, nennen wir elektrisch gleichwertig, wenn sie stets ein unddasselbe 
Leitungsverhalten zeigen (Stromfluß, Stromunterbreclumg). Mit gleichen. Sym 
holen bezeichnete Schalter sollen in beiden Schaltungen zugleich in Arbeitsstellung 
oder zugleich in Ruhestellung sein (/ Tabelle 1). 

Tabelle 1 

Aussagen-
variable Jbhalter 

P 
a 

Arbeitskontakt 

~P 

.... .a.m0 

a 

Ruhekontakt 

Die Schaltungen im Bild 62/1 beispielsweise sind elektrisch gleichwertig. 

62/1 av(I3A-Jc) (avb)A(av,,,d) 

Wir betrachten nunmehr einige Beispiele einfacher Schaltungen und ihren Zusam-
menhang mit den klassischen Aussagenverbindungen. 
Die Zuordnung von Aussagenvariablen zu Kontakten liefert zu jeder Schaltung 
einen aussagenlogischen Ausdruck, der dieser Schaltung eineindeutig entspricht. 
Die Reihensehalttmg entspricht einer Konjunktion (/ Bild 62/2). 

62/2 

62/4 

pAq 

(^dpvq) 

P q 
pv q 

62/3 
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Die Parallelschaltung entspricht einer Alternative (7 Bild 62/3). 
Die Parallelschaltung mit unterschiedlichen Kontaktstellungen entspricht einer 
Implikation (Bild 62/4). . N. 
Eine Schaltung ist genau dann stromdurchlässig, wenn der zugeordnete Ausdruck H 
den Wahrheitswert W besitzt und umgekehrt (7 Tabelle 2). 

Tabelle 2 

Wahrheit:-
wert Stromtätigkeit 

141 
.Stramfluä 

Schaffer wird betätigt 

Stromunterbrechung 

Schalter bleibt 
anbetätigt 

BEISPIEL 1 (4.5.): 
a) Dem Ausdruck p v (q n r) entspricht die Schaltung im Bild 63/1. 
b) Dem Ausdruck ti p v q n. ti  r) entspricht die Schaltung im Bild 63/2. 

pv(er) 

63/1 

Np v(-1n,,r 

63/2 

.up 

Die Anwendung der Aussagenlogik auf die Analyse und Synthese elektrischer 
Schaltungen ist für die Technik von großer Bedeutung, da elektrische Schaltungen 
in der Technik vielfältig verwendbar sind. 
Eng damit verbundenist eine junge Wissenschaft, die Kybernetik. Ihre Erkennt-
nisse helfen uns bei der Meisterung von Problemen, die vor wenigen Jahren als 
völlig unmöglich erschien. „Kluge Roboter" steuern ganze Maschinensysteme 
nach dem Willen des Menschen. Die sozialen Folgen der Automation werden 
in den USA und anderen hochentwickelten kapitalistischen Ländern gefürchtet, 
sogar mitunter verwünscht. Die sozialbitische Automitisierung hilft dagegen 
die Basis für die kommunistische Gesellschaft, für die endgültige Befreiung des 
Menschen von dem Fluch der .klassenbedingten Entfremdung des Produzenten 
von der schöpferischen Arbeit, schaffen. 
Je genauer der Mensch die Gesetze, die in Natur ünd Gesellschaft herrschen, 
kennenlernt und nach diesen zu handeln versteht, desto mehr wird er sich dem 
erstrebenswerten Ziel, der kommunistischen Gesellschaft, nähern. Bei diesem 
Streben kann ihm die Mathematik stets zuverlässig helfen, 
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4i6. 

4.6. Prädikatenlogische Ausdrücke 

In den vorangegangenen Teilen dieses Buches haben wir die Aussagen stets als 
einheitliches Ganzes betrachtet und einige Gesetzmäßigkeiten des Aussagenkalküls 
untersucht. Es gibt aber Probleme, die wir mit Mitteln der Aussagenlogik allein 
nicht lösen können, und zwar dann, wenn es auch auf die Beziehungen zwischen 
den Begriffen in den Aussagen ankommt. In der Aussagenlogik haben wir gerade 
von solchen Zusammenhängen abstrahiert und die Aussagen als Ganzes betrach-
tet. Uns hat dort nur ihr Wahrheitswert interessiert. Aus den Wahrheitswerten 
einzelner Aussagen haben wir den Wahrheitswert von Aussagenverbindungen 
ermittelt und uns mit ihren Strukturer. befaßt. 

• 
Der Aussagenkalkül reicht für logische Untersuchungen nicht aus. Häufig kommt 
es bei Sätzen nicht auf Aussagen als einheitliches Ganzes an, sondern auch auf die 
innere Struktur von Einzelaussagen. Diese wird umgangssprachlich durch die 
Beziehung zwischen Subjekt und Prädikat wiedergegeben. 
Viele Aussagen enthalten Angaben über Eigenschaften irgendwelcher Gegenstände 
(Individuen) bzw. drücken Beziehungen zwischen mehreren Gegenständen aus. 
Bei der Untersuchung der inneren logischen Struktur einer Aussage müssen wir 
also zwischen den Gegenständen, über die etwas ausgesagt wird, und den ihnen 
zugesprochenen Eigenschaften bzw. den Beziehungen zwischen ihnen unter-
scheiden. 

Die Gegenstände bezeichnen wir im folgenden als Individuen, die Eigenschaften 
und Beziehungen zwischen ihnen als Prädikate. 

BEISPIEL 1 (4.6.): 
a) Die Aussage „8 ist eine gerade Zahl" ist eine Aussage über die natürliche Zahl 8. 

Sie enthält das Prädikat „ist eine gerade Zahl". Dieses Prädikat ist eine Eigen-
schaft. Eigenschaften bezeichnet man als einstellige Prädikate, da sie auf einen 
Gegenstand zutreffen oder nicht zutreffen. 

b) Die Aussage „2 ist ein Teiler von 10" sagt etwas über eine Beziehung zwischen 
den natürlichen Zahlen 2 und 10 aus. Diese Aussage enthält das zweistellige 
Prädikat „ist Teiler von", also eine zweistellige Relation.

c) Die Aussage „P1 liegt zwischen P2 und P3" enthält ein dreistelliges Prädikat, 
nämlich eine dreistellige Relation zwischen den Punkten P1, P2, P3. 

Zur symbolischen Darstellung von Aussagen der Prädikatenlogik verwenden wir 
Individuenvariable (Variable für Gegenstände), für die wir kleine lateinische Buch 
staben benutzen. 
Als Variable für bestimmte Prädikate verwenden wir große lateinische Buchstaben 
wie P, R usw. bzw. die in der Mathematik üblichen Zeichen für Relationen. 
Wollen wir zum Ausdruck bringen, daß das einstellige Prädikat P auf ein bestimm-
tes Individuum zutrifft, so setzen wir das Zeichen für dieses Individuum hinter 
das Zeichen P. Entsprechend verfahren wir bei zweistelligen Prädikaten, d. h., 
wir setzen das Zeichen für alle Individuen, auf die ein mehrstelliges Prädikat zu-
treffen soll, hinter das Zeichen R. 

BEISPIEL 2 (4.6.): 
a) G 8 ist ein symbolischer Ausdruck für die Aussage a) im Beispiel 1(4.6.), wobei G 

das Zeichen für die Eigenschaft „ist eine gerade Zahl" sein soll. 
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b) T 2,10 ist ein symbolischer Ausdruck für die Aussage b) im Beispiel 1 (4.6.1, 
wobei T das Zeichen für die Relation „ist Teiler von" sein soll. 'Hierbei kommt 
es auf die Reihenfolge von 2 und 10 an. 
tblicher ist allerdings in diesem Falle die symbolische Darstellung 
2 110 (2 teilt 10). 

Im Beispiel 2 (4.6.) sind G und T Zeichen für bestimmte Prädikate, also Prädikaten-
konstanten. In den beiden Ausdrücken treten keine Variablen auf, sie enthalten 
nur Prädikatenkonstanten und Individuenkonstanten 1Zeichen für bestimmte Indi-
viduen). Deshalb sind diese Ausdrücke symbolische Darstellungen von Aus-
sagen. 

Wir können aber auch Aussageformen symbolisch wiedergeben. 

BEISPIEL 3 (4.6.): 

a) 
b) 
c) 

Aussageform Symbolische 
Darstellung 

x ist eine gerade Zahl. 
x ist Teiler von y. 
x ist kleiner 'als y. 

Gx 
xIy 
x <y 

Durch Belegung der Individuenvariablen mit Elementen aus dem Individuenbe-
reich (Grundbereich der Variablen) können wir aus den Aussageformen Aussagen 
gewinnen. Der Individuenbereich könnte im Beispiel 3 (4.6.) etwa der Bereich N 
sein. 

Im Teil A 2.3. haben wir ein weiteres Verfahren kennengelernt, mit dessen Hilfe 
wir aus Aussageformen Aussagen bilden können. Wir haben dieses Verfahren als 
Bindung der freien Variablen oder Quantifizierung bezeichnet (/ 29). Das Bei-
spiel 3 (4.6.) a) könnte jetzt folgendermaßen formuliert werden. 

„Es gibt (mindestens) eine natürliche Zahl x, für die gilt: x ist eine gerade Zahl." 
Das ist eine wahre Aussage. 

Durch die Einführung von „es gibt . . ." wurde die Existenz von mindestens einem 
Element des Grundbereiches, das die vorgegebene Aussageform erfüllt, als Be-
hauptung aufgestellt. Diese Aussage ist eine Existentialaussage. Aussagen mit 
den Formulierungen „ein Teil", „fast alle", „die Mehrzahl", „einige" usw. sind 
ebenfalls Existentialaussagen. Man spricht bei den Existentialaussagen auch von 
partikulären Aussagen, weil diese sich nicht auf alle Elemente des betreffenden 
Bereiches beziehen, sondern nur auf einen Teil. Die Quantifizierung nennt man 
in diesem Falle auch Partikularisierung. 
Entsprechend werden Aussagen mit „für alle . . ." Universalaussagen oder All-
aussagen genannt, weil diese sich auf alle Elemente des Variablenbereiches erstrek-
ken. Eine derartige Quantifizierung nennt man auch Generalisierung. 
Die Quantifizierungen „Partikularisierung" und „Generalisierung" sind prädi-
katenlogische Operationen. 
Wir haben aus Aussageformen durch Vorschalten der Operatoren (Symbol für eine 
mathematische Operation — lat.) "es gibt . . .", „für alle . . .", „es gibt kein . . ." 
wahre oder falsche Aussagen erzeugt. Für diese Opeatoren — auch Quantifika-
toren oder kürzer Quantoren genannt — werden in der mathematischen Logik 
besondere Zeichen eingeführt. 
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4.6. 

Der Existenzquantor (Existentialoperator, Partikularisator) „es gibt (mindestens) 
ein . . ." wird mit „3" symbolisiert. Wenn das Symbol „3" vor einer Aussage-
form H(x) steht, so will man damit ausdrücken, daß es mindestens ein Element 
des Grundbereiches mit dem in der Aussageform H(x) widergespiegelten Merkmal 
gibt. 
Wir verwenden die Schreibweise "3 x H(x)". 

BEISPIEL 4 (4.6.) : 
Die Aussage 
„Es gibt eine natürliche Zahl x, für die gilt: x — 2 = 7" 
läßt sich schreiben: 

3 x (X ENAx-2= 7) . 

Man kann auch schreiben:, 

3 x (x — 2 = 7) , Individuenbereich N . 

Das (senkrechte) Durchstreichen oder die Verbindung des Symbols „3" mit dem 
Symbol „ —" soll zum Ausdruck bringen, daß es kein Element des Grundbereiches 
mit dem in der Aussageform H(x) angegebenen Merkmal gibt. 

BEISPIEL 5 (4.6.): 

a) x(x IV A x2 — 3 = 0) 
b) 3 x (x N x3 — 5 = .0) 

Der Allquantor (Alloperator, Gleneralisator) „für alle . . ." wird mit „V" symboli-
siert. Wenn das Symbol „V" vor einer Aussageform H(x) steht, so will man damit 
ausdrücken, daß das in der Aussageform H(x) widergespiegelte Merkmal für jedes 
Element des Grundbereiches zutrifft. 

V x — der Allquantor mit einer Variablen gepaart —
bedeutet: 
„für alle x . . .". 
Das (senkrechte) Durchstreichen oder die Verbindung des Allquantors mit dem 
Zeichen „," soll zum Ausdruck bringen, daß das in H(x) widergespiegelte Merkmal 
nicht für alle Elemente des Grundbereiches zutrifft. 

BEISPIEL 6 (4.6.): 
Die Aussage 
a) „Für alle natürlichen Zahlen x gilt: x 1 = 1 x" erhält mit den entsprechen-

den Symbolen die Gestalt: 
Vx(xeNnx+1=---1-1-x) 

oder: 
V x (x + 1 = 1 x) , Individuenbereich N. 

b) „Nicht für alle natürlichen Zahlen a, b, c gilt: 
aa ba = c2 ." 

Symbolisiert: 
, VaVbVc(a,b,cENAct2 4-b2 =c 2) 

oder: 

, VaVbV.c (a2 b2 = c2) , Individuenbereich N 

66 



Sind zur Quantifizierung nur die Individuenvariablen zugelassen, so spricht Mali 
von der Prädikatenlogik I. Stufe. Die quantifizierten Individuenvariablen sind 
nicht mehr freie Variable, sondern gebundene Variable. 
Zum Aufbau prädikatenlogischer Ausdrücke benutzen wir neben den Symbolen 
für Individuenvariable; Individuenkonstanten, Prädikatenvariable und Quantoren: 
auch die Funktoren der Aussagenlogik. 
In der Aussagenlogik haben wir den Wahrheitswert eines Ausdrucks durch Bele-
gung der darin vorkommenden Variablen mit Wahrheitswerten unter Berücksichti-
gung der entsprechenden Festlegungen ermittelt. 
Der Wahrheitswert eines prädikatenlogischen Ausdrucks ist aber sowohl vom 
Quantor als auch von der Individuenvariablen und von ihrem zugrunde gelegten 
Individuenbereich sowie von der Belegung (Interpretation) der Prädikatenvariablen 
abhängig. Demnach können nur solche prädikatenlogische Ausdrücke als prädika-
tenlogische Gesetze (Identitäten) bezeichnet werden, die bei jeder Belegung ihrer 
Variablen den Wahrheitswert (W) annehmen. ' 

Der prädikatenlogische Ausdruck 
V x (P(x) v •••., P(x)) 

ist ein prädikatenlogisches Gesetz. Es entsteht nämlich bei jeder Belegung der 
Individuenvariablen x aus dem vorgegebenen nichtleere Individuenbereich und 
bei jeder Belegung der Prädikatenvariablen P eine wahre Aussage. Dieser Aus-
druck ist die prädikatenlogische Fassung des aus der Aussagenlogik bekannten 
Satzes vom ausgeschlossenen Dritten. 

Man kann aus aussagenlogischen Identitäten (Gesetzen) prädikatenlogische Identi-
täten (Gesetze) erhalten, wenn man die Variablen im betreffenden aussagen-
logischen Ausdruck durch prädikatenlogische Aussageformen ersetzt. 

BEISPIEL 7 (4.6.): 
Wir ersetzen in der, bekannten aussagenlogischen Identität 

(p -> q) •-•• (r... g -> p) 

die Aussagenvariable p durch P(x) und die Aussagenvariable q durch Q(x). 
Der prädikatenlogische Ausdruck" 

(P(x) ---> 42(t)) (^' Q(x) 
ist dann ebenfalls eine Identität. 

P(x)) 

Durch Belegung der Individuenvariablen x aus dem nichtleeren Individuenbereich 
und der Prädikatenvariablen entstehen nämlich aus P(x), Q(x), ti P(x), . Aus-
sagen. Der Gesamtausdruck wird zu einer Aussagenverbindung, deren Wahrheits-
wert bei jeder Belegung der Variablen x aus dem Individuenbereich (W) ist. 

Durch Vorschalten des Allquantors V mit Bindung der freien Variablen x ent-
steht ein weiteres prädikatenlogisches Gesetz. 

BEISPIEL 8 (4.6.): 

V x  ((13(X)- Q(x)) Q(x) -÷ 

Feststellung: 
Jeder allgemeingültige aussagenlogische Ausdruck läßt sich in einen allgemein-
gültigen prädikatenlogischen Ausdruck überführen, aber nicht umgekehrt. 

BEISPIEL 9 (4.6.): 
Prädikatenlogische Gesetze, die sich nicht durch Einsetzungen aus aussagen-

P(x))) - 
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44. 

-logischen Gesetzen gewinnen lassen, sind z. B.: 
a) V x H(x) -->'H(a) ; b) H(a) ---> 3 x-H(x) . 

V x H(x) -->- H(a) besagt: 
Wenn jedes Individuum eines Individuenbereiches eine bestimmte Eigenschaft H 
hat, so hat auch ein bestimmtes Individuum a diese Eigenschaft. 

H(a) 3 x H(X) besagt: 
Wenn ein bestimmtes Individuum eines Individuenbereiches eine bestimmte 
Eigenschaft H hat, so gibt es mindestens ein Individuum a mit dieser Eigenschaft. 

Wir könnten den Versuch unternehmen, durch Einsetzungen aus einem erfüll-
baren, jedoch nicht allgemeingültigen aussagenlogischen Ausdruck einen ebenfalls 
erfüllbaren, aber nicht allgemeingültigen prädikatenlogischen Ausdruck zugewin-
nen. Setzen wir beispielsweise in die aussagenlogische Neutralität p A q für die 
Aussagenvariable p den Ausdruck 

V x (H(x) v H(x)) 
und für q den Ausdruck 

3 x (H(x) n ti H(x)) 
ein, so erhalten wir 

V x (H(x) v H(x)) A 3 x (H(x) A ti H(x)) . 
Dieser Ausdruck ist aber eine Kontradiktion. 
Dagegen gilt: 

Jeder nicht erfüllbare aussagenlogische Ausdruck ist auch prädikatenlogisch 
nicht erfüllbar. 

Einige prädikatenlogische Äquivalenzen, die die Beziehungen zwischen den beiden 
Quantoren V und 3 zum Ausdruck bringen, verdienen besondere Aufmerksamkeit. 
Eine prädikatenlogische Äquivalenz ist wie eine aussagenlogische Äquivalenz 
genau dann allgemeingültig, wenn die Wahrheitswerte ihrer beiden Glieder bei 
gleicher Belegung ihrer Variablen in jedem Falle übereinstimmen. 

1. V x H(x) ist äquivalent mit ti 3 x 

BEISPIEL 10 (4.6.): 
„Für jede natürliche Zahl x gilt: x 1 = 1 + x" 

ist äquivalent mit 
„Es gibt keine natürliche Zahl x, für die nicht x 1 = 1 x gilt- . 

Symbolisiert : 
V x (x 1 = 1 + je), Individuenbereich N , 
äquivalent mit 
ti 3 x (x + 1 = 1 x)) , Individuenbereich N, d. h. 
äquivalent mit 
ti 3 x (x 1 = 1 x) , Individuenbereich N . 

2. 3 x H(x) ist äquivalent mit ti V x H(x)). 

BEISPIEL 11 (4.6.): 
„Es gibt natürliche Zahlen x, y, z, für die gilt: 

x 2 + y2 z2" 

ist äquivalent, mit 
„Nicht für alle natürlichen Zahlen x, y, z gilt: 
Es ist nicht so, daß x2 + y2 = z2 ist". 
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4.6. 

Symbolisiert: 
3 x 3 y 3 z (x2 + y2 = z2) , Individuenbereich N, 
äquivalent mit 
, VxVyYz(-s-, (x2 rh y2 = z2)) , IndiViduenbereichN, 
und dies ist äquivalent mit 
ti V x d y d z (x2 + y2 + z2) , Individuenbereich /V,. d. h.: 
„Nicht für alle natürlichen Zahlen x, y, z ist x2 + y2 z2". 

3. ti V x H(x) ist äquivalent mit 3 x H(x)). 

BEISPIEL 12 (4.6.): 
„Nicht für alle natürlichen Zahlen x, y, z gilt: x2 + y2 = z2" • 

ist äquivalent mit 
„Es gibt natürliche Zahlen x, y, z, für die gilt: Es ist nicht (x2 + y2 = z2)". 

Symbolisiert: 
, VxVyVz(x,y,zENA•x2 +y 2 =z 2) 
äquivalent mit 
3 x3 y3 z('-(x, y, ze .N A x2 + y2 4 z2)) , d. h.: 
3 x3 y 3 z(x,y,zEXA (x2 + y2 = z2)) 

3 x 3 y 3 z (x, y, zENA (x2 + y2 + z2)). 

4. ti 3 x H(x) ist äquivalent mit V x H(x)). 

BEISPIEL 13 (4.6.): 
„Es gibt keine rationale Zahl x, für die gilt: x 

ist äquivalent mit 
„Für alle rationalen Zahlen x gilt: Es ist nicht x = 1127". 

In vielen Fällen haben wir es mit Aussageformen zu tun, die durch Verknüpfung 
von zwei oder von mehr als zwei Aussageformen entstanden sind. 

BEISPIEL 14 (4.6.): 
"Es gibt natürliche Zahlen x, für die gilt: Wenn x eine Primzahl ist, so ist x un-
gerade." 
Symbolisiert: 

3 x (x E .N A (H1(x) H2(x))) , wobei 
H1(x): „x ist Primzahl" und 
H2(x): „x ist ungerade" bedeuten. 

Die Übersetzung prädikatenlogischer Ausdrücke in die Umgangssprache ist ge-
wöhnlich einfacher als die Übersetzung in umgekehrter Richtung. Vor allem gibt 
es dort Schwierigkeiten, wo zwei oder mehr als zwei Operatoren auftreten. 
Wir betrachten dazu als Beispiel die Aussageform H(x, y): x < y über dem Grund-
bereich N. 
Wir können folgende Aussagen bilden. 
1. V x V y: x < y „Für jedes Paar natürlicher Zahlen [x; y] gilt: x < y." 
2. V x 3 y: x < y „Zu jeder natürlichen Zahl x gibt es mindestens eine 

natürliche Zahl y, so daß gilt: x < y." 
3. 3 x V y: x < y „Es gibt mindestens eine natürliche Zahl x, so daß für 

jede natürliche Zahl y gilt: x < y." 
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4. 3x3y: x<y 

5. 3yVx: x<v 

6. Vy3x: x<y 

„Es gibt mi destens eine natürliche Zahl x, zu der es 
mindestens ine natürliche Zahl y gibt, so daß gilt: 
x<Y" 
„Es gibt mi destens eine natürliche Zahl y, 'so daß 
für jede natü liehe Zahl x gilt: x < y." 
„Zu jeder n türlichen. Zahl y gibt es mindestens eine 
natürliche Z hl x, so daß gilt: x < y." 

Die Aussagen 2. und 4. sind wahr. Die Auisagen 1., 3., 5. und 6. dagegen sind 
falsch. In den Aussagen 2., 3.; 5. und 6. kommen zwei verschiedene Operatoren 
vor, deren Reihenfolge den Wahrheits ert 'der betreffenden Aussage beeinflußt. 
Demgegenüber beeinflußt die Reihenfol e der Quantifikation in einer Aussage mit 
gleichen Quantoren den Wahrheitswert der betreffenden Aussage nicht. 
Es ist also gleichgültig, ob wir z. B. 

VxV y: ,x < y oder y V x: x< y 
schreiben. 
Ebenso dürfen wir an Stelle von 

3 x 3 y: x < y auch 3 y 3 x: x < y 
schreiben. 
Mit diesen und weiteren Fragen der Rrädikatenlogik werden wir uns im Teil B 
„Einführung in die Mengenlehre" beschäftigen. 

4.7.. Kontrollfragen (sollen auch durch Beispiele belegt werden) 

1. Wann sprechen wir in der Aussagenlogik 
a) von „Wertverlaufsgleichheit"; 
b) von „logischer Gleichwertigkeit" ? 

2. Wann bezeichnen wir einen aussagenl gischen Ausdrück als 
a) Identität; b) Neutralität; o) Kon adiktion? 

3. Wie lautet der Satz über die Prämisse verbindung ? 
4. Welche Variablen einer Aussageform können quantifiziert werden ? 
5. Wann verwenden wir bei der Quantifi ierung den 

,a) Allquantor; b) den Existenzquant r, 
um wahre Aussagen zu erhalten ? 

6. Wann bezeichnen wir einen prädikate logischen Ausdruck als Identität ? 
7. Wie kann man aus aussagenlogisehen G setzen prädikatenlogische Gesetze gewinnen ? 
8. Geben Sie zu dem prädikatenlogische Ausdruck 

a) V x H(X) unter alleiniger Verwendung des Existenzquantors, 
b) 3 x H(x) unter alleiniger Verwendung des Allquantors 
einen äquivalenten Ausdruck an! 
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5. Logisches Schließen 

Objekte unserer bisherigen Betrachtungen waren Aussagen, Aussageformen und 
ihre Verknüpfungen. Wir wissen, daß jede Aussage einen Wahrheitswert hat, 
unabhängig davon, ob wir diesen Wahrheitswert kennen oder nicht. 

Im Teil A 5. befassen wir uns mit verschiedenen Methoden, mit deren Hilfe wir 
im Aussagenkalkül eine Entscheidung darüber herbeiführen können, ob eine vor-
gegebene Aussage wahr oder falsch ist. 
Das geschieht dadurch, daß wir die Entscheidung über Wahrheit und Falschheit 
von Aussagen auf bereits bekannte Aussagen zurückführen, die als wahr bekannt 
sind oder als wahr vorausgesetzt werden. Wir sprechen' dabei von Beweisen. Es 
wird auch von Wideilegungen gesprochen, die aber ebenfalls Beweise dafür sind, 
daß eine Aussage, die widerlegt wird, falsch ist. 

Das Problem der Wahrheitsfindung im Bereich der Prädikatenlogik wird auf Grund 
eines fehlenden allgemeinen Entscheidungsverfahrens nur so weit abgehandelt, wie es 
dem Ziel dieses Buches angemessen erscheint. 

Für das Beweisen stehen uns die schön bekannten Gesetze und Regeln der Aussagen-
und Prädikatenlogik zur Verfügung. Weitere lernen wir in diesem Teil des Buches 
kennen. Unser Hauptanliegen wird die Anwbndung. dieser Gesetze und Regeln 
sein, wobei gleichzeitig wichtige Beweismethoden abgehandelt werden. Das Be-
weisen selbst muß ständig geübt werden, denn die Kenntnis von Beweismethoden 
befähigt noch nicht zum Führen von Beweisen. 

5.1. Folgerungsbegriff 

Grundlage der «Betrachtungen im Teil A 5. ist die Implikation. Sie ist, wie wir 
später noch erkennen werden, schon in ihrer einfachsten Form die Basis für einen 
logischen Schluß. • Deshalb müssen wir uns .nochmals mit der Implikation be-
schäftigen. 
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Es ist uns bereits bekannt, daß nicht nur Aussagen, sondern auch Aussageformen ' 
zu sinnvollen sprachlichen Gebilden verknüpft werden können. 
Beispielsweise ist der Satz 

„Wenn eine Zahl x durch 6 teilbar ist, so ist x durch 3 teilbar" 
eine implikative Verbindung der beiden Äussageformen 

„x ist durch 6 teilbar" und 
„x ist durch 3 teilbar". 

Man erkennt, daß in diesen Aussageformen „x" eine freie Variable ist. 
Die vorgegebene Implikation kann kürzer auch so geschrieben werden: 

„Wenn 6 I x, so 3 x". 
Für die Variable x muß ein Grundbereich angegeben werden. 
Für implikative Verbindungen zweier Aussageformen 

H,(x„ x2, . . .) und 1-12(xi, x2 j .) 
kann man in Anlehnung an die Definition der Implikation (/ 46) wie folgt formu-
lieren. 

DEFINITION 1 (5.1.) - Implikation von Aussageformen 
Eine implikatiVe Verbindung zweier Aussageformen 
Hi(xl, x 2, . • •) und H2(x1, x 2, . . •) 

in der Form 
„Wenn Hi(x„, x2, .), so Ha(xl, x2, . .)" 
ist wieder eine Aussageform. 
Sie geht durch Belegung aller freien Variablen genau 
dann in eine falsche Aussage über, wenn die Aussage-
form" H1(x1, x2, . . .) durch diese Belegung in eine wahre 
Aussage und die Aussageform H2(x1, x2, . . .) in eine 
falsche Aussage übergeführt wird. 

Für konjunktive, alternative usw. Verbindungen von Aussageformen können ent-
sprechende Definitionen formuliert werden. 
Wir haben die materiale Implikation ke+engelernt, eine Implikation also, bei der 
vom inhaltlichen Zusammenhang der beiden Aussagen abgesehen wurde. 
In der Umgangssprache und teilweise ach in der Mathematik werden jedoch mit 
Hilfe der Implikation Kausal- und Konditionalbeziehungen, zeitliche und andere 
inhaltliche Zusammenhänge von Sachverhalten ausgedrückt. Mit diesen Impli-
kationen werden wir uns zunächst beschäftigen. Für zwei implikativ verknüpfte 
Aussageformen wird das künftig — wie Ioft in der praktischen Anwendung — be-
deuten, daß sie beide ein und denselben Grundbereich besitzen, aus dem die 
Variablenbelegungen vorgenommen wer en. 
Der inhaltliche Zusammenhang wird ä ßerlioh dadurch gekennzeichnet, daß in, 
den implikativ verknüpften Aussagefor en gleiche Variable auftreten. 

Wir .gehen für unsere weiteren Betrachtungen nochmals von der Implikation 
„Wenn 6 I x, so 3 x" (‚ 72) aus und benutzen dabei eine besondere Eigen-
schaft dieser Aussageform. Nach Festlegung des Grundbereichs ergibt sieh, daß 
jede Zahl aus dem Grundbereich, die die Aussageform „6 1 x" erfüllt, d: h. in 
eine wahre Aussage überführt, auch de Aussageform „3 x" erfüllt, d. h. zu 
einer wahren Aussage macht. Der Sac verhalt, daß in diesem Fall „3 I x" zu 
einer falschen Aussage wird, kann nicht eintreten. Also wird die Implikation „Wenn 
6 I x, so 3 I x" bei allen Variablenbelegungen aus dem Grundbereich in. eine wahre 
Aussage übergeführt. 
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Mit anderen Worten: Die Aussageform ist über dem Individuenbereich allgemein.. 
gültig, bzw. die Allaussage 

„Für alle x gilt: Wenn 6 1 x, so 3 lx" 
ist wahr. 
Wenn H1(x) die Aussageform „6 lx" und 

H2(x) die Aussägeform „ä x" symbolisieren, 
so kann man auch sagen: 

„(Wenn H1(x), so H2(x)) ist allgemeingültig über dem Grundbereich" bzw. 
„Für alle x aus dem Grundbereich gilt: Wenn H1(x), so H2(x) 
ist eine wahre Aussage". 

Eine andere äquivalente Ausdrucksweise für diesen Sachverhalt laütet: 
„Aus H1(x) folgt H2(x)". 

Mit dieser Formulierung haben wir eine Aussage über Aussageformen erhalten. 
Eine Aussage der zuletzt angeführten Art nennt man auch Folgerungsaussage 
oder kurz Folgerung. 

DEFINITION 2 (5.1.) — Folgerung 
Es seien H1(x1, x2, . . .) und H2(x1, x2, . . .) Zeichen für 
Aussageformen, deren freie Variable x1, x2, . . . Leerstellen 
für Elemente aus einem Grundbereich sind. 
„Aus H1(x1, x2, . .) folgt H2(xl, x2, . .)" 
gilt dann und nur dann, wenn folgende Allaussage wahr 
ist: 
„Für alle x1, x2, . . . gilt: 
Wenn H,(x„, x2, . . .), so H2(xi, x2, . .)". 
Die Aussage „Aus H1(x1, x2, . . .) folgt H2(x1, x2, . . .)" 
über die Aussageformen H1(x1, x2, . . .) und H2(x1, x2, . . .) 
heißt Folgerungsaussage oder Folgerung. 

Ist die obige Allaussage wahr, so ist H1(x1, x2, . . .) in bezug auf H2(x1, x2, . . .) eine 
hinreichende Bedingung und H2(x1, x2, . . .) in bezug aufH1(x1,x2, . . .) eine not-
wendige Bedingung. 
Wenn die Allaussage 

„Für alle x„, x2, . . . gilt: 
Wenn H1(x1, x2, . . .), so H2(x1, x2, . . .)" 

und die Allaussage 
„Für alle x1, x2, . . . gilt: 
Wenn 1-12(xi, x2, . .), so H,(x,, x2 . .)" 

wahr sind, so ist die Aussageform Hi(x„, x2, . . .) in bezug auf H2(x1, x2, . . .) eine 
notwendige und hinreichende Bedingung und umgekehrt. In diesem Falle bezeich-
net man die Aussageformen H1(x1, x2, . . .) und H2(x,, x2, . . .) auch als äquivalent. 
Dieser Sachverhalt hat eine große Bedeutung besonders beim Umformen von 
Gleichungen und Ungleichungen,die Aussageformen darstellen. Dort ist man 
bestrebt, nur in äquivalente Gleichungen bzw. Ungleichungen umzuformen 
(2r 49 ff.). 

Der Folgerungsbegriff ist für das Beweisen mathematischer Sätze von größter 
Bedeutung. Oft wird fälschlicherweise angenommen, daß auch die Umkehrung 
eines bewiesenen Satzes gelten muß. Es ist uns jedoch bekannt, daß die Vertau-
schung der Prämisse mit der Konklusion in einer Implikation im allgemeinen nicht 
gestattet ist (7 48). 
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Wir wollen das in Verbindung mit em Folgerungsbegriff an einem Beispiel 
demonstrieren. 
über. dem Grundbereich der ganzen Za en (O) seien die Aussageformen 

H1(a) : a2 ≥ 0 und H2(a): a ≥ 0 
gegeben. 
Wir bilden eine Implikation 

„Wenn a2 ≥ 0 , so a ≥ 0" 
und untersuchen über dem Grundbereil 0 den Wahrheitswert der Allaussage. 

"Für alle ganzen Zahlen a gilt: Wenn a ≥ 0, so a 0." 
Wir wissen, daß das Quadrat einer niAtnegativen Zahl ebenfalls nicht negativ 
ist. Für nichtnegative ganze Zahlen ist also die Aussageform „Wenn a2 ≥ 0, so 
a ≥ 0" allgemeingültig. Damit habe wir jedoch nicht alle ganzen Zahlen in. 
unsere Untersuchung einbezogen. Dur h Belegung der Variablen mit negativen, 
ganzen Zahlen wird die oben angefü te Implikation stets zu einer falschen 
Aussage. Das bedeutet, daß die gege ene Allaussage falsch ist. Also gilt die 
Folgerung 

„Aus a2 ≥ 0 folgt a ≥ 0" 
im Sinne der Definition 2 (5.1.) nicht. 
Die Umkehrung 

"Aus a ≥ 0 folgt a2 ≥ 0" 
gilt über dem Bereich 0, d. h., diese F lgerungsaussage ist wahr. Z..B. wird bei 
Belegung von a durch negative gan e Zahlen die Prämisse zu einer falschen 
Aussage. Damit ist die Implikation w hr. 
Es gibt auch viele Aussageformen, die zwar über ein und demselben Grundbereich 
erklärt sind, aus denen sieh jedoch keimgültigen Folgerungen bilden lassen. Man 
kann sich das an den. über dem Grund ereich G gegebenen Aussageformen 

H1(a, b): a und b sind gerade Zahlen: 
H2(a, b): a • b < 0 

klarmachen. 
Wir wenden uns nun dem Begriff der 
keine Aussageformen, sondern Aussagen 
Auch in diesem Falle finden wir in 
„Aus A, folgt A2". Das soll nichts 
Implikation A1 —> A 2 ist wahr". Die 
in dem Fall, daß Al und A 2 Aussagen 
falsch oder A 2 wahr ist, sie gilt also nie 
entspricht völlig dem Gebrauch der Im 
Diese Verwendung des Folgerungsbegr
Gebrauch dieses Begriffes in der Umga 

olgerung zu, und zwar für den Fall, daß 
miteinander implikativ verknüpft sind, 
er Mathematik häufig die Formulierung 
nderes bedeuten als die Redeweise „Die 
'olgerungsaussage „Aus Al folgt A2" gilt 
sind, also dann und nur dann, wenn Al

ht, wenn Al wahr und A 2 falsch ist. Das 
plikation in der Mathematik. 
iffes bei Aussagen weicht erheblich /vom 
eisprache ab. 

BEISPIEL 1 (5.1.): 
Wir betrachten die Folgerungsaussagen 
(1) Aus 3 < 12 folgt 3 112; 
(2) Aus 3 < 12 folgt 3 < 12 + 2. 1
Beide Folgerungsaussagen sind im Simie der obigen Erläuterung gültig, weil die 
Implikationen "3 < 12 -+ 3 I12" und „3 < 12 —> 3 < 12 2" wahr sind. In der 
Umgangssprache und z. T. auch in der Mathematik wird jedoch die Redeweise 
im Falle (1) als nicht zutreffend bezeichnet. Eine Ursache dafür ist darin zu 
suchen, daß unter dem „Folgern" oft ein „Herleiten" oder „Ableiten" (7, 84) 
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verstanden wird. Man hat bei Formulierungen dieser Art häufig 'im Sinn, (laß 
die Wahrheit der ersten Aussage, im Falle (1) "3 < 12", notwendigerweise die 
Wahrheit der zweiten Aussage „3 12" nach sich zieht. Im Sinne der Logik 
hängt aber die Wahrheit einer Implikation nicht -davon ab, ob -Prämisse und 
Konklusion in irgendeinem Zusammenhang stehen, Wie das z. B. in der Polgerungs-
aussage (2) der Fall ist. 

Um diesen Mißverständnissen aus dem Wege zu gehen, benutzen wir den Fol-
gerungsbegriff vorwiegend bei Aussageformen. 

Die meisten Sätze in der Mathematik sind dem Charakter nach Allaussagen 
(7' Beispiele im Teil A 5.5.). 
Auf Grund der Definition 2 (5.1.) und der Erläuterungen dazu ist es möglich, an 
Stelle von wahren Allaussagen Folgerungsaussagela wie 

„Aus H1(x1, x2, . .) folgt H2(x1, x2, . . .)" 
zu setzen. 
Die Umkehrung eines solchen Satzes heißt dann 

„Aus H2(x1, x2, . . .) folgt H1(x1, x2, .)". 
Es sei noch bemerkt, daß die Folgerung 

„Aus H1(x1, x2, . .) folgt H2(x1; x2, . . .)" 
unter Benutzung der Begriffe Teilmenge und Erfüllungsmenge definiert werden 
kann. Man sagt dazu, daß die Folgerung „Aus Hi(x„ x2, . .) folgt H2(x1, x2, . .)" 
gilt, d. h. wahr ist, wenn die Erfüllungsmenge der Aussageförni H1(x1, x2, . ..) 
eine Teilmenge der Erfüllungsmenge der Aussageform H2(x1, x2, . .) ist. 
Das bedeutet aber: Stets dann, wenn H1(x1, x2, . . .) wahr ist, ist auch H2(x„ x2, ...) 
wahr. Es kann also nicht vorkommen, daß H1(x1, x2, . . .) bei irgendeiner Belegung 
wahr ist und H2(x„ x2, . .) bei derselben Belegung falsch wird. Also ist 

H1(x1, x2, . .) H2(x„ x2, . .) 

eine allgemeingültige Implikation. Damit ist der Zusammenhang 'mit der Defi-
nition der Folgerung ( 7' Definition 2 (5.1.)) hergestellt. 

5.2. Aussagenlogisches, Schließen 

Im Teil A 5.2. beschäftigen wir uns mit „Grundbausteinen" von Beweisen. 
Wir werden mit einer Reihe von Begriffen vertrautgemacht und mit Methoden 
konfrontiert, die uns in die Lage versetzen, die Richtigkeit einiger unserer Denk-
weisen zu erkennen. 

Aussagen gewinnt man u. a. dadurch, daß man 
(1) die Ergebnisse' der Untersuchung von Sachverhalten formuliert; 
(2) Aussagen mit Hilfe von gewissen Wörtern zu Aussagenverbindungen verknüpft 

(2( Teil A 3.); 
(3) Aussagen aus bereits bekannten Aussagen — wie sie uns beispielsweie in 

Büchern mitgeteilt werden — unter Anwendung bestimmter Schlußregeln 
gewinnt. 

Diese letzte Art des Gewinnens von Aussagen bezeichnen wir als Schließen. 

Zur Verdeutlichung der Unterschiede zwischen den hier angegebenen Arten der 
Aussagengewinnung sollen .folgende Beispiele dienen. 
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012. 

Zu (1): Die üntersuchung der Innenwinkel eines gegebenen Dreiecks ABC führt 
zur Formulierung der Aussage : „Die Summe der Größen der Innenwinkel 
von A BC beträgt 180°." 

Zu (2): „5 ist eine ungerade Zahl und 10 ist größer als 9." 
(Bei der Verknüpfung von Aussagen braucht zwischen diesen — wie wir 
wissen — keine inhaltliche Beziehung zu bestehen.) 

Zu (3): Aus „5 > 3" und „ — 7 < 0" schließen wir auf „5 • (— 7) < 3 • ( — 7)". 

Wir wenden uns nunmehr der Gewinnung von Aussagen und Aussageformen aus 
gegebenen durch Anwendung von Schlußregeln zu. 

Wir benutzen im Teil A 5.2. formale Regeln und gelangen mit ihrer Hilfe zum 
sogenannten aussagenlogischen Schließen. Wir sprechen hier vom aussagenlogischen 
Schließen, weil die Schlüsse nur auf Grund von Gesetzen der Aussagenlogik durch-
geführt werden. Solche Gesetze sind allgemeingültige Ausdrücke, die also bei 
jeder Belegung der Aussagenvariablen den Wahrheitswert W erhalten (7' 57). 

Mit Hilfe von aussagenlogischen Gesetzen, die uns beim Gewinnen von Aussagen 
aus gegebenen besonders interessieren, werden wir sogenannte Schlußregeln for-
mulieren. Hierbei muß man zwischen den Schlußregeln und den zugrunde liegenden 
aussagenlogischen Gesetzen unterscheiden. Die Regeln bauen sich auf Gesetzen 
auf. Während die Gesetze der Objektsprache angehören, gehören die Regeln der 
Metasprache an. Wir können mit KLAUS ([11], Seite 310) sagen: „Das Gesetz ver-
hält sich gegenüber seinen Anwendungen neutral, die Regel hingegen ist eine 
Anleitung zum . . . Handeln." 
Die Schlußregeln sind rein formaler Natur. Bei diesen Regeln sind also keine 
inhaltlichen Zusammenhänge von konkreten Aussagen zu sehen. Schlußregeln 
sind formale Umformungsregeln für Ausdrücke. Diese Ausdrücke werden bei der 
praktischen Anwendung mit Aussagen oder Aussageformen belegt. 

Wie schon betont wurde, bildet die Implikation eine Grundlage unseres Schließens. 
Schon beim Kennenlernen der Wahrheitswerte der Implikation wurden wir darauf 
hingewiesen, daß man aus einer falschen Prämisse jede beliebige Schlußfolgerung 
ziehen kann (7' 47). Dieser Sachverhalt führt dazu, daß man bei Schlüssen be-
strebt ist, von'wahren Aussagen auszugehen. Diese Ausgangsaussage(n) bezeichnet 
man auch als Prämisse(n) oder Voraussetzung(en). Die Wahrheit der Voraus-
setzung(en) muß bei Beweisen gesichert. sein. 
Wie das geschieht, werden wir in den Teilen A 5.3. und A 5.5. erfahren. 

Die Aussagen, die man beim Schließen gewinnt, nennt man Konklusion oder 
Schlußfolgerung. Damit haben wir die Begriffe erläutert, die zum Verständnis 
der Definition 1 (5.2.) nötig sind. 

DEFINITION 1 (5.2.) — Aussagenlogischer Schluß 
In der Aussagenlogik versteht man unter einem Schluß 
das Gewinnen einer Aussage aus einer gegebenen unter 
Verwendung von Schlußregeln, die so beschaffen sind, 
daß unter der Voraussetzung der Wahrheit der Prämisse 
mit Sicherheit auch die Konklusion wahr ist. 

Wenn mehrere Ausgangsaussagen vorhanden sind, können wir auch von einer Prämisse 
sprechen, da dann die Kenjunktion der Einzelprämissen als Ausgangsaussage aufge-
faßt werden muß und diese wieder eine Prämisse ist. Entsprechendes gilt für die 
Konklusion. 
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Zwischen der Prämisse (oder den Prämissen) und der Konklusion besteht eine 
Beziehung, die der Struktur nach eine materiale Implikation ist. Es ist uns be-
kannt, daß eine Implikation genau dann falsch ist, wenn ihre Prämisse wahr und 
ihre Konklusion falsch ist. 
Die beim aussagenlogischen Schließen benutzten Schlußregeln definieren wir wie 
folgt. 

DEFINITION 2 (5.2.) Gültige Schlußregeln 
Eine Schlußregel heißt genau dann gültig, wenn der Fall 
nicht eintreten kann, daß die Prämisse wahr und die 
Konklusion falsch ist. 

DEFINITION 3 (5.2.,) — Zwingender oder richtiger 
Schluß 

Ein Schluß, der nach einer gültigen Schlußregel voll-
zogen wird, heißt zwingend oder richtig. 

Die Anwendung einer gültigen Schlußregel sichert noch nicht die Wahrheit der 
Konklusion. Entsprechend beinhaltet die Iiichtigkeit eines Schlusses nur: Immer 
wenn die Prämissen wahr sind, dann muß auch die Konklusion wahr sein. Die 
Prämissen brauchen aber nicht immer wahr zu sein. Sind sie nämlich niemals 
wahr, so kann man keine Aussage über die Richtigkeit des Schlusses machen. 
In vielen Fällen werden wir mit Schlüssen zu tun haben, deren Prämissen aus 
mehreren Einzelaussagen bestehen. Diese Einzelaussagen, die man ebenfalls 
Prämissen nennt, werden miteinander konjunktiv zur Prämisse des betreffenden 
Schlusses verknüpft. Eine solche Konjunktion ist nach der Definition 1 (3.3.) 
genau dann wahr, wenn alle in ihr vorkommenden Aussagen wahr sind. Wenn 
die Wahrheit der Prämisse gefordert ist, dann müssen also alle Aussagen als 
Einzelprämissen wahr sein. Bei Anwendung von gültigen Schlußregeln auf die 
wahre Prämisse ist in jedem Falle die Wahrheit der Konklusion gesichert. 
Schlußregeln werden oft in Form von sogenannten Schlußfiguren angegeben. Das 
sind schematische Darstellungen der betreffenden Schlüsse. 
In Schlußfiguren schreibt man die einzelnen Prämissen untereinander. Wenn man 
alle Prämissen erfaßt hat, macht man einen Strich, der die unter dem Strich 
stehende Konklusion von den Prämissen abtrennt. 

BEISPIEL 1 (5.2.): 
(1) Wenn A1, so A 2

Nun aber Al
A 2

(2) Wenn 211, so A 2

Nicht A 2
Nicht Al

Oder kürzer: 
(1) Wenn A1, so A 2

Al
A2

(2) Wenn A1, so A 2

Nicht A2
Nicht Al

1. Prämisse 
2. Prämisse } 

}1. Prämisse 
2. Prämisse 

Prämisse der Schlußfigur 

Konklusion der Schlußfigur 

Prämisse der Schlußfigur 

Konklusion der Schlußfigur 

(Gelesen: Wenn die Implikation (wenn A1, so A2) wahr ist 
und Al wahr ist, so ist A 2 wahr.) 

(Gelesen: Wenn die Implikation (wenn A1, so A2) wahr ist, 
und (nicht A2) wahr ist, dann ist (nicht A1) wahr.) 
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5.2. 

Die Beispiele (1) und (2) könnten konkretisiert folgende Schlüsse sein. 
Zu (1): Wenn die Zahl n ein nichtperiodischer, unendlicher Dezimalbruch ist, 

dann ist n keine rationale Zahl. 
u ist ein nichtperiodischer, unendlicher Dezimalbruch. 
v ist keine rationale Zahl. 

Zu (2): Wenn fi eine rationale Zahl ist, so läßt sich fi mit ganzzahligem a und b 

in der Form darstellen. 

V2 läßt sich nicht mit, ganzzahligen a und b in der Form w darstellen. 

Vi ist keine rationale Zahl. 
Es erhebt sich nun die Frage, wie man in der Aussagenlogik einen exakten Nach-
weis führen kann, ob es sich um einen zwingenden Schluß handelt, ob wir nach 
einer gültigen Schlußregel geschlossen haben. . 
Wir können diese Frage leicht beantworten, wenn wir eine entsprechende, uns 
bereits geläufige Formalisierung der vorgelegten Schlüsse einführen, d. h., wenn 
wir von den konkreten Aussagen abstrahieren und zu- Wahrheitswertvariab1en 
übergehen. 
Für Beispiel 1 (5.2.) (1) bedeutet das folgendes: 
übergang von wenn A1, so A 2 zu p -+ q 

Ai  .p 
A 2

Der Schlußfigur p --->- q 

q 
ordnen wir den aussagenlogischen Ausdruck 

((p q) A ip) q 
zu, dessen Prämisse, die Konjunktion der beiden Prämissen der Schlußfigur ist. 
Wenn dieser Ausdruck eine aussagenlogische Identität ist; die also bei jeder Be-
legung der Wahrheitswertvariablen den Wahrheitswert W erhält, dann können 
wir daraus nach Definition 2 (5.2-.) auf die Gültigkeit der vorgelegten Schlußregeln 
schließen. (Aus diesem Sachverhalt wird deutlich, daß von konkreten Aussagen 
und ihren inhaltlichen Zusammenhängen abgesehen -wird und nur die Denk-
strukturen betrachtet werden.) 
Die Überprüfung des vorliegenden Ausdrucks erfolgt mit Hilfe einer vollständigen 
Wahrheitswerttabelle. 

1) 4. 2) --> q (1) q) A P ((1) --> 4) A P) -› q 

(1 ) ( ) (3) (4) (5) 

* 
W 
F 
F 

W 
F 
W 
F 

W 
F 
W 
W 

W 
F 
1' 
F 

W 
W 
W 

- W 

In der Spalte (5) dieser Tabelle erscheint nur der Wahrheitswert W. Der vor-
gelegte Ausdruck ist allgemeingültig. Es kann also nicht sein, daß die Prämisse 
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A.2. 

(2r Kopf der Spalte (*)) den Wahrheitswert W und die Konklusion (ir Kopf der 
Spalte (2)) den Wahrheitswert F hat. Somit ist die hier behandelte Schlußregel 
nach der Definition 2 (5.2.) gültig. 

Diese Verfahrensweise wird durch folgenden Satz. begründet. 

SATZ 1 (5.2.) 

Zu jeder aussagenlogischen Schlußregel gibt' es einen 
Ausdruck in Form einer Implikation, der genau dann 
eine aussagenlogische Identität ist, wenn die Schluß-
regel gültig ist. 

Wenn nämlich die Schlußregel gültig ist, so ergibt sich aus der Definition 2 (5.4 
sofort, daß die der Schlußregel entsprechende Implikation allgemeingültig, alsö 
eine aussagenlogische Identität ist. Wenn die Implikation eine. aussagenlogische 
Identität ist, so kann es nicht vorkommen, daß die Prämisse wahr und die Kon-
klusion falsch ist. Nach Definition 2 (5.2.) ist die Schlußregel gültig. 

Für den Nachweis der aussagenlogischen Identität einer Implikation gibt es eine Reihe 
von Möglichkeiten, von denen wir nur drei behandeln. 

Bei dem ersten Verfahren erbringen wir den Nachweis, ob ein Schluß nach einer 
gültigen Schlußregel vollzogen wurde, in folgenden Schritten: 

1. Wir ermitteln die Prämissen und die Konklusion des Schlusses und ordnen ihnen 
den entsprechenden aussagenlogischen Ausdruck zu. 

2. Wir stellen die Schlußfigur auf. 
3. Wir bilden die der Schlußregel entsprechende Implikation, deren Vorderglied 

die Konjunktion der Prämissen des Schlusses ist, deren Nachglied. die Kon-
klusion des Schlusses ist. 

4: Wir untersuchen den Ausdruck auf Allgemeingältigkeit. 
5. Wir werten die Untersuchung aus. 
Zum 4. Schritt gei bemerkt, daß wir nicht alle möglichen Belegungen der Aussagen-
variablen dieses Ausdrucks zu untersuchen brauchen. Wichtig sind nur die Fälle, 
in denen die Prämisse wahr ist. Bei einer gültigen Schlußregel soll nämlich in 
allen Fällen', in denen die Prämisse wahr ist, auch die Konklusion wahr sein. In 
den Fällen jedoch, in denen die' Prämisse falsch ist, wissen wir sofort, daß die 
Implikation wahr ist, gleichgültig welchen Wert die Konklusion besitzt. Aus der 
dritten Zeile der Wahrheitswerttabelle zum Beispiel 1 (5.2.) (/ 78) ist z. B. er-
sichtlich, daß man auch aus einer falschen Prämisse zu einer wahren Konklusion 
'kommen kann. Eine gültige Schlußregel gibt uns keine Auskunft darüber, ob 
die Prämisse wahr ist. Sie besagt nur,:daß in dem Falle, wenn die Prämisse wahr 
ist, auch die Konklusion den, Wahrheitswert W besitzt. 

Wir führen jetzt die Untersuchung über die Gültigkeit der im Beispiel 1 (5.2.) 
zugrunde liegenden Schlußregel nach dem angegebenen Verfahren durch. 

1. Wir ermitteln die Einzelaussage(n) der Prämisse und der Konklusion des 
Schlusses, ordnen jeder Einzelaussage eine Wahrheitswertvaria,ble zu und 
stellen für Prämisse(n) und Konklusion die auslagenlogischen Ausdrücke auf. 
p: Die Zahl n ist ein nichtperiodischer, unendlicher Dezimalbruch; 
entsprechend: 
q: 7t ist keine rationale Zahl. 
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5.2. 

Prämissen sind: p q und p 
Konklusion: 

2. Wir stellen die Schlußfigur auf, d. h.: 
Wir abstrahieren vom konkreten Inhalt der Aussagen p, q und sehen p, q als 
Variable für beliebige Aussagen an. 

p -->q 
p

3. Wir formen in eine Implikation um. 
((p —> q) A p) --> q 

4. Wir untersuchen die Implikation auf Allgemeingültigkeit. 
(/. Wahrheitswerttabelle 78) 

5. Wir werten aus. 
Der Ausdruck ((p —> q) n p) —> q ist eine aussagenlogische Identität, also ist die 
geprüfte Schlußregel gültig und der nach ihr vollzogene Schluß zwingend. 

Die eben geprüfte Schlußiegel hat bei unseren Gedankenabläufen (oft in verkürzter 
Form) und für Beweisführungen eine große Bedeutung. Sie wird in der Logik als 
Abtrennungsregel oder Modus ponens (Festlegung — lat.) bezeichnet. 

Auch die dem Beispiel 1 (5.2.) zugrunde liegende allgemeine Schlußregel sei auf 
ihre Gültigkeit überprüft. 

1. p: le ist eine rationale Zahl. 

q: V2läßt sich mit ganzzähligen a und b in der Form —a darstellen. 

Prämissen sind: p —+ q und ti q 
Konklusion: ti p 

2. p --> q 
rv ig ,

^1)
3. ((2) —> q) A q) ->  P 

4. P q (1? — q)A — q ((P —› q) A ^' q) -> " P 

W 

W 
F 
F 

W 
F 
W 
F 

F 
F 
F 
W 

W 
W 
W 
W 

5. Weil der Ausdruck ((p —> q) n •-•-• q) —> ti p eine aussagenlogische Identität 
ist, handelt es sich um eine gültige Schlußregel. 

Diese Schlußregel ist unter dem Namen Aufhebungsregel oder Modus tollens 
(Aufhebung — lat.) bekannt. 

Darüber hinaus kann an dem zuletzt dargestellten Beispiel die Gewinnung einer 
wahren Aussage aus gegebenen wahren Aussagen mit Hilfe einer gültigen Schluß-
regel gezeigt werden. 
Wir gehen also von der gültigen Schlußregel 

.P --> q 

p 
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aus und betrachten p als Bezeichnung für die Aussage „VI ist eine rationale 
Zahl", q als Bezeichnung für die Aussage „Vi läßt sich mit ganzzahligen a und b 

in der Form darstellen". 

Wir haben uns dann zu überzeugen, ob bei diesen festen Bedeutungen von p und q 
die Prämissen p —›- q und N q wahr sind. Ist das der Fall, so wissen wir auch, 
daß dann , p wahr ist, d. h. p falsch ist, denn die benutzte Schlußregel ist gültig. 
Nun sind p q, q und ti93 wahre Aussagen, d. h., die Konklusion „VI ist 
keine rationale Zahl" ist wahr. 

Für die folgenden drei Beispiele' von Schlüssen sollen nur noch geringe Hilfen 
für die Untersuchung der Gültigkeit von Schlußfiguren angegeben werden. 

BEISPIEL 2 (5.2.): 
(a) Wenn 3 1 1970, so 6 11970. 

Es ist nicht wahr, daß 3 11970. 
Folglich ist nicht wahr, daß 6 11970. 

(b) Wenn Dreiecke gleichschenklig sind, so müssen sie rechtwinklig sein. 
Die Dreiecke sind gleichschenklig. 

Folglich müssen die Dreiecke rechtwinklig sein. 
(c) Die Menge der rationalen Zahlen ist abzählbär.-

Wenn die Menge der rationalen Zahlen und die der irrationalen Zahlen ab- , 
zählbar ist, so ist die Menge der reellen Zahlen abzählbar. 
Die Menge der reellen Zahlen ist nicht abzählbar. 
Folglich ist die Menge der irrationalen Zahlen nicht abzählbar. 

Die Wahrheitswerttabelle zum Beispiel 2 (5.2.) (a) hat folgendes Aussehen. 

P q (23 --> q) A ---' 13 ((23 --> q) A -- 23) --> - q 

W 

W 
F 
F 

W 

F 
W 
F 

F 
F 
W 

- W 

W 
W 
F 
W 

Aus dieser Tabelle folgt: 
Der vorgelegte Ausdruck ist nicht allgemeingültig, also ist die im Beispiel 2 (5.2.) 
(a) dargestellte Schlußregel nicht gültig (der Schluß ist nicht zwingend), weil aus 
einer wahren Prämisse nicht in jedem Falle eine wahre Konklusion folgt. 
Im Beispiel 2 (5.2.) (b) ist die Prämisse falsch. Eine falsche Prämisse läßt aber 
bekanntlich jede beliebige Konklusion zu. Deswegen ist bei einem Schluß aus 
einer falschen Prämisse die Wahrheit der Konklusion nicht gesichert. In diesem 
Beispiel ist die Konklusion ebenfalls falsch. Die hier angewandte Schlußregel 
(Modus ponens) ist jedoch gültig. 
Die gültige Schlußregel, die dem Beispiel 2 (5.2.) (c) zugrundeliegt, kann durch 
folgende- Schlußfigur dargestellt werden. 

p 
(p A q) r 

r

q 
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5.2. 

BEISPIEL 3 (5.2.): 
"Wenn ich Logik studiere, so lerne ich präziser denken, und wenn ich präziser 
denken lerne, so kann ich besser sozialistische Menschen erziehen."
Folglich gilt: 
"Wenn ich Logik studiere, so kann ich besser sozialistische Menschen erziehen". 
Dieser Schluß hat die folgende Struktur. 

p -> q 
q --> r 
per 

Mit Hilfe einer. vollständigen Wahrheitswerttabelle findet man leicht, daß der 
entsprechende Ausdruck 

((p —> q) (q r)) —> (p—> r) 
eine aussagenlogische Identität — also allgemeingültig — ist. Es wurde demnach 
hier nach einer gültigen Schlußregel geschlossen. 

Eine derartige Schlußregel wird in der Literatur als Kettenschluß oder Regel der 
Transitivität (durehgängig lat.) der Implikation bezeichnet. • 

In diesem Zusammenhang stellen wir die Frage, ob die Umkehrung einer gültigen 
Schlußregel wieder eine gültige Schlußregel ist. 
Kann man von der Wahrheit der Konklusion auf die Wahrheit der Prämisse 
schließen ? 
Diese Frage wurde bereits auf Seite 48 beantwortet, als wir uns mit der Impli-
kation beschäftigt hatten. Wir wissen bereits, daß die Vertauschung der Prämisse 
mit der Konklusion in einer Implikation im allgemeinen nicht zulässig ist. 
Es treten aber auch Fälle auf, in denen die implikative. Verknüpfung zweier 
Ausdrücke und ihre Konversion stets denselben Wahrheitswert besitzen. Sie 
sind also wertverlaufsgleich. Wir haben es in solchen Fällen mit semantischen 
Äquivalenzen zu tun. 
Daraus folgt, daß die Umkehrung einer gültigen Schlußregel genau dann wieder 
eine gültige Schlußregel ist, wenn Prämisse und Konklusion dieser Regel wert-
verlaufsgleich sind. 
Eine aus Prämisse und Konklusion gebildete Äquivalenz muß in diesem Falle 
allgemeingültig sein. 

BEISPIEL 4 (5.2.): 

13—> q 
q  p Umkehrung: p » q 

p q (p —> q) (q—> p) 

Aus gültigen Schlußregeln lassen sich auf Grund der Einsetzungsregel (/ 60) 
weitere Schlußregeln aufbauen, die ebenfalls gültig sind. 
Man geht dabei zweckmäßigerweise von dem allgemeingültigen Ausdruck aus, 
den man aus einer gültigen Söhlußregel gewonnen hat. 

BEISPIEL 5 (5.2.): 
Angenommen, wir haben die aussagenlogische Identität 

—> q) --> q=›- r•-• p) 
erhalten. Wir setzen z. B. für die Wahrheitswertvariable p an allen Stellen 

r .v 8 ein. Dann ist auch der Ausdruck 
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eine aussagenlogische Identität. 

Es gibt ein zweites Verfahren, um den Schluß nach einer gültigen Schlußregelnachzu. 
weisen. 
Mit Hilfe der Einsetzungsregel und der auf Seite 80 erläuterten Abtrennungs-
regel kann man aus gewissen Axiomen alle Ballgemeingültigen Ausdrücke des Aus-
sagenkalküls herleiten. 
Auf Grund der Einsetzungsregel können alle gültigen Schlußregeln, die mit Hilfe 
von Wahrheitswertvariablen dargestellt wurden, durch Ausdrücke ersetzt werden. 
Wenn z. B. H1 und H2 beliebige Ausdrücke symbolisieren sollen, so lautet die 
Abtrennungsregel: 

H1 ---> H2

H1

Durch die Einsetzungsregel haben wir ein weiteres Mittel in der Hand, um in 
vielen Fällen entscheiden zu können, ob es sich um einen allgemeingültigen Aus-
druck handelt. Es wäre z. B. sicher sehr zeitaufwendig, mit Hilfe einer Wahr-
heitswerttabelle zu entscheiden, ob der folgende Ausdruck allgemeingültig ist. 

{((r A N 8) -> (t v U)) A ^•-, (t v u)] ->ti (r A 8) 

Man sieht aber sofort, daß dieser Ausdruck aus dem uns bereits bekannten allge-
meingültigen Ausdruck 

((p q) A p 

durch Einsetzung hervorgegangen ist. Da dieser Ausdruck allgemeingültig ist, 
folgt auf Grund des Satzes 1 (4.4.), daß dann: auch der gegebene Ausdruck allge-
meingültig ist. 
Das dritte Verfahren zum Nachweis, daß nach einer gültigen Schlußregel geschlossen 
wurde, sei nur erwähnt. 
Man kann auch mit Hilfe des Ersetzbarkeitstheorems (7' 60) die Allgemeingültig-
keit von Ausdrücken nachweisen (Umformungen). 
Schließlich sei eine gültige Schlußregel angeführt, die man als verallgemeinerte 
Abtrennungsregel bezeichnet. Man erhält sie durch n-malige Anwendung der 
Abtrennungsregel. 

P 
P - -P1

P2 

14-2 --> Pn-i 
q 

q 
Mit den bisherigen Kenntnissen.sind wir in der Lage, weitere gültige Schlußregeln' 
aufzustellen und deren Gültigkeit nachzuweisen (z. B. Aufstell-ling von gültigen 
Schlußregeln aus allgemeingültigen Äquivalenzen). 
Die Schlüsse im täglichen Leben erfolgen oft nicht in der ausführlichen Form, 
wie wir sie kennengelernt haben. Aus den verschiedensten Gründen werden oft 
Teile der Prämisse, die ganze Prämisse- oder sogar die ganze Konklusion wegge-
lassen. Hier überläßt man es dem Leser, entsprechende Ergänzungen vorzu-
nehmen. 

6* 83 



5.3. 

Zusammenfassung 

Gültige Sehlußregeln des aussagenlogisehen Sehließens sind so gestaltet, daß 
aus der Wahrheit der Prämisse stets die Wahrheit der Konklusion folgt. 
über den Wahrheitsgehalt der Prämisse(n) selbst wird in einer gültigen Schluß-
regel nichts ausgesagt, genau wie man über den Wahrheitsgehalt der Kon= 
klusion allein nichts aussagen kann. 
Bei der Anwendung von Schlußregeln — wie überhaupt bei allen logischen 
Untersuchungen — wird von der inhaltlichen Bedeutung der Aussagen ab -
strahiert und nur ihr Wahrheitswert als wesentlich angesehen. 
Weil eine konkrete Aussage aus unterschiedliehen Prämissen gewonnen werden 
kann, ist es nicht hinreichend, bei einem Schluß, der die konkrete Aussage 
als Konklusion enthält, die Falschheit der Prämisse nachzuweisen, um damit 
von der Falschheit der Konklusion überzeugt zu sein. Die Wahrheit der Kon-
klusion könnte sich auch aus der Wahrheit einer anderen Prämisse durch 
Anwendung einer gültigen Schlußregel ergeben. 

5.3. Spezielle Schlußregeln 

Im Teil A 5.3. beschäftigen wir uns mit einigen gültigen Schlußregeln. Den Nach-
weis, daß es sich um gültige Regeln handelt, überlassen wir dem Leser. 

Um die in der Fachsprache übliche Formulierung der gültigen Regeln zu ver-
stehen, wollen wir die Klärung einiger Begriffe voranstellen. 

DEFINITION 1 (5.3.) - Beweis 
Unter einem Beweis einer Aussage A versteht man eine 
endliche Kette von Umformungen, die mit Hilfe gültiger 
Schlußregeln vorgenommen werden und die von wahren 
oder als wahr angenommenen Aussagen ausgehen und 
zu .der Aussage A führen. 

Mit dem Begriff des Beweises wird in der Umgangssprache oft der Begriff der 
Ableitung identifiziert. Das ist jedoch nicht zulässig. Der Begriff der Ableitung 
ist umfassender als der des Beweises. Jeder Beweis ist also eine Ableitung, aber 
nicht jede Ableitung ist ein Beweis. 

Während ein Beweis die Wahrheit der Ausgangsaussagen (Prämissen) verlangt, 
wird die Wahrheit der Ausgangsaussagen bei einer Ableitung nicht gefordert. 
Man will bei einer AblPitung nur feststellen, ob aus gegebenen. Prämissen eine be-
stimmte Konklusion mit Hilfe gewisser Schlußregeln ableitbar ist. 

Die Reihenfolge der 'gültigen Schlußregeln, die hier ausgeführt werden, entspricht 
der Reihenfolge der behandelten Aussagenfunktionen. Sie gibt keine Rangfolge 
bezüglich der Bedeutung für das Beweisen von Sätzen oder für das Erarbeiten 
der anderen gültigen Schlußregeln an. Bei der Aufführung der. Regeln halten wir 
uns an die in der Fachsprache übliche Bezeichnungsweise. 
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5.3. 

I' a) Schluß auf eine Negation 
Wenn aus gegebenen Voraussetzungen und einer Aussage Al ein- Widerspruch 
folgt, so ist aus den gegebenen Voraussetzungen die Aussage „nicht Al" beweis-
bar. 
Der Schläß auf eine Negation wird bei den indirekten Beweisen, die wir im Teil 
A 5.5. behandeln, angewandt. 

I b) Schluß aus einer Negation 
Aus „nicht (nicht A1)" ist die Aussage Al beweisbar. 
Zu dieser Schlußregel gehört die folgende Schlußfigur. 

1\1 ("P) 
p 

Diese Schlußfigur erscheint selbstverständlich (ir 59). Dennoch ist es erforderlich, 
den entsprechenden Ausdruck, also p)) --> p, mit Hilfe einer Wahrheits-
werttabelle zu prüfen. 

II a) Schluß auf eine Konjunktion 
Wenn auß gegebenen Voraussetzungen die Aussage Al beweisbar ist und wenn aus 
den gegebenen Voraussetzungen die Aussage A2 beweisbar ist, so ist aus denselben 
Voraussetzungen die Aussage „Al und A2" beweisbar. 
Die Schlußfigur sieht wie folgt aus. 

p 
P ---> q oder 
p --> r 
q A r q Ä r 

II b) Schluß aus einer Konjunktion 
Wenn aus gegebenen Voraussetzungen die Aussage „A1 und A2" ‚beweisbar ist, 
so ist aus diesen Voraussetzungen die Aussage Al beweisbar und aus denselben 
Voraussetzungen auch die Aussage A2 beweisbar. 
Wir erhalten dazu zwei Schlußfiguren, weil man aus einer wahren Konjunktion 
auf die Wahrheit der einzelnen Glieder der Konjunktion schließen kann. 

p q ; p q 

I11 a) Schluß auf eine Alternative 
Wenn aus gegebenen Voraussetzungen die Aussage Al beweisbar ist, so ist aus 
diesen Voraussetzungen auch die Aussage „A1 oder A2" beweisbar. 
Diese Regel sagt aus, daß man aus der. Wahrheit einer Aussage A stets auf die 
Wahrheit einer beliebigen Alternative schließen kann, die A als Alternativglied 
enthält. Die entsprechenden Schlußfiguren sehen wie folgt aus. 

oder 
p v q p v q 

III b) Schluß aus einer Alternative 
Wenn aus gegebenen Voraussetzungen die Aussage „A1 oder A2" beweisbar ist 
und wenn aus diesen Voraussetzungen und der Aussage Al eine Aussage A3 be-
weisbar ist und wenn aus diesen Voraussetzungen und der Aussage A2 die Aus-
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sage A 3 beweisbar ist, so ist allein aus den gegebenen Voraussetzungen die Aus-
sage A3 beweisbar. 
Das ist der Schluß aus einer Alternative, der auf Fallunterscheidungen,führt. 

Beweis der Wahrheit (Richtigkeit) der Aussage A3: 
Aus der Wahrheit der Aussage „A1 oder A 2"  nimmt man folgende Fälle an. 

Fall 1: Die Aussage Al ist wahr. 
Dann wird die Wahrheit der Implikation „wenn A1, so A3" bewiesen. 
Nach der Abtrennungsregel ist dann A3 wahr. 

Fall 2: Die Aussage A 2 ist wahr. 
Dann wird die Wahrheit der Implikation „wenn A 2, so A 3"  bewiesen. 
Nach der Abtrennungsregel ist dann A 3 wahr. 

Damit ist A g bewiesen. Die entsprechende Schlußfigur dieser Schlußregel sieht wie 
folgt aus. 

pvq 
p ---> 
q -->- r 

Man kann sich leicht davon überzeugen, daß es nicht ausreicht, nur einen Fall 
zu untersuchen, denn die folgenden Schlußregeln sind nicht gültig. 

pvq pvq 
p --> r . bzw.. q ---> r 

r r 

Die Schlußfiguren 

pvq pvq 
/NJ p Nq 

q p 
sind dagegen' Schlußfiguren gültiger Schlüsse aus einer Alternative, Wes man 
leicht nachprüfen kann. 

IV a) Schluß auf eine Implikation 
Wenn aus gegebenen Voraussetzungen und der Aussage Al die Aussage A 2 be-
weisbar ist, so ist allein aus den gegebenen Voraussetzungen die Implikation 
„wenn A1, so Ag" beweisbar. 
Hier wird zum Ausdruck gebracht, daß man die Implikation „wenn A1, so Ag"

bewiesen hat,. wenn aus der Annahme der Wahrheit von Al und den gegebdnen 
Voraussetzungen die Wahrheit von A 2 folgt. Wenn ein Satz in der Form „wenn 
A1, so Ag"  vorliegt, so wollen wir — in Anlehnung an die Lehrbücher der allge-
meinbildenden polytechnischen Oberschule — A, auch als Voraussetzung und A 2

als Behauptung dieses Satzes bezeichnen (/' Teil A 5.5.). 

IV b) Schluß aus einer Implikation 
Wenn aus gegebenen Voraussetzungen die Aussage „wenn A1, so A 2"  beweisbar 
ist und aus diesen Voraussetzungen die Aussage Al beweisbar ist, so ist aus den 
Voraussetzungen die Aussage A 2 beweisbar. 
Diese Schlußregel ist die bereits behandelte Abtrennungsregel. Als Schlüsse aus 
einer Implikation kann man z. B. auch solche ansehen, die auf der Grundlage 
folgender Schlußfiguren durchgeführt werden. 
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p -> q' 
q oder p•--› q 

ti .p 

V a). Schluß auf eine Äquivalenz 
Wenn aus gegebenen Voraussetzungen die Aussage „wenn A1, so A2" beweisbar 
ist und wenn aus den gegebenen Voraugsetzungen die Aussage „wenn A2, SO 
Al" beweisbar ist, so ist aus den gegebenen Voraussetzungen die Aussage „A, 
genau dann, wenn A2" beweisbar. 
Auf der Grundlage unserer Kenntnisse über die Äquivalenz wird die Aufstellung 
der Schlußfigur zu dieser Schlußregel keine weiteren Schwierigkeiten bereiten. 

V b) Schluß aus einer Äquivalenz 
Wenn aus gegebenen Voraussetzungen die Aussage „ «.21.1 genau dann, wenn A2" 
beweisbar ist, so ist aus diesen Voraussetzungen die Aussage „wenn A1, so A2" 
und auch die Aussage „wenn A2, so A1" beweisbar. 
Außerdem gibt es noch weitere Möglichkeiten, aus einer Äquivalenz zu schließen, 
beispielsweise nach Schlußregeln, die in Form von Schlußfiguren hier angedeutet 
werden. 

P q 

q' 

""q --> '"`"P 

Außer den angeführten Schlußregeln gibt es auch noch weitere, auf die wir hier nicht 
eingehen. Es sei nur erwähnt, daß man aus jeder aussagenlogischen Identität, die in 
Form einer Implikation gegeben ist, eine gültige Schlußregel gewinnen kann. Für das 
Führen von Beweisen benötigen wir noch Regeln, die wir mit den Mitteln der Aussagen-
logik nicht mehr angeben können. Mit diesen beschäftigen wir uns im Teil A 5.4. 

5.4. Prädikatenlogisches Schließen 

Bei der Behandlung der Schlußregeln haben wir bisher nur Aussagen untersucht. 
Es fragt sich nun, ob die Schlußregeln ihre Gültigkeit ceuch dann behalten, wenn in 
ihnen an Stelle von Aussagen Aussageformen vorkommen. 
Wir gehen von einem Schluß aus, dessen Gültigkeit wir ohne besondere Schwierig-
keiten aus unserem Erfahrungsbereich bestätigen können. 

BEISPIEL 1 (5.4.): 
„Wenn ein Gegenstand aus Stahl, ist, so wird ,dieser vom Magneten angezogen." 
„Rasierklingen sind aus Stahl." 
„Folglich werden Rasierklingen vom Magneten angezogen." 

Es hat den Anschein, als hätten wir es im Beispiel 1 (5.4.) mit der Abtrennungs-
regel zu tun. Bei genauerer Untersuchung zeigt sich jedoch, daß hier zwei Schlüsse 
enthalten sind. 
Es kommen Aussageformen über dem Grundbereich "Gegenstände" vor. 

H1(g): „g ist aus Stahl." 
H2(g): „g wird vom Magneten angezogen." 
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5.4. 

Die Erfüllungsmenge von H1(g) ist in der Erfüllungsmenge von H2(g) enthalten. 
Jede Belegung, die H1(g) erfüllt, erfüllt auch H2(g). , Belegt man g mit einem 
Element aus der Menge der Rasierklingen, so wird H1(g) und damit auch H2(g) 
wahr. 
Die Sachverhalte lassen sich zeichnerisch leicht darstellen (71iBild 88/1). 

z of// :44eir
7,„--"" 

88/1 

Grundbereich: 
Gegenstände 

gfgenstände, die 
ein Magnet anzieht 

Gegenstände -aus Stahl 

Rasierklingm 

Für alle Gegenstände g gilt: 
Wenn g aus Stahl ist, so wird g vom Magneten angezogen. 
Die symbolische Darstellung lautet: 

V elt(g) - Ha(9)) 
Das ist eine wahre Aussage. 
Auf Seite 68 hatten wir das prädikatenlogische Gesetz 

V X H(x) --> H(a) 
kennengelernt. Aus ihm erhält man die Schlußregel 

V x H(x) 
H(a) 

Wenden wir sie an, so können wir aus 

auf 
H1(r) --> H2(r) 

schließen, wobei r Variable für Rasierklingen ist. 
Es ergibt sich nach diesem Schluß zunächst also die Konklusion 

„Wenn r aus Stahl ist, so wird r vom Magneten angezogen". 
Nun gilt aber H1(r), denn Rasierklingen sind aus Stahl, also können wir die Ab-
trennungsregel anwenden und erhalten die Konklusion H2(r). 
Die aussagenlogischen Schlußregeln behalten ihre Gültigkeit auch dann, wenn 
wir an die Stelle von Wahrheitswertvaxiablen der Aussagen Aussageformen 
setzen, wie wir am Beispiel der Abtrennungsregel erkannt haben. Dennoch 
bedeutet das prädikatenlogische Schließen mehr als das einfache Anwenden der 
Schlußregeln der, Aussagenlogik für Aussageformen. Das prädikatenlogische 
Schließen geht über das aussagenlogische Schließen hinaus, da bei diesem sowohl 
Gesetze der Aussageniogik als auch Gesetze der Prädikatenlogik angewandt 
werden. 

Aus allgemeingültigen prädikatenlogischen Implikationen und Äquivalenzen ge-
winnt man — ähnlich wie in der Aussagenlogik — Schlußregeln. 

V g(Hi(g) -› H2(g)) 
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VI a) Schluß auf „für jedes" 
Wenn eine Aussage H(a) für ein beliebiges a beweisbar ist, so ist die Aussage 
„für jedes x gilt H(x)" beweisbar. 

Die Bedeutung dieses Schlusses kann man bei Beweisführungen im Verlaufe der 
gesamten Mathematikausbildung verfolgen und erkennen. Wir haben es hier mit 
einer Verallgemeinerung zu tun. 
Große Bedeutung hat auch folgende Schlußregel. 

VI b) Schluß aus „für jedes" 
Wenn die Aussage „für jedes x gilt H(x)" beweisbar ist, so ist die Aussage H(a) 
für ein beliebiges Individuum a beweisbar. 

VII a) Schluß auf „es gibt ein" 
Wenn sich ein Individuum angeben läßt, so daß die Aussage H(a) beweisbar ist; 
so ist die Aussage „es gibt ein x, für das H(x) gilt" beweisbar. 

Diese Schlußweise ist die Grundlage von sögenannten Existenzbeweisen. 
Ein Existenzbeweis läßt sich auch durch Schließen auf eine Verneinung durchfüh-
ren, indem man die Annahme „es gibt kein x, für das H(x) gilt" zum Widerspruch 
führt. 

VII b) Schluß aus „es gibt ein" 
Wenn die Aussage „es gibt ein x, für das H(x) gilt" beweisbar ist, dann ist H(a) 
beweisbar, wobei vorausgesetzt wird und in allen folgenden Überlegungen zu be-
achten ist, daß mit a ein Element gemeint ist, für das H(a) gilt. Die ,Variable a 
ist also hier keine freie Variable (wie etwa in der Schlußregel VI b)), sondern eine 
sogenannte markierte (an bestimmte Voraussetzungen gebundene) Variable, in 
die man nicht beliebig einsetzen kann. 

Aus den auf den Seiten 68 f. angeführten prädikatenlogischen Äquivalenzen kann 
man gültige Sehlußregeln aufstellen. 
Für die Äquivalenz unter 1. (zr 68) lauten diese Schlußregeln beispielsweise: 

V x• H(x) ti 3 x H(x)) 
ti 3 x 

und 
H(x)) V x H(x) 

Bemerkung.: 
In der traditionellen Logik hat man ein besonderes Augenmerk den sogenannten 
Syllogismen gewidmet. Diese sind mittelbare Schlüsse, bei denen von zwei Aussagen 
auf eine dritte geschlossen wird, wobei die beiden Teilprä missen durch einen sogenann-
ten Mittelbegriff in einem bestimmten Zusammenhang stehen müssen. 

Die Anwendung der Schlußfiguren erfolgt im Rahmen der Beweisverfahren im 
Teil A 5.5. 

5.5. Beweisverfahren 

Zu den Beweisverfahren, wie sie in vielen Bereichen der Mathematik angewendet 
werden, gehören der direkte Beweis und der indirekte Beweis. (Hier sei be-
merkt, daß der Beweis durch vollständige Induktion auch zu den direkten Be-
weisen gehört.) 
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Im Teil A 5.5. werden einige Grundlagen des direkten und des indirekten Beweises 
erläutert. Das Beweisverfahren der vollständigen Induktion ist im Teil C 11.1. dar-
gestellt. 
Auf die Notwendigkeit des Beweisens und die im Lehrplanwerk der allgemein-
bildenden polytechnischen Oberschule erhobenen Forderungen über das Beweisen 
gehen wir hier nicht ein. 
Wenn man eine mathematische Aussage beweisen will, sollte man sie, wenn es 
möglich ist (das ist, nicht immer der Fall), in Form einer Implikation wiedergeben. 
Diese implikative Darstellung einer mathematischen Aussage ermöglicht dann das 
Bilden der Umkehrung(en) dieser Aussage. 
Wir haben bereits darauf hingewiesen, daß man das Vorderglied eines in Form 
einer Implikation gegebenen Satzes als Voraussetiung und das Nachglied als 
Behauptung bezeichnet. Beim Vorderglied der Implikation müßte man deutlicher 
von einer Voraussetzung sprechen, denn es werden im allgemeinen noch weitere 
Voraussetzungen nötig sein, um beim eigentlicher} Beweis auf die Behauptung 
zu schließen. 

Mit den bisherigen Ausführungen wurden bereits die Gliederung und die Reihen-
folge der Teilschritte des Beweises eines Satzes angedeutet. Jeder Beweis 'gliedert 
sich — schon bei EIJKLID - in 
das Ermitteln der Voraussetzung, 
das Feststellen der Behauptung und 
das Führen des Beweises. 
Für das Beweisen eines Satzes ist das Aufstellen von Voraussetzungen und Be-
hauptung eine erste Aufgabe: Dabei ist man bestrebt, in die Voraussetzung 
mögliche die zweckmäßigsten Fakten aufzunehmen. 

5.5.1. Der direkte Beweis 

Das Wesen eines direkten Beweises besteht darin, daß aus den bereits bewie-
senen, als wahr anerkannten oder als• wahr angenommenen Voraussetzungen 
mit Hilfe von gültigen Schlußregeln nach einer endlichen Anzahl von Schritten die 
Behauptung gewonnen wird. 

BEISPIEL 1 (5.5.): 
Satz: In jedem Parallelogramm halbieren die Diagonalen einander. 
Wir'formen den Satz in eine Aussage um; die eine Implikation enthält. 
Für alle Vierecke gilt: 

Wenn das Viereck ein Parallelogramm ist, so halbieren seine Diagonalen einander. 
Nach der Schlußregel aus einer Allaussage (/ 89, VI b)) ist es statthaft, den 
Beweis für ein beliebiges Parallelogramm zu führen. 

Voraussetzung (V): Gegeben sei ein beliebiges Parallelogramm A.BCD. Der 
Schnittpunkt von AC und BD sei M. 

(V1) Satz: In jedem Parallelogramni sind die Gegenseiten kongruent. 
(V3) Satz: Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen sind kongruent. 
(V3) Satz: Dreiecke sind genau dann kongruent, wenn sie in den 

Längen aller Seiten und den Größen aller Winkel über-
einstimmen. 
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(V4) Kongruenzsatz : Dreiecke, die in der Länge einer Seite und den Größer: der 
dieser Seite anliegenden. Winkel übereinstimmen, sind 
kongruent. . 

(V5) Definition: Ein Viereck mit zwei Paaren paralleler Seiten nennt man 
Parallelogramm. 

Die Voraussetzungen V1, V2, . . . , V, gehören nicht zu den unmittelbaren Vor-
aussetzungen des Satzes. Man fügt-oft bereits bewiesene Aussagen beim Schließen 
bzw. Beweisen zu der (den) Prämisse(n) hinzu, um das Beweisverfahren zu ver-
kürzen. Wenn man, aus den Axiomen der entsprechenden. Theorie direkt schließen 
!aüßte, könnten viele Beweise von Sätzen wegen ihrer Länge nicht geführt werden. 
Bei Hinzunahme weiterer Definitionen oder bereits bewiesener Aussägen zur 
Prämisse wählt man die jeweils zweckmäßigsten aus. 

Es ist eine Allaussage zu beweisen. 
Nach dem Schluß auf „für jedes" genügt es, folgendes zu beweisen. 

Die Diagonalen AC und BD halbieren einander. 

Behauptung: AM -2f. MG und BM 

Beweis: Wegen Schlußfigur 

Wenn 0 ABCD ein Paralellogramrn ist, 
so ist AB r.=: ._ CD. 
D ABCD ist ein Parallelogramm. 

(V1) 
Schluß VIb)

(V) 

p -- q

p (1) 

AB 2- -.. CD . q 

Wenn 0 ABCD ein Parallelogramm ist, 
so ist AB II CD . 
0 ABCD ist ein Parallelogramm. 

(V5) 

(V) 

p -. r 

p ' (2) 
ABI! CD 

Wenn A.B II CD, so .XMDC T----. <XMBA 
und <XIV/ CD .-2--• MA.B . 

AB ii CD 

(V2) 
- 

(2) 

r -. (8 n t) 

r (3) 
ellIDC .-." <XMBA und <XMCD ---• 4:MAB 8 n t 

Wenn. AB .21. CD und *MDC -.._•-...• MBA 
und -2MCD r-t.' -MA.B, 
so AABM 5.•-- ACDM . 
AB •L=-_-• CD und 4.MDC -_--A• eMBA und 
<XMCD ••••• <XMAB 

(V4) 

(1); (3) 

(q A 8 n t)-!. u 

qA8Ag (4) 

pABM ..::=-2. ACDM e. 

Wenn pABM ^...• ACDM, (V3) 

(4) 

u -. (v A w) 

u (5) 

so AM .1›.-_• MC und BM- MD. 
pABM ACDM 

,21111--- NC und BM 52:2_ MD V A W 

q. e. d. 
Damit wurde die Implikation „Wenn ein Viereck ein Parallelogramm ist, so hal-
bieren seine Diagonalen einander" bewiesen. Der Beweis wurde für ein beliebiges 
Parallelogramm erbracht. 
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5.5. 

Nach dem Schluß (VI a) gilt die Behauptung für jedes Viereck, das ein Parallelo-
gramm ist. 

. Zum Beweis im. Beispiel 1 (5.5.) wurde — im Gegensatz zur üblichen Verfahrens-
weise — keine Skizze angefertigt, wenn auch eine treffende Skizze oft das Beweisen 
erleichtert und Denkanregungen gibt. Bei grundsätzlichen Zusatzvereinbarungen 
kann auch in der Geometrie ein exakt aufgebauter Beweis ohne eine Skizze ge-
führt werden. Manchmal verleitet sie nämlich dazu, Eigenschaften einer Figur 
zu entnehmen, die diese Figur nicht besitzt, vor allem dann, wenn man spezielle 
Figuren zugrundelegt. 
Grundsätzlich ist gegen das Anfertigen einer Skizze auch im Mathematikunterricht 
nichts einzuwenden, wenn die Schüler daran gewöhnt sind, jeden Schritt des Be-
weises exakt zu begründen. 

Beweise werden in der Praxis nicht in einer solchen ausführlichen Form wie im 
Beispiel 1 (5.5°.) geführt. Man schreibt gewöhnlich nicht alle Voraussetzungen 
(V1, V2, , V„) auf. Die Begründung der einzelnen Schritte wird ebenfalls in 
abgekürZter Form angegeben. Bei geometrischen Beweisen werden in unserer 
Schule Skizzen angefertigt und Bezeichnungen aus den Skizzen entnommen. 
Dies geschieht z. T. deshalb, weil mhn dadurch Zeit und Schreibarbeit einspart. 
Ein weiterer Grund, weshalb man nicht alle Voraussetzungen anführt, ist darin zu 
suchen, daß man beim Beginn einer Beweisführung noch nicht übersehen kann, 
welche wahren Aussagen man als Voraussetzungen dafür benötigen wird. Wir 
verzichten im folgenden auch auf die Zuordnung der entsprechenden Schluß-
figuren und somit auf die lückenlose Angabe der Beweiskette, wobei wir uns stets 
den gesamten Denkablauf auch ohne die ausführliche Darstellung der einzelnen 
Beweisschritte bewußtmachen sollten. 

In vielen Fällen werdeü Umkehrungen zu Sätzen gebildet und diese dann ebenfalls 
bewiesen. Wir weisen in diesem Zusammenhang darauf hin, daß in der Mathe-
matik der Begriff der Umkehrung eines Satzes mit der Konversion der Implikation 
nicht in jedem Falle übereinstimmt (7 [13], Seite 891). 

Um die Beziehungen zwischen Satz und Umkehrung des. Satzes zu verdeutlichen, 
führen wir einige. Beispiele mit Angabe der entsprechenden Voraussetzungen und 
Behauptungen in der Tabelle auf Seite 93 an. Es werden dabei Aussageformen an-
geführt, die leicht auf die Struktur „aus . . . folgt . . ." gebracht werden können. 
Man erkennt auch hieran deutlich, daß eine Umkehrung stets eine neue Aussage 
ist, die bewiesen werden muß, wenn man sie als gültig ansehen soll. 
Man beachte besonders die Struktur im Beispiel (3). 

S: (p g)—> r r --> (P A q) 
1J2: (p r) ---> q 
U3: (q n r) —> p 

Wir wollen nunmehr die Umkehrung des Satzes im Beispiel 1 (5.5.) formulieren 
und auch beweisen. Dabei demonstrieren wir eine mögliche Kurzform des direkten 
Beweises, wie sie später angewandt werden könnte.. In der Praxis werden leider 
oft die Schlüsse atü' die Allaussage und aus der Allaussage (7 VI a) und VI b) 
auf Seite 89) weggelassen. Man muß darauf achten, daß diese Schlußweisen 
mitgesprochen werden. 

Umkehrung des Satzes: 

92 

Für alle Vierecke gilt: 
Wenn die Diagonalen des Vierecks einander halbieren, 
so ist das Viereck ein Parallelogramm. 



S: Satz 
U: Umkehrung des Satzes Voraussetzung Behauptung 

(1) 

S: Wenn a ein rechter Winkel ist, so ist 
a einem seiner Nebenwinkel kongruent. 

a ist ein rechter Winkel. a ist einem seiner Nebenwinkel 
kongruent. 

U: Wenn a einem seiner Nebenwinkel kon- 
gruent ist, so ist a ein rechter Winkel. 

a ist einem seiner Nebenwinkel 
kongruent.

a ist ein rechter Winkel. 

(2) 

S: Wenn das Viereck ABCD ein Rhombus 
ist, so stehen seine Diagonalen senk- 
recht aufeinander. 

Das Viereck ABCD ist ein 
Rhombus. 

Die Diagonalen des Vierecks ABCD 
stehen senkrecht aufeinander. 

U: Wenn die Diagonalen des Vierecks 
ABCD senkrecht aufeinander. stehen, 
so ist das Viereck ein Rhombus. 

Die Diagonalen des Vierecks 
ABCD stehen senkrecht auf- 
einander. 

Das Viereck ABCD ist ein Rhom-
bus. 

(3) 

• 
S: Wenn zwei Dreiecke in je einer Seite 

und den entsprechenden Höhen über- 
einstimmen, so sind sie flächengleich. 

Zwei Dreiecke stimmen in je 
einer Seite und den entspre 
chenden Höhen überein. 

Die Dreiecke sind flächengleich. 

U1: Wenn zwei Dreiecke flächengleich sind, 
so stimmen sie in je einer. Seite und in 
den entsprechenden Höhen überein. ' 

U 2 : Wenn zwei Dreiecke in je einer Seite 
übereinstimmen und flächengleich sind, 
so stimmen sie in den den Seiten_ ent- 
sprechenden Höhen überein. 

_U3: 'Wenn zwei Dreiecke in je einer Höhe 
übereinstimmen und flächengleich sind, 
so stimmen sie in den den Höhen ent- 
sprechenden Seiten überein. 

Zwei Dreiecke sind flächen- 
gleich. 

Zwei Dreiecke stimmen in je 
einer Seite überein und sind 
flächengleich. 

Zwei Dreiecke stimmen in je 
einer Höhe überein und sind 
flächengleich. 

, 

Die Dreiecke stimmen in je einer 
Seite und den entsprechenden 
Höhen überein. 
Die Dreiecke stimmen in den den 
(gegebenen) Seiten entsprechenden 
Höhen überein. 

Die Dreiecke stimmen in den den 
Höhen entsprechenden Seiten 
überein. 



Genau genommen wird die Umkehrung der entsprechenden A.ussageform, gebildet 
und gezeigt, daß sie im Bereich der Vierecke allgemeingültig ist. 

Vorecusützung : 

Behauptung 

Gegeben sei ein beliebiges Viereck ABCD. 
M sei der Mittelpunkt der Strecken AC und BD, 
das heißt, AM ••=e MC und BM = MD. 
Das' Viereck ABCD ist ein Parallelogramm. 

Beweis: AM = MC (nach Voraussetzung) 
BM r=-• MD (nach Voraussetzung) 

AMB = DMC (Scheitelwinkel) 
A AMB rgt- A CMD (Kongruenzsatz SWS) 

Daraus folgt •:  M AB ,2' -• <2,c MCD (wegen der Dreieckskongruenz) 
und daraus AB fl CD (nach Wechselwinkelsatz, 

weil <X MAB und <X MCD kongruente Wechselwin.kel sind), 
Analog gilt A AND = A BMC , (Kongruenzsatz SWS). 
Daraus folgt •( MAD <;(- MCB (wegen der Dreieckskongruenz) 
und daraus » AD BC (nach Wechselwinkelsatz, 

weil •C MAD und <X MCB kongruente Wechselwinkel sind). 
Aus AB ll CD und AD II BO folgt nach Definition des Parallelogramms die Be-
hauptung. 

Damit ist nach IV a) die Implikation bewiesen und nach dem Schluß auf eine All-
aussage (71 VI a)) die Umkehrung des•Satzes wahr. q. e. d. 
Gezeigt wurde: 
(1) „Für alle Vierecke V gilt: 

Wenn das Viereck V ein Parallelogramm ist, 
so halbieren seine Diagonalen einander" 

und 
(2) „Für alle Vierecke V gilt: 

Wenn die Diagonalen von V einander halbieren, 
so ist V ein Parallelogramm". 

Wir haben also die Aussage 

V V H1(V) A V V 1-12(V) 

bewiesen. 
Hieraus ergibt sich nach dem entsprechenden prädikatenlogischen Gesetg (Ver-
teilungsgesetz für V): 

VV (Hi( V) A H2CV)) . 

Das ist eine Äquivalenz, da H1( V) eine Implikation und H2 (V) ihre Konversion ist 
(Schluß auf eine Äquivalenz). 

Wir haben also folgenden Satz erhalten. 
Für alle Vierecke gilt: 
Ein, Viereck ist genau dann ein Parallelogramm, wenn seine Diagonalen einander 
halbieren., 

Damit haben wir einen neuen Satz erhalten. 

Wenn dagegen ein zu beweisender Satz gegeben ist, der die Struktur einer Äqui-
valenz hat, so sind nach dem Schluß aus einer Äquivalenz V b)) zwei Sätze zu 
beweisen. (Man muß eine Implikation und ihre Konversion beweisen.) Ist das 
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erfolgt, so ist nach dem Schluß auf eine Äquivalenz (/ V a)) der ursprüngliche 
Satz bewiesen. 

In eilgen Fällen ist es zweckmäßig, nicht den Satz in seiner ursprünglichen Form, 
sondern die aussagenlogisch gleichwertige Kontraposition zu beweisen. Dieses 
Vorgehen erweist sich vor allem beim Beweisen der Umkehrung eines Satzei als 
vorteilhaft, da nian hier manchmal dem Beweisgedanken für den ursprünglichen 
Satz in analoger Weise folgen kann.. 

In einzelnen Fällen ist es auch möglich, die Behauptung durch Umformungen in 
äquivalente Aussagen 'auf eine wahre Aussage zurückzuführen.. Dieses Vorgehen 
ist ein gültiges Beweisverfahren. 
Im Grunde genommen erfolgt hier eine Umformung von Aussageformen in dazu 
äquivalente. 

BEISPIEL 3 (5.5.) : 
Voraussetzung : 

Behauptung: 

Beweis : 

Für alle x € P gilt: sin g x 00O x = 1. 

Für alle x ; (2 n + 1) und n € G> gilt: 

1 
1 + tan2 x 

cos2 x 

Für alle x (2 n + 1) gilt: cos2 x sin2 x = 1 

genau dann, wenn 

für alle x 
2 
—(2 n 1) gilt: cos2 x cos2 x • tan2 x=1 

genau dann, wenn 

für alle x 2(2 n + 1) gilt: cosa x (cos x • tan x)2 =1 

genau dann, wenn 

für alle x i t  (2 n + 1) gilt: 1 + tan2 x = . 
cos2 x 

Das ist nach Voraussetzung eine wahre Aussage. Also ist wegen der Umformungen 
in äquivalente Aussagen die Behauptung eine wahre Aussage. q. e. d. 

Bei dieser Art der Beweisführung muß man sich ständig davon überzeugen, daß 
die Äquivalenzen wahr sind. Das ist oft sehr schwer und nicht immer möglich. 
Im allgemeinen darf man nämlich bei einem Beweis nicht von der Behauptung 
ausgehen. Dem Beweis im Beispiel 3 (5.5.) liegt eine verallgemeinerte Schlußregel 
von 

•-• q 
q 
p 

zugrunde. 
Die' zu beweisenden Aussagen sind oft in Form von Allaussagen 'formuliert bzw. 
können so formuliert werden. Dabei kann es vorkommen, daß eine solche Aussage 
falsch ist. Der Nachweis dafür, daß eine _Allaussage falsch ist, kann durch ein 
einziges Gegenbeispiel erbracht werden. 
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5.5. 

BEISPIEL 4 (5.5.): 
Für alle Vierecke gilt: 
Wenn die Diagonalen des Vierecks senkrecht aufeinander stehen, so ist das Viereck 
ein _Rhombus. 

Durch Angabe eines Drachenvierecks, das kein Rhombus ist, wird die obige All-
aussage widerlegt. 

x (Hi(x)-->- H2(x)) erweist sich als falsch, wenn 
3 x (H1(x) A ti H2(x)) wahr ist. 

Im allgemeinen ist die Angabe von Beispielen bei Allaussägen nicht beweiskräftig. 
Durch Beispiele können höchstens Vermutungen für Allaussagen aufgestellt 
werden (oder Allaussagen widerlegt werden). 
Etwas anderes ist es, wenn sich eine Allaussage auf endlich viele Objekte bezieht. 
In diesem Falle könnte durch vollständige Angabe der Objekte und Untersuchung 
des betreffenden Sachverhalts festgestellt werden, ob die Allaussage wahr ist. 
Man spricht in solchen Fällen von einem Beweis durch Verifikation. 
Diese Beweise haben die Schlußregel III b) (,7 85 f.) als Grundlage und können 
sehr umfangreich sein. Einen solchen Beweis finden wir im Beispiel 7 (5.5.) 
(2r 97 f.). 

5.5.2. Der indirekte Beweis 

Wie bei jedem anderen Beweisverfahren läßt sich auch hier eine Gliederung in 
Voraussetzung, Behauptung und eigentlichen Beweis angeben. 
Beim Beweis der Behauptung geht man von einer sogenannten Annahme aus, 
die durch Negation der Behauptung gebildet wird. Aus der Annahme schließt man 
mit gültigen Schlußregeln so lange weiter, bis ein Widerspruch zur Voraussetzung 
(zu einer wahren Aussage oder allgemeingültigen Aussageform) oder zur Annahme 
gefunden ist. (Hier bricht die praktische Beweisführung ab.) Da auf Grund des 
Satzes vom ausgeschlossenen Widerspruch eine Aussage und ihr Negat nicht 
gleichzeitig wahr sein können, ist wegen des Satzes vom ausgeschlossenen 
Dritten die Annahme falsch und das Negat der Annahme — also die Behauptung —
wahr (2r 85, Schlußregel I a)). 

`BEISPIEL 5 (5.5.) : 
Es wird ein Widerspruch zur Voraussetzung hergeleitet. 
Satz: Ein ungleichseitiges Dreieck kann nicht in zwei kon-

gruente Teildreiecke zerlegt werden. 
Implikation: Wenn ein Dreieck ungleichseitig ist, so kann es nicht 

in zwei kongruente Teildreiecke zerlegt werden. 

Voraussetzung: Das gegebene Dreieck ABC sei ungleichseitig. 

Behauptung: A ABC kann nicht in zwei kongruente Teildreiecke zer-
legt werden. 

Beweis indirekt 
Annahme: A ABC kann in zwei kongruente Teildreiecke zerlegt 

werden. 
Wenn A ABC in zwei kongruente Teildreiecke zerlegbar ist, so gibt es eine Ver-
bindungsstrecke zwischen einem Eckpunkt und einem Punkt der entsprechenden 
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Gegenseite, so daß das A ABC wie verlangt zerlegt wird. Die Verbindungsstrecke 
heiße CD (sie könnte auch AD oder BD heißen — am Beweisgedanken ändert sich 
nichts). Also ist A ADC = A DBC. 
Dann liegen der gemeinsamen Seite CD in den kongruenten Dreiecken .auch 
kongruente. Winkel gegenüber, also CAD -^2 •:X CBD. Damit hat A ABC aber 
zwei kongruente Winkel. Weil in, einem Dreieck. kongruenten Winkeln auch kon-
gruente Seiten gegenüberliegen, ist AC r=t BC. Also ist A ABC gleichschenklig. 
Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, daß A ABC ungleichseitig ist. 
Auf Grund des Widerspruchs schließen wir weiter: Die Annahme — A ABC ist 
gleichschenklig — ist-also falsch. 
Da aber nach gültigen Schlußregeln geschlossen wurde (die auf allgemeingültigen 
Implikationen beruhen), muß der Ausgangspunkt, die Annahme, auch falsch sein 
und damit die Negation der Annahme, die Behauptung, wahr sein. Da der Nach-
weis für ein beliebiges ungleichseitiges Dreieck ABC erbracht wurde, gilt die Be-
hauptung für alle derartigen Dreiecke. 

BEISPIEL 6 (5.5.): 
Es wird ein Widerspruch zur Annahme hergeleitet. 
Satz: Es gibt keine größte Primzahl. 

(Diesen Satz findet man auch in der Form: Es gibt 
unendlich viele Primzahlen.) 
Als bekannt wird die Definition des Begriffs „Primzahl" 
im Bereich der natürlichen Zahlen vorausgesetzt. 

Behauptung: Es gibt keine größte Priinzahl. 
Beweis indirekt: 
Annahme: Es ist nicht wahr, daß es keine größte Primzahl gibt, 

d. h., es gibt eine größte Primzahl. 
Sie heiße z. 

Wenn es eine größte Primzahl gibt, dann bilde man das Produkt aller Primzahlen 
von der kleinsten bis zur größten. Dieses Produkt bezeichne man mit a. Dann ist 

a 2 • 3 • 5 • 7 • . . . • z 
Wenn man zu a jetzt 1 addiert, so ist a 1 durch keine der bisherigen Primzahlen 
teilbar. Die Summe a 1 läßt bei Division durch jede der im obigen Produkt 
erfaßten Primzahlen den Rest 1. 
Also läßt sich a 1 durch eine Primzahl p dividieren, die nicht in a als Faktor 
enthalten ist — im Widerspruch zur Voraussetzung,, daß a das Produkt aller Prim-
zahlen darstellen soll -, oder a 1 ist selbst eine Primzahl, die größer als z ist —
was ebenfalls ein Widerspruch zur Annahme ist. Wenn aber dieser Sachverhalt 
bei Anwendung gültiger Schlußregeln eintritt, so bedeutet das, daß die Annahme 
falsch 'und die Behauptung „es gibt keine größte Primzahl" wahr ist. q. e. d. 

BEISPIEL 7 (5.5.): 
Es wird ein Widerspruch zur Voraussetzung hergeleitet. 
Satz: Wenn die Summe der Größen oc und ß zweier Innen-

winkel eines Dreiecks ABC gleich der Größe R eines 
rechten Winkels ist, so ist die Größe y des dritten Innen-
winkels ebenfalls gleich R. 

Voraussetzung: Für ein beliebiges Dreieck ABC sie 'oc ß = 1R. 
Behauptung: y = 1R. 
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Beweis indirekt: 
Annahme: y 1 4,, das heißt, y < oder 2;> 1 R 
Fallt: y <1R 

Dann ist wegen a ± ß 1R 

ß y < 2 R • 
(Widerspruch zum Satz von der Summe der Größen der 
Innenwinkel eines Dreiecks) 

Fall 2: y > 1 R 
Dann ist wegen oc ß = 1 R 

ß > 2 R .
(Widerspruch zum Satz von der Summe der Größen der 
Innenwinkel eines Dreiecks) 

Da weitere Fälle nicht möglich sind und die vorliegenden zu einem Widerspruch 
führen, ist die Annahme y 1 R falsch, woraus die' Wahrheit der Behauptung 
folgt. 

Zusammenfassung 

Wie bei jedem anderen Beweisverfahren, werden auch beim indirekten Beweis 
Voraussetzungen und eine Behauptung aufgestellt. Der eigentliche indi-
rekte. Beweis beginnt mit einer Annahme, die die Negation der Behauptung 
ist. Aus der Annahme wird mit gültigen schlußregeln unter Benutzung 
wahrer Aussagen geschlußfolgert, bis man zu einer Aussage gelangt, die im 
Widerspruch zur Annahme oder zur Voraussetzung steht. 

Demnach gibt es zwei Möglichkeiten der Führung des indirekten Beweises. 

1. Möglichkeit: Bei einem Widerspruch zur Voraussetzung weiß man, 
daß die zuletzt erhaltene Aussage falsch ist. Weil den 
Schlußweisen allgemeingültige Implikationen zu-
grundeliegen, muß die.Annahme (der Ausgang unserer 
Schlüsse) falsch und die Behauptung wahr sein. 

2. Möglichkeit: Bei einem Widerspruch zur Annahme bestehen zu-
nächst zwei Möglichkeiten, wobei auf Grund des 
Schließens mit gültigen Schlußregeln die eine aus-
scheidet, bei der die Annahme" wahr und die zuletzt 
erhaltene Aussage falsch ist. Bei Verwendung 
gültiger Schlußregeln gibt es nur den Fall,• daß die 
Annahme falsch und die zuletzt erhaltene Aussage 
wahr ist. Aus der Falschheit der Annahme kann 
auf die Wahrheit der Behauptung geschlossen wer-
den. 

Symbolisierte Darstellung ded Sachverhaltes mit Hilfe von Wahrheitswert-
variablen: 

Voraussetzung: p 
Behauptung: q 
Beweis indirekt: Annahme: ti q 
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(1) Schlußverfahren des indirekten Beweises, bei dem ein Widerspruch zur 
Voraussetzung hergeleitet wird 
ti q—> r Soll die Anwendung gültiger Schlußregeln (oft ver-

allgemeinerte Abtrennungsregel) ausdrücken. 
ti r Das gilt, wenn r in Widerspruch zur Voraussetzung p 

steht. 
q) Aufhebungsregel 

Nach letzter Schlußregel muß ti ( q) wahr sein. Wir schließen nach 
der Schlußregel I b) ( 7 85) weiter. 

q) Nach letzter Schlußregel wahr 
q _ Schluß aus einer Negation 

(2) Sehlußverfahren des indirekten Beweises, bei dem ein Widerspruch zur 
Annahme hergeleitet wird 
ti q  r Soll die Anwendung gültiger Schlußregeln (Oft ver-

allgemeinerte Abtrennungsregel) ausdrücken. 
q A r) Widerspruch zur Annahme 

Annahme und Aussage r können nicht gleichzeitig 
gelten (Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch und • 
ausgeschlossenen Dritten). 

q) Gültige Schlußregel 
Nach letzter Schlußregel muß aber q) wahr sein. Wir schließen nach 
der Schlußregel I b) ( 85) weiter. 

q) Nach letzter Schlußregel wahr 
q Schluß aus einer Negation 

Demnach ist die Behauptung q wahr. 

Der indirekte Beweis wird als Beweismethode bei vielen Sätzen angewandt. 
Besonders Existenzaussagen, Aussagen über Eindeutigkeit, aber auch Um-
kehrungen von Sätzen und negierte Aussagen beweist man indirekt. 
Es gibt Sätze in der Mathematik, die bisher nur indirekt bewiesen werden 
konnten. 

5.6. Kontrollfragen (sollen auch durch Beispiele belegt werden) 

1. Wann wird eine konjunktive Verknüpfung zweier Aussageformen zu einer wahren 
Aussage ? 

2. Was versteht man unter einer Folgerung ? 
3. Wann spricht man von der Äquivalenz zweier Aussageformen? 
4. Warum ist mit der Wahrheit eines gegebenen Satzes nicht auch die Wahrheit 

(einer) seiner Umkehrung(en) gesichert? 
5. Was versteht man in der Aussagenlogik unter Schließen ? 
6. Was versteht man unter einer gültigen Schlußregel und wie weist man die Gültig-

keit nach ? , 
7. Worin besteht der Unterschied zwischen einem aussagenlogischen Gesetz (einer 

aussagenlogischen Identität) und einer gültigen Schlußregel ? 
8. Welche Möglichkeiten gibt es, um die Allgemeingültigkeit eines aussagenlogischen 

Ausdrucks nachzuweisen ? 
9. Was versteht man unter einem Beweis einer Aussage ? 
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10. Worin bestehen die Unterschiede zwischen einer Ableitung und einem Beweis? 
11. Wie sehen die Sehlußfiguren für die Schlußregeln IV a), IVb), Va), V b) (Z86 f.) 

aus ? 
12. Welche Beziehungen bestehen zwischen aussagenlogiseher Identität und prädi-

katenlogischer Identität ? 
13. Welche allgemeingültigen prädikatenlogischen Äquivalenzen kennen Sie ? 
14. Welche Arten von Beweisverfahren gibt es ? 
15. Welches sind die charakteristischen Merkmale der bekannten Beweisverfahren? 
16. Welche Beweise müssen für einen Satz geführt werden, der als Äquivalenz formu-

liert ist ? 
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Teil B Einführung in die Mengenlehre 



Mengenbildung 

Wir alle haben das Wort „Menge" in unserem bisherigen Mathematikunterricht 
bereits gehört oder es in der Umgangssprache schon benutzt, ohne Begriffsumfang 
und -inhalt genauer zu kennen. Das Wort „Menge" kann in der Umgangssprache 
verschiedene Bedeutung haben. Meist wird es Sinne von „eine unbestimmte 
(große) Anzahl" oder von ,,viel" gebraucht. 
In der Mengenlehre benutzt man das Wort „Menge" in einem ganz bestimmten 
einheitlichen Sinn, nämlich im Sinne von „Gesamtheit". Die Mengenlehre unter-
sucht die Eigenschaften von „Gesamtheiten", die man Mengen nennt, sowie 
Beziehungen zwischen diesen und Operationen mit ihnen. 
Der Begründer der Mengenlehre ist der deutsche Mathematiker GEORG CANTOR, 
geboren am 3. März 1845 in Peter' sburg als Sohn eines Kaufmanns, gestorben am 
6. Januar 1918 als Professor an der Universität in Halle.. Er gehört zu den bedeu-
tendsten Mathematikern der Welt. Seine Forschungsgebiete und -ergebnisse, seine 
wissenschaftlichen Arbeiten und erkenntnistheoretischen Untersuchungen haben 
in. der Mathematik eine revolutionierende Wirkung ausgelöst. 
Gegenwärtig übt die Mengenlehre ihren modernisierenden und effektivierenden 
Einfluß auf die Gestaltung des Mathematikunterrichts aus. 
Bereits in der Konzeption für den Mathematikunterricht in der allgemeinbildenden 
polytechni›chen Oberschule der Deutschen Demokratischen Republik heißt es dazu: 

„Das Neuartige im Mathematiklehrgang ist nicht so sehr in einigen Stoffab-
änderungen zu sehen, sondern vornehmlich in modernen Mathematischen Be-
trachtungs- und Behandlungsweisen, die große Möglichkeiten für die Rationali-
sierung des Lernprozesses in sich bergen. Wie die. mengentheoretische Arbeits-
weise für die gesamte mathematische Wissenschaft fundamental ist, so sollen 
Mengenlehre und mathematische Logik als Prinzipien den Mathematikunterricht 
durchziehen." 

In den auf der Grundlage dieser Konzeption stufenweise erarbeiteten Lehrplänen 
für. den Mathematikunterricht der Klassen 1 bis 12 (vollständig eingesetzt ab 
1. 9. 1971) ist die Mengenlehre als Unterrichtsprinzip, den mathemtitischen Bil-
dungszielen der jeweiligen KlassenstuTe entsprechend, enthalten; vgl. auch die 
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Bemerkungen zur „Leitlinie Mengenlehre" in „Lehrplan für Mathematik Klassen 6 
bis 8", Volk und Wissen Volkseigener Verlag Berlin 1968, Best:-Nr. 00 30 03, 
Seite 5 ff. 

6.1. Mengenbildung und Elementbeziehung 

Wir nehmen an, ein Pionier schreibt aus einem Ferienlager folgenden Brief. 

Liebe Eltern! 
Unsere Gruppe traf gestern gegen 16.00 Uhr im Läger ein. Bis zum Eröffnungsappell 
hatten wir noch eine Menge Zeit. Wir bummelten durchs Lager und zählten die Zelte. 
Das war eine sehr große Menge. Heute vormittag war ich in der 'Arbeitsgemeinschaft 
Junger Mathematiker.. Wir stellten uns zunächst gegenseitig Fragen. Mein Partner 
fragte mich nach der Menge aller Teiler von 24 und ein andermal nach einer, geraden 
Primzahl. Ich konnte beide Fragen richtig beantworten und positive Punkte für mich 
buchen. Meine Gegenfrage nach mindestens einer weiteren geraden Primzahl blieb 
unbeantwortet. Mir gefällt es im Lager sehr, gut. Ich schlafe mit Jens, Bernd, Ralf 
und Peter in einem Zelt. Das Essen.schmeckt ausgezeichnet. Gestern abend gab es 
frische Pellkartoffeln mit Quark und heute mittag Kartoffelbrei mit gebratener Leber. 
Bernd hat jedesmal riesige Mengen von Kartoffeln gegessen. 

Viele Grüße an alle! Euer Fritz 

Fritz benutzt viermal das Wort „Menge" zur Bezeichnung gewisser Viel- bzw. 
Ganzheiten. Nicht jedesmal nutzt er das Wort „Menge" im Sinne der Mengen-
lehre bzw. der Mathematik. In der Mathematik 'werden nur solche Vielheiten als 
Mengen bezeichnet, die bestimmte wohlunterschiedene Objekte zu einem Ganzen 
zusammenfassen. 
Im Sinne der Mathematik darf Fritz nicht von einer „Menge Zeit" und auch nicht 
von einer „Menge Kartoffelbrei" sprechen, wenn er mit „Mehge" nicht die. Ge-
samtheit einzelner Zeitsekunden, -minuten oder -stunden bzw. der Löffel voll 
Kartoffelbrei meint. 
Wohl aber bilden alle Pioniere eines bestimmten Forienlagers und alle Zelte, alle 
Teiler der Zahl 24, die geraden Primzahlen und at ch die Pellkartoffeln, die Bernd 
gegessen hat, eine Menge im mathematischen Sinne. Aber auch Fritz, Jens, Bernd, 
Ralf und Peter bilden eine Menge im Sinne der Mathematik, nämlich die Menge 
der Pioniere, die in dem Ferienlager ein bestimmtes Zelt gemeinsam bewohnen. 

GEORG CANTOR sprach zunächst vom „Inbegriff aller . . ." bzw. von „Mannigfaltig-
keiten" statt von Mengen. In seiner Veröffentlichung „Beiträge zur Begründung 
der transfiniten Mengenlehre "(1895 und 189'7) gibt er folgende Definition des 

ngenbegriffs an: 
„Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten 
7ohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens 
(welche die Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen." 

Matt bezeichnet diese Definition als die „naive" CANTORSCIP3 Mengendefinition. 
Sie kann — wie wir noch sehen werden — zu Widersprüchen führen. Da aber 
auch die Mengenlehre das Ziel hat, einen gewissen Teil der objektiven Realität 
richtig widerzuspiegeln, so muß sie logisch einwandfrei, d. h. ohne logische Wider-
sprüche, sein. 
Die „naive" Mengenlehre wurde daher von, der heute üblichen axiomatischen 
Mengenlehre abgelöst. 
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in der „naiven" Mengenlehre benutzt man die CANTonsche Mengendefinition, 
ohne sich Gedanken darüber zu machen, ob die Existenz dieser Mengen gesichert 
ist oder nicht. 
In der axiomatischen Mengenlehre verwendet man den Mengenbegriff als Grund-
begriff. Grundbegriffe stehen am Anfang einer Theorie, sie werden im axiomati-

, sehen Aufbau dieser Theorie nicht definiert. 

Wir führen weitere Beispiele für Mengen im mathematischen Sinne an. 

BEISPIEL 1 (6.1.): 
Menge aller Studenten eines bestimmten Instituts für Lehrerbildung zum gegen-
wärtigen Zeitpunkt; 
Menge aller 1972 in der DDR eingeschulten Kinder; 
Menge der Primzahlen; 
Menge der Lösungen der quadratischen Gleichung x2 — x — 12 = 0 
Mengen werden gewöhnlich mit großen lateinischen Buchstaben A, B, . 31, 
N, . . . und ihre Elemente, die nicht bestimmte Zahlen sind, mit kleinen Buch-
staben a, b, . . . ,m, n, . bezeichnet. 
Setzen wir in unserem Lehrbeispiel für Fritz f, für Jens j, für Bernd b, für Ralf r 
und für Peter p und bezeichnen wir die durch diese Pioniere gebildete Menge mit M, 
so sagt man: 

„M besteht aus den Elementen f, j, b, r, p" und schreibt., 
= :971) r, .131"• 

Ist b ein Element der Menge M, so sagt man auch: 
„M enthält b"; „b ist in M enthalten" ; „b gehört zu M"; 
„b liegt in M" und schreibt: 
„b E M". 

Das Zeichen „E" liest man als „ist' Element von", und die durch dieses Zeichen 
ausgedrückte Beziehung zwischen Dingen und Mengen bezeichnet man als die 
Elementbeziehung oder E-Beziehung. E ist ein stilisiertes griechisches e, es steht 
nur zwischen dem Zeichen. für Mengen und den Zeichen für deren Elemente. 
Gehört ein Ding nicht zu einer bestimmten Menge, dann trifft die Elementbe-
ziehung zwischen ihnen nicht zu. 

BEISPIEL 2 (6.1.) : 
Es sei k ein Pionier, der nicht mit Fritz, Jens, Bernd, Ralf und Peter im gleichen 
Zelt schläft, also nicht zur Menge M gehört. Dieser Tatbestand läßt sich wie folgt 
ausdrücken. 

„k ist kein Element von .M" oder:. 
„Es ist nicht so, daß k ein Element von M ist" und man schreibt: 
„ (k E _III)" oder kürzer: 
„k E 111". 

Die Beispiele 1 (6.1.) und 2 (6.1.) zeigen, daß die Elemente einer Menge einem 
Grundbereich G bzw. Individuenbereich 1 entstammen. Für die Menge 31 unseres 
Lehrbeispiels könnten alle Jungen Pioniere, für die Menge aller Primzahlen (P' ) 
im Beispiel 1 (6.1.) könnten die natürlichen Zahlen der jeweilige Individuenbereich 
sein. 
Steht bei der Mengenbildung dann für jedes Individuum x eines Individuenbereichs 
1 fest, ob es ein Element der betreffenden Menge ./1/ ist oder nicht, so nennt man M 
bezüglich des Individuenbereichs entscheidbar. Aber -- wie wir noch zeigen wer-
den — nicht jede Menge ist entscheidbar. 
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Jedes zur Menge 31 gehörende Individuum x des gegebenen Individuenbereichs / 
wird in M nur einmal angegeben, wobei die Reihenfolge der Individuen beliebig 
ist. 
Der Mengenbegriff ist ein abstrakter Begriff, eine Menge also ein abstraktes Ding, 
das wir in keinem Falle mit unseren Sinnen wahrnehmen können. Die Menge 
aller Studenten eines bestimmten Instituts für Lehrerbildung kann man z. B. nie 
sehen, höchstens die Elemente dieser Menge, nämlich die betreffenden Studenten. 

Das Angeben von Mengen 
Eine Möglichkeit, Mengen anzugeben, ist, alle zu einer Menge gehörenden Indi-
viduen aufzuzählen, wie man das zum Beispiel im Falle einer bestimmten Seminar-
gruppe oder aller Teiler von 24 als 

T = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24} 
tut. 
Die Menge aller Primzahlen (P2) und die Menge aller -Vielfachen der Zahl 3 (V) 
können nicht durch Aufzählen aller Elemente angegeben werden. Wohl aber 
sind ihre Elemente gegenüber den nicht zur Menge gehörenden Individuen des 
Grundbereichs durch besondere Eigenschaften ausgezeichnet. So zeichnet die 
Eigenschaft, nur triviale Teiler zu haben und von 1 verschieden zu sein, eine 
natürliche Zahl als Primzahl aus, und die Eigenschaft „teilbar durch 3" charakteri-
siert alle Vielfachen der Zahl 3. 

Mit „Eigenschaft" wird in der Mathematik ein einstelliges Prädikat bezeichnet, 
und ein solches ordnet jedem Individuum des Bereichs 1 einen der Wahrheitswerte 
W oder F zu. So ordnet die Eigenschaft „teilbar durch 3" den natürlichen Zahlen 
W bzw. F wie folgt zu.. 

0 --->- W, 1 ---> F, 2 ---> F, 3 ----> W, 4 ---> F, . . . , 
3 n -->W, 3 n+ 1--->F, 3 n+ 2 F, . . . 

Für alle Individuen c, denen der Wahrheitswert W zugeordnet ist, gilt: c E V . 

Man sagt dann: 
„c besitzt die Eigenschaft V" öder 
„Die Eigenschaft V trifft auf c zu". 

In diesem Sinne fallen Mengen (die auf Grund der Mengenbildungsaxiome gebildet 
werden) mit den Eigenschaften zusammen. Sie fassen die und nur die Dinge zu 
einem Ganzen zusammen, die bestimmte gemeinsame Eigenschaften aufweisen; 
mit anderen Worten: Qualitäten und Quantitäten bilden eine dialektische Einheit. 

BEISPIEL 3 (6.1.) : 
Die Eigenschaft „teilbar durch 3" ist das charakteristische Gemeinsame, das alle 
Vielfachen der Zahl 3 auszeichnet. Andererseits bestimmt die Menge der Viel-
fachen von 3 die Eigenschaft „teilbar durch 3". 

BEISPIEL 4 (6.1.) : 
Die Eigenschaft „gelb" ist das charakteristische Gemeinsame, das allen Dingen 
zukommt, die eine bestimmte Wellenlänge des weißen Lichtes reflektieren oder 
Licht nur dieser Wellenlänge ausstrahlen bzw. durchlassen. Die Menge der Dinge, 
die diese bestimmte Wellenlänge des weißen Lichtes reflektieren, Licht dieser 
Wellenlänge ausstrahlen oder durchlassen, ist die Eigenschaft „gelb". 

Eigenschaften lassen sich durch Aussageformen H(x) zum Ausdruck bringen, und 
folglich lassen sich Mengen mit Hilfe von Aussageformen H(x) in der allgemeinen 

105 



6.1. 

Form 
M = {x E I; H(x)} 

angeben. Zu M gehören alle Individuen x aus dem Individuenbereich /, die die 
Aussageform H(x) zur wahren Aussage machen. Da eine Aussage nach dem Prinzip 
der Zweiwertigkeit der Aussagenlogik entweder Wahr oder falsch ist, gehört jedes x 
aus / entweder zu M oder nicht zu M. Aber man kann nicht immer entscheiden, 
ob x E M oder x E M, denn es gibt auch Aussagen — z. B. die „GoLDBAcnsche 
Vermutung"' — , für die der Wahrheitswert noch nicht entschieden ist. 

BEISPIEL 5 (6.1.): 
Setzen wir als Iden. Bereich N voraus, dann sind genau diejenigen x aus N Element.
der Menge aller Vielfachen von 3 (V), für die gilt: 3 1 x. 
Das sind die natürlichen Zahlen 0, 3, 6, . . . , 3 n, . . . (n = 0, 1, 2, 3, . . .), und es 
gilt: 

V = {0, 3, 6, 9, . . . , 3 n, .} = E /V ; 3 . 
BEISPIEL 6 (6.1.) : 
Ist I der Bereich /V, dann gilt für die Menge der Teiler von 24 (T): 

{1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24} {t E N; t 124} . 

Mengenhildungsaxiom für Mengen 1. Stufe 
Aus dem Teil A wissen wir, daß Aussageformen über einem bestimmten Grund-
bzw. Individuenbereich in Kontradiktionen, Neutralitäten und Identitäten einge-
teilt werden können. 
Eine Kontradiktion über IV ist zum Beispiel x < x, eine Neutralität 3 1 x und eine 
Identität x = x. 
Es entsteht die Frage, ob jede beliebige Aussageform H(x) über einem bestimmten 
Individuenbereich I stets eine Menge angibt. 

Als eines der Grundprinzipien der Mengenlehre wird folgendes Axiom an den 
Anfang der Theorie über Mengen gestellt. 

Es gibt eine Menge M, die genau diejenigen (d. h. alle die, aber auch nur die) 
Individuen x als Elemente enthält, die eine gewisse Aussageform H(x) erfüllen. 
Symbolisiert: 3 M V x (x E M H(x)) 

Die Aussageform H(x) muß in dem Mengenbildungsschema eine im Sinne der Aus-
sagenlogik sinnvolle Zeichenreihe, d. h. für die Mengenbildung eine zulässige. 
Aussageform, sein, in der die Variable x frei auftritt, da die durch das Schema 
3 M V x (x E M » H(x)) gegebenen Mengenbildung.saxiome nicht zu logischen 
Widersprüchen führen dürfen. 
Der Ausdruck x 4 x ist z. B. keine, für die Mengenbildung zulässige Aussageform, 
denn er führt — wie wir noch sehen werden — auf einen logischen Widerspruch, 
der als RussEmsehe Antinomie bekannt ist. 

Wir nennen Mengen, die nach diesen Axiomen gebildet werden, Mengen 1. Stufe. 
Elemente dieser Mengen sind Individuen. Wir verstehen darunter jedes mit 
unseren Sinnen wahrnehmbare Ding, auch Vorstellungen im Hirn oder Traum-
bilder eines Menschen, sowie jeden Bewegungsvorgang in der Materie. 

Mengen höherer Stufen 
Fassen wir Mengen 1. Stufe wieder zu Mengen zusammen, so erhalten wir Mengen 
2. Stufe, auch MengensysteMe genannt. 
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Sind M1, 3/2, . Mn, Mengen 1. Stufe, so ist ifft = .{M1., M2, • . . , Mn} eine 
Menge 2. Stufe. Wir werden Mengensysteme mit großen deutschen Buchstaben 
bezeichnen. Die Existenz der Mengen 2. Stufe sichert das Mengenbildungsaxiom 
für Mengen zweiter Stufe. 

Es gibt eine Menge 2. Stufe (ein Mengensystem 11), das genau diejenigen Men-
gen X als Elemente enthält, die eine gegebene Aussageform H(X) erfüllen. 
Symbolisiert: 3 Kft V X (X EM H(X)) 

Fassen wir Mengen 2. Stufe wieder zu einer Menge zusammen, so erhalten wir 
Mengen 3. Stufe, auch Mengenfamilien genannt. Analog kann man Mengen 4. Stufe 
bzw. beliebiger k-ter Stufe bilden. Ihre Elemente sind dann Mengen 3. bzw. 
(k — 1)-ter Stufe. In ditser Verallgemeinerung sind Individuen Mengen nullter 
Stufe. Für Mengen höherer Stufe gelten entsprechende Mengenbildungsaxiome. 

Wir finäen in der Umwelt viele Beispiele, die wir im Sinne des Stufenaufbaues der 
Mengenlehre deuten können. 

BEISPIEL 7 (6.1.): 
Ein anschauliches Beispiel für den Stufenaufbau der Mengenlehre erhalten wir, 
wenn wir als Individuenbereich alle Lehrerstudenten an den Instituten für Lehrer-
bildung nehmen. 
Jede Seminargruppe ist dann eine Menge 1. Stufe, ihre Elemente sind Studenten 
(Individuen, Mengen nullter Stufe). 
Jedes Institut (ohne das pädagogische, technische und Verwaltungspersonal) ist 
ein Mengensystem, eine Menge 2. Stufe. Ihre Elemente sind die Seminargruppen 
des. jeweiligen Instituts, sie sind Mengen 1. Stufe. 
Die Institute eines bestimmten Bezirks ergeben dann eine Mengenfamilie, eine 
Menge 3. Stufe. Ihre Elemente sind die einzelnen Institute des betreffenden 
Bezirks, sie sind Mengen 2. Stufe. 
Alle Institute für Lehrerbildung der DDR ergeben bei dieser Betrachtung eine 
Menge 4. Stufe. Ihre Elemente sind die Institutsmengen der einzelnen Bezirke, 
sie sind Mengen 3. Stufe. 

BEISPIEL 8 (6.1.): 

Mengen (a) (b) 

1. Stufe 
2. Stufe 

8. Stufe 

Streichholzschachteln 
Streichholzschachtel- 
päekchen 
Pakete Streichholz- 
schachtelpäckchen 
usw. 

Familien 
Hausgemeinschaften 

Wohngebiete 

usw. 

Leere Menge (Nullmenge) — Allmenge 
Jedes Mengenbildungsaxiom sichert bei einer zulässigen Aussageform über einem 
Individuenbereich 1 die Existenz mindestens einer Menge. 

DEFINITION 1 (6.1.) — Leere Menge 
Es sei H(x) eine Kontradiktion über I. Dann nennen 
wir die Menge M = {x E 1; H(x)}, die kein einziges 
Element enthält, eine leere Menge (auch Nullmenge) 
über 1 und bezeichnen sie mit 0/. 
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6.1. 

BEISPIEL 9 (6.1.): 
H(x) sei 2 x x. 
Die Menge, die durch diese Aussageform über dem-Bereich der von Null verschie-
denen natürlichen Zahlen (No) gebildet wird, enthält kein einziges Element: 

{x No; 2 x =ON, 

, BEISPIEL 10 (6.1.) : 
H(x) sei die Aussageform: x umkreiste im Jahre 1960 in einem Raumschiff die Erde. 
Wenn I hier die Gösamtheit der Menschen bedeutet, dann gilt auch wieder: 

{x E i; H(x)} = 0/ , 
denn es gibt keinen Menschen, der bereits 1960 die Erde in einem Raumschiff 
umkreiste. 

DEFINITION 2 (6.1-.) — Allmenge 
Es sei H(x) über einem Individuenbereich I eine Iden-
tität. Dann nennen wir die Menge 
M= {x i; H(X)} , 
die alle Individuen des Bereiches I als Elemente ent-

. hält, eine Allmenge über I und bezeichnen sie mit 211. 

BEISPIEL 11 (6.1.): 
Es sei H(x, y) die Aussageform (x — y)2 = x2 — 2 x y y2, I der Bereich aller 
Zahlenpaare [x-; y] mit x, y E P (P die Menge der reellen Zahlen). 
Wir wissen, daß obige Aussageform allgemeingültig ist. Es gilt: 

f[x ; y] E ; (X - y)2 =-- x2 — 2 x y y21 = A/ . 

Entsprechend bezeichnet man Mengen mit genau einem Element als Einermengen, 
mit genau 'zwei Elementen als Zweiermengen, mit genau drei Elementen als 
Dreiermengen usw. 

BEISPIEL 12 (6.1.) : 
2 x + 3 = 0, x2 + 2 x = 15 und 4 x3 = 5 x - 8 x2 seien Aussageformen- über P. 
Dann. ist 

{x E P ; 2 x + 3 = 0} 
eine Einermenge, 

{x E P ; x2 + 2 x =- 15} 
eine Zweiermenge und 

{x E P; 4 x3 = 5 x - 8 x2} 
eine Dreiermenge, wie man durch das Lösen dieser Gleichungen leicht feststellt. 

Zunächst werden wir von einer endlichen Menge sprechen, wenn die Anzahl ihrer 
Elemente endlich ist, im entgegengesetzten Falle von einer unendlichen Menge 
(‚ Definition 3 (9.7.)). 

Die Existenz unendlicher Mengen sichert das sogenannte Unendlichkeitsaxiom. 
Es gibt wenigstens eine unendliche Menge. 

Die leere Menge und die Allmenge nehmen bei der Mengenbildung über einem 
bestimmten Individuenbereich I eine Sonderstellung ein. 
Nullmengen werden mit Hilfe von Kontradiktionen, Allmengen mit Hilfe von 
Identitäten gebildet; Nullmengen enthalten kein einziges Individuum, Allmengen 
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dagegen. alle Individuen des Bereichs. Mengen, die über 1 nach einem Axiom 
gebildet werden, in dem die zulässige Aussageform H(x) eine Neutralität ist, ent-
halten wenigstens ein Element, aber nicht alle Elemente des Individuenbereichs I. 
Diese Tatsache läßt sich in einer Skizze wie folgt festhalten (e Bild 109/1 und 
Tabelle im Beispiel 13 (6.1.)). 

Aussageformen • 

Nicht erfüllbar Erfüllbar 

Kontradiktionen 

. . , 

Neutralitäten 

• • • 1 • • • ; • • • 

Jdentitäten 

• • • 

iß Mi M2 • • • AF

Nullmenge - Allmenge 

Mengen 

109/1 

Im Bild 109/1 wird angedeutet, daß verschiedene Aussageformen ein und dieselbe 
Menge bilden können und daß nur eine leere Menge und über einem bestimmten 
Individuenbreich nur eine Allmenge existiert, die mit dem jeweiligen Individuen-
bereich zusammenfällt. Das bestätigen auch folgende Beispiele. 

BEISPIEL 13 (6.1:): 

Kontradiktionen Neutralitäten Identitäten 

OR = {X E R;x + x} 
ON = {X E N;x <0} 

Mi. = {X E X ; 6 1 X} 
Mi. =- {x E N;2 Ix A 31 X} 
M1 = {x E N;, - - (21-x v 3 4. x)} 
Mi = {x E N;-- (21x-4 4-x)} 

A R = {X E R; x = x} 
A N = {X E N; 0 5_ x} 
A N = {X E N; x I x} 

Es .ist üblich, den Individuenbereich einer Allmenge nicht in jedem Falle extra zu 
kennzeichnen. Bei der leeren Menge wäre eine solche Kennzeichnung sogar über-
flüssig, denn es gibt — wie wir noch beweisen werden — genau eine leere Menge 
(erster Stufe). 
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62. 

6.2. Mengenbildung und Begriffsgewinnung 

Im Teil A „Einführung in die mathematische Logik" haben wir dargelegt, was 
man unter einem Begriff versteht und wie man Begriffe erklärt, die eine bestimmte 
Klasse, von Individuen gedanklich richtig widerspiegeln. Wir vergleichen jetzt die 
Bildung von Mengen mit der Gewinnung von Begriffen. 

Zur Bildung von Mengen 1. Stufe ist in der Regel ein bestimmter Bereich von 
Individuen vorgegeben, die objektiv real oder im menschlichen Bewußtsein exi-
stieren. Jede über einem solchen Individuenbereich I nach einem Mengenbildungs-
axiom gebildete Menge enthält Individuen als Elemente, die sich durch gemein-
same Eigenschaften auszeichnen. 
Wir weisen aber darauf hin, daß in der Mengenlehre auch Mengen gebildet und 
betrachtet werden, für deren Elemente sich nicht ohne weiteres gemeinsame 
Merkmale (Eigenschaften oder Beziehungen) angeben lassen. 
Ein Beispiel dafür ist die sogenannte „Auswahlmenge E". Aus den nichtleeren 
Mengen 1. Stufe 2,11, M2, Mk, von denen keine zwei Mengen ein Element 
gemeinsam haben, wird jeweils genau ein Element entnommen. Diese ausgewählten 
Elemente'bilden die Menge E. 

Die Existenz einer Auswahlmenge sichert das 

Answahlaxiom 1. Stufe. 
Zu jedem Mengensystem 931, das nur nichtleere, paarweise elerae'ntfremde 
Mengen M enthält, existiert eine Auswahlmenge E, die von jedem M E DI genau 
ein Element m E M enthält. 

Der Begriffsbildung liegt im allgemeinen kein speziell abgegrenzter Bereich zu-
grunde. Mathematische, logische und naturwissenschaftliche Begriffe sind aus 
realen Eigenschaften und Beziehungen materieller Gegenstände der Außenwelt 
abstrahiert. Die Abstraktion führt von den ursprünglich vorliegenden Gegen- 
ständen, ihren Erscheinungen und Beziehungen zu Abstraktionsklassen. Geht man 
von einem Individuum dieser Klassen zu einem anderen derselben Klasse über, 
so findet man Merkmale, die hierbei unverändert erhalten (invariant) bleiben 
(7( Definition 2 (1.3.)). 

Die Bildung von Mengen und die Gewinnung von Begriffen weist Analogien auf, 
die besonders dann sichtbar werden, wenn Begriffe durch die Art-Gattung-Bezie-
hung erklärt werden. 

BEISPIEL 1 (6.2.): 
Wir bilden die Menge der geraden natürlichen Zahlen (N,,) durch Auszeichnen 
der Eigenschaft „2 teilt x" oder „x ist Vielfaches der Zahl 2" über dem Indivi-
duenbereich N und geben sie wie folgt an. 

{xEN; 2 lx} oder No = {x€N;x=-- 2n, n E NJ 

Wir gewinnen den Begriff „gerade natürliche Zahlen" durch das Hinzufügen des 
artbildenden Unterschiedes "ist durch 2 teilbar" oder „ist Vielfaches der Zahl 2" 
zum Gattungsbegriff „natürliche Zahl" und definieren den Begriff wie folgt. 

„Natürliche Zahlen nennen wir gerade genau dann, wenn sie durch 2 teilbar 
sind." 

Oder: 
„Als gerade natürliche Zahlen bezeichnen wir die und nur die natürlichen Zahlen, 
die Vielfache der Zahl 2 sind." 
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BEISPIEL 2 (6.2.): 
Wir bilden die Menge der Rechtecke (R) durch Auszeichnen gewisser Eigenschaften 
unter den ebenen konvexen Vierecken. 
Bezeichnen wir die Menge der Vierecke als Individuenbereich mit V, so können 
wir die Menge der Rechtecke angeben als: 

1R= x E V;x hat vier untereinander kongruente Winkel} oder - 
.R = x E V;x hat zwei Paar parallele Gegenseiten und einen rechten Winkel} 
oder 

• R = ,{x E V; x hat zueinander kongruente, einander halbierende Diagonalen} . 

Den Begriff. „Rechteck" gewinnen .wir durch Hinzufügen artbildender Unter-
schiede zum Gattungsbegriff „Viereck". Wir erhalten gleichwertige Defini-
tionen. 

Rechteck nennt man ein Viereck mit vier kongruenten Winkeln. 
Rechteck nennt man ein Viereck mit zwei Paar paralleler Gegenseiten und einem 
rechten Winkel. • , 
Rechteck nennt man ein Viereck mit kongruenten, einander halbierenden Dia-
gonalen. 

Für die Bildung der Menge der Rechtecke könnte -auch die Menge der Parallelo-
gramme und für die Bildung der Menge der Quadrate selbst, die Menge der Recht-
ecke als Individuenbereich dienen. 
Entsprechend kann man den Begriff „Rechteck" auch mit dem Gattungsbegriff 
„Parallelogramm' ' und den Begriff „Quadrat" mit dem Gattungsbegriff ,,Rechteck" 
unter Hinzufügung geeigneter Artbegriffe erklären. 

Wir stellen das Verfahren der Mengenbildung dem dei- Begriffsgewinnung durch 
die „Art-Gattung-Beziehung" gegenüber.. 

Mengenbildung Begriffsgewinnung 

Menge ' Individuenbereich, 
Aussageform 

Art Gattung; , 
Artbildender Unterschied 

Es gibt Mengen, die über verschiedenen Individuenbereichen gebildet werden 
können, und es gibt Begriffe, die von verschiedenen Gattungsbegriffen aus erklärt 
werden können. 
Eine Menge kann für die Bildung einer anderen als Individuenbereich dienen, 
und ein Begriff kann im Hinblick auf einen anderen als Gattungsbegriff fun-
gieren. • 
Verschiedene Begriffsinhalte können den gleichen Begriffsumfang haben, ver-
schiedene Aussageformen können über demselben Individuenbereich ein und die-
selbe Menge bilden. 
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6.3. Darstellung von Mengen 

Viele mathematische Sachverhalte lassen sich graphisch darstellen. Auch (beliebige) 
Mengen können durch sogenannte Venndiagramme, Mengen von Zahlen durch 
diskrete Punktmengen (‚ Beispiel 1 (6.3.)) oder durch Intervalle (7 Beispiel 
2 (6.3.)) veranschaulicht werden. 

BEISPIEL 1 (6.3.) (7 Bild 112/1): 
E 31; 2 x < 7} 

0 0 0 0 o I I 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 
112/1 

BEISPIEL 2 (6.3.) (7 Bild 112/2): 
.21f, fx E P; — 2 .g x <+4} 
1112 = {xEP;+ 1 ≤xnx≤-+-9}

 = {xEP;+6<x}

1 1 1 1 I I 1 I I I I I I I I I . 1 
-3 -2 -1 0 +1 +2 +3 +4 +5 +5 +7 +8 +9 +10 +11 +12 +13 

M3 

M2 

112/2 

BEISPIEL 3 (6.3.) (7 Bild H2/3): 
M= {(x; y) E (- I < X ≤ + 5) A ( - 1 y < 4)1 

Zum Individuenbereich I gehören in diesem Beispiel alle möglichen Paare reeller 
Zahlen. 

(-1; - 04M 
(+5; - OEM 
(+5;+4) M 
(-1/ +4)4M 

+1 

112/3 

112 



Bemerkungen : 
(1) Ist das Intervall als Veranschaulichung einer Zahlenmenge über dem Bereich der 

reen^n Zahlen einseitig oder beiderseits abgeschlossen, dann geben wir das in der 
graphischen Darstellung durch eckige Klammern, im anderen Falle durch runde 
Klammern an. Die Mengen aus Beispiel 2 (6.3.) können wir bei Vorgabe des Indi• 
viduenbereichs auch wie folgt angeben. 

Mi = L-2 ; + 4) , M2 = 1 ; +9], M3 = (+6; + OO) 
(2) Entsprechen die Randpunkte eines Venndiagramms bestimmten Elementen der 

Menge, so ziehen wir diese Linie voll aus. Ist das nicht der Fall. so wollen wir diese 
Linie gestrichelt angeben. 

6.4. Kontrollfragen 

1. Wie wird das Wort „Menge" in der Umgangssprache verwendet ? 
In welchem Sinne benutzt man den Begriff „Menge" in der Mathematik ? 

2. Wie lautet die CANToRsche „naive" Mengendefinition ? 
3. Welche Möglichkeiten zum Angeben einer Menge kennen wir ? 
4. Wie kann man Mengen darstelleri ? 
5. Wann bezeichnen wir eine Menge als „leere Menge", wann als „Allmenge", und auf 

Grund welcher Aussageformen werden diese Mengen gebildet ? 
6. Wann nennen wir eine Menge M bezüglich dps Individuenbereichs I „entscheidbar" ? 
7. Erläutern Sie den Stufenaufbau der Mengenlehre! 

Erklären Sie die Begriffe "Mengensystem" und "Mengenfamilie"! 
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7. Beziehungen zwischen Mengen 

Im Teil B 6. haben wir dargelegt, wie man Mengen bilden und angeben kann. 
Im Teil B 7. wollen wir Mengen vergleichen, Beziehungen (Relationen) zwischen 
Mengen betrachten, Eigenschaften und Gesetzmäßigkeiten dieser Beziehungen 
herausarbeiten und beweisen. 

Schon im Kindergarten und in der 1. Klasse der allgemeinbildenden polytechnischen 
Oberschule vergleichen die Schüler Mengen, denn der Mengenvergleich bildet die 
Grundlage für die *Gewinnung 'des Begriffs der natürlichen Zahl. Im Lehrplan für 
den Mathematikunterricht in Klasse .1 finden wir folgende Formulierungen. 

— Vergleichen zweier Mengen bezüglich ihrer Mächtigkeit durch elementweises 
Zuordnen 

— Gewinnen der natürlichen Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, (6, 7, 8, 9, 10) durch Abstraktion 
aus zahlreichen Mengen entsprechender Mächtigkeit 

— Veranschaulichen der Zahlen 1 bis 5 (6 bis 10) durch Mengen entsprechender 
Mächtigkeit 

— Feststellen der Mächtigkeit gegebener Mengen 
— Vergleichen von Zahlen nach Vergleichen entsprechender Mengen usw. 

7.1. Gleichheit von Mengen 

Vergleichen wir zwei beliebige reelle Zahlen miteinander, so sind sie entweder 
gleich oder die eine ist entweder größer oder kleiner als die andere. Wir fragen, 
ob solche oder ähnliche Relationen auch zwischen Mengen bestehen und wie sie 
definiert sind. 
Vergleichen wir die Elemente der Mengen 

B1= {3, 2, 7, 5} , 
B2 =-- iXEN;[1<X<10AVn(nIX---)nr=1V72=-1 411, 
B3 = {XEN; 1 < < 4} , 
.B4 = {X E N ; x2 + 6 = 5 x} 
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miteinander, so stellen wir fest: 
Die Mengen Bi und B2 enthalten ein und dieselben Elemente, und auch B3 entr.
hält die und nur die Elemente, die B4 enthält. 
Wir wollen solche Mengen zunächst umfangsgleich nennen. 

DEFINITION 1 (7.1.) — Unifangsgleichheit 
Es seien M, und M2 beliebige Mengen über einem gege-
benen Individuenbereich 1. 
Dann nennen wir M1 umfangsgleich mit M2 (in Zeichen 
M1 = M2) genau dann, wenn für alle x gilt: 

X E /1/1
genau dann, wenn x E-.11/ 2. 
Das heißt: .M1. 2 » V x (x E M 1 •-• x E M2). 

Nicht in allen Fällen ist es möglich, die Umfangsgleichheit von Mengen — z. B. 
für B1 und B2, B3 und B4 — durch Aufzählen der Elemente zu prüfen bzw. nachzu-
weisen. 

*Wir vergleichen die Menge aller Primzahlen (P' ) mit der Menge aller Primzahlen, 
die nicht durch 2 teilbar sind (Pu). P, und Pu sind unendliche Mengen, es ist nicht 
möglich, ihre Elemente alle aufzuzählen. Wir finden aber: 2 E P, und 2 E P„, 
Pz.-und Pu unterscheiden sich durch das Individuum 2, sie sind nicht umfangs-
gleich. 
Wir vergleichen noch die Menge aller Geraden einer fest vorgegebenen Ebene, 
die durcli einen beliebigen, aber fest gewählten Punkt P gehen, (G), mit der Menge 
aller Strahlen, die von P ausgehen (S). Für diese Mengen ist es nicht möglich, alle 
Elemente der einen nacheinander anzugeben und sie mit Elementen der anderen-
zu vergleichen, die ebenfalls nicht alle einzeln angegeben werden können. Auch 
„anschaulich" ist nicht ohne weiteres ersichtlich, daß die Mengen G und g sich 
mindestens in einem Element unterscheiden. überlegen wir aber gründlich; so 
stellen wir fest: Einem beliebigen Element ans G entsprechen zwei bestimmte 
Elemente aus S; jede Gerade durch P besitzt zwei Strahlen, die von P ausgehen, 
Cu und S sind also nicht umfangsgleich. 

Wir erinnern uns an den Stufenaufbau der Mengenlehre. 

Aus der inhaltlichen Vorstellung über den Stufenaufbau entnehmen wir, daß 
umfangsgleiche Mengen Ni und M2 Elemente ein und desselben Mengensystems 9:11 
sein müssen. Das ist in der Tat, so, denn dem axiomatischen Aufbau der Mengen-
lehre wird als weiteres Axiom das folgende vorangestellt. 

Das Extensionalitätsaxiom für Mengen 1. Stufe 
Sind Mengen M1 und M2 umfangsgleich (enthalten sie also dieselben Elemente), 
so enthält jedes Mengensystem 9)1, das die Menge .111, enthält, auch die Menge M2, 
und umgekehrt. 

Symbolisiert: = .1112 ---> V WZ (M1 E 9)1 M2 E 9J1) 

Entsprechend gelangen wir zn den Extensionalitätsaxiomen für Mengen höherer 
Stufe. 
Enthalten z. B. zwei Mengensysteme g, und fft. dieselben Elemente, so gehören 
sie beide zur gleichen Mengenfamilie. 
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7.1. 

' Das Extensionalitätsaxiom für Mengen 2. Stufe _ 
Sind Mengensysteme ni und 9)12 umfangsgleich, so enthält jede Mengenfamilie ,//i; 
die das Mengensystem n i enthält, auch das Mengensystem 9N2, und umge- 
kehrt. 
Symbolisiert: g i = 9j12 V (934 E E A) 

Wir betrachten jetzt neben den Mengen B1 und B2 eine weitere mit ihnen umfangs-
gleiche Menge, etwa 

B5 = {x E N ; 2≤x≤7Ax+4Ax+6} . 
Durch Vergleich stellen wir folgendes fest. 
1. Jede Menge ist mit sich selbst umfangsgleich. 
2.- Ist eine Menge mit einer zweiten umfangsgleich, so ist die zweite Menge auch 

mit der ersten umfangsgleich. 
3. Ist eine Menge mit einer zweiten umfangsgleich und diese mit einer dritten 

umfangsgleich, so ist die erste auch mit der dritten umfangsgleich. 
Das sind drei wichtige Eigenschaften der Umfangsgleichheit. Die erste nennen 
wir Reflexivität, die zweite Symmetrie und die dritte Transitivität. 

SATZ 1 (7.1.) 
Die Umfangsgleichheit von Mengen ist reflexiv, sym-
metrisch und transitiv. 

Die Beweise ergeben sich unmittelbar aus der Definition 1 (7.1,). 
Neben diesen Eigenschaften gilt für die Umfangsgleichheit von Mengen das LEIB-
razsche Ersetzbarkeitstheorem, nach welchem — unter der Voraussetzung, daß 
M1 und M2 ,umfangsgleiche Mengen bezeichnen — in jeder Aussage _1 g, durch M2
ersetzt werden kann, ohne daß sich der Wahrheitswert ändert. 
Die einfachste Aussage, in der M1 vorkommt, ist: M1 E 9:1Z . 
Wegen des Extensionalitätsaxioms 

M2 —> V E 3/ 2 E 911) 

ist dann auch M2 E eine Aussage, die mit M1 E 9 den gleichen Wahrheits-
wert hat. 
Mit der Reflexivität, der Symmetrie,. der Transitivität und der Gültigkeit des 
Iannarazschen Ersetzbarkeitstheorems besitzt die Umfangsgleichheit die wesent-
lichen Eigenschaften der Identität. 

DEFINITION 2 (7.1.) — Gleichheit — Identität 
Es seien 1111 und M2 beliebige Mengen über einem 
gegebenen Individuenbereich I. 
Dann nennen wir M1 gleich (identisch mit) M2 (in 
Zeichen M1 = M2) genau dann, wenn für alle x gilt: 
x E M1 genau dann, wenn x E M2. 
Das heißt: M1 = M2 » V x (x E M1 x E M2). 

Die 'Mengenbildungsaxiome sichern mit der Formulierung „es gibt eine Menge 
M, . . ." die Existenz mindestens einer Menge M, die genau diejenigen Individuen x 
als Elemente enthält, die die Aussageform H(x) erfüllen. Aus dem Extensionalitäts-
axiom folgt, daß es höchstens eine solche Menge gibt, denn es gilt der Satz 2 (7.1.). 
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SATZ 2 (7.1.) 
Zu einer gegebenen Aussageform H(x) gibt es über einem 
festen Individuenbereich 1 höchstens eine Menge M, 
die genau diejenigen Individuen x enthält, für die H(x) 
über / gilt. 

Beweis : 
Gegeben sei die Aussageform H(x). 
Annahme: Es gibt Mengen M1, M2, die genau diejenigen. Elemente x enthalten, für 

die H(x) eine wahre Aussage wird; d. h., 
x E M1 H(x) , 
x E 3/2 H(X) . 

Daraus folgt: 
x E Ml — x E M2 für beliebige x, also 
M1 = M2 nach Definition 2 (7.1.). q. e. d. 

Aus dem Mengenbildungsaxiom und dem Satz 2 (7.1.) folgt nun, daß es zu einer 
gegebenen Aussageform H(x) über einem Individuenbereich 1 genau eine Menge M 
gibt, die gerade die Individuen x als Elemente enthält, für die die Aussageform 
H(x) gilt. Die Existenz dieser Menge — es gibt mindestens eine — sichert das Men-
genbildungsaxiom und die Eindeutigkeit — es gibt höchstens eine — der Satz 
2 (7.1.). Jetzt sind wir berechtigt, von derjenigen Menge M zu sprechen, die aus genau 
denjenigen Individuen a besteht, auf die eine gegebene Aussageform H(x) zutrifft 
bzw. für die H(a) eine wahre Aussage ist. 
Wir fragen nach der Beziehung, die zwischen gleichen Mengen und den diese 
Mengen erzeugenden Aussageformen besteht. 
Für die Aussagefermen der gleichen Mengen B3 und B4 beispielsweise gilt: 
Jedes Individuum x aus N erfüllt die Aussageform HB.(x): 1 < x.< 4 genau dann, 
wenn es die Aussageform HB4(x): x2 + 6 = 5 x erfüllt. 
Diese Äquivalenz zwischen den Aussageformen gleicher Mengen ist charakteri-
stisch für die Gleichheit von Mengen. 

SATZ 3 (7.1.) 
Es seien M1 und 3/2  beliebige Mengen über einem ge-
gebenen Individuenbereich, H1(x) und H2(x) erzeu-
gende Aussageformen von M1 bzw. M2. 
Dann ist M1 gleich M2 genau dann, wenn gilt: 
Die Aussage 
V x (H1(x) H2(x)) 
ist wahr. 
Symbolisiert : 
V Ml , V M2 [M1 = M2 — V x (H1(x) --- H2(x))] 

_Beweis : 
Es ist eine Allaussage zu beweisen. 
Allaussagen werden beveiesen, indem man die Aussage für beliebige Mengen M1
und M2 beweist. 
Es seien M1 und M2 beliebige Mengen. 
Dann ist die Äquivalenz • 

M1 = M2 V x (H1(x) H2(X)). 
zu beweisen. 
Äquivalenzen werden bewiesen, indem man die Implikation von „links nach rechts" 
und die von „rechts nach links" beweist. 
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I. Implikation: 
Ni= M2 —3- V x (HA) H2(41 

Nach Definition 2 (7.1.) ist 
= M2 äquivalent mit V x (x E M 1 » x E M2) . 

Das Mengenbildungsaxiom sichert die Allaussagen 
V x (x E M1 » H1(x)) und V x (x E H2(x)) 

aus denen nach dem Schluß aus einer Allaussage die Äquivalenzen 
x E M1 » H1(x) und x •«-.• H2(x) 

für beliebige Individuen x folgen. 
Es sei x ein solches Individuum, für das x E M1 bzw. x,E M2 gilt. Nach der 
Abtrennungsregel folgt dann aus den Äquivalenzen die Erfüllung von Hi(x) 
und die Erfüllung von H2(x). Wir dürfen x E M1 durch H1(x) und x E M2 durch 
H2(x) ersetzen. 
Dann folgt aus der Äquivalenz 

114 = 11/ 2 V x (x E X E M2) 
die Richtigkeit der' Implikation 

Mi = Ma V x (H1(x) » Ha(x)) . 
2. Implikation: 

V x (Hi(x) Ha(x)) M1 = M2
Den Beweis führe der Leser selber. 

Aus 1. und 2. Implikation folgt nach dem Schluß auf eine Äquivalenz und nach 
dem Schluß auf „für alle" die Richtigkeit des Satzes 3 (7.1.). q. e. d. 

Der Satz 3 (7.1.) bringt eine wesentliche Beziehung zwischen erzeugenden Aus-
sageformen gleicher Mengen zum Ausdruck. Diese Beziehung ,gestattet es, die 
Gleichheit von Mengen auch mit Hilfe ihrer, erzeugenden Aussageformen zu 
erklären. 

Es seien M1 und 312,beliebige Mengen über einem gegebenem Individuenbereich, 
H1(x) und H2(x) erzeugende Aussageformen. 
Dann nennen wir Mi. gleich M2 genau dann, wenn die Aussage V x (H1(x) » H2(x)) 
wahr ist. 

Diese Formulierung ist mit Definition 2 (7.1.) völlig gleichwertig. Beide definieren 
ein und denselben Begriff, nämlich den der „Gleichheit von Mengen". 
Nach den 'Mengenbildungsaxiomen und dem Satz 2 (7.1.) ist es sicher, daß jede 
Kontradiktion über einem Individuenbereich I genau eine Menge bestimmt, näm-
lich die leere Menge. über ein und demselben Inidividuenbereich gibt es mehrere 
Kontradiktionen, sie alle sind aber untereinander äquivalent. Nach Satz 3 (7.1.) 
sind die durch sie erzeugten Mengen gleich, und es gibt über dem Individuen-
bereich I die leere Menge Ø. 
Wir vergleichen die leeren Mengen verschiedener Individuenbereiche, z. B.: 

f3A7 = E N; x xl und Ov = {x 6 V ; X hat 3 Diagonalen} 

(V sei die Menge aller Vierecke). 
0N und øv sind sicher Mengen 1. Stufe, denn sie würden mit Aussageformen H(x) 
für Individuen gebildet. 
Wir zeigen, daß leere Mengen 1. Stufe gleich sind. 
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SATZ 4 (7.1.) 
Es gibt genau eine leere Menge 1. Stufe. 

Beweis: 

Es seien I, und 1 2 verschiedene Individuenbereiche. 
Weiter seien 01, die leere Menge über / 1 und 04 die leere Menge über / 2. 
Zu zeigen ist, daß die leere Menge 1. Stufe vom Individnenbexeich unabhängig ist, 
daß also 

0,, =0r, bzw. V x (x E X E 04) 

gilt. 
1. Es sei a ein beliebiges, aber festes Element aus I l . 

Dann ist die Implikation a E 01, ---> a E Oi, wahr, denn die Prämisse „a ist Ele-
ment von 04" ist wegen Definition 1 (7.1.) sicher falsch. 

2. Es sei b ein beliebiges, aber festes Element aus / 2. 
Dann ist die Implikation b E Orz -+ b E 0,, wiederum wahr, denn die Prämisse 
ist nach Definition l .(7.1.) wieder falsch. 

Mit dem Schluß auf „für alle" erhalten wir die Aussagen 
V x (x E er a —> X E 04) und V xi(x E 0i. --> X E 04) . 

Schließen wir daraus auf eine Konjunktion und wenden das Verteilungsgesetz 
V x Hi(x) •A V x H2(x) — V x (Hi(x) n H2(x)) 

an,- so erhalten wir 
V x (x 0/, -> X E 0j, A X E 04--> x E 0/,) 

woraus nach dem Schluß auf eine Aquivalenz 
y x (x E 0/, E 04) 

folgt, was mit 01, = 0,, äquivalent ist. q. e. d. 
Satz 4 (7.1.) berechtigt, von der leeren Menge 1. Stufe zu sprechen und diese allge-
mein mit 0 zu kennzeichnen. 
Analog kann man zeigen, daß es jeweils genau eine leere Menge zweiter, dritter, . . . , 
k-ter Stufe gibt. 

7.2. Gleichheit von Mengen und Identität von Begriffen 

Im Teil B 7.1. haben wir die Gleichheit von Mengen behandelt. Jetzt fragen wir 
nach der Gleichheit (Identität) von Begriffen. 
Zwei Begriffe sind identisch-gleich, wenn sie im Begriffsinhalt und im Begriffs-
umfang übereinstimmen, d. h., wenn sie intensional identisch und extensional 
identisch sind. Aus dem Teil B 6.2. wissen wir, daß Begriffe intensional verschieden, 
extensional aber gleich sein können. So sind die Begriffe „gleichseitiges Dreieck" 
und „gleichwinkliges Dreieck" ihrer Intension nach nicht identisch, wohl aber 
ihrer Extension nach. Sind Begriffe ihrer Intension nach identisch — z. B. „Schif-_ 
ferklavier" und „Akkordeon" —, so sind sie es auch ihrer Extension nach. 

DEFINITION 1 (7.2.) — Extensionale Identität 
Es seien B1 und B 2 beliebige Begriffe. 
Dann nennen wir B1 exteusional identisch mit B 2 genau 
dann, wenn sie dieselb? Klasse von Individuen wider-
spiegeln, d. h., wenn gib dieselben Elemente enthalten 
bzw. umfangsgleich sind. 
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Die Definitionen 2 (7.1.) und 1 (7.2.) weisen gemeinsame Züge auf. Beide beziehen 
sich auf den Umfang, die erste auf den Umfang von Mengen, die zweite auf den 
Umfang von Begriffen. Wie eine Menge, so ist auch ein Begriff unabhängig von 
den. Beschreibungsmöglichkeiten bereits, durch die zur Klasse gehörenden Indivi-
duen eindeutig bestimmt. 

7.3. Gleichmächtigkeit von (endlichen) Mengen 

Die Gleichmächtigkeit ist eine Beziehung zwischen Mengen; sie ist ein Ausdruck 
dafür, daß die betrachteten Mengen dieselbe Anzahl von Elementen besitzen. Wir 
können diesen Begriff an dieser Stelle noch nicht exakt definieren, dafür fehlen 
noch wesentliche Voraussetzungen. Dennoch wollen wir die Gleichheit von Mengen 
gegenüber der Anzahlgleichheit abgrenzen. 

Wir betrachten die Menge der Kontrollkarten (K), die an eine bestimmte Menge 
Junger Pioniere (P) vor einer gemeinsamen Bahnfahrt ausgegeben werden. Es 
bekommt jeder Pionier genau eine Kontrollkarte, und jede Kontrollkarte wird 
genau einem Pionier gegeben. Wir sagen dann gewöhnlich: Es wurden genau soviel 
Kontrollkarten ausgegeben, wie Pioniere mitfuhren. 
Mengentheoretisch stellen wir fest: Die Mengen K und P sind nicht gleich, denn 
ihre Elemente sind verschieden. Aber g und P haben die gleiche Anzahl von 
Elementen, sie sind anzahlgleich. Anzahlgleichheit wäre als Relation zwischen 
Mengen nur für Mengen sinnvoll, deren Elementeanzahl man. durch Auszählen 
ermitteln kann, also anwendbar nur auf „endliche" und nicht auf „unendliche" 
Mengen. 

Wir wollen zwei (im anschaulichen Sinn) endliche Mengen .21/,' und M2 als gleich-
mächtig bezeichnen (in Zeichen M, ,-- M2), wenn sie. die „gleiche Anzahl" von 
Elementen enthalten. Das ist genau dann der Fall, wenn jedem Element der 
ersten Menge genau ein Element der zweiten so zugeordnet werden kann, daß 
dabei auch jedem Element der zweiten Menge genau ein Element der ersten zuge-
ordnet ist. 

O 
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Unter der Mächtigkeit einer (im anschaulichen Sinn) endlichen Menge verstehen 
wir die „Anzahl" ihrer Elemente. 
In „Mathematik, Lehrbuch für Klasse 1", Volk und Wissen Volkseigener Verlag, 
Berlin 1968, Seiten 3 ff, werden verschiedene Mengen hinsichtlich ihrer Mächtig. 
keit verglichen. 
In unserem Beispiel ist B eine Menge von Bleistiften, H eine Menge von Heften 
und F eine Menge von Federtaschen (/ Bild 120/1). , 
Vergleichen wir diese Mengen bezüglich ihrer Mächtigkeit, so stellen wir fest: 

BNH, BEF, HAB, H,~F, FGB, FEH. 
Gleichheit und Gleichmächtigkeit von Mengen stehen zueinander in der Aus-folgt-
Beziehung. Offensichtlich ist, daß gleiche (identische) Mengen auch gleichmächtig 
sind und daß gleichmächtige Mengen nicht notwendig gleich sind. Aus der Gleich-
heit von Mengen folgt die Gleichmächtigkeit. 
Die Gleichheit ist hinreichend für die Gleichmächtigkeit, aber nicht notwendig. 
Die Gleichmächtigkeit ist notwendig für die Gleichheit, aber nicht hinreichend. 
Diesen Zusammenhang können wir auch als Implikation formulieren. 
Wenn zwei Mengen M1 und M 2 gleich sind, so sind sie auch gleichmächtig. 

7.4. Inklusion von Mengen 

Im Teil B 6.1. haben wir erwähnt, daß eine Menge als Individuenbereich für die 
Bildung einer anderen Menge dienen kann. Auf diese Tatsache wollen wir näher 
eingehen. 

DEFINITION 1 (7.4.) — Teilmenge 
Es seien M1 und M2 beliebige Mengen über einem gege-. 
benen Individuenbereich 1. -
Dann nennen wir die Menge .21/3, eine Teilmenge oder 
Untermenge der Menge M2 (in Zeichen M1 g_ M2) bzw. 
die Menge M2 eine Obermenge der Menge M1 (in Zeichen 
.21/ 2 2 M1) genau dann, wenn für alle x gilt: 
Wenn xE1111, so x E M2. 
Das heißt: Mj. c  .21/ 2 — V x (x E M1 --> X E M 2) 

M1 g_ .31, lesen wir auch „M1 enthalten in M2" bzw. „3/2 umfaßt Mi." (7( Bild 121/1). 

oder 
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Prüfen wir die Mengen 
= {x EN;xl , B 2 = {X EN;xl 30}

B3= {xEN;3lx} , /34 — {xEN;x=3nAnEN}, 

hinsichtlich der Teihnengenrelation, so stellen wir fest: 

/32 und B, B 4 , 

denn jedes Element der Menge Bi ist auch Element der Menge B 2, und jedes Ele-
ment von B 3 ist ein solches von B4. Für die letzten beiden Mengen gilt auch die 
Umkehrung: Jedes Element von B, ist auch Element von B3. 
Für die Aussagenformen HB,(x) und HB,(x) der Mengen Bi und B2 gilt die Implika-
tion: 

Wenn HB,(x), so 1- /3,(x) , 
d. h., wenn ein Individuum x aus. N die Aussageform x 16 erfüllt, so erfüllt es 
auch die Aussageform x 130. Entsprechendes gilt für 

HB,(x): 3 Ix und H.14(x): x= 3n A nEN. 

Diese Beziehungen sind charakteristisch für Mengen, die, zueinander in der Teil- 
mengenrelation stehen. 

SATZ 1 (7.4.) 
Es seien M1 und M 2 beliebige Mengen über einem gege-
benen Individuenbereich I, Hi(x) und H2(x) ihre erzeu-
genden Aussageformen. 
Dann ist M1 Teilmenge von M 2 genau dann, wenn gilt: 
Die Aussage V x (Hi(x) -÷ H2(x)) ist wahr. 
Symbolisiert : 
V M1 V M2 [Mi G M 2 V x (Hi(x) —>H2,(x))] 

Der Beweis verläuft analog dem des Satzes 3 (7.1.) und wird daher dem Leser 
überlassen. 
Auf Grund der Mengenbildungsaxiome ist es möglich, alle Relationen zwischen 
Mengen allein mit Hilfe der Elementbeziehungen zu definieren und stets eine dazu 
äquivalente Formulierung anzugeben, die auf die erzeugenden Aussageformen 
Bezug nimmt. Das gilt auch für die Teilmengenrelation 'bzw. Enthaltenseins-
relation. 

Es seien M1 und M 2 beliebige Mengen, Hi(x) und H2(x) erzeugende Aussage-
formen. 
Dann nennen wir M1 Teilmenge von je/2 genau dann, wenn die Aussage 

V x (H1(x) -> H2(x)) 
wahr ist. 

Für die Mengen B 3 und B 4 gilt sowohl B 3 g B 4 als auch B4 g. B3. Drücken wir'
diese Enthaltenseinsrelation mit erzeugenden Aussageformen der Mengen B 3 und B 4

aus, so gelten die Implikationen 

x (HB,(x) -* HB.(x)) und V x •(HB.(x)--> HB,(x)) . 

Aus beiden zusammen folgt die Äquivalenz 

V x (HB.(x) HB,(x)) 

und schließlich nach Satz 3 (7.1.) die Gleichheit von B 3 und B 4. 

Dieser Sachverhalt gilt allgemein; das bestätigt Satz 2 (7.4.) . 
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SATZ 2 (7.4.) 
Es seien M1 und M2 beliebige Mengen. 
Dann gilt M1 c  M2 und M2 C Ml genau dann, wenn 
M1 =M2. 
Symbolisiert: 
V MiV M2[(Mi 1112 A M2 M1) M1 = 

Beweis: 
Es ist eine Allaussage zu beweisen. 
Es seien also M1, M2 beliebige Mengen 1. Stufe. 
Dann haben wir die Äquivalenz 

(Mu 2/1 2 A M2 M1) "-." M1 = M2 

nachzuweisen. Das geschieht durch den Beweis zweier Implikationen. 

1. Implikation 

(1111 g- 1112 A M2 ) = M2 
Nach Definition 1 (7.4.) ist 

M1 g_ I I 2 äquivalent mit V x (x E 3 1 1 —> x E M2) 

.1112 g_. .311 äquivalent mit V x (x E M2 —> x E M1) . 

Nach dem Schluß auf eine Konjunktion und dem Verteilungsgesetz 

(V x H1(x) A V x H2(x)) .- V x (H1(x) n H2(x)) 

folgt aus 

und 

V i (X E M1 ---> X E A V X E .M2 -> X E Mi ) 

die Aussage 
V x [(x E Mi x E .M2) (x E M2 —> X E 11/ 1)] 

und daraus nach dem Schluß auf eine Äquivalenz 

V X (X E Mi  X E 3 / 2) , 

und diese ist nach Definition 2 (7.1.) äquivalent mit 

Mi = M2,. 
2. Implikation 

M1 = M2 M1 M2 A M2 M1 

Der Beweis verläuft entsprechend dem der 1. Implikation und wird dem Leser 
überlassen. 

Aus 1. und 2. Implikation folgt nach dem Schluß auf eine Äquivalenz und nach 
dem Schluß auf „für alle" die Richtigkeit des Satzes 2 (7.4.). q. e. d. 

Für die Mengen B1 und B2 gilt: 
g B2 und .B1 B2 . 

In solch einem Falle schreiben wir 
B 1 C B2 (gelesen: B1 echt enthalten in B2). 

DEFINITION 2 (7.4.) — Echte Teilmenge 
Es seien M1 und M2 beliebige Mengen über einem ge-
gebenen Individuenbereich I. 
Dann nennen wir M1 echte Teilmenge von M2 (in 
Zeichen M1 C M2) bzw. M2 echte Obermenge von Ml.
(in Zeichen M. M 1) genau dann, wenn für alle x gilt: 
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74: 

Wenn x E Ml, so x E M2, und es gibt mindestens ein y 
so, daß y E M2 und y E M1. 
Das heißt: 
M1 C M2 «-› V X (X E -> X E M2) A 3 y (y E M2 A.y /1/ 1), 

Fügen wir den Mengen B1 und B2 eine dritte Menge hinzu, in der B2 enthalten 
ist — etwa B5 = {x E N; x 60} — und vergleichen B1 mit B5, so stellen wir 
fest: B1 ist auch in B5 enthalten. 
Diese Eigenschaft wird als Transitivität der Relation „g" bezeichnet. Sie ist 
keine Besonderheit unserer Beispielsmenge, sie ist charakteristisch für die Mengen-
relationen „ und ,,C ". 

Wir formulieren und beweisen diese Eigenschaft für „g". 

SATZ 3 (7.4.) 
Es seien Ml, M2 und M3 beliebige Mengen über einem 
gegebenen Individuenbereidh I. 
Dann gilt: 
Wenn M1 enthalten ist in M2 und M2 enthalten ist in 
M3, SO ist auch M1 enthalten in M3. 
Symbolisiert: 
V M1V 1112V 111.3[(1111-- 1112 A 1/12 -1113) -311 1113] 

Voraussetzung: M1, M2 und M3 seien beliebige Mengen, für die gilt: 

Mi c  M2 und M2 ≤ M3 . 
Behauptung: Mi M3

Beweis: 
Wir betrachten ein beliebiges Element x aus der Menge 3/1. 
Wegen der Voraussetzung M1 g M2, die nach Definition 1 (7.4.) mit V x (x E M, 
—> x E M2) äquivalent ist, gilt auch x E M2, und nach der Voraussetzung von 
M2 c  M3, die mit V x (x E M2 ---> x E M3) äquivalent ist, ist das Element x aus 
M1 dann auch Element von M3. 
Nach dem Schluß auf „für alle" sind unter den gegebenen Voraussetzungen 
alle x aus M1 auch Elemente von M3. q. e. d. 
Nach Definition 1 (7.4.) ist jede Menge (nicht echte) Teilmenge von sich selbst, 
denn jede Menge erfüllt die getroffene Definition; es gilt: 

V M (M M) . 

Auch die leere Menge 0 ist Teilmenge nicht nur einer bestimmten, sondern jeder 
beliebigen Menge M. Sie steht mit jeder Menge M in der Teilrdengenrelation 

V M (0 M) , 

denn die Prämisse x E 0 ist in dem zu 0 c  M nach Definition 1 (7.4.) äquivalenten 
Ausdruck V x (x E 0 —>xEM) stets falsch und somit die Implikation x E 0 --> 
x E M für alle x wahr. 
Die leere Menge ist also Teilmenge jeder beliebigen Menge M, und jede Menge 
ist zugleich (nicht echte) Teil- und (nicht echte) Obermenge von sich selbst: 

V M (0 g__MAM_g_M). 
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Weitere Beispiele für die Inklusion von Mengen 

BEISPIEL 1 (7.4.): 
Wir bilden alle möglichen Teilmengen der Menge M = {x E N; x 1 10} . 
Geordnet nach Nullmenge, Einermengen, Zweiermengen, Dreiermengen und Vierer-
mengen erhalten wir: 

0 g_ M{ 1} M {1, 2} g M {1, 2, 5} g M {1, 2, 5, 10} M 
{ 2} M {1, 5} g M {1, 2, 10} E M 
{ 5} M {1, 10} 3/ {1, 5, 10} E 
{10} M {2, 5} M {2,5,10}gM 

{2, 10} E M 
{5, 10} g M 

BEISPIEL 2 (7.4.): 
Es sei L die Menge der von der Deutschen Reichsbahn eingesetzten Lokomotiven. 
Dann bilden die Mengen E (elektrische. Loks) und D (Dieselloks) echte Teilmengen 
von L: 

E C L und D C L . 

BEISPIEL 3 (7.4.): 
Es seien 
M1 die Menge der Vierecke mit vier kongruenten Seiten und vier kongruenten 

Winkeln, 
M2 die Menge der Vierecke mit vier kongruenten Winkeln, 
M3 die Menge der Vierecke mit kongruenten Diagonalen, die einander halbieren 

und aufeinander senkrecht stehen, 
M4 die Menge der Vierecke mit kongruenten Diagonalen, die einander halbieren, 
M5 die Menge der Vierecke mit Diagonalen, die aufeinander senkrecht stehen und 

einander halbieren, 
M, die Menge der Vierecke mit einander halbierenden Diagonalen, 
M7 die Menge der Vierecke mit zwei Paar kongruenten Gegenseiten, 
M8 die Menge der Vierecke mit zwei Paar kongruenten Gegenwinkeln,. 
M9 die Menge der Vierecke mit zwei Paar parallelen Gegenseiten. 

Wir stellen fest: 
1. Die Mengen M1 und M3 sind gleich, sie geben die Menge Q der Quadrate an. 

Ebenso sind M2 und M4 gleich, sie geben die Menge Re der Rechtecke an. 
Auch M6 bis M9 sind gleich, sie geben die Menge P der Parallelogramme an.. 
Die Menge M5 gibt die Menge der Rhomben (Rh) an. 
Es sei-H1(x) die Aussageform „x hat einander halbierende Diagonalen", 
H2(x) die Aussageform „x hat aufeinander senkrecht stehende Diagonalen" und 
H3(x) die Aussageform „x hat kongruente Diagonalen". 
Bezeichnen wir die Menge der Vierecke mit V und nehmen diese als Individuen-
bereich, so können wir die Mengen Q, Re, Rh und P mit Hilfe der Aussage-
formen Hi(x), H2(x) und H3(x) angeben: 
Q= {x E V;,.Hi (x) A H2(x) A H3(x)}; 
Rh = {x E V ; 'Hi(x) A H2(x)}; 
Re = {x E V; Hi(x) n H3(x)}; 
P = {x E V ; H1(x)} . 

2. Y x [(Hi(x) A H2(x) A H3(x)) ---> (H1(x) A H2(X))]; 
x [(Hi(x) A H2(x) A H3(x)) ---> (Hi(x). A H3(X))1; 

V x [(HA) n H2(x) A H3(x)) --> H1(x)]; 
x [(H1(x) A H2(x)) —› 1-11(x)] und Ni x [(H1(x) A H3(x)) H1(x)] 
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74, 

126/1 

sind offensichtlich wahre Aussagen. 
Nach Satz 1 (7.4.) gelten dann folgende Teilmengenrelationen (2( Bild 126/1): 

Q g 14; Q Re; Q P; 14 P; Re g__ . 

7.5. Inklusion von Mengen und mathematische 
Bedingungen 

Die Inklusion von Mengen haben wir in Definition 1 (7.4.) mit Hilfe der Impli-
kation definiert und im Satz 1 (7.4.) als Iinplikation formuliert. 
Wenden wir Satz 1 (7.4.) auf unsere Beispielmengen 

B1 = {x E N ; x I 6} und B2 = {X E x 30} 

an, dann ergibt sich: 
B l ~B 2 ••-• V X (X 6 ---> x I 30) . 

Wir haben schon festgestellt: Wenn ein Individuum a aus N die Aussageform 
x 6 erfüllt, so erfüllt es auch die Aussageform x 30. Die Wahrheit der Prämisse 
x 16 überträgt sich auf die ‚Wahrheit der Konklusion x I 30, die Wahrheit der 
Konklusion folgt aus der Wahrheit der Prämisse. 
Die Erfüllung :der Aussageform x 6 ist hinreichend (aber nicht notwendig) dafür, 
daß auch die Aussageform x 1 30 erfüllt wird, „x 1 6" ist eine hinreichende Bedingung 
für „x 130". Die Erfüllung der Aussageform x 30 ist notwendig (aber nicht 
hinreichend) dafür, daß .die Ausssageform x 6 erfüllt wird, „x 30" ist eine not-
wendige Bedingung für "x 1 6", denn wäre nämlich x kein Teiler von 30, so könnte 
x auch kein Teiler von 6 sein. Die von der Bedingung „x 16" erzeugte Menge B1
ist in der von „x 130" erzeugten Menge B2 enthalten und die von der Bedingung 
„x 130" erzeugte Menge umfaßt die von „x 1 6" erzeugte. 

Die Aussageformen der Mengen B3 und B4 weisen hinsichtlich mathematischer 
Bedingungen eine Besonderheit auf. 
„3 I x" ist sicher eine hinreichende. Bedingung für „x = 3 n A ne N", und 
„x =-3nAnEN" eine notwendige Bedingung für „3 Ix". Die von „3 Ix" er-
zeugte Menge ist in der von „x = 3 n A n E N" erzeugten Menge B4 enthalten. 
Aber auch die Umkehrung gilt. „x =-3n Arte N" ist eine hinreichende Bedingung,
für, „3 Ix", und „3 Ix" ist eine notwendige Bedingung für „x =3nAnEN". 
Die Menge .B4 ist in B3 enthalten. „3 x" ist eine hinreichende und notwendige 
Bedingung für „x = 3nAnE N" und umgekehrt. 
Die von „3 lx" erzeugte Menge B3 ist gleich der von „x = 3 n n n E N" erzeugten 
Menge B4. 
,Wir betrachten noch zwei Mengen aus dem Beispiel 3 (7.4.). 
In der Tat ist „(H1(x) A H2(x))" eine hinreichende Bedingung für „H1(x)" und 
„H1(x)" eine notwendige Bedingung für „(H1(x) A H2(x))". Die von der hinrgi-
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chenden Bedingung „(I-11(4 n H2(x))" über dem Individuenbereich V erzeugte 
Menge Rh ist in der von, der notwendigen Bedingung „H1(x)" erzeugten Menge P 
enthalten, und die Menge .P umfaßt die Menge Rh. 
Diese Beziehung zwischen der Enthaltenseinsrelation von Mengen und den mathe-
matischen Bedingungen ist wieder keine Besonderheit unserer Beispiehnengen, sie 
gilt allgemein. 
Eine Menge M1 ist in der Menge M2 enthalten genau dann, wenn:die die Menge M1
erzeugende Aussageform H1(x) eine hinreichende Bedingung für die die Menge M2
erzeugende Aussageform H2(x) und H2(x) eine notwendige Bedingung für H1(x) ist 
bzw. wenn aus der Aussageform H1(x) die Aussageform H2(x) folgt. 
Eine Menge M„ ist gleich der Menge M2 genau dann, wenn Hi(x) eine hinreichende 
und notwendige Bedingung für H2(x) ist und umgekehrt bzw. wenn aus der Aus-
sageform H1(x) die Aussageform H2(x) und aus der Aussageform H2(x) die Aus-
sageform H1(x) folgt. 

7.6. Inklusion von Mengen und Subordination 
von Begriffen 

Im Beispiel 3 (7.4.) gaben wir die Mengen Q, Rh, Re und P über dem Individuen-
bereich V mit Hilfe der Aussageformen Hi(x), i = 1, 2, 3, bzw. deren Konjunktionen 
an. Aus dem Venndiagramm in diesem Beispiel sind folgende. Mengenbeziehungen 
leicht erkennbar: 

QCV, QCP, QCRe , QCRh ; 
Rh C V, Rh C P; 
Re C V, Re C P; 
PC V. 

Wählen wir als Gattung den Begriff „Viereck", dann können wir auch die Be-
griffe „Quadrat", "Rhombus", „Rechteck" und "Parallelogramm" mit den durch 
die Aussageformen Hi(x) ausgedkückten Eigenschaften definieen. 

Quadrat nennt man ein Viereck mit einander halbierenden, aufeinander senk-
recht stehenden und kongruenten Diagonalen. 
Rhombus nennt man ein Viereck mit einander halbierenden und aufeinander senk-
recht stehenden Diagonalen. 
Rechteck nennt man ein Viereck mit einander halbierenden und kongruenten 
Diagonalen. 
Parallelogramm nennt man ein Viereck mit einander 'halbierenden Diagonalen. 

Für die Definition der Begriffe „'Quadrat", „Rhombus" und „Rechteck" wäre 
schon der Begriff „Parallelogramm" und für den Begriff „Quadrat" schon der 
Begriff „Rhombus‘' oder „Rechteck" als Gattungsbegriff hinreichend. 
Den zwischen den Mengen Q, Rh, Re, P und V geltenden Relationen entsprechen 
analoge Beziehungen zwischen den Begriffen „Quadrat", „Rhombus", „Recht-
eck", „Parallelogramm" und „Viereck". 

Jedes Quadrat ist ein Viereck (Parallelogramm, Rechteck und Rhombus); bzw. 
Wenn x ein Quadrat ist, so ist x ein Viereck (Parallelogramm, Rechteck, Rhom-
bus). 
Jeder Rhombus ist ein Viereck (Parallelogramm); bzw. 
Wenn x ein Rhombus ist, so ist x ein Viereck (Parallelogramm). 
Jedes Rechteck ist ein Viereck (Parallelegramm); bzw. 
Wenn x ein Rechteck ist, so ist x ein Viereck (Parallelogramm). 
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7.7. 

Jedes Parallelogramm ist ein Viereck ; bzw. 
Wenn x ein Parallelogramm ist, so ist x ein Viereck. 

Diese Beziehung zwischen Begriffen heißt Subordination (Unterordnung). Der 
Artbegriff ist dem Gattungsbegriff untergeordnet, der Artbegriff ist oder sub-
ordinierte Begriff, der Gattungsbegriff der subordinierende Begriff. • 
„Parallelogramm" ist gegenüber „Viereck" der subordinierte, letzter gegenüber 
dem ersten der subordinierende Begriff. 
„Rechteck" ist gegenüber „Quadrat" der subordinierende, gegenüber „Parallelo-
gramm" der subordinierte Begriff. 
Die Subordination trifft auch auf die Begriffe „Metallarbeiter" und „Arbeiter", 
„Arbeiter" und „Werktätiger", „Bruder" und „Verwandter", „Obstbaum" und 
„Baum", „Primzahl" und „natürliche Zahl", . . . zu, und sie trifft auch auf fol-
gende Kette von Begriffen zu: „Linde", „Laubbaum", „Baum", „Pflanze" und 
„Lebewesen". 
Es ließe sich die Reihe von Beispielen für die Subordination von Begriffen beliebig 
fortsetzen. 

7.7. Potenzmengen, Mengen höherer Stufen 

Im Beispiel 1 (7.4.) haben wir von der Menge M = {x E N; x III)} alle möglichen 
Teilmengen gebildet. Fassen wir diese zu einem neuen Ganzen zusammen, so 
erhalten wir eine Menge von Mengen. 

10, {1}, {2}, {5}, {10}, {1, 2}, {1, 5}, {1, 10}, {2, 5}, {2, 10}, 
{5, 10} , {1, 2, 5} , {1, 2, 10} , {1, 5, 10}, {2, 5, 10}, {1, 2, 5, 10}1 

• 
DEFINITION 1 (7.7.) — Potenzmenge 
Es sei M eine beliebige Menge. 
Dann nennen wir die Menge aller Teilmengen von M 
die Potenzmenge von M (in Zeichen 3(M)). 

Die Bildung von Potenzmengen ist eine Möglichkeit zur Bildung neuer Mengen. 
Die Existenz der Potenzmengen sichert das 
Mengenbildungeaxiom für Mengen 2. Stufe: 

3 9,jt V X (X E — H(X)) , 
und die Eindeutigkeit folgt aus dem 
Extensionalitätsaxiom für Mengen 2. Stufe: 

-> " (9)04 E 9Y2 Ea4) 
u

Die Potenzmenge 93(M) der Menge M = {x E N; xl 10} hat 16 Elemente, ihre 
Mächtigkeit ist 16, die der Menge M aber 4. Wir fragen nach dem Zusammen-
hang der Mächtigkeiten einer Menge M und ihrer Potenzmenge 13(M). Die Mäch-
tigkeit der Potenzmenge ist stets größer als die der Menge selbst. Wir beschränken 
uns im folgenden auf „endliche" Mengell. 
Ist M = 0, so ist 13(0) {0}. 
Ist M = {a}, so ist 93({a}) = {0, {a}}. 
Ist M = {a, b} , so ist 3({a, b}) = {0, {a} , , {a, b}}; oder: 
Hat M drei Elemente, so hat I(M) 23 Elemente; oder: 
Ist die Mächtigkeit von M gleich 4, dann ist die von 3(M) gleich 24 ; usw. 
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SATZ 1 (7.7.) 
Die Potenzmenge jeder eidlichen Menge M der Mäch-
tigkeit n hat genau 2" Elemente. 

Auf einen Beweis dieses Satzes wird verzichtet. Er kann. mit Hilfe der vollstän-
digen Induktion über n oder mit Hilfe von Sätzen aus der Kombinatorik geführt 
werden. 

7.8. über Antinomien und deren Vermeidung 

Im Teil B. 6. haben wir darauf hingewiesen, daß die „naive" CArnoesche Mengen-
definition zu Widersprüchen führen kann. 
Wir wollen das an einigen Beispielen demonstrieren. 
BERTRAND Russzu (1872-1970), englischer Mathematiker, Philosoph und, Mit-
begründer der mathematischen Logik, Nobelpreisträger und Friedenskämpfer, 
betrachtete die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten. 
Die CANToBsche Mengendefinition erlaubt eine solche Mengenbildung. Wir wollen 
diese Menge mit 9i bezeichnen. Nach dem „Satz vom ausgeschlossenen Dritten" 
— so schloß Rusegyz — kann für selbst nur gelten: 
Entweder enthält gi sich selbst als Element oder R enthält sich nicht selbst als 
Element.

E --, (9 E 
(1) Wir nehmen an, daß R sich selbst als Element enthalte, also gt E R gelte. 

Dann gehört aber nicht zur Menge aller der Mengen, die sich nicht selbst 
als Element enthalten. 
Aus gt E sR fiilgt gerade ti (RR E 

(2) Nehmen wir dagegen an, daß R sich nicht selbst als Element enthalte, alsö 
ti (N E 9i) gelte. 
Dann gehört aber 91 zur Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element 
enthalten. 
Aus ti (R E R) folgt gerade i E 

Nach dem. Schluß auf eine Äquivalenz erhalten wir aus (1) und (2),: 
ist Elehient von 9i genau dann, wenn »I nicht Element von l ist. 

Und das ist offensichtlich ein Widerspruch. Dieser Widerspruch wird als RUSSELL.. 
sehe Antinomie bezeichnet. 
Ein weiterer Widerspruch, der aus der „naiven" CAmohschen Mengendefinition 
folgt, ist die Erste CANTonsehe Antinomie oder BunAm-Fonmische Antinomie. 
Dieser Widerspruch entsteht bei der Bildung der Menge aller Mengen—
Für die Antinomien vom RussELLschen Typ sind viele Beispiele bekannt. 
So führt die Bildung der „Menge M aller Männer eines Dorfes, die sich nicht 
selbst rasieren" auf die Russzrzsche Antinomie, wenn man als Dorfbarbier einen 
Mann bezeichnet, der alle die und nur die Männer des Dorfes rasiert, die sich nicht 
selbst rasieren, und wenn man weiter voraussetzt, daß es in einem gewissen Dorf 
genau einen Dorfbarbier gibt, daß niemand sich in einem fremden Ort rasieren 
läßt und daß auch kein Fremder einen Mahn des Dorfes rasiert. 
Eine' logische Antinomie liegt immer dann vor, wenn sich aus gewissen Voraus-
setzungen mit logisch einwandfreien Mitteln eine Aussage H und ebenso ihr 
Negat ti H herleiten bzw. beweisen läßt. In jeder exakten Wissenschaft sind 
Antinomien zu vermeiden; wenn man These und Antithese gelten läßt, hört jedes 
vernünftige Schließen auf. Daher forschte man seit dem Auftreten antinomischer 
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Erscheinungen nach ihren Ursachen und nach Möglichkeiten zu deren Vermei-
dung. 
Bis zur jüngsten Gegenwart war man der Meinung, daß CANTOR seine Mengen-
definition zu allgemein faßte und den Rahmen unserer unmittelbaren und ge-
sicherten Erfahrung überstieg, daß er mit der, Formulierung 

„. . . jede Zusammenfassung M von bestimmten wohlunterschiedenen Ob-
jekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens . . ." 

seiner Definition einen über die Erfahrung hinausgehenden Gültigkeitsbereich zu-
grunde legte, der auch solche Mengenbildungen wie „Menge aller Mengen" und 
„Menge aller Mengen, die sioh nicht selbst als Element enthalten" zuläßt. Und 
diese rufen die Antinomien hervor. Sollen sie vermieden werden, so ist neben der, 
CANTonschen Mengendefinition festzulegen, welche Mengen Gegenstand der Theorie 
sein sollen und welche nicht. 
FRAENKEL formulierte hierzu das Zirkelfehlerprinzip: 

„Keine Gesamtheit kann Glieder enthalten, die nur mittels jener Gesamtheit 
definierbar sind und somit ihrerseits von jener Gesamtheit abhängen." 

Der Logiker Russztr., stellte die Forderung auf:
„Mengen dürfen nur Elemente der nächtskleineren Stufe enthalten." 

Werden diese „Verbotsvorschriften" bei jeder Mengenbildung beachtet, dann gibt 
es keine Mengen mehr, die sich selbst als. Element oder Mengen verschiedener 
Stufen als Elemente enthalten. 

Wir haben dem Aufbau der Mengenlehre im wesentlichen ein Axiomensystem", 
bestehend aus den Mengenbildungsaxiomen und Extensionalitätsaxiomen erster, 
zweiter, . . ., k-ter Stufe, dem Unendlichkeitsaxiöm und dem Auswahlaxiom zu-
grunde gelegt. 
Mit diesem axiomatischen Aufbau, in dem der Mengenbegriff als Grundbegriff 
an den Anfang der Theorie über Mengen gestellt wird, werden die bislang be-
kannten Antinomien der CANTozsohen Mengenlehre vermieden. 
Nach den Mengenbildungsaxiomen werden nur Mengen gleicher Stufe zu einer 
Menge M zusammengefaßt. Hat M die Stufe k, so haben ihre Elemente die 
Stufe (k — 1), und es können nur Ausdrücke der Form 

mve-1) E M (k) mit k> 1 
als Index im .Stufenaufbau der Mengenlehre und nie Ausdrücke der Form 

M(k) E m(k) 

gebildet werdei n. Nach den Bemerkungen auf Seite 106 ist 11/(k) E M (k) ein un-
zulässiger Ausdruck. 

7.9. Kontrollfragen 

1. Wann heißen zwei Mengen gleich bzw. gleichmächtig ? 
Wann ist eine Menge in einer anderen enthalten ? 

2. Drücken Sie die Identität und die Inklusion für zwei Mengen mit Hilfe erzeugender 
Aussageformen aus! 

3. Drücken Sie die Gleichheit zweier Mengen bzw. die Relation „g" zwischen Mengen 
mit Hilfe der Folgerungsbeziehung zwischen Aussageformen aus! 

4. Geben Sie analoge Beziehungen zwischen Begriffen an, die Beziehungen zwischen 
Mengen entsprechen! 

5. Welche Axiome haben wir dem Aufbau der Mengenlehre zugrunde gelegt ? , 
Erläutern Sie ihren Inhalt! 
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8. Operationen mit Mengen 

Das Wort „Operation" ist aus dem Mathematikunterricht der allgemeinbildenden 
polytechnischen Oberschule und aus dem Wortschatz der modernen Umgangs-
sprache bekannt. 
Wir erinnern uns an die Rechenoperationen. 
Die Addition, die Multiplikation und das Potenzieren ordnen je zwei Zahlen eines 
bestimmten Zahlenbereichs eindeutig eine Zahl dieses Bereichs zu. Auch die 
Subtraktion, die Division, das Radizieren und das Logarithmieren tun das in solchen 
Bereichen, in denen sie uneingeschränkt ausführbar sind. Wir sprechen von 
zweistelligen Rechenoperationen. 

a b -->c; q•r--8; de -->f 
Wird jeder Zahl eines Zahlenbereichs eindeutig wieder eine Zahl des Bereichs 
zugeordnet, so können wir diesen Vorgang als eine einstellige Rechenoperation 
bezeichnen. 
Als Beispiele wären die Reziprokenbildung im Bereich der von Null verschiedenen 
rationalen Zahlen und die Bildung der entgegengesetzten Zahl im Bereich der 
ganzen Zahlen zu

\ 

nennen. • 
/ a b 

r >. k +  \ (+g)-> (-g)

Im Teil B 8. lernen wir nunmehr Mengenoperationen kennen, die jeder Menge 
bzw. je zwei Mengen nach bestimmter Vorschrift eindeutig wieder eine Menge 
zuordnen. 

8.1. Komplement einer Menge 

Im Teil B 8. kommen wir zu einer Reihe von Anwendupgen der Mengenbildungs-
axiome und Extensionalitätsaxiome. 
Auf Grund dieser Axiome gibt es, wie wir gezeigt haben, zu einer gegebenen 
Aussageform H(x) genau eine Menge, die gerade diejenigen Individuen als 
Elemente enthält, für die H(x) gilt. 

9* 131 



tu. , 

Es sei .über dem Individuenbereich I eine beliebige Menge M gegeben. Die In-
dividuen aus I, die nicht zu M gehören, bilden dann auf Grund der Mengen-
bildungsaxiome wieder eine Menge, wenn wir für sie als erzeugende Aussageform 
beispielsweise „x s M" nehmen. Die Eindeutigkeit dieser Menge sichert das 
ExtensionalitätBaxiom für Mengen 1. Stufe. 

)
DEFINITION 1 (8.1.) — Komplement einer Menge 
Es sei M eine beliebige Menge über dem Individuen-
bereich I. 
Dann nennen wir die Menge, die genau diejenigen Indi-
viduen enthält, die nicht zu M gehören, die Komple-
mentärnienge von M (in Zeichen M, gelesen: Komple-
ment von). 

Das heißt: .iii = ix E i ; X EI _Mb 

In unseren Beispielmengen war der Individuenbereich selbst eine Menge. Das 
ist bei den meisten Mengenbildungen der Fall, auch bei den Mengen, die im Rahnien 
der Schulmathematik gebildet bzw. betrachtet werden: Daher führen wir das 
Komplement einer Teilmenge T 'bezüglich M ein. 
Wir betrachten über dem Individuenbereich I eine beliebige Menge M und eine 
ihrer Teilmengen T. 
Das Komplement von T bezüglich M über J enthält auf Grund von Definition 
1 (8.1.) alle die Individuen aus I, die einerseits zu M, andererseits aber nicht zu T 
gehören. Wir können dieie Menge mit 

{xE/; xEMAxeTATgie 

angeben. Für M = I vereinfacht sich der Ausdruck zu 

{xEM; xETAT____M}. 

Wählen wir — entsprechend Definition 1 (8.1.) - für das Komplement von T 
bezüglich M das Zeichen T, so gilt: 

f = {x EM; xETAT g. . .111}. 

Für das Komplement 27 von T bezüglich M lassen sich drei Fälle unterscheiden und 
graphisch wie im Bild 132/1 darstellen.

T 

T M T=M T = 0 .

132/1 
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BEISPIEL 1 (8.1.)( 
Wir ermitteln T von T in M. 

Gegebene Menge M Teilmenge , Komplementärmenge 

1. M = {x EN; 

5 x S 20} 
T = (x E N; 4 I x 1 , f' = {x E N; 44- x} 

2. M sei die Menge 
aller Dreiecke. 

T sei die Menge aller 
rechtwinkligen Dreiecke. 

f ist die Menge der nicht 
rechtwinkligen Dreiecke.' 

3. 
( 

M sei die Menge 
der Primzahlen (Pf) 

Q = (x E Pz; 41x), d. h. 
Q = 0 

fi = {x E Pz; —(4 I )} 
' = P; 

4. M sei die Menge 
der natürlichen , 
Zahlen (N). 

S —{x E N;x k. 0} A:S7 = {x E N; x < 0} 
= {x E N; --(x k 0)} 
= 0 

Die Beispiele lassen vermuten, daß eine erzeugende Aussageform der Komplemen-

tärmenge T das Negat der erzeugenden Aussageform von T ist. Diese Vermutung 
beätätigt der Satz 1 (8.1.). 

SATZ 1(8..1.) '
Es sei M eine beliebige Menge und H(x) eine Aussage-
form über M, die die Teilmenge T von M erzeugt. 
Dann bestimmt das Negat , -,H(x) über M die Kom-

plementärmenge T in M. 
Symbolisiert: 
T = {x E M; H(x)} E M; 

Voraussetzung: M sei eine beliebige Menge, T {x E M; H(x)} eine ihrer Teil-
mengen. 

Behauptung: T = {x E M; -,,Ii(x)} ist die Komplementärmenge von T in M. 
Beweis: 
Nach dem Mengenbildungsaxiom gehören genau diejenigen Elemente aus M 
zur Teilmenge T, die die Aussageform H(x) zur wahren Aussage machen. 'Alle 
Elemente der Menge M, die H(x) nicht erfüllen, erfüllen dem Prinzip der Zwei-
wertigkeit entsprechend das Negat ,,,H(x) und gehören nicht zur Teilmenge T von 
M, sondern nach Definition 1 (8.1.) zur Komplementärmenge T von T in M. q. e. d. 

Ans dem Teil A „Einführung in die mathematische Logik" ist bekannt, daß die 
zweite logische Verneinung eines Ausdrucks die erste aufhebt, daß ••••• (H(x))) 
mit H(x) semantisch äquivalent ist. 
Wenden wir diese Tatsache auf die Bildung von Komplementärmengen an, dann 
ergibt sich als Folgerung: 

FOLGERUNG 1 (8.1.) aus Satz 1 (8.1.): 
Ist T = {x E M; ,,,H(x)} die Komplementärmenge von T = {x E M; H(x)} in 
M, dann ist r = E M; (H(x)))} die Komplementärmenge von T in M, 

und sie ist wegen (H(x))) H(x) gleich T. 
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Also ist T die Komplementärmenge von i' in M, wenn T eine solche von T in 
M ist. Aus diesem Grunde werden T und T auch kurz als Komplementärmengen 
in M bezeichnet. 

Die Bildung von Komplementärmengen ist eine einstellige. Mengenoperation. Sie 
ordnet jeder Teilmenge einer beliebigen Menge M eindeutig wieder eine Teil-
menge von M zu. Dabei können die im Bild 132/1 angegebenen Fälle eintreten. 
Aus den Fällen (2) und (3.) lesen wir den Inhalt der folgenden Sätze ab. 

• 
SATZ 2 (8.1.) 
Es sei M eine beliebige Menge. 
Dann ist die Kamplementärmenge ,der leeren Menge 0 
bezüglich M gleich M. 
Symbolisiert: V M M) (Allgemein: 0 = AI ) 

SATZ 3 (8.1.) 
Es sei M eine beliebige Menge. 
Dann ist die Komplementärmenge der Menge M in M 
die leere Menge 0. 

Symbolisiert: V M (bi = 0) (Allgemein: .Ä/ = 0) 

Die Beweise dieser Sätze sind einfach, sie stützen sich auf die Definitionen 1 (8.1..) 
und 2. (7.1.) bzw. 1 (7.4.). Es wird dem Leser empfohlen, die Beweise selber zu 
führen. 

Die Sätze 2 (8.1.) und 3 (8.1.) stehen zueinander in enger Beziehung, sie bedingen 
einander. Bilden wir in M beiderseits die Komplementärmenge, so erhalten 
wir e= und 'schließlich wegen der Folgerung 1 (8.1.) 0 = M. Diese Beziehung 
ist wegen Satz 3 (8.1.) allgemeingültig. Auf die gleiche Weise erhalten wir aus dem 
Satz 3 (8.1.) den Satz 2 (8.1.). 

8.2. Durchschnitt von Mengen 

Sind zwei Mengen gegeben, so kann man nach den Elementen fragen, die sowohl 
in der einen als auch in der anderen Menge enthalten sind.. 
Diese Elemente bilden wieder eine Menge, ihre Existenz und Eindeutigkeit sichern 
entsprechende Mengenbildungsaxiome und das Extensionalitätsaxiom, wenn wir 
für diese Menge beispielsweise 

xEM 1 und X E 3 / 2

als erzeugende Aussageform nehmen. 

EFINITION 1 (8.2.) — Durchschnitt 
s seien M1 und M 2 beliebige/Mengen. 
ann nennen wir die Menge, die genau diejenigen Ele-
ente enthält, die in M1 und M 2 enthalten sind, den 
urchschnitt von M1 und 3/ 2 (in Zeichen M1 n M2, 
elesen: M1 geschnitten mit M2). 
as iBt:M1nM2 = XE/;XE3/ AXEM 

1 XE 1 A X E g. • 
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Es lassen sich zwei Fälle unterscheiden ( ji Bild 135/1). 

(1.2.) (2.) 

M1 C M2
135/1 

(1.) M1 n M2 + 0 (2.) Mi n 11/2 = 0 

(1.1.) M 1 M2 und M2

BEISPIEL 1 (8.2.) : 
Wir ermitteln den Durchschnitt zweier Mengen. 

Gegebene Mengen Durchschnitt 

(1.1.) A = {x E G; — 3 <x} 
B = {x E G; x ≤ + 1} A.nB={xeG;— 3 <xnx._-<+1} 

—{xEG; — 3 < x ≤ + 1} 

(1.2.) 
5 

C= xeR;xk± 1
4 

D = E R; x > + —6 1 CnD=IxE R; + 45 
5 5xn-6— <x} 

= {X E R; + 4 —5 ≤ x1 

—C 

(2.) I sei die Menge der 
Dreiecke. 
E = {x E I; x ist recht- 

winklig} 
F = {x s I; x ist gleich-

seitig} 

E n F= {x E I; x ist rechtwinklig 
und gleichseitig} 

= 0 ' 

(1.2.) N j M2 oder m2 

Die Beispiele lassen vermuten, daß eine erzeugende Aussageform des Durchschnitts 
zweier Mengen die Konjunktion der erzeugenden Aussageformen dieser Mengen 
(oder eine zu dieser Konjunktion äquivalente Aussageform) ist. Es gilt nämlich 
der Satz 1 (8.2.). 

SATZ 1 (8.2.) 
Es seien M1 und M2 beliebige Mengen, H1(x) und H2(x) 
ihre erzeugenden Aussageformen. 
Dann gilt: 
M1 n M2 H1(x)} n {x E H2(x)} 

= E 1.; H1(x) n H2(x)} . 
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Beweis : 
Nach Voraussetzung enthält M1 genau die Elemente, die H1(x) über dem In-
dividuenbereich 1 erfüllen, und M2 genau die Elemente, die H2(x) über dem Indi-
viduenbereich 1 erfüllen. Die Konjunktion H1(x) A H2(x) erfüllen dann die Ele-
mente, die sowohl in M1 als auch in M2 enthalten sind. Das sind aber nach 
Definition 1 (8.2.) genau die Elemente des Durchschnitts M 1 n M2. 
Andererseits sind die' Elemente aus Ml n M2 nach Definition 1 (8.2.) in M1
und in M2 enthalten, .d. h., sie erfüllen sowohl die Aussageforin H1(x) als auch 
H2(x) und somit auch die Konjunktion 1-1,(x) A H2(x). 

`Danach enthält M1 n M2 die und nur die Individuen des, Grundbereichs als 
Elemente, die die Aussageform H1(x) A H2(x) erfüllen. q. e. d. 

Die Durchschnittsbildung von Mengen ist eine zweistellige Mengenoperation. Sie 
ordnet je zwei Mengen eindeutig wieder eine Menge zu. 
Dabei können einige typische Fälle betrachtet werden. Wir haben sie im Bild 135/1 
dargestellt. 

Zum Fall (1.1.)

Ein Teil der Menge M1 ist in der Menge M2 echt enthalten, bzw. die Menge M2
umfaßt einen echten Teil der Menge M1 und umgekehrt. Diese Teilmenge ist 
der Durchschnitt von Ml und M2; der Durchschnitt M1 n 3/2 ist also Teilmenge 
von M1 und auch von M2. Das bestätigt auch der Durchschnitt ,A n B im Bei-
spiel 1 (8.2.). Die Durchschnittsmenge A n B = {-2, —1, 0, +1} beispielsweise 
ist eine Teilmenge der Menge aller ganzen Zahlen, die größer als —3 sind bzw. 
der Menge aller ganzen Zahlen, die kleiner oder gleich +1 si1id. 
Wegen 111, n M2 g .1111 und M1 n 11/ 2 c  M2 stellt die den Durchschnitt M1 n M2
erzeugende Aussageform nach Satz 1 (7.4.) und den Ausführungen im Teil B 7.5. 
eine hinreichende Bedingung für die Aussageformen, die M1 und M2 erzeugen, dar. 
Sind das die 'Aussageformen H1(x) und H2(x), so ist nach Satz 1 (8.2.) die Kon-
junktion H1(x) n H2(x) eine erzeugende Aussageform des Durchschnitts M1 n M2
und als solche eine hinreichende Bedingung für H1(x) und für H2(x). 

Zum Fall (1.2.): 

Die eine Menge ist Teilmenge der anderen, und der Durchschnitt beider fällt mit 
dieser Teilmenge zusammen. Das veranschaulichen auch die Mengen C und D 
im Beispiel 1 (8.2.). 
Ist der Durchschnitt zweier Mengen gleich einer der beiden Mengen, etwa M1, 
so ist die Menge M1 Teilmenge der anderen. Sie erzeugende Aussageformen im-
plizieren einander, sie stehen in der „wenn-so"-Beziehung zueinander. Eine er-
zeugende Aussageform der Untermenge stellt bezüglich einer erzeugenden Aus-
sageform der Obermenü eine hinreichende Bedingung dar. Im Beispiel 1 (8.2.) 
gilt unter anderem 

C D =-- C. 

Die Aussageform H D(x): x Aist bezüglich HD(x): x > + —6 eine hinreichende 
4 5 

Bedingung, HD(x) bezüglich HD(x). eine notwendige Bedingung. 

Zum Fall (2.) : 
Die Mengen Ml und M2 haben im Bild 135/1 (2.) kein Element gemeinsam. Der 
Durchschnitt ist leer. Zwei Mengen, deren Durchschnitt leer ist, heißen disjunkt 
oder elementfremd. , 

136 



• • 

Es ergeben sich zwei Folgerungen. 

FOLGERUNG 1 (8.2.) aus Definition 1 (8.2.): 
Wird eine beliebige Menge M mit der leeren Menge 0 geschnitten, so ist der Durch-
schnitt M n 0•leer. 
8ymbolisiert: V M (M n' 0 = 0) • 

Das bedeutet insbesondere, daß jede Menge M zur leeren Menge 0 disjunkt und 
die leere Menge 0 Teilmenge von jeder Menge M ist. 

FOLGERUNG 2 (8.2.) aus Definition 1 (8.2.): 
Wird eine beliebige Menge .111 mit der Allmenge A/ ihres Individuenbereichs Ige-
schnitten, so ist der Durchschnitt M n Az gleich M. 
Symbo1isiert: V M (M n Az = M) 

Wir haben den Durchschnitt der Mengen M1 und M2 allein mit Hilfe der Element-
beziehung definiert und im Satz 1 (8.2.) eine dieser Definition äquivalente For-
mulierung angegeben, die sich auf erzeugende Aussageformen H1(x) und H2(x) 
der Mengen M1 und M2 bezieht. 

Wir stellen die im Teil B 8.2. betrachteten Durchschnittsbildungen und entspre-
chende Beziehungen zwischen den erzeugenden Aussageformen in einer Übersicht 
zusammen. 
Dabei seien M1  {x E H1(x)`} und M2 = {x E H2(X)} beliebige Mengen 
1. Stufe. 

Durchschnittsbildungen Beziehungen zwischen den Aussageformen 

M1 n M2 H1(x) A H2(x) 

M 1 n M2 c M, 
M1 n M2 ≤ 1112 • 

H1(x) A H 2(x) ist hinreichende Bedingung für Hi(x) 
und für H2(x). . 

I 

M 1 M2 . 

.7-M, n M2 = 3i, 
 H1(x) ist hinreichende Bedingung für H 2(x) genau 
dann, wenn H1(x) erzeugende Aussageform von 
M1 n M2 ist. 

Die Durchschnittsbildung von Mengen läßt sich sukzessiv auf mehr als zwei 
Mengen ausdehnen. 

((M1 nM2)nM3)n. : •nMn

8.3. Durchschnitt von Mengen —
Verschiebung von Begriffen 

Wir• fragen, ob es zwischen den Begriffen auch eine solche Beziehuug (Operation)
gibt, die dem Durchschnitt vbn. Mengen entspricht. 
Aus den vorangehenden Darlegungen und dem Teil B 7. wissen wir, daß eine Menge 
in einer anderen ganz oder nur mit einem Teil' enthalten sein kann oder gar nicht. 
Ähnliche Beziehungen gibt es zwischen den Begriffen. Ist die Klasse von Indi-
viduen eines Begriffs ganz in der .Klasse eines anderen Begriffs enthalten, so' 
sprechen wir — wie schon bekannt — von der Subordination (Unterordnung). Ist 
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aber die Klasse von Individuen eines Begriffs nur mit einem Teil in der Klasse 
eines anderen Begriffs enthalten, gibt es also Individuen, die — entsprechend den 
Elementen des Mengendurchschnitts — die invarianten Merkmale sowohl der 
einen als auch der anderen Klasse besitzen, und gibt es auch solche Individuen, 
die nur eins der beiden charakteristischen Merkmale haben, so sprechen wir von 
einer Begriffsverschiebung (Überlagerung) oder von der Beziehung zwischen 
interferierenden Begriffen. 

Die Begriffe „Rhombus" und „Rechteck" sind interferierende Begriffe. Im Sozia-
lismus sind auch die Begriffe „Student" und „Arbeiter" Beispiele für eine Begriffs-
verschiebung. Es gibt studierende Arbeiter, z. B. viele Fernstudenten. Es gibt aber 
auch Arbeiter, die nicht als Studenten immatrikuliert sind, und es gibt Studenten 
— z. B. die meisten Direktstudenten —, die keine Arbeiter sind. Die Begriffe 
„Student" und „Forscher" unterliegen gegenwärtig im Zuge der III. Hochschul-
reform auch einer Begriffsverschiebung. Es gibt im Forschungsstudium for-
schende Studenten. 

Haben die zugehörigen Klassen zweier Begriffe kein einziges Individuum gemein-
sam, gibt es also kein Individuum, das die invarianten. Merkmale der Klassen 
beider Begriffe besitzt, so heißen auch solche Begriffe .disjunkt. „Dreieck" und 
„Viereck", „Materialist" und „Idealist" sind zum Beispiel disjunkte Begriffe. 

8.4. Vereinigung von Mengen 

Es seien wieder beliebige Mengen M1 und M2 gegeben. 
Konkretisieren wir in {x E I; H(x)} die Aussageform H(x) mit „x E M1 oder x E M 2", 

so erhalten wir entsprechend den Mengenbildungsaxiomen und dem Extensionali-
tätsaxiom genau eine Menge, die genau diejenigen Elemente enthält, die in M1
oder (nicht ausschließendes) in M2 enthalten sind. 

DEFINITION 1 (8.4.,) — Vereinigung 
Es seien .M.1 und M2 beliebige Mengen. 
Dann nennen wir die Menge, die genau diejenigen Ele-
mente enthält, die in M1 oder M2 enthalten sind, die 
Vereinigung von 3/1 und M2 (in Zeichen /Ui u /1.72, 
gelesen: M1 vereinigt mit /1/ 2). 

Das heißt: M1 u M2 = {x EI;xE M1 v x E M al ; 

oder: x E (M1 U M 2) E M i  V X E M 2 . 

Auch hier lassen sich zwdi Fälle unterscheiden (/ Bild 139/1). 

(1.) M1 u M2 + Ml und Ml u M2 + 312 

(1.1.) Mi n M2 + 0 n M2_= 0 

(2.) Ml u /1/2 = Ml oder M1 u M2 = M2
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8 

(1.2.) (2.) 

M7 M2 

139/1 

BEISPIEL 1 (8.4.): 
Wir ermitteln die Vereinignng zweier Mengen. 

M 

Gegebene Mengen Vereinigung 

(1.1.) A sei die Menge aller Mitglieder 
der DSF 
B sei die Menge aller Mitglieder 
des DTSB. 

A u B ist die Menge aller Mit-
glieder der DSF oder des DTSB. 

(1.2.) C --. {x E N; 4 1 x} 
D -.= {x E N; x ist Primzahl } 

C u D = {x E N; 4I x v x ist 
Primzahl} 

(2.) E = {x E N; 12 I x} 
F = {x E N; 4 ix} 

EuF = {x e N :121 x v 41x} = F 

Die Beispiele lassen vermuten, daß eine erzeugende Aussageform der Vereinigung 
zweier Mengen die Alteinative der erzeugenden Aussageformen dieser Mengen 
(oder eine zu dieser Alternative äquivalente Aussageform) ist. Die Bestätigung 
liefert Satz 1 (8.4.). 

SATZ 1 (8.4.) 
Es seien M1 und M 2 beliebige Mengen, H1(x) und H2(x) 
ihre erzeugenden Aussageformen. 
Dann gilt: 
Ml u M 2 = {x E 1; H1(x)} u {x E 4.H 2(X)} 

= {X E HI(X) V H2(x)}.

Ein Beweis ist analog dem des Satzes 1 (8.2.) zu führen und kann dem Leser zur 
"Übung überlassen werden. 

Auch die Vereinigungsbildung ordnet als zweistellige Mengenoperation je zwei 
Mengen eindeutig wieder eine Menge zu. Diese umfaßt jede Einzelmenge, bzw. 
jede einzelne Menge ist. Teilmenge der Vereinigungsmenge. 

Ml M2 u M2 und M2 c Ml u M2 
Das zeigen auch entsprechende Venndiagramme und die Fälle im Beispiel 
1 (8.4.). 
Sind H1(x) und H2(x) erzeugende Aussageformen der Mengen M1 und M 2, so sind 
H1(x) und H2(x) wegen der Beziehungen .3f, /WI u 2/2 und M2 c  311 u M 2 nach 
den Sätzen 1 (7.4.) und 1 (8.4.) hinreichende Bedingungen für die Alternative 
H1(x) v H2(x). 
Betrachten wir beispielsweise die Mengen A und B in Beispiel 1 (8.4.). Die Mit-
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gliedsehaft in der DSF ist hinreichend dafür, zu denen zu gehören, die in der 
DSF oder im DTSB organisiert sind. 
Im Falle (1.2.) (/ Bild 139/1) werden disjunkte Mengen vereinigt. In diesem Falle, 
wie auch in den übrigen Fällen, gehört jedes Element der Einzelmengen zur Ver-
einigungsmenge. 
In den Fällen (1.1.) und (2.) werden die Elemente, die in beiden Mengen enthalten 
sind, in der Vereinigungsmenge nur einmal angegeben. 
Im Falle (2.) ist z. B. die Menge M2 Teilmenge der Menge M1 und M1 somit die Ver-
einigung' beider Mengen. Das bestätigen auch die Mengen E und F im Beispiel 
1 (8.4.). 

E = {0, 12, 24, 36, . .} 
ist eine Teilmenge von 

F = {0, 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, . . .} 
und daher 

EuF=F. 
Zwischen Aussageformen H1(x), 142(x) inklusiver Mengen M1, M 2 und einer Aus-
sageform ihrer Vereinigungsmenge besteht nach den Sätzen 1 (7.4.) und 1 (8.4.) 
folgender Zusammenhang. 
H1(x) ist eine hinreichende Bedingung für H2(x) genau dann, wenn H2(x) erzeu-
gende Aussageform der Vereinigung 114 u M 2 ist. 
Es ergeben sich zwei Folgerungen. 

FOLGERUNG 1 (8.4.) ans Definition 1 (8.4.): 
Wird eine beliebige Menge M mit der leeren Menge 0 vereinigt, so ist die Ver-
einigung M u 0 = M. 
Symbolisiert: V M (M u 0 = M) 

FOLGERUNG 2 (8.4.) aus Definition 1 (8.4.): 
Wird eine beliebige Menge M mit der Allmenge Al ihres Individuenbereichs 
vereinigt, so ist die Vereinigung M u Al gleich der Allmenge Al. 
Symbolisiert: V M (M u Al = A1) 

Die Vereinigungsbildung disjunkter Mengen 1. Stufe bildet die mengentheore-
tische Grundlage für die Erarbeitung der Addition in der Klasse 1 der allgemein-
bildenden ,polytechnischen Oberschule. 
Soll z. B. die Grundaufgabe 3 + 2 erarbeitet werden, so legen die Schüler für die 
natürliche Zahl 3 eine beliebige Dreiermenge und für die Zahl 2 eine zu dieser 
Dreiermenge elementfremde Zweiermenge. Diese Mengen werden nun vereinigt. 
Die Vereinigungsmenge ist eine Vertretermenge für die Summe „3 + 2", alao für 
die natürliche Zahl 5. 
Diesen Erarbeitungsprozeß veranschaulicht Bild 140/1. 

3 2 

M2 

= M1 11112 

140/1 
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8:5. 

Wir fassen die Ausfühiungen des Teiles B 8.4. zusanimen, indem wir die betrach-
teten Vereinigungsbildungen auch mit Hilfe äquivalenter Beziehungen zwischen 
den erzeugenden Aussageformen beschreiben. Dabei seien 

Mi {x E 1; Hi(x)} und M 2 = {x E ; Ha(x)} 

beliebige Mengen 1. Stufe. 

Vereinigungsbildungen Beziehungen zwischen den Aussageformen 

M1 u M 2 Hi(X) v H2(X)

M 1 g Mi U M 2

M2 ä-  M1 u M2 

Hi(X) und H2(e) sind hinreichende Bedingungen für 
H,(x) v H2(w). 

M, c M 2

--M, u M 2 = M 2

H1(x) ist hinreichende Bedingung für H2(x) genau 
dann, wenn H2(x) erzeugende Aussageform von 
M1 U M2 ist.

Auch die. Vereinigungsbildung von Mengen läßt sich sukzessiv auf mehr als zwei 
Mengen ausdehnen.

((M, u312) u M3) u • • • u Mn

8.5. Vereinigung von Mengen und 
Koordinierung von Begriffen 

Wir fragen wieder, ob es eine der Mengenvereinigung analoge Beziehung (Opera-
tion) zwischen den Begriffen gibt. 
Wir betrachten z. B. die Begriffe „Füllfederhalter" und „Bleistift". Beide haben 
den gemeinsamen Oberbegriff „Schreibgeräte". Die Begriffe „Auto", „Eisenbahn", 
„Schiff" und „Flugzeug" fallen unter den Oberbegriff „Transportmittel", und die 
Begiiffe „hören", „sehen", „tasten", „schmecken" und „riechen" haben „emp-
finden" zum gemeinsamen Ober- bzw. Gattungsbegriff. 
Begriffe, die einen gemeinsamen Oberbegriff haben, bezeichnet man als koordi-
nierte Begriffe. Die Klasse des Oberbegriffs umfaßt alle die Individuen, die 
wenigstens zur Klasse eines im Oberbegriff enthaltenen Begriffs gehören. Von 
dieser Sicht aus ist die Begriffskoordinierung eine der Mengenvereinigung analoge 
Operation. . 
Solche koordinierten Begriffe ein und desselben Gattungsbegriffs, die die größten 
Unterschiede untereinander ausweisen (soweit feststellbar), bezeichnet man als 
konträre Begriffe. „Schwarz" und „weiß" „,weit" und „nah" sind jeweils konträre 
Begriffe. 
Die Bestimmung dieser Begriffe erinnert an die Bildung komplementärer Mengen. 
Komplementäre Mengen nennen wir zueinander kontradiktorisch. (Entsprechendes 
gilt auch für Begriffe.) 
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8.6. 

8.6. Differenz von Mengen 

Wir setzen zwei Mengen 1. Stufe M1 und M 2 und die Aussageform H(x): „x E M1
und nicht x E M 2" voraus. 
Dann ist M = ix,E 1; H(x)} die Menge, die genau diejenigen Elemente enthält, 
die wohl in M1, aber nicht in M2 enthalten sind. Ihre Existenz und Eindeutigkeit 
ist durch entsprechende Axiome gesichert. 

DEFINITION 1 (8.6.) - Differenz von Mengen 
Es seien M1 und M, beliebige Mengen. 
Dann nennen wir die Menge, die genau diejenigen Ele-
mente enthält, die in IPI, und nicht in M 2 enthalten 
sind, die Differenz von M1 und M2 (in Zeichen M1 \ M 2, 

gelesen: M1 minus M2). 
Das heißt: M M x E I•xe1111 A x~E M2} ; 
oder: xEM1 \M 2 » X E M1AX4 2 

Für die Differenzbildung wollen wir die im Bild 142/1 dargestellten Fälle besonders 
betrachten. 

(11.) (1.2.) (2.) 

.142/1 

M2 

(1.1.) Mj. n M 2 + 0 (1.2.) 

BEISPIEL 1 (8.6.): 
Wir ermitteln die Differenz zweier Mengen. 

Al2

(1.) M \ /1/ 2 + 0 

-311 n 1112 = 0 

M2

,(2.) .M, \ .M2 ---- 0 

Gegebene Mengen Differenz 

(1.1.) A' = {X E P; /71- 3 5_ x} 

B -= tx E P;x < + -i -41 

A \ B = fx E P; -I- 
4 
— ≤ x} 
3 

(1.2.) Grundbereich sei 
I = { x E N; 0 < x < 100}. 
C= {x E i; 71X} 
D = {x ,E I; 15Ix} 

C\D= {xEI; 'llx A —(15[x)) = C 
D\C = {x E 1;151x A - (7Ix)} =D 

(2.) E = {x E G; 6lx} 
F = {x E G;3Ix} , 

E\F={xEG; 6lx A -(3jx)} =-0 
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Die Beispiele lassen vermuten, daß eine erzeugende Aussageform der Differenz 
von /1/1 und M2 diejenige ist, die aus der erzeugenden Aussageform von M1 und 
dem Negat der erzeugenden Aussageform von M2 (oder einer zu dieser Konjunktion 
äquivalenten Aussageform) gebildet wird. 

SATZ 1 (8.6.) 
Es seien M, und M2 beliebige Mengen, H1(x) und H2(x) 
ihre erzeugenden Aussageformen. 
Dann gilt: 
M1 \ M2 = {X E 1; H1(x)} \ {x E H2(x)} 

= {x E I; H1(x) A (H2(x))} 

Beweis : 
Nach Voraussetzung enthält M, genau die Elemente, die über dem Grundbe-
reich / die Aussageform H1(x),, und M2 genau die Elemente, die H2(x) erfüllen. 
Das Negat ti H2(x) wird dem Satz der Zweiwertigkeit entsprechend von keinem 

einzigen Element aus M2 erfüllt; und die Konjunktion H1(x) A (H2(x))) wird 

nur von solchen Elementen erfüllt, die zur Menge M1, nicht aber zu M2 gehören. 
Das sind nach Definition 1 (8.6.) genau die Elemente der Differenz M1 \ M2. 
Andererseits gehören die Elemente von M1 \ M2 nach Definition 1 (8.6.) zur 
Menge M„ und nicht zu M2, d. h., sie erfüllen die Aussageform Hi(x) und nicht 
die Aussageform H2(x), wohl aber wegen der Zweiwertigkeit in der Aussagenlogik 

das Negat ti H2(x) und somit die Konjunktion H1(x) A (H2(x))). 

Danach gehören zu M1 \ M2 die und nur die Elemente, die die Aussageform 

Hi(x) n H (H2(x))) erfüllen. q. e. d. 

Die Differenz ordnet zwei Mengen gleicher Stufe eindeutig wieder eine Menge zu, 
auch sie ist eine zweistellige Mengenoperation. 
Es sei jetzt — wie im Satz 1 (8.6.) —

M 1 = {x E 1; HI(x)} und 11/ 2 {x E .r; H2(x)}. 

Nach den Ausführungen im Teil B 8.1. ist 
M2 = {x E 1; x M 2} = {X E .r; (H2(x))} 

die Komplementärmenge von M2, und dem Satz 1 (8.2.) entsprechend ist die Kon-
junktion von Hi(x) und —, (H2(x)) eine erzeugende Aussageform des Durchschnitts 

von M, und M2. 
n 3/ 2 = {x E i; H1(x) A (H2(x))} 

Vergleichen wir diese Durchschnittsmenge mit der im Satz 1 (8.6.) angegebenen 

Differenzmenge, so stellen wir fest: 111, \ M2 = Mi n 3/2
Nach dem LEnnezschen Ersetzbarkeitstheorem dürften wir in jedem Mengensystem 

M„ \ M2 durch 34 n M2 ersetzen und umgekehrt. 
Wenden wir auf M1 n - M2 die im Teil B 8.2. gewonnene Beziehung zwischen dem 
Durchschnitt von Mengen und ihren Einzelmertgen an, so gilt 

n M2 -11/i 
und wegen des Ersetzbarkeitstheorems auch 

M1 \ M2 Mi • 
Diese Beziehung zwischen der Differenz zweier Mengen und dem „Minuenden" 
veranschaulicht das Venndiagramm im Falle (1.1.). Und wenn man berücksichtigt, 
daß jede Menge Teilmenge von sich selbst und die leere Menge Teilmenge jeder 
Menge ist, so bringen auch die Diagramme in den Fällen (1.2.j und (2.) diese Be-
ziehung zum Ausdruck. 
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SATZ 2 (8.6.) 
Es seien .3/1 und M, beliebige Mengen. 
Dann ist die Differenz M, \ 31, Teilmenge von 
Symbolisiert: V Mi. V M2 (M1 \ M2

Beweis: 
Es seien .111, und M2 beliebige Mengen und x ein beliebiges Element von 3 / 1 \ 3/2. 

Aus x E M1 \ M, folgt nach Definition.1 (8.6.) x E M1 A x E M2 und hieraus nach 
dem Schluß aus einer Konjunktion x E Mi . 

Nach dem Schluß'auf eine Implikation und anschließend auf „für jedes" gilt dann 

V x (x E \ .M2 --> X E .Mi ) bzw. M1 \M 2 CM 1 . 

34 und M2 waren beliebige Mengen. Schließen wir für M]. \ M 2 g. auf' „für 
alle", so ergibt sich die Richtigkeit des Satzes 2 (8.6.). q. e. d. 

Im Falle (1.2.) sind M, und M2 disjunkte Mengen. Man kann von den Elementen 
der Menge M, keines streichen, das auch in 3/2 enthalten wäre, und in 3/2 keines 
streichen, das auch in 3/1 enthalten wäre. Für disjunkte. Mengen M„ und M2

gelten die Beziehungen 
M1\ 3/ 2 3/, bzw. M, \ 3/1 = M2 . 

Ist andererseits die Differenz ./d„ \ M2 zweier Mengen M1, M2 gleich der Menge 
MI., dann haben diese Mengen kein einziges Element gemeinsam. Es gilt also: 

3/1 \ 3/ 2 3/, H M„ n M2 = M2 \ /1/ 1 = M2 oder 
3/1 \ 112 311 -- 312 \ 111,. =. M2 . 

Diese Beziehungen werden auch durch die Mengen C und D im Beispiel I (8.6.) 
bestätigt. 
Im Falle (2.) lassen sich bei der Differenzbildung 31, \. M2 alle Elemente in M, 
streichen, denn wegen der Voräussetzung M1 g M2 ist jedes Element von 3/, 
auch ein selches von M2. Wird dagegen 3/ 2 c 1(1 vorausgesetzt, dann ist M 2 \ 

die leere Menge. -Ist umgekehrt die Differenz zweier Mengen leer, dann ist sicher 
eine Menge in der anderen enthalten. Diesen Zusammenhang zwischen der In-
klusion und. der Differenz von Mengen zeigen auch die Mengen E und F im Bei-
spiel 1 (8.6.). Allgemein gilt also: 

.312 = 0 . 

Die' Differenzbildung zweier Mengen 1. Stufe, von denen die eine Teilmenge der 
anderen ist, bildet die mengentheoretische Grundlage für die Erarbeitung der 
Subtraktion in der Klasse 1.. Die Grundaufgabe 5— 3 wird mit Hilfe von Re-
präsentaniemnengen erarbeitet. Der Schiller legt eine Fünfermenge und nimmt 
von dieser eine Dreiermenge weg (/' Bild 144/1). 

M1: 5 Elemente 

{ o , o 
M1 \M2: . M3: 3 Elemente 

2 Elemente 
5-3'=2 

144/1 
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t7. 

8.7. Differenz, Vereinigung und Durchschnitt 
komplementärer Mengen 

Im Teil B 8.1. haben wir den Begriff „Komplementärmenge" eingeführt. Jetzt 
wollen wir mit komplementären Mengen T und T in M zweistellige Mengen-
operationen ausführen. 

Als Beispiel für M wählen wir die Menge .0 aller Sportler unserer 'Republik, die 
1968 an den Olympischen Spielen teilnahmen, und S sei die Menge derjenigen, 
die mit mindestens einer Medaille ausgezeichnet wurden. 

Dann gehören zur Komplementärmenge ,§ von S in 0 alle die Aktiven, die keine 

Medaille erkämpfen konnten. Offensichtlich ist die Differenz \ S die Menge S, 
denn S und S sind Komplementärmengen und nach dem im Teil B 8.6. beschriebe-
nen Fall (1.2.) der Differenzbildung gilt dann 

S \ .79 S 

SATZ 1 (8.7.) 
Es sei M eine beliebige Menge und T eine ihrer Teil-
mengen. 
Dann ist die Differenz der Komplementärmengen T und 

die Teilmenge T. 

Symbolisiert: V T V M (T M —> = T) 

Voraussetzung: M sei eine beliebige Menge und T •eine ihrer Teilmengen. 

Behauptung: T\e T bzw. V x (x ET \ T—xE T) 

Beweis : 
Es sei x ein beliebiges Element aus T 
AusxET\ilfolgt nach Definition 1 (8.6.) z E T AzET und hieraus nach dem 
Schluß aus einer Konjunktion x e T. Nach dem Schluß auf eine Implikation und 
anschließend auf „für 'jedes" gilt dann: 

Vx(2 ET \ 1-÷xET). 

Es sei nun x ein beliebiges Element aua T. 
Dann ist x nach den Auaführungen im Teil B 8.1. sicher kein Element der Kom-
plementärmenge T von T in M. Aus x ETA xqf folgt nach Definition 1 (8.6.) 
x E T \ T. Nach dem Schluß auf eine Implikation und anschließend auf giir 
jedes" gilt also auch: 

Vx(xET--÷xET\b. 
Nach dem Schluß auf eine Konjunktion und Anwendung des Verteilungsgesetzes 
für V sovyie des Schlusses auf eine Äquivalenz erhalten wir aus 

Vx(xFT\f—>xell)A.Vx(xET—>xET\i) 

schließlich 

Vx(xET\ f.--xeT) bzw. q. e. d. 
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8.7. 

Die Menge der Sportler, die keine Medaille gewannen, erhalten wir durch Dif-
ferenzbildung aus 0 und S, d. h., die Komplementärmenge S von S in 0 ist die 
Differenz von 0 und 5, also: 

= 0 S . 
Dieser Zusammenhang ist ein wesentliches Merkmal von Komplementärmengen in 
einer Menge M. 

SATZ 2 (8.7.) 
Es seien T und T beliebige Komplementärmengen in 
einer Menge M. 
Dann ist die Komplementärmenge T gleich der Dif-
ferenz von M und T. 
Symbolisiert: V T V M (T M --> = M\ T) 

Voraussetzung: M sei eine beliebige Menge, T und T seien Komplementärmengen 
in M. 

Behauptung: f=M\T bzw. Vx(xET—xEM\T) 
Beweis: 
Es sei x ein' beliebiges Element aus T. 
Nach den Ausführungen im Teil B 8.1. ist dann x sicher kein Element von T. Aus 
x E M und x E T folgt nach dem Schluß auf eine Konjunktion x€3/- A xE T, 
woraus auf Grund von Definition 1 (8.6.) x e M \ T folgt. 
Nach dem Schluß auf eine Implikation und anschließend auf „für jedes" gilt 
dann: 

Vx(xET--->xEM\T). 
Es sei nun x ein beliebiges Element aus M \ T. 
Aus x E M \ T folgt nach Definition 1 (8.6.) xE/1/AxE T und hieraus nach dem 
Schluß aus einer Konjunktion x E T. Da T und T Komplementärmengen in M 
sind, so folgt aus x E T schließlich x E T. 
Nach ̀ dem Schluß auf eine Implikation und anschließend auf „für jedes" gilt nun 
auch: 

Aus 
Vx(xEM\T-->x.Ef). 

Vx(xET--->xEM\T) und 
Vx(xE/If\T-›-x€i) 

folgt durch den Schluß auf eine Konjunktion, durch Anwendung des Verteilungsge-
setzes für V und durch den Schluß auf eine Äquivalenz die Behauptung. q. e. d. 

Die Menge S der Medaillengewinner und die Menge g derjenigen Sportler, die 
keine Medaille erkämpften, ergeben zusammen die Menge 0 der Sportler unserer 
Republik, die an der Olympiade 1968 teilnahmen. Weiterhin ist klar, daß es keinen 
Sportler geben kann, der zur Menge der Medaillengewinner und auch zur Menge 
der Nichtmedaillengewinner gehört, d. h., die Mengen S und S sind disjunkt. 
Diese Beziehungen gelten für beliebige Komplementärmengen in einer Menge. 

SATZ 3 (8.7.) 
Es seien T und T beliebige Komplementärmengen in 
einer Menge M. 
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8.8. 

Dann gilt: 
a) Die Vereinigung der Komplementärmengen T und 

in M ist gleich M. 
Symbolisiert :VTVM (T C M a T u T= .111) 

b) Der Durchschnitt der Komplementärmengen T und 
T ist leer. 

Symbolisiert: VTVM (T M-*Tn T= 0) 

Wir skizzieren einzelne Beweisschritte. Es wird dem Leser empfohlen, selber 
ausführliche Beweise zu führen. 

Zu a) Da T genau die Elemente von M enthält, die nicht zu T gehören und 
T u T genau die Elemente aus 31 enthält, die zu T oder zu T gehören, so 
enthält T u T genau die Elemente von M. 

' Zu b) I)a T und T laut Voraussetzung Komplementärmengen sind, so haben sie 
• kein Element gemeinsam, ihr Durchschnitt ist leer. q. e. d. 

Wir haben die Mengenoperationen „Durchschnitt", „Vereinigung" und „Diffe-

renz" für beliebige Mengen 1. Stufe Ml und M 2 definiert und betrachtet. 
Ebenso lassen sich diese Operationen für Mengen höherer Stufen erklären, z. B. 
für Mengensysteme 9311 und 9312 als 

XE 1 ng 2 µXE A X E W12 ; 

X E 1
U922=XE~ y

11VXE ; 
X E 9)11 \ X E JJl1 A X E 9N2 ; 

und es lassen sich Beziehungen herausarbeiten (sowie Eigenschaften betrachten), 
die denen der Operationen mit Mengen 1. Stufe entsprechen. 

S.S. Merkmale der Mengenoperationen 

Zweistellige Rechenoperationen ordnen je zwei Zahlen eines Zahlenbereiches, in 
dem sie uneingeschränkt ausführbar sind, eindeutig eine Zahl des Bereiches zu. 
Zweistellige Mengenoperationen ordnen je zwei Mengen eindeutig eine Menge zu. 
Im Sonderfall kann die zugeordnete Zahl mit einer der gegebenen Zahlen überein-
stimmen bzw. die zugeordnete Menge mit einer der Ausgangsmengen .zusammen-
fallen. 

Das ist aber nicht die einzige Parallele zwischen den Rechenoperationen und den 
Mengenoperationen. 
Rechenoperationen haben bestimmte Eigenschaften, die dem Leser als Kommu-
tativität, .Assoziativität und Monotonie bzw. Distributiviteit bekannt sind. 
Auch Mengenoperationen haben entsprechende Eigenschaften. 
In folgender Tabelle wird die Analogie zwischen diesen Eigenschaften und den Eigen-
schaften der Rechenoperationen sowie entsprechended Eigenschaften der Wahr-
heitsfunktionen hervorgehoben. Dabei seien p, q, r Variable für Wahrheitswerte. 
A, B, C seien Variable für Mengen 1. Stufe.'a, b, c seien Variable für reelle Zahlen. 

10* 147 



Eigenschaft Wahrheitsfunktion Mengenoperation Rechenopera-
tion 

Konjunktion Durchschnitt Multiplikation 

Kommidativität pAq 7 qAp AnB=BnA a•b=b•a 

Assoziativität p A (q A r) „7 (p A q) A r A n (B n 0) 
--- (4 n B) n C 

a • (b • c) 
= (a • b) • c 

Beiderseitige 
Distributivität 
bezüglich der . Alternative Vereinigung Addition 

P A (q V r) 
; .-:.,_(p A q)v (p A r) 

(p v q) A r 
v_7 (p n r) V (q A r) 

A n (B u C) 
= (A n B) u (A n C) 
(A u B) n C 
= (A n C) u (B n 6) 

a • (b + c) 
, (a • b) 

-I- (a • c) 
' (a + b) • c 

= (a • c) 
+ (b • c) 

Beiderseitige 
Distributivität 
bezüglich der ' 

• 

Differenz Subtraktion 

p A (q A ( — r)) 
,7(23 A q) A ( ••••• (p A r)) 

(23 A..(— q)) A r 
7.7 ( p A r) A ( ,..., (q A r )) 

A n (B \ C) 
= (A n .11) \ (A n C) 
(A \ B) n C 
----- (A n C)\ (33 n C) 

a • (b — c) 
= (a • b) 

— (a • c) 
(a — b) • c 
= (a • c) 

—(b • c ) 

Alternative Vereinigung Addition 

Kommutativität pvqv i qvp AuB=BuA a+ b= b +a 

Assoziativität p v (q v r) 77,- (p v q) v r A u (B u C) 
='(A u B) u C 

a+ (b + c) 
=(a + b) + c 

Beiderseitige 
Distributivität 
bezüglich der 

(des) 
• 

Konjunktion Deurchechnitto Multiplikation 

p v (q A r) 
v(p v q) A (p v r) 

(p A q) v r 
w (p v r) A (q v r) 

A u (B n C) 
= (A u B) n (A u C) 
(A n B) u C 
= (A u C) n (B i I C) 

nicht allge-
weingültig 

Differenz Subtraktion 

Rechtsseitige 
Distributivität 
bezüglich dee 

(der) Durchschnitt8 Multiplikation 

(2; A q) A ( ~ r) 
- (p A (••••• r)) A (q A — r)) 

(A n B) \ C 
= (A\ C) n (B \ C) 

nicht allge-
meingültig,
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Rechtsseitige 
Distributivität 
bezüglich der Vereinigung Addition 

(p v q) A (,--, r) 
.,-(p A'(--- r)) v (g A ( --• r)) 

(A u B) \•0 

= (A\ 0) u (B\ C) 
nicht allge-
meingültig 

Eigenschaften der Wahrheitsfunktionen wurden im Teil A behandelt und zum größ-
ten Teil auch bewiesen. Eigenschaften der Rechenoperationen werden im Teil 
explizit behandelt und auch bewiesen. 

Wir werden nur an einem Beispiel zeigen, wie man diese Eigenschaften der Mengen-
operationen beweisen und mit Hilfe von Venndiagrammen veranschaulichen 
kann. 
Ans der Übersicht entnehmen wir, daß die Differenzbildung rechtsseitig distributiv 
bezüglich der Vereinigung ist UI Bild 149/1) 

M3

149/1 

SÄTZ 1 (8.8.) 
Für beliebige Mengen M1, M2 und .111, gilt: 
(Mi u M2) \ M 3 = (M1 \ M 3) u (M2 \ 313)

Beweis : 

Es ist die Gleichheit von Mengen zu beweisen. 
‚Nach Satz 2 (7.4.) ist A= B genau dann, wenn A CB und B g_ A gilt. 

(1) Wir zeigen, daß (M, u NJ\ M 3 c(M i  \ M 3) u (M 2 \ M 3) gilt. 
Es sei x ein beliebiges Element von (M, u M2) \ M,, x E (M i  u M 2) 

und x e M, bzw. (x E Mi oder x E M2) und x 4 M 3. 

Nach dem Schluß aus einer Alternative sind zwei Fälle einzeln zu betrachten. 

Fallt: Es sei x E /VI und x M 3. 

Dann ist x E (M1 \ M 3), woraus wegen Definition 1(8.4:) 
x E (M1 \ .1118) u (M2 \ M3) folgt. • 

Fall 2: Es sei X,E M 2 und x ff M 3. 

Dann ist x E (M 2 \ M3), woraus wegen Definition 1 (8.4.) 
x E (./1/1• 3/3) u (M2 \ M3) folgt. 

x E (Mi U 11/ 2) \ M 3 —> X E (Mi \ M 3) u (M 2 \ M3) 
ergibt sich nach dem Schluß auf "für jedes" die Behauptung (1). 
Wir zeigen, daß auch (M1 \ 1113) u (M2 \ M 3) g (Mi. u M2) \ M 3 gilt. 
Es sei x ein beliebiges Element von (M1 \ M3) u (3/2 M3), d. h., x E (Mi \ / 1/ 3) 

oder x E (M2 \ M 3). 

Aus 

(2) 
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8.e. 

Auch hier sind nach dem Schluß aus einer Alternative zwei Fälle zu betrachten. 
Fall 1: Es sei X 'E (M1 \ M3). 

Dann ist x E M1 und x E M3, woraus wegen Definition 1 (8.4.) 
X E(M1 u M2) und x E M3, d. h. 
X E U M 2) \ M 3

folgt. . 
Fall 2: Es sei x E Pi a \ MO. 

Dann ist x E M2 und x & M3, woraus ebenfalls wegen Definition 1 (8.4.) 
x E (M1 u /1/ 2) und x ff /1/3, d. h. 
X E (Ni u M2) \ M3
folgt. 

Nach dem Schluß aus „für jedes" ergibt sich schließlich aus 
x E (Mi .1113) u (.31 2 \ .1113) —> x E UM2)\M3

die Behauptung (2). 
Aus (1) und (2) folgt nach Satz 2 (7.4.) die Richtigkeit des Satzes 1 (8.8.). q. e. d. 

Wir empfehlen dem Leser, selbst weitere Eigenschaften der Mengenoperationen 
zu beweisen und durch Venndiagramme zu veranschaulichen. 

8.9. Kontrollfragen 

1. Wann bezeichnen wir zwei Untermengen einer Menge 31 als 'komplementäre Mengen 
in M ? 
Wie sind der Durchschnitt, die Vereinigung und die Differenz zweier Mengen 11.11
und M2 erklärt ? Welche Beziehungen bestehen zwischen ihren erzeugenden Aus-
sageformen und denen der Mengen M1 und M 2 ? • 

3. Welche Analogien lassen sich zwischen Operationen mit Mengen und Beziehungen 
zwischen Begriffen aufzeigen ? 

4. Geben Sie analoge Eigenschaften für Wahrheitsfunktionen, Mengenoperationen 
und Rechenoperationen an! 

5. Vergleichen Sie insbesondere die Distributivität der Konjunktion bezüglich der 
Alternative und umgekehrt, des Durchschnitts bezüglich der Vereinigung und umge-
kehrt, der Multiplikation bezüglich der Addition und umgekehrt hinsichtlich ihrer 

' Gültigkeit miteinander! 
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9. Abbildungen 

9.1. Das Kreuzprodukt 

Das Kreuzprodukt zweier Mengen soll am Beispiel 1 (9.1.) erläutert werden. 

BEISPIEL 1 (9.1.) : 
Zwei Schulklassen wollen einen Schachwettkampf durchführen. In der einen 
Klasse haben sich hierzu 7 Schüler und in der anderen Klasse 9 Schüler gemeldet. 
Es wird verabredet, daß jeder Schüler der einen Mannschaft gegen jeden Schüler 
der anderen Mannschaft zu spielen hat. Im Laufe des Wettkampfes, der sich natür-
lich über einen längeren Zeitraum zu erstrecken hat, sind somit 63 Spiele durchzu-
führen. 
Die beiden Mannschaften stellen zwei Mengen A und B dar. Die Elemente von A 
werden mit a1, a2, a3, . . . , a7 und die von B mit b1, b2, b3, . ,b, symbolisiert. 
Die 63 Paare von Spielern können wir dann folgendermaßen symbolisch schreiben. 

B b, b2 b3 . . . b, 

a, 
a2
a, 

a7

[a1; bi] , 
[a2; b1] , 
[a3; bi] , 

[a7; bi] , 

[a1; b2] , 
[a2; b2] 9, 

[a3; b2] , 

. 
[a7; b2] , 

[a1; b3] , 
[a2; 

b3] , 

[a3; b3] , 

[a7; 6'3] ,

[a1; b9] 
[a2; b9] 
[a3; b„] 

. 
[a7; b9] 

Zu Beginn des Schachwettkampfes wird eine Tabelle ähnlicher Art angefertigt, 
in der die Plätze für die einzelnen Spielerpaare freigelassen werden. In das 
Kästchen eines Paares notiert man nach jedem Spiel das Ergebnis des Spieles. 
Es sei a ein beliebiger Spieler der Mannschaft A, b ein beliebiger Spieler der Mann-
schaft B.  Wenn beim Spiel a gegen b der Spieler a gewonnen hat, trägt man in das 
Kästchen das Ergebnis 1:0 ein. Das Spiel a gegen b. ging also 1: 0 „für a" aus. Hat 
Spieler a verloren, so trägt man in die Tabelle das Ergebnis 0:1 ein. Ging das 

1 1 
2 Spiel unentschieden aus, so trägt man das Ergebnis 2 

— : — ein. Beim Eintragen der 
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9.1 

Ergebnisse in die Tabelle ist also die Reihenfolge der Elemente in der Paarung [a ; b] 
wichtig. 

Wenn man die Ergebnisse in die Tabelle einträgt, stellt man sich eine Menge 
von Paaren vor, bei der in jedem Paar ein Element von A an der ersten Stelle und 
ein Element von B an der zweiten Stelle steht. 
Paare dieser Art bezeichnen wir durch [a; b] und nennen sie geordnete Paare. 
Eine Paarbildung wie bei unserem Schachspiel kann im Prinzip stets bei zwei 
endlichen oder unendlichen Mengen vorgenommen werden. Die Menge aller 
geordneten Paare, die mit den Elementen aus einer Menge A und einer Menge B 
so gebildet werden kennen, daß an der ersten Stelle ein Element aus A und an der 
zweiten Stelle ein Element aus B steht, bezeichnet man nun als Kreuzprodukt 
oder Kreuzmenge der Mengen A und B. Man schreibt dafür A x B (gesprochen: 
„A Kreuz B"). 
Zu bemerken ist, daß A und B nicht voneinander verschieden zu sein brauchen, 
wie es im Beispiel 1 (9.1.) der Fall ist. 

Wir betrachten dazu Beispiel 2 (9.1.), in dem eine Kreuzmenge A x A zu bilden ist. 

BEISPIEL 2 (9.1.): 
Gegeben sei die Menge A der Grundziffern 1, 2, 3. 
Es sind alle zweistelligen Ziffern anzugeben, die mit diesen Grundziffern gebildet 
werden können. Hierbei ist der Fall der Wiederholung einer Grundziffer zuge-
lassen. 
Die betreffenden zweistelligen Ziffern können dem Beispiel .1 (9.1.) entsprechend 
mit Hilfe einer Tabelle gebildet werden. 

A 2 3 

1 11 12 13. 
2 21 22 23 • 
3 31 32 33 

Die in der Tabelle enthaltenen Ziffern der gesuchten zweistelligen Ziffern kann 
man als Elemente eines Kreuzproduktes A x A auffassen. 
Das geordnete Paar [a; b] können wir nicht mit einer Zweiermenge {a, b} gleich-
setzen. Deshalb wird es in der Schreibweise von dieser Menge unterschieden. 
In der Menge {a, b} ist die -Reihenfolge der Elemente nicht von Bedeutung. Es 
sind {a, b} und {b, a} einander gleich. Das geordnete Paar [a; b] stimmt aber für 
a = b nicht mit dem geordneten Paar [b; a] überein. 

Der polnische Mathematiker KITRATOWSKI benutzte zur Definition des Begriffs.
„geordnetes Paar" den Mengenbegriff. Nach seiner Definition ist das geordnete 
Paar [a; b] nichts anderes als die Menge {{a}, {a, b}}. In dieser Menge 2. Stufe 
wird durch die Bildung der Einermenge {a} das Element a aus A besonders hervor-
gehoben. Es ist dasjenige Element, das im geordneten Paar [a; b] an der ersten 
Stelle steht. Dadurch wird eine gewisse „Bevorzugung" des Elementes a E A vor 
dem Element b E B zum Ausdruck gebracht. 

DEFINITION 1 (9.1.) — Geordnetes Paar 
gs sei a ein Element der Menge A und b ein Element der 
Menge B. 
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Die Menge {(a), {a, b}} wird dann geordnetes Paar 
genannt und mit [a; b] bezeichnet. a, b heißen die 
Elemente oder Glieder des geordneten Paares [a; b]. 
Symbolisiert: [a; b] =-- Def {{a}, {a,, b}} 

Sind a und b Elemente von Mengen 1. Stufe, so ist das geordnete Paar [a; b] eine 
Menge 2. Stufe. 

DEFINITION 2 (9.1.) — Kreuzprodukt 
Es sei a ein Element der Menge A und b ein Element 
der Menge B. 
Die Menge aller geordneten Paare [a; b] wird dann 
Kreuzprodukt oder Kreuzmenge der Mengen A und B 
genannt und mit A x B bezeichnet. 
Symbolisiert: AxB= Def {[a; b]; a E A Abc B} 

Ergänzung: A x0 = Def 0 ; 0 ><A =Def ° 
Hieraus folgt: Insbesondere ist 0 x 0 = 0. 

Bemerkung : 
Wir verzichten auf die Unterscheidung von leeren Mengen verschiedener Stufen. 
Für .4 x A wird auch A2 geschrieben. Sind A und B Mengen 1. Stufe, so ist das Kreuz-
produkt A x B eine Menge 3. Stufe. 

SATZ 1 (9.1.) 
Zwei geordnete Paare [a; b] und [c; d] sind genau dann 
einander gleich, wenn .c = a und d = b ist. 
Symbolisiert: [a; b] = [c; d] —c=and=b 

Auf einen Beweis des, Satzes 1 (9.1.) soll hier verzichtet werden. Man kann ihn 
unter Benutzung der Definition von KURATOWSIU führen. 
Aus Satz 1 (9.1.) folgt: 
1. [a; b] = [b; a] a = b. 
2. Bei der Bildung des Kreuzproduktes aus zwei Mengen A und B gilt nicht das 

Kommutativgesetz. Im allgemeinen ist AxB ungleich 13xA (7( Beispiel 
4 (9.1.). 

BEISPIEL 3 (9.1.): 
Mit Hilfe des Kreuzproduktes kann man die Multiplikation natürlicher Zahlen 
definieren. Das Produkt von 2 und 3 definiert man hierbei wie folgt: 
A sei eine beliebige Menge mit zwei Elementen und .B, eine beliebige Menge mit 
drei Elementen. Als Produkt von 2 und 3 definiert man die Anzahl der Elemente 
des Kreuzproduktes A x B. 

Beispiel 3 (9.1.) zeigt, daß man die Multiplikation der natürlichen Zahlen nicht 
nur als eine wiederholte Addition auffassen kann. Daß man die Multiplikation 
auch über die Bildung eines Kreuzproduktes definieren kann, wird im Unterricht 
der 1. Klasse beim Rechnen von Aufgaben der folgenden Art berücksichtigt. 

Helga hat drei Röcke und vier Blusen. Wie viele Möglichkeiten hat sie, sich ver-
schiedenartig anzuziehen? 
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9.12 

BEISPIEL 4 (9.1.): 
Gegeben seien zwei Mengen X und Y. X enthalte die Elemente 2, 4, 6 und Y die 
Elemente 2 und 3. 

X X Y {[2; 2], [2; 3], [4; 2], [4; 3], [6; 2], [6; 3]} 
Y x X {[2 ; 2], [2; 4], [2; 6], [3; 2], [3; 4], [3; 6]} 

3 
P2(2,3) 0 P4(4;3) 

0 
e(6;3) 
0 

2 0 
P1 (2,2) P3 (4;2) P5 ( 6.12 ) 

1 

1 2 4 s X 

154/1 
• 

Die Elemente des Kreuzproduktes X x Y bzw. Y x X kann man als sechs Punkte 
in einem Koordinatensystem darstellen (7 Bilder 154/1 und 154/2). Die Glieder 
eines jeden Paares entsprechen dann den Koordinaten eines Punktes. X enthält 
die Abszissen und Y die Ordinaten der Punkte. 

xe 4(2;00 04 Ae 

5 

P3(2,e. oP„PM 
3 

2 (214° ° p2 (3,2) 

1 

1 2 3 4Y 

154/2 

Die Menge der sechs Punkte im Koordinatensystem wird eine graphische Darstel-
lung des Kreuzproduktes Xx Y genannt. 

In Fortsetzung dieses Gedankens können wir die Menge der Punkte der Ebene 
im Koordinatensystem als graphische Darstellung von. P xP, der Menge aller 
geordneten Paare reeller Zahlen, auffassen. (P ist die Menge d6r reellen Zahlen.) 
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BEISPIEL 5 (9.1.): 
Wir stellen uns unter A die Menge der Grundziffern der natürlichen Zahlen 1, 2, ..., 9 
vor. B sei gleich.A u {0} . 
A x B können wir als Menge der Ziffern aller zweistelligen natürlichen Zahlen 
deuten. 
Die Ziffern der dreistelligen natürlichen Zahlen können wir uns als Elemente eines 
zweiten Kreuzproduktes (A x B) x B vorstellen. Dieses Kreuzprodukt besteht aus 
allen geordneten Paaren [ix; c], für die oc ein Element aus A x B, also selbst ein 
geordneteS Paar ist, und c ein Element aus B ist. 
[[3 ; 1]; 6] ist z. B. ein Element aus (A x B) x B. Bei diesem Element, das wir als 
Ziffer der dreistelligen Zahl 316 deuten können, ist natürlich auch die Reihenfolge 
der Grundziffern, dem dekadischen Positionssystem entsprechend; von Bedeutung. 

Im allgemeinen läßt man bei einem Paar [[a; b]; c] im Innern die Klammern weg, 
schreibt es als [a ; b; c] und bezeichnet es als geordnetes Tripel. 

DEFINITION 3 (9.1.) — Geordnetes Tripel 
Es sei a ein Element der Menge A, b' ein Element der 
Menge B und c ein Element der Menge C. 
Das geordnete Paar [[a; b]; c] wird dann geordnetes 
Tripel (3-Tupel) genannt und mit [a; b; c] bezeichnet. 
Symbolisiert: [a; b; c] =D ef [[a; b] ; c] 

DEFINITION 4 (9.1.) — Menge aller geordneten Tripel 
Es sei a ein Element der Menge A, b ein Element der 
Menge B und c ein Element der Menge C. 
Die Menge (A x B) x C wird dann Menge aller geord-
neten Tripel [a; b; c] genannt und mit A x B x C be-
zeichnet. 
Symbolisiert : 
AxBxC = Der {[a;b;c];aE A AbEBAceC} 

Erwähnt sei an dieser Stelle, daß das Assoziativgesetz für die Bildung des Kreuz-
produktes nicht gilt. (A x B) x C und A x (B x C) stimmen im allgemeinen nur in 
der Anzahl ihrer Elemente überein und sind nicht gleich. 
Für A x A x A wird auch A3 geschrieben. Der Begriff des geordneten Tripels oder 
3-Tupels kann entsprechend bis zum Begriff des n-Tupels erweitert werden. 

BEISPIEL 6 (9.1.) 
Bei der Erweiterung des Bereiches der natürlichen Zahlen Lind anderer Zahlen-
bereiche ist die Bildung von Kreuzprodukten von besonderer Wichtigkeit. 
Die Menge aller Brüche zum Beispiel kann man als Menge IV x (N \ {0} ) auffassen 
(7 Teil C 12.). (N ist die Menge der natürlichen Zahlen.) 

BEISPIEL 7 (9.1.): • 
PXPXP kann man sich als Punkte in einem räumlichen kartesischen Koordina-
tensystem vorstellen. Zu jedem geordneten Tripel [x; y; z] mit x, y,z E P gehört 
genau ein Punkt mit den Koordinaten (x'; y; z). Zu jedem Punkt im räumlichen 
Koordinatensystem gehört genau ein Tripel. Für diesen Sachverhalt sagt man auch: 
Jedem Element, von P x P x P ist eineindeutig (oder umkehrbar eindeutig) ein 
Punkt des Raumes zugeordnet; oder 
Die Menge PxPxP ist eineindeutig auf die Menge der Punkte des Raumes 
abgebildet. 
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9.2. Der Abbildungsbegriff 

Von besonderer Bedeutung ist in der Mathematik der Begriff „Funktion". Der 
Begriff „Funktion" baut auf dem Begriff „Abbildung" oder ausführlicher auf 
dem Begriff der Abbildung aus einer Menge in eine Menge auf. 

BEISPIEL 1 (9.2.): 
Eine Gruppe von Pionieren führt eine Touristenwanderung durch. Ein Pionier-
leiter ist mit acht Pionieren wegen der hereinbrechenden Nacht vorausgefahren, 
um die Zelte aufzubauen. Mitgeführt werden Zelte verschiedener Größe. 
A sei die Menge der vorausgefahrenen Pioniere einschließlich Pionierleiter und B 
die Menge der Zelte. Die Elemente von A werden mit t, a, b, c, d, e, f, g, h und die 
von B mit 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 symbolisiert. 
Am Zeltplatz angekommen, trifft der Pionierleiter. folgende Anordnung: 
„Pionier a baut mit mir zuerst Zelt 1 und dann Zelt 2 auf, b repariert sein Fahrrad, 
c und d bauen Zelt 3 auf, e und f haben Zelt 4 aufzubauen. Sind e und f fertig, 
so hilft f den Pionieren g und h beim Aufbau von Zelt 5 und e errichtet eine Feuer-
stelle. Die Zelte 6 und 7 sind vom nachfolgenden Teil der Gruppe aufzubauen." 
Die Anordnung des Pionierleiter kann man wie im Bild 156/1 mit Hilfe von 
Pfeilen veranschaulichen. 

2 

3 

4 

5 

156/1 

7 

6 

Die Anordnung des Pionierleiters legt eine Paarbildung fest. Es sind bestimmte 
Elemente aus A mit bestimmten Elementen aus B zu paaren. Dafür sagt man 
auch: „Bestimmten- Elementen aus A sind bestimmte Elemente aus B zuzuord-
nen." 
Die Anordnung des Pionierleiters zum Aufbau 'der Zelte wird als Zuordnungs-
vorschrift bezeichnet. Sie führt auf die folgende Menge von geordneten Paaren. 

F = {[l; 1], [l;'2], [a; 1], [a; 2], [c; 3], [d; 3], [e; 4], 
[f; 4], [f ; [g; 5], [4; 5]} 

Die durch die Zuordnungsvorschrift des Pionierleiters aus A und B gebildete 
Menge F ist Teilmenge von A x B und wird als „Abbildung aus A in B" be-
zeichnet. 

DEFINITIQN 1 (9.2.) — Abbildung aus A in B 
Es seien A und B beliebige Mengen. 
Dann wird jede Teilmenge F des Kreuzproduktes A X B 
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9:2, 

eine Abbildung aus der Menge A in die Menge B ge-
nannt. 
Symbolisiert: F Abbildung aus A in B =D ef „PT C A xB 

A und B können auch einander gleich sein. Zum Beispiel hätte der Pionierleiter 
die Pioniere in Reihe zu zwei Gliedern antreten lassen können. Zwei Pioniere, 
die.nebeneinander stehen, bilden dann ein Paar. Alle Paare stellen eine Teilmenge 
von A x A dar, die Abbildung aus A in sich genannt wird. 
Der Begriff Abbildung kommt auch in der Geometrie vor. In der darstellenden 
Geometrie zum Beispiel werden Körper in die Zeichenebene abgebildet.. Hierbei 
werden Punkten von dreidimensionalen Gebilden Punkte auf dem Zeichenpapier 
zugeordnet. 

Im täglichen Sprachgebrauch wird das Wort "Abbildung" in ähnlicher Weise 
benutzt. Ein Objekt (Stadion), das auf dem Bildschirm unseres Fernsehapparates 
abgebildet wird, können wir uns aus Punkten (Urbildern) zusammengesetzt den-

. ken. Zu jedem Punkt des Objektes gehört ein bestimmter Bildpunkt auf dem 
Schirm. Dabei findet wie bei einer „Abbildung" eine Bildüng von Paaren statt. 
Die mengentheoretische Definition legt den Gebrauch des Begriffes „Abbildung" 
in der Mathematik fest. 

Nachfolgend werden einige Begriffe definiert, auf die zum Teil bereits hingewiesen 
wurde und die zur Unterscheidung spezieller Abbildungen von' ichtigkeit sind. 

DEFINITION 2 (9.2.) — Bild, Urbild• 
F sei eine Abbildung aus A in B. 1 
Ist [a; b] E F, so heißt b ein Bild von a bei der Abbil-
dung F und a ein Urbild von b bei der Abbildung F. 

BEISPIEL 2 (9.2.,): 
Im Beispiel 1 (9.2.) ist 1 ein Bild von / und a; l und a sind Urbilder von 1. 

DEFINITION 3 (9.2.) — Vorbereich, Nachbereich 
Es sei F‘g_AxB. 
Die Menge aller Elemente aus A, die in F mit mindestens 
einem Element von B gepaart sind, heißt der Vor-
bereich (Vb) der Abbildung. 
Die Menge aller Elemente von B, die in F mit mindestens 
einem Element von A. gepaart sind, heißt, der Nach-
bereich (Nb) der Abbildung. 
Symbolisiert : 
Vb(F) =Def {a E A; 3 b (b E B A [a; b] E F)} 
Nb(F)=Def {b E B; 3 a (a E A A [a ; b] E F)} 

BEISPIEL 3 (9.2.): 
Für Beispiel 1 (9.g.) gilt: 

Vb(F) ={ 1, a, c, d, e, f, g, h} (b hatte sein Fahrrad zu reparieren.) 
Nb(F) ={ 1, 2, 3, 4, 5} (Die Zelte 6, 7 wurden vom nachfolgenden Teil 

der Gruppe aufgebaut.) 

Der Vorbereich einer Abbildung aus A in B ist stets eine Teilmenge von A und 
der Nachbereich eine Teilmenge von B. 
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9.3. Spezieile Abbildungen 

Die Menge aller Abbildungen aus A in B können wir in Abhängigkeit davon, 
welche Beziehungen zwischen Vorbereich und A und welche zwischen Nachbereich 
und B bestehen, in verschiedene Teilmengen zerlegen. Wenn der Pionier b im 
Beispiel 1 (9.2.) sich auch am Zeltaufbau beteiligt hätte, so wäre der Vorbereich 
gleich der Menge A. 
Eine solche Abbildung aus A in B, wird dann speziell Abbildung von A in .B 
genannt. 
Wenn alle Zelte der Menge B von den Pionieren der Menge A einschließlich 
Pionierleiter aufzubauen sind, so ist der Nachbereich gleich der Menge B. 
Man nennt darin diese Abbildung aus A in B auch Abbildung aus A auf B. 
Sollten sogar beide jetzt formulierten Zusatzbedingungen gleichzeitig zutreffen, 
das heißt, alle Pioniere der Menge A haben sich einschließlich Pionierleiter am 
Aufbau aller Zelte 'der Menge B zu beteiligen, so heißt die entsprechende Abbil-
dung aus A in B auch Abbildung von A auf B. 

DEFINITION 1 (9.3.) -- Abbildung von A, 
Abbildung auf B 

F sei eine Abbildung aus A in B. 
Ist der Vorbereich von F gleich A, so heißt F eine 
Abbildung von A in B. 
Ist der Nachbereich von F gleich B, so heißt .F eine 
Abbildung aus' A auf B. 
Ist der Vorbereich von F gleich A und der Nachbereich 
von F gleich B, so heißt F eine Abbildung von A auf B. 

BEISPIEL 1 (9.3.): 
Veranschaulichung wie im Bild 158/1 mit Hilfe von Pfeildiagrammen 

Fl

a 
o
b 

c

158/1 

F2 

a 

b 
c 

b 
c 

a 
b 
c 

d 

A B A 8 A 8 

A = {a, b, t, d} ; B = {ce, ß, y, (5} 
F {[a 04], [b; )8], [c; Abbildung aus A in B 

(nicht „von A" und nicht „auf B") 
F2 = f[a; oc], [b; (3], [c; y], [d; y]} Abbildung von A in B 

(nicht „auf B") 
F, {[a; ce], [b; I3], [d; y], [d; S]} Abbildung aus A auf B 

(nicht „von A") 
F, = «et; [b; [o; y], [d; (5]} Abbildung von .A auf B 
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9.3; 

Da A und Bauch unendliche Mengen sein können, ist es möglich, sich A X B nach 
Beispiel 4 (9.1.) wie im Bild 159/1 zu veranschaulichen. 

Ax8 

A 

159/1 

Die nach Definition 1 (9.3.) unterschiedenen speziellen Abbildungen werden dann 
mit Hilfe der im Bild 159/2 dargestellten Diagramme veranschaulicht. 

Ax B 

Nb (F;) 

Nb(f29 

AxB 

Vb(F2') 

. 159/2 

Nb (F4,9 

ti
Vb(F79 

Nb(F3') 

Ax8 

AxB 
Vb (F3') " 

Vb (49 

Fi — Abbildung aus A in B 
— Abbildung von A in B 
— Abbildung aus A auf B 

F; — Abbildung von A auf B 

Durch die in der Definition 1 (9.3.) vorgenommene Unterscheidung spezieller 
Abbildungen -zerfällt die Menge aller Abbildungen in verschiedene Teilmengen. 
Der Zusammenhang zwischen ihnen wird über das Venndiagramni im Bild 160/1 
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Menge aller Abbildungen ... 

...Von A 
in 8 

... von A 
auf 8 

160/1 

Flo ... aas A 
in 

... aus A 
auf 8 

deutlich. Dieses zeigt auch, wie die in der Definition 1 (9.3.) definierten Begriffe 
subordiniert sind (7( B 7.6. "Subordination von Begriffen"). 
In den folgenden Ausführungen unterscheiden wir die Abbildungen aus einer 
Menge A in eine Menge B danach, ob die Elemente des einen Bereiches jeweils mit 
genau einem Element oder mit mehreren Elementen des anderen Bereiches gepaart 
sind. 
Wir stellen uns wieder im Beispiel 1 (9.2.) eine veränderte Anordnung des Pionier-
leiters (Zuordnungsvorschrift) vor. Jeder, der beim Aufstellen der Zelte mitzu-
arßeiten hat, soll nun genau ein Zelt allein oder mit anderen gemeinsam aufbauen. 
In diesem Falle ist die Abbildung F, wir können sie uns gegebenenfalls auch 
wieder als eine Menge von Paaren notieren, so beschaffen, daß zu jedem Element 
des Vorbereichs genau ein Element des Nachbereichs gehört. Eine solche Abbil-
dung wird als nacheindeutig oder kurz eindeutig bezeichnet. 
Jetzt stellen wir uns vor, daß an jedem Zelt, das überhaupt aufgestellt werden soll, 
genau eine Person zu arbeiten hat. Es bleibt hierbei, offen, ob ein Pionier oder der 
Pionierleiter mehrere Zelte aufbauen oder nicht. Es ist auch nicht nötig zu wissen, 
ob alle am Zeltaufbau sich beteiligen und .ob jedes Zelt aufgebaut -wird. Zu jedem 
Element des Nachbereichs gehört bei dieser Abbildung genau ein Element des 
Vorbereichs. Diese Abbildung wird als voreindeutig bezeichnet. 
Ist die Anordnung des Pionierleiters so vorgenommen worden, daß jede mitarbei-
tende Person genau ein Zelt aufzustellen hat und jedes aufzustellende Zelt immer 
nur von genau einer Person aufgebaut wird, dann bezeichnet man die vorliegende 
Abbildung als eineindeutig oder umkehrbar eindeutig. In diesem Fall gehört zu 
jedem Element des Vorbereichs genau ein Element des Nachbereichs und zu jedem 
Element des Nachbereichs genau ein Element des Vorbereichs. 

DEFINITION 2 (9.3.) — Nacheindeutige bzw. 
eindeutige Abbildung 

Eine Abbildung F heißt nacheindeutig oder eindeutig 
genau dann, wenn 4us [a; bi] E F und [a; b2] E F stets 
bi b2 folgt. 

DEFINITION 3 (9.3.) — Toreindeutige Abbildung 
Eine Abbildung F heißt voreindeutig genau dann, wenn 
aus [a/.; b] E F und [a2; b] E F stets ai = a2 folgt. 
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EFINITION 4 (9.3.) — Eineindeutige Abbildung 
ine Abbildung F, die sowohl nacheindeutig als auch 

voreindeutig ist, nennt man eineindeutig oder umkehr-
bar eindeutig. 

BEISPIEL 2 (9.3.) : 
Veranschaulichung wie im Bild 161/1 mit Hilfe von Pfeildiagrammen 

A = {a, b, ; B= {a, ß, 7, 8} 
EI = {[a;.«], [b cc], [c; [c; b], [d; b]} 

F2 = {[a; o], [b; xl, [c; ß], [d; y]} 

F3 = {[a; [a; [c; )2], [d; 

= {[a; o], [b /3], [c 

Nicht nacheindeutig und nicht 
voreindeutig, mehrmehrdeutig 
Nacheindeutig, aber nicht 
voreindeutig 
Nicht nacheindeutig, aber 
voreindeutig 
Eineindeutig 

a 

f2 f s f4 . .

bb b 
c c c 

d d d 

A 8 8 

16.1/1 

Durch die in den Definitionen 2 (9.3.) bis 4 (9.3.) vorgenommene Unterscheidung 
zerfällt die Menge aller Abbildungen aus A in B ebenfalls in Teilmengen. Die 
Beziehungen zwischen ihnen werden über das Venndiagramm im Bild 161/2 
deutlich. 
Der Begriff der Abbildung ist auch in der Philosophie von Bedeutung. Die Abbild-
oder Widerspiegelungstheorie ist das Kernstück der marxistisch-leninistischen 

Menge aller Abbildungen 
ausAinß 

2o; 

F1°

161/2 

nacheindeutig 

eineindeutig 

voreindeutig 
mehrmehrdeutig 
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9,4. 

Erkenntnistheorie. Nach ihr ist die Erkenntnis eine Abbildung oder Widerspiege-
lung der objektiven' ealität im menschlichen Bewußtsein. Dingen, Eigenschaften, 
Sachverhalten usw. aus der objektiven Realität (Urbilder) werden in einem Wider-
spiegelungsprozeß Empfindungen, Wahrnehmungen, Begriffe, Aussägen usw. (Bil-
der oder Abbilder) zugeordnet. 
Die Abbilder der objektiven Realität werden zur. Grundlage unseres Handelns 
und geben uns die Möglichkeit, auf unsere Umwelt zielstrebig einzuwirken. Im 
Prozeß der Auseinandersetzung mit der Umwelt werden unsere Abbilder von der 
objektiven Realität bestätigt oder Veränderungen unterworfen. 
Gewisse Seiten des Erkenntnisprozesses sind unter Benutzung der im Teil B defi-
nierten mathematischen Begriffe erklärbar. 
M sei die Menge der Dinge, Eigenschaften, Sachverhalte usw. aus der objektiven 
Realität. 
M' sei die Menge der Gedanken, Begriffe, Aussagen, Systeme von Aussagen (Theo-
rien) usw. im menschlichen Bewußtsein. 
Das Resultat des Erkenntnisprozesses ist im mathematischen Sinn eine Abbildung 
aus M in M' (nicht „von M auf M'"). Es entspricht hierbei nicht jedem Element 
der Menge M ein Element von M'. Es ist auch nicht jedes Element von M' mit 
einem Element von M gepaart. Die Menge der Gedanken, Theorien usw. ist um-
fassender als die Menge der. Abbilder. Für manche mathematische Theorie hat 
man erst nach ihrer Entwicklung ein Urbild in der objektiven Realität gefunden 
(z. B. für die nichteuklidischen Geometrien). 

9.4. Funktionen 

Von besonderer Bedeutung sind in der Mathematik die eindeutigen Abbildungen. 
Sie werden Funktionen genannt. 

DEFINITION 1 (9.4.) — Funktion, Definitionsbereich, 
Wertebereich, Argument, 
Funktionswert 

Jede eindeutige Abbildung f heißt Funktion. 
Der Vorbereich von f heißt Definitionsbereich X, der 
Nachbereich von f heißt Wertebereich Y. 
Die Elemente des Definitionsbereiches heißen Argu-
mente und die Elemente des \Vertebereiches Funktions-
werte der Funktion f. 

Ist [a; b] ein Element aus f, so schreibt man dafür auch: 
[a; f(a)] oder b = f(a) . 

b = f(a) wird gelesen als „b gleich f von a", b ist der Funktionswert von f an der 
Stelle a. 

BEISPIEL 1 (9.4.): 
A= b, c, d, e} ; B= toc, ß, y, (5} 
F = {[a; o], [b; a], [c; 13], [d; y]). ist eine eindeutige Abbildung aus A in B und 
somit eine Funktion f. Wir können sie mit Hilfe eines Pfeildiagrammes wie im 
Bild 163/1 veranschaulichen. • 
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9.4. 

f 

b 
c 

d 
e 

A 

163/1 

B 

163/2 

Definitionsbereich von f: X = c, (I} 
Wertebereich von f: Y = {a, ß, y} 
Also: f(a) = a, f(b) -= a, f(c) = ß, f(d) = y 

b 

d 

c 

e 

Bezeichnet man den Definitionsbereich einer Funktion mit X, den Wertebereich 
mit Y, so ist f eine eindeutige Abbildung von X auf Y. 
f kann aber alS beliebige eindeutige Abbildung aus A in B eine Funktion aus A 
in B, wie im Beispiel 1 (9.4.), oder speziell eine Funktion von A in B, aus A auf B 
oder von A auf B sein. 
Die Definition des Begriffes „Funktion" hat in der Vergangenheit gewisse Wandlun-
gen erfahren. Die mengentheoretische Definition 1 (9.4.) ist eine Weiterentwicklung 
der. von DIRICHLET (1805-1895) gegebenen Definition. DIRICHLET war der Nachfolger 
von GAUSS an der Universität in Göttingen. Das Zeicheri „f(a)" wurde erstmalig von 
EDLER (1707-1783) benutzt. 

Wir wollen vom Beispiel 1 (9.4.) ausgehend zu einer neuen Abbildung kommen. 
Hierzu vertauschen wir in den Paaren von F alle Elemente von A mit denen von B. 
Die so erhaltene Abbildung bezeichnen wir mit F-1. 

F-1 = [oc ; a], [oc ; b], [ß; c], [y; d]). 

1 -' können wir uns mit Hilfe eines Pfeildiagrammes wie im Bild 163/2 veran-
schaulichen. 

Vb(F-1) = ß, y} ; Nb(F-1) = {a, b, c, 

F-1 stellt also eine Abbildung aus B in A dar und wird als inverse Abbildung oder 
Umkehrabbildung von F bezeichnet. Vorbereich und Nachbereich haben ihre 
Rollen miteinander vertauscht. 

DEFINITION 2 (9.4.) - Inverse Abbildung, Umkehr-
II
F sei eine Abbildung aus A in B. 
Dann wird die Menge aller geordneten Paare [b; a] aus 
Bx A, für die [a; b] ein Element aus F ist, inverse Ab-
bildung F-1 oder Umkehrabbildung von F genannt. 
Symbolisiert: 
F-1 Umkehrabbildung von F = Def {[b; a]; [a; b] E 

Die Umkehrabbildung F-1 von F aus Beispiel 1 (9.4.) ist keine eindeutige Abbil-
dung und somit keine Funktion. 
Ist das jedoch der Fall, z. B. bei der Funktion 

f = {[a; [b*, 13], [c", , 
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so nennen wir f umkehrbar und t 1 Umkehrfunktion von f oder inverse Funktion 
'von f. 

DEFINITION 3 (9.4.) - Inverse Funktion, Umkehr-
funktion 

Es sei f eine Funktion, deren inverse Abbildung eben-
falls eine Funktion ist. 
Dann wird diese die zu f inverse Funktion oder die 
Umkehrfunktion von f genannt und mit f -1 bezeichnet. 

Der Definitionsbereich der inversen Funktion f -1 stimmt mit dem Wertebereich 
von f überein. Der Wertebereich von f -1 ist gleich dem Definitionsbereich 
von f. 
f ist umkehrbar genau dann, wenn f eine eineindeutige Abbildung ist. 

BEISPIEL 2 (9.4.): 

A= {a,b, c, c/} =B 
f = {[a;b],[b; c], [c; d], [d; a]} ist eine eineindeutige Abbildung von A auf sich. 

f bezeichnen wir auch als eine Permutation (permutare: vertauschen — lat.) der 
Menge A. Für unsere Menge A existieren 24 = 1 • 2 • 3 • 4 =, 4! (gelesen: „vier 
Fakultät") verschiedene Permutationen. Hierzu gehört auch die Permutation 
f, = {[a; a], [b; b], [c; c], [d;'d]} . fo wird als identische Abbildung von A be-
zeichnet. 

Wenn man bei einer Permutation die Paare in den geschweiften Klammern ver-
tauscht, bekommt man nach der Definition der Gleichheit von Mengen keine andere 
Permutation oder Abbildung von A. auf sich. Die Auffassung von der Gleichheit 
von Mengen gilt also auch für Funktionen, die Mengen von geordneten Paaren 
darstellen. 

BEISPIEL 3 (9.4.): 
A sei die Menge der natürlichen Zahlen, die kleiner als 10 sind. 
Es ist die Abbildung F aus A in sich anzugeben, deren Paare [a..; b] die Gleichung 
b = 2 a ,--F 1 erfüllen. 
Die Ermittlung von .F geschieht am besten mit Hilfe einer Wertetabelle. 

a 0 1 2 3 4 5 

b = 2 a 4 1 1 .3 5 7 9 - 

Ist a > 4, so erhält man für b = 2 a 1 keine Elemente von A. 
Somit gilt für F: 

F = {[O; 1-], [1; 3J, [2 ; [3; 7], [4 ; 9J} • 
Der Vorbereich von F ist die Menge {0, 1, 2, 3, 4} , der Nachbereich die Menge 
{1, 3, 5, 7, 9}. 
Da jedem Element des Vorbereichs genau ein Element des Nachbereichs zuge-
ordnet ist, ist F eine Funktion/. Nach Definition 1 (9.4.) wird der Vorbereich von f 
Definitionsbereich X und der Nachbereich Wertebereich Y genannt. Eine Variable, 
die durch Elemente des Definitionsbereichs einer Funktion ersetzt werden kann, 
wird häufig auch mit „x" symbolisiert und unabhängige Variable genannt. Die 
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Variable für die Elemente des Wertebereichs symbolisiert man dann mit „y" 
und nennt sie abhängige Variable. Somit können Wir f wie folgt schreiben. 

f {[x; y] E x Y ; y = 2 x+I} 
y = 2 x 1 wird auch Funktionsgleichung von! genannt. 

Eine Funktionigleichung einer Funktion f wird allgemein mit 
y = f(x) (gelesen: „y ist gleich f von x") 

symbolisiert. Da sie angibt, wie den Elementen des Definitionsbereiches die 
Elemente des Wertebereiches zuzuordnen sind, nennt man sie die durch f ver-
mittelte Zuordnungsvorschrift oder Abbildungsvorschrift. Abbildungsvorschriften 
können durch umgangssprachliche Formulierungen, Tabellen oder graphische Dar-
stellungen gegeben sein. 
Funktionen, deren Zuordnungsvorschrift eine Funktionsgleichung ist, lassen. sich 
folgendermaßen symbolisieren. 

f= f[x; y] E Xx Y;y =fix)} 
Es hat sich in der Mathematik eingebürgert, nur von der Funktion y = f(x) zu 
sprechen, wenn man den Definitionsbereich einer Funktion als bekannt voraus-
setzen kann. 

Erwähnt sei ferner, daß nicht jede Gleichung, in der zwei Variable vorkommen, eine 
Funktionsgleichung ist. Beispielsweise wird x2 + y2 = 5 durch die Paare [±1;•+2] 
und [+1; — 2] erfüllt. Durch die Gleichung werden der Zahl 1 die Zahlen +2 und: —2 
zugeordnet. Die Gleichung ist über dem Grundbereich P x P nicht Zuordnungsvor-
schrift einer eindeutigen Abbildung und somit keine Funktionsgleichung. 

Eine Gleichung mit 'zwei Variablen ‚ist genau dann eine Funktionsgleichung, wenn 
ihre Lösungsmenge eine Funktion ist. 

BEISPIEL 4 (9.4.).: 
Wird in. der 1. Klasse die Addition eingeführt, so sind die Schüler zuerst mit dem 
Addieren im Bereich der natürlichen Zahlen bis 10 vertraut zu machen. Sie haben 
zu lernen, wie man die Werte der Terme a b mit a, b E N und a b ≤ 10 
berechnet. 
Diese Aufgaben führen auf eine eindeutige Abbildung aus N x N in N, somit auf 
eine Funktion aus N x N in N. Diese Funktion enthält unter anderem die Tripel 
[[2; 3]; 5], [[6; 4]; 10]. Allgemein kann man sie als 

= {[a;b;c]EN3;a±b=cn .c≤ 10} 
schreiben. 

/ wird zweistellige Funktion genannt. Der Begriff „Funktion" kann auch auf 
n-stellige Funktionen erweitert werden. 

BEISPIEL 5 (9.4.): 
91 sei die Menge aller Aussagen. Aus zwei Autisagen A, B E 9t kann man mit Hilfe 
der Wörter „und", „öder", „wenn — so", „genau dann — wenn" usw. eine Aus-
sagenverbindung, eine neue Aussage, bilden. Zwei Elementen aus S1t wird hierbei 
ein drittes Element von 91 eindeutig zugeordnet. Die eindeutige Abbildung von 
91x 21 in 21, die alle Paare [[A; B]; A und B] enthält, wird'Konjunktion genannt. 
Die Konjunktion ist somit eine zweistellige Aussägenfunktion. Man kann sie wie 
folgt allgemein symbolisieren. 

{[[A; B]; A und B] E Of X 91) x 91} 
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Allgemein versteht man unter einer zweistelligen Aussagenfunktion eine eindeutige 
Abbildung von 91 x 91 in 91. Eine solche Abbildung wird auch als zweistellige 
Operation in 1.1 bezeichnet (7 B 10.7. „Operationen und ihre Eigenschaften"). 

Entsprechend, der Konjunktion können die übrigen klassischen zweistelligen Aus-
sagenfunktionen (Alternative, Implikation, Äquivalenz) definiert werden (‚ A 3.). 
Eine einstellige Aussagenfunktion ist die Negation (/ A 3.). Sie kann allgemein als 

{[A ; nicht A]; A E 91} 

symbolisiert werden. 
Jede Aussage besitzt in der klassischen zweiwertigen Logik entweder den Wahr-
heitswert W oder den Wahrheitswert F. Die Menge aller Aussagen kann man also 
eindeutig auf die Menge der Wahrheitswerte {W, F} abbilden. 
Mit welchem Wahrheitswert eine Aussage A zu paaren ist, hängt vom Sachver-
halt ab, den diese Aussage widerspiegelt. 
Welcher Wahrheitswert dem Funktionswert einer Aussagenfunktion zuzuordnen 
ist, legt in Abhängigkeit von den Wahrheitswerten der Einzelaussagen die zu-
gehörige Wahrheitsfunktion fest. 
Die Wahrheitsfunktionen der zweistelligen klassischen Aussagenfunktionen sind 
eindeutige Abbildungen von {W, F} x {W, F} in {W, F} , also wieder zweistellige 
Funktionen. Es gibt e = 16 zweistellige Wahrheitsfunktionen und 22 = 4 ein-
stellige Wahrheitsfunktionen. 

Die der Konjunktion entsprechende Wahrheitsfunktion wird et-Funktion ge-
nannt. Sie kann mit Hilfe einer Tabelle oder als Menge f A wie folgt direkt ange-
geben werden. 

f A = {[[W; W]; W], [[W; 1]; F], [[F; W;] F], [[F; F]; F]} 

Die der Alternative entsprechende Wahrheitsfunktion heißt vel-Funktion, die der 
Implikation entsprechende Wahrheitsfunktion heißt seq-Funktion und, die der 
Äquivalenz entsprechende Wahrheitsfunktion heißt äq-Funktion. Als weiteres 
Beispiel wird noch die seq-Funktion mit Hilfe eines ileildiagrammes angegeben 
(7 Bild 166/1). 

166/1 

Die der Negation entsprechende Wahrheitsfunktion heißt non-Funktion. Sie ist 
eine eindeutige Abbildung von {W, F} auf sich. Es ist 

= {[W ; F], [F; W]} . 

BISPIEL 6 (9.4.): 
Schon von der 1. Klasse an sind die Schüler schrittweise mit den Multiplikations-
folgen vertraut zu machen. Jede Multiplikationsfolge ist eine Funktion aus N 
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in sich. Zum Beispiel enthält die Multiplikationsfolge mit der 5 die Paare [1; 5], 
[2; 10] und [3; 15].. Diese Multiplikationsfolge ist eine Zahlenfolge. 

DEFINITION 4 (9.4.) — Zahlenfolge 
Eine Funktion, deren Definitionsbereich die Menge der 
natürlichen Zahlen und deren Wertebereich eine Teil-
menge der Menge der reellen Zahlen ist, heißt eine 
unendliche reelle Zahlenfolge. 
Eine Funktion, deren Definitionsbereich eine endliche 
Teilmenge' {0, 1, 2, . . . , n} der Menge der natürlichen 
Zahlen ist und deren Wertebereich aus reellen Zahlen 
besteht, wird endliche reelle Zahlenfolge genannt. 

Die Elemente des Wertebereichs werden Glieder der Folge genannt. 
Ist es bei einer Zahlenfolge möglich, über eine Funktionsgleichung zu jeder natür-
lichen Zahl k des Definitionsbereichs die zugeordnete reelle Zahl ak zu, berechnen, 
so kann man die Zahlenfolge auch in folgender Form angeben. 

f = {[k; ak]EN><P; ak = f(k)} 

BEISPIEL 7 (9.4.): 

f= {[k; E NxP; a —  1 - k±1
Die ersten drei Glieder der Folge lauten: 

1 1 1 a 0 = =_-_ a2 = • 

Allgemein üblich ist die folgende Schreibweise für Zahlenfolgen. 
1 

{ak} mit ak — 
k 1 

und k = 0, 1, 2, . . . 

9.5. Die graphische Darstellung von Funktionen 

Im Mathematikunterricht der unteren Klassen tiitt folgende Aufgabe auf. 
Den Zahlen a aus der folgenden Tabelle sind die Summen a + 200 zuzuordnen. 

a a + 200 

300 500 
100 
200 
400 

0 

Für a = 300 und a = 100 sind die Summen in einer Zeichnung (7 Bild 168/1) 
durch einen Punktgekennzeichnet. Übertrage das Bild in dein Heft und kennzeichne 
auch die übrigen Summen a + 200! 
In dieser Aufgabe ist eine Funktion f graphisch darzustellen. 

f = {[300; 500], [100; 300], [200; 400], [400; 600]; [0; 200]} 
Wenn man eine Funktion graphisch darstellt, so ordnet man ihren Paaren [x; y] 
Punkte mit den Koordinaten x und y zu. 
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DEFINITION 1 (9.5.) — Graphische Darstellung einer 
Funktion 

Die Menge der Punkte einer Ebene, die den geordneten 
Paaren einer Funktion f eindeutig mit Hilfe eines 
Koordinatensystems zugeordnet wird, heißt graphische 
Darstellung, Graph oder Bild der Funktion I. 

BEISPIEL 1 (9.5.):,
Gegeben seien die Funktionen 11, /2, 13, /4, die zwar die gleiche Funktionsgleichung 
besitzen, sich aber im Definitionsbereich voneinander unterscheiden. 

=-- {[x ; y] N x N ;y= 6 — 2 x} 
f 2 {[x; y] GxG;y -= 6 - 2 x} 
f 3 {[x; y] ERxR;y = 6 — 2 x} 

= {[x ; y] E P x P; y = 6 — 2 x} 

L ist eine endliche Menge von Paaren. Die anderen Funktionen sind unendliche 
Mengen. 

Im folgenden sollen Paare der Funktionen direkt angegeben werden. Wir benutzen 
hierzu Wertetabellen. Danach sollen die entsprechenden Funktionen graphisch 
dargestellt werden. 

-0 1 2 3 

y• 6 4 2 0 

{0, 1, 2, 3} ist, somit der Definitionsbereich von 
Der Graph vonli ist die Menge {P1, P2, P3, P4} . Die Punkte, P1, P2, P3, P4
werden diskrete Punkte genannt (7 Bild 169/1). 

f 2: Bei f 2 kann in der Wertetabelle nur eine echte Teilmenge der Funktion ange-
geben werden. 

2 —1 0 +1 +2 +3 +4 

y +10 +8 +6 +4 +2 0 —2 

Der Graph von f 2 ist eine unendliche Menge von diskreten Punkten. Selbst-
verständlich können hiervon nur endlich viele gezeichnet werden (7 Bild 169/2). 
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f2 

6 
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4 o P2 +4 

2 o 3 +2 

1 

P4

0 1 2 3 x +1 +2 +3 +4 x 

—2 

169/1 .169/2 169/3 

f3: Da f, als Definitionsbereich die Menge der rationalen Zahlen besitzt, gehören 
zur graphischen Darstellung auch beispielsweise die Punkte zu den Paaren 
[ 1 . 5 

und
 r 

2 
9 . 

— 
2 
1 

' 2 
. 

Da zwischen den rationalen Zahlen auf der x-Achse [ ' 
noch unendlich viele irrationale Zahlen liegen, gehören Punkte mit irrationalen 
Koordinaten nicht zum Graph der Funktion. Aus diesem Grunde wird der 
Graph von f 3 „gestrichelt" gezeichnet ( , Bild 169/3). 

f 4: Für h ist der Definitionsbereich die Menge der reellen Zahlen. Diese liegen 
lückenlos auf der Zahlengeraden. Zu h gehört beispielsweise auch das Paar 
[V2; 6 — 2 Ire Somit ist der Graph von f, eine „volle" Gerade (7 Bild 170/1). 

Der Definitionsbereich einer Funktion kann auch ein Intervall, eine Menge lücken- , 
los aufeinanderfolgender reeller Zahlen, sein. 

BEISPIEL 2 (9.5.): 
Die Funktion f sei im Intervall — 1 < x S -I- 2 durch die Funktionsgleichung 

1 
y = 

2 
— x 1 definiert. Der Definitionsbereich ist ein linksseitig offenes und 

rechtsseitig abgeschlossenes Intervall. Man schreibt dafür auch ( —1; +2]. 
Als Menge von geordneten Paaren läßt sich f wie folgt angeben. 

• f =-- f[x;y]E1).><P; y = —2 x + 1 A xE(—I.; +24 

Hier kann das Bild vollständig gezeichnet werden. Es wird durch eine runde 
Klammer „(" und durch eine eckige Klammer „]" begrenzt (7 Bild 170/2). 
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6 

0 3 -1 +2 

170/1 170/2 

„(" deutet an, daß der Punkt P (-1; 
2 
—1) nicht zum Graph der Funktion gehört, 

da —1 auch nicht Element des Definitionsbereiches ist. Hingegen gehört der 
Punkt P (+2; +2) zum Graph der Funktion, da +2 Element des Definitions-
bereiches ist. Das wird durch die eckige Klammer „]" angedeutet. 

Eine Funktion und somit auch ihr Graph hängen also wesentlich vom Definitions-
bereich der Funktion ab. Von Bedeutung, für den Unterricht sind besonders 
solche Funktionen, deren Definitionsbereich und Wertebereich Teilmengen der 
Menge der reellen Zahlen sind. Derartige Funktionen werden auch reellwertige 
Funktionen genannt. 

9.6. Operationen mit Funktionen 

sei die Menge aller zweistelligen Funktionen. Von den Operationen, die man in e 
erklären kann, sollen uns einige näher interessieren. 

Die Bildung der Umkehrfunktion 

Die Bildung der Umkehrfunktionen von Funktionen führt uns auf eine einstellige 
Operation in d. h. eine eindeutige Abbildung aus in sich ( ir 10.7.). Wir wollen 
sie mit „U" symbolisierbn. 
U ist eine Menge, die Paare von Funktionen enthält. An. der ersten Stelle eines 
jeden Paares steht eine Funktion f und an der zweiten Stelle die zuaehörige Um-
kehrfunktion f --1. Da es auch Funktionen gibt, die keine Umkehrfunktion be-
sitzen, ist U keine Abbildung von in 
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U f21 E e x ; .f2 = fr} 
können wir als Operation der Bildung von Umkehrfunktionen bezeichnen. U ist 
als einstellige Operation in 3 natürlich auch eine Funktion in e. 
In der Mathematik sind noch andere einstellige Operationen von Bedeutung. 
Die Operation, die jeder reellen Zahl a ihren Betrag jal zuordnet, ist ebenfalls eine 
einstellige Operation, in diesem Fall eine eindeutige Abbildung von P in P. 

BEISPIEI. 1 (9.6.): 
Gegeben sei die lineare Fünktion f mit ihrer Funktionsgleichung y. = 3 x — 2 und 
dem Definitionsbereich P. 

f = {[x; y]EPxP;y =3x — 2} 

Paare von f sind [-1; —5], [0; -2], [+ 2 ; +4] . 

Zur Ermittlung des Graphen von f ist es nur nötig, zwei der zugehörigen Punkte 
in das Koordinatensystem einzutragen, da die graphische Darstellung eine Gerade 
ist. Durch die Funktionsgleichung wird jeder reellen Zahl als Urbild genau eine 
reelle Zahl zugeordnet. Umgekehrt erscheint jede reelle Zähl genau einmal als 
Bild. f ist somit eine eineindeutige Abbildung von P auf P und somit eine umkehr-
bare Funktion. In der graphischen Darstellung kommt die Umkehrbarkeit einer 
Funktion dadurch zum Ausdruck, daß jede Parallele zur x-Achse den Graph der 
Funktion in höchstens einem Punkt schneidet. Das trifft für alle linearen Funk-
tionen mit einer Funktionsgleichung y = m x b, für die m 0 ist, zu. 

f -1 sei die. Umkehrfunktion der Funktion f, von der wir ausgegangen sind. Paare 
von f -1 sind: [ —5; —1], [-2; 0], [±4; +2]. Unser Ziel ist es jetzt, für f -1 eine 
Funktionsgleichung aufzustellen. Nach den Definitionen 2 (9.4.) und 3 (9.4.) 
ist f -, die folgende Menge geordneter Paare. 

{[y;x]EPxP;y=3x-2}

Die Funktionsgleichung von f beschreibt somit auch die Umkehrfunktion, y ist 
jetzt zur unabhängigen und x zur abhängigen Variablen geworden. Wenn wir zu 
einer reellen Zahl yo aus dem Definitionsbereich von 1 -1 die zugehörige reelle 
Zahl x, des Wertebereiches berechnen wollen, ist es zweckmäßig, die Funktions-
gleichung erst nach x aufzulösen. 

y 3 x — 2 
1 2 x = 
3 " 3 

In die letzte Gleichung haben wir für y die Zahl yo einzusetzen und erhalten dann xo. 
Wir können f -' somit auch als 

f -1 = {[Y; E 12 5<P; x = 
3 

y

3j 
schreiben. 
Da man aber auch für die Umkehrfunktion wieder die unabhängige Variable mit x 
und die abhängige mit y bezeichnen will, vertauscht man x und y und erhält: 

1 2 
f -1 = {[x; y] E P x P; y = -3- x 

3 
-} • 

Bild 172/1 enthält eine graphische Darstellung von f und f -1 in ein und demselben 
Koordinatensystem. Die graphische Darstellung zeigt, daß die Graphen beider 
Funktionen durch Spiegelung an der Geraden y = x auseinander hervorgehen. 
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Also hat jeder Punkt P(a; b) des Graphen der Funktion f denselben Abstand von 
der Geraden y = x wie der Punkt P(b; a) des Graphen, von f -1. • 
So wie wir soeben für die lineare Funktion mit der Funktionsgleichung y = 3 x — 2 
die Umkehrfunktion ermittelt haben, kann man nach folgenden Arbeitsschritten 
bei jeder einstelligen Funktion mit einer Funktionsgleichung y = f(x) die Funktions-
gleichung der Umkehrfunktion ermitteln, falls die Umkehrfunktion existiert. 

1. überprüfen der Bedingung für die Existenz der Umkehrfunktion, der Einein-
deutigkeit 

2. Auflösen der Funktionsgleichung r. ach x 
3. Vertauschen der Bezeichnungen der Variablen 

Das soeben angegebene Verfahren wollen wir nun im Falle einer beliebigen linearen 
Funktion anwenden. 

E s sei 
{[x;y] E PxP; y = mx b} mit m,bEP. 

1. m+0. 
Jede lineare Funktion mit m = 0 ist eineindeutig. f ist somit umkehrbar. 
y=mx-l-b ist nach x aufzulösen. 

—mx= —y+b 

1 
x —m y — — 

1 
y — x — — 

Vertauschen der Bezeichnungen 

= {[x;y] E PxP; y = —1 x — 
m m 

2. m=0 
Die Funktionen f mit der Funktionsgleichung y = f(x) = b sind nicht einein-
deutig und somit nicht umkehrbar. 
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Wir untersuchen jetzt die Umkehrbarkeit von quadratischen Funktionen. 

BEISPIEL 2 (9.6.): 
f= {[x y] EPxP: y= x2} 

Zur Funktion gehören z. B. die Paare [ —2 ; +4] und [+2; +4]. 
Die Parallele zur x-Achse mit der Gleichung y ± 4 schneidet den Graph der 
Funktion, die Normalparabel, in zwei Punkten. f ist somit nicht eineindeutig 
und besitzt keine Umkehrfunktion. 
f setzt sigh allerdings aus zwei Teilmengen f1 und f, zusammen, die jede für sich 
umkehrbar sind. 

{[x; ylePxP;xkOny--= x2} 
f 2 {[x; y] EPxP;x < 0 A y x2} 
fl uf2=f 

Für f, können wir die Umkehrfunktion ermitteln. 

f1 1 = {[x; y] E P x P; y = x 0} 

Die graphischen Darstellungen von: f1 und ff 1 zeigen, daß die Graphen dieser 
Funktionen symmetrisch zur Geraden y = x liegen (/ Bild 173/1). 

Y 

+4 
y-x 

+1 

+4 X 

173/1 

Ähnlich kann f2 1 ermittelt werden. f i-1 u fj 1 ist keine Funktion. Quadratische 
Funktionen sind also nur in solchen Intervallen umkehrbar, in denen die Funktio-
nen auch voreindeutig sind. 

Die Verkettung von Funktionen 

Zur Einführung der Operation der Verkettung von Abbildungen allgemein und Ver-
kettung von Funktionen speziell gehen wir von Beispiel 2 (9.4.) aus. 
Gegeben : \A = {a, b, e, d} 
Es sei f, eine eineindeutige Abbildung von A auf sich. Nach Beispiel 2 (9.4.) werden 
derartige Abbildungen auch Permutationen genannt. Ein Beispiel für eine Permuta-
tion von A ist 

{[a; [b; [c; [d; • 
h kann auch anders geschrieben werden. 

f  = la b c (1\ 
c d a) 

173 



9.6. 

Wir betrachten jetzt eine weitere Permutation von A. 

f 2 = {La; c], [d; b], [b ; d], [c; a] } (
a b c d) 
cdab 

Für die 24 möglichen Permutationen von A können wir die Operation der Hinterein-
anderausführung erklären. 
Sie wird mit „o" symbolisiert („0" sprechen wir bei Permutationen speziell als „erst . . . , 
dann . . .", d. h., zuerst wird auf die ursprüngliche Reihenfolge der Elemente von A 
die Permutation f, und dann f, angewendet). 

fa b c d 
kb c d a) 

0 (a b c d\ 
kc d a b) 

heißt, daß a zuerst mit b und dann mit d gepaart werden soll, daß b zuerst mit c und 
dann mit a gepaart werden soll usw. Wir wollen uns diesen Vorgang mit Hilfe eines 
Pfeildiagrammes veranschaulichen ( 7 Bild 174/1). 

0 f2 

174/1 

f2 = 

a 
b 
c 
d 

a 

b 
c 
d 

a 

b 

d 

• = b
a b

cd
c
) 

=eat dl, (bi  a], rci , bi; c» 
f3

Die Hintereinanderausführung zweier Permutationen ergibt also wieder eine eindeutig 
bestimmte Permutation. In der Menge der n! möglichen Permutationen von n Elementen 
ist die Operation der Hintereinanderausführung stets ausführbar. Sie ist assoziativ, 
aber für n > 2 nicht kommutativ. 
Die Hintereinanderausführung von Abbildungen — auch Verkettung genannt — kann 
allgemein wie folgt erklärt werden. 

DEFINITION 1 (9.6.) — Verkettung 

Fi sei eine Abbildung aus A, in B1. 
F2 sei eine Abbildung aus A, in B2. 
Dann nennt man eine Abbildung F 3 aue A, in B2
(F1 o F2 = F3) Hintereinanderausführung oder Verkettung 
von F1 und F2 genau dann, wenn F 3 aus allen geordneten 
Paaren [a; C] E Al X B2 besteht, für die ein b mit [a; b] E F1
und [b; ei e F2 existiert. 

Für Abbildungen F1, F2 wird F1 0 F2 allgemein gelesen als „F1 verkettet mit F2". 
Aus der Definition 1 (9.6.) ergibt sich sofort: [a; e] E F3 genau dann, wenn es ein b 
mit [a; b] E F1 und [b; c] e .F2 gibt. 
Ist Vb(F2) der Vorbereich von F2, Nb(F1) der Nachbereich von F1, so folgt, daß F3 nur 
dann ungleich 0 ist, wenn Nb(F1) n Vb(F2) # 0 gilt. 
Für, uns soll die Operation deT Verkettung vor allem in 5, der Menge aller zweistelligen 
Funktionen, von Interesse sein. 
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Sind f, und f, Funktionen aus e, so ist f, o f, wieder eine eindeutige Abbildung und 
somit eine Funktion,, da bei der Bildung von f, o f, jedes Element des Definitionsbe-
reiches von f, mit höchstens einem Element des Wertebereichs von f, gepaart wird. 
Der Definitionsbereich von f, = f, o f, ist Teilmenge des Definitionsbereiches von f 1. 
Wenn der Durchschnitt aus dem Wertebereich von f, und dem Definitionsbereich von f, 
die leere Menge ist, so ist f, die leere Funktion 0. Die Operation der Verkettung von 
Funktionen ist somit stets ausführbar. Sie ist ferner assoziativ, aber nicht kommuta-
tiv. 

BEISPIEL 3 (9.6.): 
Gegeben seien folgende lineare Funktionen. 

f, {[x; y] E P xP; y = 3 x + 4} 

{[x; y] x P; y - 1} 
.2.

Um f, oft besser bilden zu können, benennen wir die Variablen in f, wie folgt um. 
1 

f2= {[y; z]EPx.P; z7- y— 1} 

Für f, ist der Wertebereich die Menge der reellen Zahlen. Diese Menge ist gleichzeitig 
der Definitionsbereich für f 2. Werden f, und f, in. dieser Reihenfolge miteinander ver-
kettet, so wird jedem Element des Definitionsbereiches von f, eindeutig ein Element 
des Wertebereiches von f, zugeordnet. 
Die Zuordnung wird für x = 2 im Bild 175/1 erläutert. 

y -3x+4 70 

Definitionsbereich Wertebereich 
von fi  von ‚I und 

Definitionsbereich von f2

175/1 

_
z TY-

Wertebereich 
von f2 und 

fe=fi oft 

Das Paar [2; 4] ist auf diese Art als Element von L ermittelt worden. Die Funktions-
gleichung für f, o f, kann man aus den Funktionsgleichungen für f, und f 2 wie folgt 
gewinnen. 
Zum Ermitteln eines Paares von je3 ist ein Element x, des Definitionsbereiches von f, 
zuerst mit 3 zu multiplizieren, dann ist zum Produkt 4 zu addieren. Anschließend 
ist die erhaltene Zahl als Element yo des Definitionsbereiches von f, aufzufassen und 

zu dieser Zahl über z = y — 1 die zugehörige Zahl zo des Wertebereiches von f, zu, 

berechnen. Das Paar [x0 ; zo] ist dann ein Element von f, o f 2 = f3. 
Symbolisiert : 

x, yo = 3 x, + 4 —› zo yo — 1 

1 
x,  zo = 9  (3 xo + 4) — 1 

zo = -2
3

x0 + 1 

Wir können also zu einem beliebigen Element x des Definitionsbereiches von f„ das 
zugehörige Element des Wertebereiches von f, o f 2 über die Funktionsgleichung 
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1 
z = 

2 
— (3 x+ 4)

2
1 oder vereinfacht z = x + 1 erhalten. Wenn wir statt z wie 

üblich für die abhängige 'Variable y schreiben, ergibt sich: 
3 

f l oh {[x; y] EPxP;y  
2 

x + 11 . 

Verallgemeinerung 
Sind f, und f, zwei reeliwertige Funktionen mit Funktionsgleichungen der Form 

Y = h(x) und y = f,(x), so ist die Funktionsgleichung von f, o f2 wie folgt zu ermitteln. 

1. Umbenennen der Variablen in y = f 2(x) zu z = f 2(y) 
2. Einsetzen von y = f i(x) in z = f 2(y) 
3. Vereinfachen von z = fa,(x)) und Umbenennen der Variablen z in y 

Stimmen Wertebeieich Y„ von f, und Definitionsbereich 1 2 von f 2 nicht überein, sö 
hat man zum Ermitteln des Vefinitionsbereiches von f, o f, den Durchschnitt von Y, 
und X, zu bilden. Alle Elemente des Definitionsbereiches von A, denen die Elemente 
dieser Durchschnittsmenge zugeordnet sind, bilden den Definitionsbereich von L of,. 

9.7. Die Mächtigkeit von Mengen; 
endliche und unendliche Mengen 

B 7.3. "Gleichmächtigkeit von (endlichen) Mengen") 

Im Lehrplan für die Klasse 1 (Ausgabe 1967) steht auf der Seite 135 unter der 
Stoffeinheit 1.1.: „Vergleichen zweier Mengen bezüglich ihrer Mächtigkeit durch 
elementweises Zuordnen; mündliches Formulieren der Ergebnisse der Vergleiche 
unter Verwendung der Wörter ‚mehr als`, weniger als', ‚gleich viele' ". 

Wir wollen jetzt klären, was man unter dem Vergleich zweier Mengen bezüglich 
ihrer Mächtigkeit zu verstehen hat. 
Vbreinfacht können wir ims das als ein Vergleichen zweier Mengen hinsichtlich 
der „Anzahl ihrer Elemente" vorstellen. Dieses Vergleichen soll nach dem Lehr-
plan vor dem Erarbeiten der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 geschehen, d, h., die Schüler sollen, 
ohne zu zählen, durch elementweises Zuordnen erkennen, ob zwei vorgelegte Mengen 
gleich viele Elemente haben oder nicht und welche der beiden Mengen mehr Ele-
mente als die andere besitzt. 

Wir betrachten zuerst den Fall, daß zwei endliche Mengen die gleiche Anzahl an 
Elementen haben. 

A 

2 

176/1 
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Gegeben sei eine Menge A von Bleistiften und eine Menge B von Heften (7 Bild 
176/1). 
Zur Klärung der Frage, ob mehr oder weniger Bleistifte als Hefte öder gleich viele 
Bleistifte wie Hefte vorhanden sind, haben die Schüler auf jedes Heft genau einen 
Bleistift zu legen. KCin Bleistift darf dabei auf zwei Hefte gelegt werden (7 Bild 
177/1). 

177/1 

Die Schüler haben somit eine Teilmenge der Kreuzmenge A x B zu bilden, eine 
Abbildung aus A in B. In unserem Falle ist eine Abbildung von A auf B ent-
standen, da der Vorbereich gleich A und der Nachbereich gleich B iat. 
Wir untersuchen diese Abbildung jetzt weiter. Zu jedem Bleistift gehört genau 
ein Heft und zu jedem Heft genau ein Bleistift, d. h. zu jedem Element des Vor-
bereichs genau ein Element des Nachbereichs und zu jedem Element des Nach-
bereichs genau ein Element des Vorbereichs. Unsere Menge an Bleistift-Heft-
Paaren ist somit eine eineindeutige Abbildung von der Menge der Bleistifte auf 
die Menge der Hefte. In der 1. Klasse wird nun in diesem Falle die Redeweise 
verabredet: „Es sind gleich viele Bleistifte und Hefte vorhanden". Später sagt 
man auch: „Die Anzahl der Bleistifte ist gleich der Anzahl der Hefte". 

Da wir unsere Untersuchungen in der Mengenlehre auch auf unendliche Mengen 
ausdehnen wollen und es hier nicht sinnvoll ist. von der gleichen Anzahl der Ele-
mente zweier Mengen zu sprechen, wird stattdessen der Begriff der Gleichmächtig-
keit eingeführt. 

DEFINITION 1 (9.7.) — Gleichmächtigkeit 
Zwei Mengen Mi. und M2 heißen gleichmächtig oder 
von gleicher Mächtigkeit (M1 ti M2) genau dann, wenn 
es eine eineindeutige Abbildung von M1 auf M2 gibt. 

BEISPIEL 1 (9.7.): 
M1 = {1, 2, 3, 4, 5} ; M2 = {a, b, c, d, e} 

M2, denn 
f = f[l ; a], [2 ; b], [3; c], [4; d], [5; e]} 

ist eine eineindeutige Abbildung von M1 auf M2. 
f ist natürlich nicht die einzige eineindeutige Abbildung von M1 auf M2. Da M1
und M2 dieselbe Anzahl an Elementen haben, gibt es hiervon genau so* viele, wie 
es Permutationen von Ni, bzw. M2 gibt, d. h. 

1 • 2 • 3 • 4 • 5 = 120. 
überlieferte Kerbhölzer z. B. zeigen, daß die Menschen vor Tausenden von Jahren 
schon durch eineindeutiges Zuordnen der Elemente zweier, Mengen deren Gleich-
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9.7...

Mächtigkeit feststellten. Ähnliches ist bei Kindern zu beobachten. Kinder im 
Kindergarten können ohne zu zählen Äpfel unter sich verteilen, indem jedem 
Kind genau ein Apfel zugeordnet wird. Sie stellen auf diese Art fest, daß zwei 
Mengen, die Menge der Kinder und die Menge der verteilten Äpfel, die gleiche 
Anzahl von Elementen haben. 

BEISPIEL 2 (9.7.) : 
/1/ 1 N ; 

IV ti G, denn 
f = {[0; 0], [1; +1], [2; --1], [3; +2], [4; —2], . .} 

ist eine eineindeutige Abbildung von IV auf G. 
Sie kann euch mit Hilfe eines Pfeildiagrammes dargestellt werden. Die Einein-
deutigkeit der Zuordnung wird durch Doppelpfeile symbolisiert. • 

312 = 

N = {0, 1, 2, 3, 4, . . . , 2 n, 2 n + 1, . . .} 

G = {0, +1, —1, +2, —2, . —n, +(n+1), . . .} 

In jedem Mengensystem ist die Gleichmächtigkeit eine Relation (7 10.1. „Der 
Relationsbegriff" und 10.2. „Eigenschaften von zweistelligen Relationen"). Nach 
Satz 1 (10.4.) besitzt sie die Eigenschaft der Reflexivität, nach Satz 2 (10.4.) die der 
Symmetrie und nach Satz 3 (10.4.) die der Transitivität. Relationen, die reflexiv, 
symmetrisch und transitiv sind, heißen Äquivalenzrelationen. 
Da die Gleichmächtigkeit eine Äquivalenzrelation ist, sagt man für M1 3/2
auch „M, ist äquivalent zu M2". 
Eine Äquivalenzrelation, die in einer Menge erklärt ist, bewirkt nach dem „Haupt-
satz über Äquivalenzrelationen" ( /I Satz 2 (10.4.)) eine Klasseneinteilung, d. h. eine 
Zerlegung der Menge in nichtleere, elementfremde Teilmengen (Äquivalenzklassen), 
die vereinigt wieder die gesamte Menge ergeben. Eine solche Zerlegung wird in 
jedem Mengensystem auch durch die Gleichmächtigkeit bewirkt. In jeder Aquiva-
lenzklasse liegen dann alle miteinander gleichmächtigen Mengen des betreffenden 
Mengensystems. 

IDEFINITION 2 (9.7.) — Mächtigkeit einer Menge 
T.Inter der Mächtigkeit oder Kardinalzahl einer Menge M.
(Kz (M)) verstehen .wir die Menge aller der Mengen, 

*e zu M gleichmächtig sind. 

Der Begriff der Kardinalzahl ist beim Aufbau des Bereiches der natürlichen Zahlen 
von Bedeutung und wird im Teil C „Aufbau der Zahlenbereiche" noch näher 
erläutert. 

Wir wollen uns jetzt mit den Beziehungen weniger als und mehr als bzw. von 
niederer Mächtigkeit und von höherer Mächtigkeit beschäftigen. 

BEISPIEL 3 (9.7.) : 
Gegeben seien die Mengen A und B (7 Bild 179/1). 
Versucheri wir jetzt wieder, auf jedes Heft genau einen Bleistift 'zu legen, so stellen 
wir fest, daß es nicht möglich ist. Möglich ist das nur für eine echte Teilmenge 
von B. 
A ist also nicht zu B, sondern zu einer echten Teilmenge von B gleichmächtig. 
A besitzt in diesem Fall eine geringere Mächtigkeit als B bzw. B eine höhere Mäch-
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927. 

tigkeit als A (7 Definition 3 (9.8.)). In der 1'. Klasse wird in einem solchen Falle 
verabredet zu sagen, es sind „weniger Bleistifte. als Hefte" oder „mehr Hefte als 
Bleistifte" vorhanden. 

0 

8 

179/1 

Bis jetzt wurden die Begriffe endliche Menge und unendliche Menge ohne Defini-
tion benutzt. Wir wollen jetzt eine Definition dafür erarbeiten und hierzu eine 
typische Eigenschaft herausstellen, die nur für Mengen gilt, die wir bis jetzt als 
unendlich bezeichnet hatten. 

BEISPIEL 4 (9,7.): 
Gegeben seien die Mengen Mi = {0, 1, 2, 3, 4} und M2 = N. 
M1 ist eine endliche und M2 eine unendliche Menge. M1 besitzt keine echte Teil-
menge, die zu M1 gleichmächtig ist. 
Wir untersuchen jetzt diesen Sachverhalt auch für M2. Die Menge der geraden 
natürlichen Zahlen (Ne) ist eine echte Teilmenge der Menge der natürlichen Zahlen. 
Hier ist eine eineindeutige Abbildung von N auf Na möglich. 

N = {0, 1, 2, 3, . . n, . . .} 
1 1 1 1 • 1 

Nu =-- {0, 2, 4, 6, . . . , 2 n, .} 

DEFINITION 3 (9.7.) — Endliche bzw. unendliche 
Menge 

Eine Menge M heißt endlich genau dann, wenn M keine 
echte Teilmenge besitzt, die zu M gleichmächtig ist. 
Eine Menge, die nicht endlich ist, heißt unendlich. 
(Endlichkeitsdefinition von DEDEKIND (1831-1916)) 

Die Definition 3 (9.7.) sagt nichts über die Existenz einer unendlichen Menge aus. 
Ihre Existenz wird durch das Unendlichkeitsaxiom gesichert ( ir 108). 

Der Begriff der endlichen Menge bzw. unendlichen Menge ist von Mathematikern 
auf verschiedene Weise definiert worden. Es gibt z. B. die Endlichkeitsdefinition 
von RUSSELL (7( 221). 
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9.8. Abzählbare und überabzählbare Mengen 

Die unendlichen Mengen werden in abzählbare Mengen und liberabzählbare Mengen, 
unterteilt. 

DEFINITION 1 (9.8.) — Abzählbare Menge 
Eine Menge heißt abzählbar genau dann, wenn sie zu 
der Menge der natürlichen, Zahlen gleichmächtig ist. 

Jedem Element einer abzählbaren Menge kann eineindeutig eine natürliche Zahl 
zugeordnet werden. Die Elemente einer abzählbaren Menge können somit durch-
numeriert werden und bilden die Glieder einer unendlichen Folge. 

BEISPIEL 1 (9.8.): 
Abzählbar sind folgende Mengen. 

1. Alle unendlichen Teilmengen von N, z. B. auch die Menge der Primzahlen 
2. Die Menge der ganzen Zahlen (G) 
3. Die Menge der rationalen Zahlen (R) 

Den Begriff „abzählbar" darf man nicht mit „zählbar" verwechseln. Zählbar 
heißt, man kann eine Anzahl angeben. Das gilt nur für endliche Mengen. 

Für die Folge der Primzahlen ist bis heute noch keine Formel ermittelt worden, 
die es gestattet, zu einer beliebigen natürlichen Zahl die zugehörige Primzahl 
oder zu einer beliebigen Primzahl die zugehörige natürliche Zahl zu berechnen. 
PncoRim nn FERMAT (französischer Mathematiker, 1601-1665) glaubte, das für 
eine unendliche Teilmenge der Menge aller Primzahlen erreicht zu haben. Er ver-
mutete, in 2 2" + 1 einen Term entdeckt zu haben, der für beliebige natürliche 
Zahlen n eine Primzahl ergibt. Euura wies jedoch nach, daß für n = 5 die ent-
standene Zahl 4294967297 durch 641 teilbar ist. 

Die Abzählbarkeit von G wurde schon im Anschluß an die Definition 1 (9.7.) 
gezeigt. 

Die Abzählbarkeit der Menge der rationalen Zahlen ist eine Tatsache, die über-
rascht. Sie wird im Teil C „Aufbau der Zahlenbereiche" bewiesen. 

Für abzählbare Mengen gelten folgende Sätze, die ohne Beweis angegeben werden. 

SATZ 1 (9.8.) 
Die Vereinigungsmenge abzählbar vieler abzählbarer 
Mengen ist abzählbar. 

SATZ 2 (9.8.) 
Wenn die Menge M abzählbar ist, so ist jede unendliche 
Teilmenge von M abzählbar. 

DEFINITION 2 (9.8.) — überabzählbare Menge 
Unendliche Mengen, die nicht abzählbar sind, heißen 
überabzählbar. 
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BEISPIEL 2 (9.8.): 
überabzählbar sind folgende Mengen. 
1. Die Menge aller reellen Zahlen (P) 
2. Die Menge aller Punkte einer Geraden, einer Ebene, des Raumes 
3. Die Potenzrnenge von N 

Ein Beweis für die tberabzählbarkeit der Menge der reellen Zahlen ist ebenfalls 
im Teil •C „Aufbau der ZahIenbereiche" enthalten. 
Die Menge der reellen Zahlen wird auch das Kontinuum genannt. Wenn eine 
Menge zu der Menge der reellen Zahlen gleichmächtig ist, so sagt man, sie habe 
die Mächtigkeit des Kontiflurlins. 

Man könnte vermuten, daß alle überabzählbaren Mengen gleichmächtig sind. Das 
trifft jedoch nicht zu. Zu jeder unendlichen Menge kann man eine Menge bilden, 
die ihr nicht gleichmächtig ist, nämlich die Potenzmenge dieser Menge. Somit 
gibt es unendlich viele Mengen, die überabzählbar und nicht gleichmächtig sind..

Es werden die Vorstellungen von den Begriffen Von niederer Mächtigkeit bzw. von.
höherer Mächtigkeit zu einer Definition zusammengdaßt, die sowohl für endliche 
als auch für unendliche Mengen gilt. 

DEFINITION 3 (9.8.) — Von niederer Mächtigkeit 
bev. von höherer Mächtigkeit 

Eine Menge M1 heißt von niederer Mächtigkeit als eine 
Menge M 2 genau dann, wenn M1 einer echten Teilmenge 
von M 2 gleichmächtig ist und M1 nicht mit M2 gleich. 
mächtig ist. M2 heißt dann von höherer Mächtigkeit.
als 11,11. 

Die Menge der natürlichen Zahlen ist somit von niederer Mächtigkeit als die 
Menge der reellen Zahlen. 

Die Frage, ob es eine Menge von höherer Mächtigkeit als die der natürlichen'Zahlen 
und von geringerer als die der reellen Zahlen gibt, wird das Kontinuumsproblem 
genannt. Die Kontinuumshypothese besagt, daß es keine solche Menge gibt. Diese 
von C.Arron 1884 ausgesprochene Vermutung konnte bis heute nicht bewiesen 
werden. 

9.9. Kontrollfragen 

1. Worin unterscheiden sich [a; b] und {a, b } ? 
2. Zeigen Sie, daß A x B eine Menge 3. Stufe ist, wenn A, B Mengen 1. Stufe sind! 
3. Warm ist A. x B gleich B x A ? 
4. Wann ist eine Abbildung am A in B eine Abbildung von A und wann eine Abbil-

dung auf B ? 
5. Wann ist eine Abbildung. aus A in B eine Funktion ? 
6. Warum ist nicht jede Funktion umkehrbar ? 
7. Begründen Sie, daß die Verkettung von Operationen nicht komMutatiV ist! 
8. Wann sind zwei Mengen gleichmächtig ? 
9. Wann heißt eine Menge abzählbar ? 

10. Wann heißt eine Menge überabzählbar ? 
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10.1 

10. Relationen 

10.1. Der Relationsbegriff 

Wir haben in den Teilen B 6. bis B 9.' einige wesentliche Kenntnisse aus den An-
fangsgründen der Mengenlehre erworben. Wir beschäftigten uns mit Mengenbildung, 
Mengenvergleich, Operationen mit Mengen, Abbildungen, Funktionen usw. Dabei 
beschränkten wir uns aber im wesentlichen darauf, die Frage zu untersuchen, 
welche Elemente jeweils zu einer Menge gehören bzw. welche nicht. 
Diese Betrachtungsweise allein genügt jedoch nicht mehr, wenn man tiefer in 
das Wesen von Mengen eindringen will. In der objektiven Realität gibt es man-
nigfache Beziehungen zwischen den Dingen. Der Mathematiker untersucht insbe-
sondere Beziehungen zwischen den einzelnen Elementen einer gegebenen Menge 
und verschafft sich einen überblick über Eigenschaften und häufig vorkommende 
Typen solcher Beziehungen. Damit sei der Gegenstand unserer folgenden Betrach-
tungen grob umrissen. 

Wir schauen uns als nächstes einige Beispiele an, um einen ersten Einblick in mög-
liche Beziehungen (Relationen) zwischen den Elementen einer Menge zu bekom-
men. Wir werden später sehen, daß sich dieser neue Begriff wiederum mengen-
theoretisch erfassen und beschreiben läßt und von großer Bedeutung für die Ma-
thematik ist. 

BEISPIEL 1 (10.1.): 
Im Bücherschrank steht je ein Exemplar der Mathematiklehrbücher für die Klas-
sen 1 bis 3 in der im Bild 182/1 dargestellten Reihenfolge. Untersucht werden soll.

Mathematik 

Klasse 1 

182 

Mathematik 

Klasse 3 

Mathematik 

Klasse 2 

182/1 



• 10.L.;, 

die Beziehung „Buch a steht links von Buch b". Greift man nacheinander je zwei 
Bücher heraus, so stand entweder Buch a links von Buch b oder nicht. 
Insgesamt läßt sich angeben: 

Buch 1 steht links von Buch 3 ; 
Buch 1 steht links von Buch 2 ; 
Buch 3 steht links von Buch 2. 

Beispiel 2 (10.1.): 
Es sei die Menge M = {2, 3, 4} gegeben, und die zu untersuchende. Relation R 
sei. die <-Relation, die wie folgt definiert ist. 

a<b= Def 3 c(a+c—bnc+ 0); a,b,cEN 

Dann läßt sich feststellen: 
2 < 3 ; 2 < 4; 3 < 4 . 

Man sieht sofort, daß die jeweils in der Relation „<" zueinander stehenden 
Elemente die geordneten Paare 

[2 ; 3] , [2; 4] , [3; 4] 
bilden. Wenn man für die Relation das allgemeine Symbol „R" benutzt, kann man 
auch schreiben: 

2R3; 2 R4; 3 R 4. 

BEISPIEL 3 (10,1.): 
Die in M = {2, 3, 4} erklärte Relation sei die Relation a teilt b, die wie folgt 
erklärt wird. 

a 1 b =D ef 3 c (a • c b); a, b, C E G 

Es gilt dann 
2 1 2; 214; 3 1 3; 4 1 4; 

und wir finden die geordneten Paare 

[2 ; 2] , [2 ; 4] , [3; 3] , [4 ; 4] • 
Um sich die Beziehungen auch veranschaulichen zu können, zeichnet man soge-
nannte Graphen, indem man die Elemente der Mengen als Punkte und die Relation 
durch Pfeile darstellt (/ Bilder 183/1 und 183/2). 

.3 22.
\ (79) 

4 

183/1 183/2 

Das sieht dann so aus: 
Jeder Pfeil repräsentiert zusammen mit den beiden Elementen ein geordnetes 
Paar. Steht ein Element zu sich selbst in der gegebenen Relation, dann tritt im 
Graph an diesem Punkt eine Schleife auf. 

Man sieht, daß sowohl im Beispiel 2 (10.1.) als auch im Beispiel 3 (10.1.) das 
geordnete Paar [2 ; 4] vorkommt, aus dem allein die in Frage kommende Relation 
nicht zu gewinnen ist. Vielmehr braucht man dazu die Gesamtheit der möglichen 
geordneten Paare, die jeweils eine Menge bilden, nämlich 

{[2; 3] , [2 ; 4] , [3; 4]} bzw. 
{[2 ; 2] , [2 ; 4] , [3; 3] , [4; 4]} • 
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ai 

Wir bezeichnen nun diese Mengen als 'zweistellige Relationen. 

Ri =”<" = {[2 ; 3] , [2 ; 4] , [3; 4]} 
R2 „ I = {[2; 2] , [2; 4] , [3; 3] , [4; 4]} 

Jede zweistellige Relation .R in einer Menge M charakterisiert eine Eigenschaft 
(/ Seite 105) geordneter Paare 

[m1; m2] (m1 E M; m2 E M) 

dieser Menge. Für jedes mögliche geordnete Paar muß eindeutig feststehen, ob 
es die betreffende Eigenschaft hat oder nicht, d. h. ob es zur Relation dazugehört -
oder nicht. 
Der Begriff zweistellige Relation hat zum Inhalt, daß jeweils zwei Elemente mit-
einander in Beziehung stehen, d. h, ein geordnetes Paar bilden. 

Da also auch im Zusammenhang mit Relationen geordnete Paare auftreten, be-
steht eine Verbindung zur Produktmenge. 
Bekanntlich ist die Produktmenge (Kreuzprodukt) MI X M2 zweier Mengen M1
und M2 die Menge aller geordneten Paare [m1; m2], deren erstes Element aus der 
Menge M1 und deren zweites Element aus der Menge M2 stammt. Da wir Rela-
tionen innerhalb einer Menge M betrachten, bilden wir das Mengenprodukt 
MXM. 
Die in den Beispielen .2 (10.1.) und 3 (10.1.) vorkommende Menge M = {2, 3, 4} 
hat die Produktmenge 

M x .M {[2 ; 2] , [2; 3] , [2; 4] , [3; 2] , [3; 3] , [3; 4] , [4; 2] , 
[4; 3] , [4; 4]} . 

Ein Vergleich mit den Merigen Ri bzw. R2 zeigt, daß diese in Mx M enthalten 
sind. Es gilt also 

g 111xM bzw. 
R2 mxm, 

2denn jedes zu Ri bzw.  gehörende Paar gehört auch zu .111 x M. 

DEFINITION 1 (10.1.) — Zweistellige Relation in 
einer Menge 

Eine zweistellige Relation R in einer Menge M ist eine 
'Abbildung aus M in M, sie ist eine Teilmenge der 
Produktmenge, also 

.RgMxM. 
Umgekehrt stellt jede Teilmenge li von Mxilf eine 
Relation in M dar. 

Damit haben wir den Begriff „Relation" und können ihn in weiteren Beispielen 
anwenden, wobei wir folgende Schreib- und Sprechweisen verabreden, die alle 
dasselbe zum Ausdruck bringen. 
mi /7 m2 gelesen als „m1 Relation, sn2" oder auch nur „m1 R m2" bedeutet:' 
Zwischen ml und m2 besteht die Relation R. 
[2n1; m2] E R (gelesen als "das geordnete Paar [m1; m2] ist Element der Menge R") 
bedeutet: 
Das Paar [uh; m2] hat eine bestimmte durch R charakterisierte Eigenschaft. 

Zu Beispiel 3 (10.1.) : 

3 /72 3; 3I3; [3; 3] E R2; [3; 3] E 
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Wir haben erkannt, daß sich der Relationsbegriff also auch mit den Mitteln der 
Mengenlehre erfassen und beschreiben läßt. 
In der Mathematik versteht man unter einer Relation nicht nur schlechthin das 
Bestehen einer „Beziehung" zwischen den Elementen einer Menge, sondern die 
Menge aller entsprechend gebildeten geordneten Paare. 

BEISPIEL 4 (10.1.): 
Eine Familie bestehe aus Vater (v); Mutter (m) und Sohn (8), und der Vater erhalte 
einen FDGB-Ferienplatz für seine Familie, Wenn man jetzt die Relation R3
"erhält einen Ferienplatz für" betrachtet, so kann man feststellen, der Vater 
erhält je einen Ferienscheck für sich, für die Mutter und für den Sohn. Dieser 
Sachverhalt läßt sich durch 

R, {[v; v] , [v; m] , [v; 8]} 
darstellen. 

BEISPIEL 5 (10.1.): 
Die Menge Mg sei die Menge aller Geraden g einer Ebene und die Relation R4 die- 
Parallelität von Geraden (II). Zwei beliebig herausgegriffene Geraden 9i und g, 
stehen dann entweder in dieser Relation • oder nicht, d. h., zwei Geraden sind 
zueinander parallel oder nicht.. Für parallele Geraden gilt die Relation 

-R4 = {[91;g2] E MgX Mg; gif Ig2} • 

BEISPIEL 6 (10.1.): 
In der Menge N sei die Relation 

R6 = f[0 ;11 , ; 2] , [2; 3] , [3; 4], . [n; n 1] , .} 
erklärt. Wie man erkennt, ist das jeweils zweite Element im Paar stets die auf 
das erste Element folgende natürliche Zahl; es handelt sich bei R, uni die Nach-
folgerrelation. Man kann in solchen Fällen versuchen,- die betreffende Relation mit 
Hilfe einer Aussageform darzustellen, die die Beziehung zwischen dem ersten 
und zweiten Element eines jeden geordneten Paares beschreibt. 

Da Relationen Mengen sind, lassen sie sich auch mengentheoretisch vergleichen. 

BEISPIEL 7 (10.1.): 
In der Menge der natürlichen Zahlen sei 

R {[a; b] E N x N; ajb}; 
= {[ct; b] ENxN; a b} . 

Dann gilt: R S. 

Ebenso ist man berechtigt, von Vereinigung der Relationen R und S und vom 
Durchschnitt der Relationen R und S zu sprechen. 

In den bisherigen Betrachtungen haben wir uns darauf beschränkt, Relationen 
zwischen den Elementen einer Menge zu untersuchen. 
Der allgemeinere Fall, auf den wir aber nicht weiter eingehen werden, ist der, 
daß zweistellige Relationen zwischen den Elementen von zwei verschiedenen 
Mengen betrachtet werden. 
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DEFINITION 2 (10.1.) — Zweistellige Relation 
zwischen zwei verschiedenen 
Mengen 

Eine zweistellige Relation R zwischen den Mengen M1
und M2 ist eine. Teilmenge der Produktmenge M1 x M2, 
also R c  M1 X 312. 
Umgekehrt stellt jede Teilmenge R von M1 x M2 eine 
Relation zwischen den Mengen M1 und M2 dar. 
Dann heißen die wie folgt erklärten Teilmengen von M1
bzw. M2 der Definitionsbereich D(R) oder Vorbereich 
von R bzw. Wortebereich W(R) oder Nachbereich von R. 

D(R) E Mj. ; 3 M2 (M2 E. 3/2 A [m1; MO E R)} 

W(R) = {m2 E M2 ; 3 ml (M1E M1 A [m1; m2] E R)} 

Die Begriffe „Vorbereich" und „Nachbereich" werden sinngemäß auch auf Re-
lationen in einer Menge übertragen. 

BEISPIEL 8 (10.1.): 
{1, 2, 3} ; M2 = {4, 5, ; R6 =

R, = { [1 ; 4] , [1; 5] , [1; 6] , [2; 4] , [2; 6] , [3; 6]} 
D(R,) = M1 , W(R6) = M2 

BEISPIEL 9 (10.1.): 
M = {4, 5, 6} ; I?, = > 
R, {[5; 4] , [6; 4] , [6; 5]j 

D(R7 ) = {5, 6} C M , W (R 7 ) = {4, 5} C M 

Der Relationsbegriff läßt sich auch auf n-stellige Relationen in einer Menge M 
erweitern. 

DEFINITION 3 (10.1.) — N-stellige Relation 
Eine n-stellige Relation R in einer Menge M ist eine 
Teilmenge der Produktmenge MxMx • • • x M = Mn. 

Es folgen spezielle Relationen, die in jeder Menge erklärt sind. 

Nullrelation (leere Relation): Ro =Der 0 

Allrelation: Ra =Der M X M 
Identische Relation: R1 =Def {[m; m]; m E M} 

Wichtig ist auch der Begriff der inversen Relation. 

DEFINITION 4 (10.1.) - Inverse Relation 
In der Menge M sei die Relation R = {[m 1 ; M2] E M x M} 
definiert. 
Dann heißt die Relation 
R-1 = {[m2; E M X M; [Mi ; M2] E R} 
die zu R inverse Relation. 

Als Beispiel betrachte man die in der Menge N erklärte <- bzw. > -Relation 
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10.2. Eigenschaften von zweistelligen Relationen 

Wir werden: im folgenden wichtige Eigenschaften zweistelliger Relationen kennen-
lernen. 

BEISPIEL 1 (10.2.): 
In der Menge N sei die zu untersuchende Relation R die Gleichheit. 
Wie man sieht, ist jede natürliche Zahl• sich selbst gleich. 

a a bzw. a R a 
Wenn weiterhin eine natürliche Zahl gleich einer zweiten ist, dann ist auch die 
zweite gleich der ersten. 

a=b b=a bzw. aRb-->bRa 

Ist schließlich eine natürliche Zahl gleich einer zweiten und diese gleich einer 
dritten, dann ist auch die erste gleich der dritten. 

a=b A b=c--> a=c 

Diese drei Eigenschaften einer Relation haben wir bereits bei der Relation „Gleich-
mächtigkeit von Mengen ' kennengelernt. 

DEFINITION 1 (10.2.) — Reflexivität. 
Eine in der Menge M erklärte zweistellige Relation R 
heißt reflexiv genau dann, wenn für alle Elemente von 
.211 gilt: 
a Ra. 

DEFINITION 2 (10.2.) — Symmetrie 
Eine Relation R in M heißt symmetrisch genau dann, 
wenn für alle a, b E M gilt: 
aRb -->- bRa. 

DEFINITION 3 (10.2.) — Transitivität 
Eine Relation R in M heißt transitiv' genau dann, wenn 
für alle,a, b, c E M gilt.: 
(aRb n bRe) - aRc. 

BEISPIEL 2 (10.2.): 
In der Menge N werde die <-Relation untersucht. 
Diese Relation ist transitiv. 
Sie hat aber außerdem noch drei weitere Eigenschaften. 
Für jede natürliche Zahl a gilt, daß sie nicht kleiner als a ist. Wenn eine na-
türliche Zahl a kleiner als eine. zweite Zahl b ist, dann gilt b< a bestimmt nicht. 
Beim Vergleich zweier beliebig herausgegriffener natürlicher Zahlen a und b kann 

a< b oder b<a oder a= b 
sein. 

DEFINITION 4 (10.2.) - Irreflexivität 
Eine Relation R in M heißt irreflexiv genau dann, 
wenn kein Element zu sich selbst in der Relation steht, 
d. h.: 
tiraRa) für jedes a E M 
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DEFINITION 5 (10.2.) —Asymmetrie 
Eine Relation R in M heißt asymmetrisch genau dann, 
wenn für kein Paar [a; b] zugleich a R b und b R a 
gilt, d. h., es gilt: 
aRb—> ,,, bRa für alle a,bE.M. 

DEFINITION 6 (10.2.) — Konnexität 
Eine Relation Rein M heißt konnex genau dann, wenn 
mindestens einer der drei Fälle eintritt: 
aRb, bRa, a=b für beliebige a,bE.M. 

Ferner lernen wir noch 1zwei weitere Eigenschaften kennen. 

DEFINITION 7 (10.2.) — Antisymmetrie 
Eine Relation R heißt antisymmetrisch genau dann, 
wenn aus der gleighzeitigen Gültigkeit von a R b und 
b R a stets die Gleichheit der Elemente folgt, d. h., es 
gilt:
(aRb bRa)—> a —b' für alle a,bE.M. 

DEFINITION 8 (10.2.) — Linearität 
Eine Relation R heißt linear genau dann, wenn 
mindestens einer der beiden Fälle a R b oder b .R a ein-
tritt, d. h., es gilt: 
aRb v bsRa fürallea,bEM.

Vor allem kommt es nun darauf an, den Inhalt dieser Eigenschaften voll zu er-
fassen, um sich anwendungsbereites Wissen zu erwerben. 
Beim Ermitteln der Eigenschaften von Relationen ist zu beachten, daß die je-
weilige Eigenschaft allen Elementen zukommt, die die entsprechenden Voraus= 
setzungen erfüllen. Ein Trugschluß ist es z. B. anzunehmen, eine Relation sei 
irreflexiv, wenn sie die Eigenschaft Reflexivität nicht hat. Es gibt Relationen, 
die weder reflexiv noch irreflexiv sind (7 Beispiel 4 (10.1.)). Im Graph der Re-
lation widerspiegelt sich das so, daß bei Reflexivität jeder Punkt und bei Irreflexi-
vität kein einziger eine Schleife trägt (7 Beispiele 3 (10.1.) und 2 (10.1.)). 
Ähnlich problematisch ist es bei den Eigenschaften Symmetrie, Asymmetrie und 
Antisymmetrie. Eine Relation kann entweder symmetrisch oder nicht symmetrisch 
sein. Wenn das letztere zutrifft, untersuchen, wir sie auf die Eigenschaften Asym-
metrie bzw. Antisymmetrie hin. Wir denken an 'die schon im Beispiel 2 (10.2.) 
erwähnte <-Relation, die sicher nicht symmetrisch ist. Da unter der Voraus-
setzung .a < b niemals b < a sein kann, ist diese Relation also asymmetrisch. 
Es sei aber auch hier darauf hingewiesen, daß es Relationen gibt, die weder sym-
metrisch, noch asymmetrisch oder antisymmetrisch sind (7 Relation im Bei-
spiel 4 (10.1.)). 

Wir betrachten nunmehr die ≤-Relation in der Menge N. 

a 5 b =n et 3 c (a c b) 

Sie ist nicht symmetrisch, da die Implikation a ≤ b --> b ≤ a nicht für alle a 
und b gilt, nämlich nicht für a b. Sie ist auch nicht asymmetrisch, denn die 
Implikation [a ≤ b —> (b ≤ a)] ist ebenfalls nicht allgemeingültig, sie gilt nicht 
für a b. 
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Es liegt eine antisymmetrisehe Relation vor. Für alle a und b folgt unter Voraus-
setzung der Gültigkeit der Konjunktion a ≤ b A b ≤ a das Bestehen der Be-
ziehung a = b. 

BEISPIEL 3 (10.2.): 
In der Menge Mg aller Geraden g einer Ebene sei die Relation steht senkrecht 
auf (1) erklärt. Welche Eigenschaften hat sie ? 
Die Relation ist nicht reflexiv, da eine Gerade nicht senkrecht auf sich selbst 
stehen kann. Sie ist irreflexiv, da für alle Geraden g gilt; 

(g 1 g) • 
Die Relation ist symmetrisch, da für alle Geraden gi, g2 gilt: 

• (ui _L,Y2)—> (ga 1 gi) • 
Sie ist nicht transitiv, denn es gilt für alle Geraden 91, 92, g3: 

[(91 1_ 92) A (g2 _L g3)]-> 93 also "1 (9i 1 93) • 
Da diese Relation symmetrisch ist, kann sie also weder asymmetrisch noch änti-
symmetrisch sein. Die Relation ist nicht konnex, da es nicht nur die drei Mög-
lichkeiten gi 1 92, 92 1 g1, 9i = g2 gibt. Geraden können ganz beliebig zueinander 
liegen. 
Somit ist diese Relation irreflexiv und symmetrisch. 

Zusammenfassung: 

Wenn M eine Menge und R eine Relation in M ist, dann kann diese Re-
lation einige der folgenden Eigenschaften_ haben. 
Die Relation .R ist 
reflexiv, 
irreflexiv, 
transitiv, 
symmetrisch, 
asymnietrisch, 
antisymmetrisch, 
konnex, 
linear, 

wenn V a 12 a) gilt; 
wenn V a [•-•-• (a R a)] gilt; 
wenn VaVbVc([aRbAbRc]-->aRc) gilt; 
wenn VaVb (a Rb —> b R a) gilt; 
wenn Va Vb [a B b (b R a)] gilt; 
wenn VaVb ([a libAbRa] = b) gilt; 
wenn VaVb(aRbvbRava=-b) gilt; 
wenn VaVb(aRbvbRa) gilt. 

fiernerlAung : 
Die Unterscheidung von Konnexität und Linearität wird in der mathemati-
schen Literatur teilweise nicht vorgenommen, man spricht dann nur von Linearität. 

1-0.3. Ordnungsrelationen 

Wir erinnern uns, unter welchen Gesichtspunkten wir bisher Mengen betrachteten. 
Anfangs interessierten uns nur die Mengen als Ge.samth,eiten von bestimmten Ele-
menten. Dann gingen wir dazu über, Beziehungen zwischen den einzelnen Ele-
menten einer Menge zu untersuchen. 
Nun. soll untersucht werden, ob bzw. wie sich die Elemente einer Menge nach 
gewissen Prinzipien ordnen lassen. 
Es wird sich zeigen, daß dies in engem Zusammenhang mit den oben eingeführten 
Eigensehaften von Relationen steht ; denn wenn man innerhalb einer Menge" eine' 
Ordnung schaffen will, muß man irgendeine Beziehung zugrundelegen, nach der 
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entschieden werden kann, welches von je zwei Elementen in der Reihenfolge 
zuerst aufgeführt werden soll. 
So' kann man z. B. versuchen, die Schüler einer Klasse nach Alter, Körpergröße 
usw. zu ordnen. Notwendige Bedingung dafür, daß eine Menge durch eine Re-
lation geordnet werden kann, ist die Vergleichbarkeit ihrer Elemente. 
Zwei (nicht notwendig verschiedene) Elemente einer Menge /I heißen hierbei 
vergleichbar bezüglich der Relation R, wenn sie im Graph der .Relation ( ir 183) 
durch eine gerichtete Kante (Pfeil) miteinander verbunden werden können bzw. 
wenn sie ein geordnetes Paar bilden, das zur Relation gehört. Unvergleichbare 
Elemente sind dann durch keine gerichtete Kante verbunden. 

BEISPIEL 1 (10.3.): 
Gegeben sei die Potenzmenge eivi) der Menge M = {a, b, c} , also 

93(M) = {0, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}} 

In 13(1) untersuchen wir als Relation die Inklusion 

Es gilt z. B.: 
{a} C {a, c} {b} {a, c} 
{a} {a, b, c} {a, b} G {b, c} 

0 c  {c} {a} {b, c} 

Man sieht, daß etwa {a} und {a, c} bezüglich der Inklusion vergleichbar, {a} 
und {b, c} hingegen unvergleichbar sind. Es existieren also in 1391) in bezug 
auf die -Relation vergleichbare und unvergleichbare Elemente. Wollte man 
nun mit diesem Prinzip eine Reihenfolge innerhalb 13(M) festlegen, so merkte 
man, daß dies nicht durchweg möglich ist. Entscheidbar ist etwa, daß die leere 
Menge ganz am Anfang kommen müßte, da sie Teilmenge jeder der anderen Mengen 
ist, daß weiterhin z. B. {a} vor fa, b, c} stehen müßte. 
Welcher der beiden Mengen {a, b} und {b, c} soll aber nun der Vorrang gegeben 
werden ? Das ist in diesem Falle nicht erklärt. 

Man kann für die Teilmengenbeziehung einen Graph angeben. Nichtvergleichbare 
Teilmengen von M sind dann durch keinen Pfeil miteinander verbunden (Bild 
190/1). 

cd•  bi 

I .0}   , b, cj 

 {b,c} 

190/1 

Aus Gründen einer besseren Übersicht sind die Schleifen an jeder Menge nicht 
eingezeichnet; denn jede dieser Mengen ist ja eine Teilmenge von sich selbst. 

BEISPIEL 2 (10.3.): 
Wir denken uns eine Menge von fünf Schülern verschiedenen Alters. 

III = {Si, S2, 8 3> 84> 8 5} 

% I 
10 J.• 15-J'. 

I 
13 J. ' 

I 
J 8 J. 11 J. 

190 



Untersucht wird die Relation „ist jünger als". Wir erkennen, daß hinsichtlich 
dieser Beziehung alle Schüler vergleichbar sind und demzufolge in M eine ent-
sprechende Reihenfolge hergestellt werden kann. 

= {84, 81, 85, 83, s2} 
Hätten aber einige Schüler das gleiche Alter gehabt, so wäre an die Herstellung 
einer solchen Reihenfolge nicht zu denken gewesen. 

Für die Herstellung einer Ordnung in einer Menge ist eine ganz bestimmte Art 
von Relationen zuständig, die wir aus diesem Grund auch als Ordnungsrelationen 
bezeichnen. 
Derartige Relationen zeichnen sich durch Eigenschaften aus, auf die im folgenden 
näher eingegangen 'werden soll. 
Wir können sagen: Eine Menge M heißt geordnet genau dann, wenn in ihr eine 
Ordnungsrelation R erklärt ist. 
Welche Eigenschaften sind für Ordnungsrelationen charakteristisch ? 

BEISPIEL 3 (10.3.): 
Wir wollen uns einen möglichen Typ einer Ordnungsrelation klarmachen und 
stellen uns vor, es sei eine Menge Bücher im .Regal zu ordnen. 
Dabei ist jeweils zu entscheiden, welches Buch bei einem gewissen Einteilungs-
prinzip vor welchem stehen soll. Es kann sicher kein Buch vor sich selbst stehen, 
also ist die Relation irreflexiv. 
Wenn man irgendein Buch a vor Buch b, und Buch b vor Buch c eingeordnet hat, 
dann steht doch sicher auch Buch a vor Buch c; das bedeutet Transitivität der 
Relation. Weiterhin ist die Relation asymmetrisch, da, wenn ein Buch vor einem 
anderen steht, das Umgekehrte nicht der Fall sein kann. Und schließlich tritt 
noch die Eigenschaft Konnexität auf. Für zwei voneinander verschieäene Bücher 
muß „Buch a vor Buch b" oder „Buch b vor. Buch a" gelten. 

DEFINITION 1 (10.3.) — Irreflexive Ordnungsrelation 
Eine Relation R heißt irreflexive Ordnungsrelation ge-
nau dann, wenn sie irreflexiv, transitiv und konnex ist. 

Bemerkung: 
Ist R. eine irreflexive Ordnungsrelation und sind a, b Elemente von M, die in der Rela-
tion R stehen, d. h. [a; b] s R bzw. a R b, so sagt man: „a steht vor b" bzw. 
„a geht b voran" und schreibt 
a b 

SATZ '1 (10.3.) . 
Jede irreflexive Ordnungsrelation ist asymmetrisch. 

Beweis (indirekt): 
R sei eine irreflexive Ordnungsrelation in M. 
Wir nehmen an, sie sei nicht asymmetrisch. 
Dann müßte mindestens einmal a R b und b R a zugleich gelten. 
Auf Grund der Transitivität folgte daraus a R a, was aber im Widerspruch zur 

Irreflexivität steht. 
Mithin war die Annahme falsch, und die Behauptung ist bewiesen. q. e. d. 
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Bemerkung : 
Die Konnexität läßt sich mit Hilfe der Asymmetrie und Irreflexivität noch weiter zur 
Triehotomie verschärfen. 
Es gilt genau einer der drei Fälle. 

a R b oder b R a oder a= b 
Die Trichotomie besagt, daß von zwei verschiedenen Elementen a und b einer geord-
neten Menge genau eines dem anderen in der Relation .1? vorangeht. 

Eine Ordnungsrelation kann aber auch reflexiv sein. 

DEFINITION 2 (10.3.) - -Reflexive Ordnungsrelation 
Eine Relation R heißt reflexive 'Ordnungsrelation genau 
dann, wenn sie reflexiv, transitiv, antisymmetrisch und 
linear ist. 

Es läßt sich zeigen, daß hier die Linearität (ähnlich wie oben die Konnexität) 
garantiert, daß wirklich alle Elemente einer Menge entsprechend der vorliegenden 
Relation eingeordnet werden können. Wie wir aus Beispiel 1 (10.3.) entnehmen 
konnten, gibt es Relationen, die nur zu einer teilweisen Ordnung in einer Menge 
führen. Das liegt daran, daß die Eigenschäften Konnexität bzw. Linearität nicht 
vorliegen, auf deren! Bedeutung oben hingewiesen wurde. 

DEFINITION 3 (10.3.) — Irreflexive IIalbordnungs-
relation 

Eine Relation R heißt irreflexive Halbordnungsrelation 
genau dann, wenn sie irreflexiv und transitiv ist. 

DEFINITION 4 (10.3.) -- ReflexiVe Ilalbordnungs-
relation 

Eine Relation R heißt reflexive Halbordnungsrelation 
genau dann, wenn sie reflexiv, transitiv und anti-
symmetrisch ist. 

Außer Halbordnungs- und Ordnungsrelationen betrachten wir noch einen weiteren 
Typ von Ordnungsrelationen, der für die Erklärung der Ordinalzahlen (/ Teil C 
„Aufbau der Zahlenbereiche") von entscheidender Bedeutung ist. 

DEFINITION 5 (10.3.) — Wohlordnung 
Eine geordnete Menge M heißt wohlgeordnet bezüglich 
einer Ordnungsrelation R genau dann, wenn jede ihrer 
nichtleeren Teilmengen ein erstes Element hat, d. h. ein 
solches, das allen anderen Elementen vorangeht. 

Wir sprechen von einer'irreflexiven Wohlordnungsrelation bzw. von einer reflexiven 
WohIordnungsrelation, wenn zu den Eigenschaften der entsprechenden Ordnungs-
relationen noch die, in der Definition 5 (10.3.) genannte Eigenschaft hinzukommt. 
Es zeigt sich, daß die Struktur einer wohlgeordneten Menge besonders einfach 
ist. In ihr hat jedes Element einen Nachfolger. Das ergibt sich daraus, daß die 
Teilmenge aller Elemente, die auf irgendein Element der Menge folgen, ein erstes 
Element hat. 

Schließlich sei nur noch darauf verwiesen, daß jede endliche geordnete Menge 
auch wohlgeordnet ist. 
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Die bisher gewonnenen Erkenntnisse lassen sich in einer übersieht zusammen-
stellen. 

Ordnungsrelationen 

Irreflexivität 
Transitivität 
Asymmetrie 

Reflexivität 
Transitivität 
Antisyminetrie. 

Irreflexive 
Irreflexive Ordnungs-
Halbordmings- relation 
relation Jede Teilmenge 

hat ein erstes 
Konnexität Element. 

Reflexive 
Reflexive Ordnungs-
IIalbordnungs- relation 
relation Jede Teilmenge 

dat ein erstes 
Linearität Element. 

Irreflexive Wohl-
ordnungsrelation 

Reflexive 
Wohlordnungs-
relation 

BEISPIEL 4 (10.3.) : 
Die endliche Menge 

M {9, 12, 13, 16} 
ist durch die <-Relation geordnet. Es gilt u. a.: 

9 < 12; 9 < 13; 13 < 16, 
d. h.: 

9 12; 9 13; 13 16. 
Dieselbe Menge kann aber auch durch die „>"-Relation geordnet sein. 

M = {16, 13, 12, 9} 
Es gilt u. a.: 

16 > 13; 13 > 9; 12 > 9, 
d. h.: 

16 13; 13-.9; 12 9 . 

SATZ 2 (10.3.) 
Die Inklusion (echte Teilmengenbeziehung) zwischen 
Mengen ist eine irreflexive Halbordnungsrelation im Be-
reich der Mengen einer bestimmten Stufe. 

Beweis : 
Es ist zu zeigen, daß die C. -Relation irreflexiv und transitiv ist. Nach Satz 
1 (10.3.) braucht die Asymmetrie nicht gesondert bewiesen zu werden. 
Irreflexivität : 
Für beliebige Mengen M eines Mengensystems gilt: 
M ist nicht echt in sich selbst enthalten (nach (Definition der c -Beziehung zwischen 
Mengen). 
Transitivität : 
Für beliebige Mengen M1, M2, M3 eines Mengensystems gilt: .

(1) .(2) 
(1111 C -31.2 A -1/12 1/1.3) -> 111-1 1113 
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10,3. 

Für ein beliebiges, aber fest gewähltes Element m E Mi gilt laut Definition: 
(1) M E 111i—> m e 312; 
(2) m /1/2 ---> M E Mg

Aus (1) und (2) folgt wegen der Transitivität der Implikation ( 3.5.)' 
E 3/, --- E .M3, d. h.: 

Ml ~M3 . 
Da 111, C Mg, muß es ein Mg geben, für das gilt: 

« 11 E M2 A m2 (I Mi • 
Wegen M2 C Mg ist auch m2 E Mg. 
Daraus ergibt sich: 

Ml M3 und damit also M, C 
Somit ist die Transitivität bewiesen. 

SATZ 3 (10.3.) 
Die S -Relation in der Menge P 
ist eine reflexive Ordnungsrelation. 

Beweis : 
Es ist zu zeigen, daß diese Relation reflexiv, transitiv antisymmetrisch und 
linear ist. 
Reflexivität : 
Für ein beliebiges a E P gilt a ≤ a, denn laut Definition muß es dann ein c E P 
geben, so daß gilt a c a. Das ist mit c = 0 erfüllt. 
Transitivität: 
Für beliebige reelle Zahlen a, b, c gilt: 

(1) (2) 
(a≤bAb≤c)—>a≤c. 

Nach Definition bedeutet 
(1) a+x=b mit x 0; 
(2) b+y---c mit y 0 . 

Aus (1) ünd. (2) folgt nach Einsetzen a (x = c mit x y 0 und somit 
also a c. 
Antisymmetrie: 
Für beliebige reelle Zahlen a, b gilt: 

(1) (2)• 
(a≤bAb≤a) —>a—b. 

Nach Anwenden der Definition bekommt man aus (1) 
a +x=b mit z ≥ 0 und Etuis (2) 
b y = a mit y ≥ 0, woraus folgt: 
a + (x + y) =a mit (x y) = 0 . 

Wegen x.≥0Ay≥0 folgt x = 0 A y = 0, und damit ist die Behauptung a = b 
bewiesen. 
Linearität: 
Für zwei beliebige reelle Zahlen a, b trifft stets eine der beiden Möglichkeiten 
a ≤ b oder b ≤ a zu, eine andere Möglichkeit gibt es nicht (hier ohne Beweis). 
Wie sich sofort aus der Betrachtung der Eigenschaften von Ordnungsrelationen 
ergibt, ist jede Ordnungsrelation natürlich auch eine lialbordnungsrelation, aber 
nicht umgekehrt. 
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10.4. 

10.4. Äquivalenzrelationen 

Wir haben im Teil B 10,3. gesehen, daß Eigenschaften, die eine Relation haben 
kann, in verschiedenen Kombinationen auftreten und sind dabei auf den wich-
tigen Typ Ordnungsrelation gestoßen. 
Eine weitere Art von Relationen lernen wir im Beispiel 1 (10.4.) kennen. 

BEISPIEL. 1 (10.4.) : 
Gegeben sei die Menge 

{12, 21, 11, 2, 13, 201, 110, 40, 10, 41}, 

und die Relation heiße „a hat dieselbe Quersumme wie b". 

Quersumme Zahlen Wir wollen jeweils alle die Elemente, die die 
gleiche Quersumme haben, zu Mengen zusam-

1 
2 

10 
2, 11, 110 " 

 menfassen und erhalten: 

3 12, 21, 201 M1 = {10}; M2 = {2, 11, 110}; 
4 13, 40 -2/1 3 = {12, 21, 201}; M4 = {13, 40}; 
8 41 M5 = {41} . 

Es ist ersichtlich, daß jedes Element von M zu genau einer der entstandenen 
Teilmengenjti von M gehört und daß sich dabei die Menge M erschöpft. Alle 
diese (disjunkten) Teilmengen ergeben zusammen wieder die Ausgangsmenge. 

BEISPIEL 2 (10.4.): 
In der Menge der Kinder eines Wohnbezirks sei die Relation „a hat dieselben 
Eltern wie b" erklärt (irgendwelche familiären „Sonderfälle" seien dabei ausge-
schlossen). 
Wie man sich leicht überzeugen kann, tritt hier etwas Entsprechendes wie im 
Beispiel 1 (10.4.) auf. Es entstehen ebenfalls lauter Teilmengen, in denen jeweils 
die Kinder zusammengefaßt sind, die dieselben Eltern haben. Jede dieser Teil-
mengen hat mindestens ein Element. Sie hat genau ein Element, wenn ein Kind 
keine Geschwister hat. Es ist aber keine der Teilmengen leer. 

Was zeigen uns die Beispiele 1 (10.4.) und 2 (10.4.) ? Welche Eigenschaften sind. 
für derartige Relationen charakteristisch? 

Wir sehen uns noch einmal das Beispiel 2 (10.4.) an. 
Ein Kind a hat doch selbstverständlich die gleichen Eltern wie es selbst. Wenn 
ein Kind a dieselben Eltern hat wie Kind b (Bruder' oder Schwester), dann ist 
auch das Umgekehrte der Fall. Hat schließlich irgendein Kind a dieselben Eltern 
wie b und b dieselben wie c, dann haben auch die Kinder a und c gleiche Eltern. 
Das sind aber gerade die uns schon bekannten Eigenschaften Reflexivität, Sym-
metrie und Transitivität. 

14 DEFINITION 1 (10.4.) -- Äquivalenzrelation 
Eine Relation R heißt Äquivalenzrelation genau dann, 
wenn sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist. 

Liegt .eine solche Äqui-v Tanzrelation R vor, so schreiben wir statt a R b jetzt 
a ti b (gelesen als: „a äquivalent b"). 
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So sind etwa im Beispiel 1 (10.4.) die natürlichen Zahlen 12, 21, 201 im Sinne der 
dortigen Relation äquivalent, da sie alle die gleiche Quersumme (nämlich 3) 
haben. 

SATZ 1 (10.4.) 
Die Gleichmächtigkeit von Mengen ( Definition 1 (9.7.)) 
ist in 931 eine Äquivalenzrelation. 

Beweis : 
Zu zeigen ist die Gültigkeit der Eigenschaften Reflexivität, Symmetrie und Transi-
tivität. 
(1) Für jede Menge M kann eine Abbildung F von M auf M angegeben werden, die 

eineindeutig ist, z. B. die identische Abbildung 
F = {[a ; b] E MXM; a = b} . 

Also ist die Relation reflexiv. 
(2) Wenn M1 M2 ist, so existiert eine eineindeutige Abbildung F von Mi. auf M2. 

F-1, die inverse Abbildung von F, ist dann eine eineindeutige Abbildung von 
/1/2 auf Mi. 
Folglich liegt Symmetrie vor. 

(3) Wenn Mi. ti M2 ist, so existiert eine eineindeutige Abbilduhg F, von M1 auf M2. 
Wenn M2 ti M 3 ist, so existiert eine eineindeutige Abbildung F2 von M2 auf Ma. 
Wir bilden jetzt die Abbildung E3 = Fi o F2 (/ 174 „Verkettung don Funktio-
nen"). Da der Wertebereich von F1 und der Definitionsbereich von F2 überein-
stimmen, gehört zu jedem a E M 1 eineindeutig ein b e M3. F3 ist somit eine 
eineindeutige Abbildung von M, auf M3. 
Damit ist die Transitivität gezeigt. q. e. d. 

Die Bedeutung der Äqu' alenzrelationen bringt der Satz 2 (10.4.) zum Ausdruck. 

SATZ 2 (10.4.) — Hauptsatz für Äquivalenzrelationen 
Jede in einer Menge M definierte Äquivalenzrelation R 
führt zu einer Zerlegung Z von M in nichtleere, paar-
weise elementfremde (disjunkte) Teilmengen M,, deren 
Vereinigung die gesamte Menge M ist. 

Die entstandenen Teil ngen Mt heißen Äquivalenzklassen. Jedes Element von 
M, heißt Vertreter (Repräsentant) der Äquivalenzklasse M. 

SATZ 2 (10.4.) (2. Formulierung) 
Jede in einer Menge M definierte Äquivalenzrelation R 
zerlegt die Menge M in Teilmengen M„ wobei 
(1) Mi 0 für alle i = 1, 2, 3, . . . ; 
(2) Mi n Mit = 0 für i = k; 
(3) M, U M2 U M3 U • • • U Mi U • • • = M 

Beweis des Satzes 2 (i0.4.) (2. Formulierung): 
Zu zeigen ist die Gültigkeit von (1), (2) und (3). 
Zu (1): 
Man wähle ein beliebiges, aber festes Element m aus M und suche alle dazu 
äquivalenten Elemente, die dann eine Teilmenge Mi (i = 1, 2, ...) von M bilden. 
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Diese Menge Mt ist sicher nicht leer, da, auf Grund der Reflexivität m ti m gilt 
und somit ML mindestens dieses eine Element m enthält. 
Es kann auch der Sonderfall eintreten, daß eine einzige Äquivalenzklasse bereits 
die gesamte-Menge erschöpft, nämlich dann, wenn alle Elemente von M einander 
äquivalent sind. 
Zu (2): 
Wäre ML n Mk 0 für Mt Mk, so gäbe es ein m E M mit m e Mt und m E Mk. 
Das bedeutet m ti mi für jedes mt E ML und m mk für jedes mk E Mk. Wegen 
der Symmetrie ergibt sich mt ti m. Aus mt m und m ti mk folgt auf Grund 
der Transitivität mi ti mk, das besagt aber: ML = Mk, im Widerspruch zur 
Voraussetzung. 
Mithin ist ML n Mk = 0 für ML Mk. 
Zu (3): 
Da jedes m E M einer der Teilmengen ML angehört, gilt 

U M2 U Ma U • • • U U • • • 2 M 
Andererseits ist stets M1 M, folglich 

u312 U M3 U • • • U Mi U • • • g_ 11 , 
also 

u 3/2 u M3 u • • • u Mt u • • • 
(wegen der Antisymmetijte der Teihnengenrelation). q. e. d. 

UMKEHRUNG zu SATZ 2 (10.4.) 
Jede Zerlegung Z einer Menge M in nichtleere, paar-
weise disjunkte Teilmengen Mt, deren Vereinigung die 
Menge M ist; definiert eine Äquivalenzrelation R in der 
Menge M, deren Äquivalenzklassen die gegebenen Teil-
mengen von M sind. 

Beweis der Umkehrung u Satz 2 (10.4.): 
Es liege eine vollständigb Zerlegung Z der Menge M in paarweise disjunkte Teil-
mengen vor. 
Jedes Element von M gehört aber genau einer dieser Teilmengen an. 
Wir definieren in 11 eine Relation wie folgt. 

mt R mk genau dann, wenn und mk ein und derselben Teilmenge ange-
hören. 

Diese Relation R ist eine Äquivalenzrelation in; M, denn es gilt: 
(1) mt .R mt für jedes Mt E 31, da mt derselben Teilmenge wie mt angehört. 
(2) Wenn mt .R mk, d. h., wenn mt derselben Teilmenge wie mk angehört, so ge-

hört auch mk derselben Teilmenge wie mt an, d. h., es ist mk R mt für beliebige 
mt, mk E M. 

(3) Wenn im B mk und mk B mg, d. h., wenn mt derselben Teilmenge wie mk und 
mk derselben Teilmenge wio mt angehört, so gehören auch mt und. mt zur 
selben Teilmenge. Also ist in diesem Falle auch mt R mt für beliebige 
mt, mt E M. 

Die „Äquivalenzklassen von R sind diejenigen Teilmengen von M, die alle einander 
äquivalenten Elemente von 11 umfassen, also• die ursprünglich, gegebenen Teil-
mengen von M. 
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Damit sind genau die drei Eigenschaften Reflexivität, Symmetrie und Transiti-
vität der Relation nachgewiesen; mithin muß es eine Äquivalenzrelation sein. 

q. e. d. 

Es sei noch einmal darauf verwiesen, daß es sich bei einer Zerlegung .Z um ein 
System von Teilmengen handelt, also um eine Teilmenge von ge(M). Die Elemente 
von Z sind dabei die einzelnen Äquivalenzklassen. 

SATZ 3 (10.4.) 
Die Relation "a läßt bei Division durch m (m e 0) den-
selben Rest wie b" ist eine Äquivalenzrelation. 

Beweis: 
Zu zeigen ist die Gültigkeit der für Äquivalenzrelationen charakteristischen drei 
Eigenschaften. 
(1) a läßt bei Division durch m denselben Rest wie a, denn mia — a bzw. m 10 

ist stets richtig; also ist die Relation reflexiv. 
(2) Wenn a bei Division durch m denselben Rest wie b läßt, dann auch umge-

kehrt. D'enn wenn m 1 a — .b, dann auch m b — a = — (a — b), folglich liegt 
Symmetrie vor. 

(3) Wenn a bei Division durch m denselben Rest wie b und b denselben Rest 
wie e läßt, dann lassen auch a und c denselben Rest bei Division durch m. 
Aus mla—b und mlb—c folgt näinlich m 1 (a b) + (b — c), d. h" 
m 1 a c, womit die Transitivitcit gezeigt ist. 

q. e. d. 
Bemerkung: 
Die Relation Restgleichheit ist die sogenannte Kongruenzrelation (=z-:), die in der Men-
ge der ganzen Zahlen (GI) auch wie folgt definiert werden kann. 

a=b (mod 772.) =beim I a — b, d. h., es gibt ein g E G mit 
a=b +mg; a, b, m E G 
(gelesen: „a kongruent b modulo „m", das bedeutet: „a und b sind bezüg-
lich des festen Teilers m restgleich"). 

Eine ausführliche Behandlung der Zahlenkongruenz erfolgt im Stoffgebiet „Zahlen. 
theorie". 

BEISPIEL 3 (10.4.): 
Wir betrachten in der Menge 

M= {0, 1, 2, . .., 12, 13, 14} 

die Äquivalenzrelation „läßt bei Division durch 3 ein und denselben Rest". 

Zahl 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

Rest 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 " 2 

Diese. Relation zerlegt M in drei Äquivalenzklassen, denn ei kann der Rest 0, 1 
oder 2 auftreten. 

M1 {0, 3, 6, 9, 12} 
M2 = 11, 4, 7, 10, 13i 
M3 = 2, 5, 8, 11, 14 

Es ist ersichtlich, daß jedes Element von M zu genau einer der entstandenen 
Teilmengen Mt gehört und sich dabei die Menge .31 erschöpft. Alle diese dis-
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junkten Teihnengen ergeben zusammen wieder die Auagangsmenge. Die Klas-
sen M 1, M 2, 213 heißen in diesem Zusammenhang Restklassen modulo 3. 

Wir erfuhren bereits, daß alle Elemente aus ein und derselben Klasse bezüglich 
der vorliegenden Relation untereinander äquivalent sind. Jede Klasse kann also 
durch ein beliebiges ihrer Elemente vertreten (repräsentiert) werden. So bilden 
etwa 0, 1, 2 im. Beispiel 3 (10.4.) ein sogenanntes Repräsentantensystem. Die 0 
vertritt alle Zahlen, die bei Division durch 3 den Rest 0 lassen, analog die 1 und 2. 
Natürlich hätten e benso die Zahlen 12, 7, 5 oder andere Zahlen als Repräsentanten 
genommen werden können. 

BEISPIEL 4 (10.4.) : 
In der Menge M aller Schüler einer Schule sei die Relation „geht in dieselbe 
Klasse wie" erklärt. 
Man überzeugt sich leicht, daß diese Relation eine Äquivalenzrelation ist. Sie 
bewirkt genau die Einteilung der Menge der Schüler in die einzelnen Schulklassen. 
Auch hieran ließe sich der Inhalt des Hauptsatzes demonstrieren. Sollte sich 
dabei die gesamte Menge der Schüler schon in ei er entstehenden' Klasse er-
schöpfen, haben wir den Fall einer Einklassenschule, der in der DIÜ1, längst der 
Vergangenheit angehört. 

Wenn wir das bisher Behandelte zusammenfassen, können wir feststellen, daß 
Äquivalenzrelationen und nur solche zu einer Zerlegung Z einer Menge M in 
Klassen führen. Dieser Übergang von einer Menge zur Menge ihrer Äquiva-
lenzklassen hat eine sehr weitreichende Bedeutung in der Mathematik. 

Wir wollen uns überlegen, wie man einen Begriff bildet. 
Bekanntlich geschieht das so, daß man aus einer in Frage kommenden Menge 
alle die Elemente aussortiert, die gewisse gemeinsame charakteristische Eigen-
schaften haben, wobei Unwesentliches außer acht gelassen wird'. Indem wir also 
von den (teils erheblichen) Unterschieden abstrahieren, gewinnen wir Begriffe. 
Bei diesem Abstraktionsprozeß handelt es sich genau um den oben erwähnten 
Übergang• von einer Menge zur Menge ihrer Äquivalenzklassen (laut Hauptsatz 
für Äquivalenzrelationen). 

Welcher mathematische Vorgang spielt sich dabei ab ? 
1. Wir gehen von einer Menge M gewisser Elemente aus. 
2. Wir erklären in M eine Äquivalenzrelation. 
3. Wir fassen alle jeweils zueinander äquivalenten Elemente, zu Klassen zu-

sammen. 
4. Wir ersetzen die Menge M von Individuen durch die aus den gerade gebildeten 

Klassen bestehende Menge, Z. 
Analog verfährt man bei einer Äquivalenzrelation in einem Mengensystem WL 

BEISPIEL 5 (10.4.): 
Gewinnung des Begriffes „natürliche Zahl" 
1. Wir gehen von einem Mengensystem 9)1 von endlichen Mengen 1. Stufe aus. 
2. Wir erklären in )1 die Äquivalenzrelation „Gleichmächtigkeit". 
3. Wir fassen alle jeweils gleichmächtigen Mengen zu Klassen zusammen. Diese 

Klassen (endliche Kardinalzahlen) sind die natürlichen Zahlen. 
4. Wir ersetzen das Mengensystem 9)1 durch die Menge der natürlichen Zahlen (N). 
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Z. B. ist die natürliche Zahl 2 die Klasse aller Zweiermengen. 
Bei diesem Abstraktionsprozeß ist die charakteristische Eigenschaft die Anzahl 
der Elemente einer Menge, wobei deren Art völlig belanglos ist. 

BEISPIEL 6 (10.4.): 
Gewinnung des Begriffes „Richtung" 
1. Wir gehen von d6"r Menge aller Geraden einer Ebene aus. 
2. Wir erklären in' der Menge die Äquivalenzrelation „Parallelität". 
3. Wir fassen alle jeweils parallelen Geraden zu Klassen zusammen. Jede Klasse 

ist eine ganz bestimmte Richtung in der Ebene. 
4. Wir ersetzen die • Menge aller Geraden durch die Menge der entstandenen 

Klassen und bekommen die Menge aller Richtungen in einer Ebene. 

Es sei noch hinzugefügt, daß Kongruenz und Ähnlichkeit in der Geometrie ebenfalls 
Äguivalenzrelationen sind und zu ganz bestimmten Klasseneinteilungen in den jewei-
ligen Mengen ebener Figuren führen. 

10.5. Der Isomorphiebegriff 

Wir betrachten als nächstes den Begriff Analogie, der ebenfalls große Bedeutung 
in der Mathematik wie überhaupt in der Wissenschaft und im täglichen Leben 
hat. 
Analogieschlüsse spielen u. a. bei wissenschaftlichen Untersuchungen eine be-
sondere Rolle. 

BEISPIEL •1 (10.5.): 
Zwischen einer Funktion und ihrer graphischen Darstellung besteht eine Ana-
logie. 
Dabei entspricht jedem geordneten Paar der Funktion ein bestimmter Pünkt 
der Ebene und umgekehrt den entsprechenden Punkten jeweils ein Paar der 
Funktion. 

Besonders werden uns Analogien zwischen Mengen interessieren. 
Wie Beispiel 1 '(10.5.) zeigt, können die einander zugeordneten Mengen sehr 
verschiedenartig sein. Einmal sind die Elemente Zahlenpaare, zum anderen 
Kurvenpunkte, und zwischen diesen Mengen existiert eine eineindeutige Abbil-
dung. 

Es soll nun noch eine entscheidende Eigensehaft hinsichtlich der in den Mengen 
erklärten Operationen untersucht werden. 

BEISPIEL 2 (10.5.): 
g und u seien Restklassen modulo 2, d. h., g sei die Klasse aller ganzen Zahlen, 
die bei Division durch 2 den Rest 0 lassen, und u sei die Klasse, in, der alle ganzen 
Zahlen liegen, die bei Division durch 2 den Rest 1 lassen. 
Wir betrachten die Mengen 

Ml = {+1, —1} und M2 = {g, u} 

einschließlich der in ihnen erklärten Multiplikation bzw. Addition. 
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Beide Mengen können folgendermaßen eineindeutig aufeinander abgebildet wer-
den. 

1 4 
.114 F 1112

+  
1 

Die Multiplikation in M1 bzw. die Addition in M2 kann man in folgenden „Struk-
turtafeln" darstellen. 

+1 —1 

+1 +1 —1 

—1 —1 +1 

+ g u 

g g u 

U u g 

Wir sehen, daß das Produkt zweier Urbilder und die Summe ihrer Bilder gemäß 
der Abbildung.? einander entsprechen. 
Es ist gleichgültig, ob man zunächst in M1 multipliziert und dann das Produkt 
abbildet oder ob man erst die Faktoren einzeln abbildet und dann deren Bilder 
in M2 addiert. 
Diese Tatsache wollen wir als Operationstreue beieichnen. 
Symbolisiert: a • b = ä 

• 7 sei das Bild von a, b das Bild von 'b. 

DEFINITION 1 (10.5.) - Isomorphie 
Es seien zwei Mengen M1 und M2 mit je einer in ihnen 
erklärten zweistelligen Operation 0, und 0, vorgelegt. 
Mi. und M2 heißen isomorph bezüglich 0, und 02 genau 

'dann, wenn es eine eineindeutige Abbildung von /1/ 1
auf M2 gibt, bei der die Operationen einander entspre-
chen bzw. sich übertragen. 
Symbolisiert: L1111; 011 [M2; 02]; 
gelesen: „M,. isomorph M2 bezüglich der in beiden 

BEISPIEL 3 (10.5.): (Mengen) erklärten Operationen 01 bzw. 0," 

In der Menge der reellen Zahlen (P) betrachten wir die Operation Addition, in 
der Menge der positiven reellen Zahlen (P*) die Multiplikation und folgende 
Abbildung von P auf P. 

= Hm mit a E 1)  und, de P* 
b = 10b mit b E P und E P* • 

Diese Abbildung ist eineindeutig und operationstreu, denn es gilt 

a +b=›- a+b 10a+b = 10" • 1011 Ft • b . 

Also ist P = P* bezüglich der obengenannten Operationen. 
Bei Zahlenmengen bedeutet Operationstreue neben den schon betrachteten Be-
ziehungen 

(1) a•b=ä+ü bzw. (2) a+b=ii•b 
auch noch 

(3) a•b=--ä•6 bzw. (4) a+b=a+ , 
je nach Art der Operationen. 
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Das heißt, das Bild der Verknüpfung ist gleich der Verknüpfung der Bilder. 
Beispiele zu (3) und (4) finden wir im Teil C. 
Der Begriff „Isomorphie" ist jedoch noch allgemeiner.' Er ist nicht nur an Ope-
rationen geknüpft, sondern es können beliebige Relationen betrachtet werden. 

DEFINITION 2 (10.5.) - Isomorphie 
In zwei gegebenen Mengen M1 und M 2 seien jeweils die 
Relationen R1 bzw. .R2 erklärt. 
M1 und M 2 heißen isomorph bezügliCh der Relationen Ri
und. B 2 genau dann, wenn es eine eineindeutige Ab-
bildung F von M1 auf M 2 gibt, so daß die Elemente 
x, y aus M1 genau dann in der Relation R1 stehen, wenn 
ihre Bilder F(x), F(y) in M 2 in der Relation R2 stehen. 

Die in Definition 2 (10.5.) definierten Beziehungen zwischen zwei Mengen be-
zeichnet man als Relationstreue. 
Sind zwei Mengen mit je zwei in ihnen erklärten Operationen bzw. Relationen 
gegeben, so sind die beiden Mengen isomorph genau dann, wenn es eine eineindeutige 
Abbildung von der einen auf die andere Menge gibt, die relatiortstreu bezüglich beider 
Operationen ist. 
Der Begriff der Isomorphie bedeutet soviel wie Strukturgleichheit, d. h., die 
Mengen haben trotz unterschiedlicher Natur ihrer Elemente in bezug auf die in 
ihnen erklärten Operationen bzw. Relationen gewisse Gemeinsamkeiten. 
Die Isomorphie ist eine Äquivalenzrelation (hier ohne Beweis). 
Wir weisen noch einmal darauf hin, daß es keine Isomorphie schlechthin, sondern nur 
eine solche hinsichtlich gewisser Relationen gibt. 

10.6. Geordnete Mengen; ähnliche Mengen 

Im Teil 10.3. beschäftigten wir uns mit Ordnungsrelationen und erfuhren einiges 
über sie. Dies soll jetzt noch weiter untersucht und präzisiert werden. 
Für unsere weiteren Überlegungen beschränken wir uns auf irreflexiv geordnete 
Mengen, die wir im folgenden kurz als geordnete Mengen bezeichnen ( /' 194f.). 
Eine geordnete Menge wird zur Unterscheidung von einer ungeordneten Menge 
und zur Kennzeichnung der verwendeten Ordnungsrelation mit [M; R] beieichnet. 
Es ist auch üblich, das geordnete Paar [111; 12] selbst als Ordnung zu bezeichnen. 

DEFINITION 1 (10.6.) — Gegenordnungsrelation 
Die Relation R-' in M heißt Gegenordnungsrelation zu 
R,in M genau dann, wenn B Ordnungsrelation in M 
ist. 
Symbolisiert: x R-1 y =Def y R x 

Man faßt eine Menge M und die in ihr erklärte Ordnungsrelation R zu einem 
geordneten Paar zusammen, da beide gewissermaßen eine Einheit bilden. 
Wir werden mit der oben eingeführten Bezeichnung für Ordnungsrelationen an 
Stelle von [31; .R] auch die Bezeichnung [31 ; fiir geordnete Mengen benutzen. 
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19:6. 

BEISPIEL 1 (10.6.): 

1. [N; <] = [ {0, 1, 2, 3, . ; <] 
Hierbei ist die Menge N durch die <-Relation geordnet, also 

[-Zif ; [N; <l • 
2. [G; >] [{. . ., +3, +2, +1, 0, —1, —2, —3, ; >] 

1 3 5 • 1 2 4 1 3 5 3. [R*; =-- [10, 1, 2, 3, . . ., --I , • • • , -ä- , -3- -y, • ••,-J ,7-1 , 71 ,• 

Wir weisen noch darauf hin, daß also auch in der Symbolik zwischen der gedrdneten 
und der ungeordneten Menge unterschieden wird. Es sei noch festgestellt, t7laß sich 
abzählbar- unendliche Mengen wie N, G und R auf unendlich viele Arten ordnen, 
ja sogar wohlordnen lassen. 

Bei den weiteren Betrachtungen wollen wir bei geordneten Mengen einen der 
vorhin erklärten Isomorphie entsprechenden Begriff einführen, d, h., es sollen 
Analogien zwischen geoMneten Mengen untersucht werden. Es ist eines der 
Hauptanliegen der modernen Mathematik, strukturelle Gemeinsamkeiten in von-
einander verschiedenen Bereichen aufzudecken. 

DEFINITION 2 (10.6.) — Gleichheit geordneter Mengen 
Zwei geordnete Mengen [M i; Rill und [M2; R2] heißen 
genau dann einander gleich, wenn Ml = M2 und 

--- R2 ist. 

Dies 'ist sofort klar, wenn wir uns an die Bedingungen für die Gleichheit von 
geordneten Paaren erinnern. 

BEISPIEL 2 (10.6.) : 
Die Menge der reellen Zahlen (M1) sei durch die Relation R1 = • üordnet und 
die Menge der Punkte einer Geraden (M2) durch R2 „Punkt A liegt vor. Punkt B". 
Zwischen diesen beiden Mengen besteht sicher, eine Analogie. Es läßt sich nämlich 
jeder reellen Zahl ein Punkt auf einer Geraden zuordnen und umgekehrt, d. h., 
es existiert eine eineindeutige Abbildung von Mi auf M2. Wenn man zwei be-
liebige reelle Zahlen, von denen die erste kleiner als die zweite ist, auf entspre-
chende Punkte einer Geraden abbildet, dann kann man es so einrichten, daß der 
erste der beiden Punkte vor dem zweiten liegt. Somit bleibt bei dieser Abbildung 
die Ordnung erhalten, und wir sprechen wiederum von Relationstreue. 

DEFINITION 3 (16.6.) — Ähnlichkeit 
Zwei geordnete Mengen [1g1; R1] und [M2; R21- heißen 
ähnlich genau dann, wenn es eine eineindeutige Abbil-
dung F von Mz. auf M2 gibt, die relationstreu bezüglich 
der beiden Ordnungsrelationen ist, d. h., 
x .R1 y genau dann, wenn F(x) R2 F(y) für jedes x, y E 

Symbolisiert: [M1; R1] [M2 ; R2] 
=Deg3 F [F eineindeutige Abbildung von M1 auf M2
A VXVy(X --> F(x) R2 F(y))] 
mit x, y E M1; F(x), F(y) E 312
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10.6. 

Der Begriff Ähnlichkeit bezieht sich nur auf geordnete Mengen, könnte aber 
auch durch den allgemeineren Begriff der Isomorphie ersetzt werden. Notwendige 
Bedingung für die Ähnlichkeit von Mengen ist deren Gleichmächtigkeit. 

BEISPIEL 3 (10.6.): 
Die umkehrbar eindeutige Abbildung der Menge N auf eine Menge äquidistanter 
Punkte eines Strahls ist auch eine ähnliche Abbildung; im übrigen jede Veran-
schaulichung von Zahlen durch Punkte einer Geraden, bei der die Ordnung er-
halten bleibt. 

SATZ 1 (10.6.) 
Die Menge M1 = N \ {0} der natürlichen Zahlen 
ist der Menge M 2 der Brüche mit dem Zähler 1 hinsicht-
lich der in ihnen erklärten Ordnungsrelationen ähnlich, 
und zwar gilt 

[M1; <] — [M2; >] 
mit [M1; <] = [{1, 2, 3, 4, . . .} ; <1 

1 1 1 1 
und [./1/ 2: >] 

[{ 1 ' 2 ' 3 ' • •}; >1 • 

Beweis : 

1. Abbildung .F. a E M1 wird abgebildet auf 71  E M 2. 

F -1: -
a 1  

E M 2 wird abgebildet auf = a E M 1. 

a 

Die Abbildung F ist eineindeutig. 
2. a, b E Mi; a < b . • 

1 1 1 1 
- -Eiri -> 
a b • a b 

Die Abbildung ist relationstreu. 
Somit ist die Abbildung F eineindeutig und relationstreu bezüglich der Ordnungs-
relationen, also sind die geordneten Mengen [M1; <] und [M2 ; >] einander ähnlich, 

q.e.d. 

Die beiden Mengen sind aber auch noch isomorph bezüglich der Multiplikation, 
jedoch nicht hinsichtlich der Addition. 

1 1 1 1 1 1 
a • b = c —• z. B. 5 • 6 = 30 --> — • — 

a b c 5 6 30 

1 1 1 1 1 1 
a b c ---> — — z. B. 5 + 6 11 --->  11

Dies 

b c 5 6 11 

Dies bestätigt noch einmal die Feststellung, daß es keine Isomorphie bzU Ähn-
lichkeit an sich gibt, sondern nur hinsichtlich gewisser Relationen. 

Mit dem Begriff Ähnlichkeit (bzw. Isomorphie) ist es möglich geworden, ganze 
Typen von Mengen zugleich mathematisch zu erfassen. 
Endliche, geordnete, gleichmächtige Mengen sind einander stets ähnlich. 
Die Ähnlichkeit ist eine Äquivalenzrelation (hier ohne Beweis). 
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Führt man den Abstraktionsprozeß für geordnete Mengen bezüglich Ähnlichkeit 
durch, so ergibt sieh: 
Alle einander ähnlichen Mengen eines Systems voji geordneten Mengen gehören 
in jeweils ein und dieselbe Klasse. Jede solche Klasse widerspiegelt eine ganz 
bestimmte Ordnung von gleichmächtigen Mengen. 

DEFINITION 4 (10.6.) — Ordnungstypus 
Es sei 2 ein System geordneter Mengen. 
Die Klasse aller zu einer geordneten Menge M ähnlichen 
Mengen dieses Systems heißt Ordnungstypus von M. 

DEFINITION 5 (10.6.) — Ordinalzahl (/ Teil C) 
Die Ordnungstypen von wohlgeordneten Mengen heißen 
Ordnungszahlen oder Ordinalzahlen. 

10.7. Operationen und ihre Merkmale 

Einer der am häufigsten in der Mathematik auftretenden Begriffe ist der der 
Operation. *ie dieser Begriff zu definieren ist, wollen wir am Beispiel der Addition 
von natürlichen Zahlen erläutern. 

BEISPIEL 1 (10.7.): 
Die Schüler der 1. Klassen werden u. a. mit Hilfe der folgenden Tabelle mit einer 
Operation, die wir Addition in der Menge der natürliehen Zahlen nennen, vertraut 
gemacht. 
a b a+b 

8 
9 
7 
7 
5 

7 
5 
9 
6 
8 

In die Spalte für „a b" ist jeweils genau eine Zahl, 
die Summe von a und b, einzutragen. 

Addiert man also zwei natürliche Zahlen a und b, so ordnet man dem geordneten 
Paar [a; b] eindeutig eine natürliche Zahl c, die Summe von a und b, zu. 
Die Addition von natürlichen Zahlen ist somit eine Abbildung, die jedem Paar 
[a; b] von natürlichen Zahlen genau eine natürliche Zahl c zuordnet, also eine 
eindeutige Abbildung von N x N auf N. 
AN ist somit eine eindeutige Abbildung aus N x N in N. 

Das, was wir für AN als typisch herausgestellt haben, gilt für jede zweistellige 
Operation 0 in einer Menge M. 

DEFINITION 1 (10.7.) — Zweistellige Operation in 
einer Menge 

Unter einer zweistelligen (binären) Operation 0 in einer 
Menge M versteht man eine eindeutige Abbildung aus 
MxM in M. 

Die Definition 1 (10.7.) l ann auch auf n-stellige Operationen erweitert werden. 
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10.7, 

DEFINITION 2 (10,7.) — N-stellige Operation in einer 
Menge 

N2stellige Operation in einer Menge M (n E 117. ; n 0) 
wird jede eindeutige, Abbildung aus Mn in .M genannt. 

Nach der Definition 2 (10.7.) ist eine n-stellige Operation in einer Menge M eine 
Teilmenge von Mn -O., also auch eine (n 1)-stellige Relation in M. 
Nach Definition 1. (9.4.) werden eindeutige Abbildungen auch Funktionen ge-
nannt. • 
Eine einstellige Operation in einer Menge /12 ist somit eine FUnktion aus .111. in sich. 
Eine zweistellige Operation in M ist eine Funktion aus M x M.in M, eine Funktion, 
deren Definitionsbereich eine Teilmenge von M x M ist und deren Wertebereich 
in M enthalten ist. Für die Tatsache, daß einem geordneten Paar [a; bi E M x M 
ein Element c E M durch die Zuordnungsvorschrift der Operation 0 eindeutig 
zugeordnet wird, können wjr schreiben: 

[a; b; c] E 0 oder 0(a, b) = c oder a0b = c. 
0 ist hierbei eine Variable für Operationszeichen, die gegebenenfalls durch ein be- • 
stimmtes Operationszeichen (+, •, . . .) ersetzt werden kann. 
Zur Ikesseren. «Veranschaulichung der Darlegungen und zur Herstellung der Be-
ziehung zum Mathematikunterricht in der Schule werden im folgenden einige 
Beispiele für zweistellige Operationen angegeben. 

BEISPIEL 2 (10.7.): 
Gegeben sei die Menge M = {0, 1, . 
Die folgenden Mengen geordneter Tripel sind zweistellige Operationen in M. Wir 
können sie Subtraktion in .11f(Sm) bzw. Multiplikation in M(Miel) nennen. 

SM = i[0; 0; 0], [1; 0; 1], [1; 1; 0],•[2; 0; 2], t2; 1; 1], [2; 2; 0]} 
MAI [0; 0; 0], [0; 1; 0], [0; 2; 0], [1; 0; 0], [2; 0; 0], [1; 1; 1] , 

[1; 2; 2], [2; 1; 2]} 

BEISPIEL 3 (10.7.); 
Die Multiplikation in der Menge der natürlichen Zahlen (MN) 

MN = {[a;b; c] E (NxN)xN ;.c a • b} 

BEISPIEL 4 (10.7.): 
'Die Operation des Potenzierens in der Menge der natürlichen Zableü (PN) 

PN = {[a; b; c] E(NX/V)X.N;C= ab} 

BEISPIEL 5 (10.7.): 
Weitere zweistellige Operationen in N sind: 
Die Subtraktion in N(SN), die Division in N(DN), die Operation der Bildung des 
grüßten gemeinsamen Teilers zweier natürlicher Zahlen (ggTN), die Operation der 
Bildung des kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen zweier natürlicher Zahlen 
(kgYN), die. Operation des Radizierens in N(RN) und die Operation des Logarith-
mierens in N(LN). 

Bei vielen Operationen werden die Glieder ihrer Tripel mit besonderen Namen ver-
sehen. Zum Beispiel werden bei einem Tripel [a; b; E SN das Glied a Minuend, 
das Glied b Subtrahend und das Glied c Differenz genannt. 
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10.7: 

BEISPIEL 6 (10.7.): 
Weitere zweistellige Operationen Bind: 
Die Operationen der Bildung der Vereinigungsmenge (u), der Durchschnittsmenge 
(n) und der Differenzmenge (\) von zwei Mengen in'einem vorgegebenen Mengen-
system ; 
die zweistelligCn logischen Operationen in der Menge aller Aussagen — Konjunktion 
(A), Alternative (v), Implikation (--).), Äquivalenz . (,Beispiel 5 (9.4.)). 

BEISPIEL 7 (10.7.): 
Einstellige Operationen in N sind: 
Die Operationen der Bildung des Nachfolgers, des Verdoppeins, des •Quadrierens. 

BEISPIEL 8 (10.7.): 
Die Operation der Bildung der Komplementärmenge einer Teilmenge T in einer 
Menge M ist eine einstellige Operation in der Potenzmenge von M. 

Da A x B eine um 2 höhere Stufe als A und B besitzt, führt die Bildung der Kreuz-
menge zweier Mengen im allgemeinen auf keine Operation in einer Menge. 

Betrachtet man diese Vielfalt von Operationen, so kann man die Operationen 
hinsichtlich verschiedener Eigenschaften voneinander unterscheiden. Bei der 
Untersuchung dieser Ei nschaften beschränken wir uns auf zweistellige Opera-
tionen. 

t 

DEFINITION 3 (10.7.) — Unbeschränkt ausführbare 
Operation 

0 sei eine zweistellige Operation in einer Menge M. 
0 wird genau dann unbeschränkt ausführbar (voll-
ständig, algebraisch) genannt, wenn 0 eine Abbildung 
von M x M in M ist. 

BEISPIEL 9 (10.7.): 
Unbeschränkt ausführbare Operationen in N sind: 

AN; MN; kgVN; ggne. 

• BEISPIEL 10 (10.7.): 
Beschränkt ausführbare (partielle) Operationen sind: 

SA, und Nu in Beispiel 2 (10.7.); SN ; DN; PN (0° ist nicht definiert) ;RN; LN. 

Um die nächste Eigenschaft von Operationen zu erarbeiten, vergleichen wir die 
Addition mit der Subtraktion natürlicher Zahlen. 
Bezüglich der Addition gilt für alle a, b E N: 

a.+ b =-- a , 
e

das Kommutativgesetz. Dafür sagt man auch: 
Die Addition in N ist kommutativ. 

Die Subtraktion in N ist nicht kommutativ. Hier ist a — b gleich 'b — a nur dann, 
wenn a gleich b ist. 
Man könnte vermuten, daß die Subtraktion natürlicher Zahlen deshalb nicht 
kommutativ ist, weil sie nur beschränkt ausführbar ist. Jedoch wollen wir auch 
bestimmte beschränkt ausführbare Operationen als kommutativ auffassen. 
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10,7. 

Unter der Adaition in der Menge der Printzahlen (P z) beispielsweise wollen wir die 
folgende eindeutige Abbildung Apz aus P,xP z in P z verstehen. 

A ---= {[pi; P2; P3] E (Pz X Pz)X Pz; .233 P2} 

Diese Operation ist beschränkt ausführbar. Bei der Betrachtung dieses Beispiels 
stellt man fest, daß eine notwendige Bedingung dafür ist, daß [pi; P2; p3] E APZ 
gilt, daß entweder p1 oder p2 gleich 2 ist. Es ist bis heute unklar, wie viele Tripel 
diese Operation besitzt. Ist ein Tripel [pi; p 2 ; p a] ein Element von Apz, so ist 
auch immer [p 2 ; p i ; p 31 ein Element von Apa. Die beiden Primzahlen P1, p2 sind 
also, falls Apz für das Paar [p,; A] ausführbar ist, miteinander- vertauschbar. 
Eine solche Operation wollen wir auch als kommutativ bezeichnen. 

DEFINITION 4 (10.7.) — Kommutative Operation 
0 sei eine zweistellige Operation in der Menge M. 

O heißt kommutativ genau dann, wenn für alle a, b E M 

gilt: 
a0b=cAcEM .—bOa=cAc€M. 

BEISPIEL 11 (10.7.): 
Kommutative Operationen sind: 

MM im Beispiel 2 (10.7.); MN; ggT ; kgVN ; A; v; ; u n. 

BEISPIEL 12(10.7.): 
Nichtkommutative Operationen sind: 

SM im Beispiel 2 (10.7.); S N ; D N; P N; LN; RN; ; \• 

Für alle natürlichen Zahlen a, b, c gilt: 
(a b) c = a (13 c) , 

d. h., A N ist assoziativ. Diese Operationseigenschaft wird wie folgt definiert. 

DEFINITION 5 (10.7.) — Assoziative Operation 
0' sei eine zweistellige Operation in M. 

O heißt assoziativ genau dann, wenn für alle a, b, c E M 

gilt: 
(a0b)00- -=dAdEM—a0(b0c)=dAd€111. 

BEISPIEL 13 (10.7.): 
Assoziative Operationen sind: 

MM im Beispiel 2, (10.7.); MN ; ggTy ; kgViv ; - Apz ; A; v; ; ; n. 

BEISPIEL 14 (10.7.): 
Nichtassoziative Operationen sind: 

SM im Beispiel 2 (10.7.); ((2 — 1) — 1 2 — (1 — 1)) : SN ; Div; RN; LN ; —. 

Die Biseilnaivität ist eine zweistellige Relation in der Menge aller Operationen und 
nicht eine Eigenschaft für Operationen. Die in diesem Abschnitt untersuchten 
Eigenschaften und Beziehungen von Operationen nennen wir deshalb Operations-
merkmale. Wir unterscheiden linksseitige; rechtsseitige und beiderseitige Distri-
butivität. 
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DEFINITION 6 (10.7.) — Distributive Operation 
O, und 02 seien zweistellige Operationen in einer 
Menge M. 
0, wird bezüglich 02 linksseitig distributiv genannt 
genau dann, wenn für alle a, b, c E M gilt: 

a (b 02 c) AdE ((i ()I b) 0 2(a dM E 

0 1 heißt rechtsseitig distributiv bezüglich 02 genau dann, 
wenn für alle a, b, c E M gilt: 
(a O, b) 01c= dAd E .1/ (a O, c) 02(G 0, c)= d Ad EM. 

Ist eine Operation 0, bezüglich einer Operation O2

beiderseitig distributiv, so sagt man kurz: 
O1 ist bezüglich O2 distributiv. 

BEISPIEL 15 (10.7.): 
Distributive Operationen sind: 

0, M N M N ggT N kg17/£ A v n u 

0 2 A N SN kgy 1,- ggT N v A - U n 

BEISPIEL 16 (10.7.): 
Linksseitige (nicht rechtsseitige) Distributivität 

0, 

0, A v -e• 

BEISPIEL 17 (10.7.): 
Rechtsseitige (nicht linksseitige) Distributivität 

0, D N . D N P N ip N \ n \ 

0 2 A N S N M N D N u \ \ 

PN ist bezüglich MN rechtsseitig distributiv, denn für alle a, b, n E N mit nicht 
a oder b und n gleich 0 gilt: 

(a • b)" = a" • bn . 

Wir wollen nunmehr eine Relation betrachten, die zwischen der Menge der zwei-
stelligen Operationen und der Menge der zweistelligen Relationen erklärt werden 
kann. 

DEFINITION 7 (10.7.) — Monotone Operation 
0 sei eine zweistellige Operation in M; R sei eine zwei-
stellige Relation in M. 
0 heißt reehtsFieitig monoton bezüglich R genau dann, 
wenn für alle a, b, c E M gilt: 
Wenn a R b, soa0cRbOc. 

Analog kann die linksseitige Monotonie definiert werden. 

14 [0025 071 209 



Ist eine Operation 0 bezüglich einer Relation R beider-
seitig monoton, so, sagt man kurz: „0 ist monoton 
bezüglich R". 

BEISPIEL 18 (10.7.): 
AN ist bezüglich der <-Relation in N monoton, denn es gilt: 

a <b a+c<b+c (a, b, E N) . 

BEISPIEL 19 (10.7.): 
MN ist bezüglich der Teilerrelation in IV monoton, denn es gilt: 

alb a•clb•c(a,b,cEN) . 

BEISPIEL 20 (10.7.): 
u und n sind bezüglich der g.-Relation monoton, d. h., 

M2 Ml u M3 S M 2 u M3 und 
g M2 -÷ n M3 'E M2 n M3 • 

Für die Definition der > mkehroperationen ist die Eigenschaft der Regularität von 
besonderer Bedeutung. 

DEFINITION 8 (10.7.) — Regularität (als Eigenschaft 
für Operationen) 

0 sei eine zweistellige Operation in M. 

0 heißt rechtsseitig regulär genau dann, wenn für alle 
a, x2, E M gilt: 
Aus a 0 x 1 = a 0 x2 folgt xj. = x2. 
Analog läßt sich die linksseitige Regularität erklären. 
Ist eine Operation beiderseitig regulär, so sagt man 
kurz: 
„0 ist regulär". 

BEISPIEL 21 (10.7.): 
AN ist eine reguläre Operation. 

BEISPIEL 22 (10.7.): 
MN ist nichtregulär. 
Es ist 0 • 4 = 0 • 3, aber 4 3. 

Die Regularität ist auch eine Eigenschaft, die Elemente einer Menge M bezüglich 
einer Operation 0 haben können. 

DEFINITION 9 (10.7.) — Regularität (als Eigenschaft 
für Elemente) 

a sei ein Element der Menge M; 0 sei eine zweistellige 
Operation in M. 
a heißt rechtsseitig regulär bezüglich 0 genau dann, 
wenn für alle", x1, x 2 E M gilt: 
Wenn a 0x 1 = a 0x2, so xi = x2. 
Analog kann die linksseitige Regularität von a bezüglich C 
definiert werden. 
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Ist a beiderseitig regulär bezüglich 0, so sagt man 
kurz: 
„a ist bezüglich 0 regulär". 

BEISPIEL 23 (10.7.): 
Jede natürliche Zahl ist bezüglich AN regulär. 
0 E N ist bezüglich MN nichtregulär. 

Schon in der 1. Klasse lernen die Schüler neben der Addition und Multiplikation 
auch deren Umkehroperationen kennen. 

DEFTNITI0N 10 (10.7.) — Umkehroperation 
0 sei eine zweistellige Operation in einer Menge M; 

a, b, c seien Elemente aus M. 

Wir nennen 
(0-1)1 =net {[a;b;c]E(Mx111)x.M;c0b- -,-= 

genau dann 
1. Umkehroperation von 0, wenn b stets linksseitig 
regulär bezüglich 0 ist. 
Wir nennen 
(O-1)2 = Def {[a; b; c] E (M x M) x M; b 0 e= a} 
genau dann 
2. Umkehroperation von 0, wenn b stets rechtsseitig 
regulär bezüglich 0 ist. 

Stimmen (O-1)1 und (O-1)2 überein, so sprechen wir von 
der Umkehroperation von 0 und bezeichnen sie mit O-1. 

Aus der Definition 10 0.7.) folgt unmittelbar, daß eine Operation 0 genau eine 

Umkehroperation hat, wenn 0 kommutativ ist. 

BEISPIEL 24 (10.7.): 
Im Beispiel 2 (10.7.) ist 0 E M ein nichtreguläres. Element bezüglich MM. Unter 
Berücksichtigung dieser Tatsache erhalten wir als Umkehroperation von Mim die 
folgende Menge an geordneten Tripeln. 

{[CY; 1; 0], [0'; 2; 0], [1; 1; 1], [2; 2; 1], [2; 1; 2]). = Mm-1

Da MM kommutativ ist, existiert genau eine Umkehroperation. Mir können sie 
Division in M nennen. 
Falls wir für die Bildung der Umkehroperation auch nichtreguläre Elemente zuge-
lassen hätten, so würden auch die folgenden Tripel zu ihr gehören. 

[0; 0; 0], [0; 0; 1], [0; 0; 2] 

Eine Abbildung aus M x M in M, die diese Tripel enthält, ist nicht eindeutig 
und somit keine Operation. 
Für die nichtkommutative Operation SM im Beispiel 2 (10.7.) erhalten wir: 

(SM)1 = ft[0; 0; 0], [1; 0; 1], [0; 1; 1], [2; 0; 2], [1; 1; 2], [0; 2; 2]} ; 
(S2)2 = {[0; 0; 0], [1; 1; 0], [0; 1 O], [2; 2; 0], [1; 2; 1], [0; 2; 2]} . 

(S31)1 können wir auch Addition in M nennen. 

14* 211 



10.8. 

BEISPIEL 25 (10.7.): 
Weitere Umkehroperationen sind: 

O I AN M N PN

(O-1)1 II 8N

(O-  % f 

DN
-

R N

LN 

MN ist nicht wieder Umkehroperation von DN. Das Tripel [0; 0; 0] E MN kann aus 

keinem Tripel von DN erzeugt werden. Wir haben hier also nicht den Fall wie bei 

der Umkehrfunktion, daß eine Umkehroperation von einer Umkehroperation 

immer wieder die Ausgangsoperation ist. 

10.8. Kontrollfragen 

1. Was versteht man unter dem Begriff „Relation", und welcher Zusammenhang 
besteht zwischen Produktmenge und Relation ? 
(Begründung!) 

2. In welcher Weise wird der Begriff „Relation" in der Umgangssprache gebraucht ? 
3. Welche der möglichen Eigenschaften von Relationen können gleichzeitig auftreten ? 

Nennen Sie Beispiele! 
4. Welcher Unterschied besteht zwischen Asymmetrie und Antisymmetrie ? 
5. Erläutern Sie die Begriffe „geordnete Menge" und „teilweise geordnete Menge"! 
6. Durch welche Eigenschaften sind Halbordnungs-, Ordnungs- bzw. Wohlordnungs-

relationen charakterisiert ? 
7. Was ist eine Äquivalenzrelation ? 
8. Zeigen Sie, daß die Gleichmächtigkeit eine Äquivalenzrelation ist! 
9. Was besagt der Hauptsatz für Äquivalenzrelationen ? 

10. Erläutern Sie das Abstraktionsprinzip in der Mathematik! 
11. Was bedeuten die Symbole [M; In bzw. [M; ? 
12. Geben Sie einige weitere Ordnungsprinzipien in der Menge der natürlichen Zahlen 

an ( ?I Beispiel 1 (10.6.))! 
13. Was versteht man unter Isomorphie bzw. Ähnlichkeit von Mengen ? 
14. Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Begriffen „zweistellige Operation" 

und „dreistellige Relation" in M ? 
15. Welcher Zusammenhang besteht zwischen Operation und Funktion ? 
16. Nennen Sie die wichtigsten Eigenschaften von Operationen und geben Sie die 

Definitionen dafür an! 
17. Wie lauten die Gesetze zu den Tabellen in den Beispielen 15 (10.7.), 16 (10.7.), 

17 (10.7.) ? 
18. Sind die Operationen des Bildens von Vereinigungsmengen und von Durchschnitts-

möngen bezüglich der Gleichmächtigkeit monoton ? 
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na, 

Die natürlichen Zahlen 

In der Schule haben wir das Rechnen mit Zahlen gelernt. Wir können zählen, 
kennen die Rechengesetze und. wenden sie an. Wenn wir uns trotzdem noch einmal 
mit Zahlen beschäftigen, dann um zu wiederholen, unsere Kenntnisse zu festigen 
und vor allem zu vertiefen. 
Der folgende Lehrstoff ist fachliche Grundlage für den Mathematikunterricht in 
den unteren Klassen der allgemeinbildenden polytechnischen Oberschule und zeigt 
darüber hinaus eitlen möglichen Aufbau von Zahlenbereichen, die in diesen Klassen 
nicht behandelt werden, deren Grundlage aber die natürlichen Zahlen sind. 
Auch wenn wir Bekanntes wiederfinden, so wollen wir doch sorgfältig vorgehen 
und alle Definitionen und Sätze eingehend analysieren, um sie richtig zu verstehen 
und nichts zu übersehen. 
Wir empfehlen dabei die Beachtung folgender Fragen. 

Von welchen Objekten oder Erscheinungen ist die Rede? 
Welche Eigenschaften dieser Objekte oder Erscheinungen sind zu beachten? 
Welche Beziehungen zwischen den Objekten treten auf? 
Welche Erscheinung wird benannt, definiert und wodurch wird sie erklärt.? 

Wir behandeln zunächst die natürlichen Zahlen, dann die gebrochenen Zahlen 
und schließlich — entsprechend der Aufgabe dieses Buches wesentlich kürzer — 
die rationalen Zahlen und die reellen Zahlen. Damit folgen wir den Zahlenbereichs-
erweiterungen, die den Lehrplänen der allgemeinbildenden polytechnischen Ober-
schule entsprechen. 

11.1. Die endlichen Kardinalzahlen 

Viele Menschen haben sich über den Ursprung der natürlichen Zahlen Gedanken 
gemacht und sind dabei zu unterschiedlichen Auffassungen gelangt. 

Entsprechend der marxistischen Erkenntnistheorie vertreten wir folgenden Stand-
punkt: Die natürlichen Zahlen haben ihre Wurzeln in der objektiven Realität. 

214 



. 
Der Zahlbegriff wurde als ,Ergebnis der ständigen Auseinandersetzung der Men-
schen mit der Umwelt durch einen Abstraktionsprozeß aus dieser Umwelt ge-
wonnen. Wir vermögen mit diesen Zahlen, nicht nur gewisse Seiten der objektiven 
Realität besser — nämlich nicht nur qualitativ, sondern auch quantitativ — zu 
erfassen, sondern auch zu unseren Gunsten zu verändern. Dies forderte bereits 
KARL MARX in seiner 11. These über Feuerbach: „Die Philosophen haben die Welt 
nur verschieden interpretiert; es kommt aber darauf an, sie zu verändern." 
Die Wissenschaften helfen uns als Produktivkräfte dabei. Die Mathematik nimmt 
unter ihnen eine bedeutende Rolle ein, und „in ihrer Sprache redet die Natur zu 
uns" (nach GALrLzo GALILEI, 1564 bis 1642). 

Es gibt jedoch auch idealistische Auffassungen, nach denen die oben geschilderte 
Beziehung der natürlichen Zahlen zur objektiven Realität geleugnet wird. LEOPOLD 
KRONECXER (1823 bis 1892) sagte: „Die natürlichen Zahlen hat der liebe Gott gemacht,, 
alles andere ist Menschenwerk." Er wollte damit ausdrücken, daß uns die natürlichen 
Zahlen als etwas Fertiges vorgegeben sind und erst von ihnen aus weitere Zahlenbereiche 
konstruiert werden. 

Wir gehen von Mengen aus und definieren mit ihrer Hilfe die natürlichen Zahlen. 
Man sagt auch, die natürlichen Zahlen werden genetisch definiert (7( S. 18). 

Weitere Aussagen über die natürlichen Zahlen gewinnen wir dadurch, daß wir 
stets auf die mengentheoretische Definition des Zahlbegriffs zurückgehen und 
Beziehungen zwischen Mengen beachten. 
Die natürlichen Zahlen können aber auch axiomatisch, definiert werden. Diesen 
Weg werden wir später erläutern. 

Beim mengentheoretischen Aufbau des Bereiches der natürlichen Zahlen gehen 
wir von Mengen und einer Äquivalenzrelation im Bereich der Mengen aus. Daher 
arbeiten Schulanfänger lange und intensiv mit konkreten Mengen, z. B. mit 
Kastanien, Stäbchen, Rechenpfennigen und anderen Mengen; sie vergleichen, 
ordnen, legen dazu, nehmen weg, bevor sie mit Zahlen rechnen. 
Für einen Schüler ist es natürlich nicht gleichgültig, ob er zwei Äpfel geschenkt 
bekommt oder zwei Kastanien — von der Intension, vom Inhalt her besteht ein-
großer Unterschied zwischen diesen beiden Mengen; aber wenn er die Anzahl 
erfassen soll, dann sind beide Mengen gleichzahlig. Der Schüler soll von gewissen 
Seiten der objektiven Realität abstrahieren — v9n Größe, Gewicht, Geschmack 
u. a. —, um den Zahlbegriff zu erfassen. 

Der Eigenschaft von Mengen, gleiche Anzahl von Elementen zu besitzen, ent-
spricht die aus der Mengenlehre bekannte Relation der Gleichmächtigkeit; sie ist 
die Äquivalenzrelation, die wir für eine Klasseneinteilung benötigen. 

Wenn es nicht ausdrücklich anders vermerkt ist, wollen wir immer von Mengen 
1. Stufe ausgehen. 

ti

DEFINITION 1 (11.1.) — Kardinalzahl 1 
Es sei A eine beliebige Menge. 
Die Klasse (oder das Mengensystem) aller Mengen X, 
die mit A gleichmächtig sind, heißt Kardinalzahl von A. 

Wir bezeichnen sie mit „i" und schreiben „k = Kz (A)" 
oder „k = [A]". 

Es handelt sich also bei einer Kardinalzahl k um eine Abstraktionsklasse (Äqui-
valenzklasse) nach der Gleichmächtigkeit, die mit einer Menge A — das ist ein 
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Repräsentant (Vertreter) dieser Klasse — alle und nur diejenigen Mengen X ent-
hält, die zu A gleichmächtig sind. Die Mengen X enthalten jeweils genau so viele 
Elemente wie die Menge A. Sind die betrachteten Mengen A und X Mengen 1. Stufe, 
dann ist k eine Menge 2. Stufe. 
Mit dem geschilderten Abstraktionsprozeß erfassen wir im wesentlichen die-
jenigen Objekte, die in der Umgangssprache als „natürliche Zahlen" bezeichnet 
werden. 

DEFINITION 2 (11.1) — Natürliche Zahlen 
Es sei k = Kz (A). 
Dann nennen wirk eine natürliche Zahl (oder auch 
endliche Kardinalzahl) genau dann, wenn A endlich 
ist. 
Wir bezeichnen sie mit „k" (ohne Punkt) und, schreiben 
„k = Kz (A)" oder „k = [A]". 

Natürliche Zahlen werden sowohl zum Ermitteln der Anzahl der Elemente einer 
endlichen Menge als auch zum Durchnumerieren dieser Elemente verwendet. 
Wir benutzen sie, um zum Beispiel die Anzahl aller Seiten dieses Buches oder um 
eine bestimmte Seite dieses Buches anzugeben. 
Nun ist es sehr wohl ein Unterschied, ob wir bisher vier Seiten eines Kapitels oder 
nur die vierte Seite durchgearbeitet haben. Benutzen wir eine natürliche Zahl, 
'um — wie im ersten Falle — die Anzahl der Elemente einer Menge (hier: Anzahl 
der durchgearbeiteten Seiten) anzugeben, dann verwenden wir sie als Kardinal-
zahl; wollen wir aber den Platz eines Elements in einer durchnumerierten Menge 
angeben, dann benutzen wir -sie als Ordinalzahl. Auf den Begriff „Ordinalzahl" 
gehen wir nicht weiter ein, da wir ihn hier nicht mehr benötigen. 
Eine Kardinalzahl bestimmt zwar die Mächtigkeit einer Menge, aber der beim 
Zählen stattfindende Prozeß wird dabei nicht vollständig erfaßt. Wir tippen 
beim Zählen — wirklich oder in Gedanken — in einer bestimmten Reihenfolge 
auf die einzelnen Elemente ; mit anderen Worten: Wollen wir eine Menge zählen, 
dann muß sie geordnet sein. Aus der Mengenlehre ist bekannt, daß jede endliche 
Menge geordnet, ja sogar wohlgeordnet werden kann. 
D. KLAUA sagt ( [10] S. 287): „Entwicklungsgeschichtlich gesehen, bilden die 
Ordinalzahlen den ursprünglicheren Begriff vor den Kardinalzahlen, denn die An-
zahl der Elemente einer endlichen Menge wurde zunächst durch Abzählen der 
Elemente bestimmt und nicht durch bloßes abstraktes eindeutiges Abbilden auf 
eine vorgegebene Menge mit bekannter Anzahl (etwa auf die Finger einer Hand). 
Theoretisch gesehen haben jedoch die Kardinalzahlen auf Grund ihrer logisch ein-
facheren Struktur den Vorrang vor den Ordinalzahlen." 
Wir haben aber die natürlichen Zahlen, als endliche Kardinalzahlen definiert, 
verwenden also Definition 2 (11.1.), ohne jedesmal das Wort „endlich" anzu-
geben. 

DEFINITION 3 (11.1.) — Kleiner-gleich-Relation (≤) 
Es seien k = Kz (A) und 1 Kz (B). 
Dann sagen wir: k ist kleiner-gleich 1 genau dann, wenn 
es ein B* e  B mit A e•-• B* gibt. 
Ist B* C B, dann sagen wir: k ist kleiner als 1. 
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Die Definition 3 (11.1.) ist aber nur dann 'sinnvoll, wenn die Entscheidung, ob 
k <1 bzw. k <1 ist oder nicht, nicht von der Wahl der Repräsentanten A bzw. B 
abhängt. 
Wir müssen deshalb zeigen, daß im Falle k ≤ 1 bzw, k <1 für beliebige Repräsen-
tanten X, Y von k bzW. 1 gilt: 
X ist einer Teilmenge bzw. einer echten Teilmenge von Y äquivalent.
Wirwählen also aus der Klasse k = [A] einen anderen beliebigen Repräsentanten 
X und aus 1 = [B] einen anderen beliebigen Repräsentanten Y. 
Somit ist X ti A und Y B. 
Da nun A ti B* mit B* g: B ist, ergibt sich auf Grund der Transitivität der 

'Gleichmächtigkeit: X ti B*. 
Da Y B ist, gibt es zu B* B ein Y* 1' mit B* Y*. 
Die Gleichmächtigkeit ist eine Äquivalenzrelation, daher folgt aus X , B* und 
B* ti Y* sofort X Y*, wobei Y* C Y ist. 
Also ist X einer Teilmenge von Y äquivalent. 
Die Definition 3 (11.1.) ist daher unabhängig davon, welche die Klasse [A] bzw. [B] 
erzeugende Menge (Repräsentant) verwendet wird. Die Definition ist repräsen-
tantenunabhängig. 
Entsprechendes gilt für den Fall, daß k <1 ist. 
übrigens kann man zu einer beliebigen Menge M immer eine Menge N finden, 
für die gilt: 

MnN= 0 und M —N. 

Dazu braucht man nur die Produktmenge N M x {a} zu bilden. 
An Stelle des Nachweises der Repräsentantenunabhängigkeit hätte der. Satz formu-
liert und bewiesen werden können, daß der in der Definition 3 (11.1.) für die Reprä-
sentanten A, B von k und 1 ausgesprochene Sachverhalt für zwei beliebige Reprä-
sentanten von k und 1 zutrifft. Aber der Beweis wurde ja auch so geführt, nur 
wurde der entsprechende Satz nicht formuliert. 
Den Inhalt der Definition 3 (11.1.) wollen wir an einem Beispiel aus dem Unter-
stufenunterricht erläutern: 
Vor einem Schüler liegen zwei Kastanien und drei Stäbchen, er soll die Mengen 
vergleichen. Dazu legt er zu jeder Kastanie genau ein Stäbchen und stellt fest, 
daß noch ein Stäbchen übrigbleibt. Die Menge der Kastanien ist also gleich-
mächtig einer echten Teilmenge der Menge der Stäbchen, folglich ist [Kastanien] 
< [Stäbchen] oder in unserem Beispiel 2 < 3. 
Für zwei beliebige natürliche Zählen k, 1 gilt der Satz (von BERNSTEIN, geb. 1880), 
nach dem entweder k <1 oder k = l oder 1 < k ist (Iloisjunktion). 
Dieser Sachverhalt wird auch Trichotomie genannt. Auf den Beweis dieser Aus-
sage verzichten wir. 
Die Kleiner-gleich-Relation und die Kleiner-Relation sind VVohlordnungsre-
lationen, die. die Menge der natürlichen Zahlen reflexiv bzw. irreflexiv wohlordnen 
(7( Definition 5(10.3.)). Den Beweis führen wir im Anschluß an die Definition der 
Addition. Von Bedeutung ist der Begriff ,.Nachfolger einer natürlichen Zahl". 

DEFINITION 4 (11.1.) — Nachfolger 
Es seien k = Kz (A) und a ein Individuum des vorge-
gebenen Grundbereiches mit A n {a} = 0. 
Dann nennen wir Kz (A') mit A' = A u {a} den Nach-
folger von k und bezeichnen ihn mit 
„k' = Kz (A') = [A']". 
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Vom Individuum a wird gefordert, daß es • in dem vorgegebenen Grundbereich, 
aber nicht in A liegt. 
Ein Unterstufenschüler kann nun zu jeder vorgegebenen natürlichen Zahl k den 
Nachfolger k' finden: Er wählt aus, der Klasse k einen beliebigen Repräsentanten A 
(das ist eine Menge), vereinigt diese Menge mit einer Einermenge {a} , wobei a 
ein Element des • vorgegebenen Grundbereiches ist, das nicht zu A gehört, und 
ermittelt die Klasse der Vereinigungsmenge A u {a} . Sie ist der gesuchte Nach-
folger. 

Wir ordnen nun Kardinalzahlen Namen und Zeichen zu. 

DEFINITION 5 (11.1.) — Die Zahl Nüll 
Die Kardinalzahl der leeren Menge nennen wir Null. 
Symbolisiert: 0 = Def Kz (0) = [0] 

Damit hat eine Kardinalzahl einen Namen bekommen. In der deutschen Sprache 
ist „Null" der Name, das Zahlwort, „0" ist die entsprechende Ziffer, die gleich-
zeitig Symbol für diejenige Klasse ist, die als einziges Element die leere Menge —
bekanntlich gibt es genau eine leere Menge — enthält. 
Ob man die Null als natürliche Zahl betrachtet oder nicht, ist Vereinbarungs-
sache. Beim mengentheoretischen Aufbau der Zahlenbereiche rechnet man sie 
dazu, der Lehrplan der Unterstufe tut es ebenfalls. 
Nach der RussELLschen Endlichkeitsdefinition (7 221) ist die leere Menge endlich. 
Wenn M endlich ist, so auch M u {a} . 

Wir können also ausgehend von der endlichen Menge M weitere endliche Mengen 
bilden, indem wir zu der jeweils vorhandenen (endlichen) Menge ein solches Ele-
ment aus dem vorgegebenen Individenbereich I hinzufügen, das nicht schon in 
der vorhandenen Menge enthalten ist. 
So erhalten wir die folgenden endlichen Mengen. 

M= 0 u la} ---- {a} mit a E I 
111' =M u {b} = {a, b} it a b und b E 

M" = M' u {c} =- {a, b, cl mit c a, c b und c E I usw. 

Nach dem Unendlichkeitsaxiom (7 108) gibt es mindestens eine Menge, der 
wir immer noch ein solches Individuum entnehmen können. Die Menge M heißt 
Einermenge, die Menge M' Zweiermenge, die Menge M" Dreiermenge usw. 

Diese (endlichen) Mengen bestimmen natürliche Zahlen, denen wir Namen und 
Zeichen zuordnen: 

1 =D e r Kz (0 u fal ) = Kz ( {a} ) = Kz (M) mit a E /.; 

2 = net Kz (M u {b} ) = Kz ( b} ) mit a A b und b E I usw. 

„Eins", „Zwei", „Drei" usw. sind die Namen dieser Zahlen. 
„1", „2", „3",, . ." sind die entsprechenden Ziffern. 

Aus dieser Darstellung ist ersichtlich, daß es zu jeder natürlichen Zahl immer 
noch eine größere gibt, mit anderen Worten: 
Es gibt unendlich viele natürliche Zahlen. 
Aber eine natürliche Zahl „Unendlich" kann es [nicht geben, da nach Definition 
2 (11.1.) natürliche Zahlen endliche Kardinalzahlen, Kardinalzahlen endlicher Men-
gen sind. Mit anderen Worten: 
Die Menge der natürlichen Zahlen (31) bestimmt zwar eine Kardinalzahl (7 Defi-
nition 1 (11.1.)), aber diese ist nicht endlich, also keine natürliche Zahl. 
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Mit dieser Zahl und mit anderen unendlichen Kardinalzahlen beschäftigen wir uns 
nicht. 

Sind die natürlichen Zahlen in der Reihenfolge 0, 1, 2, 3, . . . aufgeführt, dann 
wollen wir sagen, sie seien in der natürlichen Anordnung gegeben (0, 2, 4, . . 
1, 3, 5, . . . ist keine "ni:türliche Anordnung"). 
Wir wollen noch daran erinnern, daß eine Menge M genau dann abzählbar ist, wenn 
sie zur Menge der natürlichen Zahlen (N) gleichmächtig ist ( 7 Definition 1 (9.8.)). 

Mit den bisher erzielten Ergebnissen können wir schon einige Sätze über natür-
liche Zahlen formulieren und beweisen. 

SATZ 1 (11.1.) — Die natürliche Zahl Null (P I) 
Null ist eine natürliche Zahl. 

Beweis : 
Die leere Menge ist endlich, ihre Kardinalzahl ist 0 (7 Definitionen 2 (11.1.) und 
5 (11.1.)). 

Satz 1 (11.1.) (P I) und die folgenden mit P 11 bis P V bezeichneten Sätze gehen 
auf GIUSEPPE PEANO (1858 bis 1932) zurück; sie sind unter dem Namen PEANO-
sches Axiomensystem bekannt. Wir kommen darauf später zurück (7 223). 

SATZ 2 (11.1.) — Nachfolger (P II) 
Zu jeder natürlichen Zahl n gibt es genau eine natürliche 
Zahl n', die Nachfolger von n ist. 

Beweis: 
1. Existenzbeweis: 
Jede natürliche Zahl n ist eine (endliche) Kardinalzahl (7 Definition 2 (11.1.)), 
diese ist eine nichtleere Klasse gleichmächtiger Mengen (7 Definition 1 (11.1.)). 
n = Kz (0) = 0 ist nicht ausgeschlossen. 
Einen beliebigen Repräsentanten M dieser Klasse vereinigen wir mit einer Einer-
menge {a} , von der nur gefordert wird, daß a zum vorgegebenen Individuenberefch 
gehört — das Unendlichkeitsaxiom sichert die Existenz eines solchen Individuen-
bereiches — und a nicht Element von M ist. 
Diese Vereinigungsmenge M -u {a} = M' ist endlich, da M endlich ist. Sie be-
stimmt wieder eine endliche Kardinalzahl, also eine natürliche Zahl (7 Defini-
tion 2 (11.1.)), die nach Definition 4 (11.1.) Nachfolger n' von n ist. 
2. Eindeutigkeitsbeweis: 
Wir nehmen an, es existieren zu der beliebigen natürlichen Zahl n die beiden Nach-
folger m1 und m2. _ 
Nun müssen wir zeigen, daß m1 = m, ist. . 
Da n eine natürliche Zahl ist, gibt es eine endliche Menge M — beliebiger Reprä 
sentant von n — -mit n = Kz (M). 
Nach der Definition 4 (11.1.) ist aber 

=•-• Kz(1V1 u {a}) und m, = Kz (2V1 {b})mitaffMundbffM. 
Nach der Definition der Kardinalzahl folgt alt& A ti B sofort 

Kz (A) = Kz (B). 
Da M u {a} ^ M u {b} ist; folgt 

Kz (M u {a} ) = Kz (M u {b})
also ist mj = m2. 
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Es existiert also ein solcher Nachfolger von n, und er ist von der Wahl der Reprä-
sentanten unabhängig, ist eindeutig bestimmt. q. e. d. 

SATZ 3 (11.1.) — Null ist nicht Nachfolger 
einer natürlichen Zahl (P III) 

Für alle natürlichen Zahlen n gilt: 
n' 0 . 

Voraussetzung: n ist natürliche Zahl. 
Behauptung: Für alle n gilt: n' 4r 0. 
Beweis: 
Es gibt zu jeder natürlichen Zahl n = Kz (M) einen Repräsentanten, den wir mit 
M bezeichnen wollen. 
Nach der Definition 4 (11.1.) ist die Menge M u {a} ein Repräsentant von 
falls a 4 M, aber a Element des vorgegebenen Individuenbereiches ist. Diese Ver-
einigungsmenge M u {a} ist nicht leer, da sie wenigstens das Element a enthält —
M kann natürlich auch die leere Menge sein —, also ist M u {a} 0, d. h., 

Kz (M u ) 0 oder n' 0 . 

SATZ 4 (11.1.) — Gleichheit der Vorgänger (P IV) 
Aus der Gleichheit der Nachfolger natürlicher Zahlen 
folgt die Gleichheit dieser natürlichen Zahlen. 

Voraussetzung: Es seien n, m E N und. n' = m'. 
Behauptung: n = m 
Beweis: 
Ist A' ein Repräsentant von lt' und ist B' solcher vpn m', so ergibt sich aus 

= m' sofort A' 1?' 
Da n' bzw. m' Nachfolger von n bzw. m ist, können wir A' = A u {a} und 
B' = B u {b} setzen, wobei A bzw. B Repräsentant von n bzw. m ist. 
Somit ergibt sich 

A u {a} B u {a} mit a, b E a A, b B 
Es gibt also eine eineindeutige Abbildung f von G = A u {a} auf 1-/ = B u {b} 
durch die Zuordnung 

x1 f(xi) = x 2 mit xj. E G und x 2 E H . 
Wir können nun eine eineindeutige Abbildung f1 konstruieren, bei der 
und x2 = b ist vermittels der Zuordnung 

a f(xi) . 
f ist dann auch eine eineindeutige Abbildung von A auf,B, also 

A B . 
Folglich ist 

Kz (4) =-- Kz (B) bzw. n = m . 

xj. = a 

q. e. d. 

SATZ 5 (11.1.) — Axiom der vollständigen Induktion 
(P V) 

Jede Menge M, welche die Zahl 0 und mit jeder natür-
lichen Zahl n auch deren Nachfolger n' enthält, enthält 
alle natürlichen Zahlen. 
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Voraussetzung: M enthalte die natürliche Zahl'() und mit einer beliebigen natür-
lichen Zahl n auch n'. 

Behauptung: M enthält alle natürlichen Zahlen (endliche Kardinalzahlen). 
Beweis: 
Es sei 91 das System derjenigen endlichen Mengen, deren Kardinalzahlen in M 
enthalten sind. 
Wir müssen nun zeigen, daß 91 das System aller endlichen Mengen ist. 
Nach Voraussetzung ist 0 E 91, da Kz (0) = 0 E M ist. 
Nun ist ebenfalls nach Voraussetzung mit n auch n' E M, also ist nach. Konstruk-
tion von 91 auch jeder Repräsentant von n' Element von 91, d. h. — wenn X 
Repräsentant von n und a E X — X u {a} ist Element von 91. 91 enthält also die 
leere Menge 0 und mit X auch X u {et} . 
Nach der RussELLschen Endlichkeitsdefinition ist also 21 das System aller endlichen 
Mengen. Nach Konstruktion von 91 ergibt sich hieraus, daß alle endlichen Kardi-
nalzahlen zu M gehören, M enthält damit alle natürlichen Zahlen. q. e. d. 

Anmerkung: Die RussELLsche Endlichkeitsdefinition: 
(1) Die leere Menge ist endlich. 
(2) Wenn die Menge. M endlich ist, so auch M u {a}. 

, (3) Eine Menge ist nur dann endlich, wenn das auf Grund 
von (1) und (2) der Fall ist. 

Satz 5 (11.1.) ist von besonderer Bedeutung, denn er liefert die Grundlage für die 
sogenannten Beweise durch vollständige Induktion, die wir noch oft führen werden. 
Gesichert wird dieses Beweisverfahren durch den folgenden Satz. 

SATZ 6 (11.1.) — Rechtfertigungssatz 
für induktive Beweise 

Es sei n eine Variable für natürliche Zahlen und H(n) 
eine Aussageform, in der als einzige Variable n vor-
kommt. 
Wenn dann (1) H(0) wahr ist und wenn 

(2) aus der Wahrheit von H(n) für ein 
beliebiges n auch die Wahrheit von 
H(n') (n' ist Nachfolger von n) folgt, 
so ist H(n) wahr für alle natürlichen 
Zahlen. 

Beweis: 
M sei die Menge aller derjenigen natürlichen Zahlen n, für die H(n) zu einer wahren 
Aussage wird. • 
Dann ist nach Voraussetzung 

(1) 0 E M und 
(2) wenn n E M, so n' E M . 

Daher. enthält M alle natürlichen Zahlen nach Satz 5 (1.1.1.). Also wird H(n) zu 
einer wahren Aussage für alle natürlichen Zahlen n. q. e. d. 
Manchmal werden Induktionsbeweise benötigt, deren Inch ,ktionsanfang ((1), 
Satz 6 (11.1.)) sich nicht auf die Zahl 0, sondern auf eine andere natürliche Zahl 
n1 > 0 bezieht. Dann gilt der Rechtfertigungssatz auch (nur) für alle n ≥ n1
(ohne Beweis). 
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Das Beweisen mit Hilfe der Methode der vollständigen Induktion wollen wir an 
einer Aufgabe erläutern. 
Sie ist deshalb interessant, weil der Lehrer BÜTTNER aus Braunschweig seine 
Schüler, zu denen auch der neunjährige CARL FRIEDRICH GAUES (1777 bis 1855) 
gehörte, einen Spezialfall dieser Aufgabe lösen ließ, um etwas Ruhe zu haben, wie 
er glaubte. 
BÜTTNER stellte die Aufgabe, die Zahlen von 1 bis 40 zu addieren. Das ist ein 
Spezialfall der Aufgabe, die Zahlen von 1 bis n zu •addieren. Die meisten Schüler 
rechneten: 

1 + 2 = 3 ; 3 + 3 = 6 ; 6 4 = 10 usw. 

Nicht so GAESS. Er ordnete die Zahlen zu Paaren: 

1 + 40 ; • 2 + 39; . . . ; 20 + 21 

und erhielt 20 Paare, deren Summe jeweils 41 betrug. Nun brauchte er nur zu 
multiplizieren: 

20.41=820. 

Wir können vermuten, daß die Summe der natürliehen Zahlen von 1 bis n immer 

(n 1) ist. 

Wir wollen diese Vermutung beweisen und greifen dazu auf Schulkenntnisse zu-
-rück. 
Voraussetzung: Gegeben seien die natilflichen Zahlen 1, 2, . . . , n. 

Behauptung: Für alle n > 0 gilt: 

1 +2+3+. . . + n = S„ = 
2 
—
n 

(n+ 1).. 

Beweis : 
1. Schritt (auch Induktionsanfang genannt): 
Wir müssen beweisen, daß die Behauptung für n = 1 wahr ist. 

Sei n = 1, dann lautet die Behauptung: S1 = --(1 + 1). 

Nun ist aber 81 = 1, also stimmt in diesem Falle die Behauptung. 
2. Schritt (auch Induktionssehritt genannt): 
a) Induktionsvoraussetzung 

Wir nehmen an, daß die Behauptung für eine beliebige natürliche Zähl k 
wahr ist. 

Sei n = k; Annahme: Sk = -k- (k + 1) ist wahr. 

b) Induktionsbehauptung 
Die Behauptung ist auch für den Nachfolger k' vori k wahr. 
Sei n k + 1, dann lautet die Behauptung: 

c) Beweis der Induktionsbehauptung 

Es ist 
S5+1= 

1 + 2 + + • •-• k (k 1) 

= 8 1c + 1) 
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----- 21-(k + 1) + (k 4- 1) (nach 2. a)) • 
2 
k (k + 1) + 2 (k + 1) 

(Addition von Brüchen) 
2 

(k+ 1) (k + 2) k + 1 
[(k + 1) + 1] 

2 ' 2 
Schlußfolgerung: Die Behauptung gilt (nach dem Rechtfertigungssatz) für alle 
natürlichen Zahlen n > 0. q. e. d. 

11.2. Definition der Menge der natürlichen Zahlen 
nach PEANO 

Im Teil 11.1. haben wir den Abstraktionsprozeß, der zu den natürlichen Zahlen 
führt, mit Hilfe mathematischer Mittel nachgezeichnet, wir haben diesen Zahlen-
bereich genetisch definiert. 
Beim axiomatischen Aufbau gehen wir davon aus, daß eine nicht leere Menge mit 
einem ausgezeichneten Element und einer Nachfolgerrelation gegeben ist. 
Erfüllen nun die Elemente dieser Menge mit der in ihr erklärten Nachfolgerrelation 
das PEANoscb.e Axiomensystem — inhaltlich ist es in den oben angeführten Sätzen 
P I bis P V gegeben —, dann nennt man die Elemente dieser Menge natürliche 
Zahlen und bezeichnet die Menge einschließlich ihrer Nachfolgerrelation als Modell 
des PEANoschen Axiomensystems: Man sagt auch, der Begriff der natürlichen 
Zahl sei axiomatisch definiert. 

PEA:Nosches Axiomensystem 
P I: Null ist ein,e natürliche Zahl: 0 E N. • 
P II: Für alle natürlichen Zahlen in gibt es genau eine natürliche Zahl m, 

die Nachfolger von n ist: 
n 3 in (m = tal . 

P III: Es- gibt keine natürliche Zahl n, deren Nachfolger die Zahl 0 ist: 
3 n (n' = 0). 

P IV: Für alle natürlichen Zahlen m•, n gilt: 
Wenn m n', so m = n: 
VmVn (m' = n' m n) . 

P V: Für alle Mengen M gilt: 
Wenn die natürliche Zahl 0 Element von M ist und wenn mit jeder 
natürlichen Zahl n auch n' Element von M ist, so enthält M alle 
natürlichen Zahlen: 
V.M[OEMAVn(ne/lf—>-f'eM) N] . 

Die als endliche Kardinalzahlen bekannten natürlichen Zahlen 0, 1, 2, 3, . . . mit 
der für sie erklärten Nachfolgerrelation sind ein Modell dieses Axiomensystems. 
Aber auch die Elemente der Menge {0, 6, . der geraden Zahlen ‚erfüllen 
die Forderungen des PEANoschen Axiomensystenis, sofern die "Nachfolgerrelation" 
für sie so definiert wird, daß 0' = 2, 2' = 4,14' = 6 usw. gelten. Es gibt noch 
andere Modelle, aber alle sind einander isomorph bezüglich der Nachfolgerrelation 
( jr Definition 2 (10.5.)). 
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11.3.. 

Man sagt: Das PzArrosche Axiomensystem legt den Begriff „natürliche Zahlen" 
eindeutig bis auf Isomorphie fest. 
Der italienische Mathematiker und Logiker GIUSEPPE PEANO (1858 bis 1932) hat 1891 
dieses Axiomensystem in unwesentlich anderer Form vorgeschlagen; diese axiomatische 
Definition der natürlichen Zahlen, der wir uns heute noch bedienen, ist also noch nicht 
einmal 100 Jahre alt. 

Im Teil 11.1. haben wir P I bis P V als beweisbare Sätze angesehen und auch 
bewiesen. Im PEANoschen Axiomensystem sind die P I bis P V Axiome, also 
unbewiesene Sätze (Aussagen). 
„Ob aber ein Satz beweisbar ist oder nicht, ob er also als Axiom gilt oder nicht, 
hängt von seiner Stellung im Aufbau der betreffenden mathematischen Theorie ab" 
([7], S. 144). 

Als Axiomensystem bezeichnet man „die einer Gesamtheit von Aussagen eines 
Wissenschaftsbereichs zugrunde liegende systematische Teilmenge von Aussagen 
(Axiomen), aus der sich alle übrigen Aussagen — dieses Bereichs — deduktiv 
ableiten lassen . . . das System muß widerspruchsfrei sein und sollte nach Möglich-
keit unabhängig und vollständig sein" ([12], S. 167). 

Mengentheoretischer 

• 
Äquivalenzklassen 
gleichmächtiger 
endlicher Mengen, • 
genannt: 
Endliche Kardinalzahlen 

Äquivalenzrelation 
Gleichmächtigkeit 
(^) 

Mengensystem 
Elemente:. 
Endliche Mengen 

Aufbau der Menge der natürlichen Zahlen (N) 
Natürliche Zahlen 
N {0, 1, 2, . .} 

Äquivalenzklassen 
I.Isomorph 

relation 

ähnlicher wohlgeordneter 
bezüglich der endlicher Mengen, 
Nachfolger- genannt: 

Endliche Ordinalzahlen 

Äquivalenzrelation 
Ähnlichkeit 
(—) 

Mengensystem 
Elemente. 
Wohlgeordnete endliche 
Mengen 

11.3. Algebraische Operationen' in N 

Im Teil B „Einführung in die Mengenlehre" haben wir den Begriff Algebraische 
Operation kennengelernt ( 7 Definition 1 (10.7.)). 
Wir wollen solche Operationen (Abbildungen) auch für die Menge N definieren und 
weitere Aussagen (Sätze) über diese Operationen formulieren und beweisen. 
Entsprechend der genetischen bzw. axiomatischen Definition der natürlichen 
Zahlenwerden wir zunächst mengentheoretisch und dann induktiv vorgehen. 
Wir definieren nun Reehenoperationen für natürliche Zahlen, indem wir auf ent-
sprechende Eigenschaften der endlichen Kardinalzahlen zurückgreifen. 
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DEFINITION 1 (11.3.) — Sunime natürlicher Zahlen 
Wir nennen a b die Summe von a = Kz (A) und 
b = Kz (B) genau dann, wenn 
a b = Kz (A u B) mit A n B = 0 . 
Die natürlichen Zahlen a und b nennen wir Summanden. 

Ist a = b, dann ist es et enfalls möglich, disjunkte Repräsentanten für a und b 
zu finden (7r Bemerkungen nach Definition 3 (11.1.)). 

SATZ 1 (11.3.) — Summe natürlicher Zahlen 
Die in Definition 1 (11.3.) definierte Summe existiert 
und ist eindeutig bestimmt. 

Auf den Beweis des Satzes 1 (11.3.) verziehten wir. Er ergibt sich aus Existenz 
und Eindeutigkeit der Vereinigungsmenge disjunkter Mengen. 

DEFINITION 2 (11.3.) — Addition in N 
Wir nennen die eindeutige Abbildung von N x N in N 
Addition in N genau dann, wenn sie jedem geordneten 
Paar [a; 1)] natürlicher Zahlen a und b ihre Summe 
zuordnet. 

Nach Teil 10.7. ist die durch die Definition 2 (11.3.) charakterisierte Abbildung 
(Addition) eine algebraische Operation. 
Allerdings wissen wir noch nicht, ob die Addition in N existiert und, wenn sie 
existiert, ob sie dann auch eindeutig bestimmt ist. Wir stellen daher die folgende 
Behauptung auf. 

SATZ 2 (11.3.) — Addition in N 
Die in Definition 2 (11.3.) erklärte Operation ist für alle 
natürlichen Zahlen stets und eindeutig ausführbar. 

Voraussetzung: Es seien a = Kz (A), b = Kz (B), A n B = 0 und „+" das Zei-
chen für die Addition. 

Behauptung: Für alle natürlichen Zahlen a, b gibt es genau eine natürliche 
Zahl x Mit x a b. 

Beweis : 
„Es gibt genau ein x . . ." bedeutet, daß es mindestens ein solches x (Existenz) 
und zugleich höchstens ein solches x gibt (Eindeutigkeit). 
Der Beweis besteht daher aus zwei Teilen. 
1. Existenzbeweis 
Wir müssen zeigen, daß es eine natürliche Zahl x gibt, die die o. a. Behauptung 
erfüllt. 
Es seien also a = Kz (A), b = Kz (B), A n B = 0. 
Wir bilden 

A uB=X. 
Da A und B endlich sind, ist auch .2C = A u B endlich (/ Teil B). 
Also ist Kz (X) = Kz (A u B) eine natürliche Zahl, die wir mit x bezeichnen. 
Laut Definition 1 (11.3.) erhalten wir damit 

Kz (A) + Kz (B) = Kz (A u B) = Kz (X) oder 
a b x . 
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2. Eincleutigkeitsbeweis • 
Wir müssen zeigen, daß die Summe a b von den gewählten Repräsentanten 
unabhängig ist. Dazu wählen wir aus a bzw. b (das sind Klassen gleichmächtiger 
Mengen) andere disjunkte Vertreter — etwa A* und B* für die daher gilt: 

A --, A* , BAB* und 4* n B* =0 . 
Nun ist 

A u B A* u B* , 
denn wir können jedes x E A u B auf genau ein x * E A* u B* wegen der vorhin 
angegebenen Gleichmächtigkeit der verwendeten Mengen eineindeutig abbilden. 
Daher ist 

Kz (A u B) = Kz (A* u B*) . 

Bezeichnen wir wiederum diese Vereinigungsmengen mit X bzw, X* danri ist 

Kz (X) = Kz (X *) oder x= ', 

d. h., die Addition der beiden natürlichen Zahlen a und b ist von den gewählten 
Repräsentanten unabhängig, sie ist eindeutig bestimmt. 
Damit haben wir in der Menge .N eine algebraische Operation erklärt, die für alle 
x E N nicht aus N herausführt. q. e. d. 
Wir sagen: N ist abgeschlossen gegenüber der Addition. 

Im Teil B haben wir einige Eigenschaften von Mengenoperationen kennengelernt. 
Wir werden sie benutzen, um einige Rechengesetze für natürliche Zahlen zu 
beweisen. 
Da. Mengenoperationen — also auch die Vereinigungsmenge — mit Hilfe von 
logischen Operationen definiert sind, ist es zweckmäßig, bei den entsprechenden 
Definitionen und Sätzen in den Teilen A und B nachzulesen, um sich die dort 
angegebenen Sachverhalte zu vergegenwärtigen. 
Wir wollen noch daran erinnern, daß man eine Aussage „für alle . . . gilt . . ." 
dadurch beweist, daß man sie „für beliebige . ..." beweist. Ohne es jedesmal 
ausdrücklich zu sagen, sollen die gewählten Repräsentanten A, B, . . . beliebig 
gewählte Repräsentanten der entsprechenden natürlichen Zahlen sein. 

SATZ 3 (11.3.) — Assoziativgesetz der Addition in N 
Für alle natürlichen Zahlen a, b, c gilt: 
(a b) c = a (b + c). 

Voraussetzung: Es seien a = Kz (A) , b = Kz (B)., c = (C) und , 
AnB=BnC=AnC=0, 
wobei a, b, c beliebig gewählte natürliche Zahlen seien. 

Behauptung: Es gilt: (a + b) + c = a + (b c)., 

Beweis: 
(a + b) + c ist die natürliche Zahl (Kardinalzahl) der eindeutig bestimmten Ver-
einigungsmenge 

(A u B) u C (nach Definition 1 (11.3.)) und 
a (b + c) die natürliche Zahl der Vereinigungsmenge 

A u (B u C) (nach Definition 1 (11.3.)). 

Aus der Mengenlehre ist bekannt, daß die Mengenoperation u (Vereinigung von 
Mengen) assoziativ ist. 
Daher gilt: 

(A u B) uC Au (B u 0) , 
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folglich ist 
Kz ((A u B) u e) -= Kz (A u (B u e)) bzw. 

(a + b) c = a (b + c)

Da der Satz 3 (11.3.) für beliebige natürliche Zahlen bewiesen wurde, gilt er auch 
für alle natürlichen Zahlen (‚ Teil 5.4.). 

Soll ein Schüler die Erfüllungsmenge der Aussageform 8 + 7 + 2 = x ermitteln, 
dann geht er vielleicht folgendermaßen vor: 

8 + 2 + 7 = (8 + 2) + 7 = 10 + 7 = 17 = x . 
Er hat zwei Summanden vertauscht — das Kommutativgesetz angewendet — und 
dann das Assoziativgesetz benutzt. 

SATZ 4 (11.3.) — Kommutativgesetz der Addition in N 
Für alle natürlichen Zahlen a, b gilt: 
a+b=b+a. 

Voraussetzung: Es seien a = Kz (A), b = Kz (B) und A n B = 0, a, b beliebig 
gewählte natürliche Zahlen. 

Behauptung: Es gilt: a + b = b a. 
Beweis: 
a b ist die natürliche Zahl (Kardinalzahl) der Vereinigungsmenge 

A u B (nach Definition 1 (11.3.)) und 
a die natürliche Zahl der Vereinigungsmenge 

B u A (nach Definition 1 (11.3.)). 
Aus der Mengenlehre ist bekannt, daß die Mengenoperation u kommutativ ist. 
Daher gilt 

A uB=BuA, 
folglich ist 

Kz (A u B) = Kz (B u A) bzw. 
a+b=b+a. 

In Definition 1 (11.3.) müssen die Mengen A und B als Repräsentanten der na-
türlichen Zahlen a bzw. b disjunkt sein. Das muß der Lehrer beachten, wenn er 
den Schülern Textaufgaben gibt. Zur Übung eignen, sich aber auch Aufgaben, 
in dehen über den Durchschnitt der angegebenen Mengen nichts ausgesagt ist. 
Solche Aufgaben erfordern eine besonders sorgfältige Analyse des Textes, das 
Analysieren muß ständig geübt werden (7( „Lehrpläne Klasse 1, Mathematik". 
Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1967, S2129). 

Dazu ein Beispiel aus einer Mathematikolympiade der DDR für Klasse 1: 
„Nean Schüler bereiten ein, Album für ihre Patenbrigade vor, acht versehen, es mit 
Bildern. Wie viele Schüler sind beteiligt?" 
Bei oberflächlicher Analyse des Textes könnte ein Schüler x = 17 als einzige 
Lösung der Aufgabe erhalten. 
Für die Anzahl x der beteiligten Schüler gilt jedoch: • 

9 S x 

Eine andere Aufgabe soll uns zu einer neuen Rechenoperation führen. 
„Gerd hat sechs Flaschen gesammelt, Ulf neun. Wie vielg Flaschen muß Gerd noch 
dazu sammeln, damit er genau so viele gesammelt hat wie Ulf?" 
Die Schüler haben die Erfüllungsmenge für 6 + x = 9 zu ermitteln. Anfänglich 
überlegen sie: „Wieviel muß ich zu 6 addieren, um 9 zu erhalten ?" Später 
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11.3, 

lösen sie die Gleichüng nach x auf und erhalten x = 9 — 6; sie bedienen sich 
einer neuen Rechenoperation, der Subtraktion. Allerdings bemerken die Schüler 
bald, daß Aufgaben dieser Art (in N) nicht immer lösbar sind. 

Für die Definition 3 (11.3.) müssen wir zeigen, daß man zu zwei natürlichen 
Zahlen a = Kz (A) und b = Kz (B) mit b ≤ a stets einen Repräsentanten für b 
finden kann, der eine Teilmenge eines Repräsentanten von a ist. Gilt zum Beispiel 
nicht /3 g A, so gibt es wegen b ≤ a ein A* g A mit B ti A*. Da b = Kz (B), 
ist auch A* Repräsentant von b, und dieser erfüllt die Bedingung A* g A. Wir
wählen also für B die Menge A*. 

DEFINITION 3 (11.3.) — Differenz natürlicher Zahlen 
Wir nennen a — b die Differenz von a = Kz (A) ufid 
b = Kz (B) genau dann, wenn 
a — b = Kz (A. \ B) mit B 4. g; A 
ist. 
Die Zahl a nennen wir Minuend, die Zahl b Subtrahend. 

SATZ 5 (11.3.) - Differenz natürlicher Zahlep 
Die in Definition 3 (11.3.) definierte Differenz existiert, 
wenn b ≤ a ist, sie ist dann auch eindeutig bestimmt. 

Der Beweis ergibt sick aus Existenz und Eindeutigkeit einer Differenzmenge 
unter den Bedingungen von Definition 3 (11.3.). 

A DEFINITION 4 (11.3.) — Subtraktion in N 
Wir nennen die eindeutige Abbildung aus N X IsT in N 
Subtraktion in N genau dann, wenn sie jedem geord-
neten Paar [a; b] natürlicher Zahlen a und b mit a ≥ b 
ihre Differenz zuordnet. 

Bei der Addition mußten die Repräsentanten (Mengen) der natürlichen Zahlen 
disjunkt sein (2r Definition 1 (11.3.)). Bei der Subtraktion in N muß der Re-
präsentant der kleineren Zahl eine Teilmenge des Repräsentanten der größeren 
sein; ein solcher existiert im Falle a ≥ b stets. Es „leuchtet ein", däß man von 
drei Kastanien nicht zwei Äpfel wegnehmen kann. Die Differenz a — b ist auch 
nur erklärt unter der Einschränkung a ≥ b; es ist zum Beispiel 1 — 3 = x in N 
nicht lösbar. 

SATZ 6 (11.3.) — Subtraktion in 1V 
Die in Definition 4 (11.3.) erklärte Operation ist mit 
der angegebenen Einschränkung für alle natürlichen 
Zahlen stets und eindeutig ausführbar. 

Voraussetzung: Es sei a ≥ b, a = Kz (A) und b = Kz (B). 
Behauptung: Es gibt genau eine natürliche Zahl x mit x = a — b. 
Beweis: 
1. Existenzbeweis 
Wir müssen zeigen, daß es eine natürliche Zahl x gibt, die obige Behauptung 
erfüllt. 
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11.3. 

Es sei b 
Dann wählen wir Repräsentanten A E Kz (A) und B E Kz (B), für die gilt: B g. A 
(" Bemerkung vor Definition 3 (11.3.)). 
Nun existiert die Differenzmenge 

A \ B = X bzw. A \ A* = X 
und ist eindeutig bestimmt. 
Sie ist endlich, weil auch A und B bzw. A und A* endlich sind. 
Daher gilt für die entsprechenden natürlichen Zahlen:. 

Kz (A) — Kz (B) = Kz (A \ B) = Kz (X) bzw. 
Kz (A) — Kz (A*) = Kz (X) oder 

a — b = x (nach Definition 3 (11.3.)). 
2. Eindeutigkeitsbeweis 
Wir müssen zeigen, daß die Differenz a — b von den gewählten Repräsentanten 
unabhängig ist. 
Dazu wählen wir aus a bzw. b andere Vertreter — etwa Al bzw. B1 —, für die 
daher gilt: Al A, B1 B und B1 c  A1. 

Aus der Mengenlehre ist bekannt, daß mit Al N A und B1 •••• B auch zutrifft 
A \ B \ B„. 
Bezeichnen wir die Differenzmenge mit X bzw. XI, dann gilt für die entspre-
chenden natürlichen Zahlen: 

Kz (A \ B) = Kz (A1 \ BI) oder 
Kz (X) = Kz (X1), das heißt, 
a—b'=x=x 1 . 

Die Differenz a — b ist also eindeutig bestimmt. q. e. d. 

Im allgemeinen betrachtet man die Subtraktion als Umkehrung der Addition. In 
der Schule begründen die Schüler die Wahrheit der Aussage 5 - 3 = 2 mit Hilfe 
der Addition, und sie sagen: 5 — 3 = 2, denn 2 + 3 = 5. Damit wird der enge 
Zusammenhang zwischen diesen beiden Operationen unterstrichen. 
Allerdings gelten für die Subtraktion weder das Kommutativ- noch das Assoziativ-
gesetz, wie man leicht an Beispielen nachweist. 
Addition und Subtiaktion bezeichnet man auch als Rechenoperationen 1. Stufe. 

Wir wollen uns jetzt den Reehenoperationen 2. Stufe zuwenden. 

Ein Schüler lernt, daß er die Erfüllungsmenge für die Aussageform 
2 + 2 + 2 = x 

auf verschiedene Art ermitteln kann. Er wendet das Assoziativgesetz an und 
erhält: 

(2 + 2) + 2 = 4 + 2 = 6 = x , 
oder er erkennt, daß es sich hier um gleiche Summanden handelt, und rechnet 

3 • 2 = 6 = x 
und benutzt die Multiplikation. 

DEFINITION 5 (11.3.) — Produkt natürlicher Zahlen 
Wir nennen a • b das Produkt von a = Kz (A) und 
b = Kz (B) genau dann, wenn 
a • b = Kz (A x B) 
Die Zahlen a und b nennen wir Faktoren. 
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SATZ 7 (11.3.) — Produkt natürlicher Zahlen 
Das in Definition 5 (11.3.) definierte Produkt existiert 
und ist eindeutig bestimmt. 

Der Beweis ergibt sich aus Existenz und Eindeutigkeit von A X B aus Definition 
5 (11.3.). 

DEFINITION 6 (11.3.) — Multiplikation in N 
Wir nennen die eindeutige Abbildung von N x N in N 
Multiplikation in N genau dann, wenn sie jedem geord-
neten Paar [a; b] natürlicher Zahlen a und b ihr Pro-
dukt zuordnet. 

BEISPIEL 1 (11.3.): 
In der Schule wird manchmal zur Einführung .der Multiplikation eine Aufgabe 
folgender Art, gestellt: 
Zwei Jungen und drei Mädchen spielen Federball.' Jeder Junge soll gegen jedes 
Mädchen spielen. Wie viele Spiele müssen ausgetragen. werden? 
Das Problem können wir graphisch lösen, indem wir die Namen der Kinder auf-
sclweiben und die Namen der Kinder jeweils eines Paares durch Linien miteinander 
verbinden (‚'Bild 230/1). 

Karl 

Egon 

Jnge 

Rita 

Helga 

230/1 

Es gibt dann folgende Paare: . . 
Karl—Inge, Karl—Rita, Karl—Helga, Egon —Inge, Egon —Rita, Egon —Helga. 
Schreiben wir die Mannschaft der Jungen bzw. der Mädchen als Menge:

Mannschaft 1 -- A = k, , 
Mannschaft 2 = B = {i, r, 

und bilden die Produktmenge ' • 
A r. B = X ----- {[k ; i] , [k ; r] ; [k ; h] , [e; [e r] , fe; , 

dann besitzt diese Menge sechs Elemente, also ist 
Kz (A x B) = Kz (X) = X = 6 

Folglich sind sechs Spiele auszutragen. 

Wir -haben die Lösung der Aufgabe im Beispiel 1 (11.3.) mit Hilfe einer Produkt-
menge aus der Menge der Jungen und der Menge der Mädchen gefunden. 

, SATZ 8 (11.3.) — Multiplikation in N 
Die in Definition 6 (11.3.) erklärte Operation ist für 
alle natürlichen Zahlen stets und eindeutig ausfiihrbar. 

Wir wollen den Beweisgedanken nur skizzieren. 
Für den Nachweis der -Existenz des Produkts a b in N bei beliebigen a, b E N ist 
zu zeigen, daß die Produktmenge A x B mit A E a und B E b und damit auch 

230 



113. 

Ki (A x B) eindeutig bestimmt sind. Im Eindeutigkeitsbeweis ist zu zeigen, daß 
dieses Produkt von der Wahl der Repräsentanten unabhängig ist. 

Damit haben wir in der Menge N eine weitere algebraische Operation erklärt, 
die für alle x E N nicht aus N herausführt. 
Wir sagen: 
N ist abgeschlossen gegenüber der Multiplikation. 

Die Multiplikation in N genügt gewissen Gesetzen. 

SATZ 9 (11.3.) — Assoziativgesetz der Multiplikation 
in N 

Für alle natürlichen Zahlen a, b, c gilt: 
(a • b) • c= a • (b • c) . 

Voraussetzung: Es seien a = Kz (A); b = Kz (B) und c = Kz (C); 
a, b, c beliebig gewählte natürliche Zahlen 

Behauptung: Es gilt: (a • b) • c = a • (b • c)
Beweis : 
Es ist nach Definition 5 (11.3.) 

(a • b) • c = Kz [(A. X B) 'x C] und 
a • (b • c) Kz [A x (B X CM 

Nun ist (A x.B)xC—Ax (B x C). 

Da im Teil B diese Behauptung nicht bewiesen wurde, wollen wir hier ihre Rich-
tigkeit an einem Beispiel demonstrieren. Es seien 

A= {1,•2} , B= {x y, 
C_ 

{3, 4, 5, 6} . 

Nach Definition der Produktmenge ist 

(A x x C = {[[a; 5]; c]: a E' A und b E B und c E C} . 

Für unser Beispiel gilt also 

(A x.B)x C = {[1; x; 3] , x; 4] , [1; x; 5] , [1; ; 6] , [1; y; 3] , 
. . ., [2; z ; 6]} . . 

Dabei läßt man im allgemeinen jeweils ein Paar der eckigen Klammern weg 
und schreibt die Elemente der Produktmenge als geordnete Tripel [a; b; c]. 
Ersichtlich enthält auch A x (B x C) genau die gleichen geordneten Tripel, so daß 
man eine eineindeutige Abbildung der beiden Mengen geordneter Tripel auf-
einander herstellen. kann. Die Gleichmächtigkeit der beiden Produktmengen ist 
also augenscheinlich, wenn man diese Darstellung als Beweis gelten läßt (ein 
Beispiel ist natürlich kein Beweis für eine Allaussage). Ersichtlich sind die Pro-
duktmengen sogar gleich, denn sie enthalten beide die gleichen geordneten Tripel. 
Aus dieser Gleichmächtigkeit (hier sogar Gleichheit) fölgt 

Kz [(A x B)x C] = Kz [A x (B x C)], also 

(a • b) • c a • (b • c) . q. e. d. 

Ein Schüler beachtet dieses Gesetz, wenn er rechnet: 

7 • 5 • 2 = 7 (5 2) = 7 • 10 = 70. 

Es ist üblich, beim Arbeiten mit Variablen das Rechenzeichen „ • " wegzulassen, man 
schreibt „a b c" an Stelle von „a • b • c". 
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SATZ 10 (11.3.) — Kommutativgesetz 
der Multiplikation in N 

Für alle natürlichen Zahlen gilt: 
a•b b• a. 

Beim Beweis des Satzes 10 (11.3.) benutzt man die Äquivalenz der Mengen A x B 
und B x A für beliebige Mengen A, B. 

Mit dem bisher Gesagten ist eine gewisse Übereinstimmung zwischen Addition 
und Multiplikation in .A7 bezüglich der für sie erkannten Gesetze sichtbar. 

Es gilt noch ein Gesetz, das eine Verbindung zwischen beiden Operationen zum 
Ausdxuck bringt. 

SATZ 11 (11.3.) — Rechtsseitiges Distributivgesetz 
der Multiplikation bezüglich 
der Addition in N 

, Für alle natürlichen Zahlen a, b, c gilt: 
(a b)•c=a•c,+b•c. 

Wir wollen einen Beweis skizzieren. 
ES seien a = Kz (A), b = Kz (B), c = Kz (C) und A n B = 0. 
Dann gilt: 
Für alle [x; y]:[x; y] E (A u B) X C genau dann, wenn 

[x; y] E (A x C) u (B C). 

Das heißt aber: 
Für alle [x; y]: (x E A oder x E B) und y E C genau danti, wenn 

(x E A und y E C) oder (x E B und y E C) . 

Die logische Struktur lautet: 

(p y q) A r (p r) v (q r) . 

Eine Wertetabelle zeigt sofort, daß diese Äquivalenz eine (aussagenlogische) 
Identität ist. Damit können wir rückwärts auf die Richtigkeit des Satzes 11 (11.3.) 
schließen. 
Der Beweis für das linksseitige -Distributivgesetz der Multiplikation bezüglich der 
Addition in N — • 

Für allea,b,cE.N: c(a +b) =c•a+c•b—

ergibt sich sofort aus der Kommutativität der Multiplikation. 

Das links- und rechtsseitige Distributivgesetz der Multiplikation bezüglich der 
Addition kann man daher zum Distributivgesetz zusammenfassen. 

Ein Schüler rechnet zum Beispiel: 
4 • 12 = 4 (10 4- 2) =.  4 • 10 + 4 • 2 40 + 8 = 48 

und wendet das Distributivgesetz' an. 

DEFINITION 7 (11.3.) — Quotient natürlicher Zahlen 
Wir nennen a: b mit b > 0 den Quotientan von a = Kz (A) 
und b = Kz (B) genau dann, wenn a: b durch eine 
Menge X repräsentiert werden kann, für die gilt: 
a Kz (Bx X) . 
Die Zahl a nennen wir Dividend, die Zahl b Divisor. 
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SATZ 12 (11.3.) — Quotient natürlicher Zahlen 
Der in Definition 7 (11.3. ) definierte i uotient • existiert, 
wenn a = b • x, und ist dann eindeutig bestimmt. 

DEFINITION 8 (11.3.) = Division in N 
Wir nennen die eindeutige Abbildung aus N x N \ {0} 
in N Division in N genau dann, wenn sie jedem geord-
neten Paar [a; b] natürlicher Zahlen a und b mit b .0 
ihren Quotienten zuordnet. 

Dieser Operation liegen zwei inhaltlich verschiedene Sachverhalte zugrunde. 

BEISPIEL 2 (11.3.): 
Eine Klasse mit 27 Schülern marschiert in Dreierreihen zum Sportunterricht. Wie 
viele Reihen sind es? 
Hier handelt es sich darum, eine Menge von Schülern in Dreiermengen einzu-
teilen. Man kann fragen, wie oft eine Menge von drei Schülern in einer Menge 
von 27 Schülern enthalten ist, und rechnet: 

27:3 = 9. 

BEISPIEL 3 (11.3.): 
Eine Klasse von 27 Schülern ist in drei Gruppen mit gleicher Anzahl von Schülern 
aufzuteilen. Wie stark ist jede Gruppe? 
Man rechnet hier: 

27:3 = 9. 

Wir haben bisher festgestellt, daß Addition und Multiplikation in N immer und 
eindeutig ausführbar sind. An die zur Definition verwendeten Repräsentanien 
(Mengen) habn wir bei der Multiplikation keine besonderen Forderungen gestellt, 
bei der Addition mußten sie allerdings disjunkt sein. Bei der Subtraktion a — b 
mußte a ≥ b sein, und die Repräsentanten mußten noch gewisse Teilmengen-
beziehungen erfüllen (7 Definition 3 (11.3.)). 

Bei der Division a:b = x muß A Bx X (7f Definition 7 (11.3.)) und damit 
A = Ai u A2 U • • • U Ab sein. 
Man muß also den gewählten Repräsentanten A in b gleichmächtige, disjunkte 
Teilmengen A mit i = 1, 2, 3, . . b zerlegen können, andernfalls ist die Division 
nicht ausführbar, denn dann gibt 6s zu A, B auch kein X mit A ti B x X. Außer-
dem ist die Division a: b für b = 0 nicht erklärt. 

Manchmal hört man die Formulierung: 
Man darf nicht durch 0 dividieren! • 
Was geschieht aber, wenn man es trotzdem tut? 

Wir wollen das an einem Beispiel erläutein. 
Ein Schüler begründet die Division mit Hilfe der Multiplikation: 

8:2 = 4, denn 4 • 2 = 8. 
Es sei nun b = 0. 8:0 = x, denn x • 0 = 8. 
Es gibt aber kein x, das 8:0 = x bzw. x • 0 = 8 erfüllt. 
Daher fordert man b 0 bei der Definition der Division a: b. 
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SATZ 13 (11.3.) — Division in /V (ohne Beweis) 
Die in Definition 8 (11.3.) erklärte Operation ist mit 
der angegebenen Einschränkung für alle natürlichen 
Zahlen stets und eindeutig ausführbar. 

Für die Division gilt weder das Kommutativgesetz noch das Assoziativgesetz.. 
Das kann man durch ein Gegenbeispiel leicht nachweisen. 

8:4 4:8 bzw. (12:6):2 12:(6:2), denn 1 4 

Damit sind die vier Grundrechenoperationen mengentheoretisch behandelt. Auf 
weitere Operationen (z. B. das Potenzieren) gehen wir nicht ein. 

Wir wollen nun die durch das PEANosche Axiomensystem definierten natürlichen 
Zahlen 'voraussetzen und Rechenoperationen induktiv mit Hilfe Von Rekursions-
formeln definieren. 

Dazu einige Vorbemerkungen: 
Manchmal rechnet ein Schüler noch „an den Fingern" und löst 5 + 3 = x, in-
dem er die fünf Finger der linken Hand auf den Tisch legt. Dann legt er den 
Daumen, den Zeigefinger und den Mittelfinger der rechten Hand dazu 'und zählt 
jeweils: fünf — sechs, sieben, acht. Er hat mit anderen Worten den Nachfolger 
von 5, dann den Nachfolger des Nachfolgers usw. gebildet. Man kann auch sagen, 
er habe, statt einmal 3 zu addieren, dreimal 1 addiert. 
Wir schreiben diesen Vorgang in der bekannten Symbolik. 

5 + 3 = 5 + 2' (5 + 2)' (5 + 1')' [(5 + 1)T = [(5')']' 
[6']' = 7' = 8 = x 

Allgemein heißt das: Die Addition von n zu a wird auf eine n-malige Addition 
von 1 zu a zurückgeführt. 

Bei den folgenden- Definitionen der Addition und Multiplikation in N werden je-
weils zwei (Rekursions-)Formeln angegeben, die Axiome für die jeweilige Operation 
sind (recurrere: zurücklaufen — lat.). 
Es ist nicht selbstverständlich, daß man. auf die angegebene Art definieren darf, 
aber der Rechtfertigungssatz für induktive Definition mit Hilfe von Rekursions-
formeln von DEDMUND sicheft dies (7 Satz 14 (11.3.)). 

DEFINITION 9 (11.3.) — Addition in N 
(induktiv mit Hilfe von Rekursionsformeln) (7 Defi-
nition 2 (11.3.)) 
Eine algebraische Operation in der Menge N heißt Ad-
dition in A/ genau dann, wenn sie folgenden Rekursions-
formeln genügt. 
A1: a + 0 =a 
A2: a b' = (a b)' 

Aus der Formel A, ist ersichtlich, daß die Zahl Null den Summanden a „wieder-
herstellt", reproduziert; wir nenfien. daher die Zahl Null auch das reproduzierende 
(oder auch neutrale) Element aus N bezüglich der Addition. 

SATZ 14 (11.3.) — Addition in N (‚ Satz 2 (11.3.)) 
Es gibt genau eine mit „+" gekennzeichnete alge-
braische Operation in N, die die Rekursionsformeln aus 
Definition 9 (11.3.) • erfüllt („Rechtfertigungssatz von 
DEDMUND"). 
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Wir weisen die eindeutige Bestimmtheit dieser Operation nach. 
Voraussetzüng: Es seien N die. Menge der natürlichen Zahlen und + 1 sowie 4-2 

zwei algebraische Operationen, die Al und A 2 aus Definition 9 (11.3.) 
erfüllen. 

Behauptung: YaVb(a,b.ENna+k b=a+ 2 h) 
Beweis: 
Wir beweisen die Behauptung mit Hilfe vollständiger Induktion über b. Das be-
deutet: a ist eine beliebige (aber feste) natürliche Zahl, und b durchläuft alle na,.; 
türlichen Zahlen. • 

1. Schritt (Induktionsanfang) 
Es sei b 0. 
Dann lautet die Behauptung: a ±, 0 = a + 2 0. 
Nun ist a + 1 0 = a (nach A1) und 

a + 2 0 = a (nach Al) 
denn beide Operationen sollen ja den Rekursionsformeln genügen. Die rechten 
Seiten beider Gleichungen stimmen überein; also gilt: 

a + 1 0 a 0 . 

2. Schritt: (a) Induktionsvoraussetzung: 
Es sei b = n 
a + 1 n = .a + 2 n sei eine wahre Aussage. 

b) Induktionsbehauptung 
Es sei b = n•' . 
Dann lautet die Behauptung: 
a +, n' a + e n' 

e) Beweis der Induktionsbehauptung: 
Es ist 
a + 1 +, n)' (nach A2). • 

(a +2 n)' (nach Induktionsvoraussetzung), 
.also ist 
a + 1 n' =a + 2 n' .(nach A2). 

Schlußfolgerung: Nach dem „Rechtfertigungssatz für Beweise mit Hilfe Vollstän-
diger Induktion" gilt somit für alle natürlichen Zahlen b: 

a. +, b = a + 2 b• bei beliebigem a E N 

d. h., beide Operationen fallen. zusammen. q. e. d. 

SATZ.1.5 (11,3.) .Assoziativgesetz der Addition 
(7r Satz 3 (11.1)) 

Für alle natürlichen Zahlen a, h, c gilt : 
(a b) c = a +.(b c) 

Der Beweis wird mit Hilfe vollständiger Induktion über c geführt und enthält 
keine besonderen .Schwierigkeiten, Wir 'verzichten auf eine Darstellung. 
Etwas umständlicher ist der Nachweis der Kömmutatirität„ denn wir benötigen 
dazu zwei mit:H, und H2 bezeichneten Hilfssätze. 
14-Hilfssatz (1) • 
-Für ,alle natürlichen Zahlen a gilt:. 0 + a -.a. 
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Der Satz HI wird mit Hilfe vollstähdiger Induktion über a bewiesen. Auch dieser 
Beweis enthält keine besonderen Schwierigkeiten und wird daher hier nicht geführt. 
H2-Hilfssatz (2) 
Für alle natürlichen Zahlen a, b gilt: a + b' = a' + b. 
Der Beweis kann. ebenfalls mit Hilfe vollständiger Induktion über b geführt. 
werden, wir überlassen ihn dem Leser. 

jetzt können wir auch das Kommutativgesetz der Addition in N beweisen. 

SATZ 16 (11.3.) — Kommutativgesetz der Addition in N 
• (7' Satz 4 (I1.3.)) 

Für alle natürlichen Zahlen a, b gilt: 
a+b=b+a. 

Voraussetzung: Es seien Ne die Menge der natürlichen Zahlen und „ +" das Zei-
chen für die Addition nach Definition 9 (11.3.). 

Behauptung: Für alle a, b E N gilt: a + b = b + a. 
Beweis (mit Hilfe vollständiger Induktion über b): 
I. Schritt: Es sei b = 0 . 
Dann ist a + 0 = a (nach Al) , 

a + 0 = 0 a für alle a E /V (nach HI) . 
2. Schritt: a) Induktionsvoraussetzung:.

Es sei b = n . 
a n, -, ---n±a sei eine wahre Aussage. 

b) Induktionsbehauptung: 
a + n' = n' a 

c Beweis der Induktionsbehauptung: 
a n' = (a + n)' (nach A2) 

= (n, + a)' (nach Induktionsvoraussetzung) 
= n + a' (nach A2) 

a + n," = n,' a (nach H2) 
Schlußfolgerung: Satz 16 (11.3.) gilt für alle natürlichen Zahlen a, b. q. e. d. 

Mit Hilfe der Addition können wir nun einige Relationen in der Menge N erklären. 
Dazu geben wir vorher zwei Hilfssätze an. 
14-Hilfssatz (3) (ohne Beweis) 

Für alle natürlichen Zahlen ä gilt: Wenn a + b = a, so b = 0. 
Der Beweis läßt, sich mit Hilfe vollständiger Induktion über a führen. 

H4-Hilfssatz (4) 
Für alle natürlichen Zahlen a, b gilt: 
Wenn a + b = 0, so a = b 0. 

Wir wollen hier eine Beweismöglichkeit angeben. 
Wir nehmen an, daß etwa a 0 wäre. Dann gibt es eine. natürliche Zahl a1, für 
die gilt: a 
Außerdem ist dann 

a +b=b+a=b+a;=(b+ch)' (nach Satz 16 (11.3.) und A1). 
Damit ist aber a + b 0, denn nach P III gibt es keine natürliche Zahl, deren 
Nachfolger 0 ist. Das steht im Widerspruch zur Voraussetzung a + b 0. 
Folglich ist unsere Annahme a 0 falich, also ist a = 0. Nach H 3 ist dann 
b=0. q. e. 
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Wir können H 4 auch durch Zurückgehen auf Definition 2 (11.3.) beweisen. Das 
sei dem Leser überlassen. 

r Zwei beliebige natürliche Zahlen a, 'b sind gleich (a = b) 
genau dann, wenn a + 0 = b ist. 

Wie man leicht nachwd,st, ist diese Relation eine Äquivalenzrelation,• bewirkt 
also eine Einteilung von N in Klassen (ohne Beweis). 

DEFINITION 10 (11.3.) — -Relation in N 
(‚ Definition 2 (11.1.)) 

Eine beliebige natürliche Zahl a ist kleiner als eine na-
türliche Zahl b oder gleich einer natürlichen Zahl b bzw. 
b ist größer als a oder gleich a genau dann, 
wenn es ein n E N gibt, so daß a + n = b ist. 

SATZ 18 (11.3.) — Reflexive Ordnungsrelation in N 
Die in Definition 10 (11.3.) erklärte Relation ist eine 
reflexive Ordnungsrelation in N. Sie ist also reflexiv, 
antisymmetrisch, transitiv und linear. 

4. • 
SATZ 17 (11.3.) — Gleichheit natürlicher Zahlen 

Beweis: 
Es sind die vier genannten Eigenschaften nachzuweisen. 
1. Reflexivität: 

Für alle a E N gilt: 
a < a, 

denn es gibt ein n E N, nämlich n = 0 (nach A1), so daß gilt: 
a + n a . 

2. Antisymmetrie: 
Für alle a, b E N gilt: 
Wenn a b und b < a, so a = b. 
Wenn a ≤ b und b ≤ a, dann gibt, es nach Definition 10 (11.3.) natürliche Zah-
len In und n, so daß 

a + m = b und b n = a . 
Wir addieren auf beiden Seiten der ersten Gleichung n und erhalten 

a +m+n=b+n 
a+m±n= a (nach der zweitenzpleichung). 

Folglich ist . 
m + n = 0 (nach H3) und damit 
m = n = 0 (nach H4).. 

Folglich ist 
a=b+n=b+0=b. 

3. Transitivität: 
Für alle a, b, c E N gilt: 
Wenn a < b und b < c, so a c. 
Wenn a ≤ b und b ≤ c, dann gibt es nach Definition.» (11.3.) natürliche Zah-
len m und n, so daß 

a + m = b und b n = c 
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Wir addieren in der ersten Öleichung n, und erhalten 
a+m+n=b+n=c (nach der zweiten Gleichung); also 
a + (m + n) c. 

Es gibt also eine natürliche Zahl (m + n), die zu a addiert c ergibt. 
Folglich ist a ≤ c, 

4. Linearität: 
Für alle a, b E N gilt: 

a < b • oder b < a . 
Es genügt zu zeigen: 
Wenn a b, so b ≤ a , 
(denn die aussagenlogischen Ausdrücke „p v q" und „, p -- q" sind wert-
verlaufSgleich, p entspricht der Aussageform a ≤ b und q entspricht der Aussage-
form b < a). 
Den Beweis führen wir mit Hilfe vollständiger Induktion über. b. 

1. Schritt: Es sei b = 0 . 
Es ist zu zeigen: 
Wenn a 0, so 0 a. 
Diese Implikation ist wahr, wenn nur die Konklusion 'wahr ist, der Wahrheits-
wert der Prämisse ist dann ohne Belang. Nun ist 0 a = a (nach Hi), das 
heißt aber, 0 ≤ a für alle a E N. 

2. Schritt: 
a) Es sei b = n . 

Wenn a 1 n, so n, ≤ a sei eine wahre Aussage. 
b) Es sei b n' . 

Dann ist zu zeigen: 
Wenn a n', so n' ≤ a. 

c) Es sei a n' . 
Dann ist auch a n; denn wäre a ≤ n, dann wäre auch a ≤ n,' 
(wegen der Transitivität der ≤-Relation). 
Aus a n. folgt aber n ≤ a (nach Induktionsvoraussetzung). 
Daher gibt es ein k E N mit k 0, so daß gilt: 

n + k = a (nach Definition 10 (11.3.)); 
wäre k = 0, dann wäre 

n + 0 = n = a (im Widerspruch zu a n). 
Weil k 0 ist, gibt 'es ein k1 mit k; = k. 
Dann ist 0 

a + k n+ =n'+4 
(nach llilfsmatz (2)), 

also n' ≤ a. 

Schlußfolgerungen,: In der Menge N ist die ≤-Relation linear. 

Die ≤-Relation ordnet die Menge der natürlichen Zahlen reflexiv. 
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Nun erklären wir in N ne irreflexive Ordnungsrelation. 

DEFINITION 11 (1L3.) — <-Relation in N 
(7( Definition 3 (11.1.)) 

Eine beliebige natürliche Zahl a ist kleiner als eine na-
türliche Zahl b (a < b) bzw. b ist größer als a genau 
dann, wenn es ein n E N mit n 0 gibt, so daß 
a+n=--b ist. 

Die <-Relation ist eine wreflex.ive Ordnungsrelation in N, sie ist also irreflexiv, 
asymmetrisch, transitiv und trichotom (if Teil B 10.3.), was wir nicht beweisen 
wollen. 
Es "leuchtet ein", 
daß keine natürliche Zahl a kleiner als sie selber sein kann, 
daß aus a < b folgt b < a, 
daß die <-Relation transitiv ist: Wenn a < b und b < c, so a < c und 
daß für zwei beliebige natürliche Zahlen a, b genau eine der folgenden Eigen-
schaften zutrifft: Entweder a < b oder a = b oder b < a. 
Den letzten Sachverhalt bezeichneten wir als Trichotomie. 

BEISPIEL 4 (11.3.): 
Die Erfüllungsmenge für 46 + 20 x können wir abschätzen. 
1. Da 40 < 46, ist 40 + 20 < 46 + 20; also 60 < x. 
2. Da 46 < 50, ist 46 + 20 < 50 + 20; also x < 7O. 
Folglich gilt: 60 < x < 70. 

Wir benutzten im Beispiel 4 (11.3.) den Satz 19 (11.3.). 

SATZ 19 (11.3.) — Monotonie der Addition 
bezüglich der <-Relation 

Für alle natürlichen Zahlen a, b, x, gilt: 
Wenn a < b, so a + x < b + x. 

Voraussetzung: Es seien a, b, xEN, a< b. 
Behauptung: Es gilt: a + x < b + x. 
Beweis : 
Es sei a < b. 
Dann gibt es ein .n E N mit n > 0, so daß a + n = b. 
Nun ist (a + n) + x = a + (n + x) (Assoziativität) 

= a (x + n) (Kommutativität) 
= (a x) + n (Assoziativität) 

b +x= (a + x) + n, da a+n=b 
Folglich ist b + x > a + x bzw. 

a x < b + x 
Wir wollen noch ohne Beweis vermerken, daß die Addition in N auch monoton 
bezüglich der Gleichheitsrelation ist und daß auch die Subtraktion monoton be-
züglich der <-Relation ist (wenn die Subtraktion ausführbar ist). 
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11.3. 

DEFINITION 12 (11.3.) — Subtraktion in 1V 
( if Definition 4 (11.3.)) 

Die Subtraktion in 1V ist diejenige Operation, die allen 
geordneten Paaren [a; b] von natürlichen Zahlen a, b 
mit a ≤ b diejenige natürliche Zahl x zuordnet, für die 
a x = b gilt. 
Man schreibt: x = b — a. 

Die Subtraktion ist unter der Einschränkung a b und mit Hilfe der Addition 
erklärt. Wir bezeichnen daher die Subtraktion als Umkehroperation der Addition 
(7 Ausführungen vor Definition 3 (11.3.)), und es ist (a — b) + b = a . 
Mit Hilfe der Monotonie der Addition zeigen wir, daß die Differenz nach Defi-
nition 12 (11.3.) eindeutig bestimmt ist. 
Wir nehmen an, daß es zu a x = b zwei natürliche Zahlen x1 und x2 gibt, die 
zwar verschieden sind, aber die Gleichung erfüllen. 
Dann ist a = b und a x2 = b. 
Unbeschadet der Reihenfolge sei x1 < x2 ; dann ist auch a x, < a 
Das ist aber ein Widerspruch zu a x1 = a + x2 = b..
Folglich ist die Annahme x1 4  x2 falsch. Es gilt x, = x2. q. e. d. 

DEFINITION 13 (11.3.) — Multiplikation in N 
(induktiv, mit Hilfe von Rekursionsformeln) 
(7 Definition 6 (11.3.)) (7 Satz 8 (11.3.)) 
Eine algebraische Operation in der Menge N heißt 
Multiplikation in N genau dann, wenn sie folgenden 
Rekursionsformeln genügt. 
/14: a • 0 = 0 
/1/ 2: a • b'---=a•b+a 

Wir erkennen gewisse Übereinstimmung mit den Rekursionsformeln für die 
Addition in Definition 9 (11.3.). Die Multiplikation einer Zahl mit einer zweiten 
wird auf die Multiplikation mit dem Vorgänge.r dieser Zahl und der Addition der 
ersten Zahl zurückgeführt. 

SATZ 20 (11.3.) — Multiplikation in N (7 Satz 8 (11.3.)) 
Es gibt genau eine mit „." gekennzeichnete algebraische 
Operation in /V, die die Rekursionsformeln. in Defini-
tion 13 (11.3.) erfüllt. („Rechtfertigungssatz von DEOE-
KIND") 

Wir weisen die eindeutige Bestimmtheit dieser Operation nach. 
Voraussetzung: Es seien .N die Menge der natürlichen Zahlen und „•1" sowie „.2" 

zwei algebraische Operationen, die M1 und M 2 aus Definition 
13 (11.3.) erfüllen. 

Behauptung: Für alle a, b E N gilt: a b = d • 2 b. 
Beweis: (mit Hilfe vollständiger Induktion über b): 
1. Es sei b 0 . 

Dann lautet die Behauptung: a 0 = a • 2 0 . 

Nun ist a 0 = 0 (nach Mj.); 
a . 2 0 = 0 (nach Mi). 

Folglich ist a •, 0 = it • 2 0.' 
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2. a) Es sei b = n . 
a •1 n= a - 2 n sei eine wahre Aussage. 

b) Es sei b = n' . 
' a a . 2

c) a .1 n' = a .1 a 
a - 2 n + a 
a . 2 n 

(nach M2) 
(nach 2.a)) 

Schlußfolgerung: Nach dem „Rechtfertigungssatz" gilt somit für alle natürlichen 
Zahlen b: 
a b = a . 2 b bei beliebigem a E N, d. h., beide Operationen fallen zusammen. 
Wir beweisen zunächst das Distributivgesetz (7 Satz 11 (11.3.)), da es für den 
Beweis des Assoziativgesetzes benötigt wird. 

SATZ 21 (11.3.) — Distributivgesetz (7f Satz 11 (11.3.)) 
Für alle natürlichen Zahlen a, b, c gilt: 
(a + b)•c=a•c+b•c. 

Voraussetzung: Es seien a, b, c, n E N. 
n' sei der Nachfolger von n. 

Behauptung: Für alle a, b, c e N gilt: 
(a + b)•c=a•c+b•c. 

Beweis: (mit Hilfe vollständiger Induktion über c): 
1. Es sei c = 0. 

(a b) • 0 0 (nach M1) 
= 0 + 0 (nach A.1) 

a • 0 + b • 0 (nach 34) 
2. a) Es sei c = n . 

(a + b) •n=a•n+b• n sei eine wahre Aussage. 
b) Es sei c = n'. 

Es ist zu zeigen: 
(a b) • n' a • n' b • n' . 

c) (a b) • n' (a + b) • n + (a + b) (nach M2) 
---a•n+b• 72 + (a + b) (nach 2.a)) 

(a n + a) + (b • n + b) (nach Satz 15 (11.3.) lind 
Satz 16 (11.3.)) 

a n' + b • n' (nach M2) 

Schlußfolgerung: Das rechtsseitige Distributivgesetz der Multiplikation bezüglich 
der Addition gilt für alle natürlichen Zahlen. 

SATZ 22 (11.3.) — Assoziativgesetz der Multiplikation 
in N 
(/ Satz 9 (11.3.)) 

Für alle natürlichen Zahlen a, b, c gilt:.
(a • b) • c= a • (b • c) . 

Der Beweis mit Hilfe vollständiger Induktion über c verläuft ähnlich dem Be-
weis von Satz 21 (11.3.). In. Beweisziffer 2.c) ist das Distributivgesetz zu be-
nutzen. Der Beweis sei dem Leser überlassen. 
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11.3. 

Für den Beweis des Kommutativgesetzes benötigen wir zwei Hilfssätze. 
115-Hilfssatz (5) 

Für alle natürlichen Zahlen a gilt: 0 • a = 0. 

1.16-Hilfssatz (6) 
Für alle. natürlichen Zahlen a, b gilt: a' •b=a•b+b, 
wobei a' der Nachfolger von a sein soll. 

SATZ 23 (11.3.) — Kommutativgesetz der Multiplikation 
in N 
(‚ Satz 10 (11.34) 

Für alle natürlichen Zahlen a, b gilt: 
a • b = b • a. 

Die Beweise zu den Hilfssätzen I-I5 und 14 zum Satz 23 (11.3.) kann man wieder-
um mit Hilfe vollständiger Induktion führen. Sie bieten keine besonderen Schwierig-
keiten. 
In Satz 19 (11.3.) haben wir das Monotoniegesetz der Addition bezüglich der 
Kleiner-Rektimi bewiesen. Diese Monotonie gilt natürlich auch in bezug auf die 
Kleiner-gleich-Relation, denn für Mengen gilt ja auch: 
Wenn gilt: Wenn A C B, so A u X C B u X, 
so gilt erst recht: Wenn A g B, so A u X g B u X. 
Bei der Multiplikation liegen die Verhältnisse etwas anders, da wir die Null zu 
den natürlichen Zahlen rechnen. 

BEISPIEL 5 (11.3.): 
Es ist zwar 3 < 4,. aber 3 • 0 -I; 4 • 0. 
Die ≤-Relation bleibt jedoch erhalten. Es ist 3 ≤ 4 und auch 3 • 0 ≤ 4 • 0. 
Aus diesem Grunde ist im Satz 24 (11.3.) der Beiich  für den Multiplikator ein-
geschränkt. 

SATZ 24 (11.3.) — Monotonie der Multiplikation " 
bezüglich der <-Relation 

Für alle natürlichen Zahlen a, b, x mit x > 0 gilt: 
Wenn- a < b, so a • x < b • x. 

Voraussetzung: Es seien a, b, x E N; x > 0 und a < b. 
Behauptung: Es gilt: a • x <5 • x. 
Beweis: 
Essei a < b. 
Dann gibt es ein n E N mit n > 0, so daß 

a n = b . 
Nun ist (a n) •x=a•x+n•x (nach Satz 11 (11.3.)). 
Daraus folgtb•x=a•x+n•x(n•x> 0, da n > 0 und x > 0). 
Folglich ist b•x>a•x bzw. 

a•x<b•x. q. e. d. 
Die Multiplikation in N ist auch bezüglich der Gleichheits-Relation monoton 
(ohne Beweis). 
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BEISPIEL 6 (11.3.): 
Ein Schiller wendet beim Lösen von 168:7 ='x Satz 24 (11.3.) an. 
Er schätzt ab: 140 < 168, also ist 140:7 = 20 < x. 

168 < 210, also ist 210:7 = 30 > x. 
Daher ist 140:7 < x < 210:7 oder 20 < x < 30. 

Im Hilfssatz H 4 haben wir gezeigt, daß aus a b = 0 folgt a b = 0. 
In Worten: 
Ist die Summe zweier natürlicher Zahlen gleich 0, so sind beide natürliche Zahlen,
gleich 0. 

Wir wollen nun einen entsprechenden Satz für die Multiplikation betrachten. 

SATZ 25 (11.3.) 
Für alle natürlichen Zahlen a, b gilt: 
a • b = 0 genau dann, wenn a = 0 oder b = 0. 

Wir wollen die Behauptung des Satzes 25 (11.3.) erläutern. 
Wenn „a • b = 0" erfüllt ist, dann muß auch "a = 0 oder 'b = 0" wegen. der 
Äquivalenz der beiden Aussageformen erfüllt sein. 
"a = 0 oder b = 0" ist aber eine Alternative. Es genügt, daß „a = 0" oder 
"b = 0" erfüllt ist. Es können natürlich Mich beide erfüllt sein. 
Mit anderen Worten: 
Wenigstens eine der beiden natürlichen Zahlen muß 0 sein. 
Man kann den Beweis des Satzes 25 (11.3.) auch durch Zurückgehen auf die De-
finition der Multiplikation von a und b führen. 
Die Division in N können wir mit. Hilfe der Multiplikation erklären. 

DEFINITION 14 (11.3.) — Division in N 
(/ Definition 8 (11.3.)) 

Wir betrachten alle Paare [a; b] von natürlichen Zah 
len a und b, für die b 0 gilt und zu denen es eine 
natürliche Zahl x gibt, so daßx•b=aist. 
Die Division in N ist diejenige Operation, die allen diesen 
Paaren die (eindeutig bestimmte) Zahl x zuordnet. 

Man schreibt: x = a : b oder x = . 

Auf Grund der Definition 14 (11.3.) gilt: 
(In : n) • n = m . 

Deshalb bezeichnet man die Division als Umkehrung der Multiplikation. 

Für die Division gilt weder das Kommutativgesetz noch das Assoziativgesetz, 
wie man an Beispielen leicht nachweist. Die Schüler begründen die Richtigkeit 
der Lösung einer Division mit Hilfe der Multiplikation und sagen zum Beispiel: 

28 : 7 = 4 , denn 4 • 7 = 28 , d. h., 
im Unterricht wird die Division als Umkehrung der Multiplikation behandelt. 
Damit sind die vier Grundrechenoperationen in N behandelt. Auf`andere Opera-
tionen gehen wir nicht ein. 
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11.4. 

11.4. Die Darstellung natürlicher Zahlen 
itn m-adischen Positionssystem 

Da es unendlich viele verschiedene natürliche Zahlen gibt, gibt es ebenso viele 
Namen und Zeichen für diese Zahlen. 
Jede natürliche Zahl wird durch ein Zeichen, genannt Ziffer, dargestellt. 

Es soll im folgenden erläutert werden, wie man eine solche Darstellung natürlicher 
Zahlen gewinnen kann. Dabei werden wir auch einige Rechenoperationen heran-
ziehen. 

Wenn man die Anzahl der Elemente einer Menge ermitteln soll, macht man als 
Gedächtnisstütze oft Striche: 

i i i i 1 1 1 entspricht 7. 

Um die Übersichtlichkeit zu erhöhen, faßt man die Striche in Teilmengen zu-
sammen (eh II). Man kann vereinbaren, daß vier senkrechte Striche mit einem 
Querstrich (,) eine Darstellung der Zahl Fünf sein sollen. Man könnte auch ver-
einbaren: -Kik soll durch das Symbol „F" ersetzt werden. „FF I I I" wäre dann ein 
Symbol für die Zahl Dreizehn. 

In unserer Sprache sind die folgenden Bezeichnungen bekannt: „Ein Dutzend" 
für die Zahl Zwölf, „eine Mandel" für die Zahl Fünfzehn, u. a. 

An alten Gebäuden findet man manchmal römische Ziffern: 
MCDXIX bezeichnet die Zahl 1419. 

Die Römer verwendeten folgende Zeichen als Grundziffern: I= 1, X = 10, 
C = 100 (centum: hundert — lat.), M = 1000 (mille: tausend — lat.) und die Hilfs-
zeichen V = 5, L = 50, D = 500, 

Man ist bestrebt, natürliche Zahlen durch Aneinanderfügen von möglichst wenigen 
Zeichen darzustellen: III = 3. Dabei denkt man sich eine Verknüpfung der ein-
zelnen Zeichen durch die Addition: 

XXX = X + X + X = 30. 

Man spricht daher von einem Additionisystem. Das Zeichen für die größere Zahl 
steht im allgemeinen links von dem Zeichen für die kleinere: 

XI = X + I = 11. • 
Um möglichst wenige Zeichen zu benötigen, werden folgende Vereinbarungen ge-
troffen: 
An Stelle von VIIII =V+I-FI-FI-FI=9 schreibt man IX = X - I = 9 
(die kleinere Zahl ist zu subtrahieren, in diesem Falle steht die kleinere Ziffer links 
von der größeren Ziffer). 
Es ist aber nicht gestattet, mehrere Grundziffern oder ein Hilfszeichen voranzu-
stellen: 
Statt VC = 95 schreibt man XCV = 100 — 10 5 (7 „Kleine Enzyklopädie 
Mathematik", VEB Bibliographisches Institut, Leipzig 1965, S. 21). 

Wir verwenden zur Darstellung der natürlichen Zahlen Null bis Neun die soge-
nannten arabischen Ziffern: 

0, 1, 2, 3, . . . , 9 

(das arabische Wort „sifr" bedeutet eigentlich „Null"). 
Mit diesen Ziffern als Grundziffern gewinnen wir eine Darstellung auch für die natür-
lichen Zahlen, die größer oder gleich Zehn sind. 
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114. 

Dabei hat, jede Grundziffer in der Darstellung einer natürlichen Zahl einen soge-
nannten Stellenwert. 

BEISPIEL 1 (11.4.): 
In der Ziffer 213 besitzt die Grundziffer 3 den Stellenwert 10°; wegen 10° = 1 
spricht man von 3 Einern. In der Ziffer 312 hat die Grundziffer 3 den Stellenwert 
102 = 100, man spricht von 3 Hundertern. 

Wir stellen also die natürlichen Zahlen mit Hilfe eines Positionssystems (Stellen-
wertsystems dar und zwar durch ein dekadisches Positionssystem (decem: zehn —
lat.), weil die Grundzahl des dekadischen Positionssystems Zehn ist. Wir fassen 
immer zehn Einheiten zu einer nächst höheren Einheit zusammen. 

DEFINITION 1 (11.4.) — Darstellung natürlicher 
Zahlen in einem 
m-adischen .Positionssystem 

Es seien k, m, n E N und m > 1. 
Dann nennt man 
n = nk nk-i nk -2 • • • ni no 
eine Darstellung der natürlichen Zahl n im m-adischen. 
Positionssystem genau dann, wenn 
n nk • enk nk-1 • nik -1 + no mo 
mit 0 ≤ nti. <m für i= 0, . , k und nk > 0, wenn 
n > 0. 
Die nj mit i = 0, 1, . . k heißen m-adische Ziffern 
oder Grundziffern des m-adisohen Positionssystems, die 
Zahl m heißt Grundzahl des m-adischen Positions-
systems. 

BEISPIEL 2 (11.4.): 
613(10) =, 6 102 + 1 • 101 + 3 • 10° 

Die Grundzahl ist m = 10 — wir haben sie 613 als Index in Klammern angefügt —, 
und es gibt m verschiedene Grundziffern: 

0, 1, 2, . . . , 9 , d. h., es gilt• 0 ni ≤.  m — 1 . 

Wählen wir als Grundzahl m = 7 und als Grundziffern 0, 1, . . . , 6, dann ist 
613(7) = 6 • 72 + 1 • 71 + 3 • 7° = 304(u» • 

Für rn = 12 mit den Grundziffern 0, 1, 2, . . , 9, z, e sind 
61302) = 6 122 + 1 • 12' + 3 • 12P = 879(10). 

und 6z13(12) = 6 • 128 z • 122 + 1 • 121 + 3 • 12° =-_ 11823(10»

SATZ 1 (11.4.) — Darstellung natürlicher Zahlen 
in einem m-adischen Positionssystem 

Für jede natürliche, Zahl n gibt es in jedem m-adisehen 
Positionssystem genau eine Darstellung, 

Wir wollen den Beweis nur für m = 10 skizzieren. 
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Nach dem „Satz über die Division mit Rest" läßt sich jede natürliche Zahl n 
darstellen in der Form 

n = go • 10 + 1.0 mit go E N und 0 ≤ ro < 10 (ohne Beweis). 
Fallt: go < 10 

Die natürliche Zahl n besitzt die Darstellung n = go • 101 + 9.0 • 10° 
mit go • 10 Vielfaches von Zehn. Das Verfahren ist beendet. 

BEISPIEL 3 (11.4.) : 
n = 63 = 6 • 10 + 3 

Fall 2: go z 10 
' Die natürliche Zahl go läßt sich darstellen in der Form 

go .= gi • 10 + ri mit gl. E N; < go <n; 0 ri < 10 

BEISPIEL 4 (11.4.): 
n = 6354 = 635 10 + 4 635 = 63 • 10 + 5 

= 90 • 10 + ro ' go = gl 10 + 
Es gilt: 63 < 635 < 6354 = n. 
Da gl Z 10 ist, setzen wir dieses Verfahren fort, bis wir zu einem gi < 10 gelangen. 
Das muß einmal der Fall sein, da die Folge der go, gi, 92, . . . abnimmt, alle gi
natürliche Zahlen sind und da n > go > g1 > •• • • > gi ist. 
Wir stellen daher auch noch gi dar. 

= 63 = 6 • 10 + 3 = g2 • 10 + r, 
Das Verfahren ist beendet (/ Fall 1). 
Wir setzen die gi in die Darstellung von g; _i ein. 
Es ergibt sich: 

n 6354 = 635 • 10 + 4 
= (63 • 10 + 5) • 10+4 

[(6 • 10 + 3) • 10 + 5)] • 10+4 
=6. 103 + 3 102 + 5 • 101 + 4 • 100

In allgemeiner Darstellung: 
n = go • 10 + ro

= (gl. • 10 + ri) • lgZi + ro
= [(g2 • 10 + r2) • 10 + ri] • 10 + ro

g2 • 103 + r2 102 + ri • 101 + ro • 10° 

Wir haben für n eine Darstellung als Summe von Vielfachen von Zehnerpotenzen 
erhalten und nehmen zur Kenntnis, daß diese Darstellung auch eindeutig ist. 
In der Datenverarbeitung hat•das Dualsystem oder Binärsystem Bedeutung (dtio: 
zwei; bis: zweimal — lat.). Es hat nur zwei Grundziffern 0 und 1, da m = 2 ist. 
Bei den elektronischen Datenverarbeitungsgeräten gibt es zwei grundsätzlich ver-
schiedene Schaltzustände: 
Kontakt geschlossen (Strom fließt); 
Kontakt offen (Strom fließt nicht). 
Diesen beiden Zuständen entsprechen die beiden Grundziffern des Dualsystems 1 
und 0. Will man nun Zahlen, die im Dezimalsystem dargestellt sind, mit einem 
solchen Gerät verarbeiten, dann überträgt man sie vorher in das Dualsystem. Es 
scheint eine Vereinfachung zu sein, wenn wir nur zwei Grundziffern verwenden. 
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Jedoch ergibt sich dabei der Nachteil, daß die Darstellung natürlicher Zahlen 
mit Hilfe der beiden Grundziffern 0 und 1 sehr lang werden kann — im Durch-
schnitt etwa dreimal so lang wie im Dezimalsystem. 

BEISPIEL 5 (11.4.): 
Wir wollen die im Dezimalsystem dargestellte natürliche Zahl n = 135 im Dual-
system darstellen. 
Die höchste Potenz von m = 2, für die 2/: S 135 gilt, ist 27 128. 
Wir dividieren mit Rest die Zahl n durch 27 und erhalten 135 = 1 • 27 + 7. Nun 
dividieren wir auf die gleiche Art den Rest 7 durch die höchste Potenz von 2, 
für die 2k. S 7 gilt. Wir erhalten 7 = 1 • 22 + 3 und weiter 3 = 1 • 21 + 1 und 
1 = 1 • 2°. Es folgt: 

135(10) = 1 • 27 + 0 2° + 0 • 25 + 0 • 24 -I- o•22 + 1 •22 + 1 .21 + 1 • 2° 
= 10000111(2). 

11.5 Natürliehe Zahlen und Zahlenstrahl 

Wir können die Menge der natürlichen gahlen. (N) in die Menge der Punkte eines 
Strahls (P) abbilden. 

Dazu bezeichnen wir den Anfangspunkt des Strahls mit P 0, tragen von dort aus 
eine Strecke laufend ah und erhalten Punkte, die wir mit 

P3, P4, • • • 
bezeichnen. 
Die Zahl Null bilden wir auf Po ab, die Zahl Eins auf P 1 = E usw. 
Wir erhalten einen sogenannten Zahlenstrahl. 

In der Menge .N ist eine irreflexible Ordnungsrelation R1 erklärt (R1 ist die <-Rela-
tion). 
In der Menge der Punkte Pi auf dem Zahlenstrahl (M) mit i = 0, 1, 2, . . . können 
wir eine Ordnungsrelation Liegt-links-von erklären, die wir mit R2 bezeichnen 
wollen. 

Wir, entnehmen der Anschauung (7( Bild 247/1), daß gilt: 
P2 B2 P3 (P2 liegt links von Po) . 

0 1 2 3 4 

PI P3 P3 P4 

247/1 

Sind nun m; n E N und ist m < n, so gilt für die ihnen zugeordneten Punkte: 
P. liegt links von P. 
Mit anderen Worten: 
Die Ordnung in N und die Ordnung in..3/ entsprechen einander. 
Die Menge N mit der in ihr erklärten <-Relation und die Menge 31 mit der in ihr 
erklärten Liegt-links-von-Relation sind isomorph bezüglich der in ihnen erklärten 
Oirdnungsrelation: 

[N; Rll = [M R2] • 
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11.6. 

Ordnen wir den Punkten Pi die Strecken PoPi zu, dann können wir auf dem Zahlen-
strahl z. B. eine Streckenaddition einführen und die Addition natürlicher Zahlen 
auf dem Zahlenstrahl durch das Aneinanderlegen entsprechender Strecken veran-
schaulichen. 

Zusammenfassung 

Wir haben die natürlichen Zahlen genetisch und axiomatisch definiert. 
Beim genetischen Aufbau von N haben wir im Bereich der Mengen eine 
Äquivalenzrelation (Gleichmächtigkeit) erklärt und Klassen erhalten, die 
wir Kardinalzahlen nennen. Kardinalzahlen (Klassen) gleichmächtiger 
endlicher Mengen nennen wir natürliche Zahlen. Im Bereich der natürlichen 
Zahlen haben wir eine Ordnungsrelation erklärt und die mit P I bis P V 
bezeichneten Sätze bewiesen. 
Die Sätze P I bis P V werden beim axiomatischen Aufbau von N als Axiomen-
system an die Spitze gestellt. Die Menge der natürlichen Zahlen ist ein 
Modell für dieses Axiomensystem. 
Wir haben in N algebraische Operationen — die vier sogenannten Grund-
rechenoperationen — genetisch mit Hilfe von Mengen und induktiv mit Hilfe 
von Rekursionsformeln (nur Addition und Multiplikation) erklärt und 
Rechengesetze bewiesen. 
Subtraktion und Division sind allerdings nur mit gewissen Einschränkungen 
ausführbar. 

11,6. Kontrollfragen 

1. Beschreiben Sie den Abstraktionsprozeß, der zum Begriff der natürlichen Zahlen 
führt! 

2. Zeigen Sie, daß alle durch drei teilbaren natürlichen Zahlen das PEAxosche Axiomen-
system erfüllen! 

3. Definieren Sie die Addition natürlicher Zahlen als 'Operation im Bereich der end-
lichen Kardinalzahlen (2( Definition 3 (11.3.)) ! 

4. Beweisen Sie Satz 15 (11.3.) und Hilfssatz H, zu Satz 16 (11.3.)! 
5. Geben Sie die Bedingungen an, unter denen Subtraktion und Division in N aus-

führbar sind! 
6. Beschreiben Sie den mathematischen Sachverhalt, der dem „Rechnen auf dem 

Zahlenstrahl" zugrunde liegt! 
7. Stellen Sie eine Multiplikationstabelle für ein 5-adisches Positionssystem auf! 
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12. Die gebrochenen Zahlen 

Im Teil C 11. wurde dargelegt,. wie die natürlichen Zahlen, entstanden sind, wie 
man sie definiert und wie man mit ihnen rechnen kann. 
Es ist also als bekannt vorauszusetzen, daß die Operationen Addition und Multipli-
kation im Bereich der natürlichen Zahlen uneingeschränkt und eindeutig ausführbar 
sind. 
Es ist weiter bekannt, daß eine gleiche Aussage für die Operationen Subtraktion 
und Division nicht zutrifft. Für diese beiden Operationen konnte nur gesagt wer-
den: Wenn die Subtraktion bzw. Division im Bereich der natürlichen Zahlen aus-
führbar ist, dann ist sie eindeutig ausführbar. Es wurden darüber hinaus Bedin-
gungen dafür angegeben, daß die Subtraktion bzw. die Division mii natürlichen 
Zahlen ausführbar ist. 

Nun gibt es zahlreiche Aufgaben der Praxis, die es erforderlich machen, diese ein-
schränkenden Bedingungen für beide Operationen zu beseitigen. 

BEISPIEL: 
a) Eine Prämie von 130 M soll zu gleichen Teilen an vier Personen verteilt werden. 

Wieviel Mark erhält jede dieser Personen? 
b) An einem bistimmten Tag um 18h betrug die Temperatur 4°C. Am folgenden 

Tag um e war es um 7 grd kälter. Welche Temperatur wurde gemessen? 

Diese Aufgabenstellungen führen zu den Gleichungen 

130 : 4 = x bzw. 4 — 7 = y . 

Beide Gleichungen sind im Bereich N nicht lösbar. 

Um Gleichungen wie im obenstehenden Beispiel lösen zu können, ist es erforderlich, 
neue Zahlen einzuführen. 
Wir gehen dabei schrittweise vor, d. h., wir fordern jeweils die Ausführbarkeit 
genau einer dieser beiden Operationen ohne Einschränkung. 
Demzufolge gibt es zwei Möglichkeiten für eine Erweiterung des Bereichs der,
natürlichen Zahlen. 
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It. 1. 

(1) Neben Addition und Multiplikation wird auch die uneingeschränkte Ausführ-
barkeit der Subtraktion gefordert. 
Man erhält den Bereich der ganzen Zahlen (G). 

{2) Neben Addition und Multiplikation wird auch die uneingeschränkte Ausführ-
barkeit der Division (mit Ausnahme der Division durch 0 ; Definition 8 (12.3.)) 
gefordert. 
Man erhält den Bereich der gebrochenen Zahlen (R*). 

Fordert man darüber hinaus die uneingeschränkte Ausführbarkeit aller vier 
Grundoperationeh, so gelangt man in beiden Fällen zum Bereich der rationalen 
Zahlen (R). 
Grundsätzlich ergeben sich also folgende möglichen Wege zur Konstruktion des 
Bereiches der rationalen Zahlen (R). 

N (Addition, Multiplikation) 

G (Addition, Multiplikation, R* (Addition, Multiplikation, 
Subtraktion) Division) 

R (Addition, Multiplikation, Subtraktion, Division) 

Sowohl die ganzen Zahlen als auch die gebrochenen Zahlen als auch die rationalen 
Zahlen sind aus unmittelbaren Bedürfnissen der menschlichen Gesellschaft ent-
standen (z. B. Wasserstandsangaben, Zeitberechnungen). Aufgabe der Mathe-
matik ist es, eine theoretische Fassung des durch Erfahrung gewonnenen und gefestig-
ten Wissens auf der Grundlage der der Mathematik eigenen Verfahren zu geben. 
Damit erfolgt eine Absicherung der Ergebnisse. Außerdem wird die Möglichkeit 
geschaffen, auf diesen Ergebnissen später aufzubauen. Die ganzen, die gebrochenen 
und die rationalen Zahlen werden nicht "aus dem Nichts geschaffen", sondern mit 
Hilfe natürlicher Zahlen. Man benutzt dabei die für diese geltenden Gesetze. 
Im folgenden wird für den weiteren Aufbau der Zahlenbereiche der Weg 

N — R* — R 

beschritten, in Analogie zum Vorgehen in der Schule, in der die Schüler in dieser 
Reihenfolge mit den verschiedenen Zahlenbereichen vertraut gemacht werden. 

12.1. Aufbau der Menge der gebrochenen Zahlen (R*) 

DEFINITION 1 (12.1.) — Quotientengleiehheit 
Es seien [a; b] E N x(N \ {0} ) und [c; E N x (N \ {0} ). 
Dann nennen wir die geordneten Paare [a; b] und [c; d] 
quotientengleich genau dann, wenn 
o•d=c•b. 
S'yrnboli8iert: [a; b] o [c; d] = Def a•d=c•b mit b,d +0 

BEISPIEL 1 (12.1.): 
[4; 5] = c4 [12 ;,15] , denn 4.15 = 12 • 5 
[0; 6] =-- Q [0; 1] , denn 0 • 1 = 0 • 6 
[3; 3] + Q [3 ; 4] , derin 3 • 4= 3 • 3 
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SATZ I (121.) 
Die in Definition 1 (12.1.) definierte Quotientengleich-
heit ist eine liquivalenzrelation. 

Beweis : 
Zu beweisen ist: 
(1) Die Relation ist reflexiv, 

d. h., für alle geordneten Paare [a; b] muß gelten: 

[a; b] =Q [a; b]. 
(2) Die Relation ist symmetrisch, 

d. h., für alle geordneten Paare [a; b], [c; d] muß gelten: 
[a; b] = Q [c; d] —> [c; d] = Q [a; b] . 

(3) Die Relation ist transitiv, 
d. h., für alle geordneten Paare [a; b], [c; d], [e; f] muß gelteh: 

[a; b] = Q [c ; d] A [c; d] =q[e; f] —> [a; b] 7=-Q [e; f]
Man beweist nun die für alle geordneten Paare natürlicher Zahlen angegebenen 

' Aussagen, indem man sie für beliebige geordnete Paare natürlicher Zahlen beweist. 
Es ist nur notwendig zu beachten, daß keinerlei Einschränkungen gemacht werden, 
die dazu führen, daß die als „beliebig" betrachteten Paare irgendwelche speziellen 
Eigenschaften aufweisen (etwa-Paare gerader natürlicher Zahlen). Solche Ein-
schränkungen sind beim Beweis einer UniVersalaussage nicht zugelassen. In diesem 
Sinne verfahren wir auch bei weiteren Beweisen solcher Art, ohne dann in jedem 
Falle anzugeben, daß es sich um beliebige Vertreter handelt. 
Es seien also [a; b], [c; d], [e; f] beliebig gewählte geordnete Paare natürlicher 
Zahlen, wobei b, d, f ungleich 0 sind. 

Dann ist 
(1) wahr, denn ab = ab (2( Definition 1 (12.1.)). 
(2) wahr, denn nach Definition 1 (12.1.) folgt für die Prämisse der Implikation 

a d = c b und für die Konklusion c b = a d. Wir wissen, daß die Gleichheit 
natürlicher Zahlen symmetrisch ist. 

(3) wahr. Wir, gehen auch hier mit Hilfe der Definition 1 (12.1.) auf natürliche 
_Zahlen zurück. 

Es ergibt sich 
I ad =cb 

II cf = ed 

7, 
adef=cbef 
afed = becf (nach Satz 10 (11.3.)) 

. Wir substituieren mit Hilfe von Gleichung II. 
afed =beeil 

(nach Definition .1 (12.1.) für die Prämisse) 

Wir multiplizieren in Gleichung I beide Seiten mit e f (2r Satz 24 (11.3.)). 

Also: 
af = be (nach Satz 24 (11.3.)) 
af = eb (nach Satz 10 (11.3.» 

[a; b] = 8 [e; f] (nach Definition 1 (12.1.)) 

Wir gehen davon aus, daß die. Prämisse wahr ist. Dann läßt sich mit Hilfe der im 
Bereich N geltenden Rechengesetze die Konklusion herleiten. Also gilt auch die 
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Konklusion und damit ist nach dem Schluß auf eine Implikation auch die behaup-. 
tete Implikation wahr. (1), (2), (3) gelten für beliebige geordnete Paare, also gelten 
(1), (2), (3) für alle geordneten Paare. 

Bemerkung 
Beim Beweis des Satzes 1 (12.1.) wurde an Stelle der Schreibweise „a • b" für das 
Produkt der natürlichen Zahlen a und b die Schreibweise „a b" verwendet. Wir 
vereinbaren, von dieser Stelle an für die Multiplikation in N ständig so zu verfahren, 
wenn Verwechslungen ausgeschlossen sind (für „7 8" kann man selbstverständlich 
nicht „78" schreiben). 

Aus Satz 2 (10.4.) wissen wir, daß jede in einer Menge M erklärte Äquivalenz-
relation eine Klasseneinteilung von M definiert, d. h. eine Einteilung der Elemente 
von M in paarweise disionkte, nichtleere Teilmengen. 
Im Satz 1 (12.1.) wurde die Quotientengleichheit als eine Äquivalenzrelation 
charakterisiert. Das bedeutet, daß sie die Menge aller geordneten Paare natür-
licher Zahlen (die zweite Zahl in diesen Paaren muß verschieden von Null sein) 
in Klassen quotientengleicher geordneter Paare einteilt. 

DEFINITION 2 (12.1.) — Gebrochene Zahlen 
Die Klassen quotientengleicher geordneter Paare natür-
licher Zahlen, deren zweites Element ungleich Null ist, 
nennen wir gebrochene Zahlen. Den Bereich aller dieser 
Klassen bezeichnen wir. mit R*. 

BEISPIEL 2 (12.1.): 

z1={[2;4], [1; 2] , [8; 16] , [5;10], . . .}
z2 = ([0; 1],, [0; 3] , [0; 7] , [0; 176] , . . .} 
z3 -= ([9; 6] , [3; 2] , [6; 4] , [15; 10] , • • .} 
z4 = f[3; 3] , [7; 7] , [1; 1] , [10; 10] , .} 

Bemerkung: 
Jedes der geordneten Paare, das Element einer gebrochenen Zahl ist, wird auch als 
Bruch bezeichnet. Die Paare, die Elemente ein und derselben Klasse sind, gehen durch 
Erweitern oder Kürzen auseinander hervor (in dem Sinne, wie in der Schule Brüche er-

- weitert oder gekürzt werden). 

Um mit den in Definition 2 (12.1.) definierten gebrochenen Zahlen zl, z2, z3, z4, . . . 
ohne großen Aufwand rechnen bzw. sie vergleichen zu können, ist es zweckmäßig, 
für jede dieser Zahlen eine Kurzbezeichnung einzuführen. Dabei benutzen wir 
die bereits bekannten Zif rn für natürliche Zahlen. 

Bemerkung: 
Zur Bezeichnung einer 
treter. 

EFINITION 3 (12.1.) — Zahlzeichen für gebrochene 
Zahlen 

Es sei [a; b] E .N x (N \ {0} ) ein beliebiger Repräsentant 
an z E R*. Genau dann bezeichnen wir z mit dem 

Symbol —t-e- und schreiben „z = 
b 
a " 

• 

gebrochenen Zahl z benutzen wir also irgendeinen ihrer Ver-

BEISPIEL 3 (12.1.): 
Wir betrachten die gebrochenen Zahlen z1, z2, z3, z4 im Beispiel 2 (12.1..). Nach 
Definition 3 (12.1.) ergeben sich folgende Bezeichnungen für diese Zahlen. 
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12.1. 

z, : 

22 : 

Z3 : 

Z4 : 

co
 

o 

oder 

oder 

oder 

oder 

.4
1
 .

..I
 

L•
D 

I 
G

O
 

CA
, 

0 
IL

* oder 

odei 

oder 

oder 

8 
16 
0 
7 
6 
4 
1 
1 

oder 

oder . . . 

oder . . . 

oder . . . 

Man könnte es als störend empfinden, daß es zur Bezeichnung von je einer ge-
brochenen Zahl so viele ,(unendlich viele) Symbole gibt. Immerhin weicht das 
von der Eindeutigkeit der Bezeichnung natürlicher Zahlen ab. Mit der Bezeich, 
nungsvielfalt für gebroChene Zahlen müssen wir uns aber abfinden. Wir können 
nur zusätzlich vereinbaren, genau einer der vielen Möglichkeiten den Vorrang 
zu geben. 
Dabei sollte allerdings beachtet werden, daß die Vielfalt der Bezeichnungsweisen 
günstig für das Rechnen ist, da man mit gebrochenen Zahlen „repräsentantenweise" 
rechnet (/ Teil C 12.3.). Eine Einigung auf eine einzige Bezeichnung für z ist 
für die Abbildung von z auf einen Punkt des Zahlenstrahls (7( Teil C 12.4.) zweck-
mäßig. 
Wir vereinbaren: 
(1) Wenn z E .R*, [a; b] E z und a 0, so schreiben wir für z das Zeichen „0". 

Beachten Sie! „0" ist hier Zeichen einer gebrochenen Zahl, obwohl wir dieses Sym-
bol bereits für die Bezeichnung einer natürlichen Zahl benutzt haben. 1 

(2) Wenn z E R*, [a ; b] E z und a = b, so bevorzugen wir für z die Schreibweise„ 1 — " . 
1 

(3) Wenn z E R* und z 0 und z 
 

so bevorzugen wir genau die- Schreib-

weise
a „ 

" —b ' für die a — b bzw. b — a am kleinsten für alle Repräsentanten 

[a; b] dieser Zahl z ist, je nachdem, ob a > b bzw. b > a. 

BEISPIEL 4 (12.1.): 
Für z, = {[2; 4], [1; 

1„ 
" zi = 

2], [8; 16], [5; 10], . . bevorzugen wir die Schreibweise 

Für z2 = {[0; 1], [0; 3], [0; 7], [0; 176], . bevorzugen wir die Schreibweise 
„z2 = 0". 

Für z3 = {[9; 6], [3; 2], [6; 4], [15; 10], . bevorzugen wir die Schreibweise 
3„ 

Für = {[3; 3], [7 ; 7], [1; 1], [10; 10], . bevorzugen wir die Schreibweise 
1 „ 

„z4 -=.- -1  . 

Bemerkung zu (3) 
Wir finden die vereinbarte Bezeichnung -te-b- für z, indem wir in einem beliebigen Reprä-

sentanten [m; n] von z die, Zahlen m und n durch den größten gemeinsamen Teiler von 
m und n dividieren. Es gibt genau einen solchen Repräsentanten. Es soll hier nicht 
näher erörtert werden, warum dieses Verfahren immer dazu führt, den Repräsentan-
ten [a; b] zu finden, für den a — b bzw. b — a kleiner als die entsprechende Differenz 
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für alle anderen Repräsentanten von z ist. Dieses Verfahren ist unter dem Namen 
Kürzen bekannt. Zur Bezeichnung einer gebrochenen Zahl z verwenden wir also 
häufig den am weitesten gekürzten Bruch, der Repräsentant von z ist. 

BEISPIEL 5 (12.1.): 
a) z3 {[9; 6], [3; 2], [6; 4], [15; 10], . . .) 

Wir betrachten einen beliebigen Repräsentanten, etwa [15, 10]. 
ggT (15; 10) = 5 3 
15 : 5 = 3; 10 : 5 = 2 Also: z3 = 

b) z1 = {[2; 4], [1; 2], [8; 16], [5; 10], . .) 
Wir betrachten einen beliebigen Repräsentanten, etwa [8; 16]. 
ggT (8, 16) = 8 1 
8 : = 1; 16 : 8 = 2 Also z1 = -2-

Bei unserer Vereinbarung handelt es sich, nur darum, eine von vielen möglicheh 
Schreibweisen zu bevorzugen. Andere Schreibweisen entsprechend Definition 
3 (12.1.) sind also ebenfalls zugelassen. 

12.2. Ordming in R* 

Wir befassen uns zunächst mit der Gleichheit gebrochener Zahlen. 
Es ist bekannt, daß gebrochene Zahlen Klassen sind, wobei die in Definition 
1 (12.1.) definierte Quotientengleichheit die die Klasseneinteilung bestimmende 
Äquivalenzrelation ist. Nach dem Hauptsatz über Äquivalenzrelationen weiß 
man, daß zwei Äquivalenzklassen genau dann gleich sind, wenn sie wenigstens einen 
gemeinsamen Repräsentk nten haben. 

SATZ 1' (12.2.) 
Zwei gebrochene Zahlen Zl, z2 sind einander gleich 
(z1 z2) genau dann, wenn es einen Repräsentanten 
[a; b] von zl und einen Repräsentanten [c; d] von z2
gibt, für die [a; b] [c; d] gilt. 

DEFINITION 1 (12.2.) — Kleiner-Relation 
für gebrochene Zahlen 

Es seien z1, z2 E R*. 
, Es sei ferner [a; b] ein beliebiger Repräsentant von z1, 

Ob [c; d] ein beliebiger Repräsentant 'von z2. 
Dann nennt man zi kleiner als z2 (z1 < z2) genau dann, • 

I wenn a d < cb. 

Bemerkungen: 
(1) Zu Definition 1 (12.2. wäre es eigentlich erforderlich, einen Satz zu formulieren, 

der die Repräsentantenunabhängigkeit der dort definierten Relation beinhaltet.
Wir verzichten darauf, nehmen aber zur Kenntnis, daß diese Repräsentantenunab-
hängigkeit tatsächlich bewiesen werden kann. Bei weiteren nachfolgenden Defini-
tionen und Sätzen müßte dann ebenso verfahren werden. Wir gehen darauf an 
den entsprechenden Stellen ebenfalls nicht näher ein. 

(2) Für > lesen wir „ist kleiner als". Der Index R* ist angegeben, um diese Kleiner-
(• 

Relation von der früher behandelten Kleiner-Relation für natürliche Zahlen gbzü-
grenzen. 
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12.2. 

BEISPIEL 1 (12.2.): 

Die gebrochenen Zahlen z1 = 
5

; z2 = 
4 

Wir vergleichen 21 mit z2 . 
Es gilt: z2 < z1, denn 5 • 4 < 5 6. 

R* 
Wir vergleichen z3 mit 2,. und z3 mit z2. 
Es gilt: 23 < z1, denn 4. 4 < 5 • 5; 

R* 
Z3 < 22, denn 4 ; 6 < 5 • 5. 

Zusammenfassend ergibt sich also: z3 <22 < z1. 
R* R* 

6 
23 =  sind miteinander zu vergleichen. 

5 

Für eine solche Zusammenfassung wie im Beispiel 1 (12.2.) verwendeten wir bereits 
folgende Erkenntnis. 

SATZ 2 (12.2.) 
Die in Definition 1 (12.2.) erklärte „Kleiner-Relation" 
ist eine irreflexive Ordnungsrelation. 

Beweis : 
Es muß nachgewiesen werden,, daß die Kleiner-Relation für gebrochene Zahlen 
irreflexiv, transitiv und konnex ist. 

(I) 

(2) 

Irreflexivitcit: ti 3 z (z e R* n z <.z) 
R* 

Es sei [a; b] Repräsentant von z E R*. 
Dann wäre z <.z genau dann, wenn ab < ab (nach Definition 1 (12.2.)). 

11* 
Nach Definition 3 (11.1.) ist aber ab < ab eine unerfüllbare Aussageform. 

Transitivitiit 
. V zotz2 yz„., z3 E R* A zi.<42 /, z2 <'z3-- < z3) • 

R* Re 
Es seien 21, 22, z3 E R *

und [a; b] Repräsentant von. z1; 
[c; d] Repräsentant von 22; 
[e; f] Repräsentant von 23. 

Dann' ist die Prämisse der Implikation genau dann erfüllt, wenn ad < c b 
und cf< d e (7r Definition 1 (12.2.)). 
Es sei nun ad < cb (I) 

und c f <de (II). 

Wir multiplizieren in (I) beide Seiten mit e f ( Satz 24 (11.3.)). 
adef<cbef 
afed <becf (nach Satz 10 (11.3.)) 
afed <bede (Substitution aus (II) und nach Definition 11 (11.3.)) 
afed <beed (nach Satz 10 (11.3.)) 

af < b e (nach Satz 24 (11.3.)) 
af < eb (nach Satz 10 (11.3.)) 

Also gilt: z1 < z3 (nach Definition 1 (12.2.)). 
R* 
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(3) Konnexität: 
V zj. V Z2 (Zi , Z2 E R* A z1 < z2 v z1 = Z2 V Z2 < 1 ) 

R* R* 
Es seien 21, z2 E R* 
und [a; b] Repräsentant von z1; 

[c; d] Repräsentant von 22. 
Dann ist zj. < z2 genau dann, wenn a d < c b (nach Definition 1 (12.2.)); 

Z1 = Z2 genau dann, wenn a d = cb (nach Satz (12.2.) und Defini-
tion'l (12.1.)); 

z2 < z1 genau dann, wenn cb < a d (nach Definition 1 (12.2.)). 
R* 

Nach Satz 8 (11.3.) sind a d, c b natürliche Zahlen. Die Kleiner-Relation in N 
ist konnex (7r Definition 6(10.2:) und Verschärfung nach Definition 11 (11.3.)). 

Damit ist der Sati-2 (12.2.) bewiesen. 
Die als irreflexive Ordnungsrelation charakterisierte Kleiner-Relation ermöglicht 
es, eine Ordnung innerhalb der Menge der gebrochenen Zahlen anzugeben. 
Wir erhalten die geordnete Menge 

[R * ; <] 
R* 

also eine Menge, in der alle gebrochenen Zahlen in einer durch die Kleiner-Relation 
bestimmten Reihenfolge auftreten. 
Diese Menge ist unendlich. In ihr existiert für kein Element ein Nachfolger im 
Sinne der durch die Kleiner-Relation angegebenen Ordnung. 

‚‚ 

4te 
Beweis: 
Es seien [a; b] Repräsentant von z1, [c; d] Repräsentant von 23 und z„ 22 gebrochene 
Zahlen mit z1 < z 2. 

B* 

Dann gilt ad < cb nach Definition 1 (12.2.). 
Es sei nun z3 die Klasse aller Paare au 3/ x (N\ (01), die mit [ad -- cb; 2 b d] quo-
tientengleich sind. 
Wir zeigen: zi < z3 < z, . 

R* lt* 

SATZ 3 (12.2.) 
Die Menge der gebrochenen Zahlen ist dicht, d. h., 
zwischen je zwei voneinander verschiedenen gebrochenen 
Zahlen zi, z2 liegt (mindestens) eine gebrochene Zahl €3. 

„z1 < z, < 22" ist eine Konjunktion. 
R• R* 

Wir schließen auf diese Konjunktion, indem wir nacheinander zeigen: 

(1) < z3; (2) < Z2 . 
R• R• 

Zu (1): 

Es ist zi < 23, denn 

ad< bc (nach Definition 1 (12.2.)),; 
abd<bbc (nach Satz 24 (11.3.)); 

2abd<abd+bbc (nach Satz 19(11.3.)); 
a • 2 bd <(ad + cb) • b (nach Satz 10 (11.3.) und Satz 11 (11.3.)), 

also zi < z3 (nach Definition 1 (12.2.)) 
R* 

256 



Zu (2): 
Es ist auch z3 < z2, denn 

ß" 

ad < 
add < 

add±bcd< 
.(ad +'b c) d < 

also 
Z3 < z2 

R" 

Wir haben damit gezeigt, daß es eine Zahl z, E R* gibt, die zwischen z1 und z2 liegt. 
Diese Zahl z3 hat das geordnete Paar [ed+bc;2bd] als Repräsentanten. 

Diese Zahl z3 ist das sogenannte arithmetische Mittel von z1 und z2, deshalb besitzt 
sie auch einen Repräsentanten der Form [a d + bc;2bd], 
Bekanntlich bildet man das arithmetische Mittel zweier Zahlen, indem man beide 
Zahlen addiert und die erhaltene Summe durch 2 dividiert. Wir haben zwar bisher 
nicht über die Addition bzw. Division im Bereich der gebrochenen Zahlen gespro- 
chen, gehen aber in diesem Zusammenhang davon aus, daß die entsprechenden 
Verfahren von der Schule her bekannt sind und hier nur die Darstellung 

„[ad+bc;2bd]" an Stelle von a d 2b + d c" erscheint.
Addition und Division im Bereich der gebrochenen Zahlen werden ausführlich 
im Teil C 12.3. behandelt. 

b c (nach Definition 1, (12.2.)); 
b c d (nach Satz 24 (11 3.)) ; 
2 b c d (nach Satz 19 (11.3.)); • ' 
c • 2 b d (nach Satz 10 (11.3.) und Satz 11 (11.3.)), 

(nach Definition 1 (12.2.)) . 

Im f6lgenden betrachten wir eine echte Teilmenge der Menge der gebrochenen 
Zahlen und bezeichnen diese mit R*; 

also Rt C R* . 

Rt enthalte genau alle gebrochenen Zahlen z = —
1 

(a E 11). Damit ist .Rt sicher 

'echte Teilmenge von R*, denn es gibt gebrochene Zahlen, die nicht Element von 

Rt sind, z. B. z' = 7 . 

Die Menge Rt ordnen wir durch die in Definition 1 (12.2.) erklärte Kleiner-Relation. 

ERr ; 

7 

<] 
0 1 2 3 

[{T. ' T ' T ' T ''• • ; R* R* 

ATZ 4 (12.2.) 
ie Menge der gebrochenen Zahlen Mit dem Nenner 1 . 

(Rh ist isomorph zur Menge der natürlichen Zahlen 
bezüglich der in beiden Mengen erklärten Kleiner-
Relation. 
je ; <] [N; <] 

R* 

Beweis: 
Der Nachweis der Isomorphie wird erbracht, wenn folgendes gezeigt wird: 
(1) Es existiert eine eineindeutige Abbildung von Rt .N, d. h., Rl" und N sind 

gleichmächtig. 
(2) Es besteht bei dieser Abbildung Relationstreue bezüglich der in beiden Mengen 

erklärten Ordnungsrelation. 

0 
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12.2. 

Zu (1): Es sei f diejenige Abbildung von RIN auf N, die jedem Element 
1 

E _Je 

das Element a E N zuordnet, d. h., es sei f = Def a. 

Dann läßt eich sofort zeigen, daß f eine eineindeutige Abbildung ist. 
Zu (2): Es ist zu zeigen: 1 

Wenn cit" ' s° f (T) < f 'n) 

Es sei nun —
a 

< —
b 

1 je 

Dann ist nach Definition 1 (12.2.) a.< b. 

Wegen f =- a 

f( )<e) 
und f (—b ) = b 

1 
gilt dann aber auch 

Die Isomorphie der Menge derjenigen gebrochenen Zahlen, die sich durch Brüche 
mit dem Nenner' 1 darstellen lassen, zur Menge cler natürlichen Zahlen bezüglich 
der in beiden Mengen erklärten Kleiner-Relation bedeutet, daß sich diese Mengen 
hinsichtlich dieser Relationen analog verhalten. Das heißt: Zu jeder Aussage H 
über natürliche Zahlen, in der die Meiner-Relation als einzige Relation vorkommt 
und sonst keine Operation, gibt es eine entsprechende Aussage H' über gebrochene 
Zahlen. Dabei gilt: H ist wahr genau. dann, wenn H' wahr ist. 

In diesem Zusammenhang sprechen wir in der Mathematik vom sogenannten Perma-
nenzprinzip (permanere:: fortdauern — lat.). Im Teil C 12.3. wird zusätzlich festgestellt, 
daß analoge Aussagen, wie sie hier zur Kleiner-Relation in den Bereichen N und R* 
gemacht werden, auch auf die Rechenoperationen in N und R* zutreffen. 

Aus der Isomorphie von /e und N bezüglich der Kleiner-Relation und der oben ge-
machten Bemerkungen darf nicht der Eindruck entstehen, daß man die gebrochenen 
Zahlen, die sich durch Brüche mit dem Nenner 1, darstellen lassen, mit den ihnen 
zugeordneten natürlichen Zahlen gleichsetzen kann. 
Es besteht nach wie vor ein wesentlicher Unterschied zwischen ihnen, der sich 
aus der Definition dieser Zahlen ergibt, wenn auch wegen der Isomorphie für die 

gebrochene Zahl —
1 

die Schreibweise „1", für —2 die Schreibweise "2", . . . der 
1 

Ein-

fachheit halber gebraucht wird. Auch wir werden uns in Zukunft dieser verein-
fachten Schreibweise bedienen. 

Die Isomorphie der beiden betrachteten Mengen hinsichtlich der Kleiner-Relation 
kann uns noch zu einer weiteren Vereinfachung dienen. 
Wir werden in Zukunft nicht mehr unterschiedliche Symbole für die beiden Kleiner-
Relationen verwenden. Statt „zi < z2" schreiben wir in Zukunft auch „zi. < z2". 

R* 
Aus der Isomorphie von Rt und IV bezüglich der Kleiner-Relation könnte weiter 
der Eindruck entstehen, daß es „mehr" gebrochene Zahlen als natürliche Zahlen 
gibt. Immerhin galt ja R? C R*, und daraus könnte man folgern, daß R* genau 
so viele Elemente „mehr" als /V enthält, wie in der Differenzmenge R* \ 
enthalten sind. 
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124'. 

Nun sind aber N, und R* und auch. R* \ unendliche Mengen. Von „mehr" 
Elementen im Sinne einer Anzahl kann also nicht die Rede sein. Wir können nur 
.von der Mächtigkeit dieser unendlichen Mengen ausgehen. 

Wir verwenden eine andere Abbildung als die, die wir benutzt hatten, um die 
Gleichmächtigkeit von Rt und N festzustellen. 
Zu diesem Zwecke ordnen wir zunächst die Menge aller Brüche x = —

71 
> 0 nach dem 

im Bild 259/1 dargestellten System. 

1 

2 

3 

4 

5 

• • 

2 

3 
2

4 

3

4 

4 

5 

259/1 

Aus dieser geordneten Menge aller Brüche wählen wir je einen Repräsentanten 
für jede gebrochene Zahl aus, indem wir stets den in der angegebenen Reihenfolge 
zuerst auftretenden Bruch verwenden und alle darauf folgenden quotientengleichen 
Brüöhe streichen. Diesen so ausgewählten Repräsentanten ersetzen wir dann 
durch die von ihm vertretene gebrochene Zahl. Wir erhalten also eine geordnete 
Menge; vgl, die eingekreisten Ziffern in Bild 259/1. 
Diese geordnete Menge bilden wir auf die ebenfalls geordnete Menge der natür--. 
liehen Zahlen ohne die Null ab. Die Ordnung in N soll durch die in N erklärte 
Kleiner-Relation bestimmt sein. 
Eine solche Abbildung konstruieren wir als eineindeutige Abbildung von [ R*\ (0) ; 
-+] auf iN\(0); <] wie folgt. 

[R*\(0):-H 
1 1 

1 2 — •3 4 
3 f 4 ? 

I 1 1 I 
[N\{0}: <] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . . 
Mit Hilfe dieser Überlegungen wird Satz 5 (12.2.) begründet. 

SATZ 5 (12.2.) 
Die Menge der gebrochenen Zahlen ist gleichmächtig 
zur Menge der natürlichen Zahlen: R* ti N. 

Folgerung aus Satz 5 (12.2.): 
Die Menge der gebrochenen Zahlen ist abzählbar (jr Definition 1 (9.8.)). 
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12:3. 

Folgerung aus Satz 4 (12.2.).: 
Die Menge der gebrochenen Zahlen, die durch Brüche mit dem Nenner 1 dargestellt 
sind, ist abzählbar (/ Definition 1 (9.8.)). 

Folgerung : 
Es gibt weitere abzählbare Teilmengen von R*. 

Aus den Überlegungen zum Begriff der Abzählbarkeit kann und muß man den 
Schluß ziehen, daß der Satz „Ein echter Teil ist immer kleiner als das Ganze" 
auf den Bereich des Unendlichen nicht anwendbar ist, wenn man davon ausgeht, 
daß „kleiner" im Sinne einer geringeren Anzahl von Elementen verstanden wird. 
In diesem Zusammenhang wird auch verständlich, warum man definiert, daß eine 
Menge genau dann endlich heißen soll, wenn sie zu keiner ihrer echten Teilmengen 
gleichmächtig ist. 

12.3. Operationen in R* 

DEFINITION 1 (12.3.) —Summe gebrochener Zahlen 
Es seien z1 und z2 gebrochene Zahlen, [et; b] ein Reprä-
sentant von z1 und [c; d] ein Repräsentant von z2. 
Dann nennen wir z1 F R. z2 die Summe von z1 und z2
genau dann, wenn [a d + b c; b d] ein Repräsentant von 
Z1 R* z2 ist. 

Bernerkillegen
Definition 1 (12.3.) entspricht genau dem in, der Schule behandelten Verfahren der 
Addition von gebrochenen Zahlen: 

a+ d
c— a rl b c  • 

b b d 
die Addition erfolgt repräsentantenweise. Man beachte auch hier wieder, daß das 
Additionszeichen „ na" mit einem Index versehen ist, um es vom Additionszeichen in N 
zu unterscheiden. In gleicher Weise sind wir anfangs bei der Kleiner-Relation verfahren. 

SATZ 1 (12.3.) — Summe gebrochener Zahlen 
Die in Definition 1 (12.3.) definierte Summe existiert 
und ist eindeutig bestimmt. 

Beweis : 
Wir müssen zeigen, daß zu beliebigen gebrochenen Zahlen Zl, z2 immer eine Zahl 
z3 E R* existiert und daß es zu vorgegebenen z1, z2 E R* nur dieses eine z3 E R 5
gibt, so daß 

z, + n* z 2 = Z3 . 

(1) Existenz von z3: 
Es seien z1, z2 gebrochene Zahlen, 

[a; b] Repräsentant von z1 und 
[c; d] Repräsentant von z2. 

Dann ist nach Definition 1 (12.3.) 
[ad + c b; b d] Repräsentant von z3 = z1 R g z2. 
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12.3.:
Q . 

Nun gilt: a d •+ c b e N (nach den Sätzen 1 (11.3.) und 7 (11.3.)) und wegen 
der Voraussetzung b, d 0 (/ Definition 2 (12.1.)) 

[ad + cb;bd]e Nx(N \ {0} ) (2( Satz 25 (11.3.)) . 
Damit erfüllt das geordnete Paar [a d cb ; b d] alle Bedingungen eines Repräsen-
tanten einer gebrochenen Zahl. Also existiert zu beliebig vorgegebenen z1, z2 E R* 
ein Z3 E R * mit 

zl +1i* €2 = €3 

denn es gibt mindestens einen Repräsentanten von €3. 

(2) Eindeutigkeit von z3: 
Es seien z1, z2 gebrochene Zahlen, 

[a; b] und [d ; b'] Repräsentanten von' z, und 
[c; d] und [c'; d'] Repräsentanten von z2. 

Nach Definition 1 (12.3.) ist dann 
[a d - Fcb;bd] Repräsentant von z, +R• z2 und 
[a' d' c'b', b'd'] Repräsentant von z, + R* Z2 . 

Zu zeigen ist nun, daß 
[ad + cb; bd] und [a' d' c'b' ; b' d'] 

Repräsentanten ein und derselben gebrochenen Zahl sind. 
Das ist nach Definition 2 (12.1.) genau dann der Fall, wenn 

[ad+cb;bd] ------Q [a'd' c'b' ;b'di , d. h. 
(a d cb) b'd' = (a' d' c'b') b d (nach Definition 1 (12.1.)) 

a d b'd' c b b'd' = a'd'b d c'b'b d (nach Satz 11 (11.3.)) 
( *) ä b'd d' c d'b b' = a'b d d' c'd b b' (nach Satz 10 (11.3.)) 

Nun gilt nach Voraussetzung und Definition 2 (12.1..): 
[a; b] Q [a' ; 
[c; d]  = Q [c ; d'] 

a b' = a'b 
c d' = d (nach Definition 1 (12.1.)) 

Daraus folgt nach Satz 24 (11.3.) durch Multiplikation mit d d' bzw. b b': 
a b'd d' = a'b d d' 
c d'b b' = c'd b b' 

Durch Addition ergibt sich 
a b'd d' c d'b b' = a'b d d' c'd b b' , (/(*)). q. e. d. 

DEFINITION 2 (12.3.) — Addition in R* 
Wir nennen die eindeutige Abbildung von R* x R* in R* 
Addition in IR* genau dann, wenn sie jedem geordneten 
Paar [z,; z2] gebrochener Zahlen zl und z2 ihre Summe 
zuordnet. 

BEISPIEL 1 (12.3.): 

[15 ; 10] ist Repräsentant von 3 E R*. 

[4; 5] ist Repräsentant von —
4 

E R*. (‚ Definition 3 (12.1.)) 
5 
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12.3; 

4 
-5Wir ermitteln die Summe von —2 und nach Definition 1 (12.3.) ,mit Hilfe dieser 

Repräsentanten. 
Dann gilt: [15 . 5 + 4 • 10; 10.5J=[ 75 + 40; 50]=[ 115; 50} 

ist Repräsentant von z3. 
115

Nach Definition 3,(12.1.) gilt dann: z3 =  50 

Verwenden wir noch die an Definition 3 (12.1.) anschließende Vereinbarung 
so ergibt sich: 

Also: • 

23 
z3 Tö- • 

(3), 

3 , 4 23 
2- R* 5 = TO 

SATZ 2 (12.3.) —Konimutativgesetz der Addition in R* 
Für alle gebrochenen Zahlen z1, z2 gilt: 
zl +R* Z2 = Z2 +R * Z1. • 

Beweis : - 
Es seien z1, z2 gebrochene Zahlen, 

[a; b] ein Repräsentant von z1, 
[c; d] ein Repräsentant von z2. 

Dann ist nach Definition 1 (12.3.) 
[a d + c b; b d] Repräsentant von z1 +IC z 2 und 
[cb + ad;db] Repräsentant von z2 -{-R*  Z1 . 1 

Nun ist aber 
[ad + cb;be= [cb + ad; db] (nach clen Sätzen4 (11.3.)und10 (11.3.)). 

Also: zi + R• z2 = z2 is s h (nach Satz 1 (12.2.)) q. e. d. 

SATZ 3 (12.3.)—Assoziativgesetz der Addition in R* 
Für alle gebrochenen Zahlen z1, z2, g3 gilt: 

) (zi +R* z2) + R* z3 = Z1 +R * (z2 +R .  Zu) • 
,

Der Beweis wird in ana er Weise zum Beweis des Satzes 2 (12.3.) geführt. 

DEFINITION 3 (12.3.) — Differenz gebrochener Zahlen 
z3 nennen wir die Differenz zweier gebrochener Zahlen 
zi und z2 genau dann, wenn 
 iz= Z3 . 

Wir schreiben dann auch: z3 R* Z2 ' 

Man beachte: 
Der Begriff der Differenz wird mit Hilfe der bereits definierten Addition erklärt. Es 
geht darum, zu einer vorgegebenen Summe zweier Summanden einen Summanden 
zu ermitteln, wenn der andere Summand ebenfalls vorgegeben ist. 

Im folgenden sollen zwei Beispiele ausführlich behandelt werden, die bewußt 
machen sollen, daß mit Hilfe der Definition 3 (12.3.) tatsächlich die Ergebnisse 
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ermittelt werden, die denen entsprechen, die durch das Anwenden 'der in der 
Schule behandelten Regeln für das Subtrahieren von gebrochenen Zahlen gewonnen 
werden. Analogien in den Verfahrensweisen sollten gesucht werden. 

BEISPIEL 2 (12.3.); 
Gesucht ist die Differenz der gebrochenen Zahlen 

5 
zl = —6- und 

3

5 3 
z3 = —Rs 

z2 = 4  • 

Diese Differenz berechnen wir nach Definition 3 (12.3.), indem wir auf die Addition 
gebrochener Zahlen zurückgehen. 

5 3 
74 +17.

Wir betrachten Repräsentanten. 

[5; 6] ist Repräsentant. von —5
6 

[3; 4] ist Repräsentant von —3 ( jr Definition 3 (12.1.)), 
4 

[a; b] sei Repräsentant von z3, 
Dann muß gelten: [5; 6] = Q [3 b a • 4; 4 b] (nach Definition 1 (12.3.)). 
Also gilt: 5 • 4 b = (3 b + 4 a) • 6 (nach Definition 3 (12.1.)) 

20 b= 18 b 24a (nach Satz n (11.3.)) 
2 b = 24 a (nach Satz 19 (11.3.)) 

b = 12 a (nach Satz 24 (11.3.)) 

Jedes Paar [a; b], das die letzte Gleichung erfüllt, ist ein Repräsentant von z3. 
Es sei a = 1 und damit b = 12. 

Dann ist [1; 12] Repräsentant von z3 und damit z3 = 
12 

nah Definition 3 (12.1.). 

5 3 *. 1 
Also:  — li• 

6 4 .12 

BEISPIEL 3 (12.3..): 

Es sei ; = 
 3

und z2 = 
10 • 

Zu ermitteln ist ; = zl — R* z2.

Wir gehen wie 'folgt vor. 

[3; 5] ist Repräsentant von 5 , 

[9;.10] ist Repräsentant von 
9

(nach Definition 3 (12.1.)), 

[a; b] E N x (N \ {0}) sei Repräsentant von z3. 
Es muß gelten: [3; 5] = Q [9 b a • 10; 10 b] (nach Definition 1 (12.3.) und 

3 (12.3.)). 
3 • 10 b = (9 b a • 10) • 5 (nach Definition 1 (12.1.)) 

30 b = 45 b + 50 a 
(nach 

Satz 11 (n.3.)) 
0 = 15 b + 50 a (nach Satz 19 (11.3.)) 
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12.3. 

Die letzte Gleichung ist mit a E N und b E N \ {0} nicht erfüllbar. Daraus folgt, 

daß mit den bisher behandelten Mitteln und Methoden die Aufgabe —3 -B* - 9 - 
5 10 

nicht lösbar ist. 

SATZ 4 (12.3.) — Differenz gebrochener Zahlen 
Die in Definition 3 (12.3.) definierte Differenz z1 —, R* z2
existiert und ist eindeutig bestimmt genau dann, wenn 
zi ≥ z2. 

Bemerkung : 
Im Beispiel 2 (12.3) konnten wir die gesuchte Differenz in R* ermitteln. Im Beispiel 
3 (12.3.) wird jedoch sichtbar, daß eine solche Differenz in R* nicht in jedem Falle 
existiert. 
Wir stellen ohne Beweis fest, daß die Differenz z, —R* z2 genau dann existiert, wenn 
z, 
Die Eindeutigkeit der. Differenz im Falle ihrer Existenz soll ebenfalls nicht bewiesen 
werden. Ein solcher Beweis kann geführt werden, indem man die Unabhängigkeit 
der Differenz von der Auswahl der Repräsentanten für Minuend und Subtrahend 
zeigt. 

DEFINITION 4 (12.3.) — Subtraktion in R* 
Wir nennen die eindeutige Abbildung von R* x R* 
in R* Subtraktion in R* genau dann, wenn sie jedem 
geordneten Paar [z1; z2] zweier gebrochener Zahlen zi
und z2 mit z1 ≥ z2 ihre Differenz z1 -R« z2 zuordnet. 

Ausgehend von den Definitionen 3 (12.3.) und 4 (12.3.) bezeichnen wir die Sub-
traktion auch als Umkehroperation zur Addition und drücken diese Tatsache durch 
die Gleichung 

(z1 +les z2) — R* z2 = 

aus. Die Allgemeingültigkeit dieser Aussageform folgt unmittelbar aus der Defi-
nition der Subtraktion 

DEFINITION 5 (12.3.) — Produkt gebrochener Zahlen 
Es seien z1 und z2 gebrochene Zahlen, [ä; b] ein Repräsen-
tant von z, und [e; (I] ein Repräsentant von z2 mit b, d 0. 
Dann nennen wir h ui. z2 das Produkt von z1 und z2
genau dann, wenn [a c; b d] ein Repräsentant von z1 .R. z, 
ist. 

Bemerkung: 
In der Forderung „[a c; b d] ist Repräsentant von z3" findet man die von der Schule 
her bekannte Regel wieder, daß man gebrochene Zahlen miteinander multipliziert, 
indem man jeweils Zähler und Nenner der darstellenden Brüche multipliziert. 

SATZ 5 (12.3.) — Produkt gebrochener Zahlen 
Das in Definition 5 (12.3.) definierte Produkt existiert 
und ist eindeutig bestimmt. 

Beweis: 
(1) Existenz des Produktes: 

Es seien z1, z2 gebrochene Zahlen, 
[a; b] Repräsentant von z1, 
[c; d] Repräsentant von z2. 
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Dann ist nach Definition 5 (12.3.) [ac; bd] Repräsentant von z3 = z1 • R* z2 . 

Nun gilt: aEN; cEN (nach Voraussetzung) 
ac E N (nach Sitz 7 (11.3.)) 
b e N\ {0} ; dEN\ {0} (nach Voraussetzung) 
bd E .N \ {0} (nach Satz 7 (11.3.) und Satz 25 (11.3.)) 

Damit erfüllt das geordnete Paar [ac; bd] alle Bedingungen, die an einen Repräsen-
tanten gebrochener Zahlen gestellt werden (7( Definition 2 (12.1.)). 
Zu beliebig vorgegebenen z1, z2 E R* existiert also ein z3 = zi • R.z 2 mit Z3 E R*, 
denn es gibt (mindestens) einen Repräsentanten von z3. 
(2) Eindeutigkeit des Produktes: 

Es seien z1, z2 gebrochene Zahlen, 
[a; b] und [a' ; b'] Repräsentanten von z1, 
[c; d] und [c' ; d'] Repräsentanten von z2. 

Nach Definition 5 (12.3.) ist dann [ac; bd] Repräsentant von z1 • Rr z2 und [a'c' ; b'd'] 
Repräsentant von z1 • R* z2. 

Wir haben zu zeigen, daß [ac; bd] = Q [a' c'; b'd'] gilt, d. h., daß beide geordneten 
Paare Repräsentanten ein und derselben gebrochenen Zahl sind (" Definition 
2 (12.1.)). 

[a c; b d] = Q [a'c' ; b'd'] , d. h. 
acb'd' = a'c'bd (nach Definition 1 (12.1.)) 
ab'cd' = a'b c'd (*) (nach Satz 10 (11.3.)) 

Nun gilt: 
[a; b] [a' ; 
[c; d] = Q [c'; d'] (nach Voraussetzung und Definition 2 (12.1.)) 
a a'b 
c d' = c' d (nach Definition 1 (12.1.)) 

Wir multiplizieren die linken bzw. rechten Seiten dieser beiden Gleichungen 
(" Satz 20 (11.3.)) und erhalten 

a b'c d' = a'b c'd (7 (*)) . 

DEFINITIÖN 6 (12.3.) — Multiplikation in R* 
Wir nennen die eindeutige Abbildung von R * x R* in R* 
Multiplikation in R* genau dann, wenn sie jedem geord-
neten Paar [z1; z2] zweier gebrochener Zahlen z1 und z2
ihr Produkt z, • R• z2 zuordnet. 

BEISPIEL 4 (12.3.):' 
4 15 

Zu berechnen ist z3 = 
. R. 14 

[4; 5] ist Repräsentant von —
4 

E R* . 
5 

[15; 14] ist Repräsentant von T-154 E R* (7 Definition 3 (12.1.)). 

Wir berechnen z3, indem wir laut Definition 6 (12.3.) einen Repräsentanten ermit-
teln. 

[4 • 15; 5 • 14] = [60; 70] ist ein Repräsentant von z3. 

Nach Definition 3 (12.1') ist dann z3 = 
—6

; Z3 E R*. 
7 
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X2:3: 

Also: , .n* — =-- -- 
5 14 7 

SATZ 6 (12.3.) — Kommutativgesetz der Multiplikation 
111 R* 

Für alle gebröchenen Zahlen z1, z2 gilt: 
zl *R* Z2 = Z2 'R* Z1 ' 

Beweis : 
Es seien z1, z2 gebrochene Zahlen, 

[a; b) Repräsentant von z1, 
[c; d] Repräsentant von z2. 

Dann ist , [a c; b d] Repräsentant von z1 • Ra z2 und 
[c a; d b] Repräsentant von z2 •R» z1

(nach Definition 6 (12.3.)). 
Weiter gilt [a c; b d] [c a; d b] , denn 

acdb=cabd (nach Definition 1 (12.1.)) 
acdb = acdb (nach Satz 10 (11.3.)) 

Also gilt: z1 mir z2 = z2 • R* z1 (nach Satz 1 (12.2.)). 

SATZ 7 (12.3.) — Assoziativgesetz der Multiplikation 
in R* 

Für alle gebrochenen Zahlen z1, z2, z3 gilt: 
z1 •R* (Z2 . R. z3) = (Z1 " z2) • R* Z3 • 

Ein Beweis des Satzes 7 (12.3.) kann wie der Beweis zu Satz ß (12.3.) mit Hilfe 
von Repräsentanten für z1, z2, z3 geführt werden. Auf eine ausführliche Darstellung 
verzichten wir. 

SATZ 8 (12.3.) — DistributiVgesetz in R* 
Für alle gebrochenen Zahlen z1, z2, z3 gilt: 
ei •R.(z2 ±n z 3) = ei *R* z2 +R* Z1* R* Z3 • 

Beweis : 
(7 Beweis zu Satz 7 (12.3.)) 

Es läßt sich nicht nur die im Satz 8 (12.3.) ausgesprochene linksseitige Distributivi-
tät, sondern auch die rechtsseitige Distributivität 

(z2 +R* z3) 'R* Z1 = Z2 •R* Z1 +R*  Z3 'IC Z1 

beweisen. Davon ausgehend unterlassen wir eine Unterscheidung beider Formen 
und sprechen nur vom pjstributivgesetz. 

DEFINITION 7 (12.3.) — Quotient gebrochener Zahlen 
z3 nennen wir den Quotienten zweier gebrochener Zahlen 
z1 und z2 (z2 + 0) genau dann, wenn z1 = z2 •,R* z3., 
Wir schreiben auch: z3 = z1 :R* z2. 

Bemerkung : 
Der Quotient wird also wie die Differenz mit Hilfe einer in B* bereits bekannten Ope-
ration, in diesem Falle mit Hilfe der Multiplikation, definiert. Es geht darum, zu, einem 
vorgegebenen Produkt zweier Zahlen, einen Faktor zu ermitteln, wenn der andere 
Faktor ebenfalls vorgegeben ist. 
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SATZ 9 (12.3.) — Quotient gebrochener Zahlen 
Der in Definition 7 (12.3.) definierte Quotient zl :R* Z2
(z2 # 0) existiert und ist eindeutig bestimmt. 

Satz 9 (12.3.) ist insofern wichtig, als insbesondere die Existenz des Quotienten 
gebrochener Zahlen (mit der Einschränkung, daß der Divisor verschieden von 
Null sein muß) behauptet wird. Diese Tatsache war das Motiv, das uns veran-
laßte, die Menge der gebrochenen Zahlen zu konstruieren. (Im vorher behandelten 
Bereich N trifft eine analoge Behauptung nicht zu.) 

Beweis des Satzes 9 (12.3.): 
(1) Existenz des Quotienten: 

Es seien z1 und z2 beliebige gebrochene Zahlen (z2 e 0). 
Behauptet wird: 

3 z, (z3 E R* n zl = z2 • R* z3) (/ Definition 7 (12.3.)). 
Nun seien [a; b] Repräsentant von zi, 

[c; d] Repräsentant von z2. 
Nach Definition 7 (12.3.) entspricht dann unsere Behauptung der Aussage-
form: 
Es gibt ein Paar [e; f] mit e e N, f e N {0} und [a; b] = o [c e; d f]. 
Nun sei e = a d, f = c b. 
Dann gilt [e ; f] = Q [a d ; cb] 

ecb = adf (nach Definition 1 (12.1.)) 
adf =ceb (nach Satz 10 (11.3.)) 

[a; b] = Q. [c e; d f] (nach Definition 1 (12.1.)) 
Damit ist die Existenz eines solchen geforderten Paares [e ; f] — nämlich 
[e; f] _ Q [a d; c b] — gezeigt. 
Die Konstruktion e = a d, f = c b entspricht der aus der Schule bekannten Regel 
a c ad 
b : d, cb • 

(2) Auf den Nachigels der Eindeutigkeit des Quotienten, der sich ausgehend von der 
Auswahl je zweier Repräsentanten für z1, z2 (z2 e D) führen läßt, verzichten wir. 

DEFINITION 8 (12.3.) — Division in R* 
Wir nennen die eindeutige Abbildung von R* x (R * \ {0}) 
in R* Division in R* genau dann, wenn sie jedem ge-
ordneten Paar [z1; z2] zweier gebrochener Zahlen z1
und z2 (z2 e 0) ihren Quotienten z1 :R. z2 zuordnet. 

Die Division bezeichnen wir auch als Umkehroperation zur Multiplikation (2( Defi-
nition 7 (12.3.)). Diese Tatsache drücken wir durch die Gleichung 

(zi z2) •R. za = zi
aus. Die Richtigkeit dieser Gleichung folgt unmittelbar aus der Definition 
7 (12.3.)). 

BEISPIEL 5 (12.3.): 

Gesucht ist der Quotient der gebrochenen Zahlen —5 

9 21 

• 
und 

21 
10 
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Diesen Quotienten berechnen wir nach Definition 7 (12.3,), indem wir auf die Multi-
plikation gebrochener Zahlen zurückgehen. 

9 21 
- =-- - • R* z3
5 10-

Nun ist [9; 5] Repräsentant von 5- 

[21; 10] Repräsentant von -71,21 (nach Definition 3 (12.1.)). 

[a; b] sei ein beliebiger Repräsentant von z3. 
Dann muß gelten: [9; 5] --=- Q [21 a; 10 b] (nach Definition 5 (12.3.)) 

9 • 10 b = 21 a • 5 (nach Definition 1 (12.1.)) 
90.b = 105 a (nach Satz 6 (11.3.)) 
90 b = a • 105 (nach Satz 10 (11.3.)) 

[90; 105] -=-Q [a; b] (nach Definition 1 (12.1.)) 
Nun gilt aber: 
Wenn [a; b] ein Repräsentant von z3 ist, so ist auch [90; 105] ein Repräsentant 

von z3, also: 

Es gilt also: 

90 6 
z3 105 = T'  • 
9 21 6 

:R* 10 7• 
Dieses Verfahren stimmt mit dem aus der Schule bekannten Verfahren überein, daß 
ma ri zwei gebrochene Zahlen dividiert, indem man den Dividenden mit dem Reziproken 
des Divisors multipliziert. In diesem Falle also: 

9 21 a 
e - lo b 
9 10 a - 
5 - 21 b 

90 

105 = b 

Nachdem im Teil C 12.3. bisher die vier Grundrechenoperationen für gebrochene 
Zahlen definiert und wichtige Sätze über diese Operationen formuliert wurden, 
rollen noch einige Bemerkungen zur verwendeten Symbolik gemacht werden. 

Im Teil C 12.3. wird grundstäzlich zwischen der Addition in N (Zeichen +) •und 
der Addition in R* (Zeichen + R.) unterschieden. Analog trifft das auch auf die 
anderen Operationen zu. Nun konnten wir zeigen, daß in R* für die Grundrechen-
operationen die gleichen Rechengesetze wie für die entsprechenden Operationen 
in N (Kommutativgesetz, Assoziativgesetz, Distributivgesetz) gelten. 
In Analogie zu den Schlußfolgerungen aus Satz 4 (12.2.) wenden wir das Perma. 
nenzprinzip bezüglich der Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division an. 

Wir stellen die Isomorphie von N und Rt C R* (/ Satz 4 (12.2.)) bezüglich der 
behandelten vier Grundrechenoperationen fest. 

; SATZ 10 (12.3.) 
Rt und N sind isomorph (Rt = N) bezüglich der in 
beiden Bereichen erklärten Operationen Addition, Sub-
traktion, Multiplikation und Division. 
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Beweis : 
Die Gleichmächtigkeit der Mengen Rt und N wurde bereits im Zusammen-
hang mit Satz 4 (12.2.) nachgewiesen. Wir haben nur noch zu zeigen, daß die dort 
verwendete eineindeutige Abbildung auch operationstreu ist. 
Zur Addition: 

Wir ermitteln —
a 

+n* 
b 
— = z entsprechend Definition 1 (12.3.) mit Hilfe von 
1 

Repräsentanten [a; 1] bzw. [b; 1]. 
Dann gilt: [a,. 1 + b • 1; 1 • 1] = [a + b; 1] ist Repräsentant von z. 
Nach Definition 3 (12.1.) ist dann 

a + b z = 
1 • 

—
b 

auf b, auf a b abzubilden. 
a + b 

Nun ist aber f(a) f(b) = f (a b). 
Also gilt: 

Aus 
-1 
a-- + n. —-1

— 
a 1 b folgt 

f(i) f(bi.) f k 1 ((
a+  b\

j .

Die verwendete Abbildung ist operationstreu bezüglich der Addition. q. e. d. 
Für die anderen Operationen gilt cl,as analog. 
Damit steht fest, daß es einen echten Teilbereich Rt von R* gibt, der' isomorph 
zur Menge N bezüglich der Kleiner-Relation und der vier Grundrechenoperationen, 
die in beiden Mengen erklärt sind, ist. 

UV, •p <1 [le IC> IC> :R*, <R*] 
Auf Grund der Isomorphie brauchen wir nicht mehr streng zwischen natürlichen 
Zahlen und Zahlen aus Rt zu unterscheiden, da für beide Zahlenarten die gleichen 
Rechengesetze gelten. • 
Der Einfachheit halber verwenden wir deshalb in Zukunft beim Rechnen mit 
gebrochenen Zahlen (wie wir das ,auch schon früher in der Schule getan haben) 
die gleichen Zeichen wie beim Rechnen in N. 
Wir schreiben: z1 + z2 an Stelle von z1 -F R• z2, 

z, • z2 oder auch kuri z1 z2 an Stelle von z, • n* z2, 
z, z2 an Stelle von z2, 
z1 : z2 an Stelle von z1 :R* z2. 

Wir wenden uns nochmals der Ordnung in R* zu. In Definition 1 (12.2.) ist fest-
gelegt, wann eine gebrochene Zahl zl kleiner als eine gebrochene Zahl z2 sein soll. 
Nachdem wir definiert haben, wie mit gebrochenen Zahlen gerechnet werden kann, 
sind wir in der Lage, diese Kleiner-Relation auch anders zu definieren. 

DEFINITION 9 (12.3.) — Kleiner-Relation in R* 
(,7 Definition 1 (12.2.)) 

Es seien z1, z2 E R*. 
Dann nennen wir z1 < z2 genau dann, wenn es ein 

n 0 z3 E R* \ {0} gibt, so daß z1 z2 z2. 

Entsprechend der im Satz 4 (12.2.) verwendeten Abbildungsvorschrift f ist —
a 

auf a, 
1 

II 
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Für zi < z2 kann man auch z2 > z1 schreiben und sagen: „z2 ist größer als z1". 

Es müßte nachgewiesen werden, daß die Definition 9 (12.3.) der Definition 1 (12.2.) 
äquivalent ist Wir stellen. diese Tatsache nur fest, verzichten aber auf nähere 
Ausführungen. 

Auf der Grundlage der Definition 9 (12.3.) befassen wir uns nunmehr mit den soge-
nannten Monotoniegesetzen im Bereich der gebrochenen Zahlen. 

SATZ 11 (12.3.) — Monotonie der Addition in 11* 
bezüglich der. Kleiner-Relation 

Für alle gebrochenen Zahlen z1, z2, z3 gilt: 
Aus z, < z2 folgt zi z3 < z2 z3 . 

Voraussetzung: z1, z2, z3 E R* , z1 < z2

Behauptung 
Beweis : 

z1 < z2 (nach Voraussetzung) 
Dann gibt es ein z4 E R* \ {0} mit 

(nach Definition 1 (12.2.)) . 

Z1 'F Z2 < Z2 - F'Z3 

z1 zz 
Hieraus ergibt sich: 

(z1 z4).1- z3 = (z4 z3). 
= zi (z3 z4) 

(z1 +.z4) + z3 = (z1 +.33) +.z4
Wegen Z1 + z 4 == z2 

(nach Satz 3' (1.2.3.)) 
(nach Satz. 2 (12.3.)) 
(nach Satz 3 (12.3.)) 

erhalten wir: 
z2 z3 = (z1 z3) z4

und damit 
z2 z3 > z1 z3 (nach Definition 1 (12.2.)). 

Also: z1 z3 < z2 z, 

Wir wollen noch ohne Beweis vermerken, daß die Addition in B* auch bezüglich 
der Gleichheits-Relation' monoton ist. 

SATZ 12 
(12.3.)— 

Monotonie der Multiplikation in R* 
bezüglich der Kleiner-Relation 

Für alle gebrochenen Zahlen z1, z2, z3 gilt: 
1) Aus zi < z2 und z3 0 folgt z, z3 < za z3; 
2) Aus z1 < z2 und. z3 = 0 folgt zi = z2 z3. 

Fall 1) 
Voraussetzung : 
Behauptung 
Beweis : 

zz 
Dann gibt es ein z4 E R* \ {0}, 
so daß z.1 z4 = z2. 
Daraus folgt: (z1
Also: 

z 1 , z 2 E R* , 

21 Z3 < Z5 Z3 

Z4) Za =Z 1 Za 

Z2 Z9 = Z1 z3 Jr 

Z3 E R* \ {0} und z„ < z2

(nach Voraussetzung) 

(nach Definition 1 (12.2.)) 
z4 z3 . (nach Satz 8 (12.3.))

z4. 23 (wegen z4 = z2) 

270 



124. 

Ferner gilt: z4 z3 0. 

Das heißt: h 53 >, z, z, . 
Also: zi z 3 < z2 z8 

(wegen 54, 53 E 12* \ {0} und 
nach Voraussetzung) 
(nach Definition 9 (12.3.)) 

q.e.d. 

Fall 2) 
Voraussetzung: zl, z2 E R* , z3 E R* und z1 C z2

Behauptung: z1 z3 z2 z3
Beweis: 
Wie beim Beweis zu Fall 1) finden wir die Beziehung 

Z2 53 = zi 53 1- Z4 z3 mit 54 E R* \ 01. 

Nun ist z4 z3 = 0 (wegen z3 = 0) . 
Also: z2 z3 = z1 z3, . q. e.,d. 

Wir wollen noch ohne Beweis vermerken, daß die Multiplikation in R* auch 
bezüglich der Gleichheits-Relation monoton ist. 

12.4. Gebrochene Zahlen und Zahlenstrahl 

Im Teil C 11.5. wurden die natürlichen Zahlen in die Menge der Punkte eines 
Zahlenstrahls abgebildet. Wir erhielten durch diese eindeutige Abbildung eine 
Folge von diskreten Bildpunkten auf dem Zahlenstrahl. 
In gleicher Weise verfahren wir mit R*. 

Zu diesem Zweck gehen wir vom Satz 1 (12.4.) aus. 

SATZ 1 (12.4.) 
Es sei R* die Menge der gebrochenen Zahlen und OA+ 
die Menge aller Punkte eines Strahls mit dem Anfangs-
punkt O, der durch. einen beliebigen Punkt A O 
verläuft. 
Dann gibt es eine eineindeutige Abbildung von R* 
in OA+. 

Es gibt mehrere eineindeutige Abbildungen von R* in OA+. 

Wir konstruieren eine dieser Abbildungen folgendermaßen und nennen sie Zahlen-
strahl. 

(1) z = 0, die kleinste gebrochene Zahl, ordnen wir genau dem Anfangspunkt 0 
von OA+ zu. 

(2) z = 1 ordnen wir genau dem Punkt A, A O, von OA+ zu. Wir sagen dann, 

die Strecke OA habe die Länge 1. 
(3) Ist z eine beliebige gebrochene Zahl und [a; b] ein Repräsentant von z, so 

finden wir den Punkt Pz des Strahls OA+, dem die Zahl z zugeordnet werden 
soll, auf folgende Weise. 
Wir unterteilen die Einheitsstrecke OA in b gleiche Teile und tragen eine 
dieser Teilstrecken von O ausgehend a-mal ab. Dem so gefundenen Endpunkt 
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12.5. 

ordnen wir die gebrochene, Zahl z zu. Die Repräsentantenunabhängigkeit 
dieser Zuordnung ist nachweisbar. 
Man kann ebenfalls feststellen, daß im Falle z1 < z2 der Punkt /3, 1 vor dem 

Punkt P„ auf .dem Zahlenstrahl liegt; daß also OP, kürzer als OPz,, ist. 
Weiter gilt dann: 
Wenn z, < z2, z, < z4, aber. z2 — z, = z4 — z3, 
dann ist z1 genau einem Punkt P1 von OA+, 

z2 genau einem Punkt P2 von OA+, 
z3 genau einem Punkt P3 von OA+, 
z4 genau einem Punkt P4 von OA+ 

zugeordnet, so daß 
P1P2 = PaP4 • 

Bild 272/1 veranschaulicht diese Konstruktion. 

i<2,03<g; 2-4=e 
2 

P3 A P2 

4 4 t 
o 4, 

TTii 66

 1 
<gi 4 - = 4 

272/1 

Nach Satz 3 (12.2.) ist die Menge der gebrochenen Zahlen dicht, d. h., zwischen 
je zwei dieser Zahlen gibt es (mindestens) eine dritte' Zahl. 
Es gibt jedoch Punkte des Strahls OA+,' die keiner gebrochenen Zahl zugeordnet 
sind, so daß wir zwar von einer Abbildung Von R* in die Menge aller 'Punkte 
eines Strahles OA+ sprechen können, nicht aber von einer Abbildung auf diese Menge 
(2( Satz 1 (12.4.)). 

12.5. Darstellung gebrochener Zahlen 
im dekadischen Stellenwertsystem 

In Definition 3 (12.1.) sind Zahlzeichen für gebrochene Zahlen eingeführt worden, 
die sich aus den von den natürlichen Zahlen her bekannten Grundziffern 0, 1, 2, 
3, ... , 9 und einem Bruchstrieh zusammensetzen. 
Mit Hilfe der genannten Grundziffern ist es möglich, jede natürliche Zahl dar-
zustellen, wobei ein dekadisches Stellenwertsystem benutzt wird (2( Teil C 11.4.). 

Jede Grundziffer hat einen Zahlenwert und einen Stellenwert. Für die Stellen-
werte verwendet man Potenzen von 10 mit natürlichen Exponenten. 

Es sollte versucht werden, eine analoge Schreibweise auch für gebrochene Zahlen 
einzuführen. 
Der Leser betrachte unsere Ausführungen dazu nur unter dem Gesichtspunkt, 
daß eine solche Schreibweise für gebrochene Zahlen angegeben werden soll. Die 
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Darstellung der damit im Zusammenhang stehenden Probleme ist recht viel-
schichtig und kann in diesem Rahmen keineswegs auch nur annähernd vollständig 
gegeben werden. Das betrifft z. B. solche Fragen, die mit dem Operieren im 
Bereich der gebrochenen Zahlen zusammenhängen (Beispiel: Wie multipliziert man 

0,4 und 0,376?). Der Leser sei darauf verwiesen, daß in jedem Falle richtig vor-
gegangen wird, wenn eine Umwandlung von dieser Schreibweise in die in De-
finition 3 (12.1.) erklärte Schreibweise vorgenommen wird und dann entsprechend 
den Rechenregeln für gebrochene Zahlen (7' Teil C 12.3.) vorgegangen wird. Ein 
„Runden" sollte nur dann vorgenommen werden, wenn das für den vorgegebenen 
Anwendungsbereich einer Aufgabenstellung statthaft und sinnvoll ist. Auf das 
„Runden" und die zugehörigen „Rundungsregeln" soll hier nicht eingegangen 
werden. 

Wir versuchen also, eine dezimale Schreibweise für gebrochene Zahlen zu erklären. 

BEISPIEL 1 (12.5.): 
4613 

z 
212 

Wir erinnern uns der Vereinbarung, alle gebrochenen Zahlen, die sich in der 

Form z = 1 —
a 

(a E N) darstellen lassen, genauso wie die ihnen entsprechenden 

natürlichen Zahlen zu bezeichnen ( ?' Satz 4 (12.2.); Folgerungen). 
Das bedeutet 

4613_21 . 212 + 161 21 • 212 161 
+ 

-.   
212  

--
212 212 212 

21 161 
= T + 212 

161 , 
= + 212 

(nach Definition 1 (12.3.)) 

(nach Vereinbarungen zu Defini-
tion 3 (12.1.)) 

(nach Vereinbarungen zu Defini-
tion 3 (12.1.)) 

161 
= 2 • 101`+ 1 • 10° + 

212 

Es bleibt nach der letzten Umwandlung im Beispiel 1 (12.5.) ein Summand, der 
sich nicht in die dezimale Schreibweise einordnet. Da wir jede gebrochene Zahl, 
die nicht von vornherein den Nenner 1 hat und die nicht von vornherein einen 
Repräsentanten [a; b] mit a < b besitzt, in eine Summe dieser Art zerlegen kön-
nen, ist es im folgenden nur noch notwendig, Betrachtungen über die Darstellung 
solcher gebrochener Zahlen mit einem Repräsentanten [a; b], wobei a < b, in 
dezimaler Schreibweise anzustellen. 

Wir gehen davon aus, daß alle gebrochenen Zahlen z = —
b 

diese Bedingung ge-

nau dann erfüllen, wenn 0 < —a < 1. 

Daraus folgt, daß es notwendig ist, kleinere Zehnerpotenzen als 10° = 1 zu be-
trachten, um solche gebrochenen Zahlen in dezimaler Schreibweise angeben zu 
können. 
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Wir legen fest: 

0,1 als Schreibweise für 

0,01 als Schreibweise für 

0,001 als Schreibweise für 

1 1 
10 = iöi ; 
1 1 

=100 102 ; 
1 

1000 lOg ; • • ' 

Brüche der Form 
1011

,"n E N \ {0} , nennen wir Zehnerbrüche. 

Es bleibt nur noch zu untersuchen, ob es für jede beliebige gebrochene Zahl 

z = -,r) mit a < b stets einen Repräsentanten gibt, dessen Nenner ein Zehnerbruch 

in diesem Sinne ist. 

SATZ 1 (12.5.) 
Es sei z E B* und [a; b] fein beliebiger Repräsentant 
dieser Zahl z. 
Dann gibt es einen Repräsentanten [c; dl von z mit 
d = 10n, n e N, genau dann, wenn 
b = 2P • 5q mit p, q E N. 

Auf einen Beweis des Satzes '1 (12.5.) verzichten wir. 

BEISPIEL 2 (12.5.): 
1 

zi== 

[1; 2] ist dann ein Repräsentant von zl, wobei 2 = 2' • 5°. 
Nach Satz 1 (12.5.) gibt es also einen Repräsentanten von zl, dessen Nenner eine 
Zehnerpotenz mit natürlichem Exponenten ist. 

[e; d] = [5; 10] oder [c'; [50; 100] oder . . . 

Also: z, = 
1

-- — 
5 

— ==
50 

 =-- • • • 
2 10 100 

1 
Wir schreiben: z, = 5 • —

10 
oder kürzer z1 = 0,5; . . . 

z, = 50 . — oder kürzer z2 = 0;50; . . . 12 

BEISPIEL 3 (12.5.,): 
57 

Z2 2(7 i()

[57; 200] ist Repräsentant von z2,wobei 200 = e • 52. 
Deshalb existiert ein Repräsentant von z2, dessen Nenner eine Zehnerpotenz 
ist. 

[e; d] = [285; 1000] oder [c'; d'] = [2850; 10000] oder . . . 
57 285 2850 = • • • Also: zz — 200 — 1000 = 10000 
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3 = Wir. z2 = schreiben: 285. -
10 

2850 • — = • • • 
14 

oder: z2 = 2 • 71 , 
102 

+ 8 • 1  + .n 1• 103
Kurzform: z2 = 0,285 

BEISPIEL 4 (12.5.) 
31 

z3 _ 140 
[31 140] ist Repräsentant von z3, wobei 140 = 22 • 51 • 7. 
Deshalb existiert nach Satz 1 (12.5.) kein Repräsentant von z3, dessen Nenner 
eine Zehnerpotenz ist. 
Nach unseren bisherigen Feststellungen kann damit noch keine Darstellung von 

z. = 31  
in dezimaler Schreibweise angegeben werden. 

140 
Für eine derartige gebrochene Zahl gehen wir wie folgt vor. 

31 2 • 14 3 2 • 14 30 
z3 = 140 = 140 + 140 140 + 1400 

2 • 14 2.14 2 = 2 • 14 2.14 20 
+ 140 1400 1400 140 t1400 14000 

2 • 14 
 
2.14 1 • 14-  6 

140 1400 + 14 14000 14000 - 

31 2 2 1 
Also: 

z3 140 10 + 100 + 1000 + • • • 
z, = 0,221. .. 

Bei einer Fortsetzung dieses Verfahrens erhält man 
z3 = 0,221428 571428571 . . . 

Dabei ist festzustellen, daß sich die Ziffernfolge 142857 von einer bestimmten 
Stelle an wiederholt. 
Wir schreiben kürzer: z3 = 0,22 142857 und lesen dafür: 

„0 Komma 2-2-(1--4-2-8-5-7)-periodisch". 

Aus Satz 1 (12.5.) wissen wir. daß diese Entwicklung für die gebrochene Zahl 
31 
140 

im Beispiel 4 (12.5.) nicht endlich sein kann, es gibt keine Darstellung von 

z3 durch genau einen Zehnerbruch. z3 kann also nur durch eine unendliche Ent-
wicklung dargestellt werden. Diese ist periodisch im oben beschriebenen Sinn. 
Das muß für jede derartige gebrochene Zahl so sein, denn wenn wir eine Zerlegung 
der betrachteten gebrochenen Zahl in eine Summe zweier gebrochener Zahlen so 
vornehmen, daß einer der beiden Summanden stets ein Zehnerbruch ist, so müssen 
wir im Zähler dieses Summanden ein Produkt bilden, dessen einer Faktor m (im 
Beispiel 4 (12.5.)' ist m = 14) stets ein 10*-ter Teil des Nenners ist. Der andere 
Faktor muß' dann kleiner als m sein, für ihn gibt es nur endlich viele, höchstens 
m — 1 Möglichkeiten. Spätestens vom (m — 1)-ten Schritt des Verfahrens an 
muß sich also eine Wiederholung der Produktdarstellung im Zähler ergeben, die 
dann eine periodische Weiterentwicklung bedingt. 
Es sei dazu vermerkt, daß das in der Schule behandelte Verfahren' der schriftlichen' 
Division auf dieser Entwicklung beruht. Das bedeutet, daß wir auch mit Hilfe dieses 
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Algorithmus zu einem analogen Ergebnis gelangen können. Das geht sogar wesentlich 
schneller: Man muß dabei nur beachten, daß man nicht ohne weiteres sagen darf, 
daß man die natürlichen Zahlen 31 und 140 dividiert und dann die obenstehende 
gebrochene Zahl in dezimaler Schreibweise erhält. 
Wir betrachten nochmals Beispiel 1 (12.5.). 

4613 161 
z  _21 

212 + 212 
Dabei ist 212 = 22 • 50 • 53. 
Eine • Darstellung in dezimaler Schreibweise gelingt wegen des Faktors 53 nur 
durch Angabe einer. Periode (7 Satz 1 (12.5.)). 

z = 21 0,759433962264150 = 21,759433962264150 

2
6112321,7594339$2264150 nennen wir den Dezimalbruch für z = 4 

DEFINITION 1 (12.5.) — Dezimalbruch 
Eine gebrochene Zahl, die in dezimaler Schreibweise 
angegeben ist, nennen wir einen Dezimalbruch. 

Wir behandeln nunmehr das Umwandeln von Dezimalbrüchen in4 gebrochene 
Zahlen. 
Für den Fall endlicher Dezimalbrüche ist das einfach. 

BEISPIEL 5 (12.5.): 
z = .3,75 = 3 + 0,75 

Wir betrachten 0,75. Nach den Darlegungen im Beispiel 3 (12.5.) ist 
1 1 75 

0,75 
= 

7 • 
1-6 

+ 5 • —
100 

= 
100 • 

Also: 3 +0,75 = 
300 + 75 = 375 

100 100 

Für den Fall unendlicher (periodischer) Dezimalbrüche ist das im Beispiel 6 (12.5.) 
dargestellte Verfahren möglich, 

BEISPIEL 6 (12.5.): 

. . . 
. . . 

z 
(I) z = 0,712 --  0, 7 12 12 
(II) 100 z = 71,2-12 .= 71, 2 12 12 
(II)-(I) 99 z = 70,5 

990 z = 705 
705 47 

z 990 = 63 

Die Berechtigung eines solchen Verfahrens müßte eigentlich nachgewiesen wer-
den. Es müßte dabei vor allem gezeigt werden, wie man mit Dezimalbrüchen, 
insbesondere mit den periodischen, rechnen kann. Wir verzichten auf solche 
Darlegungen. 
Im Beispiel 6 (12.5.) wird in Gleichung (I) auf beiden Seiten wegen der zwei-
stelligen Periode mit 100 multipliziert. Allgemein gilt, daß man bei einer n-stel-
ligen Periode mit 10n multiplizieren muß. 
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12.6. 

Abschließende Bemerkungen 
Mit den Ausführungen zum Bereich der gebrochenen Zahlen haben wir wesent-
liche Eigenschaften dieses Zahlenbereichs kennengelernt. Es wurde erläutert, 
weshalb diese Zahlen notwendig sind, wie sie definiert werden und wie man mit 
ihnen rechnen kann. 
Vieles von den hier behändelten Sachverhalten war uns bereits bekannt. Dieses 
Wissen sollte geordnet und gefestigt werden. Wir haben die Eigenschaften der 
gebrochenen Zahlen und die Operationen mit diesen Zahlen aus den entspre-
chenden Betrachtungen über natürliche Zahlen hergeleitet. Der Bereich der ge-
brochenen Zahlen baut sich also auf dem Bereich der natürlichen Zahlen auf. 
Der Bereich der gebrochenen Zahlen stellt eine Erweiterung des Bereiches der 
natürlichen Zahlen auf höherer Stufe dar und schließt auf dieser höheren Stufe 
die natürlichen Zahlen mit ein. Alle in der Praxis auftretenden numerischen 
Probleme können mit den gebrochenen Zahlen noch nicht bewältigt werden. 
Deshalb ist es erforderlich, diesen Prozeß der schrittweisen Erweiterung der 
Zahlenbereiche fortzusetzen. 

12.6. Kontrollfragen 

1. Geben Sie zu den folgenden Klassen quotientengleicher geordneter Paare natür-
licher Zahlen je zwei weitere Repräsentanten an! 

= { [2; 4], [1; 2], [8; 16], [5; 101, . . .1 
z, = { [0; 1], [0; 3], [0; 7], [0; 176], . . . y 
z3 = ([9 ; 6], [3; 2], [6; 4], [15; 10], . . . } 
z4 = { [3; 3], [7; 7], [1; 1], [10; 101, . . . ) 

2. Kann das geordnete Paar [0; 0] Repräsentant von z2 oder von z4 (7( Frage 1.) 
seid ? 
Begründen Sie Ihre Antwort! 

3. Geben Sie je drei Repräsentanten für die gebrochenen Zahlen z5 = 
3 
— und z, = —2 an! 
8 

4. Geben Sie im folgenden jeweils mindestens eine gebrochene Zahl an, die zwischen 
den Zahlen des betreffenden Paares liegt! 

a) z7
5 

und z8 = 
6 

c) z8 = - 
6 

und z11 = 
—5 
4 

b) z9
8 

und = 
9 

— d) = 
9 
— und z13 = 

10 

9 10 8 
5. Berechnen Sie mit Hilfe von Repräsentanten die Summe, die Differenz (wenn 

möglich!), das Produkt, den Quotienten von z7 und z8, z9 und z10, z8 und z11, 
z12 und z13 ( jr Frage 4.)! 

6. Begründen Sie mit Hilfe der Definitionen 3 (12.3.) und 9 (12.3.), warum z1 > z8, 
> z11, z3 > z1 (7r Fragen 1. und 4.)! • 

7. Beweisen Sie die Allgemeingültigkeit folgender Aussageformen in H*! 

a 0 = a a • 0 = 0 a:a=1(a+0) 
a— 0 = a a • 1 =a 0: a= 0 (a + 0) 
a— a= 0 a: 1= a 

8. Beweisen Sie 
das Assoziativgesetz der Addition in R *, 
das Assoziativgesetz der Multiplikation in R*, 
das Distributivgesetz in R*! 
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13.1. 

13. Die rationalen Zahlen 

tm die uneingeschränkte Ausführbarkeit der Division zu erreichen, haben wir 
im Teil C 12. eine Erweiterung des Zahlenbereiches N zum Zahlenbereich 12* vor-
genommen. 
Wie schon früher ausgeführt, ist es zur Lösung vieler in der Praxis auftretender 
quantitativer Probleme notwendig, auch uneingeschränkt subtrahieren zu kön-
nen. 
Da in den bisher behandelten Bereichen N und R* die Forderung nach uneinge-
schränkter Ausführbarkeit der Subtraktion nicht erfüllt werden konnte, ist eine 
erneute Erweiterung des Zahlenbereichs R* erforderlich. 
Wir konstruieren „neue Zahlen" und gehen dabei von geordneten Paaren ge-
brochener Zahlen aus. Diese „neuen Zahlen" nennen wir rationale Zahlen. 
Die dazu folgenden Ausführungen sind bewußt so dargestellt, daß, Analogie-
betrachtungen zur Konstruktion des Bereiches /?* jederzeit angestellt werden 
können. 

13.1. Aufbau der Menge der rationalen Zahlen (R) 

DEFINITION 1 (13.1.) — Differenzengleichheit 
Es seien [a; b] E R* x R*, [c; d] E R* x R*. 
Dann nennen wir die geordneten Paare [a; b], [c; 
differenzengleich genau dann, wenn 
a d = c b 

Symbolisiert: [a; b] = D [c; d] genau dann, 
wenn a -1-d ---c+ b 
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BETSPIEL 1 (13.1.): 
[ 3 ;  [_54 19

denn 
3 
5 ,

19 4 , 3

5 1 2 [ 0; 1] =D [ 61 ; 56 1 ,
denn 

3

[ 5  ;i7 ] =D [ 3  ;-i31 
denn 5+-2— 3+- i

1 1 1 1 R ; 1] D
denn 

SATZ 1 (13.1.) 
Die Differenzengleichheit ist eine Äquivalenzrelation. 

Beweis: 

(1) Reflexivität: 
[a; b] =D [a; b] 
Diese Aussageform ist allgemeingültig wegen a+b=a+b (yr Definition 
1 (13.1.) und Satz 1 (12.2.)). 

Symmetrie: 
Wenn [a; b] =D [c; d], so [c; d] = n [a; b] 
Diese Aussageform ist allgemeingültig, denn nach Definition 1 (13.1.) folgt 
für die Prämisse der Implikation a + d b und für die Konklusion 
c + b = a d. Wir wissen, daß die Gleichheit gebrochener Zahlen symme-
trisch ist. 

(3) Transitivität: 
Wenn [a; b] =D [c; d] und [c; d] = D [e; f], so [a; b] = D [e; f] 
Auch diese Aussageform ist allgemeingültig. Wir gehen auf gebrochene 
Zahlen zurück. Es ergibt sich nach Definition 1 (13.1.): 

a + d=c+ b 
und c + f = e + d für die Prämisse der Implikation. 

(2) 

(a + d) (c 4- f) (c b) (e d) (nach Satz 11 (12.3.)) 
(a + f) (c d) = (e b) (c cl) (nach Satz 2 (12.3.) und 3 (12.3.)) 

a + f e + b (nach Satz 11 (12.3.)) 
Also: r.a; b] =D [e ;f] (nach Definition 1 (13.1.)) 
Nach dem Schluß a:uf eine Implikation ist, damit die Transitivität der Relation 
„Differenzengleichheit" bewiesen. 

Wie bekannt ist, bewirkt jede Mtlivelenzrelation in einer Menge eine Klasse,n-
einteilung dieser Menge. Die als Differenzengleichheit gekennzeichnete Äquivalenz-
relation bewirkt eine Klasseneinteilung in der Menge aller geordneten Paare ge-
brochener Zahlen. 

ite

DEFINITION 2 (13.1.) — Rationale Zahlen 
Jede Klasse differenzengleicher geordneter Paare ge-
brochener Zahlen nennen iwir-eine rationale Zahl. 
Die Menge aller dieser Klassen bezeichnen wir mit R. 
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13,1. 

BEISPIEL 2 (13.1.): 11 .11 [13 .2.i [1 . ._2] 
ri -  1[15 5 [12 1 [ ' 3 [ - 1 

1 1  
2'2 --= {[iö ; [4 ; 4] [ ; , 

,r 2 3 [ 1 
; 7 [3; 

1 [ 1  

; 

= 
7 

Der Leser überzeuge sich selbst, (laß es sich bei ri, r2, r3 im Beispiel 2 (13.1.) um 
Klassen differenzengleicher geordneter Paare handelt. 

DEFINITION 3 (13.1.) — Positive und negative 
rationale Zahlen, 
die rationale Zahl Null 

Es sei [a; b] E R* x R* ein beliebiger Repräsentant von 
r E R. 
Dann nennen wir 
(1) r eine positive rationale Zahl genau dann, wenn 

a > b ; 
(2) r eine negative rationale Zahl genau dann, wenn 

a < b; 
(3) r = 0 (Null) genau dann, wenn 
' a = b. 

Man beachte, daß im Bereich. R das Zeichen „0" nicht ein und dasselbe wie in den 
Bereichen R* bzw. N bedeutet. 
„0" ist hier das Zeichen für die rationale Zahl Null. 

Neben „0" als Zeichen für die rationale Zahl „Null' müssen wir nun noch Zeichen 
für positive bzw. negative rationale Zahlen einführen. Dabei überlegen wir uns, 
daß jede positive rationale Zahl einen Repräsentanten der Form [z; 0] besitzt, 
jede negative rationale Zahl einen Repräsentanten [0; z]. 
Begründung : 
Es sei [a; b] ein beliebiger Repräsentant von r und a > b (r sei also positiv). 
Dann ist auch [z; 0] [a — b; 0] Repräsentant von r, denn [a; b] =D [a — b; 0] 
wegen a+ 0 =a—b+b nach Definition 1 (13.1.). 
Es sei [a; b] ein beliebiger Repräsentant von r und a < b (r sei also negativ). 
Dann ist auch [0; z] = [0; b — a] Repräsentant von r, denn [a; b] =D [0; b' — a] 
wegen a +b — a = 0 + b nach Definition 1 (13.1.). 
Ausgehend von diesen Überlegungen definieren wir nun wie folgt. 

DEFINITION 4 (13:1.) — Zahlzeichen für rationale • 
Zahlen 

Es sei r eine positive rationale Zahl und [z; 0] ein 
Repräsentant 'von r. 
Dann bezeichnen wir r durch das Symbol „+ z" 
(plus z). 
Es sei r eine negative rationale Zahl und [0; z] ein 
Repräsentant von r. 
Dann bezeichnen wir r durch das Symbol „—z" 
(minus z). 

re 
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132., 

Entsprechend unseren Vorüberlegungen zu Definition 4 (13.1.) finden wir z, in-

dem wir von einem . beliebigen Repräsentanten [a; b] von r ausgehend die Dif 

ferenz a — b (für positive rationale Zahlen) bzw. b — a (für negative rationale 

Zahlen) berechnen. 

BEISPIEL 3 (131.); 

-Wir verwenden die rationalen Zahlen aus Beispiel 2 (13.1.). 

[ 11 21
'5J 

ist Repräsentant von r1 . 
15

11 2 
15 > j." 

Also ist 

r3r 15 5 : • 0] Repräsentant von 

Deshalb schreiben 

[ 
5 5 

.-- ' — 
3 ' 3 

wir: rl = 
1

. 

ist Repräsentant von r,. 

5• 5 
3 = • 

Also schreiben wir: r2 = 0. 
7 [ 

—2 ; 5] ist Repräsentant von r3. 

7 

-2- 5

Also ist 

[0; 5 — = [0 ; -21-  Repräsentant von r,. 

Deshalb schreiben wir: r 
3

, — — . 
2 

13.2. Ordnung in R 

Wir befassen uns mit der Weichheit rationaler Zahlen. 

Nach Definition 2 (13.1.) sind rationale Zahlen Klassen, wobei die in Definition 
1 (13.1.) erklärte Differenzengleichheit die die Klasseneinteilung bestimmende 
Äquivalenzrelation ist. 
Damit ergibt• sich aus dem Hauptsatz über Äquivalenzrelationen (7 Satz 2 (10.4.)) 
der Satz 1 (13.2.). 
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SATZ 1 (13.2.) 
Zwei rationale Zahlen r1, •r2 sind einander gleich (ri = r2) 
genau dann, wenn es einen Repräsentanten [a; b] von 
ri und einen Repräsentanten [c; d] von r2 gibt, für die 
[a; b] =o [e; d] gilt. . 

DEFINITION 1 (13.2.) — Kleiner-Relation in R 
Es seien r1, ra E R; n, m E R 4. \ {0}. 
Dann nennen wir r1 < r2 genau dann, wenn 

R 
(1) r1 = n und r2 = m und n < m oder 
(2) ri = 0 und r2 m oder 
(3) ri = — n und r2 0 oder 
(4) ri = — n und r2 = — m und n > m oder 
(5) ri — n und r2 m 

Bemerkung: 
Das Zeichen „<" wird gelesen „ist kleiner als" (entsprechend „>" „ist größer als"). 

Durch den Index R nehmen wir eine Abgrenzung gegenüber dem Zeichen „<" („>") 
vor, das die Kleiner-Relationen in B* bzw. in N bezeichnet. Das- ist notwendig, da die 
hier definierte Kleiner-Relation nicht ohne weiteres mit der Kleiner-Relation z. B. 
für gebrochene Zahlen identifiziert werden kann ( Definition 1 (12.2.)). 

SATZ 2 (13.2.) 
Die in Definition 1 (13.2.) erklärte Relation ist eine 
irretlexlee Ordnungsrelation. • 

Ein Beweis des Satzes 2 (13.2.) soll hier nicht angegeben werden. 
Es müßte •nachgewiesen werden, daß die Kleiner-Relation für rationale Zahlen 
irreflexiv, transitiv und konnex ist. 
Die Wahrheit dieser Aussagen ergibt sich aus Definition 1 (13.2.). Es sind dabei 
entsprechend Definition 1 (13.2.) Fallunterscheidungen vorzunehmen. 
Durch die als irreflexive Ordnungsrelation charakterisierte Kleiner-Relation wird 
eine Ordnung in der Menge der rationalen Zahlen angegeben. Man erhält die 
geordnete Menge [R; <]. 

R. 
Für diese geordnete Menge gilt der Satz 3 (13.2.). 

SATZ 3 (13.2.) 
Die Menge der rationalen Zahlen ist dicht. 

Beweis: 
Es seien r1, r2 E R; [a; b] ein Repräsentant von ri; 

[c; (I] ein Repräsentant von r2; 
r2 • 

R 

Für die weiteren Betrachtungen sind entsprechend Definition 1 (13.2.) Fallunter-
scheidungen erforderlich. Wir numerieren diese Fälle wie in Definition 1 (13.2.). 
(1) r1 und r2 seien positiv. 

Dann ist a > b und c > d nach Definition 3 (13.1.). 
Wegen r1 < r2 miuß dann gelten: 

R 
a—b<c—d nach den Definitionen 1 (13.2.) •und 3 (13.1.). 
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Es sei nun r3 die Klasse aller Paare, die mit 
{ 

a 
+ 

c '  b •  differenzengleich 
2 2 + d 1 

sind. 7, ist alsb das arithmetische Mittel von r, und r2 (/ Teil 13. 3.). 
Wir zeigen: 

r1 
<< 

r3 r2, also ri < 
< 

r3 und 7, r, . 
R R R B 

Es ist r„ < r3, denn a — b < c — d . (nach Voraussetzung) 
R 

2a— 2 b<c—d+(a—b) (nach Satz 11 (12.3.)) 
2 (a — b) <a+c—b—d (nach Salz 8 (12.3.)) 

a 4-c —b —d 
a — b < 

2 
(nach Satz 12 (12.3.)) 

a +' c b + d 
a— b< 

2 2 
(nach Definition 4 (12.3.)) 

Wir zeigen weiter, daß auch 7, < r2 ist. 
B 

a—b<c—d 
a b -1-`(c — < 2c — d 
a c — b d < 2 (c — d) 
a+c—b—d 

<c — d 2 
a+ c b + d 

d 
2 2 

<c —cl

(nach Voraussetzung) 
(nach Satz 11 (12.3.)) 
(nach Satz 8 (12.3.)) 

(nach Satz 12 (12.3.)) 

(nach Definition 4 (12.3.)).

Für Fall (1) ist also gezeigt, daß es eine Zahl r3 E R gibt, die zwischen ri und r, 
l 

liegt. Diese Zahl r 3 hat dann das geordnete Paar [—
a+

2—
c

- 
b d 

2 1 als Reprä-
sentanten. 

Die Fälle (2) bis (5) lassen sich analog beweisen. Eine ausführliche Darstellung 
sei dem Leser selbst überlassen. 

Wir betrachten nunmehr das Problem der möglichen Einordnung des Bereichs der 
gebrochenen Zahlen in den Bereich der rationalen Zahlen. 

SATZ 4 (13.2.) 

Es sei R1 die Menge, die alle nicht negativen rationalen 
Zahlen enthält; R, c R. 
Dann ist R1 isomorph R* bezüglich der in beiden Men-
gen definierten Kleiner-Relation. 

Beweis: 
Zum Beweis des Satzes 4 (13.2.) ist 
(1) die Existenz einer eineindeutigen Abbildung von R„ auf R*, 
(2) die Relationstreue dieser Abbildung bezüglich der in beiden Mengen erklärten 

Kleiner-Relation 
zu zeigen. 
Zu (1): Es sei f diejenige Abbildung von R1 auf R*, die jedem Element + z E Ri 

das Element z E R* zuordnet, d..h., es sei f(+z) Z. 

Dann ist f eine, eineindeutige Abbildung. 
Zu (2): Es ist zu zeigen: 

Wenn + z, < + z2, so ist f(+ zi) <f(+  z2). 
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13.2.. 

Es sei nun + z1 < zz-
R 

Dann ist zl < z2 nach Definition 1 (13.2.) (1). 
Wegen f( -IL zi und f(H- z2) = z2 gilt dann aber auch , 
f(+ zi) <A+ z2) • 

Die Isomorphie der genannten Teilmenge der Menge der rationalen Zahlen zur 
Menge der gebrochenen Zahlen bezüglich der in beiden Mengen erklärten Kleiner-
Relation berechtigt zu der Feststellung, daß sich beide Mengen hinsichtlich dieser 
Relationen analog verhalten. 
Das heißt: Zu jeder Aussage H über gebrochene Zahlen, in der die Kleiner-Re-
lation als einzige Relation vorkommt und sonst keine Operation, gibt es eine 
entsprechende Aussage H' über rationale Zahlen. 
Dabei gilt: 
H ist wahr genau dann, wenn H' wahr ist. 

Wir nutzen diese Erkenntnis zu einer Vereinfachung der Symbolik. 
In Zukunft unterscheiden wir nicht mehr zwischen „<" für die Kleiner-Rela-

tion in R und „<" bzw. „<" für die Kleiner-Relation in R*. Wir verwenden 
R" 

in jedem Falle das Zeichen „<". 
Wie schon für den Bereich der gebrochenen Zahlen wollen wir auch für den Be-
reich der rationalen Zahlen den Satz 5 (13.2.) beweisen. 

(SATZ 5 (13.2.) 
Die Menge der rationalen Zahlen (R) ist abzählbar. 

Beweis: 
Wir zeigen die Gleichmächtigkeit von R und N. 
Dazu konstruieren wir eine eineindeutige Abbildung von R auf N. 
Wir ordnen zufiächst die Menge aller Repräsentanten aller rationalen Zahlen nach 
dem, im Bild 284/1 dargestellten Prinzip. 

0 0 0 0 0 
1~ 

7  7  --..- 1 f 7. 3 

+ 

z

/+ — //' +— / /+—/ 
,.- +—

/ 
2 3 2e. 4  5 

__1 z _1  1Z _ 41 / 
1 /2 

_ 

3 
_ 

5 

4.2 
ze,

4._
; +1  +5 +.3. 2 

3' 
3

• • • 
• • . 
• . 

• • • 

• • • 

f • • 

284/1 

Aus dieser geordneten Menge wählen wir je einen Repräsentanten für jede ratio-
nale Zahl aus, indem wir immer genau den in der angegebenen Reihenfolge zuerst 
auftretenden Repräsentanten einer rationalen Zahl verwenden und alle weiteren 
differenzengleichen Repräsentanten streichen. Diese so ausgewählten Reprä-
sentanten ersetzen wir durch die zugehörige rationale Zahl. Damit erhalten wir 
die im Bild 2§5,1 dargestellte Menge der rationalen Zahlen. 
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13.3:. 

° Z ZZ/ 
+ 7 +-3-+1 5

7 1 7 1 
5 

+2 /2 +133 

-2 

+3 2 

-3 

285/1 

Die so geordnete Menge der rationalen Zahlen bilden wir analog zur Darstellung 
auf Seite 259 auf die Menge der natürlichen Zahlen ab, die wir zu diesem Zwecke 
durch die in N erklärte Kleiner-Relation ordnen. 

Also: 
1 

0 — 0; + 1 1; — 1 — 2;+2H3; —
3 

4; 

1 
5; +2 6; - 2 7; - 8; , 

1 
— 9; 

e5 
4

1 
10; . . . 

Damit ist die Abbildung eineindeutig und erfaßt alle Elemente von R und von N. 

13.3. Operationen in R 

DEFINITION 1 (13.3.) — Summe rationaler Zahlen 
Es seien r1 und r2 rationale Zahlen, 
[a; b]. ein Repräsentant von r1 und 
[c; d] ein Repräsentant von r2. 
Dann nennen wir r1 +R r2 die Summe von r1 und r2 ge-
nau dann, wenn 
[a c; b d] ein Repräsentant von r1 Nr2 ist. 

Bemerkungen: 
Das für die Summe rationaler Zahlen verwendete Zeichen „ R" soll diese von der 
Summe natürlicher Zahlen bzw. gebrocheper Zahlen (Zeichen „+" bzw. „I-R.") unter-
scheiden. Denn es kann nicht von vornherein angenommen werden, daß z. B. die 
Summe gebrochener Zahlen mit der Summe rationaler Zahlen (im Sinne des Perma-
nenzprinzips) übereinstimmt. 

SATZ 1 (13.3.) — Summe rationaler Zahlen 
Die in Definition 1 (13.3.) definierte Summe existiert 
und ist eindeutig bestimint. 
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13.3. 

Beweis: 

1. 

(1) 

(2) 

Existenz der Summe 
Es seien r1, r2 rationale Zahlen, 
[a; b] ein Repräsentant von 
[c; d] ein Repräsentant von r2. 
Dann ist 

[a + c; b + d] E R xR* 
wegen 

a+cER* und b + d E R* . 
Die zu [a + c; b + d] gehörende Klasse ist dann nach Definition 1 (13.3.) 
Summe von r1 und r2. 
Es existiert also zu beliebig vorgegebenen r1, r2 e R ein r3 E R mit 

r1 +R r2 = r3 . 
Eindeutigkeit der Summe 
Es seien r1, r2 rationale Zahlen, 
[a; b] und [a' ; b'] Repräsentanten von r1, 
[c; d] und [c' ; d'] Repräsentanten von r2. 
Nach Definition 1 (13.3.) sind dann [a ± c; b d] und [a' + c'; b' + 
Repräsentanten von r1 +R r2. 
Zu zeigen ist, daß [a + c; b + d] und [a' + c'; b' + d'] Repräsentanten aus 
ein und derselben Klasse, also ein und derselben rationalen Zahl sind. Das 
ist nach Definition 2 (13.1.) genau dann der Fall, wenn 

[a + c; b + d] [a' + c'; b' + d'] , 
d. h.: a + c + b' + d' = a' + c' + b + d (nach Definition 1 (13.1.)) 

a b' + c + d' = a + b + c' + d) (*) (nach Satz 2 (12.3.)) 
Nun gilt nach Voraussetzung und Definition 2 (13.1.); 

[a; b] =D [Ce; bl 
[c; d] =D [c" d'] 
a + b' = a' + b 
c + d' = c' + d 

Durch Addition ergibt sich 
a + b' + c + d' = a + b + ' + d (nach Definition 1 (13.1.)) (7( (*)), 

q. e. d. 

DEFINITION 2 (13.3.) — Addition in R - 
Wir nennen die eindeutige Abbildung von R x R in R 
Addition in R genau dann, wenn sie jedem geordneten 
Paar [r1; r2] zweier rationaler Zahlen r1 und r2 ihre 
Summe r1 + R r2 zuordnet. 

BEISPIEL 1 (13.3.): 1 1 
Zu ermitteln ist die Summe der beiden rationalen Zahlen — —6 und + 

4 i+  +1 +R ( + 1 

6 j

) =  r3

1 
[0; 1  ist Repräsentant von 

6 — -6-  • 

[--- 0] ist Repräsentant von + 
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1 
Wir ermitteln die Summe von — 

1 1-4 
und + - mit Hilfe dieser Repräsentanten 

nach Definition 1 (13.3.). 
[ 0 + ; + o] = ; 0  1 = 1 

Dann gilt: ist Repräsen-
[12 

tant von 73. 

Nach Definition 4 (13.1.) ist dann r3 = 
1 

Also gilt: (— -61) R(+  -14-) 

+ 12 

SATZ 2 (13.3.) — Kommutativgesetz der Addition in R 
Für alle rationalen Zahlen rl, r3 gilt: 

+R r2= r2 +R 71 • 

Beweis: 
Es seien r1, r2 rationale Zahlen, 
[a; b] ein Repräsentant von rj, 
[c; d] ein Repräsentant von r2. 
Dann ist nach Definition 1 (13.3.) [a ± c; b d] ein Repräsentant von 
und [c a; d b] ein Repräsentant von rz +R 

Nun gilt aber: 
[a c; b d] = [c a; d b] (nach Satz 2 (12.3.)). 

Also ist r1 +Rre =  r2 +R ri• 

rl +R r2

SATZ 3 (13.3.) — Assoziativgesetz. der Addition in 11 
Für alle rationalen Zahlen 2. , r2, r3 gilt: 
7 +R(r2+Rrs) +R 72) +R 73 • 

Den Beweis des Satzes 3 (13.3.) führe der Leser selber. 

DEFINITION 3 (13.3.) - Differenz rationaler Zahlen 
r, nennen wir die Differenz zweier rationaler Zahlen ri
und 2.2 genau dann, wenn 

r2 R r3 

Wir schreiben dann auch: 
r3 = rl — R 72 . 

Bemerkung : 
Wie im Bereich der gebrochenen Zahlen definieren wir also auch hier die Differenz 
rationaler Zahlen mit Hilfe der für den Bereich R bereits definierten Addition. Es geht 
darum, zu einer vorgegebenem Summe zweier Summanden (rk) einen Summanden (rD 
zu ermitteln, wenn der andere Summand (r2 ) ebenfalls vorgegeben ist. 

SATZ 4 (13.3.) — Differenz rationaler Zahlen 
Die in Definition 3 (13.3.) definierte Differenz existiert 
und ist eindeutig bestimmt. 

Im Satz 4 (13.3.) interessiert in erster Linie die Behauptung der uneingeschränkten 
Bestimmbarkeit, der Existenz der Differenz rationaler Zahlen. Wir hatten ja 
gerade diesen Sachverhalt als Motiv für die Notwendigkeit der Konstruktion des 
Bereiches der rationalen Zahlen angegeben. 
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13.3. 

Wir beweisen also die Existenz von r, —R r2 zu vorgegebenen r1, r2 E R. 

Beweis : 
Es seien r1, r2 rationale Zahlen. 
Behauptet wird: 

3 r a(r3 E R A r1 = r2 r1) (if Definition 3 (13.3.)). 
Nun seien [a; b] 

[c; d] 
[e; f] 

ein Repräsentant von r1, 
ein Repräsentant von r2, 
ein Repräsentant von r3. 

Nach Definition 3 (13.3.) entspricht dann unsere Behauptung der folgenden Aus-
sage. 
Es gibt ein Paar 

[e; f] mit e, f E R* und [a; ] e; d f] . 
Wir gehen von einer Konstruktion aus. 
Es sei e = a + d, f b + c. 
Dann gilt: [e; f] = D [a d; b + c], 
das heißt: e (b. + c) (a + d) f (nach Definition 1 (13.1.)) 

(b + c) e = (a + d) + f (nach Satz 2 (12.3.)) 
b + (c + e) = a + (d + f) (nach Satz 3 (12.3.)) 
(c +b = a + (d + f) (nach Satz 2 (12.3.)) 

[c e; d +f] =D [a; b] (nach Definition 1 (13.1.)) 
Damit ist die Existenz eines solchen geforderten Paares [e; f] — nämlich 
[e; f] =13 [a d; b + c] — gezeigt. 
Also ist r3 eine rationale Zahl, q. e. d. 
Um den Beweis des Satzes 4 (13.3.) vollständig zu führen, müßte noch. die ein-
deutige Bestimmtheit der Differenz nachgewiesen werden. Darauf verzichten wir. 

DEFINITION 4 (13.3.) — Subtraktion in R 
Wir nennen .die eindeutige Abbildung von R x R in R 

• Subtraktion in R genau dann, wenn sie jedem geord-
neten Paar [r1, r2] zweier rationaler Zahlen r, und r2
ihre Differenz r1 R r2 zuordnet. 

Damit wird auch die Subtraktion rationaler Zahlen als Umkehroperation zur 
Addition rationaler Zahlen definiert, wie das auch bei der Subtraktion in den Be-
reichen N und R* geschah. 

BEISPIEL 2 (13.3.): 
Wir wollen berechnen: 

3 1 
r3 = (+ s-) —R 

Diese Differenz berechnen wir nach Definition 3 (13.3.), indem wir auf die Ad-
dition rationaler Zahlen zurückgehen: 

(+1 = (+ 41 ) ±R r35 

5 ; 0] ist Repräsentant von + 
5 ' 
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[o ; 
1

ist Repräsentant von — (7 Definition 4 (13.1.)). 
41 

[a; b] sei ein beliebiger Repräsentant 
Dann muß gelten: 

r_3 ; 01 [ 0 a; bi 

L5 j -V 4 7- j 
3 1 
5 + 4 ±b= a+ 0 + 0 

17 
20 + b ° 

von r3. 

(nach Definition 1 (13.3.) und Satz 1 (13.2.)) 

(nach Definition 1 (1e.1.) und Satz 2 (12.3.)) 

[17 
; •=D [a; b] (nach Definition 1,(13.1.))) 

Damit ist 
[20 
-
17 

; 01 nach Definition 2 (13.1.) und Voraussetzung ein Repräsentant 

von r3. 
•  

Nach Definition 4 (13.1.) ist dann r 17, =-- + . 

Also gilt: ( + 

Beweis : • 

(1) 

(2) 

= 

DEFINITION 5 (13.3.) — Produkt rationaler Zahlen 
Es seien r1 und r2 rationale Zahlen, 
[a; b] ein Repräsentant von ri, 
[c; d] ein Repräsentant von r2. 
Dann nennen wir r1 • R r2 das Produkt von r1 und r2 ge-
nau dann, wenn [a c + b d; a d b] ein Repräsentant 
von rl • R r, ist. 

SATZ 5 (13.3.) — Produkt rationaler Zahlen 
Das in Definition 5 (13.3.) definierte Produkt existiert 
und ist eindeutig bestimmt. 

Existenz des Produktes 
Es seien r1, r2 rationale Zahlen, 
[a; b] ein Repräsentant von r1, 
[c; d] 'ein Repräsentant von r2. 
Dann ist nach Definition 5 (13.3.) [ac±bd;ad+cb] ein Repräsentant von 
ri • R r2. Nach Satz 5 (12.3.) und Satz 1 (12.3) ist [ac+bd;ad+cb]ER*xR*. 
Daraus folgt nach Definition 2 (13.1.), daß ri • R r, E R. 
Eindeutigkeit des Produktes 
Es seien r1, r2 rationale Zahlen, 
[a; b] und rd ; Repräsentanten von r1, 
[c; d] und [c'; d'] Repräsentanten von r2. 
•Dann muß gelten: [a; b] = D [a'; b'] 

[c; d] = D [0' ; d'] (nach Definition 2 (13.1.)) 
a b' = a b (1) 
c d' = c' d (II) (nach Definition 1 (13.1.)) 
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13.3. 

Wir zeigen, daß 

[ac+bd; ad+cb]= D [a',c'+b'd'; 

d. h., daß wir unabhängig von den Repräsentanten der Zahlen rl bzw. r2 ein 
und dieselbe rationale Zahl r3 als Produkt von r1 und r2 erhalten. Wenn 
nämlich diese Differenzengleichheit gilt, so sind nach Definition 2 (13.1.) beide 
geordnete Paare Repräsentanten von r3. 
Genau dann, wenn gelten soll: 

[ac+bd; ad+cb]= D [a'c'+b'd'; a'd' 
muß gelten: 

ac+bd+a'd' ±c'b'=a'c'+b'd' +ad+cb (*) 
(nach Definition 1 (13.1.)): 
Es bleibt nachzuweisen, daß diese Aussageform allgemeingültig ist. Durch 
weitere Umwandlungen in äquivalente Aussageformen vergewissern wir uns 
davon. Wir addieren auf beiden Seiten der Gleichung aus Zweckmäßigkeits-
gründen a c + b c' + b' c + a c'. Dazu sind wir entsprechend unserer Fest-
stellung über die Monotonie der Addition bezüglich der Gleichheitsrelation in 
.R* berechtigt. 
Also: 

ac+bd+a'd' +c'b' +a'c+bc' +b'c+ac' 
=a 1 e'±b'd'+ad+cb+a'c+bc'+b'e+ac' 

a(c+c')+b'(c+c')+bd+a'd' +a' c+bc' 
=a'(c+c')+b(c+c')+b'c+ac'+ad+b'd' 

(nach den Sätzen 2 (12.3.), 6 (12.3.), 8 (12.3.)) 
(a+b')(c+c')+bd+a'd' +a'c+bc' 

=(ä + b) (c + c' ) + b' c + ac + ad + b' d' 
(nach Satz 8 (12.3.)) 

(a+b')(c+c')+bd+a'd' +a' c+bc" 
= (a + b' ) (c + c ) + b' c+ ac' + ad + b' d' 

(nach (I)) 
bd-Fa'd'+a' c+bc' =b' c+ac' +ad+b'd' 

(nach Satz 11 (12.3.)) 
a' (d' + c) + b (c1 c') b' (c + d' ) a.(c' + d) 

(nach Satz 2 (12.3) und Satz 8 (12.3.)) 
a' (d' + c) + b (d' + c) = b' (c + d') + a (c + d') 

(nach (II)) 
(a b) (d' + c) (b' + a) (c + d') 

(nach Satz 8 (12.3.)) 
(a' b) (d' + c) = (a' + b) (d' + c) 

(nach (I), (II) und Satz 2 (12.3.)) 

Damit ist die Allgemeingültigkeit der Aussageform (*) nachgewiesen, denn die 
durch die Umformungen erhaltene letzte Gleichung besitzt diese Eigenschaft auf 
Grund der Reflexivität der Gleichheit gebrochener Zahlen. 

DEFINITION 6 (13.3.) — Multiplikation in R 
Wir nennen 'die eindeutige Abbildung von RxR in /? 
Multiplikation in R genau dann, wenn sie jedem geord-
neten Paar [r1; r2] zweier rationaler Zahlen r1 und r2
ihr Produkt r1 • R r2 zuordnet. 
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BEISPIEL 3 (13.3.): 

Zu ermitteln ist das Produkt der beiden rationalen Zahlen -I- —5 
25 

und — . 
3 

Vt-
, 

3) 

.R 
25)=r3 

; 
oJ  ist ein Repräsentant von + , 

[13;1] ist ein Repräsentant von — 6 
(jr Definition 4 (13.1.)) . 

Wir ermitteln das Produkt von + 
3 25 
—
5

und —  nach Definition 5 (13.3.) mit Hilfe 

von Repräsentanten. 
Dann gilt: 

[-5
3• 0 

° • 

-6 

• 25 
-
5

• 
3 +2 

-
6
5 ' ° •Ci] 

• 
[°' 

ist ein Repräsentant von r3. 

Nach Definition 4 (13.1.) ist dann r 
2 

3 = — -- 
5 

5 6 2Also gilt: (-I- •R = (—

ei0 0 

SATZ 6 (13.3.) — Kommutativgesetz der Multiplikation 
in R 

Für alle rationalen Zahlen r1, r2 gilt: 
• R r, = r2 • R • 

Beweis : 
Wir beträchten rationale Zahlen r1, r2. • 
Es sei [a; b] ein Repräsentant von 

[c; d] ein Repräsentant von r2. 
Dann ist . [a c+ bd; ad ±c b] Repräsentant von r1 •R r2 ; 

[c a+db; da + b c] Repräsentant von r2 •R ri 

(nach Definition 5 (13.3.)). 
Nun gilt: [ac±bd;ad+cb]--[ca+db;da+bc] (nach Satz 6(12.3.)). 
Also gilt: ri • R r2 = r2 •-\R ri (nach Satz 1 (13.2.)) . 

SATZ 7 (13.3.) — Assoziativgesetz der Multiplikation 
in R 

Für alle r1, r2, r3 E R gil 
r1 • R (1'2 . R r3) (1'1 . R r2) • R rs • 

Den Beweis,des Satzes 

(1, 

,;(13.3.) führe der Leser selber. 

SATZ 8 (13.3.)-- Distributivgesetz in R 
Für alle r1, r2, r3 E R gilt: 

(r2 +R r3) r2 r1 • R r3 • 
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ie 
Den Beweis des Satzes 8 (13.3.) führe der Leser selber. 
Bemerkung: 
Es läßt sich auch hier nicht nur die im Satz 8 (13.3.) ausgesprochene linksseitige Distri-
butivität, sondern auch die rechtsseitige Distributivität beweisen. Davon ausgehend 
unterlassen wir eine Unterscheidung beider Formen und spl'echen nur vom Distributiv-
gesetz. 

DEFINITION 7 (13.3.) — Quotient rationaler Zahlen 
r3 nennen wir den Quotienten zweier rationaler Zahlen r1 
und r2 (r2 0) genau dann, wenn 
rl  = 7 24•R r3. 

'Wir schreiben auch: r3 = rj, :R r2. 

Der Quotient wird also mit Hilfe einer in It bereits bekannten Operation in diesem 
Falle mit Hiife der Multiplikation, definiert. Es geht darum, zu einem, vorgegebenen 
Produkt zweier Zahlen einen Faktor zu ermitteln, wenn der andere Faktor ebenfalls 
vorgegeben ist. 

SATZ 9 (13.3.) — Quotient rationaler Zahlen 
Der in Definition 7 (13.3.) definierte Quotient 
(r2 0) existiert und ist eindeutig bestimmt. 

Auf einen Beweis des Satzes 9 (13.3.) verzichten wir. 

r1 :R ,r2

DEFINITION .8 (13.3.) — Division in R 
Wir nennen die eindeutige Abbildung von R x (R \ {0} ) 
in R Division in R genau dann, wenn sie jedem ge-
ordneten Paar [2.1; r2] zweier rationaler Zahlen r1 und 
r2 (r2 0) ihren Quotienten r1 :R r2 zuordnet.• 

Die Division :bezeichnet man auch als Umkehroperation zur Multiplikation (7r De-
finition 7 (13.3.)). Diese Tatsache drückt man durch die Gleichung 

(ri :R r2) • R r2 = r, 
aus, deren Richtigkeit unmittelbar aus Definition / (13.3.) folgt. 

BEISPIEL 4 (13.3.): 

Gesucht ist der Quotient der rationalen Zahlen (— 3 ) 
4 

und (-
1
2 ' 

2 /. —r3
Diesen Quotienten berechnen wir nach Definition 7 (13.3.), indem wir auf die 
Multiplikation rationaler Zahlen zurückgehen. 

\•-• 4j = ‘  2j • R r3
Wir betrachten Repräsentanten. 

[o; ?-i] 

[0; .1] 
1 

ist ein Repräsentant von — ., (nach Definition 4 (13.1.)). 
2 

ist ein Repräsentant von 
3 
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1,34, 

[a; bi sei ein beliebiger Repräsentant von r8. 

[0; 713 ] -='D [0 • 22-b; O•b+a• (nach Definition 5 (13.3.)) 

1 3 
0+ 0+ 2 = 0 —2 b + —4 (nach Definition 1 (I3.1.)) 

a = b 
3

(nach Satz 11 (12.3.)) 

a 3 0 = b - (nach Satz 12 (12.3.)) 

[a; b] =D ; 0] (nach Definition 1 (13.1.)) 

Neben [a; b] ist also auch [ i -; 0] Repräsentant von r3. 

Nach Definition 4 (13.1.) ist dann r3 = 

Also: (— 4): R (— 3
2 2 

• 

Wir haben' festgestellt, daß im Bereich der rationalen Zahlen alle vier Grund-
operationen uneingeschränkt (Ausnahme: Division durch Null) ausführbar sind 
und daß, die Lösungen entsprechender Aufgaben eindeutig bestimmt sind. Die 
rationalen Zahlen leisten also mehr als die natürlichen bzw. gebrochenen Zahlen. 
Alle bisherigen Feststellungen zu den Operationen im Bereich der rationalen 
Zahlen sind geeignet, Analogiebetrachtungen zu Feststellungen über die Rechen-
operationen im Bereich der gebrochenen Zahlen bzw. der natürlichen Zahlen an-
zustellen. Auf der Grundlage der bisherigen Betrachtungen zu den rationalen 
Zahlen ist es möglich, die Isomorphie einer echten Teilmenge der Menge der 
rationalen Zahlen (7' Satz 4 (13.2.)) zur Menge der gebrochenen Zahlen bezüglich 
der Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division nachzuweisen. Auf Grund 
dieser Isomorphie brauchen wir nicht mehr streng zwischen gebrochenen Zahlen 
und nicht negativen rationalen Zahlen zu unterscheiden, da für beide Zahlenarten 
die gleichen Rechengesetze gelten. - 
Mit anderen Worten: Die rationalen Zahlen verhalten sich bezüglich der Grund-
rachenoperationen analog zu, den gebrochenen Zahlen. In Anwendung des früher 
schon erwähnten Permanenzprinzips können Wir für die folgenden Betrachtungen 
vereinbaren, auf eine Unterscheidung der Additionszeichen für die Addition ge-, 
brochener Zahlen bzw. für die Addition rationaler Zahlen zu verzichten. Analog 
gilt das auch für die anderen Grundrechenoperationen. 
Wir verwenden also die Zeichen „+", „—", „.", „:" auch für die Addition, 
Subtraktion, Multiplikation, Division rationaler Zahlen. 

DEFINITION 9 (13.3.) - Betrag einer rationalen Zahl 
Es sei r E R, [a; b] ein beliebiger Repräsentant von r. 
Der Betrag Ir I wird wie folgt definiert. 

(1) r = — b) für ä>b 
(2) r =0 für a=b 
(3) r (b — a) für a < b 
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13.3. 

Wir wenden uns nunmehr nochmals der Ordnung in R zu. 

In Definition 1 (13.2.) ist festgelegt, wann eine rationale Zahl r1 kleiner als eine 
rationale Zahl r2 (r1 < r2) sein soll. Nachdem wir definiert haben, wie mit ratio-
nalen Zahlen gerechnet werden kann, sind wir in der Lage, diese Kleiner-Relation 
auch wie folgt zu definieren. 

DEFINITION 10 (13.3.) — Kleiner-Relation in R 
(/ Definition 1 (13.2.)) 

Es seien r1, r2 E R. 
Dann nennen wir r1 < r 2 genau dann, wenn es eine 
positive rationale Zahl r3 gibt, so daß r1 + r3 = r2 . 

• Dann nennen wir r i > r 2 genau dann, wenn es eine 
negative rationale Zahl r3 gibt, so daß r1 r3 = r, . 

Es sei vermerkt, daß wir auf einen Nachweis darüber verzichten, daß die Definition 
10 (13.3.) der Kleiner-Relation äquivalent zu der Definition 1 (13.2.) ist. 

Wir formulieren im folgenden einige Sätze (ohne Beweise), die Aussagen über die 
Vorzeichen von Summen, Differenzen, Produkten und Quotienten machen. 

SATZ 10 (13.3.) 
Für alle r1, r2 E R gilt: 
(1) ri r 2 > 0 genau dann, wenn gilt: 

a) r1 ist positiv und r2 ist positiv; oder 
b) r1 ist positiv und r2 = 0; oder 
c) r1 ist positiv und r2 ist negativ und 11-21 < 

(2) r i r 2 = 0 genau dann, wenn gilt: 
a) r1 = 0 und, r2 = 0; oder 
b) r1 ist positiv und r2 ist negativ und In.' = jr21. 

(3) ri r2 < 0 genau dann, wenn gilt: 
a) r1 ist negativ und r2 ist negativ; oder 
b) r1 ist negativ und r2 = 0; oder • 
c) r1 ist negativ und r2 ist positiv und ir.j' < 

Weitere Fallunterscheidungen sind im Satz 10 (13.3.) wegen der nachgewiesenen 
Kommutativität der Addition in R nicht erforderlich. 

SATZ 11 (13.3.) 
Für alle 7-1, r2 E R gilt: 
(1); r1 — r 2 > 0 genau dann, wenn ri > r2; 
(2) Ti — r2 = 0 genau dann, wenn ri = r2 ; 
(3) Ti — r 2 < 0 genau dann, wenn r1 < r2. 

SATZ 12 (13.3.) 
Für alle r1, r2 E R gilt: 
(1) r1 • r2 > 0 genau dann, wenn gilt: 

a) r1 ist positiv und r2 ist positiv; oder 
b) r1 ist negativ und r2 ist negativ. 

(2) 71 • r 2 = 0 genau dann, wenn gilt: 
r1 =- 0 oder r2 =- 0. 

(3) r1 • r 2 < 0 genau dann, wenn gilt: 
r1 ist positiv und r2 ist negativ. 
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Wegen der Gültigkeit des Kommutativgesetzes der Multiplikation in 17 sind weitere 
Fallunterscheidungen im Satz 12 (13.3.) nicht erforderlich. 

SATZ 13 (13.3.) 
Für• alle r1 E R, r2 E R \ {0} gilt: 
(1) r1: r 2 > 0 genau dann, wenn gilt: 

a) r„ ist positiv und r2 ist positiv; 
b) r1 ist negativ und r2 ist negativ. 

(2) r1 : r 2 = 0 genau dann, wenn gilt: 
rl = 0. 

(3) ri : r 2 < 0 genau dann, wenn gilt: 
a) r1 ist positiv und r2 ist negativ; 
b) r1 ist negativ und r2 ist positiv. 

oder 

oder 

Auf der Grundlage der Definition 10 (13.3.) befassen wir uns im folgenden mit den 
sogenannten Monotoniegesetzen im Bereich der rationalen Zahlen. 

SATZ 14 (13.3.) — Monotonie der Addition in R 
bezüglich der Kleiner-Relation 

Für alle rationalen Zahlen r1, r2, r3 gilt: 
Aus r1 < r, folgt r3 < r2 r3. 

Voraussetzung: r1, r2, r3 E R, 9.1 < r2
Behauptung: r1 7.3 < r2 r3
Beweis : 

rl < r2
Dann gibt es nach Definition 10 (13.3.) ein 
Hieraus ergibt sich: 

(r1 r4) r3 =r1 (r4 r3) 
= r, -F (r3 r4) 
= (r, 9.3) r4

Wegen r1 r4 = r2 erhalten wir 
r2 r3 = (2-1 + r3) r4 

und damit 

r2 + r3 > r1 r3 • 

Das ist aber gleichbedeutend mit 
r, < r +r 3 .

// 
0 

(nach Voraussetzung) 
positives r4 E R mit r1 r4 = r2. 

(nach Satz 3 (13.3.)) 
(nach Satz 2 (13.3.)) 
(nach Satz 3 (13.3.)) 

(nach Definition 10 (13.3.) 
und wegen r4 ist positiv) 

q. e. d. 

SATZ 15 (13.3.) — Monotonie der Multiplikation in R 
bezüglich der Kleiner-Relation 

Für alle rationalen Zahlen 7.1, r2, r3 gilt. 
(1) Aus r1 <`r, und r, > 0 folgt 

ri • r, < r, • r, ; 
(2) Aus r1 < r2 und r3 = 0 folgt 

r, • r, = r2 • r3 ; 
(3) Aus r1 < r2 und r3 < 0 folgt 

ri • Y3 > rs • rs • 
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Wir betrachten beliebige rationale Zahlen und nehmen Fallunterscheidungen v-ot. 
Fall (1) 
Voraussetzung: ri, r2; r3 E R, r3 > 0 und r, < r2 
Behauptung: r, r, < r, r3
Beweis: 

< r2 (nach Voraussetzung) 

Dann gibt es nach Definition 10 (13.3.) eine positive rationale Zahl r4, so daß 

r3. r4 = r2 • 
Hieraus ergibt sich: 

(r1 r4) r3 = r, • r3 r4 • r3 nach Satz 8 (13.3.)) 

Wegen r, r4 r2 erhalten wir: 

Weiter kann gesagt werden, daß das Produkt r4 • r3 positiv ist; denn es gilt: 
r4 ist positiv und r3 ist positiv (nach Voraussetzung) 
und damit r4 • r3 positiv, (nach Satz 11 (13.3.)) 
d. h.: r2 • r3 > ri ' r3 . (nach Definition 10 (13.3.)) 
Das ist aber gleichbedeutend mit 

7.4 • r3 < r2 • 1.3 • q. e. d. 

Die übrigen Fälle beweise der Leser selber. 
Wir wollen noch ohne Beweis vermerken, daß die Addition in R und die Multipli-
kation in R auch bezüglich der Gleichheits-Relation monoton sind, wobei in diesem 
Falle für die Multiplikation eine Fallunterscheidung wie in Satz 15 (13.3.) entfällt. 

13.4. Rationale Zahlen und Zahlengerade 

In Analogie zu den Betrachtungen im Teil C 12.4. formulieren wir Satz 1 (13:4.). 

SATZ 1. (13.4.) - 
Es seien R die Menge der rationalen Zahlen und g die 
Menge aller Punkte einer Geraden. 
Dann gibt es (mindestens) eine eineindeutige Abbil-
dung von R in g. 

Wir konstruieren eine solche Abbildung wie folgt. 
(1) r 0 ordnen wir eindeutig einem beliebigen, aber festen Punkt. 0 von g zu. 
(2) r = + 1 ordnen wir eindeutig einem beliebigen, aber festen Punkt A von g zu 

(A = 0). Wir sagen dann, die Strecke OA habe die Länge 1. 
(3) Die anderen positiven rationalen Zahlen ordnen wir äen Punktender Halb-

geraden OA+ in gleicher Weise zu, wie die gebrochenen Zahlen den Punkten 
des Zahlenstrahls (/ Teil C 12.4.). 
(0A+ sei die Halbgerade von g, die in 0 beginnt und den Punkt A enthält.) 

(4) Die negativen rationalen Zahlen ordnen wir den Punkten der Halbgeraden 
OA- zu, indem wir die Einheitsstrecke und ihre Teilstrecken von 0 aus auf 
OA - in entsprechender Weise abtragen. 
(OA- sei die Halbgerade von g, die in 0 beginnt und A nicht enthält.) 
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Es sei darauf verzichtet nachzuweisen, daß diese Konstruktion tatsächlich"eine 
Abbildung ist, die den Forderungen im Satz 1 (13.4.) entspricht. Wir veranschau-
lichen die vorgenommene Konstruktion an den im Bild 297/1 dargestellten Bei-
spielen. 

297/1 

44 ' 

Q1 
-1 

2 

1 1 
(12 0 fj A P2 g 

- -1 
4 
. 

0, 412 +1 + 1

. 

0Q2 +I < 
4 

< 0P22 
2 

+ 4 .
(
+3)7 + i (*) 

DEFINITION 1 (13.4.) — Zahlengerade für rationale 
Zahlen 

Es sei R 'die Menge der rationalen Zahlen, g die Menge 
der Punkte einer Geraden. 
Dann nennen wir g eine Zahlengerade für rationale 
Zahlen genau dann, wenn den rationalen Zahlen Punkte 
dieser Geraden genau nach der zu Satz 1 (13.4.) kon-
struierten Vorschrift zugeordnet werden. 

Es gibt Punkte der Zahlengeraden, denen keine rationale Zahl zugeordnet wird. 
Die beschriebene Abbildung ist somit eine Abbildung von R in die Menge aller 

-Punkte der Zahlengeraden, nicht etwa eine Abbildung von R auf diese Menge. 

13.5. Darstellung rationaler Zahlen 
im dekadischen Stellenwertsystem 

In Definition 4 (13.1.) ist als Schreibweise für rationale Zahlen festgelegt: 
r ist positiv: r = z 
r ist negativ: r = — z 

Dabei werden für z genau die Ziffern verwendet, die auch zum Bezeichnen ge-
brochener Zahlen dienen. Diese in Definition 4 (13:1.) gegebene Erklärung nut-
zen wir für die Darstellung rationaler Zahlen im dekadischen Stellenwertsystem. 
BEISPIEL 1 (13.5.),: 
Entsprechend den Festlegungen im Teil C 12.5 schreiben wir: 

1637
r1 = + 9900 

1 
2 2

oder r1 = 0,165ä 

oder r2 = — 0,5 
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13.6. 

13.6. Kontrollfragen 

1. Geben Sie zu den folgenden Klassen differenzengleicher geordneter Paare gebroche-
ner Zahlen (rationale Zahlen) je zwe weitere Repräsentanten an! 

ri 
= 

hm' 5j , 1_12' 4]'. L 3j 

72 = {[-
1
1
6
;-
1
1
6

] , [4;4], [-5 ;_5], 
3 3 

r3 jr_2.131 r3; _i
u 3» 6i , L4'4], I. 2j ,

1 3 :21,

r 4 4 1 

1T; • • •I 

; 5i ' —} 
2. Kann das geordnete Paar [0; 0] Repräsentant von r2 sein ? 

Begründen Sie Ihre Antwort! 

3. Geben Sie je drei Repräsentanten für die rationalen Zahlen r4 = — 
3 

und r8 = 
8 

an! 

7 
+ —6 

4. Es seien r8 = +
9 

—
5

8 4 
Geben Sie dann mindestens eine rationale Zahl an, die zwischen 
a) r8 und r7, b) r, und r8, c) r8 und r, 
liegt! 

5. Konstruieren Sie von Satz 4 (13..2.) ausgehend weitere mögliche eineindeutige Ab-
bildungen von R auf N! 

6. Vergleichen Sie die rationalen Zahlen rl, 2%, r3, r4, 7.8 (7 Fragen 1. und 3.) unter-
einander! 
a) Mit Hilfe der Definition 1 (13.2.) 
b) Mit Hilfe der Definition 6 (13.3.) 

7. Berechnen Sie mit Hilfe von Repräsentanten die Summe, die Differenz, das Produkt 
und den Quotienten der Zahlen r4 und r5, r8 und 1.8, .r2 und r3 (7 Fragen 1., 3., 4.)! 

8. Beweisen Sie die Allgemeingültigkeit der folgenden Aussageformen! 
a + 0 = a 
a — a = 0 
a — 0 = a 
a + a (+2) • a 

a • 0 = 0 
a • 1 = a 
a : a 1 (a 0) 
0 : a 0 (a 0) 
a : a 
(in allen Fällen a E R) 

9. Beweisen Sie! 
a) Assoziativgesetz der Addition in R 
b) Assoziativgesetz der Multiplikation in R 
c) Distribut:ivgesetz in 12 
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14.1; 

14. Die reellen Zahlen 

Mit Hilfe der natürlichen Zahlen haben wir die Menge der gebrochenen Zahlen 
(R*) und dann die Menge der rationalen Zahlen (1?) aufgebaut, weil Multiplikation 
und Addition in N nicht immer umkehrbar sind. Aber auch eine so einfach er-
scheinende Gleichung wie x2 — 2 = 0 besitzt in keinem der in den Teilen C 11. 
bis C 13. behandelten Zahlenbereiche eine Lösung (7' [16], Lehrbuch 9, S. 12). 
Auch gibt es für die Länge einer Diagonalen eines Quadrats mit der Seitenlänge 1 
keine rationale Maßzahl. Das entspricht der Tatsache, daß es zwar eine einein-
deutige Abbildung der Menge der rationalen Zahlen in die Menge der Punkte 
einer Geraden gibt, daß aber diese Abbildung nicht alle Punkte der Geraden 
erfaßt. Es gibt Punkte auf der Geraden, denen keine rationale Zahl zugeordnet 
ist. 
Daher bauen wir einen Zahlenbereich P auf, für den u. a. gelten soll; 
Es gibt eine eineindeutige Abbildung von P auf die Menge der Punkte einer 
Geraden. 
In diesem Zahlenbereich werden dann auch Gleichungen wie x2 — 2 = 0 (und 
viele andere) Lösungen besitzen. Auch andere fachwissenschaftliche Fragen wer-
den dann gelöst werden können. 
Für die Konstruktion von P gibt es verschiedene Möglichkeiten. Eine ist im 
o. a. Lehrbuch, Teil A, abgehandelt. 

14.1. Zahlenfolgen 

Wir wollen die neuen Zahlen mit Hilfe von Zahlenfolgen aufbauen und benutzen 
dazu die bereits behandelten Begriffe „Menge", „Abbildung", „Natürliche Zah-
len" und „Rationale Zahlen". 
Dem Zweck dieses Buches angemessen, werden wir diesen neuen Bereich nicht bis 
in alle Einzelheiten behandeln. 
Zunächst erklären wir den Begriff „Zahlenfolge" in der Menge der rationalen 
Zahlen (R). 
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141. 

DEFINITION 1 (14.1.) — Folge von rationalen Zahlen 
Eine eindeutige Abbildung (Funktion) der Menge der 
natürlichen Zahlen (N) in die Menge der rationalen 
Zahlen (R) heißt Folge von rationalen Zählen. 
Die Glieder einer solchen Folge bezeichnen wir mit an, 
die Folge selber mit {an}, n, ist die Nummer oder der 
Index des-Gliedes. 

Im Beispiel 1 (14.1.) sind für einige Folgen einige Glieder und — soweit vorhanden — 
ein allgemeines Glied, das man auch Bildungsvorschrift nennt, angegeben. 

BEISPIEL 1 (14.1.): 
a) {a„} = {Q, 1, 2, . . n, . . .} 
b) {a„} {7, 3, 4, 1, 0, 8, 12) 
c) {an} = {2, 4, 6, . . . , 2 (n 4 1), . .} 
d) {an) = {-6, —3, 0, 3, 6, . . . , 3 (n — 2), . 

11 1 1 1 ) 
e) {an} T' T ' • ' n + 2 ' • • •I 

f) „ 1 1 1 1 1 
' an} — j 1T ' lö* ' • • ' ' • •

g) {an) = {41, —1, +1, —1, . , ( —1)n, .} 

mit n 0, 1, 2, . 

mit n = 0, 1, 2, . . . 
. .) mit n 0, 1, 2, . . . 

mit n = 0, 1, 2, . . . 

mit n = 0, 1, 2, . . . 

mit n 0, 1, 2, . . . 

Nach Definition 1 (14.1.) steht im Beispiel 1 (14.1.) b) keine Zahlenfolge, denn es 
handelt sich dort um eine Abbildung aus N . . . . 
Für die Folge e) im Beispiel 1 (14.1.) ist eine Bildungsvorschrift — dargestellt 

1 
2 

durch das allgemeine Glied a 
n + 

n =  angegeben. Mit Hilfe dieser Bildungs-

vorschrift können wir das einem bestimmten n zugeordnete Glied der Folge ermit-
teln. Wir erhalten alle Glieder der Folge, wenn wir alle für n angegebenen Werte 
der Reihe nach in die Bildungsvorschrift einsetzen. 
Die Folge e) und die übrigen Folgen enthalten unendlich viele Glieder, es sind 
unendliche Folgen. 

Die Folge c) im Beispiel 1 (14.1.) ist die im Mathematikunterricht der Unterstufe 
zu behandelnde Zweierfolge. 

Man kann die Glieder einer Folge in die Menge der Punkte einer Zahlengeraden 
abbilden. Für die Folge e) im Beispiel 1 (14.1.) ist das im Bild 300/1 dargestellt. 

0 1 
1 1 1 
20 1 

• • • an • • (14 • ai 

300/1 

DEFINITION 2 (14.1.) — Monotonie 
Wir nennen eine Folge {an} streng monoton wachsend 
(fallend) genau dann, wenn für jedes n gilt: 
an < an+1 (an > an4i) • 

300 



14.1, 

Wir überprüfen im Beispiel 2 (14.1.) die Monotonie der Folgen a), c), ,e) und g) 
aus dem Beispiel 1 (14.1.) mit Hilfe des allgemeinen Gliedes. 

BEISPIEL 2 (14.1.): 

Zu a): Für alle n gilt: 
an < an4.1, denn es gilt für jedes n: 
n < n + 1 (wachsend). 

Zu c): Für alle n gilt: 
a„ < an+1, denn 2 + 1) < 2 [(n 1) + 1] ist für alle n richtig 
(wachsend). 

Zu e): Für alle n gilt: 
an > an+1, denn es gilt für alle n: 

 >  
1 

n + 2 (n + 1) + 2 
bzw. n + 3 > n + 2 (fallend). 

Zu g): Diese Folge ist weder wachsend noch. fallend, sie ist alternierend. 

Wir erkennen aus der Darstellung der streng monoton fallenden Folge e) im 
Beispiel 1 (14.1.) auf einer Zahlengeraden, daß die den einzelnen Gliedern ent-
sprechenden Punkte jeweils „links" von dem Punkt Iiegen, der dem vorhergehenden 
Glied entspricht. 

DEFINITION 3 (14.1.) — Schranke 
Wir nennen eine Folge {an} nach unten (oben) be-
schränkt genau dann, wenn es eine Zahl Si(82) gibt, 
so daß stets 81 ≤ an, (S2 ≥ an) ist. 
Si nennen wir eine untere Schranke, S2 eine obere 
Schranke der Folge. 
Wir nennen eine Folge beschränkt genau dann, wenn es 
eine Zahl S gibt, so daß stets lan 1 ≤ S ist, anderenfalls 
nennen wir die Folge unbeschiänkt. 

BEISPIEL 3 (14.1.): 
Die im Beispiel 1 (14.1.) dargestellte Folge 

a) ist nach unten beschränkt (Si ≤ 0); 
b) ist nach unten und nach oben beschränkt (S1 ≤ 0; 82 ≥ 12); 
c) ist nach unten und nach oben beschränkt (Si ≤ —1; 82 ≥ +1). 

Augenscheinlich sind solche Schranken nicht eindeutig bestimmt.. In der Folge b) 
im Beispiel 1 (14.1.) ist sicher auch 22 = 20 eine obere Schranke. 

Wenn eine Folge rationaler Zahlen {an} nach unten (oben) beschränkt ist, dann 
kann es eine größte untere (kleinste obere) Schranke geben, die wieder eine rationale 
Zahl ist, es muß sie aber nicht geben. 

In der Folge e) im Beispiel 1 (14.1.) sind alle S ≥ 
2 
-
1 (

, 7, 200 u. a.) obere 
2 

Schranken, und S'= —2 ist die kleinste obere Schranke 
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14.1. 

Uns interessieren besonders solche Folgen, deren Glieder sich mit wachsendem n 
immer mehr einer bestimmten Zahl nähern. 
Die Folgen e) und f) im Beispiel .1 (14.1.) nähern sich augenscheinlich mit wachsen-
dem n der Zahl Null. 

DEFINITION 4 (14.1.) — Nullfolgen 
Wir nennen eine Folge {ai1} Nullfolge genau dann, wenn 
sich nach Vorgabe einer beliebigen rationalen Zahl 
e > 0 immer eine natürliche Zahl N angeben läßt, 
so daß laa l < e für alle n ≥ N (a: Epsilon — griech.). 

BEISPIEL 4 (14.1.): 

Es sei für die Folge e) im Beispiel 1 (14.1.) e = —
1 

100. 
vorgegeben. 

Dann muß von einer bestimmten Stelle N an n 
+1  2 

< 
100 

oder 100 < n + 2 

sein. Diese Bedingung ist für alle n Z N = 99 erfüllt. Bereits für n = 99 ist 

tatsächlich I  1  <  
100 

1 
99 2 

und alle n > 99 erfüllen ebenfalls die Bedingung 

1 1 
i n, + 2 < 10T) • r, 

Die Gesamtheit der Glieder der Folge e) von der Nummer N = 99 an wollen wir 
ein Endstück der Folge. nennen. Augenscheinlich gibt es in Abhängigkeit von e 
verschiedene Endstücke. 

BEISPIEL 5 (14.1.): 
1 2 n — 1 1 

a) {en} = 13 
1 1 3 21 199 

n+ 4 I 1 4 7 • • • • • • h-074 • • •J 
mit n = 0, 1, 2, 

1 2 n+ 5 1 b) 5 7 3 25 2005  
1 

2 '1 4 ' • • • ' 
{an}

3n- 21 28.' • • • •2998' • • 

. . . 

mit n= 0, 1, 2, . 

Beide Folgen nähern sich augenscheinlich mit wachsendem n derselben Zahl 
3 
—
2 

also nicht der Zahl Null, sie sind daher keine Nullfolgen. Obgleich die jeweiligen 
Glieder beider Folgen voneinander verschieden sind, steckt in den Folgen doch 

etwas Gemeinsames, nämlich die Zahl 
3 
—
2 

der sich die Glieder beider Folgen 
nähern. 
Wir bilden eine neue Folge c) aus der Folge b), indem wir von jedem Glied der 

Folge -
3
- subtrahieren. 

1 2 n  5 2 1 9 19 19 19 19 
3 '12 

c) 
3n—+  2 31= 19n 9 6 11=11 1-6' ' • • • '894' • • • '8994' . . 1 

mit n, = 0, 1, 2, . . . 
Die Zähler bleiben konstant, die Nenner der einzelnen Glieder wachsen „über alle 
Maßen", die Glieder der neuen Folge nähern sich mit wachsendem n der Zahl Null. 
Es handelt sich also bei der. neuen Folge um eine Nullfolge, wie man leicht nach-
prüfen kann. 
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14.1. 

DEFINITION 5 (14.1.) — Konvergenz einer 
Zahlenfolge 

Wir nennen eine Folge {an} konvergent genau dann, 
wenn es eine rationale Zahl g gibt, so daß {Ich, — gl} 
eine Nullfolge ist. 
Man sagt dann: {an} konvergiert für n gegen unendlich 
gegen den Wert g. 
Die Zahl g nennen Wir Grenzwert oder Limes der Folge 
und schreiben 
g = lim {an} . 

(Gelesen: g ist der Limes von an für n gegen unendlich 
(limes: Grenze — lat.)) 
Eine Folge, die nicht konvergiert, heißt divergent. 

BEISPIEL 6 (14.1.): 
Nach Definition 5 (14.1.) ist in der Folge a) im Beispiel 5 (14.1.) 

g 
2

.tim  
n — 1} 2 

3 n + 4 

Den gleichen GrenzWert besitzt auch die Folge b), obgleich sich deren Glieder von 
denen der Folge a) unterscheiden. 

Die Schreibweise „n --› oo" soll nicht bedeuten, daß n etwa gleich einer „Zahl Unendlich" 
wird — eine solche Zahl ist nicht definiert —, sondern nur, daß n die Folge der natür-
lichen Zahlen durchläuft. 
Wir haben bisher nichts darüber gesagt, ob A für jede Folge (rationaler Zahlen) 
stets einen Grenzwert gibt und — falls er existiert — wie man ihn berechnen kann. 
Oft ist die Berechnung einer genügend großen Anzahl Von Gliedern einer Folge 
zur Ermittlung (Vermutung) eines eventuellen Grenzwertes mit viel Aufwand 
verbunden, wovon man sich im Beispiel 7 (14.1.) leicht überzeugen kann. 
Wir geben einige Sätze (ohne Beweise) an, die das Berechnen eines Grenzwertes 
erleichtern. Dabei setzen wir voraus, daß alle in den Gleichungen auftretenden 
Grenzwerte existieren. 

SATZ 1 (14.1.) 
Für alle {an} , {IQ gilt: 
lim {an + b„} = lim {a„} lim {ba} . 
n—>N n—>co n—>co 

SATZ 2 (14.1.)
Für alle {an} , {b4 gilt: 
lim {a„ • ba} = lim {an} • lim . 
n—>oo n-->co n—>co 

SATZ 3 (14.1.) 
Für alle fanl, {bn} mit 14, = 0 gilt: 
lim {an : bv} = lim {an} : lim {1} , 
n-->co n—>oc 

falls lim fb,j. = 0 . 
n-->co 

n --> 00 

In Worten heißt zum Beispiel Satz 1 (14.1.) — Existenz der Grenzwerte voraus-
gesetzt — : 
Der Grenzwert einer Summe ist gleich der Summe der Grenzwerte. 
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BEISPIEL 7 (14.1.): 
f 
{a n} = 

{  224 n5 — 70 n 1  1 

336 n,5 + 84 n3 — 1 

Wir wenden die Sätze 1 (14.1.), 2 (14.1.) und 3 (14.1.) auf die Folge an, kürzen aber 
vorher mit der höchsten gemeinsamen Potenz von n, also mit nä, und erhalten: 

224 — 7° + 1
{an} = { 224 n5 — 70 n 1 1  n4 72.75

336 n5 + 84 n3 — 1 84 1 
336 + n. 

Dann ist - falls der Zähler konvergiert und der Grenzwert des Nenners ungleich 
Null ist — 

ihn {an} = lim {224 — - 1773  + 751 : lim {336 + 84 — —5} 
70 

JI->CO n 

(lim {224} • — lim 1-70} lim {1 )._ 
n.-Kx) n4 n--,.„a n5

mit n 1, 2, 3, . . . 

: (lim {336} + lim {-1 
84 _ 

lim 
11 ) ., 

n.-›cc n->oo ii2 I n-±co Ln51/ 

In der Folge { 7° wird n4 mit wachsendem n, immer größer, folglich wird 
.714 

hrn 1-71 = 0 . 
n- ›co ?14

Entsprechende Überlegungen liefern 

224 — 0 + 0 — 224 — 2 

,
ii

_
m
>„„ {an} — 336 0 — 0 336 3 

Wir haben im Beispiel 7 (14.1.) drei verschiedene Folgen gefunden, die ein und 
denselben Grenzwert besitzen, und können leicht feststellen, daß auf die ent-
sprechenden Folgen {l an — gj} die Definition 4 (14.1.) zutrifft, daß sie also Null-
folgen und damit nach Definition 5 (14.1.) konvergent sind. Für die Folge im 
Beispiel 7 (14.1.) wurde das gezeigt. 

Betrachten wir die Folgen in den Beispielen 5 (14.1.) und 7 (14.1.), dann können 
wir erkennen, daß mit wachsendem n, die Abstände zwischen den Folgengliedern 
immer kleiner werden. 
Dieser Sachverhalt, den wir im Satz 4 (14.1.) noch präziser formulieren, ist ein 
notwendiges Kriterium für die Konvergenz von rationalen Zahlenfolgen. Es be-
deutet: Liegt dieser Sachverhalt nicht vor, dann ist die Folge auch nicht konver-
gent. 

SATZ 4 (14.1.) — Konvergenz einer Zahlenfolge 
(ohne Beweis)

Wenn eine Folge {an} konvergent ist, dann gibt es-zu 
jedem e > 0 eine natürliche Zahl N(e) — N ist abhängig 
von e — so, daß für alle n ≥ N(e) und alle m ≥ N(e) gilt: 

la  am! < E 

• 

Bemerkung: 
Unter den im Satz 4 (14.1.) angegebenen Bedingungen ist eine Folge stets konvergent, 
allerdings muß ihr Grenzwert nicht rational sein. 
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BEISPIEL 8 (14.1.): 
Wir wollen für die Nullfolge f) im Beispiel 1 (14.1.) überprüfen, ob Satz 4 (14.1.) 
erfüllt ist. 
Es sei e > 0 gegeben. 

• 
Wir wählen dann die natürliche Zahl N so, daß sie größer als die rationale 

2 
Zahl - 

6 
ist. (Das ist stets möglich.) 
Es gilt für n ≥ N und m N: 

I 1 1 I 1 1 1 1 j_ 1 2 
10" lo m 10" 10" ≤ lo N 10N = 10N

1  

n 
1 

(Für 7 
10

2, ≥ N wird — entsprechendes gilt für m.) 
10-` 

Ferner gilt: 
2 2 

s da 10N > N für alle N 
103 N 

Da wir N > 
2
— gewählt hatten, gilt außerdem: 

2 2 
=8 ' 

8 

also wird unter den genannten Voraussetzungen 

I 1 1 
110" 10"' 

<8. q. e. d. 

Auf jeden Fall haben konvergente (rationale) Zahlenfolgen notwendigerweise die 
im Satz 4 (14.1.) angegebene Eigenschaft. 
Aber der Satz 4 (14.1.) ist in R nicht umkehrbar, denn es gibt Folgen; die von einem 
gewissen N(e) an die Bedingung lan — ami< e erfüllen, aber in R keinen Grenzwert 
besitzen. 

Für beide Arten von Folgen wollen wir einen neuen Begriff einführen. 

DEFINITION 6 (14.1.) — Fundamentalfolge 
Wir nennen eine Folge {an} Fundamentalfolge genau 
dann, wenn es zu jedem e > 0 und e E R eine natürliche 
Zahl N(e) gibt, so daß lan — anal < e für alle n ≥ N 
und alle m ≥ N. 

Wir wollen nun eine Fundamentalfolge (aus rationalen Zahlen) konstruieren, die 
keinen (rationalen) Grenzwert besitzt. 
Dazu benutzen wir die Gleichung x2 — 2 = 0 (‚ 299). 
Es ist bekannt, daß es keine rationale Zahl x gibt, die diese Gleichung erfüllt. 
Wir können aber eine Folge von Dezimalzahlen konstruieren, für deren Glieder an
gilt: a.2 < x2 = 2 und 

a,2, nähert sich mit wachsendem nimmer mehr x2. 
Wir stellen zunächst alle einstelligen, dann alle zwei-; drei-stelligen Dezimal-
zahlen usw. zusammen, die die Bedingung 4, < 2 erfüllen. 
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14.2. 

is gilt: 1,02 = 1,0 < 2 , 
1,12 = 1,21 < 2 , 
1,22 = 1,44 < 2 , 
1,32 = 1,69 < 2 , 
1,42 = 1,96 < 2 , 
1,412 = 1,9881 < 2 , 
1,4112 = 1,990921 < 2 , 
1,4122 = 1,992334 < 2 , 
1,4132 = 1,996569 < 2 , 
1,4142 = 1,999396 
1,41412 = 1,99967881 < 2, 
1,41422 = 1,99982024 < 2 , 

• 

1,52 = 2,25 < 2 
1,422 = 2,0164 < 2 

1,4152 = 2,003225 < 2 • 

1,41432 = 2,00024449 .< 2 

Wir erhalten die Folge {an} aus rationalen Zahlen. 
{an} = {1; 1;1; 1,2; 1,3; 1,4; 1,41; 1,412; . . .; 1,4141; .} 

mit n = 0, 1, 2, . . . 
Es handelt sich um eine streng monoton wachsende Folge, denn 'wir können 
zeigen, daß für jedes n gilt: an < an+i • 

Wir wollen für e = 
100 

überprüfen, ob die Bedingung für eine Fundamentalfolge 

nach Definition 6 (14.1.) erfüllt,ist. 

Für e = 
 

N muß es also eine natürliche Zahl geben, so daß la. — a,j < 100 100 
für alle n ≥ N und alle N ist. 
N = 5 genügt der Forderung, denn a5 = 1,41, und alle folgenden Glieder müssen 
in der zweiten Dezimalstelle ebenfalls die Ziffer Eins besitzen, da schon 1,422 .< 2 
ist. Alle an und alle können nur mit der Ziffernfolge 1,41 . . . beginnen, ihre 
Differenz liegt daher frühestens in der dritten Dezimalstelle. 
Die'se Überlegungen können wir verallgemeinern, wollen, aber darauf verzichten 
und nur feststellen, daß hier eine Fundamentalfolge vorliegt, die jedoch keinen 
Grenzwert in R besitzt. 

14.2. Aufbau der Menge der reellen Zahlen (P) 

Es gibt im Bereich der rationalen Zahlen Fundamentalfolgen, die einen Grenzwert 
besitzen und solche, für die das nicht zutrifft. Das ist unbefriedigend, denn die 
Gleichung x2 — 2 = 0 können wir uns aus dem Sachverhalt erwachsen denken, 
daß ein Einheitsqüadrat eine eindeutig bestimmte Diagonale besitzt, deren Länge 
wir eine Maßzahl zuordnen möchten. ' 
Daher erklären wir einen neuen Zahlenbereich, in dem jede Fundamentalfolge 
einen Grenzwert besitzen soll und in dein dann auch die Gleichung x 2 - 7 2 = 
Lösungen besitzt. Er soll außerdem die Menge' der rationalen Zahlen (R) als Teil-
menge enthalten. 
Zunächst stellen wir (ohne Beweis) fest, daß Fundamentalfolgen höchstens einen 
Grenzwert in R besitzen. 
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Jetzt wollen wir alle diejenigen Fundamentalfölgen als äquivalent ansehen, die die 
Definition 1 (14.2.) erfüllen. 

DEFINITION 1 (14.2.) — Grenzwertgleiehheit von 
Fundamentalfolgen. 

Wir nennen die Fimdamentalfolgen {a„} und {bn} 
grenzwertgleich1=\ genau dann, wenn es zu jedem e > 0 

und E E R eine natürliche Zahl N gibt, so daß 
— bn i < e für alle n, ≥ N . 

Wir könnten zeigen, daß die Folgen im Beispiel 5 (14.1.) die Bedingung von Defi-
nition 1 (14.2.) erfüllen. 
Diese Grenzwertgleichheit ist eine Äquivalenzrelation (ohne Beweis), Sie bewirkt 
daher eine Einteilung der betrachteten Fundamentalfolgen in Äquivalenzklassen 
nach der Grenzwertgleichheit. Dabei wollen wir beachten, daß in befinition 
1 (14.2.) der Nachweis der Existenz eines Grenzwertes nicht gefordert ist. 

DEFINITION 2 (14.2.) — Reelle Zahlen (P) 
Jede Äquivalenzklasse nach der Grenzwertgleichheit von 
Fun.darnentalfölgen rationaler Zahlen nennen wir eine 
reelle Zahl. 

Damit ist jede Fundamentalfolge ein Repräsentant einer *reellen Zahl. 
Für x2 — 2 = 0 könnten wir noch eine Folge {b,;} konstruieren, deren Glieder bn 
die Bedingung g > x2 = 2 erfüllen, und könnten zeigen, daß {lin} und {an} 
der Definition 1 (14.2.) genügen. 
Es handelt sich daher um grenzwertgleiche FundaMentalfolgen. Die Klasse, der 
sie angehören, ist eine reelle Zahl x nach Definition 2 (14.2.). Diese Zahl x nennen 
wir „ri". 
Die aus der Logarithmenrechnung bekannte Basis „e" der natürlichen Logarith-

men ist die Klasse aller zur Folge {(1 + —1 )n} äquivalenten Fundamentalfolgen: 

e 2,718.2818 . . . ist eine reelle — keine rationale — Zahl. 

Reelle Zahlen kann man durch endliche oder unendliche Dezimalzahlen darstellen. 
Außerdem kann man zu zwei beliebigen reellen Zahlen immer noch minestens 
eine reelle Zahl — also unendlich viele reelle Zahlen — finden, die zwischen den 
beiden vorgegebenen reellen Zahlen liegt. 

In der Menge der reellen Zahlen (P) ist die Klasse aller Nullfolgen das Nullelement 
und die Klasse aller Fundamentalfolgen mit dem rationalen Grenzwert g = 1 das 
Einselement. 
Wenn die Glieder einer Fundamentalfolge von einer gewissen Nummer an elle 
größer als Null sind, dann nennen wir die Folge positiv und die Klasse> der sie ange-
hört, eine positive reelle Zahl.
In der Menge P sind alle vorher behandelten Zahlenbereiche „aufbewahrt". Wir 
könnten zum Beispiel die natürlichen Zahlen durch Fundamentalfolgen mit einem 
Grenzwert, der eine natürliche Zahl ist, darstellen. 
Auf Isomorphiebetrachtungen wollen wir hier nicht eingehen. 
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Summe, Produkt und Rechenoperationen in der Menge der reellen Zahlen erklärt 
man — bei diesem Aufbau von P — mit Hilfe von Fundamentalfolgen. 
Wir wollen das dazu notwendige Vorgehen an der Gewinnung der Summe zweier 
reeller Zahlen erläutern. 

BEISPIEL 1 (14.2.) 
Wir vereinfachen und nehmen a + 

 

1 
und b = 4- 

3 
-2 

an. 

Wir wollen a + b = x mit Hilfe von Fundamentalfolgen berechnen und suchen 
dazu für a bzw. b Fundamentalfolgen als Repräsentanten. 
Geeignet sind 

n ) f 1 2 3 
11900909  , . . .} für a und 

{an} = {2n— 11 = 1 1' 3'5' • •" 

ih 2 n 12 4 6 2000 
.} für 'b mit 

l'af  {3 n + 1 } 14 7 10 ' • 3001' • • 
n 1, 2, 3, . . . 

Wir bilden 
{an} {b„} = bn } 

2n 7 n2 — n 
{2 n 1 4- 3  n 11 — {6 n2 — n — 1 
1 6 26 60 6999000 1 

= 174' 21 50 • 5998999 • 
7 

Augenscheinlich nähern sich die Glieder dieser Folge dem Grenzwert g = —6 , was 
sich leicht auch rechnerisch überprüfen läßt. 
Mit Hilfe des Rechnens mit gebrochenen Zahlen (es handelt sich bei unserem ver-
einfachten Beispiel um eine rationalreelle Zahl) können wir ebenfalls finden: 

1 2 7 
2 + 3 = 6 

Weitere Kenntnisse kann der interessierte Leser in der angegebenen Literatur 
erwerben. 

Wir wollen noch feststellen, 
daß die bisfier behandelten Rechengesetze in entsprechender Form auch in P 
gelten, 
daß sie mit Hilfe von Fundamentalfolgen als Repräsentanten reeller Zahlen bewiesen 
_werden können, 
daß für jede reelle Zahl a ≥ 0, n e N, eine reelle Zahl b Z 0 existiert, für die bn = a 
mit b = gilt (Radizieren; z. B.: a = 2, n = 2, b = )I), und 

'daß für jede reelle Zahl a > 0, a 1, b > 0, eine reelle Zahl x existiert, für die 
b = az Mit x = log. b gilt (Logarithmieren; z. B.: a = 2, b = 8, x = 3). 
In P sind zum Beispiel noch nicht lösbar: 

b 11 — 2 bzw. x = log2 ( — 8) . 
Eine Division durch Null ist auch in P nicht erklärt. Außerdem gibt es eine ein-
eindeutige Abbildung von P auf die Menge aller Punkte einer Geraden. Wir erhal-
ten eine reelle Zahlengerade, und es ist damit gesichert, daß man bei Konstruk-
tionen in der Geometrie dem Schnittpunkt zweier Geraden genau eine (reelle) Zahl 
zuordnen kann. Man sagt, Die Menge der reellen Zahlen ist vollständig, 
d. h.: jede Fundamentalfolge reeller Zahlen besitzt genau einen Grenzwert. 
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Wir wollen die Frage nach der Mächtigkeit der Menge P beantworten. 

Die Mengen N, .R* und .R haben die Mächtigkeit „abzählbar unendlich". Wir 
können Anordnungen für R* und R angeben, die ein Durchnumerieren mit natür-
lichen Zahlen ermöglichen. 
Um die Mächtigkeit von P zu untersuchen, betrachten wir das Intervall 0 < x < 1. 
Wir stellen dazu diese reellen Zahlen durch unendliche Dezimalbrüche dar und 
nehmen an, daß wir alle erfassen können, daß diese Menge also auch abzählbar-
unendlich sei. 

0, all a12 als • • • 
X2 = 0,  an a22 a23 • • . 

3C3= 0, an CG32 a33 • • . 

Die au sollen jeweils eine der Ziffern 
0, 1, . . . , 9 darstellen. 

• 
Nun wählen wir aus x1 die erste, aus x2 die zweite, . . , aus xn die n-te Ziffer usw. 
hinter dem Komma und stellen sie zusammen zu 

x = 0, aii a22 • • • ann • • • 
In dieser Darstellung ersetzen wir a11 durch b1 a1h a22 durch b2 an, • • • , an n 
durch bn ann usw, wobei jedes bp ungleich Null und ungleich Neun für alle 
p= 1, 2, 3, . . . sein soll. 
Es stehen uns immerhin noch 7 Ziffern zur Verfügung. 
Die neue Zahl b stellt sich dann als b = 0, bl b2 . b„ . . . dar und unterscheidet 
sich von x1 durch die Ziffer an der ersten Stelle hinter dem Komma, von x2 durch 
die Ziffer an der zweiten Stelle hinter dem Komma usw. 
Mit anderen Worten: 
b unterscheidet sich von jedem der xn mit n — 1, 2, 3, . . . an mindestens einer 
Stelle, kommt also unter den xn nicht vor. 
Wir haben aber angenommen, daß mit den x„ alle Zahlen in dem Intervall erfaßt 
seien, daß diese Menge abzählbar sei. Unser Ergebnis ist ein Widerspruch zur 
Annahme, folglich ist die Menge der reellen Zahlen im Intervall 0 < x < 1 über-
abzählbar und damit erst recht die Menge aller reellen Zahlen;
Man sagt: 
Die Menge P hat die Mächtigkeit des Kontinuums (continuum: Stetiges, lückenlos 
Zusammenhängendes — lat.). 

Zusammenfassung 

Für die Definition der Zahlenbereiche N, R*, R und P verwenden wir Mengen 
und teilen sie mit Hilfe einer Äquivalenzrelation in disjunkte Teilmengen 
(Klassen) auf. 
Für diese Klassen definieren wir Operationen mit Hilfe von Repräsentanten 
dieser Klassen und beweisen Gesetzmäßigkeiten repräsentantenweise. 
Für N verwenden wir endliche Mengen und die Äquivalenzrelation Gleich-
mächtigkeit. 
Für R* verwenden wir geordnete Paare natürlicher Zahlen und die Äquiva-
lenzrelittion Quotientengleichheit. 
Für R verwenden wir geordnete Paare gebrochener Zahlen und die Äquiva-
lenzrelation Differenzengleichheit. 
Für P verwenden wir Fundamentalfolgen rationaler Zahlen und die Äqui-
valenzrelation Grenzwertgleichheit. 

309 



14.2. 

Mit Hilfe der natürlichen Zahlen und der Äquivalenzrelation "Differenzen-
gleichheit" hätten wir auch zunächst die Menge der ganzen Zahlen (0) und 
daraus — mit Hilfe der Quotientengleichheit — den Bereich der rationalen 
Zahlen aufbauen können. 
Wenn wir den Aufbau der Zahlenbereiche mit Mengen 1. Stufe beginnen, 
dann ist eine natürliche Zahl eine Menge 2. Stufe, eine gebrochene Zahl 
eine Menge 5. Stufe und die Menge der reellen Zahlen eine Menge 13. Stufe. 
lind dabei ist der Aufbau der Zahlenbereiche hier noch nicht am Ende. 
Zahlen sind also Gebilde einer sehr hohen Abstraktionsstufe. Wir können 
aber mit ihrer Hilfe gewisse Seiten der objektiven Realität gut erfassen und 
zu unseren Gunsten verändern. 

Aufbau der Zahlenbereiche 

P — Reelle Zahlen 

Grenzwertgleichheit 
von Fundamentalfolgen 

rationaler Zahlen 

R — Rationale Zahlen 

Quotientengleichheit 
geordneter Paare 

aus ganzen Zahlen 

1 
G — Ganze Zahlen 

Differenzengleichheit 
geordneter Paare 

tus natürlichen Zahlen 

1   1 

Differenzengleichheit 
geordneter Paare 

aus gebrochenen Zahlen 

R* — Gebrochene Zahlen 

Quotientengleichheit 
geordneter Paare 

aus natürlichen Zahlen 

N — Natürliehe Zahlen 

Gleichmächtigkeit 
endlicher Mengen 

Mengen 
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14.3. Algebraische Strukturen 

Im Teil C haben wir die Mengen N, R*, R und P kennengelernt. 
In ihnen gilt nicht nur die_ Elementbeziehung — z. B. 3 E N —, sondern es sind 
in diesen Mengen auch algebraische Operationen erklärt — z. B. die Multiplikation 
in R —, die gewissen Gesetzen genügen. 
Eine Menge, in der eine Relation oder Operation 0 erklärt ist, nennen wir ge-
regelt oder auch strukturiert und schreiben [1W; 0] — zum Beispiel bedeutet 
[P; +] die Menge der reellen Zahlen (P) mit der in ihr erklärten Addition. Wir 
sprechen in einem solchen Falle von algebraischen Strukturen und erkennen, daß 
die verschiedenen Zahlenbereiche algebraische Strukturen sind. In allen vier 
behandelten Zahlenbereichen ist zum Beispiel die Addition eindeutig, kommutativ 
und assoziativ. 

Mengen, in denen eine als Addition geschriebene Operation erklärt ist, die diese 
drei angegebenen Eigenschaften besitzt, bezeichnen wir als Halbmodul. 

DEFTNTTTON 1 (14.3.) — Halbmodul 
Eine nichtleere Menge M heißt Halbmodul: genau dann, 
wenn in ihr eine Operation, die wir Addition'nennen und 
mit „+" bezeichnen wollen, erklärt ist, die folgenden 
Axiomen genügt: 
A I: Die Addition ordnet je zwei Elementen a, b E M 

genau ein Element c E M zu, d. h.: 
Für alle a, b E M gibt es ein c E M, so daß gilt:.
a + b c 

A II: Die Addition ist' assoziativ, d. h.: 
Für alle a, b, c E M gilt: 
(a + b) +.c = a (b c) . 

A IV: Die Addition ist kommutativ, d. h.: 
Für alle a, b E M gilt: 
a+b=b+a. 

Die Menge M heißt regulärer Halbmodul, wenn außerdein 
gilt: 
A III*: Für beliebige a, xl, x2 E M gilt: 

Wenn a + x, = a + x2, so x, = 

BEISPIEL .1 (14.3.): 

a) Alle behandelten Zahlenbereiche sind reguläre Halbmoduln. denn sie erfüllen 
mit der in ihr erklärten Addition die angegebenen Axiome. 

b) Im Mathematikunterricht der Klasse 4 (7 [16], Lehrbuch 4, S. 181 ff.) wird die 
Menge der Verschiebungen (S) behandelt. Wie man leicht feststellt, erfüllt sie 
die in Definition 1 (14.3.) angegebenen Axiome, ist also auch ein regulärer 
Halbmodul, wenn man das Nacheinanderausführen der Verschiebungen als 
Addition bezeichnet. 

Die Bedeutung der Axiome A I, A II und A IV ist sofort klar. A 111* bedeutet: 
Wenn die Addition umkehrbar ist, dann ist sie auch eindeutig umkehrbar. 

Soll in einem System [M; +] auch die Umkehrung der Addition (stets) möglich 
sein, dann muß es' die Eigenschaften eines Moduls besitzen. 
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DEFINITION 5414.3.) — Gruppe 
Eine nichtleere Menge M heißt Gruppe genau darin, wenn 
in ihr eine Operation, die wir Multiplikation nennen und 
mit „•" bezeichnen wollen, erklärt ist, die folgenden 
Bedingungen genügt: 
[M; •] ist Halbgruppe; 
M III: Für alle a, b E M gibt es (mindestens) ein x E M 

und (mindestens) ein y E M, so daß 
a • x = b bzw. y • a = b (mit a 0) 
stets lösbar ist. 

Eine Gruppe muß also die Axiome M I, M II, M III erfüllen. 

BEISPIEL 5 (14.3.): 
[1V \ {0} ; .] erfüllt die Gruppeneigenschaften nicht, wohl aber 
[R \ (0} ; .] und auch [P \ {0} ; •]. 

DEFINITION 6 (14.3.) — Ring 
Ein Halbring (7 Definition 4 (14.3.)) heißt Ring, wenn 
er bezüglich der Addition ein Modul ist, also auch A III 
erfüllt. 

Für einen Ring gelten demnach: 
AI, A II, A III, A IV, M I, M II, D. 
Wir stellen hier keine weiteren Überlegungen zu den Struktireigenschaften von 
Zahlenbereichen an, sondern überlassen diese dem Leser zur Übung. 
Wir definieren noch einige Strukturen. Dabei gehen wir nicht auf spezielle Struk-
turen oder auf Unterstrukturen ein. 

DEFINITION 7 (14.3.) — Halbkörper 
Ein Halbring heißt Halbkörper genau dann, wenn er 
bezüglich der Multiplikätion auch M III erfüllt. 

DEFINITION 8 (14.3.) — Körper 
Ein Ring bzw. ein Halbkörper heißt Körper genau dann, 
wenn er auch M III bzw. A III erfüllt. 
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übersieht über einige Strukturen 

Halbmodul 
A I, A II, A IV 

1 

Halbgruppe 
M I, MII 

1 1 
H
1

albring 
A I, A II, A IV 
M I, MII, 
D 

Modul 
A I, A II, A IV, A III 

Gruppe 
M I, MII, 
M III 

4 1 
1 I 

Ring Halbkörper 1
A I, A II, A IV, A I, A II, A IV, 
M I, M II, M I, M II, M III 
D D 
A III 

1 

Körper 
A I, A II, AM, A IV, 
M I, M II, M III, 
D 
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