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VORWORT

Der vorliegende erste Teil des auf zwei Teile veranschlagten
Buches Zahlentheorie ist so gedacht, daB er das Wichtigste aus
der elementaren Zahlentheorie und der Theorie der Zahlkérper
enthalten soll.

Die umfassenden Erweiterungen, die die moderne Algebra seit
etwa dreiBig Jahren erfahren hat und die einen durchaus sach-
gemiBen Aufbau dieser Disziplin erfordern, haben mir die Frage
nahegelegt, ob nicht auch die verwandten Disziplinen der Mathe-
matik weitgehend verallgemeinert und systematisiert werden
kénnen. Dementsprechend ist in diesem Buche die Zahlentheorie
auf der modernen Algebra aufgebaut, aus der nur ganz einfache
Sitze verwendet werden, und zwar die wichtigsten Sidtze iiber
Korper und Gruppen, Dinge, die man auch in der gegenwirtigen
Zeit, wo die moderne Algebra immer mehr eine Schliisselstellung
einnimmt, nicht als allgemein bekannt voraussetzen kann, z. B.
die Theorie der Galoisfelder werden entwickelt, doch geschieht
dies nur so weit, als es unbedingt erforderlich ist.

Eben diese Theorie wurde dahin angewandt, daB das Funda-
mentaltheorem der elementaren Zahlentheorie, das quadratische
Reziprozititsgesetz, auf ganz neue Weise, fast ohne Rechnungen
hergeleitet werden konnte, allerdings durch eine Folge von Schliis-
sen. Dieser Beweis ist meines Wissens noch nirgends so konse-
quent durchgefiihrt.

Die wahre Quelle dieses Gesetzes zu erschlieBen ist auBerordent-
lich schwer. Hecke sah sie in seinen Theta-Reihen, Hilbert in tief-
liegenden Sitzen des Kreisteilungskorpers. Ich kann nur sagen:
Das Gesetz besteht, man kann es auf den verschiedensten Wegen
zu erreichen trachten, aber alle Wege sind Umwege, ein direkter
Weg ist kaum ersichtlich.

Der letzte Abschnitt umfaBt die Theorie der Zahlkérper in ihren
Grundziigen. Es wurden nur Sitze beriicksichtigt, die auf dem
Idealbegriff beruhen und sich zwanglos ableiten lassen. Wei-
tere Sitze, z. B. die iiber die Diskriminantenteiler, werden erst
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v Vorwort

im zweiten Teil erscheinen, da deren Ableitung ohne die Hilbert-
sche Theorie des Galoischen Koérpers duBerst erzwungen zu. sein
scheint.

Beispiele zum Selbstrechnen wurden nur wenig angefiihrt, da
neuerdings das Werk von Winogradow, Zahlentheorie, mit sehr
vielen, allerdings schweren Beispielen in Ubersetzung vorliegt.
Fiir die Mitarbeit bin ich meinem Assistenten, Herrn' Dr. Riihs,
meinem Oberassistenten, Herrn Dr. Schrdder, sowie meinem Assi-
stentenehepaar M. und I. Bifow zu Dank verpflichtet,

Rostock, im Frithjahr 1958

L. Holzer
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A. GRUNDBEGRIFFE

§ 1. Vorldufige Bemerkungen

Ganze Zahlen heilen Primzahlen, wenn sie nur durch 4+ 1, sich

selbst und ihrem entgegengesetzten Wert teilbar und von 4 1

verschieden sind; -+ 1 pflegen wir nicht zu den Primzahlen zu

rechnen.

Primzahlen sind also z. B. 2, 3, 5, 31, 113, 6857, ..., auch — 3,

—1.

Wird nicht ausdriicklich das Gegenteil betont, so sollen die Prim-

zahlen stets positiv angenommen werden.

Die Schreibweise a | b bedeutet: a ist Teiler von b oder a geht

auf in b, d. h., b = ac mit ganzzahligem c; b heiBt dann ein Viel-

faches von a.

at b (a teilt nicht b) heiBt: a4 ist kein Teiler von b in diesem Sinne.

Dies gilt auch fiir gebrochene a; es ist also z. B.
5(25,—-3|2L, 5|1 %% —&I3.

Die Zahl a = 0 wollen wir als Teiler ausschlieBen.

Sind @ und b ganzzahligund gilta + b == 0, soista + b | a2 — b2.

Satz 1. Ist a |b, b| ¢, so ist a |c.

Beweis: Klar.

Satz 2. Ist a |b, 1< a< b, so ist b keine Primzahl.

Beweis: Klar.

Satz 3. Eine natiirliche Zahl kann nur endlich viele natiirliche Teiler
haben.

Beweis: Jeder natiirliche Teiler d erfiillt die Ungleichung
1=5d<En.

Satz 4. Zu zwei natiivlichen Zahlen gibt es einen groften gemein-
samen Teiler D, auch grofites gemeinsames Maf genannt, abgekiirzt
ggT.




2 A. Grundbegriffe

Wir schreiben D = (a, b)) = g.g.T. von a, b und dehnen diese Be-
zeichnung auch auf mehrere Zahlen aus: D= (a;, a,, ..., a,)
=ggT vonay,a,, ..., a,.

Der Beweis ergibt sich nicht ganz leicht.

So klar der Satz 4 ist, so ist durchaus nicht selbstverstindlich,

daB jeder gemeinsame Teiler 4 der Zahlen a,, a,, . . ., a, die Be-
ziehung 4 | D erfiillt.

Um fortwdhrende Wiederholungen zu vermeiden, bedienen wir
uns bei der Beweisfiihrung der abkiirzenden Bezeichnung
I'(4, B, C); sie-soll bedeuten: die diophantische Gleichung
Ax+ By = C hat Lésungen, d.h., es gibt ganze Zahlen x, y mit
Ax+By=C oder, geometrisch gesprochen, die Gerade
Ax+ By= C geht durch einen Gitterpunkt (Punkt mit ganz-
zahligen Koordinaten in der Ebene).

Hilfssatz. Aus I'(4, B, C) und I' (A, B, C') folgt I' (A, B, Cu+C'v),
wobei u, v beliebige ganze Zahlen sind.
Beweis: Gilt mit Gitterpunkten [£, %], [£, '] der Reihe nach
Af+Bn =C,
AE¥+ By =C,
so ergeben die Multiplikation der ersten Gleichung mit #, der
zweiten mit v und ihre Addition
 AEu+Ev)+Bnu+nv)=Cu+ Co,
und mit dem Gitterpunkt [§u + &'v, nu 4 n'v] ist

I'(4, B, Cu+ C'v)
erfillt.

Zur Berechnung des g.g.T. verwendet man das folgende Ver-
fahren.

a, b seien zwei natiirliche Zahlen. Mit ganzzahligem ¢ und 7, folgt

a=0bg+ 7,
0=7r<b
Es bleibt

a—bg=rn
und daraus

I'(a, b, 7). (1)
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Nun konnen zwei Fille eintreten:
1. Ist ;= 0, so sind wir fertig, und der g.g.T. ist &.
2. Ist , >0, so dividieren wir & durch 7;:
b=qr+7r, mit 0=7, <7. 2)

Wegen (1), (2) und der trivialen Beziehung I'(a, b, b) gilt nach
dem Hilfssatz

I'(a, b, 7,). 3)
Dieses Verfahren setzen wir fort. 7, sei schon berechnet und damit

I'(a, b, 7.y,

I'(a,b,7)

bewiesen. Haben wir danh
1= g%+ "
mit 07, <7,
so ist auch I'(a, b, 7,.,).
Da die eigentlich abnehmende Folge natiirlicher Zahlen

a>b>r>r>. ..
schlieBlich abbrechen muB, ist endlich

1= 9u”n
und
I'(a, b,7,).
Also gibt es ganze Zahlen x, y, mit
ax+by=D, (4)

wenn 7, = D gesetzt wird.

Wir werden sehen, daB D die obenerwihnten Eigenschaften des
g.g.T. hat.
Zunichst gilt wegen
D74y
und
Yn9=qna?ny1+ D
sofort

D |7y



4 A. Grundbegriffe
Wegen
. g Vne3= Gn_o¥no+ "n1

gilt D|7,,, usf

Wegen D |7,D|b und (1) folgt
D|a.
D ist mithin ein gemeinsamer Teiler von a und b&.
Nun sei d ein beliebiger gemeinsamer Teiler von a und b, und
zwar — dies ist keine Einschrinkung der Allgemeinheit — spe-
ziell @ > 0. Mit &’ und b’ als ganzen Zahlen gilt dann
a=da, (5)
b=dv, (6)
und durch Einsetzen von (5) und (6) in (4) ergibt sich
d@x+by)=D,
also d|D. (7)

(7) zeigt auch d < D. Damit ist die Bezeichnung gréBter gemein-
samer Teiler gerechtfertigt.
Es gilt somit unter Beriicksichtigung von (4)

Satz 5. Den g.g.T. D = (a, b) zweier natiirlicher Zahlen findet man
durch das obige Verfahren, jeder gemeinsame Teiler von a, b teilt D,
und
ax+ by=D

ist ganzzahlig losbar.

. a
Die Zahlen 4, = =, b= —
gemeinsamen Teiler X > 1 haben, sonst wire DX |a, DX | b
und DX ein gemeinsamer Teiler von 4 und b. Wegen DX > D
kénnte dann D nicht gréBter gemeinsamer Teiler sein.
Zwei ganze Zahlen m, n mit (m, n) = 1 heiBen teilerfremd oder
rvelativ prim.
Damit kann die eben behandelte Tatsache so ausgesprochen wer-
den:
Satz 6. Die Division zweier ganzer Zahlen durch ihren g.g.T. gibt
zwet velativ prime Zahlen.

sind also ganz. Sie kénnen keinen

Wir kommen nun zu einem wichtigen
Satz 7. Gilt a | bc und ist (a,b) =1, so ist a | c.
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Beweis: Mit ganzen Zahlen X, Y, fir die aX +0Y =1 ist,
gilt a|acX + bcY = ¢, wie behauptet.

Sind zwei Zahlen gegeben, eine Primzahl $ und eine beliebige
andere Zahl a4, und gilt $ | a, so ist (a, p) = p. Gilt pta, so ist
(@ p)=1.

Daraus ergeben sich die folgenden beiden Sitze:

Satz 8. Ist von zwei Zahlen die eine eine Primzahl, die anderve nicht
durch sie teilbar, so sind die beiden rvelativ prim.

Satz 9. Ist p|ab, pta, so ist p|boder, eine Primzahl p geht in

einem Produkt dann und nur dann auf, wemn sie in mindestens

etnem Faktor aufgeht.

Der Satz 9 ist fiir alle weiteren Darlegungen auBerordentlich

wichtig.

Wir werfen noch einen Blick auf die diophantische Gleichung
ax+by=M 8)

mit beliebigem (nicht notwendig positivem) ganzem M.

Leicht ist zu zeigen: Bei D= (a, b) | M hat die Gleichung Lo&-
sungen. Denn 16st [%, /] die Gleichung (4), so 16st das ganzzahlige
Paar [?, %} die gegebene Gleichung (8).

Ist nun x = A, y= B eine Losung von (8), so ergibt sich durch
Subtraktion der Gleichung

aA+bB=M

von (8) mit den neuen Unbekannten x’'=x—4, 9=y — B fiir
«’, 9" die Gleichung

ax'+by'=0
oder mit 2 =4, — =b (d.h (a,b)=1 nach Satz6) die
Gleichung
xy =—bay
deren Losung offenbar «'= — b, T, ¥’ = a; T mit ganzem, sonst

beliebigem T ist.
Mithin ist die Gesamtheit der Lésungen von (8)

Wir erhalten ~ *=4—&uT.y=B+aT. )

Satz 10. Bei ganzzahligem a, b, M, (a,b) | M hat ax-+ by= M
unendlich viele Losungen in ganzen Zahlen.
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Nun sei Dt M. Dann kann (8) auch in der Form

M

a,x -+ bly = 3 (10)

geschrieben werden. Hier ist %— ein eigentlicher Bruch, keine

ganze Zahl. [x, y] mit ganzzahligen x und y kann offenbar die
Gleichung nicht erfiillen. Also folgt

Satz11. Mit a, b, M ganz, M durch (a,b) nichi teilbar, hat die
Gleichung ax + by = M keine ganzzahligen Losungen.

Die Sitze 10 und 11 gelten auch, wenn a oder b oder beide negativ
sind. Man braucht dann nur das Vorzeichen von x bzw. y zu
wechseln.

Das in der Einleitung gegebene Verfahren zur Bestimmung des
g.g.T. heit Euklidischer Algorithmus oder Kettendivision. Wir
fragen, wann es iiberhaupt auf Bereiche anwendbar ist. Dies ist
dann der Fall, wenn man den Elementen des Bereiches natiirliche
Zahlen wie folgt zuordnen kann: Bei der Division kann man
einen Rest angeben, so daB die ihm zugeordnete Zahl kleiner ist
als die dem Divisor zugeordnete. Eine solche Zuordnung 148t sich
z. B. bei der Division von Polynomen dadurch erreichen, da man
dem Polynom den Grad zuordnet.

Bei den spiter folgenden Erweiterungen des Bereiches der ganzen
Zahlen 148t sich das Verfahren mitunter ebenfalls mit Vorteil an-
wenden. In unserem Buche kann auf diese Dinge nicht einge-
gangen werden.

Beispiele
1. Man bestimme (7584701, 2130257);
2. Man gebe durch Kettendivision eine Losung von 23x-}-8y=1.

§ 2. Das groBite Ganze

Das grifte Ganze einer reellen Zahl « sei durch die ganze Zahl x
definiert, fir die x < « <<+ 1 gilt. Wir bezeichnen es mit [«],
werden aber die eckige Klammer auch fiir andere Zwecke benut-
zen, wenn keine MiBverstidndnisse zu befiirchten sind.



§ 8. Losung diophantischer Gleichungen in ganzen, positiven Zahlen -7

Beispiele
21=2 [x]=3, []=2 [+a]=5 [-V8]=—2 [—a]=—4,
Wﬁ—n]=—1-

In den nun folgenden Ubungsbeispielen sollen die griechischen Buchstaben
positive Zahlen, die lateinischen natiirliche Zahlen bezeichnen.

Man beweise:

L [e]+ A= {0+ f1= [«]+ [BI+ 1.
2. [0] [B1= [o B1= [&] [P+ [o] -} [B].
3. Fir 0 < o < 1 gilt

=5 (e =)

4. Esist [Va] = [V[«]].

5.[Vn]* <n<[Vn]* +2[V].

6. (ol sn< Vol +3 ] 3]

7. Die Charakteristik (Kennziffer) des dekadischen Logarithmus ist das

groBte Ganze desselben (das gilt auch fiir einen negativen Logarithmus,
also fiir einen Numerus < 1).

8. Mit » wichst die Zahl M der ganzen Zahlen N mit [log N] = #» ins Un-
endliche; die Basis des Logarithmus ist beliebig, doch groBer als eins.

§ 3. Lésung diophantischer Gleichungen in ganzen positiven Zahlen

Wir betrachten die beiden Gleichungen
ax+ by= M, 1)
ax—by=M @)
mit natitirlichem a, b, M. Die Bedingung (a, b) =1 ist keine Ein-
schrankung der Allgemeinheit, da bei (a, b) | M die Kiirzung durch
(@, b) moglich, bei (a, b))t M aber keine Losung vorhanden ist.

Mithin kénnen vom Vorzeichen abgesehen die GréBen a,, b, der
Formel (9) in § 1 gleich a, b gesetzt werden.

Besprechen wir zuerst (1). Es bleibt
x=A—bT,y=B-+aT.
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Wegen x >0 mu3B A —bT >0, also T< [%] sein. T > [—-f—
folgt ebenso aus y > 0. Da nur endlich viele ganze Zahlen T der
Ungleichung [—— %J <T< [%} geniigen, folgt

Satz 1. Mqit ganzzahligem positivem a, b, M, (a,b) =1 hat
ax + by = M nur endlich viele (eventuell keine) Liosungen in gan-
zen positiven Zahlen. Oder: Auf der Geraden ax + by = M liegen
nur endlich viele Gitterpunkte (eventuell keine) im ersten Quadran-
ten.

Ganz anders verhilt sich die Gleichung (2), aus der sich nach
Formel (9) von §1

x=A+bT, y=B+aT

ergibt. Ist 7 > max {[—— %] , [— %]} soist x>0,y >0, und es

gilt
Satz 2. ax — by = M mit ganzzahligem, positivema, b, M, (a, b)=1
hat unendlich viele Losungen in ganzen positiven Zahlen.

Trivialerweise hat ax + by = — M mit ganzem und positivem
a, b, M keine Losungen in positiven, also auch nicht in positiven
ganzen Zahlen.

§ 4. Die Zerlegung der ganzen Zahlen

Primzahlen sind nicht in Faktoren zerlegbar.
Zwei Zerlegungen einer ganzen Zahl s fassen wir als nicht we-

sentlich verschieden auf, wenn in m=abc...=a'b'c" ... (bei-
des bricht ab) die a’, &', ¢/,... nur in der Reihenfolge und im
Vorzeichen von den a, b, ¢, ... verschieden sind. Alle Faktoren

sollen absolut gréBer als eins sein.
Es gilt der Satz 9 in § 1, aus dem fast unmittelbar der Haupt-
satz der Zerlegungstheorie folgt:

Satz 1. Die Zerlegung ganzer Zahlen in Primzahlen ist im wesent-
lichen eindeutig.

Beweis: In-(alle Zahlen ganz > 0)

Pro Pu=q - Gu= p
seien die p; und ¢; Primzahlen, und es gelte p, = $,,;, ¢; = ¢;.1-
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Nach dem erwihnten Satze und p, | P folgt $, | ¢; mit unbekann-

tem j, also p; = g;. Man erhélt: p,. .. Pp=0¢1. .. G1 %11+ - - Ga-
Die Fortsetzung des Verfahrens zeigt:

1. daB fiir m = »# die Primzahlen iibereinstimmen,

2. daB fiir m 3= », etwa m > n schlieBlich eine sich selbst wider-
sprechende Gleichung
ib a ib b Pr= 1

bleibt. Dieser Fall kann also nicht eintreten.

Die p, heiBen die Primfaktoren oder Primteiler von P. FaBt man
gleiche zusammen, so erhilt man die kanonische Zerlegung

P= j)‘;‘;bgz N
In gleicher Weise kann ein reduzierter Bruch, d.h. eine Zahl%

mit (m, n) =1 als

k
»n _ %
" i1=T1Pi
eindeutig zerlegt werden, wobei die «; > 0 bei den Primteilern
von m, die a; < 0 bei den Primteilern von » auftreten. Auch diese
Zerlegung heiBe kanonische Zerlegung.
Wir schreiben bei beliebigem rationalem a

Pela
(lies: p= geht genau in « auf), wenn in der kanonischen Zerlegung
von a die Potenz p* erscheint.

Beispiele: 72 ||147, 27| 3456, 53 [[1000, 23| &.

Plla = % heifit: p tritt weder in m noch in # als Faktor auf.

In diesem Falle nennen wir 4 zu p prim, indem wir den urspriing-
lich nur fiir ganzzahlige Zahlenpaare definierten Begriff relativ
prim auf den Fall ausdehnen, daB eine Zahl Primzahl, die andere
ein Bruch ist.

Ist p™|la mit m = 0, so heiBit a beziiglich p ganz.

Satz 2. Summe und Produkt zweier beziiglich p ganzer Zahlen sind
beziiglich p ganz.

Beweis: Es sei
mia, pm||b, m=0n=0.
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Es wird

a=pma,

b= pn¥,
wobei im (eventuellen) Nenner von a’ und &’ die Primzahl $ nicht
aufgeht. Alle Zahlen sollen in reduzierter Form geschrieben sein,
ganze Zahlen haben also den symbolischen Nenner eins.
Zuerst der Beweis fiir das Produkt: Offenbar folgt aus #°| a’,
P01 8" auch p° || a’d" (Zahler und Nenner von a'b’ sind Produkte
von zu p primen Zahlen, also wieder zu p prim); es folgt wegen

ab=pmng'b’, pmn | ab,

daB ab nach p ganz ist. Die zweite Formel gilt offenbar auch,
wenn m oder # oder beide Zahlen negativ sind. Bei der Summe
treten Verwicklungen auf.
Es sei etwa # > m, was keine Einschrinkung der Allgemeinheit
ist, also max (m, n) = n. Es bleibt
a—+ b= pm (2 + pr~™ ).

Wir setzen a4’ = %, b = %,’ mit ganzen Zahlen M, N, M’, N’
und (M, p) = (N, p)= (M, p) = (IN', ) = 1. Leicht folgt
MN' 4 p*mM'N

NN’
also p%||c; denn aus ptN, pt N’ folgt pt NN'. Aus pt M,
Pt N folgt pt MN'.
Damit ist bewiesen: Der Zihler von ¢ ist durch p nicht teilbar.
Sofort folgt

c=a + pr—mb =

a+ b= pmc,
wobei ¢ zu p prim ist.
Ist m = n, so folgt wieder (NN’, p) =1. Ob und in welcher Po-
tenz die Primzahl p in M N’ 4+ N M’ aufgeht, 148t sich nicht be-
urteilen. Es ist

a+b=prc,

wobei ¢’ zu p prim und 7 = m = #n ist.
Wir kénnen etwas genauer sagen:
Satz 3. Ist p™ | a, p™ || b, so ist p" || a+ b mit v = min (m, n) fiir
m==mn, aber v = m fiir m=n. Weiter gilt p™» | ab. Beides gilt
auch, wenn m, n beide oder eine der Zahlen negativ ist.
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Der vorige Satz gilt auch fir m < 0, » < 0, denn dann ist
1 1.
p—m

Py
Nach dem bewiesenen Teil von Satz 3 ergibt sich also:
1. Fir m > n ist —m < — n, also wird p‘m‘ L + Z Nach dem

a
bewiesenen Teilsatz ist weiter p™+" ] ab, und mit nochmaliger
Anwendung auf das Produkt

a—{-b:ab(%—i—i)

b
folgt | a—+ o
2. Ist m = n, so ergibt derselbe Schlu83
pr”%—}—% mit ¥ = —m= —n.
Multiplikation mit b und Anwendung des Teilsatzes ergeben
p2m+r' la+ b,

mit »=2m+ v = 2m — m = m, und es folgt

prlla+b mt 7r=m=n.
Ebenso gilt Teilsatz 3 beispielsweise auch fiir m <0, » =0.
Dann ist m <%, im reduzierten Nenner von a + b kommt p-™

vor, das sich gegen den Nenner nicht wegheben kann.
Der Satz gilt also allgemein.

Beispiele: Berechne in folgenden Beispielen die Exponenten »

1. 7 || 686. 5. 27| 12288.
2. 37| 567 6. 57| 3125.
7
3. 7% || 7203. L
486 123
F o | T ——
4. 32| = 8. 350

§ 5. Der Kongruenzbegriff
Im folgenden seien die Zahlen ganz. Wir schreiben
a = b mod m,

wenn b — a durch m teilbar ist. Wir lesen: ,,a kongruent b mo-
dulo m.“ m heit der Modul.

2 Holzer, Zahlentheorie I
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Der so eingefithrte Kongruenzbegriff ist ein spezieller Fall des in
allen Teilen der Mathematik vorkommenden Aquivalenzbegriffes.
Wir schreiben 4 ~ B, wenn A &dquivalent zu B sein soll. Wir
sprechen nur dann von einer Aquivalenz, wenn folgende drei Be-
ziehungen erfiillt sind:

1. A~ A4, d. h, jedes Element ist zu sich selbst dquivalent
(Reflexivitit).

2. Aus 4 ~ B folgt B ~ A (Symmetrie).

3. Aus 4 ~ B, B~ C folgt A ~ C (Transitivitit).

Diese Begrlffe sind vonelnander unabhang1g, worauf aber nicht
niher eingegangen werden’ soll.

Beispiele fiir Aquivalenz sind: Gleichheit, Vorzeichengleichheit,
Gleichheit des Absolutbetrags, geometrische Kongruenz, Inhalts-
gleichheit ebener Figuren, Volumgleichheit rdumlicher Korper,
Parallelismus von Geraden und Ebenen, Ahnlichkeit.

Die vorhin definierte Kongruenz erfiillt die drei Eigenschaften
der Aquivalenz. Um dies zu zeigen, bedenken wir, daBl a =15
mod m gleichbedeutend ist mit m | b — a.

1. Esist m |0= a — a, also @ = 4 mod m (Reflexivitit).

2. Aus m |b—a folgt m|a—0b, oder aus a =0 modm folgt
b = a mod m (Symmetrie).

3. m|b—a, m|c—b hat m|c—b+b—a=c—a zur Folge,
oder aus a = b, b = ¢ mod m folgt @ = ¢ mod m (Transitivitit).
Ist a = b modm, so heift dies m |b—a. Ist ebenso ¢c=d

mod m, oder m | d — ¢, so folgt mit beliebigen ganzen Zahlen X, YV
m|bX+dY — (@aX + cY). Wir haben

Satz1. Aus a=0b, c=d modm folgg aX+cY=0bX+dY
mod m mat beliebigen ganzen Zahlen X und Y.

Wichtige Spezialfille ergebensichmit X=Y=1;X=1, Y= —1;
X, Y beliebig, wenn die zweite Kongruenz 0 = 0 mod m heilt.
Es folgt sofort

Satz 2a. Man kann Kongruenzen witeinander addierven.

Satz 2b. Man kann Kongruenzen voneinander subtrahieren.
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Satz 3a. Man kann eine Kongruenz (d.h. beide Seiten) mat einer
beliebigen ganzem Zahl multiplizieren.

Der letzte " Satz lautet in Formeln: Aus 4 = b modm folgt
aX = bX mod m mit beliebigem ganzzahligem X. Er soll noch
etwas genauer untersucht werden:

Ist a=bmodm, also m|b—a, so gilt mX |bX —aX oder
aX =bX mod mX.

Wir haben damit

Satz 3b. Aus a=1b modm folgt aX = bX mod mX mit X als
beliebiger ganzer Zahl.

Satz 4. Man kann Kongruenzen miteinander multiplizieren.

Beweis: a =10, ¢ =d mod m hat zur Folge ac= bc, bc= bd
und wegen der Transitivitit ac = bd mod m.

Eine Kongruenz mod 0 wire einfach Gleichheit. Eine Kongruenz
mod 1 sagt gar nichts aus, denn mod 1 ist jede ganze Zahl jeder
ganzen Zahl kongruent. Diese beiden Fille schlieBen wir daher
aus.

Einander kongruente Zahlen schlieBen wir in eine Restklasse
zusammen. Nach den Sidtzen 1, 2, 4 kann man mit Restklassen
die gleichen Operationen wie mit Kongruenzen ausfithren. Diese
erfiilllen die normalen Eigenschaften, also Kommutativitdt und As-
soziativitdt bei der Addition, Kommutativitidt, Assoziativitit und
Distributivitdt bei der Multiplikation. Die Restklasse der Zahl 1
ist das Einselement bei der Multiplikation. Die Restklassen mod
bilden einen endlichen Ring; ihre Gesamtheit heiBit Restsystem.
Dieser Restklassenring ist zugleich ein Vollring, d. h. ein Ring,
bei dem die Division durch jeden Nichtnullteiler gestattet ist.
Dies folgt aus

Satz 5. Jeder endliche Ring ist ein Vollring.

Beweis: Sind — was eintreten kann — keine Nichtnullteiler vor-
handen, so ist der Satz richtig, wenn auch trivial. Wir wollen im
folgenden mit a, b, ¢, . . . Ringelemente, speziell mit % einen Nicht-
nullteiler bezeichnen.

Multipliziere ich die Folge der Ringelemente a =0, b, ¢, ... mit
einem Nichtnullteiler %, so entsteht eine Folge: au = 0, bu, cu, ...,
in' der keine zwei Elemente zusammenfallen, denn aus %= t'u
folgt(t — #)u = 0 und, da » Nichtnullteiler ist, gilt ¢= ¢

2*
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Die zweite Folge enthilt die gleiche endliche Zahl von Elementen
wie die erste, es ist also jedes Ringelement % eindeutig in der Form
tu darstellbar. Die Gleichung % = % ist eindeutig lésbar, die Divi-
sion durch jeden Nichtnullteiler ist méglich und eindeutig.

Die letzte Eigenschaft: ,,Ist die Division durch einen Nichtnull-
teiler moglich, so ist sie eindeutig’ gilt tiberhaupt, wie man sieht,
fiir jeden Ring.

Der Restklassenring mod m ist also ein Vollring. Wir fragen:
Welches sind die eventuellen Nullteiler des Ringes?

Wir beweisen

Satz 6. Jedes Element einer durch a veprisentierten Restklasse
mod m hat denselben g.g.T. (a, m) = d.

Beweis: Es sei ' =a modm. Dann sei (4, m)=d. Wegen
a'=a+ mX teilt 4 auch die Zahl a’, somit ist 4 |d’. Da eben-
sogut auch d’ | d gezeigt werden kann, so folgt d= d'.

Wir kénnen also unterscheiden:
1. Restklassen, die zu 7 prim sind. Sie heiBen primo Restklassen,

2. Restklassen, die mit m einen nur von der Restklasse abhin-
gigen g.g.T. >1 haben.

Die Art 1. bildet gerade die Nichtnullteiler des Restklassenrings.
Denn ist (@, m) =1, so folgt aus b = 0 mod m, daB b = 0 mod m
ist.

Die Art 2. bildet die Nullteiler, wenn man zu ihnen als uneigent-
lichen Nullteiler noch Null, d. h. die Restklasse der durch m teil-
baren Zahlen rechnet.

Aus dem Satz, dafl ein endlicher Ring Vollring ist, folgt

Satz 7. Die Kongruenz ax = b mod m 1ist fiir (a, m) = 1 eindeutig
mod m losbar.

Das ist der wichtige Satz iiber die Losbarkeit der linearen Kon-
gruenz. Er ist gleichbedeutend mit dem der Losbarkeit der dio-
phantischen Gleichung ax + my= b, also mit Satz 10 von § 1.
Trotzdem wurde ein neuer Weg zum Beweis dieses Satzes gewihlt,
um auch ohne die Méglichkeit, den dort erlduterten Euklidischen
Algorithmus zur Lésung der Kongruenz zu verwenden, einen dem
Satz 7 analogen in anderen Moduln beweisen zu kénnen, wobei
allerdings wieder der Restklassenring endlich, also ein Vollring
ist. Wir werden spiter davon Gebrauch machen.
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Ist m = p Primzahlmodul, so ist der Restklassenring P, ein Kor-
per, Primkoérper der Charakteristik p genannt. Hier haben wir
also nur eine Losung mod p der Kongruenz ax = b mod p, wenn
a %= 0 mod p ist.

Wir wollen nun eine weitere Definition beifiigen. Ist @ zu m prim,

so bezeichnen wir als Restklasse der gebrochenen Zahl% die von «,

wenn ax = b mod m ist. Wir lehnen es dabei ausdriicklich ab, diese
Definition auf (@, m) >1 auszudehnen.

Diese Definition ist ein auBerordentlich weitreichendes Hilfsmittel
bei der tatsichlichen Losung einer linearen Kongruenz ax=1b
mod m, wihrend der Beweis fiir die Losbarkeit mit Hilfe des Voll-
ringbegriffes ein reiner Existenzbeweis und die Losung durch den
Euklidischen Algorithmus meist viel umstandlicher ist.

Das Wesentliche bei der Sache ist,

b b+mX

a a+ mY

zu setzen, so daB der Bruch sich moglichst kiirzen 148t. Manchmal
ist auch eine Erweiterung

b bZ

a aZ’

wobei natiirlich (m, Z) =1 sein muB, vorteilhaft.
Wir wollen dies an einzelnen Beispielen erliutern:
1. 88x = 1 mod 137,

el _1B6_ 17120
—8 T " 88~ T 11~ 11
. 1 14 274 275
_11_ﬁ=11_ Tl zll—ﬁz 14
oder auch
1 273 39 98
=—p=p s =—a=—1
2. 31x = 45 mod 239,
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4. 23x = 4 mod 28,

_ 4 _ __ 80 _
r=—=——=— = 16.
5. 55x = 7T mod 71,
—_ J— _4
__]#__,_1] __;54_ A

Im folgenden sei (fiir den Rest des Paragraphen) » > 0. Die Sitze
gelten mit |m| statt m auch fir m < 0. Weiter fithren wir das
Zeichen a == b mod m (a inkongruent &) fiir mt b — a ein.

Wir kénnen die Klassen eines Restsystems mod » auf verschiedene
Weise reprisentieren.

Eine naheliegende Reprasentierung ist die durch die kleinsten
nichtnegativen Reste

0,123, ....m—2 m—1.
Sie ist das Natiirliche, wenn wir an die Division denken.

Eine andere Représentierung ist die durch die absolutkleinsten
Reste. Ist 7 ungerade, also 7z = 1 mod 2, so ist sie gegeben durch

9 ml_ mi.
0, +£1, +2, ..., :‘:([2] 1>, 1[2]
Ist m hingegen gerade, m = 0 mod 2, so nehmen wir sie so an:
m m
0, +1, +2, ... i<7—1>, 5

Hier ist die letzte Normierung etwas willkiirlich. Nach der Defini-
tion hitte ich fiir das letzte Element der Folge auch — % schrei-

ben kénnen.

Unter den Resten ragen die Nichtnullteiler hervor, d. h. die Klas-
sen von Zahlen 4 mit (a, m) =1. Ihre Anzahl ist ¢ (m), die wich-
tige Eulersche Funktion.

Wir definieren also auf Grund der Reprisentierung des Rest-
systems mod » durch die kleinsten positiven Reste:

Definition. ¢ (m) ist die Anzahl der zu m primen natiirlichen Zah-
len =< m. damit auch die Zahl der primen Restklassen mod m.

Hiermit ist auch ¢ (1) =1 definiert. Selbstverstdndlich kann fiir
m >1 das Zeichen = in der Definition durch < ersetzt werden.
Trivial ist ¢@(p)=p—1, wenn p eine Primzahl ist, auch
@(2p) =p—1, wenn p eine ungerade Primzahl ist. Wie man



§ 5 Der Kongruenzbegriff 17

sonst @ (m) berechnet, werden wir im nichsten Paragraphen sehen.
Im Gegensatz zum reduzierten Restsystem (der primen Restklassen)
bildet der Restklassenring das volle Restsystem aus m Elementen.
Wir haben z. B. mod 14 das volle Restsystem reprisentiert durch
0,12 ...,12, 13.

Im Gegensatz dazu besteht das reduzierte Restsystem nur aus
den sechs Restklassen 1, 3, 5, 9, 11, 13. '

Mit den absolutkleinsten Resten reprisentiert sich das volle Rest-
system mit 0, + 1, 42, 43, + 4, & 5, 4 6, 7. Hingegen ist das
reduzierte Restsystem durch 4 1, + 3, 4 5 reprisentiert.

Satz 7 kann auch ausgesprochen werden:

Satz 8. Die Multiplikation eines vollen Restsystems mit einem Rest
des reduzierien Restsystems gibt wieder ein volles Restsystem.

Daneben gilt auch

Satz 9. Die Multiplikation eines reduzierten Restsystems mit esnem Rest
des reduzierten Restsystems gibt wieder ein veduziertes Restsystem.
Der Beweis folgt einfach daraus, daB das Produkt zweier Nicht-
nullteiler in einem Ring wieder ein Nichtnullteiler ist.

Wir gehen nun an den Beweis des Fermatschen Satzes, meist
,,kKleiner Fermat« genannt (der noch ungeklirte ,.groBe Fermat
wird in diesem Buche nicht betrachtet).

Satz 10. M3t (a, m) =1 ist a?(™) = 1 mod m.

Beweis: Ist &,,...,b, mit ¢= @(m) ein reduziertes Rest-
system, so ist die Gesamtheit der Zahlen ab; in unbekannter
Reihenfolge der Gesamtheit der b, kongruent, also wird

a?mb; ... b,=0b...0,undmit B=1"5;...b
kurz a?(m) B = B oderm | B (a%(™ —1).

Wegen (B, m) =1 bleibt daher m | a?(™ —1, w. z. b. w.
Mit m = p (positive Primzahl) haben wir den speziellen kleinen
Fermat:

Satz 11. Ist a wicht durch die Primzahl p teilbar, so ist a?~1= 1mod p.
Multipliziere ich die letzte Kongruenz mit a, so erhalte ich

@

a® = a mod p,

und dies gilt offenbar auch fiir 2 = 0 mod .
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Es folgt
Satz 12. Fiir beliebiges ganzes a und eine Primzahlp ist a? = a mod p.

Nun kommen wir zum Satz von Wilson, kurz ,,Wilson‘‘ genannt.

Satz 13. Fir Primzahlen p gilt (p —1)! = —1 mod .

Bevor wir den Beweis dieses Satzes fithren kénnen, beweisen wir
folgenden

Hilfssatz. Fir p >2 hat die Kongruenz x*= 1 mod p (erstes Bei-
spiel einer quadratischen Kongruenz) die zueinander inkongruenten
Losungen x = 1, x = —1 und keine weiteven.

Beweis des Hilfssatzes: DaBl die genannten Zahlen Lésungen
der Kongruenz sind, ist ohne weiteres klar. Daf3 es keine anderen
gibt, folgt aus der Tatsache, daB im Korper P, eine Gleichung
nicht mehr Wurzeln, als ihr Grad betrigt, haben kann.

Will man diesen Satz aus der abstrakten Algebra nicht heran-
ziehen, so kann man ganz einfach schlieBen: (x +1) (x —1) =0
mod p ist nur moglich, wenn ein Faktor durch die Primzahl p
teilbar ist (Satz 9 von §1).

Beweis des Satzes von Wilson: Fiir p = 2 ist der Satz klar.
Nun sei » > 2. Dann koénnen wir die Zahlen 1,2,...,9p—2,
p — 1 wie folgt anordnen: Zuerst nehmen wir 1 und p —1, ihr
Produkt ist kongruent —1. Dann stellen wir zusammen 2 = a,
und a,” mit 4,a,’ = 1 mod p. Die nichste noch nicht entnom-
mene Zahl in der Folge sei a;, dazu geben wir a5’ mit aza = 1
mod p. Es ist zu beachten, daB zu jedem a; das zugehérige a;
eindeutig gegeben und == a; ist. Denn a/ = a; gibe a2 =
mod p, was unmoglich ist, da weder a; = 1 noch a; = —1 mod p
gilt. Weiter ist mit der Restklasse von a; auch die Zahl a; ge-
geben, da wir hier die Klassen durch die kleinsten nichtnega-
tiven Reste reprasentieren. Ist das durchgefiihrt, so gilt

P—Dl=1.2...(p—1)=(—1) (a40)) . . . (a,a,) mod p.
wozf=7>—2—3

ist. Da die in Klammern zusammengefa3ten Faktoren
ein Produkt = 1 mod p geben, so bleibt

(p—1)!'=—1mod p.
Wegen (p —1)! = (p — 2)! (p —1) kann der Wilsonsche Satz auch
(p—2)!'=1modp
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geschrieben werden. Dieser Satz ist auch fiir p = 2 richtig, wenn
in iiblicher Art 0! =1 definiert wird.

Der Wilsonsche Satz liefert ein notwendiges und hinreichendes
Kriterium dafiir, daB eine natiirliche Zahl >1 Primzahl ist. Denn
es gilt

Satz 14. Fiir Nichtprimzahlen A (>1) gilt (A—1)! &= —1 mod 4.

Beweis: Wegen 4 > 2 ist %<A —1. Es gibt eine Primzahl

g<A mit g |4, ¢< %; es gilt also ([%])' = Omodg und erst
recht (4 —1)!=0modg. Mithin ist ((4—1)!, 4) >1 und
(A —1)!'= —1mod 4 ist unmoglich.

Wir wollen die Besprechung der Kongruenz mit einigen leichten
Sdtzen abschlieBen.

Satz 15. Ist a = b mod m, m = 0 mod n, so gilt a = b mod n.

Beweis: Folgt aus # |m|b— a.
Die folgende Schreibweise ist iiblich:

a = b mod m = 0 mod »n.
Wir werden sie gelegentlich verwenden.

Satz 16. Ist ac = bc modm, (c, m)=4d, m=dn, so folgt a=">
mod n.

Beweis: Esgilt dn | bc — ac, wird ¢ = ed gesetzt, so ist (¢, n) =1
(Satz 6 von §1), weiter folgt dn |ed (b—a), n|e (b—a), also
(§1, Satz7) n | b — a.

Ist insbesondere (c, m) =1, so bleibt

Satz 17. Ist ac = bc mod m, (¢, m) =1, so ist a = b mod m, oder,
eine Kongruenz kann durch eine 2um Modul teileyfremde Zahl ge-
Kiivat werden.

Hierbei ist also wohl zu beachten, daB die Zahl, durch die ge-
kiirzt wird, zum Modul prim ist. Beispielsweise folgt nach dieser
Regel aus der richtigen Kongruenz: 15 = 225 mod 42 nicht
etwa 1= 15 mod 42, was man sofort als unrichtig erkennt, son-
dern wegen (15, 42) = 3, 42=3- 14 nur 1 = 15 mod 14.

Es sei noch bemerkt, daB in &dlteren Lehrbiichern der Zahlen-
theorie zwei Zahlen a, ' mit aa’ = 1 mod m als socii oder asso-
ziierte Zahlen bezeichnet werden. Es ist also 4’ die Restklasse
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von % Selbstverstindlich ist die Definition nur fiir (a, m) =1

sinnvoll. Die Beziehung zwischen 4 und a’ ist symmetrisch, aber
weder reflexiv noch transitiv.
Der kleine Fermat kann auch zur Lésung von

ax = b mod m
mit (e, m) =1 herangezogen werden. Denn sie folgt aus:
x = ba?(™-1mod m.

Fir die Rechnung ist dies aber meist unpraktisch. Auch der
Wilson kann bei Primzahlmoduln zur Berechnung der Wurzel
einer linearen Kongruenz benutzt werden.

Reihenbeispiele:
1. 2% = 17 mod 43. 6 33x = 4 mod 1093.
2. 17x = 135 mod 223. 7. 57 = 6 mod 641.
3. 3lx = 28 mod 9%4. 8. 101x = 5 mod 223.
4. 50x = 627 mod 1949. 9 1009x = 1 mod 225.
5. 17x = 15 mod 16.
§ 6. Simultane Kongruenzen
Es seien a,,a,,...,a, paarweise prim, d.h. (a;, ;) =1 fiir

i = 7. Dann kann die Aufgabe der gleichzeitigen Erfiillung des
Systems

Ayx =B, moda,, Ayx =B, moda,,..., A,x=B,moda, (1)
erledigt werden, sofern stets (4, @;) =1 ist.
Es ergibt sich

x=C moda,x=C,moda,,..., = C,moda,. (2)
Mit = C; + a,y, bleibt C, + a,9, = C, mod a,. Diese lineare
Kongruenz ist wegen (a,, a,) = 1 eindeutig mod a, lésbar. Der aus
ihr gefundene Wert

y1=D; + a5y,
mit unbekanntem y, werde in die nichste Kongruenz eingesetzt
C,+ a,D, + aya,y, = C; mod a;. (3)

Wegen (a,4,, a;) =1 ist (3) sicher losbar und gibt
¥o=D,+ agy; usf.
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Sind die Moduln nicht paarweise prim, so sind fiir die Existenz
einer Losung weitere Bedingungen erforderlich; auf diese Frage
wollen wir aber nicht eingehen.
1. x=4mod33, x=5mod17, x = 1mod"T.
Mit x=4+ 33y bleibt 4+ 33y =5mod17, —y=1mod 17,
y=—1417z alsox =4+ (—1+172)-33 = — 29 4 561z
Daher muB sein

—294+56lz=1mod7,2=30=2mod7,z2=2+4 Tu.
Endgiiltig folgt

x=— 29 4 1122 + 3927 % = 1093 + 3927 4.

2. x=10mod 27, x = —1 mod 73, x = 4 mod 7.

Man hat
x=—14 73y, —1+ 73y = 10 mod 27,

8y = —11= 16 mod 27, y = 2 mod 27, y = 2 4 27z

Also folgt

—1473(2+4272)=4mod7, —1+3(2—2 =4mod7,

32—2)=5=12mod7,2—2z=4mod7, z=—2mod 7.
Die letzte Kongruenz kann auch z = 5 mod 7 geschrieben werden,
sie gibt z= 5 + Tu. Man erhilt

x =145 11971z =145 + 9855 4 13797 %

oder a = 10000 mod 13797.

Rechenbeispiele

1. = 2mod 17, » = 12 mod 29, » = 9 mod 31.
2. x =1 mod 120, » = 0 mod 37.

3. xr=2mod3, »=5mod7, » =1 mod1l.

§ 7. Die Eulersche Funktion ¢(n)

Die bereits in § 5 definierte Funktion ¢(n) wurde dort nur fiir
Primzahlen berechnet. Um die Berechnung im allgemeinen Falle
durchzufithren, beweisen wir

Satz 1. Ist (a, b) =1, wnd dwrchliuft x das reduzierte Restsystem
mod a, wihrend gleichzeitig x = 0 mod b ist, durchliuft weiter v das
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reduzierte Restsystem mod b, so durchliufi ay -+ x das reduzierie
Restsystem mod ab.

Beweis: Es mul} gezeigt werden, daB I. zwei solche Ausdriicke
ay+x und ay + x' auBer fir x= &', y= 9y niemals modab
kongruent sind, II. auf diese Art wirklich jede Klasse des redu-
zierten Restsystems erfaBt wird, III. sich nur zu ab prime Zahlen
ergeben.

I Ist ay4+x=ay + «’ modab, so gibt diese Kongruenz, als
solche mod a aufgefaBt, sofort x =«" moda, d.h. x=«". Als
Kongruenz mod b bleibt ay = ay” mod b, die wir wegen (a, b) =1
durch a kiirzen kénnen. Mithin ist y = 9 mod b oder y=y'.

II. Ist ¢ gegeben, so ergibt der Ansatz ay + x = ¢ mod ab, als
solcher mod a aufgefaBt, die Kongruenz x = ¢ mod 2 und damit
einen bestimmten Wert x= X. Es bleibt a|c— X, etwa
c—X=aY, Wir finden ay=a¥Y, modbd und damit y=7Y,
mod b, etwa y= Y. Hier ist (X, a) =1 wegen X = ¢ mod ¢ und
(c, a) =1. Weiter ist (¢ — X, b)=1 wegen (¢,0)=1 und X =10
mod b. Also folgt (aY;, b)=1, erst recht (Y;,)=1 und auch
(Y,0)=1 wegen Y = Y, mod b.

IIT. Es ist (ay+x,b)=1 wegen x=O0modbd, (ay-+ x,0b)
= (ay, b) =1. Weiter wird (ay+ %, @) = (x,a) =1. Damit ist
alles bewiesen.

Satz 2. Fir (a, b) =1 ist p(abd) = @ (a) ¢ (b).

Beweis: In Satz 1 haben wir das reduzierte Restsystem mod ab
von @(ab) Zahlen durch ¢(a) ¢ (b) modabd inkongruente Zahlen
dargestellt.

Wir berechnen zunichst ¢ (p%), wenn p eine Primzahl ist. Die zu p
nicht primen natiirlichen Zahlen < p¢ sind im Ausdruck pX
mit 0 <X = p°! enthalten, also in der Anzahl pe-1. Es ergibt

sich

P = po— pot
oder @ (pe) = p° (1 — %) .
Nach dem vorigen Satz haben wir sofort
Satz 3. Ist die kanonische Zerlegung

k
n = _H;b?i ,
=1
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so ist 1](1 - %)

Beweis: Nach dem Satz 2 wird
, k o L2 1 L (1
win) = 19 (¢7) = IIp7(1—5) = »II(1- )

Zahlentheoretische Funktionen mit f (mn) = f(m) f(n) fir (m, n)=1
nennt man distributive Funktionen. Die ¢-Funktion ist also eine
solche. Von den distributiven zahlentheoretischen Funktionen soll
der nidchste Paragraph handeln.

§ 8. Zahlentheoretische Funktionen

Eine fiir alle ganzen Werte t = 0 definierte Funktion f(f) heif3t zahlen-
theovetische Funktion. Der Wert fir £ = 0 ist oft gleichgiiltig.

Definition. Eine zahlentheovetische Funktion f(t) mit f(mn) =
f(m) f(n) fiir (m, n) =1 heife distributiv.

Von der trivialen distributiven Funktion, die identisch Null ist,
sehen wir ab. Eine andere distributive Funktion ist #*, wobei &
eine beliebige Zahl (auch negativ, gebrochen, irrational, eigent-
lich komplex) sein kann.

Ein anderes Beispiel wire die Funktion, die mit f(1)=1 und

k 3
fiir t >1, t= [] p,% mit f(¢) = J]p,%! erklart ist.
i=1 i=1

Wir brauchen einen Satz iiber die Zerlegung.

Satz 1. Ist (m,n)=1, d|mn, so ist d=d,d, mit d,= (d, m),
dy = (4, n). Das ist zugleich die einzige Zevlegung d = xy mit x | m,
yln (@y>0). ‘

Beweis: 1. Esist (d,, d,) |(m, n) = 1, also (d,, d,) =1.

II. Mit ganzen Zahlen A4, B, C, D, die d,=dA + m B und
dy= dC + nD erfilllen, also d; —d4 =mB, d,— dC = nD folgt
(d,— dA) (dy— dC)=mnBD, d. h. d | d,d,.

III. Nun setzen wir d = xy mit x |m, y|n. Wir erhalten
d=xy|dd, |d.
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Das Gleichheitszeichen kann also nur fiir x = d,, y = d, eintreten.
Uber distributive Funktionen haben wir den

Satz 2. Fiy eine distributive Funktion f(8) gilt f(1) =

Beweis: Nach unserer Voraussetzung gibt es eine natiirliche
Zahlm mit f(m) == 0. Es ist (m, 1) =1, weiter f(m)= f(m -1) =
fm) f(1), f(1) = L.

Wir geben nun einige Beispiele distributiver zahlentheoretischer
Funktionen.

1. Die Anzahl f, () aller Teiler von ¢: Ist  eine Primzahl, so ist
fi(p) = 2, allgemein f, (p*) = & +1. Die Distributivitit folgt aus
Satz 1, weil fir (m,»n)=1 die f;(m)f,(n) Produkte d;d, mit
a, |m, dy| n alle Teiler von m# und jeden genau einmal durchlaufen

Mit n= H?z (kanonische Zerlegung) bleibt

fuln) = TT(ac+1).

i=1
2. Die Summe f, (¢) aller Teiler von ¢: Die Distributivitit folgt so:
= Sd= 3 didy= 3d; Dd,= f,(m) f,(n).

d|mn dy|m,dy|n dylm  dy|n
3. Eine Zahl{ mit der kanonischen Zerlegung ?= Hp“ wobei

alle Exponenten a;,=1 sind, oder wobei p |# (p anzahl) Pt
zur Folge hat, helBt quadratjrer.

1 pflegt auch zu den quadratfreien Zahlen gerechnet zu werden.

k
fs(?) sei die groBte quadratfreie Zahl in ¢. Ist ¢= []$,%, so wird
i=1
k
fs(t) = JIp:. Die Distributivitit ist klar.

1=1

4. f, (1) = w4 fur t= Hpi i. u ist dabei eine beliebige von ¢ un-

abhingige Zahl. Offenbar ist f, (¢) distributiv.

5. f;(¢) sei das groBte in ¢ enthaltene Quadrat. Ist {= abd? a qua-
dratfrei, so ist f,(f) = 82 Hier sowie beim folgenden Beispiel (6),
das eine Verallgemeinerung von (5) ist, ist die Distributivitdt
evident.

6. f;(¢) sei die hochste in ¢ enthaltene k-te Potenz (& natiirliche
Zahl >1). Bei der kanonischen Zerlegung
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A
t= JIp3*TH mit 0<b <k
i=1

4 3
erhalten wir fe®) = (H]bi"i) .
i=1
7. f,(t) sei der von k-ten Potenzen freie Teil von ¢. Die vorige
4
Zerlegung gibt f2 @)= T[98
i=1

8. Uberaus wichtig ist die zahlentheoretische Funktion u(f). Es
4

ist u(1) =1, bei quadratfreien Zahlen = JJp, ist u(f) = (—1)4.
i=1

Bei nicht quadratfreiem ¢ hingegen gilt u(f) = 0.

Der Beweis der Distributivitdt ist ganz einfach. Es sei (m, n) = 1.

Ist mindestens eine der Zahlen m, » nicht quadratfrei, so ist so-

fort 0= p(mn)= wu(m) u(n).

Wir kénnen also # und # als quadratfrei annehmen und haben

4 B

die kanonischen Zerlegungen m = J[ $;, n= ] q;, wobei jedes p,
i=1 j=1

von jedem g, verschieden ist. Es wird

p(mn) = (—1)4+8 = (= 1)4 (=1)8 = pu(m) p(n).

9. Auch ¢(f), die im vorigen Paragraph genannte Eulersche

Funktion, die Anzahl aller zu ¢ primen natiirlichen Zahlen =<,

ist distributiv, wie bereits dort gezeigt wurde.

Fir ¢(#) gilt folgender
. t
Satz 3. Es st dzlt’(p (@) =%’(p<7) =
Beweis: Tiir jedes 4|¢ gibt es (p(%) natiirliche Zahlen x < ¢ mit

(x,t)=d; denn sind a,5,...,g alle ¢ (%) natiirlichen Zahlen
y < - mit (y, 7;) —1, soist (yd, #) =d(y, %) —d. Ein hd mit
(]l, %) —1>1 gibt hingegen (kd, 1) = d'(h, %) =dl. Es hat
aber jedes x <t einen Teiler 4 von ¢ als g.g.T. mit ¢.

Satz 4. Die Divichletsumme f(t)=-3'g(d) ist zugleich mit g(f)
distributiv. alt
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Beweis: Bei (m, n) =1 wird f(mn) = g (d,) S¢(d, (m) f(n).
dy|m d,|n
Satz 5. Es ist u(1) =1, aber > u(d) =0 fiir ¢ > 1.
aft

Beweis: Nach Satz 4 geniigt der Beweis fiir Primzahlpotenzen.
t=p* gibt %/«t(d)= p() + u@) =0
a

Satz 6. Jede distributive zahlemtheovetische Fumktion f(¢) ist die
Dirvichletsumme der distributiven Funktion

¢ ¢
= ) f(d) = a) fl—=).
Sulg)r@=zuaf(z)
Beweis:
I. Wir bewelsen zunichst

Ze@ =3 Sul5)10) =10,

Wir drehen die Relhenfolge der Summen um, nehmen § als duBe-
ren Summationsbuchstaben, diskutieren also zuerst die innere

Summe ?M( >f(6).

d=0modd
la. Fiir 6 = ¢ bleibt nur u (1) -f(f) = f(?).
1b. Fiir 6 < ¢ bleibt als innere Summe

10 Zu(§) =10 Zu® =
k

Jd|d "_
. ]
wegen Satz5 und ? >1.

II. Die Distributivitit von g(f) ergibt sich aus der fiir (m, n) =1
giiltigen Rechnung:

gomm) = 3 u(2) /(@)

dfmn
—dfnﬂ( ) fidy ) 3 (5)/(ds) = g m g ).

Satz 7. Die Beziehung f (t) Z‘g d) bestimmt g (i) eindeutig. Ist ins-

besondere f(t) distributiv, mcht die Nullfunktion, so ist g(l)=1
und g (¢) distridbutiv.
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Beweis: Das Gleichungssystem:

g(1) = f(1),
g1)+¢@2) =f(2),
g(1) +g(3) =f(3),
gl)+¢(@2) +g(4) =f(4),
g(1) +g(5) = f(5),
g)+¢g(2)+¢g@3) +g(6)=f(6), ...

gestattet d1e rekursive Berechnung von g(1), g(2), g(3), . . .

Ist jedes f(¢) ganz, so auch jedes g(f). Da die in Satz 6 genannte
Funktion g(f) im Falle eines nicht identisch verschwindenden
distributiven f(¢): die Bedingung des Satzes 7 erfiillt, ist sie mit
der hier genannten Funktion g(¢) identisch, also distributiv.

Im folgenden fragen wir uns, ob es bei einem Modul # Zahlen a
mit (@, m) =1 gibt, fiir die 4® = 1 mod m mit 0 <x < p(m) gilt.
Jedenfalls ist jeder Exponent y mit a¥ = 1 mod m ein Vielfaches
des kleinsten natiirlichen Exponenten f mit a7 = 1. Denn, wire
v.N=f <f yY+ fF = f’, so wire bereits af’ = (a¥)¥ (/)F = 1.
Niheres im nichsten Paragraphen.

§ 9. Primitive Wurzeln

Bei einem Primzahlmodul p ergibt sich fiir jedes a mit (@, p) =1
nach dem kleinen Fermat a?-! = 1 mod p. Folglich gibt es einen
kleinsten Exponenten f, so daBB ¢/ =1modp (1 =f=p—1),
aber a® %=1 fiir 1 <« <f ist. Man sagt: a bzw. die Restklasse
von a gehort mod p zum Exponenten f.

Es gelten nun folgende Sitze:

Satz 1. Jeder Exponent f, z2u dem Zahlen a == 0 mod p gehioren, ist
ein Teiler von p —1.

Beweis: Wir gehen nach dem SchluBabsatz des vorigen Para-
graphen vor, da p —1 ein Spezialfall des dortigen ¥y ist.

Satz 2. Zu jedem Teiler f von p —1 gehirven entweder keine oder ¢ (f)
Restklassen.

Beweis: Ist p —1=0modf, so sind, wenn a zu f gehort, die
f Restklassen von 1, a, a2, . . ., a’~! voneinander verschieden. Denn
wire etwa a*=a’ modp mit » <v =< f—1, so wire g*-» =1
mod p, und 0 < v —#» <f. Aber nur dann, wenn in a® die Be-
ziehung (x, f) =1 gilt, ist a® eine zu f gehorige Restklasse.

3 Holzer, Zahlentheorie. I
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Dies muB genau untersucht werden:
Ist (x,f)=1, so folgt aus (a®)? =1 mod p oder a*’ = 1 mod p,
daB f|xy, also wegen (f,x)=1 weiter f|y ist. Ist (x,f)=f",

wobei f'>1 ist, so ist fi = f; ganz, und es bleibt

fx
(ax)flz af = (af)fi's 1 modj),

wobei =~ ebenfalls ganz ist. Mithin gehért a® zum Exponenten f;

(oder einem Teiler von f;), nicht zu f.

Die genannten f Potenzen von « sind zueinander inkongruente
Losungen von x/ =1 mod p, also alle, da der Grad dieser Kon-
gruenz (Gleichung in P,) gerade f ist. Daraus folgt, daB es dann
@ (f) zu f gehorende Restklassen gibt.

Alles zusammengefaBt ergibt sich der obige Satz.

Wir haben also fiir jedes f|p —1 gerade ¢, - ¢(f) Restklassen,
wobei die Zahl ¢; Null oder Eins sein kann. Insgesamt erhalten
wir folgende Aufteilung der (p —1) Restklassen des reduzierten
Restsystems mod p unter Anwendung des Satzes 3 von § 8

Selfi=p—1= Sco(f).
flp—-1 flp—-1

Die Gleichung zwischen der &duBeren linken und der &uBeren
rechten Seite kann nur bei ¢, =1 fiir alle f bestehen. Schreiben wir

sie z. B. in der Form
SM—c)e(f)=0,

flp-1

so haben wir eine Gleichung, in der links eine Summe nichtnega-
tiver Zahlen, rechts Null steht. Eine solche Gleichung kann nur
bestehen, wenn alle Zahlen Null sind, fiir jedes f also

¢, =1
ist. Wir haben eine Verschiarfung des Satzes 2:
Satz 3. Zu jedem Teiler f von p —1 gehiren @(f) Restklassen. Ins-
besondere gilt dies fiir p —1 selbst. Es gibt also @ (p —1) Restklassen,
die zu (p —1) gehorven. Ist g eine Zahl einer solchen Restklasse, so
heifit g eine primitive Wurzel mod .

Die aufeinanderfolgenden Potenzen von g, namlich
g=1¢g¢g% g ....8%
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insgesamt (p — 1) Potenzen erfiillen das gesamte reduzierte Rest-
system von p, nidmlich die gesamten Restklassen mit Aus-
nahme der Nullklasse. Denn ist mit 0 < a <b <p —1 etwa

g* = g® mod p,

so ist gt-*=1modp und g gehdérte zum Exponenten
b—a <p—1, oder zu einem Teiler von b —a. g gehoért aber
zu p — 1. Wir haben also

Satz 4. Zu jedem Primzahlmodul p gibt es @(p —1) primitive
Wurzeln.

Satz 5. Jede Restklasse mod p wivd durch eine Potenz einer ge-
gebenen primitiven Wurzel mit Exponent zwischen Null und p — 2
(beide inbegriffen) eindeutig festgelegt.

Im iibrigen ist der Exponent nur mod (p —1) bestimmt.

Definition. Bei gegebener Primitivwurzel g wivd einer Restklasse a
des veduzierten Restsystems mod p der Index a, geschrieben ind a
mod (p —1) zugeordnet, wenn ginde = q mod p ist.

Wir folgern

Satz 6. Der Index hat mod (p —1) logarithmische Eigenschaft, d.h.,
es ist ind (ab) = ind a + ind b mod (p —1).

Beweis: Es ist ab = gindagindd = ginda+indd mod 4.

Wir sehen, daB sich genau wie beim logarithmischen Rechnen
Rechenoperationen, wenn eine Indextafel vorliegt, sehr erleich-
tern lassen.

Zunichst ist die Kenntnis einer primitiven Wurzel mod $ not-
wendig. Prinzipiell ist dies durch sehr umfangreiche Rechnungen
immer moglich. Man probiert, ob 2,3, ... primitive Wurzel ist,
wobei man héchstens p —2 Versuche zu machen hat (p —1
kommt fiirp > 3 nicht in Frage). Das ist natiirlich sehr umst4nd-
lich. Man kennt Verfahren, mit deren Hilfe sich dies wenigstens
einigermafBen abkiirzen 148t. Im folgenden betrachten wir den
Spezialfall p = 31, wobei wir annehmen, daB die primitive Wur-
zel g= 17 bekannt ist. Wir konnten auch z. B. von g= 3 aus-
gehen, was ebenfalls eine primitive Wurzel mod 31 ist. Bei 17
ist die Rechnung wegen 172 = 10 mod 31 besonders leicht.

Zunidchst verfertigen wir auf diesem Wege eine Indexgegen-
tafel ,,vom Index zur Zahl“.
3*
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Tafel 1. Indexgegentafel mod 31

ind a l a inda] a indai a indal a inda‘ a inda| a
0 1 5 | 26 10 25 15 30 20 5 25 6
1 17 6 8 11 22 16 | 14 21 23 26 9
2 10 7 12 12 2 17 21 22 19 27 29
3 15 8 18 13 3 18 116 23 [ 13 28 28
4 7 9 27 14 | 20 19 24 24 4 29 11

Es ist also z. B. gl6= 1716= 14 mod 31.
Durch Umordnung erhédlt man die Indextafel selbst.

a ‘ inda a |inda a I inda a | inda a |inda a { ind a
1 | 0 6 |25 11 ’29 16 |18 21 |17 26 } 5
2 |12 71 4 12 17 |1 22 |11 27 | 9
3 |13 8| 6 13 |23 18 | 8 28 |21 28 | 28
4 | 24 9 |26 14 |16 19 [ 22 24 |19 29 | o7
5 |20 10| 2 15| 3 20 |14 25 |10 30 |15

Nun geben wir einige Beispiele fiir die Anwendung der Indextafel.

1. Der kleinste positive Rest mod 31 von A= 979 - 1563 ist zu berechnen.
‘Wegen 979 = 18, 1563 = 13 wird ind 4= ind 18 4 ind 13 mod 30 also
ind 4 = 8-+ 23 =1 mod 30, 4 =17 mod 31.

2. Ist 22x = 21 mod 31 zu l6sen, so bleibt ind » 4 ind 22 = ind 21 mod 30,
ind # 4 11 = 17 mod 30. Das gibt aber sofort ind ¥ = 6 mod 30, » = 8
mod 31.

3. Ist der kleinste positive Rest von B = 109357 mod 31 zu finden, so
haben wir: 1093 = 1000 mod 31, ind 10 = 2 mod 30, ind 1000 = 6 mod 30;
da 6857 = 17mod 30ist,sowirdind B=17- 6= 102= 12mod 30, B = 2
mod 31.

4. Um den kleinsten positiven Rest von C = 99° mod 31 zu finden, bedenken
wir 93 = 9 mod 30, also durch nochmaliges Kubieren 9°= 93 = 9 mod 30.
Daher ist indC=9 ind 9= 9. 26 = 234 = 24 mod 30, C= 4 mod 31.
Nun soll die Frage erortert werden, ob es auch zu anderen Mo-
duln auBer Primzahlmoduln primitive Wurzeln gibt.

Wir betrachten zuerst den Modul 2, p ungerade Primzahl. Es
ist entweder g(0 < g < p) oder g+ p ungerade, weiter ist
®(29) p 2) p(p)=p—1. Ist nun g eine primitive Wurzel
mod p, g d1e ungerade der Zahlen g und g + p, dann ist g offenbar
eine primitive Wurzel modp. Fir p=2, 2p=4 ist g= 3 eine
primitive Wurzel, die einzige mod 4. Wir haben

Satz 7. Fiir den Modul 2P, wobei p eine Primzahl ist, gibt es
@@ (29) = @ (p — 1) primitive Wurzeln.
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Es gibt keine primitiven Wurzeln mod 8. Denn bei einem zu-
sammengesetzten Modul s miiBte eine solche die Beziehung
gg=1 fir 0 <x <g@(m) erfillen. Es ist ¢(8)=4, aber
(£ 1)2= (4 3)2=1mod 8. Analoges gilt von hoheren Po-
tenzen von 2, wie man leicht sieht.
Nun sei p™ eine ungerade Primzahlpotenz. Wir brauchen zunéichst
Satz 8. Ist (a, p) =1, p eine Primzahl und a® = a mod P2, so ist
(@+ p)? == a+ p mod p=
Beweis: Es ist

@+p)r=av+ 3 (F)ar-ipt,

_ i>o0\!

wobei alle Glieder der Summe durch $2? teilbar sind, also
(@ 4+ $)? = a? = a mod p? und damit (a + p)? == a + p mod p2.
Wir fragen uns nun, was unter einer primitiven Wurzel g mod p™
zu verstehenist. EsmuB g2 = 1fir0 ax < @ (™) = p™ 1 (p —1)
sein.
Wir beweisen zuerst

Satz 9. Es gibt primitive Wurzeln g mod p, fiir die gr-'==1mod p>
gilt.

Beweis: Nach dem vorigen Satz kann .man folgendermaBen
schlieBen : Erfiillt eine primitive Wurzel g’ die Kongruenz 7?1 =1

mod $?%, so wird diese Kongruenz durch die primitive Wurzel
= g+ p nicht erfillt.

Satz 10. Ist p eine beliebige Primzahl, (ab, p) =1, k>0 und gilt
P¥ la— b, dann gilt auch p*+' | a® — b? mit Ausnahme des Falles
p=2, k=1, in welchem 2% | a® — b* gilt, ohne daf sich iiber den
genauen Exponenten x in 2% || a* — b% etwas aussagen Lifit.

Beweis: Mit a= b+ Cp*, also C ganz, C == 0 mod p wird
ap = bp + pE+1pr-1C > (;b> br-1pkiCi4 Crpkr.
17

2=j=p-1
HeiBt A das zweite, B das letzte Glied rechts, so ist p*+1 | A4,
p*? || B; da auBer in dem vorliufig ausgeschlossenen Falle p = 2,
k=1 stets kp >k 41 ist, so ist p*+1|| A+ B und auch, wenn
die Glieder der Summe beigefiigt werden, bleibt die Summe
durch p*+, nicht durch p*+* teilbar, da die Glieder der Summe
alle durch p2#+1 teilbar sind.
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Tafel 1. Indexgegentafel mod 31

ind a \ a inda I a inda | a inda l a inda l a inda| a
0 1 5 I 26 10 25 15 30 20 5 25 6
1 17 6 8 11 22 16 | 14 21 23 26 9
2 10 7 12 12 2 17 21 22 |19 27 29
3 15 8 18 13 3 18 16 23 13 28 28
4 | 7 9 |27 14 |20 19 |24 24| 4 20|11

Es ist also z. B. g18= 176= 14 mod 31.
Durch Umordnung erhélt man die Indextafel selbst.

a l indea a |inda a l inda a | inda a |inda a i ind a
1 \ 0 6 |25 11 | 29 16 |18 21 |17 26 | 5
2 12 7 4 12 7 17 1 22 11 27 9
3 13 8 6 13 23 18 8 23 21 28 28
4 24 9 26 14 16 19 22 .24 | 19 29 27
5 20 10 2 15 3 20 14 25 10 30 15

Nun geben wir einige Beispiele fiir die Anwendung der Indextafel.

1. Der kleinste positive Rest mod 31 von A= 979 . 1563 ist zu berechnen.
Wegen 979 = 18, 1563 = 13 wird ind 4= ind 18 4 ind 13 mod 30 also
ind 4 = 84 23 = 1 mod 30, 4 =17 mod 31.

2. Ist 22% = 21 mod 31 zu l6sen, so bleibl ind ¥ 4 ind 22 = ind 21 mod 30,
ind ¥ 4 11 = 17 mod 30. Das gibt aber sofort ind x = 6 mod 30, x = 8
mod 31.

3. Ist der kleinste positive Rest von B = 1093957 mod 31 zu finden, so
haben wir: 1093 = 1000 mod 31, ind 10 = 2 mod 30, ind 1000 = 6 mod 30;
da 6857 = 17 mod 30ist,sowirdind B=17- 6= 102=12mod 30, B= 2
mod 31.

4. Um den kleinsten positiven Rest von C = 99° mod 31 zu finden, bedenken
wir 93 = 9 mod 30, also durch nochmaliges Kubijeren 99= 93 = 9 mod 30.
Daher ist indC=9 ind 9= 9- 26 = 234 = 24 mod 30, C= 4 mod 31.
Nun soll die Frage erdrtert werden, ob es auch zu anderen Mo-
duln auBer Primzahlmoduln primitive Wurzeln gibt.

Wir betrachten zuerst den Modul 2p, p ungerade Primzahl. Es
ist entweder g(0 <<g <p) oder g+ p ungerade, weiter ist
p(2p)=pR)p(p)=p—1. Ist nun g eine primitive Wurzel
mod 9, g, die ungerade der Zahlen g und g + $, dann ist g, offenbar
eine primitive Wurzel modp. Fir p=2, 2p=4 ist g= 3 eine
primitive Wurzel, die einzige mod 4. Wir haben

Satz 7. Fiir den Modul 2p, wobei p eine Primzahl ist, gibt es
@@ (29) = p(p —1) primitive Wurzeln.



§ 9. Primitive Wurzeln 31

Es gibt keine primitiven Wurzeln mod 8. Denn bei einem zu-
sammengesetzten Modul m miiBte eine solche die Beziehung
g1 fir 0 <ax <¢@(m) erfillen. Es ist ¢(8) =4, aber
(£1)2= (£ 3)2=1mod8. Analoges gilt von hoéheren Po-
tenzen von 2, wie man leicht sieht.

Nun sei p™ eine ungerade Primzahlpotenz. Wir brauchen zunichst

Satz 8. Ist (a, p) =1, p eine Primzahl und a® = a mod p2?, so ist
(@4 p)? £ a+ p mod p
Beweis: Es ist
@+ p)r=ar+ S‘( )af’ ipi,
>0
wobei alle Glieder der Summe durch p? teilbar sind, also
(a4 p)? = a? = a mod 2 und damit (@ + $)? %= a + p mod p2.
Wir fragen uns nun, was unter einer primitiven Wurzel g mod p™
zu verstehenist. EsmuB gz = 1fir0 <ax <™ =p"1(p —1)
sein.
Wir beweisen zuerst
Satz 9. Es gibt primitive Wurzeln g mod p, fiir die gr-'==1mod p?
gult.
Beweis: Nach dem vorigen Satz kann man folgendermaBen
schlieBen : Erfiillt eine primitive Wurzel ¢’ die Kongruenz x*-1 = 1
mod $%, so wird diese Kongruenz durch die primitive Wurzel
= g+ p nicht erfiillt.
Satz 10. Ist p eine beliebige Primaahl, (ab, p) =1, k>0 und gilt
P* |la— b, dann gilt auch p*+ | a® — b® mit Ausnahme des Falles
p=2, k=1, n welchem 23 ]az— b2 gilt, ohme daf sich diber den
genauwen Exponenten x in 2% || a* — b2 etwas aussagen Laf5t.

Beweis: Mit a= b+ Cp*, also C ganz, C == 0 mod p wird
ar = bp 4 pE+lpr-1C Z‘ <P) bp—jj)kiC/'_;_ Crpro .

2=jsp-1
HeiBt A das zweite, B das letzte Glied rechts, so ist p*+! | 4,
%7 || B; da auBer in dem vorliufig ausgeschlossenen Falle p = 2,
k=1 stets kp >k +1 ist, so ist p*+1|| A+ B und auch, wenn
die Glieder der Summe beigefiigt werden, bleibt die Summe
durch p*+, nicht durch p*+2 teilbar, da die Glieder der Summe
alle durch p2*+! teilbar sind.
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In dem ausgeschlossenen Falle p=2, 2=1 wird die Summe
leer, es gilt A=4A4", B=4B" mit ungeradem A4’, B/, also
A+B=4(A'4+B) mit geradem A'4+ B, A+ B=0mod8.
Uber den genauen Exponenten x in 2% || a2 — b2 148t sich nichts
Allgemeines sagen: 1. Ist a= "7, b= 5, so ist 23| a? — b2= 24.
2. Mit a=9, b= 1T ist 25| a2 —0%=32. 3. Mit a=1, b=—1
ist a2 — b2 = 0, so daB man keinen Exponenten x mit 2% || a% — b2
=D angeben kann. Man kénnte 2| D= 0 schreiben, was nur
bedeutet: Jede noch so hohe Potenz von 2 geht in D= 0 auf.

Satz11. Aus p* || a®— b®, £ >0 folgt zundchst k > 1. Weiter ergibt
sich fiir ungevade Primzahlen p, dafi p*~'| a—0b ist. Dabei ist
(ab, p) =1 vorausgesetzt.

Beweis: Nach dem kleinen Fermat folgt zunichst 2 = b mod p,
nach dem vorigen Satz folgt aus p!|la—b, daB I4+1=F% ist
usw.

Satz 12. Eine nach Satz 9 existierende primitive Wurzel g mod p
mit g2~ %= 1 mod p? ist auch primitive Wurzel mod p™, wobei m > 1
beliebig grof ist. Dabei ist p Primzahl > 2.

Beweis: Zunidchst sei m= 2. Aus g’/ = 1 mod p?, wobei f der
Exponent ist, zu dem g mod p? gehort, folgt zunidchst f| @ (p?),
genau wie beim Beweis des Satzes 2. Weiter ist f = 0 mod (p —1),
wie man sofort sieht, wenn man die Kongruenz als solche mod p
betrachtet und bedenkt, daB g primitive Wurzel mod p ist. Mit-
hin gilt p —1|f| (¥ =9 (p —1), wo aber p—1<f ist, da
g?~! = 1 mod p? nicht erfiillt ist. Es ist also f= ¢ (p?).

Ist der Satz schon fiir m — 1 bewiesen, so kénnen wir die voll-
stindige Induktion genau so durchfiithren. Bei f als Exponenten,
zu dem g mod p™ gehort, gilt f= 0 mod p(p™ 1) = p™-2(p —1);
denn dies folgt, wenn wir g = 1 mod p™ als Kongruenz mod p™-1
auffassen. Nach Satz 10 folgt aber aus ¢ || gt — 1 der Reihe nach
P2 grle~ —1, p3 | g#*(»-) —1 ..., schlieBlich

pm| g e 1 = ggo(?”‘) _1.

Damit folgt p™-2 (p —1) |f| ¢ (p™) = p™1(p —1), aber zugleich
p™ 2 (p —1) <f. Damit bleibt f= ¢(p™), w.z. b. w.

Satz 13. Ein Modul m=a-b mit a =3, ungeradem b= 3 und
(@, b) =1, gestatiet keine primitiven Wurzeln.
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Beweis: Bei beliebigem 7 mit (7, 7) = 1 gilt 7#(@ = 1 mod a, 7#®
= 1 mod b, also 7 = 1 mod ab, wenn v das kleinste gemeinsame
Vielfache von ¢ (a) und ¢ (b) ist. Da aber ¢ (a) = ¢ (b) = 0 mod 2
ist, gilt die Ungleichung v =< (p(a);p(b) = (p(;b). Es gibt mithin

keine zu @(ab) gehorige Restklasse, w. z. b. w.

§ 10. Allgemeine lineare Kongruenzen

Wir nehmen an, es sei mit ganzem a, b, m eine Kongruenz
ax = b mod m 1)

mit (m,a)=d>1

gegeben.

Jedenfalls muB3 4 |b sein, sonst hat die Kongruenz keine Lo&-
sung. Wir wollen also & = 0 mod 4 annehmen.

Dann ist aber (1) mit der folgenden Kongruenz gleichbedeutend,
wenn wir zur Abkiirzung

¢ _ a b b " _ .
a a v a
setzen, also a,, b;, ¢ ganz sind und (a,, ¢)=1 ist:
a,x = b, mod c. 2)

Diese hat also stets mod ¢ eine und nur eine Losung, etwax =4
mod c.
Die folgenden d zueinander mod # inkongruenten Zahlen

A At A+2c ..., A+ (@—1)c 3)

erfiillen (2), und damit auch (1), also hat (1) d inkongruente L§-
sungen mod m und offenbar keine weiteren, da nur diese Rest-
klassen mod m der Zahl A nach ¢ kongruent sind.

Wir haben also folgenden

Satz 1. Eine Kongruenz 2% — b mod m
mit ganzzahligem a,b,m, a==0, (a,m)=d>1 ist fir b0
mod d unlosbar. Bei b= 0 mod d lise man mit den Abkiirzungen
a
a
x=A und hat die d mod m inkongruenten Lisungen A + uc mat
0 u<ld.

b .
=a;, o= by, % = ¢ die Kongruenz a,x = bymodc, etwa durch
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Beispiele: Man l6se

1. 3x = 15 mod 21. 4. 5 = 5 mod 10.
2. Tx = 42 mod 91. 5. 25x = 75 mod 100.
3. 27 = 6 mod 26. 6. 221x = 85 mod 340.

Bemerkung zu 6: Es ist 221 =13 - 17.

§ 11. Binomische Kongruenzen

Wir definieren eine binomische Kongruenz mit der Unbekannten ,
gegebenen ganzzahligen A und # und einer natiirlichen Zahl # >1

ie folgt
wie 10% 2" = A mod m. (1)

Satz 1. Die Losung einer binomischen Kongruenz lift sich auf die
Auflosung nach den Primzahlpotenzfaktoren des Moduls und die
Lisung eines Simultansystems lineaver Kongruenzen zuriickfiihven.

Beweis: Es sei f(x) =a7—A4. Wir konnen die gegebene Kon-
gruenz in die 7 Kongruenzen f(x) = 0mod p,%, ..., mod p,3r

zergliedern, wenn m = Hpﬂ die kanonische Zerlegung von m
=1
ist. Hat eine dieser Kongruenzen keine Lésung, dann hat auch (1)

keine. Haben alle diese Kongruenzen Losungen, und zwar die
erste m,, die zweite my,, . . ., die letzte m,, so haben wir M = Hm

=1
Simultankongruenzen fiir x mit paarweise primen Moduln und
demnach M mod m inkongruente Ldsungen.

Bei der Beweisfithrung ist der spezielle Charakter von f(x) als
linke Seite einer auf Null reduzierten binomischen Kongruenz
iiberhaupt nicht angewandt worden. Wir kénnen den allgemeine-
ren Satz aussprechen:

Satz 2. Die Lisung einer Kongruenz n-ten Grades
fx)=agx"+ -+ a, = 0 mod m,
in dey mindestens ein Koeffizient durch m nicht teilbay ist, lift sich

auf die Losung von Kongruenzen nach Primzahlpotenzmoduln und
eines Systems linearer Kongrienzen zuriickfiihren.

Im folgenden werde bei (1) immer (4, m) =1 vorausgesetzt. Ist
dann die Kongruenz lsbar, so spricht man von A als einem #n-ten
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Potenzrest mod m; ist sie unl6sbar, so sagt man: A ist n-ter
Potenznichtrest mod m.

Im Falle n = 2 spricht man von quadratischen Resten und qua-
dratischen Nichtresten. Das Wort quadratisch wird im folgenden
bei diesen Begriffen iiberall weggelassen, wo es aus dem Zusam-
menhang hervorgeht. .

Es ist z. B. 2 quadratischer Rest mod 7, weil 32 = 2 mod 7 ist,
dagegen —1 quadratischer Nichtrest mod 4, da jedes ungerade
Quadrat durch 4 dividiert den Rest 1 148t.

Fiir » = 3 haben wir kubische Reste bzw. Nichtreste. Es ist z. B. 2
ein kubischer Rest mod 31 wegen 42 = 2 mod 31.

Nochmals sei betont, daB wir fiir (4, m) >1 weder von n-ten
Potenzresten, noch von #-ten Potenznichtresten sprechen. Z. B. 44
ist nicht quadratischer Rest mod 100, obwohl 12% = 44 mod 100
gilt.

Satz 3. Sind v und s prim zueinander, dann ist A mit (4, m) =1
genaw dann v s-ter Potenzrest mod m, wenn es sowohl v-ter als auch
s-ter Potenzrest ist.

Beweis:
I. Bs=A modm hat (Bs)"=4 und (Br)* =4 zur Folge.
II. Ist C"=A, D> =A mod m und sind x, y ganze Zahlen mit
rx+ sy=1, so ist
CrsvDrs2 = A mod m,
also (CvD?)s = A mod m.

Wir kénnen uns auf /#-te Potenzreste beschrianken, wobei [ eine
Primzahl ist. Zur Abkiirzung sei 4= I gesetzt.
Wir haben also zu untersuchen:

x* =4 mod ¢, (2)
wobei p 1A eine Primzahl ist.
Es sei p &= 1, p > 2. Mit einer primitiven Wurzel g mod 7, wobei
der Index mod ¢(p") zu nehmen ist, haben wir sofort aus (2)

I»ind x = ind 4 mod ¢ (p") = p™1(p —1). (3)

Istnun/tp —1, so hat (3) genau eine Wurzel mod ¢ (p7), also (2)
genau eine Wurzel mod p. Ist IF(z < n)= (I*, p —1), so muB
ind 4 = 0 mod /# sein; dann hat (3) und damit (2) genau /* Lo-
sungen; sonst keine. Fiir z= 0 ist also genau eine Lésung da.
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Der Fall p = 2 entzieht sich dieser Untersuchungsmethode: Zu-
nichst muB in diesem Falle 4 ungerade sein. #* = 1 mod 2 ist
trivial l6sbar. x* = A mod 271 sei schon gel6st; die einzige Lo-
sung sei « = X mod 2"-1. Dann gibt der Ansatz x= X + y. 271
durch Einsetzen in die Kongruenz, wenn X* — 4 = C - 271 ist,

hXt1ly.2-1=C. 2-1mod 2,
hX"1y= Cmod?2,
und da £ X"*-! ungerade ist, einfach
y = C mod 2.
Damit ist dieser Fall ebenfalls erledigt, indem rekursiv gezeigt

ist, daB eine und nur eine Losung existiert. Er ordnet sich dem
Falle (/*, p —1) =1 unter. Es bleibt

Satz 4. Sind I, p voneinander verschiedene Primzahlen, so hat die
Kongruenz x* = A mod p mat (4, p)=1, h=1" im Falle (I,
P —1)=1 eine und nur eine Lisung, dagegen fiy (I*,p —1)=1UF
mat z = 1 entweder I° Losungen oder keine.

Damit ist der Fall p 5! weitgehend erledigt; wir wenden uns
dem Fall p =7 zu. Immer sei (4, /) =1. Wir setzen zuerst n =1,
also h=1.

Satz 5. x' = A mod ] hat nur die Lisung x = A mod .

das heil3t

Der Beweis folgt sofort aus dem kleinen Fermat.

Satz 6. Mit 1> 2 hat x' = A mod I™ genaw fiir A= 1 mod 12
Liosungen, und zwar dann I inkongruente (m = 2).

Beweis:

I. DaB die Bedingung notwendig ist, ist klar. Denn aus der Lés-
barkeit von «!'= 4 mod/™ folgt die Lésbarkeit mod 2 und

darau
s Al-1=x10-1) = x9(") = 1 mod /2.

II. Ist g eine primitive Wurzel mod /2, also nach Satz 12 von § 9
auch primitive Wurzel nach jeder noch so hohen Potenz von I,
so gilt folgendes:

Wir wollen mit ind; C den Index einer Zahl C mit (C, ) =1 be-
zeichnen, wenn g als primitive Wurzel mod /i gilt. Dabei ist
1= 2undind; C = ind, C mod/ (] —1) = ¢ (/?). Es sei X = ind, C,
Y =ind, C. Aus g¥ = C mod /%, also auch gX¥ = C mod /2, weiter
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g¥ = Cmod 2 folgt X = Y mod! (! —1) = ¢(#?). Istnun 41 =1
mod /2, also ind, 4 =0 mod/, so ist auch ind,, 4 = 0 mod/.
Die Kongruenz xl A mod /™ geht uber in / 1ndx =ind,, 4
mod /™1 (I —1) = ¢(I™). Wegen (p(™),/)=1|ind,,4 hat diese
lineare’ Kongruenz l Lésungen.

Wir untersuchen jetzt die quadratischen Reste nach Zweier-
potenzen.

Satz 7. A =1mod4 ist notwendig und hinreichend, damit A
quadratischer Rest von 4 ist, x> = A mod 4 hat dann zwei Lisun-
gen.

Der Beweis ist trivial.

Satz8. A= 1mod8 1ist notwendig und hinveichend, damit A
quadyatischer Rest mod 2T mit T = 3 ist, 2 = A mod 2 hat dann
viey Losungen.

Beweis: x2= 1 mod 8 hat die vier Lésungen x = 1, 3, 5, 7mod §,
x2 = A mod 8 mit 4 (ungerade!) == 1 mod 8 hat keine Loésung.
Der Satz sei fiir T—1 bewiesen, wobei T = 4 angenommen wer-
den kann. Von einer Losung B2 = A mod 27-1 ausgehend setzen
wir x =B + vy - 27-2 und erhalten durch Einsetzen in x?= 4
mod 27 die Kongruenz '

— A+ By - 2T-14 U = 0 mod 27 (4)
mit der Abkiirzung U = y2. 2274,

Nun ist aber 2T — 4 =T, also U = 0 mod 2T. Damit wird die
Kongruenz (4), wenn noch B2—A=V.27-1 (mit ganzzah-
ligem V) gesetzt wird

V.2T-14 By .2 T-1 = 0 mod 27 ()

oder V+By=0mod?2. (6)

Damit ist, da B ungerade ist, die GroBe y berechenbar.

Es ist noch zu zeigen, daB es genau 4 Losungen gibt. Das sei
fir T (= 3) bewiesen und soll fiir T+ 1 gezeigt werden.

Es sei N eine Losung von x2 = A mod 27 + 1,

Wir gehen von M2= N2= A mod 27-! aus. Es ist keine Ein-
schrankung der Allgemeinheit, M + N = 2 mod 4, also 2 || M + N
anzunehmen. Denn M + N, M — N kénnen nicht beide durch 4
teilbar sein, da sonst M und N gerade wiren. Ist M+ N =0
mod 4, so ersetze man N durch —N. Esfolgt M — N = 0 mod 27.
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Also muB entweder M = N mod 27T+t oder M = N + 2T mod 27+1
sein. Diese zweite Zahl erfiillt auch x2 = 4 mod 27+, Die vier
Losungen sind also 4 N, 4 N + 27T.

Satz 9. Ist | eine Primzahl > 2, A nicht durch I teilbar, n > 1,
h=1" so ist mit C=min (n,v —1) zur Ldsbarkeit von x" = A
mod I (v >1) notwendig und hinveichend, dafl A ein IC-ter Potenz-
vest mod IC+L ist.

Beweis: Ist g eine primitive Wurzel mod /7, so gibt die Kon-
gruenz die folgende

I"inde=ind A mod /1 (1—1)=m W)

(abkiirzende Bezeichnung).

Sofort sehen wir (I*, m) = IC. Genau dann, wenn (7) losbar ist,
gilt ind A = 0 mod /¢, d. h. 4 ist ein IC-ter Potenzrest mod /¢+1(7)
und die gegebene Kongruenz haben dann /¢ Lésungen.

Den Fall /= 2 wollen wir in diesem Buche nicht erértern.
Riickschauend koénnen wir fiir eine ungerade Primzahl p den
Satz aussprechen:

Satz 10. Die binomische Kongruenz
xm—A = 0 mod p

mit (A, p)=1 hat fir (m, p—1)=1 genau eine Wurzel. Ist
(m, p —1)=4d >1, so hat sie nur fiir ind A = 0 mod d Wurzeln,
und zwar dann genaw d Wurzeln.

Beispiel: 2 = 2 mod 31 gibt mit der Indextafel 3 ind x = 12 mod 30,
damit ind ¥ = 4 mod 10, ind » = 4, 14, 24 mod 30, x = 7, 20, 4 mod 31.

Bemerkung: Wie man sieht, ist die Bedingung ind 4 = 0 von der Wahl
der primitiven Wurzel unabhingig.

Satz 11. Fiir jede ungerade Primzahl p gibt es genau PT_I quadra-
tische Reste und Nichtreste.

Beweis: Es muBl ind A = 0 mod 2 sein, damit A ein Rest ist,
ind 4 = 1 mod 2 gibt die Nichtreste.

Satz 12. Sei p eine ungerade Primzahl, so ist das Produkt zweier
(quadratischer) Reste oder Nichiveste ein Rest, das Produkt eines
Restes und eines Nichtrestes ein Nichirest.

Beweis: Es seien im folgenden 7, 7, 7, Reste; #n, n;, n, Nicht-
reste.
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Esist ind7, +ind7,= 0, ind#; 4+ indn, = 0, ind#n 4 ind7 = 1,
alles mod 2.

-1
Satz 13. Es ist g 2 = —1modp, wenn g eine primitive Wur-
zel ist.

p-1

Beweis: Es ist mit z=g 2 sofort A*= l1modp. Aber es ist
h = 1modp ausgeschlossen, da sonst g keine primitive Wurzel
wire; also bleibt # = —1 mod 5.

In Satz 13 kann auch ind (—1)=1ind {p —1)= ? geschrie-

ben werden. Dieser Index ist also von der Wahl der primitiven
Wurzel unabhingig.
p-1
Satz 14. Fiir jeden Restv ist v 2 = 1mod p.
Beweis: Es ist
ind7=a mod (p —1) mit 2 | a, daraus P2_1inda = 0 mod (p—1).
p-1
Satz 15. Fiir jeden Nichtrest n ist n 2 = —1mod p.

Beweis: Es ist ind# = b mod (p —1) mit ungeradem b&. Der
weitere SchluB ist vollig analog.

Definition. Wir bezeichnen fiir zu p (ungevade Primzahl) prime a
die positive Einheit mit 2, wenn a quadyatischer Rest nach p ist,

dagegen mit dem gleichen Symbol die negative Einheit, wenn a
quadratischer Nichtrest nach p ist.

Das ist das Legendresche Symbol. Es ist ausdriicklich nicht definiert
fiir p = 2 und auch nicht fiir zu p nicht prime a.

Dagegen definieren wir es ohne weiteres fiir gebrochene Zahlen & 5
wenn a und & beide zu p prim sind. Es ist dann

)2

oder, da Multiplikation und Division mit + 1 auf dasselbé heraus-

- &)
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Dies fallt, wie wir gleich sehen werden, damit zusammen, daB

<i>

b c

+-F)

ist, wenn % = cmod p ist.

Im folgenden werde bei Legendreschen Symbolen angenommen,
daB sie definiert sind, d. h. der symbolische Zihler zum symbo-
lischen Nenner (Primzahl) prim ist.  sei im folgenden eine unge-

rade Primzahl.
Satz 16. Es ist (%) = (%) wenn m = n mod p ist.

Der Beweis folgt aus der Definition.
Satz 17. Es ist (ﬁ> (1> = <M>
PP p

Beweis: Zunichst folgt aus (m, p) = (n, p) =1 auch (mn, p) =1,
es ist also dieses Legendresche Symbol definiert. Der weitere Be-
weis folgt aus Satz 12.

Satz 18. Es st ( a—n\; = <i>m, wenn m ganz (Positiv, negativ, auch
Null) ist. AN 4

Der Beweis folgt aus Satz 17.
Satz 19. Es ist (%) —1

Der Beweis ergibt sich aus der Definition oder Satz 18.

a
Satz 20. Es st (%) = <072> = (%), wenn a,b,c 2u p prim sind.
Der Beweis folgt aus Satz 17 und 19.

p-1
Satz 21. Es gilt (%) =a 2 modp.

Der Beweis ergibt sich aus Satz 14 und 15.
Nun folgt der wichtige

Satz 22 (erster Erganzungssatz zum quadratischen Reziprozitats-

gesetz). Es ist -1

(5= 0%
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oder, — 1 ist quadratischer Rest aller Primzahlen der Form 4n +1,
quadratischer Nichtrest aller Primzahlen dev Form 4n + 3.
Beweis: Nach Satz 21 ist

—1 p-1

(T) =(—1) 2 modp,

also wegen p > 2 auch gleich seinem absolutkleinsten Rest.

Satz 23. x% = nmod p* mit (n, p) =1 hat entweder zwei Lisungen
oder keine.

Beweis: Keine Losung ist sicher da fiir (%) = —1. Denn dann

hat schon «?= nmodp keine Loésung. Ist %>=+1, so ist

mit g als primitiver Wurzel mod p die Beziehung ind, # = 0 mod 2
erfilllt. (Es werden die Beziehungen im Beweise von Satz 6 ver-
wendet, wobei p an die Stelle von / tritt.) Dort ist gezeigt (mit
den entsprechend gednderten Bezeichnungen), daBind; 4 = ind, 4
mod ¢ (p?) ist. Es gilt aber auch ind; #» = ind,; » mod (p —1), was
genau wie dort bewiesen wird:

g¥ = n mod p*, g¥ =#n modp gilt mit X =ind,», Y =ind; »,
also X =Y mod (p —1). Also gilt bei (% =1, daB ind,# = ind; n

mod (p —1), mithin wegen ind; #= 0mod2 auch ind,n=0
mod 2 ist. Somit ist # auch quadratischer Rest mod p*. Daher

Satz 24. Ist () =1, so ist n quadratischer Rest nach jeder moch so
q :

hohen Potenz von p, und x® = n mod p* hat zwei inkongruente Lo-
sungen.

Man kann aus einer Lésung von x2 = 7 mod $ durch den Ansatz
x= s+ py, wenn s Kongruenzlésung ist, eine Losung der Kon-
gruenz mod p? rekursiv gewinnen, aus dieser dann durch ana-
logen Ansatz eine Losung der Kongruenz mod $3 usf.

Beispiele: Esist 32 = 2 mod 7. Setzen wir x = 3 4 7y in 22 = 2 mod 72
ein, so bleibt nach Weglassung des durch 7 teilbaren Gliedes die Kongruenz

9+ 42y= 2 mod 7,
429 = — 7 mod 72,
6y= —1mod7,
—y= —1mod7,

y = 1 mod 7.
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Mithin wird » =3 4 7= 10 mod 49 eine Losung von 2 = 2 mod (72 = 49).
Wollen wir noch 2% z:z 2 mod 73 = 343 16sen, so gilt x = 10 4 49y, daher

100 4 980y = 2 mod 73,
980y = — 98 mod 73,
10y= — 1mod?7,
10y= 20 mod 7,
Y= 2 mod 7.
Es 16st also x = 108 mod 343 die Kongruenz 2 = 2 mod 343. Die zweite
‘Wurzel der Kongruenz ist ¥ = — 108 = 235 mod 343.
Bei p = 1 mod 4 gestattet der Satz von Wilson die effektive An-
gabe einer Wurzel von x%?= —1modp, nidmlich x = (E_;_l) !
Der Nachweis ist ganz kurz
»—1 p-—-1
p—1\,\2 2 2 . »-1 _
(< 5 )') =]JI; [T —75(=1) 2 =p—1)!=—1,modp
= j=1 j=1

das letzte nach dem Satz von Wilson.

P+l
Satz 25. Ist p =3 mod 4, (%) =1,s0lostx=a * die Kongruenz
x% = a mod p.

p-1
Beweis: Nach Satz 14 ist a 2

p+1\2 p-1
a 4 ) =a 2 a=amodp.

= lmod p, also

Beispiel: p =23, 33=4, 38=16, 3¥=64= —5, 3l = 45 =1
mod 23, also (%) =1, #2 = 3 mod 23 hat also die Lésung » = 3% = 16.

Die zweite Losung ist y = —16= 7.

Aufgaben:

1. Aus 132= 6 mod 163 (Primzahl) gewinne man eine Lsung von z*= 6
mod 1632

2. Aus den beinahe selbstverstdndlichen Losungen von #2= 2 mod 7,
mod 23 berechne man alle Lésungen von #2 = 2 mod 161 = 7.23.
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§ 12. Das Eingreifen des Schubfachschlusses

Der SchubfachschluB beruht auf dem fast selbstverstindlichen

Satz 1. Sind M > N Gegenstinde auf N Ficher verteilt, so ist min-
destens ein Fach mit zwer Gegenstinden da.

Beweis: Befinde sich in jedem Fach hochstens ein Gegenstand,
so wire M <N, also N=M >N,d h. N >N.

Fast unmittelbar ersieht man die Verschirfung:

Satz 2. Ist M =gqN + 7, M, N, q natiirliche Zahlen, 0 <7 <N,
und sind M Gegenstinde in N Ficher zu verteilen, so sind fiir v = 0
mindestens in einem Fache q Gegenstinde vorhanden, fiiyr v >0
sogar mindestens q +1 Gegenstinde.

Nur aus dem Grunde, daB der SchubfachschluB auBer in der
Zahlentheorie nie verwendet wird, ist er fiir den Anfanger schwierig.
Wir wenden uns nun einem wichtigen Satz zu:

Satz 3. Gegeben eine Primzahl p > 2. (Fir p= 2 gilt der Satz
auch, sagt aber nichts aus.) Weiter seien o, B positive Zahlen mit
aBf=1 und min (aVp, BYp) >1. Dann kann jede durch x reprisen-

tierte Restklasse mod p durch einem Quotienten ganzer Zahlen —:—

mit 0= |a|<alp, 0 b BYp gegeben werden.

Beweis: Esseizunichst (p,x) =1, ferner 4 = [a }p], B= [BVp].
Wir setzen u=0,1,..., B; v=20,1,..., A in den Ausdruck
ux + v ein. Das sind insgesamt (4 4+1) (B+1) Zahlen. Es ist
(A4+1) (B+1) > afp=p. Mithin gibt es unter diesen Zahlen
mindestens zwei, die mod p kongruent sind.

Es folgt eine Kongruenz

wWe+v=u"x+v" (1)
ohne daB das Paar [, v'] mit (%", v"] zusammenfalit.

v=p ist unmdglich. Denn es folgte a = Vp, f < Vii_ﬁ im Wider-
spruch zu min (« }p, BYp) > 1. Daheristv’, v" < p. v = 0" mod p
ist also nur fiir v’= v” moglich. Nun sei #'x + v = #"x+v".

Wir nehmen an, v"= v”. Dann bleibt %'« = %"x. Nun ist (p, x) =1,
also x sicher nicht Null. Aus v'= v folgt w' = #".

Also gilt (1) fiir zwei Paare [«/,v'], [#", v"], wo ¢/, v" und o', u"
voneinander verschieden sind. Fiir «/, »” kénnen wir dieselben

4 Holzer, Zahlentheorie. I
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Schliisse wie oben fiir v/, v” durchfiihren, es werden «’, »” beide
kleiner als p, positiv, vielleicht eines Null, dann aber nur eines,
voneinander verschieden und daher auch einander mod p inkon-
gruent. Esist [ —v"| <p, |4 — u”"| <p und daher die zweite
Zahl zu p prim. Hier haben wir die Voraussetzung: p ist Primzahl
angewandt. Wir erhalten

. _L_ vl — v//
x =+ =] mod p .

Mit 4+ (v —v")=a, |#'— u”"|= b haben wir die Behauptung.
Der Fall x = 0 mod p erledigt sich sofort mit a= 0, b=1.
Ein Spezialfall ist

Satz 4. Jede zu einer Pyrimzahl p prime Restklasse mod p gestattet
eine Darstellung % mit 0 < la| < ]/;3 0<b< Vp.

Die Voraussetzung, daB p Primzahl ist, ist nicht iberfliissig.
Andernfalls braucht der Satz nicht einmal fiir die Restklassen
des reduzierten Restsystems eines Moduls 7" zu gelten. Z. B.
fiir T = 8 ist die Restklasse 3 als Quotient zweier zu 8 primer

Restklassen, deren absolut kleinste Reste <C ]/;8~ sind, nicht dar-
stellbar; denn dann hitten wir nur die Restklassen 4 1 zur Ver-
fiigung und erhielten nur 1; —1="7. Sei T =42. Zu T prime

Restklassen, deren absolutkleinste Reste < ]/T sind, sind nur
durch 4 1, 4 5 gegeben. Wegen 4 = 17 haben wir dann nur die
sechs Restklassen 1, 5, 17, 25, 37, 41. Es ist also z. B. 11, 13 in
dieser Form nicht darstellbar.

Satz 5. Ser die mnatiivliche Zahl m zur Primzahl p>2 prim,
ﬂ) =1, m < p2 Damn gibt es durch p teilbare Zahlen < 2pYm,
die durch die quadratische Form x? + my? darstellbar sind.

Beweis:

I Mit |x| = a}?, |y =1{x£ wird
x2+my?2=p (az—l— g-),
und dies hat mit « = %/1'; den Kleinstwert 2p Jm.

yléh,

[0

II. Ist x| < cx]/ﬁ,




§ 12. Das Eingreifen des Schubfachschlusses 45

wobel o = 41/1% sein und mindestens ein Ungleichheitszeichen
gelten soll, so ist x2+ my2< 2p Ym.
III. Gegeben die Kongruenz

U2+ m = 0 mod p.
Mit derselben Abkiirzung « ist dann V_p
angenommen, also *

>1. Denn es ist m < p¥
oy I an Y254
TR R

Nach Satz 3 kénnen wir also
U= % mod p

ansetzen mit |x| < a}p, |y| < g Es folgt x? 4+ my2 = Omod p
und zugleich x% 4 my* < 2p Ym.

Satz 6. Jede Primzahl der Form 4n + 1 ist Summe zweier Quadrate
ganzer Zahlen.

Beweis: Wegen =11 (erster Erginzungssatz zum quadra-
tischen Reziprozititsgesetz) gibt es nach Satz 5 eine Zahl
A=2x2+4+y2=0modp mit 0 <4 <2p. Es folgt 4 = ».

Satz 7. Jede Primzahl p, nach der — 2 quadyatischer Rest ist, ge-
stattet eine Daystellung in der Form x* + 2y2.

Beweis: Nach Satz 5 gibt es ein 4 mit
A=2x242y2=0modp,0< A <2p)2. Nur 4 = p oder A =2p
ist moglich. Im zweiten Falle ist x gerade = 2«’, aus

x4 292 = 45’2+ 292 = 29 folgt y2 + 24’2 = p.

Satz 8. Die Zahl — 2 ist Nichirest aller Primzahlen p der Form
8n -+ 5, 8n+ 1.

Beweis: Wire — 2 Rest, so wire p = A2 -+ 2 B2 mit ungeradem 4.
Nun folgt aus 42=1,2B2=0, 2mod 8, daB p =1, 3 mod 8 ist.

Satz 9. Die Zahl 2 ist quadratischer Rest aller Primzahlen p der
Form 8n—+1, 8n+ 7 und Nichivest aller Primzahlen dev Form
8n + 5.

e
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Beweis:

I. Ist p = 5mod8, so gibt der erste Ergédnzungssatz (—_p—l) =1,

und der Satz 8 hat <—T2> = —1 zur Folge.

Es gilt daher _ .
£)- ()3

II. Ist =7 mod8, so folgt genau entsprechend, da jetzt
(_—1) = —1 ist:

(3)=1.

p

p
III. Nun erledigen wir p = 1 mod 8. Ist g eine primitive Wur-

-1 r-1
zel modp, A=g 8 ,soist A*=g 2 = —1modp.
‘Wir haben At +1=0modp

(42 +1)2 — 242%= 0 mod p,

hieraus (2—Az> =1, also (3> =1.
P P

Der Beweisgang liefert noch

Satz 10. Die Zahl —1 ist biquadratischer Rest aller Primzahlen der
Form 8n + 1.
Satz 11. Ist 2 quadratischer Rest einer Primzahl p, so gibt es eine

Darstellung * — 2> = — p mit 0< |x|< Vp, 0< | ¥|< Vp-
Beweis: Eine Losung U der Kongruenz X2= 2 modp kann

als % mit 0 < |x|<Vp, 0 <ly|<Vp dargestellt werden. Es

ist dann A = %% — 292 = 0 mod p und offenbar —2p < 4 <p,
also A= 0 oder A= —p. Aber A =0 ist ausgeschlossen, da

sonst 2 rational wire. Es gilt also 4 = — .

Satz 12. Die Zahl 2 ist Nichtrest aller Primzahlen der Form 8n + 3,
8#n -+ 5.

Beweis: Nach Satz11 gilt fiir eine Primzahl p mit (%) =1,
daB — p = x? — 292 mit ganzem «, y ist; hier ist offenbar x un-
gerade, also x2= 1 mod8. Weiter ist 2y%= 2, 0 mod8. Es
bleibt —p=—1,1;p=171 mod 8. Also ist = 3, 5 mod 8 aus-
geschlossen.
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Die Sitze 9, 12 geben zusammengenommen den tiberaus wichtigen

Satz 13. (zweiter Erganzungssatz zum quadratischen Reziprozi-
tatsgesetz). Die Zahl 2 ist quadratischer Rest aller Primzahlen dey
Form 8n +1, 8n + 17, quadratischer Nichivest aller Pyrimzahlen dey
Form 8n+ 3, 8n+ 5.

Der zweite Evginzungssatz kann auch

)=
geschrieben wevden. ?

Beweis: Aus a = b mod 8 folgt a?= b2mod 16 (§9, Satz 10),

also aus (%) =1, p=41mod8 folgt p2—1= O0mod16,

PZ'S_ ! — 0mod2. Ebenso aus (%) =—1, p= £+ 3mod8 folgt
—1
8
Satz14. Ist p =1, T mod 8, so gibt es ganzzahlige Lisungen von
=2y = —p it 0 [x[< Vp, 0< [y < Vp-

Beweis: Er folgt aus dem zweiten Erginzungssatz und Satz 11.
Im folgenden sollen eigentliche Darstellungen einer Zahl, d. h.

solche durch «2?+ my? mit (x, y) =1 untersucht werden. Es soll
also

2— 9mod16, 42 —1=8mod16, £ = 1 mod 2.
P P

x4+ my:=A4

mit (x, ¥) =1 gelten. Dabei sei s eine quadratfreie natiirliche
Zahl. Ferner sei (4,m)=1.

Darstellungen mit (x, ) >1 heiBen wuneigentliche Darstellungen
Sie sind nur bei nicht quadratfreien Zahlen méglich. Solche wer-
den also jetzt nicht beriicksichtigt.

Fir m>1 wollen wir einstweilen die Darstellung durch [x, y]
und [x, —y] voneinander verschieden auffassen, dabei aber
x>0 annehmen, bei m =1 hingegen wollen wir die Darstel-
lungen 4 = x2+ y%* und A = 9%+ x? als voneinander verschie-
den annehmen, aber x >0, ¥ > 0 festhalten.

Ist A eine ungerade Primzahl (4 = 2 interessiert nicht), so gibt es nur
zwei Darstellungen. Denn «2 + m 92 =72+ ms2 = A mit 0 <r <x,

also 0 <y < shfitte% =4 :—modA, daherp =xsFyr=0mod 4
zur Folge. Es ist aber

(xr £mys)24-m (xs Fyr)2= A2
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mit beiden Vorzeichen richtig, also fiir m > 1 wire |p|<< 4, d.h. =0,
2= % , x =7,y =s, das ist ein Widerspruch. Fiir m =1 ist auch

¥y . .
|<p| = A moéglich, dann ist x» —ys=0; x=s, y =7. Ebenso sieht
man, daB einer Wurzel U der Kongruenz X2 + m=0 mod 4,

wenn iiberhaupt eine, dann nur eine Darstellung U=2 mod A,

x2+my2 = A entspricht, auch wenn A keine Primzahl ist.
Einer bestimmten Darstellung entspricht dann von den entgegen-

gesetzt gleichen Wurzelpaaren 2 —Z Qer Kongruenz X2+ m =0

Y

DRl
X

. . X
mod A nur eines bzw. bei m =1 von den Wurzelpaaren 5

die auch hier % = — % erfiillen, nur eines.
Grundlegend fiir das weitere ist die Gleichung
(@ + yY—m) (' + 5 V—m)
= (xa’ — myy) +V=m @y +xy). ()
Weitere Voraussetzungen seien (4, m) =1 und A ungerade.
Wir set —
ir setzen a= Y=, Bty .
Mit N(§)= A%+ m B? bezeichnet man die Norm einer Zahl
&= A+ B}—m des Zahlrings der GréBen a 4 b)—m mit ganz-

zahligen 4 und b. Fir y= af ergibt mit den Bezeichnungen
N(a)= A, N(f) =B die Relation

N(y)= N(ap)= N(x) N(B)
eine Darstellung von 4B in der Form
X2+ mY? mit X=uxx'—myy, Y=2y+ yx.
Wir nennen 4 = x2 + my? die durch o vermittelte Darstellung.

Satz 15. Sind die durch o, § vermittelten Darstellungen eigentlich
und N (a), N (B) prim zueinander, dann ist auch die durch o ver-
mattelte Darstellung eigentlich. Hier kann auch m <0 sein.

Beweis: Wir nehmen an, die Primzahl p erfiille p | xx’ — my?y/’,
x'y 4+ xy'. Sofort folgt

xx’ — myy = 0 mod p,
x’y+ y'x= 0 mod p.
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Diese beiden Gleichungen mégen als lineare homogene Gleichungen
fiir die Restklassen von «’, " im Koérper P, der Charakteristik $
aufgefaBt werden. Bei Nichtverschwinden der Determinante
konnen sie nur so bestehen, daB &=y = 0 modp ist. Aber
dies ist ausgeschlossen, da wir ausdriicklich eigentliche Darstel-
lungen voraussetzen. Es folgt, daB die Determinante in P, ver-
schwinden muB, d. h.

= Omod p

x —my(

y
sein muB. Folglich bleibt

A= N (x) = 0 mod p.
Da aber ebensogut

B= N(f)=0modp
bewiesen werden konnte, wiren wir mit der Voraussetzung
(4, B) =11in Widerspruch.

Satz 16. Die Voraussetzungen seienm die des vorigem Satzes. Den
durch o und af, wobei B die kowjugierte Zahl zu B ist, vermittel-
ten Darstellungen entsprechen verschiedene Wurzeln von X2 = — m
mod A B, die auch nicht Restklassen entgegengesetzt gleicher Zahlen sind.

Beweis: Es wird
af=zxx'—myy + Y—m@xy + yx’),
af=xx' 4+ myy 4+ Y—m(—xy + yx').
Aus der Annahme

xx ,_ m;vly — xx —{,- myy, mod AB (3)
%y + yx —xy +yx

folgt

xx'— myy xx'+ myy
xy/+yx/ _xy,+yx,
und durch Addition der ersten Spalte zur zweiten

=0modAB

xx'—myy  2xx
= O0mod A4 B,
xy + ya' 2 yx'
daraus wegen (2, AB)=1
I__ m 4 4
w , y?/ xx, = 0 mod 4 B,
xy + yx yx
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durch Subtraktion der zweiten Spalte von der ersten
—myy  xx

i = O0mod A4 B
v x yx

4

oder
— 'y (x*+ my?) = 0 mod 4 B,
d. h. x’y" = 0 mod B. 4)

Das kann nicht sein, da «, ¥" beide zu B teilerfremd sind.
Eine Primzahl p | x&’+ myy’, A wiirde geben

xx’'= —myy modp,
x*= —my?* modp,

dabei kann p in x nicht aufgehen, da es sonst auch in my? auf-
ginge, also, da m quadratfrei ist, auch in y in Widerspruch zur
eigentlichen Darstellung. Ebenso fithrt p |y auf einen Wider-
spruch. Es wire also

xl . yl
= modp .

Auch o und ¥’ miissen aus analogem Grunde (x'2 4 my’? ist eine
eigentliche Darstellung) zu p prim sein. Es folgt x = &', y = ¢y
mod p mit (p,#)=1, und p |xa’ 4 myy wiirde

t (x4 my'?) = 0 mod p,
also B = 0 mod p im Widerspruch zu (4, B) =1 zur Folge haben.
Ebenso ist auch

4 —m ’ . 4 _ ’
wE TSIy TR T omod AB
xy'—l—yx' _xy/+yx/
ausgeschlossen.

Leicht ist zu zeigen, daB Kombinationen von Darstellungen
24+ mut=A, t’24+ mu'?= B, wobei die Zahlenpaare

(£(>0), & u]
[x(>0), £y]

andererseits voneinander verschieden sind, nicht zu einer der
beiden in Formel (4) angefithrten Wurzeln der Kongruenz
U2+ m=0mod AB und damit auch zu keiner der durch

einerseits,
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af, aB, ap, ap vermittelten Abbildungen fithren kann. Wire
dies mit « § der Fall, so hitten wir analog zu (4) eine Kongruenz

tt/_ ’ /_ a
s SR IYY ) 0mod 4 B. 5)
tu' + ut’ xy + yx'

Wir tiberlegen: Es ist (u, A)= (y, 4)=1, da sonst die Dar-
stellung nicht eigentlich wire. Wir fassen (5) als Kongruenz

mod A auf, dividieren durch #y und setzen % = R, A

Dann ist R? = S? = — m mod 4. Die Division fithren wir so aus,
daB wir die erste Spalte durch #, die zweite durch y dividieren,
iiberdies in der ersten Spalte die Zahl — m durch den mod 4
kongruenten Wert R2 in der zweiten ebenso durch S? ersetzen.

Dann bleibt

Rt'+ R®  Sx'+ S/
+ R = OmodA4.
'+ Ru x4+ Sy
Das ergibt sofort
R
(¢ 4+ Ru') (' + Sy') ’ L1 . = O0mod4

oder
¢+ Ru') (' + Sy') (R—S) = 0 mod 4.
Multiplikation mit #vy gibt
tu+u't) (xy+xy) (R—S)=0mod 4.
Es moge die Primzahl  in #'u+ #'¢ und A aufgehen. Wegen
' — muw' )2+ m (fu+ wi)2=AB

wire diese Darstellung nicht eigentlich im Widerspruch zu
Satz 15.

Also bleibt (#'u + u't,A)=1, in derselben Art (x'y 4+ xy’, 4)=1.

Somit ist % = %mod 4. Die noch verbleibende Méglichkeit
1 — mun —xx !
co FEEMIY ) 0modA B
Y u+ u't xy + yx'

fiihrt ebenso auf % = — % mod 4.
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Satz 17. Mit A = p*, B = p, wobei p eine durch x®+ my? darstell-
bare Primzahl ist, gibt die Formel (2) vekursiv genaw zwes eigentliche
Darstellungen von p*+l, die den beiden Wurzeln der Kongruenz
U? + m = 0 mod p*+* entsprechen.

Beweis: Sei k=1, a=x+ yV—m, & =X — y]/—m, dann lie-
fert offenbar o nur eine triviale, jedenfalls uneigentliche Dar-
stellung von 2, es ist ja a o = %24 my?= p. Diese Zahl aax ver-
mittelt nur die selbstverstidndliche Darstellung $2= p2+ m - 02
a? hingegen vermittelt eine eigentliche Darstellung

N (@) = (* — my)? + m (22y)* = P2,

Die Darstellung ist eigentlich wegen 2mxy == 0 modp. Um-
kehrung des Vorzeichens von y gibt die der Wurzel der entgegen-
gesetzten Restklasse entsprechende Darstellung. (Analog Ver-
tauschung der x, y fiir die s =1 entsprechenden Werte.)

Ist der Satz fiir p* bewiesen, so sei angenommen

&2 my't=pk, &+ Y—m=p.

Es folgt aus (3), daB genau eine der GréBen xy’ + yx', — x9' + ya,
der beiden Koeffizienten von J—m in « f und af durch p teilbar

sein muB3. Entweder gilt 2 = 1,— oder & = — x, mod p, da

es nur zwei Wurzeln der Kongruenz U?+ m = 0 modp gibt,
weiter =~ als Wurzel der Kongruenz U? + m = 0 mod p* auch

y
eine solche mod p ist. Eine der beiden sich ergebenden Darstel-
lungen kann daher als uneigentlich iibergangen werden. Es blei-

ben nur zwei den Wurzeln der Kongruenz mod p* entsprechende
Darstellungen.

Aus Satz 16 und 17 folgt

Satz 18. Ein zu m primes ungerades Potenzprodukt (kanomische

Zerlegung) '
1153,
=1

in dem samiliche Primfaktoren durch x?+ my? (m >1, quadratfrei)
darstellbay sind, gestattet genau 2% eigentliche Darstellungen durch
diese Form, wenn dieselben durch [x, ], [x, —y] als verschieden ge-
rechnet werden (x > 0), also 2%-1 eigentliche Darstellungen wmit

x>0,y >0.
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Satz 19. Ein ungerades Potenzprodukt

k
1177
=1

in dem simtliche Primfaktoren durch x®+ vy darstellbar sind, ge-
stattet genauw 2% eigentliche Darstellungen (x,y > 0), wenn [x, y],
[v, x] als verschieden gerechnet werden, also 2*~ eigentliche Dar-
stellungen mit 0 < x < y.

Aus Satz 18 und 19, sowie dem ersten und zweiten Erginzungs-
satz folgen die Sitze:

Satz 20. Eine Zahl der Form 4n + 1 ist dann und nur dann Prim-
zahl, wenn sie sich im wesentlichen eindeutig als Surume zweier
tetlerfremder Quadrate darstellen lift.

Im wesentlichen eindeutig heiBt: Zwei Darstellungen durch die-
selben Summanden in verschiedener Reihenfolge werden als
gleich betrachtet.

Satz 21. Eine Zahl der Form 8n +1 oder 8n 4 3 ist dann und nur
dann Primzahl, wenn sie sich eindewtig in der Form x2+ 292 mil
x, v als zueinander teilerfremden natiirlichen Zahlen darstellen 1ift.

Wir gehen zu einem umfassenden Satze iiber.

Satz 22. Ist — m quadratischer Rest einer ungeraden Primzahl P,
so ist diese fiir m = 3,7 durch x® -+ my? darstellbar. Ist bei sonst
gleichen Voraussetzungen p von der Form 4n +1, so gilt dies auch
fiir m =5, 13, 37. Werden nur Darstellungen mit positivem x und y
gezdhlt, so ist die Darstellung eindeutig.

Beweis: Nach Satz 5 gibt es durch ¢ teilbare, durch x2? + my?
darstellbare Zahlen < 2p Jm.

Ist m =3, so haben wir 0 <A = «%+ 392 < 4p. 22+ 392=2p
ist ausgeschlossen, denn dann miiten x, y ungerade sein und es
folgte 0 =2 mod4. Dagegen hat x%*+ 3y2=3p zur Folge,
daB x durch 3 teilbar ist, x = 3x’, woraus y2+ 3x'2= ¢ folgt.
Fir m="7 haben wir 0<A4=x24 Ty?2 <6p. Setzen wir
A=Fkp (1 =k <5), so scheiden gerade Werte %2 aus, da man
bei x, y gerade, also k= 4 durch 4 kiirzen konnte, hingegen bei
ungeradem x und y 0 = 2, 4 mod 8 hitte. Somit bleibt nur 2= 3
und 2= 5 zu betrachten. 4 = 5p wiirde (%7) =1= (%) im Wi-

derspruch zum zweiten Erginzungssatz geben. Nur der Wert
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k=3 ist noch zu erledigen. Aus x2+ Ty%?= x2+ y2= 0 mod 3
folgte %1 =1 im Widerspruch zum ersten Ergidnzungssatz.

Es bleibt m =5, 13, 37, wobei noch p = 1 mod 4 vorausgesetzt
wird. Wir wollen, da die Beweise einander sehr dhneln, nur den
schwersten Fall m = 37 untersuchen. Satz 5 gibt die Existenz
eines A=0modp, A=ux+37y> mit 4<2p}37, also
4 =129,

Wir setzen wieder 4 = kp. Durch 3 und 5 teilbare Werte von %
sind unmoglich, da — 37 Nichtrest mod 3,5 ist. Es bleibt also
auBer A=1 nur 2=2, 4, 7, 8, 11. = 2, 4 fallen wieder aus,
wenn wir die Gleichung x%+ 37y%= kp als Kongruenz mod 8
auffassen. Da — 37 auch Nichtrest mod 7, 11 ist, fillt auch diese
Moglichkeit aus. Es bleibt 2= 8; da dann x= 2x', y= 29’ ge-
rade sein miiBten, so kimen wir doch auf 2= 2.

Nun gehen wir auf die Moglichkeit der eigentlichen Darstellung
einer durch 2, nicht durch 4 teilbaren Zahl durch x2 + my?2 iber,
wobei m ungerade ist. Also betrachten wir x2 4 my2= 2 A4, da-
bei sei 4 ungerade.

Ist wieder a=x+9y)—m, f=a +y J—m, &2+ my?=B,
so vermitteln die Zahlen «f, ocﬁ zwei Darstellungen von 24 B
durch die Form x2?+ my2 Den Darstellungen x?+ my2= 24,
x%+ m(—y)2= 2A, wobei die Zahl x wieder als positiv nor-
miert werde, mogen der Reihe nach die Wurzeln der Kongruenz

U?+ m=0 mod 4, nimlich U = % , U= — % entsprechen.

Bei der Darstellung von B sei die Zuordnung wie frither. Es ent-
sprechen den vier durch «f, ocﬁ, ap, @B vermittelten Darstel-
lungen von 2A B vier verschiedene Wurzeln der Kongruenz
U?+ m = 0 mod 4 B.

Satz 16 nebst Beweis kann hier fast wortlich tibertragen werden.
Auch die weiteren Schliisse gelten véllig analog.

Ahnlich kann bei eigentlichen Darstellungen %+ my?= 24,
2+ my'?= 2B vorgegangen werden. Da hier m = 1 mod 4
ist, so sind «, ¥ ungerade, die durch af in die Darstellung von
4 A B durch X2+ m Y2 eintretenden Zahlenwerte X = xx’ — my?y’,
Y = xy + yx’ sind beide gerade, und es resultiert eine eigent-
liche Darstellung von A4 B.

Wir koénnen analog zu Satz 22 den folgenden aussprechen:
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Satz 22a. Ist p eine Primzahl der Form 4n+ 3, von der eine der
Zahlen — m, m =5, 13, 37 quadratischer Rest ist, so ist 2 p durch
x2++ my? (x >0, y > 0) esndeutig darstellbar.

Die Anwendung der fritheren Sitze gibt dann den folgenden
Satz 23. Es ses — m Rest von N, und

s
N=_H pifigyi

%, j=1
kanonisch zerlegt, so daf alle p, = 1 mod 4, alle ¢; = 3 mod 4 sind.
Ist dann X' by gerade (also z. B. Null), so ist N auf genau 2=1 Arten
durch x*+ my? eigentlich darstellbar; ist X b; ungerade, so ist N
nicht durch diese Form eigentlich darstellbar, aber 2N und zwar
wieder auf 2%-1 Arvten. Dabes ist m = 5, 13, 37.

Die vorhergehenden Sdtze lassen sich zu dem folgenden zusam-
menfassen:

Satz 24. Ist etne Zahl N durch die Form x®+ my? mit (x,y) =1,
x>0, y>0 genau auf eine Avi eigentlich darstellbar, wobes
m=1,2,3,7 ist, so ist N Primzahl. Ist N durch diese Form auf
wmehr als eine Arvt eigemtlich darstellbar, so ist N keine Primzahl.
Ist N=1mod4, so gilt dasselbe, wenn m =5, 13, 37 ist. Be:
N = 3 mod 4 hingegen gilt dasselbe mit 2N statt N.

Auch in Satz 24 ist —m als Rest von N vorausgesetzt, falls N
Primzahl ist.

Beispiele:

1. Es ist 1481 — 1444 + 37 = 38% 4~ 37.1%. Es wird gefragt, ob 1481 = N
Primzahl ist. Eine Darstellung durch die Form #2 4 3752 kommt offenbar

nur fiir y < [1/;\,—7} = 6 in Frage. Wir habenalsonur N — 37)2 fir 1<y < 6

zu bilden und erhalten der Reihe nach 1333, 1148, 889, 556, 149. Das sind
keine Quadrate. Mithin ist 1481 Primzahl.

2. Soll N = 1081 auf Primzahlcharakter mit der Form x2 4 5y® unter-
sucht werden, so erwige man: N= 1 mod 4. Wir untersuchen also N.
Der Ansatz N = 2 4 592 gibt

V§J= [y216] = 14.

Es kann nicht y = 2 mod 4 sein, denn wegen N= 1 mod 8 folgte dann
#? = 5 mod 8, was unmoglich ist.

Nun betrachten wir die Gleichung als Kongruenz mod 3, also #2 — 3% =
mod 3. Hier folgt sofort 22 5= 2 mod 3, also —y2=%= —1 mod3, y2 =1
mod 3, also ¥ == 1,2 mod 3. Es muB also y = 0 mod 3 sein, so daB fiir y
nur die drei Werte 3, 9, 12 bleiben. Von ihnen werden die Zahlen N — 542

y <
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fir y =9, 12 Quadrate, ndmlich N = 262 592, N =192} 5,122,
Also ist N keine Primzahl, da es zwei Darstellungen durch #2 4 5y% gibt.
Es ist N = 23.47.

Wir werden spiter sehen, wie sich dieses Verfahren weiter aus-
bauen 148t, nur wollen wir jetzt schon die Bezeichnung anfiih-
ren: Verfahren der Exkludenten. Es muB noch bemerkt werden,
daB aus dem Bisherigen nicht hervorgeht, ob das Fehlen jeder
Darstellung dazu ausreichend ist, daB N keine Primzahl ist. Nur
in den Fillen m=1, 2 ist dies erledigt. In den anderen Fillen
miiBte erst gezeigt werden, ob N unter die Zahlen fillt, fiir die
— m quadratischer Rest ist, wenn sie Primzahlen sind, mit an-
deren Worten, es muB eine Bedingung fiir N gegeben werden, die
aussagt, daB U2+ m = 0 mod N l6sbar ist, wenn N Primzahl ist.

Dies kann erst spiter untersucht werden. Wir kommen noch-
mals auf die Frage zuriick (vgl. S.78).

Die tatsichliche Losung einer Kongruenz x2= 4 modp ohne
Indextafel, selbstverstiandlich wenn (%) =1 ist (p Primzahl),
erfordert fiir groBere p oft ziemlich miihselige Versuche. Auch
dies werde erst spiter durchgefithrt (S.89). Hier wollen wir
nur kurz sehen, wie der Satz 14 die Loésung der Kongruenz
x2 = 2 mod p oft sehr erleichtert. Selbstverstindlich muB nach
dem zweiten Erginzungssatz die Primzahl = 1,7 mod 8 sein.
In 22 —292= —p mit 0< || <}p, 0< |y|<Vp gilt genauer
]/ % < y< Vp, so daB die Zahl der méglichen Werte von y sich
sehr herabsetzt. Denn erstens kénnen x, y positiv angenommen
werden, zweitens muB — 292 —p, 292> p, 9> V% sein,
da x2 > 0 ist.

Es sei vorgelegt  x%= 2 mod 239 (Primzahl).

Da p =239 = 7 mod 8 ist, gibt es Losungen. Es muBl

]/%<y< V6.

also 11 <y < 15 sein. In x®? — 292= — » muB x ungerade sein,
also 2 = 1 mod 8. Die Gleichung wird als Kongruenz 1 — 292 =1
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mod 8, 292 =0 mod 8, y = 0 mod 2. Es bleiben nur die Werte
y=12, 14. Setzt man y= 12, so bleibt x= 7, also 72 — 2.122

— —239. Der Wert x= o= 0 =140 Iost 2® = 2mod 239.
Die andere Wurzel der Kongruenz ist x = —140 = 99.

§ 13. Einiges iiber Kongruenzen beliebiger Grade

Nach Satz 2 von § 11 koénnen wir uns bei Besprechung einer all-
gemeinen Kongruenz n-ten Grades

f(x) = a,x*+ - - -+ ay= 0 mod m
auf den Fall m = p* — Primzahlpotenz beschrinken. Wir be-
handeln nur den Fall (a,, p) =1.

Die Tatsache, daB P,, der Restklassenring mod p, ein Korper
ist, gibt sofort

Satz 1. Eine Kongruenz n-ten Grades f(x)= 0modp hat hich-
stens n Wurzeln.

Fiir die folgenden Betrachtungen wollen wir annehmen, daB
f(x), das wir jetzt lieber nach steigenden Potenzen

f@) = 3y
J

in Form einer endlichen Reihe ansetzen wollen, eine Wurzel
a mod p habe, also f(a) = 0 mod p sei.

Wir brauchen einen Hilfssatz

1
wobei v eine beliebige natiirliche Zahl ist.

Hilfssatz 1. Mit f(x) ist auch S0 ) ein ganzzahliges Polynom,
" (1 4

Beweis: Es wird
0 (%) S ai(f—1)...(G—r41)a"

7! 7!

i AU
= 2% 51" —2“;(,)’0’ :

Dabei ist (Z > =0, wenn 7 <7 ist.



58 A. Grundbegriffe

Weiter gilt

Hilfssatz 2. Fiir x, 2 ganz und k als natiirlicher Zahl gilt:
flx+ p* 2) = flx) + p* f' (x) 2 mod p¥+1.

Der Beweis folgt sofort aus der abbrechenden Taylor-Reihe:

flot B =flo) + hf @) + 52l g

Wir gehen nun mit vollstdndiger Induktion vor: Fiir den Expo-
nenten % sei eine Wurzel b von f(x) = 0 mod p* gefunden, die
b= a mod p erfilllt. Wir nehmen in die Voraussetzung die Be-
dingung f' (@) =0 modp auf, d. h.,, daB die Restklasse von a
in P, keine Doppelwurzel von f(x) ist.

Ausgehend von

f(b).= 0 mod p*
setzen wir in die Kongruenz
f(x) = 0 mod p*+*
den Wert
x = b+ p* z mod p*+!
ein. Nach unseren Hilfssdtzen folgt aber weiter
) + $*F ()2 = 0 mod p+1.
Wegen f'(0) = f’ (a) mod p,
also P (6) = /(@) mod p+1,
kann dies auch
FO) + $*f (@) 2 = 0 mod p++1
geschrieben werden.
Es ist f(b) = Ap* mit A ganz. Setzt man dies ein, so erhdlt man
(nach Kiirzung durch $*)
A + f'(a) 2= 0 mod 5.
Diese lineare Kongruenz ist aber wegen f’(4) #=0 mod ¢ auf-
16sbar.
Da die Induktionsvoraussetzung fiir 2 =1 selbstverstindlich ist,
so gilt

Satz 2. Hat f(x) = 0 mod p (Primzahl) eine einfache Wurzel a,
so hat diese Kongruenz Losungen nach jeder noch so hohen Potenz
von p, und zwar Losungen, die = a mod p, sind.
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Wir wollen den Satz ergdnzen durch den folgenden

Satz 3. Durch f(a)= 0modp, f[f'(a)==0modp, b= amodp,
f(0) = 0 mod p* ist die Zahl b mod p* eindeutig bestimmit.

Beweis: Fir £=1 ist der Satz klar. Er sei fiir 2 bewiesen. Wir
zeigen ihn dann fir 2+41.

Sei also f(#) = f(v) = 0 mod p**!, u = v = a mod p. Nach der
Induktionsvoraussetzung ist # = v mod p*, also v= u + p*¢ mit
ganzzahligem ¢ Einsetzen in f(v) = f(#) = 0 mod p*+1 gibt
tp*f’ (a) = 0 mod p**L, ¢f’(a) = 0 mod p. Da f’(a) durch p nicht
teilbar ist, bleibt # = 0 mod .

Beispiel: 2 —x — 1= 0 hat als Losung mod 7: ¥ = — 2 (einzige Lo-
sung). Es soll eine Losung mod 72 = 49 hergeleitet werden.

Wir setzen x=—2-4 7y und haben wegen f(¥)=24%—2x—1,
f %) =382 —1, f(—2) = —1, f/(—2)=11= 4 mod 7 die Kongruenz

— 7+ 4.7y = 0 mod 72, y—l—2mod7 somit ¥ = 12 mod 49.

§ 14. SchluBbemerkungen

In Ringen (es werden hier nur kommutative Ringe betrachtet),
versteht man unter einem Ideal (a,b,c,...) einen endlichen
Modul) aller ax—+ by+cz+ ---, wobei x,9,2 ... Ringele-
mente sind.

Ist der Ring Teilintegritdtsbereich eines Korpers, so nennt man
ein solches Ideal ganzes Ideal. Wir fithren dann auch gebrochene
Ideale ein, wobei also (a, b,¢,...) zum Korper gehéren, aber
in ax+by+cz+ --- alle x, 9,2 ... zum betrachteten Teil-
integritdtsbereich gehdren.

Ein eingliedriges Ideal (a) heiBt Hauptideal. Es besteht also aus
allen GroBen ax, wobei x ein beliebiges Ringelement ist.

Unser Fundamentalsatz (Satz 5 von § 1) lautet nunmehr:

Satz 1. Jedes ganze Ideal im Bereiche der ganzen vationalen Zahlen
ist Hawptideal.
An

Ein endlicher Modul [%, ce b_} mit ganzzahligen a, und natiir-
1 n

. . B . .
lichen b, ist, wenn B = JJb,, 5 = C, gesetzt wird mit
7
1
?[alcll tet ancn]l
1) Ein Modul ist dadurch definiert, da8 mit @ und b auch a—b, alsoa—a =0,

0 —a= —a, a— (—a) = 2a usw. im Modul enthalten sind.

5 Holzer, Zahlentheorie. I
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n'n’

d.h. mit den % fachen der ganzen Zahlen a,Cx;+ - +a,C,x

wobei die #,, x,, - - -, %, ganz sind, gleichbedeutend. Diese letzten
Zahlen a,C, bestimmen einen Modul; er ist ein eingliedriges Ideal.
Sofort folgt

Satz 2. Jeder endliche Modul im Bereiche der rationalen Zahlen ist
ein eingliedriger Modul.

Satz 3. Jedes ganze oder gebrochene Ideal im Bereich der ganzen
Zahlen ist Hauptideal. ' '

Schreiben wir den g.g.T. (a, b) an. Man kénnte ihn (a) + (b) schrei-
ben, wie dies manchmal geschieht. Er ist, als Ideal betrachtet, der
Modul aller Zahlen a X + 5Y, wobei X, Y ganze rationale Zahlen
sind. ' '

Dem Leser wird es vielleicht auffallen, daB ich in diesem Teil
des § 14 auch ganz rational statt ganz sage. Das soll auf spitere
Kapitel vorbereiten, in denen wir den Begriff der ganzen Zahl er-
weitern.

Aus dieser Auffassung des g.g.T. als Ideal X + bY folgen sofort
die Sitze '

Satz 4. ((@, b), ¢) = (a, (b, ¢))-

Satz 5. (a, b) c = (ac, bc).

Wir setzen noch den trivialen Satz
Satz 6. (a,b) = (b, a)

dazu.

In der vorhin vorgeschlagenen Schreibweise werden die drei Sitze
auBerordentlich iibersichtlich:

Satz 4. ((a) + (b)) + (¢) = (@) + () + (c))-
Satz 5. ((a) + (b)) ¢ = (ac) + (bo).
Satz 6. (a)+ (b) = (o) + ().

Hier ist also eine Addition von Idealen definiert, die nach Satz 6
kommutativ, nach Satz4 assoziativ, nach Satz 5 gegeniiber der
Multiplikation mit einer Zahl distributiv ist.
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Satz 4 gestattet den g.g.T. von » Zahlen a, ..., a, einfach als
(@, .-, a,) zu schreiben.

Fiir manche zahlentheoretische Betrachtungen ist folgender Satz
wichtig

Satz 7. Fiiy gegebene ganze Zahlen xy, ..., x, mit d="(x;, ..., %,)
gibt es ganzzahlige n-vethige Determinanten A mit.dem ersten Spalten~
vektor x,, . . ., x,, deven Wert gleich d ist. '

Beweis: Fir »= 2 ist nichts zu zeigen. Denn nach Satz 5 vorr
§ 1 gibt es ganze Zahlen X, Y mit %, X — x, Y =4, also '

x, Y

=d.
xy X

Wir nehmen an, der Satz sei fiir » —1 bewiesen. Im allgemeinen
Falle kénnen wir annehmen, daB mindestens ein x; 4= 0 ist.
(Verschwinden alle x; so ist nichts zu zeigen.) Sind x,, x, allein
von Null verschieden, so ist nichts zu beweisen. Es seien also
2, %y, x; von Null verschieden, weiter (s, ..., x,)=4d’, es gibt
daher ganze Zahlen 4; mit @ = Ay%;+ - - - + A,x,. Sofort folgt
(201, x5, &)= d. Wir setzen x,=dg, x,=dg,, d =dk. Es gilt
(81, &, k) =1. Nun fithren wir die Zahl » ein, das Produkt aller
Primfaktoren von g, die in g, nicht vorkommen. Wir kénnen
nun die Menge der Primfaktoren von g, in zwei einander aus-
schlieBende Teilmengen zerlegen:

1. Alle Primfaktoren von g, die in 7% aufgehen. Diese kénnen
nicht in g, aufgehen. Gilt ¢ |7, so g, == 0 mod $ nach der Defini-
tion von 7. Gilt p | %, so g, == 0 mod p, dasonst 1= (g, g,, k) =0
mod p wire. (Mit anderen Worten: Jeder in £ aufgehende Prim-
faktor von g, geht auch in 7 auf))

2. Alle Primfaktoren von g,, die in g, aufgehen.
Wir bilden nun s= g,+ vk Nach dem Gesagten ist (s, g)=1,
es gibt Zahlen 4, B mit
gAd—sB=1,

d. h.

Ax, — sdB=d.
Wir haben

sd=xo+rd = x,+ 7 (Agxs+ - - - + A, x,).

5%
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Die Determinante

%, B 0 0 0
sd A —Agr —Ayr —A,7
x 0 1 0 0
d=14 o0 1 0
x, 0 0 o ... 1

bleibt bei der Addition der (A,7)-fachen i-ten Zeile (i = 3) zur
zweiten ihrem Werte nach ungedndert. Wir erhalten

% B 00 0

Xg A 0 0 . 0

% 0 10 0
4=z, 0 0 1 o =%

x, 0 0 O 1

womit der Satz bewiesen ist.
Wir haben gesehen, daB eine Kongruenz

x™ = g mod p,
(p Primzahl, (a, p) =1) mit

y¢ = a mod p,
wobei d = (m, p —1) ist, gleichbedeutend ist.
Es hat also insbesondere bei (m,p —1)=1 keinen Sinn, von
m-ten Potenzresten zu sprechen; z. B. hat ein dritter Potenz-
rest (kubischer Rest) mod 5, ein fiinfter Potenzrest mod 13, ein
siebenter Potenzrest mod 31 keinen Sinn. Ebenso ist ein quadra-
tischer Rest mod p, wenn p die Form 4% 4 3 hat, zugleich bi-

quadratischer Rest. Biquadratische Reste (vierte Potenzreste)
haben also nur fiir Primzahlen » = 1 mod 4 Bedeutung.

Satz 8. Sind p, q zwei verschiedene Primzahlen, so ist
P14 g1 = 1 mod pq.
Beweis: HeiBt die linke Seite 4, so gilt
p|A—1,9] A—1, also wegen (p,q)=1 folgt pg|A—1.
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Der Satz 1iBt sich unter Anwendung des allgemeinen kleinen
Fermat ohne weiteres auf beliebige ganze Zahlen m, n mit
(m, n) =1 ausdehnen.

Satz 9. Sind m, n teilerfremde ganze Zahlen, so st
m® ) 4 p9(m) = 1 mod mn.
Im Beweis von Satz 8 wurde mitbewiesen

Satz 10. Awus a = b mod m und mod n mit (m,n)=1 folgt a=1>
mod mn.

Hieraus ergibt sich sofort

Satz 11. Istv das kleinste gemeinsame Vielfache von @ (cy), . . ., @ (c,),
wobei ¢y, . . ., ¢, paarweise prim zueinander sind, so ist mat

t
C=1]Jc (aC)=1
j=1

die Kongruenz

a*= 1 mod C
erfiills.
Wir wollen am Ende des ersten Teils die vier letzten Stellen von
9
9
9
a=9

berechnen. Sei b= 99, ¢c= 9?, also a = 9¢.

Wir setzen ¢, = 5% c¢,= 24 Es ist daher der kleinste positive
Rest von ¢ mod 1000 zu berechnen; denn ¢ (¢,) = 500, @ (c;) = 8.
Wegen ¢(5%) =100, @(23) =4 geniigt der kleinste Rest von
b mod 100.

Wegen 9* = 61, 95 = 49 mod 100 ist
b=49.61
49
.4
89

also b = 89 mod 100. Man beachte: es sind nur die letzten beiden
Stellen bei der Multiplikation auszufiihren.

Es ist

¢ = 98 = 9-11 mod 1000.
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‘Wir haben wegen 95 = 49 mod 1000:
9-11 = (49.441)1

Es ist 49 . 441
.96
..6
.. 609
Wir bekommen ¢ = % mod 1000. Das ist aber schnell um-
zurechnen:

4.
=134 o =13+ oo =13+ 460 =289,
Nun bleibt noch zu rechnen
a = 928 mod 10 000.
Es ist 92 = 1 mod 16.
Weiter ist

3¢(625) = 3500 = 1 mod 625,
also

9250 = 1 mod 625,
9250 = 1 mod 16
9250 = 1 mod 10000.
“Wir haben 9289 = 939, Nun rechnen wir

99— 95.94= 9049 - 6561
.. 204
.45
4

.. 0489
918 = 489 - 489

4401
. 912
. 56

. 9121
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919 = 2089,
938 = 2089 - 2089

. 8801
.. T712
..8

. 3921,
schlieBlich ¢ = 5289 mod 10 000.

65



B. DAS QUADRATISCHE REZIPROZITATSGESETZ

§ 15. Ein Blick auf die Galoisfelder

Adjungiert man im Polynombereich P, [x] iiber dem Primkor-
per P, der Charakteristik p symbolisch die Wurzel o eines irredu-
ziblen Polynoms n-ten Grades

f@) ="+ mart - tay, (1

so ist der neue Bereich ein Ring mit den p™ Elementen
y=rco+ca+---4cyam

wobei ¢,, ¢;, Gy, - - ., €4y die Elemente von P, durchlaufen. Er

heiBt Galoisfeld GF (p™).

Als endlicher Ring ist das Galoisfeld ein Vollring. Es ist zugleich

ein Korper. Wir kénnen uns dies einfach tiberlegen.
Eine Gleichung im Galoisfeld

fi(@) fo(a) = fo (),
wobei die f; Polynome hochstens vom Grade #» — 1 mit Koeffizien-
ten aus P, sind, ist gleichwertig mit einer Gleichung in P= P,

fi(@) fo () = fo (2) + ¢ (2) f (=), 2)
oder, wenn man will, einer Gleichung in P, [x], wobei P, der
Primkorper der Charakteristik Null, d. h. der Koérper der ratio-
nalen Zahlen ist

fi (@) fo (%) = fo (%) + () f () + pF ().
(F(x) ist ein Polynom mit mod p ganzen Koeffizienten.)
Nun folgte aus f,(«) = 0 (die Null ist in P, oder — was auf das-

selbe hirauskommt — im Galoisfeld gemeint), daB in P, [x] sich
die Gleichung (2) zu

S (@) fo(%) = ¢ (=) f(x) ®3)
vereinfacht. Nun ist sehr wesentlich, daB f(x) irreduzibel ist.
Mithin muB entweder f; (x) oder f,(x) durch f(x) teilbar sein,
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d. h. im Galoisfeld GF (p™) eine der Zahlen f; («), f,(«) Null sein.
Also gilt

Satz 1. Das Galoisfeld GF (p™) ist esn Korper von p™ Elementen.

Da die von Null verschiedenen Elemente eines Korpers eine
Gruppe bilden, in diesem Falle aber diese Gruppe endlich und
ihre Ordnung p"—1 ist, folgt sofort
Satz 2. Fiir ein beliebiges in GF (p™) liegendes Element g == O ist
02’”—1 =1.

Multiplikation mit p gibt

=0, (4)
und dies gilt offenbar auch, wenn g das Nullelement ist. Wir
haben also

Satz 3. Die pm-te Potenz jedes Elements des Galoisfelds ist das
Element selbst.

Dies kann auch so ausgesprochen werden:
Satz 4. Jedes Element des Galoisfelds ist Wurzel des Polynoms
F(x) = a?" — x.
Erhebt man (1) zur p-ten Potenz:
fp (x) =a™ 4 g, Px(" NP+ ... 4 q,®?
so sieht man sofort wegen 4,7 = 4, (kleiner Fermat)
f? (@) = f(x?). ()

Wegen f(«) = 0 ist auch f(«?) =0, also a® eine von « verschie-
dene Wurzel von f(x) = 0. Fortsetzung dieses Schlusses ergibt,
daB der Reihe nach

«, of, a?, ..., "} (6)

Wurzeln des Polynoms (1) sind. Die in (6) angefithrten GréBen
sind alle voneinander verschieden. Dies folgt so: Wir nehmen
an, es sei

ar® = o7’ (7)
mit 0 =< a <b < erfiillt. Setzen wir die linke Seite der Glei-
chung gleich 8, weiter b —a = ¢, also 0 <c¢ <#, so folgt aus (7)

B=p". ®)
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Zugleich ist f(B) = 0. Es folgt weiter, da man das Galoisfeld auch
durch P,(f) erzeugt denken kann, daB seine Elemente auch durch
y=kt+kpf+ -+ k7
gegeben gedacht werden kénnen. Die %, liegen in P,,.

Wegen

kjp = kj
(kleiner Fermat) und (8) folgt
y?c = y (9)

fiir jedes Element des Galoisfelds GF (p™).
Es miiBte also die Gleichung

x?’— x =0

alle Elemente des Galoisfeldes zur Wurzel haben, also mehr als
ihr Grad angibt, was in einem Ko6rper unméglich ist. Es folgt

Satz 5. Entsteht durch Adjunktion der Wurzel o eines in P, irvedu-
ziblen Polynoms ein Galoisfeld GF (p™), so sind simitliche Wurzeln
durch

gegeben. ®, af, a?, ..., a7’ (10)

Jedes irreduzible Polynom #-ten Grades g(x) mit Koeffizienten
aus P, ist Teiler von F(x)= x?" — x. Adjungiert man zu P,
symbolisch eine Wurzel f von g(x), so entsteht ebenfalls ein
Galoisfeld mit p™ Elementen. Nun sind aber durch die p™ Ele-
mente des vorhin konstruierten Korpers alle Wurzeln von F (x)
erschopft. B liegt also auch in diesem Galoisfeld. Wir kénnen
von jetzt ab statt von einem Galoisfeld GF (p") von dem Galois-
feld GF (p™) sprechen. Im Sinne der abstrakten Kérpertheorie ist
also das Galoisfeld eindeutig bestimmt.

Eine Gleichung (die Koeffizienten der Polynome f; liegen im

Korper P)
J1(@) fo (@) + fo (o) + fa (o) = f5 (o)
im Galoisfeld geht bei Ersetzung von « durch «? in
f1(@?) f (%) + f5(a?) + fu (0?) = f5 (a?)

itber. Es ist also s= («/a?) (Ersetzungen von o« durch «®) ein
Automorphismus in GF (p). Hierbei geht jedes Element § in 6?

iiber. Denn ist d=dy+dya+--+d,_jam,
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wobei die Koeffizientcn 4; in P, liegen, so ist wegen 4,7 = d,
(kleiner Fermat)
0?=dy+ dia®+ - -+ d,_ja(»N2,
Wir bekommen die # Automorphismen
s= (afa?), s2= (a/a?’),..., s" 1= (ajar""),
s"= (&/a?") = (a/a) =1 (identischer Automorphismus). Weitere
Automorphismen gibt es nicht.
Dieses ergibt sich wie folgt: Jeder Automorphismus muB P,
unverdndert lassen. Denn P, hat keine Automorphismen auBer
dem identischen. Dies ergibt sich ganz einfach. Denn da der Auto-
morphismus das Einselement, das ich in diesem Paragraphen
kurz mit 1 bezeichne, unverindert lassen mul3, weiter, wenn ¢
der Automorphismus ist, der als symbolische Potenz bezeichnet
werde, stets
(a4 b)t = at 4 bt, (ad)t = atd?

gilt, so ist fiir ein beliebiges Element m (Restklasse von m in P,)

m=14+14+---+1 (m—mél),
daher

mt=14+14+---+1=m.

Es muB also ¢ die definierende Gleichung f(x) = 0 unverindert
lassen. Daher muB «f eine Wurzel von f(x), etwa

at = oc”’
mit 0 <j <# sein (wenn wir den identischen Automorphismus
mitrechnen). Das sollte aber eben gezeigt werden. Wir haben

Satz 6. Die Automorphismen von GF (p™) sind
1, s=(a/a?), 2= (a [ a?’), s3= (& [ a?’), ..., " 1= (a [ a?"7").

Hierbei ist 1 der identische Automorphismus. Diese n Automorphis-
men bilden eine zyklische Gruppe. Weitere gibt es nicht. Die Elemente
a aus P, sind durch a* = a® == a ausgezeichnet.

Wir nehmen an, es seien iiber P, zwei Galoisfelder A = GF (p9),
A’= GF (p*) aufgebaut, mit 1 < a < b, weiter gelte P, < A CA'.
Hierzu ist notwendig und hinreichend 4 = 0 mod 4. Das reicht
jedenfalls aus. Denn die Elemente von /4 sind die Wurzeln von
F,(x) = 2**—x, die von A’ die Wurzeln von F,(x)= a?’— =«
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und fiir b = 0 mod 4 gilt F; (x) | Fy(x) (dies ist schon richtig, wenn
wir beide Polynome nur iiber P, betrachten). Es ist auch not-
wendig. Denn ist o ein erzeugendes Element von A iiber P,, also
A= P,(x), so ist

aril=1, (11)
und dies gilt fiir keine niedrigere Potenz von «. Ist nun b =0
mod g, so ist

p*—1 == 0 mod (p2—1).

Denn ist b= ax+ y mit 0 <y <a, so wird
PP —1= pas+y —1= (pa)z .pv —1
= $7((p*)° — 1) + ¥ —1 = p—1 mod (p= — 1)

Also gilt fir d= (p® —1, po —1) die Ungleichung d < po—1.
Wire nun

ar’1=1, (12)
so folgte mit ganzen Zahlen X, Y, die

pr—D X+ —1) Y=4d

erfilllen, durch Erhebung von (11) zur Potenz X, von (12) zur

Potenz Y zur Multiplikation
ad=1,

im Widerspruch dazu, daB8 die durch (11) gegebene Potenz die
kleinste von « mit positivem Exponenten ist, die gleich dem
Einselement wird.

Nun sei also P, = A A"
Satz 7. Ist ¢ ein Element von A’, dann liegt mit o® auch ¢ in A.

Beweis: Es entsteht p? aus p durch den Automorphismus s
in A’. Dieser 18t die Elemente von P,, also die definierende
Gleichung unverindert.

Sofort folgt
Satz 8. Ist g ein Element von A’, dann liegt mit 0?° auch o in A.

Wir brauchen spiter noch

Satz 9. Ist (x — p)4 =2 g;x! etn Polynom in Alx], und liegt o
in A, so liegt o bereits in A.
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Beweis: Zunichst sei 4 =0 modp. Dann ist der Koeffizient
von x4-1 in dem Polynom gleich
g=—4do.

4-1
Da dieser Koeffizient in A liegt, so liegt ¢ in A.
Vor Ubergang zum Falle p | A einige Bemerkungen: Es wird in
jedem Korper der Charakteristik p
(x + a)? = x® + a®,

(x+ a)?* = x?" 4+ a®, ...
Demnach wird fiir > 2

(x — a)?™ = x?™ — g™,
Dies kann aber auch fiir p = 2 angesetzt werden, da in Koérpern
der Charakteristik 2 Addition und Subtraktion auf dasselbe
hinauskommt.
Wir haben etwa pT| A, A = pT A’, wobei A’ zur Charakteristik p
prim ist.
Es gilt mit x?"=y, p?"=¢’:

(x— ot ={—0?"}*'= (y — 0)4.

Nach dem bereits Bewiesenen liegt ¢’ in /, nach Satz 8 auch g.

Wir haben nur diejenigen Sitze aus der Theorie der Galoisfelder
hier besprochen, die fiir unsere weiteren Darlegungen noch ge-
braucht werden. Fiir ein tieferes Eindringen sei der Leser auf
ein Lehrbuch der modernen Algebra verwiesen.

§ 16. Bestimmung der Anzahl der Lésungspaare einer Kongruenz

Satz 1. Ist p eine ungerade Primzahl, sind die Zahlen A, B, C ganz
und zu p prim, so gibt es ganze Zahlen x,y mit Ax2 —By*— C=0
mod p.

Beweis: Mit x=0,1,. .., Lj; y=0,1,..., 21 durchlauft
Ax?* genau pt1 inkongruente Werte, ndmlich Null und die 4-fa-

2
chen quadratischen Reste, ’Byz + C ebenfalls ? —2*_ !

inkongruente
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Werte. Es muB ein Wertepaar [x, y] mit Ax? = By2+ C mod p
existieren, da es sonst (p +1) Reste modp gibe (Schubfach-
schluB). _

Zunichst brauchen wir den Satz fiir 4 =¢, B=—1,C=Fk (k=0
mod p), kénnen also die Existenz von Lésungen von

x*+ y*— k=0 mod p (1)
voraussetzen.

Wir gehen aus von einem Losungspaar [m, #]; ohne Einschrin-
kung der Allgemeinheit kénnen wir # =0 mod p annehmen, da
wegen k=0 modp nicht beide Zahlen m, n durch p teilbar
sind. Dann haben wir zwei Lésungspaare [m, n], [m, —n], die
im folgenden nicht weiter betrachtet werden, auf die wir aber
im SchluBergebnis zuriickkommen miissen.

Wir haben &4 y? = m? + #? mod p
oder (x+ m) (x —m) = (n+y) (n —y) mod p,
wobei die rechte Seite jedenfalls durch p nicht teilbar ist. Daher
gilt x+m= A(n+y) modp,
X —m= %(n—y)modp,
oder x— Ay= An — m mod p,

y _ n
@+ =2+ mmodp. 2)

Wir bekommen also alle weiteren Losungen, wenn wir A4, soweit
dies moglich ist, aus den von der Nullklasse verschiedenen Rest-
klassen mod p (den von Null verschiedenen Elementen des Kor-
pers P) wihlen.
Nun sind zwei Fille zu unterscheiden:
Zunichst sei p = 1 mod 4.
Dann sind wegen
1 —A4
1
Sy
unter den Restklassen die beiden x = 4,, 4, mit 4,2 = 4,2= —1
(Ay = —A,) auszuschlieBen. Es bleiben p — 3 mogliche Werte
von 4, also mit EinschluB der beiden zuriickgestellten Werte-
paare (p — 1) Losungen von (1).

— A oy
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Bei p =3 mod4 gelten #hnliche Uberlegungen, nur daB die
Zahlen A,, A, wegen ) I nicht existieren; es bleiben

(¢ +1) Losungen von (1):
Ganz anders ist es in dem bisher ausgeschlossenen Fall E=0
mod p.

Fiir p = 3 mod 4 erledigt er sich sofort: Wegen =) = 1 exi-

stiert dann (bis auf kongruente) nur das 16sende Wertepaar [0, 0].
Ist  von der Form 4X 41, so haben wir, wenn 4,, 4, die vorige
Bedeutung haben, die (2p —1) inkongruenten Wertepaare
[418, 8], [Ast, 2], [0, O], wobei ¢ das reduzierte Restsystem mod p
durchlduft.

ZusammengefaBt ergibt sich

Satz 2. Fir k=0modp hat x2+ y2= kmodp genau (p—1)
inkongruente Losungen, wenn p = 1 mod 4 ist, hingegen (p-+1)
inkongruente Losungen fiir p = 3 mod 4. Ist k durch p teilbar, so
ist fiyr p =1 mod 4 die Anzahl der Losungen 2p —1), fitr ein P
der Form 4X + 3 hingegen 1.

Man kann Satz 2 noch etwas anders aussprechen
Satz 3. Ist p eine ungerade Primzahl, so hat x*+ y? = k mod p
fiiy durch p wicht teilbave k Liosungen in der Anzahl p — (%1),

fiir p | k hingegen in der Anzahl pt (p —1) (—71)

§ 17. Die Darstellung der ganzen Zahlen
als Summe von vier Quadraten

Satz 1 von § 16 gibt sofort

Satz 1. Ist p eine ungevade Primzahl, so gibt es ganzzahlige Werte
x, Y, 2, die nicht alle durch p teilbar sind, so daf x*+ y24 2= 0
mod p ist.

Beweis: Im erwihnten Satz sei A=1, B= C= —1. Dann gilt
der Satz fiir z=1, was sicher nicht durch p teilbar ist.

Satz 2. Ist p eine ungerade Primzahl, so existieven ganze Zahlen
x, v, 2, u mit x2+ y*+ 224 u? = 0 mod p, ohne daf alle diese vier
Zahlen durch p teilbar sind.
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Werte. Es muB ein Wertepaar [x, y] mit Ax*= By%?+ C mod p
existieren, da es sonst (p +1) Reste modp gibe (Schubfach-
schluB). _

Zunichst brauchen wir den Satz fiir 4 =¢, B=—1,C=%k(k £0
mod p), kénnen also die Existenz von Lésungen von

2%+ 92— k= 0modp (1)
voraussetzen.

Wir gehen aus von einem Losungspaar [m, #]; ohne Einschrin-
kung der Allgemeinheit konnen wir #» %= 0 mod annehmen, da
wegen k== 0 modp nicht beide Zahlen m, n durch p teilbar
sind. Dann haben wir zwei Lésungspaare [m, n], [m, —#n], die
im folgenden nicht weiter betrachtet werden, auf die wir aber
im SchluBergebnis zuriickkommen miissen.

Wir haben 24 2 = m? 4 #2 mod p

oder (x4 m) (x — m) = (n+ y) (v — y) mod p,

wobei die rechte Seite jedenfalls durch p nicht teilbar ist. Daher

gilt x+m= An+y) mod p,
x—mz%(n—-y)modp,

oder x— Ay= An— m mod p,

y_’ﬂ
@+ 2=+ mmodp. @)

Wir bekommen also alle weiteren Losungen, wenn wir A4, soweit
dies moglich ist, aus den von der Nullklasse verschiedenen Rest-
klassen mod p (den von Null verschiedenen Elementen des Kor-
pers P,) wihlen.
Nun sind zwei Fille zu unterscheiden:
Zunichst sei p = 1 mod 4.
Dann sind wegen
1 —4
1
1=
unter den Restklassen die beiden x = Al, A, mit 42 = A4,>= —1
(Ay = —4,) auszuschlieBen. Es bleiben j)— 3 rnoghche Werte
von A, also mit EinschluB der beiden zuriickgestellten Werte-
paare (p — 1) Losungen von (1).

mod p

A24+1
A
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Bei p =3 mod4 gelten #hnliche Uberlegungen, nur daB die

Zahlen A,, A, wegen ) nicht existieren; es bleiben

(¢ +1) Losungen von (1):
Ganz anders ist es in dem bisher ausgeschlossenen Fall k=0
mod p.

Fiir p = 3 mod 4 erledigt er sich sofort: Wegen =1 = 1 exi-

stiert dann (bis auf kongruente) nur das 16sende Wertepaar [0, 0].
Ist » von der Form 4X + 1, so haben wir, wenn 4,, A4, die vorige
Bedeutung haben, die (2p —1) inkongruenten Wertepaare
[At, 8], [Ast, t], [0, 0], wobei ¢ das reduzierte Restsystem mod p
durchléduft.

ZusammengefaBt ergibt sich

Satz 2. Fiir E2=0mod p hat x>+ y*= kmodp genau (p—1)
inkongruente Losungen, wenn p = 1 mod 4 ist, hingegen (p—+1)
inkongruente Losungen fitr p = 3 mod 4. Ist k durch p teilbar, so
ist fiir p = 1 mod 4 die Anzahl der Losungen 2p —1), fiir ein P
der Form 4X + 3 hingegen 1.

Man kann Satz 2 noch etwas anders aussprechen
Satz 3. Ist p eine ungerade Primzahl, so hat x® -+ y? = k mod p
fiiy durch P wicht teilbave k Losungen in dev Anzahl p — (%1),

fiir p | k hingegen in dernAnzahl pt(p—1) (%)

§ 17. Die Darstellung der ganzen Zahlen
als Summe von vier Quadraten

Satz 1 von § 16 gibt sofort

Satz 1. Ist p eine ungevade Primzahl, so gibt es ganzzahlige Werte
x, Y, 2, die nicht alle durch p teilbar sind, so daff x*+ y* 4 22= 0
mod p ist.

Beweis: Im erwdhnten Satz sei A=1, B= C= —1. Dann gilt
der Satz fiir =1, was sicher nicht durch p teilbar ist.

Satz 2. Ist p eine ungerade Primzahl, so existieren ganze Zahlen
x, v, 3, u mit %+ y*+4 22+ u? = 0 mod p, ohne daf alle diese vier
Zahlen durch p teilbar sind.
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Beweis: In der Kongruenz des vorigen Satzes fiijge man » =0
bei.

Satz 3. Jede Primzahl p ist als Summe von vier Quadraten dar-
stellbay.

Beweis
I. Esist 2=124124 024 02
II. Wir kénnen daher p > 2 annehmen. Der vorige Satz gibt
x4 Y24+ 224 ul=pm.
Nun ersetzen wir «, vy, 2, # durch die Absolutbetrédge ihrer absolut-
kleinsten Reste mod p, sie seien «, . .., . Wir haben
%2 + yl2 + 2,2 + %/2= pmr
mit m’ < p. Wir schreiben wieder
x?+yi 22 ul=pm (1)
mit m < p, daher (p, m)=1.
Ist m =1, so sind wir fertig. Bei m = 2 sind entweder alle vier

Zahlen ungerade oder zwei gerade. Die Allgemeinheit wird durch
die Annahme x = y, z = % mod 2 nicht verletzt. Dann haben wir

(S (5 () (5 -

2

Also kénnen wir m = 3 annehmen. Der Fallx =y=z=u= %
mod m, wobei m gerade ist, erledigt sich sehr schnell; denn dann

ist pm = Omomez, 2pm = Omomez, 2p = Omod%. Wegen
(p, m)=1 Dleibt 2 = Omod%, also m=4; essind x, 9, 2z, #
gerade, so daB man (1) durch 4 kiirzen kénnte.

Es sei also m =3, min (|4, |B|, |C|, |D|) < %, wobei 4, B,

C, D die absolutkleinsten Reste von x, 9y, z, # mod m sind. Es

folgt eine Gleichung
A%+ B%*+ C*+4D%*= mn 2)

mit #» < m. Dabei gilt
x=A,y=B, 2= C, u= D mod m. 3)
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Fir vier komplexe Zahlen «, f, ¢, 6 (der Querstrich kennzeichnet
die konjugiertkomplexe Zahl) gilt nach dem Multiplikationstheo-
rem der Determinanten

o —p| [0 —p| |§ —17
poa 17 J l_ n & “
mit E=ad— By, n=ay+pé.

Bei den Formeln dieses Absatzes seien alle mit lateinischen Buch-
staben bezeichneten GroBen reell. Mit o« =ax+ yi, =2+ ui,
y=A+Bi, = C+Di, §= M + Ni, n= P+ Q1 folgt aus (4)
(x2+y2+ 22+ MZ) (A2+BZ+ CZ+D2): M2+ ZVZ_*_PZ_}_QZ. (5)
Wir erhalten

Satz 4. Das Produkt zweier als Swmme von vier Quadraten dar-
stellbaver Zahlen ist wieder als Swmme von vier Quadyaten dar-
stellbar.

Nach (3) kénnen wir y = o + mo, 0 = -+ m7 setzen. Dabei ge-
héren «, B, 9, 6, 0, T dem Ring der Zahlen U+ ¢V mit ganzem
rationalem U, V an. Wir erhalten

E=ad—Py=af+mar— (af+ mpo)=ml,
weiter unter Beachtung von (1)
n=ay+pé=ax+ mdo+ BB+ mBr=md,
wobei Iy A Zahlen dieses Rings sind. Nunmehr setzen wir

I'=v+si, A=h+ ki mit 7, s, h, k ganz rational. Die Multi-
plikation der Gleichungen (1) und (2) gibt

m? (r2+ s2+ W%+ k%) = pmPn

oder

724 s2+ W24 B = pn.
Ist # noch nicht Eins (oder 2), so kann man dieses Verfahren fort-
setzen. SchlieBlich bleibt

G+ H2++ K24 L2= p.
Satz 5. Jede natiirliche Zahl ist als Summe von vier Quadraten
darstellbay.

Beweis: Er folgt aus Satz 3 und 4.
6 Holzer, Zahlentheorie. I
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§ 18. GauBsche Summen

Im folgenden seien p, ¢ zwei ungerade voneinander verschiedene
(positive) Primzahlen. Entweder in P, oder einem entsprechenden
Erweiterungskorper liegt eine primitive p-te Einheitswurzel «.
Grundlegend fiir das folgende ist der Ausdruck

: p-1
Tp=3am.
m=0
bzw. das Quadrat dieses Ausdrucks.
T, heifit Gaufsche Summe (iber P)); am Ende des Paragraphen

widmen wir auch einige Worte der GauBschen Summe T, iiber
P,, wenn unter o speziell die primitive p-te Einheitswurzel

2w
«a=c¢ P (1)

verstanden wird. Dabei wird sich herausstellen, daB T, bis auf
ein Vorzeichen sehr leicht zu finden ist. Die (iiberaus wichtige!)
Frage nach dem Vorzeichen ist aber auBerordentlich schwer zu
beantworten. Wir wollen sie auf den zweiten Band verschieben.
Gegeben sei also T, tiber P . Es wird

-1
T? — Zam%nﬂ 2)
m, n=0
Sei zunidchstp = 1 mod 4. Dann enthilt nach § 16, Satz2 (oder 3)
die Summe genau (p —1) Glieder gleich a* mit 1 < & < p, aber
2p —1 Glieder gleich a®=1 (Einselement in P,). Mithin ist

2 r_l p-1
Ty=(p—1) Sab+2p—1=(—1) Sek+p—p. (3)

Ist hingegen p = 3 mod 4, so enthilt die Summe (p +1) Glie-
der gleich a* mit 1 =< 2 < p. Nur ein Glied mit Eins (Einselement
in P) ist vorhanden. Daher wird jetzt

p+1;2ak+1_p+1=j —p=—p. @

Die Formeln (3) und (4) lassen sich in

To=(-1) 2 p (5)
zusammenfassen.
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Selbstverstindlich gelten die Entwicklungen genau so, wenn
statt P, der Koérper P, oder der Korper aller reellen oder aller
komplexen Zahlen eintritt. Dann gilt die Formel (5) auch hier,
somit

=

ﬂ=iV%D2P' (6)
wobei wir die Quadratwurzel ausnahmsweise auch bei negativem
Radikanden normieren: J—A%= + 41 (4 > 0). Bis auf dasVor-
zeichen ist also die Formel (6) sehr leicht zu erhalten. Der Be-
weis fiir den (richtigen!) Satz, daB bei Normierung der p-ten Ein-

heitswurzel nach Formel (1) in (6) das positive Vorzeichen gilt,
ist sehr schwer zu erbringen.

§ 19. Das quadratische Reziprozititsgesetz

Wir sind nun sehr nahe daran, das bisher nur angefiihrte, noch
nicht ausgesprochene quadratische Reziprozititsgesetz zu be-
weisen.

Wir gehen aus von § 18, Formel (5).
1. Sei (.;_) —1. Dann gilt

-1 -

P , P . P-1 ¢ 1
Tp=20cm=2aqm=<2’ocm), I3 =1

m=0 m=0 m=0

also liegt 7, in P

> €s ist

-1
(—1) 2 p)_
<_TT*'_L ()

2. Sei (%) — —1. Mit
p—-1
T,= Zarm
m=0

ist zunichst Tp + Tp’ =0, da in der Summe jede Potenz von «
von der nullten bis zur (p —1)-ten (beides inkl) genau zweimal
vorkommt; aber es ist 7,= T,’ ausgeschlossen, sonst wire

"T =0, also da die Charaktenstlk von P, von 2 verschieden
6*
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ist, T,=0. Esist T,/ = T,¢, aber T ,2-* & 1, T, liegt nicht im
Primkorper P, (sondern im Galoisfeld GF (¢?)), und daher ist

P=1
(—1) 2 p)__
<T =—1. @)

Die Formeln (1) und (2) kénnen in

p-1
=) 3
< q RV ®)
1 a-1
zusammengefaBt werden. Sofort bleibt (wegen (_T) =(—1) 2 )

P\ (4 p-1¢-1

=) =(=1) 2 2. 4
[£)(3) == @
Die Formel (4) ist das quadratische Reziprozititsgesetz. Sie kann
auch so ausgesprochen werden:

Satz 1. Sind p, g ungerade voneinander verschiedene Primzahlen,
davon mindestens eine der Form 4 X+ 1, so sind sie entweder gegen-
seitige quadyatische Reste oder quadratische Nichireste. Gilt aber
p=q= 3 mod4, soist p Rest von q, wenn q Nichtrest von p ist,
und p Nichtrest von q, wenn q Rest von p ist.

§ 20. Das verallgemeinerte Reziprozititsgesetz

Wir fithren hier zunichst fiir ungerade Werte des Arguments
4,B,... die FunktionenQ(4) =2 —'mod 2 und @' (4) = £
mod 2 ein. Wir beweisen

Satz 1. Fir ungerade Werte des Arvguments haben Q(A), Q'(4)
mod 2 die logarithmische Eigenschaft

QAB) = Q(4)+ Q(B) mod2,
Q'(AB) = @ (4) + Q' (B) mod 2.
Beweis: Multiplikation der Kongruenzen
A=1+2Q(4), B=1+2Q(B) mod 4
gibt AB=1+2{Q(4)+ Q(B) mod4, w.z. b. w.
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Ebenso folgt aus
A?= 1+ 8(' (4), B2= 1+ 8Q’' (B) mod 16,
daB A2B>= 1+ 8{ Q' (4) + Q' (B) } mod 16
(sogar mod 64) ist. Daher gilt

A2B2—1  A®—1  B2—1
8 =8 + 8

mod2, w.z.b.w.

Wir definieren nunmehr das Jacobi-Symbol als Verallgemeinerung
des Legendre-Symbols. Haben wir fiir ein positives ungerades
»n die kanonische Zerlegung

k
=1

so definieren wir fiir zu »# prime s das Symbol wie folgt

(=)=

Weiter werde fiir negatives ungerades » und zu » primes  ein-

fach
m _ m
=5 =)
gesetzt.
Sofort folgt

Satz 2. Ist m quadratischer Rest von n, wobei n ungerade ist, so st
(%) =1.

Satz 3. Ist ber gleichen Bedingungen <%) = —1, so ist m quadra-
tischer Nichtrest von n.

Dariiber hinaus darf nichts geschlossen werden. Beispielsweise
ist 2 quadratischer Nichtrest von 9, obwohl <%> = <%>2= 1 ist.
Nun gilt das verallgemeinerte Reziprozititsgesetz:

Satz 4. Sind m, n ungevade, teilerfremd, und mindestens eine der
Zahlen positiv, so ist

[2)(2) -
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Beweis:

I. Sei m und » > 0. Dann erhalten wir, wenn m = Il p,, n=Ilg;
ist, wobei die p; und ¢; auch teilweise wiederholt vorkommen kén-
nen, und jedes p; von jedem g; verschieden ist:

= (35 =15 )

nj\m I 95/ \ b5
und nach dem R.G. (von jetzt an Abkiirzung fiir Reziprozitits-
gesetz!)

X = (—1)%40
mit

—1n—1
S4;= 300 Qlg) =0Qm) Qn) =" —~""—mod2.
II. Sei eine der Zahlen m, » negativ. Ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit sei s > 0. Dann ist # < 0. Mit n'= — n= |n]| gilt
n' -1 m-1

(F)) = e
Es folgt

Sloclole

-1 m-1 m~—1 m-1 n-1

—(—1) s —(—1) 2 .
Hierbei wurde Gebrauch gemacht von dem folgenden

Satz 5 (verallgemeinerter erster Erganzungssatz). Fiir ungerades n st
In]-1

—1 \
(5r)=t-ue
Beweis: Sein >0, n=1Ig;. Es ist
—1 . E-Bj
(57)=v
mit B; = Q(g,), also 2B, = Q(n) mod 2.
Fir # <0 folgt nun auch der Satz aus <_71> = (_—1)

7]
Satz 6 (verallgemeinerter zweiter Erganzungssatz). Fiuir wunge-
rades n ist

2

<_) — (e,

n
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Beweis: Zunichst ist Q'(— #n) = Q'(n), es geniigt also der Be-
weis fiir #» > 0. '
Mit der gleichen Annahme wird

( 2 ) = (—1)ZY @

n2—1

und S00g) = Q'ln) =

Ich bemerke ausdriicklich: Sind , » beide negativ, so ist das
Reziprozititsgesetz unrichtig.

mod 2.

Beispiel: — 3, — 7 sind beide = 1 mod 4, es ist

[=5)- ()
[22)- (5) -

Nun kénnen wir Satz 24 von § 12 erst richtig fassen:

aber

Satz 7. Gegeben sei eine ungevade Zahl N mit (%m) =1 fiiy m =5,

13, 37. Ist N= 1mod 4 und N auf keine oder m’/tf mehr als eine
Art durch x* + my? eigentlich oder unesgentlich darstellbar, so ist N
keine Primzahl. Ist gemaw eine, und zwar eigentliche Darstellung
moglich, so ist N Primzahl. Genaw dasselbe gilt fiir 2N statt N, wenn
unter sonst gleichen Bedingungen N = 3 mod 4 ist (selbstverstind-
lich ses N >1). Hier wie im Satz 8 istx >0, y >0).

Die Anwendung des R.G. gestattet eine etwas andere Fassung
des Satzes. Ist N = 1 mod 4, so ist

()= (=) - ()

Ist aber N = 3 mod 4, so ist

=\ _ L) - (ﬁ

(7)== (5] =-5)

da jetzt —m = N = 3 mod 4 gilt. Wir erhalten den Satz in fol-
gender Gestalt:

Satz 8. Ist N quadratischer Rest mod m = 5, 13, 37, N = 1 mod 4,
so ist N genauw dann Primzahl, wenn es auf genau eine Art durch
x® 4+ my? eigentlich darstellbar ist. Ist N = 3 mod 4 quadyatischer
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Nichtrest mod 5, 13, 37, so ist N genauw dann Primzahl, wenn 2N
auf genau etne Avt durch x? + mvy? eigentlich darstellbar ist.

Es soll z.B. 481 untersucht werden. Es ist 481 = 1 mod 4,

(%) =1. Also fragen wir nach der Zahl der Darstellungen durch

x2+ 5y% EsmuBl y < [V‘L—:l] =9 sein. Wir setzen x%+ 5y2= 481
an. Als Kongruenz mod3 wird dies x*— y2= 1mod3. Da
22 =2 mod3 ist, so ist y2 =1mod3 und y=0mod3. Es
bleibt nur y = 3, 6, 9 zu versuchen, worauf 481 — 592 kein Quadrat
wird. (Man konnte auch auf y = 6 verzichten, ebenso auf y = 3, 9,
da N= 481 =1 mod 8 wird und N — 592 nur fiir y = 0 mod 4
ein Quadrat werden kann.) Es gibt keine Darstellung. N ist keine
Primzahl. Es ist N = 13.37.

§ 21. Das Kronecker-Symbol

In anderer Verallgemeinerung des Legendre-Symbols definieren
wir nunmehr ein Kronecker-Symbol nur fiir im folgenden genau
definierte (positive oder negative) Zihler 4, die wir Diskrimi-
nanten nennen, und positive Nenner. Der Grund fiir die- Be-
zeichnung folgt viel spiter.

Die Diskriminanten 4 kénnen sein: 1. Zahlen d = 1 mod 4, die
quadratfrei und keine Quadrate sind. 2. Zahlen — 4d,, wobei d,
unter die Zahlen der 1. Kategorie fillt oder Eins ist. 3. Zahlen
+ 84,; d, wie unter 2. Bei 2. 3. ist auch 4, = 1 méglich.

Nun ist (%) fir jede Primzahlp definiert, auch fiir 4 = O mod p

und p = 2. Wir setzen %) _ 0 fir d=0mod p, weiter fiir

d = 1mod 4, (%) =(%) (Jacobi-Symbol), also (%) —1 fir
d = 1modS8, % =—1 fir d=5mod8. Fiir ungerade Prim-

zahlen p hingegen fillt das Kronecker-Symbol mit dem Legendre-
Symbol zusammen.

Wir setzen noch (%) =1.
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Ist nun #n=IIp;, wobei die Primzahlen p; nicht voneinander
verschieden zu sein brauchen, so ist

a a
) =115
Immer dann, wenn das Kronecker-Symbol und das Jacobi-Symbol
zugleich definiert sind, haben sie denselben Wert.
Als Beispiel nehmen wir d = 21 und d = — 40 und berechnen (‘Z‘)
fir 1 <#» <10

]/Es wird (T —1, (2_1\)= _1, weil 21 =5mod8 ist, (2_) -0,
9o BT Bl - e

o (28] -1 (520 (<)< (28]
(5)~(58) o () () ()0 (5

<__40) —o0.

10

Triviale Sitze iiber das Kronecker-Symbol sind
Satz 1. Es st <%> =0, wenn (4, n) >1 ist.

Satz 2. Es ist (12) =1, wenn (d, n) =1. Sonst <iz> =0.
n n
a%db b

Bei Satz 3 darf die Bedingung (4, a) =1 nicht wegfallen, sonst

braucht der Satz nicht zu gelten: Es ist (——7—:(1) = 0, aber

=)=

Satz 4. Ist d ungerade, n gerade, so ist mit 2%| n, n= 2% Sy

Satz 3. Es st (L) = <1> , wenn (d, a) =1 ust.

gerades a die Beziehung (%) = (—:,—) fiir ungerades a hingegen
a 2 a ..
<?> = (7> (n,> erfiillt.
Satz 5. Es ist (L) - <i> <i>.
mmn m n
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Schon etwas schwerer ist der Nachweis des folgenden Satzes, bei
dem die Diskriminante 4 das Produkt zweier Diskriminanten
d,, d, ist.

AV AN
Satz 6. (;) - (7) (7) fiir d= dyd,.
Satz 6 ist fiir (4, #) >1 Klar.
Denn dann ist auch max{(d;, n), (d, n)} >1, und es steht ein-
fach ,,Nullist Null“ da. — Sei jetzt (4, n) =1. Der Satz ist auch
klar, wenn # ungerade, zugleich (4, n) =1 ist. Denn dann stehen
Jacobi-Symbole da. Fiir 22 || #» mit geradem 4 steht, wenn » = 22/
FAVEA

7|
%

was wieder auf bekannte

gesetzt wird, einfach da: (ni =

Formeln beim Jacobi-Symbol hinauslduft. Nur der Fall eines un-
geraden a bietet einige Schwierigkeiten:

)= )6 = @) (&) 3 @)
- & RIES ) =-EIE)

Bemerkt sei, daB das Produkt 4,d, zweier teilerfremder Diskrimi-
nanten d,, d, wieder eine Diskriminante ist. Umgekehrt 14Bt sich
jede Diskriminante in das Produkt zweier Diskriminanten zer-
-1

legen mit Ausnahme von — 4, 48, (— I)Tl, wobei im letzten
Fall / eine ungerade Primzahl ist.

Die beiden Teiler d,,d, mit d,d,= d, wobei d, d,, d, Diskrimi-
nanten sind, sind zueinander prim.

Beispiele fiir die Diskriminantenzerlegung:

21=(—3):- (—7),106=(—7)- (—18)=(—"T7)- (— 3)- 5, —20=
(—4)-5,40=(—8)-5, —168=(—8)-21=(—8)-(—3): (—17).
Sehr wesentlich ist der folgende

Satz 7. Das Kroneckersymbol % hingt von der Restklasse von n

mod d ab, oder aus n= n'modd folgt (d> =<d,>

n n

Beweis: Fiir (4, n) >1 ist des Satz klar, denn dann steht , Null
ist Null“ da, weil auch (d, ') = (4, ») >1 ist. Sei jetzt (d, n) =1.
n

Fiir ungerade 4 steht wegen des R.G. da: <7> = (%), was fiir
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n=n modd gilt. Bei d = — 4, 4 8 folgt dasselbe aus den
Erginzungssitzen. Bei geradem d, |d|>8 ist d= 4+ 2d, mit 4,
als ungerader Diskriminante. Der Satz folgt dann aus Satz 6.
Als sehr wichtig wird sich erweisen

Satz 8. Sind d,, d, zwes zueinander prime Diskviminanten, (d = d,d,
ist dann von selbst eine Diskriminanie), ist weiter € = 1, wenn minde-
stens eine der Zahlen d,, dy > 0 ist, hingegen ¢ = —1, wenn beide
Zahlen d,, d, negativ sind, so ist

ra) rar) =
<|d2| [ar) =~ "
Beweis: Wir kénnen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit, da
von den zueinander teilerfremden Diskriminanten nur eine ge-

rade sein kann, d, als ungerade, also d,= 1 mod4 annehmen.
Weiter sehen wir gleich, daB die Behauptung des Satzes mit der

folgenden
_ (ssn d1>
e (Ta
zusammenfillt.
Denn ist d; >0, so ist ¢ =1 entsprechend der Behauptung. Ist

4,< 0, dy >0, so ist

—1

= (%) o
also nach dem ersten Erginzungssatz ¢ = +1, da d,= 1 mod 4.
Gleichung (1) gilt auch fiir d; < 0, d, < 0; aber dann folgt ¢ = —1,
da |dy|= 3 mod4 wird (verallgemeinerter erster Ergidnzungs-
satz).

Daher unterscheiden wir drei Fille:
d2
|d,]
Symbol, also nach dem R.G. gleich (
weiter |d;| > 0 ist. Mithin bleibt

() (1) = e,
e = (1ar) (27) = (&
2. dy= —4d,. Dann ist zundchst (1312|> = <|le'|

wieder ein Jacobi-Symbol, also wie vorher = < ldy']
2

1. d, ungerade. Dann ist ( ) ein ganz gewohnliches Jacobi-

'dll), da dy = 1mod4,
d2

) , letzteres ist

). Wir erhalten

IS
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s:( 4 >(|d1'|> _ (—1)< @y’ )<|d'1|)
ldo| )\ dy EAVANEAPANEA
o ( —1 ) (sgn dl’) . (sgn d1>
lds| )\ |ds] | |

3. d= 4+ 84,. Es wird

. (yar) = (&) ()
(raz) gazr) = (ﬁj () = (far)
Satz 9. Es gilt fiir (d,, d,) =1, d = d,d, die Bezichung (m,n > 0)
ﬁ) = (%) (%) 2)
( FARSAFA

wobei ¢ die Bedeutung des Satzes 8 hat.

Beweis: HeiBt 4 die linke Seite von (2), so ist nach Satz 6 und 7
mit X = m |d; |+ n |d,|

= (2)(2)- (87 i)
- (120 9) (2] () (2) o 5

Wir gehen nun zum Polynom |d|-ten Grades

alray .
Flo)= 3 (—) ol (3)
i=1\7
iiber.
Trivial ist
F(0)=o0.
Satz 10. F (1) =
121 '
Beweis: EsistetwaY=F(1) =3 (11) Mit einem beliebigen &,
j=1
welches (%) — — 1 erfilllt, damit auch (4, &) =1, wird
12l /4
—y—'s ._).
1;21 (7k
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Da nach Satz7 das Symbol %) nur von der Restklasse von j

mod d abhidngt, und wegen (%, d)=1 mit 5 auch 7% ein volles
Restsystem mod d -durchlduft, so ist die rechte Seite wieder Y.
Esgilt Y=—-Y, Y=0

Satz 11. Sind F,, F, die bei einer Zervlegung d = d,d, einer Dis-
kriminante in das Produkt zweier auftretenden, F entsprechenden
Funktionen, so ist fiir jede (nicht notwendig primitive) |d|-te Ein-
2mij
heitswurzel o = e 12| die Beziehung
F () = ¢F; (al4:]) Fy (ld:l) (4)
erfiillt. Dabei hat & die Bedeutung von Satz 8.

Beweis: Zunichst gilt (d;,d,) =1. Anders ist eine solche Zer-
legung d = d,d, unmoglich, wenn beide Faktoren Diskriminanten
sind.
Mit

l=m=ldy|, 1 =n =4,
erfiillt der Ausdruck X = m |d,|+ » |d,| genau einmal das volle
Restsystem modd = d,d,. Denn erstens gibt a|d,|+ b|d,
=a' |d;|+ ¥V |dy| mod d durch Auffassung als Kongruenz mod d,
sofort a |d;| = &’ |d;| modd,. Hieraus folgt wegen (d;,d,) =1
die weitere Kongruenz ¢ = 4’ mod d,, also a= a’, ebenso b= ¥,
und man erhilt also jede Restklasse nur einmal.
Ferner gibt m |dy|+ n |dy| = A modd als Kongruenz mod d,
eindeutig den Wert von » (zunédchst mod d,, dann aber eindeutig
wegen 0 <m = |d,|); ebenso erhdlt man den Wert von » ein-
deutig.
Mithin bleibt mit der Abkiirzung X = m |d, |+ #» |d,|:

Flo) = Z(W) o*
— gﬁ'(f;) oc”|d2|2 (WZ) amldi| = ¢ F (o)) Fy (ol ).
n=1

2t
|

Satz 12. Ist o = {7 mit { = e 12| als |d|-ter Einheitswurzel, so ist

Flo) = (i\F@.

77
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Beweis: Vorweggenommen ist der Fall j = |d| durch Satz 10, da

(%) = 0 ist.

I. Es sei (4, d) > 1, d ungerade. Dann kann mit 4 (5,d)=d' =1
mod 4, also mit 4 als Diskriminante, d = d’d” gesetzt werden,

wobei auch @” Diskriminante ist. (5, d) >1 gelte auch bei II III.
Wir erhalten

'd//' d 2|d/’| d
Fla)=3 (7) ok +k=|?§|+1(7> ok
L 5 (L) bt S (£) e
k=2@"|+1 k=qa@ |“Djar|+1\ ® '

oder

18" | . |d'|*1< d
= o —_— -
2 2 (e

=0
Nun wird aber

(wraar) = () (o) = () ()

Damit erhilt man die iibersichtliche Formel

F(«) =’l§;|<d7”) Seak,

wobei die innere Summe gleich

Se= (%) + igar) + o+ (gt —orar )

d. h. der iiber ein volles Restsystem # mod @’ erstreckten Summe

der (i) wird. Nach Satz 7 und 10 ist also S, = 0, somit F(«)

-~ [f)re

II. Fiir die Diskriminanten — 4, 8, — 8, kommt, da (/=1 durch
Satz10 erledigtist, bei der ersten nurj= 2, (2= — 1, bei den beiden
anderen nur j= 2, 4, 6, (=1, (4= —1, (6= — 4 in Frage. Da F
ein Polynom mit reellen Koeffizienten ist, braucht, wenn F (z) = 0
bewiesen ist, F(— ) als dazu konjugiert, daher ebenfalls Null,
nicht fiir sich gerechnet zu werden.
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a) d=—4, =2 gibt
Fen-—[(5)+ (59 --e-v -0

b) d=+8, j=2 gibt F () (%)*(?)“‘(‘5‘)“(2)}

=4(1+1—1—1)= 0. Weiter wird
Fo = [ () ) om0

9 4=t 5-2 gt 20 (52) () +(F2)- (72
—i(l—1—1+1)=0.

s = {52 (52 (524 ()

III. Ist d = d,d, mit d,= — 4, 8, — 8, hingegen d, ungerade, so
hat j mit mindestens einer der Zahlen d; oder d, einen gréBten
gemeinsamen Teiler >1. In (4) ist also mit {ildl=q,, ildl=aq,
mindestens eine der Zahlen o, keine primitive |4,|-te Einheits-
wurzel (s=1, 2). Es folgt F,(«,) =0, F (/)= 0.

Damit ist fiir (5, d) >1 der Satz 12 bewiesen.

IV. Nun sei (4, d) =1. Sofort erhalten wir aus der Gleichung
4]
F(E) =3 £or,
d
s (H)F@) - 2( ):w— ( He=F@

wird, das letzte, weil mit £ wegen (4,d) =1 auch %-j ein volles
Restsystem mod d durchlduft. Also ist

a
F(o) = (_>F
in jedem Falle. 2 /| ©
§ 22. Die Methode der Exkludenten

Ist (%) =1, so erfordert die Lésung von x?= mmodp bei

einigermaBen groBem p, wenn keine Indextafel gegeben ist,
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sehr viel Rechnung und dasselbe fordert auch etwa § 11, Satz 25.
Schreiben wir die Kongruenz

x?=m+ py, (1)
so fallen bei Betrachtung von (1) mod g alle Werte y aus, die
aus einem Wert m 4 py, der kein Quadrat sein kann, folgen.
Wenn ¢ Primzahl ist, nehmen wir also in die Tabelle alle quadra-
tischen Nichtreste auf, bei einer Nichtprimzahl ¢ kénnen auch
weitere Restklassen aufgenommen werden, z. B. bei ¢=9 die
Zahlen 3, 6.
Wir erhalten folgende Tabelle der Exkludenten:

g=3: 2 = 8: 2,8,5,6,7
g=+4: 2,3 g= 9: 3,6

g=>5: 2,3. g=11: 2,6,17, 8,10
g=1"1: 3,56 q=13: 2,5,6,17, 8, 11

Einige Beispiele

1. Aus einer Primzahltabelle ersehen wir, da8 p = 8737 Primzahl ist. Es
soll die Kongruenz #2= —1 mod p gelést werden.
Es ist p als Summe zweier Quadrate darstellbar: p =42+ B2 Sei B
ungerade, also B2=1 mod 8. Da p =1 mod 8 ist, folgt 42 = 0 mod 8,

= 0 mod 4.
Wegen 4 < [Vp] = 93 kommen fiir 4 die Werte 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28,
32, 36, 40, 44, 48, 52, 56, 60, 64, 68, 72, 76, 80, 84, 88, 92 in Frage.
Mit dem Exkludenten 3 bleibt 1= A2 B2, B2== 2, also 4%= mod 3,
was nichts liefert.
Der Exkludent 5 gibt 2= 42| B? B*=2, 3 gibt 420, 4; also
A =£=0, 2, 3 mod 5. Es fallen 8, 12, 20, 28, 32, 40, 48, 52, 60, 68, 72, 80,
92 aus.
Geblieben sind nur 4, 16, 24, 36, 44, 56, 64, 76, 84.
Der Exkludent 7 gibt 1= A% | B?; B2 == 3, 5, 6 hat 42 == 5, 3, 2 zur Folge.
Davon liefert nur 42% 2= 2 mod 7 etwas, da 3 und 5 quadratische Nicht-
reste mod 7 sind. Es fillt aus: A= 3, 4 mod 7, also 4 — 4, 24.
Nun sind nur noch 16, 36, 44, 56, 64, 76, 84 als mogliche Werte von 4 da.
Der Exkludent 11 gibt 3 = 42 B2 B%*= 2, 6,7, 8,10 mod 11 gibt 42 == 1,
8,7, 6, 4 mod 11, davon sind nur die Zahlen 1, 4 quadratische Reste mod 11,
es fallen die Werte 4= 1, 2, 9, 10 mod 11 aus, also die Zahlen 56, 64, 76.
Somit hat sich die Menge der zu untersuchenden Zahlen 4 auf 16, 36, 44,
84 reduziert. Von ihnen liefert nur 4 — 84 einen rationalen Wert von B,
nimlich B = 41.
Alsoistp = 842 - 412,
Es 16st

41 8696 2174 10911 3637 __ 3
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die Kongruenz #2 1= 0 mod p. Wegen p = 7 -1248 41 wird weiter

Es ist also » = — 4264 Kongruenzwurzel. Die zweite Wurzel der Kongruenz
ist ¥ = 4264.

2. 2 = 41 mod 83.

., (4 83 1 .
Nach dem R.G. ist (@) = (4—1) = (ﬁ) =1

Mit #2 = 41 + 83y kann man erstens » im Intervall (0,83), zweitens als
ungerade, also 2= 1 mod 8 annehmen. Auch y ist in diesem Intervall,
es folgt 8 | y.

Der Exkludent 3 liefert #2=2—y. Wegen #%* %= —1 mod 3 folgt y == 0
mod 3. Es bleiben nur die Restklassen von 8, 16 mod 24.

Der Exkludent 5 gibt 2,31+ 3y, 1,2 3y, y == 2,4 mod 5. Es blei-
ben nur als mogliche Zahlen y = 8, 16, 40, 56, 80.

Der Exkludent 7 hat zur Folge:
3,56 —1—ymod7,y%=—4, —6, —Tmod7, y=%0,1, 3 mod"T7.

Es bleibt nur y = 16, 40.
Mit y =16 bleibt 2= 1369 = 372. Die zu losende Kongruenz hat also
die Wurzel » = 37 und die zweite Wurzel ¥ = — 37 = 46.

§ 23. Der biquadratische Restcharakter von 2

Wir brauchen nur Primzahlen p = 1 mod 8 zu betrachten. Bei
Primzahlen p = 3, 5 mod 8 ist 2 quadratischer Nichtrest, damit
auch biquadratischer Nichtrest, bei Primzahlen p = 7 mod 8
ist 2 quadratischer Rest, damit auch biquadratischer Rest, da
nach einem Primzahlmodul $ = 3 mod 4 quadratischer und bi-
quadratischer Rest zusammenfallt. Im folgenden sei somit p = 1
mod 8.

Satz 1. Gibt es eine Darstellung p = x®>+ y2 mit 8 |y, so ist 2 bi-
quadratischer Rest mod p; bei y = 4 mod 8 ist dagegen 2 biquadra-
tischer Nichirest.

Satz 2. Ist in p=m?+ 8n? sowohl p= 9 mod 16 als auch n
ungerade oder sowohl p =1 mod 16 als auch n gerade, so ist 2

7 Holzer, Zahlentheorie. I



92 B. Das quadratische Reziprozititsgesetz

biquadyatischer Rest modp. Ist hingegen p =9 mod 16 und n gerade,
oder p = 1 mod 16 und n ungerade, so ist 2 biquadvatischer Nicht-
7est. )

Die Sitze wollen wir auf einmal beweisen. Es sei
p=ax2+4 y2=r24 252 mit 4 |y, 2|s.
Dann ist zunichst
F)=F o G-
das letzte nach dem R.G. Weiter wollen wir annehmen 27| s,
s=2n¢, es wird (S—if) =1, also nach dem R.G. (;) =1, auch

(%) = 1. Aus der Vqraussetzung folgt, daB ¢t = T’ eine Losung
von 2= —2mod ist; es ist also auch (%) = (%) Sofort folgt
(%):1 fiir # = -4 1mod 8. )
(%) — —1fiirr = +3mod8. @)

Gilt (1), so ist — 2 und wegen des Satzes 9, §12 auch + 2 bi-
quadratischer Rest; bei (2) sind hingegen — 2 und + 2 biquadra-
tische Nichtreste.

Gilt (1), so ist 2= 1mod 16, d.h. fir = 9 mod 16 folgt
dann 2 ||'s, also s = 2% mit ungeradem %, bei = 1 mod 16 ist
dagegen 4 | s, also s = 2# mit geradem #. Gilt (2), so ist hingegen
72 = 9 mod 16; fiir p = 9 mod 16 ist dann 4 | s, fiir p = 1 mod 16
aber 2 || s. Damit ist Satz2 in allen Teilen bewiesen.

Nun ist A 252 (r+y) (r — ).

Aus der Gleichung ersiecht man unmittelbar, daB 2 quadra-
tischer Rest der beiden Faktoren rechts ist. Sofort folgt

=621

also 7 + y und » — y sind beide von der Form 8X + 1.
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Ist dann » = + 1 mod 8, so y =0 mod8, wenn aber » = + 3
mod 8 ist, so ist ¥y = 4 mod 8. Es bleibt

(5)- 0k

Damit ist auch Satz 1 in allen Teilen bewiesen.
Den Beweis verdanke ich Herrn "A. Aigner (Graz).

§ 24. Einiges iiber kubische Kongruenzen

Gegeben sei eine Kongruenz

flx)=a®+ ax® 4 bx 4 ¢ = 0 mod .

Wir wollen p als Primzahl -> 3 annehmen. Genau dann, wenn
f(x) in P, eine Wurzel hat, ist f(x) in P, [x] reduzibel. Es kénnen
dann entweder alle Wurzeln in P, liegen, dann zerfillt f(x) in
das Produkt dreier Linearfaktoren, oder es liegt genau eine
Wurzel in P,, dann zerfillt f(x) in das Produkt eines linearen
und eines quadratischen Faktors.

Da p >3 angenommen wurde, so koénnen wir durch die Sub-
stitution x=1y —% das quadratische Glied wegschaffen und
erhalten eine Kongruenz

L) =y*+A4y+ B = 0modp.

Wegen p >3 kénnen wir die Cardanische Formel (die in den
Koérpern der Charakteristik 2 und 3 nicht gilt) anwenden, und
sehen, daB sich die Diskriminante der kubischen Gleichung nach
derselben Formel wie bei einer Gleichung in P, oder im Korper
der komplexen Zahlen mit

d=—443—27TB2
berechnet.

Es moge d = 0 in Pp sein, so daB die drei Wurzeln voneinander
also verschieden sind.

7
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1. Die Gleichung sei irreduzibel. Dann liegen die drei Wurzeln,
die wir nach § 15, Formel (10) mit

o, &P, P

ansetzen, in GF (p?%). Das Differenzprodukt
0(@) = (0 — a?) (a? — a?") (a?” — a)
bleibt beim Automorphismus («¢/«?) unverdndert, liegt also in P,.
Es ist 6%(a) =4 in P, oder <%> =1
2. Die Gleichung habe drei Wurzeln in P,, etwa U, V, W. Es
ird

i d={(U—V) (V—W) (W— V)2

und trivialerweise (%) =1.

3. Die Gleichung habe genau eine Wurzel U in P,. Es ist
fx)= (x — U) fi(x), wobei f(x) ein in P, irreduzibles quadra-
tisches Polynom ist. Die Wurzeln (3, y von f; (x) liegen dann im
Galoisfeld GF (p?).

Es ist (U— B) (U—y)=f,(U) Element von P,, doch g—y
liegt nicht in P,, wohl aber (f — y)2.d ist also kein Quadrat
eines Elements von P, auf die Kongruenz iibertragen, heiB3t dies:

d ist quadratischer Nichtrest von p, es ist % =—1
Wir haben den folgenden Satz von Skolem:

Satz 1. Eine Kongruenz
flx)=a®+ ax?+ bx+ ¢ = 0 mod p

nach einem Primzahlmodul p >3 hat, wenn d die Diskriminante
von f(x) und (%) = —1 4st, genau esne Wuprzel. Ist (%) =1, so hat
sie entwedey dvei oder keine Wurzel.

Durch die Voraussetzungsformulierung fillt der ausgeschlossene
Fall d = 0 mod p von selbst aus.

Beispiele
1. #3 4 4x — 5 = 0 mod 11 hat die Diskriminante
d= —256 —675= —3 —4= — 7= 4mod 11,
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esist (%) =1. Da die Kongruenz offenbar die Wurzel ;=1 hat, muf sie

drei Wurzeln haben. Es ergibt sich », = 2, v; = — 3.
2. Gegeben f(x) = #* —x — 2 = 0 mod 7. Es ist
d—=4—108= — 104 =1 mod 7,

also (%) —=1. Die Kongruenz f(x¥)= 0 hat also entweder keine oder drei

Wurzeln. Da » = 0, 41 offenbar sofort ausscheidet, ist mit f(2) = 4,
f(8) = 1 gezeigt, daB keine Wurzel vorhanden ist, da nur zwei nicht unter-
suchte Restklassen iibrig bleiben.

3. Wir untersuchen g(x) = #® —x — 3 = 0 mod 7. Es ist g(») = f(») —1,
wobei f(x) dem vorigen Beispiel entnommen ist. Sofort ersieht mang (3) = 0.

Hier wird d = 4 — 243 = —239 = —1mod 7, also <%> = — 1. Daher
ist x = 3 die einzige Wurzel.

4. #* —1 = 0 mod p hat die Diskriminante — 27. Wir ersehen, daB die
Kongruenz fiir ( _73> =1 drei Wurzeln, fiir < ;3

\

) — —1 eine Wurzel hat.

Da aus bekannten Sitzen folgt, daB das erste fiir p= 1 mod 3, das zweite

fiir p= —1 mod 3 gilt, so haben wir: — 3 ist Rest aller Primzahlen 6 X 41,

Nichtrest aller Primzahlen 6X —1. Dies bestitigt sich durch das R.G.
—3 . .

(\7> = (%3) = (%), weil p >0, — 3=1mod 4 ist.

Man beachte wohl, daB die Diskriminante in diesem Paragraphen nichts,

mit der Diskriminante in § 21 zu tun hat.



C. THEORIE DER ALGE~BRAISCHEN KORPER

§ 25. Begriff der ganzen algebraischen Zahl

Definition. Ein Polynom in x heifit normiert, wenn sein hochster
Koeffizient, d. h. der Koeffizient dev hichsten Potenz gleich Eins st.

Definition. Die Wurzeln eines in P irveduziblen normierten Polynoms
mit ganzen vationalen Koeffizienten

fle)=ay+a,x+ -+ a,_ 2" 14 x"
heiflen ganze algebraische Zahlen.

Man kann nun entweder nach der Methode der modernen Algebra
zu P, dem Zahlkorper der rationalen Zahlen, der auch der Prim-
korper der Charakteristik Null ist, eine Wurzel o des Polynoms
f(x) symbolisch adjungieren. Oder man kann nach dem sog.
Fundamentalsatz der Algebra unter o eine wirkliche reelle oder
komplexe Zahl verstehen, die Wurzel von f(x) ist. In der Zahlen-
theorie ist der letzte Weg unausweichlich, denn mit der bloBen
symbolischen Adjunktion kommt man hier nicht sehr weit.

Es sei also a)= a eine Wurzel von f(x) = 0. Dann sind etwa
a2, ..., al® die anderen Wurzeln. Man kann den abstrakten
Korper = P(«) durch die » Korper P(a@), ..., P(a(™) wirk-
lich im Bereiche des Korpers aller komplexen Zahlen darstellen.

n sei im weitern stets der Ko6rpergrad. Ein solcher Koérper heiBt
Zahlkirper.

Nun koénnen verschiedene Verhiltnisse eintreten, es kénnen die
Korper P(a()) ganz oder teilweise zusammenfallen. Wenn alle
Korper P(a()) zusammenfallen, so spricht man von einem Ga-
loischen Korper. Die dafiir hiufig gebrauchte Bezeichnung
,normaler Kérper wollen wir lieber vermeiden, da sie neuerdings
auch in einem anderen Sinn verwendet wird. Ein Beispiel fiir
einen Galoischen XKorper ist der quadratische Zahlkorper

k= P(}m). Hier ist Ym die Quadratwurzel aus einer quadrat-
freien rationalen Zahl. Die Zahlen des Zahlkdrpers sind von der
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Form yW =g+ b)m mit ganz rationalem a; b. Die Zahl
Y& =q— b]/ﬁ liegt ebenfalls im Korper, ist aber fiir b= 0
von y(M) verschieden. Ist b= 0, so kann die y = a nicht zur De-
finition des Korpers dienen. Denn fiir P(z) = P kdmen wir nicht
itber den Korper der rationalen Zahlen hinaus.
Es sei o eine erzeugende Zahl des Korpers 2= P(«). Dann kann
es unter Umstidnden in 2 auch nicht rationale Zahlen § geben, so
daB %, = P(B) noch nicht % ist, sondern P < &, < & gilt. « heiBt
hingegen erzeugendes oder primitives Element von % iiber P.
Wir unterscheiden unter den » Kérpern P(a(h) etwa 7, reelle und
7, Paare konjugiertkomplexer Korper, so daB » + 27,= n ist.
Wir definieren hier gleich die wichtige Zahl 7. Esseir = 7, + 7, — 1.
Im reellquadratischen Korper, also bei positivem # in P(}/f_n)
ist dann 7, = 2, 7,= 0, » =1, hingegen wird im imaginirquadra-
tischen Koérper (m<0) #,=0, 7,=1, »=0.
Eine ganze algebraische Zahl ist natiirlich auch Wurzel anderer
normierter rationalzahliger Polynome als des irreduziblen nor-
14+V5
2
algebraische Zahl, Wurzel des normierten irreduziblen ganzzah-
ligen Polynoms f(x) = x*— x—1, aber auch Wurzel des nor-
mierten rationalzahligen nicht ganzzahligen Polynoms

gle) —ar— 2 — 3% — L f(e) (x + 5).

"Damit eine algebraische Zahl ganz ist, geniigt es, wie wir bald
sehen werden, daB sie Wurzel eines normierten ganzzahligen
Polynoms ist; das Polynom braucht nicht irreduzibel zu sein.
Um dariiber ins klare zu kommen, brauchen wir einen Satz iiber
den Inhalt von Polynomen:

eine ganze

mierten, von dem sie Wurzel ist. Soist z.B. a =

Satz 1. Es seien  f(x)=2a,x! und g(x)=2byx* ganzzahlige
Polynome (nur endlich viele a; und b, verschieden von Null) ; ferner
mogen die groften gemeinsamen Teiler (ag, ay, a, . ..) = I(f) bzw.
(bg by, bs, . . ) = I(g) die Inhalte von f bzw. g heiflen. Dann gilt

I(fe=1I()1)

mit anderen Worten: Der Inhalt des Produktes zweier ganzzahliger
Polynome st glesch dem Produkt dev Inhalte.
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Beweis: Sei fg= A, dann ist & (x) = 2 c,a! mit

o= 2 asb.
J¥k=1
Wir gehen von einer rationalen Primzahl 4 aus, fiir die p4 || I(f),
B || I(g) gilt. Wir nehmen an, es seien 4, . .., a,_; durch p4+1
teilbar, hingegen gelte p4 || a,. Ebenso seien b, ..., b,_; durch

pB+1 teilbar, dagegen sei pB || b,.
Jedenfalls gilt p4+38 | ¢, fiir jedes I.
Wir brauchen den Koeffizienten ¢,,,. Man erhilt

Cogg = Asby + Aoy by s+ @40b o+ -+ g bo+ a5 _1b
+ @9l a0+ dobsyy-

Ein Ausdruck a,,;b,_; ist durch p4+B+1 teilbar, da a,,; durch
p4, b,_; durch pB+1 teilbar ist. Ebenso zeigen wir, daB a,_;b,,;
durch p4+B+1 teilbar ist; mithin gilt wegen p4+B | a, b,

p4+E || I(fg), w.z.b.w.

Satz 2. Zerfillt ein ganzzahliges Polynwom h(x) in das Produkt
zweter vationalzahliger Polynome f(x), g (x), dann auch in das Pro-
dukt zweier ganzzahliger Polynome F (x), G (x).

Beweis: Wir konnen I (%) =1 annehmen. Denn gilt der Satz in
diesem Falle, dann auch nach Multiplikation von % mit einer
ganzen rationalen Zahl.

Es seien M und N bzw. die Inhalte der Zdhlerpolynome, wenn
die gemeinsamen Nenner P, Q hergestellt werden. Es wird also

My (%)

fla) = 2By = )

Q

mit 7(x), s(x) als ganzzahligen Polynomen des Inhaltes eins.
Wir kénnen von vornherein P, Q als natiirliche Zahlen anneh-
men. Dasselbe gilt von M, N der Definition nach. Die sich er-
gebende Gleichung

My (%) N s (%)
P 0
multiplizieren wir mit PQ, und erhalten

MN7(x) s (x) = & (x) PQ.

= h(x)
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Gleichsetzen der Inhalte gibt

MN =PQ,
daher 7(x)s(x) = h(x), w.z.b.w.
Fast unmittelbar folgt

Satz 3. Zerfillt ein normiertes ganzzahliges Polynom in das Pro-
dukt novmierter rationalzahliger Faktoven, so sind diese ganz-
zahlig.

Beweis: Da das Polynom normiert ist, hat es den Inhalt Eins.
Es muB, da es zerfallt, in das Produkt zweier ganzzahliger Fak-
toren zerfallen; diese koénnen normiert genommen werden. Zer-
f4llt es in mehr als zwei Faktoren, so wenden wir auf einen der
bisherigen zwei Faktoren denselben SchluB an.

Es folgt

Satz 4. Die normierten irveduziblen Faktoven eines ganzzahligen
normierten Polynoms sind ganzzahlig.

Nun sind wir am Ziele:

Satz 5. Ist die algebraische Zahl o Wurzel eines mormierten ganz-
zahligen Polynoms, so ist sie ganz.

Beweis: a ist dann Wurzel eines der normierten irreduziblen
Faktoren, die ganzzahlig sind.

Beispielsweise ist cos% +1 sin—zag eine ganze algebraische Zahl

als Wurzel des normierten, ganzzahligen Polynoms x% —1, ob-
wohl dieses Polynom reduzibel ist.

Wir iibernehmen einen Satz aus der klassischen Algebra. Ist
Ffl@)=(®—x,)...(x—x,) ein Polynom, also x;,..., %, seine
Wurzeln, so ist f(x) = a®+ a,a"1 + agx® 2+ - - - + a,. Dabei
sind die Koeffizienten

ay=— (@ +xa+ - -+ %),

Gy= %125+ - - - Xy 2y ByXg - XXt + Xp1%n,
g = — (X @26+ - - - + Xy %920y + X1 X3 %y + - F En_2%n-1%n)s
ap= (—1)"xy25. .. %,

die elementarsymmetrischen Funktionen der Wurzeln, und es gilt
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Satz 6. Jedes symmetrische ganzzahlige Polynom Sy, ..., x,) der
Wurzeln 1ift sich als ganzzahliges Polynom der elementarsymme-
trischen Funktionen darstellen.

Nunmehr sei « Wurzel des normierten ganzzahligen, irreduziblen

Polynoms f(x), etwa o= a®), die Zahlen a®), ..., a(™ heiBen
die konjugierten von . Ein symmetrisches Polynom
S(a®, ..., alm)

mit ganzzahligen Koeffizienten ist also eine ganze rationale Zahl.
Wir erhalten nun sehr schnell folgende Sitze:

Satz 7. Das Produkt einer gamzen algebraischen Zahl mit einer
ganzen vationalen Zahl ist ganz algebraisch.

Beweis: o geniige f(x)=0, Aa geniigt f<%> =0, d.h. mit
f(x) = ag+ ayx + - - - 4 « geniigt die Zahl A« der Gleichung
agA™ + a; A% 1o+ - - 4 2" = 0.

Satz 8. Swumme, Differenz und Produkt zweier ganzer algebraischer
Zahlen sind ganz algebraisch.

Beweis: Zunichst kann nach Satz 7 der Fall der Differenz unter
den der Summe einbegriffen werden.
Seien die a® zu a = aW), die f zu f= W konjugiert. Das
normierte Polynom
Px) = JT (x — a9 — )
(2%]

hat zum Koeffizienten von (—1)’x* Summen der Art

3 [ [0

Greifen wir ein U — [Ta®™ heraus, dann ist der Koeffizient
ein symmetrisches ganzzahliges Polynom in den B, also eine
ganze rationale Zahl; da Analoges fiir U gilt, sind alle Koeffizien-
ten von P (x) ganz rational. Damit ist « + 8 als ganz algebraisch
nachgewiesen.

In derselben Art ergibt sich durch Betrachtung des Polynoms
Q@) = JT = — ) g0),

%)

daB o« ganz algebraisch ist.
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Noch dariiber hinausgehend ist
Satz 9. Ist o Wurzel eines normierten Polynoms
f(x)z Ig+ A S N =14 xN,

dessen Koeffizienten ganze algebraische Zahlen sind, so ist o ganz
algebraisch.

Beweis: Wir bezeichnen die konjugierten Zahlen zu g, y, ..., »
der Reihe nach wie folgt:

U= B= 1D, B& = 1>, . BO) = 1O,
PO = = QO ) = @),

w ) = o= A6+ (b)) = A(w),

(Es moge das normierte irreduzible ganzzahlige Polynom mit der
Wurzel 8 vom Grade b, dasjenige mit der Wurzel y vom Grade
by, . .., schlieBlich dasjenige mit der Wurzel » vom Grade b,
sein. Weiter sollen die Abkiirzungen gelten: b, =5, b+ by=c,
ce by b+ 4 b= u).
Dann ist ¢« Wurzel des normierten ganzzahligen Polynoms R (x),
niamlich des iiber alle #! Permutationen erstreckten Produkts

Rx)= [JI (A4 2w+ ... 4 A, )an 14 an).

Tis s e en By

Nun noch ein sehr einfacher, aber duBerst wichtiger Satz:

Satz 10. Ist eine ganze algebvaische Zahl rational, so ist sie ganz
rational.

Beweis: f(x) = aq+ ayx+ - - - + ay_32" '+ «™ mit ganzen ra-
tionalen a; habe eine rationale Wurzel ¢, also f(x) den Faktor
« — ¢. Nach Satz 3 muB x — ¢ ein ganzzahliges Polynom, also ¢
eine ganze Zahl sein.

Satz 8 kann auch so ausgesprochen werden:

Satz 11. Die ganzen algebraischen Zahlen bilden einen Ring, genauer
etnen Integrititsbereich.

Beweis: Aus a =0 («, § ganz algebraisch) folgt « =0 oder
B = 0. Der nach Satz 8 von den ganzen algebraischen Zahlen ge-
bildete Ring ist daher ein Integritdtshereich.
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Beispiele

1. Soll untersucht werden, ob

—1+1V5
1 +

x =

V10 + 275
v 4

ganz algebraisch ist, so bilden wir die Gleichung mit den Wurzeln
«, o, wobei & die konjugiertkomplexe Zahl zu « ist. Fast augen-
blicklich folgt

Leicht berechnet man auch aa — -° —;62}/5 4 10 —*1—62}/5 =1.
Mithin erfilllt « die Gleichung
x% + 1—Vs x+1=0

2

mit ganzen algebraischen Zahlen als Koeffizienten. Die Gleichung
in P[x], der o geniigt, findet sich als

i = (5 11— (152

oder ausgefiihrt Wb xS x4 1= O,
Mithin geniigt o auch der reduziblen Gleichung x5 —1=0, es
ist « eine primitive fiinfte Einheitswurzel. Werden die Quadrat-
wurzeln als positiv angenommen, so ist a = cos 72° + ¢ sin 72°.

2. Wir untersuchen, ob 5 V61 V3

2

algebraisch ganz ist. Wir bilden die Gleichung mit den Wurzeln §

und g, — /8 - V2 Eswird f+ B,— V6, BB, — 1. Mithin genigt

der Gleichung

x2—x]/§+1=0

mit ganzen algebraischen Zahlen als Koeffizienten. f und g, sind
also ganz algebraisch.
14713

2
mierten rationalzahligen nicht ganzzahligen irreduziblen Poly-
noms f(x) = x2 — x — . Es ist somit p nicht ganz.

3. Gegeben y = 1—7s sind Wurzeln-des nor-

. yund y; =
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Nochmals sei darauf hingewiesen: Ist ein ganzzahliges normiertes
Polynom f(x) oder auch nur ein normiertes Polynom f(x) mit
ganzen algebraischen Zahlen als Koeffizienten gefunden, dessen
Whurzel eine Zahl 4 ist, so ist ¢ ganz algebraisch. Ist hingegen das
normierte Polynom nicht ganzzahlig, so darf daraus nicht ohne
weiteres geschlossen werden, daB ¢ nicht ganz algebraisch ist, es
muB hierzu erst nachgewiesen werden, daB das Polynom irredu-
zibel ist.

Beispiele zum Selbstrechnen

Man untersuche, ob folgende Zahlen ganz algebraisch sind:

NRLE S 5 LI
2 2
5 }/3-‘;)-1/5' 4.1+1;—13.

§ 26. Lineare Unabhingigkeit

Ist ¢, das wir im folgenden als ganz voraussetzen wollen, erzeu-
gendes Element von % iiber P, was gewohnlich abgekiirzt 2/P
geschrieben wird, also 2= P(8), so sind die Zahlen des algebra-
ischen Zahlkorpers gegeben durch

6=+ ag®+ -+ a, Ol (1)

Hierbeiist f(¢#) = 0, f(«) irreduzibel vom Grade #, die a; rational.

Hohere Potenzen von ¢ sind nicht notwendig, denn, da f(#) = 0
ist, kann ¥ durch die niedrigeren Potenzen von ¢ ausgedriickt
werden, ebenso ¥#"*1 usw.

Satz 1. Die durch (1) gegebeme Darstellung einer Zahl ist ein-
deutig.

Beweis: Wiirde auBer (1) auch o =b,+ .-+ 0,91 gelten,
so folgte (a;— &)+ -+ (@, — b,)9"1=0. Hitte nun das
Polynom g (x) = (¢, — b)) + - - - + (@, — b,) x*1 einen Grad =0,
so miiBte es, da g(x) mit dem irreduziblen Polynom f(x) eine
Wurzel gemein hat, durch f(x) teilbar sein. Dies ist aber unmég-
lich, denn der Grad ist kleiner als der Grad » von f(x). Dieser
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Widerspruch kann nur dadurch behoben werden, daB g(x) iiber-
haupt keinen Grad. hat, somit das Nullpolynom und

st ay=2"5,...,a,=b,

Satz 2. Sind in (1) die a; ganz (rational), so ist « ganz alge-
braisch.

Beweis: Er folgt aus Satz 9 in § 25.
Es braucht aber (1) noch nicht alle ganzen algebraischen Zahlen

des Korpers zu liefern, z. B. liegt in & = P(}/5) die Zahl +‘V5
die mit ¢ = /5 nicht unter die Gestalt (1)mit ganzen a, fallt.

Es ist (1, &, 9% ..., 97 1) eine Basis des Korpers & iiber P, da
alle Zahlen des K6rpers durch (1) gegeben werden.

Wir wollen in diesem Buche sagen ,,Basis aller Korperzahlen®,
da der Ausdruck Korperbasis einem spezielleren Begriff in der
Zahlentheorie vorbehalten ist, zu dem wir im nichsten Paragra-
phen kommen.

Definition I. ¢ Zahlen des Korpers vy, . .., y, heifen linear unab-
hingig, wenn eine Relation

gyt t+ay=0 (2)
mit rationalen c; nwur beim Verschwinden samtlicher c; moglich ist.
Gleichwertig ist
Definition II. ¢ Zahlen eines Korpers vy, . . ., y, heiffen linear un-
abhingig, wenn eine Relation

Gyt -+ Cy=0 (3)

mit ganzen rationalen C; nur bei Verschwinden aller C; mig-
lich ist.

Die Erfilllung der Bedingung der Definition I hat offenbar die
der Bedingung von II zur Folge. Aber auch das Umgekehrte
gilt. Denn ist die Bedingung von II erfiillt, eine Beziehung (2)
gegeben, und ¢;= %, wobei die C; und B > 0 ganzzahlig sind,
so folgt (3), daher sind alle C;= 0 und auch alle ¢;= 0.
Satz 3. Es gibt n linear unabhingige Grofen im Korper k.

Beweis: Nach Satz1 sind z. B. die GréBen 1, &, 92, ..., 971
linear unabhéngig.
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Sind 9, ..., 9, nicht linear unabhingig, so heiBen sie linear
abhingig.

Satz 4. (n+1) Korperzahlen vy, . . ., Yuyq Sind stets linear abhingig.
Beweis: Es sei » '
Vs =ké'10,”19"‘1.

Wir wollen die Existenz von GréBen x; mit Ely,x,— 0 nach-
weisen, wobei die «; rational sind und nicht simtlich verschwm—

den. Der Ansatz gibt %‘xﬁkﬂ?" 1_0
VIR

also wegen der Irreduzibilitdt von f(x)

Zx, cy=20
J
fir k=1,2,3,...,n Ausfithrlich geschrieben wird dies
n®+ -+ Caa®an=0,
Ca®1t -+ Conra®arn=0.
Das sind » homogene lineare Gleichungen mit den (» +1) Un-
bekannten «,, . .., x,,; und Koeffizienten aus P. Da mehr Un-
bekannte als Gleichungen gegeben sind, gibt es nichttriviale
Lésungen [x, ..., x,,,] in P.
Ein weiterer trivialer Satz:
Satz 5. Ist unter den y; die Null, so sind y,, . . ., y, stets linear ab-
hingig.
Beweis: Die Annahme y, = 0 verletzt nicht die Allgemeinheit.
Mit C;=1, C=---=C,=0ist JC;- y,=0.
Die quadrierte Determinante i
AL MO
aq® L a,®
Aoy, oo, 0p) =
@l(n) .« .. (xn(")

heiBt Diskriminante der n Zahlen oy, . . ., a,. Sind D), ... k™
die # konjugierten Korper, so ist a¥) die abstrakte Zahl a, ver-
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wirklicht im Korper 21);...; a(® ebenso die Zahl «, verwirk-
licht im letzten Korper A(™). Die Quadratwurzel aus 4, also den
Ausdruck fiir 4 ohne den Exponenten 2 der Determinante be-
zeichnen wir mit Q (nur im folgenden).

Satz 6. Sind y,, ..., y, lnear abhingig, so wverschwindet ihve
Diskriminante.

Beweis: Gilt 2,9, + - - - + x,7, = 0 mit rationalen, nicht durch-
weg verschwindenden «x;, so gibt die Verwirklichung dieser Bezie-
hung in den » Koérpern

x1'}’1(1) + -+ xnyn(n — O)

x1')’1(") 4+ 4 x"yn(n) = 0.

Wir haben » homogene lineare Gleichungen in «,, ..., x,. Aber
diese GroBen sind nicht alle Null. Daher verschwindet die Deter-
minante des Systems, esist Q =0, also A (y;, ..., y,) = Q%= 0

Definition. Unter der Spur S («) einer Zahl verstehm wiy die Summe

der Konjugierten: S (a) = a® + .- - 4 al®) = 2 o). Die Spur ist

i=
daher eine rationale Zahl. Ist « ganz, so ist die Spm ganz rational.

Satz 7. Sind die Zahlen x,y beliebig vational, so ist S(xa -+ yp)
= xS (a) +yS(B).

Beweis: Es wird
n
Swa+yp) =3 {xa®+ypY)

=1

_ x__ﬁlaw + yéﬂm — xS (@) +yS(B) -

Insbesondere ist der Spezialfall wichtig:
Satz 8. S(a+ ) = S(a)+ S(B).

Nun beweisen wir

Satz 9. Die Diskriminante A (o, . . ., o,) it eine vationale Zahl.
Sind oy, . . ., a, ganz, so ist sie eine ganze rationale Zahl.
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Beweis: Mit dem Vektor a; = [a,™, ..., a)™] 1dBt sich "
4
a, o .
Q=1|."|=|ay a5 0]
aﬂ
schrelben Es wird ‘

a0, = Z‘a,(” ot = S(a,ock) .

Nach dem Multiplikationssatz der Determinanten ist
o2, Slay?) ... S(aa,)
Aoy, -y o) = Q2= | - = |
0,0y ... a2 S(x,04) ... S(a,2)

also eine, nebenbei bemerkt, symmetrische Determinante - mit
rationalen Elementen. Damit ist Aoy, ..., &, als rational -er-
wiesen. Sind alle o; ganz, so alle «;a;; es werden alle Spuren

S(a;- o) ganz rational, di¢ Diskriminante ist eine ganze ratio-
nale Zahl.

Definition. Die Diskriminante )\ (1, D, 92, ..., 9" 1), wober O eine

Zahl von k ist, heift Diskriminante von & und werde kurz mit A (9)
bezeichnet.

Sofort folgt

Satz 10. Die Diskriminante einer erzeugenden Korperzahl © ist
eine rationale von Null verschiedene Zahl. Ist & ganmz, so ist A (9)
ganz rational von einem Absolutbetrag = 1.

Bemerkung: Wir werden bald den Satz dahin verschirfen, daB8 der

Absolutbetrag der Dlsk.rumnante einer erzeugenden ganzen Korperzahl ¢
die Beziehung |4 ()| > 1" erfiillt.

Satz 11. n Korperzahlen
n
y,:_Z;c“ﬁi—l (Gj=1,..., n

mit rationalem c,; sind gemaw dann linear unabhimgig, wemn die
Determinante |c,;| == 0 ist.

8 Holzer, Zahlentheorie. I
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Beweis:

n
I. Ist > a;9,=0 erfilllt mit rationalen nicht durchweg ver-
j=1 .
schwindenden «;, so folgt sofort
0% 91 =0.

1)
Wegen der Irreduzibilitit der erzeugenden Gleichung #-ten Gra-
n
des fiir ¥ haben wir also 3 ¢;-x;=0; das sind » homogene

=1
Gleichungen fiir die nicht djurchweg verschwindenden GréB8en wx;.
Demnach ist die Determinante |c;;|= 0.
IT. Aus |¢;|=0 (Determinante Null), folgt sofort, daB das
Gleichungssystem ”

j;l’ ¢, ;2;,=0

(1 £ 4 < ») nichttriviale rationale ganzzahlige Losungen hat. Es
bleibt

n
2y1x1= 0,
i=1

womit Satz 11 vollig bewiesen ist.
Wir betrachten nun weiter die Diskriminante

1 1 o1 2

9 H@) R Y ()
4@ = |gar  ger .. @y

ﬁ‘(l)n—l 1.9(2)11—1 L ﬂ(n)"‘l

Nach einem bekannten Determinantensatz ist daher
A (¥ = H (19(u) — ﬁ(v))z ,
u>v

also genau dann von Null verschieden, wenn ¢ eine erzeugende
Korperzahl ist.

Um iber das Vorzeichen von A(#) etwas zu ermitteln, ordnen
wir die » Korper, wie folgt, an: Wir nennen kW, ..., k(™ die
konjugierten Korper Zuerst sollen die 7; reellen Koérper kommen

BV R,
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sodann nehmen wir von jedem der konjugiert komplexen Paare
einen Korper B+l kit

Nun folgen die restlichen Koérper, und zwar so, daB fiir
n<j=n-+r

stets R +9) — T

folgt, wobei der Strich den Ubergang zum Konjugiertkomplexen
bedeutet.

Nun bestimmen wir das Vorzeichen von A4 (#). Dies hingt offen-
bar nur davon ab, wieviel Paare konjugiertkomplexer eigentlich
komplexer Zahlen unter den 9 vorkommen, wobei von der
speziellen Bedeutung der &) als konjugierter Zahlen zu ¢ ab-
gesehen wird. Natiirlich sind die # als paarweise verschieden

anzunehmen. Wir benennen um: es seien &, ..., §r1 die reellen,
dagegen %y, 7y, - -, 1,, = T, 7},, = T die konjugierten Paare unter
den 9.

Wir behaupten: sgn 4 () = (—1).

Fiir 7,= 0 ist der Satz selbstverstdndlich, da 4 (¢#) das Quadrat
einer reellen Zahl = 0 ist. Er sei fiir 7, —1 bewiesen; es komme
7, T hinzu. Die Diskriminante der », + 27, — 2 GroBen

b
bezeichnen wir mit 4, (#). Nach der Induktionsvoraussetzung ist
sgn 4, () = (— 1)L '
Weder die Quadrate der Produkte

(&—1) (& —7)

noch die der Produkte

(my—7) (;—7) (7 —7) @;—7)
dndern das Vorzeichen. (Die Produkte selbst sind schon > 0).
Aber 7 — 7 ist rein imagindr, (v — 7)2< 0 und

sgn 4 () = — sgn 4, (§) = (—1)n.
Somit ergibt sich
Satz 12. Das Vorzeichen von A (), wobei O eine evzeugende Korper-
zahl ist, ist (—1)". ,
Die beim Beweis verwendete Korperanordnung wollen wir kurz
Anordnung (A) nennen und oft verwenden. Wir behalten uns
8*
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allerdings-das Recht .vor, von ihr, wenn es zweckmiBig ist, ab-

zuweichen.

Satz 13. Sind (wie ber Satz 11) n Korperzahlen

Y= .2‘10”191"1 (1=1, ..., n)
mit der Matrix € = (c;;) gegeben, so dst
Ay, - ya) = [CA(D)

Beweis: Wir bezeichnen mit {y,} den Spaltenvektor mit dem
Element p,® in der j-ten Zeile. Bezeichnet g, den Spaltenvektor
der Zahlen 1, 9O, ..., 9®*7! so wird {y{?} = €g,. Die Matrix
der Determinante, die die Quadratwurzel aus der Determinante
A(yy, - -, ya) ist, wird

€g, ... 6g) =C(g, .-, ga)-

Ay, va) = (€ (61, - -, gal®.
Es ist aber [g;, ..., g,[2=4(3).

Sofort folgt

Satz 14. (Verscharfung von Satz 6). Notwendig und hinveichend
fiir die lineave Abhdngigkeit von Vi Va ist das Verschwinden
der Diskviminante A (y,, . . ., V,).

Beweis: Satz 6 sagt aus, daB das Verschwinden notwendig ist.
Nach Satz 13 folgt bei Verschwinden der Diskriminante, da8
|€|= 0 ist, daraus nach Satz 11 die lineare Abhingigkeit.

Satz 15. Fiir linear unabhingige py, . . ., Yy ist sgn A (yy, . .., vn)
= (1),

Beweis: Er folgt aus Satz 12 und 13.

Durch das Vorzeichen der Diskriminante von ¢, das nach Satz 15
mit dem aller Diskriminanten linear unabhingiger Zahlen zu-
sammenfillt, wird also bei kleinen Werten von » die Gré8e 7, be-
stimmt:

Ist n=2, also der Ko6rper quadratisch, 4 (%) >0, so ist 7,= 0,
da dann 7, gerade ist und nicht 2 sein kann; es muf 7, = 2 sein,
der Korper ist reellquadratisch. Ist bei sonst gleichen Umstén-
den A4(J#) negativ, so ist 7,=1, », = 0, die konjugierten Ko6rper
sind konjugiertkomplex im Sinne der Analysis.
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Ist n=3, 4(#) >0, so ist wieder 7,= 0, 7, = 3; alle drei Korper
sind reell. Ist jetzt 4(#) negativ, so ist r, =1, r,=1, und es ist
ein Korper reell, zwei Korper sind konjugiertkomplex.

Bei n=4, A($) <0 folgt r,=1, r,= 2. Wir haben zwei reelle
Korper und ein konjugiertkomplexes Korperpaar. Hingegen kann
bei positiver Diskriminante keine eindeutige Entscheidung ge-
troffen werden, es kann 7,= 0, 7, = 4 oder aber 7,=2, ;=0
sein.

§ 27. Die Hauptgleichung

Es sei k= P(d), ¢ eine erzeugende Korperzahl, o eine andere
nicht notwendig erzeugende Zahl des Korpers. ¢ ist Wurzel des
Polynoms f(x), das irreduzibel und vom Grade # sei. Es moge
mit rationalem a,; '

(x=ﬂu+a12ﬁ+---+alnﬁ'n—-l (1,1)

sein, wir finden
ad= A9y + 42219 4.4 aznﬁn—l, (1, 2)
a0 l=qa, + apd+- -+ a,, "L (1;n)

Wir bezeichnen mit 9 die Matrix (a;;). Dann kann das Gleichungs-
system (1;1), (1;2),..., (1;n) kurz als

(A—aC)g=0 2)
geschrieben werden. Dabei ist € die Einheitsmatrix, o der Null-

vektor, endlich
1

9
o

Da (2) fiir den vom Nullvektor verschiedenen Vektor g ein homo-
genes System von # Gleichungen mit # Unbekannten darstellt,
so muB die Determinante Null sein. Wir wollen die mit (—1)*
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multiplizierte Null sein lassen, also schreiben
(=) |A—a€|=0, (3)
oder ausfithrlich geschrieben

Ay — & Gyg cee Ay,
A9y Agog— O ... Qgy

(=11 : =0. (4)
Apy Ay e By — O

(3) bzw. (4) gibt die Hauptgleichung fiir o. Die Lehrbiicher der
Determinantenrechnung geben einfache Regeln, die die Berech-
nung der linken Seite g(a) von (3) und (4) wenigstens fiir kleine
Werte von # erméglichen. Wird somit

gla)= (=1 |A—=xC|
gesetzt, so ist z. B. bei n=3
g(x)=x3—x25(91)+xC(i)I)—IQI[. (5)

Hierbei ist S () die sog. Spur der Matrix, die Summe der Haupt-
diagonalglieder. C (%) ist die Summe der zweireihigen Haupt-
diagonalunterdeterminanten. ‘In (3) und (4) ist der Vorfaktor
beigesetzt, damit g(x) normiert sei.

Es gilt nun iiber die Hauptgleichung der wichtige

Satz 1. Die linke Seite der Hauptgleichung ist entweder trreduzibel
oder veine Potenz eines normierten irveduziblen Polynoms.

Beweis: Ist g(x) nicht irreduzibel, so sei % (x) ein normierter
irreduzibler Faktor. Die Gleichung (1;1) werde kurz o = T (9)
geschrieben.

Wir betrachten speziell den Wert o = a®). Dies ist keine Ein-
schrinkung der Allgemeinheit, die Anordnung (A) wollen wir
ausdriicklich hier nicht machen. Es ist also o= T (4W), & (x)
sei der normierte irreduzible Faktor, von dem a®’ Wurzel ist.
Es kann /% (x) mehr als einmal in g(x) aufgehen, sei /¢ (x) || g (x),
also g(x) = A (x) u(x), wobei % (x) nicht mehr durch % (x) teilbar
ist. Wir nehmen an, der Grad von #(x) sei positiv. Dann muB
etwa ein o)== «®) Wurzel von u(x) sein. Wir setzen u{T (x)}
= U(x). Die Gleichung #(a«)= 0 hat U(#")=0 zur Folge,
also hat U mit dem irreduziblen Polynom f eine Wurzel gemein,
also alle, es ist U(3™) =0, d.h. u(a®)=0. Es hat u(x) mit
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dem irreduziblen Polynom % (x) eine Wurzel gemein, damit alle.
Es wire also doch % (x) durch % (x) teilbar. Dieser Widerspruch
kann nur dadurch behoben werden, daB #(x) den Grad Null
hat, also eine Konstante ist, die Eins sein muB, weil g(x), % (x)
normiert sind.
Auf jeden Fall ist P(a) £ P(9) = 4.
Ist nun g(x) irreduzibel, so ist P(«) ebenfalls vom Grade #, also
k= P(a), a ein erzeugendes Element.
Ist g(x) reduzibel, und zwar

g (w) = ha (),
so gilt: Der Grad von % moge ¢ sein, es folgt n= gt, also n =0
mod ¢g. Als irreduzibles Polynom hat % keine mehrfachen Wur-
zeln, seinet Wurzeln sind paarweise verschiedene konjugierte Zah-
len, etwa A glath) | gD+,
Es ist a@ eine g-fache Wurzel von g, durch eventuelle Umnume-
rierung ergibt sich

=@ =...= gl
alatl) = q@+2) = . . . = (x(ZQ),
aE-a+l) — x((¢-Dt+2) — . . . = §(ta),

‘Wir haben

Satz 2. Ist « einfache Wurzel der Hauptgleichung, so ist o erzeu-
gende Korperzahl, k=P (a). Ist o eine g-fache Wurzel der Haupt-
gleichung, so ist der Korpergrad n ein Vielfaches von q, n= qt,
und k¥ = P(a) ist vom Grade t beziglich P, also ein echier (mat k
nicht zusammenfallender) Teilkirper zwischen P und k, wobei k
ausgeschlossen ist. Es fallen dann in k je g Konjugierte von o zu-
sammen.

Beispiel fiir die Hauptgleichung: Man sieht leicht, daB
flx) =% — 22— 2x— 8
irreduzibel ist, also durch f(#) = 0 ein kubischer Korper 2= P(J)
definiert wird. Wir setzen o = ﬂi;—ﬂ Man hat sofort die Rechen-
regel 93 = 924 29 4 8, daher
at=3(024+294+8—-9)=9+ 4, a92=9%+ 49.
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Diese drei Gleichungen geben geordnet
—a— 39+ 192=0,
4 +9(1—a)=0,
49 4+ 9%2(1—a) =0.
Nun ergibt sich sofort die Hauptgleichung
e~} 3
—| 4 1—a 0 |=0.
0 4 11—«

Die Matrix 9, auf die es bei Formel (5) ankommt, ist daher
0~} }
A=(4 1 0
0 4 1

Man hat sofort mit den dortigen Bezeichnungen

SO =2, CW 0 —3 0 3 o B
()—,()=41+01+41=+=3.
~1 1
|2(]=—4’4 L | =10
Wir erhalten

gla)=a%—2a2+4+ 3a —10=0.
Wir sehen, o ist eine ganze algebraische Zahl.
Bei der Hauptgleichung haben wir

n
H x— ),

g(x) — xh xn~12a(z)+ coe - (—1 )"o;(l)oc(z) A CON
1 =1

also

Sofort folgt S(x) = S () oder
Satz 3. Die Spur der bei der Hauptgleichung auftretenden Matrix
ist gleich der Spur der Zahl.

. . n
Weiter wird 9] = «®. .. 6 = JTa®.
j=
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Diese Zahl heiBt Norm von «, sie ist rational. Wir schreiben sie
N(a) oder auch 'symbolisch aN. Letztere Schreibweise recht-
fertigt sich durch den folgenden sehr schnell abzuleitenden

Satz 4. Die Norm eines Produktes ist gleich dem Produkt der Nor-
men. In Formeln: N (o) = N («) N (8) oder (af)N= aNpSN.

n n n
Beweis: (af)N= JJoa) 0 = [[ah [JBD = aNpN.
i=1 =1 j=1

1—39 49

, wobei
3

Aufgabe: Bestimme die Hauptgleichung fir o =

s
9 =V17 ist.

§ 28. Korperbasis und Korperdiskriminante

Der Absolutbetrag einer Diskriminante A (a4, ..., «,), wobei
die o; ganz und linear unabhingig sind, ist eine natiirliche Zahl.
Mithin gibt es Systeme w, ..., w, ganzer algebraischer Zahlen
der Diskriminante d, wobei | d| der Minimalbetrag von | A] ist.
Man nennt w;, ..., w, eine Korperbasis, d die Korperdiskriminante.
d ist also bei geradem 7, nach §26, Satz 15 positiv, bei un-
geradem 7, negativ.

Der Name Korperbasis rechtfertigt sich mit

Satz 1. Durch den Modul [w,, . . ., w,], also durch die Gesamtheit

O =x0;+ "+ X0y, (1)
wobes die x; ganz rvational sind, wird jede ganze Zahl des Korpers
geliefert.

Beweis: Satz 8 von §25 zeigt, daB (1) nur ganze Zahlen lie-
fert. Gezeigt werde nun, daBl, wenn mindestens ein «;, ohne Ein-
schrinkung der Allgemeinheit x; gebrochen ist, « nicht ganz ist.
Hierzu geniigt es zu beweisen: f= a — [x;] w;, also

B=x 0w+ xwy+ -+ -+ xp0,

ist nicht ganz. Esist 0<{x/<1. Wir bilden die Diskriminante
A48, wy, ..., w,)=4;.
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Wir haben
xl’ wl(l) -+ X 6()2(1) + .o 4 x, wn(l) wz(l) wn(l) 2
Al = . . .
xll a)l(”") -+ Xy wz(”) + ... + x, wn(n) wz(ﬂ) wn(n)

Subtraktion der mit x, multiplizierten zweiten, der mit x, multi-
plizierten dritten, ..., der mit x, multiplizierten #-ten Spalte
von der ersten gibt

w0 ..., O
A= x| - . = x/2d,
™ ... o,
also wegen 0 <x,'? <1:
4, <|4].

Es kann also § nicht ganz sein.

Satz 2. Mqt dem Vektor

\

Wy
t =
\wn
und U als rationalganzzahliger Matrix, wobes || = + 1 ist, gibt At
eine weitere Basis.
Beweis: Ist
031
C =,
\o‘n

so bezeichnen wir mit 4 (a) die Diskriminante 4 (o, . . ., &)

Weiter sei _
wl(j)
t,= : .
w,

/

‘Wir haben
AAL) = |Aty, Wy, ..., Uty 2= [ APy, ..t 2= |k, - =4,

somit

|4 (At) [= |4].



§ 28. Korperbasis und Koérperdiskriminante 117

Zugleich sehen wir, daB mit

O =y W1+ - Gy Og,

Op= AW+ + Gpp Wy,
(ay) = U sich A (a) = |U|*d ergibt. Wir erhalten

Satz 3. Die Diskriminante von n linear unabhingigen ganzen Kor-
perzahlen ist gleich der Korperdiskriminante mal dem Quadrat einer
natiivlichen Zahl.

Wichtig ist der Spezialfall der Diskriminante
A1, a2 ..., 0" 1) = A(a)
= Diskriminante der Zahl «. Hier gilt

Satz 4. Die Diskriminante einer ganzen evzeugenden Korperzahl ist
gleich der Korperdiskriminante multipliziert mit dem Quadrat einer
natiirlichen Zahl.

Klar ist folgender

Satz 5. Der Absolutbetrag der Korperdiskriminante ist = 1.

Wir werden ihn bald dahin verschirfen, daB der genannte Abso-
lutbetrag >1 ist.
Aus Satz 3, 4 folgt

Satz 6. Lassen sich n linear unabhingige Korperzahlen angeben,
deren Diskviminante. quadratfres ist, so ist diese die Korperdiskrimi-
nante und die Zahlen geben eine Korperbasis.

Beispiel: Ist = 1 mod 4, m ganz, quadratfrei, kein Quadrat, so ist

1+4Vm

o= ) eine ganze algebraische Zahl in 2= P (Ym). Die Diskrimi-
nante 4 («) wird
] 1+Vm "
1 2
_ | = m. Mithin ist [1, x] eine Basis.
1 1— }/m
2

In derselben Art ist zunidchst, wenn ¢ eine Wurzel von
flx) =% — 2% — 2x — 8
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wird, die Diskriminante A4 () zu berechnen. Ist s, die j-te Potenz-
summe von 9, also s;= S (&), so ist diese sehr schnell nach fol-
gender Ableitung zu bestimmen:

Seien die x, die Wurzeln von
f(x) =aytax+-- -+ Apqge™ 14 2™,
Differentiation von

log(#) = 3log & —

y=1

gibt

ff) & 1
f =) —,,glx — %y
Wir multiplizieren mit x, setzen x = % und erhalten

ntay_(n—1)ttay,_y(n—2)+ . 4 ayt"1
14 ap_yt+ ap_st® 4+ agt"

1
=S =§tex,e;§sgte.

Die Koeffizienten s, erhalten wir durch Division der angeschrie-
benen Polynome in £, wobei wir nur deren Koeffizienten anzu-
schreiben brauchen (man beachte, daB hier nur s, bis s, zu berech-
nen sind):

(3, —2,—2 )i (1, —1, —2 —8)
— (3 —3—-6 —24) 31, 5 31, 49, - .-
+ + o+
1 4 24
1-1 —2 —8
- 4+ + +
5 26 8
5 —5-10--
— + +
31 18.
31—31..
- +
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Man erhilt sy =3, s;=1; s,=5, s, =31, 5, =49, - - -, daher
So S1 Sy 3 1 5

AW@) = |s; s, 5| =|1 531 = ls 31' ‘1 31/+5l1 5‘)

Sy Sy Sy 5 31 49 31 49 5 49 5 31

=3 (—1716) 4 106 4 30 = — 2012 = — 4 - 503,

wobei 503 eine Primzahl ist. Es sind nur die Moglichkeiten
d= —4-503 und d = — 503 vorhanden.

Im vorangegangenen Paragraphen sahen wir, daB o =
FYeNd
eine ganze Zahl ist. Mit der Abkiirzung g;= 9@’ | erhalten wir

—9 4B
=k

9@

a1, 9, oc) ’go G, —— g1+g2 ——lgo, 81, G| ——4 (#) = —503.
Mithin ist 4 = — 503 und (L 9, oc] eine Korperbasis.

§ 29. Die kanonische Basis

Es sei 9 eine erzeugende ganze Korperzahl. Wir trachten eine
Basis [wy, .: ., w,] zu gewinnen, so daB alle ganzen Zahlen des
Moduls ¢; + ¢+ - - - + ¢; 471, wobei die ¢; rational sind und
j = n ist, sich durch x,w, + - -+ x,w,. ergeben. Die x; sollen
also ganz rational sein.
1. Es sollen alle ganzen Zahlen des Moduls der ¢; durch X w,
dargestellt werden. Offenbar geniigt die Wahl o, =1.
2. Alle ganzen Zahlen des Moduls ¢; + ¢, % sollen durch xw; + y w,
mit ganzen rationalen x, y dargestellt werden.
Wir setzen an

W, = my —iI\-] md
mit ganzem rationalem m;, m, N. (sgn m = sgn N, dies gilt auch
weiter.)
In 9 = A4 w, + Bw, muB A, B ganz rational ausfallen.

Das gibt my+ m D
j— 1 —
3=A4A4+B v
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Gleichsetzung des Koeffizienten von ¢ rechts und links gibt

1= Bm
N
d
oder N—Bm,
al
0 m | N.

Gleichsetzung der Koeffizienten von eins gibt

0=A+Bm_a4 ™,
N m
oder da 4 ganz ist:
Mit ™ —q,, & — b, ist die Teilbasis
m m
ag 4 9
1, s

sichergestellt. Zugleich folgt, wenn b, =1 definiert wird: b, | b,.
3. Nun gehen wir zur Gewinnung von w;. Es sollen m,, m, N
neue Bedeutung haben. Dann setzen wir an
my 4 my & + m?
6()3 == -—A]—_ N
Ay P + 92
b

2

Esist dw,= ganz. Also gibt es eine Darstellung

ay® 4+ 9% agy + O my + my & + m9?
g, =U VS W N '

Nun gibt Gleichsetzung der Koeffizienten von 92

1 Wm N
P Wmb,= N, also m|N, by| - =bs-
Gleichsetzung der Koeffizienten von ¢ gibt
Gn _ VM (g — =
by by | mby’ (@1 — V) m = my,
daher
m | my.

Endlich ergibt Vergleich der Koeffizienten von Eins

Vay, my B
by +m—112’ my = —m (Uby,+ Vay),

0=U++
also

m | m,.
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Mit - = ay, % = ag, erhalten wir
w0, = a1 + ag, @ + 9°
3 b, .

Zugleich sehen wir
& 1= by |y by

Wir gehen nun von folgender Induktionsvoraussetzung aus: Es
sei schon

9
w, =1, W= asn + ,
b2
O — Ayt agd 4 9 0= “11+“jz’9+"'+“J,j-—1’w_2+"9j-1
p= e, e, = 5
3 ¢
mit 1 =105, |b,|b;...|b;_;|b; nachgewiesen. Nun setzen wir mit
neuen m,, m,, . . ., m;, m und einem neuen Nenner N an:
my 4 my® 4 - my T B
wf-r1= N *

Wir fithren fiir den Augenblick neue Bezeichnungen ein.

1. Fir 2= soll A;,=a,, sein, wenn !<k ist, hingegen
Ape =1, Ay, =0 fur I>> k. Weiter sei B, =1b,, A3o=0.

2. Fiir =441 hingegen sei

Ajp=my fir 1 <7, Agpg, 1= m, weiter 4, ,=0ftri>j+1,

J+1 =

Danngilt fir 12 <j+1

Aklﬁl—l
W, = .
k 7.1 Bk
Nun muB aber
0,9 = 3 Xy,
E<j+1
mit ganzen rationalen X, sein. Das gibt
A;, 9 Xy Alcl'ﬁ -t XkAkl
A _ > = S 3T
t<j 7 k, 1

Wir vergleichen rechts und 11nks den Koeffizienten von 9, setzen
also rechts I =7 +1, links £ = 5. Wir erhalten

L: Xjr14541,5+1
it Bi B!+1
somi
1 _ XjJ_lm
b N
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also

daher

N = X;.mby,

N
mb|N, b2l =b,,;.

Nun betrachten wir einen beliebigen Exponenten s<j. Links
setzen wir t=s, rechts /=s+1. Es ist s = 0. Wir erhalten

Ags — ﬁAk,s+1 + 4
By K=7 B
wobei A eine abkiirzende Bezeichnung fiir

A= Xjr1Msa1 Msy1
B "m by

ist. Einfithrung der fritheren Bezeichnungen und Multiplikation
mit mb; gibt

b

ajsm = 'mPZXk ak,s+1é + Mg pa
=]

Auf Grund der Induktionsvoraussetzung gilt

fiir £ < 4. Mithin wird
m l ms+lr

giltig fir s=0,1,2,...,7—2,7 -1

Mit
"y "y _
P S S T e Y

bleibt . )
BGp1,1t Qa2 apyy P H

w 1=
I b5 41

Damit ist durch vollstindige Induktion der Beweis erbracht zum
folgenden wichtigen Satz iiber die Korperbasis.

Satz 1. Ist O eine erzeugende gamze Koirperzahl, so gibt es eine

Korperbasis
19 . 19. 2
w, =1, wzz%, w3=fﬂ“abza_+ﬁ_,-
. — a1 a9 + - ay ;94 I
;= = .
]

_ L i T e “n,n—l'&n~2+ §n=1

w
n bn
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wobes alle ay, wnd by ganz sind und
1:b1|b2|b3|"‘Ibn—zibn—llbn

ist. Eine solche Basis heifle kanonische Basis.

Bemerkungen:

1. Sei etwa ay = a4 b;Vyy mit a;;’ als absolutkleinstem Rest von aj,
mod b;. Ersetzen wir in der Basis die Zahl w; durch die folgende

Wy — V9%,
so ist im neuen w; der Koeffizient von &%~1 im Intervall —_b2.14, —}—.;) ~)
enthalten. Da dies mit jedem Koeffizienten geschehen kann, kénnen wir in

der kanonischen Basis fiir alle £ < §
b 1
—_ _Ez, <a;p g >
annehmen. Ist etwa by =b,=:.-=b,=1, so fingt daher die Basis mit
1, 9, 92, ..., 1 an. In dieser Art kann die kanonische Basis normiert
werden. Es ist aber wohl zu beachten, daB sie dann noch nicht eindeutig
gegeben ist, da sie noch von der erzeugenden Korperzahl ¢ abhéingt.

2. Ist

1
1 71— 0 0
19(7.) as, 1 0
b= 99" , M= by by : )
15\(;".)"" / Gny  apz 1
bﬂ bn b'ﬂ
so wird
wl(l) . wn(l)
T= ) : = (MY;, MY, ..., MYh,) =MH
o)l(") w"(”)

mit = (B, ... b,), |9|?=4(9). Die Bildung der Determinanten mit
nachfolgendem Quadrieren gibt

d=|MEA(S).
1
by2ba? . . . b2 | A(D).
Weiter folgt wegen b, | b, sofort

_ _4| 4®) nes| 4@
b22n 2|A(19)’ b32" 4 b22 s b42 6 _b22—b32A’ R

Hierdurch wird die Anzahl der Moglichkeiten der b; sehr eingeschrankt.

Nun ist aber |I|2= da b, =1 ist. Also folgt, da d ganz ist

9 Holzer, Zahlentheorie. I
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Als erste Anwendung bestimmen wir eine Korperbasis und die

Korperdiskriminante im quadratischen Zahlenkérper 2 = P(]/;L) ,
wobei m eine ganze rationale quadratfreie Zahl, die kein Quadrat

ist, bedeutet. Esist somit m = —1 oder |m | >1. Seialso & = }/m.
Da 4 (]/;L) = 4 m und m quadratfrei ist, kommt fiir b2 nur 2 in

F (Ym\N_ m . . .
rage. Wegen (?) =—— Wwas keine ganze Zahl ist, kommt fiir
die normierte kanonische Basis nur b,=1, w,=¢ oder by = 2,

Wy = L—*z'_ﬁ in Frage. Wir betrachten den letzten Fall: Es wird

S(ws) =1, wpN = “ ™. Die letzte Zahl ist genau fiir m = 1 mod 4
ganz. Damit ist alles erledigt. Es bleibt

Satz 2. Im quadratischen Zahlkirper P(Ym), wobei m eine. ganze
vationale quadratfreie Zahl, kein Quadrat ist, gilt

I. Ist m=2, 3mod4, so ist 1, Ym eine Basis, die Diskviminante
d=4m.

11. Ist m = 1mod 4, so ist 1, ! +2'V ™ eine Basis, die Diskriminante
d= m.

Farm=—1,k=P() ist d = — 4,
>1. Wir haben '

d| >1. Sonstist |d|= |m]|

Satz 3. Der Absolutbetrag der Diskviminante eines quadrvatischen
Zahlkorpers ist grofer als eins.

Wir bemerken noch, daB die in §21 (Kronecker-Symbol) er-
wahnten Diskriminanten gerade die Diskriminanten quadra-
tischer Korper sind.

® sei Wurzel der Gleichung ¥ — 7% —14=0. Man findet
A@P)=4.7T3—27.14>=4.72 (7T — 338) = — 2¢. 72. 5. Wegen

byt [4(8)

kommt nur b,= 2 in Frage. Aber % ist keine ganze Zahl, wie

man sofort aus (—’3—>N = %4 = % ersieht, auch y = # nicht,
da S(y)= 3 ist. (Man bedenke S(#)=0.) Esist somit w; =1,

wy, = U in der kanonischen Basis. Um w; zu berechnen, bedenken
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wir b2 | A(9); es kommen also p=2 und p=7 als Prim-
teiler von b, in Frage. Wir untersuchen zunichst, wann eine Zahl

L+MO492 .. . - s .
o=—"T"""T" mitp=2,7ganzist. Wir haben #3= 79 + 14 und

daraus leicht

I M 1
— L Mo Lo,
=TT
4 (L 7 M oo
=73 +p>@_+ 0
o 14 M (ﬁ Hi)@ (L 1)192_
c? » + 5 + » + 5 + »
Es wird also die normierte Hauptgleichung
L _ M 1
P P v
14 L 7 M
—_ ? ?’5‘;—6 7 =0,
14 M 14 7 L 7
> P tr 3T O

kurz — |% — 0€|= 0. Nun wenden wir § 27, Satz3 an:
Die Spur der Matrix S () = % + lf ist die Spur von ¢. Da 1
ganz ist, muB3 3L ganz sein, da aber $ = 2,7 ist, ist dies nur fiir

L = 0 mod p moglich und L kann Null gesetzt werden. Die so
vereinfachte Hauptgleichung

M 1
— G —_ J—
P P
14 7 M
— = —= = =0
7 p ° »
14 M 14 TM 7
P r s P
erhilt daher die linke Seite
flo) = o0 = Sor BRI o 2L (o1 M +19),

Dieses Polynom muB ganzzahlig sein.

Nun sieht man sofort, daB $ = 7 ausgeschlossen ist, da
49 — 42 M — 7T M?2= 0 mod 72

9*
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M =0 mod 7 ergibt, was wegen (12>N= énicht moglichist. M=1,

7
$ =2, jedoch liefert
flo)= 03— T0%+ 210 — 35.

— 94 2
2

Bedenkt man, daB wegen S (%) = % die Zahl% nicht ganz ist,
— 54 B
2

Also ist ¢ = ganz.

so sehen wir, daB w, =1, wy,= ¥, w; = eine Basis von &
ist.

. . . . 3
Wir betrachten die rein kubischen Zahlkorper k = P(]/ f2g). Es
seien f, g quadratfreie zueinander prime ganze Zahlen, etwa

& = J/f%¢, natiirlich mit max (|f|, |g]) >1, da sonst & mit P zu-

273 .
sammenfiele. Essind mit g = ¢ 3 = —} 4+ 1}Y—3 zu«, das wir
beispielsweise als reell annehmen, die Zahlen

. a® = qp, a® = qg?
konjugiert. € h

Wegen [1—o|=[1—¢*—lo—¢*|=V3, n—1,
alsoA («) <0 wird A4 («) = — 27f%g2. Alle Kubikwurzeln seien reell.

Wir fragen, ob y = 1:‘—:_—“ ganz werden kann, wobei L ganz rational,

¢ eine Primzahl ist. Wegen S(y) = % gilt fiir > 3, auch fiir
p=2, daB L =0modp sein muB, also weggelassen werden
kann. Setzen wir y = & so wird yN = Lf was nie ganz ist, da

weder f noch g einen Primfaktor in einer Potenz mit Exponen-
ten >1 enthalten, iiberdies (f, g) =1 ist.

Daher braucht nur p = 3 untersucht zu werden. Sei
Fl#)= 2 —fig— (x—a) [ — o) (v — ag?).
Sofort folgt
3= (x —a) (x —aQ) + (x — o) (x —a@®) + (x —ap) (x — ag?).

Ersetzt man x durch — %, multipliziert mit y2 und setzt

xt+ay=1 x+apy=1®, 2+ ap?y =10, (1a)
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so bleibt 322 — 77 4 77 4 73 7®) (1)

Sei y = L*_;—of, dann wird nach (1) die elementarsymmetrische

Funktion 3y yU} gleich %2, also fiir L %= 0 mod 3 nicht ganz.

1<<j
Teilbasis der kanonischen Basis wird also w; =1, w,= a.
Wir betrachten den Ausdruck
L4+ Mo + a?
N
und fragen, ob dieser ganz ist. Hier sehen wir sofort, daB = i/}‘g—2
das in diesem Korper liegt, ganz ist. Wir miissen also in N die

Zahl f aufnehmen, wenn wir w, berechnen wollen. Damit ein Aus-
druck mit ganzzahligen L, M, z

L4+ Mo+ o
zf

ganz ist, muB L = M = 0 mod f sein, denn es muB § =zt — f8
L+M«

"L’:

ganz sein; es ist aber 6 = . Wir brauchen also nur Aus-

driicke :A+Bzx+Cﬂ

z

T

zu betrachten. Wir setzen zunichst z= p (Primzahl). Mit den
Multiplikationsregeln o%= f8, o f = fg, f2= ga ergibt sich

A B C
T = ? + ? & + ? ﬂ )
_Cle 4,4 BS
Ta == +Pa+~Pﬁ
_Bjg  Ce L 4
e Y
oder die Hauptgleichung
4 B c |
- — T JR— ——
’ P 4 P
Cfe 4 Bf -0 @
Z Pt e )
Bfe Ce 4
ip P 4 |
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Die Spur der Matrix wird 34 st P =3, so folgt 4 = Omodp

und A kann wegbleiben. Aber Weglassen von A4 schlieBt sich iiber-
haupt aus, auch fiir p = 3. Denn dann wird

B} CV
,fg f+ Lrg

also — fg Bf + C¢

Da nur Primzahlen p |4 (#) = — 27 f*g? in Frage kommen, sci
etwa p |f also p|f. Dann ist g==0 mod p, und der Zihler
kénnte nur bei € =0 modp durch p teilbar sein. Aber dann
konnte C weggelassen werden, es bliebe B3ftg = 0 mod #?, also
wegen 9 || f, g =0 mod p die Kongruenz B = 0 mod .

p| g wird ebenso behandelt (f und g treten voéllig symmetrisch
auf). Der noch mogliche Fall p = 3, (fg, 3) =1 gibt

=1 0 (@ %) (Y — Vf’é’z W g
S =1 3(Ba+ CH&)(Balh + CU) = S(EWE
it <7 1<j
mi

£—BYf+CYe. E®—Boyf+ Co*Yz, & —Bef+ Co¥e.

Da S rational ist, muB f% und g§ in der Summe herausfallen und
wir erhalten S— feBC
—S==.
Wegen (fg, 3) = (BC, 3) =1 ist S keine ganze Zahl.
Esseiweiter p= 3. Die linke Seite der Hauptgleichung (2), ndmlich

h(t) = 73 — A2

— BCfg A%+ BSf?¢ 4 C*fg? —3ABCfg
T — (3)
3 27
mulB ein ganzzahliges Polynom in 7 sein. Da wir B, C auf ihre

absolutkleinsten Reste mod 3 reduzieren kénnen, wihrend wir
dies bei 4 nicht tun, so haben wir |[B|= [C|=1. Denn 3|BC

+ 2
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ist unmoglich. Bei eventueller Ersetzung von ws; durch — w;
ist direkt C=1. Es ist B= + 1, daher B*=B. Wir erhalten
den einfacheren Ausdruck:

A*— B 34 Bf 34
- fe, A+ f‘g—;fg 34Bfg (4

h(t) = 18 — Ar2 4+

Es miissen also die Kongruenzen
—Bfg=0mod 3, (5),

A3+ Bf?g+ fg*— 3 ABfg= 0mod 27 (6)
gelten.
Aus (5) 148t sich eine Folgerung ziehen: Sei von jetzt ab m = f2g,

also k= P(V ) Ist nun m durch 3 teilbar, so ist eine Kongruenz
(5) ausgeschlossen und eine Basis wird 1, «, #; die Kérperdiskrimi-
nante wird dann d = — 27f2g2 Von jetzt an sei (fg, 3)=1.

Wir betrachten nun (6) als Kongruenz mod 3. Da nach (5)

Bfg=1 mod 3
wird, _l)leibt einfach

A+ f+f=0mod3, 4 =fmod3.

Da wir 4 mod 3 beliebig annehmen kénnen, so wéihlen wir 4= f.
Die Kongruenz (6) wird dann

f3—2Bf%g+ fg? = 0 mod 27,
also wegen (3, f)=1.
f?—2Bfg+ g*= 0 mod 27. (7
Mit B=1 ist (7) die Kongruenz
(f— g)2 =0 mod 27.

Dazu ist notwendig und hinreichend

f=gmod?9.
Esist f3= 4 1 mod 9, also f?g = - 1 mod 9, daher
m= -+ 1 mod 9.

Dies geniigt auch.

Genau so ergibt sich mit B= —1 wieder m = 4+ 1 mod 9 und
= — gmod 9. Wegen 33 || 4 () geht 32 als Nenner von 7 nicht.
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Wir haben _
Satz 3. Ist m eine kubenfreie Zahl m=f2g, wober (f,g)=1,
|m| > 1, so ist fiir m = == 1 mod 9 das Zahlentripel

1 o, JEots

Jiir = gmod9 eine Basis von P (%) Hierbei ist o = 3Vf2 .
B = %/?? Ist f= —gmod9, so ist dagegen

1, a«, f_°;+ﬂ

eine Basis. Fiir alle anderen solchen m ist 1, a, f eine Korperbasis.

Bemerkung: Wegen f3= 4 1 und f%¢ = + 1 mod 9 muB bei den beiden
Voraussetzungen f= ¢g mod 9 mit ¢ = 4 1 sein.

§ 30. Einige Teilbarkeitssitze

Bei algebraischen Zahlen gilt genauso wie bei rationalen die
Definition: « |8 (lies: a teilt ) heiBt: g ist ganz.

Nach Satz 9 von § 25 ist dieser Begriff transitiv: |g, |y hat
a |y zur Folge.

Satz 1. Ist x,, ..., &, ganz, B Wurzel von f(x) = a,a"+ - - - + &,
so ist o, ganz.

Beweis: a, 3= 0 werde vorausgesetzt. Sonst ist der Satz richtig,
wenn auch trivial. Die Richtigkeit folgt daraus, daB «,f Wurzel
des normierten ganzzahligen Polynoms

g(y) =y + (xr—lyr_l + ‘xr—zaryr_z + -+ ‘xoarr_l ist.
Satz 2. Bei den Voraussetzumgen des Satzes 1 hat das Polynom

;f(_i)ﬁ lauter ganzzahlige Koeffizienten.

Beweis: Fiir =1 ist der Satz richtig:
FE)=ax + ag= ay(x — p), xff)ﬂ = 0y
Der Satz gelte fiir alle Polynome eines Grades < 7. Mit

¢ @) = f(x) — a2t (& — f)
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entsteht x(p_(x) aus einem Polynom eines Grades kleiner als < 7,
ist also ganzzahlig, somit auch
fx e

;71
y—B 28 + a,x
Satz 3 (mit denselben Voraussetzungen). Es mdgen f=f,,
Bar - - - Pr Wurzeln von f(x) sein, eventuell auch mehrfache, aber

Jede hichstens in der betreffenden Vielfachheit, dann ist «.f; . . . Br
ganz.

Beweis: Das Polynom

—~rf(x)—=cx,‘(x—,81) ool — Br).
I (x— ﬂj)
i=R+
wobei fgr.y, ..., B, die tibrigen Wurzeln sind, hat lauter ganz-

zahlige Koeffizienten. Mithin ist auch das Absolutglied
(—DFa.fy- .. fr

ganz.

Satz 4. Ist o | By, ..., Bm wnd Ay, ..., Ay ganz, so ist

m
. & |_Z By
Beweis: Klar. i=1
Sehr wichtig ist der folgende

Satz 5. Es seien in gle) = Eat + - + &,
die E-E' N4 ganz, werter h(x) = nuxu+ e 7o
F(x) = g(x) h(x) = (x”xv_‘_ . + ao,

also v=1=t+ u; ferner gelte fiir die ganze Zahl y | o, fir jedes
k(0 =<k =v). Dann gilt y | & n; fir jedes Paar |1, 7].

Beweis: Ist fu=0, so ist der Satz trivial, aber richtig. Sei
daher t# > 0. Es sei

t u
g(x)=5tﬂ(x—91). hix) =My sz_o'_»;)-

Die Funktion g £
%:tT"u(x —0) ... x—0,)
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hat nach Voraussetzung lauter ganzzahlige Koeffizienten. Nach
Satz 3 ist also jedes Produkt
St 1?u N
;e
wobei die (@ irgendwelche g, die o irgendwelche ¢; sind, ganz-
zahlig.
Nun ist aber nach den Fundamentalsitzen iiber symmetrische,

ado’ ...,

Funktionen ,
=+ &200" .,
177.: in_ZG'o'"...,
. &
also Sum Szt g ")

4 = Y
ganz als Summe ganzer Zahlen.

Dieser von E. Steimitz herrithrende Beweis des Satzes 5 ist sehr
schén und €infach. Der Satz wird in der nun folgenden Ideal-
theorie wichtig sein. '

§ 31. Begriff der Einheiten

Definition. Eine ganze Zahl e ist dann und nur dann eine Einheit,
wenn die veziproke Zahl e~ ganz 1st.

Das normierte ganzzahlige irreduzible Polynom f(x), von dem e
‘Waurzel ist, laute fl@)= ay+ amxt - -+,
Die Zahl ¢! ist hingegen Wurzel von
hx)=14a, jx+ -+ apx™.
Normiert wird dieses Polynom

) |
glw) = -+ Ti=tw oo,

Da g(x) wieder ganzzahlig sein muB, so ist ¢,= 4 1, und dies
geniigt auch. Sofort folgt

Satz 1. Die Norm ¢N einer Einheit ¢ ist = 1.

Auch folgt weiter

Satz 2. Hat eine ganze algebraische Zahl die Norm. 2= 1, so st sie
eine Einheit.
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Hieraus folgt aber

Satz 3. Das. Produkt zweier Einheiten, ebenso der Quotient zweier
Einheiten ist eme Emhmt

Dieser Satz 3 kann auch wie folgt, ausgesprochen werden:

Satz 4. Die Einheiten bilden beziiglich der Multiplikation eine Gruppe.

Es ist oft nicht moglich, das irreduzible Polynom, dem eine
Einheit geniigt, anzugeben. Aber es gilt der folgende

Satz 5. Geniigt eine algebraische Zahl o einer normierten ganzzahhgen
Gleichung 1wt am—=0,
so ist sie eine Einhest.
Beweis: Zunichst ist « ganz. % geniigt der normierten ganz-
zahligen Gleichung

(L4 apg@t o+ aEmt £ am) =0,
ist also auch ganz.
Satz 5 kann.noch allgemeiner ausgesprochen werden:
Satz 6. Gendigt eine algebraische Zahl o einer normierten Gleichung

N+ Px+ -+ xxm T+ xm=0,

wobei 1 eine Einheit, weiter §, . . ., x ganz algebmischksind, 50 st o
eine Einheit (nach §25, Satz 9 ist « ganz).
Beweis: a1 geniigt der normierten Gleichung mit ganzen al-
gebraischen Zahlen als Koeffizienten

Nt xn a4+ fylami4xm=0
ist also auch ganz.
Definition. Zwer algebraische Zahlen o, B heiflen assoziiert, wenn
b= ac ist (¢ Einhert).
Diese Definition erfiillt die drei Eigenschaften der Aquivalenz:
1. Reflexivitit: « ist zu « assoziiert, denn o = o« - 1.

2. Symmetrie: aus « zu f assoziiert, folgt § zu « assoziiert. Denn
B = ae hat o« = Be1 zur Folge.

3. Transitivitdt: Ist § zu-a assoziiert, y zu f assoziiert, so ist y
zu o assoziiert; denn es ist f = «ae, y = fn mit g, n als Einheiten,
mithin y ="« (¢7), und &7 ist auch Einheit. ’
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§ 32. Der Idealbegriff, Primideale

Wie im Korper der rationalen Zahlen gibt es in allen anderen
algebraischen Zahlkérpern ganze Zahlen, die sich nicht als Pro-
dukt ganzer Zahlen, abgesehen von Einheiten, desselben Korpers
darstellen lassen. Wir nennen sie unzerlegbare Zahlen. Sie haben
nicht die Bedeutung der Primzahlen des rationalen Zahlkérpers,
denn in vielen Fallen 148t sich eine ganze Zahl eines solchen Kor-
pers nicht eindeutig als Produkt unzerlegbarer Zahlen darstellen.

Beispiel: Nehmen wir als verhiltnismiBig einfachen Korper

k= P(]/—_2§). Die Einheiten sind nur 4+ 1; denn aus der An-
nahme ¢N= + 1 folgt, da sich die ganzen Zahlen des Korpers
aus der Basis —_—

1 1t y—23

2

als %%3—, x = ymod2, dabeix,y ganz rational ergeben,

die Gleichung a4 2392 — 4,
die offenbar nur die ganzzahligen Ldsungen [2, 0], [— 2, 0] hat.
eN = —1 ist ganz ausgeschlossen, da die Norm einer von Null
verschiedenen Zahl des Korpers als Produkt zweier konjugiert
komplexen Zahlen positiv ist.

Wir haben die Zerlegungen

6=23,6=1+2—”‘f4—23=5ﬁ

2
Die Zahlen 2, 3 sind offenbar unzerlegbar. Denn wire
—2
o ZENZE g

wobei angenommen wird, dafl x =y mod 2, x,y ganz und ein
eigentlicher (von 1 und 2 verschiedener) Teiler vorliegt, so miiBte

1< aN< 4= 2N,

aber zugleich aN | 4

sein, d. h. aN = 2.
Dies gibt die Gleichung x%+ 23y% = 8 mit ganzzahligem x und y,
die offenbar keine Losung hat. In derselben Art beweist man

14V—23

. , ebenso von B

die Unzerlegbarkeit von 3 und =
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Wir sind daher gezwungen, einen neuen Begriff einzufiihren, zu
dem schon in § 14 eine Vorbereitung getroffen ist.

Definition. Ein Ideal a= (x, ..., a,) in einem Korper k ist die
Gesamtheit aller Zahlen
“1§1+ s+ (xqfq

im Korper, wobes die &; ganze Zahlen des Korpers sind.

Sind alle oy ganz, so heift a ein ganzes Ideal. Dann sind alle Zahlen
des Ideals ganz. Ist mindestens eine der Zahlen oy gebrochen, so
heifit das Ideal ein gebrochenes Ideal.

Eine Gleichung zwischen zwei Idealen
a="5b

ist mengentheoretisch aufzufassen: Die Zahlen des Ideals a sind
auch Zahlen von b und umgekehrt.

Unter la, wobei 1 eine beliebige Korperzahl ist, verstehen wir

das Ideal

as idea ia=(Aay, ..., 2x,).
Es sei a ein gebrochenes Ideal. Fiir ¢, . . ., «, gibt es dann natiir-
liche Zahlen ¢, ..., ¢,, so daB ¢y, . .., ¢,&, ganze algebraische

Zahlen sind. Denn geniigt z. B. «; der normierten nicht ganz-
zahligen irreduziblen Gleichung (alle a; ganz!)

xm [ Y s e ol -0
A
mit A ganz rational > 1, so geniigt 4 «; der normierten ganzzah-
ligen irreduziblen Gleichung
ym+ “m-lym—l'Jf' ... + dOAm—1= 0'

Mit {c;, . . .. ¢,} = C als kleinstem gemeinsamen Vielfachen der c;,
ist dann b— Ca

ein ganzes Ideal. Es folgt a— . Wir haben

Satz 1. Jedes gebrochene Ideal ist gleich einem ganzen Ideal, divi-
diert durch eine natiirliche Zahl.

Vom Nullideal werde abgesehen.

Satz 2. Das Ideal hat Moduleigenschaft.

Beweis: Mit ¢ und o ist auch ¢ — o im Ideal.



136 C. Theorie der algebraischen Korper

Satz 3. Mit o liegt auch av im Ideal, wobei v beliebig ganz im
Korper ist.

Beweis: Klar.

Ein Spezialfall ist

Satz 4. M1t « liegt auch an im Ideal, wober 7 eine Einheit ist,
oder: ein Ideal enthilt mit einer Zahl auch alle assoziierten Zahlen.

Definition. Ein Hauptideal (a) besteht aus allen aS,E beliebig
ganz in k.

Satz 5. Ist o zu B assozitert, so ist (a) = (B).
Satz 6. Ist (x) = (B), so ist B zu o assoziiert, also = o, wobei ¢
eine Einheit ist.

Definition. Das Produkt zweier Ideale a= (ay,...,q,), b=
(By, - .., B,) vst das Ideal

ab= (B, - - v a By, &y fa - - o B,)-
Daraus folgt unmittelbar

und somit ab=ba, (ab)c=a(bc), (x)a=aa

Satz 7. Die Multiplikation von Idealen erfiillt das kommutative
und_assoziative Gesetz.

Definition. b ist durch a teilbar, geschrieben a|b, wenn a2 b.
Wir schreiben auch b= 0 mod a. a| e« heifit aJ ().
Mit Beschrinkung auf ganze Ideale als Modul definieren wiv auch
allgemein eine Kongruenz

«= P modaheaftalf—a,
wobei wiy zundchst «, B auch als ganz annehmen.
Diese Kongruenz erfiillt, wie man sofort sieht, die Eigenschaften
der Aquivalenz: Reflexivitit, Symmetrie und Transitivitat.
Hiervon werde nur der schwierigste Punkt, die Transitivitit, be-
wiesen. Ist « = f, f = y, so liegt f— a, y — B, also

p—aty—f=y—a

im Ideal, es ist daher « = y mod a. In analoger Art wie frither
koénnen wir also auch von Restklassen nach einem Ideal sprechen.

Mit der vorigen Definition haben wir sofort die iiblichen Eigen-
schaften der Kongruenz:
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1. Aus a = fmodb, b =0 mod ¢ folgt « = f modc.
Denn . — o liegt in b, also in c.

2. Aus ¢ = fmoda, y=0dmodafolgt « +y=p -4 dmoda.
Denn mit f—«, 6 —y in a liegt auch (f4 ) — (¢ + y) in a
‘Analog bei der Subtraktion.

3. Aus « = f# mod a folgt mit beliebigem ganzen y, daB ya=yB
mod ya ist. Denn y (8 — «) liegt in ya.

4. Insbesondere: Aus « = fmoda, y ganz folgt ya=yp
mod a. ’

5. Aus ¢ = f, y = 6 mod a folgt «y = 6 mod a. Denn zunichst
folgt ay = By mod a, auch By = fdmoda, also wegen der
Transitivitit ergibt sich ay = 6 mod a.

Satz 8. Jedes Ideal enthilt natiirliche Zahlen.

Beweis: Mit einer Zahl y == 0 des Ideals gibt es eine natiirliche
Zahl A, so daB Ay ganz ist, dann ist auch 4 y im Ideal sowie die
natiirliche Zahl |(4y)N|. (Ist das Ideal ganz, so kann A=1 ge-
setzt werden.) Denn die letzte Zahl ist durch 4y teilbar.

Die Rechenregeln 2 und 5 fiir Ideale kénnen zusammengefaft
werden als '

Satz 9. Die Restklassen nach einem ganzen Ideal bilden einen
Ring.

Satz 10. Der Restklassenring nach einem ganzen Ideal ist ein end-
licher Ring, also ein Vollring.

Beweis: Sei a das Ideal. Unter den natiirlichen Zahlen in a gibt
es eine kleinste, sie heiBe a. Ein beliebiges ganzes £ im Kérper:
f=x0,+ - +x,0, mit [w,..., 0,] als Koérperbasis ist
dann mod & einer Zahl x/w,+ - +=x, w, mit x/ gang,
0 = x/ < a kongruent. Der Restklassenring hat also hdchstens
a™ Elemente.

Definition. N (a) = aN (Norm von a) ist die Anzahl der Elemente
des Restklassenrings mod a.
Bemerkungen:

1. Die Norm eines Ideals ist also zundchst nur fiir ganze Ideale definiert.
Sehr spat erst werden wir diesen Begriff auf gebrochene Ideale erweitern.
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2. Die Schreibweise aN, die wir iiberwiegend anwenden, setzt die Richtig-

keit des Satzes (ab)N= aNb™ voraus. Wir werden diesen Satz erst spiter
beweisen.

3. Aus der Definition folgt, da@ a™ fiir ganzes @ eine natiirliche Zahl ist.

Definition. Die Gesamtheit aller ganzen Zahlen eines Korpers bildet
das Einheitsideal (1).

Satz 11. Ewnthilt ein ganzes Ideal die Zahl 1, oder enthdilt es diber-
haupt eine Einheit, so ist es das Einheitsideal.

Beweis: Klar.

Definition. Ein ganzes Ideal, dessen Restklassenring ein nicht nur
aus dem Nullelement bestehender Integrititsbereich ist, heifft Prim-
ideal. '

Bemerkungen:

1. Durch die Definition ist automatisch das Einheitsideal aus dem Begriff
der Primideale ausgeschlossen.

2. Als Vollring ist der Restklassenring nach einem Primideal ein Korper,
als endlicher Ring ein endlicher Kérper, also ein Galoisfeld GF(p’), wo-
bei p eine rationale (positive) Primzahl ist. f heit Grad des Primideals.

Satz 12. Sei p esn Primideal. Aus o8 = 0 mod p folgt o« = 0 mod p
oder B = 0 mod p, oder, ein Primideal kann nur dann in einem
Produkt aufgehen (das Produkt durch das Primideal teilbar sein),
wenn es mindestens in eimem Faktor aufgeht.

Beweis: Er folgt unmittelbar daraus, daB der Restklassenring
mod p ein Korper ist.

Satz 13. Ein Primideal p kann in dem Produkt zweier Ideale a, b
nur aufgehen, wenn es mindestens in einem Faktor aufgeht, oder,
sind a, b nicht durch p teilbar, dann auch thr Produkt ab nicht.

Beweis: Nach den Voraussetzungen des Satzes gibt es ein
o ==0modypina, ein =0 modpinb; dann ist « f = 0 mod ab,
aber « 8 %= 0 mod p, also ab == 0 mod p.

Satz 14. Ein Primideal kann durch kein anderves ganzes Ideal aufer
durch (1) teilbar sein.

Beweis: Es wire a ein ganzes Ideal, p =0 moda, aber a>p
und (1) > a. Nun sei « eine Zahl, die zu a, aber nicht zu p gehort.
Da der Restklassenring von p ein Korper ist, gibt es ein ganzes &
in 2 mit «£=1mod p; damit auch a £ = 1moda. Es gehort
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aber '« & zu a und damit 1-zu a. Also wire a doch das Einheits-
ideal. _
Satz15. Ein ganzes von (1) verschiedenes Nichtprimideal a hat minde-
stens einen ganzen Teiler, der weder mit a noch mit (1) zusammenfallt.
Beweis: Der Restklassenring mod a hat eigentliche Nullteiler.
Sei o ein solcher, also « 8 = 0 mod a, aber « und g nicht in a.
Das Ideal a, = (a, «) ist ein Teiler von a. Es ist ein echter (mit a
nichtzusammenfallender) Teiler wegen « =0 moda,, « =0
mod a; a; ist aber auch nicht das Einheitsideal (1), denn seine
Zahlen sind die Gesamtheit der durch « £ reprisentierten. Rest-
klassen .mod a. Nun folgte aus: «é=1moda, o«f=0moda
sofort « £ = 0 mod a und damit auch f= 0 moda im Gegen-
satz zur Voraussetzung iiber §.
Die Fortfithrung dieses V erfahrens,

a=0mod (a,¢) =0mod (a, «, ;) =0..

fithrt nach endlich vielen Schritten zu einem Ideal a,, das nicht (1)
ist, aber keine Nullteiler im Restklassenrmg hat. Es 1st also a,
ein Primideal, a = 0 mod a, und wir haben

Satz 16. Jedes von (1) verschiedene ganze Ideal ist durch ein Prim-
ideal teilbar. o '

Wir definieren, wenn
= (0, - 50), b= (B, -+, B)
(@,0) = (o), .-, ap Brse s By)

und nennen (a, b) den gréBten gemeinsamen Teiler der Ideale a, b. Es
ist klar, daB, wenn einIdeal a'und b. teilen soll, d. h. umfassender
als die Vereinigungsmenge der Ideale q, b, die im allgemeinen kein
Ideal ist, sein soll, es (a, b) umfassen muB. Da (a, b) aber selbst
die Vereinigungsmenge a \/ b der Ideale umfaBt, so ist jedes der
oben genannten Ideale Teiler von (a, b) und damit die Bezeich-
nung grofter (mengentheoretisch wenigst umfassender) gemein-
samer Teiler gerechtfertigt.

Der g.g.T. zweier Ideale (a, b) erfiillt die Beziehungen
(@8 = (5, 0),
(@, ), ¢) = (a, (b, 0)),
(a, b) ¢ = (ac, be).

i;t, das Ideal

10 Holzer, Zahlentheorie. I
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Manchmal wird er symbolisch a+ b geschrieben. Dann driicken
sich die drei Beziehungen viel durchsichtiger aus:
a+b=>b+a,
(a+Db)+c=a+ (b+¢),
(a+Db)c=ac+ be.

Wir haben es also mit einer Art Addition zu tun, die das kommuta-
tive, assoziative und im Verein mit der Multiplikation das distri-
butive Gesetz erfiillt.

Die rationale positive Primzahl p, wobei GF (p’) Restklassen-
korper nach einem Primideal p ist, erfiillt p = 0 mod p. Sie ist
durch p eindeutig bestimmt.

Bemerkung: Da die Restklassengruppe additiv betrachtet nach einem
Ideal a genau a™ Elemente hat, so ist ¢N= 0 moda. Denn a ist die
Gruppenordnung.

§ 33. Die eindeutige Zerlegbarkeit in Primideale

Satz 1. Zu jedem ganzen Ideal a gibt es ein ganzes Ideal b, so daf
ab= (a) gilt, wobei a eine natiirliche Zahl ist.

Beweis: Essei a=(&,..., &), ¥ eine erzeugende ganze Zahl
von k itber P, &, = £,). Die Anordnung (A) werde nicht voraus-
gesetzt. Ferner sei &; = 7; () mit 7;(x) als rationalzahligem Poly-
nom; sodann bilden wir das Polynom g(x) = &xt+ - - - + &,

und setzen n
B@) = [T EDS + o+ £0Y.
i=2
F(x)=g@) h(ox) = crpma*™+ - - -+ ¢
sind die Koeffizienten rational als symmetrische Funktionen der

£, beziiglich j(1<7 =<#%) und- ganz, da die elementarsym-
metrischen Funktionen der £;(’ ganz sind. Mit

h(x) = nmx™ -+ 7o
liegen die n; in £®’, da

Im Polynom

F@
g (%)
ist, weiter sind sie ganz, da die £;(} es sind.

hx) =
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Mit b= (5, ..., ) gilt dann, wie gezeigt werden soll,
ab = (a),

wobei a= (¢4 m, - - -, Cq) ist.

Wir brauchen nur zu zeigen:

1. Es gibt ganze Zahlen aﬁ, so daB

ist. a= 2 @5y

2. Es ist &n; = Aya mit 2, ganz
Die erste Behauptung folgt fast sofort aus der Existenz ganzer
rationaler Zahlen x; mit

da a=Xy mCrym+ -+ XoCos
ci= 2 &M
ist Atu=j

Die zweite Behauptung folgt aus dem Satz 5 in § 30.

Satz 2. Gilt fiir ganze Ideale a, ¢y, ¢, die Idealgleichung ac,= ac,,
S0 18t ¢, = Cy.

Beweis: Multiplikation mit b, wie es im Beweice ven Satz 1 vor-
kommt, gibt ac, = ac,, daraus ¢; = c,.

Satz 3. Gilt fiir ganze Ideale a | ¢, so gibt es ein ganzes Ideal D mit
¢=ab.

Beweis: Es ist bc = 0 mod (a), also bc= ad mit ganzem D,
oder bc = abd, also haben wir nach Satz 2 ¢= ab.
Satz 3 kann auch wie folgt ausgesprochen werden:

Satz 4. Fiir ganze Ideale gilt a|c oder ¢ = 0 mod a dann und nur
dann, wenn es ein ganzes Ideal D mit ¢ = ad gibt.

Die Satze 2 und 3 iibertragen sich ohne weiteres auf gebrcchene
Ideale (bei denen die ganzen Ideale ein Spezialfall der gebrcchenen
sind).

Satz §. Gilt fiir Ideale a, ¢y, ¢y, daff ac, = ac, 7st, so ist ¢; = C,.

Beweis: Esist az%’-, clz%, Cy= 2‘" mit A4, Cy, C, als natiir-
. 1 2
lichen Zahlen, q,, ¢;;, ¢;, als ganzen Idealen.
Aus
Ot _ e
4 ¢, T 4c,
folgt Coty 0= C, C1p 05,

10%*
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d. h. nach Satz 2 IF

Cyepn=Ciop
oder —%3 -,
d. h. €= Cy.
Satz 6. Gult fiir Ideale a | ¢, so gibt es genaw ein ganzes Ideal d mit c= ad.
Beweis: Sei o= L, ¢=-gt, wobei 4, C natiliche Zahlen,
0, und ¢, ganze Ideale sind. Esist L a‘ =+, also Ca; 2 A4¢, somit

gibt es ein ganzes Ideal b mit Ac, = Calb und es wird —6- = —;‘rb

oder ¢ = ab. Nach Satz 2 ist b eindeutig.
Satz 7. Zu jedem Ideal a gibt es ein Ideal a™' (und nach Satz 6
nuy eines) mit aa~t= (1) (Einheitsideal).
Beweis: ab= () mit a als natiirlicher Zahl ergibt a%: (1).

Das Ideal % erfiillt die Bedingungen, die der Satz fiir a~?1 stellt.

Es folgt

Satz 8. Die vom Nullideal verschiedenen (ganzen und gebrochenen)
Ideale bilden beziiglich Multiplikation eine Gruppe.

Aus Satz 3 dieses Paragraphen, sowie aus Satz 16 in § 32 kann ge-
folgert werden:

Satz 9. Jedes von (1) verschiedene ganze Ideal, das kein Primideal
ist, ist als Produkt zweier oder mehvever Primideale darstellbay.
Beweis: Jedenfalls hat das Ideal, es heiBle a, ein Primideal p
als- Teiler. Das Ideal a; = ap~! ist ein ganzes Ideal. Es ist aber
a™N < aN, denn es gibt durch q; teilbare Zahlen, die nicht in a
liegen. Andernfalls fiele ja a, mit a zusammen ; wir hitten a= ap-?!
und nach Satz 5 wire (1) = p~1, also p = (1), was ausgeschlossen
ist. Wir bekommen eine eigentlich abnehmende Folge positiver

ganzer Zahlen aN> N> N> L

die abbrechen muB. a, geht aus a, wie a, aus a hervor.

Wir erhalten eine Zerlegung a=1y,...p,. Es ist die Frage, ob
eine andere Zerlegung a = ¢; . . . q, im wesentlichen (d. h. bis auf
die Reihenfolge) damit {ibereinstimmt.
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Wir wollen also als Analogon zum Satz von der eindeutigen Zer-
legbarkeit in Primzahlen, der in P gilt, den Satz von der eindeu-
tigen Zerlegbarkeit von Idealen in Primideale, kurz Z.P.I. genannt,
herleiten. o

Der Z.P.1. gilt jedenfalls fiir Primideale. Als Indukticnsvoraus-
setzung werde er als richtig angenommen fiir Ideale, die sich in we-
niger als s Primideale zerlegen lassen. Dann ist s =< ¢ anzunehmen.
Wegen p, | q,. .. q, ist p; Teiler eines q;, fallt also mit einem q;
zusammen. Durch Umnumerierung kann dies als g, angenommen

werden. Also G="9, Ppy...p,= P1Q2- Y S

somit Pooo Py =0o--- G
d.h. die p,, ..., p, stimmen nach der Induktionsvoraussetzung
bis auf die Reihenfolge mit den gs, . . ., g, iiberein. Es muf} auch

s = ¢ sein. Wir haben damit den Z.P.1.:

Satz 10. Jedes Ideai ist im wesentlichen eindeutig als Primideal-
produkt darstellbay.

Der Satz iibertragt sich sofort auf gebrochene Ideale.
Die Zusammenfassung der gleichen Primidealfaktoren in Poten-
zen gibt die kanonische Zerlegung

a= JIp%,

wobei die a; bei ganzem a durchweg natiirliche Zahlen, bei einem
gebrochenen Ideal auch teilweise negative ganze rationale Zahlen
sind. C

Der Z.P.1. gestattet eine wesentliche Vereinfachung der Rech-
nung bei Bildung einer Potenz eines Ideals mit natiirlichem
Exponenten.

Satz 11. Ist zundchst a ein ganzes Ideal, und zwar

a= (ag, -5 A
S0 ist, wenn m eine natiirliche Zahl ist,
am= (™, ..., a,™.

Beweis: Es sei ¢
(“j)z I
F=1

o\ [

die kanonische Zerlegung, so gilt mit .

min (@, . . ., @) = a
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fiir a die kanonische Zerlegung

2
a= JI b .
k=1
Daher hat a™ die kanonische Zerlegung
t
Qi = H‘pkmak'
=1
und es gilt
ma, =min (may, ..., magy),
wir erhalten
am™ = ((xlml o, “sm)‘

Fiir den Fall eines gebrochenen Ideals beweist man den Satz
durch den Ansatz a = -;I;—, b ganzes Ideal, A natiirliche Zahl.

§ 34. Modulbasis und kanonisch e Darstellung, Zerlegung
in Primideale

Wir gehen aus von einem Modul a aus Koérperzahlen, der nicht
aus Null allein bestehe, und endlich - gliedrig sei. Weiter habe a
die folgenden Eigenschaften: Mit « gehore auch na zu a, wobei 7
beliebig ganz in % ist, es sei M eine natiirliche Zahl, so daB Ma
nur aus ganzen Zahlen des Korpers besteht.

Satz 1. Der so definierte Modul a gestattet eine Basisdarstellung
[y, - - vy ] mit n linear unabhingigen Basiselementen o.;.

n
Das heif3t: Jedes y = 3'/;-a; mit ganzen rationalen ’; gehort
j=1
zu a; ist mindestens ein %; nicht ganz, aber alle hy rational, so
gehort y nicht zu a.

Beweis: Wir kénnen annehmen: a bestehe aus lauter ganzen
Zahlen. Andernfalls betrachten wir Ma statt a.

I. Es gibt in a ein System von % linear unabhingigen Zahlen.
Denn ist « 4= 0 in a, weiter #,,..., 7, ein System linear un-
abhingiger ganzer Zahlen in %, so ist an,, ..., an, ein System
linear unabhingiger ganzer Zahlen in a.
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II. Ein System solcher Zahlen [oy, . . ., a,], wobei |4 (a;, . . ., &p) |
den Minimalwert von |4(&,, ..., &,)| mit den &, als linear unab-
hingig in a annimmt, erfiillt die Behauptungen unseres Satzes.

n
Zunichst liegen alle 3 7;«; in a, wenn alle Zahlen ganz rational
j=1

sind. Weiterist durch ) x,a, mit rationalen (nicht mehr notwen-

dig ganzen) x, jede Zahl des Korpers erfaBt. Zu zeigen bleibt, daB
o= Zh,aj
i=1

mit rationalen %,, die nicht alle ganz sind, nicht in a liegt. Keine
Einschrinkung der Allgemeinheit ist die Annahme: #4; ist nicht
ganz. Sei [#,] = g. Wir nehmen an: « liege doch in a. Dann liegt
B=a—gay=ra,+ hyas+ - - - + h,a, in a. Hier ist

Wir haben 0<r <L

v hy .. By ?

o1 ...0
|A(ﬂ,c-2,,4.,o¢n);= o IA((xI,oc.z,..;.a")‘

‘O 0 ... 11

=72 Ay, ag, .o, ) < [dlag, ap, oo, )]
Wir sind also zu einem Widerspruch gelangt.
Bezeichnen wir nun mit a* = («;, . . ., «,) das Ideal, das g.g.T.
aller «.ist;, so gilt mengentheoretisch
a<a*.

Es ist aber auch umgekehrt a* < q,

denn es liegt mit o) auch o, &, in a, wenn &, beliebig ganz ist, ebenso

ay &y, mit &, beliebig ganz, ..., kurz jedes Element o &, +
+ an&, von a* liegt in a. Mithin gilt
o* = (g, ..., a,) =0
Damit haben wir die Existenz einer Modulbasis [y, - . ..x,] des

Ideals nachgewiesen.

Ist « der Vektor der Modulbasis, ¥ eine beliebige n-reihige quadra-
tische Matrix mit ganzen rationalen Zahlen als Elementen und
als || =1, so ist A« der Vektor einer anderen Modulbasis.
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Im folgenden seien die Ideale ganz. Die Ergebnisse iibertragen
sich teilweise auf gebrochene Ideale.

Satz 2. Jedes ganze Ideal a hat eine kanonische M odulbaszs
(@101, G911 + Apa W, - -, A0y + - - -+ Ayy]
mit ganzen vationalen a;; und durchweg ay > 0.

Beweis: Jeder Modul des Kérpers x;w; + - - - + x,, 0 ,, hat Zah-
len des Ideals mit x,, 40, z.B. aNw,,. Sei a,, = min |x,,]|.
Die aj=ayw + - -+ ayw; bilden dann schon eine Modul-
basis des Ideals.

Denn erstens sind sie linear unabhingig wegen

1 la, 0 ... 0 2
i A9y Aoy - .- O ] L
Aoy, , o) : d=dJ[a2=+0.
Ayy Ay .. Gy,

Nun sei « =S‘ bjw; Element von a; die b; sind ganz rational.
=1
Mit 5, = g,,a],m +7,, 0 =7, <a,,, gehort
&= quop="0'w + 4 b, w7, 0,
wobei die b;" ganz rational sind, zu q, also ist 7, = 0.
Es bleibt b, =0moda,,, analog b, ;=0moda, ;,,,,
& — Gnln— GuogOpy=0b"w;+ -+ b, yw,_, usf., schlieBlich

O —GnOp— Qg ®pg— ... — gy =10
mit ganzen rationalen g¢;.
Satz 3. Die so definierte Zahl |A(x,, . . ., o;,)| ist (aN)2[d].

Beweis: Es hat sich A(y,, ..., a,,)=dHaﬁ2 ergeben. Es ge-

n
niigt’ JJa,; = aN zu beweisen. Hierzu zeigen wir: 3'7;w; mit
. . ]=l . ) V
0 = 7; <ay; ist ein volles Restsystem mod a (7; ganz rational).

I Z’r ;= Z’r w, mod a.

hitte zur Folge: =1 /=1
n-1

i—j_}‘l(;’, —7/)o;+ ]1'”—_ 7,

— ’
w,=0moda, also 7,=7,,
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worauf ebenso weiter geschlossen werden kann. Wir haben also.
[Ia;: verschiedene Restklassen.

II. Fir ]ede ganze Korperzahl n =0, + - + x,0, folgt m1t
=l +7und 0 <7, < a,,

N— hpoy,=x w1+ Xy Wny 7 Wy
und weiter : :
’ ’ , _ " ’ ”"” : :
2wyt Xy Wy = Ry =2 0y 2w,
+ 1/71—1 wn—lr

wobeli
Xpyy = h'ﬂ—lan—l! =1t "n-1 0= 7n—1 < Ap-1rn-1
ist, usf., schlieBlich
n=row+. - +7,0, moda.

Satz 4. Ist (o, . . ., &, eine Modulbasis des Ideals a, weiter

. n
= 30y,
=1
so gilt abs |cy,| (Determinante!) = aN.

Beweis: A(xy, ..., ap) = |2 d = (aN)2d

Satz 5. Ist o == 0 ganz, a= («), also a ein Hauptideal, so ist
aN = |aN].

Beweis: aw,, ist offenbar Element einer Modulbasis von a ="(«)..
Weiter gilt

a1 L g g () ]2
(@N32d =A(awy, ..., cw,) =
a(nd wl(n) oo wn(n)
0,V L, W2
= (aM)2}: - .- . :(“N)gd"
PPRCINP Y

also, da 4 von Null verschieden ist,
' (aN)2 = (aN)2,
und da aN eine natiirliche Zahl ist.
aN=|aN]|.
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‘Wir wollen einige Bezeichnungen einfithren: Ist a ein Ideal, p ein
Primideal und kommt in der kanonischen Zerlegung von a das
Primideal p mit dem Exponenten a4 vor, so schreiben wir analog
wie bei Primzahlen im Ko6rper der rationalen Zahlen pe | a, ge-
lesen: p geht genau zur a-ten Potenz in a auf. Ist a ein ganzes
Ideal und a >0, so ist dies mit a = 0 mod p¢, == 0 mod pe+!
gleichbedeutend. Analog gelte bei Zahlen pe || « gleichbedeutend
mit pe || («). p°| a bzw. « ist gleichbedeutend damit, daB in der
kanonischen Zerlegung von abzw. « dasPrimideal p nicht vorkommt.
Eine Primzahl & nach p ist eine ganze Zahl =0 modp, =*=0
mod p%. Es gilt also p || 7. Solche Primzahlen & nach p gibt es,
denn jede von der Nullklasse verschiedene Nullteilerrestklasse
mod p? besteht aus lauter solchen Zahlen.

Der groBte gemeinsame Teiler zweier Ideale (a, b) mit

a:(xl,,”,a,,),f)=(,31,~--:/3»)

besteht aus allen Zahlen 3 «;&; + X B;n;, wobei &;, n; beliebige
ganze Zahlen des Koérpers sind. Er besteht also aus der Gesamt-
heit aller Zahlen « + 3, wobei « beliebig in a, f beliebig in b ist.
Die voriibergehend eingefithrte Schreibweise (a, b) =a + b setzt
dies besonders schén in Evidenz.

Ist fiir den g.g.T. zweier Ideale a und b
(0,5) = (1),
so heilen die Ideale zueinander relativ prim oder teilerfremd. Dies

ist genau dann der Fall, wenn in den kanonischen Zerlegungen
der beiden Ideale

a=JIp%, b=]Jab
jedes p; von jedem q; verschieden ist, und alle g; = 0, b; = 0 sind.

Bemerkung: Ist z. B. ein a;< 0, so kann dieser Fall nicht eintreten,
denn dann enthilt a auch gebrochene Zahlen, der gréBte gemeinsame Tei-
ler der beiden Ideale, der ja mengentheoretisch umfassender als jedes der
Ideale ist, kann dann nicht (1) sein, was ja die Gesamtheit der ganzen Zah-
len des Korpers ist. Da wir iiberfliissige Ideale (solche p mit p° || a) in der
kanonischen Zerlegung nicht beizusetzen pflegen, so bezieht sich das = 0
nur auf den Fall, daB a oder b (oder ganz trivialerweise beide) das Einheits-
ideal sind.

Also sagt (1) = (a, b) von selbst weiter aus: a und b sind beide
ganze Ideale. Daher hat dies zur Folge: es gibt ganze Zahlen
o« =0moda, f=0modb mit « + f=1.
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Wir verstehen unter einem wcllstindigen Restsystem mod a die
Gesamtheit der Restklassen von a. Das vollstindige Restsystem
bildet beziiglich Addition als Komposition eine abelsche Gruppe
mit der Nullklasse als Einselement. Die Nullklasse ist hierbei die
Klasse der durch a teilbaren Zahlen. Die Ordnung der Gruppe
ist aN. Wir konnen uns ein volles Restsystem durch Reprasentanten
der Restklassen '

gegeben denken. =066, &N

Es seien nun a, b zwei Ideale mit (a, b) =(1), also a, b ganze Ideale.
Es gibt dann Zahlen ¢« = 0 moda, =0 modb, « + f=1. Wir
bilden die Ausdriicke a#n+ & wobei 7 ein volles Restsystem
mod b, £ ein volles Restsystem mod a durchlduft, das sind for-
mal gNBN Zahlen. Wir behaupten: Keine zwei dieser Zahlen sind
mod ab kongruent. Denn wire an+ &= an'+ & modab, so
folgte zunichst wegen « = 0 mod a, wenn man die Kongruenz als
solche mod a auffaB3t, daB &= & moda, also &= & ist. Weiter
ist « = 1 mod b, also gibt Auffassung der Kongruenz als solche
modb, daB an=a#n modb, n=n"modd, n=19 ist. Also
sind in der Tat diese aNDN Zahlen alle untereinander inkongruent
mod ab.

Ist nun y eine beliebige ganze Zahl des Korpers, y = £, mod a,
y —om, = & mod b, wobei &, 0, den Systemen der £ und 7 ent-
nommensind, sofolgt y = a#,+ & mod ab. Dennes ist y—an; — &
durch a und b, also durch ihr Produkt ab teilbar. Es ist also durch
an + £ jede Restklasse von ab erfaBt, diese Zahlen reprisentieren
die (ab)N Restklassen von ab. Es ist also fiir (a, b) = (1) die Be-
ziehung (ab)N = aNBN erfiillt. Wir erhalten

Satz 6. Ist (a, b) = (1), so ist die Norm des Produkis der beiden
Ideale a, b gleich dem Produkte der Normen; in Formeln:

(ab)N = aNDBN oder N (ab) = N (a) N (b).

Zugleich sehen wir, dafl mit der Unbekannten o das Simultan-
system der Kongruenzen ¢= Amoda, ¢= g modb eine Lo&-
sung mod ab hat, wenn 1, u gegebene ganze Zahlen sind, sofern
(@, b) = (1) ist. Denn ist 1= £ moda, u= n, modb, so ent-
spricht o = a#; + & mod ab der Aufgabe, und nur diese eine
Losung ist da. Das iibertrigt sich sofort auf ein Simultan-
system von m Kongruenzen ¢ = 1, moda,, 0 = A, moda,, ...,
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0= l,moda,, wenn nur die (ganzen) Ideale a,, a,, . . ., a,, paar-
weise teilerfremd sind, das heiBt stets (a;, a;) = (1) fiirs = j ist.
Wir haben

Satz 7. Sind die ganzen Ideale a; paarweise teilerfremd und das System
von Stmultankongruenzen o = A mod a,, . .., 0 = A, mod a,, mit o
als Unbekannter gegeben, so hat das System mod a,0, ... Q,, genau
eine Losung.

Man dehnt manchmal den Begriff , teilerfremd‘‘ oder ,,relativ
prim‘‘ auch auf gebrochene Ideale aus, wenn in den kanonischen
Primidealzerlegungen der beiden Ideale durchweg verschiedene
Primidealfaktoren vorkommen. In diesem Falle ist der gréBte
gemeinsame Teiler der beiden Ideale nicht das Einheitsideal.

Betrachten wir nun den Restklassenring mod p2?, dem Quadrat
eines Primideals p. Er enthilt eigentliche (von der Nullklasse ver-
schiedene) Nullteiler, ndmlich genau die Klassen, die durch Prim-
zahlen & nach p repriasentiert werden. Lassen wir a, bei gegebe-
nem 7 ein volles Restsystem mod p durchlaufen, so ist jedes a,7,
wenn nicht «, = 0 mod p ist, wieder eine Primzahl nach p. Um-
gekehrt wollen wir annehmen, 7’ sei ein Reprdsentant einer Null-
teilerklasse. Es ist etwa (7) = pa, wobei a zu p prim, ein ganzes
Ideal ist, aber kein Primideal -zu sein braucht, auch z. B. das
Einheitsideal sein kénnte. (Eine Kongruenz nach dem Einheits-
ideal sagt selbstverstdndlich nichts aus.) Dann ist das System
der Simultankongruenzen mit 7 als Unbekannter v = 7’ mod p2,
7= 0 mod a 16sbar; es ergibt sich eine Zahl 7 als Reprdsentant
der beziiglichen Restklasse mod p2, die durch die beiden zuein-
ander primen Ideale p und a, also durch ihr Prcdukt pa= (x)
teilbar ist, es wird 7= B, wobei f eine ganze Zahl des Korpers
ist. Es ist p || 7, also wegen p || & bleibt p° || 5, g ist zu p prim,
es wird etwa § = a, mod p, daraus 7 = a,7w mod pz = 0 mod p2.
Damit ist die Restklasse von 7/, da wegen 7= 7’ mod p2 auch
T = a,7r mod p? gilt, im frijheren System a«,7 ausgedriickt.
Also: Jeder Nullteiler mod p2 148t sich durch a,w mod p? reprisen-
tieren, wenn 7 eine Primzahl nach p ist, und «, einem gegebenen
vollen Restsystem mod p entnommen:ist..

Lassen wir nun ebenso «; unabhingig von o, ein volles Rest-
system mod p durchlaufen, so ergibt der Ausdruck

A+ &g TT
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formal (pN)2 Zahlen; diese sind alle mod p? inkongruent. Denn
ist etwa )

o + a7 = oy + &’ v mod p?,
so gibt Auffassung der -Kongrueﬁz als solcher mod p sofort oy = o)
mod p, also «; = «,".- Die verbleibende Kongruenz

— 2
&y 7 = &' 7 mod P

gibt P2 | (ay — ay’) 7, also wegen p ||z, bleibt p | ay — oy, ' = @, -
Weiter gibt es bei einer beliebigen ganzen Zahl y des Kérpers zu-
nichst eine Zahl «)’ des Systems der &, mit y = &)’ mod p. Es ist
dann die Restklasse der Zahl y — «," mod p? im Restklassenring
mod p? ein eigentlicher oder uneigentlicher. Nullteiler, also in der
Form «y’ 7w ausdriickbar, wobei a,” dem System der £; entnommen
ist. Es ist y= oy’ + ay’w mod p2. Mithin ergeben diese (pN)2
Ausdriicke gerade die simtlichen Restklassen mod 2. Es ergeben
sich die Satze:

Satz 8. Die Novrm des Quadrats eines Primideals p ist gleich dem
Quadrat der Norm wvon P, in Formeln (p*N= (pN)2 oder

N (y%) = N2(p).

Satz 9. Jede Restklasse mod p2 ist in der Form o, + axm mod p*
eindeutig darstellbar, wenn 7 eine Primzahl nach P ist, dagegen
&y, oy einem vollen Restsystem mod b entnommen sind.

Nun sei die Induktionsvoraussetzung: Es sei bewiesen, daB
(pt)N = (pN)¢ ist und, daB mit den «; als Elementen eines voll-
stindigen Restsystems mod p jede Restklasse mod p? sich als

oy + o+ - -+ oyt eindeutig darstellen 14B8t. Nun ist zu-
nichst, wenn wir die (pN)i+! Zahlen
oy + g+ - A a4y

aufstellen, fast unmittelbar klar, daB sie durchweg mod p*+? in-
kongruent sind. Denn.die Annahme

t+1

Sami-l= Z'a 7/~1mod pt+1

j=1 j=1

hat, wenn wir die Kongruenz mod pt lesen, unmittelbar die
Gleichheit a; = «';, fiir jedes j < ¢ zur Folge. Die verbleibende
Kongruenz gibt p'+! |zt (0,4 — «'yyy) und wegen p iz folgt
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Oy = apgymodyp, d.h. a,,; =0y, Nun sei y eine beliebige
ganze Zahl in 2. Nach der Induktionsvoraussetzung gilt
y=Fi+ -+ fa-tmod
wobei die 8, irgendwelche £, sind. Sei y’ die rechtsstehende Zahl,
also y= 9" modyp’!. Das System der Simultankongruenzen
0= y— 9 mod pt+!, ¢ = 0 mod a‘*! hat eine Losung, die durch
ptat (wegen y = y" modypt), d.h. durch =t teilbar ist. Mithin
wird y =y 4 a'modp+? mit p als ganzer Zahl. Ist o = 8,4
mod p, wobei f,,, dem System der &, entnommen ist, so ist
pont = B,,;7n* mod pnt = 0 mod pt+1.

y=Fit -+ for o frgat mod pt
nachgewiesen. Zugleich ist gezeigt: (pt+1)N = (pN)¢+1. Damit sind
die Sitze 8 und 9 verallgemeinert:
Satz 10. Die Norm der t-ten Potenz eines Primideals p ist gleich

der t-ten Potenz der Novm. Hierbei ist t eine natiirliche Zahl. In
Formeln wird dies (pY)N = (pN)¢ oder N (pt) = Nt (p).

Damit ist

Satz 11. Jede Restklasse mod p* lifSit sich eindeutig als
(x1+ a2n+ cee 4 “tnt—-l

darstellen, wenn eine Primzahl 7w nach p gegeben ist. Hierbei sind
die o; ein fiir allemal festgesetzte Reprisentanten eines vollen Rest-
systems mod p.

Nun folgt als Verallgemeinerung von Satz 6

Satz 12. Die Norm des Produktes zweier ganzen Ideale ist gleich
dem Produkt der Idealnormen. In Formeln geschrieben heifit dies,
wenn a, b die beiden Ideale sind: N (ab)= N (a) N (b) oder
(ab)N= aNDpN,

Beweis: Satz 6 iibertriagt sich ohne weiteres auf das Produkt
von drei oder mehr paarweise teilerfremden Idealen. Ist nun
a=1IIp,, b= Ilp;, wobei wir ausnahmsweise in b, aber nicht
in a und in @, aber nicht in b aufgehende Primideale p; mit dem
Exponenten a;, b, = 0 ansetzen, so ist

(@B)N = ([T s+ 5N = JT (p2i+ 2N = [T (p,2)N (p2e)N = aNON.
Es habe die rationale Primzahl p die Zerlegung

@) = b pye . Pyt
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Dann ist etwa pN = %, also f; der Grad von p,. Die Zahl ¢; (na-
tiirliche Zahl) heiBt Ordnung von p;. Normenbildung gibt (» ist

wieder der Korpergrad)
Pn=?el-{l". egfg
oder
n= e’lf1+ R 6gfg'

Wir haben also

Satz 13. Die Summe der Produkte von Ordnung und Grad dev Prim-
idealteiler einer rationalen Primzahl p ist gleich dem Korpergrad.

Nun sei wiederum p eine rationale Primzahl. Wir nehmen an, es
gebe eine kanonische Basis (§ 29)

agy+ -+ ay, 9724 B!

wy=1 ..., 0= b,

L e T L e ol kil
b, "

wobei b, | by, (b =1) gilt, und zwar so, daB} b,= 0 mod p ist.
Dann ist von selbst b; == 0 mod p, wenn j < ist.

Fx)=ay+ -+ a"
sei das normierte ganzzahlige irreduzible Polynom, das ¢, eine

erzeugende ganze Korperzahl als Wurzel hat. Es sei % (x) in P, [«x]
ein normierter Faktor von F(x); wir ziehen nur die Fille in Be-

)’

tracht, in denen 7% (x) irreduzibel oder eine Potenz eines irredu-
zibeln Polynoms mit Exponenten > 1 ist. Sei

B(x)=co+ - - + 2%,

Wir bilden a= (p, 2 (9)). Untersuchen wir zunichst, ob a nicht
das Einheitsideal ist. Wire dies der Fall, so miillte es eine Glei-

chun

s L=wp+ fuh(9)
mit «,, B, als ganzen Zahlen in 2 geben. Multiplikation mit b, gibt

by=pal(®)+ h(®) b(®) (1)
mit a(x), b(x) als ganzzahligen Polynomen. Die in P[] giiltige
Gleichung F ) = h(«) G ()
hat eine Gleichung in P[x] zur Folge
Fle)=h(x) G @) + pH ()

e W=
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mit H (x) als Polynom mit nach p ganzzahligen Koeffizienten, so

dad KB G®) -+ pHB) =0
gilt. Deshalb folgt aus (1)

G@) b= p((G@) a®) — H D) b(D))
und daraus, da G (x) normiert ist

b, = 0mod p

im Widerspruch zur Voraussetzung.
Sei nun eine Zahl y = Omoda, y=x 0+ - - - + x;; mit j > f
und x4 0. Die Zahl a;; in Satz 2 ist offenbar ein Teiler von b,
denn es gibt Zahlen = 0 moda mit x;=b; z. B. $/7-1}(¥).

Wegen pw;= Omoda gilt aber offenbar auch a;;|p. Da (b;, p)
=11ist, ist a;; =1. Damit ist die Existenz einer Teilbasis von a:

Crana @t Cppp,p Wpt Wpygy - ooy
cn1w1+ e+ Cn, n—lwn-l+ Wy
sichergestellt. Hingegen kann ein Element y = ;4 - - - +x;05

mit j < f nur bei Teilbarkeit aller x; durch p zu a gehéren. Denn
es ergibt die Zugehsrigkeit von y zu a auch die von b,y zu a und
umgekehrt, das letzte, weil ; 3= 0 mod p, a ein Teiler von p ist.
Wir haben, wenn ;Y = v (&) mit v(#) als ganzzahligem Polynom
in ¢ von einem Grade j< f ist, eine Darstellung
byy=v(®) = A(®) p+ B h(9)

mit A (#) und B(®) als Polynomen, deren Koeffizienten nicht
notwendig ganz, aber mod p ganz sind. Das gibt wegen der Irredu-
zibilitat von F(x) eine Gleichung in P [x]:

v(x) = A (x)p + B (x) h(x) + M (x) F (x) 2)

mit M (x) als Polynom, dessen Koeffizienten mod p ganz ‘sind,
und dies wieder hat in P, [x] eine Gleichung

v (%) = B (x) k() + M (x) F (x) (3)

zur Folge, die aus (2) hervorgeht, wenn man die eventuell ge-
brochenen, aber modp ganzen Koeffizienten durch ihre Rest-
klassen mod p ersetzt. Wegen der in P, [x] giiltigen Beziehung
h(x) | F(x) gilt aber in diesem Bereich %(x) | v(x). Da ein even-
tueller Grad von v (x) aber < f, also kleiner als'der Grad von % (x)
wire, so ist dies nur bei der Annahme moglich, daB v (x) gar keinen
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Grad hat, also das Nullpolynom ist, es sind also alle Koeffizienten
von v (x) in P [x] Null, alle Koeffizienten von v (x) in P [x] sind
durch p teilbar, es ist

X=Xy =xy= - -+ = x;= 0 mod p.

Da aber pw,; in a liegt, so ist a;;= p. Damit ist eine kanonische
Modulbasis des Ideals a in der Gestalt

P, PWs Cop1 01t W, e Cpor -+ @,
nachgewiesen. Es bleibt aN = 7.
Ist nun erstens % (x) irreduzibel, so ist a = p, Primideal. Denn der
Restklassenring wird das Galoisfeld GF (p7).
Ist zweitens % (x) = 7, (x), wobei %, (x) in P,[x] irreduzibel ist,
so ist a= 0 mod p,, wenn jetzt p, = (p, 4, (¥)) ist. Es ist p,! =
(%, Byt (9)) = (p?, 2 (¥)), mithin p;! = 0 mod a. Es habe %, (x) den
Grad f;, es sei also f=tf.
Wegen (p,f)N = ptfi = aN ist aber a= p,’.

Ist nun F (%) = Iy () Bgfr (x) - . . B0 ()

die Zerlegung von F(x) in P [x] in Potenzprodukte paarweise
verschiedener normierter irreduzibler Faktoren, so folgt mit
pj= (p, hy(9)) die Beziehung
$ = 0mod H.p’ea

Da aber mit f; als Grad von %, die Bemehung Ve,f, =n gilt,
folgt aus Satz 12, daB weitere anldealfaktoren von p nicht
vorkommen kénnen und stets p,¢ | p ist. Es bleibt der iiberaus
wichtige

Satz 14. Ist p eine rationale Primzahl, lift sich eine kanonische
Basis zur ganzen Korpererzeugenden & angeben, so daf die dabei

auftretenden Nemner b; zu p prim sind, und ist weiter F (x) das
normierte ganzzahlige irveduzible Polynom mit der Wurzel &, ferner

F(x) = hy o (x) hyeelx) ... hyelx)
die Zerlegung von F (x) in paarweise verschiedene irreduzible Fak-
toren in P, [x], so zerfillt
. (P) = ’pler e ‘pgeg
“n g Primideale der beziiglichen Ordnungen ¢;. Es ist p;= (p, hy (9)),
und dieses Primideal hat als Grad f; den Grad von hy(x).

11 Holzer, Zahlentheorie. I
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Bemerkung: Ist a= (&, ..., &), so heiBt o, ..., x, eine Idealbasis.

Sie braucht keine Modulbasis zu sein. Es ist offenbar auch a = (G-
&q4,); wenn die g beliebige Einheiten sind. Insbesondere ist () = (x¢),
wenn ¢ Einheit ist, d. h. assoziierte Zahlen erzeugen dasselbe Hauptldeal '

Ist y zu & prim, «, 8, y ganz, so ist (&, f) = (&, B7).
Nun ergibt s1ch sehr schnell die anldealzerlegung einer ratio-

nalen Primzahlp im quadratischen Zahlkérper P () m), wobei m
eine quadratfreie ganze rationale Zahl und von Eins verschieden
ist. Wir miissen die Fille p> 2 und p = 2 unterscheiden.

Wir haben fiir m = 2, 3mod4 eine Kdorperbasis (1, Ym], fir
14 Vm
2

m = 1mod 4 hingegen eine solche [1, = wJ. ~Die nor-
mierten irreduziblen ganzzahligen Polynome, von denen ]/% 3
Wurzeln sind, werden

1. fiir Ym das Polynom F (x) = x% — m,
m—1

2. fiir w das Polynom Fy(x) = 22— x — 1

Das letzte gilt fiir m = 1 mod 4.

Haben wir p > 2, so kénnen wir, da immer p zu dem in der
kanonischen Basis vorkommenden Nenner b, prim ist, stets

® = Ym setzen. Es ist dann F (x) = 2% — m.
Ist nun (%):1 also x2 — m = (x + A) (x — A) mod p, wobei
4 eine Losung von x*= m modp ist, so wird (p) = p,p, mit

= (p, A+ Ym), po=(p, Ym—A4) = (;b, A—Ym). Ist hingegen

(%) — 1, so bleibt  in % Primideal. Ist endlich m = 0 mod p,

also F (x) = x2mod p, so wird (p) = p% mit p = (p, Ym).

Ist p= 2 so kann man im Falle m = 2,3mod4, wobei [1, ]/'r—n]
eine Basis ist, genau so vorgehen. Ist m = 2 mod4, so ist
F(x) = #?2mod 2 und es wird (2) =12 mit [=(2, Ym). Ist m =3
mod 4, so haben wir F(x) = (x+1)2mod2, und es ist (2) =12
mit [ = (2, 14 }m).

Ganz anders ist der Fall m = 1 mod 4. Hier miissen wir von der

Basis [1, w] ausgehen, also ¢ = w setzen, fiir F tritt ein F;. Ist
= 1mod8, so ist Fj(x) =ax?—x=x (x—1) mod2, und es
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wird (2) das Produkt der beiden voneinander verschiedenen P1im-
ideale: (2) = Ll,, hierbei ist ; = (2, w), hingegen
_ . —1 +Vm _ —Vm) L ,
L= 0—1 =2, T) (2. 25") ~ew),
wobei ' die zu w konjugierte Zahl ist. Ist m = 5 mod8, so

ist Fy(x) = x24- 241 in P,[x] irreduzibel, und 2 bleibt Prim-
ideal.

Untersuchen wir beispielsweise die P_rim"zahlén‘ =< 23 im Zahl-

korper P(}/—23). Eine Basis ist [1, w = I—MJ die Kérper-

2

“

diskriminante ist — 23, und wir haben.
1. p=2, m=1mod8, 2=11 mit (2, w)=1, (2, ) =1,.

Damit [, ein Hauptideal ist, miiBte.(2, w)N = 2 Norm einer gan-
zen Zahl des Zahlkorpers sein. Die Méglichkeit, daB — 2 Norm
ist, schei_det aus, da eine eigentlich komplexe Zahl stets positive

Norm hat. Nun sind die ganzen Kérperzahlen durch ”++]—23

mit x =y mod2, wobei x,y ganz rational sind, gegeben. Es
folgte x%+ 23y2= 8, was offenbar keine Lésungen hat. (2, w]
ist kanonische Modulbasis von I;, woraus die Norm folgt.

Bemerkung: Ist 24 23y>= 0 mod 4, ohne daB- #,y beide gerade,
wenn also beide ungerade sind, so ist es auch durch 8 teilbar. Wollen wir

also bei einer ungeraden Zahl untersuchen, ob sie Norm einer ganzen Zahl
in % ist, so konnen wir sagen: Wenn ja, dann von einer Zahl der Form

x+yV— 23 mit ganzzahligen ¥ und y. Analoges gilt fiir jedes m=1
mod 8.

— 23 9 .
2. p=3, =1, 12=—23mod 3, es wird

(3)= mz mit p; = (3, 1+ J=23), p, = (3,1 — y=23).
Oder auch p, = (3, w), p,= (3, '), womit zugleich eine Modul-
basis der Primideale gegeben ist. Da x%+ 2392= 3 rationalganz:
zahlig unl6sbar ist, sind p, und p, keine Hauptideale.

3. p=5, (— 523) - (%) — _1; (5) bleibt Primideal.

4. p=1, < _723 ) = (—72) = —1; (7) wirdPrimideal zweiten Grades.

5 p=11, (:fg) (T—ll) = —1; (11) ist auch in.%2 Primideal.
11*
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1o [ —23\ [ —234+39\ [16) .
6. p=13, ( 3 _( 3 >—(F>—l' Die Kongruenz

x%= — 23 mod 13 hat eine Losung x = 4. Wir erhalten (13) = g, q,
mit g = (13, 4+ Y—23), q,= (13, 4 — y—23) oder auch
4 = (13) 9 —};— 23) - (13, 9+ };— 23
(13,5 — w), q,= (13, 4 + w) setzen, also q; = (13, — 5+ w), Gy =
(13,4 + w). Dieletzte Idealbasis ist auch Modulbasis. Da x2+- 23y2
= 13 unldsbar ist, sind q, und q, keine Hauptideale.

_ —23\ _ (—23+4+68) (45\ (5\ _(17\ _ . .
o= (52) o (B 8 (£) ()=
Primzahl 17 zerfillt nicht.

). Wir kénnen auch q,=

—23 —4 —1 . .
8. p =19, (T) — (T) - (ﬁ> — —1. Auch (19) bleibt Prim-
ideal.

9. p=23. Es ist (23) = (J—23)®, Quadrat eines Hauptprim-
ideals.

Ein Beispiel, in dem eine Primzahl Produkt zweier verschiedener
Hauptprimideale ist: (59) = (6 + Y—23) (6 — y—23).

Die verschiedenen Fille der Zerlegung rationaler Primzahlen im

quadratischen Zahlkorper lassen sich mit Hilfe des Kronecker-
Symbols (§ 21) in den iibersichtlichen Satz zusammenfassen:

Satz 15. Ses d die Diskriminante eines quadratischen Korpers,
a

p eine rvationale Primzahl. Ist (—) = —1, so bleibt (p) Primideal.
Ist (2 =1, so wird (p)= p;p,, wobes Y,,p, voneinander ver-
schiedene Primideale ersten Grades sind. Ist 4) = 0, so wird

(p) = 92, also Quadrat eines Primideals der Ordnung Zwei und
des Grades Eins.

Als letztes Beispiel nehmen wir den kubischen Kérper
P(@) =~

wobei ¢ eine Wurzel des normierten ganzzahligen irreduziblen
kubischen Polynoms f(x)=«%—x —1 ist. Die Diskriminante
von ¢ ist — 23. Da dies quadratfrei ist, sieht man sofort, dal — 23
auch die Korperdiskriminante und. [1, &, #?] eine Korperbasis
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ist. Um die Zerlegungen einfacher Primzahlen zu ermitteln, be-
merken wir, dal man nach ganz kurzer Rechnung erhilt:

f0)y=-1, f(5)=119=17.7,

f)y=-1 £(6)=209=19 .11,

f@)=5 f(1)=1335=15.617,

f@3)=23, £(8) = 503 (Primzahl),

f(4) =59, £(9) = 719 (Primzahl).
Weiter

f=1)=-1, f(— 6) = — 211 (Primzahl),

f(=2)=-1, f(— 1) = — 337 (Primzahl),

f(—3)=—25, f(—8)=—505=—5-101,

f(—4)=— 61, f(—9)=—1721=—17-103.

Nun ist f(x) =% — x —1 mod 2 und mod 3 irreduzibel, es sind
also (2) und (3) in % Primideal ¢ dritten Grades. Danach § 24 fiir

>3, (%) =1 die Kongruenz f(x) = Omodp entweder keine

oder drei Wurzeln, fir (%) = —1 hingegen genau eine Wurzel

hat, so gilt (4 = —23): Es ist (“523) — —1, wir haben die ein-
zige Wurzel x = 2 mod 5; Division von f(x) durch (x — 2) mod 5
gibt das irreduzible Polynom x2+ 2x -+ 3. Wir haben die Zer-
legung (5) = p,p,, wobei p, = (5,2 —F) ein Primideal ersten,
p,= (5,3 + 29 + 9% Primideal zweiten Grades ist. Analog ist

_ 923

7

mit q,= (7, 24+ #) als Primideal ersten, q,= (7, 3 — 2% + 9%
als Primideal zweiten Grades. Man sieht auch: 13 bleibt Prim-

ideal, iibereinstimmend mit (11?) =1. Ich wiederhole: aus

2) _1 kann man nur ersehen, daB (p) entweder Primideal bleibt

= —1, wir haben die einzige Wurzelx = — 2 und (7) = ¢, q,

oder Produkt dreier Primideale ersten Grades wird, welcher

dieser Fille eintritt, bedarf nadherer Untersuchung. Ein Beispiel,

in dem (%) =1 und f(x) das Produkt dreier Linearfaktoren in
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P,[x], demzufolge p das Produkt dreier paarweise verschiedener
Primideale ersten Grades ist, ist » = 59. Man hat
flx) = (x — 4) (x +17) (x —13) mod 59

und (59) =111, mit 1, = (59, 4—F), 1,= (59, #+17), ;=
(59, 13 —9).
Wir wollen noch p = 23 untersuchen. Es wird

f'(x) = 3x%2—1= 0 mod 23

durch x = £ 10 gelost. Von diesen beiden Restklassen geniigt
nur x = 10 der Kongruenz f (x) =0mod 23, da f(10) = 989 = 23 . 43
ist. Also wird f(x) = (x —10)2 (x — 3) und wir haben (23) = 3,23,
mit 8, = (23, 10 — ¢) als Primideal der Ordnung 2 und des Grades1,
8, = (23, 3 — 9) als Primideal der Ordnung 1 und des Grades 1.
Wir schlieBen mit einem Satz, der sehr oft die Entscheidung ge-
stattet, ob ein Ideal das Einheitsideal ist.

Satz 16. Ist A eine natiirliche Zahl >1, « eine ganze Zahl des
Korpers und ist aN= 0 mod A, so ist das Ideal a= (A, o) nicht
das Einheitsideal.

Beweis: y =A£+ an mit £ 5 beliebig ganz in % ist Reprisen-
tant einer Zahl in a. Es wird '
n

. n
yN= [[AED 4+ a@ ) = [[a@ 5@ = aNyN=0mod 4 .

=1 i=1
Es ist also 1 in a nicht enthalten.

§ 35. Inhalt von Polynomen

Aus dem Z.P.I. gewinnt man ohne weiteres einen Satz, der eine
Erweiterung des Satzes 1 in § 25 darstellt.
Wir definieren bei einem ganzzahligen Polynom

fle) = ot
j
indem nur endlich viele «; von Null verschieden sind, als Inhalt I (f)
das Ideal (xp, o, . . .). Der Satz lautet dann:

Satz 1. Der Inhalt des Produktes zweier Polynome wmit. ganzen
algebraischen Zahlen als Koeffizienten ist das Produkt- der beiden
Inhalte.
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Beweis: Die Polynome seien f(x) und g(x) = > Byx*. Das Pro-
dukt % (x) wird: 4 (x) = X y,2, wobei

Y= Z MBIC

l=j+
ist. Wir haben I(f) = IIp,, I(g) = J]»;%. Jedenfalls gilt

a; =0 mod patbi,

also I(fg) =0 mOd I(f) I(g)

Sei p eines der Primideale p,;, es sei p4 | I(f), pB | I(g). Wir
nehmen an: PAFL |, g, e, g P4 @y,

epenso pBHL| By, By, ..., Boys ¥B | B,

Dann wird

Yr+s = arnBs + “r+lﬂs—1+ et “7+5.50
+ 1Bt + oo By

Es ist p4+B+1| +t.35 ; mit > 0, ebenso p4+B+1 la,_,ﬁm
Es bleibt

p44.+13||a1_ e pAEB[y

§ 36. Der Gitterpunktdeterminantensatz von Minkowski

Gitterpunykt ist ein Punkt mit ganzzahligen Koordinaton.
Gegeben seien # Linearformen:
fh=anx+ -+ 2y,

fn:an1x1+"'+annxn

mit der Matrix U= (a;), die a;, seien reell, die Determinante
1| == 0. Gegeben’seien weiter » positive GréBen s, #,, . . ., %,
mit s %,...x,=abs|U|. Wir denken uns um jeden Gitter-
punkt (y;,%,,...,%,) des n-dimensionalen Raumes einen Be-
teich, gegeben durch

A .
|agy(xy, — yy) + - Hay, , — v,) | §§"¢ (i=1,...,n)

angebracht, und zwar sei 1 so klein, daB
| f; | = Ay
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auBer dem Ursprung keinen Gitterpunkt enthalte. Es sei

%y 'y,
Xp \Yn

Kurz geschrieben lauten unsere Annahmen:

1. |fi(®)| = A%; enthdlt keinen Gitterpunkt auBer dem Ur-
sprung.

2. Die Bereiche sind um jeden Gitterpunkt Y angebracht, es ist

dabei 1

it —9)| = 5% (1)
Behauptung: Zwei um zwei verschiedene Gitterpunkte ) und 3
angebrachte Bereiche (1) haben keinen Punkt gemeinsam.
Beweis: Wire

[fily —uw)| =

/i —u)|=

x;

P
A
B

fiir zwei verschiedene Gitterpunkte 1), 3 erfiillt, so wire

£y = < 1Al — Wi + 14,6 — 0] < A,
und es enthielte fi®)] = A

doch nichttrivial einen Gitterpunkt namlich H—j3.

Bei Anbringung der entsprechenden Bereiche um die Gitter-
punkte (y,,¥,,...,%,), wobei die y; unabhingig voneinander
die Zahlen 0, + 1, -2, + 3, ..., &= N durchlaufen, also 1nsge-
samt (2N +41)» Gltterpunkte errelcht werden, haben wir
(2N +1)»V (1) als Gesamtvolumen, wobei die GréBe V(1) das
Volumen des Bereiches

A
A= 4,
gibt. Wird die GroBe T als
T = max {max |, |, ..., max |x, |}

im Bereich

/@) = %
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bezeichnet, so sind alle unsere Bereiche im Wiirfel der Kanten-
linge 2N +1+ AT enthalten. Mithin ist

@N+1)"V(Q) < @N+1+ A7)

oder nach Division durch 2*N» und Grenziibergang N — oo

V) =1
Es wird durch Transformation mit f;,...,f, als neuen Ver-
dnderlichen, also dem Absolutbetrag der Funktionaldeterminante
0(fy - fu) | _
la(xl,...,x,,) —abs|%|> 0
demzufolge
la(x,,...,xn)_ . 1
0(fir--nfa) | abs|¥|

das Volumen V (1)
VA =j...fdx1...dx,,:Fll%[l—f.,.fdfl...dfn

ix ix
2 2°n
1 Ax, ... .%
=——|dfy... = 1 "R __ In,
abs[%!f h fdf" abs | A | A
_2, _A,
2! »

Es folgt i* =< 1, also muBl 2 < 1 sein. Aber auch fiir A=1 ist es
ganz ausgeschlossen, daB der Bereich weder am Rand noch im
Innern einen Gitterpunkt enthilt (immer vom Ursprung abge-
sehen!), denn sonst miiBte fiir jedes 1 =1+ ¢ mit noch so klei-
nem ¢ >0 ein Gitterpunkt sogar innerhalb des Bereiches liegen,
also liegt auch einer fiir 1=1 am Rande oder im Innern. Wir
haben den Satz von Minkowsk::

Satz 1. Sind n Linearformen mit reellen Koeffizienten

h =ap X+ ot ay, Xy

fn=un1x1+ Cr A Xg

mit der Matrix U, nichtverschwindender Determinante ||, ferner
n positive Grofen x; mit x, ... n,= abs|U| gegeben, so enthilt

der Bereich
A@I = fa @] =%,
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am Rande oder im Innern nichttrivial einen Gitterpunkt. Hierbei ist

7

- xl \
r={":
xﬂ

Bemerkt sei, daBB nur die Existenz des Gitterpunktes nachge-

wiesen ist; der Satz gibt keine Rechenmethode, den Gitterpunkt
wirklich zu finden.

§ 37. Der Minkowskische Diskriminantensatz

Die Linearform in %

f=x1w1+' o +xnwn
mit [w,,..., w,] als Korperbasis heiBt Fundamentalform. Sie
werde in den » Koérpern durch f,, . .., f, verwirklicht. Dann ist
I]/ﬁl der Absolutbetrag der Determinante der Formen.
Wir folgen hier nicht der Anordnung (A)?), sondern nehmen zu-
erst die 7, reellen Korper, sodann die 7, Paare konjugiertkom-
plexer Kérper, so daBl jeweils einem Kérper der konjugiertkom-
plexe folgt. Sind (), kU+1) konjugiertkomplex, so setzen wir

fit+fi+a

py =Tt fren
) V§

by, =t "fie

fi1 V2

wéhrend 7, =f,, .. ., hy, = fy, ist.
‘Wir nehmen, wenn . ,
lh’ll é Tl: ] lhnl g Tn

verwirklicht werden soll, stets bei einem Paare konjugiertkom-
plexer Korper dasselbe 7,, so daB wir nur 7, + 7, GréBen

%IZTIT ey %’.=T
haben.

Aus |hy| < 15, Byl < 7; folgt wegen f;=f,,, (der Querstrich
bedeutet den Ubergang zu den konjugiertkomplexen Zahlen)

Al =1l = ) EE R

fil= [f?'+1|.§77'j

r0 B 1= Tr 1 = Trges -0 (1)

also

1) Vgl. S. 109
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Um Auskunft iiber zweckmiBige Wahl des Produkts
2 2
Ty eoe Tn=H1Xp oo %y R 1%y yo oo K g,

zu erhalten, brauchen wir den Absolutbetrag der Determinante
der 4;. Nehmen wir nur die Transformation, die alle f;, soweit
sie nichtin %, bzw, soweit sie schon iibergefiihrt sind, unverdndert
14B8t, und nur f, f;,; in Ay, hy,, iberfithrt, so haben wir eine
Substitutionsmatrix (leere Stellen sind Nullen!)

1
1

i 1

2 12
4 NS

iVe iV2

1
1
mit abs |¥|=1. Mithin hat die Determinante der %,..., A,

auch den Absolitbetrag |}/d|.
Daher kénnen wir #; + 7, —1=r GréBen

Ry, Ry o o vy Ky

beliebig wahlen, dann ist allerdings x,,, bestimmt.
Entweder sind alle Koérper reell, dann ist » +1 =% und

HyHg o oo HpHpyy = l]/ﬁl

[Val

r+17 %

zu setzen, also

X

1%y

Oder es ist mindestens ein Kérper, damit auch ein Kérperpaar
eigentlich komplex, dann wird

_ le
M, x,“?‘x,2+1=h/d\, %,_H—l/

Hierbei sind die a, eins, wenn 1 =<7 <, ist (s'ofer'n iiberhaupt
reelle Koérper vorkommen). Sonst ist 2, = 2.
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Es wird dann einen Gitterpunkt ¢ geben (nichttrivial, also vom
Ursprung verschieden) mit

AR =,

Ifr, @ = %, 1)
Ifr,+1 @)1= lfr,+2 @ = Hr 41>

[fa-s(®) = /n2@) | = %,
/@ =1/ @) | = %11
Dieser Gitterpunkt definiert dann eine ganze Zahl « &0 des

Korpers, es ist aP = f,(x), [aN| = |V7i|

%, ..., waren ganz beliebig, x,,, ergibt sich aus ihnen; also noch-
mals: wenn alle Koérper reell sind, ist
Hyp1= S (A
TR sy Ky %y
Wegen |aN|= |IIf;(x)| = 1 aber muB
Hy oo Mgy = 1
gelten, so daB sich in diesem Falle (» = » —1) ergibt
1 ya
% » § Hpp1= % | !%

Lo % ¢y %y,
Sind auch eigentlich komplexe Korper da, so ergibt sich in genau

derselben Art _
2 [Va|

x

1...%7‘1%1_?4_1...%?2
Es kann nicht |d|=1 sein, sonst wiirde bei jeder Annahme der
% ,..., % die Gleichheit

: /5 (&) | = 2y

bestehen, wobei 4 durchj aus dem Gleichungssystem (1) bestimmt ist
Das ist aber ganz unméglich, z. B. schon, wenn man #x, als posi-
tive transzendente Zahl annimmt.

Damit erhalten wir den

Diskriminantensatz von Minkowski. Die Koirperdiskriminante d
hat einen Absolutbetrag >1.

Fiir quadratischimaginire Korper gilt der Beweis nicht. Hier folgt
er aus Satz 3 in § 29.
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§ 38. Die Einheiten im quadratischen Zahlkérper

Grundlegend fiir mehrere weitere Sétze ist der folgende Satz iiber
die Endlichkeit der Menge ganzer Ideale unter bestimmten Vor-
aussetzungen:

Satz 1. Ist M >1 beliebig vorgegeben, so gibt es nur endlich viele
ganze Ideale a mit aN < M.

Beweis: Es gibt nur endlich viele natiirliche Zahlen < M, also
nur endlich viele solche, die Normen ganzer Ideale sind. Ist eine
Zahl Norm eines ganzen Ideals, dann nur von endlich vielen gan-
zen Idealen, da sie nur endlich viele ganze Idealteiler hat.
Spezialisierung des Satzes ergibt:

Satz 2. Es gibt nur endlich viele ganze Hauptideale a= (a) mit
aN = [aN| < M, wenn M >1 vorgegeben ist.

Es sei nun eine natiirliche Zahl m >1 vorgegeben, m = m,m,?,
wobei 7, quadratfrei und kein Quadrat, also m,? das groBte in m

enthaltene Quadrat einer ganzen Zahl ist. Es ist k=P (}m)

—=P(}m,) ein quadratischer Kérper. Nach dem Minkowskischen
Determinantensatz gibt es Paare ganzer Zahlen [x, y], die nicht

beide Null sind und |x +y ]/Ei <2ym, (1a)

le —yyYm| =1 (1b)
erfilllen. Es ist dann («x + yYm)" < 2)m. Bei dieser Normen-
angleichung ist Gleichheit ausgeschlossen, da die Norm eine ganze
rationale Zah! 4 0, }/m aber irrational ist. Mithin ist

(@ +y Ym)| = 2[ym].
Es erfiille etwa [x,, ;] die Ungleichungen (la), (1b). Dann sei
ay =2+ ¥ Ym. Es wird |aN| = 2[)m].

Wir setzen x‘_+m = 3%,. Esist %, >0, denn’ ]/% ist irrational,

weiter kann nicht x; verschwinden, sonst wire |y;| =1 und
|2, — yYm| = |3,|Ym = Ym >1 im Widerspruch zu (1b).

Nun gibt es wieder ein Paar ganzer nichtverschwindender ganzer
4 Vom (2'.’:1)

*,

ooy — v, Y| < B2 (2h)

Zahlen [x,, y;) mit o+ 3, Vm| =
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Das Paar fdllt wegen |x2

_ﬂ‘ nicht mit [x;, ]

yo }Im

‘ >0, esist mit a, =, 4y, )m

die Ungleichung |a,N| < 2 []/m] erfiillt usf.
Wir bekommen eine Folge ganzer Zahlen des Korpers o, oy,

o, ..., deren Normen absolut =< 2[}m] sind. Jedes a; ist von
jedem «; verschieden, wenn ¢ > 7 ist, da

\xi “'yiV'm| < |x1" %V%\
(a) = (o)

-1 =
a0, t=¢

gilt. Es muB also

mit » > u sein, also

eine Einheit in %, die von -+ 1 verschieden ist. Es wird
eN= 4 1.
Wir haben:

Satz 3. In jedem veellen quadratischen Zahlkorper gibt es von = 1
verschiedene Einheiten.

Es ist etwa ¢ = A+ B }m,. Dann wird 42— B?m; = £ 1. Es folgt:
Gilt das Minuszeichen, so wird ¢2= C + D }m, und C2—D?m, =1
mit C =A%+ m,B? D= 2AB. Wir haben

Satz 4. Die Pelische Gleichung x* — my* =1 hat fiir quadralfreie
m >1 Lisungen in ganzen Zahlen [x,y], wobei y ==,0 vst.

Bei der Pellschen Gleichung schlieBen wir die Lésung [4 1, 0]
stets aus. Die Gleichung x? — my%?= —1 heilt Nicht-Pellsche
Gleichung. Fast trivial ist

Satz 5. Hat m einen Primfaktor p = 3 mod 4, so ist die Nichi-
Pellsche Gleichung x* — my? = — 1 ganzzahlig unlosbar.

Beweis: Aus einer Losung folgte wegen (x, m) =1, daB ( ) =1
im Widerspruch zum zweiten Ergdnzungssatz ist. ?

Zunichst sei jetzt m, =1, also m = m, quadratfrei. Fir m = 2, 3,
6, 7 mod 8 kann eine ganze Zahl des Korpers &, damit auch eine
Einheit nur die Gestalt A4+ B ]/;ﬁ mit A, B ganz rational haben.
Bei Einheiten gilt dies auch bei # = 1 mod 8, denn die noch

vorkommenden ganzen Zahlen y = w mit ungeradem A, B
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.. A*—B*m . . : . . . S
erfiillen yN = — =0 mod?2, sind also keine Einheiten. Bei
Zahlen m = 5mod8 kann es allerdings Einheiten 7 = A+—2va
geben, z. B. 14+V5 P(¥5), -§9—+ 5Y61 in P(y61). Es gilt aber
folgender 2

Satz 6. Ist k= P(]/%), m=5mod8, sowie n = A—_-i_-f}/m Witk

A =B = 1mod2 cine Einheit, so ist > = H + K J/m mit H K
ganz.
Beweis: Esist 73 = (X 4+ Y }m)/8 mit
X=A4(A%>+3B*m)= A (14 3.5) = O0mod 8.

Da p ganz ist, ist p, also mit x/8 auch y/8 ganz.
Eine solche ,,Halbeinheit* erfiillt also

' v, A®—mB*= 44
mit ungeradem A und B. Selbstverstandlich ist die Halbeinheit:
wie jede Einheit eine ganze Zahl.
Wir wollen die Losungen dadurch normieren, daB wir «x,y als:

positiv auffassen. Sind etwa a = x + y]/%, =X+ Yﬂ mit.
x,v, X, Y >0 aus den Losungen von

v ; —myt=
hervorgegangen wobei £ nicht - 1 zu sein braucht, so bezeich-:
nen wir das Losungspaar [x, y] als eine kleinere Losung als {X, Y],
wenn o < g ist.

Die Tatsache, daB die Losung [x, ¥] kleiner als die Losung [X, Y]
ist, wird auch durch x< X oder y< Y charakterisiert, denn y

X

2 A —
wichst monoton mit x, wie aus y = 7 ]/x 'k, y = Vol =%

fiir x>0, y> 0 hervorgeht.
Sei g = a.+ b ]/ﬁ die kleinste Lésung mit ¢;N=1, also
a?—®m=1 (a>0, b>0)
oder [a, b] die kleinste Lésung der Pellschen Gleichung
v x?—m y:=1. .

Sei ¢N=1, s’=A+BV.%, A>0, B>O0. Wir behaupten:
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¢ ist eine Potenz von g,. Wire &< & < gy**, ey*=R+ Sym,
SO wire

A+ BYm

R+ SVm

= (AR —BSm) + Ym(—AS +BR) =k + 1Ym

mit %> 0. Dies folgt sofort aus 4 >B}m, R>Sym. Wire
1<0, sowire 1<e"=k+1Ym=¢1=k—1)Ym< 1, also
ein Widerspruch. Aber nun wire [k, /)] eine kleinere Losung als
[, b]. Es folgt

Satz 7. Aus der kleinsten Lisung (a, b] der Pellschen Gleichung
xt—my?=1, ¢ =a+bym gehen alle Losungen [A, B] durch
die Potenzen von &), also &y * = A+ BYm (u natiirliche Zahl) hervor.

Beim Beweis von Satz7 wurde die Voraussetzung ,, 7 ist quadrat-
frei’ nicht verwendet. Man nennt &, die Grundeinheit der Norm + 1

im Ringe der Zahlen A+ B ]/ﬁ Alle Einheiten der Norm + 1 in die-
sem Ring haben die Gestalt -+ ¢/% wobei # eine ganze (posi-
tive oder negative) rationale Zahl ist; » =0, wo die trivialen
Einheiten 4 1 herauskommen, interessiert wenig.

Wir miissen noch bei nicht quadratfreien m = m,m,2 m, >1
den Nachweis fiir die Existenz von Losungen der Pellschen Glei-
chung erbringen. Sei ¢, die Grundeinheit der Norm + 1 im Ring
der Zahlen X + Y ym,. Wir bilden &, (fir 1=<j < m2+1)
=a,+ b;Ym, (@a=a,,b="0,), also m2+1 Zahlen. Da mod m,
nur m,? Restklassenpaare [L, M| existieren, aber m,2 + 1 Zahlen-
paare [a;, b,] da sind, so muB es mindestens ein Paar ay = a,-,
by =b, modm, geben (SchubfachschluB!), wobei j < j” ist.
Mit ay'=R, b;=S, ap=T, bypp=U wird R=T, S=U
mod m,, also

” ’

-
g =¢€¢g)v=

/ju -5

€y =

R S R S| _ i S
Um, T T U Vm=F + Gmyfmy =F + GYm
und x =F, y=G 16st x* — my2=1. Wir erhalten als Verallge-
meinerung von Satz 4 den folgenden

Satz 8. Ist m ganz rational >1, nicht das Quadrat einer rationalen
Zahl, so ist die Pellsche Gleichung x® — my?=1 stets nichttrivial
ganzzahlig losbar. Aus e, folgen alle Einheiten.

+
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Nun ein wichtiger Satz, der oft die Beantwortung der schwie-
rigen Frage iiber Existenz von Losungen der Nicht-Pellschen
Gleichung erleichtert! Der Satz ist trivial wenn 4/m oder m
Quadrat ist.

Satz 9. Fiir m > 2 dst gleichzeitige Lisbarkeit zweier der Glei-

Chungon x% — my? = —1 (Nicht-Pellsche Gleiclﬂmg ), (3)
Xt —myt=2, (4)
x%— my?=—2 unméglich. )

Beweis: Es geniigt der Beweis fiir quadratfreie m. Fir m =1
mod 4 sind (4), (5) schon als Kongruenzen mod 4 ein Wider-
spruch. Fiir m = 3 mod 4 ist (3) wegen (%) = —1 unmoglich,

ebenso mindestens eine der Gleichungen (4), (5), da von den Sym-

bolen (%), (——%2-) nur eines den Wert 1 hat. Es geniigt die An-

nahme m = 2F, F ungerade, quadratfrei.

Fir beliebige natiirliche m > 2, die keine Quadrate in P sind,
gilt: Eine Kleinstlésung [a, b] von (4) oder (5), x=a+ b}m,
gibt ¢, = %2 Denn %2 ist von der Form X —i—Y]/% (X,Y ganz

rational); ferner ist 3; >1 und hat die Normil; also gilt

x4

mit A als natiirlicher Zahl. 4 = 2 B hitte (x¢,5)2= 2, also J2
im Ringe, damit m = 2 zur Folge. A = 2B +1 mit B> 0 ergidbe
fir o = xgy " die Beziehungen »' =2 >1, #N= 42 mit
dem oberen oder unteren Vorzeichen, je nachdem (4) oder (5)
vorliegt; es folgte aus » eine kleinere Losung von (4) bzw. (5).
Nun sei wieder wie vorhin m = 2F.

Gleichzeitige Losbarkeit von (4), (5) durch [7,s], bzw. [¢, u] er-
gibt, da m gerade, also 7,¢ gerade ist:

= % = %{(rt — msu) + Ymru — st)}
ist ganz, liegt im Ring, und es ist aN= —1. Wir kdnnen also

gleichzeitige Losbarkeit von (3), (4), bzw. (3), (5) annehmen.

12 Holzer, Zahlentheorie. I
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Da auch (3) etwa durch [g, #] als kleinster Losung erfiillt wird,
. . I~ 2 a e .
so ist mit =g+ h}m auch & = 72 n2= %, Y2 im Ring, m—2
(F=1).
Bemerkungen:
1. Bei m = 2 sind alle drei Gleichungen l6sbar:
12 —2.12=-1,22——2.12=2,02 —2.12= — 2,
oder, wenn man die letzte Losung wegen x — 0 nicht gelten lassen will,
42 2.3 = — 2.
2. Moglicherweise sind alle drei Gleichungen unldsbar, z. B. fiir
m=106=3-5-17,

wobei (3) als Kongruenz mod 3 oder mod 7, (4), (5) hingegen als Kongruenz
mod 5 ausgeschlossen sind.

Beispiele:
1. Es ist 62— 34 -1%2 = 2, also ist die Nicht-Pellsche Gleichung
#? —34y2 = —1,
—1
obwohl (W) =1 ist, und ebenso x? — 34y — — 2 unlosbar.
2. Es gilt 122 —146.12= — 2, damit ist x> —146y2= —1 (Nicht-

Pellsche Gleichung) und ebenso x? —146y?= 4 2 unlésbar, obwohl

BREE

3. Wegen 92 — 82.12 = —1 ist > — 8292 = 4 2 unlosbar.
4. Es ist 682 — 32. 514 — 4624 — 4626 = — 2.
Fiir 2p = 514, p = 257 (Primzahl) ist also ¥ — 2py* = —1 (Nicht-Pell-

sche Gleichung) und ebenso x* — 2py% = 2 unlésbar.
Beim Beweis hat sich der Satz ergeben:

Satz 10. Die aus den kleinsten Liésungen der Nicht-Pellschen Glei-
chung x® — my?= —1, bzw. aus den kleinsten Losungen der Glei-
chungen x%— my2:=2, x% — my2= —2, wenn eine dieser Glei-
chungen lisbar, sich ergebenden ganzen algebvaischen Zahlen ), x, A
2 2

o Bei m=2, 2t —myr=—2 ist hierbei
von der Losung [0, 1] abzusehen.

Der Beweis fiir den Fall der Losbarkeit von x2 — my? = — 2 wird
vollig analog geliefert.

Es ergibt sich z. B. aus (68 + 3)514)" = — 2 mit 1 als Zahl in
der Klammer

ergeben &) = n?,

gz 4625 + 204 Y514 ;
und x = 4625, y = 204 16st x2 — 514y2=1.
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Nun kann im Falle & = P(}/m), wobei jetzt m wieder quadrat-
freiist (natiirlich bleibt immer die Bedingung besteten: m ist kein
Quadrat einer rationalen Zahl), ein vollstindiger Uberblick iiber
die moéglichen Félle von Einheiten im reellen quadratischen Zahl-
korper erreicht werden: _

A+ BYVm da-

1. Es gebein % ,,Halbeinheiten"‘, und zwar sei ¢, = >
von die kleinste mit der Norm —1. Dann ist ¢3=C +D}m die
Grundringeinheit der Norm —1 und gibt eine Lésung, genauer
die kleinste Losung der Nicht-Pellschen Gleichung. Weiter ist
e =E + GYm= ¢, Grundringeinheit der Norm +1; diese er-
gibt die kleinste Losung der Pellschen Gleichung.

Der Fall kann nur eintreten, wenn jeder Primteiler p von m die
Kongruenz p = 1 mod 4 erfiillt, iiberdies m = 5 mod 8 ist.

2. Es gebe keine ,,Halbeinheiten“ der Norm —1, aber es sei

&= %b}/m (@, b ungerade) die kleinste Halbeinheit der Norm
+1. Dann ist g3 =g, .

3. Es gibt Einheiten der Gestalt A+ B}m der Norm —1(4, B
ganz), aber keine Halbeinheiten, sei also die Nicht-Pellsche
Gleichung 16sbar. Dann ist ¢, = &%, wenn ¢, die kleinste Loésung
dieser Gleichung ergibt.

4. Es gebe keine Halbeinheiten, die Nicht-Pellsche Gleichung ist

unlésbar. Dann ist '
& = &o-

In jedem Falle ist jede Einheit von'der Form + ¢,* mit « ganz
rational. Wir haben

Satz 11. Alle Einheiten eines recllen quadratischen Korpers sind
von der Form =+ ey*; ¢, heift Grundeinheit.

Im Falle der Halbeinheiten 2+ 217 I5se [a, b] die Gleichung
2

x?— my2 =4,
wobei «, y ungerade sind. Diese Gleichung wird manchmal auch.
als Pellsche Gleichung bezeichnet.
Satz 12. Es sei p eine ungerade Primzahl. Dann ist fiir p=1
mod 4 die Nicht-Pellsche Gleichung x*— py*=—1, fir p="1T.
mod 8 die Gleichung «®— py*=2, und fir p=3 mod8 die
Gleichung x* — py2 = — 2 Iosbay.
12*
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Beweis: Sei [, b] die kleinste Lésung der Pellschen Gleichung,
also > — pb%=1oder o q_ b2p.

Sind a+1, a—1 gerade, so ist (a+1, a—1)=2. Sind beide
ungerade, so ist (¢ +1, a—1)=1.
Es sind nur folgende Fille moglich:
1L a+1=242

a—1=2pB?
gibt A2 — p B =1, also einen Widerspruch gegen die Vorausset-
zung, daB [a, b] die kleinste Losung ist.
2. a+1=2p42%

a—1=282
gibt B2—pA2= —1, dies ist nur fiir p = 1 mod4 mdglich.
Da aber aus a%— pb2=1, wenn wir dies als Kongruenz mod 4
auffassen, b gerade, a ungerade, also (a+1, a —1) =2 folgt,
muB fiir p =1 mod4 dieser Fall eintreten. Wir haben bereits
die Losbarkeit der Nicht-Pellschen Gleichung fiir p = 1 mod 4
bewiesen. Wir kénnen also jetzt » = 3 mod 4 annehmen. Dann
wird a gerade; denn b gerade, a ungerade fithrte auf 2.

3. a+1= A2

a—1=pB?
gibt A2.— p B2 =2, was nur fiir p = 7 mod 8 méglich ist.
4. a+1=pA?

a—1= B2

Das hat B2 — p A% = — 2 zur Folge, was nur fiir p = 3 mod 8 zu-
dssig ist.

Da einer der Fille 3., 4. bei p = 3 mod 4 eintreten muB, ist der
Satz in allen Teilen bewiesen. Wir haben weiter

Satz 13. Ist p eine ungerade Primzahl, so ist fiir p = 5 mod 8 die
Nicht-Pelische Gleichu ng x®— 2py?=—1 [bsbar, fiir p="1
mod 8 die Gleichung x2? — 2pv2 =2, endlich fiir p = 3 mod 8 die
folgende x* — 2py? = — 2 l6sbar.

Fiir p = 1 mod8 ist es nicht so leicht, allgemeine Aussagen zu
machen.

Beweis: Wieder sei [a, b] die kleinste Losung der Pellschen
Gleichung x2 — 2py2 =1. Es sind a +1, a —1 gerade, da & un-
gerade sein muB. Es sind folgende Fille méglich:
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1. a+1=242%

a—1=4pB2
Daraus folgt A%2—2pB2=1 im Widerspruch dazu, da [, b]
kleinste Lésung der Pellschen Gleichung ist.
2. a+1=4pA2

a—1=2B2
gibt B2 — 2p A2 = —1; dies ist nur fiir p = 1, 5 mod 8 méglich.
3. Aus

a+1= A2

a—1=2pB2
erhalten wir A2 — 2p B2 = 2, was nur fiir p = 1, 7 mod 8 geht.
4. a+1=2pA%

a—1= B?
hat B2 — 2p A2 = — 2 zur Folge. Das ist nur fiir p = 1,3 mod8
moglich.
Da einer der Fille 2., 3., 4. eintreten muB, folgt der Satz.
Um 2 — my2=1 wirklich zu 16sen, suche man zuerst die L6-
sungen der Kongruenz x2 = 1 mod . Man braucht, wenn x, eine
Wurzel der Kongruenz ist, nur x = x, + m¢ zu setzen, kann die
Wurzel — x, vernachlidssigen, darf aber nicht vergessen, daB fiir ¢
alle ganzzahligen Werte (auch negative!) zuldssig sind.
Ahnlich kann bei 22 — my2 = + 2 vorgegangen werden, bzw. bei
der Nicht-Pellschen Gleichung x2 — my?2= —1. Hier ist aller-
dings wichtig, daB man von irgendwoher weiB, daB iiberhaupt
Lésungen vorhanden sind.
Es wurde absichtlich eine Pellsche Gleichung mit unverhaltnis-
miBig groBen Zahlen in der kleinsten Lésung gewihlt, ndmlich

x?— 9492 =1. (6)
x%— 9492 =2 (M
Nach Satz 13 ist (7) 1osbar.

Wir 16sen zuerst

-1

Es ist y ungerade, (%) =1 (—1) 8 =1, y2—1 = O0mod16,
— 9492 =2y2=2mod 32, x*=0mod32, x=0mod8. Da
x?=2mod 94 die Losung x = 40 (und x= — 40) mod 94 hat,
so gilt genauer x = 40 mod 4 - 94 = 376, oder x = 40 4 376¢, wo-
bei aber fiir ¢ auch negative Werte zugelassen werden miissen. Da
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(7) als Kongruenz mod 3 betrachtet x2 — y2 = 2 mod 3 lautet, so
ergibt y22=2 mod 3 sofort x22=4mod 3, x==1, 2mod 3. Es muB
also x = 0 mod 3 oder |x| = & 792 mod 1128 sein. Die kleinsten
Werte von (x) sind 792, 336, 1464.

Da fiir jeden Primteiler p von y die Beziehung 1 = <_—47 erfiillt
ist, aber 11792 gilt, fallt x =792 aus. x = 336 gibt nichts.
= 1464 gibt y=151. Mit « —1464+151)94 wird &= — 2143295

+ 221064]/@, daher 16st x = 2143295, y = 221064 die Pellsche
Gleichung x2 — 94y2=1.
Satz 14. Ist p = 9 mod 16 eine Primzahl, 2 biquadratischer Nicht-
rest von p, was auf p = m?+ 8n? mat gevadem n hevausliuft, so
sind die Gleichungen
72— 2ps2=2, (8)
V2 —2ps2=—2 9)
beide ganzzahlig unlosbar.

Beweis: Wir gehen vom Gegenteil der Behauptung aus.
I. Sei (8) l6sbar. Es ist # = 0 mod 2. Wir setzen # = 2t7, 7 un-
gerade, ¢ = 1.

Gleichung (8) wird 2212 per 1.

s ist also ungerade. Es folgt SE =1, s=17mod8, s2=1

mod 16, ps? = 9 mod 16, 22t-1y2= 10 mod 16, also ¢ =1, schlieB-
lich #2 = 5 mod 8, was unmbglich ist.
II. Nun sei (9) 16sbar. Mit den gleichen Bezeichnungen kénnen wir

22-1y2 _ pe2— 1 (10)

schreiben. Es ist 22-1y2 biquadratischer Rest von p, weil —1
biquadratischer Rest von p ist. Also ist #2 biquadratischer Nicht-

rest, » quadratischer Nichtrest mod p, also i) = —1. Aber (10)

gibt sofort (%) =1 und nach dem Reziprozititsgesetz kommt

(%) =1, also ein Widerspruch.
Aus der Beweisfithrung von Satz 13 geht hervor, daB entweder
eine der Gleichungen (8), (9) oder die Nicht-Pellsche Gleichung

x% — 2py%= —1 losbar sein muB. Wir haben
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Satz 15. Ist p = 9 mod 16 eine Primzahl, die Zahl 2 ein biquadra-
tischer Nichtrest mod p, so ist die Nicht-Pellsche Gleichung (3)
Siir m = 2p losbar.

Satz 16. Sind p= 1, ¢= 1mod4 Primzahlen und p kein bi-
quadratischer Rest von q, so ist die Gleichung

1% a2 —
unlosbar. px 7y 1 (11)
Die Bedingungen des Satzes sind z.B. erfiillt, wenn <-Z> =—1,
also nach dem Reziprozititsgesetz auch P)— 1 ist.

Beweis: (11) gibt sofort (§> = (%) =1. Es bleibt nur der Fall

zu erledigen, daB (73) =1, aber p biquadratischer Nichtrest

mod q ist.

Es ist «' gerade, sei 2¢| «’, also ' = 2'x mit ungeradem x. Die
lei .

Gleichung (11) wird 52U gyt 1. (12)

1. Sei ¢ = 5 mod 8, also die Zahl p - 22!x2 biquadratischer Nicht-
rest mod ¢. Es muB3 =1 sein, da sonst (12) schon als Kongruenz
mod 8 unmoglich wire. Also ist - 22x2 ein biquadratischer Nicht-
rest mod ¢, da —1 es ist. Nun ist aber nach Voraussetzung  ein
biquadratischer Nichtrest mod g. Also ist 22x2 ein biquadratischer

Rest, 2x ein quadratischer Rest. Weiter ist <%> = —1, also ist
X

(_q_) — —1. Aus (12) folgt aber (%) —1, nach dem R.G. wird

(%) =1. Damit ist fiir ¢ = 5mod 8 die Unmdglichkeit von (12)
bewiesen.

2. Sei ¢ = 1mod8. Dann ist in (12) die Zahl p - 2%x2 ein bi-
quadratischer Rest von ¢, also 2%x2 nicht biquadratischer Rest,
da p es nichtist. Mithin ist wegen (%) =1 die Zahl x2 kein biqua-
dratischer Rest. Es bleibt: x ist kein quadratischer Rest, also
) R 1, wahrend aus der Gleichung und dem R.G. im Gegen-

q . x
satz hierzu (—q—) =1 folgt.
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Nun nehmen wir an, da3 auch ¢ biquadratischer Nichtrest mod
sei. Dann ist auch eine Gleichung

ga'*— pyr=—1 (13)
unmoglich. Gehen wir nun aus von der kleinsten Lésung der
Pellschen Gleichung

x?— pqyt=
— sie heie [a, ] —, so ist & ungerade, also a +1, a —1 gerade,
und aus at— pqbt=1
ergeben sich wieder folgende Méglichkeiten:
a+1=2a% a—1=2pqb'’? (14)
a+1=2qa?% a—1=2p0? (15)
a+1=2pa% a—1=2q0" (16)
a+1=2pqga? a—1=202 (ek))

Es ist 4>1, somit in allen Fillen 0<a'< a. (14) ergibt einen
Widerspruch, da sich dann [a, &'] als noch kleinere Lésung der
Pellschen Gleichung ergeben wiirde. (15), (16) hitten eine Losung
von (11), (13) zur Folge. Es bleibt nur (17), somit

o o __
Wir haben b*—pqa 1

Satz 17. Sind die Primzahlen p, q, beide von der Form 4n +1 und
gegenseitig biquadratische Nichireste (z. B. gegenseitige quadratische
Nichtreste), so ist die Nicht-Pellsche Gleichung

losbar. x?—pgyt=—1

Gewdhnlich erfolgt die Auflésung der Pellschen und Nicht-Pell-
schen Gleichung mit Hilfe der Kettenbriiche, die wir in diesem
Buche nicht besprechen wollen.

§ 39. Einiges iiber Kreisteilungskérper

Ist / eine ungerade Primzahl, so heiBt die Gleichung (/ —1)-ten
Grades /(=) =§:—1 =xt 14wl 24 a2+ 1=0

—1
Kreisteilungsgleichung, f(x) ein Kreisteilungspolynom. Die Wur-
zeln sind 2nif
x;=c¢ :

mit 0 <7 < I. Sie sind die primitiven /-ten Einheitswurzeln.
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Im folgenden werden wir unter { eine nicht niher bestimmte
primitive /-te Einheitswurzel verstehen. Dies rechtfertigt sich
dadurch, daB f(x) irreduzibel ist. Wir wollen dies gleich allge-
meiner fiir das Kreisteilungspolynom der /-ten Einheitswurzeln
v
Flao)= X =1 _ q10-1 4 pl*10-2) 4 ... o ]

Ju—1

x —1
nachweisen. Dazu brauchen wir das Eisensteinsche Irreduzibili-
tatskriterium, das wir im folgenden Satze wiedergeben:

Satz 1. Ist das ganzzahlige Polynom

Jo)=ag+ ayx+ -+ ap_y 2" 4 a7,
wober alle a; (0 =< j <n) durch eine Primzahl | teilbar sind, redu-
zibel, so ist ay = 0 mod 1.

Beweis: Sei f(x) = g(x) h(x), wobei die Gradzahlen 7,s der
normierten, ganzzahligen Polynome g (x), % (x) beide positiv sind,
weiter 7 + s = » ist. Dieser Zerlegung in P [x] entspricht eine in
P,[x]. In P,[x] kann aber f(x) = x” gesetzt werden. Dies hat mit
den Gradzahlen 7, s als beziigliche Zerlegung nur " - «°. Mithin ist.

gla)=10y+ -+ b2 1+ a" = x" mod
hix)=co+ - -+ ¢,y25 1+ x° = x°* mod /,
also alle b, und ¢; = 0 mod/ und @, = b,c, = 0 mod /2.

Wir kénnen dies auch so aussprechen (gewdhnliche Formulie-
rung des Eisensteinschen Irreduzibilititskriteriums):

Satz 2. Ist in f(x) = ag+ - - -+ @,y x* "1 + &, wobes die a; ganz-
zahlig wnd durch eine Primzahl | teilbar sind, 1| a,, so ist f(x)
wrreduzibel.
Nun wird

F1l—2) =

u

=

-
u_—‘i"izz(1_z)a’l“—‘=l+..._
a—a" "1 i=o

es wird jeder Koeffizient von 2t (0 < ¢</#-1(l —1)) durch ! teil-
bar. Denn dieser Koeffizient ist

().

Es seiu —1=v. !

In irgendeinem Korper der Charakteristik / ist
(a+ b)Y = at” + ¥,
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mithin
1/
(@ -+ 0" = (] Jasbrpe.
k=0
=1 g )
Es brauchen nur die Werte >/ ( : ) fiir 0 <¢<7in Betracht gezogen
zu werden. j=0

Hier gilt
)+ () +-+(7Y)= (1+”+’~’2:—“-+x’"‘)m

t 12 t
A+ rt—1
7

’
z=1

also bleiben die Koeffizienten von , die offenbar bis auf

den von A1 durch 7 teilbar sind, {ibrig.

Es sind also die Voraussetzungen des Eisensteinschen Irreduzibili-
téatskriteriums erfillt. Es folgt

Satz 3. Das Kreisteilungspolynom der li-ten Einheitswurzeln ist
wrreduzibel. Dabes ist w =1, | eine Primzahl.

Bemerkung: Im Beweis von Satz3 ist nirgends die Voraussetzung
1 > 2 vorgekommen. Der Satz gilt auch fiir ] = 2.

Nun betrachten wir mit /> 2 den Kreisteilungskorper der /-ten
Einheitswurzeln. Es ist

1,¢,¢2 ..., ;-2 (1)

1 -2
eine Basis fiir alle Kérperzahlen. Sicher sind alle Zahlen 3 a;i

7
mit ganzen rationalen «; ganz. Nun ist aber die Frage, ob (1) eine
Korperbasis ist.
‘Wir haben

f@)=1+x+ - +all=(x—) (x—L2)...(c— Y.
Durch Einsetzen von x =1 ergibt sich
I=1=0@0=2)... 1=
oder mit der ein fiir allemal eingefithrten Abkiirzung 2 =1—(:
I=2"1eey. .. 604, 2)
wobei ¢, = 11__2 =144+ - -+ -1 eine ganze Zahl des

Korpers ist. Nun ist aber auch
1-¢

-1 _
S A gy
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ganz. Denn es sei &£ = 1mod /. Wegen 1 <5 </ hat diese Kon-
gruenz sicher eine Wurzel 2, die wir im Intervall (0, /) annehmen
kénnen. Es wird

1 ¢ik . y
ert= Lt O i peey,

also ganz. Die in (2) auftretenden GréBen ¢; sind daher Einheiten.
(2) hat somit die Gleichung in Idealen
) =@+t ®)

zur Folge. Es ist (1) Primideal, denn die kanonische Zerlegung
von (/) in &= P({) hat die Form

() =1L, .. 150
mit ef,+efo+ - +¢,f,=1—1, wenn f; der Grad von [; ist.

Es muB (1) durch [}, ..., [, teilbar sein, etwa [;4; || (1).
Es folgt

g
(C—1) S, fA,=1—1
i=1

oder g

.211"’1](!/1; =1,

i=

was nur fir g=1, ¢, =f; =4, =1 moglich ist. Es wird (1) = ;.
Also haben wir

Satz 4. In k=P ({) wird die Primzahl | die (I —1)-te Potenz des
Hauptprimideals ersten Grades (A).

Die Diskriminante 4 () ist leicht zu bestimmen. Zunichst gibt
es keinen reellen Korper, aber Z—ZE Paare konjugiertkomplexer

Korper. Mit den eingefithrten Bezeichnungen ist also 7, =0,

Yo = Z—Tl, r=rn+r—1= # Somit ist
1-1
sgnA() = (~1)s= (~1) % .
Weiter ist
40@) = JI (&'— )2,
0<i<i<!
also

|4(0)] =‘ II (i — C’)‘-

IREE
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Bei festem 7 ist

=) =010 -9

e 'ET
_l—1 i -1
Y I LTIy [ ()
ot}
oder einfach I I
Fi FRY| = — = .
Endgiiltig kommt
ll—l -1 2
[4O1= = =7 =1
Odel' 1-1
A) = (—1)2 p-2. (4}

Die Korperdiskriminante 4 ist gleich 4((), eventuell dividiert
durch das Quadrat einer ganzen rationalen Zahl, also hier durch
eine Potenz von / mit geradem Exponenten. Die Frage, ob (1)
eine Korperbasis ist, kann als gleichwertig mit der betrachtet

werden, ob 1,02 ..., A2 (5)
eine solche ist. Denn wegen
1=1,
A1=1-12,
Bt (F)o+e
2_q1_ (12 -2
pr—1 (1 )c+ L=t
geht (5) aus (1) durch eine lineare Transformation mit der Matrix
1
1 —1
2
u-| ' - < 1) !

i _(11—12) (lﬂ;z)..._l
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hervor, wobei abs || =1 ist und leere Stellen Nullen bedeuten.
Bei Aufstellung einer kanonischen Basis muf} also zunichst unter-
sucht werden, ob eine Zahl

,y:“1+“21+"'l+“t—1}*t"2+;~t_1 (6)

eine ganze Zahl darstellen kann.
i 1—x)l—1
Es ist g(x)=f(1—x)=(+

= xl-1__ (ll>xz—2+ <;)x’"3+ el
das normierte ganzzahlige irreduzible Polyncm g(x), dessen
Wurzel 1 ist. Es folgt IN— 17, (%)N: 7 Die Zahl y ist sicher

nicht ganz, wenn
8 = ay+ad+ -+ ap_ A2 4 AT
- A

nicht ganz ist (nach Formel (3)). Es ist aber
=4
é= 1 +o,

wobei 0= ay+ a; A+ ... a,_4 234 )-2 ganz ist, somit § genau
1-

dann ganz, wenn % ganz ist. Es ist aber % N_ all 1, das ist

also nur im Falle /|a, ganz, wo in der Formel (6) die Zahl a, weg-

gelassen werden kann. Die verbleibende Zahl
Y e
l

Y =

kann ebenso behandelt werden, es bleibt @, = 0 mod /, und Fort-
setzung des Verfahrens gibt schlieBlich a,=1= 0 mod!, also
einen Widerspruch. Es folgt

i

Satz 5. Im Kreisteilungskorper der l-ten Einheitswurzeln, in denen 1
eine ungevade Primzahl ist, ist 1, A, A2, . ... A2 oder auch

eine Korperbasis. LG g%, o

Zugleich folgt aus Formel (4)

Satz 6. Die Diskriminante d des Kreisteilungskorpers der l-ten

Einheitswurzeln erfiillt 1,
d=(—1) 2 :
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Nun sei p eine von / verschiedene Primzahl in P, $ gehére mod [
zum Exponenten f |/ —1= fg. Es sei % (x) ein irreduzibles Poly-
nom f-ten Grades in P [x]. Adjungieren wir zu P, symbolisch
eine Wurzel o von %, so erhalten wir P,(«) = GF (p7). Jedes Ele-
ment & &= 0 des Galoisfeldes ist dann von der Form

§=a
mit 0 < ¢ < p"—1. Es sei speziell
-1
_ f=a b .
Dann ist El=1. 7

Wir haben aber £ = 1, da erst die (p —1)-te Potenz von « gleich
Eins (Einselement in P, oder GF (p7)) ist, keine mit einem nied-
rigeren ganzen positiven Exponenten. Das Polynom u(x), dem &
i:: =l 14 gl-2 4 .. 41,
Es ist ein irreduzibler Teiler. Dies zeigen wir so: Das Galoisfeld
P,(&§) = GF (p') erfilllt zunichst { < f. Es ist

Ep'b—l =1 ’ (8)
also folgte wegen (7) im Falle p*—1 == 0 mod! nach Angabe
zweiler ganzer rationaler X, Y mit

Pt—1)X+1Y=1

durch Erhebung von (7) zur Potenz Y, von (8) zur Potenz X und
Multiplikation die Gleichung &=1, also ein Widerspruch. Damit
ist p* = 1 mod ! gezeigt, zugleich ¢{ = f, da p mod/ zu f gehort.
Es ist also #(x) irreduzibel in P,[x]. Die Gleichung

al-l a2 4 .4 x4+1=0

kann in einem Erweiterungskdrper von P, keine mehrfache
Wurzel haben, denn sonst hitte auch

geniigt, ist alsoin P, [x] ein Teiler von

vix)=al—1
in einem solchen Korper iber P, mehrfache Wurzeln; v(x) hat
aber mit ¢’ (x) keine Wurzel gemein, denn

v () = lxl-1,
Wohlgemerkt: v (x) ist nicht das Nullpolynom, denn [ ist von p
verschieden. Mithin hat #(x) die Wurzeln

5} EpJ 5?'] A Eﬂf_l’
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die alle voneinander verschieden und primitive /-te Einheits-
wurzeln im Galoisfeld sind. Ist /—1=fg>f, d.h. g>1, oder
die Primzahl p keine primitive Wurzel mod /, so hat die zyklische
Gruppe ® der zu / primen Reste mod/ die Gruppe {p}, wobei
jede Potenz von p durch ihren Rest mod! zu ersetzen ist, als
Normalteiler vom Index g. Ist dann

G = (A} +calp}+ - -+ {p}
eine Lagrangesche Verteilung von & nach {p}, so ist fiir jedes
7(2 =7 = g) die Gesamtheit
g, Eop, ..., £GP ! 9)
wieder ein System von f primitiven /-ten Einheitswurzeln, und
das aus ihnen aufgebaute Polymon
f-1

ugix) = [T (x — &7, (10)

i=0

dessen Koeffizienten in P, [x] liegen, ist ebenfalls Teiler des Kreis-
teilungspolynoms und irreduzibel. Nach den Ausfithrungen in
§ 34 gilt

Satz 7. Gehort eime von [ verschiedeme Primzahl P modl zum.
Exponenten f, so wird in k die kanonische Zerlegung von p

(ﬁ)z’p], s -pg ,
wobei die p; Primideale f-ten Grades sind und fg=1—1 ist.
Wir schlieBen mit einigen Bemerkungen:
Ist eine allgemeine primitive M-te Einheitswurzel gegeben,
so ist diese eine Losung von T (x) = aM~1 4 xM-2 4 ... 4+ 1=0,
was aber (auBer im Falle M = [, wie eben besprochen) nicht irredu-
zibel ist. HeiB3t diese Einheitswurzel wieder ¢, so ist

Tx)=(cx— ) (x— %) ... (x— (¥,
und analog wie frither gibt x=1.
(-0 @-y. .-,
Es sei noch gegeben
U(x) =xR-14 xR-24 ... 41,
o sei eine primitive Wurzel von U (x), wir nehmen (M, R)=1
und selbstverstdndlich min (M, R)>1 an. Genau wie frither gilt

R=(1—9p)...(1— pB-1).

3
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Esbleibt 1 - (| M,1—p|R.
‘Wir betrachten ¢, also eine primitive M R-te Einheitswurzel,
insbesondere sei 1—pl{=a. Es ist a|1— oM (M =1 — oM,
Esist = -11—_—32 ganz, denn mit« als Lésung von x M = 1modR,
—¢ M M(@z-1)
was wegen (M, R) =116slichist, wirdf=1+90 + -+ -+ ¢ .
Offenbarist 8 Einheit. Esfolgta |1 — ¢ | R, genausowa |1 — { |M
daher « | (R, M) =1, also « ist Einheit. Es bleibt

Satz 8. Sind M, R natiirliche Zahlen >1, (M, R) =1, { eine primi-
tive M-te, o eine primitive R-te Einheistswurzel, so ist 1 — o{ eine
Einheit.

Von allgemeinem Interesse und auch spiter von groBer Wichtig-
keit sind die folgenden Sitze.

Satz 9. In einem Korper vom Grade n gibt es nur endlich viele
ganze algebraische Zahlen, deven simtliche Konjugierte einen Abso-
lutbetrag < M (vorgegebene positive Grofle) haben.

Beweis: f(x)=a"+ aj2" 1+ ---+a, sei das Polynom der
Hauptgleichung fiir ein solches ¢ mit | | < M,5j=1,2,3,...,%.
Dann ist |a;] = ( " ) M. Es bleiben nur endlich viele ganzzahlige
Polynome. !

Satz 10. Eine ganze algebraische Zahl, deven similiche Konjugierte
den Absolutbetrag Eins haben, ist eine Einheitswurzel.

Beweis: Die Potenzen einer solchen Zahl « haben die gleiche
Eigenschaft, also miissen unter ihnen gleiche vorkommen; mit 4
und B als natiirlichen Zahlen mufl ¢4+3 = q4 sein. Dann ist
aB=1.

Satz 11. Im Koirper der primitiven Il-ten Einheitswurzeln ist jede
Einheit Produkt einer Einheitswurzel und einer veellen Einheit.
(I sei jetzt wieder Primaahl >2.)

Beweis: 1,,¢2 ...,{"? ist eine Korperbasis, f({), wobei f

ein ganzzahliges Polynom eines Grades </ —1 ist, ist eine ganze

algebraische Zahl. Sei speziell # = f({) Einheit. Dann ist ?Jgf_)—l)
eine Einheit mit den Eigenschaften des Satzes 10, also eine Ein-

heitswurzel in P({), also £0) -

f&
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Hierbei ist ¢ ganzzahlig, oder

_vi@

ciey — £
Nun kommt alles darauf an, zu zeigen, daB8 das negative Vor-
zeichen ausgeschlossen ist.
Stets ist, wenn g(x) ein Polynom mit ganzen rationalen Zahlen
als Koeffizienten ist, die Beziehung

g(¢)=g(l*) mod 2

erfiillt. Ist th(C)

ey — Tl
f() = — (f(¢) mod 2,
2f(¢) = 0 mod 1;
da 2 zu A (Hauptprimidealfaktor von /) prim ist, sehen wir:
f(¢) = 0mod 2,

was unmoglich ist, da f({) eine Einheit ist.
Es ist also ?f({) total reell (in allen konjugierten Korpern reell)

und f@) =t

wobei ¢ eine total reelle Einheit ist.

so erhalten wir

§ 40. Die Endlichkeit der Klassenzahl

Gegeben sei eine positivhomogene Funktion f (g) des #n-dimen-
sionalen Vektors r, die das Dreiecksaxiom

fe+9) =f)+70)

erfilllt. Die Dimension der homogenen Funktion sei 1, also gelte
ftr) = 121 f @
Insbesondere ist f(— ) =f(r). Jeder Bereich f(r) <« liege
ganz im Endlichen. Es enthalte
fle) =212

keinen Gitterpunkt. (Der in jedem dieser Bereiche liegende An-
fangspunkt werde nicht gerechnet.) Nach Anbringung parallel-
verschobener Bereiche

fe—n) =2

13 Holzer, Zahlentheorie. I
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um jeden Gitterpunkt y; sind zwei solche elementfremd, denn
wiren r,, £, zwel voneinander verschiedene Gitterpunkte, und es
gabe einen Vektor §), der

fOo—w) =24 fh—)=1

erfiillte, so wire

fle—u) =/0—n)+/0—15) = 24
es enthielte f(r) =< 21 doch nichttrivial einen Gitterpunkt.
Nun definieren wir « = max {max |«;|} in |f(x) | = 21. Wir geben
den x; unabhingig voneinander die Werte 0, +1, +2,..., + T,
haben also (27 +1)* Gitterpunkte, um die wir jeweils die aus

f() = 1 durch Parallelverschiebungen hervorgehenden Bereiche
anbringen. ¥, sei das Volumen von f(r) < 1. Wir erhalten

CT+a)">@2T+1)"V,

d 2T + o \n
oder (2T+1 SV,
T —»>oogibt1=7,.

Nun ist V, = A*V,; fiir 2°V,>1 oder 2> —

n—

liegtin f(x) =21
bestimmt nichttrivial ein Gitterpunkt. Mit Dy gilt dasselbe
fur » > T/ﬁ = 1 % Auch bei Gleichheitszeichen gilt das-

v, 1

2

selbe, denn sonst mii3te der Bereich nichttrivial keinen Gitter-
punkt enthalten, weder an der Oberfliche noch im Innern, aber
bei jeder beliebig kleinen VergréBerung von .
Wir erhalten

-1

Satz 1. Ist =V "™, so enthilt der Bereich f(r) = » bestimmt
2

nichttrivial einen Gitterpunkt.

Die zu einem ganzen Ideal a mit der Modulbasis [« . . ., o)
gehorige Linearform f= X «,x, werde in den » Kérpern durch
die » Linearformen f;= 3 a,(x, realisiert. Dabei seien
RO, ..., k() die reellen Ko6rper, hierauf seien A(:i+1), k(r1+2) kon-
.jugiertkomplex, ebenso A(:+83), k(ri+4) usf. Die Anordnung (A)?)
‘werde hier nicht eingehalten.

1) Vgl. S. 109.
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Mit j < 7, sei f= g;. !
Fiir j >, setzen wir der Reihe nach mit reellen g,
. fn-{-l =gr41+ igr,+2,
Jriva = 8ri41— 18ri12s
fr,+3 = &r,+3 + igr,+4’

fr1+4 = 8r+3— v8r,+4ar

Wir fragen uns, in welchem Bereich sicher eine von Null verschie-
dene (ganze) Zahl von a liegt. Hierzu rechnen wir das Volumen

des Bereichs. 1 1
72|f1| =5

aus, also V3. Um die Schreibweise zu verkiirzen, schreiben wir
P)

den Absolutbetrag einer Funktionaldeterminante .H
kurz mit g/y, wenn = (%, ..., %,), = (9, ..., Y, ist. Es st

V_;_:f... fdxl ... dx,
01 1 . . 1
— < —. c= = . = —— .
Il'llt n Z‘ffl = 9 Mlt z] ffz 8 (zj.lr ,Zn) ISt ?2:3 aNIVEl
Mitz;=y,,.. 2 =Yy 2 1= Y g1 T Y425 21 0= Vb1 — v Yr 420

.., also reellem Vektor 1), wird (leere Stellen sind Nullen) bei
analoger Bezeichnung

1

39 = abs . =2

Somit berechnet sich
21‘2 . »
Vi= — | ... |dy,...d
b= gy [
iiber den Bereich '
1 .
(ol + [l -+ 9]+ 2w+ 92,
o . 2 1
+ 2]/3’1'214-3"‘ Yr2,+4+ ) = 5

13*
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Denn es ist
Iz’|+1l_lz7'1+ l/y1 +1+y1 +2°

Dies 148t sich aber mit allen y; = 0 in

2"
V_%=W ...fdyl ..dy,
umgestalten, wobei jetzt aber der Bereich
% (3/1+Y2+ et Y+ 2Vy1-2,+1+ yw%+2+ ) =1
ist.
Nun kommt die letzte Transformation
VIi=W1, -5 Ve, = Wy Yr41= Wy, 41COS @1, Vr 4 2= wr,+15in¢1»

mit der Funktionaldeterminante w, 1w, ;o...®; ... Wirerhalten

o7
V%: aN|V;7|f...fwrl-'-l”.wrl-’__r?dwl“. dwrldwrl+1--- dwﬁ-l-le'
wobei = = =
2 2 2
Te
I=fd<p1-fd¢p2...fdtprz—— (’;)
0 0 "0

ist. Es wird

7.
ik
E]——_ [P w,nl...wr+,dw1...dwr+r
3 aNlle 1T 1 2 1 2

mit dem Bereich, daB alle w; = 0 und

1 .
7(w1+"‘+wrl+2wrl+1+“'+2w7-1+13)él ist.
Nun gehen wir an die Verwendung der Dirichlet-Formel. Sind alle
x; =0, (”1> + .+ ( ) ™<1, so ist das m-fache Integral

iiber diesen Bereich

f [“‘ ! ..x"‘m Ydx ... dx
1 m

[0 4 &,
a r(,_l r(_'”
e )

'ITL
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Hier ist 2% =1 fiir j <7, dagegen % =2 fiir 7 >7,. Die Gamma-
funktionen im Zihler werden also alle gleich eins. Hingegen wird
das Argument der Gammafunktionim Nenner 147, + 27,= n +1,
die Gammafunktion selbst I' (# +1) = n! Es ist der Reihe nach

1 1 1 2
n

al arl * ar,+1
also n
M=,y Uy =T, Gy 1= o

Weiter ist
=L . ,0 =1a,11=2...,a,4,=2
Die 1; sind alle =1. Es wird

n
A a =it

1 4" 472

und es bleibt v ' " (n)"z n"
1=——— = |- —_—aT ="
2 aN|Vd‘ 47"11!_ 4 n!aNl}/d|

-1
Da in % pANAIES4 ! * nichttrivial ein Gitterpunkt liegt,
haben wir )

Satz 2. In jedem ganzen Ideal a gibt es eine von Null verschiedene
Zahl o mit 4y |V |

[t <272

Da bei ungleichen positiven Zahlen das geometrische Mittel im-
mer kleiner als das arithmetische Mittel ist, so bleibt die Un-
gleichung verstirkt bestehen, wenn wir die linke Seite durch
IT |a)| = |aN| ersetzen, also

Satz 3. Fiir ein ganzes Ideal a gibt es ein von Null verschiedenes

o« = 0 mod a mit o) < (i)“ nl aNJVdI '
' 41 n

Zwei Ideale a, b (vom Nullideal werde immer abgesehen) heien
dquivalent, wenn es eine Zahl f gibt, so daB b= fa ist. Sofort
sieht man, daB diese Eigenschaft die Postulate: Reflexivitit,
Symmetrie und Transitivitat erfiillt. Man schreibt a ~ b. Aqui-
valente Ideale faBt man in eine Klasse zusammen. Die Haupt-
ideale bilden eine Klasse fiir sich, die Hauptklasse. Liegt a in der
Klasse C,, b in der Klasse C,, so definieren wir mit C; C, die Klasse
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von ab. Diese Definition ist von den speziellen Idealen a in C,,
b in C, unabhingig, denn ist ¢ = ya ein anderes Ideal als a in C,,
b= 06b ein anderes Ideal als b in C,, so ist ¢db=ydab und cd
liegt in C,C,. Ist a ein Ideal, o eine Zahl in a, so ist («) = ab.
Liegt a in der Klasse K, so b in der Klasse K-1. Fiir diese Multi-
plikation der Klassen, die offenbar auch das kommutative und
assoziative Gesetz erfiillt, ist die Hauptklasse das Einselement.
Esfolgt

Satz 4. Die Idealklassen bilden beziiglich der Multiplikation eine
abelsche Gruppe.

Die Hauptklasse wird oft mit 1 bezeichnet.
Nun folgt aus Satz 3: Ist C eine Klasse, so liegt in C-1 ein ganzes
Ideal ¢ und darin eine Zahl y == 0 mit

s (5] 2
i I = \m nh
Nunist (y) = acmit aals ganzem Idealin C und |yN |= aN ¢N. Esfolgt
NeN < (i)"z n! NIYa|
. =\m nhn
oder aN < (%)Tz % - Wir erhalten

Satz 5. In jeder Idealklasse C gibt es ein ganzes Ideal a-£0 mit
aN£<i>” ni|Va]
= \=z n"
Hieraus und aus Satz 2 von § 38 erhalten wir unmittelbar
Satz 6. Die Anzahl h der Idealklassen ist endlich.
h heiBt Klassenzahl. Ist h =1, was aber sehr hdufig nicht der Fall
ist, so sind alle Ideale Hauptideale.
Bevor wir weitergehen, schalten wir ein Beispiel ein: Es sei

k= P({), wobei { eine primitive fiinfte Einheitswurzel ist. Die
Diskriminante ist 53 =125 und die rechte Seite von Satz 5 wird,

n! 3 . 4\23 558 o s
dar=2, n=4, =% ist, (Z) 5}125. Nun machen wir eine
weitere Abschitzung nach oben, aber dufBlerst vorsichtig

4\2 16 16; 1
7] @t 976 0,61’

V125 < 11,2.



§ 40. Die Endlichkeit der Klassenzahl 193

Es ergibt sich 11,23 33,6

N 25 990 o
at < 0,61 - 32 19,52 <

Es bleibt aN=1, d. h. in jeder Klasse liegt das Hauptideal (1);
es ist nur eine Klasse da, nimlich die Hauptklasse: Im Zahl-
korper der fiinften Einheitswurzeln sind alle Ideale Haupt-
ideale.

Aus dem Begriff der Klassengruppe folgt unmittelbar

Satz 7. Die h-te Potenz jedes Ideals ist ein Hauptideal.

Satz 8. In jeder Klasse C gibt es ein Ideal, das zu einem gegebenen
ganzen Ideal b prim ist.

Beweis: Sei u ein ganzes Ideal in C,

w=pl'...pFo  mit P, Py, .. B

als Primteilern von b, die in der kanonischen Zerlegung von u
vorkommen; das brauchen nicht alle Primfaktoren von b zu sein.
Dabei sei b zu b prim. Es sei weiter m; eine Primzahl nach p;,

und zwar speziell w; = 1 mod b "p, 7, wenn p,% || b ist.

DasIdeal (ﬂ)“‘ (ﬁ)az . (ﬂ)“kn =m
7T, 7Ty 7y n

wobel m, n ganze Ideale mit (m, n)=1 sind, erfiillt die Bedin-

gungen des Satzes.

Satz 9. In jeder Klasse gibt es ein ganzes Ideal, das zu einem ge-
gebenen ganzen Ideal b prim ist.

Ist % das im vorigen Satz erhaltene Ideal, so ist n*~! m ganz, zu

b priﬁl, und da n* Hauptideal ist, in derselben Klasse.
Satz 8 und 9 gelten, wie man sofort sieht, auch fiir gebrochene b.

Satz 10. Jedes Ideal a ist als zweigliedriges Ideal darstellbar.
Beweis: Es geniigt den Satz fiir ganze Ideale nachzuweisen.
Seiain C-1, b ganz in C, so ist ab = «, ganz. Seiauch ¢ ganzin C
mit (b, ¢) =1, so ist auch ac= a, ganz. Dann ist

a=a(b, c)= (ab, ac) = (g, ay)-
Satz11. Ist «, B ganz, («) = am, f = bm, wobes a, b, m ganz sind
(02

p

wobei v, 0 ganz, und m prim sind.

mit (a,b) =1, so kann der Bruch —- durch % ausgedriickt werden,
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Beweis: Wir haben o a
5=+
und daher, wenn ¢ ein zu m primes, zu m dquivalentes ganzes
Ideal ist, o ac
3)-%
und mit ac=(y,), be=(9) gilt (i) - %)
Diese Gleichung in Hauptidealen hat eine Gleichung in Zahlen
& _Ne
B 0

mit ¢ als einer Einheit zur Folge. Mit y, ¢ = » haben wir die Forde-
rungen unseres Satzes erfiillt.

Satz 11 zeigt das Analoge zu dem Verfahren, das man im ratio-
nalen Zahlkdrper als Kiirzen von Briichen bezeichnet. Hier kann
man oft die Teilerfremdheit von Zihler und Nenner nicht er-
reichen.

Wir wollen den Satz, daBl die Norm eines ganzen Hauptideals
der Absolutwert der Norm der Erzeugenden ist, auf beliebige
Ideale in der Form verallgemeinern, daB das Produkt der kon-
jugierten Ideale gleich dem Hauptideal in P, erzeugt durch das
Ideal der Norm im bisherigen Sinne, ist. Hierzu sind einige Be-
merkungen erforderlich:

Ist a ein Ideal in %, das im Koérper 23} durch a®), im Kdorper 22
durch a®), ... verwirklicht wird, so ist zunichst im allgemeinen
das Produkt a®a® und natiirlich erst recht a®a® ... a(® gar
nicht definiert, da die Koérper 20 und £2® in vielen Fillen nicht
zusammenfallen. Daher definieren wir zuerst die Verlagerung des
Ideals % in einen Kérper K, von dem % ein Teilkorper ist.

Definition. Ist & ein Teilkorper von K, so wird das Ideal a = («, f),
bestehend aus allen Zahlen o & + fn mit &, n als ganzen Zahlen in k
in den Korper K verlagert, indem man nunmehy unter a die Gesamt-
heit aller Zahlen o« E+ BH mit E, H als beliebigen ganzen Zahlen
in K versteht. Im Sinne esner Abstraktion, wie sie auch sonst vielfach
in der Mathematik vorkommt, betrachtet man die beiden Ideale a
in kB und K als miteinander identisch.

Beispiele: (2) ist in P Primideal, enthilt alle Zahlen 2x, wobei ¥ ganz
rational ist. Nach Verlagerung nach 2 = P(V5) bleibt (2) Primideal, ist
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14715

2

aber mit [1, 0= ] als Korperbasis die Gesamtheit aller Zahlen

v+ 2y0=2x+4+y+ y}/g mit », y ganz rational.

Das Ideal (5) ist in P Primideal, in P (i) wird (5) die Gesamtheit der Zah-
len 5x 4 5yi mit », v ganz rational, aber dann ist (5) kein Primideal mehr,
sondern das Produkt der beiden Hauptprimideale (2 4 %) und (2 —1).
Nach Einfithrung des Bozgriffes der Verlagerung verlagern wir
nunmehr a®,a®, ... a(® in den aus kW, 2 . .. k™ zu-
sammengesetzten Korper K= kME®) .. k™, den kleinsten
(mengentheoretisch wenigst umfassenden) Galoischen Xorper
ilber k. Wir bezeichnen mit einer nur hier vorkommenden Ab-
kiirzung a®a® ... a™ mit a7 und suchen nachzuweisen, dafl
alf = (aN) ist. Es sei a ganz.

Nun sei a = («, 8). Es ista” der Inhalt des Polynoms

n
flx) = H(a(i) + ,B(i)x)
nach § 35, Satz 1. i=1
Da dies ein Polynom mit ganzen rationalen Zahlen als Koeffizien-
ten ist, so ist aZ ein Ideal in P, also Hauptideal, erzeugt durch
eine natiirliche Zahl.

Wegen f(x) =N 4 ‘Ban

gilt ' aZ| (aN, BN).
Es existieren aber Zahlen «,f in a, so daB a= (¢, f) und
(aN, BN) = aN ist. Zunichst gibt es in der zur Klasse C-1 von a
inversen Klasse C ein ganzes Ideal ¢; mit ac, = (). Weiter gibt
es in derselben Klasse C ein ganzes zu ¢;,N primes ganzes Ideal ¢,
mit ac,= (8). Dann gilt
1. (o, B) = (acy, acy) = a(cy, &) = a.
2. Es ist dann auch (¢;N, ¢,N) =1.
Eswird (aN, gN) = (aN¢N, aNeN) = aN(¢N, ¢,N) = aN.
Wir wollen «, 8 nunmehr so annehmen.
Sofort folgt o |aN.
Fiir Hauptideale g = («) ist

gN = [a@a® . g,

somit (gN) = g7 bewiesen.
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Fir Nichthauptideale a gehen wir mit den bisherigen Voraus-
setzungen und Bezeichnungen in der Untersuchung weiter.
Sofort aus der Definition des symbolischen Exponenten II folgt

(ab)T = T b1,

wodurch ja erst die Schreibweise gerechtfertigt wird. Es ist
(¢4, ¢,7) =1, denn nach dem bereits Bewiesenen ist

| e, 6| 6N,
und (¢;N, ¢,N) =1 folgte bereits aus den Voraussetzungen. Es wird
(aN) = a7,

(BY) = affeT,

daher (N, BN) = aZ (¢, 2, ¢,7T) = a7,
d. h. (@N) =o'
Wir haben

Satz 12. Das Produkt der zu esnem ganzen Ideal konjugierten Ideale ist
ein Ideal in P, erzeugt durch die Norm des Ideals.

Satz 12 gestattet den Begriff der Idealnorm auch auf gebro-
chene Ideale zu iibertragen, bei denen die urspriingliche Defini-
tion, Zahl der Elemente des Restklassenrings sinnlos wire.

§ 41. Beispiele zur Bestimmung der Klassenzahl
im quadratischen Zahlkérper

In einfachen Fillen ermdglicht die in § 40 gegebene obere Schranke
fir die Norm eines ganzen Ideals einer Klasse die Bestimmung der
Klassenzahl.

Von hierbei in Betracht kommenden Sitzen sei erwihnt:

Satz 1. In einem reellen quadratischen Korper sei die Zahl o ein
Idealquadrat, das heift: («) = 02, und zwar sei oN <0, weiter
sei gN (Norm der Grundeinheit) = +1 (damit von selbst o keine
Einheit). Dann kann a kein Hauptideal sein.

Beweis: Wegen g,N = + 1sind alle Normen von Einheiten positiv.
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Wire a= (§), so wire o« = f%¢ mit ¢ als Einheit. Wir hitten
dann 0> aN= fENgN = (BN)2gN> 0,

also einen Widerspruch.
Die in § 40 gegebene Grenze fiir die Norm des Ideals einer Klasse
wird (m ist quadratfrei, kein Quadrat):

I. Beieinem reellquadratischen Kérper: & = P (}/m), wobei m >0
ist -
aN< % Va.

II. Bei einem imagindrquadratischen Korper k= P(]/——m’) mit
m' >0, m =—m ist 9 —
N — V4.

Nun folgen einige Beispiele:
1. k= P(}34), eine Basisist [1, }/34]. Die Korperdiskriminante
wird d = 4 - 34 =136. Es bleibt

aN < /34,
also aN< 5.
Es sind nur die Primzahlen 2, 3, 5 zu untersuchen. 2 ist Ideal-
quadrat: (2)=1* mit [= (64 34) (Hauptprimideal). Denn
(6 + 7/34) (6 — 134) = 2.

3 wird wegen (3?4) = (%) =1 Produkt zweier voneinander ver-

schiedener Primideale: (3) = p;p, mit p, = (3, 1+ 34), p,= (3,
1—34). Esist (9,54 134)=t= (5 + y34) ein Hauptideal,
denn 52— 34 - 12= (54 }/34)N= —9. Offenbar ist weiter 5 4 }/34
= 0 mod p,; ferner ist t = [9,5 + }/34] eine Darstellung durch
eine Modulbasis, also {N=9 = (p,N)2, d.h. t=p,2 Also ist

y = 5 4 /34 ein Idealquadrat mit negativer Norm. Da aber die
Grundeinheit des Kérpers die Norm+ 1 hat, kann p, nicht Haupt-
ideal sein. Die Klasse C von p, erfiillt C2=1, da p,> = (y) ~1ist.

Nun ist noch 5 zu untersuchen; wegen 3?4 =1 ist (5) Produkt

zweier voneinander verschiedener Primideale: (5) = g,q,. Es ist
—25 = oN mit ¢ = 3 4 J/34. Wieder kann das Idealquadrat nicht
Quadrat eines Hauptideals sein; daher sind g, = (5, 3 + V/34),



198 C. Theorie der algebraischen Kérper

g.= (5, 3 — J34), wobei die Idealbasis zugleich Modulbasis ist
(bei g, mit Annahme der Korperbasis [1, —1/34]) keine Haupt-
ideale. Es ergibt sich eine Klasse C,, bei der wir nicht wissen, ob
sie mit C identisch ist: C, &= 1, C2= 1.

Wir bilden p, g, und sehen nach, ob dies ein Hauptideal ist. Hier
fithrt folgender Satz oft schnell zum Ziele:

Satz 2. Kann man in einem ganzen Ideal a eine Zahl o finden
mit |aN| = aN, so ist a ein Hauwptideal, und zwar a= ().
Beweis: Esist (o) = ag mit g als ganzem Ideal; Normenbildung
gibt |aN|=aNgN, also gN=1, g= (1).
Es ist mit « =7+ /34:

a) « = 6= 0mody,,

b) « = 10 = 0 mod g,
somit « = 0 mod p,q,, da p, und g, relativ prim zueinander sind;
weiter ist |aN|=15= p,Ng,N. Mithin ist p,q,= (¢), CC,=1,
C,= C-1= C. Die Untersuchung von 5 bringt also keine neue
Klasse hinzu. Es ist = 2.

2. Sei k= P(]/—23); eine Basis ist [1, 0=———"0 die
Koérperdiskriminante wird d = — 23.

o2 2.48 96 . . o
Eswird ~23 < "= =< 4; essind also _dle Primzahlen 2, 3
zu untersuchen. Wegen m = 1mod8 (k= P(}m)) zerfillt 2 in das

Produkt zweier verschiedener Primideale: (2)=11, mit ;= (2,

w), = 2, of), wobei of = L=1=2 st
Da «x?+ 23y%2 = 8 ganzzahlig unlosbar ist, sind die Ideale I}, 1,

keine Hauptideale. Weil P23y

=
durch x = 3, ¥ =1 ganzzahlig losbar ist, gilt

©) = (3+};—23>(3_1;_23) 2 o) 2 — o)

Es ist 2—w=0modl;, 2—o)N=(N)2?=2% Da 2—ow
durch [, nicht teilbar ist, so ist (2 — w) =13, mithin ist [;? ein
Hauptideal; die Klasse C von I, erfiilllt C3=1, C & 1 (also auch
C?% &= 1). 1, liegt in der Klasse C2= C-1.
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Wegen ( 28) _ % =1 zerfallt auch 3in das Produkt zweier nicht
zusammenfallender Primideale: (3)=gq,q,. Wegen 12= —23mod3

kann etwa gesetzt werden g = (3, 14 7—23) = .3, #
= (3, w), wobei die letztangegebene Idealbasis zugleich Modul-
basis ist. Es ist o= 0modl, modgq,, also = 0 modlgq,
da (1, q;) =1 ist; zugleich ist wN=6= ()N, also [;q, = (w),
es steht g, in der Klasse C?, g, in der Klasse C. Die Klassenzahl %
erfiillt 4 = 3.

. -
3. P(y=127), Basis [1, 0= -1L2—121J

2.11,5

Es wird d = — 127, weiter —-]/12 L —— == < 8. Es braucht

nur 2, 3, 5, 7 untersucht zu werden. v
12412712

Wegen —127= 1mod8 wird 2=,1,. Esist 25=f= wN,
wird ;= (2, w) gesetzt, so folgt wegen w ==0 modl, da8
w=0mod\%; da N= ([;)5N=25 ist, wird [*= (w). Offen-
bar sind I; und ebenso ;/(1 <j <5) keine Hauptideale. Damit
sind 5 Klassen nachgewiesen: C & 1, C?% C3, C4, C>=1.

Es bleibt wegen (:;2—7 = (:31—> = —1 die Primzahl3 Primideal,
—127 ( ';2 ) = —1 zur Folge, daB (5) Primideal ist.

_127) = (—_7—1> = —1 keine Zerlegung von 7

ebenso hat (

Endlich ﬁndet wegen (

statt. Es wird # = 5.

4. P(y— 14) Eine Kérperbasis wird [1, /—14], die Diskriminante
2-15 15

istd=

=< 5, haben daher
nur die Primzahlen 2 und 3 zu untersuchen
Es wird (2) = (2, J—14)® = 12. Das Primideal [ ist kein Haupt-
ideal, da x% 4 14y2 = 2 keine L§sungen in ganzen Zahlen hat, also
ist damit eine Klasse 4 nachgewiesen, die A%2=1 erfiillt.
Esist (3)= (3, 1+ /—14) (3, 1 — /—14) = p, p,. Offenbar ist keine
niedrigere Potenz von 3 als 3% durch x24-14y? darstellbar. Es ist
dagegen 3% =52+14.22; die Zahl « =5 + 2)—14, die « =0
mod p,, o == 0 mod p, erfiillt, ist also, da sie keine weitere Prim-
teiler haben kann, eine Potenz von y,, also p,2 wegen aN = (p,4)N.
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Mithin sind damit 4 Klassen C, C?, C3, C*=1 nachgewiesen, wo-
bei C/ 4= 1 fiir 1 <7 < 4 gilt. Nun ist die Frage, ob A = C? ist.
Die Zahl o =2 — J—14 erfillt o= 0modl, « = 0 mod p,,
;== 0 mod p,. Wegen 18 = N = (p,2I)N folgt, da «; keine
anderen Primteiler haben kann, direkt (o) = 9,21, also C24 =1,
A = C~2= (2 Es bleibt die Klassenzahl %4 = 4.

5. P(Y—163). Eine Korperbasis wird M die

1, w=

Korperdiskriminante ist d = —163. Es wird —|/16 L — 21238

= E < 9. Es brauchen nur 2, 3, 5, 7 untersucht zu werden

Wegen — 163 = 5mod 8 bleibt 2 Primideal, wegen ( :1;63> = <131-)

—163 2 —163 —2\ _
-1, (T)=(?)——1’ (T)z(T)_ 1 auch 3, 5,7.
Es wird 4 =1.
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