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0. Vorwort

In der Schule haben wir verschiedene Zaehlenbereiche kennenge~
lernt. Wir haben in diesen Bereichen gerechnet und die Gesetz-
miBigkeiten der Operationen angewendet.

In diesem Abschnitt soll das Prinzip des Aufbaus von Zahlenbe-
reichen gezeigt werden. Entsprechend unserem Ausbildungsziel
wird ausfiihrlich auf den Aufbau des Bereiches der natiirlichen
Zahlen eingegangen und auf die Bereiche der ratiopalen und ge-
brochenen Zahlen ein Ausblick gegeben.

Die bei der Abhandlung gewonnenen Resultate werden dem Leser

teilweise bekannt sein. Das wissenschaftliche Vorgehen wird dem
Absolventen der POS aber nicht bewuBt geworden sein. Das Anlie-
gen der folgenden Ausfilhrungen besteht vor ellem derin, dem zu-
kiinftigen ILehrer den Aufbau einer mathematischen Theorie am Bei-
spiel bewuBt zu machen, die logischen Zusammenhiinge aufzudecken
und ihn mit grundlegenden Beweisgedanken vertraut zu machen.

Der Zehlbegriff ist ein grundlegender und sehr alter Begriff der
Mathematik. Er ist das Resultat eines langwierigen und kompli-
zierten historischen Entwicklungsprozesses, der stédndigen Aus-
einandersetzung des Menschen mit der Umwelt. Entsprechend der
merxistischen Erkenntnistheorie vertreten wir den Standpunkt,
daB die Zahlen ihren Ursprung in der objektiven Realitdt haben.
Es gibt jedoch auch idealistische Auffassungen, die diese Zusam-
menhidnge leugnen, den Zahlbegriff als dem Menschen angeboren an-
sehen. Bekannt ist in diesem Zusammenhang der Ausspruch von
Kronecker: "Die ganzen Zahlen hat Gott geschaffen, alles iibrige
ist Werk von Menschenh&dnden".

Uber den Ursprung der Zahlen HuBert sich Engels im Anti-Dithring:
"Die Begriffe von Zahl und PFigur sind nirgends anders hergekom-
men als aus der wirklichen Welt. Die zehn Finger, an denen die
LKenschen zgéhlen, also erste arithmetische Operation vollziehen
gelernt haben, sind alles andere, nur nicht eine freie Schopfung
des Verstandes". Das Studium der Entwicklung des Zahlbegriffs
bestdtigt die Auffassungen der marxistisch-leninistischen Er-
kenntnistheorie und widerlegt die oben angefiihrte und &dhnliche
Bﬁrgerliche Theorien.



Wir wissen, daB die natifrlichen Zahlen zwei wesentliche Aufgaben
haben. Erstens kann man mit ratiirlichen Zahlen Anzahlen kenn-
zeichnen, z. B. 15 Schiiler, die an einer Arbeitsgemeinschaft
teilnehmen. Natilrliche Zahlen, die im Sinne von Anzahlen verwen-
det werden, nennt man KARDINALZAHLEN. Zweitens kann man mit Hilfe
der natiirlichen Zahlen die Elemente einer Menge durchnumerieren,
d. h. man ordnet jedem Element dieser Menge eine natiirliche Zahl
zu. Diese Zaehlen kennzeichnen denn die Stellung jedes einzelnen
Elementes in einer Menge. Man nennt die so verwendeten Zahlen
ORDINALZAHLEN,

Die Gewinnung der natiirlichen Zahlen ist auf verschiedenen Wegen
moglich. Wir wollen im 1. Kapitel die natiirlichen Zahlen als
Kardinalzehlen aus einem Vergleich von Mengen gewinnen. Man sagt
auch, die natilirlichen Zehlen werden genetisch auf der Grundlage
der Mengenlehre definiert. Das entspricht weitgehend dem anschau-
lich-genetischen Vorgehen in der Polytechnischen Oberschule und
splegelt einige Aspekte des historisch gewachsenen Zahlbegriffs
wider. Die natlirlichen Zahlen konnen aber auch axiomatisch defi-
niert werden, indem man einige Grundeigenschaften der natiirlichen
Zahlen als Axiome an den Anfang der Theorie stellt und durch
mathematische Beweise alle weiteren interesgsierenden Eigenschaf-
ten ableitet. Diesen Weg werden wir im 2. Kapitel gehen.



1. Der genetische Aufbau der Menge der natiirlichen Zahlen

1e1. Die natiirlichen Zahlen als endliche Kardinalzahlen

Wir gehen bei unseren Betrachtungen von einem Mengensystem ¥9C
aus, dessen Elemente lengen 1. Stufe sind. Zwei beliebige Mengen
aus 7% werden nun beziiglich ihrer Michtigkeit verglichen. Bei
endlichen Mengen diirfen'wir auch sagen, daB ‘sie beziiglich der An-
zall ihrer Elemente verglichen werden. Dieser Vergleich gelingt
auch ohne Benutzung des Zahlbegriffs, indem man eine Korrespon-
denz aus der einen Menge in die zweite Menge herstellt. Forderi
man nun von dieser Korrespondenz, daB sie eine eindeutig umkehr-
bare Abbildung ist, so ergibt dieser Vergleich die drei Moglich-
keiten, daB beide Mengen gleich viel Elemente oder eine Menge
mehr Elemente als die andere enthdlt. Entsprechend der Definition
der Gleichmdchtigkeit heiBen zwei Mengen M1 und M2 gleichmiichtig
genau dann, wenn eine eindeutig umkehrbare Abbildung von der Men-
ce M1 auf die Menge M2 existiert. Die Relation Gleichmichtigkeit
von kengen ist eine Kquivalenzrelation, d. h. sie ist reflexiv,
transitiv und symmetrisch, was bereits in der Mengenlehre nach-
gewiesen wurde. Im betrachteten Mengensystem @ erzeugt sie al®
eine Einteilung in Aquivalenzklassen. Zu einer solchen Klasse ge-
hiren alle Mengen des Mengensystems ??Z , die zueinander gleich-
méchtig sind. Von Unterschieden in der Art der Elemente dieser
liengen wird dabei abgesehen, d. h. abstrahiert. Jede derartige
Klasse nennt man Kardinalzahl einer sie repriésentierenden lienge.

D1 (1.1.) Es sei K eine beliebige lienge eines Mengensystems 2% .
Die Klasse aller zu einer lLenge I glelchmachtlgen lien=-
cen aus /72 heiBt Kardinalzahl von M.

(In Zeichen: Kz (M))

D2 (1.1.) Line Kardinalzahl einer lienge li (Kz (M)) heiBt
natiirliche Zahl oder endliche Kardinalzahl genau denn,
wenn L eine endliche lienge ist.




Eine natlirliche Zahl ist also eine Klasse zueinander gleichmich-
tiger endlicher Mengen. Jede dieser so gebildeten Klassen auler
der Kardinalzahl der leeren Menge enthdlt unendlich viele
Reprédsentanten.

Die Menge aller endlichen Kardinalzahlen bildet die Mengen der

natiirlichen Zahlen.

Wir ordnen nun jeder Kardinalzahl ein Zeichen und einen Namen,

d. h. eine Ziffer und ein Zahlwort zu. Die leere Menge ist ent-
sprechend der Russellschen Eﬁdlichkeitsdefinition eine endliche
Menge, ihre Kardinalzaehl also eine natiirliche Zahl. Sie erhidlt

das Zeichen "O" und den Namen "NULL". Also

D3 (1.1.) Kz (@) n= 0

Ebenfalls nach der Russellschen Endlichkeitsdefinition kdnnen wir
jede endliche Menge M mit einer Einermenge vereinigen, die ein
beliebiges Element a des gegebenen Individuenbereiches enthilt,
welches aber nicht schon in ki enthalten sein darf,und erhalten
wieder eine endliche Menge.

Also ist M' = ¢ U {e} eine endliche Menge, und die Klasse, in
der diese Menge enthelten ist, erhdlt das Zeichen "1" und den
Namen "Eins". So fortfehrend ldB8t sich fiir jede Kardinalzahl ein
Zeichen und ein Name festlegen:

Kz (§) =0

Kz (B U [a]) =Kz ({a)) =1 mit a&J

Kz ({a}yu{p}) =Kz ({a; b}) =2 mitb€J;a4Dd
Kz({a,b}\){c}) =Kz({a;b;c}) =3 mit c € J; ¢ ¢ e;

c$¥b
usw.

"Eins", "2Zwei", "Drei"...sind die Namen dieser Zehlen; "1i", "2",
"3",..die entsprechenden Ziffern.



Aus dieser Darstellung ist ersichtlich, daB bel einem geeigneten
Individuenbereich zu jeder natiirlichen Zahl eine nachfolgende ge-
bildet werden kann und es unendlich viele natiirliche Zahlen geben
miiBte. Entsprechend diesen Betrachtungen geht man in Klasse 1 bei
der Gewinnung der natiirlichen Zahlen vor. Die Schulanféanger ar-
heiten lange und intensiv mit konkreten Mengen, z. B. Mengen von
Kastanien, Stdbchen und Rechenpfennigen. Sie vergleichen, ordnen,
legen dazu, nehmen weg, bevor sie mit Zahlen rechnen. Im Mathe-
matiklehrbuch der Klasse 1 Seite 9 wird beigpielsweise die Gewin-
nung der Zahl 4 veranschaulicht. Wir finden dort folgende Dar-
stellungs

Bild 1 €1.1.)

Von den Unterschieden in der Art der Objekte wird abgesehen. Fir
einen Schiiler ist es natiirlich nicht gleichgiiltig, ob er vier
Apfel geschenlkt bekommt oder vier Kestanien. Aber wenn er die An-
zah]l erfassen soll, damn sind die beiden Mengen gleichwertig. Der
Schiiler mu von gewissen Seiten der objektiven Realitdt abstira-
hieren - von Form, GroBe, Farbe, Gewicht, Geschmack u. a. - um
den Zahlbegriff zu erfassen. Als Gemeinsamkeit aller dergestell-
ten Mengen bleibt nur, daB sie gleichmichtig sind (gleich viele
Elemente besitzen). Im Unterricht der unteren Klassen ist es be-
rechtigt, von "gleich vielen" Elementen zu sprechen, da nur end-
liche Mengen auftreten. Filir diese Gemeinsamkeit wird dann das
Yiort "vier" bzw. das Zeichen "4" eingefiihrt. 9



Gestiltzt auf unsere Kenntnisse iliber den Abstraktionsprozef fassen
wir den Abschnitt 1.1. wie folgt zusammen:

Durch die Bildung von Aquivalenzklassen, deren Elemente Mengen
sind, sind wir zu einer kenge htherer Stufe iibergegangen. VWir ha-
ben den AbstraktionsprozeS zur Gewinnung der Kardinalzahlen und
der natiirlichen Zahlen gefilhrt.

Wir stellen nun den allgemeinen Abstraktionsproze dem zur Gewin-
nung der Kardinalzahlen und der natlirlichen Zahlen gegeniiber.

Abstraktionspro~-
zeB allgemein

Abstraktionsprozed
Kardinalzahlen

Abstraktionsprozes
Natilrliche Zahlen

Vorgabe einer Aus-
gangsmenge

2. Lrkléren einer
Aquivalenzrela-
tion in der Aus-
gangsmenge

Zusammenfessen
eéller einander
tiquivalenten Ele-
mente der Aus-
gangsmenge zu
Aquivalenzklas-

die man in der
Regel mit Namen
vergieht.

3.

sen,

4+ Ersetzen der Aus-
gangsmenge durch
die lienge dex

Aquivalenzklassen.
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System von Mengen
1. Stufe

Gleichméchtigkeit
von Mengen

Jede Aquivalenz-
klasse enthdlt alle
zueinander gleich-
miéchtigen Mengen.
Jede Aquivalenz-
klasse zueinander
gleichmidchtiger
liengen heiBt Kar-
dinalzahl.

Ersetzen des Systems
von lengen 1. Stufe
durch die lienge der
Kardinalzahlen.

System von endlichen
Mengen 1. Stufe

Gleichmichtigkeit
von endlichen Mengen

Jede Aquivalenzklas-
se enthdlt alle zu-
einander gleichmich-
tigen endlichen HNen-
gen. Jede Aquivalenz-
klasse zueinander
gleichmichtiger lien-
gen heillt natiirliche
Zehl.

Ersetzen des Systems
von endlichen liengen
1. Stufe durch die
Menge der natiirlichen
Zahlen,



Entgprechend dem AbstraktionsprozeB bemerken wir, daB folgende
Schreibweigen gleichwertig sind:

OL= Kz (A) und A € =a
Beide driicken die Beziehung zwischen Klasse und Reprédsentant aus.

1.2. Die Nachfolger-, die Kleiner- und die Gleichheitsrelation
in der Menge der natlirlichen Zahlen

PFir den Unterricht in den unteren Klassen sind vor ellem die Be-
ziehung "Nachfolger einer natiirlichen Zahl" und die Kleiner- bzw.
Gleichheitsrelation von Bedeutung. Wir wollen deshalb diese Rela-
tionen definieren und auf ihre Eigenschaften eingehen. Die Defi-
nition der Beziehung "b ist Nachfolger von a" lmiipft an die Uber-
legungen .an, die wir bei der Bezeichnung der natiirlichen Zahlen
kennengelernt haben. Diese besagten: Mit jeder endlichen Menge M
ist die Vereinigung von M mit einer Einermenge eine endliche Men-
ge, deren Kardinalzehl also eine natiirliche Zahl,

D1 (1.2.) Eine natiirliche Zahl b = Xz (B) heiBt Nachfolger eimer
natiirlichen Zahl a = Kz (A) (in Zeichen: b = a') gensau
dann, wenn es im verwendeten Individuenbereich ein eg
gibt, so daB gilt:

B~aU{x} we  wga

Die durch diese Definition aufgezeigte kdglichkeit der wiederhol-
ten Nachfolgerbildung legt die Vermutung nahe, daBl es unendlich
viele natiirliche Zahlen gibt. In dieser Aussage ist folgendes
Problem enthalten: Jede natiirliche Zahl ist eine Klasse end -
licher Mengen, die lienge der natiirlichen Zahlen aber ist
eine unendliche Menge, also von einer hoheren Mdch-
tigkeit, als es alle endlichen llengen sind. Diese Aussage ist be-
weisbar, indem man in Anlehnung an die Dedekindsche Definition
flir die Endlichkeit bzw. Unendlichkeit von liengen eine eindeutig
umkehrbare Abbildung von der lMenge der natiirlichen Zahlen auf
eine ihrer echten Teilmengen herstellt.



Die folgende Darstellung veranschaulicht eine solche Abbildung.

0 1 2 3 . e

0 2 4 6 P 2n .« o .

o

Abb. 1 (1.2.)

Entsprechend der Definition 1 (1.2.) lernt der Schiiler der

1. Klasse den Nachfolger einer Zahl dadurch kennen, daB er je-
weils ein welteres Element zu einer lienge hinzufiigt, die Repré-
sentant dieser Zahl ist.

Wir geben nun die Definition der Kleinerrelation an:

D2 (1.2.) Eine natiirliche Zahl a = Kz (A) heiBt kleiner als eine
natiirliche Zahl b = Kz (B) (in Zeichen: a<b) genau
dann, wenn es eine eindeutig umkehrbare Abbildung von
A auf eine echte Teilmenge von B gibt.

Betrachten wir das Beispiel 2<5. In der Abbildung 2 (1.2.) wer-
den die natiirlichen Zahlen 2 und 5 durch die liengen A und B re-
pridsentiert. Die Kenge A ist gleichmichtig einer Menge B™ , und
es gilt B*C B, Wir erkemnen in der Abbildung 2 die Existenz ei-
ner eindeutig umkehrbaren Abbildung des Reprédsentanten der Zahl
2 auf eine echte Teilmenge des Repridsentanten der Zahl 5. Also
1st die Kardinmlzahl, die durch die lklenge A reprisentiert wird,
kleiner els die durch B représentierte Kardinalzahl.

12



Abb. 2 (1.2.)

Diese Definition der Kleinerrelation ist die Grundage fir das
anschauliche Vorgehen in Klasse 1 bei der Entscheidung, ob bzw.
warum zwei natlirliche Zahlen in der Kleinerrelation stehen
(Lehrbuch Klasse 1, S. 12). Die Schiiler miissen an mehreren Zah-
lenvergleichen erkenmen, dafl eine Zahl genau dann kleiner ist
als eine andere Zahl, wenn eine diese Zahl représentierende lien-
ge weniger Elemente enthdlt als eine die andere Zehl reprisen-
tierende Lienge.

Abschliefend sei darauf hingewiesen, daB die kntscheidung, ob
eine Zahl kleiner als eine aendere ist, nich{ von der Yahl der
Reprisentanten abhingt.

13



Satz 1 (1.2.) Die Kleinerrelation ist irreflexiv, transitiv und

trichotom.
N\ (1a<a) Irreflexivitdt der
a €N Kleinerrelation
N ((a<b)A(b<c) = a<c)
a,b,c €N

Transitivitdt der
Kleinerrelation

Fir alle natiirlichen Zahlen a und b gilt stets

genau einer der Fidlle a<b oder b<e oder a = b.
Trichotomie der
Kleinerrelation

In diesem Buch verzichten wir an dieser Stelle auf die Darstel-
lung der erforderlichen Beweise. Im Abschnitt 2. dargestellten
axiomatischen Aufbau der Theorie der natiirlichen Zahlen wird die
Kleinerrelation in N abermals und auf andere VWeise definiert. Wir
werden dort die genannten Eigenschaften noch einmal aufgreifen
und zum Teil beweisen. Mit Hilfe der Kleinerrelation 1éB8t sich in
der Menge der natiirlichen Zahlen eine Ordnung herstellen, wie das
aus den Betrachtungen iliber zweistellige Relationen bekannt ist.
S5ind die netirlichen Zahlen in der Reihenfolge ihrer Ordnung ent-
sprechend der Kleinerrelation, also 0; 1; 2; 3;...aufgefiihrt,
dann sagt man eauch, sie seien in der ndiirlichen Anordnung gegeben
(135 35 53000, 03 23 43e<¢i8t 2. B. keine natiirliche Anordnung).

Der Leser mache sich den Unterschied zwischen der Nachfolgerrela-
tion und der Kleinerrelation als Ordnungsrelation bevwuBt. Um
deutlich 2zu machen, daB die Nachfolgerrelation nicht transitiv
ist, spricht man gelegentlich auch vom unmittelbaren Ilachfolger.
Ein Charakteristikum der durch die Kleinerrelation geschaffenen
Ordnung in N ist, daB es in N und in jeder Teilmenge von N stets
eine kleinste Zehl gibt.

Die Gleichheitsrelation in Nmbge sich der Leser unter Beachtung,
daB zwei Aquivalenzklassen geneu dann einander gleich sind, wenn
jeweils zwel beliebige Reprédsentanten in der entsprechenden Rela-
tion stehen, selbsténdig erarbeiten.

14



Es 1ldB8t sich leicht zeigen, daB die Gleichheitsrelation wieder
eine Aquivalenzrelation ist mit der Besonderheit, deB in jeder
Klasse beziiglich dieser Relation nur ein einziges Element ent-
halten ist.

1.3. Die Peanoschen Sitze

it den bisher gewonnenen Ergebnissen kdonnen wir schon einige
Sdtze iiber natiirliche Zahlen formulieren und beweisen. Die fol-
genden fiinf Aussagen wurden, von unwesentlichen Anderungen abge-
sehen, von dem italienischen lathematiker G. Peano (1858 - 1932)
formuliert und als Grundlage einer axiomatisch aufgebauten Theo-
rie der natiirlichen Zehlen verwendet. Im mengentheoretischen Auf-
bau der Theorie der natiirlichen Zahlen sind diese Aussagen mathe-
matische Sdtze, die mit Mitteln der Mengenlehre beweisbar sind.
Unter 2. werden wir den anderen Weg zum Aufbau der Theorie der
natiirlichen Zahlen beschreiten und ihr diese Aussagen als Axiome
voranstellen. Wir bezeichnen sie mit P I bis P V.

Satz 1 (1.3.) Fiir natiirliche Zahlen sind folgende Aussagen
(Peanosche Aussagen) wahr:

PI Null ist eine natiirliche Zahl.

P II : Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es genau eine
natiirliche Zahl n , die Nachfolger von n ist.

P IIT : Null ist nicht Nachfolger einer natiirlichen Zahl.

P IV : Eine natiirliche Zaehl ist nicht Nachfolger von ver-
schiedenen natiirlichen Zahlen, 4. h.
aus n1' = n2'

folgt 0y = Ny

PV : Jede Menge I, welche
1. die Zahl Null enth&lt und
2. mit jeder natiirlichen Zahl n auch deren Nach-
folger n’,
enthdlt alle natilrlichen Zahlen.



Es sollen zu drei dleser Aussagen die Beweisgedanken angegeben
werden.

PI:

P II:

PIII:

16

Wir haben definiert, daB Kz (#) = O,und da die leere Menge
nach der Rugdellschen Endlichkeitsdefinition eine endliche
Menge ist, gilt OEN.

Entgprechend der Definition der Nachfolgerrelation in N bzw.
der 2. Aussage der Russellschen Dndlichkeitsdefinition
existiert flir jedes A€ a eine endliche Lenge AU {d-}
(wobeic(¢A) als Reprédsentant des Nachfolgers a' von a.
Damit ist die Existenz von a' gezeigt, und es bleibt nachzu-
welsen, daB der Nachfolger eindeutig bestimmt. Wir zeigen,
daB8 die Nachfolgerbildung von der Wahl der Reprdsentanten

A und {oc unabhéngig ist. Wir nehmen an, daB es zwei ver-
schiedene Zahlen a1' und a2' gibt, die Nachfolger von a
sind.

Es sei &' =Kz (A, U {er.}) mit océ.ﬂ
8y =Kz (A, U{B}) mitB ¢4,
Aus a = Kz (A1) = Kz (A2) folgt

Ay~ s
pa {}~{B} x§n, una B §4, ist,
folgt 4,U{=} s, u{pr}, ¢ n

kz (AU {e} ) =Kz (U {@}) una

damit entsteht im Viderspruch zu unserer Annahme

31' = 32‘0
Es gibt also genau eine Zahl a', die Nachfolger

von a ist.

Plir einen Nachfolger a' einer beliebigen natiirlichen Zahl
a = Kz (4) gilt stets a' = Kz (AU {a }) mit agA. Da somit
Ay {a} wenigstens ein Element enthiilt, kann a' niemals
Null sein, weil O = Kz (@) gilt.

Auf die Darstellung der Beweise fiir PIV und PV verzichten
wir.



1.4. Zweistellige Operationen in der Menge der natiirlichen Zahlen

Wir definieren nun Rechenoperationen fiir natiirliche Zahlen, indem
wir jeweils zu Reprédsentanten iibergehen und Mengenoperationen
nutzen.

D1 (1.4.) Eine natiirliche Zahl ¢ heiBt Summe der natiirlichen Zah-
len a = Kz (4) und b = Kz (B) genau denn, wenn
c = Kz (AUB) ist, wobei ANB = @ gilt.
(In Zeichen: @ + b = ¢)
Die natiirlichen Zahlen a und b nennen wir Summanden.

Wir miissen beachten, dab wir die Reprédsentanten zur Kldrung des
Begriffs Summe willkiirlich gewihlt haben. Bs ist bisher nicht ab-
gesichert, dafl sich die Summe bei Waghl anderer reprédsentierender
Mengen nicht #ndert, d. h., daf sie von der Auswahl der Repridsen-
tanten unabhéngig ist. Wir zeigen deshalb, daB bei beliebigen
verschiedenen Reprédsentanten A1 und A2 von a und B1 und B2 von b
Kz (A1LJ B1) = Kz (A2LJ BZ) gilt, wobei

AN B, = ¢ und

A2r\ B2 = @ ist.

Wenn A1V~A2 gilt, gibt es eine eindeutig umkehrbare Abbildung wvon
A1 auf A2. Gleiches gilt auch fir B1 und B2. Da sowohl A1 und B1
als auch A2 und B2 disjunkte lengen sind, gibt es auch eine Ab-
bildung von

A1U B.l auf A2U B2’ d. h.

es gilt

A1U B1V'~A2u B2.

Daraus folgt aber, daB Kz (A,U B;) = Kz (A2lJ B2) ist und die
Summenbildung représentantenunabhiéngiz ist.

Damit liefert die Defirition der Summe zweier natiirlicher Zahlen
eine Abbildungsvorschriit, die jedem Paar von natiirlichen Zahlen
eine eindcutig bestimmte Zahl als deren Summe zuordnet. Venn wir
ferner beriicksichtigen, daB die Vereinigung endlicher HKengen
stets wieder eine endliche Menge ist, so ergibt sich, daB die
Summenbildung nicht nur eindeutig, sondern auch stets ausfiibhrbar
ist.
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D2 (1.4.) Wir nennen diejenige Abbildung von K x N in N, die al-
len geordneten Paaren natiirlicher Zaehlen deren Summe
zuordnet, Addition in N,

Unmittelbar aus der Definition der Summe natiirlicher Zahlen folgt:

Satz 1 (1.4.) N\ n' =n + 1
n€E XN

Des weiteren gelten fiir die Addition natiirlicher Zshlen die im
folgenden angegebenen Gesetze.

Satz 2 (1.4.) Flir alle natiirlichen Zahlen a, b, c gilt:
(a+b)+c=8a+(b+c)
(Gesetz der Assoziativitdt der Addition natiirlicher
Zahlen)

Beweis:

Voraussetzung: a, b, ¢ sind beliebige natiirliche Zahlen.
Es gelte a = Kz (4), b = Kz (B), ¢ = Kz (C)
mit ANB=¢, ANC =@, BNC = ¢.
(Solche Repriisentanten lassen sich immer finden.)

a4+ (b +c¢)

Behauptung: (a + b) + ¢

Beweis: 1. (a + b) + ¢ = Kz ((AUB)U C) (Definition der
mit AN3B = ¢ und Surme natiirlicher
(AUBNC=¢ Zahlen)
und

a+(b+c)=XKz (AU (BUC))
mit BN C = @ und
ANn(BUC) =¢

(Auf Grund der obigen Voraus-
setzung sind diese Forderungen
an die Repriisentanten erfiillt.)
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2. (AUB)UC=4U(BYUC)

3. (AUBU CwaAU((BYZC)

4. Kz ((AUB)UC) =Kz (AU (BUC))

5 (a+b)+ce=a+(b+c)

ge. €. de

(Assoziativitht

der Vereinigung
von Mengen)

(Satz von der
Gleichmidchtig-
keit gleicher
Mengen)

(Definition der
Gleichheit wvon
Aquivalenzklas-
gen)

(Definition der
Summe natiirli-
cher Zahlen)

Die Behandlung des Assoziativgesetzes der Addition erfolgt in-
haltlich bereits in Klasse 1. Es wird weiterhin dem Schiiler der
Klasse 2 bewuBtgemacht zur Nutzung von Rechenvorteilen und zur

Kldrung und Begriindung von Rechenwegen.

Satz 3 (1.4.) Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b gilt:

a+b=Db+a
(Gesetz der Kommutativitédt der Addit
Zahlen)

Den Beweis fiihre der Leser entsprechend Satz 2 (1.
dig.

ion natiirlicher

4.) selbstén-

Satz 4 (1.4.) Fir alle natiirlichen Zahlen a, b, ¢ gilt:

1. Wenn a € b ist, so ist a + c < b + ¢

2. Wenn a = b ist, so ist a + ¢ = b

(Gesetz der Monotonie der Addition b
Kleiner- und Gleichheitsrelation)

+ C

eziiglich der
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Piir die 2. Aussage seien die Bewelsgedanken angegeben. Lz

sei A = Kz (A) und b = Kz (B)., Wir withlen C€ c nit AN C = @,
BN C = @#. Solche Reprdsentanten von ¢ existieren stets. Laut
Voraussetzung gilt A~~~ B.

Wegen A~~B, C~C, ANC =@, BAC = ¢ folgt AUCA~BUC,
d. h. Xz (AU C) = Kz (BUC).

Es gilt also
VAN (a=bemba+c=D0b+c)
a, b, cEN

Der Leser iiberlege sich entsprechend die Beweisgedanken fiir die
1. Aussage des Satzes 1.

Als nichste Operation betrachten wir die RMultiplikation. Zur
inhaltlichen Kldrung der lMultiplikation gibt es zwei Lidglichkei-
ten: die Riickfilhrung euf die Addition gleicher Summanden und auf
der Grundlage der Bildung der Produktmenge.

Die in der Schulmathematik dargestellte enge Beziehung zwischen
Multiplikation und Addition, die Entwicklung der kultiplikation
als Vielfachenbildung aus der Addition gleicher Summanden ent-
gpricht dem in Abschnitt 2.3. dargestellten axiomatisch begriin-
deten Vorgehen. Mir den genetischen Weg typisch ist wiederum die
Rilckfiihrung auf zweckmiifige Hilfsmittel der lMengenlehre, die auch
Veranschaulichungen ermdglichen.

D3 (1.4.) Eine natiirliche Zahl c¢ heiBft Produkt der natiirlichen
Zahlen a = Kz (A) und
b = Kz (B) genau dann, wenn
¢ = Kz (A x B) ist.

(In Zeichen: & « b = ¢)
Die Zahlen e und b heiflen Faktoren.

Das entaprechend D3 (1.4.) definierte Produkt ist von der Wahl
der Reprédsentanien A und B unabhdngig, d. h. es gilt:

Aus a = Kz (A1) = Kz (Az) und b = Kz (B1) = Kz (B2)

folgt Kz (A1 b4 B1) = Kz (A2 x B2) =a-+b
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Der Leser verdeutliche sich dies durch analoge Uberlegungen wie
die zu D1 (1.4.) angefiihrten.

Damit wird gemdB D5 (1.4.) einem Paar natiirlicher Zehlen eine
eindeutig bestimmte natiirliche Zahl als deren Produkt zugeordnet.
Da die Produktmenge zweier endlicher llengen A und B stets wieder
eine endliche iienge ist, gibl es also zu beliebigen natlirlichen
Zehlen stets ein ihnen zuzuordnendes Produkt, und wir kodnnen eine
entsprechende Operation definieren.

D4 (1.4.) Viir nennen diejenige Abbildung von N x N in N, die
allen geordneten Paaren natiirlicher Zahlen deren Pro-
dukt zuordnet, Multiplikation in N.

Zur Veranscheulichung dieses Sachverhaltes wird den Schiilern die
kultiplikation an Aufgaben der folgenden Art deutlichgemacht:

Die beiden Jungen Hans und Ulli wollen jeder einmal mit jedem
der drei Kddchen Lisa, Nina und Gisa Federball spielen. Wieviel
Spiele missen ausgetragen werden?

Es entstehen 6 Pasre. Aus mehreren derartigen Aufgaben wird
abstrehiert zur Gleichung 2 « 3 = 6

Fiir die Multiplikation gelten die folgenden wichtigen Gesetze:

satz 5 (1.4.) Pir alle natlirlichen Zahlen a, b, ¢ gilt:
(a e+ b) sc=as+(bec)
(Gesetz der Agsoziativitdt der Multiplikation na-
tiirlicher Zahlen)

Der Beweis wird unter Nutzung der Gleichmichtigkeit der Mengen
(AxB) xCund A x (B x C) gefihrt. Die Msglichkeit einer ein-
deutig umkehrbaren Abbildung von der kenge (A x B) x C, deren
Elemente geordnete Paare ((oc,/5),7~) mit « €4, B EB und,tec
sind, auf die HMenge A x (B x C) mit den geordneten Paaren

(<, (3, p~)) wurde in der Lengenlehre gezeigt.
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Aus diegser Gleichmichtigkeit folgt die Gleichheit der Kardinal-
zehlen dieser Mengen und demit

VAN (ta*b)*c=ac¢«(b-c))
a, b, c&N

Satz 6 (1.4.) PFiir alle natlirlichen Zahlen a, b, ¢ gilt:
& +«b=D>beea
(Gesetz der Kommutativitdt der Multipliketion
natiirlicher Zahlen)

Der Beweis ergibt sich aus der Gleichmiéchtigkeit der Mengen

A X Bund B x A und mége vom Leser selbsténdig gefiihrt werden.
Inm Zusammenhang mit der Addition kann als weitere Eigenschaft
das Gesetz der Distributivitdt der Multiplikation beziiglich der
Addition formuliert werden.

Satz 7 (1.4.) Flir alle natiirlichen Zahlen a, b, c gilt:
' a+(b+c)=a+b+a-c

Beweigs

Voraussetzung: a, b, ¢ sind beliebige natiirliche Zahlen.
Es gelte a = Kz (A), b = Kz (B), ¢ = Kz (C) mit
BNC=¢

Behauptung: a*(b+c)=a+b+a-c

Beweis: 1. a+* (b+¢c) =Kz (Ax (BUC)) (Definition von
mit BNC=¢ Summe und Pro-
und dukt natiirli-

a.b+a.c =Kz ((Ax BA(AXC)) cher Zahlen)
mit (A x B)N(A xC) = ¢

(Auf Grund von BNC = @ ist

diese PForderung erfiilltd
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2. A x (BUC) = (A xB)U(A xC) (Gesetz der Di-
stributivitat der
Produktmengenbil-
dung beziiglich der
Vereinigung)

3. A x (BUC)w (A x B)U(A x C) (Satz von der
GleichmAchtigkeit
gleicher Mengen)

4. Kz (A x (BUC) = Kz ({4 x B)U(4 x C))
(Definition der
Gleichheit von
Kquivalenzklassen)

5.8 .(b+¢c)=a.b+ea.c (Definition von
Summe und Produkt
natiirlicher Zah-
len)

q. e. d.

Da die hiultiplikation kommutativ ist, ld8t sich entsprechend zei-
gen, dal das Gesetz der Distributivitdt auch in der folgenden
Form gilt:

Setz 8 (1.4.) PFir alle natiirlichen Zehlen a, b, ¢ gilt:
(a+b) .c=a.c+bsc

Die beiden Aussagen des Satzes 7 und 8 werden auch als links-
bzw. rechtsseitige Distributivitédt der Multiplikation beziiglich
der Addition bezeichnet. Wenn beide Aussagen zutreffen, spricht
man schlechthin von der Distributivitdt der Multiplikation be-
ziiglich der Addition.

Satz 9 (1.4.) Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b, ¢ gilt:
Wenn a<b und ¢ $# 0 ist, g0 ist & « c<b . ¢
Wenn @ = b ist, so ist & . ¢.= b . ¢
(Gesetz der lLonotonie der Multiplikation beziiglich
der Kleiner- und Gleichheitsrelation)
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Auf den mengentheoretischen Beweis verzichten wir. Die in den
Siitzen 1 bis 9 dargestellten Gesetze besitzen grole Bedeutung

fiir die Arbeit im liathematikunterricht der Unterstufe. Es sollen
einige Beispiele ihrer schulpraktischen Anwendung genannt werden.
Durch die Nutzung des Gesetzes der Kommutativitiit kann die Anzahl
der geddachtnismidfig zu beherrschenden Grundaufgaben wesentlich
verringert werden. Die Grundlage der schriftlichen Verfahren der
Rechenoperationen bilden neben der Darstellung der netirlichen
Zahlen im dekadischen Positionssystem die Gesetze der Kommutati-
vitdt, Assoziativitdt und Distributivitdt. Das Gesetz der NMonoto-
nie der Addition beziiglich der Gleichheitsrelation ermoglicht das
Ubertragen bereits behandelter Aufgabentypen auf neue Aufgaben,
wie das bei folgenden Beispielen deutlich wird:

Wenn 6 + 3 =9, dann 16 + 3 = 19
oder
wenn 58 + 3

61, dann 258 + 3 = 261.

Bevor wir uns der Definition von Subtrektion und Division in N
zuwenden, wollen wir einige Bemerkungen zu verschiedenen Mog-
lichkeiten des Definierens dieser Abbildungen machen. In diesem
Abschnitt hat der bei der Addition und Lultipliketion beschrie-
bene Weg den Vorrang. Typisch flir ihn ist dle Definition einer
Verkniipfung von natiirlichen Zahlen vermittels ihrer Repriisentan-
ten. Die Verkmiipfung der Reprdsentanten erfolgt mit lilfe der fiir
sie bereits definierten Operationen. Da die Reprisentanten natiir-
licher Zahlen liengen sind, stenden die Vereinigung von Mengen und
die Bildung der Produktmenge als lHilfsmittel zur Verfiigung. Vir
haben ferner bemerkt, daB dieses mengentheoretisch begriindete
Vorgehen sich vorziiglich mit solchen Veranschaulichungen verbin-
den lieB, die Schiilern der unteren Klasgen gut versténdlich gind.
Dieses Vorgehen stellt eine Realisierung des "gemeinsemen Be-
schlusses von kinister der DDR und ZK der SED zur Verbesserung
des Mathematikunterrichts" an den POS unserer Republik dar. Ls
ist Ausdruck des Prinzips der VWissenschaftlichkeit des Unter-
richts und zeigt, wie bereits in den unteren Klassen Kenntnisse
und fachapezifische Denk- und Arbeitsweisen an die Jugend unseres
Staates vermittelt werden.
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Der begonnene Weg ist bei der Einfiihrung der Subtrektion noch
praktikabel und steht in Ubereinstimmung mit dem Vorgehen in
Klasse 1. Die konsequent mengentheoretische Einfithrung der Divi-
sion bietet fachtheoretische Probleme, deren vollstdndige Uber-
tragung avf die Schulmathematik nicht ohne Schwierigkeiten mdg-
lich 1st. Wir werden diesen Weg endeuten. Neben dem mengentheore-
tischen lieg gibt es den an der Algebra orientierten Weg der Ein-
fiihrung von Subtraktion und Division als Umkehroperationen von
Addition bzw. Multiplikation. Dieser Weg ist im axiomatischen Auf-
bau der Theorie der einzig mGgliche. Je nachdem, an welcher Ent-
wicklungsstufe man den rein mengentheoretischen Weg verldfSit und
in der Abstraktheit des axiomatischen Weges bestehende Vorteile
zu nutzen beginnt, hat man nun fiir die Einfiihrung der Subtraktion
und Division fachtheoretisch verschiedene [l6glichkeiten. In der
Schulpraxis bemerken wir, daB belde Wege geschickt kombiniert
werden, um die Einheit von Konkretem und Abstraktem, Wissen und
Konnen, Anschauung und Denken u. a. aus den lirziehungswigsen-
schaften abgeleitete Prinzipien effektiv anzuwenden.

lMiengentheoretisch wird die Differenz zweier natiirlicher Zahlen
dann folgendermaBen erklért:

D5 (1.4.) Eine natiirliche 2ahl ¢ heift Differenz der natiirlichen
Zahlen a = Kz (A) und
b = Kz (B) genau dann, wenn
c = Kz (A\ B) mit B C 4 ist.
(In Zeichen: ¢ = a - b)
Die Zahl a heiBt liinuend, die Zahl b Subtrahend.

Die mengentheoretische Grundlaege fiir die Differenz zweier natiir-
licher Zahlen ist also nicht die Differenz zweier Mengen schlecht-
hin, sondern ein Spezimlfall. Als Reprédsentant des Subtrahenden
igt eine Teilmenge des Repriisentanten des Minuenden zu wihlen.
Eine solche Teilmenge existiert aber nur, wenn a Z b gilt.

Es sei darauf hingewiesen, daf zur Kardinalzahl b alle endlichen
Mengen der entsprechenden l¥chtigleit gehSren und es also unter
der Bedingung & 2 b immer einen Représentanten BEDb zibt, der
Teilmenge von A€ a ist.



Wir filhren wieder, wie bei Summe und Produkt bereits angegeben,
Uberlegungen an, die zeigen, daB die Differenz a - b eindeutig
bestimmt ist, wenn sie existiert. Wir wihlen

4,€ a, B€ b mit B, Ca,
und
A,€Ea, B,EDb mit B,

e}

4

Damn gilt A;~A,, B;~B,, A\ B1€a - b, A2\ B2€a - b.

Sobald dle Gleichmichtigkeit von A1\ B, und A2\ B, gezeigt ist,
ist die Eindeutigkeit der Differenz bewiesen.

D6 (1.4.) Wir nennen diejenige Abbildung eus N x N in N, die ge-
ordneten Paaren natiirlicher Zahlen a und b deren Diffe-
renz zuordnet, Subtrektion in N.

Da, wie wir gesehen haben, nicht flir jedes geordnete Paar natiir-
licher Zehlen eine Differenz existiert, diese im Falle der Exi-~
stenz aber eindeutig ist, gilt:

Satz 12 (1.4.) Die Subtraktion in N ist eine partielle Operation,
Sie ist ausfiihrbar genau dann, wenn der Subtrahend
kleiner oder gleich dem lMinuenden ist.

Belm aufgezeigten Weg wurden Addition und Subtraktion unabhingig
voneinander definiert. Zwischen beiden Operationen besteht folgen-
der Zusammenhang, der ohne den notwendigen Beweis angegeben sei:

Satz 13 (1.4.) Die Subtraktion in N ist Umkehroperation der Ad-
dition in H, d. h.

A\ _ {(c ~-a=bhemb +a=c)
a; b; c€EN

Der Zusammenhang zwischen der Addition und der Subtraktion als
deren Umkehrung muB dem Schiiler bewuBtgemacht werden. Ihm wird
gezelgt, daB man die Differenz zweier Zahlen auch als Summand
auffassen kann, zu dem der andere Summand und die Summe bekannt
sind.
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Beispiel 1 (1.4.)
1. 25 + 6 = 31

31 - 6 =25

2. 25 + x = 31
N =-25= x

Addition und Subtraktion bezeichnet man als Rechenoperationen
1. Stufe.

Nach diesen Uberlegungen zur Definition der Subtraktion stellen
wir aus der Vielfalt der geltenden Gesetze eine kleine Auswahl
dar.

Satz 10 (1.4.) PFir alle natilrlichen Zahlen a, b, ¢ gilt:

a.(b-¢c)=a.be-a.c
(a-b) ec=8.¢c=Db.c

(Gesetze der Distributivitdit der Multiplikation
beziiglich der Subtraktion)

Der Beweis erfolgt unter Nutzung des Distributivgesetzes der Pro-
duktmenge beziiglich der Differenz von Mengen. Da dieser Satz in
der Mengenlehre micht betrachtet wurde, verzichten wir auf den Be-
weis von Satz 12 (1.4.). Dem interessierten Leser fiéllt es nach
Bereitstellung des genannten Beweismittels sicher nicht schwer,
den Beweis zu fiihren.

Satz 11 (1.4.) Fiir alle natlirlichen Zahlen a, b, ¢ mit
a>cund b > c gilt:
Wenn a<b ist, so ist a - c<b - ¢.
Wenn a = b ist, so ist a ~¢ = b - c.
(Gesetz der Monotonie der Subtraktion beziiglich
der Kleiner- und Gleichheitsrelation)

Fir die Subtraktion gilt weder das Gesetz der Kommutativitdt noch

das Gesetz der Assoziativitdt, was sich leicht durch Angabe eines
Gegenbeispiels nachweisen légt.
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Un die Division natiirlicher Zahlen definieren zu kdnnen, muB der
Quotient zweier natiirlicher Zahlen erkldrt werden.

D7 (1.4.) Eine natiirliche Zahl ¢ = Kz (C) heiBt Quotient der
natiirlichen Zahlen & = Kz (A) und b = Kz (B) genau
dann, wenn fir den Repridsentanten C von c¢ gilt, daB
Kz (B x C) = Kz (A) ist.

(In Zeichen: ¢ = a : b)
Die natiirliche Zahl a helBft Dividend, b Divisor.

Die Definition des Quotienten unterscheidet sich voh den Defini-
tionen der Summe, der Differenz und des Produktes dadurch, da8

der Reprédsentant C des Quotienten c¢ nicht explizit dargestellt
wird. Einfacher erscheint hier die unmittelbare Definition des
Quotienten ausgehend von einer entsprechenden Multiplikations-
gleichung. I's ist bei vorgegebenen natiirlichen Zahlen a und b eine
natirliche Zahl ¢ zu ermitteln, so da8 b « ¢ = @ ist. Wie sgchon
erwidhnt, wird dieser Weg bei axiomatischem Aufbau der Theorie be-
schritten.

Wenn der Quotient existiert, ist er von der Wahlder Reprdsentan-
ten unabhiéngis, was entsprechend den Uberlegungen bei Summe, Pro-
dukt und Differenz zu zeigen ist. Wir wdlen iiberlegen, unter wel-
chen Bedingungen der Quotient 2zweier natiirlicher Zahlen bestimmt
werden kann.

Wenn ein Quotient, der eindeutig begtimmt ist, existieren soll,
muf gelten Kz (A) = Kz (B x C). Dies ist mSglich, wenn a 2 b mit
a $#$0und b $# O gilt bzw. wenn a = O und b ¢ O ist. Die Degriin-
dung ergibt sich aus der Untersuchung der folgenden TFille:

Fall 1: a=0Ab=0
Aus Kz (A) = Kz (B x C} ergibt sich, da8 A~B x C sein
muB und damit @#~pP x C.
Diese Gleichmiichtigkeit besteht aber fiir jede beliebige
endliche lienge. Damit ist c nicht eindeutig zu bestim-
men.
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Pall 2:

Fall 3:

Fall 4:
4.1,

a0 A b=0

Wir erhalten jetzt A~ef) x C. Dies ist nur mdglich, wenn
A = @ ist, was aber im Widerspruch zu & # O steht. Ein
Quotient ¢ existiert also nicht.

a =0 A b %0
Es muB gelten #~B x C. Diese Gleichmichtigkeit ist ge-
widhrleistet, wenn € = @ und damit ¢ = 0 ist.

eAO0ADb#O

a<b

Wie in allen anderen Fédllen muB A~A/B x C gelten. Da
aber A # § gelten muB, muB auch C # @ sein. Da aber A
nicht gleichmiichtig zu B ist (wegen a <b), kann A auch
nicht zu B x C gleichmdchtig sgein.

azb
Es muBl wieder gelten AWB x C.
Dies ist mdglich, wenn A
I, in b pearweise disjunkte gleichmiéchtige Teil-
mengen
oder

1I. in paarweise disjunkte Teilmengen mit b Elemen-
ten

zerlegt werden kann.

Nech diesen Uberlegungen definieren wir die Division in N:

D8 (1.4.)

\iir nennen diejenige Abbildung aus N x N in N, die ge-
ordneten Paaren natiirlicher Zahlen & und b deren Quo-
tienten zuordnet, Division in N.

Wir haben erkennt, daB die Division in N nicht immer ausfiihrbar

ist,und es gilt:

Satz 12 (1.4.) Die Division in N ist eine partielle Operation.

29



Die mengentheoretische Veranschaulichung der Quotientenbildung
erfolgt in den unteren Klassen durch das Zerlegen einer Menge in
eine gegebene Anzahl gleichmidohtiger Teilmengen. Wir geben hier
eine solche Veranschaulichung aus dem Mathemetiklehrbuch der
Klagse 1 wieder.

6:2=3
3236

Bild 1 (1.4.)

Das folgende Beispiel zeigt, wie bei Aufgaben, die in Klasse 2
geldst werden, die beiden Mbglichkeiten der Zerlegung einer gege-
benen Menge gefordert werden.

Beispiel 2 (1.4.)

a) Die 24 Schiiler einer Klasse wetteifern in drel gleich groBen
Gruppen um die beste Disziplin im Unterricht.
Wieviel Schiiler gehSren zu einer Gruppe?

b) Die 24 Schiiler einer Klasse wetteifern in Gruppen zu je 8
Schiilern um die beste Disziplin im Unterricht.
Wieviel Gruppen bilden die Schiiler dieser Klasse?

Bei der Aufgabe a) ist die gegebene Menge in 3 disjunkte Teil-
mengen mit gleich vielen Elementen zu zerlegen. Jede dieser Teil-
mengen ist Reprdsentant des Quotienten.

1}Lehrtexte zur Methodik des Mathematikunterrichts in den unteren

Klassen

VEB KongreB- und Werbedruck Oberlungwitz 1976
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Bei der Aufgdabe b) ist die gegebene Menge in paarweise disjunkte
Teilmengen mit 8 Elementen zu zerlegen. Der Quotient c ist die
Anzahl der so entstehenden Teilmengen.

Der Bildung des Quotienten konnen also inhaltlich zwei verschie-
dene. Sachverhalte zugrunde liegen.

Die Feststellung, daB der Divisor nicht Null sein darf, 1ldB8t sich
an entsprechenden Multiplikationsaufgaben erldutern (vgl. Lehr-
buch Mathematik Klasse 2) und mengentheoretisch begriinden. Wenn
beispielsweigse 8 : 0 = X gelten soll, muB x die Gleichung

X . 0 = 8 erfilllen. Da es keine natiirliche Zahl gibt, die diese
Gleichung erfullt, gibt es keine Zahl, die der Quotient von 8 und
0 ist. Fiir die zur Gleichung O : O = x gehbrende Multiplikations-
gleichung x « 0 = O gibt es keine eindeutige Losung, denn jede
Zahl ergibt mit Null multipliziert des Produkt Null. Mengentheo-
retisch betrachtet hieBe es, dafl bei der Division 8 : O der Divi-
dend duréh eine lienge A mit 8 Elementen reprédsentiert wird, der
Divisor durch die leere Lienge und der Quotient durch eine lhlenge
C, wobei C X @#~4A gelten muB. Da C X @ aber immer die leere Menge
ergibt, erfiillt keine Menge C diese Bedingung.

Zum AbschluB der Betrachtungen liber die Division seien einige Ei=-
genschaften angegeben. Das Gesetz der Distributivitdt der Divi-
sion hezliglich der Addition und der Subtrektion gilt in der fol-
genden Form:

Satz 13 (1.4.) PFiir alle natiirlichen Zahlen a, b, ¢ (c> 0) gilt:
(a+Db):c=a:c+b:ec
(a'— b) tc=a:c-b:ec

(Gesetz der rechtsseitigen Distributivitédt der
Division besziiglich der Addition und der Subtrak-
tion)

Dieser Satz sei ohne Beweis angegeben.

Dafl die Aussegeformen
a:(b+c)=a:b+a:c
und a : (b-c)=a:b-a:c
nicht allgemeingiiltig sind, 1ldBt sich durch die Angabe eines
Gegenbeispiels leicht zeigen.
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2. Der axiomatische Aufbau der Theorie der natiirlichen Zshlen

2.1. Bemerkungen zum axiomatischen Aufbau einer Theorie

Bevor wir die Theorie der natiirlichen Zahlen mit Hilfe der axio-
matischen Methode aufbauen, wollen wir kldren, wes wir unter ei-
nem derartigen Aufbau verstehen und welche Bedeutung er hat.

Wenn ein Mathematiker eine mathematische Theorie aufbauen will,
30 sind ihm stets schon viele Begriffe und Aussagen des entspre-
chenden Gebietes bekannt. Der Aufbau einer mathematischen Theorie
ist also erst auf einer ganz bestimmten Stufe der historischen
Entwicklung mdglich. In die Fille der vorliegenden Begriife und
Aussagen soll eine bestimmte Ordnung nach logischen Gesichtspunk-
ten gebracht werden. ks wird gefordert, daB jeder Begriff durch
eine Definition auf bereits definierte Begriffe zuriickgefiihrt
wird und jeder Satz beweisbar ist, wobei nur auf bereits bewiese-
ne Aussagen (Sdtze) und Definitionen zuriickgegriffen wird. Nun
mu3 diesem Zuriickfilhren an irgendeiner Stelle ein Ende gesetzt
werden, d. h. es fiihrt zu einem Anfang der Theorie. Bestimmte Be-
griffe und Aussagen miissen am Beginn einer Theorie stehen. Diese
werden Grundbegriffe bzw. Axiome genannt. Grundbegriffe werden

in dem betrachteten Aufbau der Theorie nicht definiert, denn eine
Rickfiihrung auf allgemeinere Begriffe ist nicht mdglich, weil
diese fehlen. Wenn Grundbegriffe insbesondere Beziehungen wider-
spiegeln, spricht man auch von Grundrelationen., Unter einem Axiom
versteht man eine wahre Aussage, in die Grundbegriffe und Grund-
relationen eingehen und die im betrachteten Aufbau der Theorie
nicht bewiesen wird.

Zusamrenfassend kann das Wesen des axiomatischen Vorgehens fol-
gendermaBen charakterisiert werden:

I. Alle Grundbegriffe und Grundrelationen des zu axiomatisieren-
den Gebietes sind anzugeben, und jeder weitere Begriff ist
durch Definition auf diese zuriickzufilihren.

I1. Eine endliche lienge von Axiomen iiber das Gebiet ist anzuge-
ben und zu zeigen, daB alle weiteren wahren Aussagen der
Theorie und nur solche daraus ableitbar sind.
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Eine derartige Menge von Axiomen bildet ein Axiomensystem.
Ein solches System mu

- widerspruchsfrei sein, d. h. es darf nicht moglich sein, daB
sowohl eine Aussage als auch deren Negation beweisbar sind;

- vollstédndig sein; d. h., deB jede formulierbare Aussage, die
in diese Theorie eingeordnet werden kann, oder deren Negation
beweisbar sein mufl.

O0ftmals fordert man zusdtzlich, deB kein Axiom aus einem anderen
herleitbar sein dearf.

Schematisch lieBen sich die Beziehungen zwischen den sechs Ele-
menten beim axiomatischen Aufbau einer Theorie folgendermaBen
darstellen:

Grundbegriffe ———% Begriffe — " Begriffe...

Grundrelationen Definitionen Definitionen

Axiome ——> Sidtze —_—P> SHtzeee.
Heweise Beweise

Bilda 1 (2.1.)

Es ist moglich, daB verschiedene Theorien zu einem mathematischen
Gebiet vorliegen. Dabei kann es auftretem, dal ein und dieselbe
wahre Aussage in eine Theorie als Satz eingeht und bei einem an-
deren Vorgehen als Axiom aufiritt. Das hingt von ihrer Stellung
innerhalb der Theorie ab. Beim Vergleich der beiden Viege zum Auf-
bau von N wird dies dem Leser deutlich werden.

Der im Abschnitt 1. dergestellte genetische Aufbau des Bereichs
der natiirlichen Zehlen erfiillt die genannten Forderungen en den
axiomatischen Aufbau einer Theorie nicht. Wir haben uns dabei auf
die hengenlehre gegtiitzt, diese wurde aber im Simne unseres

Ausbildungszieles nicht streng axiomatisch aufgebaut.
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Wie bekannt, haben wir dort von bestimmten Prinzipien gesprochen.
Diese Prinzipien entsprachen etwe einem Axiomensystem fiir die Ent-
wicklung unserer mengentheoretischen Kenntnisse. Wir konnen segen,
daB wir den genetischen Weg in Anlehnung an einen axiomatischen
Aufbau gegangen sind. In diegem Abschnitt werden wir die Theorie
der natiirlichen Zahlen so weit konsequent axiomatisch aufbauen,
wie sie als fachtheoretische Grundlage fiir den Mathematikunter-
richt in den unteren Klassen erforderlich ist. Einen weiteren
axiomatischen Aufbau einer Theorie werden wir bei der Behandlung
der Geometrie kennenlernen.

2.2, Das Peanosche Axiomensystem und das Beweilsverfehren der
vollstédndigen Induktion

Beim axiomatischen Aufbau der Theorie der natiirlichen Zahlen
gehen wir von folgenden Aussagen, dem Peanoschen Axiomensystem,
aus:

Peanosches Axiomensystem

P I : Null ist eine natiirliche Zahl.
P II : Jede natiirliche Zahl n hat genau einen Nachfolger n'.
P ITII: Null ist nicht Nachfolger einer natiirlichen Zahl.
P IV : Jede natiirliche Zahl ist Nachfolger hdchstens einer natiir-
lichen Zahl.
PV : Die Aussage
"Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt H (n)"
ist wahr, wenn
1« H (0) wahr ist und
2. fiir eine beliebige natiirliche Zahl k gezeigt werden

kenn, daB aus der Wahrheit von H (k) die Wahrheit von
H (k') folgt.

Diese Axiome enthalten die Begriffe und Relationen "Null",
"natiirliche Zahl" und "...ist Nachfolger von...", die demzufolge
Grundbepgriffe bzw. Grundrelationen sind.
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P I bis P V entsprechen den Peanoschen Aussagen, die im Ab-
schnitt 1.3. angegeben wurden und deren Beweisbarkeit im mengen-
theoretischen Aufbau wir gezeigt haben. Fir die Aussage P V wurde
im Abachnitt 1.3. eine andere Formulierung angegeben. Dort wurde
der Begriff Menge verwendet. Da dieser Begriff im axiomatischen
Aufbau der Theorie der natiirlichen Zahlen kein Grunﬂbegriff ist,
wurde er hier vermieden. Beide Aussegen sind aber gleichwertig,
wenn man die in der mengentheoretischen Formulierung auftretende
Menge M als diejenige Menge interpretiert, deren Elemente H (n)
erfilllen.

Die als endliche Kardinalzahlen eingefilhrten natiirlichen Zahlen
0; 1; 23es. erfilllen diese fiinf Porderungen, wenn man von der PFest-
legung ausgeht, daB O0' = 1; 1' = 25 2' = 3 usw. ist, wie vorn
bewlesen wurde. Aber auch flir die Elemente der Menge der geraden
Zahlen O; 2; 4; 65ee. trifft dies zu, sofern die Nachfolgerrela-
tion fir sie so festgelegt wird, dad

0' @ 2; 2' = 4; 4' = 6 usw. gilt. lMan spricht deshalb davon, daB
die Menge der natiirlichen Zahlen e i n Modell des Peanoschen
Axiomensystems ist. Es gibt neben der oben genannten Menge der
geraden natiirlichen Zahlen mit der entsprechenden Nachfolgerrela-
tion noch weitere Modelle. ‘/enn wir z. B. den ab Klasse 1 ver-
trauten Sachverhalt betrachten, daB man auf einem Strahl, begin-
nend mit seinem Anfanggpunkt, abstandsgleiche Punkte wihlt, go
188t sich fiir diese Menge anschaulich folgendeg feststellen:

Die Menge ist nicht leer. Jedes Element der Menge hat genau einen
Nachfolger. Der Anfangspunkt des Strahls ist selbst nicht Nach-
folger eines Punktes. Alle anderen Punkte sind Nachfolger genau
eines Elementes der lMenge. Jedes Element der Menge ist durch
hinreichend hidufige Nachfolgerbildung erreichbar. Das Peanosche
Axiomensystem legt den konkreten Inhalt des Begriffs "natiirliche
Zahl" nicht eindeutig fest. Wir erkennen aber, daf die Beziehun-
gen zwischen den Objekten, die natiirliche Zahlen genannt werden,
in jedem liodell einander entsprechen.

Alle weiteren Aussagen liber natiirliche Zahlen lassen sich auf

die gzenannten filinf Axiome zuriickfithren. Dabei spielt das Axiom PV
eine besondere Rolle, denn es liefert uns die Grundlage.fiir ein
Beweigverfahren, das beim Beweisen von Aussagen liber natiirliche
Zahlen groBe Bedeutung besitzt. 35



Ep ist das Beweisverfahren durch

vollstdndige Induktion. Da man des Be-
weisverfahren benotigt, um beispielsweise kigenschaften von Ope-
rationen zu beweisen, sollen die Grundgedanken des Verfanrens
dargelegt werden. Wir heben nocih einmal hervor, daB es beim
axiomatischen Aufbau nicht zuldssig ist, euf Hilfsmittcl der Een-
genlehre zuriickzugreifen; sie stehen uns also auch nicht als De-
weismittel zur Verfiigung. PV wird auch als Prinzip der vollstén-
digen Induktion bezeichnet. Um das Vorgehen bei einem Beweis nach
diesem Prinzip zu veranscheulichen, wollen wir zunidchst ein Bei-
spiel angeben:

Beispiel 1 (2.2.)

Es sei eine Reihe Dominosteine so aufgestellt, daB das Umfallen
eines Steines das Umfallen des nidchsten zur Folge hat (Abb.1
(2.2.)).

Wenn nun tatsdchlich der erste Stein umgeworfen wird, kann men
schlieBen, daB alle Steine umfallen.

Abb. 1 (2.2.)

n Nach H. Steinhaus "Kaleidoskop der lathematik"
VEB Deutscher Verlag der ‘/issenschaften, Berlin 1959, S. 46
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Es wird deutlich, dafl zweierlei abgesichert sein muB, damit tat-
gdchlich alle Steine umfallen:

1. Der erste Stein wird umgestof8en.
2. Jeder fallende Stein wirft den ndchsten um.

Der Leser iiberlege sich den Sachverhalt, wenn jeweils nur eine
der beiden Bedingungen gilt. Bei allen dann bestehenden Moglich-
keiten ist die Aussage, dal alle Steine umfallen, falsch. Falls
beispielsweise anstelle des ersten Steines der flinfte umgestofen
wird und die zweite Bedingung erfiillt ist, werden alle die hinter
dem fiinften Stein stehenden umfallen (Bild 2a (2.2.)). Falls 2.
nicht erfiillt ist, gilt die Aussage nur fiir eine gewisse Anzahl
von Steinen (Bild 2b (2.2.)).

10007 .
/A 1 T Y

Bild 2 (2.2.)

Dem Leser moge bewuBlt werden, daB diese Veranschaulichung durch
das gewdhlte Beispiel nur fir endliche Mengen gilt. Die Bedeutung
des Prinzips der vollstidndigen Induktion besteht darin, deB er
den zugrunde liegenden SchluB auf eine unendliche lienge iibertrégt.
Entsprechend den Uberlegungen zum Beispiel 1 (2.2.) gilt fiir das
Beweisverfahren der vollsténdigen Induktion, dafl, falls im 1.
Schritt nicht die Giiltigkeit von H (0) gezeigt wird, sondern fiir
eine gewisse Zahl n = n_, also H (no), die Aussageform H (n) fir
alle natiirlichen Zahlen n 2 n, zu einer wahren Aussage wird.

Das Verfahren der vollstdndigen Induktion verlangt also die fol-
genden Schritte:
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1. Induktionsanfang

Bilden von H (no) fiir eine (mBglichst kleine) natiirliche Zahl
und Beweis der Wahrheit dieser Aussege.

2+ Induktionsschritt

Beweis der Allgemeingultigkeit der Implikation
H (k) — H (k') filr beliebiges k.

Dabei erfolgt der Beweis dieser Implikation nach dem uns ver-
trauten Verfahren, ndmlich nachzuweisen, daB aus der Vahrheit
der Voraussetzung (Vorderglied der Implikation) die Wahrheit
der Behauptung (Nachglied der Implikation) folgt.

Also wird dieser Schritt gegliedert in:

a) Bilden von H (k) als Indukiionsvoraussetzung
b) Bilden von H (k') als Induktionsbehauptung
¢) Beweis von
"Aus H (k) folgt H (k')" als
Induktionsbeweis

3. InduktionsschluB

Feststellung, daB mit den Schritten 1. (Induktionsanfang) und

2.. (Induktionsschritt) bewiesen ist, daB P V angewendet werden
kann und somit die Aussage "Flir alle natiirlichen Zahlen n 2 ng
gilt H (n)" wahr ist.

Das Verfahren soll an einem leicht verstiéndlichen Beispiel (das
aber strenggenommen nicht in den Rahmen des axiomatischen Auf-
baus von N gehort) gezeigt werden. Zur Aufgabenstellung filhrt die
{berlieferung, da8 der Lehrer Biittner aus Braunschweig seincn
Schiilern, zu denen der neunjdhripe Karl Priedrich GauB (1777 bis
1855) gehorte, die Aufgabe stellte, cdie Zanlen * bis 40 zu addie-
ren, um etwas Ruhe zu haben.

Die meigten Schiiler rechneten nun:

1+ 2=3;3+3=6;6+4 =10 usw,
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Nicht aber GauB. Er ordnete die Zghlen zu Paaren:

1+ 40; 2 + 395 .05 20 + 21

und erhielt 20 Paare, deren Summe jeweils 41 betrug. Nun brauchte
er nur noch zu multiplizieren 20 41 = 820.

Dies ist eln Spezialfall der Aufgabe, die Summe der natiirlichen
Zehlen von 1 bis n zu bilden. Fir die Summe der ersten n natiirli-
chen Zahlen Sn vermuten wir dementsprechend:

1+2+3+-.-+n=5n=1—21(n+1).
Durch vollsténdige Induktion ist zu zeigen, daS
N\ (1 +2+ 3+ ¢e0+n = % (n + 1))
nENA n>o
gilt.
Voraussetzung: n sei eine beliebige natiirliche Zahl,
n»o
Behauptung: 1424+ 34 ¢oo+n = % (n+ 1)

Beweis durch vollstdndige Induktion

1. Induktionsanfang

Entsprechend dem Sachverhalt bilden wir H (1):
1
1=-2-(1+1)-

Wir erkennen, daB diese Aussage wahr ist.

2. Induktionsschritt

a) Induktionsvoraussetzung
Es gelte H (k):

. =k
14+ 2+ 3+ eoe + k = 2 (k + 1).

b) Induktionsbehauptung
Dann gilt auch H (k'), wobei wir berilicksichtigen,
dall ¥' = k + 1:

H(k +1) =1 +2+ 3+ eoe +k+k+1-= E—%—l (k + 1)+1

k+ 1
-—2—(k+2)
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¢) Induktionsbeweis
Nach der Induktionsvoraussetzung gilt:
14+ 24+ 3+ ee0 +k= % (k+1)

Diese Gleichung wird entsprechend dem Ziel so Hquivalent
umgeformt, da8 man die Induktionsbehauptung erhdlt:

142+3+.atksE+D=aE@en s e

142434 eaetkt(e1)zblEs)+2 (e

142434 ses #k+ (k+1)a=LES 1)2(k + 2)

1424+ 3+ eeet+tk+(k+1)m E—%—l (k + 2)

3. Induktiongschluf

Damit ist gezeigt, dal aus der Wahrheit der Induktionsvoraus-

getzung die Viahrheit der Induktionsbehauptung folgt und im

Zusammenhang mit dem Induktionsanfang geschlossen werden kanni
N\ (1 +24+ 3+ 00 +n= % (n+ 1))

n€NAD>O

Abschlieflend sei durch folgende Darstellung deutlichgemacht, wie
durch wiederholte Anwendung der Abtrennungsregel auf Induktions-
anfang und Induktionsschritt schrittweise die Giiltigkeit von

H (n) fir alle natiirlichen Zahlen entsteht:

H (0)
[# (0)A((H(0) ~p H (1)]] = B (1)
[#(DACH) = 1 (2))]g = 1 (2)
[(H(2)a( HE2) => H (3))] —_— H (3)

[H(k-1)A(H(k-1)== H(kﬂ-—» H (k)
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2¢3+ Induktive Definition von Addition und Multiplikation in N

Im axiomatischen Aufbau der Theorie der natiirlichen Zahlen werden
die Operétionen Addition und Multiplikation jeweils durch Angabe
von zwei Rekursionsformeln definiert. Mit diesen gelingt es, un-
ter ausschlieBlichem Gebrauch der Peanoschen Axiome und der in
ihnen verwendeten Grundbegriffe und Grundrelation Summen bzw.
Produkte zu ermitteln. Wir geben mit dem Ziel, die Addition in N
zu definieren, folgende zwei Gleichumgen an:

A1 e+ 0=a
A2: a+ b'= (a + b)!

Wir veranschaulichen durch eine Reihe von Beispielen, daB diease
Gleichungen schrittweise eine Abbildung von N x N auf N ermtgli-

chen, die unseren Kenntnissen der Addition entspricht:

Beispiel 1 (2.3.)

a) 3+0=3 (nach A 1)

b) 3+1=3+0" (nach P IV)
= (3 +0) (nach A 2)
= 3 (nach A 1)
= 4 (nach P II)

e) 3+2=3+ 1 (nach P IV)
= (3 + 1) (nach A 2)
= 4! (gemdB Bsp. b)
=5 (nach P II)

Es bedarf entsprechender fachtheoretischer Uberlegungen, da8 ein
solches System aus zwei Gleichungen als Definiens einer bestimm-
ten Operation gerechtfertigt ist. Es miiSte gezeigt werden, daB es
iiberhaupt und wenn, dann nur eine solche Operation gibt, deren
geordnete Tripel die Gleichungen A 1 und A 2 erfiillen. Auf die
entsprechenden Beweisfilhrungen verzichten wir aus Schwierigkeits-
griinden.
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VWir teilen die Giiltigkeit des folgenden Satzes mit:

Satz 1 (2.3.) Es gibt genau eine mit ,+" bezeichnete Operation in
der Menge der natlirlichen Zahlen, die die Gleichun-
gen A 2 und A 1 erfiillt.

DemgemdB konnen wir definieren:

D1 (2.3.) Diejenige Operation, die gemil

A1 a+0=a
A2 A+ Db'= (a+ b))

jedem geordneten Paar natiirlicher Zahlen genau eine na-
tiirliche Zahl zuordnet, heift Addition in N.

Im Beispiel 1b wurde gezeigt, daB 3 + 1 = 4 gilt. DemgemdB ver-
muten wir, dag

N\ (a' =a+ 1)

aEN
gilt.
Diese Aussage ist durch vollstdndige Induktion unmittelbar aus
den Peanoschen Axiomen, A 1 und A 2 beweisbar.
Im Beispiel zur Erldéuterung des Beweisverfahrens durch vollstédn-
dige Induktion wurde diese Aussage bereits benutzt, was einen
Vorgriff bedeutete, um das genennte Beispiel anfiihren zu kdnnen.

Flir die Addition in N gelten die Gesetze der Assoziativitdt und
der Kommutativitdt.

Satz 1 (2.3.) Plir alle natiirlichen Zahlen a, b, ¢ gilt:

(a +b)+c=a+(b+c).

Der Beweis wird durch vollstédndige Induktion liber c¢ gefiihrt

(d. he, a und b werden als beliebige, aber feste natiirliche Zahlen
angenommen, und es wird nachgewiesen, dafl die Aussageform fiir alle
natiirlichen Zahlen c¢ zu einer wahren Aussage wird).
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Beweis:

Voraussetzung: e, b, ¢ sind beliebige natiirliche Zahlen
Behauptung: (a + b) + c.= a + (b + ¢)

Beweis durch vollstdndige Induktion iiber c

1. Induktionsanfang

H (0): (a+b)+0=a+ (b+0) ist zu beweisen.
Linker Term: (a + b) + 0 =a + b (nach A 1)
Rechter Term: a + (b + 0) =a + b (nach A 1)

Also folgt:
(a+b)+0=a+ (b+0), do h.,H(O) ist eine wahre
Aussage.

o In i

a) Induktionsvoraussetzung
Es gelte H (k):
(e +b) +k=2a+ (b+ k)

b) Induktionsbehauptung
Dann gilt auch H (k'):
@+b)+k'"'=a+ (b+ k')

¢) Induktionsbeweis (nach Induktions-
(a+b) +k=0a+(b+k) . voraussetzung)
[(a + b) + k]' = [a + (b + ¥)] (nach P 11)
(a+b)+k'=a+ (b+ k) (nach A 2)
(a +b)+k'=a+ (b+ k') (nach A 2)

J. InduktionsschluB

Bs kann also aus der Wahrneit der Induktionsvoraussetzung auf die
Wahrheit der Induktionsbehauptung gescnlogssen werden, und unier
Berilicksichtigung des Induktiongenfangs gilt:
VAN ((a+b)+c=a+(b+c)
a, b, c€N
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Der Bewels des Gesetzes der Kommutetivitédt erfolgt durch voll-
sténdige Induktion iliber b. Dabei wird im Induktionsanfang die
Wahrheit der Aussege

A\ (a+0=0+a)

agEN
und im Induktionsschritt die ‘/ahrheit der Aussage

N\ (a+b" =a'+b)

a, bEN
bendtigt.
Diese beiden Aussagen sollen zunéchst als Hilfssdtze bereitge-
stellt werden.

Satz 2 (2.3.) Fiir alle natiirlichen Zahlen a gilt:
a+0=0+a

Der Beweis wird durch vollsténdige Induktion iiber a gefiihrt und
enthéilt keine besonderen Schwierigkeiten. Wir verzichten deshalb
auf gseine Darstellung.

Setz 3 (2.3.) Pir alle natiirlichen Zahlen a und b gilt:
a+ b'"=aa'+b

Voraussetzung: & und b sind beliebige natiirliche Zahlen.
Behauptung: a + b' = a' + b
Beweis durch vollstdndige Induktion iiber b

1. Induktionsanfang

H(0): a +0'=a"+0 ist zu beweisen.
Linker Term: a+0'=(a+0) (nach A 2)
= a' (nach A 1)
Rechter Term: a' + 0 = a' (nach A 1)
Also gilt: a +0'=a' +0
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2+ Induktionsschritt

a) Induktionsvoraussetzung
Es gelte H (k):
a + k' =a'" +k

b) Induktionsbehauptung
Dann ist auch H (k') wahr:
a+ (k)=a" + k.
¢) Induktionsbeweis
a+ k' =a'"+k (nach Induktionsvoraussetzung)
(a + k') = (a' + k) (nach P II)
a+ (k')' =a' + k' (nach A 2)

3. Induktiongschlu

Wir konnen also schlieBen, da die Aussageiorm a + b' =a' + b
fiir alle natiirlichen Zahlen zu einer wahren Aussage wird.

Satz 4 (2.3.) Pir alle natiirlichen Zehlen a und b gilt:
a+b=Db+a
(Gesetz der Kommutativitédt der Addition)
Beweis:
Voraussetzung: a, b sind beliebige natiirliche Zahlen.
Behauptung: a + b = b + &

Beweis durch vollstdndige Induktion iiber b:

1. Induktionsanfang

H (0):
a+0=20+a
ist entsprechend Satz 2 (2.3.) eine wahre Aussage.
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2+ Irduktiongschritt

a) Induktionsvoraussetzung
Es gelte H (k):
a+kek+a

b) Indukiionsbehauptung
Dann gilt auch H (k'):
a+k'=k'+a

c¢) Induktionsbeweis

a+k=k+a (nach Induktionsvoraussetzung)
(a + k)" = (k + &) (nach P II)

a+k' =k +a' (nech A 2)

a+ k' =k' +a (nach Satz 3 (2.3.)

3. Induktionsgchlul
Also gilt nach P V
/\ (a+b="b+a)
a, bEN
Wir méchten darauf hinweisen, daB es im Schritt c¢) Induktionsbe-
weis auch moglich ist, von einem der Terme der Behauptung auszu-

gehen und beispielsweise folgendermafSen unter Nutzung der Induk-
tionsvoraugsetzung umzuformen:

a+ k' = (a + k) (nach A 2)
= (k + a)' (nach Induktionsvoraussetzung)
=k + a' (nach 4 2)

Also gilt a+ k' =k+ ae.

Es gelten fiir die Addition ferner noch die folgenden Sétze, die
wir in den weiteren Abschnitten bendtigen werden:

Satz 5 (2.3.)
A (8 +b=06=p a=0Ab=20)

a, bEN
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Satz 6 (2.3.)
(a+b==a e= b=0)

e, bEN ’

Wir iiberlassen das Beweisen dieser beiden Sdtze teilweise dem Le-
ser. s muB beachtet werden, defl infolge der in belden Sdtzen auf-
tretenden Aquivalenzen insgesamt vier Teilbeweise erforderlich
sind.

Die Allgemeingilltigkeit der Implikationen

a=0Ab=0 == a+b=20

und

b0 =b a+b=20

ist auf Grund der Definition der Addition nachweigbar. Vir stel-
len den Beweis der Aussage

(2 +b=0=pa=0ADbd=0)
a, bGN

dar. Er bietet uns eine interessante Ubungsmdglichkeit fiir das
Verfahren des indirekten Beweises.

Voraussetzung: a, b sind beliebige natiirliche Zahlen und
a+b=20

Behauptung: a=0Ab=20
Beweis (indirekt):

Wir gehen von der Annahme aus, die durch Wegation der Be-
hauptung gebildet wird. Es gelte:

V(a=m0 A bw 0)

Entsprechend den uns bekannten aussacelogischen Aquivalenzen
kann dieser Ausdruck umgeformt werden zu

afgOVv b#fO0O

Jir betrachten zunéichst den Fall, dall b # O gilt. Dann gibt
es eine natiirliche Zanl ¢, fiir die ¢' = b ilt.



Entsprechend der Voraussetzung und 4 2 folgt
a+b=a+c¢'"=(a+c) =0.

Dies steht aber im Widerspruch zu P I1II.

Analog fiihrt der Fall, daB a $ 0 gilt, zu einem Widerspruch
zu P III. D. h. aber, daB unsere Annahme falsch sein muf und
damit deren Negation, also unsere Behauptung wahr ist.

Bel wahrer Voraussetzung 1ld8t sich also die V'ahrheit der Behaup-
tung zeigen und daraus schlieflen, daB die formulierte Implikation
allgemeingililtig ist.

Abschliefend wollen wir folgenden Satz bereitstellen, den wir bei
weiteren Betrachtungen bendtigen werden.

Satz 7 (2.3.) Fiir jedes Paar natiirlicher Zahlen a und b gilt ge-
nau einer der drei Fdlle:

1. a = b

2. Es gibt eine natiirliche Zahl
x ¢ 0 mit
a+ X = b.

3e Es gibt eine natiirliche Zahl
Yy # O mit
b+ys=a.

Wir wollen die Beweisgedanken skizzieren, ohne den Beweis voll-
sténdig darzustellen. Es ist zundchst zu zeigen, daB héchstens
einer der drei Fédlle auftreten kann.

Die unter 1. gegebene Beziehung ist sowohl mit 2. als auch 3.
unvertridglich, was aus Satz 6 (2.3.) folgt. Viirden nun 2. und 3.
gleichzeitig eintreten, so ergibe sich aus a + x = b und

b + y = a durch Einsetzen von

a + x fiir b in der zweiten Gleichung

a+ (x +y) = a. Also nach Satz 6 (2.3.) x + y = O.
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Nach Satz 5 (2.3.) ist die Summe zweier natiirlicher Zahlen aber
genau dann gleich Null, wenn beide Summanden Null sind.

Da x $ Ound y 4 0 gilt, ist also ein Widerspruch zu diesem Satz
entstanden, die Fdlle 2. und 3, konnen nicht gleichzeitig eintre-
ten.

Es bleibt zu beweisen, daB8 auch stets wenigstens einer dieser 3
Fdlle eintritt. Dies ist durch vollstidndige Induktion iiber a zu
beweisen.

Wir stellen den Beweis teilweise dar, um dem Leser zu ermdgli-
chen, selbstéindig weiterzuarbeiten.

Beweis

Voraussetzung: a, b sind beliebige natiirliche Zghlen.
Behauptung: Es gilt mindestens einer der drei genannten Fdlle.
Beweis durch vollstédndige Induktion iiber a.

1. Indukiionsanfang

VWenn & = 0 ist, denn sind fiir b zwei PFdlle mbglich:

b=0und b # O.

Wenn b = 0 , i1t a = b , also Fall 1. des Satzes 7 (2.3.)
Wenn b ¢ O , dann ist Fall 2. des Satzes 7 (2.3.)

mit x = b erfillt.

2. Induktionsschritt

Es ist zu zeigen: Wenn fiir beliebiges k und b einer der 3 Fdl-
le zutrifft, denn gilt auch fiir k' und b mindestens einer der

3 Pdlle. Es gind also Fallunterscheidungen vorzunehmen, indem

fir & und k von den drei mdglichen Féllen auszugehen ist.

Fall <) k=25
Fall (3) kK+x=Dbmit x40
Fall 1;) b+y=%kmity+O
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Viir stellen exemplarisch die Beweisschritte fiir den Fall /3)
dar.

a) Induktionsvoraussetzung

H(k): k + x = b mit x £ 0 sei wahr.
b) Induktionsbehauptung

Dann gilt auch fiir k' und b mindestens einer der 3 Fiille.
c) Induktionsbeweis

Aus k + x = b mit x ¢ 0 folgt, dal

x derstellbar ist als x = n' = n + 1.
Damit kenn die Induktionsvoraussetzung umgeformt werden zu

k+(n+ 1) =b.

Nach den Gesetzen der Kommutativitdt und Assoziativitdt
gilt

(k+1)+n=>»

und damit

k' + n = b,

Falls n = 0, gilt Fall 1 fiir k' und b.
Falk n ¢ 0, gilt Fall 2 fur k' und b.

3. Induktionsschluf

Damit ist gezeigt; daB, wenn fir k und b der Fall 2. eintritt,
fiir k' und b ebenfalls einer der 3 Fidlle gilt. In Verbindung
nit dem Induktionsanfang gilt die Aussage also fiir alle natir-
lichen Zallen a.

Anelog dazu sind die Fille &) und 7‘) zu beweisen.

Als nidchstes soll die induktive Definition durch Relkursionsfor-
meln fiir die Multiplikation angegeben werden. Labei verzichten
wir in diesem lLehrbuch aus wiederum demselber Grunde auf jene
Bevieisfihrungen iliber die Berechtigung fiir derartige Definitionen,
iiber deren Hotwendigkeit wir bei der induktiven Definition der
Addition gesprochnen haben.



Vir definieren:
D2 (2.3.) Diejenige Operation, die gemiB

¥1: a » 0 =0
}i2: a « b' =a « b+ 8

jedem geordneten Paar natiirlicher Zahlen genau eine
natiirliche Zahl zuordnet, heifBt Multiplikdion in N.

Als erstes soll das Gesetz der Distributivitdt der Multiplikation
bezliglich der Addition bewiesen werden, da dieses zum Beweis wei-
terer Gesetze bendtigt wird.

Satz 8 (2.3.) Fiir alle natlirlichen 2ahlen a, b, ¢ gilt:

a.(b+c)=a.b+a.c

und

(a+b) ec=a.c+b.c
Der Beweis erfolgt durch vollstédndige Induktion iiber ¢ und soll
fiir die letztgenannte FPorm des Gesetzes der Distributivitédt ange-
geben werden.
Beweis:
Voraussetzung: a, b, ¢ sind beliebige natiirliche Zahlen.

Behauptung: (e + b) . c =a . c +b ., ¢

Beweis durch vollstédndige Induktion iiber c.

1. Induktionsanfang

H (0): (a+b) . 0=2.0+Db.0
ist zu beweisen.

Linker Term: (a + b) « 0 =0 (nech 1)
Rechter Term: a « G +b « 0 =0 + 0 = 0 (nach 1)

=0 (nach A1)
Also gilt (a+b) .0=a.0+b.0 '
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2. Induktionsschritt

a) Induktionsvorausgssetzung

Es gelte H (k):
(a+b) .k=8.k+Db.k

b) Induktionsbehauptung

Dann ist auch H(k') wahr:
(a+b) s k! =a « k' +b « k'

c¢) Induktionsbeweis

(a + b) « k = ak + bk (nach Induktionsvoraussetzmg)

Durch Addition von (a + b) wird diese Gleichung dquivalent
umgeformt, um zur Beheuptung zu gelangen:

(a +b)k+ (a+b) ==gak + bk + (a+b)

(a + b) k' ak + bk + (a + b) (nach A 2)

(a + b) k' (ak + a)+ (bk + b) (Gesetz der
Assoziativi-
tdt und Kom=
mutativitéat
der Addition
in N)

ak' + bk' (nach A 2)

(a + b) k'

3. Induktionsechlug

Damit ist gezeigt, daB aus der Wahrheit der Induktionsvoraus-
setzung die VWahrheit der Induktionsbehauptung folgt und in
Verbindung mit dem Induktionsanfeng gilt:

‘/\ (a+b).c=a.c+b.c
a, b, cEN

Satz 9 (2.3.) PFiir alle natiirlichen Zahlen a, b, ¢ gilt:

(& «eb) ec=a.(b.c)
(Gesetz der Assoziativitidt der HMultiplikation na-
tirlicher Zahlen.
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Der Bewels erfolgt durch vollstédndige Induktion iiber c. Beim In-
duktionsbeweis gelangt man durch Addition von a . b als dquiva-

lente Umformung der als Induktionsvoraussetzung gegebenen Glei-

chung und des Gesetzes der Distributivitét zur Induktionsbehaup-
tung.

Satz 10 (2.3.) Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b gilt:

a.b=>b.a
(Gesetz der Kommutativitédt der Multiplikation na-
tiirlicher Zehlen)

Zum Beweis dieses Satzes bendtigt men die Aussagen

/\ (0. a=0)

a€N

und

N (a' « b=a . b+ b)e.
a,bEN

Der Leser nutze die Ubungsmbglichkeiten, die die Beweise dieser
Aussagen und des Gesetzes der Kommutativitét bieten.

Zum Abschlufl der Betrachtungen iiber die Multiplikation seien die
folgenden beiden Aussagen genannt und Anregungen fiir deren Beweis
gegeben. Einen Teilbeweis werden wir darstellen.

Satz 11 (2.3.) A\ (a.b=0&pa=0vb=20)
a, b N

Satz 12 (2.3.) A (a.b=1epa=1Ab=1)
a,b& N

Analog den Uberlegungen zu Satz 5 und Satz 6 (2.3.) ist wieder
die Allgemeingiiltigkeit jeweils zweier Implikationen zu zeigen,
wobei sich dies bei

a=0vb=0==a.b=20

und

a=1n"b=1=>a.b=1 sofort aus der Definition der lkiul-
tiplikation ergibt. 53



Wir stellen den Beweis der Ausaage
VAN (a.b=0=pag=0VDhb=0)
a, b€

dar.
Beweis:

Voraussetzung: a, b sind beliebige natiirliche Zahlen und
a e« b=0

Behauptung: a=0vb=20
Beweis (indirekt)

1. Annahme

Die Negation der Behauptung
3(a = OVb = 0)

wird umgeformt zu

a3 0AD %O,

2. Dann gibt es natiirliche Zahlen
a4 und b1, so daf gilt
51' = a und b1' = ba
Es gilt
a.be 51' . b1'.
Durch Anwendung von U2 ergibt sich
a «b-= a1' « b+ 31'
und nach A 2
a.b= (a1' «by + a1)'.
Entsprechend der Voraussetzung gilt also
a. b =(a1' o by a1)' = 0.

Das steht aber im Widerspruch zu P II1I. Demnach muB unsere
Annahme falsch und damit unsere Behauptung wahr sein. Die
formulierte Implikation ist allgemeingiiltis.
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Die Wahrheit der zweiien Teileaussage des Satzes 12 (2.3.) ist
ebenfalls indirekt zu bew:isen. Auf eilne Darstellung verzichten
wir.

2.4. Die Kleinerrelation in N

Bereits bei der Behandlung der Addition der Zahlen bis 10 in den
ersten Wochen der ersten Klasse verlangt der Lehrplan die Begriin-
dung der Kleiner-als-Beziehung und der GrioBer-als-Beziehung mit
Hilfe der Addition. Dies geschieht auf der Grundlage der folgen-
den Definition:

D1 (2.4.) Eine natiirliche Zahl a heiBt kleiner als eine natiirli-
che Zahl b (bzw. b heift groBer als a) genau dann,
wenn es eine natlirliche Zahl n mit n 3 O derart gibt,
daB a + n = b gilt.

(In Zeichen: a < b bzw. b > a)

Wenn a = b oder a > b gilt, so schreiben wir
e 2 b bzw. & < b, wenn a<b oder

a = b zutrifft. Die Eigenschaften der Kleinerrelation kennen wir
bereits aus dem genetischen Aufbau der Theorie der natiirlichen
Zahlen. Wir wollen in diesem Kapitel zeigen, daB sie aus den
Peanoschen Axiomen unter Verwendung der mit Hilfe von A1 und A2
definierten Addition und ihrer Eigenschaften bewiesen werden
konnen.

Satz 1 (2.4.) Die Kleinerrelation in N ist eine irreflexive Ord-
nungsrelation.

Es ist demgemiB nachzuweisen, daB die Relation irreflexiv, tran-
gitiv und trichotom ist. Die Trichotomie besagt hier, daf fiir be-
liebige natiirliche Zahlen a und b stets genau einer der PFdlle

a< b, b<{a oder asb
eintritt. Dies folgt aus Satz 7 (2.3.).
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Zum Nachwels der Irreflexivitdt ist die Aussage

N\ (a€EN=> — (ac<a))
a
zu beweisen.

Voraussetzung: a ist eine beliebige natiirliche Zahl.
Behauptung: - (e < a)

Bewels (indirekt):

1. Annahme: a<a
2. a+x=a mt x£0 (nach Definition der Kleiner-
x€ N relation)

Damit ergibt sich ein Widerspruch zu Satz 6 (2.3.), die An-
nahme muB falsch sein, die Behauptung demnach wahr.

Die Transitivitdt besagt

VAN (a< b A bgc) =mp a<c)
a, b, ¢c €X

Beweils:

Voraussetzung: a, b, c sind beliebige natiirliche Zahlen mit
a<b A b<ec

Behauptung: a< ¢

Beweis: 1« a< b A b<c (nach Voraussetzung)
2e a + n1=b b+ n,=c (Definition der Kleiner-
n, £ 0; n, #0 relation)
n;; ny €N
3. a+mn,+n,=c (dquivalente Umformung

von Gleichungssystemen)
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Da die Addition in N stets ausfilhrbar ist, gilt:
ng + n2€ N und aus 2. folgt

ny + N, £ 0.

Also gilt

4. a<c (Definition der Kleiner-
relation)

q. €. d.

Damit ist nechgewiesen, daB die Kleinerrelation edne irreflexive
Ordnungsrelation ist.

Beziiglich der bisher erklidrten Operationen gltem fiir die Kleiner-
relation die folgenden Aussagen:

Satz 2 (2.4.) Fir alie natiirlichen Zahlen a, b, ¢ gilt:

(1) a<b=>a+c<b+ec
(2) (e<b A cfO)=ba.c<hb.c

(Gesetz der Monotonie der Addition bzw. der Multi-
plikation beziiglich der Kleinerrelation)

Den Beweis von (1) stellen wir dar. Den dazu analogen Beweis fiir
(2) moge der Leser selbsténdig fiihren.

Voraussetzung: a, b, ¢ sind beliebige natiirliche Zahlen
mit a < b

Behauptung: a+c< b+c

Beweis: 1. a<b (nach Voraussetzung)
2. a+n==>b (Definition der
n # 0; ne N Kleinerrelation)

Addiert man zu b eine beliebige uatiirliche Zahl ¢, so
kann gezeigt werden:

3. b+c=(a+n)+c (nach 2.)
n#0
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b +'c =(a+c)+n (Kommutativitdt und As-
gsoziativitdt der Addition
in N)

4. (a+c)+mnab+c n#o
5 a+c< b+ec (nach Definition der
Kleinerrelaticn)

q. €. d.

2.5. Die Subtrakiion und Division in N als Umkehroperationen
von Addition und Multiplikation

Ausgangspunki ist zundichst der im Kapitel "Mengenlehre" berelt-
geatellte Begriff "“eindeutige Umkehrbarkeit einer kommutativen
Operation”". Die in diesem Kapitel definierte Addition in N ist
eine kommutaetive Operation, wie wir nachgewiesen haben. Da es
Gleichungen der Form a + x = b mit a, b, x € N gibt, die lésbar
sind, ist die Operation umkehrbar. Ihre eindeutige Umkehrbarkeit
wirft die Frage nach der Anzahl der Losungen von Gleichungen der
genannten Form auf. Es mu gezeigt werden, daB jede solche Glei-
chung hdchstens eine Losung besitzt. Dazu erwihnen wir, daB be-
reits in den unteren Klassen vermittelt wird, daB nicht jede
solche Gleichung losbar ist, 2. B. 3 + x = 2. Wenn sle aber 1l0s-
bar ist, dann gibt es nur eine Losung, z. B. hat die Gleichung
3+ x =7 nur die Ldsung 4.

Satz 1 (2.5.) Die Addition in N ist eine eindeutig umkehrbare
Operation.

Dies kann folgendermafBen gezeigt werden: Angenommen, es gibe zwei
verschiecdene natiirliche Zahlen x4 und x2 fir die a + X, = b und
8+ X, = b gilt, also a + Xy =8+ X

Da x4 # xzsein soll, nehmen wir ohne Beschrédnkung der Allgemein-
heit an, daB x4 > 5 sei., Dann folgt nach dem Gesetz der Monoto-
nie der Kleinerrelation bezliglich der Addition, da8 x, + a>x2+a

gils.
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Dies steht im Widerspruch zu a + X, =8a+ x2,und x, und x, konnen
also nicht vonednander verschieden sein.

Ferner steht aus dem Kapitel "Mengenlehre" der Begriff Umkehr-
operation einer kommutativen Operation zur Verfiigung. DemgemkB
existiert eine Umkehroperation zur Addition in N. Diese Umkehr-
operation ist, wie das Beispiel 3 + x = 2 zeigt, nur eine
partielle Operation.

Wir definieren:

D1 (2.5.) Die Umkehroperation der Addition in N, die jedem ge-
ordneten Paar [E; 97 natiirlicher Zahlen héchstens eine
natiirliche Zahl x so zuordnet, dal a + x = b gilt,
heift Subtraktion im N.

(In Zeichen: x = b - a)
Die natiirliche Zahl b heiB8t Minuend, a Subtrahend und
b - a Differenz.

Satz 2 (2.5.) Die Differenz zweier natiirlicher Zahlen existiert
genau dann, wenn der Subtrahend kleiner oder gleich
dem Minuenden ist.

Ties ergibt sich aus der Definition der Kleinerrelation in N bzw.
Satz 6 (2.3.).

Pir die Subtraktion gilt weder das Gesetz der Kommutativitét noch
das Gesetz der Assoziativitdt, was sich an Hand von Beispielen
zeigen 1ldéBt.

In éhnlicher Welse wie bei der Subtraktion gelangen wir zur Defi-
nition der Division in N. Es muB die Frage nach der Losbarkeit
und der eindeutigen Losbarkeit von Gleichungen der Forma - x = b
mit a, b, x € N geklédrt werden. Dabei miissen wir beachten, daB

3 Fdlle moglich sind. Wir betrachten die folgenden Beispiele:

Die Gleichungen (1) 3 . x=7
(2) 0.x=7
sind nicht 16sbar. Die Gleichungen
(3) 3.x=6
()3 .x=0
sind 1dsbar und haben genau eine Losung.
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Die Gleichung (5) 0 .x=0

ist nicht eindeutig ldsbar, denn fiir jede natiirliche Zahl x er-
halten wir eine wahre Ausgage. Wir konnen feststellen, daf fixr
alle a ¢ O die Gleichungen a « x = b eindeutig losber sind. Nach-
zuweisen ist die Wahrheit dieser Aussage anelog dem bei der Sub-
traktion gezeigten Weg.Unter Beachtung, dal der gegebene Faktor
a nicht Null sein darf, konnen wir definieren:

D2 (2.5.) Die Umkehroperation der Multiplikation in N, die jedem
geordneten Paar /a; b/ mit b # O natiirlicher Zahlen
hochstens eine natiirliche Zehl x so zuordnet, daB
a . X =b gilt, heiBt Division in N.

(In Zeichen: x = b : a)
Die natiirliche Zahl b heiBt Dividend, a Divisor,
b : a Quotient.

Aus den Gleichungen (2) und (5) wurde deutlich, dal eine Division
durch O bzw. ein Quotient O : O nicht definiert werden durfte.
Wir konnen an dieser Stelle noch keinen Satz iiber die Existenz
eines Quotienten formulieren, da der dazu notwendige Begriff des
Vielfachen einer natiirlichen Zahl erst im Kapitel "Zahlentheorie"
definiert wird. Der Leser mdge sich bewuBt machen, daB fiir die
Division in N weder das Gesetz der Kommutativitdt noch das Gesetz
der Assoziativitdt gelten.

Damit haben wir die vier Grundrechenoperationen und deren wich-
tigste Eigenschaften kennengelernt. Auf weitere Operationen in N
und tiefergehende Untersuchungen von Eigenschaften wird entspre-
chend dem Ausbildungsziel nicht eingegangen.
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3. Die brweiterung des Bemichs der natiirlichen Zahlen bis zum
Bereich der rationalen Zahlen

3.1. Bemerkungen zu Zehlbereichserweiterungen

Im Abschnitt 3 behandeln wir eine Auswahl von Problemen der Er-
weiterung des Bereichs der natiirlichen Zahlen bis zum Bereich der
rationalen Zahlen. Die Auswahl erfolgt gemdB der Zielstellung,

- die Notwendigkeit von Zahlbereichserweiterung praxisorientiert
und innermathematisch zu motivieren,

- die weitere Anwendung von fachtheoretischen Grundlagen des
Fachunterrichts der unteren Klassen (Abstraktionsprozel, Anwen-
dung von Reprédsentanten bei Definitionen und Beweisfilhrungen)
im Unterricht der Mittel~ und Oberstufe aufzuzeigen und

- die Anwendung der Eigenschaften und GesetzmdBigkeiten des Be-
reichs der natiirlichen Zahlen beim genetischen Aufbau der wei-
teren Zahlenbereiche bewuBt zu machen.

Im Bereich der natiirlichen Zahlen gind, wie uns aus den vorher-
gehenden Abschnitten bekannt ist, die Addition und Multiplikation
Abbildungen von N x N in N, also Operationen.

Unsere Betrachtungen geigten weiter, da8 die Subtraktion und die
Division in N partielle Operationen sind. Es muBten Bedingungen
an Minuend und Subtrehend bzw. Dividend und Divisor gestellt wer-
den, damit die Differenz bzw. der Quotient existiert. Nun gibt es
aber zahlreiche Aufgaben aus der Praxis, die es erforderlich ma-
chen, diese einschriénkenden Bedngungen zu beseitigen.

Beispiel 1 (3.1.)

a) Eine Pridme von 130 Mark soll zu gleichen Teilen an vier Per-
sonen verteilt werden.
Wieviel Mark erhiilt jede dieser Personen?
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b) An einem bestimmten Tag um 18.00 Uhr betrug die Temperatur
4° ¢, Am folgenden Tag war es um 6.00 Uhr um 7 Grad kélter.
Welche Temperatur wurde gemessen?

Diese Aufgabenstellungen fiihren zu den Gleichungen
130 : 4 = x bzw. 4 -7 = X

Beide Gleichungen sind in N nicht losbar.

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, den Bereich der natiirlichen
Zahlen zu einem Bereich zu erweitern, in dem die Subtraktion oder
die Division uneingeschrédnkt ausfiihrbar, also eine Operation ist.
Demzufolge gibt es zwei Wege fiir eine Erweiterung des Bereichs
der natiirlichen Zahlen. ‘

1. Neben der Addition und Multiplikation wird die uneingeschriénk-
te Ausfiihrbarkeit der Division verlangt (mit Ausnahme der Di-
vision durch O, die prinzipiell ausgesahlossen ist). Man erhilt
den Bereich R™ der gebrochenen Zahlen.

2. Neben der Addition und Multiplikation wird die uneinge-
schrinkte Ausfiihrbarkeit der Subtraktion gefordert. lan ge-
langt zum Bereich G der ganzen Zahlen.

Fordert man weiterhin die uneingeschrédnkte Ausfiihrbarkeit der je-

wells verbleibenden partiellen Operation, so gelangt man auf bei-
den Wegen zum Bereich R der rationalen Zahlen.

R"/N\G
N
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Sowohl die ganzen Zehlen als auch die gebrochenen Zahlen und die
rationalen Zahlen sind aus unmittelbaren Bedlirfnissen der menach-
lichen Gesellschaft entstanden (z. B. Wasserstandsangaben, Zeit-
berechnungen). Aufgabe der Mathematik ist es, eine theoretische
Passung des durch Erfahrung gewonnenen und gefestigten Wissens
auf der Grundlage der der lMathematik eigenen Verfahren zu geben.
Damit erfolgt eine Absicherung der Ergebnisse. AuBerdem wird die
Mdglichkeit geschaffen, auf diesen Ergebnissen spdter aufzubauen.
Die ganzen Zahlen, die gebrochenen Zahlen und die rationalen Zah-
len werden nicht "aus dem Nichts geschaffen", sondern man benutzt
dabei die im Bereich der natiirlichen Zahlen geltenden Gesetze.

Analor dem Vorgehen in der Schule wollen wir einige prinzipielle
Gesgichtspunkte der Zahlenbereichserweiterungen, verbunden mit dem
Weg

I = R® - R

darstellen. Fiir den 2. Weg N - G - R geben wir Hinweise. Bei
einer Zahlbereichserweiterung ist man bestrebt, gewisse Bedin-
fungen zu erfiillen:

1. Im erweiterten Bereich ist eine weitere Operation ausfiihrbar,
die bisher nicht oder nur eingeschrénkt ausfiihrbar war.

2. Alle im vorhandenen Bereich erklédrten Operationen sind im er-
weiterten Rereich ebenfalls definiert,und die entsprechenden
Gesetze gelten.

3. Im erweiterten Bereich (z. B. in H*’)soll es eine Teilmenge
so geben, daB jedem Llement des vorhandenen Zahlenbereichs
(z. B. ) genau ein Element dieser Teilmenge zugeordnet werden
Lann und umgekehrt, also eine eindeuiig umkehrbare Abbildung
von der Teilmenge auf den gegebenen Zahlenbereich'mﬁglich ist.
Labei wird gefordert, dafl sich die Elemente des neuen Zshlen-
bereiches becziiglich der Ordnungsrelation und beziiglich der
Operationen genauso wie die ihnen zugeordneten llemente des
vorhandenen Zahlenbereiches verhalten.



3.2. Der AbstraktionsprozeB als Prinzip der lirweiterung von
Zahlenbereichen

Bei der Gewinnung der Begriffe "gebrochene Zahl" und “rationale
Z2ahl" fiihren wir einen AbstraktionsprozeB analog dem ProzeB zur
Gewinnung des Begriffs "natiirliche Zahl", Es wird zundchst der
Prozel zur Gewinnung der gebrochenen Zahlen dargestellt, wobei
wir ferner einige Bemerkungen zur Motivatiorn. des Gebrauchs von
Briichen als Symbol einarbeiten. Da jeder Quotient a : b (b # 0)
in N durch ein geordnetes Paar natiirlicher Zahlen gebildet wird
und jeder solche Quotient ein Element des neuen Zahlenbereiches
sein soll, wihlen wir als Ausgangsmenge die Menge aller geordne-
ten Paare natiirlicher Zahlen, deren 2. Element ungleich Null ist.
Also wir gehen bei der Fihrung des Abstraektionsprozesses aus von
der Menge

Fx v\ {o]).

Ausgehend von in N ausfiihrbaren Divisionsaufgaben (z. B. 6 : 3;
18 : 9 usw.) stellen wir fest, daB verschiedene geordnete Paare
aus (N x (N\| {0} ) denselben Quotienten darstellen. Diese Forde-
rung muB sich euf den durch Erweiterung zu konstruierenden Be-
reich iibertragen. So motiviert sich die Definition der fiir den
AbstraktionsprazeB erforderlichen Aquivelenzrelation in der Menge

Nx(N\ {0} ):

D1 (3.2.) Die geordneten Paare natirlicher Zahlen /a; b/ und
/[c; &7 mit b # 0 und d # O heiBen quotientengleich ge-
nau dann, wenn
a.C=¢C Db
gilt. .

(In Zeichen: fa; b7 8 [cs d7)

Beispiel 1 (3.2.)
[Z;ﬂsﬁe; 157, denn 4 . 15 = 12 . 5

n
o
.
o

[0; 67 3 [0; 37 , demn 0 . 1

3 37 3[3;57 ,denn 3 . 4#3 .3
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Wir zeigen, daB die in D1 (3.1.) definierte Quotientengleichheit
eine Aquivalnzrelation in der Menge N x (N \ { (o] }) ist. Bei die-
gsem Nachweis werden wir stets von Gesetzen der in N definierten
KMultiplikation Gebrauch machen.

Die Relation ist reflexiv, d. h.

N\ (/a; b7 = fa; b/)
fa; B/EN x W\ {0}) Q

denn es gilt stets a « b=a « b

Die Relation ist symmetrisch, d. h.

N ([8: 7 z [5s &y [5s 7(50T),
[a; 27/13; gZenx @\ {o})

denn aus ad=cbfolgt ¢cb=2g8d.

Die Relation ist transitiv, d. h.
A ([5;2735 sd/nfc ;9735 327 > 532735327)

[aib73 [ c;d7sfess7€ RN\ {0 })
Den Nachweis der Transitivitdt skizzieren wir wie folgt:
[55b7 = [6:d]=> ad=cb

Q
15;57 o fe;f/=> cf=ed
Die Liultiplikation beider Gleichungen ergibt:
adcf = cbed,

Auf Grund der eindeutigen Umkehrbarkeit der Multiplikation in N
gilt:

ail = eb,
d. h. fa;b7 = /e;t7.
n
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Die Klasseneinteilung der Ausgangsmenge beziiglich der ecrkldrten
Aquivalenzrelation liefert Klassen zueinander quotientengleicher
Paare natiirlicher Zahlen. Analog dem Vorgehen bei II ist eine sol=-
che Klasse eine 2ahl des zu konstruierenden Zahlenbereiches.

D2 (3.2.) Jede Klasse quotientengleicher geordneter Paare natiir-
licher Zahlen, deren zweites Element ungleich Null ist,
nennt man eine gebrochene Zahl.

Die Menge aller dieser Klaamsen bildet die Menge R¥ der gebro-
chenen Zahlen.

Beispiel 2 (3.2.)

@ = (247 127 BT 5 gl s )
z, -{[0;17 i [0:37 5 [0:77 + (031767 }
24 ={L§i§7 3 (3527 5 (6347 & (1531075 }
Z4 ={ £3:37 5 (1517 5 [1317 5 [1051075 }

In der gesellschaftlichen Praxis entstand fiir einen Reprdsentan-
ten /a;b7 einer gebrochenen Zahl die uns geldufige Symbolik %,
beziiglich der wir die Begriffe Bruch, Zghler, kenner kennen.

Um mit den in D2 (3.2.) definierten Zahlen ohne groSen Aufwand
rechnen und sie vergleichen zu konnen, ist es zweckmidBig, fiir jede
Zahl eine Kurzbezeichnung einzufiihren. Man wiéhlt zur Darstellung
der gebrochenen Zahl z ein beliebiges /a;b/ € z und schreibt das

Symbol
2= 8.

Demgemié hat das Symbol % eine zweite Bedeutung; es ist ein Zei-
chen fir eine gebrochene Zahl. Die gebrochenen Zahlen 24 und 2o
des Beispiels 2 (3.2.) lassen sich also darstellen als

2 1
z, = £ oder 2z, = oder z, = _8 =
1°7 153 17 qg oder 3, = _5 ...
z, = % oder Z, = % cder 7y = 0 oder 2. = 0 usw
7 2, = Top US.
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Es gibt unendlich viele Moglichkeiten filr die Darstellung ein und
derselben gebrochenen Zahl im Unterschied zur Eindeutigkeit der
Bezeichnung der natiirlichen Zahlen. Ungeachtet der Gleichheit der
Symbolik muB uns stets der unterechiedliche Begriffsinhalt der Be-
griffe "gebrochene Zahl" und "Bruch" bewulit sein. Ein Bruch ist
ein Llement, ein Reprédsentant einer gebrochemen Zahl, und eine ge-
brochene Zahl ist eine Klasse solcher Briiche, die durch Erweitern
oder Kiirzen (d. h. Zdghler und Nenner werden mit einer von Null
verschiedenen Zahl multipliziert bzw. durch eine solche divi-
diert) auseinander hervorgehen.

Es gibt die folgenden Vereinbarungen iiber bevorzugte Schreib-
weisen gebrochener Zehlen:

1. Fiir alle gebrochenen Zahlen, deren erstes Element Null ist,
also f0;b7€z bzw. z = %’ schreibt man z = 0.
Das Zeichen "O" wird also sowohl fiir die natiirliche Zahl Null

als auch fiir die gebrochene Zahl z = % benutzt.

2. Sind die Glieder a und b eines geordneten Paares [5;_1_)_7€z
gleich, so bevorzugt man z =% als Darstellung fiir diese ge-
brochene Zahl.,

3. Fiir gebrochene Zahlen 2, mit z # O und z # % wird genau die
Ychreibweise z = § bevorzugt, fiir die die Differenz a - b
bzw. b - & (je nachdem, oba >b oder b >a gilt) am
kleinsten ist. Das ist gleichbedeutend damit, daf der am wei-
testen gekiirzte Bruch, der Reprédsentant von 2z ist, zur
Darstellung genutzt wird.

Beispiel 3 (3.2.)

Fir 2z, ={[2';37 i [1:27 5 (83167 5 /53197 ; }
wird die Schreibweise 2z = % bevorzugt;

thr 2, = {[5‘17 s [0337 5 [0:17  [0:1767

.

.

.

———

(3]
n

u

(=}
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fir z, = {5;_6_7 5 [3327 3 [6:47 3 [153107 } z =%

und fir

z4={5;27;[7;17;[1_;17; ] z4=_1. .

Damit haben wir die Menge der gebrochenen Zahlen gewonnen und
Zeichen fiir deren Elemente eingefiihrt.

Fiir den Aufbau der Menge der rationalen Zahlen aus der Menge der
gebrochenen Zahlen sollen dem Leser im folgenden einige Anregun-
gen fiir die selbsténdige Erarbeitung gegeben werden. Wwir stellen
die folgenden Definitionen bereit:

D3 (3.2.) Die geordneten Paare gebrochener Zahlen [51;227 und
123;24_7 heiBfen differenzengleich genau dann, wenn

Ty + 2, = 2y + 2
gilt.
(In Zeichen: 131;22_7 B 123;24_7)

Der Leser mdge nachweisen, daB eine Aquivalenzrelation in
R® X R™ vorlegt.

D4 (3.2.) Jede Klasse differenzengleicher geordneter Paare ge-
brochener Zahlen nennt man eine rationale Zahl.

Der Leser gebe Beispiele fiir retionale Zahlen an. Um zu Festle-
gungen iiber die. Bezeichnung rationaler Zahlen zu kommen, geben
wir die folgenden Hinweise.

Wenn filir die Glieder zy und z, eines Reprdsentanten einer ratio-
nalen Zahl 24 > 2z, gilt, dann gibt es einen Reprisentanten [Z;Q7

mit 2z = z1 - Zy in dieser Klasse.

Diese rationalen Zahlen werden positiv genannt und durch r = + 2
bezeichnet, wobei z = zq = 2, iste.
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Iir alic rationalen Zahlen, bei denen Zq = 2y gilt,wird r = O als
Zeichen vercinbart. Und falls 2z < 25 gilt, wird r eine negati-
ve Zahl genannt und durch r = - z mit 2z = Zy = 24 bezeichnet.

Damit haben wir gezeigt, wie man von dem Bereich der natiirlichen
Zahlen ausgehend iiber die Kenge R® zu R gelangt. ''ir haben an-
fangs darauf hingewiesen, daB auch der Weg

N-G-R

moglich ist. Dazu mull in der Ausgengsmenge N x N die Differenzen-
gleichheit von geordneten Paaren natiirlicher Zahlen als Aquiva-
lenzrelation erklidrt werden. Im Ergebnis des Abstraktionsprozes-
ses gelangt man zum Bezriff “ganze Zahl", Wird dann in G x(G\{ 0})
die Quotientengleichheit definiert, gelangt man zur Menge der
retionalen Zahlea.

3.3. Bemerkungen zur Definition von Relationen und Operationen
in R* bzw. R

In diesem Abschnitt wollen wir an einigen Beispielen das Vorgehen
beim Definieren von Relationen und Operationen zeigen. Im Hin-
blick euf unser Ausbildungsziel wird keine Vollsténdigkeit an-
gestrebt. Viir erinnern daran, de8 wir im mengentheoretischen
Aufbau von N bei der Definition von Relationen und Operationen
auf Beziehungen zwischen den Reprdsentanten - also Mengen - bzw.
Operationen mit den Reprédsentanten zuriickgegriffen haben. Ent-
sprechend kinnen die Relationen in R* definiert werden, indem
man zu den Repriisentanten ilibergeht. Da die Komponenten der Re-
prﬁsentaﬁten natirliche Zehlen sind, stehen uns alle in N defi-
nierten Relationen und Operationen zur Verfigung. Wir geben als
Beispiel die Definition der Kleinerrelation in R¥™ an:

L1 (3.3.) Ls sei fa;b/ein beliebiger Représentant der gebrochenen
Zehl z, und /c;d7 cin beliebiger Repridsentant der ge-
brochenen Zahl Zy» Die Zahl 24 heillt kleiner als 2, ge-
nau dann, wenn a + d< ¢ « b gilt.

o
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Wir wigsen, daB es bei Definitionen mit Hilfe von Reprdsentanten
erforderlich ist, die Reprédsentantenunabhiéngigkeit nachzuweisen,
Wir verzichten darauf, nehmen aber zur Kenntnis, dall diese Re-
prdsentantenunabhéngigkeit tatsédchlich bewiesen werden kann.
Ebenso wollen wir bei den nachfolgend zu gebenden Definitionen
verfahren.

Satz 1 (3.3.) Die Kleinerrelation in der Menge der gebrochenen
Zahlen ist eine irreflexive Ordnungsrelation.

Da die Kleinerrelation gebrochener Zahlen durch die Definition
iiber die Reprédsentanten auf die Kleinerrelation natiirlicher Zeh-
len zurilickgefiihrt wird, kenn beim Beweis dieses Satzes auf ent-
sprechende Eigenschaften der Relation in N zuriickgegriffen wer-
den. Auf eine Darstellung der Beweise verziohten wir.

Als Beigpiel fiir eine Operation in R¥ wollen wir die Addition
definieren.

D2 (3.3.) Es seien z; und z, gebrochene Zahlen, wobei /a;b7 € z,
und /c;d/ € z, mit b # O und 4 # O gelte.
Eine gebrochene Zahl 25 heiBt Summe von 2, und z, ge~-

neu dann, wenn /a . d + b . ¢; b . 47 ein Représentant
von z, ist.

(In Zeichen: Zy = 29 + z,)

Ein Représentant von Z4 wird durch die Summe bzw. das Produkt
natiirlicher Zehlen bestimmt. Da zu jedem Paar natiirlicher Zahlen
eine Summe bzw. £in Produkt existiert, kann ein solcher Repré-
sentant von 23 immer bestimmt werden.

Sobald auch die Eindeutigkeit der Summenbildung bewiesen ist,
kann definiert werden:

D3 (3.3.) Wir nennen diejenige Abbildung von N X N in N, die

ellen geordneten Paaren gebrochener Zahlen deren Summe
zuordnet, Addition in R* .
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Entsprechend kionnen mit Hilfe von /&;b7 € Zq, [cid7 € %z, und
[e.b; v.d7 € Z, » Z, Produkt und Multiplikation in R"™ definiert

werden.

Um die Anwendung der Eigenschaften und Gesetze des Bereichs der
natiirlichen Zahlen zu demonstrieren, greifen wir aus der Theorie
der gebrochenen Zahlen einen Satz heraus, den wir auch beweisen
wollen.

Satz 2 (3.3.) Fiir alle gebrochenen Zahlen 245 Zp gilt:
2y + 25 = 25 + 24
(Gesetz der Kommutativitéit der Addition in R%¥)

Beweis:

Voraussetzung: 243 2o sind beliebige gebrochene Zahlen, wobei

[a;b7 € z; und /[c;d7 € z, sei.

Behauptung: Zg + 2y = 2y + 24

Beweis: Nach der Definitionder Summe gebrochener Zahlen
ist
[ed+cb;bd/ €z, + 2z
und

[cb+da;db/€ z; + 2.

Nach dem Gesetz der Kommutativitdt fier Addition
und der Multiplikation natiirlicher Zahlen gilt
[ad+cb;bd/l=/cb+ad;dd].

Also ist

2y + By = Zp + Zqe
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Nachdem wir eine Auswahl von Definitionen und S&tzen des Aufbaus
der Menge R * ger gebrochenen Zahlen dargestellt haben, kommen wir
auf die im Abschnitt 3.1. gestellten Forderungen zuriick. Die von
uns genannten Definitionen und der von uns bewiesene Satz der
Kommutativitét der Addition in R¥* zeigen, wie die Forderung 2.
erfiillt werden kann. Zur Porderung 3. zeigen wir am Beispiel der
gebrochenen Zahlen £; 2 und 2, dad sie sich beziiglich der Kleiner-
relation und der Addition analog verhalten zu den natiirlichen
Zahlen 2, 3 und 5.

£< %, denn 2 . 1< 3.1 (nach D1 (3.3.)), gilt analog zu

2 < 3.

%+%=15-,dermﬁ.1+3o1;1-_7

zu 2 + 3 = 5,

; [5: 17, gilt analog

Beziiglich der Porderung 1. betrachten wir die Gleichung

Zy ° X = 23 mit /a; p/€ %y und /c; &7 € 23. Zur Untersuchung der
Umkehrbarkeit der Multipliketion muB gezeigt werden, daB es eine
gebrochene Zahl x gibt, die diese Gleichung erfiillt. Die durch
[F e C; 8 o g7 représentierte gebrochene Zahl z, ist eine Ldsung
der Gleichung, denn mit /fa; b/ € 2, und /b . ¢; a . &7/ € z, gilt
/& .b.csa.b.d/ = /c; d/ und iat damit ein Reprisentant
von Zs. Wir wverzichten Quf den Beweis der unbeschrénkten und
eindeutigen Losbarkeit solcher Gleichungen. Bei seiner Durchfiih-
rung wire zu beachten, daB b, d und z, nicht Null sein diirfen.
Zum AbschluB geben wir die Definition der Summe zweier rationaler
Zahlen an, um an einem Beispiel zu zeigen, dal die Operationen in
R mit Hilfe der in R™ definierten Operationen erkldért werden
kdonnen.
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D4 (3.3.) Es seien r, und T ratlonale Zahlen, mit
[z,; 2, 7€ r, und ['3,2 7 E€xye

Eine rationale Zahl r. heift Summe von Ty und T, gensu

dann, wenn [z, + 235 2y + z4_7 ein Reprédsentant von
r3 ist.

(In Zeichen: Ty =T+ r2)

Entsprechend der am Anfang des Abschnitts gegebenen Zielstellung
soll damit der Ausblick auf die Zahlenbereiche R™ und R abge~-
schlossen werden.
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4. Bezeichnungssysteme fiir natiirliche Zahlen

4.1. Grundforderungen an Bezeichnungssysteme

In den vorangehenden Abschnitten haben wir durch Abstraktion den
Begriff natiirliche Zahl gebildet. Filr einige” Elemente der Memge
der natlrlichen Zahlen wurden Zeichen vereinbart. Dieses Vorgehen
entaprach der in der Loglk dargestellten Objekt-Abbild-Zeichen-
Relation. Bevor wir auf spezielle Zahlendarstellungen eingehen,
801l noch einmal herausgestellt werden, daB es notwendig ist,
deutlich zwischen Zahl und Ziffer zu unterscheiden. "Wihrend die
Zahlen Objekte begrifflicher Natur sind, sind die zugehGrigen
Zahlreichen oder Ziffern letztlich geometrische Figuren einer
bestimmten Gestalt".!)

Von der Zahl 5 kann man sagen, da8 sie der Nachfolger der Zahl 4
ist oder dafl die Zahl 5 kleiner als die Zahl 7 ist, nicht aber
von den Ziffern 4, 5 bzw. 7. An die Tafel geschrieben werden
konnen daegegen nur die Ziffern 4, 5, 7 und Zeichen fiir die be-
treffenden Reletionen.

Mit der Entwicklung des Zahlbegriffs entstanden vexrschiedene
Systeme zur Bezeichnung der Zahlen. Wir wollen auf einigg dieser
Systeme nidher eingehen und das Wesen des uns vertrauten dekadi-
schen Pogltionssystems darstellen. Fir weitere interessante Fra-
gen, z. B. der historischen Entwicklung und der vielen Darstel-
lungswelsen, die sich in verschiedenen Kulturkreisen herausgebil-
det haben, verweisen wir auf die vielfdltige Literatur. Beim Auf-
bau des Bereichs der natiirlichen Zehlen kemen wir zu der Erkennt-
nig, daB es unendlich viele natiirliche Zahlen gibt.

1 Apser, G. "Grundbegriffe der Mathematik I"
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1978
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Nun ist es aber unmoglich, immer neue Zahlzeichen bzw. Zahlworter
zu finden. So trat bald in allen Kulturkreisen das Problem auf,
neue Zahlzeichen durch Zusammensetzungen bereits vorhandener zu
gewinnen. Dabei bewihrten sich in der gesellschaftlichen Praxis
Bezeichnungssysteme, die garantieren, daf

-~ die Zeichen sich schnell und bequem schreiben lassen,

= auch Zeichen fiir beliebig groBe Zahlen geschrieben werden kon-
nen,

- moglichst mithelos gerechnet werden kann.

Diesen Forderungen entsprechen die heute gebrduchlichen Posi-
tionsgsysteme.

4.2. Nicht-positionelle Bezeichnungssysteme

Als Beispiel elnes nicht-positionellen Bezeichnungssystems sei
die sehr einfache Darstellung durch Zéhlstriche, die hinterein-
ander gesetzt werden, genannt. Der Darstellung /////// entspricht
die Zahl 7. Das wird fiir groBere Zahlen sehr bald uniibersicht-
lich. Es wurden deshalb Biindelungen vorgenommen (z. B. von je

5 Strichen durch einen Querstrich).

LT // stellt die Zahl 7 dar. Durch Addition der durch die
Biindel und die einzeX¥en Striche bezeichneten Zahlen ergibt sich
die dargestellte Zahl. Da die so bezeichneten Zahlen jeweils
additiv verlmniipft werden, spricht man von einem Additionssystem.
Als weiteres Additionssystem soll das romische Zahlensystem ge-
nannt werden. An alten Gebduden findet man zuweilen romische Zif-
fern. So bezeichnet MCDXIX die Zahl 1419. Aber auch heute werden
diese Zahlzeichen verwendet, z. B. zur Kennzeichnung herausragen-
der gesellschaftlicher Ereignisse wie X. Parteitag der SED,

VIII. Piidagogischer KongreB usw.

Die Romer verwendeten die folgenden Zahlzeichen:

Zeichen M D C L X Vv I

bezeichnete 1000 500 100 50 10 5 1
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Die Zeichen M, C, X und I sind die Grundzeichen; D, L, V sind
Hilfszeichen.

Bei der Darstellung mit Hilfe der gegebenen Zeichen gelten die
folgenden Regeln:

1. Gleiche Zeichen haben ungbhéngig von ihrer Stellung in einer
Zeichenreihe stets die gleiche Bedeutung.

2. Stehen gleiche Zeichen nebeneinander oder Zeichen griBerer
Zahlen unmittelbar links von Zeichen kleinerer Zahlen, so
sind die Zahlen zu addieren.

3. Steht ein Zeichen einer kleineren Zahl unmittelbar links von
einem Zeichen flir eine grédBere Zahl, so ist die kleinere Zahl
von der groBeren zu subtrahieren. Es ist nicht gestattet, meh-
rere Grundzeichen oder ein Hilfszeichen voranzustellen.

Beispiel 1 (4.1.) MCMLIXXXTI - Zehlzeichen fur
die Zahl 1981

1981 = 1000 + (1000 - 100) + 50 + 10
+ 10 + 10 + 1

HMHCMLXIX - Zahlzeichen fiir
die Zahl 196Y

1969 = 1000 + (1000 - 100) + 50 + 10
(10 - 1)

+

CKHL - Zahlzeichen fir
die Zanhl 950
950 = (1000 - 100) + 50
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4.3. Yositionssysteme

Uns ist die Darstellung der natiirlichen Zahlen im dekadischen
bzw. dezimaelen Positionssystem vertraut. In diesem System ldBt
sich jede beliebig grofe Zahl eindeutig darstellen. Fir das
Rechnen mit natiirlichen Zahlen, vor allem mit Hilfe der schrift-
lichen Verfahren, het sich diese Darstellungsform als die glin-
gtigate erwiescn. Um bei unseren folgenden Ausfilhrungen deutlich
zwischen Zahl und Zeichen der Zahl unterscheiden zu kénnen, wol-
len wir (in Anlehnung an G. Aaser1)) ein drucktechnisches Mittel
anwenden:

0; 23 eee¢ 9 801l bedeuten, dal wir von Zahlen,

03 13 25 eee 9, daB wir von Ziffern sprechen.

Zur Darstellung im dekadischern Positionssystem werden den Zahlen
0 bis 9 zunidchst Ziffern zugeordnet, nkmlich die Zeichen 0; 1;

2: 35 45 55 65 13 8; 93 diese Zeichen sind die sogenannten ara-
bischen Ziffern. Die Anzahl der Zeichen, die auch Grundziffern
genannt werden, ist die Basls 10 des Systems.

it diesen 10 Ziffern als Grundziffern kann jede beliebige natiir-
liche Zahl dargestellt werden. Man benutzt dazu eine Zusammenset-
zung der Zahlen mit Hilfe der Addition und Multiplikation. Jede
natiirliche Zahl 18t sich in eine Summe zerlegen, bei der die
Summanden Vielfache von Zehnerpotenzen sind.

Beispiel 1 (4.3.)

a) 3425 = 3.1000 + 4.100 + 2.10 + 5.1
= 3.10° + 4.10% + 2,10+ 5.10°
b)71502 = 7.10 000 + 1.1000 + 5.100 4+ 0.10 + 2.1

= 7.10% 4+ 1,102 +5.10% + 0.10'+ 2.10°

1) G. Asser; A. a. O.



Als Faktoren der Zehnerpotenzen treten dabei nur die Zahlen O bis
9 auf; also die Zahlen, die durch die Grundziffern dargestellt
werden. Zur Darstellung einer Zahl vereinbart man jetzt, die Zif-
fernfolge dieser Faktoren vollstédndig so nebeneinander zu schrei-
ben, deB am weitesten links die Ziffer des Faktors der hochsten
Zehnerpotenz steht und dann jeweils die Ziffer der Faktoren der
ndchstkleineren Zehnerpotenzen folgen. Also

3425 igt die Ziffer der Zahl 3425,
()

711502 ist die Ziffer von 71502.

Demnach kann jede natiirliche Zahl durch eine endlihe Folge der
Grundziffern dargestellt werden, wobei die Stelle (Position) ei-
ner Ziffer,an der sie in der Zifferndarstellung auftritt, Bestand-
teil ihrer Bedeutung ist. Die Eindeutigkeit der Darstellung wird
durch die Keuntnis der Basis und die Form und Stellung (Position)
der Ziffern in der Darstellung gesi&hert. Im dekedischen Posi-
tionssystem bedeutet die Darstellung einer natiirlichen Zahl n
durch

i S S ' < e e e

das Zelchen von

k-1

k
n=a .10 +a_4 .10 +oeee + 8y . 107 + ay . 100,

wobei
0g a; €9 mit i=0; ..05 kj 8y, £ 0 und k 2 0 gilt.

Wir vereinbaren die Schreibweise

né 10 EE 81 tee El 8y

(Iies: Die natiirliche Zahl n wird im dekadischen Positionssystem

durch die Ziffernfolge
8 Bk-1 B2 r 2 8

bezeichnet.)
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Ebenso wie die Zahl 10 kann jede natiirliche Zahl m P4 2 als Basis
fiir ein Positionssystem gewidhlt werden. Grundlage dafiir ist der
folgende Satz.

Satz 1 (4.3.) Jede natiirliche Zehl n » 1 1lé8t sich bei gegebe-
ner Basis m 2 2 in der Form

n = akmk + ak_1mk—1 + eee + 8.M + B,

darstellen, wobei k > O,
e # 0 gilt und die a; (i =15 25 e0s k)

die Werte O; 1; eee.; (m - 1) annehmen kdnnen. Die
Koeffizienten ai und der Exponent k sind durch n
und die gegebene Basis m eindeutig bestimmt.

Auf eine Beweisdarstellung verzichten wir.
Eg ergibt sich fiir n die Darstellung

A
n= o &k B.k_1 coe 31 B.o

mit 0 ¢ a; <m~-1 und man spricht von einer Darstellung il

m-adischen Positionssysteéem. Im System mit der Basis 2, das auch
Dualsystem genannt wird, benotigt man also fiir die Darstellung
einer Zahl nur zwei Grundziffern, etwa O und 1.

Beispiel 2 (4.3.)

a) s ist die Z2ahl n = 135 im Dualsystem darzustellen. Die

hschste Potenz von m = 2, fiur die 2k g 135 gilt, ist

27 = 128.

Wir fiihren die Division mit Rest von 135 und 27 durch und

erhalten

135 + 1.27 + 7. Nun muB weiterhin auf die gleiche Art der

Rest 7 durch die hdchste Potenz von 2, fiir die gilt

2K ¢ 7, dividiert werden. iiir erhalten 7 = 1.2° + 3 und
weiter 3 = 1.27 + 1 und 1 = 1.2%. Es folgt:
135 = 1.2740.2%40.2%40.2%+1.2340-2240¢2V 412
135 10000111

0

> n
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6

b) 713 = 1.2240.2841.2741.2%40.2%40.2%41.2340.22+0.2741.2°

Das Dualsystem hat besondere Bedeutung in der Rechentechnik und
elektronischen Datenverarbeitung, weil seine zwel Grundziffern

- meistens verwendet man O und L - sich technisch leicht reali-
sieren lassen, z. B. durch FlieBen oder Nichtflieflen eines Stro-
mes in einem bestimmten Stromkreis; Jedoch ergibt sich der Hach-
tell, daB die Darstelllng natiirlicher Zahlen mit Hilfe der beiden
Ziffern O und 1 sehr lang - im Durchschnitt etwa dreimal so lang
wie im Dezimalsystem - werden kann. Fiir da3 Positionssystem mit
der Basis 8 werden die Grundziffern O; 1; ...; 7 bendtigt. Wird
die Basis 12 verwendet, miissen Zeichen fiir die Zahlen 10 und 11
eingefiihrt werden, etwa 10 Q 12 Z ung 11A &° die in diesem

T 12—

System ebenfalls Grundziffern sind.

Beispiel 3 (4.3.)

13724 2211, dem

137 = 2.8% + 1.8 + 1.8°

13242% |, 17e6, dem
2

13242 = 7.122 + 7.12%2 + 11,127 + 6.12°%,

Die Darstellung von Zahlen in Positionssystemen ist eine Grund-
lage fiir die schriftlichen Rechenverfahren. bVie Gleichung

n = e € + & LU e, o'+ aq,

die Gesetze der Assgoziativitédt und der Kommutativitédt der Addi-
tion bzw. Multiplikation und der Distributivitdt der Multiplika-
tion beziiglich der Addition sind weitere Grundlagen. An je einem
Beispiel der Addition und der Multiplikation soll die Bedeutung
der Positionsschreibweise fiir die schriftlichen Verfahren ge-
zeigt werden (vgl. Methodik des Mathematikunterrichts, Teil 2,
S. 161 ff.)

80



Es ist die Summe von 531 und 427 zu bestimmen.

1 (0]

1. 531 =5 .10 +3 . 10V + 1 . 10

427 = 4 . 102 + 2 . 10" + 7 . 10°

(entsprechend der Darstellung im dekadischen Positions-

systen)
2. 531 + 427 = 5.10°43.1041.10%4.10%+2.10%+7.10°
3. 531 + 427 = 5.10%+4.10°+3.10142.1014+1.10%7.10°

(Gesetz der Kommutaetivitdt der Addition in N)

4. 531 + 427 = (5.10244.10%)+(3.10'+2.10")+(1.10%7.10%)
(Gesetz der Assoziativitét der Addition in N)

5.

5. 531 + 427 = (5+4) o 10% + (3+2) . 10" + (1+7) . 10°
(Gesetz der Distributivitédt der Multiplikation beziiglich
der Addition in N)

6. 531 + 427 = 9 . 10° + 5 . 10" + 8 . 10°

Also folgt auf Grund der Darstellung im dekadischen
Positionssystem

Te 531 + 427 = 958.

Aus diescn Uberlegungen ergibt sich die Ldsungsvorschrift:

Lian schxibt die Zahlen so, daB die Faktoren gleicher Zehner~
potenzen untereinander stehen und addiert diese Faktoren von
rechts beginnend. ®ir Aufgaben, bei denen ein Ubertrag erfolgen
mB, ist die Erkenntnis wichtig, daB 10 . 10% = 10™*! ist. Die-
ser Sachverhalt ist im Lehrbuch der Klasse 3 folgendermaBen for-
muliert: Das 10-fache einer Zc¢hnerpotenz ergibt die niichstgroBere
Zehnerpotenz,
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Beispiel
Beispiel 4 (4.3.)

51
4%
oEeEITE
Der Koeffizient von 102 ergibt sich als
9+ 3= 12 '
12.10%= (10+2).10% = 10.10% + 2.10% = 1.10% + 2,10°
Es entsteht also der Ubertrag 1, der an der niichsten Stelle

addiert werden muB.

Wir stellen nun ein,Beispiel fiir das schriftliche Verfahren der
Multipliketion dar.

Wenn ein mehrstelliger Faktor mit einer einstelligen Zahl zu
multiplizieren ist, ergibt sich das Verfahren auf folgender
Grundlage:

423 2 =2 (4 - 10242+ 10" +3 .19 .2

=4°+102 c24+2 10" 243 .10° .2
24221042210 +3+2.10°
=8+10°%+4 10" +6 - 10°

= 846

Daraus ergibt sich die Regel, daB die Koeffizienten der Zehner-
potenzen mit der einstelligen Zahl multipliziert werden. Bei der
Multiplikation mehrstelliger Faktoren mit mehrstelligen Faktoren
wird folgende Zerlegung vorgenommen:

584 « 76 = 584 (70+6) = 584 * 70 + 584 + 6
=584 + 7+ 10 +584 » 6

Dabei werden zwei Aufgaben der Multiplikation nach dem oben er-
kldrten Verfehren geldst und die Zwischenprodukte addiert.

84 « 70 584 - 6 40 880
[o] 3504 + [¢]
==t === 44 384

82



In rationaller Formwerden diese Schritte zusammengefalBt und in
der gebrduchlichen Weise geschrieben:

Durch die Ausnutzung der auf dem dekadischen Positionssystem be-
ruhenden Ziffernschreibweise ermoglicht die Anwendung der
schriftlichen Verfahren ein rationelles, sicheres und schnelles
Rechnen. Von besonderer Bedeutung fiir die Schiiler der unteren
Klassen ist dabei Sicherheit im Lésen, Uberiragen und Anwenden
der Grundaufgaben. Unter Grundaufgaben der Addition versteht man
alle Additionsaufgaben in N mit genau zwei einstelligen Summan-
den. Entsprechend sind Grundaufgaben der Multiplikation alle
Multiplikationsaufgaben in N mit genau zwei einstelligen Fakto-
ren. Auf die schriftlichen Verfahren der Subtraktion und der
Division soll nicht eingegangen werden.

Mit den folgenden Beisplelen geben wir einen Einblick in die
Anwendung der schriftlichen Verfshren der Addition und der Mul-
tiplikation natiirlicher Zahlen, die im Positiongssystem mit der
Basis 2 bzw. 8 dargestellt sind. Dabei werden wir feststellen,
daB die fiir das dekedische Positionssystem angegebenen Losungs-
schritte iibertragbar sind, da sie sich aus der Anwendung arithme-
tischer Gesetze ergeben. Je nach dem gewdhlten Positionssystem
dndern sich aber die fir die Losung der Aufgaben notwendigen
Grundaufgaben. Wir geben zunidchst in Form von Tabellen die Grund-
aufgaben der Addtion und Multiplikation im Dualsystem bzw. im
8-adischen Positionssystem an.

Grundeufgaben im Dualsystem:

+ [4] 1 . [¢] 1
0 0 1 0 0 0
1 1 10 1 0 1
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Grundauaben im 8-adischen Positionssystem:

e AN 8]
-5 O oo

10
10 11
6 710 11 12
710 11 12 13
710 11 12 13 14
10 11 12 13 14 15

VB WN =
v e w e
[-2WNE I -V R W)
< ow el

SO A WN =2 Ol

0
]
1
2
3
4
5
6
7

7
7
10
11
12
13
14
15
16

: 2 3 4 5 6 17
0O 0 0 0 0 0O
2 3 4 5 6 7
4 610 12 14 16
6 11 14 17 22 25

N oA WD =0

© OO0 00O O oojo

10 14 20 24 30 34
12 17 24 31 36 43
14 22 30 36 44 52
16 25 34 43 52 61

SO AW = O]

Pir jedes dieser Positionssysteme geben wir nun jeweils eine nach
schriftlichem Verfahren geloste Aufgabe der Addition und der

Multiplikation an.
Beispiel 5 (4.3.)

a) 10110

a): 3742

b)

b)

10110 +_1011
701100
10110
10110
7111001

In Anlehnung an die Ausfiihrungen in den "Lehrtexten zur liethodik

des Mathematikunterrichts in den unteren Klassen" einige erldéu-
ternde Darstellungen beziiglich der auszufiihrenden Rechenschritte.
Wie in der engegebenen Literatur unterstreichen wir die hinzu-
schreibenden Teilergebnisse einmal und die zu beriicksichtigenden

Ubertrége zweimal.
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Losungsschritte zu Aufgabe 5 (4.3.) a):

1T+0=1

1+1=10=10+0
1+0+1=10=10+0
1+1+0=10=10+0
1+1 = 10

Losungsachritte zur ersten Teilmultiplikation des

Beigpiels 6 (4.3.) b):

3742 « 5

5 2= 12 12 = ;0 + 2
54 =24 24 +1 =25 252204+ 5
5+ 7 =243 43 + 2 = 45 45 = 40 + 5
5« 3a 17 17 + 4 = 23

Diese Beispiele sollten die Bedeutung der Darstellung der natiir-
lichen Zahlen in Positionssystemen verdeutlichen. PFiir den Unter-
richt in den unteren Klassen ist das dekadische Positionssystem
und die darauf beruhende Ziffernschreibweise Voresussetzung fiir
das Verstdndnis der schriftlichen Verfahren der Grundrechenopera-
tionen.
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5. Zum Rechnen mit Ndherungswerten

51+ Zum Begriff "Nidherungswert"

Bei vielen praktischen Problemen sind der Genauigkeit der Zahlen-
und GroBenangeben Grenzen gesetzt. Messungen zum Beispiel lassen
sich nie absolut genau durchfiihren. Die Genauigkeit eines MeBwer-
tes hingt von der Pridzision des verwendeten MeSinstrumentes und
von den Fertigkeiten der messenden Personen ab. Selbst feinste
MeBgerdte, wie beispielsweise elektronische Instrumente fiir Lién-
gen- und Zeitmessungen, liefern bis zu einem gewissen Grade feh-
lerbehaftete MeBergebnisse. Wird in einer Rechnung anstelle von
irrationalen Zahlen wie 7 , YFE: 1g 5 usw, mit endlichen Dezi-
malbriichen gerechnet, erhdlt man keine genauen Ergebnisse. Auch
die Angabe, da3 200 000 Menschen an einer Demonstration teilgenom
men haben, wird nie heiBen, daf es genau 200 000 gewesen sind,
denn ein Zdhlen ist praktisch unmoglich. Man kann in den genann-
ten und vielen anderen Fdllen nur mit Ndherungswerten arbeiten.
Wir werden wesentliche Gemeinsamkeiten aller dieser aus der ge-
sellschaftlichen und mathematischen Praxis stammenden Problem-
stellungen abstrahieren, die den Begriff "N#herungswert" charak-
terisieren, ohne ihn jedoch zu definieren:

1. Jeder Ndherungswert einer Zahl ist wieder eine Zahl.

2. Zu einer gegebenen Zahl kann es beliebig viele Néherungs-
werte geben, d. h. die Zuordnung von Néherungswerten zu
einer Zahl ist nicht eindeutig.

3. Jeder Neherungswert einer Zahl weicht im Regelfall um ei-
nen gewissen Fehler von dieser Zahl ab.

4. Das Frsetzen einer Zahl durch einen Naherungswert erfolgt,
wenn die Aggabe eines genauen Wertes nicht mdglich ist
oder mit dem Ziel, durchzufiihrende Operationen oder Ver-

kniipfungen zu vereinfachen, den Fehla debei aber hinrei-
chend klein zu halten.
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Diese vier Aussagen bezogen sich nur auf Zahlen. In einem der
einleitenden Beispiele traten aber auch GrdSen auf. In der Praxis
kdnnen wir davon ausgehen, daB GrdBen stets durch MaBzahlen be-
zliglich vorgegebener MaBeinheiten dargestellt werden kénnen.
Néherungswerte von GroBen kdnnen dadurch stets auf Néherungswerte
flir Zahlen zuriickgefilhrt werden. Deshalb wollen wir, abgesehen
von erforderlichen Besonderheiten, Naherungswerte flir Zahlen und
GroBen nicht unterscheiden. Um deutlich zu machen, daB es sich
bei bestimmten Angaben von Zahlen oder GrdSen um Ni&herungswerte
handelt, wird das Zeichen " &~ " (gelesen: angenihert gleich)
verwendet .

Ohne den Begriff "Ndherungswert" definiert zu haben, werden wir,
den Bedilrfnissen der Praxis entsprechend, mit ihm arbeiten miis-
sen. Zu den dabei auftretenden Problemen gehort die Frage nach
dem Unterschied von genauem Wert und Ndherungswert, ihre Abwei-
chung voneinander, gleichsam der "Fehler des Ndherungswertes ge-
geniiber dem genauen Wert". Es wird weiterhin 2zu klédren sein,

wie man mit Néherungswerten operiert, wie sich ihre "Genauig-
keit" - vielleicht besser "Ungenauigkeit" - beim Operieren aus-
wirkt.

Un den Bediirfnissen der Praxis gerecht zu werden, wird bereits
in den unteren Klassen begonnen, mit Ndherungswerten zu arbeiten.
Ea sollen im folgenden zunidchst die Verfahren zur Bestimmung von
Néherungswerten, die in den unteren Klassen von Bedeutung sind,
gekldrt und einige Aussagen zur Fehlerrechnung gemacht werden.
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5.2. Verfahren zur Bestimmung von Nidherungswerten

Als erstes Verfahren soll das Bestimmen von Niéherungswerten durch
das Runden betrachtet werden.

D1 (5.2.) Das Zuordnen eines Ndherungswertes zu einer Zahl nach
festgelegten Regeln heillt Runden.

In der POS verwendet man die unter TGL 1333 gegebenen Regeln. Die
in der zweiten der genannten Eigenschaften negierte Eindeutigkeit
entspricht der Miglichkeit, auf unterschiedlich vorgegebene Zeh-
nerpotenzen zumnden. Es wird zuniichst festgelegt, auf Vielfache
welcher Zehnerpotenz zu runden ist. Zur Kennzeichnung wird ver-

einbart, einen Pfeil liber das Zeichen des entsprechenden Vielfa-
chen zu setzen. Zum Beispiel bedeutet 1 2 3 1, daB auf Vielfache
von 101 und 3 5 6 5 1, da8 auf Vielfache von 103 zu runden igt.

Gerundet wird nach folgenden Regeln:

- Folgt auf das (durch ¢ ) gekennzeichnete Vielfache einer Zeh-
nerpotenz eine der Ziffern O, 1, 2, 3 oder 4, so wird abgerun-
det, d. h. die gekennzeichnete Ziffer wird beibehalten, und alle
folgenden Ziffern werden durch Nullen ersetzt. Die voranstehen-
de Ziffernfolge bleibt unverdndert.

~ Folgt auf das (durch | ) gekennzeichnete Vielfache einer Zeh-
nerpctenz eine der Ziffern 6, 7, 8 oder 9, so wird aufgerundet.
Das gekennzeichnete Vielfache wird durch das nachfolgende Viel-
fache und alle folgenden Ziffern durch Nullen ersetzt. Die vor-
anstehende Ziffernfolge kann sich dabei veridndern.

- Folgt auf das (durch § ) gekennzeichnete Vielfache einer Zeh-

nerpotenz die Ziffer 5 und folgen weitere von Null verschiede-
ne Ziffern, so wird aufgerundet.
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- Polgt auf das (durch § ) gkennzeichnete Vielfache einer Zehner-
potenz die Ziffer 5 und folgen keine weiteren Ziffern oder nur
Nullen, so wird die Geradezahlregel angewendet, d. h. es wird
abgerundet, wenn das gekennzeichnete Vielfache eine gerade
Zah)l ist und aufgerundet, wenn es eine ungerade Zahl ist.

Beigpiel 1 (5.2.)

¢
3678 w 3700
)
35275 wn 35000

876523 w 877000
4
877500 " 878000
87 g 500 - 876000
}

21985 > 22000
Diese Rundungsregeln gelten filir Wissenschaft und Technik. Es sei
erwihnt, daB in einigen praktischen Féllen anders verfahren wird,
z. B, bei Tarifberechnungen von Verkehrsmitteln, im Geld- und
Finanzwesen.
Um Néherungswerte flir die Ergebnisse von Rechnungen zu erhalten,
lernen wir zwei weitere Verfahren kennen, die Uberschlagsbildung
und das Abschitzen.
D2 (5.2.) Das Zuordnen eines Niherungswertes zu einem Termwert,

dessen Ermittlung das Ausfilhren mindestens einer Opera-
tion verlangt, heiBt Uberschlag.
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Beispiel 2 (5.2.)

(Die Aufgaben sind den Lehrbiichern flir Mathematik der Klassen 3
und 4 entnoummen.)

323 + 3 Uberschlag: 3233 = 3003
x ~ 900

9374 : 29 Uberschlag: 9374:29 ar 9000:30
x a 300

3066 : 42 Uberschlag: 3066:42 <« 2800:40
x a T0

Die Niherungswerte beim Uberschleg werden so gewidhlt, daB man be-
quem und sicher rechnen und in der Regel die milndlichen Verfahren
zur losung nutzen kann. Dabei miissen die Néherungswerte nicht
durch Runden entstanden sein, insbesondere bei Divisionsaufgaben
flihren gerundete Zahlen oftmals nicht zu vereinfachten Aufgaben.

D3 (5.2.) Das Zuordnen von zwel Niherungswerten Xqy X, 2U einer
Zahl x, so deB gilt x1§x§x2 heiBt Abschétzen.
x, und X5 heiBen untere bzw. obere Schranke.

Beispiel 3 (5.2.)

73 000 < 73478 < 74000
3 800 < 3sg22 < 3900

Abschétzen ist oft mit Uberschlegen verbunden. Hiufig gelangt

man ndmlich durch zwei geeignete Uberschlége zur Abschitzung
eines Operationsergebnisses. Durch geeignetes Ersetzen der Zahlen
durch kleinere oder griBere Zahlen ermittelt man eine untere und
xine obere Schranke fiir dieses Ergebnis.

Beispiel 4 (5.2.)

50 < J 3450° < 60
500-7 < 5467 < 5507

400 ¢ 5380-23 900
247

90



Die folgenden zwei Verfahren gelten fiir das Bestimmen von Nihe-
rungswerten fiir GroBen. Wir teilen dem Leser mit, daB auch jede
GroBe Ergebnis eines Abstraktionsprozesses ist, so ist z. B. jede
Streckenldnge eine Klasse zueinander kongruenter Strecken,und jede
Strecke repriésentiert genau eine Streckenlénge. Das Messen voll-
zieht sgich durch Ermitteln, wie oft ein Repriédsentant einer als
Einheitsgrofe gewidhlten GroBe in einem Représentanten der zu mes-
genden GroBe enthalten ist. Diese "Anzahl" ist die MaBzahl der zu
messenden GroBe beziiglich der verwendeten MaBeinheit. Fir das An-
wenden der Mathematik innerhalb der Naturwissenschaten und der
Technik konnen wir Messen wie folgt definieren:

D4 (5.2.) Das Zuordnen von Niéherungswerten zu einer GrdBSe unter
Verwendung eines auf eine bestimme Einheit bezogenen
MeBingtrumentes heiflit Messen.

Die stdndige Auseinandersetzung des Menschen mit seiner Umwelt
verlangt Fertigkeiten bei der angendherten quantimtiven Bestim-
mung von GroBen ohne Benutzung von MeBinstrumenten.

D5 (5.2.) Das Zuordnen von Niéherungswerten zu einer GridSe ohne
Verwenden von MefBinstrumenten durch Vergleich mit einer
bekannten GroGe heiBt Schdtzen.

Um schdtzen zu konnen, muf man Vorstellungen iiber bestimmte

Représentanten einer GrioBe besitzen (z. B. iiber eine Strecke,
deren ldnge 100 m betridgt, oder einen Gegenstand der Masse 1 kg).
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5.3« Einige Begriffe der Fehlerrechung

Hdherungswerte sind fehlerbehaftete Zahlen. Dareus entsteht in
der mathematischen Praxis die Notwendigkeit, mit fehlerbehafteten
Zahlen zu operieren. DemgemédB werden wir etwas iiber den Begriff
"Fehler eines Ndherungswertes™ und die Auswirlkungen von Fehlern
der zu verknlipfenden Zahlen auf das Rechenergebnis sagen. Dem Le-
ger wird klar sein, daB der Fehler eines Faktors bei der Multi-
plikation derart vervielfacht werden kann, daB der Fehler des
Produkts wesentlich gréBer ist als der des Faktors. Bei der Addi-
tion zweier Nidherungswerte kann der Fehler der Summe grofer wer-
den, als es die Fehler der Summanden waren. Solche "Fortpflanzung"
von Fehlern ist zwar unvermeidlich, aber gesetzmidBig zu erfassen.
Eine spezielle Disziplin der Mathematik, die Fehlerrechnung, un-
tersucht u. a. diese Gesetze der Fehlerauswirkung auf Operations-
ergebnisgse. Die Fehlerrechnung in der Mathematik hat also nichts
zu tun mit Fehlern etwa auf Grund von Fliichtigkeiten, Nichtbeach-
ten von Gesetzen oder ungiiltigen Schliissen. Ihre Beherrachung
1808t in Verbindung mit der seitens der Praxis en die Ergebnisse
gestellten Genauigkeitgforderungen Schliisse zu iiber anzuwendende
MeBmethoden und zuldssige Fehler von Ausgangswerten. Wir wollen
in diesem Abschnitt mit einigen Fehlerarten bekanntmachen und
darliber hinaus dem interessierten Leser aufzeigen, wie man mit
Hilfe der Kenntnis dieser Fehlerarten Schliisse iiber die Fehler
von Ergebnigsen der vier Grundrechenoperationen bei Verwendung
von Ndherungswerten ziehen kann.

Der Fehler eines Ndherungswertes a einer Zshl x kann durch die
Differenz a -~ x bzw. X - a erfaBt werden.

D1 (5.3.) Der absolute Fehler & eines Niherungswertes a einer
Zahl x ist die Differenz £ = a - x.

Ferner bezeichnet man den Betrag des absoluten Fehlers /a - x/
mit dem Symbol A a.
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Solange wir unsere Betrachtungen auf den Bereich der natlirlichen
Zahlen beschrénken, in dem die Differenz a - x also nicht stets
existiert, kénnen wir nur definiersen:

D1 (5.3.) Der absolute Fehler £ eines Niherungswertes a einer
Zahl x ist die Differenz & = a - x oder & =Xx -8,

Ebenso ldB8t sich der Fehler eines Naherungswertes durch eine
Quotientenbildung erfassen.

D2 (5.3.) Der relative Fehler < eines Niherungswertes a einer

Zahl x ist der Quotient J =a - x
X

Dem Leser wird bewuBt sein, da8 der Quotient (a - x) : xin N

fiir den praxisbedeutsamen Fall, daB die Differenz a - x kleiner
als x ist, nicht exdistiert. Deshalb wollen wir Belspiele zum rela-
tiven Fehler stets aus geeigneten Zahlenbereichen wihlen. Es seil
darauf hingewiesen, daB der relative Fehler - der besseren Ver-
gleichbarkeit wegen - meistens in Prozent angegeben wird.

Beispiel 1 (5.3.)

gegoebene Zahl x und x = 382 x = 3,82
Nidherungswert a a = 380 a = 3,80
absoluter Fehler &€ = 382 - 380 € 2 3,80 - 3,82
E=2 € = - 0,02
~ Aa a 0,02
relativer Fehler fa2:382 €18 J g--g% & 0,005
’

Eine andere Moglichkeit, Aussagen liber die Genauigkeit eines
Ndherungswertes zu treffen, besteht in der Charakterisierung der
den Ndherungswert bezeichnenden Ziffern.
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D3 (5.3.) Ziffern eines Ndherungswertes a einer Zahl x heiBen
giiltig genau dann, wenn sie mit den entsprechenden Zif-
fern der Zahl x iibereinstimmen.

GUltige Z2iffern werden sich also auch bei einem verfeinerten
Néherungswert nicht dndern. Alle beim Runden nicht veridnderten
Ziffern bleiben giiltige Ziffern.

Beispiel 2 (5.3.)

7687 ~ T690 Die Ziffern 7 - 6 sind giiltige Ziffern.
des Néherungswertes.

7685 & T680 Die Ziffern 7 -~ 6 - 8 3ind giiltige Zif-
fern des Nidherungswertes.

D4 (5.3.) Eine Ziffer eines Niherungswertes a einer Zahl x heiflt
zuverlédssig genau dann, wenn der absolute Fehler von a
nicht groBer als 0,5 Einheiten des Stellenwertes der-
betreffenden Ziffer ist.

Ein Ndéherungswert, dessen abgsoluter Fehler nicht groBSer als
0,5 Einheiten des Stellenwertes der letziten angegebenen Ziffer
ist, hat also nur zuverldssige Ziffern.

Beispiel 3 (5.3.)
6,3 * 2,21 = 13,923 »~ 13,9

Der absolute Fehler des Produkts ist &€ = 0,023.

Alle Ziffern des Ndherungswertes sind giiltige Ziffern. Alle Zif-
fern des Niéherungswertes sind zuverléssige Ziffern, denn

0,023 < 0,5 - 10”1,

Wirten wir segen, 6,3 ¢ 2,21 = 12, so wire der absolute Fehler
des Produkts & = 1,923.

Der Vergleich mit obiger Rechnung ergibt:

Die Ziffer 2 des Naherungswertes ist weder giiltig noch zuverliis-
dgg, deon 1,923 > 0,5 - 100. Die Ziffer 1 ist gliltig und zuverlids-
sig.
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Geben wir an 6,3 * 2,21 s 14, Bo ist die Ziffer 1 des Eihe-~
rungswertes gliltig und zuverlissig.

Die Ziffer 4 des Niherungswertes ist nicht gliltig, aber zuver-
léesig, dern & = 0,077 und 0,077 < 0,5 + 10°,

Der Leser mache sich hewuBt, daB8 bel gerundeten Zahlen alle
Ziffern von links beginnend bis einschlieBlich der Stelle, auf

die gerundet wurde, zuverlissige Ziffern sind.

Beipiel 4 (5.3.)

Néherungs- absoluter zuverlissige
Zahl wert Fehler Ziffern
a) 397,5 398 0,5 £ 0,5 + 10° 3-9-8
v)  1798,7 1800 0,3 20,5 « 10° 1-8-8-0
o) 1he 1800 22 20,5 . 10° 1-8

Zeile c) im Beispiel 4 (5.3.) zeigt unas, daB beim Runden nicht-
zuldesige Ziffern Null auftreten kidnnen, wenn das Rundungs-
ergebnis eine natiirliche Zahl ist. Sie miissen geschrieben werden,
um den Stellenwert der Ziffern 1 und 8 erkennen zu lassen. Dieser
Tatbestand sei Anlafl zu folgender Bemerkung: In der mathemati-
schen Praxis ist es ilblich, nur zuverlissige Ziffern zu schrei-
ben,und zwar fiir jede Zahl moglichet viele solche. DemgemiB ha-
ben z. B. 23,1 bzw. 23,1000 unterschiedliche Bedeutung. 23,1000
bedeutet, daB der Fehler nicht grioBer als 0,5 + 10~% ist, wohin-
gegen der Fehler von 23,1 weitaus groBer sein kann. Greifen wir
Zeile c) des Belspiels 4 (5.3.) wieder auf, so ist es auch dort
mdglich, durch Anwenden der Potenzschreibweise die Regel einzuhal-
ten, nur zuverlissige Ziffern zu schreiben.

17778s 18 « 102

Somit gelingt es, den am Beispiel 23,1 bzw. 23,1000 dargestellten
Unterschied auch auf den Bereich der natiirlichen Zahlen zu iiber-
tragen und die beiden Niherungswerte der Zeilen b) hzw. c) des
Beispiels 4 (5.3.) miigsen geschrie ben werden

1800 in b) bzw. 18 « 102 in ¢). %5



Diese Uberlegungen fiihren zu einem welteren Begriff, den wir zu-
ndchest definieren und danach an einigen Beispielen illustrieren.

D5 (5.3.) Alle Ziffern eines Naherungswertes mit Ausnahme der
Nullen links von der ersten von Null verschiedenen Zif-
fer und den nicht zuverliissigen Nullen rechts von der
letzten von Null verschiedenen Ziffer heiBen wesentli-
che Ziffern.

D. he in Zeile b) des Beispiels 4 (5.3.) besitzt der Niherungs-
wert 4 wesentliche Ziffern, wihrend in Zeile c¢) nur 2 wesentliche
Ziffern auftreten, die beiden Ziffern Null sind unwesentliche
Ziffern.

Beispiel 5 (5.3.)

x a der Néherungswert enthdlt

368538,16 s 369000 2 gultige Ziffern
3 zuverldssige Ziffern
3 wesentliche Ziffern

0,0037684 o 0,0038 4 gliltige Ziffern
5 zuverldssige Ziffern
2 wesentliche Ziffern

0, 4298 30,430 2 giltige Ziffern
zuverldssige Ziffern
3 wegentliche Ziffern

S

Passen wir die Erkemntnisse zu giiltigen, zuverldssigen und we-
sedtlichen Ziffern zusammen, so kenn man feststellen:

-~ Die hochste Qualit&tsstufe in Ndherungswerten geschriebener
Ziffern sind die gililtigen Ziffern.

- Es kOnpnen Ziffern auftreten, die nicht gliltig, aber noch so
genau sind, daB sie als zuverldssig gelten.
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- Es kdnnen Ziffern auftreten, die nicht einmal mehr zuverlissig
gind.

- Es konnen Ziffern Null auftreten, die nicht wesentlich sind.
Stehen sie rechts von der letzten von Null verschiedenen Zif-
fer, so sind es auch keine zuverlissigen Ziffern.

Das heift, daB bel der Darstellung einer natlirlichen Zahl alle
zuverléssigen Ziffern auch wesentliche Ziffern sind.

5+4. Ausblick auf das Rechnen mit NEherungswerten

Wir deuteten auf Seite 92 motivierend an, daB beim Verkniipfen
von Ngherungswerten das Ergebnis selbst ein Réherungswert sein
kann, dessen Genauigkeit nur geringer sein kann als die Genauig-
kelt der verkniipften Ndherungswerte. Die Theorle stellt die fol-
genden Angaben fiir die Verkniipfungsergebnisse bereit:

1. Fehler des Ergebnisses in Abﬁﬁngigkeit der Fehler der
verkniipften Niherungswerte

2. Abschidtzung der Verkniipfungsergebnisse mit Hilfe der ver-
Imiipften Niherungswerte

Unter Zuhilfenahme im Bereich rationaler und reeller Zahlen de-
finierter Operationen, des Operators ZQS fliir den Betrag des ab-
goluten Fehlers Aa (A a = /e - x/) und éer damit entstehenden
Darstellung éég des relativen Fehlers einer Zahl x geben wir

folgende Gesetze an:

(1a) Bei der Addition und Subtraktion addieren sich die absoluten
Fehler der verknipften Zehlen

A(atp)= Aas+r A
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(1b) Bel der Multiplikation und Division addieren sich die rela-
tiven Pehler der verknlipften Zahlen

A (a - b) _La + Ab
a - 7a7 757
Aa : b Aa Ap
wa S8 P LS8 4 5
Bezeichnet man eine untere Schranke elnes Ndherungswertes durch
a bzw. b und eine obere Schranke durch & bzw. b, gelten die fol-
génden Abschiitzungen:
(2a) g+b<a+bga+h
(2b) a-bFca-b<ca-pb
(2¢) a*b<a-b<a-b

P<a.b<a

b

(2a) 8

Nicht die explizite Behandlung, sondern die sinnvolle Uberlegung
an geeigneten formalen und Anwendungsaufgaben, die der Lehrer in
Kenntnis dieser GesetzmEBigkeiten fachlich und didektisch metho-
disch gut vorbereitem muB, charakterisiert den Weg, die Schiiler
bereits im Mathematilunterricht der unteren Klamsen an das Pro-
blem der Riherungsrechnung gemif dem Lehrplan der Klassen 1 bis 4
herangufiihren.
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