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Vorwort

Die numerische lineare Algebra nimmt zweifellos eine zentrale Stellung innerhalb
der Numerischen Mathematik ein. Von der Theorie her ist sie eines der am besten
aufgearbeiteten Gebiete. Es gibt nur wenige Anwendungen der Mathematik, wo sie
nicht direkt oder mittelbar angesprochen wird. Ihre Geschichte läßt sich über mehr
als 2000 Jahre zurückverfolgen, und seit Beginn des Computerzeitalters ist ihre
Entwicklung stürmischer als je zuvor vorangetrieben worden.

Der Zwang, Aufgaben der linearen Algebra auf verfügbaren Computern schnell,
zuverlässig und in großer Anzahl lösen zu müssen, hat frühzeitig zur Auswahl, Ent
wicklung und Analyse von dafür geeigneten Algorithmen und zu deren sachgemäßer
Implementierung - meist in Form von Programmpaketen - geführt. Es zeigte
sich, daß die bei Computerrechnung mit endlicher Stellenzahl notwendig auftreten
den Rundungsfehler einen wesentlichen Einfluß auf die berechneten Resultate haben
können. Die Untersuchung des Verhaltens von Algorithmen bei Realisierung in
Computerarithmetik wurde daher zu einem zentralen Gegenstand der numerischen
linearen Algebra. Entscheidende Fortschritte brachte um die sechziger Jahre die im
wesentlichen von WILKINSON entwickelte und perfekt angewendete Methode der
"backward error analysis", die eine theoretische Erfassung der Rundungsfehler und
daher gesicherte Aussagen über das Stabilitätsverhalten von Algorithmen erlaubt.
In seinem Buch "The Algebraic Eigenvalue Problem" - gemeinhin "Bibel" der
numerischen linearen Algebra genannt - hat WILKINSON 1965 eine auch heute
noch gültige Zusammenfassung der wesentlichen Ergebnisse gegeben und damit die
spätere Entwicklung entscheidend beeinflußt.

In den darauffolgenden Jahren entstanden weiterführende Darstellungen zu Teil
gebieten der linearen Algebra, etwa LAwsoN/HANsoNs "Solving Least Squares
Problems" aus dem Jahre 1974 und PARLETTS "The Symmetrie Eigenvalue Problem"
aus dem Jahre 1980. Alle diese anspruchsvollen Monographien erschließen sich jedoch
dem Lernenden nicht leicht; sie sprechen mehr den erfahrenen, bereits mit speziellen
Kenntnissen der numerischen linearen Algebra vertrauten Leser an. Obwohl die
grundlegenden Ideen in entsprechend vereinfachter Form bereits Eingang in neuere
einführende Gesamtdarstellungen der Numerischen Mathematik wie etwa die von
STOER oder MAESS gefunden haben, fehlten Lehrbücher, die einen breiten Inter
essentenkreis systematisch zu einem tieferen Verständnis dieser neuen Entwicklung
hätten führen können. Dieser Mangel wurde deutlicher, als exzellente Implementie
rungen der wichtigsten Algorithmen weltweit verfügbar wurden; wir erwähnen das
"Handbook for Automatie Computation. Vol. II: Linear Algebra" aus dem Jahre



6 Vorwort

1971, die 1974 bzw. 1977 erschienenen beiden EISPACK-Versionen und das 1979
publizierte LINPACK.

Das vorliegende Lehrbuch ist - nach GOLUB/VAN LOANs "Matrix Computations"
aus dem Jahre 1983 und der gleichnamigen "Numerischen linearen Algebra" von
BUNsEjBuNsE-GERsTNER aus dem Jahre 1985 - nach Wissen der Autoren das
dritte, das die erwähnte Lücke zwischen den anspruchsvollen Monographien und
den einführenden Darstellungen zu schließen versucht. Es wendet sich an Mathe
matiker, aber auch an mathematisch interessierte Naturwissenschaftler und Inge
nieure, die sich intensiver mit numerischer linearer Algebra vertraut machen wollen
und nicht nur an einer kurzen, übersichtsartigen Zusammenfassung interessiert sind.

Um dieser Zielstellung gerecht zu werden, haben wir uns auf die Behandlung der
direkten Verfahren für lineare Gleichungssysteme und Quadratmittelprobleme und
die des Eigenwertproblems symmetrischer Matrizen beschränkt. Diese Gebiete sind
jedoch vergleichsweise gründlich unter Einbeziehung verschiedenster Gesichtspunkte
bis hin zu Fragen der Implementierung erörtert worden. Es wurde eine weitgehend
abgeschlossene Darstellung gewählt, die im wesentlichen nur die aus der mathe
matischen Grundausbildung der Ingenieure bekannten Vorkenntnisse voraussetzt.
Um mögliche Unterschiede in diesen Kenntnissen auszugleichen, sind die später
benötigten Begriffe und Fakten in einem einführenden ersten Kapitel nochmals
übersichtsartig zusammengestellt worden. Im übrigen Text wurden fast alle Be
weise im Detail ausgeführt - anfangs ausführlicher, zum Schluß dann knapper -,
so daß das Buch auch zum Selbststudium geeignet sein dürfte. In dieser Hinsicht
unterscheidet sich die vorliegende Darstellung von der GOLUB!VAN LOANs, wo in den
Beweisen zumeist auf die Originalliteratur oder andere Monographien verwiesen
wird; dafür ist allerdings dort ein wesentlich umfangreicheres Gebiet behandelt
worden. Verzichtet wurde lediglich auf die Herleitung von gewissen Ergebnissen der
Rundungsfehleranalyse, wenn der Aufwand dafür ein vertretbares Maß überschritten
hätte. Viel Wert wurde auf präzise Begriffsbildungen, die Herausarbeitung der algo
rithmischen Grundideen und - stärker als etwa bei BUNsE!BuNsE-GERsTNER 
auf die Untersuchung des Einflusses der Rundungsfehler und besonders auf die
sachgemäße Interpretation der Ergebnisse der Rundungsfehleranalyse gelegt. Nach
den Erfahrungen der Autoren macht das letztgenannte Problem nicht nur Anfängern
Schwierigkeiten, so daß für den Komplex "Aufgaben, Computer, Algorithmen" ein
separates Kapitel vorgesehen wurde, in dem die Grundbegriffe der Fehleranalyse
und verwandte Begriffe in systematischer Weise entwickelt werden. Der den Grund
lagen gewidmete erste Teil schließt mit einem Kapitel über elementare Transfor
mationsmatrizen. Die weiteren drei Teile haben die bereits genannten Problem
klassen zum Gegenstand. Sie beginnen jeweils mit der Darstellung der wesentlichen
theoretischen Eigenschaften, wobei insbesondere auf Ergebnisse der Störungstheorie
und auf Residualkriterien eingegangen wird. In den algorithmisch orientierten Ab
schnitten wird zunächst der "mathematische" Algorithmus motiviert und formu
liert. Es folgen Bemerkungen zur Implementierung, die Formulierung des "Com
puteralgorithmus" in einer sich selbst erklärenden, einfachen Pseudo-Programmier
sprache, Aufwandsbetrachtungen, Rundungsfehleranalyse und deren Interpretation
sowie ergänzende und weiterführende Bemerkungen. Da die Algorithmen zum Schluß
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immer komplexer werden und eine detaillierte computernahe Formulierung mit
akzeptablem Aufwand kaum noch möglich ist, wird ab Kapitel 11 auf die gesonderte
Formulierung des Computeralgorithmus verzichtet.

Jedem Kapitel sind Bemerkungen nachgestellt, in denen die historische Entwick
lung unter Angabe grundlegender Arbeiten skizziert wird und Hinweise auf weiter
führende Resultate zu finden sind. Im Text selbst wird bis auf wenige Ausnahmen
keine Literatur zitiert. Jeder der den drei behandelten Aufgabenklassen gewidmeten
Teile schließt mit einer kurzen Zusammenfassung, in der die vorgestellten Algorith
men verglichen und Empfehlungen zu ihrer Anwendung gegeben werden. Außerdem
wird auch auf im Text nicht behandelte Aufgaben- und Algorithmenklassen ein
gegangen. Die ins Literaturverzeichnis aufgenommenen Arbeiten können selbstver
ständlich nur als eine Auswahl angesehen werden; eine Zusammenstellung der fast
unübersehbar gewordenen Literatur zur linearen Algebra geben die beiden von
F ADDEEVA und Mitarbeitern erarbeiteten Bibliographien.

Es ist den Autoren ein Bedürfnis, an dieser Stelle all denen herzlich zu danken,
die ihnen im Laufe der mehr als vier Jahre dauernden Erarbeitung des Manuskriptes
zur Seite gestanden haben: Die Universität Warschau und die Martin-Luther-Uni
versität Halle ermöglichten uns auch unter schwierigen Bedingungen die für ein
solches Projekt erforderlichen wechselseitigen Besuche. Förderlich wirkten sich
auch Einladungen des erstgenannten Autors zu Gastvorlesungen an die Technische
Universität Dresden aus, wo der zweitgenannte bis 1979 tätig gewesen ist. Herr
Prof. Dr. Dr. h. c. H. HEINRICH hat als Mitherausgeber der Reihe, in der dieses Buch
erscheint, zahlreiche Anregungen für die Formulierung der Schlußfassung gegeben.
Unsere Kollegen Prof. Dr. G. ZIELKE und Dr. O. KNOTH waren uns bei der Be
schaffung von Literatur behilflich; Prof. ZIELKE hat auch Teile des Manuskriptes
kritisch gelesen. Viele andere Kollegen - stellvertretend sei Dr. V. TILLERgenannt 
unterstützten uns bei der Bewältigung der technischen Arbeiten tatkräftig. Der
Deutsche Verlag der Wissenschaften und insbesondere Frau Dipl.-Math. E. ARNDT
haben die Entstehung dieses Buches mit Verständnis und Geduld gefördert. Zu
herzlichem Dank sind die Autoren Frau E. SCHÄFER verpflichtet, die den größten
Teil des Manuskriptes sorgfältig geschrieben hat.

Unser besonderer Dank gilt unseren Familien, die während einer längeren Zeit
mancher Belastung ausgesetzt waren und die durch ihr Verständnis, aber auch durch
ihre aktive Unterstützung zum Gelingen des Projektes beigetragen haben.

Die Autoren hoffen, daß sich die Arbeit gelohnt hat und der Leser mit Hilfe dieses
Buches ein tieferes Verständnis der Probleme der numerischen linearen Algebra,
gewinnt. Vor allem möge er in die Lage versetzt werden, Möglichkeiten und Grenzen
der verschiedenen Algorithmen richtig einzuschätzen, die verfügbare Software effek
tiv zu nutzen und diese Software gegebenenfalls anzupassen, zu modifizieren oder zu
ergänzen, wenn spezielle, von Standardaufgaben abweichende Probleme dies erfordern.

WarschaufHalle, Frühjahr 1986 A. KIELBASINSKI
H. SCHWETLICK
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J. Grundlagen

1. Grundbegriffe der linearen Algebra

Dieses Kapitel dient der Einführung der später benötigten grundlegenden Begriffe
und Aussagen der linearen Algebra. Ein großer Teil des behandelten Stoffes - spe
ziell im Abschnitt 1.1 - ist Gegenstand der mathematischen Grundausbildung an
den Hochschulen und wird deshalb nur übersichtsartig zusammengestellt. Weiter
führende, dem Naturwissenschaftler und Ingenieur in der Regel nicht vertraute
Ergebnisse werden in Form von Aussagen und Sätzen dargeboten. Allerdings muß
auch hier auf detaillierte Beweise verzichtet werden; für diese sei auf die Spezial
literatur verwiesen, siehe Bemerkung B 1.1.

1.1. Vektoren, Matrizen, Normen

A. Vektoren und elementare Vektoroperationen

Der Vektorbegriff ist ein zentraler Begriff der linearen Algebra. Unter einem Vektor
- genauer: einem m-dimensionalen Spaltenvektor - verstehen wir ein m-Tupel

von reellen Zahlen Xl' X2' ••• , X m , den Komponenten des Vektors x. Die Menge aller
m-dimensionalen Vektoren bezeichnen wir mit Rm; für RI - die Menge der reellen
Zahlen - schreiben wir einfach R. Für die Bezeichnung von Vektoren verwenden
wir i. allg. kleine lateinische Buchstaben x, y, ... Die zugehörigen unten indizierten
Größen Xi, Yi, ... stellen die Komponenten des jeweiligen Vektors dar; gelegentlich
benutzen wir auch die Schreibweise (X)i. Für reelle Zahlen, die nicht Komponenten
von Vektoren sind, werden i. allg. kleine griechische Buchstaben gewählt.

Zwei Vektoren x, y E Rm sind gleich, wenn Xi = Vi (i = 1, ... , m) ist. Der Vektor,
dessen sämtliche Komponenten 0 sind, heißt Nullvektor 0 E Rm.
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In der Menge Rm ist für zwei Vektoren x, y gemäß (x + Y)i := ;ti + Yi die Summe
x + y definiert. Analog ist das Produkt },X bzw, x), von x E Rm mit einer Zahl }. E R
durch (AX)i := (XA)i :=),. Xi erklärt. Das Zeichen ,,:=" wird dabei zur Definition
der auf der Seite des Doppelpunktes stehenden Größe verwendet. Es gilt x + y E Rm
sowie },x E Rm für alle tx, y E Rm und }, E R, und aus später klar werdenden Gründen
wird Rm daher m-dimensionaler linearer Raum genannt.

Die soeben eingeführten Operationen genügen den Rechenregeln

x + y = y + x , (x + y) + z = x + (y + z) =: a: + y + z, (1)

(A,u) x = Ä(,ux), (2)

(), +,u) x = },X + ,ux, A(X + y) = },x + },y (::3)

für alle «; y, Z E Rm und alle I"~ ,u E R.
Das folgende Beispiel zeigt, daß die auf der rechten und linken Seite der Gleich

heitszeichen in (2), (3) stehenden Ausdrücke zwar dieselben Größen definieren,
ihre Berechnung in der durch die Klammersetzung festgelegten Reihenfolge jedoch
i. allg. einen unterschiedlichen Aufwand erfordert:

1.1.1. Beispiel. Man betrachte u:= (A + ,u)x und v:= I,X +,ux für gegebenes
x E Rm, }",u E R, sowie die zugehörigen Berechnungsvorschriften

VI: iX:=A+,u
for i:= l(l)m do u.; := iX * Xi,

V2 : for i:= l(l)m do Vi := (A * xd + (,u * Xi).

VI erfordert eine Addition und m Multiplikationen, während V2 m Additionen und
2m Multiplikationen erfordert, obwohl beide Vorschriften denselben Vektor u = r
definieren. 0

In Berechnungsvorschriften bedeutet das Zeichen ,,: = ", daß der links stehenden
Variablen der Wert des rechtsstehenden Ausdrucks zugewiesen wird.

Das Beispiel zeigt, daß in der numerischen linearen Algebra im Gegensatz zur
theoretischen linearen Algebra zwischen der Definition einer Größe durch einen
Ausdruck und der geeignet vorzunehmenden numerischen Auswertung dieses Aus
druckes durch eine Berechnungsvorschrift unterschieden werden muß. Neben dem
Aufwand ist dabei auch der Einfluß der bei Rechnung mit endlicher Stellenzahl
notwendig auftretenden Rundungsfehler zu beachten, siehe Abschnitt 2.2 und 2.3
für eine ausführliche Diskussion dieses Problemkreises.

B. Linearkombinationen und Teilräume

Wir wählen jetzt n Vektoren at, ... , an E Rm und Zahlen 1'1l ..., I'n E R aus; zur
Unterscheidung von Vektoren werden stets obere Indizes verwendet, während reelle
Zahlen unten indiziert werden. Der Vektor

y = 1'laI + }'2a2 + ... + }'na fl

ist dann wieder ein Vektor aus Rm und heißt Linearkombination der Vektoren
a l , ... , afl mit den Koeffizienten }'1l ..• , jen. Die Menge aller Linearkombinationen von
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al, ... , an wird mit

bezeichnet.

n n n

Für y = L i.ja j, y' = 1: i.jai und IX E R gilt Y +- y' = 1: (}'j + I.j) a j SOWIe o.y
n j=l j=l j=l

= L (ai'j) ai , d. h., auch y + y' und IXY sind Linearkombinationen v m aI, _.. , an.
j=l

Daher hat X := span {at, .. _, an} c Rm folgende Eigenschaften:

Aus y, y' E X und IX ERfolgt Y + y' E X sowie iXy EX.

Eine Teilmenge X von Rm mit diesen Eigenschaften heißt (linearer) Teilraum
von Rm. Speziell heißt span {al, ... , an} der durch die Vektoren a l, ... , an aufgespannte
Teilraum, Im Dreidimensionalen (rn = 3) spannt ein Vektor a l =1= 0 eine Gerade
durch den Ursprung auf, und zwei Vektoren aI, a2, die nicht Vielfache voneinander
sind, spannen eine durch den Ursprung gehende Ebene auf.

Speziell sind X = {o} - die nur aus dem Nullvektor bestehende Menge - und
X = Rm selbst Teilräume von Rm, so daß insbesondere die Bezeichnung von Rm
als linearer Raum berechtigt ist.

Die m-dimensionalen Koordinatenvektoren

r 0 1

~I
ei :-= 1

o

o

+-- i-tc Komponente (i -1 •.... m)

m

spannen den Raum Rm auf, denn es gilt .r = 1: .rjei für jedes x E Rm. Andererseits
j ~ 1

brauchen m beliebige Vektoren nicht notwendig den ganzen Baum aufzuspannen,
wie das folgende Beispiel zeigt.

1.J.2. Beispiel. :Für

gilt a3 = a1 + a2. •rede Linearkouibination y = i'lal + i.2a2 + A3a
3 läßt sich daher

als y = i.lal + }'2a2 + i.3(al +- a2) = (1.1 + 1.3) a l + ()'2 + },3) a2 schreiben, woraus

folgt.
Es ist daher sinnvoll, zu fragen, wieviel Vektoren höchstens benötigt werden,
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um einen vorgegebenen Teilraum aufzuspannen. Zur Erörterung dieser Frage wird
der fundamentale Begriff der linearen Unabhängigkeit eingeführt: Die Vektoren
aI, , an E Rm heißen linear unabhängig, wenn aus Aial + ... + Anan = 0 folgt, daß
}Ol = = An = 0 ist, d. h., wenn nur die Linearkombination mit sämtlich ver-
schwindenden Koeffizienten den Nullvektor ergibt. Äquivalent dazu ist die mehr
geometrische Charakterisierung, daß keiner der Vektoren a1, ... , an beim Aufspannen
von span {al, ... , an} weggelassen werden kann. Im Beispiel 1.1.2 gilt a l + a2 - a3

= 0 mit nicht identisch verschwindenden Koeffizienten, und a3 kann beim Auf
spannen von span {al, a2, a3 } weggelassen werden.

Die Vektoren a I , ... , an heißen linear abhängig, wenn sie nicht linear unabhängig
sind. Dann kann wie im Beispiel mindestens einer dieser Vektoren als Linearkombi
nation der übrigen ausgedrückt und daher beim Aufspannen von span {al, ... , an}
weggelassen werden. Dieser Prozeß ist so lange fortsetzbar, bis r ~ n linear unab
hängige Vektoren erhalten werden - diese seien ohne Einschränkung der Allgemein
heit a I , ... , ar -, die span {al, ... , an} = span {al, ... , ar} aufspannen.

Eine Menge von linear unabhängigen Vektoren aI, ... , a", die einen Teilraum X
aufspannen, wird Basis von X genannt. Zu jedem Teilraum X :::j= {o} gibt es unend
lich viele verschiedene Basen, aber jede von diesen besteht aus derselben Anzahl r
linear unabhängiger Vektoren, die Dimension von X - in Zeichen: r = dim (X) 
genannt wird.

Die beiden extremalen Teilräume X = {o} bzw. X = Rm = span {eI, ... , em} von
Rm haben die Dimension 0 bzw. m, und für jeden Teilraum X c Rm gilt 0 ~ r
= dim (X) ~ m. Insbesondere sind also mehr als m Vektoren aus Rm stets linear
abhängig.

c. Matrizen und elementare Matrixoperationen

Neben dem Vektorbegriff spielt der Begriff einer Matrix in der linearen Algebra eine
entscheidende Rolle. Unter einer Matrix - genauer: einer (m,n)-Matrix bzw. Matrix
vom Format (m, n) - verstehen wir ein Schema

Cl a 12 a,,, )
A=

a 2 l a22 7n
= (aij)

amI am2 amn

von m . n reellen Zahlen aij (i = 1, ... , m ; j = 1, .' " n), den Elementen der Matrix A.
Matrizen werden stets mit großen lateinischen, gelegentlich auch griechischen Buch
staben und ihre Elemente mit den zugehörigen kleinen, unten doppelt indizierten
Buchstaben bezeichnet. Für aij schreiben wir auch (A)ij' Zur Unterscheidung von
Matrizen und deren Elementen werden obere, in Klammern gesetzte Indizes ver
wendet wie A(O) = (a~j», All) = (aW) usw., sofern auf die Elemente Bezug genom
men wird. Andernfalls kann auch unten indiziert werden, etwa Al' A 2 usw.

Der erste Index i heißt Zeilenindex, der zweite Index j Spaltenindex des Elementes
aij' Die Menge aller (m,n)-Matrizen wird mit Rm.n bezeichnet. In natürlicher Weise
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können (m, 1)-Matrizen als m-dimensionale Spaltenvektoren, (1,n )-Matrizen als n-dimen
sionale Zeilenvektoren aufgefaßt werden.

Der Spaltenvektor

heißt j-te Spalte von A, der Zeilenvektor

i-te Zeile von A. Im Fall m = n heißt A quadratisch und von der Ordnung n. Die
Elemente all , a22' ... , alb l := min {m, n}, einer Matrix A werden Diagonalelemente
vonA, die zugehörigen Positionen im Rechteckschema Diagonale bzw. Hauptdiagonale
genannt.

Eine Matrix A heißt Diagonalmatrix, wenn aij = 0 für i =f= j ist, d. h., wenn alle
Nichtdiagonalelemente verschwinden. Wir verzichten dann auch auf die doppelte
Indizierung und schreiben einfach A = diag (al' ... , al) = diag (ai), wobei das
Format angegeben werden muß bzw. aus dem Zusammenhang ersichtlich ist. Zum
Beispiel sind

(
50 0)

Al = 0 7 0 ,
009

(

5 0 0 0)
A 2 = 0 7 0 0 ,

o 0 9 0

Diagonalmatrizen diag (5, 7, 9) der Formate (:1, :1), (3,4) und (4, 3).
Eine Matrix A wird Bandmatrix der Bandbreitel:= p + q + 1 genannt, wenn

o., = 0 für j < i - P und i + q < j mit Zahlen p, q ~ 0 gilt. Dies bedeutet, daß
neben der Hauptdiagonalen nur p untere und q obere Nebendiagonalen von 0 ver
schiedene Elemente besitzen dürfen. Zum Beispiel sind

fX X 0 o1 fX X 0 0 o1
0 X X 0 X X X 0 0

A 1 = 0 0 X X und A2 = 0 X X X 0

0 0 0 X 0 0 X X X

0 0 0 o J lO 0 0 X XJ

Bandmatrizen der Bandbreite 2 bzw. 3; Al heißt (obere) Bidiagonalmatrix, ...4.2 Tri
diagonalmatrix. Hierbei kennzeichnet "X" das Besetztheilsmuster von A, d. h. die
jenigen Positionen, wo von 0 verschiedene Elemente auftreten dürfen.

Eine Matrix A heißt obere bzw. untere Trapezmatrix, wenn aij = 0 ist für i > j
bzw. i < j. Eine obere Trapezmatrix mit m ~ n wird obere Dreiecksmatrix genannt,
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eine untere Trapezmatrix mit m ~ n heißt untere Dreiecksmatrix. Beispiele sind

Al ~ (f X

p} A 2 = (f ~}
X X

X
0

X X

0
0 X

A 3
c: (f ;} (~

0

~}
X

X ...14 = X

0
X

X

wobei ...12 eine obere Trapezmatrix ist, Al und ...13 obere Dreiecksmatrizen sind und
...14 eine untere Trapezmatrix ist. Schließlich heißt ./1 obere Heesenberqmatrix, wenn
aij = 0 für i > i + 1 gilt; für m = n = 4 ergibt sich das Besetztheitsmuster

X

X

X
o

X

X

X

X

Jede Matrix ...1 E Rm,n läßt sich als Spaltenvektor a E Rm,n auffassen, indem die
Elemente von ...1 nacheinander spaltenweise als Komponenten des Vektors a ange
ordnet werden. Dem Element aij entspricht dann die Komponente a, von a, wobei
durch die Beziehung

l = Ci - 1) m. + i (i == 1, ... , m ; j = 1, ... , J1)

eine eineindeutige Zuordnung zwischen (i, i) und l gegeben ist. Bei Verwendung der
Programmiersprache FORTRAN wird übrigens eine ~Iatrix in dieser Form als ein
fachindiziertes Feld abgespeichert, wobei die Zeilenzahl m für die Indexzuordnung
bekannt sein muß, vgl. Kapitel 16.

Für ~4, B E Rm,lI und }, E R kannA + B, },A E Rm.n definiert werden, indem die
zugehörigen "Iangen" Vektoren denselben Operationen unterworfen werden. Dies
führt auf (A. -+ B)ij =:-c (A)ij -- (R)ij, (},A)ij = (~V.)ij = A(A)il (i = 1, ... , m ,
i = 1, ... , n), d. h., Summe und Produkt mit einer Zahl sind elementweise zu bilden.
Damit wird Rm,n ein linearer Raum der Dimension m . n. Die Gleichheit A = B be
deutet (A)ii ==- (B)ij (i = 1, ... , m : i = 1, ... , n), die Nullmatrix 0 E Rm.n besteht
aus den m· n Elementen Null, und die Regeln (1), (2), (3) gelten sinngemäß .

.Jeder Matrix ~4 E Rm,n kann die transponierte l~latrix AT E Rn,m durch die Fest
legung (~4T)ji := (A)ij (i = 1, ... , m ; j = 1, ... , n) zugeordnet werden. Sie entsteht
aus ...1 durch Spiegelung an der Diagonalen, im Beispiel

11 = (:~ :),

5 6

3

4
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Durch Transposition geht der Spaltenvektor x = (Xi) E Rm = Rm.l in den m-dimen
sionalen Zeilenvektor x T = (Xl' ... , xm ) E RI.m über, so daß X platzsparend als
X = (Xl' ... , Xm)T E Rm geschrieben werden kann. Die Transposition genügt den
Regeln

(A + B)T = AT + BT, (AA)T = A(AT) (4)

für alle A, B E Rm.n und alle A E R.
Eine quadratische Matrix A wird symmetrisch genannt, wenn

A=AT

gilt; z. B. ist

2

4

5

eine symmetrische Matrix. Wegen (4) sind Summe und skalare Vielfache symmetri
scher Matrizen wieder symmetrisch. Die Menge Sn.n aller reellen symmetrischen
Matrizen der Ordnung n bildet daher einen Teilraum von Rn,n. Jede symmetrische
Matrix ist durch die Elemente aij (i ~ j) im oberen Dreieck eindeutig festgelegt,
so daß Sn.n von der Dimension n(n + 1)/2 ist.

In vielen Anwendungen ist es zweckmäßig, eine Matrix nicht durch ihre Elemente,
sondern durch regelmäßig angeordnete Teilmatrizen niedrigerer Dimension - sog.
Blöcke - zu charakterisieren. Man spricht dann von Hyper- oder Blockmatrizen ;
Beispiele sind

A = (An A 12 A 13) ,
A 21 A 22 A 23

Dabei wird vorausgesetzt, daß nebeneinander stehende Blöcke dieselbe Zeilenzahl,
übereinander stehende dieselbe Spaltenzahl besitzen. Falls A und B dieselbe Block
struktur haben, ergibt sich die Summe offensichtlich blockweise zu

(

A n + »; I A 12 + B 12 I A 13 + B13) .
A+B=

A 21 + B 21 I A 22 + B 22 I A 23 + B 23

Durch Transposition von A entsteht

D. M ultiplikative Matrixoperationen
\"

Wir betrachten wieder n Vektoren al, ..., an E Rm, die wir als Spalten der Matrix

A = (aij) = (al, ..., an) E Rm.n

auffas .en. Jede Linearkombination y = Xla1 + .,. + xnan mit den Im Vektor

2 Seh vetlick, Numerische Algebra
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x E Rn zusammeng~faßten Koeffizienten Xl' ••• , X n hat dann die Komponenten

n n

v. = L Xj(ai)i = L aijXj
j=l j=l

(i = 1, ... , m). (5)

Wir nennen den Vektor y E Rm mit den durch (5) definierten Komponenten das
Produkt der Matrix A E Rm.n mit dem Vektor x E Rn und schreiben dafür

y=Ax. (6)

Wenn x seinerseits aus einem Vektor w E Rl durch Multiplikation mit der Matrix
B E Rn.l gemäß

x=Bw (7)

entstanden ist, erhebt sich die Frage, wie die Komponenten von y = Ax = A(Bw)
l

mit denen von w zusammenhängen. Indem (7) komponentenweise als Xj = L bjkWk

geschrieben und in (5) eingesetzt wird, ergibt sich k=l

mit
n

Cik := L 'a,jb j k
j=l

(i= 1, ... ,m; k= 1, ... ,l). (8)

Fassen wir die Cik als Elemente einer Matrix C = (cid E Rm.l auf, so gilt folglich
Y = A(Bw) = Cw. Dieses Ergebnis legt es .nahe, für zwei Matrizen A E Rm.n,
B E Rn.l das Produkt

C=AB (9)

von A mit B als (m, l)-Matrix mit den durch (8) erklärten Elementen zu definieren.
Für den Sonderfall eines Spaltenvektors B, d. h. für B = x E Rn.l, ist diese Defi
nition mit der des Produktes Ax identisoh.

Mit etwas Schreibarbeit kann nachgerechnet werden, daß die Matrixmultiplikation
den Regeln

A(J,B) = (JA) B = A(AB),

(A + B) C = AC + BC,

(AB)T = BTAT

A(B + C) = AB + AC,

(10)

(11)

(12)

für alle l\Iatrizen A, B, C passenden Formats und alle A E R genügt.
Für zwei Matrizen, A, B können beide Produkte AB und BA genau dann gebildet

werden, wenn A E Rm.n und B E Rn.rn ist, aber selbst im Fall m = n gilt i. allg.

AB =f= BA,
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wie das Beispiel

A ~G:), AB= (~ 7) =BA
14

zeigt. Falls AB = BA gilt, heißen A und B »ertauschbar,
Für jede Matrix A E Rm.n können die beiden Produkte ATA E Rn.n sowie AAT E Rm.m

stets gebildet werden, und beide sind symmetrisch. Das Produkt von oberen bzw.
, unteren Dreiecksmatrizen ist wieder eine obere bzw. untere Dreiecksmatrix, ins

besondere ist das Produkt von Diagonalmatrizen wieder diagonal. Wie das obige
Beispiel zeigt, ist dagegen das Produkt symmetrischer Matrizen i. allg. nicht sym
metrisch.

Für A E Rm.n, B E Rn.l und C E R'·k kann (AB) C gebildet werden und ist vom
Format (m, k). Solche Dreierprodukte genügen. dem Assoziativgesetz

(AB) C = A(BC) =: ABC, (13)

allerdings hat gerade hier die Klammersetzung häufig einen entscheidenden Einfluß
auf die Anzahl der zur Berechnung erforderlichen Rechenoperationen und Zwisc hen
speicher, siehe Ü 1.1.4.

Eine besondere Rolle spielen die multiplikativen Verknüpfungen zweier Vektoren
a E Rm, b E Rn. Während die Produkte ab und ba im Fall m, n > 1 nicht gebildet
werden können, ist abT definiert und stellt die Matrix

a1bn)
: E Rm.n

arnbn

(14)

dar, die dyadisches Produkt von a mit b genannt wird. Ebenso kann baT E Rn.m
gebildet werden und ist gleich (abT)T.

Das Produkt bTa ist für Vektoren a, b E Rn gleicher Dimension stets erklärt und
ergibt

(15)

Es genügt dem Kommutativgesetz aTb = bTa und heißt Skalarprodukt von a und b.
Unter Verwendung des Skalarproduktes läßt sich die folgende einprägsame Regel

für die Berechnung der Elemente Cik des Produktes C = AB, A E Rm.n, B E Rn.l
angeben: Falls a iT die Zeilen von A und b k die Spalten von B gemäß

(

- a lT -)

A~ _~iT_ ,

-amT -

bezeichnen, gilt Cik = aiTbk (i = 1, ... , m; j = 1, ... , l), d. h., Cik ist das Skalar
produkt von ai mit b", oder kurz: Cik = (i-te Zeile A) mal (k-te Spalte B). In analoger
Weise wird bei der Produktbildung von Blockmatrizen vorgegangen. Als Beispiel

2*
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betrachten wir die Matrizen

und B = (::: I:::).
B 31 I B 32

Das Produkt hat dann die Blockstruktur

(

A llB ll + A 12B21 + A 13B31 I A llB12 + A 12B22 + A13B 32)
AB=

A 21Bu + A 22B21 + A 23B31 I A 21B12 + A 22B22 + A 23B32 •

Dabei muß die Blockeinteilung selbstverständlich so sein, daß die Produkte AijBjk
gebildet werden können. Allgemein ist das Produkt zweier Blockmatrizen A = (A ij),
B = (B jk) eine Blockmatrix C = AB = (Cik) mit den Blöcken

m

c; = L AijBjk,
j=1

wobei m die Anzahl der Blöcke in den "Zeilen" von A wie in den "Spalten" von B
bezeichnet. Speziell ergibt sich aus den obigen Regeln im Fall B = (bI, ... , b l ) E Rn,l

die Darstellung des Produktes AB in der Form

Wir bemerken abschließend, daß sich die Multiplikation eines Vektors x mit einer
Zahl A den Regeln der Matrixmultiplikation unterordnet, wenn XA statt AX ge
schrieben wird, da dann die Formate (n, 1) von x und (1, 1) von A im Sinne der
Multiplikation zueinander passen.

E. Lineare Abbildungen

Wir betrachten wieder beigegebener MatrixA E Rm,ndasdurch (5), (6) erklärte Produkt

y=Ax, XE Rn. (16)

Diese Beziehung kann so gedeutet werden, daß mittels der Matrix A jedem x E Rn
in eindeutiger Weise ein y = Ax E Rm zugeordnet wird. Wir sagen auch, daß die
Matrix A durch (16) eine Abbildung von Rn in Rm erklärt, und schreiben A: Rn -+ Rm.
Der Vektor y = Ax wird Bild von x genannt; umgekehrt heißt bei gegebenem
y E Rm jedes x E Rn mit Ax = y ein Urbild von y. Es gibt Matrizen A, so daß

(
101)

nicht jedes y ein Urbild besitzt, z. B. hat im Fall A = 0 1 1 der Vektor

(
0) 0 0 0

y = 0 kein Urbild. Andererseits kann es zu einem Bild mehrere Urbilder geben;

für Obi;e Matrix bat y ~ (~) die Urbilder", = ( ~ ) + ~ (_~), ~ E R beliebig.
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Die durch (16) festgelegte Abbildung A: Rn --+ Rm hat die Eigenschaften

A(x + x') = Ax + Ax' , A(AX) = A(Ax) (17)

und wird deshalb auch lineare Abbildung genannt. Die Menge

3l(A) := {y E Rm: y = Ax, x ERn} (18)

aller möglichen Bilder heißt Wertebereich von A. Wenn a1 , ••• , an die Spalten von A
bezeichnen, ist 3l(A) = span {al, ... , an}, so daß 3l(A) auch Spaltenraum von A
genannt wird und insbesondere einen Teilraum von Rm darstellt. Unter dem Rang
von A - in Zeichen: rang (A) - verstehen wir die Dimension von 3l(A), d. h. die
Anzahl der linear unabhängigen Spalten von A. Es zeigt sich, daß die Anzahl der
linear unabhängigen Spalten gleich der Anzahl der linear unabhängigen Zeilen von
A ist, d. h., es gilt rang (A) = rang (AT). Hieraus folgt r = rang (A) ~ min {m, n}.
Im Fall r = min {m, n} sagt man, daß A Vollrang hat, andernfalls wird A rang
defizient genannt.

Wir betrachten jetzt eine Vollrangmatrix A E Rm.n. Im Fall m ~ n muß dann
r = n gelten, d. h., alle n Spalten von A müssen linear unabhängig sein, und A
wird spaltenregulär genannt. Entsprechend müssen im Fall m ~ n alle m Zeilen
linear unabhängig sein, undA heißt zeilenregulär. Genau in diesem Fall ist 3l(A) = Rm,
d. h., jedes y E Rm hat mindestens ein Urbild x E Rn, so daß man auch von einer
durch A vermittelten Abbildung von Rn auf Rm spricht.

Eine quadratische Matrix A E Rn,n von vollem Rang r = n ist sowohl spalten
als auch zeilenregulär und wird schlechthin regulär genannt; andernfalls heißt sie
singulär.

Von besonderer Bedeutung sind diejenigen Vektoren, die durch eine Matrix
A E Rm.n in den Nullvektor abgebildet werden. Sie bilden den Nullraum

JV(A) := {x ERn: Ax = o}

von A, der wegen (17) in der Tat ein Teilraum von Rn ist. Es gilt

dirn (JV(A)) + dirn (3l(A)) = dirn (JV(A)) + r = n, .

(19)

(20)

insbesondere besteht JV(A) nur aus dem Nullvektor genau dann, wenn A spalten
regulär ist. Es gibt dann zu jedem y E 3l(A) genau ein Urbild x E Rn. Ist A zudem
quadratisch, also regulär, so existiert folglich zu jedem y E Rn genau ein Urbild
X E Rn. Die so definierte Abbildung, die jedem y E Rn eindeutig das x E Rn mit
y = Ax zuordnet, heißt die zu A: Rn --+ Rn inverse Abbildung. Sie ist ebenfalls
linear und kann mit einer durch A E Rn,n eindeutig festgelegten Matrix A-l E Rn,n
in der Form

(21 )

geschrieben werden. Die Matrix A-l heißt die zu A inverse Matrix und ist durch
die äquivalenten Bedingungen

AA-l = I und A-IA = I (22)
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eindeutig charakterisiert, wobei

1

o
l

1 o

1J
die Einheitsmatrix der Ordnung n bezeichnet. Für diese gilt Ia: = x für alle x E Rn,
d. h., sie realisiert die identische Abbildung von Rn auf sich. Überdies ist

ImA = Aln = A

für alle A E Rm,n.

Die Matrixinversion genügt den Regeln

(23)

(24)

für alle regulären A E Rn,n und alle AE R mit A=t= O.
Das Produkt zweier quadratischer Matrizen ist genau dann regulär, wenn jeder

Faktor regulär ist. Ist dies der Fall, so gilt

(25)

F. Quadratische Formen

Es sei jetzt A E Rn,1I eine quadratische Matrix. Dann heißt die Abbildung, die
jedem x E Rn die reelle Zahl

n

xTAx = L aijXiXj
i,j=l '

(26)

zuordnet, die durch A erzeugte quadratische Form. Die Matrix A heißt positiv semi
definit, wenn xTAx ~ 0 für alle x E Rn gilt, d. h., wenn die quadratische Form
nur nichtnegative Werte annimmt. Gilt sogar xTAx > 0 für alle o: =1= 0, so heißt
A positiv dejini«, Wenn die quadratische Form sowohl positive als auch negative
Werte annehmen kann, heißt A 1:ndefinit. Häufig werden die eingeführten Definit
heitsbegriffe nur für symmetrische Matrizen erklärt, vgl. dazu -C 1.1.5.

G. Determinanten

Jeder quadratischen Matrix A E Rn,n kann die als Determinante von A - in Zeichen:
det (A) - bezeichnete reelle Zahl durch die folgende rekursive Definition zugeordnet
werden:

(i) Für n = 1 ist det (A.) = an'
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(ii) Für n > 1 ist

11

det (A) := E (-l)i-d aij det (A(i.i») ,
i=1

wobei j E {I, ... , n} ein beliebiger Spaltenindex ist und A(i.i) diejenige quadra
tische Untermatrix von A bezeichnet, die durch Streichen der i-ten Zeile und
j-ten Spalte aus A entsteht.

Die Vorschrift (ii) wird auch Entwicklungssatz genannt; man spricht auch von
der Entwicklung von det (A) nach den Elementen der j-ten Spalte. Eine analoge
Formel gilt für die Entwicklung nach der i-ten Zeile. Man kann zeigen, daß det (A)
nicht vom verwendeten Spaltenindex j (bzw. analog vom Zeilenindex i) abhängt,
so daß det (A) durch die obige Definition in der Tat eindeutig festgelegt ist.

Für n = 2 ergibt sich speziell mit j = 1

Prinzipiell kann det (A) nach der angegebenen Definition für beliebiges n berechnet
werden. Aus Aufwandsgründen scheidet dieser Weg für praktische Zwecke aller
dings aus, siehe Ü 1.1. 7. Aufwandsgünstigere Vorschriften zur Berechnung von
det (A) werden in Kapitel 5 beschrieben.

Für die Anwendungen sind die folgenden Eigenschaften von det (A) von Be
deutung:

(Dj ) Bei Vertauschung zweier Zeilen bzw. Spalten ändert sich das Vorzeichen der
Determinante.

(D2 ) Die Determinante ändert sich nicht, wenn ein Vielfaches einer Zeile bzw.
Spalte zu einer anderen Zeile bzw. Spalte addiert wird.

(D 3 ) Bei Multiplikation einer Zeile bzw. Spalte mit einem Faktor Ä E R ändert sich
die Determinante um denselben Faktor )., insbesondere gilt det (}.A) = An det (...4)
für A E Rn,n.

(D 4) det (A) = det (AT).

(Ds) det (AB) = det (A) det (B).

(D6 ) det (A) =*= 0 genau dann, wenn A regulär ist.

(D 7 ) det (ll) = det (Ru) det (R 22) ... det (R s s )

für jede obere Blockdreiecksmatrix

(

R u R 12 · .. R IS)
R 22 ••• R 2 SR= .

o :
n;

mit quadratischen Diagonalblöcken Ru, R22, ..., R s s ; insbesondere ist die
Determinante einer Dreiecksmatrix gleich dem Produkt ihrer Diagonal
elernente.
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H. Orthogonalität von Vektoren und orthogonale Matrizen

Zwei Vektoren p, q E Rm heißen orthogonal, wenn

pTq = 0

gilt. Offensichtlich ist der Nullvektor orthogonal zu jedem Vektor, und für nicht
verschwindende Vektoren stimmt der Orthogonalitätsbegriff im Fall m = 2, 3 mit
dem aus der analytischen Geometrie bekannten überein. Allgemeiner heißt ein
System {pt, ... , pn} von Vektoren pt, ... , pn E Rm orthogonal, wenn

(i =!= i. i, j = 1, ... , n)

ist. Gilt zusätzlich piTpi = 1 (i = 1, ... , n), so heißt das System orthonormal. Nicht
verschwindende orthogonale, also insbesondere orthonormale Vektoren sind stets
linear unabhängig. Ein Beispiel eines orthonormalen Systems bilden die Einheits
vektoren {et, ... , em}. Eine Matrix Q E Rm,n, m ~ n, heißt spaltenorthogonal bzw.
spaltenorthonormal, wenn die Spalten s'. ..., qn von Q ein orthogonales bzw. ortho
normales System bilden. Dabei ist Q spaltenorthonormal genau dann, wenn

(27)

gilt. Entsprechend heißt P E Rm,n, m ~ n, zeilenorthogonal bzw. zeilenorthonormal,
wenn P" spaltenorthogonal bzw. spaltenorthonormal ist. Zeilenorthonormale Matri
zen P sind durch die Bedingung

ppT = Im (28)

charakterisiert.
Eine quadratische spaltenorthonormale Matrix Q E Rn,n heißt schlechthin ortho

gonal. Sie ist dann auch zeilenorthonormal und umgekehrt, d. h., eine orthogonale
Matrix ist durch die gleichwertigen Bedingungen

QTQ = I bzw. QQT = I

charakterisiert. Jede orthogonale Matrix ist wegen (29) regulär, und es gilt

(29)

(30)

Aus (29) folgt unter Beachtung der Determinanteneigenschaften (Ds), (D 4 ) und (D 7 )

sofort 1 = det (I) = det (Q) det (QT) = [det (Q)]2, also

[det (Q)I = 1 (31)

für jedes orthogonale Q.

Das Produkt orthogonaler Matrizen ist wieder orthogonal. Wir bemerken ab
schließend, daß eine Matrix Q E Rn,n genau dann orthogonal ist, wenn für alle
u, v E Rn

(QU)T Qv = uTv (32)

gilt, d. h., wenn die durch Q vermittelte Abbildung y = Qx das Skalarprodukt
zweier Vektoren invariant läßt.
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I. Vektor- und Matrixnormen

n

Für jedes x E Rn ist xTx = L (xd 2 ~ 0, so daß die Größe
i=1

11"'11, :~ V",T", ~ V;~ Ix;I'

stets definiert ist. Durch (33) wird jedem x E Rn die nichtnegative Zahl IIxll2 zu
geordnet, die Euklidische Norm von x, Sie gibt für n = 2 und n = 3 die aus der
analytischen Geometrie bekannte Länge des zu x gehörenden Ortsvektors wieder,
siehe Abb. 1.1.1.

Xz

Abb. 1.1.1. Euklidische Norm für n = 2

Die Euklidische Norm hat die Eigenschaften

(NI) IIxl12~ 0, IIxl12= °genau für x = 0,

(N2) IIAXl12= 1)·1 Ilx112,
(N 3 ) Ilx + YI12 ~ IIxl12+ IIyl12

für alle x, y E Rn und alle A E R. Die Eigenschaft (N3 ) wird Dreiecksungleichung
genannt; sie ist gleichwertig mit

(N~) IIIxl12- IIYll21 ~ I~ - Yl12 für alle x, y ERn.
Ihre Gültigkeit folgt aus der sog. Schwarzschen Ungleichung

(34)

(35)

durch die Skalarprodukt und Euklidische Norm verknüpft sind. Dabei gilt in (34)
das Gleichheitszeichen genau dann, wenn m und y linear abhängig sind. Man kann
elementar nachrechnen, daß im Fall n = 2 und n = 3 der cos des durch zwei nicht
verschwindende Vektoren x, y gebildeten Winkels cp = <t (x, y) durch

xTy
cos cp = ----

IIxl1211Yl12
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Abb. 1.1.2. Winkel zweier Vektoren

ausgedrückt werden kann, siehe Abb. 1.1.2. Da die rechte Seite von (35) für be
liebiges n wegen (34) betragsmäßig höchstens gleich 1 ist, kann durch (35) auch für
n > 3 zwischen x und y ein Winkel rp mit 0 ~ rp ~ rr definiert werden.

Wir kehren jetzt wieder zur Euklidischen Norm zurück. Obwohl diese ein natür
liches Maß für die "Größe" eines Vektors ist, können auch andere Vorschriften an
gegeben werden, die sich ebenfalls in dieser Weise interpretieren lassen und wie
Ilxl!2 die Eigenschaften (NI)' (N2), (Na) erfüllen. Beispiele dafür sind die

Summennorm

n

IlxII I := I lXii
i= I

und die jJIaximumnorm

Ilxll oo := max lXii.
i=I, ... ,n

(36)

(37)

Der L'nterschied zwischen den angegebenen Normen wird deutlich, wenn man sich
die jeweiligen sog. Einheitskugeln eY = {x E Rn: Ilxll ~ 1} etwa für n = 2 veran
schaulicht, siehe Abb. 1.1.3.

{x: liXll z ~,}

/ ,_/' X1

{X 1Ixii"" ~ 1}

Abb. 1.1.3. Einheitskugeln für verschiedene Vektornormen im
Fall n = 2

Jede der eingeführten Vektornormen läßt sich durch die übrigen abschätzen,
siehe Ü 1.1.8.

Wir betrachten jetzt die durch eine Matrix A E Rm,n vermittelte Abbildung
!/ = Ax und fragen, um welchen Faktor sich Ilxllp beim Übergang zu IIYllp = IIAxllp
maximal verändert, d. h., wir suchen den maximalen Wert von IIAxllp/llxllp, wenn
.r alle nichtverschwindenden Vektoren aus Rn durchläuft. Dabei bezeichnet Ilxllp



1.1. Vektoren, Matrizen, Normen 27

bzw. IIYllp eine Norm des Typs p E {I, 2, oo} im Urbildraum Rn bzw. im Bildraum
a-. Der gesuchte Wert

{
IIAXII }IIA·llp := max -_P : x =f: 0 = max {IIAxllp: Ilxllp ~ I}
Ilxllp

(38)

existiert für jede Matrix A E Rm,n. Er genügt den Normeigenschaften (NI)' (N2),
(N 3 ) und ist daher eine Norm auf Rm,n, die die der Vektornorm Ilxllp zugeordnete
.Mairixnorm. genannt wird. Aus (38) folgt sofort die Gültigkeit der Abschätzung

(39)

Für mindestens ein x =f: 0 steht in (39) das Gleichheitszeichen, so daß die Zahl IIAllp
dort nicht durch eine kleinere ersetzt werden kann.

Für die Indizes p = 1 und p = 00 lassen sich die den Vektornormen Ilxll l und
Ilxll oo zugeordneten Matrixnormen in einfacher Weise aus den Elementen von A
gemäß

m

hzw.

IIA·III = max I: lajjl
j=l, ... ,n i=l

n

11~411oo = max I: laijl
i=l, ... ,m j=l

(40)

(41)

berechnen. Diese Formeln legen die Benennungen Spaltensummennorm für IIA.III und
Zeilensummennorm für IIAlloo nahe. Dagegen kann IIAI12 nicht in solch einfacher
Weise bestimmt werden. Wir werden im Abschnitt 1.2 zeigen, daß

(42)

(43)

gilt, wobei }'max(ATA) den größten Eigenwert der symmetrischen und positiv semi
definiten Matrix ATA bezeichnet, der stets nichtnegativ ist. Die Norm IIAI12 heißt
Spektralnorm von A. Die in Analogie zur Euklidischen Vektornorm aus den Matrix
elementen gebildete Norm

IIAII, :~ V;~ ;t. la;j I2

ist natürlich auch eine Matrixnorm - d. h. eine Norm auf Rm,n mit den Eigen-
schaften (NI)' (N2), (N3 ) ; sie wird Frobeniusnorm genannt. Für diese gilt.

IIAIIFIJI; ~ IIAI12 ~ IIAIIF (44)

mit r = rang (A) ~ min {m, n}. Insbesondere kann daher in der Ungleichung (39)
für p = 2 die Zahl IIAI12 durch die leicht berechenbare obere Schranke IIAIIF ersetzt
werden: Für alle x E Rn gilt

(45)

Allerdings gibt es in (45) i. allg. kein x =f: 0, so daß das Gleichheitszeichen steht.
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Für den Fall einer Diagonalmatrix D = diag (dl , ... , dl ) E Rm,n mit l = min {m, n}
gilt

aber

IIDIII = IIDI12 = IIDlloo = max Idil ,
j=l, .... l

(46)

IIDII,. ~ Vi!. (di )' · (47)

Aus der in (32) festgestellten Invarianz des Skalarproduktes folgt eine wichtige
Eigenschaft der mit dem Index 2 bzw. F gekennzeichneten Vektor- bzw. Matrix
normen, nämlich deren Invarianz unter orthogonalen Transformationen: Sind
Q E Rn,n, P E Rm,m orthogonale Matrizen, so gilt

für alle x E Rn und

IIPAQI12 = IIAI12, IjPAQllF = IIAIIF

(48)

(49)

für alle A E Rm,n. Man beachte, daß die Einheitsmatrix auch orthogonal ist, so daß
in (49) einer der Faktoren P oder Q auch fehlen darf. Insbesondere folgt aus (47),
(48) und (49)

IIQI12 = 1, (50)

für jedes orthogonale Q.
Alle bisher betrachteten Matrixnormen IIAllp , p E {1, 2, oc, F}, haben die Eigen

schaft

(i= 1, ... ,m;j= 1, ... ,n). (51)

Für die Indizes 1, (X) und F ist dies offensichtlich, für die Spektralnorm folgt (51)
mittels (34) aus laiil = leiT (Aei)1 ~ Ilei

l12IIAeil12~ Ileil12IlAI12 IIeil12 = IIA.112. Überdies
gilt für die erwähnten Normen stets

IIABII ~ IIAIIIIBII, (52)

sofern das Produkt AB gebildet werden kann. Im Fall IIAllp , P E {1, 2, (X)}, ist dies
eine Folge der Eigenschaft (39), denn für jedes x gilt

II(AB) xllp = IIA(Bx)llp ~ IIAllp IIBxllp ~ IIAllp IIBllp Ilxllp ,

so daß IIAllp IIBllp in der Tat eine obere Schranke für IIABllp ist. Für die Frobenius
norm ergibt sich (52) unter Beachtung von (44) aus der Ungleichung

(53)

Zum Nachweis von (53) setzen wir C := AB = (Cl, ... , Cl), B = (bI, ... , b l ) . Dann
gilt ci = Abi (j = 1, ... , l), wobei ci bzw. b! die Spalten von C bzw. B bezeichnen.
Wegen (39) folgt hieraus IIcil12~ IIAI12 11bi112, also

I I

IICiI} = L (1IciI12)2 ~ IIAII~ L (1IbiI12)2 = IIAII~ IIBII}
j=l j=l
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wie behauptet. Die Eigenschaft (52) wird Multiplikativität der Matrixnorm IIAII
genannt.

J. Ordnungen und Absolutbeträge

Bei der Analyse von Algorithmen der linearen Algebra treten häufig elementweise
Abschätzungen von Vektoren und Matrizen auf. Um solche Abschätzungen einfach
beschreiben zu können, führen wir im Rm eine natürliche Halbordnung genannte
Ordnungsrelation ,,~" durch die Festlegung

x~y, wenn Xi ~ s. Ci = 1, ...,m) (54)

für x, y E Rm ein. Analog wird für A, B E Rm,n

A~B, (i = 1, ... , m; j = 1, ... , n) (55)

gesetzt. Im Gegensatz zur Situation bei reellen Zahlen gibt es Vektoren x, y, für
die weder x ~ y noch y ~ x gilt, so daß die Benennung Halbordnung berechtigt
ist. In entsprechender Weise wird für x E Rm ein Betragsvektor lxi E Rm als Vektor
mit den Komponenten

(!xl)i = lXii (i = 1, ... , m) (56)

und für A E Rm,n eine Betragsmatrix lAi E Rm,n als Matrix mit den Elementen

(i = 1, ... , m; j = 1, ... , n) (57)

Ix + YI ~ Ixl+ IYI
(58)

sowie

eingeführt. Ordnungsbeziehungen und Betragsbildung genügen dabei denselben Be
ziehungen wie im Bereich der reellen Zahlen, insbesondere dürfen Ungleichungen
addiert und mit nichtnegativen Faktoren multipliziert werden, und die Beträge
erfüllen die Beziehungen

lxi = 0 genau für x = 0,

für alle x, y E Rm und A E R. Dieselben Beziehungen gelten auch, wenn x, y durch
Matrizen A, B E Rm,n ersetzt werden. Falls das Produkt AB gebildet werden kann,
ist überdies

IABI ~ IA·I IBI, (59)

insbesondere gilt

IAxl ~ lAI lxi (60)

für alle A E Rm,n und x ERn.
Die eingeführten Ordnungsbeziehungen und Beträge sind mit den Normen in

dem Sinne verträglich, daß

Illxlll = Ilxll (61)

SOWIe

aus lxi ~ IYI folgt Ilxll ~ IIYII
gilt, wobei Ilxll eine der Vektornormen Ilxllp, p E {1, 2, oo}, ist.

(62)
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Eine Norm mit der Eigenschaft (61) bzw, (62) heißt absolut bzw, monoton. Es ist
sofort zu sehen, daß die analogen Eigenschaften

bzw.
IIIAIII=IIAII

aus lAI ~ IBI folgt IIAII ~ IIBII

(63)

(64)

auch für die Matrixnormen IIAII I , IIAlloo und IIAIIF gelten, während IIAI12 weder absolut
noch monoton ist, siehe Ü 1.1.11. Es gilt jedoch

für jedes A E Rm.n sowie

aus jA·1 ~ jBI folgt IIIAII12 ~ IIIBII12'

Übungsaufgaben

01.1.1. Für A E Rm.n, x E Rn kann y = Ax E Rm wie folgt berechnet werden:

VI: Ior i := l(l)m do

/

Yi := 0
Ior j:= l(l)n do Yi := Yi + aij * Xj'

(65)

(66)

oder

V2 : Ior i := l(l)m do Yi := 0
Ior j:= l(l)n do

Ior i:= l(l)m do Yi:= Yi + aij * Xj'

Man mache sich die Unterschiede zwischen beiden Varianten klar und überlege sich, daß V2

z. B. dann vorzuziehen ist, wenn Aspaltenweise auf einem Magnetband abgespeichert ist.

01.1.2. Es sei S E Rm,n eine reguläre Matrix und X c Rn ein Teilraum von Rn. Man be
weise, daß dann SX:= {y = Sx: a: E X} auch ein Teilraum von Rn ist und daß dirn (SX)
= dirn (X) gilt. Außerdem ist {al, ... , a T

} eine Basis von X genau dann, wenn {Sa l , ••• , Sa1 }

eine Basis von SX ist.

01.1.3. Es sei A := abT das dyadische Produkt der Vektoren a, b ERn, a =f= 0, b =f= o. Man
zeige

(i) 3t(A) = span {al, rang (A) = 1 und uV(A) = {x ERn: bTx = o}, dirn c/V(A) = n - 1.

(ii) A = AT genau dann, wenn a und b linear abhängig sind, d. h., wenn a = Ab ist mit einer
Zahl A =f= O.

(iii) IIA1!2 = IIAIIF = lIal12 Ilb11 2 , IIAlloo = lIall oo Ilblll, IIAlll = :Ialll Ilbll oo'
01.1.4. Es sei A = abT wie in Ü 1.1.3 erklärt. Dann kann y = Ax = abTx nach den beiden
Varianten y = (abT) x bzw. y = a(bTx) berechnet werden. Man vergleiche beide Vorschriften
hinsichtlich der Anzahl der erforderlichen Rechenoperationen und des - auch für Zwischen
ergebnisse - benötigten Speicherplatzes.

Ü 1.1.5. Man beweise: (i) Jede Matrix A E Rn,n kann in der Form A = B + C als Summe der
symmetrischen MatrixB = (A + AT)/2 und der schiefsymmetrischen Matrix C = (A -AT)/2
dargestellt werden. Dabei heißt C E Rn,n schiefsymmetrisch, wenn C = -CT gilt. Die Matrix B
wird symmetrischer Anteil von A genannt.

(ii) Die quadratische Form einer schiefsymmetrischen Matrix C verschwindet identisch, d. h..
es gilt xTCx = 0 für alle a: E Rn. Hieraus folgt xTAx = xTBx für alle x ERn, d. h., die qua
dratische Form einer beliebigen Matrix wird allein durch deren symmetrischen Anteil bestimmt.
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o1.1.6. Es sei A = (aij) E Rn,n eine symmetrische und positiv definite Matrix. Man beweise ~

(i) aii>O (i=l, ... ,n),

(ii) lajjl < (aii + ajj)/2 (i, j = 1, ... , n; i =F j),

(iii) lajjl < Yajjajj (i, j = 1, ... , n; i =1= j).

Hinweis: Man betrachte xTAx für x = ~ei + f}ej, wobei ~ = 1, f} = ° ist für (i), ~ = J,
f} = ± 1 für (ii) und ~, 1'J beliebig für (iii).

Ü 1.1.7. Es ist zu zeigen, daß die Berechnung von det (A) für A E Rn,n nach dem Entwick
lungssatz n! Multiplikationen und (n - 1)! Additionen erfordert.

Ü 1.1.8. Man beweise, daß für die Vektornormen Ilxllp, p E: {1, 2, oo] , die Ungleichungen

Ilxll oo ~ Ilxll i ~ n Ilxll oo ' lixlloo ~ IIxl12~ Y;llxll oo , IIxl12 ~ IlxIII ~ Y;;:-llxl1 2

für jedes x E Rn gelten, und zeige, daß die hier auftretenden Konstanten nicht verbessert
werden können.

V 1.1.9. Man zeige, daß für jedes x E Rn

Ilxl!~ ~ Ilxll i Ilxll oo ~ 0.5(Y; + 1) iixll~
gilt..

n 1.1.10. Man beweise: Wenn die Matrix A E: Rm.n die Blockstruktur

A = (All IAI2)
A2I IA 22

besitzt, gilt

(i, j = 1,2)

für jede der Matrixnormen p E {1, 2, 00, F}.

V 1.1.11. Am Beispiel der Matrizen

A = (0.6 0.6) ,
0.6 0.6

B = .!.. ( 1 11)
Y2 -1

ist zu zeigen, daß lj.ft112weder eine absolute noch eine' monotone Norm ist.
Hinweis: Man beachte, daß B orthogonal ist, und stelle A in der Form A = 0.6eeT mit
e = (1, l)T dar. Die Norm IIAI!2 kann dann nach V 1.1.3 berechnet werden. Analog ist 11 IBlllz
bestimmbar.

Ü 1.1.12. Man beweise, daß für jede orthogonale obere Dreiecksmatrix A

lAI =1

gilt, d. h., A ist diagonal mit Diagonalelementen ± 1.

1.2. Eigenwerte, Singulärwerte

A. Eigenwerte und charakteristisches Polynom

Eine Zahl A E R wird Eigenwert der quadratischen Matrix A E Rn,n genannt, wenn
es einen Vektor x E Rn, X =f= 0, gibt, für den

Ax = AX (1)



32 1. Grundbegriffe der linearen Algebra

gilt. Jeder derartige Vektor x heißt ein zu A gehörender Eigenvektor; wir nennen
{A, x} auch ein Eigenpaar der Matrix A. Die Eigenvektoren sind also diejenigen
Vektoren, die durch A in ein Vielfaches von sich selbst abgebildet werden, und der
Proportionalitätsfaktor stellt. gerade den Eigenwert dar. Die Bedingung x =F 0 ist
dabei erforderlich, denn für x = 0 ist (1) trivialerweise für beliebiges A erfüllt. Mit
x ist auch jedes nichtverschwindende Vielfache Eigenvektor von A.

Die Gleichung (1) läßt sich äquivalent in der Form

(A - Al) x = 0 (2)

schreiben, d. h. als homogenes Gleichungssystem M(A) x = 0 mit der von }, ab
hängenden Koeffizientenmatrix M(A) := A - Al. Die Eigenwerte von A sind die
jenigen A, für die (2) von 0 verschiedene Lösungen besitzt, für die also A - Al
singulär ist. Unter Beachtung der Determinanteneigenschaft (D 6) aus Abschnitt
1.1.G ergibt sich hieraus

det (A - Al) = 0 (3)

als notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß A ein Eigenwert von A ist.
Für n = 1 bedeutet dies

det (all - A) = (-A) + a ll = 0,

für n = 2 geht (3) in

detc-A a
12

) = (-A)2 - (all + a22) A + alla22 - a 12a21 = 0
a 21 a22 - A

über, und allgemein erhält man

(

a ll - A

det ~21

an 1

::: )
., - A

mit gewissen reellen Koeffizienten Co, ... , Cn- 1, die Produktsummen der Elemente
von A sind. Der Ausdruck det (A - Al) =: p(A) stellt ein Polynom vom Grad n
mit dem Führungskoeffizienten (-l)n dar und wird charakteristisches Polynom der
Matrix A genannt. Die Eigenwerte von A im Sinne der obigen Definition sind also
genau die reellen Nullstellen des charakteristischen Polynoms.

Obwohl das eharakteristische Polynom einer reellen Matrix nur reelle Koeffizienten
hat, kann es auch komplexe Nullstellen besitzen, wie das Beispiel

A~(_: ~), det(A-)J)~A2-6A+l0~O

mit den Nullstellen Au = 3 ± V-1 = 3 ± i zeigt. Es ist daher angebracht, auch
komplexe Eigenwerte A = <X + iß zuzulassen. Für solche hat (2) die Gestalt

lU(},) x := (A - Al) x = [(A - <xl) - ißlJ x = 0,
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d. h., die Koeffizientenmatrix M(A) wird ebenfalls komplex, und es müssen dann
auch komplexe Eigenvektoren x = u + iv als Lösungen von (2) betrachtet werden.
Wir erinnern an dieser Stelle daran, daß jedes A aus der Menge C der komplexen
Zahlen die Gestalt A = rx + iß mit a, ß E R hat. Dabei ist a der Realteil, ß der Ima
ginärteil von A, und i bezeichnet die imaginäre Einheit, für die i2 = -1 gilt. Die
Addition bzw. Subtraktion komplexer Zahlen geschieht durch Addition bzw. Sub
traktion der Real- und Imaginärteile, während die Multiplikation durch

(4)

erklärt ist. Die zu A = a + iß konjugiert komplexe Zahl ist '- = a - iß, und lAI = y}j

= Va2 + ß2 ~ 0 ist der absolute Betrag von }, bzw. 1 Im Fall A2 =F 0 wird schließ
lich die komplexe Division gemäß

a 1a2 + ßIß2 + i -a1ß2 + a2ßI

a~ + ß~ a~ + ß~
(5)

eingeführt. Analog zum Vorgehen im Abschnitt 1.1 wird dann der m-dimensionale
komplexe Vektorraum Cm als Menge aller m-Tupel x = u + iv mit u, v E Rm defi
niert, in dem eine Addition und eine Multiplikation mit einem komplexen Skalar
A E C komponentenweise erklärt ist. Entsprechend ist Cm,n die Menge aller kom
plexen (m,n)-Matrizen A = U + iV mit U, V E Rm,n, wobei wieder alle Operationen
im komplexen Sinne zu verstehen sind. Für A E cm.n ist A H E cn,m diejenige Matrix,
die durch Transposition und Übergang zum Konjugiertkomplexen aus A entsteht,
d. h....4 H := ÄT. Das Skalarprodukt von x, y E Cm wird als komplexe Zahl yHx

= L: fhXj eingeführt. Dann gilt yHx = xHy, d. h., das Skalarprodukt ist nicht mehr
j

kommutativ. Jedoch ist xHx = L: IXjl2 stets reell und nichtnegativ, so daß IIxl12

-- j
= VxHx für alle x E Cm erklärt ist und die Normeigenschaften besitzt, wobei (N2 )

als "i.xll = lAI· Ilxll für alle x E Cmund alle A E C mit dem oben eingeführten Absolut
betrag I},I zu verstehen ist. Indem die Absolutbeträge überall durch ihre komplexe
Version und der obere Index "T" durch "H" ersetzt werden, übertragen sich die
Begriffe und Aussagen des Abschnittes 1.1 sinngemäß auf den komplexen Fall.

Nach diesen Vorbereitungen können wir nun auch eine komplexe Matrix A E c-
betrachten und in Erweiterung der eingangs gegebenen Definitionen komplexe Eigen
werte und Eigenvektoren zulassen. Die Eigenwerte von A sind dann qenau die reellen
und komplexen Nullstellen des charakteristischen Polynoms. Da die Nullstellen eines
Polynoms stetige Funktionen der Koeffizienten, die Koeffizienten des charakteri
stischen Polynoms wieder stetige Funktionen der Matrixelemente sind, ergibt sich
hieraus: Die Eigenwerte einer jJ;Iatrix sind stetige Funktionen der Matrixelemente.
Für reelle Matrizen A E Rn,n c cn,n treten komplexe Eigenwerte stets als Paare kon
jugiert komplexer Eigenwerte auf, und die Eigenvektoren können entsprechend ge
wählt werden, siehe Ü 1.2.2.

Ein Eigenwert Aj E C von A kann u. U. mehrfache Nullstelle des charakteri
stischen Polynoms p(A) sein. Wir sagen, daß }'j die algebraische Vielfachheit aj ~ 1

3 Schwetlick, Numerische Algebra
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besitzt, wenn Aj eine arfache Nullstelle von p(A) ist, d. h., wenn

gilt. Jede Matrix A E Cn,n hat also genau n entsprechend ihren algebraischen Viel
jachheiten gezählte Eigenwerte.

Die Anzahl Yj der zu einem Eigenwert }'j gehörenden linear unabhängigen Eigen
vektoren wird geometrische Vieljachheit von }'j genannt, d. h. Yj := dim JV(A - Al).
Dabei gilt stets

(6)

und es kann Eigenwerte Aj mit Yj < !Xj geben. Solche Eigenwerte sind notwendig
algebraisch mehrfach. Ein Beispiel gibt die Matrix

A = ( 3 1)
-1 1

mit det (A - },1) = (A - 2)2.

Sie besitzt den algebraischen zweifachen Eigenwert Al = 2, aber die zugehörigen
Eigenvektoren als Lösungen von (A - 21) x = 0 bilden nur den eindimensionalen,
durch x = (1, -1)T aufgespannten Teilraum. Eine Matrix A, die mindestens einen
Eigenwert }'j mit Yj < aj besitzt, heißt dejektiv.

Eigenvektoren, die zu verschiedenen Eigenwerten gehören, sind stets linear unabhängig.
Die Anzahl der linear unabhängigen Eigenvektoren einer Matrix ist gleich der Summe
der geometrischen Vielfachheiten ihrer Eigenwerte.

Wir bemerken abschließend, daß A und AT dieselben Eigenwerte besitzen, denn
wegen der Determinanteneigenschaft (D4 ) haben A und AT dasselbe charakteristische
Polynom. Die Eigenvektoren sind jedoch i. allg. verschieden.

B. Ähnlichkeitstransjormationen und Eigenwertzerlegung

Wir wollen das Verhalten der Eigenwertgleichung (1) gegenüber Transformationen

T E Cn,n regulär, (7)

untersuchen, d. h., wir ersetzen x durch Ty. Einsetzen von (7) in (1) führt auf das
transformierte Problem

By = Ay mit B:= T-IAT. (8)

1

1.2.1. Aussage. Die Matrix A E c-» werde mittels der regulären Matrix T E Cn.n
in .ß = T-IAT transformiert. Dann haben A und B dieselben Eigenwerte, und
sowohl ihre algebraischen als auch ihre geometrischen Vielfachheiten stimmen
überein. Dabei ist x Eigenvektor von A zum Eigenwert ), genau dann, wenn
y = T-IX Eigenvektor von B zum seIben Eigenwert ist.

Beweis. Aus B - AI = T-IAT - AT-IT = T-l(A - AI) T folgt wegen (D5 ) sofort

det (B - Al) = det (T-l) det (A - Al) det ('1').

Analog ergibt sich aus T-IT = I die Beziehung det (T-l) det (T) = det (I) = 1, was auf
det (B - AI) = det (A - Al), also die Gleichheit der charakteristischen Polynome von Bund
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A führt. Daher haben Bund A dieselben Eigenwerte einschließlich ihrer algebraischen Viel
fachheiten. Die Aussage über die Eigenvektoren folgt aus der Äquivalenz von (1) und (8) und
zieht JV(B - AI) = T-IJV(A - AI) nach sich. Nach Ü 1.1.2 haben dann JV(B - AI) und
JV(A - AI) dieselbe Dimension, d. h., auch die geometrischen Vielfachheiten sind dieselben. D

Die Transformation A ---+ B = T-1AT mittels einer regulären Matrix T wird
Ähnlichkeitstransformation genannt; A und B heißen ähnlich. Aussage 1.2.1 bedeutet:
Die Eigenwerte einer Matrix einschließlich ihrer algebraischen und geometrischen Viel
fachheiten sind inoariani unter Ähnlichkeitstransformationen.

Für theoretische wie praktische Zwecke sind diejenigen Ähnlichkeitstransforma
tionen von besonderem Interesse, die A in eine Matrix B überführen, deren Eigen
werte sofort abgelesen bzw. einfach berechnet werden können. Als Zielmatrizen
mit dieser Eigenschaft bieten sich speziell Blockdreiecksmatrizen an.

1
1.2.2. ARu=ssa(ge~:ie =:~enwer:~e)\r Blockdreiecksmatrix

R 22 ~2S E Cn,n

I 0 n.,
mit quadratischen Diagonalblöcken R j j der Dimension nj, 11,1 + ... + n., = 11"

sind gerade die Eigenwerte aller dieser Diagonalblöcke.

Beweis. Mit der Determinanteneigenschaft (D 7 ) erhält man

det (R ~ Al) = det (Rn - AI) det (R22 - Al) ... det (R ss - AI),

denn R - AI ist eine Blockdreiecksmatrix derselben Struktur wie R. D

Aus 1.2.2 ergibt sich als wichtiger Sonderfall: Die Eigenwerte einer Dreiecksmatrix
und speziell die einer Diagonalmatrix sind gleich den Diagonalelementen.

Besonders einfach in bezug auf die Struktur ihrer Eigenwerte und Eigenvektoren
sind reelle symmetrische Matrizen.

1.2.3. Aussage. Für jede reelle symmetrische Matrix A gilt:

(i) A besitzt nur reelle Eigenwerte, und die Eigenvektoren können reell gewählt
werden.

(ii) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

(iii) Algebraische und geometrische Vielfachheiten der Eigenwerte stimmen über
ein, d. h., zu einem Eigenwert Aj der algebraischen Vielfachheit !Xj gehören
auch !Xj linear unabhängige Eigenvektoren.

Beweis. (i) Es sei AE C ein Eigenwert und XE c- ein zugehöriger Eigenvektor, d. h., es gelte
y : = Ax = Ax. Durch Linksmultiplikation mit x H folgt xHy = },xHx, also A = xHyjxHx.

Nun ist xH;I~ reell und positiv, und für den Zähler gilt xHy = xTy = yTx = yH x = (.flx)T X

= xTA:Tx = xH~4x = xHy, da A reell und symmetrisch ist. Hieraus folgt X = xHy{xHx
= xHyjxHx = A, d. h., A ist reell. Die Eigenvektoren als Lösungen des reellen Systems
(A - AI) X = 0 können dann stets reell gewählt werden.

(ii) Es seien }'i ci" Aj zwei Eigenwerte von A mit zugehörigen reellen Eigenve~torenxi, xi.
Aus Axi = Aixi folgt (xj)T Axi = Ai(xi)T xi, und ebenso erhält man (xi)T Ax1 = Aj(xi)T xi.

3*
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Subtraktion beider Gleichungen liefert unter Beachtung der Symmetrie von A die Beziehung
o = (Ai - Aj) [xi T xi]. Wegen Ai =l= Aj zieht dies x i T xi = 0, also die Orthogonalität der
Eigenvektoren nach sich.

Auf den Beweis von (iii) soll an dieser Stelle verzichtet werden; ein konstruktiver Beweis
wird später in Abschnitt 13.2 mittels des Jacobi-Verfahrens gegeben werden. 0

Aus (iii) folgt, daß im Fall eines Eigenwertes Aj der algebraischen Vielfachheit GX-j

jeweils beliebige GX-j linear unabhängige Vektoren aus dem GX-j-dimensionalen Teil
raum JV(A - )'jl) als Eigenvektoren zu )'j genommen werden können. Insbesondere
können diese Vektoren als orthogonale Basis von JV(A - Aj l ) ausgewählt werden.
Es gibt daher stets n orthogonale Eigenvektoren ul, ... , u n zu den Eigenwerten
Al, .•. , A'l) von denen gewisse entsprechend ihrer Vielfachheit mehrfach auftreten
können. Ohne Einschränkung der Allgemeinheit können die Eigenvektoren als nor
miert bezüglich IIxl12 vorausgesetzt werden. Die Gleichungen Aui = AjUi (j = 1, ... , n)
lassen sich dann mit der orthogonalen Matrix U:= (ul, ... , un) und der Diagonal
matrix A:= diag (Al, ... , ).n) in Matrixform AU = U A schreiben. Durch Links
multiplikation mit Ur? folgt schließlich U-lAU = UTAU = A. Damit ist der fol
gende Satz bewiesen:

1
1.2.4. Eigenwertzerlegung reeller symmetrischer Matrizen. Zu jeder reellen symme
trischen Matrix A E Rn,n gibt es eine orthogonale Matrix U E Rn,n mit

UTAU = A = diag (AlJ 00" An) E Rn,n, (9)

wobei Al, ... , An die Eigenwerte von A sind.

Satz 1.2.4 besagt : Jede reelle symmetrische Matrix kann orthogonal ähnlich auf
reelle Diagonalform transformiert werden. In der nach A aufgelösten Form lautet (9)

(10)

was die Benennung Eigenwertzerlegung motiviert.
Bei nichtsymmetrischen Matrizen ist die Situation weitaus komplizierter, da dann

sowohl komplexe Eigenpaare als auch weniger als n linear unabhängige Eigenvektoren
auftreten können. Wir schließen zunächst den letzten Fall aus, d. ho., wir betrachten
eine nichtdefektive Matrix A, und Xl, ... , a:" E Cn seien linear unabhängige Eigen
vektoren zu den Eigenwerten Al, ..•, An E C. Mit der regulären Matrix X:= (..vI, ... , X n)

E Cn,n und A := diag (Al, •.. , An) E cu,n folgt dann AX = XA, also X-1A4X = A.

( 11)

Falls A nur reelle Eigenwerte hat, kann X reell gewählt werden.1
1.2.5. Aussage. Zu jeder nichtdefektiven Matrix A E Rn,n gibt es eine reguläre
Matrix X E cn,n mit

Aussage 1.2.5 begründet, warum nichtdefektive Matrizen - d. h. Matrizen, bei
denen die algebraische Vielfachheit der Eigenwerte mit der geometrischen überein-
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stimmt - auch diagonalähnlich genannt werden. Speziell sind Matrizen mit n ver
schiedenen Eigenwerten wegen (6) diagonalähnlich.

Der Fall defektiver, also nichtdiagonalähnlicher Matrizen wird durch den folgenden
Satz beschrieben:

1.2.6. Satz. Zu jeder Matrix A E Rn,n gibt es eine reguläre Matrix T E C":", so
daß

(12)

mit Diagonalblöcken

}.j

o

1

o

·1

und n 1 + ... + n, = n gilt. Falls A nur reelle Eigenwerte hat, kann T reell
gewählt werden.

Die Matrix J wird Jordansehe Normalform. von A genannt; die J(Aj' nj) heißen
Jordanblöcke, für nj = 1 ist J(Aj, 1) = (Aj)' Die Matrix J ist bis auf die Anordnung
der Diagonalblöcke eindeutig durch A bestimmt. Die Anzahl s der Diagonalblöcke ist
gleich der Anzahl der linear unabhängigen Eigenvektoren von A. Diese stehen in
denjenigen Spalten von T, die den ersten Spalten der Jordanblöcke' entsprechen,
vgl. Ü 1.2.3. Sie werden durch sog. Hauptvektoren zu einer Basis von Cn ergänzt.
Eine diagonalähnliche Matrix hat genau n Jordanblöcke der Ordnung 1.

Ein Beispiel für die Jordansche Normalform einer Matrix ist

•

4 1

4

l
Die Matrix J und damit auch A besitzt den algebraisch sechsfachen Eigenwert
A = 4 mit der geometrischen Vielfachheit 3 sowie den algebraisch doppelten Eigen
wert A = 2 mit der geometrischen Vielfachheit 1. Die drei linear unabhängigen
Eigenvektoren zu Al = 4 stehen in den Spalten 1, 3 und 4. von T, der zu i'2 = 2
gehörende in Spalte 7. Das Beispiel weist darauf hin, daß mehrere Jordanblöcke
zum selben Eigenwert gehören können.
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In Ü 1.2.4 wird gezeigt, daß die Einsen in der Nebendiagonale der Jordanschen
Normalform durch beliebige Zahlen e > 0 ersetzt werden können.

Die Ähnlichkeitstransformation aus 1.2.5 und 1.2.6 zielen wie die aus 1.2.4 auf
eine Diagonal- bzw. Fast-Diagonalform hin, allerdings ist dann die Transformations
matrix nicht mehr orthogonal. Ein alternatives, für die Algorithmenentwicklung
günstigeres Vorgehen besteht darin, als Zielmatrix lediglich eine Dreiecksform an
zustreben, dafür aber mit orthogonalen bzw. unitären Transformationen als deren
komplexe Entsprechung zu arbeiten. Eine Matrix U E cn,n heißt dabei unitär, wenn

UHU = J bzw. äquivalent UUH = J

gilt, und für solche Matrizen ist

UH = U-I,

vgl. (1.1.29) und (1.1.30).

1.2.7. Satz von Schur. Zu jeder Matrix A E Rn,n gibt es eine unitäre Matrix U E CII,n,
so daß

UHAU=R (13)

mit einer oberen Dreiecksmatrix R E Cn,n gilt. Falls A nur reelle Eigenwerte be
sitzt, kann UreeIl, d. h. orthogonal gewählt werden.

Jede Matrix läßt sich also unitär ähnlich au] obere Dreiecksjorm. transformieren,
und die Diagonalelemente von R sind gerade die Eigenwerte von A.

Für die Anwendungen hat Satz 1.2.7 den Nachteil, daß im Fall einer Matrix mit
komplexen ~genwerten sowohl R als auch U komplex werden und gegebenenfalls
in komplexer Arithmetik berechnet werden müssen. Andererseits treten für reelles
A stets Paare von konjugiert komplexen Eigenwerten (X ± iß auf, die selbst Eigen
werte von reellen (2,2)-Matrizen sind, siehe Ü 1.2.2. Es liegt daher nahe, auf das
explizite Auftreten der komplexen Eigenwerte von A in der Diagonalen von R zu
verzichten und dort stattdessen reelle Zweierblöcke anzusiedeln, deren zwei Eigen
werte gerade ein Paar konjugiert komplexer oder zwei reelle Eigenwerte von _4
sind. Dann kann die gesamte Transformation sogar im Reellen durchgeführt werden,
wie der folgende Satz als Modifikation von 1.2.7 zeigt.

1.2.8. Satz. Zu jeder Matrix A E Rn,n gibt es eine orthogonale Matrix U E Rn,n
mit

UTAU= R,

wobei R eine obere Blockdreiecksmatrix

(14)

mit quadratischen Diagonalblöcken Rj, E Rnj,nj der Dimension nj = 1 oder nj = 2 ist.
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Nach 1.2.2 sind die Eigenwerte von R gerade die Eigenwerte der Diagonal
blöcke B j j • Für Blöcke der Ordnung 1 sind dies die Diagonalelemente selbst, für
(2,2)-Blöcke ergeben sie sich aus dem zugehörigen charakteristischen Polynom,
d. h. aus Wurzeln einer quadratischen Gleichung. Die Sätze 1.2.7 und 1.2.8 bilden
die theoretische Grundlage für den QB-Algorithmus zur Eigenwertbestimmung
nichtsymmetrischer Matrizen, auf den wir allerdings in diesem Buch nicht eingehen.

Wir geben abschließend zu diesem Komplex noch einige einfach berechenbare
Schranken für die Eigenwerte einer Matrix an.

I
].2.9. Aussage. Für jeden Eigenwert Aj E C einer Matrix A E Rn,n gilt

IAjl ~ IIA.II, (15)

wobei IIAI! irgendeine multiplikative Matrixnorm, speziell also eine der Normen
IIA.llp , pE {l, 2,00, F}, sei.

Beweis. Es sei {A, x} ein Eigenpaar von A. Aus Ax = AX folgt dann auf Grund der voraus
gesetzten Multiplikativität der Matrixnorm sofort [Ai [lxii = IIAxtl = IIAxl1 ~ IIAllllxi!, wegen
X,*-O also die Behauptung. 0

Bessere Schranken liefert in der Regel der folgende Satz.

(16)(i '= 1, ... , n).:JC:= {A E C: I}. - aiil ~}: laijl =: ri}
J=l
j'*";1

1.2.]0. Kreisesatz von Gedgorin . •Jeder Eigenwert }'j E C einer Matrix A E Rn,n

liegt in mindestens einem der Kreise

Wir bemerken zunächst, daß Xi einen Kreis der komplexen Ebene mit dem
Mittelpunkt aii und dem Radius r; darstellt, und beweisen jetzt die Aussage des
Satzes. Es sei dazu {Je, xl ein Eigenpaar von A. Dann wird i so gewählt, daß lXii = Ilxll oo

gilt. Aus (AX)i = I.Xi ergibt sich dann sofort (AX)i - aiixi = (A - aid Xi, also

1
1.2.11. Verschärfung. Hat die Vereinigung von r Kreisen JC keine gemeinsamen
Punkte mit den restlichen Kreisen, so liegen in ihr genau r Eigenwerte von A.
Insbesondere enthält jeder Kreis JC genau einen Eigenwert, wenn alle Kreise
disjunkt sind.

Dies ergibt sich aus 1.2.10, indem die Nichtdiagonalelemente stetig und monoton
von °auf ihren vorgegebenen Wert transformiert werden und die stetige Abhängig
keit der Eigenwerte von den Matrixelementen berücksichtigt wird. 0

C. Kongruenztransformationen und quadratische Formen

'ViI' betrachten jetzt das Verhalten der durch die symmetrische Matrix A E S":"
erzeugten quadratischen Form xTAx gegenüber der Transformation (7). Einsetzen
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von x = Ty führt auf

xTAx = yTBy mit B:= TTAT. (17)

Die Transformation A --? B = TTAT mittels einer regulären Matrix T wird Kon
gruenztransformation genannt; A und B heißen kongruent. Dabei bleibt die Symmetrie
der Matrix erhalten. Wir suchen wieder solche Transformationen, für die Bund
damit die zugehörige Form yTBy möglichst einfache Gestalt annehmen. Dies ist der
Fall, wenn B diagonal ist. Hierfür bietet sich die Ähnlichkeitstransformation (9)
an, die wegen der Orthogonalität der Transformationsmatrix U gleichzeitig eine
Kongruenztransformati on ist.

1.2.12. Aussage. Es sei UTAU = A = diag (Al, ... , An) mit UTU = I die Eigenwert
zerlegung der reellen symmetrischen Matrix A E sn,n. Dann gilt für jedes x E Rn

n

xTAx = yTAy = L Aj(Yj)2
j=l

mit u >: UTx.

(18)

Die hier gegebene Transformation der quadratischen Form auf eine Summe von
Quadraten mit den Eigenwerten Aj von A als Koeffizienten heißt Hauptachsentrans
formation. Aus 1.2.12 folgt insbesondere: A ist positiv definit bzw. semidefinit genau
dann, wenn alle Eigenwerte positi» bzw. nichtnegativ sind.

Wir werden später im Abschnitt 6.1.A sehen, daß es auch einfachere, allerdings
nichtorthogonale Kongruenztransformationen von A auf Diagonalform A = diag (l5 j )

gibt. Die Zahlen l5 j sind dann nicht mehr die Eigenwerte von A, aber ihre Vorzeichen
verteilung ist dieselbe wie die der Aj.

1.2.13. Trägheitsgesetz für quadratische Formen. Für die reelle symmetrische
Matrix A E sn,n und reguläres T E Rn,n gelte

Dann ist die Anzahl der positiven, negativen und verschwindenden Diagonal
elemente von L1 unabhängig von der Transformationsmatrix T und identisch mit
der Anzahl der positiven, negativen und verschwindenden Eigenwerte von A.

Satz 1.2.13 läßt sich wie folgt lesen: Die Vorzeichenverteilung der Eigenwerte reeller
-'Symmetrischer 111atrizen ist invariant unter Kongruenztransformationen.

D. Äquiealenztransiormationen und Singulärwertzerlegung

Wir betrachten abschließend eine beliebige, nicht notwendig quadratische Matrix
A E Rm,n und wollen untersuchen, wie sich die durch A erzeugte Abbildung

y=Ax (19)

gegenüber Transformationen verhält. Da Urbild- und Bildraum hier i. allg. verschie
den sind, müssen x und y unterschiedlichen Transformationen unterworfen werden,
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d. h., wir betrachten Transformationen der Form

x -* x' = S-lX, S E Rn,n regulär, y -* y' = T-ly, T E Rm,m regulär.

(20)
Einsetzen von (20) in (19) führt auf

y' = Bx' mit B:= T-IAS E Rm,m. (21)

Die Transformation A -* B = T-IAS mit regulären Matrizen S, T wird Äquioolenz
transformation genannt; A und B heißen äquivalent. Dabei gilt

JV(B) = S-lJV(A) , 3l(B) = T- l31(A). (22)

Hieraus folgt: Der Rang einer Matrix ist invariant unter Äquivalenztransformationen ;
man beachte Ü 1.1.2.

Wie bei den bisher betrachteten Transformationen ist es auch hier möglich, die
Matrix A auf Diagonalform zu transformieren, und dies sogar mittels orthogonaler
Matrizen.

1.2.14. Singulärwertzerlegung. Zu jeder Matrix A E Rm,n gibt es orthogonale
Matrizen U E Rm,m und V E Rn,n, so daß

UTAV = 1: = diag (0'1' •. ,0'/) E Rm,n

mit l := min {m, n} und

(23)

O'r+1 = ... = 0'/ = 0

gilt. Die Zahlen 0'1' ... , 0'/ sind durch A eindeutig festgelegt und heißen Singulär
werte von A.

Die Diagonalmatrix 2; ist also von der Gestalt

rO'I

o

ol--O'r-oj
un Fall r = l = n fehlen die rechten, Im Fall r = l = m die unteren Nullhlöcke

in 1:.
Bevor wir 1.2.14 beweisen, sollen einige Folgerungen angegeben werden:
Unter Beachtung von (22) ergibt sich sofort

3l(A) = U31(1:) , JV(A) = V JV(1:) , (24)

insbesondere ist also rang (A) = rang (~) = r, d. h., die Anzahl r der positiven

Singulärwerte ist gleich dem Rang der Matrix.
Auflösen von (23) nach A liefert

r
A = UZ;VT = L O'jUiViT,

j=1

(25)
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was die Benennung Singulärwertzerlegung motiviert. Die Spalten von V bzw. U
werden gelegentlich Singulärvektoren genannt; für diese gilt

(j = 1, ... , l).

Einsetzen von (25) liefert

(ATA) V = V(l;T1;) = T diag (ai, ... , a;, 0, ... ,0),

und ebenso folgt

(AAT) U = U(l;l;T) = U diag (ai, ... , a;, 0, ... ,0).

(26)

(27)

Die Zahlen ai, ... , a; sind also die positiven Eigenwerte sowohl von ATA als auch von
AAT, und die restlichen n - r bzw. m - r Eigenwerte von ATA bzw. ~4AT sind O.
Insbesondere gilt

r = rang (A) = rang (ATA) = rang (AAT) , (28)

(29)

und ATA wie AAT sind positiv semidefinit. Die Spalten von V sind die Eigenvektoren
von ATA, die Spalten von U die Eigenvektoren von AAT.

Wir kommen jetzt zum Beweis von 1.2.14. Die Matrix ATA ist symmetrisch und wegen
xTATAx = l'A;}'ii~ ~ 0 positiv semidefinit. Nach 1.2.4 existiert dann ein orthogonales
11 = (v!, ... , v n) E Rn,n mit VT(ATA) F = ~1 = diag (Ai) und Ai ~ O. Ohne Einschränkung der
Allgemeinheit kann Al ~ ... ~ Ar > 0, Ar+! = ... = An = 0 mit einem gewissen r E {O, ... , n)
angenommen werden. Aus ATAvi = Ajt,i folgt Aj = 'viTATAvi = IIAvill~, also Avi =F 0 für

j = 1, , r undAt·j = 0 für j = r + 1. ... , n, Mit den Festlegungen Gj := V~ und u i := At,ijaj
(j = 1. , r) ergibt sich dann für i, j = 1, ... , r

.. 1. . AJ • • {1 für i = i .utTu1 = - t,tTATAV1 = -' vtTvJ = ....
Giaj GiGj 0 fur t =!= J.

Die Vektoren {ul , ... , ur) bilden daher ein orthonormiertes System und können durch Hinzu
nahme weiterer Vektoren u~tl, ... , um zu einer orthonormalen Basis von Rm ergänzt werden.
Dann ist I.' = (ul, ... , um) orthogonal. Mit der Festlegung G r +l = ... = Gi = 0 folgt wegen

{
G'UiTUi für J' = 1, ... , T,

(UTAr)ij = UiTAvi = OJ
für j = r + 1. ... , n.

die gesuchte Beziehung VTAF = I. D

Die in Abschnitt 1.1 eingeführten Matrixnormen IIAI12 und IIAIIF können In ein
facher Weise durch die 8ingulärwerte ausgedrückt werden.

1
1.2.15. Aussage. Für jedes A E ,_R_m_,n_g_il_t _

IIAI12 = al' IIAIIF = V(al)2 + ... + (a r)2.

Beweis. Wegen der Orthogonal invarianz beider Normen ist IIAII = I!III. Aus (1.1.46) und
(1.1.47) ergibt sich dann die Behauptung. D

Der erste Teil von (29) ist wegen (26) überdies identisch mit (1.1.42), womit diese
Formel nachträglich bewiesen ist; außerdem folgt (1.1.44) ebenfalls aus (29).

Abschließend geben wir einige einfache Beziehungen zwischen Eigen- und 8ingulär
werten quadratischer Matrizen an.
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n n
(i) det (A) = Il Aj, [det (A)I = n O'j. (30)

j=l j=l

(ii) O'n ~ IAjl ~ 0'1 (j = 1, ... , n). (31)

(iii) O'j = IAjl (J"= 1, "', n), falls A = AT ist. (32)

1
1.2.16. Aussage. Die quadratische Matrix A E Rn,n besitze die 8ingulärwerte
0'1 ~ •.. ~ O'n und die gemäß I}'ll ~ ... ~ IAnl geordneten Eigenwerte Al, ... , }'n E C.
Dann gelten folgende Beziehungen:

I
Beweis. (i) Unter Beachtung von (1.1.31) folgt der erste Teil direkt aus (13), während sich

der zweite analog aus (23) ergibt.

(ii) Die rechte Seite der Ungleichung ist der Sonderfall von 1.2.9 für IIAI12' Die linke Seite
ist im Fall an = 0 trivial. Es sei also an > 0, d. h., A sei regulär. Dann ist A-l vorhanden und
hat die Singulärwerte 1/aj sowie die Eigenwerte 1/Ar Anwendung der eben bewiesenen Unglei
chung auf A-l liefert dann die linke Seite.

(iii) Aus (26) folgt für symmetrisches A unmittelbar A2 = ATA = V.l;2VT, d. h. A~ = a2
.

und damit IAjl = aj' Man beachte dabei, daß A2 die Eigenwerte )'} hat. D J J

Für nichtsymmetrisches A können die 8ingulärwerte beliebig stark von den Eigen
werten abweichen, vgl. Ü 1.2.8.

Übungsaufgaben

Ü 1.2.1. Man zeige, daß für A = U + iV mit V, V E Rm.n, a = b + ie mit b, e E: Rm und
X = tl + iv mit tl,V E Rn die folgenden Beziehungen gleichwertig sind:

(i) Ax~a, (ii) Ax~ä, (iii)(~ \ -~) (:) (~).
Überdies gilt

mit-V,)
LI

o ) On = (_U----!-I_
U - i17 ~ V I

und Q ist unitär.

Ü 1.2.2. Man beweise, daß für A E Rn,n die folgenden Aussagen äquivalent sind:

(i) (rx + iß, tl + ie) ist Eigenpaar von A.

(ii) (rx - iß, tl - iv) ist Eigenpaar von A.

(iii) Mit r:= ( ex ß) E R2,2 und X:= (l, l) E Rn,2, X =f= 0, gilt AX = xr. Man be-
-ß ex I I

achte dabei, daß r gerade die Eigenwerte A1 , 2 = ex ± iß besitzt.

Ü 1.2.3. Man überlege sich, daß der Jordanblock J(A, k) E Ck,k den Eigenwert A der alge
braischen Vielfachheit k und der geometrischen Vielfachheit 1 besitzt. Wie lautet ein zugehöri
ger Eigenvektor?

Ü 1.2.4. Es sei J = T-IAT die Jordansehe Normalform von A E Rn,n. Mit E > 0 werde
D := diag (1, e, ... , cn- 1 ) , T

E
:= TD

E
und J

E
: = T-;lATE gebildet. Man zeige, daß JE die

jenige Matrix ist, die aus J entsteht, indem dort die Einsen in der oberen Nebendiagonalen
durch e ersetzt werden. Dabei gilt IIT;lll . IITEII ~ 00 für E ~ 0, d. h., die Transformations
matrix TE wird für E ~ 0 beliebig schlecht konditioniert, siehe Abschnitt 4.1 .

•
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tl 1.2.6. Man überlege sich, daß Satz 1.2.7 für den Spezialfall einer reellen symmetrischen
Matrix in Satz 1.2.4 übergeht.
Hinweis: Man zeige RT = R und beachte, daß eine symmetrische obere Dreiecksmatrix
notwendig diagonal ist.

V1.2.6. Es ist zu zeigen, daß genau dann IIAIIF = IIAI12 gilt, wenn rang (A) ~ 1 ist.

V1.2.7. Betrachtet werde eine Matrix A E Rm,n vom Rang r mit der Singulärwertzerlegung
8

(25). Man zeige, daß für festes 8 E {1, ..., r} die Matrix A s : = L ajuiviT diejenige Matrix aus
j=l

der Menge {B E Rm.": rang (B) ~ 8} ist, die IIB - AIIF minimiert. Dies gilt auch für die
Spektralnorm, allerdings ist der Beweis komplizierter.

V 1.2.8. Man zeige, daß sich die Singulärwerte der Matrix

(0

1
al)A(a) :=

für großes a wie a1(a) f'J V2 + a 2 , a2(cx) f'J 1/V2 + cx2 verhalten, während die Eigenwerte
durch Ä1(cx) = Ä2(cx) = 1 für alle a gegeben sind.

V1.2.9. Man zeige, daß für jede Matrix A E Rm."

gilt, und folgere hieraus für symmetrisches A = AT E Rn,n

IIA·112 ~ IIIAII12 ~ IIAI11 = IIA·lloo·

Hinweis: Man beachte ai = Ämax(ATA) ~ IIATAlloo ~ 'IATlloo IIAlloo = II AI111IAlloo·

V1.2.10. Man beweise die Gültigkeit von

für jede Matrix A E Rm," und von

für symmetrisches A = AT ER",".

Bemerkungen zum Kapitell

(33)

(34)

(35)

(36)

B 1.1. Der in diesem Kapitel behandelte Stoff ist Gegenstand der meisten Lehrbücher der
linearen Algebra und Matrixtheorie. Wir verweisen z. B. auf GANTMAHER [86J als theoretisch
orientierte sowie FADDEEVjFADDEEVA [63J als numerisch orientierte detaillierte Darstellungen.

B 1.2. Der größte Teil der in diesem Buch dargestellten Gebiete läßt sich im Reellen behandeln,
lediglich bei Eigenwertaufgaben nichtsymmetrischer Matrizen müssen komplexe Eigenwerte
und damit komplexe Vektoren und Matrizen zugelassen werden. Aus diesem Grund wählen
wir die Darstellung im Reellen als Basis und nehmen nur dann, wenn es der Gegenstand er
fordert, eine Erweiterung ins Komplexe vor.

B 1.3. Die reelle Blockdreiecksversion 1.2.8 des klassischen Schursehen Satzes 1.2.7 ist Grund
lage für den im Reellen ausführbaren doppelten QR-Algorithmus zur Eigenwertbestimmung
bei nichtsymmetrischen Matrizen. Sie ist mit einer Beweisskizze bei STEWART [73J nachzu
lesen. Das Trägheitsgesetz 1.2.13 wird meist nach SYLVESTER benannt.

•
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B 1.4. Obwohl die Singulärwertzerlegung 1.2.14 für quadratische Matrizen bereits 1889 durch
SYLVESTER und für allgemeine Matrizen 1939 durch ECKART/YoUNG gefunden wurde, hat sie
erst in jüngster Zeit Eingang in die numerische lineare Algebra und die zugehörige Spezial
literatur gefunden, siehe etwa FORSYTHE/MoLER [67], STEWART [73], LAWSON/HANSON [74]
und VOEVODIN [77].

2. Aufgaben, Computer, Algorithm,en

Dieses Kapitel spielt für das Verständnis des vorliegenden Buches eine grundlegende
Rolle. Es dient

der Vorstellung der hier behandelten konkreten Aufgabenklassen

der Diskussion des Begriffes "Numerisches Problem" und dessen wesentlichen
Eigenschaften, speziell der Abhängigkeit der Resultate von den Eingangsdaten
und deren Fehlern

der Untersuchung der auf derzeitigen Computern realisierten Arithmetik

der Einführung und Erläuterung des Begriffs "Numerischer Algorithmus" und
damit zusammenhängender Probleme wie Auswirkung von Rundungsfehlern
während der Computerrechnung.

In der klassischen Mathematikausbildung werden diese Probleme meist nur kurz
bzw, überhaupt nicht behandelt. Der Leser sei deshalb aufgefordert, die folgenden
Seiten besonders sorgfältig zu studieren, die Beispiele gründlich nachzuvollziehen
und sich um das aktive Verständnis der z. T. nicht ganz einfachen Begriffe und
Denkweisen zu bemühen. Auch in den späteren Kapiteln wird der hier angesprochene
Problemkreis immer wieder an konkreten Aufgaben erläutert werden, so daß sich
nach und nach der erwünschte Zustand der Vertrautheit und aktiven Beherrschung
einstellen wird.

2.1. Aufgabenklassen der linearen Algebra

Die Aufgaben der linearen Algebra treten in der Regel nicht eigenständig, sondern
einzeln bzw. mehrfach als Teilaufgaben bei der Lösung komplexer Probleme aus den
verschiedensten Anwendungsgebieten auf.

A.l. Lösung quadratischer linearer Gleichungssysteme

Gegeben sind eine reguläre Koeffizientenmatrix A E Rn,n und eine rechte Seite b E Rn.
Gesucht ist die in diesem Fall eindeutige Lösung x E Rn des linearen Gleichungssystems

Ax=b. (1)

Beispiele für das Auftreten solcher Gleichungssysteme sind

Bilanzprobleme in Technik und Ökonomie

Analyse linearer elektrischer und mechanischer Netzwerke (Systeme hoher
Dimension mit vielen unregelmäßig verteilten Nullen in A)
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Lösung nichtlinearer Gleichungssysteme und Minimierungsaufgaben mittels
Newton-ähnlicher Verfahren (pro Iterationsschritt ein System Akxk = b k zu
lösen)

Interpolation und Approximation von Kurven und Flächen mittels Spline- und
anderer Funktionen (Systeme mit Bandmatrizen)

Integration von Anfangswertaufgaben bei Systemen gewöhnlicher Differential
gleichungen mittels impliziter Verfahren (Systeme hoher Dimension mit vielen
unregelmäßig verteilten Nullen, siehe Ü 2.1.1)

Diskretisierung von Randwertaufgaben bei gewöhnlichen und partiellen Diffe
rentialgleichungen mittels Differenzenverfahren oder finiter Elemente (Systeme
hoher Dimension mit vielen regelmäßig verteilten Nullen, Systeme mit Band
matrizen, siehe Ü 2.1.2)

Lösung von Anfangs-Randwert-Aufgaben bei partiellen Differentialgleichungen.

Bei den angegebenen Beispielen treten u. a. folgende Sonderfälle und ..l~fodifikationen
der Aufgabenstellung auf:

Lösung von Systemen mit Matrizen spezieller Struktur:
Asymmetrisch bzw. symmetrisch und positiv definit und/oder
A von ho her Dimension mit vielen regelmäßig bzw. unregelmäßig verteilten
Nullen, speziell A Bandmatrix (Diskretisierung selbstadjungierter Differential
gleichungen, Optimierungsalgorithmen)

Lösung mehrerer Systeme Axk = b" (k = 1, ... , q) mit derselben Koeffizienten
matrix (iterative Verbesserung, Lösung von Matrixgleichungen AX = B,
X = (xl, ..., ;rq), B = (bI, ... , b q) E Rn,q)

Lösung mehrerer Systeme Akxk = b k (k = 1,2, ... ) mit verschiedenen Koeffi
zientenmatrizen, wobei

rang (A k +1 - Ad = 1 oder 2 (Quasi-Newton-Verfahren)

oder

rang (A k +1 - A'd = n, aber n groß und Besetztheitsmuster aller A k identisch

(Anfangswertaufgaben bei Differentialgleichungen).

Eine Matrix, die viele Nullelemente enthält, wird schwach besetzte Matrix (engl.
"sparse matrix", nISS. "paspemeHHaH MaTpIUJ;a") genannt. Man spricht von schwacher
Besetztheit, wenn die Anzahl der Nichtnullelemente kleiner als etwa 10% der
Gesamtzahl aller Elemente ist; meist ist sie sogar wesentlich geringer. Schwach
besetzte lineare Gleichungssysteme entstehen z. B. bei der Analyse von Netzwerken
und bei der Diskretisierung von Differentialgleichungen und erfordern i. allg. spezielle
Lösungsverfahren, deren ausführliche Behandlung über den Rahmen dieses Buches
hinausgeht. Einige Basistechniken werden im Abschnitt 6.4 vorgestellt.

A 2. Berechnung inverser Motrizen.

Gegeben ist eine reguläre Matrix A E Rn,n. Gesucht ist die inverse Matrix

A-l.
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Ein wichtiger Sonderfall ist die Inversion einer symmetrischen, positiv definiten
Matrix.

Beispiele für Probleme, bei denen inverse Matrizen explizit berechnet werden
müssen, kommen aus der Statistik.

1
2.1.1. Warnung. Ausdrücke de.r Form X = A-IB, B E Rn,Q, sollten i. allg. nicht
durch Berechnung von A--l und anschließende Multiplikation mit B berechnet
werden, sondern billiger und genauer durch direkte Berechnung von X aus der
Matrixgleichung AX = B.

Insbesondere sollte die Lösung a: des regulären Systems Ax = b i. allg. nicht
durch numerische Auswertung der Formel x = A-1b berechnet werden.

Eine Modifikation der Aufgabenstellung ist die Berechnung mehrerer inverser
Matrizen Ab wobei Ak+l aus At durch

eine Rang-i-Änderung, speziell Ändern einer Zeile oder Spalte

- Streichen einer Zeile und Spalte

- Hinzufügen einer Zeile und Spalte

entsteht, siehe Abschnitt 6.5.

A 3. Berechnung von Determinanten

Gegeben ist die quadratische, nicht notwendig reguläre Matrix A E Rn,n. Gesucht ist
die Zahl

det (A).

Beispiele für das Auftreten von Determinantenberechnungen sind

Verfahren zur Lösung linearer bzw. nichtlinearer Eigenwertprobleme 11J(A) x = 0,

die auf der Bestimmung der Wurzeln der skalaren Gleichung p(A) := det (M(A))
= 0 beruhen

Verfahren zur Berechnung von Rückkehrpunkten und Verzweigungspunkten bei
parameterabhängigen nichtlinearen Gleichungssystemen.

Dabei heißt das Eigenwertproblem 1lJ(A) u: = 0 linear, wenn M(A) = A o + }.A1 mit
Matrizen A o, Al E Rn,n gilt; andernfalls heißt es nichtlinear. Zum Beispiel legt
1lJ(A) := A o + AAl + A2A 2 ein nichtlineares - nämlich quadratisches - Eigenwert
problem fest.

B 1. Lösung linearer Quadratmittelprobleme

Gegeben sind eine Koeffizientenmatrix A E Rm.n mit m ~ n und eine rechte Seite
b E Rm. Dann hat das überbestimmte lineare Gleichungssystem Ax = b i. allg.
keine Lösung. Gesucht ist deshalb eine Lösung x E Rn des linearen Quadratmittel
problems

IIAx - bl12 ~ Minimum!, (2)
:rERn

d. h. ein Vektor ir; der das Residuum 'r(x) := b - Ax des überbestimmten Systems
in der Euklidischen Norm minimiert. Für (2) verwenden wir äquivalent die ab-
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kürzende Schreibweise

Ax '"" b . (3)

Beispiele für das Auftreten linearer Quadratmittelprobleme sind

- lineare Regressionsprobleme (siehe Ü 2.1.3)

- Verfahren vom Gauß-Newton-Typ zur Lösung nichtlinearer Regressionsprobleme.

Sonderfälle und ArIodifikationen der Aufgabenstellung sind

Lösung von Quadratmittelproblemen mit schwach besetzten Matrizen hoher
Dimension

Lösung mehrerer Probleme Axk '"" b" (k = 1, ... , q) mit derselben Koeffizienten
matrix (iterative Verbesserung von Quadratmittellösungen, Matrixprobleme
IIAX - BIIF -+ Minl, B, X E Rm,q, siehe Ü 2.1.4)

Lösung mehrerer Probleme Akxk '"" b" mit unterschiedlichen Matrizen Akl wobei
A k+1 aus A k entsteht durch
Rang-1-Änderung, speziell Ändern einer Zeile oder Spalte,
Hinzufügen oder Streichen einer Zeile oder Spalte
(Lineare Regressionsprobleme mit Änderungen in Ansatzfunktionen und Meß
wertsätzen, siehe Ü 2.1.3)

Lösung regularisierter Quadratmittelprobleme im Fall schlecht konditionierter
bzw. inkorrekt gestellter Aufgaben Ax '"" b, Dieses Problem hängt eng mit der
numerischen Bestimmung des Ranges der Matrix A zusammen, siehe Kapitel 11

Lösung linearer Quadratmittelproblememit linearen Gleichheitsnebenbedingungen:
I

IIAx - bl12 -+ Minimum bei C» = d

mit C E RP,n, d E RP und m ~ n - p.

B 2. Berechnung von Pseudoinversen

Gegeben ist eine Matrix A E Rm,n beliebigen Formats (m, n). Gesucht ist ihre Pseudo
inverse

Dabei ist A+ E Rn,rn gerade diejenige, durch A eindeutig festgelegte Matrix, die
jedem b E Rm gemäß x+ := A "b die bezüglich IIxl12 normkleinste Lösung x+ von
Ax '"" b zuordnet, siehe Abschnitt 8.1.

Beispiele für Aufgaben, bei denen Pseudoinverse explizit benötigt werden, kommen
aus der Statistik.

1
2.1.2. Warnung. Ausdrücke der Form Y = A+B, B E Rm,q, sollten i. allg. nicht
durch Berechnung von A + und anschließende Multiplikation mit B, sondern direkt
durch Berechnung der Lösungen yk von Ayk '"" b k (k = 1, , q) mit minimalem
IIykl1

2 ermittelt werden, wobei Y = (yI, ..., yq) und B = (bI, , bq).

Modijilaüionen der Aufgabe bestehen in Änderungen und Regularisierungen von ~4
analog zu B 1.
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C 1. Das spezielle symmetrische Eigenwertproblem

Gegeben ist eine symmetrische Matrix A E S":". Gesucht sind Eigenwerte und gege
benenfalls zugehörige orthonormierte Eigenvektoren des Eigenwertproblems

Ax = AX. (4)

Beispiele für die Herkunft solcher Probleme sind

Diskretisierung spezieller Typen von Eigenwertaufgaben bei Differential- und
Integralgleichungen .

allgemeine symmetrische Eigenwertprobleme, die auf spezielle reduziert worden
sind, siehe Abschnitt 14.2.

statistische Fragestellungen.

Sonderfälle des Problems stellen dar

die Berechnung der p größten oder kleinsten Eigenwerte

die Berechnung der in einem vorgegebenen Intervall [a, b] liegenden Eigenwerte
und gegebenenfalls Berechnung der zugehörigen Eigenvektoren

Aufgaben mit Matrizen spezieller Struktur wie Bandmatrizen o. ä.

C 2. Das allgemeine symmetrische Eigenwertproblem

Gegeben sind die symmetrischen Matrizen A, B E sn,n, wobei B positiv definit sei.
Gesucht sind gewisse Eigenwerte und gegebenenfalls zugehörige Eigenvektoren des
Matrizenpaares {A, B} als Lösungen des sog. allgemeinen symmetrischen Eigenwert
problems

Ax = ABx. (5)

Das wichtigste Beispiel für das Auftreten allgemeiner symmetrischer Eigenwert
probleme ist die Untersuchung des Eigenschwingungsverhaltens von mechanischen
oder elektrischen Systemen, siehe Ü 2.1.6.

C 3. Das spezielle nichtsymmetrische Eigenwertproblem

Gegeben ist die nichtsymmetrische Matrix A E Rn.n. Gesucht sind gewisse Eigenwerte
und gegebenenfalls zugehörige Eigenvektoren von A als Lösungen von

Ax = k:c.

Beispiele für das Auftreten solcher Probleme sind

Diskretisierung von nicht-selbstadjungierten Eigenwertproblemen bei Differen
tialgleichungen

Bestimmung der allgemeinen Lösung von linearen Differentialgleichungssystemen
y = Ay, siehe Ü 2.1.5.

4 Schwetlick, Numerische Algebra
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D. Numerische Probleme

Alle bisher beschriebenen Aufgabenklassen haben die folgende Struktur: Jede ein
zelne Aufgabe der Klasse ist durch eine endliche Zahl von Eingangsdaten mit gewissen
Eigenschaften charakterisiert, denen durch die mathematische Aufgabenstellung in
eindeutiger Weise eine endliche Zahl von Ausgangsdaten als Ergebnis bzw, Lösung
zugeordnet wird.

2.1.3. Beispiel. Eingangs- und Ausgangsdaten für ausgewählte Aufgabenklassen

(i) Lösung beliebig regulärer Gleichungssysteme Ax = b der Ordnung n,
Eingangsdaten: aij, b, (i, j = 1, ... , n), wobei A regulär ist
Ausgangsdaten: Xi (i = 1, ... , n)

(ii) Lösung regulärer Gleichungssysteme Ax = b mit Tridiagonalmatrizen der
Ordnung n.
Eingangsdaten: aij, b, (i, j = 1, ... , n, li - jl ~ 1), wobei A regulär ist
Ausgangsdaten: Xi (i = 1, ..., n)

(iii) Bestimmung der drei kleinsten Eigenwerte reeller symmetrischer Matrizen A
der Ordnung n,
Eingangsdaten: aij (i, j = 1, ... , n, i ~ j)
Ausgangsdaten: An- 2' An-I, An 0

Aufgaben des angeführten Typs werden numerische Problemklassen genannt. Eine
solche numerische Problemklasse {0', P} ist also eine Abbildung

P: 0' c RN .~ RM, (6)

die jedem N-dimensionalen Satz e = (eI' ... , eN)T E 0' von Eingangsdaten aus dem
zur Klasse gehörenden Definitionsbereich 0' in eindeutiger Weise einen M-dimen
sionalen Satz a = (al' ... , aM)T von Ausgangsdaten zugeordnet. Dabei kann P wie
im Fall des regulären Gleichungssystems explizit angebbar sein - nämlich als
x = A-1b - bzw. wie im Fall der Eigenwertberechnung nur implizit definiert sein.
Die Bestimmung von a = P(e) für ein einzelnes, festes e E 0' heißt numerisches
Problem {e, P} aus der Klasse {0', P}. So ist die Lösung eines konkreten regulären
Gleichungssystems Ax = b für festes A, b ein numerisches Problem aus der Klasse
"Lösung regulärer Gleichungssysteme" .

12.1.4. Merksatz. Numerische Probleme sind dadurch gekennzeichnet, daß die Ein
gangsdaten als fehlerbehaftet angesehen werden müssen.

Dabei sind drei Fehlerquellen zu unterscheiden, die in der Regel gleichzeitig auf
treten:

Die Eingangsdaten sind Ergebnisse von Messungen bzw. von vorausgegangenen
Rechnungen und deshalb notwendig fehlerbehaftet

Wenn a = P(e) durch einen numerischen Algorithmus auf einem Computer
berechnet werden soll, müssen die Eingangsdaten ej als Computerzahlen im
Speicher dargestellt werden. Selbst bei fehlerfreien Eingangsdaten wird dabei
i. allg. ein - wenn auch kleiner - Darstellungsfehler hervorgerufen, vgl. Ab
schnitte 2.2 und 2.3
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Für viele Algorithmen läßt sich zeigen, daß die berechnete und durch Rundungs
fehler verfälschte Computernäherung ii für a = P(e) die exakte Lösung eines
benachbarten Problems mit den gestörten Eingangsdaten e + oe ist, d. h., es
gilt ii = Pte + de), wobei für die Störung oe eine kleine Schranke Je mit
lideil ~ Je angegeben werden kann. Das ist das Prinzip der rückwärtigen Fehler
analyse, vgl. Abschnitt 2.3. Die Berechnung und Abschätzung von oe ist oft
wesentlich einfacher als die direkte Abschätzung von ii - a und hat sich speziell
in der numerischen linearen Algebra als äußerst tragfähig erwiesen.

Unabhängig von der Art des Eingangsfehlers liegt dabei folgende Situation vor:
Die Eingangsdaten e des konkreten Problems {e, P} sind nur im Rahmen eines ge
wissen Fehlerniveaus bekannt, das hier der Einfachheit halber durch die kollektive
Normschranke Je > 0 charakterisiert werden soll: Neben e sind alle Eingangs
daten e mit einem Fehler - genauer: absolutem Fehler -

für den

de:=e-e,

I/oell = Ile - eil ~ Je

(7)

(8)

gilt, als gleichberechtigt anzusehen. Selbstverständlich können auch individuelle
Fehlerschranken des Typs Ibeil = lei - eil ~ zle, verwendet werden.

Das fehlerbehaftete Problem {e, P} mit dem Fehlerniveau Je ist daher durch die
~fenge

~(e, Je) := {e E ~: Ile - eil ~ Je} (9)

von gleichberechtigten Eingangsdaten charakterisiert. Als Lösung muß dann neben
a = P(e) jedes ii = P(e) mit e E ~(e, zle) akzeptiert werden, d. h., alle Elemente
der Menge

cA(e, Je) := P(0(e, Je)) := {a = P(e): e E ~(e, Je)} (10)

müssen als gleichberechtigte Lösungen angesehen werden. Die Lösung des fehler
behafteten Problems {e, P} mit dem Fehlerniveau zle besteht daher eigentlich in der
Bestimmung der gesamten zulässigen Lösungsmenge cA(e, Je).

Damit das fehlerbehaftete numerische Problem vernünftig gestellt ist, muß
cA(e, Je) zumindest beschränkt sein, d. h., die Norm der Elemente von cA darf eine
obere Schranke nicht überschreiten. Als Beispiel betrachten wir eine fehlerbehaftete
reguläre Matrix M E Rn,n mit. dem Fehlerniveau J1U. Bei zu großem JM liegen in
der Menge {M: 11M - MII ~ JM} auch singuläre Matrizen. Das Problem der Inver
sion von M ist dann zum Fehlerniveau AM nicht vernünftig gestellt, denn in
~(M, JM) = {M: M regulär und 11M - lU11 ~ AlU} gibt es Matrizen M mit beliebig
großem IIM-III, d. h., cA(M, AM) ist nicht beschränkt; siehe Abschnitt 4.1. In diesem
Fall kann durch Verkleinerung von JM - also genauere Bestimmung der Elemente
von M - versucht werden, beschränkte Lösungsmengen zu erhalten. Im Abschnitt 4.1
werden wir sehen, daß dies für das diskutierte Beispiel der Inversion in der Tat
möglich ist. Andernfalls muß die Problemstellung z. B. durch Regularisierung o. ä.
modifiziert werden, vgl. Abschnitte 11.2 und 11.3. Ob dies sinnvoll und zulässig ist,

4*
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kann nicht allein vom Standpunkt der Mathematik, sondern nur vom Standpunkt
des im Hintergrund stehenden realen Problems unter Einbeziehung des Natur
wissenschaftlers oder Ingenieurs entschieden werden.

Es stellt sich heraus: Die exakte Bestimmung der Lösungsmenge cJl(e, zle) ist für
die Aufgabenklassen der linearen Algebra praktisch nicht möglich. Man behilft sich
daher mit der Konstruktion von Mengen, die cJl(e, zle) einschließen. Eine Möglich
keit dafür bildet die Intervallanalysis bzw. Intervallmathematik, siehe B 2.8. Wir
gehen einen anderen, in der Regel weitaus billigeren Weg und bestimmen neben dem
Repräsentanten a = P(e) eine Fehlerschranke Lla so, daß

Iloall = IIP(e) - P(e)11 ~ Lla für alle e E ~(e, zle)

gilt. Dies ist gleichbedeutend mit

cJl(e, zle) c if(a, Lla) := {a E RM: Ila - all ~ Lla},

(11)

(12)

d. h., die Lösungsmenge wird mit einer Normkugel um a mit dem Radius Lla ein
geschlossen, siehe Abb.2.1.1 für eine Veranschaulichung unter Verwendung der
Euklidischen Norm.

Abb.2.1.1. Lösungsmenge und Fehlerschranken bei fehler
behafteten Eingangsdaten

Der kleinste in (11) mögliche Wert für Lla wird mit Jaopt bezeichnet und gibt das
optimale (absolute) Fehlerniveau der Ausgangsdaten an:

Llaop t := min {Lla > 0: IIP(e) - P(e)1I ~ Lla für alle e E o(e, Lle)}. (13)

Eine äquivalente Festlegung ist

Llaop t = max {IIP(e) - P(e)ll: e E 0(e, Lle)}. (14)

Wir bemerken hier, daß "min" bzw. "max" eigentlich durch "inf" bzw. "sup"
ersetzt werden müßten. Bei abgeschlossenem ~(e, zle) und stetigem P - dies ist
bei unseren Beispielen der Fall - sind jedoch die einfachen Begriffe "min" bzw.
"max" zulässig.

Aus der Definition von Llaopt folgt: Bei einem Fehlerniveau zle der Eingangsdaten
ist der Fehler der Ausgangsdaten durch Llaopt beschränkt, und es gibt zulässiqe Ein
gangsdaten e E ~(e, Lla) mit IIP(e) - P(e)11 = LlaoPt ' d. h., das optimale Fehlerniueaü
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wird angenommen. Man nennt Jaop t aus diesem Grunde auch unvermeidlichen Fehler
der Ausgangsdaten. Eine höhere Genauigkeit ist bei der in den Eingangsdaten &(e, zle)
liegenden Information nicht zu erwarten, siehe Abb.2.1.1, wo mit Lla = Llaop t ge
arbeitet wird.

Für die Berechnung von Lla muß die Änderung oa := ii - a = P(e) - P(e) für
kleine Störungen e - e untersucht und abgeschätzt werden. Dies ist Gegenstand
der Störungstheorie, die exakte oder zumindest in der Größenordnung richtige Aus
drücke für P(e) - P(e) als Funktion von e - e bzw. für deren Normen bereitstellt.

Eine natürliche Forderung für eine vernünftige Problemstellung {e, P} ist die
Steiiqkei: von P im Punkt e: Wenn e gegen e strebt, soll ii = P(e) gegen a = P(e)
streben; d. h., kleine Änderungen der Eingangsdaten sollen kleine Änderungen der
Ausgangsdaten bewirken. Ein in diesem Sinne vernünftiges numerisches Problem
wird als korrekt gestellt bezeichnet (engl. "properly posed", russ. "RoppeRTHo IIO

CTaBJIeHo"). Für numerische Zwecke ist die Eigenschaft "korrekt gestellt" zu schwach;
die Stetigkeit im Punkt e muß relativ gutartig und quantitativerfaßbar sein. Zur
Motivierung betrachten wir das folgende Beispiel:

2.1.5. Beispiel. Stetigkeitsverhalten der Problemklasse

a = P(e) = 1Je, e E & := {e E R: e > O}. (15)

Für festes e E & - also e > 0 - liegt auch "jedes e mit je - e] ~ Lle in &, sofern
zle ~ Lloe < e ist. In diesem Fall folgt

I
1 1 I 1 1IP(e) - P(e)1 = --:- - - = -:: le - e] ~ le - el·
e e ee e(e - zle)

(16)

Die Änderung e - e der Eingangsdaten kann sich also höchstens mit dem Verstär
kungsfaktor L(e, zle) := 1j[e(e - Lle)] auf die Ausgangsdaten auswirken. Der Faktor
L(e, (je) hängt von e und Lle ab, und für genügend kleines zle unterscheidet er sich
immer weniger von L(e, 0) = 1Je2• 0

Das obige eindimensionale Beispiel legt es nahe, die folgenden allgemeinen Begriffe
einzuführen:

2.1.6. Begriffe der Lipschitzstetigkeit. Betrachtet wird die numerische Problem
klasse {&, P}.

(i) Das Problem {e, P} der Klasse {&, P} heißt lokal lipschitzstetig, wenn es ein
(i, allg. von e abhängiges) Fehlerniveau Lloe > 0 gibt, so daß zu jedem
zle ~ Lloe eine lokale Lipschitzkonstante L(e, zle) > 0 existiert mit

IIP(e) - P(e)11 ~ Lie, zte) Ile - eil (17)

für alle e E & mit Ile - eil ~ Je.

(ii) Die Klasse {0', P} heißt lokallipschitzstetig, wenn jedes Problem {e, P}, e E 0',
der Klasse lokal lipschitzstetig ist.
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(iii) Die Klasse {~, P} heißt (schlechthin) lipschitzstetig, wenn eme (globale)
Lipschitzkonstante L > 0 mit

IIP(e) - P(e)11 ~ L Ile - eil (18)

für alle e, e E ~ existiert.

Dabei wird stets vorausgesetzt, daß die Lipschitzkonstanten minimal gewählt
werden, so daß die Abschätzungen (17) bzw. (18) nicht verbessert werden können.

Wir bemerken noch, daß die Eigenschaft der Lipschitzstetigkeit unabhängig von
den verwendeten Normen ist, während die Zahlenwerte der Lipschitzkonstanten
natürlich von den Normen abhängen.

Sämtliche der oben eingeführten Stetigkeitsbegriffe treten bei den später behan-
delten Problemklassen tatsächlich auf. Als Beispiele führen wir an:

Die Bestimmung der Normallösung eines Quadratmittelproblems Ax "-' bist
ein lokal lipschitzstetiges Problem, falls A Vollrang hat. Andernfalls liegt nicht
einmal Stetigkeit vor, so daß die Problemklasse, für beliebige Eingangsdaten
{A, b} die Normallösung zu bestimmen, nicht lokallipschitzstetig ist.

Die Lösung regulärer linearer Gleichungssysteme Ax = b ist eine lokallipschitz
stetige Problemklasse.

Die Eigenwertbestimmung symmetrischer Matrizen A ist eine schlechthin lip
schitzstetige Problemklasse mit der Lipschitzkonstanten L = 1, sofern A - A
in der F-Norm gemessen wird.

2.1. 7. Bemerkung (i) Die lokale Lipschitzstetigkeit ist eine starke Form der Stetig
keit, deren Vorliegen keineswegs selbstverständlich ist. Zur Illustration betrachten
wir die Problemklasse

a = P(e) = e", e E ~ := {e E R: e ~ O}, o < LX ~ 1 fest.

Für das durch e = 0 festgelegte Problem und beliebiges e > 0 gilt

IP(e) - P(e)/ = leal = 1 . le - el",

d. h., die Änderung e - e wirkt sich nicht in erster, sondern in der Potenz LX auf die
Ausgangsdaten aus. Man spricht dann von Hölderstetigkeit. Etwa zur Definition
der lokalen Hölderstetigkeit müßte (17) durch

IIP(e) - P(e)1I ~ L(e, L1e) Ile - ella(e) (19)

ersetzt werden, wobei LX(e) den größtmöglichen Exponenten bezeichnet, für den
(19) gilt; die übrigen Begriffe wären sinngemäß zu übertragen. Je kleiner LXist, um so
schwächer ist diese Form der Stetigkeit: Im Beispiel ergibt sich für e = 0, e - e
= 10- 6 etwa im Fall LX = 1/2 die Änderung (ja = P(e) - P(e) = 10- 3, im Fall
LX = 1/12 dagegen (ja = 10- 1/2 = 0.3! Man beachte, daß für e > 0 lokale Lipschitz
stetigkeit vorliegt, also LX in der Tat von e abhängen kann.

(ii) Es gibt auch in der linearen Algebra Probleme, die nur lokal hölderstetig mit
LX < 1 sind. So können die Eigenwerte nichtsymmetrischer Matrizen A lokal hölder-
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stetig mit IX ~ 1/n von A abhängen, und der Wert IX = 1/n kann angenommen
werden: Die Matrix

A(e) :=

e .

1
1 1

... 1 1

hat das charakteristische Polynom det (A(s) - Al) = (1 - A)n + (_1)n+1 E, so daß
für die Eigenwerte Aj(s) die Beziehung

tI_

IAj(S) - Aj(O)1 = y'e = sl/n

folgt; man beachte Aj(O) = 1 (i = 1, ... , n). Eine Störung e = 10- 6 bewirkt also im
Fall n = 12 eine Änderung der Eigenwerte um liSAjl = 10- 1/2 = 0.3. Da wir das
nichtsymmetrische Eigenwertproblem nicht behandeln, gehen wir auf die Hölder
stetigkeit nicht weiter ein.

(iii) Falls P in der Umgebung von e E ~ stetige partielle Ableitungen erster Ord
nung besitzt, ist das Problem {e, P} lokallipschitzstetig, vgl. Ü 2.1.7. 0

Mittels der lokalen Lipschitzkonstanten läßt sich das optimale Fehlerniveau ein
fach abschätzen bzw. unter zusätzlichen Glattheitsvoraussetzungen sogar asympto
tisch exakt angeben.

2.1.8. Aussage. Betrachtet wird das numerische Problem {e, P}.

(i) Wenn {e, P} lokallipschitzstetig ist, gilt für LJe ~ LJoe

LJaopt ~ Lie, LJe) LJe. (20)

(ii) Wenn P in der Umgebung von e genügend glatt im Sinne der Existenz stetiger
partieller Ableitungen zweiter Ordnung ist, liegt lokale Lipschitzstetigkeit
vor, die lokale Lipschitzkonstante Lie, LJe) hängt stetig von LJe ~ 0 ab, der
Grenzwert

L(e):= lim Lie, LJe)
Je__ +o

existiert, und es gilt Lie, LJe) = L(e) + O(LJe) sowie

LJaovt = [L(e) + O(LJe)] LJe

für LJe -+ 0, LJe ~ LJoe mit genügend kleinem LJoe > O.

(21)

(22)

Für einen festen Exponenten ß > 0 bezeichnet 0(';11) dabei eine Funktion von
,; E R, die für'; -+ 0 mindestens so schnell wie ,;11 gegen 0 geht, d. h., es gilt

für genügend kleines I~I mit einer Konstanten C > O.
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Beweis. Aussage (i) folgt sofort aus (13) und (17). Teil (ii) ergibt sich aus der Taylorformel
mit Restglied zweiter Ordnung für P an der Stelle e, vgl. wieder Ü 2.1.7. 0

Bei den später behandelten Problemen ist die Glattheitsforderung aus (ii) immer
erfüllt. Wir nehmen daher im folgenden stets an, daß P dieser Voraussetzung genügt
und somit die Darstellung (22) für das optimale Fehlerniveau gültig ist. Aus dieser
folgt

Jao p t R:::1 L(e) Je

für genügend kleines L1e, und (23) ist asymptotisch exakt im Sinne von

,:lao P t ----'-- L(e) f A 0--r ür (~e -»- ,
Je

(2:3)

(24)

Die Zahl L(e) wird absolute Konditionszahl des lokallipschitzstetigen Problems {e, P}
genannt. Sie gibt den maximal möglichen Verstärkungsfaktor an, mit dem sich eine
kleine Störung der Eingangsdaten auf die Ausgangsdaten auswirken kann.

In den meisten Fällen ist es zweckmäßig, mit relativen Fehlern und Fehlerschran
ken anstelle von absoluten zu arbeiten. Für eine skalare Größe e, E R heißt unter
der Voraussetzung ei =f= 0 der Quotient

ei - ei oei
Ci := c(ei) := = -

e, e,
(25)

relativer Fehler von e, und wird üblicherweise in Prozent angegeben; gelegentlich
wird auch mit (ei - edlei gearbeitet, siehe B 2.1 und Ü 2.1.8. Durch Ci kann die im
Repräsentanten e, enthaltene Information unabhängig von dessen Größenordnung
und damit besser charakterisiert werden; z. B, läßt sich -loglo ICil als Anzahl der
gültigen Dezimalziffern in der Dezimaldarstellung von e; deuten, vgl. Abschnitt 2.2.
Bei Vektoren e = (ed E RN können die individuellen relativen Fehler der Kompo
nenten für jedes i gemäß (25) definiert werden. Häufig ist es jedoch einfacher und
zweckmäßiger, mit kollektiven relativen Fehlern

bzw.
IIP(e) - P(e)11

IIP(e)11

zu arbeiten. Dazu muß natürlich e =f= 0 bzw. P(e) =f= 0 vorausgesetzt werden,
Wenn {e, P} lokal lipschitzstetig ist, läßt sich (17) mit

Kie Je) := L(e Je) _I_lei_I
, '1IP(e)11

äquivalent in der Form

Iloall = IIP(e) - P(e)1I :::;; K(e Je) Ile - eil
lIall IIP(e)11 -, [e]

schreiben, d. h., die relativen Fehler genügen einer zu (17) analogen Ungleichung
mit der relativen lokalen Lipschitzkonstanten K(e, Je) statt L(e, Je). Mit L(e, Je)
ist auch Kie, Je) optimal, d. h. nicht durch eine kleinere Konstante ersetzbar. Die
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2.1.8(i) entsprechende Abschätzung des relativen optimalen Fehlerniveaus lautet
dann

Jaopt < K( zle) zle fürw= e, e M
zte _Joe
-<--
Iiell = Iiell'

(26)

und analog zu 2.1.8(ii) ist Kie, zle) für genügend glattes P bezüglich zle stetig, der
Grenzwert

K(e):= lim K(e, zle) = L(e) IleII/IIP(e)11
Lle--++O

existiert, und es gilt K(e, zle) = K(e) + O(Lle/llell) sowie

Llaopt
= [K(e) + 0 (~)] Lle

Ilall Iiell [e]

für Je/iiell ~ 0, Lle/liell ~ Lloe/liell, Lloe genügend klein. Dies bedeutet

Llaopt K zle
M~ (e)M

für genügend kleines Lle/liell, und (28) ist im Sinne von

(27)

(28)

LlaoPt/llal1 ~ K(e)
Lle/liell

Lle
für - ~O

[e]
(29)

asymptotisch exakt. Das optimale relative Fehlerniveau der Ausgangsdaten ist also
das K(e)-jache des relativen Fehlerniveaus der Eingangsdaten, sofern letzteres genügend
klein ist. Der relative Fehler der Eingangsdaten kann sich höchstens mit dem Ver
stärkungsfaktor K(e) als relativer Fehler der Ausgangsdaten auswirken. Die Zahl
K(e) wird deshalb relative Konditionszahl des Problems {e, P} genannt.

Die folgenden Beispiele sollen die neu eingeführten Begriffe erläutern und zeigen,
wie Lipschitzkonstanten und Konditionszahlen in konkreten Fällen berechnet
werden können.

2.1.9. Beispiel, Bestimmung der Euklidischen Norm r(x) := IIxl12 für x E Rn. Wegen
der Normeigenschaft (N~) aus 1.1.1 gilt

(30)

für alle x, d'x ERn, d. h., die Aufgabenklasse ist lipschitzstetig mit der Konstanten
L = 1. Aus (30) folgt

I~ I = Illx + rl'x11 2 - IIxl121 ::;; IIoxl12 (31)
r IIxl12 - IIxl12

für alle x, d'x E Rn mit x =f= 0, d. h., auch die relativen Fehler können sich nicht ver
stärken. Da in (30) und (31) für ox = AX, o: =f= 0, A =f= 0 beliebig, das Gleichheits
zeichen steht, folgt L(x) = 1 für alle x und K(x) = 1 für alle x =f= 0.
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Um den Einfluß von ox nicht nur in einer Normabschätzung, sondern direkt er
fassen zu können, betrachten wir

or = Ilx + oxl12- IIxl12= (1Ixll~ + 2xTox + Iloxll~)1/2 - (1Ixll~)1/2

= [(llxll~ + 2xTox + Iloxll~) - (1Ixll~)]/[(llxll~ + 2xTox + Iloxll~)1/2

+ (1Ixll~)1/2].

Berücksichtigung von Gliedern erster Ordnung in ox führt auf

xTox
or = Ilx + oxll2- IIxl12 = -- + O(lloxI12) für X =!= o ,

IIxll2
Die Beziehung v(s) = O(sP) für e ERbedeutet dabei Ilv(s)11 ~ C IslP für genügend
kleines [s] mit einer Konstanten C > O. Die Darstellung (32) besagt u. a., daß sich
eine zu x orthogonale Störung ox in erster Ordnung nicht auf Ilx + oxl12auswirkt,
während der Einfluß für ox = AX maximal wird. Dies ist anschaulich evident.

Zahlenbeispiel. Für n = 2 und x = (0.9987, 0.05097)T ist r(x) = IIxl12 = 1.000000. Das
zu Llx = 0.01 gehörende optimale Fehlerniveau ist Llropt = Llx = 0.01.

(i) Für ~x = (0.01, O)T ergibt sich r(x + ox) = 1.009987, also

~r = 0.009987 und I~rl/Llropt = 99.87%.

(ii) Für ~x = (0, 0.01)T ergibt sich r(x + ox) = 1.000559, also

~r = 0.000559 und l~rl/LlroPt = 5.59%.

Das Beispiel zeigt, daß ein Fehler ~r in der Größenordnung Llropt nicht für jede im Rahmen
des Fehlerniveaus Llx = 0.01 zulässige Störung ox angenommen wird. Da der "wahre" Fehler
.i'x der Eingangsdaten i. allg. nicht bekannt ist, muß jedoch mit einem Fehler von maximal
Jropt = 0.01 gerechnet werden. D

Falls die Eingangsdaten e aus verschiedenen Gruppen - etwa 'e = (A, b) bei
linearen Gleichungssystemen bzw. e = (x, y) beim Skalarprodukt - bestehen, ist
es zweckmäßig, den Einfluß jeder Gruppe getrennt zu berücksichtigen und additiv
zu überlagern. Man kommt dann zu sog. partiellen Konditionszahlen bezüglich jeder
Gruppe. Wir demonstrieren diese Verallgemeinerung der bisher eingeführten Begriffe
am Beispiel des Skalarproduktes xTy.

2.1.10. Beispiel. Bestimmunq des Skalarproduktes s = s(x, y) = xTy für x, y ERn.

Hier gilt

also

losl ~ IIoxl12Ilyl12 + IIrlYI12 IIxl12+ Iloxl/2 IIoYI12
= (IIy112 + 0.5 IloYll2) IIoxll2+ (11x112+ 0.5 lIoxl12) Iloxl12.

Für beliebige Jx, Jy > 0 und IIoxll2~ Jx, IIoYl12 ~ Jy folgt

losl ~ (1IYI!2 + 0.5Jy) IIoxl12+ (11x112+ 0.5Jx) IloYlf2'

(33)

(34)
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d. h., die Problemklasse ist lokallipschitzstetig mit den partiellen lokalen Lipschitz
konstanten L~(x, Y, Llx, Lly) := IIYl12 + 0.5Lly, L,ix, y, Llx, Lly) := IIxl12+ 0.5Llx.

Für xTy =f: 0 ergibt sich aus (33)

~ ~ IIxll2IIYl12 {lltfXll2 + IIoYl12 + IItfxl12.IIOYI12}.
[s] IxTyj IIxl12 IIYl12 IIxl12 IIYl12

Ist Ilox112/llxl12 ~ Llx/llxl12 und IloY112/IIY112 ~ LlY/IIYI12' so folgt

Ibsl ~ IIxl12IIYl12 {(1 + 0.5 LlY) IItfxl12+ (1 + 0.5 LlX) IltfYI12}. (35)
[s] IxTYI IIYI12 IIxl12 IIxl12 IIYII2

Aus (34) bzw, (35) liest man für Llx, Lly -+ 0 die absoluten bzw, relativen partiellen
Konditionszahlen

" IIxl1211Yl12L~(x, y) .= IIYII2' Ly(x, y) .= IIxl12 bzw. K~(x, y) = Ky(x, y) = (36)
IxTYI

ab. Aus (35) bzw. (36) folgt insbesondere, daß der relative Fehler des Skalarproduktes
fast orthogonaler Vektoren beliebig groß werden kann, d. h., die Skalarprodukt
bestimmung fast orthogonaler Vektoren ist bezüglich des relativen Fehlers ein
schlecht konditioniertes Problem.

Zahlenbeispiel. Fürn = 2 und ai = (0.9987, 0.05097)T,y = (1.023, -20.16)T ist8=xTy
= -0.005885. Für die im Rahmen des absoluten Fehlerniveaus Jx = Jy = 0.01 zulässigen
Störungen ox = (0, -0.01)T und oy = (0.01, O)T ergibt sich (x + OX)T (y + oy) = 0.205702,
also 68 = 0.2116 und 158/8 = -35.95. Die absoluten Konditionszahlen sind L~ = IIYll2 = 20.19,
L y = Ilxl/2 = 1.000, die relativen K~ = K y = IIxl12 IIYI12/lxTYI = 3430, d. h., die absoluten
Fehler können sich etwa um den Faktor 20, die relativen Fehler jedoch um den Faktor 3430
verstärken. Die in Analogie zu (24) bzw. (29) berechneten Näherungswerte für Ll80pt bzw.
LlsoptlI81 sind J80pt >=::::i L~Jx + LyLly = 0.1219 bzw. Ll8optll81 >=::::i K~ . Llx/llxl12 + K y . LlY/llyl12
= 36.000, d. h., mit der obigen Störung oX,oy wird das unvermeidliche Fehlerniveau prak
tisch erreicht. D

Wir haben bisher korrekt gestellte Probleme {e, P} aus der Klasse {~, P} betrach
tet, d. h. Probleme, die eine eindeutige, stetig von e abhängende Lösung a = P(e)
besitzen. Ist dies nicht der Fall, so heißt das Problem inkorrekt gestellt (engl. "ill
posed", "not properly posed", russ. "HeRoppeKTHO IIOCTaBJIeHO"). Es gibt dann evtl.
keine Lösung, oder es existieren mehrere Lösungen, oder die Lösung hängt nicht
stetig von den Eingangsdaten ab. Ein Beispiel für Mehrdeutigkeit ist die Eigenvektor
bestimmung bei mehrfachen Eigenwerten symmetrischer Matrizen, siehe Ü 2.1.9.
Hier kann durch eine Präzisierung der Problemstellung bzw. durch Hinzunahme
von Bedingungen, welche die Eindeutigkeit garantieren, zu korrekten Aufgaben
steIlungen gelangt werden.

Im letzten Fall, d. h. bei Unstetigkeit von P in e, muß die Problemstellung durch
Veränderung von ~ bzw. P modifiziert und damit Stetigkeit erzwungen werden.
Man spricht dann von einer Regularisierung des inkorrekt gestellten Problems.

2.1.11. Beispiel. Für x E 0 := R sei x+ := P(x) definiert als

P {
1/X für x =f: 0,

(x) = ..o fur x = O.
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Für x = 0 und bx =f= 0 gilt IP(x + bx) - P(x)1 = 1/lbxl, d. h., eine Störung Ibxl > 0
von x wirkt sich wie 1/lbxl auf das Ergebnis aus. Für x = 0 liegt daher eine extrem
inkorrekt gestellte Aufgabe vor. Mögliche Regularisierungen sind

x
P(x, IX) := ---

IX
2 + x2

bzw. P X IX := {1/X für
( ,) 0 für

lxi ~ IX,

lxi< IX,

wobei x > 0 ein geeignet festzulegender Regularisierungsparameter ist. 0

Wir werden in Kapitel 8 sehen, daß die Lösung des Quadratmittelproblems
Ax r-.../ b wie auch die Bestimmung der Pseudoinversen A+ im Sinne von 2.1.11 in
korrekt gestellte Aufgaben sind, sofern A rangdefizient ist. Zur Regularisierung
werden beide angegebenen Möglichkeiten benutzt, siehe Abschnitte 11.2 und 11.3.

Übungsaufgaben

Ü 2.1.1. Zur Integration eines steifen Differentialgleichungssystems y = f(t, y), Y = y(t)
= (Yl(t), ... , Yn(t) )T, t E [0, T], kann das als Trapezregel bezeichnete implizite Verfahren

hk > °Schrittweite,

verwendet werden. Man zeige, daß bei Anwendung auf die lineare Differentialgleichung

iJ = A(t) Y + g(t), A(.): [0, T] ~ Rn,n, g(.): [0, T] ~ Rn

in jedem Schritt das Gleichungssystem

[I - 0.5hkA(tk+l)] yk+l = yk + 0.5hk[A(tk) yk + g(tHl) + g(tk)]

zu lösen ist. Dabei ist yk E Rn die Näherung für y(tk).

Ü 2.1.2. Zur Lösung des Randwertproblems

-y" + p(x) y = q(x), y(O) = y(1) = 0,

für die skalare Funktion y = y(t) nach dem gewöhnlichen Differenzenverfahren wird das Er
fülltsein der Differentialgleichung in den Gitterpunkten xi := i/(n + 1) (i = 1, ... , n) gefor
dert und y"(xi) durch die Differenzenapproximation

ersetzt, wobei h:= 1/(n + 1) ist. Man zeige, daß dadurch das lineare Gleichungssystem

Yo = Yn+l = 0,

(i = 1, ... , n),

für die Näherungswerte Yi ~ y(xi) mit einer symmetrischen und tridiagonalen Koeffizienten
matrix entsteht.

n

Ü 2.1.3. Der Ansatz y = L x/Pj(t) mit n Ansatzfunktionen lf!j(t) und freien Parametern Xj
j=l

soll so an m ~ n Meßwertpaare (ti' Yi) (i = 1, ... , m) angepaßt werden, daß
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.:\Ian schreibe diese Aufgabe als lineares Quadratmittelproblem Ax ~ b. Wie ändert sich A
bzw. b beim ändern, Streichen oder Hinzufügen einer Ansatzfunktion bzw, eines Meßwert
paarest

U 2.1.4:. Es seien A E Rm,n, B = (bI, ... , b q) E Rm,q sowie X = (xl, ... , x q) E Rn,q gegeben.
Man zeige, daß X genau dann 'lAX - BIIF minimiert, wenn die Spalten x k die Quadratmittel
probleme Ax ~ b k (k = 1, ... , q) lösen.

U 2.1.5. Es sei A E Rn,n eine diagonalähnliche Matrix mit den Eigenwerten {~A und den
n

linear unabhängigen Eigenvektoren {sj}. Man beweise, daß y(t) := L aj eÄjtsj für beliebige
Koeffizienten aj E C die Differentialgleichung j=l

y=Ay

löst und daß y(t) := eAtyo mit eAt:= S eAtS-\ eAt:= diag (eÄjt), S := (SI, ... , Sn) die Lösung
zum Anfangswert y(O) = yo ist.

Ü 2.1.6. Gegeben sei das folgende, unter dem Einfluß der Schwerkraft stehende schwing
fähige System.

%

Die Bewegung der Punktmassen m1 , m2 sei auf die vertikale z-Achse eingeschränkt, und
k i, li bezeichne Federkonstante und Länge der Feder i. Man überlege sich:

(i) Die Bewegungsgleichungen des Systems lauten

Mz= -Kz+p
mit

-k2 )

k '2

wobei Mund K symmetrisch und positiv definit sind.

(ii) Die Gleichgewichtslage zO ergibt sich aus dem linearen Gleichungssystem Kz = p.
(iii) Die Auslenkungen u:= z - zO aus der Gleichgewichtslage genügen der Differential
gleichung

Mü = -Ku,

und die Eigenfrequenzen Wj von periodischen Lösungen u = eiwtx ergeben sich aus dem all
gemeinen symmetrischen Eigenwertproblem

w2M x = Hx .
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Ü 2.1.7. Es sei {e, P} ein numerisches Problem, und P: RN ~ RM besitze in der Umgebung
von e stetige partielle Ableitungen oPi/oej' Man überlege sich:

(i) Das Problem {e, P} ist lokal lipschitzstetig, und es gilt

N

IIP(e) - P(e)11 ~ E Lj(e, Je) jej - ejl
j=l

mit

L/e, Je) := max ~I:: (ej) 11: Ile - eil ~ Je}.

Insbesondere sind die Zahlen Lj(e):= II:~ (e)ll die partiellen Konditionszahlen von {e,P}.

(ii) Besitzt P stetige partielle Ableitungen zweiter Ordnung, so ist

P(e) - P(e) = f [oP (e)] (ej - ej) + O(lle - eliZ) .
j=1 oej

Dabei ist oP (e) = (OPl, ... , OPM)T der Vektor der partiellen Ableitungen von P nach ej'
oej oej oej

Ü 2.1.8. Die Zahl e =F 0, e E R, sei im Rahmen des relativen Fehlerniveaus 0> 0 gegeben,
d. h., e repräsentiere alle Zahlen der Menge 8 r := 8 r(e, 0) := {e E R: I(e - e)jel ~ o}. Man
zeige, daß alle zulässigen e E 8 r genau dann von 0 verschieden sind, wenn 0 < 1 gilt.

Im Fall 0 < 1 kann daher auch

e-e e-e
e' := e'(e) := -- statt e = e(e) = --

e e

als relativer Fehler von e definiert werden. Man rechne nach, daß

e' = _e_ sowie
1 + e

le'l :-s:: _le_l_ :-s:: _0_ =: 0'
- 1 - [s] - 1 - 0

für alle e E 8 r gilt. Für kleines relatives Fehlerniveau stimmen daher e' und s sowie die zu
gehörigen Schranken 0' und 0 praktisch überein.

Ü 2.1.9 (PARLETT [80a]). Gegeben ist die symmetrische Matrix

A(e) := (1 + e cos (2fe) e sin (2fe) \
e sin (2fe) 1 - e cos (2/e)!

für e ~ O. Man überlege sich:

(i) A(e) hängt stetig von e ab und besitzt die Eigenwerte A1(e) = 1 + e, )'2(e) = 1 - e. Die
zugehörigen orthonormalen Eigenvektoren sind im Fall e > 0 bis auf das Vorzeichen ein
deutig bestimmt und lauten

u1(e) = (cos (l/e), sin (l/c))T, u 2(c) = (sin (l/e), -cos (l/e»)T.

(ii) Im Fall e = 0 hat A(e) den doppelten Eigenwert A1(0) = Az(O) = 1, aber die Eigenvek
toren u1(e), u 2(e) haben für e ---+ +0 keinen Grenzwert. Jedes u E R2 mit IIul12 = 1 ist ein
normierter Eigenvektor von A(O) und Häufungspunkt der Menge {u = u1(e), u 2(e): e > O}.



2.2. Cornputerarithmetik 63

2.2. Computerarithmetik

A. Numerisches Rechnen

Das derzeitige numerische Rechnen beruht fast ausschließlich auf der seit Jahr
hunderten bekannten Entwicklung von reellen Zahlen nach Potenzen einer Basis
und der Anordnung der Entwicklungskoeffizienten als Ziffern im zugehörigen
Stellenwertsystem. Beispiele für endliche sowie unendliche Potenzentwicklungen zur
Basis 10 mit den Koeffizienten bzw. Ziffern 0, 1, ... , 9 sind

5 X 102 + 0 X 101 + 7 X 10° = 507,

6 X 10- 3 + 6 X 10- 4 + 6 X 10- 5 + ... = 0.00666 ... ,

3 X 10° + 1 X 10- 1 + 4 X 10- 2 + 1 X 10- 3 + ... = 3.141. ..

Neben der übersichtlichen Schreibweise und den einfachen Vorschriften zur Aus
führung der arithmetischen Operationen hat diese Zahldarstellung den Vorteil, daß
die erste von 0 verschiedene Ziffer und ihre Stellung relativ zum Dezimalpunkt die
wesentlichste Information über die Zahl enthält. Alle weiter rechts stehenden
Ziffern liefern zusätzliche, jedoch weniger und weniger wesentliche Information.

Bei den meisten Rechnungen treten Zahlen unterschiedlicher Größenordnung auf,
so daß sich die halblogarithmische Darstellung der Potenzentwicklung anbietet. Für
die obigen Beispiele lautet diese

0.507 X 103

0.666 ... X 10- 2

0.3141. .. X 101

(= 507.),

(= 0.00666 ... ),

(= 3.141. .. ).

Allgemein kann jede reelle Zahl x =P 0 in der Form

m, E {O, 1, ... , 9} (1)

mit der Mantisse mR und dem ganzzahligen Exponenten e geschrieben werden,
wobei die Normalisierungsbedingung m 1 =P 0 als erfüllt vorausgesetzt wird.

Die numerische Praxis erfordert die Beschränkung auf Potenzentwicklungen mit
endlicher Stellenzahl. Da dann i. allg. nicht mehr alle Ziffern berücksichtigt werden
können, entstehen Fehler.

1
2.2.1. Bemerkung. Numerisches Rechnen ist durch die Einschränkung auf endliche
Stellenzahl gekennzeichnet. Dadurch werden i. allg. sowohl bei der Darstellung
von Zahlen als auch bei der Ausführung arithmetischer Operationen Fehler er
zeugt, die Darstellungs- bzw. Rundungsfehler genannt werden.

~Iit wachsender Länge der Potenzentwicklung wächst die Genauigkeit, aber auch
der Rechenaufwand, d. h. der zum Speichern der Zahlen benötigte Speicherplatz
und die Rechenzeit für die Ausführung arithmetischer und anderer Operationen.
Die Länge der benutzten Potenzentwicklung soll daher ein vernünftiger Kompro
miß zwischen Genauigkeitsanforderungen und Rechenkosten sein. Handrechnung
erlaubt die flexible Anpassung der Stellenzahl an den Rechengang. Computerrech-
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nung ist Rechnung mit fester Stellenzahl, die für übliche Genauigkeitsforderungen
meist höher als eigentlich nötig ist. Andererseits kann wegen der hohen Zahl der
Rechenoperationen der summarische Einfluß der Rundungsfehler wesentlich größer
werden als bei Handrechnung.

1
2.2.2. Bemerkung. Die Einschätzung der Genauigkeit von Zahlen, die Ergebnisse
von Computerrechnungen sind, erfordert die Kenntnis der wesentlichen Eigen
schaften der Computerarithmetik und eine Fehleranalyse des benutzten Verfahrens.

Die Arithmetiken der derzeitigen Computertypen unterscheiden sich in vielen
Einzelheiten. Ihre wesentlichen Eigenschaften sind jedoch dieselben und können
durch wenige Kenngrößen charakterisiert werden. Dies ist Gegenstand der nach
folgenden Ausführungen; als Beispiel gehen wir auf die Arithmetik der Rechner
der ESER-Reihe und der Reihe IBM 370 und Nachfolger ein. Grundlegende Eigen
schaften von numerischen Algorithmen und Elemente der Fehleranalyse werden im
nachfolgenden Abschnitt 2.3 behandelt.

B. Computerzahlen

Ausgangspunkt für die Darstellung einer Computerzahl ist die halblogarithmische
Darstellung (1), wobei jedoch nur eine feste Anzahl von Mant.issenstellen und ein
fester Exponentenbereich zugelassen werden. Aus Gründen der effektiven Realisie
rung der Hardware arbeiten die meisten Computer dabei nicht mit der Basis 10,
sondern mit einer Zweierpotenz als Basis. Üblich sind die Basen 2, 8 oder 16; man
spricht von binärer, oktaler oder hexadezimaler Arithmetik.

2.2.3. Begriffe. Es seien ß, t, EI und E 2 positive ganze Zahlen, ß~ 2. Dann be
steht die Menge m= ffi(ß, t, EI, E 2 ) der Computerzahlen (auch: Gleitpunktzahlen)
zur Basis ß mit der Mantissenlänqe t und dem Exponentenbereich [-EI' E 2 ] aus
allen Zahlen der Gestalt

x = m· ße.

Dabei ist e - der Exponent von x - eine beliebige ganze Zahl mit -EI ~ e ~ E 2 ,

und m - die Mantisse von x - ist ein beliebiger t-stelliger Bruch zur Basis ß
der Form

m = ±0.mIm2... m; = ± (mIß- I + m2ß- 2 + ... + mtß- t )

mit den Ziffern m.; E {O, 1, ... , ß - 1} (i = 1, ... , t), wobei folgendes gilt:

I
entweder m l ~ 1

oder m l = m2 = ... = m t = 0 und e = - EI . (2)

Die Alternative (2) besagt, daß für jede Computerzahl x * 0 die erste Mantissen
steIle m l von 0 verschieden ist; man spricht von normalisierter Gleitpunktdarstellung.
Die Normalisierungsbedingung ist nur für die Computerzahl x = 0 verletzt; für diese
gilt m = O. Die Zuordnung des kleinsten Exponenten e = -EI zur Computerzahl
x = 0 ist üblich und zweckmäßig, aber nicht zwingend.
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Für den Exponentenbereich [-EI' E 2 ] gilt meist EI = E 2 + 1 oder EI = E 2 ,

d. h., er ist fast symmetrisch.
Zur Darstellung einer Zahl im Computer wird in der Regel ein Computerwort

benutzt, das aus einer bestimmten Anzahl von Bits besteht; gelegentlich werden auch
mehrere Computerworte verwendet. Dabei ist ein Bit die Einheit der binären Infor
mation und kann die Werte 0 oder 1 repräsentieren; jeweils 8 Bit werden als ein
Byte bezeichnet.

2.2.4. Beispiel. Computer der ESER- und IBM-Reihen rechnen zur Basis ß = 16
(hexadezimale Darstellung mit den Ziffern

m, E {O, 1, ... , 9,10, ... , 15} = {O, ... ,9, A, B, C, D, E, F}).

Die Wortlänge ist 4 Byte, also 32 Bit.

(i) In einfacher Genauigkeit (REAL*4 bzw. REAL in FORTRAN) wird ein Wort
zur Zahldarstellung verwendet mit der folgenden Auf teilung :

v c m
~/ /\

-,

DD 11

m1 I
mz [

m3 I
m4 I

m5 I
m6 I! ! ! ! ! ! ! ! ! I ! I ! t ! ! t !

1 Z 4 8 9 12 16 20 24 28 32

Dabei ist v das Vorzeichen von m (v = 0 für m ~ 0, v = 1 für m < 0). Die Zahl
c := e + 64 ist die Charakteristik von x und wird mit 7 bit binär codiert, so daß
o ~ c ~ 27 - 1, also - 64 ~ e ~ 63 gilt. Die 6 hexadezimalen Mantissenziffern
werden binär in den Positionen 9 bis 32 codiert. Die Menge der einfachgenauen
Computerzahlen ist daher ffi(16, 6, 64, 63).

(ii) In doppelter Genauigkeit (REAL*8 bzw. DOUBLE PRECISION in FOR
TRAN) wird ein Doppelwort zur Zahldarstellung verwendet. Das linke entspricht
dem bei einfachgenauer Darstellung, das rechte nimmt in den Positionen 1 bis 32
die weiteren 8 hexadezimalen Mantissenziffern m.«, ••. , m14 in binärer Codierung auf.
Die Menge der doppeltgenauen Computerzahlen ist daher ffi(16, 14, 64, 63). 0

Aus 2.2.3 folgt für jedes x E R, x =t= 0, die Beziehung ß-1 ~ Iml ~ 1 - ß:", also

(3)

Für zwei benachbarte, von 0 verschiedene Computerzahlen x, x' ergibt sich damit

ß-t < Ix - x'I/lxl ~ ßl-t.

Schließlich zeigt (3), daß für jedes x E ffi

entweder x = 0 oder ß-El- I ~ lxi< ßE2

gilt. Zusammenfassend erhalten wir die folgende Aussage:

1
2.2.5. Eigenschaften der Computerzahlen. Die Computerzahlen aus ffi(ß, t, EI, E 2 )

bilden im Intervall [-MAX, +MAX], MAX := ßE2
, ein endliches, symmetrisches

und ungleichmäßiges Gitter. Das Intervall [-MIN, +MIN], MIN := ß- E 1
- ] , ent-

5 Schwetlick, Numerische Algebra
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hält nur die drei Computerzahlen -MIN,O, +MIN. Die relative Feinheit des
Gitters in den Intervallen [-MAX, -MIN] und [MIN, MAX] genügt den Un
gleichungen

ß:' < Ix - x'l < ß1 - t

lxi = ,

wobei .r, x' zwei benachbarte Computerzahlen aus diesen Intervallen sind.

2.2.6. Beispiel. Für ESER- und IBM-Computer gilt

MIN = 16- 65 = 5.4 X 10- 79, MAX = 1663 = 7.2 X 1075

in einfacher wie doppelter Genauigkeit. Die relative Feinheit ist durch die Unglei
chungen

5.9 X 10- 8 = 16- 6 < Ix - x'I/lxl ~ 16- 5 = 9.5 X 10- 7

in einfacher Genauigkeit bzw.

1.4 X 10- 1 7 = 16- 14 < Ix - x'I/lxl ~ 16- 1 3 = 2.2 X 10- 16

in doppelter Genauigkeit charakterisiert. D

Für reale Computer ist ß-t stets eine sehr kleine Größe. In Abschätzungen werden
wir daher Summanden der Größenordnung ß-t gegenüber solchen der Größenordnung 1
»ernachlässiqen; z. B. schreiben wir statt

einfach

lAI ~ 1.5,

d. h., y ~ 0 bedeutet y ~ 0(1 + e) mit e = O(ß-t). Analog wird das Zeichen ,,=;="
eingeführt. Später werden wir in solchen Abschätzungen der Einfachheit halber
auch den Punkt weglassen.

c. Darstellung reeller Zahlen durch Computerzahlen

Für die Computerrechnung müssen reelle Zahlen x E R durch die endlich vielen
Computerzahlen aus ffi(ß, t, Ev E2 ) approximiert werden.

Im Fall [z] > MAX ist dies nicht sinnvoll möglich, weil der Exponentenbereich
nicht ausreicht, um wenigstens die Größenordnung von x richtig wiederzugeben.
Man spricht von Exponentenüberlauj, und die Rechnung wird i. allg. abgebrochen.

Im Fall lxi ~ MAX muß der Zahl x E R jedoch in eindeutiger Weise eine Com
puterzahl rd (x) E ffi zugeordnet werden. Für lxi< MIN ist dies rd (x) = O. Im
Fall 0 < lxi< MIN spricht man dann von Exponentenunterlauf.

Für MIN ~ lxi ~ MAX sind zwei typische Zuordnungen üblich, nämlich

Rundung (auch: symmetrische Rundung, engl. "rounding", russ. "IIpaBUJIb

noe oxpyr-nenne")
Abbrechen (auch: unsymmetrische Rundung, engl. "chopping").
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Im Fall der Rundung ist rd (x) die x am nächsten gelegene Computerzahl. Wenn zwei
solche Computerzahlen existieren, wird eine von beiden - z. B. die betragsgrößere 
genommen.

Beim Abbrechen ist rd (x) die x nächstgelegene Computerzahl zwischen x und O.
Man überzeugt sich, daß im Fall NUN ~ lxi ~ MAX die Computerdarstellung

rd (x) der reellen Zahl x wie folgt gefunden werden kann: Man bestimmt die halb
logarithmische Darstellung x = mRße von x mit ß-1 ~ ImRI < 1 und rundet die
(normalisierte) Mantisse auf t Stellen bzw. bricht sie nach t Stellen ab. Dazu müssen
die ersten t + 1 bzw. t Stellen von mR berechnet werden.

Wir nennen die Funktion

rd: [-MAX, MAX] c R ---+ ffi

Rundungs- oder Darstellungsfunktion ; die Größen

rd (x) - ,'l; •
bzw.· im Fall x .::f= 0

x

heißen absoluter bzw. relativer Rundungs- oder Darstellunqstehler von x.
Zur Untersuchung dieser Rundungsfehler betrachten wir die folgenden Fälle.

Falll: x=O:
Dann ist rd (x) = 0, also rd (x) - x = O.
Die Zahl x = 0 wird exakt dargestellt.

Fall2: 0 < lxi< MIN:
Dann ist rd (x) = 0, also

rd (x) - x = -x sowie e(x) = rd (x) - x = -1.
x

Im Fall 0 < lxi< MIN ist der relative Rundungsfehler betragsmäßig gleich 100%.
Die gesamte in x =F 0 enthaltene Information geht bei Obergang zur Computerdarstellung
rd (x) = 0 verloren. Exponentenunterlauf kann daher - muß aber nicht - eine
Quelle für wesentliche Genauigkeitsverluste sein in Abhängigkeit davon, wie die durch
Unterlauf entstandenen Nullen in die nachfolgenden Rechnungen eingehen.

Fall 3: MIN ~ lxi ~ MAX:
Aus der Definition von rd und der Abschätzung aus 2.2.5 folgt

I

rd (x) - x I { 0.5ßl -t für symmetrische Rundung,
1c:(x)I = ;;:: l' := .. . (4)

x ß1- t fur unsymmetrische Rundung.

Die Zahl v heißt relatives Rundungsfehlerniveau der Arithmetik, gelegentlich auch
relative Maschinengenauigkeit, und ist i. allg. sehr klein. Abschätzung (4) besagt: Im
Fall MIN ~ [z] ~ MAX ist der relative Rundungsfehler klein, Die Rundung bewirkt
nur einen geringen Verlust der in x enthaltenen Information.

Die Abschätzung (4) läßt sich äquivalent auch als

5*

rd (x) = x(l + e(x)) mit le(x)1 ~ v (5)
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schreiben und wie folgt deuten: Die Computerdarstellung rd (x) ist im Fall
MIN ~ lxi ~ MAX die exakte Darstellung einer wenig gestörten Zahl x( 1 + E(X)).

Wenn E(X) = 0 für x = 0 definiert wird, gilt (5) auch für x = o.
Zusammenfassend erhalten wir:

2.2.7. Eigenschaften der Rundungs/unktion. Die Rundungsfunktion ordnet jeder
reellen Zahl x E [-MAX, MAX] die Computerdarstellung rd (x) E ffi(ß, t, EI, E 2 )

zu. Dabei gilt

rd (x) = x(1 + E(X))

mit

E(X) = 0 für x = 0,

E(X) = -1 für 0< lxi< MIN,

IE(X)/ ~ y für MIN ~ lxi ~ MAX

und dem relativen Rundungsfehlerniveau

y = {0.5ßI- t f~r symmetrisc~e Rundung,
ß1-t fur unaymmetrische Rundung.

Im Fall x =F 0 stellt E(X) den relativen Rundungsfehler von x dar.

2.2.8. Bemerkung. (i) Der Nachteil der unsymmetrischen Rundung besteht weniger
in dem verdoppelten relativen Rundungsfehlerniveau, sondern mehr in der Tat
sache, daß der relative Rundungsfehler E(X) stets nichtpositiv ist. Damit ist die
Chance einer "stochastischen Auslöschung" relativer Rundungsfehler, z. B. bei
Prozessen, in denen sich die relativen Fehler addieren, nicht mehr gegeben, v gl.
Abschnitt 2.3.

(ii) Als einfaches Modell für die stochastische Untersuchung des relativen Run
dungsfehlers E = E(X) nehmen wir an, daß x eine auf [a, b] c [MIN, MAX] gleich
verteilte Zufallsgröße sei, wobei (b - a)ja ein ganzzahliges Vielfaches der Basis ß
ist. Dann stellt E auch eine Zufallsgröße dar, und im Fall symmetrischer Rundung
gilt

E(E) = 0 + 0(y2)
v2

sowie D2(E) = - + 0(y3).
3ß

Für unsymmetrische Rundung ist dagegen

E(E) = - In ß y + 0(v2 ) sowie
2(ß - 1) [

1 1 ( In ß )2]D2(E) = - - - __ y2 + 0(y3).
3ß 4 ß - 1

Für Hinweise zur stochastischen Rundungsfehleranalyse siehe B 2.4. 0

2.2.9. Beispiel. Bei Verwendung von FORTRAN und PL1 arbeiten ESER- und
IBM-Computer mit unsymmetrischer Rundung.
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In einfacher Genauigkeit ergibt sich mit 'V = 9.5 X 10-7

E(e) = -8.8 X 10- 8 , VD2(e) = 1.1 X 10-7 •

In doppelter Genauigkeit erhält man mit 'V = 2.2 X 10- 1 6

E(e) = -2.1 X 10- 17 , VD2(e) = 2.5 X 10- 17 •

Die statistischen Werte sind etwa eine Zehnerpotenz günstiger als die maximale
Fehlerschranke 'V.

Hardwaremäßig ist bei den genannten Computern auch eine symmetrische Run
dung realisiert, die jedoch nur über Assemblerprogramme genutzt werden kann. D

D. Computerarithmetik

Für zwei Computerzahlen x, y E ffi ist das exakte Ergebnis

Z = x 0 y, <> E {+, -, *, f}

der arithmetischen Operation 0 in der Regel keine Computerzahl (bei der Division
muß selbstverständlich y =F 0 gefordert werden).

Als Beispiel betrachten wir ffi = ffi(10, 3, 5, 5) und x = 0.718 X 102 , Y = 0.591
X 10- 4 • Für diese Argumente ist

ZI = x + y = 0.718000591 X 102 , Z3 = Y * Y = 0.349281 X 10- 8 ,

Z2 = X * Y = 0.424338 X 10-2 , Z4 = x/y = 0.121489 ... X 107 •

Sämtliche Resultate gehören nicht zu ffi, denn in allen treten mehr als drei Mantissen
steIlen auf, und bei Z3 bzw. Z4 wird zusätzlich der Exponentenbereich nach unten
bzw. nach oben überschritten.

Im folgenden bezeichne

fl (x 0 y) E ffi

für x, y E ffi das Computerresultat der arithmetischen Operation x 0 y (nach der
englischen Bezeichnung "floating point arithmetic" für Gleitpunktarithmetik).

Von einer guten Computerarithmetik sollte verlangt werden, daß dieses Computer
resultat die Computerdarstellung des exakten Resultates ist, sofern kein Überlauf
eintritt. Im obigen Beispiel müßte dann gelten:

fl (x + y) = 0.718 X 102
,

fl (x * y) = 0.424 X 19- 2
,

fl (y * y) = 0 (Unterlauf),

fl (x/y) nicht erklärt (Überlauf).

2.2.10. Postulat. Die Gomputerarithmetik in ffi = ffi(ß, t, EI' E 2 ) arbeite so, daß
/Ü1' x, y E ffi im Fall x 0 y E [-MAX, MAX]

gilt.

fl (x 0 y) = rd (x 0 y) (6)
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1
2.2.11. Aussage. Unter der Voraussetzung 2.2.10 gilt für x, y E ffi mit x 0 y = 0
oder MIN ~ ix 0 YI ~ MAX

fl (x 0 y) = (x 0 y) (1 + e) mit lei ~ v . (7)

Dies folgt sofort aus 2.2.7 und besagt: Der relative Rundungsfehler des Resultats
ist im Fall fl (x 0 y) =t 0 höchstens gleich v.

Falls x' = x(1 + e), y' = y(t + s) geschrieben wird, läßt sich (7) als

fl (x ± y) = x' ± y' , fl (x * y) = x * y' = x' * y, fl (xjy) = x' jy

schreiben und wie folgt interpretieren: Das Computerresultat einer arithmetischen
Operation ist das exakte Resultat derselben Operation mit wenig gestörten Operanden.
Bei Bedarf können für 0 E {*, /} die Störungen auf beide Operanden x, y verteilt
werden, siehe Ü 2.2.3.

2.2.12. Bemerkung. Die Voraussetzung 2.2.10 ist für viele Computer - darunter
für solche der ESER- und IBM-Reihen - erfüllt. Es gibt jedoch Computertypen,
die eine schwächere Arithmetik besitzen, für die (6) nicht gilt. Dabei treten folgende
Abweichungen auf:

(i) Die Darstellung (7) gilt mit der Abschätzung [s] ~ Kv, wobei K ~ 3 ist o. ä.

(ii) Für 0 E {+, -} ist (7) durch

fl (x ± y) = x(1 + Ex) ± y(1 + ey),

zu ersetzen. Hieraus folgt

Ifl (x ± y) - (x ± Y)I ~ y(lxl + Iyl)· (8)

Der Fall (ii) tritt auf, wenn die Addition nur mit t Mantissenstellen ohne Schutzstelle
ausgeführt wird. Aus (8) folgt für x ± y =t 0

[Il (x ± y) - (x ± y)1 lxi + Iyl
::;: v ,

Ix± yl - Ix ± yl

d. h., im Fall Ix ± yj <{ lxi + lyl kann der relative Rundungsfehler wesentlich
größer als v werden.

Es zeigt sich jedoch, daß diese Abweichungen von (6) bzw. (7) die Genauigkeit der
wichtigsten numerischen Prozesse der linearen Algebra nur unwesentlich beeinflussen.
Wir nehmen daher im folgenden an, daß 2.2.10 erfüllt ist.

2.2.13. Bemerkung. Für x, y E ffi gelte x = mxß~, y = myße, sgn (x) = sgn (y) und
MIN ~ Ix - yl. Dann ist

fl (x - y) = x - y, (9)

d. h., die Differenz zweier Computerzahlen desselben Vorzeichens und mit demselben
Exponenten ist exakt. Falls dabei mehrere führende Stellen von m x und my über
einstimmen, spricht man von Auslöschung.
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Dies folgt sofort aus dem Postulat 2.2.10, denn unter den angegebenen Voraus
setzungen ist x - Y E ffi, also fl (x - y) = x - y. Die Arithmetik aller derzeitiger
Computer arbeitet jedoch so, daß 2.2.13 auch dann richtig bleibt, wenn 2.2.10 z. B.
für Addition und Subtraktion nicht erfüllt ist.

Ein Beispiel für Auslöschung in ffi(lO, 8,20,20) ist

fl (0.98765432 X 101 - 0.98765321 X 101 ) = 0.11100000 X 10- 4 •

Auslöschung kann auch bei um 1 verschiedenen Exponenten auftreten, wie durch

fl (0.10000000 X 101 - 0.99990000 X 10°) = 0.10000000 X 10- 3

gezeigt wird. Allgemein ist das Auftreten von Auslöschung durch die Bedingung
Ix ± yl~ lxi + Iyl charakterisiert.

Bei A uslöschung gehen führende j}Jantissenstellen verloren. Dies kann - aber muß
nicht - zu einem wesentlichen Verlust der in x, y enthaltenen Information führen.

Zur Erläuterung dieser Feststellung fassen wir x, y aus 2.2.13 als Computerdar
stellungen der reellen Zahlen X, iJ E R mit x - iJ =F 0 auf. Dann ist x = rd (x)
= x(1 + 8 x ) , Y = rd (iJ) = iJ(1 + 8y ) , wobei 8 x , 8y mit 18x l, 18yl ~ v die relativen Dar
stellungsfehler bezeichnen. Unter Beachtung von (9) folgt

Ifl (x - y) - (x - iJ)I

Ix - iJl
I(x - y) - (x - iJ)1

Ix - iJl
18xX - 8, iJl ::;:: lxi + liJl ~'.

Ix - iJl - Ix - iJl

Bei Auslöschung kann sich daher die Ungenauigkeit der Daten mit dem großen
Faktor (Ix, + liJl)!lx - iJl auf die Differenz übertragen, obwohl fl (x - y) fehlerfrei
aus x, y berechnet wird!

Auslöschung kann auch bei der Auswertung komplizierterer Formeln auftreten
und läßt sich in manchen Fällen durch geschickte Umformungen vermeiden. Bei
spiele sind

1 - VI - x = (1 - V~) (1 +V~) = x__, [z] klein,
1 + VI - x 1 + VI - x

oder

Eine weitere fehlerfrei ausgeführte Operation ist die Multiplikation bzw. Division
mit einer Potenz von ß.

1
2.2.14. Bemerkung. Für x, y E ffi und eine Potenz ßk, k ganz, gilt

f! (x * ß') ~ x * ß', fl (yIß') ~ Y/ß', falls MIN ~ {:~;;I} ~ MAK.

In manchen numerischen Prozessen der linearen Algebra treten neben den arith
metischen Operationen auch Quadratwurzelberechnungen auf. Die entsprechende
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Computerfunktion bezeichnen wir mit sqrt - gelegentlich auch mit fl (J/;;) - und

fordern:

Für x E ffi, x ~ 0, gelte sqrt (x) := rd eV;;). (10)

2.2.15. Bemerkung. (i) Auf den meisten Computern ist über eine höhere Program
miersprache wie FORTRAN oder PL1 auch eine einfach- und doppeltgenaue
komplexe Arithmetik nutzbar. Da wir ausschließlich mit reellen Eingangsdaten ver
sehene Probleme und im Reellen arbeitende Algorithmen betrachten, gehen wir
auf diese Arithmetik nicht ein.

(ii) Fast alle Computer verfügen außer über die beschriebene Gleitpunktarithmetik
noch über eine ganzzahlige, rundungsfehlerfreie Arithmetik für Indexrechnungen
o. ä., die auf numerische Prozesse keinen wesentlichen Einfluß hat.

übungsaufgaben

Ü 2.2.1. Man überlege sich, daß die Menge ffi(ß, t, EI' E 2) aus 2(EI + E 2 + 1) ßt-I(ß - 1) + 1
verschiedenen Zahlen besteht.

Ü 2.2.2. Es ist zu zeigen, daß das relative Rundungsfehlerniveau v unter der Voraussetzung
2.2.10 durch

v = min {v' E ffi: fl (1 + v') > 1} (11)

(12)

charakterisiert werden kann. Man schreibe ein FORTRAN-Programm, das v auf der Grund
lage von (11) mit einem relativen Fehler von höchstens 0.1 berechnet.

tl 2.2.3. Man zeige, daß im Fall lEI ~ v

1 1 + E2
1 + E = --- = -- = (1 + E4Y

1 + EI 1 + Ea

(13)

gilt. Für die Operationen * und / läßt sich dann (7) in der Gestalt

fl (x * y) = [x(1 + En * y = x * [y(1 + E)] = [x(1 + E4 ) ] * [y(1 + E4 )]

bzw.

fl (x/y) = [x(1 + E)J/y = x/[y(1 + EI)] = [x(l + E2)]/[y(1 + Fa)]

mit den Schranken (13) schreiben, d. h., die Störungen können nach Wunsch auf jeden der
einzelnen bzw. auf beide Operanden verteilt werden.

Ü 2.2.4. In ffi(10, 4, 10, 10) seien die Zahlen x = 0.2345 X 10-2, Y = 0.6789 X 10°, Z = 0.1234
X 102 gegeben. Man überprüfe, daß bei Rechnung mit unsymmetrischer Rundung

fl (fl (x + y) + z) = 0.1302 X 102 =F fl (x + fl (y + z)) = 0.1301 X 102

sowie

fl (x * fl (y + z)) = 0.3050 X 10-1 =F fl (fl (x * y) + f1 (x * z)) = 0.3052 X 10-1

gilt. In Gleitpunktarithmetik gelten also weder das Assoziativgesetz noch das Distributiv.
gesetz.
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V 2.2.0. Bei der Berechnung von IIvI12 - lVII für V = (VI' ..., vn)T E Rn tritt im Fall lVII ~ IVjl
(j = 2, ... , n) Auslöschung auf. Man überlege sich, daß dieser Nachteil bei Berechnung gemäß

n
L IVjl2

livl12- lVII = 11~;22+ lVII

vermieden wird.

2.3. Numerische Algorithmen und Grundlagen der Fehleranalyse

Die Lösung des numerischen Problems {e, P} aus der Klasse {~, P} erfordert die
Berechnung der zu e gehörenden Ausgangsdaten a* = P(e). Dazu wird ein numeri
scher Algorithmus benötigt, d. h. eine Vorschrift Vo: ~ c::: RN ---->-- RM, die jedem Satz
e E ~ von Eingangsdaten unter Ausführung endlich vieler arithmetischer Operationen
{+, -, *, J} in eindeutiger Weise einen Satz a* = Vo(e) von Ausgangsdaten zuordnet.
Ein numerischer Algorithmus ist also eine spezielle Datentransformation von
e = (eI' ... , eN)T in a* = (ar, ... , a!J-)T, bei der nur endlich viele arithmetische
Operationen erlaubt sind. Die Forderung nach der Endlichkeit der Zahl der Daten
und Rechenoperationen ist dabei natürlich, denn auf einem realen Computer können
in endlicher Zeit nur endlich viele Operationen mit endlich vielen Operanden aus
geführt werden. Es ist zweckmäßig, außer den arithmetischen Operationen auch die
Berechnung von elementaren Funktionen - in der linearen Algebra speziell die von

Y; - als Basisoperation zuzulassen.
Üblicherweise wird ein numerischer Algorithmus als Programm in einer höheren

Programmiersprache wie FORTRAN, PLI usw. angegeben. Da solche Programme
i. allg. jedoch unübersichtlich und schwer lesbar sind, beschreiben wir Algorithmen
in traditioneller mathematischer Schreibweise oder in einer sich selbst erklärenden
Pseudo-Programmiersprache, wodurch der wesentliche mathematische Gehalt
deutlicher sichtbar wird. Zwischen einer solchen kompakten Beschreibung und einem
zuverlässigen Computerprogramm zur Lösung der entsprechenden Aufgaben liegt
jedoch noch ein großer Schritt, vgl. Kapitel 16.

Numerische Algorithmen werden im Bereich der reellen Zahlen und exakten
Rechenoperationen entwickelt. Bei der Realisierung auf einem Computer mit dem
Zahlenbereich ffi und der zugehörigen Computerarithmetik fl müssen jedoch alle
Eingangsdaten und Zwischenergebnisse durch ihre Computerdarstellung und alle
arithmetischen Operationen durch ihre Computerrealisierungen ersetzt werden. Bei
iterativen Algorithmen, die theoretisch unendlich viele Iterationsschritte erfordern,
um die gesuchte Lösung als Grenzwert der Iteriertenfolge zu liefern, muß außerdem
ein geeignetes Abbruchkriterium vorhanden sein, das nach endlich vielen Schritten
eine genügend genaue Näherung akzeptiert. Der konzeptionelle Algorithmus Vo geht
damit in seine Computerrealisierung V: ~ c::: ffiN ---->-- ffiM über. Mit ffiN ist hier die
Menge aller N-dimensionalen Vektoren mit Computerzahlen aus ffi als Komponenten
bezeichnet worden, und ~ c::: ffiN ist der Definitionsbereich der Computerrealisierung V.

Bei der Ausführung von V auf einem Computer entstehen notwendig Rundunqs
fehler, so daß selbst bei exakt darstellbaren Eingangsdaten e E ~ c::: ffiN und einem
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endlichen konzeptionellen Algorithmus ein von a* verschiedener Wert a = V(e) E ~P[

berechnet wird. Die Erfassung der bei der Realisierung von Vo - d. h. beim Über
gang von Vo zu V - erzeugten Rundungsfehler ist Gegenstand der Fehleranalyse
des Algorithmus Vo• Das Verhalten gegenüber Rundungsfehlern ist ein wesentliches
Charakteristikum eines numerischen Algorithmus.

Neben dem Fehlerverhalten spielt der Aufwand, d. h. die Anzahl der auszuführen
den arithmetischen Operationen und die Anzahl der für das Zwischenspeichern von
Hilfsgrößen erforderlichen Speicherplätze S bei der Einschätzung von Algorithmen
eine entscheidende Rolle. Wir werden später sehen, daß in der numerischen linearen
Algebra Operationen des Typs r: = s + u * v, also eine Multiplikation, der eine
Addition folgt, am häufigsten vorkommen. Diese Kombination soll mit "opms"
bezeichnet werden. Für eine einzelne Addition/Subtraktion, Multiplikation/Division
bzw. Quadratwurzelberechnung sollen die Bezeichnungen "ops", "opm" bzw. "opr"
verwendet werden.

Im folgenden werden wir einige einfache Basisalgorithmen der linearen Algebra
genauer untersuchen und dabei wesentliche Begriffe und Prinzipien der Fehleranalyse
herausarbeiten. Dabei wird generell vorausgesetzt, daß bei der Realisierung weder
Ober- noch Unterlauf eintritt.

A. Die Summe

Aufgabe: Für die Eingangsdaten x; E m(i = 1, ... , n) ist die Summe

n

z* = 1: Xi
i=l

zu berechnen.

I
::.3~1~ Algorithmus zur Summation von n Zahlen.

for i := l(l)n do z := Z + Xi

Aufwand: n ops (Wir geben nur solche Aufwandsgrößen an, die mindestens pro
portional zu n sind.)

Hier und im folgenden soll das Zeichen ,,:=" bedeuten, daß der rechtsstehende AU8

druck in der jeweils betrachteten Computerarithmetik fl in der durch Klammern bzw.
die Vorrangsregeln festgelegten Reihenfolge ausgewertet und das Computerresultat der
linksstehenden Variablen als Wert zugewiesen wird. Die Anweisung

r:= s + u * v

ist daher im Sinne von

r=fl(s+fl(u*v))

zu verstehen. Wir schreiben auch kurz

r = fl (s + u * v),

da auf Grund der Vorrangregeln klar ist, daß das Produkt fl (u * v) zuerst berechnet
werden muß. Analog wird bei komplizierteren Ausdrücken verfahren.
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\Venn die bei der Computerrealisierung von 2.3.1 nach dem i-ten Zyklus in z auf
gelaufene Teilsumme mit Zi bezeichnet wird, läßt sich der reale Prozeß rekursiv
durch

Zo = 0,

(i = 1, ... , n) (1)

beschreiben, und z = Zn ist der berechnete Wert für die exakte Summe z*.
Zur Erfassung der Rundungsfehler wenden wir 2.2.11 auf die Vorschrift (1) an

und erhalten

(2)

wobei die bei der i-ten Addition gemäß (2.2.7) auftretende Störung C mit Ci bezeich
net worden ist.

Aus (2) ergibt sich Zl = xl (1 + Cl), Z2 = x 1(1 + Cl) (1 + C2) + x2(1 + C2), allge
mein

u= 1, '0" n). (3)

Zur Abschätzung der Produkte [[ (1 + Ck) stellen wir die folgende Aussage bereit:

2.3.2. Aussage. Es gelte Ickl ;;:;; v (k = 1, ... , m). Dann ist

m m

JI (1 + Ck) = 1 + e(m) mit e(m) = L: Ck + O(v2 ) 0

k=l k=l

Im Fall mv < 2 gelten die Abschätzungen

mvle(m)l:::;: =mv.
- 1 - 0.5mv .

Beweis. Aus

m m m m

[J (1 + Ek) = 1 + LEk + E EkEl + E EkEIEl + ... + E1E2 ••• Em
k=l k=l k,l=l k.l.j=l

k<l k<l<j

(4)

(5)

(6)

ergibt sich sofort (4). Zum Nachweis von (5) beachten wir, daß die erste Summe in (6) aus
m Summanden, die zweite aus m(m - 1)/(1 .2), die dritte aus m(m - 1) (m - 2)((1 ·2 0 3)
besteht usw. Im Fall q := O.5mv < 1 ist daher

, () mv mv(m - 1) v mvtm - 1) v(m - 2) v mv(m - 1) v ... 2v 1v
'0 m I ::;; - + + + ... + -------
I.. - 1 1 . 2 1 ·2 . 3 1 . 2 ... (m - 1) m

~ mv(1 + q + q2 + ... + qm-l) ~ mv(l + q + q2 + ...) = mv/(1 - q). D

Im Fall mv :;:;: 0.1 ist 1/(1 - O.5mv) :;:;: 1.06, also le(m)1 :;:;: 1.06mv. Im folgenden
werden uiir daher stets mv :;:;: 0.1 voraussetzen und bei der Abschätzung von e(m) die in
erster Ordnung gültige einfachere Schranke mv statt der exakten Schranke 1.06mv ver
wenden. Für reale Dimensionen und Computer ist mv in der Regel wesentlich kleiner,
so daß dieses Vorgehen um so mehr berechtigt ist. Für m ;;:;; 1000 und v = 9.5 X 10-7
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(eihfachgenaue Arithmetik bei ESER- und IBM-Computern) ist z. B. 1f(1-0.5mv)
~ 1.0005!

Aussage 2.3.2 besagt: Das Produkt aus m Faktoren (1 + Ck) mit ICkl ~ v kann
durch einen Faktor (1 + e<m») derselben Form ersetzt werden, wobei sich die Schranke
von e<m) auf das m-fache der Schranke der Ck erhöht. In erster Näherung ist e(m) gleich
der Summe der Störungen Ck'

Für j = n ergibt sich aus (3) unter Beachtung von 2.3.2 und wegen Cl = 0 - die
erste Addition Zl = Zo + Xl = 0 + Xl wird fehlerfrei ausgeführt - die folgende
Fehleraussage.

2.3.3. Aussage. Die zum Fehlerniveau vgemäß 2.3.1 berechnete Summe Z läßt sich
als

n

Z = L xi(1 + c~n))
i=l

mit relativen Störungen

n n

c~n) = fl(1 + Ck) - 1 = L Ck + O(v2 ) ,

k=i k=i

(7)

(8)

(9)

darstellen. Die Störungen sind klein im Sinne von

Ic~n)1 ~ min (n - i + 1, n - 1) v ~ (n - 1) v,

und der erzeugte Rundungsfehler z* - z genügt der Ungleichung

:z* - zl ~ tE min (n - i + 1, n - 1) lXii} v ~ {(n - l)iE lXi!} v. (10)

Die Abschätzungen (10) stellen sog. a-priori-Schranken dar, denn sie enthalten nur
die Eingangsdaten Xi der Aufgabe. Eine i. allg. wesentlich günstigere a-posteriori
Schranke, die mit erst im Laufe oder nach Beendigung der Rechnung verfügbaren
Größen arbeitet, kann wie folgt erhalten werden: Aus (2) folgt

z, = Zi-l + x; + (Zi-l + Xi) e, = Zi-l + Xi + zicd (1 + cd·

Für 0i = cd(1 + ci) gilt IOil ~ vf(l - v) . v, so daß Summation auf

n n n

Z = Zn - Zo = L (z, - Zi-l) = L (Xi + ZiOi) = z* + L 0iZi,
i=l i=l i=l

also
n

lz* - z] ~ v L IZil
i=l

(11)

führt. Die Schranke (11) kann leicht in derselben Schleife wie Z selbst berechnet
werden.

2.3.4. Bemerkungen. (i) Die linke Schranke in (10) für den erzeugten Rundungs
fehler wird minimal, wenn die Xi in betragsmäßig wachsender Folge summiert
werden.
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(ii) Der relative Rundungsfehler Iz* - zl/lz*j kann bei Summation von Zahlen
unterschiedlichen Vorzeichens beliebig groß werden.

(iii) Der relative Rundungsfehler ist bei Summation von Zahlen einheitlichen Vor
zeichens klein:

Iz* - zl/lz*1 ~ (n - 1) v , 0

Dies ergibt sich sofort aus (10) und der Tatsache, daß der Quotient E IXil/IEXii

bei unterschiedlichem Vorzeichen der Xi beliebig groß werden kann, bei einheit
lichem Vorzeichen jedoch den Wert 1 hat.

Aus 2.3.3 folgt ferner, daß die relativen Störungen c~n) in erster Ordnung gleich
der Summe Ci + Ci+1 + ... + Cn der relativen Rundungsfehler der einzelnen Addi
tionen sind. Bei symmetrischer Rundung werden die Ck unterschiedliches Vorzeichen
haben und können sich auslöschen. Unter geeigneten stochastischen Voraussetzungen
wird dann statt der im ungünstigsten Fall zu erwartenden Relation Ic~n)1 • (n - i + l)v

im Mittel ein Wert Ic~n)1 in der Größenordnung von V(n - i + 1)/(3ß) 'V zu erwarten
sein, vgl. 2.2.8. Bei unsymmetrischer Rundung sind alle Ck vom selben Vorzeichen,
so daß der Auslöschungseffekt nicht auftreten kann.

In 2.3.4 wurde festgestellt, daß es Eingangsdaten {Xi} gibt, die bei der Summation
zu beliebig großen relativen Rundungsfehlern Iz* - zl/lz*1 des Resultats führen,
d. h., die berechnete Summe wird sehr ungenau. Es liegt daher die Frage nahe, ob
diese Ungenauigkeit durch das verwendete Summationsverfahren oder durch andere
Ursachen hervorgerufen wird. Zur Beantwortung dieser Frage erinnern wir daran,
daß die Computerzahl X E ffi nicht nur sich selbst, sondern alle reellen Zahlen x
mit X = rd (x) repräsentiert, vgl. Abschnitt 2.2. Die dadurch bedingte maximale
relative Unsicherheit in X kann dann für x =1= °im günstigsten Fall den Wert vlß,
im ungünstigsten den Wert v erreichen in Abhängigkeit von der Größenordnung
der Mantisse, siehe 2.2.5. Da 'für reale Computer ß nicht groß ist und wir auch die
ungünstigste Situation erfassen müssen, sehen wir etwas vereinfachend die folgende
Annahme als erfüllt an:

2.3.5. Annahme. Jedes Eingangsdatenelement x E ffi, x =1= 0, enthält eine natür
liche Unsicherheit auf dem relativen Fehlerniveau v, die durch den Darstellungs
fehler hervorgerufen wird. Durch x E ffi, x =1= 0, werden alle reellen Zahlen x mit

x = x(l + {}),
repräsentiert.

(12)

Im Fall der Summation repräsentiert also der Eingangsdatensatz {Xj}i'=l' Xi E ffi,
alle reellen Eingangsdaten

(i = 1, ... , n). (13)

n

Die zu {Xi} gehörende exakte Summe ist z = LXi.
i=l

Nach diesen Vorbereitungen können wir die gestellte Frage beantworten, indem
wir die Abschätzungen aus 2.3.3 in zweierlei Weise interpretieren.
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Erste Interpretation: Unter Beachtung von (13) folgt

n

Z = L xi(l + (}i) mit Ißil;::;; Y,

i=1

aus 2.3.3 liest man dagegen

n

Z = L xi(l + c:~nl) mit Ic:~nll ~ (n - 1) Y
i=-1

(14)

(15)

ab. Ein Vergleich von (14) und (15) führt auf das folgende Resultat:

1
2.3.6. Aussage. Die mittels des Verfahrens 2.3.1 berechnete Summe z ist die exakte
Summe der gestörten Eingangsdaten {Xi(l + c:~nl)}, wobei [c:1 n 1

j ~ (n - 1) l' ist.
Die durch die Rundungsfehler erzeugten Störungen E~nl vergrößern die in den
Eingangsdaten enthaltenen Unsicherheiten also höchstens um den Faktor n - 1.

Zweite Interpretation: Ein durch {Xi} repräsentierter Eingangsdatensatz {Xi} liefert
die exakte Summe z, wobei wegen (14)

12 - z*[ = I.i: (Xi - Xi)I= I.i: Xißi I:s y.i: lXii
t=1 1=1 1=1

(16 )

gilt. Diese Abschätzung ist in bezug auf (13) scharf, d. h., es gibt Störungen Ißil = Y,

für die das Gleichheitszeichen steht. Die rechte Seite von (16) gibt also das unver
meidliche absolute Fehlerniveau L1zm in (Xi, Y) der Summe an, falls jeder Summand

n

im Rahmen des relativen Fehlerniveaus y gegeben ist, und L [Xii ist die entspre
i=1

chende Konditionszahl, vgl. Abschnitt 2.2.
Der Fehler von z kann nach 2.3.3 gemäß

n

Iz* - z] ~ (n - 1) y L I·J:il
i=1

(17)

abgeschätzt werden. Der Vergleich von (16) und (17) führt auf die folgende Aus
sage.

2.3.7. Aussage. Der im Verfahren 2.3.1 erzeugte Rundungsfehler von z ist höch
stens das (n - 1)-fache des unvermeidlichen Fehlerniveaus

11

L1zopt(Xi, y) = y L lXi I ,

i=1

das durch die Unsicherheit der Eingangsdaten hervorgerufen wird.

Beide Interpretationen führen uns zu dem Ergebnis, daß die in den Eingangs
daten {xdi=1 enthaltene Unsicherheit durch das Verfahren 2.3.1 nur quantitativ 
und zwar höchstens um den Faktor F = n - 1 - vergrößert wird. Es ist jedoch
wesentlich, den Unterschied zwischen beiden Interpretationen zu erkennen.

Erste Interpretation: Das technische Mütel ist die Konstruktion von Störungen {c:}nl}
der Eingangsdaten {xd derart, daß das berechnete Ergebnis gerade das exakte Ergebnis
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zu den gestörten Eingangsdaten ist, und die Angabe von Schranken für diese Störungen.
Dann werden die Schranken der Störungen mit dem Niveau des Darstellungsfehlers
verglichen. Die entsprechende Philosophie besteht darin, die während der Rechnung
entstehenden" Rundungsfehler als Störungen der Eingangsdaten zu interpretieren und
mit deren natürlicher Unsicherheit zu vergleichen. Dies ist die Idee der sog. Rückwärts
analyse (engl. "backward error analysis").

Zweite Interpretation: Das technische lIIittel ist die Konstruktion von möglichst 'reali
stischen Abschätzungen sowohl für das unvermeidliche Fehlerniveau L!zopt(Xi, v) des
exakten Resultates z* als auch für den durch das Verfahren erzeugten Rundungsfehler
iz* - z], Dann werden diese beiden Abschätzungen miteinander verglichen. Die
entsprechende Philosophie besteht darin, die durch Rechnung erzeugten Rundungsfehler
in den Ausgangsdaten mit derem unvermeidlichen Fehlerniveau zu vergleichen, das
durch die Unsicherheit der Eingangsdaten bedingt ist. Das ist die Idee der sog. Vor
wärtsanalyse.

Auf Grund von Aussage 2.3.6 (Ergebnis der Rückwärtsanalyse) werden wir das
Summationsverfahren 2.3.1 als numerisch gutartig mit der Fehlerkumulationskonstan
ten F =n - 1 bezeichnen, denn das berechnete Ergebnis ist das exakte Ergebnis
zu gestörten Eingangsdaten, deren Störungsniveau höchstens das F-fache der Dar
stellungsunsicherheit erreicht. Auf Grund von Aussage 2.3.7 (Ergebnis der Vor
wärtsanalyse) wird das Verfahren numerisch stabil mit der Fehlerkumulationskonstan
ten F = n - 1 genannt, weil der durch das Verfahren erzeugte Rundungsfehler von
z höchstens das F-fache des durch die Unsicherheit der Eingangsdaten bedingten
unvermeidlichen Fehlers L!zopt(Xi, v) betragen kann.

Aus den bisherigen Ausführungen wird klar: Die numerische Gutartigkeit (mit
nicht zu großem F) stellt die bestmögliche Qualität eines Algorithmus dar, weil dann
die in den Eingangsdaten enthaltene Information bestmöglich auf die Ausgangs
daten übertragen wird. Unter den gutartigen Algorithmen sind selbstverständlich
diejenigen mit den kleinsten Fehlerkumulationskonstanten bezüglich ihrer Rundungs
fehlerempfindlichkeit die günstigsten, allerdings muß ein kleineres F in der Regel
durch einen höheren Aufwand erkauft werden.

Für genügend kleines v und lokallipschitzstetige Aufgabenklassen zieht die nume
rische Gutartigkeit die numerische Stabilität nach sich; die Umkehrung gilt i. allg.
natürlich nicht. Numerische Stabilitä: ist eine Mindestforderung an ein vernünftiges
Verfahren. Liegt sie nicht vor, so können für gewisse Probleme beliebig große Genauig
keitsverluste in bezug auf das unvermeidliche Fehlerniveau auftreten. Man beachte
dabei, daß auch ein stabiles Verfahren beliebig große Rundungsfehler erzeugen
kann, nämlich dann, wenn das unvermeidliche Fehlerniveau entsprechend hoch ist.
Es wäre auch unangemessen zu verlangen, daß ein Verfahren die in den Daten
bereits enthaltene Unsicherheit eliminiert.

Zur Illustration betrachten wir das folgende Beispiel.

2.3.8. Beispiel. In ffi(lO, 4, 9, 9) ist bei Rechnung mit unsymmetrischer Rundung (Abbrechen
6

nach der vierten Mant.issenstelle) die Summe z* = L Xi für die in der Tabelle angegebenen
Summanden zu berechnen. i=l



80 2. Aufgaben, Computer, Algorithmen

Xi :t1 e~6l = (x1 - xi)!Xi

1 0.1065 X 102 0.1060263 X 102 -4.4 X 10-3

2 0.1298 X 10° 0.12922 X 100 -4.5 X 10-3

3 -0.5102 X 10-1 -0.50840 X 10-1 -3.5 X 10-3

4 0.7982 X 10-1 0.79600 X 10-1 -2.8 X 10-3

5 0.1399 X 10° 0.13965 X 10° -1.8 X 10-3

6 0.5979 X 10-1 0.59740 X 10-1 -0.8 X 10-3

Man erhält z = 10.96, die exakte Summe ist z* = 11.00829. Der erzeugte Rundungsfehler
ist & = z* - z = 0.04829, und das durch den Darstellungsfehler v = 10-3 bedingte unver

6

meidliehe Fehlerniveau von z ist Llzopt (x i, 1') = v L lXii = 0.011. Die tatsächliche Fehler-
i=1

kumulation ist I&I/Llzopt = 4.35, also 87% des nach Aussage 2.3.7 maximal möglichen Wertes
F = n -1 = 5. Zum Vergleich sind in der zweiten Spalte gestörte Summanden xi = xi(1 + e\6l)
angegeben worden, deren Störungen e\6l den Abschätzungen (9) genügen und deren exakte

6
Summe L:t1 gerade den Wert z = 10.96 ergibt. Wir bemerken schließlich, daß Summation

.=1
der xi nach wachsenden Beträgen auf den Wert 11.00, also das unsymmetrisch gerundete
exakte Ergebnis führt. D

Für ein günstigeres, aber auch aufwendigeres Summationsverfahren mit F = log2 n
siehe Ü 2.3.1.

B. Das Skalarprodukt

Aufgabe: Für die Eingangsdaten Xi, Yi E ffi Ci = 1, ... , n) ist das Skalarprodukt

n

s* = };XiYi
i=l

zu berechnen.
Bezeichnet ffin wie eingangs die Menge aller Vektoren x = (Xl' ••• , Xn)T mit x, E ffi

(i = 1, ... , n), so läßt sich die Aufgabe wie folgt formulieren:

Für x; y E ffiß ist s* = xTy zu berechnen.

2.3.9. Algorithmus zur Berechnung des Skalarproduktes.

8:= 0

for i := 1(1)n do s

Aufwand: n opms

s + Xi * Yi

Zur Rundungsfehleranalyse schreiben wir 2.3.9 in der äquivalenten Form

So = 0,

Ci = 1, ''', n).



2.3. Numerische Algorithmen und Grundlagen der Fehleranalyse 81

Analog zum Vorgehen bei der Summation folgt unter Beachtung von 2.2.11

(i= 1, ... ,n).

(18)

(19)

(20)

Die Rekursion (18) ist bis auf die Bezeichnung identisch mit der Rekursion (2) bei
der Summation. Aus 2.3.3 folgt daher

n

S = Sn = L gi(1 + c~n»),
i=1

und c~n) genügt den Abschätzungen (9). Einsetzen von (19) führt auf

n

S = L XiYi(1 + öd (1 + c~n»).
i=1

Nun gilt

(1 + öd (1 + c~n») = 1 + <p~n) mit <p~n) = Öi + (1 + Öi) c~n),

woraus wegen 1 + 'V • 1 und (9) sofort

1<p~n)1 ~ 'V + (1 + 'V) 1f,~n)1 ~ 'V + (1 + 'V) min (n - i + 1, n - 1) 'V

= min (n - i + 2, n) 'V

folgt. Schließlich kann

(1 + <p~n») = (1 + 1p~n»)2 mit 11p~n) I ~ 1<p~n)I/2 ~ 0.5 min (n - i + 2, n) v

•geschrieben werden, so daß jeder der Faktoren Xi und Yi mit einer Störung belastet
werden kann.

2.3.10. Rückwärtsanalyse der Skalarproduktberechnung. Das gemäß Algorithmus
2.3.9 zum Rundungsfehlerniveau 'V berechnete Skalarprodukt s ist das exakte
Skalarprodukt

n n

8 = L XiYi(1 + <p~n») = L [Xi(1 + 1p~n»)] [Yi(1 + 1p~n»)]
i=1 i=1

mit gestörten Eingangsdaten, und die Störungen genügen den Abschätzungen

(21)

(22)

Das Verfahren 2.3.9 ist also in bezug auf die Eingangsdaten x, y E Rn numerisch
gutartig mit F = n/2.

Wird x als fester Parameter und nur y als Eingangsdatenelement angesehen, so
n

kann 8 = I.: Xi[Yi(1 + <p~n»)] geschrieben werden, d. h., nur y braucht mit Störungen
i=1

belastet zu werden, die dann allerdings unter Umständen doppelt so groß werden
können. In dieser Interpretation - d. h. in bezug auf y - liegt also ebenfalls nume-

6 Schwetlick, Numerische Algebra
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rische Gutartigkeit vor, aber mit F = n. In den späteren Anwendungen von 2.3.10
werden wir immer nur einen der Faktoren ix, y mit Fehlern belasten, weil dann
die Abschätzungen einfacher werden.

Zur Vorwärtsanalyse bestimmen wir zunächst das durch den Darstellungsfehler
hervorgerufene unvermeidliche Fehlerniveau L1soPt und nehmen dazu an, daß durch
Xi, Yi auch alle Xi, fJi mit

(i = 1, ... , n)

repräsentiert werden. Mit s = yTX ergibt sich dann

n

~ L {I~il + Irul + I~ii IJ7il} IXillYii
i=l

n

:::;; 2v L IXiYil = 2v IxlT IYI ~ 2v IIxl12IIYI12'
i=l

vgl. Beispiel 2.1.10.
Aus (21) folgt weiter

Is* - s] = Ij; XiYicp~nll ~.t IXiYil Icp~nl!,
J=l J=l

mit (22) also das folgende Resultat.

2.3.11. Vorwärtsanalyse der Skalarprodukt~echnung. Der durch Algorithmus 2.3.9
erzeugte Rundungsfehler s* - s genügt der Ungleichung

Is* - .s] ~ {,t, min (n - i + 2, n) IX;Y;I}. ~ {n;E IX;Y;I}. ~ nllxll,IIYII,.·
(23)

Das durch die Unsicherheit der Eingangsdaten hervorgerufene unvermeidliche
Fehlerniveau ist

Das Verfahren 2.3.9 ist also numerisch stabil mit der Konstanten F = 1'1)2.

2.3.12. Bemerkung. (i) Aus (20) und (8) folgt

cp~nl = 0i + E!nl + O(v2
) = 0i + Ei + Ei+1 + ... + En + O(v2

) ,

(24}

(25)

wobei Oi und Ei durch (18), (19) erklärt sind. Bei symmetrischer Rundung ist daher
zu erwarten, daß bei der Summation der n - i + 2 relativen Rundungsfehler 0i,

Ei, ••. , En stochastische Auslöschung eintritt.

(ii) Aus (23) folgt, daß bei einheitlichem Vorzeichen der Teilprodukte XiYi der
relative Fehler von 8klein ist: Is* - 8[/18*1 ~ nv. Bei unterschiedlichem Vorzeichen
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der Teilprodukte kann der relative Fehler von 8 jedoch beliebig groß werden, vgl.
Beispiel 2.1.10.

(iii) Wird x als exakter Parameter betrachtet, so ergibt sich bezüglich der Dar-
n

stellungsfehler von y die Schranke LJsopt(Yä, v) = v L: lxii IYil, also der halbe Wert
i=1

von (24). Bei festem x liegt dann bezüglich y Stabilität mit F = n vor in Über-
einstimmung zur Nachbemerkung von 2.3.10. 0

Eine Möglichkeit zur Abschätzung des erzeugten Rundungsfehlers Is* - s] gibt
die nachfolgende, analog zu (11) abgeleitete a-posteriori-Schranke: Aus (18), (19)
folgt

Si = (Sä-l + gi) (1 + Ei) = si-l + gi + (Si-l + gi) Ei

= Si-l + gi + SiEi!(l + Ei)
sowie

gi = XiYi(1 + Oi) = XiYi + XiY/Jä = XiYi + gi0i!(l + 0d,

also insgesamt

Si = Si-l + XiYi + gi0i!(l + od + siEd(l + Ed·

Summation führt direkt auf

18* - 81 ~ Iit, {Ilid;/(l + di) + 8,,;/(1 + Ei)) I~ PiE {IIlil + ISill ~: d*. (26)

Der folgende Algorithmus ist eine Erweiterung von 2.3.9, in der gleichzeitig mit S

die Schranke d durch Auswertung von (26) mit berechnet wird.

2.3.13. Algorithmus zur Berechnung des Skalarproduktes und einer a-posteriori
Fehlerechranke.

s:=d:=O

for i:= 1(1)n do

s:= s + g

d := d + Igl + [s]

d := v * d

Aufwand: n opms + 2n ops, also 2n ops mehr als für Algorithmus 2.3.9.

Auch für schlechtkonditionierte Aufgaben, bei denen der Quotient L: !XiYil/lL: XiYi!
bzw. IIxl12IIyl12/1xTyl sehr groß wird, vgl. 2.3.11 und 2.1.10, kann eine hohe relative
Genauigkeit erreicht werden, indem die Teilprodukte XiYi in höherer Genauigkeit be
rechnet und aufsummiert werden. Zusätzlich zur Standard-Gleitpunktarithmetik.fl
mit dem Fehlerniveau v muß dazu eine Arithmetik fl1 mit dem kleineren Fehler
niveau VI ~ v verfügbar sein. Zur Illustration betrachten wir das folgende Beispiel.

6*
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3
2.3.14. Beispiel. Berechnung von s* = I: xiYi für die unten angegebenen Eingangsdaten xi'

i=l
Yi E ffi = ffi(10, 3, 9, 9). Die Standardarithmetik fI ist die in ffi mit unsymmetrischer Rundung.
Produktbildung Yi = fI1 (xi * Yi) und Summation si = fI1 (Si-l + Yi) erfolgen in der Arith
metik fIt von ffi1 = ffi(lO, 6, 9, 9) mit unsymmetrischer Rundung, also mit doppelter Man
tissenlänge. Die Fehlerniveaus sind v = 10-2 bzw. VI = 10-5• Zum Vergleich wurden zusätz
lich die in der Standardarithmetik berechneten Werte mit angegeben.

Yi

1
2

3

0.341+00
0.567 -01

-0.518+01

0.107+02
0.164+00

0.706+00

0.364+01 0.364+01 0.364870+01 0.364870+01
0.929-02 0.364+01 0.929880-02 0.365799+01

-0.365+01 1-0.100-011 -0.365708+01 10.910000-031

Die Schreibweise -0.518+01 bedeutet hier und im folgenden stets -0.518 X 10+01 usw. Der
exakte Wert ist s* = 0.9188 X 10-3 •

Bei Rechnung in fI ergibt sich s = -0.100 X 10-1, d. h., selbst das Vorzeichen ist falsch.
Der relative Rundungsfehler Is* - sl/ls*1 = 11.9 überschreitet das Niveau V = 10-2 des Dar
stellungsfehlers der Daten um den Faktor 1190! Der durch Akkumulation der Summen in fI 1

berechnete und danach auf einfache Genauigkeit gerundete Wert sac = 0.910 X 10-3 hat
dagegen einen Rundungsfehler Is* - sacl/ls*1 = 0.96 X 10-2 in der Größenordnung von v. Man
beachte jedoch, daß diese hohe Genauigkeit von sac in bezug auf s* nur dann einen Informa
tionsgewinn bringt, wenn die Eingangsdaten Xi' Yi exakt bzw, sehr genau sind. Sind die Ein
gangsdaten dagegen nur im Rahmen des Darstellungsfehlers genau, so müssen alle Xi' fli mit
Xi = rd (Xi) und Yi = rd (fh) als gleichwertig angesehen werden. Über der Menge dieser zu-

3
lässigen Eingangsdaten kann 8 = I: xd!i alle Werte zwischen 0.341 X 10.7+0.0567 X 0.164

l=i
- 5.19 X 0.707 = -0.011331 und 0.342 X 10.8+0.0568 X 0.165-5.18 X 0.706 = 0.045892
annehmen. Im Sinne des Darstellungsfehlers ist daher jedes z zwischen -0.011 ... und
+0.045 ... als zulässiges Resultat zu akzeptieren, vgl. Abschnitt 2.1. Speziell ist s* = 0.009188
gegenüber e = -0.01 weder besser noch schlechter. Zum Beispiel ergibt sich s = -0.01 als
exakter Wert, wenn X3 durch xa = -5.189 und Y3 durch Ya = 3.6679988/5.189 = 0.70687 ...
ersetzt werden; die Computerdarstellungen der modifizierten Werte stimmen mit den ur
sprünglichen überein. 0

Beispiel 2.3.14 zeigt, daß die Unsicherheit der Eingangsdaten durch keinen noch
so genauen Algorithmus eliminiert werden kann. Skalarproduktberechnung durch
Akkumulation in höherer Genauigkeit ist daher nur dann sinnvoll, wenn die Eingangs
daten x, y als exakt angesehen werden können oder wenn n und damit die Fehlerkumula
tion F = n/2 von 2.3.9 sehr groß ist. Im ersten Fall bringt Akkumulation mit höherer
Genauigkeit tatsächlich eine wesentlich größere Genauigkeit, allerdings treten exakte
Eingangsdaten sehr selten auf. Im zweiten Fall - n groß - kann die Fehlerkumu
lation durch Akkumulation in höherer Genauigkeit praktisch auf den Wert F = 1
gebracht werden. In diesem Fall läßt sich aber auch in der Standardarithmetik fl
durch Verwendung der Kaskadensummation aus Ü 2.3.1 zur Summation der Pro
dukte f1 (Xi *Yd eine Reduktion auf F = (log, n + 1)/2 erreichen, also ein wesent
lieh kleinerer Wert als F = n/2 für die Standardsummation. Für n = 210 = 1024
ist z. B. (log, n + 1)/2 = 5.5, aber n/2 = 512!
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C. Darstellung von Vektoren und Matrizen in der Computerarithmetik

Bei den Aufgabenklassen der linearen Algebra treten in der Regel Vektoren
b = (bi) E R'ff und Matrizen A = (aij) E Rm.n als Eingangsdaten auf. Die zugehörigen
Computerdarstellungen sollen mit rd (b) bzw. rd (A) bezeichnet werden; sie ent
stehen durch elementweise Rundung, d. h.

(27)

(29)

Analog zu ffim bezeichnet ffim.n dabei die Menge aller (m,n)-Matrizen, deren Elemente
Computerzahlen aus ffi sind. Im Fall

bi = 0 oder MIN ~ Ibil ~ MAX bzw. aij = 0 oder MIN ~ laijl ~ MAX (28)

folgt aus 2.2.7

[rd (bi) - bil ~ v Ibil bzw. [rd (aij) - aijl ~ v laijl

(i = 1, ... , m; j = 1, ... , n).

Unter Verwendung der in 1.1.J eingeführten Ordnungsbegriffe läßt sich (29) kurz
als

[rd (b) - bl ~ v Ibl bzw. [rd (A) - AI ~ v lAI

schreiben. Für die Vektornormen mit dem Index p E {1, 2, oo} bzw. für die Matrix
normen mit dem Index p E {1, 2, 00, F} folgt hieraus

Ilrd (b) - bll ~ v Ilbll bzw. Ilrd (A) - All ~ v IIIAIII,

vgl. wieder Abschnitt l.1.J. Auf der rechten Seite kann IIIAIII für die Matrixnormen
mit p E {1, 00, F} durch IIAII ersetzt werden, denn diese Normen sind wie die be
trachteten Vektornormen absolut und monoton. Für p = 2 gilt wegen (1.1.44)

I1 IAII12 ~ IIIAIIIF = IIAIIF ~ ymin (m, n) IIAII:!·

Zusammenfassend erhalten wir

(30)

2.3.15. Aussage. Für b E Rm bzw. A E Rm,n sei (28) erfüllt, d. h., bei Übergang
zu den Computerdarstellungen rd (b) bzw. rd (A) trete weder Über- noch Unter
lauf auf. Dann gilt

(i) Die Computerdarstellungen haben eine hohe individuelle Genauigkeit im Sinne
von

[rd (b) - bl ~ v Ibl bzw. [rd (A) - AI ~ v lAI. (31)

(ii) Die hohe individuelle Genauigkeit überträgt sich auf die Normen im Sinne
von

für p = 1, 00, F,

Ilrd (b) - bll ~ v Ilbll

bzw.

{

vIIA II
Ilrd (A) - All ~

v111A111 ~ v ]Imin (m, n) IIA_II für p = 2.

(32)

(33)
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2.3.16. Bemerkung. (i) Eine im Sinne von

116 - bll ~ v Ilbll bzw. IIA - All ~ v IIIAIII (34)

der Norm nach genaue Darstellung von b bzw. A durch 6 bzw. A ist gleich
bedeutend damit, daß die betragsgroßen Elemente von b bzw. A durch die ent
sprechenden Elemente von 6 bzw. A mit hoher individueller Genauigkeit dar
gestellt werden.

(ii) Für viele Aufgaben der numerischen linearen Algebra kann die im Sinne
von (31) hohe individuelle Genauigkeit aller Eingangsdaten nicht ausgenutzt
werden. Um akzeptable Resultate zu garantieren, genügt eine der Norm nach
hohe Genauigkeit der Eingangsdaten.

Zur Illustration betrachten wir die folgenden Beispiele, siehe auch Ü 2.3.2.

2.3.17. Beispiel. Es sei ffi = ffi(lO, 3, 9, 9), die Rundung sei unsymmetrisch.

(i) Der Vektor b = (6.6666,0.0033333)T E R2 wird durch rd(b) = (0.666 X 101,0.333 X 1O---2)T
E ffi2 mit dem kollektiven relativen Rundungsfehler Ilrd(b) - b 112/llb112 = 0.990 X 10---3 dar
gestellt. Wird rd(b) durch b = (0.666 X 101,0.400 X 1O-2)T E ffi2 ersetzt, so ergibt sich prak
tisch derselbe kollektive Darstellungsfehler Ilb - bll/llbll = 0.995 X 10- 3 , obwohl b2 in keiner
Ziffer mit bz übereinstimmt und einen individuellen Darstellungsfehler lb 2 - b21/lb2 1 = 2 X 10---1

von 20v aufweist.
(ii) Für x = (0.578,0.713 X 1O-3)T, Y = (0.202,0.513 X 10l)T E ffi2 soll s = fl(xTy) berech

net werden. Es ergibt sich s = fl (fl (Xl*Yl) + fl (X 2*yz)) = fl (0.116 +0.365 X 10---2) = 0.118.
Sind x, y Computerdarstellungen der Vektoren X, fi ERz, so haben die Komponenten eine
individuelle relative Unsicherheit von v = 10-2• Diese bewirkt - unabhängig von den bei der
Berechnung auftretenden Rundungsfehlern - im ersten Summanden von s eine absolute
Unsicherheit von 10-3, beim zweiten eine von 10---5 • Die Unsicherheit in s würde nicht wesent
lich größer werden, wenn X 2 einen um den Faktor 100 größeren Fehler hätte. Nur bei spezieller
Korrelation der Daten - wenn etwa Y2 in der Größenordnung 103 liegen würde - könnte die
individuelle hohe Genauigkeit von Xz ausgenutzt werden. D

Aus 2.3.16(i) folgt u. a., daß beim Übergang zu rd (b) bzw. rd (A) auftretender
Unterlauf die Gültigkeit von (32) bzw. (33) nicht beeinträchtigt, sofern in b bzw. A
mindestens ein Element in vernünftiger Größenordnung vorhanden ist.

D. Einfache Vektor- und Matrixoperationen

Wir betrachten hier nur einige einfache Beispiele, um die Technik und die Sprache
der Rundungsfehleranalyse zu demonstrieren.

Aufgabe 1: Für a, b, ~ E ffin ist

z* = (1 - abT)~

zu berechnen.

Algorithmus: zx : = bT~, Z := ~ - a * cx

Aufwand: 2n opms

Rundungsfehleranalyse: Nach 2.3.10 gilt

n

zx = E bjxj(l + 9?}n») ,
j=l
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und für die Komponenten Zi von z ergibt sich nach 2.2.11

z, = fl (Xi - a, * IX) = [Xi - a; * IX(l + ~i)] (1 + ~i),

also

{

n [ 1 + q;(Ttl ] }
z, = xi(1 + ~i) - ai(1 + ~i) (1 + ~i) jE bj 1 + ;j Xj(1 + ;j) .

Nach 2.3.2 ist (1 + ~d (1 + ~d = 1 + IXi mit IIXil ~ 2vund ebenso (1 + q;~Ttl)/(1 + ;j)

= 1 + ßj mit Ißjl ~ (n + 1) v, vgl. Ü 2.2.3. Mit den durch ~Xi = ~iXi: ~ai = IXiaj
und ~bi = ßibi festgelegten Störungen ox, oa und ob folgt dann

z = (x + ox) - (a + oa) (b + ob)T (x + rl'x)

= [1 - (a + oa) (b + ob)T] (x + ox),

und die Störungen sind im Sinne von

I(JaI ~ 2v lai, lobl ~ (11 + 1) v Ibl und loxl ~ v lxi

individuell klein. Der Algorithmus ist also numerisch gutartig mit F = n + 1, und
zwar elementweise in bezug auf die Eingangsdaten a, bund a: Daß die Verteilung
der Störungen in gewissen Grenzen willkürlich ist, zeigt die folgende gemischte
Fehleranalyse, bei der x nicht, dafür aber z mit Störungen belastet wird. Aus (35)
folgt auch

zi/(1 + ~i) = zi(1 + l}i) = x, - ai(1 + ~i) {t bj(1 + q;jnl) Xj},
)=1

wobei ru mit l1}i/ ~ v über 1/(1 + ;i) = (1 + 1}i) eingeführt worden ist. Mit den
durch ~Zi = 1}iZi, ~ai = ~iai und ~bi = q;~nlbi festgelegten Störungen oz, oa und ob,
die sämtlich wegen

/ozl ~ v Izl, lobl ~ nv Ibl

individuell klein sind, ergibt sich

z + oz = x - (a + oa) (b + ob)T x = [1 - (a + oa) (b + ob )T]X.

Das berechnete Resultat z ist das um oz gestörte exakte Resultat zu den um rla
und ob gestörten Eingangsdaten, während x nicht mit Störungen belastet wird. 0

Aufgabe 2. Für A E ffim,n und x E ffin ist

y* = Ax

zu berechnen.
n

Algorithmus: ior i:= 1(1)m do Yi := L aij * Xj
j=1

Aufwand: mn. opms



88 2. Aufgaben, Computer, Algorithmen

Rundungsfehleranalyse: Die i-te Komponente Yi ergibt sich als Skalarprodukt der
i-ten Zeile von A mit x; so daß wegen 2.3.10

n

Yi = 1: aij(l + ({!ij) Xj mit I({!ij! ~ nv
j=l

gilt. Mit der Störungsmatrix d'A, (d'A)ij = ({!ijaij folgt daher:
Das berechnete Produkt y läßt sich in der Form

y = (A + oA) x mit loAI ~ nv\AI

(36)

(37)

schreiben, d. h., die Matrix-Vektor-Multiplikation ist numerisch gutartig mit F = n
elementweise in bezug auf A.

In (36) lassen sich auch die Komponenten von x mit den Störungen ({!ij belasten:
Mit der Störung d'X<i), (OX<i»)j = ({!ijXj, gilt

(38)

Da die Störungen d'X<i) von x für jede Komponente i. allg. verschieden sind, ist
nur die Berechnung einer einzelnen Komponente Yi, nicht aber die Berechnung des
gesamten Vektors y = (Yl' ... , Ym)T numerisch gutartig in bezug auf x, d. h., es
gibt i. allg. keine kleine Störung d'x mit y = A(x + d'x). Allerdings folgt aus (38)
die numerische Stabilität in bezug auf x, d. h. im Vergleich auf das durch den Dar
stellungsfehler von x hervorgerufene unvermeidliche Fehlerniveau von y* = Ax:
Wenn neben x alle x = x + ox mit loxl ~ v lxi als zulässig angesehen werden,
ergibt sich

(39)

als Vektor der unvermeidlichen Fehlerniveaus in jeder Komponente von y*. Anderer
seits folgt aus (38) sofort

ly7 - Yil = I(Ad'x<i»)il ~ (IAllox<i)l)i ~ nv(IAllxl)i,
also

IY* - yl ~ nv lAI lxi (40)

als Schranke für den erzeugten Rundungsfehler. Es liegt daher (komponentenweise )
numerische Stabilität mit F = n in bezug auf x vor. D

Aufgabe 3: Für A E 81m,n, B E 81n,l ist

C*=AB

zu berechnen.

Algorithmus: for i := 1(1)m do

n

for i > 1(1)l do Cij := 1: aik * bkj
k=l

Aufwand: mnl opms

Rundungsfehleranalyse: Da die i-te Spalte c<f) von C als Produkt von A mit der
i-ten Spalte b<i) von B berechnet wird, also c<i) = Ab<;) gilt, können die Ergebnisse
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von Aufgabe 2 direkt angewendet werden und liefern: Zu jedem j gibt es eine Stö
rung tfAUl E Rm,n, so daß die j-te Spalte der berechneten Ergebnismatrix als

c Ul = (A + tfA<jl) b<il mit ItfA <f) I ~ vn. lAI (41)

geschrieben werden kann. Im allgemeinen existieren jedoch keine relativ kleinen
Störungen tfA und tfB mit C = (A + tfA) (B + tfB), so daß die Matrix-Matrix
Multiplikation nicht numerisch gutartig ist.

Zur Stabilitätsuntersuchung betrachten wir gestörte Faktoren A = A + tfA,
B = B + tfB mit individuell kleinen Störungen ItfAI ~ v lAI, ItfBI ~ v IBI. Dann
folgt

IC - C*I = I(A + tfA) (B + tfB) - ABI ~ ItfA/ IBI + lAI ItfBI + ItfAI ItfBI

~ (2v + v2
) IAIIBI, (42)

d. h., das elementweise Niveau des unvermeidlichen Fehlers ist 2v JAI IBI. Aus (41)
folgt

Ic*<fl - c<il/ = ItfA<flb<jll ~ vnIAllb<fll, also IC* - CI ~ vnlAIIBI. (43)

Die Matrix-Matrix-Multiplikation ist daher numerisch stabil mit F = nf2 in bezug
auf A und B. Wird nur die Darstellungsunsicherheit von B betrachtet und Aals
fixierter Parameter angesehen, so tritt in (42) der Faktor v statt 2v + v2 auf. In
diesem Modell ist F = n. 0

E. Vermeidung von tJber- und Unterlauf

Wir haben bisher vorausgesetzt, daß bei der Realisierung der Algorithmen in ffi
weder über- noch Unterlauf eintritt. Bei den heute meist üblichen Werten der
Unterlaufschranke MIN und der Überlaufsschranke MAX - vgl. Abschnitt 2.2 
deutet ein tatsächlich vorkommender über- bzw. Unterlauf fast immer auf einen
Programm- bzw, Anwendungsfehler hin. Die Hauptursache ist meist die fortlaufende
Multiplikation großer bzw. kleiner Zahlen etwa bei der Determinantenberechnung
oder bei der Berechnung der Exponentialfunktion sowie Division durch die Com
puternull, die meist gesondert angezeigt wird. Insbesondere sollte über- bzw. Unter
lauf bei der Berechnung von Zwischenergebnissen vermieden werden, wenn die
Eingangs- und Ausgangsdaten betragsmäßig in [MIN, MAX] liegen. Durch geschickte
Programmierung läßt sich das häufig erreichen; als Beispiel gehen wir auf die Be
rechnung der Euklidischen Norm eines Vektors ein.

Aufgabe: Für xE ffio ist IIxll2 ~ V,!. (X,)2 zu berechnen.

Die wörtliche Umsetzung dieser Forme] führt in ffi(10, 4, 9, 9) z. B. für x
= (0.3 X 106,0.1 X 10- 2)T zu Überlauf beim Quadrieren von Xv obwohl Ilxllz
= 0.300 ... X 106 in ffi gut darstellbar ist. Durch eine geeignete Skalierung läßt
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sich der beschriebene Effekt vermeiden, etwa durch Auswertung von

Ix",1 = max lXii
i

nach dem Algorithmus

xmax := 0
for i:= 1(1)n do if lXii> xmax then xmax := lXii
if xmax = 0
then normx := 0
else s := 0

for i:= 1(1)n do s := s + (xilxmax) t 2
normx := xmax * sqrt (s)

Die Quotienten xi/lx",1 sind betragsmäßig durch 1 beschränkt, so daß kein Überlauf
eintreten kann, und mindestens einer ist gleich 1, so daß evtl. eintretender Unterlauf
die Genauigkeit des Resultats nicht beeinflußt. Unter der Annahme (2.2.10) und
mit 2.3.10 läßt sich zeigen, daß der angegebene Algorithmus numerisch gutartig
ist mit F = (n + 6)/2. Da alle Summanden nichtnegativ sind, ist der erzeugte
Rundungsfehler klein: IIIxll2 -- normx 1/llxli2 ~ 0.5(n + 6) Y.

Durch raffiniertere Vorschriften kann der oben notwendige zweimalige Durchlauf
der Xi - einmal zur Maximumsuche, einmal zur Aufsummierung der Quadrate 
auf einen reduziert werden, siehe B 2.6 für Literaturhinweise.

Bei klassischer Auswertung gemäß normx:= sqrt (xTx) liegt numerische Gut
artigkeit mit F = (n + 2)/2 vor.

F. Zusammenfassung

Nachdem die Grundbegriffe der Fehleranalyse an Hand mehrerer Beispiele em
geführt worden sind, sollen sie jetzt in allgemeiner Form fixiert werden.

Wir betrachten die numerische Problemklasse {0', P}, d. h. eine Abbildung P:
0'c: RN --,)- RM, und einen (konzeptionellen) numerischen Algorithmus JTo: 0' c: RN
->- RM zur Lösung von Aufgaben {e, P} aus der Klasse {0', P}. Die Computerreali
sierung von Vo in einer Gleitpunktarithmetik mit genügend kleinem v sei JT:
~ c: ffiN --,)- ffiM, wobei ~ eine geeignete Einschränkung von '0 auf ffiN sei, d. h., es
gelte ~ c: 0'. Durch V wird jedem Eingangsdatensatz e E ~ die numerische Lösung
a = V(e) E ffiM zugeordnet; die zu e gehörende exakte Lösung ist a* = P(e).

2.3.18. Begriffe der Fehleranalyse.

(i) Der numerische Algorithmus V: (i c: ffiY --,)- ffiM heißt in der Klasse {~, P}
numerisch gutartig, wenn zu jedem e E Cf eine Störung de E RN angegeben
werden kann, so daß

a = Pie + (fe) und I/deli ~ F wy [e]

mit einer von v und e unabhängigen Fehlerkumulationskonstanten F w gilt.

(44)
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(ii) Für e E ~ ist

L1aop t(e, v) = max {IIP(e + rl'e) - P(e)ll: rl'e E RN mit e + rl'e E 0

und IIrl'ell ~ viieIl} (45)

das durch die relative Darstellungsunsicherheit v der Eingangsdaten bedingte
unvermeidliche Fehlerniveau der Ausgangsdaten.

(iii) Der numerische Algorithmus V: [c= ffiN --7 ffi..'II heißt in der Klasse {(f, P}
numerisch stabil, wenn der erzeugte Rundungsfehler a* - a = P(e) - V(e)
des berechneten Resultates a = I''(e) für jedes e E (f der Ungleichung

Ila* - all = IIP(e) - V(e)11 ~ F sL1uopt(e, v) (46)

mit einer von v und e unabhängigen Fehlerkumulationskonstanten F, genügt.

Dabei wird vorausgesetzt, daß F u' bzw. F, minimal gewählt werden.

2.3.19. Bemerkung. (i) Numerische Gutartigkeit bedeutet: Das berechnete Resultat
ist das exakte Resultat eines benachbarten Problems mit gestörten Eingangsdaten, und
das relative Störungsniveau ist höchstens das F w-fache der relativen Darstellungsunsiche T>

heit der Eingangsdaten. Ein numerisch gutartiges Verfahren mit nicht zu großer Fehler
kumulationskonstanten nutzt die in den Eingangsdaten enthaltene Information best
möglich aus. Numerische Gutartigkeit ist die beste Eigenschaft, die ein numerisches
Verfahren in bezug auf den Rundungsfehlereinfluß haben kann.

(ii) Numerische Stabilität bedeutet: Der erzeugte Rundungsfehler ist höchstens das
Fs-fache des durch die Darstellungsunsicherheit der Eingangsdaten bedingten unver
meidlichen Fehlers der Ausgangsdaten. Ein. numerisch nicht stabiler Algorithmus ver
ursacht für gewisse - i. allg. nicht für alle! - Probleme {e, P} der Klasse {(f, P}
beliebig hohe Genauigkeitsverluste. Numerische Stabilität ist daher eine M indestiorde
rung an ein »erniinitiqes numerisches Verfahren.

(iii) Die Abschätzungen (44) bzw. (46) sind zur Fehlerabschätzung für ein kon
kretes einzelnes Problem i. allg. nicht geeignet, weil
- die Fehlerkumulationskonstanten minimal in bezug auf die gesamte Klasse {er, P},
nicht aber bezüglich des vorliegenden Problems {e, P} festgelegt sind. Für letzteres
wird i. allg. eine geringere maximale Fehlerkumulation vorliegen als durch F w bzw.
r, angegeben.
- selbst die kleinstmöglichen Fehlerkumulationskonstanten stets das ungünstigste
Fehlerverhalten berücksichtigen und daher i. allg. zu pessimistisch sind.
- auf Grund der Kompliziertheit der Algorithmen der linearen Algebra und der
dadurch hervorgerufenen technischen Schwierigkeiten bei der Fehleranalyse i. allg.
nur vereinfachte und vergröberte obere Schranken für die "wahren" minimalen
Fehlerkumulationskonstanten berechnet werden können.
Sofern die Fehleranalyse sachgerecht durchgeführt wird und Vergröberungen bei
der Analyse verschiedener Verfahren auf vergleichbarem Niveau liegen, erlauben
die Fehlerkumulationskonstanten jedoch die qualitative und quantitative Ein
schätzung und damit den Vergleich verschiedener Verfahren. Gegebenenfalls wird
es dabei nötig sein, auch auf empirisch, durch umfangreiche Testrechnungen gewon-
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nene Kenntnisse zurückzugreifen, um ein realistisches Bild zu bekommen. Zur
Fehlerabschätzung für ein konkretes Problem sollten a-posteriori-Abschätzungen
unter Verwendung der berechneten Lösung - z. B. mittels geeigneter Residual
kriterien - durchgeführt werden.

(iv) Für lokal lipschitzstetige Aufgaben folgt aus 2.1.8

LJaopt(e, 'V) =;= L(e) 'V Iiell,

und numerische Gutartigkeit zieht numerische Stabilität nach sich, wobei F, =;= F ui:

(v) Für gewisse Aufgabenklassen ist es sinnvoll und möglich, nur gewisse 'Feile
der Eingangsdaten mit Störungen zu belasten. Ebenso kann numerische Stabilität
auch nur in bezug auf gewisse Teile der Eingangsdaten definiert werden. Dabei er
geben sich i. allg. andere Fehlerkumulationskonstanten als bei Berücksichtigung
aller Eingangsdaten.

(vi) Die Abschätzungen (44) bis (46) sind kollektive Normabschätzungen. Wenn
statt der Normen Beträge verwendet werden, erhält man individuelle elementweise
Abschätzungen und dementsprechend elementweise zu verstehende Gutartigkeit und
Stabilität. 0

Zum Abschluß geben wir ein Beispiel eines numerisch instabilen Verfahrens an.

2.3.20. Beispiel. Wir betrachten für n = 2 das lineare Gleichungssystem

In der Klasse der Aufgaben mit 0.11 =1= 0 und 0.110. 22 - 0.120. 21 =1= 0 können Xl und X 2 wie folgt
berechnet werden: Die erste Gleichung wird mit -0.21/0.11 multipliziert und zur zweiten addiert,
womit sich

ergibt.
Der Koeffizient bei Xl ist 0, so daß X 2 aus dieser Gleichung berechnet werden kann. Aus der

ersten Originalgleichung ergibt sich dann Xl gemäß

(47)

Man kann zeigen, daß dieses Verfahren (Gaußscher Algorithmus ohne Pivotisierung, siehe
Kapitel 5) für die Berechnung von x2 gutartig und damit stabil ist. Dagegen ist es numerisch
instabil als Verfahren zur Berechnung von Xl.

Zahlenbeispiel: Rechnung in ffi(1O, 5, 9, 9) mit symmetrischer Rundung,

0.0021305xl + 6.7034x2 = 19.041,

9.8702 Xl - 1.8132x2 = 4.7207.

Nach dem angegebenen Algorithmus erhält man X 2 = 2.8401, Xl = 1.4081, die exakten Werte
sind x~ = 2.84018101 ... , x! = 1.00003203 ... Der erzeugte Rundungsfehler Ixt - XII = 0.408
überschreitet das unvermeidliche Fehlerniveau (L1x1)opt = 4.9 X 10-5 von Xl um den Faktor
8000! Für die vorliegende Aufgabe ist dabei (L1xl)opt exakt berechnet worden. Werden die
bei den Zeilen des Gleichungssystems vertauscht, so liefert derselbe Algorithmus X 2 = 2.8402,
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Xl = 1.0000, also die gerundeten Werte der exakten Lösung! In der ersten Version wird die
In stabilität durch Formel (47) hervorgerufen, bei welcher der Zähler die Gestalt fl (19.041
- 19.038) = 0.003 hat, also zu Auslöschung führt, während der erzeugte Rundungsfehler in
der nachfolgenden Division durch die kleine Zahl an = 0.0021305 sehr verstärkt wird, vgl.
die Nachbemerkung zu 2.2.13. Selbst für den gerundeten Wert X 2 = 2.8402 der exakten Lösung
würde sich aus (47) die erste Komponente zu Xl = fl((19.041 - 19.038)/0.0021305) = 0.98498
ergeben, also immer noch mit einem Fehler Ix! - xII = 1.5 X 10-2, der das unvermeidliche
Fehlerniveau um den Faktor 300 überschreitet. D

Übungsaufgaben

n
Ü 2.3.1. Zur Berechnung der Summe z* = I: Xi von n = 2P Zahlen Xi E ur kann die sog. paar

i =1

weise Summation - auch binäre oder Kaskadensummation genannt - verwendet werden,
die für p = 3, n = 23 = 8 wie folgt abläuft:

Xl~X2 X3~X4 X5~X6 X1~X8

(1) _ + (l) _ + (1) _ + (1l - + XXl - Xl X 2 X2 - X 3 X4 Xa - X 5 X 6 X4 - X7 S

X (2 ) - x(ll + x(I) X(2J - XCI) + XCI)1 - 1 2 2 - a 4

xi3l = xi2l + ;&~~. = z*

Die allgemeine Vorschrift lautet:

for i := 1(1)n do x~O) := Xi

for j:= 1(1)p do

I
imax := 2p-j

for i := 1(1)imax do x~j) := x~~-=!i + x~jil)
z:= x~P)

(i) Man zeige durch Induktion, daß für den berechneten Wert z

n

Z = I: xi(1 + fl~n») mit Ifl~n)1 ~ pv = (log2 n) v
i=l

gilt. Das Verfahren ist also numerisch gutartig mit F = log2 n im Vergleich zu F = n - 1
für die übliche Summationsvorschrift 2.3.1.

(ii) Man überlege sich, daß die Kaskadensummation unter Verwendung von jeweils einem
INTEGER- und einem REAL-Feld der Länge p realisiert werden kann, und gebe ein ent
sprechendes FORTRAN-Programm an.
(iii) Wie ist das Verfahren zu modifizieren, damit es für beliebiges n angewendet werden kann?
Man erweitere das FORTRAN -Programm aus (ii) entsprechend.

(iv) Die Kaskadensummation ist besonders günstig für Parallelrechnung, d. h. für Rechnung
mit mehreren parallel arbeitenden Prozessoren.

Ü 2.3.2. Für b E Rm bzw. A E Rm,n (b =F 0, A =F 0) bezeichne biJ bzw. aiJ1J ein betragsgrößtes
Element, d. h.

IbiJl = max Ibil bzw. laiJvl = max laijl·
i i,j

0) Man beweise die Gültigkeit von
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mit Konstanten

o; ~{~
für p = 1,

DP~F-
für p = 1,

für p-9 bzw. für p = 00,- ... ,
für p = 00 }/mn für p = 2,F.

(ii) Unter Verwendung von (i) zeige man, daß aus den Normabschätzungen

(48)

die individuellen Abschätzungen

Ib· - b·1
t !:s:: Cv bzw.
IbJlI - p

folgen. Dies bedeutet, daß (48) nur für Elemente in der Größenordnung von [bJlI bzw. laJlvi
eine hohe individuelle relative Genauigkeit garantiert.

Ü 2.3.3. Man beweise die Behauptung aus Bemerkung 2.3.19(iv).

Ü 2.3.4. Bei der Lösung linearer Gleichungssysteme spielt das Residuum r = b - Ax einer
Näherungslösung x eine Rolle.

(i) Man zeige, daß das gemäß

for i := 1(1)n do

I
io:rf ~= 1(1)n do y:= y + aij * Xj
ri:=bi-y

in üblicher Weise berechnete Residuum r:= fl(b - Ax) der Gleichung

1'i = (-Yi + bi) + [ei/(1 + ei)] ri' leil ~ v, (49)

genügt mit Yi := fl((Ax)J Mit (36), (37), (40) folgere man hieraus die a-priori-Abschätzung

lori ~ v(Irl + n lAI lxi) (50)

für den erzeugten Rundungsfehler dr = r - (b - Ax).

(ii) Man überlege sich, daß durch die erweiterte Vorschrift

for i := 1(1)n do

y:=d:=O
for j:= 1(1)n do

[g : = aij * Xj' Y : = Y + g, d : = d + Igl + !y!]
ri := bi - Y, di := v * (d + Iril)

neben r noch eine a-posteriori-Schranke d = (di ) mit lori ~ d berechnet wird. Wie erhöht
sich der Aufwand gegenüber (i)?

(iii) Man gebe zu beiden Versionen numerisch äquivalente Varianten an, bei denen die Ele
mente von Aspaltenweise abgearbeitet werden.

Bemerkungen zum Kapitel 2

B 2.1. Wenn x den exakten Wert einer reellen Größe und Y eine fehlerbehaftete Näherung
für x bezeichnet, wird in der klassischen Fehlerrechnung <5:= y - x als absoluter und
e : = (y - x)/x als relativer Fehler eingeführt. In der Regel - z. B. im Abschnitt 2.2 - gehen
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wir ebenso vor. An anderen Stellen - etwa im Abschnitt 2.1 - vertauschen wir die Rolle von
x und y, da dann die angestrebten Aussagen leichter zu formulieren sind. Man beachte, daß
bei kleinem relativem Fehler beide Definitionen in erster Ordnung denselben Wert liefern.
siehe Ü 2.1.8.

B 2.2. Die in den Abschnitten 2.1 und 2.3 eingeführten Begriffe zur Charakterisierung von
numerischen Problemen und Algorithmen sind - unter demselben oder ähnlichem Namen und
mit derselben oder ähnlicher Bedeutung - von einer Reihe von Autoren betrachtet worden,
vgl. etwa WILKINSON [63, 65, 71], BAUER [66, 74], FADDEEvjFADDEEVA [68], BABusKA [69,
72], KAHAN [71] und viele andere. Unsere Darstellung folgt dem Konzept von KIELBASINSKI
[78], allerdings in einer für die Probleme der linearen Algebra ausreichenden' Vereinfachung.

B 2.3. Die hier benutzte Notation für Computerzahlen geht auf WILKINSON [63] zurück, wo
auch die Grundlagen der Rundungsfehleranalyse an vielen Beispielen erläutert worden sind.
\VILKINSON selbst weist auf Arbeiten von VON NEUlVIANNjGOLDSTINE [47] und GIVENS [54]
hin, in denen erstmals eine Rückwärtsanalyse vorkommt. In einer Vielzahl von Arbeiten ist
seitdem der technische Apparat zur Fehleranalyse weiterentwickelt worden. Interessante Er
gebnisse zur automatischen Rundungsfehleranalyse sind bei MILLERjWRATHALL [80] zu
finden, wo der Computer als analytisches Hilfsmittel eingesetzt wird.

B 2.4. Eine detaillierte Beschreibung der auf realen Computern vorhandenen Gleitpunkt
arithmetiken gibt STERBENZ [74], vgl. auch BROWN [81]. Zur stochastischen Rundungsfehler
analyse siehe wieder STERBENZ, aber auch VOEVODIN [69b]. Eine Einführung in die Computer
arithmetik ist bei VOEVODIN [77] und in den meisten neueren Lehrbüchern der Numerischen
Mathematik zu finden.

B 2.6. Die Basis und Mantissenlänge der Zahldarstellung und die Art der Rundung lassen sich
bei Bedarf automatisch mit den von MALcoLM [72] und GENTLEMANjMARovICH [74] angege
benen FORTRAN-Programmen ermitteln.

B 2.6. Als Beispiel für die computergerechte Programmierung unter Vermeidung von Genauig
keitsverlusten sowie über- und Unterlauf kann das von BLuE [78] angegebene Programm zur
Berechnung der Euklidischen Norm dienen. Dort werden die Komponenten des Vektors nur
einmal durchlaufen. Ähnlich arbeiten die von LAwsON et al. [79] und DONGARRA et al. [79]
angegebenen Programme.

B 2.7. Eine Alternative zur rundungsfehlerbehafteten Gleitpunktarithmetik stellen sog.
exakte Arithmetiken dar, siehe GREGORy-KRISHNAMURTY [84]. Die Realisierung solcher
Arithmetiken ist jedoch aufwendig, und sie sind i. allg. nur für spezielle Aufgaben mit fehler
freien Eingangsdaten zu empfehlen.

B 2.8. Die bei Computerrechnung entstehenden Rundungsfehler lassen sich auch mit den
Methoden der Intervallmathematik erfassen, siehe etwa MooRE [79] und NICKEL [80]. Solche
Methoden erlauben für ein konkretes Problem und die mittels eines konkreten Algorithmus
berechneten Resultate die Angabe von strengen Fehlerschranken, allerdings mit vergleichs
weise hohem Aufwand. Sie erlauben jedoch nicht den Vergleich verschiedener Algorithmen für
bestimmte Aufgabenklassen. Letzteres ist dagegen mit den Methoden der Rundungsfehler
analyse möglich, die wiederum für die Berechnung von Fehlerschranken für einzelne konkrete
Aufgaben nicht besonders geeignet sind. Da wir hauptsächlich am qualitativen Vergleich von
Algorithmen (über ihre Fehlerkumulationskonstanten) interessiert sind, gehen wir auf die
Intervallmathematik nicht ein.

B 2.9. Durch Kombination von Intervallmethoden und Rechnung in variabler, mehrfach
hoher Genauigkeit - beides läßt sich sowohl software- als auch neuerdings hardwaremäßig
realisieren - können Ergebnisse mit beliebig vorgebbaren Fehlerschranken garantiert werden.
vgl. das in jüngster Zeit von KULISCH et al. [85] u. a. entwickelte und von IBM vertriebene
System ACRITH.
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B 2.10. Für eine vorgegebene Problemklasse ist die Frage interessant, wieviel arithmetische
Operationen mindestens zur Lösung eines beliebigen Problems der Klasse erforderlich sind und
wie optimale Algorithmen beschaffen sind. Die Beantwortung dieser Fragen ist Gegenstand
der sog. Kompliziertheitstheorie (engl, "complexity", russ. "TeopuH CJIOlliHOCTU"). Da jedes
Element der Eingangsdaten bei mindestens einer Operation beteiligt sein muß, ist eine untere
Schranke für die Anzahl der Rechenoperationen von der Form ---KIN, N Anzahl der skalaren
Eingangsdaten. In diesem Sinne sind die im Abschnitt 2.3 angegebenen naiven Algorithmen
für Summation und Skalarprodukt als optimal anzusehen. Eine nichttriviale Situation liegt
bei der Matrixmultiplikation - Aufgabe 3 aus Abschnitt 2.3.D - vor. Für den Sonderfall
C = AB, A, B E Rn,n, werden dort n 3 opms benötigt, während die untere Schranke von der
Form I"'0o.I K l n 2 ist. Den ersten wesentlichen Beitrag zu diesem Problem hat STRASSEN [69] mit
einem Verfahren geleistet, das --- K 2n 2•81 Operationen erfordert; inzwischen ist man etwa bei
___ K 3n 2.5 angelangt. Man beachte jedoch, daß die Vorfaktoren K, groß sind und daher die
kleineren Exponenten erst für hohe Dimensionen n wirksam werden, wo andererseits die Vor
aussetzung der vollen Besetztheit von A und B meist nicht mehr realistisch ist. Unter gewissen
Voraussetzungen hat MILLER [75] ferner gezeigt, daß ein numerisch stabiles Verfahren zur
Matrixmultiplikation --- K 4n3 Operationen erfordert. Aus den angegebenen Gründen haben
die erwähnten "schnellen" Multiplikationsverfahren bislang keine praktische Bedeutung er
langt, und die naive Realisierung aus Abschnitt 2.3 kann bei Forderung der numerischen
Stabilität als fast optimal angesehen werden.

3. Elementare Transformationsmatrizen

Die Aufgaben der linearen Algebra sind besonders einfach zu lösen, wenn die je
weiligen Koeffizientenmatrizen eine günstige Gestalt haben. Zum Beispiel ist ein
Gleichungssystem mit einer Dreiecksmatrix viel leichter lösbar als ein System mit
einer allgemeinen Matrix. Ganze Klassen von Algorithmen der linearen Algebra
beruhen auf dieser Tatsache: Sie transformieren das zu lösende Problem durch eine
endliche bzw. auch unendliche Folge von einfachen Transformationen in ein äqui
valentes Problem mit einer Matrix der gewünschten günstigen Gestalt, z. B. in ein
Problem mit einer Dreiecksmatrix. Dabei heißen zwei Probleme äquivalent, wenn
sie dieselben Ausgangsdaten, also dieselben Lösungen besitzen. Die Transformation
geschieht in der Regel durch Links- bzw. Rechtsmultiplikation mit geeigneten
elementaren Transformationsmatrizen, wobei in der transformierten Matrix an den
gewünschten Stellen nach und nach Nullen erzeugt werden.

Verfahren dieser Struktur werden häufig direkte Verfahren genannt; das vorliegende
Buch ist vorwiegend solchen Verfahren gewidmet. Im Gegensatz dazu wird bei den
sog. iterativen Verfahren die Datenmatrix nicht verändert, d. h., in jedem Iterations
schritt wird auf die originale Matrix der Eingangsdaten zurückgegriffen. Die Grenzen
zwischen beiden Verfahrensklassen sind jedoch fließend.

Die erwähnten elementaren Transformationsmatrizen können als Werkzeuge der
numerischen linearen Algebra angesehen werden, denn mit ihrer Hilfe lassen sich
die unterschiedlichsten Algorithmen zur Lösung verschiedener Aufgabenklassen auf
bauen.

Zur Illustration betrachten wir die Lösung des linearen Gleichungssystems

3xI - 6X2 + 2x 3 = -3,

-2x1 -+ 4x2 + X 3 = 16,

Xl - J.·2 + x3 = 4.

(1)
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Nach dem aus der Schule bekannten Gaußsehen Eliminationsverfahren kann Xl aus der zweiten
und dritten Gleichung eliminiert werden, indem die erste mit 2/3 bzw. -1/3 multipliziert und
zur zweiten bzw. dritten addiert wird:

7o. X 2 + - Xa = 14,
3

1
x2 + - X a = 5.

3

(2)

(3)

Da in der neuen zweiten Gleichung auch der Koeffizient bei X 2 verschwindet, geht das System
(2) durch Vertauschung der letzten beiden Zeilen in das System

3xI - 6x2 + 2xa = -3,

1
X 2 + - X a = 5,

3

7
- Xa = 14
3

mit einer Dreiecksmatrix als Koeffizientenmatrix über. Aus (3) lassen sich die Unbekannten
in der Reihenfolge Xa = 6, X 2 = 3 und Xl = 1 leicht berechnen.

Der Übergang von (1) nach (2) kann in Matrixschreibweise als Linksmultiplikation der
Koeffizientenmatrix und des Vektors der rechten Seiten mit der Transformationsmatrix

1 0 0

2
0

LI=
-
3
1

0 IJt-"3
beschrieben werden, der von (2) nach (3) analog mittels

Der Untersuchung dieser und weiterer Typen elementarer Transformationsmatrizen sind die

folgenden Abschnitte gewidmet.

3.1. Permutationsmatrizen

Eine Permutation ist eine Abbildung (Zuordnung) k: {1,2, ...,n}~{k(1),k(2),... ,k(n)}
mit der Eigenschaft, daß die Funktionswerte k(i), i = 1, ... , n, jeden der Werte
1, ... , n genau einmal annehmen. Das n-Tupel {k(1), ... , k(n)} heißt die durch k
erzeugte Permutation der Zahlen {1, ... , n}; z. B. legt

{k(1), k(2), k(3), k(4)} = {2,4, 1, 3}

für n = 4 eine Permutation k fest. Offensichtlich ist die Permutation k durch eine
solche Tabelle {k(1), ..., k(n)} eindeutig beschrieben.

7 Schwetlick, Numerische Algebra
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Zu jeder Permutation k gibt es eine eindeutig festgelegte inverse Permutation l mit
l(k(i)) = i (i = 1, ... , n), welche die durch k erzeugte Umordnung wieder rückgängig
macht. Im Beispiel ist

{l(l), l(2), l(3), l(4)} = {3, 1,4, 2}

die zu k inverse Permutation.
\ Durch eine Permutation k wird jedem Vektor x E Rn nach der Vorschrift

(i = 1, ... , n) (4)

ein Vektor y E Rn zugeordnet, der die (durch k erzeugte) Permutation des Vektors x
genannt wird. Der Übergang von x zu y gemäß (4) kann in eindeutiger Weise durch
eine Matrix P E Rn,n in der Gestalt

y=Px

geschrieben werden; im Beispiel ist

p~ (1 !;D
3.1.1. Definition. Die Matrix P = (Pij) E Rn,n mit

. _ {1 für j = k(i), .. _ 1
Plj - 0 für j =f= k(i) (~,J - , ... ,n)

heißt die durch k erzeugte Permutationsmatrix.

(5)

Offensichtlich ist eine Matrix P genau dann eine Permutationsmatrix, wenn in
jeder Zeile und Spalte außer Nullen genau eine 1 vorkommt. Dabei gibt k(i) den
Spaltenindex der 1 in der i-ten Zeile an; entsprechend ist l(j) der Zeilenindex der 1
in der j-ten Spalte.

Die Transponierte einer Permutationsmatrix und das Produkt von Permutations
matrizen sind wieder Permutationsmatrizen. Wegen Pt P = ppT = I gilt ferner

P" = P-!, (6)

d. h., Permutationsmatrizen sind orthogonal, und P" charakterisiert die inverse
Permutation. Bei Anwendung von P auf eine Matrix A E Rn,m mit den Zeilen a i T

bzw. auf eine Matrix B E Rm,n mit den Spalten bt ergibt sich

p (- a;T -) = (- a'~l)T -) bzw. (biI! ... b,1n) P = (b
l

l
/(!) ... bll/(n l ) , (7)

_ anT _ _ ak(n)T _

d. h., Linksmultiplikation mit P bewirkt eine Permutation der Zeilen gemäß k, und
Hechtsmultiplikation eine Permutation der Spalten gemäß der inversen Permutation l.
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Sollen die Spalten gemäß k permutiert werden, so ist von rechts mit P" zu multi
plizieren.

Die einfachsten Permutationen bestehen in der Vertauschung von zwei Elementen,
bei Vektoren also in der Vertauschung von zwei Komponenten i =f= i- Die entspre
chenden Matrizen haben die Gestalt

(

.1. 0.: .. ~.: ...) i-te Zeile
T i j =

... 1 ... 0 ... j-te Zeile
: : 1

'3.1.2. Definition. Eine Matrix T i j E Rn,n U, i = 1, ... , n; i =f= i), die sich von der
Einheitsmatrix nur in den vier Elementen

unterscheidet, heißt Vertausdncnqematrix, Für i = i wird T i i = T jj = I gesetzt
(triviale Vertauschung).

sind symmetrisch, d. h. T i j = T"0 und folglich TTj = I,Vertauschungsmatrizen
und es gilt

det (Ti;) ~ { _~ für i = [,

für i =f= i.
(8)

Wie im folgenden Beispiel gezeigt wird, läßt sich eine Permutation stets als Folge von Ver
tauschungen darstellen, wobei im i-ten Schritt das Element i mit einem geeigneten Element
8(i) ~ i vertauscht wird:

(
1) (2) (1) (2) (2) (2\
2 P 4.. . 2 T 1 T 4 T 4)
: --+ ~ äquivalent zu .: --"+ : ~ .~ ---!'.+~,'

also 8(1) = 2, 8(2) = 4, 8(3) = 4 und P = T31T24T12.

(9)

mit i ~ s(i) ~ n (i = 1, ... , n - 1) darstellen.1

3.1.3. Aussage. Jede Permutationsmatrix läßt sich in eindeutiger Weise als Pro
dukt von n - 1 Vertauschungsmatrizen gemäß

Die zu (9) inverse Permutation ist dann

(10)

In der numerischen linearen Algebra kommen Permutationen fast ausschließlich
als Folge von Vertauschungen gemäß (9) vor. In vielen Fällen ist es sinnvoll, die
Informationen über diese Permutationen in Form der Tabelle {s(l), s(2), ..., s(n -1)}

7*
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in einem Integerfeld zu speichern. Zu gegebenem x kann dann y = Pa: sogar auf dem
Platz von x - also in situ - berechnet werden; dasselbe gilt für die inverse
Permutation.

In anderen Fällen ist eine Darstellung der Permutation als Tabelle {k(l), ... , k(n)}
günstiger. Eine solche Tabelle entsteht mittels der s(i), wenn der nachfolgend be
schriebene Algorithmus PER auf den Vektor x = (xd := (i) angewendet wird.

3.1.4. Algorithmus. Berechnung von x := Pa: (PER) bzw. x := p-lX (PERINV)

PER: for i:= 1(1)n - 1 do PERINV: for i:= n - 1(-1)1 do

if s(i) > i then if s(i) > i then
Z:= xi

Xi:= Xs(i)

Xs(i):= Z

Z:= Xi

Xi:= Xs(i)

Xs(i):= Z

Durch den Algorithmus PER wird x mit Px, durch PERINV wird x mit p-1x
überspeichert. Beide Algorithmen sind Beispiele für sog. nichtnumerische Algorith
men, da in ihnen nur logische und Speicheroperationen, aber keine arithmetischen
Operationen ausgeführt werden.

Wir weisen nochmals darauf hin, daß Permutationen bei der Programmierung nur
über die Tabellen {k(i)} bzw, {s(i)} und niemals über die zugehörigen Matrizen
realisiert werden; letztere dienen ausschließlich der mathematischen Beschreibung.

Ilbuugsaulgaben

tJ 3.1.1. Man überlege sich Algorithmen, die aus der Tabelle {k(i)} die Tabellen {l(i)} der inver
sen Permutation sowie die Tabelle {s(i)} für die Darstellung (9) berechnen.

tJ 3.1.2. Es ist zu zeigen, daß jede Permutation P auch eindeutig in der Form

P = T n,T(n)Tn-1, I' (n- l ) ••• T 3,T(3)T2.T(2)

mit 1 ~ r(i) ~ i (i = 2, ... , n) geschrieben werden kann.

3.2. Nichtorthogonale elementare Transformationsmatrizen

Im folgenden betrachten wir Matrizen der Gestalt

1

(11)

t

1

mk+i.

1

bzw. L k =

1J

(1)

wie sie uns in der Einführung zum dritten Kapitel bereits begegnet sind.
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3.2.1. Definition.

(i) Eine Matrix il1k E Rn,n (k = 1, ... , n) des Typs

mit

mk = ekTm = 0

heißt nichtorthogonale elementare Transformationsmatrix, abgekürzt: NT
..LWatrix.

(ii) Eine NT-Matrix L k E Rn,n (k = 1, ... , n. - 1) des Typs

die gleichzeitig eine untere Dreiecksmatrix ist, d. h., für die

(i = 1, ... , k)

gilt, heißt LNT-1Jlatrix.

Wegen

= I + mekT - mekT - mekTmekT = I

ist jede NT-Matrix regulär, und die Inverse

(2)

ist wieder eine NT-Matrix. Speziell gilt

(3)

d. h., auch die Inverse einer LNT-Matrix ist wieder eine LNT-Matrix. Die Formeln
(2) und (3) besagen: Die Inverse einer NT- bzw. LNT-Jlatrix entsteht durch Vor
zeichenumkehr der nichUrivialen Elemente m.; bzw. li' Da die LNT-Matrizen in der
numerischen linearen Algebra eine besondere Rolle spielen, gehen wir im folgenden
ausführlich auf diese Unterklasse der NT-Matrizen ein.

3.2.2. Aussage. Das Produkt

der LNT-Matrizen

ist eine untere Dreiecksmatrix mit Einsdiagonale, und für die Nichtdiagonal
elemente gilt

(i > j, i, j = 1, ... , n).
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Für n = 4 ist also

1

Nachrechnen dieser Beziehung von rechts nach links zeigt, wie der Beweis zu 3.2.2.
verläuft. Man beachte jedoch, daß das Produkt L n- 1Ln- 2 ••• L 1L2 zwar auch eine
untere Dreiecksmatrix, aber i. allg. von L verschieden ist.

Wenn eine Matrix B E Rn,r mit den Zeilen biT von links mit der LNT-Matrix L k

multipliziert wird, ergibt sicli die transformierte Matrix B = LkB wie folgt:

1 , .. b lT b lT

1 b kT b kT
(4)

lk+1 1 b k+ lT , • . b k + lT + lk+1 b kT ,

i; 1 b nT ,. , , . b nT + lnb kT , ,

Man sieht: Die Transformation B = LkB ändert die ersten k Zeilen von B nicht. Die
Zeilen i = k + 1, ... , n von B entstehen aus denen von B nach der Vorschriit

(neue i-te Zeile) := (alte i-te Zeile) + L, * (alte k-te Zeile)

In elementweiser Notation erhalten wir

3.2.3. Algorithmus zur LNT-Transformation. Berechnung von B = (b i j ) := LkB
für B = (bi j ) E ffin.r und die LNT-Matrix Lk = Lk(l), l = (0, ... ,0, lk+1' ... , ln)T

E ffin:

t .. '_ {b i j
is ->:

bij + li * bk j

Aufwand: (n - k) r opms

u= 1, ... , k),

(i = k + 1, ... , n)
(j = 1, ... , r) .

Algorithmus 3.2.3 kann auf dem Platz von B gemäß B := LkB ausgeführt werden.
Ob die neuen Elemente zeilen- oder spaltenweise berechnet werden sollten, hängt
von den Umständen - z. B. der Art der Speicherung - ab.

Aus (4) ist ersichtlich, daß die Transformation ß = LkB auch in der Form

(
sv» )1 _

= B(n)

B~n-k+l)
(6)
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geschrieben werden kann, wobei B~k-I) aus den ersten k - 1, B~n-k 1) aus den letzten
n - k + 1 Zeilen von B = B'"! besteht. Mit lek-I) ist die (k - l)-dimensionale
Einheitsmatrix und mit L~n-k, 1) die L.KT-Matrix LI = LI(l(n-k+I)) der Dimension
n - k + 1 mit dem erzeugenden Vektor l(n-k+I) = (0, lk+I' ... , ln)T bezeichnet
worden. Es genügt daher, LNT-Matrizen für den Index k = 1 zu betrachten, da der
.Fall k =f= 1 gemäß (6) auf diese Standardsituation zurückgeführt werden kann.

Die LNT-Matrix LI wird benutzt, um in einem vorgegebenen Vektor a = (ai) E Rn
unterhalb der ersten Komponente Nullen zu erzeugen. Nach 3.2.3 ergibt sich für
ii = Lla

fi l = a I , ii, = a, + Ti * a l (i = 2, ... , n).

Die Bedingungen fii = 0 lassen sich daher erfüllen, wenn a l =f= °ist, und dann mit
L, = -ai/al für beliebige Werte von a.,

3.2.4. Aussage. Für a = (c,) ERn, al =f= 0, transformiert die durch

(i = 2, ... , n) (7)

L; := ai/al (i = 2, ... , n)

fi l := a I , bl j := bl j (j = 1, ... , r)

a, := 0, bij := b., - l, * bIj
(i = 2, ... , n, j = 1, ... , r)

festgelegte LNT-Matrix LI = LI(-l), 1 = (ld E Rn, den Vektor a in

ii = L I ( -l) a = alel = (al' 0, ... , O)T.

Die Standardanwendung der LNT-Matrizen besteht in der Transformation von
a in ii = Lla gemäß 3.2.4 und der analogen Transformation einer Matrix B in
B = LIB.

3.2.0. Eliminationsschritt mittels LNT-Matrix.

Aufgabe: Für a = (ai) E ffin mit al =f= °und B = (bij) E ffin,r ist LI = L I ( -l),
1 = (0, l2' ... , ln)T E ffin so festzulegen, daß

ii = L I ( -l) a = (al' 0, ... , O)T

gilt. Mit dem derart bestimmten LI ist B = LIB zu berechnen.

Algorithmus:

S 1 (Festlegung von l):

S 2 (Erste Zeile) :

S 3 (Übrige Zeilen):

Aufwand: (n - 1) r opms + (n - 1) opm

In den Anwendungen ist a in der Regel die erste Spalte einer Matrix 1111 E ffin,r-i-l,

und B besteht aus den restlichen Spalten 2 bis r + 1. Der Algorithmus kann in situ
durch Überspeichern von

(

a l I b

lT

.. ') (al I """ ~:: ."")
a2 b2T ... mit l2 . .. b ...
. . .. . .
a; b nT ... in bnT ...
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ausgeführt werden. Die erzeugten Nullen brauchen selbstverständlich nicht explizit
gespeichert zu werden, und S2 wird überflüssig.

Mit den im Abschnitt 2.3 bereitgestellten Hilfsmitteln kann eine Rundungsfehler
analyse des Algorithmus 3.2.5 durchgeführt werden, siehe Ü 3.2.3. Wir geben hier
nur die Ergebnisse an.

3.2.6. Rundungsfehleranalyse. Für a E ffin mit a l =j= ° und B E ffin,r werde
LI = L 1( -l), 1 = (0, l2' ... , ln)T, ii E ffin und B E ffin,r nach 3.2.5 berechnet. Dann
ist

(8)

und

(9)

mit Störungen oa und oB, für die

sowie

(10)

loail ~ Y lail,

lobiil ~ y(lbijl + 2 Ibiil),

lobiil ~ y(lbiil + 2 Ilillbli\)

(11)

(12)

(13)

(i = 2, "', n, i = 1, "', r) gilt.

Wir fassen jetzt die Eingangsdaten zur Matrix lU = (a I B) zusammen, analog
wird oM = (oa loB) gebildet. Aus (11), (13) ergibt sich dann

10M) ~ v(IMI + 2 1(0 I lbIT)I) ,

wobei b IT die erste Zeile von B bezeichnet. Unter Beachtung von Ü 1.1.3 folgt hier
aus lIoMIi ~ v(IIMII + 2 IllIIIIBII), wegen IIBI[ ~ IIMII also

IlolUI/ ~ (1 + 2 II'II) liMII. (14)

Kombination von (11) und (12) liefert dagegen

loMI ~ v {IMI + 2(0 I 0)},o IM(2)1
wobei M(2) aus den Zeilen 2 bis n von B, d. h. aus den in 3.2.5 tatsächlich neu be
rechneten Elementen besteht. Hieraus ergibt sich

(15 )

Als Normen können in (14), (15) die Matrixnormen mit p = 1, oo, F verwendet
werden, in (14) ist für I dann die Vektornorm mit p = 1, oo, 2 zu nehmen. Im Fall
der Spektralnorm ist auf den rechten Seiten IIMII2 durch IIIMI1I2 zu ersetzen usw., vgl.
Abschnitt 2.3.0.

Die aus 3.2.6 folgenden Abschätzungen (14) und (15) besagen: Der Eliminations
schritt 3.2.5 stellt einen numerisch gutartigen Algorithmus dar, wenn die Elininations-
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koeffizienten li im Sinne von 11111 ~ K o beschränkt sind - aus (14) folgt. dann
F = 1 + 2Ko -, oder wenn 111U(2l ll ~ K I IIMII gilt, d. h., wenn die neu berechneten
Elemente nicht zu groß werden - aus (15) liest man dann F = 1 + 2K I ab.

3.2.7. Bemerkung. (i) Wir werden später sehen, daß die Bedingung IIM(2l ll ~ KIliM"
für gewisse Aufgabenklassen automatisch erfüllt ist, z. B. bei Anwendung von 3.2.5
im Gaußschen Algorithmus für Systeme mit diagonaldominanten oder symmetrischen
definiten Matrizen, vgl. Kapitel 5. Obwohl dann die li durchaus groß werden können,
liegt numerische Gutartigkeit vor.

(ii) In anderen Aufgabenklassen kann sowohl 11111 als auch II.Lll(2l ll beliebig groß
werden, so daß der Algorithmus instabil wird. In diesem Fall kann die Beschränkt
heit der L, durch die im folgenden beschriebene Stabilisierung von 3.2.5 erzwungen
werden:

SO: Festlegung des Index s, 1 ~ 8 ~ 11, einer betragsgrößten Komponente von a,
d. h.

lasl = max {Iail: i = 1, ... , n}. (16)

Ersatz von a durch a = TIsa, d. h. Vertauschung der Komponenten a l und a,
von a. Analog Ersatz von B durch B = TuB, d. h, Vertauschung der Zeilen 1
und s von B.

S 1: Festlegung von I = (0, i: ..., ln)T gemäß t. := ai/al (i = 2, ... , n). Wegen (16)
ist

(i = 2, ... , n), also 1111100 ~ 1. (17)

S2, S3: Wie in 3.2.5 mit t ä, und bi j statt i; ai und b.;

Diese Stabilisierung ist gleichbedeutend mit dem Ersatz von L I ( -I) durch
LI(-t) T IS' D

1
3 .~ .8 . Definition. Eine LNT-Matrix Lk(t) = I + leH , t = (0, ... ,0, lk+1' ... , ln)T,
mIt

Ilil ~ 1 (i = k + 1, ... , n)

heißt stabilisierte LNT-Matrix, abgekürzt: SLNT-Matrix.

Im Fall (17) geht die Abschätzung (14) für die oo-Norm in

1101111100 ~ 3v IIMII (18)

über. Aus dieser Ungleichung folgt: Der wie oben stabilisierte Algorithmus 3.2.5 ist in
der Klasse aller Aufgaben mit a E ffin, a =F 0, B E ffin,r numerisch gutartig mit F = 3
in der Maximumnorm.

Übungsaufgaben

Ü 3.2.1. Man beweise: Für a = (ai) E Rn mit ak =F °transformiert die Matrix M k = M k(-tn),
tn = (mi) E Rn mit mk = 0, mi = ai/ak für i =F k den Vektor a in ii = Mka = akek

= (0, ... ,0, ak' 0, ... , O)T.
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Ü 3.2.2. Für 1 ~ k< i ~ 8 ~ n ist die Identität TisLk(l) = Lk(Tis') T ib zu beweisen.

Ü 3.2.3. Man leite die in 3.2.6 angegebenen Fehleraussagen ab.

Hinweis: Die Schlüsseloperation aus Schritt S3 von 3.2.5 läßt sich in der Form

bij = [bij - liblj(l + E)J (1 + (}) mit E = Eij' {} = {}ij, lEI, I{}I ~ v (19)

schreiben, wobei li = fl (ai/al) der berechnete Koeffizient ist. Hieraus folgt

mit
117[ ~ 2v.

(20)

(21)

Mit der Festlegung abl j = 0 ergibt sich (9) aus (20), und aus (21) kann die Abschätzung (13)
~efolgert werden. Auflösen von (19) nach bij und Einsetzen in (21) führt unter Beachtung von
bl j = bl j auf die alternative Darstellung

abij = abij = bij{}/(l + {}) - libljE.

Schließlich erhält man durch Auflösen von (20) nach liblj und Einsetzen in (22)

abij = bij17/[(l + {}) (1 + E)J - bijE/(l + E)

und damit die Abschätzung (12). Zum Nachweis von (11) beachte man

(22)

(23)

(i = 2, ... , n)

3.3. Orthogonale elementare Transformationsmatrizen

Neben den im vorangegangenen Abschnitt behandelten nichtorthogonalen elemen
taren Transformationsmatrizen stellen orthogonale elementare Transformations
ma.trizen (OT-Matrizen) ein weiteres universelles Hilfsmittel der linearen Algebra dar.
Sie spielen insbesondere bei Algorithmen zur Lösung von Quadratmittelproblemen
und symmetrischen Eigenwertproblemen eine fundamentale Rolle.

Zu den OT-Matrizen zählen speziell Spiegelungs- und Drehungsmatrizen, die
beide Gegenstand dieses Abschnitts sind. Zu den OT-Matrizen gehören ferner Per
mutationsmatrizen und orthogonale Diagonalmatrizen. Erstere sind im Abschnitt 3.1
ausführlich diskutiert worden, letztere sind von der einfachen Gestalt D = diag (di ),

Idil = 1, also d i = ± 1, und können lediglich Vorzeichenänderungen bewirken, so
daß sie nicht weiter untersucht zu werden brauchen.

Zur Definition und Charakterisierung von allgemeinen orthogonalen Matrizen sei
auf Abschnitt 1.1.H verwiesen.

A. Spiegelungsmatrizen

1
3.3.1. Definition. Eine Matrix H E Rn,n der Gestalt

H = I - 2uuT , U E Rn, IIul12 = 1

heißt Spiegelungsmatrix.

(1)
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Nach Definition ist eine Spiegelungsmatrix symmetrisch, und wegen uTu = 1
gilt H2 = (1 - 2uuT) (1 - 2uuT) = 1 - 2uuT - 2uuT + 4UUTUUT = 1, also

H= HT = u-r. (2)

Für x E Rn läßt sich y = Ha: = x - 2z mit z = u(uTx) schreiben. Da z gerade die
Projektion von x in Richtung u ist, kann die Abbildung

x---.:;..y = H»

geometrisch wie folgt gedeutet werden, vgl. Abb. 3.3.1: Das Bild y entsteht aus x
durch Spiegelung an der Ursprungsebene mit dem Normalenvektor u. Dies erklärt die
Bezeichnung Spiegelungsmatrix. Da solche Matrizen erstmalig von HOUSEHOLDER für
numerische Zwecke verwendet worden sind, werden sie auch als Householdersche
Spiegelungsmatrizen oder kurz als Householder-Spiegelungen bezeichnet, vgl. B 3.2.

-z

I x'= x-z
I
I
I

\
\

\
\

-z

'----~y = Hx =x-2z

Abb.3.3.1. Interpretation der Abbildung x ~ y = Hx als Spiegelung

Aus (1) liest man ab, daß jedes Vielfache v = uu. von u, ß E R, ß =F 0, gemäß

H = 1 - vv
T

mit y = v Tvj2 (3)
y

dieselbe Spiegelungsmatrix wie (1) definiert. Für die numerische Praxis ist die Dar
stellung (3) wegen der größeren Freiheit in der Wahl des Vektors v jedoch günstiger
als (1).

Für b E Rn gilt

b = IIb ~ (1 - V:T
) b = b - vß mit ß = vTbJy. (4)

Wendet man (4) auf die Spalten bi einer Matrix B E Rn,r an, so ergibt sich für die
spaltenweise Berechnung von B = HB die Vorschrift

(neue j-te Spalte) := (alte j-te Spalte) - ßj * (Vektor v)

mit dem für jede Spalte j zu berechnenden Faktor ßj = (vTbi)jy. Die Matrix H
braucht also nicht explizit gebildet zu werden.
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3.3.2. Algorithmus zur Householder-Transformation. Für B = (bI, ... , b T
) E ffifl,T

und v E ffifl, V =F 0, ist B = (bI, ... , bT
) = HB zu berechnen, wobei H = 1-vvTlr

mit y = lJ TVj2 durch v gegeben ist.

SO: y:= v Tvj2

Sl: for i := l(l)r do ß:= vTbijy

bi:= b i - v * ß
Aufwand: I"'oIn(2r + 1) opms

Die Skalarprodukte sollen dabei in üblicher Weise gemäß 2.3.9 berechnet werden.
Algorithmus 3.3.2 kann in situ gemäß B := HB ausgeführt werden.

3.3.3. Bemerkung. (i) In den uns interessierenden Anwendungen fällt die Größe
y = v Tvj2 bei der Festlegung von v ohnehin an, vgl. 3.3.4. Es ist daher zweckmäßig,
die Spiegelung H durch die Daten {v, y} = {VI' ••• , V fl , y} zu repräsentieren. Bei der
Bildung von B = BH gemäß 3.3.2 entfällt dann die Neuberechnung von y im
Schritt SO. Wir können dann außerdem v so skalieren, daß VI = Y gilt, so daß kein
zusätzlicher Speicherplatz für y gebraucht wird, siehe 3.3.5(ii).

(ii) Algorithmus 3.3.2 kann bei Bedarf zeilenweise in situ realisiert werden, wenn
Schritt S 1 wie folgt abgeändert wird:

S 1': for j := l(l)r do ßj : = (vTbi)jy

Ior i := l(l)n do
for i := l(l)r do bjj := bi j - Vi * ßj

Dabei wird ein Hilfsfeld der Länge r zum Speichern der Koeffizienten {ßI' ... , ßT}

benötigt. 0

Im folgenden untersuchen wir, ob mittels einer Householder-Spiegelung ähnlich
wie mit einer LNT-Matrix in einem Vektor a unterhalb der ersten Komponente
Nullen erzeugt werden können, d. h., ob

Ha = ii = eel = (e, 0, ... , O)T (5)

durch geeignete Wahl von v erzielt werden kann. Wird auf beiden Seiten von (5
die Euklidische Norm gebildet, so ergibt sich wegen deren Orthogonalinvarianz
IIal12 = IIHalb = Ileelil = lei, also

(6)

Analog zu (4) folgt weiter Ha = a - v(vTa)jy = eeI, also v(vTa)jy = a - (JeI •

Falls a nicht schon von der gewünschten Form a = alel ist, ergibt sich für jede der
beiden Festlegungen (6) ein von 0 verschiedener Vektor a - eel, so da ß v = A(a - eel)
für jedes A =F 0 die gestellte Aufgabe löst. Der zugehörige y-Wert ist
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3.3.4. Aussage. Für a ERn, a =1= ale!, und jedes A =1= 0 transformiert die durch

v = (Vi) = A(a - ee1
) , e = ±llaI12 ,

festgelegte Householder-Spiegelung

H = I - vTvjy, Y = v Tvj2 = -AeVl

den Vektor a in

(7)

(8)

ii = Ha = ee1 = (e, 0, ... , O)T.

Die beiden Möglichkeiten e = ±llal12 aus 3.3.4 sind in Abb. 3.3.2 für n = 2 und
i. = 1 mit den zugehörigen Vektoren v+ = a - IIal12 e!, v- = a + IIal12 e1 dargestellt
worden. Man beachte, daß v+Tv- = 0 gilt, d. h., die Normalenvektoren der beiden
möglichen spiegelnden Ebenen sind orthogonal.

Abb.3.3.2. Householder-Transformation 3.3.4 für n = 2 und Ä. = 1

3.3.5. Bemerkung. (i) Wird e = IIal12 gesetzt, so ergibt sich aus (7) und (8)

VI = A(al - IlaI12) ·

Die wörtliche numerische Auswertung von a l - IIal12 ist für a l ~ 0 stabil. Für
al > 0 tritt jedoch im Fall al ~ IIal12 bei der Differenzbildung Auslöschung auf, so
daß ein instabiles Verfahren entsteht. Unter Beachtung der Identität

a1 - Ilall, = -ti, ar)!(a1 + Ilall,)

kann dieser negative Effekt vermieden werden, vgl. Ü 2.2.5. Insgesamt liefert die
Auswertung gemäß

{

A(al - IIali2) für

VI = -A t~ a~)I(al + Ila112 ) für

Vi = Aai (i = 2, ... , n)

ein stabiles Verfahren zur Berechnung von v und )1 = -A Ilalb VI"

(9)
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(ii) Eine einfachere Stabilisierung kann erreicht werden, wenn das Vorzeichen in
(6) so gewählt wird, daß y = }.2e(e - a l) = }.2(!lall~ - eal) maximal wird. Dies ist
bei der Festlegung

n __ { IIal12 für a l ~ 0,
~ (10)

- IIal12 für a l > 0

der Fall. Für den Skalierungsfaktor A bietet sich wegen (8) der Wert }. = -lle an,
denn dann ist y = VI' vgl. 3.3.3(i). Damit ergibt sich

(11 )
also

VI = Y = 1 - alle = 1 + lall/llal12 ,

Vi = -aile (i = 2, ... , n).

Wegen 1 ~ y = Ilvll~/2 ~ 2 gilt dabei

V2 ~ IIvl12 ~ 2,

d. h., v ist gut skaliert, und bei der Berechnung von /3 j := vTbijy in 3.3.2 ist weder
mit Unter- noch mit Überlauf zu rechnen. Im folgenden soll v stets gemäß (10), (11)
festgelegt werden. Dies ist für beliebiges a =i= 0, also auch im Fall a = aleI, zu
lässig. 0

Die typische Anwendung der Householder-Spiegelungen besteht wie die der LNT
Matrizen in der Transformation eines Vektors a in ein Vielfaches von e l und der
gleichzeitigen Transformation einer Matrix B.

3.3.6. Eliminationsschritt mittels H ouseholder-Spiegelung.

Aufgabe: Für a = (ad E ffin, a =i= 0, und B = (bI, ... , bT) E ffin,T sind v = (vd E ffin
und e E ffi so festzulegen, daß ii = Ha = eel = (e, 0, ... , O)T mit H = I - vvTly
und y = v Tvj2 = VI gilt. Für das so definierte H ist 1i = (bI, ... , bT ) = HB zu
berechnen.

Algorithmus:

SO (Festlegung von e und v): e := IIal1 2

if a l > 0 then e := -g

VI := 1 - alle
for i:= 2(1)n do u, := -ai/g

S 1 (Festlegung von ii): ä l : = e
für i:= 2(1)n do ai := 0

S2 (Berechnung von B): for j := l(l)r do
ß := vTbijv 1

bi := b i - v * ß
Aufwand: '"'-In[(2r + 1) opms + 1 opm] + 1 opr, wenn IIal12 mit '"'-In opms + Lopr
berechnet wird.

Der Algorithmus kann in situ durch Überspeichern von a mit v und B mit B
durchgeführt werden. Das neu berechnete Element ä l = e muß dann auf einem ge-
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sonderten Platz aufgehoben werden, während die n - 1 erzeugten Nullen ä2 , ••• , an
selbstverständlich nicht gespeichert werden. Bei dieser Realisierung geht

über. Falls a schlecht skaliert ist, sollte bei der Berechnung von IIal12 Über- oder
Unterlauf vermieden werden, siehe 2.3.E.

Die Rundungsfehleranalyse führt auf die folgenden Ergebnisse:

3.3.7. Rundungsjehleranalyse. Algorithmus 3.3.6 werde für a E ffin, a =F 0, und
B E ffin,r durchgeführt, und a = (e, 0, ... , O)T E ffin sowie B E ffin,r seien die berech
neten Werte. Mit H* werde die Spiegelungsmatrix bezeichnet, die bei exakter
Ausführung von 3.3.6 durch a festgelegt wird. Dann gilt

a = (e, 0, ... , O)T = H*(a + d'a)
sowie

B = H*(B + dB) = H*B + d'B

mit Stärungen d'a, d'B und d'B, die den Abschätzungen

Id'al ~ v[(n + 2)j2] lai
und

(12)

(13)

(14)

(15)
mit

F := F(n) := K(n)n,

K(n) := 3.14(1 + 3jn), also F(n) ~ 4 für n ~ 10

genügen, wobei bi bzw, lji die Spalten von B bzw. B bezeichnen.

Aus den spaltenweisen Abschätzungen (15) ergibt sich sofort

IId'BIIF ~ -r IIBIIF bzw. IId'BIIF ~ -r IIBIIF

(16 )

(17)

als kollektive Abschätzung in der Frobeniusnorm.
Die Ergebnisse von 3.3.7 besagen: Die Ausführung eines Eliminationsschrittes

mittels Householder-Spiegelungen gemäß 3.3.6 ist ein numerisch gutartiger Prozeß mit
F = 4n für n ~ 10 in der Euklidischen bzw. Frobenius-Norm, und die Störungen sind
spaltenweise klein.

A. Drehungsmatrizen

Die zweite Klasse elementarer orthogonaler Matrizen besteht aus Matrizen des Typs

p q

( ~ ..

., .

c ." s

-s ... c

... ) p-te Zeile

. . . q-te Zeile

1

mit c2 + S2 = 1.
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3.3.8. Definition. Eine Matrix G pq E Rn,n (1 ~ P < q ~ n), die sich von der Ein
heitsmatrix nur in den vier Elementen

(Gpq)pp = (Gpq)qq = c,

unterscheidet und für die

(18)

gilt, heißt Drehungsmatrix. Im Fall p = q wird Gpp = Gqq = I gesetzt.

'Aus (18) folgt in der Tat GGT = I, also die Orthogonalität von G. Die Transfor
mation

x -+y = GpqX

lautet komponentenweise

YP = c * xp + s * xq ,

Yq = -s * xp + C * xq ,

Yi = Xi (i =F p, q; i = 1, ... , n) .

(19)

Abb. 3.3.3. Interpretation der Abbildung
re --+ y = Gpqx als ebene Drehung

Sie verändert nur die Komponenten p und q von x und läßt sich als Drehung um
den Winkel -({J in der durch eP und eq aufgespannten Ebene deuten, wobei ({J durch
die Bedingungen

C = eos ({J, s = sin ({J

festgelegt ist, siehe Abb.3.3.3. Man nennt Gpq deshalb auch ebene Drehung oder
- nach Grvnxs, der diese Matrizen für die numerische lineare Algebra wiederent
deckt hat, vgl. B 3.3 - Givens-Drehung.

Ist B E Rn,r eine Matrix mit den Zeilen b'", so ergeben sich die Zeilen lJ; von
B = GpqB analog zu (19) gemäß

(neue p-te Zeile) := c * (alte p-te Zeile) + s * (alte q-te Zeile),

(neue q-te Zeile) := -s * (alte p-te Zeile) + c * (alte q-te Zeile);

die übrigen Zeilen von ii werden unverändert von B übernommen.
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Wenn diese Vorschrift auch in situ realisiert werden soll, muß eines der neuen
Elemente zwischengespeichert werden wie im folgenden Algorithmus:

3.3.9. Alqorithmus zur Gioens-Tramsiormation, Bei gegebener Givens-Drehung
G pq E ffin,n mit p < q und den Drehungsparametern c, e E ffi ist B = (bij) E ffin,T

mit B = GpqB zu überspeichern.

for j := 1(1)r do

Jl : = c * bpj + 8 * bqj
bqj := -8 * bpj + C * bqj
bpj := Jl

Aufwand: 4r opm + 2r ops

Wie die bisher eingeführten Transformationsmatrizen werden auch Givens
Drehungen verwendet, um durch geeignete Festlegung von C und e in einem Vektor
a = (ai) an vorgegebenen Stellen Nullen zu erzeugen. Da beim Übergang von a
zu ii = Gpqa nur die Komponenten p und q verändert werden, kann nur eines dieser
Elemente zu Null gemacht werden, etwa

(20)

Wegen der Orthogonalität von Gpq muß dann lapl = Va~ + a~ gelten. Die Bedingung
(20) läßt sich wie folgt erfüllen:

3.3.10. Aussage. Es seien p, q mit 1 ~ P < q ~ n und a = (ai) E Rn mit
a~ + a~ > 0 gegeben. Dann transformiert die durch

c = ap/e, s = aq/e mit e = ±Va~ + d~ (21)

festgelegte Givens-Drehung Gpq den Vektor a in ii = (ai) = Gpqa mit

(i =f= p, q).

Dies läßt sich durch Einsetzen sofort überprüfen.
Für die numerische Realisierung sind die Formeln (21) wegen des möglichen Über

bzw. Unterlaufs bei der Berechnung von a~ + a~ nicht zu empfehlen, vgl. Abschnitt
2.3.E. Eine zuverlässige Realisierung von 3.3.10 gemäß

e = {a pV1 + (aq/ap)2 im Fall

aqV1 + (ap/aq)2 im Fall

!apl ~ laql,

lapl < laql

wird durch das nachfolgende Verfahren gegeben:

3.3.11. Algorithmus. Berechnung der Drehungsparameter c, e und der Größen (}, ~
aus ap , aq E m.
if IUpl ~ Iuql then if U p =f= 0

then I~ := aq/ap, (] := sqrt (1 + ~2), C := 1/(]
s := ~ := ~/(], e := "» * (]

else [c: = 1, s := (] := ~ := 0]

8 Schwetlick, Numerische Algebra
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l
eIse ;:= ap/aq , e := sqrt (1 + ;2), S := 1/e

c:=;/e,e:=aq*e
if c =f= °then s := 1/c else e := 1

Aufwand: 60pm + 1 ops + Lopr

Der Algorithmus arbeitet auch im Fall ap = aq = 0, wo c = 1, s = 0, also Gpq = I
gesetzt wird. Er stellt neben c, s, eaußerdem die Zahl; bereit, aus der c, s für späten;
Anwendungen von Gpq einfach rekonstruiert werden kann. Es genügt daher, statt
der beiden Zahlen c, s nur die eine Zahl; z. B. auf dem Platz von ä q = °zu speichern,
siehe B 3.3.

3.3.12. Algorithmus. Rekonstruktion von c, saus; E ffi.

if /;1 ~ 1 then if; =f= 1
then c := sqrt (1 - ;2), S := s
else c:=0,s:=1

else [c:= 1/;, s:= sqrt (1 - c2)]

Aufwand: 20pm + 1 ops + Lopr

Man beachte dabei, daß für das vom Algorithmus 3.3.11 bereitgestellte; genau

eine der Bedingungen 1;1 < 1/V"2, 1;1 > V2 oder; = 1 erfüllt ist, so daß weder bei
der Berechnung von 1 - ;2 noch bei der von 1 - c2 Auslöschung eintreten kann.

Soll ein Vektor a = a l E Rn analog zu 3.3.4 mittels Givens-Drehungen in den
Vektor ii = (e, 0, ... , O)T transformiert werden, so kann dies schrittweise gemäß

(22)

geschehen, wobei G 1i in der i-ten Komponente von a i - l eine Null erzeugt. Dabei
bleiben die vorher bereits erzeugten Nullen offensichtlich erhalten.

3.3.13. Aussage. Zu jedem Vektor o E Rn gibt es eine Folge G 12, G 13, ... , GIn von
Givens-Drehungen, so daß

G = GlnGl.n-l ... G 12

den Vektor a in

ii = Ga = gel = (e, 0, ... , O)T mit (} = ± IIal12

transformiert.

(23)

Nachfolgend geben wir eine in-situ-ReaJisierung von 3.3.13 an. Wie in den voran
gegangenen Abschnitten wird zusätzlich B = GB für gegebenes B E ffin,r berechnet,
und zwar analog zu (22) gemäß

B(l) =B, (i = 2, ... ,11,), (24)

1
3.3.14. Elim inaiionsschritt mittels einer Folge von Givens-Drehungen.

Aufgabe: Für o = (ai) E ffi" und B = (bi j ) E ffin,r sind die Drehungen G1i E ffi'l1,n

(i = 2, ... , 11,) so festzulegen, daß ii = Gin ... G12a = eel gilt. Der Vektor a ist
mit (e, ;2' ••• , ;n)T ZU iiberspeichern, wobei ;i die der Drehung G 1i gemäß 3.3.11
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zugeordnete Zahl bezeichne. Die Matrix B ist durch B = GIn'" G12B zu über
speichern.

Algorithmus:

Ior i := 2(1)n do
SO (Festlegung von G 1i): Berechne

c := c(a1, ad, s := s(a1, ai), e := e(a1,ad, ~ = ~(al' ad gemäß Algorithmus
3.3.11 mit ap = a1 und aq = a,

S 1 (Transformation a i - 1 -7 a i := G1iai - 1 , Reservierung von ~ = ~i):

al:=e,ai:=~
S2 (Transformation B(i-l) -7 B(i) : = GUB(i-l»:

Ior i:= 1(1)r do

f-l : = c * b1j + s * bij
bij := -s * b1j + C * bij
b1j := fl

Aufu:and: Festlegung der Drehungsparameter und Berechnung von ii:
(n - 1) (6 opm + 1 ops + 1 opr)
Berechnung von B: (n - 1) r (4 opm + 2ops)

Durch 3.3.14 wird

C
-; '" b")

G
bll

~")a2 b21 '" b2r mit b21 b2r

an bn1 ... bnr i: bnr,"'n

überspeichert. Man beachte dabei, daß die Produktmatrix G in 3.3.14 nicht explizit
gebildet wird. Aus den Zahlen ~i (i = 2, ... , n) können die Drehungen G1i bei Bedarf
mittels Algorithmus 3.3.12 rekonstruiert werden.

3.3.15. Rundungsfehleranalyse. Für a E ffill und BE ffin,r werde Algorithmus 3.3.14
durchgeführt, und Ii = (e, 0, ... , O)T E ffin sowie B E ffin,r seien die berechneten
Resultate. Mit Gii E Rn,n werde die exakte Givens-Drehung bezeichnet, die den be
rechneten Vektor ai - 1 E ffin entsprechend 3.3.11 exakt in G 1ia i- 1 mit (G1illi-l)i = 0
transformiert, und es sei G* = Grn . " Gi2 das exakte Produkt der Drehungen Grt.
Dann gelten die Beziehungen

8*

ii = (Q, 0, ... , O)T = G*(a + oa)
und

B = G*(B + dB) = G*B + oB.

Die Störungen oa, oB und oB genügen den Abschätzungen

110(1112 ~ v(2n + 2) Ila112,

Ilobil1
2 ~ v[6(n - 1)] Ilbil1

2

sowie
Ilobil!2 ~ v[6(n - 1)] Ilb1112'

wobei b! die j-te Spalte von B bezeichnet usw.

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)
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Aus (28), (29) folgen die analogen Abschätzungen

IIrl'BIIF ~ v[6(n - 1)] 'IBIIF bzw. IIrl'HIIF ~ v[6(n - 1)] IIHIIF (30)

in der Frobeniusnorm.
Die Analyse 3.3.15 besagt: Die Realisierung eines Eliminationsschrittes mittels

einer Folge von Givens-Drehungen gemäß 3.3.14 ist ein numerisch gutartiger Algorith
mus mit F = 2n + 2 bezüglich a und mit F = 6(n - 1) bezüglich der Spalten von B
in der Euklidischen Norm.

3.3.16. Bemerkungen. (i) Ein Vergleich der Aufwandskenngrößen von 3.3.6 und
3.3.14 zeigt, daß die Transformation (a, B) -+ (ii, B) mit ii = (leI mittels n - 1
Givens-Drehungen etwa doppelt soviel Multiplikationen und n-mal soviel Wurzel
berechnungen erfordert wie die mittels einer einzelnen Householder-Spiegelung. Im
Normalfall, d. h. für voll besetztes a und B, ist daher die Elimination mittels einer
Spiegelung vorzuziehen.

(ii) Wenn der steuernde Vektor a und die Matrix B schwach besetzt und ohne
spezielle Struktur sind, läßt sich die Elimination mittels Givens-Drehungen wegen
deren größerer Flexibilität trotz des höheren Operationszählers meist effektiver
realisieren. Man beachte dabei, daß bei schwach besetzten Problemen der Organi
sationsaufwand für die Berücksichtigung der Besetztheitsstruktur einen erheblichen
Anteil des Gesamtaufwandes ausmacht.

(iii) Wie im folgenden gezeigt wird, läßt sich der Aufwand für die Ausführung von
Givens-Drehungen durch eine geschickte implizite Realisierung etwa halbieren, so
daß sie von der Anzahl der Operationen her mit den Spiegelungen konkurrieren
können. Bei Anwendung zur orthogonalen Dreiecksfaktorisierung sind die Schranken
für die Rundungsfehler sogar deutlich günstiger als bei Verwendung von Spiegelun
gen, vgl. Abschnitt 10.2.

c. Implizite Givens-Drehungen.

Für a = (ad ERn, B = (bi j ) E Rn,r betrachten wir wieder die Transformation

(31)

Dabei soll die Givens-Drehung Gpq so festgelegt sein, daß

äq = -s * ap + c * aq = 0 (32)

gilt, vgl. 3.3.10. Die oben bereits angekündigte implizite Realisierung von (31), (32)
beruht auf einer skalierten Darstellung der zu transformierenden Größen gemäß

a = diag (~) d,

n = diag (YXi) ii,

B = diag (YXi) E,

H = diag (YXi) E
(33)

mit Skalierungsfaktoren Xi, xi > 0 (i = 1, •••, n), die wir in den Vektoren
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zusammenfassen. Wird G pq ebenfalls in der skalierten Form

Gpq = diag (VXi) F pq diag (i/V;;:)
mit der Matrix

p q

(34)

F pq = (~.. LX '" ß

. -y 0

... ) p-te Zeile

. . . q-te Zeile

1

geschrieben, so läßt sich die Transformation (31) äquivalent als

d ~ ii = Fpqd,

schreiben, und (32) geht in

dq = -y * dp + 0 * dq = 0

(36)

(36)

über. Mit den skalierten Größen lautet die Aufgabe wie folgt: Für gegebene Ein
gangsdaten {x, d, E} sind die Ausgangsdaten {x, d, E} und die Parameter LX, ß, y, 0
von F pq so zu bestimmen, daß die durch (34) festgelegte Matrix Gpq eine Drehung ist
und dq = 0 gilt.

Die Gleichung (34) bedeutet elementweise Vxi!xi = 1, also

(i =f:p,q; i = 1, ...,n) (37)
sOWIe

VX
P ß Vxq

s = - = - y.
xq xp

(38)

Dabei muß

(39)

gelten, damit G pq eine Drehung ist. Die noch frei wählbaren sechs Größen LX,ß, y, 0
und xp, xqbrauchen also nur vier Bedingungsgleichungen (36), (38), (39) zu erfüllen.
Wir versuchen daher, zwei der Parameter LX, ß, y, 0 so vorzugeben, daß die Berech
nung von E = FpqE möglichst einfach wird. Da c und s i. allg. von 0 verschieden
sind, scheiden Nullen als mögliche Werte wegen (38) aus. Es bietet sich daher an,
zwei der Parameter als Einsen zu wählen, und zwar LX = 0 = 1 im Fall c =f: 0 bzw.
ß = y = 1 im Fall s =f: O. Die nichttrivialen Elemente von F pq werden dann zu

so daß die Berechnung von FpqE nur noch 2r statt der sonst nötigen 4r Multiplika
tionen erfordert.
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Wir kommen jetzt zur Festlegung der Parameter und setzen zunächst d~ + d~ > 0
voraus; wegen 3.3.10 und (33) gilt dann

d2 d2 'x p P + x q q

(40)

Fall 1: c =f= 0, d. h. dp =F- 0.

Wir setzen hier

IX = b = 1,

und aus (36) folgt sofort

Y = dq/dp.

(41)

(42)

Wegen (41) liefert die erste der Gleichungen (38) die Bedingung xp!xp = xq/xq. Mit
dieser und (42) folgt aus der zweiten Gleichung (38)

(43)

Aus der ersten Gleichung (38) liest man weiter Xi = XiC2, i = p, q, wegen

1 c2 + 8 2 S2 X d2

- = --- = 1 + - = 1 +~ = 1 + ßi'
c2 c2 c2 Xpd p

also
(44)

ab. Das neue Element s, ergibt sich schließlich zu

dp = dp + ßdq = dp + ßydp = dpT.

Fall 11: s =f= 0, d. h. dq =f= O.
Dann kann

ß=y=1

gesetzt werden, und analog zum Fall I ergeben sich

(45)

(46)

(47)

(48)
sowie

dp = dqT. (49)

3.3.17. Aussage. Gegeben seien (1 = (dJ E Rn mit d~ + d~ > 0, p =f= q, und die
Skalierungsfaktoren x; > 0 (i = 1, ... , n). Dann können die Parameter 0., ß, :J, ()
von Fpq und die Skalierungsfaktoren Xi > 0 (i = 1, ... , n) nach den Formeln (37),
(41) bis (49) so festgelegt werden, daß

entweder IX = b = 1 oder ß = Y = 1

gilt und die durch (34) definierte Matrix Gpq eine Givens-Drehung ist, die

U = diag (l~) d in ii = diag (VXi) ii = Gpqu
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transformiert, wobei ii = Fpqd mit

(i =l= p, q)

gilt. Für die analoge Transformation von

B = diag (VUi) E in 1i = diag (VXi) E = GpqE

mit E = (eij) E Rn,r gilt E = FpqE, also

(j = 1, ... , r; i =l= p, q; i = 1, ... , n)
und

epj = epj + ßeqj, eqj = -yepj + eqj (j = 1, ... , r) im Fall IX = 0 = 1 (50)
bzw.

epj = IXepj + eqj, eqj = -epj + oeqj (j = 1, ... , r) im Fall ß = Y = 1. (51)

Wir nennen die Transformation ii = Fpqd einschließlich der zugehörigen Trans
formation von x in x implizite Realisierung der durch Gpq gemäß 3.3.10 festgelegten
Givens-Transformation und sprechen kurz von impliziten Givens-Drehungen. Gelegent
lich werden diese Transformationen auch modifizierte Givens-Drehungen bzw. 
da bei der Realisierung im Gegensatz zu 3.3.10 keine Quadratwurzeln zu ziehen
sind - quadratwurzelfreie Givens-Drehungen genannt; siehe B 3.4 für einen histo
rischen Kommentar.

Um die Parameter von Fpq und die Skalierungsfaktoren in vernünftigen Größen
ordnungen zu halten, gehen wir wie in 3.3.11 vor und verwenden die Formeln aus
Fall I für lapl ~ laql, d. h. upd~ > uqd;; die aus Fall II werden für lapl < laq! ver
wendet. Den Ausnahmefall dp = dq = 0 ordnen wir wie dort dem Fall I zu und
setzen einfach Fpq = Gpq = 1, x = x. In Analogie zu 3.3.11 berechnen wir außer
dem eine Größe t, aus der sowohl das Vorliegen von Fall I oder 11 wie auch die
Werte der Parameter einfach rekonstruiert werden können.

3.3.18. Algorithmus. Berechnung der Parameter IX, ß, y, 0 von Fpq, der Skalierungs
faktoren xp, xq und der Größen a = s, sowie ~ aus dp, dq, up, uq E m.
n upd; ~ ~qd; then IX: = 0 := 1

if dp =l= 0
then I y := dqjdp , ~:= upjuq, ß:= yj~

~ := yj(l + ~)
else [y:=ß:=~:=O]

r := 1 + y * ß, xp := upjr, xq := uqjr, o := eIp * r
else ß := y := 1

o := dpjdq, ~ := upjuq, IX : -= 0 * ~
if IX =l= 0 then ~ := (1 + ~)jIX else ~ := 1
r := 1 + IX * 0, xp := ~qjr, xq := upjr, a := dq * r

Aufwand: 12 opm + 20ps (einschließlich der zur Fallunterscheidung nötigen
Multiplikationen)

Man beachte dabei, daß die drei Fälle

upd~ ~ uqd~, 0 = upd~ < uqd; bzw, 0 < upd~ < uqd;
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durch
I~I ~ 1j2, ~ = 1 bzw. I~I > 2

charakterisiert sind und daher zuverlässig aus ~ rekonstruiert werden können. Für
den Fall xpd; ~ xqd;, also I~I ~ 1j2, verwenden wir im folgenden auch die Bezeich
nung "Fall 1"; mit "Fall 2" werden die beiden restlichen Möglichkeiten bezeichnet.

Die in 3.3.18 vorgenommene Fallunterscheidung garantiert

lyl ~ VXpjxq, IßI ~ Vxqjxp im Fall 1
bzw. (52)

ItXl ~ Vxpfxq, 1151 ~ Vxqjxp im Fall 2,
also

1 ~ r = tXl5 + ßy ~ 2. (53)

Die Rekonstruktion der Kenngrößen von Fpq ist analog zu 3.3.12 nach den folgenden
Algorithmen möglich, wobei einmal auf die Anfangswerte Xi, zum anderen auf die
Endwerte Xi der Skalierungsparameter zurückgegriffen werden kann, vgl. (43), (44)
bzw. (47), (48).

3.3.19. Algorithmus. Rekonstruktion von tX, ß, 'Y, l5 und xp, xq aus ~, xp, xq E m.
if I~' ~ 1 then if ~ =F 1

then Fall 1: zx := l5 := 1
A := xpjxq, y := ~ * (1 + A), ß := yjA
r : = 1 + y * ß, x p := xpjr, xq := xqjr

else Fall 2: I~ := y :=_1, tX := l5 := 0
x p := xq, "q := xp

else Fall 2: ß: = y := 1
A := xpjxq, tX := (1 + ;,)j~, l5 := tXjA
r := 1 + tX * l5, x p := xqjr, xq := xpjr

A uiuxuul: 6 opm + 2 ops

3.3.20. Algorithmus. Rekonstruktion von tX, ß, )', l5 und xp, xq aus ~, %p, %q E m.
if I~ I ~ 1 then if ~ =F 1

then Fall 1: tX:= l5 := 1
A := xpjxq, y := ~ * (1 + ).), ß := yj},
r:= 1 +y*ß,xp:=xp*r,xq :=%q*T

else Fa112: Iß :=:=_~'_: = 1,.~:~ l5 := 0
xp'- xq, xq.- x p

else Fall 2: ß: = y := 1
A := xqjx p, tX := (1 + A)j~, l5 := tXjA
r:= 1 +tX*l5,xp:=xq*r,xq:=xp*r

A uiioand: 6 opm + 2 ops

Die impliziten Givens-Drehungen zeigen ihre Effektivität erst dann, wenn sie in
einer längeren Folge auftreten. Wir demonstrieren dies für die in 3.3.14 formulierte
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Aufgabe und realisieren die dort ausgeführten Transformationen

ii = an,
(54)

B(I) = B, B(i-I) -+ B(i) = GliB(i-I) (i = 2, ... , n),

mittels der Matrizen Pli und der 8kalierungsfaktoren x(i) = (,,~i)) E Rn in der im
pliziten Form

dl = d, d i - I -+ d i = Plidi - I (i = 2, ... , n),
(55)

E(I) = E, E(i-I) -+ E(i) = F1iE(i-I) (i = 2, ... , n),

Dabei hängen die skalierten Größen aus (55) mit den unskalierten Größen aus (54)
über

a i = diag (V,,~i)) d i , B(i) = diag (V,,:i)) E(i) (56)

und

G l i = diag (V,,:i)) Pli diag (1/V,,\i-I)) (57)

zusammen, wobei X(I) = x und x(n) = X ist.

3.3.21. Eliminationsschritt mittels einer Folge impliziter Givens-Drehungen

Aufgabe: Gegeben seien a ERn, B E Rn,r in der skalierten Form

a = diag (V"l) d, B = diag (V"l) E (58)

durch ii = (di ) E mn, E = (eij) E mn,r und x = ("I) E mn, "I > O. Die Transforma
tion (54) ist mit Givens-Drehungen G li in der impliziten Version (55) so durch
zuführen, daß

ii = GIn'" G I 2a = (leI = ((l, 0, ... , O)T

gilt. Die Resultate sind mit ii = O"ei = (0",0, ..., O)T gemäß

ii = diag (~) ii, B= diag (V"I) E (59)

skaliert durch ii E mn, E E mn,r und x E mndarzustellen. Die Berechnung soll
in situ durch Überspeichern von d mit (0", ~2' ... , ~n)T, von x durch x und von E
durch E erfolgen, wobei s, die zu Pli gemäß 3.3.18 bestimmte Kenngröße be
zeichnet.

Algorithmus:

for i:= 2(1)n do
80 (Festlegung der impliziten Givens-Drehung F li ) : Berechne {IX, ß, y, 0, "1, Xi,

0", ~} aus {dI, di , "1' "i} gemäß Algorithmus 3.3.18 mit p = 1, q = i.
81 (di - I -+ d i = Plidi-t, X i - I -+ xi, Reservierung von ~ = ~i):

dl := 0", di := ~, "1 := "1' "i := "i
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82 (E(i-I) ---..,.. E(i) = FliE(i-I)):

for j := 1(1)r do

if I~I < 1
then Fall 1 : fl:= elj + ß* eij

eij := -y * elj + eij
elj := fl

else Fall 2: fl: = IX * elj + eij
eij := -elj + 0 * eij
elj := fl

Aufwand: Festlegung von F l i und Berechnung von d, x: (n - 1) (12 opm + 20ps)
Berechnung von E: (n - 1) r(2 opm + 20ps)

Durch 3.3.21 wird

eu ... eH)
e21 ••• e2r

en l ••• en r

mit
(

(J eu '" elr) (Xl) (Xl)
~' 1'1'" r" und ~' mit :'

t; en l • • • enr . X n X n

überspeichert.
Die Ergebnisse der Rundungsfehleranalyse von 3.3.21 sind weitgehend analog zu

denen von 3.3.14.

3.3.22. Rundungsfehleranalyse. Algorithmus 3.3.21 werde mit den Eingangsdaten
x, d E ffin, E E ffin,r durchgeführt, und x, ii = (Jel = ((J, 0, ... , O)T sowie E seien
die berechneten Resultate. Mit Gii werde die exakte Givene-Drehung bezeichnet,
die (ai- l)* exakt in Gii(ai- l)* mit [Gii(ai-l)*]i = 0 transformiert, wobei (ai- l)*

das exakte Produkt diag (VX;-l) d i - l ist, und G* = Gin'" Gi2 sei das exakte
Produkt der Gii • Dann gelten für die gemäß (58) bzw. (59) definierten unskalier
ten Größen a, B bzw. Ii, B die Aussagen von 3.3.15.

Wir bemerken dazu nur, daß sich die geringfügigen Unterschiede zwischen 3.3.14
und 3.3.21 auf die 8chlußabschätzungen (27) bis (29) nicht auswirken. Die Elimina
tion mittels impliziter Givens-Drehungen ist also - in bezug auf die unskalierten
Originaldaten - ein numerisch gutartiger Prozeß.

3.3.23. Bemerkungen. (i) Der entscheidende Vorteil von 3.3.21 gegenüber 3.3.14 liegt
in der Halbierung der Anzahl von Multiplikationen, die für die Transformation von
B bzw. E in B bzw. E erforderlich sind. Die Vermeidung von Quadratwurzelberech
nungen ist eine weitere angenehme, aber hier weniger wesentliche Eigenschaft der
impliziten nivens-Drehungen.

(ii) In den Anwendungen - siehe Abschnitt 10.2 - tritt 3.3.21 in der Regel als
Teilschritt eines n-stufigen Verfahrens auf, so daß sich die Anfangswerte x = (xd
der 8kalierungsfaktoren als Endwerte der vorherigen Stufe ergeben. In der ersten
Stufe wird XL = 1 (l = 1, ... , n) gesetzt, oder die Faktoren ergeben sich in natür
licher Weise aus der praktischen AufgabensteIlung, etwa als Gewichte bei einem
linearen Regressionsproblem. Für gewisse Aufgabentypen wie die Lösung linearer
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Quadratmittelprobleme braucht B = diag (VXl) E nicht explizit bekannt zu sein:
die Lösungen lassen sich allein aus E berechnen. Bei Bedarf kann B mit dem Auf
wand von höchstens n opr + nr opm selbstverständlich gebildet werden.

(iii) Falls 3.3.21 mit Xl = 1 (l = 1, ... , n) gestartet wird, folgt wegen (53)

Xl ~ 1/2n- 1 (l = 1, ... , n). (60)

Für großes n kann daher in ungünstigen Fällen bei der Berechnung der Skalierungs
faktoren Unterlauf eintreten.

(iv) Die erwähnte schnelle Verkleinerung der Skalierungsfaktoren kann durch eine
zu 3.2.7(ii) analoge Pivotisierung vermieden werden. Dazu wird der Zeilenindex 8,

1 ;S 8 ~ n, mit

xsd; = max Xidr (61)
i=l, ...•n

bestimmt, und statt der Eingangsdaten [x, d, E} werden in 3.3.21 die gemäß

x= T 1sx , d = T 1Sd, E = T 1SE (62)

permutierten Eingangsdaten verwendet, d. h., die Zeilen 1 und 8 werden vertauscht.
Dies ist gleichbedeutend mit dem Ersatz von

F = F 1n ... F 12 durch FT1S = F 1n ... F 12T18. (63)

Im Originalproblem bedeutet (61)

a; = max a;,
i=l, ... ,n

(64)

(65)

d. h., die maximale Komponente von a wird in die erste Zeile gebracht. 'Vegen

(ai-1)2 = (al)2 + (a2)2 + ... + (ai_l)2 (i = 2, ... , n)

gilt dann

xi-l(d~-1)2 = (ai-1)2 ~ (ai)2 = x~-I(d!-1)2 (i = 2, ... , n),

d. h., für jedes i = 2, ... , n liegt stets Fall 1 vor. Die Algorithmen 3.3.18 bis 3.3.21
reduzieren sich daher auf die für Fall 1 vorgesehenen Teile. Aus (65) folgt weiter
die Darstellung

T = Ti = (aD2/(a~-1)2 = (ai + ... + af)!(ai + ... + aLl)
für das im i-ten Schritt berechnete T, aus der sich wegen Xl = XI!(T2 ... Tn), Xi = Xi/Ti
- es liegt stets Fall 1 vor! - sofort

Xl ~ XI/n, Xi ~ xi!2 (i = 2, ... , n) (66)

ergibt. Auch für sehr großes n kann daher praktisch kein Unterlauf eintreten.
Implizite Givens-Drehungen sollten daher möglichst in der beschriebenen pivoti
sierten Form angewendet werden. 0

Wir betrachten abschließend das Problem, nach Ausführung von 3.3.21 für eine
weitere Matrix V E Rn,rn die Transformation

v = GV = GIn'" G12V (67)
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durchzuführen, wobei V und V in der skalierten Form

V = diag (00) W, V = diag (-VXt) W (68)

durch x, W bzw. Y., W gegeben sein sollen. Es gilt dann

W = FW = F l n ••• F I 2W, (69)

und die Berechnung kann schrittweise gemäß

U 1(I) = W, W(i-l) ~ W(i) = FliW(i-l) (i = 2, ... , n), W = W('Il) (70)

erfolgen. Da bei der Rekonstruktion der Parameter von F l i gemäß 3.3.19 die bezüg
lich des i-ten Schrittes "alten" Skalierungsfaktoren X i - 1 benötigt werden, werden
wie in 3.3.21 neben (70) die Transformationen

(71)

ausgeführt. Man beachte dabei, daß bei Anwendung von 3.3.19 auf li\i die dort
vorkommenden "alten" Skalierungsfaktoren x die Bedeutung von X i - 1 haben; die
"neuen" Faktoren Y. entsprechen den Xi.

3.3.24. Algorithmus. Für gegebenes x E ffin, J-V = (Wij) E ffin,m ist x E ffin, W = (u\j)
E ffin,m unter Verwendung der Größen {~2"'" ~n} aus Algorithmus 3.3.21 so zu
berechnen, daß (69) gilt. Die Eingangsdaten {x, W} sind durch {y., W} zu über
speichern.

for i : = 2(1)n do
S 1: Berechne {IX, ß, y, 0, Xl' Xi} aus {~i, Xv Xi} gemäß Algorithmus 3.3.19 mit

~ = ~i, xp = Xv xq = Xi'

82 (Transformation x t - I ~ Xi):

Xl : = Xv Xi : = Xi

83 (Transformation Ul(i-I) ~ W(i) = FliW(i-I»):

for j:= 1(1)m do
if I~I < 1
then Fall 1: ft:= wIj + ß* Wij

Wij := -y * Wlj + Wij

Wlj := ft
else Fall 2: ft: = IX * Wlj + Wij

Wij:= -W1j + 0 * Wij

wi, := ft

Aufwand: (n - 1) [(2m + 6) opm + (2m + 2) ops]

3.3.25. Bemerkungen. (i) Im Gegensatz zu den klassischen Givens-Drehungen kann
F l i nicht direkt aus s, reproduziert werden, da dazu entweder X i-1 oder Xi erforder
lich ist, die intermediären Skalierungsfaktoren jedoch aus Platzgründen nicht auf
gehoben werden können.

(ii) Bei praktischen Aufgaben werden die F l i nur in der direkten Reihenfolge
F I 2, F I 3 , ••• , F i n bzw. in der inversen Reihenfolge F I n , F I •n- v ... , F I 2 benötigt. Ein
Beispiel für den ersten Fall ist 3.3.24, wo die Xi in der analogen Reihenfolge gemäß
3.3.18 aufdatiert werden; statt 83 kann in 3.3.24 natürlich eine beliebige Operation
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mit F l i stehen. Falls die inverse Reihenfolge benötigt wird, ist 3.3.24 wie folgt, zu
modifizieren:

for i:= n(-1)2 do
81: Berechne {<X, ß, y, 0, "1' Xi} aus {~i' Xl' Xi} gemäß Algorithmus 3.3.20 mit

~ = ~i, xp = Xl' Xq = Xi
82 (Transformation xi ~ Xi-I):

Xl := Xl' Xi := Xi
83: Ausführung einer beliebigen Operation mit F l i

Die inverse Reihenfolge wird z. B. bei der Berechnung von Z = G-IV durch Aus
wertung von

Z = diag (i/V;;) Fi2Fi3 ... Fin [diag (VXl) diag (VXl) W] (72)

benötigt; man beachte dabei die Gültigkeit von

G-I = GT = [diag (VXI) Fdiag (l/VXI)]T. (73)

Übungsaufgaben

Ü 3.3.1. Man zeige, daß sich im Fall n = 2 jede Householder-Spiegelung H = I - 2uuT ,

U = (y, a)T, y2 + a 2 = 1, in der Gestalt

H __ (C 8) mit c2 + 82 = 1
8 -C

schreiben läßt. Wie hängen {C,8} und {y, a} zusammen? Geometrische Deutung! Die analog
zu G pq für p =l= q und n ~ 2 gebildeten Matrizen

p-te Zeile

q-te Zeile

+-i-tezeile

1

1
X

(X X X
X X
x x x

G(il =
X X X

I

werden deshalb auch ebene Spiegelungen bzw. Given8-Spiegelungen genannt. Für sie gilt
det (Hpq) = -1 im Gegensatz zu det (Gpq) = 1. Sie können sinngemäß wie Givens-Drehungen
verwendet werden.

Ü 3.3.2. Gegeben seien a, b E Rß mit a =l= b, IIal12 = Ilb112 • Man konstruiere eine Householder
Spiegelung H, für die Ha = b gilt.

V 3.3.3. Man zeige, daß die in Ü 3.3.2 mittels einer Householder-Spiegelung gelöste Aufgabe
auch durch eine Folge G = Gp(nlq(nl ..• G p(2Iq(21 von n - 1 Givens-Drehungen Gp(j)q(j)

(i = 2, ... , n) gelöst werden kann, wobei jede Drehung die Komponente bq(il erzeugt.

Ü 3.3.4. Man überlege sich, daß o» = G l i ... G I3GI 2 (i = 2, ... , n) von der Gestalt

i-teSpalte
1

X
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ist, und nütze diesen Fakt in einem Algorithmus zur Berechnung von G = G(n) aus. Die
Drehungen Gli seien dabei durch die Zahlen ~i repräsentiert. Der Aufwand ist (n - 1)
X (20pm + 1 ops + Lopr) für die Rekonstruktion der ci' si und (n - 1) n opm für die
Produktbildung.

tl3.3.5. Der in 3.3.13, 3.3.14 bzw. 3.3.21 beschriebene Eliminationsschritt kann z. B. auch
durch die Folge G = G 12G23 ••• Gn-2.n-lGn-l.n von ebenen Drehungen realisiert werden.
Welche Gestalt hat die explizit berechnete Matrix G in diesem Fall?

Ü 3.3.6. Man zeige, daß das neue Element bi j im Schritt S 2 von 3.3.14 auch gemäß

b.. '= Jbi j - Z * (p, + b1j ) für C ~ 0,
I] • t ( b) b fü r 0Z * II - Ij - ij C <

mit z:= s/(1 + [cl) berechnet werden kann. Der Aufwand zur Berechnung von B ist dann
r-.J (n - 1) r X 3 opms gegenüber (n - 1) r X (40pm + 20ps) in 3.3.14. Dieses Vorgehen ist
daher zweckmäßig, wenn eine Multiplikation wesentlich aufwendiger als eine Addition ist.

tl 3.3.7. Man lege V E Rn analog zu (10), (11) so fest, daß a = (ai) E Rn in ii = (ä i )

= (1 - vVT/y) a, y = v Tv/2, mit

für p ~ i ~ q,
für i = k,
sonst

übergeht. wobei entweder 1 ~ k < p ~ q ~ n oder 1 ~ p ~ q < k ~ n.

Bemerkungen zum Kapitel 3

B 3.1. Seit WILKINSON [65] gehärt die systematische Verwendung elementarer Transfor
mationsmatrizen zum Standard in der Literatur über numerische lineare Algebra. In dem zitier
ten Buch ist auch eine Fehleranalyse der Grundoperationen mit solchen Matrizen zu finden,
der hier im wesentlichen gefolgt wird.

B 3.2. Spiegelungsmatrizen wurden erstmalig von HOUSEHOLDER [58] mit der Vorzeichenfest
legung aus 3.3.5(ii) für (] zur orthogonalen Elimination verwendet. Als Skalierungsfaktor wird
in der Literatur meist A = 1 gewählt, was auf die einfache Darstellung v = a - (]e1, y = -(]V1
führt und vom Aufwand und der Fehleranalyse her etwas günstiger ist als die Festlegung
A = -1/(]. Allerdings istv dann unter Umständen nicht gut skaliert, so daß Über- oder Unter
lauf entstehen kann. Dies wird mit der hier gebrauchten Festlegung A = -1/Q, die von den
LINPACK-Autoren DONGARRA et al. [79] verwendet wird, vermieden. Die stabile Realisie
rung mit Q > 0 gemäß 3.3.5(i) geht auf PARLETT zurück und kann z. B. in dessen Buch [80a]
nachgelesen werden.

B 3.3. Bereits JACOBI [1846!1 benutzte ebene Drehungen in dem nach ihm benannten Ver
fahren zur Eigenwertbestimmung symmetrischer "Matrizen. Für dieselbe Aufgabe sind sie
später von GIVENS [54] eingesetzt worden, der sie dann auch [58] für den beschriebenen Elimi
nationsschritt und allgemeiner für das Problem aus Ü 3.3.2 verwendet hat. Die effektive
Speicherung der Drehungsparameter mittels einer reellen Größe ist von STEWART [76 b] vor
geschlagen worden; Algorithmus 3.3.12 ist eine Modifikation des dort beschriebenen Vorgehens.

B 3.4. Die implizite Realisierung von Givens-Drehungen mittels geeigneter Skalierungen geht
auf GENTLEMAN [73] und HAMMERLING r74] zurück. Die effektive Speicherung der Drehungs
parameter gemäß 3.3.18 scheint neu zu sein.
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4. Grundlegende Fakten über reguläre Gleichungssysteme

Wir betrachten in diesem Kapitel reguläre lineare Gleichungssysteme, d. h. Systeme
mit quadratischen und zudem regulären Koeffizientenmatrizen, und untersuchen,

wie sich Störungen der Koeffizientenmatrix und der rechten Seite auf die Lösung
auswirken und welchen Einfluß eine Skalierung des Systems hat,

nach welchem Prinzip die Gleichungssysteme in Systeme einfacher Struktur mit
orthogonalen oder Dreiecksmatrizen transformiert werden können,

wie solche Systeme einfacher Struktur gelöst werden.

4.1. Störungstheorie und Skalierung

A. Störungstheorie regulärer Gleichungssysterne

Vorgelegt sei das lineare Gleichungssystem

Ax= b (1)

mit der regulären Koeffizientenmatrix A E Rn,n und der rechten Seite b E Rn.
Wegen der vorausgesetzten Regularität von A besitzt (1) für jedes b die eindeutige
Lösung

x = A-1b,

vgl. Abschnitt 1.1. Wir betrachten jetzt neben (1) das gestörte System

(A + dA) (x + dx) = b + ,Jb

(2)

(3)

mit Störungen dA E Rn,n, db E Rn und fragen, wann (3) eme eindeutige Lösung
x + ox besitzt und wie gegebenenfalls lidxii durch lidAll und Il,Jbl1 abgeschätzt wer
den kann.

Für die eindeutige Lösbarkeit von (3) ist die Regularität von A + rlA notwendig
und hinreichend.
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Wegen

A + ffA = A(I + A-1ffA) = A(I - P), (4)

ist ~4 + ffA genau dann regulär, wenn I - P regulär ist. Es genügt daher, die
Regularität von I - P zu untersuchen.

4.1.1. Aussage. Für die Matrix P c: Rn.n gelte

IlPII < 1.

Dann ist I - P regulär, und die Inverse genügt der Abschätzung

11(1 - Ptlll ~ 1/(1 - IlPII).

Beweis. Für jedes x E Rn gilt

11(1 - P) xii ~ Illxll - IIPxll1 ~ Ilxll - IIPllllxl1 = (1 - IIPII) Ilxll·

(5)

(6)

(7)

Wegen (5) ist 1 - IIPII > 0, so daß aus (7) für x =!= 0 sofort (1 - P) x =!= 0, also die Regularität
von 1 - P folgt. Wenn X:= (1 - P)-l Y gesetzt wird, geht (7) in

IIYII ~ (1 - IIPII) 11(1 - P)-l YII für alle Y E Rn

über. Nach der Definition der Matrixnorm folgt hieraus (6), vgl. (1.1.39). D

Wir erinnern daran, daß wir stets eine der Vektornormen mit dem Index
p E {1, 2, oo} und für Matrizen die zugeordneten Matrixnormen desselben Index
verwenden. Abweichungen - etwa die Verwendung der Frobeniusnorm - werden
explizit angegeben.

Anwendung von 4.1.1 auf (4) führt auf das folgende Resultat:

4.1.2. Störungslemma. Es sei A E Rn.n eine reguläre Matrix, und die Störungs
matrix dA E Rn.n genüge der Bedingung

x := IIA-llllldAII < 1.

Dann ist auch die gestörte Matrix A + dA regulär, und es gelten

sowie

(8)

(9)

(10)

Beweis. Wegen (8) ist IIPII ~ I,IA-III Ild'All < 1. Aus 4.1.1 folgt dann sofort die Regularität
von 1 - P, also die von A + oA, und die Abschätzung II(A + OA)-lll = 11(1 - P)-l A-III
::::;; 11(1 - P)-IIIIIA-III ~ IIA-III/(l - x). Die Ungleichung (10) ergibt sich schließlich aus der
Identität

(A + OA)-l - A-I = -(A + OA)-l oAA-I. D

Lemma 4.1.2 besagt: Eine im Sinne von lidAll ~ LJA < 1/IIA-1
11 kleine Störung

läßt die reguläre Miuri« A regulär, und es gilt

Il(A + oAt1 - A-111 ~ L(A, LJA) lIdAll ,

Dies bedeutet: Die Aufgabe A ---+ A-l ist auf der Menge der regulären Matrizen lokal



4.1. Störungstheorie und Skalierung 129

lipschitzstetig,. die absolute bzw. relative Konditionszahl ist

L(A) = IIA-1112 bzw. K(A) = IIA.IIIIA-III,
vgl. Abschnitt 2.1.

Unter der Voraussetzung (8) besitzt das gestörte System (3) die eindeutige Lösung
a: -+- ox. Ausmultiplizieren von (3) liefert dann unter Beachtung von Ax =' b die
Beziehung

ox = (A -+- oAtl (-oAx -+- ob).

Anwendung von 4.1.2 führt auf das folgende Resultat:

4.1.3. Satz. Gegeben seien das lineare Gleichungssystem

(11)

Ax=b, A E Rn,n regulär,

mit der Lösung x = A-1b sowie das gestörte System

(A -+- oA) (x -+- ox) = b -+- ob mit x:= IIA-IlllloAII < 1.

(i) Dann ist A -+- oA regulär, und für die eindeutige Lösung x -+- ox des gestörten
Systems gilt

ox = ox' -+- O(lloAII (IltfAll -+- Ilobll)),
wobei

ox':= A-I{-oAx -+- ob}

den bezüglich oA, ob linearen Teil von OX bezeichnet.

(ii) Die Störung OX genügt den Abschätzungen

lidXii ~ IIA-III {lloAllllxll -+- Ildblj}
1-x

und im Fall b =f= 0

Iloxll :::;: _1_ {11All IIA-111 IloA11 -+- IIA-Ilillbil IIObll} .
Ilxll - 1 - x IIAII Ilxll Ilbll

(12)

(13)

(14)

Beweis. Aus (11) folgt öx = A-l( -öAx + öb) + d mit d:= [(A + ÖA)-l - A-1J
X (-öA X + öb), unter Beachtung von (10) also (12). Durch direkte Abschätzung von (11)
ergibt sich mit (9) die Ungleichung (13), aus der (14) nach Division durch Ilxll folgt. D

Die Abschätzung (14) besagt: Die Lösung regulärer Gleichungssysteme ist eine lokal
lipschitzstetige Aufgabenklasse, und die partiellen relativen Konditionszahlen sind

(15)

sowie

K (li b) = IIA-II! Ilbll. (16)
b , Ilxll

Wegen Ilxll = IIL4-lbll ~ IIA-Ilillbil und Ilbll = IIAxl1 ~ IIAllllxl1 gilt dabei

1 ~ Kb(A, b) ~ KA(A, b).

9 Schwetlick. Numerische Algebra
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Die Zahl

cond (A) := IIAIIIIA -1!1 ~ 1

heißt daher schlechthin Konditionszahl von A; gegebenenfalls wird cond (A) mit dem
Index der verwendeten Norm versehen. Ist x = IIA-11111dAII = cond (A) II(JA!I/IIAII ~ 1
und wird K b durch cond (A) abgeschätzt, so geht (14) näherungsweise in

II(fxll ::; cond (A) {IIOAII -+- IIObl!}
IIxl1 ~ I!AII Ilbll

über, und dies bedeutet: Relative Störungen in der Jl1atrix und der rechten Seite
können sich höchstens mit dem Verstärkungsjaktor cond (A) auf die Lösung aus
wirken. Demgemäß heißt eine Matrix schlecht konditioniert, wenn cond (A) ~ 1 
z. B. cond (A) ~ 104 - gilt; das Gleichungssystem (1) heißt dann auch schlecht
konditioniert.

B. Die Qualität der Störungsabschätzungen

Wir befassen uns im folgenden mit der Güte der Abschätzungen (13) und (14) und
zeigen insbesondere, daß sie sich für oA --3>- 0 nicht verbessern lassen, d. h., daß
durch (15), (16) in der Tat die relativen Konditionszahlen von x = A-1b gegeben
sind. Dazu betrachten wir alle Systeme (3) mit den durch

IloA11 ~ JA, Ilobll ~ Jb (17)

charakterisierten Eingangsdaten {A + oA, b + ob} und den im Fall !IA -111 JA < 1
eindeutigen Lösungen x + ox, OX nach (11). Um den verkomplizierenden Einfluß
von oA im Term (A + oAt1 auszuschalten, untersuchen wir zunächst die lineari
sierten Störungen ox' = A-1{-('A x + rib} gemäß (12) und stellen für diese den
folgenden Hilfssatz bereit.

4.1.4. Lemma. Für alle (fA, ob gemäß (17) genügt

oz:= -oAx + ob

der Abschätzung

Ilozll ~ Jz := JA Ilxll + Jb,

(18)

(19)

und diese Abschätzung ist exakt: Wenn oA, ob die Normkugeln (17) durch
laufen, durchläuft OZ die Normkugel (19). Insbesondere läßt sich jeder beliebige
Vektor oz mit Ilozll = Llz in der Form (18) mit IlriA11 = LlA, IIrl'bll = Llb darstellen.

Beweis. Aus (18) folgt sofort (19). Gegeben sei nun (lz mit 11&:11 :;;: !lz, also tlz = A(!lZ) z
mit 0 :;;: A :;;: 1 und Ilzll = 1. Dann wird tlz durch tlb := A(Llb) z und

{

(sgn (Xl)' ... , sgn (xn))T für p = 1,

-tlA:= A(LlA)zyT, y:= x/llxl!2 für p = 2,

(sgn (Xj)) ei für p = 00 mit IXjl = 1,!x!loo
im Fall X =f: 0 bzw. tlA := 0 im Fall X = 0 reproduziert; man beachte Abschnitt 1.1.1 und
Ü 1.1.3. Die Zusatzbemerkung ergibt sich für A = 1. D
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4.1.5. Aussage. Für alle (JA, db gemäß (17) genügen die linearisierten Störungen

ox' := A-Ioz = A-l{-oA x + ob}

der Abschätzung

Ilox'll ~ Jx' := IIA-III Jz = IIA-III {JA Ilxll + Jb}, (20)

und diese Abschätzung ist scharf: Es gibt Störungen dA, ob mit IloA11 = JA,
Ilobll = Llb, für die in (20) das Gleichheitszeichen steht.

Beweis. Die Schranke (20) ist trivial. Zum Nachweis der Schärfe beachten wir, daß zu
A-I ein z mit Ilzll = 1 und IIA-lzil = IIA-11111zll existiert, vgI. Abschnitt 1.1.1. Mit d'z:= (L1z) z:
und 4.1.4 folgt dann die Behauptung. 0

4.1.6. Folgerung. Es gelte IIA-III JA < 1. Dann ist die für alle dA, ob gemäß (17)
gültige und zu (13) äquivalente Abschätzung

Iloxll ~ Jx:= Jx'j(l - IIA-III LdA) = IIA-III {JA Ilxll + Jb}j(l - IIA-III JA) (21)

scharf für JA --+ 0: Zu JA, Jb mit Llx > 0 gibt es Störungen oA, ob mit IloAIJ
= LlA, Ilobll = Jb, so daß

IloxlljJx --+ 1 für LlA --+ 0 (22)
gilt.

Dies besagt: Die Abschätzungen (13) und (14) sind für JA --+ 0 scharf bezüglich der
Gesamtheit der durch (17) charakterisierten Störungen. Für eine einzelne feste Störung
braucht (13) bzw. (14) natürlich nicht scharf zu sein, siehe Ü 4.1.5. Welcher Teil
der Normkugel (20) durch die in bezug auf (17) zulässigen linearisierten Störungen
ox' ausgefüllt wird, läßt sich für die 2-Norm in einfacher Weise explizit angeben.

1
4.1.7. Satz. Wenn dA, ob die Normkugeln IIoAI12 ~ JA, lIobl12~ Jb durchlaufen,
durchlaufen die linearisierten Störungen ox' das Ellipsoid (l:' = (l:'(A, b, JA, Jb)

I
mit dem Mi:teIPunk~~ U:d den H~~achsen

±(XJv , (Xj .- J"'.-!(]j (J - 1, ... , n),

wobei (]j und vi die Singulärwerte bzw. Singulärvektoren von A nach 1.2.14 be
zeichnen.

Beweis. Mit der Singulärwertzerlegung A = U2'VT gilt d'x' = A-1d'z = V2'-IUTd'z. Nach
4.1.4 durchläuft d'z die Normkugel IId'z112 ~ L1z, und dasselbe gilt wegen der Orthogonalität
von U für d'y : = (oYj) = UTd'z. Die zulässigen Störungen lassen sich dann durch

n n
d'x' = L vj(oYj!aj) mit L (OYj)2 ~ (L1Z)2 (23}

j=l j=l

darstellen. Die Größen ~j : = oYj!aj sind die Komponenten von d'x' bezüglich der orthonormier
ten Basis {VI, ... , 1-'''} , mit denen sich (23) äquivalent

d'x' = 1: vj~j mit i; (§L)2 = i; (9J!i)2 ~ 1
j=l j= 1 (Xj j=l L1z

schreiben läßt. Dies ist gerade die Gleichung des Ellipsoids ~'. 0

9*
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Die längste Halbachse von ~' hat die Länge an = LJzjan = LJ~', so daß die Norm
kugel X' = X'(A, b, LJA, LJb) := {o~': Ilo~'11 ~ LJ~'} aus (20) in der Tat die um
schriebene Kugel zu ~' darstellt. Das Verhältnis der längsten zur kürzesten Halb
achse von ~' ist

(24)

Je schlechter die Matrix konditioniert ist, um so mehr weicht also ~' von der Kugel
X' ab, siehe Abb. 4.1.1.

v 1

VZ

Je'

Abb.4.1.1. Linearisierte Störungen für n = 2 im Fall der 2-Norm

Bei der Anwendung von (13) zur Abschätzung von Ilo~11 entsteht folgendes Pro
blem: Häufig sind für die Störungen oA = (f5aij), ob = (f5b i ) der Eingangsdaten
individuelle Schranken mit

(i, j = 1, ... , n) (25)

bekannt, vgl. Abschnitt 2.3.C. Wenn diese in der Matrix JA:= (LJaij) bzw. im
Vektor Jb := (LJbi) zusammengefaßt werden, läßt sich (25) kurz als

loAI ~ AA, lobl ~ Ab (26)

schreiben, siehe Abschnitt 1.1.J. Für die hier betrachteten Normen p E {1, 2, oo}
folgt aus (26)

II(JAII ~ I[AAII =: LJA, "obll ~ IIAbl1 =: LJb, (27)

also (17) mit den in (27) definierten Werten von LJA und LJb. Die n2 + n Schranken
aus (25) werden dann durch die zwei Zahlen aus (27) repräsentiert. Obwohl die zu
gehörigen Schranken (13) in bezug auf (27) asymptotisch scharf sind, wird dies in
bezug auf (26) i. allg. nicht zu erwarten sein. Es ist daher sinnvoll zu fragen, unter
welchen Bedingungen die Schranke (13) das durch (26) charakterisierte individuelle
Fehlerverhalten realistisch widerspiegelt. Da wir an komponentenweisen Abschät
zungen für rl'~ interessiert sind, bietet sich in (13) die Verwendung der oo-Norm
an.
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Der Einfachheit halber betrachten wir wieder die linearisierten Störungen ox' und
gehen analog zum Fall der Normschranken vor.

4.1.8. Lemma. Für alle 0..04, ob gemäß (26) genügt oz = -0..04 a: + ob der Ab
schätzung

(28)

und diese Abschätzung ist exakt, d. h., sie beschreibt genau die Menge der bezüg
lich (26) zulässigen Störungen dz. Insbesondere läßt sich jeder beliebige Vektor
d'z mit I(Jzl = Az in der Form (18) darstellen mit Störungen d'A, d'b, für die
I(JA I = /JA und Id'bl = /Jb gilt.

Beweis. Wegen

lozl = l-oA x + obi ;:5 loA xl + lobl :'S loA-llxl + Id'bl ;:5 LfA lxi + Lfb

gilt (28). Für den Beweis der Zusatzbemerkung setze man Oaij := ±Llaij' Obi := ±Llbi und
verteile die Vorzeichen so, daß l-oA X + d'b! = loAI lxi + lobl gilt; dies ist offenbar stets
möglich. 0

Zur Untersuchung von dx' benötigen wir das folgende Lemma.

4.1.9. Lemma. Für B E Rn,tI und d'z mit Id'zl ~ .1z werde d'x' := B oz gebildet.
Dann gilt

(i) (29)

und diese Abschätzung ist komponentenweise scharf: Zu jedem i gibt es ein oz
mit iozl = .-dz, so daß in der i-ten Komponente von (29) das Gleichheitszeichen
steht.

(ii) Ilox'lloo ~ IIBlloo IIL1zll oo' (30)

und diese Abschätzung ist scharf, wenn zlz, = i Ci = 1, ... , n) gilt: Es gibt dann
ein d'z mit Id'zl = Az, für welches in (30) das Gleichheitszeichen steht.

Beweis. Die Herleitung von (29) ist trivial. Zum Nachweis der Schärfe setzen wir (d'z)j
= ±Llzj und verteilen die Vorzeichen so, daß !(Boz)il = (IBI l(fzl)i gilt. Wegen der Monotonie
und Absolutheit der oo-Norm folgt (30) direkt aus (29). Sei nun JZi = t für alle i. Nach Defi
nition von I!Blloo gibt es ein z mit IZjl = 1 (j = 1, "', n) und IIBzlloo = IIBlloo Ilzlloo' vgl. (1.1.41).
Für oZ:= tz ist dann (30) scharf, und es gilt id'zl = .Jz. 0

4.1.10. Aussage. Für alle oA, d'b gemäß (26) werde

d'x' = A-1d'z = A-l{ -d'~4 x + d'b}

gebildet. Dann gilt

(i) (31)

und diese Abschätzung ist komponentenweise scharf: Zu jedem i gibt es
Störungen d'A, ob mit 10AI = ,dA, lobl = L1b, so daß in der i-ten Kompo
nente von (31) das Gleichheitszeichen steht.
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(ii) (32)

Im Fall JZi = , (i = 1, ... ,11,) ist diese Abschätzung scharf: Es gibt Stö
rungen oA, ob mit loAI = IJA, lobl = Ab, so daß in (32) das Gleichheits
zeichen steht.

(iii) llox'lloo ~ IIA-11I oo {lk~Alloo Ilxll oc + II/~blloo}'

Im Fall

(33)

n

L LJaij = (J

j=l

(i = 1, ...,11,) (34)

ist (33) scharf analog zu (ii).

Beweis. Nach 4.1.8 wird für dA, db nach (26) der Bereich Id'zl ~ <..1z voll ausgeschöpft.
Anwendung von 4.1.9 mit B := A-l liefert dann die Aussagen (i) und (ii). Aus (32) folgt sofort
(33). Es bleibt zu zeigen, daß (33) unter der Voraussetzung (34) scharf ist. Aus (34) folgt nun
Llzi = I: L1aij IXjl + L1bi = a~ + ß, d. h .. .Jz erfüllt die Voraussetzungen von (ii), und (32)

j
ist scharf. Wegen IILlzil oo = a~ + ß = IPAiloo Ilxll oo + I!~blloo stimmen die rechten Seiten von
(32) und (33) überein, so daß auch (33) scharf ist. D

Im folgenden wird ein Vektor mit betragsgleichen Komponenten äquilibriert ge
nannt. Analog heißt eine Matrix zeilenäquilibriert, falls die Zeilensummen der Be
träge gleich sind.

Wenn die Störungen rlA, ob den Bedingungen (26) genügen, geht (13) für die
oo-Norm in

(35)

über, vgl. 4.1.6. Aus 4.1.10 lassen sich dann hinreichende Bedingungen ablesen,
unter denen die Schranke (35) realistisch ist.

1
4.1.11. Aussage. Es sei IIA-11I oo II/fA·lloo < 1, und die Komponenten x, von x mögen
sich betragsmäßig nicht zu sehr unterscheiden. Dann ist die Abschätzung (35)
realistisch in bezug auf die Störungen (26), sofern /~A zeilenäquilibriert und /Jb
äquilibriert ist.

4.1.12. Bemerkung. Falls die Elemente von A dasselbe relative Fehlerniveau haben
d. h., falls

gilt, ist L.LJaij = E L [aijl und .:,1A folglich genau dann zeilenäquilibriert, wenn
j j

A selbst diese Eigenschaft hat. Analoge Aussagen gelten für bund IJb.

Wir bemerken abschließend, daß (35) und allgemein die Abschätzungen aus 4.1.3
für nicht ausreichend äquilibrierte Schranken ;JA und Ab das bezüglich (26) wahre
Fehlerniveau wesentlich überschreiten können. Zur Illustration geben wir das fol
gende Beispiel an, siehe auch Ü 4.1.7.
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4.1.13. Beispiel. Für

(

1 0.5

A = 0.97 0.48

0.75 0

(

196)
Id'xl ~ lA-li Lib = 10-3 394 .

296

(

3,50)
b = 3.37,

-6.75

~ ), Lii1 = 0,

~0.75

~), x=(~),
100 -4/3 10

100

-200
(

- 96

194

,-96

A-l =

ist

Die letzte Abschätzung ist nach 4.1.10 scharf. Die Abschätzung (35) liefert dagegen

also eine um den Faktor 75 zu grobe Schranke.
Wenn die dritte Gleichung des Systems durch 75 dividiert wird, erhält man das durch

100 0)
-200 0

100 -100

und

(

1 0.5

A = 0.97 0.48'

0.01 0

(

- 96

A-l = 194

-96

o )o ,
-0.01

LiA = 0,
(

3,50)
b = 3.37,

-0.09

charakterisierte äquivalente System mit äquilibriertem Lib. Die Schranke (35) liefert hier

116xll00 ~ 11.4-111
00 IILJblloo = 10-3 X 394 x t ,

also eine scharfe Abschätzung des möglichen Fehlers. 0

c. Skalierung

Das eben diskutierte Beispiel zeigt, daß sich die für eine realistische Fehlerabschät
zung günstigen Eigenschaften von L1A bzw . .db unter Umständen erzielen lassen,
wenn Eingangsdaten und Fehlerschranken zeilenweise mit geeigneten positiven
Faktoren multipliziert werden. Dieser Übergang vom Originalsystem in das äqui
valente System

Äx = b mit Ä:= DA, b :=Db (36)

und den Fehlerschranken

iJÄ:= D L1A, (37)

mittels der Diagonalmatrix

D = diag (dd,

wird Skalierung - genauer: Zeilenskalierung - genannt.
Bei der Skalierung werden die Eingangsdaten {A, b} des Originalsystems zu {Ä, b}

verändert. Ein numerischer Algorithmus V zur Gleichungsauflösung wird daher bei
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Anwendung auf das skalierte System (36) i. allg. eine etwas andere Lösung x = V(Ä, b)
liefern als bei Anwendung auf das Originalsystem, wo sich x = V(A, b) ergibt.

Die praktisch verwendeten direkten I..ösungsverfahren V sind alle numerisch gut
artig in bezug auf A, siehe Kapitel 5 und 11. Es gibt dann eine Störung rl'AR, so daß
die berechnete Lösung x dem gestörten System

(38)

genügt, wobei die Kumulationskonstante F nur vom Verfahren und der Dimen
sion n, nicht aber von A abhängt, vgl. Abschnitt 2.3. Der erzeugte Rundungs
fehler rl'XR := x - x* gegenüber der exakten Lösung x* = A-1b kann dann nach
(13) bzw. (35) zu

IIrl'XRll oo ~ vF cond., (A) Ilx*lloo/[1 - vF cond., (A)] (39)

abgeschätzt werden. Für das skalierte System gilt (39) mit DA anstelle von A,
so daß die Frage entsteht, ob sich cond; (DA) und damit die Schranke (39) durch
geeignete Skalierung von A minimieren läßt. Der folgende Satz gibt eine positive
Antwort.

4.1.14. Satz. Es sei

eine reguläre Matrix mit den Zeilen aiT, und mit D = diag (dd,

max L lakjl
k j

1: jaijl
j

werde Ä := DA gebildet. Dann gelten

(40)

IIAlloo = IIÄlloo,
und

(41)

cond, (A)/max d, ~ cond., (Ä) ~ cond j, (A). (42)

Beweis. Die Gleichheit von IIAlloo und IIÄlloo folgt sofort aus (40), denn Ä ist zeilenäquili
briert, und die Zeilensummen von Ä sind gleich der maximalen Zeilensumme von A. 'Wegen
IIDlloo = max d i und IID-11100 = ljmin d i = 1 folgt weiter 11..4-11100 = IIA-ID-11Ioo ~ IIA-11100iID-11100

= IIA-11Ioo sowie IIA-1ll oo = IIÄ-IDlloo ~ IIÄ-11Ioo IIDlloo = IIÄ-1Il oo max d i , also (41). Aus der Defi
nition von cond (A) ergibt sich (42). 0

Die Abschätzung (42) besagt: Unter allen durch Zeilenskalierung aus einer Matri«
hervorgehenden Matrizen hat jede zeilenäquilibrierte die kleinste Kondition in der 00

Norm. Man beachte dabei, daß sich die Kondition von DA nicht ändert, wenn D
durch AD, A > 0, ersetzt wird, d. h., es kommt nur auf das Verhältnis der Skalie
rungsfaktoren di an. Die in (40) vorgenommene Normierung min di = 1 wird nur
für die (absoluten) Abschätzungen (41) benötigt.



4.1. Störungstheorie und Skalierung 137

In bezug auf die Schranke (39) für den erzeugten Rundungsfehler tfXR ist nach 4.1.14
also eine Zeilenäquilibrierung des Systems optimal. '

In der Regel wird der Fehler tfXR durch weitere Anteile tfXD, tfXM zum Gesamt
fehler tfx := tfXR + tfXD + tfXM ergänzt. Wenn die Eingangsdatenelemente nicht
bereits Computerzahlen sind, tritt ein relativ durch 'jJ beschränkter, also sehr kleiner
Darstellungsfehler tfAD, tfbD auf. Nach 2.3.15 gilt für diesen

Der zugehörige Fehler OXD in der Lösung ist daher durch

(43)

beschränkt, also etwa um den Faktor FI2 kleiner als der erzeugte Rundungsfehler
und wird deshalb i. allg, vernachlässigt werden können.

Wenn die Eingangsdaten das Resultat realer Messungen sind oder durch kompli
zierte, eventuell nur näherungsweise ausgeführte Berechnungen erhalten wurden,
treten weitere Fehler tfAM, Obil ! auf, die deutlich über dem Niveau des Darstellungs
fehlers liegen. Man beachte, daß 'jJ für reale Computer in der Größenordnung
10- 6 ••• 10- 14 liegt, während Meßfehler meist eine relative Genauigkeit von 10- 1 ••• 10- 3

aufweisen. Solche "großen" Fehler oAJ1 , obJI wollen wir unabhängig von ihrer kon
kreten Quelle Meßfehler nennen, und der durch sie hervorgerufene Fehler OXM in
der Lösung dominiert i. allg. die Anteile tfXR und tfXD deutlich. Die durch Zeilen
äquilibrierung mögliche Verkleinerung von tfXR wird daher bedeutungslos, dagegen
ist die realistische, Abschätzung des durch die Meßfehler hervorgerufenen Fehler
anteils tfXM wesentlich. Diese kann jedoch durch die Zeilenäquilibrierung verhindert
werden; vgl. Beispiel 4.1.13, wo sich mit der fast zeilenäquilibrierten Matrix A eine
wesentlich schlechtere Abschätzung als für die nicht äquilibrierte Matrix A ergibt.
Aus 4.1.9 und 4.1.10 wird klar, daß bei dominanten Meßfehlern nicht die Matrix A,
sondern der Vektor /Jz = LfAlxl + ,Ib bzw. die Schranken ,,1A und /'b zu äqui
librieren sind.

4.1.15. Skalierungsregeln.

(R 1) Wenn die Eingangsdaten keine Meßfehler aufweisen, skaliere man so, daß A
zeilenäquilibriert wird:

di := max I: lakjl/I: laijl·
k j j

(R 2) Wenn die rechte Seite b einen Meßfehler obM mit Id'bMI ~ _Jb besitzt und A
im Rahmen des Darstellungsfehlers exakt ist oder einen gegenüber Llb ver
nachlässigbaren Fehler aufweist, skaliere man so, daß ,1b äquilibriert wird:

di := max iJbkliJb i .
k

(R 3) Wenn die Matrix A einen Meßfehler oAM mit loAMI ~ ,,'A besitzt und b im
Rahmen des Darstellungsfehlers exakt ist oder einen gegenüber /JA ver-
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nachlässigbaren Fehler besitzt, skaliere man so, daß ;jA zeilenäquilibriert
wird:

d, := max L Jakj/L Llaij.
k j j

(R 4 ) Wenn die Matrix A und die rechte Seite b Meßfehler mit Id'AMI ~ AA und
:(fbMI ~ /Ib aufweisen, die beide zum Fehlervektor

(44)

beitragen, skaliere man so, daß .dz äquilibriert wird:

di : = max JZk/Jzi •
k

4.1.16. Bemerkung. (i) Die Regel (R 1 ) ist lediglich in bezug auf die kollektiven
Schranken (38), (39) optimal und berücksichtigt nicht die vom verwendeten Lösungs
verfahren abhängige Struktur der individuellen äquivalenten Störungen (d'AR)ij'
Sie braucht daher für ein konkretes Verfahren und eine konkrete Matrix nicht opti
mal zu sein; siehe auch Abschnitt 5.4. Da dAR eine einzelne, feste Störung darstellt,
wird die Abschätzung (39) auch dann meist zu pessimistisch sein, wenn (38) reali
stisch ist, d. h., wenn IldARl1 R::: vF IIAII sein sollte. Aus diesem Grund ist (39) i. allg.
nicht zur realen Abschätzung des erzeugten Rundungsfehlers geeignet. Dieser kann
nach anderen Methoden besser abgcschätzt werden, etwa über das Residuum
r = b - Ax von a: nach den im folgenden Teilabschnitt D angegebenen Methoden.

(ii) Durch den Fehlervektor .,Jz gemäß (44) wird erfaßt, welchen Anteil die Fehler
IAJ1 und LJbJl[ zum Gesamtfehler liefern können. Abgesehen vom Sonderfall AA = 0

- hier geht Regel (R 4 ) in (R 2 ) über - ist dazu i. allg. jedoch die Kenntnis von lxi
erforderlich. Die für eine im Sinne von 4.1.10(ii) entsprechend (R 4) optimale Skalie
rung ist daher erst aposteriori - d. h. nach Berechnung von a: - möglich und führt
auf einen zweistufigen Prozeß:
Stufe 1: Skaliere A so, daß der bei Lösung von Ax = b erzeugte Rundungsfehler

akzeptabel ist (also Skalierung nach (R 1 ) oder für viele praktisch auftretende
Systeme keine Skalierung). Berechne a:

St ufe 2: Berechne .,fz und D nach (R 4) . Schätze IIA-lD-1Iloo ab.
Wegen 111zll oo = IIDfziloo folgt dann aus (32)

lId'x~lloo ~ IIA-ID-11Ioo IIlzlloo (45)

als scharfe Abschätzung für den linearisierten Fehler d'x~. Division der Schranke
aus (45) durch 1 - IIA-ID-11IooIID .~AI\oo ergibt eine Schranke für IId'xJflloo, siehe
Ü 4.1.6 für p = 00.

(iii) Bei Verwendung des Gaußsehen Algorithmus erfordert die erste Stufe
"-' n 3/3 opms, und die zweite kann mit O(n 2 ) opms - also billig - realisiert werden,
siehe Abschnitt 5.4 für Details.

(iv) Wenn die a-posteriori-Skalierung gemäß (ii) nicht zweckmäßig erscheint,
sollte apriori nach (R 2 ) oder (R 3 ) skaliert werden. Falls Schätzungen für die Größen
ordnung der lXii bekannt sind, kann (R 4) näherungsweise apriori ausgeführt werden.
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(v) Wenn die Störungen stochastischen Charakter haben, sollte der Fehlervektor
I'Z nicht gemäß (44), sondern nach der Vorschrift

(/1Z)i:= {.i; (LlaijXj)2+ LlbT}1/2
}=l

festgelegt werden. 0

Wir erwähnen abschließend, daß neben der Zeilenskalierung zusätzlich eine
Spaltenskalierunq gemäß

DAE(E-lx) = DAEx = Db , (47)

mit E = diag (e.), ei > 0, durchgeführt werden kann. Dies entspricht einer Ände
rung des Maßstabes, in dem die Unbekannten Xj gemessen werden. Auf diese kom
pliziertere Skalierung soll hier jedoch nicht eingegangen werden, siehe B 4.3 für
Literaturhinweise.

D. Residualkriterien

Wir kehren wieder zu den Schranken aus 4.1.3 zurück und bemerken, daß diese im
Fall 0...4 = 0 durch untere Schranken ergänzt werden können: Wenn x bzw. x + ox
die Lösungen von

Ax = b bzw. A(x + ox) = b + ob

bezeichnen, gilt

Ilobll/llAli :;S II(Jxll ~ IIA -llillobll; (48)

man beachte Ilobll = IIA(Jxll ~ IIAlllloxll. Wegen IIbll/IIAII ~ Ilxll = IIA-lbll ~ IIA-llillbil
folgt hieraus im Fall b =!= 0

1 IIobll ~ Iloxll ~ cond (A) Ilobll.
cond (A) Ilbll - Ilxll - Ilbll

(49)

Falls x := x + ox gesetzt wird, stellt -ob = b - Ax =: 'l'(x) gerade das Residuum
von {i: bezüglich des Systems Ax = b dar. In dieser Terminologie können (48), (49)
wie folgt interpretiert werden.

4.1.17. Aussage. Es sei x die Lösung des regulären Gleichungssystems Ax = b.
Dann gilt

Ilb - Axll/IIAII ~ Ilx - xii ~ IlA-11111b - Axll

für jedes x, und im Fall b =!= 0 ist

1 Ilb - Axll < Ilx - xii ~ cond (A) Ilb - Axll .
cond (A) . IIbll - Ilxll - Ilbll

(50)

(51)

Der relative Feh.er einer Näherung x für x kann also um den Faktor cond (A)
nach oben oder unten von der relativen Residuumsgröße abweichen. Aus der Größe
des Residuums, d. h, aus einer Einsetzprobe, kann daher i. allg. nicht auf die Größe
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des Fehlers geschlossen werden, sondern es ist eine Abschätzung von IIA-III bzw,
cond (A) erforderlich. Im Gegensatz dazu folgt jedoch aus der Kleinheit des Resi
duums r(x), daß x ein gegenüber Ax = b nur wenig gestörtes System löst und um
gekehrt:

4.1.18. Satz. Gegeben seien Zahlen LL4, LJb ~ 0 und A E Rn,n, b, X E Rn. Dann
existieren genau dann Störungen dA, (rb, für die

(A + dA) x = b + db mit lIdAll ~ ~A,

gilt, wenn die Bedingung

IIr (x )11~ Ilb - Axll = Jb + JA /lxii

erfüllt ist.

Ildbll ~ Jb (52)

(53)

Beweis. Das System (52) wird genau dann durch x gelöst, wenn 1':= b - Ax = oAx -d'b
gilt. Mit den Bezeichnungen oz:= -1' und X:= X kann Lemma 4.1.4 angewendet werden
und besagt: Wenn JA und ob die Kugeln aus (52) durchlaufen, durchläuft l' die Kugel
:11'11 ~ LJb + LJA Ilxll. Dies ist die zu beweisende Aussage. 0

Mit i1A := cliAll, Jb := c Ilbllläßt sich 4.1.18 in relativen statt absoluten Größen
formulieren.

4.1.19. Folgerung. Für E ~ 0 und A E Rn,n, b, X E "Rn gibt es genau dann Störun
gen dA, db mit

wenn

gilt.

(A + dA) x = b + ob und lidAll ~ E ilAil,

Ilr(x)II = Ilb - Axll ~ c{llbll + IIAllllxll}

Hdbll ~ E ilbil, (54)

(55)

Folgerung 4.1.19 besagt: Die Lösungen x der relativ wenig gestörten Gleichungen
(A -+- dA) x = b + db sind durch die relative Kleinheit der entsprechenden Residuen
1'(X) gekennzeichnet.

4.1.20. Bemerkung. (i) Die praktische Bedeutung der Residualkriterien 4.1.18 und
4.1.19 besteht darin, daß durch numerische Berechnung von /l1o(x)11 überprüft werden
kann, ob x im Rahmen des Fehlerniveaus JA, Jb der Eingangsdaten als Lösung
von Ax = b akzeptiert werden kann. Dabei müssen die bei der Berechnung auf
tretenden Rundungsfehler mit berücksichtigt werden. Man vergleiche dazu Ab
schnitt 5.4.

(ii) Die zu vorgegebenem r(x) gemäß 4.1.18 bzw. 4.1.4 konstruierten Störungen
sind i. allg. nicht eindeutig festgelegt. So kann z. B. für die 2-Norrn in 4.1.4 auch
-dA := A(JA) H gesetzt werden, wobei H eine Spiegelungsmatrix mit Hix = IIxl12 z
ist. Eine solche Spiegelung läßt sich analog zu 3.3.4 konstruieren. Bei dieser Fest
legung ist dA symmetrisch.

(iii) Zu 4.1.18 existiert das folgende elementweise Analogon: Gegeben seien
JA E Rn.n, .1b E Rn mit ;JA ~ 0, .1b ~ 0 und A E Rn,n, b, X E Rn. Dann gibt es
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genau dann Störungen oA, ob mit

(A + oA)x = b + ob und loAI ~ .dA,
wenn

Ir(x)1 = Ib - Axl ~ .db + AA lxi

gilt. Im Sinne von

lobl ~ .db, (56)

(57)

loA·1 ~ e lAI, lobl ~ elbl (58)

elementweise kleine Störungen sind daher gleichwertig zu einem im Sinne von

Ir(x)1 = Ib - Axl ~ e{lbl + lAI lxi}

kleinen Residuum. 0

Übungsaufgaben

Ü 4.1.1. Man zeige, daß unter der Voraussetzung IIPII < 1

00

(1 - P)-l = }; pk = 1 + P + p2 + ... + pk + ...
k=O

gilt. Die unendliche Reihe (60) heißt Neumannsehe Reihe von P.

I

Hinweis: Man beweise für die Teilsumme Sz = }; pk die Identität
k=O

(1 - P)-l - Sz = (1 - P)-l pi+!.

V 4.1.2. Man beweise unter Verwendung von (61) die Gültigkeit von

I
(A + d'A)-l = }; (-A-1d'A)kA-l + O(IId'AI11+l)

k=O

und gebe eine strenge Schranke für das Restglied an. Was ergibt sich für 1 = 1,2, 3?

(59)

(60)

(61)

(62)

Ü 4.1.3. Man überlege sich, daß 4.1.2 und 4.1.3 auch für ,,:= IIA-1dAII anstelle von
" = IIA-11111d'AII gültig sind. Die Bedingung IIA-1d'AII < 1 ist schwächer als IIA-11111d'AII < 1,
aber schwieriger zu überprüfen.

Ü 4.1.4. Es sei A = U.~VT die Singulärwertzerlegung von A gemäß 1.2.14. Mit c: = UTb
kann dann die Lösung von Ax = b in der Form x = VI-1c geschrieben werden. Man zeige,
daß unter der Voraussetzung

(63)

in der 2-Norm die Abschätzung

(64)

unabhängig von cond, (A) gilt, vgl. (16)
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ist d'x sowie Ilöxlloo zu berechnen und mit den Schranken (13) zu vergleichen. :\Ian begründe
die unterschiedlichen Resultate.

Ü 4.1.6. Für eine der Normen p = 1 oder p = 00 gelte IIA-11Ip IldAllp < 1. YIit den Bezeich
nungen von 4.1.3 beweise man die Gültigkeit der Abschätzungen

(65)

(66)

und

ildxllp :S:: IIA-11Ip IllöA: lxi + löbl II p '
- 1 - ilA-111p Ild'Allp ,

Hin weis: }Ian gehe von d'x = (1 + A-1d'A)-1 A-l{-öAx + db} aus und beachte 1(1- P)-ll
~ (1 - ~Pi)-l sowie die Monotonie und Absolutheit der verwendeten Normen.

Ü 4.1.7. )Ian zeige am Beispiel

B = C~ ~), ~z = C~) ,
daß die Aussage (ii) aus Lemma 4.1.9 für nicht äquilibriertes Liz i. allg. falsch ist.

r 4-.1.8. Man beweise die Äquivalenz aus Bemerkung 4.1.20 (iii) unter Verwendung von Lemma
4.1.8 analog zum Beweis von Satz 4.1.18.

Ü 4-.1.9. Man zeige: Erfüllen die positiv definite Matrix A E sn,n und die Störung öA E sn,n
die Bedingung (8), so ist A + öA ebenfalls positiv definit.

Hinweis: MitA + dA ist nach 4.1.2 auch B(A):= A + ;.dA für alle A E [0,1] regulär, d. h .•
die Eigenwerte von B(A) können für A E [0, 1] das Vorzeichen nicht wechseln.

4.2. Prinzip der direkten Lösungsverfahren

Wir betrachten wieder das reguläre Gleichungssystem

...4x= b. (1)

Das Prinzip der direkten Verfahren zur Lösung von (1) besteht darin, die Matrix A
durch eine Folge regulärer elementarer Transformationsmatrizen auf obere Drei
ecksform zu bringen. Wenn T das Produkt der Transformationsmatrizen bezeichnet,
gilt also

TA=R, T regulär, R obere Dreiecksmatrix . (2)

Im Kapitel 3 wurde bereits angedeutet, daß es aus Gründen der numerischen Stabi
lität in manchen Fällen nötig, in anderen Fällen zumindest günstig ist, die Matrix A
dabei gewissen Zeilen- und gegebenenfalls auch Spaltenvertauschungen zu unter
werfen, d. h., statt (2) gilt

Rund T wie oben. (3)
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Dabei sind r; r, zwei Permutationsmatrizen, von denen P z auf die Zeilen und t-,
auf die Spalten von A wirkt. Offensichtlich stellt (3) eine spezielle Äquivalenztrans
formation von A in R dar. Wenn (3) nach A aufgelöst wird, ergibt sich

A = T-IR = FR mit F:= T-l. (4)

Praktisch wird T als Produkt von nichtorthogonalen elementaren Transformations
matrizen, speziell als solches von LNT-Matrizen, oder als Produkt orthogonaler
elementarer Transformationsmatrizen wie Householder-Spiegelungen oder Givens
Drehungen gewählt. Im ersten Fall spricht man vom Gaußsehen. Algorithmus und
verwandten Verfahren, die Gegenstand der nachfolgenden Kapitel 5 und 6 sind.
Als Produkt von LNT-Matrizen ist T ebenfalls eine untere Dreiecksmatrix, und
dasselbe trifft für die Inverse F = T-l zu, die deshalb mit L bezeichnet wird. Es
gilt dann

A=LR, (5)

d. h., es liegt eine Dreiecks- oder LR-Faktorisierung vor.
Im zweiten Fall spricht man von Orthogonalisierungsverfahren, die in allgemeine

rem Zusammenhang im Kapitel 10 behandelt werden. Als Produkt orthogonaler
Matrizen ist T und damit auch F orthogonal, so daß J1' üblicherweise mit Q bezeichnet
wird. Die Faktorisierung (4) ist dann von der Form

A=QR,

sie heißt orthogonale Dreiecks- oder QR-Faktorisierung.
In der nach A aufgelösten Form lautet (3)

A = P~FRPs,

so daß das Ausgangssystem zu

P~FRPsJ; = b

äquivalent ist. Mit den Bezeichnungen

(6)

(7)

(8)

x = PsJ;, (9)

läßt sich (8) in der Form FRx = b bzw, als

Fe = b mit Rx = e (10)

schreiben. Bei bekannter Faktorisierung (7) ist das Originalsystem (1) daher zu den
beiden Gleichungssystemen (10) äquivalent, wobei X, b über (9) mit J;, b verknüpft
sind. Diese Äquivalenz ist der Ausgangspunkt für die später zu behandelnden
direkten Lösungsverfahren und führt auf das nachfolgende algorithmische Schema.

4.2.1. Basisalgorithmus zur Lösung von Ax = b.

S 1 (Faktorisierung von A): Bestimme Permutationsmatrizen P n Ps, eine obere
Dreiecksmatrix R und eine untere Dreiecksmatrix oder orthogonale Matrix F
mit

(11)
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S2 (Berechnung der zur rechten Seite b gehörenden Lösung x von Ax = b):

S2.1: Bestimme b := Pzb

S2.2: Berechne e als Lösung des linearen Gleichungssystems Fe = b
S2.3: Berechne a3 als Lösung des linearen Gleichungssystems Rx = e
S 2.4: Bestimme x := pJa3

4.2.2. Bemerkung. (i) Unter Verwendung der Zerlegung (11) geht das Gleichungs
system

ATy =1
In

P~RTFTPzY= I
über und kann analog zum Schritt S2 wie folgt gelöst werden:

S 3 (Berechnung der zur rechten Seite d gehörenden Lösung y von ATy = d)
S3.1: Bestimme I := Psi
S 3.2: Berechne g als Lösung von RT g = I
S 3.3: Berechne y als Lösung von FTy = g
S3.4: Bestimme y:= P;y

(ii) Offensichtlich hängt Schritt S 1 nur von der Matrix A ab, während die Schritte
S2 bzw. S3 nur auf die in S 1 berechneten Faktoren und Permutationen und auf die
jeweiligen rechten Seiten zurückgreifen. Wenn mehrere Gleichungssysteme mit der
selben Koeffizientenmatrix A oder AT zu lösen sind, braucht S 1 nur einmal durch
laufen zu werden, und für jede rechte Seite genügt ein Durchlauf von S2 bzw. S3.
Es ist daher zweckmäßig und heute üblich, den Faktorisierungsschritt S 1 und den
"Solver"-8chritt 82 bzw. 83 in getrennten Programmen zu realisieren. Man berück
sichtige dabei, daß 81 für voll besetztes Ai. allg. O(n 3 ) opms, die Solver 82 bzw. 83
dagegen nur O(n 2) opms erfordern.

(iii) Wenn die Faktorisierung S 1 auf AT statt A angewendet wird, ergibt sich die
Zerlegung Pz~4TP~ = FR, also

(12)

mit P z := Ps, Ps := P z, der unteren Dreiecksmatrix t. := RT und der oberen Drei
ecksmatrix oder orthogonalen Matrix P := FT. Im Fall j' = ft liegt wieder eine
LR-Faktorisierung, im Fall P = Q dagegen eine LQ-Faktorisierung vor. Wir be
merken an dieser Stelle, daß (12) auch direkt durch zeilenweise Transformation von A
auf untere Dreiecksform durch Anwendung transponierter elementarer Transfor
mati.msmatrizcn von rechts auf A berechnet werden kann. Dies ist z. B. bei linearen
Quadratmittelproblemen mit Gleichheitsnebenbedingungen und allgemein in der
Optimierung zweckmäßig, wo unterbestimmte lineare Gleichungssysteme zu lösen
sind. 0

Auf die Realisierung der Permutationen sind wir bereits im Abschnitt 3.1 ein
gegangen. Die Lösung der in den Solvorn 82,83 auftretenden Gleichungssysteme mit
orthogonalen oder Dreiecksmatrizen ist Gegenstand des folgenden Abschnitts.
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Übungsaufgabe

Ü 4.2.1. Man beweise: Ist die reguläre Matrix A gemäß (11) faktorisiert, so sind Fund R
notwendig regulär, d. h., die Systeme in S2.2, S2.3 bzw. S3.2, S3.3 sind eindeutig lösbar.

4.3. Reguläre Gleichungssysteme einfacher Struktur

Unter regulären Gleichungssystemen einfacher Struktur verstehen wir Systeme mit
regulären Dreiecksmatrizen oder mit orthogonalen Matrizen. Im folgenden befassen
wir uns mit der Auflösung solcher Systeme und der Fehleranalyse der zugehörigen
Algorithmen.

A. Gleichungssysteme mit regulären Dreiecksmatrizen

Reguläre Systeme mit Dreiecksmatrizen können in zwei zueinander symmetrischen
Formen auftreten, nämlich als Systeme mit unteren Dreiecksmatrizen

lu =F 0 (i = 1, ... , n), (1)

oder als Systeme mit oberen Dreiecksmatrizen

ru =F 0 (i = 1, ... , n). (2)

Die Eingangsdaten sind {lij, bd bzw. {rij, c.}, als Ausgangsdaten treten die Kompo
nenten {Xj} des Lösungsvektors auf.

Durch die Umindizierung i +-+ n - i + 1, j +-+ n - j + 1 geht (2) in (1) über und
umgekehrt, so daß wir uns im folgenden auf untere Dreieckssysteme (1) beschränken,
die wir kurz als

Lx= b

schreiben. Als häufig auftretende Sonderfälle berücksichtigen wir dabei

untere Einsdreiecksmatrizen : lii = 1 (i = 1, ... , n) ,

(3)

untere Bidiagonalmatrizen:

Diagonalmatrizen :

10 Schwetlick, Numerische Algebra

lij = 0

lij = 0

(i > j + 1),

(i > j).



(4)

146 4. Grundlegende Fakten über reguläre Gleichungssysteme

Die zugehörigen Besetztheitsmuster sind für n = 4

Auf Grund der speziellen Gestalt des Systems (1) lassen sich die Unbekannten nach
einander in der Reihenfolge Xl> X 2, ••• , X" gemäß

Xl := bdlll'

X2 := (b2 - l21 * xd/lu.,

berechnen, was auf den folgenden Algorithmus führt:

4.3.1. Lösung eines Gleichungssystems mit regulärer unterer Dreiecksmatrix.

Aufgabe: Für L = (lij) E 3{n,n mit lij = 0 (i < j) und lii '* 0 sowie b = (bi) E 3{n

ist x = (Xi) E 3{" als Lösung von La: = b zu berechnen.

Algorithmus:

(

i-I )
for i:= l(l)n do Xi:= b, -.L lij * Xj /lii

J=l

Aufwand: r--J n 2/2opms

Der Klammerausdruck in (4) soll in der Form

s:= b,
for j := 1(l)i - 1 do s := s - lij * Xj (5)

ausgewertet werden. Eine Summe bzw. Laufanweisung, bei welcher die obere Grenze
kleiner als die untere ist, wird dabei hier und im folgenden als leer angesehen.

Offensichtlich kann 4.3.1 in situ realisiert werden, d. h., der Vektor b kann mit
der Lösung x überspeichert werden.

Das Zeichen "r--J" bedeutet bei Aufwandsangaben Gleichheit bis auf niedrigere
Potenzen von n, d. h., A r--J KpnP bedeutet A = KpnP + Kp_InP- 1 + ... + K o mit
gewissen Konstanten K o, ••• , K p- l •

4.3.2. Rundungsfehleranalyse. Algorithmus 4.3.1 werde für die dort spezifizierten
Eingangsdaten {L, b} durchgeführt. Dann genügt die berechnete Lösung x der
Gleichung

(L + oL)x = b (6)

mit einer unteren Dreiecksmatrix dL, die komponentenweise klein ist im Sinne
von

(i, j = 1, ... , n; i ~ j). (7)
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Beweis. Der Zähler Z von (4) läßt sich bei Berechnung nach (5) in der Form z = fl (zo - Zl

- ••• - Zi-l) mit Zo := bi und Zj := fl (lij • Xj) (j = 1, ... , i - 1) schreiben. Aus 2.3.3 folgt
dann unter Beachtung von Zj = lijXj(1 + 0j) sofort Z = bi(1 + Cl) ... (1 + Ci-I) - l;lX1(1 + Cl)
... (1 + Ci-I) (1 + (1) - ... - li,i-1Xi-1(1 + ci-I) (1 + 0i-1) mit ICjl, 10jl ~ v. Berücksichtigung
der Division durch lii führt auf

Xi = ----------:-----:----------

Z
Xi = ,I,uil ~ v,

lii(1 + ,ui)

man vergleiche Ü 2.2.3. Einsetzen der Darstellung von Z und Division von Zähler und Nenner
durch (1 + Cl) ... (1 + Ci-I) ergibt schließlich

b 1 1 .I: ) 1 (1 + °i-1)
i - i1X1( + U1 - .•. - 'i,i-1 Xi-1 ----'--------=-....:..;,...--

(1 + Cl) ... (1 + Ci-2)

t.. (1 + ,ui)
H (1 + Cl) ... (1 + ci-I)

= (bi -/E\j(1 + ßij) Xj) I(lii(1 + ßii»)

mit Ißijl ~ vj. Wenn (d'L)ij := lijßij gesetzt wird, ist dies gerade (6) und (7). D

Man beachte, daß in (6) nur die Koeffizientenmatrix L mit den durch die Run
dungsfehler hervorgerufenen Störungen belastet zu werden braucht.

Aus (7) folgt die kollektive Normabschätzung

IloLlloo ~ vn. IILlloo' (8)

Die Ergebnisse von 4.3.2 besagen: Algorithmus 4.3.1 ist numerisch gutartig in bezug
auf L, und zwar elementweise mit F = n.

Der Fehler von x gegenüber der exakten Lösung x* = L-1b kann entsprechend
4.1.14 in der Form

Ilx - x*11 cond (L) 110 LII----< --
Ilx*11 = 1 - (1IoLII/IILII) cond (L) IILII

abgeschätzt werden. In der oo-Norm gilt nach (8) IloLlloo/llLlloo ~ vn, so daß im Fall
vn cond; (L) ~ 1 mit einem relativen Fehler in der Größenordnung von

vn cond, (L), (9)

gerechnet werden muß. Praktische Erfahrungen zeigen jedoch, daß sich der tatsäch
liche relative Fehler fast immer in der Größenordnung

vf/J(n)

bewegt, wobei f/J(n) eine schwach mit n wachsende Funktion ist. Der gemäß (9)
theoretisch mögliche Verstärkungsfaktor cond; (L) tritt also fast nie auf, was auf
das günstige individuelle, durch (8) nicht erfaßte Fehlerverhalten zurückzuführen ist.

Die bisherigen Überlegungen zeigen, daß Algorithmus 4.3.1 hinsichtlich des Auf
wandes (proportional zur Anzahl der Eingangsdaten), des Speicherbedarfes (in-situ
Realisierung möglich) und des Fehlerverhaltens (extrem gutartig) als fast optimal
anzusehen ist.

10*
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4.3.3. Bemerkung. (i) Wenn L speziell eine Einsdreiecks-, Bidiagonal- oder Diagonal
matrix darstellt, vereinfacht sich in 4.3.1 die Laufanweisung (4) zu

i-I

x, := bi - }; lij * Xj
j=l

bzw.

bzw.

Im Fall der Bidiagonal- bzw. Diagonalmatrix ist oL in 4.3.2 ebenfalls bidiagonal
bzw. diagonal, und der Faktor j in (7) ist durch 2 bzw. 1 zu ersetzen.

(ii) Die Elemente von L werden in 4.3.1 bei Realisierung gemäß (4), (5) zeilenweise
durchlaufen. Spaltenweise Abarbeitung ist ebenfalls möglich: Eine in-situ-Realisie
rung ist durch

for j := l(l)n do

I
bj : = bj/ljj
Ior i := j + l(l)n do b, := b, - lij * b, (10)

gegeben, wobei b mit x überspeichert wird.

(iii) Für das System (2) mit der oberen Dreiecksmatrix R lautet die zu (4), (5)
analoge, zeilenweise arbeitende Vorschrift

for i := n( - 1)1 do
s := ci

tor j:= i + l(l)n do s:= s - rij * Xj

Xi := s/rii
Die Unbekannten werden also in der inversen Reihenfolge X n, X n- v ... , Xl berechnet.
Eine spaltenweise in-situ-Version entsprechend (10) ist

Ior j := n( -1)1 do

I
Cj := ciJrjj

tor i:= l(l)j - 1 do Ci := Ci - rij * Cj

Die übrigen Aussagen können sinngemäß übernommen werden, insbesondere gilt
für das berechnete x

(R + oR) x = c mit !(OR)ijl ~ v(n - j + 1) Irij!'

B. Gleichungssysteme mit orthogonalen Matrizen

Wir betrachten jetzt ein Gleichungssystem

Qx=b

mit einer orthogonalen Matrix Q E Rn,n. Wegen der Orthogonalität von Q gilt

folglich

Q-l = QT,

(12)

(13)

(14)
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vgl. Abschnitt l.1.H, so daß die Lösung x* = Q-1b von (12) die Gestalt

x* = QTb

hat. Damit liegt bereits ein Verfahren zur Lösung von (12) vor.

4.3.4. Lösung eines Gleichungssystems mit einer orthogonalen Mturi«,

Aufgabe: Für Q = (qij) E ffin,n und b = (bd E ffin ist x = (xd E ffin als Lösung
von Qx = b zu bestimmen.

I!

Algorithmus: x:= QTb, d. h. x, := L qji * b, (1: = 1, ... , n)
j=1

(15)

Aufwand: f"Ooo.I n2 opms

Bei der Berechnung von x treten einmal bei der Ausführung der Matrix-Vektor
Multiplikation (15) Rundungsfehler auf, vgl. Aufgabe 2 aus Abschnitt 2.3.D. Zum
anderen wird die tätsächlich benutzte Matrix Q, deren Elemente Computerzahlen
sind, i. allg. nicht orthogonal sein. Bereits die Computerdarstellung Q = rd (Q*)
einer exakt orthogonalen Matrix Q* E Rn,n ist i. allg. nicht mehr orthogonal. In der
numerischen linearen Algebra entsteht Q in der Regel als Ergebnis vorangegangener
Rechnungen und erfüllt deshalb (13) und (14) erst recht nicht, so daß (15) auch bei
fehlerfreier Realisierung nicht die exakte Lösung x* = Q-1b liefern würde. Es ist
daher nötig, die Abweichung der Matrix Q von der Orthogonalität geeignet zu be
rücksichtigen, etwa durch das Residuum der Gleichungen (13).

4.3.5. Rundungsfehleranalyse. Algorithmus 4.3.4 werde für die dort spezifizierten
Eingangsdaten {Q, b} durchgeführt, wobei Q die abgeschwächte Orthogonalitäts
bedingung

oder
QTQ = 1 + G mit IIGII2 = vM 1 < 1

QQT = 1 + 11 mit IIHI12 = vlV12 < 1

(16)

(17)

erfüllen möge. Dann ist Q regulär, und das System Qx = b besitzt die eindeutige
Lösung x* = Q-1b. Die nach 4.3.4 berechnete Lösung x genügt der Gleichung

Qx=b+db,

wobei

IIobl12 f J.11.1 V1 + vM
1 + (1 + vM1) n 3/2 im Fall (16),

-- ~ v 1 - v.~11
IIbl12 • 1

-l-Y/2 + (1 + VJY!2) n3/2 im Fall (17).

Der relative Fehler von x kann gemäß

(18)

(19)

1
1~11 + (1 + V~Ml) n3 / 2

IIdxl12 :::;;; v

11 *11 --;- V1 + vlV12 /x 2 .1112 + (1 + vM2 ) n3 2
1 - vM2

mit dx := x - x* abgeschätzt werden.

im Fall (16),

im Fall (17)
(20)
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Beweis. Die Matrix Q erfülle die Bedingung (16). Dann gilt

IIQTQI12 = 111 + GI12 ;;S 111112 + IIGI12 ;;S 1 + vM I •

Nach Ü 1.2.9 ist IIQTQI12 = IIQII~ = IIQTII~, so daß

IIQI12 ~ Y1 + vMI (21)

folgt. Wegen IIGI12 < 1 und 4.1.1 ist I + G, also QTQ regulär mit II(QTQ)-III ;;S 1/(1 - IIGI12)
~ 1/(1 - vM I ) . Dann ist auch Q regulär, siehe (1.2.28), und wie oben folgt II(QTQ)-II12
= IIQ-III~, mithin

IIQ-II12 ;;S 1;Y1 - vMI • (22)

Wir betrachten nun die durch (15) erzeugten Rundungsfehler. Nach (2.3.37) genügt der be
rechnete Vektor x:= QTb der Gleichung

x = (QT + &QT) b mit I&QI ~ vn IQI.

Analog zum Beweis von 2.3.15 folgt aus der letzten Abschätzung

II&QI12 ~ vn y; IIQI12 = vn3/2 IIQI12.

Multiplikation von (23) mit Q liefert

Qx = (QQT + Q&QT) b.

(23)

(24)

folglich

Das erste Q auf der rechten Seite kann wegen (16) durch Q = Q-T + Q-TG ersetzt werden,
womit sich

Qx = (I + Q-TGQT + Q&QT) b = b + d'b

mit &b := (Q-TGQT + Q&QT) b, wegen (21), (22) und (24) also

IId'bl12;;S (11Q-II121IGI12 IIQI12 + IIQI12 II&QI12) IIbl12

~ v{MI Y1 + vMIN1 - vMI + (1 + vMI ) n3 / 2} IIbl12

ergibt. Zur Abschätzung des relativen Fehlers von x setzen wir b = Qx* in (23) ein und
erhalten unter Berücksichtigung von (16)

x = (QTQ + &QTQ) x* = (I + G + &QTQ) x*,

Ilx - x*112 ;;S (11G112 + II&QI12 IIQI!2) Ilx*112

~ v{MI + (1 + vM I ) n3/2} Ilx*112.

Dabei sind (19) und (20) im Fall (16) bewiesen. Für den Fall (17) kann analog vorgegangen
werden. D

S atz 4.3.5 läßt sich wie folgt interpretieren: Wenn Mi nicht zu groß ist - etwa in
der Größenordnung n oder n 3 / 2 -, also vMi ~ 1 gilt und Q nur wenig von einer
orthogonalen Mtüri» abweicht, ist Algorithmus 4.3.5 numerisch gutartig in bezug auf b
mit F = Mi + n3 /2, und der relative Fehler von x ist durch vF beschränkt, also klein.
Weicht Q dagegen stark von der Orthogonalität ab, d. h., ist Mi sehr groß, 80 können
die Schranken (19) und (20) nicht mehr als akzeptabel angesehen werden. Der relative
Fehler von x kann sehr groß werden, und Algorithmus 4.3.4 ist dann zur Lösung von
Qx = b nicht mehr geeignet.
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4.3.6. Bemerkung. (i) Unter der schärferen Voraussetzung

(25)

können die Abschätzungen (19) und (20) durch die gröberen, aber einfacheren
Schranken

(26)

ersetzt werden, wobei i = 1 bzw. i = 2 für (16) bzw. (17) ist.

(ii) Wie weit eine Abweichung von der Orthogonalität bei der Matrix Q toleriert
werden kann, hängt auch von der Genauigkeit der rechten Seite b ab. Wenn diese
einen Meßfehler obM mit dem Fehlerniveau

aufweist, kann eine Abweichung vMi derselben Größenordnung toleriert werden, da
sie die Genauigkeit von x nicht wesentlich verschlechtert.

(iii) Wenn die durch vM i charakterisierte Qualität der Orthogonalität von Q nicht
apriori bekannt ist, müßte etwa IIGI12 durch IIQTQ - IIIF abgeschätzt werden, um
den Vergleich von Mi mit L in (ii) durchführen zu können. Dies erfordert O(n3 )

Operationen. Unter der Voraussetzung (25), d. h. bei möglicherweise starker, aber
nicht katastrophaler Abweichung von der Orthogonalität, gilt jedoch cond, (Q)

:;S V3, so daß nach 4.1.17 die a-posteriori-Abschätzung

(27)

für das gemäß 4.3.4 berechnete x gilt. Aus dem nachträglich mit O(n2 ) Operationen
berechneten Residuum Ilb - Qxl12 läßt sich also auf die Güte von x schließen. D

4.3.7. Bemerkung. In vielen Anwendungen - vgl. 10.2 - ist Q nicht explizit be
kannt, sondern z. B. implizit als Produkt einer Folge elementarer orthogonaler
Transformationsmatrizen definiert, so daß Algorithmus 4.3.4 nicht direkt angewendet
werden kann. Die Abschätzungen aus 4.3.5 und 4.3.6 bleiben jedoch gültig, wenn
x = QTb nach irgendeiner Vorschrift berechnet wird, für die

(28)

mit einer (akzeptablen) Kumulationskonstanten K gilt. In den Abschätzungen ist
dann nur n 3 / 2 durch K zu ersetzen. 0

Übungsaufgaben

Ü 4.3.1. Man gebe eine zeilen- bzw. spaltenweise Realisierung von (15) zur Berechnung von
X = QTb an.

Ü 4.3.2. Für die gemäß 4.3.4 berechnete Lösung X von Qx = b werde das Residuum". := b
- Qx ebenfalls in der durch v charakterisierten Arithmetik berechnet. Man zeige, daß die
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berechneten Werte unter der Voraussetzung (25) der Abschätzung

l'ITI1 2/!ibI12 ~ v{V3 Mi + 3n3/2}

genügen.

Ü 4.3.3. Wenn die Matrix Q = (ql, ... , qn) mit den Spalten qj stärker von der Orthogonali
tät abweicht, kann nach BJÖRCK [67] das folgende Verfahren zur Lösung von Qx = b ver
wendet werden:

b 1 : = b
for i : = 1(1)n do

I
Xi := qiTbi

bi+l : = b i - Xi *qi

Als Teil eines speziellen Verfahrens nämlich des modifizierten Gram-Schmidt-Verfahrens,
siehe Abschnitt 10.1 - ergibt diese Vorschrift eine wesentlich höhere Genauigkeit als das
Verfahren 4.3.4, d. h. als die Vorschrift

for i:= 1(1)n do xi:= qiTb. (30)

Man beweise, daß (29) und (30) bei exakter Realisierung und exakt orthogonalem Q identisch
sind und charakterisiere den Rechenaufwand und Speicherbedarf von (29) im Vergleich zu
(30) bei in-situ-Realisierung, d. h., wenn b mit den b i überspeichert wird. Man überlege sich
ferner, daß bn+ 1 für beliebiges Q bei exakter Realisierung von (29) das Residuum b - Qx
darstellt.

Bemerkungen zum Kapitel 4

B 4.1. Der Begriff der Kondition hat eine lange Tradition in der Mathematik. Im Zusammen
hang mit der Matrixinversion und der Lösung linearer Gleichungssysteme ist die Zahl cond (A)
wohl erstmals von VON NEUMANN/GoLDsTINE [47] und TURING [48] verwendet worden. Die
Ergebnisse der Störungstheorie sind in allen Lehrbüchern zu finden, allerdings meist mit der
oberen Schranke cond (A) für Kb(A, b) in (4.1.14). Die so vergröberte Abschätzung ist dann
nicht mehr für jedes {A, b} scharf für lidAll ---;. o.

B 4.2. Die Schärfe der (linearisierten) Normschranken (4.1.13), (4.1.14) hat VAN DER SLUIS
[70] untersucht, wo auch gewisse spaltenweise Konditionszahlen betrachtet werden. Indivi
duelle Abschätzungen sind bei BAUER [66] zu finden, siehe auch MILLER [75]. Ähnliche Pro
bleme behandelt SKEEL [81]. Der Frage, welche Norm zur Abschätzung gewählt werden sollte,
wenden sich KAHAN [66] und FADDEEv/FADDEEvA [70] zu. Die LINPACK-Autoren DONGARRA
et al. [79] empfehlen eine Zeilen- und Spaltenskalierung, welche die Elemente von LlA in
etwa dieselbe Größenordnung bringt. Im Fall db = 0 ist dies mit (R 4) aus 4.1.12 identisch,
denn dann ist Llz = dA lxi für jedes x äquilibriert und (30) realistisch. Die Festlegung von D
mit dem Ziel der Äquilibrierung von Llz scheint neu zu sein.

B 4.3. Das Problem der Konditionsminimierung durch geeignete Skalierung ist in einer Reihe
von Arbeiten behandelt worden; wir zitieren FORSYTH/STRAUS [55], BAUER [63, 66, 69] 
dort ist Satz 4.1.14 zu finden -, HEINRICH [63], BUSINGER [68], VAN DER SLUIS [69J und
FENNER/Lorzou [77]. In diesen Arbeiten wird auch auf andere als <Xl-Normen und simultane
Zeilen- und Spaltenskalierung nach (4.1.17) eingegangen. Zum Beispiel wird cond (A) minimal
über A = DAE, wenn A und A -1 zeilenäquilibriert sind, allerdings ist dann die Bestimmung
der optimalen Skalierungsfaktoren in D und E nicht mehr so einfach wie im Fall der Zeilen
skalierung (BAUER [66]).

B 4.4. Die Abschnitte 4.2 und 4.3 folgen in ihren Grundideen den Darstellungen von WILKIN
SON [61, 63, 65].
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5. Der Gaußsehe Algorithnlus

Der Gaußsche Algorithmus - lange vor GAUSS bekannt, siehe B 5.1 - war und
ist das Standardverfahren zur Lösung linearer Gleichungssysteme. Seine Einfachhe"it
erlaubt die Vermittlung und Anwendung bereits in der Schule, aber auch reale
Gleichungssysteme mit Hunderten und Tausenden von Unbekannten werden heute
nach Varianten dieses klassischen Verfahrens gelöst.

5.1. Die Grundform des Gaußsehen Algorithmus

Zu lösen ist das lineare Gleichungssystem

kurz

Ax=b, (1)

mit der regulären Koeffizientenmatrix A = (aij) E Rn,n und der rechten Seite
b = (bd ERn.

A. Der Gaußsehe Algorithmus als Verfahren der schrittweisen Elimination

Das Prinzip des Gaußschen Algorithmus ist die schrittweise Elimination der Unbe
kannten durch geeignete Kombinationen der Gleichungen und damit die eberfüh
rung des Systems (1) in ein äquivalentes System

Rx= c (2)

von oberer Dreiecksform.
Im ersten Schritt wird Xl aus den Gleichungen i = 2, ... , n eliminiert, indem ein

Vielfaches der ersten Gleichung zur i-ten addiert wird, so daß dort der Koeffizient
bei Xl verschwindet. Dies ist gleichbedeutend mit dem Auflösen der ersten Gleichung
nach Xl und Einsetzen in die übrigen Gleichungen. Wenn die erste Spalte von A
mit a bezeichnet wird und die restlichen zur Matrix B zusammengefaßt werden,
liegt gerade der in 3.2.5 behandelte Eliminationsschritt mittels einer LNT-Matrix
vor.

Für die Durchführbarkeit dieses Schrittes muß das Pivotelement an von 0 ver
schieden sein. Da auch für eine reguläre Matrix an = 0 gelten kann, wird ein nicht
verschwindender Koeffizient aS(l),l' 1 ~ 8(1) ~ n, in der ersten Spalte von A ge
sucht und durch Vertauschen der Zeilen 1 und s(1) des Systems in die Position
(1,1) gebracht, d. h., von dem Originalsystem A(I)X = b", A<I) := A, b1 := b, wird
zu dem zeilenvertauschten System A<I)X = 61 übergegangen, wobei jetzt
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gilt. Dieser Übergang ist stets möglich, denn andernfalls hätte A nur Nullen m
der ersten Spalte und wäre damit singulär im Widerspruch zur Voraussetzung.

Die gesuchte Transformation ist dann nach 3.2.5 durch die LNT-Matrix

t 1 := L 1( - I I ) , 11 := (0,Z21' ""Zn1)T
mit

(i = 2, ... , n) (3)

eindeutig festgelegt. Das transformierte System A (2)~ = b 2 hat die Koeffizienten

(

a(2) I a(2) a(2))11 12' •• In

t. " 0 (2) (2)A(2) = 1A(I) = a~2 •.. a~n

o a~~) ••• a~~)

wobei nur die Elemente von M(2) und d 2 neu berechnet zu werden brauchen:

(i, j = 2, ... , n). (4)

Wenn noch M(l) := A, dl := b gesetzt wird, ist also das Ausgangsproblem

M(l)~ = dl

äquivalent zum System A (2)~ = b2 , das in die erste Zeile

und das Restsystem

M(2)~2 = d 2

(5)

(6)

(7)

der Ordnung n - 1 für ~2 := (X2' .•• , Xn)T zerfällt. Da sich beim Übergang von A(l)
zu .A (1) höchstens das Vorzeichen der Determinante ändert und .A (1) dieselbe Deter
minante wie A (2) besitzt - siehe Abschnitt 1.1.G -, gilt

det (A(2») = rll det (M(2)) = ±det (A(l)), (8)

so daß llf(2) wie Am regulär sein muß. Bei bekannter Lösung ~2 von (7) kann die
noch fehlende Komponente Xl sofort aus (6) berechnet werden. Damit ist die Lösung
des Gleichungssystems (5) der Ordnung n auf die Lösung des Gleichungssystems (7)
der Ordnung n - 1 zurückgeführt worden.

Im zweiten Schritt wird derselbe Eliminationsprozeß mit n - 1 statt n auf das
reduzierte System (7) angewendet usw, Auf diese Weise entsteht eine Folge von
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Gleichungssystemen

mit

(k = 1, ..., n - 1) (9)

A(k) =

a(k)
k-l,k-l

o
(
~ R(k))

~: OlM'" '

b~_l

=: (:),bk =

bk
k

t b~

(10)

d. h., A (k) ist bereits bis zur Spalte k - 1 von oberer Dreiecksform. Im k-ten Eli
minationsschritt werden dann die gewünschten Nullen in der k-ten Spalte von A (k+1)

erzeugt, indem der beschriebene "erste Schritt" auf das Restsystem M(k)Xk = d k ,

;Xk := (Xk' ••• , xn)T der Ordnung n - k + 1 angewendet wird. Sinngemäße Über
tragung der Formeln (3) und (4) liefert die folgende Darstellung des Gesamtpro
zesses:

0.1.1. Gaußscher Algorithmus.

Initialisierung: A(l) := A, b1 := b

for k := 1(I)n - 1 do
k-ter Eliminationsschritt :

Pivotsuche : Finde Index s(k), k ~ s(k) ~ n, mit a~n).k =F 0
Vertauschung: Festlegung von A(k), bk aus A(k), b" durch Vertauschen der Zeilen

kund s(k)

Berechnung der Eliminationskoeffizienten :

(i = k + 1, ... , n)

Transformation der Matrix:

1
0 für i = k + 1, , n, i = k,

a~~+l) '= a'<'~) - Z· * a(~) für i,,j = k + 1, , n,
tJ' tJ tk k} I

A(k) t
aij sons
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Transformation der rechten Seite:

{

~k " "kbj, - lik * bk für i = k + 1, ... , n ,
M-l,=

I 'br sonst

Aufwand: Berechnung von R = A(Tl): f""oo.J n 3j3 opms;
Berechnung von c = b": f""oo.J n2 j2 opms.

Zur Erläuterung soll das folgende einfache Beispiel dienen:

5.1.2. Beispiel. Gegeben ist das Gleichungssystem Ax = b mit

A = A(l) (~
= -~

2

-2
1
1

-1 -2) (-7)4 -1 b = b l = 6.
1 i !' 10

-2 1 -2

Erster Schr-itt (k = 1): s(1) = 2, d. h. Vertauschen der Zeilen 1 und 2

A(l)= ( ~1 -: .: =~) bl = (-~).
1 1 r I' 10

-2 1 -2 1 -2

)fit t21 = 0/2 = 0, t3l = 1/2 = 0.5, t41 = -2/2 = -1 folgt

A(2) = (~-: =: =:5)' b' = (-~)' .
~ I -1 2 0 \ 4

Zweiter Schritt (k = 2): s(2) = 2, d. h. A(2):= A(2), b2 : = b 2•

~Iit t32 = 2/2 = 1, t42 = -1/2 = -0.5 folgt

(

2 -2 4

A. (3) = i)l12 -1
000

o 0 1.5

-1 ) ( 6 )-2 -7
, b 3 = .

:3.05 14 ~
-1 0.0

Dritter Schritt (k = 3): s(3) = 4, d. h. Vertauschen der Zeilen 3 und 4

-2
2

o
o

4

-1

1.5

o

-1 ) ( 6 )-2 " -7
b 3 -

-1' - 05'

3.5 , 14

::\lit tu = 0/1.5 = 0 ergibt sich A(4) = A(3), b(4) = b(3), also

(

2 -2 4

R=A(4)= öl 2 -1
o~ 1.5

o 0 I 0

Der Lösungsvektor x = (1,2,3, 4)T ergibt sich gemäß (4.3.11) aus dem Gleichungssystem
Rx = c mit der oberen Dreiecksmatrix R. 0
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Das Beispiel macht deutlich, daß der Gaußsche Algorithmus in situ realisiert
werden kann: A kann mit A(k) und A(k+l), b mit fjk und b k+l überschrieben werden,
und die Eliminationskoeffizienten t; können auf dem Platz der im k-ten Schritt
erzeugten Nullen, d. h. in den Positionen (i, k) von A gespeichert werden

5.1.3. Aussage. Der Gaußsche Algorithmus 5.1.1 ist in exakter Arithmetik für
jede reguläre Matrix A E Rn,n und jede rechte Seite b E Rn durchführbar und
liefert nach n - 1 Schritten das System A (n)x = b", wobei

und

d~l) .
dg)

"ln-1)
an--l.n- l

o
"(n-1)
a n - l •n

a ln )
nn

ist.
(k = 1, ... , n), s(n) := n, (11)

Dies folgt unmittelbar aus den Überlegungen bei der Herleitung des Verfahrens.

B. J1atrixformulierung des Gaußschen Alqorithmus

Unter Verwendung der in den Abschnitten 3.1 und 3.2 eingeführten elementaren
Transformationsmatrizen läßt sich der Gaußsche Algorithmus auch in Matrix
notation formulieren. Der im k-ten Eliminationsschritt vorzunehmende Übergang
von A (k) zu A(k) erfolgt gemäß

A(k) := Tk.s(k)A(k) (12)

und der von A(k) zu A(k+1) nach

(13)

Dabei ist M(k) diejenige Teilmatrix von A(k), der lU(k) in A(k) entspricht, d. h., die
durch Zeilenvertauschung aus dieser hervorgeht, und es wurde

tin- k . l ) := Lin- k , n( _ll.n-k+l), (l,n-k+l:= (0, lk+l.b ... , i.» E Rn-k-d

sowie
(14)

gesetzt, vgl. (3.2.6).
Für den k-ten Eliminationsschritt ergibt sich da~it

A(k+1) '- t T A(k).- k k,s(k) , (k = 1, ... , n - 1), (15)

und durch (14), (15) ist die gewünschte Matrixdarstellung des Verfahrens gegeben.
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C. Interpretation als Dreiecksjaktorisierung

Hintereinanderschaltung der Transformationen (15) führt auf

A(n) = L n_1Tn_1.8(n_I)A(n-l) = Ln-ITn-1.8(n-I)Ln-2Tn-2.8(n-2)A(n-2) = "',

wegen R = A(n) und A = A(I) also auf

R = t n-1Tn-1. 8(n-l) ... t2T2'8(2)tIT1.8(I)A. (16)

Nach Ü 3.2.2 gilt wegen 1 < 2 ~ 8(2) ~ n

T 2.8(2)L1(-ll) T1.8(1) = L 1(-T2.8(2)ll) T 2. 8(2)TI.8(1),

wegen 1 < 2 < 3 ~ s(3) ~ n analog

[T3.8(3)L2(- (2)] [T2.8(2)L1(- (1
) TI.8(1)]

= [L2(-T3.8(3)12) T 3.8(3)] [L1 ( -T2.8(2)ll) T 2. 8(2)T1.8(1)]

= L 2(-T3.8(3)12) L 1 ( -T3.8(3)T2.8(2)ll) T3.8(3)T2.8(2)TI.8(1)

usw., d. h., die T k •8 (k ) können nach rechts gebracht werden, wenn sie gleichzeitig
auf die Argumentvektoren lj der t., mit j < k angewendet werden. Damit geht (16)
In

(17)

über, wobei

L, := L k(-lk), lk:= (0, ...,0, lk+l.k' ... , ln.k)T := Pktk (k = 1, ... , n)
und (18)

{

T n- 1.8(n- l ) ••• T k+I.8(k+1) für k = 0,1, ... , n - 2,
P k :=

I . für k = n - 1
(19)

ist. Nach (3.2.3) ist jedes L k regulär mit der Inversen L-,;l = Lk(lk), so daß (17) mit
LI 1

... L;~l durchmultipliziert werden kann und auf

P:=Po (20)

führt. Das Produkt L = L 1(11) ... L n_l(ln-l) ist nach 3.2.2 eine untere Einsdreiecks
matrix mit den Komponenten lik von lk als Elementen der k-ten Spalte. Damit
kann (20) wie folgt interpretiert werden:

5.1.4. Satz. Für jede reguläre Matrix A E Rn,n liefert der Gaußsehe Algorithmus
in exakter Arithmetik eine LR-Faktorisierung von A gemäß

1 f n f l 2 ••• r1n
\

0
l21 1 r22 ... r2n

PA = LR = l31 l32 1 (21)
0

ln2 ... 1 rnn
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I
mit rkk =F 0 (k = 1, ... , n). Dabei ist R = A(n) die durch 5.1.1 erzeugte obere
Dreiecksmatrix, L die gemäß (18) bis (20) festgelegte Matrix der Eliminationsko
effizienten und P = Tn-LS(n-l) ••• TLS(l) die durch die Vertauschungen bei der Pi
votsuche charakterisierte Permutation der Zeilen von A.

Die Faktorisierung (21) ist durch P und A eindeutig festgelegt.

Beweis. Es bleibt die Eindeutigkeit der Faktorisierung (21) zu zeigen: Es gelte also PA
= LR = LH mit einer weiteren unteren EinsdreiecksmatrixL und einer (notwendig regulären)
oberen Dreiecksmatrix H. Dann folgt L-IL = HR-l =: D, Als Produkt unterer Dreiecks
matrizen ist L-IL eine untere Dreiecksmatrix, und ebenso ist HR-l als Produkt oberer Drei
ecksmatrizen von oberer Dreiecksform. Dann muß n diagonal sein und wegen L = Ln Dia
gonalelemente di = 1 besitzen. Also ist n = I und folglich L = L, R = H. D

Die Permutationsmatrix P ist i. allg. natürlich nicht eindeutig festgelegt, denn
in 5.1.1 gibt es i. allg. mehrere als Pivot geeignete Elemente a~~k).k' k ~ s(k) ~ n.

5.1.5. Bemerkung. Die Vorschrift (18) besagt: Der Vektor lk entsteht aus dem im
k-ten Eliminationsschritt benutzten Vektor [k der Eliminationskoeffizienten, indem
sämtliche nachfolgenden Vertauschungen Tk+LS(k+l)' ••• , Tn-LS(n-l) auf letzteren an
gewendet werden. Bei in-situ-Realisierung von 5.1.1 und Abspeichern der i; auf
dem Platz von aik bedeutet dies, daß die vollen Zeilen von A einschließlich der
bereits berechneten Eliminationskoeffizienten vertauscht werden.

5.1.6. Beispiel. Für die in 5.1.2 betrachtete Matrix ergibt sich mit P = T 3• S(3)T2• S(2)Tl,s(l)

= T 34T12 die Faktorisierung

PA= ( ~ -~ -~ =~) = ( ~
-2 1 -2 1 -1

1 1 1 1 0.5

1
-0.5 1

1 0
) (

2 - ~ _ ~ =~ ) = LR. 0
1.5 -1

1 \ 3.5

Bei bekannter Dreiecksfaktorisierung (21) läßt sich die Lösung x des Systems (1')
nach dem im Abschnitt 4.2 dargestellten Schema berechnen.

5.1.7. Lösung von Ax = b bei bekannter LR-Faktorisierung. Es sei PA = LR die
LR-Faktorisierung der regulären Matrix A E Rn,n gemäß 5.1.4. Dann ergibt sich
die Lösung x des Gleichungssystems Ax = b für jedes b E Rn wie folgt:

S 2.1: Bestimme b = Pb
S 2.2: Berechne c als Lösung von Lc = b
S 2.3: Berechne x als Lösung von Rx = c
Aufwand: "'-' n2 opms

5.1.8. Bemerkung. (i) Die Schritte S2.1 und S2.2 heißen Vorwärtselimination. Der
dabei berechnete Vektor c ist identisch mit dem Vektor c = b", der sich nach
dem Gaußschen Algorithmus 5.1.1 aus der rechten Seite b ergibt, siehe Ü 5.1.2.
Der Schritt S 2.3 heißt Rücksubstitution.

(ii) Zur Lösung von ATy = d unter Verwendung von (21) siehe Ü 5.1.3.

(iii) Wegen 5.1.4 und 5.1.7 ist es zweckmäßig, bei der Lösung von (1) in zwei
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Schritten vorzugehen und diese auch In zwei getrennten Programmen zu reali
sieren, vgl. Bemerkung 4.2.2 (ii):

Schritt 1: Faktorisierung von A, d. h. Durchführung des Gaußschen Algorithmus
nur für die Matrix A mit dem Ergebnis P, L, R, wobei P durch die Zahlen
{s(1), ..., s(n - 1)} repräsentiert wird.

Schritt 2: Lösung des Systems (1) bei vorliegender Faktorisierung von A nach 5.1. 7.

Schritt 1 erfordert t'-I n3J3opms, Schritt 2 dagegen nur t'-I n2 opms, so daß das be
schriebene Vorgehen besonders günstig ist, wenn mehrere Gleichungssysteme mit
derselben Koeffizientenmatrix zu lösen sind. Der aufwendige Faktorisierungsschritt
braucht dann nur einmal durchgeführt zu werden.

(iv) Wenn D = diag (rkk) gesetzt wird, kann (21) in der Form

(22)

geschrieben werden, wobei R I := D-IR eine obere Einsdreiecksmatrix und LI := LD
eine untere Dreiecksmatrix mit den Diagonalelementen rii bezeichnet. Die Faktori
sierung PA = LIRI kann auch direkt berechnet werden, indem beim Gaußschen
Algorithmus die Pivotzeile zu Beginn des k-ten Schrittes durch das Pivotelement
dividiert wird. Dies ist dann auch für k = n erforderlich. D

Aus der Faktorisierung (21) läßt sich in einfacher Weise die Determinante von A
berechnen.

5.1.9. Aussage. Es sei A E Rn,n regulär mit der LR-Faktorisierung (21) gemäß
5.1.4. Dann gilt

n n

det (A) = det (P)JIrkk = (-1)" n rkb
k=l k=I

(23)

wobei fl die Anzahl der nichttrivialen Vertauschungen in P = T n-1. 8 (n- l ) ••• T1.8 (1) '

d. h. die Anzahl der k E {1, ... , n - 1} mit k < s(k) bezeichnet.

Beweis. Aus A = PTLR folgt nach den Determinantenregeln aus 1.1.G sofort det (A)
= det (P) det (L) det (R) = det (P) . 1 . rll ••• rnn • Nun ist

{
1 für k = s(k},

det (Tk •8(k ) } = -1 für k < s(k}

nach (3.1.8), womit sich sofort (23) ergibt. D

5.1.10. Bemerkung. Der Gaußsche Algorithmus 5.1.1 gestattet also für jede Matrix
A E Rn,n die effektive Berechnung von det (A): Für reguläres A ist er bis zum
(n - 1)-ten Schritt durchführbar und liefert det (A) gemäß (23) als Produkt der
Pivots mit eventueller Vorzeichenumkehr. Für singuläres A bricht der Gaußsche
Algorithmus ab, weil in einem der Schritte k = 1, "', n - 1 kein von 0 verschiede
nes Pivot gefunden werden kann, bzw. es ist rnn = O. In diesem Fall ist det (A) = 0
zu setzen. Bei der numerischen Realisierung der Formel (23) kann leicht Über
bzw. Unterlauf eintreten, so daß hier besondere Vorsichtsmaßnahmen erforderlich
sind, siehe 5.2.5. D
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Übungsaufgaben

Ü 5.1.1. Man zeige: Wenn A symmetrisch ist und 8(1) = 1 gewählt werden kann, ist auch
1t'1(l) symmetrisch.

Ü 5.1.2. Man weise nach, daß der in 5.1.i berechnete Vektor c = L-IPb identisch mit b"
aus 5.1.1 ist.

Ü 5.1.3. Man überlege sich, daß das Gleichungssystem ATy = d unter Verwendung der LR
Faktorisierung (21) gemäß

83.2: Berechne 9 als Lösung von RTg = d

83.3: Berechne y als Lösung von LTy = 9

83.4: Bestimme y = PTy

gelöst werden kann; vgl. auch Bemerkung 4.2.2 (i).

5.2. Pivotisierung

Die Bedingung ak'V =l= 0 reicht i. allg. nicht aus, um die numerische Stabilität des
Gaußsehen Algorithmus zu garantieren, siehe Beispiel 2.3.20. Bei der Rundungs
fehleranalyse im Abschnitt 5.3 werden wir sehen, daß numerische Stabilität vor
liegt, wenn die Matrizen M(k) gegenüber M(ll = A nicht beliebig groß werden. Für
gewisse Matrizenklassen ist diese Bedingung auch ohne Pivotisierung - d. h. bei
der Wahl des Diagonalelementes aW als Pivot - erfüllt. Außer in diesen Spezial
fällen muß jedoch durch geeignete Stabilisierungsmaßnahmen ein zu starkes An
wachsen der M(k) verhindert werden. Dies wird durch verschiedene Pivotisierungs
strategien erreicht.

A. Spaltenpivotisierung

Wenn im k-ten Schritt das Pivot als ein betragsgrößtes Element der ersten Spalte
von 1U(k), also in der k-ten Spalte von A (le) gesucht wird, spricht man von Spalten
pivotisierung. Es gilt dann

la~'V1 = la~n).kl = max {laWI: i = k, ... , n}

und somit

(1)

(i = k + 1, ... , n), (2)

d. h., die Transformationsmatrix t; = L k ( -lk) wird eine SLNT-Matrix im Sinne
von 3.2.8. Aus (2) folgt

la1;- 1)1 = la~r) - t; * aWI ~ la~?1 + la~~)1

mit ilJ(k) = (mkk , ••• , 'rnkn ) also

(i, j = k + 1, ... , n), (3)

Ilmk+1,ill oo ~ 21lmk,ill oo (j = k + 1, ... , n) und 11M(k+1)lloo ~ 21IM(klll:o '

11 Schwetlick, Numerische Algebra
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Durch Induktion über k ergeben sich daraus die folgenden Abschätzungen:

5.2.1. Aussage. Im Fall der Spaltenpivotisierung (1) gilt für k = 2, ... , n

Ilmk,il/oo ~ Yk Ilaill oo, II.Ll1(klll oo ~ Yk IIAlloo (4)
mit

Yk := 2k- 1 .

Dabei bezeichnet ai die j-te Spalte von A.

5.2.2. Bemerkung. (i) Es gibt Matrizen A, für die 5.2.1 scharf ist, d. h., für die sich
der ungünstige Verstärkungsfaktor 2k- 1 tatsächlich einstellt, siehe Ü 5.2.2.

(ii) Umfangreiche Beobachtungen haben gezeigt, daß bei praktisch vorkommen
den Gleichungssystemen die Abschätzung (4) mit

Yk ~ Y ~ 10 (6)

erfüllt ist, d. h., das exponentielle Anwachsen tritt praktisch nicht auf. D

Auf Grund des im Sinne von (6) günstigen realen Verhaltens kann die Spalten
pivotisierung trotz der pessimistischen strengen Schranke (5) als i. allg. ausreichende
Stabilisierung des Gaußschen Algorithmus empfohlen werden. Sie wird in fast allen
derzeit bekannten Implementierungen verwendet. Wir geben deshalb eine computer
nahe Beschreibung der für die Lösung von Ax = b nach dem Gaußschen Algorith
mus mit Spaltenpivotisierung wesentlichen Teilschritte an und gehen dabei grund
sätzlich spaltenweise vor, da zweidimensionale Felder z. B. in FORTRAN spalten
weise abgespeichert werden, vgl. Kapitel 16.

5.2.3. Dreiecksfaktorisierung einer Matrix A mit Spaltenpivotisierung.

Aufgabe: Für A = (aij) E ffin,n ist nach dem Gaußschen Algorithmus mit Spalten
pivotisierung eine Dreiecksfaktorisierung PA = LR gemäß 5.1.4 zu berechnen.
Die Matrix A ist mit den signifikanten Elementen von L und R zu überspeichern ;
die Permutationsmatrix P ist durch die Zahlen {s(1), ... , s(n - 1)} zu charakteri
sieren. Falls in einem Eliminationsschritt k kein rkk :::1= 0 gefunden werden kann
oder wenn rnn = 0 ist, soll abgebrochen und ie = -1 gesetzt werden, andernfalls
wird ie = 0 gesetzt, und R ist dann regulär.

Algorithmus:

ie:= 0
Ior k:= 1(1)n - 1 do

Pivotsuche : z := 0
Ior i:= k(1)n do if laikl > z then [z:= laikl, s:= i]
it z = 0 then [ie := -1, stop]
s(k) := e
Vertauschung: it k < 8 then

. Ior i > 1(1)n do [z := akj, akj := asj, asj := z]
Berechnung der lik: for i: = k + 1(1)n do aik := aik!akk
Spaltenweise Berechnung von M(k+1):

Ior j ::;= k + 1(1)n do
for i:= k + 1(1)n do aij := aij - aik * akj
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ITest von Tnn : if ann = 0 then [ie := -1, stop]

Aufwand: f'o.J n3f3 opms, f'o.J n S (für s(l), ... , s(n - 1))

Bei der Realisierung als SUBROUTINE ist die stop-Anweisung durch RETURN
zu ersetzen.

5.2.4. Lösung des Gleichungssystems Ax = PTLRx = b,

Aufgabe: Für gegebene Dreiecksfaktorisierung PA = LR gemäß 5.2.3 mit regulä
rem R und gegebene rechte Seite b = (bi) E ffin ist die Lösung X E ffin des Glei
chungssystems Ax = b gemäß 5.1. 7 zu berechnen und auf dem Platz von b zu
speichern.

Algorithmus:

82.1 (b := Pb): Ior k := 1(I)n - 1 do if k < s(k)
then [z := bh bk := bs(k), bs(k) := z]

82.2 (b:= L-1b): for k:= 1(I)n - 1 do
Ior i := k + 1(1)n do b, : = b, - aik * bk

82.3 (b:= R-1b): for k:= n(-I)1 do

I
bk := bk/akk
for i:= 1(I)k - 1 do b, := b, - aik * bk

Aufwand: f'o.J n 2 opms

Vor Lösung von Ax = b mittels 5.2.4 muß abgefragt werden, ,ob 5.2.3 mit ie = 0
ausgeführt worden ist.

Der Vollständigkeit halber geben wir noch ein Programm zur Berechnung der
Determinante aus der Dreiecksfaktorisierung an, wobei wegen der Über- bzw. Unter
laufgefahr eine nichtstandardisierte Darstellung von det (A) verwendet wird. Der
Algorithmus arbeitet auch, wenn 5.2.3 mit ie = -1 abgebrochen worden ist, vgl.
Bemerkung 5.1.10.

5.2.5. Berechnung von det (A) = det (PTLR).

Aufgabe: Aus den Ausgangsdaten von 5.2.3 ist det (A) im Fall ie = 0 gemäß
5.1.9 in der Form det (A) = d X 16e mit 1/16 ~ Idl < 1 und ganzzahligem Expo
nenten e zu berechnen; im Fall ie = -1, d. h. für numerisch singuläres A, ist
d = 0, e := 0 zu setzen.

Algorithmus:

e:= 0
if ie = 0
then d:= 1

for k := 1(I)n do
d := d * akh if k < n then [if k < s(k) then d := -d]
MI: if Idl < 1/16 then [d := d * 16, e := e - 1, goto MI]
M2: if Idl ~ 1 then d:= d/16, e := e + 1, goto M2]

else d := 0

Aufwand: f'o.J n opm + Aufwand für Normalisierung von d

11*
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5.2.6. Bemerkung. (i) Statt der expliziten Dreiecksfaktorisierung (5.1.20) kann auch
die implizite Darstellung (5.1.16) für den Lösungsprozeß verwendet werden. Die
Elemente [ik von lk werden dann im unteren Dreieck von A gespeichert und nicht
mit vertauscht, vgl. 5.1.5. In der Vertauschungslaufanweisung von 5.2.3 muß dabei
"j := 1(1)n" durch "j:= k(1)n" ersetzt werden. Der Vektor c = b" wird dann
gemäß (5.1.15) berechnet, d. h., in 5.2.4 sind S2.1 und S2.2 durch

S2.1 + 2: for k:= 1(1)n - 1 do

I
z := i: b k := bS(k)' bs(k) := Z

for i:= k + 1(1)n do b, := b, - aik * bk

zu ersetzen. Dadurch wird der Vertauschungsaufwand in 5.2.3 etwa halbiert.

(ii) Durch Einführung eines Permutationsvektors {is(1), ... , is(n)} kann die expli
zite physische Vertauschung in 5.2.3 und 5.2.4 umgangen werden, indem statt anf
die i-te Zeile auf die Zeile is(i) zurückgegriffen wird. Die Anfangsbelegung ist is(i) := i
(i = 1, ... , n), und im k-ten Schritt werden is(k) und is(s) vertauscht, wenn s = s(k)
der Zeilenindex des Pivotelements ist. Dies ist zweckmäßig, wenn A extern ge
speichert oder wie im Fall schwach besetzter Matrizen eine physische Umordnnng
aufwendig ist, vgl. Abschnitt 6.4. 0

B. Zeilenpivotisierung

Bisher wurde das Pivot in der ersten Spalte von 111(k), d. h. in der k-ten Spalte von
A (k) gesucht. Analog ist natürlich auch eine Pivotsuche in der ersten Zeile von
M(k), d. h. in der k-ten Zeile von ....4(k) möglich. Wenn dabei ein betragsgrößtes Ele
ment gemäß

I lk) I - {I lk) I' . - k }ak.§lk) I - max a kj . J - , ••• , n (7)

als Pivot gewählt und durch Vertauschen der Spalten kund s(k) in die Position
(k, k) gebracht wird, spricht man von Zeilenpivotisierung. In der Matrixformulierung
ist dann (5.1.12) durch

(8)

(9)

zu ersetzen. Analog zum Abschnitt 5.1.0 ergibt sich damit eine Dreiecksfaktorisie
rung

mit
(10)

Die Matrizen t, = Lk(lk) sind i. allg. keine SLNT-Matrizen. Aus (7) folgt jedoch

1
6(k) /6I k ) I < 1

kJ kk = (j = k + 1, ... , n) (11)

und damit

la\~-dl = 16\~) _ 6~t) * 6~~)1 < 16(~)' + 16\k)1
IJ I) Alk) = I) Ikakk

(i, j = k + 1, ... , n) (12)
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als Analogon zur Abschätzung (3). Die Abschätzungen aus Teilabschnitt A gelten
deshalb auch für die Zeilenpivotisierung, wenn sie zeilenweise und in der 1-Norm
formuliert werden.

c. Vollständige Pivotisierung

Der Spielraum für die Wahl des Pivotelementes wird maximal ausgenutzt, wenn
das Pivot als ein betragsgrößtes Element der gesamten Restmatrix M(k l gewählt
wird, d. h., wenn s(k), s(k) gemäß

I (kl I - {I (k)l ..• - k } (13)las(k).§(k) - max a i j I' i, J - , ••• , n

festgelegt und das Pivotelement a~~k),8(k) durch Vertauschen der Zeilen k, s(k) und
der Spalten k, s(k) in die Position (k, k) gebracht wird. Es gilt dann

.A(k) = T k,8(k)A(k)Tk,§(k)'

was auf eine Dreiecksfaktorisierung des Typs

PAtJT = LR

(14)

(15)

führt. Wegen (13) gelten dabei sowohl die für die Spaltenpivotisierung wie auch die
für die Zeilenpivotisierung gültigen Abschätzungen.

5.2.7. Bemerkung. (i) Bei vollständiger Pivotisierung gilt

Pk := max {la~t>I: i, j = k, ... , n} ~ (}kPl

mit der Wachstumsschranke

(}k := P/2[2. 3l i2 ••• P/(k-l)]1/2 ~ 1.8 kO.25Ink.

(k = 2, ... ,n)

(16)

Im Gegensatz zu 5.2.1 ist diese Schranke jedoch nicht scharf, und bis jetzt sind
keine reellen Matrizen bekannt geworden, für die

flk ~ kpl

nicht gilt.

(ii) Trotz des günstigeren Stabilitätsverhaltens wird die vollständige Pivotisie
rung für reguläre Matrizen praktisch nur in Ausnahmefällen verwendet, da der
Aufwand im Vergleich zur Spalten- oder Zeilenpivotisierung sehr hoch ist (t"'oo.I n 3f3
Lese- und Vergleichsoperationen gegenüber t"'oo.I n 2f2) und die einfacheren Strategien
i. allg. zufriedenstellende Ergebnisse liefern. D

D. Dreiecksfaktorisierung diagonaldominanter und symmetrischer definiter .frlatrizen

Eine Matrix A = (aij) E Rn,n heißt diagonaldominant - genauer: zeilendiagonaldomi
nant -, wenn

n

laiil >rlaijl
j=l,j=l=i

(i = 1, ... , n) (17)

gilt. Nach 1.2.10 ist eine diagonaldominante Matrix' regulär, denn wegen (17) kann
}, = 0 in keinem Gersgorin-Kreis von A liegen.
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5.2.8. Aussage. Für eine diagonaldominante Matrix A ist die Dreiecksfaktorisie
rung nach dem Gaußschen Algorithmus ohne Pivotisierung durchführbar, wobei
folgende Aussagen gelten:

(i) Alle Matrizen M(1') sind diagonaldominant,

(ii) Ilil1(k)lloo ~ IIM(k-I)lloo ~ IIAlloo (k = 2, ... , n). (18)

Beweis. Es genügt, den Übergang von A = M(I) zu M(2) zu betrachten. Wegen (17) ist
an :::f= 0 und kann als Pivot gewählt werden, womit sich

ergibt. Nun ist (17) äquivalent zu

n

Ti:= L laijl/laiil < 1
j=l.j*i

Aufsummieren von (19) liefert

(i, j = 2, ... , n)

(i = 1, ... , n).

(19)

n n n n n

L la~j)1 ~ L laijl + laill L laljl/lani = I: laijl + laill Tl ~ I: laijl, (20)
j=2 j=2 j=2 j=2 j=l

also li.LU(2)lloo ~ IIM(l)lloo' Zum Nachweis der Diagonaldominanz von M(2) folgern wir aus
(19) mit p:= laili/laiil, q:= lalil/lanl,' p, q < 1, zunächst la~n ~ laiil - laililalil/lani
= iaiil (1 - pq) > 0 und damit unter Beachtung von (20)

n

. L. la~j)1
J=2.J~1

la(l/I

n

. L. I.aijl + lail! (Tl - q)
< J=2.J*'t Ti - P + p(TI - q)
- laiil (1 - pq) 1 - pq

_ . _ q(l - Ti) + (1 - Tl) <. 1
- Tz P = T t < ,

1 - pq

d. h., auch M(2) ist diagonaldominant, und zwar mindestens so stark wie M(I). D

Aussage 5.2.8 besagt, daß für (zeilen-)diagonaldominante Matrizen ohne Pivotisierung
gearbeitet werden kann. Analoge Aussagen gelten auch für spaltendiagonaldominante
Matrizen, d. h. für Matrizen A, für die AT zeilendiagonaldominant ist.

Eine weitere Matrizenklasse, für deren Dreiecksfaktorisierungen keine Pivotisie
rung erforderlich ist, stellt die Klasse der symmetrischen definiten Matrizen dar.
Wir beschränken uns auf symmetrische und positiv definite Matrizen, denn für
negativ definites A ist (-A) positiv definit.

5.2.9. Aussage. Für eine symmetrische und positiv definite Matrix A ist die Drei
ecksfaktorisierung nach dem Gaußschen Algorithmus ohne Pivotisierung durch
führbar, wobei folgende Eigenschaften gelten:

(i) Alle Matrizen M(k) sind symmetrisch und positiv definit.

(ii) II.ltl(k)IIF < IIM(1&-l)IIF ~ IIAI!F (k = 2, ..., n). (21)

Beweis. Nach Ü 1.1.6 ist an > 0 und kann als Pivot gewählt werden. Wir betrachten
wieder den ersten Schritt und schreiben A bzw. A(2) in der Gestalt
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Nach 3.2.1 ist LI = L I ( -I) = I- l(el)T mit I = ~ (0) und folglich
an a

M = n r _ aa
T

= lWT.
an

(22)

Zum Nachweis der positiven Definitheit setzen wir X = ('YJ), 'YJ E R, Y E Rn-I, und beach-
ten, daß y

(23)

für alle X =1= 0 ist. Dann muß yTMy > °für y =1= 0 sein, d. h., M ist positiv definit. Wir be
trachten jetzt eine SpiegelungR E Rn-l,n-l gemäß 3.3.4 mitRa = ±llall2 Cl. Für.iü:= HMHT
und W:= HWHT folgt dann aus (22) W = .LW + (Iiall~/an) elelT, also IIWII} = IIM"2FII
+ 2mn Ilall~an + Ilall~/ait ~ II~iüll}, denn jl ist wie M positiv definit, so daß auch mn > °
gilt. Wegen der Orthogonalinvarianz der Frobeniusnorm erhält man schließlich

Aus dem Beweis ergibt sich sofort die folgende Aussage:

0.2.10. Aussage. Für eine symmetrische und positiv definite Matrix A liefert der
Gaußsche~lgorithmusohne Pivotisierung eine Dreiecksfaktorisierung A = LR
mit LT = D-IR, d, h., es gilt

A = LDLT (24)

mit D = diag (di ), di = Tii > 0 Ci = 1, ..., n), und einer unteren Einsdreiecks
matrix L.

Auf die Berechnung von Dreiecksfaktorisierungen ~ymmetrischer Matrizen und
die dabei mögliche Halbierung von Speicherplatz und Rechenaufwand gehen wir im
Abschnitt 6.1 nochmals im Detail ein.

Übungsaufgaben

Ü 5.2.1. Man beweise im Fall der Spaltenpivotisierung die Gültigkeit von IIM(k)lloo ~ k IIA·lloo
im Fall einer oberen Hessenbergmatrix A, d. h. einer Matrix mit aij = °für i> j + 1, und
von 11211(k)lloo ~ 2 IIAlloo im Fall einer Tridiagonalmatrix A.

Ü 5.2.2. Man überlege sich, daß für die Matrix

1 a
-1 1 a
-1 -1 a

A =

1 a

-1 -1 ... -1 I a
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im Fall der Spaltenpivotisierung

ilAlioo = lai + n - 1,

gilt, so daß der Quotient IIM(kJlloo/IIAI!oo der Schranke Yk = 2k-I aus 5.2.1 für lai -+ CXJ beliebig
nahe kommt.

Ü 5.2.3. Es sei A regulär. Man zeige: Wenn PAT = LR die nach dem Gaußsehen Algorith
mus mit Spaltenpivotisierung berechnete Dreiecksfaktorisierung von AT und APT = LA die
mittels Zeilenpivotisierung berechnete Faktorisierung bezeichnen, gilt

t. = RTD-l, A = DLT mit D = diag (rii),

sofern bei der Zeilenpivotisierung dieselbe Strategie wie bei der Spaltenpivotisierung ver
wendet wird.

Ü 5.2.4. Man gebe zu 5.2.3, 5.2.4 und 5.2.5 analoge Algorithmen an, die mit impliziten Ver
tauschungen entsprechend Bemerkung 5.2.6 (ii) arbeiten.

Ü 5.2.5. Es ist zu zeigen, daß der Gaußsehe Algorithmus genau dann ohne Pivotisierung mit
regulärem R durchgeführt werden kann, wenn die Hauptabschnittsdeterminanten det (A k )

von A mit

._ (~11 ... ~lk)
A k · - : :

akl ••• akk

der Bedingung

det (Ak ) =f: 0 (k = 1, ... , n) (25)

genügen, und daß bei Erfülltsein von (25)

(26)(k = 1, ... , n)rkk = det (Ak)/det (Ak- I )

mit det (Ao) := 1 gilt.

Ü 5.2.6. Man spricht von Diagonalpivotisierung, wenn das Pivotelement als betragsmaximales
Diagonalelement von llf(kJ gesucht wird, d. h., wenn a~th8(kJ mit

la~tkJ.8(kJ: = max {la(~)I: k ~ i ~ n} (27)

als Pivot gewählt wird. Man zeige, daß für diagonaldominante und symmetrische definite
:Matrizen die Diagonalpivotisierung identisch mit der vollständigen Pivotisierung ist.

t) 5.2.7. Man überlege sich: Die Matrix A E sn,n ist positiv definit genau dann, wenn sie
sich in der Form A = LDLT mit einer unteren Einsdreiecksmatrix L und D = diag (di ),

d i > 0, faktorisieren läßt.

5.3. Rundungsfehleranalyse

Die bei der Pivotisierung vorgenommenen Zeilen- bzw. Spaltenvertauschungen ent
sprechen einer Umnumerierung der Gleichungen bzw. Unbekannten. Für die folgen
den Überlegungen kann daher o. B. d. A. vorausgesetzt werden, daß diese Ver
tauschungen bereits vor Ausführung des Gaußschen Algorithmus vorgenommen
worden sind und während der Elimination stets s(k) = k = s(k) gewählt wird. Damit
werden die Vertauschungen und das Zeichen" A" für die vertauschten Größen über
flüssig.
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A. Fehleranalyse der Dreiecksiakiorisierunq

Mit der obigen Vereinbarung lautet der k-te Eliminationsschritt

4 (kTl) _ (,(k-I) I 0 ) (" <, R(k) ) _ (~'" R(k) )

-" - 0 I L~n-k -1) 0 I ~lJ(k) - 0 I L~n-ki 1).11(k) ,

vgI. (5.1.13). Es genügt daher, die Rundungsfehler bei der Transformation

(

a(k) I a(k) ... a(k»)
.ll(k) _+ ~l(k) := kk k,k+l kn = Lin-k 1)]}}(k)

o I lU(k+l)

(1)

zu untersuchen, wobei Lin-k-l):= L 1(-II,n-k+l) ist. Dies ist gerade der in 3.2.5
betrachtete Eliminationsschritt. Der berechnete Vektor l1,n-k+l = (0, lk+Lb ... , lnk)T
und die berechnete Matrix Jl!l(k) bzw. M(k+l) genügen dann wegen 3.2.6 der Gleichung

M(k) = Lin-k. l)(lU(k) + tflU(k)) , (2)

und für die Störungsmatrix d'Jl1(k) gilt

also
11d'111(k)11 ~ v(IIM(k)11 + 2 112U(k+1)II) ,

vgI. Formel (3.2.15) und deren Herleitung.
Einsetzen von (2) in (1) führt auf

A(k+l) = Lk(A(k) + d'A(k»)

mit

(4)

(5)

und

'01 0)tfA (k) = (---:'--__01 d'M(k) ,
(6)

Für den berechneten Faktor R der Dreiecksfaktorisierung gilt dann

R = A(n) = L n_
1(A(n-l)

+ tfA(n-l»)

= L n-1[L n
- 2(A (n-2) + d'A (n-2») + (JA (n-l)]

= L
n

- 1Ln
- 2[A (n-2) + d'A (n-2) + (fA(n-l)] ,

denn wegen der speziellen Blockgestalt (6) von dA (k) ist

L n_2dA(n-l) = [1 _ln-2(en- 2)T] d'A(n-l) = d'A(n-l).

Sukzessive Fortsetzung dieser Überlegungen führt auf

R = L n-1Ln-2 .. · L 2L1[A + d'A(l) + ... + tfA(n-l)].
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Da sich L = Lil ... L-;;!..l = (lik) ohne Rundungsfehler aus den Koeffizienten lik er
gibt, vgl. 5.l.C, folgt unter Beachtung von (4), (6) die Darstellung

mit

LR = A + dA,
n-l

dA := E dA<k)
k=l

(7)lidAll ;;;; v (11All + 3k~ 111~]<k)II).
5.3.1. Rundungstehleranalyse der Dreiecksfaktorisierung nach Gauß. Für A E ffin,n

sei der Gaußsehe Algorithmus durchführbar, und L, R E ffin,n seien die berech
neten Dreiecksfaktoren. Dann gilt

LR = A + dA

mit einer Störung dA, die der Abschätzung

lIdAll ;;;; vF[A] I/All

genügt, wobei
n

F[A] := 1 + 3 L II.Lll(k)II/IIAII
k=2

ist.

(8)

(9)

(10)

Dies besagt: In jeder Matrizenklasse m: c ffin,n, in welcher der Gaußsche Algorith
mus durchführbar ist und die Zahlen F[A] im Sinne von

F[A] ;;;; F := F[m:] := max {F[A]: A E m:} < 00 (11)

gleichrniißig beschränkt sind, ist die Gaußsehe Dreiecksfaktorisierung numerisch gut
artig mit F gerniiß (11). Gutartigkeit liegt also vor, wenn die M<k) nicht beliebig
größer als A werden können.

Mit den Wachstumsaussagen für M<k) aus Abschnitt 5.2 ergibt sich dann das
folgende Resultat:

5.3.2. Satz. Die Gaußsche Dreiecksfaktorisierung ist durchführbar und numerisch
gutartig

(i) ohne Pivotisierung für diagonaldominante bzw. symmetrische definite Matrizen
A mit F ~ 3n bezüglich der 00- bzw. F-Norm,

(ii) mit Spalten-, Zeilen- oder vollständiger Pivotisierung für alle regulären Matri
zen A mit F ~ 3· 2n bezüglich der Normen mit p = 1,00, F,

sofern die Kondition von A im Sinne von

vF cond (A) < 1

mit den angegebenen Werten von F nicht zu groß ist.

( 12)

Beweis. Die Aussagen aus Abschnitt 5.2 sind nicht direkt aufA anwendbar, da sie nur in
exakter Arithmetik gültig sind. Für die betrachteten Matrizenklassen ist jedoch der erste
Eliminationsschritt stets durchführbar. Aus der Herleitung von 5.3.1 ist zu sehen, daß die
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berechnete Matrix M(2) und die berechneten Koeffizienten li1 das exakte Resultat eines
Eliminationsschrittes für eine gestörte Matrix A (1) = A + d'A (1) sind, wobei d'A (1) der Un
gleichung (9) genügt. Auf Grund von (12) und des Störungslemmas 4.1.2 ist A (1) für alle solche
Störungen regulär, im definiten Fall also auch definit, siehe tJ 4.1.9, so daß die Aussagen
aus 5.2 auf A (1) statt A angewendet werden können und die jeweiligen Schranken für M(2)

liefern. Analog ergeben sich M(3) und die li2 als exaktes Resultat für eine gestörte Matrix A (2)

usw. Durch Induktion folgt dann die Behauptung.
Für den diagonaldominanten Fall müßte noch gezeigt werden, daß" auch die berechneten

Matrizen M(k) diagonaldominant sind. Dies ist bei im Sinne von

-Ci = j.~ laijl/laiil < G~ :r =;= 1 - 2iv

rH

genügend starker Diagonaldominanz der Fall, wir verzichten jedoch auf einen detaillierten
Beweis. Praktisch ist diese Bedingung kaum schärfer als die eigentliche Dominanzbedingung
-ci < 1 (i = 1, ... , n), vgl. den Beweis zu 5.2.8. D

0.3.3. Bemerkung. (i) Die Bedingung (12) garantiert, daß sämtliche Matrizen aus
der Umgebung cJ1l:= {A + dA: lidAll ~ vF IIAII} von A regulär sind, und sichert
daher die Durchführbarkeit der Dreiecksfaktorisierung mit regulärem R in der
durch v charakterisierten Gleitpunktarithmetik. Auf die Bedingung (12) kann ver
zichtet werden, wenn bei der Dreiecksfaktorisierung im k-ten Schritt akV := viiAll
gesetzt wird, falls mit der jeweiligen Pivotstrategie kein von °verschiedenes Pivot
gefunden werden kann. Durch diese zusätzliche Störung wird die Cutartigkeit der
Faktorisierung nicht beeinträchtigt. Allerdings können dann in der Menge cJ1l auch
singuläre Matrizen liegen, insbesondere kann A selbst singulär sein. Die Lösung
V0n Ax = b ist dann eine numerisch inkorrekt gestellte Aufgabe, und die mit der
obigen Modifikation erzwungene Dreiecksfaktorisierung ist i. allg. nicht zur Lösung
geeignet; das berechnete x ist i. allg. von der Größenordnung 1/1'. In gewissen Aus
nahmefällen - etwa bei der sog. inversen Iteration zur Eigenwertbestimmung,
siehe Abschnitt 13.4 - ist dieser Fall jedoch sogar erwünscht.

(ii) In 5.3.2 kann der Faktor 3 bei sorgfältigerer Abschätzung durch 2 ersetzt
werden.

(iii) Für praktisch auftretende Gleichungssysteme gilt 5.3.2 (ii) mit der empirischen
Schranke F ~ yn, y ~ 10, vgl. 5.2.2.

(iv) Im Fall der vollständigen Pivotisierung ist

F ~ 1.8n2nO.25Inn,

vgl. 5.2.7. Für praktisch auftretende Systeme liegt F in der Größenordnung von 1.

(v) Bei Bedarf kann flk bzw. IIM(klll im Laufe der Elimination mit berechnet
werden. Ein zu schnelles Wachstum dieser Größen signalisiert einen Verlust an
numerischer Gutartigkeit. 0

B. Fehleranalyse der Gleichungsauflösung

Wir betrachten jetzt den gesamten Lösungsprozeß, bei dem sich an die Dreiecks
faktorisierung A = LR die Vorwärtselimination c = L-1b und die Rücksubstitution
x = R-1c gemäß 5.1.7 anschließen. Nach 4.3.2 genügen die berechneten Größen c
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bzw. X den gestörten Gleichungen

(L + oL) c = b bzw. (R --+- oR) a: = c

mit den elementweisen Schranken

lolikl ~ vk Ilikl bzw. IOrkjl ~ l J(n - j + 1) Irkjl'

Aus (1:3) folgt unter Berücksichtigung von (8)

(L + oL) (R + oR) x = (A + o}A) a: = b
mit

(13)

(14)

(15)

(fA':= LoR + oL(R + oR), (16)

d. h., die äquivalenten Störungen 0IA für den Gesamtprozeß entstehen durch Über
lagerung der Störungen oA für die Faktorisierung und der Störungen oA' für die
Lösung der beiden Dreieckssysteme.

'Vegen (14) ist

I \min(i,jl I
loaijl = I .E [likOfkj + «»; + Orkj)]

k=l

min(i.jl min(i,jl

~ V L Ilikfkjl (n - i + 1 + k) ~ v(n + 1) .E Ilikfkj!'
k=l k=l

Analog zu (3.2.19) gilt mit lEI, !-81 ~ v

likrkj = lika~~) = a~~l/(1 + E) - a:J+ll/[(1 + E) (1 + -8)],

also Ilikfkjl ~ laWI + la:r III und daher.

Die letzte Ungleichung kann äquivalent in der Form

(17)

geschrieben werden und führt auf

(18)

mit

(19)

Ein Vergleich mit (9), (10) zeigt, daß F' ~ (n + 1) F gilt. Unter Beachtung von
(16) ergibt sich daher das folgende Resultat.
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5.3.4. Rundungsfehleranalyse des Oaußschen Algorithmus. Für A E ffin,n und b E ffin

sei der Gaußsche Algorithmus durchführbar, und x E ffin sei die nach diesem Ver
fahren berechnete Lösung des Gleichungssystems Ax = b. Dann gilt

mit einer Störung d'IA, für die

1/d'IAII ~ vF1[A] IIAII mit F 1[A] ~ (n + 2) F[A:]

und F[A] gemäß (10) gilt.

Aus der Störung d'IA kann auf den Fehler d'x = x - x* geschlossen werden.

(20)

(21)

5.3.5. Folgerung. Der erzeugte Rundungsfehler d'x = x - x*, x* = A-1b, genügt
der Abschätzung

IId'xll ~ u Ilxll mit u:= vF 1[A] cond (A),

und im Fall u < 1 gilt

lId'xll ~ uj(1 - x) Ilx*II.

(22)

(23)

Beweis. Aus (20) folgt OX = -A-101Ax und damit (22), während sich (23) aus 4.1.3
ergibt. 0

5.3.4 besagt: In jeder Matrizenklasse mE mn,n, für die (11) gilt, ist die Berechnung
von x nach dem Gaußsehen. Algorithmus numerisch gutartig mit der Fehlerkumulations
konstanten F 1 ~ (n + 2) F. Durch 5.3.5 wird die numerische Stabilität mit demselben
Flausgedrückt.

5.3.6. Bemerkung. (i) Die bei der Lösung der Dreieckssysteme auftretende spezielle
Fehlerkorrelation bewirkt, daß der durch den Anteil d'A' von d'IA erzeugte Fehler
-A-1d'A'x im allgemeinen wesentlich kleiner als die Schranke IIA-11111d'A'lIllxll ist,
und zwar um so mehr, je größer cond (A) ist. Praktisch kann daher F 1 in 5.3.5
durch i\,

F
{

F , falls cond (A) groß,
I~

nF, falls cond (A) klein,

ersetzt werden. Aus den angegebenen Gründen führt auch eine höhere Genauigkeit
bei der Lösung der Dreieckssysteme i. allg. nicht zu einer höheren Genauigkeit
vonx.

(ii) Die elementweisen Schranken (3) und (17) zeigen, daß dA und d'A' zeilen
bzw. spaltenweise relativ klein sind, sofern M(k) zeilen- bzw. spaltenweise in ver
gleichbarer Größenordnung mit A liegt. Letzteres ist bei Zeilen- bzw. Spalten
pivotisierung der Fall. Man kann zeigen, daß die Zeilenpivotisierung in etwa dieselbe
Wirkung wie eine im Sinne von 4.1.C optimale Zeilenskalierung hat. Die Spalten
pivotisierung wirkt dagegen etwa wie eine in bezug auf das Residuum b - Ax
optimale Spaltenskalierung. 0
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tibungsaufgaben

Ü 5.3.1. Man ergänze die Beweisskizze zu 5.3.2.

05.3.2. Man beweise: Wenn d = det (A) gemäß 5.1.9 berechnet wird, gilt für den berechne
ten Wert d

d = [det (A + oA)J (1 + s)

mit 0,4 gemäß 5.3.1 und lei ~ v(n - 1), sofern kein Unter- oder Überlauf eintritt.

5.4. Genauigkeitsabschätzung und iterative Verbesserung

Bei gegebenen Eingangsdaten {A, b} liefert der Gaußsche Algorithmus nach erfolg
reicher Ausführung die berechnete Lösung x E ffin und die berechneten Dreiecks
faktoren L, R E ffin,n. Auf Grund der auftretenden Rundungsfehler ist x i. allg. nur
ein Näherungswert für die exakte Lösung x* = A-Ib. Daher entstehen die Fragen,

wie der erzeugte Rundungsfehler ox = x - x* abgeschätzt werden kann,

wie zu x eine Korrektur h berechnet werden kann, so daß x' = x + h eine
bessere Näherung für x* als x ist.

A. Fehlerschranken und Korrekturen

Im vorangegangenen Abschnitt wurde gezeigt, daß die berechnete Lösung x das
gestörte System

(A + 01A) x = b mit IlolAl1 ~ »F, IIAII

löst und daß

Iloxll ~ xiixii mit x:= vF1 cond (A)

(1)

(2)

gilt. Die Schranken in (1) und (2) sind für die praktische Fehlerabschätzung nicht
besonders geeignet, da sie mit den a-priori-Werten für F} gemäß 5.3.2 und 5.3.4
i. allg. zu pessimistisch sind. Es bietet sich daher an, unter Verwendung des Resi
duums

1'* = r*(x) = b - Ax (3)

eine a-posteriori-Abschätzung durchzuführen und dabei auf Teilabschnitt 4.1.D zu
rückzugreifen. Nach 4.1.18 existiert zu x eine Störung oA mit

(A + oA) x = bund IloA11 ~ Ilb - Axll/llxll,

und nach 40.1.17 gilt die Fehlerabschätzung

Iloxll ~ IIA -llillb - Axll·

(4)

(5)

Bei der Auswertung von (5) wird eine Schranke bzw. zumindest ein Schätzwert
für IIA-III benötigt; dieses Problem wird im Teilabschnitt C behandelt. Außerdem
muß das Residuum r* = b - Ax numerisch berechnet werden, was in der Form
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l' = fl (b - Ax) wie in Ü 2.3.4 geschehen möge. Dabei wird der Rundungsfehler
,h' := r - r* erzeugt. Wenn deine komponentenweise Schranke für tJr ist, d. h.,
wenn

Itf rl = Ir - r* I ~ d (6)

gilt, folgt Ir*1 ~ Irl + Ir* - rl ~ Irl + d, also Ilr*11 ~ Illrl + dll. Damit ergibt sich
das nachstehende Resultat.

5.4.1. A-posteriori-Abschätzung unter Verwendung von r. Für reguläres A E 91n,n
und b, x E 91n werde r, d E 91n mit

r := fl (b - Ax),

berechnet. Dann gilt

Ir - (b - Ax) I ~ d

(A + tJA) x = b mit IltfA11 ~ LlA := Illrl + dll/llxli
sowie

Iloxll ~ IIA-IIIII11'1 + dll.

(7)

(8}

Aufwand: "-' n 2 opms (für r) + "-' 2n 2 ops (für d bei Berechnung nachÜ 2.3.4).

5.4.2. Bemerkung. (i) Der bei der Addition 11'1 + d und der Normbildung in (7),
(8) auftretende Rundungsfehler kann vernachlässigt werden, da die beteiligten Vek
toren nichtnegative Komponenten besitzen.

(ii) Praktisch wird häufig der Fehlerterm d vernachlässigt. Das kann zu falschen
Schranken führen, wenn lori und d in der Größenordnung von Irl liegen. Man be
achte dabei, daß für or die a-priori-Abschätzung

lori ~ v(lrl + n lAI lxi) (9}

gilt, siehe Ü 2.3.4.

(iii) Falls das Residuum durch Akkumulation der Skalarprodukte in höherer Ge
nauigkeit VI berechnet wird, gilt

(10)

(11)

In diesem Fall ist fast immer d ~ v [r], so daß die Fehlerschranke d weggelassen
werden kann. 0

Um zu einer verbesserten Näherung x' zu kommen, gehen wir von dem Ansatz.
x* = x + h*, d. h.

h* = x* - x = A-1b - x = A-I(b - Ax) = A-Ir*

aus. Die zu x* führende Korrektur h* genügt also dem Gleichungssystem

Ah* = r*

mit derselben Koeffizientenmatrix A wie das Ausgangssystem, aber dem Residuum
r* als rechter Seite. Praktisch wird (11) unter Verwendung der bereits vorliegenden
Dreiecksfaktorisierung von A mit O(n2 ) opms gelöst, wobei statt r* das berechnete
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Residuum r genommen wird. Die als Lösung von Ah = r tatsächlich berechnete
Korrektur h weist daher den Fehler

(12)

auf. Der erste Term rechts entspricht dem bei der Lösung von AI, = r entstande
nem Fehler und kann analog zu (1), (2) durch

(13)

abgeschätzt werden. Der zweite Term berücksichtigt den bei der Berechnung von r
hervorgerufenen Fehler und läßt sich mit d aus (6) in der Form

(14)

abschätzen.
Die berechnete Korrektur h kann nun in zweierlei Hinsicht verwendet werden:

zur Berechnung der - hoffentlich! - besseren Näherung

x' = o: + h

für x* mit der aus (12), (13), (14) folgenden Fehlerschranke

Ilx' - x*11 = IIh - h*11 ~ x Ilhll + IIA-11111dll

(15)

(16)

oder durch Umstellen von (12) gemäß x - x* = -h + (h - A-l1') + A -101, zur
Berechnung der - hoffentlich! - besseren Fehlerschranke

I[oxl! = Ilx - x*ll ~ (1 + x) Ilhll + IIA -llllldll·
Im Fall

x ~ 1 und d ~ Irl

liefert (8) die Schranke

(17)

(18)

IIrfxll ::::; IIA -lllllrll,

während (17) die i. allg. bessere Schranke Iloxll ::::; Ilhll ~ IIA-1rll ergibt. In ähnlicher
Weise folgt, daß x' dann eine bessere Näherung für x* als x ist.

B. Iterative Verbesserung

Es liegt nahe, die eben beschriebene Korrektur mit x' anstelle von x zu wieder
holen und damit zu einer iterativen Verbesserung zu gelangen.

5.4.3. Iterative Verbesserung der Lösung von Ax = b

Aufgabe: Zu gegebenem A E ffin,n, b E ffin und gegebener Dreiecksfaktorisierung
P zAPI = LR von A mit L, R E ffil1,n und Permutationen PS' P z soll die Lösung
des Gleichungssystems Ax = b berechnet und iterativ verbessert werden.

I

Algorithmus:

SO: xO:= 0
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for k := O(l)kmax do
S 1: Berechne r" := fl (b - A;:e")
S 2: Berechne h = h" als Lösung von Ah = r" unter Verwendung der

Dreiecksfaktorisierung von A aus den Gleichungen

Lg = Pzr", Rh = g, h = PIh

S3: Setze X H I := x" + h"

A ujwand: '"" 2n2 opms pro Schritt k ~ 1, '"" n2 opms für k = 0

Schritt S 1 wird dabei wie in Ü 2.3.4 realisiert. Im Fall der Spaltenpivotisierung
erfordert S 2 die Ausführung des "Solvers" 5.2.4 mit r" statt b; die Dreiecksfaktori
sierung muß dazu vorher nach 5.2.3 berechnet worden sein.

Wir bemerken noch, daß im ersten Schritt (k = 0) rO = b gilt, d. h., Xl stimmt
mit der nach dem Gaußschen Algorithmus berechneten ersten Näherung für x*
überein.

5.4.4. Fehleranalyse. Es seien x", r", h" (k = 1, ... , kmax) die nach Algorithmus
5.4.3 berechneten Größen, und es gelte

Ir" - (b - Ax")1 ~ v Ir"l + vrp IAllx"l
sowie

Wenn die Konstanten rp, F 1 der Bedingung

x := v[FI + qJ + l]c ond (A) ~ 0.2

genügen, dann gibt es Störungen d'Ah .ß-Ak und g", so daß

[A + (d'Ak + .ß-Ak )] (;:e" + g") = b

gilt mit

(19)

(20)

(21)

(22)

Ig"l ~ v Ix"l, (23)

wobei

[x((l - 2x)] [2qJ + (1 + 2fe"-I/v)/cond (A)]/(l - fe"), fe = x/(l - x). (24)

Der Fehler von x" genügt der Abschätzung

Ilx" - x*11 ~ v[l + fek/v + qJ cond (A)/(l - 2x)] Ilx*ll· (25)

Der Beweis ist sehr technisch und soll deshalb übergangen werden. Als Normen
können die mit p = 1, 00 genommen werden; für p = 2, F sind etwas andere Kon
stanten erforderlich, auf deren Angabe wir verzichten.

5.4.5. Bemerkung. (i) Bedingung (19) ist bei einfachgenauer Berechnung von r" mit
qJ := n, bei Akkumulation der Skalarprodukte mit höherer Genauigkeit VI ~ V mit
qJ := nvdv erfüllt, siehe 5.4.2. Bedingung (20) ist mit dem von der Matrix A und
der Pivotstrategie abhängigem F 1 = F1[A] aus Abschnitt 5.3 erfüllt.

12 Schwetlick, Numerische Algebra
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(ii) Für genügend großes k folgt aus (24) wegen x ~ 0.2

fh ~ [2tp + l/cond (A)]/3,

mit (23) also für die Gesamtstörung

IltfAk + {}Akll ;§; v[ (5/3) tp+ 1/(3 cond (A))] IIAII. (26)

Es liegt also numerische Gutartigkeit vor, wobei die Kumulationskonstante nur
von tp - der Genauigkeit der Residuenberechnung - abhängt, nicht aber von der
durch F I charakterisierten Genauigkeit des Gaußsehen Algorithmus als Basisver
fahren. In analoger Weise folgt aus (25) für genügend großes k

Ilxk - x*11 ~ v[l + (5/3) tp cond (A)] Ilx*ll, (27)

d. h., der relative Fehler ist unabhängig von PI beschränkt. Bei Berechnung der
Residuen in höherer Genauigkeit ist tp cond (A) klein, vgl. wieder 5.2.4, so daß
(27) dann praktisch die volle relative (einfache) Genauigkeit von x k bedeutet.

- (iii) Als Abbruchkriterium kann z. B. die Bedingung

verwendet werden, d. h., es wird abgebrochen, wenn sich die Korrekturen nicht
mehr schnell genug verkleinern. D

Die iterative Verbesserung kann als eine Ergänzung des Gaußsehen Algorithmus
angesehen werden, die bei genügend kleinem v, nicht zu schlechter Dreiecksfaktori
sierung und nicht zu schlecht konditioniertem A in wenigen Korrekturschritteb.
einen Gesamtprozeß liefert, der in einem besseren Sinne als der Gaußsehe Algorith
mus numerisch gutartig ist.

c. Abschätzung der N arm der Inversen

Für die Abschätzung des erzeugten Rundungsfehlers gemäß 5.4.1, aber auch für
die Abschätzung des durch Meßfehler von A und b hervorgerufenen Fehlers nach
Abschnitt 4.l.B bzw. C wird IIA-III benötigt. Da es i. allg. nur auf die Größen
ordnung ankommt, kann ein Schätzwert mit etwa 50% Fehler durchaus als akzep
tabel angesehen werden. Dabei bietet es sich an, auf die Dreiecksfaktorisierung

(28)

von A zurückzugreifen.
Im Abschnitt 6.5 werden wir sehen, daß die explizite Berechnung von A -1 aus

den Dreiecksfaktoren f'"'ooo/ 2/3n3 opms, also das Doppelte des Aufwandes für die Drei
ecksfaktorisierung selbst kostet und daher aus Aufwandsgründen ausscheidet. Wir
versuchen daher, mit geringerem Aufwand einen akzeptablen Schätzwert zu be
stimmen.

Als Hilfsaufgabe betrachten wir dazu die Berechnung eines Schätzwertes für
IIC-III!> wenn C eine reguläre Dreiecksmatrix ist. Nach Definition der Matrixnorm
gilt

IIC-III = max {IIC-Iull/llull: u =f= o} = max {llvll/llull: u =f= 0, Cv = u}. (29)
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Bei gegebenem u ergibt sich dabei v = C-1u als Lösung des Dreieckssystems Cv = u
im Fall einer unteren Dreiecksmatrix gemäß

U I
VI =-,

Cu

(30)

Cnl Cn2 Cn~
Vll = - - VI - - V2 - - V3 - ...

Cnn Cnn Cun

Wir wählen jetzt u = (u,,) als Vektor mit den Komponenten Uk = ± 1 und ver-
n

teilen die Vorzeichen so, daß Ilvll l = L lVii möglichst groß wird. Im ersten Schritt
i= I

wird UI = 1 gesetzt. Damit sind VI und die in der ersten Spalte nach dem Gleich-
heitszeichen stehenden Summanden -(Cil/Cii) VI von u, (i = 2, ... , n) festgelegt. Im
zweiten Schritt wird für jede der beiden Möglichkeiten U 2 = u;·- = ± 1 das zu
gehörige V2 = v;·- y= -(c2dC22) VI + u; '-jC22 berechnet und das Vorzeichen in Ab
hängigkeit davon festgelegt, welche der beiden Summen

n I c· c· I
'

T .-' + '\' 11 ~2, ,-
V2 I """" - - VI - - V2

i=3 Cii Cii

n

die größere ist. Diese Summen werden als Näherung für IV21 + L lVii angesehen,
i=3

wobei die V3, ••• , V n durch die aus den ersten beiden Spalten gebildeten Teilsummen
ersetzt worden sind. Man beachte, daß VI bereits festgelegt ist und auf den Größen
vergleich keinen Einfluß mehr hat. Vor dem k-ten Schritt sind in dieser Weise
UI, ... , Uk-l sowie VI' .•. , Vk-l fixiert. Das Vorzeichen von Uk = ±1 wird dann so
gewählt, daß die aus den ersten k Spalten gebildeten Teilsummen der Vi (i ~ k)
betragsmäßig summiert einen möglichst großen Wert ergeben. Dieses ,.,.orgehen
führt auf den folgenden Algorithmus:

5.4.6. Heuristische Maximierung von IIC-1ulldllull l •

Aufgabe: Für die reguläre Dreiecksmatrix C = (Cij) E ffin,n, Cii =F 0 (i = 1, ... , n)

werden tt = (Ui) E ffin mit u.; = ± 1 und v = (Vi) = C-Iu so bestimmt, daß
n

Ilvll l = L lVii möglichst groß wird.
i=l

12*
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Algorithmus (falls C untere Dreiecksmatrix ; für obere Dreiecksmatrix analog):

U I := 1, VI := l/cn , for i:= 2(1)n do o, := -Cil * VI/Cii

for k := 2(1)n GO
z : = I/cu, Uk : = Vk - Z, Vk : = Vk + Z

SM:= IUkl, SP:= IVkl
for i:= k + l(l)n do

I
Z : = Cik/ciü ui : = Vi - Z * Ub Vi : = Vi - Z * Vk

SM := SM + fUil, SP:= SP + lVii
if SM> SP then [Uk := -1, for i:= k(l)n do o, := Ui]

else Uk:= 1

Aufwand: '" 2n2 ops + '" 3/2n2 opm

Für die in 5.4.6 berechneten Vektoren u, v gilt nach (29)

IlvilI s; IIC-III
IluliI - 1,

und nach Konstruktion kann erwartet werden, daß der Quotient IlviII/llullI in der
Größenordnung von IIC-IIII liegt.

Wir kehren jetzt wieder zum Ausgangsproblem zurück, eine Näherung C für'* = IIA-Ill zu berechnen. Aus (28) und der Invarianz der Matrixnormen mit
p = 1,2, 00, F gegenüber Zeilen- und Spaltenvertauschungen folgt

IIA-III = II(LRtlll·

Für die oo-Norm gilt dann

Wenn z bei gegebenem JJ in der Form

LTZ =Y (33)

aus zwei Dreieckssystemen berechnet wird, ergibt sich

IlzIII = ll:ll.I_ .lJ!tlli. = II(LTtl YIII . II(RT)-l JJIII :::;;: ,~.
IIJJIII IIYIII IIJJIII IIYIII IIJJIII-

(34)

Da der Maximierungsalgorithmus nur auf einen der beiden Quotienten IlzlldllYIII
oder IIYIII/IIJJlll angewendet werden kann, muß überlegt werden, welcher der beiden
Dreiecksfaktoren LT bzw. RT stärker zu (LRtT beiträgt, d. h., in welchem sich die
Kondition von A vorrangig niederschlägt. Dies hängt selbstverständlich von der
Art der Dreiecksfaktorisierung (28) ab.

Wir betrachten zunächst den Fall der Spalten- bzw. vollständigen Pivotisierung
oder den einer spaltendiagonaldominanten Matrix A. Hier gilt

Ilijl ~ 1

und es folgt

IILTlll ~ n,

(i > j), (35)
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unabhängig von der Matrix ~4, siehe Ü 5.4.1. Eine beliebig schlechte Kondition der
Matrix A kann sich also nicht im Faktor L niederschlagen. Praktisch ist IIL-l\loo
meist viel kleiner als der maximal mögliche Wert 291- 1, so daß der erste Quotient
m (34) wegen

_1_ < IIL-TYIII < IIL-TII
IILTIII = IIYIII = I

nur wenig variiert. In diesem Fall sollte also der zweite Quotient IIYlldllxlll maxi
miert werden.

Im Fall der Zeilen- bzw. vollständigen Pivotisierung oder dem einer zeilendiagonal
dominanten Matrix A gilt

(i < j),Iriil ~ lriil
vgl. (5.2.7). Wenn hier

LR = (LD) (D-IR) =: L1R1 mit D:= diag (rii)

gesetzt wird, ist R 1 wegen (37) eine obere Einsdreiecksmatrix mit

(37)

(38)

(i < j), (39)

d. h., Ri hat qualitativ dieselben Eigenschaften wie L im Fall der Spaltenpivoti
sierung, und eine mögliche schlechte Kondition schlägt sich in LI nieder. In der zu
(33), (34) analogen Darstellung mit LI statt L und R 1 statt R sollte daher der erste
Quotient IlzlldllYll1 = IILI TYlldllYll1 maximiert werden.

Im Fall einer symmetrischen und positiv definiten Matrix A gilt rii > 0 und

LR - (LDI/2) (D-l/2R) _. L R mit DI/2.- diag (l/~) R - L T (40)- -. 2 2 .- V H' 2- 2'

vgl. 5.2.10. Hier kann wie im Fall der Spaltenpivotisierung vorgegangen werden,
wobei L durch L 2 und R durch R 2 = L~ zu ersetzen ist; siehe Ü 5.4.2. Zusammen
fassend erhalten wir die folgenden Vorschriften:

5.4.7. Schätzung von II(LRtllloo.
Aufgabe: Die Matrix A sei gemäß (28) durch eine untere Einsdreiecksmatrix L
und eine reguläre obere Dreiecksmatrix R gegeben. Aus den Dreiecksfaktoren
L, R ist ein Schätzwert Coo für C~ := II(LRtllloo zu berechnen.

Algorithmus: Bestimme x, z mit (LR)T Z = x wie folgt:

Fall 1 (Spalten- oder vollständige Pivotisierung; ~4 spaltendiagonaldominant) :

S 1.1: Führe 5.4.6 mit C := RT aus, setze x := u, Y := v
82.1: Berechne z aus LTZ = Y

Fall 2 (Zeilen- oder vollständige Pivotisierung; A zeilendiagonaldominant) :

S1.2: Setze D:= diag (rii), LI := LD, R 1 := D-IR,
führe 5.4.6 mit C := Li aus, setze Y := u, z : = v

S2.2: Berechne x := RiY
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Fall 3 (A symmetrisch und positiv definit):

S 1.3: Setze D1/2 := diag (Vrii), L 2 := LD1/2, R 2 := D-l/2R = LJ,
führe 5.4.6 mit C := L 2 aus, setze a: := U, y := v

S2.3: Berechne z aus LJz = y

S3: Setze (Xi := IlzIII/llxlll'
Aufwand: ""'-' 5/2n2 ops + ""'-' 2n 2 opm im Fall 1, in den Fällen 2 und 3 zusätzlich
1'./ n""/2 opm zur Bildung von L 1 bzw. L 2 , falls die Dreiecksfaktorisierung nicht so
modifiziert worden ist, daß sie diese Faktoren direkt liefert.

5.4.8. Bemerkung. (i) Wenn z wie in 5.4.7 bestimmt und daraus w = (LR)-l z
gemäß

Rw=tLt = e ,

berechnet wird, gilt

,~ : = IIwlloo/llzlloo ~ II(LRtI11100,

und i. allg. wird auch ,~ in der Größenordnung von ,~ liegen. Die Größe

(41)

(42)

ist daher i. allg. eine bessere Schätzung für ,~ als jede der beiden einzelnen Werte
/;00 bzw. ,~. Der Mehraufwand zur Lösung der beiden Dreieckssysteme (41) ist
,......, n 2 opms, also klein. Umfangreiche Experimente zeigen, daß '00 fast immer einen
relativen Fehler von weniger als 50% aufweist, siehe B 5.6.

(ii) Obwohl z und x mit dem Ziel der Maximierung von IlzllI/llxll1 als Näherung
für ,~ konstruiert worden sind, stellen die Zahlen

'1 := Ilzlloo/llxll oo und ,~: = Ilwlll/llzlll

meist gute Schätzwerte für II(LRtllll dar. Ebenso sind

'2 := Ilz112/llx112 und ,~:= IIwl12 / 11z112

meist gute Näherungen für II(LRtlI12.

(iii) Algorithmus 5.4.6 kann leicht so modifiziert werden, daß C in der faktori
sierten Form C = D'C'E' mit regulären Diagonalmatrizen D' = diag (di), E'
= diag (e;) akzeptiert wird; man braucht bloß Cij überall durch dicijej zu ersetzen.
Der Mehraufwand ist ""'-' n2 /2 opm, im Fall E' -= I sogar nur n opm.

(iv) Wenn eine mittels Zeilenpivotisierung berechnete Dreiecksfaktorisierung
API = LR von A bekannt ist, kann die in (iii) beschriebene Modifikation zur
a-posteriori-Abschätzung von II(DAt111:x) verwendet werden, wobei D = diag (d i )

eine reguläre Skalierungsmatrix bezeichnet. Diese Aufgabe tritt bei der in bezug
auf die Fehlerabschätzung optimalen Skalierung von A auf, siehe 4.1.15 und 4.1.16.
In 5.4.7, Fall 2, ist dazu L bzw. LI durch DL bzw. DL I zu ersetzen, d. h., man er
hält

S 1: Führe 5.4.6 in der gemäß (iii) modifizierten Form mit C:= DLTD = LiD
durch, setze y := u, Z := v
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S2: Berechne x := RTD-ly = RJy

S 3: Setze Coo,D := Ilzlll/llxll l

Dann ist Coo.D ein Schätzwert für C~,D := II<DAt11!00'
Der Aufwand beträgt r--..; 5/2n2 (ops + opm).

(v) Die tatsächlich berechneten Dreiecksfaktoren genügen statt (28) der Bezie
hung

Pz(A + d'A) PI = LR,

siehe 5.3.1, so daß '00 in Wirklichkeit eine Schätzung für !I(A + d'At11100 ist. Für
genügend kleines d'A - dies ist in der Regel der Fall - gilt dann nach 4.1.2

so daß die Verfälschung durch d'A i. allg. vernachlässigt werden kann. D

Übungsaufgaben

Ü 5.4.1. Es sei L = (ljj) = 1- G eine untere Einsdreiecksmatrix. Man beweise die Gültig
keit von

n-l

(i) Gn = 0 und Lr:' = I + E Gk.
k=l

(ii) liLi!p ~ IIL*llp = n und IIL-11Ip ~ II(L*)-lilp = 2n- 1für alle L mit Iljjl ~ 1, wobei L* = (ztj)
die untere Einsdreiecksmatrix mit lrj:= -1 (i> j) und p = 1, 00 ist. Was ergibt sich im
Fall ilij! ~ q (i > j)?

Hinweis: In (i) beachte man U 4.1.1, in (ii) zeige man zunächst IL-11 ~ (L*)-l.

Ü 5.4.2. Es sei A symmetrisch und positiv definit mit der symmetrischen Dreiecksfaktori
sierung A = L 2LJ, L 2 wie in 5.4.7. Man zeige, daß

gilt.

Hinweis: Man beachte Ü 1.2.9.

Bemerkungen zum Kapitel 5

B 5.1. Das heute nach GAUSS benannte Eliminationsverfahren war bereits vor etwa 2000
.Iahren im alten China bekannt. Die Beschreibung mittels elementarer Transformations
matrizen geht auf TURING [48J zurück und ist seit WILKINSON [61, 63, 65J Standard in der
numerischen linearen Algebra. Eine leicht verständliche Beschreibung haben FORSYTHE!
MOLER [67J gegeben. Ausführliche Darstellungen einschließlich historischer Kommentare
finden sich z. B. bei FADDEEv!FADDEEvA [63J, HousEHoLDER [64J und STEWART [73J.

B 5.2. Trotz seiner einfachen Struktur stellt der Gaußsche Algorithmus einen schwer ana
lysierbaren numerischen Prozeß dar, und die Frage nach einer in bezug auf den erzeugten
Rundungsfehler optimalen Pivotstrategie ist nach wie vor ungeklärt. Die erste adäquate
Rundungsfehleranalyse wurde für den symmetrischen und definiten Fall durch VON NEUMANN!
GOLDSTL'~'E [47J gegeben, allerdings nur für die damals übliche Festpunktarithmetik. Grund
legende Ergebnisse für den allgemeinen Fall - auch für Gleitpunktarithmetik - gehen auf
WTLKINSON [61, 63, 65J zurück.
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B 5.3. Von besonderer Bedeutung sind die von WILKINSON erhaltenen Aussagen über die
numerische Gutartigkeit des Gaußsehen Algorithmus in Abhängigkeit von den betrachteten
Matrizenklassen und den verwendeten Pivotisierungsstrategien. Die konkreten Normschranken
für die äquivalenten Störungen sind dabei mehr als eine Folgerung anzusehen, entscheidend
ist die Existenz von solchen Störungsschranken.

B 5.4. Detaillierte Untersuchungen verschiedener Pivotisierungsstrategien werden bis in die
jüngste Zeit durchgeführt. Aus der Vielzahl der Arbeiten seien VAN DER SLUIS [70] und SKEEL
[79, 80, 81] erwähnt.

B 5.5. Die Rundungsfehleranalyse zur iterativen Verbesserung wurde erstmals von VVILKIN
SON durchgeführt; weitere Arbeiten zu dieser Thematik sind u. a. MOLER [67], JANKOWSKI/
WOZNIAKOWSKI [77] und SKEEL [80].

B 5.6. Es gibt eine Vielzahl von Arbeiten zur exakten Abschätzung von IIC-III im Fall einer
regulären Dreiecksmatrix C, wir zitieren etwa LEMEIRE [75]. Die Schranken sind allerdings
meist zu pessimistisch bzw. zu aufwendig zu berechnen. Die im Abschnitt 5.4 angegebenen
heuristischen Methoden, die auf CLINE et al. [79] zurückgehen, brachten hier eine Wende,
indem sie mit vertretbarem Aufwand die Berechnung akzeptabler unterer Schranken zulassen.
Numerische Tests mit zufällig erzeugten Testmatrizen haben STEWART [80] und O'LEARY
[80] durchgeführt. In der Originalarbeit von CLINE et al. wird C' gemäß 5.4.8 (i) als Schätzer
verwendet, während O'LEARY C und e empfiehlt. Auf die Möglichkeit der a-posteriori-Ab
schätzung von II(DA)-liloo unter Verwendung einer zeilenpivotisierten LR-Faktorisierung
von A gemäß 5.4.8 (i.v) scheint bisher nicht hingewiesen worden zu sein. Für weitere Resultate
sei auf GRIMES/LEWIS [81] und CLINE et al. [82] verwiesen. In gewissen Ausnahmefällen
können die Konditionsschätzer auch unbrauchbare Werte liefern, siehe CLINE/REW [83].

6. Modifikationen des Gaußsehen Algorithmus

Gegenstand dieses Kapitels sind Modifikationen des Gaußschon Algorithmus, die
sich von der (n - l)-stufigen Grundform aus 5.1 bzw. 5.2 einmal durch die Aus
nutzung spezieller Eigenschaften der Matrix A wie Symmetrie oder schwache Be
setztheit, zum anderen durch die Art der Berechnung der Elemente der Dreiecks
faktoren L und R unterscheiden. Außerdem gehen wir auf die Berechnung inverser
Matrizen ein.

6.1. Dreiecksfaktorisierungen symmetrischer lUatrizen

Es sei A E Sn,n eine symmetrische Matrix, die durch die Elemente im unteren Drei
eck gegeben sei; zur Speicherung symmetrischer Matrizen siehe Bemerkung 6.1.14
am Schluß dieses Abschnitts.

Wir suchen im folgenden Modifikationen des Gaußschen Algorithmus, bei denen
sich die Symmetrie von A in einer Halbierung des Aufwands gegenüber dem nicht
symmetrischen Fall niederschlägt, d. h., die mit v-> n3j6 opms auskommen und auf
nur einem Dreieck von A mit v--, n 2j2 S realisiert werden können. Die Möglichkeiten
zur Ausnutzung der Symmetrie hängen dabei wesentlich davon ab, ob Adefinit
oder indefinit ist. Im definiten Fall genügt es, sich auf positiv definites A zu be
schränken, denn für negativ definites A' ist A := -A' positiv definit.
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A. Positiv definite symmetrische Matrizen

In Abschnitt 5.2 wurde gezeigt, daß der Gaußsche Algorithmus für eine positiv
definite Matrix A E Sn,n ohne Pivotisierung durchführbar ist. Dabei gilt

LT = D-1R mit D = diag (dk ) , (k = 1, . ", n), (1)

d. h., die Faktorisierung A = LR kann in der symmetrischen Form

A = LDLT (2)

mit der Einsdreiecksmatrix L und der positiven Diagonalmatrix D geschrieben
werden.

Die im k-ten Schritt

A(k+l) := LkA(k)

gemäß der Partitionierung

(k = 1, ... , n - 1), A(l) :=A (3)

A(k) = (
''''''~ to»

0" M(')
(4)

vorkommenden quadratischen Restmatrizen J.ll(k) und M(k+1) sind außerdem WIe
~"1(1) = A symmetrisch und positiv definit, siehe 5.2.9. Von den Elementen

a\~+l) = a~~+-1) .= a\~) - l· * a(~)
lJ Jl' lJ ik kJ (i, j = k + 1, ... , n) (5)

der Matrix M(k+l) brauchen daher nur die im unteren Dreieck berechnet zu werden;
die übrigen entstehen aus diesen durch Spiegelung an der Hauptdiagonalen. Der
Gesamtprozeß kann dann auf dem Platz des unteren Dreiecks von A ausgeführt
werden, wobei die erzeugten Nullen mit den Eliminationskoeffizienten

(i = k + 1, ... , n) (6)

überspeichert werden. Bei spaltenweiser Berechnung der a~r 1) müssen dabei die in
(5) benötigten Elemente aW (j = k + 1, ... , n) - dies sind gerade die Elemente
rk,k+1' ... , rkn der k-ten Zeile von R - in einem Feld T der Länge n zwischengespei
chert werden. Der sonst für R benötigte Speicherplatz von ~ n2 j2 S reduziert sich
damit auf ~ n S für T. Eine zu 5.2.3 analoge Computerrealisierung des beschriebe
nen Verfahrens lautet wie folgt; mit sn.n bezeichnen wir dabei die Menge der sym
metrischen Matrizen aus ffin.n:

6.1.1. LDLT-FJktorisierung einer symmetrischen und positiv definiten Matrix

Aufgabe: Für die positiv definit Matrix ..4 E (5n.n ist die Dreiecksfaktorisierung
A = LDLT zu berechnen. Die Matrix A ist durch die Elemente des unteren Drei
ecks gegeben, und die signifikanten Elemente von L, D E Rn.n sind auf dem Platz
des unteren Dreiecks von A zu speichern. Wenn dk = rkk ~ 0 für ein k E {1, ... , n}
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gilt, soll abgebrochen und ie = -1 gesetzt werden; andernfalls wird ie = 0 ge
setzt, und es gilt dk > 0 (k = 1, ... , n).

Algorithmus:

ie:= 0
for l: := 1(1)n - 1 do

if akk ~ 0 then [ie := -1, stop]
for i :=- k + 1(1)n do [ri := aib aik:= rdau]

for i := k + 1(1)n do
for'l' := i(1)n do aij : = aij - aik * rj

if an n ~ 0 then [ie : = -1, stop]

Aufwand: '""'-' n3(6 opms, ,--., n S (für r2 , ••• , rn )

Für n = 4 ergibt sich bei erfolgreicher Faktorisierung (ie = 0) das folgende Be
legungsmuster:

fall I

a 2l ~I-
a3l a32 a331

a4l a42 a 43 a 44J

6.1.2. Bemerkung. (i) In exakter Arithmetik ist 6.1.1 für eine symmetrische Matrix A
genau dann mit dk > 0 - d. h. ie = 0 - durchführbar, wenn A positiv definit
ist, vgl. 5.2.10 und Ü 5.2.7. Das Verfahren 6.1.1 kann daher zur konstruktiven
Überprüfung der positiven Definitheit einer symmetrischen Matrix ~4 verwendet
werden und liefert bei positiver Antwort gleichzeitig die dann existierende Faktori
sierung ~4 = LDLT mit dk > O. Analoge Aussagen gelten für Computerrechnung,
sofern A nicht zu schlecht konditioniert ist, siehe 6.1.3 unten.

(ii) Bei zeilenweiser Berechnung der Elemente des unteren Dreiecks von 1l1(k-l)

kann auf das Hilfsfeld r verzichtet werden. Die letzten drei Zeilen der Laufanweisung
für k sind dann wie folgt abzuändern:

for i := k + 1(1)n do

I
e:= aib aik := e(akk

for j := l: + 1(1)i do aij : = aij - (} * ajk

Man beachte dabei, daß (5) in der Form

a\~+ll = a<.k. l - l. * a(k l = a<'k.l - a~kl * l
I) I} Ik }k I} Ik]k (k + 1 ~ i ~ i)

geschrieben werden kann. Statt ,--., n S für r wird hier nur noch 1 S für e zum Zwi
schenspeichern von a~tl = aW = r« benötigt.

(iii) Die Lösung des Gleichungssystems Ax = LDLTx = b kann für jedes b E Rn
analog zu 5.2.4 unter Verwendung der LDLT-Faktorisierung in drei Schritten durch
Lösung von

82.1: Lc = b, S2.2: Dd = c, 82.3: LTx = d
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erfolgen. Die Determinante ergibt sich analog zu 5.2.5 gemäß

det (A) = fldk' 0
k= I

Zur Rundungsfehleranalyse von 6.1.1 können die Ergebnisse von 5.3 herangezogen
werden, vgl. 5.3.2. Allerdings ist die dort angewendete Beweistechnik nicht auf den
Fall symmetrischer Matrizen ausgerichtet, und die äquivalenten Störungen oA bzw.
0IA sind i. allg. nicht symmetrisch, was der Aufgabenklasse nicht angepaßt ist.
Mit feineren und aufwendigeren Mitteln lassen sich dagegen auch symmetrische
Störungen konstruieren und bessere Sohranken für die Kumulationskonstanten her
leiten. Aus Platzgründen geben wir nur die Ergebnisse an.

6.1.3. Rundungsfehleranalyse. Die LDLT-Faktorisierung 6.1.1 ist für die positiv
definite Matrix A E 6 n,n mit dk > 0 (0 = 1, ... , n) durchführbar, sofern

vF 11~4-II12 IIAIIF ~ 0.5 mit F:= n + 2ln (nj2),......, n

gilt. Zu den berechneten Faktoren L, D existiert eine Störung oA E Sn,n mit

A + oA = LDLT und IloAliF ~ vF IIAIIF'

(7)

(8)

Die zu b E ffin gehörende und gemäß 6.1.2 (iii) berechnete Lösung a: E ~Hn von
Ax = b ist die exakte Lösung des durch die Matrix 0IA E Sn.n gestörten Systems

(.11 + 0 1.11 ) x = b, wobei Ilol~41lp ~ vF1 IIAllp

gilt mit

{
2n3/2 + F,......, 2n3/2 für p = F,

F 1 := n::l /2 + n + n 1/2F ,......, 2n 3/2 für p = 2.

(9)

(10)

Die LDLT-Faktor1~sierung einer symmetrischen definiten Matrix und die Lösung
von Ax = b mittels der Faktoren L und D sind also numerisch gutartige Prozesse.

Eine weitere symmetrische Faktorisierung kann erhalten werden, wenn

t. := LDI/2 mit DI/2:= diag (V'dk)

gesetzt wird. Die Matrix t. hat dann die Gestalt

(11)

(

l11 )L = l~I 1~2.
. . .. . .

A A A

i.. u.: i:

mit lik=likVdk (i=k, ... ,n), (12)

und (2) geht in A = LDl/2DI/2LT = (LDI/2) (LDl/2)T, also

(13)

iiber. Die symmetrische Faktorisierung (13) heißt Oholesky- oder LL LFaktorisierung
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der symmetrischen und positiv definiten Matrix A. Wegen (12) und (6) gilt

ZA _ lld- - lla1kl
kk - t k - V kk' (i = k + 1, ... , n), (14)

und (5) geht in die symmetrische Formel

Ci, j = k + 1, ... , n) (15)

über. Mit (14), (15) ergibt sich dann das nachfolgende, nach CHOLESKY benannte
Verfahren zur Berechnung von t..

6.1.4. LLLFaktorisierung einer 8ymmetris~hen positi» definiten Matrix A ohne

Pivotisierung.

Aufgabe: Für positiv definites A E 6 n •n ist die Cholesky-Faktorisierung A = tLT

zu berechnen. Die Matrix A ist durch die Elemente des unteren Dreiecks gegeben,
und die signifikanten Elemente von t. E Rn.n sind auf dem Platz des unteren
Dreiecks von A zu speichern. Wenn a~~ ~ 0 für ein k E {1, ... , n} gilt, soll ab
gebrochen und ie = -1 gesetzt werden, andernfalls wird ie = 0 gesetzt, und es
gilt [kk > 0 (k = 1, ... , n).

Algorithmus:

ie:= 0
for k : = 1(1)n do

if Gkk ~ 0 then [ie:= -1, stop]
Ga : = sqrt (akk)

for~':= k + 1(1)n do aik := aik/akk
for j := k + 1(1)n do

for i:= j(1)n do Uij := aij - Gik * ajk

Aufwand: ~ n 3/6opms + n opr

Bei erfolgreicher Faktorisierung (l:e = 0) ergibt sich für n = 4 das folgende Be
legungsmuster für A :

(tu 1_
[21 l221_

l31 [32 l331_ .

ll41 l42 [43 [44 J

6.1.5. Bemerkung. (i) Die Aussagen von Bemerkung 6.1.2 gelten sinngemäß für die
Cholesky-Faktorisierung 6.1.4. Insbesondere kann die Lösung des Gleichungs
systems Ax = tt.Tx = b in zwei Schritten durch Lösung von

82.1: Lc = b, 82.2: tTx = c

erfolgen. Die Determinante ergibt sich zu

(

n A )2
det (A) = !1lkk . (16)
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(ii) Die Rundungsfehleranalyse 6.1.3 bleibt für die Cholesky-Faktorisierung 6.1.4
und die Lösung von Ax = b nach (i) gültig, wenn F durch F := n + 1 + 0.5 In n
ersetzt wird. Die asymptotischen Beziehungen F 1'.1 n und F I 1'.1 2n3/2 ändern sich
dabei nicht.

Auf die Durchführbarkeitsbedingung (7) kann in beiden symmetrischen Faktori
sierungen verzichtet werden, wenn akk := 'V IIAII im Fall akk ~ 0 gesetzt wird. In der
betrachteten Matrizenklasse wird dadurch die Gutartigkeit der Verfahren nicht be
einträchtigt, allerdings sind die derart berechneten Faktorisierungen i. allg. nicht
mehr zur Lösung von Ax = b geeignet, vgl. 5.3.3 (i).

(iii) Beide Faktorisierungen 6.1.1 und 6.1.4 können mit Diagonalpivotisierung
gemäß Ü 5.2.6 realisiert werden. Zu Beginn des k-ten Schrittes wird dazu ein Index
e = 8(k) mit k ~ 8 ~ n derart bestimmt, daß

(17)

gilt. Danach werden die Spalten kund 8 sowie die Zeilen kund 8 von A(t) vertauscht.
Wenn die bereits berechneten lij bzw. 1ij (j < k) analog vertauscht werden, ergeben
sich die Faktorisierungen

Ä = PAPT = LDLT = ttT

mit der Permutationsmatrix P := T n-I.8(n-I) .•• T 2• 8(2)TI.8(I). Dabei gilt

bzw.
"2 ~2 "2 "2
lkk ~ ljk + lj,k+I + ... + ljj

für 1 ~ k < j ~ n, insbesondere ist

dl = (111 )2 ~ d2 = (l22)2 ~ ••• ~ c: = (lnn)2 > 0,

siehe Ü 6.1.1. Der Quotient

(18)

(19)

(20)

(21)

ist eine untere Schranke für cond2(A), welche die Größenordnung fast immer aus
reichend genau wiedergibt und einfacher zu berechnen ist als durch Schätzung von
Ilt- I 112 nach 5.4.7,5.4.8, siehe Ü 6.1.2. D

Welche der Faktorisierungen A = LDLT oder A = Lt.T man verwenden sollte,
hängt von den Umständen und auch etwas vom Geschmack ab. Die Cholesky
Faktorisierung läßt sich etwas einfacher programmieren und bietet mehr Freiheit
in der Reihenfolge der Berechnung der aW ;das Auftreten der nWurzelberechnungen
kann kaum als Nachteil angesehen werden. Demgegenüber ist die LDLT-Faktori
sierung mit der verwandten Faktorisierung desselben Typs für indefinites symmetri
sches A kompatibel. Für manche Anwendungen ist es außerdem zweckmäßig, die
Diagonalelemente dk = (lkk)2 explizit verfügbar zu haben.
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B. I ndejinite symmetrische Matrizen

Wir wollen im folgenden untersuchen, ob die symmetrischen Faktorisierungen (2)
bzw. (13) auch für reguläres indefinites A E Sn.n existieren und stabil berechnet
werden können. Für die Cholesky-Faktorisierung (13) läßt sich diese Frage sofort
verneinen, da diese Darstellung für reguläres t. die positive Definitheit von A impli
ziert. Dagegen ist die LDLT-Faktorisierung potentiell geeignet, auch indefinite
Matrizen darzustellen, was durch das Auftreten positiver und negativer Diagonal
elemente in D gekennzeichnet ist, vgl. Ü 6.1.4. Ein Beispiel ist die Matrix

A = (=~ -~) = G~) (-~ ~) (~ ~) ~ LDLT (22)

mit den Eigenwerten }'1.2 = ±V2. Die Zerlegung (22) kann nach 6.1.1 berechnet
werden, wenn dort der Test "akk ~ 0" durch "akk = 0" ersetzt wird. Andererseits
zeigt die Matrix

(23)

mit den Eigenwerten }'1.2 = ± 1, daß nicht jede reguläre indefinite symmetrische
Matrix eine Zerlegung A = LDLT mit regulärem D besitzt. Algorithmus 6.1.1 bricht
hier bereits im ersten Schritt wegen dl = 0 ab. Dies läßt sich auch nicht durch
Diagonalpivotisierung nach 6.1.5, d. h. durch Zulassung symmetrieerhaltender Per
mutationen gemäß

Ä = PAPT = LDLT (24)

beheben, denn die Matrix (23) ist unter solchen simultanen Zeilen- und Spalten
vertauschungen invariant.

Das Versagen eines Algorithmus für ein spezielles Problem - hier die Matrix
(23) - bedeutet meist, daß auch im Fall der Durchführbarkeit für benachbarte
Probleme mit instabilem Verhalten zu rechnen ist. Diese Erfahrung bestätigt sich
auch hier:

6.1.6. Bei.spiel. Es sei 0 < e~ 1 und

Die Algorithmen 6.1.1 und 6.1.2(iii) mögen mit dem oben beschriebenen modifizier
tem Test so durchgeführt werden, daß fl (ex + e2ex) = ex für ex =f= 0 gesetzt, aber alle
übrigen Operationen exakt durchgeführt werden. Dies entspricht qualitativ einer
Arithmetik mit e2 < vj2. Bei dieser Vereinbarung ergibt sich

D_ (e 0)
- 0 -1je ' (1 0) (0)L- ;:c-'

- 1je l' - 1 '
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die exakten Größen sind

D* _ (e 0 )
- 0 e - 1/e '

L* _ (1 0) *__1 (-e)
- 1/e l' x - 1 - e2 l'

Für den allein durch die Rundung fl (s - 1/e) = -1/e bei der Berechnung von d2

hervorgerufenen Fehler d'x = x - x* gilt dann IId'xll oo = e + O(e3 ) . Der Darstel
lungsfehler d'A n von Azur Maschinengenauigkeit v kann dagegen höchstens zu
einem Fehler

führen. Im Fall e2 = v/3 überschreitet daher der erzeugte Rundungsfehler das opti

male Fehlerniveau um den Faktor e/v = 1/~. Da der Quotient nicht unabhängig
von v beschränkt werden kann, liegt Instabilität vor. Die Lösung von Ax = b
mittels spaltenpivotisierter LR-Faktorisierung würde auf die berechneten Faktoren

(1 0) (1 e) - (1 e) (-e)L = e l' R = 0 1 von A = PA = e l' also auf x = 1

führen. Der erzeugte Rundungsfehler ist hier Ild'xll oo = e2 + O(e3 ) • vj3 und liegt
wie erwartet in der Größenordnung von Llxollt(A, v). 0

Das beschriebene instabile Verhalten ist darauf zurückzuführen, daß die Diagonal
elemente der Matrizen lU(k) im Unterschied zum positiv definiten Fall im Laufe
der Faktorisierung beliebig klein im Vergleich zu den Nichtdiagonalelementen werden
können. Dies führt zu einem unbeschränkten Wachstum der ..ZJ1(k), im Beispiel ist
.l1(2) = (1je). Die zur Sicherung der Stabilität daher notwendige Zulassung von
Nichtdiagonalpivots zerstört dagegen i. allg. die Symmetrie und verhindert die
gewünschte Aufwandshalbierung.

Als Ausweg aus dieser Situation bietet sich an, einem Eliminationsschritt mit
dem Nichtdiagonalpivot a~~) (8 =f= 8) sofort einen weiteren mit dem spiegelbildlich
gelegenen Pivot ak~ -1) folgen zu lassen. Nach einem solchen Doppelschritt ist die
Restmatrix ill(k+2) wieder symmetrisch. Dieses Vorgehen ist im wesentlichen iden..
tisch mit der simultanen Elimination des Variablenpaares {xs , X§}, siehe Ü 6.1.6.

Zur Beschreibung einer solchen Blockelimination. betrachten wir einen ersten
Schritt, bei dem der Block (Xl' Xp) der ersten p Variablen eliminiert werden soll,
und setzen dazu

(DI CT) (Ip I0 ).A=---,LI= ,
C I B -GIITI- p

(25)

dabei ist D E SP,p, C, G E Rn~p,p, B E Sn-p,n-p mit p E {I, 2}. Die Matrix G der
Eliminationskoeffizienten soll so bestimmt werden, daß

(26)
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gilt. Dies ist für beliebiges C genau dann möglich, wenn der Pivotblock D regulär
ist. Falls letzteres zutrifft, folgt

G = CD-I, M = B - GCT = B - CD-ICT,

insbesondere ist also M wie Asymmetrisch. Um die volle Symmetrie bereits im
ersten Schritt sichtbar zu machen, führen wir noch eine Rechtsmultiplikation mit
Li aus und erhalten

(~) (Ip I:-GT) = (D I CT - DGT) = (~),
o 11U 0 II n- p OlM OlM

(27)

denn wegen der Symmetrie von D ist CT - DGT = O. Selbstverständlich braucht
die Rechtsmultiplikation mit Li nicht explizit durchgeführt zu werden, da sie ledig
lich die Symmetrie in Ä erzeugt und die signifikanten, bereits in LIA vorkommen
den Blöcke D und M nicht mehr verändert.

Die Regularität von D muß bei diesem Vorgehen gegebenenfalls durch geeignete
symmetrieerhaltende Zeilen- und Spaltenvertauschungen, d. h. durch übergang

A -+ TATT

mit einer Permutationsmatrix T erzwungen werden: Falls ein ass '* 0 existiert,
kann dieses mit der Festlegung T:= Tu in die Position (1, 1) gebracht und ein
einfacher Eliminationsschritt mit p = 1 ausgeführt werden. Existiert kein nicht
verschwindendes Diagonalelement, so wird aSI (2 ~ 8 ~ n) in der ersten Spalte
von A mit ~ := auass - a;l '* 0 gesucht und mittels T := Tu in die Position (2, 1)
gebracht. Ein solches Element existiert für reguläres A stets, denn andernfalls wäre
aSI = 0 für alle 8 = 1, ... , n. Dann ist det (D) = ~ '* 0, und es wird ein Block
eliminationsschritt mit p = 2 ausgeführt.

In beiden Fällen p = 1 bzw. p = 2 ist die Restmatrix M wie A selbst regulär
und symmetrisch, so daß derselbe Eliminationsprozeß auf M statt A angewendet
und A folglich sukzessive auf obere Blockdiagonalform mit Diagonalblöcken der
Dimension 1 oder 2 transformiert werden kann.

Beginnend mit A<l) := A, sei die Blockdiagonalform in den Zeilen und Spalten
1 bis k - 1 bereits erzeugt worden, d. h., A{lC) sei von der Gestalt

D(I>I
0 fn(l> 1

0D
CI

1=1
AU') = [] (28)

0 IM(')J
0

I0(') Ico»
CO')IB<k)

Im Schritt k werden dann p = p(k) E {1, 2} und eine Vertauschungsmatrix TI;
:= Tt(k),s(k) mit k ~ t(k) ~ 8(k) ~ n so festgelegt, daß der (p, p)-Pivotblock D(k)

von

(29)
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regulär ist; man beachte T k = TI- Zur Vereinfachung der Schreibweise bezeichnen
wir die durch die Vertauschungen (29) entstandene Matrix wieder mit A(k) und
nicht mit, A(k) wie in 5.1, 5.2. Der nachfolgende, wie oben symmetrisierte Elimina
t tonsschritt

A(k+P) := LtA(k)LJ

mit der Blockeliminationsmatrix

(30)

C'_I
In-p,J,

- C~Lk)L k := t, G k - • für p = 1,

-Gk \ lnk

G k= er Ik+W')
für p = 2, (31)

i..,

erzeugt bei der Festlegung

G k := C(k)[D(k)]-l (32}

die gewünschten Nullen auf dem Platz von C(k) und transformiert B(k) in die neue
Restmatrix

M(k+p) := B(k) - GkC(k)T.

Unter Beachtung von

(33)

[D(k)]-l = 1jf5b

im Fall p = 1 bzw.

(34)

(35)

im Fall p = 2 lassen sich die Eliminationskoeffizienten lii (j = k bzw. j = k, k + 1)
mittels (32) explizit durch die Elemente von A(k) darstellen.

Zusammenfassend erhalten wir den folgenden Basisalgorithmus :

6.1.7. Symmetrische Blockiaktorieierunq der symmetrischen ~fatrix A.

Initialisierung: A(l) := A, k:= 1

k..;ter Schritt:
\

S 1: Pivotwahl: Bestimme p = p(k) E {1, 2} und Vertauschungsmatrix T k

:= Tt(k).s(k), k ~ t(k) ~ s(k) ~ n derart, daß A(k):= TkA(k)Tk der Bedin
gung f5k * 0 mit f5 k gemäß (34), (35) genügt.

S2: Bestimmung der Eliminationskoeffizienten und Transformation der Matrix
A(k):

13 Schwetlick, Numerische Algebra
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S2.1: Falls p = 1, setze

a(.~-l) := a~~~l) := { ~~~) _ i. * alk)
lJ JZ zJ zk kJ

a~~)
lJ

mit

für i = k + 1, , n., j = k ,

für i, j = k + 1, , n,
sonst

i = k + 1, ... , n

S2.2: Falls p = 2 und k < n - 1, setze

für i = k + 2, , n; j = k, k + 1,

für i, j = k + 2, , n,
sonst

lik := (a~t) * a~k~l,k+l - a1~1+1 * a~k~l,k)/O",

li.k+1 := (-a~t) * a~k~1,k + a1~1+1 * a~~)/ok für i = k + 2, ... , n.

S 3: Indexerhöhung : Setze k := k + p. Falls k < n, gehe nach S 1.

Au/wand: ~ n 3/6 opms (bei Ausnutzung der Symmetrie von lU(k+ P»

Bei Auswahl eines (2,2)-Pivotblockes D(k) wird die Stufe k + 1 übersprungen
und sofort zu k + 2 übergegangen. Um zu einer einheitlichen und einfachen Be
zeichnung zu gelangen, setzen wir in diesem Fall T k+1 := Lk+l := I, Alk+l) := A(k),

Mit dieser Vereinbarung läßt sich der Gesamtprozeß in der Form

D := A(R) = Ln-ITn-ILn-2Tn-2 ... L1T1AT,IL"[ ... Tn-2L~_2Tn-IL~_1 (36)

darstellen, und D ist nach Konstruktion von Blockdiagonalform

(

D l
1 ) 1 )

_ ID(1+ Pd l
D- [].

ID(I)

(37)

Dabei ist l = n - 1 oder l = n in Abhängigkeit davon, ob der letzte Pivotblock
die Dimension 2 oder 1 hat.

Wenn die nach dem k-ten Schritt vorkommenden Vertauschungen T k+1' ... , T n _ 1

gemäß ·1

(~,) := T<-} ", T'+l (~) (k ~ 1, .. " n - 2) (38)

auf die Eliminationskoeffizienten Gk angewendet werden, geht (36) mit den so ver-
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tauschten Größen in

D = A(n) = L n-ILn-2 ... LITn-ITn-2 ... TIATI ... T n-2Tn-ILJ ... L~_2L~_I'

folglich in

LDLT:= L I I
'" L;;~IDL;;!I ... L1

T = T n-I ... TIATI ... T n-I =: PAPT

(39)

über, vgl. 5.1.C. Wie dort entsteht dabei L kI aus L k , indem -Gk durch G k ersetzt
wird, vgl. (31).

Als Ergebnis erhalten wir das folgende Resultat.

6.1.8. Satz. Algorithmus 6.1.7 ist in exakter Arithmetik für jede reguläre Matrix
A E Sn,n durchführbar und liefert eine Faktorisierung

Dabei ist L die Matrix der gemäß (38) vertauschten Eliminationskoeffizienten,
D die Blockdiagonalmatrix der Pivotblöcke und P := T n- I ... Tl die durch die
Vertauschungen definierte Permutationsmatrix.

6.1.9. Bemerkung. (i) Algorithmus 6.1.7 kann unter Ausnutzung der Symmetrie der
.Jl(k) zeilenweise auf dem Platz des unteren Dreiecks von A ausgeführt werden,
wobei die lij auf dem Platz der zu 0 gemachten aW gespeichert werden. Die Ver
tauschungen (38) bedeuten dann, daß die bereits berechneten lij wie die Zeilen
von A (k) mit vertauscht werden. Für n = 5 ergibt sich etwa folgendes Belegungs
schema (PI = 2, P3 = 1, P4 = 2):

fall 1_ fdll l_ 1
a21 a22 1__

d21 d22 1

a31 a32 a33 1__

---+ l31 l32 Id33

a41 a42 a43 a44 1__ l41 l42 l43 d:1__
a51 a52 a53 a54 a55 ll51 l52 l53 d54 d55J

13*
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Man beachte, daß die (2,2)-Pivots D(l), D(4) symmetrisch sind und nur das untere
Dreieck gespeichert zu werden braucht. Da die zugehörigen Diagonalblöcke von L
die Gestalt 12 haben, treten keine Probleme bei der Speicherung der Außerdiagonal
elemente d21 und dS4 auf. Die zur Rekonstruktion von P erforderliche Information
wird in einem Feld der Länge n gespeichert; für Details sei auf die Literatur ver
wiesen, siehe B 6.1.

(ii) Bei erfolgreicher Faktorisierung mit regulärem D kann das Gleichungssystem
Ax = PTLDLTPX = b in Analogie zu 4.2.1 für jedes b E Rn unter Verwendung der
Faktorisierung (40) wie folgt gelöst werden:

S2.1: Berechne c aus Lc = b := Pb

S2.2: Berechne d aus Dd = c

S 2.3: Berechne x aus L TX = d, setze x := PTx.

Das System Dd = c zerfällt dabei in Teilsysteme der Dimension 1 oder 2 ent
sprechend der Blockstruktur von D. Der Aufwand ist i--, n2 opms.

(iii) Die zur Darstellung (40) benötigten Vertauschungen der lij gemäß (38) können
auch weggelassen werden, d. h., 6.1.7 kann in der dort angegebenen Version auf dem
Platz des unteren Dreiecks von A ausgeführt werden. Dann muß direkt mit der Dar
stellung (36) gearbeitet werden, die sich äquivalent in der Form

A = LDLT mit L:= (Ln-1Tn-1 ... L 1T1t l = T1LI1T2L21 ... Tn-lL--;;~1

(42)

schreiben läßt. Die Matrix L ist selbst i. allg. keine untere Dreiecksmatrix, allerdings
lassen sich die signifikanten Elemente lij der einzelnen Faktoren L k auf dem Platz
des unteren Blockdreiecks von A speichern. Die Lösung von Ax = LDLTx = b
erfolgt dann gemäß

S2.1: Berechne c aus Lc = b, d. h., berechne c = L- 1b = L n-1Tn-1 ... L 1T1b

S 2.2: Berechne d aus Dd = c
S2.3: Berechne x aus LTx = d, d. h., berechne x = L-Td = T 1L"J ... T n- 1L:_ 1d
vgl. 5.2.6(i). Die Anzahl der Rechenoperationen ist identisch mit der bei der Reali
sierung mit L gemäß (ii),

(iv) Die Determinante von A ergibt sich zu
n

det (A) = det (D(l)) det (D(1+Ptl) ... det (D(l)) = n ~k;
k=l

(43)

formal muß dabei Ök+1 := 1 gesetzt werden, sofern D<k) ein (2,2)-Pivot ist.

(v) Für singuläres A versagt 6.1.7, weil im Schritt S 1 kein regulärer Pivot block
gefunden werden kann, oder der letzte Block D(l) ist singulär. Dies kann wie in 5.2.3
abgefragt und durch einen Fehlerindikator angezeigt werden. Bei der Determinanten
berechnung ist dann wie in 5.2.5 mit det (A) := 0 abzubrechen. D

Selbstverständlich ist das Verfahren 6.1.7 ohne Zusatzforderungen an die Pivot
wahl für Computerrechnung ungeeignet, vgl. 6.1.6. Wie beim Gaußschen Algorithmus
muß auch hier durch geeignete Wahl von p(k) und 'I', ein zu starkes Anwachsen der
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S 1.5:

S 1.6:
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MO') verhindert werden. In Analogie zur vollständigen Pivotisierung beim Gauß
sehen Algorithmus könnte versucht werden, den Betrag von ~k über alle zugelassenen
Möglichkeiten zu maximieren. Dazu muß

._ {! (k)1 I (k) (k) ((k»)21'" - k "'}l'k·- max aii ,aiiajj - aij .~,J- , ...,n,~>J

bestimmt werden. Falls v« = la~~)1 ist, wird p = 1 und T(I&) = T k 8 gesetzt. Im Fall
VI; = 'a~~)aa) - (a~~»)21 wird p = 2 gesetzt und a~~) in die Position (k + 1, k) ge
bracht. Dazu sind zwei simultane Zeilen- und Spaltenvertauschungen erforderlich.
Zur Berechnung aller Vk werden jedoch mindestens ~ n 3/6opm benötigt. Das ist
etwa derselbe Aufwand wie für die Berechnung von L und D selbst. Dieses Vorgehen
scheidet daher aus Aufwandsgründen aus. Wie beim Gaußsehen Algorithmus lassen
sich jedoch auch hier aufwandsgünstigere teilweise Pivotisierungsstrategien an
geben, die zu akzeptablem Stabilitätsverhalten führen. Bei der nachfolgend be
schriebenen Strategie wird pro Schritt mindestens eine, höchstens jedoch zwei
Spalten von l'l:1(k) abgesucht, so daß sie etwa der Spaltenpivotisierung beim Gauß
sehen Algorithmus entspricht.

6.1.10. Spaltenpivotisierung nach Bunch-Kaufman-Parlett: Es sei IX mit 0 < IX < 1
fest vorgegeben, und A(k) bezeichne die zu Beginn des k-ten Schrittes von 6.1.7
vorliegende Matrix der Gestalt (28).

S 1.1: Bestimme Index s = s(k), k ~ s ~ n, mit

;'k := la~t)1 = max {iaWI: i = k + 1, ... , n}

S 1.2: if la~~1 ~ IXAk

S1.3: then [p(k):= 1, T k := 1]
else

Bestimme (Jk : = max {'a}~)I: i = lc, ..., n; i =f= s}

if la~'J)! (Jk ~ IX(}'k)2

then [p(k) := 1, 'I', := 1]

else

S 1.7:

S 1.8:

S 1.9:

if la~~) i ~ IX • (Jk

then [p(k) := 1, T k : = T k s ]

else [p(k) := 2, T k := T k+1 ,s]

Der Faktorisierungsalgorithmus 6.1.7 mit der Pivotstrategie 6.1.10 wird Bunch
Kaufman-Parlett-Faktorisierung - kurz: BKP-Faktorisierung - der symmetrischen
Matrix A genannt" wobei für IX der unten bestimmte optimale Wert IX = IXo gewählt
wird. Das Wachstumsverhalten der 1l1(k) für diesen Algorithmus wird durch die
folgende Aussage charakterisiert.

1
6.1.11. Aussage. Algorithmus 6.1.7 ist für jede reguläre Matrix A E Sn,n mit der
Pivotstrategie 6.1.10 für jedes IX E..(O, 1) in exakter ~rithmetik durch~ührbar. Für
jeden Index k E {1, ... , n - 1}, fur den der Schritt k ---+ k + P« mit P« E {1, 2}
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durchgeführt wird, gilt dabei

flk+1 ~ fld 1 + l/a) im Fall Pk = 1

flk+2 ~ flk(1 + 2/(1 - a)) im Fall Pk = 2,

wobei

flk := max {Ia~rll: i, j = k, ..., n} (k = 1, ... , n)

gesetzt wurde. Die für den Übergang k -;.. k + 2 gültige Schranke

flk+2 ~ max {(1 + 1/a)2, 1 + 2/(1 - a)} flk =: [e(a)]2 flk

(44)

(45)

(46)

(47)

wird für a = ao:= (1 + V17)!9 = 0.6404 minimal und hat den Wert eo := e(ao)

= (1 + V17)!2 ~ 2.57. Insbesondere gilt bei Verwendung von a = ao

flk ~ (2.57)k-l fll (k = 1, ... , n). (48)

Beweis. Wir bemerken zunächst, daß

(49)

gilt. Der Einfachheit halber betrachten wir im folgenden nur den ersten Schritt und lassen
den oberen Index k = 1 weg.

Fall 1: p = 1. Hier gilt nach 82.1 aus 6.1.7

(i, j = 2, ... , n).

Wenn 81.3 ausgeführt wird, folgt mit 81.2 und (49)

/aWI ~ 111 + laill laj11/lalll ;::: 111 + Ai!(aAd ~ f/1(1 + l/a).

Wenn 81.6 ausgeführt wird, ergibt sich mit 81.5 und (49)

la}jll ~ PI + Ai!(aAi!Gd = PI + G1/a ~ P1(1 + l/a).

\Vird schließlich 81.8 ausgeführt, so folgt aus 81.7 - man beachte die Vertauschungen -

la~j)1 ~ PI + Gi!(aG1) = PI + G1/a ~ P1(1 + i/a),

womit (44) bewiesen ist.

Fall 2: p = 2. Hier ist nach 82.2 aus 6.1.7

aW = aij - [(ai1a22 - ai2a2d a/1 + (-ai1a21 + ai201d aj2J/ol (i, j = 3, ... , 11).

Wegen 81.9, 81.5 und 81.7 gilt

(50)

folglich

(51)

insbesondere ist also 01 = det (DIll) negativ. Unter Beachtung von (50), (51) und IOill ~ i.)o
lai21 ~ GI (i = 3, ... , n) erhalten wir

la1ijll ~ 111 + [(A1aGl + G1A1 ) Al + (Ai + G1(aAi!G1)) G1]/[Ai(1 -- (X2)1

= PI + 2G1/(1 - a) ~ P1(1 + 2/(1 - a)),
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also (45). Die Abschätzung (47) ergibt sich aus (44), (45) unter Beachtung der Tatsache, daß
zwei aufeinanderfolgende Schritte mit einem (1, 1)-Pivot ein durch

flk+2 ::s (1 + 1/ex) flk+1 ::s (1 + 1/ex)2 flk

beschränktes Wachstum hervorrufen. Das Minimum von e(ex) wird im Fall

(1 + 1/ex)2 = 1 + 2/(1 - ex)

erreicht, was auf die quadratische Gleichung 4ex2 - rx - 1 = 0 mit der Wurzel (xo E (0, 1)
führt. D

6.1.12. Rundungsfehleranalyse. Die reguläre Matrix A E 6 n.n genüge der Bedin
gung

x = -r cond., (A) < 1 mit F:= 5.5n2Pmax/llAlloo ~ 2.2n2(2.57)n, (52)

wobei Pmax := max {Pt: 1 ~ k ~ n} ist mit Pk gemäß (46). Dann ist die BKP
Faktorisierung durchführbar. Zu den berechneten Faktoren L, D E Rn.n existiert
eine symmetrische Störung 0A mit

P(A + oA) pT = LDLT und IloAlloo ~ vF IIAlloo. (53)

Die zu b E Rn gehörende und gemäß 6.1.9(ii) bzw. (iii) berechnete Lösung x von
Ax = b ist die exakte Lösung des durch eine Matrix OIA gestörten Systems

(A + OIA) x = b , wobei IloIA_lloo ~ vF I IIA_lloo mit F I ~ (n + 1) Fist.

(54)

6.1.13. Bemerkung. (i) Das nach'6.1.11 eventuell mögliche exponentielle Wachstum
der Pk tritt praktisch fast nie auf; es gilt fast immer

Pk ~ YPI, also F ~ 5.5yn2 (55)

mit y in der Größenordnung von 1. Die BKP-Faktorisierung und die Lösung von
Aor = b mittels der Faktoren L und D sind also numerisch gutartige Prozesse mit den
Kumulationskonstanten F nach (52), (55) und F I nach (54).

(ii) Bei der Pivotstrategie 6.1.10 kann ein (2,2)-Pivotblock nur für indefinites A
auftreten, denn jedem solchen Block entspricht ein Eigenwertpaar aus einem posi
tiven und einem negativen Eigenwert, siehe Ü 6.1.5. Für positiv definites A ist
daher D eine positive Diagonalmatrix, d. h., die BKP-Faktorisierung ist dann iden
tisch mit der LDLT-Faktorisierung 6.1.1, wobei allerdings eine spezielle Form der
Diagonalpivotisierung verwendet wird. Man beachte, daß in 6.1.10 auch im positiv
definiten Fall T k = T ks mit k < e ~ n gewählt werden kann und folglich a~r mit
a~~) vertauscht wird. D

6.1.14. Bemerkung. (i) Sämtliche in diesem Abschnitt beschriebenen symmetri
schen Faktorisierungen können bzw. werden auf dem Platz des unteren Dreiecks
von A ausgeführt. Selbstverständlich kann auch mit R := LT auf dem Platz des
oberen Dreiecks gearbeitet werden. Dies ist bei Implementierung in FORTRAN
i. allg. günstiger, weil die Algorithmen auf eine zeilenweise Berechnung von L,
also eine spaltenweise Berechnung von R orientiert sind und Felder in FORTRAK
spaltenweise gespeichert werden.
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(ii) Das jeweils nicht benötigte Dreieck von A kann zum Speichern der Original
matrix A benutzt werden, wenn diese später etwa für die iterative Verbesserung
von x analog zu 5.4 benötigt wird. Die Diagonalelemente müssen dann gesondert
aufgehoben werden. Falls A nicht benötigt wird, kann das obere bzw. untere Drei
eck zeilen- oder spaltenweise in einem eindimensionalen Feld der Länge n(n + 1)/2
kompakt gespeichert werden. Wegen der komplizierteren Indexrechnung werden die
Programme dabei unübersichtlicher, die Ausführungszeiten unterscheiden sich bei
geeigneter Implementierung kaum von den mit zweidimensionalen Feldern arbei
tenden Implementierungen. D

Übungsaufgaben

Ü 6.1.1. Man zeige, daß für das Cholesky-Verfahren 6.1.4

( ') (k) "2 "2 "2
aj~ = ajj - ljk - lj.k+l - ... - lj.j-l

gilt, und folgere hieraus (19) und (20).

Ü 6.1.2. Es sei t. = (lij) eine untere Dreiecksmatrix. Man zeige

Iliil ;::S Iltll p

und für reguläres t.
1/ilnnl ;::S Ilt-1llp

für jede der Normen p E {1, 2, oo] und leite hieraus (21) ab. Gilt (21) auch für p E {1, co}?

Ü 6.1.3. Man gebe zu 6.1.1 bzw. 6.1.4 analoge Algorithmen zur LDLT- bzw. ttT-Faktorisie
rung mit Diagonalpivotisierung entsprechend 6.1.5 (iii) an.

Ü 6.1.4. Die symmetrische Matrix A besitze die Faktorisierung A = LDLT mit einer unteren
Einsdreiecksmatrix L und einer Diagonalmatrix D = diag (di ). Man zeige, daß die Anzahl
der positiven, verschwindenden bzw. negativen Eigenwerte von A gleich der Anzahl der
positiven, verschwindenden bzw. negativen Diagonalelemente von D 'ist, und folgere hieraus,
daß A genau dann positiv definit ist, wenn D nur positive Diagonalelemente besitzt.

Hinweis: Man beachte 1.2.C und die Tatsache, daß A und D kongruent sind.

Ü 6.1.5. Es sei A symmetrisch und regulär mit der BKP-Faktorisierung PAPT = LDLT
gemäß 6.1.7/6.1.10. Man zeige:

(i) Wenn in Dein (2,2)-Block D(k) auftritt, besitzt dieser einen Eigenwert Ak > 0 und einen
Eigenwert Ak+I < O.

Hinweis: Man beachte det (D(k») = 0k < 0, vgl. (51).

(ii) Die Anzahl der positiven Eigenwerte von A ist gleich der Anzahl der positiven (1,1)
Blöcke von D plus der Anzahl der (2,2)-Blöcke; die Anzahl der negativen Eigenwerte von A
ist gleich der Anzahl der negativen (1, 1)-Blöcke plus der Anzahl der (2,2)-Blöcke von D.

Ü 6.1.6. Es sei A wie in (25) mit p = 2, a 21 =+= 0 und 0 = det (D) = a lla22 - a~l =+= O. Man
führe von A ausgehend zwei einfache Eliminationsschritte mit den Pivots (2, 1) und (1,2)
gemäß

A(2):= L 2(-l2)A = [1 - l2e2TJA,

A(3):= L1(-ll) A(2) = [1 - llelTJA(2)
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mit

12 : = (l12' 0, l32' , lnt)T, li2:= ai2/a21

II := (0,0,131' , lnl)T, lil:= a~P/a~~)

durch und zeige, daß .11 (3) = L1A mit

(i = 1, ,n; i =f= 2),

(i = 3, , n)

sowie
jj = 11'1),

gilt. Dabei sind Mund G die aus dem Blockeliminationsschritt (26) herrührenden Matrizen.
Die Restmatrix M und die Eliminationskoeffizienten lij (i = 3, ... , n; j = 1,2) sind also di~

selben wie bei der Blockelimination von {Xl' X 2}, während der Diagonalblock I) auf die Gestalt D
transformiert wird.

H in weis: Man beachte LI = L 1(-11) L 2(-12) = I - 11e lT - (12 - l1211) eH.

6.2. Direkte Dreiecksfaktorisierungen

A. Nichtsymmetrische J.l1.atrizen

Im Abschnitt 5.1 wurde gezeigt, daß der Gaußsche Algorithmus mit Pivotsuche in
den Spalten zu jedem regulären A = (aij) E Rn.n eine Faktorisierung

PA=LR

mit Dreiecksmatrizen

(1)

1 o

L= R=

lnl ......•. ln.n-l 1

(f = 1, ... , n) (2)

und einer Permutationsmatrix P liefert, siehe 5.1.4. Im folgenden werden wir die
Elemente {lij, rij} von L und R direkt aus der Gleichung (1) bestimmen. Zur Verein
fachung betrachten wir zunächst den Fall P = I, d. h., wir setzen voraus, daß die
Zerlegung

A=LR (3)

mit L, R gemäß (2) existiert. Bedingungen dafür sind in Ü 5.2.5 angegeben worden,
siehe auch 5.2.D. Unter Beachtung der Dreiecksgestalt von L, R liest sich (3) ele
mentweise als

n min{i.j}

aij = L liprpj = L liprpj
p=l p=l

(i, i = 1, ... , n),
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i i-I

also aij = }; liprpj = }; liprpj + rij (i ~ j)
p=1 p=l

j j-I

bzw. aij = }; liprpj = }; liprpj + lijrjj (i > j).
p=1 p=1

Auflösen nach rij bzw. Lij liefert

(5)

(4)

(i > j).

('i ~ j)

bzw.

i-I

rij = aij - }; liprpj
p=1

j-I

lij = (aij - }; liprpj)!rjj
p=l

Die Gleichungen (4), (5) enthalten die Produkte der gesuchten Eleme~te {lij, rij},

allerdings in einer ganz speziellen Form: Auf den rechten Seiten kommen nur die
links von der Position (i, j) stehenden Elemente der i-ten Zeile von L und die ober
halb dieser Position stehenden Elemente der j-ten Spalte von R vor. Wenn die nicht
trivialen Elemente von L und R gemäß (L'" R) in einer (n, n)-Matrix zusammen
gefaßt werden, ergibt sich folgende Situation:

rij

-I rj-Lj
----

rjj
--

li,j-l~l_llil

rij

-I ri-Lj

Lil li.i-Il -rij

1-
........

I-I
Fall i > i Fall i ~ j

Die lij und rij können daher sukzessive aus (4), (5) in jeder Reihenfolge berechnet
werden, bei der links und oberhalb der Position (i, j) bereits alle Elemente vorhanden
sind. Unter den in diesem Sinne zulässigen Reihenfolgen haben die folgenden prak
tische Bedeutung erlangt:

1 1
_1..3 2 3

2
I

2 , ~

5 4 5
4 -} -} 1

4 - 6
~

(R I ) (R 2) (Ra)
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In (Rd werden die Zeilen von R und die Spalten von L abwechselnd berechnet,
in (R 2 ) bzw. (Ra) wird (L" R) zeilen- bzw. spaltenweise aufgebaut. Als Beispiel
geben wir für die Reihenfolge (Rd die detaillierten Formeln an.

6.2.1. Direkte LR-Faktorisierung ohne Pivotisierung. Die reguläre Matrix A E Rn,n
besitze die LR-Faktorisierung (2), (3). Dann ist das Verfahren

Ior k := 1(1)n do
k-l

for j := k(1)n do rkj := akj - L lkP * rpj
p=l

Ior i:= k + 1(1)n do lik:= (a ik -p~:liP * rpk)!rkk

in exakter Arithmetik durchführbar und liefert die nichttrivialen Elemente von
L und R.

In der deutschsprachigen Literatur wird das Verfahren 6.2.1 häufig nach GAUSS
BANAOHIEWIOZ benannt, siehe B 6.2. Es entsteht aus der stufenweisen Grundform
des Gaußschen Algorithmus, indem alle zum Element lij bzw. rij beitragenden
Operationen zusammengefaßt und in der Form (4) bzw. (5) geschrieben werden.
Man. spricht deshalb auch vom verketteten Gaußschen Algorithmus. Insbesondere
werden in 6.2.1 dieselben Rechenoperationen wie in 5.1 ausgeführt, wenn die Skalar
produkte in üblicher Weise in Standardarithmetik - also nach 2.3.9 - berechnet
werden.

Wegen der fehlenden Pivotisierung ist die direkte Faktorisierung nicht für belie
biges reguläres A durchführbar und numerisch gutartig, vgl. 5.2 und 5.3. Im folgen
den soll gezeigt werden, daß die zur Stabilisierung führende Spaltenpivotisierung in
einfacher Weise realisiert werden kann. Dazu beachten wir, daß

k-l
ak~ := rkk = akk - L lkprpk

p=l
(6)

gerade das Pivotelement des k-ten Hauptschrittes des Gaußschen Algorithmus dar
stellt. Wenn statt ak~ das Element a~t) mit k < s ~ n genommen würde, müßte (6)
durch

k-l
ask := ask - L lSprpk

p=l
(k + 1 ~ s ~ n) (7)

ersetzt werden. Ein Vergleich mit 6.2.1 zeigt, daß (7) den Zähler von lSk darstellt.
also ohnehin berechnet werden muß. Die Spaltenpivotisierung läuft dann darauf
hinaus, unter allen Elementen (6), (7) ein betragsgrößtes zu bestimmen und die zu
gehörige Zeile mit der k-ten zu vertauschen. Eine zu 5.2.3 analoge Computerreali
sierung auf dem Platz von A lautet dann wie folgt.

1
6.2.2. Direkte LR-Faktorisierung mit Spaltenpivotisierung

Aufgabe: Für A = (aij) E Rn.n ist durch direkte Faktorisierung mit Spaltenpivo
tisierung eine Darstellung PA = LR zu berechnen. Die Matrix A ist mit den



Pivotsuche : z := 0
for i := k(l)n do
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signifikanten Elementen von L, R E Rn,,, zu überspeichern, die Permutationsmatrix
P = T n-l,S(n-l) ••• Tl,S(I) ist durch die Zahlen {s(l), ... , s(n - 1)} zu charakterisie
ren. Falls für ein k E {1, ... , n} kein rkk =l= 0 gefunden werden kann, ist abzubrechen
und ie = -1 zu setzen, andernfalls wird ie = 0 gesetzt, und R ist regulär.

Algorithmus:

ie:= 0
for k := l(l)n do

k-l

aik := aik - L aip * Upk
p=1

if laikl > z then [z:= iaiki, s:= i]

if z = 0 then [ie := -1, stop]
s(k) : = 8

Vertauschung:
if k < s then for j:= l(l)n do [z:= ((kj, au '> ((sj, asj:= z]
Berechnung der rkj:

k-l

for j:= k + l(l)n do akj := ((kj - L akp * apj
]1=1

Berechnung der lik:
for i:= k + l(l)n do aik := ((ik/akk

Aufwand: ,......, n3/3 opms, ,......, n S (für s(l), ... , s(n - 1))

6.2.3. Bemerkung. (i) Bei Auswertung der Skalarprodukte gemäß 2.3.9 liefert 6.2.2
dieselben Ausgangsdaten wie 5.2.3, so daß die Ergebnisse der Rundungsfehler
analyse aus 5.3 wörtlich für die nach 6.2.2 berechnete Faktorisierung gelten. Der
Vorteil von 6.1.2 liegt in der etwas kompakteren Form und der Tatsache, daß die
Rechenoperationen im wesentlichen in Form von Skalarprodukten anfallen. In
6.2.2 können daher zur Skalarproduktberechnung spezielle Routinen - gegebenen
falls als Assemblerprogramme und mit Akkumulation in höherer Genauigkeit 
verwendet werden, was in der stufenweisen Grundform 5.2.3 nicht möglich ist.

(ii) Spaltenpivotisierung ist auch bei Verwendung der Reihenfolge (R 3 ) möglich.
In analoger Weise kann für die Reihenfolgen (R 1 ) und (R 2 ) eine Zeilenpivotisierung
durch Vertauschung der Spalten realisiert werden. Dagegen ist die vollständige
Pivotisierung mit dem Prinzip der direkten Faktorisierung nicht verträglich, da
dazu alle a~1) (i, j = k, .. 0' n) bekannt sein müssen. 0

B. Symmetrische definite Matrizen

Für eine symmetrische und positiv definite Matrix A ist der Gaußsche Algorithmus
ohne Pivotisierung durchführbar, und es gilt

also

LT = D-IR mit D = diag (dk ) ,

A = LDLT,

dk:=rkk>O (k=l, ... ,n), (8)

(9)
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vgl. 6.l.A. Wegen (8) kann in diesem Fall die Laufanweisung zur Berechnung der lik
in 6.2.1 durch

Ior i := k + l(l)n do lik := rkdrkk

ersetzt werden, so daß sich der Rechenaufwand auf ""'-I n 3/6opms reduziert. Aller
dings werden wie im nichtsymmetrischen Fall n 2 S zum Speichern der lij und rij
benötigt, bei in-situ-Realisierung also alle Plätze von A. Wünschenswert ist dagegen
ein Verfahren, bei dem sich wie in 6.1.1 die Symmetrie auch im Speicherplatzbedarf
niederschlägt und das mit ""'-In2/2 S für L und D auskommt. Der sich anbietende
Gedanke, auf das explizite Auftreten der rkj überhaupt zu verzichten und sie überall
durch ljkdk zu ersetzen, führt bei Anwendung auf 6.2.1 zu der Vorschrift

for k := l(l)n do
k-l

dk := akk - L lkp * lkp * dp
p=l

Ior i := k+ l(l)n do I" := (a" - !:I,p .I,p •dp) jd'
Wegen der hier auftretenden Dreifachprodukte werden zur Realisierung ""'-I (n 3/3opm
+ n3/60ps), also fast soviel Rechenoperationen wie im nichtsymmetrischen Fall
benötigt, so daß dieses Vorgehen ausscheidet und doch mit den rij gearbeitet werden
muß. Zur Senkung des Speicherbedarfs bietet sich dabei eine solche Reihenfolge an,
bei der im k-ten Schritt nur auf die Elemente der k-ten Spalte von R zurückgegriffen
wird. Dies ist für die durch das Schema

~4
3

----- -+
5

charakterisierte Reihenfolge (R 4) der Fall, bei der die lij zeilenweise berechnet wer
den. Unter Verwendung der Bezeichnung

rj := rjk = lkjdj (j = 1, ... , k - 1)

ergibt sich mit dieser Reihenfolge der folgende Algorithmus:

6.2.4. Direkte LDLLFaktorisierung. Es sei A E Sn.n positiv definit. Dann ist das
Verfahren

Ior k := l(l)n do [ j-i J
Ior j := l(l)k - 1 do ri> Cl,k j - L ljp * f p

p=l

lkj := fj/d j
k-l

dk : = akk - L hp * r p
p=l
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I
in exa.kter Arithmetik mit dk > 0 (k = 1, ... , n) durchführbar und liefert die
Faktorisierung A = LDLT.

Aufwand: i""oo.In3j6 opms, i""oo.In S (für r v ... , rn-I)

6.2.5. Bemerkung. (i) Algorithmus 6.2.4 kann analog zu 6.1.1 auf dem Platz des
unteren Dreiecks von A ausgeführt werden. Wenn auf die Möglichkeit der Berech
nung von dk über ein Skalarprodukt verzichtet wird, können die rj = rjk sogar auf
dem Platz von lkj - bei in-situ-Realisierung also auf dem von akj - gespeichert
werden. Dazu ist 6.2.4 wie folgt zu modifizieren, vgl. auch 6.1.2 (ii):

for k := 1(1)n do
j-I

for j := 1(1)k - 1 do lkj := akj - L ljp * lkp
p=l

dk := akk

for j:= 1(1)k - 1 do [e := lkj' lkj := ejd j, dk := dk - lkj * e]·

Ein zu 6.2.4 analoger Algorithmus kann für die Reihenfolge (R 3 ), d. h. für spalten
weise Berechnung von L und D angegeben werden, während die Diagonalpivotisie
rung entsprechend 6.1.5(iii) nicht mit dem Prinzip der direkten Berechnung von L
und D verträglich ist.

(ii) Bei Auswertung der Skalarprodukte nach 2.3.9 liefert 6.2.4 dieselben Ausgangs
daten wie 6.1.1, so daß die Ergebnisse der Rundungsfehleranalyse 6.1.3 wörtlich
übernommen werden können. 0

Für die Cholesky-Faktorisierung

A = t.t»
mit

(i ~ j),

(10)

(11)

geht 6.2.4 in das folgende, nach CHOLESKY benannte Verfahren zur Berechnung von t
über. Die bei der LDLT-Faktorisierung beobachteten Speicherkonflikte treten dabei
wie in der (n - 1)-stufigen Grundform 6.1.4 nicht mehr auf.

6.2.6. Direkte t.t.T-Faktorisierung. Es sei A E Sn.n positiv definit. Dann ist das
Verfahren

for k := 1(1)n do

for i:~ l(l)k - 1 do I'I:~ (a' j - .~111' *1kp) IIIi

Zu := sqrt (au -13 Z~p)
p=I

in exakter Arithmetik mit Zkk > 0 (k = 1, ... , n) durchführbar und liefert die
signifikanten Elemente von t. in der Faktorisierung A = Lt.T.

Aufwand: i""oo.In3j6 opms + n opr
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Die Formel für i; aus 6.2.6 läßt sich auch in der nach akk aufgelösten Form

Z~l + Z~2 + ... + Z~k = akk

schreiben. Hieraus folgt

11,;1 ;2; ya" (k:;O; i) sowie IILIIF = (.4:a,,)1
12,

d. h., der Dreiecksfaktor L ist auch ohne Pivotisierung apriori beschränkt, vgl.
5.2.9 und Ü 6.1.1.

6.2.7. Bemerkung. (i) Das Cholesky-Verfahren 6.2.6 kann analog zu 6.1.4 auf dem
Platz des unteren Dreiecks von A ausgeführt werden. Spaltenweise Berechnung
der Zik ist nach der Vorschrift

for k := 1(1)n do

a.. :~ sqrt (a•• -.f\akp )2)

for i:~ k + l(l)n do a,,:= (a" -pfaip * akp)ja..
möglich, während die Diagonalpivotisierung entsprechend 6.1.5(iii) nicht mit dem
Prinzip der direkten Berechnung von L verträglich ist.

(ii) Bei üblicher Auswertung der Skalarprodukte gemäß 2.3.9 sind die Ausgangs
daten von 6.2.6 mit denen von 6.1.4 identisch, so daß die Rundungsfehleranalyse aus
6.1.5 (ii) auch hier gültig ist.

(iii) Direkte Methoden zur Berechnung der BKP-Faktorisierung indefiniter sym
metrischer Matrizen sind nicht bekannt und wegen der komplizierten Pivotstrategie
wohl auch nicht möglich. 0

Übungsautgaben

Ü 6.2.1. Man gebe die 6.2.1. entsprechenden Verfahren zur direkten LR-Faktorisierung für
die Reihenfolgen (R 2) und (R 3) an und mache sich die Unterschiede im Zugriff auf die Ele
mente von A, L und R klar. Wie sind die Algorithmen zu modifizieren, wenn für (R 2) mit
Zeilenpivotisierung und für (R 3 ) mit Spaltenpivotisierung gearbeitet werden soll?

Ü 6.2.2. Man modifiziere 6.2.4 so, daß die Elemente von L und D spaltenweise nach der
Reihenfolge (R 3 ) berechnet werden.

6.3. Aufdatierung von Dreiecksfaktorisierungen

Bei gewissen praktischen Aufgaben - etwa in der linearen und nichtlinearen Opti
mierung, bei der Minimierung nichtlinearer Funktionen oder bei der Lösung nicht
linearer Gleichungssysteme - ist nicht nur ein einzelnes Gleichungssystem, sondern
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eine Folge

Akx = b" (k = 1, ... , K) (1)

von X Systemen zu lösen, wobei Ak+I aus A k durch eine Rang-1-Modifikation

Ak+I = A k + U"V"T (2)

entsteht. Es wäre dann wünschenswert, die Dreiecksfaktorisierung von A k E Rn,n

nicht für jedes k mit dem Aufwand von

(3)

iK, = 1/3 für nichtsymmetrisches A", K, = 1/6 für symmetrisches A k ) neu berech
nen zu müssen, sondern die Faktoren von Ak+I aus denen von A k mit geringerem
Aufwand zu bestimmen. Im folgenden werden wir zeigen, daß dies in der Tat mit

(4)

möglich ist.
Zur Vereinfachung der Schreibweise bezeichnen wir A k mit A und die durch die

Modifikation (2) entstehende Matrix mit

Ä = A + UVT; (5)

die Faktoren werden analog gekennzeichnet. Die Matrizen A und Ä seien beide
regulär.

A. Nichtsymmetrische Matrizen

Wir betrachten zunächst die folgende

Hilisauiqabe: Zu gegebenem

(6)

L - (1 0) mit I l21 1 ~ ),
l21 1

~) regulär und T = Tu = (~ ~) oder T = Ta = (~ ~) so festzu-

(::) ,T=

sind F = (~
f

legen, daß

Lr = T(TLF-I) (Fr) =: TLr

mit

- (1 0)L := TLF-I = 1
21

1 und r: = Fr = (~ ) (7)

gilt. 0

Für die weiteren Überlegungen führen wir die Größen

ein und unterscheiden zwei Fälle.
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Fall 1: Iqli ~ Iq21.
Hier wird T := Tu gesetzt. Aus (7) folgt dann L = LF~I, also F = L-IL. Als Pro
dukt unterer Einsdreiecksmatrizen muß F daher auch von Einsdreiecksform sein:

1" = (1 0),
y 1

F-l=( 1 0).
-y 1

(8)

Der noch freie Parameter y ergibt sich aus der zweiten Bedingung (7), d. h. aus

r - (~ ) - Fr - (Y"'~ r
2

)

im Fall r1 =F °zu

und kann wegen Ir1! = Iq1 1~ Iq21 = Il21rl + r2! ~ Ir21 - A Ir11 gemäß b ~ 1 + },
abgeschätzt werden. Daraus folgt

mit [121 1 ~ 1. Im Fall r1 = r2 = °setzen wir y = 0, also F = 1, was auf 121 = l21
mit 11211 ~ A führt.

Fall 2: Iql! < Iq21.
Wir setzen jetzt T := T 12. Aus (7) folgt dann

F= L-ITI2L = ( ~ 0) (l21 1) = ( l21 I 1 ).
-121 1 1 ° -121l21 + 1 I -121

Der noch freie Wert 121 ergibt sich wieder aus der zweiten Forderung (7), d. h. aus

zu

mit 11211 ~ 1. Damit erhalten wir

F = (IX 1), F-l = (-0 1)
y 0 Y -cx

mit

(9)

wobei IIXI ~ Ä, '01 ~ 1 und lyl ~ 1+ Ä ist.
Wenn F von links auf einen Spaltenvektor bzw, F-l von rechts auf einen Zeilen-

vektor gemäß

w := Fw bzw, l"> jTF-l mit w, jE R2

14 Schwetlick, Numerische Algebra
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angewendet wird, ergibt sich im Fall 1 mit (8)

bzw.
11 := 11 - ri«,
12:=12,

d. h., die Berechnung erfordert jeweils 1 opms. Im Fall 2 würde sich mit (9) dagegen

Wl : = W2 + IXW1'

W2 := OW2 + yW l

bzw.
11 := -oll + Y/2'

12 := /1 - IX/2

ergeben, d. h., der Aufwand wäre jeweils 30pm + 2ops. Unter Beachtung von
y = IX~ + 1 läßt sich jedoch eine Multiplikation einsparen, indem nach der in
exakter Arithmetik äquivalenten Vorschrift

Wl : = W2 + IXW1,

W2 := W 1 + OWI

bzw,
12:= /1 - IX/2'

11 := 12 - 012

(10)

vorgegangen wird. Dies entspricht der Darstellung von P bzw. p-l gemäß

bzw, r: = (0 1) (' 1 0),
1 -IX -0 1

(11)

bei der nur IX und 0 explizit vorkommen. Der Aufwand ist jetzt jeweils 2opms.
In den nachfolgenden Anwendungen zur Aufdatierung von Dreiecksfaktorisierun

gen stellen die Matrizen L, L der Hilfsaufgabe gewisse (2,2)-Diagonalblöcke von
(n,11,)-Einsdreiecksmatrizen L, L in den Positionen {k, k + 1} dar, und die Vektoren
1', r der Hilfsaufgabe sind die zugehörigen Zweierblöcke (rk' rk+1)T bzw. (f", rk+1)T
von 11,-Vektoren r, r. Die Matrix F tritt demgemäß in der Gestalt

F k •k -t-l = o

o

F

o

o

f1

1

IX ß
y 0

(12)

o 0 ln-k-l

1

1

auf, und T 12 ist durch T k •k+1 zu ersetzen. In dieser Erweiterung erhalten wir als Zu
sammenfassung der obigen Überlegungen das folgende Resultat.

1
6.3.1. Dreiecksjormerhaltender Elementareliminationsschritt. Gegeben seien eine
untere Eindreiecksmatrix L = (lij) E Rn.n, ein Vektor r = (ri) E Rn und ein
Index k E {1, ... ,11, - 1}. Die Matrix P k •k +1 des Typs (12) und die Vertauschungs
matrix T k8 mit s = s(k) E {k,k + 1} seien durch die Zahlen {k, lk+1.k> rb rk+1}
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im Fall 2;
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wie folgt festgelegt:

S 1: qk := rb qk+l := lk+l.k * rk + rk+l

S2: if Iqkl ~ /qk+ll
then Fall 1:

I
S(k ) := k

a := 0 := 1, ß := 0, if qk = 0 then y := 0 else y := -rk+l!rk

else Fall 2:

I
S(k ) := k + 1

a := lk+l.k' ß := 1, Y := rk+1!qk+1, 0 := -qk!qk+l

Dann gilt

t» = TksLf mit L:= TksLF"k.l+1' f := l!\.k+1r.

Die Matrix L ist eine untere Einsdreiecksmatrix und unterscheidet sich von L
bis auf die im Fall 2 vorzunehmenden Vertauschungen der Zeilen {k, k + 1} nur
in den Spalten {k, k + 1}, und der Vektor f unterscheidet sich von r nur in den
Komponenten {k, k + 1}. Dabei ist

{

lk+l.k im Fall 1, qk = 0,

lk+l.k = qk+1!qk ~m Fall 1, qk =j= 0,
. qk!qk+l im Fall 2;

Der Vollständigkeit halber sind in 6.3.1 auch die explizit nicht benötigten Para
meter a, ß, 0 im Fall 1 bzw. ß, y im Fall 2 mit angegeben worden.

Unter der Voraussetzung

Ilk+l.kl ~ A

folgt aus 6.3.1

Ilk+l.kl ~ max {A, 1},

(13)

(14)

und die signifikanten Blöcke F bzw. F:) von F k,k+1 bzw. F~1+1 genügen den Ab
schätzungen

(

max {A, 1} 11 )
IFI ~ I'1 + A 1

insbesondere ist

(15)

1IFIloo ~ 2 + A, (16}

Wenn die Einsdreiecksmatrix L den nach dem Gaußschen Algorithmus mit Spalten
pivotisierung berechneten Dreiecksfaktor darstellt, sind die Elemente betragsmäßig
durch 1 beschränkt, speziell gilt

14*

(k = 1,.... , n - 1) (17)
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für die in 6.3.1 verwendeten Subdiagonalelemente. Wegen (14) gilt dann (17) auch
für die modifizierte Matrix L, d. h., die Gültigkeit von (17) ist invariant unter den
Elementareliminationsschritten 6.3.1. Die übrigen Elemente von {L, I'} können beim
Übergang zu {L, r} durchaus anwachsen, wegen (15), (16) jedoch nicht beliebig
größer werden: Unter der Voraussetzung (17) kann das Betragsmaximum nach der
Elimination höchstens um den Faktor 3 größer als vorher sein.

Algorithmus 6.3.1 wird jetzt (n - 1)-mal angewendet, um sukzessive die Kom
ponenten ri (i = n, ... ,2) von r zu 0 zu machen und dabei die Dreiecksform eines
linken L-Faktors zu erhalten.

6.3.2. Dreiecksformerhaltende Transformation von I' in elel. Gegeben seien die
untere Einsdreiecksmatrix L E Rn,n und der Vektor r E Rn. Die Matrizen LI und
der Vektor r l seien rekursiv definiert durch die Vorschrift

S 1: Setze L(n-l) := L, r(n-l) := I'

S 2: for k := n - 1(-1)1 do

Lege {F'k.I:+1, T k,8(1:)) gemäß 6.3.1 durch

{k, (L(k))k+Lb rlf', r~k+I} fest.
Bestimme L(k-l) := T k,8(k)L (k)f!' -,;,1+ p 1,(k -I) := F'k,k+1 r(k)

S3: Setze LI := L(O), 1,1 := 1,(0).

Dann gilt

Lr = PJ(P1LFt I) (F1r) = P"[LIrl

mit der unteren Einsdreiecksmatrix LI := PILFt l und dem Vektor 1,1 := F l l '

= eIe!, wobei

ist.

Im Fall n = 4 erfolgt die Transformation 6.3.2 nach folgendem Muster:

r 1 X r 1 X 1
X 1 X X 1 X

---+

~X X 1 X ® ® 1

X X X 1 X ® ® ~ 1 o J
[L I r]

1 X r 1 ~
® 1 ~ ~ 1 0

---+ ---+
® ~ 1 0 ~ ~ 1 0

lX ~ ~ 1 o J l~ ~ X 1 0

[LI I rl]

Die eingerahmten Felder geben dabei diejenigen Elemente an, die im jeweiligen
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Schritt neu berechnet werden; gegebenenfalls zu vertauschende Elemente sind durch
Kreise gekennzeichnet.

Es sei jetzt PA = LR eine Dreiecksfaktorisierung von A. Dann kann (5) in der
Form

(18)

geschrieben werden. Anwendung der Transformation 6.3.2 führt auf

(19)

mit P2 := PIP und R I := Ji\R. Dabei wird R I analog zu J.l rekursiv gemäß

R(n-l) := R, for k := n - 1(1)1 do R(k-l) := Fk.k+IR(k), R 1 := R(O) (20)

berechnet. Für n = 4 verläuft die Bildung von R I nach dem Muster

fX X X Xl fX X X X

X X X X X X
-3>-

[2]X X [2]
XJ 0 0J

R

X X X X 0 [2] [2] [2]1
-3>-

[2] [2] [2]
-3>-

[2] [2] [2] [2]
[2] [2] [2] X X X

X X X X

R I

Die Subdiagonalelemente von R werden also sukzessive aufgefüllt. Wir erinnern
daran, daß eine Matrix der Form R I , d. h. eine Matrix R I mit

(R1)ij = 0 (i>j+l) (21)

obere Hessenbergmatrix genannt wird; in analoger Weise ist eine untere H essenberg
matrix definiert, vgl. 1.1.0.

Mit R I ist in (19) dann auch R 2 := R I + rlvT = R I + eIel von oberer Hessen
bergform, denn lediglich zur ersten Zeile von R I wird elvT addiert. Mit L 2 : = LI

läßt (19) sich somit als

(22)

schreiben. Die noch störenden Subdiagonalelemente (R2 )k+l. k (k = 1, ... , n - 1) von
R 2 können dann wieder durch n - 1 Elementareliminationsschritte sukzessive zu 0
gemacht werden, wobei die k-te Spalte von R 2 im k-ten Schritt die Rolle von r
übernimmt.
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6.3.3. Dreiecksformerhaltende Transformation von R 2 in R. Gegeben seien die
untere Einsdreiecksmatrix L 2 E Rn.n und die obere Hessenbergmatrix R 2 E Rn,n.
Die Matrizen 1.,R seien rekursiv definiert durch die Vorschrift

S 1: Setze L(l) := L 2 , R(I) := R 2

S2: for k:= l(l)n - 1 do

Lege {Fk •k+1 ' 'i\.8(k)} gemäß 6.3.1 durch

{k, (L(k»)k+Lb (R(k»)kb (R(Ic»)k+Lk} fest.
Bestimme L(k-t-I) '- T~ L(k) v-I R(k+I) '- v R(k).- k.8(k) ~'k,k+I' .- ~'k.k+l

S3: Setze 1.:= u», R := R(n)

Dann gilt

L 2R2 = PI(P3L2F"i I) (F3R 2) = PILR

mit der unteren Einsdreiecksmatrix 1.: = P3L2F"i1, der oberen Dreiecksmatrix
R:= F3R2 und

(24)

Einsetzen von (23) in (22) führt auf die gesuchte Faktorisierung von A. Zusammen
fassend erhalten wir den folgenden Algorithmus:

6.3.4. Aufdatierung einer Dreiecksfaktorisierung bei Rang-l-31vdifikation

Aufgabe: Bestimme eine Dreiecksfaktorisierung PA = LR von

A = A + uvT

bei gegebener Dreiecksfaktorisierung PA = LR von A mit unteren Einsdreiecks
matrizen L, L, oberen Dreiecksmatrizen R, Rund Permutationsmatrizen P, P.
Algorithmus :

S 1: Stelle u in der Form

u = pTLr, r Lösung des Dreieckssystems Lr = Pu,

dar. Schreibe Aals

A = PTL(R + rvT)

(25)

(26)

S 2: Führe n - 1 Elementareliminationsschritte gemäß 6.3.2 zur Transformation
von r in eiel aus und transformiere R gemäß (20) auf obere Hessenbergform
R I := FIR. Schreibe (26) als

A = (PTP"[) (PILF1I) (FIR + FIrvT) = PJLI(RI + (he1vT) = PJL2R2 (27)

mit der Permutationsmatrix P 2 := PIP,- der unteren Einsdreiecksmatrix
L 2 := LI := P ILF11 und der oberen Hessenbergmatrix R 2 = R 1 + QIeIv T

= F1R + FIrvT.

S 3: Führe n - 1 Elementareliminationsschritte gemäß 6.3.3 zur Transformation
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von R 2 auf obere Dreiecksform R aus. Schreibe (27) als

Ä = (P~P~) (P3L2F:;I) (F3R2 ) = PTLR (28)

mit der Permutationsmatrix P:= P 3P2 , der unteren Einsdreiecksmatrix
L := P 3L2F :;1 und.der oberen Dreiecksmatrix R := F 3R 2 •

Aufwand: t"'..IK2n
2 opms mit 5/2 ~ K 2 ~ 9/2

6.3.5. Bemerkung. (i) Algorithmus 6.3.4 läßt sich auf dem Platz von L, Rund u
durchführen, indem u mit r und danach mit den Subdiagonalelementen von R 2

überspeichert wird. Die Permutationsmatrix P kann z. B. durch die Tabelle
{k(l), ..., k(n)} als Integervektor entsprechend 3.1 repräsentiert werden. Der Multi
plikation T i.8(i)P entspricht dann die Vertauschung der Elemente i und s(i) der
Tabelle, vgl. 5.2.6(ii). Der Aufwand ist mindestens t"'..I 5/2n 2 opms (wenn nur Fall 1
eintritt) und höchstens t"'..I 9/2n 2 opms (wenn stets Fall 2 eintritt).

(ii) Wenn bei der Faktorisierung neben Zeilenvertauschungen auch solche der
Spalten gemäß

PzAP~ = LR (29)

zugelassen werden, läßt sich für den Sonderfall v = ek, d. h. für Spaltenmodifika
tionen

Ä=A+uekT

eine LR-Faktorisierung

von Ä wie folgt berechnen:

SI: Schreibe (30) bei gegebener Faktorisierung (29) in der Form

mit

S2: Es bezeichne PI diejenige Permutationsmatrix, die

transformiert. Schreibe (32) als

(30)

(31)

(32)

(33)

mit L 2 := L, der Permutationsmatrix P 2 := PIPS und der oberen Hessenberg
matrix
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R 2 := RP""[ + l'eLTP ""[ = RP""[ + renT des Typs

1-1

fX ... X X Xl

X X X 1-1

R2 = X X I

X 1+1
X

xJ
S3: Führe n - l Elementareliminationsschritte analog zu 6.3.3 zur Transformation

der Subdiagonalelemente (R 2 )k+L k (k = l, ..., n - 1) in 0 gemäß

L 2R2 = PJ(P3L2F"3I) (F3R2) = PJIR

durch, wobei L:= P 3L2F "3 I eine untere Einsdreiecksmatrix, R := F 3R2 eme
obere Dreiecksmatrix und

ist. Schreibe (33) in der Form

A = P"iL2R2P2 = P"iPJLRp2 =: p"iLlfPs (34)

mit den Permutationsmatrizen Pz := P 3PZ und Ps := P 2 = PIPS·

Die in S 2 von 6.3.4 erforderlichen n - 1 Elementareliminationsschritte werden
hier durch die Spaltenvertauschungen gemäß PI ersetzt, und in S3 reduziert sich
die Anzahl der Elementareliminationsschritte von n - 1 auf n - l.

(iii) In 6.3.2 und S2 von 6.3.4 genügt es, nur n - 2 Schritte zur Erzeugung der
~ullen in den Komponenten (ri) (i = n, ... , 3) durchzuführen, da bereits damit die
Hessenbergform von R 2 erreicht wird.

(iv) Man kann zeigen, daß Algorithmus 6.3.4 im folgenden Sinne numerisch gut
artig ist: Wenn P(A + rl'A) = LR gilt, existiert eine Störung rl'Ä, die den Beziehun
gen

P(Ä + rl'Ä) = LR und IldÄ11 ~ lidAll + v K cond (L) (IIA_II + IIÄII)

genügt mit einer nur von n abhängigen Konstanten K = K(n). 0

B. Symmetrische definite Matrizen

Wir setzen A als symmetrisch und positiv definit voraus. Damit die modifizierte
Matrix Ä dann auch symmetrisch ist, muß die Rang-1-Korrektur uvT ebenfalls
symmetrisch sein, d. h., es muß u = iXV und folglich

Ä = A + iXVVT (35)

mit einem iX E R gelten. Ohne Einschränkung der Allgemeinheit kann dabei v =f= 0
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und LX = 1 oder LX = -1 vorausgesetzt werden, denn die Korrektur läßt sich stets

in der Gestalt LXVVT = sgn (LX) (V~ v) (V~ V)T = ±vvT schreiben.
Wir fragen als nächstes, unter welchen Voraussetzungen A positiv definit ist.

Unter Verwendung der Cholesky-Faktorisierung

A =LLT

ergibt sich aus (35)

Ä = LLT + LXVVT = L(l + LX1TT ) LT, r Lösung von Lr = v. (36)

Die Matrizen Ä und lU:= I + LXl'rT sind also kongruent und besitzen folglich die
selben Definitheitseigenschaften, vgl. 1.2.C. Im Fall LX = 1 gilt

xTMx = xTx + (xTr )2 ~ xTx

für alle x ERn, d. h., durch die Addition der positiv definiten Rang-I-Korrektur V't,T
verschlechtert sich die positive Definitheit unabhängig von v nicht. Im Fall LX = -1
gilt wegen IxT'J'1 ~ IIxl12 IIrl12 dagegen

xTMx = xTx - (xTr)2 ~ Ilxll~ (1 - Ilrll~),

und für x = Ar steht das Gleichheitszeichen. In diesem Fall verschlechtert sich
also die positive Definitheit. Sie geht verloren, wenn die Bedingung

(37)

(39)

nicht mehr erfüllt ist. Bei den Aufdatierungsalgorithmen wird deshalb auch zwischen
den Fällen LX = 1 und LX = -1 unterschieden. Wegen der Symmetrie der Faktori
sierung können dabei die im nichtsymmetrischen Fall verwendeten Elementar
eliminationsmatrizen F k •k+1 durch Givens-Drehungen Gi j ersetzt werden, womit sich
wegen IIGi jl12 = 1 günstigere Stabilitätseigenschaften ergeben.

6.3.6. Au/datierung einer Oholeekst-Falaorieierunq bei Addition einer Ranq-L-Kor
rekiur,

Au/gabe: Bestimme die Cholesky-Faktorisierung Ä = LLT von

Ä = A + vvT (38)

bei gegebener Cholesky-Faktorisierung A = LLT der positiv definiten Matrix
A E Sn.n.

Alqoriihmus:
Setze LI := (L I v) und schreibe (38) in der Form

Ä = LLT + 't,vT = L}Lj".

Bestimme n Givens-Drehungen G j •n+1 (j = 1, ... , n) so, daß die Elemente
(Lj")U+Lj = Vj in der (n + 1)-ten Zeile von Li sukzessive zu 0 gemacht werden.
Dann gilt

GLi :~ (},,'+1"" Gl..+1Li ~: Li ~: (~:) (40)
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mit orthogonalem G := Gn.n+l ... GLn+I und der oberen Dreiecksmatrix LT bzw.
Li- Schreibe (39) in der Form

- T T T·- ( LT ) --A = LILI = (LIGT) (GLI) = L 2L2 = (L I 0) --;;:r = LLT.

Aufwand: '" n2(2 opm + 1 ops) + '" n opr

6.3.7. Bemerkung. (i) In-situ-Realisierung von 6.3.6 auf dem Platz von L und v ist
möglich. Die Transformation (40) verläuft dabei für n = 3 nach dem folgenden
Muster:

fX X X 0 0 01 X X X fX X X

X X G14
X X G24 0 0 G34

X X

X -+ X -)0- X -+ 0
lx X xJ 0 0 0J l 0 0 0 l 0 0 oJ

LT LT
I 2

(ii) Die Drehungsparameter {c,s} von Gj,n+I können stets so gewählt werden,
daß (L)jj > 0 (j = 1, ... , n) gilt. Dies ist bei der Festlegung c:= ln!e, s:= Vj!e
mit e := -Vlii + vj der Fall. Bei Festlegung nach 3.3.1 kann (L)jj < 0 für gewisse j
gelten. In diesem Fall braucht nur das Vorzeichen der j-ten Zeile von LT geändert
zu werden, denn es gilt LLT = (LD) (DLT) für jedes D = diag (dd mit di = ±l. 0

Bei Subtraktion von vvT ist ein etwas aufwendigerer Algorithmus erforderlich.

6.3.8. Aufdatierung einer Cholesky-Faktorisierung bei Subtraktion einer Rang-1
Korrektur.

Aufgabe: Bestimme die Cholesky-Faktorisierung Ä = LLT der als positiv definit
vorausgesetzten Matrix

Ä = A - vvT (42)

(43)

bei gegebener Cholesky-Faktorisierung A = LLT der positiv definiten Matrix
A E s->.
Algorithmus:

S 1: Berechne r als Lösung des Dreieckssystems

ts -;».

Falls Ilt'!12 ~ 1, stop (Ä nicht positiv definit).
Setze

,.1 := (:) mit e: = Jil - Ilrll:;

man beachte

(44)



(45)

6.3. Aufdatierung von Dreiecksfaktorisierungen 219

82: Bestimme n Givens-Drehungen G i ,n+1 (i = n, ... ,1) so, daß die Komponen
ten rt von r l sukzessive zu 0 gemacht werden. Dann gilt Gr? := G L n+1 •••

GO.OHr' ~ (:) ~ GCo +1 mit G ~ :+-IIr'lI ~ +1. Setze L,:~ (L 10) und bilde

GLJ ~ G LOH '" Go.oHl~J ~: L~~: (~~).
Dabei ist

" ~ t» ~ L,r' = (L,GT) (G,") ~ L,Ge"" = (L 1 v) (: ) ~ cfj",

also v = (jV und folglich

LLT = L1LT = (L1GT) (GLT) = L2L~ = LLT + vvT = LLT + (j2VVT,

d. h., es gilt

LLT = LLT - VVT = Ä.

Aufwand: !"'"-' n2(5/2 opm + 3/20ps) + n opr

6.3.9. Bemerkung. (i) In-situ-Realisierung von 6.3.8 auf dem Platz von L und v ist
möglich. Für n = 3 erfolgt dabei die Transformation (rl , LT) -+ ((jen+l ! L~) nach
folgendem Muster:

X X X X rX X X X

X X X G34 X X X

X X -+ 0 0
l X I l~ I 0J

fX X X X 0 ~ ~ ~
G24

0 ~ ~ G]4 0 X X

-+ 0 X -+ 0 X

01 ~ ~J 010 ~I 0J
(ii) Die Drehungen G i ,n+1 können so gewählt werden, daß (L)ii > 0 gilt, bzw,

es läßt sich (L ii ) > 0 (i = 1, ... , n) durch Vorzeichenwechsel in den Zeilen von LT
erzielen, vgl. 6.3.7(ii). 0

Das 8tabilitätsverhalten der Aufdatierungsalgorithmen hängt davon ab, ob IX = 1
oder IX = -1 ist.

6.3.10. Bemerkung. Es gelte A + d'A = LLT mit einer symmetrischen und bezüg
lich A kleinen Störung rl'A. Dann gibt es im Fall IX = 1 eine symmetrische Störung
rl'Ä, so daß der gemäß 6.3.6 berechnete Faktor L der Beziehung Ä + rl'Ä = LLT
genügt, und rl'Ä ist klein in bezug auf Ä. Im Fall IX = 1 ist der Aufdatierungsalgo
rithmus 6.3.6 also stets numerisch gutartig. Im Fall IX = -1 trifft dies für 6.3.8
auch zu, sofern 11.111 nicht wesentlich kleiner als IIA_ll ist. 0
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Etwa in der nichtlinearen Optimierung treten symmetrische und nach Konstruk
tion positiv definite Matrizen A, A auf, die sich durch eine Rang-2-Modifikation
unterscheiden. Zur Aufdatierung der zugehörigen Cholesky-Faktorisierungen siehe
Ü 6.3.2 unten. Die BKP-Faktorisierung finiter symmetrischer Matrizen läßt sich
ebenfalls aufdatieren, allerdings ist der Algorithmus relativ kompliziert, siehe B 6.3.

Übungsaufgaben

Ü 6.3.1. Es sei ~7tl = I + !X1'1'T mit " E Rn, r =1= 0, !X E R, !X =1= O. Man zeige, daß .Ll1 den ein
fachen Eigenwert Al := 1 + !X II1'il§ mit dem zugehörigen Eigenvektor r sowie den (n - 1)
fachen Eigenwert ,1.2 = '" = An = 1 besitzt, wobei der zugehörige Eigenraum aus allen zu "
orthogonalen Vektoren besteht.

e 6.3.2. Es sei 211E sn,n eine Matrix mit rang Ul1) = 2. Man zeige:

(i) .lf läßt sich in der Form

~l1 = !XIVIVlT + !X2V2V2T mit !XI ' 'X2 E {-1, +1} und v lTv 2 = 0

darstellen.

(ii) Für die Matrix

(46)

.l1:= 1l't·T + vuT ,

lautet die Zerlegung (46)

mit

U, v E Rn linear unabhängig, (47)

(48)

~ (ll V )'-l~ := 'J ~ - IIvl1 2
'

(49)

(iii) SindA und Ä:= A + 211 beide symmetrisch und positiv definit, so kann die Cholesky
Faktorisierung von Ä aus der von A durch zweimalige Anwendung der Rang-1-Aufdatierungs
algorithmen auf die Modifikationen

(50)

berechnet werden. Im Fall unterschiedlichen Vorzeichens der !Xi muß dabei !Xl = +1 gewählt
werden, damit die intermediäre Matrix Al positiv definit ist und der zugehörige Cholesky
Faktor LI existiert.

6.4. Dreiecksfaktorisierung schwach besetzter Matrizen

Eine Reihe von praktischen Problemen führt auf lineare Gleichungssysteme hoher
Dimension mit schwach besetzten Koeffizientenmatrizen, vgl. 2.1.A1. Solche Matrizen
sind durch die Eigenschaft

charakterisiert, wobei rJ(A) die Anzahl der Nichtnullelemente - im folgenden mit
NNE abgekürzt - von A bezeichnet. Für realistische Anwendungen liegt n in der
Größenordnung von 102 bis 104 und größer, so daß es notwendig wird, die schwache
Besetztheit sowohl im Hinblick auf den benötigten Speicherplatz - bei voll be-
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setzten Ma.trizen v--, K 1n2 S - als auch bezüglich des Rechenaufwandes - bei voll
besetzten Matrizen v-; K 2n3 opms - auszunutzen. In vielen Fällen ist die mittlere
Anzahl der NNE pro Zeile unabhängig von n konstant gleich m, so daß 1](A) = mn
mit n wächst, aber der Besetztheitsgrad 1](A)/n2 = mln. mit wachsendem nimmer
kleiner wird.

Die Vorgehensweise bei der Dreiecksfaktorisierung schwach besetzter Matrizen
hängt wesentlich vom Besetztheitsmuster von A, d. h. von der Anordnung der NNE
ab.

A. Bandmatrizen

Eine Matrix A = (aij) E Rn,n mit

aij = 0 für j < i - p und j > i + q (1)

heißt Bandmatrix des Typs {p, q}; die Zahlen p bzw. q heißen untere bzw. obere
Bandbreite, und l:= p + q + 1 wird Bandbreite schlechthin genannt, vgl. 1.1.0.
Die durch die Diagonale sowie die benachbarten p unteren und q oberen Neben
diagonalen gebildeten Plätze werden das Band von A genannt. Ein Beispiel mit
n = 8, p = 2, q = 3 stellt die Matrix

q
~

11 12 13 14 1
p{ 21 22 23 24 25

31 32 33 34 35 36

A= 42 43 44 45 46 47 (2)

53 54 55 56 57 58
64 65 66 67 68J75 76 77 78

86 87 88

dar. Die signifikanten Elemente von A können zeilenweise in einem rechteckigen
Feld der Dimension (n, l) oder spaltenweise in einem Feld der Dimension (l, n)
gespeichert werden; für die Matrix (1) führt dies auf

11 12 13 14 14 25 36 47 581
21 22 23 24 25 13 24 35 46 57 68

31 32 33 34 35 36 12 23 34 45 56 67 78
42 43 44 45 46 47

bzw.
11 22 33 44 55 66 77 88

(3)
53 54 55 56 57 58 21 32 43 54 65 76 87

1

64 65 66 67 68 t31 42 53 64 75 86
75 76 77 78

l86 87 88

Die p(p + 1)/2 + q(q + t)/2 Plätze in den Ecken werden zum Speichern des Bandes
nicht benötigt; für genügend großes n spielen sie in bezug auf den Gesamtspeicher
platz keine Rolle.
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Wir betrachten im folgenden den ersten Schritt des Gaußsehen Algorithmus, in
der Terminologie von 5.1 also den Übergang von A = A (1) zu A (2), und unter
scheiden dabei zwei Fälle:

Fa II 1: Keine Pivotisierung, d. h., an =t= 0 wird als Pivot gewählt.
Für die Matrix (2) ergibt sich dabei das Muster

.---'---,

rX X X X r X X X X

I~
X X X X p{l~ 0 0 0 X
X X X X X 0 0 0 X X
X X X X X X

-+ X X X X X X
X X X X X X X X X X X X

X X X X

~j X X X X X
X X X X X X X

X X X X X

A = A(l) = ..4(1) A(2)

Beim Übergang zu A(2) werden nur die eingerahmten p * q Elemente neu berechnet,
insbesondere bleiben die Nullen außerhalb des Bandes erhalten. Das Verfahren
kann daher auf dem Platz des Bandes von A ausgeführt werden. Die zu 0 gemachten
Elemente werden mit den Eliminationskoeffizienten lik überspeichert.

Fall 2: Spaltenpivotisierung, d. h. aSI mit lasll = max {laili: 1 ~ i ~ 1 + p} wird
als Pivot gewählt, und die Zeilen 1 und s werden vertauscht.

Für die Matrix (2) ergibt sich hier im ungünstigsten Fall s = p + 1 das Muster

q p
~ ~

rX X X X X X X X X X X X
X X X X X v{ 0 0 0 0 0 0
X X X X 0 0 0 0 [2] 0X X X X X X

-+ X X X X X X
X X X X X X X X X X X

~IX X X X X X X X X
X X X X X X X

X X X l X X XJ
..4(1) A(2)

Beim Übergang zu A (2) werden die ersten 1 + p Zeilen bis zur Spalte 1 + q + p
aufgefüllt. Im nächsten Schritt kann derselbe Effekt wieder auftreten, wobei aller
dings der entstehende Dreiecksfaktor R die obere Bandbreite q + p nicht über
schreitet.

Zusammenfassend erhalten wir das folgende Resultat:
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6.4.1. Aussage. Es sei A E Rn,n eine reguläre Bandmatrix des Typs {p, q}. Dann
gilt:

(i) Wenn die Dreiecksfaktorisierung nach dem Gaußsehen Algorithmus ohne
Pivotisierung durchführbar ist (etwa für diagonaldominantes oder symmetri
sches und positiv definites A, vgl. 5.2.D), sind die Dreiecksfaktoren L und R
Bandmatrizen des Typs {p,O} und {O, q}. Die Faktorisierung kann auf dem
Platz des Bandes von A ausgeführt werden; der Aufwand ist t'o.I n(p opm
+ p * q opms), Im symmetrischen und positiv definiten Fall ist die Faktori
sierung A = LDLT auf dem unteren Teil des Bandes von A durchführbar,
und der Aufwand reduziert sich auf t'o.I n(p opm + p(p + 1)/2 opms). Bei der
Cholesky-Faktorisierung A = LLT kommen n opr hinzu.

(ii) Wenn die Dreiecksfaktorisierung nach dem Gaußschen Algorithmus mit Spal
tenpivotisierung durchgeführt werden muß, können maximal p weitere obere
Nebendiagonalen aufgefüllt werden, d. h., R ist eine Bandmatrix des Typs
{O, q + p}. Die Eliminationskoeffizienten Zik können auf dem Platz der zu °
gemachten Elemente im unteren Teil des Bandes gespeichert werden. Das
Verfahren ist daher auf dem Platz einer {p, q + p}-Bandmatrix ausführbar,
und der Aufwand ist maximal t'o.I n(p opm + p(q + p) opms).

6.4.2. Bemerkung. (i) Bei Rechnung ohne Pivotisierung kann die Dreiecksfaktorisie
rung sowohl nach den (n - l)-stufigen Grundformen des Gaußschen Algorithmus
aus 5.1 oder 6.1 als auch nach den direkten Verfahren aus 6.2 berechnet werden.
Bei Rechnung mit Spaltenpivotisierung treten wie beim Vorgehen ohne Pivotisierung
für jedes k E {1, ... , n - 1} höchstens p nichttriviale Eliminationskoeffizienten t.:
(i = k + 1, ... , min (k + p, n)) auf, die auf dem Platz des unteren Bandes gespei
chert werden können. Vertauschung der t; gemäß (5.1.18) analog zu den Zeilen
der AU) (j > k) führt auf die Dreiecksmatrix L = (lik) der Faktorisierung

PA = LR. (4)

Dabei ist L jedoch i. allg. keine {p, O}-Bandmatrix, obwohl in jeder Spalte höchstens
p nichtverschwindende lik außerhalb der Diagonalen vorkommen. Die Darstellung
(4) mit dem explizit gebildeten Dreiecksfaktor L ist daher für Bandmatrizen im
Fall der Spaltenpivotisierung nicht zweckmäßig. Die angepaßte Darstellung - vgl.
auch 5.2.6 (i) - ist die implizite Dreiecksfaktorisierung

A=tR

gemäß (5.1.16) mit

t. := T1,8(l)L1([1) ... Tn-LS(n-l}Ln-l(ln-l)

und

(5)

(6)

tk := (0, ... ,0, Zk+1.b ... , Zmiß(k+p'Il),k' 0, ... , O)T.

Die Matrix t. wird durch die Zahlen {Zib s(k): k = 1, ... , n - 1, i = k + 1, ... ,
min (k + p, n)} repräsentiert. Für Details der Implementierung sei auf die Spezial
literatur verwiesen, siehe B 6.4.
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(ii) Das Gleichungssystem Ax = b kann unter Verwendung der ohne Pivotisie
rung berechneten Dreiecksfaktorisierung A = LR durch Lösung von Lc = bund
Rx = c mit ~ n(l opm + (p + q) opms) gelöst werden. Im Fall einer symmetri
schen und definiten Matrix werden ~ n(l opm + 2p opms) bei Verwendung der
LDLT-Faktorisierung und ~ n(2 opm + 2p opms) bei Verwendung der Cholesky
Faktorisierung benötigt. Wenn die Faktorisierung (5) mit Spaltenpivotisierung be
rechnet wurde, ist c als Lösung von t.e = b gemäß

c = L n_ 1(-ln-l) T n- L S(n- l ) ' " L 1(-11) T L S( l ) b

zu bestimmen, man beachte (6) und 5.2.6(i). Der Aufwand ist maximal ~ n(l opm
+ (2p + q) opms).

(iii) Die beschriebenen Bandalgorithmen erzeugen dieselben Ausgangsdaten wie
die entsprechenden Algorithmen für vollbesetztes A; sie sind also insbesondere
numerisch gutartig, wobei die Fehlerkumulationskonstanten F = F(n, p, q) kleinere
Werte als im vollbesetzten Fall haben. Als Algorithmen zur Lösung von Ax = b
sind sie fast optimal in dem Sinn, daß der Quotient e(n) := (Anzahl der Rechen
operationen)/(Anzahl der Eingangsdatenelemente) unabhängig von n durch eine Kon
stante beschränkt ist, vgl. B 2.10. Bei voll besetzter Matrix gilt für den Gaußsehen
Algorithmus dagegen e(n) ~ Kn.

(iv ) Bei Diagonal- oder vollständiger Pivotisierung wird die Bandstruktur i. allg.
zerstört. Dasselbe trifft für die bei der BKP-Faktorisierung indefiniter symmetrischer
Matrizen verwendete Pivotisierungsstrategie zu, so daß aus der Symmetrie einer
Bandmatrix bei fehlender Definitheit i. allg. kein Vorteil gezogen werden kann.

(v) Im Band auftretende Nullen werden bei den diskutierten Bandtechniken nicht
berücksichtigt. Falls jedoch eine sog. Blockbandstruktur mit Blöcken Ai; von Band
gestalt vorliegt, falls A also etwa vom Typ

A=

rAu IA12 1

A 21 IA22 1 A 23 1

IA321 A 33 1 A 34 1

ist, kann analog zum Vorgehen in 6.l.B zur Blockelimination übergegangen werden.
Die Inversen der Pivotblöcke sollen dabei nicht explizit gebildet, sondern durch
die zugehörigen Faktorisierungen repräsentiert werden. D

Den einfachsten Sonderfall einer Bandmatrix stellt eine Tridiagonalmatrix, d. h.
eine {l, l}-Bandmatrix

rd l
e1 1

C2 d,4 e2 IA=
C3 d3 e3 (7)eJCn- 1 dn- 1

Cn dn J
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dar, die zweckmäßigerweise durch die drei Vektoren c = (Ci), d = (dd, e = (e.) E Rn
dargestellt wird. Der erste Schritt des Gaußschen Algorithmus führt je nach Wahl
von d1 bzw. C2 als Pivot auf

ce, ) C
d2 e2

.}A(2) = 0 d2 - 'l21 el e2 bzw. A(2) = 0 e1 - l21d2 -l21e2

Ca da ea Ca da ea

der Eliminationskoeffizient ist

l21:= c21d1 bzw. l21:= d1/c2 •

Die entstehende (n - 1)-dimensionale Restmatrix M(2) ist wieder tridiagonal, so
daß analog zum ersten Schritt fortgefahren werden kann. Bei Rechnung ohne Pivoti
sierung ergibt sich das folgende Verfahren.

6.4.3. Dreiecksfaktorisierung einer Tridiagonalmatrix A ohne Pivotisierung und
Lösung von Ax = b.

Aufgabe: Für die durch (7) gegebene reguläre Tridiagonalmatrix A E Rn,n ist die
Faktorisierung A = LR nach dem als durchführbar vorausgesetzte Gaußschen
Algorithmus zu berechnen; die Matrix A ist mit den signifikanten Elementen
von L und R zu überspeichern. Unter Verwendung von L, R ist x als Lösung
von Ax = b zu berechnen und auf dem Platz von b zu speichern.

Algorithmus:

S 1 (Dreiecksfaktorisierung A = LR) :

for k := 2(1)n do [Ck := ckldk-V dk := dk - Ck * ek-d

S 2 (Lösung von LRx = b):

S2.1 (b:= L-1b): for k:= 2(1)n do bk:= bk - Ck * bk-1

S2.2 (b := R-1b): b; := bnld n

for k:= n - 1(-1)1 do bk:= (bk - ek * bk+l)(dk

Aufwand: "-' n(1 opm + 1 opms) für L, R, "-' n(1 opm + 2 opms) für x

6.4.4. Bemerkung. (i) Wenn A symmetrisch und positiv definit ist, gilt ek-l = Ck,
und die Laufanweisung in S 1 ist durch

for k := 2(1)n do [z:=r= Cb Ck := Ckldk-I, dk := dk - Ck * z]

zu ersetzen. Damit ergibt sich die Faktorisierung A = LDLT.

(ii) Bei Rechnung mit Spaltenpivotisierung werden zusätzlich "-' n S für die
zweite Nebendiagonale von R benötigt, außerdem sind die Indizes {s(1), ... , s(n - 1)}
zu speichern. Wenn nur ein einzelnes System Ax = b zu lösen ist und S 1 und S 2.1
wie in 5.1.1 gemeinsam in einer Laufanweisung realisiert werden, brauchen die lik
und s(k) nicht aufgehoben zu werden. In diesem Fall kann die Lösung auf dem
Platz der rechten Seite b und der drei Diagonalen von A berechnet werden, indem
die neu entstehende zweite obere Nebendiagonale auf dem Platz von c gespeichert

wird. 0

15 Schwetlick, Numerische Algebra
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B. Schwach besetzte Matrizen beliebiger Struktur

Algorithmen zur Dreiecksfaktorisierung schwach besetzter Matrizen beliebiger Struk
tur gehen davon aus, daß die NNE beliebig über die Matrix verteilt sein können;
evtl. vorhandene regelmäßige Strukturen werden ignoriert.

In manchen Fällen ist es möglich, die Matrix A durch Zeilen~ und Spaltenver
tauschungen

Ä = PzAP~ (8)

für nichtsymmetrisches A bzw.

Ä = PAPT (9)

für symmetrisches und definites A so umzuordnen, daß Ä von Bandgestalt mit
minimaler Bandbreite ist. Die zugehörigen Algorithmen zur Bestimmung der Per
mutationsmatrizen P z, Ps bzw. P sind graphentheoretischer Natur und können im
Rahmen einer Einführung nicht diskutiert werden, siehe B 6.5 für Hinweise.

Für symmetrisches definites A ist durch Übergang von Band- zu Einhüllenden
Techniken eine weitere Senkung des Speicherbedarfs und Rechenaufwandes möglich.
Die Einhüllende der Matrix A besteht dabei aus der Diagonalen und allen Positionen
(i, j), für die ein l mit ail =f: 0 (1 ~ l ~ j < i) oder alj =f: 0 (1 ~ l ~ i < j) existiert.
Im nachfolgenden Beispiel sind die zur Einhüllenden gehörenden Positionen um
randet worden.

[x Xi_ x]X X XI_Ix
-~ X X

A= I X X X

IX X X X

I X X X

X X xJ
Aus der zeilenweisen Version 6.2.6 des Cholesky-Verfahrens liest man sofort das
folgende Resultat ab:

1
6.4.5. Aussage: Die Matrix A E Sn.n sei positiv definit. Dann ist die Einhüllende
von A gleich der Einhüllenden von (L + LT), wobei A = LLT die Cholesky
Faktorisierung von A bezeichnet.

Dies besagt: Der Cholesky-Faktor L kann auf dem unteren Teil der Einhüllenden
von A berechnet werden. Wenn die Anzahl der zur Einhüllenden von A gehörigen
Plätze Profil von A - in Zeichen: p(A) - genannt wird, ist (p(A) + n)/2 gerade
die Anzahl der für die Faktorisierung benötigten Speicherplätze. Es ist daher sinn
voll, durch geeignete simultane Zeilen- und Spaltenvertauschungen gemäß (9) das
Profil von A zu minimieren, siehe B 6.5 für Hinweise.

Wenn Band- oder Einhüllenden-Techniken nicht angewendet werden können oder
nicht zum Erfolg führen, muß zu universellen Verfahren für schwach besetzte
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Matrizen übergegangen werden. Grundlage ist wieder der Gaußsche Algorithmus,
von dem bereits k - 1 Schritte durchgeführt sein mögen. Die zu Beginn des k-~n

Schrittes vorliegende Restmatrix ist dann

f (k) (k) (k»)
akk ... aks ... akn I
. . .

Wenn das Element a~~) =f= 0 als Pivot gewählt wird, gehen die a~f) in

a(.~) * a(~)
a~~+l)·= a~~) - zs SJ (i, j = k, ..., n; i =f= 8, j =f= 8)

ZJ • ZJ a~~)
(10)

über, sofern auf die physische Vertauschung der Zeilen k,» und Spalten k,8 ver
zichtet wird. Ein Nullelement aW kann also nur dann in ein Nichtnullelement a~r·l)
übergehen, wenn sowohl das zugehörige Pivotspaltenelement a~~) als auch das Pivot
zeilenelement a~r) von 0 verschieden sind. Für schwach besetztes A wird das nur
selten der Fall sein, so daß die meisten Nullen aus M(k) nach M(k+l) übernommen
werden. Zur Illustration möge das folgende Beispiel dienen, bei dem die Positionen,
in denen NNE entstehen können, eingerahmt worden sind:

f I I I I
-0-(8)-0-0-

I I I I
-0-(8)-0-0-

st» = I I I I
_(8)__(8)__(8)_(8)_ ~ Zeile 8

I I I I
-0-(8)-0-0-

I I I I
t A

Spalte s

Die Größe

(11)

heißt lokale Auffüllung im k-ten Schritt (engl. .Jocal fill in"). Wenn a~k) bzw. ajk)
die Anzahl der NNE in der Zeile (aW, .••, a~~» bzw. Spalte (aW, •.•, a~~»T von M(k)

bezeichnet, kann die lokale Auffüllung wie folgt abgeschätzt werden:

1
6 .4.6. Aussaqe. Bei der Wahl von a~~) =f= 0 (k ~ 8, 8 ~ n) als Pivot gilt

1J(M(k+1» - 1J(M(k» ~ (a~k) - 1) * (akk ) - 1) =: fl~~)'

Die Zahlen fl~t) heißen Markountz-Kosten der Elemente a~~) =f= O. Man beachte,
daß durch (11) die gesamte im k-ten Schritt auftretende Auffüllung erlaßt wird,

15*
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denn bei der Berechnung der lik und der Übernahme der Pivotzeile als k-te Zeile
von R entstehen keine NNE.

Die bisherigen Überlegungen zeigen, daß ein universelles Verfahren zur Dreiecks-
faktorisierung schwach besetzter Matrizen zwei Forderungen erfüllen muß:

Auswahl einer Pivotreihenjolge {s(k), s(k)} (k = 1, ... , n - 1) bzw. äquivalent
Festlegung von Permutationsmatrizen P z und Ps derart, daß die Dreiecks
faktorisierung von A stabil durchführbar ist und die durch

'fJ(L + R) - 'fJ(A)

gegebene Auffüllung während des Eliminationsprozesses möglichst klein ist.
Auswahl einer Kompaktspeichertechnik, bei welcher nur die NNE von A und die
im Laufe der Elimination durch Auffüllung entstehenden NNE einschließlich
zugehöriger Indexinformationen zum Auffinden bzw. Einfügen von Elementen
gespeichert werden.

Die in der ersten Forderung genannte stabile Durchführbarkeit spielt je nach
Eigenschaften der Matrix A eine unterschiedliche Rolle: Für symmetrisches und
positiv definites A werden nur symmetrische Zeilen- und Spaltenvertauschungen
zugelassen, d. h., die Pivots müssen auf der Diagonalen von M(k) gewählt werden,
und es gilt s(k) = s(k) bzw. P z = Ps = P, vgl. (9). Aus 5.2 und 6.1 ist bekannt,
daß die Cholesky-Faktorisierung für jede solche Pivotreihenfolge ein numerisch gut
artiger Prozeß ist unabhängig von den konkreten Zahlenwerten der NNE. Die
Pivotreihenfolge kann also allein auf Grund des Besetztheitsmusters von A fest
gelegt werden. Demgemäß bestehen Implementierungen für symmetrische und defi
nite schwach besetzte Systeme in der Regel aus drei Teilprogrammen :

P 1: Festlegung der Pivotreihenfolge auf Grund des Besetztheitsmusters von A

P2: Numerische Berechnung des Cholesky-Faktors unter Verwendung der in P 1
ermittelten Pivotreihenfolge

P 3: Lösung von Ax = b unter Verwendung des in P 2 berechneten Cholesky-Faktors
vonA.

Der Zeitaufwand für die in P 1 auszuführenden nichtnumerischen Operationen ist
i. allg. wesentlich größer als der für P2. Da in der Praxis meist mehrere, unter Um
ständen sogar sehr viele Systeme derselben Besetztheitsstruktur, aber mit unter
schiedlichen Zahlenwerten zu lösen sind, braucht der aufwendige erste Schritt P 1
nur einmal ausgeführt zu werden.

Im nichtsymmetrischen Fall hängt das Stabilitätsverhalten im Unterschied zum
symmetriechen und definiten Fall auch von den Zahlenwerten der aij ab, so daß die
Pivotreihenfolge nicht ausschließlich auf Grund des Besetztheitsmusters festgelegt
werden kann. Wenn das Pivot in bezug auf die restlichen NNE der Pivotspalte
relativ klein ist, werden die lilc und i. allg. auch die a~f r 1) sehr groß, und die Gut
artigkeit bzw, Stabilität geht verloren, vgl. 5.2 und 5.3. Die Freiheit in der Wahl
des Pivots a~~) muß also auf Kosten einer möglicherweise größeren Auffüllung ein
geschränkt werden, etwa durch die Bedingung

(12)
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Aus (12) folgt

IZikl ~ I/ex,

d. h., das Elementwachstum ist gemäß

max {la~r-1 11/: k + 1 ~ i, j ~ n} ~ (1 + l/a) max {la~r)l: k ~ i, j ~ n} (13)

beschränkt. Für a = 1 liegt gerade der Fall der Spaltenpivotisierung in der Spalte s
vor, allerdings kann der Spaltenindex s E {k, ... , n} noch frei gewählt werden. Durch
Vorgabe von a kann der Nutzer einen Kompromiß zwischen den beiden gegensätz
lichen Forderungen "numerische Gutartigkeit" (a nahe bei 1) und "geringe Auf
füllung" (a nahe bei 0) zu erzielen versuchen.

Bei Verwendung einer einmal bestimmten Pivotreihenfolge für eine weitere Matrix
desselben Besetztheitsmusters ist die Bedingung (12) nicht notwendig erfüllt. Es
macht sich dann erforderlich, das Wachstum der a~rl im Laufe der Elimination zu
kontrollieren und bei zu starkem Anwachsen gegebenenfalls eine neue Pivotreihen
folge festzulegen. Eine weitere Möglichkeit besteht darin, den Genauigkeitsverlust
bei der Faktorisierung durch einige Schritte der iterativen Verbesserung entsprechend
5.4 auszugleichen.

Wir bemerken abschließend, daß für schwach besetzte Gleichungssysteme, die
bei der Diskretisierung von partiellen Differentialgleichungen etwa nach der Methode
der finiten Elemente bzw. nach dem Differenzenverfahren entstehen, eine Reihe
von speziellen Lösungsverfahren bekannt ist. Diese Verfahren nutzen die spezielle
Gestalt der Koeffizientenmatrix zielgerichtet aus und sind daher für gewisse Pro
blemklassen günstiger als universelle Lösungsverfahren, siehe B 6.6.

Übungsaufgaben

Ü 6.4.1. Man schreibe ein zu 6.4.3 analoges Programm für den Fall einer symmetrischen und
positiv definiten Koeffizientenmatrix unter Verwendung der Faktorisierung A = LDLT
bzw.A =LLT.

Ü 6.4.2. Man gebe ein zu 6.4.3 analoges Programm zur Faktorisierung einer nichtsymmetri
schen Tridiagonalmatrix mit Spaltenpivotisierung und zur Lösung von Ax = ban.

6.0. Berechnung und Aufdatierung der inversen Matrix

In den Anwendungen wird die Inverse A-l einer regulären Matrix A E Rn,n in den
seltensten Fällen explizit benötigt, vgl. die Ausführungen am Ende dieses Abschnitts.
Wenn die Berechnung von A-l doch erforderlich ist, gehen wir wie bisher von der
Dreiecksfaktorisierung

PA=LR (1)

von A aus, die nach einer der Varianten des Gaußsehen Algorithmus berechnet
sein möge. Aus (1) folgt

A-l = R-IL-IP. (2)
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Zur Auswertung der Darstellung (2) bestimmen WIr m emem ersten Schritt die
Inverse 8 := R-l aus der Matrixgleichung

8R=1 (3)

analog zum Vorgehen beim verketteten Gaußschen Algorithmus in 6.2. Da 8 wie R
eine obere Dreiecksmatrix ist, kann (3) elementweise in der Form

j {1 für. i = i,E Siprpj = (i, j = 1, ... , n),
p=i 0 für i =t= j

geschrieben werden. Für i > j ist dies trivial erfüllt, da die linksstehende Summe
leer ist. Für i = j ergibt sich sjjrjj = 1, also

(j = 1, ... , n). (4)

j-I

Für i < i folgt E Siprpj + Sijrjj = 0, d. h. unter Beachtung von (4)
p=i

(5)
(

j-I )
Sij : = - E. siprpj Sjj'

p=t

Zur Bestimmung von Sij werden die links von {i, j} stehenden Elemente von 8 und
die unterhalb von {i, j} stehenden Elemente von R benötigt. Eine Berechnung auf
dem Platz von R ist daher möglich, wenn 8 spaltenweise von links nach rechts und
in den Spalten von oben nach unten bestimmt wird.

Im zweiten Schritt wird T := 8L-l gebildet. Aus der äquivalenten Gleichung

TL=8 (6)

ergibt sich unter Beachtung der Dreiecksform von L

n

E tiplpj = Sij,
p=j

also wegen ljj = 1

(7)(i, j = 1, ... , n);
n

t i j := Sij - E tiplp j
p=j+I

man beachte Sij = 0 für i > j. Auf der rechten Seite treten die rechts von der Posi
tion (i, j) stehenden Elemente von T und die Eliminationskoeffizienten der j-ten
Spalte auf. Eine spaltenweise in-situ-Realisierung ist daher möglich, wenn die lpi

(p = j + 1, ... , n) in einem Hilfsfeld der Länge n ausgelagert werden, damit die
entsprechenden tp j in die Positionen (p, j) gebracht werden können.

Im dritten Schritt entsteht A-l = TP durch Spaltenvertauschung aus T.
Zusammenfassend erhalten wir den folgenden Inversionsalgorithmus :

1
60501. Berechnung von A-l unter Verwendung der LR-Faktorisierung von A.

Aufgabe: Für gegebene und gemäß 5.2.3 auf dem Platz von A gespeicherte Drei
ecksfaktorisierung PA = LR mit L, R E ffin.n, R regulär, ist die Inverse A-l zu
berechnen und auf dem Platz von A zu speichern.
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Algorithmus:

S 1 (Berechnung von S = R-l) :

for j := 1(1)n do

ajj := 1fajj

for i:= 1(1)j - 1 do aij := - ( J;laip * apj) * «»
p=t

S2 (Berechnung von T = R-IL-l):

for j:= n - 1(-1)1 do

for i:= j + 1(1)n do [li := aij, aiJ := 0]
n

for i := 1(1)n do aij := aij - 1: aip * lp
p=j+l

S3 (Berechnung von A-l = TP):

forj:=n-1(-1)1do

I
s = s(j)

if j < s then

for i:= 1(1)n do [z := aij, aij := ais, ais := z]

Aufwand: S1: ""'-'n3f60pms, S2: ""'-'n3f20pms, S1 + S2: ""'-'2n3f30pms,

""'-' n S (für l2' ... , ln)

6.5.2. Bemerkung. (i) Wenn die ""'-' n3f3 opms für die LR-Faktorisierung mit gezählt
werden, erfordert die Matrixinversion nach 6.5.1 insgesamt ""'-' n3 opms. Eine 11

bzw. (n - 1)-stufige Version von S 1 bzw. S2 ist möglich, siehe Ü 6.5.1.

(ii) Für symmetrisches A kann von den billigeren symmetrischen Faktorisierungen
aus 6.1 ausgegangen werden. Im positiv definiten Fall würde sich etwa mit der
Cholesky-Faktorisierung A = LLT das folgende Vorgehen empfehlen:

S 1: Berechne S := (LTt l mit ""'-' n3 f6 opms
S2: Bilde A-l := SST mit ""'-' n3 f6 opms
Der Aufwand reduziert sich dabei auf die Hälfte. Für indefinites A kann unter
Verwendung der BKP-Faktorisierung analog vorgegangen werden. Man beachte,
daß A-l symmetrisch ist, also nur ein Dreieck berechnet zu werden braucht.

(iii) Die Rundungsfehleranalyse von 6.5.1 unter Einbeziehung der LR-Faktori
sierung zeigt, daß das Verfahren für nicht zu schlecht konditioniertes A E ffin.n
durchführbar ist. Für die berechnete Inverse X ~ A-l gilt dabei: Zu jedem
i E {1, ... , n} gibt es eine Störung dA (i) , so daß die i-te Zeile eiTX von X der Be
ziehung

(8)

genügt, wobei F = F(n) eine schwach mit n wachsende, von der Matrizenklasse
und dem Faktorisierungsverfahren abhängende Kumulationskonstante ist. Das Ver
fahren 6.5.1 ist also numerisch gutartig in bezug auf jede Zeile von X. Dagegen gibt
es i. allg. keine kleine Störung dA, so daß X = (A + dAt l gilt, d. h., Gutartigkeit
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bezüglich X liegt nicht vor. Aus (8) folgt

IIXA - IIiF :;:;:; -r IIA·112 IIXllp :;:;:; v-V~ F IIA_112 IIXII2 . vF eond, (~4) (9)

mit F ~ -V:;;: F, d. h., das Residuum XA - 1 ist klein, und X ist eine gute Links
lncerse. Dagegen muß X keine gute Rechtsinverse sein, obwohl dies häufig wegen
spezieller Fehlerkorrelationen der Fall ist: Es kann nur

IIAX - Illp = IIA(XA - I) A-111p :;:;:; fiXA - Iljp cond, (A) ~ vF[cond2 (A)]2

(10)

gezeigt werden. Wegen X - A-l = (XA - 1) A-l folgt schließlich aus (9)

_IIX_-_A_-_11_IF S vF IIAlb IIXllp :;:;:; vF cond, (A),
IIA-1Ib - . ~

(11)

also die numerische ,stabilität von 6.5.1. 0

Als alternative Möglichkeit soll ein nach GAUSS und JORDAN benanntes Vorgehen
beschrieben werden; hinsichtlich der Namensgebung siehe B 6.6. Dabei wird die
Matrix A nach der Vorschrift

A(l):=A, (k = 1, ... , n) (12)

sukzessive mittels NT-Matrizen M k und Diagonalmatrizen Dk der Gestalt

1 -m1k f1
-mk-Lk 1

1 bzw. Dk = dk (13)

-mk+Lk 1 1

-mnk 1J
äquivalent in die Einheitsmatrix I transformiert. Die Matrix A (k) stimmt in den
ersten k - 1 Spalten bereits mit 1 überein, d. h., es ist

1 alk)
1k

A(k) =

. .
1 a~~1.k-1'" a~~1,n

a~"i ... a~"t1

a~'J. ... a~~

(14)

Die Koeffizienten mik werden so bestimmt, daß in der k-ten Spalte von MkA(k)

außerhalb des Diagonalelementes Nullen entstehen. Dies führt auf

mik:= a~t)la~~ (i = 1, ... , n, i =F k). (15)
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Dabei muß das Pivotelement a~"i. natürlich von 0 verschieden sein, was der Ein
fachheit halber im folgenden vorausgesetzt werden soll. Mit der Festlegung

(16)

wird schließlich das Diagonalelement a~"i. von .lllkA (k) zu 1 gemacht. Nach nSchritten
ergibt sich dann A(n+l) = D n jJ;l n '" D1M1A. Da A(fl+l) nach Konstruktion gleich I
ist, folgt

(17)

Die Darstellung (17) wird Produktform der Inversen genannt. Die signifikanten
Koeffizienten mik bzw. dk der Faktoren können auf dem Platz von aik bzw. akk
gespeichert werden. Eine eventuell vorhandene Bandgestalt oder andersartige
schwache Besetztheit schlägt sich in der Matrix der {mib dk } nieder, während das
explizit gebildete A-l i. allg. voll besetzt ist.

Falls ein Ausdruck der Form X = A-IB zu berechnen ist, kann dies durch suk
zessive Multiplikation mit den Faktoren geschehen. Speziell ergibt sich für B = b E Rn
gemäß

(18)

das sog. Gauß-Jordan- Verfahren zur Lösung des linearen Gleichungssystems A;v = b,
Die rechte Seite b wird dabei wie eine zusätzliche Spalte von A transformiert. Der
Gesamtaufwand ist"", n3 j2 opms, also größer als beim Gaußschen Algorithmus.

Für den Sonderfall B = 1 wird X = A-l, und die zugehörige Transformation ist
dann

X(l):= 1, (k = 1, ... , n). (19)

Die X(k) werden nach derselben Vorschrift wie die A (k) transformiert, lediglich die
Startmatrizen sind verschieden, vgl. (12). Die Matrix X(k) unterscheidet sich nur in
den ersten k - 1 Spalten von 1. Im k-ten Schritt geht die k-te Spalte ek von X(k)

In

über, und die Spalten 1 bis k - 1 von X(k) werden genauso transformiert wie die
Spalten k + 1 bis n von A (k). Die signifikanten Elemente von X(k) und A (k) können
daher gemäß

(

(k) (k)
Xl1 ••• X1,k-l

Z(k):=: :

x~\) ... X~~-l

in einer (n, n)-Matrix Z(k) zusammengefaßt und simultan transformiert werden. Bei
in-situ-Realisierung ergibt sich dann das folgende Verfahren der Gauß-Jordan

Inversion:



234 6. Modifikationen des Gaußsehen Algorithmus

6.5.3. Berechnung von A-I nach dem Gauß-Jordan- Verfahren ohne Pivotisierung.
Die reguläre Matrix A E Rn.n besitze die Dreiecksfaktorisierung A = LR. Dann
ist das Verfahren

for k := 1(1)n do

Berechnung der k-ten Spalte: akk := 1jakk
for i := 1(1)n do [if i =f: k then aik := -aik * akk]
Berechnung der übrigen Spalten:
for j := 1(1)n do

if j =f: k then

I
for i:= 1(1)n do [if i =f: k then aij := aij + aik * akj]
akj := akj * akk

in exakter Arithmetik durchführbar und überspeichert A mit A-l.

Aufwand: ,......, n3 opms

6.5.4. Bemerkung. (i) Das Verfahren 6.5.3 erfordert denselben Aufwand wie 6.5.1.
Sein Vorteil ist das kompakte Programm, allerdings ist das Rundungsfehlerverhalten
etwas schlechter, vgl. (ii), Die nichtpivotisierte Version 6.5.3 ist i. allg. nur für
diagonaldominante oder symmetrische und definite Matrizen geeignet; im letzten
Fall braucht nur mit einem Dreieck gearbeitet zu werden. Für andere Matrizen
muß eine der Pivotisierungsstrategien aus 5.2 angewendet werden. Man beachte,
daß die Restmatrizen jt,1(k) des Gauß-Jordan-Verfahrens und des Gaußsehen Algo
rithmus bei gleicher Pivotisierung identisch sind. Im Fall der Spaltenpivotisierung
gilt Imikl ~ 1 für i = k + 1, ... , n, aber i. allg. nicht für i = 1, ... , k - 1. Bei Spal
tenpivotisierung ist eine als Stiefelsches Rotationsverfahren bezeichnete Implemen
tierung zweckmäßig, bei der die Pivotzeile stets in die n-te Zeile gebracht wird und
die übrigen zyklisch nach oben verschoben werden. Das Merken und Rückgängig
machen der Vertauschungen wird dabei überflüssig.

(ii) Die Rundungsfehleranalyse der Gauß-Jordan-Inversion zeigt, daß das Ver
fahren für nicht zu schlecht konditioniertes A durchführbar und numerisch. stabil im
Sinne von

IIX - A-III ~ vF cond (A)
IIA-III -

(20)

ist, wobei F = F(n) von der Matrizenklasse, der Pivotisierungsstrategie und der
Norm abhängt. Dagegen liegt numerische Gutartigkeit i. allq. nicht vor, und beide
Residuen IIAX - 111, IIXA - 111 können von der Größenordnung vF[cond (A)]2 sein,
d. h., die berechnete Inverse X braucht weder eine gute Rechts- noch Linksinverse
zu sein. Ebenso ist die Berechnung der Lösung x von Ax = b nach dem Gauß-Jordan
Verfahren (18) eiti numerisch stabiler, aber i.aUg. kein numerisch gutartiger Prozeß
und sollte daher durch den billigeren und gutartigen Gaußschen Algorithmus ersetzt
werden. D

Wir diskutieren als nächstes das Verhalten von A-I bei Rang-1-Änderungen von A.
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6.5.5. Au/datierung der inversen Matrix. Es sei A E Rn,n eine reguläre Matrix.
Dann ist

A:=A+uvT,

genau dann regulär, wenn

u, v ERn, (21)

vTA-Iu =F -1

gilt. Ist die Regularitätsbedingung (22) erfüllt, so gilt

_ A-IuvTA-I
A-I = (A + uvTt l = A-I - ----

1 + vTA-Iu

(22)

(23)

Beweis. Falls (22) gilt, folgt (23) durch direktes Nachrechnen, indem die rechte Seite mit
A + uvT multipliziert wird. Im Fall vTA-1u = -1 ist w := A-1u =l= 0 und Aw
= (1 + vTA-1u) u = 0, also Ä singulär. 0

Die Aufdatierungsformel (23) wird nach WOODBURY und SHERMAN/MoRRISON
benannt, siehe B 6.7. Sie zeigt, daß eine Rang-I-Änderung von A eine Rang-I-Ände
rung von A-I bewirkt, und A-I kann mit v-; 3n 2 opms aus A-I berechnet werden,
vgl. Ü 6.5.2.

Wir bemerken abschließend, daß inverse Matrizen in den Anwendungen meist in
Ausdrücken der Form

x = A-IB bzw. Y = CA-I (24)

mit B, CT E Rn.r auftreten. Die naive Auswertung durch explizite Berechnung von A-I
und Multiplikation mit B bzw. C mit,......., n2(n + r) opms sollte grundsätzlich vermieden
werden. Stattdessen wird zu den äquivalenten Matrixgleichungen

AX = B bzw. ATYT = CT (25)

übergegangen und .Y = (Xl, ... , x r ) spaltenweise, Y = (yl, ... , y')T zeilenweise aus
den Gleichungssystemen

Axi = bi bzw. ATyi = ci (j = 1, ... , r) (26)

berechnet, wobei B = (bI, ... , b r ) und CT = (cl, ... , er) ist. Dies erfordert eine
Dreiecksfaktorisierung und die Behandlung r rechter Seiten, also e-> n2(n/3 + r) opms,
und ist vom Rundungsfehlereinfluß günstiger, vgl. Ü 6.5.4.

Übungsaufgaben

Ü 6.5.1. Man überlege sich, daß S 1, S2 aus 6.5.1 in den folgenden n- bzw. (n - 1)-stufigen
Versionen realisiert werden können:

81': for k:= 1(1)n do

akk := 1/akk
for i := 1(1)k - 1 do aik := -aik * akk
for j:= k + 1(1)n do

r:= akj' akj := 0
for i := 1(1)k do aij := aij + aik * r
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S2': Ior k:= n - 1(-1)1 do

Ior i := k + 1(1)n do [li := aik' aik := 01
Ior j:= k + 1(1)n do

Ior i := 1(1)n do aik := aik - aij * lj

Hinweis: S1' entsteht aus S1, indem der Beitrag des im k-ten Hauptschritt berechneten 8ik

j-I
zu jeder der Summen L 8i prpj (k < j) aus (5) sofort auf dem Platz von 8ij akkumuliert wird.

p=i
Überdies ist S l' gerade das Gauß-Jordan-Inversionsverfahren für den Sonderfall A = R.
S2' entsteht durch Auswertung von T = SL-I = SLn_1( _ln-I) ... L 1( -lI).

06.5.2. Es sei A = A + uvT mit regulärem A, A. Man überzeuge sich, daß der nachfolgende
Algorithmus eine Umsetzung der Formel (23) mit,....., 3n2 opms darstellt, bei der B:= A-I
mit B := A-l überspeichert wird:

W : = Bu, IX : = 1 + V TW

U := W/IX, W := BTv
B:=B -uwT •

Ü 6.5.3. Man spezifiziere die Änderungsformel (23) für die Sonderfälle der Änderung einer
Zeile, einer Spalte und eines Elementes von A.

Ü 6.5.4. Man zeige: (i) Wenn X eine im Sinne von

IIXA -111 ~ vF cond (A)

gute Linksinverse ist, genügt x := Xb der Abschätzung

!lx - A-1bll ~ vF cond (A) IIA-1bll,

d. h., X liefert auch eine gute Lösung von Ax = b,

(ii) Wenn X eine im Sinne von

IIAX -li! ~ vF cond (A)

gute Rechtsinverse ist, genügt x:= Xb dagegen der Abschätzung

Ilx - A-1bll ~ vF[cond (A)]21IA-I bll,

und der Exponent 2 kann i. allg. nicht durch 1 ersetzt werden.

Bemerkungen zum Kapitel 6

B 6.1. Die Faktorisierung A = LLT einer symmetrisch positiv definiten Matrix und das zuge
hörige Verfahren zur direkten Berechnung von L wurden von dem französischen Offizier
CHOLESKY eingeführt und zur Lösung von Normalgleichungen linearer Quadratmittelprobleme
verwendet; zu den letzteren Begriffen siehe Kapitel 9. Nach dem Tod CHOLESKYS ist das Ver
fahren durch dessen Freund BENOIT 1924 veröffentlicht worden. Algorithmen zur symmetri
schen Faktorisierung indefiniter symmetrischer Matrizen sind dagegen erst in den letzten
15 Jahren entwickelt worden, siehe BUNCH/PARLETT [71] für eine detaillierte Darstellung der
Grundideen und historische Kommentare, vgl. auch BUNCH [71] und BUNCH/KAUFMAN [771
Die hier verwendete Pivotisierungsstrategie geht auf BUNCH/KAUFMAN/PARLETT [76] zurück
und wird auch von den LINPACK-Autoren DONGARRA et al. [79] verwendet. Instruktive
Vergleiche mit alternativen Methoden - insbesondere mit der von AASEN[71] vorgeschlagenen
Kongruenztransformation auf Tridiagonalform - haben BARWELL/GEORGE [76] durchgeführt.

B 6.2. Direkte Dreiecksfaktorisierungen nichtsymmetrischer Matrizen sind u. a. von BANA
CHIEWICZ, CROUT und DOOLITTLE angegeben worden. Sie unterscheiden sich in der Zuordnung
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der Einsdiagonalen zu L oder R und in der Berechnungsreihenfolge. Für Details und Quellen
angaben muß auf die Spezialliteratur - etwa HOUSEHOLDER [64] und FADDEEV/FADDEEVA
(63] - verwiesen werden.

B 6.3. Die hier beschriebenen Algorithmen zur Aufdatierung von Cholesky-Faktorisierungen
gehen im Fall (X. = 1 auf GOLUB [65] und im Fall (X. = -1 auf SAUNDERS [72] zurück und sind
auch in LINPACK aufgenommen worden. Alternative und z. T. etwas billigere Varianten
haben FLETCHER/POWELL [74], BERSENEV [79], DAx [83] u. a. angegeben. SORENSEN [77]
behandelt die Aufdatierung von BKP-Faktorisierungen.

Zur Aufdatierung von Dreiecksfaktorisierungen nichtsymmetrischer Matrizen wurden bisher
nur Algorithmen publiziert, die entweder ohne Pivotisierung arbeiten - also nur für spezielle
Matrizenklassen stabil sind - oder bei denen die Dreiecksform eines Faktors allmählich zer
stört wird, siehe etwa BENNETT [65] oder BARTELS/STOER/ZENGER [71]. Eine Wende brachte
der Elementareliminationsschritt 6.3.1, der erstmals von BURMEISTER [76] in einem unver
öffentlichten Manuskript für den Fall der Spaltenmodifikation entsprechend 6.3.5 (ii) vor
geschlagen worden ist. Durch die Autoren wurde dieser Algorithmus auf den Fall beliebiger
Rang-1-Modifikationen erweitert und auf sein Fehlerverhalten untersucht. Unabhängig und
etwa gleichzeitig ist diese Idee von FLETcHER/MATTHEws [83] gefunden worden. Eine über
sieht über Modifikationstechniken haben GILL/MuRRAY [77] gegeben, vgl. auch 10.3 und die
dort zitierte Literatur über die Aufdatierung von QR-Faktorisierungen.

B 6.4. Algorithmen zur Faktorisierung von Bandmatrizen sind in WILKINsoN/REINscH [71]
und DONGARRA et al. [79] implementiert worden, und zwar auch für den nicht ganz einfachen
Fall nichtsymmetrischer Matrizen und Rechnung mit Spaltenpivotisierung.

B 6.0. Über die Lösung schwach besetzter Gleichungssysteme existiert eine umfangreiche
Literatur. Wir verweisen lediglich auf die Sammelbände von BUNcH/RosE [76], DUFF/STE
WART [79] und DUFF [81], die Monographien von GEORGE/Lru [81] und PISSANETZKY [84]
sowie den Übresichtsartikel von IKRAMov [82], wo zahlreiche weiterführende Literaturhinweise
zu finden sind. Zum erstenmal scheint die schwache Besetztheit einer Matrix bei Eliminations
verfahren von MARKowITz [57] in der linearen Optimierung ausgenutzt worden zu sein.

B 6.6. Der Inversionsalgorithmus 6.5.1 ist eine verkettete Variante des LINPACK-Verfahrens,
das in Ü 6.5.1 angegeben worden ist. Das Gauß-Jordan-Verfahren war vermutlich weder
GAUSS noch dem Geodäten JORDAN bekannt, trotzdem hat sich der Name in der Literatur ein
gebürgert. Die Fehleranalyse geht auf PETERS/WILKINSON [75] zurück. Die Implementierung
der spaltenpivot.isierten Version nach dem Rotationsprinzip gemäß 6.5.4(ii) kann bei STIEFEL
[61] nachgelesen werden. Das Gauß-Jordansche Inversionsverfahren ist identisch mit dem
sog. Austauschverfahren der linearen Optimierung.

B 6.7. Die Änderungsformel (23) wurde von SHERMAN/MoRRIsoN 1953 angegeben; bereits
vorher hatte WOODBURY 1950 eine analoge Formel für Rang-m-Änderungen A + [TVT,

U, V E Rft,m, aufgestellt; siehe ZIELKE [70] für eine detaillierte Diskussion solcher Änderungs
formeln und historische Kommentare.

7. Zusammenfassung zum Teil 11

Unter den direkten, d. h. in exakter Arithmetik in endlich vielen Schritten zum Ziel
führenden Verfahren zur Lösung regulärer Gleichungssysteme nimmt der Gaußsehe
Algorithmus mit seinen verschiedenen Modifikationen eine herausragende Rolle ein.
Zweckmäßig und heute üblich ist die Interpretation als Dreiecksfaktorisierung und
die Trennung des Faktorisierungsprozesses von der Behandlung einer rechten Seite,
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was insbesondere bei der Lösung mehrerer Gleichungssysteme mit derselben Koeffi
zientenmatrix vorteilhaft ist.

Für die wesentlichen Klassen der diagonaldominanten und symmetrischen positiv
definiten Matrizen ist die Dreiecksfaktorisierung ohne Pivotisierung durchführbar
und numerisch gutartig. Für nicht zu diesen Klassen gehörende Matrizen muß die
Gutartigkeit durch eine geeignete Pivotisierungsstrategie erzwungen werden, was
allerdings zu einer Erhöhung des Organisationsaufwandes führt. Es besteht heute
Übereinstimmung in der Ansicht, daß die vergleichsweise billige Spaltenpivotisie
rung in den meisten Fällen ausreichend ist, obwohl die das schlechteste Verhalten
erfassenden theoretischen Abschätzungen recht pessimistisch sind, siehe 5.2. und 5.3.

Wenn die Pivotisierung nicht ausreicht, um eine akzeptable Dreiecksfaktorisierung
zu liefern, kann i. allg. durch wenige Schritte der iterativen Verbesserung gemäß 5.4
eine akzeptable Lösung des Gleichungssystems erhalten werden. Falls die iterative
Verbesserung nicht konvergiert, muß zu einer Arithmetik mit höherer Genauigkeit
übergegangen werden. Eine weitere Möglichkeit stellt in diesem Fall der Ersatz der
Dreiecksfaktorisierung durch orthogonale Faktorisierungen dar. Mit verdoppeltem
Aufwand läßt sich die QR-Faktorisierung berechnen, siehe 10.2 und speziell
10.2.11 (iii). Ein Höchstmaß an Information gibt die Singulärwertzerlegung, die aller
dings den vierfachen Aufwand der Dreiecksfaktorisierung erfordert, siehe 11.1.

Ein wesentlicher Vorteil des Gaußschen Algorithmus ist seine Anpassungsfähig
keit. Dies betrifft einmal die Möglichkeit, spezielle Eigenschaften der Matrix zur
Aufwandsreduktion auszunutzen. Für symmetrische Matrizen kann der Aufwand
durch Verwendung der Cholesky-Faktorisierung im definiten Fall oder der neueren
BKP-Faktorisierung im indefiniten Fall halbiert werden, siehe 6.1. Wenn die Matrix
Bandstruktur hat, überträgt sich diese auf die Dreiecksfaktoren. Falls ohne Pivoti
sierung gearbeitet werden kann, bleibt die Bandbreite erhalten; bei Spaltenpivoti
sierung hat der R-Faktor i. allg. eine größere Bandbreite als der entsprechende Teil
der Originalmatrix, siehe 6.4. Bei nicht zu großer Bandbreite sind daher auch Systeme
sehr hoher Dimension effektiv lösbar. In Verbindung mit Kompaktspeichertechniken
kann der Gaußsehe Algorithmus auch zur Lösung großer Gleichungssysteme mit
schwach besetzten Koeffizientenmatrizen, die keine Bandstruktur haben, verwendet
werden, siehe wieder 6.4.

Zum anderen kann der Gaußsche Algorithmus speziellen Eigenschaften des Com
puters, der Programmiersprache und des Betriebssystems angepaßt werden. Bei
spaltenweiser Speicherung von zweidimensionalen Feldern läßt sich unnötiger
Seitenwechsel durch spaltenweise Orientierung der inneren Schleifen vermeiden;
dasselbe Vorgehen ist auch für gewisse Vektorrechner zweckmäßig, vgl. auch
Kapitel 16. Wenn Skalarprodukte billig mit höherer Genauigkeit akkumuliert werden
können, empfehlen sich die direkten Faktorisierungen aus 6.2. Für Parallelcomputer
stellt allerdings die QR-Faktorisierung nach GIVENS - siehe 10.2. - eine Konkurrenz
für die Dreiecksfaktorisierung dar, da sie keine Pivotisierung erfordert und besser
parallelisierbar ist. Dies trifft insbesondere für die sog. "systolic arrays" zu; zu diesen
siehe Kapitel 16.

Schließlich lassen sich Dreiecksfaktorisierungen bei Rang-1-Änderungen der Matrix
billig und numerisch stabil aufdatieren, was für gewisse Aufgabenklassen - etwa die
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Lösung nichtlinearer Gleichungssysteme und linearer wie nichtlinearer Optimierungs
aufgaben - von Bedeutung ist. Zusammenfassend kann festgestellt werden, daß der
Gaußsche Algorithmus für nicht zu schlecht konditionierte Systeme mittlerer Dimen
sion - n in der Größenordnung von einigen Hundert - und für schwach besetzte
Systeme hoher Dimension mit Bandstruktur oder unregelmäßiger Besetztheits
struktur das bevorzugte Verfahren darstellt und kaum durch Konkurrenten gefähr
det ist.

Etwas anders ist die Situation bei schwach besetzten Systemen hoher Dimension
und regelmäßiger Besetztheitsstruktur, wie sie bei der Diskretisierung partieller
Differentialgleichungen nach der Methode der finiten Elemente oder dem Differenzen
verfahren entstehen. Neben speziellen Versionen des Cholesky-Verfahrens - siehe
etwa GEORGE/LIU [81] - treten hier iterative Verfahren als ernsthafte Konkurrenten
auf. Auf solche Verfahren kann im Rahmen dieser Einführung nicht eingegangen
werden. Wir erwähnen lediglich die klassischen Darstellungen VARGA [62], YOUNG
[71] und HAGEMAN/Y OUNG [81] und von den neueren Entwicklungen die Methode

der alternierenden Dreiecksfaktorisierung - siehe SAMARSKII/NIKOLAEV [78] -,
die Mehrgitterverfahren - siehe etwa HAcKBuscH [85] - und iterative Verfahren
mit Vorkonditionierungen. Ein Beispiel für die letztgenannte Klasse sind die ICCG
Verfahren, bei denen eine sog. unvollständige Cholesky-Faktorisierung (,,!ncom
plete Cholesky") als Vorkonditionierung für das Verfahren der konjugierten Gradi
enten("Qonjugate Qradients") verwendet wird. Zu den Verfahren der konjugierten
Gradienten sei auf Ktrzxnoov [83] verwiesen.

Auf sehr spezielle Gleichungssysteme konnten wir nicht eingehen, etwa auf solche
mit Töplitz-Matrizen - siehe VOEVODIN/TYRTYSNIKOV [83] - und Ljapunov
Gleichungen - siehe IKRAMov [84]. Diese und andere Gleichungstypen werden auch
von GOLUB/VAN LOAN [83] behandelt.
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Nachdem wir im vorangegangenen Teil 11 Gleichungssysteme mit quadratischen und
regulären Koeffizientenmatrizen betrachtet haben, lassen wir jetzt beliebige recht
eckige Koeffizientenmatrizen A E Rm.n zu. Die zugehörigen Gleichungssysteme wer
den dann auch rechteckig genannt: Im Fall m ~ n spricht man von überbestimmten,
im Fall m < n von unterbestimmten Systemen. Teil III ist der Quadratmittellösung
überbestimmter linearer Gleichungssysteme gewidmet. In den einführenden Ab
schnitten gehen wir dabei auch auf unterbestimmte Systeme und klassische Lösungen
ein.

8. Rechteckige Gleichungssysteme und Quadratmittelprobleme

8.1. Klassische Lösungen, Quadratmittellösungen, Pseudoinverse

A. Lösungen und Quadratmittellösungen rechteckiger Gleichungssysteme

Gegeben ist das rechteckige Gleichungssystem

Ax = b (1)

mit A E Rm.n, b E Rm. Gesucht sind alle Lösungen x E Rn von (1), deren Gesamtheit
die Lösungsmenge :fo = :fo(A, b) := {x ERn: Ax = b} bildet. Zur weiteren Unter
suchung von (1) ziehen wir die Singulärwertzerlegung

A = Fl;rT (2)

von A mit ~ = diag (0"1' ••• , 0"" 0, ... ,0), 0"1 ~ .•• ~ O"r > 0, r = rang (A) und
orthogonalen Matrizen V E Rm,m, V E Rn.n heran, vgl. 1.2.14. Einsetzen In (1)
führt unter Beachtung von V-I = UT auf das äquivalente System

!:; = (J

für die transformierten Größen

(3)

(4)
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und (3) läßt sich komponentenweise als

al~l = ßI'

ar;r = ßr,

°= ßr+!,
(5)

°= ßm

schreiben. Wegen x == vg sind die ~j gerade die Komponenten von x in der ortho
normierten Basis des Urbildraumes Rn, die durch die Spalten von V gebildet wird.
Analog stellen die ßi die Komponenten von b = V/J in der durch die Spalten von V
gebildeten orthonormierten Basis des Bildraumes Rm dar. In den genannten Basen
nimmt das Ausgangssystem die Form (5) an, d. h., die Gleichungen sind entkoppelt,
und das System zerfällt in die r Gleichungen

ai~i = ßi (i = 1, ... , r) (6)

für g und die m - r Bedingungen

(i = r + 1, ... , m) (7)

an die transformierte rechte Seite ,J. Das System (1) ist also genau dann lösbar,
wenn (7) erfüllt ist. Wegen

cJl(1:) = {,J = (ßi) E Rm: ß,+! = ... = ßm = o}

ist (7) zu PE cJl(~), also zu b = Vi] E VcJl(~) = cJl(A) äquivalent, vgl. (1.2.24). Die
Lösbarkeitsbedingung (7) läßt sich daher auch als

b E cJl(A) (8)

schreiben und ist uns in dieser Gestalt bereits im Abschnitt 1.1.E begegnet, denn
die Auflösung von (1) bedeutet, den Vektor b als Linearkombination der Spalten
von A mit den Koeffizienten Xj darzustellen. Wenn (8) erfüllt ist, wird (1) konsistent
genannt, andernfalls heißt das System inkonsistent. Im Fall m = r, d. h. für eine
zeilenreguläre Matrix, ist die Lösbarkeitsbedingung (8) wegen cJl(A) = Rm für jede
rechte Seite erfüllt.

Es sei jetzt (1) konsistent. Dann sind die ersten r Komponenten von g durch (6)
eindeutig festgelegt, während die restlichen in (5) überhaupt nicht auftreten und
deshalb beliebig gewählt werden können. Die Lösungen x des Originalsystems (1)
ergeben sich wegen (4) gemäß a: = IT; aus den Lösungen g des transformierten
Systems (5), sie sind also durch

(9)
mit

x N = V;N, gN = (~l' ... , ~" 0, ... , O)T, ~j = ßi/aj (j = 1, ... , r) (10)

und

;r = Vg, ~ = (0, ... ,0, ;r+v ... , ~n)T, ;j beliebig (j = r + 1, ... , n) (11)

16 Schwetlick, Numerische Algebra
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festgelegt. Dabei ist x N eine spezielle Lösung des inhomogenen Systems Ax = b
(nämlich diejenige kleinster Euklidischer Norm, wie wir später sehen werden).
Wegen

uV(l;) = {; = (~j): ~1 = '" = ~r = O}

läßt sich ~ aus (11) durch ~ E uV(~), x also durch x = V~ E VuV(~) = uV(A) cha
rakterisieren. Daher stellt x in (9), (11) gerade irgendein Element aus dem (n - r)
dimensionalen Nullraum uV(A), d. h. irgendeine Lösung des homogenen Systems
Ax = 0 dar. Die Lösungsmenge :to kann folglich in der Form

1'0(A, b) = {x + x N + ~: ~ E uV(A)} =: x N + uV(A)

geschrieben werden.

Wenn:l ein Teilraum von Rn der Dimension sund y E Rn ist, wird die Menge

:t = {x E Rn: x = y + Z, Z E :l} = Y + :l

allgemein lineare ltJannigfaltigkeit der Dimension s = dirn (:l) genannt. Mit x' E :l gilt
x" E:t genau dann, wenn x' - x" E:l ist. Insbesondere kann :t auch in der
Form :t = y' +:l mit beliebigem y' E :t geschrieben werden, d. h., für die Dar
stellung von :t kann ein beliebiger Bezugspunkt y' E :t gewählt werden.

Mit dieser Terminologie können wir sagen: Das konsistente System (1) hat die
(n - r)-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit :to = x* + uV(A) zur Lösungsmengf,
wobei x* irgendeine Lösung von (1) darstellt.

In den Anwendungen sind die Eingangsdaten {A, b} i. allg. fehlerbehaftet. Wenn
(1) etwa ein streng überbestimmtes, konsistentes System ist, tritt der Teil (7) im
transformierten System (3) wegen r ~ n < m stets auf. Eine beliebig kleine Störung
Oßi =f= °in einer der Komponenten ßi = 0, i E {r + 1, ... , m}, von IJ wandelt dann
das lösbare Originalsystem in ein gestörtes System mit der rechten Seite iJ+ d{/
bzw. b + ob = U(/J + 0(1) um, das nicht mehr lösbar ist. Für solche Aufgaben
klassen ist daher die Forderung nach der exakten Erfüllung von (1) unnötig streng
bzw, sogar unsachgemäß und sollte durch die Forderung ersetzt werden, die p-Korm
des Residuums

r = r(x) = b - Ax

zu minimieren. Obwohl auch die Fälle p = 1 und p = 00 von Interesse sind, hat der
Fall p = 2, d. h. die Verwendung der Euklidischen Norm, die größte Bedeutung für
die Anwendungen erlangt. Da wir im Teil III ausschließlich die Euklidische Vektor
norm und meist die Spektralnorm einer Matrix verwenden, lassen wir den Index 2
zur Kennzeichnung dieser Normen der Einfachheit halber weg. Das abgeschwächte
Ersatzproblem schreibt sich dann als

Ilb - Axll ~ Minimum! bzw. kurz: Ax r-.J b ,
zERn

und ist äquivalent zu
m

(b - AX)T (b - Ax) = E [(b - Ax)d2 ~ Minimum!.
i=l zERn

(12}
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Es wird lineares Quadratm'ittelproblem (engl. "linear least squares problem", russ.
"JU,meßHaH npoönexa HalIMeHbilllIX K6aApaT06") genannt; man spricht auch von der
Methode der kleinsten (Fehler-) Quadrate bzw. vom linearen Ausqleichsproblem.

Ein Vektor x E Rn, für den

Ilb - Axll ~ Ilb - Ax'll für alle x' E Rn

gilt, heißt Lösung des Quadratmittelproblems Ax ~ b bzw. Quadratm'ittellösung des
linearen Gleichungssystems Ax = b; die Gesamtheit der Lösungen bildet die Lösungs
menge :t = :t(A, b). Für konsistente Systeme gilt offensichtlich :to(A, b) = 1(A, b),
so daß eine Verallgemeinerung des klassischen Lösungsbegriffes vorliegt.

Wir betrachten jetzt einen beliebigen Vektor x E Rn. Wenn A wie eingangs durch
die Singulärwertzerlegung ausgedrückt wird, ergibt sich mit den Transformationen
(4) die Darstellung

'" = b - Ax = UUTb - U~VTX = U(ß - l;;).

Unter Beachtung der Orthogonalinvarianz der Euklidischen Norm folgt daraus

r m

IIrl12 = 11,1 - l;;112 = L (ßi - (ji~i)2 + L ß7·
i=l i=r+l

Der erste Summand ist stets nichtnegativ und verschwindet genau dann, wenn

(13)

(14)

(i = 1, ... , r)

gilt. Die restlichen Komponenten haben auf das Residuum keinen Einfluß und kön
nen beliebig gewählt werden. Der Vergleich mit (9) bis (11) zeigt, daß die Quadrat
mittellösungen identisch sind mit den Lösungen des Gleichungssystems Ax = b,
zu dem die rechte Seite

gehört.

b:= Uß, ß:= (ßl' ... , ßn 0, ... , O)T (15)

8.1.1. Satz. Es sei A E Rm,f1 gegeben. Dann gilt
(i) Das Quadratmittelproblem Ax~ b ist für jede rechte Seite b E Rm lösbar.

(ii) x ist Lösung von Ax~ b genau dann, wenn x das Gleichungssystem

Ax= b

mit b gemäß (15) löst.

(iii) Jede Lösung x läßt sich in der Form

x = x N + x mit x N , ~ gemäß (10), (11)

schreiben.

Satz 8.1.1 besagt: Die lineare M annigjaltigkeit

:t(A, b) = x N + JV(A)

16*

(16)

(17)

(18)
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der Dimension dirn JV(A) = n - r, r = rang (A), stellt die Lösungsmenge von Ax
r-..J b dar. Die Lösung ist eindeutig, wenn r = n gilt, d. h., wenn Aspaltenregulär ist.

Wir bemerken ferner, daß das optimale Residuum r = b - Ax für alle Lösungen a:
den Wert

r = b - b = U((J - ß) = UQ, Q := (0, ... ,0, ßr+1' ... , ßm)T

(19)

besitzt, also durch A und b eindeutig festgelegt ist, vgl. (13).

Nachdem die Singulärwertzerlegung von A über die Residuumsdarstellung (14)

in einfacher Weise zu Aussagen über Lösbarkeit und Lösungsmenge des Quadrat
mittelproblems Ax r-..J b geführt hat, soll im folgenden eine von der Singulärwert
zerlegung unabhängige, geometrisch motivierte Charakterisierung der Quadrat
mittellösungen hergeleitet werden. Wir betrachten dazu den Fall m = 3, n = rang (A)
= r = 2, A = (al, a 2) E R3,2, b E R3, b ~ 3l(A). Für a: = (Xl' x2)T E R2 durchläuft
y = Ax = a 1x I + a2x

2 den Wertebereich 3l(A) = span {al, a 2 } . Die Minimierung
von IIb - Axll bedeutet also, den Vektor b im Sinne der Euklidischen Norm optimal
durch eine Linearkombination der Spalten von A zu approximieren, siehe Abb. 8.1.1.

b

, r(x)=b,
r(i) =b-b

",-,,
b = Ai =a' x, +Q2XZ"

~y=Ax=a'x,+a2xz_---- /1---------..... -- a 1

'---- .R-_(A_l_=_s--'--p_on_{-'----a" a 2} /

Abb. 8.1.1. Quadratmittellösung x und minimales Residuum b - b

B. Orthogonale Projektionen, Projektoren und Komplemente

Aus Abb. 8.1.1 wird anschaulich klar, daß r = b - b, b = Ax E 3l(A), genau dann
kleinste Euklidische Länge besitzt, wenn r orthogonal zu allen Vektoren y E 3l(A)
und b in diesem Sinne die orthogonale Projektion von b auf 3l(A) ist. Im folgenden
soll der für das Verständnis der Quadratmittelprobleme wesentliche Begriff des
orthogonalen Projektors präzise definiert und charakterisiert werden. Dabei lassen
wir statt 3l(A) einen beliebigen Teilraum Y zu.

1

8.1.2. Aussage. Es sei Y ein Teilraum v~ a-, Dann gilt:

(j) Zu jedem b E Rm gibt es genan ein bEY mit

yT(b - b) = ° für alle y E y, kurz: b - b .L y.
Der Vektor s heißt orthogonale Projektion von b auf y.
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(ii) b ist orthogonale Projektion von b auf Y genau dann, wenn b die Aufgabe

Ilb - YII --+ Minimum!
YEy

löst.

(iii) Es gibt genau eine Matrix P E Rm,m, so daß

b =Pb

(20)

(21)

für alle b E Rm gilt. P heißt orthogonaler Projektor bzw. kurz Projektor auf y.
Wenn dirn Y = r und {gI, ..., gr} eine Basis von Y ist, kann P in der Form

P = G(GTG)-I GT

mit G := (gI, ..., gr) geschrieben werden.

(22)

Beweis. Es sei {gI, ... , g~} irgendeine Basis von Y und G:= (gl, ... , gr). Dann ist rang (G)
= rang (GTG) = r, vgl. (1.2.28), so daß GTG regulär und Paus (22) wohldefiniert ist. Wegen
b = Pb = G{(GTG)-l GTb} ist bE c'lt(G) = y. Da jedes y E Y in der Form y = Gw mit
W E Rr dargestellt werden kann, ergibt sich

yT(b - b) = (GW)T (b - Pb) = WT(GTb - GTPb) = 0,

also (19). Es bleibt zu zeigen, daß b = Pb durch (19) eindeutig festgelegt ist. Wenn (19) auch
für ein c E y erfüllt ist, folgt yT(b - b) = yT(b - c) = 0, also yT(b - c) = ° für alle
y E y. Wegen b, c E Y ist auch b - c E y, so daß speziell y = b - c gewählt werden kann,
was auf (b - C)T (b - c) = 0, also b = c führt. Daher ist b eindeutig durch (19) festgelegt,
so daß auch P eindeutig durch y bestimmt ist und nicht von der speziell gewählten Basis
{gl, ... , gr} abhängt.

Es bleibt die Äquivalenz von (i) und (ii) zu zeigen. Nun gilt für beliebiges y E Y

Ilb - yl12 = II(b - b) + (b - y)W = Ilb - bW + 2(b - b)T (b - y) + Ilb - yW

= Ilb - bW + Ilb - y112,

denn wegen b - y E Y verschwindet das Skalarprodukt, siehe (19). Offensichtlich wird dann
:lb - YII über y E Y genau dann minimal, wenn y = bist. 0

Zur Illustration stellen wir die vorkommenden Größen für den Fall m = 2,
Y = span {gI}, dirn y = r = 1, in Abb. 8.1.2 dar. Der Projektor Q = I - P und
der Teilraum Yl. werden weiter unten eingeführt und können zunächst unbeachtet
bleiben.

Y = span{g1}

Abb. 8.1.2. Orthogonale Projektion und zugehörige Größen
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Orthogonale Projektoren lassen sich in einfacher Weise charakterisieren.

1
8.1.3. Aussage. P E Rm,m ist genau dann ein orthogonaler Projektor, wenn

P = P" und p2 = P

gilt. Wenn (23) erfüllt ist, stellt P den Projektor auf y = 3l(P) dar.

(23)

Beweis. Es sei P der Projektor auf y. Dann kann P nach (22) dargestellt werden, und
(23) ist erfüllt, wie man durch Einsetzen bestätigt. Genügt P umgekehrt den Forderungen
(23), gilt für jedes y E Y := 3t(P), d. h. für jedes y = P'IJ, V E Rm,

yT(b - Pb) = (PV)T (b - Pb) = vT(P - P2) lJ = 0,

d. h., b = Pb ist in der Tat die Projektion von b auf y. D

\Venn Y ein Teilraum von Rm ist, wird das orthogonale Komplement Y1. von Y
als Menge aller zu y orthogonalen Vektoren gemäß

Y1. := {z E Rm: z -.L Y} = {z E Rm: zTy = 0 für alle y E y} (24)

eingeführt. Es ist sofort zu sehen, daß :l := y 1. wieder ein Teilraum von Rm ist
und durch die Bedingungen

Rm = y +:l und y -.L :l, d. h. yTz = 0 für alle y E y, Z E :l, (25)

eindeutig festgelegt wird, insbesondere gilt (Y1.)1. = y. Die folgende Aussage zeigt,
daß zwischen den Projektoren auf y und :l ein einfacher Zusammenhang besteht.

1
8.1.1. Aussage. Es sei Y ein Teilraum von a-, und P bezeichne den orthogonalen
Projektor auf y. Dann ist

Q:= 1- P (26)

der orthogonale Projektor auf :l := y 1..

Beweis. Q genügt (23) und ist also ein Projektor. Für z E 3 gilt weiter zT(b - Qb)
= zT(b - (1 - P) b) = zTPb = 0 für alle b wegen Pb E y, d. h., Q projiziert auf 3. D

Aus 8.1.4 folgt, daß jedes x E Rm gemäß

x = y + z = Pa: + Qx, y = Pa: E y, z = Qx E :l , (27)

in eindeutiger Weise als Summe zweier Vektoren aus Y und :l dargestellt wer
den kann, wobei IIPx + Qxl12 = IIPxl12 + 2(PX)T Qx + IIQxl12 = IlPxl12 + 2xTPQx

+ IIQ.1'112 , wegen PQ = P(I - P) = P - p2 = 0 also

Ilx!12 = I!Px112 + IIQxl12 (28)

gilt. Dies ist gerade der Satz des PYTHAGORAS in dem durch x, P» und Qx aufge
spannten rechtwinkligen Dreieck, siehe Abb. 8.1.2, wo b statt x vorkommt.

c. Weitere Charakterisierung von QuadratmitteUösungen

Wir kehren jetzt wieder zum Quadratmittelproblem Ax '"'-' b zurück. Dieses läßt
sich auch in der Form (20) mit Y = 3l(A) schreiben, denn jedes y E 3l(A) ist von der
Gestalt y = Ax, x E Rn. Nach 8.1.2(ii) ist dann x Lösung genau dann, wenn y = Ax
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= b = P Ab gilt, wobei PA den Projektor auf Jl(A) bezeichnet. Man rechnet nach,
daß baus (15) in der Tat die (mittels der Singulärwertzerlegung bestimmte) Projek
tion von b auf Jl(A) ist, siehe e 8.1.5. Nach 8.1.2(i) kann b auch durch die Bedin
gung b - b 1- Jl(A), d. h. durch r 1- Jl(A) mit r = b - Ax, charakterisiert
werden. Dies ist zu r E Jl(A).L äquivalent. Das orthogonale Komplement zu Jl(A)
läßt sich aber durch AT beschreiben.

Is .1.5. Aussage. Für jede Matrix A E Rn.n gilt

Jl(A).L = JV(AT).

Beweis. Es gilt z E cn(A).L genau dann, wenn yTz = 0 ist für alle y E cn(A), d. h. für alle
y = Ax, x E Rn. Dies bedeutet (AX)T Z = xTATZ = 0 für alle x E Rn, also ATZ = 0 oder
äquivalent z E uY(A T). D

Die 'Bedingung rE Jl(A).L ist also zu I' E JV(AT), d. h. zu ATr = AT(b - Ax) = 0

äquivalent.
Zusammenfassend erhalten wir die folgenden Charakterisierungen der Quadrat-

mittellösungen.

8.1.6. Satz. Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(i) x ist Lösung des Quadratmittelproblems Ax r-.J b.

(ii) x ist Lösung des Gleichungssystems

Ax = PAb.

(iii) a: genügt der Bedingung

r = b - Ax 1- Jl(A).

(iv) a: ist Lösung des Gleichungssystems

ATAx = ATb.

(30)

(31)

Die Gleichungen (31) werden die zu Ax r-.J b gehörenden Normalgleichungen ge
nannt: sie sind wie das Gleichungssystem (29) auf Grund der speziellen Gestalt der
rechten Seite stets konsistent.

D. Normallösung und Pseudoinverse

In 8.1.1 wurde festgestellt, daß die (n - r)-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit

:t = :1(..4, b) = x N + JV(A)

die Lösungsmenge von Ax r-.J b darstellt. Im Fall r < n existieren also unendlich
viele Lösungen, und es ist sinnvoll, unter diesen eine spezielle Lösung auszuzeichnen.
Wenn die Norm von x als Kriterium gewählt wird, ergibt sich aus der Darstellung
(17) wegen der Orthogonalität von V

r 71

IIxl12 = 1@12 = II;NI12 + IIgl1 2 = L (ßdaJ!' + L ~j (32)
j=l j=T+l

für jedes x = V; E :t. Hieraus liest man ab, daß Ilxll genau dann minimal wird, wenn
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die frei wählbaren Parameter ~r+1' ••• , ~fl gleich 0 gesetzt werden, d. h., wenn x = 0

und folglich x = x N gilt. Dies ist offensichtlich dann und nur dann der Fall, wenn x
orthogonal zu JV(A) ist, siehe Abb. 8.1.3.

KfAl

.i->:

Abb.8.1.3. Lösungsmenge und Normallösung für n = 2, r = 1

8.1.7. Aussage. Es sei :f die Lösungsmenge des Quadratmittelproblems Ax r-..J b,
Dann gilt

(i) Unter allen Lösungen gibt es genau eine mit kleinster Euklidischer Norm,
nämlich x N , d. h., die Aufgabe

Ilxll --+ Minimum!
ZE:t

ist eindeutig durch x N lösbar.

(ii) Für x E :f gilt x = x N genau dann, wenn

x..l JV(A).

(33)

(34)

Wegen (i) heißt x N Minimum-Norm-Lösung, wegen (ii) auch Normallösung von
Ax r-..J b. Ihrer Kürze wegen verwenden wir die letztgenannte Bezeichnung. Für
spaltenreguläre Probleme ist x N die einzige Lösung von Ax r-..J b.

Wir wollen jetzt untersuchen, wie x N von b abhängt. Dazu benutzen wir wieder
die Singulärwertzerlegung (2) und die Darstellung x N= vgN mit gN aus (10), vgl.
8.1.1. Wenn

1:+ :==

o /OJ

E Rn,m und A+:= V~+UT E Rn.m (35)

gesetzt wird, ergibt sich unter Beachtung von IJ = UTb

(36)

d. h., die Abbildung b --+ x N ist linear und wird durch die Matrix A+ beschrieben. Der
folgende Satz zeigt, daß A+ auch in völlig anderer Weise eingeführt werden kann.
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8.1.8. Satz.

(i) Zu jeder Matrix A E Rm,n gibt es genau eine Matrix A+ E Rn,m, so daß

x N = A+b für alle b E Rm

die Normallösung von Ax r-.J b darstellt. Wenn (2) die Singulärwertzerlegung
von A bezeichnet, ist A + durch (35) gegeben.

(ii) A-t- ist durch die Bedingungen

(PI) AA+A = A, (P2) A+AA+ = A-t- ,

(P3) (AA+)T = AA+, (P4) (A+A)T = At- A

eindeutig festgelegt.

Beweis. Die Eindeutigkeit von A+ ergibt sich aus der Eindeutigkeit der Normallösung. Es
bleibt zu zeigen, daß A+ äquivalent durch (PI)' ... , (P 4 ) charakterisiert werden kann. Daß A+
aus (35) diese Bedingungen erfüllt, läßt sich sofort durch Einsetzen überprüfen. Es sei um
gekehrt jetzt B E Rn,m eine Matrix, die den Bedingungen aus (ii) mit B anstelle von A+ ge
nügt. Dann folgt

B =BAB =BAA+AB =ATBTA+A =ATBTAT(A+)T B =AT(A+)T B =A+AB
2 I 4 I

= A+BTAT = A+AA+BTAT = A+(A+)T ATBTAT = A+(A+)T AT = A+AA+ = A+.
3 2 3 I 3 2

Die Zahl i unter dem Gleichheitszeichen gibt dabei an, welche Bedingung (Pi) für A+ bzw. B
benutzt worden ist. D

Die Matrix A heißt Moore-Penrose-Lnoerse oder kurz Pseudoinverse von ~4; man
spricht auch von der verallgemeinerten Inversen. Die Bedingungen (PI)"", (P4)

werden Penrose-Bedingungen genannt. Zur Geschichte der verallgemeinerten Inver
sen siehe B 8.3.

Durch Einsetzen überzeugt man sich von der Gültigkeit der Rechenregeln

o: = 0, (A+)T = (AT)+ und (I1A)+ = (1/11) A+ für 11 E R, ), =f: O.

(37)

Weitere nützliche Eigenschaften der Pseudoinversen, deren Richtigkeit ebenfalls
durch Einsetzen in die Penrose-Bedingungen bestätigt werden kann, sind in der
folgenden Aussage zusammengefaßt.

8.1.9. Aussage. Es sei A E Rm,n eine Matrix vom Rang r. Dann gilt

(i) { (ATAt l AT, falls n = r ~ m ,

A+ = AT(AATt1 , falls m = r ~ n,
A-I, falls m = r = n .

(ii) A+ = G+F+, falls A = J11G mit F E Rm,r, G E Rr,n (und folglich rang (F)
= rang (G) = r).

(iii) A+ = VB+UT, falls A = UBVT mit B E Km,n und orthogonalen Matrizen
U E Rm,m, V E Rn.n.
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(iv) A+ = (BT IO)}n, falls A = (B)}k .
--.-- - 0 }m-k

k m-k --.--
n

(v) [diag (al> ... , al )]+ = diag (a;, ... , an, wobei

a+ := { 1/o für a =f= 0, a ER.° für a = 0,

Schließlich lassen sieh die mit zl verbundenen Projektoren explizit durch A und A+
ausdrücken.

8.1.10. Aussage. Es sei A E Rm.n gegeben. Dann ist

PA = AA- bzw. P AT = A+A

der Projektor auf 3l(A) bzw. 3l(AT), und

QA=I-AA+ bzw, QAT=I-A-'-A

stellt. den Projektor auf JV(AT) bzw. JV(A) dar.

Beweis. Wir setzen P:= P.4 = AA+. Wegen (P3 ) und (Pt) gilt (23), d. h., P ist ein Projek
tor. Es bleibt 3l(P) = 3l(A) zu zeigen. Für jedes y gilt nun Py = AA+y, also 3l(P) c: 3l(A).
Andererseits ist wegen (Pt) Ax = AA+Ax = PAx, also 3l(_4) c: 3l(P) und damit 3l(P)
= 3l(A). Die übrigen Aussagen ergeben sich aus 8.1.4 und der Tatsache, daß 3l(A).l = Jf'(AT)
sowie 3l(AT).l = Jf'(A) gilt; letztere Eigenschaft folgt bei Anwendung von 8.1.5 auf AT. C

Übungsaufgaben

-v 8.1.1. Man zeige: Wenn {qt, ... , q''} eine orthonormierte Basis von y ist, hat der ortho
normale Projektor P auf Y die Gestalt

r
P = J:qiqiT.

i=l

Der Projektor Q = I - P kann in der Produktform

geschrieben werden.

Ü 8.1.2. Man beweise, daß P E Rm,m genau dann ein orthogonaler Projektor ist, wenn

P = UIlUT

(38)

(39)

(40)

mit orthogonalem U E Rm,m und einer Diagonalmatrix 11 = diag (lI j ) , II j E {O, 1}, gilt, d. h.,
Projektoren sind symmetrische Matrizen mit den Eigenwerten °oder 1. Man gebe eine ortho
normierte Basis von 3l(P) an.

Ü 8.1.3. Es sei Y c: Rm ein Teilraum und .z = y.l. Man beweise, daß PE Rm,m genau dann
der orthonormale Projektor auf y ist, wenn

Py = y für alle y E ,'Y und Pe = 0 für alle z E .z
gilt.

Hin weis: Es gilt P = pT genau dann, wenn uT(Pv) = (Pu)T V ist für alle u, v E Rt'n.

(41)



t) 8.1.4. Man zeige: Für jeden orthogonalen Projektor P gilt

IIPII = {1, falls P * 0,
0, falls P = 0,

sowie
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(42)

r = rang (P) = dim 3t(P) . (43)

Ü 8.1.5. Man drücke die Projektoren P.4, QA, p.4.T, Q.4T aus 8.1.10 unter Verwendung der

Singulärwertzerlegung durch U, V und ~ aus.

Ü 8.1.6. Man beweise

(44)

(45)

Ü 8.1.7. Man zeige: Wenn v E Rm als (m, 1).~latrix aufgefaßt wird, gilt im Fall v =l= 0

v+ = vT/llvil 2 sowie P v = vrT/!il':\

wobei P v den Projektor auf 3t(v) = span {v} bezeichnet.

t) 8.1.8. Wie lautet (ab T)+ für a, b E Rm. a =i= 0, b =ic o':

Ü 8.1.9. Man zeige, daß die Vektoren P Ab, A rb und A Tb entweder alle verschwinden oder
alle von 0 verschieden sind.

Ü 8.1.10. Man beweise: Unter allen Lösungen x E :t von Ax ~ b hat

den kleinsten Euklidischen Abstand von xo. Skizze analog zu Abb. 8.1.3!

Hinweis: Man führe y:= X - xO als neue Variable ein.

8.2. Störungstheorie

Wir betrachten das lineare Quadratmittelproblem

AX"'-'b,

dessen eindeutige Normallösung durch

x = x N = A+b

(1)

(2)

gegeben ist. Im Fall einer spaltenregulären Ma.trix stellt (2) die einzige Lösung von
(1) dar, andernfalls diejenige kleinster Euklidischer Norm.

Uns interessiert, wie sich Störungen (1".4, ob der Eingangsdaten auf die Normal
lösung auswirken. Das gestörte Problem

(A + oA) (x + ox) "'-' b + ob

besitzt die Normallösung

x + ox = (A + OA)T (b + ob),

(3)

(4)
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und die Änderung d'x gegenüber der Normallösung x des ungestörten Problems ist

(5)

Wir untersuchen daher zunächst, wie sich A+ gegenüber Störungen von A verhält.

A. 8törungstheorie der Pseudoinversen

Um zu zeigen, wie sich Störungen von A in unterschiedlicher Weise auf A+ aus
wirken können, betrachten wir zwei einfache Beispiele.

8.2.1. Beispiel. Die Matrix A += 0 sei durch ihre Singulärwertzerlegung

A = Ul;VT

mit ~ = diag (O'b ••• , a.; 0, ... ,0), 0'1 ~ ••• ~ a, > 0, r = rang (A) und orthogo
nalem U, II gegeben. Die Störung d'A werde in der Form

d'A = Ud'~VT

geschrieben, so daß die gestörte Matrix A + d'A die Gestalt

A + d'A = U(~ + d'~) VT

besitzt.
Für die durch

für i = j = T,

sonst
(6)

definierte spezielle Störung d'l: ist

0'1 r0'1

0 I~= O'r-1 l; + d'~ =
O'r

I0 10

1
o

010

Im Fall

- man beachte IltfA11 = Iltf~11 = lei und IIA+ 11 = i/ar - folgt

a, + e ~ o; - lei = O'r(1 - x) > 0,

d. h., a, + e bleibt positiv, und es gilt

rang (A + oA) = rang (l; + o~) = rang (~) = rang (A).

Die Pseudoinversen sind dann durch

(7)
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mit f~ 1
0'1

1 0
.2:+ =

O'r-1

1

O'r

0 \OJ

1 0

1

o 10J
gegeben, vgl. (8.1.35). Wegen (7) gilt

{
1 1 1} 1 111(.2: + 0.2:)+11 = max -, -, -- ~ = ,

0'1 O'r-1 a, + e o; - [s] O'r(1 - x)
also

(8)

(10)

Analog folgt

11(.2: + 0.2:)+ _ .2:+11 = 1_1 __ ~I = lei < lei
a, + e a; a.io; + e) = 0';(1 - x)'

d. h.
II(A + oA)+ - A+ II ~ [IIA+112/ (1 - x)] IloAII· 0 (9)

Die Abschätzungen (8), (9) entsprechen wörtlich den Abschätzungen (4.1.9),
(4.1.10) für die Inversen gestörter regulärer Matrizen. Wie bei der Matrixinversion
liegt hier also bei der Störung (6), die den Rang von A nicht erhöht, lokale Lipschitz
stetigkeit uor; insbesondere bleiben die Pseudoinversen beschränkt.

Das zweite Beispiel zeigt, daß auch bösartigere Störungen oA existieren.

8.2.2. Beispiel. Es sei A wie in Beispiel 8.2.1, und zusätzlich gelte

r = rang (A) < l:= min (m, n),

d. h., A sei rangdefizient. Die Störung 01: sei durch

(O.2:)ij = {e für i = j = r+ 1,
o sonst

festgelegt. Im Fall [s] = 1102'11 = IloA11 =1= 0 ergibt sich dann

f~

2' + 02' =

f0'1 1
O'r 0

I f I I'
o I 1 0 J

o

I : I
o I 1 0 J
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also

rang (A + dA) = rang (~+ d~) = r + 1 > T = rang (~) = rang (A),

und es folgt

also

II(A + dAtl1 ~ 1/lldAII, II(A + dAr - A+II ~ 1/lldAII· D

Gegenüber der ranqerhohendea Storumq (10) ist die Pseudoinoerse also unstetig und
unbeschränkt, und zuiar um so stärlcer, je kleiner die StöTung ist. Es liegt also ein in
korrekt gestelltes Problem mit extrem schlechtem Unstetigkeitsverhalten vor, vgl. Ab
schnitt 2.1.D und das Modellbeispiel 2.1.11.

Im folgenden werden wir zeigen, daß es genau die in den beiden Beispielen ange
gebenen Klassen von gutartigen und bösartigen Störungen gibt. Die gutartigen
Störungen sind durch die Bedingung rang (A + dA) ~ rang (A) charakterisiert und
führen zu lokal lipschitzstetiger Abhängigkeit. Die bösartigen Störungen sind die
jenigen mit rang (A + dA) > rang (A). Gegenüber solchen Störungen liegt Un
stetigkeit vor, und die Pseudoinversen sind nicht beschränkt.

Als Hilfsmittel benötigen wir Aussagen über das Störungsverhalten der Singulär
werte.

8.2.3. Satz. Es gelte A, (JA E Rm,n, und o, bzw. o, + oai seien die gemäß

bzw.

0'1 + 00'1 ~ 0'2 + 00'2 ~ ••• ~ o, + 00'1

geordneten Singulärwerte von A bzw. A + dA, wobei l := min (m, n) ist. Dann
gelten die Abschätzungen

Joali ~ lidAll
sowie

Beweis. Wir führen die Matrizen

B:= (0 IA) und oB:= ( 0 I OA)
ATlo oAT I 0

ein. Unter Verwendung der Singulärwertzerlegung von A folgt

(11)

(12)

Wegen der Orthogonalität von S sind C und B ähnlich, besitzen also dieselben Eigenwerte.
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Die Eigenwertgleichung Cz = ÄZ läßt sich mit

schreiben, d. h., sie zerfällt in die Im - nl Gleichungen

o = AYi (i = l + 1, ... , m) oder 0 = AXi (i = l + 1, ... , n)

und die l zweidimensionalen Eigenwertprobleme

(0 Gi) (Yi) A= (Yi) (i = 1, .."l),
0i 0 xi xi

von denen jedes die Eigenwerte ±oi besitzt. B hat also die 2l Eigenwerte ±oi, ergänzt durch
.m - nl Nullen, und analoge Aussagen gelten mit ±(oi + ~oi) für B + dB. Nun gilt IIBII = IIAII,
ilBIIF = Y211A IIF, und analoge Beziehungen gelten für dB und d'A. Damit ergeben sich (11)
und (12) direkt aus 13.1.B. 0

Satz 8.2.3 besagt: Die Singulärwerte sind lipschitzstetige Funktionen der Afatrix,
und die Lipschitzkonstante hat den TVert 1. Es liegt also ein besonders gutartiges
Stetigkeitsverhalten vor.

Wir können jetzt die angekündigte Aussage über rangerhöhende Störungen forrnu
lieren.

8.2.4. Satz. Es sei A E Rm,n eine rangdefiziente Matrix und d'A =1= 0 eine
Störung mit

rang (A + d'A) > rang (A).

Dann gilt

II(A + d'A)+1I ~ l/IId'AII·

(13)

(14)

Beweis. Es sei r = rang (A), und 0i bzw. Gi = 0i + ~oi seien die wie in 8.2.3 geordneten
Singulärwerte von A bzw. A + d'A. Wegen (13) ist rang (A + d'A) ~ r + 1, also Gr+1 = 01"+1

+ OOr+1 = OOr+1 > O. Nach (11) ist andererseits l~or+11 ~ lidAll, womit sich sofort

II(A + dA)+11 = max {1/Gi: Gi > O} ~ 1/a r+! ~ 1/I!dAll
ergibt. 0

Aus (14) folgt

II(A + d'A)+ - A+II ~ II(A + d'A)+11 - IIA+II ~ (l/IId'AII) - IIA+II, (15)

d. h., (A + d'A)+ weicht von A+ beliebig viel ab, wenn d'A genügend klein ist.
Wir zeige. jetzt, daß Störungen, die den Rang nicht erhöhen, stets gutartig sind.

8.2.5. Satz. Es sei A E Rm.fI gegeben, und die Störung d'A E Rm.n genüge den Be
dingungen

und

rang (A + d'A) ~ rang (A)

x:= IIA+lll1dAIl < 1.

, (16)

(17)
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Dann ist

rang (A + d'A) = rang (A),

und es gilt

II(A + d'A)+11 ~ IIA+II/(l - x}.

(18)

(19)

Die Änderung (A + d'A)+ - A+ ist in erster Ordnung durch

(A + d'At - A+ = -A+d'AA+- + A+A+-Td'ATQA + QATd'ATA+TA+

+ O(lld'AI12
) (20)

mit

QA:=I-AA+- und QAT:=I-A+A

gegeben und genügt der Abschätzung

(21)

(22)

wobei

\

(~+ V5)/2 = 1.62,

p:= V2 = 1.41,

1,

falls rang (A) < min (m, n),

falls rang (A) = min (m, n) < max (m, n),

falls rang (A) = m = n . (23)

Beweis. Es sei r = rang (A), und ai bzw. Gi = ai + oai seien die geordneten Singulärwerte
von A b~w. A + dA. Wegen (11) und (17) gilt

(i = 1, ... , r),

also rang (A + öA) ~ r, Mit (16) folgt dann Gi = 0 (i = r + 1, ... , min (m, n)), mithin (18)
und (19). Als nächstes untersuchen wir die Änderung

P:= AA+,

A+:= (A + dA)+.G:=A+-A+,

Mit den Projektoren

P:=PA =AA+,

ergibt sich

G = [S + (I - S)] (A+ - A+) [P + (I - P)]

= sA:+P + SA+(/- P) - SA+P - SA+(/- P)

+ (I - S) A »P + (I - S) A +(1 - P) - (I - S)A+P - (I - S)A+(I - P).

(25)

Wegen SA -t- = A +, A+P = A+ vereinfacht sich diese Darstellung zu

G = [A +P - SA+] + [A+(/- P)] + [-(1- S) A+] =: GI + G 2 + G 3 • (24)

Unter Berücksichtigung von AT(I - P) = 0, (I - S) AT = 0 folgt schließlich

GI = A+AA+ - A+AA+ = -A+öAA+,

G 2 = A+(/- P) = A+P(/- P) = A+A+TAT(/- P)

= A+A+T(AT - AT) (/- ~= A+A+TdAT(/- P),

G 3 = -(I - S)A+ = -(1 - S)A+AA+ = -(/- S)ATA+TA+

= -(I - S) (AT - AT) A+TA+ = (I - S) dATA+TA+. ~
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Zur Abschätzung der Gi ziehen wir (19) heran und erhalten sofort

IIGd ~ !,I"Li +11 IIA+II lidllll ~ [IIA+;j2/(1 - x)] ;ldAII =: (X

und

(26)

Um den Faktor ilA +11 2 bei der Abschätzung von G 2 zu vermeiden, verwenden wir Ü 8.2.1. Mit
dieser folgt

IIG211= ilA +P(l - P)II ~ IIA+1'1 ilP(l - P)II = ilA +11 ilP(l - P)II ~ o ,

denn wegen AT(l- P) = 0 gilt

P(l- P) = AA+(l- P) = A+T~'F(l- P) = A+T(AT - AT) (1- P)
= -A+Td'AT(l- P).

(2i)

Zusammenfassend ergibt sich IIGII ~ 3(X, also (22) mit Il = 3. Die verbesserten Werte (23)
für fl erhält man durch elementare geometrische Überlegungen unter Ausnutzung von Ortho
gonalitätsbeziehungen, siehe Ü 8.2.2. Aus (22) folgt speziell

(A + dA)+ = A+ + O(IId'AII),

so daß A + in (24), (25) durch A+ ersetzt werden kann, um zur linearisierten Änderungsformel
(20) zu gelangen. 0

8.2.6. Bemerkung. (i) Wie die Beispiele 8.2.1 und 8.2.2 zeigen, kann auf keine der
Voraussetzungen (16) und (17) verzichtet werden, um die Beschränktheit von
(A + oA)+ zu sichern. Außerdem zeigen sie, daß die Abschätzungen (14) und (19)
scharf sind, d. h., zu jedem LlA mit IIA. + I1 LlA < 1 gibt es Störungen oA mit IloA11
= LlA, so daß das Gleichheitszeichen steht.

(ii) Das Rangerhöhungsverbot (16) ist für jede beliebige Störung oA erfüllt, wenn
A Vollrang hat, also spalten-oder zeilenregulär ist. Für Vollrangmatrizen ist die
Bestimmung der Pseudoinversen daher ein korrekt gestelltes Problem, was übrigens
bereits aus den in diesem Fall gültigen expliziten Darstellungen 8.1.9(i) für A
folgt. Für rangdefizientes A ist die Bestimmung von A+ ein inkorrekt gestelltes Problem,
sofern die Störungen nicht gemäß (16) eingeschränkt werden.

(iii) Für reguläres A geht (22) in die Abschätzung (4.1.10) des Störungslemmas
über, während sich (20) wegen QA = QAT = 0 auf die bekannte Formel

(A + OA)-l - A-I = -A-1oAA-1 + O(lloAI12 )

reduziert, siehe Ü 4.1.2.

B. Störungstheorie der Normallösung

Wir kehren jetzt zu den Quadratmittelproblemen (1), (3) zurück und untersuchen
die Empfindlichkeit von :r gegenüber nicht rangerhöhenden Störungen oA.

8.2.7. Satz. Gegeben seien die Quadratmittelprobleme

A:r r-v bund (A + oA) (:r + o:r) r-v b + ob

mit den Normallösungen

x = A-+b bzw. x + o:r = (A + oA.)+ (b + ob).

17 Schwetlick, Numerische Algebra
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Die Störung oA genüge den Bedingungen

rang (A + oA) ~ rang (A) sowie x:= IIA +11 IloA11 < 1.

(i) Dann gilt

OX = ox' + O(lloAII (lIoA·11 + Ilobl!)),

wobei

den bezüglich oA, ob linearen Teil von OX darstellt und

r = b - Ax = (1 - AA+) b

das Residuum von x bezeichnet.

(ii) Die Störung OX genügt den Abschätzungen

Iloxll ~~ {lloAII [w Ilxll + IIA+ 11111'11] + Ilobl)}
1-x

und (im Fall x ={= 0)

Iloxll S _1_ {[w cond (A) + I[rll (cond (A))2] IloA11
Ilxll - 1 - x IIAllllxl1 IIAII

IIA+llllbll Ilobll}
+ Ilxll '1ibiI

mit

cond (A) := IIAIIIIA+II

und

(29)

(30~

(31)

w:= {Y2,
1,

falls rang (A) < n,

falls rang (A) = n.

Beweis. Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis zu 8.2.5 und (5) gilt

Unter Beachtung von (19), (25) und (8.1.42) folgt

IIGIbl1 = IIA+«fAA+bll = 1IA+«fAxl I ~ [IIA+II/(1 - x)] II«fAllllx!1 =: ß,

IIGab!1 = 11(1 - S) «fAT A+TA+bll ~ IIA+II II«fAllllxli ~ ß,

wegen der Orthogonalität von GIb und Gab also

IIGIb + Gabl1 2 = IIGIbl12 + IIGabl1 2 ~ 2ß2.

Wegen (1 - P) b = T = (1 - P) T gilt

G 2b = .ci+(1 - P) b = .ci+(1 - P) T = G 2T ,

(32)

(33)
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und mit (27) folgt

IIG2bli ~ cx 111'11,
Damit erhalten wir

Dies ist gerade (29), und Division durch Ilxll liefert (30). Im Fall rang (A) = n ist G 3 = 0,

so daß V2 durch 1 ersetzt werden kann. Die Linearisierungsformel (28) ergibt sich mit (33)
aus (32), wenn A überall durch A ersetzt wird. 0

Satz 8.2.7 besagt: Die Bestimmung der' Normallösung eines Quadratmittelproblems
ist eine lokal lipschitzstetige Aufgabenklasse, sofern keine rangerhöhenden Störungen
von A zugelassen werden.

Die partiellen relativen Konditionszahlen sind

KA(A, b) = w cond (A) + 111'11 [cond (A)]2 K (A b) = IIA+llllbll (34)
IIAI'lllxll 'b 'lxii· '

und es gilt

1 ~ Kb(A, b) ~ KA(A, b). (35)

(37)

Die durch (31) eingeführte Zahl cond (A) ist für reguläres A mit der in 4.1 ein
geführten Konditionszahl identisch und wird deshalb auch (Spektral-) Konditionszahl
der rechteckigen Matrix A genannt. Für sie gilt

cond (A) = at/ar, cond (A) ~ 1 für A =1= 0, cond (A) = 0 für A = O.

(36)

8.2.8. Bemerkung. (i) Für konsistente Gleichungssysteme - zu diesen gehören die
jenigen mit zeilenregulärer Matrix A, vgl. 8.1.A - ist r = 0, so daß (30) in

Iloxll ~ _1_ {w cond (A) 110AII + IIA+-llllbll Iltfbll}
Ilxll - 1 - x IIAII Ilxll Ilbll

übergeht. Bis auf den Faktor t» ~ -y2 entspricht (37) der für reguläre Systeme
gültigen Abschätzung (4.1.14). Die Normallösung konsistenter rechteckiger Quadrat
mittelprobleme hat also dasselbe qualitative Störungsverhalten gegenüber kleinen, den
Rang nicht erhöhenden Störungen wie die Lösung regulärer Gleicliunqseusteme. Ins-

besondere ist K A - bis auf den für rang (A) < n auftretenden Faktor t» = 1/2 
mit cond (A) identisch und hängt nur von der Matrix A ab. Für reguläres A geht
(37) bzw. (30) in (4.1.14) über.

(ii) Für inkonsistente Gleichungssysteme ist r =1= 0, und in K A tritt zusätzlich
zu t» cond (A) der zu [cond (A)]2 proportionale Term

111'11 [cond (A)]2
IIAllllxl1

auf.
Für genügend kleines 111'11 dominiert der erste Summand in (34), d. h., es gilt

K A ~ w cond (A),

17*

(38)
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und das Störungsverhalten ist ähnlich wie im konsistenten Fall. Für großes [r]
dominiert (38), d. h., K A wird proportional zu [cond (A)]2. Im Gegensatz zur Situation
bei regulären Gleichungssystemen hängt also K A bei Quadratmittelproblemen nicht nur
von ~4, sondern über das Residuum r auch von der rechten Seite b ab und kann pro
portional zu [cond (A)]2 sein.

(iii) Die Bedingung rang (A + oA) ~ rang (A) ist für alle A erfüllt, wenn A spal
ten- oder zeilenregulär ist. Im ersten Fall ist x die eindeutige Quadratmittellösung
von (1), im zweiten Fall ist (1) konsistent und '" = o. D

Wir zeigen abschließend an einem Beispiel, wie sich rangerhöhende Störungen auf
die Normallösung auswirken können.

8.2.9. Beispiel. Es seien A, (JA wie in 8.2.2, und b, ob seien durch

,J = UTb, O(J = UTob

gegeben. Dann gilt für e =f: 0

ox = Vog

für j = 1, ... , r,

für j = r + 1,
sonst,

also

Im Fall ßr+1 + ~ßr+1 = 0 wirkt sich e überhaupt nicht auf ox aus, obwohl die Pseudo
inverse wie lllel wächst. Die zu l/iel proportionale bösartige Wirkung tritt nur im
Fall ßr-t-l + ~ßr+1 =f: 0 auf. 0

Der Einfluß einer rangerhöhenden Störung oA auf ox hängt also auch von b + ob
ab. Die Störung wirkt nicht bösartig, wenn im diagonalisierten Problem (1; + 01;)
X (g + 0;) "-' ß+ oß die Komponenten (/J + O/J)i für i = r + 1, ... , l; l = min (m, n),
verschwinden. Wir werden später im Kapitel 11 solche rangerhöhenden, aber trotz
dem gutartigen Störungen künstlich zur Regularisierung rangdefizienter Quadrat
mittelprobleme einführen.

c. Die Qualität der Störungsabschätzungen

Die Qualität der Abschätzung (29) bzw. (30) kann unter Verwendung der lineari
sierten Störung ox' aus (28) analog zu 4.1.B untersucht werden. Wie beim Beweis
von 4.1.5 wird gezeigt, daß

A+{-oAx + ob} durch IIA+II {lloAllllxll + Ilobl!}

scharf abgeschätzt wird. Ebenso wird

(39)

(40)

scharf abgeschätzt. Der im Fall rang (A) = n wegfallende und zu A+tfAx ortho
gonale dritte Term

(41)
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von (fx' erhöht den Faktor 1 bei lidAll Ilxll in (29) auf V2, spielt also praktisch keine
Rolle. Sofern einer der beiden Summanden von K A deutlich dominiert, sind die
Abschätzungen von 8.2.7 also asymptotisch fast scharf. Eine genauere Untersuchung
der zu den Termen (39), (40) gehörenden Fehlerellipsoide analog zu 4.1.7 zeigt, daß
diese Abschätzungen den maximal möglichen Fehler stets asymptotisch qualitativ
richtig wiedergeben.

D. Skalierunq

Bei regulären Gleichungssystemen haben wir eine Skalierung mit einer Diagonal
matrix D vorgenommen, um die Kondition von DA zu reduzieren oder die Fehler
abschätzung bezüglich elementweiser Schranken für (fA, ob realistisch zu gestalten,
vgl. 4.1.C. Es bleibt zu überlegen, ob für Quadratmittelprobleme ein analoges Vor
gehen, d. h., der Übergang von

Ax "-' b zu DAx "-' Db mit D = diag (di ), di > 0 (i = 1, ... , m),

sinnvoll ist. Wir unterscheiden wieder zwei Fälle.

Fall 1: Ax = b konsistent, r = o. Dann sind die Lösungen des skalierten und un
skalierten Quadratmittelproblems identisch und stimmen mit den Lösungen der
jeweiligen Gleichungssysteme überein. Die Formulierung als Quadratmittelproblem
ist also überflüssig. In diesem Fall können die Überlegungen aus 4.1.C sinngemäß
übernommen werden, denn der Term (40) verschwindet in der linearisierten Störung
nx', und (41) trägt nur unwesentlich zu Ilox'll bei. Fall 1 tritt stets ein, wenn A
zeilenregulär ist.

Fall 2: Ax = binkonsistent, r =f: o. Dies ist in der Regel - d. h., für fast alle b
- der Fall, wenn m > n gilt, Ax = b also streng überbestimmt ist, vgl. 8.1.A.
Beim Übergang vom unskalierten zum skalierten Quadratmittelproblem ändert sich
i, allg. die Lösungsmenge. Deshalb muß eine Skalierung nach den obigen nume
rischen Gesichtspunkten verworfen werden, sondern es ist so zu skalieren, daß die
sich dabei einstellende Lösung im Hinblick auf die im Hintergrund stehende reale
Aufgabe "richtig" bzw. zumindest "vernünftig" ist. Da die auf überbestimmte
Gleichungen führenden Probleme in der Regel statistischer Natur sind, wird die
natürliche Skalierung bzw. Wichtung des zugehörigen Quadratmittelproblems durch
die statistischen Eigenschaften des Hintergrundproblems festgelegt und muß als
gegeben angesehen werden, siehe Abschnitt 8.3.

D. Residualabscluüzunqen.

Da 4.1.4 auch für rechteckige Matrizen gilt, kann 4.1.18 wörtlich übernommen
werden.

(42)Ilob,: ~ Jb,und(A + oA) x = b + ob1
8.2.10. Aussage. Es seien JA, Jb ~ 0 und A E Rm,n, b E a-, X E Rn gegeben.
Dann existieren genau dann Störungen oA, (fb mit
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I
wenn

. Ilb - Axll ~ Llb + LlA IIxll
1St.

(43)

Falls i' = b - Ax im Sinne von (43) klein ist, stellt x also eine Lösung - i. allg.
jedoch nicht die Normallösung - des benachbarten Systems (42) dar. Für konsistente
Systeme, bei denen r = b - Ax verschwindet, ist dies ein brauchbares Resultat.
Für inkonsistente Systeme, bei denen das minimale Residuum von 0 verschieden
ist, hat es jedoch keine praktische Bedeutung. Für solche Systeme bietet sich an,
statt des inkonsistenten Systems (1) die stets konsistenten Normalgleichungen

g := ATr = AT(b - .,:'lx) = ATb - ATAx =: e - Mx

als Ausgangspunkt zu nehmen. Gilt

11911 = IIATi-11 ~ E IIAllllrll, (44)

so folgt durch Anwendung von 8.2.10 auf Mx = e mit zle := 0, LlM:= e IlAlllli'll/lIxli
die Existenz einer Störung dM mit

(ATA + dM) X = ATb und IldlUl1 ~ Llll1, (45)

wobei dlU nach 4.1.20(ii) sogar symmetrisch gewählt werden kann. Der Vektor x
löst also die gestörten Normalgleichungen (45), aber diese sind - leider! - nicht
die Normalgleichungen eines gestörten Quadratmittelproblems, so daß bezüglich
der eigentlichen AufgabensteIlung Ax r-.J b keine Gutartigkeit gefolgert werden
kann.

Wir gehen daher einen anderen Weg und wenden 8.2.10 auf das System

AT'r = g = 0

an. Mit Llg := 0, Ll~4T := e IlAII folgt dann die Existenz einer Störung 0IA mit

Das folgende Lemma zeigt, daß den gestörten Normalgleichungen (46) die Normal
gleichungen eines gestörten Quadratmittelproblems zugeordnet werden können, wo
bei noch etwas allgemeinere Störungen zugelassen werden dürfen.

8.2.11. Lemma. Für A E Rm,,,, b E Rm, X E Rn und die Störungen dIA, d 2A gelte

Dann gibt es eine Störung dA mit

(47)

so daß

(A + rl'A)T [b - (A + (JA) x] = 0

gilt, d. h., x löst das Quadratmittelproblem (A + dA) x r-.J b,
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Beweis. Im Fall s := b - (.4 + d'2A) fi = 0 setze man d'A := d'2A, andernfalls

dA := Pd'lA + (1 - P) d'2A mit P:= ssTtilsl12 •

Nach Ü 8.1.7 ist P der Projektor auf span [s}. Mit D := d'lA - d'2A folgt

t:= b - (A + dA) X = b - (A + d'2A) X - PDx = AS,

wobei A:= 1 - (DX)T s/l!sI12 ist. Mithin gilt

(A + d'A)Tt = [A + d'lA - (1 - P) DF t

= },[(A + d'lA)T S - DT(1- P) s] = o. D

Offensichtlich kann in (47) auch die Frobeniusnorm verwendet werden.
Bei Anwendung von 8.2.11 auf (46) ergibt sich mit d2A = () das nachfolgende

gewünschte Resultat:

8.2.12. Aussage. Das zu x gehörende Residuum

(j = ATf = AT(b - Ax)

bezüglich der Normalgleichungen von Ax r-.J b genüge der Abschätzung

IlfJll ~ e IIAlllli'll·
Dann existiert eine Störung dA, so daß x das Quadratmittelproblem

(A + dA) x r-.J b mit lidAll ~ e IIAII
löst.

(48)

(49)

Wir bemerken noch, daß (48) hinreichend, aber keineswegs notwendig für (49)
ist. Insofern ist 8.2.12 schwächer als 8.2.10, wo (42) und (43) äquivalent sind.

Übungsaufgaben

Ü 8.2.1. Für A, Li E Rm,n gelte rang (A) = rang (A\ Man zeige

IIP(1 - P)II = IIP(1 - P)II für P:= AA+, P:= AA+.

Hinweis: Unter Verwendung der Singulärwertzerlegungen stelle man P, P gemäß

P = UUUT, P = imti:

mit U = (1r 1

1

0) dar und partitioniere W := fJT U gemäß W = (WH \It:" ). Man beweise
o O. W~l "22

i1P(1 - P)II = IIWdl, IIP(1 - P)II = IIW2111 und folgere IIWdl = IIWz111 aus der Orthogonalität
von lV.

Ü 8.2.2. Für Y E Rm und Gi gemäß (25) mit IIGil1 ;;:; a werde

Z = G1y + G 2y + G 3y =: Zl + Z2 + Z3

gebildet. Man zeige:

(i) Zl 1. zs, Zz 1. Z3' folglich IIzli2 = Ilzl + zzl12 + Ilz311 2.
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(ii) )Iit tl := Py, V := (1 - P) y, P:= AA+, gilt IIul1 2 + Ilv!1 2 = IIYl12 und

wegen [iZl + Z2:! ~ IIG1yli + IIG2yli = IIGluil + IIG2vli ;;:;; rx(llui! + Ilvl l

) also

,:Z:,2 ;;:;; rx2{(I:ull + Ilvll)2 + Ilu11 2} =: rx2 IIyl12 N.

)fit "tl'! = i!YII cos cp, I!vll = IIyl1 sin cp folgt

N = (cos cp + sin cp)2 + cos- cp = (3 + 2Si1l2cp + cos 2cp)/2 ;;:;; [(1 + V5)!2]2.
(iii) Im Fall r = n ist Z3 = 0, also l!z]1 2 = Ilzl + z21i2 ;;:;; 2rx2 ;lylj2.

Im Fall r = mist Z2 = 0, also Ilzl? = i!zll12 + !lzsW :::;;: 2rx2 !IYli2.

Im Fall?' = m. = n ist Ilzll = IIz1il ;;:;; rx Ilyi;.

r 8.2.3. Man beweise, daß cond (A) = 1 genau dann gilt, wenn A von der Gestalt

T

A = aUVT = a I: ii,iviT
i=l

mit a > 0 und spaltenorthonormalen Matrizen U E Rm,T, V E Rn,T, r = rang (A) ist.

8.3. Klassifikation und statistische Interpretation
von Quadratmittelproblemen

'ViI' betrachten das Quadratmittelproblem

Ax r--J b mit A E Rm.n, bE Rm (1)

und setzen 'In ~ n voraus, d. h., (1) sei das zum überbestimmten und i. allg. in
konsistenten Gleichungssystem

...4x= b (2)

gehörende Ersatzproblem. Vom numerischen Standpunkt lassen sich die Probleme
des Typs (1) in zwei Klassen einteilen.

1. Spaltenreguläre Probleme: Rang (A) = r = n ~ m
Solche Probleme sind stets eindeutig lösbar, und die Lösung x hängt lokal lip
schitzstetig von den Eingangsdaten ab. Sie sind also korrekt gestellt und können
i. allg. befriedigend gelöst werden.

2. Rangdejiziente Probleme: Rang (A) = r < n ~ m
Solche Probleme haben unendlich viele Lösungen, und die Normallösung als
Lösung kleinster Euklidischer Norm hängt unstetig von den Eingangsdaten ab.
Sie sind daher inkorrekt gestellt und können ohne zusätzliche Information - z: B.
über den Rang von A, um bösartige rangerhöhende Störungen in A auszuschließen
- nicht hefriedigend gelöst werden.

Die Quelle für überbestimmte inkonsistente Gleichungssysteme (2) ist meist das
lineare statistische Modell

b = Ax* + f. (3)
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Dabei stellt feinen »z-dimensionalen zufälligen Vektor mit dem Erwartungswert

E(f) = 0

und der Kovarianzmatrix

(4)

E(ffT ) = a2J (5)

dar, und für A gelte rang (A) = n < m: Der Vektor x* ist ein nicht zufälliger,
unbekannter Parametervektor, draus dem Zufallsvektor b geschätzt werden soll.
Wenn die eindeutige Lösung

von (1) als Schätzer für x* verwendet wird, gilt

E(x) = A+E(b) = A+Ax* = x*,

(6)

(7)

d. h., X ist eine erwartungstreue Schätzung, und die Kovarianzmatrix ergibt sich
zu

(8)

Bei bekanntem a2 sind unter Verwendung der Kovarianzmatrix a2(A TA )-1 Aus
sagen über die Qualität der Schätzung x möglich. Ist a2 nicht bekannt, so kann

Ilb - Axl12j(m - n) (9)

als Schätzung für a2 genommen werden. Falls feiner m-dimensionalen Xormal
verteilung mit den Parametern (4), (5) genügt, ist x gerade die Maximum-Likelihood
Schätzung. Wir bemerken noch, daß auch nicht erwartungstreue Schätzungen 
etwa solche nach dem Prinzip der "ridge regression" - praktische Bedeutung haben,
vgl. Kapitel 11.3 und B 11.3.

Für eine detaillierte Beschreibung des statistischen Hintergrundes muß auf die
einschlägige statistische Fachliteratur verwiesen werden, siehe B 8.5. Ans den
skizzierten Problemen wird jedoch klar, daß neben der Lösung o: in der Regel noch
weitere numerische Informationen als zusätzliche Ausgangsdaten gewünscht werden,
etwa

(11) die ausgeglichenen Werte Ax von b und das minimale Residuum l' = b - Ax,
zumindest aber dessen Norm IIr11 2 ,

(12 ) alle oder einige Elemente von C := (ATA)-l sowie Ausdrücke der Form BCBT
bzw. InC-IF für gegebene Matrizen B bzw. F,

(13 ) der Rang r von A, im Fall r < n die Indizes von r Spalten von A, die 3l(A)
aufspannen, die Koeffizienten von n - r Abhängigkeitsbeziehungen zwischen
den Spalten von .:1, ggf. eine (orthogonale) Basis von JV(A),

(14 ) die Indizes von möglichst wenig Spalten von A, so daß ein auf diese Spalten
reduziertes Modell (3) ein Residuum r mit 111'11 ~ 0 liefert, wobei 0 eine vor
gegebene bzw. im Laufe der Rechnung festgelegte Schranke darstellt,

(15 ) ein Schätzwert für IIA+II oder eine andere Größe, die Aussagen über die Emp
findlichkeit der Lösung gegenüber Störungen zuläßt.
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Die Aufgaben (13 ) und (14 ) stehen in Zusammenhang mit der Modellwahl. Ziel ist
dabei, mit möglichst wenigen Spalten von A einen akzeptablen Ausgleich zu er
halten. Man beachte dabei, daß sich beim Streichen von Spalten aus einer spalten
regulären Matrix die Kondition i. allg. verkleinert, siehe Ü 8.3.3. Eine minimale
Spaltenzahl ist daher nicht nur vom statistischen, sondern auch vom numerischen
Standpunkt her erwünscht.

Eine Möglichkeit zur Beschaffung der in (14 ) geforderten Information besteht
darin, alle Quadratmittelprobleme zu lösen, bei denen A auf k der n Spalten redu
ziert ist (k = 1, ... , n), und die zugehörigen Residuen zu vergleichen. Das erfordert
die Lösung einer Folge von 2n - 1 Quadratmittelproblemen, von denen jedes durch
Hinzufügen, Streichen oder Ändern einer Spalte aus dem vorhergegangenen ent
standen ist. Man spricht auch von schrittweiser Regression, siehe B 8.9. Solche Pro
bleme treten auch bei der Lösung von Quadratmittelproblemen mit linearen Un
gleichungsnebenbedingungen auf; zu diesen siehe B 8.8. Da andererseits jeder Zeile
von (3) ein Meßwert zugeordnet werden kann, tritt dasselbe Problem bezüglich der
Zeilen von (1) beim Hinzufügen, Streichen oder Ändern von Meßwertsätzen auf.
Es besteht daher ein Interesse an Algorithmen, die eine Folge von Quadratmittel
problemen, die durch Hinzufügen, Streichen oder Ändern von Spalten bzw. Zeilen
auseinander hervorgehen, effektiv zu lösen gestatten, vgl. Abschnitt 2.1.Bl und
Ü 2.1.3.

Wir betrachten abschließend den Fall, daß ~ eine von (J2J verschiedene Kovarianz
matrix

(10)

besitzt, wobei W notwendig symmetrisch und positiv semidefinit ist. Wir setzen W
zusätzlich als positiv definit voraus. Dann ist die Maximum-Likelihood-Schätzung
für x* die Lösung des sog. gewichteten oder verallgemeinerten Quadratmittelproblems

~TW-l~ = ,,.TW-1r = (b - AX)T IV-l(b - Ax) -+ Minimum!
:l:ERn

(11)

Die Wichtung der Residuen mit W-l kann daher als natürliche Wichtung angesehen
werden.

Wir wollen (11) auf ein ungewichtetes Quadratmittelproblem zurückführen und
verwenden dazu die nach dem Cholesky-Verfahren mit '"'-' m3f6opms berechenbare
symmetrische Dreiecksfaktorisierung

W=LLT (12)

(14)

von W, wobei L eine untere Dreiecksmatrix mit positiven Diagonalelementen ist,
vgl. 5.2.D und 6.1.A. Mit den Transformationen

b := L-1b, Ä := L-IA (13)
und

i := L -Ir = L -I(b - Ax) = b - Äx

geht (11) in das ungewichtete Problem

rTW-l'J' = iTJi = (b - ÄX)T (b - Äx) = llb - Äxl1 2 -+ Minimum! (15)
:l:ERn



8.3. Klassifikation und statistische Interpretation von Quadratmittelproblemen 267

über. Die transformierten gewichteten Größen werden dabei direkt aus den Drei
eckssystemen

Lb = b, LÄ=A

mit 1"..1 m2nj2 opms berechnet. (Die Bezeichnung b hat hier nichts mit irgendwelchen
Projektionen zu tun, sondern wurde in Anlehnung an 4.1.0 gewählt.)

Für die meisten praktischen Ausgleichsaufgaben ist W diagonal, d. h.

ui; > 0 (i = 1, ... , m). (16)

Das bedeutet im Fall der Normalverteilung, daß die Komponenten Si des Fehler
vektors unabhängig sind und die i. allg. unterschiedlichen Varianzen E(sT) = ui,

haben. Dies entspricht unabhängigen Messungen mit unterschiedlicher Genauigkeit.
Dann ist

L = diag (VWi) (i = 1, ... , m)

ebenfalls diagonal, und mit der Skalierungsmatrix

D = diag (di ) := L:» , d, := 1/VWi (i = 1, ... , m)

geht (15) in

IIb - Äxl12 = IID(b - Ax)11 2 = IIDb - DAxl12 ~ Minimum!
XERn

(17)

(18)

über. Die i-te Zeile des Originalproblems ist also mit 1/~ zu multiplizieren.
Wenn die Kovarianzmatrix W schlecht konditioniert ist, wird das gewichtete

Problem (11) steif genannt. Mit den Eigenwerten Wi von W läßt sich dies durch

cond (W) = max wiJmin Wi ~ 1 (19)

charakterisieren, d. h., W hat Eigenwerte stark unterschiedlicher Größenordnung.
Für diagonales W ist ui; = ou, so daß (19) in

max Wi ~ min ui; (20)

übergeht. Dieser Fall tritt auf, wenn gewisse Komponenten von b wesentlich genauer

gemessen werden können als die übrigen. Man beachte, daß im Fall d[ = 1/Vw[ ~ 00

für ein festes l E {1, ... , m} die Lösung von (18) in die Lösung des Quadratmittel
problems

m

I: [(b - AX)iJ2jwi ~Minimum! bei x E Rn,
i=l
i=t=l

(b - Ax)[ = 0 (21)

mit Gleichungsnebenbedingungen übergeht.
Für steife Probleme mit nichtdiagonalem W kann die explizite Ausführung der

Standardtransformation (13) nicht empfohlen werden, da sie i. allg. zu einem hohen
Genauigkeitsverlust führt. Wir gehen auf solche Probleme nicht- weiter ein, siehe
B 8.10 und die dort angegebene Literatur.
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Übungsaufgaben

Ü 8.3.1. Man zeige:

(i) Es sei

n' = U~UT, U orthogonal,

die Eigenwertzerlegung der symmetrischen und positiv definiten Matrix W. Dann gilt

W = lVI/2WI/2,

wobei

(22)

,!21/2 := diag (~) (23)

die eindeutig festgelegte positiv definite Quadratwurzel aus IV bezeichnet.

(ii) Mit D := ~-1/2 = diag (1/~) und

b:= UTb, A:= UTA, r:= UTr

geht (1 t) in das diagonal gewichtete Quadratmittelproblem

},TlV-Ir = 11ß'~-1/2rI12 = 11.D(b - Ax)112 --7 Minimum!

über.

Ü 8.3.2. Man überlege sich, daß (15) unter Verwendung von (12) in der Form

Ilzl12 --7 Minimum! bei X ERn, Z E Rm mit b = Ax + Lz

(24)

(25)

(26)

als Quadratmittelproblem der Dimension n + m mit Gleichungsnebenbedingungen geschrie
ben werden kann.

Ü 8.3.3. Wenn B E Rm,n-l aus A E Rm,n, m ~ n ~ 2, durch Streichen einer Spalte entsteht,
gilt für die geordneten Singulärwerte ßi von B und !Xi von A die Einschließung

!Xl ~ ßI ~ !X2 ~ ß2 ~ ... ~ ßn-l ~ !Xn ~ 0,

siehe LAWSON/HANSON [74, Theorem 5.12J. Man folgere hieraus im Fall rang (A) = n

cond (B) ~ cond (A) .

Bemerkungen zum Kapitel 8

B 8.1. Die Lösung des Minimierungsproblems Ilb - Axiip --7 Minimum! heißt Lp-Lösung des
Gleichungssystems Ax = b; für p = 1 spricht man auch von einer Lösung kleinster absoluter
Abweichungen, für p = oo von einer Gebysev-Lösung. Die mit der oo-Norrn beabsichtigte
Äquilibrierung des Residuums r kann meist auch billiger in der 2-Norm durch geeignete
(unter Umständen adaptive) Skalierung erreicht werden. Man beachte dabei, daß die Be
rechnung der Loo·Lösung zur Lösung eines speziellen linearen Optimierungsproblems äqui
:valent und daher i. allg. aufwendig ist. Die LI-Lösungen haben gegenüber den Quadrat
mittellösungen den Vorteil, nicht so empfindlich auf einzelne große Komponenten von l' zu
reagieren, also "robuster" gegenüber "Ausreißern" zu sein. Dem steht die weitaus größere
Kompliziertheit in der theoretischen Durchdringung und praktischen Berechnung gegenüber.

B 8.2. Das für identisch normalverteilte Fehler optimale Prinzip der kleinsten Fehlerquadrate
wurde 1809 von GAUSS bei geodätischen und astronomischen Berechnungen verwendet und
trägt deshalb auch seinen Namen. Unabhängig ist es bereits 1806 von LAGRANGE eingeführt
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worden, was damals zu einem erbitterten Prioritätsstreit geführt hat, siehe etwa LINNIK [62J
für einen historischen Abriß.

B 8.3. Die als Pseudoinverse bezeichnete Matrix wurde unabhängig von MooRE 1920 und
PENROSE 1955 über unterschiedliche Definitionen eingeführt, die sich später als gleichwertig
herausstellten. Zur Geschichte der Pseudoinversen siehe ZIELKE [78J, wo auch viele nützliche
Literaturhinweise zu finden sind.

B 8.4. Die Darstellung der Störungsaussagen für A+ und x N folgt der bei LAWSONjHANSON
[74]. Solche Aussagen sind für beliebiges r = Rang (A) erstmals von WEDIN [73J bewiesen
worden, obwohl für gewisse Sonderfälle auch vorher schon analoge Ergebnisse bekannt waren.
Eine umfangreiche Zusammenfassung gibt STEWART [77J; dort ist auch Lemma 8.2.11 in
einer im wesentlichen äquivalenten Form enthalten.

B 8.5. über den statistischen Hintergrund linearer Quadratmittelprobleme kann man sich
bei LINNIK [62J, DRAPERjSMITH [66J, K. M. S. HUMAK [77, 83J u. a. informieren.

B 8.6. Wenn im linearen Modell auch die Matrix A durch zufällige Fehler verfälscht ist, sollte
neben x auch A in die Schätzung einbezogen und ein ausgeglichener Wert B für A aus dem
erweiterten Problem

(TLS) Ilb - Bxl12 + IIA - BII} -+ Minimum! bei x ERn, B E Rm.n

bestimmt werden. Solche Probleme werden totale Quadmtmittelprobleme genannt. Wegen des
quadratischen Terms Bx lassen sich diese nicht direkt auf gewöhnliche Quadratmittelpro
bleme zurückführen und erfordern spezielle Lösungsverfahren, siehe GOLUBjvAN LOAN [80].
Probleme des Typs (TLS) entstehen z. B. bei der Anpassung der skalaren linearen Modell
gleichung

b = a1x1 + ... + anxn

an m Meßwertsätze {bi' (a1)i, ... , (anM, wenn sowohl bi als auch die (aj)i fehlerbehaftet sind.
Man spricht dann auch von linearen Modellen mit Fehlern in den Variablen.

B 8.7. Gauß-Newton-Verfahren zur Lösung nichtlinearer Quadratmittelprobleme

Ilr(x)11 -+ Minimum! bei x E Rn

mit einer nichtlinearen Vektorfunktion r: Rn -+ Rm erfordern in jedem Schritt die Lösung
eines linearen Quadratmittelproblems, siehe BARD [73J, SCHWETLICK [79J, BJÖRCK [81J und
GILLjMuRRAYjWRIGHT [82]. Nichtlineare Modelle mit Fehlern in den Variablen führen auf
lineare Quadratmittelprobleme spezieller Struktur, die angepaßte Lösungsverfahren benötigen,
siehe SCHwETLICKjTILLER [85J.

B 8.8. In gewissen praktischen Aufgaben treten zusätzliche Gleichungs- oder Ungleichungs
nebenbedingungen auf, die zu Quadratmittelproblemen des Typs

(ELS) Ilb - Axil -+ Minimum bei x ERn, C» = d

bzw.

(ILS) Ilb - Axll ~ Minimum bei x ERn, C» = d, Ex ~ f
führen. Während (ELS) durch geeignete Transformationen auf ein Problem ohne Neben
bedingungen zurückgeführt werden kann, siehe LAWSONjHANSON [74, Chapt.20-221, er
fordert (ILS) den Einsatz von Optimierungstechniken und ist wesentlich aufwendiger zu
lösen, siehe wieder LAWSON/HANSON [74, Chapt.23] und STOER [7l], SCHITTKOWSKI/STOER
[79], HASKELLjHANSON [81], LÖTSTEDT [84] für geeignete Verfahren. Wir gehen auf beide
Aufgabenklassen nicht weiter ein.

B 8.9. Algorithmen zur schrittweisen Regression sind auf der Basis der Normalgleichungen
von EFROYMSON [60J, auf der Basis der Orthogonalisierungsverfahren von ELDEN [72J und
LAWSONjHANSON [74J beschrieben worden, siehe auch OSBORNE [76J.
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B 8.10. Steife diagonalgewichtete Quadratmittelprobleme werden bei LAWSONjHANSON [74,
Chapt. 17] und BJÖRCK [78] diskutiert. Normalgleichungsverfahren sind für solche Probleme
nicht geeignet, während QR-Faktorisierungen von DA mit geeigneten Zusatzmaßnahmen zu
brauchbaren Resultaten führen, siehe 10.2.5.

Für nichtdiagonales, schlechtkonditioniertes W empfiehlt BJÖRCK [81] zwei Vorgehens-
weisen:

Ersatz der Cholesky-Faktorisierung (8.3.12) durch (8.3.22) unter Verwendung der Eigen
wertzerlegung von W und Rückführung auf das diagonalgewichtete Problem (8.3.25)
gemäß Ü 8.3.1,

Formulierung als nichtgewichtetes Problem mit Gleichungsnebenbedingungen gemäß
Ü 8.3.2 und Lösung mittels angepaßter Orthogonalisierungstechniken nach PAIGE [79].

9. Normalgleichungsverfahren

Normalgleichungsverfahren beruhen auf der Charakterisierung der Lösungen des
Quadratmittelproblems Ax'-""'" b als Lösungen der zugehörigen Normalgleichungen

ATAx = ATb.

9.1. AufgabensteIlung und Lösung der Normalgleichungen

Wir bemerken zunächst, daß die Normalgleichungen im Fall A E Rm,n ein quadrati
sches, stets konsistentes Gleichungssystem der Ordnung n darstellen. Die Koeffi
zientenmatrix ist für jedes A symmetrisch und positiv semidefinit; sie ist positiv
definit genau dann, wenn Aspaltenregulär ist, vgl. 1.2.14 und den nachfolgenden
Text. Wir setzen A daher im folgenden als spaltenregulär voraus. Es bietet sich
dann an, die eindeutige Lösung der Normalgleichungen durch Cholesky-Faktori
sierung von A TA zu berechnen.

9.1.1. Lösung von Ax,-......, b über die Normalgleichungen mittels Oholesky-Faktorisie-
rung.

Au/gabe. Für spaltenreguläres A E ffim,n ist die Koeffizientenmatrix M = ATA der
Normalgleichungen zu berechnen und nach dem Cholesky-Verfahren gemäß
lU = LLT mit einer unteren Dreiecksmatrix L E ffin,lO zu faktorisieren. Zu gegebe
nem b E ffim ist die rechte Seite c = ATb der Normalgleichungen

111x = c (1)

von Ax ,-......, b zu berechnen und die zugehörige Lösung x E 91 ft unter Verwendung
von L zu bestimmen.

Algorithmus:

S 1 (Berechnung und Cholesky-Faktorisierung von lU):

S 1.1: Berechne lU := ATA

S 1.2: Bestimme die Cholesky-Faktorisierung M = LLT von lU mit einer unteren
Dreiecksmatrix L mit positiven Diagonalelementen.
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I
82 (Berechnung von c = ATb und Lösung von LLTx = c):

82.1: Berechne c := ATb

82.2: Löse die Dreieckssysteme Ld = c, LTX = d

Aufwand: 81: ~ (m + nj3) n2j2 opms, 82: ~ (m + n) n opms

9.1.2. Bemerkung. (i) Für praktische Probleme ist m meist deutlich größer als n,
so daß der Gesamtaufwand durch den Term ~ mn2.j2, d. h. durch die Berechnung
von ~1 bestimmt wird. Es ist zweckmäßig, ein Dreieck von M unter Verwendung
von zusätzlichen ~ n2j2 8 gesondert zu speichern; die Originalmatrix A steht dann
weiter zur Verfügung, etwa zur iterativen Verbesserung. Falls ein diagonalgewichtetes
Problem DAx r<o.J Db zu lösen ist, erfordert die Berechnung von DA und Db weitere
~ mn opms, spielt also keine Rolle.

(ii) Die Normalgleichungen (1) können auch nach einem anderen Verfahren gelöst
werden, etwa durch schrittweise Diagonalisierung nach dem Gauß-Jordan-Verfahren,
vgl. 6.4. Dies empfehlen manche Autoren für die schrittweise Regression, siehe
B 8.9.

(iii) In exakter Arithmetik gilt ~1 = ATA, also

n

IIAII~ = 11111112 ~ L (M)ii = IIAII}, (2)
i=1

n

IIA+ II~ = 111J1-1112 ~ L (lJ1-1)ii = IIA + II}. D
i=1

9.1.3. Rundungsfehleranalyse. Für spaltenreguläres A E ffim.n und beliebiges b E ffim
ist Algorithmus 9.1.1 durchführbar, sofern A im Sinne von

(3)

nicht zu schlecht konditioniert ist, wobei

F I := n3/2 + n + n1 /2F ~ 2n 3/2 , F := n + 1 + 0.5 In n ~ n

wie in 6.1.5(ii) gesetzt ist. Die berechneten Größen M, L und e, x genügen den
Beziehungen

Jl = ATA + 00~1,

c = (A + doA)Tb,

~1'1 + OlM = LLT,

(M + 021J1) x = c,

110011'111 ~ vmn IIAI12,

IlooAl1 ~ vm. V;; IIAII,

110111111 ~ vnF IIMII ~ vn3
/
21IMII,

1I02MII ~ vF I 111J111 ~ v2n3
/
2 Illl111·

(4)

(5)

(6)

(7)

Beweis. Aus (2.3.43) folgt IM - ATAI ~ vm. IATI lAI, mit (2.3.30) also IId'oMII ~ IId'oMIiF
~ vm. IIAII} ~ vmn. IIAI12 • Analog ergibt sich (5) aus (2.3.37). Wegen (3), (4) gilt nun

II(ATA)-IIIIId'oMII ~ vmn[cond (A)J2 =: x ~ x ~ 0.5,

so daß M nach Ü 4.1.9 positiv definit ist, und aus 4.1.2 folgt IIM-III ~ II(ATA)-III/(1 - x)
Mit liMit ~ (1 + vmn) !IA112 =;= IIAI12 zieht dies cond (M) ~ [cond (A)J2/(1 - x) nach sich Da-
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mit erhalten wir

vF i1111-I11211MIIF ~ v Y;F cond (M) ~ vF I cond (M) ~ vFI[cond (A)J2j(1 - x)

= (x - x)j(l - x) ~ (0.5 - x)j(l - x) ~ 0.5.

Die Bedingung (6.1.7) ist daher für M statt A erfüllt, und (6), (7) ergeben sich dann sofort
aus 6.1.3 und 6.1.5 (ii). 0

9.1.4. Bemerkung. (i) Die Bedingung (3) garantiert, daß die berechnete Matrix 111
positiv definit und die Cholesky-Faktorisierung durchführbar ist. Eine Mindest
forderung an A ist dagegen, daß die Lösung X stetig von Störungen in der Größen
ordnung des Darstellungsfehlers abhängt. Für spaltenreguläres A führt dies nach
8.2.7 auf 11~4-'-lllloADIl < 1. Da der Darstellungsfehler oAD nach 2.3.15 durch IloADl1
~ 11 V;;: IIAII abgeschätzt werden kann, ergibt sich

11 -V;;: cond (A) < 1 (8)

als Bedingung dafür, daß das Problem Ax r-.J b bezüglich des Fehlerniveaus 11 kor
rekt gestellt ist. Das Auftreten des Faktors [cond (A)]2 in (3) schränkt also die
Unterklasse der vernünftig gestellten Probleme, für die 9.1.1 durchführbar ist,
wesentlich ein.

(ii) Das folgende Beispiel zeigt, daß auf eine Bedingung des Typs (3) nicht ver
zichtet werden kann. Für

(

1 1 1)
A = E 0 0

o e 0

o 0 e

und es gilt [cond (A)]2 ~ 3/e2, denn ATA hat die Eigenwerte {3 + e2, e2, e2}. Für
e E ffi mit 10112 ~ 132 < 11/2 ist (3) verletzt und M = fl (ATA) wegen fl (1 + 132) = 1
singulär, aber A erfüllt (8). 0

1

901.5. Folgerung. Unter den Voraussetzungen von 9.1.3 genügt d~~ erzeugte Run
dungsfehler ox = x - x*, x* = A+b = (ATAtl ATb, der Abschatzung

Iltf"'ll :": v[c~n~ ~)]' {NI 11"'*11 + N, I:~::}' N,:= m Yn. (9)

Beweis. Es gilt nach 9.1.3

(ATA + ~211)x = ATb + d'c mit ~.zl;I:= ~oM + ö~, dc:= öoATb, (10)

wobei II~MII ~ vNI IIAI!2 und II~cll ~ vm. Y;IIAllllbl1 ist. Dies führt wegen II(ATA)-lillld'..il111
~ vNI [cond (A)J2 = X < 1 und 4.1.3 sofort auf (9). 0

Die Abschätzung (9) ist in dem Sinne realistisch, daß eine Schranke der Form

Iloxll ~ lIN[cond (A)]~ {11x*11 +~} =: Llx~en(A, b, 11)

1 - if; IIAII 1 - x
mit 1 ~ N ~ NI sicher angenommen wird.

(11)
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Wir wollen im folgenden untersuchen, ob 9.1.1 ein numerisch stabiles Verfahren
ist. Die zum Fehlerniveau v gehörenden Darstellungsfehler sind nach 2.1.13 durch

!!dAII ~ v V:;; IIAII, Ildbll ~ v Ilbll beschränkt. Für die zugehörigen linearisierten Stö
rungen dx' gilt nach 8.2.7

Ildx'll s:::: v cond (A) {V:;; [llx*11 + cond (A) ~] + ~} =: LlX~lin(A,b, 1'),
- IIAII IIAII

(12)

und diese Schranke ist realistisch. Mit der Schranke Llx~en aus (11) für den lineari
sierten erzeugten Rundungsfehler dX~en folgt dann

Llx~en(A,b,v) > N d ( AI) '{1 111'11 cond (A) }, _ con.t:l. + .
LlXmin(A, b,v) - V:;; / IIAIIIIA+bll + IIbll

Die untere Schranke kann so groß wie "-' 1/V;werden, denn in der durch (3) charak
terisierten Unterklasse spaltenregulärer Quadratmittelprobleme gibt es solche, für

die cond (A) "-' 1/V; und trotzdem

Ilrll cond (A) ~ N 3(IIAII IIA+bll + Ilbll)

gilt, nämlich die mit genügend kleinem 111'11 oder die mit IIA+bll in der Größenordnung
von IIA+llllbll. Daher kann Llx~en/Llx~in nicht durch eine von A und v unabhängige
Zahl F nach oben beschränkt werden. Da die linearisierten Schranken für dA ----70
die korrekten Schranken beliebig genau approximieren, liegt keine Stabilität vor.

I 9.1.6. Aussage. Über der Klasse der spaltenregulären Quadratmittelprobleme, die
der Bedingung (3) genügen, ist Algorithmus 9.1.1 nicht numerisch stabil.

9.1.7. Bemerkung. (i) Aus den angegebenen Abschätzungen folgt andererseits, daß
9.1.1 über der Unterklasse der spaltenregulären Quadratmittelprobleme, für die
neben (3) noch

111'11 ~ Ilbll/cl und Ilx*11 = IIA+bll ~ c211bll/liAII

mit Konstanten Cl' C2 > 0 gilt, der Quotient Llx~enlLlX~lin durch

(13)

(14)

beschränkt ist. Dies bedeutet: Für stark inkonsistente Probleme mit kleinen Lösungen
ist 9.1.1 numerisch stabil; es kann sogar numerische Gutartigkeit gezeigt werden.
Aus (13) folgt

(15)

d. h., die Unterklasse besteht aus denjenigen Quadratmittelproblemen, für die K A

durch [cond (A)]2 bestimmt wird, vgl. 8.2.8(ii).

18 Schwetlick, Numerische Algebra
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(ii) Wenn z und aJ wie in 5.4.7, Fall 3, bestimmt werden (dort ist L 2 durch L zu
ersetzen), gilt

Andererseits ist

n

'i12 := I: (lU)ii • IILII~ . "AII~ ~ n IIAI12
,

i=l
•

(16)

(17)

so daß '2'YJ2/n eine untere Schranke für [cond (A)]2 darstellt, welche die Größen
ordnung richtig wiedergibt. Falls die für die Gültigkeit von (3) notwendige und
leicht überprüfbare Bedingung

nicht erfüllt ist, muß damit gerechnet werden, daß der nach 9.1.1 berechnete
Cholesky-Faktor L wie auch die Lösung aJ selbst unbrauchbar sein können.

(iii) Die Nachteile von 9.1.1 lassen sich beheben, wenn die Schritte S 1 und S2
bei einfachgenauen Eingangsdaten {A, b} mit höherer Genauigkeit VI ~ v2 reali
siert werden und aJ danach wieder auf einfache Genauigkeit V gerundet wird. In
diesem Fall kann [cond (A)J2 in (3) durch cond (A) ersetzt werden, und das be
rechnete aJ ist Lösung von (A + dA) aJrov b + ob mit IloA11 ~ vF IIAII, Ilobll ~ vF Ilbll,
F ~ rnn, d. h., es liegt numerische Gutartigkeit vor. Dazu sind nur f'oj n 2/2 doppelt
genaue Speicherplätze erforderlich, allerdings erhöht sich der arithmetische Aufwand
beträchtlich.

(iv) Für steife diagonalgewichtete Probleme DAaJ rov Db sind Normalgleichungs
verfahren nicht geeignet. Als Modellfall betrachten wir die Gewichtsmatrix D

~ (WIm1: Im,) und das entsprechend partitionierte A ~ (~:) mit W> 1 und

1 ~ m, < n. Die Matrix der Normalgleichungen ist dann

sie unterscheidet sich für großes w nicht von der singulären Matrix w2A "[A I • 0

tibungsaufgaben

Ü 9.1.1. Es sei A E Rm,n spaltenregulär, und die Cholesky-Faktorisierung ATA = LLT sei
bekannt. Mit C werde (ATA)-l = L-TL-l bezeichnet, vgl. 8.3. Man zeige:

(i) Für Ji' E Rn,l kann X:= Ji'TC-lJi' = Ji'T(ATA) Ji' gemäß

X = Ji'TLLTJi' = FTF mit F:= LTJi' (18)

in ,....., (n + 1)1n/2 opms berechnet werden, während die direkte Berechnung gemäß

X = Ji'TATAJi' = /1'TF mit F:= AJi'

,....., (2n + l) 1m/2 opms erfordert, also mindestens das (m/n)-fache des Aufwands von (18).
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(ii) Für BE RI,n kann Y:= BeBT ohne explizite Bildung von e = (~4TA)-1 gemäß

Y = BL-TL-1B = jjjjT mit jj:= BL-T

berechnet werden, wobei jj aus dem Dreieckssystem

tn.T = B bzw. LjjT = BT

bestimmt wird. Dies erfordert insgesam t e-. (n + l) ln/2 opms. Für B := A ist

Y = A(ATA)-l A = (AL-T) (AL-T)T

der Projektor PA auf c7t(A).

Ü 9.1.2. Man beweise: Wenn

(19)

A :=A + uvT , u =F 0, v =F 0, (20)

durch Rang-i-Änderung aus A entsteht, gilt

ATA = ATA - yyT + ZZT mit y:= ATu/llull, z:= y + Ilullv, (21)

d. h., AT A entsteht aus ATA durch eine Rang-2-Änderung, die in der symmetrischen Form
(21) als Differenz zweier positiv semidefiniter Rang-i-Terme geschrieben werden kann.

9.2. Iterative Verbesserung

Im vorangegangenen Abschnitt wurde gezeigt, daß das Normalgleichungsverfahren
9.1.1 zwei wesentliche Nachteile aufweist, nämlich:

Die Klasse der durch 9.1.1 lösbaren spaltenregulären Quadratmittelprobleme wird
durch die Bedingung (3) wesentlich eingeschränkt.

Das Verfahren ist numerisch instabil.

Wir zeigen im folgenden, daß der zweite Nachteil durch iterative Verbesserung
analog zu 5.4.3 behoben werden kann; der erste Nachteil bleibt dabei leider be
stehen.

9.2.1. Normalgleichungsverfahren mit iterativer Verbesserung

Aufgabe: Für gegebenes spaltenreguläres A E ffim.n sei L E ffin.n der nach 9.1.1
berechnete Cholesky-Faktor von lU:= ATA. Unter Verwendung von L ist für
gegebenes b E ffim die Lösung des Quadratmittelproblems ~4;r ~ b über die Nor
malgleichungen zu berechnen und iterativ zu verbessern.

Algorithmus:

SO: ;ro = 0

for k := O(l)kmax do
S 1: Berechne r" := f1 (b - A;rk) und gk := fl (ATr")
S 2: Berechne h = h" als Lösung von Mh = gk unter Verwendung der

Cholesky-Faktorisierung M = LLT von M aus den Dreieckssystemen
LI = g" , LTh = I

S 3: Setze ;rk+l := ;rk + h"

Aufwand: I'-J (2m + n) n opms pro Schritt k ~ 1, I'-J (m + n) n opms für k = O.

18*
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Für k = 0 ist Xl = hO gerade die in 9.1.1 berechnete Lösung x.

9.2.2. Fehleranalyse. Die spaltenreguläre Matrix A E ffim,n genüge der Bedingung

NI:= (m + 1) (n + 1) + 2n 2
• (1)

Dann ist 9.2.1 für jedes b E ffim durchführbar, und die berechneten x" (k = 1, ... ,
km ax ) sind Lösungen der gestörten Quadratmittelprobleme

(2)

wobei

(3)

ist. Mit x* = A+b, r* = b - Ax* gelten die Fehlerabschätzungen

!lx" - x*11 ~ x" Ilx*11 + 1.3v cond (A) {n3
/2 1Ix*11+ mnl

/2 cond (A) Ilr*II/IIA_II}.
(4)

Der Beweis ist sehr technisch und soll übergangen werden; er benutzt Lemma
8.2.11.

9.2.3. Bemerkung. (i) Für genügend großes k folgt aus (2), (3) die numerische Gut
artigkeit, aus (4) die numerische Stabilität des Verfahrens 9.2.1. Da dies für k = 1,
d. h. für die nicht verbesserte Lösung gemäß 9.1.1, nicht gefolgert werden kann,
vgl. 9.1.6, spielt die iterative Verbesserung für das Normalgleichungsverfahren 9.1.1
eine andere Rolle als für die Lösung regulärer Gleichungssysteme nach dem Gauß
sehen Algorithmus in 5.4. Für das Verfahren 9.1.1 ist sie erforderlich, um überhaupt
Gutartigkeit zu garantieren, während sie beim Gaußsehen Algorithmus die für das
Grundverfahren ohnehin vorliegende Gutartigkeit lediglich verbessert.

(ii) Als Abbruchkriterium kann wie in 5.4.5 die Bedingung

"h"ll > Ilh"-111/2
gewählt werden. Falls die Korrekturen nicht schnell genug kleiner werden, ist ent
weder die Grenzgenauigkeit erreicht, oder (1) ist nicht erfüllt, so daß die iterative
Verbesserung ohnehin fragwürdig ist. Der letzte Fall kann durch Schätzung von
x r-..; x ~ x analog zu 9.1.7 (ii) diagnostiziert werden. Die Konvergenzgeschwindig
keit hängt entscheidend von x ab.

(iii) Wenn Mund L mit erhöhter Genauigkeit VI ~ ,..2 berechnet und L danach
wieder auf einfache Genauigkeit V gerundet wird, kann x in 9.2.2 durch

Xl := vNI cond (A)

ersetzt werden.

(iv) Wenn die Residuen r" und g" mit höherer Genauigkeit VI ~ v2 berechnet
und danach wieder auf einfache Genauigkeit V gerundet werden, liefert 9.2.2 für
genügend großes k die volle relative Genauigkeit im Sinne von

Ilx" - x*11 ~ vN3 {llx*11 + cond (A) Ilr*II/IIAII} ,
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Ob diese Genauigkeit nötig und sinnvoll ist, hängt von der Genauigkeit der Ein
gangsdaten ab. 0

Bemerkungen zum Kapitel 9

B 9.1. Die Lösung von Quadratmittelproblemen über die Normalgleichungen geht bereits auf
GAUSS zurück. Die Normalgleichungen werden deshalb auch Gaußsche Normalgleichungen und
deren Koeffizientenmatrix ATA Gaußsehe Transformierte von A genannt. In der statistischen
Literatur wird auch fast ausschließlich dieser klassische Weg beschrieben, obwohl er vom
numerischen Standpunkt her deutliche Nachteile gegenüber den moderneren Orthogonali
sierungsverfahren aufweist.

B 9.2. Die Fehleranalyse der iterativen Verbesserung gemäß 9.2.2 und speziell der Nachweis
der numerischen Gutartigkeit für genügend großes k geht auf KIELBASINSKI zurück und
scheint neu zu sein. Ein verwandtes Verfahren hat BJÖRCK [78] untersucht. In der letzt
genannten Arbeit sind auch instruktive numerische Beispiele zu finden.

10. Orthogonalisierungsverfahren

Orthogonalisierungsverfahren zur Lösung von Quadratmittelproblemen Ax,-....., b be
nutzen die Darstellung von A E Rm.n gemäß A = QR als Produkt einer spalten
orthonormalen Matrix Q E Rm.l und einer oberen Dreiecks- bzw. Trapezmatrix
R E R'·n; man spricht von einer QR-Faktorisierung von A. Die verschiedenen
Varianten unterscheiden sich in der Wahl der Formate - üblich sind 1 = n oder
1 = m - und in den Konstruktionsvorschriften für Q und R. Unter Verwendung
einer solchen QR-Faktorisierung lassen sich die Quadratmittellösungen wie auch
andere interessierende Größen, etwa PA oder A+, in einfacher Weise bestimmen.

10.1. Orthogonalisierung nach Gram-Schmidt

Wir setzen A E Rm.n als spaltenregulär voraus und suchen eine Faktorisierung

A=QR (1)

mit einer spaltenorthonormalen Matrix Q E Rm.n und emer oberen Dreiecksmatrix
R E Rn.n, d. h., es gelte

(i>j;i,j=l, ... ,n). (2)

Wegen der Spaltenregularität von A muß R regulär sein, also rjj * 0 (j = 1, ... , n)

gelten. Wenn die Spalten von A bzw. Q gemäß

Q = (ql, ... , qn)
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mit a i bzw. qi bezeichnet werden, liest sich (1) spaltenweise als

j

a i = I: qir i1 = q1r11 + q2r2j + ... + qir jj
i=l

(3)

d. h., die Elemente der j-ten Spalte von R sind gerade die Koeffizienten von a i in
der orthonormalen Basis {qt, ..., qi}. Umgekehrt gilt wegen der Regularität von R
auch Q = AR mit der oberen Dreiecksmatrix R = R-t, also die zu (3) analoge
Darstellung von qi als Linearkombination von a 1, ••• , ai . Hieraus folgt

span {at, ... , ai } = span {qt, ..., qi} (j = 1, "', n); (4)

insbesondere ist also {qt, ..., qn} eine orthonormale Basis von cn(A). Andererseits
folgt aus (4) die Gültigkeit der Darstellung (3). Dies bedeutet: Die Faktorisierung
von A gemäß (1), (2) ist gleichbedeutend mit der Konstruktion einer orthonormalen
Basis {qt, ... , qn}, für die (4) gilt. Daß eine solche Basis existiert, wird weiter unten
konstruktiv bewiesen.

Unter Verwendung von (1), (2) läßt sich A+ nach 8.1.9 in der Form

A+ = R+Q+ = R-IQT

darstellen. Die eindeutige Lösung von Ax r-.J b ist dann durch

x = A+b = R-IQTb

gegeben, und das zugehörige minimale Residuum ist

r = b - Ax = b - QQTb.

(5)

(6)

(7 )

Das Problem Ax r-.J b kann daher wie folgt gelöst werden.

10.1.1. Basisalgorithmus zur Lösung von Ax r-.J b mittels Faktorisierung A = QR

S 1 (QR-Faktorisierung von A): Bestimme Q E Rm,'1I mit QTQ = 1'11 und eine
obere Dreiecksmatrix R E Rn,n, so daß A = QR gilt.

S2 (Berechnung der zur rechten Seite b gehörenden Lösung x = R-IQTb und
des Residuums r = b - QQTb):

S2.1: Berechne e = QTb und r = b - Qe

S2.2: Bestimme x als Lösung des Dreieckssystems Rx = e.

Zur Berechnung der QR-Faktorisierung gehen wir von (3) aus und nehmen an,
daß bereits ein System orthonormaler Vektoren {qt, ... , qk-l}, für das (4) für
j = 1, ... , k - 1 gilt, bestimmt worden ist. Wir suchen dann qk in der Form

k-l

qk = pkjrkk mit pk = rj;kqk = ak - I: qir ik.
i=l

Die Forderung, daß qk zu {qt, ..., qk-l} orthogonal sei, führt wegen der Orthonor
malität von {qt, ... , qk-l} auf

k-l

o= rkkqiTqk = qiTak - I.: qiTq'ir ik = qiTak - rik (j = 1, ... , k - 1),
i=l
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so daß bis auf rkk alle Koeffizienten rjk festgelegt sind. Der noch fehlende Wert ergibt
sich aus der Normierungsbedingung Ilqkll = Ilpkllflrkkl = 1 zu

rkk = ±Iipkll·
Wegen der linearen Unabhängigkeit der a! muß dabei pk =F 0 gelten, denn andern
falls wäre wegen (4) a k E span {al, ..., a k - 1} .

Zusammenfassend erhalten wir den folgenden, Gram-Schmidt-Orthogonalisierung
genannten Algorithmus.

10.1.2. Gram-Schmidt-Orthogonalisierung. Für jede spaltenreguläre Matrix
A = (al, ... , an) E Rm.n werden durch die Vorschrift

k-l

pk := ak - l.: rikqi,
i=l

(k = 1, "', n), (8)

B = DR mit D = diag (di ),

in exakter Arithmetik eine spaltenorthonormale Matrix Q = (ql, , qn) E Rm,n
und eine obere Dreiecksmatrix R = (rii) E Rn.n mit rkk > 0 (k = 1, , n) erzeugt,
so daß A = QR gilt.

Man sagt auch, daß {ql, ... , qll} durch Gram-Schmidt-Orthogonalisierung der
Spalten {al, ... , an} von A entstanden ist.

10.1.3. Bemerkung. (i) Für spaltenreguläres A ist die QR-Faktorisierung (1), (2) bis
auf das Vorzeichen der Spalten von Q und entsprechender Zeilen von R eindeutig
festgelegt: Aus

A= QR=QR

mit QTQ = QTQ = In und oberen Dreiecksmatrizen R, R folgt

Q=QD,

siehe Ü 10.1.3.

(ii) Aus (1), (2) ergibt sich

d. h., in exakter Arithmetik ist RT bis auf das Vorzeichen der Spalten mit dem ein
deutig festgelegten Cholesky-Faktor L von ATA identisch. Für das durch 10.1.2
definierte R gilt wegen rkk > 0 daher RT = L. D

Das folgende Beispiel zeigt, daß der elegante und kompakte Gram-Schmidt
Prozeß in einer katastrophalen Weise numerisch instabil ist.

10.1.4. Beispiel. Es sei e > 0 und

(

1 1 1)
A = e 0 0

o e 0

o 0 e

(9)
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die Matrix aus 9.1.4(ii). Algorithmus 10.1.2 werde so ausgeführt, daß fl(1 + E2) = 1 gesetzt.
aber alle übrigen Operationen exakt realisiert werden; dies entspricht qualitativ dem Fall
E2 < v/2. Dann ergibt sich

p 0 01

E
V2 - v~1

C
1

Q= 1 R= EV2 o )-0 - 0

lo

V2 0 EV2
1

0
V2J

Wieder in exakter Arithmetik folgt

E -~l1 + E
2

V2 V2
E 1

A=QR, QTQ - ,
V2 2

E 1
-

V2 2

d. h., Q und R liefern eine exakte Faktorisierung, aber Q ist extrem nichtorthogonal. Die exakten
Faktoren sind

f1 E ~l
V2 V6

P 1
1 1E

V2 V6 EV2 E
(1 + 0(e2)), R*

0
V2 (1 + 0(E 2)).Q*

1 1
0

V2
~j

EV6o 0
2

0 0
V6

Die Schreibweise F = G( 1 + 0(E2 ) ) bedeutet dabei tij = gij( 1 + 0(E2 ) ) für alle i, j. Für die
rechten Seiten b 1 : = el, b 2 : = e 3 ergeben sich mit den berechneten Faktoren Q, R die nume
rischen Lösungen xl, ;].2, mit den exakten Faktoren Q*, R* die exakten Lösungen X*,l, X*,2
zu

x' ~iG), x*,' ~ Gin (1 + O(e')) ,

(

- 1/ 2) (-1/3)x' ~ !.- 1/2, x*" ~ !.- 2/3 (1 + O(e')),
E 0 E -1/3

Die allein durch die Rundung fl(1 + E2) = 1 generierten relativen Fehler sind Ild'x111/llx*,111
= 1.4, IId'x211/Iix*,211 = 0.5. Ein Darstellungsfehler von A zum Fehlerniveau v kann im Fall
E2 = v/2 dagegen nach 8.2.7 nur eine Störung d'xi hervorrufen, für die IId'xill/llx*,ill von der
Größenordnung E ~ Vl /2 ist. 0
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Die klassische Form 10.1.2 der Gram-Schmidt-Orthogonalisierung ist also für Com
puterrechnung nicht geeignet.

Um zu einer numerisch brauchbaren Version zu kommen, schreiben wir (8) als

k-I

p" = a" - I: qiqiTa" = (1 - Pk-I) a"
i=I

k-I
mt P k- I := L qiqiT.

i=I
(10)

Xach Ü 8.1.1 läßt sich der Projektor 1 - P k- I in der Produktform

1 - P k- I = (1 - q"-lq "- lT ) .,. (1 - q2q2T) (1 _ qlqlT) (11)

darstellen. Einsetzen von (11) in (10) und rekursive Auswertung führt dann auf

(i = 1, ... , k - 1),

pk,l := ak,

rik := qiTpk,i ,

pk := pk,k

als in exakter Arithmetik äquivalente Berechnungsvorschrift für p". Dabei gilt

(12)

(i = 1, ... , k - 1),

d. h., die in (12) auftretenden Koeffizienten rik sind mit denen aus (8) identisch, und
pk,i ist gerade die (i - l)-te Teilsumme a k - r1kql - ... - ri_Lkqi-l bei der Berech
nung von pk gemäß (8). Im Unterschied zu (8) wird jedoch in (12) der auf qi proji
zierte Anteil rikqi sofort von a k abgezogen, bevor die nachfolgende Projektion ge
bildet wird. Wegen

(13)

werden die p",i dabei immer kürzer. In Computerarithmetik werden die rik gemäß
(12) genauer berechnet werden als nach (8), denn die Schranke für den erzeugten
Rundungsfehler ist im ersten Fall proportional zu 111)k.ill, im zweiten zu Ilakll. Es ist
daher zu erwarten, daß der nach (12) berechnete Vektor pk in geringerem Maße durch
Rundungsfehler beeinflußt wird.

Derselbe Trick wird dann auch bei der Berechnung von c = (Ci) = QTb angewen
det und führt auf

(i = 1, ... , !c - 1). (14)

In exakter Arithmetik gilt

qiTbi = qiT(J - Pi-I) b = qiTb,

und

b fl + 1 = (J - P n ) b = (1 - QQT) b = b - Qc = b - Ax = l'

ist das minimale Residuum, vgl. Ü 4.3.3.
Die Realisierung von 10.1.1 gemäß (12), (14) wird modifiziertes Gram-Schmidt

Verfahren - kurz: MGS- Verfahren - genannt. Wir geben eine Realisierung an, bei
der pk und die pk,i auf dem Platz von qk, die b i auf dem von rund c auf dem von x
gespeichert werden.
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10.1.5. Orthogonalisierung von A und Lösung von Ax ro.J b nach dem modifizierten
Gram-Schmidt- Verfahren

Aufgabe: Für gegebenes spaltenreguläres A = (al, ... , an) E Rm,n ist eine QR
Faktorisierung von A mit Q = (ql, ..., qn) E Rm.n und einer oberen Dreiecks
matrix R = (rij) E Rn,n nach den modifizierten Gram-8chmidt-Formeln (12) zu
berechnen. Mit dieser ist JJ E Rn und r E Rm gemäß (6), (7) bei modifizierter Aus
wertung von QTb nach (14) zu bestimmen.

Algorithmus:

81 (QR-Faktorisierung von A mittels modifizierter Gram-8chmidt-Orthogonali
sierung) :
for k := l(l)n do
8 1.0: qk := ak

81.1: for i:= l(l)k - 1 do [rik:= qiTqk, qk:= qk - rik * qi]
81.2: ra := Ilqkll, qk := qkfra

82 (Modifizierte Berechnung von c = QTb und r = b - QQTb, Lösung von
R» = c):

82.1: "':= b
for i:= l(l)n do [Xi := qiTr, r:= r - Xi * qi]

82.2: for k:= n(-l)l do

I
Xk: = xkjra
for i:= l(l)k - 1 do Xi := Xi - rik * Xk

Aufwand: 81: ~mn'opms,82: ~ (2m + ;) nopms

10.1,6. Bemerkung. (i) In-situ-Realisierung durch Überspeichern von ~4 mit Q bzw.
von b mit r ist möglich. Dann sind noch ,'""'oo.J n 2 j2 8 für Rund n 8 für JJ erforderlich.

(ii) Das nichtmodifizierte Gram-8chmidt-Verfahren ergibt sich aus 10.1.5, wenn
die Anweisungen rik:= qiTqk bzw. Xi := qiTr durch rik := qiTa k bzw, Xi := qiTb
ersetzt werden. Die Programme unterscheiden sich daher fast nicht, insbesondere
ist der Aufwand für MG8 identisch mit dem für das klassische Verfahren. Die kleinen
Unterschiede in den Computerprogrammen haben jedoch große Auswirkungen,
denn im Gegensatz zum instabilen Gram-8chmidt-Prozeß ist der modifizierte nume
risch gutartig. Dies ist nicht das einzige Beispiel dafür, daß Verfahren, die in exakter
Arithmetik äquivalent sind, in Gegenwart von Rundungsfehlern ein völlig unter
schiedliches 8tabilitätsverhalten aufweisen können.

(iii) In 10.1.5 wird R spaltenweise aufgebaut. Eine zeilenweise Berechnung ist
gemäß

for k := l(l)n do pk.l := ak

for k := l(l)n do

I
rkk := Ilpk.kll, qk := pk.kfrkk
for j := k + l(l)n do [rkj := qkTpi.k, pi.k+1 := pi. k - rkj * qk]

möglich, wobei alle pi. Je selbstverständlich auf dem Platz von qi bzw. a i gespeichert
werden. Dabei kann eine "Pivotisierung" durch 8paltenvertauschung wie folgt
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durchgeführt werden: Zu Beginn des k-ten Schrittes werden die Spalten kund s(k)
vertauscht, wobei s = s(k) mit k ~ s ~ n durch

Ilp~,kll = max {llpi'''II: k ~ j ~ n}

festgelegt ist. Dadurch wird rkk maximal unter allen Kandidaten. Die dabei benötig
ten Normen können wegen (13) gemäß

I/pi.k+ lll2 = Ilpi'''112 - (rki)2

rekursiv aus IIpi.111 = Ilaill bestimmt werden, wobei auf Auslöschung zu achten ist,
siehe B 10.4. Der zur Normierung verwendete Wert sollte daher nochmals direkt .
berechnet werden. In dieser Modifikation liefert 10.1.5 eine QR-Faktorisierung

für die

(15)

2>2+2 + 12rkk = rkj rk+l.j ... T rjj

gilt , insbesondere ist

(j = k + 1, ... , n; k = 1, ... , n - 1) (16)

Wegen des Auftretens der Permutationsmatrix Ps in (15) müssen die Komponenten Xi

der Lösung x im derart modifizierten Algorithmus 10.1.5 am Schluß noch gemäß
x := PIx permutiert werden, um die Spaltenvertauschungen wieder rückgängig zu
machen.

(iv) Der in (iii) beschriebene pivotisierte MGS-Prozeß kann auch für rangdefi
zientes A mit rang (A) = r ~ n ~ m angewendet werden. In exakter Arithmetik
bricht das Verfahren nach r Schritten wegen I/pi.r+111= 0 (j = r + 1, ... , n) ab, und
{ql, ..., q'} is; eine orthogonale Basis von Jl(A). Bei Computerrealisierung ist ein
geeigneter Abbruchtest zu verwenden, siehe Kapitel 11. D

10.1.7. Rundungsfehleranalyse. Algorithmus 10.1.5 ist für spaltenreguläres ~4 E Rm.n
und beliebiges b E Rm mit rkk =F 0 (k = 1, ... , n) durchführbar, sofern

8.6vF cond (A) < 1 mit F:= 1.4mn3/ 2 (17)

gilt. Die berechneten Faktoren Q, R genügen den Beziehungen

A + ooA = QR mit IlooAl1 ~ v(Fjm) IIAII
und

QTQ - 1= G mit IIG!I ~ 3vF cond (A).

Die berechnete Lösung x ist exakte Lösung des Quadratmittelproblems

und für das berechnete Residuum r gilt

(18)

(19)

(20)

(21)
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(22)IDie Matrizen A + oiA sind spaltenregulär, und es gilt

(i = 1, 2).

Die Störungsmatrix ooA ist überdies spaltenweise klein im Sinne von

(j = 1, ... , n). (23)

Aus Platzgründen verzichten wir auf den nicht ganz einfachen Beweis dieser Aus
sagen, siehe B 10.1.

Die Analyse 10.1. 7 zeigt: Die Berechnung de'r Quadratmittellösung x und des zuge
hörigen Residuums r nach dem modifizierten Gram-Schmidt- Verfahren ist ein nume
risch gutartiger Prozeß.

10.1.8. Bemerkung. (i) Die Klasse der spaltenregulären Quadratmittelprobleme, für
die 10.1.5 durchführbar ist, wird durch die Bedingung (17) charakterisiert und be
steht daher praktisch aus allen spaltenregulären Problemen, die zun I Fehlerniveau v

vernünftig gestellt sind, vgl. 9.1.4(i). Insbesondere tritt hier der bei den Normal
gleichungsverfahren vorkommende Faktor [cond (A)]2 nicht auf. Bei festem Run
dungsfehlerniveau ist daher das MGS-Verfahren den Normalgleichungsverfahren in
bezug auf die Anwendungsbreite grundsätzlich überlegen. Dies muß allerdings mit
einem fast verdoppelten Aufwand bezahlt werden.

(ii) Wenn Q nach dem klassischen Gram-Schmidt-Prozeß berechnet wird, kann

IIQTQ -111 ~ min {n3/2 , vF[cond (A)]n- 1 } (24)

gezeigt werden, und diese Schranke ist realistisch. Demgegenüber ist die Schranke

IIQTQ - 111 ~ 3vF cond (A) < 1 (25)

für das nach MGS berechnete Q deutlich besser, hängt aber immer noch von cond (A)
ab. Das MGS- Verfahren ist daher in bezug auf den Faktor Q nicht numerisch gut
artig. Aus (25) kann bei klassischer Eerechnung von c = QTb die Gutartigkeit be
züglich x auch nicht gefolgert werden, vgl. 4.3.5. Für das Vorliegen der Gutartigkeit
bezüglich x und r erweist sich die modifizierte Berechnung dieser Größen gemäß
10.1.5 wesentlich; bei dieser wird die durch (25) nicht erfaßte günstige Korrelation
der Fehler in Q und R ausgenutzt und ergibt eine von cond (A) unabhängige Kumu
lationskonstante, siehe B 10.1.

(iii) Ein ausreichend spaltenorthonormales Q kann mit r---' 2m . n 2 opms, also
doppeltem Aufwand, durch das Gram-Schmidt- Verfahren mit Re-Orthogonalisierung
gemäß

for k := l(l)n do
qk := ak

for ~o:= l(l)k - 1 do [rik :=oqiTqk, qk := qk - rik * qi]

for i:= l(l)k - 1 do [Sik := qiTq", qk := q" - Sik * qi, rik := rik + sid

rkk := Ilq"II, q" := q"/rkk

berechnet werden. Für die so berechneten Matrizen Q, R gilt (18), und (19) kann zu

(26 )
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mit F I in der Größenordnung von F verschärft werden. Die Abweichung von der
Orthonormalität hängt also nicht mehr von cond (A) ab und ist stets klein. Die Be
rechnung von Q nach dem Gram-Schmidt-Verfahren mit Re-Orthogonalisierung ist
daher ein numerisch gutartiger Prozeß. Die Aussagen (20) bis (22) gelten dann un
abhängig davon, ob c = QTb modifiziert oder klassisch gemäß c, = qiTb berechnet
wird, siehe wieder 4.3.5. 0

Übungsaufgaben

Ü 10.1.1. Man zeige, daß das zu beliebigem x E Rß gehörende Residuum r = b - Ax unter
Verwendung der QR-Faktorisierung (1), (2) von A in der Form

mit

u = QQTr = Q(QTb - Rx) 1. V := (1 - QQT) r = (1 - QQT) b

dargestellt werden kann und daß

(27)

(28)

(29)

gilt. Aus (29) kann der Basisalgorithmus 10.1.1 direkt abgelesen werden.

Ü 10.1.2. Es seiA = QB eine QR-Faktorisierung der spaltenregulären Matrix A E Rm,ß.
"Man überlege sich, daß die Normallösung y des zeilenregulären Systems

ATy =/, (30)

wie folgt berechnet werden kann, vgl. auch 4.2.2 (i).

S 3.1: Bestimme 9 als Lösung des Dreieckssystems RT9 = t
S3.2: Berechne y:= Qg.

ü 10.1.3. Man beweise 10.1.3 (i).

Hinweis: Man betrachte QTQ = RR-l = S, zeige ST = S-1 und benutze Ü 1.1.12.

Ü 10.1.4. Man rechne Beispiel 10.1.4 für das modifizierte Gram-Schmidt-Verfahren 10.1.5
durch und überprüfe, daß sich dann bis auf einen Faktor 1 + O(c2 ) die exakten Resultate,
ergeben und daß die Schranke (25) angenommen wird.

10.2. Orthogonalisierung nach Householder und Givens

Wir suchen für die als spaltenregulär vorausgesetzte Matrix A E Rm,ß wieder eine
QR- Faktorisierung

A=Qn, (1)

im Unterschied zum Ansatz in 10.1 jedoch mit orthogonalem Q E Rm,m und einer
oberen Dreiecksmatrix n E Rm,ß, d. h., es gelte

(i = 1, ... , m; j = 1, ... , n). (2)
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Wenn Qund R gemäß

Q= (Q I Q), (3)

mit Q E Rm,n, QE Rm.m-n und R E Rn,n partitioniert werden, geht (1) in

A=QR

über. Dies bedeutet: Die Blöcke Q und R sind bis auf das Vorzeichen der Spalten
von Q und der Zeilen von R eindeutig festgelegt und identisch mit der in diesem
Sinne eindeutigen QR-Faktorisierung von A nach (10.1.1), (10.1.2), vgl. 10.1.3. Die
Spalten der Matrix Qbilden eine orthonormale Basis des orthogonalen Komplements
cJV(AT) von c7l(A) = c7l(Q) und unterliegen keinen weiteren Beschränkungen.

Aus (1) bis (3) folgt nach 8.1.9

(4:)

so daß die eindeutige Lösung des Quadratmittelproblems Ax "-' b durch

gegeben ist. Das zugehörige minimale Residuum besitzt die Darstellung

(
InI0) A A (0 I 0)Ar = b - Ax = b - QRR+QTb = b - Q -- QTb = Q QTb.. 010 Ol~~

(5)

(6)

Das Problem Ax "-' b kann daher nach dem folgenden Basisalgorithmus gelöst
werden.

10.2.1. Basisalgorithmus zur Lösung von Ax "-' b mittels Faktorisierung A = QR.
S 1 (QR-Faktorisierung von A): Bestimme eine orthogonale Matrix QE Rm.m und

eine obere Dreiecksmatrix Ji = (~) E Rm.•, so daß A ~ (lJi gilt.

S2 (Berechnung der zur rechten Seite b gehörenden Lösung x und des Residuums
'" = b - Ax):

S 2.1: Berechne

S 2.2: Bestimme x als Lösung des Dreieckssystems Ra: = c.

Wir bemerken, daß die Matrix Q für die Berechnung von x und l' nicht explizit
bekannt zu sein braucht. Es genügt, wenn QTb bzw. Ql für gegebenes b bzw. 1
mit ausreichender Genauigkeit berechnet werden kann. Wegen der Orthogonalität
von Q gilt ferner Ilrll = Ilcll, so daß auf die Berechnung von '1' verzichtet werden
kann, wenn nur nach 11'1'11 gefragt ist.
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Um zu einer Konstruktionsvorschrift für Qund R zu kommen, schreiben wir (1)
in der äquivalenten Form

man beachte, daß Q orthogonal ist. Das Auffinden einer Faktorisierung (1), (2) ist
also gleichwertig zum Auffinden einer orthogonalen Matrix QT, die A durch Links
multiplikation auf obere Dreiecksform R bringt. Es bietet sich dann an, die Matrix
QT als Produkt der im Abschnitt 3.3 eingeführten orthogonalen elementaren Trans
formationsmatrizen zu konstruieren, also die Matrix A durch eine Folge solcher
Transformationen sukzessive auf Dreiecksform zu bringen.

Im folgenden soll gezeigt werden, wie A mittels Householder-Spiegelungen spalten
weise auf Dreiecksform gebracht werden kann. Wenn man vom Typ der Transfor
mationsmatrix absieht, wird dabei wie beim Gaußsehen Algorithmus vorgegangen.

Im ersten Schritt wählen wir die Householder-Spiegelnng H I = HI so, daß

In

transformiert wird. Dies ist nach 3.3.6 stets möglich. Im zweiten Schritt wird die
analoge Transformation mit H2 auf M(2) angewendet usw. Die nach k - 1 Schritten
erhaltene Matrix A(k) ist dann in den ersten k - 1 Spalten bereits von oberer Drei
ecksform

r (k) <k)
an ••• al,k_1

A(k) =

I
l

Im k-ten Schritt wird

o
a~~ ... a~~

(

a <k )
kk

ll1<k) = :

alk)
mk

gemäß 3.3.6 durch die Householder-Spiegelung ti, E Rm-k+l.m-k+1 in

(7)
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transformiert. Dies ist bei der Festlegung

(8)

für

für

(kl < 0akk =, dun
akr > 0

W)

der Fall. Mit der erweiterten Householder-Spiegelung

f ~ 1
VkVkT

=1- --,
Yk

vk := (~)k-l =
:vk k

o
(10)

läßt sich der k-te Schritt durch

beschreiben, und A(k+l) ist bis zur k-ten Spalte von oberer Dreiecksform.
Die nach n Schritten erhaltene Matrix

mit

ist dann nach Konstruktion von oberer Dreiecksform, so daß eine QR-Faktorisie
rung des Typs (1), (2) vorliegt. Im Fall m = n ist A(nl bereits eine Dreiecksmatrix,
so daß nur n - 1 Schritte erforderlich sind. Der Gesamtprozeß wird Householder
Orthogonalisierung der Matrix A genannt.

10.2.2. Householder-Orthogonalisierung. Es sei A E Rm,n eine spaltenreguläre
Matrix. Dann sind die Transformationen

A(k+l) := HkA(k) (k = 1, ... , l), A(l) := A, l:= min {m - 1, n},

mit Householder-Spiegelungen Hk gemäß (8) bis (10) in exakter Arithmetik
durchführbar und ergeben eine QR-Faktorisierung A = (}R mit der orthogonalen
Matrix
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Iund der oberen Dreiecksmatrix R ~ (~) ~ All-l), wobei e, = rkk "i= 0 (k = 1,
... , n) ist.

Beweis. Es ist noch die Durchführbarkeit zu zeigen, die wegen Yk = (ia~t)1 + llakll)/Ilakli
zur Bedingung a k 4= 0 (k = 1, ... , n) gleichwertig ist. Es sei also erstmals ai = 0 für ein
gewisses i E {1, ... , n}. Dann sind die ersten i Spalten von A(j) linear abhängig, und wegen
H j- 1 ••• H 1A = A (i) trifft dies auch für die ersten i Spalten von A zu. Dies widerspricht der
vorausgesetzten Spaltenregularität von A. D

10.2.3. Bemerkung. (i) Bei Berechnung von B(k) gemäß 3.3.6 erfordert die House
holder-Orthogonalisierung ,-....;(m - nf3) n2 opms. Für m ~ n ist sie daher etwa so
teuer wie die MGS-Orthogonalisierung. Im Fall m ~ n ist der Aufwand mit dem
für das Normalgleichungsverfahren aus 9.1 vergleichbar.

(ii) Mit zusätzlichen n S zum Speichern der Diagonalelemente (2k = rkk von R
kann die Householder-Orthogonalisierung in situ realisiert werden, indem die signi
fikanten Elemente Vik (i ~ k) der v k auf dem Platz der zu °gemachten aik und die
rkj (j > k) auf dem Platz der nicht mehr benötigten akj gespeichert werden. Für
r.n = 4, n = 3 sind dann Anfangs- und Endbelegung durch

(
:11 :12
a21 a 22

a31 a32
a41 . a42

*) ((21 (12 (23)
a13 -+ V l1 I~ r 13

a23 V21 V22 I r23
a33 V31 V32 V33
a43 V41 V42 V43

gegeben. Im Gegensatz zur MGS-Orthogonalisierung ist also für R kein zusätzlicher
Speicherplatz erforderlich. D

Um die tatsächlich auszuführenden Operationen deutlich zu machen, geben wir
eine in-situ-Realisierung des Householder-Verfahrens entsprechend 10.2.3(ii) in
detaillierter Form an.

10.2.4. Orthogonale Faktorisierung der Matrix A nach Householder.
Aufgabe: Für spaltenreguläres A E Rm,n ist durch Householder-Orthogonalisierung
gemäß 10.2.2 eine Faktorisierung A = QR mit einer oberen Dreiecksmatrix

R ~ (~), R ~ (ri;) ER',', und einer in der Produktform

Q= H 1H2 •• , H[, l := min {m - 1, n}, (11)

gegebenen Matrix Qzu bestimmen. Die Faktoren Hk sind in der Form

(k = 1, ... , l), (12)

durch v k = (0, ... , 0, Vkk, ... , Vmk)T E Rm festgelegt, wobei v k gemäß v« = Vkk
skaliert ist. Die Matrix A ist durch die signifikanten Elemente Vik (i ~ k) von v k

bzw. rkj (k < j) von R zu überschreiben; die Diagonalelemente (2k = rkk von R
sind gesondert zu speichern.

19 Schwetlick, Numerische Algebra



290 10. Orthogonalisierungsverfahren

Algorithmus:

1 := min {m - 1, n}

for k := 1(1)1 do

S 1: ek : = II(akb .•• , amk)TII, if akk > 0 then ek : = -ek

akk : = 1 - akkjek

for i:= k + 1(1)m do aik := -aikjek

82: for j:= k + 1(1)n do

ß:= 0
for i:= k(1)m do ß := ß + 0ik * 0ij

ß:=ßjakk

for i := k(1)m do ail := aij - ß * 0ik

if 1< n then en : = ann

Aufwand: "-'(m - nj3) n2 opms + n opr, n S (für el' ... , en)'

Die Householder-8piegelung u, kann entsprechend 3.3.13 durch eine Folge

(13)

von m - k Givens-Drehungen Gki ersetzt werden, die nacheinander die Elemente
a~t) (i = k + 1, ... , m) zu 0 machen. Dabei geht A(k+l) = HkA(k) in

A(l'+I) = GkA(k) = G km ... Gk.k-t-lA(k)

über, und Q ist durch

QT = GI ... GI' also Q = Gi .,. Gi

bzw. ausführlich durch

(k = 1, ... ,1) (14)

(15)

gegeben. Dieser ~rozeß wird Gioens-Orthoqonalisierunq von A genannt.

10.2.5. Bemerkung. (i) Bei der expliziten Realisierung von (14), d. h. bei der Reali
sierung der zu (7) analogen Transformation

(16)

mit

G. ~ (~ll~J
nach 3.3.14, erfordert die Givens-Orthogonalisierung ,,-,(m - nj3) n2 (2 opm + I ops)
und "-' (m - nj2) n opr im Vergleich zu "-'(m - nj3) n20pms und n opr für die
Householder-Orthogonalisierung, ist also etwa doppelt so teuer. Für n in der Größen
ordnung von 10 liegt der Aufwand für die Berechnung der "-'(m - nj2) n Wurzeln
in der Größenordnung von (m - nj3) n20pms, kann also nicht vernachlässigt
werden. In-situ-Realisierung ist möglich, indem jeder Drehung Gki gemäß 3.3.11
die Zahl ~ik zugeordnet und letztere auf dem Platz des zu 0 gemachten aik (i > k)
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gespeichert wird; die akj (j ~ k) werden mit rkj überschrieben. Das zu 10.2.3 (ii)
analoge Schema ist dann

(ii) Wenn die Matrix A in der skalierten Form

A = diag (V~) D, d. h. aij = VXi di j (i = 1, ... , m; j = 1, ... , n)

(17)

durch die Zahlen {di j , Xi} dargestellt wird und die Transformationen (14) bzw. (16)
in der impliziten Form gemäß 3.3.21 realisiert werden, spricht man von impliziter
Givens-Orthogonalisierung. Die Transformationen Gki sind dann in der skalierten
Form durch Fki und zugehörige intermediäre Skalierungsvektoren X1k•i l und x1k.i l

gegeben. Die Matrix Fki kann gemäß 3.3.18 durch die dort festgelegte Zahl ~ik

repräsentiert werden. Die Skalierungsvektoren X1k. i ), x1k•il sind nicht zugänglich,
können jedoch in direkter Reihenfolge aus den Anfangswerten x = (Xi) gemäß 3.3.19,
in inverser Reihenfolge aus den Endwerten x = (Xi) gemäß 3.3.20 unter Verwendung
der ~ik rekonstruiert werden. Die Matrix Qaus (15) ist in diesem Sinne implizit durch
die Zahlen {~ik' xd bzw. {~ib xd gegeben. Die Matrix R = A(l+!l fällt in der skalierten
Form

il ~ (~) ~ diag (yli,) z , .i = (~), d. h. r;j ~ Yii; Z;j

(i ~ j; i,j = 1, ...,n)

an und wird durch die Zahlen {Zij, Xi} dargestellt.
Die implizite Givens-Orthogonalisierung ist also em Prozeß, der den Eingangs

daten {di j , xd die Ausgangsdaten {Zij U~ j), ~ij (i > j), Xi} zuordnet.
Der Aufwand ist r-..;(m - n/3) n 2 (1 opm + 1 ops), entspricht also dem der House

holder-Orthogonalisierung; Quadratwurzeln treten nicht auf. In-situ-Realisierung
analog zu 10.2.3 (ii) ist möglich. Das zugehörige Belegungsschema ist

(iii) Zur Faktorisierung von A werden üblicherweise Xi := 1 und D:= Aals
Eingangsdaten für die implizite Givens-Orthogonalisierung gewählt. Ist jedoch
die Matrix eines diagonalgewichteten Quadratmittelproblems DAx '"'-' bb mit

D = diag (di), di = 1/~, zu faktorisieren, vgl. 8.3, so sollte D := A und

Xi := Wrnax/Wi (i = 1, ..., m) mit W rnax = max {Wi: i = 1, ..., m}

19*
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gesetzt werden, denn damit ist A = diag (V~) D = VW rnax iJA bis auf den skalaren

Faktor VW rnax mit iJA identisch.

(iv) Falls die Skalierungsfaktoren im Laufe der impliziten Givens-Orthogonali
sierung zu klein werden und zu Unterlauf führen könnten, vgl. 3.3.23, ist eine
Reskalierung erforderlich. Dabei wird das zu kleine aktuelle Xi durch Xi * (j)2 mit
einem Faktor w ~ 1 ersetzt, und die i-te Zeile von Dlkl wird durch (j) dividiert.
Wenn t» eine ganzzahlige Potenz der Basis ist, entstehen dabei keine Rundungs
fehler.

(v) Die Reskalierung wird überflüssig, wenn eine "Spaltenpivotisierung" - d. h.
Pivotsuche in den Spalten - nach der folgenden Vorschrift durchgeführt wird,
vgl. 3.3.23 (iv): Zu Beginn des k-ten Schrittes werden die Zeilen kund e von {xk, D(kl}

vertauscht, wobei s = s(k) mit k ~ s ~ m durch

(18)

festgelegt ist und x k = (xJkl) die Skalierungsfaktoren von A lkl = diag (Vx~kl) DOt)

bezeichnet. Damit ergibt sich eine orthogonale Faktorisierung

(19)

in impliziter, skalierter Form. Da wegen (18) immer Fall 1 eintritt, vereinfacht sich
auch die Berechnung und Rekonstruktion der Drehungsparameter.

(vi) Die in (v) beschriebenen Zeilenvertauschungen sind auch bei der Householder
oder expliziten Givens-Orthogonalisierung möglich. Dabei ist (18) durch

ia~t)1 = max {la~t)l: k ~ i ~ m} (20)

zu ersetzen. Mit dieser zusätzlichen Pivotisierung sind die genannten Verfahren
auch für steife diagonalgewichtete Probleme geeignet. Wenn auf die Pivotisierung
verzichtet wird, sollten die Zeilen zumindest nach abnehmenden Gewichten

di = l/VWi geordnet werden.

(vii) Außer den genannten Zeilenvertauschungen sind auch Spaltenvertauschungen
analog zu 10.1.6(iii) möglich. Wenn die Spalten der zu Beginn des k-ten Schrittes
vorliegenden Restmatrix 1Ulk) gemäß

J11k) = (nlk,k, m k,k+l, ..., mk.nJ

bezeichnet werden, wird s = s(k) mit k ~ s ~ n und

(21)

gesucht und eine Vertauschung der Spalten kund s(k) von Alk) vorgenommen. Als
Ergebnis entsteht eine QR-Faktorisierung

(22)

und

2 > .2 + 2 + + 2rkk = 1 kj rk+1,j ... rjj (j=k+ 1, ...,n;k= 1, ...,n-1): (23)
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insbesondere gilt

Die benötigten Normen Ilmk"ll können analog zu 10.1.6 aus IlmI"11 = lIail! rekursiv
berechnet werden. Wie dort bricht das Verfahren in dieser pivotisierten Version im
Fall rang (A) = r < n nach r Schritten wegen Ilmr+l,ili = 0 (j = r + 1, ... , n) ab,
sofern exakt gerechnet wird. Es ist daher mit geeigneten Abbruchkriterien auch für
rangdefizientes A geeignet, siehe Kapitel 11.2. 0

Im Unterschied zur MGS-Orthogonalisierung liefert die Householder-Orthogonali
sierung den orthogonalen Faktor Qnicht explizit, sondern in der Produktdarstellung

QT = H[ .. ·112Hl bzw. Q = H 1H2 ... H[,

wobei jeder Faktor Hk gemäß (12) durch den Vektor v k repräsentiert ist. Das ist
durchaus kein Nachteil, denn zur Berechnung von x und r nach dem Basisalgorith
mus 10.2.1 wie auch für weitere Anwendungen genügt es, wenn QTb und QI für
gegebenes bund 1 einfach berechnet werden kann. Dies ist mittels der Rekursion

b I := b,

fL+I := I,
(k = 1, , l),

(k = l, , 1), Q/:=jl
(24)

möglich. Die zugehörigen Computerrealisieru ngen lauten wie folgt:

10.2.6. Berechnung von QTb und QI mittels der Produktdarstellung von Q.
Aufgabe: Die Matrix Q sei durch die Ausgangsdaten v k E ffim (k = 1, ... , l) von
10.2.4 gemäß (11), (12) definiert, die signifikanten Elemente t:ik (i ~ k) seien auf
dem Platz von A gespeichert. Für b.] E ffim ist C == QTb bzw. {j = QI zu berech
nen und auf dem Platz von b bzw. 1 zu speichern.

Algorithmus:

1 := min {m - 1, n}
Al (b := QTb):
fork:= l(1)ldo

ß :=0
for i := k(1)m do ß := ß+ aik * b,
ß:= ßlakk
for i:= k(1)m do b, := b, - alk * ß

A2 'J>: ot..
for k := l( -1 )1 do

ß:= 0
fori:= k(l)m do ß:= ß + nik * t.
ß := ßlakk
for i := k(1)m do t. := t, - aik * ß

Aufwand: jeweils ~(2m - n) n opms.
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Man beachte, daß die explizite Bildung von Q auch aus Aufwandsgründen nicht
zweckmäßig ist: Außer den zur Berechnung erforderlichen Rechenoperationen
- zu diesen siehe Ü 10.2.2 - wären dafür m2 S zum Speichern von Q und jeweils.
~ m 2 opms für die Berechnung von QTb bzw. ot erforderlich. Die implizite Produkt
darstellung mit Speicherung der erzeugenden Daten Vik auf dem Platz von A ist deshalb
als natürliche Darstellung von Q anzusehen. Dasselbe trifft sinngemäß für die Gioens
Faktorisierung zu.

10.2.7. Rundungsfehleranalyse. Die Householder-Orthogonalisierung 10.2.4 ist für
spaltenreguläres A E ffim.n mit (]k = rkk =F 0 (k = 1, ... , n) durchführbar, sofern

x := vF cond (A) < 1 mit F:= Kmn3/2

gilt. Dabei ist K:= K(m) = 3.14(1 + 31m) wie in 3.3.7, insbesondere gilt

K(m) ~ 4 für m ~ 10.

(25)

(26)

Durch 10.2.4 ist eine exakt orthogonale Matrix Q E Rm,m definiert, so daß mit
dem berechneten Dreiecksfaktor R E ffim.n

A + oA = QR mit IloA11 ~ vF IIAII (27)

gilt. Die Ausgangsdaten v" E ffim (k = 1, ... , l) von 10.2.4 liefern eine numerische
Darstellung von Qderart, daß die durch 10.2.6 für jedes b, fE ffim berechenbaren
Vektoren c = fl(QTb) und 9 = fl(Qj) den Beziehungen

fl(QTb) = QT(b + ob)

fl(Qf) = Q(/ + 0/) mit

genügen.

mit Ilobll ~ v(F Iv;;') Ilbll,

110/11 ~ v(F Iv;;) li/li
(28)

Dabei ist die Störungsmatrix oA spaltenweise klein im Sinne von

(j = 1, ... , n). (29)

Beweis. 'Wir setzen zusätzlich !1- : = v 3.14(m + 3)2 ~ 1 voraus, was praktisch keine Ein
schränkung bedeutet. Der Beweis ist auch ohne diese Voraussetzung möglich, verläuft dann
aber wesentlich komplizierter.

Wir nehmen an, daß bereits k - 1 Schritte des Householder-Verfahrens durchgeführt
worden sind und daß

A(kJ = Qk-l(A + oA(kl)

mit exakt orthogonalem Ok-l und einer Störungsmatrix <-rA(kl gilt, die der Abschätzung

Ild'A(klIIF ~ vKm(k - 1) IIAIIF

genügt. Dann folgt

IIA(klIIF ~ IIAIIF + IloA(klllF ~ [1 + vKm(k - 1)] IIAIIF'

Aus (31) ergibt sich ferner

IIA+lllloA(klll ~ IIA+lllloA'klIIF ~ vKm(k - 1) Y; cond (A) < x < 1.

(30)

(31)

(32)
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Die Matrix A + oÄlk) ist dann nach 8.2.5 spaltenregulär, und dasselbe trifft wegen (30) auch
für

A (k) = ('''''-'''' tr» )
O/M(k)

zu. Insbesondere ist a k =1= 0, so daß der kote Schritt mit (!k = rkk =1= 0 ausgeführt werden
kann. Es sei jetzt HZ diejenige Spiegelungsmatrix, die der Spalte a k nach den Formeln (8)
bis (10) in exakter Arithmetik zugeordnet wird. Nach 3.3.7 genügt dann die berechnete Matrix
A (k+l) der Beziehung

(33)

mit

IloA(k)IIF ~ v 3.14(m - k + 4) IIAlk)iIF ~ vKmÄ IIAIIF;

die letzte Ungleichung folgt aus (32) mit

).:= m - k + 4[1 + vKm(k _ 1)] = 1 _ ~ (1 _ fl m - k + 4) ~ 1.
m+3 m+3 m+3

Es gilt also

IloA(k)IIF ~ vKm IIAIIF'

Einsetzen von (30) in (33) liefert

A(k+l) = HnQk-l(A + d'Ä(k») + dAlk)] = Qk(A + oÄ(k+l»)

mit

(34)

Qk = HtQk-l, d'Ä(k+ll = d'Ä(k) + QI_1oA(k) ,

d. h., (30) gilt auch für den Index k + 1. Aus (31) und (34) folgt außerdem

lid'Ä(k+l)IIF ~ IloÄ(k)IIF + IldA(k)IIF ~ vKmk IIAIIF'

also (31) für k + 1 statt k, Damit sind (30), (31) für jedes k = 1, ... ,1 + 1 gültig, insbesondere
ist

mit

Der Beweis von (28) verläuft analog. 0

Der Leser lasse sich nicht dadurch irritieren, daß die in 10.2.7 erwähnte und im
Beweis definierte exakt orthogonale Matrix Q = Hi ... Hf nicht zugänglich ist.
Wesentlich ist:

Es existiert eine exakt orthogonale Matrix Q, die mit dem berechneten Dreieckstaktor
It die exakte QR-Faktorisierung der wenig gestörten Matrix A + oA liefert.

Die nicht zugängliche exakt orthogonale Matrix Q wird numerisch durch die be
rechmeten Vektoren v k (k = 1, ..., l) im folgenden Sinne gut repräsentiert: Die
mittels der v" nach 10.2.6 berechneten Vektoren fl({Fb) bzw. fl(Qf) sind das
exakte Produkt der Matrizen QT bzw. Q mit den wenig gestörten Argumenten

b + ob bzw. f + «t-
Die Householder-Orthogonalisierung von A und die Berechnung von QTb bzw. Qf
mittels der r k sind also numerisch gutartige Prozesse.
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10.2.8. Bemerkung. (i) Für die in 10.2.5 beschriebene explizite oder implizite
Givens-Orthogonalisierung und die zu 10.2.6 analoge Berechnung von QTb bzw.
ot bleibt 10.2.7 gültig, wobei F durch

F := 6(m + n) n 1/ 2 (35)

zu ersetzen ist. Zum Nachweis von (35) ist eine sorgfältige Abschätzungstechnik
nötig; eine Übertragung des Beweises von 10.2.7 unter Verwendung von 3.3.15
bzw. 3.3.22 würde auf F = 6 mn 3/2 führen; siehe B 10.3 für Literaturhinweise. Die
explizite oder implizite Givens-Orthogonalisierung ist also ein numerisch gutartiger
Prozeß mit der wesentlich günstigeren Fehlerkumulationskonstanten (35) als bei der

H ouseholder-Orthoqonalisierunq. Trotzdem wird die Householder-Faktorisierung
derzeit der nach GIVENS meist vorgezogen, da sie für vollbesetztes A einerseits
billiger als die explizite Givens-Faktorisierung, andererseits einfacher zu verstehen
und zu realisieren ist als die implizite Givens-Faktorisierung. Unter Beachtung aller
Gesichtspunkte wie Aufwand, Bundunqsiehleruerhalten und Flexibilität in der Anwen
dung besitzt die implizite Gioene-Orthoqonalieierunq jedoch deutliche Vorteile qeqeniiber
den übrigen Orthogonalisierungsverfahren. Zugehörige hochwertige Software liegt
allerdings in allgemein zugänglicher Form noch nicht vor.

(ii) Bei Bedarf kann Q spaltenweise gemäß iji:= fl(Qe i ) (j = 1, ... , m) nach
10.2.6 berechnet werden. Wegen der speziellen Form von f = ei vereinfacht sich
dabei die Berechnung etwas, siehe Ü 10.2.2 für Hinweise zur Realisierung und Auf
wandsangaben. Für die derart berechnete Matrix Q = (ijl, ... , ijm) gilt

IIQTQ -IIIF ~ 2yK(m) m3/2n, (36)

d. h., sie ist unabhängig von cond (A) ausreichend orthogonal. 0

Wir kehren jetzt wieder zur Berechnung der Quadratmittellösung ;r und des
Residuums l' nach dem Basisalgorithmus 10.2.1 zurück. Eine Computerrealisierung
von S 1 ist bereits durch 10.2.4 gegeben. Im folgenden wird eine analoge Realisierung
von S2 unter Verwendung der Auswertungsvorschriften 10.2.6 für Ausdrücke der
Form QTb bzw, Qf ohne explizite Berechnung von Q angegeben.

10.2.9. Lösung des Quadratmittelproblems Q/t;r r'-J b,

Aufgabe: Unter Verwendung der gemäß 10.2.4 berechneten und auf dem Platz
von A gespeicherten Householder-Faktorisierung A = Q/t von A E ffim,n mit
rkk = (}k =F 0 (k = 1, ... , n) ist die zur rechten Seite b E ffim gehörende Lösung
;r E ffin von A;r r'-J b und das zugehörige Residuum l' = b - A;r E ffim sowie
dessen Norm nr = 111'11 E ffi zu berechnen. Dabei ist b mit r zu überspeichern.
Algorithmus:

S2.1.1: Berechne b := fl(QTb) nach Algorithmus Al aus 10.2.6

S 2.1.2: Partitioniere b gemäß

(
c) ~

b = C nil' setze "':= c,

Berechne nr := Iiell
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I82.1.3: Berechne b:= fl(Qb) nach Algorithmus A2 aus 10.2.6.

82.2: Berechne x := fl(R-IX) analog zu 82.2 von 10.1.5

Aufwand: ,....... (2mn - n2/2) opms für o: und nr, ,....... (2mn - n2 ) opms für 1'.

10.2.10. Rundungsfehleranalyse. Die spaltenreguläre Matrix A E ffim.t1 genüge der
Bedingung

x = vF cond (A) < 1 mit F:= Kmn3/2 , (37)

K := K(m) wie in 10.2.7. Dann kann die Householder-Faktorisierung A = QR
gemäß 10.2.4 mit rkk =F 0 (k = 1, ... , n) berechnet werden, und Algorithmus
10.2.9 ist mit den so bestimmten Faktoren für jedes b E ffim durchführbar. Die
berechnete Lösung a: ist exakte Lösung des spaltenregulären Quadratmittelpro
blems

F I : = F + n312 "-' F ,

(38)
und für das berechnete Residuum l' gilt

l' + 0)" = (b + ob) - (A + dIA) x

mit

/Iobll ~ v(FIv~) Ilbll, (40)

Be w eis. Aus 10.2.7 folgt die Durchführbarkeit der Householder-Orthogonalisierung und
die Darstellung A + d'A = (IR sowie

mit geeigneten Störungen d'A, d'b, ()'c. Nach 4.3.2 löst das berechnete X das gestörte Dreiecks
system (R + d'R) x = e, wobei

II()'RI I ~ IId'RIIF ~ vn IIRIIF ~ vn3
/
2 1IRII·

\Venn

()'lA := d'A + Q (d':;), .1'r:= -Qd'c

gesetzt wird, ergibt sich daher

also

(A + d'lA)T (1' + .1'1') = (R ~.1'Rr (:) = o . (41)

Überdies ist A + d'lA wie R + oR spaltenregulär, und es gilt

r + d',' = (Je - Q(:) = b + d'b - Q(R ~OR)x = (b + d'b) - (A + d'lA) a»,

also (39), und (41) stellt gerade die Normalgleichungen des gestörten Problems (38) dar. Die
Abschätzungen (40) ergeben sich wegen I1d'1'1 I = Ilocll direkt aus (28). Die Schranke für d'lA
erhält man aus (27) unter Beachtung von IIAII =;= IIRII gemäß

IlolAl1 ~ IloA11 + IloR11 ~ vF IIAII + vn3
/
2 liRII =;= .,(F + n3

/
2

) IIAII· 0



298 10. Orthogonalisierungsverfahren

10.2.11. Bemerkung. (i) Die Rundungsfehleranalyse 10.2.10 gilt mit günstigeren
Kumulationskonstanten

F := 6(m + n) nl/2, F I := F + n3/2 = (6m + 7n) nl/2 (42)

auch für den Fall, daß die Faktorisierung A = Oft mittels expliziter oder impliziter
Givens-Drehungen berechnet und QTb bzw, Qf in zu 10.2.6 analoger Weise be
st.inunt wird, vgl. 10.2.8 (i). Die Berechnung von x und r gemäß 10.2.9 ist daher so
wohl bei Verwendung der Householder- als auch der expliziten oder impliziten Givens
Faktorisierumq ein numerisch gutartiger Prozeß. Wegen der deutlich kleineren Kumu
lationskonstanten ist die Givens-Faktorisierung dabei favorisiert.

(ii) Die für die Durchführbarkeit der Householder- bzw, Givens-Faktorisierung
mit 'kk =*' 0 hinreichende Bedingung (25), (37) ist mit der analogen Bedingung
(10.1.17) für das MGS-Verfahren vergleichbar und schränkt die Klasse der zum
Fehlerniveau v vernünftig gestellten spaltenregulären Quadratmittelprobleme nicht
wesentlich ein. Auch im Fall rkk = 0 kann die Durchführbarkeit mit nichtverschwin
denden Diagonalelementen für jedes A =*' 0 erzwungen werden, indem rkk := v!IAII
gesetzt wird, vgl. 5.3.3 (i) für die analoge Situation bei der LR-Faktorisierung.
Allerdings ist die so modifizierte QR-Faktorisierung wie dort nur für spezielle
Zwecke verwendbar und insbesondere nicht direkt zur Lösung rangdefizienter Qua
dratmittelprobleme geeignet.

(iii) Im Fall m = n liefern alle bisher behandelten Orthogonalisierungsverfahren
für ausreichend reguläres A eine Faktorisierung A = QR mit orthogonalem Q und
einer regulären Dreiecksmatrix R. Für die berechneten bzw. in Produktform im
plizit definierten Faktoren gilt dabei

A + dA = QR mit IldA11 ~ vF IIAII, (43)

und die gemäß 10.1.5 bzw. 10.2.9 berechnete Lösung x löst das gestörte reguläre
System

(44)

Die Kumulationskonstanten F, F I und die Anzahl der zur Berechnung der QR
Faktorisierung erforderlichen Rechenoperationen sind in der nachfolgenden Tabelle
zusammengestellt: Für die Householder-Faktorisierung wurde die für m ~ 10 gültige
Schranke K(m) ~ 4 verwendet. Zum Vergleich sind außerdem die entsprechenden
Werte für die Gauß-Faktorisierung PzA = LR mit Spaltenpivotisierung aus 5.3
mit aufgenommen worden.

Verfahren F F I Aufwand für Faktorisierung

MGS 1.4n3/2 1.4n3/2 f"oo..I n3 opms
Householder 4n5/2 4n5/2 f"oo..I2n3j30pms

Givens explizit 12n3/2 13n3/2 f"oo..I 2n3j3(2 opm + 1 ops) + n2j2 opr
Givens implizit 12n3/2 13n3/2 f"oo..I2n3j30pms

Gauß C(n) n l /2 O(n) n3/2 f"oo..I n3j3 opms
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Bei der Gauß-Faktorisierung gilt O(n) ~ 2· 2n für die volle Klasse der genügend
regulären Systeme. Die praktisch vorkommenden Gleichungssysteme gehören zur
Unterklasse, für die O(n) ~ n gesetzt werden kann, vgl. 5.3. Der Faktor nIl?. wird
durch den Übergang zur Spektralnorm hervorgerufen. 0

Wir wenden uns abschließend der iterativen Verbesserung von Quadratmittel
lösungen zu und beachten dazu, daß die exakte Lösung x* = A+b und das zu
gehörige exakte Residuum r* = b - A;r* die eindeutige Lösung des regulären
Gleichungssystems

(45)

sind, siehe Ü 10.2.4. Wenn {r, x} Näherungen für {r*, ;r*} sind, stellt

(46)(!!...) := (b - A;r - r)
f -ATr

das zugehörige Residuum bezüglich (45) dar. Analog zu 5.4 kann dann der Ansatz

(47)

(48)

gemacht werden. Die Korrektur (:) genügt in exakter Arithmetik dem System

(A: I; ) (:) ~ (;),
das unter Verwendung der Faktorisierung A = Qft, ft = (~), wie folgt gelöst
werden kann:

Si: Berechne Qre ~ (:)+
S2: Bestimme waus RTw = f
S3: Bestimme h aus Rh = u - w (49)

S4: Berechne s:= Q (:).

Dann stellt

(:) :~ (:) + (:) (50)

bei Computerrechnung eine i. aUg. verbesserte Näherung für (::) dar.

10.2.12. Bemerkung. (i) Der Übergang von {;r, r} zu {x, r} gemäß (50) kann als
einzelner Schritt eines zu 5.4.3 analogen Verfahrens zur iterativen Verbesserung
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von Quadratmittellösungen angesehen werden. Man beachte dabei, daß l' und r
hier Näherungen für r* = b - Ax* bezeichnen und nicht die zu x und x gehören
den Residuen.

(ii) Wenn eine Faktorisierung A = QR des Typs (10.1.1), (10.1.2) bekannt ist,
läßt sich eine zu (49) analoge Vorschrift zur Lösung von (48) angeben, siehe Ü 10.2.4.

(iii) Wegen der Gutartigkeit der Orthogonalisierungsverfahren aus 10.1 und 10.2
und der günstigen Werte der Fehlerkumulationskonstanten ist eine iterative Ver
besserung i. allg. zwecklos, sofern die Residuen {e, j} nur in einfacher Genauigkeit v

berechnet werden. Wenn die Eingangsdaten {A, b} jedoch als exakt betrachtet
werden können und die Residuen in höherer Genauigkeit VI' VI ~ v2 , berechnet
werden, kann durch die iterative Verbesserung die volle erreichbare Genauigkeit
im Sinne von

(
1101'11) :::::;: [V + V F cond (A)] (ilr*11 + Ilx*II/IIA-I-II)
Iloxll - I Ilx*11 + IIA +11 Ilr*/1

erhalten werden. Da diese Situation in den Anwendungen selten vorkommt, gehen
wir auf die iterative Verbesserung nicht im Detail ein. Man beachte auch, daß bei
den Normalgleichungsverfahren durch die iterative Verbesserung die Gutartigkeit
überhaupt erst erreicht wird, also dort eine andere Situation vorliegt als bei den
a-priorigutartigen Orthogonalisierungsverfahren. D

Vbungsaufgaben

ü 10.2.1. Man schreibe das Residuum r = b - Ax für beliebiges o: E Rn unter Verwendung
der Faktorisierung A = f)ß in der Form

r=Q(c-ßx),

und folgere hieraus

A (R)ß= -o (51)

(52)

Aus (52) läßt sich der Basisalgorithmus 10.2.1 direkt ablesen.

Ü 10.2.2. Es sei Q = B 1 ••• B, mit 1 = min {m - 1, n} gemäß 10.2.4 in Produktform durch
die erzeugenden Vektoren v k (k = 1, ... ,1) gegeben.

(i) Man zeige die Gültigkeit von

(lei = B 1 ••• B,ei = H 1 .•• H[lj)eJ (j = 1, ... , m) (53)
mit

i(') := {i für i= 1, ... ,1 - 1,
J 1 f" . > 1ur J = .

(ii) Man nutze (53) zur spaltenweisen Berechnung vonQ = (q1, ... , qm) gemäß qj = Qej in
zu 10.2.6 analoger Weise aus und überlege sich, daß dazu f"'o./ 2(m 2 - mn + n2/3) n opms er
forderlich sind. Wenn nur die ersten n Spalten {q\ ..., qn} benötigt werden, reduziert sich
der Aufwand auf f"'o./ (m - n/3) n 2 opms.
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Ü 10.2.3. Man überlege sich, daß die Normallösung des zeilenregulären Systems

ATy = f (54)

unter Verwendung der Faktorisierung A = (jß mit in Produktform gegebenem Q wie folgt
berechnet werden kann, vgl. auch 4.2.2(i) und Ü 10.1.2:

83.1: Bestimme 9 als Lösung von BT9 = f, setze (J := (:).

83.2: Berechne y:= fl(Q{J) nach 10.2.6.

ü 10.2.4. Für A E Rm•• mit m ;;; n sei M(A) ,~ C:. \~).
(i) Man zeige, daß M(A) genau dann regulär ist, wenn rang (A) = n gilt und daß im Fall der
Spaltenregularität von A

(
1 - AA+ I A+T )

M(A)-l =
A+ !-A+A+T

gilt.

(ii) Man überprüfe, daß die Lösung von (48) durch die Vorschriften (49) gegeben ist.

(iii) Man zeige, daß das System (48) unter Verwendung einer Faktorisierung A = QR des
Typs (10.1.1), (10.1.2) wie folgt gelöst werden kann:

Sl: Berechne u := QTe
S2: Bestimme waus RTw = f
S3: Bestimme h aus Rh = tt - W

S4: Berechne s := e - Q(tt - w).

10.3. Aufdatierung von QR-Faktorisierungen

Bei praktischen Aufgaben ist häufig nicht nur ein einzelnes Quadratmittelproblem
zu lösen, sondern eine Folge

(k = 1, ... , K) (1)

von K Problemen, die im folgenden Sinne benachbart sind: A k+! entsteht aus A k

durch

eine Rang-I-Modifikation

- Hinzufügen oder Streichen einer Spalte

- Hinzufügen oder Streichen einer Zeile,

vgl. 2.1.B1 und 9.3. Es ist dann günstig, die aufwendige QR-Faktorisierung nur
für die Startmatrix Al zu berechnen und die Faktoren von A k+! aus denen von A"
durch Aufdatierung mit geringem Aufwand zu bestimmen.

Zur Vermeidung von mehrfachen Indizes bezeichnen wir im folgenden die Matrix
A k mit A und die modifizierte Matrix A k+! mit A. Es gelte A E Rm,n mit m ~ n,
und A wie A seien spaltenregulär.

Je nach Art der Faktorisierung unterscheiden wir zwei Fälle:

Fall I: Gegeben ist die Faktorisierung

A=QR

mit Q E Rm.n, QTQ = In und der oberen Dreiecksmatrix R E R",n.
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Fall 2: Gegeben ist die Faktorisierung

A=QR

mit orthogonalem QE Rm.m und der oberen Dreiecksmatrix it ~ (~) E Rm.•.

Fall 1 entspricht der in 10.1, Fall 2 der in 10.2 behandelten Situation.

Gesucht ist die analoge Faktorisierung

Ä = QR bzw. Ä = QR

der modifizierten Matrix Ä. Für die Berechnung der Faktoren Q, R bzw. Q, R
nach den in 10.1 und 10.2 beschriebenen Methoden sind

"-J (K1mn2 + K 2n3 ) opms (2)

erforderlich. Wir werden unten sehen, daß die Aufdatierung der Faktoren Q, R
bzw. Q, R von A dagegen mit einem Aufwand von

(3)

möglich, also billiger als die Neuberechnung ist. Falls bei Faktorisierungen des Typs
A = QR die Matrix Q explizit berechnet wird, kommt in (2) bzw. (3) ein Term
"-J K 3m2n bzw. "-J K 6m2 hinzu. Allerdings wird Q in den meisten Anwendungen
überhaupt nicht explizit benötigt, siehe 10.3.6 und 10.3.7 unten.

Die im folgenden für den Fall 1 angegebenen Aufdatierungsalgorithmen beruhen
sämtlich auf der Zerlegung eines Vektors d E Rm in der Form

d = Pd + (1 - P) d = Qr + p

mit P := QQT als Projektor auf :ll(Q) = :ll(A) und

(4)

J":= QTd,

Dabei gilt

Qr E 3l(Q),

und

p:= d - Qr.

P .-L :ll(Q)

(5)

vgl. 8.1.B. Die analoge Darstellung für den Fall 2 lautet

d = Qr mit r:= QTd, Ilrll = lidli;

wegen :ll(Q) = Rm tritt der komplementäre Vektor p nicht auf.

10.3.1. Aufdatierung bei Rang-1-Modifikation

Aufgabe: Bestimme Faktorisierung von

(6)

Ä =A + uvT , u E Rm, v ERn. (7)

Algorithmus 1: Gegeben ist die Faktorisierung A = QR.
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Si: Zerlege u gemäß

u = Qr + p mit r:= QTu, p := U - Qr -l81(Q). (8)

Berechne e:= Ilpll· Falls e > 0, setze q := vto- Andernfalls bestimme belie
bigen Vektor q .L 8l(Q) mit I[qll = 1. Schreibe (7) mit p = (Jq in der Form

A ~ QR + (Q.. + eq) v T = (Q Iq) ((~) + (;) v T) ~: Q,(R" + ,.(lvT)

(9)

::t(:r spaltenorthonormalen Matrix Q,:= (Q Iq) und Ro:~ (~ ), ,.0

S2: Bestimme n Givens-Drehungen Gn.n+I' ••• , G I 2 so, daß die Komponenten (1,O)i

(i = n + 1, ... ,2) von r O sukzessive zu 0 gemacht werden, vgl. 3.3.14 und
Ü 3.3.5. Dann gilt

und

GRo = G I 2 •.• G n •n+1R O =: R I

ist von oberer Hessenbergform. Damit geht (9) in

mit spaltenorthonormalem Q2:= QIGT und der oberen Hessenbergmatrix
R 2 := R I + e1e1vT über.

S3: Bestimme n Givens-Drehungen G12, ... , Gn •n+1 so, daß die Subdiagonalelemente
(R 2 ) j +1 . i (j = 1, ... , n) von R 2 sukzessive zu 0 gemacht werden. Dann ist

- - - (8)GR2 := Gn •n+1 ... G I 2R2 =: Ra =: OT

von oberer Dreiecksform, und Qa := Q2GT =: (Q Iq) ist spaltcnort.honormal.
Schreibe (10) in der Form

A ~ Q,R, ~ (Q,GT) (GR,) = Q3R3 ~ (Q I ij) (~) ~ Qll.

Man beachte dabei, daß im Ausnahmefall e = 0 in S2 und S3 jeweils G n •n+1 = en ,lI+I

= I gilt. Der Vektor q trägt daher zu Q und 8 nichts bei und braucht deshalb
überhaupt nicht explizit bestimmt zu werden.

Algorithmus 2: Gegeben ist die Faktorisierung A = QIl

Si: Stelle u in der Form

u=Qr, (11 )
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dar und schreibe (7) als

Ä = QR + QrvT= Q(il + rvT).

S2: Bestimme m - 1 Givens-Drehungen Gm- L711' ••• , G l 2 so, daß

(12)

!h = ±llrll = ±llull,

gilt. Dann ist

GB ~ G" ... Gm-Lm (~) = G" ... GU+l (~) ~: BI

von oberer Hessenbergform, wobei l := min {m - 1, n}. Damit geht (12) in

(13)

(14)

mit orthogonalem Q2:= QGT und der oberen Hessenbergmatrix R2:= n,
+ ele1vT über.

S3: Bestimme l Givens-Drehungen G12, "', GU+I so, daß R2 sukzessive auf obere
Dreiecksform

-A - - A ~ (R)GH 2 := G I.I+ I ... G l 2H2 =: R =: 0 A

tr~nsformiert wird. Schreibe (13) mit der orthogonalen Matrix Q:= Q2GT als

Ä = (Qi;T) (GR2 ) = QR. 0

Im Fall m = 5, n = 3 verläuft die Transformation aus S2 von Algorithmus 2
nach folgendem Muster:

fX X Xl fX X X fX X Xl X X Xl
0 X X G45

0 X X G34
0 X X G23

0 0 0
R= 0 0 X -30- 0 0 X -30- 0 0 0 -30- 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 X

lo 0 0 0 0 OJ lo 0 0 0 0 0

f0 0 01
G l 2 000

-30- 0 X X = RI .

0 0 X

l 0 0 0

Es entsteht also tatsächlich eine obere Hessenbergmatrix. Die eingerahmten Felder
geben dabei diejenigen Elemente an, die sich im jeweiligen Teilschritt verändern.

10.3.2. Aufdatierung bei Hinzufügen einer Spalte
Aufgabe: Bestimme Faktorisierung von

Ä = (A I a) , a E Rm.
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Algorithmus 1: Gegeben ist die Faktorisierung A = QB. Zerlege a gemäß

a = Q1' + p mit r: = QTa, p=a-Q1·. (15)

Setze e := Ilpll, q := p!e und schreibe (14) in der Form

A ~ (QR I Qr + eq) ~ (Q I q) (;::) ~: QR

mit der spaltenorthonormalen Matrix Q:= (Q I q) und der oberen Dreiecksmatrix

R ~ (; \: )- Wegen rang (A) ~ n + 1 ist dabei a ~ J!(A), also p =t= o.

Algorithmus 2: Gegeben ist die Faktorisierung A = QR.
S 1: Stelle a in der Form

a = Qr mit
( )

I

r :
A A n
r:= QTa =: -

r n-:t- I

m

(16)

dar. Schreibe (14) als

Ä = (QR I Qr) = Q(R I r) =: QRI , (17)

S2: Bestimme orthogonales ii E Rm-n,m-n als Householder Spiegelung oder als Pro
dukt von m - n - 1 Givens-Drehungen so, daß

e = ±llfll,
gilt. Setze

und schreibe (17) in der Form

Ä = QRI = (QUT) (HRI ) =: QB
mit orthogonalem Q := QHT und der oberen Dreiecksmatrix

R:=1l1l' = (~ ::)(:::) ~ (:Ie:')' 0

Offensichtlich stellen die Algorithmen 10.3.2 gerade den (n + 1)-ten Schritt des
Gram-Schmidt- bzw. Householder- oder Givens-Verfahrens dar.

10.3.3. Aufdatierung bei Streichen einer Spalte
Aufgabe: Bestimme Faktorisierung von Ä, wobei

20 Schwetlick, Numerische Algebra

n> 1, (18)
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durch Streichen der l-ten Spalte a l aus A = (at, ..., a', ..., an) entsteht (1 ~ l ~ n).

Algorithmus 1: Gegeben ist die Faktorisierung A = QR. Bilde

r/-Ll- l ri-Li+]'" ri- L n

R o := ri.i+1 ... ri. n

() rh-l,i+1 ••• ri+1,n

E Rm,n-l (19)

aus R E Rn,n durch Streichen der l-ten Spalte. Bestimme n - l Givens-Drehungen
G U +1 ' ••• , Gn-l.n so, daß die Subdiagonalelemente (RO)j+Lj (j = l, ... , n - 1) von R o
sukzessive zu 0 gemacht werden. Dann ist

GR.:~ Gn- Ln ... Gl.l",R. ~: R, =: (~)
mit einer oberen Dreiecksmatrix R E Rn-l.n-l. Bilde Ql:= QGT =: (Q I ij) und
schreibe (18) in der Form

A = QR. = (QGT) (GR.) ~ Q,R, ~ (Q I q) (~) ~ QR.

Alqoriih.mus 2: Gegeben ist die Faktorisiernng A = QR. Bilde R. = (~) E Rm.n-'

analog zu Algorithmus 1 aus il durch Streichen der l-ten Spalte. Bestimme n - l
Givens-Drehungen G U + l ' ... , Gn- L n so, daß

GR.:~ Gn- Ln ... Gl.l+1R. =: R~: (~) E Rm.n-'

von oberer Dreiecksform ist. Bilde Q := (jGT und schreibe (18) in der Form

Ä = flRo = (QGT) (GRo) = OB.
10.3.4. Aufdatierung bei Hinzufügen einer Zeile

Aufgabe: Bestimme Faktorisierung von

_ (aT)A = A' a ERn. (20)

Alqorith.mus 1: Gegeben ist die Faktorisierung A = QR. Schreibe (20) in der Form

__ (~) (~) (aT
) _ .A - I -. QlRI

QR 0 Q R
(21)

mit der spaltenorthonormalen Matrix Ql und der oberen Hessenbergmatrix R l •
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Bestimme n Givens-Drehungen G12 , ••• , Gn •n+l so, daß

(;R, :~ c •.•+1 ••• (;'2R , =: (~ )

von oberer Dreiecksform ist. Schreibe (21) mit der spaltenorthonormalen Matrix

QlGT =: (Q i q)
in der Form

Ä ~ (Q,(;T) ((;R,) ~ (Q I q) (~ ) ~ QB.

Algorithmus 2: Gegeben ist die Faktorisierung A = QR. Schreibe (20) in der Form

A=(;~) CI~)(~)~:Q,A,
mit orthogonalem o. und der oberen Hessenbergmatrix Rl . Transformiere BI
mittels n Givens-Drehungen G12, ••• , Gn .ll-r l auf obere Dreiecksform

Schreibe (22) mit der orthogonalen Matrix Q := QlGT in der Form

10.3.5. Aufdatierung bei Streichen einer Zeile

Aufgabe: Bestimme Faktorisierung der Matrix ..4, die aus A durch Streichen der
l-ten Zeile (1 ~ l ~ m) entsteht, d. h.

..4=
_al - lT _

-a l + lT -

_amT - J

wobei A = _alT _

l-amT -

m>n. (23)

Algorithmus 1: Gegeben ist die Faktorisierung A = QR
SO: Bestimme Permutationsmatrix P z so, daß

-aT -1
-alT

20*

A := PzA = _a l - lT _

_a'~lT _

l-amT -J

(
a
Ä

T
) mit a:= a' (24)
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gilt. Dann ist

A = PzA = PzQH = QH mit Q:= PzQ.

S 1: Betrachte die Rang-1-Modifikation

A, :~ (~~) = A - e'aT ,

Zerlege e1 gemäß

(25)

(26)

e1 = o- + p, p:= e1 - Qr. (27)

Dabei ist r T die erste Zeile von Q, braucht also nicht gesondert berechnet zu
werden. Setze

(28)

Falls Q > 0, setze q := pie. Andernfalls bestimme fJ '* 0, P ..1 8l(Q) wie folgt:
Wähle Index 8 E{2, ... , m} mit IIQTe811 < 1. Ein solcher Index existiert, denn
wegen IIQTeill ;;;; 1 (i = 1, ... , m) wäre sonst I[QTeil1 = 1 (i = 2, ... , m). Da nach

m

(28) im Fall e = 0 auch IIQTe111 = 1 gilt, folgte n = IIQII~ = E IIQTei
l 1

2 = m
im Widerspruch zu m > n. Setze i=l

i]:= IlfJll, q:= pie, (29)

wobei i]2 = 1 - IlQTe8 11
2 > 0 ist nach Wahl von 8. In beiden Fällen ist

q ..l81(Q).Ilqll = 1,p = e1 - Qr = eq,

Schreibe (26) in der Form

A, = A - e'aT = QR - (Qr + eq) aT = (Q Iq) ((; ) - (:) aT)

=: Ql(Ho - rOaT) (30)

mit der spaltenorthonormalen Matrix Ql := (Q I q) und

._(H) o._(r)H o · - OT ' r .- e .
Dabei gilt

QTel = (QT) e1 = (QTe
1

) = (~) = r O ,1 qT qTe1 e

denn im Fall o> 0 ist nach (28), (29)

ql := elTq = e1Tpie = (1 - IIQTelIl2)le = o,
und im Fall e = 0 gilt wegen der Spaltenorthonormalität von Ql

1 ~ IlQiel l12 = IIQTel ll2 + qi = 1 + qi,

(31)
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also q1 = 0 = e.
82: Wähle G wie in 10.3.1 als Folge von Givens-Drehungen so, daß

(32)

gilt. Dann ist

GRo = G 12 ••• Gn.n+lRo =: BI

von oberer Hessenbergform. Schreibe (30) in der Form

mit der oberen Hessenbergmatrix

R, :~ R, - e,e'aT ~: (~)
und der spaltenorthonormalen Matrix

Q,:~ Q,GT ~ (~1 i~T) ~ (:11~)'
Ma,n beachte dabei, daß aus (31), (32) die Beziehung Qiel = GQ"Jel = GrO

= elel folgt und daß IlQ2ell12 = 1 + IIiil12= 1, also ii = 0 gilt, denn Q2 hat
wie Ql normierte Spalten. Damit geht (33) in

also r = 0 und

über.

Algorithmus 2: Gegeben ist die Faktorisierung A = QB.
SO: Bestimme P z wie im Schritt SO von Algorithmus 1. Dann gilt

A = PzA = PzQR = QB mit Q:= PzQ.

S 1: Schreibe (26) in der Form

Al = A - elaT = Q(R - i'aT ) mit r:= QTel

S2: Bestimme m - 1 Givens-Drehungen so, daß

(34)

l := min {m - 1, n},

gilt. Dann ist

GB:= G 12 ••• Gm-LmR = G 12 ... G'i.l+lR =: Rl ,

von oberer Hessenbergform. Schreibe (34) als

Al = (QGT) (GR - GraT) = (QGT) (BI - elelaT) =: Q2R2 (35)
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mit der oberen Hessenbergmatrix

-A • _ -A () elaT _ (rT
).1(,2 . - .1(,1 - d - ~

R

und der orthogonalen Matrix

A • __ T _ (±1 IO
T

) _ (±1 IO
T

) .
Q2 .- QG - q IQ - 0 IQ ,

man beachte Q~el = (hel und die Spaltennormiertheit von Q2' Damit geht (35)
In

(~) ~ A, ~ (~11~) (~) (~~}
also r = 0 und

A=QR (36)

über. 0

Die Algorithmen aus 10.3.5 sind auf den Fall u = -eI zugeschnittene Varianten
von 10.3.1, wobei im Algorithmus 1 der für p = 0 benötigte Vektor q 1. c7l(Q)
jedoch explizit berechnet wird.

10.3.6. Bemerkung. Die Anwendung der beschriebenen Aufdatierungsalgorithmen
hängt von der Art der Faktorisierung und der Aufgabenstellung ab:

(i) Für Faktorisierungen A k = QkRk nach Fall 1 sollten beide Faktoren Qk und
Hk explizit mitgeführt werden. Aus ihnen lassen sieh alle weiteren benötigten Größen
wie Quadratmibtcllösungen x k, Residuen b k - Axk u. a. einfach berechnen. Der
Aufwand für die Aufdatierung ist vom Typ (3), also klein.

(ii) Die explizite Mitführung beider Faktoren Qk' R k bzw. o; Hk empfiehlt sich
ebenfalls, wenn eine Folge regulärer linearer Gleichungssysteme Akxk = b k mit

(37)

zu lösen ist und die rechten Seiten nicht a priori bekannt sind. Man beachte dabei,
daß die Faktorisierungen gemäß Fall 1 und Fall 2 für m = n bis auf das Vorzeichen
der Spalten von Q und Zeilen von R identisch sind. Probleme dieses Typs treten in
der Optimierung und bei der Lösung nichtlinearer Gleiehungssysteme auf.

(iii) Für Faktorisierungen A k = QkRk gemäß Fall 2 ist die explizite Mitführung
von o. aus Aufwandsgründen nicht zu empfehlen, sofern m ~ n ist. Ein Kompromiß
für nicht zu großes K wäre die Berechnung von o. in Produktform nach dem House
holder- oder Givens-Verfahren und das Abspeichern der zugehörigen Daten Vik bzw.
~ik auf dem Platz von Al nach 10.2.4. Die bei der Aufdatierung benötigten Givens
Drehungen G i j werden durch die zugehörigen ~ij repräsentiert; für diese muß dann
zusätzlicher Speicherplatz bereitgestellt werden. Der Mehraufwand an Speicherplatz
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zum Abspeichern der Produktform von o. und an Rechenoperationen zur Berech
nung von QJb bzw. Qkf in zu 10.2.6 analoger Form ist bei dieser Version propor
tional zu K.

(iv) Wenn die vorkommenden rechcen Seiten bi, die Vektoren ui der Rang-1
Modifikationen und die hinzuzufügenden Spalten ai apriori bekannt sind, können
die Dreiecksfaktoren Bk = Q"];Ak, die transformierten Größen Q"];(bi , ui, ai ) und
damit die Quadratmittellösungen x" und die Residuumsnormen nrk := Ilbk - Akxkll
ohne explizite Kenntnis des Orthogonalfaktors o. berechnet werden. Dasselbe trifft
für das Streichen von Spalten und Hinzufügen von Zeilen zu. Das Streichen der.
l-ten Zeile nach dem in 10.3.5 angegebenen Algorithmus 2 erfordert die Kenntnis
von QTel = QTe1, und dieser Vektor kann ebenfalls wie bi, ui oder a i aufdatiert
werden. Es gibt jedoch andere Algorithmen, die Zeilenstreichungen ohne Rückgriff
auf QTe1 ermöglichen. Für Details und Literaturhinweise sei auf das nachfolgende
Beispiel 10.3.7 und B 10.6 verwiesen.

(v) Die Realisierung der Givens-Drehungen kann sowohl in expliziter wie auch in
impliziter Form erfolgen. Im letzten Fall sind die Skalierungsfaktoren mitzuführen,
siehe B 10.3.

10.3.7. Beispiel. Gegeben sind die Quadratmittelprobleme

Akxk
r-.J b (k = 1, 2, 3)

mit
(38)

(39)

Sie werden durch die Eingangsdaten

B := (al, a2, a3, a4, u, b) = (Al I a 4 I u I b) E Rm,6 und v E R4 (40)

dargestellt. Wenn QE Rm,m irgendeine orthogonale Matrix bezeichnet, sind die
durch die transformierten Eingangsdaten

QTB = (QTAI I QTa4 I QTu I QTb)

festgelegten Probleme zu den durch B charakterisierten äquivalent: Sie haben die
selben Lösungen x k und dieselben Residuumsnormen nl'k = IIQT(b - Akx")11
= Ilb - Akxkll. Die Probleme (38), (39) können daher wie folgt gelöst werden:

81 (k = 1): Bestimme QI als Produkt von Householder-Spiegelungen oder Givens
Drehungen gemäß 10.2.4 so, daß

BI := QIB =: (/tl I i,4,1 , 1'1 I Cl) = QI(AI , a 4
1 u I b)

mit einer oberen Dreiecksmatrix BI = QIAI gilt.
Berechne Xl und nf'l aus BI und Cl = Q"Jb gemäß 10.2.9.

82 (k = 2): Bestimme H entsprechend 10.3.2 (Algorithmus 2, 82) mit

1':= 1'4,1 = Q"Ja4 •

Transformiere BI in

B2 := HBI =: (B2 I r2 I c2
) = HQIB = QJ((AI I a4

) I u I b) = QJ(A2 1 u I b)
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mit Q2 := QIH T und der oberen Dreiecksmatrix H2 := (HH I !Hi·4•I) = QJA2.
Berechne x 2 und nt'2 aus R2 und c2 = Q~b.

S3 (k = 3): Bestimme Gentsprechend 10.3.1_(Algorithmus 2, S2) mit

i':= 1'2 = Q;u.

Transformiere B 2 in

B 2I := GB2 =: (R2I I eiei I C2,1 ) = GQJB = Q~I(A2 I u I b)

mit der oberen Hessenbergmatrix R2I := GR2 und Q2I := Q2GT.
Führe die Rang-I-Modifikation A 3 = A 2 + uvT mit den durch QJI transfor
mierten Daten B 2I gemäß

- A AT AT
B 22 := (U2I + eIelVT I eIe1 I C2

•
1

) = Q21(A2 + uvT I u I b) = Q2I(A 3 I u I b)

durch, wobei R22 := R 21 + !he1vT von oberer Hessenbergform ist, und streiche
die nicht mehr benötigte fünfte Spalte von B22 , d. h., setze

B 22 := (R22 I C2•1 ) = Q~1(A3 I b).

Bestimme Gentsprechend 10.3.1 (Algorithmus 2, S3) mit R2 := R22.
Transformiere B 22 in

B 3 := GB22 = (R 3 I ( 3
) = GQ~1B = Q~(A3 I b)

mit Q3 := Q2IGT = Q2GTGT und der oberen Dreiecksmatrix R 3 = QIA3 , wo
bei Baus B durch Streichen der fünften Spalte entsteht.
Berechne ;r3 und nt'3 aus R3 und c,3 = QIb. D

Die Grundidee des Vorgehens in 10.3.7 ist die folgende: Statt die Orthogonal
faktoren o, nach der Vorschrift

Qk+I := QkG"k (41)

mit den im k-ten Schritt vorkommenden orthogonalen Transformationen G"k explizit
aufzudatieren und damit die transformierten Eingangsdaten

Bk+! := QI+ IB

zu berechnen, werden diese gemäß Bk+! = (QkGDT B = GkQ"kB, d. h.

B k+I := GkBk

(42)

(43)

aufdatiert. Die Matrix G k ist dabei das Produkt sämtlicher auf Rk angewandter
Drehungen bzw. Spiegelungen. In dieser Weise lassen sich auch Spaltenstreichungen,
Zeilenhinzufügungen und - falls e l) mit in B aufgenommen wird - das Streichen
von Zeilen lj realisieren. In allen Fällen wird weder QI noch G k explizit benötigt;
die Transformationen werden sukzessive auf das aktuelle Bk angewendet und brau
chen auch nicht gespeichert zu werden.

10.3.8. Bemerkung. (i) Für die Realisierung der Aufdatierungsalgorithmen ist wesent
lich, daß die in exakter Arithmetik gültigen Orthogonalitätsbeziehungen auch bei



)' : = QTd, P := d - Qr

f I!pll ~ 0.1 Ildil then [s := QTp, p := p - Qs, l' := r + s].
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Computerrechnung in ausreichendem Maße gewährleistet sind. Die Startfaktoren Ql
bzw. o. müssen daher ausreichend orthonormal sein. Im Fall 1 sollte Ql daher
entweder nach dem MGS- Verfahren mit Re-Orthogonalisierung oder durch HouSE
holder- bzw. Givens-Orthogonalisierung und spaltenweise Berechnung von
Q = (ql, ... , qn) bestimmt werden; im Fall 2 empfiehlt sich die Householder- oder
Gi vens-Orthogonalisierung.

In den zum Fall 1 gehörenden Aufdatierungsalgorithmen müssen die dort zu be
rechnenden orthogonalen Zerlegungen (4), (5) ein p liefern, das genügend orthogonal
zu 3l(Q) ist. Wenn p klein im Verhältnis zu d ist, tritt bei der Berechnung von
p = d - Qr Auslöschung auf, die die Orthogonalität wesentlich beeinträchtigen
kann. In diesem Fall sollte re-orthogonalisiert werden, etwa nach der Vorschrift

•

Dabei ist es günstig, wenn die Realisierung in modifizierter Form analog zu 10.1.5
erfolgt. Der Faktor 0.1 hat dabei nur exemplarischen Charakter. Er bewirkt, daß
die aufwandsverdoppelnde Re-Orthogonalisierung nur dann ausgeführt wird, wenn
die angenäherte Orthogonalität um mehr als den Faktor 10 gestört werden könnte.

In 10.3.5 (Algorithmus 1, S 1) sollte die Bedingung IIQTeil1 < 1 als erfüllt an
gesehen werden, wenn die berechnete Norm der i-ten Zeile von Qder Bedingung

IlQTei l1~ 1 - m»

genügt, andernfalls wird IIQTeil1 als 1 angesehen. In Entsprechung zur obigen Regel
sollte p bzw. p re-orthogonalisiert werden, wenn

YO.99 ~ IIQTeil1 ~ 1 - mv für i = 1 bzw. i = 8

gilt.

(ii) Man kann zeigen, daß die Aufdatierungsalgorithmen für das Hinzufügen von
Spalten oder Zeilen in folgendem Sinne numerisch gutartig sind: Wenn A +oA = QR
mit kleinem oA gilt, ist auch A + oA = QB mit kleinem oA. Wenn oA spalten
weise klein in bezug auf A ist, trifft dies auch für oA zu. Gutartigkeit liegt auch
für Rang-l-Modifikationen und das Streichen von Spalten oder Zeilen vor, sofern
die modifizierte Matrix Ä in der Norm nicht signifikant kleiner als A ist. Wenn
I1AII wesentlich kleiner als IIAII ist, wird IloA11 im allgemeinen nicht klein in bezug
auf IIAII sein, so daß die berechneten Faktoren Q,B eine weit von A entfernte
Matrix reproduzieren. In diesem Fall empfiehlt sich eine Neuberechnung der Faktori
sierung aus A. Aus Platzgründen soll auf die präzise Formulierung und den Beweis
dieser Aussagen verzichtet werden. D

Ilbungsaufgaben

Ü 10.3.1. Man überlege sich: Wenn Li aus A durch Modifikation der loten Spalte gemäß

Li =A +ue lT (44)
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entsteht und Ps diejenige Permutationsmatrix bezeichnet, die A = (al, ... , a', ... , an) in
A = API = (al, ... , al-I, al+I, ... , an, a l) transformiert, kann eine QR-Faktorisierung von
API wie folgt berechnet werden:

S 1: Wie 10.3.1 (Algorithmus 1, S 1)

S 2: Schreibe (9) in der Form

ÄpT - 0 (R --L rOeLT ) pT - Q (R pT + rOen T ) -. Q Rs - ~I 0 I S - lOS -. 2 2

mit Q2 := QI und der oberen Hessenbergmatrix R'l. := RoPI + rOen T, die eine zu (19)
analoge Gestalt hat.

83: Bestimme n - l + 1 Givens-Drehungen G,,'+I"'" Gn"I+I so, daß die Subdiagonal
elemente (R2 )j+I ,j (j = l, ... , n) sukzessive zu 0 gemacht werden. Dann ist

von oberer Dreiecksform, und Q3:= Q2GT =: (Q I ij) ist spaltenorthonormal. Schreibe
(45) in der Form

ÄPI = Q2R2 = (Q2G T) (GR2) = Q3R3 = (Q I ij) (~ ) = QR.

Ln analoger Weise kann im Fall 2 vorgegangen werden. Die in 10.3.1 (S 2) erforderlichen Givens
Drehungen werden dabei auf Kosten der durch Ps bewirkten Spaltenvertauschungen ein
gespart.

Ü 10.3.2. )lan überlege sich, daß im Schritt S2 von 10.3.1 und 10.3.5 die letzte Drehung G 12

eingespart werden kann. Wie lauten dann die Formeln für R 2 bzw. ß2 ?

Ü 10.3.3. Gegeben sei das Quadratmittelproblem A~ ~ b~ Wenn Äir = b durch Streichen
der loten Zeile (aLT, b,) von (A I b) entsteht und Ax = b durch Hinzufügen des i-fachen
der loten Zeile gemäß

(.4 i b) ~ r:T

: ~,), i imaginäre Einheit mit i' ~ -~1,

gebildet wird, gilt für jedes x E Rn

Ilb - Axl1 2 = Ilb - Ax11 2
•

In bezug auf die Residuumnorm hat das Hinzufügen des i-fachen einer Zeile also denselben
Effekt wie das Streichen der Zeile. Man kann zeigen, daß die Aufdatierung der QR-Faktori-

sierung von A bei Übergang zu Agemäß 10.3.4 in reeller Arithmetik ausgeführt werden kann.

n10.3.4. Man ermittle die Koeffizienten K 4 und K 5 in (3) für die angegebenen Aufdatierungs
algorithmen unter der Voraussetzung, daß im Fall 1 stets mit Re-Orthogonalisierung ge
arbeitet wird und im Fall 2 die Matrix ()k nicht berechnet wird.

Bemerkungen zum Kapitel 10

B 10.1. Das Gram-Schmidt-Verfahren gehört zum klassischen Bestand der Analysis und wird
seit Jahrzehnten als konstruktives Hilfsmittel zur Beschaffung orthogonaler Basen ver
wendet. Hinweise auf die unter Umständen extreme Instabilität sind bei RICE [66] zu finden.
wo auch die bei gleichem Aufwand wesentlich günstigere modifizierte Version beschrieben ist.
Der Nachweis der numerischen Stabilität des MGS-Verfahrens (und nicht der numerischen
Gutartigkeit, wie in LAwsoN/HANsoN [74, S. 130/132] irrtümlich berichtet wird) geht auf
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BJÖRCK [67 a] zurück und nutzt die spezielle Fehlerkorrelation in Q und R aus. Unter Be
nutzung des Stewart-Lemmas 8.2.11 ist die numerische Gutartigkeit von KIELBASINSKI
[unveröffentlichtes Manuskript] gezeigt worden.

B 10.2. Die Verwendung von Householder-Spiegelungen zur Erzeugung von Nullen geht auf
HOUSEHOLDER [58] zurück. Ihre Anwendung auf rechteckige Matrizen und zur Lösung von
Quadratmittelproblemen wurde von GOLUB [65] und BUSINGER/GOLUB [65] beschrieben. Die
Fehleranalyse der QR-Faktorisierung mittels Householder-Transformationen wurde von WIL
KINSON [65] durchgeführt.

B 10.3. Im Fall m = n ist die orthogonale Dreiecksfaktorisierung mittels Givens-Drehungen
von GIVENS [58] beschrieben worden. Wegen des doppelt so hohen Aufwands hat sie - ab
gesehen von Sonderfällen wie z. B. schwach besetztem A oder Modifikationstechniken gemäß
Abschnitt 10.3 - zunächst nur wenig praktische Bedeutung erlangt. Das änderte sich mit
dem Bekanntwerden der impliziten Realisierungsmöglichkeit, siehe B 3.4. Systematische Dar
stellungen der Nutzung von Givens-Drehungen sind bei GENTLEMAN [73, 75], WILKINSON [iil
und VOEVODIN [77] zu finden. Dort können auch die günstigen Kumulationskonstanten aus
10.2.8 nachgelesen werden, siehe auch RATH [82].

B 10.4. Zur Aufdatierung der Spaltennormen bei der Realisierung der Orthogonalisierungs
verfahren mit Spaltenvertauschungen gemäß 10.1.6(iii} bzw. 10.2.5(vii) sei auf BJÖRCK [67]
bzw. auf die LINPACK-Dokumentation von DONGARRA et al. [79] verwiesen.

B 10.5. Grundlegende Ergebnisse zur iterativen Verbesserung von Quadratmittellösungen
gehen auf BJÖRCK [67b, 68, 78] und BJÖRCK/GOLUB [67] zurück. Dabei ist wesentlich, daß
sowohl X als auch r verbessert werden. Die sich auf den ersten Blick anbietende, zu 5.4 analoge
Verbesserung allein von a: nach der Vorschrift

Bestimme h als Lösung von Ah ~ b - Ax, setze X : = X + h

ist nur im Fall kleiner Residuen brauchbar, siehe GOLUB [65] und GOLUB/WILKINSON [66].

B 10.6. über Aufdatierungsalgorithmen von QR-Faktorisierungen existiert eine umfangreiche
Literatur. Wir zitieren die Arbeiten von LAWSON/HANSON [74], GILL/GOLUB/MuRRAY/SAUN
DERS [74], GILL/MuRRAy/SAUNDERS [75], DANIEL/GRAGG/KAUFMAN/STEWART [76] und PAIGE
[80], wo neben den hier angegebenen Verfahren auch zahlreiche andere gefunden werden
können. Für statistische Anwendungen sei auf GOLUB [69], ELDEN [72], GOLUB/STYAN [731
und LAWSON/HANSON [74] verwiesen. Speziell wird erstmals bei GOLUB [69] das Streichen
einer Zeile durch das in bezug auf die Quadratmittellösung äquivalente Hinzufügen des
i-fachen der zu streichenden Zeile realisiert (i imaginäre Einheit). Rundungsfehleranalysen für
Aufdatierungsalgorithmen sind z. B. bei DANIEL et al. [76] und PAIGE [80] zu finden. Aller
dings ist das Problem des Rundungsfehlereinflusses bei Aufdatierungsalgorithmen noch nicht
völlig geklärt, und es gibt bis jetzt auch keine umfassende Darstellung des Gesamtkomplexes.

11. Rangdefiziente Quadratmittelprobleme

Im Fall einer rangdefizienten Matrix A hat das Quadratmittelproblem Ax r..J b
unendlich viele Lösungen, deren Gesamtheit eine lineare Mannigfaltigkeit bildet.
Die Lösungsmenge kann durch die Normallösung x = A+b - die Lösung kleinster
Euklidischer Norm - und eine orthogonale Basis des Nullraumes von A charak
terisiert werden, vgl. 8.1.

Im Abschnitt 8.2 haben wir gesehen, daß die Normallösung eine unstetige und
unbeschränkte Funktion der Eingangsdaen {A, b} ist, d. h., die Berechnung der
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Normallösung ist ein inkorrekt gestelltes Problem. Ursache für dieses irreguläre
Verhalten sind rangerhöhende Störungen der Matrix A. Zur Überwindung der In
korrektheit bieten sich daher zwei Möglichkeiten an:

Ausschließung der bösartigen Störungen bei Beibehaltung der Zielfunktion
!IAx - bll, d. h. Einschränkung des Definitionsgebietes der Aufgabe

Änderung der Zielfunktion bei Beibehaltung des Definitionsgebietes derart, daß
die für die ursprüngliche Aufgabe bösartigen Störungen für die modifizierte Auf
gabe gutartig sind.

In beiden Fällen wird dabei zu einem modifizierten, korrekt gestelltem Problem
iihergegangen. Man spricht von Reqularisierunq, und die zugehörigen Algorithmen
werden Regularisierungsverjahren genannt.

In diesem Kapitel werden wir beide genannten Möglichkeiten zur Regularisierung
ausnutzen; die erste führt auf die diskreten, die zweite auf die kontinuierlichen
Reqularieierunqsceriahren: In beiden Verfahrensklassen hängt der Regularisierungs
prozeß und damit die regularisierte Lösung von einem Parameter ab. Die Wahl
dieses Parameters kann nicht allein nach numerischen Gesichtspunkten erfolgen,
sondern erfordert zusätzliche Informationen über erwünschte Eigenschaften der
Lösung. Weil sich solche Eigenschaften nicht immer mathematisch präzise formu
lieren lassen und der Einfluß des Parameters auf die Lösung apriori nicht ein
geschätzt werden kann, ist die Ausführung der Regularisierungsverfahren im Dialog
mit dem sachkundigen Anwender oder Bearbeiter einer völlig automatisierten Aus
führung i. allg. vorzuziehen.

Da die numerisch berechnete Singulärwertzerlegung - im folgenden mit SVD
(engl. ,,§ingular 'yalue Qecomposition") abgekürzt - die zuverlässigste Grundlage
für die Lösung rangdefizienter Quadratmittelprobleme darstellt und für gew.isse
diskrete Regularisierungsverfahren explizit benötigt wird, gehen wir zunächst auf
die Berechnung dieser Zerlegung ein.

11.1. Numerische Berechnung der Singulärwertzerlegung

Für eine gegebene Matrix A E Rm.n, m ~ n, erfolgt die Berechnung der Singulär
wertzerlegung

A=U1:VT , (1)

e E Rm.m und V E Rn.n orthogonal, ~ = diag (al' ... , an) E Rm.n, a l ~ ... ~ an ~ 0,
in zwei Stufen:

In der ersten Stufe wird A durch endlich viele orthogonale Äquivalenztransfor
mationen auf obere Bidiagonalform gebracht:

1
11.1.1. Bidiaqonrdisierunq einer ..Matrix mittels Hou-seholder-Spiegelungen.
trix A E Rm.n werde nach der Vorschrift

AUl := A, Alk+ll := HkAlklHk (k = 1, ... , n)

mit Householder-Spiegelungen Hk E Rm.m, Hk E Rn.n transformiert. Die

Die Ma-

(2)

Spiege-



(3)
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lung Hk sei so festgelegt, daß die Elemente in der k-ten Spalte von Älkl := HtAlk)

unterhalb des Diagonalelementes zu 0 gemacht werden, und Hk werde so gewählt,
daß die Elemente in der k-ten Zeile von A(k+1) : = Älk)Hk rechts vom Neben
diagonalelement annulliert werden. Dann gilt in exakter Arithmetik

UJAV, ~ A"+}) ~ (~)

mit einer Bidiagonalmatrix

fiXl )'2

iX2 1'3
B=

", Yn
iXn

und den orthogonalen Transformationsmatrizen

(4)

Vi:= n, ···H2H1 E Rm.m,

r 1 := H 1H2 ••• H n ERn,,.,

H; = Im im Fall m = n,

Hn- 1 = ü, = In'

(5)

Aufwand:

f'oo./ 2(m - nf3) ?L2 opms + f'oo./ 2n opr und f'oo./ 2n S für B ohne explizite Berechnung
von VI' VI

f'oo./ 2n 3f3 opms und f'oo./ n2 S für explizite Berechnung von VI
f'oo./ 2(m 2 - mn + n2f3) n opms und m2 S für explizite Berechnung von VI

Für m = 5, n = 4 verlaufen die ersten Schritte der Transformation nach dem
Muster

r: X X X X X X Xl X X [Q]@] r: X 0 0

X X X [Q]X X X 0 X X X X X X

X X X X -+ [Q]X X X -+ 0 X X X -+ 0 [Q]X X

X X X X [QJX X X 0 X X X 0 @]X X

X X X X l[QJ X X X 0 X X X 0 [QJX X
A(l) H

1
A U ) = Ä(l) Ä(l)H

1
= A(2) H

2
A (2) = Ä(2)

X X 0 °1
° X X [Q]

-+ 0 0 X X -+ ....

0 0 X xl
lO ° X XJ
Ä(2l H

2
= A(3l
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Die im jeweiligen Teilschritt neu entstehenden Nullen sind dabei eingerahmt worden.

11.1.2. Bemerkung. (i) Wenn a~X) = 0 (i = k, ... , m) gilt, ist die Spiegelung Hk
nicht eindeutig bestimmt. In diesem Fall soll Hk := 1m gesetzt werden, und im Fall
der Unbestimmtheit von n, soll analog ü, := In gesetzt werden.

(ii) Der Bidiagonalisierungsprozeß kann analog zur QR-Faktorisierung in situ
unter Verwendung von zusätzlichen I"..' 2n S realisiert werden, vgl. 10.2.3. Die Matri
zen Uv VI sind dann in der Produktform (5) durch die zu Hk bzw. n, gehörenden
Vektoren v k bzw. vk gegeben. Die Berechnung von Ud, Uif bzw. V1g, Vig für
i E Rm, gERn ist analog zu 10.2.6 mit I"..' (2m - n) n opms bzw. I"..' n2 opms möglich.

(iii) Die Aufwandsangaben für die explizite Berechnung von U I bzw. VI beziehen
sich auf die Auswertung gemäß U I := H I ( · · •(Hn-I(Hn)) ... ) bzw. VI := HI ( · ..(Hn- 2

X (Hn- I ) ) · · .), vgl. Ü 10.2.2. Im Fall m}> n sollte die Berechnung von UI wegen des
Terms 2m2n tunliehst vermieden werden, während die I"..' 2n3 j3 opms für VI kaum ins
Gewicht fallen. Die Teilmatrix der ersten n Spalten von U I kann nach der Vorschrift

11, (.. '~"_1(11.( ~ ))).. -) mit~ (m - nJ3) n20pms ermittelt werden.

(iv) Für genügend großes mjn wird der Bidiagonalisierungsaufwand reduziert,
wenn A zunächst auf obere Dreiecksform gebracht und die Dreiecksmatrix danach
bidiagonalisiert wird, siehe Ü 11.1.1.

(v) Die Spiegelungen Hk bzw. n, können durch jeweils m - k bzw. n - k - 1
explizite oder implizite Givens-Drehungen ersetzt werden. 0

In der zweiten Stufe des Prozesses zur Berechnung der SVD wird die Bidiagonal
matrix B orthogonal äquivalent auf Diagonalform i; = UiBV2 transformiert, d. h.,
es wird die SVD von B bestimmt. Dazu bietet sich an, den Beweis zu 1.2.14 mit B
statt A konstruktiv nachzuvollziehen, also die Zahlen Ai := (]T als Eigenwerte der
symmetrischen Tridiagonalmatrix

T:=BTB =

1

iX~_1 + Y;_I iXn-IYn

iXn-IYn a; + Y;

(6)

zu bestimmen und U2 , V2 mittels der zugehörigen Eigenvektoren festzulegen. Als
einen für diese Eigenwertaufgabe besonders geeigneten Algorithmus werden wir in
13.7 den sogenannten QR-Algorithmus mit Verschiebungen kennenlernen. Bei Be
rechnung der Ai nach diesem oder einem anderen Verfahren ist mindestens mit einem
Fehler

(7)

in der Größenordnung des optimalen Fehlerniveaus von }'i bezüglich T zu rechnen,
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siehe 13.1.2. Für O'i := VAi ergibt sich damit mindestens ein Fehler

jOO'il = IVAi + OAi - v~1 = lOAil ~ IOAi/ ~ v~·
-VAi + OAi + -VAi 20'i - 20'i

Andererseits ist das optimale Fehlerniveau von o; bezüglich B nach 8.2.3 durch

IOO'il ~ v IIBI12 = V IIAI12 = VO'I

(8)

(9)

charakterisiert, also um den Faktor 0,50't!O'i kleiner als beim Umweg über T. Die
kleineren Singulärwerte werden daher nicht mit ausreichender Genauigkeit berech
net; bezüglich dieser Werte liegt keine numerische Stabilität vor. Ein ähnlicher
negativer Effekt ist uns bereits beim Übergang vom Quadratmittelproblem A;r "'-' b
zu den theoretisch äquivalenten Normalgleichungen ATAx = ATb begegnet,
vgl. 9.1.

Im folgenden soll versucht werden, den ungünstigen Einfluß des expliziten Über
gangs zu BTB zu vermeiden und B direkt durch eine theoretisch unendliche Folge

BIll := B, Blk+!l := GkB(klGI (k = 1,2, ... ) (10)

von orthogonalen Äquivalenztransformationen auf Diagonalform B zu transfor
mieren. Dabei werden Gk , a, als Produkte

(11)

von Givens-Drehungen so festgelegt, daß die Matrizen B(kl wie B von Bidiagonal
form

B(kl =

IX~kl y~kl

IX~kl .

l

(12)

sind und T(kl : = B(klTB(kl in exakter Arithmetik gerade die Matrizen wären, die
der erwähnte QB-Algorithmus aus T = T(ll erzeugt. Man beachte, daß die T(k)

dieselbe Struktur wie T haben. Der Einfachheit halber lassen wir bei den Drehungen
und den Elementen von B(kl bzw. T(kl den oberen Iterationsindex k wie in (11) weg.
Wir setzen ferner voraus, daß alle IXi und Yi von °verschieden sind. Dies ist keine
Einschränkung, denn andernfalls zerfällt B -gegebenenfalls nach einer Zusatz
transformation - in Teilmatrizen niedrigerer Dimension, siehe Ü 11.1.3.

Die genannten Forderungen - Bidiagonalität von B(kl und Äquivalenz mit dem
QB-Algorithmus - lassen sich wie folgt erfüllen: Zunächst wird' wie in 13.7 der
Verschiebungsparameter (] = (]k als derjenige Eigenwert der (2,2)-Teilmatrix

(
IX;-l + Y;-l

IXn-lYn

in der rechten unteren Ecke von T(kl gewählt, der dem Diagonalelement IX; + y;

am nächsten liegt. Danach wird die erste Drehung Gl 2 so bestimmt, daß das zweite



320 11. Rangdefiziente Quadratmittelprobleme

Element iXIY2 der ersten Spalte (iXi - {], iXIYZ, 0, ... , O)T von Tlkl - {]l = BTB - {]l
bei der Transformation in G12(BTB - (]l) zu 0 gemacht wird. Mit dem so fest
gelegten G12 wird BlklGJz gebildet, wobei allerdings die Bidiagonalform in der Posi
tion {2, I} zerstört wird. Alle weiteren Drehungen werden dann in der durch

Blk+ll := Gn- L n{- · · GZ3{[G1Z(BlklGiz)] G~3} ... G~-l,n} (13)

festgelegten Reihenfolge lediglich dazu benutzt, die Bidiagonalform sukzessive
wieder herzustellen: Durch Multiplikation von links mit G1Z wird in {2, I} wieder
eine Null erzeugt, allerdings entsteht dabei in {1,3} ein neues Nichtnullelement.
Dieses wird durch Rechtsmultiplikation mit G~3 annulliert, wobei in {3, 2} ein von 0
verschiedenes Element entsteht usw, Die Reihenfolge, in der Nichtnullelemente ent
stehen und im nächsten Teilschritt wieder annulliert werden, ist für n = 5 durch
das folgende Schema gegeben:

Wegen der schnellen, praktisch meist kubischen oder besseren Konvergenz des
QR-Algorithmus konvergieren die Produkte iX}klyl~l - das wären die Nebendiagonal
elemente von Tlkl - sehr schnell gegen O. Daher muß für nicht zu großes k eines der
Elemente iX~kl bzw, Y~~l im Sinne von

(14)

genügend klein sein und kann im Rahmen der Computergenauigkeit als 0 angesehen
werden. Dies entspricht einer Störung oB der Matrix B mit IloB11 ~ 'V I/BII, beein
trächtigt also die Genauigkeit praktisch nicht. Beim Nullsetzen von Y~~l zerfällt die
Matrix Blk) direkt, beim Nullsetzen von iXlkl nach einer Zusatztransformation in
Blöcke niedrigerer Dimension, siehe wieder Ü 11.1.3. Das Verfahren wird dann mit
jedem der Blöcke einzeln und damit billiger fortgesetzt. Meist tritt (14) für I = n - 1
ein, siehe 13.7. Falls Iy~kll klein ist und 0 gesetzt wird, zerfällt B(kl in den (1,1)
Block iX~k), der als bereits feststehendes Diagonalelement angesehen wird, und die
durch Streichen der n-ten Zeile und Spalte entstehende (n - l)-dimensionale Rest
matrix : man spricht von Deflation. Wenn iX~k2.1 gleich 0 gesetzt werden kann, ist eine
analoge Deflation nach Ausführung der in Ü 11.1.3 beschriebenen Zusatztransfor
mationen sogar zweimal möglich, wobei einmal eine 0 abgespalten wird.

Alle diese Maßnahmen haben zur Folge, daß sich der theoretisch unendliche
Diagonalisierungsprozeß (10) praktisch wie ein finiter Prozeß verhält : Nach k Schrit
ten kann

B := B(k+ll = diag (iX~krll) = Gk ... GIBGJ ... GJ (15)

im Rahmen der Computergenauigkeit als Diagonalmatrix angesehen werden. Der
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Abbruchindex k ist dabei meist nicht viel gröBer als n, d. h., pro Diagonalelement
ist im Mittel nur eine Schleife (10) erforderlich. In den seltensten Fällen überschreitet
k den Wert 2n.

Da die Diagonalelemente von B i. allg. weder nichtnegativ noch der Größe nach
geordnet sind, setzen wir abschließend

mit

(16)

D = diag (dd, di := { 1
-1

für iX~k·l)~O,

für iXl k
+1 ) < 0

und einer Permutationsmatrix P, die al ~ ... ~ an sichert.
Die gesamte Transformation von Bin i: läßt sich dann durch

- AT AT T
l; = PDGk ... GIBGI'" GkPT = U2 BV2

mit

(17)

(18)

beschreiben. Aus (3) und (17) ergibt sich schließlich

A = U(B) J!T = U (U2i:V~) VT = u (U2 10) (i:) VTJ'T (19)
1 0 I I 0 I I oll 0 2 I

als die gesuchte SVD von A. Zusammenfassend erhalten wir das folgende Resultat.

11.1.3. Berechnung der SVD. Für A E Rm.n werde der nachfolgende zweistufige
Algorithmus ausgeführt:

S 1: Transformiere A nach dem Verfahren 11.1.1 gemäß

auf Bidiagonalform.

S2: Transformiere B nach den Formeln (10) bis (18) gemäß

U~BV2 = i;

auf Diagonalform i: = diag (aj), a l ~ ... ~ an ~ O.
Dann ist die Singulärwer tzerlegung A = Ui:VT durch die Faktoren

(20)

gegeben.
Aufwand: ""-' [2(m - n/3) n 2 opms + 2n 2 opr ] und e-> 2n S für 1; ohne Berechnung
von U und F: zur Darstellung von U, V siehe Bemerkung 11.1.6.

11.1.4. Bemerkung. (i) Die Berechnung von l; ist mit zusätzlichen""" 2n S in situ
möglich, wobei UI , VI ohne Mehraufwand in der Produktform (5) anfallen, siehe

2 L Schwetlick, Numerische Algebra
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l1.1.2(ii). Wir setzen generell voraus, daß in der Stufe S 2 höchstens 2n QB-Schritte
erforderlich sind, und zwar zwei pro Singulärwert. Wegen der Dimensionsreduzierung
mittels Deflation sind dann insgesa.nrt v-; 2[2(n - 1) + 2(n - 2) + ... + 2] '"'"2n 2

Givens-Drehungen auszuführen; de facto sind es meist weniger. Die Stufe S 2 er
fordert daher einen Aufwand von höchstens e-, 2n 2 opr + O(n2 ) übrigen Operationen,
die gegenüber den i--; 2(m - nf3) n 2 opms der Bidiagonalisierungsstufe S 1 vernach
lässigt werden können, d. h., die Berechnung der Singulärwerte aus der Bidiagonal
form kostet praktisch nichts.

(ii) Die Kleinheitsbedingungen (14) werden meist durch raffiniertere Bedingungen
WIe

(21)

ersetzt, die bei günstig strukturiertem B die Berechnung der kleinen Singulärwerte
mit höherer Genauigkeit erlauben als bei Verwendung von (14). D

Die Art der Darstellung der Matrizen U, V hängt von der beabsichtigten Nutzung
der SVD ab. Wir erinnern daran, daß die Normallösung des Quadratmittelproblems
Ax ,-....., b mittels der SVD zumindest in der Theorie wie folgt berechnet werden kann,
vgl. 8.1.D:

11.1.5. Basisalgorithmus zur Lösung von Ax ,-....., b mittels SVD

S 1 (Faktorisierung der Matrix A und Rangbestimmung)

S 1.1: Berechne Singulärwertzerlegung A = U~VT

S 1.2: Bestimme r = rang (A) aus der Bedingung

(22)

S2 (Berechnung der zur rechten Seite b gehörenden Normallösung x = A+b
= V1;-t-UTb, des Residuums r = b - Ax = U(1 - ~~+) UTb sowie dessen
Norm nr = Ilrll):

S2.1: Berechne IJ:= UTb

S2.2: Setze f! := (1 - 1;1;+) jJ = (0, ... ,0, ßr+l' ... , ßm)T,
berechne m':= Iiell und r:= Uf!.

S2.3: Setze g:= 1;+,J = (ßl!a1, ... , ßr!an 0, ... , O)T,
berechne x:= V';

11.1.6. Bemerkung. (i) Zur Berechnung der Normallösung x werden die ersten r Spal
ten von V benötigt, und die Spalten r + 1 bis n bilden eine orthonormale Basis des
Nullraumes JV(A), der gemäß :t = :t(A, b) = x + JV(A) in die Lösungsmenge :t
von Ax ':'::' b eingeht. Es ist daher zweckmäßig, die Matrix T7 explizit zu berechnen:
Zunächst wird r 1 wie in 11.1.2 gebildet und danach durch Rechtsmultiplikation mit
den Drehungen Gj,j+l aufdatiert. Dies erfordert insgesamt r--. n3(2!3 opms + 40pm
+ 2 ops), vgl. 11.1.4, und die Berechnung von vg kostet dann '""'n2 opms. Die alter
native implizite Produktdarstellung

(23)
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mit explizit berechnetem V 2 erfordert "'-' n 3(4 opm + 2 ops), ist also etwas billiger.
Sie ist jedoch unhandlicher, und die Berechnung von vg = H1( · · · Hn- 2(V 2; ) ••• )

entsprechend 10.2.6 kostet "'-' 2n 2 opms.

(ii) Die zu (i) analoge explizite Berechnung von U benötigt "'-' [2(m2 - mn +n2/3)n

opms + mn2(4opm + 2ops)] und m 2 S, scheidet also für m ~ n aus Aufwands
gründen aus. Da zur Festlegung von x jedoch nur die Teilmatrix Ul. r = (ul, ... , ur)
der ersten r Spalten von U gebraucht wird, genügt es, Ul. n gemäß

(24)

(25)

mit "'-' [(2m - n) n 2 opms + n3(4 opm + 2ops)] und mn S explizit zu berechnen. Das
Residuum kann dann gemäß r := b - Ul. r ( UJrb) bestimmt werden, vgl. (10.1. 7).

(iii) Billiger als die explizite Berechnung von Ul. n ist die Verwendung der impliziten
Produktform

U = H 1H2 ••• u, (U'l 0 )
o I m- n

von U mit explizit berechnetem U2 ; der Aufwand ist "'-' n3(4 opm + 2ops) + n2 S.
Analog zu 10.2.6 kann dann UTb bzw. UQ mit ",-,2mn opms berechnet werden.

(iv) Wenn die rechte Seite b apriori bekannt ist und U später nicht mehr benötigt
wird, kann fJ = UTb parallel zu 1; = UTAV bestimmt werden, indem alle von links
auf A angewendeten Transformationen sofort auch auf b angewendet werden.
Damit wird die explizite Berechnung von U, Ul. n oder U2 vermieden, und der Auf
wand zur Bildung von UTb reduziert sich auf ro-' [(2m - n) n opms + n2(4 opm
+ 2 ops)]. Das Residuum muß dann gemäß r:= b - Ax aus den Originaldaten be
rechnet werden.

(v) Für die verschiedenen Darstellungen von U sind in der nachfolgenden Tabelle
die Aufwandszahlen in opms für die Faktorisierung A = U1;VT und die Berechnung
von x und r für eine rechte Seite b zusammengestellt worden. Dabei ist der durch
die Givens-Drehungen verursachte Term (4opm + 2ops) generell durch 30pms
ersetzt worden, vgl. Ü 3.3.6. Zum Vergleich wurden die entsprechenden Angaben
für die QR-Faktorisierung nach HOUSEHOLDER gemäß 10.2.4 und 10.2.9 mit ange
führt.

Variante

V, U explizit nach (i), (ii)
V, Ul. n explizit nach (i), (ii)
V explizit, U Produktform
nach (iii)
V explizit, UTb direkt nach (iv)
QR-Faktorisierung A = QB

IAufwand für
{U, 1;, V} bzw. {Q, B} x Ir
4m 2n + 3mn2 + lln3j3 m 2 + n 2 m 2

4mn2 + 5n 2 mn + n 2 mn
2mn2 + 6n 3 2mn + n 2 2mn

2mn2 + 3n3 2mn + 3n 2 mn
mn2 - n3/3 2mn - n2/2 2mn - n2

21*
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Der Faktorisierungsaufwand für die zu empfehlenden Varianten (iii), (iv) ist im Fall
m ~ n also etwa doppelt so groß wie für die Householder-Faktorisierung, vgl. jedoch
Ü11.1.1. D

Wir geben abschließend ohne Beweis die Ergebnisse der Rundungsfehleranalyse an.

11.1.7. Rundungsfehleranalyse. Für A E Rm,n werde Algorithmus 11.1.3 ausgeführt,
und es sei k die Anzahl der in S 2 benötigten QR-Schritte; i. allg. ist k ~ n. Dann
gibt es exakt orthogonale Matrizen U E Rm,m, rE Rn.n, so daß die berechnete
Diagonalmatrix 1:: E Rm.n der Beziehung

A + oA = U1:;VT mit IloAIIF ~ vF IIA.IIF' F f'-J 8mn + 12kn, (26)

genügt. Die exakten Orthogonalfaktoren U,ll werden durch die gemäß 11.1.6
explizit berechneten Matrizen U,V im folgenden Si~me gut dargestellt: Für alle
; ERn, b E Rm gilt für die mittels U, f berechneten Vektoren x:= fl (VS),
IJ:= f] (CTb)

IJ = UT(b + ob) mit Ilobll ~ vm(4n + 6k) Ilbll
und

x = Il ( ; + 0;) mit Ilosll ~ vn(4n + 6k) I@I. (27)

Dasselbe trifft zu, wenn ß,x mittels der impliziten Produktdarstellungen (23),
(25) berechnet oder wenn U, II durch UT, VT ersetzt wird.

Dies besagt: Die numerische Berechnung der Diagonalmatrix 1; und die Darstellun
gen der Faktoren U, V in der in 11.1.6 beschriebenen Form sind numerisch. gutarl1"ge
Prozesse mit akzeptablen K umulaiionskonstanien,

Übungsaufgab en

Ü 11.1.1. Man zeige: Im Fall m > 5n/3 ist die Bidiagonalisierung von A E Rm.71 nach der
folgenden Modifikation von 11.1.1

S 1.1: Transformiere A gemäß Algorithmus 10.2.4 nach der Vorschrift

QTA = (~) (28)

mittels Householder-Spiegelungen QT := H n ••• H 1 auf obere Dreiecksform.

S 1.2: Transformiere R E Rn,n gemäß 11.1.1 nach der Vorschrift

UJ,RV1 = B (29)

mittels Householder-Spiegelungen U; := H n- 1 • • • H 2 , V 1 := BI'" Hn- 2 auf Bidiagonal
formB

billiger als die direkte Anwendung von 11.1.1 auf A. Dabei gilt

VTA ll _ (B) . LT.- Q (VII 0 )
1 1 - 0 mit 1 .- 0 11m-n '

und der Aufwand ist f"oo.I [(m + n) n 2 opms + 3n opr].

(30)
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Ü 11.1.2. Man zeige: Wenn B die gemäß (3), (4) zu A gehörende Bidiagonalmatrix bezeichnet,
gilt

,IA!i~ ~ [max {jcxil + jYil: i = 1, ... , n}] [max {Icxil + IYi+1l: i = 1, ... , n}],

wobei ;/1 = Yn = 0 zu setzen ist.

Hinweis: 1'Ian beachte IIAI12 = IIBI12 und Ü 1.2.9.

Ü 11.1.3. Es sei Beine Bidiagonalmatrix gemäß (4). Man überlege sich:

(i) Ist YI+1 = 0 für ein l E {1, ... , n - 1}, so zerfällt B gemäß

r~1 ~2

B=

. Yl-l

CXI

o

Yn

in zwei Bidiagonalblöcke der Dimension l bzw. n - l,
(ii) Ist CXI = 0 für ein l E {1, ... , n - 1}, so existieren Drehungen Gl,l+1' ... , Gin' so daß

(31)
o

Yl

o
in B = I------l.-----

.Y!~~ I
. Yn
.cxnJ

CXI+l

YI+1

CXI-l vi
o

B=

übergeht mit B = G l n ... Gl,l+1B.

(iii) Ist CXn = 0, so existieren Drehungen 6~n-l,n' ... , 6\n' so daß

f~1 Y2 1 f~1

B= • Yn-l J in B=
CXn-l

I o J

. Yn-I

(Xn-l

(32)

übergeht mit B = BGT ... GT .
n-I,n In

11.2. Diskrete Regularisierung

A. Diskrete Regularisierung mittels S VD

Wir betrachten das Quadratmittelproblem Ax ~ b mit A E ffim.n, b E ffim. Die Com
putermatrix A repräsentiere die rangdefiziente exakte Matrix A * E Rm.n, die den
unbekannten Rang r = rang (A*) < n und die unbekannten Singulärwerte

(1)
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besitzen möge. Dabei wird zugelassen, daß sich A nicht nur durch den Darstellungs
fehler d'AD , sondern auch durch einen Meßfehler d'AJ1 vonA* unterscheidet: Es gelte

A = A* + d'AD+ d'AM mit IId'ADIIF ~ j·IIA*II .... =: LlAD,

IId'AMIIF ~ LlAM· (2)

Bei der Bestimmung der Normallösung nach dem Basisalgorithmus 11.1.5 wird zu
nächst die SVD von A gemäß 11.1.3 berechnet. Dann gilt für die berechneten Fakto
ren {U, 1;, V} nach 11.1.7

A + d'AR = U1;VT mit lid' ARIIF ~ j·F IIAIIF =: LlAR, F", Smn + 12kn.

(3)

Unter Beachtung von (2) ergibt sich daraus

A* + d'A = U~VT (4)

mit

E := IId'AIIF ~ LlAD+ JAM + LlAR =: JA.

(5)

Die berechnete SVD ist also die exakte Zerlegung einer um d'A gestörten Matrix,
und das Störungsniveau E liegt in der Größenordnung des durch Darstellungs- und
Meßfehler hervorgerufenen Niveaus. In diesem Sinne ist die berechnete S VD akzep
tabel. Insbesondere folgt aus (4), (5) nach 8.2.3

(i = 1, ... , n), (6)

d. h., die exakten Singulärwerte at werden ausreichend gut approximiert. Trotzdem
ist die berechnete SVD nicht direkt zur Bestimmung vo'! (A*)+ und x* = (A*)~ b
geeignet: Auf Grund der Rundungs- und Meßfehler werden fast immer alle berech
neten Singulärwerte

(7)

sogar positiv sein, so daß S 1.2 von 11.1.5 den Rang n und damit einen zu hohen Wert
liefert. Für i > r folgt nun aus (1) sofort bai = a, - at = cu, mit (6) also

(8)

Die berechneten o; (i > r) sind demnach kleine positive Zahlen, die wegen des zu
groß festgelegten Ranges mit 1/ai in die Pseudoinverse (A* + d'A)+ = V2;+UT ein
gehen, also eine bösartige, rangerhöhende Störung von 2;* darstellen. Die Bösartigkeit
wirkt sich auch auf die Normallösung x = (A* + d'A)+ b = V2;+UTb aus, sofern
in ß = UTb nicht alle Komponenten ßr+l' ... ' ßn verschwinden, was wegen der
Rundungsfehler unwahrscheinlich ist; siehe 8.2.B.

Der beschriebene unerwünschte Effekt kann vermieden werden, indem ~ durch
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Nullsetzen der "kleinen" berechneten a, regularisiert wird:

wird , ...... -
..... 0; .- (9)

verwendet, wobei der sog. Pseudorang p = p(a) in Abhängigkeit vom Reqularisie
rungsparameter a ~ °durch die Bedingung

(10)

festgelegt wird. Die derart regularisierende 8ingulärwertzerlegung U 2;",J1T ist die
exakte 8VD der regularisierten Matrix

(11)

durch die eine regularisierte Pseudoinverse A; := V2;: UT und eine regularisierte
Normallösung x; := A; b definiert werden. Mit dieser Modifikation geht 11.1.5 in
das folgende regularisierte Verfahren über:

11.2.1. Lösung von Ax r-o...J b mittels diskreter Regularisierung der SVD.

81 (Festlegung der regularisierten 8VD):

8 1.1: Bestimme 8ingulärwertzerlegung A = U 2;VT nach 11.1.3.

81.2: Wähle Regularisierungsniveau (X ~ 0, bestimme Pseudorang p = p(a) ge
mäß (10), definiere .<4", nach (9), (11).

82 (Berechnung der zu b gehörenden regularisierten Normallösung x; = A; b
= V2;; UTb, des Residuums 1'", = b - Ax", = U(I - 2;1;;) UTb und dessen

Norm nr; = 111'",11):
82.1: Berechne ß := UTb

82.2: Setze Q", := (I - 2;2;;) P= (0, ... ,0, ßp+t, ... , ßm)T,
berechne nr; := IIQ",II und )'", := (TQ",

82.3: Setze S'" := 2;:P = (ßt/at, ... , ßpjap, 0, ... , O)T, berechne x'" := V.;",

Zur Festlegung des Regularisierungsparameters a beachten wir, daß die regulari
sierte Matrix A", durch die 8törung

d'A", := A", - A* = d'A - U(2; - 1;",) VT, IId'A",11 ~ e + ap(",)+t ~ E + a

(12)

aus A* entsteht, siehe (10), (11) und (4), (5). Nun sind die regularisierten Größen
A;, x; nach 8.2.5 bzw. 8.2.7 lokal lipschitzstetige Funktionen von d'A"" wenn die
Bedingungen

p(ex) = rang (2;",) = rang (All) = rang (A* + d'A",) ~ rang (A*) = r (13)
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und

II(A*)-i-lllloA"II< 1

erfüllt sind; in (13) steht dann sogar das Gleichheitszeichen.
Die Ungleichung (13) ist wegen (8) im Fall

(14)

(15)

sicher gültig. Durch die Festlegung (15) werden also rangerhöhende und damit bös
artige Störungen oA" ausgeschlossen. Aus (12) folgt andererseits II(A*)+I! Ijo~4"ll
~ (e + ,>-)!a: so daß (14) im Fall

~ < a: - e (16)

erfüllt ist. Die beiden gegensätzlich wirkenden Bedingungen (15) und (16) lassen sich
genau dann gleichzeitig erfüllen, wenn e~ ~ < a: - E, also

2e < a: = 1!II(A*)+11

gilt; der kleinste zulässige ~-Wert ist dann

~ : = ~oPt : = s ,

(17)

(18)

Für die mit diesem ~ berechneten regularisierten Größen gelten folgende Aussagen:

11.2.2. Fehleranalyse. Die Matrix A * E Rm.n mit rang (A *) = r und den Singulär
werten (1) werde durch die Computermatrix A E ffim.n im Sinne von (4), (5) dar
gestellt. Für A und b E ffim werde Algorithmus 11.2,1 mit ~ := e durchgeführt.
Dann genügen die in S 1 berechneten Faktoren der regularisierten SVD der Bezie
hung

A * + oAe = A e = Ul;eVT mit IloAel1 ~ 2e,

und es gilt

rang (A e ) = rang (A* + oAe ) ~ rang (A*).

(19)

(20)

Zu den in S2 berechneten regularisierten Größen X o r, existieren Störungen der
art, daß

(21)

die Normallösung des gestörten Quadratmittelproblems

ist, und es gilt

re := r e + ore = (b + obe) - (A* + oA e ) ~e

mit lIorell ~ vm(4n + 6k) lireli.

Wenn zusätzlich die Bedingung (17) erfüllt ist, gilt

rang (A* + oAe ) = rang (A*),

(23)

(24)

und A;, ~e und re sind lokallipschitzstetige Funktionen der Störungen oAo ob€,
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Beweis. Die zentralen Aussagen über A; und die Rangbeziehungen wurden bereits her
geleitet; die restlichen ergeben sich aus den Formeln für XE und TE unter Beachtung von
(11.1.27). 0

11.2.2 besagt: Die regularisierte, durch {U, ~E> V} gegebene SVD ist die exakte SVD
der regularisierten Matrix At> die sich von A * durch eine Störung d'A E in der Größen
ordnung des Fehlerniveaus 8 unterscheidet. Sie stellt daher eine akzeptable SVD von A *
dar. Die regularisierte Normallösung XE und das zugehörige Residuum TE sind die leicht
gestörte Normallösung und das leicht gestörte Residuum eines benachbarten Quadrat
mittelproblems. Die StÖl'Ung d'A E ist dabei nach Konstruktion nicht rangerhöhend, und
bei Gültigkeit von (17) liegt sogar lokallipschitzstetige Abhängigkeit vor.

11.2.3. Bemerkung. (i) Wenn b E ffim der durch Darstellungs- und Meßfehler ver
fälschte Repräsentant der unbekannten rechten Seite b* E Rm ist, braucht nur

b = b* + d'b, d'b: = d'bD+ d'bM , lid' bDIl ~ v Ilb*ll, IldbMl1 ~ L1bJ[

gesetzt zu werden.

(ii) Bei Erfülltsein von (17), d. h. im Fall x:= 28 II(A*)+II < 1, folgt aus (19) und
8.2.5

(25)

und für x*:= (A*)+ b sowie die exakt aus {U, ~E> V} berechnete regularisierte
Lösung A:b gilt nach 8.2.7

Ilx* - Atbll :::::: 8 211(A*)+11 [V2 + _II(A_*)_+I_III~I'*_II]
IIx*1I - 1 - x Ilx*11

(26)

mit t·* = b - A*x*. Unter Verwendung von (21), (22) kann x* - XE in analoger
Weise abgeschätzt werden. Zur Schranke aus (26) kommen dabei noch Terme pro
portional zu v hinzu.

(iii) Es scheint, als ob das Verfahren 11.2.1 mit 1X = e rangdefiziente Probleme
stets befriedigend löst. Das ist leider nicht immer der Fall: Zum einen ist das
Fehlerniveau 8 meist nicht genau bekannt. Bestenfalls kennt man Schranken die eine

Unsicherheit der Rangbestimmung in den Grenzen

Pmin := P(8max) ~ p(8) ~ P(8min) =: Pmax

nach sich ziehen. Zum anderen ist das gutartige, lokallipschitzstetige Verhalten der
regularisierten Größen an die Bedingung (17) gebunden, d. h., es liegt nur vor, wenn
das Fehlerniveau deutlich kleiner als G: ist. Da r nicht bekannt ist, läßt sich diese
Bedingung praktisch nicht überprüfen. Wenn (17) nicht erfüllt ist, brauchen sich
(13) und (14) für kein IX > 0 gleichzeitig erfüllen zu lassen, d. h., jeder Regularisie
rungsversuch liefert entweder eine rangerhöhende oder eine zu große Störung. Eine
solche Konfliktsituation kann nur durch Verwendung einer genügend hohen Genauig-
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keit vermieden werden, sofern keine Meßfehler auftreten. Im Fall LJAM = 0 ist
nämlich E ~ LJAD + LJAR ~ v(1 + F) IIA*llp, so daß (17) für genügend kleines v
erfüllt ist. Bei Abwesenheit von Meßfehlern sollte dabei Emin ~ viiAll = val als
untere Schranke für den s-Bereich gewählt werden. Bei signifikanten Meßfehlern
braucht (17) auch bei noch so hoher Computergenauigkeit nicht erfüllt zu sein. D

Die obigen Ausführungen legen es nahe, den Regularisierungsparameter zx ~ °
als variabel anzusehen und alle zugehörigen regularisierten Lösungen zi, als mögliche
Kandidaten für die gesuchte Lösung zu betrachten. Da p(iX) nur die Werte {O, 1, .. .,n}

annehmen kann, gibt es i. allg. n + 1 verschiedene ;/Ja, deshalb auch der Name
diskrete Reqularisierunq. Um den Einfluß von rx auf die regularisierten Größen ;/Ja, 1'0.

zu untersuchen, gehen wir von (4) aus und nehmen der Einfachheit halber an, daß
{;/Ja, r a } fehlerfrei aus {b, U, 1:, V} berechnet werden. Die in Gleitpunktarithmetik
berechneten Größen unterscheiden sich von diesen nur unwesentlich. Mit den Be
zeichnungen von 11.2.1 gilt dann

p(a) rang(A)

Ilxal1
2 = 11;0.112 = L (ßdO'j)2 ~ L (ßdO'j)2 = IIxNI12 (27)

j=l j=l

bzw.
m m

Ilra l12 = II!,>o.11 2 = L (ßd 2 ~ L (ßS~ = IIr NI1 2

i=p(a)+l i-=rang(AHl

phxJ

n

n -1

n-2

(28)

4

Abb. 11.2.1. p(a) als Funktion
von a

er" ffn-1 ffn-z Gi. (J3 (Jz (J, 0:

11 xNII

ßbll

11 x« 11

--r~"
11 rN11

Abb. 11.2.2. Ilxall und 111'0.11 als
Funktion von a

(X
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mit A:= A* + dA, x N := X o:= A+b, r N := ro := b - AxN • Die Normen Ilx,,11
und 111',,11 sind also stückweise konstante Funktionen, wobei Ilx,,11 monoton fällt, /lr"l!
dagegen monoton wächst, siehe Abb. 11.2.1 und 11.2.2.

Um ein realistischeres Bild zu erhalten, müßte man sich die LX-, Ilx"ll- und Ilr"ll
Achse logarithmisch geteilt denken. Im Fall LJAM = 0, 'V ~ 10-6 ist eine typische
Verteilung der berechneten Singulärwerte durch die Tabelle

(J.
I

1

15.783

2

13.021

r

0.00352

r+1

0.75 X 10-4 0.29 X 10-4

n

0.83 X 10-5

gegeben, wobei (Jr+I"'" (Jn in der Größenordnung von 'V IIAII ~ 'V(JI = 1.5 X 10- 5

liegen und a, deutlich größer ist, also p = r leicht erkannt werden kann. Mit fallen
dem LX, d. h. mit wachsendem p, fällt Ilr"ll, während Ilx,,11 i. allg. nicht zu stark wächst.
Wenn LX in die Größenordnung von c kommt, wächst Ilx,,11 i. allg. sehr stark an,
meist um mehrere Zehnerpotenzen, während Ilr,,11 sich entsprechend der Zahlenwerte
der ßi weiter - aber i. allg. nicht drastisch - verkleinert, siehe (27), (28). An Hand
des Diagramms 11.2.2 kann der Bearbeiter dann denjenigen Pseudorang p(LX) wählen,
dessen zugehöriges x, und r; seinen Vorstellungen über die erwartete Lösung arn
besten entspricht. Geeignete Auswahlkriterien wären etwa

(29)

oder

(30)

mit vorgegebenen, aus der realen Aufgabenstellung abzuleitenden Schranken
r, W > O. In (29) muß dabei r ~ IlrN11 gefordert werden, damit überhaupt zulässige
Lösungen existieren, vgl. (28). Zur Lösung von (30) wird p - von 0 beginnend 
solange erhöht, daß die Nebenbedingung gerade noch erfüllt ist. Für (29) wird p so
lange erhöht, bis die Nebenbedingung erstmals erfüllt ist. Selbstverständlich erfolgt
die Steuerung wie beschrieben direkt mit p und nicht mit LX.

B. Dislcrete Regularisierung mittels anderer Falctorisierungen

Um die relativ aufwendige Berechnung der SVD zu vermeiden, können auch andere
Faktorisierungen zur diskreten Regularisierung herangezogen werden. Als Beispiel
betrachten wir im folgenden die QR-Faktorisierung mittels Householder-Spiegelun
gen, vgl. 10.2. Wegen der erwarteten Rangdefizienz kann dabei nicht spaltenweise
wie im Vollrangfall vorgegangen werden, sondern es sind Spaltenvertauschungen
gemäß 10.2.5(vii) erforderlich. Wenn das Verfahren mit A E ffim.n gestartet wird,
erhalten wir nach dem k-ten Schritt
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mit der Restmatrix

1lllk+1) = (mk+ l, k+ l , nlk+1.k+2, ... , nlk+1,n).

Im Fall k = r = rang (A*) müßte bei fehlerfreiem A = .<,1* und in exakter Arith
metik lUlk...L1) = 0 gelten. Bei Anwesenheit von Rundungs- und Meßfehlern wird
jedoch auch in diesem Fall fast immer Mlk+!) =f= 0 sein, so daß der nächste Schritt
ausgeführt werden kann. Allerdings ist zu erwarten, daß llllk+ 1) klein ist. Dann
wird auch das nächste Diagonalelement klein sein, denn wegen der Spaltenver
tauschungsstrategie gilt

Irk+Lk+11 = max {llmk+l,III: j = k + 1, ... , n} , (31)

vgl. (10.2.21). Sollte doch Mlk+1) = 0 sein, so wird einfach Hf := Im, TM(j) := In
(j = k + 1, ... , n) gesetzt. Mit dieser Festlegung erhalten wir auch im rangdefizien
ten Fall stets eine Faktorisierung von A, und nach 10.2.5 und 10.2.7 gilt

(A + aAR) P" = QR mit IlaARl1 ~ vF IIAII =: l1AR, F ~ 4mn3
/
2

:

(32)

Dabei beschreibt P" := TU(l) ... Tn-Uln-l) die Spaltenvertauschungen, Q:= H 1

... H; ist eine exakt orthogonale Matrix und R die berechnete obere Dreiecksmatrix
mit

[rul ~ [r221 ~ ... ~ /rnnl·

Der in 10.2.7 geforderte Vollrang und die Bedingung (10.2.25) werden dort nur
gebraucht, um die Durchführbarkeit mit rkk =f= 0 zu sichern, was bei der obigen
Modifikation überflüssig wird. Wenn zusätzlich wieder Darstellungs- und Meßfehler
analog zu (2) zugelassen werden, ergibt sich schließlich

(A* + dA) P" = QR mit e:= IjdAIl ~ LJAD + LJAJl] + LJAR =: LJA.

(33)

Da fast immer rkk =f= 0 (k = 1, ... , n), also rang (R) = n sein wird, ist dA i. allg.
eine rangerhöhende bösartige Störung. Zum Zweck der Regularisierung wird dann
analog zu (10) der Pseudorang p = p(ex) durch

(34)

festgelegt. Wegen (31) ist dies gleichwertig mit der Definition von p als kleinstem
Index aus {O, 1, ... , n}, für den

(j = p + 1, ... , n) (35)

gilt, d. h., eine im Sinne von (35) spaltenweise kleine Restmatrix .ZUlk+1) wird als
vernachlässigbar angesehen. Die Regularisierung besteht dann im Ersatz von
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mit

(37)

Die derart regularisierte QR-Faktorisierung ist die exakte Faktorisierung der regu
larisierten Matrix

A a := QRaP = A* + dAa,

wobei wegen (33)

dAa := A a - A* = dA - Q(R - Ra) P,

gilt. Man beachte, daß aus (35)

IIR - RallF= IIR2211F= IIMIP+l)IIF ~ -yn - p (X

folgt.
Aus der Faktorisierung (38) ergibt sich nach 8.1.9

A; = PTR:QT = PT(R: 10) QT.

Zur Darstellung von R; transformieren wir R 1 gemäß

R 1Q T = (Ru IR 12 ) tt, ... H2H1 = (Ru I 0) =: R1

(38)

(40)

(41)

mittels p Householder-Spiegelungen Hk = I - Vk(Vk)T!Yk in Rl1 wobei Ru eine obere
Dreiecksmatrix sein soll. Dies ist möglich, wenn vk in der Form

vk = (0, ... , 0, Vkb 0, ... , 0, Vp+Lk' ••• , Vnk)T (k = p, ... , 1)

(43)

(42)

angesetzt wird und damit Nullen in den Positionen (k, p + 1) bis (k, n) von R 1

erzeugt werden, vgl. Ü 3.3.7. Aus (41) folgt dann wieder nach 8.1.9

u; ~ (R1Q)+ = QTR1 ~ QT (R~}
mit (40) also

(
R-

1
1
0 )A; ~ PTQT ~ I0 QT.

Die Produktdarstellung (43) ist die Grundlage für das folgende Verfahren:

11.2.4. Lösung von Ax "'-' b mittels diskreter Regularisierung der QR-Faktorisierungo

S 1 (Festlegung der regularisierten QR-Faktorisierung):

S 1.1: Bestimme Faktorisierung APT = QR gemäß 10.2.5 (vii) mit der oben be
schriebenen Modifikation im Fall Mlk+l) = 0

S 1.2: Wähle Regularisierungsniveau (X ~ 0, bestimme Pseudorang p = p((X) ge
mäß (34) und lege R" nach (36) fest.
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81.3: Transformiere (Rn IR 12 ) gemäß (41) in (Rn' 0) = RlJT.
82 (Berechnung der regularisierten Normallösung X a = A: b, des Residuums

Ta = b - AXa und dessen Norm nl'a = 111'all):
82.1: Berechne

c ~ (::):~ QTb,

82.2:

82.3:

82.4:

Bestimme Zl aus dem Dreieckssystem Rnzl = Cl, setze z:= (:1) mit
o E Rn-p

(
yl) _ _ _

Berechne y:= ""Y2 := QTZ = Hp··· H1z, setze Xa := PTy

Berechne d 2:= c2- R 22y2, setze nr; := IId211 und d:= (;2) E Rm, berechne
l'a:= Qd

Der Ausdruck für Ta ergibt sich dabei aus Ta = b - AXa = Q(c - Ry) unter
Beachtung von

Ry = (Rnyl + R12y2) = (~).
R 22y2 R 22y2

Wir fragen jetzt wieder, wann die für das gutartige Verhalten von d'Aa zu fordern
den Bedingungen

p(lX) = rang (Ra) = rang (Aa ) = rang (A* + d'Aa ) ~ rang (A*) = r (44)

und

(45)

erfüllt sind. Zur Überprüfung von (44) betrachten wir die ersten p 8palten der Glei
chung (33). Wenn die entsprechenden Teilmatrizen mit dem unteren Index 0 ge
kennzeichnet werden, ergibt sich

Da R o nach Konstruktion Vollrang p hat, folgt im Fall

(46)

aus 8.2.5 p = rang (QRo) = rang ((A*PT)o), wegen rang ((A*PT)o) ~ rang (A*PT)
= rang (A*) also (44). Nun gelten

II(QRo)'1I ~ IIR;II = II(~'n= II(R~,' I 0)11 ~ IIRli'1I

und 11(d'A . PT)oll ~ "d'A . PTII = IId'AII = E, so daß (46) und damit (44) sicher erfüllt
sind, wenn Rn = Rn(lX) der Bedingung

(47)
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genügt. Zur Abschätzung von IIR1/ 11 beachten wir den folgenden Satz: Für jede
j

reguläre und im Sinne von IIRlle
i l12 = .E r;j = 1 (j = 1, ... , p) spaltennormierte

i=1
obere Dreiecksmatrix Ru E Rp,p, deren Elemente der Ungleichung (10.2.23) genügen
und die daher durch QR-Faktorisierung mit Spaltenvertauschungen aus einer spal
tennormierten Matrix A entstanden sein kann, gilt

(48)

siehe B 11.2. Die Abschätzung nach unten ist dabei leider fast scharf, siehe t: 11.2.2.
Da (48) auch für nicht spaltennormiertes Ru gilt, folgt mit (34)

IIR11
111E ;;:;: 2P- 1E!lrppl < 2P- 1E!CX ,

und die für die Gültigkeit von (44) hinreichende Bedingung (47) ist erfüllt, wenn

(49)

gilt. Wahrend bei Verwendung der SVD bereits durch die Festlegung E ;;:;: cx eine
Rangerhöhung ausgeschlossen wird, tritt hier zusätzlich der Faktor 2p-l auf, der
bei hohem Pseudorang p = p(cx) ein gegenüber E wesentlich vergrößertes Regulari
sierungsniveau bedingt. Daß ein solches ungünstiges Verhalten tatsächlich vor
liegen kann, zeigt das folgende Beispiel.

11.2.5. Beispiel. Es sei Rn := R(n, c, s) die Matrix aus Ü 11.2.2 für n:= 15 und c := 1 - S2,

S : = 0.01 1/14 • Bei dieser Festlegung ergibt sich

1 = Irnl ~ ... ;;;;; Ir1S,lSI = 0.01.

Für jedes IX < 0.01 - also für relativ große IX - ist p(IX) = 15, d. h., Rn wird als regulär
angesehen. Nach Ü 11.2.2 gilt jedoch

G15(R n ) ~ Irnnl/K(n, c) = 0.01/815 = 1.2 X 10-5 ,

so daß Rn bereits im Rahmen des Fehlerniveaus E ~ 10-5 singulär ist. 0

Wir wenden uns jetzt der zweiten Bedingung (45) zu. Sie ist wegen (39) sicher

erfüllt, falls (E + Vn - p cx)/(J'i < 1, also die (16) entsprechende Ungleichung

(50)

gilt. Die beiden für das gutartige Verhalten von A hinreichenden Bedingungen (49),
(50) sind daher genau dann gleichzeitig erfüllbar, wenn

(51 )

gilt.

11.2.6. Bemerkung. (i) Die Bedingung (51) ist für großes r wesentlich einschränken
der als die bei Verwendung der SVD auftretende analoge Bedingung (17). Wenn
sie nicht erfüllt ist, kann es spaltennormierte Matrizen A geben, so daß die hin
reichenden Bedingungen (44) und (45) durch kein cx befriedigt werden können,
d. h., jeder Regularisierungsversuch würde entweder eine rangerhöhende oder eine
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zu große Störung einführen. Es liegt in diesem Fall eine unlösbare Konfliktsituation
in der Wahl von IX vor. Die numerische Rangbestimmung und Regularisierung auf der
Grundlaqe der QR-Faktorisierung mit Spaltenvertauschungen ist daher mit einer wesent
lich höheren Unsicherheit verbunden als die mittels SVD.

(ii) Selbstverständlich braucht die beschriebene Konfliktsituation niqht immer
aufzutreten. Für viele praktisch vorkommende Matrizen werden die Bedingungen
(44), (45) für IX ~ e erfüllt sein. In diesem Fall gelten für die berechneten Größen
A a und x, zu 11.2.2 analoge Aussagen, jedoch ist Ta i. allg. nicht das leicht gestörte
Residuum eines leicht gestörten Nachbarproblems. Überdies gilt dann

1 Irnl max {!riil: j = 1, ... , p}-;======== -- < ----'----'-.:....:....--'-------------'=---yn - p + 1 Irppl = min {Irjjl : j = 1, ... , p}

~ cond (R1 ) = cond (Ac) ~ cond (A *),

man vgl. 6.1.5(iii) und beachte die Bildung von R1• Die unteren Schranken können
als Konditionsschätzer verwendet werden.

(iii) Wenn alle zu p E {O, ... , n} gehörenden regularisierten Lösungen gesucht sind,
sollten diese in der Reihenfolge p := n( -1)0 berechnet werden. Zur Realisierung
von (41) sind dann Givens-Drehungen günstiger, weil beim Übergang von p zu
p - 1 nur die ersten p - 1 Elemente der p-ten Spalte von R 1 = R~P) durch Rechts
multiplikation mit G;_I,P' ... , G"[p annulliert zu werden brauchen.

(iv) Eine zu 11.2.4 analoge Regularisierung ist auf der Grundlage der MGS
Faktorisierung mit Spaltenvertauschungen gemäß 10.1.6(iii) möglich.

(v) Da die (n, n)-Dreiecksmatrix R = (RH IRu) im Faktor R = (R) von
o R 22 0

ApT = QR in exakter Arithmetik bis auf das Vorzeichen der Spalten mit dem
Faktor L der mit Diagonalpivotisierung gemäß 6.1.5 (iii) berechneten Cholesky
Faktorisierung P(ATA) P" = LLT übereinstimmt, kann 11.2.4 äquivalent als dis
krete Regularisierung der Normalgleichungen formuliert werden, siehe Ü 11.2.3.
Die Ungleichung (10.2.23) geht dann in (6.1.19) über. Bei Computerrechnung treten
allerdings die durch die explizite Bildung von M = AT~4 hervorgerufenen Probleme
auf, siehe Kapitel 9.

(vi) \Venn r = rang (A *) bekannt ist, braucht für die Gutartigkeit von dAa nur
noch (45) bzw. (50) gefordert zu werden. Für IX := e ist letztere Forderung kaum
einschränkender als (17), so daß die Bedenken gegen eine Verwendung der QR
Faktorisierung in diesem Fall entfallen. 0

Übungsaufgaben

Ü 11.2.1. Die Matrix A E Rm.n besitze die exakte Singulärwertzerlegung A = U2'l'T. Die
Zahl p = pt«, A) sei gemäß (10) festgelegt, und A" = A,,((X,A) sei die durch (9), (11) definierte
regularisierte Matrix. Man zeige, daß

pi«, A) = min {rang (A + <JA): iloAl1 ;S (X}
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gilt und H = All die Lösung von

min {ljA -- HilF: rang (B) ~ p(IX, A)}
ist.

Ü 11.2.2. Für c, s > 0 werde die Matrix

-c -c -c
s -cs -cs

S2 -cs2

R = R(n, c, s) : =

-c
-cs
-cs2

{
0

Tij := Si-l

-csi - 1

für i > j,

für i = j,

für i «: j

betrachtet. Man zeige:

(i) Es gilt u = Rv für u : = sn-len und

V : = (c(l --;- c)n-2, c(l + c)n-3, ... , c(l + c), c, l)T,

folglich

mit

[K(n, C)]2 = 1 + c
2
[ (1 + c)2n-2 - 11.

(1 + C)2 - 1

(ii) Im Fall c := s := 1 sind alle Diagonalelemente gleich 1, aber es gilt

Die Elemente von R erfüllen jedoch die Bedingung (10.2.23) nicht, d. h., R kann nicht durch
QR-Faktorisierung mit Spaltenvertauschungen entstanden sein.

(iii) Bei der Festlegung 0< c< 1, s:= V1 - c2 ist (10.2.23) dagegen erfüllt, und Rist
spaltennormiert. Außerdem gilt

Ü 11.2.3. Es sei PlllpT = LI..T die in exakter Arithmetik nach 6.1.5 (iii) berechnete Cholesky
Faktorisierung von M:= ATA; im Fall max {a~t 1l: k + 1 ~ j ~ n} = 0 werde dabei Lk~1
= '" L n- 1 = 1 gesetzt (bei Computerrechnung ist der Test max {a~'i' 1): k + 1 ~ j ~ n} ~ 0
zu verwenden und zusätzlich M(k r n := 0 zu setzen) . Man zeige: .

(i) Wenn p = p(IX) aus

111 ~ '" ~ lpp > IX ~ lp+1,p+l ~ .•. ~ lnn

bestimmt und

1..= mit

22 Schwetlick, Numerische Algebra
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regularisiert wird, gilt

(A"PT)T (A"PT) = PAyA"PT = Lo.L~,

wobei A"pT = (AI(a) : A 2(a)) aus APT = (Al' A 2) nach der Vorschrift AI(a):= Al' A 2(a)
: = AIL~TLIl gebildet wird.
(ii) Die Normalgleichungen

(53)

des regularisierten Quadratmittelproblems A"x" :;::; b reduzieren sich auf

LllLIlyl + L llLIly2 = AIb =: Cl

und haben die Lösungsmenge

L = L(Ao.' b) =.: {x" = PTy: yl = L~TLll?cl - L~TLIly2, y2 E Rn-p beliebig}.

(iii) Die Normallösung ist durch dasjenige y2 gegeben, das

ilYII' ~ j!y'li' + ily'ii' ~ II[L;;T~,,'c'] _[L;;:L;,] Y'II'
minimiert und das sich als eindeutige Lösung der zu (53) gehörenden Normalgleichungen

{(L21L1l) (L 2IL 1l)T + I} y2 = L 2lL1l Lli TLlllCI

ergibt.

11.3. Kontinuierliche Regularisierung

Wie bisher sei ...4* E Rm.n eine rangdefiziente Matr ix mit r = rang (A*) < n, die im
Sinne von (11.2.2) durch A E ffim.n repräsentiert wird. Die kontinuierliche Regulari
sierung als eine zweite Regularisierungstechnik besteht dann darin, die Original
aufgabe

Ilb - Axl12 --+ Minimum!,

b E ffim, durch die regularisierte Aufgabe

IIb - Axll' + ,,' Ilxll' ~ II( :) - (:1) xii' -+ Minimum!

zu ersetzen, d. h., statt Ax ""'-' b wird das Problem

(1)

A.x~ b, mit A.:~ (~) E Rm+ft,ft, (2)

gelöst. Die zugehörigen Normalgleichungen A~A"x = Ayb" haben die Form

]l;I"x:= (ATA + a 2I ) X = ATb.

Aus der Gültigkeit von

(3)
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folgt

(i = 1, ... , n). (4)

A = U~VT,

Insbesondere ist A", im Fall iX > °spaltenregulär, so daß A; durch

A; = (A~A",t 1 A~ = 111;;1(AT I iXI) =: (S", I T",) (5)

gegeben ist und die äquivalenten Probleme (1) bis (3) die eindeutige Lösung

x'" = A;b" = S",b + T",o = (ATA + cx 2I t 1 ATb (6)

besitzen.

A. Kontinuierliche Regularisierung mittels SVD

Die Berechnung und Analyse der regularisierten Größen S", und ;P'" sowie des zu
gehörigen Residuums T", = b - Ax", ist am leichtesten unter Verwendung der SVD
möglich. Der Einfachheit halber ignorieren wir dabei zunächst die bei Computer
rechnung auftretenden Rundungsfehler und betrachten nur den Einfluß der Regu
larisierung. Es sei dazu

0'1 ~ ••• ;::::0; "» > °= O'p+1 = ... = O'n

(7)

die exakte SVD einer beliebigen Matrix vom Rang p, die gemäß A = A * + dA
durch eine Störung dA aus A * entsteht und nicht notwendig die oben eingeführte
Computerdarstellung von A * zu sein braucht. Später werden wir insbesondere
(JA = 0 setzen, so daß (7) die exakte SVD von A * ist, und x'" wird dann die exakte,
zu A * gehörende regularisierte Lösung x:.

Einsetzen von (7) in (5) liefert für die regularisierte Pseudoinverse

(8)

(9)

mit

52", = diag ( 0'1 , ••• , 2 O'p , 0, ...,0) E Rn,rn.
O'i + iX

2
0' p + cx2

Unter Verwendung dieser Darstellung ergibt sich der folgende Algorithmus zur
Berechnung von x"', vgl. 11.2.1:

11.3.1. Lösung von Ax '"'-' b mittels kontinuierlicher Regularisierung der SVD.

S 1 (Festlegung der regularisierten Pseudoinversen S"'):

S 1.1: Berechne Singulärwertzerlegung A = U ~VT

S 1.2: Wähle Regularisierungsniveau iX > 0, definiere S"" 52", gemäß (8), (9).

S2 (Berechnung der zu b gehörenden regularisierten Lösung x"', des Residuums
')'''' = b - Ax", und der Normen rux; = Ilx",11 sowie nr; = Ilr",II):

S2.1: Berechne {J := UTb

(

iX2ßl cx2
ß p )T

S2.2: Bestimme (I", := (I - ~S2",) j3 = 2 ' ••• , 2 2' ßp+l' ••• , ßm ,
0'1 + (X2 O'p + iX

berechne nr; := 11(1",11 und T", := U(I",

22*
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Aus (7) bis (9) folgt

A+ - SI1 = V(1:+ - Q(1) UT = T diag ( IX

2

a1(ai + IX
2

)

wegen IIA+II = 1fap also

iX
2 IX

2

IIA+ - SI1II = 111:+ - .!~1111 = ::;: - = IX
2 1IA+II3•

ap(a~ + IX
2

) - a~

Die Abschätzung von X I1 gegen die Normallösung x N = A+b = V1:+{~ führt auf

d. h.

Für den Fehler von r l1 gegenüber r N := b - AxN ergibt sich analog

mithin

Aus den Abschätzungen (10) bis (12) folgt für IX --+ 0 die Gültigkeit von

(10)

(11)

(12)

S" --+ A+,

d. h., die exakt berechneten regularisierten Größen approximieren Pseudoinverse, Nor
mallösung und deren Residuum beliebig genau. Insbesondere können S", X I1 und "'11
auch für IX = 0 durch die entsprechenden Grenzwerte definiert werden. Man be-

achte ferner, daß der durch die Störung (~l) von (~) bedingte Block

T - M-1 I _ Tl di ( IX IX 1 1) TTT11 - "IX - t' lag , ••• , , -, ••• , - t'

ai + IX
2 a~ + IX

2
IX IX

von A; im Fall p < n für IX --+ 0 unbeschränkt wächst, sich also bösartig auswirkt.
Diese Bösartigkeit überträgt sich jedoch nicht auf x l1 , da der entsprechende Block
von b; nach Konstruktion 0 ist, vgl. (6).

Für die Normen Ilxl1ll = 11;1111 bzw. Ilr,,11 = IIQI1II gilt

(13)
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bzw.

(14)
p [ IX2ß']2 m m

111',,11
2

= i~ (JI + t IX2 +i=f+l(ßd
2 ~ i=f+1(ßd

2
= IlrN 112 ,

und ihr Verhalten als Funktion von IX wird durch die folgende Aussage charakteri
siert:

11.3.2. Aussage. Die Normen Ilx,,1I bzw. 111',,11 sind für 0 ;S IX < 00 monoton fallende
bzw. wachsende Funktionen von IX mit

tim Ilx,,1I = IIxNl1 ~ Ilx,,11 ~ 0 = lim Ilx"ll
;>---++0 "---+00

bzw.

lim Ilr,,11 = IlrNI! ;S 111',,11 ;S Ilbll = lim Ilr"ll·
;>---++0 "---+00

Im Fall x N = A+b =f= 0 liegt strenge Monotonie vor, andernfalls sind beide Nor
men konstant.

Beweis. Differentiation von (13) bzw. (14) liefert

d p 2ß2
- Ilx,,112 = -4IX L 2 aj j 2 3 ~ 0
d« j=l (a j + IX )

(15)

bzw,
P 2ß ~

~ Ilr,,112 = 4IX3 L a1 j ~ 0, (16)
d« j=l (aj + IX

2)3

und im Fall x N =1= 0, d. h. (ßl> ... , ßp ) =1= (0, ... ,0), gilt strenge Ungleichheit. D

In Abb. 11.3.1 ist ein mögliches Bild der Funktionen "x"ll, Ilr,,11 skizziert worden.

---/
//11 rer 11

./'
./'

./'
/'

11 b 11 r---~------------------===-

11 rNIJ

.I ~
Abb. 11.3.1. Ilx,,11 und 111',,11 als Funktionen von IX

Wie im Fall der diskreten Regularisierung bietet es sich an, alle {x,,: 0 ;S IX}
als mögliche Kandidaten für eine regularisierte Lösung anzusehen und unter diesen
einen auf Grund der konkreten Problemstellung besonders geeigneten auszuwählen.
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Da die Kandidaten eine einparametrige stetige Schar bilden - deshalb auch der
Name kontinuierliche Regularisierung -, wird man sich praktisch auf endlich viele
Repräsentanten beschränken müssen, etwa auf die Berechnung von x'" für IX = 1ül-v IIAII
= 101v O"l ' l = 0, 1, ... , so daß 10l y ~ 1 ist. Eine andere Möglichkeit besteht wieder
in der Festlegung von IX analog zu (11.2.29) bzw. (11.2.30). Der folgende Satz zeigt,
daß die im Sinne von (11.2.29) bzw. (11.2.30) optimalen x'" die Nebenbedingungen
mit Gleichheit erfüllen und gewisse zusätzliche Ext remaleigenschaften besitzen.

11.3.3. Satz. Es sei x N =f= o. Dann gilt:

(i) Zu jedem co mit 0 < w ~ IIxNl1 gibt es genau ein IX = IXl(W) ~ 0 mit Ilx~11 = w,
und x'" ist eindeutige Lösung der Aufgabe

Ilb - Axll ~ Minimum! bei IIxl1 ~ w. (17)

(ii) Zu jedem T mit IlrNli ~ T < IIbli gibt es genau ein IX = IX2(T) ~ 0 mit Ilr",11 = T,

und x'" ist eindeutige Lösung von

Ilxll ~ Minimum! bei IIb - Axll ~ T. (18)

Beweis. Wegen 11.3.2 sind IIx",II und 111'",11 streng monotone Funktionen mit den Werte
bereichen (0, IlxNIIJ und [IITNII, Ilbll), so daß rx in beiden Fällen eindeutig festgelegt ist.

Zu (i): Es sei IIx",1I = w. Da x", die Aufgabe (1) löst, gilt Ilb - Axl1 2 + rx2 IIxl12 ~ Ilb - Ax",W
+ rx2 Ilx",112

, also

Ilb - Axl12
- Ilb - Ax",11 2 ~ rx 2[llx ",112 - IIxl12J

für alle x; d. h., x", löst (17). Im Fall rx > 0 ist x", die einzige Lösung von (1), so daß für
x =!= x'" strenge Ungleichheit gilt und x'" auch die einzige Lösung von (17) ist. Im Fall IX = 0
ist x'" = x N • Alle weiteren Lösungen müssen denselben Zielfunktionswert wie x N haben, also
Lösungen von Ax ~ b sein. Wegen der Eindeutigkeit der Normallösung haben jedoch alle
solche a: =!= x N eine größere Norm als IlxN11 = w, sind also nicht zulässig.

Zu (ii): Es gelte 111'",11 = T. Nach (i) gilt dann Ilb - Axll > Ilb - Ax",11 = 111'",11 für alle
x =F x'" mit Ilxll ~ Ilx",ll, d. h., es gibt kein zulässiges x, das einen kleineren Zielfunktionswert
als x; liefert. D

11.3.4. Bemerkung. (i) Zur Bestimmung von IX kann ein skalares Nullstellenver
fahren - etwa das Newton-Verfahren - auf die Gleichungen

j(IX) := Ilx",11 - W = 0 bzw. g(IX) = 111'",11 - T = 0

oder i, allg. besser auf die äquivalenten Gleichungen

.. 1 1
f(IX) := - - - = 0 bzw.

Ilx",lt W

angewendet werden. Die Ableitungen lassen sich analog zu (15), (16) leicht be
rechnen.

(ii) Im Fall IlxNll < w ist x N die normkleinste Lösung von (17). Im Fall T < 1I1'NII
hat (18) keine Lösung, und für Ilbll ~ T ist a: = 0 die einzige Lösung. 0

Wir kehren jetzt wieder zur ursprünglichen Fragestellung zurück, die unbekannte,
zu A* gehörende Normallösung x* = (A*)+ b durch die zur gestörten Matrix



11.3. Kontinuierliche Regularisierung 343

A = A * + dA gehörende regularisierte Lösung x; = S",b zu approximieren. Um
den Regularisierungsparameter .x möglichst gut festlegen zu können, benötigen wir
eine Abschätzung von Ilx* - x",11 als Funktion von .x. Zur Ableitung einer solchen
Schranke fügen wir

x: = S:b = [(A *)T A * + .x21]- 1 (A *)T b

als Hilfspunkt ein und schätzen gemäß

ab. Eine Schranke für den ersten Term ergibt sich aus (11), wenn dort A = A*
gesetzt wird. Zur Abschätzung von x: - x", = (S: - S"') b stellen wir S: - S"
für .x > 0 in der Form

M,,(S: - S"') = M",S~ - AT = (ATA + .x21)S: - AT

= -AT(I - AS:) + .x2S:

= -AT(I - AS:) + (A*)T (I - A*S:)

= -AT(A* - A) S: + (A* - A)T (1- A*S:),

also

dar. Anwendung auf b liefert mit r: := b - A *x:
x: - x", = -S",(A* - A) x: + M;l(A* - A)T r:.

Es gelte nun

(19)

(20)

(21)

vgl. (11.2.2). Dann ergibt sich aus (20)

Ilx* - x",11 ~ Ilx* - x:11 + Ilx: - x",11

~ IIx* - x:ll + E[IIS",llllx:11 + IIM;;-lllllr:II],

wegen Ilr:11 ~ Il1'*11 + Ilr: - 1'*11 und der auch für die aus A * berechneten Größen
gültigen Ungleichungen (11) bis (13) also

IIx* - x",11 ~ {.x2 11(A*)+112 + E[IIS",ll + IIM;;-lll (1Ir*II/llx*11 + .x211(A*tl[)]} Ilx*ll·
(22)

Aus (4) folgt nun IIM;!II ~ 1/(\:2. Zur Abschätzung von S'" beachten wir (8), (9) und
erhalten

118",1\ = IIQ",II = max { a : a = ai} ~ 2.- =: y(.x) , (23)
a2 + .x2 2.x

denn die Funktion tp",(a) := a!(a}. + .x2 ) hat für 0 ~ a genau ein Maximum an der
Stelle a = .x, und der maximale Funktionswert ist tp",(.x) = 1!(2.x). Unter Verwendung
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der Abkürzungen p, := Il(A*)+II, e := IIr*II/llx*11 kann dann in (22) weiter gemäß

IIx* - x.11 ~ {""I" + ,[:' + 2~ + I']} Ilx*1! ~: 1/,("') Ilx*11 (24)

abgeschätzt werden. Die Schrankenfunktion 'Y),(rX) hat das in Abb. 11.3.2 skizzierte
Bild.

Abb. 11.3.2. rJe(cx) für e = 0 und e > 0

(25)

Wünschenswert ist daher die Festlegung von rX = rX~Pt, so daß 'Y),(rX) minimal
wird. Wir unterscheiden dazu zwei Fälle:

Fall 1: e =t= 0, d. h. r* = b - A *x* =t= 0 (inkonsistenter Fall)
Um die auf eine Gleichung vierten Grades führende exakte Minimierung zu um
gehen, vernachlässigen wir den gegenüber e/rX2 für rX 0- °kleinen Term 1/(2rX) und
bestimmen rX = rXopt als MinimumsteIle von rX2p,2 + c[elrX2 + p,], was auf

( )
1/4 (114 )_ ee . _ 1/2 1/2 E

rXopt - - mit 'Y),(rXoPt) - e (2p,e ) 1 + 1 1
p,2 4e3 4p,1 2

führt. Durch elementare Überlegungen überzeugt man sich davon, daß die Ordnung
O(eI /2 ) auch bei der Wahl von rX = rX~Pt als exakter MinimumsteIle von 'Y), nicht
verbessert werden kann.

Fall 2: e = 0, d. h. r* = b - A*x* = 0 (konsistenter Fall)
Hier ergibt sich rX als MinimumsteIle von rX2p,2 + c[1/(2rX) + p,] zu

(26)

d. h., es kann eine Fehlerordnung O(e2/3) garantiert werden.

Bei feinerer Abschätzung von S, als durch Y(rX) gemäß (23) läßt sich im Fall 2
sogar die Fehlerordnung O(e) erreichen, sofern das Fehlerniveau e im Sinne von

(27)

genügend klein ist. Wir erinnern daran, daß (27) gerade die für eine korrekte rX-Wahl
bei diskreter Regularisierung mittels SVD geforderte Bedingung (11.2.17) ist. Aus
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(27) folgt nämlich wegen lat - aiJ ~ e, also at - e ~ o, ~ ai + e (i = 1, ... , n)
die Ungleichung

(28)

Die Singulärwerte von A liegen also entweder links von e oder rechts von a~ - e,

d. h., zwischen e und ai - e tritt eine sog. Spektrumslücke auf. Die Schranke (23)
kann dann gemäß

IIS"II ~ max { a : 0 ~ o ~ e und a: - e ~ a} =: YE(iX) ~ Y(iX) = _1_
a2 + iX 2 2<'X

(29)
mit

{

1

,',(iX) = 2iX

max (tp,,(e), tp,,(a:- e)}

für 0 < IX ~ eund a: - E ~ <Y. •

für e < iX < a~ - e

(30)

Abb. 11.3.3. tp"i(e) für !Xl < E

< !X2 < a~ - E < !X3 als
Funktionen von a

verfeinert werden, siehe Abb. 11.3.3. Man kann elementar überprüfen, daß iX2fl2

+ e[yAiX) + fl] für dasjenige iX minimal wird, das im Intervall e < iX < a; - e =: (j

liegt und zu gleichen Randwerten tp,,(e) und qJa(ij) führt. Dies ergibt

(31)

also

I[X* - x"optll ~ {iX~Ptfl2 + e[y,(iXopt) + fl]} Ilx*11 = {e(afl) fl + e[fl + fl]} Ilx*11

~ 3efl Ilx*ll, (32)

man beachte afl = (ai - e)jai ~ 1.
Zusammenfassend erhalten wir das folgende Resultat.

111.3.5. Aussage. Unter der Voraussetzung IlA* - All ~ e kann durch geeignete
Wahl von iX = iXovt > 0 für den Fehler von Xa := S"b gegenüber x* := (A*)+ b



346 11. Rangdefiziente Quadratmittelprobleme

die Schranke

(33)

(34)

mit

{

1/2 für 1'* =f= 0,

fj:= 2/3 für 1'* = 0,

1 für r* = 0 und 2e I[(A*)+11 < 1

garantiert werden, wobei K > 0 und N ~ 0 die durch (25), (26) bzw. (32) gegebe
nen, nur von A * und b abhängenden Zahlenwerte haben.

11.3.6. Bemerkung. (i) Im konsistenten Fall wird bei Gültigkeit von (27) mit cx = CXopt

nach (32) die Genauigkeit

Ilx* - xall/llx*11 ~ 3e Il(A*)+ 11

garantiert. Das ist praktisch die volle erreichbare Genauigkeit, denn nach 8.2.7
muß selbst bei Ranggleichheit von A * und A mit einem Fehler

gerechnet werden.

(ii) Im inkonsistenten Fall wird für beliebiges e eine Genauigkeit O(e1/ 2) garan
tiert. Bei diskreter Regularisierung muß dagegen e im Sinne von (27) klein sein,
allerdings ist die Fehlerordnung dann O(e), vgl. 11.2.3 (ii), Grob gesprochen läßt
sich also für J'* =f= 0 mittels kontinuierlicher Regularisierung höchstens etwa die
Hälfte der gültigen Ziffern erreichen, die mittels diskreter Regularisierung erzielt
werden können.

(iii) Bei Computerrechnung ist A in (21) durch A = Ul;VT - d'AR zu ersetzen,
vgl. (11.2.3). Das Fehlerniveau e kann sich dabei maximal um IId'ARII ~ vF IIAII ver
größern, siehe (11.2.5). Außerdem sind die bei der Berechnung von Xa bzw. 1'a aus
{U, 1:, I', b} auftretenden Rundungsfehler mit zu berücksichtigen. Wir verzichten
auf eine detaillierte, zu 11.2.2 analoge Angabe der Resultate einer solchen Fehler
analyse und bemerken lediglich, daß sie sich qualitativ nicht wesentlich von denen
aus 11.3.5 unterscheiden. Bei Bedarf kann auch ein Fehler b = b* + ob der rechten
Seiten mit berücksichtigt werden.

(iv) Falls cx nicht nach dem bereits beschriebenen heuristischen Vorgehen durch
Beobachtung von Ilxall und Ilrall für verschiedene cx-Werte bzw. durch Vorgabe von
w = Ilx,,11 oder T = 111'all bestimmt wird, können die angegebenen Formeln für CXopt

zur Festlegung von cx verwendet werden. Die in den Formeln auftretenden Gt sind
dann durch die berechneten a; zu ersetzen, wobei r = p(e) durch (11.2.10) fest
gelegt wird; unter der Bedingung (27) ist diese Festlegung korrekt. Für andere
Prinzipien zur Festlegung von cx sei auf B 11.3 verwiesen. D

Als Mittel zur Regularisierung rangdefizienter oder schlecht konditionierter Qua
dratmittelprobleme ist daher die diskrete Regularisierung i. allg. vorzuziehen. Es
gibt jedoch Aufgaben, die aus anderen Gründen die Lösung kontinuierlicher Regu-
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larisierungsaufgaben für einen oder mehrere iX-Werte erfordern, vgl. B 11.3. In
diesem Fall ist es vom Aufwand her zweckmäßig, mit der Bidiagonalform statt mit
der SVD zu arbeiten.

B, Kontinuierliche Regularisierung mittels der Bidiaqonaljorm

Es sei

A ~ U, (~) Vi, BE R'" bidiagonal ,

die nach 11.1.1 berechnete Bidiagonalform von A. Mit den Bezeichnungen IJ := (~)
:= Dib und g:= Vi~ läßt sich dann (1) in der Form' fJ

IIb - A"'112 + ,,2 11"'11' = 11 ( ~) _ (~) 6\\' + "'11611'

= IIß - Bgl12 + iX211; 112+ llßII2 (36)

schreiben, so daß sich die Berechnung von X a = Vlga auf die von ga als Lösung von

IIß - B611' + "'11611' ~ 11 (~) - (~) gll' -+ Minimum! (37)

reduziert. Zur Lösung von (37) beachten wir, daß der Block iXI von links nach
rechts durch Multiplikation mit /""'ooJ 2n Givens-Drehungen bei Erhalt der Bidiagonal
form von B annulliert werden kann; für n = 4 ist der erste Hauptschritt durch
das folgende Muster gegeben:

x X ~ ~ r x X

X X X X X X

X X X X X X

X
G l 5

X
G SG

X
---'?- ---'?-

X 0 I~ 0 0

X X ~
X X X

xJ X X

Wie üblich sind dabei die neu zu berechnenden Elemente eingerahmt worden. Mit
dieser Technik ergibt sich das nachstehend beschriebene Verfahren.

11.3.7. Lösung von Ax '"'-' b mittels kontinuierlicher Regularisierung der Bidiagonal

form.
S 1 (Festlegung der regulariaiercen Bidiagonalform):

S 1.1: Berechne Bidiagonalform (35) von A nach 11.1.1

S 1.2: Wähle Regularisierungsniveau iX > 0



348 11. Rangdefiziente Quadratmittelprobleme

S2 (Berechnung der zu b gehörenden Größen X a, 1'a = b - Ax.l und deren Normen

nx, = Ilxall, nr, = IIralD:
S2.1: Berechne

S2.2: Bestimme QT:= G n ... G2GI mit

(i = 1, ... , n - 1),

als Produkt von 2n - 1 Givens-Drehungen so, daß

mit einer Bidiagonalmatrix li gilt.

82.3: Berechne ( ~) :~ QT (:), bestimme 60 als Lösung des Bidiagonalsystems

liga = y, setze nx; := Iigall und x, := VIga

82.4: Berechne (:) := Q(;), setze p, :~ (~), nr; :~ 11{'01l, r o :~ U,{'o

11.3.8. Bemerkungen. (i) Die Matrizen UI , VI können in Produktform auf dem Platz
von A gespeichert werden, vgl. 11.1. Das Problem der effektiven Berechnung und
Darstellung der in der SVD vorkommenden Faktoren V, V wird daher umgangen.
Für m ~ n ist der Aufwand zur Berechnung von {UI , B, VI} etwa 1""0..1 mn2 , entspricht
also dem einer QR-Faktorisierung von A. Die Berechnung von x; bzw. Ta aus
{VI' B, VI' (J = Vib} erfordert v-, K In 2 bzw. 1""0..1 K 2mn Operationen, die Berechnung
allein von IIxall und Ilrall sogar nur 1""0..1 K 3n Operationen.

(ii) Statt der Bidiagonalform könnte auch die QR-Faktorisierung von A mit
Spaltenvertauschungen verwendet werden, siehe Ü 11.3.3. Der Faktorisierungs
aufwand ist für m ~ n etwa derselbe wie in 11.3.7, allerdings erfordert die Berech
nung von x; bzw. Ta aus {Q, R, P, c = QTb} dann e-, K 4n

3 bzw. 1""0..1 K 5mn
2 Operatio

nen, so daß diese Version teurer als 11.3.7 ist.

(iii) Bei Berechnung von x; aus den regularisierten Normalgleichungen (3) ist für
jedes IX eine erneute Cholesky-Faktorisierung von jl1" mit 1""0..1 n 3J6 opms erforderlich.

(iv) In verschiedenen Anwendungen ist es zweckmäßig, statt (1) das gewichtete
regularisierte Problem

Ilb - Axll' + ",' lIDxII' = 11 ( :) - (~) xii' -+ )linimum! (38)

zu verwenden, wobei D E Rn,n eine reguläre Gewichtsmatrix bezeichnet. Für den
praktisch wichtigen Sonderfall D = diag (di ), di > 0, lassen sich 11.3.1 und 11.3.7
fast wörtlich übertragen; für allgemeinere Wichtung siehe Ü 11.3.4, 0
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Übungsaufgaben

Ü 11.3.1. Man zeige, daß für jedes X = x" + h die Identität

gilt, und folgere hieraus, daß x" mit Ilx,,11 = t» die einzige Lösung von (17) ist.

Hinweis: Es gilt Ilxll ~ Ilx,,11 genau dann, wenn 2hTx " + IIhl12 ~ 0 ist.

e 11.3.2. Man zeige, daß sich aus (19) die Abschätzung

II(A*)+ - 8,,11 ~ {IX2,u2 + E [~2 + 2
1
IX + p]} li(A*)+il ,

"._ 11/- (A*) (A*)+!I < ~
e·- II(A*)+II = P

ergibt, und folgere hieraus die Existenz eines IX = IXopt mit

(39)

(40)

(41)

Man vergleiche die Schranke (41) mit der bei diskreter Regularisierung unter der Voraus
setzung (27) erreichbaren Genauigkeit, siehe 11.2.3 (ii).

Ü 11.3.3. Man überlege sich, daß x"' 1'" unter Verwendung der QR-Faktorisierung mit Spalten
vertauschungen wie folgt berechnet werden können:

8 1: Berechne Faktorisierung APT = QR = Q (~) analog zu l1.2.B:

8 2.1: Berechne

C : = (~ ) := QTb.

Dann gilt Ilb - AXl12+ IX211xl12= Ilc - RYI12+ IX21lYI12 + IIcl12mit Y:= Px.
82.2: Bestimme QT := GI ... G n- 1Gn mit

(i = n, ... , 1)

als Produkt von n(n + 1)/2 Givens-Drehungen so, daß

QT (~) = (~)
mit einer oberen Dreiecksmatrix ii gilt. Berechne (~ ) ,~ QT (: ). Dann gilt

Ilc - RYl1 2 + IX2IIY!12= Ili - RYI12+ 11/1[2.

82.3: Berechne Y als Lösung des Dreieckssystems Ry = i. setze x" := PT y .
8 2.4: Berechne

Dann gilt d = c - Ry = QT(b - Ax,,). Bestimme m'" := Ildll und T" := Qd.

Ü 11.3.4. Es sei W E Rn,n eine symmetrische und positiv definite Gewichtsmatrix. Man führe
das gewichtete regularisierte Problem

(42)
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unter Verwendung der Cholesky-Faktorisierung W = LLT von lV auf das ungewichtete
Problem

!Ib - ALYI12 + a 2 IIYI12
---?- Minimum!

mit X = Ly zurück.

Bemerkungen zum Kapitel 11

(43)

B 11.1. Das Bidiagonalisierungsverfahren 11.1.1 geht auf GOLUB/KAHAN [65], das darauf auf
bauende Verfahren 11.1.3 zur Berechnung der SVD auf GOLUB/REINSCH [71] zurück; vgI.
auch GOLUB/KAHAN [68]. Zur Implementierung sei auf DONGARRA et aI. [79] verwiesen. Die
für m~ n nur halb so teure Version aus Ü 11.1.1 wird bei LAwsoN/HANsoN [74] erwähnt;
ein FORTRAN-Programm hat CHAN [82] angegeben.

B 11.2. Die hier "diskrete Regularisierung der SVD" genannte Regularisierungstechnik wird
bei GOLUB/REINSCH [70] beschrieben. Algorithmus 11.2.4 zur diskreten Regularisierung der
QR-Faktorisierung ist LAWSON/HANSON [74] entlehnt, wo auch detaillierte Hinweise zur
Implementierung zu finden sind. Eine inkorrekte Formel für die Berechnung des Residuums
- Formel (14.7) in LAWSON/HANSON - wurde dabei korrigiert. Die Abschätzung (11.2.48)
geht auf FADDEEVet aI. [681 zurück, ein Beweis kann bei LAWSON/HANSON nachgelesen werden.
Die Beispiele aus Ü 11.2.2 stammen von KAHAN [66], siehe wieder LAWSON/HANSON.

B 11.3. Die Idee der kontinuierlichen Regularisierung geht u. a. auf LEVENBERG [44] und
TYHONOV [63] zurück; ausführliche Darstellungen und weiterführende Literaturhinweise
geben LAWSON/HANSON [741, TYHONOV/ARSENIN [79], TYHONOV et aI. [83] und HOFMANN
[86]. Bei der Lösung nichtlinearer Quadratmittelprobleme mittels sog. regularisierter Gauß
Newton-Verfahren - häufig auch nach MARQuARDT benannt - wird entweder a oder t» .

gemäß 11.3.3 (i) vorgegeben. Im letzten Fall spricht man vom sog. "trust region approach".
Die Steuerung von a durch Ilr,,11 über Defektprinzipien ist von Moaozov [66, 73, 74/84] u. a.
untersucht worden. Andere, auf dem Prinzip der "cross validation" beruhende Varianten
sind bei GOLUB/HEATH/WAHBA [79] und FRIEDRICH/HoFMANN/TAUTENHAHN [79J zu finden.
In der statistischen Literatur ist die kontinuierliche Regularisierung unter dem Namen
"ridge regression" bekannt, und a heißt "ridge parameter". Die Identität (1-1.3.19), die daraus
folgende Abschätzung und die Abschätzung (11.3.33) mit () = 1/2 bzw. () = 2/3 im Fall
r* = 0 bzw. r* =l= 0 gehen auf VOEVODIN [69, 79] zurück, vgI. auch VOEVODIN/KuZNECOY
[84, § 26]. Die unter der Voraussetzung (27) gültige feinere Abschätzung mit Ye(a) nach (30)

. und die daraus für r* = 0 folgende Abschätzung (33) mit () = 1 hat KIEI.BASINSKI [76, unver
öffentlichtes Manuskript] angegeben. Auf die Nützlichkeit der Bidiagonalform zur Berechnung
von x" ist von VOEVODIN [69] hingewiesen worden, allerdings wird dort das bidiagonale Pro
blem durch Übergang zu den tridiagonalen Normalgleichungen gelöst.

12. Zusammenfassung zum Teil 111

Das Vorgehen bei der Lösung linearer Quadratmittelprobleme Ax r-..- b hängt wesent
lich davon ab, ob die Matrix A E Rm.n Vollrang n hat oder ob A möglicherweise
rangdefizient ist, also r = rang (A) < n gilt.

Im gutartigen Vollrangfall mit nicht zu großem IIA+II = ljO'n(A) sind Orthogonali
sierungsverfahren die heute bevorzugte Methode, wobei die Householder-Faktori
sierung am weitesten verbreitet und am besten durch Software ho her Qualität
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verfügbar gemacht ist. Vom Aufwand und dem Stabilitätsverhalten vergleichbar
ist die modifizierte Gram-Schmidt-Orthogonalisierung. Sie sollte verwendet werden,
wenn eine orthonormale Basis von 3l(A) explizit benötigt wird; andernfalls hat die
Householder-Faktorisierung leichte Vorteile. Aufwandsmäßig liegt auch die QR
Faktorisierung mittels impliziter Givens-Drehungen in derselben Größenordnung.
Die Fehlerkumulationskonstanten sind jedoch deutlich kleiner als bei Verwendung
von Householder-Spiegelungen. Implizite wie auch die doppelt so teuren expliziten
Givens-Drehungen erlauben außerdem auf Grund ihrer flexibleren Einsatzmöglich
keiten die Ausnutzung spezieller Strukturen der Matrix A, was etwa bei der Auf
datierung von QR- und LLT-Faktorisierungen, der Diagonalisierung von Bidiagonal
matrizen und der QR-Faktorisierung schwachbesetzter Matrizen zum Tragen
kommt. Leider ist zur Zeit keine Software auf der Grundlage impliziter Givens
Drehungen allgemein verfügbar, ein Zustand, der sich möglicherweise bis ZUlU Er
scheinen dieses Buches geändert hat.

Die im Fall m?> n nur halb so aufwendigen Normalgleichungsverfahren haben
gegenüber den Orthogonalisierungsverfahren den Nachteil, daß die Klasse der damit
behandelbaren Probleme bei gleicher Computergenauigkeit wesentlich kleiner ist
und daß speziell im Fall von fast konsistenten Systemen mit kleinem Residuum
r = b - Ax ein größerer Genauigkeitsverlust eintritt. Der zweite Nachteil läßt
sich durch iterative Verbesserung oder durch Aufstellung und Lösung der Normal
gleichungen in höherer Genauigkeit beheben. Für nicht zu schlecht konditionierte
Aufgaben mit nicht zu kleinen Residuen sind die Normalgleichungsverfahren daher
eine Alternative zu den Orthogonalisierungsverfahren; wegen ihres geringen Auf
wands sind sie besonders für Klein- und Kleinstrechner attraktiv.

Grundsätzlich anders ist die Situation bei rangdefizienten Problemen mit nicht zu
großem lIA+ I1 = 1jO"r(A), die sich von Vollrangproblemen mit einer Singulärwert
verteilung gemäß

vom numerischen Standpunkt nicht unterscheiden. Die Inkorrektheit dieser Auf
gaben - s-Störuugen können sich wie 1fE in der Normallösung und der Pseudo
inversen auswirken - macht die Anwendung von Regularirierungstechniken er
forderlich. Wesentlicher Bestandteil der diskreten Regularisierungsverfahren ist
eine numerische Rangbestimmung, die zuverlässig nur mittels der numerisch be
rechneten Singulärwertzerlegung möglich ist, und zwar nur dann, wenn das Fehler
niveau E bekannt ist und deutlich unter O"r(A) liegt. In ähnlicher Weise lassen sieh
QR-Faktorisierungen mit Spaltenvertauschungen bzw. LLLFaktorisierungen der
Normalgleichungsmatrix mit Zeilen- und Spaltenvertauschungen zur Rangbestim
mung und diskreten Regularisierung verwenden, allerdings erhöht sich dabei das
Risiko einer falschen Rangfestlegung u. U. wesentlich. Eine alternative Regulari
sierungsmöglichkeit bilden die kontinuierlichen Regularisierungsverfahren. In
bei den Verfahrensklassen ist vielfach ein interaktives Vorgehen angebracht, bei dem
der Wert des Regularisierungsparameters cx (bzw. direkt der Pseudorang p = p(cx))
in Abhängigkeit von Kenngrößen wie Ilx<)11 und Ilr<)11 der regularisierten Lösung vom
Bearbeiter festgelegt wird.
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Das in der Statistik häufig erforderliche sequentielle Ändern des Problems durch
Ändern/Streichen/Hinzufügen von Spalten/Zeilen läßt sich mittels geeigneter Auf
datierungstechniken ökonomisch realisieren, und zwar sowohl bei den verschiedenen
QR-Faktorisierungen als auch bei der LLT-Faktorisierung der Matrix der Normal
gleichungen.

Probleme mit extrem unterschiedlichen Zeilenskalierungen - sog. steife Pro
bleme - erfordern besondere Techniken bzw. Zusatzmaßnahmen, da eine Umskalie
rung wegen des festgelegten statistischen Hintergrundes i. allg. nicht möglich ist.
Spaltenskalierungen verändern das Residuum nicht und sind zulässig. Falls nur
Darstellungsfehler vorliegen, sollten die Normen der Spalten in derselben Größen
ordnung liegen.

Auf Quadratmittelprobleme hoher Dimension mit schwach besetzten Koeffi
zientenmatrizen konnte im Rahmen dieser Einführung nicht eingegangen werden.
Bewährt haben sich hier QR-Faktorisierungen mittels Givens-Drehungen, aber auch
iterative Verfahren für die Normalgleichungen. Wir verweisen auf die Übersichts
artikel von BJÖRCK [76], DUFF/REID [76], GEORGE/HEATH/PLEMMoNs [81], GEORGE/
HEATH/NG [83] und HEATH [83] und die darin zitierte Literatur.

Auf die Erzeugung von Testmatrizen mit vorgegebenen Eigenschaften wie Kon
dition und Rang geht ZIELKE [85] in einer umfangreichen Arbeit ein.



IV. Eigenwertprobleme

13. Das spezielle symmetrische Eigenwertproblem

Es sei Sn,n := {A E Rn.n: A = AT} die Menge der symmetrischen (n, n)-Matrizen.
Das spezielle symmetrische Eigenwertproblem lautet dann:

Für eine gegebene Matrix A E Sn.n sind die Eigenwerte )'j = Aj[A], d. h. die
Zahlen Aj, für die

Aui = AjUi mit ui =F 0

gilt, und gegebenenfalls die zugehörigen Eigenvektoren u i zu berechnen.
Je nach Herkunft der Aufgabe treten dabei spezifische Forderungen auf wie

Berechnung des vollen Eigensystems, d. h. aller Eigenwerte und Eigenvektoren

nur Berechnung aller Eigenwerte

nur Berechnung gewisser Eigenwerte und gegebenenfalls zugehöriger Eigenvekto
ren, etwa Berechnung der l kleinsten oder größten Eigenwerte oder Berechnung
der Eigenwerte aus einem vorgegebenen Intervall [a, b],

vgl. auch 2.1.C 1. Das spezielle Eigenwertproblem tritt in den Anwendungen so oft
auf, daß es zweckmäßig ist, für jede der o. g. spezifischen Aufgaben - und manche
andere - spezielle Algorithmen zu entwickeln. Derzeit genutzte Programmpakete
enthalten deshalb eine Menge von Basisprozeduren, die sich in flexibler Weise zur
Behandlung verschiedener spezifischer Aufgaben einsetzen lassen.

Eine wesentliche Erfahrung des numerischen Rechnens, die sich auch theoretisch
begründen läßt, soll schon hier erwähnt werden: Die Eigenwerte {Aj} von A = (aij) E Sn.n
sollen i. allg. niemals als Nullstellen des charakteristischen Polynoms p(A) = det(A - Al)

Tl

= I.: Ck}·k = 0 unter Verwendung der numerisch berechneten oder auch exakt bekannten
k=O

Koeffizienten {Ck} bestimmt werden. Der Berechnungsweg

{aij} --+ {cd --+ {Ad

ist i. allq. instabil, häufig sogar in katastrophaler Weise. Der Weg über das charak
teristische Polynom scheidet daher 1. allg. aus, und zwar auch für n = 2, siehe
Ü 13.1.1.

23 Schwetlick, Numerische Algebra
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Wir bemerken abschließend, daß das spezielle symmetrische Eigenwertproblem
wesentlich günstigere Eigenschaften im Hinblick auf Anzahl der benötigten arith
metischen Operationen, Speicherplatzanforderungen und erreichbare Genauigkeit
aufweist als das spezielle Eigenwertproblem nichtsymmetrischer Matrizen.

13.1. Grundlegende Eigenschaften, Störungstheorie, Residualkriterien

A. Allgemeine Eigenschaften

Die Eigenschaften des durch die Matrix A E Rn.n bzw. A E Sn,n definierten speziellen
Eigenwertproblems sind bereits im Abschnitt 1.2 zusammengestellt worden. Wir
erinnern daran, daß sich der Fall einer symmetrischen Matrix A von dem einer nicht
symmetrischen im wesentlichen dadurch unterscheidet, daß

alle Eigenwerte reell sind

eine orthonormale Basis von Eigenvektoren existiert

die Anzahl der positiven, negativen und verschwindenden Eigenwerte invariant
unter Kongruenztransformationen ist.

In diesem Abschnitt seien die entsprechend ihrer Vielfachheit gezählten Eigen
werte p. j } von A gemäß

(1)

geordnet, und {u l , .•• , u n} sei ein zugehöriges orthonormales System von Eigen
vektoren, d. h., es gelte

Wenn

mit
für i = j,

für i =f: j
(i,j=l, ...,n). (2)

U := (ul, ... , u n) und A:= diag (Al, •.. , An)

gesetzt wird, läßt sich (2) in der Gestalt

AU=UA mit UTU=I

schreiben, d. h., U ist orthogonal, und es gilt

U-IAU = UTAU = A.

(3)

(4)

Die Matrix A wird also durch Ähnlichkeitstransformation mit der orthogonalen
Matrix U auf Diagonalform A gebracht, und diese Transformation ist gleichzeitig
eine Kongruenztransformation, vgl. 1.2.4 und 1.2.13. Wenn A mittels einer ortho
gonalen Matrix Q E Rn,n gemäß

Ä = QTAQ (5)
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ähnlich in Ä E Sn.n transformiert wird, ändern sich die Eigenwerte nicht, d. h., Ä hat
auch die Eigenwerte {Aj}, und die Spalten der orthogonalen Matrix

bilden ein orthonormales System zugehöriger Eigenvektoren. Ist umgekehrt ein
Eigenpaar {A, il} von Ä bekannt, so erhält man durch die Rücktransformation

u = Qil (6)

ein Eigenpaar V" u} von A, siehe 1.2.1.
Wir werden speziell gewählte Ähnlichkeitstransformationen (5) benutzen, um

das durch A definierte Ausgangsproblem in das Eigenwertproblem einer Matrix Ä
mit einfacherer Gestalt zu transformieren.

Eine weitere, praktisch wie theoretisch nützliche Transformation stellt die sog.
Spektralverschiebung oder kurz Verschiebung (engl. "shift", russ. "C)l;BlIr")

Ä = A - pI (7)

um pER dar. Offensichtlich ist {A, u} Eigenpaar von A genau dann, wenn {~, u} mit

(8)

Eigenpaar von Ä ist. Durch (7) werden also die Eigenvektoren nicht verändert,
während die Eigenwerte um das durch den reellen Verschiebungsparameter p
charakterisierte Stück auf der reellen Achse verschoben werden.

B. Störungstheorie

Wir betrachten jetzt neben der Matrix A E Sn.n mit den Eigenpaaren V. j , u i } gemäß
(2) noch die gestörte Matrix

A + dA mit dA E Sn.n,

und es sei tu, u} ein beliebiges Eigenpaar von A + dA mit lIull = 1, d. h., es gelte

(A + dA) u = uu , Ilull = 1. (9)

Als Norm verwenden wir stets die Euklidische Vektornorm bzw. die Spektralnorm,
sofern nichts Gegenteiliges explizit gesagt wird.

Wenn u gemäß

n

U = Uz = I: ZjU i mit Ilzll = 1
j=l

(10)

als Linearkombination der Eigenvektoren von A ausgedrückt wird, geht (9) nach
Multiplikation mit UT von links in

UT(A + dA) Uz = pz mit Ilzll = 1

23*
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über, woraus wegen (4) und der Orthogonalität von U

y:= (ftl- A) z = UTdAUz,

also

IIYII ~ IldAllllzl1 = lidAll
folgt. Nun gilt

( 11)

(12)

n n

IIYI12 = .L (ft - Aj)2 zj ~ {m.in 1ft - Ajl}2 ~ zj = {m!n 1ft - Ajl}2,
J=l J J=l J

so daß sich aus (12) sofort der folgende Satz ergibt:

1
13.1.1. Bauer-Fike-Theorem. Es gelte A, dA E s->, es seien {J'I' ... , }'n} die Eigen
werte von A, und Jl sei irgendein Eigenwert von A + dA. Dann gilt

min 1ft - Ajl ~ lidAll·
j~l, .... n

Eine genauere Analyse zeigt, daß auch die folgende schärfere Aussage gültig ist:

13.1.2. Satz. Es gelte A, dA E Sn.n. Es seien {Aj} die gemäß

)'1 ~ A2 ~ ... ~ ;'n

geordneten Eigenwerte von A, und {ftj} seien die analog gemäß

ftl ~ Jl2 ~ ... ~ Jln

geordneten Eigenwerte von A + (JA. Dann gilt

(j = 1, ... , n).

Unter Verwendung der Frobeniusnorm kann schließlich die folgende simultane
Abschätzung bewiesen werden:

1
13.1.3. Wielandt-Holfman-Theorem. Unter den Voraussetzungen von 13.1.2 gilt

/ nVj~ (Jlj - }.j)2 ~ IldAIIF'

Die letzten beiden Sätze besagen: Die Eigenwerte symmetrischer Matrizen sind
lipschitzstetige Funktionen der Matrix, und die Lipschitzlconetante hat in den angege
benen Normen den Wert 1. Das symmetrische Eigenwertproblem ist in. diesem. Sinne
also extrem gut konditioniert.

Um zu einer besseren Einsicht in die individuelle Empfindlichkeit der einzelnen
Eigenwerte und Eigenvektoren zu gelangen, betrachten wir wieder ein Eigenpaar
{ft, u} von A + dA, das der Beziehung (9) genügt. Aus (10) folgt dann

z = (zd = UTu mit Zi = UiTU = cos (<}: (ui, u)).

Mit Y = (yd gemäß (11) ergibt sich ferner

(13)

(i = 1, ... , n). (14)
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Es sei jetzt j ein Index mit Zj =f: 0, d. h., u sei nicht orthogonal zu ui, Aus (14) folgt
dann

Im Fall /-l =f: Ai läßt sich abschätzen, wie u und u t von der Orthogonalität abweichen,
denn (13) und (14) ziehen dann

Icos (<9: (u i , u)) 1= IZil = luiTdAul/l/-l - Ail ~ IldAull/l/-l - Ail

nach sich. Ist für festes j sogar Y j = min {I/-l - AiI: i =f: j} > 0, so ergibt sich mit
(10), (14) und (11)

[sin (<9: (u i , U))]2 = 1 _ z~ = }; zr =}; IYil
2 ~ IIYl12 = IIdAul1

2
] ., .. 111. A 12 y 2 y 2

• tote] t±] r: - i j j

als Abschätzung für den Winkel zwischen u und ui,
Zusammenfassend erhalten wir das folgende Ergebnis:

13.1.4. Aussage. Es gelte A, dA E Sn.n, und es sei {Ai, u i } ein orthonormales Eigen
system von A. Dann gilt für jedes Eigenpaar {/-l, u} von A + dA mit Ilull = 1

(i) im Fall uiTu =f: 0

I -)..1 ~ IldAul1 ~ lidAll
/-l 1 - IuiTu I - luiTul'

(ii) im Fall /-l =f: Ai

Icos (<9: (u i , u)) I ~ IldAul1 ~ IldA·11 ,
l/-l-Ail If-l- Ail

(iii) im Fall Yj := min {I/-l - Ail: i =f: j} > 0

sin (<9: (ui, u)) ~ IldAul1 ~ lidAll.
r, Yj

(16)

(17)

13.1.5. Bemerkung. (i) Mit dem i. allg. nicht normierten Vektor v := UIUiTu = ulz;
läßt sich (15) äquivalent als

l/-l - Ajl ~ IldAvii ~ IldAllllvl1

schreiben. Dabei gilt im Fall Zj > 0

v = ui + dui mit u i 1- dui ,

also

(18)

Ilduill = Ilvll sin (<9: (u i , u)), (19)

vgl. Abb. 13.1.1; im Fall Zj < 0 ersetze man u'i durch -ui •

(ii) Es seien jetzt {/-lj} die gemäß 13.1.2 geordneten Eigenwerte von A + dA, und
{vi} sei ein zugehöriges orthonormales System von Eigenvektoren. Wenn {/-l, u}
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Abb. 13.1.1. Eigenvektoren ui, u und V

= {{ti' Vi} gesetzt wird, besagt Aussage (ii): Falls {ti genügend von Ai getrennt und
d'A genügend klein ist, sind die zugehörigen Eigenvektoren vi von A + d'A und
u i von A fast orthogonal. Da nach 13.1.2

gilt, ist {t = {ti genügend von Ai getrennt, wenn Ai genügend von Ai getrennt und dA
genügend klein ist.

Dagegen besagt Aussage (iii): Falls {ti genügend von allen }'i (i =F j) getrennt und
d'A genügend klein ist, weichen die Richtungen von 't,i und u i nur wenig voneinander
ab. Da aus (20)

(21)

folgt, ist letzteres sicher der Fall, wenn Ai von allen übrigen Eigenwerten Ai genügend
getrennt und d'A genügend klein ist, also eine genügend große Spektrumslücke um ;'i
vorliegt.

(iii) Wenn gewisse Eigenwerte Ai (i =F j) im Sinne von /)'i - Ai! = O(IId'AII) patho
logisch dicht zu )'i benachbart sind, gilt l{ti - Ail = O(IId'AII) und somit Yi = O(IId'AII),
so daß (16) und (17) i. allg. keine brauchbaren Schranken liefern. Daß dies ohne Vor
liegen einer genügend großen Spektrumslücke auch nicht erwartet werden kann,
zeigt das Beispiel aus Ü 2.1.9. Ist ein solcher "Haufen" benachbarter Eigenwerte
jedoch ausreichend von den restlichen Eigenwerten getrennt, so lassen sich analoge
Schranken für den geeignet zu definierenden Winkel zwischen den Räumen, die durch
die entsprechenden Eigenvektoren ui bzw. vi aufgespannt werden, angeben.

(iv) In gewissen wichtigen Fällen, auf die wir im folgenden eingehen werden, gilt
1[d'Aull ~ IloAllllul1 = 1[d'All. Die Schranken mit IId'Aull sind dann wesentlich besser
als diejenigen, die durch die Vergröberung IId'A ull ~ IId'AII aus diesen entstehen.
Wegen der Symmetrie von d'A und der Gültigkeit von luiTd'Aul = 1(d'Aui)T u!
~ 1[d'A uill kann überdies der Term II{fAull in (15) und (16) durch IId'Auill bzw. IId'A uill
ersetzt werden. 0

Zur Anwendung der Störungsabschätzungen betrachten wir eine Matrix A * E Sn.",
die durch ihre Computerdarstellung A E ffi"'" , ....4 = AT, repräsentiert wird. Dann
gilt

IloADl1 = IIA* - All ~ 11y; IIA*II,
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siehe 2.3.15, so daß aus 13.1.2 die Abschätzung

1}.7 - }'jl ~ v]l;; IlA*11 = v]l~ max {IAil: i = 1, ... , n} (22)

folgt. Durch (22) ist das optimale Fehlerniveau von }'j gegeben.
Es seien jetzt {Pj} die nach einem numerisch gutartigen Verfahren aus A berech

neten Eigenwertnäherungen, d. h., die {Pj} sind die exakten Eigenwerte einer ge
störten Matrix A + tfA, tfA E Sfl.fl, wobei

IltfA11 ~ vF IIAII

gilt. Dann liefert 13.1.2 für lJAj := pj - }.j die zu (22) analoge Schranke

IlJ}'jl ~ IltfAlj ~ vF max {I}'il: i = 1, ... , n},

und für den relativen Fehler gilt

IbI.j I F max {IAil: i = 1, ... , n}
-- S;:::V •
I}'jl --- IAjl

(23)

(24)

Die Schranke (24) garantiert nur für die betragsgroßen Eigenwerte Aj einen kleinen
relativen Fehler, während die betragskleinen Pj durchaus stark von den zugehörigen
exakten }.j abweichen können. Die Forderung, auch die betragskleinen Eigenwerte
von A mit hoher relativer Genauigkeit zu berechnen, ist deshalb i. allg. unrealistisch
und nur schwer bzw. überhaupt nicht zu erfüllen. Wenn jedoch A eine spezielle Struktur
hat und die Störung tfA dieser Struktur angepaßt ist, liefern die individuellen Ab
schätzungen aus 13.1.4 auch kleine Schranken für den relativen Fehler der betrags
kleinen Eigenwerte. Beispiele solcher Matrizen sind die sog. gestuften (engl. "graded")
Matrizen, bei denen die Beträge der Elemente von links oben nach rechts unten ab
nehmen. Zur Illustration betrachten wir das folgende Zahlenbeispiel.

13.1.6. Beispiel. Gegeben sei die gestufte Matrix

(

10 000 100 1) Ä1 = 0.9899 ( 0.000001)
A = 100 100 1 mit Ä2 = 99.0 und u 1 = -0.010100 .

1 1 1 !IA!I = ).3 = 10001 0.999950

Für v:= 10-6 , F:= 10 und eine im Sinne von (23) kleine Störung ist II<fAII ~ 10-1 , und (24)
führt auf

(25)

d. h., der kleinste Eigenwert )'1 kann bis zu 10% gestört werden. Wenn jedoch die Störung d'A
in zu A analoger Weise gestuft ist, d. h., wenn

Id'Ai ~ vF lAI = 10-5 lAI (26)

gilt, ist wieder lidAll ~ 10-511AII ~ 10-1 , aber

!<lA"'1 ~ 10-' IA! !..'I "" 10-' G)'
Aus (17) ergibt sich mit Yl ~ 98 zunächst s := sin (.q: (ut, u)) ~ 0.1 /98 ~ 1 X 10-3 , wobei u
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den zu ft = Ä1 + oÄ1 gehörenden normierten Eigenvektor von A + oA bezeichnet. Dies führt
auf

lulTui = Icos (-t (ut, u))1 = Vl - 8 2 ~ 1 - 5 X 10-7

und weiter mit (15) unter Beachtung von 13.1.5(iv) auf

(27)

also eine wesentlich bessere Schranke als (25). Man beachte, daß hier

IIoAu111~ 3 x 10-5~ 10-1 ~ IIoAllllu111 = IloA11

gilt. Ebenso kann die oben benutzte Schranke für 8 verbessert werden: Aus (19) folgt IIou111

= Vl + IIou1112
8, also

IIou111 = 8!Vl - 8 2 ~ 1 X 10-3/(1 - 5 X 10-7) ~ 1 X 10-3

und mit (18) - vgl. auch Abb, 13.1.1 -

IloAul1 = !ulTullloAvll ~ IloAvl1 ~ IloAu1!1 + IIoAlllld'u111~ 3 X 10-5 + 1 X 10-4

= 1.3 X 10-4 •

Nach (17) ergibt sich daraus die verbesserte Schranke

8 ~ IloAull/Yl ~ 1.3 X 10-6
•

Durch wiederholte Anwendung dieses Prinzips erhält man schließlich 8 ~ 3.1 X 10-7 und
IIou111~ 1.3 X 10-7, d. h., u und u1 weichen nur sehr wenig voneinander ab. 0

Das Beispiel zeigt, daß für die Berechnung der betragskleinen Eigenwerte gestufter
Matrizen solche numerisch gutartigen Algorithmen verwendet werden sollten, bei
denen die den erzeugten Rundungsfehlern äquivalente Störung dA in zu A analoger
Weise gestuft ist.

c. Residualkriterien

Wie bei linearen Gleichungssystemen und Quadratmittelproblemen können auch
bei Eigenwertaufgaben geeignete Residuen zur Kontrolle und gegebenenfalls Ver
besserung der Genauigkeit verwendet werden. Wir beginnen mit der folgenden Aus
sage:

13.1.7. Aussage. Es sei A E Sn,n, fl E R, U E Rn mit Ilull = 1. Dann sind die folgen
den Aussagen äquivalent:
(i) Es existiert ein dA E Sn,n mit

(A + dA) u = flu und l[dAII ~ E.

(ii) Es gilt

Ilrli ~ E mit r:= Au - uu:

(28)

(29)

Der Vektor r = (A - fll) u heißt Residuum des Paares {fl, u} in bezug auf das
Eigenwertproblem der Matrix A.
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Beweis. Aus (28) folgt r = -oAu, also 111'11 ~ IloA11 ~ e. Gelte umgekehrt (29), d. h., es
sei 'YJ:= 111'11 ~ e. Dann gibt es eine Matrix H E sn,n mit IIHII = 1 und r = 'YJHu, etwa H:= I
im Fall 'YJ = 0 oder im Fall 'YJ > 0 die Spiegelungsmatrix, die u in r/'YJ abbildet, siehe Ü 3.3.2.
Dies zieht Au - pu = 'YJHu, also (28) mit oA:= -'YJH, IloA·11 = 'YJ ~ e nach sich. D

Aus 13.1.7 folgt insbesondere, daß tu, u} genau dann ein Eigenpaar der im Sinne von

lidAll ~ vF HAll
zu A benachbarten Matrix A + dA ist, wenn

Ilrll = IIAu - ,uull ~ -F IIAII

gilt, d. h., wenn das relative Residuum Ilr11/1iA11 durch vF beschränkt ist.
Da verschiedene Algorithmen nur Näherungen für Eigenwerte, andere nur Nähe-

rungen für Eigenvektoren liefern, entstehen sofort die Fragen:

Wie soll ,u bei gegebener Eigenvektornäherung u gewählt werden, damit {,u, u} .
ein möglichst gutes Eigenpaar darstellt?
Wie soll u bei gegebener Eigenwertnäherung ,u gewählt werden, damit {,u, u} ein
möglichst gutes Eigenpaar ist?

Entsprechend 13.1.7 soll dabei die Güte von {,u, u} durch die Norm des Residuums r
charakterisiert werden.

Wir untersuchen im folgenden das erste Problem.

13.1.8. A ussaqe. Es seien A E Sn.n und u E Rn mit Ilull = 1 gegeben. Dann gilt:

(i) Das Quadratmittelproblem

IIAu - ,uull --? Minimum!
I4ER

hat die eindeutige Lösung

,u = uTAu =: e·

(30)

(31)

Das zugehörige kürzeste Residuum r := Au - ou ist zu u orthogonal, d. h.,
es gilt

uTr = o. (32)

(ii) Das Paar {e, u} ist Eigenpaar einer Matrix A + dA, wobei dA E Sn.n ist mit
lIdAll ~lIrll·

(iii) Es gibt ein Eigenpaar {Aj, u i } von A mit

le - Ajl = min {Ie - Ail: i = 1, ... , n} ~ Ilrll.

Im Fall Yj := min {Ie - }'il: i =F j} > 0 gilt

sin (<}: (u, u i )) ~ Ilr/I/Yj

und

(33)

(34)

(35)
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Beweis. Die Normalgleichungen zu (30) lauten U TUf1 = uTAu, woraus sofort (31) und
(32) folgen, vgl. 8.1.6. Die Aussage (ii) ergibt sich aus 13.1.7 und impliziert (33) nach 13.1.1,
während sich (34) aus 13.1.4 ergibt. Es bleibt der Nachweis von (35). Wir setzen dazu
YJi := Ai - e (i = 1, ... , n) und numerieren die Eigenwerte {Aj} von A so, daß

gilt. Dann ist

Yl = IYJ21,

und (35) liest sich als

Mit der Eigenwertzerlegung (4) und z = UTu ergibt sich nun

r = (A - el)u = U(~i - el) UTu = U(A. - el)z.

wegen der Orthogonalität von U also

Tl

IIrl12= 11(~1 - el ) zl12 = L YJtzT·
i=1

Die Orthogonalitätsrelation (32) geht in

n

0= uTr = zT(.l - el)z = L '7iZ~
i=l

über, und außerdem gilt

11

1 = uTu = ZTZ = L zt.
i=l

(36)

(37)

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)

Wenn (41) mit a(IYJ21 - iYJ1!)' a:= sgn (YJ1)' und (42) mit -IYJIYJ21 multipliziert und zu (40)
addiert wird, folgt

n

IIrl12 - 1'71'721 = L {YJ7 + YJi a(IYJ21- IYJ1!) - IYJIYJ21} zt
i=1

n

= L (YJi - '71) (YJi + a IYJ21) zt ~ O.
i=1

(43)

also die zu beweisende Ungleichung (38). Man beachte, daß die beiden Klammerausdrücke in
(43) wegen (36) für jedes i dasselbe Vorzeichen haben, das Produkt also nicht negativ ist. 0

Die dem Vektor u mit Ilull = 1 gemäß (31) zugeordnete optimale Eigenwert
Näherung e = e(u) = uTAu wird Rayleigh-Quotient von u bezüglich A genannt; für
jeden nicht notwendig normierten Vektor v =f: 0 ist er durch

vTAv
e(v):= -

vTv
(44)

definiert. Man beachte, daß e(AV) = e(v) für alle A =f: 0, v =f: 0 gilt, also e(v) nur
von der Richtung, nicht aber von Orientierung und Länge des Argumentvektors v
abhängt.

Wir bemerken an dieser Stelle, daß die Schranken (34), (35) wie die Schranke (17)
aus 13.1.4 meist nur theoretische Bedeutung haben, da realistische untere Schranken
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für ')'j nur selten bekannt sind. Das folgende Zahlenbeispiel zeigt, daß sich solche
Schranken beschaffen lassen, wenn Aj genügend gut von den übrigen Eigenwerten ;'i
getrennt ist und die Ai genügend gut durch gewisse Rayleigh-Quotienten (!i approxi
miert werden.

13.1.9. Beispiel. Betrachtet werde die Matrix

(

0.00 0.08 0.01)
A = 0.08 1.00 0.02 .

0.01 0.02 1.20

Da die Diagonalelemente bis auf an dominant sind, bietet es sich an, die Einheitsvektoren
e-, e 2, e 3 als Näherungen u für die gesuchten Eigenvektoren u 1, u 2 , u 3 zu wählen. 'Wenn (2j
den zu u = ei gehörenden Rayleigh-Quotienten und 'Ylj = 111'111 die Norm des zugehörigen
kürzesten Residuums bezeichnet, ergeben sich die Zahlenwerte

u = e 1 : (21 = 0.0,

u = e 2 : (22 = 1.0,

u = e 3 : (23 = 1.2,

'Yli = 0.0065,

rJ~ = 0.0068,

'Yl~ = 0.000.5,

111 = 0.0806,

'Yl2 = 0.0825,

'Yl3 = 0.0224.

Aus (33) folgt dann

leI - Ä1 1 ~ 0.0806,

bzw.

(45)

-0.0806 ~ Ä1 ~ 0.0806, 0.9175 ~ Ä2 ~ 1.0825, 1.1776 ~Ä3 ~ 1.2224; (46)

da die Einschließungsintervalle (46) disjunkt sind, muß in jedem genau ein Eigenwert i'j
liegen. Aus (46) ergeben sich die folgenden unteren Schranken für Yj = min {Iej - i'i': i =f= j}:

Yl ~ 0.9175, Y2 ~ 0.1776, Y3 ~ 0.1175. (47)

Die Abschätzung (35) liefert dann l(2j - Äjl ~ YJjlYj. mit den angegebenen unteren Schranken
(47) also .

und damit deutlich bessere Schranken als (45). 0

Wir wenden uns abschließend der zweiten der oben gestellten Fragen zu, nämlich
wie u mit Ilul! = 1 zu wählen ist, damit {fl, u} bei gegebener Eigenwertnäherung fl
ein möglichst gutes Eigenpaar von A im Sinne eines minimalen Residuums wird.

13.1.10. Aussage. Die Matrix A E Sn.n besitze die Eigenwerte {Ad, und {u t } sei
eine orthonormale Basis zugehöriger Eigenvektoren. Es gelte fl E R, und jE {I, ... , n}
sei durch

min {IJ'i - fll: i = 1, ... , n} = I}'j - fll

definiert. Dann hat die Aufgabe

IIAu - flull ~ Minimum! bei [u] = 1

die Lösung u = ui, und für das minimale Residuum gilt

(48)

(49)

(50)
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Beweis. Mit (3) und der Transformation u = Uz läßt sich (49) äquivalent in der Form

n n

IIAz - ,uz112 = L (Ai - ,u)2zl ~ Minimum! bei IIzl12 = L z1 = 1
i=l i=l

schreiben, aus der die angegebene Lösung sofort abgelesen werden kann. 0

(51)

Die Bestimmung eines optimalen u = ui läuft also darauf hinaus, einen normier
ten Eigenvektor zu demjenigen Eigenwert ;'i zu finden, der am dichtesten an f1 liegt.
Im Abschnitt 13.4 werden wir zeigen, daß diese Aufgabe näherungsweise sehr effektiv
mittels der sog. inversen Iteration gelöst werden kann.

Vbungsaufgaben

V 18.1.1. Es wird die Matrix A = (; :) E 5 2, 2 und deren charakteristisches Polynom

Cl := -(iX + y), Co : = iXy - [J2

betrachtet.

(i) Man berechne {Cl' Co} in dezimaler Gleitpunktarithmetik mit acht Mantissenstellen für
IX : = y : = 1, ß := 7 X 10-5 und bestimme {Al' A2} als Nullstellen des so errechneten charakte
ristischen Polynoms. Man vergleiche die Ergebnisse mit den exakten Eigenwerten

A~ax =;= 1.00007 , A~in =;= 0.99993.

(ii) Man berechne Al' A2 für dieselben Daten und in derselben Arithmetik nach dem folgenden
Algorithmus

V: ~: = IX + y, t5 := IX • Y - ß2, W := V(IX - y)2 + 4 • ß2
if ~ = 0 then [Amax : = w/2; Amin := -Amax]

else [Amax := sgn (~) (I~I + w)/2, Amin := t5/Amax]

Man überprüfe, daß (V) in exakter Arithmetik die Eigenwerte von A liefert, wobei I).maxl
~ IAminl ist.
(iii) Man zeige, daß die nach (ii) berechneten Größen einen gemäß

IAmax - A~axl ~ v(5 IA~axl) = 5v IIAI12'

IAmin - A~inl ~ v(7 IA~lnl + IA~axl) ~ 8v IIAI12

beschränkten Fehler haben.

V 13.1.2. Es sei A = U + iV E cn,n, U, V E Rn,n, eine Hermitesche Matrix, d. h., es gelte
AB = (A)T = A, vgl. 1.2. Der Matrix A E cn,n werde die Matrix

(52)

zugeordnet. Man zeige:

(i) U ist symmetrisch, V ist schiefsymmetrisch, B ist symmetrisch.

(ii) Für U,v E Rn werde z:= (:) und z':= (~V) definiert, und es sei A ER. Dann ist

{A, z} genau dann Eigenpaar von B, wenn (A, z') ein Eigenpaar ist.

(iii) Für ). E Rund u, v E Rfi ist {A, U + iv} genau dann Eigenpaar von A, wenn {A, z} und
{A, z'} Eigenpaare von B sind.
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Das Eigenwertproblem der komplexen Hermiteschen Matrix A kann also auf das Eigenwert
problem der reellen symmetrischen Matrix B doppelter Dimension zurückgeführt werden.
Vom Aufwand her ist jedoch die direkte Lösung des Eigenwertproblems für A in komplexer
Arithmetik i. allg. nur halb so teuer wie bei Übergang zu B, da Speicherplatz und Operations
zahlen wie f"ooJ K 1n

2 bzw. f"ooJ K 2n
3 von n abgängen.

U 13.1.3. Man zeige: Die Aufgabe (49) ist äquivalent zu

lIdAll -7- Minimum!
bei

oA E sn,7l, u E Rn mit (A + oA)u = Ilu und Ilull = 1, (53)

und die minimalen Zielfunktionswerte stimmen überein.

13.2. Das Jacobi-Verfahren

Das Jacobi-Verfahren ist das älteste numerische Verfahren zur Lösung des symmetri
schen Eigenwertproblems und zugleich das erste "moderne" im Sinne der Eignung
für Computerrechnung. Obwohl es inzwischen effektivere Algorithmen gibt, findet
dieses Verfahren wegen seiner Eleganz, Einfachheit und numerischen Gutartigkeit
auch heute noch seine Anwendungsgebiete.

A. Das Basisoerjahren.

Die Grundidee des Verfahrens besteht darin, die Matrix A E Sn.n durch eine Folge
orthogonaler Ähnlichkeitstransformationen

(k = 1,2, ... ) (1)

mittels geeignet gewählter Drehungsmatrizen Gk := G pq sukzessive auf Diagonal
form zu bringen. Aus (1) folgt

Ak+l = VJ+lAVk+l

mit den orthogonalen Transformationsmatrizen

(2)

(3)

insbesondere sind alle A k wie A symmetrisch und haben dieselben Eigenwerte {},J.
Die im koten Schritt verwendete Givens-Drehung hängt von den Indizes p, q und

den Drehungsparametern c, 8 mit c2 + 8 2 = 1 ab, siehe 3.3.B. Diese Größen sollen
so festgelegt werden, daß Ak+l = (a~r 1» einer Diagonalmatrix möglichst nahe
kommt. Als Maß für die Abweichung bietet sich in natürlicher Weise die Zahl

Wk := w(Ak) := 1.: [a~r)]2
i<j

an. Wenn

lJ1k := diag (ai~), ..• , a~k~) und Hk := ..4k - lUk

gesetzt wird, ergibt sich aus (2) und (4)

M k = A k - RI; = VJ(A + tfAd I'Tt

(4)

(5)

(6)
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mit

(7)

Die Diagonalelemente von A k sind also die exakten Eigenwerte der gestörten
Matrix A + dAk , und die Spalten von Vk sind die zugehörigen Eigenvektoren. Nach
13.1.3 gilt dann

lalf' - "/(Oll ~ V;E (alf' - "/(;»)' ~ lIoA,IIF = V2Wk . (8)

Für jedes k ist dabei {l(l), ... , l(n)} = {l(l, k), ... , l(n, k)} eine Permutation derart,
daß die {A'l(i)} in derselben Weise wie die {a~f)} geordnet sind. Die {a\r} approximieren

also die entsprechend geordneten Eigenwerte von A mit einem durch V2Wk be
schränkten absoluten Fehler.

Mit dem Kriterium (4) lautet die Aufgabe dann, ein G k = Gpq(C, 8) so zu wählen,
daß

bei

Wk - Wk+1 =: f./>k(P, q, c, 8) ---3>- Maximum! (9)

1 ~ P < q ~ n und c2 + 8
2 = 1

gilt. Zur Vereinfachung der Schreibweise lassen wir wie üblich den Index k weg und
kennzeichnen die zum Index k + 1 gehörenden Größen durch einen Querstrich, also
A = Akl .Li = A k+1 usw, Bei der Berechnung von .Li = G;qAGpq aus A ändern sich
nur die Elemente der Zeilen und Spalten P und q von A, und zwar nach den Vor
schriften

äpp : = c2a
pp - 2csapq + 82a

qq ,

äqq : = 82a
pp + 2c8apq + c2a

qq ,

äpq := äqp = c8(app - aqq ) + (c2 - 8 2) apq

für die Elemente in Kreuzungspunkten der Zeilen und Spalten p, fiJ und nach

(10)

Ci =1= p, q) (11)

für die übrigen Elemente. Wegen der Orthogonalität von G pq folgt aus (11)

(i =t= p, q).

Die Quadratsumme der Nichtdiagonalelemente wird also nur durch die Elemente
in den Positionen {p, q} und {q, p} verändert, so daß die Änderung f./> durch

(12)

gegeben ist. Bei festem {p, q} ist die Reduktion von Wk maximal, wenn {c, 8} so ge
wählt wird, daß

(13)



gilt. Dies führt auf

w(Ä) = w(A) - (apq )2.
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(14)

Eine Drehung G pq , die (13) realisiert, heißt Jaeobi-Drehung in der durch {p, q} fest
gelegten Ebene. Die zugehörigen Parameter {e, s} müssen dazu so gewählt werden,
daß

(15)

gilt. Wir setzen im folgenden apq =j= 0 voraus, denn andernfalls läßt sich w(A) nach
(12) überhaupt nicht reduzieren. Dann kann in (15) nicht e = 0 gelten, so daß

t := sie (16)

als neue Größe eingeführt werden kann. Damit geht (15) in die quadratische Glei
chung

t2 + 20t - 1 = 0

mit

0:= aqq - ap p

2apq

über. Die betragskleinste Lösung von (17). kann nach der Vorschrift

(17 )

(18)

t:= { 1/(1 01 + V1 + 0
2

)

-1/(101 + V1 + 02
)

für 0 ~ 0,

für 0 < 0
(19)

numerisch stabil berechnet werden, siehe Ü 13.2.3. Aus (16) folgt dann

e:= 11v1+ t2
, s:= te, (20)

wenn e positiv gewählt wird. Unter Verwendung von t, sund

r := sl(l + e) (21 )

lassen sich die Transformationsformeln (10), (11) in der in exakter Arithmetik äqui
valenten, für Computerrechnung jedoch wesentlich günstigeren Korrekturform

ä qq := a qq + tapq,

ä pq := ä qp := 0

bzw.

(22)

(i =f: p, q) (23}
äiq := äqi := aiq + r(aip + äip)

schreiben. Gegenüber der sonst üblichen Darstellung
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führt die zweite Gleichung (23) auf die Einsparung emer Multiplikation, vgl.
Ü 3.3.6.

Wenn die Wahl des Pivotelementes apq =F 0 noch offengelassen wird, ergibt sich
das folgende Basisverfahren.

13.2.1. Jacobi-Basisoerjahren

SO (Initialisierung): Setze Al := A, k := 1, berechne W I := w(A), wähle e > 0

S 1 (Abbruchtest) : if 2Wk ~ e2 then stop

S2 (Pivotwahl) : Wähle p = p(k), q = q(k) mit 1 ~ P < q ~ n und a~~ =F O.

S3 (Bestimmung der Drehungsparameter) : Bestimme t = tb C = Cb S = Sb

T = Tk nach (18) bis (21)

S4 (Berechnung von A k+1 ) : Berechne A k+1 := Ä gemäß (22), (23) aus A := A k

S5 (Berechnung von Wk+1): Setze Wk+l := Wk - [a~~)]2

S6 (Vorbereitung des neuen Schrittes): Setze k := k + 1, goto S 1

Au/wand: [,,-, n(4 ops + 30pm) + 20prJ pro Schritt

13.2.2. Bemerkung. (i) Das Verfahren kann in situ - und zwar auf dem Platz nur
eines Dreiecks einschließlich der Diagonalen - realisiert werden.

(ii) Wenn der Abbruchtest S 1 nach k S~hritten erfüllt ist, gilt wegen (8)

(24)

1m allgemeinen sollte e ~ 'V IIA.IIF gewählt werden, da eine höhere Genauigkeit ohne
hin nicht erreichbar ist, vgl. 13.l.B. Mit feineren Abbruchtests läßt sich unter Um
ständen für die betragskleinen Eigenwerte eine höhere relative Genauigkeit erzielen.

(iii) Wenn Wk in die Größenordnung von kVWI kommt, sollte Wk+l nicht durch Auf
datierung von Wb sondern direkt aus A k+1 berechnet werden. Es genügt, dies nur
einmal für ein geeignetes k = ko durchzuführen.

(iv) Im Konvergenzfall Wk -+ 0 gilt la~J>1 -+ 0 (i =F j). Nach (18) wird dann I~I = I~kl
häufig groß sein. Wegen

ITI:::;;: Isl < Isl ~ [tl < _1_
- 1 + V2/2 = 1 + Ibl

(25)

sind dann Tb Sk und tk betragsklein, so daß die Korrekturformeln (22), (23) wesent
liche Genauigkeitsvorteile gegenüber den naiven Realisierungen (10), (11) bringen,
vgl. Ü 13.2.4. Der bei der Berechnung der Diagonalelemente gemäß (22) erzeugte
Rundungsfehler kann weiter verkleinert werden, wenn die auftretenden Korrekturen
±tapq nicht sofort zu app bzw. aqq geschlagen, sondern etwa über N = n(n - 1)/2
aufeinanderfolgende Schritte in einem Hilfsfeld akkumuliert und erst dann ins
gesamt addiert werden.

(v) Wenn das vollständige Eigenwertproblem zu lösen ist, d. h., wenn neben den
{i.d auch die zugehörigen Eigenvektoren {ui } berechnet werden sollen, müssen die
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Transformationsmatrizen llk gemäß (3) mit berechnet werden, vgl. (6). Dies ist auf
dem Platz einer (n, n)-Matrix in zu (23) analoger Weise möglich und kostet zusätz-
liche ,-.., n(30ps + 3 opm) pro Schritt, vgl. Ü 3.3.6. 0 .

B. Pivotisierungsstrategien, Konvergenz, Fehleranalyse

Zur Realisierung des Basisverfahrens 13.2.1 muß der Teilschritt S 2 noch spezifiziert
werden, d. h., es muß festgelegt werden, welche Pivotindizes p = p(k), q = q(k) mit
a~~) =*= 0 im k-ten Schritt gewählt werden sollen. Aus (14) ist abzulesen, daß die
bereits von JACOBI verwendete Msucimalpicotuiahl

{p, q} so, daß la~~), = max {la~r)l: 1 ~ i < j ~ n} (26)

die größte Reduktion von Wk bringt, d. h., das durch (26) festgelegte Paar {p, q} und
die zugehörigen Jacobi-Parameter {c, s} lösen (9). Es gilt dann

also

N:= n(n - 1)/2, (27)

I{ := 1 - 11N < 1. (28)

Das durch (26) festgelegte Verfahren wird klassisches Jacobi- Verfahren genannt. Die
maximale Reduktion von Wk muß bei diesem Verfahren jedoch mit dem Aufwand
von N "'-' n2/2 Lese- und Vergleichsoperationen pro Schritt zur Suche von a~~) bezahlt
werden. Es entsteht daher die Frage, ob sich dieser Pivotisierungsaufwand redu
zieren läßt.

Als billigste Variante bietet sich an, das Pivot zyklisch alle Positionen {i, j}, i < j,
durchlaufen zu lassen, etwa spaltenweise in der durch

{1,2}, {1, 3}, {2, 3}, ... , {j - 2, j -1}, {1, j}, {2, j}, ..., {j -1, j}, {1, j + 1}, ... , {n -1,n}

(29)

gegebenen Reihenfolge. Die zu den N Pivotpositionen (29) gehörenden .Jacobi
Schritte werden ein Zyklus (engl. "sweep") genannt, und das zugehörige
Verfahren heißt zyklisches Jacobi- Verfahren. Selbstverständlich wird dabei die k-te
Drehung übergangen, wenn a~~ = 0 ist. Wir bemerken dabei ausdrücklich, daß nach
einem Zyklus keineswegs alle Nichtdiagonalelemente annulliert sind, denn die erzeug
ten Nullen werden in den nachfolgenden Schritten i. allg. zerstört.

Als Nachteil des zyklischen Jacobi-Verfahrens muß angesehen werden, daß ein
Schritt mit einem Pivot, für das 0 < (a~~»)2 <{ Wk gilt, trotz des Aufwands von O(n)
Operationen keine bemerkbare Reduktion von Wie bringt. Durch Einführung eines
sog. Schwellwertes (engl. "threshold") für die zulässige Pivotgröße kann dieser
Effektivitätsverlust, der vor allem in den ersten Zyklen auftritt, vermieden werden.
Bei einem solchen Schwellwert-Jacobi- Verfahren werden die Nichtdiagonalelemente
wie beim zyklischen Verfahren etwa in der Reihenfolge (29) durchlaufen, aber die
Drehung wird nur ausgeführt, wenn der Pivotbetrag nicht unter dem Schwellwert

liegt. Falls das quadratische Mittel -VwklN der Nichtdiagonalelemente als Schwell-

24 Schwetlick, Numerische Algebra
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wert gewählt wird, führt dies auf die Festlegung

{p, q} erstes Folgepaar von {p(k - 1), q(k - I)} im Zyklus (29)

mit (a~~»)Z ~ wklN. (30)

Die Abschätzungen (27), (28) sind dann ebenfalls erfüllt. Für Hinweise auf andere
Schwellwertstrategien siehe B 13.2.

Die folgende Aussage zeigt, daß (28) die Konvergenz von A k gegen eine Diagonal
matrix Mimpliziert.

13.2.3. Aussage. Das Verfahren 13.2.1 werde in exakter Arithmetik mit e = 0 und
einer Pivotwahl durchgeführt, für die (28) mit einem x < 1 erfüllt ist, also etwa
als klassisches oder Schwellwert-Jacobi-Verfahren. Dann gilt

(31)

(32)

mit einer geeigneten Permutation {m(i)}, und die Konvergenzgeschwindigkeit ist
durch die Ungleichungen

i =1= j, k ~ 1: la~r)1 ~ IIRkllF } 1/- ( /-) 1/-
~ r2Wk ~ 1X k-l r2Wl

i = i, k ~ ko: la~r) - Am(i)1 ~ IIMk - MIIF

charakterisiert, wobei R k und M k wie in (5) und ko ein genügend hoher Index ist.

Beweis. Für i 4= j folgt (32) sofort aus (28). Für i = j setzen wir flk := a~? Aus (22), (25)

und (32), Fall i 4= j, ergibt sich dann mit e := V;;

Iflk+l - flkl ~ Ifkl la~()k)q(k)1 ~ ek- 1 Y2wu

also für jedes r = 0, 1, ...

Iflk+T+l -- flkl ~ Iflk+T+l - flk+rl + + Iflk+l - flk! ~ [ek+T-l + ... + ek-1J Y2Wl

~ ek- 1[1 + o + ri + J Y2w1 = [e k- 1/ (1 - e)J Y2w1·

Die Folge {aW} = {flk} ist somit eine Cauchy-Folge und daher konvergent gegen ein fl =: Pi'
d. h., es gilt (31) mit llf = diag (fli)' Die fli müssen dann die Eigenwerte von A sein, so daß
fli = Am(i) mit einer geeigneten Permutation {m(i)} gilt. Für genügend großes k kann daher
die in (8) vorkommende und vom Index k abhängende Permutation {lk(i)} identisch zu {m(i)}
gewählt werden, so daß (32) auch für i = j gilt. Man beachte, daß aus (8) allein nicht die Kon
vergenz der Diagonalelemente folgt, da diese beim Übergang von k zu k + 1 z. B. ihre Plätze
wechseln können, vgl. V 13.2.2. D

13.2.4. Bemerkung. (i) Ungleichung (32) besagt, daß die Elemente von A k mindestens

linear mit dem Konvergenzfaktor y; < 1 konvergieren. Dies ist eine theoretisch
nützliche, praktisch aber schwache Aussage, da x nahe bei 1 liegt. Soll etwa aus (32)
abgeschätzt werden, nach wieviel vollen Zyklen r bzw. Schritten k = Nr das Ab
bruchkriterium 2Wk+1 ~ c2 := c;el IIAII} mit Crel ~ verfüllt ist, so ergibt sich wegen
2Wk+1 ~ 2WIXk ~ IIAII} xk die Bedingung xk ~ c;el' also k = Nr ~ (-2In creI)/( -ln x)
und wegen -ln x ~ 1 - x = IIN schließlich

r = kiN ~ 2ln (ljc red. (33)
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Im Fall frei := 10-6 bzw. 10-12 liefert dies die Schranke rmax = 28 bzw, 55 für die
Anzahl der benötigten Zyklen. Umfangreiche numerische Experimente zeigen jedoch,
daß auch für sehr kleines frei und v der Abbruchtest fast immer nach vier und prak
tisch nie später als nach zehn Zyklen erfüllt ist, also

r = kiN ~ 4 ... 10 (34)

unabhängig von e gilt.

(ii) Das in (i) beschriebene reale Konvergenzverhalten ist ein typisches Kenn
zeichen sog. überlinearer Konvergenz, die in Form der asymptotisch quadratischen
Konvergenz beim Jacobi-Verfahren in der Tat vorliegt: Falls 'Y}k := max {Ia~rl: i < j}
genügend klein, also k genügend groß ist, gilt

(35)

mit einer Konstanten C > O. Der Beweis dieser Aussage ist kompliziert und kann
hier nicht gegeben werden, siehe B 13.2; die wesentlichen Ideen sind in Ü 13.2.5 zu
finden. 0

Bei Computerrechnung und Abbruch nach k = Nr Schritten wird der durch (32)
beschriebene Abbruchfehler durch die Rundungsfehler überlagert. Eine detaillierte
Fehleranalyse zeigt, daß zu der berechneten Matrix A k+1 eine Störung 0 Ä k+1 E Sn.n
mit

A k+1 = Vk.l (A + oÄk+1) Vk+1' IloÄ k+1IIF ~ vF IIAIIF' F ~ 18n3
/
2r (36)

existiert, wobei Vk+1 := G~G: ... Gt exakt orthogonal und Gt die der berechneten
Matrix At zugeordnete exakte Jacobi-Drehung ist. Auf Grund der speziellen Struktur
des Verfahrens und bei sorgfältiger Implementierung gemäß 13.2.1 und 13.2.2(iv)
ist jedoch die äquivalente Störung wesentlich kleiner als durch (36) ausgedrückt
wird. Praktisch gilt fast immer

F ~ lcln. f'./ (nI2) r, und meistens ist sogar F ~ 10, (37)

(38)

siehe B 13.2. Wenn das berechnete A k+1 analog zu (5), (6) dargestellt wird, ergibt
sich aus (36)

M k+1 = A k+1 - Rk+1 = VT+l(A + oÄk+1 - Vk+1Rk+1VT+1) Vk+1

=: VT+1(A + oA,;+1) T1k+1

mit

IIdAk+1 IIF ~ IloÄk+1IIF + IIRk+1 I1F~ vF IIAIIF + V2Wk+1 ~ (vF + fred IIAIIF'

(39)

Dies führt auf das folgende Ergebnis, bei dem sowohl Abbruchfehler als auch Run
dungsfehler erfaßt sind:

1
1302050 Fehleranalyse. Das Jacobi-Verfahren werde in Computerarithmetik mit
e = frei IIA_IIF ~ V IIA IIF und einer Pivotwahl, für die (28) gilt, durchgeführt. Dann
bricht das Verfahren nach k = Nr Schritten ab, wobei r ~ 4 ... 10 ist, und die

24*
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I
berechneten Diagonalelemente f-li = a~r~ 1) von A k+1 sind die exakten Eigenwerte
ei ner Matrix

A + d'A mit d'A E s->, IId'AIIF ~ (vF + cred IIAIIF (40)

und F nach (36) bzw. (37).

13.2.6. Bemerkung. (i) Aus (40) folgt nach 13.1.3 die zu (8) analoge Abschätzung

la:t~l) - A""I ~ V,E (a~t+l) - }'l';')' ~ IIlfAllF ~ (vP + <",) IIAIIF (41)

mit einer geeigneten Permutation {l(i)}, die der Ordnung der {a~r+1)} entspricht.

(ii) Für Crel := v besagt (40), daß das Jacobi- Verfahren zur Berechnung der Eigen
werte von A ein numerisch gutartiger Prozeß ist, und (41) drückt die numerische Stabili
tät aus.

(iii) Aus (38) folgt, daß die Spalten vi von V:= Jlk+1 die zu den f-lj = a~;-I) ge

hörenden orthonormalen Eigenvektoren von A + d'A sind. Wenn V := V4+1 die
gemäß (3) berechnete Näherung für V bezeichnet, gilt

(42)

d. h., V wird durch das berechnete V ausreichend genau approximiert. Insbesondere
ist V wegen

(43)

ausreichend orthogonal.

(iv) Falls der Eigenwert }'l(i) ~ a~~) von A einfach und genügend von den übrigen
Eigenwerten getrennt ist, stellt die Spalte Vi von V nach 13.1.4 eine ausreichend
gute Näherung für den exakten Eigenvektor u i von A dar. Im Fall mehrfacher
Eigenwerte oder Eigenwerthaufen, die von den übrigen Eigenwerten genügend ge
trennt sind, approximiert der von den entsprechenden Spalten i d aufgespannte
Raum den entsprechenden Eigenraum ausreichend genau.

(v ) Bei Abbruch nach vier Zyklen - also 4N "-' 2n 2 Schritten - kostet die Be
rechnung der Eigenwerte allein "-' 611,3 opms, sofern ein Schritt mit "-' 3n opms
gezählt wird, was nach 13.2.1 berechtigt ist. Wenn auch die Eigenvektoren gesucht
sind, muß Jlk nach (3) aufdatiert werden. Bei Realisierung nach Ü 3.3.6 kostet dies
ebenfalls "-' 3n opms pro Schritt, also insgesamt nochmals "-' 6n 3 opms. Zur Be
rechnung des vollständigen Eigensystems werden daher "-' 12n3 opms benötigt.

(vi) In Abschnitt 13.7 werden wir den QR-Algorithmus kennenlernen, der die
Eigenwerte mit einem Neuntel, das Eigensystem mit einem Drittel des hier be
nötigten Aufwandes bei vergleichbarer Qualität zu berechnen erlaubt. Aus diesem
Grund ist die praktische Anwendung des Jacobi-Verfahrens auf Spezialfälle be
schränkt, etwa die Berechnung der Eigenwerte mit geringer Genauigkeit - als
Beispiel Crel ~ 10- 1 - oder die Berechnung der Eigenwerte mit voller Genauigkeit,
wenn die Nichtdiagonalelemente klein sind - z. B. im Sinne von max {Iaijl: i '* j}

~ V; IIAIIF' In beiden Fällen besteht die Chance, mit ein bis zwei Zyklen zum Ziel
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zu kommen. Auch für kleines n - etwa n ~ 10 - kann sich das Jacobi-Verfahren
gegenüber dem QB-Algorithmus als konkurrenzfähig erweisen.

(vii) Wegen seiner Einfachheit und leichten Parallelisierbarkeit wird sich die Be
deutung des Jacobi- Verfahrens für nichtklassische Computerarchitekturen - etwa
Parallelcomputer - möglicherweise erhöhen. D

Übungsaufgaben

Ü 13.2.1. Man zeige: Wenn der Drehwinkel ip der Jacobi-Drehung G p q durch c = cos tp,

8 = sin rp festgelegt wird, gilt t = tan tp, () = cot (2rp), T = tan (rpj2).

Ü 13.2.2. Man überprüfe, daß die zur betragsgrößten Lösung t = -11t von (17) gehörenden
Parameter c: = -s, 8: = c eine weitere Jacobi-Drehung G pq(C,8) liefern. Dabei gilt für
!ö! ->- 00

(
' c S) (1 0)-* ,aber
-s c 0 1 (

C 8) (0 1)
-8 C -* -1 O'

Ü 13.2.3. Man zeige, daß die aus den Eingangsdaten {a pp, a qq, a jJq} numerisch gemäß (18),
(19), (20) berechneten Werte i. s, s den Ungleichungen

jt - tl ~ 6v Itl, Is - si ~ 9v [s] (44)

genügen. Wie sollte die Berechnungsvorschrift (19) modifiziert werden, damit für großes löl
kein Überlauf eintritt?

Ü 13.2.4. Es sei a := (aip, aiq)T, a := (ä ip, äiq)T. Man zeige, daß im Fall :sl <{ 1 der bei der
Berechnung von a nach (11) erzeugte Rundungsfehler aa durch

Ilaall ~ 12v Ilall
beschränkt ist, während bei Verwendung von (23) eine Schranke in der Größenordnung

Ilaall ~ viiall
zu erwarten ist. In ähnlicher Weise wirkt sich der Ersatz von (10) durch (22) aus.

Ü 13.2.5. Es sei min {lAi - Ajl: i =F j} =: 21' > 0, und k sei so groß, daß

nk : = max {la~?I: i < j} <{ I' ~ min {iaW - aj})!: i -=F j}

für alle 1~ k gilt. Man überlege sich:

(i) Wegen (25), (22), (23) ändert die Jacobi-Drehung G pq im koten Schritt außer a pq alle übrigen
Elemente um höchstens n~jy, so daß nk+l ~ nk + (nk)2jy ~ nk gilt.

(ii) Wenn ab Schritt k ein voller Zyklus (29) von N Jacobi-Schritten durchlaufen wird, kann
ein in diesem Zyklus annulliertes Element äp q durch höchstens n - 2 nachfolgende Jacobi
Drehungen modifiziert werden, so daß

nk+N ~ n(nk)2jy

gilt.

13.3. Vektor- und Teilraumiteration

Gegenstand dieses Abschnittes sind iterative Verfahren zur Approximation der
jenigen Eigenvektoren der Matrix A ES",,,, die zu sog. dominanten, d. h. betrags
mäßig größten und von den übrigen getrennten Eigenwerten gehören. Bei der
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Realisierung dieser Verfahren fallen in natürlicher Weise auch Approximationen
für die entsprechenden Eigenwerte an. Die Algorithmen selbst haben keinen allzu
großen direkten Anwendungsbereich. Sie sind jedoch Grundlage für leistungsfähige
Weiterentwicklungen wie die inverse Iteration und der QB-Algorithmus, aber auch
für die meisten modernen Verfahren zur Lösung des Eigenwertproblems schwach
besetzter Matrizen hoher Dimension.

Im folgenden seien die Eigenwerte {Ai} von A nach absteigenden Beträgen gemäß

(1)

geordnet, und {u i } sei ein orthonormales System zugehöriger Eigenvektoren. Die
Eigenwerte V'v ... , Ap } heißen dann dominant, wenn

(2)

gilt. Den p dominanten Eigenwerten entspricht der durch die zugehörigen Eigen
vektoren aufgespannte Teilraum

J p = Jp(A) := span {ul, ..., u P}, (3)

der p-ter dominanter Teilraum von A genannt wird. Offensichtlich ist {ul, ..., u P}

eine orthonormale Basis von J p, und es gilt dirn J p = p. Aus Aui = }'iUi E J p
(j = 1, ... , p) folgt außerdem

(4)

d. h., J p ist invariant unter der durch A vermittelten linearen Abbildung. Ein Teil
raum J p , für den (4) gilt, heißt invarianter Teilraum von A. Wir werden später
sehen, daß umgekehrt jedem invarianten Teilraum von A der Dimension p genau
p Eigenwerte und Eigenvektoren von A zugeordnet werden können. Wegen der
Trennung der dominanten Eigenwerte von den restlichen wird man daher erwarten
können, aus einer genügend guten Approximation von J P auch genügend gute
Approximationen für die Eigenpaare {Ai' u i } (j = 1, ... , p) beschaffen zu können.

Um zu den gesuchten Approximationen für J p zu kommen, beachten wir, daß
die Eigenwertzerlegung

A = UAUT = [A1U1U1T + ... + }'puPuPT]

+ [J'P+IUp+lUPHT + ... + }'nufluflT]

von A die analoge Zerlegung

A" = U A"UT = [Atu1u1T + ... + A;UPUPT]

+ [J';+IUP+IUP+1T + ... + },~UflUflT]

(5)

(6)

für die k-te Potenz A" von A nach sich zieht. Durch die Potenzbildung wird die
Dominanz der ersten p Terme mit wachsendem k immer größer, so daß A" für
genügend großes k praktisch durch die Summanden in der ersten Klammer reprä
sentiert wird.
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Wenn A" auf einen beliebigen Vektor v E Rn angewendet wird, ergibt sich daher
n

A"v = E Afui[uiTv] ~ [),~UI[UlTV]+ ... + A~uP[uPTv]],
j=1

sofern die Koeffizienten uiTv (j = 1, ... , p) nicht sämtlich verschwinden. Für ge
eignet gewähltes v und genügend großes k ist also A"v "fast" eine Linearkombina
tion der ersten p Eigenvektoren, d. h., A"v liegt "fast" in rYp • Wenn (7) für p ge
eignet gewählte und linear unabhängige Vektoren {v} gebildet wird, werden die
zugehörigen Vektoren {A"v} einen Teilraum aufspannen, der rYp für genügend großes
k ausreichend gut approximiert. Die Berechnung von A"v erfolgt selbstverständlich
rekursiv gemäß A"+1v := A(A"v). Da IIA"vll im Fall lAll> 1 unbeschränkt wächst,
im Fall lAll< 1 dagegen gegen 0 geht, muß bei der praktischen Berechnung eine
Normierung vorgenommen werden, um unnötigen über- bzw. Unterlauf zu ver
meiden. Weil für die Teilraumapproximation nur die Richtungen wesentlich sind,
hat das auf die Approximationsgüte keinen Einfluß.

Wir beginnen mit der genauen Untersuchung des einfachsten Falles p = 1.

A. Vektoriteration

Hier genügt es, einen Vektor v zu iterieren. Das zugehörige Verfahren lautet wie
folgt:

13.3.1. Basisverfahren der Vektoriteration

80 (Initialisierung): Wähle VI mit IIvl ll = 1, setze k := 1

81 (Iteration): Berechne w"+1 := Av"

82 (Normierung): Setze v"+1 := w"+1!llwlc+ 111

83: Setze k := k + 1, goto 81

Aufwand pro Schritt: eine Auswertung von A~ + ~ n(2 opm + 1 ops) + Lopr

13.3.2. Bemerkung. (i) Im Unterschied zu anderen Eigenwertverfahren wird die
Matrix A in 13.3.1 nicht verändert und braucht auch explizit nicht verfügbar zu
sein. Es genügt, daß eine Prozedur vorhanden ist, die zu gegebenem ~ das Bild
y = Ax berechnet und im übrigen als "black box" behandelt werden kann. Dies
ist besonders bei schwach besetzten Matrizen hoher Dimension, wie sie etwa bei
der Diskretisierung von Eigenwertaufgaben bei Differentialgleichungen entstehen,
vorteilhaft.

(ii) 8tatt der 2-Norm kann auch die oo-Norm zur Normierung verwendet werden,
etwa gemäß

82': Bestimme s = s(k + 1) mit I(wlc+1)sl = max {I(wlc+l)il: 1 ~ i ~ n},
setze Wk+1 : = ('w"+1)8 und v"+1 := W"H!Wk+1"

Bei dieser Festlegung gilt Ilv"+1lloo = (v"+1)s = 1. Für die Konvergenzanalyse und
die Eigenwertapproximation ist jedoch die 2-Norm günstiger.

(iii) Wegen der Gültigkeit der Darstellung

(8)
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heißt Algorithmus 13.3.1 auch Potenzmethode (eng!. "power method", nISS. "CTerreH

Hüll: MeTÜ,JJ;"). In der deutschsprachigen Literatur ist auch der Name "von Mises
Iteration" gebräuchlich, siehe B 13.3. D

Das Konvergenzverhalten der Vektoriteration wird durch den folgenden Satz
beschrieben:

13.3.3. Satz. Es sei Al der dominierende Eigenwert von A, und u I bezeichne den
zugehörigen normierten Eigenvektor. Der Startvektor VI genüge der Bedingung

(9)

Dann gilt für die gemäß 13.3.1 in exakter Arithmetik erzeugte Folge {v k }

(10)

mit

(11)

und

(12)

Beweis. Wir führen die zueinander komplementären und bezüglich A invarianten Teil
räume cf l : = span {ttl } und :12 : = span {u2 , ••• ,u"} =:lr ein, vgl. 8.1.E. Die Zerlegung von
{)lVl in die Komponenten bezüglich :11 und :12 kann dann in der Form

VI = {)lVl = u l COS f{!l + ZI sin f{!l mit Zl E :12 , (13)

geschrieben werden. Wegen (9) gilt dabei c = cos <}: (ul , VI) = eos f{!l > 0, also 0 ~ f{!l < rr(2

und tan f{!1 = Vi - a2/a ::? O. Linksmultiplikation von (13) mit sgn (Al) A führt auf

sgn (Al) AßlVl = ß 2Al,1 = ß2W 2 = sgn (Al) {AlU I cos f{!l,+ AZI sin f{!ll

mit AZI E:12, also IIw211 ::? lAll COS f{!l > 0 und somit auf die Darstellung

ß2V 2 = {)2w2(IIw211 = u l COS f{!2 + Z2 sin f{!2 mit Z2 E :12, IIZ211 = 1, (14)

wobei

Z2 : = sgn (Al) AZI

IIAzl!1

im Fall AZI "* 0; für AZI = 0 setzen wir einfach Z2 : = u 2• Aus (14) folgt

Nach (13) gilt nun

Tl

Zl = 5.: CjU i
j=2

woraus sich

Tl

mit .}; cj = 1,
J=2

n

AZI = }; AjCjUi , also
j=2

n n

IIAzl l12= .L Ajcj ~ ),~.L cj = ).~
J=2 J=2
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ergibt. Daher ist IIAz111/IA11 ~ IA2/A11, d. h., (10) gilt für k = 1. Die Gültigkeit für alle k ~ 1
folgt. in analoger Weise durch Induktion. D

13.3.4. Bemerkung. (i) Die Charakterisierung der "Entfernung" zweier Richtungen
u,V durch die Größe Itan(<9:(u,v))1 scheint adäquat zu sein: Orthogonale Rich
tungen sind unendlich entfernt, während Vielfache eines Vektors die Entfernung: 0,
also dieselbe Richtung haben. Wir weisen darauf hin, daß der Vorzeichenfaktor -ß,.
im Verfahren 13.3.1 selbst überhaupt nicht vorkommt. Er wurde in 13.3.3 nur ein
geführt, um fhvk wie u 1 zu orientieren. Dies garantiert 0 ~ fPk ~ rr./2 und erlaubt
die einfache Formulierung von Konvergenzaussagen, siehe (ii] unten. Auf die Güte
der Approximation der Eigenrichtung span {u1} durch v k hat fh keinen Einfluß,
denn offensichtlich ist v k eine genau so gute Approximation wie -v". Ebenso ist
die Forderung (J > 0 keine Einschränkung; im Fall (J < 0 braucht nur u 1 durch
-u1 ersetzt zu werden. Benötigt wird eigentlich nur (J =l= O.

(ii) Wegen

(15)

folgt aus (10) die Konvergenz der geeignet orientierten Vektoren {±ck } gegen u l .

(iii) Wenn {}kVk analog zu (13) in der Form

{}kVk = u 1 cos fPk + Zk sin fPk mit Zk E 3 2 , (16)

dargestellt wird, hat Zk für genügend großes k im Fall 1,121 > 1,131 die Richtung von
u 2 , vgl. auch (7). Es gilt dann tan fPk+1 ~ x tan fPk' d. h., die Schranke (10) ist reali
stisch; schnellere Konvergenz ist nicht zu erwarten. 0

Die zur Eigenvektornäherung 't,k gehörende beste Eigenwertapproximation ist
nach 13.1.8 der Rayleigh-Quotient

Ans (16) folgt nun

A({}kVk) = U1A1 COS fPk + AZk sin fPk mit ...-tzk E 3 2 .L cf l ,

also

ek = e({}kv k) = (u1 COS fPk + Zk sin fPk)T (U1)'1 COS fPk + AZk sin fPk)

= Al cos- fPk + ZkTAZk sin 2 fPk = Al - [Al - zkTAz"J sin'' fPk'

Wegen

ergibt sich daraus die Abschätzung

lek - All ~ 211AII sin" fPk ~ 211AII tan- fPk'

(17)

(18)

(19)

Die Rayleigh-Quotienten konvergieren also linear mit dem Konvergenzfaktor ,:c2

und damit schneller als die Eigenvektornäherungen, wo der Fehler durch tan fPk

beschränkt ist und x als Konvergenzfaktor auftritt, siehe (15).
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Aus der für genügend großes k gültigen Beziehung

(20)

lassen sich auch einfacher berechenbare Eigenwertnäherungen ableiten. Durch Norm
bildung folgt Ilw"+111 ~ IV'lv"lI = 1,111, so daß

(21)

eine Näherung für Al darstellt. Der Fehler ist durch

(22)

beschränkt, siehe Ü 13.3.2, also vergleichbar mit dem von (!k' Da IlwHll1 ohnehin
berechnet werden muß, braucht in (21) nur noch das Vorzeichen sgn (Al) bestimmt
zu werden. Zu diesem Zweck lesen wir (20) komponentenweise als (w"+1)j ~ A1(V" )j'
Die Quotienten

(V")j =F 0, (23)

stellen also ebenfalls Näherungen für Al dar, und für genügend großes k ist

(24)

Zu empfehlen ist die Festlegung von i = s(k) als Index der betragsgrößten Kompo
nente (V")8(kl von t,~". Zur Approximation von Al selbst sind die Quotienten Wk,j

nicht so gut geeignet, denn die im Fall I(Ul)il > tan <Pk gültige Fehlerschranke

(25)

enthält tan <Pk statt tan2 <Pk und liefert daher nur Konvergenz mit dem Faktor x,
siehe Ü 13.3.3.

Bei der Computerrealisierung von 13.3.1 wird der Abbruchfehler durch die er
zeugten Rundungsfehler überlagert, so daß 13.3.3 nur in der folgenden modifizierten
Form gilt:

13.3.5. Fehleranalyse. Die Vektoriteration 13.3.1 werde in Computerarithmetik so
durchgeführt, daß die berechneten Vektoren {WHl} der Beziehung

w lc+1 = (A + dAk ) v k mit IldAkl! ~ vF IIAII

genügen, und mit x aus (11) und e := v(F + n/2) seien die Bedingungen

x + 10e < 1 sowie IUlTVll > E := e((l - " - s)

(26)

(27)

erfüllt. Dann gilt für die den berechneten Vektoren {v"} gemäß (12) zugeordneten
Winkel {<pt} die Abschätzung

o~ tan <Pk ~ rt mit rk ~ rk+1 und lim rk = E.
k~oo

(28)
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Wenn ko ein im Sinne von tan f!J ko < 1 genügend großer Index ist, gilt zudem für
k ~ ko

tan f!Jk+1 ~ x tan f!Jk + e~ xk- ko+1 tan f!Jko+ 8/(1 - x)

mit x:= (x + e)!(1 - V2 e) . x , E:= e/(1 - V2 e) . E.

Für alle k ~ 1 ist außerdem

und die gemäß

ek := VkTWk-t-I bzw. Yk:= (sgn AI) VWk+1 TWk-t-I

berechneten Eigenwertnäherungen genügen den Abschätzungen

lek - All ~ IlAl1 [2 sin'' f!Jk + v(F + 2n)]

bzw.

(29)

(30)

(31)

IYk - }'II ~ IlAI1 17k/ (1 + V1 - 1]k) mit 1]k:= sin2 epk + 2v(F + n). (32)

Der Beweis verläuft ähnlich wie der zu 13.3.3 und (15), (19), (22), wobei (26)
und die Ergebnisse aus 2.3.B beachtet werden müssen.

13.3.6. Bemerkung. (i) Die erste der Bedingungen (27) fordert, daß x = IA:d}'11 nicht
zu nahe bei 1 liegt. Die zweite soll ausschließen, daß der Startvektor VI fast ortho
gonal zu u l ist, denn dann kann die in 13.3.5 beschriebene Konvergenz nicht ge
folgert werden. Praktisch tritt jedoch für jeden Startvektor VI Konvergenz auf:
Auch für exakt orthogonale ut, Vi erzeugen die Rundungsfehler fast immer nicht
verschwindende Komponenten von v k (k > 1) in Richtung von ut, die sich in den
nachfolgenden Schritten weiter verstärken.

(ii) Für voll besetztes A ist (26) bei "normaler" Berechnung von w k +1 = fl(Avk )

mit F = n3/2 erfüllt, vgl. 2.3.D und 2.3.15. In den meisten Anwendungen ist A
jedoch schwach besetzt, so daß sich wesentlich kleinere Werte für F ergeben.

(iii) Aus (26) folgt mit der Abkürzung t,k := {}kVk

(33)

mithin

IIAt,k - YkVk11 = IIAv k - YkVk11 ~ IloAkl1 + Ilvk
+1 - vkll iYkl

~ {vF + Ilvk+I - t,kll} IIAII.

Nach 13.1.7 existiert dann eine Störung <1'Ak E Sn.n mit

(34)

so daß {Yk' v k} Eigenpaar von A + oAk ist. Dies liefert eine nützliche a-posteriori
Absch-ätzung, die z. B. als Abbruchkriterium verwendet werden kann. Mit (29),
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(30) läßt sich Ck für k ~ ko weiter gemäß

Ck ~ vF + Ilv k+ I - uI11 + II'bk - l(lll ~ v[F + (2F + n)j(l - x)]
+ 2x k - ko tan cpk

o
(35)

abschätzen. Sofern (2F + n)/(l - x) akzeptabel, also x nicht zu nahe bei 1 ist,
liegt daher für genügend großes k numerische Gutartigkeit vor. Ähnliche Aussagen
gelten für {Qk> vk}, denn nach 13.1.8 ist dann IIAvk - QkVk11 ~ IIAvk - YkVkll.

(iv) Eine ausreichende Genauigkeit läßt sich mit vertretbarem Aufwand nur er
reichen, wenn xgenügend klein ist. Diese Forderung schränkt die direkte Anwendung
von 13.3.1 auf ganz spezielle Aufgaben ein. Man beachte, daß durch eine Spektral
verschiebung Ä = A - p,I höchstens die an den Enden des Spektrums gelegenen
Eigenwerte zu dominanten gemacht werden können, vgl. auch Ü 13.3.1.

(v) Die richtig orientierten Näherungen {v k } ergeben sich nach der Vorschrift

(k = 1,2, ... ),
(36)

wobei sgn Al etwa durch (24) mit j = j(k) als Index der betragsgrößten Komponente
von vk festgelegt wird. D

Wir beschließen diesen Teilabschnitt mit einigen Kommentaren über Modifika
tionen und Erweiterungen der Vektoriteration.

13.3.7. Bemerkung. (i) Wenn }'I ein doppelter dominanter Eigenwert ist, d. h., wenn
}.I = 1-2 und I}'II > 1.13 1 gilt, erzeugt 13.3.1 eine Folge {ßkVk }, die mit dem Konvergenz
faktor x = 1}'3j}.II gegen einen normierten Eigenvektor ü l E (/'2 = span {ul, u 2} kon
vergiert. Wird 13.3.1 mit einem zweiten Startwert 151 =F VI gestartet, so konver
gieren die zugehörigen Iterierten {ßkVk } fast immer gegen einen weiteren normierten
Eigenvektor u2 E (/'2' der von ü 1 linear unabhängig ist. Ein nachfolgender Ortho
gonalisierungsschritt

(37)

liefert dann einen Eigenvektor ü 2 derart, daß {üI , ü 2} eine orthonormale Basis von
(/'2 bildet. Um Genauigkeitsverluste bei der numerischen Realisierung von (37) zu
vermeiden, empfiehlt es sich, solche Orthogonalisierungsschritte schon in gewissen
Abständen mit den Iterierten vk durchzuführen, damit u2 hinreichend linear unab
hängig von ü l ist. In analoger Weise kann im Fall eines p-fachen dominanten Eigen
wertes }'I vorgegangen werden.

(ii) Es gelte Ilil > 1}'21 > 1.131, und das Eigenpaar {J.I' u I } sei bereits bestimmt
worden. Wir betrachten jetzt die Matrix

n

Ä := A - }'IululT = OululT + L }'jUiUi T ,
j='!.

(38)

die die Eigenwerte {O, .12 , ••• , An} und die zugehörigen Eigenvektoren {ul, u 2, ••• , u n }

hat. Durch die Transformation von Al in °ist also .12 zum dominanten Eigenwert
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von A geworden, und das Paar {A2' u 2} kann durch Vektoriteration mit A bestimmt

werden. Dieses Deflation genannte Vorgehen ist gemäß A: = A - A2U2U2T usw.
fortsetzbar, sofern die Eigenwerte betragsmäßig getrennt sind. Bei der numerischen
Realisierung dieses Prozesses müssen die verwendeten Näherungen allerdings eine
hohe Genauigkeit aufweisen.

(iii) Der durch die explizite Deflation (38) erzielte Effekt kann auch implizit
erreicht werden: Wenn 13.3.1 in exakter Arithmetik mit einem Startvektor VI,

für den (J = u lTv1 = 0 gilt, durchgeführt wird, ist v lc E :z2 = span {u 2, ••• , u n}, vgl.
(7). Überdies sind die t,1c mit denjenigen Iterierten identisch, die sich aus t,1 mit
A statt A ergeben, d. h., v lc approximiert u 2• Bei Computerrechnung muß die Be
dingung v lc E :z2, d. h. v lc 1- u l , durch in gewissen Abständen vorgenommene Ortho
gonalisierungsschritte

vlc := qk/llqkll , (39)

erzwungen werden. Andernfalls würden die durch Rundungsfehler erzeugten Kom
ponenten von v lc in Richtung u1 schnell anwachsen und die Konvergenz gegen u 2

verhindern, vgl. 13.3.6 (i). Dieser Prozeß läßt sich fortsetzen, um mittels Ortho
gonalisierung bezüglich span {ul, u 2} eine Vektorfolge in :z3 = span {u 3, ••• , u n} zu
konstruieren usw. 0

B. Teilraumiteration

Bei der Vektoriteration wurde eine Folge {1)1c} normierter Vektoren erzeugt derart,
daß span {v lc} den dominanten Teilraum cf1 = span {u1} approximiert. Falls die zu
p dominanten Eigenwerten {Al' ... ' Ap } gehörenden Eigenvektoren {ul, ... , u P} ge
sucht sind, könnten unter der Zusatzvoraussetzung IAp+l1 < IApl < ... < IA21< lAll
die eben beschriebenen Deflationstechniken angewendet werden. Es ist i. allg. je
doch wesentlich günstiger, direkt Approximationen Y k für den p-ten dominanten
Teilraum cfp zu berechnen. Dazu bietet es sich an, einen Startteilraum YI der
Dimension p mit der Matrix A zu iterieren.

1
13.3.8. Basisverfahren der Teilraumiteration.

SO (Initialisierung): Wähle Teilraum Yl C Rn mit dirn (Yl) = p, setze k := 1.

Si (Iteration): Definiere Yk+l := AYk = {Ay: y E Yd

S2: Setze k := k + 1, goto S 1.

Für die Konvergenzanalyse benötigen wir ein Maß für die Entfernung zweier
Teilräume. Es sei dazu cf c Rn ein Teilraum und y ERn, y =f: o. Dann definieren
wir den Winkel -1: (y, cf) zunschen y und cf durch

-1: (y, cf) := min {-1: (y, s): s E cf, S =f: o} .

Das Minimum in (40) existiert stets, und es gilt 0 ~ -1: (y, cf) ~ n/2 sowie

(40)

sin (-1: (Y, cf)) = sin (-1: (y, Pc1y)) = min {IIY - s]: sE J'}/IIYII, (41)
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wobei P c1' den orthogonalen Projektor auf cf bezeichnet, vgl. 8.1.2 und insbesondere
Abb. 8.1.1. Damit (41) auch im Fall Pc1'y = 0 sinnvoll bleibt, setzen wir <J (y, 0)
:= 1tf2 für jedes y.

Wenn y c Rn ein Teilraum ist, wird der rnaximale Winkel <J (Y, cf) - kurz:
Winkel - zwischen Y und cf durch

<J (Y, cf):= max {<J (y, cf): y E Y, y =F o}

definiert, der minimale Winkel <Jmln (Y, cf) dagegen durch

<1:min (Y, cf) := min {<J (y, cf): y E Y, y =F o}.

Es ist sofort einzusehen, daß für beliebige Teilräume Y, cf c Rn

<Jmin (Y, cf) = <Jmin (cf, Y)

gilt, aber i. allg. ist

(42)

(43)

(44)

man betrachte eine Gerade und eine Ebene im Raum R3. Unter der zusätzlichen
Voraussetzung dim (Y) = dim (cf) gilt jedoch

(45)

sowie

(46)

Zum Beweis von (45), (46) verweisen wir auf die Spezialliteratur, siehe B 13.4 für
Hinweise. .

Die Größe tan (<J (Y, cf)) kann im Fall dim (Y) = dim (cf) zur Charakterisierung
der Entfernung zwischen Y und .r verwendet werden. Dabei gilt tan (<J (Y, cf)) = 0
genau dann, wenn Y = cf ist, und die Entfernung ist unendlich, wenn einer der
Teilräume eine Richtung enthält, die orthogonal zum anderen Teilraum ist.

Man beachte, daß der Winkel zwischen zwei Teilräumen stets im Intervall [0, 7t/2]
liegt, während der Winkel zwischen zwei Vektoren Werte im gesamten Intervall
[0,1t] annehmen kann, denn die Vektoren können entgegengesetzt orientiert sein.
Letzteres spielt bei der Definition (40) keine Rolle, denn mit s liegt auch -s in cf,
so daß mit <J (y, s) auch der Winkel <J (y, -s) = rt - <J (y, s) in der Menge liegt,
über der das Minimum gebildet wird. Insbesondere gilt für zwei Vektoren u, v

<J (span {u}, span {v}) = <J (u, v)

nur im Fall uTv ~ 0, also 0 ~ <t (u, 1)) ~ 1tj2; im Fall uTv ~ 0 ist

<1: (span {u}, span {v}) = 1t - <J (u, v) = <1: (-u, v) = <1: (u, -v).

Mit den eingeführten Größen läßt sich der nachfolgende Konvergenzsatz formu
lieren:

113.3.9. Satz. Es seien P'l' ... , Ap } dominante Eigenwerte von A, und .r, sei der
zugehörige p-te dominante Teilraum. Der Startteilraum Y leRn genüge den
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Bedingungen

dim (YI) = P und a:= cos (<J: (YI' cJ'p») > O. (47)

Dann gilt für die durch 13.3.8 definierte Folge {y,,} von Teilräumen dim (Yk) = P
und

mit

tan CPk+1 ~ '" tan CPk ~ ",Ie tan CPI = ",Ie V1 - a2/a (48)

(49)

Der Beweis verläuft analog zu dem von 13.3.3, wobei Yk in Komponenten bezüglich der
komplementären Teilräume c'fp = span {uI, ... , uP} und 3 p+l : = span {uP+1, ••• , u ß } = c'ft zu
zerlegen ist. 0

Zur Implementierung von 13.3.8 liegt es nahe, den Teilraum Y" gemäß

Y" = c7l(Vk ) , (50)

durch die Spalten emer geeigneten Matrix Vk aufzuspannen. Dann spannen die
Spalten von

(51)

den Teilraum Yk+l = AYk auf. Falls diese Spalten zur Vermeidung von Über
bzw. Unterlauf gemäß

(52)

normiert werden, ändert sich der Wertebereich nicht, d. h., es gilt Yk+l = c7l(Vk+l)
= c7l(Wk+l)' Wenn die Startbasis normiert ist, sind die Vektoren {vle,i} dann iden
tisch mit denjenigen, die sich nach der Vektoriteration 13.3.1 aus vl,i ergeben. Im
Fall lAll> IA2 1 approximieren daher alle diese Vektoren für genügend großes k die
Richtung u l oder -ul beliebig genau, so daß die Basis {v le ,!, ... , t,Ie,P} mit wachsen
dem k immer schiefwinkliger wird und vom numerischen Standpunkt immer schlech
ter zur Repräsentation von Yk geeignet ist. Aus diesem Grunde ist es zweckmäßig,
mit einer orthonormalen Basis von Y k+l zu arbeiten, also Vk+l als orthonormale
Matrix festzulegen. Dabei empfiehlt es sich aus später klar werdenden Gründen,
mit mehr als p Vektoren zu arbeiten, also Teilräume der Dimension m ~ p zu be
trachten.

13.3.10. Teilraumiteration mittels orthonormaler Basen.

SO (Initialisierung): Wähle m mit p ~ m ~ n und spaltenorthonormale Start
matrix VI E Rn,m, setze k := 1.

81 (Iteration): Berechne Wk+l := AVk

82 (Orthonormalisierung): Bestimme spaltenorthonormale Matrix Qk+1 E Rn,rn und
reguläre obere Dreiecksmatrix Rk+l E Rrn,m mit

lV!.:+l = Qk+lRk+l
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I
S 3 : Setze Vk+I := Qk+I

S4: Setze k := k + 1, goto S 1

Aufwand pro Schritt: m Auswertungen von Ax (für S 1), t"'-I ](lnm2 opms (für S2)

13.3.11. Bemerkung. (i) Wenn die Voraussetzungen von 13.3.9 mit m statt perfüllt
sind, gilt 13.3.9 auch für die in exakter Arithmetik ausgeführte Teilraumiteration
13.:110. Insbesondere ist dann dim (Yk+I) = rang (Wk+I) = m, so daß S2 in der
Tat mit spaltenorthonormalem Qk+1 und regulärem H k+1 durchgeführt werden kann.
Für eine ausreichend gute Approximation von Yk+1 durch die Spalten von Qk+l
brauchen dabei keine allzu hohen Orthogonalitätsforderungen gestellt zu werden,
so daß sich das modifizierte Gram-Schmidt-Verfahren 10.1.5 zur Realisierung an
hietet. Bei dieser Version ist in den Aufwandsangaben K l = 1 zu setzen. Bei höheren
Orthogonalitätsforderungen muß i. allg. mit Re-Orthogonalisierung gearbeitet wer
den, wobei sich der Aufwand verdoppelt, vgl. 10.1.8(iii).

(ii) Wenn für festes p mit 1 ~ p ~ m die Partitionierungen Vk = (V; I Vn mit
V; E Rn,p, V; E Rn,m-p und analog Qk = (Q~ 'Q~), W k = (lV; I ll'n sowie

(
H

I IR")u, ~ t

l
k vorgenommen werden, gilt JV~+1 ~ AV; und W~+l = Q~+IH~+l'

o R~'
d. h., die Spalten von V; bilden eine orthonormale Basis desjenigen Teilraums Y~
der Dimension p, der durch Teilraumiteration aus Y~ entsteht. Algorithmus 13.3.10
liefert also gleichzeitig auch Approximationen für die invarianten Teilräume eY'p mit
p ~ m, sofern die Eigenwerte {I'l' ... , Ap } dominant sind.

(iii) Für die Computerrealisierung von 13.3.10 lassen sich zu 13.3.5 analoge
Aussagen beweisen. Aus Aufwands- und Genauigkeitsgründen ist auch hier wesent
lich, daß x = ii'p+1/Apl deutlich kleiner als 1 ist, vgl. 13.3.6. D

C. Der Raqteiqh-Riiz-Alqorithrnu«

Im folgenden wenden wir uns dem Problem zu, wie den durch Qk repräsentierten
Teilraumapproximationen Yk möglichst gute Näherungen {flj, vi} für die gesuchten
Eigenpaare von A zugeordnet werden können. Wenn in Analogie zu 13.1.8 die
Quadratsummen der Residuumsnormen als Kriterium für die Güte der Approxima
tionen verwendet werden, ergibt sich das folgende Resultat.

13.3.12. Satz. Es sei Y = :R(Q) ein m-dimensionaler Teilraum. der durch die
Spalten der spaltenorthonormalen Matrix Q = (ql, ..., qrn) E Rn,rn (1 ~ m ~ n)
aufgespannt wird. Aus Q und A E Sn,n werde die Matrix

P := ((lij) := QTAQ E Sm,m

gebildet, und

P = X1l1XT

(53)

(54)

sei die zugehörige Eigenwertzerlegung mit llf = diag (fll' "', flm) und ortho-
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gonalem X E Rm,m. Dann löst {M, V} mit

Tl:= (VI, ... , vm ) := QX

die Aufgabe

m

I:AV - VMII~ = L IIAv1 - /ljv1
11

2 -+ Minimum!
j=1

bei

(55)

(56)

ltl = diag (/lj) E Rm,m, V E Rn,m spaltenorthonormal mit 3l(V) = 3l(Q).

(57)

Beweis. Wegen cn(V) = cn(Q) ist V = QX mit regulärem X E Rm,m, und wegen der gefor
derten Spaltenorthonormalität muß I = VTV = XTQTQX = XTX gelten, also X orthogonal
sein. Für jedes solche V gilt dann für die Residualmatrix R = AV - Vll:f

so daß sich die Aufgabe mit der Bezeichnung B:= (bI, ... , b m ) := AQ auf

m

!IR!I1c = IIB - QPII1c = L !Ibi - QQil1 2 ---+ Minimum!
j=1

bei

(58)

M diagonal, X orthogonal,

reduziert. Wenn die Nebenbedingungen zunächst ignoriert werden, hat (58) die Lösungen
Qi:= (QTQ)-I QTbi = QTb1, also P = QTB = QTAQ. Da die Matrix P symmetrisch ist.
kann sie mittels ihrer Eigenwertzerlegung (54) in der geforderten Form dargestellt werden. D

Die in 13.3.12 beschriebene Zuordnung {A, Q} -+ {M, V} wird Rayleigh-Ritz-Algo
rithmus - kurz: RR-Algorithmus - genannt. Die Größen {/lj} und {vi} heißen
Ritzsche Eigenwerte bzw. Eigenvektoren bezüglich des Teilraumes y = 3l(Q). Die
Matrix P = Ü!iJ mit den Elementen (2ij = (qt)T Aqi stellt eine Verallgemeinerung
des Rayleigh-Quotienten dar und wird Projektion von A auf y = 3l(Q) genannt,
vgl. Ü 13.3.5.

13.3.13. Rayleigh-Ritz-Algorithmus. Es sei A E Sn,n, und Q E Rn,m sei spalten
orthonormal.

81: Bilde B:= AQ E Rn,m, berechne P:= QTB E Sm,m

82: Berechne Eigenwertzerlegung P = XMXT mit diagonalem M und ortho-
gonalem X

83: Berechne V:= QX

Aufwand: m Auswertungen von Ax + ~ nm 2 j2 opms (für 81),
~ K 2m 3 opms (für 82, K 2 abhängig vom verwendeten Verfahren),
~ nm2 opms (für 83)

13.3.14. Bemerkung. (i) Falls Y ein invarianter Teilraum von A ist, also 3l(AQ)
c: 3l(Q) gilt, muß AQ = QZ mit einer Matrix Z E Rm,m sein. Dann folgt P = QTAQ

25 Schwetlick, Numerische Algebra
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= QTQZ = Z, mithin AQ = QP und durch Rechtsmultiplikation mit X schließ
lich

Ar = r1l'l, d. h. Avi = pjVi (j = 1, ...,m). (59)

Im Fall eines invarianten Teilraumes verschwindet also die Residualmatrix R
= Ar - rM, und die Ritzsehen Eigenpaare {pj, vi} von A bezüglich y sind iden
tisch mit gewissen m Eigenpaaren {A[lj)' u ll j )} von A, wobei y = span {u[(l), ... , u ll 71l l }

ist.

(ii) Wenn die Spalten von Q bereits gute Näherungen für die gesuchten Eigen
vektoren darstellen, weicht P nur wenig von einer Diagonalmatrix ab. Zur Be
rechnung der Eigenwertzerlegung in S2 bietet sich dann das Jacobi-Verfahren
an. 0

Falls R =1= 0, also y nicht invariant ist, lassen sich unter Verwendung von R
die folgenden Aussagen über die Güte der Ritzschen Näherungen {pj, vi} machen:

13.3.15. Satz. Es sei Q E Rn.m spaltenorthonormal, und M = diag (Pj) sowie
r = (VI, ..., vm ) seien die in exakter Arithmetik berechneten Ritzsehen Eigen
werte bzw. Eigenvektoren mit der zugehörigen Residualmatrix R := (rl, ..., r m )

:= Ar - V1l'I. Dann gilt:

(i) Es gibt Störungen d'A j E Sn,n mit

(j = 1, ... , m).(A + d'A j ) vi = pjVi und Ild'Ajll ~ 111·i ll

(ii) Es gibt Eigenwerte {}'[ll)' ... , A[(m)} von A mit

11'; - Al(j)I :0:; IIRII und Vj~ (1'; - Al(j»)2 :0:; ß IIRII,·

(60)

(61)

Beweis. Aussage (i) folgt direkt aus 13.1.7, zum Nachweis von (ii) sei auf die Spezialliteratur
verwiesen, siehe B 13.4. D

13.3.16. Bemerkung. (i) Aus 13.3.15 (i) folgt nach 13.1.2, daß im Intervall [Pj - 1/1·i ll,
Pj + 111· i ll] mindestens ein Eigenwert A[ von A liegt. Wenn alle diese Intervalle dis
junkt sind, ist dies eine schärfere Aussage als (ii), Falls Pj den Eigenwert A[ genügend
gut approximiert und A[ von den übrigen Eigenwerten ausreichend getrennt ist,
kann auch der Winkel zwischen ±vi und dem entsprechenden Eigenvektor u l ab
geschätzt werden. Bei mehrfachen Eigenwerten und Eigenwerthaufen gelten analoge
Abschätzungen für die zugehörigen Teilräume, auf die hier jedoch nicht eingegangen
werden kann, vgl. 13.1.5.

(ii) Bei Computerrealisierung des RR-Algorithmus ist wesentlich, daß die nume
risch berechnete Matrix Q die im Sinne von

Po akzeptabel, (62)

höchstmögliche Qualität der Orthogonalität hat, vgl. 10.1.8. Falls (62) erfüllt ist
und die Eigenwertzerlegung in S 2 von 13.3.13 nach einem numerisch gutartigen
Verfahren vorgenommen wird, gelten die Aussagen von 13.3.15 auch für die nume-
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risch berechneten Ritzsehen Näherungen. Dabei ist in den Schranken ein Term der
Größenordnung vF I IIAII mit akzeptablem F I zu addieren. 0

Wir gehen abschließend auf mögliche Kombinationen der Teilraumiteration mit
dem RR-Algorithmus ein.

13.3.17. Bemerkung. (i) Die einfachste Möglichkeit zur Kopplung von Teilraum
iteration und RR-Algorithmus besteht darin, die nach Schritt S2 von 13.3.10 vor
liegende spaltenorthonormale Matrix Qk+l =: Q als Ausgangspunkt für den RR
Algorithmus zu wählen. Dann sollte natürlich nicht Qk+1' sondern die denselben
Teilraum Yk+1 = :R(Qk+1) = :R(V) repräsentierende Matrix V =: Vk+1 der Ritzsehen
Eigenvektoren als neue Basismatrix gewählt werden. Bei Konvergenz der Ritzschen
Eigenvektoren gegen Eigenvektoren von A ist dann P fast diagonal, vgl. 13.3.14(ii).
In dieser Version ist S3 von 13.3.10 also durch

S 3': Setze Q := Qk+1' berechne Ritzsehe Näherungen {M, V} nach 13.3.13, setze
lUk+1 := M, Vk+1 := V

zu ersetzen. Pro Schritt sind dann 2m Auswertungen von A;r erforderlich, nämlich
m in S 1 von 13.3.10 und m in S 1 von 13.3.13.

(ii) Unter Verwendung der im folgenden Schritt ohnehin zu berechnenden Matrix
AVk+1 läßt sich die Residualmatrix R = R k+1 = AVk+1 - VkH ll l k+1 bilden und damit
gemäß 13.3.15 eine Einschätzung der Genauigkeit der Ritzsehen Näherungen
{1l1k+1 ' Vk+1} vornehmen. Dies kann als Grundlage für ein Abbruchkriterium zur
Teilraumiteration genommen werden.

(iii) Für die in (i) beschriebene Variante der sogenannten simultanen Iteration gilt
unter der Voraussetzung

o~ }'n ~ ••• ~ Am+1 < Am < ... < A2 < Al

die Abschätzung

(63)

(j = 1, ... , m), (64)

sofern die Ritzschen Eigenwerte in Analogie zu (63), also gemäß flm ~ ••• ~ fl2 ~ fll
numeriert werden. Die Konvergenz ist also um so besser, je größer m + 1 - j ist.
Zur Berechnung der ersten p Eigenwerte ist es daher zweckmäßig, die Spaltenzahl m
etwas größer als p zu wählen. Trotz des höheren Aufwandes pro Schritt ist der Gesamt
aufwand wegen der schnelleren Konvergenz dann meist niedriger als im Fall p = m,
sofern Am+1 merklich kleiner als Ap+I ist.

(iv) Die Aussagen von (iii) lassen sich auch auf den indefiniten Fall und nicht
notwendig getrennte dominante Eigenwerte {Al,"" Am} übertragen. Die Formu
lierung und erst recht die Beweise sind allerdings wesentlich komplizierter, so daß
hier darauf verzichtet wird. Bei mehrfachen Eigenwerten bzw. Eigenwerthaufen ist
natürlich nicht mit individueller Konvergenz der Ritzsehen Eigenvektoren zu rech
nen, allerdings approximieren die zugehörigen Teilräume die entsprechenden in
varianten Eigenvektorräume von A, vgl. 13.l.B.

(v) Mit nur m Auswertungen von A;r pro Schritt kommt die folgende, in der

25*
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Prozedur ritzit von RUTISHAUSER [71] verwendete Modifikation aus, bei der 83
von 13.3.10 durch

83.1': Bilde P := Rk+lRltl

83.2': Berechne Eigenwertzerlegung P = XM2XT von P mit diagonalem
M2 = diag Cui, ... , .u~) und orthogonalem X

83.3': 8etze Vk+1 := Qk+1X

ersetzt wird. Zur Analyse dieser zu empfehlenden Version muß auf die Literatur
verwiesen werden, siehe B 13.4.

(vi) Aus Aufwandsgründen ist es zweckmäßig, den RR-Algorithmus nur in ge
wissen Abständen mit der Teilraumiteration zu koppeln.

(vii) Für alternative Möglichkeiten zur Festlegung der approximierenden Teil
räume siehe B 13.5. 0

Übuugsautgahen

Ü 13.3.1. Es seien An ~ An- l ~ ••• ~ A2 < Al die Eigenwerte von A. Dann hat die durch die
Verschiebung Ä := A - pI entstehende Matrix A die Eigenwerte Xi = Ai - p. Man zeige,
daß die Größe

~ = ~(p; Al' ... , An) := max {lXii: i =+= 1}/iXl i

für Popt:= (A2 + An)/2 minimal wird, und der minimale Wert ist

Wie kann An unter der Voraussetzung An < An- l in einen dominanten Eigenwert von A trans
formiert werden?

V 13.3.2. Man zeige unter Verwendung von (18), daß

Y% = Ilwk+111 2 = Ai - [Ai - IIA zkl12J sin 2!pk

gilt und folgere hieraus (22).

D 13.3.3. Man stelle wk.j unter Verwendung von (16) und (18) in der Form

_ (ßkW k+1 ) j _ ~ [(AZk)j - A1(zk)jJ sin!Pk
Wk . - - - 11.1 + --=....:._--'-L_-----='-'----'-L:'-.----:.....::...

.t (ßkVk)j (ul)j cos !Pk + (zk)j sin !Pk

dar und leite hieraus die Abschätzung (25) her.

D13.3.4. E's seien PE Rn,p, Q E Rn,q spaltenorthonormal. Man zeige, daß

IIPTQII ~ 1

gilt und der minimale Winkel zwischen den Teilräumen Y := /ll(P), :I := /ll(Q) durch

cos (-1:min (Y, 3)) = IIPTQII

gegeben ist.

Hinweis: Man beachte Ü 1.2.10.
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Ü 13.3.6. Es sei y = :Jt(Q) der durch die Spalten der spaltenorthonormalen Matrix Q E Rn,p
aufgespannte Teilraum. Dann kann die durch A vermittelte lineare Abbildung x E Rn
-c>- ..4x E Rn wie folgt bezüglich Y approximiert werden:

x E Rn -c>- y:= Pyx E Y -c>- Ay E Rn -c>- z:= PyAy E y.
Dabei bezeichnet Py := QQT den Projektor auf y. Man zeige: Wenn

y = Pyx = QQTX = Qy, y:= QTX und z:= Qz

gesetzt wird, gilt

z = Py mit P:= QTAQ.

Die Matrix P heißt Projektion von A auf Y = :Jt(Q).

13.4. Inverse Iteration

Die Vektor- und Teilraumiteration aus 13.3 hat den Nachteil, daß sie nur Approxi
mationen für Eigenvektoren bzw. Eigenräume liefert, die zu dominanten Eigenwerten
gehören; außerdem ist die Konvergenz i. allg. langsam. Meistens sind jedoch andere
Eigenvektoren gesucht, etwa der zu einem vorgegebenen Eigenwert Aj gehörende
Eigenvektor u', wobei eine Näherung tJi für Aj bekannt ist, vgl. 13.1.10, oder die zu
p betragskleinsten Eigenwerten gehörenden Eigenvektoren. Solche Eigenwerte
lassen sich i. allg. auch durch eine Spektralverschiebung nicht zu dominanten
machen. Eine Möglichkeit, auch die beschriebenen Aufgaben sehr effektiv mittels
Vektoriteration zu lösen, beruht auf den folgenden beiden Fakten:

Wenn A = U AUT = U diag (Ai) UT die Eigenwertzerlegung von A bezeichnet
und A regulär ist, gilt A -1 = U A-IUT = U diag (1/Ai) UT, d. h., die Inverse
besitzt die reziproken Eigenwerte, während die Eigenvektoren unverändert
bleiben. Die betragskleinsten Eigenwerte von A gehen also in die betragsgrößten
von A -1 über.

Durch eine Spektralverschiebung

Ä := A~ := A - tJI (1)

kann jeder Eigenwert Ai von Azurn betragskleinsten Eigenwert 1.i = Ai[A~]
= Ai - tJ von A~ gemacht werden, sofern lAi - tJl genügend klein ist, vgl.
Abb. 13.4.1.

Abb. 13.4.1. Spektralverschiebung Xi = Ai - P

Im folgenden seien die Eigenwerte }'i von A gemäß

(2)
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numeriert, und es gelte

(3)

d. h., AJ.l sei regulär. Dann existiert A := (A - flIt1, und es ist

A = (A - flItl = U(A - flItl UT = U diag (l/(}'j - fl)) UT. (4)

Die Matrix A besitzt also die Eigenpaare {~j, u i}, ~j := l/(I.j - fl). Insbesondere ist
~l = 1/(A1 - fl) wegen (2) betragsgrößter Eigenwert von A. Der zugehörige Eigen
vektor u 1 kann dann im Fall der Dominanz von ~l' d. h. im Fall

(5)

durch Vektoriteration mit der Matrix A gefunden werden; man spricht von inverser
Iteration.

13.4.1. Basisverfahren der inversen Iteration.

SO (Initialisierung): Wähle fl mit fl =f= Aj (j = 1, ... , n) und VI mit IIv111 = 1, setze
k:= 1

Si (Iteration): Berechne W k+1 := Avk = (A - flItl vk

S2 (Normierung): Setze V k+1 := wk+ 1/llwk+111

S 3: Setze k := k + 1, goto S 1

13.4.2. Bemerkung. (i) Bei der Realisierung von Si wird i. allg. nicht die explizit be
rechnete Inverse A;l verwendet, sondern W k+1 wird als Lösung des Gleichungs
systems

(6)

bestimmt. Dazu bietet sich eine Dreiecksfaktorisierung von AJ.l an, etwa die Spalten
pivotisierte Gauß-Faktorisierung PJ.lAJ.l = LJ.lRJ.l aus 5.2.A oder die symmetrische
BKP-Faktorisierung PJ.lAJ.lP~ = LJ.lDJ.lL~ aus 6.1.B. Letztere nutzt zwar die Symmetrie
von AJ.l voll aus, kann aber aus einer eventuellen Bandgestalt von A keine Vorteile
ziehen. In beiden Fällen gilt für die berechnete Lösung WH1 von (6)

(7)

wobei F die Kumulationskonstante des Lösungsverfahrens bezeichnet. Man beachte,
daß AI-' i. allg. nicht definit ist, so daß die einfache Cholesky-Faktorisierung nicht
verwendet werden kann. Da die Koeffizientenmatrix für alle k dieselbe ist, braucht
die Faktorisierung nur einmal berechnet zu werden.

(ii) In wichtigen Anwendungen der inversen Iteration ist A tridiagonal, siehe 13.6.
In diesem Fall sollte die spaltenpivotisierte Gauß-Faktorisierung nach 6.4.4 ver
wendet werden, deren Berechnung dann wie die Lösung von (6) nur O(n) opms
kostet. Dasselbe gilt für Bandmatrizen.

(iii) Bei Realisierung in exakter Arithmetik wird das Konvergenzverhalten der
Folge {v k } durch 13.3.3 bei Anwendung auf A;l statt A beschrieben: Falls (2), (3),
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(5) und (13.3.9) gelten, konvergiert {19'kV"} gegen ut, und der Konvergenzfaktor ist

(8)

Die Konvergenz ist also um so schneller, je besser die Eigenwertnäherung p ist.

(iv) Bei Computerrealisierung wird das ideale Verhalten der Folge {v"} durch die
Rundungsfehler gestört. Wegen der erforderlichen Gleichungsauflösung ist die
Fehleranalyse etwas aufwendiger als bei der einfachen Vektoriteration. \Vir be
trachten zunächst den Fall, daß A,.. im Sinne von

vF cond (..4,..) = vF I}'n - pl/l}'l - pi =: x < 1 (9)

(10)

mit F aus (7) ausreichend regulär ist, d. h., daß p keine zu gute Approximation für }'1

darstellt. Dann folgt aus 4.1.2 die Regularität von A,.. + (L4k> und man erhält

U;k~l = (A,.. + d'A kt
l v k = (A + (fA k ) t,k

mit d'A k := (A,.. + d'Akt l - A;l

lind

[1(fAkll ~ [IIAI1 2/(1 - x)] IloA,,11 ~ vi' IIAII, F := [cond (.L4,..)/(1 - x)] F.

(11)

Die Voraussetzungen von 13.3.5 sind also mit {A, F} statt {A, F} erfüllt, sofern

x+ 10v(F + n12) = li'l - pl/l}'2 - pi + 10v(F + n12) < 1 (12)

(13)

gilt .

(v) Die in (iv) beschriebene Situation liegt in der Regel vor, wenn die inverse
1teration mit p = 0 - also ohne Verschiebungen - zur Bestimmung des betrags
kleinsten Eigenwertes verwendet wird. Falls die p betragskleinsten Eigenwerte und
zugehörigen Eigenvektoren gesucht sind, sollte natürlich die Teilraumiteration mit
A := AOI := A-I statt A benutzt werden. Die Dominanzforderung (13.3.2) geht
dann in

o < li·11~ ... ~ IApl < 1}'P+11

über, und die Aussagen aus 13.3.B,C sind sinngemäß gültig. 0

Falls li'l - pi sehr klein ist, kann nicht mehr wie in (iv) geschlossen werden, da
(9) i. allg. nicht erfüllt ist. Wir gehen auf diesen wichtigen Spezialfall im folgenden
genauer ein. Es sei dazu p eine im Sinne von

(14)

sehr gute Näherung für irgendeinen Eigenwert }. von .L4. Wir numerieren die Eigen
werte wieder gemäß (2), d. h., ). = 1. 1 sei der f.1 am nahesten gelegene Eigenwert.
Gesucht ist ein Vektor v mit Ilvll = 1, so daß {p, v} eine akzeptable Eigenpaar
approximation darstellt. Wenn die Norm des Residuums l' = (.L4 - pI) v als Kri
terium für die Güte von v verwendet wird, ist nach 13.1.10 jeder zu i' l gehörende
Eigenvektor u 1 optimal, so daß sich die inverse Iteration zur Berechnung von v
anbietet. Dabei ist es zweckmäßig, die folgende spezielle Version zu verwenden.
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13.4.3. Berechnung einer akzeptablen Eigenvektorapproximation v bei gegebener
Eigenwertnäherung p mittels inverser Iteration.

Aufgabe: Zur gegebenen Eigenwertapproximation p mit (14) ist t~ mit Ilvll = 1 so
zu bestimmen, daß {p, v} ein akzeptables Eigenpaar von A ist.

A lqorithrnus :

SO (Initialisierung):

S 0.1: Berechne Faktorisierung Afl = P~LflRfl gemäß 5.2.3 mit regulärem Rp.

SO.2: Berechne w l als Lösung von Rp.wl = e := (1, ... , l)T

SO.3: Setze VI ;= wi/ilwill
SO.4: Setze k := 1 und c:= y; (co + Cl) = V y; ir; + F I ) IIAII mit r, aus (14)

und F I := (2 + vFo) F . 2F, Cl ;= vFI IIAII, F aus (7)

S 1 (Iteration): Bestimme W k+1 als Lösung von P~LflRp.Wk+1 = vk

S2 (Normierung): Setze Wk+1 := Ilwk+111 und vk +1 := Wk+I/Wk+1

S3 (Abbruchtest): if C * Wk+1 < 1 then [k:= k + 1, goto S1]

Aufwand: 1""0./ n3/3 opms (für SO) + 1""0./ kn 2 0p m s (für k Iterationsschritte S 1, S2,
falls A voll besetzt ist)

13.4.4. Aussage. Für die Computerrealisierung von 13.4.3 gilt:

(i) Falls das Verfahren nach k Schritten wegen C * Wk+l ~ 1 mit v := V k + 1 ab
bricht, gibt es eine Störung d'A E Sn,n, so daß {p, v} der Beziehung

(A + dA) v = pv mit l[dAII;;; v{y; r, + (Y; + 1) F I } IlAIII""o./ C IIAI[ (15)

genügt, d. h., {p, v} ist ein akzeptables Eigenpaar von A.

(ii) Das Abbruchkriterium C * Wk+1 ~ 1 ist fast immer nach wenigen Schritten
k = 1,2, 3, ... erfüllt,

Beweis. Aus (14) folgt Ipl ~ lAll + Co ~ (1 + vFo) IIAI!, so daß in (7) weiter gemäß

lirlAkl1 ~ vF IIA!,II ~ vF[IIAli + Ipl] ~ vF(2 + vFo) IIAI! = vF1 flAl1 = Cl (16)

abgeschätzt werden kann.

Zu (i): Aus (7) und der Iterationsvorschrift folgt

r = (A - pI) v = (A - pI) v k+1 = V k/Wk+1 - dAk'l·k+I.

Wegen C * Wk+I ~ 1 und (16) zieht dies

lirtl ~ 1/Wk+1 + Cl ;5: C + Cl = v{Y;;' r, + (y;;' + 1) F 1 } IIAII

und wegen 13.1.7 schließlich die Behauptung nach sich.
Zu (ii): Wir skizzieren den Beweis nur. Nach (7) und (16) gilt

(A - IlI)w2 = VI mit A:= A + dA I , IIdA1 11 ~ Cl (17)

für das berechnete w 2 • Wir nehmen an, daß d'A l und damit A symmetrisch ist, siehe dazu
13.4.5 (ii) unten. Es sei O:j' ui} ein orthonormales ~igensystem von A. Wegen (17) und 13.1.2
kann dieses System so indiziert werden, daß lAI - All ~ Ild'AIII ~ Cl gilt, woraus unter Beach
tung von (14)

1~1 - pi ~ 1~1 - All + 1)'1 - pi ~ Cl + Co = c;y;; (18)
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folgt. Mit {;:= (UI , ••• , Ufl ) , Z:= {;Tvl, y:= {;Tw2 lä ßt sich nun (17) in der Form (~i - fl) Yi
= zi (i = 1, ... , n) schreiben. Im Fall zi -=F 0 muß daher ~i - fl =F 0 und Yi = Zd(~i - Il)
gelten. Daher ist

n

w~ = Illv2il 2 = ilYI12 = L Yf ~ . L. ZiI(~i - fl)2 ~ n {.L zi}/c2
,

i=l t:ZI=l=O tEl

wobei I die Menge derjenigen Indizes bezeichnet, für die zi =F 0 und I~i - ,ul ~ c/y;;, gilt.
Wegen (18) gehört mindestens i = 1 zu dieser Indexmenge, sofern ZI = ulTv i =F 0 ist, was
fast immer erwartet werden kann. Wenn VI zufällig gewählt worden wäre, ergäbe sich unter

einfachen Voraussetzungen an die Verteilung der Erwartungswert E(lzII) = 1!y;;'. In den
meisten Fällen wird daher

(19)

gelten. Aus (19) folgt aber e * W 2 ~ V;;' IZII ~ 1, und die Iteration bricht mit v = v 2 nach dem
ersten Schritt ab. Der Startvektor VI wird aber nicht zufällig gewählt, sondern VI = WI/!lwIII
ergibt sich aus w I , und w l ist Lösung von

(A - fll)w I = vo:= P:Llle.

Dies entspricht einem zusätzlichen Schritt mit dem speziellen Startvektor VO und erhöht die
Chance für einen Abbruch mit V = v 2 wesentlich. Falls der Abbruchtest in S3 für k = 1 noch
nicht erfüllt sein sollte, zeigt eine genauere - allerdings recht komplizierte - Analyse, daß
Wk+l in den weiteren Schritten sehr schnell wächst, so daß im ungünstigsten Fall nach 2, 3
Schritten ein akzeptables Paar {fl, v} vorliegt. D

13.4.5. Bemerkung. (i) Es ist cond (All) = IAn - fll/IAI - fll ~ [IAn - fli/(IIAII Fo}]/v
wegen (14), d. h., für akzeptables F o ist cond (All) in der Größenordnung 1/v. Die
für die Durchführbarkeit der Gaußschen Dreiecksfaktorisierung mit regulärem R

il

hinreichende Bedingung (9) ist daher i. allg. nicht erfüllt, vgl. 5.3.2. Praktisch wird
R il natürlich fast immer regulär sein, allerdings werden gewisse Pivots (RIl)jj betrags
mäßig sehr klein werden. Sollte ausnahmsweise sogar (RIl)jj = 0 gelten, so wird
(RIl)jj := v IIAII gesetzt, vgl. 5.3.3 (i), Dabei bleibt (7) gültig.

(ii) Die im Beweis von 13.4.4 vorausgesetzte Symmetrie der Störung d'Ak ist keine
Einschränkung: Ist (17) mit einer nichtsymmetrischen Störung erfüllt, so folgt nach
4.1.18 für das Residuum die Abschätzung IIrk+111 = llv k - A llw k +1 l1 ~ EI. Nach

4.1.20(ii) kann dann dAk durch eine äquivalente symmetrische Störung dAk , für die
(17) ebenfalls gilt, ersetzt werden.

(iii) Praktisch wird man E in der Größenordnung von 'V Y; IIAIl wählen und dabei
Il...4ll z. B. durch IlAlloo nach oben abschätzen.

(iv) Wenn mehrere im Sinne von (14) akzeptable Eigenwertnäherungen fl, fl', u"; ...
vorliegen, kann 13.4.3 für jede von diesen durchgeführt werden und liefert
Eigenvektornäherungen v, v', v", ... Die Eigenpaarapproximationen {fl, v}, {fl', t,,},
{fl", v"}, ... sind dann alle exakte Eigenpaare gestörter Matrizen A +dA, A + d'A', .
mit lIoAIl, IloA'II, ... ~ eilAll =: e, also akzeptabel. Da die Störungen dA, dA', .
jedoch i. allg. verschieden sind, brauchen die berechneten Eigenvektoren auch im
Fall verschiedener Eigenwerte nicht exakt orthogonal zu sein; nach 13.1.B ist mit
einer Abweichung von

IvTv'1 ~ IIdA - d'A'II/lfl - fl'l ~ 2E/lfl - fl'l usw. (20)
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zu rechnen. Insbesondere bei dicht benachbarten und speziell bei mehrfachen Eigen
werten als deren Grenzfall ist daher eine Re-Orthogonalisierung nach dem MGS
Verfahren aus 10.1 gemäß

v' := v' - (vTv') "',

v" := »" - (vTv") 'v,

v' := v'/Ilv/II,

v" := v" - ((V')T v") r", v" := v"/llv"11

erforderlich. Die nach der Orthogonalisierung vorliegenden Paare tu, v}, {f,l,/, v/l, ...
sind in fast demselben Sinne akzeptabel wie vorher. D

Normalerweise deutet ein Wert von cond (A",) in der Größenordnung 1/v darauf
hin, daß die berechnete Lösung w von A",w = v einen sehr großen Fehler haben kann
und daher praktisch wertlos ist, vgl. 4.l.A. Im Fall der inversen Iteration 13.4.3
trifft der erste Teil dieser Behauptung auch zu, allerdings zeigt der Beweis zu 13.4.4,
daß sich dieser i. allg. große Fehler praktisch nicht auf die Güte der berechneten
Richtung wjllwll auswirkt, sofern ein numerisch gutartiges Verfahren verwendet
wird und w im Sinne von Ilwll = O(1j(v IIAII)) genügend groß ist. Das berechnete w
ist dann i. allg. eine sehr schlechte Näherung für die exakte Lösung A;lV des Glei
chungssystems, aber die Richtung wjllwll approximiert die von u1 gut, falls }'l aus
reichend isoliert ist. Dies ist auch durch die folgenden, mehr geometrischen Über
legungen einzusehen: Für das berechnete w gilt wegen der Gutartigkeit (AI-' + dA) U'

= v mit 'ldA,1I ~ »F IlA",1 I =: E und akzeptablem F. Wir betrachten den Fehler
rl'w := w - u·* von w bezüglich der exakten Lösung w* = A;lV. Nach 4.1.7 liegt
der linearisierte Fehler dw' in einem Ellipsoid 0/ um den Nullpunkt und mit den
Halbachsen (XjV i = (iJzjo) vi, wobei iJz := e Ilw*11 gilt und (Jj und vi die Singulär
werte bzw. Singulärvektoren von A", sind. Wegen der Symmetrie ist (Jj = Il j - .ul
und vi = sgn (I'j - .u)ui, Unter der zusätzlichen Voraussetzung lAI - .ul ~ IA2 - .ui
ist (Xl ~ (X2 ~ ••• ~ (Xn, d. h., das Ellipsoid entartet dann in ein nadelförmiges Ge
bilde, dessen Längsachse die Richtung des zu Al gehörenden Eigenvektors u 1 hat.
Die bezüglich dA linearisierte Lösung w' := w* + rl'w/ liegt dann in dem verscho
benen Ellipsoid w* + 0/, siehe Abb. 13.4.2. Der Einfachheit halber lassen wir im
folgenden das Zeichen ,,'" weg.

Man sieht, daß dw fast immer die Richtung von u 1 haben wird. Bei gleichsinniger
Orientierung von w* und nw wirkt sich selbst ein sehr großer Fehler günstig auf die
Approximation von u 1 aus, bei ungleichsinniger verschlechtert er diese nur wenig,

Abb. 13.4.2. Fehler
ellipsoid bei inverser
Iteration
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sofern Ilwll genügend groß bleibt. Nur im praktisch unwahrscheinlichen Sonderfall
dw ;;::; -w* - also für kleines Ilwll - weicht die durch w festgelegte Richtung
wesentlich von u 1 ab. Falls ein Lösungsverfahren verwendet wird, das nur numerisch
stabil mit derselben Konstanten F ist, müßte das Ellipsoid durch die umschriebene
Kugel ersetzt werden. Es könnten dann auch große Fehler orthogonal zu u 1 auf
treten, die zu einem völlig unbrauchbaren w führen.

Wenn }'1 ein p-facher Eigenwert ist, entartet &' etwa im Fall p = 2 in ein scheiben
förmiges Gebilde, das sich nur wenig von einem Kreis mit dem großen Radius (\1

in der durch {ul, u 2} aufgespannten Ebene - dem Eigenraum zu Al - unterscheidet.
Auch dann approximiert w fast immer einen in dieser Ebene liegenden Eigenvektor
zu }'1 gut. Dasselbe ist der Fall, wenn Al zu einem aus p benachbarten Eigenwerten
bestehenden Eigenwerthaufen gehört, der von den restlichen genügend getrennt ist.

Falls p keine gute Eigenwertapproximation ist, liegt es nahe, während der inversen
Iteration 13.4.1 die Näherung p sukzessive mit zu verbessern. Da bei festem v = v lc

der Rayleigh-Quotient e(v lc) nach 13.1.8 die im Sinne einer minimalen Residuums
norm optimale Eigenwertnäherung ist, bietet sich dazu die Festlegung p = Pk = e(v lc)

an. Dies liefert die Rayleigh-Quotienten-Iteration - kurz: BQ-Iteration - genannte
Modifikat.ion der inversen Iteration.

13.4.6. Rayleigh-Quotienten-lteration .

SO (Initialisierung): Wähle VI mit 11",111 = 1 und e > 0 In der Größenordnung

v y; IIAII, setze k := 1

S 1 (Iteration)

S 1.1 (Berechnung der Verschiebung ek): Bestimme ek := e(v lc) = 'l,kTAv lc

S 1.2 (Inverse Iteration mit P = ek): Berechne U Ic+1 aus (A - ekl) W Ic
+
1 = l'lc

S2 (Normierung): Berechne Wk+1 := Ilwlc+ 111, setze vlc-t-l := W Ic+1/ W k+1

S3 (Abbruchtest): if e * Wk+1 < 1 then [k:= k + 1, goto S1]

Aufwand pro Schritt: ,,-,n2 0pms (für S1.1) + ,""K1n 3 0pms (fürS1.2),fallsA voll
besetzt ist.

Im Unterschied zu 13.4.1 bzw. 13.4.3 sind bei der RQ-Iteration die Koeffizienten
matrizen der in jedem Schritt zu lösenden Gleichungssysteme verschieden, so daß
die Dreiecksfaktorisierungen jedesmal neu berechnet werden müssen. In den Anwen
dungen ist A jedoch meist von Bandgestalt und insbesondere tridiagonal, so daß
dies nur v-> K n opms kostet, vgl. 6.4.A.

]3.4.7. Aussage. Die RQ-Iteration 13.4.6 werde mit e = 0 in exakter Arithmetik
durchgeführt. Dann gilt:

(i) Die Normen der Residuen 1,k := (A - ekl) 'l,k fallen monoton, d. h., es ist

(21)

und die Folge {Qb {}kVk} mit {}k E {+1, -1} so, daß ({}kVk)T u i ~ 0 gilt, kon
vergiert fast immer gegen ein Eigenpaar {Aj, u i } von A.
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(ii) Falls Ü?k} gegen den Eigenwert Aj konvergiert, ist die Konvergenz kubisch im
Sinne der Gültigkeit von

für k ~ ko, ko hinreichend groß, wobei f!Jk := ~ (u i , {}kVk) und

y := min {IAj - )'il: }'i =F j'j}

ist. Es gilt zudem

IAj - etl ~ 2 IIAII tan2 f!Jk

sowie

111'kll ~ 1]2 tan f!Jk mit 'Y/2 ~ 2 IIA 11·

(22)

(23)

(24)

(25)

Beweis. Wir beginnen mit (ii): Es gelte also lim (!k = Aj' und o. B. d. A. sei Aj = )'1' Falls
'Pk wie oben definiert ist, liefert (13.3.19) gerade die Abschätzung (24). Zum Beweis von (22)
beachten wir, daß V k+1 aus v k durch einen Schritt der Vektoriteration mit A := (A - !!kl)-l
entsteht. Nach 13.3.3 gilt daher

mit

tan 'Pk+1 ~ x tan 'Pk (26)

(27)

Es sei zunächst Al einfach, also y = min {lAI - Ail: 1: =F 1} > 0, und ko sei so groß, daß
:A1 - !!kl < Y für k ~ ko gilt. Dann folgt aus (26), (27) und lAi - !!kl ~ lAI - Ail - 1)'1 - !!kl
~ Y - lAI - !!kl > °

< 2 !IA_II (tan 'Pk)3
tan 'Pk+! = Y _ 2 IIAII tan2 'P/

also (22). Zum Nachweis von (25) stellen wir r k in der Form

ihrk = (A - !!kl) v k = A(vk - u1 ) + A1(U 1 - vk) + (Al - !!k) v k

mit vk : = {}kVk dar. Mit (13.3.15) und (24) ergibt sich dann

Ilrkll ~ 2 IIAllllvk - u 1
11 + 1)'1 - !!kl ~ 2 IIAII (tan 'Pk + tan- 'Pk),

also (25). Falls Al mehrfach ist, kann analog mit y gemäß (23) geschlossen werden, vgl. 13.3.7 (i).

Zu (i): Für die Residuumsnormen gilt wegen der Optimalität des Rayleigh-Quotienten

IlrkHi = II(A - (!k+1I )vk+lil ~ li(A - Qkl) vk+lll = IVkT(A - '-2kI) 1·k+l1
= rvk+lT(A - !!kl) l;kJ ~ II(A - !!kl) vkli = Ilrkll.

Das zweite Gleichheitszeichen folgt aus der Tatsache, daß yk:= (A - !!kJ) v k+1 = v kfwk+1
gilt, also yk gleich seiner Projektion auf v k ist. Zur Konvergenzuntersuchung beachten wir,
daß neben Ilvkll = 1 noch IQkl ~ IIAII gilt, d. h., die Paare {!!k' v k} liegen in einer beschränkten
und abgeschlossenen Menge. Es gibt dann nach dem Satz von WEIERSTRASS eine konvergente
Teilfolge {!!kl , V k!} mit dem Grenzwert {e, v}, lei ~ IIAII, 111311 = 1, und aus Stetigkeitsgründen
gilt

lim II(A - ekl)vklll = lim Ilrklll = II(A - §l) vi! =: o .
i-sco i~oo

(28)
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Wegen der Monotonie der Residuen existiert nun stets der Grenzwert

lim Ilrkll = (J ~ O.
k-+oo

(29)

Falls (J = 0 ist, folgt II(A - el) 1311 = 0 aus (28) und (29), d. h., {e, v} = V. j , u i } ist ein Eigen
paar von A. Es gibt dann ein genügend großes 1 := k i , so daß TJl tan'' f{J1 ~ q < 1 gilt. Aus
dem Beweis zu (ii) folgt dann

tan f{Jk+l ~ [TJl tan2 f{Jk] tan f{Jk ~ q tan f{Jk

für alle k ~ 1, d. h., die gesamte Folge {ek' ß.kV k} konvergiert gegen {,tj' vi}. Der praktisch
nicht auftretende Fall (J> 0 ist komplizierter zu analysieren, wir verweisen auf die Literatur,
siehe B 13.6. D

13.4.8. Bemerkung. (i) Bei exakter Realisierung von 13.4.6 kann durch Zufall
A - ekl singulär sein. Dann ist ek ein Eigenwert von A, und ein zugehöriger Eigen
vektor läßt sich aus dem homogenen Gleichungssystem (A - r!kl) v = 0 berechnen.
Bei Computerrealisierung wird dies praktisch nicht auftreten. Wenn dabei doch
A - ekl numerisch singulär sein sollte, also kein von 0 verschiedenes Pivot bei der
Dreiecksfaktorisierung gefunden werden kann, ist wie in 13.4.5 (i) zu verfahren.

(ii) Bei Computerrechnung wird das durch 13.4.2 beschriebene ideale Konvergenz
verhalten durch die Rundungsfehler gestört, wegen 13.4.4 jedoch nicht verschlech
tert, sondern eher verbessert. Es ist also auch bei Computerrealisierung praktisch
immer mit schneller Konvergenz zu rechnen.

(iii) Im allgemeinen kann nichts darüber ausgesagt werden, gegen welchen Eigen
wert }'j die Rayleigh-Quotienten ek konvergieren. Insbesondere braucht die Kon
vergenz nicht gegen denjenigen Eigenwert zu erfolgen, der minimalen Abstand von
(21 hat. 0

Übungsaufgabe

Ü 13.4.1. Man zeige: Wenn bei der RQ-Iteration Ilrk+l11 = Ilrkll ist, gilt (}k = ek+V und v k ist
ein Eigenvektor von (A - ekl)2.

13.5. Orthogonale Ähnlichkeitstransformation auf Tridiagonalform

Die im vorherigen Abschnitt behandelten Varianten der inversen Iteration wurden
direkt mit der Matrix A E Sn.n des zu lösenden Eigenwertproblems Ax = AX durch
geführt. Eine alternative Vorgehensweise besteht darin, das an anderen Stellen
bereits praktizierte Prinzip der Transformation des Ausgangsproblems in ein äqui
valentes Problem einfacherer Gestalt auch für die Lösung des Eigenwertproblems
auszunützen. Als Transformation kommt dabei eine orthogonale Ähnlichkeitstrans
formation in Frage, bei der Symmetrie und Eigenwerte erhalten bleiben, vgl. 13.1.A.

Da eine Ähnlichkeitstransformation auf Diagonalform in endlich vielen Schritten
i , allg. nicht möglich ist - die Diagonalelemente wären dann bereits die gesuchten
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Eigenwerte -, bietet sich als Ziel eine Tridiagonalmatrix

a l b2

b2 a2 b3

T=

bn-l an-l bn
bn an

an. Man beachte, daß A durch l""o.J n 2j2 Daten {aij: i ~ j} repräsentiert wird, während
T durch nur l""o.J 2n Daten {al' ... , an, b2 , ••• , bn} festgelegt ist. Beim Übergang von A
zu T tritt daher eine wesentliche Datenreduktion ein. Durch die Transformation

A -+T = QTAQ, Q E Rn.n orthogonal, (1)

wird also das Eigenwertproblem einer allgemeinen symmetrischen Matrix A auf das
einer symmetrischen Tridiagonalmatrix T zurückgeführt. Das letztere läßt sich
jedoch wesentlich effektiver lösen, wie wir in den Abschnitten 13.6 und 13.7 sehen
werden.

A. Transformation mittels Householder-Spieqelumqen

Im folgenden wird gezeigt, daß die Transformation (1) nach der Vorschrift

A(l):= A, Alk+l):= HkAlk)Hk (k = 1, ... , n - 2), T:= Aln-l) (2)

unter Verwendung von Householder-Spiegelungen bzw. Einheitsmatrizen Hk in
n - 2 Schritten durchgeführt werden kann, wobei im k-ten Schritt die Nullen in der
k-ten Spalte und Zeile erzeugt werden. Es sei also A lkl bereits von der Form

mit

Tlk) 7)
a k I Blk)

(3)

a k E Rn-k, Blk) E Sn-k.n-I;.

Im Fall a" = 0 sind die geforderten Nullen bereits vorhanden, so daß

gewählt werden kann. Andernfalls setzen wir Hk als Householder-Spiegelung

H, :~ ( I, : il. )

an und bestimmen

(4)

(5)

(6)
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so, daß

übergeht. Dies ist bei der Festlegung

vk = (Vk+Lk> ••• , Vnk)T := e1
- ak/r..!k

mit

(7)

ak~1,k ~ 0

ak~1,k > 0,
(8)

der Fall; es gilt dann Yk = Vk+Lk> vgl. 3.3.A und Abschnitt 10.2. Für A(k+l) ergibt
sich damit

A(k+lI ~ Il,A(k)H, ~ (

mit

I a lc+1

a
k
+

1T
)

B(k+O

(9)

(10)

Im Unterschied zur Householder-Faktorisierung aus 10.2 tritt die Spiegelung Hk
in (9) auf beiden Seiten von B(k) auf, und B(k) ist wie B(k) symmetrisch. Es ist daher
nicht zweckmäßig, die transformierte Matrix B gernäß B:= (HB) H oder B:= H(BH)
zu berechnen, denn HB und BH sind i. allg. nicht symmetrisch; zur Vereinfachung
ignorieren wir den Index k. Die Symmetrie wird dagegen voll ausgenutzt, wenn (9)
unter Beachtung von (6) in der Form

B = HBH = B - vvTB!y - BviF!y + vvTBvVT!y2

= B - viiF - wiF + [vTw!y] vv T

mit

IV:= Bv!y (11)

geschrieben wird. Die gesonderte Berechnung des dritten dyadischen Produktes in
(10) kann schließlich auch noch vermieden werden, indem dieses zur Hälfte den beiden
anderen Produkten zugeschlagen wird, was auf

mit

führt.

B:= B - (piF + 15pT)

p := IV - [vTw!(2y)] v

(12)

(13}
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Nach n - 2 derart ausgeführten Schritten ergibt sich die gesuchte Tridiagonal
matrix

A(II-11 = (_T_(n_-.,-1l_-----;_an_-_1_) =: T= trid (al' ... , art, b2, ... , bn)
I an -1 B(n-I)

mit an- l = an- lT =: b n E Rund B(n-I) =: an E R, und es gilt

T = H n- 2 ... H 2H1AH1112 ... H n- 2 ,

also (1) mit der durch

Q := 111H 2 ••• Iln-2 (14)

definierten orthogonalen Matrix Q. Zusammenfassend erhalten wir den folgenden
Algorithmus.

13.5.1. Tridiagonalisierung mittels Householder-Spiegelungen. Für gegebenes
A E Sn,n werde die Transformation (2) mit Hk gemäß (4) oder (5) bis (8) in exakter
Arithmetik durchgeführt. Dann gilt

T = QTAQ

mit der Tridiagonalmatrix T := AUt-I) und der Produktdarstellung (14) für die
orthogonale Transformationsn Hl.trix Q.
Aufwand: ,-....., 271 3/3 opms + ,-....., n opr für T, falls A voll besetzt ist und ß(k) gemäß
(11) bis (13) aus B(k) berechnet wird.

13.5.2. Bemerkung. (i) Algorithmus 13.5.1 kann auf dem Platz des unteren Drei
ecks von A ausgeführt werden. Falls llk als Householder-Spiegelung gewählt wird,
werden die Elemente aik mit den Komponenten {Vik: i ~ k + 1} des Vektors i5k

überspeichert. Es gilt dann Vk~Lk = Yk ~ 1, vgl. 3.3.5. Falls llk = I gesetzt wurde,
ordnen wir H; den Vektor üs = 0 zu. Da dies nur für a k = 0 eintreten kann, sind die
entsprechenden Nullen bereits vorhanden. Insbesondere ist dann Vk+Lk = 0, so daß
beide Fälle zuverlässig rekonstruiert werden können. Die Subdiagonalelemente
bk+l = (}k von T müssen dann in einem gesonderten Feld der Länge 71 aufgehoben
werden. Der Aufwand im k-ten Teilschritt wird für voll besetztes A durch die Be
rechnung von w gemäß (11) und die Bildung von B gemäß (12) mit zusammen
""'-'2(n - k)2 opms bestimmt; man beachte, daß nur ein Dreieck von B berechnet
zu werden braucht.

(ii) Die Berechnung von QTb bzw. Qf aus der durch die {Vik: i ~ k + 1} repräsen
tierten Produktform (14) ist analog zu 10.2.6 mit jeweils ""'-' 712 opms möglich; dabei
sind die Fallunterscheidungen aus (i) zu berücksichtigen. Falls Q explizit benötigt
wird, kann die Berechnung mit zusätzlichen ,-....., 2n3/3 opms analog zu Ü 10.2.2 er
folgen. 0

Wir geben ohne Beweis die Ergebnisse der Rundungsfehleranalyse an.



13.5. Orthogonale Ähnlichkeitstransformation auf Tridiagonalform 401

13.5.3. Rundungsfehleranalyse. Algorithmus 13.5.1 werde für symmetrisches
A E ffin,n durchgeführt, und T E ffin,n sei die berechnete symmetrische Tridiagonal
matrix. Dann gilt

A + dA = QTQT

mit exakt orthogonalem Q E Rn,n und einer Störung dA E Sn,n, für die

IldAllF ~ -r, IIAIIF mit Fo := 4.2n z

und

(15)

(16)

gilt.

13.5.4. Bemerkung. (i) Die Matrix Q in (15) ist das exakte Produkt (14) der Matri
zen H b die den berechneten A (k) in exakter Arithmetik zugeordnet sind. Die exakte
Matrix Q wird sowohl durch die mittels der berechneten {vid definierte Produktform
(14) als auch durch die explizit analog zu Ü 10.2.2 berechnete Matrix
Q = fl (HIHz ... H n- z) gut repräsentiert, vgl. 10.2 und 11.1 für analoge Überlegun
gen.

(ii) Die Matrix T und die Spiegelungen Hk und damit deren Produkt Q sind stetige
Funktionen von A, sofern der Fall Hk = I ausgeschlossen wird, also IJak11 = /(!kl
= Ibk+11 =j::: 0 (k = 1, ... , n - 2) gilt. Trotzdem sind die berechneten Faktoren T
und Q oft sehr empfindlich gegenüber Störungen von A und Änderungen der Com
puterarithmetik, siehe B 13.7 für Hinweise auf eindrucksvolle Beispiele in der Spezial
literatur. Die möglicherweise stark differierenden berechneten Matrizen T sind jedoch
alle exakt orthogonal ähnlich zu A + dA mit kleinem dA, d. h., es liegt numerische
Gutartigkeit vor, und die Eigenwerte von T approximieren die von A gut.

(iii) Ist A eine im Sinne von 13.1.B absteigend gestufte Matrix, also etwa

(

100

A = 1~

10

10

1

so sind T und dA bei Rechnung nach 13.5.1 meistens in derselben Weise gestuft,
so daß auch die beitragskleinen Eigenwerte von A durch T ausreichend repräsentiert
werden. Ist A jedoch in inverser Weise gestuft, also etwa

1~ 1~)'
10 100

so gehen beim Übergang zu T mittels 13.5.1 Informationen über die betragskleinen
Eigenwerte verloren. In diesem Fall sollte mit

A:= PAP,
n

allgemein P = L en-j+lejT

j=I

26 Schwetlick, Numerische Algebra
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gearbeit.et werden, oder 13.5.1 sollte in inverser Reihenfolge realisiert werden, d. h.,
im ersten Schritt sollten die Nullen in der n-ten Spalte und Zeile erzeugt werden,
siehe Ü 13.5.2. 0

B. Tridiagonalisierung mittels Givens-Drehungen und Anwendung auf Bandmatrizen

In Analogie zum Vorgehen bei der QR-Faktorisierung in 10.2 kann die Householder
Spiegelung Hk durch ein Produkt von n - k - 1 Givens-Drehungen ersetzt werden:
Die Vorschrift Alk+ll := HkAlklHk wird ersetzt durch

Alk+ll := GJAlkIGk := [Gk+Lk+2'" (Gn_LnAlkIG~_Ln) ... GL Lk-t2]; (17)

selbstverständlich sind auch hier andere Drehungsindizes möglich, siehe Ü 13.5.3.
Die Drehung Gi-Li wird dabei so gewählt, daß Gi-Li (k + 2 ~ i ~ n) bei Anwen
dung auf die aktuelle Transformierte in der Position {i, k} die gewünschte Null
erzeugt.

13.0.0. Bemerkung. (i) Bei voll besetztem A und expliziter Realisierung der Givens
Drehungen ist der Aufwand "-' n3 opms + "-' n2f2opr, also etwa um die Hälfte höher
als in 13.5.1, wenn die Bildung von .Li := Gi-LiAGT-l.i für das jeweils aktuelle A
analog zu Ü 3.3.6 erfolgt. Man beachte, daß Drehungsindizes und Drehungsparameter
{c, s} beim Jacobi-Verfahren jedoch anders festgelegt sind als hier. Diese auf GIVENS
zurückgehende, historisch älteste Version der Tridiagonalisierung - siehe B 13.7 
scheidet daher aus Aufwandsgründen aus. Bei impliziter Realisierung sind "-' 2n3{3
opms wie bei 13.5.1 erforderlich, siehe wieder B 13.7 für weiterführende Hinweise
zur Implementierung.

(ii) Falls A schwach besetzt ist, zeigen Givens-Drehungen i. allg. deutliche Vor
teile gegenüber Householder-Spiegelungen, da nur die Nichtnullelemente (= KNE)
annulliert zu werden brauchen, was mittels Givens-Drehungen effektiver möglich
ist. Wir demonstrieren dies im folgenden für den wichtigen Sonderfall einer Band
matrix. Man beachte, daß die Bandgestalt durch 13.5.1 sukzessive zerstört wird. D

Es sei also A E Sn.n eine Bandmatrix des Typs {s, s} mit der Bandbreite l = 2s+ 1,
vgl. 6.4.A, d. h., A habe die Gestalt

.1=

--s

(18)

Wir erläutern das Vorgehen am Beispiel einer Matrix mit n = 10, s = 3, vgl. das
Schema auf S. 403, und betrachten dazu nur den ersten Hauptschritt k = 1 bei in
situ-Realisierung. Im ersten Schritt wird G 34 so festgelegt, daß A := G 34AGI4 in
der Position {4, 1} (und der jeweils symmetrischen Position, wir erwähnen diese nicht
gesondert) eine 0 hat. Dabei wird in der Position {7, 3} außerhalb des Bandes das mitobezeichnete N~E erzeugt. Um die Bandgestalt wieder herzustellen, wird dieses
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Element durch eine zweite Drehung G 67 nach der Vorschrift A := G67AG~7 anul

liert, wobei allerdings in {10, 6} ein zweites NNE entsteht, nämlich 1'Il. Dieses wird

durch eine weitere Zusatzdrehung G9,10 annulliert, womit die Bandgestalt wieder
vorliegt. Im nächsten Teilschritt wird in {3, 1} mittels G23 eine 0 erzeugt, und die
in {6,2} bzw. {9,5} entstehenden NNE außerhalb des Bandes werden mittels G S6

bzw. G 89 annulliert usw.

! X

X

X

!O

X

X

X X X X

Im allgemeinen Fall lautet eine Grobbeschreibung des Verfahrens wie folgt:

13.5.6. Tridiagonalisierung einer Bandmatrix mittels Givens-Drehungen. Für die
Bandmatrix A E Sn,n vom Typ {s, s} werde der folgende Algorithmus in exakter
Arithmetik ausgeführt:

Ior k := 1(1) n - 2 do

k-ter Hauptschritt :
Ior i := min {k + s, n} (-1) k + 2 do

81 (Annullierung von aik):
Lege Gi-l. i so fest, daß (Gi-LiA)ik = 0
Bilde A:= Gi-LiAGT_Li

82 (Wiederherstellung der Bandgestalt) :
p:= i
Ior p := p + s while p ;;:;; n do

83 (Annullierung von ap,p-S-l):
Lege G p-LP so fest, daß (Gp-l.pA)P,P-S_l = 0
Bilde A := Gp-l.pAGJ_LP

Dann ist A mit der Tridiagonalmatrix T = trid (al' ... , an, b2, ..., bn) überspeichert.,
und T ist orthogonal ähnlich zu A.

13.5.7. Bemerkung. (i) Bei expliziter Realisierung der Drehungen analog zu Ü 3.3.6
ist der Aufwand f"'Oo.) 3(s - 1) n2 opms + f"'Oo.) [(s - 1)/(28)] n2 opr, wenn nur T berechnet

26*
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wird. Im Fall 8 ~ n/5 ist 13.5.6 also billiger als 13.5.1. Mittels impliziter Givens
Drehungen läßt sich der Aufwand etwa um ein Drittel reduzieren.

(ii) Da n bei einer Bandmatrix meist groß ist, werden nur wenige Eigenwerte zu
berechnen sein. Diese können aus T nach dem Bisektionsverfahren 13.6.8 bestimmt
werden. Zugehörige Eigenvektoren können dann mittels inverser Iteration nach
13.4.3 ermittelt werden. Da das Speichern der Transformationsmatrix Q aufwendig
ist, sollte die inverse Iteration direkt mit der originalen Bandmatrix A unter Ver
wendung einer nach 6.4.A berechneten spaltenpivotisierten Gauß-Faktorisierung
erfolgen, vgl. auch 13.6.11 (vi), 0

c. Eindeutigkeit der Faktoren T und Q

Für gewisse Realisierungen des QB-Algorithmus aus 13.7 ist die nachfolgende Ein
deutigkeitsaussage von Bedeutung.

13.5.8. Satz. Für A ES"," gelte

A = QTQT = QTQT (19)

mit Tridiagonalmatrizen T = trid (ai, bj), T = trid (ai, bi ) und orthogonalen
Matrizen Q = (q1, ... , q"), Q = (q!, ..., ij"). Wenn die Bedingung

(i = 2, ...,n)

erfüllt ist und

q1 = Qe1 = Qe1 = ij1

gilt, ist

Q= QD und T = DTD

mit

(20)

(21)

(22)

dl = 1, (i = 2, ... , n). (23)

Beweis. Aus (19) folgt

TP = PT mit orthogonalem P = (pl, ... ,p"):= QTQ, (24)

und wegen (21) ist e l = QTQe l = Pe l = pI. Die erste Spalte der Identität (24) lautet daher

TPe l = Tp] = Te] = ä]e] + b2e 2 = PTe] = a]pl + b2p2 = ale l + b2p2. (25)

Linksmultiplikation mit elT führt auf ä] = a l , also b2e 2 = b2p 2 und damit Ib21 = Ib2 1 sowie
p2 = d2e

2 mit d2 := b2/b2, Id2 1 = 1; man beachte (20). Für die zweite Spalte folgt in analoger
Weise

TPe2 = T p2 = d2Te2 = d2(b2e] + ä2e2 + baea)

= PTe2 = b2pl + a2p2 + bapa = b2e] + d2a2e2 + bapa.

Dies liefert bapa = (d2b2 - b2)e l + d2(ä2 - a2)e 2 + d2baea. Die erste Klammer verschwindet
wegen der Festlegung von d2. Multiplikation mit e 2T liefert ä2 = a2, mithin pa = daea,

da := d2ba/ba, Idal = 1. Durch Induktion folgt schließlich P = D mit D aus (23), womit (24)
in (22) übergeht. D
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13.5.9. Bemerkung. (i) Spalten- bzw. elementweise liest sich (22) als

ä, = aj (j = 1, ... , n),

und bedeutet: Die Faktoren Q und T der Faktorisierung A = QTQT sind unter der
Voraussetzung (20) durch die erste Spalte ql von Q im wesentlichen festgelegt, nämlich
bis auf das Vorzeichen der Spalten von Q und der Nebendiagonalelemente {bi} von T.
Eine vergleichbare Aussage über die Eindeutigkeit der QR-Faktorisierung einer
spaltenregulären Matrix haben wir in 10.1.3 kennengelernt. Hier sind allerdings
mehr Freiheitsgrade vorhanden, so daß ql vorgegeben werden kann. Daß dies in der
Tat bis auf gewisse Ausnahmesituationen möglich ist, zeigt der Lanczos-Algorithmus
aus Ü 13.5.6.

(ii) Die Bedingung (21) kann durch qn = ijn ersetzt werden, d. h., statt ql kann qn

vorgegeben werden. Der Beweis ist dann in umgekehrter Richtung - beginnend mit
Spalte n von (24) - zu führen. 0

Übungsaufgaben

Ü 13.5.1. Man schreibe ein Programm zur Berechnung von w := Bv, wenn B C sn,n durch
die Elemente des unteren Dreiecks {b i j : i ~ j} repräsentiert ist.

Ü 13.5.2. Man modifiziere 13.5.1 so, daß im ersten Schritt A(2) := H 1A(l)H1 Nullen in den
Positionen {1, n}, {2, n}, ... , {n - 2, n} und {n, 1}, {n, 2}, ... , {n, n - 2} erzeugt werden usw.
Welche Gestalt müssen dann H 1 und 131 aus H 1 = I - V1VlT/Yl haben?

H in weis: Man beachte Ü 3.3.7.

Ü 13.5.3. Man überlege sich, daß die Transformation A (k) -3>- A (k-+ 1) auch in der Form

A(k-+l~:= {Gk+1,k+2 ... [Gk+1.n- l (Gk+l.nA(k)Gk~l,n) Gk-il,n-l]'" Gk,Lk-+2}

realisiert werden kann.

Ü 13.5.4. Es sei

mit Cj * bj+l > 0 (j = 1, ... , n - 1) (27)

eine nicht notwendig symmetrische Tridiagonalmatrix. Man konstruiere eine Diagonal
matrix D = diag (di ), di > 0, so daß T:= D-ICD symmetrisch ist. Eine Matrix des Typs
(27) heißt quasisymmetrisch; bezüglich des Eigenwertproblems kann sie wie eine symmetrische
Matrix behandelt werden.

Ü 13.5.5. Man zeige, daß die durch 13.5.1 erzeugte Matrix Q die erste Spalte ql = e1 be
sitzt.

Ü 13.5.6. Man schreibe (1) als AQ = QT, mit Q = (ql, ..., qn) also spaltenweise als Aqk
= bkqk-I + akqk + bk+1qk+l bzw.

bk+1qk+l = Aqk - akqk - bkq k- l =: pk+I

mit b1 := bn+l:= 0, qO:= qn+l: = o.

(k = 1, ... , n) (28)
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(i) Man überlege sich: Es seien bk, qk-l und qk bekannt. Linksmultiplikation von (28) mit
qkT führt auf ak = qkTAqk. Im Fall pk+! =F 0 ist dann die Richtung von qk+l durch pk+l fest
gelegt, andernfalls kann qk+l orthogonal zu span {ql, ... , qk} beliebig mit Ilqk+!11 = 1 gewählt
werden. Dies führt auf die folgende Grundform des sogenannten Lanczos-Alqorithmus:

b1 := 0, qO := 0, wähle ql mit Ilqlll = 1
for k:= 1(1)n do

ak:= qkTAqk, iI k = n then stop
pk+l := Aqk - akqk - bkqk-l, bk+l := ±IIpk+l11
iI bk+l =f= 0 then qk+l : = pk+l/bk+1

else [wähle qk+l .l span {ql, ..., qk} mit Ilqk+I!1 = 1]

(ii) Man zeige durch Induktion über k, daß

. {O für i = 1, ... , k,q\Tqk+l _
1 für i = k + 1

für i = 1, ... , k - 1,

für i = k

gilt, d. h., in exakter Arithmetik erzeugt der Lanczos-Algorithmus die Faktorisierung
A = QTQT. In der angegebenen Form ist das Verfahren jedoch instabil; die berechneten
Vektoren {qk} können stark von der Orthogonalität abweichen.

13.6. Schneiden des Spektrums und Bisektionsverfahren

In diesem Abschnitt behandeln wir Algorithmen, die besonders zur Berechnung
einiger weniger Eigenwerte der symmetrischen Tridiagonalmatrix

T = trid (al' ... , an, b2 , ••• , bn)

geeignet sind, etwa zur Berechnung der k kleinsten oder größten Eigenwerte oder
der in einem vorgegebenen Intervall liegenden Eigenwerte. Wir können dabei

(i = 2, ... , n) (1)

voraussetzen; die Matrix T heißt dann nichtzerfallend. Dies ist keine Einschränkung:
Ist etwa bk+1 = 0 für ein gewisses k E {1, ... , n - 1}, so zerfällt T gemäß

T=

in die beiden Blöcke Tl und T 2 der Dimensionen k bzw. n - k. Jedem Eigenpaar

{.l" u'} von Tl bzw. {.l" u'} von T, entspricht das Eigenpaar {.li> (~)} bzw. {.l" (:,)}

von T, d. h., die Eigenpaare von T ergeben sich unmittelbar aus denen von Tl
und T 2 •
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13.6.1. Bemerkung. Das durch verschwindende Nebendiagonalelemente bedingte
Zerfallen des Eigenwertproblems von T in das mehrerer Probleme kleinerer Dimension
mit nichtzerfallenden Blöcken Ti reduziert i. allg. den Gesamtaufwand. Es ist
daher zweckmäßig, auch ein von 0 verschiedenes, aber ausreichend kleines bk + 1 als 0
anzusehen. Als grobes Kriterium kann

(2)

genommen werden. Raffinierter ist das Kriterium

Ibk+1 1~ v{lakl + lak+11} =: L (3)

In beiden Fällen entspricht das Nullsetzen von bk+1 einer Störung von A (bzw. T)
mit IltJA11 ~ e. 0

Eine Folgerung von (1) wird durch die nachstehende Aussage angegeben.

1
13.6.2. Aussage. Die Eigenwerte Ai = Ai[T] einer nichtzerfallenden Tridiagonal
matrix T E 5 n,n sind sämtlich einfach, d. h., in der natürlichen Ordnung gilt

Al <: A2 <: ... <: An-I<: An' (4)

Beweis. Für jedes A sind die ersten n - 1 Spalten von T - AI wegen (1) linear un
abhängig, d. h., es gilt rang (T - ),,1) ~ n - 1. Im Fall A = Aj ist T -)"l singulär, so
daß dann rang (T - Al) = n - 1 folgt. Der zu )"j gehörende Eigenraum cJV(T - )"l) ist
also eindimensional, d. h., es gibt nicht mehr als einen linear unabhängigen Eigenvektor
zu )'j' D

Aussage 13.6.2 schließt nicht aus, daß auch für deutlich von 0 verschiedene Neben
diagonalelemente gewisse Eigenwerte eng benachbart sein können. Ein viel zitiertes
Beispiel dafür stellt die Wilkinson-Matrix

T = trid (10,9, ... , 1,0, 1, ... ,9, 10; 1, ... , 1) E 5 21,21

mit den Eigenwerten

(5)

}'20 = 10.74619418290339 ... ,

dar, siehe B 13.8.

A21 = 10.74619418290332 ...

A. Die symmetrische Faktorisierung und das Schneiden des Spektrums

Die in diesem Abschnitt beschriebenen Algorithmen beruhen auf der Möglichkeit,
für gegebenes p, E R die Anzahl s(p,) E {O, ... , n} derjenigen Eigenwerte Ai von T,
die kleiner als p, sind, einfach berechnen zu können. Bei der Numerierung (4) ist
s = s(p,) durch

(6)

festgelegt. Durch p, wird also das Spektrum in die beiden Bereiche {Al, ... , As} und
{}'S+l' ••. , }'n} "zerschnitten", die links bzw. rechts von p, auf der A-Achse liegen.
Offensichtlich ist s(p,) gleich der Anzahl der negativen Eigenwerte )"j[Ttt ] = Aj - p,
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von

TI-':= T - f-ll. (7)

Um s(f-l) einfach berechnen zu können, nutzen wir diesen Fakt aus und erinnern uns
an die folgende Aussage, siehe e 6.1.4: Wenn die symmetrische Dreiecksfaktorisie
rung

(8)

mit

(9)

existiert, sind TI-' und DI-' kongruent, und die Anzahl der negativen Diagonalelemente

von DI-' ist gleich der Anzahl der negativen Eigenwerte von TI-" also gleich s(f-l). Daß LI-'
bei Existenz der Zerlegung bidiagonal ist, folgt sofort aus der Tridiagonalität von TI-"
vgl. 6.4.1.

Elementweise Auswertung von (8) führt auf die Identitäten

(k = 2, ... ,n).

Wegen (1) und (11) ist

(k = 2, ... , n), (10)

(11)

(k = 2, ... , n), (12)

so daß nach lk = bkldk- l aufgelöst werden kann. Wenn auch (10) nach dk aufgelöst
und rechts lk * dk- l durch bk ersetzt wird, ergibt sich der folgende Algorithmus zur
Berechnung von {dk, lk} aus {ab bk, f-l} :

13.6.3. LDL"<Faktorisierunq von TI-" Für f-l E Rund nichtzerfallendes T = trid
(al' ... , an, b2 , ••• , bn) existiere die Zerlegung (8), (9). Dann ist der Algorithmus

ie := 0, d l := a l - f-l
for k : = 2(1)n do

I
if dk- I = 0 then [ie := -1, stop]
lk:= bkldk- l , dk := ak -lk * bk - f-l

in exakter Arithmetik mit ie = °durchführbar und liefert die signifikanten Ele
mente von DI-' und LI-"

Aufwand: r-...; 2n opms, r-...; 2n S (für {dk, lk})'

Für die Berechnung von s(f-l) - wir sagen dazu auch "Schneiden des Spektrums

mit u" (engl. "slicing the spectrum") - sind nur die Vorzeichen der dk erforderlich.
Es bietet sich daher an, den Ausdruck für lk direkt in die Formel für dk einzusetzen,



13.6. Schneiden des Spektrums und Bisektionsverfahren 409

was auf

führt. Wenn alle dk auf dem Platz von d gespeichert werden, erhalten wir die folgende
Modifikation von 13.6.3:

13.6.4. Schneiden des Spektrums von T mit p. Für .u E Rund nichtzerfallendes
T = trid (al' ... , an, b2, ... , bn) existiere die Zerlegung (8), (9). Dann ist der Algo
rithmus

S 1 (Berechnung der Hilfsgrößen Ck = (bk)2) :
for k := 2(1)n do Ck := (bk)2

S2 (Berechnung von s = s(p) aus {ak, Ck, p}):
ie := 0, d := a1 - p, if d < 0 then s := 1 else e := 0
for k := 2(1)n do

if d = 0 then [ie := -1, stop]
d:=ak-ckJd-p
if d < 0 then s := s + 1

in exakter Arithmetik mit ie = 0 durchführbar und liefert die Zahl s = s(p) als
Anzahl der Eigenwerte von T, die kleiner als psind.

Aufwand: ~ n opm + ~ n S (für {Ck}), ~ n(2 ops + Lopm) (für s)

13.6.5. Bemerkung. (i) Algorithmus 13.6.3 ist identisch mit der symmetrischen Ver
sion 6.4.4 (i) des Faktorisierungsalgorithmus 6.4.3 für eine Tridiagonalmatrix. Die
Voraussetzung der Durchführbarkeit, d. h. der Existenz der Zerlegung (8), ist äqui
valent zu (12) und praktisch nicht einschneidend: Offensichtlich ist Tf' = Lf'Rf"
u; := Df'L: die Gauß-Faktorisierung von TI-'" Nach Ü 5.2.5 existiert diese genau
dann mit (12), wenn

gilt, wobei

(k = 1, ... , n - 1) (13)

(14)

ist. Nun ist 7:k der Wert des charakteristischen Polynoms der k-ten Hauptabschnitts
matrix (T)k von T und kann an höchstens k verschiedenen Stellen verschwinden,

n-1

so daß (13) für insgesamt höchstens I.: k ~ n 2J2 Werte von p nicht erfüllt ist. Wenn
k=l

zufälligerweise doch dk - 1 = 0 ist, sollte mit einem leicht modifizierten Wert von p
neu gestartet werden, oder dk - 1 sollte durch eine kleine, von 0 verschiedene Zahl
ersetzt werden, siehe 13.6.7 (iv).

(ii) Zur Eigenwertberechnung muß 13.6.4 mehrfach für verschiedene p-Werte
ausgeführt werden. Es ist daher sinnvoll, den von p unabhängigen Schritt S 1 nur
einmal zu Beginn der Rechnung auszuführen. Man beachte, daß in 13.6.4 nur die
Quadrate der bk vorkommen. Dies ist nicht verwunderlich, denn die Eigenwerte
von T sind unabhängig vom Vorzeichen der bk> siehe Ü 13.6.1.
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(iii) Nach Ü 5.2.5 gilt

(k = 1, ... , n), (15)

so daß s = s(/-l) auch als Anzahl der Vorzeichenwechsel in der Folge {To, Tl' ... , Tn }

berechnet werden kann. Die Zahlen {Tk} lassen sich mittels einer dreigliedrigen Rekur
sionsformel einfach ermitteln, siehe Ü 13.6.2. D

13.6.6. Rundungsfehleranalyse. Für /-l E ffi und nichtzerfallendes T = trid (al' ... , an,
b2 , ••• , bn ) sei Algorithmus 13.6.3 bzw. 13.6.4 mit ie = 0 durchführbar. Dann gilt
für die durch die berechneten Ausgangsdaten {dk, lk} bzw, {dk} festgelegten Matri
zen u; und L p

(16)

mit einer Dreiecksmatrix

Zn 1J

und einer tridiagonalen Störung oTp E Sn,n, die den Abschätzungen

sowie

(17)

genügen.

(k = 2, ... , n) (18)

13.6.7. Bemerkung. (i) Praktisch werden die angegebenen Algorithmen nur mit /-l

Werten, für die

(19)

gilt, durchgeführt. Aus (17) folgt dann

(20)

d. h., die berechnete Diagonalmatrix Dp ist exakt kongruent zu TIJ. + oTp , und
oTp ist klein gegenüber T. Die berechnete Zahl s = s(/-l) ist also die Anzahl der
Eigenwerte von T + oTp , die kleiner als /-l sind. Die Berechnung von S = 8(/-l) nach
13.6.4 ist daher ein numerisch gutartiger Prozeß.

(ii) Wenn l/-ll in der Größenordnung von min {Iak!} liegt, ist oTp eine element
weise kleine Störung von T. Dies zieht nach sich, daß unter Verwendung von s(/-l)
oft auch die betragskleinsten Eigenwerte einer gestuften Tridiagonalmatrix T aus
reichend genau lokalisiert werden können.
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(iii) Aus 13.6.6 folgt

t; + oTp = LpDI-'L~ mit oTI-':= oTI-' + oTI-"

wobei

o
Ib21

IoTI-' I ~ 2v

(21)

(22)

(23)

Ibnl 2 IlnbnU

ist, siehe Ü 13.6.3. Da die Produkte Ilkbkl groß werden können, ist oTp nicht not
wendig klein gegenüber TI-" d. h., die berechneten Faktoren Dp, LI-' sind i. allg. nicht
die exakten Faktoren einer leicht gestörten Matrix. Der Faktorisierungsalgorithmus
13.6.3 ist also i. allg. nicht numerisch gutartig.

(iv) Bei der Berechnung von ak := fl (ak - lk * bk - p) gilt

ak = ([ak - lk * bk(1 + ek)] (1 + ~k) - p} (1 + ~k)

mit lekl, I~kl, I~kl ~ v, also

jdk - [ak - lk * bk - p]1 ~ v[2 lakl + 3 Ilk * bkl + Ipl] =: Lldk·

Eine Störung des berechneten ak in der Größenordnung von Llak ändert also das
Fehlerniveau von dk nicht wesentlich. Dies kann ausgenutzt werden, um in 13.6.3
vorzeitigen erfolglosen Abbruch wegen dk - 1 = 0 zu vermeiden, etwa durch Ver
wendung der folgenden Modifikation:

ie := 0, d1 := al - P + v(la11 + Ipl)
if d, = 0 then [ie := -1, stOII]
for k := 2(1)n do

I
lk := bkldk-1 , P := lk * bk, dk := ak - P - p
if dk ;== 0 then dk := V(laki + Ipl + Ipl)

Bis auf den Ausnahmefall a1 = P = 0 ist damit unerwünschter Abbruch aus
geschlossen, und die Abschätzungen in 13.6.6 werden nur unwesentlich schlechter.
Analog kann 13.6.4 modifiziert werden; die Korrekturgröße ist dann ak := V{lakl
+ ICkldk-ll + Ipl}. Die durch die Modifikation hervorgerufene Überlaufgefahr ist
gering, wenn IITlloo nicht zu groß ist. 0

B. Das Bisektionsverfahren

Wir zeigen im folgenden, wie durch das Schneiden des Spektrums gemäß 13.6.4
jeder Eigenwert Aj von T mit vorgegebenem Index i bezüglich der Numerierung (4)
in exakter Arithmetik beliebig genau lokalisiert werden kann. Es sei dazu [IX, ß]
ein Intervall mit

S(IX) < j ~ s(ß).

Nach Definition von s(p) ist dies zu

IX ~ z, < ß

(24)

(25)
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äquivalent, vgl. (6). Um die Lokalisierungsaussage (25) zu verbessern, berechnen
wir den Mittelpunkt p := (a + ß)/2 des Intervalls [«, ß] und bestimmen s = s(p)
nach 13.6.4. Dann können zwei Fälle auftreten:

Fall 1: s(p) < [. Dann sind weniger als j Eigenwerte kleiner als u, d. h., es ~ilt

p ::S }.j < ß·

Fall 2: s(p) ~ j. Dann sind mindestens j Eigenwerte kleiner als u, d. h., es gilt

Im ersten Fall wird [a, ß] durch [p, ß] ersetzt, im zweiten durch [a, p], wobei die
Intervallänge halbiert wird. Fortsetzung dieses Vorgehens führt auf das im folgen
den angegebene Bisektionsverfahren:

13.6.8. Das Bisektionsverjahren zur Lokalisierung von Aj. Gegeben seien die nicht
zerfallende Tridiagonalmatrix T = trid (al"'" an, b2, ... , bn ), ein Index jE {1,. . .,n},
Zahlen {a, ß} mit (25) und eine Abbruchschranke e > O. Dann werden die Ein
gangsdaten {a, ß} durch den in exakter Arithmetik ausgeführten Algorithmus

S 1 (Bisektionsschritt) :°:= ß - a

if°> e then
p := a + 012, berechne 8 = s(p) nach 13.6.4
if s < j then a := p else ß := p
goto S 1

mit Zahlen {a, ß} überspeichert, für die (25) mit ß - a ::S e gilt.

Aufwand: ~ kn(2 ops + 1 opm), wobei k - die Anzahl der Bisektionsschritte 
die kleinste ganze Zahl größer gleich log2 ((ß - a)/f) ist.

13.6.9. Bemerkung. (i) Wenn [al' ßl] das Startintervall bezeichnet, gilt nach k Bi
sektionsschritten 0k+l = ßk+l - ak+l = (ßl - al)/2k , d. h., die Abbruchbedingung
0"+1 ::S e ist zu

(26)

(27)

äquivalent. Dies führt auf die oben angegebene Schrittzahl.

(ii) Als Starteinschließung (25) kann die aus dem Satz von GERSGORIN folgende
Einschließung mit

a := Gm i n := min {ak - !b,,1 - Ibk+ll: k = 1, ..., n},

fJ := Gmax := max {ak + Ibkl + Ibk+ll: k = 1, ..., n},

bl : = bn+l := 0, verwendet werden, die für jedes j gültig ist, siehe 1.2.10. Im Fall
j = n könnte An = Gm ax , also s(Gmax ) = n - 1 sein. Dann ist theoretisch Gma~

durch eine wenig größere Zahl zu ersetzen. Praktisch tritt dieser Fall nicht auf.
Für jedes p E [a, ß] gilt bei der Festlegung (27)

(28)

d. h., (19) ist in allen Schritten erfüllt.
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(iii) Mit Hilfe des Bisektionsverfahrens 13.6.8 können in offensichtlicher Weise
z. B. die p kleinsten Eigenwerte P'l' ... , )'p} , die p größten Eigenwerte {An- p+1 , ... , )'n},

die im Intervall [1X, ß) liegenden Eigenwerte {Ai, ... , Aj} o. ä. berechnet werden. Im
letzten Fall ist i = S(1X) + 1, j = s(ß). Wenn wie in den angegebenen Fällen mehrere
Eigenwerte {Aj,' ... , Aj) zu lokalisieren sind und sich die aktuellen Einschließungs
intervalle [1X(I), ß(l)] für Ai! überlappen, können mit einem berechneten s = 8(p)
alle Intervalle aufdatiert werden, die p als inneren Punkt enthalten. Dadurch kann
in der Anfangsphase eine wesentliche Aufwandssenkung erzielt werden. In der
Schlußphase werden die Einschließungsintervalle in der Regel disjunkt sein, so daß
jedes für sich behandelt werden muß. 0

13.6.10. Rundungsfehleranalyse. Es sei [1X, ß] das durch 13.6.8 berechnete Ein
schließungsintervall. Dann gibt es eine tridiagonale Störung dT E Sn,n, so daß

gilt, wobei

IdTI ~ 1'[2 ITI + max {11X1, IßI} I]

ist.

(29)

(30)

Beweis. Nach 13.6.6 existieren für das Schlußintervall [1X, ß] Störungen «r; dTß

mit

1X ~ Aj[T + dTa ] ,

Aj[T + dTß] < ß,

IdTal ~ 1'{2 ITI + 11XII},

IdTßI ~ 1'{2 ITI + IßII}.
(31)

Im Fall 1X ~ Aj[T] < ßgelten (29) und (30) mit dT = O. Im Fall Aj[T] < 1X ist

Aj[T + O· dTa ] < 1X ~ Aj[T + 1 . dTa ] .

Wegen' der stetigen Abhängigkeit der Eigenwerte von der Matrix gibt es daher
ein ~, 0 < ~ ~ 1, so daß (29) für dT := ~ . dTa erfüllt ist, und wegen (31) gilt auch
(30). Im Fall ß~ Aj[T] kann analog geschlossen werden. 0

13.6.11. Bemerkung. (i) Für die Anfangseinschließung (27) folgt aus (30) wegen (28)

I[dTlloo ~ 31' IITlloo' (32)

d. h., im berechneten Intervall [1X, ß] liegt der j-te Eigenwert der zu T im Sinne
von (32) benachbarten Matrix T + dT. Dies bedeutet die numerische Gutartigkeit
des Bisektionsverfahrens.

(ii) Aus (29) folgt

IAj[T + dT] - pi ~ (ß - 1X)/2 ~ e/2 mit p:= (1X + ß)/2.

Andererseits gilt nach 13.1.2 und (32)
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für das vorletzte Ungleichheitszeichen siehe Ü 1.2.9, so daß sich insgesamt

(33)

als Abschätzung des Fehlers von fl gegen Aj[T] ergibt.

(iii) Der Wahl e := v IITlloo entspricht i. allg. die größtmögliche Genauigkeit des
Bisektionsverfahrens; aus (33) folgt dann

1)'j[T] - pi ~ 3.5v IlTlloo ~ 3.5vV3 IITII ~ 6.1v IITII, (34)

man beachte Ü 13.6.4. Andererseits ergibt sich aus Ü 13.6.4 und 13.1.2 das opti
male Fehlerniveau von Aj[T] zu

1}'j[T + d11
D ] - Aj[T]1 ~ IldTDl1 ~ y3 v IITII ~ 1.7v IITII, (35)

siehe auch (13.1.22) für den Fall einer allgemeinen Matrix, wo y; statt y3 steht.
Der Vergleich von (34) und (35) zeigt, daß das Bisektionsverfahren mit der obigen
s-Wahl hinsichtlich der Genauigkeit fast optimal ist. Wenn für die Starteinschließung
ß - lX ~ IITlloo gilt, sind jedoch der Größenordnung nach log, (1/v) Schritte erforder
lich. Selbst mit den in 13.6.9 (iii) beschriebenen Methoden zur Effektivitätserhöhung
werden dann zur Bestimmung aller Eigenwerte der Größenordnung nach r--J logz (1/v)
X nZ opms benötigt. Dies ist deutlich mehr als bei Verwendung der Varianten des
QB-Algorithmus aus 13.7. In der Literatur wird empfohlen, das Bisektionsverfahren
nur zu verwenden, wenn weniger als n/4 Eigenwerte gesucht sind. Andernfalls ist
es billiger, alle Eigenwerte mittels des QB-Algorithmus zu berechnen.

(iv) Falls die betragskleinen Eigenwerte einer gestuften Tridiagonalmatrix T zu
bestimmen sind, sollte e ~ v IIToll oo gewählt werden, wobei To den betragskleinen
Teil von T bezeichnet.

(v) Da das Bisektionsverfahren i. allg. eine sehr genaue Näherung fl für den ge
suchten Eigenwert A von T liefert, kann eine Näherung V für den zugehörigen
Eigenvektor u durch wenige Schritte der inversen Iteration 13.4.3 berechnet werden.
Man beachte jedoch, daß die für das Schneiden des Spektrums geeignete LDLT_

Faktorisierung aus 13.6.3 für die Gleichungsauflösung bei der inversen Iteration
i. allg. ungeeignet ist, denn sie ist nicht numerisch gutartig, siehe 13.6.7 (iii) und
Text nach 13.4.5. Es sollte die in 13.4.3 vorgesehene pivotisierte Gauß-Faktorisierung
verwendet werden, die nur r--J n(1 opm + 20pms) kostet, siehe 6.4.1. Da T in der
Regel nach dem Tridiagonalisierungsverfahren 13.5.1 gemäß T = QTAQ aus einer
voll besetzten Matrix A entstanden ist, muß der Eigenvektor v von T noch in
den Eigenvektor Qv von A rücktransformiert werden. Mit der Produktform von Q
erfordert dies r--J n2 opms pro Eigenvektor, siehe 13.5.2 (ii),

(vi) Wenn einige Eigenwerte einer Bandmatrix A gesucht sind, braucht A nicht
unbedingt erst nach 13.5.6 tridiagonalisiert zu werden, sondern das Schneiden des
Spektrums kann direkt mit A - pI unter Verwendung der etwa nach 6.1.1 be
rechneten LDLT-Faktorisierung A - flI = L",D",L~ durchgeführt werden. Der Test
"akk ~ 0" ist dabei durch "akk = 0" zu ersetzen, da A - flI i. allg. nicht positiv
definit ist. Im Gegensatz zum tridiagonalen Fall kann jedoch die berechnete Dia
gonalmatrix D", zu einer Matrix A + dA kongruent sein, die sich von A stark unter-



13.7. Der QR-Algorithmus 415

scheidet. Damit ist insbesondere im Fall großer Ilijl zu rechnen. Wenn akk = 0 ist
oder große Ilij/ auftreten, sollte die Faktorisierung deshalb mit einem leicht ver
änderten Wert von f-l wiederholt werden. Meist gelingt es auf diese Weise, den ge
suchten Eigenwert so genau zu approximieren, daß einige nachfolgende Schritte
der inversen oder der RQ-Iteration ein akzeptables Eigenpaar liefern. Für jede
der genannten Iterationen sollte jedoch eine numerisch gutartige Faktorisierung 
etwa die spaltenpivotisierte Gauß-Faktorisierung - benutzt werden, vgl. 13.4. D

Übungsaufgaben

Ü 13.6.1. Man konstruiere eine Matrix D = diag (di ) mit Idil = 1, so daß

trid (al' ... , an' Ib21, ... , Ibnl) = D[trid (al' ... , an' b2 , ••• , bn)JD

gilt. 'Wegen D = DT = D-I sind die bei den Tridiagonalmatrizen also ähnlich und besitzen
dieselben Eigenwerte. Letztere hängen daher nur von den Beträgen der Nebendiagonal
elemente ab.

n13.6.2. Man zeige durch Entwicklung von det (T~)k) nach der letzten Spalte, daß die
Hauptabschnittsdeterminanten Tk von T ~ der Rekursion

(k = 2, ... , n) (36)

(37)

mit i o = 1 genügen. Die Folge {io, ... , in} und damit 8 = 8(ft) als Zahl der Vorzeichenwechsel
in dieser Folge läßt sich also mit '""-' n(2 ops + 2 opm) bestimmen, falls ck = bi- bekannt ist,
allerdings kann für großes n Über- bzw. Unterlauf eintreten. Wenn zu dessen Vermeidung
zu den Quotienten dk : = 'k/'k-l übergegangen wird, geht (36) in die Rekursion aus 13.6.4
über.

Ü 13.6.3. Man beweise die Gültigkeit von (21) mit 0'1'~:= -[d'L~Di~T + L D~d'LT
+ oL~D~oL:], oL~ := t.; - L~ und schätze 10'1'~I gemäß (22) ab. I-' '" I-'

Ü 13.6.4. Man zeige, daß für jede Tridiagonalmatrix T = trid (aj' bj )

IITlloo ~ Y3 IITII

gilt, und folgere hieraus die Abschätzung

IlrJ'TDII ~ v Y3 IITII

für den Darstellungsfehler oTD = rd (T) - T von T.

Hinweis: Wenn k die Zeile mit maximaler Betragssumme von T bezeichnet, gilt

IITlloo ~ Y3 Ylbkl2 + !akl2 + Ibk+11
2 = Y3 Y(T2)kk'

Zum Nachweis von (38) beachte man 2.3.15 und Ü 1.2.9.

(38)

13.7. Der QR-Algorithmus

Der vor etwa 25 Jahren entdeckte QR-Algorithmus - zur Geschichte siehe B 13.9
- ist der effektivste der derzeit bekannten Algorithmen zur Berechnung aller Eigen
werte und gegebenenfalls Eigenvektoren einer symmetrischen Tridiagonalmatrix.
In Kombination mit den im Abschnitt 13.5 diskutierten Tridiagonalisierungsver-
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fahren stellt er das Verfahren zur Lösung des vollständigen Eigenwertproblems voll
besetzter symmetrischer Matrizen mittlerer Dimension dar.

Da ein großer Teil der Theorie auch für beliebige symmetrische Matrizen gilt,
setzen wir zunächst außer der Symmetrie keine weiteren Eigenschaften der Matrix
voraus.

A. ..:..lfotivierung, Grundform und Zusammenhang mit Teilraumiteration

Ausgangspunkt der folgenden Überlegungen ist der Algorithmus 13.3.10 zur Teil
raumiteration, der mit p = m = n zur Berechnung aller Eigenvektoren von A ver
wendet werden kann. Um später mit der beim QR-Algorithmus üblichen Bezeich
nung nicht zu kollidieren, schreiben wir 13.3.10 in der Form

Wähle VI' bilde W k+1 := AVk, faktorisiere n-k+1 gemäß W k+1 = Vk+1Bk (1)

(k = 1,2, ... ); in 13.3.10 steht B k+1 statt Bk' Dabei sind {Vk} und {Bk} Folgen ortho
gonaler bzw. oberer Dreiecksmatrizen.

Wenn die aus A durch orthogonale Ähnlichkeitstransformation mit Vk gemäß

- -T
A k = VkAVk

entstehenden Matrizen Ä k eingeführt werden, ergibt sich wegen (1)

- -T---; -T- - - -
A k = VklJ k+1 = V kVk+1 Rk = QkRk

mit

(2)

(3)

(4)

d, h., Bk ist ein Dreiecksfaktor der QR-Faktorisierung (3) von Ä b und V k+1 ent
steht gemäß (4) aus Vk durch Aufdatierung mit dem zugehörigen Orthogonalfaktor
Qk' Mit (4), (3) folgt weiter

- -T - -T - - -T- - - - -
A k+1 = V k+IAVk+1 = QkAkQk = QkQkRkQk = RkQb (5)

d. h., Ä k+1 ist das Produkt der Faktoren Qk' Bk der Faktorisierung (3) in umgekehr
ter Reihenfolge. Da die QR-Faktorü;;ierung für eine reguläre Matrix nach 10.1.3
bis auf das Vorzeichen der Spalten von Q und der zugehörigen Zeilen von R ein
deutig ist, könnte man versuchen, die Formeln (3) bis (5) zur Erzeugung der Folgen
{Ät }, {Qk}, {B,J, {Vk} zu verwenden. Um die durch möglicherweise andere Vorzeichen
festlegung bei der QR-Faktorisierung hervorgerufenen Unterschiede auszudrücken,
bezeichnen wir die derart definierten Matrizen ohne Querstrich. Bei der sich an
bietenden Festlegung VI := 1, also Al = A, führt dies auf die folgende Vorschrift,
die die Grundform des QR-Algorithmus darstellt:

1

13.7.1. QR-Algorithmus ohne Verschiebungen.

SO (Initialisierung): Setze Al := A, VI := 1, k := 1
S1 (F~ktorisierungvon A k ) : Bere~hne QR-Faktorisierung A k = QkRk
S 2 (BIldung von A k+1' Vk+1): Bestimme A k+1 := RkQk' Vk+1 := VkQk
S3: Setze k:= k + 1, goto S1
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Es gilt dann wie in (5)

(6)

(7)

und die Transformationsmatrix

r"+1 = V"Q" = QIQ2 ... Qk

als Produkt der Q-Faktoren ist orthogonal.

13.7.2. Aussage. Es sei A E Sn.n regulär, d. h., A = 0 sei kein Eigenwert von A.
Die Folgen (Vk }, {Bk} seien nach der Teilraumiteration 13.3.10 mit VI := I er
zeugt, und {Äk }, {Qd bezeichne die durch (2) bzw. (4) zugeordneten Matrizen.
Die Folgen {A k}, {Qk}, {R k}, {Vk~ seien durch den QR-Algorithmus 13.7.1 defi
niert. Dann gilt

und

Äk = Dk-IAkDk-l,

für k = 1,2, ... mit

(8)

(9)

Do:=I und IDkl=l, d.h. D k = diag (± I ) . (10)

Beweis. Angenommen, es gelten (8) bis (10) bis zum Index k, Dann folgt

Vk+l = Vdik = VkDk-IDk-IQ~k = VkQkDk = VkHDk,

also (8) für den Index k + 1. Weiter ist

A k+1 = QIAiJk = (DkQIDk- l) (Dk-IAkDk-l) (Dk-IQkDk) = DkA k+1Dk'

Mit dieser Beziehung ergibt sich

Qk+1Rk+1 = A k+1 = DkA k+1Dk = (DkQk+1) (RkHDk)·

Da Ä k +1 zu A ähnlich und folglich regulär ist, gibt es nach 10.1.3 ein D k+1 mit IDkHI = 1,
so daß Qk+1 = (DkQk+1) D k+1' Rk+1 = Dk+I(Rk+1Dk) gilt, denn D kQk+1 und RkHDk sind wie
Qk+1 und Rk+1 Faktoren von A k+1' Die Gültigkeit für Je = 1 wird analog gezeigt bzw. folgt
aus VI = VI = 1. 0

13.7.3. Bemerkung. Im Beweis wurde nur ausgenutzt, daß die Folgen {Vd, {Bk},
{Ak}, {Qk} den zu 13.7.1 analogen Gleichungen genügen. Es wurde also eigentlich
gezeigt, daß die durch 13.7.1 definierten Matrizenfolgen im wesentlichen - d. h. im
Sinne von (8) bis (10) - durch A eindeuiiq festgelegt sind, sofern A regulär ist. Wird
zusätzlich z. B. (Rk)jj > 0 (j = 1, ... , n) gefordert, was sich durch gleichzeitiges
Vertauschen der Vorzeichen der i-ten Spalte von Qk und der i-ten Zeile von R k

stets erreichen ließe, ist D k = 1, und die Folgen sind sogar im strengen Sinne ein
deutig festgelegt. 0

Da die Spalten von V k und Vk bis auf das Vorzeichen identisch sind, übertragen
sich die Konvergenzaussagen für die Teilraumiteration auf den QR-Algorithmus.

27 Schwetlick, Numerische Algebra
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13.7.4. Satz. Für die Matrix A E Stl,tl mit den Eigenwerten {}.j},

(11)

und zugehörigen orthonormierten Eigenvektoren {u i } werde der QB-Algorithmus
13.7.1 in exakter Arithmetik ausgeführt. Es gelte

(12)

und

(13)

mit

Die durch 13.7.1 erzeugten Matrizen seien gemäß

Vk = (vk,l, ... , vk,n) = (Vik)
I V~k»),

(

A lk) IAlk»)A _ 11 12

k - Alk) IA(k) ,
21 22

(

Q lk) IQlk) )
Qk = 11 12,

Q lk) IQlk)
2J 22

(

' nlk) In lk) )'11 'J2

o Inw
partitioniert mit Vik ) E Rn,p, ....4i~) E Rp,p usw., und es sei

Yk := Jl(Vik») = span {rk,J, ••• , vk,P}.

Dann gilt

tan ({Jk-J ~ x tan ({Jk ~ xk tan ({Jl = xk VI - a2/a =: Ck-+-J

mit

dabei ist

(14)

(15 )

(16)

Y f = Jl(V~k») = span {vk,p-t 1, ... , Vk,n} , g p+J : = span {u P+1 , ... , 1ft!} = cfi .
Überdies gelten die Abschätzungen

IIAi~)11 = 11·4~~)11 ~ (1 + x) Ck 11.411 ~ 2Ck IIAII,

IIQi~)I!, IIQ~~)II ~ (1 + x) Ck ~ 2Cb

Iln~~)'1 ~ (1 + X)2 Ck IIAII ~ 4ck IIAII.

(17)

(18)

(19)

Beweis. Die Gültigkeit von (15), (16) folgt sofort aus 13.3.9 und 13.3.11 (ii) unter Beachtung
von (13.3.45). Zum Nachweis von (18) gehen wir von Qk =~ vIVk+J aus und erhalten

Q~~) = J'~k)TV~k,l) = [UTV~k)F[lJTVik'l)J (20)

mit U = (ut, ... , u» I Up-i-l, ••• , u ll ) =: (U1 I U 2) . Wir setzen jetzt

UTVlk-+-J ) = (Ui"Vfk+l)) =: (!.-).
1 pTVlkT 1) G

) 2 1
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Wegen IIU111 = IIVlk-+1lll = 1 ist IIFII ~ 1. Zur Abschätzung von IIGII beachten wir, daß

IIGII = cos (<J:min (Yk+1' cl p+1)) = sin lflk+l (21)

gilt, vgl. Ü 13.3.4 und (13.3.46). Mit (15) folgt hieraus IIGII ~ Ck+1' In analoger Weise erhält
man für

UTV~k) =: (~:)

die Abschätzungen IIF'II ~ 1 und IIG'II ~ Ck' Damit kann (20) gemäß

IIQWII = IIG'TF + F'TGII ~ IIG'IIIIFII + IIF'IIIIGII ~ Ck + ck+1 ~ (1 + x) ck

abgeschätzt werden, und dieselbe Abschätzung gilt für Q~~). Zum Beweis von (17) beachten
wir A k = QkRk' also AW = QWni1). Mit IIRi1)11 ~ IIRkl1 = IIAkl1 = IIAII und (18) ergibt sich
(17). Schließlich folgt aus u, = A k+1QI die Darstellung Ri~) = A~1H)QWT + Ai~ -1)Q~~)T.
Mit IIAi1+ 1)\1 ~ IIAk+111= IIAI!, (18), (17) und IIQWII ~ 1 ergibt sich daraus die noch ausstehende
Ungleichung (19). D

13.7.5. Bemerkung. (i) Die Ungleichung (15) besagt, daß Yk gegen .r, und Y t gegen
:xp+l linear mit dem Konvergenzfaktor x < 1 konvergieren, und die Konvergenz
ist monoton im Sinne von tan ({Jk+l/tan ({Jk ~ x. Die Abschätzungen (17) bis (19)
zeigen, daß die Außerdiagonalblöcke von Ab Qk und Hk mit der Majorante CI> gegen
o gehen. Obwohl Ck+1/Ck = x gilt, braucht IIAi~+l)II/IIAWII usw. selbst nicht durch x
beschränkt zu sein, also keine monotone Konvergenz vorzuliegen.

(ii) Meist wird (12) für mehrere Indizes erfüllt sein. Es gelte etwa

... ~ IAp'+ll < IAp'l ~ ... ~ I;'P+1i < IApl ~ "',

und (13) sei ebenfalls für p und p' erfüllt. Mit der Partitionierung

(

Ai1) IAi~) IAi~) )

A - Alk) IAlk) IAlk) ~+l
I> - 21 22 23 p'

Alk) IAlk) IAlk) p'+l
31 32 33

folgt dann aus 13.7.4

IIAi~lll, IIAi~)11 ~ II(~~DII ~ 2E, IIAII

und

mithin

(22)

wobei Ck+1 = x k tan Tl' c~+l = (x/)k tan cp~ mit x = IAp+1/Apl, x' = IAp'+l/Ap,1 ist.

(iii) Falls (12), (13) für p = 1,2, ..., n - 1 erfüllt sind, gilt (22) für jedes p < p',
Da speziell la~~~l,pl ~ IIA~~)II ist, folgt daraus mit i := p' + 1, i := p die element
weise Abschätzung

(23)

27*
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Die Außerdiagonalelemente konvergieren also - i. allg. verschieden schnell 
gegen 0, und die Diagonalelemente approximieren folglich die gesuchten Eigenwerte
mit wachsendem k beliebig genau. 0

In der bisher betrachteten Grundform 13.7.1 ist der QR-Algorithmus wenig
attraktiv: Für voll besetztes A kostet eine QR-Faktorisierung mittels Householder
Spiegelungen als billigster Methode l"'o..J 2n3j3 opms, siehe 10.2.11, und für die Bildung
von RkQk sind nochmals l"'o..J 2n3j3 opms nötig, so daß ein QR-Schritt insgesamt
l"'o..J 4n 3 j3 opms erfordert. Die Konvergenz ist nur linear mit dem Faktor x = IAp+1j}'pl,
also i. allg. langsam, so daß viele solcher teuren QR-Schritte ausgeführt werden
müssen.

Im folgenden diskutieren wir eine Reihe von Maßnahmen, die zur Überwindung
der genannten Nachteile führen und die hohe Effektivität des entsprechend ver
feinerten QR-Algorithmus bewirken.

B. Deflation und Verschiebungen

Unter den Voraussetzungen von 13.7.4 werden die Außerdiagonalblöcke von

A _ (A~~) IA~~) )
k - Alk) IAlk)

21 22

für hinreichend großes k im Sinne von

(24)

(25)

mit akzeptablem F genügend klein sein und können im Rahmen der Computer
genauigkeit vernachlässigt werden, d. h., A k kann durch

(

A lk) I 0 )

A, ~ ~l IA~t'
ersetzt werden. Dies entspricht einer Störung

dA, > - (;~r~tl),
von A k , wegen (6) also einer Störung

von A. Das Eigenwertproblem der Dimension n zerfällt damit in die zwei kleineren
Probleme mit den Diagonalblöcken A~~) und AW der Dimensionen p bzw, n - p;
man spricht auch hier von Deflation. Das Verfahren kann dann mit jedem der
Diagonalblöcke einzeln und damit insgesamt billiger fortgesetzt werden, wobei Vk

entsprechend aufzudatieren ist. Wird etwa mit dem unteren Block weitergearbeitet
und ist AW = QWR~~) dessen QR-Faktorisierung, so ist der nächste Schritt mit

(
11 0 )

olQW
(26)
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durch

(27)

und

(28)

definiert. Dabei wurde wieder A k statt .Ak geschrieben.
Je schneller AW gegen 0 geht, um so weniger QR-Schritte sind bis zur Erfüllung

der Annullierungsbedingung (25) nötig und um so geringer wird der Gesamtaufwand.
Da die Konvergenzgeschwindigkeit durch x = IAP+1 /Ap I bestimmt wird, versuchen
wir in Analogie zum Vorgehen bei der inversen Iteration in 13.4, durch eine ge
eignete Spektralverschiebung

Ä :=: A - fll (29)

einen kleineren Konvergenzfaktor zu erreichen. Wie dort numerieren wir die Eigen
werte Aj - fl von Ä nach wachsenden Beträgen und setzen

(30)

voraus; in der (11) entsprechenden Numerierung ist dann An[Ä] = Al - fl, }'n-1[Ä]
= }'2 - fl usw. Bezüglich Ä ergibt sich damit für p = n - 1 der Konvergenzfaktor

(31)

Die nach 13.7.1 aus Ä erzeugte Folge {Äd der QR-Iterierten ist durch

Ä 1 := Ä, faktorisiere Ä k = QkRb bilde Ä k+1 := Rllk (k = 1,2, ... ) (32)

definiert. Wenn Ä k gemäß

Ä
k

= (_Äi_~);--Ia_
k

)

akT Iä~~
(33)

partitioniert wird, entspricht ak E Rn-1 dem Block AW In 13.7.4. Unter der (13)
entsprechenden Voraussetzung

cos fP1 > 0, i{J1 := <;: (span {e-, ... , e n- 1}, cJ'n-d = <;: (e", 'U") (34)

gilt dann (17), also

Ilakll ~ (1 + ~) Ek IIÄII mit EI;" 1 = UEk = ~k tan i{J1' (35)

Sofern tan fP1 nicht zu groß ist, wird der Block a k also schnell klein werden, und
ä~~ konvergiert gegen An[Ä] = 1.1 - fl.

Wenn analog zu (29)

Ä k = .L4k - fll
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gesetzt wird, schreibt sich (32) als

Al := A, faktorisiere A k - I-d = QkBb bilde A/;+1 := BlJk + fll

(k = 1,2, ... ).

Wegen

(36)

A k+ l = Bi)k + fll = QI(Ak - fl/) Qk + fll = QI~4kQk = VJ+1AVk+1 (37)

sind die A k orthogonal ähnlich zur Originalmatrix A, die Ak dagegen zu A. Bei
Partitionierung von AI; in zu (33) analoger Weise ergibt sich

(38)

d. h., der Außerdiagonalblock ak ist derselbe wie in Ak und geht gemäß (35) gegen o.
Sobald IJak11 ~ E mit E aus (25) gilt, wird zu

(39)

übergegangen. Das Diagonalelement a~k~ ist dann eine akzeptable Approximation
für Al> und das Verfahren wird mit Ai~) E Sn-l,n-l fortgesetzt. Die Dimension redu
ziert sich dabei um 1. Sollten noch andere Außerdiagonalblöcke von A k im Sinne
von (25) vernachlässigbar sein, so zerfällt Ait l in weitere Diagonalblöcke niedrigerer
Dimension, die dann jeder für sich weiter bearbeitet werden können.

Die bisherigen Überlegungen zeigen, daß der QR-Algorithmus mit einer Ver
schiebung fl, die einen Eigenwert von A möglichst gut approximiert, durchgeführt
werden sollte. Dabei bietet es sich an, fl = I-tk in der Vorschrift (36) in jedem Schritt
auf Grund der aktuellen Information neu festzulegen. Dies führt auf den folgenden
Algorithmus:

13.7.6. QR-Algorithmus mit Verschiebunqen,

SO: Setze Al := A, VI := I, k := 1

S 1: Wähle Verschiebung flk

S2: Berechne QR-Faktorisierung A k - flkl = QkRk

S3: Bilde A k+1 := RkQk + flkl, Vk~l := ITkQk

S4: Setze k:= k + 1, goto SI

Auch für die durch 13.7.6 definierten Matrizen gilt (37) mit fl = flb d. h., die
A k sind orthogonal ähnlich zu A.

13.7.7. Bemerkung. Unter der Voraussetzung

flk ist kein Eigenwert von A (40)

ist A k - flkl regulär, so daß die Faktoren Qb R k und damit die durch 13.7.6 er
zeugten Matrizenfolgen im Sinne von (8) bis (10) im wesentlichen eindeutig durch
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A und {pd festgelegt sind, vgl. 13.7.3. Für die Durchführbarkeit ist (40) jedoch
nicht erforderlich, denn die QR-Faktorisierung existiert auch für singuläres A k - Pkl.
Bei spaltenweiser Erzeugung von R k durch Linksmultiplikation mit elementaren
orthogonalen Matrizen entsprechend 10.2 treten dann in einer Spalte j in den Posi
tionen {j, i} bis {n, j} Nullen auf, so daß sofort zur nächsten Spalte übergegangen
werden kann. Bei der für uns interessanten Anwendung auf Tridiagonalmatrizen
führt ein singuläres A k - Pkl in exakter Arithmetik zum Abspalten des Eigen
wertes Pk im nächsten Schritt, siehe 13.7.12 (ii). D

Wir diskutieren im folgenden zwei Möglichkeiten zur Festlegung von Pk' Da a~k,/
unter den Voraussetzungen (30), (34) gegen einen Eigenwert von A konvergiert,
liegt es nahe, dieses letzte Diagonalelement als Verschiebung zu benutzen.

1
13.7.8. Rayleigh-Quotienten-Verschielnmqen: Spezifiziere SI in 13.7.6 gemäß

S 1: Setze Pk := a~~;

Daß die auf die Rayleigh-Quotienten-Iteration 13.4.6 hinweisende Bezeichnung
dieser Verschiebung berechtigt ist, zeigt die folgende Aussage:

1

13.7.9. Aussage. Der QB-Algorithmus 13.7.6 werde mit der Verschiebungsstrategie
13.7.8 realisiert, und es gelte (40). Dann sind die n-ten Spalten v k,f1 := l""ken der
Matrizen Vk in exakter Arithmetik bis auf das Vorzeichen identisch mit den
Iterierten v k , die sich nach der RQ-Iteration 13.4.6 mit dem Startvektor 1j1 := en

ergeben.

Beweis. Wegen (37) gilt

flk = a~kJ = enTAken = enTFJA Fken = 1,k,nTAvk,n = e(vk,n),

d. h., flk ist der zu vk,n gehörende Rayleigh-Quotient. Aus der It.erat.ionsvorschrift und (37) .
folgt weiter

(A - flk1) v k+1,n = Vk(Ak - flkl)T VJvk+1,n = Vk(QkRk)T llIvk+1.n

= V kR"kQ"kVJv
k+1,n = VkR"kVJ'lvk+1,n = VkR"J:en

= r~~Vken = r·~lkT:t·k,n.

Wegen (40) muß r~kJ -=F 0 sein, so daß w k-r- l ,n : = V k+ 1,nlr~~: der Gleichung (A - flk l) w k+1,f1
= vk,n genügt. Daraus folgt die Behauptung. 0

Für das zu {Pb vk,n} gehörende Residuum gilt

(A - Pkl) v k.n = l""k(Ak - PIJ) VJ'nk,f1 = l""k (Ak - Pkl) e fl
,

also mit den Bezeichnungen aus (38)

",.• :~ (A - 1",1) "k.• ~ Y, (~), Ilrk"11 ~ IIn'II, (41)

Falls {Pb vk,n} ein Eigenpaar von A ist, ergibt sich 111,k,nll = Ilakll '-"cc 0, so daß Pk = a~l~
abgespalten werden kann und das Verfahren abbricht. Andernfalls können die Kon
vergenzaussagen für die RQ-Iteration aus 13.4.7 übernommen werden:
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13.7.10. Satz. Für den QB-Algorithmus mit RQ-Verschiebungen fällt Ilakll mono- •
ton, und f~st immer gilt Ilakll -+ 0, a~~l -+ Aj, {}kVk,fI -+ ui mit geeignetem {}k

E {+ 1, -1}. Für genügend großes k ist dabei

tan CPk+1 :;:;; rh (tan cpd3

mit 171 > °und cpk := -t (u i , {}kVk,fI), und es gelten die Abschätzungen

(42)

(43)

13.7.8 konvergiert also fast immer und monoton, und die Konvergenz ist asympto
tisch kubisch.

Die in A k enthaltene Information wird durch die folgende, auf WILKINSON zurück
gehende Verschiebungsstrategie noch besser ausgenutzt:

13.7.11. Wilkinson- Verschiebungen. Spezifiziere S 1 in 13.7.6 wie folgt:

S 1: Berechne die Eigenwerte {tJ-', tJ-"} der in der rechten unteren Ecke von A k
stehenden (2, 2)-Matrix

(44)

Ordne {tJ-', tJ-"} gemäß ItJ-' - a~k~1 < 1tJ-" - a~k~1 bzw. 1//[:;:;; itJ-"[, wenn
1tJ-' - a~k~1 = 1tJ-" - a~~1
Setze tJ-k := tJ-'

Man beachte, daß P k gerade die zu Q := (vk,fI--\ 't~k,fI) gehörende Matrix aus dem
Rayleigh-Ritz-Algorithmus ist und {tJ-', tJ-"} die entsprechenden Ritzsehen Eigen
werte bezüglich span {vk,n-t, vk,n} sind, siehe 13.3.C, so daß 13.7.11 als natürliche
Erweitertrag von 13.7.8 auf den zweidimensionalen Fall angesehen werden kann.
Zur numerischen Realisierung siehe Ü 13.7.2. Wir werden später sehen, daß 13.7.11
bei Anwendung auf eine Tridiagonalmatrix sogar globale Konvergenz garantiert.

Bei Verwendung der obigen Verschiebungsstrategien besteht die Tendenz, daß
die Eigenwerte in betragsmäßig wachsender Reihenfolge abgespalten werden. Aller
dings braucht das nicht immer der Fall zu sein.

C. Der QR-Algorithrnus für Tridiagonalrnatrizen

Mit den oben angegebenen Verschiebungen erhöht sich die Konvergenzgeschwindig
keit des QR-Algorithmus drastisch; in der Regel sind nur einige Schritte bis zur
Abspaltung eines Eigenwertes nötig. Selbst wenn pro Eigenwert nur ein solcher
Schritt erforderlich wäre, würde jedoch der Aufwand zur Berechnung aller Eigen
werte einer voll besetzten Matrix A bei Berücksichtigung der Dimensionsreduktion

n

L 4j3/3~ 11,4/3 opms betragen, also um eine n-Potenz höher sein als beim Jacobi
j=l

Verfahren, vgl. 13.2. Die Kosten für einen QR-Schritt können jedoch signifikant
gesenkt werden, wenn A vor Ausführung des QB-Algorithmus nach den in 13.5
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beschriebenen Methoden orthogonal ähnlich auf symmetrische Tridiagonalform

(45)

transformiert wird. Nach 13.5.1 ist dies mittels Householder-Spiegelungen mit
""-' 2n 3/3 opms möglich, kostet also nur die Hälfte eines einzelnen QR-Schrittes für
voll besetztes A. Anschließend wird der QR-Algorithmus 13.7.6 mit Al := T durch
geführt.

Es zeigt sich, daß mit der Startmatrix Al auch alle folgenden QR-Iterierten A k

tridiagonal sind: Es sei A k tridiagonal. Zur Berechnung der QR-Faktorisierung

(46)

bietet es sich an, das in der j-ten Spalte stehende Subdiagonalelement mittels einer
Givens-Drehung Gj,j+l = Gj~)+l zu annullieren, was auf

Gn-l.n(·· .(G23(GI2(Ak - Ilkl))) ... ) = Hk

führt, vgl. 10.2. Dann ist

und wegen der Tridiagonalform von A k - Ilkl hat Rk die Gestalt

rX X X

I X X X

R k = X X X'

X :J

(47)

(48)

ist also eine obere Dreiecksmatrix der Bandbreite 3 vom Typ {O, 2}; zur Bezeich
nung siehe 6.4.A. Bei Bildung von

A k+l - Ilkl = RkQk = (... ((RkG i 2) G~3) ...) G~-Ln (49)

werden nacheinander die Spalten j und j + 1 kombiniert. Die Matrix RkQk ist
daher eine obere Hessenberg-Matrix, wegen der Symmetrie also notwendig tri
diagonal.

13.7.1~. Bemerkung. (i) Wir haben gezeigt, daß die Tridiagonalform von A k unter
der gemäß (46) bis (49) realisierten QR-Transformation

A k --;.. A k+l = QIAkQk = RkQk + IlkI

invariant ist. Unter der zusätzlichen Voraussetzung (40) gilt dies auch für jede
andere Realisierung des QR-Schrittes, denn die transformierten Matrizen A k+ l kön
nen sich dann höchstens im Vorzeichen der Elemente unterscheiden, vgl. 13.7.3
und 13.7.7.
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(ii) Wenn A k nicht zerfällt, also

(i = 2, ... , JI) (50)

gilt, und (40) nicht erfüllt, also flk ein Eigenwert von A ist, hat die letzte Zeile von
A k+1 bei Rechnung in exakter Arithmetik die Gestalt (0, ... , 0, a~knf 1»), siehe Ü 13.7.3.
Es ist also a~I~~~)1 = 0, und a~n' 1) = Il,k wird als Eigenwert erkannt und kann ab
gespalten werden. Die Voraussetzung (50) stellt dabei keine Einschränkung dar,
denn andernfalls hätte bereits im vorhergehenden Schritt zu nichtzerfallenden Teil
problemen niedrigerer Dimension übergegangen werden können, vgl. 13.7.B.

(iii) Bei Verwendung der RQ-Verschiebungen besagt 13.7.10, daß la~~~_II = Ib~k):
in exakter Arithmetik fast immer monoton und asymptotisch kubisch gegen 0 geht.
Bei Verwendung der Wilkinson-Verschiebungen kann sogar gezeigt werden, daß
b~k) immer gegen 0 konvergiert, d. h., es liegt globale Konvergenz vor. Die Konvergenz
ist dahei mindestens quadratisch im Sinne der Gültigkeit von

ib~lk 1)1 ~ Cl Ib~lk)12 mit Cl > 0

und meistens sogar besser als kubisch. Für eine Formulierung des letztgenannten
Sachverhaltes und die Beweise muß auf die Spezialliteratur verwiesen werden, siehe
B 13.9. 0

Für die numerische Realisierung ist wesentlich, daß die ersten j Spalten der in
(47) auftretenden intermediären Matrix

Gj,j+1(Gj~l,{" (GI2(Ak - flkl)))) =: ~4V 1)

bei den nachfolgenden Linksmultiplikationen mit G j+l, j+2 usw, weder geändert noch
henutzt werden. Sie stellen daher bereits die entsprechenden Spalten von R k dar,
und die auf diese Spalten gemäß (49) von recht.s angewendeten Drehungen GT2' ... ,

GJ-l,j können bereits ausgeführt werden, ohne daß sie die noch benötigten Spalten

j + 1, ... , n von At 1) beeinflussen. Die Matrix R k braucht als Ganzes also über
haupt nicht gebildet und gespeichert zu werden, sondern die Transformation kann
direkt in der durch die Klammern gekennzeichneten Reihenfolge gemäß

~4k+I - flk l = RkQk = ... {G45[(G34{[G23GI2(Ak - flkl)] GT2}) G~3]} Gj4 ... (51)

realisiert werden. Da hier die Verschiebungen explizit ausgeführt werden, spricht
man auch vom QB-Algorithmus mit explizit realisierten Verschiebungen oder kurz
vom expliziten QR-Algor'ithmu8. Um unnötige lndizierungen zu vermeiden, geben
wir einen Schritt bei in-situ-Reahsierung auf dem Platz von A an, wobei außerdem
Jlk auf dem Platz von V entsprechend (7) aufdatiert wird.

13.7.13. Expliziter QR-Schritt.

Setze A := A k - flkl, F:= Vb GOI := 1
for j := 1(1)n - 1 do

I
Lege G j,j+1 so fest, daß (G j ,j+1A )j+l, j = 0 gilt..
Bilde A := Gj,j+1A, A := AG!_I,j' V:= VGT,j+'

Setze A := AG~_I.n' A k+I := A + flkl, Vk+l := V
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Der Teilschritt j ---+ j + 1 wird für n = 5 und j = ~ durch das folgende Muster
illustriert, wobei sich verändernde Elemente wie üblich eingerahmt worden sind.

x X X rx X X 1 X ~ I~
X X X X X X X X X ~ ~ X

0 X X ---+ 0 ~ 0 ~ ---+ ~ ~ X X

I X : :J @] 0 GJ 0 X X

X X ~J
A A := G 34A A := AGi1

Die durch die stark gezogenen Linien links bzw. rechts unten abgegrenzten Ele
mente sind bereits die von RkQk bzw. noch die von A k - f.1kl.

13.7.14. Bemerkung. (i) Unter Beachtung der Symmetrie läßt sich 13.7.13 bei expli
ziter Realisierung der Givens-Drehungen mit ~ n(K l ops + K 2 opm + 1 opr) aus
führen. Die genauen Werte der K, hängen von den Details der Implementierung ab;
für die bei WILKINSON/REINSCH [71] enthaltene Version ist K l = 4 und K 2 = 13.
Die Berechnung von Vk+1 erfordert dagegen bei Realisierung gemäß Ü 3.3.6 weitere
~ ~n2 opms, also wesentlich mehr. Unter Verwendung einiger Hilfsspeicher kann
die Transformation A k ---+ A kT l auf den ~ 211 Plätzen eines Dreiecks von T reali
siert werden, und Vk kann offensichtlich mit IYk+1 überspeichert werden.

(ii) Beim expliziten QR-Algorithnms ist es zweckmäßig, in Abänderung von
1~.7.6 sofort

A k+1 = RkQk = QI(Ak - /lkl) Qk

zu setzen, also die Addition von /lIJ bei der Bildung von A k+1 wegzulassen. Für die
derart definierte Folge gilt

A k+ l = VJd[A - (/lI + ... + /lk) I] VkT l ,

k

d. h., A k+ l + (Jk+J mit (Jk+1 := I: /lj ist orthogonal ähnlich zu A. Die Verschiebungen
j=l

müssen dann gemäß (Jl := 0, (Jk+l:= (Jk + /lk (k = 1,2, ... ) gesondert akkumuliert
werden. D

Eine zu 13.7.13 alternative Realisierung des QR-Schrittes beruht auf der Tat
sache, daß Qk und damit A k+1 und V k+ l im wesentlichen eindeutig durch A k fest
gelegt sind, wenn die erste Spalte von Qk vorgegeben wird und A k nicht zerfällt,
vgl. 13.5.8. Für die durch (48) definierte Matrix Qk gilt nun

Q , 1 - GT GT GT 1 - GT 1 (52)
k C - 12 23'" n-l,nC --- l2e ,

G. h., die erste Spalte von Qk ist gleieh der ersten Spalte von G"'[2 und damit durch
die erste Spalte von A k - /lkl festgelegt, denn G12 transformiert letztere in ein
Vielfaches von Cl. Jede Matrix

Q- . GT G--:;T c: G--:;T"k'= 12 23 34'" n-l,n (5~)
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besitzt folglich für beliebige G23 , ••• , Gn- L n dieselbe erste Spalte wie Qk' Wenn es
gelingt, die Drehungen G23 , ••• , Gn- L n so festzulegen, daß

A . Q-TA Q- ("""'; G"""'; G A GTG"""';T GT
k+1 .= k k k = Jrn-Ln'" 23 12 k 12 23'" n-1.n

tridiagonal ist, muß {Ak+1 ' Qd im Sinne von 13.5.8 im wesentlichen mit {Ak+1 ' Qk}

übereinstimmen. Nun ist F 2 := G12AkGi2 von der Form

weicht also nur in den Positionen (3, 1) und (1,3) von der Tridiagonalform ab.
'Venn G 23 so festgelegt wird, daß (G23F2h1 = 0 gilt, hat F 3 := G23FG~3 in diesen
Positionen Nullen, allerdings sind in {4,2} und {2,4} neue Nichtnullelemente er
zeugt worden. Diese werden durch Übergang zu 11'4 := G34F3G;4 in analoger Weise
annulliert usw. Nach n - 2 Schritten ist die Tridiagonalform wieder hergestellt,
vgl. 11.1 und 13.5.B für ein ähnliches Vorgehen. Die Reihenfolge, in der Nicht
nullelemente außerhalb des tridiagonalen Bandes auftreten und wieder annulliert
werden, wird für n = 5 durch das folgende Muster charakterisiert.

x X [IJ~
X X X cgJ"
OJ X X X ~
\o.~x X X

l}] X X

Da beim derart ausgeführten QR-Schritt die Verschiebung flk nicht mehr explizit
auftritt - sie wird lediglich bei der Festlegung der Drehungsparameter von G 12

benötigt -, heißt diese Version auch QR-Algorithmus mit impliziter Realisierung
der Verschiebungen oder kurz im-pliziter QR-Algorithmus. Eine 13.7.13 entsprechende
Grobbeschreibung des Einzelschrittes lautet wie folgt:

13.7.15. Impliziter QR-Schritt.

Setze A := A k , Jl := "Vk

Lege G 12 so fest, daß

[G12(A - flkl)h1 = [G 12(all - flk' a21' 0, ... , 0)T]2 = 0

gilt. Bilde A := G12AGi2' V:= llGi2
for i := 3(1)n do

I
Lege Gi-Li s~ fest, ~aß (Gi- LiA L.i.=-2 = 0 gilt
Bilde A := (;i-LiAGLl.i' V:= V(JiT_1.i

Setze A k+1 := A, Vk+1 : = V
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13.7.16. Bemerkung. (i) Von der Implementierung her ist der implizite QR-Algo
rithmus etwas günstiger als der explizite. Der Aufwand ist nur unwesentlich geringer;
für die bei WILKINSONjREINSCH [71] enthaltene Version werden '"""-' n(6 ops + 11 opm
+ 1 opr) zur Berechnung von A k+1 aus A k benötigt. Die Bildung von Vk+1 entspricht
dem expliziten Verfahren und kostet '"""-' 3n2 opms. In-situ-Realisierung ist bezüglich
A k und V k möglich.

(ii) Der eigentliche Vorteil des impliziten QR-Algorithmus liegt darin, daß A k - ftkl

nicht explizit gebildet und daher ein möglicher Informationsverlust bei der Berech
nung von a~1l - ftk bei betragsmäßig großem ftk und kleinem a}kl vermieden wird.
Selbst für ansteigend gestufte Matrizen liefert der implizite Algorithmus daher oft
auch die betragskleinen Eigenwerte mit ausreichender Genauigkeit.

(iii) Besonders für den impliziten QR-Algorithmus ist wesentlich, daß nach jedem
Schritt alle Subdiagonalelemente - nicht nur das letzte! auf Kleinheit etwa im
Sinne von

Ib}kll ~ v('a~~\1 + la~kll), i E {2, ... , n}, (55)

getestet und bei Erfülltsein von (55) gleich 0 gesetzt werden, vgl. 13.6.1. Wenn ein
kleines b~kl mit 2 ~ i ~ n - 1 nicht zur Aufspaltung in kleinere Teilprobleme ge
nutzt wird, erhöht sich nicht nur wegen der verschenkten Dimensionsreduktion
der Aufwand für einen QR-Schritt, sondern das Konvergenzverhalten kann sich
wesentlich verschlechtern: Mit b}kl wird meist auch b~k+I) klein sein. Dies bedeutet,
daß die ersten Spalten {1, ... , i - 1} von Qk - man beachte A k = QkÄk+1QI 

nur schwach mit den letzten Spalten {i, ... , n} gekoppelt sind, was z, B. aus dem
Beweis von 13.5.8 oder aus der Rekursionsformel des Lanczos-Algorithmus aus
Ü 13.5.6 zu ersehen ist. Die in der ersten Spalte von Qk enthaltene Information über
die Verschiebung ftb die mittels der Drehungen Gi-l.i implizit auf die übrigen Spalten
übertragen werden soll, geht dann bei der Durchführung des k-ten QR-Schrittes
teilweise oder vollständig verloren; die Drehungen Gi-l.i ' ••• , Gn- L n werden defor
miert, vgl. auch 13.5.4(ii) für ähnliche Überlegungen bei Verwendung von House
holder-Spiegelungen. Die durch 13.5.8 in exakter Arithmetik garantierte Äquivalenz
der explizit bzw. implizit berechneten Matrizen A k+1 bzw. Ä k+1 liegt bei Computer
rechnung nicht mehr vor, was zum Verlust der schnellen Konvergenz führt.

(iv) Aus den in (iii) dargelegten Gründen ist es zweckmäßig, das in den EISPACK
Routinen verwendete, relativ einfache Kriterium (55) durch ein selektiveres zu er
setzen. Wir empfehlen die Verwendung von

Ibil ~ V(ßi + rd (1 + cxdßd, i E {2, ... , n}, (56)

mit

der obere Index k wurde weggelassen. Da dieser Test aufwendig ist, sollte er nur

ausgeführt werden, wenn beispielsweise Ibil ~ V; IITlJoo gilt. D

Nach einer nicht zu großen Zahl von Schritten wird (55) oder (56) für alle i erfüllt
sein, d. h., ..clk+ 1 ist diagonal. Die Diagonalelemente approximieren dann die gesuchten
Eigenwerte, und die Spalten von Vk+1 sind zugehörige Eigenvektornäherungen zu T.
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Mit Q aus (45) ergeben sich schließlich die Eigenvektornäherungen zu A als Spalten
von QVk+1 ' Wenn die Eigenvektoren auch gesucht sind, sollte daher sofort Q Yk+1

durch Aufdatierung von QVk mit Qk ermittelt werden, d. h., 13.7.6 sollte mit
III := Q statt VI := I gestartet werden.

Wir geben im folgenden das Grobschema einer in-situ-Realisierung des QR-Algo
rithmus für eine Tridiagonalmatrix T an, bei der die obigen Überlegungen berück
sichtigt werden. Die Indizes p, q mit 1 ~ P ~ q ~ 11, geben dabei die Position des
gerade behandelten, untersten nichtzerfallenden Diagonalblockes von T an.

13.7.17. QR-Algorithmus für Tridiagonalmatrizen. Gegeben seien die Tridiagonal
matrix T = trid (av ... , an, b2, ... , bn) E Sn,n und die orthogonale Matrix V E Rn,n.

Algorithmus .'

SO (Initialisierung): Setze k:= 1, q:= 11,

S 1 (Abbruchtest ): If q = 1 then stop

S2 (Nullsetzen kleiner Subdiagonalelemente und Festlegung des untersten nicht
zerfallenden Diagonalblockes Tlp,q) : = trid (up , ••. , aq, bp+ I , ••• , bq ) der Dimen
sion m := q - p + 1 von T):
for p := q(-1)2 do •

if [Ibpl klein im Sinne von (56)]

then I bp := 0
if p = q then [q:= q - 1, goto SI] else goto S3

p:= 1

S3 (k-ter QR-Schritt).' Führe QR-Schritt 13.7.13 bzw. 13.7.15 mit der Wilkinson
Verschiebung 13.7.11 für

A
k

: = Tlp,q) E Sm.m,

auf dem Platz von T bzw. Y durch, wobei Vlp,q) die aus den Spalten p bis q
von V bestehende Teilmatrix bezeichnet

S4: Setze k:= k + 1, goto SI

13.7.18. Bemerkung. (i) Umfangreiche numerische Experimente zeigen, daß die
Eingangsmatrix T im Mittel nach k ;:::::; 1.711, QR-Schritten diagonalisiert ist, d. h.,
bei Abbruch ist T = T k + I = diag (a? d») =: diag (flJ) =: M. Für die zuerst berech
neten Eigenwerte fln, fln-I' ... werden dabei i. allg. etwas mehr - etwa 4 bis 6 
Schritte benötigt, die zuletzt berechneten Eigenwerte ... , fl3' fl2' fli können meist
schon nach einem, höchstens zwei Schritten abgespalten werden. Wenn pro Eigen
wert zwei QR-Schritte veranschlagt werden und ein Schritt der Dimension mohne
Aufdatierung von V mit r-..; m(10 opms + 1opr) gezählt wird, vgl. 13.7.14 und
13.7.16, kostet die Berechnung aller Eigenwerte von T bei dieser Modellvorstellung
r-..; 11,2(10 opms + lopr), ist also extrem billig. Wegen der zusätzlich auftretenden
Deflation außerhalb der letzten Zeile - in 13.7.17 durch p > 1 charakterisiert 
ist der Aufwand praktisch sogar meist geringer. Die zugehörigen Eigenvektor
approximationen ergeben sich mit der Eingangsbelegung V := I durch Aufdatierung
von V mit maximal r-..; 311,3 opms.
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(ii) Zur Berechnung aller Eigenwerte der voll besetzten Matrix A muß zunächst
T = QTAQ mit """2n3(3 opms nach 13.5.1 berechnet werden, so daß insgesamt
'"'"-' n2[(2n(3 + 10) opms + 1 opr] """2n 3 j3 opms erforderlich sind. Wenn auch die
Eigenvektoren gefordert werden, wird Q mit v--. 2n 3 j3 opms explizit gebildet - siehe
13.5.2 - und in 13.7.17 als Eingangsbelegung V:= Q verwendet. Mit den zur Auf
datierung benötigten i--> 3n3 opms kostet daher die Berechnung der aus den Eigen
vektorapproximationen zu A gebildeten Ausgangsmatrix V = QVk+1 maximal
""" I1nSj3 opms, ist also wesentlich teurer als die Berechnung der Eigenwerte allein.

(iii) Sind nur wenige Eigenvektoren gesucht, so sollten die entsprechenden Eigen
vektoren von T mittels inverser Iteration mit jeweils e-> Ksn opms berechnet werden,
siehe 13.4.3. Unter Verwendung der Produktform von Q sind die Eigenvektoren vi

von T dann noch in Eigenvektoren Qvi von A zu transformieren, was jeweils
""" n2 opms kostet. Insbesondere bei mehrfachen und dicht benachbarten Eigenwerten
ist dabei i. allg. eine Re-Orthogonalisierung erforderlich, vgl. 13.4.5 (iv).

(iv) Wenn A eine Bandmatrix ist, kann die Tridiagonalisierung nach 13.5.6 er
folgen. Eine alternative Möglichkeit besteht darin, den QR-Algorithmus direkt mit
~4I := A durchzuführen, denn die Bandgestalt ist invariant unter der QR-Trans
formation. Bei impliziter Realisierung wird dabei wie in 13.5.B vorgegangen. Ist
die Dimension n groß und sind nur wenige Eigenwerte und gegebenenfalls Eigen
vektoren gesucht, so empfiehlt sich das Bisektionsverfahren bzw. die inverse Itera
tion direkt mit der Bandmatrix A, vgl. 13.6.11 (vi) und 13.5.7(ii).

(v) Man kann zeigen, daß die nach 13.7.17 bei Abbruch nach k Schritten vorliegende,
berechnete Diagonalmatrix 111 = T k+1 der Gleichung

A + dA = Vll1VT mit (j'A E s->, l!dAII ~ l 1F IIAII, (57)

und akzeptablem F genügt, wobei V eine gewisse exakt orthogonale Matrix ist. Die
Berechnung der Eigenwerte von A nach dem QR-Algorithmus ist also ein numerisch
gutartiger Prozeß. Das exakt orthogonale V wird durch die mit V = VI := Q, Q aus
13.5.1, in 13.7.17 berechnete Matrix V = Vk+l im Sinne von

F 1 akzeptabel, (58)

ausreichend genau approximiert. Die berechneten Eigenvektornäherungen sind daher
ausreichend orthogonal und akzeptabel im Sinne kleiner Residuen.

(vi) Wenn T eine ansteigend gestufte Matrix ist, werden die Verschiebungen am
Anfang groß sein. Die im betragskleinen oberen Teil enthaltene Information über
die kleinen Eigenwerte wird daher - beim expliziten QR-Algorithmus in katastro
phaler Weise, beim impliziten weniger stark - verlorengehen. Um dies zu vermeiden,
kann der QR-Algorithmus in inverser Reihenfolge von rechts nach links durch
geführt und die Verschiebung durch die links oben stehende (2,2)-Matrix festgelegt,
also die QR-Faktorisierung von A k - ftkI durch die analog gebildete QL-Faktori
sierung A k - ftkI = QkLk mit einer unteren Dreiecksmatrix L k ersetzt werden.
Diese Version wird QL-Algorithmus genannt und heute in den Programmpaketen
vorwiegend verwendet, und zwar in impliziter Realisierung als impliziter QL-Algo-
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Y ~
13.2 liefert bei Anwendung auf P die Eigenwerte
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rithmus. Wenn A bereits ansteigend gestuft ist, sollte die Tridiagonalisierung eben
falls in inverser Reihenfolge von rechts nach links erfolgen, siehe 13.5.4 (iii) und
013.5.2. D

Übungsaufgaben

D 13.7.1. Man zeige, daß für die Grundform 13.7.1 des QR-Algorithmus R k = VJuAVk gilt,
und folgere hieraus die Gültigkeit von

Vk+1(R kRk- 1 ••• R 2R1 ) = .cF.

C 13.7.2. Gegeben sei die Matrix P = (;

(i) Ein Schritt des Jacobi-Verfahrens aus
p' = Y + ßt, u" = Y - ßjt, wobei

t := sgn (ö)!(löl + VI + (2 ) im Fall Ö =f= 0,

t := 1 im Fall Ö = 0

ist.

(ii) Es gilt

Ip' - Yl < Ip" - Yl im Fall Ö =F 0,

Ip' - Y! = 1/1," - Yl im Fall Ö = 0,

so daß

{

Y + sgn (ö) ß/(Iöl + VI + (2
)

P := Y - sgn (J/) !ßI
ß

für Ö =t= 0,

für ö = 0, Y =F 0,

für ö = 0, Y = (')

die zu P gehörende Wilkinson-Verschiebung gemäß 13.7.11 ist.

Ü 13.7.3. Es sei T - ,uI = QR eine Qll-Faktorisierung von T - pI, und T sei tridiagonal
und nichtzerfu llend , Man zeige, daß dann rjj =F 0 (j = 1.... , n - 1) gilt und daß T - pI
genau dann singulär ist, wenn r nn = °gilt. Die letzte Bedingung ist gleichwertig dazu, daß
die note Zeile von RQ verschwindet, also Hf} --L 1'1 die note Zeile (0, ... ,0, lt) hat.

Bemerkungen zum Kapitel 13

B 13.1. Die im Abschnitt 13.1 zusammengestellten Ergebnisse gehören zum Standardwissen
der Eigenwerttheorie, siehe etwa WILKINSON [65] und PARLETT [SOa], wo auch historische
Kommentare zu finden sind. Der Rayleigh-Quotient wurde durch Lord RAYLEIGH [1899J
eingeführt.

B 13.2. Das klassische Jacobi- Verfahren geht auf JACOBI [1846] zurück. Es wurde 100 Jahre
später zu Beginn des Computer-Zeitalters durch BARGl\L<\:N)l' jl\IoNTGOMERYJVON N EUl\1ANN
[1946] wiederentdeckt; vgl. auch GOLDSTINEjMuRRAYjVON NEU?llANN [59]. Schwellwert
strategien sind von POPEjToMPKINS 157], RFTISHAFSER [661 u. a. vorgeschlagen und ana
lysiert worden. Zum Nachweis der asymptotisch quadratischen Konvergenz des zyklischen
-Ia.cobi- Verfahrens sei auf SCHÖNHAGE [64J und WILKINSON [62J verwiesen. Eine ausgefeilte
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Implementierung hat RUTISHAUSER [66/71] publiziert; dort sind alle im Text beschriebenen
Tricks zur Verringerung des Rundungsfehlereinflusses zu finden. Die zweite Formel (13.2.23),
mit der sich eine Multiplikation einsparen läßt, scheint nicht allgemein bekannt zu sein. Zur
Fehleranalyse siehe WILKINSON [65]; die dort angegebene Schranke (13.2.36) für F bezieht
sich auf eine zyklische Realisierung nach den Formeln (13.2.10) und (13.2.11) und ist daher
i, allg. zu pessimistisch.

B 13.3. Die einfache Vektoriteration wird seit Jahrzehnten in jedem Lehrbuch der Nume
rischenMathematik beschrieben; der Name von-Mises-Iteration geht auf die Arbeit VON MISEs!
POLLACZEK-GEIRINGER [29] zurück. Die bei der Vektoriteration erzeugte Vektorfolge
{v, Av, A21." ...} bildet die Grundlage zur Betrachtung der sog. Krylov-Teilräume X p
: = span {v, Av, ... , AP-1v}, mit deren Hilfe ebenfalls die dominanten Eigenwerte und zu
gehörigen Eigenvektoren von A approximiert werden können, z. B. nach den verschiedenen
Varianten des sog. Lanczos-Algorithmus, siehe PARLETT [80aJ für Details. Diese Technik ist
allerdings nur für große schwach besetzte Matrizen zweckmäßig und wird deshalb hier nicht
untersucht.

ß 13.4. Wesentliche Arbeiten zur Teilraumiteration gehen auf BAUER [57] - dort simultane
Iteration genannt - und RUTISHAUSER [69, 70/71] zurück, siehe auch STEWART [69, 75]. Auf
Grund der bei der Teilraumiteration vorgenommenen Ürthogonalisierung der Basis besteht
ein enger Zusammenhang zum QR-Algorithmus, siehe 13.7.2. Die zur Teilraumapproximation
benötigten Begriffe sind bei DAVIS/KAHAN [70], STEWART [73a] und PARLETT [80a] zu
finden. Der Rayleigh-Ritz-Algorithmus zur Beschaffung von Eigenwert/Eigenvektor-Nähe
rungen aus approximierenden Teilräumen ist eine numerische Standardtechnik; die Ursprünge
liegen bei RAYLEIGH [1899] und RITZ [1909]. Eine sehr ausgefeilte Prozedur ritzit zur Kombi
nation von Teilraumiteration und RR-Algorithmus, in die noch weitere Verbesserungen auf
genommen worden sind, hat RUTISHAUSER [70] angegeben. Die dabei benutzte Version des
RR-Algorithmus nach 13.3.17 (vi) ist von REINSCH vorgeschlagen worden; zur Analyse siehe
wieder PARLETT [80a]. Alternative Varianten sind für allgemeinere Aufgabenklassen bei
McCoRMICK/NOE [77] zu finden.

ß 13.5. Spezielle Verfahren der Teilraumiteration beruhen auf einer Maximierung des Funk
tionals tr (P) = tr (QTAQ) über alle Q E Rn,p mit QTQ = I. Hierzu gehören die Verfahren
der simultanen Koordinatenrelaxation - siehe etwa SCHWARZ [77] -, simultane Gradienten
verfahren und simultane Verfahren der konjugierten Gradienten - siehe GERADIN [71],
LONGSINE/l\1cCoRMICK [80] und DÖHLER [82]. Diese Verfahren sind in der Regel für das all
gemeine symmetrische Eigenwertproblem Ax = ABx entwickelt und formuliert worden, dazu
siehe Kapitel 14. Eine zusammenfassende Darstellung gibt MEYER [871-

B 13.6. Die inverse Iteration geht auf WIELANDT [44] zurück. Modifikationen, bei denen
neben v auch p verbessert wird, haben UNGER [50] und viele andere vorgeschlagen; diese
Verfahren hängen eng mit dem Newton-Verfahren zusammen, siehe etwa PETERS/WILKINSON
[79]. Die sogar kubisch konvergente Rayleigh-Quotienten-Iteration geht nicht etwa auf Lord
RAYLEIGH, sondern auf ÜSTROWSKI [58, 59J zurück. Das monotone Fallen der Residuen be
merkte KAHAN, siehe PARLETT [74, 80a]. Der Beweis der globalen Konvergenz ist von PARLETT/
KAHXN [69] geführt worden, siehe wieder PARLETT [80a]. Zwischen der RQ-Iteration und
dem QR-Algorithmus mit speziellen Verschiebungen besteht ein enger Zusammenhang, siehe
13.7.9. Während noch vor 25 Jahren angenommen wurde, daß die Fastsingularität vonA - pI
sich nachteilig auf die inverse Iteration auswirkt, hat später WILKINSON in verschiedenen
Arbeiten gezeigt, daß sie sich sogar sehr vorteilhaft auf die berechneten Eigenvektornäherungen
auswirkt. Eine detaillierte Rundungsfehleranalyse ist bei WILKINSON [77] zu finden.

B 13.7. Die Transformation einer symmetrischen Matrix mittels Givens-Drehungen auf Tri
diagonalform wurde erstmals von GIVENS [54] beschrieben. HousEHoLDER/BAuER [59]
verwenden später für dieselbe Aufgabe Householder-Spiegelungen. Daß Q und T empfind
lich von A und der zur Berechnung genutzten Arithmetik abhängen, zeigen instruktive Bei-

28 Schwetlick, Numerische Algebra
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spiele bei WILKINSON [65J und PARLETT [80aJ. Zur Anwendung impliziter Givens-Drehungen
sei auf RATH [82J verwiesen. Eine alternative, besonders für große schwach besetzte Matrizen
geeignete Tridiagonalisierungsmethode stellt der sog. Lanczos-Algorithmus dar, siehe Ü 13.5.6,
der auf LANCZOS [50J zurückgeht und detailliert von PAIGE [76J, PARLET'I' [80aJ, GOLUBj
VAN LOAN [83J und CULLUMjWILLOUGHBY [85J untersucht wird.

B 13.8. Das Bisektionsverfahren mit Berechnung von s(f-l) über die Folge {TO' ••• , Tn } gemäß
o 13.6.2 wurde erstmals von GIVENS [53, 54J vorgeschlagen. Da die Hauptabschnittsdeter
minanten Tk = Tk(f-l) eine sog. Sturmsehe Kette bilden, spricht man auch von der Methode
der Sturmsehen. Ketten. Wesentliche Verbesserungen und eine Fehleranalyse gehen auf WILKIN
SON [65J zurück; dort ist auch die Matrix (13.6.5) zu finden. Bereits bei der Implementierung
in 'WILKINsONjREINSCH [71J wird Über- und Unterlauf durch Übergang zu dk = TkjTk-l ver
mieden, vgl. Ü 13.6.2. Die natürlichere Motivierung ohne Sturmsehe Ketten mittels des
Trägheitsgesetzes für quadratische Formen kongruenter Matrizen wird von verschiedenen
Autoren bevorzugt, z. B. von PARLETT [80aJ.

B 13.9. Der QR-Algorithmus ist das Analogon des auf RUTISHAUSER [58J zurückgehenden
sog. LR-Algorithmus und wurde unabhängig und etwa gleichzeitig von FRANCIS [61J und
KUBLANOVSKAJA [61J gefunden. Ausführungen zur historischen Entwicklung können bei
PARLETT [64J nachgelesen werden. Bei der Motivierung der Grundform des QR-Algorithmus
über die Teilraumiteration folgen wir methodisch der Darstellung bei WATKINS [82]. Der
Zusammenhang zwischen dem QR-Algorithmus mit den Verschiebungen f-lk = a~kJ und der
RQ-Iteration wurde von WILKINSON und PARLETT bemerkt, siehe PARLETT [80aJ. Die globale
Konvergenz des tridiagonalen QR-Algorithmus mit den nach ihm benannten Verschiebungen
hat WILKINSON [68J bewiesen, siehe auch HOFFMANjPARLETT [78J und PARLETT [80aJ, wo
auch Aussagen über die in der Regel schnellere als kubische Konvergenz zu finden sind. Alter
native Verschiebungen haben z. B. REINSCHjBAUER [71.J verwendet. Bei PARLETT [80aJ wird
auch auf die Vermeidung von Quadratwurzeln eingegangen, siehe dazu ebenfalls RATH [82J,
wo implizite Givens-Drehungen herangezogen werden. Das Kriterium (13.7.56) für das Null
setzen von Subdiagonalelementen ist eine leichte Verbesserung eines auf KAHAN zurück
gehenden Kriteriums, das bei PARLETT [80aJ angegeben und diskutiert wird.

14.

14.1.

Das allgemeine symmetrische Eigenwertproblem

Grundlegende Eigenschaften

Das allgemeine symmetrische Eigenwertproblem lautet wie folgt: Für gegebene
Matrizen A, B E Sn.n sind Zahlen Aj = Aj[A, B], für die

(1)

gilt, und gegebenenfalls die Vektoren zi zu bestimmen. Wie beim speziellen symme
trischen Eigenwertproblem, das sich aus (1) für B = 1 ergibt, werden die Aj Eigen
werte, die zi zugehörige Eigenvektoren und die Paare {Aj, zi} Eigenpaare von {..4, B}
genannt. Die Matrizenschar A - },B heißt das durch {A, B} erzeugte Büschel
(engl. "pencil", russ. "nyqOR"); häufig wird das Paar {A, B} selbst Büschel genannt.
Man beachte, daß {J" z} genau dann ein Eigenpaar von {A, B} ist, wenn

(A - AB) z = 0 (2)
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gilt, also

p(A) := det (A - AB) = ° und Z E JV(A - AB), z::j=o, (3)

ist. Die Funktion p(},) ist ein Polynom vom Höchstgrad n, das charakteristische
Polynom von {A, B}. Im Unterschied zum speziellen Eigenwertproblem kann jedoch
der Grad von p(A) kleiner als n sein. In diesem Fall hat das aus (1) durch die Sub
stitution I, = 1/w entstehende Eigenwertproblem

wAz = Bz (4)

den Eigenwert w = 0, eiche Ü 14.1.1. Wir sagen dann, daß (1) den Eigenwert
= 1/0 = 00 hat. Es kann insbesondere eintreten, daß p(A) identisch verschwindet,

d. h., daß jedes A Eigenwert ist. Außerdem können auch komplexe Eigenwerte auf
treten. In Ü 14.1.2 sieht man, daß die beschriebenen ungewöhnlichen Fälle bereits
für n = 2 möglich sind.

Ein wesentliches theoretisches wie praktisches Hilfsmittel bei der Behandlung des
speziellen symmetrischen Eigenwertproblems Ax = },x war der Übergang von
A - 1.1 zu

Li - Al = E(A - Al) F (5)

mittels regulärer Transformationsmatrizen E, F. Damit das transformierte Problem
wieder ein spezielles Eigenwertproblem wird, muß 1 = ElF = 1, also E = F:> ge
fordert werden, und A ergibt sich dann zu A = F-IAF, d. h., A entsteht durch
Ähnlichkeitstransformation mit F aus A. Damit A mit A symmetrisch ist, haben
wir F-l = FT, also die Orthogonalität der Transformationsmatrix F gefordert, vgl.
1.2.B und 13.1.A.

Für das allgemeine Eigenwertproblem Az = },Bz ist die Situation etwas anders.
Die zu (5) analoge Transformation führt auf

A - XB = E(A - AB) F mit Li = EAF, B =EBF. (6)

Damit die Klasse der allgemeinen Eigenwertprobleme beim Übergang von {A, B}
zu {A, B} nicht verlassen wird, braucht außer der Regularität keine weitere Forde
rung an E und F gestellt zu werden. Büschel, die durch die simultanen Äquivalenz
transformationen (6) auseinander hervorgehen, heißen äquivalent. Äquivalente
Büschel haben dieselben Eigenwerte, und z ist Eigenvektor von {A, B} genau dann,
wenn Z mit

z=Fz (7)

Eigenvektor von {A, B} zum selben Eigenwert ist. Man beachte jedoch, daß bei der
Transformation (6) die Symmetrie von {A, B} i. allg. verlorengeht. Damit sich die
Symmetrie von {A, B} auf {A, B} überträgt, muß E = FT gefordert werden, d. h.,
die Äquivalenztransformationen (6) müssen auf die symmetrieerhaltenden simul
tanen Kongruenztransformationen

28*

A - AB = FT(A - AB) F mit A = FTAF, B =FTBF (8)
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eingeschränkt werden; die Relation (7) zwischen den Eigenvektoren ändert sich dabei
nicht. Büschel, die gemäß (8) auseinander hervorgehen, heißen kongruent. Der
Obergang zu geeigneten einfacheren kongruenten Büscheln, bei dem die Symmetrie er
halten bleibt, ist die für das allgemeine symmetrische Eigenwertproblem angemessene
Transformation. Wir weisen darauf hin, daß in (8) nicht die Orthogonalität von F
gefordert wird.

Es zeigt sich, daß die eingangs beschriebenen pathologischen Situationen bei einem
symmetrischen Büschel nicht auftreten können, wenn B zusätzlich positiv definit
ist.

14.1.1. Satz. Gegeben sei das symmetrische Büschel {A, B}, und B sei positiv
definit. Dann gibt es eine Matrix Z mit

und

ZTBZ = I,

(9)

(10)

d. h., {rl,B} ist kongruent zum diagonalen Büschel {A, I}, und die Transformations
matrix ist Z.

Be w e i s. Wir konstruieren die gesuchte Transformation in zwei Schritten. Es sei zunächst

Q orthogonal, (11)

die Eigenwertzerlegung von B; wegen der positiven Definitheit VOll B sind alle Eigenwerte Oj
positiv. Mit

gilt dann

.11/2 : = diag (V~) , F;= Q,j-1/2

FTAP = ,j-1/2QTAQ,j-1/2 =: C und FTBF = LJ-1/2QT(QL1QT) Q,1-1/2 = I,

d. h., {~4, B} ist kongruent zu {C, I} mit P, wobei ,1-112 := (.1112)- 1 gesetzt ist. Die Matrix C
ist symmetrisch und besitzt ihrerseits die Eigenwertzerlegung

UTCU = A = diag (Ä- j ) , Ä- j E R, U orthogonal, d. h. UTIU = I. (12)

Die Gleichungen (12) besagen, daß {C, I} mit U kongruent zu {~1, I} ist, d. h., {A, B} ist mit
dem Produkt Z := PU der einzelnen Transformationsmatrizen kongruent zu {~1, I}. D

Die {i'j, ei } sind offensichtlich die Eigenpaare von {A, I}, so daß die {I'i' zi}, wobei
die zi = Zei die Spalten von Z = (Zl, ... , zn) bezeichnen, die Eigenpaare von {A, B}
sind; man lese (7) mit Z statt F oder schreibe (9) unter Beaehtung von (10) in der
Form AZ = BZA, was zu (1) äquivalent ist. Die Eigenschaft (10) von Z wird
B-Orthogonalität genannt; in elementweiser Lesart bedeutet sie

{ 0

1
(Zi)T Bzi =

für

für

i = i,
(i, i = 1, ... , n). (13)

Die Eigenvektoren {zi} heißen deswegen auch B-orthonormal, vgl. Ü 14.1.3. Offenbar
sind B-orthonormale Vektoren stets linear unabhängig. 14.1.1 bedeutet daher: Jedes
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symmetrische Büschel {A, B} mit positiv definitem B hat n reelle Eigenwerte Vj} ,ulu1
es gibt n zugehörige B-orthonormale Eigenvektoren {zi}. Wie im Fall des speziellen
symmetrischen Eigenwertproblems kann diese Aussage noch verschärft werden:
Zu verschiedenen Eigenwerten Ai =j= }.j gehörende Eigenvektoren Zi und zi sind not
wendig B-orthogonal im Sinne von [Zi, Zi]B = (Zi)T Bzi = O. Falls ), eine .x-Iache
~ullstelle von p(A) ist, gibt es LX linear unabhängige Eigenvektoren, die den zugehö
rigen Eigenraum JV(A - J.B) aufspannen, und diese Eigenvektoren können B-ortho
normal gewählt werden. Im folgenden setzen wir stets voraus, daß {A, B} symmetrisch
und B positiv definit ist.

Wir bemerken an dieser Stelle, daß auch für das allgemeine symmetrische Eigen
wertproblem eine Reihe von nützlichen Residualkriterien und Störungsaussagen
existiert, siehe B 14.1. Aus Platzgründen verzichten wir jedoch auf eine Wiedergabe.

Übungsaufgaben

Ü 14.1.1. Man überlege sich, daß p(A) = det (A - AB) und q(w) = det ((nA - B) den Be
ziehungen

q(w) = p(1/w) w1l und p(A) = q(1/A) A1I

genügen, und folgere hieraus, daß w = 0 Eigenwert von {B, A}, also A = 1/0 = 00 Eigenwert
von {A, B} genau dann ist, wenn der Grad von p(A) kleiner als n ist.

Ü 14.1.2. ~Ian zeige (PARLETT [80a]):

(i) Für ~~ = (~ ~), B = (~ ~) sind {1, e l
} und {A, e2

} , A beliebig, Eigenpaare.

(ii) Für A = (~ ~), B = (~ ~) sind {oo, e l
} und {O, e2

} Eigenpaare.

(iii) Für A = (0 1), B = (1 0) sind [i, (i , -1)T} und {-i, (i, 1)T} Eigenpaare, wobei i mit
1 0 0 -1

j2 = -1 die imaginäre Einheit bedeutet.

r 1!.1.3. -:\lit der positiv definiten Matrix B E 5 11,n werde

[x,y]:= [X'Y]B:= xTBy (14)

definiert. Man zeige, daß die derart erklärte Abbildung (x, y) -+ [x, Y]B·von Rn X Rn in R
die Eigenschaften

(S1) [x, y] = [y, x],
(S2) [AlXl + Ä2x 2 , y] = A1[X I , y] + A2 [X2

, y],
(S3) [a, x] ~ 0, [x, xl = 0 genau für x = 0

hat, d. h., [x, y] hat dieselben Eigenschaften wie das gewöhnliche Skalarprodukt [x, Yh = xTy
und wird daher das durch B erzeugte Skalarprodukt oder kurz B-Skalarprodukt genannt.
Durch die Vorschrift

(15)

wird auf Rn eine Norm definiert, die sog. durch B erzeugte (energetische) Norm oder kurz B
Norm, Für B-Skalarprodukt und B-Norm gilt die (verallgemeinerte) Schwarzsehe Unglei
chung

(16)
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V 14.1.4. Betrachtet wird das quadratische Eigenwertproblem

(A - ÄB - ),2C) x = 0 (17)

mit A, B, C E sn,n und positiv definiten Matr-izen A, C . Man zeige: Wenn {Ä, x} ein Eigen

paar von (17) ist, ist {Ä, z} mit Z:= (Ä:) ein Eigenpaar von

Nz -= ÄMz (18)

mit

(19)

Ist umgekehrt {Ä,z} mit z = (:) ein Eigenpaar von (18), so gilt Y = ÄX, und {Ä,x} ist ein

Eigenpaar von (17). Das quadratische symmetrische Eigenwertproblem (17) kann also auf
das lineare allgemeine symmetrische Eigenwertproblem (18) mit positiv definitem M zurück
geführt werden, wobei sich die Dimension verdoppelt.

14.2. Explizite Reduktion auf ein spezielles Eigenwertproblem

Wir betrachten in diesem Abschnitt Methoden zur Lösung des allgemeinen symme
trischen Eigenwertproblems

Az = }.Bz, (1)

die auf der Transformation von {A, B) in ein äquivalentes bzw. kongruentes Büschel
{A, B) = {C,I) beruhen, d. h., die (1) auf das spezielle Eigenwertproblem

Cu = I.U (2)

zurückführen. Werden äquivalente Büschel mit A = EAF, ß = EBF zugelassen,
so muß also

11 = EBF = 1

gelten, was am einfachsten durch die Festlegung

E := EJ := ui, F:= F I := 1, also C:= Cl := B-IA

erreicht werden kann. Dies entspricht dem Übergang von (1) zu

B-IAz = AZ.

(3)

(4)

(5)

Da die entstehende Matrix Cl = B-1A nur in trivialen Ausnahmefällen symmetrisch
ist, kann dieses naheliegende Vorgehen jedoch nicht empfohlen werden. 'Vir be
schränken uns daher auf kongruente Büschel, bei denen die Symmetrie erhalten
bleibt. Die Bedingung (3) geht dabei in

FTBF = 1, also B = F-TF-l (6)

über, d. h., es wird eine symmetrische Faktorisierung von B benötigt. Eine Möglich
keit zur Festlegung von F haben wir bereits im ersten Schritt des Beweises zu 14.1.1
kennengelernt :
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14.2.1. Reduktion mittels der Eigenwertzerlegung von B. Es sei

B = Q,dQT mit A = diag (Oi), 01 ~ ••• ~ On > 0, Q orthogonal, (7)

die Eigenwertzerlegung von B, und mit ,dl/2 := diag (V~) werde

(8)

gesetzt. Dann gilt

FI(A - ;,B) F 2 = C 2 - AI (9)

mit

(10)

14.2.2. Bemerkung. (i) Für voll besetztes B sollte der QR-Algorithmus - d. h. die
Kombination von 13.5.1 und 13.7.17 - zur Berechnung der Eigenwertzerlegung
verwendet werden. Man beachte, daß bei der Reduktion die Matrix Q als Produkt
der Householder-Spiegelungen aus 1~.5.1 und der Givens-Drehungen aus 13.7.17
überhaupt nicht explizit gebildet zu werden braucht: Von {A, B} wird direkt zu
{A, ß} mit A := QTAQ und B:= QTBQ = .,1 übergegangen, indem die einzelnen
Faktoren von Q nicht nur auf B, sondern sofort bei ihrem Auftreten auch auf A
angewendet werden. Das kostet insgesamt "-' Kn3 opms mit K ~ 4, vgl. 1~.7.18(ii),

denn der Aufwand zur Berechnung von A ist derselbe wie zur expliziten Berechnung
von Q, lind die Berechnung von ;1 aus der Tridiagonalform kostet nur O(n2 ) opms,
also relativ fast nichts. Zum Schluß wird C2 := A-l/2AL1- 1/2 mit f'"oo./ n 2 opm gebildet.
Für die so berechnete Matrix C2 gilt dann .

C2 = ,,-1/2QT(A + dA) Q,j-l/2 mit kleinem oA E Sn.n,

und C2 enthält fast die volle Information über das Originalproblem. Falls die Eigen
vektoren auch gesucht sind, muß Q für die Rücktransformation z = F 2u = Q ..1- 1/2U

allerdings bereitgestellt werden, was den Aufwand verdoppelt.

(ii) Im Fall 01 ~ On ist C2 ansteigend gestuft. Es sind dann die in 13.5.4 und 1~.7.18

beschriebenen Vorsichtsmaßnahmen durchzuführen, damit eventuell auch die be
tragskleinen Eigenwerte ausreichend genau berechnet werden. Für die Behandlung
des semidefiniten Falles On = 0 siehe B 14.2.

(iii) Falls A, B Bandmatrizen sind, kann das Büschel {A, B} in Analogie zu 13.5.B
ohne Vergrößerung der Bandbreite kongruent in ein Büschel {T, I} mit tridiago
nalem T transformiert werden, siehe B 14.3. D

Eine billigere Reduktion als in 14.2.1 ist möglich, wenn (6) mittels der LDLT
Faktorisierung von B realisiert wird. Zur Verbesserung der Stabilität verwenden
wir dazu die mit Diagonalpivotisierung gemäß 6.1.5 (iii) berechnete Faktorisierung,
bei der die Diagonalelemente monoton fallen.

(11)PBPT = LDLT mit D = diag (di ) ,

114.2.3. Reduktion mittels LDLT·Faktorisierung von B. Es sei
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einer Permutationsmatrix P und einer unteren Einsdreiecksmatrix L die mittels
Diagonalpivotisierung gemäß 6.1.1/6.1.5 berechnete LDLLFaktorisierung von B,

und mit Dl/2 := diag (V~) werde

Fa := PTL-TD-l/2

gesetzt. Dann gilt

FI(A - AB) Fa = Ca - ;.1

mit

(12)

(1:3)

(14)

Bewe i s. Der Vergleich von B = PTLDLTp mit (6) zeigt. daß J.?-l = D1/2LTP gesetzt
werden muß. 0

]4.2.4. Bemerkung. (i) Bei der Realisierung von 14.2.:1 sollte die LDLLFaktorisie
rung in der (n - l)-stufigen Version analog zu 6.1.B durchgeführt werden, was der
Produktdarst ellung

jj:= L-1PBpTL-T = D = L1H ... LI T n- 1 '" T1BT1··· T n- 1LJ ... L~_l (15)

mit

L-T = LJ ... L~_l (16)

entspricht, wobei die Matrizen L k = L k ( -lk) die zur Elimination verwendeten nicht
orthogonalen elementaren Transformationsmatrizen bezeichnen. Die Matrix L - 1

wird nicht explizit gebildet, sondern A := L-1PApTL-T wird analog zu (15) aus A
erzeugt, indem dieselben Transformationen wie mit B auch mit A ausgeführt werden.
In dieser Form kostet die Transformation von {A, B} in {A, B} insgesamt "-' 2n 3/3

opms, nämlich ~ n3/2 opms für A und ~ 11,a/6 für B = D, ist also um den Faktor 6
billiger als die entsprechende Transformation in 14.2.1. Aus A wird Ca = D-l/2AD-l/2
mit ~ n 2 opm berechnet. Es gilt dann

aber die Störung dA E Sn,n ist apriori nur gemäß

IlaAI!F ~ -r [cond (L)]21IAII

mit akzeptablem F beschränkt. Auf Grund der Diagonalpivotisierung wird cond (L)
meist nicht sehr groß sein, so daß aA klein wird und Ca ausreichende Information
über {....4, B} enthält. Falls cond (L) jedoch groß ist - dies wird selten eintreten,
theoretisch kann cond (L) aber exponentiell mit n wachsen, vgl. -C- 11.2.2 -, ent
steht beim tbergang zu Ca ein großer Informationsverlust. Dann wird i. allg. auch A
groß sein, so daß IIAII/IIAII als Kriterium für die Zulässigkeit genommen werden kann.
Ist dieser Wert groß, so sollte besser die teurere, aber stabilere Reduktion 14.2.1 ver
wendet werden. Wegen (16) gilt außerdem z = Fa'lt = PTLJ ... L~_lD-l/2U, d. h.,
L -1 wird auch bei der Rücktransformation der Eigenvektoren von Ca in solche von
{A, B} nicht explizit benötigt. Diese Transformation kostet ~ 11,2/2 opms pro Vektor,
ist also viel billiger als in 14.2.1.
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(ii) Wenn auf die Pivotisierung verzichtet wird, vergrößert sich das Risiko, ein
großes cond (L) zu erhalten, wesentlich.

(iii) Im Fall d l }> d; ist C3 ansteigend gestuft, so daß wie in 14.2.2 (ii) vorzugehen
ist. D

14.2.5. Bemerkung. (i) Die explizite Reduktion nach 14.2.1 oder 14.2.3 ist nur für
kleine bzw. mittlere Dimensionen n zweckmäßig; eine eventuelle schwache Besetzt
heit von A, B wird beim Übergang zu C zerstört.

(ii) Wenn mehr als n/4 Eigenwerte bzw. Eigenpaare gesucht sind, sollten alle
Eigenwerte bzw. Eigenpaare von C nach dem QR-Algorithmus bestimmt werden.
Interessieren nur wenige Eigenwerte bzw. Eigenpaare, so empfiehlt sich das Bi
sektionsverfahren aus 13.6 bzw. die inverse Iteration aus 13.4. In beiden Fällen
müssen die Eigenvektoren u von C gemäß z = Pu in solche von {A, B} transformiert
werden.

(iii) Falls A, B Bandgestalt haben, kann das Bisektionsverfahren direkt mit A -flB
durchgeführt werden: Existiert die Faktorisierung A - flB = Lp.Dp.L~, so ist die
Zahl der negativen Diagonalelemente von Dp. gleich der Zahl s(fl) der Eigenwerte
von {A, B}, die kleiner als fl sind, vgl. Ü 14.2.1. Für weiterführende Hinweise zur
Behandlung von Bandmatrizen siehe B 14.3, vgl. auch 13.6.11 (vi). D

Übungsaufgabe

Ü 1-1.2.1. Man beweise die Aussage von 14.2.5 (iii).

Hinweis: Man zeige mit 14.1.1, daß _1 - fd und Dp. kongruent sind, und beachte 1.2.13.

14.3. Vektor- und Teilraumiteration

Wenn die Dimension n groß ist, sind die expliziten Reduktionsverfahren aus dem
vorangegangenen Abschnitt aus Aufwandsgründen nicht mehr anwendbar. Meist
sind dann jedoch nur einige Eigenwerte bzw. Eigenpaare von Interesse - etwa die p
betragsgrößten oder betragskleinsten -, so daß sich die Verfahren der direkten bzw,
inversen Vektor- und Teilraumiteration - siehe 13.3 bzw. 13.4 - als Alternative
anbieten. Da wir diese Verfahren für das spezielle symmetrische Eigenwertproblem
formuliert haben, setzen wir zunächst voraus, daß das Büschel {~4, B} bereits mittels
einer regulären Matrix F kongruent in das Büschel {C, I} transformiert worden ist,
d. h., es gelte

C = FTAIl und 1= FTBF, also B = /1'-TF-l,

mithin

C - /,1 = FT(A - AB) F.

Die Vektoriteration 13.3.1 für C lautet dann

(1)

(2)

(k = 1,2, ... ), (3)

wobei 1(1)111 = 1 und (Vk+1 so gewählt wird, daß Ilf~k+lll = 1 gilt. Falls Al ein dominanter
Eigenwert von C bzw. {A, B} ist, konvergiert {± f)k} gegen den zu Al gehörenden
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Eigenvektor u l von C, vgl. 13.3.A. Da die Eigenvektoren u von C und z von {A, B}
durch

z= Eu (4)

verknüpft sind, siehe (2), konvergieren die i. allg. nicht normierten transformierten
Iterierten

(5)
bei geeigneter Vorzeichenfestlegung gegen den u l entsprechenden Eigenvektor Zl

von {A, B}. Aus (3), (5) und (1) folgt nun

Vki-l = F,,.,k+l = FC1~kjwk+1 = (FFT) A(Fvk)jwk+1 = B-IAvkjwk+1' (6)

d. h., die eigentlich interessierenden, rücktransformierten Iterierten {v k } sind - ab
gesehen von der für die Approximation unwesentlichen Normierung - gerade die
Iterierten der Vektoriteration für die i. allg. nichtsymmetrische Matrix B-IA, und
die Konvergenzaussagen für {v k } übertragen sich sinngemäß auf {v k } . Die oben vor
ausgesetzte Reduktion auf {C, I} braucht also überhaupt nicht ausgeführt zu werden;
das Verfahren läßt sich allein mit den Originaldaten {A, B} formulieren. Zur Be
rechnung von wk+l := B-IA1~k braucht B-IA - die Matrix Cl aus 14.2 - auch nicht
explizit gebildet zu werden, sondern W k+l wird als Lösung des Gleichungssystems
BW'k-":-1 = Al,k etwa unter Verwendung einer symmetrischen Faktorisierung von B
bestimmt. Bei Normierung von v k auf IlvkllB = 1 - siehe Ü 14.1.3 - ergibt sich
damit die folgende implizite Realisierung der Vektoriteration für C:

14.3.1. Implizite Vektoritenüion,

80: Berechne Faktorisierung B = LDLT, wähle VI mit IlviliB = 1, setze k := 1

81: Berechne tck+I unter Verwendung der LDLT-Faktorisierung von B aus dem
Gleichungssystem

Bwk+l = Avk

82: Bestimme

setze

8:3: 8etze k:= k + 1, goto 81

(7)

(8)

Aus den 'l.k können analog zu 13.3.A Näherungen für ;'1 ermittelt werden, ins
besondere kann dazu der Rayleigh-Quotient benutzt werden. Der Vektorl".,k = F-1l.k
ist eine i. allg. nicht normierte Eigenvektorapproximation für C, und der zugehörige
Rayleigh-Quotient ergibt sich wegen (1) zu

A (Vk)T Cvk (Vk)T F-T(FTAF) F-1Vk (Vk)T Avk

(2k = cdv
k
) = (1".,k)T 1".,'k = (Vk)T F-TF-1Vk = (Vk)T Bl,k' (9)

vgl. (13.1.44).
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In den Anwendungen ist meist nicht der betragsgrößte, sondern der betrags
kleinste oder der am dichtesten an einer vorgegebenen Zahl p gelegene Eigenwert
gesucht. Dann muß statt der Vektoriteration die inverse Iteration aus 13.4 verwendet
werden, d. h., statt C wird die Matrix

C := (C - p1tI mit den Eigenwerten ~j = 1f(Aj - p) (10)

zur Iteration verwendet. Wir numerieren die Eigenwerte J'j von C bzw. {A, B} wie
in 13.4 gemäß

o~ IJ'l - p I ~ IJ'2 - p I ~ ... ~ Iz, - pi (11)

und setzen 0 < lAI - pi < IA2 - pi voraus, d. h., C existiere, und ~1 sei ein domi
nanter Eigenwert von C. Die Iterierten {±v k } der inversen Iteration

(12)

konvergieren dann gegen den zu }'1 gehörenden Eigenvektor u,1 von C. Nun folgt
aus (2) mit p statt }, unter Beachtung von (1)

so daß (12) mit den rücktransformierten Größen v k in der Form

(1~)

geschrieben werden kann. Man beachte, daß die i. allg. nichtsymmetrische Matrix
(A - pBtl B ähnlich zu (C - plt l ist und folglich dieselben Eigenwerte l/(}'j - p)
wie die letztere hat. Wie die direkte Vektoriteration kann daher auch die inverse
Iteration allein mit den Originaldaten {..4, B} durchgeführt werden:

14.3.2. Implizite inverse Iteration.

SO: Wähle pER, berechne numerisch gutartige Faktorisierung von A - pB,
wähle VI mit IlvIliB = 1, setze k := 1

S 1: Berechne W k+1 unter Verwendung der in SO berechneten Faktorisierung aus
dem Gleichungssystem

(A - pB) W k+1 = Bv k

S2: Setze V k-I := U·k+I/llwk+IIJB
S3: Setze k:= k + 1, goto S1

(14)

14.3.3. Bemerkung. (i) Im Unterschied zur Situation beim speziellen Eigenwert
problem ist sowohl in 14.3.1 als auch in 14.3.2 pro Schritt ein lineares Gleichungs
system zu lösen. Bei der direkten Vektoriteration ist die Koeffizientenmatrix B
positiv definit, so daß die LDLLFaktorisierung mit positiven Diagonalelementen
~ und gegebenenfalls mit Diagonalpivotisierung - berechnet werden kann, vgl.
6.l.A. Die bei der inversen Iteration auftretende Matrix A - pB ist jedoch i. allg.
indefinit, so daß eine auch dann numerisch gutartige Faktorisierung ~ etwa die
spaltenpivotisierte Gauß-Faktorisierung oder die BKP-Faktorisierung - verwendet
werden sollte, vgl. 13.4.2 (i).
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(ii) Bei der Faktorisierung von B bzw. A - flB kann eine für großes n fast immer
vorliegende schwache Besetztheit von A und B nach den in 6.4 beschriebenen bzw.
erwähnten Methoden ausgenutzt werden. Sollte n so groß sein, daß auch dann die
Faktorisierung wegen zu großer Speicherplatzforderungen nicht möglich ist, müssen
die Systeme (7) bzw. (14) durch ein inneres Iterationsverfahren gelöst werden.

(iii) Wenn in S 1 die feste Verschiebung fl durch den zu 1Jk gehörenden Rayleigh
Quotienten fl = (]k gemäß (9) ersetzt wird, geht 14.3.2 in die implizit realisierte
Rayleigh-Quotienten-Iteration 13.4.6 für C über. Allerdings muß dann als Preis
für die kubische Konvergenz - siehe 13.4.7 - pro Schritt eine neue Faktorisierung
von A - (]kB berechnet werden. D

Wenn nicht nur der erste, sondern p dominante Eigenvektoren von {A, B} gesucht
sind, wird zur Teilraumiteration übergegangen. Wir diskutieren zunächst, wie die
Rayleigh-Ritz-Prozedur 13.3.13 für das allgemeine Eigenwertproblem zu realisieren
ist. Ausgangspunkt ist wieder die durch (1), (2) beschriebene Reduktion. Der zu
{A, B} gehörende approximierende m-dimensionale Teilraum 3l(W) mit p ~ m ~ n
werde durch die spaltenreguläre Matrix W E Rn.m repräsentiert. Wegen (2), (4) ist
dann

(15)

der entsprechende Teilraum für C. Um 13.3.12 mit C statt A anwenden zu können,
benötigen wir eine durch die Spalten einer Matrix Q repräsentierte orthonormale
Basis von 3l(ll:); wie bisher werden die zu {C, I} gehörenden Größen durch ein ,,/\"
gekennzeichnet. Die Forderung 3l(Q) = 3l(W) ist gleichbedeutend mit

Q= ll'G mit regulärem G E Rm,m, (16)

und die Bedingung der Spaltenorthonormalität führt auf QTQ = GTWTWG = I,
also

(17)

man beachte (15) und (1). Da WTBW positiv definit ist, existiert die Cholesky
Faktorisierung

WTBW= LLT, (18)

(19)

und (17) ist mit G:= L-T erfüllt, was auf

Q = .1'L-T = F-IWL-T

führt. Die in 13.3.12 benötigte Matrix P ist dann wegen (1)

P := QTCQ = L-IWTF-T(FTAF) /l-lWL-T = L-IWTAWL-T, (20)

und die zugehörige Eigenwertzerlegung sei

P = XMXT mit M = diag (flj) und orthogonalem X. (21)
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Die mit den Spalten von r := (i~l, ... , i,rn) := QX gebildeten Ritzsehen Näherungen
{[lj, vi} für C bezüglich 3l(Q) = 3l(Jl') minimieren

(22)

m

IlRII~ = tr (R.rR) = IlCt' -- f' llIII~ = L II0ri - ,ujviI12,
j=l

R:=CV-V~I,

über alle 111 = diag (,uj) und alle spaltenorthonormalen V mit 3l(V) = 3l(Q). Die
entsprechenden Paare {[lj, vi} bezüglich {A, B} entstehen dann wegen (2), (15) durch
die Rücktransformation

Vi := Fi~i (j = .. 1, ... , m), (23)

und für die zugehörige Matrix V := (v!, ... , l,m) gilt wegen (19) und (15)

V = Ft' = FQX = FWL-TX = IVL-TX =: WX

mit X:= (xl, ... , x m) := L-TX.
(24)

Zufolge (18) gilt dabei

XT(WTBW) X = JlTBV = XTLIWTBWL-TX = XTX = I, (25)

d. h., die {xi} sind WTBW-orthonormal, die {vi} dagegen B-orthonormal. Aus (20),
(21) ergibt sich außerdem

(26)

d. h., die Matrix X transformiert {WTAW, WTBW} kongruent in {.Zl1, I}. Schließlich
kann R in (22) mit (1) und (24) gemäß

R = (FTAF) F-IV - F-IVM = FT(Ar - BVM) =: FTR (27)

mit R: = (r1 , ••• , r m) : = AV - BVM dargestellt werden. Wieder mit (1) folgt
IjFT1'112= rTFFTr = rTB-1r = Ilrll~-l, so daß (22) in

m m m

IIRII~ = tr (RTB-IR) = L IIFT1,il12= L IlrilliJ-l = L IIAv i - ,ujBViliiJ-l (28)
j=l j=l j=l

übergeht. Die Paare {,uj, vi} minimieren also die mit B:" gewichteten Residuums
normen. Als Zusammenfassung erhalten wir das folgende Analogon zu 13.3.12:

14.3.4. Satz. Gegeben seien das symmetrische Büschel {A, B} mit positiv defini
tem B und die reguläre Matrix Hl E Rn,m, m ~ TL Es sei X = (xl, ... , x m ) E Rm,m
diejenige Matrix, die {A, B} mit A := WTAJV, B := WTBW kongruent in {il1, I}
mit M = diag (flj) transformiert, d. h., es gelte

(j = 1, ... , m)

mit B-orthonormalen Eigenvektoren {xi}. Aus W und X werde

Jl:= (vI, ... , v m) := WX
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I
gebildet. Dann sind die Paare {pj, vi} die Ritzsehen Eigenpaare für das durch
{A, B} definierte allgemeine Eigenwertproblem bezüglich des Teilraumes .Jl(W),
d. h., sie minimieren (28) über alle diagonalen ME Rm,m und alle V E Rn,m mit
VTBJ/ = I und .Jl(V) = .Jl(W).

Wir geben abschließend eine zu 13.3.17 (i) analoge Kombination der Teilraumitera
cion und des RR-Algorithmus aus 14.3.4 an. Aus den bereits diskutierten Gründen
beziehen wir uns dabei nicht auf C, sondern auf (C - pItt, wobei die Realisierung
wie in 14.3.2 implizit mit den Originaldaten und rücktransformierten Teilräumen
erfolgt.

14.3.5. Lm.plizite inverse Teilraumiteration mit RR-Algorithmus.

SO: Wähle pER und berechne numerisch gutartige Faktorisierung von A - ,uB,
wähle rn mit 1 ~ m ~ n und VI E Rn,m mit ViBVl = I, setze k := 1

S 1: Berechne W k+1 = (Wk+l,l, ... , wk+l. m ) E Rn,m unter Verwendung der in SO
berechneten Faktorisierung von A - pB als Lösung von

(29)

S2: Bilde Ak+1 := IVr lAWk+1 ' Bk+1 := WJ lBJJlk+ l. Bestimme die Eigenwerte
{Pj} und die zugehörigen Bk+1-orthonormalen Eigenvektoren {xi} des all
gemeinen symmetrischen Eigenwertproblems

(j = 1, ... , m) (30)

S3: Bilde r k+1 := (v k+l,1, ... , vk+l,m) := IVk+1Xk+1 mit X k+l := (Xl, ... , x m )

S4: Setze k:= k + 1, goto S1

14.3.6. Bemerkung. (i) Unter geeigneten Voraussetzungen approximieren die Ritz
sehen Eigenpaare {Pj, vi} die in der N umerierung (11) zugehörigen Eigenpaare
V'j, zi} von {A, B}, siehe 13.3.B, C.

(ii) Die Matrixgleichung (29) entspricht den m linearen Gleichungen

(A - pB) Wk+l,j = Bvk,i (j = 1, ... , m)

für die Spalten von W k+1 ; die Koeffizientenmatrix ist für alle j dieselbe. Für ihre
Lösung gilt 14.3.3 sinngemäß.

(i ii) In der Regel ist m <{ n, d. h., das Eigenwertproblem (30) ist von kleiner
Dimension und i. allg. voll besetzt. Zur Lösung empfiehlt sich daher die explizite
Reduktion auf ein spezielles Eigenwertproblem nach den Methoden aus 14.2. 0

14.3.7. Bemerkung. Alternati ve Verfahren zur Lösung des allgemeinen symmetri
schen Eigenwertproblems sind einmal die Relaxations- und Gradientenverfahren,
die auf einer Minimierung des Rayleigh-Quotienten e = vTAvjvTBv bzw. einer ge
eigneten, auf Teilräume definierten Verallgemeinerung von diesem beruhen, siehe
B 14.5 für Hinweise. Zum anderen können die bereits in 13.3 erwähnten Verfahren



14.3. Vektor- und Teilraumiteration 447

vom Lanczos-Typ mit C bzw, (C - I-dt1, aber auch direkt mit B-IA bzw.
(A - flBtl B angewendet werden; man beachte, daß die beiden letztgenannten
Matrizen bezüglich des durch B definierten Skalarproduktes selbstadjungiert sind,
siehe Ü 14.3.1. Die I ..anczos-Algorithmen, die in den letzten Jahren sehr intensiv
untersucht worden sind, konvergieren i. allg. deutlich besser als die Teilraumitera
tion. Wir weisen auch hier auf die Spezialliteratur hin, siehe wieder B 14.5. L

Übungsautgabe

Ü 14.3.1. Es sei B symmetrisch und positiv definit. Dann heißt die Matrix lU selbstadjungiert
bezüglich [x, Y]B oder kurz B-selbstadjungiert, wenn

[X,MY]B = [iUx, Y]B

für alle x; y gilt. Man zeige:

(i) 2U ist l-selbstadjungiert genau dann, wenn..:ll symmetrisch ist.

(ii) Es seiA symmetrisch und u sei kein Eigenwert von {A,B}. Dann sind die MatrizenB-IA und
(A - !lB)-I B beide B-selbstadjungiert.

Bemerkungen zum Kapitel 14

B 1-1.1. Eine detaillierte Diskussion des allgemeinen symmetrischen Eigenwertproblems ist
bei PARLETT [80a] zu finden, wo viele nützliche Fakten und Hinweise gegeben werden. Zur
Störungstheorie sei auf STEWART [72, 78, 79a], ELsNER/SuN [82], S"l'N[83] verwiesen. Xeuere
Resultate und weiterführende Literaturhinweise über Probleme, die mit Matrixbüscheln zu
sammenhängen, sind in dem von KÄGSTRÖM/RuHE [8il] herausgegebenen Sammelband ent
halten.

B 14.2. Die in 14.2 angegebenen Methoden zur expliziten Reduktion des allgemeinen Eigen
wertproblems auf ein spezielles gehören zu den Standardtechniken der numerischen linearen
Algebra, siehe WILKINSON [65], PETERS/WILKINSO~[70b] und PARLETT [80a]. Sie sind an die
positive Definitheit von B gebunden. Falls B nur positiv semidefinit ist, also on = 0 Eigen
wert von B ist, kann die nach FIX/HEIBERGER [72] benannte Reduktion vorgenommen
werden; sie wird auch bei PARLETT [80a] beschrieben. Numerisch unterscheidet sich der Fall
einer semidefiniten Matrix B nicht von dem einer positiv definiten mit schlechter Kondition.

B H.3. Die in 14.2.2(iii) erwähnte Transformation eines Büschels {A, B} aus Bandmatrizen
in ein kongruentes Büschel {T, I} mit tridiagolem T geht auf CR.AWFORD [73] zurück. Andere
Verfahren für Bandmatrizen werden von PETERS/WILKINSON [69], SCHWARZ [77, 80] und
WALDVOGEL [82] beschrieben.

B 1:1:.4. Ein alternatives Verfahren zur Lösung des nicht notwendig symmetrischen allgemei
nen Eigenwertproblems stellt der QZ-Algorithmus von MOLER/STEW.ART [73] dar. bei <lern
{A, B} mittels einer Folge orthogonaler Äquivalenzt runsforma.tionen simultan in ein äquiva
lentes Büschel {RA' RB} mit oberen Dreiecksmatrizen R.4 , RB transformiert wird. Die Quo
tienten (RA)jj/(RB)jj sind dann die Eigenwerte von {A, B} . .Falls B regulär ist, ist der QZ-Algo
rithmus identisch mit einer impliziten Realisierung des QR-Algorithmus für AB-I. W'ir gehen
auf diesen Algorithmus nicht weiter ein, da bei ihm die Symmetrie von {A, B} zerstört wird;
der Aufwand für symmetrische Büschel ist derselbe wie für nichtsymmetrische.
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B 14.5. Die Verfahren der direkten und inversen Vektor- und Teilraumiteration für das all
gemeine Eigenwertproblem werden ausführlich bei PARLETT [SOa] behandelt. Stärker auf
die Belange der Ingenieurwissenschaften eingegangen wird in den Büchern von BATHE/
WILSON [76] und JENNINGS [77]. Algorithmus 14.3.5 ist z. B. bei PARLETT [SOb] zu finden.
Eine Variante der RQ-Iteration für das quadratische Eigenwertproblem (14.1.17) ohne Reduk
tion auf ein lineares der doppelten Dimension beschreiben SCOTT/WARD [S2]. Zur Literatur
über Relaxations- und Gradientenverfahren siehe B 13.5. Zur Klasse der Lanczos-Algorithmen
sei wieder auf PARLETT [SOa] und CULLUM/\VILLOUGHBY [S5] verwiesen. Hier sind auch in
nächster Zeit noch interessante neue Ergebnisse zu erwarten.

15. Zusamnlenfassung zum Teil IV

Das Vorgehen zur Lösung des speziellen symmetrischen Eigenwertproblems Ax = },;r

hängt wesentlich von der Struktur der Matrix A und der Anzahl der gesuchten
Eigenwerte und gegebenenfalls Eigenvektoren ab.

Wenn A voll besetzt ist und mehr als ca. 25% der Eigenwerte bzw. Eigenvektoren
berechnet werden sollen, ist die Tridiagonalisierung von A nach 13.5.A und die voll
ständige Lösung des entstehenden tridiagonalen Eigenwertproblems nach dem
QR-Algorithmus aus 13.7.0 - etwa in der impliziten QL-Version - der effektivste
Weg. Von der Genauigkeit vergleichbar, aber vom Aufwand her ungünstiger ist das
Jacobi-Verfahren aus 13.2. Es sollte nur dann angewendet werden, wenn A wenig
von einer Diagonalmatrix abweicht, eine geringe Genauigkeit gefordert ist oder Wert
auf ein kurzes, kompaktes Programm gelegt wird. Sind nur wenige Eigenwerte ge
sucht, sollten diese durch Schneiden des Spektrums der Tridiagonalmatrix nach dem
Bisektionsverfahren aus 13.6.B ermittelt werden. Zugehörige Eigenvektoren können
mittels inverser Iteration nach 13.4 bestimmt werden; bei mehrfachen Eigenwerten
bzw. Eigenwerthaufen sind dann Znsatzmaßnahmen erforderlich, um die Ortho
gonalität der berechneten Eigenvektoren zu sichern.

In der Regel werden die betragskleinen Eigenwerte von A mit geringerer relativer
Genauigkeit als die betragsgroßen berechnet, siehe 13.1.B. Für gestuftes A können
jedoch auch die betragskleinen Eigenwerte bei sachgemäßem Vorgehen ausreichend
genau berechnet werden. Für ansteigend gestuftes A muß dazu die Tridiagonali
sierung von rechts nach links erfolgen, und der QB-Algorithmus ist in der QL
Variante zu verwenden, siehe 13.5.A und 13.7.0.

Wenn ~4 eine Bandmatrix ist, kann die Tridiagonalisierung mittels Givens-Dre
hungen bei Erhalt der Bandbreite vorgenommen werden, siehe 13.5.B. Da dann
i. allg. nur wenige Eigenwerte bzw. Eigenvektoren gesucht sind, sollten diese durch
Schneiden des Spektrums bzw. inverse Iteration bestimmt werden, wobei unter
Umständen günstiger direkt mit A - pI statt mit der Tridiagonalmatrix T - pI
gearbeitet wird.

Wenn A schwach besetzt und von hoher Dimension ist, sind die Verfahren der
Vektor- und Teilraumiteration zu empfehlen. Falls der betragsgrößte oder die p
betragsgrößten Eigenwerte und zugehörigen Eigenvektoren gesucht sind, kann die
direkte Vektor- oder Teilraumiteration aus 13.3 verwendet werden, bei der nur
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Ausdrücke der Form w = Av für gegebenes v ausgewertet werden müssen. Sind
dagegen die betragskleinsten oder allgemeiner die nahe an einer vorgegebenen Zahl p,
gelegenen Eigenwerte gesucht, so kommt die inverse Vektor- oder Teilraumiteration
in Frage, siehe 13.4. Pro Schritt sind dann ein oder mehrere Gleichungssysteme
(A - p,l) w = v für gegebenes v zu lösen, wobei die schwache Besetztheit nach den
in 6.4 angegebenen Methoden ausgenutzt werden kann. Bei der Kopplung mit dem
RR-Algorithmus kommt pro Schritt die Lösung eines speziellen Eigenwertproblems
niedriger Dimension hinzu. Alternative Methoden sind Relaxations- und Gradienten
verfahren und die Verfahren vom Lanczos-Typ, siehe dazu B 13.5 und B 13.7.

Die berechneten Eigenwerte und Eigenvektoren können nach DONGARRAjMoLERj
WILKINSON [83] verbessert werden.

Für das allgemeine symmetrische Eigenwertproblem Az = ABz mit positiv defi
nitem B ist im Fall voll besetzter Matrizen A, B die explizite Reduktion auf ein
spezielles symmetrisches Eigenwertproblem nach 14.2 der Standardweg. In den
meisten Fällen kann dazu die möglichst mit Diagonalpivotisierung berechnete
LDLLFaktorisierung von B verwendet werden; andernfalls sollte mit der stabileren
Eigenwertzerlegung gearbeitet werden. Falls B semidefinit oder sehr schlecht kon
ditioniert ist, ist die Reduktion nach FIXjHEIBERGER - siehe B 14.2 - zu
empfehlen.

Wenn A, B Bandmatrizen hoher Dimension sind, kann das Büschel {A, B} unter
Erhalt der Bandbreite kongruent in {T, I} mit tridiagonalem T transformiert werden,
siehe B 14.3. Da dann i. allg. nur wenige Eigenwerte gesucht sind, sollten diese durch
Schneiden des Spektrums bestimmt werden, wobei auch direkt auf A - p,B zurück
gegriffen werden kann. Letzteres trifft auch auf die inverse Iteration zur Ermittlung
zugehöriger Eigenvektoren zu.

Für schwach besetzte Matrizen ./t, B hoher Dimension gelten die Ausführungen
für das spezielle Eigenwertproblem sinngemäß. Die direkte bzw. inverse Vektor
und Teilraumiteration kann direkt mit den Originaldaten durchgeführt werden,
wobei bei der direkten Iteration Gleichungssysteme des Typs Bw = Av, bei der
inversen solche des Typs (A - p,B) w = Av für gegebenes v zu lösen sind. Bei
Kombination mit dem RR-Algorithmus tritt pro Schritt zusätzlich ein allgemeines
symmetrisches Eigenwertproblem niedriger Dimension auf, siehe 14.3. Auch hier
stellen Relaxations- und Gradientenverfahren sowie die Verfahren vom Lanczos
Typ alternative Möglichkeiten dar, siehe B 13.5, B 13.7 und B 14.5.

Den Problemkreis der Rang-1-Modifikation symmetrischer Eigenwertaufgaben
haben wir aus Platzgründen nicht diskutiert; siehe dazu GOLUB [73] und BUNCHj
NIELSENjSORENSEN [78].

In manchen Anwendungen spielen sog. inverse Eigenwertprobleme eine Rolle, bei
denen Matrizen A bzw. {A, B} innerhalb gewisser Klassen so festzulegen sind, daß
sie vorgegebene Eigenwerte besitzen. Wir weisen dazu auf GOLUB [73], FRIEDLAND
[75], DE BOOR/GOLUB [78], WANGjGARBOW [83], aber auch auf die entsprechenden
Abschnitte bei PARLETT [80a] und GOLUBjvAN LOAN [83] hin.

Eigenwertzerlegungen können auch zur Berechnung von Matrixfunktionen f{A)
- etwa eA - herangezogen werden; siehe GOLUBjvAN LOAN [83] und speziell
MOLERjVAN LOAN [78].

29 Schwetlick, Numerische Algebra
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Eigenwertprobleme für nichtsymmetrische Matrizen sind von der Theorie wie
von der Praxis wesentlich komplizierter als solche für symmetrische; wir verweisen
auf WILKINSON [65] und GOLUB!VAN LOAN [83].

16. Software für Aufgabenklassen
der numerischen linearen Algebra

Wir beginnen mit der - möglicherweise überspitzten - Feststellung, daß das
Hauptziel der numerischen linearen Algebra die Schaffung von qualitativ hoch
wertiger numerischer Software ist. Unter numerischer Software soll dabei die Gesamt
heit der Computerprogramme verstanden werden, in denen Algorithmen zur Lösung
numerischer Probleme aus gewissen Problemklassen dem fortgeschrittenen Ent
wicklungsstand entsprechend realisiert worden sind. In diesem Sinne impliziert die
Bezeichnung "numerische Software" einen Qualitätsanspruch, der natürlich relativ
ist: Er hängt vom jeweiligen theoretischen Erkenntnisstand über die Problemklasse
und die zu ihrer Lösung bekannten Algorithmen, von den Möglichkeiten der Com
puter, den verwendeten Programmiersprachen und Betriebssystemen, vom Stand
der Programmiertechnologie und schließlich auch vom ins Auge gefaßten Nutzer
kreis ab.

Die auf die Software wirkenden Faktoren weisen eine große Variationsbreite auf:
Die zu einer Klasse gehörenden Probleme können in "kleine" und "große" ein
geteilt werden. Dabei versteht man unter kleinen Problemen in der Regel solche,
bei denen alle Eingangsdaten und Zwischenergebnisse im Hauptspeicher mit schnel
lem Zugriff Platz finden und wo eine mögliche schwache Besetztheit nicht systema
tisch ausgenutzt wird; die Einteilung hängt also vom Computer ab. Das Spektrum
der Computer selbst reicht vom Ein-Chip-Rechner bis zu den imposanten Super
computern mit mehreren 100 Millionen Gleitpunktoperationen pro Sekunde. Die
Operationsgeschwindigkeiten können sich um Faktoren in der Größenordnung 104

bis 105 unterscheiden; dasselbe trifft in etwa auch für die Preise zu.
Die Mehrzahl der Nutzer numerischer Software sind Ingenieure, Naturwissen

schaftler u. a., die bei der Behandlung ihrer fachspezifischen Aufgaben auf nume
risc he Probleme treffen und diese möglichst einfach gelöst haben wollen. Sie ver
fügen in der Regel nicht über Spezialkenntnisse in Numerischer Mathematik und
sehen die Software als "black box" an, die aus den Eingangsdaten in hoffentlich
vernünftiger, sie im einzelnen jedoch nicht interessierender Weise die gewünschten
Ausgangsdaten erzeugen soll. Der Kreis dieser Nutzer vergrößert sich in dem Maße,
wie leistungsfähige Rechentechnik am Arbeitsplatz verfügbar gemacht und die
Mathematik in den Fachdisziplinen mehr und mehr angewendet wird. Es ist klar,
daß dieser große Nutzerkreis auf entsprechend konzipierte Software angewiesen ist.
Den Gegenpol bildet die kleine Schar der hochspezialisierten Nutzer, die wesentlich
komplexere Aufgaben bearbeiten und z. T. die derzeit verfügbaren Erkenntnisse
der Theorie wie auch die Möglichkeiten der Computer bis zur Grenze ausschöpfen.
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Für das Gebiet der numerischen linearen Algebra muß außerdem beachtet werden,
daß die einzelnen Probleme i. allg. nicht eigenständig, sondern als Bestandteil um
fangreicher technisch-wissenschaftlicher u. ä. Berechnungen auftreten. Die Ein
gangsdaten sind das Ergebnis vorhergehender Rechnungen, und die Ausgangsdaten
werden im nachfolgenden Schritt als Eingangsdaten benutzt, ohne daß sie etwa
über einen Drucker ausgegeben oder über einen Bildschirm angezeigt werden. Wegen
dieses sog. verdeckten Datenflusses ist es zweckmäßig - wenn auch nicht immer
nötig -, von den Ausgangsdaten die höchste erreichbare Genauigkeit zu verlangen.

Die bisherigen Ausführungen motivieren die folgenden Forderungen an numerische
Software:

Zuverlässigkeit: Alle Probleme, die zur Problemklasse gehören, für die der imple
mentierte Algorithmus geeignet ist und die im Rahmen der Computerarithmetik
auch gelöst werden können, sollen mit maximal möglicher Genauigkeit gelöst
werden. Wünschenswert ist eine Information über die erreichte Genauigkeit.
Die verwendeten Algorithmen sollten numerisch stabil und möglichst sogar
numerisch gutartig sein; gegebenenfalls sollte ein Stabilitätsverlust durch Beob
achtung der dafür charakteristischen Größen signalisiert werden. Sonderfälle
sollten sachgemäß behandelt und eine erfolglose Bearbeitung mit Angabe von
Gründen mitgeteilt werden.

Effektivität: Die numerische Lösung soll mit möglichst geringer Rechenzeit und
möglichst wenig zusätzlichem Speicherplatz berechnet werden. Fast immer sind
Zuverlässigkeit und Effektivität gegensätzliche Forderungen: Die zuverlässig
sten Algorithmen sind meist nicht die billigsten, und die korrekte Behandlung
aller denkbaren Sonderfälle erfordert zusätzlichen Aufwand. Für die große Klasse
der Nutzer, die nur wenige nicht zu große Probleme lösen wollen, spielt die
Effektivität gegenüber der Zuverlässigkeit i. allg. eine untergeordnete Rolle.
Sind dagegen sehr viele und/oder sehr große Probleme zu lösen, so wird die
Forderung nach Effektivität dominieren.

Portabilität: Die Software soll möglichst ohne bzw. mit wenigen Änderungen auf
unterschiedlichen Computern und unter unterschiedlichen Betriebssystemen ver
wendbar sein. Da numerische Software heute fast ausschließlich in der Pro
grammiersprache FORTRAN geschrieben wird, sollte eine solche Teilmenge
dieser Sprache verwendet werden, die auf der Mehrzahl und insbesondere auch
auf kleineren Computern verfügbar ist. Die Software sollte keine Ein- und Aus
gabeoperationen enthalten; wenn solche nicht vermieden werden können, sollten
sie über Unterprogramme realisiert werden, die dann i. allg. vom Computer und
der genutzten Peripherie abhängen. Die Datenübermittlung sollte möglichst über
Parameterlisten und nicht über COMMON-Bereiche erfolgen. Computerspezi
fische Größen wie 'V, MAX, MIN usw. sollten nicht explizit verwendet werden.
Der Kleinheitstest

29*

if (I(XI ~ 'V * IßI)
kann z. B. etwa gleichwertig in der Form

if (I(XI + IßI = IßI)

(1)

(2)
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ohne explizite Verwendung von v realisiert werden. Wenn doch gewisse Com
puterkonstanten benutzt werden müssen, sollten sie am Programmanfang durch
eine DATA-Anweisung und damit leicht erkennbar gemacht werden, oder sie
sollten durch Unterprogramme vermittelt werden, vgJ. auch B 2.5.

Nutzerjreundlichkeit: Dazu gehört eine verständliche und übersichtliche Dokumen
tation, und zwar möglichst auf zwei Niveaus: eins für den black-box-Nutzer, ein
zweites für den erfahrenen Nutzer, der Anpassungen, Erweiterungen o. ä. vor
nehmen und daher im Detail informiert sein will. Letzteres wird durch eine
ausreichende Erläuterung der Quelltexte durch Kommentare gefördert. Sofern
die Auswahl der Verfahren nicht automatisch erfolgt, sollten Hinweise über die
Leistungsfähigkeit und Anwendungsgebiete der implementierten Algorithmen
gegeben werden. Programme, die für eine oder mehrere benachbarte Problem
klassen gedacht sind, sollten nach einheitlichen Gesichtspunkten implementiert
und dokumentiert werden, in verschiedenen Programmen auftretende Größen
mit derselben oder ähnlicher Bedeutung sollten dieselben Bezeichnungen haben,
die Parameterlisten sollten vereinheitlicht und nicht zu lang sein, die Bezeich
nung der Teilprogramme und Parameter sollte nach einem durchschaubaren,
einheitlichen Prinzip erfolgen.

Eine nach den letztgenannten Gesichtspunkten erarbeitete Zusammenstellung von
aufeinander abgestimmten Programmen für die Lösung von Aufgaben aus gewissen
Aufgabenklassen wird Programmpaket genannt. Programmpakete stellen die heute
übliche Form dar, in der numerische Software ausgearbeitet, angeboten und genutzt
wird. Wenn der Automatisierungsgrad durch Ermöglichen der anwendernahen For
mulierung des Problems in einer angepaßten Spezialsprache, automatische Algo
rithmenauswahl, Übernahme der Datenorganisation und der Ein- und Ausgabe u. ä.
weiter erhöht wird, spricht man von Programmsystemen. Die Erarbeitung solcher
Programmsysteme ist allerdings außerordentlich aufwendig, so daß sie sich nur für
komplexere und häufig auftretende Problemklassen wie etwa Schaltkreisentwurf,
mechanische Berechnungen u. ä. lohnt.

Als erstes maßstabsetzendes Programmpaket zur numerischen linearen Algebra
müssen die ALGOL-Prozeduren aus dem von WILKINSONjREINSOH [71] heraus
gegebenen und wesentlich mitgetragenen Band "Linear Algebra" des "Handbook
for Automatie Computation" angesehen werden. Mit diesen Programmen wurde ein
bis zu diesem Zeitpunkt nicht erreichter Stand demonstriert, der die weitere Ent
wicklung im Bereich der numerischen Software wesentlich beeinflußt hat. Auf der
Grundlage der Eigenwertprogramme des "Handbooks" entstanden in den darauf
folgenden Jahren die weiterentwickelten FORTRAN-Pakete EISPACK von SMITH
et al. [74] und GARBOW et al. [77]; eine überarbeitete dritte, allerdings nicht in
Buchform veröffentlichte Version liegt inzwischen auch vor. Die EISPACK-Routinen
sind für das symmetrische und nichtsymmetrische Eigenwertproblem konzipiert.
Den Problemklassen der linearen Gleichungssysteme und Quadratmittelprobleme

. ist das von DONGARRA et al. [79] erarbeitete Programmpaket LINPACK gewidmet.
Hinsichtlich Sorgfalt der Implementierung, Berücksichtigung theoretischer Erkennt
nisse und Programmierstil können die in den genannten Paketen enthaltenen
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FORTRAN-Routinen als Musterbeispiel hochwertiger numerischer Software dienen
und jedem, der sich mit der Implementierung numerischer Algorithmen befaßt,
zum intensiven Studium empfohlen werden. Auch in der Ausbildung der Studenten
ist es viel vernünftiger, sie etwa ein LINPACK-Programm verstehen und testen
zu lassen als zu fordern, daß sie ein - dann in der Regel schlechtes - Programm
zur Lösung des entsprechenden Problems selbst schreiben.

Eine Besonderheit des letztgenannten Paketes LINPACK ist die durchgängige
Verwendung der sog. "Basic Linear Algebra Subprograms for FORTRAN Usage"

- - - -
- kurz: BLAS -, siehe B 16.2. Diese Unterprogramme realisieren die in der nume-
rischen linearen Algebra häufigsten Grundoperationen wie Addition des Vielfachen
eines Vektors zu einem anderen, Skalarproduktberechnung usw., wobei die Vektoren
sowohl Spalten als auch Zeilen von Matrizen sein können, die in zweidimensionalen
Feldern gespeichert sind. Der Ersatz der sonst benötigten FORTRAN-Schleifen
durch die BLAS-Aufrufe führt zu einer Verkürzung der Programme. Außerdem
besteht die Möglichkeit, die BLAS in der Maschinensprache zu kodieren und dabei
Besonderheiten des Computers - etwa vorhandene Vektorprozessoren - auszu
nutzen, womit die Effektivität erhöht werden kann. Beim Übergang zu anderen
Computern brauchen dann nur die BLAS neu geschrieben zu werden. Als Nach
teil steht dem der durch den Organisationsaufwand bei den BLAS-Aufrufen
bedingte Effektivitätsverlust bei der Behandlung von Problemen niedriger Dimen
sion gegenüber, vgl. die entsprechenden Angaben in der LINPACK-Dokumen
tation.

Besondere Aufmerksamkeit muß bei Verwendung von FORTRAN den in der
linearen Algebra typischen zweidimensionalen Feldern gewidmet werden. Da solche
Felder spaltenweise abgespeichert werden, sollten die Algorithmen stets spalten- •
weise orientiert werden, d. h., der innerste Schleifenindex sollte in einer Spalte
laufen. Ist die (M,N)-Matrix A z. B. in dem gleichnamigen Feld A der Dimension
(M,N) gespeichert worden, so entspricht dem zweifach indizierten Element A(I,J) in
der im Speicher vorhandenen linearen Anordnung das einfach indizierte Element
A(L) mit

(3)

vgl, 1.1.C. Bei Zugriff auf die J-te Spalte werden die aufeinanderfolgenden Elemente
A(L) mit L zwischen (J-l)*M + 1 und J*M benötigt; das Inkrement von List 1.
Bei Zugriff auf die I-te Zeile wächst L dagegen von I bis (N -l)*M + I um das
Inkrement M. Bei Betriebssystemen mit virtuellem Speicher kann dies zu häufigem
Seitenwechsel und daher zu großem Effektivitätsverlust führen.

Das zweite Problem entsteht, wenn mit einem Programm mehrere Probleme mit
Matrizen unterschiedlicher Dimensionen bearbeitet werden sollen, was in den An
wendungen meist der Fall ist. Da die Vereinbarung von Feldern variabler Dimen
sion in FORTRAN nicht zulässig ist, muß am Anfang des Hauptprogramms ein
Feld mit maximaler Dimension vereinbart werden, das alle aktuellen Matrizen auf
nimmt, etwa durch die Vereinbarung

DIMENSION A(lOO,20). (4)
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In diesem Feld A können (M,N)-Matrizen - sie mögen ebenfalls mit A bezeichnet
sein - mit M ~ 100, N ~ 20 gespeichert werden. Als Beispiel betrachten wir eine
(50, 10)-Matrix A, die im Hauptprogramm durch die Anweisungen

10

20

M=50

N=10

DO 20 I=1,M

DO 10 J=1,N

A(I,J)= ...

CONTINUE

CONTINUE

1 X

50 X

10

x

x

20

100'-- ......

erzeugt werden möge. Im danebenstehenden Schema sind die dadurch belegten
Teile des Feldes A wie üblich gekennzeichnet worden. In linearer Reihenfolge stehen
also am Anfang die 50 Elemente der ersten Spalte, dann kommen 50 nicht belegte
Plätze, dann die 50 Elemente der zweiten Spalte, wieder 50 "Lücken" usw. Einem
Unterprogramm - etwa einer SUBROUTINE QRFACT zur QR-Faktorisierung
der Matrix A nach HOUSEHOLDER - muß dann neben der aktuellen Zeilenzahl
M=50 und Spaltenzahl N = 10 noch die erste Dimension (eng!. "leading dimension")
LDA = 100 des tatsächlich gemäß (4) vereinbarten Feldes mitgeteilt werden. Das
Unterprogramm müßte also mit

SUBROUTINE QRFACT(A,LDA,M,N, ... )

DIMENSION A(LDA,1)

(5)

(6)

beginnen, und im Hauptprogramm muß dem aktuellen Parameter LDA vor Auf
ruf von QRFACT der Wert 100 durch die Anweisung

LDA=100 bzw, DATA LDA/100/ (7)

zugewiesen werden. Man beachte, daß durch (6) kein Feld vereinbart wird, sondern
dem Compiler wird lediglich mitgeteilt, daß A ein zweidimensionales Feld der Zeilen
zahl LDA ist, so daß im Unterprogramm der Index von A(I,J) gemäß (3) mit LDA
statt M richtig ausgewertet wird. Da die zweite Dimension - die Spaltenzahl des
vereinbarten Feldes - in (3) überhaupt nicht vorkommt und daher für die Index
auswertung nicht benötigt wird, kann in (6) für sie 1 gesetzt werden.

Bei IBM- und ESER-Computern wird statt (6) häufig

REAL A(LDA,l)
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geschrieben; bei doppelter Genauigkeit ist

DOUBLE PRECISION A(LDA,1) bzw, REAL*8 A(LDA,1)

zu verwenden.

Würde das Unterprogramm in naiver Weise in der Form

SUBROUTINE QRFACT(A,M,N, ... )

DIMENSION A(M,1)

programmiert werden, so müßten die Elemente der (50,10)-Matrix Aspaltenweise
nacheinander auf den ersten 500 Plätzen des Feldes Astehen, d. h., das Feld müßte
nach dem Schema

20

1 X X

100 X X

belegt werden. Im Hauptprogramm könnte dann nicht mit zweifacher Indizierung
gearbeitet werden, da die dort gültige Auswertungsformel (3) mit LDA = 100 statt
M nicht der oben angegebenen Belegung entspricht. Zum Beispiel wird das im Unter
programm mit A(1,2) erreichbare Element im Hauptprogramm als A(51,1) geführt.
Die Indexrechnung im Hauptprogramm müßte also vom Bearbeiter selbst in ein
dimensionaler Weise organisiert werden, was umständlich ist, zu unübersichtlichen
Programmen führt und besonders für Anfänger eine beliebte Fehlerquelle darstellt.

Wir bemerken abschließend, daß die oben zitierten Programmpakete für Pro
bleme mit voll besetzten Matrizen - bei Gleichungssystemen und Eigenwertauf
gaben auch für solche mit Bandmatrizen - konzipiert wurden. Zur Software für
Probleme mit großen und schwach besetzten Matrizen sei auf B 16.4 verwiesen.

Bemerkungen zum Kapitel 16

B 16.1. Es gibt inzwischen eine umfangreiche Literatur über numerische Software und speziell
über Software zur numerischen linearen Algebra. Wir zitieren lediglich die Sammelbände
von RICE [77], JACOBS [78], FOSDICK [79] und COWELL [84] sowie das informative, auch für



456 16. Software für Aufgabenklassen der numerischen linearen Algebra

Anfänger geeignete Buch von RICE [81]. Zum Problem der Portabilität - und andere inter
essante Fragen - sei auf COWELL [76] verwiesen. Auf die in den letzten Jahren sehr stark
in den Blickpunkt des Interesses getretenen Vektor- und Parallelcomputer gehen u. a. HELLER
[78], RODRIGUE [82], DONGARRA et al. [84] und KOTOV/MIKLOSKO [84] ein. In jüngster Zeit
werden auch sog. "array processors" und "systolic arrays" untersucht; als Beispiele seien
etwa die Arbeiten von HELLER/IpsEN [83] und BOJANCZYK/BRENT/KuNG [84] genannt.

B 16.2. FORTRAN-Programme für Quadratmittelprobleme mit voll besetzten Matrizen sind
außer im LINPACK auch bei LAwsoN/HANsoN [74] zu finden. Für Eigenwertaufgaben mit
voll besetzten und Bandmatrizen wurden von LANGet al. [79] auf der Grundlage von EISPACK
das weiterentwickelte Programmsystem MEIWEP erarbeitet; siehe auch LANG [82]. Die
BLAS gehen auf Lxwsox et al. [79] zurück; sie sind auch als Anhang im LINPACK auf
gelistet.

B 16.3. Eine Vorstellung über die Zentralprozessorzeit, die zur Lösung eines Gleichungs
systems der Dimension 100 mittels der LINPACK-Implementierung des Gaußschen Algorith
mus erforderlich ist, vermitteln die von DONGARRA [84] zusammengestellten Tabellen, wo
eine Vielzahl von Computern vom Apple II bis zur CRAY-XM erfaßt worden ist. Instruktive
Zeitvergleiche sind auch in den LINPACK- und EISPACK-Dokumentationen enthalten.

B 16.4. Eine Übersicht über Software für Probleme mit schwach besetzten Matrizen gibt
DUFF [84]. Zu den am meisten verwendeten Paketen zur Lösung von Gleichungssystemen mit
schwach besetzten, symmetrischen und positiv definiten Matrizen gehören das von GEORGE/
Lw [81] entwickelte SPARSPAK und das auf EISENSTAT et al. [77] zurückgehende Yale
Sparse Matrix Package. Falls die Matrix indefinit ist und aus Stabilitätsgründen auch (2,2)
Pivots zugelassen werden müssen - vgl. 6.1.B -, sind die Programme von DUFF/REID [82]
zu empfehlen. Für nichtsymmetrische Systeme erwähnen wir wieder das Yale Sparse Matrix
Package, die von DUFF/REID [77] erarbeiteten Routinen und die darauf aufbauenden Ent
wicklungen von ZLATEV/WASNIEWSKI/SCHAUMBURG [81] und 0STERBy/ZLATEV [83]. Zur
Software für große Eigenwertaufgaben sei außer auf DUFF [84] noch auf die Übersichten von
STEWART [76a] und PARLETT [84] sowie auf CULLUM/WILLOUGHBY [85] und die dort zitierte
Literatur verwiesen, für große Quadratmittelprobleme auf die am Schluß des Kapitels 12 er
wähnten Arbeiten.
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