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Der Satz von
Viviani:
ein Spezialfall

1. Aufgabenstellung

Im 17.Jahrhundert wurde eine interessante
Eigenschaft der gleichseitigen Dreiecke ent-
deckt. Zu Ehren des Entdeckers wird diese
Eigenschalft als Satz von Viviani (1622 bis 1703)
bezeichnet und besagt: In jedem gleichseiti-
gen Dreieck ist die Summe der Abstdnde eines
innerhalb des Dreiecks befindlichen Punk-
tes P von den Seiten konstant. Damit wird
durch den Satz von Viviani die Losung der
folgenden Aufgabe gegeben:

Fiir welche inneren Punkte P eines gleich-
seitigen Dreiecks ist die Summe der Abstinde
von den Seiten konstant?

Um allgemein fiir spitzwinklige Dreiecke eine
dhnliche Aufgabe formulieren zu konnen,
filhren wir zweckmaiBigerweise das folgende
Funktional f ein. Unter einem Funktional f
versteht man eine Abbildung, die jedem Ele-
ment P einer Menge, hier der Menge aller
Dreieckspunkte P, eine reelle Zahl f(P) zu-
ordnet.

Es sei ABC ein spitzwinkliges Dreieck und P
ein innerer Punkt. Die FuBpunkte der von P
auf die Seiten AB, BC und AC gefillten Lote
bezeichnen wir mit R, $ und T. Dem Punkt P
wird nun der [folgendermaBen definierte
Funktlonalwertf P) zugeordnet

f(P)=PR+PS+PT. (Bild 1)
c
7 5
(]
A R B
¢
Bild 2 f(A)=h,
S(B)=h
S(C)=h,

/ he
¥ ]
Bei der Definition des Funktionals f(P) kann
man von der Voraussetzung abgehen, dall P
ein innerer Punkt des Dreiecks ist. Ist P ein
Dunkt auf einer Dreieckseite, so wird ein ent-

sprechender Summand in der Definition des
Funktionals f(P) zu Null. Wenn P ein Eck-
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punkt ist, dann werden zwei Summanden des
Funktionals zu Null, das heiBt, f(4), f(B) und
f(C) sind die Hohen im Dreieck ABC auf den
Seiten, die dem jeweiligen Eckpunkt gegen-
iiberliegen. (Bild 2)

Damit haben wir ein Funktional f definiert,
das jedem Punkt P eines spitzwinkligen
Dreiecks ABC die Summe der Abstinde des
Punktes P von den Dreieckseiten als Funk-
tionalwert f(P) zuordnet.

Im weiteren wollen wir uns mit der folgenden
Aufgabe befassen:

Gegeben sei ein spitzwinkliges Dreieck ABC.
Fir welche Punkte P des spitzwinkligen
Dreiecks ABC gilt f(P)=k=konstant und
welche Werte kann k bei einem sp1tzw1nk11gen
Dreieck annehmen?

Die Losung der Aufgabe erfolgt in mehreren
Teilabschnitten. Zundchst wenden wir uns
noch einmal dem Satz von Viviani zu.

2, Der Satz von Viviani
Es sei ABC ein gleichseitiges Dreieck
3"
f(A)=f(B)=f(C)=4 AB.

Dann gilt fur jeden Punkt P des gleichseitigen
Dreiecks ABC

J(P) =—lé—§ AB=konstant.

(Bild 3)

Bild 3

Beweis: Zunidchst sei P ein innerer Dreiecks-
punkt. Es seien R, S und Tdie FuBBpunkte der
von P auf die Dreieckseiten AB, BC und AC
geldllten Lote. Die Fliche F des gleichseitigen
Dreiecks ABC ist einerseits gleich
F=% ABf(C)

und andererseits gleich der Summe der Fla-
chen der Dreiecke ABP, BCP und CAP.
Somit ergibt sich

F—%ABPR+1RI_’§

1 —
3 5 AC PT

_—(PR+PS+P7) f(P

Daraus folgt
J(P)=f(A)=f(B)= f(C)

=l/75 AB=konstant.

Der Beweis bleibt giiltig, wenn P ein beliebi-
ger Punkt auf einer Dreiecksseite oder ein
Eckpunkt ist. Der Wert des Funktionals
f(P) ist [ur jeden Dreieckspunkt P gleich der
Hohe des gleichseitigen Dreiecks. w.z.b.w.
Wenden wir uns nun als ndchstes der Be-
stimmung aller Punkte P eines spitzwinkligen
gleichschenkligen Dreiecks zu, fiir die f(P)=
konstant gilt.

3. Das spitzwinklige
gleichschenklige Dreieck

Wir betrachten ein spitzwinkliges gleich-
schenkliges Dreieck ABC mit der Basis AB
[f(4)= f(B)] und dem Basiswinkel « (45° <«
o< 90°). Ist R der FuBpunkt des Lotes eines
beliebigen Dreieckspunktes P aul die Basis
AB, so gilt

f(P=PR (1 _£>+ f(A). (Bild 4)
AC

Bild 4

A R 8

Das heif}t, das Funktional f ist eine lineare
Funktion von PR und hat fiir alle Punkte P
auf einer Parallelen A'B’ zur Basis AB den
konstanten Wert

k=ﬁ<1 —A_—B>+f(A)
AC

Beweis: Wir nehmen zunichst an, daB P ein
beliebiger innerer Punkt eines spitzwinkligen
gleichschenkligen Dreiecks ist. Die FubB-
punkte der von P auf die Dreieckseiten ge-
[dllten Lote bezeichnen wir wiederum mit R,
S und T Es sei A'B eine Parallele zur Basis
AB durch den Punkt P. Mit h. bezeichnen
wir die Hohe des gleichschenkligen Dreiecks
A'B'C iiber der Basis A'B'.
Aus dem Strahlensatz folgt nun
h AT

7O ac
Unter Verwendung dieser Beziehung ergibt
sich die Fldche Fdes gleichschenkligen Drei-
ecks A'B'C zu

11— AC
F—-AB’h—— C
Cf( )

Sie st andererseits gleich der Summe der
Fldachen der Dreiecke A'PC und B'CP

1 —_ 1=
F=zAC PT+l BCPS.
2 2
Daraus folgt

Pr+Ps=75 L9,
AC
Somit hat das Funktional f fiir alle Punkte P

aul A'B’ den Wert

f(P)=PR+AB A
AC
Nach dem Strahlensatz gilt weiter
A'B_f(C)- PR
AB 70
und somit
—=_-7/(C)—PR
A'B'=AB
S(©)
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Durch Einsetzen in f(P) erhalten wir

—  — f(C)-PR f(C)
= ABT— 7
f(P)=PR+ O e
=PR(I—£>+£ (C)=
AC AC

da aus dem Strahlensatz folgt

f(4)_4B

flO ac
Wird nun die Voraussetzung weggelassen,
daB P ein innerer Dreieckspunkt ist, so bleibt
der Beweis giiltig, w.z.b.w.
Betrachten wir einige SchluBfolgerungen. Fiir
alle Punkte P auf der Basis AB gilt wegen
PR=0

S(P)=[(A)=f(B).
Féllt P mit dem Eckpunkt C zusammen, so
gilt wegen P—R=a=f(C)

f<C)=ﬁ<1 —A:B>+I(A)
AC

4B
=1O-1O 22 L f(a)=f(C).
AC

Der Wert des Funktionals f(P) variiert linear
zwischen f(A)=f(B) und f(C). Im Falle
45°<a<60° ergibt sich f(C)< f(P)< f(A)
=/(B). Fiir ein gleichseitiges Dreieck («=60°)
folgt wegen AB=AC fiir einen beliebigen
Dreieckspunkt P die Beziehung f(P)=f(4)=
=f(B)=f(C),d. h.der Satz von Viviani. Wenn
60° <o <90° gilt, so folgt f(A)=f(B)<f(P)S
<f(C) fiir alle Dreieckspunkte P.

Nach der Betrachtung der beiden Spezialfélle
wenden wir uns nun dem allgemeinen Fall
eines beliebigen spitzwinkligen Dreiecks zu.

4. Ein beliebiges spitzwinkliges Dreieck

Die Losung der Aufgabe, alle Punkte P eines
beliebigen spitzwinkligen Dreiecks mit
f(P)=k=Lkonstant zu bestimmen, fithren wir
in zwei Teilschritten durch. Dabei wird deut-
lich, wie sich die bereits betrachteten Spezial-
falle einordnen. Im ersten Teilschritt zeigen
wir, daB gilt: Wenn aul verschiedenen Seiten
eines spitzwinkligen Dreiecks ABC zwei
Punkte M und N mit der Eigenschaft
S(M)=f(N)=k bekannt sind, dann gilt [ir
jeden Punkt P auf der Strecke MN :

f(P)=k. (Bild 5)

Bild 5

|

I

|

|

1
A M R N 8
Beweis: Es seien R, S und T die FuBpunkte
der von einem beliebigen Punkt P aul MN
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auf die Dreieckseiten gefldllten Lote. Wir
setzen im Beweis voraus, daBB MN nicht zur
Dreieckseite parallel ist, die weder M noch
N enthilt. Der Fall MN parallel zu dieser
Dreieckseite, wie noch deutlich wird, ist nur
flir das spitzwinklige gleichschenklige Dreieck
moglich und wurde bereits behandelt.

Wir nehmen an, M ist ein Punkt auf AC und
N ein Punkt aul BC. Die Strecke MN sei
nicht parallel zu AB. Dann gilt nach dem
Strahlensatz

_PS _PN PT _PM PR-MM
MM’ MN NN* MN  PM
_NN'—-MM
NN

Werden die drei Beziehungen nach PS, PT
und PR aulgeldst und in den Ausdruck [iir
J(P) eingesetzt, so folgt

o == = — —__ PN —_
J(P)=PS+PT+PR=MM" —+NN"
MN

f—ﬂ+MM'+W
MN

NN —MM'
MN

o PN PM
=(MM +MM") =—+(NN'+NN" ) =
MN MN

—f(M) 2 () EM_ PN+ PM

MN MN MN
=k, w.zb.w,
Damit reduziert sich die Losung der Aufgabe
auf die Ermittlung von Punkten M und N aufl
den Dreieckseiten mit f(M)= f(N). Im zwei-
ten Teilschritt wird dafiir eine konstruktive
Maglichkeit angegeben.
Als erstes zeigen wir, wie man zu einem be-
liebigen Punkt P auf einer Seite eines spitz-
winkligen Dreiecks den Wert des Funktionals
f(P) als Strecke konstruieren kann.
Wir nehmen an, es sei P ein Punkt auf der
Seite BC eines spitzwinkligen Dreiecks ABC.
Im Punkt B wird unter einem rechten Winkel
zur Seite BC die Hohe f(B) antragen. Ana-
log wird unter einem rechten Winkel zur
Seite BC im Punkt C die Hohe f(C) ange-
tragen. Wir erhalten die beiden Punkte B
und C'. Es sei P’ der Schnittpunkt des im
Punkt P auf der Seite BC errichteten Lotes
mit der Strecke B'C’. Dann gilt

f(P)=PF (Bild 6)

Beweis: Nach dem Strahlensatz konnen wir
folgende Beziehungen ableiten

PT_PC PR_PB

J(B)"BC'f(O) BC
Daraus folgt durch Addition der beiden Be-

ziehungen
PT PR_PC+PB_,
f(B) fIC)  BC '

Gilt f(B)=f(C) so ergibt sich
PT+PR=/(P)=/(B)=/(C).
Dieser Fall liegt genau dann vor, wenn BC
die Basis eines spitzwinkligen gleichschenkli-
gen Dreiecks ist.
Es sei nun ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit f(C)<f(B).
Durch Anwendung des Strahlensatzes [olgt
PP ~f(C) _ f(B)—f(C)
C T
Daraus leiten wir ab
FP=/(C) (1 - P—_Q) (B S
BC BC

PB PC PR
=f(C)— By—= N
f()BC+f()BC f“”/«n

+/(B) %=ﬁ+ﬁ= f(P). wz.b.w.

Wir konnen jetzt dazu iibergehen, alle Punkte
P auf den Seiten einschlieBlich der Eckpunkte
eines beliebigen spitzwinkligen Dreiecks ABC
mit f(P)=Lkonstant zu ermitteln. In den Eck-
punkten des Dreiecks A, B und C werden
jeweils rechtwinklig zu den angrenzenden
Seiten die Hohen f(A), f(B) und f(C) ange-
tragen und deren Endpunkte durch die Strek-
ken A”B’, B"C' und C"A’ verbunden. Werden
anschliefend die Punkte B’ und B” durch
einen Kreisbogen mit dem Radius f(B), die
Punkte C' und C” durch einen Kreisbogen
mit dem Radius f(C) und die Punkte A’ und
A” durch einen Kreisbogen mit dem Radius
[(A) verbunden, so ergibt sich ein geschlosse-
ner Linienzug A”"B'B"C'C"A’. (Bild 7)

Es sei nun P ein beliebiger Punkt auf den
Seiten bzw. ein Eckpunkt des spitzwinkligen
Dreiecks ABC. Durch Errichten des Lotes im
Punkt P erhalten wir einen Schnittpunkt P’
mit dem Linienzug A”"B'B"C’C"A’. Es gilt
f(P)=PP. Die Konstruktion einer ,,Hohen-
linie” durch den Punkt P’ liefert weitere
Schnittpunkte Q' mit dem Linienzug A”B'B”



C'C"A’. Wird von Q' auf die entsprechende
Dreieckseite das Lot gefallt, so ergibt sich
ein Punkt Q mit /(Q)=0Q = PP =/(P).

Aus dieser Konstruktion ist sofort ersichtlich,
daB fiir einen beliebigen Punkt P aul den
Dreieckseiten gilt

min{f(A), f(B), f(C)} <f(P)
<max{f(A), f(B). f(C)}.

Diese Beziehung bleibt giiltig, wenn P ein be-
liebiger Dreieckspunkt ist, da alle Punkte auf
der Verbindungsstrecke PQ zweier Rand-
punkte P und Q mit f(P)=/(Q) den gleichen
Funktionalwert haben.

Es sei nun ABC ein spitzwinkliges Dreieck
mit f(A)<f(B)<f(C). Dann gibt es aul der
Seite AC genau einen Punkt Q mit f(Q)=/(B).
Fiir alle Punkte P aul QB gilt f(P)=f(Q)
=f(B). Wir konnen sogar noch mehr aus-
sagen. Ist P ein Punkt des Dreiecks BCQ,
so gilt f(B)<f(P)<f(C). Wenn dagegen P
ein Punkt des Dreiecks ABQ ist, so gilt
S(A)<f(P)<f(B). Alle Punkte P des Dreiecks
ABC mit f(P)=konstant liegen auf Parallelen
zur Strecke BQ. (Bild 8)

Bild 8
~TTTS

/// N .

ol SAC

/

c \

/ \

5 \

/ b \
a’ ’ )
i a &
| A 8
\

\
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AN A" I’

Beweis: Aus der Konstruktion folgt, daB die
,Hohenlinie” durch B’ bzw. B’ mit C"'A’
einen eindeutigen Schnittpunkt @’ hat, woraus
sich aul AC der Punkt Q mit f(Q)=/(B) er-
gibt. Wenn P ein Punkt des Dreiecks BCQ
bzw. des Dreiecks ABQ ist, so folgen die Un-
gleichungen f(B)<f(P)<f(C) bzw. f(4)<
<f(P)<f(B) gleichfalls aus der Konstruk-
tion.

Um zu zeigen, daB alle Punkte P mit f(P)=
konstant auf Parallelen zu BQ liegen, wahlen
wir einen beliebigen Punkt P zum Beispiel
auf der Seite BC. Dazu gibt es einen ein-
deutigen Punkt D aul CQ mit fiD)=f(P).
Auf der Strecke PD hat das Funktional f
einen konstanten Wert. Durch die Anwen-
dung des Strahlensatzes erhalten wir

f(P)~f(B)_PB f(D)-f(Q) QD

f(O—-/B) BC S(O-f@ @C

woraus wegen f(P)=f(D) und f(Q)=f(B) die
Beziehung

PB_QD

BC QC

folgt. Das bedeutet aber nach dem Strahlen-
satz, daB BQ und PD parallel sind. w.z.b.w.

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

Hans Triebel

Sektion Mathematik
der Friedrich-Schiller-Universitiit Jena

A2122a Eine Aulgabe zur zweidimensio-
nalen allgemeinen Relativititstheorie

Albert Einstein, der Begriinder der allgemei-
nen Relativitidtstheorie, wurde am 14.3. 1879
geboren. AnldBlich der hundertsten Wieder-
kehr dieses Ereignisses erschienen 1979 nicht
nur zahlreiche wissenschaltliche, sondern
auch viele populdrwissenschaftliche Arbeiten
iiber Einstein und sein Werk. Dabei spielen
solche Begrifle wie ,,Kriimmung des Raumes”
usw. eine groBe Rolle. Der Nichtfachmann
steht einem solchen Begrilf wie Kriimmung
des Raumes etwas hilflos gegeniiber und ver-
sucht, sich etwas Anschauliches darunter vor-
zustellen. Es handelt sich aber um rein mathe-

5. SchluBbetrachtungen

Zur Beantwortung der gestellten Aulgabe
148t sich nun zusammenlfassend die folgende
Aussage [ormulieren.

Die Summe der Abstinde eines beliebigen
Punktes eines spitzwinkligen Dreiecks von
den Seiten liegt stets zwischen der kleinsten
und der groBten Hohe des Dreiecks. AuBler
fiir das gleichseitige Dreieck gibt es in jedem
spitzwinkligen Dreieck eine Schar von Pa-
rallelen, wobei [ur jede der Parallelen gilt,
dafl die Summe der Abstinde aller ihrer
Punkte von den Dreiecksseiten den gleichen
Wert hat. Die Aussage, ein spitzwinkliges
Dreieck hat paarweise verschiedenlange Sei-
ten ist dquivalent zur Aussage, daB die er-
wihnte Parallelenschar zu keiner Dreiecks-
seite parallel ist. Im Falle eines spitzwinkligen
nichtgleichseitigen gleichschenkligen Drei-
ecks ist die Parallelenschar zur Basis parallel.
Den Ausnahmefall bildet das gleichseitige
Dreieck, fiir das es keine derartigen Pa-
rallelenschar gibt. In diesem und nur in die-
sem Fall gilt der Satz Yon Viviani.

6. Zwei Aufgaben

a) In einem beliebigen spitzwinkligen Dreieck

ABC sind die Punkte P zu ermitteln, [Ur die

f(P) extremal wird.

b) Es sei P der Schnittpunkt der Héhen eines

spitzwinkligen Dreiecks A BC. Man bestimme

alle Punkte Q des Dreiecks mit f(Q)=f(P).
G. Windisch

matische Kennzahlen, denen man nicht mit
Gewalt einen anschaulichen Sinn unterlegen
sollte. Man kann aber doch eine gewisse Vor-
stellung erlangen, wenn man von 3 Dimen-
sionen (unserem realen Raum) zu 2 Dimen-
sionen ibergeht. Wir betrachten eine zwei-
dimensionale krumme Fliche F im drei-
dimensionalen Raum und nehmen an, dafB F
die Welt zweidimensionaler Wesen ist. Diese
zweidimensionalen Wesen leben auf F, sie
haben kein Gefiihl fiir eine dritte Dimension.

Fiir sie hat die Aussage ,,Unsere Welt ist ge-
krimmt” keinen unmittelbaren geometri-
schen Sinn. DaB ihre Welt eine Fliche im
dreidimensionalen Raum ist, konnen sie nicht
wahrnehmen und eine entsprechende Aus-
sage wire [ir diese zweidimensionalen Wesen
sinnlos, da diese [iir sie nicht iiberpriifbar ist.
(Fiir uns dreidimensionale Wesen wiire eine
Aussage der Form, daB unsere Welt eine
Fliche” in einem vierdimensionalen Raum
ist, ebenfalls sinnlos). Die Mathematiker und
Physiker dieser zweidimensionalen Welt ent-
wickeln nun mathematische und physikali-
sche Theorien, etwa eine zweidimensionale
allgemeine Relativitidtstheorie und zugehorige
geometrische Uberlegungen. Sie verkiinden
ihren staunenden Mitbiirgern: ,,Unsere Welt
ist krumm. Wir haben hierfir kein Gefiihl,
aber wir konnen eine Formel angeben, die
diesen Sachverhalt beschreibt.”

Diese Formel wird nun wie folgt gewonnen.
Wir nehmen an, daf3 die Bewohner von F
Abstidnde in ihrer Welt messen k6nnen. Dann
konnen sie auch ,,Kreise” definieren: Der
»Kreis” um den Punkt P (aul F) mit dem Ra-
dius r ist der geometrische Ort aller Punkte Q
(auf F), deren Abstand zu P gleich r ist. U(r)
sei der Umfang dieses ,Kreises”. Dann be-
zeichnen die zweidimensionalen Mathemati-
ker der Welt die GréBe K(P),

- 2ar—U(r)

K(P)=2 lim 277,
-

r—0
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als die Kriimmung im Punkt P. Bekanntlich
ist 2zr der Umlang eines euklidischen Kreises
(in der Ebene) vom Radius r. In der obigen
Formel wird also die Abweichung von U(r)
zum euklidischen Kreis als MaB fir die
Kriimmung genommen. Ist F eine Ebene, so
ist K(P)=0 fir alle Punkte P. Die Aufgabe
besteht nun darin K(P) zu berechnen, falls F
die Oberflache einer Kugel im dreidimensio-
nalen Raum mit dem Radius R ist. In diesem
Fall fiihrt die obige Konstruktion zu einem
»Kreis” in F, der auch nach unserem euklidi-
schen Verstandnis ein Kreis ist, sein Radius
ist ¢. Die Frage lautet:

Wie groB ist K(P)?

Oder anders formuliert: Was erzahlen die
zweidimensionalen Mathematiker auf F ihren
Mitbiirgern beziiglich der Krimmung ihrer
Welt?

Hinweis: Man benutze die Formel

. x—sin x
lim —F =

x=0

QN —

Zusatzaufgabe : Man beweise diese Formel.
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Optimale
Reihenfolge

Im Alltag treffen wir olt aul Situationen, bei
denen durch die Wahl einer gilinstigen Rei-
henfolge von bestimmten Handlungen viel
Zeit oder Geld eingespart werden kann.

Beispiel 1: Im Wartezimmer eines Arztes
sitzen die Patienten A, B, C, D, E und F. Der
Arzt weiB, daB er, etwa 20 Minuten fiir die
Behandlung von A, 30 min fir B, 15min fiir
C, Smin fiir D und je 10min fir £ und F
braucht.

Ruft er die Patienten in der Reihenflolge (4,
B, C, D, E, F) herein, so wartet 4 gar nicht
und B 20min. C bleibt 20+ 30=50min im
Wartezimmer, D wartet 65, E 70 und F 80 min.
Fiir alle Patienten zusammen ergibt das eine
Wartezeit von 285min, also 4 Stunden und
45 Minuten. Gibt es eine giinstigere Reihen-
folge? Fiir welche Reihenfolge der Patienten
wird die Gesamtwartezeit am kleinsten? (L6-
sungen siehe S.94.)

Eine Reihenlolge von n verschiedenen Buch-
staben oder Zahlen wird in der Mathematik
als Permutation bezeichnet. Es ist bekannt,
daBesn-(n—1)-...-2-1 verschiedene Per-
mutationen von n Objekten gibt. Priilt diese
Formel einmal mit 3 oder 4 Buchstaben nach,
indem ihr alle moglichen Anordnungen aul-
schreibt! In unserem Beispiel gibt es
6-5-4-3-2-1=720 mogliche Reihenfolgen
des Empfangs der Patienten.

Es leuchtet ein, daB es aufwendig ist, die giin-
stigen Reihenfolgen durch Probieren zu su-
chen. Wir werden eine allgemeine Regel [iir
die optimale Reihenfolge ableiten. Wenn ihr
diese Regel bei der Losung von Beispiel 1
noch nicht gefunden habt, schaut euch die
Aufgabe noch einmal an oder stellt euch selbst
eine dhnliche Aufgabe. Ihr werdet es schnell
erraten.

Zunichst wollen wir die Aufgabe etwas all-
gemeiner formulieren.

Problem 1: In einem Wartezimmer sitzen n
Patienten. Die Behandlungsdauer jedes Pa-
tienten sei bekannt. Gesucht ist eine solche
Reihenfolge der Behandlung, bei der die
Summe s der Wartezeiten aller Patienten
minimal wird.

I5sung : Wir bezeichnen die Patienten mit A,
A,, ..., s0,daB (4,, A,, ..., A,) eine optimale
Reihenfolge ist. Jetzt leiten wir eine Bedin-
gung fiir die Behandlungszeiten her, die wir

mit ay, ..., a, bezeichnen. Es ergeben sich
folgende Wartezeiten:

Patient Wartezeit

A, -

A, a;

A, a, +a;

Ay ataz+...+a,->

A, ay+a+...+a—r+a,-,

Durch Addieren und Zusammenlassen er-
hdlt man als Gesamtwartezeit s=(n—1) a,
+(n—2)-a;+...4+2 - ayp-2+ap-,. In dieser
Summe wird a; mil dem groBten Faktor
multipliziert, a, mit dem zweitgroBten usw.
Wir haben vorausgesetzt, daf} die Reihenfolge
(A, ..., A,) bzw. auch (ay, ..., a,) so gewdhit
ist, daB s am kleinsten wird. Das heifit, es
muB gelten

ayfa;£... S50,

Ergebnis: Die Gesamtwartezeit wird am
kleinsten, wenn jeweils der Patient mit der
kiirzesten noch moglichen Behandlungszeit
empfangen wird.

Wenn alle Behandlungszeiten verschieden
sind, gibt es genau eine optimale Reihenfolge.
Haben zwei oder mehrere Patienten die glei-
che Behandlungszeit, so kohnen diese in der
Reihenfolge miteinander vertauscht werden,
ohne daB sich s dndert. In diesem Fall gibt
es mehrere Losungen.

Bei dem nichsten, allgemeineren Problem
werden wir das Ergebnis noch mit einer ande-
ren Uberlegung gewinnen. Zunidchst zwei
Aufgaben. Versucht wieder, eine allgemeine
Regel abzuleiten!

Beispiel 2a: Ein Direktor hat in einer Stunde
4 Probleme zu besprechen. Zu jedem Thema
ist eine bestimmte Sprechzeit vorgesehen und
eine bestimmte Anzahl von Besuchern be-
stellt, die schon im Vorzimmer warten:

Thema Sprechzeit Anzahl
in min der Besucher
1 20 5
2 25 8
3 10 10
4 5 2

Wir wollen voraussetzen, da3 kein Besucher
fiir mehrere Themen vorgesehen ist. Wie ist
die Reihenfolge der Themen festzulegen, da-
mit die Gesamtwartezeit der Besucher mini-
mal wird?

Beispiel 2b: In einem Halen liegen 6 Schiffe
vor Anker, die nacheinander entladen werden
miissen. Die Entladezeiten und die Kosten,
die fir die Liegezeit des Schiffes im Hafen
entrichtet werden miissen, sind bei den ein-
zelnen Schiffen unterschiedlich.

Schiff Entladezeit Liegekosten
in Stunden pro Stunde in Mark
A 2 10000
B 4 8000
C 5 15000
D 2 12000
E 4 18000
F 3 18000



Bei welcher Reihenfolge des Entladens wird
die Summe der Liegekosten am kleinsten?
Die Zahlenangaben sind durchaus realistisch.
Statt die Kosten fiir die gesamte Liegezeit im
Hafen zu betrachten, kann man sich auch aul
die Wartezeit beschrinken, denn die Entlade-
zeit ist ja fest vorgegeben. Wir versuchen,
beide Aulgaben in eine allgemeinere mathe-
matische Problemstellung einzuordnen:
Problem 2: n Objekte (Schiffe oder Besucher-
gruppen) warten auf ihre Abfertigung, die
nacheinander erfolgen soll. Die Abfertigungs-
zeit a; fir jedes Objekt A; und die Kosten ¢;
(pro Zeiteinheit) fir seine Wartezeit sind be-
kannt. Gesucht ist eine Reihenfolge der Ab-
fertigung, fiir die die Gesamtsumme s der
Wartekosten am kleinsten wird.

Die Wartekosten fiir A; sind das Produkt von
¢; mit der Zeit, die 4; warten muB. Im Bei-
spiel 2a spielt die Anzahl der Besucher die
Rolle des Kostenfaktors c;, denn die Warte-
zeit fir alle Besucher einer Gruppe ergibt
sich als Produkt aus der Anzahl der Besucher
und der Wartezeit der Gruppe.

Unsere Losung erfordert jedoch iiberhaupt
keine Berechnung von Wartekosten, sondern
fiihrt das Problem aulden Fall n=2 zuriick!
Losung: Wir betrachten eine Reihenfolge mit
den Gesamtwartekosten s,, bei der die Ob-
jekte A4; und A, direkt nacheinander abge-
fertigt werden. Bei der abgeinderten Reihen-
folge, bei der lediglich A; und A, die Plitze
getauscht haben und alle anderen Objekte auf
ihren Plitzen verbleiben, sei die Summe der
Wartekosten s,. Bei beiden Reihen(olgen sind
die Kosten fiir die Wartezeiten der vor bzw.
nach A; und A, abgefertigten Objekte gleich
und auch die Kosten [ir die Zeit, die 4; und
A, gemeinsam warten. Bezeichnen wir die
Summe dieser Kosten mit z,s0 ist s, =t +a; ¢y,
denn es kommen nur die Kosten (¢ pro Zeit-
einheit) fiir die Zeitspanne a; dazu, die 4, aul
die Abfertigung von A; wartet. Entsprechend
erhdlt man s, =t+ay " c;.

Subtraktion der beiden Gleichungen ergibt
$1— S2=aiCk — GCi.

Es ist genau dann s,;>s,, wenn auch die
rechte Seite der letzten Gleichung positiv ist:
a;ic, > axe;. Da die Kostenfaktoren ¢; und c;
groBer als Null sind (sonst kdnnten die ent-
sprechenden Objekte beliebig spit abgefertigt
werden), kann man hierflir auch schreiben
g>z—:. In Worten ausgedriickt: wenn bei
zwei direkt nacheinander abzufertigenden
Objekten A4; und A, der Quotient Abferti-
gungszeit durch Wartekosten fir das erste
Objekt groBer ist als fur das zweite, so kann
durch Vertauschen dieser beiden Objekte in
der Reihenfolge die Summe der Wartekosten
verkleinert werden. Die urspriingliche Rei-
henfolge war also nicht optimal.

Ergebnis: Ist (A,, ..., A,) eine optimale Rei-
henlolge, so gilt

a
‘L‘g.”_zgmé_".
¢ C2 Cn

Man erhilt also die optimale Reihenfolge
(es muB ja eine geben), indem man die Quo-
tienten Abfertigungszeit durch Wartekosten
bildet und der GroBe nach ordnet. Sind einige
Quotienten gleich, so gibt es mehrere opti-
male Losungen, denn das Vertauschen der
entsprechenden  Objekte  untereinander
andert den Wert von s nicht, wie aus der
obigen Uberlegung hervorgeht.

Das Ergebnis zu Problem 1 ordnet sich hier
als Spezialfall ein, daB ¢, =c;=...=¢, ist. —
Nun noch eine schwierige Aufgabe:

Beispiel 3a: Ein 3-Familienhaus ist im Roh-
bau fertig. Ein Maurer und ein Maler kom-
men, um die Innenarbeiten auszufiihren. Sie
veranschlagen folgende Arbeitszeit (in Tagen):

Maurer Maler
Keller 2 1
Treppenhaus
und Abstell-
rdume 6 4
Wohnung 1 4 3
Wohnung 2 3 5
Wohnung 3 5 6 -
In welcher Reihenlolge ist die Arbeit der

beiden zu organisieren, damit das Haus zum
friihesten Termin bezugsfertig wird?

Das Problem besteht darin, daB der Maler
nur dort mit der Arbeit anfangen kann, wo
der Maurer fertig ist.

Diese Art von Aufgaben tritt in der Produk-
tionsplanung hdufig auf, wenn eine Reihe
von Werkstiicken auf mehreren Maschinen
nacheinander bearbeitet werden, wobei sie
unterschiedliche Zeit fiir die einzelnen Ar-
beitsginge bendtigen. Zum Beispiel sigen —
feilen — polieren, zuschneiden — nihen. Oder:

Beispiel 3b: 1m Beispiel 2b ist vor dem Ent-
laden die Zollkontrolle durchzufiithren, die
erfahrungsgemdB etwa folgende Zeit in An-
spruch nehmen wird: 3 Stunden fir Schiff 4,
5 fiir B, 4 fir C, 1 Stunde fiir D, 3 fir E und
4 fir F. In welcher Reihenfolge sind die
Schiffe abzufertigen, wenn wie in 2b die
Summe der Liegekosten bzw. Wartekosten
moglichst klein gehalten werden soll? Welche
Reihenfolge ist zu wihlen, wenn das letzte
Schill zum (rithestmoglichen Zeitpunkt abge-
fertigt sein soll?

Hier handelt es sich um zwei ganz unter-
schiedliche Fragestellungen. Die GrofBe, die
moglichst klein (oder groB) gemacht werden
soll, nennt man in der mathematischen Opti-
mierung die Zielgréfle. Was beziiglich der
einen ZielgroBe giinstig oder optimal ist, ist
ungiinstig beziiglich der anderen. Daher muB3
man sich bei Optimierungsaufgaben immer
im klaren iiber die ZielgrofBe sein. Die Losung
Mit minimalem Aufwand maximalen Nutzen
zu erreichen ist mathematisch nicht gerecht-
fertigt.

Fiir Beispiel 3a und die zweite Frage von 3b
wollen wir zum Abschluf3 das Problem und
die allgemeine Regel formulieren:

Problem 3: n Objekte sollen nacheinander
auf 2 Stationen abgefertigt werden. Fiir jedes
Objekt A; sind die Abfertigungszeit a; auf der
ersten und b; auf der zweiten Station bekannt.
Die zweite Station darf erst nach der ersten
durchlaufen werden.

In welcher Reihenfolge sind die Objekte ab-

zulertigen, damit die Ablfertigung aller Ob-
jekte zum [riilhestmdglichen Zeitpunkt abge-
schlossen ist?

Zunichst ist durchaus nicht klar, daB bei
einer optimalen Losung die Reihenfolge auf
beiden Stationen dieselbe ist. Wenn man aber
eine optimale Losung hat, kann man die
Reihenfolge auf der zweiten Station so ab-
indern, daB sie mit der Reihenfolge auf der
ersten Station iibereinstimmt und daB die
abgeanderte Losung auch optimal ist. Die
folgende Skizze soll das verdeutlichen und
euch gleichzeitig zeigen, wie ihr graphisch
an die Losung solcher Aufgaben gehen konnt.

Zeit (in Stunden)
1 1 1 1 1 1 1T I 1 I

0 2 4 6
1. Station Abschlu3
I ........ I_II__I der
A; A .
, Ablertigung
2. Station (optimale Lésung) |
I """ ITkI——B—— ITII-—C—I
2. Station
(abgednderte Losung, auch optimal)
I ..... I___I

o

A Ae C

Die allgemeine Regel wird bewiesen wie bei
Problem 2. Allerdings sind Fallunterschei-
dungen erforderlich.

Ergebnis: Zuerst sind die Objekte abzulerti-
gen, die auf der ersten Station weniger Zeit
erfordern als auf der zweiten (a; <b;). Diese
werden nach der ersten Abfertigungszeit ge-
ordnet, wobei mit der kleinsten Zeit begonnen.
wird (g1 £ a, < ...).

Die anderen Objekte werden nach der zwei-
ten Abfertigungszeit geordnet, wobei mit der
groBten Zeit begonnen wird (...2b,-12b,).
Beide Stationen werden in gleicher Reihen-
folge durchlaufen.

Im Gegensatz zu Problem 1 und 2 erfaBt
diese Regel nur einige, aber nicht alle opti-
malen Losungen. Vergleiche mit den Bei-
spielen! Ch. Bandt/F. Kdpnick
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Funktionen
als ,,Dolmetscher*

Der Schiiler 4 beschiftigte sich im wesent-
lichen mit der Addition reeller Zahlen, sein
Freund M dagegen multiplizierte positive
reelle Zahlen. Beide rechneten unabhingig
voneinander. A konnte die Losung der Aul-
gabe seines Freundes M nicht kontrollieren,
und auch M sah sich auBerstande, die Rech-
nungen von A zu verfolgen. Beide rechneten
gewissermaBen in verschiedenen Sprachen,
A in einer ,,Additionssprache” und M in einer
»Multiplikationssprache”.

Und dennoch zeigten sich bei genauerem
Hinsehen auffillige Ubereinstimmungen. Die
in der ,,Multiplikationssprache” geschriebene
wahre Aussage

JIm) Fir alle x.; x;; x3eP*™ gilt
(1 °x3) 1 (x2 - x3)=x; : x,” geht in die eben-
falls wahre Aussage der ,,Additionssprache”
»(14) Fiir alle y;; y;; y3 €P gilt

Y1 +y3) =2+ ya)=y1—y2""

iiber, wenn man das Operationszeichen ,,-
formal durch das Operationszeichen ,,+”,
das Operationszeichen ,,:” durch das Opera-
tionszeichen ,,—” und x;; x,; x3 durch y,;
Y2, ya ersetzt.

Die beiden Freunde fanden weitere derartige
Aussagen: M nannte die Aussage

(2um) Fiir alle x;; x,e P* gilt x; - x3=x5 " x;
Dazu konnte A die Aussage

(24) Fiir alle y,; y,€P gilt y,+y,=y,+y,
formulieren.

Nun gab A4 eine wahre Aussage vor:

(3,4) Fiir alle y,; y»; ys €P gilt:

Aus y1 +ya=y,+y; lolgt y, =y,

Die lormale Ubertragung in die ,,Multipli-
kationssprache” lieferte die Aussage

(3n) Fiir alle x;; x,; x3 eP* gilt:

Aus x,; - x3=Xx - x3 folgt x, =x,

»Diese Aussage ist ebenfalls wahr”, §agte M
und war [roh, daB die Zahl Null kein Element
von P* ist.

,»In beiden Sprachen scheinen gleiche gram-
matikalische Regeln zu pgelten”, meinte A.
»~Man miiBte ein Wérterbuch aufstellen, wel-
chem man fiir jedes ,Wort’ der ,Additions-
sprache’ seine ,Bedeutung’ in der Multipli-
kationssprache’ entnehmen kann”, erwiderte
M.

Dabei ist es natiirlich vollig gleichgiiltig, ob
man [ir die Kennzeichnung der ,Worter”
z. B. in der ,,Additionssprache” die Variable x
oder die Variable y nutzt.

»
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Es miiBte also eine Funktion f: P-»P* kon-
struiert werden, die jedem x€P ein yeP*
und jeder Summe x; + x, der in ,,Additions-
sprache” das Produkt y, - y, der in ,,Multipli-
kationssprache” zuordnet, d.h., fiir die gilt:
(I SOer+x2)=1(x1) f(x3)

fiir alle x,; x,eP
,.Eine solche Funktion ist leicht anzugeben”,
sagte M, ,man hat dazu nur jeder reellen
Zahl x die Zahl 1 als Funktionswert zuzu-
ordnen, d. h., f(x)=1 [iir alle x& P zu setzen.”
Tatsichlich ist die Bedingung (I) fiir diese
Funktion erfiilit. Um diesen einfachen und
wenig niitzlichen Fall jedoch auszuschlieBen,
schlidgt 4 vor:
»Wir wollen als zweite Bedingung vorgeben,
daB f an der Stelle x=1 den Funktionswert
f(1)=a besitzen soll”.
(II) f(I)=amitaePunda>1

Zunichst nutzen die beiden Freunde beim
Aufstellen des Wodrterbuches diese beiden
Bedingungen kriftig aus:

Das Worterbuch entsteht

® Setzt man in (I) x, =0, so folgt
S(x1)=f(x1)- £(0), also gilt,
da f(x,) nicht gleich Null
sein kann, f(0)=1

® Setzt man in (I) x;=x,=1,
so folgt wegen (IT)
f@=f)-f()=a-a=a*

® Setzt man in (I) x, =2
und x, =1, so folgt
f3)=fQ)-f(t)=a*-a=a’
Beide Freunde vermuten nun,
daB jeder natiirlichen Zahl n
als Funktionswert a" zugeordnet
wird.

01
l1-a

2-a

3-a

n—a"

A behauptet, er konne dies (durch vollstidn-
dige Induktion) beweisen: ,,Angenommen,
wir hitten, in der oben angegebenen Weise
fortfahrend, bis zu einer natiirlichen Zahl &k
gezeigt, daB f(k)=g* gilt. Dann kann man
zeigen, daB dem unmittelbaren Nachfolger
k+1 von k der Funktionswert a**! zugeord-
net wird.

Setzt man nidmlich in (I)

x; =k und x,=1, so lolgt
Sxi+x)=f(k+1)=f(k)-f(1)

= ak . a=ak+1

Die Eigenschalt, daB einer beliebigen natiir-
lichen Zahl k durch f die Potenz a* zugeord-
net wird, ,,vererbt” sich also stets aul den
Nachfolger von k.”

Damit weill man, wie natiirliche Zahlen von
der ,,Additionssprache” in die ,Multiplika-
tionssprache” iibersetzt werden. Jeder natiir-
lichen Zahl n wird die positive reelle Zahl a"
als Funktionswert zugeordnet. Offenbar gilt
dies auch fir die Zahl O, denn es ist ja
fO)=a’=1.

Setzt man in (I) x = —x,, so folgt
. 1
S0)= f(x,)f(—x,), also gilt _[(—x1)=/m.

Mit Hille dieser Beziehung kann man noch

eine weitere Funktionalgleichung gewinnen,

welcher die Funktion f geniigen muB:

Aus f(x; —x2)=f[x1 +(—x3)]=

=flx0) (= xa)=f52) 7 Dol

(I,)  flxi—x2)=f(x1):f(xz)

fiir alle x;; x,€P.

Ist nun m eine natiirliche Zahl, so ergibt sich
1 1

S Vn)—f(m)—am

»—m—a~™ in das Worterbuch eingetragen

werden. Nachdem man durch diese Uber-

legung die Funktionswerte aller ganzzahligen

Argumente ermittelt hatte, untersuchte man

rationale Zahlen der ,Additionssprache” und

ihre Bilder:

Die Freunde vermuten, da83 jeder rationalen
éq

Zahl%(g €G; h#0) durch f die Potenz g"

-m

=aq~"™ also kann

zugeordnet wird.

N . h 1 N[
Zunichst glltf(l)=f(E)=f(h--£>=|if(E>]

wegen (I), also folgt unter Nutzung von
f(1)=a® die Beziehung[(%):ak_

Hieraus und aus (I) erhédlt man

OOROE

In das Worterbuch kann also eingetragen
E)
werden:%—»a".

»Wir wissen allerdings noch nicht, wie die
irrationale Zahl = aus der ,,Additionssprache”
in die ,Multiplikationssprache” iibersetzt
wird”, meint A und holft, da man als Bild
von = die Potenz a" erhilt.

Da es den beiden Freunden jedoch nicht ge-
lingt, dies nachzuweisen, muBten sie sich bei
ihrem Mathematiklehrer Hilfe erbitten. Er
bestitigte zundchst ithre Vermutung, daB
auch jeder irrationalen Zahl - und damit
jeder reellen Zahl x — durch f als Bild a* zu-
geordnet wird. Allerdings kommt man beim
Nachweis dieser Behauptung mit den Be-
dingungen (I) und (II) allein nicht aus. Man
muB noch verlangen, daB f eine ,,verniinftige”
Funktion ist, deren Bild weder ,Spriinge”
noch ,Liicken” aulweist, f muB eine stetige
Funktion sein. Diese Forderung wird durch

(III)  f(limx )=lim f(x) fur alle x eP
X—’Xo x-'xo

beschrieben. Sie besagt, daB an jeder beliebi-
gen Stelle xo des Definitionsbereiches von f
gelten soll: Strebt eine Folge von Argumenten
X1, X2, <.y X5 ... gegen die reelle Zahl x,,
so strebt die Folge der zugehérigen Funk-
tionswerte gegen f(x,). Mit Hilfe von (I), (II)
und (I1I) kann man zeigen, daB auch [iir jedes
irrationale x gilt f(x)=a".

Dieser Nachweis ist nicht so elementar wie
die oben durchgefiihrten Uberlegungen. Dies
liegt daran. daB man reelle Zahlen und
Rechenoperationen in der Menge der reellen
Zahlen nicht auf so einfache Weise mit Hilfe
rationaler Zahlen definieren kann wie etwa



die gebrochenen Zahlen unter Nutzung der
natiirlichen. Im Lehrbuch fiir die Klasse 9
wird auf Seite 139 angedeutet, wie man Po-
tenzen mit irrationalen Exponenten - also
z.B. a" — [estlegen kodnnte.

Damit hatten die beiden Freunde 4 und M
mit der Exponentialfunktion y=f(x)=a"
einen ,Dolmetscher” gefunden, der die Aus-
driicke der ,,Additionssprache” in solche der
»Multiplikationssprache” iibersetzen konnte.
,.Es gibt unendlich viele ,.Dolmetscher’”, mein-
te A, ,,wir konnen ja das Bild der Zahl 1, die
reelle Zahl g, noch [rei wiahlen. Fiir a= 10 er-
halten wir z.B. die Exponentialfunktion
y=10%, deren Bild wir im Mathematikunter-
richt gezeichnet haben.”

DaB die Schar der Exponentialfunktionen
y=f(x)=a" (aeP; a>1) die Eigenschaft (I)
besitzt, kann man auch unmittelbar bestiti-
gen:

Esgiltf(x; + x2)=a"1"*2=a"1"a"2

=f(x1) f(x;) fur alle x,; x,eP.

Interessant ist die Frage, ob es auBer den Ex-
ponentialfunktionen noch weitere Funktio-
nen gibt, welche die Bedingungen (I), (II) und
(IIT) erfiillen. DaB dies nicht der Fall ist,
zeigen die Uberlegungen bei der Konstruk-
tion des Worterbuches: (I), (II) und (11I) sind
nicht nur hinreichende sondern auch not-
wendige Bedingungen dalfiir, daB f eine Ex-
ponentialfunktion ist.

»Die Funktion y=10" ist eineindeutig, sie
besitzt also mit y=log,ox eine inverse Funk-
tion. Damit kénnen wir auch jedem Ausdruck
der ,Multiplikationssprache’ eindeutig einen
Ausdruck der ,Additionssprache’ zuordnen”,
ergdnzte M. A und M konnten also auch
folgendes ,,Worterbuch™ aufstellen:

»Multiplikations-
sprache”

»Additionssprache”

(Elemente aus P*) (Elemente aus P)

0,001 -3
0,01 -2
0,1 -1
1 0
10 1
100 2
1000 3
X log;ox

Und sie rechneten: Aufgaben in der

»Multiplikations- »~Additionssprache”
sprache”
001 «—n—— > -2
. +
1000 -———> 3
10 - 1

Fiir die Funktion y =g(x)=log,x gilt bekannt-
lich fiir alle x,; x;eP* die Bezichung
loga(x - x;)=log,x +log,x,
Die Funktion g erfiillt also die Gleichung
Iy gles - xa)=glx1)+g(x3)

fir alle x,; x,eP*

Man kann nun sogar aligemein beweisen:
Gilt fiir eine Funktion f die Gleichung (I),
so ist fiir ihre inverse Funktion f ~ ! (falls diese
existiert) die Gleichung (I') erfiillt.

Dieser Beweis fiel den beiden Freunden nicht
schwer:

Mit y, =f(x1) und y, =f(x,) gilt xy=f"'(1)
und x,=f"(y,), also folgt aus y,-y,=
=f0x1) f(x2)=f(x1+x2)sofortf ~}(y; - y2)=
TS+ x)]=xi+x2=f ") +f (2.
Die Eigenschaften (I) [bzw. (I')] sagen aus:
Es ist gleich, ob man die Argumente zundchst
multipliziert (bzw. addiert) und dann das
Produkt (bzw. Summe) abbildet (,,iibersetzt™)
oder ob man zunichst die Argumente einzeln
abbildet und dann die Bilder addiert (bzw.
multipliziert). Abbildungen mit dieser Eigen-
schaft heiBen verkniipfungstreu.

Jeder Rechnung von M entspricht eine Rech-
nung von A und umgekehrt; sie unterschei-
den sich nur in der Art der Bezeichnungen.
So, wie wir [riiher gezeigt haben, daB mit (I)
auch (I,) gilt, ist nun mit (I') gleichzeitig (I',)
erfiillt:

(I'y) f_l<&>=f_l(y1)—f_'(y'z) fiir alle
Y2

yi:y2€P?
Vertrauter kommt uns diese Beziehung vor,
wenn wir statt f ~! die Logarithmusfunktion
direkt hinschreiben:

logaf}—l=log,,y1 —logay, fir alle y,; y, eP*.
2

Nun waren 4 und M viele Zusammenhénge
klar geworden:

Jedem xeP™* wird durch das ,Wérterbuch”,
das ja nichts anderes ist als ein Ausschnitt
aus einer Logarithmentafel, genau eine Zahl
ye P zugeordnet. Umgekehrt gehort zu jedem
y €P genau eine positive reelle Zahl x. Der
»Dolmetscher” log, bildet also die Menge der
positiven reellen Zahlen eineindeutig auf die
Menge der reellen Zahlen ab.

Es ist nun nicht schwierig, den eingangs ge-
nannten Zusammenhang zwischen (1) und
(1,4) zu erklédren:

Aus (1) folgt wegen

loga[(x1 - x3) : (x2 - x3)]=loga(x : x2)

loga(x; - x3) —loga(x; - x3)=1ogax; —logax>
(logax +108,x3)— (log,x, + log.xs)

=log,x, —log,x; die Beziehung
(Lay1+y3)—(y2+ys)=y1—y2

Man beweise auch die angedeuteten Zusam-
menhidnge zwischen (2) und (2,4) und zwi-
schen (3,) und (3 4)!

Man kann sich weiter iiberlegen, wie die
Operation des Potenzierens aus der ,,Multi-
plikationssprache” in die ,,Additionssprache”
iibertragen werden muB:

Wegen log,x*=slog,x=s - y gilt:

Jeder Potenz x* mit beliebigem reellen Ex-
ponenten s der ,,Multiplikationssprache” wird
das Produkt s - y (mit y=log,x) in der ,Addi-
tionssprache™) zugeordnet.

Die beiden Freunde hatten nun SpaB daran,
ihr ,Waorterbuch” auszubauen. Tragt selbst
fehlende ,,Vokabeln” ein!

»,Multiplikations-
sprache”

»Additionssprache™

(Elemente aus P*) (Elemente aus P)

x-1=x lgx+1gl=lgx
x-x"'=1 lgx+(~1gx)=0
X2
1
]/; ilgx
x3
7-1gx
X
o n-m-lgx
x2
4, — 52 7
x;:% Zex1 =2 lgx; —1gS

1
lgx, —<§-lgx2+ng3>
X1 X3
X3

Die erste Zeile dieses ,erweiterten Worter-
buches” macht deutlich: Das neutrale Ele-
ment der Multiplikation positiver reeller Zah-
len, die Zahl 1, wird dem neutralen Element
der Addition reeller Zahlen, der Zahl 0, zu-
geordnet. Die durch die Logarithmusfunktion
festgelegte Abbildung ,respektiert” die neu-
tralen Elemente.

Sowohl die positiven reellen Zahlen als auch
die reellen Zahlen sind durch eine ,,GroBer-
Relation” geordnet. DaBl diese Ordnung bei
der ,,Ubersetzung” erhalten bleibt, kann man
bereits an der oben erwdhnten graphischen
Darstellung erkennen. Fiir alle positiven
reellen Zahlen x,; x, gilt: Aus x; <x, folgt
Ig x; <lgx,. Die durch die Logarithmusfunk-
tion bewirkte Abbildung ist ordnungstreu.
Eine weitere Eigenschaft dieser Abbildung
wird ebenfalls bereits an der graphischen Dar-
stellung deutlich, die Umgebungstreue. Jede
Umgebung einer Zahl x wird auf eine Um-
gebung ihres Bildes Igx abgebildet, umgekehrt
entspricht jeder Umgebung von igx eine Um-
gebung von x. Dies bedeutet nichts anderes,
als daB ,benachbarte” Zahlen aus P* auf
,benachbarte” Zahlen in P abgebildet wer-
den.

So werden z.B. alle Zahlen x, die in dem

3
1 mit dem Radius

Intervall <l E), also in einer Umgebung von

liegen, lir die also

i’
[1—x]| <% gilt, auf eine Umgebung von 0 ab-
gebildet; fur alle Bilder lgx gilt
1
[0—1gx] < {lgz{.

Man kann sagen: Die beiden Gebilde
[P*;+; <]und [P; +; <] unterscheiden sich
offenbar nur durch die Bezeichnung, sie be-
sitzen die gleiche ,,Struktur”, man sagt auch,
sie sind zueinander isomorph.

DaB Rechnungen in einer ,,Sprache” ebenso-
gut stellvertretend in der anderen ausgefiihrt
werden konnen, macht man sich auch beim
Arbeiten mit dem Rechenstab zunutze. Denkt
dariiber nach! P.Géthner/H. Kdstner
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Muhammad ibn
Musa
al-Huwarizmi

Leseprobe aus: ,,Wurzel”, Jena

Die Flucht des Propheten Mohammad, des
Begriinders des Islam, im Jahre 622 unserer
Zeitrechnung aus seiner Geburtsstadt Mekka,
wo er wirkte, nach Medina — Stiddte im heu-
tigen Saudi-Arabien —ist der Beginn des unge-
wohnlichen raschen Aufstiegs der arabischen
Welt.

Umgeben von Agyptern, Syrern, Babylo-
niern und Persern waren die Bewohner der
arabischen Halbinsel nur in ihren Randgebie-
ten von den aul- und niedergehenden Kul-
turen ihrer Nachbarn beeinfluBt worden,
wihrend das Innere ihres Landes, das Wii-
stencharakter zeigt, niemals von diesen Vor-
gingen beriihrt worden war.

Hier lebten die Bewohner bis zu dieser Zeit -
dem Jahre Eins des heutigen mohammedani-
schen Kalenders — in primitiven Verhilt-
nissen. Als aber Mohammad im Jahre 632,
also 10 Jahre nach seiner Flucht, starb, hatte
sein Land bereits starke Machtpositionen
aufgebaut. Mohammads Nachfolger — die
Kalifen — setzten das von ihm begonnene
Werk [lort. Sie verbreiteten seine Glaubens-
sidtze mit Feuer und Schwert. Und nicht ganz
100 Jahre geniigten, um nicht nur alle Rand-
staaten zu unterwerfen, sondern auch lings
der Kiiste bis nach Spanien vorzudringen und
auch Spanien zum groBten Teil zu erobern.
Bereits 641 waren die Mohammedaner unter
der griinen Fahne ihres Propheten in Agypten
eingedrungen.
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Die Eroberer verwiisteten die Universitéts-
gebidude in Alexandria und verbrannten zum
groBten Teil die kostbaren Sammlungen, die
hier in iiber 970jdhriger Arbeit gesammelt
worden waren. Bei diesen wie fast bei allen
ihren Siegesziigen trafen die Eroberer aufl
Volker, die eine hohere Kultur hatten als sie
selbst. Sie muBten bald erkennen, daB das
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Beherrschen solcher Liander und die damit
verbundene Ausiibung der Verwaltungsfunk-
tionen, die Bewiltigung der auftretenden Ver-
kehrsprobleme ob zu Lande oder zu Wasser
ohne die Benutzung der bereits vorhandenen
Erkenntnisse nicht méglich war. Da sie iiber
Krifte, die das vermochten, nicht verflgten,
bedienten sie sich griechischer, indischer,
persischer, auch christlicher und jiidischer
Gelehrter, wobei sie ihnen gegeniiber, was die
religiosen Auflassungen betral, zunéchst to-
lerant waren.

Ihr besonderes Interesse galt zundchst den
mathematischen und astronomischen Er-
kenntnissen, weil sie nicht nur fir die Losung
der 6konomischen Aufgaben notwendig wa-
ren, sondern auch zum Erfiillen ihrer religio-
sen Pflichten, wie sie ihre heilige Schrift, der
Koran, vorschreibt. Der Koran enthilt z. B.
verwickelte Angaben iiber das Erbrecht,
denen ohne mathematische Berechnungen
nicht entsprochen werden konnte. Der Koran
verlangt auch, daB der glaubige Moslems in
seinen tdglichen Gebeten sein Antlitz nach
Mekka gewandt sich verneigt. Also muBte
diese Richtung festgelegt werden. Um dem
Rechnung zu tragen, ist in jeder Moschee
eine Nische eingebaut, die diese Richtung an-
gibt. Gleichzeitig mit dem Studium der ma-
thematischen und astronomischen Erkennt-
nisse setzte eine lebhalte Ubersetzungstatig-
keit der entsprechenden griechischen, lateini-
schen und indischen Werke in das Arabische
ein, das bald in den von den Arabern be-
setzten Landern Verstindigungsmittel wurde.
Nur durch diese Ubersetzungen haben wir
heute von den Werken von Apollinius, Archi-
medes, Euklid, Ptolemdus und anderer Wis-
senschaltler Kenntnis, da die Originale meist
verloren gegangen sind oder nur Bruchstiicke
noch existieren. Von Bedeutung fiir die Ent-
wicklung der Wissenschaften ist auch, daB in
den von Arabern eroberten Lindern bald ein
Wohlstand der herrschenden Schicht eintrat
und groBe Paliste, herrliche Moscheen, grole
Bibliotheken und ausgedehnte Bewésserungs-
anlagen gebaut wurden.

Im 8.Jahrhundert tauchten auch arabische
Ubersetzer und Wissenschaftler von Bedeu-
tung aufl. Der bekannteste Mathematiker ist
Muhammad ibn Musa mit dem Beinamen
al-Huwarizmi, dem Namen seiner Geburts-
stadt, dem heutigen Chiwa in Usbekistan. Er
lebte im ersten Jahrviertel des 9. Jahrhunderts
in Bagdad, das sich damals zu einem bedeu-
tenden wissenschaltlichen Zentrum entwik-
kelte. Sein wissenschaftliches Hauptwerk ist
in einer lateinischen Ubersetzung, die aus
dem 13. Jahrhundert stammt, erhalten geblie-
ben und wird in der Universitit Cambridge
aufbewahrt.

Der Titel der Ubersetzung lautet: Algorithmi
de numero Indorum (Vom Algorithmus der
Zahl der Inder), woraus der in der Mathe-
matik gebriuchliche Ausdruck ,Algorith-
mus” hergeleitet ist.

Durch dieses Werk wurde Westeuropa mit
dem indischen Systerm der Zahlenbereiche
und dem dezimalen Stellenwertsystem be-
kannt. Es enthilt auch eine eingehende Be-
handlung der Rechenoperationen. Die Addi-
tion, Subtraktion, Multiplikation und Divi-
sion ganzer Zahlen werden an zahlreichen
Beispielen erldutert. Auch die Behandlung
von Briichen erfolgt, ohne daB z. B. die fiir
die Addition und Subtraktion notwendige
Auflindung des Hauptnenners erfolgt.

In der Bibliothek der Universitat Oxford
wird eine arabische Handschrift der Algebra
von Muhammad ibn Musa aulbewahrt. Sie
ist eine Art Leitfaden, der die Losung von
Aulgaben aus dem téglichen Leben und des
Erbrechts behandelt. Diese Algebra enthilt
die Lehre von der Losung linearer und qua-
dratischer Gleichungen. Da das Werk Fir
breite Kreise gedacht ist, geht es nicht immer
streng wissenschaftlich vor, aber sein EinfluB
aul die Entwicklung dieses Gebietes ist groB,
und es bewahrte ihn bis in die Mitte des
19. Jahrhunderts. Der Mangel an axiomati-
scher Fundierung unterscheidet das Werk
wesentlich von der Euklidischen Geometrie.
Die lineare Gleichung ax=»b wird von Mu-
hammad nach der Regel der zwei Fehler oder,
wie sie auch genannt wird, der Methode der
Waagschale behandelt. Es werden Versuchs-
werte e; und e, angenommen, die gegeniiber
dem gesuchten Wert die Fehler ny und n,
aufweisen. Dabei sind die Zahlen ¢; und e,
so zu wihlen, daB ¢, einen zu groBen, e, einen
zu kleinen Wert fir x liefert.

Es gilt also
aey=b+n,
a€2=b—nz

aey -ny=bny+ng-n;

aeany =bn;—nn,

Aus diesem Ansatz wird durch komplizierte
Umformungen das Ergebnis

b e na+ey n;

a na+n;

oder

xX=

hergeleitet.
Ein Beispiel zeigt die Bedeutung dieses kom-
plizierten Weges.

Vorgelegt sei die Gleichung

x x
x—g—z=&

Fiir e =24

ergibtsich 24—-8-6=10

und damit n;=10—-8= 2.

Fiir e3=12

erhilt man 12—4-3= 5

und damit n;=8-5=3,

Also x=—3'24+2=%
3+2 S

Ziel der Rechnung ist es, das Rechnen mit
Briichen so weit wie moglich zu vermeiden.
Dem Lésen der quadratischen Gleichungen
geht eine eingehende Betrachtung der hier
moglichen Formen voraus.



Dabei ergeben sich folgende 4 Fille:
1) x2+4+10x—-39=0
2) x?+10x+39=0
3) x2—10x+16=0
4) x*—10x—11=0,

wobei die Koellizienten so gewahlt werden,
daBl die Losungen positive Werte ergeben.
Die Losung der Gleichung | erfolgt in folgen-
der Weise:
An das Quadrat x? werden zwei Rechtecke
von je 5x in der skizzierten Weise angelegt
und die erhaltene Figur zu einem Quadrat
erginzt, dessen Fldcheninhalt dann
x%4+10x 4 25=139 4+ 25=064 betrigt. Die Seite
des so erhaltenen Quadrats ist 8, d.h.
x+5=8, und so ergibt sich [ir x=3.
In dhnlicher Weise werden die Gleichungen
3 und 4 geldst. Fiir die Gleichung 2 gibt es
keine Lésung, da die Summe von Quadrat
und Rechteck und einer bekannten Flache
(39) nicht Null sein kann. s
Zeitgenossen von Muhammad und auch spi-
tere arabische Mathematiker haben diesen
Losungsweg vereinfacht, insbesondere weit-
gehend die Fallunterscheidungen beseitigen
konnen. Diese Behandlung der quadratischen
Gleichung bildet auch die Ausgangsposition
bei der Losung der Gleichung 3. Grades, wie
sie sich in dem Werk des italienischen Mathe-
matikers Hieronimo Cardano (1501 bis 1576)
findet.
Es sind auch Abhandlungen Muhammads zu
geometrischen Problemen vorhanden. Sie
sind aber von geringerer Bedeutung und
liefern kaum Ergebnisse, die iiber die der
Griechen hinausgehen.

0. Stamfort

Diesen Beitrag entnahmen wir der mathema-
tischen Schiilerzeitschrift ,,Wurzel**. Sie hat
sich die Aufgabe gestellt, mathematisch
interessierten Schiilern der Klassen 9, 10, 11,
und 12 Anregungen zur auBerschulischen Be-
schiftigung mit der Mathematik zu geben.
Durch einen Preisaufgabenwettbewerb und
die Veroffentlichung der Aufgaben und L6-
sungen von Mathematikolympiaden unter-
stiitzt sie die Vorbereitung der Schiiler auf
Olympiaden. AuBerdem leistet sie einen Bei-
trag zur Vorbereitung der Schiiler aul ein
Mathematikstudium.

.. Wurzel* wird von einem Studentenkollektiv
an der Sektion Mathematik der Friedrich-
Schiller-Universitdt Jena herausgegeben und
ist durch cin Abonnement beim PZV erhiilt-
lich.

(Bestell-Nr. 1633, Preis 0,20 M, erscheint mo-
natlich)

_ B i)

Napoleon 1. Bonaparte

Napoleon I. Bonaparte (1769 bis 1821) war
1951 und 1969 (zum 200. Geburistag, Bild [)
aufl [ranzosischen Briefmarken zu sehen. Was
aber hat er mit Mathematik zu tun? Das
Namenregister des Buches Biographien bedeu-
tender Mathematiker (Verlag Volk und Wis-
sen) weist die 15malige Erwdhnung Napo-
leons aus. Das ist nicht verwunderlich, wenn
man bedenkt, dall die politischen Ereignisse

hess anansansas

um Napoleon mehr oder weniger entschei-
dend die Lebensumstidnde aller Mathemati-
ker der damaligen Zeit bestimmten. Liest
man die Stellen nach, so erfahrt man manches
iiber engere Beziehungen Napoleons zur
Mathematik, insbesondere itiber seine per-
sonliche Freundschaft mit dem Mathematiker
Gaspard Monge (1746 bis 1818), der als Be-
griinder der Darstellenden Geometrie gilt.
Monge war erster Direktor der 1794 in Paris
gegriindeten Ecole Polytechnique, die von

Napoleon sehr gefordert und zur Wirkungs-
stitte der bedeutendsten franzdsischen Ma-
thematiker des 19. Jh. wurde. 1798/99 beteilig-
ten sich Monge und andere Wissenschalfiler
am Feldzug Napoleons nach Agypten, der
wegen seiner reichhaltigen wissenschaftlichen
Ausbeute als ,,Agyptische Expedition” in die
Geschichte einging (Bild 2).
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Wihrend dieses Feldzuges fanden franzosi-
sche Soldaten bei Schanzarbeiten den ,,Stein
von Rosetta”, der zum Schliissel fiir die Ent-
zifferung der altdgyptischen Schrift und da-
mit auch zum Ursprung unserer heutigen
Kenntnisse iiber die altigyptische Mathe-
matik wurde. Die Aufnahme von Napoleon-
Marken in eine mathematische Briefmarken-
sammlung ist aber auch schon dadurch ge-
rechtfertigt, daB der in Heft 4/1980 als Aul-
gabe 4 1994 a abgedruckte geometrische Satz
von Napoleon gefunden wurde und nach ihm
benannt ist.
Napoleon, der als Artillerieoffizier natiirlich
iber eine mathematische Bildung verftigte,
blieb zeitlebens ein Freund der Geometrie
und ein Hobby-Mathematiker.

P. Schreiber

BON APART(I)E von JiFi Sliva (aus Magazin,
Berlin)
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Speziell
fiir Klasse 4/7

Die grofien Leistungen
der kleinen Biene

In unserer Republik bestehen an iiber 100
polytechnischen Oberschulen Arbeitsgemein-
schaften Junge Imker. Eine dieser Arbeitsge-
meinschaften wollen wir euch heute vor-

stellen.
Es ist die Arbeitsgemeinschaft Junge Imker

an der Oberschule Grete Walter in Georgen-
thal (siche Fotos).

Schon seit 1973 besteht diese Arbeitsgemein-
schaft und zéhlt elf Mitglieder aus Klassen 5
bis 10. Ihr Lehrbienenstand besteht aus neun
Volkern und steht im Schulgarten mitten zwi-
schen Beerenstriuchern, Obstbiumen und
verschiedenen Weiden, die im zeitigen Friih-
jahr den Bienen die erste Nahrung geben. [hre
Bienenbeuten stehen in einem Haus oder in
Einzelstellung, meist am Rande des Schul-
gartens.

Die Jungen Imker stellen die Rihmchen Fir
die Waben her, verrichten notwendige Pflege-
arbeiten, damit die Volker stark werden und
gesund bleiben. Sie schleudern den Honig aus
den Waben und fiittern im August und Sep-
tember ihre Bienen mit einer starken Zucker-
wasserlosung fiir die kallen Wintermonate.
AuBerdem miissen in jedem Jahr viele pollen-
und nektarspendende Blumen gesit und ge-
pflanzt werden. Dazu gehért besonders auch
das Schneiden, Stecken und Verpflanzen von
Weiden; denn der Pollen ist ein sehr eiweiB3-

haltiges Bienenfutter, und der Nektar der
Bliiten wird von den Bienen unter Zusatz von
Fermenten zu dem wohlschmeckenden Honig
verarbeitet.

DaB zu diesen praktischen Tétigkeiten auch
noch eine Menge Theorie gehort, konnt ihr
euch sicher vorstellen. Einige Hinweise iiber
die Bienen mégen euer Interesse und Ver-
standnis fiir diese sinnvolle Freizeitbeschafti-
gung wecken. Diese folgenden Angaben sind
numeriert, weil sie dann in den anschlieBen-
den Aufgaben mit verwendet werden. Das ge-
schieht dort durch in Klammer gesetzte Zah-
len, die mit den Nummern in den Hinweisen
ibereinstimmen.

WauBtest du schon?

1. 1kg Honig entsteht aus etwa 3 kg Nektar.
2. 1 Bienenvolk verzehrt im Jahr etwa 45kg
Honig selbst.

3. Fiir die Abgabe von 1 kg Honig bekommt
der Imker von den staatlichen Aufkaufstellen
8,00 M vergiitet.

4. Eine Bliite enthilt etwa 0,0005 g Nektar.

5. Die Honigblase der Arbeitsbiene kann 50
bis 60mm? Nektar aufnehmen; dies ent-
spricht etwa 0,05 g.

6. Eine Biene bringt bei einem Flug den
Pollen von 100 Bliiten ein, der etwa 0,02g
wiegt. An einem Tag fliegt eine Biene etwa
12mal aus.

7. Ein Bienenvolk trigt in einem Sommer im
Durchschnitt 190 kg Nektar, rd. 35 kg Pollen
und 251 Wasser ein.

8. Die Tagesstrecke einer Arbeitsbiene
(Sammlerin) kann bis zu 100 km betragen.

9. Eine Honigbiene fliegt etwa 22 bis 23?.

10. Die Honigbienen miissen 30000 ,,Flug-
stunden” absolvieren, um 1 kg Honig zu pro-
duzieren.

11. Die AG Junge Imker der OS Grete Walter
Georgenthal betreut zur Zeit 9 Bienenvolker.
12. Ein Bienenvolk setzt sich im Sommer aus
folgender Anzahl von Einzelwesen zusam-
men:

1 Konigin (Weisel), 200 bis 2000 Drohnen,
etwa 50000 Arbeiterinnen, 10000 Larven.

13. Zur Zeit gibt es in der DDR 34400 Imker
im VKSK.

14. Zur Zeit gibt es in der DDR ca. 460000
Bienenvolker.

15. Die Masse einer Arbeitsbiene betrigt ca.
0,08 g.

Aufgaben

al.la Wieviel kg Honig erzeugt ein Volk
in einem Jahr? (7; 1)

A12a Wieviel kg Honig bleiben, nach Ab-
zug des Eigenverbrauchs durch das Volk,
etwa fir den Imker iibrig? (2)

Al3a Emittle die prozentualen Anteile
fiir den Eigenverbrauch des Volkes und des
geschleuderten Honigs fiir den Imker!



A2 A Wieviel Bliiten miissen besucht werden,
um 1kg Honig zu erzeugen? (4; 1) -

A3A In der DDR halten die Imker etwa
460000 Volker.

A3.1a Wieviel t Honig kénnen damit im
Durchschnitt produziert werden? (Verwende
das Ergebnis der Aufgabe 1.2!)

A32a In der DDR wird bei normalem
Witterungsverlauf mit einem durchschnitt-
lichen Honigertrag von 10kg pro Volk und
Jahr gerechnet.

Welches Produktionsergebnis in t ergibt das
fiir unser Land?

A4.1a Welche Last in kg muB ein Volk
in einem Sommer im Durchschnitt bewalti-
gen?(7)

A42a Im Bezirk Erfurt bestehen 12 Ar-
beitsgemeinschaften Junge Imker mit 98 Mit-
gliedern, die 41 Bienenvolker betreuen. Be-
rechne die Lasten, die diese VGlker in einem
Sommer bewiltigen miissen! (7)

A5A Zum Friihstiick ein [risches Brot-
chen mit Butter und Bienenhonig - das ist
schon ein Leckerbissen. Im Durchschnitt
werden pro Kopf der Bevilkerung in der
DDR jihrlich 320 g Bienenhonig verbraucht.
AS5.1Aa Welcher Bedarf entsteht bei
16700000 Einwohnern unseres Landes da-
durch in t?

A52a Vergleiche deine Losung mit der
tatsichlichen Produktionsmenge der: Imker
der DDR, die sie in jedem Jahr erzielen (s. Er-
gebnis von Aufg. A3.2a). Wieviel t Bienen-
honig miissen zur restlosen Deckung des
Bevolkerungsbedarfs importiert werden?

A6A Mit den Angaben aus dem Hinweis
(14) sowie aus Aufgabe ASA kannst du
errechnen, welche Anzahl von DDR-Biirgern
von einem Bienenvolk mit Honig versorgt
werden konnen.

A7a Die AG Junge Imker der OS Grete
Walter Georgenthal konnte 1977 die Zahl
ihrer Volker auf 9 erweitern. Die Mitglieder
schleuderten 86kg Bienenhonig. 70kg ver-
kauften sie davon an den staatlichen Handel.
Welche Einnahme erzielte die AG vom Ho-
nigverkauf, um die Einrichtung ihres Schul-
lehrbienenstandes zu verbessern? (3)

A8a DieSparte Imker aus K6nigs Wuster-
hausen in der Nidhe von Berlin war der
Initiator im sozialistischen Wettbewerb des
Verbandes der Kleingdrtner, Siedler und
Kleintierziichter und rief zu einem hohen
Honigverkaul an den Staat auf. Sie verkaul-
ten im Durchschnitt folgende Mengen an den
staatlichen Handel:

Wanderimker 17kg je Volk,

Standimker 6kg je Volk.

A81a Etwa 26% aller Imker der DDR
beteiligten sich an der Wanderung. Wieviel
Imker wandern mit ihren Bienen? (13)
A824A Berechne den Anteil der Wander-
volker, 1980 waren es 250000, zur Gesamt-
zahl der Vélker in Prozent! (14)

A83a Welche Menge Bienenhonig in t
hétte fiir den Bedarf der DDR-Bevolkerung
zur Verlugung gestanden, wenn alle Imker
der DDR gleiche Verkaufsergebnisse erzielt
hdtten wie die Imker aus Konigs Wuster-
hausen?

A9a Im Bezirk Erfurt werden mit modern-
sten Methoden im Kooperationsverband
Thiiringen-Obst auf insgesamt 8000 ha SiiB-
kirschen, Apfel, Plaumen und Birnen produ-
ziert. Da 4 Volker auf einem Hektar Obst-
anlage reichlich zu tun haben, werden einige

tausend Bienenvolker benétigt. In der Nihe -

sind aber nur 1650 Volker vorhanden. Des-
halb miissen Wanderimker fiir den planmaBi-
gen, vertraglichen Bestiubungseinsatz ge-
wonnen werden, ihre Bienen in die Intensiv-
obstanlagen zu stellen. Der Bieneneinsatz
wird [Ur die Bestdubung von Stein- und Kern-
obstsorten mit 40,00 M je Bienenvolk vergii-
tet. Fiir die Transportkosten hat der Koope-
rationsverband 18 500,00 M eingeplant.

A9.1 A Wieviel Bienenvilker miissen [ir
den Bestdubungseinsatz noch zusitzlich ein-
gesetzt werden?

A92a Welchen Betrag muB der Koope-
rationsverband fiir diese Véolker als Bestdu-
bungsgebiihren und fir den Transport ein-
planen?

A10a FEine Bienenkonigin legt im Jahr
etwa 150000 Eier. In der Hauptbrutzeit sind
dies etwa 2000 Eier tdglich. Eine Bienen-
konigin kann zwar 5 Jahre alt werden, aller-

dings sinkt ihre Legeleistung im dritten Jahr
sehr ab, so daB der erfahrene Imker sie plan-
miBig nach zwei Jahren durch eine junge er-
setzt. Rechnen wir nur 1500 Eier pro Tag, so
entspricht diese Legeleistung der Masse des
Kérpers der Bienenkénigin.

A10.1 o Das Wievielfache der eigenen K6r-
permasse legt die Bienenkonigin in der Brut-
zeit eines Jahres an Eiern?

41024 Wir wollen die Legeleistung einer
Bienenkonigin mit der eines Huhns verglei-
chen. Ein Huhn wiege 1,5kg und lege in
einem Jahr 200 Eier. Ein Ei soll 60 g wiegen.
4103 a4 EineBienenkonigin kann an einem
Tag soviel Eier legen, wie dies seiner Korper-
masse entspricht.

Wieviel Eier miiBte ein Huhn an einem Tag
legen, um ein gleiches Ergebnis zu erzielen ?

Alla In Mitteleuropa sind 807 aller
Bliitenpflanzen auf Insektenbestiubung an-
gewiesen. Auszihlungen von Insekten auf
Obstgehdlzen brachten folgende Ergebnisse:
5,59 Wildbienen und Hummeln,

6,59 andere Insekten.

Der Rest, die iibergroBe Mehrheit der Be-
stdubungsleistung, wird von den Bienen er-
bracht.

Fertige davon ein Kreisdiagramm an, und
gib an, wieviel Prozent der Auszihlung auf
die Bienen entfielen! Welcher Winkel ist das?

Al12a Berechne aus dem arithmetischen
Mittel der Angaben (9) die Fluggeschwindig-
keit einer Honigbiene in kTm, die sie natiirlich
nur fiir kurze Zeit entwickeln kann!

A13 A Eine Arbeitsbiene hat eine Korper-
ldnge von 12 mm. Welche Strecke ergibt sich,
wenn wir 50000 Arbeitsbienen aneinander-
reihen wiirden?

Al4a Ein Wanderwagen mit 32 Bienen-
volkern steht in einem groBen Rapsschlag.
Angenommen von den 50000 Arbeitsbienen
je Volk sind 209, Sammlerinnen, und diese
entnehmen bei einem Flug rd. 55 mg Nektar.
Wieviel kg Nektar sind das bei tiglich 12 Aus-
fliigen in 15 Tagen?

Mit Zirkel und Zeichendreieck — Kreis und Quadrat
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ARBEITS -
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

I1. ABC-Olympiade
Stadtbezirk Leipzig-Siid

Aufgaben der Olympiadeklasse 3

Al A In der untenstehenden Aufgabe sind
die Zeichen ,,x” so durch Ziflern zu ersetzen,
daB eine richtige geloste Additionsaufgabe
mit der Summe 1981 entsteht. Dabei diirfen
wieder nur die Grundziffern I, 8 und 9 ver-
wendet werden.
XXX

+xXxXx

+xxx

1981
Gib ein mogliches Beispiel dafiir an!
Schreibe danach die Aufgabe so, dalB als
erster Summand die kleinstmogliche Zahl und
als dritter Summand die groBtmogliche Zahl
steht!

A2 A In der untenstehenden Figur haben
das Dreieck und der Kreis die drei Punkte
A, B und C gemeinsam. Uberpriife, ob es
moglich ist, daB ein Dreieck und ein Kreis
keinen, 1, 2, 4, 5, 6, 7 Punkte gemeinsam
haben! °

Fertige fiir jeden moglichen Fall mit Zirkel
und Lineal eine Zeichnung an.

A3 A An einer Arbeitsgemeinschaft Junger
Mathematiker einer Schule nehmien insgesamt
40 Schiiler der 5., 6. und 7.Klasse teil. Der
fiinfte Teil der Anzahl sind Schiiler der
5.Klasse. Aus der 6.Klasse nehmen acht
Schiiler mehr als aus der 7. Klasse teil.
Wieviel Schiiler aus jeder dieser drei Klassen
nehmen an der Arbeitsgemeinschaft teil?

Aufgaben der Olympiadeklasse 4

Al A In der untenstehenden Aufgabe sind
die Zeichen ,,x” so durch Ziffern zu ersetzen,
daB eine richtig geloste Additionsaufgabe mit
der Summe 1981 entsteht. Dabei diirfen wie-
derum nur die Grundziffern 1, 8 und 9 ver-
wendet werden.
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Gib ein mogliches Beispiel dafiir an'!
Schreibe danach die Aufgabe so, dal3 als erster
Summand die kleinste Zahl und als vierter
Summand die grofite Zahl steht!
xx

+ xx

+Xxxx

+X X x

1981

A2a Ein Holzwiirfel mit der Kantenlidnge
30 cm, dessen Oberfliche schwarz gelarbt ist,
soll so zersigt werden, daB man kleinere
Wiirfel mit einer Kantenlidnge von je 10cm
erhdlt. Wieviel Wiirfel mit 10 cm Kantenldnge
erhilt man?

Wieviel dieser kleineren Wiirfel haben keine,
eine, zwel, drei, vier schwarze Seitenflichen?

A3 A Zwei Bagger beladen in 15 Minuten
vier Hdnger mit Erde. Ein Arbeiter konnte
an einem achtstiindigen Arbeitstag zwei sol-
cher Hinger mit Erde beladen.

Vergleiche die Leistungen eines Baggers und
eines Arbeiters fiir einen achtstiindigen Ar-
beitstag!

Wieviel Arbeiter kénnen durch einen einzi-
gen Bagger ersetzt werden?

M. Rehn
Durchfiihrung des Wettbewerbs:
18. Mirz 1981
Reine Arbeitszeit: 90 Minuten
Teilnehmer:
Klassenstufe 3 10 Madchen, 12 Jungen
Klassenstufe 4 16 Midchen, 20 Jungen

Veranstalter: Rat des Stadtbezirkes Leipzig-
Siid, Abt. Volksbildung, Olympiadekomitee
Mathematik

Mathematisches Spiel

Das Spiel, mit dem wir uns beschaftigen wol-
len, ist ein einfaches Brettspiel, bei dem jedoch
(wie bei fast allen mathematischen Spielen)
etwas Spielerfahrung groBe Vorteile bringt.
Als Spielfeld, bendtigen wir ein quadratisches
Brett mit 5 mal 5 Feldern. Dieses Feld kann
man sich beispielsweise leicht aus einem
Schachbrett durch Abdecken der restlichen
Felder herstellen. Jeder der zwei Spieler be-
notigt 13 Steine einer Farbe. Ein Zug besteht
darin, einen der eigenen Steine auf ein freies
Feld zu setzen, einmal gesetzte Steine diirfen
nicht mehr bewegt werden. Die Spieler zichen
abwechselnd ; Aussetzen ist nicht erlaubt. Der-
jenige Spieler, der zuerst einen Stein so setzt,
daf vier Steine seiner Farbe die Eckpunkte
eines Rechtecks (mit Kanten parallel zu den
Brettseiten) bilden, hat verloren. In Bild 1
sind einige solcher Rechtecke eingezeichnet.
Bild 2 zeigt eine Endspielsituation. Falls
Schwarz am Zuge ist, kann er seinen Stein
auf A2, B3 oder A4 setzen, ohne ein Rechteck
zu erhalten; ist Weil am Zuge, so [thrt jeder
mégliche Zug zum sofortigen Verlust fir
Weif.

Bemerkenswert bei diesem Spiel ist, daB es
kein Unentschieden gibt, daB also stets einer
der Spieler gewinnt. Dazu iiberlegen wir uns,
daB kein Spieler mehr als 12 Steine setzen
kann, ohne dabei ein Rechteck zu erhalten.
In Bild 3 sind zwei Moglichkeiten mit je
12 Steinen angegeben. Wir wollen jetzt mog-
lichst viele Steine einer Farbe auf das Spiel-
feld setzen, ohne ein Rechteck zu erhalten.
(Wir betrachten das Spiel als Einpersonen-
spiel, und unser Ziel ist es, moglichst viele
Ziige zu machen.) Wenn wir in eine Zeile
fiinf Steine legen, konnen wir in jede der rest-
lichen Zeilen nur noch je einen Stein setzen,
also insgesamt neun Steine.

Wollen wir in eine Zeile vier Steine legen,
dann konnen wir in jede der anderen Zeilen

Rechtecke im Sinne des Spiels
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noch hochstens zwei Steine legen, ohne ein
Rechteck zu erhalten (Bild 3a), insgesamt
setzen wir dann hochstens 12 Steine.

Liegen nun in keiner Zeile vier oder fiinf
Steine, und wir wollen mindestens 13 Steine
setzen, so miissen wir mindestens drei Zeilen
mit je drei Steinen belegen. Thr bemerkt sicher
recht schnell, daB man dabei stets ein Recht-
eck erhalt. )

Da nun jeder Spieler hochstens 12 Steine
setzen kann, ohne zu verlieren, mufB3 der Spie-
ler, der den letzten (25.) Zug macht, bestimmt
verlieren. Allerdings wird das nicht sehr oft
cintreten, da die meisten Partien viel eher
beendet sind. Allgemeiner kann man das
Spiel auch auf einem n x n-Brett spielen, wo-
bei n eine beliebige natiirliche Zahl ist. Wie
man sich denken kann, ist auch fiir n> 5 kein
Unentschieden moglich. Ist n jedoch eine ge-
rade Zahl, so kann der Spieler, der als zweiter
zieht, stets das Spiel gewinnen. Er muf3 nur
symmetrisch zum Feldmittelpunkt spielen,
also seinen Stein auf dasjenige Feld legen,
das dem zuletzt gesetzten gegnerischen Stein
gegeniiberliegt. Da ein Unentschieden un-
moglich ist, mul der erste Spieler automa-
tisch als erster ein Rechteck erhalten.

Zum AbschluB noch einige Aufgaben zu
diesemn Spiel:

ala Istes moglich, daB das Spiel aul dem
5 x 5-Brett erst mit dem 25. Zug beendet ist?
Wenn ja, gebe man ein Beispiel an.

A2A Beweist: Spielt man allein aul einem
n x n-Brett, so kann man [ir n=6, 7, 8 maxi-
mal 16, 21 bzw. 24 Ziige machen'!

A3 A Wie viele Rechtecke im Sinne des

Spiels gibt es, wenn alle Felder des 5x5-

Bretts mit Steinen einer Farbe belegt sind?
R. Lehmann/U. Quasthoff

Die grofite Primzahl

Die groBte bislang bekannte Primzahl hat
13495 Stellen. Sie lautet ,,Zwei hoch 44497
minus eins* und wurde von zwei Computer-
technikern am Lawrence Livermoore Labora-
tory in Kalifornien mit Hilfe einer Rechen-
maschine vom Typ Cray-1 in rund 20 Minu-
ten berechnet.

Primzahlen sind nur durch sich selbst teilbar.
Ob es sich um eine Primzahl handelt, 1308t
sich herausfinden, indem eine Zahl durch alle
kleineren Zahlen geteilt wird. Systematisch
groBte Primzahlen zu finden, ist auBerordent-
lich zeitaufwendig. Im Jahre 1644 veroffent-
lichte der franzosische Ménch Marin Mer-
senne ein Verfahren, um wenigstens einige
groBere Primzahlen schneller berechnen zu
konnen. Nach ihm wurden die Mersenne-
Zahlen benannt, von denen 100 Jahre spiter
acht als prim bestitigt worden waren. Mer-
senne war noch der Meinung, daB ein ganzes
Leben nicht ausreiche, um zu priifen, ob eine
15- bis 20stellige Zahl eine Primzah| sei.

Eine Aufgabe —

verschiedene
Losungen

Wir wollen auch heute wieder Losungsvarian-
ten zu Wettbewerbsaufgaben vorstellen, die
bei uns eingegangen sind. Sie mogen unseren
aktiven Teilnehmern am alpha-Wettbewerb
Anregungen zum Losen von Aufgaben geben.

In Heft 5/1980 verdlfentlichten wir folgende
Aufgabe:

Ma 5 #1998 Klaus und Peter gehen ein-
kaufen. Klaus kauft 5 Bleistifte und 3 Hefte,
Peter 2 Bleistifte und 10 Helte. Wicviel Mark
muB jeder von ihnen bezahlen, wenn 2 Blei-
stifte genausoviel kosten wie 4 Hefte und wenn
Peter 11 Pfennige mehr bezahlen muBte als
Klaus?

In Heft 1/1981 verdffentlichten wir dazu eine
Losung:

Wenn 2 Bleistifte genausoviel kosten wie 4
Hefte, so kostet 1 Bleistift soviel wie 2 Hefte.
5 Bleistilte kosten demnach soviel wie 10
Hefte. Klaus hitte also denselben Preis be-
zahlt, wenn er 13 Hefte gekault hitte, Peter
denselben Preis, wenn er 14 Hefte gekauft
hitte. Deshalb kostet 1 Heft 11 Pfennige.
Somit kostet 1 Bleistift 22 Pfennige. Klaus
hatte

(5:22+3-11)Pf=143P[=143 M

und Peter hatte

(2-22+10-11) Pf=154 Pf=1,54 M

zu bezahlen.

Wir stellen nun die Losung von Dirk Standke
aus Fischbeck vor, der Schiiler der Klasse 5b
der Hans-Beimler-Oberschule in Schonhau-
sen ist.

Dirk 16ste diese Aufgabe wie folgt:

Der Preis von 1 Bleistift entspricht dem Preis
von 2 Heften. Es sei x der Preis (in Pfennigen)
fiir 1 Heft, also 2x der Preis fir 1 Bleistift;
dann gilt

10x+3x=y und 4x+10x=z und z=y+11.
Daraus folgt weiter 13x=y und 14x=y+11,
also x=11.

Klaus muBte 1,43 M und Peter 1,54 M be-
zahlen.

Wir stellen nun die LOsung von Annerose
Schmidt aus Bleicherode vor, die Schiilerin
der Klasse 5 der Friedrich-Schiller-Ober-
schule ist.

Annerose l6ste diese Aufgabe wie folgt:
Es sei a der Preis [iir ein Helt (in Pfennigen),
also 2a der Preis [iir einen Bleistift. Dann gilt
5-2a+3a=22ua+10a—11,
10a+3a=4a+10a—11,
13a=14a—11,
a=11.
Klaus hatte 1,43 M, Peter 1,54 M zu bezahlen.

Wir stellen nun die Losung von Kristin Strau-
bel aus Schorssow vor, die Schiilerin der
Klasse 5 ist.

Kristin 16ste diese Aufgabe wie folgt:

Ein Bleistift kostet soviel wie 2 Heflte. Da
Peter 11 Pf mehr bezahlte als Klaus und da
11 eine Primzahl ist, muB einer der beiden
Artikel 11 Pf das Stiick kosten. Der Preis
fir einen Bleistifl stellt aber eine gerade na-
tiirliche Zahl dar. Deshalb kostet ein Heft
11 PI, ein Bleistilt 22 Pf. Klaus hatte den Be-
trag von 1,43 M, Peter von 1,54 M zu bezah-
len.

Wir stellen nun die Losung von Katrin
Schulz aus Bohne vor, die Schiilerin der
Klasse 5b der POS Milow ist.

Katrin loste diese Auflgabe wie [olgt:

Da 1 Bleistift soviel wie 2 Hefte kostet, muB3
der Preis fir einen Bleistift (in Plennigen)
eine gerade natiirliche Zahl sein. Ich stelle
eine Tabelle auf.

Preis (in Pf) fir

&= N
.‘3 E
B g S
.CE E Klaus Peter a
10 5 50+15= 65 20+ 50= 70 5
12 6 60+18= 78 24+ 60= 84 6
22 11 110+33=143 44+110=154 11

Nur fiir die letzte Zeile der Tabelle betrigt
die Differenz 11. Klaus mufite 1,43 M und
Peter 1,54 M bezahlen.

»Ich will ja nicht dridngen, aber in 10 Minuten
beginnt das Landerspiel...” E. Gliege
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In freien Stunden - alpha-heiter

aus: NBI

Guter Rat

Als ein Mathematiklehrer von einem schwachen
Schiiler gefragt wurde, was er tun solle, damit er nicht
sitzenbleiben miisse, antwortete dieser: Das ist nicht
schwer zu beantworten.
Schreibe das Wort KLASSENZIMMER und ordne
den Buchstaben die Ziffern 0123345678 849 wie
angegeben zu!
Nun rechne so:
I. Suche dir drei beliebige Ziffern daraus aus und
schreibe damit die groBtmoglichste Zahl!
2. Vertausche die vordere und die hintere Ziffer und
subtrahiere diese zweite Zahl von der ersten!
3. Vom Ergebnis vertausche wieder die erste und
letzte Ziffer und addiere jetzt diese Zahl zum End-
ergebnis dazu!
4. Zum SchluB addiere noch die Weisheitszahl 13865!
Das Endergebnis kannst du nun am Wort Klassen-
zimmer entziffern. Damit hast du eine Antwort auf
deine Frage!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ff He . - W
(RS )

Kurt Hoppe, Berlin

,.Hab ich doch gleich gesagt: einssechzig.*
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Kreuzzahlritsel

waagerecht: 1. die dritte Stelle dieser Zahl ist das Pro-
dukt aus der ersten und zweiten Stelle; 4. die Zahl ist
gleich der Quersumme von w9.; 6. eine Primzahl;
7. das Doppelte von s2.; 9. von vorwirts und riick-
wirts gelesen die gleiche Zahl; 10. das Dreifache von
sll.; 12. die Quersumme dieser Zahl ist gleich der
Quadratwurzel aus w4.; 14. von vorwirts und riick-
wiirts gelesen die gleiche Zahl; 15. das Dreifache der
Quadratwurzel aus s3.

1 2 3 4 5

6 7 8 )
3

10 11 12 13

14 15

senkrecht: 1. das Quadrat von s2.; 2. eine Kubikzahl;
3. eine Quadratzahl; 5. die Quersumme dieser Zahl
ist gleich der Quersumme von s.3.; 8. die Summe aus
der ersten und zweiten Stelle ist gleich der Summe aus
der dritten und vierten Stelle; 11. eine Primzahl;
12. ist gleich der Quadratwurzel aus wl4.; 13. die Zahl
ist das Dreifache ihrer Quersumme

Ing. H. Decker, Kéln

Magische Kreise

In die Kreisfelder sind die Zahlen 1 bis 16 so einzu-
setzen, dabB sich fiir jeden Kreis jeweils die Summe 34
ergibt.



Geburtsjahr gesucht

Ermittle die Geburtsjahre der folgenden fiinf Mathe-
matiker!
BURG
BUHR
BUSE
BUDE
+B UHL
9679

Gleiche Buchstaben bedeuten gleiche Ziffern.

Fachlehrer D. Knape, Jessen

Silbenriitsel

Aus den folgenden Silben sind 9 Begriffe zu bilden.

Die jeweils dritten Buchstaben der gefundenen Worter

von oben nach unten gelesen ergeben ein besonderes

mathematisches Ereignis.

a-a—bel —di~-di- falsch—hy — ko—les— me — na -

0 — 0N — Or — pe — per —ra — ra — ren — Sym — Symp —

te — ten — tha — ti — to — trie — xiom - zie.

1. Zahlenpaar in der graphischen Darstellung

2. ein Wahrheitswert

3. Gerade, die sich einer Kurve beliebig ndhert, ohne
sie je zu erreichen

4. bei der Spiegelung entstehende geometrische Ver-
wandtschaft

5. ein Kegelschnitt

6. einleuchtendes, nicht beweisbares Grundgesetz

7. griechischer Mathematiker, nach dem ein bekann-
ter Satz iiber rechte Winkel benannt ist

8. eine Rechenoperation

9. die Verkniipfung mathematischer GréBen

Ing. D. Vilzke, Greifswald
Aus dem Alltag

® Shozo Hamada, 29jahriger Lehrer aus Saitama
(Japan), stellte einen neuen Weltrekord im Seilsprin-
gen auf. Er hopste in sechseinhalb Stunden 56 236mal.
15 Minuten ldnger als sein Vorginger.

@ Sie kocht. Er denkt.

Er irrt, wenn er denkt, daB3 sie kocht.

Er kocht, als er merkt, daB sie denkt.

Sie kocht, da er kocht, weil sie denkt.

Nun kochen beide.

® Am Wochenende wurde unsere Bank renoviert,
Dabei ist Ihr Konto gleich mit gestrichen worden.

Die Sparkasse
® Ein Tourist nimmt sich in Berlin ein Taxi. Nach
einer gewagten Fahrt fragt er: ,,Fahren Sie immer so
unvorsichtig? Sie hétten jetzt beinahe den dritten FuB-
ganger angefahren !*

,,oind Sie eigentlich als Tourist hier oder als Statisti-
ker7* fragt der Taxifahrer ungehalten zuriick.

® ,.Guten Tag! Ich hitte gern einen Film!“ ;24 mal
367

,,364. Aber warum fragen Sie?*

® Der Arzt zum Patienten: ,,Wieviel Stunden schlafen
Sie am Tage?* ,,So ungefahr zwei Stunden.** ,,Das ist
aber sehr wenig.* |, Fiir mich ist es ausreichend*, er-
widert der Patient. ,,Ich schlafe ja in der Nacht zehn
Stunden.*
® Ein Gast, der bereits lingere Zeit in der Wohnung
seines Gastgebers sal3, erkundigte sich bei diesem nach
der Uhrzeit.
Der antwortete ihm: ,,Es ist 23 Uhr, 22 Minuten und
8 Sekunden.*
®  Herr Doktor, Sie m6chten bitte zu meiner Schwe-
ster kommen, sie hat Fieber!** ,, Wie hoch ist es denn ?*
,,Zwei Treppen!*
@ Eine Frau kommt in ein Fischwarengeschaft.
Es ergibt sich der folgende Dialog:

Frau: ,,Morgen!*

Verkéduferin: ,,Morgen!*

Frau: ,, Karpfen?*

Verkiuferin: ,,Morgen!*

Frau: ,,Morgen 7*

Verkduferin: ,,Morgen !*

Frau: ,,Morgen!*

Verkiuferin: ,,Morgen!*

Kryptarithmetik
A:B=C MATHE
: : + IST
D +B =E  gne Schwatz, 4.08 MEIN
A—D = F  Schmalkalden, KI.5 LEBEN

Jarmila Péncikovd,

xXxxxxx:xx=xlIxl Schiilerin, Prag

xx1
11x Es tritt keine weitere Ziffer 1 auf!
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XXI. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
1. Stufe (Schulolympiade)

Abgabetermin beim Mathematiklehrer: Ende September 1981

Achtung : Bis aul solche Fakten, die aus dem
Schulunterricht oder den Arbeitsgemeinschal-
ten bekannt sind, miissen alle verwendeten
Aussagen prazise formuliert und bewiesen
werden. Der Losungsweg (einschlieBlich Ne-
benrechnungen, Konstruktionen, Hilfslinien)
muB deutlich erkennbar sein. Die Gedanken-
ginge und Schliisse sind in logisch und
grammatisch einwandf{reien Sitzen darzu-
legen. Die Losungen und Punktbewertungs-
tabellen werden ab Oktober 1981 vertflent-
licht.

Anmerkung: % ABC bezeichnet im folgenden
die GroBe des Winkels A BC. Ferner bezeich-
net AB die Strecke mit den Endpunkten A
‘und B, wihrend 4B die Linge der Strecke AB
bedeutet.

Olympiadeklasse 5

210511 Ein Quadrat ABCD mit 14cm Sei-
tenldnge ist in 7 mal 7 gleichgroBe Teil-
quadrate zerlegt. Aus einigen dieser Teil-
quadrate ist ein Streifenzug so zusammenge-
stellt, wie das Bild zeigt. Der Streifenzug ist
grau hervorgehoben.

Berechne den Umfang und den Fliacheninhalt
dieses Streifenzuges!

A 8

210512 Die Pioniergruppen der Klassen 5a,
5b und 5c einer Schule fertigten fiir einen
Solidaritidtsbasar Buchhiillen an. Dabei fer-
tigle die Klasse 5a genau 6 Hiillen mehr als
die Klasse Sb an, und dic Klasse 5c schaffte
das Doppelte von dem, was die Klasse 5b
anlertigte. Insgesamt wurden von den Pionie-
ren der drei Klassen 66 Buchhiillen herge-
stellt.
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Wieviel Buchhiillen [ertigte jede der drei Pio-
niergruppen an?

210513 In jedes leere Kistchen des Bildes
soll eine der Ziffern 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8, 9 so geschrieben werden, daB die drei
waagerechten und die drei senkrechten Auf-
gaben richtig gerechnet sind.

Eine Beschreibung und Begriindung der L6-
sung wird nicht verlangt.

e
([ [(T1=[[[5]

210514 Eine Aufgabe aus einer Leningrader
Mathematikolympiade:

Ein ,,Oktoberkind” (das ist ein Jungpionier
bis zur 3. Klasse), ein Pionier und ein Kom-
somolze fuhren in ein Pionierlager. Ihre Vor-
namen sind (nicht unbedingt in derselben
Reihenfolge) Kolja, Igor und Sascha. Aus
ihren Gesprichen im Zug erfuhren wir:

(1) Kolja und der Komsomolze sind zwei be-
geisterte Angler.

(2) Das Oktoberkind wohnt in Leningrad;
Sascha auch, aber in einer anderen StraBe.’
(3) Sascha ist jiinger als der Komsomolze.
Welchen Vornamen hat das Oktoberkind,
welchen Vornamen hat der Pionier, und
welchen Vornamen hat der Komsomolze?

Olympiadeklasse 6

210611 Von einem Rechteck sind folgende
Eigenschaften bekannt:

Wenn seine beiden Seitenlingen in Metern
gemessen werden, so ergeben sich natiirliche
Zahlen als MaBzahlen. Die Differenz der
beiden Seitenldngen betrdgt 20m. Der Um-
fang des Rechtecks betriigt 60 m.

a) Welchen Fldcheninhalt hat dieses Recht-
eck?

b) Welche Liingen erhalien seinc beiden Sei-
ten im Malfistab | : 2507 Zeichne das Recht-
cck in diesem Malstab!

210612 In jedes leere Kiistchen soll cine der
Zilfern 0. 1.2, 3.4, 5.6, . 8,9 so geschricben
werden. dall dic drei waagerechten und dic

drei senkrechten Aulgaben richtig gerechnet
sind.
Eine Beschreibung uind Begriindung der

Losung wird nicht verlangt.
[sT+Te]: [Ie1= [T

- +

LI T]- [CTeJ=[I«]]
Clel =L I=01 [

210613 Diedrei Schiilerinnen Bianka, Heike
und Kerstin ernteten im Schulgarten WeiB-
kohl, insgesamt 128 Kohlkople. Dabei hat
Bianka genau 8 Kohlkople mehr als Heike
geerntet, und Kerstin hat genau 5 Kohlkdpfe
weniger als Bianka geerntet.

Wieviel Kohlkopfe hat jedes der drei Mad-
chen insgesamt geerntet?

210614 Zwoll Holzchen. die einzeln in einer
Reihe liegen (siche Bild), sollen folgender-
maBen in eine Anordnung von sechs ,,Dop-
pelhdlzchen” (d. h. Hiufchen von je zwei zu-
sammenliegenden Holzchen) gebracht wer-
den: Es soll mehrere Male jeweils ein einzeln
liegendes Holzchen entweder nach rechts
oder nach links springen und dabei jedesmal
(mit Ausnahme des letzten Males) genau drei
Hélzchen (entweder drei einzeln liegende oder
ein einzeln liegendes und ein Doppelh6lzchen)
iiberspringen. Beim letzten Male sollen genau
drei Doppelholzchen iibersprungen werden.
N T T T A
1 23 456 7 8 9 10 11 12
Beschreibe eine Serie von Spriingen, die diese
Forderungen erfiillt!

Olympiadeklasse 7

210711 Die FDJler einer Schule haben sich
vorgenommen, das Gelénde ihrer Schule um-
zugestalten. Dabei soll eine rechteckige Ra-
senfliche von 45m Linge und 26 m Breite
mit einem Weg von 2 m Breite umgeben wer-
den. Der Weg soll auBerhalb der Rasenfliche
verlaufen und ringsum an sie angrenzen. Die
Fldche, die von dem Rasen und dem Weg
zusammen eingenommen wird, soll insgesamt
wieder die Gestalt eines Rechtecks haben.

a) Berechne den Flidcheninhalt des vorgesehe-
nen Weges!

b) Wieviel Gehwegplatten miissen aul diesem
Weg insgesamt ausgelegt werden, wenn er voll-
stindig von Gehwegplatten bedeckt werden
soll und wenn man fir jeden Quadratmeter
des Weges genau 16 Platten benotigt?
210712 Andreas sagt zu seinem Freund:
.Nimm in eine Hand eine gerade, in die
andere Hand eine ungerade Anzahl Hoélz-
chen! Verdopple in Gedanken die Anzahl der
Holzchen in der linken und verdreifache die
Anzahl der Hoélzchen in der rechten Hand!
Addiere die beiden Produkte und nenne mir
das Ergebnis! Ich werde dir dann mit Sicher-
heit sagen, in welcher Hand du die gerade
Anzahl von Holzchen hast.”



Untersuche, ob man wirklich allein aus dem
von dem Freund genannten Ergebnis mit
Sicherheit die von Andreas angekiindigte
Aussage erhalten kann!

21073 Zur Vorbereitung eines Sportlestes
soll Rir die Schiilerinnen Andrea, Beate,
Christine, Doris, Eva, Frauke und Gerda eine
Reihenfolge festgelegt werden. Dabei soll stets
von zwei verschieden groBen Schiilerinnen
die groBere vor der kleineren stehen. Sind aber
zwei Schiilerinnen gleichgroB, so soll stets
diejenige, deren Vorname einen im Alphabet
vorangehenden Anfangsbuchstaben hat, vor
der anderen stehen.

Der Organisator, der eine derartige Reihen-
folge festlegen soll, kennt die Schiilerinnen
nicht, aber er meint, sich an [olgende In-
formationen erinnern zu konnen:

(1) Es ist wahr, daB Doris um genau 2cm
kleiner als Christine ist.

(2) Es ist [alsch, daB Andrea nicht dieselbe
GroBe wie Gerda hat.

(3) Es ist nicht wahr, daB keine der Schiilerin-
nen kleiner als Frauke ist.

(4) Es ist wahr, daB Eva kleiner als Doris, aber
groBer als Frauke ist.

(5) Es ist unwahr, daB Frauke groBer als
Christine ist.

(6) Es ist nicht [alsch, daB Christine um genau
2cm groBer als Gerda ist und daB Christine
groBer als Eva ist.

Untersuche, ob es mehr als eine, genau eine
oder keine Moglichkeit [iir die Reihenfolge
der Schiilerinnen gibt, bei der alle Informa-
tionen (1) bis (6) zutreflen!

Falls es sie gibt, ermittle alle mdglichen Rei-
henfolgen, die den genannten Bedingungen
entsprechen!

210714 In einem regelmdBigen Fiinfeck
ABCDE wird eine beliebige Diagonale ge-
zeichnet. Beweise, daB diese Diagonale zu
einer der Seiten des Fiinfecks parallel ist!
Hinweis: Ein Fiinfeck heiBt genau dann regel-
maibig, wenn alle seine Seiten zueinander
gleichlang und alle seine Innenwinkel zu-
einander gleichgroB sind.

Olympiadeklasse 8

210811 In der Figur soll jedes Zeichen X
durch eine der natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, 4, 5,
6,7, 8,9 so ersetzt werden, daB in der zweiten
bis neunten Zeile jede Zahl gleich dem abso-
luten Betrag der Differenz der beiden dariiber-
stehenden Zahlen ist.
Gib eine derartige Ersetzung an!
XX XXX XX XX
XX X X X XXX
X X X X X X X
XXX XxXxXx
X X X X X
X X X X

210812 Beieinem GST-Wettkampfim Luft-
gewehrschieBen gaben Falk und Heike je
5 SchuB ab.

Auf den Scheiben wurden folgende Trefler er-
mittelt:

Je genau einmal die 3, zweimal die S, zweimal
die 6, zweimal die 7, einmal die 8, einmal die
9, einmal die 10.

Weiterhin ist bekannt:

(1) Falk erzielte mit seinen letzten vier Schiis-
sen neunmal so viele Ringe wie mit seinem
ersten SchuB,

(2) Falk schof} die 9.

Lassen sich nach diesen Angaben die folgen-
den beiden Fragen eindeutig beantworten?
a) Welcher der beiden Jungen erzielte das
bessere Ergebnis?

b) Welcher der beiden Jungen schoB die 10?

210813 a) Beweise den folgenden Satz:
Wenn alle vier Seiten eines Vierecks dieselbe
Linge haben, dann stehen die Diagonalen
des Vierecks aufeinander senkrecht.

b) Formuliere die Umkehrung dieses Satzes
und untersuche, ob sie auch gilt! -

210814 Einer Brigade der ausgezeichneten
Qualitdt war der Auftrag erteilt worden, in
moglichst kurzer Zeit eine gewisse Anzahl
MeBgeriite fertigzustellen. Die Brigade be-
stand aus einem erfahrenen Arbeiter als Bri-
gadier und neun jungen Arbeitern, die eben
erst ihre Ausbildung beendet hatten.

Im Laufe eines Tages stellte jeder von den
neun jungen Arbeitern 15 Geriite fertig, der
Brigadier aber 9 Geriite mehr als jedes der
zehn Brigademitglieder im Durchschnitt.
Wieviel MeBgerdte wurden insgesamt von
der Brigade an diesem Arbeitstag [ertigge-
stellt?

Olympiadeklasse 9

210911 Wihrend einer FuBballmeister-
schalt spielten im Halbfinale die vier Mann-
schaften A, B, C und D. Uber den Ausgang
der Spiele und damit die Ermittlung der bei-
den Mannschaften fir das Endspiel machten
Kenner der vier Mannschalten folgende Vor-
aussagen:

(1) Das Endspiel wird lauten: B gegen C.

(2) Das Endspiel wird nicht lauten: A gegen B.
(3) Das Endspiel wird lauten: C gegen D.

(4) Wenn A das Endspiel erreicht, dann er-
reicht B nicht das Endspiel.

(5) Das Endspiel wird von zwei der Mann-
schaften B, C, D bestritten.

Nach dem Halbfinale stellte sich heraus, daB
genau zwei der Voraussagen (1) bis (5) falsch
waren.

Zeigen Sie, daB es aulgrund dieser Angaben
moglich ist, die beiden Mannschaften zu er-
mitteln, die das Endspiel erreichten!

210912 Herr Schulze trifft nach langer Zeit
Herrn Lehmann und 14dt ihn zu sich nach
Hause ein. Unterwegs erzihlt er Herrn Leh-

mann, daBl er Vater von drei Kindern ist.
Herr Lehmann mochte wissen, wie alt diese
sind; ihm geniigen Angaben in vollen Lebens-
jahren.

Herr Schulze antwortet: ,,Das Produkt der
drei Altersangaben betriigt 72. Die Summe
der drei Altersangaben ist meine Hausnum-
mer. Wir sind gerade an unserem Haus ange-
kommen; Sie sehen meine Nummer.” Darauf
erwidert Herr Lehmann: ,,Aus diesen Anga-
ben kann man aber die drei Altersangaben
nicht eindeutig ermitteln.” ,,Das stimmt”,
meint Herr Schulze, ,aber irgendwann zwi-
schen der Geburt des zweiten und des dritten
Kindes hat der Bau dieses Hauses stattge-
funden. Ein Jahr und einen Tag lang haben
wir an dem Haus -gebaut.” ,Vielen Dank!
Nun kann man die Altersangaben eindeutig
ermitteln”, beschliet Herr Lehmann das Ge-
sprich.

Untersuchen Sie, ob es eine Zusammenstel-
lung von drei Altersangaben gibt, fiir die alle
Aussagen dieses Gespriches zutreflen! Unter-
suchen Sie, ob es nur eine solche Zusammen-
stellung gibt! Wenn das der Fall ist, ermitteln
Sie diese!

210913 Elsa behauptet: ,,Man kann die Zahl
1981 folgendermaBen darstellen: Man
schreibt die natiirlichen Zahlen von 1 bis zu
einer geeigneten Zahl n der Reihe nach auf
und setzt zwischen je zwei dieser Zahlen je-
weils genau eines der vier Operationszeichen
+, —, -, :. Dabei braucht nicht iiberall das-
selbe Operationszeichen gewihlt zu werden;
es brauchen auch nicht alle vier Operations-
zeichen vorzukommen. An der Reihenfolge
der natiirlichen Zahlen darf nichts gedndert
werden; Klammern und weitere Rechen-
zeichen sollen nicht auftreten. Das Ergebnis
der so aufgeschriebenen Rechenaufgabe ist
1981.”

Ist Elsas Behauptung wahr?

210914 Konstruieren Sie ein Dreieck ABC
aus ¥BAC=a=70°, ¥ ACB=y=50° und
r=>5cm, wobei r der Radius des Umkreises
des Dreiecks ABC ist!

Beschreiben und begriinden Sie Ihre Kon-
struktion! Untersuchen Sie, ob durch die
gegebenen Stiicke ein Dreieck ABC bis auf
Kongruenz eindeutig bestimmt ist!

Olympiadeklasse 10

211011 Ein Reisender legte den ersten Teil
einer Dienstfahrt mit dem PKW und den
Rest mit dem Zug zuriick.

Als er die mit dem PKW zuriickgelegte Teil-
strecke sowie genau ein Fiinftel der Bahn-
strecke durchfahren hatte, stellte er fest, dal
er zu diesem Zeitpunkt genau ein Drittel der
Gesamtstrecke zuriickgelegt hatte. Spiter, als
er genau die Hillte der Gesamtstrecke zu-
riickgelegt hatte, war er mit dem Zug bereits
20 km mehr gefahren als zuvor mit dem PKW.
Wie lang war die Gesamtstrecke dieser Reise?
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211012 Das Bild zeigt ein Quadrat, das in
16 untereinander kongruente quadratische
Felder al, a2, a3, a4, ..., d1, d2, d3, d4 zerlegt
ist. Von diesen Feldern sollen genau vier so
markiert werden, daB in jeder Zeile, in jeder
Spalte und in jeder der beiden Diagonalen
genau ein markiertes Feld auftritt.

Ermitteln Sie alle voneinander verschiedenen
Markierungen, die diese Bedingungen er-
fiillen! Dabei gelten zwei Markierungen ge-
nau dann als nicht verschieden, wenn sie aus
einander durch eine Drehung, eine Spiege-
lung, oder mehrere solcher Abbildungen her-
vorgehen.

211013 Fiir Kreisflichen ist bekanntlich der
Begriff Durchmesser definiert. Man kann aber
auch fir andere Flachenstiicke F eine ,lang-
ste Strecke” als ,,Durchmesser” bezeichnen.
(Das heiBt, man kann definieren: Wenn es
zwei Punkte P, Q in F mit der Eigenschaft
gibt, daB [iir beliebige Punkte X, Yin F stets
PO = XY gilt, so heiBt die Linge d=PQ der
»Durchmesser” von F.}

Ist beispielsweise F die Flache eines Dreiecks
ABC (einschlieBlich des Randes) und gilt
AB2 AC sowie AB2BC, so ist die Linge
AB der Durchmesser d von F; denn dann
148t sich beweisen, dafB fiir beliebige Punkte
X, Y der Dreiecksfliche F stets AB2 X Y ist.
Untersuchen Sie, ob die beiden [olgenden
Aussagen (1), (2) wahr sind!

(1) Man kann nicht jede Dreieckslliche F so
durch eine Gerade in zwei Dreiecksflachen F,
F” zerlegen, daB jede der beiden Flachen F’,
F” einen kleineren Durchmesser hat als F.
(2) Es gibt eine Dreiecksfliche F, die man so
durch eine Gerade in zwei Dreiecksflichen F',
F” zerlegen kann, daf} jede der beiden Flichen
F', F” einen kleineren Durchmesser hat als F.

211014 a) Zeichnen Sie die Graphen der
Funktionen f und g, die im Intervall
—1=x=<3durch

fx)=l«,

gx)=x2—3x+2
deliniert sind!
b) Im Intervall — 1 £x <3 seien nun durch

h(x)=f[g(x)],

kix)=g[f (x)]
zwei weitere Funktionen h und k definiert.
Hinweis: Man erhilt also z.B. den Funk-
tionswert h(x) zu einer Zahl x des Intervalls
stets dadurch, daf} man erst den Wert z=g(x)
und dann f(z)=f[g(x)]=h(x) bildet. So ist
etwa [tir x=—1erst z=g(—1)
=(—=1)?~3-(=1)+2=6 und dann h(—1)
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=g(6)=6| =6 zu bilden. Entsprechend erhilt
man k(~1)=g[f (- 1)]=g( — 1)=g(1)
=12-3-1+42=0)

Zeichnen Sie die Graphen der so definierten
Funktionen 4 und & und beschreiben Sie, wie
man diese Graphen dadurch aus dem Gra-
phen von g gewinnen kann, daB man aufl
Teilstiick des Graphen von g geeignete Spie-
gelungen anwendet!

Olympiadeklasse 11/12

211211 Gegeben sei die Seitenldnge g eines
gleichseitigen Dreiecks ABC. Auf diesem
Dreieck als Grundfliche soll eine Pyramide
ABCD mit den folgenden Eigenschaften (1),
(2) errichtet werden:

(1) Die Kanten AD, BD und CD haben einan-
der gleiche Lange s.

(2) Die Hohe h der Pyramide ist das arith-
metische Mittel aus a und s.

Man untersuche, ob es eine derartige Pyra-
mide ABCD gibt und ob dann h und s ein-
deutig durch a bestimmt sind. Ist dies der
Fall, so ermittle man h und s.

211212 Man ermittle alle geordneten Paare
(x; y) von Null verschiedener reeller Zahlen x,
y, die das folgende Gleichungssystem (1), (2)
erfiillen:
(x+y)*+3(x+y)=4, )
1

1 1
}+;= s (2)
211213 Eine Menge M enthalte genau 55
Elemente. Fiir jede natiirliche Zahl k mit
0Z k£55 bezeichne A, die Anzahl aller der-
jenigen Teilmengen von M, die genau k Ele-
mente enthalten.

Ermitteln Sie alle digjenigen natiirlichen Zah-
len k, fiir die 4, am groBten ist!

211214 Jede natiirliche Zahl 148t sich be-

kanntlich eindeutig als Produkt von Prim-

zahlpotenzen darstellen.

In welcher der beiden natiirlichen Zahlen

1981! und 1000!-981! erhilt bei dieser Dar-

stellung die Primzahl 7 den groBeren Ex-

ponenten?

Hinweis: Wenn n eine natiirliche Zahl mit

n21 ist, so ist n! definiert durch
nl=1-2-..n=1-n

alphaismen

,,Ich werde mein Wissen verdoppeln‘, sagte
die Null.

»Ich will vorwidrts kommen®, sagte das
Quadrat, ,,ich will in bessere Kreise.*

Wenn man von beliebig vielen Punkten be-
liebig viele Striche zieht, gibt es ein beliebig
groBes Durcheinander.

Eine Aufgabe von Prof. Dr. H. Triebel

Zusatzaufgabe: Es ist
x3
sinx=Xx —€+Terme mit x*, x5, ...

Dann gilt

x—sinx 1 . 2
—x—3—=g+Terme mit x, x*, ...,

Aufgabe: Es ist r=R " ¢, wobei ¢ der ange-
gebene Winkel (in Bogenliange) ist (Bild 3).
Hieraus folgt ¢=R sin ¢.
Fiir K(P) erhdlt man nun

Bild 3

Lasungen zu: Die groflen Leistungen
der kleinen Biene

Alla 190kg:3=63333kg=63kg

Ein Volk erzeugt in éinem Jahr rund 63kg
Honig.

Al2a 63kg—45kg=18kg

Fiir den Imker bleiben etwa 18kg Honig
tibrig.

Al3a 4500:63=71%,

Das Volk verbraucht rund 71%, und der
Imker rund 29%;.

A2a 1kgHoniga3kg Nektar;

3000 g : 0,0005 g = 6000000

Es miissen 6000000 Bliiten besucht werden.
A31A 460000-18kg=8280000kg=28280t
Es konnen 8 280 t Honig produziert werden.
A32a 460000-10kg=4600000kg=46001
Das Produktionsergebnis betragt 4600 t.

Adla 190kg+35kg+25kg=250kg



Ein Volk muB im Sommer durchschnittlich
eine Last von 250 kg bewiltigen.

Ad42a 41-250kg=10250kg
Diese Volker miissen 10,25t bewiltigen.

AS5.1a 16700000-0,320 kg=5344000kg=
5344t.
Der Bedar( der Bevolkerung betragt 5344 t.
AS2A 5344t—4600t=7441
Es miissen 744t Honig importiert werden.
A64a 16700000 : 46000036
Es konnen 36 Biirger mit Honig versorgt
werden.
A7A T70-8M=560M
Die AG erzielte eine Einnahme von 560 M.
A8.1Aa 34400-0,26=8944
8944 Imker wanderten mit ihren Bienen.
A82aA 250000 :460000=0,54="54%;
Der Anteil der Wandervolker betragt 549.
A83a 250000 -17kg+210000-6kg=
5510000kg=5510t
Der Bevolkerung wiirden 5510t Honig zur
Verllgung stehen.
A9.1a 8000-4=32000;
32000—1650=30350
Es miissen noch 30350 Bienenvolker zusitz-
lich eingesetzt werden.
A92a 30350-40M=1214000M
1214000 M + 18500 M =1232500 M
Der Kooperationsverband muf3 1232500 M
einplanen.

A10.1a 150000 :1500=100

Es ist das 100fache ihrer Korpermasse.
200- 60

A102a 500 8

Es ist das 8fache seiner Korpermasse.

A103a 1500:60=25

Das Huhn miiBte an einem Tag 25 Eier legen.
Alla 100%—5,5% —6,5%,=88%
Es sind 889/ Bienen.
Zum Kreisdiagramm: 5,59, 2 19,8°;
6,59,£223,4°; 88%, £316,8°.
(22+23)-3600
Al2a 21000 = 81
Die Biene kann eine Geschwindigkeit von

81 k?m erreichen.

Al13a 5000012 mm = 600000 mm=600m
Es kidme eine Strecke von 600 m heraus.
Alda 32-50000-0,2-0,055g-12-15
=3168000g=3168kg

Es sind 3168 kg Nektar.

Lésungen zu alpha-Wettbewerb,

Heft 1/1981:

Ma 5 82055

a) (160—2-24)mm : 4=28 mm
b) 28 mm — 18 mm =10 mm

Ma 5 82056 Es seien A, B, C, D, E, F die
Ecken des Sechsecks (siehe Bild). Man kann

insgesamt 9 Diagonalen in dem Sechseck ein-
zeichnen, namlich AC; AD; AE; BD; BE;
BF; CE; CF; DF. Allgemein gilt fiir die An-
zahl d der Diagonalen im n-Eck:
n-(n—3)
d ==

denn man kann von jeder der n Ecken zu jeder
der n— 1 iibrigen Ecken auller zu den beiden
benachbarten Ecken genau je eine Diagonale
ziehen, insgesamt also n(n—3) Diagonalen.
Dabei wird jede Diagonale doppelt gezihlt.
Die so ermittelte Anzahl muB also noch durch
2 geteilt werden.

F 3
4 ND
8 c

Ma 5 82057 Die durch Vertauschung der
Zilfern entstehende Zahl muB} groBer sein als
die urspriingliche Zahl, da sie gleich dem um
2 verminderten Dreifachen dieser Zahl sein
soll. Bei der urspriinglichen Zahl ist also die
Anzahl der Zehner kleiner als die der Einer.
Man braucht daher unter Beriicksichtigung
der Bedingung, daB die Summe der beiden
Anzahlen 10 betrédgt, nur die Zahlen 19, 28,
37 und 46 in Betracht zu ziehen. Von ihnen
erfiillt 28 und nur 28 die Bedingung der Auf-
gabe.

Ma5 #2058 Aus8—[~]=3folgt[~]=S5.Setzt
man fiir [~]in Spalte 3 jeweils 5 ein, so er-
hilt man O=2 und <}>=0. SchlieBlich er-
mittelt man auf diese Weise aus Zeile 1, daB
A =7 sein muB. Tatsichlich erfillen die an-
gegebenen Ziffern alle Bedingungen der Auf-
gabe; denn in

27+8=35
10+5=15
1743=20

sind alle waagerecht und senkrecht stehenden
Aufgaben richtig gel6st.

Ma 5 #2059 Da bei einem Teilnehmerbei-
trag von 1,40 Mark genau 1,10 Mark zu we-
nig, bei einem Beitrag von 1,50 Mark genau
1,10 Mark zu viel zusammengekommen wiére,
so hitte das gesammelte Geld genau das
Doppelte der Kosten des einen Sammelfahr-
scheines betragen, wenn jeder Teilnehmer
2,90 Mark eingezahlt hitte. Folglich wiren
genau die Kosten des einen Sammelfahr-
scheines zusammengekommen, wenn jeder
der Teilnehmer 1,45 Mark bezahlt hitte.
Jeder der Teilnehmer hatte also 0,05 Mark zu
viel bezahlt.

Ma 5 #2060 Im ungiinstigsten Falle kann
Ulrike zunichst 8§ rote, 8 blaue, 8 schwarzz.
8 weille und die beiden griinen Kugeln her-
ausnehmen.

Nimmt sie zu diesen 34 Kugeln nun noch
eine weitere heraus, dann kann diese Kugel
nur eine der vier Farben Rot, Blau, Schwarz
oder Weil tragen. In diesem Fall erhélt Ulrike
also 9 Kugeln gleicher Farbe. Die kleinste
Anzahl von Kugeln, bei denen das mit Sicher-
heit der Fall ist, betrdgt daher 35.

Ma 6 w2061 Jede Station braucht 14 ver-
schiedene Fahrkarten. Insgesamt werden da-
her 15-14 Fahrkarten =210 Fahrkarten be-
notigt.

Ma 6 82062 In I% Tagen wiirden 3 Hiihner
doppelt soviel Eier wie 15 Hiihner, also

3 Eier legen. Ein Huhn wiirde in dieser Zeit
den dritten Teil, das ist 1 Ei, legen. Also wiir-

den 7 Hiihner in 1% Tagen 7 Eier legen. Da
6 Tage viermal so viel sind wie 1% Tage,

wiirden mithin die 7 Hiihner in 6 Tagen
28 Eier legen.

Oder: | Huhn wiirde in 1% Tagen 1 Ei legen,
also 1 Huhn in 6 Tagen (wegen 4- 1%:6)

4 Eier, und 7 Hiihner in 6 Tagen 7-4=28
Eier.

Ma 6 82063 (1) Ist nach Ergdnzung der
beiden fehlenden Ziffern eine durch 36 teil-
bare Zahl entstanden, so ist diese sowohl
durch 4 als auch durch 9 teilbar.

(2) Ist eine mehrstellige Zahl durch 4 teilbar,
so stellen ihre letzten beiden Ziffern (in glei-
cher Reihenlolge) ebenfalls eine durch 4 teil-
bare Zahl dar. Daher kann als Einerziffer nur
0; 4 oder 8 eingesetzt werden.

(3) Ist eine Zahl durch 9 teilbar, so ist es auch
ihre Quersumme. Nun betrigt die Summe
der drei gegebenen Ziffern 9.

Lautet daher die Einerziffer

0

4 }so kann die Hunderterziffer nur

8

0 oder 9
{ 5 } sein.

1

Also kOnnen nur die Zahlen 52020; 52920;
52524; 52128; die Bedingungen der Aufgabe
erfiillen. Die Probe zeigt, daB sie dies auch
samtlich tun.

Ma 6 #2064 (4) Wegen der Aussagen (1)
und (2) ist die Volleyballspielerin weder Ma-
rion noch Petra. Ruth ist also die Volleyball-
spielerin. .

(5) Da die Tischtennisspielerin wegen (3) nicht
Marion und wegen (4) nicht Ruth sein kann,
ist Petra die Tischtennisspielerin.

(6) Aus (4) und (5) ergibt sich: Marion ist die
Schwimmerin.

i~la 6 w2065 Angenommen, die Lingen a.
b, ¢ haben die geforderten Eigenschalten.
Dann gilt:

91



a+b+c=168 m, ferner

b=3a sowie

c=4a.
Daraus folgt:
a+3a+4a=168 m, also

8a =168 m, woraus man

a=21m, also

b=63 m und ¢=84 m erhilt.
Deshalb kdénnen nur diese Lingen die ge-
stellten Bedingungen erfiillen. Wegen 63 m=
3-21m, 84m=4-21m und 21m+63m+
84 m = 168 m haben sie die gelorderten Eigen-
schaften tatsichlich.

Ma 7 w2066 Diagonale ist Quadratseite,
halbe Diagonale ist Quadratseite, Beweis
durch Kongruenz.

Ma 7 82067 Die Anzahl der Ziffern 9 be-
trdgt an der Tausenderstelle O, an der Hun-
derterstelle (von 1 bis 999, von 1000 bis 1999,
von 2000 bis 2999, von 3000 bis 3999, von
4000 bis 4999 je 100mal die Ziffer 9)
5-100=500,
an der Zehnerstelle (in jedem Hunderter-
bereich 10mal, in 55 Hunderterbereichen also)
10-55=550,
an der Einerstelle (in jedem Zehnerbereich
eine Zifler 9, in 555 Zehnerbereichen also)
1-555=555.
Insgesamt wird die Zifler 9 dabei 1605mal
aufgeschrieben.

Ma 7 82068 Ist x die Anzahl der Pflaumen,
die der Korb enthilt, dann bekommt der erste
Freier —)25+ 1 } Plaumen. Als Rest verbleiben
Pflaumen in der Anzahl x—<%+ 1):;— 1.
Die Anzahl der Pllaumen, die der zweite
Freier bekommt, ist hiernach

.

2 x 1 .
T+1=Z+§’ und als nunmehriger Rest

verbleiben Pflaumen in der Anzahl X_o)-

3
<g+%>=i—(—%. Die Anzahl der Pflaumen,
die der dritte -Freier bekommt, ist dann
x 3
42

X
7 +37%
Danach ist der Korb geleert, woraus die Glei-

x 3 x 9 .
chung (Z_5>_(§+Z>=O folgt. Aus dieser

+
¥

I 1
ergibt sich §=_451’ also x=230. Daher kann

die gesuchte Anzahl nur 30 betragen.

Ma 7 82069 Augustpreis 4
Septemberpreis S = (1009, =20%;)4=80%,-4
§=08-4
Novemberpreis N =(100% +20%;)-S=
120%;-S
N=12-§
N=12-08-4
N=0,96A4
N=96% -4
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Im November waren die Apfel billiger als im
August. Die Preisabweichung betrigt 49;.

Ma 8 #2070 Man denke sich durch die
Adern senkrecht zur Aderachse einen ebenen
Schnitt gelegt. Dann lautet die Frage:
Wieviel Kreise gleichen Durchmessers lassen
sich so um einen gleichgroBen Innenkreis an-
ordnen, daB sie einander beriihren? Da der
Abstand jedes Kreismittelpunktes von den
Mittelpunkten der Nachbarkreise stets 2r
betrigt, entstehen aus den Verbindungslinien
der Kreismittelpunkte 6 gleichseitige Drei-
ecke, die ein regelmdBiges Sechseck bilden.
Man braucht also einschlieBlich der Mittel-
ader 7 Adern.

Ma 8 82071 (I) Angenommen, AABC sei
gleichseitig und habe den Inkreisradius der
Linge ¢. Der Mittelpunkt M des Inkreises
ist der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden
AD, BE, CF des Dreiecks. Diese sind gleich-
zeitig die Hohen, also sind MD, ME, MF die
Lote von M auf die drei Seiten, und es hat
daher jede von ihnen die Lange g. Die Winkel
¥ AMF, X FMB, xBMD, xDMC, x CME,
« EMA sind paarweise einander kongruent,
und jeder von ihnen hat daher die GroBe 60°.

c

A F 8
(II) Daraus ergibt sich die folgende Kon-
struktion. Man zeichnet den Kreis K um M
mit dem Radius der Linge ¢ und auf seinem
Umfang sechs Punkte D, R, E, P, F, Q mit
DR=RE=EP=PF=FQ=0D. Die Senk-
rechtenin D, E, F, auf MD bzw. ME bzw. MF
erzeugen dann das gesuchte Dreieck AABC.
(II) Beweis: Es gilt: AF=FB=BD=DC
=CE=EA, da die Teildreieccke AAFM,
ABFM, ABMD, ACMD, ACME und
AAME einander paarweise kongruent sind;
denn sie stimmen in den Winkeln und einer
Seite iiberein.
Also ist AABC gleichseitig; AD, BE, CF sind
seine Seitenhalbierenden, also auch Winkel-
halbierenden und Hohen, also ist der ge-
zeichnete Kreis sein Inkreis.
Die Konstruktion ist immer méglich und bis
aufl Kongruenz eindeutig, da die GroBe und
Gestalt der erwihnten Teildreiecke nur von ¢
und nicht von der Lage der sechs aul K gleich-
miBig verteilten Punkte D, R, E, P, F und Q
ablifingt.

Ma § m2072 (I) Angenommen, bei einer An-
gabe von Ziffern fiir die Buchstaben 4, ..., J

seien die Bedingungen der Aufgabe erfiillt.
Dann folgt:

Da AJ und BJ je zweistellig, also kleiner als
100 sind, ist ihre Summe kleiner als 200. Da
sie dreistellig ist, hat sie die erste Ziffer
A=1.(1)

Da somit AJ <20 und AAC=110 ist, folgt
BJ>90, also B=9. (2)

Wegen A=1 ist ABC <200; wegen ABC : H
= BJ gilt daher H <200 : 90< 3. Da anderer-
seits H Anfangszilfer ist, also #0 gilt, und
da H#A=1 ist, folgt H=2. (3)

Damit ergibt sich CH=H - HA=2-21=42,
also C=4. (4)

Weiter lolgt BJ = ABC : H=194 : 2=97, also
J=17.(5)

Sodann erhdlt man DE=HA+ AJ=21+17
=38, also D=3 (6) und E=9. (7)

SchlieBlich ergibt sich AFG=ABC—DE=
194 —38 =156, also F=5 (8) und G=6. (9)
Daher kann nur

194 -38=156 (10)
2-21= 42
97+17=114

Losung des Kryptogramms sein.

(II) Da die Angaben (1) bis (9) den ver-
schiedenen Buchstaben 4, ..., J verschiedene
Ziflern zuordnen, die, wie aus (10) ersichtlich
ist, alle waagerecht und senkrecht stehenden
Aufgaben des Kryptogramms richtig 16sen,
hat dieses somit genau die angegebene Lo-
sung.

Ma 8 #2073 Ist d der Erddurchmesser und
u (in m) der Umfang des gegebenen kleineren
Kreises, so gilt m-d=u. Ist x der in Peters
Aufgabe gesuchte Abstand, so ist der Durch-
messer des zweiten (gréBeren) Kreises d + 2x.
Andererseits ist dessen Umfangu+ 1=nd + 1;
also gilt n(d+2x)=nd+ 1, woraus 2nx=1,

~.x=% folgt. Analoge Schliisse gelten aber

auch [ur die Aufgabe von Fritz, wenn
d(=1mm)=0,001 m ist, da ndmlich der er-

haltene Wert x=%'nicht von d abhdngt.

Somit stimmt die Behauptung von Fritz. Der
gesuchte Abstand betrdgt in beiden Fallen

L (in m), das sind etwa 16 cm.
2n

Ma 9 #2074 Wir setzen zunidchst an die
Stelle der Sternchen die Buchstaben A4 bis N
wie folgt:

1AB-CD

EFG1
HIJ1

KIMIN
Dabei bedeuten die Buchstaben jeweils eine
der Ziffern von 0 bis 9.
Angenommen, die Aufgabe hat eine Losung,
dann ist KIMIN die Summe der Teilpro-
dukte EFG1 und HIJI, und es [olgt sofort
N =1undJ=0.Die vierstelligen Teilprodukte
sind entstanden durch Multiplikation der
dreistelligen Zahl 14B mit C bzw. D. Wegen



199 -9<2000 sind diese Teilprodukte beide
kleiner als 2000, also ist E= H =1, und wegen
199-99 <20000 ist auch K=1. AuBerdem
gilt C, D+1, da sonst keine vierstelligen
Zahlen als Produkt entstehen k6nnten. Beide
Teilprodukte enden aul die Ziffer 1, daher
kommen fiir die Ziffern B, C, D nur 3, 7 oder
9 und wegen 199 -5< 1000 mithin fir C, D
nur 7 oder 9 in Frage. Von allen vierstelligen
Zahlen der Form 1 mal 01 sind nur 1001 und
1701 durch 7 oder 9 teilbar; und zwar ist
1001 durch 7, aber nicht durch 9 teilbar und
1701 durch 7 und durch 9 teilbar. Wegen
1701 : 7=243+1A4B "bleiben davon genau
zwei Moglichkeiten, und zwar

(N 143 - C7 und (2) 189 - C9

IFG 1 1FG 1
1001 1701
1LM11 I1LMI11

Im Falle (1) muB C=7 sein, da 7 die einzige
einstellige Zahl ist, die mit 3 multipliziert ein
aul | endendes Produkt ergibt. Damit erhal-
ten wir
143-77

1001

1001
11011, also F=G=M=0und L=1.

Im Falle (2) muB analog C=9 sein, und wir
erhalten
189-99

1701

1701

18711, also F=M=7,G=0 und L=8.
Das sind die beiden einzigen Losungen der
Aufgabe.

Ma 9 #2075 (1) Wenn die Angaben von
Herrn X zutreflen, so ist das Quadrat der er-
wihnten Quersumme genau dreimal so groB
wie die Anzahl der Lebensjahre und diese
wiederum genau dreimal so groB wie die er-
wiahnte Quersumme. Daher ist das Quadrat
dieser Quersumme genau neunmal so groB
wie die Quersumme selbst. Daraus folgt, daB
die Quersumme 9 und somit das Alter von
Herrn X 27 Jahre betrigt.

(2) Wenn Herr X 27 Jahre alt ist, so ist die
Quersumme der Anzahl seiner Lebensjahre 9,
also ein Drittel dieser Anzahl. Ferner ist dann
das Quadrat 81 der Quersumme genau drei-
mal so groB wie die Anzahl der Lebensjahre
des Herrn X. Daher treffen die Angaben von
Herrn X dann zu.

Aus (2) folgt, daB die Angaben von Herrn X
zutreffen konnen. Hieraus und aus (1) folgt,
daB Herr X 27 Jahre alt ist.

Ma 9 82076 Im Dreieck AABC seien CM
die Seitenhalbierende der Seite AB und S der
Schwerpunkt des Dreiecks. Dann gilt nach
einem Satz iiber die Seitenhalbierenden im
Dreieck:

SM:S5C=1:2. (1
Wir zeigen nun, daB nicht jede Gerade durch
S die Fliache des Dreiecks AABC in zwei
inhaltsgleiche Teilflichen zerlegt. Die Pa-

rallele g zu 4B durch S schneide AC bzw.
BC in D bzw. E. Diese Punkte existieren stets,
da AC und BC nicht parallel zu AB und
damit auch nicht parallel zu g sind.

Das Lot CG von C aul die Gerade durch 4
und B schneide g in F. Dieser Punkt existiert
stets, da CGL AB und damit CGLg gilt. Nach
den Strahlensédtzen und wegen (1) gilt dann:

ﬁ:ﬁzZ:ld.h.ﬁ:%ﬁund

CF:CG=2:3,dh CF=2CG,
Also betrigt der Flacheninhalt des Dreiecks
ACDE nurg von dem des Dreiecks AABC.

Damit ist gezeigt, daB nicht alle Geraden
durch § die Dreieckfliche in zwei inhalts-
gleiche Teilflichen zerlegen.

Ma 9 m2077 Es sei s die genaue Linge der
Strecke, und es seien g bzw. f die Schitzwerte
von Andreas und Frank. Dann giit:

a 10
a—1g=% Worausa=-gs folgt.
Der absolute Fehler der Schidtzung von

Andreas betragt demnach és, sein absoluter
Betrag ist 1s. Ferner gilt:
[ _ _10
f+ 0= worausf_-ﬁ s folgt.
Der absolute Fehler von Franks Schitzung

betrégt demnach — i% s, sein absoluter Betrag
1
ﬁ S.

Wegen l—is<$s ist daher der absolute Betrag

des absoluten Fehlers bei Franks Schitzung
kleiner.

Ma 10/12 #2078 Es seien die Ubertrige aus
der Einerspalte mit e, aus der Zehnerspalte
mit z und aus der Hunderterspalte mit 4 be-
zeichnet.
Dann gilt e, z, h €{0; 1; 2}, da die Summe
dreier einstelliger Zahlen nicht grofer als
27 sein kann und auch mit einem eventuellen
Ubertrag aus der nichsten niederen Stelle 29
nicht iiberschreitet.
Angenommen, es gibe eine Losung, dann
miiBte gelten
3/=10e+ N und

3ID+h=N.

Durch Subtraktion erhilt man
3I=10e+h+3D, also

3(I—D)=10e+h.
Daraus folgt wegen 10e+h=0 zunichst
12D, wegen I+ D also

(1) I>0 und daher 10e+h>0. Ferner
folgt
@ I—D=10e3+h.

Unter Beriicksichtigung der fir e und h gel-
tenden Einschrinkungen kommen nur fol-
gende beiden Moglichkeiten in Frage

(3a) e=1;h=2;1-D=4,

(3b) e=2;h=1;I-D=7.
Aus3D=N—-h,N<10und he {1;2}

folgt 3D <9, wegen D> 0, also
4) D € {1;2} und damit wegen (3)
(5) I1e{5;6;8;9}.
Aus 3I1=10e+ N und I+ N folgt
I'+5 und daher
(6) Ie {6;8;9] sowie
7 Ne {8;4;7}.
Ferner ist
3E+e=U+10z und
3R+z=10"h+E d.h. E=3R +z—10h.
Durch Substitution erhilt man
9R+3z—30h+e=U + 10z, also
®) R=30h+7;—e+U.
Nach (6) kommen fiir [ hochstens drei Zahlen
in Frage. Wir untersuchen der Reihe nach
diese drei Moglichkeiten.
Fall I: Es sei I=6.
Dann ist N=8, e=1 und daher wegen (3a)
h=2,D=2.
In diesem Fall erhilt man aus (8)
59+7z4+ U
—g
Wegen der fiir die Variablen geltenden Ein-
schrinkungen wird diese Gleichung hoch-
stens von lolgenden Zahlen erfiillt:
z=0,dann U=4, R=7, E=1;
z=1, dann U=6, R=8=N, was im Wider-
spruch zu N #+R steht;
z=2,dann U=8=N, was im Widerspruch zu
N = U steht.
Das fiihrt auf folgende Losung
2716
+2716
+2716
8148.
Fall 2: Es sei [=8.
Dann ist N=4, e=2 und daher wegen (3b)
h=1,D=1.
In diesem Falle erhdlt man aus (8)
284+7z4+U
—
Wegen der fir die Variablen geltenden Ein-
schrinkungen wird diese Gleichung hoch-
stens von [olgenden Zahlen erfillt:
z=0, dann U=8=1, was im Widerspruch zu
I+ U steht;
z=1,dann U=1 und R=4=N, was im Wi-
derspruch zu N+ R steht;
z=2,dann U=3 und R=5.
Das fiihrt auf folgende Losung:
1578
+ 1578
+1578
4734.
Fall 3: Es sei I=9.
Dann ist N=7, e=2 und daher wegen (3b)
h=1,D=2.
In diesem Falle erhilt man aus (8)
28+7z+U
—5
Wegen der [ir die Variablen geltenden Ein-
schrinkungen wird diese Gleichung hoch-
stens von folgenden Zahlen erfiillt:
z=0,dann U=8, R=4und E=2=D, wasim
Widerspruch zu D+ E steht;

R=

R=

R=
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z=1,dann U=1, R=4 und E=3;
z=2,dann U=3,R=5und E=7=N,wasim
Widerspruch zu N +E steht.
Das fiihrt aul [olgende Losung
2439

+2439

+2439

VEIV)
Da andere Fille nicht existieren, hat die Auf-
gabe genau die angegebenen drei Losungen.

Ma 10/12 #2079 (I) Da laut Bericht der
Handel stattgefunden hat, besitzt die Aulgabe
eine Losung.

Angenommen der Viehhindler habe zuniichst
fiir jedes Tier a Groschen verlangt, dann be-
trigt die Einsparung a-l—g—o Groschen, und
es gilt

aZ

ST 21, Daraus folgt

100a —a*=2100 und

a?—100a+2100=0.
Hieraus [olgt, daB a=70 oder ¢=30 sein
mub.
Im Falle a=30 hitte der Bauer 90 Groschen
gehabt. Da 90 nicht durch 21 teilbar ist, ent-
falit diese Moglichkeit. Daher kann nur a=70
den Bedingungen der Aufgabe entsprechen.
Laut Aufgabe wurden von dem urspriingli-
chen Preis (70 Groschen pro Tier) 709, d. h.
49 Groschen, heruntergehandelt. Somit lau-
tet der neue Preis 21 Groschen pro Tier, und
das gesamte Geld von 210 Groschen, das bei
dem alten Preis [ir genau 3 Tiere reichte,
wurde bei dem neuen Preis (fiir eine Anzahl
von Tieren) vollstandig ausgegeben, da 210
durch 21 teilbar ist.
Diese Anzahl betrug somit 10.

Ma 10/12 #2080 Die Summe s der natiir-
lichen Zahlen von 1 bis n ist laut Zahlentafel

n(n+1)

7

a) Angenommen, [lr eine natiirliche Zahl
n sei s eine zweistellige Zahl aus zwei gleichen
Ziffern. Dann ist s, also auch 2s=n(n+1)
durch 11 teilbar. Da 11 Primzahl ist, ist somit
entweder n oder n+ 1 durch 11 teilbar. Wire
n=14,so wires=7 - 15> 100, also nicht zwei-
stellig. Daher ist n<14, n+1<15, so dal
entweder n=11 oder n+1=11, d.h. n=10
folgt.
Tatsdchlich erhilt man [ir n=11 den Wert
s=£¥=66 und fiir n=10 entsprechend
5=¥:55; also ist [ir n=10 und n=11
die Bedingung a) erfiillt.
b) Angenommen, fur eine natiirliche Zahl n
sei s eine dreistellige Zahl aus drei gleichen
Ziflern. Dann ist s, also auch 2s=n{n+1)
durch 111 teilbar. Wire n=45, so wire
s=45- 23> 1000, also nicht dreistellig. Daher
ist n <45, n+ 1 < 46.
Also mul3 wegen 111=3"-37 und, weil 3 und
37 Primzahlen sind, einer der beiden Fakto-
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ren n, n+ 1 durch 3 teilbar und der andere
gleich 37 sein. Da n+ 1 fir n=37 nicht durch
3 teilbar ist, verbleibt nur n+ 1 =37. Tatséch-
lich erhilt man dabei s=36—;7- =666, also
eine dreistellige Zahl aus drei gleichen Zilfern
als einzige Losung.

Ma 10/12 w2081 Eine reelle Zahl x(# —3)
erfiillt genau dann (1), wenn

2
— > g
Z gilt. (2)
Fiiralle)c>—3ist—3 itiv, also (2) nich
X+3p051 iv, also (2) nicht

erfullt. Fiir x < — 3 ist (2) gleichbedeutend mit
jeder der Ungleichungen

—2(x+3)= 15,
x+32-175,
x 2 —10,5.

Also wird (2) und folglich ebenso auch (1)
genau von denjenigen Zahlen x erfiillt, fiir die
—10,5=x< —3 gilt.

Lasungen zu: alpha-heiter

Guter Rat

Mit a > b > c laute die Differenz

100a + 10b+ ¢ —(100c + 10b + a).

Wegen c<a iibertragen wir 10 aus den

Zchnern, also rechnen wir 10+ ¢ —a (Einer).

Bei den Zehnern rechnen wir entspre-

chend. Da 10b—10<10b, rechnen wir

100+ (10b—10)—10b; das sind 90=9-10

(also 9 Zehner). Bei den Hundertern miissen

wir dann rechnen (100a—100)—100c. Das

sind 100(g—c—1).

Also nun:

100a—c—1)+9-10+(10+c—a)

+100(10+c—a)+9-10+(a—c—1)

Das ergibt dann:

10a—c—1+4+10+c—a)=100-9=900

+9-10+9-10=90+90=180

+10+c—a+a—c—1= 9

Wir erhalten stets 71089

Addieren wir jetzt 13865

so ergibt das 14954 und ,entziffert”: Lerne!

Kreuzzahlritsel

1 2 3 % 5
412181215

G 7 )8
6114132

‘6|6|1]|6|6

) “ 12 13
51112111 2

“s|7|6[8]|7

Magische Kreise

Geburtsjahr gesucht
1902 + 1930 + 1945+ 1965 + 1937=9679

Silbenritsel
Lésungswort: Olympiade

Kryptarithmetik
8 :2=4 oder 8 :4=2
Dol o+ o+
1+2=3 1+4=5
8—1=7 8—1=7

84763+ 157+8310=93230;
302757 :97=3121

Irrgarten

Liésungen zu: Optimale Reihenfolge

1. Die giinstigsten Reihenfolgen sind (D, E,
F, C, A, Byund (D, F, E, C, A, B) mit je
145 min Gesamtwartezeit.

2a. 3,4,2,1)

2b.(D,F,A,E,C,B)und (F,D, A,E, C,B)
3a. Die Reihenfolge (Wohnung 2, Wohnung
3, Treppenhaus, Wohnung 1, Keller) erfor-
dert 22 Arbeitstage. _

3b. Bei der Reihenfolge (D, E, F, C, A, B)
werden die Liegekosten am kleinsten; insge-
samt 1015000 Mark. Die Entladung ist nach
24 Stunden beendet. Bei den Reihenfolgen
(D,E, C, B, F, A)und (D, E, C, B, A, F) ist
die Entladung am schnellsten beendet: nach
22 Stunden. Die Liegekosten belaufen sich
aber auf 1091000 bzw. 1097000 Mark.

Losung des Kreuzwortriitsels
(IV. U.-Seite)

1. Waagerecht : 5. Detonation, 6. Transforma-
tion, 7. RT, 9. Ta, 11. Sechseck, 12. Mé&bius,
13.19, 14.91, 18. Meer, 22. Kosmos, 24. Gent,
25. Usus, 27. old, 28. tla, 29. NVA, 31. RFT,
32. Giga, 34. Diaz, 35. Nernst, 36. Rast,
39. 16, 40. 71, 41. Kepler, 42. Variable,
47. Mn, 48. AN, 49. Parallelogramm, 54.
Rauminhalt, 57. Bor, 58. WPU, 59. NTZ,
60. Nis, 62. Sn, 63. Ca, 64. PS, 65. Ti, 67. Ra,
69. ES, 70. Es, 72. Ne, 75. Ina, 76. Tee,
77. Weg, 78. Inn.

I1. Senkrecht: 1. MTS, 2. Hof, 3. atm, 4. Dia,
7. Re, 8. Tc, 9. Te, 10. Ac, 13. 19, 15. 18,
16. Hankel, 17. Galois, 18. Mond, 19. est,
20. Emu, 21. Rost, 22. Kelvin, 23. Sulfat,
24. Gong, 26. Satz, 30. Ager, 31. Rist, 33. Ara,
34. DNS, 37. 61, 38. 81, 43. Am, 44. Rn,
45. Ba, 46. In, 50. Lux, 51. Imh, 52. Ohr,
53. Gas, 55. Kongruenzsitze, 56. Proportion,



Aufgaben aus Freundesland

Wir stellen unseren alpha-Lesern ausgewihlte
Aufgaben aus der CSSR, die sicher das
Interesse vieler finden werden, und wir wiin-
schen Erfolg beim Losen dieser Aulgaben.

Ala Ein Dreieck ABC habe die Seiten-
lingen a=9cm, h=4cm und ¢=6cm. Die
Punkte P, Q und R seien in der gegebenen
Reihenfolge Mittelpunkte der Seiten AB,
BC und AC. Es ist die Lange des Umfangs
des Dreiecks PQR zu berechnen.

A2 A Eine LPG bestellte ein trapez[6rmi-
ges Feld, dessen parallele Grundseiten 280 m
und 220m lang sind und dessen Hohe die
Lange 140m besitzt, mit Zuckerriiben. Je
Hektar wurden durchschnittlich 38 t Zucker-
riiben geerntet.

Wieviel Tonnen Zucker erbrachte die Ernte,
wenn der Zuckergehalt der Zuckerriiben 169/
betrug?

A3a  Auf der Seite AB eines Quadrates
ABCD mit der Seitenlinge a=6cm ist ein
innerer Punkt P so festzulegen, daB AP die
Lédnge 2cm hat. Das Quadrat ABCD ist an

61. Analysis, 62. Sc, 64. Pt, 66. Frequenz,
68. As, 71. Se, 73. Scheitelwinkel, 74. Einer-
menge.

II1. Von links oben nach rechis unten: 1. Ulme,
2. Geel, 3. BAM, 4. Ire, 7. Lot, 8. TP, 9. Nj,
11. km, 14. mm, 16. Br, 17. EOS, 18. nm,
21. Heu, 22. Irre, 23. Mann, 24. Ede.

IV. Von rechts oben nach links unten : 27. Rehe,
28. Dill, 29. Set, 30. Lew, 33. Pik, 34. Li,
35. Er, 37. Ga, 40. Ag, 42. La, 43. Phi, 44. ha,
47. Chi, 48. Hirn, 49. anal, 50. sin.

V. Auf den oberen Kreisbahnen (math. nega-
tiver Umlaufsinn): 3. Blei, 5. Kamera, 6.
Wirmelehre, 8. Ton, 10. Optik, 12. IMO,
29. Seil, 31. Fehler, 32. Mittelwert, 34. Lie,
36. Mikro, 38. Wal.

VI. Auf den unteren Kreisbahnen (math. posi-
tiver Umlaufsinn): 13. IMU, 15. Ebene,
19. Rom, 20. Archimedes, 25. Gerade, 26.
Urne, 39. Hai, 41. alpha, 45. AHA,
46. Stochastik, 51. Chinin, 52. Iran.
Losungswort: Erster Mathematikerkongress
der DDR 1981

der Geraden CP als Symmetrieachse zu
spiegeln; sein Bild sei A'B'C'D’.

A4 a Das Material fiir ein Bauvorhaben
wurde aul drei LKW mit unterschiedlicher
Ladekapazitit verladen. Die Masse der La-
dung des zweiten LKW war um 20°%/ groBer
als die des ersten LKW. Die Masse der La-
dung des dritten LKW war um 20% grofBer
als die des zweiten LKW. Insgesamt wurden
vonallendrei LKW 18,2t Ma[erial};eladen.
Berechne die Masse der Fracht fiir jeden der
drei LKW!

A5a Die Kanten AB bzw. BC eines Qua-
ders ABCDEFGH haben die Lidnge 12cm
bzw. 5 cm. Die Raumdiagonale AG bildet mit
der Diagonalen AC der Grundfliche einen
Winkel, dessen Grofle um 20° kleiner ist als
die GroBe des Winkels, der von der Raum-
diagonalen AG und der Kante CG gebildet
wird.

Es ist das Volumen des Quaders zu berech-
nen.

A6A Gegeben sei ein Quadrat ABCD mit
der Seitenlinge a=6cm.

Es ist ein Kreis k zu konstruieren, der die
Quadratseiten AB und BC beriihrt und durch
den Punkt D geht. Die Konstruktion ist zu
begriinden.

Losungen

Al a Die Verbindungsgerade der Mittel-
punkte zweier Dreieckseiten ist parallel zur
dritten Dreieckseite. Folglich sind die Vier-
ecke APQR und PBQR Parallelogramme, und
es gilt ﬁzw, AP=QR, BQ=PR. Fiir den
Umfang des Dreiecks PQR gilt somit

1 1
“=§'(a+b+c)=§- (9+4+6)cm=9,5cm.
(Bild 1)

Bild 1

A2aA A=l-h-(a+c)=

2
%- 140 - (280+ 220)m? = 35000 m?
16
=3,5ha; x=3,5-38 mt=2l,281.

Die Ernte erbrachte 12,28 t Zucker.

A3a Die Konstruktion ist der Zeichnung
zu entnehmen. (Bild 2)

8
Bild 2

Ada
I.LKW: xt
20
2. LKW: — t=
<x+100>t 1.2xt
3. LKW: 1,2xt-%t:1,44x1
Insgesamt: 3.6xt

Nun gilt 3,64 - x=18,2, also x=35.
Die Ladung des ersten LKW betrug 5t, die
des zweiten 6t und die des dritten 7,2t.

A5A Die Linge von AC betrigt
d=|/144+25cm=13cm. Fiir das Dreieck
ACG gilt ¢ +(¢ +20°)=90°, also ¢ =35°. Fiir
die Linge ¢ der Seite CG gilt dann
¢=13-tan35° und somit V=abc=

12-5- 13 tan35° cm®~ 546 cm?. (Bild 3)

H G

Bild 3

127

A a 8

A6A Der Mittelpunkt M des zu konstruie-
renden Kreises k liegt auf der Winkelhalbie-
renden des Winkels A BC und auf der Winkel-
halbierenden des Winkels AED. Auf Grund
der vorliegenden Symmetrieeigenschalten hat
der Winkel AED die GroBe 45°. (Bild 4)

Bild 4 o ¢

Ubersetzung: OL F. Kriesche, Eilenburg
Bearbeitung: StR Th. Scholl, Berlin
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Kreuzwortritsel

Fortsetzung der IV. Umschlagseite

I1. Senkrecht: 1. Landtechnische Station der
fiinfziger Jahre (K), 2. durch Lichtbeugung
hervorgerufene atmospharische Lichterschei-
nung, 3. bisher gebrauchliche Druckeinheit

(= 101325 Sﬁ, 4. Diapositiv (K), 7. Metall,

OZ 75 (S), 8. kiinstlich herstellbares Metall,
frither auch Masurium genannt (S), 9. chem.
Element, OZ 52 (S), 10. radioaktives Ele-
ment, 1899 von Debierne entdeckt (S), 13. Lo-
sung der Gleichung 114—5x = x, 15. kleinste
durch 9 teilbare gerade natiirliche Zahl,
16. deutscher Mathematiker (1839 bis 1873),
17. franzosischer Mathematiker (1811 bis
1832), 18. Himmelsk&rper, 19. lateinisches
Zeitwort, 20. strauBendhnlicher Vogel, 21.
Zersetzungsschicht an Eisenmetallen, 22.
Temperatureinheit, 23. Saurerest der Schwe-
felsdure, 24. Signalgerat, 26. Form mathema-
tischer Aussagen, 30. altrémisches Staatsland
in den eroberten Liandern, 31. FuBriicken,
33. Sittichpapagei, 34. Desoxyribonuklein-
sdure (K), 37. Primzahl p mit 60 <p < 70,
deren Quersumme eine einstellige Primzahl
ist, 38. addiert man zu der gesuchten Zahl die
Basiszahl des Dezimalsystems, so erhilt man
die Losung von 14. waagerecht, 43. radio-
aktives Element, OZ 95 (S), 44. radioaktives
Edelgas, 45. Erdalkalimetall (S), 46. Loga-
rithmus zur Basis e (K), 50. Einheit der Be-
leuchtungsstirke, S1. MabBeinheit der Licht-
menge, 52. Organ zur akustischen Wahrneh-
mung, 53. Aggregatzustand der Materie, 55.
mathematische Aussagen iiber deckungs-
gleiche Dreiecke, 56. Verhiltnisgleichung,

61. Teilgebiet der Mathematik, 62. seltenes.

Erdmetall, OZ 21 (S), 64. Schwermetall (S),
66. Begrifl aus der Schwingungslehre, 68.
chem. Element, tritt in grauer metallischer
und gelber nichtmetallischer Modifikation
auf (8), 71. chem. Element, Halbleiter (S),
73. an sich schneidenden Geraden auftre-
tende Winkel, 74. Menge, die genau ein Ele-
ment enthilt.

II1. Von links oben nach rechts unten :

1. Laubbaum, 2. Stadt in Belgien, 3. bedeut-
samer Schienenweg der Sowjetunion (K),
4. Einwohner eines europdischen Staates,
7. geometrischer Begriff, 8. Hilfspunkt fiir die
Landvermessung (K), 9. Metall (S), 11. Ein-
heit fiir geographische Entfernungsangaben
(K), 14. Langeneinheit (K), 16. Halogen,
OZ 35 (8), 17. Bildungseinrichtung der DDR
(K), 18. kleine Lingeneinheit (K), 21. natiir-
lich getrocknete griine Futterpflanzen, 22. Gei-
stesverwirrung, 23. maskuline Person, 24. eine
Titelgestalt eines Kinderbuches von Alex
Wedding.

1V. Von rechts oben nach links unten:
27. Waldtiere, 28. Gewiirzpflanze, 29. Maf}-
einheit fir die Breite der Monotypeschrift,

96

30. bulgarische Wahrungseinheit, 33. Berg-
spitze, 34. das leichteste Metall (S), 35. chem.
Element, OZ 68 (S), 37. Metall, OZ 31 (8),
40. Edelmetall (S), 42. chem. Element, OZ 57
(S), 43. griechischer Buchstabe, 44. Flachen-
maBl (K), 47. griechischer Buchstabe, 48.
Hauptteil des Zentralnervensystems (K), 49.
medizinischer Begriff, 50. periodische Funk-
tion (K).

V. Auf den oberen Kreisbahnen (math. negati-
ver Umlaufsinn) :

3. Schwermetall, 5. fotografisches Aufnahme-
gerit, 6. Teilgebiet der Physik, 8. sinus(6r-
mige Schallschwingung im horbaren Fre-
quenzbereich, 10. Teil der Lehre von den
elektromagnetischen Wellen, 12. mathemati-
scher Wettstreit (K), 29. Hilfsmittel fiir Berg-
steiger, 31. Abweichung vom wahren Wert
einer Grofe, 32. Erwartungswert einer Zu-
falisgrofle, 34. norwegischer Mathematiker
(1842 bis 1899), 36. Kurzzeichen vor MaB-
einheiten, 38. Meeressaugetier.

V1. Auf den unteren Kreishahnen ( math. posi-
tiver Umlaufsinn) :

13. Internationale Mathematikerunion (K),
15. geometrisches Gebilde, 19. Hauptstadt
Italiens, 20. griechischer Mathematiker und
Naturforscher (um 287 bis 212 v.u.Z),
25. geometrischer Begriff, 26. Behiltnis,
39, Raubfisch, 41. mathematische Schiiler-
zeitschrift der DDR, 45. populidrwissenschaft-
liche Jugendsendung des DDR-Fernsehens,
46. Teilgebiet der Mathematik, 51. Alkaloid
der Chinarinde, 52. Staat in Mittelasien.

Die Buchstaben und Ziflern der im folgenden
angegebenen Kastchen weisen bei richtiger
Auflésung und in entsprechender Reihen-
folge gelesen auf ein fiir die mathematische
Wissenschaft der DDR bedeutsames Ereignis
hin, das in Kiirze in Leipzig stattfinden wird:
I/II: 19,21, 23, 28, 19, 54
1,10, 28, 16, 19, 47, 48, 65, 75, 22, 19,
54, 55,27, 29, 32,36, 19, 62, 71
1II/VI: 28,35, 19
28, 28,27
13, 14, 38, 39

I/11: R. Mildner

Spezialschule fiir Mathematik

Die Spezialschule fiir Mathematik und Physik
an der Humboldt-Universitit zu Berlin for-
dert seit nunmehr 17 Jahren mathematische
Talente. Die Schiiler studieren anschlieBend
Mathematik und Physik oder werden als
Lehrer in der Fachkombination Mathematik/
Physik ausgebildet.

Nach AbschluB der 10. Klasse werden an der
Spezialschule in zwei Jahren neben einer
soliden Ausbildung in allen Fichern der
Abiturstufe breite und tiefe Kenntnisse in

den Fichern Mathematik und Physik ver--

mittelt

: o1, die ikren Hauptwohnsitz nicht in
ieriin haben, werden in Studentenheimen der
Humboldt-Universitdt untergebracht.

Mathematik-
sendungen
im Schulfunk

RADIO DDR I

Sicher haben viele von euch schon Schulfunk-
sendungen gehdrt. Manchem ist aber viel-
leicht nicht bekannt, daB es seit einigen Jah-
ren auch Mathematikschulfunksendungen
gibt. Die Sendungen bauen auf dem Stoff,
der im Mathematikunterricht bzw. in den
Arbeitsgemeinschaften vermittelt wurde, auf.
Sie erginzen, vertiefen und bereichern das
angeeignete Wissen vor allem in zwei Rich-

tungen.

Erstens werden Sendungen ausgestrahlt, die
die Bedeutung der Mathematik in der Pro-
duktion, im alltdglichen Leben demonstrie-
ren. Dabei wird gezeigt, welches mathemati-
sche Wissen und Konnen erforderlich ist, um
den gestellten Anforderungen in den ver-
schiedenen Berufen gerecht zu werden. Zwei-
tens gehen diese Sendungen der historischen
Entwicklung der Mathematik nach. Dabei
konnt ihr erfahren, auf welch oft kompli-
ziertem Wege mathematische Erkenntnisse
gewonnen und angewendet wurden und wel-
chen Nutzen sie heute noch haben. Die Sen-
dungen sind so gestaltet, dafl ihr Einblick
nehmen konnt in die Gedankenwelt groBer
Erfinder und Entdecker und mit ihnen die
,,Abenteuer der Erkenntnis*“ — wie Einstein
einmal sagte — erlebt. Es wird gezeigt, welche
Probleme und Schwierigkeiten, Wege und
Irrwege von den Mathematikern iiberwunden
wurden, um zu neuen Erkenntnissen zu ge-
langen. Dabei wird zugleich deutlich, daB
sich die Mathematik stets in Abhéingigkeit
von den gesellschaftlichen Bediirfnissen, den
Erfordernissen der Praxis entwickelt hat.

7o\
RADIO
\R”.

Folgende Mathematikschulfunksendungen
werden im Schuljahr 1981/82 ausgestrahlt:
(Die Schulfunksendungen werden vom Sen-
der Radio DDR II ausgestrahit. Die Angaben
erfolgen nur fiir das Fach Mathematik. Die
verwendeten Symbole bedeuten: K| = Klas-
senstufe; T = Termin.)



I. Zur Geschichte der Entwicklung und
Einfiihrung der Symbolik in die Mathematik
Kl1.8,9 T.:1.9. 1981, 13.30 Uhr
Bereits in der Antike erkannte man die Vor-
teile einer mathematischen Symbolik. Zu-
nichst wurde eine gewisse Ubersichtlichkeit
bei der Formulierung mathematischer Theo-
rien und bei der Losung von Aufgaben durch
die Verwendung von Abkiirzungen, meist
Anfangs- oder Endbuchstaben der Zahlen
oder mathematischen Operationen, erreicht.
Der ProzeB der Entwicklung und Einfithrung
der Symbolik - so wie sie uns heute bekannt
ist — war sehr langwierig. Welche Mathema-
tiker sich um die Entwicklung und Einfiih-
rung einer einheitlichen Symbolik in die Ma-
thematik verdient gemacht haben, und welche
Schwierigkeiten sie dabei zu iiberwinden
- hatten, kann man in dieser Sendung erfahren.

2. Adam Ries -
Rechenmeister zu Annaberg-Buchholz
K16 bis 8 T.:29.10. 1981, 17.15 Uhr
5.11. 1981, 10.15 Uhr
Nach Adam Ries macht es. .. ! Dieser Aus-
spruch wird heute noch oft verwendet, um
die Richtigkeit eines Ergebnisses zu beweisen.
Warum wir Adam Ries als Zeugen fiir die
Richtigkeit eines mathematischen Ergebnis-
ses benennen, welche Leistungen er auf dem
Gebiet der Mathematik vollbracht hat, wird
in dieser Sendung dargestellt.

3. Die Ahnlichkeitslehre, ihre Anwendung
in der Praxis

Kl.8 T.:24.11. 1981, 13.30 Uhr
In dieser Sendung wird erldutert, wie Thales
von Milet mit Hilfe der Kenntnis des Strah-
lensatzes die Hohe der Pyramide aus der
Lénge ihres Schattens berechnete, wie der
Kapitin eines in Seenot geratenen Schiffes
mit einem zerbrochenen Jakobstab seine Po-
sition auf hoher See bestimmen konnte. Die
Sendung bringt auch Beispiele vom groBen
Nutzen der Ahnlichkeitslehre fiir unsere
Volkswirtschaft (Schiffbau). In der Sendung
wird deutlich, wie sich die Ahnlichkeitsiehre
zu einer selbstindigen mathematischen Dis-
ziplin entwickelt hat.

4. Zur Entwicklungsgeschichte
der Trigonometrie
Kl. 10 T.:26. 11. 1981, 17.15 Uhr
3.12. 1981, 10.15 Uhr
Im 15./16. Jahrhundert stellte die Schiffahrt,
die sich von den Kiisten 16sen und die hohe
See erreichen wollten, erhohte Forderungen
an Nautik, Astronomie und damit letztlich
an die Trigonometrie. Es wurde an Ansdtzen
aus der Antike und an Kenntnisse aus dem
islamischen Kulturgebiet angekniipft und zu-
nidchst astronomische und trigonometrische
Tafeln entwickelt. Man begann, sich verstirkt
mit der Trigonometrie zu beschiftigen und
sie als eine mathematische Disziplin zu be-
griinden. Welche Mathematiker dabei eine
entscheidende Rolle spielten, erfihrt man in
dieser Sendung.

5. Geschichten von Riesenzahlen

Kl.7 bis 10 T.:21.1.1982, 17.15 Uhr
28. 1. 1982, 10.15 Uhr

In dieser Sendung wird erlautert, was alles

passieren kann, wenn man die Potenzgesetze

nicht beherrscht. Im Mittelpunkt stehen zwei

Anekdoten:

1. Belohnung: Der Heerfithrer Terentius
kehrt nach einem siegreichen Feldzug nach
Rom zuriick. Der Kaiser belohnt ihn auf
eine ganz ungewohnliche Weise.

2. Das Schachspiel: Der indische Kaiser She-
ram war begeistert von der Scharfsinnigkeit
und Vielfalt der méglichen Situationen beim
Schachspiel. Er méchte den Erfinder dieses
Spieles belohnen, was ihm letztlich nicht
moglich war.

6. Anwendungen mathematischer Modelle
bei Rationalisierungsvorhaben
K1.9 bis 12 T.:28.1.1982, 17.15 Uhr
4.2.1982,10.15 Uhr
Es werden in jeweils 15 Minuten zwei Bei-
spiele der Anwendung der Mathematik er-
lautert:
I. Entwicklung des Werkzeug- und Rationali-
sierungsmittelbaus der Betricbe im Kreis
Suhl: Es wurde ein Modell erarbeitet, das die
Einrichtung eines zentralen Materiallagers
mit mechanisierter Lagertechnologie und
EDV-orientierter Lagerhaltung, Havarie- und
Reparaturdienst fiir Kleinbetriebe und Kon-
struktionsabteilungen fiir die Betriebe im
Kreis Suhl erforderlich machte.
2. Verbesserung des Arbeiter- und Berufs-
verkehrs: Es wurde ein Modell erarbeitet, das
bei der Realisierung des Arbeiter-, Berufs-
und Personenverkehrs in einem abgeschlos-
senen Territorium die auftretenden Kosten
aller beteiligten Betriebe und Einrichtungen
minimierte, bei gleichzeitiger Maximierung
des Gewinns, bei Realisierung optimaler
Arbeits- und Lebensbedingungen der Werk-
titigen und bei Nichtbeeintrichtigung des
Produktionsprozesses.

7. Sonja Kowalewskaja
KI1.9 bis 12 T.:11. 3. 1982, 17.15 Uhr
18. 3. 1982, 10.15 Uhr
In dieser Sendung wird gezeigt, wie schwer
es Frauen noch im 19.Jahrhundert hatten,
eine wissenschaftliche Ausbildung zu erhal-
ten und fiir ihre wissenschaftlichen Leistungen
Anerkennung zu finden. Sonja Kowalewskaja
beschiftigte sich nicht nur mit der mathe-
matischen Theorie, sondern sie war bestrebt,
die gewonnenen Erkenntnisse auf Probleme
der Praxis anzuwenden.

8. Zahlen, Zeichen und Systeme —
Ungleichungssysteme und ihre Anwendung
in der Praxis

K1.9 bis 12 T.:23. 3. 1982, 13.30 Uhr
In dieser Sendung erfihrt man, unter welchen
Bedingungen die Optimierungsrechnung ent-
stand und welche Verantwortung der Mathe-
matiker fiir seine gewonnenen Ergebnisse
trigt. Am Beispiel des rentabelsten Anbau-
verhdltnisses (Roggen, Kartoffeln) fiir ein
durch Melioration gewonnenes Feld werden
die wesentlichen Schritte der Optimierungs-
rechnung erlédutert. Weitere Beispiele demon-
strieren die enorme Bedeutung der Optimie-
rungsrechnung in unserer Volkswirtschaft.

9. Anwendung mathematischer Modelle
im Verkehrswesen
K1.9 bis 12 T.: 25.3. 1982, 17.15 Uhr
1. 4. 1982, 10.15 Uhr
22.6. 1982, 13.30 Uhr
Es werden in jeweils 15 Minuten zwei Bei-
spiele der Anwendung der Mathematik er-
lautert:

1. Rechnergesteuerte Ampeln: Das Steuer-
gerat fiir die mikrorechnergesteuerte Ampel-
regelung im StraBenverkehr hat die Aufgabe,
die Verkehrssicherheit zu erhéhen, Wartezei-
ten an den Verkehrsknotenpunkten zu redu-
zieren und der StraBenbahn Vorrang einzu-
rdumen. Man errechnete an einer mit dem
Geriit ausgestatteten Kreuzung eine jéhrliche
Einsparung von 5000 Liter Kraftstoff und
15000 kWh Elektroenergie.

2. Automaten fir den Fahrkartenverkauf:
Fiir Einzelfahrscheine im S-Bahnbereich wur-
den Automaten und fiir Zeit- und Fernfahr-
karten Dialogautomaten entwickelt. Die
Funktions- und Wirkungsweise dieser Auto-
maten werden erldutert.

10. Uberblick iiber die Anfinge

der Rechenkunst

KI1.6 bis 9 T.: 1. 6. 1982, 13.30 Uhr
Die Sendung wird die Entwicklung der Zihl-
und Rechenhilfsmittel bis zum 17. Jahrhun-
dert darstellen. Man erfédhrt, wie solche Aus-
driicke, wie ,,seine Rechnung glattmachen*,
,,etwas auf dem Kerbholz haben‘ entstanden
sind und welche Bedeutung sie hatten. Die
Entwicklung, Funktionsweise und Anwen-
dung der ersten Rechenhilfsmittel werden er-
lautert.

11. Geschichte der Rechenanlagen

KI.7 bis 12 T.: 15. 6. 1982, 13.30 Uhr
In dieser Sendung werden wesentliche Etap-
pen des Prozesses von der Konstruktion
erster mechanischer Rechenmaschinen bis
zur Schaffung moderner elektronischer Re-
chenanlagen demonstriert. Es werden die
Leistungen solcher Mathematiker, wie Schik-
kardt, Pascal, Leibniz und Babbage gewiir-
digt. Die Horer werden iiber einige wichtige
Einsatzgebiete von Computern und Tenden-
zen der kiinftigen Entwicklung auf diesem
Gebiet informiert. .

12. Zuwachs fiir die ESER-Familie
K1.7 bis 12 T.: 17. 6. 1982, 17.15 Uhr
24. 6. 1982, 10.15 Uhr
Vom Mini-Rechner bis zum Rechenkomplex
mit [2 Millionen Operationen in der Sekunde:
Innerhalb von nur zehn Jahren ist das Ein-
heitliche System der elektronischen Rechen-
technik (ESER) zu einem sich sténdig weiter-
entwickelnden Komplex von Gerdten gewor-
den. Mit seiner Hilfe lassen sich verschiedene
Systeme der Erfassung und Verarbeitung von
Daten schaffen — von automatisierten Lei-
stungssystemen in einzelnen Betrieben bis
hin zu Zentren der kollektiven Nutzung im
Rahmen eines ganzen Landes. Die ESER-
Baureihe ist im Ergebnis der gemeinsamen
Arbeit von Spezialisten der RGW-Linder
entstanden.
S. Schwidtmann
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Aus Mathematik, Brauch (latein.), 27. alt (engl.), 28. ungerade Atommasse 10,81, 58. Rostocker Universitét

Naturwissenschaft und Technik

Abkiirzungen : .
OZ.. Ordnungszahl, (S).. Chemisches Sym-
bol, (K).. Kurzbezeichnung

1. Waagerecht : 5. heftige Explosion, 6. Ab-
bildung, Umwandlung, 7. RaummaB in der
Schiffahrt (K), 9. chemisches Element, 1802
von Ekeberg entdeckt (S), 11. Vieleck, 12.
Leipziger Mathematiker und Astronom (1790
bis 1868), 13. Primzahl p mit 10 < p < 30
und der Quersumme 10, 14. dividiert man die
gesuchte Zahl durch 13 und subtrahiert davon
6, so erhilt man I, 18. groBes Gewisser,
22. Weltall, 24. Stadt in Belgien, 25. Sitte,

Permutation der drei Buchstaben a, |, t,
29. Schutzorgan der DDR (K), 31. Rund-
funktechnik (K), 32. Kurzzeichen vor MaB-
einheiten, 34. portugiesischer Seefahrer (um
1450 bis 1500), 35. deutscher Physiker (1864
bis 1941), Nobelpreistrager, 36. Ruhepause,
39. die vierte Wurzel aus der gesuchten posi-
tiven Zahl ist gleich 2, 40. eine Losung der
quadratischen Gleichung x>—70x.-71 =0,
4]1. Mathematiker und Astronom (1571 bis
1630), entdeckte die Gesetze der Planeten-
bewegung, 42. veranderliche GroBe, 47. eisen-
ahnliches Metall, OZ 25 (S), 48. sowjetischer
Flugzeugtyp, 49. spezielles Viereck, 54. Vo-
lumen, 57. chem. Element mit der relativen

(K), 59. Naturwissenschaftlich-Theoretisches
Zentrum (K), 60. Stadt in Jugoslawien, 62.
silberweiBes, sehr geschmeidiges und dehn-
bares Metall (S), 63. Erdalkalimetall, 1808
von Davy entdeckt (S), 64. bisherige, vor
allem in der Kraftfahrzeugtechnik gebrauch-
liche Leistungseinheit (K), 65. Metall, OZ 22
(S), 67. radioaktives chem. Element (S), 69.
Motorrad-Typ, 70. radioaktives Element,
nach dem Begriinder der Relativititstheorie
benannt (S), 72. Edelgas (S), 75. FluB in
Polen, 76. asiatisches Gewichs, 77. physika-
lische Gr6Be, 78. NebenfluB der Donau.

Fortsetzung auf Seite 96
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