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Gitterpunktpolygone —
Flachenberechnung einmal anders

Eine merkwiirdige Flichenformel

In diesem Beitrag wollen wir den Flichen-
inhalt von Gitterpunktpolygonen berech-
nen. Das sind ebene Figuren. die von
einem geschlossenen Streckenzug begrenzt
sind, wobei die Ecken Gitterpunkte eines
vorgegebenen regelmiBigen Rasters (z. B.
klein- oder langkariertes Rechenpapier)
sind und die Seiten sich gegenseitig hoch-
stens in den Eckpunkten schneiden
(Bild 1). Soll der Flicheninhalt einer sol-
chen Figur bestimmt werden, so wiirde
wohl jeder damit beginnen, sie in Drei-
und Rechtecke zu zerlegen, deren Inhalte
berechnen und anschlieBend diese Zahlen
addieren. Eine andere, verbliffende Me-
thode ist folgende: Wir zdhlen die Gitter-
punkte im Inneren der Figur {fiir Bild 1:
i=21) und die auf dem Rand (r = 16),
dann bilden wir i+ %r —1=28, welches
die MaBzahl des Flacheninhaltes der Figur
von Bild 1 ist.

|
Bild 1 i
4
/
/
Bild 2
v

Die Fldacheneinheit ist dabei der Inhalt
eines kleinsten Gitterpunktquadrates. Die
gleiche Beobachtung macht man bei der
Figur aus Bild 2
(i=2,r=6,i+%r—1=4=A>,
wenn man beriicksichtigt, daB die Flichen-
einheit jetzt durch ein kleinstes Gitter-
punktrechteck bestimmt wird. Zufall oder
GesetzmiBigkeit? Wir werden im weiteren
zeigen, daB flir den Flicheninhalt eines
Gitterpunktpolygons stets gilt:

A=i+ %r -1.
(Dieser Zusammenhang wurde erstmals
1899 von G. Pick erkannt und bewiesen.)

Gitterpunktrechtecke

Zunichst untersuchen wir Vierecke, deren
Eckpunkte Gitterpunkte sind und deren
Seiten parailel zu den Geraden des Gitters
verlaufen. Die Bezeichnung Gitterpunkt-
rechteck fiir solche Figuren ist natiirlich
nur dann sachgemif, wenn die nichtparal-
lelen Gitterlinien rechtwinklig zueinander
verlaufen.
Wir wollen dies vorldufig annehmen. Alle
Aussagen gelten aber ebenso auch flir an-
dere Gitter (vgl. Aufgabe 1).
Hat ein Gitterpunktrechteck Seiten der
Langen ¢ und b (jeweils in Einheiten der
Seitenldnge eines kleinsten Gitterpunkt-
rechtecks), sc iiegen r=2(a + b) Gitter-
punkie auf dem Rand und
i=(ea—1) (b—1) im Innern der Figur (vgl.
Bild 3.2 mit a =6, b = 35).
Wir erhalten also:

i=ab—a-b+1

=agb-(at+bd)+1

1
—ab—7r+1

bzw. ab=i+—;—r— 1.
Nun .st A = ab aber genau der Flichenin-
halt eines solchen Rechtecks, somit gilt un-

sere Formel A =i+ %r — 1 also fiir jedes

Gitterpunktrechteck.
Bild 3a
Bild 3b

Y

Auch fiir Gitterpunktdreiecke mit zwei par-
allel zum Gitter liegenden Seiten gilt die
Formel. Solche Dreiecke kann man sich
entstanden denken aus der Halbierung
eines Gitterpunktrechtecks entlang einer
seiner Diagonalen (Bild 3.b). Besitzen die
auf dem Gitter liegenden Seiten die Lin-
gen a und b, so schlieBen wir fiir das
Dreieck folgendermaBen:
r=(a+b)+1+r,.

Dabei ist r; die Anzahl der auf der dritten
Seite (Diagonale des zugehorigen Gitter-
punktrechtecks) liegenden Gitterpunkie,
die nicht Eckpunkte des Dreiecks sind.
Wie das Beispiel aus Bild 3.2 zeigt, kann
gelten: r;=0. Fir eine weitere Aussage
iiber ry betrachten wir das zugeordnete Git-
terpunktrechteck mit Seitenldngen a und
b. Es enthilt (a — 1) (b — 1) Gitterpunkte
im Inneren.
Zihlen wir diese als Punkte der beiden
Teildreiecke, die durch Halbierung entlang
einer Diagonalen entstehen, so erhalten
wir flr diese Zahl (2i + r;). Dabei ist noch
zu iberiegen, daB die beiden Teildreiecke
gleichviel innere Punkte enthalten; dies ist
aber richtig, da sie durch Geradenspiege-
lungen an Gittergeraden und Vesschiebun-
gen um ganzzahlige Vielfache der Langen-
einheit miteinander zur Deckung gebracht
werden kOnnen.
Aus der Gleichheit der beiden Ausdriicke
fiir die Anzahl der inneren Gitterpunkte
folgt:

rp=@-1)®b-1)-2i
Setzen wir dies weiter oben ein, so srgibt
sich:

r=a+btltab—a--b
+1-2i '

1 o1
bzw.jab—z+2r 1,

1
was wegen A =7ab die Richtigkeit der
Formel auch fiir die betrachteten Gitter-
punktdreiecke zeigt.

Zerlegung in Elementardreiecke

Um die Giiltigkeit der Formel fiir allge-
meine Gitterpunktpolygone zeigen zu kén-
nen, denken wir uns 2ine solche Figur in
eine endliche Anzahl von Teildreiecken
zerlegt, die selbst wieder Gitterpunkt-
dreiecke sind. Sollte es unter diesen
Dreiecke geben, die im Inneren noch Git-
terpunkte enthalten, so zerlegen wir sie
weiter, bis nur noch Gitterpunktdreiecke
ohne Gitterpunkte im Inneren vorliegen.
Das gleiche geschieht mit Teildreiecken,
die auBer den drei Eckpunkt.n noch wei-
tere Gitterpunkte auf ihren Seiten enthal-
ten. Damit erhalten wir unsere Ausgangsfi-
gur zerlegt in eine endliche Anzahl von
Gitterpunktdreiecken, die nur in ihren Ek-
ken Gitterpunkte aufweisen. Gitterpunkt-
dreiecke mit dieser Eigenschaft nennen wir

Bild 4

Elementardreiecke. Bild 4 zeigt eine mogli-
che Unterteilung des Gitterpunktpolygons
aus Bild 1 in Elementardreiecke.

Wir zeigen nun, daB unsere Flichenformel
fir jedes Elementardreieck gilt, d. h., daB

alpha, Berlin 19 (1985) 6 - 121



jedes solche Gitterpunktdreieck den Fli-

cheninhalt % hat

. ., 1
(1—0,r—3-1+2r 2
Fiir einige Spezialfille kann man dies so-
fort nachpriifen, es kénnen aber auch sehr
allgemeine Lagen auftreten (Bild 5).

1

Bild 5

Die Kenntnis von der Richtigkeit der For-
mel fir Gitterpunktrechtecke und deren
Halbierungsdreiecke wird uns beim Beweis
eine groBe Hilfe sein. Betrachten wir die
lingste Seite eines Elementardreiecks als
Diagonale eines Gitterpunktrechteckes, so
kommt das Elementardreieck ganz im In-
neren dieses Gitterpunktrechtecks zu lie-
gen. Ist etwa F, ein Elementardreieck
(Bild 6), so erhalten wir ein Rechteck mit
den Seitenldngen g und b und in ihm Teil-
figuren (sémtlich Gitterpunktdreiecke und
-rechtecke) Fy, F;, F5, Fy (b=b,+ b,
a=ay+a, — Numerierung entsprechend
der angrenzenden Flichen).

Bild 6
F b
F
b 5 2
F3 b
Fy
a, 2
Offenbar gilt' Ag= A-(A + A+ A,

+ A,), wobei fir alle Flicheninhalte auf

der rechten Seite der Gleichung die Fli-

chenformel anwendbar ist. Wir zdhlen nun

fiir diese Flichen die Gitterpunkte auf den

Seiten bzw. im Inneren:

Fy: n=a+b+1,

Fz: r2=a3+b2+1,

F;: rn=2(a;+ by, im Inneren: i,

F,: ry=a4+ b;+1, im Inneren: i,

F: r=a+b+b,+b+ayta,
i=i+ih+i+i,+ay+b—1

(Man beachte, daB i; =0 ist und Punkte

auf der gemeinsamen Seite von F, und F,

bzw. von F; und F, zu inneren Punkten von

F werden.)

Also gilt:

A+ A+ Ay + Ay

im Inneren: i,
im Inneren: i,

P
=11+12+13+14+?[a+b

+1+03+b2+1+2(ag+b3)
ta +by+1) -4

=(i-a=b+ D+ (r+3)

+a3+b3—4
.1 3
=fj4+—p— -
i 2r 3+2
Lo 1 3
=j4—p——=
SR
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und somit:
A0=A_(A1+A2+A3+A4)

IR SR S S )
—1+2r (1+2r 2)

Zusammenfiigen aus Teilfiguren

Uns stehen nun Teilfiguren zur Verfiigung,
fiir die die Flichenformel gilt und aus de-
nen sich jedes Gitterpunktpolygon zusam-
mensetzen 1dBt. Speziell fir Flementar-
dreiecke hatten wir im vorhergehenden
Abschnitt ein Verfahren angegeben, um
eine entsprechende Zerlegung zu finden.
Betrachten wir nun zwei Gitterpunktpoly-
gone F; und F,, fiir die unsere Flichenfor-
mel gilt (also am Anfang etwa Elementar-
dreiecke) und die gemeinsame Punkte auf
einer Seite haben (Bild 7). Zusammen er-
geben sie dann das Gitterpunktpolygon F
mit Flicheninhalt A = 4, + A,. Gilt fir die
Berechnung von A ebenfalls unsere Fli-
chenforme]?

Bild 7

AL &

"Ja, denn es ist:

1 X
A1=11+7r1—1

Az = iz + %rz -1

mit n,=r, +7+2 (k=1;2), wobei r, die
Anzah]l der Gitterpunkte auf den Seiten
von F, ist, die nicht gleichzeitig zur zwei-
ten Teilfliche gehéren. (r+2) Gitter-
punkte gehoren gleichzeitig zu F, und F,,
davon werden 7 beim Zusamme:,:egen zu
inneren Punkten von F.
Es gilt also weiter:
r=ritry+2i=ih+i+7.
Somit ist:
i=i+ i1+%[(r1— r—2)

+(n—ry—2)]

1
=it (ntn) =2

also:

A=AX+A1=(i1+%rl—1)
+(i1+%f2"1)=i+_;‘r—l. '

Da wir nun jedes Gitterpunktpolygon
schrittweise aus Teilfiguren zusammenset-
zen kOnnen, fir die jeweils die Flachenfor-
mel gilt, zeigt uns dieser SchluB, daB die
Flichenformel auch fiir die Gesamtfliche
giiltig ist.

Andere regelmifige Gitter

In einem Beitraz von R. Klette im
Heft 6/1983 der alpha ist gezeigt worden,
daB neben einem Gitter, das aus Quadra-
ten aufgebaut ist (orthogonales Gitter), nur
noch zwei weitere regelmiBige Gitter exi-
stieren: das trigonale und das hexagonale
(aus regelmiBigen Drei- bzw. Sechsecken).
Wie sieht die Flichenformel fiir Gitter-
punktpolygone auf diesen Gittern aus?

In einem trigonalen Gitter konnen wir
ohne Miihe je zwei kleinste Teildreiecke so
zusammenfassen, daB ein Gitter entsteht,
dessen kleinste Teilfiguren Rhomben sind
(Bild 8). Fiir dieses Gitter gilt die schon be-
wiesene Fliachenformel (vgl. Aufgabe 1).
Da ein kleinster Teilthombus den doppel-
ten Flicheninhalt eines Ausgangsteil-
dreiecks besitzt, folgt also fiir das trigonale

Gitter: 4 =2(i+%r— 1).

Bild 8

KAAAPANA

Fiir Gitterpunktpolygone auf dem hexago- .
nalen Gitter kann es keine Flichenformel
geben, die nur mit inneren und Randpunk-
ten dieses Gitters arbeitet. Dazu betrach-
ten wir ein kleinstes T:ilsechseck in die-
sem Gitter und die Gitterpunktdreiecke
ABC und ABC’ (Bild 9a, b). Beide besitzen
die gleiche Anzahl von inneren und Rand-
punkten, der Flicheninhalt von ABC’ ist je-
doch doppelt so groB wie der von ABC.
Gibt es einen Ausweg?

Bild 9a
c
A B
Bild 9b
A 8
Bild 10

NOINAININININ/N/
INONONININININAN/N
NONOINNININN/
NANNANNNN

Naheliegend ist die Zerlegung jedes Teil-
sechsecks des Gitters in Dreiecke (Bild 10).
Dabei entsteht ein trigonales Gitter, in
dem wir die eben gezeigte Flichenformel
verwenden konnen. Jeder Gitterpunkt des
hexagonalen Gitters ist auch Gitterpunkt
im trigonalen Gitter - aber es entstehen
noch weitere Gitterpunkte im Symmetrie-
zentrum der Sechsecke, die wir beriicksich-
tigen miissen! Seien fir ein Gitterpunktpo-
lygon iy und ry die Anzahl dieser zusatzli-
chen Punkte im Inneren bzw. 2uf dem



Rand der Figur, so erhalten wir, da ein
kleinstes Teilsechseck aus sechs Teildreiek-
ken aufgebaut ist:

1 L. 1
v [2((1 +ip + 7(r + 1) — 1)]
1., . 1 1
=gl+ig+pr+n)-—7.
Fiir die Gitterpunktdreiecke aus Bild 9 fol-
gen hjeraus mit i=ip=0, r=3 und ry=0
(in @) bzw. ro=1 (in b) die richtigen Er-

isse: L und L
gebnisse: 3 und T

Aufgaben

Ala Man iiberlege sich, warum die For-
mel fiir orthogonale Gitter auch fiir Gitter-
punktpolygone auf einem Gitter, deren
kleinste Teilfigur ein Rhombus ist, gilt. Als
Flicheneinheit verwendet man dann die
Fliche eines solchen Teilrhombus.

A2 A Zeige fur orthogonale Gitter: Fiir
ein Gitterpunktpolygon F,, welches ein
»Loch“ F, von der Gestalt eines weiteren
Gitterpunktpolygons enthilt, berechnet
sich der Flicheninhalt 4, nach:

A =i+ %(n + 1)

(i; — Anzahl der inneren Punkte von Fy; ry,
r, — Anzahl der Punkte auf dem duBeren
bzw. inneren Rand von Fy, r, =3.)

43 a Die Betrachtung iiber die Flichen-
berechnung auf orthogonalen Gittern las-
sen sich nicht analog auf die Volumenbe-
rechnung von dreidimensionalen Gitter-
punktpolyedern iibertragen. Man verdeutli-
che sich dies mit Hilfe einer Pyramide mit
Ecken in (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) und

Mit dem
Taschenrechner

Ala Kakoe umcmo HyXHO ITOCTaBHThL
BMECTO 3HaKa ,?“ B MOCTEJOBAaTeNbLHOCTH:
7,17, 37,117, 7, 317, ...?

A2a [IlepecrappTe B KaXXIOM psfy IO
OTHOM CNHMYKE TaK (CM. PUCYHOK), YTOOHI
Be3[le 0Ka3al0Ch BEPHOE PABEHCTBO.

V=1 + Vil
Vi= i 4 Vil
Vil= il /I8

A3l A Symmetrical Pattemns:
What numbers are represented by these
symmetrical patterns?

Spitze in (1,1,1) bzw. (1,1,k) mit k> 1, R—— PEE——
keN. al* % % bl*x * = %
R. Werner IR IR
* M * % K K K
Buchtip cl® % % % %| d|= *
fiir unsere jiingsten Leser *xx AL
Lehmann, Johannes
3 plus 8 und mitgemacht o .- e
Berlin: Volk und Wissen 1985. 80 S., €l s flewww *  wow
etwa 120 Abb., 2,60 M * K R % * % * xR R
(Mathematische Schiilerbiicherei Nr.121)
Bestell-Nr. 707 857 7
* % ¥ K * nox
Dieser Band ist eine Fortsetzung des er- W% * _ww
folgreichen Titels 2 mal 2 plus Spaf dabei. * * N v =
Er enthiilt viele interessante Aufgaben, Re- bl * ¥ *

chenspiele und Knobeleien, die geeignet
sind, Schiiler der Unterstufenklassen zur
Beschiftigung mit der Mathematik in der
Freizeit anzuregen. Dabei gibt es auch
viele Aufgaben, die der Festigung des im
obligatorischen Unterricht erworbenen
Wissens dienen. Die kapitelweise zusam-
mengestellten Lsungen aller Aufgaben er-
moglichen eine schnelle Kontrolle. Durch
den stindigen Wechsel von Aufgaben und
lustig gestalteten mehrfarbigen Bildern
werden Kinder der genannten Altersstufen
besonders angesprochen.

aus: Mathe i.d. Schule, Berlin

How many lines of symmetry (if any) has
each pattern? Which patterns have rotatio-
nal symmetry?

Ad44a Un journal comporte 36 pages et
tire 4 600 000 exemplaires par jour. Chaque
page est un rectangle dont les dimensions
sont 50cm et 33 cm. Autour de chaque
page existe une marge non imprimée de
largeur égale 4 2 cm.

a) Quelle est I'aire de la surface imprimée?
b) Quelle est I'aire du papier nécessaire au

tirage quotidien du journal?

Aus Zahlen werden
Worte

Wenn man die Ziffernanzeige eines elek-
tronischen Taschenrechners auf den Kopf
stellt, kénnen fast alle Ziffern als Buchsta-
ben gelesen werden. Es entspricht:

1=1 2=Z 3=E
4=h 5=S 7=L
8=B 9=G 0=0

Man kann nun Aufgaben formulieren, bei
denen als Ergebnis eine Zahl erscheint,
die, auf den Kopf gestellt, ein sinnvolles
Wort ergibt, zum Beispiel
9283-4=137132=ZEILE. Aus diesen
Méglichkeiten lassen sich Spiele mit dem
Rechner ableiten.
Fiir ein Spiel, an dem ein Spielleiter und
zwei Mitspieler beteiligt sind, kénnen fol-
gende Regeln aufgestellt werden:
Der Spielleiter gibt eine Aufgabe vor.
000000: 53 = BEIL
Welche sechsstellige Ausgangszahl muB
durch 53 dividiert werden, damit als Ergeb-
nis das Wort BEIL abzulesen ist? Beide
Mitspieler suchen mit Hilfe eines Rech-
ners die geforderte Zahl. Wer als erster fer-
tig ist, ruft: Stopp. Es wird gepriift, ob der
Spieler die Ausgangszahl ermittelt hat.
Bei einem richtigen Ergebnis erhélt er
einen Punkt gutgeschrieben. Hat er falsch
gerechnet, erhilt sein Gegenspieler den
Punkt. (Im Beispiel ist 378 314 die richtige
Losung.) Die Art der Bewertung veranlaBt
die Mitspieler einerseits zu ziigiger Berech-
nung, hindert aber auch vor zu schneller
und oberflachlicher Arbeitsweise, da bei
Fliichtigkeitsfehlern der Punkt an den Geg-
ner verlorengeht, auch wenn der noch kein
Ergebnis oder ein falsches Ergebnis hatte.
Gespielt wird eine vorher vereinbarte An-
zahl von Aufgaben; gewonnen hat der Spie-
ler mit den meisten Punkten. Hier noch ei-
nige Vorschlige fiir Aufgaben:

100000 — 00000 = ZIEGE
(Losung: 60 688)

(00)? + 113 = EILE
(Losung: 60)

0000 45 = SEGEL
(Losung: 1643)

Dr.H. aus ND v.30./31.3. 85
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Zum Verhaltnis von Kunst
und Wissenschaft am Beispiel
der Ornamente und der Mathematik

Teil 2

Wie unterscheidet
der Mathematiker Symmetrien
an ebenen Figuren?

Symmetriebildungen

Es ist klar, daB fiir die individuelle kon-
krete kiinstlerische Gestaltung von ebenen
symmetrischen Gebilden eine unerschpf-
liche Skala von Maoglichkeiten bereitsteht.
Unterschiedliche Einzeldarstellungen kdn-
nen aber dennoch die gleiche Symmetrie-
struktur aufweisen. So haben beispiels-
weise alle in Bild 11 angegebenen Zirkelor-
namente fiir Folkloremotive die gleichen
Symmetrien wie ein regelmiBiges Sechs-
eck.

BSC
D&

Bild 11
Zirkelsterne und Zirkelrosetten
mit Sechseck-Symmetrie

Fiir beschrinkte ebene Figuren erkennt
man zwei unterschiedliche Grundtypen
von Symmetrie:

1. Die Figur weist nur Drehsymmetrie auf.
2. Die Figur weist neben Drehsymmetrien

auch Spiegelsymmetrien auf.

Musterbeispiele fiir rein drehsymmetrische
Figuren gibt das Wirbelrad her. Die Blattro-
sette ist dariiber hinaus nock spiegelsym-
metrisch.

Fiir jeden dieser beiden Grundtypen kann
man durch Auswahl der Anzahl der regel-

LDD
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Das Wirbelrad und die Blattrosette
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miBig angeordneten Speichen beim Wir-
belrad bzw. der Lanzett-Bldtter bei der
Blattrosette noch die Symmetriefiille be-
einflussen.

Wieviel Drehsymmetrien bzw. Spiegelsym-
metrien sind fir jedes dieser Beispiele
moglich? Die Drehungen miissen sicher-
lich um den Kreismittelpunkt erfoigen, die
Spiegelungen an Geraden durch den Kreis-
mittelpunkt. (Die Geraden, an denen ge-
spiegelt wird, heiBen die Spiegelachsen.)
Die Anzahl der Spiegelsymmetrien ist ein-
deutig bestimmt. Bei den Wirbelrddern ist
sie 0, bei den Blattrosetten 2, 3 und 4. Hin-
gegen ist die Anzahl der Drehungen erst
eindeutig bestimmt, wenn man sich auf
Drehwinkel beschrinkt, die zwischen 0°
und 360° liegen und man die Drehrichtung
vorschreibt. Ublicherweise versteht man
unter der mathematisch positiven Dreh-
richtung die Drehrichtung im Gegensinn
zur Uhrzeigerdrehrichtung. (Diese Aus-
wahl hdngt mit den Koordinatensystemen
zusammed.) Weil bei der Volldrehung die
urspriingliche Lage wieder hergestellt ist,
sieht man die Nulldrehung und die Voll-
drehung als gleich an. Durch beide wird ja
jeder Punkt der Ebene in sich iibergefiihrt.
Beide bestimmen also dieselbe Abbil-
dung - die sogenannte identische Abbildung
der Ebene. AbbildungsmiBig sind sie
gleich und ihr Unterschied hinsichtlich der
auszufiihrenden Handlungen spielt fiir die
Symmetriebetrachtungen keine Rolle. Mit
dieser Zdhlung haben dann die Wirbelri-
der und die Blattrosetten 2, 3 und 4 Dre-
hungen. Der magerste Symmetriefall wird
in Bild 13 gezeigt.

Bild 13

Figuren mit nur einer Drehung:

Das rechte Exemplar weist auBerdem
noch eine Spiegelung auf

AuBer durch Drehungen oder Spiegelun-
gen konnte eine ebene Figur noch durch
Verschiebungen (= Translationen) mit sich
zur Deckung gebracht werden. Transla-
tionssymmetrien kommen beispielsweise
bei den beiderseitig ins Unendliche fortge-
setzten Wandfriesen von Bild 10 vor. An
dem unteren Wandfries erkennt man noch
gut eine weitere Art von Symmetrieabbil-
dung. Das ist eine sogenannte Gleit- oder

Schubspiegelung. Das ist eine Zusammen-
setzung von einer Translation (Verschie-
bung) mit einer Spiegelung an einer Achse
in Verschiebungsrichtung. Diese Achse
heiBt die Gleitspiegelachse. Eine Gleitspie-
gelung ist vollig bestimmt durch ihre Gleit-
spiegelachse und den Translationsanteil,
der wiederum durch dem Richtungssinn
und die Linge festgelegt ist.

Gibt es noch weitere Arten von ebenen
Symmetrieabbildungen? Im Lehrbuch der
6. Klasse sind die Bewegungen der Ebene
(= Kongruenzabbildungen der Ebene) be-
handelt. Wir haben den dortigen drei Arten
noch eine hinzugefiigt — die Gleitspiege-
lung. Nun kann man beweisen, dal es
mehr nicht gibt.

In der Ebene gibt es nur die folgenden Ar-
ten von verschiedenen Bewegungen (=
Kongruenzabbildungen = Symmetrieab-
bildungen).

1. Verschiebungen; 2. Drehungen;

3. Spiegelungen; 4. Gleitspiegelungen.

Zu jeder dieser Art gehoren zur konkreten
Festlegung gewisse Bestimmungsstiicke. So
sind dies bei den Verschiebungen die Ver-
schiebungsrichtung, der Richtungssinn
und der Verschiebungsbetrag. Bei den Dre-
hungen sind es der Drehpunkt, der Dreh-
sinn und der Drehwinkel. Die Spiegelun-
gen haben die einfachste Bestimmung -
niamlich'durch ihre Spiegelachse.

Symmetriegruppen
Ornamentegruppen

Aus zwei Symmetrieabbildungen einer ge-
gebenen ebenen Figur F kann durch Zu-
sammensetzung der Abbildungen, indem
man sie also hintereinander ausfiihrt, eine
neue Symmetrieabbildung von F gewon-
nen werden. Der einfachste Typ der mégli-
chen Symmetrieabbildungen war, was de-
ren Bestimmungsstiicke angeht, die Spie-
gelung. Wieweit kommt man mit den
Zusammensetzungen von Spiegelungen?
Aus zwei Spiegelungen an den verschiede-
nen Geraden g und h entsteht durch deren
Zusammensetzung — oder deren Produkt,
wie man auch sagt — entweder eine Ver-
schiebung oder aber eine Drehung. Die
Verschiebung ergibt sich genau in dem
Falle, wenn die Spiegelachsen parallel
sind.

Eine Drehung entsteht genau dann, wenn
sich die beiden Spiegelachsen schneiden.
Der Schnittpunkt der Achsen ist zugleich
der Drehpunkt. Man sieht hierbei noch,
dafB im Unterschied zum Produkt von Zah-
len, wo die Reihenfolge der Faktoren kei-
nen EinfluB auf das Ergebnis hat, beim
Produkt von Symmetrieabbildungen die
Reihenfolge sehr woh!l ausschlaggebend
sein kann fiir das Resultat.

Eine Gleitspiegelung kann immer als Pro-
dukt von drei Spiegelungen dargestellt wer-
den. Eine Spiegelung erfolgt dabei an der
Gleitspiegelachse, die beiden anderen an
zwei Geraden, die zur Gleitspiegelachse
senkrecht stehen. Vom mathematischen
Standpunkt ist die Symmetrie einer ebe-
nen Figur erfat durch die Gesamtheit der
Symmetrieabbildungen dieser Figur. Mit



den der Figur F zugehdrigen Symmetrieab-
bildungen kann man rechnen — Produkte
bilden. Dieses Rechensystem der Symme-
trieabbildungen einer Figur F nennt der
Mathematiker die Symmetriegruppe der Fi-
gur F.

Wir betrachten beispielsweise ein Rechteck
F, das kein Quadrat ist. Die Symmetrie-
gruppe von F besteht aus vier Elementen:
1. Drehungen: Drehung D um Rechteckmit-
telpunkt mit Drehwinkel 180° und Nulldre-
hung - die identische Abbildung ~ 1.

2. Spiegelungen: S, Spiegelung — an einer
Mittellinie, Spiegelung S, an der dazu
senkrechten Mittellinie.

Die Produkttafel fir die Gruppe sieht wie
folgt aus:

1 D S, S,
1 11 1D |18 |18,
p | p1 | pp | bps | bs,
S. | s:1 | s,p |88 |88,
S, | S1 | 8D |88 |88,

was schlieBlich folgendes ergibt

1 D S, S,
1 1 D S5 S,
D |D 1 S, S,
s, | s s, 1 D
s, |s, ) D 1

Zur Symmetriegruppe einer beliebigen Fi-
gur gehort stets die Identitdt 1. Sie hat be-
. ziiglich der Produktbildung die gleiche Ei-
genschaft wie die Zahl 1 bei der Produkt-
bildung von Zahlen; das Produkt aus einer
Symmetrieabbildung 4 der Figur mit 1 ist
A, d.h. 14 =A41= 4. Aus diesem Grund
wurde auch die Bezeichnung 1 gewihlt.
Dieses Gruppenelement heit auch das
Einselement der Gruppe.

Zu jedem Element A der Gruppe gibt es
auBerdem ein sogenanntes inverses Element
A von A. Es ist dadurch gekennzeichnet,
daB es die entgegengesetzte Wirkung auf
die Figur F ausiibt wie A, daB es 4 in der
Bewegungswirkung aufhebt,

d.h.esgilt A4 =44 =1.

Eine jede Spiegelung S an einer Geraden
ist zu sich selbst invers. Ebenso ist eine
180°-Drehung zu sich selbst invers. Keine
Drehung mit einem Drehwinkel ¢,
0<@<360° und ¢ *180° ist zu sich
selbst invers. Das inverse Element zu einer
Drehung ist die Drehung mit dem gleichen
Drehpunkt und dem Drehwinkel 360° — g.
Das mathematische Problem im Zusam-
menhang mit den Ornamenten (ornamen-
tum, lat. = Schmuck, Verzierung) besteht
nun in der Auffindung der méglichen Sym-
metriegruppen in der Ebene. Der einfach-

T

Bild 14

Piktogramme fiir die ersten endlichen
Drehgruppen und die ersten endlichen
gemischten Symmetriegruppen

ste Typ sind die endlichen Symmetriegrup-
pen. Diese heien Rosettengruppen, weil zu
jeder ebenen Figur mit endlicher Symme-
triegruppe eine Rosette mit der gleichen
Gruppe gefunden werden kann. Zur Kenn-
zeichnung dieser Gruppen wollen wir fol-
gende Piktogramme benutzen.

Aufgabe 4

Welche Symmetrieabbildungen besitzt ein
Quadrat? Gebt die Produkttafel fiir die
Symmetriegruppe an! Durch welches Pikto-
gramm wird diese Gruppe beschrieben?

Aufgabe 5

In alpha 5/82 sind auf der Riickseite Roset-
ten abgebildet. Davon geben wir hier die
ersten beiden jeden Typs und ihre Pikto-
gramme in Bild 15 an.

Bild 15

~
1N\

D@

Bestimmt die Rosettengruppen!

Jetzt wollen wir uns den unendlichen Sym-
metriegruppen in der Ebene zuwenden.
Ein Friesornament (= Streifenornament) ent-
steht durch eine Wiederholung einer be-
schrinkten ebenen Figur lings einer ausge-
wihlten Richtung (gegeben durch eine
Gerade). Die  Symmetriegruppe enthilt
dann also gewisse Translationen nach
rechts und links lings dieser Geraden. Es
gibt eine Minimaltranslation. Diese wird in
ihrem Verschiebungsbetrag (+0) in der
Gruppe durch keine eigentliche Verschie-
bung unterschritten. Alle Verschiebungen
sind ganze Vielfache dieser minimalen
Translation der Symmetriegruppe.

Die zu Friesornamenten gehorigen Sym-
metriegruppen heiBlen . Friesgruppen. Das
mathematische Hauptresultat {iber die
Friesgruppen besagt, daB es gerade genau
sieben verschiedene Typen gibt.

In Bild 16 haben wir Buchstabenfriese zu
diesen sieben Typen angegeben. Der Typ 1
ist der einfachste. Eine unsymmetrische Fi-
gur (ein Buchstabe P) - oder anders ge-
sagt: eine beschrinkte Figur mit der denk-
bar kleinsten Symmetriegruppe (die also
nur aus einem Element besteht) — wurde
nach links und rechts ins Unendliche
durch wiederholte Anreihung fortgesetzt.
Die Friesgruppe besteht nur aus den gan-
zen Vielfachen einer Minimaltranslation,
die etwa die Buchstaben in einem Schritt
nach rechts verschiebt. Der Tvp 2 enthilt
auBer den ganzen Vielfachen der Minimal-
translation noch eine Spiegelung an der
Lingsachse und die Zusammensetzungen
dieser Spiegelung mit den Translationen,
das sind also Gleitspiegelungen. So kann
man auch die anderen Typen aufschliis-
seln.

I~ 2R = B v B
2 N e n £

- Y O 9O
s P9 P9 P9 P9
4 A o a oo

0 o v O
5 By B 5
6 Y . VI .. G N

-~ O -~ O
T EsS S
Bild 16

Ein Wandmusterornament entsteht, wenn
man mit einer ebenen beschrinkten Figur
durch wiederholte Anreihung die ganze
Ebene ausfiillt. Die zugeh6rigen Symme-
triegruppen heilen Wandmustergruppen.
Das mathematische Hauptresultat lautet
hier, daB es gerade genau 17 verschiedene
Gruppentypen gibt.

Wir haben in den Bildern 17, 18 und 19
drei flichendeckende Wandmuster nach
dem hollindischen Maler und Grafiker
M. C. Escher angegeben. Das Muster in
Bild 17 hat nur Translationen. Diese kann
man aus zwei minimalen Translationen ge-
eigneter Richtungen durch ganzzahlige
Vielfache zusammensetzen. Zur vollstindi-
gen Beschreibung aller Translationen der
Wandmuster bedient man sich zweckmi-

Bild 18

Bild 19
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Big eines zugehorigen Translationsgitters.
Das ist ein Parallelogrammgitter, welches
als die beiden bestimmenden Paralielo-
grammseiten minimale Translationen hat,
die alle anderen Translationen aufspannen.

Aufgabe 6

Bestimmt alle maoglichen Symmetrien dieser
Beispiele! Es sind also Translationsgitter, die
Drehpunkte und die Ordnungen der zugehdri-
gen Drehungen, die Spiegelachsen, die Gleit-
spiegelachsen und die minimalen Gleitbetrage
anzugeben.

Trotz der seinerzeit hochstehenden griechi-
schen Mathematik war damals die Aussage
iiber die Anzahl der Friesgruppen und
Wandmustergruppen nicht bekannt. Je-
doch weisen die griechischen Bandorna-
mente an Bauten und besonders die Vase-
nornamente kiinstlerische Belege fiir alle
siecben mathematisch unterschiedlichen
Typen auf. Nach W. Lietzmann findet man
sogar schon in der europdischen Steinzeit
Beispiele fir alle sieben Friessymmetriety-
pen auf Umen, Schilden, Spangen usw.
Das schwierige Problem der Emmittlung
aller moglichen Symmetrietypen von
Wandmustern ist im Altertum von den
Kiinstlern nicht bewiltigt worden und von
Mathematikern iiberhaupt nicht angegrif-
fen worden. Dekorationsbeispiele fiir alle
17 Wandmustersymmetrietypen finden
sich wie schon erwihnt bei den Mauren. Es
verbleibt hier noch eine reizvolle mathe-
matisch-historische Fragestellung, welche
der 17 Wandmustertypen bei den alten
Agyptern und Chinesen nicht entdeckt
wurden. Konnen fiir das Fehlen gewisser
Typen dafiir Kompliziertheitsgriinde gel-
tend gemacht werden? Der bekannte
Schweizer Gruppentheoretiker Andreas
Speiser schreibt in einem seiner Biicher:
»Leider sind die dgyptischen und arabi-
schen Ornamente bisher nie nach ihrem
geometrischen Gehalt untersucht worden,
und so bleibt eines der schénsten Kapitel
der Geschichte der Mathematik noch zu
schreiben.“

Die Autoren dieses Artikels arbeiten an
einem Buch

Mathematik und ornamentale Kunstformen,
welches fir die Mathematische Schiilerbii-
cherei (MSB) vorgesehen ist. Darin werden
ausfiihrlich diese und noch weitere Fragen
erwogen. Fiir uns wire eine AuBerung der
Leser dieses Artikels, insbesondere eine
Behandlung der Aufgaben, sehr hilfreich.
Wir konnten dann sicher besser auf die
Schwierigkeiten der Leser eingehen. Viel-
leicht werden wir sogar auf Ormamentbei-
spiele aufmerksam, die unsere Sammlung
wirkungsvoll bereichern. Fiir die Mitarbeit
setzen wir einige Preise in Form von Bii-
chern bzw. Kunstdruckkarten aus.

Aufgabe 7

Sucht in eurer Umgebung nach vorhandenen
Rosettenornamenten, Streifenornamenten und
Wandornamenten.
Zeichnet diese nach Méglichkeit. Versucht eine
Auflistung ihrer Symmetrien!

U. Feiste/J. Flachsmeyer
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Schriftliche AbschluBBpriifung

Fach Mathematik

Klassenstufg 10 — Schuljahr 1984/85

Pflichtaufgaben

1. Im Jahre 1975 wurden aus dem Staats-
haushalt der DDR fiir das Bildungswesen
(einschlieSlich Hoch- und Fachschulen)
8,3 Mrd. Mark ausgegeben.

a) 1980 waren die Ausgaben um 18 % ho-
her als 1975.

Berechnen Sie die Ausgaben fiir 1980!

b) 1983 betrugen die Ausgaben 11,1 Mrd.
Mark. Auf Wieviel Prozent stiegen sie ge-
geniiber 19757

¢) Stellen Sie die Ausgaben fiir 1975, 1980
und 1983 in einem Diagramm dar! (Be-
schriftung!)

2. Gegeben ist das Gleichungssystem

0] y=-2x+17

() 3y-6=9x (x.y € P).

a) Losen Sie dieses Gleichungssystem

rechnerisch!

b) Betrachten Sie jede Gleichung des Sy-

stems als Gleichung einer linearen Funk-

tion!

— Stellen Sie die beiden Funktionen in
ein und demselben Koordinatensystem
dar!

— Geben Sie die Koordinaten des Schnitt-
punktes S der beiden Graphen an!

3. Von einem Dreieck ABC sind gegeben:

AB=c=89cm.
AC=b=67cm.
BC=c=9,7cm.

a) Konstruieren Sie dieses Dreieck!
Messen Sie die GroBe des Winkels
4 BAC = o, und geben Sie diesen MeBwert
an!

b) Berechnen Sie die GriBe des Winkels o!

4. Die Skizze zeigt ein Werkstiick aus
Stahl (g = 7,8%), das aus einem qua-
cm

derférmigen und einem zylinderférmigen
Teil besteht.

Skizze (nicht maBstdblich)

(MaBangaben

230
in Millimeter) ~—

20

; }_L___._. L ——
7/
e /

50

a) Berechnen Sie die Masse des Werk-
stiicks!

b) Stellen Sie das Werkstiick in senkrech-
ter Zweitafelprojektion im MaBstab 1:1
dar!

(Benennung der Eckpunkte ist nicht erfor-
derlich.)

5. a) Geben Sie unter Verwendung der Va-
riablen n (n € N) drei aufeinanderfolgende
natiirliche Zahlen an, deren kleinste unge-
rade ist!

b) Beweisen Sie, daB folgende Aussage
wabhr ist:

»Wenn die kleinste von drei aufeinander-
folgenden natiirlichen Zahlen ungerade ist,
so ist deren Summe durch 6 teilbar.“

¢) Zeigen Sie, daB die Summe von drei auf-
einanderfolgenden natiirlichen Zahlen
nicht immer durch 6 teilbar ist!

6. a) Berechnen Sie:

42a%b:(—7a) (a#*0)!
b) Stellen Sie die Formel 4, = 4nr? nach r
um (r > 0)!
¢) Ermitteln Sie x
3= =181!
d) Losen Sie die Ungleichung

Sx—-3<6 (xep)!
(Probe wird nicht verlangt.)
Geben Sie alle natiirlichen Zahlen an, die
diese Ungleichung erfiillen!
e) Ein Dreieck ABC ist einem Halbkreis
einbeschrieben (siehe Skizze!). Geben Sie
die GroBe des Winkels § an!

Skizze (nicht maBstiblich)

in der Gleichung

Wahlaufgaben

Von den folgenden Aufgaben 7.1, 7.2. und
7.3. brauchen Sie nur eine zu 16sen!

7.1. Die Abraumhalde der Schachtanlage
Bernhard Koenen im Mansfelder Bergbaure-
vier hat angendhert die Form eines Kor-
pers, der aus einem halben geraden Kreis-
kegel und einer Pyramide zusammenge-
setzt ist (siehe Skizze!).

Bekannt sind:

AC=d=310m,
m=h=115m,
BS =1 =380m.



Skizze (nicht maBstablich)

8

a) Berechnen Sie das Volumen des halben
Kreiskegels!

b) Berechnen Sie die Lédnge der Strecke
BM!

c) Berechnen Sie das Volumen der Pyra-
mide!

d) In wieviel Jahren ist diese Halde ent-
standen, wenn auf ihr jihrlich etwa
300000 m*® Abraum abgelagert wurden?

7.2. Beim Bau eines Schornsteins wird
zur Ermittlung der jeweils erreichten Héhe
von B aus der Winkel x ABD = ¢ gemessen
(siehe Skizze!).

Skizze (nicht maBstiblich)

D
/]

L

/////'C.’//// L7777 N7

Bekannt sind ferner:
BC=wx=782m,
4CBA = f=57,6°
a) Berechnen Sie die Linge der Strecke
AB = ¢!
b) An einem bestimmten Tag miBt man
€ = 84,3° .
Berechnen Sie die zu diesem Zeitpunkt er-
reichte Schomnsteinhéhe AD = h!

7.3. Ein Hubschrauber fliegt mit konstan-

ter Geschwindigkeit auf einer geradlinigen
Bahn von 4 nach C (siche Skizze!).

Skizze (nicht maBstiblich)

(i

140m

b — - -

a) Berechnen Sie den Anstiegswinkel o
dieser Flugbahn!

b) Von A4 nach B benétigt der Hubschrau-
ber 7,5s.
Wie lange braucht er von A nach C?

c) Berechnen Sie die Fluggeschwindigkeit
des Hubschraubers auf der Strecke AC!

Geben Sie diese Geschwindigkeit in Kilo-

meter je Stunde (%) an!

Station tragt
den Namen
alpha

Im April 1985 erhielt die Station Junger
Techniker und Naturforscher Fiirsten-
walde/Spree den Namen alpha — im Rah-
men von zwei Festtagen, die anlidBlich der
Tage der Stationen Junger Techniker und
des Jahrestages des ersten bemannten
Weltraumfluges mit J. A. Gagarin (1961)
veranstaltet wurden. Die Ehrenurkunde
wurde in einer Feierstunde vom Chefredak-
teur der alpha liberreicht.

Diese Station kann auf eine 33jdhrige er-
folgreiche Arbeit mit der Jugend fiir die Ju-
gend zuriickblicken. Zur Zeit arbeiten in
ihr vier Padagogen mit HochschulabschluBl
und drei technische Krifte gemeinsam mit
20 Arbeitsgemeinschaftsleitern aus dem
gesellschaftlichen Umfeld, aus Betrieben,
Schulen, der NVA und anderen Institutio-
nen. Sie fiihren insgesamt 31 Arbeitsge-
meinschaften, Kreisklubs und Interessen-
gruppen, darunter die neu gebildeten
Arbeitsgemeinschaften =~ Mikroelektronik
und Computertechnik, aber auch Flug-
und Eisenbahnmodellbau, Militirtechnik,
Bautechnik, Drechseln, Botanik, Aquari-
stik und die besonders fiir das Finden und
Férdern von technisch begabten Kindern
in der Unterstufe gebildeten Arbeitsge-
meinschaften: Technische Knobeleien, Ba-
steleien-Konstruieren. Dazu kommen neun
Kreisklub-AG’s Mathematik, in denen die
besten Jungen Mathematiker des Kreises
wetteifern. Eine neue Qualitdt bei der For-
derung von interessierten und talentierten
Pionieren und FDJ-Mitgliedern ab
Klasse 7 konnte in der Arbeit der drei Ar-
beitsgemeinschaften Mikroelektronik und
in den vier Arbeitsgemeinschaften Compu-
tertechnik erreicht werden.

Red. alpha

Buchtips

Roland Fiedler

Streifziige

durch die Mathematik

224 Seiten, zahlreiche Abb., Pappband
Bestell-Nr.: 6317265 Preis:,6,80M
(Fiir Leser von 11 Jahren an)

Der Kinderbuchverlag Berlin

Wer SpaB am Knobeln und Denken hat,
dem bietet dieses Buch ein reiches Betiti-
gungsfeld. Mathematikaufgaben, von jahr-
tausendealten bis zu gegenwirtigen harren
ihrer Losung. Sie ergeben sich bei Streifzii-
gen durch die Mathematikgeschichte. Der
Leser erfihrt dabei von historischen Pro-
blemen der Mathematik, und er kann Lo-
sungswege verfolgen, die beriihmte Mathe-
matiker beschritten haben.

Friedrich Kaden

Kleine Geschichte

der Mathematik

144 Seiten, zahlr. Abb.,

Pappband mit Folie

Bestell-Nr.: 6318540  Preis: etwa 12,00M
(Fir Leser von 11 Jahren an)

Der Kinderbuchverlag Berlin

Das Buch erzihlt Geschichten aus der Ge-
schichte der Mathematik. Es gibt so einen
Uberblick iiber die Entwicklung dieser
Wissenschaft, die vor vielen Jahrtausenden
mit den Bediirfnissen der Menschen ent-
stand. Heute gibt es kaum noch einen Be-
reich des Lebens, den sie nicht erobert hat.

A. G.Konforowitsch

Guten Tag,

Herr Archimedes

Etwa 168 Seiten mit 94 Abb., Broschur
Bestell-Nr.: 5470065 Preis: etwa 12,00M
VEB Fachbuchverlag Leipzig

In dieser Broschiire sind bemerkenswerte
und unterhaltsame mathematische Aufga-
ben zusammengefaBt. Beginnend mit der
Mathematik Agyptens und Babylons iiber
das klassische Griechenland, Indien,
China, den-islamischen Raum, das mittel-
alterliche Europa, die Renaissance, das 17,
18. und 19. Jahrhundert bis zur Gegenwart
erstreckt sich die Auswahl der Aufgaben.
Jedem Zeitabschnitt ist eine historische
Einfiihrung vorangestellt. Den einzelnen
Aufgaben sind zumeist historische Pers6n-
lichkeiten zuzuordnen.

W. Krysicki
Keine Angst vor x und y
Quadratische Gleichungen

und Gleichungssysteme

120 Seiten mit 19 Abb. MSB Nr.119
Bestell-Nr.: 666 186 7 Preis: 6,50M
BSB B.G. Teubner, Leipzig

B.Klotzek u. a.

kombinieren - parkettieren -
firben

192 Seiten mit 200 Abb. MSB Nr. 122
Bestell-Nr.: 5713530 Preis: 13,00M
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften,
Berlin
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Wer 10st mit?
alpha-Wettbewerb

Der ndchste Winter kommt bestimmt.
Aus: DLZ, Egon Neumann _

Letzter Einsendetermin: 8. Mdrz 1986

IMISTRININTE N

 Schneeballe

T

Mathematik

Ma 5m2608 Einer Arbeitsgemeinschaft
gehorten anfangs 21 Schiiler an, und zwar
sowohl Jungen als auch Midchen. Nach-
dem 3 Midchen hinzu kamen, waren es
doppelt soviel Middchen wie Jungen. Wie-
viel Jungen bzw. Midchen gehérten an-
fangs dieser AG an?

Schiiler D. Michaelis, Grevesmiihlen

Ma5m 2609 Der Nachfolger vom Dop-
pelten eines Produktes von zwei aufeinan-
derfolgenden natiirlichen Zahlen lautet
1985. Wie lauten die beiden Zahlen?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5m2610 Das Bild zeigt fiinf Riume
A, B, C, D, E. Es gibt vier Eingangstiiren I,
II, III, IV. Zidhle alie Wege auf, wie man
von drauBen aus zum Raum E gelangen
kann! Auf keinem Weg soll dabei ein
Raum mehr als einmal betreten werden.
(Beispiel: CBDE) ]

StR H.-I. Kerber, Neustrelitz

Ma 5m2611 Ein Viereck hat einen Um-
fang, dessen Linge 60cm betrigt. Die
MaBzahlen der vier Seitenlangen sind auf-
einanderfolgende gerade Zahlen. Wie lang
sind die Seiten des Vierecks?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 5m2612 Vom Rastplatz A fuhren ein
Moped und ein Trabant gleichzeitig in
gleicher Richtung ab. Das Moped fuhr je
Stunde rund 60 km, der Trabant rund
80 km. Nach 90 Minuten trifft der Moped-
fahrer in B, der Trabantfahrer auf dem
Rastplatz C ein. Dort macht der Trabant-
fahrer 25 Minuten Pause und fihrt dann
weiter. Wird der Mopedfahrer, der keine

Pause in B einlegt, den Trabantfahrer noch
auf dem Rastplatz C treffen?
’ StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 5®2613 Welche natiirlichen Zahlen
x, y und z erfiillen die drei Gleichungen

x-y=10,

x+-z=14 und

x'y-z=170
gleichzeitig?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 6 w2614 Gesucht werden alle vier-
stelligen natiirlichen Zahlen, die durch 36,
48 und 54 teilbar sind und kleiner als 4000
sind. K. Wagner, Plauen

Ma6m2615 Gesucht werden alle vier-
stelligen natiirlichen Zahlen, die an zweiter
und dritter Stelle die Ziffer 2 haben und
durch 24 teilbar sind. K. Wagner, Plauen

Ma6m2616 Das Bild stellt ein Dreieck
ABC dar. Die Seitenhalbierenden AD,
BEund CF schneiden sich im Punkte P.
Das Dreieck ABC habe einen Flichenin-
halt von 18 cm?. Welchen Flicheninhalt
hat in diesem Falle das Viereck AFPE?
Schiiler A. Meckel, Friesen

Ma6wm2617 Dorit ist 5 Jahre ilter als
ihre Schwester Annett. Dorits Mutter ist
viermal so alt wie Annett. Dorits Vater ist
so alt wie Annett und ihre Mutter zusam-
men. Addiert man die Lebensalter aller
vier Familienmitglieder, so ergibt das
93 Jahre. Wie alt ist jedes Familienmit-
glied? Schiilerin D. Schiller, Dobeln

Ma 6 m2618 Das Bild stellt ein Dreieck
ABC dar, dessen Innenwinkel xBAC die
GroBe a=60° und xABC die GroBe

A =50° haben. Die Winkelhalbierende des

3o
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb kdnnen sich alle al-
pha-Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu
richten an

Redaktion alpha

7027 Leipzig,

Postfach 14

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathe-
matik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fur
7.Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer héheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstu-
fen 11/12 und Erwachsene losen die
Aufgaben, welche mit Ma 10/12, Ph 10/12
oder Ch 10/12 gekennzeichnet sind.

5. Flr jede Losung ist ein gesondertes
Blatt zu verwenden, Format A4
(210 mm X 297 mm) (siehe Muster), denn
jede Aufgabe wird fiir sich, d. h. in einem
Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Lo-
sung (nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis)
eingesandt haben, erhalten von der Redak-
tion eine Antwortkarte mit dem Pridikat
»Sehr gut geldst“, , gut gelost oder ,gelost”.
Schiiler, welche nur einen Schluflsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,nicht geldst“.

Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben. Der  Jahreswettbewerb
1985/86 lduft von Heft 5/1985 bis
Heft 2/1986. Zwischen dem 1. und 10. Sep-
tember 1986 sind alle durch Beteiligung an
den Wettbewerben der Hefte 5/85 bis 2/86
erworbenen Karten geschlossen an die
Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zurickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit ausrei-
chender Frankatur beiliegt.

Die Preistriger und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden ab Heft 6/86 vertffentlicht. Wer
mindestens 10 Antwortkarten (durch die
Beteiligung an den Wettbewerben der
Hefte 5/85 bis 2/86) erhalten hat und diese
einsendet, erhidlt eine Anerkennungsur-
kunde und ein Abzeichen (in griiner
Farbe). Schiiler, die bereits zwei Anerken-
nungsurkunden besitzen und diese mit den
Antwortkarten des Wettbewerbs 1985/86
einsenden, erhalten das alpha-Abzeichen
in Gold (und die Urkunden zuriick). Wir
bitten darauf zu achten, daB alle Postsen-
dungen richtig frankiert sind und die Post-
leitzahl des Absenders nicht vergessen
wird. ]

Redaktion alpha



Innenwinkels 5 BAC schneidet die Winkel-
halbierende des AuBenwinkels xCBD im
Punkte E. Es ist die GroBe § des Winkels
4 AEB zu ermitteln!

Schiiler R. Scheel, Berlin

E

Ma7m2619 Welche gebrochene Zahl

mit dem Nenner 17 ist groBer als l, aber

klei 1 1,
ciner a's 3 ° Schiilerin A. Strauf, Stendal

Ma7w2620 Kurt will von Paul wissen,
wie alt er und sein jlingerer Bruder Ralf
seien. Darauf sagt Paul: ,Rechne es dir sel-
ber aus! Mein Vater ist 35 Jahre alt. Meine
Mutter ist 20 Jahre dlter als ich. Zusam-
men sind wir vier 89 Jahre ait. Mein Le-
bensalter ist durch 5, das meines Bruders
durch 4 teilbar.“ Schiiler M. Fleischer

Ma7m2621 Hugo Offnet seine Spar-
biichse und zidhlt seine Ersparnisse. Er
stellt fest, daB die Sparbiichse nur 10-Pf-
und 20-Pf-Miinzen enthilt, und zwar zu-
sammen 109 Stiick mit dem Gesamtbetrag
von 13,30 M. Wie viele Miinzen jeder Sorte
sind es?

Schiiler G. Griefibach, Hohenstein-E.

Ma 7 w2622 Herr Schulz, der im 20.Jahr-
hundert geboren wurde, erreicht im Jahr
1984 an seinem Geburtstag ein Lebensalter
in Jahren, das der vierfachen Quersumme
der Zahl seines Geburtsjahres entspricht.
In welchem Jahr wurde Herr Schulz gebo-
ren?  Diplomlandwirt H. Boettcher, Weimar

Ma 8 w2623 Eine Gaststiitte erhielt eine
Lieferung von Tischen und Stithlen zum
Gesamtpreis von 4190 M. Wie viele Tische
bzw. Stithle wurden geliefert, wenn jeder
Tisch 113 M und jeder Stuhl 51 M kostet?

Schiilerin S. Schubert, Machern

Ma 8 w2624 Die Mitglieder einer Fami-
lie sind zusammen 111 Jahre alt. Mutter
und Sohn sind zusammen 1 Jahr ilter als
Vater und Tochter zusammen. Der Vater
ist vierrmal so alt wie seine Tochter. Vor
einem Jahr war die Mutter viermal so alt
wie ihre Tochter. Wie alt sind die einzel-
nen Familienmitglieder?

Schiiler J. Steinbach, Zwickau

Ma8m2625 Es ist ein rechtwinkliges
Dreieck ABC zu konstruieren, dessen
Linge ¢ der Hypotenuse 4B und dessen
Differenz d = a — b der Lingen a und b
der Katheten BC und AC gegeben sind.
Die Konstruktion ist zu beschreiben und
zu begriinden!

Dr. E. Umlauft, Hiimpfertshausen

Ma8m2626 Das Bild stellt ein recht-
winkliges Dreieck ABC dar, dessen Kathe-
ten die Lingen a =4 cm und b =3 cm ha-
ben, und dem ein Quadrat DECF (wie aus
dem Bild ersichtlich) einbeschrieben
wurde. Wieviel Prozent vom Flicheninhalt
des Dreiecks ABC betriigt der Flichenin-
halt des Quadrates DECF? Sch.

Ia
E

04

A D 8

Ma9m2627 Kurz vor der Ladenschlie-
Bung kauften in einem Gemiiseladen drei
Kundinnen Pampelmusen. Die erste Kun-
din verlangte von den noch vorhandenen
Pampelmusen die Hilfte und eine halbe
Pampelmuse. Die zweite Kundin verlangte
danach von den restlichen Pampelmusen
ebenfalls die Hilfte und eine halbe Pam-
pelmuse. Auch die dritte Kundin verlangte
von den nun noch verbliebenen Pampel-
musen die Hilfte und eine halbe Pampel-
muse. Es blieb genau eine Pampelmuse iib-
rig, die nicht verkauft wurde.
Wie viele Pampelmusen kaufte jede der
drei Kundinnen?

Schiiler M. Henkel, Ichtershausen

Ma9m2628 Anton, Bruno und Christian
wollen fur ihre Mutter zu deren Geburtstag
einen StrauB Chrysanthemen kaufen. An-
ton hat weniger als 4 M, Christian mehr als
5M bei sich. Ein- und Fiinf-Pfennig-Miin-
zen sind nicht darunter. Anton und Bruno
kénnen von ihrem Geld zusammen genau
5 Chrysanthemen kaufen, Bruno und Chri-
stian zusammen genau 6, Anton und Chri-
stian zusammen genau 7 Stiick bekom-
men.

a) Welches ist der Preis flir eine Chrysan-
theme?

b) Wie viele Chrysanthemen wurden der
Mutter zu ihrem Geburtstag von den drei
Briidern zusammen {iberreicht? Sch.

Ma 9 m2629 Gegeben sei die Menge
M={1,2,4,6,8,10,12,...}.

Es sei a € N ein Teiler in M von einer Zahl
ne N genau dann, wenn be N existiert
und a- b =n gilt.

(1) Bestimmen Sie die ersten fiinf Primzah-
len in M, d. h., diejenigen Elemente der
Menge M, die genau zwei verschiedene
Teiler in M besitzen!

(2) Bestimmen Sie die groBte vierstellige
Primzah! in M, in der zweimal die Grund-
ziffer Null auftritt!

(3) Wie viele Primzahlen in M gibt es, die
genau aus den Grundziffern 0, 1, 2, 3 be-
stehen? StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma9m2630 Vertauscht man in einer
zweistelligen natiirlichen Zahl z mit der
Quersumme 9 die Ziffern, so entsteht die
Zahl z'. Addiert man die Quadrate von z
und z’ und dividiert diese Summe durch
das Dreifache der urspriinglichen Zahl z,
so erhilt man 73. Es gelte z < z". Wie heiBt
das Zahlenpaar (z;z")?

Schiilerin E.-M. Uhlig, Leipzig

Ma10/12 m2631 Eine Lehrerin befragte
die 26 Schiiler ihrer Klasse. Auf die Frage,
wer in der AG Foto tiitig sei, meldeten sich
10 Schiiler, Auf die Frage, wer der AG Ba-
stein angehore, meldeten sich 8 Schiiler.
Auf die Frage, wer in der AG Technik mit-
mache, meldeten sich 7 Schiiler. Genau
6 Schiller meldeten sich bei diesen drei
Fragen gar nicht. Auf dem Heimweg meint
Uta: ,Genau drei Schiiler sind in allen drei
Arbeitsgemeinschaften. Heidi hingegen
meint: ,Genau zwei Schiiler sind in genau
zwei Arbeitsgemeinschaften.“ Jorg aber
meint: ,Genau 14 Schiiler nehmen nur an
einer einzigen Arbeitsgemeinschaft teil.“
Man zeige, daB alle drei Meinungen falsch
sind!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 10/12 m 2632 Es sind alle Funktionen

fix)=x2+px+gq, pe Pund g€ P zu be-

stimmen, fur die gilt f(p) = f(q) =0!
Schiiler I. Warnke, Oranienburg

Ma10/12 w2633 Das Bild stellt ein
Dreieck ABC dar, dessen Innenwinkel
A4 CAB die GréBe o =60° hat. Uber jeder
Dreiecksseite wurde ein gleichseitiges
Dreieck konstruiert. Es seien A, A,, 43, A4
in dieser Reihenfolge die Flicheninhalte
der Dreiecke ABC, CBD, ACE, AFB. Wei-
sen Sie nach, daB 4, + 4, = 4; + A4, gilt!
Sch.

Ma 10/12 m 2634 Ist es moglich, daB ein

Dreieck, dessen Seitenlingen sidmtlich

kleiner als 1 cm sind, einen groBeren Fli-

cheninhalt hat als ein Dreieck, bei dem
jede Seite langer als 1 m ist?

aus einer sowjetischen Zeitschrift

ausgewdhlt von J. Pénisch,

Karl-Marx-Stadt

Physik

Ph6m187 Ein Eisentriger (o =0,75g/
cm?®) ist genau so viele Meter lang, wie
seine Masse in Kilogramm betrigt. Be-
rechne seinen Querschnitt in cm?!

Ph7m 188 Eine Schraubenfeder wird um
12 cm ausgedehnt. Dazu ist eine Arbeit
von 90 Nm aufzuwenden. Wie groB ist die
Endkraft, wenn die anfingliche Kraft
500 N betrigt? .

Ph 8 m 189 Bei Dampflokomotiven ist die
zuldssige Hochstgeschwindigkeit u. a. von
der mittleren Kolbengeschwindigkeit der
Dampfmaschine abhingig. Die mittlere

alpha, Berlin 19 (1985) 6 - 129



Kolbengeschwindigkeit ¢, wird berechnet
aus

_2-s'n

=760

Hierin sind
s = Kolbenhub in Metern
n = Drehzahl in 1/min der Treibridder.
Nach den Vorschriften der Deutschen
Reichsbahn soll ¢, nicht groBer als 8 bis
9 m/s sein.
a) Welche zulissige Hochstgeschwindigkei-
ten (km/h) ergeben sich damit, wenn der
Durchmesser der Treibrader
1. D =2000 mm (z.B. Baureihe 01),
2. D=2300mm (z.B. Lok 18201)
und der Kolbenhub jeweils s = 660 mm be-
tragen?
b) Wie groB war die mittlere Kolbenge-
schwindigkeit bei der Lok 05002, die im
Mai 1936 eine Hochstgeschwindigkeit von
v = 200,4 km/h erreichte? Der Kolbenhub
betrug s = 660 mm.

@)

[m/s].

Ing. A. Kirner, Leipzig

Ph9m 190 Auf einer Baustelle wird ein
Trog mit Hilfe einer Winde in 4 Sekunden
um 9,6 m gehoben. Er fithrt dabei eine
gleichmiBig beschleunigte Bewegung aus.
a) Welche Masse hat der Trog, wenn die
zugelassene Zugkraft (am Haken der
Winde) von 1320 N um 15 % unterschritten
wird?

b) Ist es vertretbar, die Beschleunigung bei
gleichbleibender Masse zu verdoppein,
wenn aus Sicherheitsgriinden die ausge-
schriebene Zugkraft nur mit 90 % erreicht
werden darf? St. Patzschke, Droyflig

Ph10/12m 191 Der Planet Venus befin-
det sich in einer Entfernung von
1,0821 - 10® km von der Sonne (groBe Halb-
achse der Bahnellipse) und Plute
5,910-10° km. Die Umlaufzeit des Plutc
betriigt 248,4 Jahre. Berechnen Sie die Um-
laufzeit der Venus in Tagen!

die

Ausristung

»Wasserdicht mdchte

schon sein.”

Chemie

Historische Aufgaben
(aus einem Rechenbuch von 1906)

Ch6m149 Ein Essighindler will seinen
zu starken Essig mit Wasser verdiinnen.
Unvermischt wiirde er den Hektoliter zu
18,75 M verkaufen. Wieviel Wasser muB er

130 - alpha, Berlin 19 (1985) 6

zu 24 hl zusetzen, um das Liter zu 15Pf
verkaufen zu kénnen?

Ch8m 150 Ein Miihlstein von Basalt von
1,25 m Durchmesser und 0,26 m Dicke ist
814 kg schwer. Wie schwer ist ein Miihl-
stein von Quarz von 1,12 m Durchmesser
und 0,54 m Dicke, wenn zwei gleichgroBe
Stiicke von Basalt und Quarz sich dem Ge-
wichte nach wie 13: 15 verhalten?

Ch9m151 Um in einem Bergwerke
Bleierz aus einer Tiefe von 175 m zu for-
dern, sind 21 Pferde nétig, von denen jedes
in 4 Sekunden 115kg 3 m in die Hohe zu
ziehen imstande ist. In einem anderen
Bergwerke, dessen rohe Ausbeute sich zu
der des ersteren wie 16:9 verhilt, soll Erz
aus einer Tiefe von 135 m in die Hohe ge-
schafft werden. Wieviel Pferde sind hierzu
notig, wenn jedes in 15 Sekunden 103,5 kg
10 m hochzuziehen imstande ist?

Ch10/12m152 Aus einem mit 3601
Weingeist gefiillten Fasse nehme ich eine
bestimmte Menge heraus und ersetze das
Fehlende durch Wasser. Von der gehorig
vermischten Fliissigkeit nehme ich zum
zweiten Male ebensoviel Liter heraus wie
zum ersten Male, und noch 84 | dazu, und
fiille das FaB wieder mit Wasser. Nach der
zweiten Mischung enthilt die Fliissigkeit
ebensoviel Wasser wie Weingeist. Wieviel
Liter wurden zum ersten Mal herausge-
nommen?

alpha-Portrit:
Niels Neumann, Jena,
14 Jahre, Klasse 8

Aus einem Brief an.die Redaktion alpha:
Ich besuche eine Schule mit erweitertem
Russischunterricht. Meine Lieblingsficher
neben Mathematik sind auch Physik, Eng-
lisch und Sport. Seit Oktober 1982 besuche
ich einmal jede Woche den Spitzenzirkel
fir Mathematik in Jena. AuBerdem gehe
ich noch in die AG Schach und Gerite-
technik. Zu Hause verbringe ich einen. Teil
meiner Freizeit mit Mathematik. Einen
1. Preis sowie den Sonderpreis des Stadt-
schulrates erhielt ich bei der Kreisolym-
piade, Klasse 5 (1983). Auch in Klasse 6 er-
reichte ich 1984 die volle Punktzahl. Bei
der Bezirksolympiade (Kl 7) konnte ich
einen 2. Preis erringen.

Aus meinen Aufzeichnungen der 6. Klasse
stelle ich euch, liebe alpha-Leser, einige
Aufgaben vor:

Ala

Eine Aufgabe zum Knobeln und Basteln
Bestimme von einem Ko&rper die Anzahl
der Raumdiagonalen, von dem nur be-
kannt ist, daB er ein Polyeder ist und da8
an jeder Ecke die gleiche Anzahl regelmi-
Biger Sechsecke und die gleiche Anzahl re-
gelmiBiger Fiinfecke (als Seitenflichen)
zusammenstoBen!

Hinweis: Man versuche zunichst, aus den
wenigen Angaben niihere Aussagen iiber
die Gestalt eines solchen Koérpers zu ge-
winnen. Es ist dann nicht so kompliziert,
ihn zu basteln. (Lésung siehe S 140)

A2 A Zeige, daB es nicht moglich ist, mit
einem Springer iiber alle Felder eines
4 x4-Felder-Quadrates so zu springen, daB
jedes Feld genau einmal passiert wird! Da-
bei ist das Ausgangsfeld beliebig.

A3a Zeige, daB es keine dreistellige
Zahl z gibt, die gleich dem Neunfachen
ihrer Quersumme ist!

A4 a Konstruiere ein Trapez ABCD aus
den Stiicken a=7cm, b =3 cm,
¢=4,5cm und d =2,5cm!

A5a Jorg war in der Kaufhalle einkau-
fen. Fir ein Drittel des Geldes kaufte er
Milch (in Flaschen), fiir die Hilfte des Gel-
des Brause, fiir ein Zwanzigstel Brotchen
und fiir den Rest von 3,50 M Butter und
Kise. Wieviel Geld hat Jorg ausgegeben?

A6 A Die vier Schiiler Bernd, Torsten,
Rainer und Michael trugen untereinander
ein kleines Schachturnier aus. Jeder spielte
gegen jeden genau einmal. Es lieBen sich
nun folgende Aussagen machen:

(1) Torsten hatte genau zweimal gewon-
nen, gegen Michael war er aber Verlierer.
(2) Bernd spielte nie unentschieden.

(3) Rainer siegte nur einmal.

(4) Michael erreichte genau einmal ein Un-
entschieden. Gegen Bernd gewann er.
Ermittle daraus, wer in diesem Tumier den
ersten, zweiten, dritten und vierten Platz
belegte. Ist eine Angabe iiberfliissig?

Am Ende der 6. Klasse legte ich mir ein
kleines mathematisches Tagebuch an. Dar-
aus eine Aufgabe, die der Leser mit zahlen-
theoretischen Kongruenzen 16sen kann:
A7a Welchen Rest 1dBt die Zahl
z =297 — 29 beim Teilen durch 36?



XXVI. Internationale
Mathematikolympiade

Helsinki, Juli 1985

Aufgaben

1.Tag

ala Essei ABCD ein konvexes Viereck

und k ein Kreis, dessen Mittelpunkt auf

der Seite [A4, B] liegt und der die anderen

drei Seiten ABCD beriihrt. Ferner sei

ABCD ein Sehnenviereck.

Man beweise: AD + BC = AB!
(Grof3britannien)

A2a Es sei n eine natiirliche Zahl und
es sei k eine ganze, zu n teilerfremde Zahl
mit 0 < k < n. Ferner sei
M={1,2,...,n-1}.

Jede Zahl aus der Menge M sei mit genau
einer der Farben Blau oder Weill gefirbt.
Dabei sei vorausgesetzt:

a) Fiir alle ie M haben i und n — i stets
die gleiche Farbe, und

b) firalle ie M, i + k, haben i und |k — i|
stets die gleiche Farbe.

Man zeige, daB dann alle Elemente aus M
die gleiche Farbe haben. (Australien)

A3 a Fir jedes Polynom P mit
k
P(x)= Z a;x’ und ganzzahlige Koeffi-
i=o0

zienten bezeichne w(P) die Anzahl derje-
nigen Koeffizienten von P, die ungerade
Zahlen sind. AuBerdem sei fur
i=0,1,2,...
Qi(x)=(1+ x)".
Man beweise: Fiir jede endliche Folge
(iy, Iy, ..., i,) ganzer Zahlen mit
O0<ij<ip<..<i,
gilt die Ungleichung
w(Q, + 0, + ...+ 0)>w(Q).
(Niederlande)
Reine Arbeitszeit: 4,5 Stunden

2.Tag

A4 A Essei M eine Menge aus 1985 ver-
schiedenen positiven ganzen Zahlen.
Keine dieser Zahlen hat einen Primteiler
groBer als 26.
Man beweise: In M gibt es vier paarweise
verschiedene Elemente, fiir die ihr Produkt
die vierte Potenz einer ganzen Zahl ist.
(Mongolische Volksrepublik)

AS5aA Essei ABC ein Dreieck und k, ein
Kreis durch die Punkte 4 und C, der die
Strecken [A,B] bzw. [B,C] ein weiteres
Mal in den voneinander verschiedenen
Punkten K bzw. N schneidet. Der Mittel-
punkt von k; sei mit 0 bezeichnet.

Ferner sei k, der Umkreis des Dreiecks
KBN. Der Umkreis des Dreiecks ABC
schneide k, in genau zwei verschiedenen
Punkien B und M.
Man beweise: 5 OMB = 90°.

(Sowjetunion)

A6 a Fir jede reelle Zahl x, sei die Folge
(xy, X3, ...) durch

xn+l=xn'(xn+l>

n

fiir alle n > 1 definiert.

Man beweise: Es gibt einen und nur einen

Anfangswert x;, fir den die Bedingung
0<x,<x41<1

fiir alle n > 1 erfillt ist.

Reine Arbeitszeit: 4,5 Stunden

Bei jeder Aufgabe konnten 7 Punkte er-
reicht werden.

(Schweden)

Ergebnisse der IMO

Osterreich (77 Punkte) — Australien
(117) - Belgien (60) — VR Bulgarien
(165) — Brasilien (83) — Kanada (105) -
Volksrepublik China (27) (2)!) -
Kolumbien (54) - CSSR (105) -
Republik Kuba (74) - Zypemn (27) -
DDR (136) — Bundesrepublik
Deutschland (139) — Algerien (36) —
Finnland (25) - Frankreich (125) -
GroBbritannien (121) — Griechenland
(69) — Ungarische VR (168) — Israel
(81) - Irland (28) (1)!) - Island (13)
(2)") - Italien (20) — Kuweit (7) (5)!) -
Marokko (60) — Mongolische VR (62) —
Niederlande (72) — Norwegen (35) - VR
Polen (101) — SR Rumainien (201) -
Schweden (65) — Spanien (25) — UdSSR
(140) - Tunesien (46) - Tiirkei (54) -
USA (180) — Vietnam (144) -
Jugoslawien (68) —

(2)Y) bedeutet, daB nur zwei Schiiler
dieses Landes an der IMO teilnahmen.

Von den 109 Teilnehmern aus 38 Léndern
erhielten 14 einen 1.Preis (42 P. bis 34 P.),
35 einen 2. Preis (32 P. bis 22 P.) und 51
einen 3.Preis (21 P. bis 15 P.). Die Schiiler
Geza Kos (Ungarische VR) und Daniel Ta-
toru (SR Ruminien) erhielten die volle
Punktzahl (42 P.).

Um den Schwierigkeitsgrad der Aufgaben
zu charakterisieren, seien die erreichten
Gesamtpunktzahlen genannt:

Von 4578 erreichbaren Punkten wurden er-
reicht fur

Aufgabe 1 861 Punkte
Aufgabe 2 767 Punkte
Aufgabe 3 164 Punkte
Aufgabe 4 504 Punkte
Aufgabe 5 381 Punkte
Aufgabe 6 423 Punkte
Summe 3100 Punkte

Die XXVIIL. IMO findet in der VR Polen
statt.

B S

Die Mannschaft der DDR nach der Sieger-
ehrung (im Hintergrund Alexander II. und
der Dom von Helsinki):

Volker Brundisch, Ingo Warncke,

Georg Hein, Jorg Jahnel (obere Reihe
v.l.n.r);

Angelika Brauschke und Ulrich Meister.

Unsere Mannschaft erhielt drei 2. und drei
3. Preise und erreichte damit den 8. Platz
unter 38 Teilnehmerliandern.

Die IMO fand in der Stadt Joutsa, mitten
in der Welt der finnischen Seen statt, die
Auszeichnung an der Universitit Helsinki.
Unser Foto: Senatsplatz mit Domkirche,
erbaut zwischen 1778 und 1840 im Em-
pire-Stil.
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Ein Besuch in der Knobelwerkstatt

Teil 5: Zum Jahreswechsel 1985/86

Liebe Freunde!

Nachdem wir uns in den vergangenen Tei-
len dieser Serie mit der Ideenfindung fiir
mathematische Knobelaufgaben aus der
Umwelt, der Mathematik und der deut-
schen Sprache beschiftigt haben, wollen
wir heute den Eigenbau solcher Aufgaben
unter dem Blickwinkel eines bestimmten
gesellschaftlichen, schulischen oder ande-
ren Ereignisses bzw. Hohepunktes demon-
strieren.

Es ist an manchen Schulen unserer Repu-
blik schon ein guter Brauch, im Rahmen
des Mathematikunterrichtes, von Schiiler-
zirkeln oder Mathematiklagern mathemati-
sche Wandzeitungen zu gestalten, die bei-
spielsweise dem Tag der Republik, dem
Pionier- oder FDJ-Geburtstag, dem Tag
der NVA dem Lehrertag oder dem Ehren-
tag anderer Berufsgruppen, dem Leben und
Wirken hervorragender Mathematiker, den
Mathematik-Olympiaden, dem Schulsport-
fest oder einem anderen sportlichen Ereig-
nis, einem Jubildum der Schule oder aber
dem jeweiligen Jahreswechsel gewidmet
sind. Will man zu solch einem Anla ma-
thematische Aufgaben gestalten, so findet
man folgende Ausgangssituation vor: Der
inhaltliche Rahmen der Aufgaben ist
durch das jeweils zu wiirdigende Ereignis
festgelegt, und seitens des mathematischen
Modells konnen die Aufgaben in den un-
terschiedlichsten Teilgebieten der Mathe-
matik angesiedelt sein. Man muB sich also
vor Beginn der Gestaltung einer solchen
thematischen = Mathematik-Wandzeitung
mit den das Ereignis charakterisierenden
Fakten, Schwerpunkten, Bedingungen und
Tendenzen vertraut machen und davon
ausgehend solche mathematische Aufga-
ben bauen, welche die Adressaten dieser
Aufgaben auf mathematisch-unterhaltsame
Weise tiefer mit dem Ereignis vertraut ma-
chen oder sie bewegen, sich stirker mit
dem Ereignis auseinanderzusetzen. Es wird
sich also hierbei zum groBen Teil um sog.
eingekleidete Aufgaben (Textaufgaben), spe-
ziell um sachbezogen-eingekleidete Aufgaben
(Sachaufgaben) handeln. Der Eigenbau sol-
cher Mathematikaufgaben ist sicher etwas
aufwendig und nicht ganz leicht, aber da-
fur sehr reizvoll und mathematisch for-
dernd.

Wir wollen dieses sachbezogene Vorgehen
beim Eigenbau von Knobelaufgaben in
zwei Beitrigen demonstrieren: Der heutige
Beitrag ist aus gegebenem AnlaB dem Er-
eignis Jahreswechsel 1985/1986 gewidmet,
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und der letzte Beitrag dieser Serie (alpha,
Heft 2/1987) wird das sportliche GroBer-
eignis VIII. Turn- und Sportfest der DDR,
das im Sommer 1987 in Leipzig stattfinden
wird, zum Inhalt haben.

Fiir unser heutiges Anliegen haben wir also
nur die Jahreszahlen 1985 und 1986 zur
Verfigung, und diese sollen nun zu allen
moglichen Aufgabentypen verarbeitet wer-
den. Eine interessante Spielerei!

Fiir die Gestaltung guter Aufgaben zu den
Grundrechenarten oder zur Teilbarkeit na-
tirlicher Zahlen ist die Primfaktorzerle-
gung der jeweiligen Jahreszahlen und de-
ren Ziffernfolge oft entscheidend. Die
Primfaktorzerlegung von 1984 = 26-31 ist
offenbar giinstiger als diejenige von
1985=5-397 oder 1986 =2-3-331. Auch
ist die Ziffernfolge von 1984 wegen
8:4=2 oder 9-8:4 =18 giinstiger als bei
1985 (hier ist keine Grundziffer durch die
nachfolgende teilbar) und bei 1986 (hier
gilt wenigstens 9-8:6 =12). Dieser Fakt
hat fir Knobelaufgaben, wie Aufgabe I,
zwar keinerlei Nachteile, aber z. B. werden
dadurch bei Aufgabe 2 die Eintragungs-
moglichkeiten fiir Rechenzeichen (ohne

Klammernbenutzung) eingeschrinkt, bei-

Aufgabe 3 (oder der Aufgabe Silvesterlauf
in alpha 6/84, Seite 139) die Unterschiede
der einzutragenden Zahlen sehr groB und
bei Aufgabe 4 die Zerlegung in mehr als 3
(natiirliche) derartige Summanden verhin-
dert. Trotzdem hat das insgesamt fiir unser
Anliegen nur geringe Auswirkungen.

Bleiben wir noch bei der Arithmetik, so
konnen wir auBer den bereits durch die
Aufgaben 1 bis 4 demonstrierten Aufgaben
zu den rationalen Rechenoperationen, ma-
gischen Figuren (mit Produkten) und Sum-
menzerlegungen  beispielsweise  noch
Kryptogramme (s. Aufgabe 5), Aufgaben zur
Zahlendarstellung in bestimmten Posi-
tionssystemen (5. Aufgabe 6) bzw. mit romi-
schen Ziffern (s. Aufgabe 7), arithmetische
Aufgaben in Form von rechentechnischen
FluBdiagrammen, Aufgaben zur Teilbar-
keit (vgl. etwa alpha 6/84, Seite 138,
Aufg. b)) und andere Aufgaben gestalten.

Man kann auch, und das ist nicht schwer,
lineare Gleichungen (s. Aufgabe 8), quadra-
tische Gleichungen, lineare Gleichungssy-
steme oder andere Aufgaben (s. Aufgabe 9)
konstruieren, bei denen die jeweiligen Jah-
reszahlen als Losungen auftreten. Zu die-
sem Zweck kann man folgendermaBen ver-
fahren: Will man eine lineare Gleichung
beispielsweise mit der Losung

x = 1985/1986 haben, so geht man von die-
ser einfachsten Gleichung x = 1985/1986
aus und verkompliziert diese riickwirts
durch idquivalente Umformschritte. Will
man eine quadratische Gleichung x2 + px
+ g =0 beispielsweise mit den Losungen
x, = 1985 und x, = 1986 haben, so braucht
man nur die Koeffizienten p und ¢ nach
dem Vietaschen Wurzelsatz (x, + x, = —p,
x1x, = q) oder mit Hilfe der Linearfaktor-
zerlegung (x — 1985) (x — 1986) = 0 zu be-
stimmen (wobei natiirlich bei vierstelligen
Jahreszahlen die Koeffizienten sehr groB
werden). Will man ein lineares Glei-
chungssystem beispielsweise mit der ein-
deutigen Losung x; =1, x, =9, x; =8 und
x4 =6 haben, so braucht man nur. — von
diesem Losungsvektor (1,9,8,6) ausge-
hend - ein Gleichungssystem in gestaffel-
ter Form (z. B. x,=6, 4x;—3x,=14,
X=Xyt x4=1, x1+x+x3+x,=24)
aufzuschreiben und dieses gestaffelte Sy-
stem dann durch Linearkombination die-
ser 4 Gleichungen zu verkomplizieren. Hier-
bei muB man allerdings auf die Erhaltung
der Eindeutigkeit der Losung achten. Die
eben gegebenen Hinweise gelten selbstver-
stindlich auch zum Aufbau von Gleichun-
gen bzw. Gleichungssystemen mit irgend-
welchen anderszahligen Losungen. Man
kann die Jahreszahlen aber auch in geo-
metrische Aufgaben einbauen, indem man
etwa die Grundziffern flichenhaft gestaltet
(s. Aufgabe 10) oder die Jahreszahlen bei
Teilungsproblemen verwendet (5. Auf-
gabe 11) bzw. in Form von Legefiguren dar-
stellen 148t (5. Aufgabe 12). Ebenso kann
man die Jahreszahlen in logisch-kombina-
torische Aufgaben (s. Aufgabe 13 und Auf-
gabe 14) einbauen, Rosselsprungaufgaben
daraus machen (s. Aufgabe 15) und vieles
andere mehr.

Sicher habt ihr auch noch andere Ideen da-
filr, was man alles aus den Jahreszahlen
1985 und 1986 machen kann. Zum Schlufl
wollen wir euch noch zwei Zusatzaufgaben
stellen:

Zusatzaufgabe 1:

Bei welcher der demnichst folgenden Jah-
reszahlen besteht die Primfaktorzerlegung
nur aus einer Primzahlpotenz?

Zusatzaufgabe 2:

Ermittelt alle Paare (x,y) nichtnegativer
ganzer Zahlen x und y, die der Gleichung
x2 + y?=1985? geniigen!

Wir wiinschen euch viel SpaB3 beim Kno-
beln und im neuen Jahr Gesundheit und
viel Erfolg in der schulischen Arbeit!

R. Mildner

Wo man tatkriiftig ans Werk
geht
und Tragheit nicht aufkommt,
wo Klugheit und Mut
zusammen gehen,
da waltet sicher volles Gliick.
Indisches Sprichwort



Knobel-
Wandzeitung

Ala Lieber guter Weihnachtsmann
Der Weihnachtsmann hat ein groBes Pro-
blem: Er kann ndmlich nur auf demjenigen
Wege zu den Kindern gelangen, bei dem
das Endergebnis der entlang dieses Weges
nacheinander auszufiihrenden Rechenope-
rationen 1985 betrigt. AuBerdem darf er je-
des Zahlenfeld nur héchstens einmal iiber-
queren.

Helft dem Weihnachtsmann, und zeigt
ihm den Weg zu den Kindern!

A2a Rechenspall zum Jahreswechsel
Setzt zwischen die Grundziffern der bei-
den Jahreszahlen Zeichen fiir rationale Re-
chenoperationen so ein, daB eine wahre
Gleichung entsteht! Klammern diirfen
nicht benutzt werden. Wer findet minde-
stens 7 verschiedene derartige Gleichun-
gen?

1985 =1986]

A3 a Im neuen Jahr

Tragt in die Késtchen der Figur natiirliche
Zahlen derart ein, daB das Produkt der
Zahlen in jeder waagerechten und senk-
rechten Kistchenreihe 1986 betrdgt! Zur
Eintragung diirfen aber nur folgende Zah-
len verwendet werden: 20mal die ,,1“, 6mal
die ,,2%, 8mal die ,3“, 1mal die ,6“ Smal
die ,331%, 6mal die ,,662“, 6mal die ,,993“
und 1mal die ,, 1986

[]

(|

A4 A Zerlegte Jahreszahl

Zerlegt die Zahl 1986 in eine dreigliedrige
Summe, bei der ein Summand doppelt so
groB und ein zweiter Summand dreimal so
groB wie der dritte Summand sind!

A5 a Kryptarithmetik
Lost die drei abgebildeten Kryptogramme!

a) 1985 - *xkk
w9
Rk Rk
*Thokk
KBk
T RRoRRRR

b) O =030d
rmm:m=mM
rray: G =13

oz =001y

RIND
+ RING

TIER

A6 A Positionssysteme

Die auf der linken Seite der Gleichungen
stehenden Zahlen, die in dem uns bekann-
ten Dezimalsystem (Basiszahl g = 10) dar-
gestellt seien, sollt ihr in anderen Stellen-
wert- oder Positionssystemen mit den
Basiszahlen g=2,g=3, g=4, g =5 bzw.
g = 6 darstellen, indem ihr jeweils Grund-
ziffern von 0 bis g — 1 so in die Kistchen
eintragt, daB Gleichheit besteht. Die in
den Kistchen horizontal nebeneinander
stehenden Grundziffern ergeben dann die

. Darstellung der links vom Gleichheitszei-

chen 3tehenden Zahl in dem jeweiligen Po-
sitionssystem.

1=O2+0O22+022+O2*+[J2°
198 =3+ ()3 +[J3>+[]3'+[]3°
1985=]5*+ 5+ O+ 5 +[5°
1986 =[J6*+ []6*+ 62+ []6' +[J6°
986 =14+ 4+ 4+ O4 +[4°
g6=[]3+[3*+[J3*+[J3t+[Q3°

A7 A Mit rébmischen Ziffern

Die abgebildete Holzchen-Gleichung ~ist
offenbar falsch. Legt nun 3 Hélzchen so
um, daB eine wahre Gleichung entsteht!

M-CM- XXX+ V=MIMLXXXVII

A 8aA Zahl gesucht

Gesucht ist eine bestimmte (gebrochene)
Zahl. Multipliziert man diese Zahl mit
331, subtrahiert man hiervon 5, dividiert
man diese Differenz durch 5 und multipli-
ziert man diesen Quotienten mit 6, so er-
hilt man 391. Wie lautet diese Zahl?

A9 a Eine harte NuB

Ermittelt alle vierstelligen natiirlichen
Zahlen mit folgenden vier Eigenschaften:
1. Die Quersumme betrigt 24, 2. die alter-
nierende Quersumme betrigt —6, 3. das
Querprodukt betrigt 432, 4. die Differenz
aus dem Produkt der beiden letzten
Grundziffern und dem Produkt der beiden
ersten Grundziffern betrigt 39.

A 10a Jahreszahl in Prozenten

Wieviel Prozent der abgebildeten Recht-
eckfliche beansprucht die Jahreszahl
19867

1111

A1l A Gerechte Teilung

Zerlegt die abgebildete Quadratfliche der-
art in 4 kongruente Flidchenstiicke, daB je-
des dieser Fliachenstiicke alle Grundziffern
der Jahreszahl 1986 enthiilt!

1 1
1 9
8 9
9 6
11918
8
8| |6 6
6

A 12 A Legespiel

Zerschneidet ein rechteckiges Stiick Kar-
ton, das doppelt so lang wie breit ist, in der
abgebildeten Weise (oben) und legt sodann
mit diesen acht Teilen eine jede Grundzif-
fer der Jahreszahl 1986 (unten) zusammen!

o]

A 13a Umordnung

Ordnet die sich im linken Quadrat befind-
lichen Ziffern so um, daB sich in jeder
Zeile, Spalte und Diagonale 4 verschiedene
Ziffern befinden!

1191816
179186

-
119,86
19|86

A 14 A Das geheimnisvolle x
Wie muB logischerweise die Zahl x lauten?

€3 (=)
) A\

A 15 Ao Kniffliger Rosselsprung

Zieht den Springer, der wie beim Schach-
spiel zu setzen ‘ist, vom Feld 1 nach dem
Feld 79 derart, daB er zwischendurch jedes
andere weiBe Feld genau einmal betritt!
Dabei diirfen die schwarzen Felder zwar
libersprungen, aber nicht betreten werden.

]

1324

|_[3]
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aufgepafit
nachgedacht
mitgemacht

speziell
fiir Klasse 5/6

Aufgaben

aus der polnischen
mathematischen
Schiilerzeitschrift
plus-minus

In der polnischen Zeitschrift plus-minus,
die fur Schiiler der Klassen 5 bis 8 be-
stimmt ist und ungefihr unserer alpha ent-
spricht, erscheinen regelmifBig Knobelauf-
gaben. In der Volksrepublik Polen erhilt
jeder Schiiler einen Preis, der dreimal als
erster die vollstindige Losung einer Auf-
gabe anbieten kann.

Hier sind 12 Aufgaben fiir Schiiler der
Klassenstufe S:

Ala Finf Jungen schlieBen eine Wette
ab, wer im Laufe einer Stunde die meisten
Ostereier findet. Nach einer Stunde Miihe
stellen sie fest, daB jeder eine andere An-
zahl gefunden hat, der erste hat funf, der
letzte eins.

Stelle die Reihenfolge der Jungen fest,
wenn bekannt ist, daB Krzysztof mehr als
zwei gefunden hat. Piotr liegt unmittelbar
vor Marek, der nicht der zweite ist. Roman
ist schlechter als Slawek, der jedoch Piotr
unterlag.

42A Wir zihlen mit den Fingem an
einer Hand:

Daumen 1, Zeigefinger 2, Mittelfinger 3,
Ringfinger 4, kleiner Finger 5 und nun
riickwirts weiter:

Ringfinger 6, Mittelfinger 7, Zeigefinger 8,
Daumen 9; Zeigefinger 10, usw.

Welcher Finger gibt die Zahl 1980 an?

A3 a GroBvater hat einen Sohn, einen
Enkel und einen Urenkel. Die Summe der
Lebensjahre des GroBvaters und des Uren-
kels ist genau so groB wie die Summe der
Lebensjahre des Sohnes und des Enkels.

Vertauscht man die Ziffern des Alters des
GroBvaters, so erhidlt man das Alter des
Sohnes. Das Alter des Enkels und des Ur-
enkels unterscheidet sich nur durch die
Reihenfolge der Ziffern. Wie alt ist jeder?

A4a Kann man auf einem Tisch acht
gleichartige Miinzen so anordnen, daB sie
sich in 14 Punkten beriihren?

A 5a Auf welche Ziffer endet
1 1 1980 _. 71980?

AbGa
C, D:

Wir wissen von vier Stiddten A, B,
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von A nach B sind es 10 km,

von C nach D 15 km,

von B nach C 20 km,

von A nach C 30 .m und

von A nach D 50 km.

(Entfernungen fir gerade StraBen)
Berechne die Entfernung von B nach D!

A 7 A Gib die kleinste natiirliche Zahl an,
deren Quersumme 100 ist und die

a) durch 4 teilbar ist,

b) durch § teilbar ist,

¢) durch 9 teilbar ist.

A 84 Addiert man zu 37 die 1, so erhilt
man eine durch 2 teilbare Zahl:
37+1=2-19. ]
Addiert man zu 37 die 2, so erhilt man
eine durch 3 teilbare Zahl:
37+2=3-13.
Addiert man zu 37 die 3, so erhidlt man
eine durch 4 teilbare Zahl:
37+3=4-10.
Die Zahl 37 ist nicht die kleinste Zahl mit
diesen Eigenschaften. Bestimme die klein-
ste natiirliche Zah! mit diesen Eigenschaf-
ten!

A9a Schreibe die folgenden Zahlen als
Produkte mit zwei gleichen Faktoren:

121
12321
1234321
123454321
12345654321
1234567654321!

A10a Bestimme die natiirlichen Zahlen
x und y, wenn man fiir x +y, x —y, xy,
x :y die Zahlen 48; 26; 22; 12 erhilt (Rei-
henfolge der Ergebnisse ist hier beliebig
gewihlt).

A1l a Gegeben sei das Produkt
x—-1(x—2)(x=3)-...
(x—98)-(x—99)-(x —100)
a) Berechne das Produkt, wenn du fur
x =13 einsetzt.
b) Bestimme alle natiirlichen Zahlen fiir x,
fur die gilt .
x—1D)x=-2)-(x=-3)...-(x—98)
“(x—99)-(x—100)=0
Hinweis: Das Produkt in Aufgabe a) und b)
ist abgekiirzt aufgeschrieben, es besteht
aus 100 Faktoren, nur die ersten drei und
die letzten drei sind aufgeschrieben. Zum
Beispiel heiBt der 25. Faktor (x — 25).

A 12 A Gegeben sind vier Quadrate:
eins mit der Seitenldnge S cm,
das zweite mit der Seitenlinge 6 cm,

~ Wieviel

das dritte mit der Seitenldnge 10 cm und
das vierte mit der Seitenléinge 1 cm.
Ist es moglich, zwei der drei angegebenen
Quadrate derart zu einem neuen Quadrat
zusammenzufiigen, daB die Seitenlinge
des neuen Quadrates eine natiirliche Zahl
ist?
Ausgewdhlt und aus dem Polnischen
iibertragen von K. Meier, PH Kdithen

Knobeln
und kombinieren

ala Von A-Dorf kann man auf ver-
schiedenen Wegen nach Neustadt gelan-
gen.

Wieviel verschiedene Moglichkeiten gibt
es, von A-Dorf nach Neustadt zu gelangen,
wenn keine Wegstrecke doppelt gegangen
werden darf? ’
Gib jeweils die Linge des Weges an!

A2 A Susanne hat 4 Rocke und 3 Blusen.
a) Auf wieviel verschiedene Arten kann si¢
sich damit kleiden?

b) Zu Weihnachten bekommt sie einen
weiteren Rock.

Wieviel Kombinationen sind nun moglich?

A 3 a Frank hat auf ein Fahrrad gespart.
Im Fahrradgeschift gibt es drei verschie-
dene Typen (Klapprad, Sportrad, Touren-
rad) in je vier verschiedenen Farben (Griin,
Rot, Blau, Silbergrau).

Unter wieviel Moglichkeiten kann Frank
wiahlen?

A4 A Michael fertigt fiir die Solitombola
Lose mit allen zweistelligen Zahlen. Er legt
fest, daB ein Hauptgewinn vorliegt, wenn
die Zehnerziffer 2; 5 oder 8 und die Einer-
ziffer 0; 5 oder 7 ist.

Wieviel Hauptgewinne sind es?

A 5a Fiir der F-Laut gibt es verschie-
dene Schriftzeichen F, V, Ph. Fiir den x-
Laut gibt es die Schriftzeichen x, ks, chs,
gs, cks, cs.

Auf wieviel verschiedene Arten kann man
das Wort Felix falsch schreiben?

A6A Hartmut lemt Klavier spielen.
Nach den ersten Stunden spielt er schon
kleine Stiicke im 5-Ton-Raum mit den T6-
nenc,d,e,f g

=

Moglichkeiten gibt es, diese
5 Tone (ohne Wiederholung) in verschie-
dener Reihenfolge zu spielen?



A7a In den Zahlen 575, 775 kommen
nur die Ziffern S und 7 vor. Wieviel solcher
dreistelligen Zahlen gibt es?

A 84 Taschenrechner geben die Ziffern 0
bis 9 mit Hilfe einer sogenannten Sieben-
segmentanzeige an.

Sieben gerade Teilstiicke (Segmente) sind
in folgender Form angeordnet:

E | e
6| | B

A
a) Welche Segmente sind fiir die Ziffer 4
eingeschaltet?
b) Welche Segmente miite man einschal-
ten, um den Buchstaben S darzustellen?
c) Wieviel verschiedene Zeichen mit und

ohne Bedeutung konnen mit Hilfe der
7 Segmente dargestellt werden?

A9a Fir einen 100-m-Lauf werden die
Bahnen 1 bis 4 unter 4 Liufern ausgelost.
Wieviel verschiedene Moglichkeiten gibt
es?

4104 Wieviel zusammengesetzte Wor-
ter kann man aus einem der Worter Mathe-
matik, Biologie, Musik und einem der Wér-
ter Buch, Heft, Stunde, Arbeit bilden, wenn
letztere als Grundworter verwendet wer-
den?

A1l a Katrin, Michael, Claudia, Hart-
mut, Hannes und Anja begriiBen sich am
1. Schultag mit Handschlag. Wie oft gibt
man sich insgesamt die Hand?

412 a Auf wieviel verschiedene Arten
l1aBt sich in der jeweiligen Abbildung das
Wort ALPHA (bzw. das Wort HEITER) le-
sen?

A H
L L E E
P PP I 11
HHHH TTTT
A AAAA EEETEE

RRRRRR

A 13 A Frank, Michael und Lars wollen
mit Sabine, Claudia, Ute, Grit Tischtennis
spielen. Jeder Junge soll gegen jedes Mid-
chen einmal spielen.

Wie viele Spiele miissen sie durchfiithren?

A 14 o Klaus will seinem Freund in Leip-
zig einen Eilbrief (Porto: 0,70 M) schicken.
Folgende Briefmarken stehen ihm in genii-
gender Anzahl zur Verfiigung:

Wieviel verschiedene Frankierungen sind
moglich?

ponnran s ganase  goeanen
5 10 20 30

s el mnd

P A

¢ 40 ; 0. 70

im b e e

L. Flade/H. Knopf

Wolf, Ziege
und Kohlkopfe

Die ilteste mathematische Aufgaben-
sammlung in lateinischer Sprache ist An-
fang des 9. Jahrhunderts am frinkischen
Hof entstanden. Keine der iiberlieferten
Handschriften, die vor allem im
10./11. Jahrhundert mehr oder weniger
sorgfiltig von Kopisten angefertigt worden
sind, nennt einen Autor. Doch durch die
Untersuchungen des Mathematikhistori-
kers M. Folkerts gewinnt die Vermutung,
daB der angelsidchsische Monch Alkuin
(735 bis 804) Verfasser dieser Sammlung
sei, wieder an Wahrscheinlichkeit.

Alkuin war 781 als Gesandter an den Hof
Karls des GroBen (Karl 1., seit 768 Konig
der Franken) gekommen. Er machte
St. Martin in Tours zu einer der fithrenden
Bildungsstatten des Frinkischen Reiches
und amtierte als Leiter der Hofschule in
Aachen. Er setzte sich dafiir ein, das Wis-
sen des Altertums zu pflegen und weiterzu-
tragen. Die Kloster und Bischofsitze im
Frankenreich sollten nach seinen Plinen
Schulen erhalten. In den Elementarschu-
len sollten Lesen und Schreiben, einfaches
Rechnen sowie Religion und Psalmenge-
sang, in den hoheren Schulen die Sieben
freien Kiinste gelehrt werden. Zu' diesen
gehorten die Unterstufe, Trivium genannt,
mit Grammatik (der lateinischen Sprache),
Rhetorik (Redeiibungen auf dem Gebiet
des Rechtswesens) und Dialektik (Denk-
lehre, Er6rterung wissenschaftlicher Fra-
gen) und die Oberstufe, Quadrivium ge-
nannt, mit Arithmetik, Geometrie (zu-
gleich mit Erdkunde und Naturgeschichte),
Musik (Theorie und Pflege des Kirchenge-
sangs) und Astronomie.

Die dem Alkuin zugeschriebene Aufga-
bensammlung enthdlt 56 Aufgaben. Un-
mittelbar auf die jeweilige Aufgabe folgt
die Losung.

Die Probleme stehen iiberwiegend ‘- der
romischen Tradition, daneben sina grie-
chisch-byzantinische und arabische Ein-
fliisse anzunehmen. Einige Aufgaben tre-
ten erstmals in dieser Aufgabensammlung
auf. Dazu gehoren die Aufgaben 17 bis 20,
die Transportprobleme behandeln: Be-
stimmte Lebewesen sind iiber einen FluB
Zu setzen.

Die Aufgabe 18 ist besonders populir ge-
worden:

Ein Mann mupte einen Wolf, eine Ziege und
ein Biindel Kohl iiber einen Fluf hiniiberbrin-
gen und konnte kein anderes Boot finden,
auper ein solches, das nur den Mann und mit
ihm entweder den Wolf oder die Ziege oder die
Kohlkipfe zu tragen vermochte. Natiirlich
wollte er alles unverletzt hiniiberbringen. Es
durften also weder der Wolf mit der Ziege noch
die Ziege mit den Kohlkipfen allein gelassen
werden. -Wer es kann, der moge zeigen, auf
welche Weise der Mann alles unverletzt hat
hiniiberbringen kénnen.

In der Aufgabe 19 wollen ein Mann, eine
Frau und zwei Kinder iiber den FluB (der
Kahn tridgt aber entweder nur den Mann
oder die Frau oder die beiden Kinder); in
der Aufgabe 20 handelt es sich um zwei
Igel mit ihren Jungen; in der Aufgabe 17
sind drei Miénner mit ihren Frauen iiber
den FluB zu setzen (keine der Frauen soll
sich ohne ihren Bruder mit anderen Min-
nem auf demselben Ufer befinden).

Mehrere der mittelalterlichen Aufgaben-
sammlungen sind von der des Alkuin be-
einfluft worden. In unterschiedlichen Va-
rianten befinden sich die Transportaufga-
ben, spiter z.B. auch bei Chuquet, Tartaglia
und Bachet.

H. Pieper

Scherzfrage Alcuins an Kaiser
Karl den GroBien (768 bis 814)

Alcuin bat den Kaiser, als sie nach der
Jagd zusammensaBen, doch zu verraten,
nach wieviel Spriingen sein Jagdhund
einen in der Entfernung von 150 FuB vor-
aushoppelnden Hasen einholt, wenn der
Hase bei jedem Sprung 7 Fuf8 zuriicklegt,
der Jagdhund jedoch schneller ist und
9 FuB weit springt.
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In freien Stunden - alpha-heiter

Das Groschenspiel

Im Handumdrehen hast du zwei Bahnen mit je 10
bzw. 5 Feldern aufgezeichnet. Die linken Enden
beider Bahnen besetzt du, die rechten Enden der
Gegner mit je einer Miinze. Ihr zieht beide abwech-
selnd nach Belieben eine eurer Miinzen so viele
Felder vorwirts oder riickwirts, wie du bzw. dein
Gegner es fiir giinstig hiltst. Ziige sind nur bis zur
gegnerischen Miinze erlaubt, gesprungen werden
darf nicht. Versuche, deinen Gegner in die Ecke zu
treiben! Varianten: Andert die Bahnlingen und die
Anzahl der Bahnen! Das gesamte Schachbrett, je-

doch auch Teile, liefern reizvolle Spielpline.
Aus: Urania, Berlin

o [T 1T [[]]d
o] [ [ O]

Spiel mit dem Baukasten

Marie-Luise hat sich ein MiérchenschloB aus den
Steinen ihres Baukastens gebaut. Einen Stein hat
sie nicht verwendet. Welchen? Aus: Fiiles, Budapest

136 - alpha, Berlin 19 (1985) 6

Wie alt sind Vater, Mutter und der Sohn?

Ein junger Mann, nach seinem und dem Alter sei-
ner Eltern befragt, antwortet scherzhaft in folgender
Weise: Meine Mutter war vor vier Jahren doppelt so
alt, wie ich jetzt bin. Mein Vater wird in fiinf Jahren
doppelt so alt sein, wie ich dann sein werde. Addiert
man zu meinem Alter das Alter meines Vaters und

das meiner Mutter, so ergeben sich 109 Jahre.
Aus: ND, Berlin

Wortspiele

ZI|A|H[L KfujGg|E|L MIA|TIH{E

MIE|E|R LIO|T|(T|O

Schiiler A. Suchanow, Neubrandenburg

Verheddert

Wie viele Knoten hat diese Schnur?
Aus: NBI, Berlin




Knackniisse

Zum Jahreswechsel werden Niisse unter Kinder ver-

1
teilt. Das erste Xind bekommt eine NuBl und —.

) 10
des Restes, das zweite Kind bekommt zwei Niisse

und % des neuen Restes usw. Am Ende hat jedes

Kind gleich viele Niisse. Es sind max. 200 Niisse
vorhanden. Wie viele Kinder sind anwesend und

wieviel Niisse bekommt jedes von ihnen?
Schiiler U. Schwekendieck, Crimmitschau

Silvesterlauf

Gib Name, Haarfarbe, Korpergr6Be und Plazierung

jedes der drei Medaillengewinner eines Silvesterlau-

fes an, wenn gilt:

(1) Die Namen der drei Erstplazierten sind Axel,
Bernd und Christian.

(2) Die Haarfarben der Medaillengewinner sind
blond, briinett und schwarz.

(3) Die KorpergroBen der Medaillengewinner sind
162 cm, 164 cm und 165 cm.

(4) Wenn Axel schwarzes Haar hat, so ist Christian
nicht der Sieger.

(5) Der Sieger ist blond und gréBer als Bernd.

(6) Der Drittplazierte hat schwarzes Haar.

(7) Axel ist kleiner als Bernd.

Mathematikfachlehrer W. Triger, Dobeln

Verschliisselter Wunsch fiir 1986

Die folgende Wortreihe stellt die verschliisselte
Form eines Wunschsatzes dar. Der Kode besteht in
einer eineindeutigen Abbildung des Alphabets auf
sich. Findet diesen Kode und entschliisselt den
Satz: XIS XUEPTDJEP EUDJ WIEM ESGOMH IP
FES TDJUME UPF WIEM TQATT CEIN
LPOCEMP! Dr. R. Mildner, Sektion Mathematik

der Karl-Marx-Universitit Leipzig

Auf der Ski-Piste

Vergleiche die beiden Bilder miteinander! Bei ge-
nauer Betrachtung ergeben sich mindestens 15 Un-
terschiede.

Der Zauberstern

Verteile die Zahlen 1, 2, 3, ..., 11, 12 so auf den
Stern, daB3 in jeder Geraden die Summe 26 betrégt.
Die Summe der (sechs) Zahlen an der Spitze soll

dabei einerseits 30 und andererseits 26 betragen.
Aus einer sowjetischen Tageszeitung

Zum Jahreswechsel
1985=1+2+34:-56+78+9-0

1+9-8+5=y1-9+8-5=1+9+8+5
—(1+9)-8:5
1:(9-8):5=¢1-9+8-5+(1-9)-(8—5)
1=1-v9:8-5) 1=(-1+9):8-6)
9=1-y/9-8-5) 9=(1++9)!:8+6
8=(—1+y9)I+@B8—5)! 8=1+9-8+6
5=1-9+8+5 6=1-9—8)-6
7=1+9-8+5=1-9-8+6

=—1+9-8+4+7=17
13=1+9+8-5=—-1°+8+6
=—1"+8+6=13

Bestimme alle Paare natiirlicher Zahlen x und y,
welche die folgende Gleichung erfiillen!
1 1 1

x y 1985
Setze an Stelle der Sternchen in 1*9*8+*6 so
Grundziffern, daB die so erhaltene siebenstellige
Zahl aus lauter verschiedenen besteht und durch
1+ 9+ 8 + 6 teilbar ist!
Gib alle Moglichkeiten an!

th diesen Zauberzahlen griifen alle alpha-Leser: H. Férg, Schwaz
(Osterreich); H.Gossler, Kiln; A. Kémer, Leipzig; Mathias Miiller,
Erfurt; F.Rahm, Schionebeck; Heike Simmank, Niesky* Thomas
Thurn, Lodersleben; ,Pythagoras“, Groningen (Niederlande).

Aus der finnischen math. Schiilerzeitschrift Funktio, gezeichnet
von Rukka Kosonen, Hameen Unna
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Einige Aufgaben
aus der CoB
von Adam Ries

Adam Ries (1492 bis 1559) schrieb die
CoB, ein Lehrbuch der Algebra, in den Jah-
ren 1523 bis 1524 in Annaberg.

Man bezeichnete damals die Algebra oder
die Lehre von den Gleichungen mit dem
Ausdruck Cof, aus dem italienischen re-
gola de la cosa. Das italienische Wort cosa
(aus dem Lateinischen causa, Ursache) be-
zeichnete urspriinglich das Ding, die Sache,
spiter im 14. und 15. Jahrhundert eine zu
berechnende GroBe sowie die Losung einer
Gleichung. Daher wurde auch die Algebra
mit Cof bezeichnet, die Algebraiker
nannte man Cossisten. Die Co8 von Adam
Ries ist im Druck nicht erschienen, da da-
mals das Bediirfnis nach einem Lehrbuch
der Algebra in deutscher Sprache nicht so
groB war wie das Bediirfnis nach Rechen-
biichern. Dagegen gehorten die Rechenbii-
cher von Adam Ries zu den am weitesten
verbreiteten Lehrbiichern des 16. und
17. Jahrhunderts. So erschienen von dem
1518 bis 1522 geschriebenen Buch ,Rech-
nung auff der Linihen und Federn...“ von
1522 bis 1656 insgesamt 108 Auflagen.
Erst Bruno Berlet konnte 1860 im Pro-
grammbheft der Annaberger Progymnasial-
und Realanstalt einen Auszug aus der er-

sten CoB-Fassung verdffentlichen und die-

sen 1892, zum 400. Geburtstag von Adam
Ries, nochmals als Sonderdruck herausge-
ben.)

Die Handschrift der Cof8 von 1524 wird in
dem 1984 eingerichteten Adam-Ries-Mu-
seum zu Annaberg-Buchholz aufbewahrt.

&lr’(ﬁdfnﬁmw &
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Sie enthilt die Rechenkunst (das Rechnen
mit der Feder wie in den Rechenbiichern
von Ries), die CoB (Algebra) und 318 Auf-
gaben, die iiberwiegend mit Hilfe linearer
Gleichungen zu l6sen sind. In dem theore-
tischen Teil werden die Regeln fiir das L6-
sen von Gleichungen, auch von quadrati-
schen Gleichungen, angegeben. Adam
Ries benutzt bereits das Zeichen E?) (aus
dem spiter wahrscheinlich das ,x“ entstan-
den ist) fur die zu berechnende Zahl bzw.
fur die Wurzel einer Gleichung. Zahlen,
insbesondere natiirliche Zahlen werden
mit dem Zeichen ,,0“ versehen, z.B. bedeu-
tet bei Ries 2 @ die natiirliche Zahl 2. Auch
fiir Quadrate, Kuben usw. von Zahlen flihrt
Ries besondere Zeichen ein.

Von den 318 Aufgaben der Cof werden bei
Berlet 144 Aufgaben abgedruckt.

1. Drei Aufgaben aus der Co8, die mit
Hilfe einer linearen Gleichung mit einer
Variablen zu lésen sind

Aufgabe 1 (Nr.5)

Wir geben zunéchst diese Aufgabe im Ori-
ginaltext von Ries wieder:

Item mach mir auB 10 Zwey teyl also, so
ich eynenn teyl vom andern hinwegk nim
Das 2 vorlasenn ader vberpleiben werdenn.
Lisung von Ries In moderner Fassung
Setz Die ein Zal sey 1 ¢, x
so muB nothalbenn Die

grossere Zahl seyn

1&£+20, .x+2
addir Zusammenn komen

2 £+ 20 gleich 100. 2x+2=10
Nim hinwegk vff peydenn -2
teylenn 2 @ bleiben

2 £gleich 8 0. 2 =8
Machs so komen 4 Die kleiner Zal, =4
muB nothalbenn Die ander

6 sein. x+2=6

In moderner Fassung lautet diese Aufgabe:
Die Zahl 10 ist so in zwei Summanden zu
zerlegen, daB die Differenz dieser Sum-
manden gleich 2 ist.

1) Berlet, Bruno: Adam Riese, sein Leben
und seine Art zu rechnen. Die CoB von
Adam Riese. Leipzig, Frankfurt a./M.
1892. Vergleiche auch Deubner, Fritz:
..nach Adam Ries. Leben und Wirken des
groBen Rechenmeisters. Leipzig/Jena: Ura-
nia-Verlag 1959.

2) Aus satztechnischen Griinden wird die-
ses Zeichen mit ,£“ wiedergegeben.

Lésung: Es sei x der kleinere Summand.
Dann ist x + 2 der groBere Summand, und
es gilt
x+x+2=10, also 2x =8, x =4 und
x+2=6.

Der kleinere Summand ist also gleich 4
und der groBere Summand gleich 6.

Man sieht, dal Ries der modernen Lésung
dieser Aufgabe recht nahe kommt, nur mit
dem Unterschied, daB er das Gleichheits-
zeichen noch nicht benutzt und daher den
Sachverhalt sprachlich darstellen muB.
Aufgaben dieser Art, die zu einem ganz-
zahligen Ergebnis flihren, kénnen bereits
Schiiler der 4. Klasse durch inhaltliche
Uberlegungen 16sen.

In dem vorliegenden Falle kann die Auf-
gabe mit der folgenden Tabelle gelost wer-
den:

kleinerer groBerer Summe
Summand x Summand x + 2

1 3 4

2 4 6

3 5 8

4 6 10
>4 >6 >10

Nur fiir x =4 und x + 2 =6 wird die ver-
langte Summe 10 erreicht.

Aufgabe 2 (Nr.23)

Ein Vater hat 4 Sohne. Er vermacht dem
€isten ‘1‘ , dem zweiten ; , dem dritten %
seines Vermogens und dem vierten 92 fl.
Wie groB war das Vermogen des Vaters?
(fl. (Gulden) ist eine alte Goldmiinze; die
Abkiirzung ist aus dem franzésischen florin
zu erkléren.

Hier und bei den folgenden Aufgaben ist
der Aufgabentext sprachlich und orthogra-
phisch modernisiert worden.)

Lésung: Das Vermogen des Vaters betrage
x fl. Dann gilt

X x ., x
—t+-+=+92=x

47576
15x + 12x + 10x + 5520 = 60x,
23x = 5520,
x= 240.

Das Vermogen des Vaters betrug also
240 fl.
Adam Ries gibt die folgende Losung an:
Setz des Geldes sei gewesen 1 £ x
nim hinwegk

x x x 37

Y g1 1 X o Lo X D
ViEViEund Y, € T Tt e
pleiben 2%, gleich 92 @ %x 92

Machs, so komen 240 die Zall. x = 240.

Aufgabe 3 (Nr.118)

Drei Windmiihlen mahlen gleichzeitig. So
der Wind geht, werden in 8 Stunden auf
der ersten 20 Scheffel, auf der zweiten
17 Scheffel, auf der dritten 15 Scheffel ge-
mabhlen.

In wieviel Stunden werden 24 Scheffel von
den drei Windmiihlen gemahlen? (Scheffel
ist ein altes deutsches HohlmaB fiir Ge-
treide mit unterschiedlichem Rauminhalt,
231 bis 2231)



Lisung: In x Stunden werden gemahlen
(jeweils in Scheffeln) auf der 1. Windmiihle

%x, auf der 2. Windmiihle %x, auf der

3. Windmiihle %x. Daher gilt

ﬂx+£x+£x=24,

8 8 8
20x+ 17x+15x=24-8,
52x=24-8,

_24-8_48 .9

) 13 13

Also werden 24 Scheffel von den drei

Windmiihlen in 3% Stunden gemahlen.

2. Eine Optimierungsaufgabe

Aufgabe 4 (Nr.119)

Ein Miinzmeister hat 100 mk. gekorntes
Silber, wobei 1 mk. 7 Lot Feinsilber ent-
hilt. Ferner hat er 50 mk. gekorntes Silber,
wobei 1 mk. 12 Lot Feinsilber enthilt. Wie-
viel mk. gekorntes Silber, bei dem 1 mk.
10 Lot Feinsilber enthilt, kann er daraus
héchstens herstellen, wenn er keinen Zu-
satz nimmt, also weder weitere Mengen an
Silber noch an anderen Legierungsmetal-
len verwenden soll? [mk. (Mark) ist hier
eine alte Gewichtseinheit (233,8 g).

Lot ist ebenfalls eine alte Gewichtseinheit:
1 Lot= %mk. Gekorntes Silber ist eine
Silberlegierung; der Gehalt an Feinsilber
wird dabei in Lot je 1 mk. angegeben.]
Losung: Verwendet der Miinzmeister von
der 1. Sorte (716tiges Silber) x mk. und von

der 2. Sorte (1216tiges Silber) y mk., um’

1016tiges Silber herzustellen, so gilt
Tx+ 12y =10(x + y).

Dabei ist x = 100 und y = 50.

Aus (1) folgt 7x + 12y = 10x + 10y,

0

also 2y = 3x, x =%y.
Wegen y < 50 gilt x=%y§l;ﬂ= 33%,

also x+y§50+33-:1$—=83%.

Der Miinzmeister kann also aus den bei-
den Sorten hdchstens 83%mk. 1016tiges

Silber herstellen, wenn er keinen Zusatz
nehmen soll.

Die Losung von Ries ist etwas umstindli-
cher; er benutzt aber ebenfalls die Variable
E. .

In seiner Losung kritisiert Ries den Ward-
ein (Miinzpriifer) Hans Conrad und den
Wardein Scheurlein aus Niirnberg, die sich
»vil Rechens vermessen und das geringste
exempel der € nichtt hat machen mugenn*,
also mit der Variablen nicht arbeiten und
daher diese Aufgabe nicht 16sen konnten.
In der Originalfassung der Aufgabe von
Ries wird das Edelmetall nicht angegeben;
es konnte auch Gold gewesen sein.

3. Eine Aufgabe aus der CoB, die auf
ein lineares Gleichungssystem mit

3 Variablen fihrt

Aufgabe 5 (Nr.122)

Drei Personen A, B und C kaufen ein Pferd
fir 12 fl.

Keiner kann es allein bezahlen.

Nun spricht A zu B und C: ,Wenn mir je-
der von euch ! seines Geldes gibt, so kann
ich das Pferd bezahlen.“

Darauf spricht B zu A und C: ,Wenn mir
jeder von euch Y seines Geldes gibt, so
kann ich das Pferd bezahlen.“

SchlieBlich spricht C zu A und B: ,Wenn
mir jeder von euch Y seines Geldes gibt, so
kann ich das Pferd bezahlen.“

Nun frage ich, wieviel Geld jeder gehabt
hat.

Lisung: A moge afl., B moge bfl. und C
moge c fl. gehabt haben.

Dann gilt

a+ 24 £212 als02a+b+c=24, (1)

2 2
b+Tc+%'=12,alsoa+3b+c=36, 1))
c+%+%=12, alsoa+b+4c=48, (3)
Aus 2)und (3) folgt —2b+3c=12. (4)
Aus (2) folgt 2a+6b+2c=172,
also wegen (1) S5b+c=48, (5

15b + 3c= 144,
132 13
also wegen (4) 17b=132, b= 47 = 7 17
Hieraus folgt wegen (5)
3
c=48-5b= 9F
und wegen (2)
3p— =3
a=36-3b—c=13 7
i 13
Es hatten also A 3—17 fl,B 7ﬁ fl. und C

3
9 17 fl.
Adam Ries gibt auch (in der analogen Auf-
gabe Nr. 47) ein Losungsverfahren fir der-
artige Aufgaben an, das zwar in Worten
dargestellt wird, im Prinzip aber dem obi-
gen Losungsverfahren entspricht.

. Er bemerkt ferner, daB der Miinzpriifer

Hans Conrad einem schwarzen Ménch des
Prediger-Ordens, namens Aquinas, fiir die
Losung dieser Aufgabe einen Gulden gege-
ben habe, von dem auch der erfahrene Ma-
thematicus Andreas Alexander gelernt
habe. Er sagt dazu: ,Hab dir es besser her-
ausgestrichen. Magst sein Exemplar sehen
oder seine Operacion.“

Die Losung von Ries mit Hilfe der Varia-
blen £ bedeutete damals einen beachtli-
chen Fortschritt gegeniiber den Verfahren
der zeitgendssischen Rechenmeister.

4. Adam Ries und die Anwendung
der regula falsi

In seiner Coff wendet Adam Ries die regula
falsi, die damals von den Rechenmeistern
zur Losung linearer Probleme hiaufig be-
nutzt wurde, nicht mehr an, da er mit Hilfe
der Variablen £ zu einem besseren Lo-
sungsverfahren gelangte. In der Practica
des groBen Rechenbuches von 1550 findet
sich aber noch die foigende Aufgabe:
»Gott griiB euch Gesellen all 30.“ Antwor-
tet einer: ,Wenn unser sind noch so viel
und halb so viel, so wiren unser 30.“

Die Frage ist, wie viel ihr gewesen.

Lésung: Aus x + x + % =30 folgt

Eine
interessante,
anspruchsvolle
Aufgabe

Herrm Nationalpreistriger
Prof. Dr. Herbert Beckert gewidmet_
A 2607 a Es sei ein konvexes Sechseck
P,P,P,P\P,P; mit Durchmesser d gege-
ben. Die Diagonalen P,P; und P,P;
schneiden sich in S und bilden den Winkel
w =P,SP,. Dann gilt fiir den Flidchenin-
halt F des Sechsecks

Fsd ’sin%.

Fiir O<w§?ﬂ ist diese Abschitzung

scharf, und zwar wird das Gleichheitszei-
chen fir den Grenzfall des Drachenvier-
ecks mit P;=P,=P;=S und SP, = SP,
= SP, = d angenommen.

Dies ist zu beweisen.

(Aus einem Beitrag iiber Starke Konvexitdt
beim Standortproblem — Autor: Prof. Dr. Joa-
chim Focke, Sektion Mathematik der Karl-
Marx-Universitit Leipzig)

Das ZK der SED pgratulierte Prof. Dr.
H. Beckert im Oktober 1985 zum 65. Ge-
burtstag. Zitiert (ADN/LVZ):

...GroBe Anerkennung finden Ihre Arbei-
ten zur Verbindung von Mathematik und
Mechanik sowie Physik auf hohem theore-
tischen Niveau und Ihr erfolgreiches Wir-
ken zur Forderung des wissenschaftlichen
Nachwuchses...

4x +x=60, 5x =60, also x=12. Es wa-
ren also 12 Gesellen.
Adam Ries l6st diese Aufgabe wie folgt:
Nimm eine Zahl, die durch 2 teilbar ist,
z.B. 16; dann ist 16 + 16 + 16/2 = 40, also
10 zu viel. Nimm 14; dann ist
14 + 14 + 14/2 = 35, also 5 zu viel.
Nun nimmt er einen linearen Verlauf an
(was nicht bewiesen wird) und erhilit durch
Extrapolation die Anzahl der Gesellen:

14-10—-16-5 _ 60 _ 12

5 s

Schiiler der 4. Klasse kénnen diese Auf-
gabe mit Hilfe einer Tabelle 16sen, wobei
aber nicht extrapoliert wird, sondern die
Tabelle fortgesetzt wird, bis der richtige
Wert erscheint:

X
X x+x+ 3
16 40
14 35
12 30
<12 <30
Nur im Falle x =12 ist x+x+—;—=30.

Also waren es 12 Gesellen. R. Liders.
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Losungen

Ldsungen zur: Sprachecke

Ala Aufgabe: Welche Zahl ist in der
Folge 7, 17, 37, 717, 2, 317, ... anstelle des
Fragezeichens einzusetzen?

Lésung: Man gelangt in der Folge von einer
Zahl zur nichsten, indem man zum Dop-
pelten der Zahl 3 addiert. Folglich ist 157
einzusetzen.

A2A Aufgabe: Legt in jeder Reihe ein
Streichholz so um, daB iiberall eine wahre
Gleichung entsteht!

S &1 11V )
~Wi=s1 =710,
(7=11-8) Vil=i 1=

A3 A Aufgabe: Symmetrische Muster:
Welche Zahlen werden durch diese sym-
metrischen Muster dargestelit? Wie viele
Symmetrieachsen (wenn vorhanden) hat je-
des Muster? Welche Muster sind radial-
symmetrisch?

Lésung: Radialsymmetrisch sind alle Mu-
ster auBer g.

Zahlen 13 12 11 12

Symmetrie- | 2 0 2 2
achsen

Zahlen 12 | 12 | 13 | 12 | 12

Symmetrie- | 4 4 1 4 2
achsen

A4 A Aufgabe: Eine Zeitung umfaBt
36 Seiten und hat eine tdgliche Auflage
von 600 000 Exemplaren. Jede Seite ist ein
Rechteck, dessen AusmaBe 50cm und
33cm betragen. Um jede Seite gibt es
einen unbedruckten Rand von 2 cm Breite.
a) Wie groB ist die bedruckte Fliche?

b) Wie groB ist die Flache des Papiers, das
fur die tidgliche Auflage der Zeitung not-
wendig ist?

Lésung: a) Die bedruckte Fliche betrigt
0,46 m- 0,29 m- 36 - 600000
=2881440m?.
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b) Die benétigte Flidche des Papiers betrigt
0,5m-0,33m-36- 600000
=3564000m?.

Losung zu: Eine Aufgabe
zum Knobeln und Basteln

von Niels Neumann, nach Kiirzungen durch
die Redaktion:
In jeder Ecke des Polyeders muB die
Summe der GréBe der Innenwinkel der
Seitenflachen, die hier zusammenstoBen,
kleiner als 360° sein. Da die GréBe der In-
nenwinkel beim regelmiBigen Sechseck
180° und beim regelmiBigen Fiinfeck 108°
betrigt, miissen in jeder Ecke entweder (a)
genau zwei Sechsecke und ein Fiinfeck
oder (b) genau ein Sechseck und zwei
Fiinfecke zusammenstoBen. Wir betrach-
ten die Ecken eines regelmiBigen Fiin-
fecks. Wiirde in vier Ecken die Eigenschaft
(b) bestehen, so miiBte fir die fiinfte Ecke
die Eigenschaft (a) eintreten. Also kénnen
nur in jeder Ecke zwei regelmiBige Sechs-
ecke und ein regelmiBiges Fiinfeck zusam-
menstoBen.
Fiir die folgenden Rechnungen sei E die
Anzahl der Ecken des Korpers, K die An-
zahl der Kanten, s die Anzahl der Sechs-
ecke und f die Anzahl der Fiinfecke. Die
Anzahl der Seitenflichen ist also F=s + f.
Jede Ecke wird von drei Kanten gebildet;
und dabei wird jede Kante zweimal ge-
nutzt. Also gilt:

JE=2K. (¢))
Jedes Fiinfeck wird von fiinf Sechsecken
umegeben; ein Sechseck grenzt aber nur an
drei Fiinfecke. Deshalb ist:

5f=3s. )

Jede Kante des Korpers ist Seite fiir genau
zwei der Seitenflichen; und deshalb gilt:

5f+ 6s=2K. 3)
Aus (2) und (3) erhalten wir

2K =35+ 65 =9s. 4)
Aus (1) ergibt sich dann

3E=09s
und damit

E=3s &)
Nach dem Eulerschen Polyedersatz ist
E+F—-~K=2 und damit 10E + (10s

+10f) — 10K =20. Wegen (2), (4) und (5)
folgt daraus

10(3s) + 10s + 65 — 5-95s =20
und s=20.
Aus 5f =135 =320 ergibt sich f=12.
Weiterhin ist E=35s=3-20=60.
Das Polyeder besteht also aus 12 Fiinfek-
ken und 20 Sechsecken, und es hat 60 Ek-
ken. DaBl es einen solchen Korper iiber-
haupt gibt, kann man nun durch Basteln
nachweisen. (Das Bild zeigt ein Korper-
netz, das ich entworfen habe.)
Von jeder Ecke des Kérpers gehen 11 Ver-
bindungsstrecken zu anderen Ecken aus,
die keine Raumdiagonalen sind; dies sind
drei Kanten des Korpers, 2-3 = 6 Fliachen-
diagonalen von zwei Sechsecken und zwei
Fliacb~ndiagonalen eines Fiinfecks. Folg-
lich gibt es von jeder Ecke aus genau
60 — 11 — 1 = 48 Ecken, zu denen die Ver-
bindungsstrecke eine Raumdiagonale ist.
Dabei wird jede Raumdiagonale genau
zweimal erfaBt; also hat der Korper genau
60-48

2

Anmerkung der Redaktion: Nimmt man
beim FernsehfuBball die fiinf- und sechsek-
kigen Oberflichenteile als ebene Flichen

= 1440 Raumdiagonalen.




an, so erhilt man gerade einen Koiper der
obigen Art. Zu unseremn Korper kommt
man auch auf folgende Weise: Einem (Pen-
tagon-)Dodekaeder werden die 20 Ecken
durch jeweils einen ebenen Schnitt so ab-

getrennt, daB ein Drittel der von einer -

Ecke ausgehenden Kante verlorengeht.
(Diese Schnitte sind regeimiBige Fiinf-
ecke, und von den Seitenflichen des Dode-
kaeders bleiben dabei regelmiBige Sechs-
ecke ibrig.) E. Quaisser

Ergebnisse bzw. Losungshinweise zu:
Aufgaben aus der polnischen
math. Schiilerzeitschrift plus-minus

Ala Kirzysztof 5, Piotr 4, Marek 3, Sla-
wek 2, Roman 1.

A2 A Der Ringfinger.

A3 a GroBvater 97, Sohn 79, Enkel 31,
Urenkel 13.

Ada

A S5aA Multipliziert man 11 beliebig oft
mit sich selbst, erhdlt man immer eine
Zahl mit der Einerziffer 1, denn 1-1=1.

Wir bestimmen die letzte Ziffer der Poten-

zen von 7:
7P=7-7=49 P=....17=...1
73=49-7=7543 76=...7-7=..9

71=543-7=....1,denn 3-7=21
und stellen unsere Untersuchung in einer
Tabelle zusammen:
(n Exponent, z Einerziffer)
n|2345678
29317931
1980 ist durch 4 teilbar fiir n = 1980, endet
7" (siehe Tabelle) auf 1. Die Differenz der
beiden Potenzen endet deshalb auf 0.
A6a Wegen AB + BC = 30km = AC lie-
gen A, B, C auf einer Geraden. D kann
nicht auf dieser Geraden liegen, denn dann
wire CD #15km. D liegt einerseits auf
einem Kreis um A mit 4D = 50 km und
andererseits auf einem Kreis um C mit
CD = 15km. Beide Kreise haben keinen
gemeinsamen Punkt, die Aufgabe ist des-
halb nicht l9sbar.
A7a a) 399 999 999 988

b) 599 999 999 995

c) n.L
A 84 Die Zahl 13 hat auch diese Eigen-
schaften:
1B+1=2-7,13+2=3-5;
13+3=4-4
A9a 11-11;111-111;1111-1111;
11111-11111;111111-111111;
1111111-1111111;
11111111-11111111.
Al0A x=24; y=2. .
Alla a)0;b)Jede natiirliche Zahl von 1
bis 100 ist Losung.
A 12 o Die Aufgabe ist nicht 15sbar.

Losungen zu:
Knobeln und Kombinieren

Ala ABCN

ADCN

ADEN

ADEFN

ABCDEN

ABCDEFN
3,7km; 5,7 km; 4,7 km; 6,3 km; 9,7 km;
11,3 km.

A2a a)l2 b)15.

Ala 12 Ada 9

ASa 17 A6a 120

ATA 8 A8a a)EFCB
b)D,E F, B, A ¢) 127

A9a 24 Al0Aa 12 Alla 15
Al2a a)l6,b) 32 Alla 12
Alda 43

Losung zu:

Wolf, Ziege und Kohlkopfe

Der Mann brachte zuerst die Ziege an das
andere Ufer. Darauf holte er den Wolf und
brachte anschlieBend die Ziege wieder zu-
rick. Am Ausgangsufer angekommen,
nahm er die Kohlkdpfe in den Kahn und
lie3 die Ziege dort. Die Kohlkopfe brachte
er zum Wolf an das andere Ufer. Abschlie-
Bend holte er die Ziege.

Losungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Das Groschenspiel

Die Versuchung, einen deiner Groschen
im ersten Zug dem Gegner vor die Nase zu
setzen, flihrt zu einer glatten Niederlage,
denn der Gegner kontert dann auf der an-
deren Bahn auf die gleiche Weise, und du
muBt Schritt fiir Schritt zuriick in deine
Niederlage. Dieser (theoretische) Reinfall
zeigt, daB es giinstig wire, in beiden Rei-
hen gleiche Abstinde zu haben. Dein Geg-
ner. wiirde diese Abstinde mit jedem Zug
verindern, aber du hittest im nachsten
Zug stets die Moglichkeit des Ausglei-
chens, also stets einen Antwortzug, mithin
auch den letzten Zug. Ein gleicher Ab-
stand 14aBt sich im ersten Zug erreichen,
wenn du S5 Felder vorriickst. Marschiert
dein Gegner n Felder vor, so riickst du auf
der anderen Bahn n Felder vor; ist dein
Gegner am Riickmarsch (k Felder), so
gehe auf der gleichen Bahn k Felder nach
vorn.

Spiel mit dem Baukasten
Ein Baustein der Serie F wurde nicht ver-
wendet.

Wie alt sind Vater, Mutter

und der Sohn?

V ist das Alter des Vaters, M das Alter der
Mutter und S das Alter des Sohnes.

M-4=28
V+5=2S+5)
M+V+S§=109.

Durch Lésen dieses Gleichungssystems er-
hilt man V=45, M =44 und § =20. Der
Vater ist also 45 Jahre, die Mutter 44 Jahre
und der Sohn 20 Jahre alt.

Wortspiele
Zahl — Mahl — Mehl ~ mehr — Meer;

Kugel, Kegel, Regel, Regal;
Mathe, Matte, Motte, Lotte, Lotto.

Verheddert
Die Schnur enthilt einen Knoten.

Knackniisse

Es miissen jeweils Zahlen der 9er Malfolge
sein:

81-1=80; 80:10=28; 80— 8 =72;

72-2=170 8+1=9
9-9=0 7+2=9
0+9=9

Es sind 9 Kinder; 81 Niisse werden verteilt, _
jeder bekam 9 Stiick.

Silyesterlauf

Aus 1, 5 und 7 folgt: Christian ist blond,
165cm grof und Goldmedaillengewinner,
Bernd ist 164 cm groB und Axel ist 162 cm
groff. Aus 2 und 4 und aus Christian ist Sie-
ger und blond folgt:

Axel ist briinett. Aus 1 und 6 sowie aus Chri-
stian ist Sieger und blond und Axel ist briinett
folgt: Bernd ist schwarz und Bronzemedaillen-
gewinner und Axel ist Silbermedaillengewin-
ner.

Verschliisselter Wunsch fiir 1986
Kodierung: Unser Alphabet wird auf sich
abgebildet nach der Vorschrift: Vokale
bleiben fest und Konsonanten werden
durch den im Alphabet nachfolgenden
Konsonanten ersetzt (durch B).
Dekodierung: Vokale bleiben fest und
Konsonanten werden durch den im Alpha-
bet vorangehenden Konsonanten ersetzt.
Folglich lautet der Satz: WIR WUEN-
SCHEN EUCH VIEL ERFOLG IN DER
SCHULE UND VIEL SPASS BEIM KNO-
BELN!

Auf der Ski-Piste

setze: x =am )
es folgt:
1 1 1
YT a @
hieraus: —a (@)
- m—1
setze nunmehr:
y=be %)
und: b=m-1 6)
bzw. m=b+1 @)
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folgt: =% ®)
mit (2) und (8) erhalten wir:
1,1 1, b _b+1 o
x y am am am

(kontrolliere, daB mit (7) wieder (1) folgt).
Zerlege nun die gegebene Konstante:
1985 =5-397!

a) Setze: b =15 dann folgt mit (7): m=6
mit (4) folgt:

y=1985 -%= 2382 mit (2) folgt:

x=1985-6=11910;
b) setze: b = 397 dann folgt mit (7):
m =398 398

mit (4) folgt: y = 1985 397 = 1990

mit (2) folgt: x = 1985-398 = 790030;

c) setze: b =1 (einfachste Variante, die
aber dazu gehort) dann folgt mit (7): m =2
mit (4) folgt: y =1985-2 = 3970

mit (2) folgt: x = 1985-2 = 3970!

Die Losung heiBit also:

x= y=
1. 11910 2382
2. 790030 1990
3 3970 3970

Die Zahl muB durch 24 = 3 - 8 teilbar sein.
Um durch 8 teilbar zu sein, werden die
letzten drei Stellen untersucht. Teilbar
durch 8 sind 816, 856 und 896, wobei die
erste und letzte Méglichkeit wegen Ziffern-
wiederholung ausscheiden. Auf die durch 3
teilbare Ziffernsumme fehlen 4, 7 oder 10,

daher konnen folgende Ziffern eingesetzt '

werden: 0-4, 4-0, 0-7, 7-0, 3-4, 4-3, 3-7, 7-3.

Lésungen zu: Knobel-Wandzeitung
Heft 5/85

Bumerang

Ala Man hitte beispielsweise folgende
symmetrische Palindrome eintragen kon-
nen: 1. ELLE, 2. EBBE, 3. EGGE, 4.
ANNA, 5. ESSE, 6. KAJAK, 7. RADAR, 8.
MONOM, 9. ROTOR, 10. NEBEN, 11.
RENNER, 12. TANNAT, 13. RETTER, 14.
NEFFEN, 15. NENNEN.

Schiittel-Tiere

A2a LECH-ELCH, SAUM-MALUS,
GRETI-TIGER, MAKEL-KAMEL,
PIRAT-TAPIR, RADEL-ADLER, REGIE-
GEIER, ROTTE-OTTER, SELMA-
AMSEL, SCHROT-STORCH, TELEFAN-
ELEFANT, SCHLAGEN-SCHLANGE,
WEBSCHAL-SCHWALBE, LEBE-
SCHATZ-BACHSTELZE, LICHT-
GALAN-NACHTIGALL.

Lesevielfalt
A3 A Istein Wort nebendiagonal in einer
Matrix mit m Zeilen und n Spalten ange-
ordnet, so gilt fiir die Anzahl L der Lese-
moglichkeiten:
L= (m+n-2)!
T (m-DI(n—-1)"
Fiir die einzelnen Begriffe ergeben sich:
4!

ALPHAZL=W+1=4+1=5,
7

HOCHZAHL: L= W

51
213~ 10,

=135,

EUKLID: L =
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MATRIZEN: L=%+1=21+1=22.
Mehr oder weniger

A4a Moglich wire: SEITE-SEIT-SEI-SI
(Silizium)-S-ES-EIS-REIS-KREIS,
BREITE-BREIT-BREI-BEI-EI-EIL-EILE-
TEILE-TEILER.

Aus VIER mach ZEHN

AS5aA VIER-TIER-TEER-MEER-MEHR-
WEHR-WEHE-ZEHE-ZEHN, RAUM-
RAUB-LAUB-LAUS-MAUS-MASS,
ZAHL-ZAHN-BAHN-BANN-BAND-
RAND-RIND-RIED-RIES.

Mathematiker-Lexikon
AbA

EUKLID CANTOR
FERMAT I GALOIS
! 1
METRA]DGLIOi]T
F|E U K L I|A[C N ARDO
olMmB 1 s dfclp s AL C
NPLATIUACYHUIA
' l ! l
PLATON ..
MOBIUS CAUCHYPASCAL
alpha-SpaB

A7a DasBild zeigt eine mégliche

Zerlegung:

Name gesucht
ABaA

Der Reihe nach

A9a -
o P \
[ @=® 7 ® |
| o Tt S |
| ’/’ T . 7/ I |
I =22 (M) ‘@ I
¥ ' (8) !
i S e |
| L @ IR I
L ~ - J
\ /’ \ - -

Dreierlei

A10a a) Dieses Kryptogramm ist ein-
deutig 16sbar:

7201 + 7201 = 14 402.

b) Dieses Kryptogramm ist mehrdeutig
16sbar, z.B. 1397 + 1397 = 2794,

3102 + 3102 = 6204, 3204 + 3204 = 6408,
3295 + 3295 = 6590, 4295 + 4295 = 8590.
¢) Dieses Kryptogramm ist nicht l&sbar,
denn es muB S gleich 1 sein, folglich
21 =1 oder 2I =11, was der Ganzzahlig-
keit von I widerspricht.

Im 20.Jahrhundert

Alla Es muB E=1 und I=9 sein.
Man erhilt: S1.1M.19L1. S, M und L sind
also noch in sinnvoller Weise durch ver-
schiedene Ziffern zu ersetzen. Fiir S=0
sind nur sechs Daten moglich: 01.12.1931
(1941, 1951, 1961, 1971, 1981).

Fiir S =2 sind auch nur sechs Daten még-
lich: 21.10.1931 (1941, 1951, 1961, 1971,

1981). Fiir § =3 sind 12 Daten moglich:
31.10.1921 (1941, 1951, 1961, 1971, 1981)
oder 31.12.1901 (1941, 1951, 1961, 1971,
1981). Insgesamt sind also 24 Daten des
20. Jahrhunderts durch SE.EM.EILE ver-
schliisselbar.

Mathematische Lyrik

Al124 In der Reihenfolge des Textes
sind versteckt: Archimedes (von Syrakus:
etwa 287 bis 212 v.u.Z.), Lie (Sophus:
1842 bis 1899), Klein (Felix: 1849 bis
1925), Hankel (Hermann: 1839 bis 1873),
Abel (Niels Henrik: 1802 bis 1829), Gauss
(Carl Friedrich: 1777 bis 1855).

Wort Karussell
Al3a

Zahlenfenster

Al4a Bezeichnen wir den Buchstaben
in der i-ten Zeile und k-ten Spalte der
Buchstabenmatrix mit a,, so kann man
mit der Schablone folgende acht Zahlen-
namen lesen:

EINS = aya2a:383,, ZWEI = ay,81,8585,
DREI = a3 a3an4ay, VIER = apjaya,ay,,
FUNF = Q45255054860 ,ACHT = a34a5503503,
NEUN = aya43a44as4,

ZEHN = a4,a43053054 .

Magische Wortquadrate

Al5a
RIo|S|E|G|E|R|A|E|S|E|R
O|/B|E|R|E|B|E|R|S|[O]|5]|A
S|E[I|[L|RIE|I|M]E|S|E|L
E[R|L|IE|A|R|M|E|R|A|L|F

SpaB mit der LVZ (Leipziger Volkszeitung)

Al6a
ONO (D O3
® @O @ (8)
(— @) 10—

ELFer-Probe

A 17 A Aus der ersten Gleichung ergeben
sich E=0 oder E=1. Aus der zweiten
Gleichung ergeben sich fiir E=0: L=0
oder L=1, und fir E=1: L= -1 oder
L =2. Aus der dritten Gleichung ergeben
sichnunfirE=0,L=0:F=0oderF=1,
fir E=0, L=1: F=-1 oder F=2, fir
E=1,L=-1:F=0oderF=1 firE=1,
L=2: F=-2 oder F=13. Jedes der acht
Tripel (0,0,0), (0,0,1), (0,1,-1), (0,1,2),
1,-1,0, 1,-1,1), (1,2,-2) und (1,2,3)
ist eine Losung des Gleichungssystems,
wovon man sich durch Einsetzen leicht
iiberzeugt.



Losungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 2/1985

Ma 5m 2550 Der Vorginger einer natiirli-
chen Zahl n ist n—1, der Nachfolger
n + 1. Wir stellen eine Tabelle auf:

a b a-1 b+1 (a-1
(b+1)

0 8 - 9 -

1 7 0 8 0

2 6 1 7 7

3 5 2 6 12

4 4 3 5 15

5 3 4 4 16

6 2 5 3 15

7 1 6 2 12

8 0 7 1 7

a)a=1,b=7

b)a=3,b=5o0dera=7,b=1
c)a=35,b=13.

Ma5m2551 Auf dem Bild sind drei Sei-
ten des Paketes sichtbar; dafiir werden
4:25cm+2-40cm =180 cm Schnur be-
notigt. Insgesamt werden also

2-180cm + 10cm = 370 cm Schnur bend-
tigt.

Ma5m2552 Ulfs Wiirfel hat ein Volu-
men von 20-20-20cm?®= 8000 cm?®. Der
zweite Teilkorper hat ein Volumen von
8000 cm? — 5600 cm® = 2400 cm?. Wegen
2400:400 = 6 ist die kiirzere Kante des
zweiten Teilkorpers 6 cm lang. Die kiirzere
Kante des ersten Teilkérpers ist deshalb
20 cm — 6 cm = 14 cm lang. Die Oberfliche
des ersten Teilkorpers betrigt deshalb

2-400cm? + 4-14-20 cm? = 1920 cm?.

Ma5m2553

Heft Anzahl der Einsendungen
i x + 2000

2 x — 4000

5 x + 3000

6 X

Insg 4x + 1000

Aus 4x + 1000 = 93000 folgt schrittweise
4x =92000, x =23000. Zu den Heften 1,
2, 5, 6 gab es in dieser Reihenfolge 25 000,
19000, 26 000, 23 000 Einsendungen im al-
pha-Wettbewerb.

Ma 5m 2554 Die nachfolgende Tabelle,
die das mogliche Alter der vier Schiiler ent-
hilt, zeigt, daB es 16 verschiedene Tipp-
moglichkeiten gibt.

A B C D A B C D
10 10 10 10 11 10 10 11
10 10 10 11 11 10 11 10
10 10 11 10 1 11 10 10
10 11 10 10 10 11 11 11
11 10 10 10 11 10 11 11
10 10 11 11 1 11 10 11
10 11 10 11 1 11 11 10
10 11 11 10 11 11 11 11

Ma5m2555 a) 963+ 825+ 741

b) 2529 ’

c) 921, 923, 925, 941, 943, 945, 961,
963, 965

Ma5®m2556 Es konnte a=1, 2 oder 3
sein. Aus a =3 folgt fir b=0 und c=3
dann 1981 + 3030 + 1982 + 3300 = 10293
> 8888. Damit entfillt a=3. Aus a=1
folgt fiir b = 9 und ¢ = 9 dann 1981 + 1919
+ 1982 + 1199 = 7081 < 8888 . Damit ent-
fillt a = 1. Somit gilt a = 2. Aus b = 0 folgt
¢c=5 wegen 1+b+2+c=8. Dann
miiBte aber 1981+ 2020 + 1982 + 2255
= 8238 gelten, was nicht moglich ist. Aus
¢ =0 folgt analog dazu b =5, was wegen
1982 + 2525 + 1982 + 2200 = 8688 eben-
falls nicht moglich ist. Systematisch so
fortfahrend, erkennen wir, daB genau eine
Losung existiert, nimlich =6 und ¢=9.
Es gilt somit 1981 + 2626 + 1982 + 2299
= 8888.

Ma 6 w2557 Das Volumen des ausge-
schépften Wassers betrigt V=9-3:2dm’
=54dm’. 1 Liter Wasser ist soviel wie
1dm® Wasser. 54:6=29. Dem Agquarium
wurden 9 Kannen Wasser entnommen.

Ma 6m2558 Die Kisten A, B, C seien
x kg, 2x kg, Ix kg schwer. Aus 3x+ 7,5
=2x + 15 folgt x = 7,5. Die Kisten B und
C sind somit 2-7,5kg+ 15kg = 30kg
schwer. Wegen 30 — 7,5 = 22,5 miissen in
Kiste A noch 22,5 kg Altpapier gelegt wer-
den.

Ma6w®m2559 a)Der Zaun besteht aus2-6
+ 24 =20 Wiirfeln.

b) Von jedem Wiirfel sind genau drei Fli-
chen sichtbar. Insgesamt sind also
3-20 = 60 Wiirfelfiichen sichtbar.

c) Ein solcher Zaun wiirde aus 156:3 =52
Wiirfeln bestehen.

Ma6m2560 a) 912 + 834 + 756 = 2502
b) Von allen moglichen Beispielen sind
nur die Summanden der drei folgenden
Beispiele simtlich durch 6 teilbar.

912 + 834 + 756 =936 + 852 + 714 = 954
+ 816 + 732 = 2502.

Nur im Falle 954 + 816 + 732 ist keiner
der drei Summanden durch 7 teilbar.

Ma7m2561 a) Aus a'b-c=144dm’
und b=2a und ¢=2dm folgt a-2a-2
=144 dm?, also ¢ =6 dm und b =12 dm.
b)

&dm
10 ok

1edm
16 Im

¢) 0=16-10dm? —4-2-2 dm?

=144 dm?.
Ma7m2562 Es seien a, b, ¢, d, e die
Massen der Korper A, B, C, D, E; dann gilt

a+b+tctd+e=44, 1)
a+b+ec =d+e, (2)
at+b+c + e=136, 3)
a+b =c+e, )
a +d =e (5)

Aus (1) und (3) folgt d = 8. Aus (2) und (1)

folgt 2:(d+e)=44, also d + e=22, und
wegen d = 8 somit e = 14. Aus (5) folgt a
+8=14, also a=6. Aus (2) folgt 6+ b
+c=8+14,also b+ ¢ =16. Aus (4) folgt
6+b=c+14,alsob=c+8.

Daraus folgt weiter c+ 8 + ¢ =16, 2¢ = 8§,
also ¢ = 4 und somit b = 12. Die Korper 4,
B, C, D bzw. E haben eine Masse von 6 kg,
12 kg, 4 kg, 8 kg bzw. 14 kg.

Ma7m2563 Es seien «, B, y die GréBen
der Innenwinkel des Dreiecks, und es seien
o, f' die GroBen derjenigen AuBenwinkel,
die & bzw. § zu 180° erginzen. Dann gilt
a'=f+y, f'=aty o' +f
=atf+y+y o'+ =180°+y,
alsoo’ + ' —180° = y.
Ma 7 m2564 Es sei z = abcd die gesuchte
vierstellige natiirliche Zahl mit 1=a=<9,
0=<b, ¢, d=9. Wegen c=4-d und
¢c+d=10 gilt 4d+ d =10, 5d =10, also
d=2 und somit ¢ =8. Wegen b=a + ¢,
also b > c¢ gilt b =9 und somit a = 1.
Die gesuchte Zahl lautet 1982.

Ma8m2565 Aus (1) folgt: Herr Voigt ist
kein Geschichtslehrer.

Aus (2) folgt: Herr Schréter ist kein Rus-
sisch- und kein Deutschlehrer.

Aus (3) folgt: Herr Schroter ist kein Ge-
schichtslehrer. Herr Miiller ist Geschichts-
lehrer.

Aus (4) folgt: Herr Miiller ist kein Chemie-
und kein Biologielehrer.

Aus (5) folgt: Herr Schréter ist kein Che-
mielehrer. Herr Voigt ist Chemielehrer.
Aus (6) folgt: Herr Voigt ist kein Deutsch-
lehrer. Herr Miiller ist Deutschlehrer. Herr
Voigt ist Russischlehrer, und Herr Schriter
ist Biologie- und Englischlehrer.

Lehrer Russisch  Biologie Chemie
Schréter nein ja nein
Voigt ja nein ja
Miiller  nein nein nein
Lehrer Geschichte Englisch Deutsch
Schréter nein ja nein
Voigt nein nein nein
Miiller ja nein ja

Ma8m2566 Es sei 100a + 106+ ¢ mit 1

£a=59,0=b=9, 0= c=9 eine dreistel-
lige natiirliche Zahl mit den Grundziffern
a, b, c; dann gilt nach Aufgabenstellung
100a + 10b + ¢+ 135 100¢ + 10a + b,

90a+ 9b +135 = 99¢

10a+ b + 15 = 1l¢
und wegena+b+c =9
10a+(9—-a-c)+15=1lc

9a +24 =12¢,
4c=8 + 3q,

Ja
alsoc=2 +-4—.

Fira=4gilt c=5und 6 =0.

Fir ¢ =8 gilt c=8, was wegen a+b+¢
=9 nicht méglich ist. Es existiert genau
eine solche Zahl; sie lautet 405, und es gilt
405 + 135 = 540.

Die Veroffentlichung der restlichen Lésun-
gen Mathematik des Wettbewerbs 2/85 er-
folgt in alpha 1/86. Auf die Ldsungen zu
Ph/Ch muB aus Platzgriinden verzichtet
werden.
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Wettbewerb

Kollektive Beteiligung
am alpha-Wettbewerb
1984/85

Pablo-Neruda-0S, Ahlbeck; Fr.-Engels-OS, OS
E. Mider, Haus d. Jungen Pioniere, alle Alten-
burg; E.-Schneller-OS, Alt-Sithkow; Haus d. Jun-
gen Pioniere, Altentreptow; W.-Pieck-Schule,
Anklam; W.-Seelenbinder-OS, Ameburg; OS As-
bach; Haus d. Jungen Pioniere Th. Miintzer, Bad
Blankenburg; H.-Duncker-OS, Bad Kleinen; H.-
Beimler-OS, Bad Kostritz; R.-Schwarz-OS, Bad
Liebenstein; OS Fr. Engels, Bad Liebenwerda;
Stat. Jg. Techn. u. Naturf., A.-Saefkow-0S (IV),
O.-Grotewoh]l-OS, M.-Poser-OS, EOS E. Thil-
mann, alle Bad Salzungen; R.-Siewert-OS, Bad
Suderode; H.-Heine-OS, Barchfeld; Zentrale OS
H. Beimler, Birenklau; OS Fr. Mehring, 26. OS
L.Renn, 25.08, Kreispionierhaus, K.-Tucholsky-
0S., 2.0S E.Baron, alle Berlin; OS Berlingerode;
OS J.R. Becher, Bernburg; H.-Ament-OS, Berns-
bach; G.-Scholl-OS, Bernsdorf; E.-Kocher-OS,
Bernstadt; OS Bernterode; OS Beuren; OS C.Zet-
kin, Bischofferode; OS Blankenhagen; OS
Fr. Schiller, Bleicherode; G.-Ewert-OS, Blumen-
thal; OS Boddin; A.-Bebel-OS, Boizenburg; Din-
ter-OS, Borna; OS Brandshagen; H.-Beimler-OS,
Braunsdorf; OS B. Brecht, Brehme; OS Breiten-
worbis; OS H. Beimler, OS W. Seelenbinder,
beide Breitungen; Dr.-Th.-Neubauer-OS, Brot-
terode; M.-Poser-OS, Biirgel; W.-Pieck-OS, Bu-
row; W.-Estel-OS, Buttlar; Station Jg. Naturf. u.
Techn. Prof. Dr. G. Hertz, Calbe; 1. OS, Coswig;
Station Jg. Naturf. u. Techn. Cottbus; OS
H. Wiedner, Dahlen; OS B.Kiihn, Dambeck; Fr.-
Reuter-OS, Demmin; M.-Gorki-OS, Dermbach;
OS Dersekow; OS K. Kollwitz, OS Makarenko,
beide Dingelstidt; OS K. Niederkirchner, Do-
mersleben; OS A. Matrossow, Domdorf;, O.-Gro-
tewohl-OS, Dreitzsch; Pionierpalast, 106. OS,
120. OS W.Koenen, alle Dresden; OS Diirrohrs-
dorf; 2.0S W.Pieck, Ebersdorf; OS Fr.Engels, Ef-
felder; W.-Pieck-OS, Eichhof; OS F.Heckert, Eis-
leben; OS H. Grundig, Ellrich; 1. OS R. Arndt,
Elsterwerda; E.-Weinert-OS, Empfertshausen; OS
56, Erfurt; W.-1.-Lenin-OS, Erkner; Haus d. Jun-
gen Pioniere, Falkensee; G. Dimitroff-OS, Fal-
kenstein; Th.-Miintzer-OS. Fambach; W.-Pieck-
0OS, Fehrbellin; 5.0S8 G. Dimitroff, Finsterwalde;
B.-Brecht-OS, Floh; OS E. Weinert, Flessau; Spe-
zialschule C. F. GauB, 15. OS K. Marx, beide
Frankfurt/O.; E.-Thilmann-OS, Gliickauf-OS,
AG Naturw. der BB Edelstahlwerk, alle Freital;
OS Friedeburg; OS 1, Friedland; Station alpha,
Fiirstenwalde; R.-Amstadt-OS, Geisa; J.-Gaga-
rin-08S, Geithain; E.-Hartsch-OS, Gersdorf; Kali-
nin-O8, Geschwenda; K.-Neuhof-OS, Glienicke;
K.-Kripler-OS, Gnoien; 5. OS J. Gagarin, 7. 0S,
beide Gorlitz; W.-Husemann-OS, Goldberg;
Kreisklub Jg. Math. Grifenhainichen; E.-Thil-
mann-08, Greifswald; OS H. Beimler, OS J. Ga-
garin, beide GreuBien; A.-Frank-OS, Grimma; A .-
Walther-OS, Gréditz; OS C. Zetkin, Groitzsch;
OS W. Seelenbinder, Graditz; OS A. Kuntz,
GroBlbodungen; A.-Becker-OS, GroBenstein; OS
Groflschbnau; OS K. Gottwald, GroBriickers-
walde; Juri-Gagarin-0OS, Griinhain; Th.-Miintzer-
OS, Gumpelstadt; Station Jg. Naturf. u. Techn.
Halberstadt; OS f. Kérperbehinderte, OS S. M.
Kirow, beide Halle; W.-Koenen-OS, Station Jg.
Techn. u. Naturf., beide Halle-Neustadt; OS
Hammerbriicke; OS Haynrode; OS Hedersleben;
Schule d. DSF, Heiligengrabe; P.-Schreier-OS,
Hennigsdorf, OS Th. Miintzer, Hermannsdorf;
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M.-Gorki-OS, Hillersleben; Goethe-OS, Hohen-
leipisch; O.-Schlag-OS, Hohenmdlsen; OS
Horka; 21. OS, Hoyerswerda; E.-Egert-OS, Hun-
deshagen; Goethe-OS, Ilsenburg; G.-Dimitroff-
0S, Immelborn; G.-Ewald-OS, Ivenack; OS
A. Becker, Jatznick; E.-Weinert-OS, Jocketa; OS
Kaltennordheim; OS A. Becker, Kamsdorf; C.-
Zetkin-OS, Kandelin; H.-Beimler-OS, Karbow;
A .-Becker-OS, W.-Komarow-0OS, E.-Schneller-
08, P.-Tschaikowski-OS, E.-Thilmann-OS, Pio-
nierhaus J. Gagarin, EOS K. Marx, H.-Menzel-
08, F.-Wolf-08, alle Karl-Marx-Stadt; OS C.Zet-
kin, Kaulsdorf, OS Th. Rybarczyk, Kemberg;
Th.-Neubauer-OS, Kieselbach; OS Kirchworbis;
Kreisklub Math., E.-Spezial-OS G. Thiele, beide
Kleinmachnow; OS Th. Miintzer, Kleinow; OS
Th. Miintzer, Klettenberg; OS E. Thilmann, Klo-
sterfelde; W.-Seelenbinder-OS, Kbonitz; OS
E. Thilmann, Ko6then; OS Kiillstedt, OS C. Zet-
kin, Laage; alpha-Club R. Breitscheid, Latdorf;
Goetheschule, Lauscha; OS E. Weinert, Legefeld;
R.-Teichmiiller-OS, Leimbach; Dr.-S.-Allende-
0S8, K.-Liebknecht-OS, R.-Luxemburg-OS, EOS
K. Marx, alle Leinefelde; O.-Schén-OS, Haus d.
Jungen Pioniere A. Saefkow, beide Leipzig; M.-
Poser-OS. Lengfeld; G.-Dimitroff-OS, Lenzen;
E.-Thilmann-OS, Leutenberg; OS Leutersdorf;
W.-Pieck-OS, Lichte; O.-Grotewohl-OS, EOS
Prof. Dr. M. Schneider, beide Lichtenstein; Pesta-
lozzi-OS, Lébau; OS W. Wallstab, Ldderburg;
W.-Seelenbinder-OS, Lossau; Goethe-OS, Haus
d. Jungen Pioniere Th. K6rner, beide Ludwigs-
lust; Station Jg. Naturf. u. Techn. Liibz; K.-Biir-
gel-0S, Liitzow; J.-Gagarin-OS, Meiningen; OS
J. Gagarin, Merkers; OS Mittelstille; E.-Stein-
furth-0OS, Mittenwalde; OS H. Danz, Méser; OS
W. Pieck, Miihlberg; Kinderheim Munzig; OS
Nachterstedt; OS J. Futik, Naundorf, OS W. By-
kowski, Neetzow; R.-Hallmeyer-OS, Neundorf;
F.-Schiller-OS, H.-Beimler-Schule, beide Neu-
stadt; Dr.-Th.-Neubauer-Schule, Niederorschel;
W.-Pieck-OS, Niederwiesa; Haus d. Jungen Pio-
niere H. Matern, OS J. Gagarin, beide Nordhau-
sen; Pestalozzi-OS, Nossen; OS Obhausen; W.-
Seelenbinder-OS, Oechsen; Pestalozzischule, E.-
Vogel-08, beide Oschatz; EOS K. Marx, Oschers-
leben; OS O. Grotewohl, Fappenheim; Haus d.
Jungen Pioniere P. Goéring, Parchim; OS
Dr. Th. Neubauer, Pfaffschwenda; OS Plauen,
Spezialistenlager Math. Plauen-Land; Maka-
renko-0S, Plessa; OS E. Schneller, Polleben; OS
16, Potsdam-B.; OS Pritzerbe; Station Jg. Naturf.
u. Techn., Goetheschule II, beide Pritzwalk; Dr.-
Th.-Neubauer-OS, Rackwitz; OS Pestalozzi, Ra-
debeul; W.-1.-Lenin-OS, Radewege; OS Ralnitz;
Fr.-Engels-0S, Geschw.-Scholl-OS, beide Rathe-
now; OS K.Kollwitz, Rehna; E.-Weinert-OS, Rei-
chenbach; J.-Gagarin-Q8S, OS U. Steinhauer, Fr.-
Engels-OS, alle Ribnitz; Spezialschule Fr. Engels,
Riesa; OS H.Rau, Rheinsberg; J.-Curie-OS, R6-
bel; .J.-Curie-OS, Ronneburg; Ziolkowski-OS,
RoBdorf; Fr.-Schmenkel-OS, Roskow, 34. OS
M. Reichpietsch, 66. OS O.-Buchwitz, Haus d.
Jungen Pioniere, alle Rostock; W.-Pieck-OS,
Rotta; K.-Niederkirchner-OS, Saal; E.-Weinert-
OS, Saalfeld; W.-Pieck-OS, Station Jg. Naturf. u.
Techn., beide Sangerhausen; T.-Bunke-OS, Sa-
nitz; OS H.Matem, Schemberg; OS Schlagsdorf;
W.-Pieck-OS, Schlottwitz; OS M. Gorki, Schk&-
len; OS H. Danz, OS K. Marx, OS J. G. Seume,
alle Schmalkalden; OS Schleiz; Haus d. Jungen
Pioniere, Schénebeck; EOS Schollene; OS Kuba,
Schorssow; OS Schneidlingen; OS F. Engels,
Schwallungen; U.-May-0OS, Sebnitz; OS F. Reu-
ter, Siedenbollentin; OS A. W6lk, Senftenberg;
F.-Frobel-OS, Schweina; OS Sohland; J.-R.-Be-
cher-OS, OS Gliickauf, OS W. Pieck, alle Son-
dershausen; K.-Marx-OS, OS A. Becker, beide
Spremberg; OS K. Liebknecht, Stadtlengsfeld;
Pionierhaus E. Grube, StaBfurt; OS J. Futik,
Steinbach; OS E. Thilmann, Steinbach-Hallen-
berg; R.-Luxemburg-OS, Steinsdorf; A.-Becker-

OS, Stralendorf; O.-Felfe-OS, StraBgribchen;
12. OS Dr. R. Sorge, Suhl; H.-Riecke-Schule,
Tangerhiitte; H.-Beimler-OS, Tantow; OS
E. Schneller, Taubenheim; OS G. Eisler, K.-Nie-
derkirchner-OS, beide Teterow; K.-Liebknecht-
0S8, Teuchern; F.-Mehring-OS, Tiefenort; A.-Ein-
stein-OS, Torgelow; E.-Schneller-OS, Toplitz;
E.-Thalmann-0S, OS W. Pieck, beide Trusetal;
A.-Nijtz-OS, Ehm-Welk-OS, Goetheschule, alle
Ueckermiinde; H.-Beimler-OS, Unterbreizbach;
E.-Schaeller-OS, Umshausen; J.-G.-Seume-OS,
Vacha; OS Vitzenburg; A.-Bebel-OS, Vogelsang;
R.-Luxemburg-OS, Waldau; Goetheschule,
Kreisklub Jg. Math., beide Waren; H.-Beimler-
08, Wefensleben; OS L. Fiirnberg, Wegeleben;
H.-Matern-0S, Weida; OS WeiBenborn-L.; Neu-
stadtschule I, WeiBenfels, POS V, Kreisklub Jg.
Math., beide WeiBwasser; OS Wemshauser;; OS
0. Grotewohl, Westerengel, J.-Harder-OS, We-
senberg; C.-Zetkin-OS, Wiehe; OS R. Luxem-
burg, Werbelow; Haus d. Jungen Pioniere, Wis-
mar; Station Jg. Naturf. u. Techn. Wittstock; OS
H. Matern, Wippersdorf; Station Jg. Naturf. u.
Techn. Witlenberg; OS A. Triitzschler, W5lfis;
OS H. Beimler, Station Jg. Naturf. u. Techn,,
beide Wolfen; OS Wolkenburg, OS H. Werner,
OS W.I. Lenin, beide Worbis; OS Th. Miintzer,
Wulifen; G.-Walter-OS, OS S. Allende, beide
Wustrow; Station Jg. Naturf. u. Techn. Zemb-
schen; F.-Schiller-OS, Zeulenroda; Th.-Miintzer-
0OS, Ziesar; Goetheschule, Zossen.

Leserpost

Leider gibt es bei uns keinen Mathematikzirkel.
Da freue ich mich iiber jede Knobelaufgabe, die
ich 16sen kann, denn Ubung macht den Meister. ...
Ihr k6nnt auBer Mathe, Physik und Chemie auch
elektronische Beitrige bringen. ... Auch daB jhr
Biicher vorstellt, finde ich groBe Klasse!

Andreas Gutsch, Kahla

... Ich heiBe Daniela Scholid, gehe in die
8. Klasse. Mein Hobby ist Mathe. Ich 16se gern
Geometrieaufgaben, aber am liebsten denke ich
mir welche aus. Die alpha-Aufgaben 16se ich nun
schon das vierte Jahr. Bei schwierigen Problemen
helfen mir der AG-Leiter des Kreisklubs und
mein Mathe-Lehrer. Daniela Scholid, Ueckermiinde

Ich mochte mich bei Ihnen bedanken. Diese
schone Zeitschrift, auf die ich immer mit Unge-
duld warte, gehért in meine Freizeit, die ich mir
ohne die alpha nicht denken kann. Mathematik
und Physik machen mir groBen SpaB. Wir haben
den Unterricht mit der alpha interessanter gestal-
tet. Ich moéchte mich bei allen Mitarbeitern be-
danken. Romy Vogel, Weida (14 Jahre)

... Auch Dank Eurer Hilfe. Mittels des Wettbe-
werbs gelang es mir, meine Leistungen so zu stei-
gemn, daB ich an die EOS Immanuel Kant dele-
giert wurde. Ich hoffe, daB ich noch weitere Jahre
fihig bin, Eure Knobelkniilleraufgaben zu 18sen.
Euer Stammleser, das 6. Jahr imm Wettbewerb er-
folgreich! Torsten Brand, Berlin

Seit zwei Jahren nehme ich am alpha-Wettbe-
werb teil. Die Antwortkarten zeigten mir, daB es
gut klappt. Mein Berufswunsch ist, einmal Lehre-
rin zu werden. Ich sammle jetzt schon cie Hefte
fleiBig. Petra Diring, Berlin-Biesdorf-Siid

... An dieser Stelle sei mir erlaubt, einen
Wunsch zu duBern: Mit der Entwicklung der
Computertechnik ist man heute schon recht weit.
So ist es sogar schon moglich, chemische For-
meln verschliisselt dem Computer einzugeben.
Es wiirde bestimmt auch andere alpha-Leser in-
teressieren, wie so eine Eingabe erfolgt. ...
Veit-Thomas Meyen, Grimma (10jdhriger Teilnehmer
am alpha-Wettbewerb)



alpha-
Schachwettbewerb 1985

Zum dritten Mal fordert alpha alle Schach-
freunde zur Teilnahme an einem Ldsungs-
wettbewerb auf!

Es konnen wiederum acht Schachaufgaben
von unterschiedlicher Schwierigkeit geldst
werden. Die jeweilige Punktzahl, die in
etwa den Schwierigkeitsgrad wiedergibt, ist
bei den Aufgaben mit angegeben. In allen
acht Aufgaben beginnt WeiB und setzt
trotz bester Gegenwehr von Schwarz in der
geforderten Ziigezahl matt.

Unter allep Teilnehmern, die zumindest
eine Aufgabe richtig gelost haben, werden
Biicher verlost.

Die Teilnehmer, die die volle Punktzahl zu
den Aufgaben Nr.1 bis Nr.7 erreichen, er-
halten eine Urkunde und nehmen an einer
weiteren Verlosung von Biichern teil. Fiir
Teilnehmer bis zum Alter von 14 Jahren
reicht schon die volle Punktzahl zu den
Aufgaben Nr.1 bis Nr. 4 aus, um in diese
Verlosung zu kommen. o
Die achte Aufgabe (Nr.Z) ist.eine Zusatz-
aufgabe, die nicht unmittelbar zum Wett-
bewerb gehort. Sie ist fiir leistungsstirkere
Schachspieler gedacht. Diese Aufgabe
bleibt zwar ohne Punktbewertung, jedoch
ersetzt sie jede andere Aufgabe im Punkt-
wert. Unter den Teilnehmern, di¢ alle Auf-
gaben einschlieBlich . der' Zusatzaufgabe
richtig geldst haben, werden zwei Biicher
verlost.

Teilnahmeberechtigt sind alle alpha-Leser.
Als vollstindig gilt die Lésung, wenn die
wesentlichen Abspiele bis zum Matt ange- .
geben sind. .
Meinungen, Anregungen, Kritiken zu den
Aufgaben und zum Wettbewerb sind er-
wiinscht, aber nicht Bedingung.

Die Einsendung der Liosungen (jeweilige
Aufgaben-Nummer angeben) ist bitte bis

zum 1.Mirz 1986 unter Angabe von Name,
Vorname, Adresse und Alter zu richten an
Redaktion alpha -

7027 Leipzig
PSF 14 .

Die Lésungen sowie die Gewinner werden '
in alpha 4/1986 verdffentlicht.

- .

J. Lehmann/H. Riidiger_

Nn 1 Mattin zwei Ziigen 1 Punkt

D . <

Nr.2 Matt in zwei Zigen 2 Punkte
bed - L

Ng.{; Matt in vier Ziigen

1ol

6 Punkte

Nr.4 Matt in zwei Ziigen 4 Punkte

e

Nr.Z Matt in drei Ziigen

SHAR

i 4 -
Tl —"



Magische
Quadrate
mit Jahreszahlen

Eine lebendige Leserdiskussion

Auf dem Titelblatt der alpha 6/1984 wurde
ein Magisches Quadrat 10. Ordnung mit der
Jahreszahl 1984 abgebildet.

15|09 81|83(82/17 (18 (90|14 |16

36|39 3138|3267 (6370|6465

06|09 01|98 (02|97 93|10 | 9495
2679|6078 (72|27 |73 | 21|24 |25
6669|6168 6237|3340 (34|35

45 |42 50 (43 |49 |54 |58 | 51|57 |56

75(22/30/28 |29 74|23\ 71 |77 |76
96 (92|91 |03 9904 |08 (100| 07 | 05
55 (52|60 (53|59 |44 |48 | 41|47 46

85|12 (20,13 |19/84 (88 11 (87|86

Bild 1

Der Empfehlung, sich mit weiteren Jahres-
zahlen in Magischen Quadraten zu beschif-
tigen, folgte eine unerwartet groBe Anzahl
unserer Leser. Alle Einsender brachten
mindestens die Jahreszahlen 1985 und
1986, wobei es keine zwei gleichgearteten
Quadrate gab. Da wir nur einige Arbeiten
verdffentlichen kénnen, méchten wir an
dieser Stelle allen Einsendern recht herz-
lich danken. Allgemein wurde bestitigt,
daB ihnen das Knobeln viel SpaB gemacht
hat.

Ausgangspunkt unserer Idee war, wie

schon in alpha 6/1984 erwihnt, Diirers Me-
lancholie. (Bild 2, Detail) mit dem Magi-
schen Quadrat 4. Ordnung und der Jahres-
zahl 1514.

Zu Bild 3a, b: Merkt man sich ... ouu-
sierte A als Streckenzug fiir die Zahlen 1
bis 8, so lassen sich bei zéntraler Drehung
des A um 180° wegen der Symmetrieeigen-
schaft des Quadrates danach auch die Zah-
len 9 bis 16 eintragen.

16 {0302 |13 o
05[10 (41 |08 \
0906 0742 ~

04]45 | 1% | 01 \
Bild 3a Bild 3b

Unser schnellster Einsender (und auch jiing-
ster) war Wieland Koban, Dresden, Kl. §;

Roland Jancke, Berlin, Kl. 8 und Michael .

Riihling, Dresden, Kl. 10 begriindeten ihre
Losungswege fiir 1985, ..., 1988 klar und
tibersichtlich. Hartmut Boettcher, Weimar,
48 Jahre, Dipl.-Landwirt, brachte 6 Jahres-
zahlen zu Papier. Olaf Krause, Eisenhiit-
tenstadt, Kl. 10, arbeitete schon auf das
Jahr 2000 hin, indem er dazu die Zahlen-

_ folge 00, ..., 99 benutzte (Ko = 495).7) Rai-

ner Bauer, Mittweida, 21 Jahre, Student,
entwickelte ein Magisches Quadrat 20. Ord-
nung mit 1985. Thomas Mittelstadt, Frei-
berg, Kl 6, sandte Magische Quadrate mit
1985, ..., 1995 (!). Dabei ist bemerkens-
wert, daB ihm 1985 - als einzigem Einsen-
der — bereits mit 3 Zweiertauschen gelang
(Bild 4a). Rolf Kamieth, Kakerbeck,
23 Jahre, Student, erreichte 1986 bereits
mit 2 Dreiertauschen in der 1. und
10. Zeile (Bild 4b). -

i 16 4 17
pig | (Zile?) 8 8 16 9 50 1 17 |

4a sas soe
|_7§ 2% 2% (zeile 1) ¥ ¥ 35|

Lalo. 220 13 [19 85| (zeileto). . |
Bild E
4b b

8981 83 & 15 18 W% 41[
(Zeile 1)

-
.
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Siegfried LinBner, Leipzig, 32 Jahre, Elek-
tromonteur, konstruierte ein Magisches
Quadrat 8. Ordnung (K, =260) mit }} in
den 4 zentralen Mittelfeldern. Ein wahres
Meisterstiick stellt aber Bild 5 dar. Unter
geschickter Ausnutzung dér Einer- und
Zehnerziffern gelang es ihm, sechsmal die
Jahreszahl 1986 unterzubringen. )

Tibor Bakos, Budapest, 76 Jahre,®) be-
nutzte als Ausgang ein Magisches Quadrat
von L. Weisner (1959). Die Zahlen 0 bis 99
sind so angeordnet, daB das Quadrat auch
dann magisch bleibt, wenn man alle Zah-
len in ihren Zehner- und Einerziffern ver-
tauscht. (Spiegelung aller Zahlen XY an
der Nebendiagonalen als YX. T. Bakos in-
derte dieses Quadrat, indem er — gegen-
iiber dem Weisnerschen Quadrat — beide
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Diagonalen magisch machte und es durch
die 1985 erweiterte. Sie erscheint auch ge-
spiegelt an der linken Seite noch einmal
sowie bei den 4 Mittelfeldern der Neben-
diagonalen (Bild 6). (Durch Tausch der Ei-
nerziffern 5 mit 7 und 4 mit 6 wire 1987
zu-erreichen.) )

80 92

2 |01
25 | 96
2% | 98
18 | 07
84 | 35
81 | 62
78 | 6%
79 | 41

3 12 82 115 14 13 91

99 08
06 37 03
0% 95 05
93 02 100
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3367 28 4|83
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43 5% 50 52 |17
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# aeﬂis ssl 86

10 o9 87 8% 21

Mit Bild 7 entwickelte T. Bakos ein Magi-
sches Quadrat besonderer Art. Im Innern er-
geben sich nédmlich zusdtzlich vier Qua-
drate 4. Ordnung, die auch magisch sind
(K4=2(100 + 1) =202). Dieses Magische
Quadrat ist fiir 1985 bis 1989 verwendbar,
was durch einen einzigen Zweieraustausch
in-der 1. und 10. Zeile erreichbar ist, z. B.
16 mit 15 und 85 mit 86. H.-J. Kerber

) Die magische Konstante fiir Magische Qua-
drate n-ter Ordnung lautet

K, = % (n?+1) bei Zahlen von 1 bis n,
K. 1% (n? — 1) bei Zahlen von 0 bis n — 1.

3) Bekannt aus Mathematisches Mosaik,
Math. Schiilerbiicherei Nr. 102, Kapitel:
Magische Quadrate.
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