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Minimum — Wege — Strukturen

1. Einfiihrung

Eines der mathematischen Erkenntnisse,
denen wir recht frith im Leben begegnen,
besagt, daB die kiirzeste Verbindung zwi-
schen zwei Punkten die Strecke ist. Jeder
andere Weg hat eine groBere Linge. Will
man nun dieses Ergebnis verallgemeinern
und den kiirzesten Weg bestimmen, der
drei oder vier oder mehr Punkte verbindet,
so wird das Problem schhell komplizierter.
Derartige Aufgaben sind jedoch wichtig,
wie z. B. beim Bau von StraBen, die eine
Anzahl von Stidten miteinander verbin-
den, oder bei der Verlegung von Pipelines
oder Kabeln, die eine Anzahl von Zentren
versorgen sollen. In all diesen Fillen sind
die Baukosten proportional zur Linge.
Unsere Betrachtungen wollen wir im fol-
genden auf den Wegebau beschrinken und
die Eigenschaften der Minimum-Wege-
Strukturen herleiten, die eine Anzahl von
Stiddten verbinden. Sind diese z. B. durch
irgendein Wegesystem (siehe Bild 1a) mit-
einander verkniipft, so steht fest, daB diese
Minimum-Wege-Strukturen  keine sich
krimmenden Wege haben konnen, da je-
der gekriimmte Wegabschnitt durch eine
kiirzere geradlinige Wegeldnge ersetzt wer-
den kann (siehe Bild 1b).

Bild 1 l:«1)¥ >b)¢

2. Drei-Stidte-Strukturen

Um einen weiteren Einblick in das Pro-
blem zu erhalten, untersuchen wir zu-
nichst die Drei-Stidte-Struktur. Die ein-
fachste Aufgabe entsteht, wenn alle Stidte
A, B und C an den Eckpunkten eines
gleichseitigen Dreiecks (siehe Bild 2) mit

A

Bild 2

den Seiten der Linge d angebracht sind

und die kiirzeste Verbindung zwischen den

drei Punkten gesucht wird.

Nun gibt es verschiedene Méglichkeiten,

die drei Stidte durch Strecken zu verbin-

den. Man konnte

- entlang zweier Seiten gehen mit
1=2d, oder

— entlang dreier geradliniger Wege, die
sich in einem Punkt S treffen mit
verschiedenen Winkeln «, § und y
zwischen den Wegen (sieche Bild 2)
oder

— entlang einer Seite und einem Weg,
der einen beliebigen Punkt dieser Seite
mit dem gegeniiberliegenden Punkt
verbindet, also 4, B und C mit S auf
BC (siehe Bild 3).

A

Bild 3

¢ 5 S5, 8

Die Mindestlinge in diesern Fall findet
man, wenn S auf S,;, dem Mittelpunkt von
TB, liegt. Dies ergibt /= (1 f%ﬁ )d
=1,866...d, was deutlich kiirzer als die
Zweiseitenlosung mit [ =24 ist.
Betrachten Lir jetzt das Drei-Wegeiystem
mit S auf A4S, (siche Bild 4). Mit 5SS, =x
ist dann die gesamte Linge / des Weges an-
gegeben mit

1=45+2-CS,
I=(%d‘/§_—x)+2‘/x2+%-dz. )
A
Bild 4
d

&

c S, B8

Diese Ldnge wird minimiert, wenn man
differenziert 1
dl 1 27
—_ - 2 — 42 =
ax 1+ Zx(x + 2 d ) 0,

x=%1/3_-d.

Folgtich ist o = 120° und wegen der Sym-
metrie § =y =120°.
Der Wert von x, in (1) eingesetzt, ergibt
das Minimum von

I=43-d=1,73...4.
Dieses Ergebnis beweist nicht, daB dies
wirklich der absolute Mindestweg ist, aber
es zeigt, daB dies wohl der Fall sein kann.
Dieser Mindestweg ist sicherlich kiirzer als
irgendein anderer mit S an einem anderen
Punkt der Winkelhalbierenden des
Dreiecks. Weitere Analysen sind notwen-
dig, um zu beweisen, daB es das wahre Mi-
nimum ist.
Bevor wir einen allgemeinen Beweis fiir
das Drei-Stidte-Problem bringen, wollen
wir ein weiteres Beispiel untersuchen und
die Stddte an den Ecken eines gleich-
schenklig-rechtwinkligen Dreiecks mit den

Seiten der Linge d und y2 d=141...d
wie in Bild 5 betrachten. Dann zeigen dhn-
liche Argumente, die fir das gleichseitige
Dreieck dargelegt wurden, daB die Lage
von S entlang der Winkelhalbierenden CS,
sein konnte, wobei S, der Mittelpunkt von
AB ist. Wir erhalten wieder einen allgemei-
nen Ausdruck fir die gesamte Linge / des
Weges entlang CS. als eine Funktion von
x = 85, und minimieren ! mit Bezug auf x.
Wir finden wiederum o = =y = 120°.

Bild 5
v2d
d €
8 S/ &
a
c d 8
Aufgabe

Ala Berechnen Sie in diesem gleich-
schenklig-rechtwinkligen Dreieck die Min-
destweglinge!

In diesern Stadium kénnen wir vermuten,
daB bei irgendeiner Anordnung von drei
Stidten der Mindestweg diese 120°-Eigen-
schaft hat. Zum Beweis betrachtet man ein
beliebiges Dreieck ABC mit einem

Wege-System der Linge [, das von drei Ge-
raden, die sich in § treffen, gebildet wird
(siehe Bild 6).

Dann dreht man das schraffierte Dreieck
entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn um C
und um 60°, so daB A4 jetzt auf 4’ und S
auf ' abgebildet werden. Dann ist §'C
= SC und 2 8'CS =60°, und ACSS’ ist ein
gleichseitiges Dreieck. Jetzt ist
I=45+BS+CS5=4'S +§S+BS,

alpha, Berlin 20 (1986) 6 - 121



da nach der Definition 4A’S” = 45 und we-
gen des gleichseitigen Dreiecks CSS’ auch
§7S =CS gilt. Nun sind 4’ und B feste
Punkte. Da § beliebig verindert werden
kann, wird /=4'S” + §§ + SB minimiert,
wenn A'B eine gerade Linie ist (siche
Bild 7). In Bild 7 ist ¢« = 4 CSB, und §'SB
ist eine gerade Linie. Dann gilt

o =180° - 60° = 120°. 2)

Bild 7

Unter Verwendung der Bezeichnung in
Bild 7 ergibt sich demzufolge

B = p’ durch Definition,

A =180°-60°, da A'B

eine gerade Linie ist, und

A =120° 3)
SchlieBlich folgt aus (2) und (3) y = 360°
— o — f=120°. Auf diese Weise sind die
drei 120°-Winkel eine allgemeine Eigen-
schaft des Mindestweges, der 4, B und C
verbindet, w.z.b.w.
Dieser Beweis ist jedoch nur giiltig, wenn
die Winkel der Dreiecke kleiner oder
gleich 120° sind und wenn S innerhalb
oder auf dem Dreieck liegt. Bei Dreiecken
mit einem Winkel von 120° betrigt die
Mindest-Wege-Linge die Summe der zwei
kiirzesten Seiten des Dreiecks, d.h. derjeni-
gen, die dem gr6B8ten Winkel anliegen.
Dieses Ergebnis kann auch fur Dreiecke
mit einem Winkel, der gréBer als 120° ist,
bewiesen werden.
Zusammengefafit: In einem Dreieck mit
keinem Innenwinke! groBer als 120° gibt es
einen Mindestweg, der durch drei Linien
gebildet wird, die sich im Punkt S inner-
halb des Dreiecks unter einern Winkel von
120° treffen. Alle anderen Dreiecke haben
einen Mindestweg, der durch die beiden
dem groBten Winkel des Dreiecks anlie-
genden Seiten gebildet wird.

3. Viel-Stéddte-Strukturen

Betrachten wir zuerst das Vier-Stddte-Pro-
blem. Die vier Punkte sollen mit Seiten der
Linge d quadratisch angeordnet sein
(siehe Bild 8a). Auf Grund der Symmetrie
kénnte man annehmen, daB der Mindest-
weg eine x-Struktur mit der Linge !

=2 1/2_ -d hat. Wir wissen jedoch, daBl der
Wegeschnittpunkt aus drei Wegen unter
einem Winkel von 120° bestehen muB. In-
folgedessen sind die einzig moglichen L6-
sungen die zwei in Bild 8b gezeigten. In

Bild 8a)
A 8
L ]

d
D d c

122 - alpha, Berlin 20 (1986) 6

beiden Fillen treffen sich die Linien, so-
wohl die durchgezogenen als auch die ge-
strichelten, unter Winkeln von 120°.

Aufgabe

A2 A Berechnen Sie die Linge dieser
beiden Wege!

Das Ergebnis ist also kiirzer als die
X-Struktur  der Linge [=242-d
=2,82...d. Es wire nun interessant zu er-
mitteln, wie sich die Minimum-Wege-
Strukturen verindern, wenn die Stéddte
rechteckig mit AD = d und

AB = (1 + w)- d angeordnet sind.

Ist0<w< (1/3- — 1), haben die zwei Struk-
turen in Bild 9 verschiedene Linge. Die ge-
strichelte Linge nennt man ein relatives
Minimum und die andere ein absolutes
Minimum.

(1ald

Bildg A 38

Aufgabe

A3 a Berechnen Sie die Linge beider
Wege!

Erreicht @ den Wert 1/3_ -1, so treffen
sich die gestrichelten Drei-Wege-Schnitt-
punkte in 0, und es ist keine Minimum-
Wege-Struktur mehr. Wir bilden den Weg
mit der kiirzeren Linge, indem wir 40 und
DO durch drei Wege, die sich unter den
Winkeln von 120° treffen, ersetzen. Diese
Struktur ist dann das absolute Minimum.

Ist w > «/3— — 1, gibt es ebenfalls nur einen
Mindestweg.

Aufgabe

A4a Berechnen Sie die absolute Min-
destlinge des Weges in einem Rhombus
ABCD mit o = 60°!

4. Seifenfilme

Will man nun eine Lésung finden, die auf
eine beliebige Anzahl von Punkien ange-
wandt werden kann, so helfen uns die Ei-
genschaften von Seifenfilmen. Ein Seifen-
film hat die Eigenschaft, daB seine Energie
proportional zu seiner Fliche ist. Es wird
sich z. B. ein Seifenfilm, der durch einen
Kreisring begrenzt ist, im Gleichgewicht
nicht ausbauchen, sondern die kleinste
Oberfliche bilden, nimlich die durch den
Kreisring begrenzte Fliche.

Um diese Minimum-Flichen-Eigenschaft
fir die Losung unserer Minimum-Wege-
Strukturen zu benutzen, miissen wir die
Minimum-Flichen-Eigenschaft in eine Mi-
nimum-Wege-Eigenschaft umwandeln.
Dazu wollen wir uns erst dem einfachsten
Problem zuwenden, dem Minimum-Weg,
der zwei Punkte verbindet. Betrachtet man
einen Seifenfilm, der sich zwischen zwei

parallelen klaren Plexiglasplatten befindet
und von zwei Nadeln begrenzt wird, die
senkrecht zu diesen Platten stehen, dann
ist auch der Film infolge der Symmetrie
senkrecht zu diesen Platten. Er hat die
Form eines Bandes mit konstanter Breite,
die gleich dem Abstand zwischen den Plat-
ten ist. Seine Fldche ist proportional zu sei-
ner Linge, und wenn er ins Gleichgewicht
kommt, hat er seine kleinste Fliche und
damit auch seine kleinste Linge. Auf diese
Weise endet das Band mit der geradlinigen
Struktur wie in Biid 10.

Bild 10

(Die gekrimmte Oberfliche zeigt einen
Seifenfilm, der sich nicht im Gleichge-
wicht befindet.)

Die analoge Losung kann mit der gleichen
Begriindung auf jede beliebige Anordnung
von Nadeln und Punkten angewandt wer-
den. Die Seifenfilm-Losung zu dem Vier-
Stddte-Problem wird in Bild 11 gezeigt.

Wir haben gesehen, daB das Vier-Stidte-
Problem zwei Minimum-Strukturen haben
kann. Um das absolute Minimum zu be-
stimmen, miissen wir die Linge eines je-
den Weges berechnen und denjenigen mit
der kiirzesten Linge unter Verwendung der
120°-Eigenschaft bestimmen. Bei Proble-
men mit vielen Stddten kann es viele Mini-
mum-Strukturen geben. Diese findet man,
indem man wieder Seifenfilme zwischen
zwei Platten erzeugt. Man taucht die Plat-
ten unter verschiedenen Winkeln in ein
Bad mit Seifenlésung, oder man stort das
Gleichgewicht des Seifenfilm$, indem man
ihn in eine andere Gleichgewichtsstruktur
bldst. Es gibt aber keine einfache analyti-
sche Methode, um alle Minimum-Struktu-
ren zu bestimmen.

Ein interessantes Beispiel, wiec man drei
verschiedene Minimum-Strukturen erhilt,
zeigt uns die Aufgabe, den Minimum-Weg
zu suchen, der sechs Stddte verbindet, die
in den Eckpunkten eines regelmiBigen

a) b)

Bild 12 c)



Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

Jonas Kubilius

Seit 1958 Rektor der Staatlichen
V.-Kapsukas-Universitdt Vilnius
(Litauische SSR),

Prof. fiir Mathematik

42721 o Fiir welche Primzahlen p ist die
Zahl p*—5p2+4
durch 360 teilbar?

Sechsecks angeordnet sind. Die drei Struk-
turen, die unter Benutzung von Seifenfil-
men leicht entstehen, sind in Bild 12 ge-
zeigt. '

Da die Seiten des Sechsecks die einheitli-
che Linge d haben, konnen die Lingen der
Minima unter Benutzung der 120°-Eigen-
schaft berechnet werden.

Aufgabe

A 5a Berechnen Sie die Linge der Min-
destwege in den drei Wegestrukturen des
Brides 12!

Die Struktur der kleinsten Linge ist in die-
sem Fall Bild 12¢. In anderen Strukturen
kann es jedoch auch einer der inneren
Wege sein.

Bild 13
Aberdeen

Glasgow

Manchester

Bristol
London

Zum SchluBl wollen wir nun diese Methode
an einem praktischen Beispiel zeigen. Die
Stidte London, Bristol, Manchester, Glas-
gow und Aberdeen sollen durch die kiirze-
sten Wege verbunden werden. Es ist not-
wendig, eine Karte von Britannien auf eine
der parallelen Plexiglasplatten zu zeichnen
und bei diesen Stidten Nadeln senkrecht
zwischen den Platten anzubringen. Nach-
dem man die Platten in eine Seifenldsung
getaucht hat, erhilt man die Wege-Struk-
tur, wie sie in Bild 13 gezeigt ist, mit einem
Drei-Wege-Punkt 6stlich von Glasgow und
einem siidlich von Manchester. Bei dieser
Aufgabe gibt es nur eine Minimum-Wege-
Struktur. Cyril Isenberg

Die Detektivin Sam hatte ihren freien Tag
und war gerade dabei, fur ihre Freundin
Geburtstagstortchen zu backen. Es war ein
ruhiger Tag, bis Sam den Ruf horte: , Halt!
Haltet ihn! Ein Dieb!“ Sam offnete das Kii-
chenfenster und sah gerade noch, wie ein
Mann um die Hiuserecke verschwand. Sie
rannte zur Tiir.

Ein Auto mit vier jungen Minnern hielt
drauBlen an. Die vier Teenager halfen einer
alten Frau beim Aufstehen.

»Er entri8 mir meine Handtasche“,
schluchzte die Frau. , Als ich um Hilfe rief,
schlug er mich nieder und rannte weg.“
»Wir sahen den Kerl um die Ecke...,
sagte einer der jungen Mainner. ,Das
muflite er sein“, fiigte ein anderer hinzu.
Er rannte in ein Haus auf dieser Seite der
StraBe — aber in welches Haus?“

Die vier begannen alle gleichzeitig zu re-
den. Dann unterbrach sie Sam. ,Moment
mal! LaBt uns um die Ecke gehen und
Haus fir Haus ansehen!*

Es gab sechs Hauser auf dieser Seite des
Blocks. Alle sechs hatten ungerade Haus-
nummern von 21 bis 31.

»Es war kein Haus am Ende der Reihe®,
sagte der Fahrer. ,Richtig®, fiigte ein ande-
rer junger Mann hinzu. Er zeigte auf
Nr.21. ,Aber es hatte eine rote Tiir wie je-
nes Haus.“ ,Es stand ein Baum davor*,
sagte ein anderer. ,,Und oben war ein Fen-
ster offen*, sagte der vierte.

Jetzt war ein Streifenwagen eingetroffen.
Sam und die Polizisten sahen die Hauser-
reihe entlang. Die Hauser Nr.21, 25 und 29
hatten rote Haustiiren. Vor Nr.27, 29 und
31 standen Baume, In Nr. 23, 27 und 29
standen oben Fenster offen.

»Es ist zu verwirrend“, sagte einer der Poli-
zisten. ,Wir miissen jedes Haus durchsu-
chen.“ ,Vielleicht nicht“, sagte Sam. Sie
holte ein Notizbuch hervor und entwarf
schnell eine Tabelle. ,Wir setzen ein Zei-
chen unter jedes Haus fiir jedes zutreffende
Merkmal“, sagte Sam. ,Wenn wir Gliick
haben, finden wir ein Haus mit allen vier
Merkmalen.“

Verwende Sams System, und suche das
Haus, in dem sich der Dieb versteckt hilt!

Haus Nr. 21 23 25 27 29 31
Nicht am Ende
Rote Tiir

Baum davor

Offenes Fenster

Ala An uncle came to visit his nieces.
Before leaving, he gave them a certain
number of dollars, suggesting that the el-
dest get half the amount, the middle get a
fourth, and the youngest get a fifth. The
children tried to divide the money, but
they didn’t succeed because of the frac-
tions. When their dad lent them a dollar,
they carried out the division according to
the fractions suggested by their uncle, and
they even paid back one dollar to their dad.
What “certain number of dollars” would fit
these requirements?

A2a Un photographe demande 3 Fr.
pour le développement dun film noir/
blanc, puis 0,80 Fr. pour le tirage de cha-
que photographie de format 9/13.

Un deuxiéme photographe développe gra-
tuitement le film, mais le tirage de chaque
photographie de méme format coiite
0,90 Fr.

Mathieu désire faire développer un film de
20 poses et Amélie un film de 36 poses.
O irais-tu a leur place? Combient vont-ils
payer?

A3 A Peumre mate ,reorpadpmyeckmx”
pebycoB (cM. pucyHOK). B kaxmom pebyce
ONMHAKOBBIM OYKBAM COOTBETCTBYIOT ONHA-
HAKOBBIE UM(PHI, 2 Pa3HbIM — Da3HBIE.

alpha, Berlin 20 (1986) 6 - 123



Pseudozufallszahlen

Teil 2

Bei Gliicksspielen in elektronischen Re-
chenanlagen benutzt man Pseudozufalls-
zahlen: eine fiir den Benutzer scheinbar
zufillig erzeugte (moglichst gleichmiBig
verteilte) Zahlenfolge, die in der Rechen-
anlage jedoch nach einer vorgegebenen
Vorschrift gebildet wird. Wie im ersten
Teil (Heft 5/86) dargelegt wurde, kénnen
Pseudozufallszahlen beispielsweise als Ele-
mente der Weyl-Folge x, = {kf} berechnet
werden. Fir irrationale Zahlen 6 > 0 ist die
Weyl-Folge gleichmiBig verteilt, jedoch
konnen irrationale Zahlen in Rechnem
nicht dargestellt werden (vgl. alpha 2,
1985). Jede irrationale Zahl 6 kann aber

durch rationale Zahlen % mit groBem g

approximiert werden, und die zugehorige
Weyl-Folge besitzt dann ,recht gute“ Ei-
genschaften (siehe Heft 5/86). Ein Beispiel
verdeutlicht noth einmal die Bildung die-

ser Folge. Es sei 6 = dann lauten die

S
13°
ersten Glieder der Weyl-Folge
13°13°13°13°13°13°13° 13’ 13"
13 8

13’13’1377

Nach der Vorschrift z, = [6x, + 1] lassen.
sich aus Pseudozufallszahlen x, ,Wiirfel-
zahlen“ z; berechnen. In unserem Beispiel
sind dies

3,5,1,46,2,51,3,6,2,4,1, ...

Wie bereits bekannt, miissen sich diese
Zahlen in diesem Beispie!l nach ¢ =13
»Wiirfen“ wiederholen.

In numerischen Experimenten hat sich die
Weyl-Folge nicht immer als effektiv erwie-
sen. Besser ist hiufig die

5. Holton-Folge

Es sei Be N, B = 2. Jede natiirliche Zahl k
148t sich in eindeutiger Weise in der Form
k=ko+ kB+k,B*+ ...+ kB’
darstellen, wobei O s k;<Bfiri=1, ..., r
und k, > 0 gilt, dabei hingt r von der jewei-
ligen Zahl k ab. B wird als Basis eines Zah-
lensystems aufgefaBt. Die Positionsschreib-
weise fir k im Zahlensystem der Basis B ist
k= k,k,_l k]kolﬂ.

Die fortlaufenden Zahlen k=1, 2, ... in
der Darstellung mit der Basis B sind

0; 1; 2; .oB-1;
10; 11; 12; L3 1(B-1);

20; 21; 22; 32(B 1)
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(B-1)0:(B-=1)1;(B-1)2:. :(B-1)
' (B-1);
100; .3 10(B-1);

101; 102;

Wir kommen nun zur Definition der Holton-
Folge. Dazu stellen wir den Index k von x;
im B-System dar:

k=k,.. . kkys. Nun setze man x,=0
und

x; =0, koky ... k.| 5, d.h.

X =lkoB '+ B+ ...+ kB!
kz1.

Fiir die Holton-Folge soll eine Rekursions-
formel hergeleitet werden. Man setze
ki+1=krra=...=0. Dann ist

k=.. k,+1kr... klkolsund

x,=0,koky... kkpiy... | B

Es bezeichne ! = 1(k) den niedrigsten
Index, fir den 5;<B—1 ist (wenn >0
ist,

so mul kg=...=k;_; =B —1 sein). Also
ist

k=..k(B—1)...(B—1)|5und folglich
k+1=..(k+1)0...0|zsowie
x=0,(B-1)...(B-1)k...|5,
X+1=0,0...0(k; + 1)| 5. Mithin ist

fur

Xes1 = 0,(B=1)..(B—=D k... |5
+0,0 ...0 1 ..s
+0,0 .1 0 ..|s
-1,0 .0 0 .. dh

k1 =X+ B 1+ B I-1firk=0,1,...
Seiz.B. B=5.
Entsprechend der Definition ist

Tabelle 1
k| ks Xk |5 Xk |10
0 0 0 0
1 1 0,1 0,2
2 2 0,2 0,4
3 3 0,3 0,6
4 4 0,4 0,8
5 10 0,01 0,04
6 11 0,11 0,24
7 12 0,21 0,44
8 13 0,31 0,64
9 14 0,41 0,84
10 20 0,02 0,08
Die Rekursionsformel liefert im 5-er Sy-
stem
Xl=0 +5_l+5_0—1=0,1|5

x;=0,1 +5—l+5—0_1=0'2|5
x3=02 +514+50-1=031,

x4=03 +51+50-1=04];

xs=04 +524+51-1=52=0,01];

x¢=001+51+5°-1=0,01+0,1
=0,11];s

Wir geben hier (aus Platzgriinden ohne Be-
weis) an:

Satz 8: Die Holten-Folge ist gleichmdpBig ver-
teilt.

6. Die Lehmer-Folge

Es sei eaeN,a=2 und 8 eine positive
reelle Zah!l. Die Zahlen

x, = {a*8},k=0,1,... heiBen Elemente
der Lehmer-Folge. Es werde zuerst wieder
der Fall @ rational (8 € R) betrachtet, d.h.

0=% mit teilerfremden p,qe N. Es solt

auch ¢ und q als teilerfremd vorausgesetzt
werden. Wir bilden die Zahlen p, ap, a’p,
..., @p, ... und dazu die Reste dieser Zah-
len bei der Division durch g:

ro,T1, 72, .--» Tiy - ES sei also

a'p=m-q+ r,mit 0 = r, < gq, m ganz.
Ist z.B. a =3, p'=5, ¢ =1, so erhilt man
die Restefolge 5, 1,3,2,6,4,5, ...

Satz 9: Es gibt eine kleinste natiirliche Zahl
w< q, die (kleinste) Periode, so daff ., = 1y
fiir alle ke N ist. Die Periode w ist gekenn-
zeichnet als kleinste natiirliche Zahl (= 1), so
daf a* — I durch q teilbar ist. w ist ein Teiler
der Euler-Funktion

1L _L
fp(q)—q(l q1>--.(1 qr)’

wobei g = q01... g7 die Primzahl-

zerlegung von q darstellt.

Beweis: Wegen r,€{0,1,...,g — 1} fiir alle
ke N gibt es wenigstens zwei Indizes &
und ! mit r, = r;. Es sei j der kleinste In-
dex, zu dem ein i <j mit r, = r; existiert.
Mithin sind ry, ..., r;_, paarweise verschie-
den, und es ist j — 1 < q. Aus den Darstel-
lungen

a'’p=mgq+r, alp=mgq+r,
a*'p=amgq+ar, &*'p=amq+ar,
atlp=m g+, dlp=m g+,
folgt r;,; = (Rest von ar; = ar; bei Division
durch q) = r;,,, analog r; ., = r;., usw. Die
Annahme i > 0 fithrt zu

a~lp=m_ g+, dlp=m_1q+r_,,
ap=am;_\q+ar_,, dp=am_,q+ar_,,
alp=mq+r, dp=mq+r.

Dann ist aber a’p — @/p,

daher a(7;_, — r;_) und folglich auch

(rj-1 — ri-1) durch g¢ teilbar.
Wegenr,_1—ri_;e{—(g—1),...
..oqg—1}ist _,=r_,, was der
Definition von j widerspricht.
Also ist i =0.

Seiw=j. Ausro=p—myq,r,=a*p—m,q
und ry = r, ergibt sich

(a*—1p=(m, — my)q.

Daher ist @ — 1 durch q teilbar.

Wenn v irgendeine natiirliche Zahl und
a® — 1 durch q teilbar ist, d.h. esein ge N
gibt, so daB a* — 1 = ggq ist, ergibt sich zu-
niichst
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a'p=(1+gq)p=mq+r, daraus
r,=(1+gq)p—m,q=p—(m,—gp)q und
mit ‘

ro = p — Mmoq, daB r, — ro teilbar durch g ist.
Es folgt r, = ro und wie vorher r, ;= ry,....
Mithin ist w, die (kleinste) Periode, die
kleinste natiirliche Zahl, so daB a* -1
durch ¢ teilbar ist.

Aus der Zahlentheorie ist bekannt, daB
a®*@ — 1 durch g teilbar ist, falls ¢ und ¢
teilerfremd sind (Satz von Euler).

Daher finden wir

a*9Dp = my g + ryq, P = moq + ro und
(a*@ - 1)p= (mw(q) —mo)q + (Tpqy — 7o) -
Folglich ist r,, — ro durch g teilbar

und daher ry = ry,.

Da aber nur ro=r,, =y, = ... gilt,

muB @(q) ein Vielfaches von w sein.

Folgerung: Ist q eine Primzahl,

50 ist (q¢) = q— I und w ein Teiler

vonq—- 1.

Fiir die Lehmer-Folge {a*8}, k=0, 1, ...,
ergeben sich im oben betrachteten Fall

[/} =% die Elemente

h n n ‘w-1 To N
_)_‘_l"') ,—|—7"'

9 9 9 q q 49

In dem Beispiel mit a=3,p=5,¢q=7
sind dies
TTTT T

und es ist w = 6.

Satz 10: Wenn 0 irrational ist, so sind alle Ele-
mente x, der Lehmer-Folge verschieden und
ungleich 0.

Beweis: Angenommen, es wire x; = x; und
k+1.

Dann ist x, = a*@ —[a*f] sowie x,=a'0

[a*6) — [a'8)

und folglich 8 = —a
d.h. 8 € R. Widerspruch.
Rekursionsformel:

Fiir beliebige reelle § ist x, = {6},
Xesr={axi}, k=0,1,2, ...
Beweis: Es ist xo = {28} = (6} .
Die Rekursionsbeziehung folgt aus der
Darstellung
ak@ = [a*8] + {a*6} = m; + x, und
a**1 = amy + a{a*0} = am; + ax,
= amy + [ax;] + {ax:}
a* W =m . +{a* 10} = my X

Satz 11: Es gilt auch die Umkehrung:

Aus xo = {8} und x| = {ax}

folgt x; = {a*B} fiirk =0, 1, ...

Den Beweis kann man durch volistindige
Induktion fiihren. Die Aussage des Satzes
sei fur k=0, ..., ! bereits richtig, speziell
gelte x; = {a'6} . Dann ist

ax; = a(a'd — [«'8]) = a'* 16 — a[a'6].
Wegen a[a'f] € N ist {ax;} = {a'*'6},

d.h. x.,={a'*18}.

Bei der Bildung der Lehmer-Folge kann
man sich immer auf 8 € [0, 1[ beschrinken.
Dies folgt aus dem

Satz 12: Istge N und 8’ = 8 + g, so gilt
{a*0} = {a*0} faralle k=0, 1, 2, ...

Der Beweis ist elementar. Die folgende
Aussage zu beweisen bereitet etwas mehr
Miihe, aus Platzgriinden geben wir nur das
Resultat an:

Satz 13: Sei ae N, az 2. Es gibt irrationale
Zahlen 0, so daf3 die Lehmer-Folge {a*6} auf
[0,1]) dicht ist, d. h. zu jedem Teilintervall
[c,d] € {0, 1] gibt es wenigstens ein Element x;
= {a'8} e[, d].

Die Rekursionsvorschrift zur Bildung der
Lehmer-Folge wird z. B. im Tischrechner
K 1002 und K 1003 benutzt (siche alpha 2,
1985). Nach dem Einsetzen des Funktions-
blockes STATISTIK in den Tischrechner
ist in ein bestimmtes Datenregister die
Zahl 8 einzugeben. Empfohlen wird, 6 als
10stelligen Dezimalbruch zu wihlen, bei
dem alle Ziffern von 0 bis 9 in méglichst
willkiirlicher Reihenfolge enthalten sein
sollen. Im Rechner wird immer a = 29 ge-
setzt. Die Berechnung der einzelnen Pseu-
dozufallszahlen erfolgt jeweils nach dem
Betitigen der Taste ZUF, wobeli fir die Be-
rechnung die Rekursionsformel
Xk+1 = {29} zugrunde liegt.
Beispiel: Eingabe 6 =9,038157264
xq=0,038157264
Ausgabe auf dem Thermodruckstreifen des
K 1003 fiir x,, x,, ...

Tabelle 2

k Xy k Xy
1 0,1065607 11 0,4634919
2 0,09025%0 12 0,4412638
3 06175117 13 0,7966509
4 0,9078392 14 0,1028760
5 0,3273363 15 0,9834035
6 0,4927537 16 0,5187025
7 0,2898586 17 0,0423738
8 0,4058987 18 0,2288395
9 0,7710624 19 0,6363456

10 0,3608101 20 0,4540229

7. Aufgaben
a) Zeige, daB im B-System gilt:

()] a, ..ay a9 <a.+,0...0
mit a,-+1=1

i) B-1D..B-DB-D=1
0..0-1
(iii) 0,c163...¢C11... =0, €163...¢,216;

+0, 00 ..0 1
Wann steht das Gleichheitszeichen?
b) Es seien B =2 die Basis des Dualsy-
stems, k =k, ... k,ky|, die Dualdarstellung
der natiirlichen Zahl k und &« = 0,01, so-
wie f= 0,11, die Grenzen eines Intervalls
[x,8] (als Dualzahlen geschrieben). Be-
rechne die ersten elf Elemente der Holton-
Folge und ermittle die Anzahl A4, derjeni-
gen x; dieser elf Elemente x,, ..., x;, die
in das Intervall [«, 8] fallen!
¢) Berechne die ersten zehn Elemente der
Holton-Folge fiir B =17.
d) Es sei B eine beliebige Basis eines Zah-
lensystems, und es seien p,q natiirliche
Zahlen mit g =z 2. Zeige, daB % stets ein
endlicher oder periodischer Bruch im
B-System ist.

e) Berechne die ersten fiinf Elemente der
Lehmer-Folge fir

(i) a=3,0=05

(ii) a=3;6=0,2

(iii) a=5;6=0,2

f) Fir a=35 und 0=% ist die Lehmer-

Folge zu bilden (bis zum Eintritt der Perio-
dizitdt).
Berechne parallel dazu AN([O, ;])

g) Wann gilt fiir a € N die Ungleichung
[a*8] = [a'6]?

h) Es sei a rational und 8 irrational,
a*l,a#*0.

Beweise, daB die Folgenelemente

x; = {a*8} fir k=0, 1, ... paarweise
verschieden und stets ungleich 0 sind!

i) Beweise Satz 12!

j) Die meisten fur praktische Zwecke ver-
wendeten Algorithmen zur Berechnung
von Pseudozufallszahlen benutzen eine
Rekursionsformel (erster Ordnung)

X1 = D), k=0,1, ...

mit gegebenem -x,. Wie ordnen sich hier
die Weyl-Folge, die Lehmer-Folge und die
Holton-Folge ein?

k) Die folgende Vorschrift zur Erzeuguag
von Pseudozufallszahlen geht auf J.v. Neu-
mann (1903 bis 1957) zuriick: Gegeben sei
der 2-kstellige Dezimalbruch x, =0,
a;...ax€[0,1[. Um x,,, zu erhalten,
bilde man den 4k-stelligen Dezimalbruch
x1=0,b,... by und benutze die mittleren
2k Ziffern dieses Quadrates zur Darstel-
lung von x,,; in der Form
Xpe1=0,bgyq-.. by, xqo wird beliebig
angenommen, x;, X,, ... daraus,

wie beschrieben, erzeugt.

Zeige, daB die Rekursionsformein

Xps1= 10‘”‘[10“‘{10"::3,}] bzw.

%, .1 = {10724[10%x2]}

bestehen! (Die v.Neumann-Folge ist nicht
gleichmiBig verteilt. Es zeigt sich, daB zu
viele ,kleine“ Zahlen erzeugt werden.
Diese Folge kann auch ausarten, d. h. es
kann x, =0 auftreten, in diesem Fall sind
auch alle x,, ,=0flirm=0,1,..))

Gleichverteilte Zufallszahten oder gleich-
miBig verteilte Pseudozufallszahlen (zwi-
schen ihnen besteht ein prinzipieller Un-
terschied) verwendet man bei speziellen
numerischen Verfahren zur L&sung ver-
schiedenartiger mathematischer Probleme.
Diese Verfahren werden Monte-Carlo-Me-
thoden genannt, sie sind leicht zu program-
mieren und fiir die Anwendung auf Com-
putern sehr geeignet. (Das Roulett in den
Spielkasinos von Monte Carlo in Monaco
kann als Zufallszahlengenerator aufgefaBt
werden.)

L. Bittner/W, Schmidt
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ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Mini-BASIC
fir alpha-Leser,
Teil 2

Exquisit-Programm

Betrachten wir nochmals den ausgedruck-
ten Bildschirmtext unseres ersten Pro-
gramms (siehe Bild 4):

? 30
? 50
141.372
94.2478
OK
<m
Fiir den Uneingeweihten sind die Zahlen
auf dem Bildschirm wenig informativ. Der
Bildschirmtext gibt weder Auskunft dar-
{iber, was eigentlich berechnet wurde, noch
welche Bedeutung die einzelnen Zahlen
haben. Deshalb ist es giinstig, wenn auf
dem Bildschirm Erlduterungen erscheinen.
Diese miissen natiirlich auch programmiert
werden. Solche Texte sind in einem BA-
SIC-Programm stets in Anfithrungszeichen
zu setzen und von der Variablen durch ein
Semikolon zu trennen. Hier nun unser er-
stes Programm mit erlduternden Texten.

Bild 4

Programm 2

16 INPUT ,GIB RADIUS EIN!“; R

20 INPUT ,GIB HOEHE EIN!“; H

30 LET V = PI¥R¥R¥H

40 LET M =2%PI%¥R¥H

5@ PRINT ,VOLUMEN:“ V

60 PRINT ,MANTELFLAECHE:“; M
70 END

Auf dem Bildschirm erscheint dann folgen-
der Text (Bild 5):

Bild 5

0

N
@
1)
[

ok
8730 mr
Zromc

A 10 Ao Entwickle ein BASIC-Programm
zur Berechnung des Volumens und des
Oberflicheninhalts gerader Hohlzylinder
(gegeben sind die Durchmesser d,, d, mit
d, < d,)!
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A 11 A Versuche folgendes Programm zu
verstehen!

Was kann man damit berechnen lassen?
18 INPUT ,GIB EINE POSITIVE

ZAHL EIN!“; Z

LET X =PI*Z

LET Y =PI*Z%Z2/4

PRINT ,ERGEBNISSE:“; X, Y

END

Wie man sieht, ist es moglich mit einer
PRINT-Anweisung in Zeile 40 zwei Werte
auszugeben. (Analog ermoglicht z. B. die
Anweisung 86 INPUT A, B die Eingabe
von zwei Zahlenwerten.)

Der Computer ,lduft*

Wie wir bisher sahen, ist es gar nicht so
schlimm, einem Computer in BASIC zu sa-
gen, was er fiir uns tun soll. Man muB aller-
dings selbst den Losungsweg kennen und
ihn computergerecht aufbereiten. Bei den
Aufgaben, die wir bisher mit dem Compu-
ter gelost haben, lohnt sich das Program-
mieren natiirlich nur dann, wenn man viele
Aufgaben vom gleichen Typ mit unter-
schiedlichen Eingabewerten I6sen muB.
Der Vorteil besteht gegeniiber einem
(nichtprogrammierbaren) Taschenrechner
darin, daB man lediglich die Eingabewerte
neu eintippen muB. Den Rest erledigt der
Computer. Betrachten wir eine andere Auf-
gabe:

A12a Fir die Funktion y=x?>—x
—0,75 soll im Intervall —2 < x =2 eine
Wertetabelle mit der Schrittweite 0,25 auf-
gestellt werden. (Schrittweite 0,25 bedeu-
tet, daB x-Werte beginnend mit —2 in Ab-
stinden von 0,25 zu nehmen sind.)

a) Gib zur Berechnung der y-Werte einen
Rechenablaufplan fiir den Taschenrechner
SR 1 an!

b) Fiille die ersten 5 Spalten der Tabelle
aus!

x ~2 |-1,75) —1,5 |—1,25|
y | |
x 1,5 1,75 2

y

Mit dem SR 1 miite man 17mal den Re-
chenablaufplan durchtippen, um die ge-
samte Wertetabelle aufzustellen. Die Ar-
beit ist sehr einténig, denn auBer den
x-Werten dndert sich am Rechenablauf
nichts, und selbst diese dndern sich ganz
regelmiBig.

Mit einem Computer lassen sich solche
Aufgaben sehr bequem losen. Man pro-
grammiert dazu in BASIC eine sogenannte
Programmschleife.

Programm 3
10 FOR X = -2 TO 2 STEP .25

20 LETY=X*X-X-0.75
30 PRINT X, Y

49 NEXT X

50 END

Die neuen BASIC-Sprachelemente bedeu-
ten:
10 Beginne mit x = —2 bis 2 in Schritten
von 0,25!
_Fiihre aus!

20 Schleifenanweisungen
30 { (Sie werden wegen der besseren
Ubersicht eingeriickt geschrieben.)

40 Nimm das nichste x (solange bis der
Endwert 2 erreicht ist)! Fithre damit
die Schleifenanweisungen aus!

Solche FOR... NEXT-Schleifen  werden

auch Laufanweisungen genannt. Figen wir

im Programm 3 noch folgende Zeilen ein:

1 CLS

2 PRINT ,WERTETABELLE FUER
Y=X¥X~-X-875

[= N T N 3N )
la~]
ot
Z
.—]
=

so erhilt man auf dem Bildschirm folgende
Wertetabelle (Bild 6).

WERTETABELLE FUER
Y=XX-X-08.75

X Y
-2 5.25
-1.75 4.0625
-1.5 3
-1.25 2.0625
-1 1.25
-.75 .5625
-5 2
—-.25 —.4375
] -.75
.25 —.9375
.5 -1
5 —-.9375
1 =75
1.25 —.4375
15 [/
1.75 5625
2 1.25 Bild 6

Mit der Anweisung CLS in Zeile 1 (CLS -
clean screen [engl.] — Bildschirm 16schen)
wird ein noch unbeschriebener Bildschirm
erzeugt. Dem Bildschirmtext ist zu entneh-
men, welche Wirkungen die Programmazei-
len 2 bis 6 haben. Mit den Anweisungen in
den Zeilen 2 und 3 wird die unterstrichene
Uberschrift ausgedruckt. Die Programm-
zeile 4 bewirkt auf dem Bildschirm eine
Leerzeile. SchlieBlich sorgt die Anweisung
in Zeile 5 dafiir, daB die Buchstaben X und
Y in zwei Spalten nebeneinander stehend
erscheinen. Das Komma als Trennzeichen
in einer PRINT-Anweisung bewirkt die
Ausgabe in Spalten (siehe auch Programm-
zeile 3@!). Auf diese Weise ist ein Aus-
druck in maximal drei Spalten nebenein-
ander moglich. Die Zeile 6 bewirkt wieder
einen Querstrich auf dem Bildschirm.

,Mein Sohn, sie paBt nicht zu dir!“



Der ausgedruckten Wertetabelle ist zu ent-
nehmen, daB die Funktion
y=x*—x-0,75 bei x, = -0,5

und x, =1,5 Nullstellen hat.

A13a Fiir die Funktion y= %x +0,7

soll im Intervall —2 = x = 3 (Schrittweite:
0,5) eine Wertetabelle aufgestellt werden.
Erstelle ein entsprechendes BASIC-Pro-
gramm!

A 14 Ao Entwickle ein BASIC-Programm
zum Ausdrucken einer Wertetabelle fiir
x-Werte (0; 0,1; 0,2; 0,3...1,8; 1,9; 2) so-
wie die zugehorigen y-Werte ftir
y=x2—\/;undy=x—2‘/;

(drei Spalten).

A154a Arbeite folgendes Programm ab!
Was hast du jeweils berechnet?

10 LETS=0

20 LETP=1

30 FORN=1TO S5

40 LETS=S+N

50 LET P =P¥N

60 NEXT N

76 PRINT S, P

80 END

(In der Laufanweisung kann in Zeile 30
~STEP...“ weggelassen werden. Der Com-
puter nimmt dann als Schrittweite automa-
tisch 1) Bei dem Programm der Auf-
gabe 15 tritt die Besonderheit der Wertzu-
weisung deutlich hervor.

Mit der Anweisung 18 LET S = 0 wird der
Variablen S der Wert @ zugewiesen, d. h.,
auf dem Speicherplatz mit dem Namen S
wird @ gespeichert.

Zeile 20 LET P=1 fihrt dazu, daB der
Computer den Zahlenwert 1 auf den Spei-
cherplatz mit dem Namen P abspeichert.
Zeile 48 LET .S = S + N bewirkt im ersten
Durchlauf, da8 der Computer zum Inhalt
des Speicherplatzes S (in unserem Falle @)
den Inhalt des Speicherplatzes N (in unse-
rem Falle 1) addiert und das erhaltene Er-
gebnis (0+1=1) auf den Speicherplatz
mit dem Namen S abgespeichert wird. Da-
mit wird der alte Wert des Speicherplatzes
S geldscht.

Im zweiten Durchgang bewirkt die
Zeile 40, daB zum Inhalt des Speicherplat-
zes S (S = 1) der neue Inhalt des Speicher-
platzes N (ndmlich 2) addiert und das Er-
gebnis (1 +2=23) auf den Speicherplatz
mit dem Namen S abgespeichert wird.
Merke: In einer LET-Anweisung darf links
vom Zeichen ,,=“ nur eine Variable stehen.
Dieser wird der Wert des rechts vom Zei-
chen ,=“ stehenden Ausdrucks zugewie-
sen.

Beispiele:

LETN=1

Es soll der Zahlenwert 1 auf den Speicher-
platz N abgespeichert werden.

LET P=A/B

Der Inhalt des Speicherplatzes A ist durch
den Inhalt des Speicherplatzes B zu divi-
dieren. Das erhaltene Resultat ist auf den
Speicherplatz mit dem Namen P abzuspei-
chem.

LETN=N+1

Zum Inhalt des Speicherplatzes N ist 1 zu
addieren. Das erhaltene Ergebnis ist wieder

auf den Speicherplatz mit dem Namen N
abzuspeichermn. Der Inhalt des Speicher-
platzes N wird mit der Anweisung um 1 er-
hoht.

LET P=P*¥N

Der Inhalt des Speicherplatzes P ist mit
dem Inhalt des Speicherplatzes N zu multi-
plizieren. Das erhaltene Resultat ist auf
den Speicherplatz mit dem Namen P abzu-
speichern. Der alte Wert des Speicherplat-
zes P wird damit geloscht.

Das Symbol ,=“ muB also in einer LET-
Anweisung als Zuweisungssymbol verstan-
den werden.

Um im Umgang mit der LET-Anweisung
sicher zu werden, wollen wir folgende Auf-
gaben 16sen.

A 16 A Betrachte folgende Programm-
teile! Gib jeweils an, mit welchen Werten
die Variablen A, B, C nach Zeile 48 belegt
sind, wenn fir C der Wert 3 eingegeben
wird!

a)

16 INPUT C

20 LET A=C/2

30 LETB=AA2

40 LET C=4%A

b)

16 INPUT C

20 LET C=2%C

30 LETA=4

40 LETA=A+C

)

16 INPUT C

20 LETC=C+1

30 LETA=C

40 LET B=2%C

A17a Arbeite folgende BASIC-Pro-
gramme mit den angegebenen Eingabeda-
ten ab! Notiere jeweils den (bzw. die) Aus-
gabewert(e)!

a)
18 INPUT A Eingabewert: A =2
20 LET B=5%A —3/A
36 PRINTB
gﬂ END Ausgabewert: B =

)
16 INPUT A, B Eingabewert A =3
20 LET C=INT (A/B) B=2
30 LETA=A+1 Ausgabewert: A =
40 LET B = SQR(A) B=
58 PRINTA, B,C C=
60 END L. Flade/M. Pruzina

Losungen

A10a Eine Losungsmoglichkeit:

19 INPUT ,GIB AUSSEN-
DURCHMESSER EIN!“; A
INPUT ,,GIB INNEN-
DURCHMESSER EIN!“; D
INPUT ,,GIB DIE HOEHE EIN!“; H
LET V = PI¥H¥%(A¥A — D¥D)/4
LET O = PI¥H¥(A + D)

+ PI%(A¥A — D¥D)/2

PRINT ,VOLUMEN:“, V

76 PRINT ,OBERFLAECHE:“; O

86 END

Alla Wenn man die Eingabe als Zah-
lenwert des Durchmessers eines Kreises
auffaBt, wird mit X der Umfang und mit Y
der Flicheninhalt des zugehérigen Kreises
berechnet.

Al2a

a)xE]BxEJSE]

b) Vergleiche mit der Wertetabelle Bild 6.
(ohne

20

30
49
59

60

A13a Programm erlduternden
Text):

14 PRINT ,X“, Y«

20 FORX=-2TO 3 STEP .5

30 LET Y =2/3%X+0.7

40 PRINT X, Y

50 NEXT X

68 END

A 14 o Beispiel:
16 CLS
PRINT ,WERTETABELLE“
PRINT ,, “
PRINT ,X“, ,X¥X — SQR(X)“,
»X — 2%SQRX)“
PRINT ,-—————————~—— -«
FOR X4 TO 2 STEP .1
PRINT X, X%*X — SQR(X),
X — 2%SQRX)
NEXT X
END

Al5Aa S=0+1+2+3+4+5=15
P=1-1-2-3-4-5=120

Al6a A |B |C
a) 1,5 2,251 6
b) 10 - 6
c) 4 8 4
Al7aa)B=85 b)A=4,B=2,C=1

EvZen David, Prag

—_—
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Wer lost mit?
alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 8. Mdrz 1987

Mathematik

Ma5®2722 Vier Freunde, nimlich Die-
ter, Susanne, Heiko und Birbel, mit den
Familiennamen Miiller, Schulze, Meier
bzw. Lehmann betrachten gemeinsam Fo-
tos, die wahrend einer Klassenfahrt aufge-
nommen worden sind. Auf diesen Fotos ist
folgendes zu erkennen: .
(1) Zwei Schiiler, der mit dem Familienna-
men Miiller und der mit dem Vornamen
Dieter, angeln Fische.

(2) Vier Schiiler mit den Familiennamen
Miiller und Lehmann und den Vornamen
Heiko und Susanne baden in einem See.
(3) Zwei Schiiler mit dem Familiennamen
Meier und Vormamen Heiko stehen vor
ihrem Zelt.

Wie heifen die vier Freunde mit vollem
Namen? Student P. Brill, Schwerin

Ma5m2723 Alfons, Bernd, Claus und
Dieter sammelten in den Sommerferien
zusammen 74 kg Altpapier. Alfons sam-
melte dreimal soviel Altpapier wie Bernd.
Claus und Dieter gaben zusammen 34 kg
Altpapier ab. Claus sammelte 8 kg Altpa-
pier mehr als Bernd. Wieviel Kilogramm
Altpapier konnte jeder von ihnen an den
Altstoffhandel abfithren?

Schiilerin A. Mif3bach, Magdeburg

Ma 5m 2724 Die Ersparnisse der beiden
Briider Peter und Kurt betragen zusammen
205 M. Peter hat 25M mehr gespart als
Kurt. Wieviel Mark hat jeder der beiden
Briider gespart?

Schiilerin S. Fiedler, Leinefelde

Ma 5m2725 Gegeben sei ein Rechteck
mit einem Umfang von 140cm. Eine
Rechteckseite ist um 10 ¢m ldnger als ihre
benachbarte Seite. Es ist der Flacheninhalt
des Rechtecks zu ermitteln.

Schiilerin C. Pleyer, Eisenach

Ma 5m2726 Peter soll im Konsum Ge-
trinke einkaufen, und zwar Limonade und

Bier. Dafiir erhdlt er von seiner Mutter
10 M. Peter kauft von beiden Getrankesor-
ten die gleiche Anzah! Flaschen. Fiir Bier
bezahlt Peter 1,56 M mehr als fiir Limo-
nade. Von den 10 M verbleiben ihm 4 Pf.
Wieviel Flaschen Limonade bzw. Bier hat
Peter gekauft, wenn eine Flasche Limo-
nade 35 Pf, eine Flasche Bier 48 Pf kostet
und kein Flaschenpfand erhoben wird, da
die Anzah! der gekauften Flaschen mit der
Anzahl der mitgebrachten leeren Flaschen
ibereinstimmt?

Schiiler M. Jédecke, Piitzlingen

Ma5m2727 Nach einem Wohnungsum-
zug probiert Herr A aus, welcher der vier
duBerlich gleichartigen Schliissel zu wel-
cher der vier Tiiren seiner Schrankwand
paBt. Genau jeder der vier Schliissel paBt
zu genau einer der vier Schranktiiren. Wie-
viel Schliisselproben muB Herr A im giin-
stigsten, wieviel im unglinstigsten Fall ma-
chen, um fir jede Tiir den passenden
Schliissel herauszufinden? Sch.

Ma6m2728 In einem Kindergarten gibt
es 24 Bille in den Farben blau, rot, gelb
und weiB. Es sind doppelt soviel rote wie
gelbe und dreimal soviel blaue wie weiBe
Bille.
a) Wieviel Bille sind es von jeder Farbe?
b) Weise nach, daB diese Angaben nur eine
Lésung ergeben!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6®2729 Welche zweistellige natiirli-
che Zahl ist gleich dem Fiinffachen ihrer
Quersumme? Mathematikfachlehrer D. Kluge

Michendorf

Ma6m2730 Die Figur stellt ein Recht-
eck ABCD mit den Seitenlingen a und b
dar. Die Mittelpunkte E von 4D und F von
CD wurden mit dem Punkt B verbunden.
Der Flicheninhalt A, des Vierecks BFDE
ist durch den Flicheninhalt 4; des Recht-
ecks ABCD auszudriicken!

Schiiler Th. Thrun, Lodersleben

Martus Mdder
Schweizer Uagﬂ
Schmallalolon
6080

Ha 7
¢-Gagarn - 05 2647
Klause 7

40

Pradihat :
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| Lloumg:

Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb kOnnen sich alle al-
pha-Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu
richten an

Redaktion alpha

Postfach 14

Leipzig

7027
3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathe-
matik), Na/Te (Naturwissenschaft und
Technik) und eine Ziffer, z.B. 7, vorgesetzt
(d. h. fiir 7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstu-
fen 11/12 und Erwachsene 16sen die
Aufgaben, weiche mit Ma 10/12 oder Na/
Te 10/12 gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt
zu verwenden, Format A4
(210 mm X 297 mm) (siche Muster), denn
jede Aufgabe wird fiir sich, d. h. in einem
Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. volistindige und richtige) Lo-
sung (nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis)
eingesandt haben, erhalten von der Redak-
tion eine Antwortkarte mit dem Prédikat
»sehr gut gelost“, ,gut gelost“ oder ,geldst”.
Schiiler, welche nur einen SchluBlsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,nicht geldst®.

Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben. Der Jahreswettbewerb
1986/87 lduft von Heft 5/1986 bis
Heft 2/1987. Zwischen dem 1. und 10. Sep-
tember 1987 sind alle durch Beteiligung an
den Wettbewerben der Hefte 5/86 bis 2/87
erworbenen Karten geschlossen an die
Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit ausrei-
chender Frankatur beiliegt.

Die Preistriger und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden ab Heft 6/87 veroffentlicht. Wer
mindestens 10 Antwortkarten (durch die
Beteiligung an den Wettbewerben der
Hefte 5/1986 bis 2/87) erhalten hat und
diese einsendet, erhilt eine Anerkennungs-
urkunde und ein Abzeichen (in griiner
Farbe). Schiiler, die bereits zwei Anerken-
nungsurkunden besitzen und diese mit den
Antwortkarten des Wettbewerbs 1986/87
einsenden, erhalten das alpha-Abzeichen
in Gold (und die Urkunden zuriick). Wir
bitten darauf zu achten, daB alle Postsen-
dungen richtig frankiert sind und die Post-
leitzahl des Absenders nicht vergessen
wird.

Redaktion alpha
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Ma6wm2731 Es ist nachzuweisen, daB

die Summe von fiinf aufeinanderfolgenden
geraden natiirlichen Zahlen stets durch 10
teilbar ist! Schiiler C. Drusla, Schwerin

Ma6m2732 Von einem GroBvater wis-
sen wir, daB sein Sohn soviel Wochen alt
ist wie sein Enkel Tage alt ist. Der Enkel
ist ferner soviel Monate alt wie der GroBva-
ter an Jahren alt ist. Alle drei zusammen
sind 100 Jahre alt. Wie alt ist jeder von
ihnen? Schiiler A. Burian, Neundorf

Ma7m2733 Ineinem Ferienheim gibt es
52 Zwei- und Vierbettzimmer mit insge-
samt 144 Betten. Wieviel Zwei- bzw. Vier-
bettzimmer gibt es in diesem Ferienheim?

Schiilerin D. Berlt, Grimma

Ma7m2734 Ein StraBenbahnzug, beste-
hend aus drei Wagen, ist wie folgt mit
Fahrgisten besetzt: Im zweiten Wagen be-
finden sich drei Fahrgiste mehr als im er-
sten Wagen; im dritten Wagen befinden
sich zwei Fahrgiiste mehr als im zweiten
Wagen.

An der nichsten Haltestelle steigt aus dem
ersten Wagen die Hilfte der dort vorhande-
nen Fahrgiste, aus dem zweiten Wagen
steigen sechs Fahrgiste aus. Aus dem drit-
ten Wagen steigt kein Fahrgast aus; es stei-
gen vielmehr drei Fahrgéste hinzu. Nun
werden in allen drei Wagen zusammen
60 Fahrgiiste befordert. Wie viele Fahrgiste
befanden sich vor dem Aus- bzw. Einstei-
gen an dieser Haltestelle in jedem der drei
Wagen? Sch.

Ma7m2735 Gegeben sei ein Trapez
ABCD mit AB|CD. Es seien E, F bzw. G
die Mittelpunkte der Trapezseiten AD, BC
bzw. CD. Wieviel Prozent des Flichenin-
halts des Trapezes betrdgt der Flachenin-
halt des Dreiecks EFG? )
Schiiler A. Meckel, Friesen

Ma7m2736 Vier Briider wollen eine An-
zahl Niisse zu gleichen Teilen unter sich
aufteilen. Da sich die Anzahl der Niisse
nicht durch 4 teilen 1id8t, schldgt einer der
Briider vor, einem gerade anwesenden
Freund finf Niisse abzugeben, wodurch
eine gleichmifige Verteilung der Niisse
unter den Briidern mdoglich sein wiirde.
Nach der erfolgten Aufteilung macht ein
weiterer Bruder den Vorschlag, da8 jeder
von ihnen dem Freunde auBerdem noch
den zehnten Teil seiner erhaltenen Niisse
abgeben sollte, weil dann der Freund eben-
soviel Niisse wie jeder der vier Briider ha-
ben wiirde. Wie viele Niisse waren es im
ganzen? Sch.

Ma 8 m2737 Jede der Personen A, B und
C macht iiber eine dreistellige natiirliche
Zahl n genau eine wahre und genau eine
falsche Aussage. Die natiirliche Zahl n ist
zu ermitteln.

A: (1) n hat die Quersumme 18.

(2) n ist durch § teilbar.

B: (1) n ist durch 2, aber nicht durch 4
teilbar.

(2) n ist eine Primzahl.

C: (1) n besteht nur aus ungeraden Zif-
fern.

(2) Die Grundziffern von n stellen Zah-
len dar, die von links nach rechts
gelesen stets groBer werden.

J. Grundmann, Limbach-Oberfrohna

M28m2738 Begriinde, warum die Sum-
. .. a
me aus einem positiven echten Bruch b

und seinem Kehrwert L2 groBer als 2 ist!
a Sch

Ma8m2739 Im rechtwinkligen Dreieck
ABC mit der 8cm langen Seite BC, der
6cm langen Seite AC und dem rechten
Winkel X ACB seien durch den Mittel-
punkt der Seite BC die Parallelen zu den
anderen Dreiecksseiten gezeichnet. Es sind
Umfang und Flicheninhalt des entstande-
nen Parallelogramms zu berechnen.

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma8m2740 Gegeben ist ein Rechteck
ABCD. Die Seite 4B sei 60 m, die Seite AD
sei 40 m lang. E sei der Mittelpunkt der
Seite CD. Eine Gerade g durch E soll die
Fliche des Rechtecks so in zwei Teilfld-
chen zerlegen, daB die eine Teilfliche halb
so groB ist wie die andere. Es ist die Lage
des Schnittpunktes der Geraden g mit der
Rechteckseite AB zu beschreiben.

OL W. Melka, Neubrandenburg

Ma9m2741 Fir
gende natiirliche Zahlen gilt: Subtrahiert
man von der Summe ihrer Quadrate ihr
Produkt, so erhilt man den Nachfolger die-
ses Produktes. Diese Aussage ist zu bewei-

zwei aufeinanderfol-

sen. StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma9m2742 Wenn der Preis von 9 Ap-
feln, vermindert um den Preis einer Birne,
13 Denare betrigt und der Preis von 15 Bir-
nen, vermindert um den Preis eines Apfels,
6 Denare betriigt, so frage ich, wie teuer ein
Apfel und wie teuer eine Birne ist. (Auf-
gabe von Johannes Buter aus dem Jahr
1549) mitgeteilt von Schiilerin A. Klinger,

Schwed!

Ma9m2743 Ein rechtwinkliges Dreieck
hat einen Umfang von 84 cm. Die Summe
aus den Quadraten seiner drei Seitenlin-
gen betrigt 2450 cm?. Wie lang sind die
Seiten dieses rechtwinkligen Dreiecks?
Sch.

Ma9m2744 Ralf zeichnet zwei Paralle-
len g und A. Auf g legt er drei paarweise

voneinander verschiedene Punkte 4, B, C
und auf h zwei voneinander verschiedene
Punkte P und Q fest. Er verbindet jeden
der beiden Punkte P und Q auf A mit je-
dem der drei Punkte 4, B, C auf g. Er stellt
fest, daB diese Verbindungsgeraden sich in
genau drei Punkten R, S und T schneiden.
Er stellt weitechin fest: Bei vier statt drei
Punkten auf g gibt es genau sechs Schnitt-
punkte.

a) Wieviel Schnittpunkte wiren es, wenn
auf g sieben Punkte liegen wiirden?

b) Es ist die Anzahl der Schnittpunkte zu
ermitteln, wenn auf g vierzehn paarweise
voneinander verschiedene Punkte liegen
wiirden. StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 10/12 w2745 Die erste Grundziffer
einer natiirlichen Zahl z ist 7. Nimmt man
diese 7 als letzte Grundziffer, so entsteht
eine natiirliche Zahl z’, die fiinfmal kleiner
als z ist. Es ist die kleinste natiirliche Zahl
z zu ermitteln, die diese Bedingung erfillt.

Ch. Bittner, Miihlhausen

M410/12 m2746 In einem Dreieck ABC
seien die Lingen der Seiten AB und AC be-
kannt. AuBerdem kennt man noch die
Lidnge der Winkelhalbierenden des Win-
kels der GroBe o, den die beiden Seiten
AB und AC einschlieBen. Es ist eine alige-
meine Losung flir &« anzugebén.

J. Grundmann, Limbach-Oberfrohna

Ma 10/12 m 2747 Ein rechtwinkliges

Dreieck habe folgende Eigenschaften:

Das Produkt aus den L#ngen seiner drei
Seiten ist viermal so groB wie das Produkt
aus den Lingen seiner drei Hohen. Es sind
die GroSen der beiden spitzen Innenwin-
kel dieses rechtwinkligen Dreiecks zu be-

stimmen! Sch.
Ma10/12m2748 Gegeben sind ein
gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck

und ein Rechteck, dessen eine Seite dop-
pelt so lang ist wie die andere. Die Fli-
cheninhalte von Dreieck und Rechteck
sind gleich. Wenn das Dreieck um eine Ka-
thete und das Rechteck um seine lingere
Seite rotieren, erhdlt man die Rotations-
korper K| und K. Es ist zu zeigen, daB das
Verhiltnis der Volumina beider Rotations-
korper konstant ist.

Ch. Bittner, Mithlthausen

Naturwissenschaft
und Technik

Na/Te 6w 371 Ein Flugzeug fliegt von A
nach B. Um 10 Uhr ist es 1200 km vom
Ziel entfernt, um 11.30 Uhr 300 km. Wann
wird es landen?

Na/Te7m372 Fiir 332M kauften wir
13m Stoff zweier Sorten, und zwar fiir
27,50 M und 22,40M je Meter. Wieviel
Meter Stoff der einzelnen Sorten haben wir
eingekauft?

Na/Te7m373 5h plus 3k Minutea ist
das gleiche wie sechs Stunden minus
2 k Minuten. Ermittle die Zahl k!
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Na/Te8m374 Ein 80m langer Schnell-
zug, der eine Geschwindigkeit von 72 km/h
hat, fihrt an einem stehenden Personenzug
vorbei. Marie-Luise stoppt die Zeit. Das
Vorbeifahren dauert 10s. Wie lang ist der
Personenzug?

Na/Te 8 m 375 Berechne mit dem Ta-
schenrechner und gib einen Ablaufplan!
In welchem Verhiltnis steht die relative
Atommasse von Quecksilber (Hg = 200,5)
zur relativen Atommasse von Kohlenstoff
(C=12)?

Na/Te9m 376 An einem Sicherheitsven-
til wirkt eine Ventildruckkraft von
F,=40N. Das Gegengewicht ist mit
F, =8N festgelegt. Die Gesamtlinge des
Hebels betridgt / =12 cm.

Wie groB sind die Abstdnde /; (vom Dreh-
punkt bis Ventil) und I, (vom Ventil bis
zum Gegengewicht) einzustellen?

i {z

[\ [

Na/Te9m377 Aus einem slowakischen
Mathematikbuch:

a) Berechne, um wieviel Prozent die Pro-
duktion absinken wiirde, wollten wir ohne
Steigerung der Arbeitsproduktivitit von
der achtstiindigen auf die siebenstiindige
Arbeitszeit iibergehen.

b) Um wieviel Prozent miiBte die Arbeits-
produktivitit ansteigen, damit die Produk-
tion nicht absinkt?

Na/Te 10/12 m 378 Ein Stahlrohr besitzt
folgende Abmessungen: Nennweite

1200 mm, Wanddicke 28 mm, Bauldnge
3m und 2 cm starke Isolierschicht auBen.
Zur Bereitstellung des richtigen Hebezeugs
muB das Gewicht des Rohres ohne Isolie-
rung bestimmt werden. Wieviel Quadrat-
meter Blech zur Verkleidung der Isolierung
ist fiir das angegebene Rohr notwendig?

Na/Te 10/12 m 379 Auf einer Ebene von
25% Neigung gleite ein Korper von 500 N
Gewicht mit gleichbleibender Geschwin-
digkeit abwirts. Wie groB sind die Druck-
kraft, die auf die Unterlage ausgeiibt wird,
und die Reibungskraft?

Die natiirlichen Zahlen 1, 9, 8, 7 sollen
durch jeweils vier gleiche Ziffern o, die
durch Operationszeichen bzw. Klammern
miteinander verbunden sind, dargestelit
werden.

l=(z:a) (x:ax)

9=a+atoa'a

§=atoatoe—o

T=ata—a: o
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Interessante
Nachbetrachtung

In alpha 6/1985, Seite 137, sollten Zum
Jahreswechsel alle natiirlichen Zahlen x, y
bestimmt werden, die die Gleichung

1 1 1

+
x Yy
erfullen.
Hans-Henning Wiesner, Merseburg, sandte
uns seine interessante Losung. (Er fand
weitere Losungspaare x, y; wegen der Sym-
metrieeigenschaften der Variablen sind es
insgesamt 9.)
Wir wollen seine Losungsidee nutzen und
sie veraligemeinert fiir jede beliebige Jah-
reszahl j (j + 0) wiedergeben.
(Ahnliche Problematik stellten wir bereits
bei den Magischen Quadraten in al-
pha 6/1984.)
Setzt man in (1) fiir die Jahreszahl die Va-
riable j, so ist nach Multiplikation mit jxy
ptjx=xy. Wegen x>j, y>j substi-
tuiert man
x=j+m, y=j+n. )
Dann ist
JG+n)+jG+m) = (G+m)(G+n)
2+n+j2+mi=jj2+mi+n+mn
A=mn 3
Fir j = 1985 ergibt sich die Primfaktoren-
zerlegung 5-397.
Seia=15, b =397, so ergeben sich fiir m, n
folgende Variationen:
Wegen (3) gilt

1985 M

m n
1 a’b?
a ab?
b a?b
a2 3
ab ab

Da sich die ersten vier Paare noch vertau-
schen lassen, ergeben sich insgesamt neun
Paare und wegen (2) auch neun Lésungs-
paare fiir (1), was auch die Probe bestitigt.
Mit (2), (3) ist somit ein Algorithmus fiir
die Losungspaare aller Jahreszahlen

Jj{ * 0) gegeben.

Fiir 1986 (1986 =2-3-331) giibe es

2-13 + 1 =27 Losungspaare. Fiir 1987
jedoch (wegen j = p, p Primzahl und
m-n=1-p2=p2-1=p-p)sind es

genau die drei Lésungen (p + 1, p2 + p),
(p*+pp+1),Q2p.2p).

Bei einer Unterhaltung mit Prof. Dr. Gro-
nau, Greifswald, kam es noch zu folgender

Ergdnzung: .
Hat j die Primzahlzerlegung
j=p1-p3-... py,

so gibt es genau
k=Qo +1)Qexy+ 1) ...- Qo+ 1)
geordnete Losungspaare.
k+1

)
Daraufhin ergeben sich sofort einige Frage-
stellungen bei Betrachtung der Jahreszah-
len von 1 bis 1987, wie z.B.:
a) Gibt es genau 2 bzw. mehr oder weniger
als zwei Jahreszahlen, die gleich der An-
zahl der Losungspaare sind?
b) Gibt es nur vier Jahreszahlen (nimlich
2, 4, 6, 12), die kleiner sind als die Anzahl
der dazugehorigen Losungspaare?
¢) Fir welche Jahreszahl gibt es die mei-
sten Losungspaare? Ist es 1680 mit
243 Paaren?
Wann wird der Rekord erstmals iiberboten
werden? Ist es im Jahre 2520 mit 315 Paa-
ren?

(Bis auf Symmetrie

H.-J. Kerber

»Mensch, so was wurde doch schon konstruiert!“

»Aber noch nie von einem Computer.“

L IT T
et d




alpha-
Wettbewerb

Kollektive Beteiligung
am alpha-Wettbewerb
1985/86

Pablo-Neruda-OS Ahlbeck; Fr.-Engels-OS, OS
E. Mider, Haus d. Jungen Pioniere, alle Alten-
burg; Fr.-Weineck-0OS, Alsleben; Haus d. Jungen
Pioniere Altentreptow; E.-Schneller-OS, Alt-
Siihrkow; W.-Pieck-OS, Anklam; OS Asbach;
7.08 Aschersleben; S.-Ridel-OS, Bad Gottleuba;
R.-Schwarz-OS, Bad Liebenstein; Stat. Jg. Na-
turf. u. Techn., EOS E.Thilmann, O.-Grotewohl-
OS, alle Bad Salzungen; H.-Duncker-OS, Bad
Kleinen; Zentrale OS H. Beimler, Birenklau; H.-
Heine-OS, Barchfeld; O.-Nowack-OS, Bentwisch;
M.-Poser-OS, Bad Salzungen; 10. OS, 25. OS
Fr. Mehring, 26. OS L. Renn, 33.0S L. Grundig,
41. 0S L. Weiskopf-Henrich, Pionierhaus W. Ul-
bricht, M.-A.-Nex9d-0S, alle Berlin; A.-Becker-
0S, Berlingerode; H.-Clement-OS Bemsbach;
Geschw.-Scholl-OS, Bernsdorf; OS Beuren; OS
Bischofferode; OS Bismarck; OS Fr. Schiller,
Bleicherode; F.-Weineck-OS, Blumberg; OS Blu-
menthal; OS C. Wach, Bockendorf; A.-Bebel-OS,
Boizenburg; OS W. Kornarow, Boxberg; K.-Biir-
ger-OS, Bredenfelde; OS B. Brecht, Brehme; W.-
Seelenbinder-OS, OS H. Beimler, beide Breitun-
gen; OS Dr. Th. Neubauer, Brotterode; M.-Poser-
0OS, Biirgel; W.-Pieck-OS, Burow; W.-Estel-OS,
Buttlar; O.-Koschewoi-OS, Callenberg; 1. OS,
Coswig; Stat. Jg. Naturf. u. Techn., 5. 0S C. Ble-
chen, beide Cottbus; OS B.Kiithn, Dambeck; Fr.-
Reuter-OS, Demmin; M.-Gorki-OS, Dermbach;
0OS Dersekow; OS Makarenko, OS K. Kollwitz,
beide Dingelstddt; OS K. Niederkirchner, Do-
mersleben; OS A Matrossow, Dorndorf; O.-Gro-
tewoh!-OS, Dreitzsch; Pionierpalast W. Ulbricht,
30.08, beide Dresden; E.-Weinert-OS, Deuna;
M.-Curie-OS, Dohna; OS Diirrdhrsdorf; W.-
Pieck-OS, Eberswalde; OS Eckarisberga; OS
Fr. Engels, Effelder; W.-Pieck-OS, Eichhof; OS
Fr. Heckert, Eisleben; OS H. Grundig, Elirich;
1. OS R. Amstadt, Elsterwerda; E.-Weinert-0OS,
Empfertshausen; G.-Dobrowski-OS, Falkenberg;
G.-Dimitroff-OS, Falkenstein; OS Th. Miintzer,
Fambach; W.-Pieck-OS, Fehrbellin; 5. OS G. Bi-
mitroff, Finsterwalde; alpha-Club, Flessau; B.-
Brecht-OS, Floh; Spezialschule C. F. GauB, Sta-
tion Jg. Techn. u. Naturf., beide Frankfurt/O.;
E.-Thilmann-OS, BBS Edelstahlwerk, beide Frei-
tal; OS Friedeburg; OS I Friedland; Station Jg.
Naturf. u. Techniker alpha, Fiirstenwalde; R.-
Amstadt-OS, Geisa; J.-Gagarin-OS, Geithain;
Haus der Jungen Pioniere, Gadebusch; K.-Marx-
0S8, Gera; E.-Hartsch-OS, Gersdorf; Kalinin-OS,
Geschwenda; OS  Gielow; K.-Kriipler-OS,
Gnoien; 7. 08, 13. 0S, beide Gorlitz; R.-Schulz-
OS, Golzow; Haus d. Jungen Pioniere Br. Kiihn,
Gotha; Kreisklub Jg. Math. Grifenhainichen;
Kreisklub Jg. Math.,, E.-Thilmann-OS, beide
Greifswald; OS Grabowhife; OS H. Beimler, OS
J. 'Gagarin, beide GreuBen; A.-Frank-OS,
Grimma; OS W. Seelenbinder, Gréden; A.-Wal-
ther-0S, Gréditz; OS C. Zetkin, Groitzsch; OS
GroBbartloff; OS A. Kuntz, GroBbodungen; OS
E. Hoernle, GroBfurra; alpha-Club GroBriickers-
‘walde; J.-Gagarin-OS, Griinhain; Th.-Miintzer-
08, Gumpelstadt; OS GroBschénau; OS H.Giin-
ther, Hachelbich; M.-Gorki-OS, Hainichen; Stat.
Jg. Naturf. H. Rockmann, Marx-Engels-Schule,
beide Halberstadt; Kreisklub Halle-Siid; OS f.
Kérperbehinderte, Halle; Stat. Jg. Techn. u. Na-
turf. Ziolkowski, W.-Koenen-OS, beide Halle-
Neustadt; OS J. Marchiewski, Havelberg; OS
Haynrode; OS Hammerbriicke; OS B. Koenen,

Hedersleben; Schule der DSF, Heiligengrabe;
EOS W. Pieck, Heiligenstadt; P-Schreier-OS,
Hennigsdorf; OS Th. Miintzer, Hermannsdorf;
M.-Gorki-OS, Hillersleben; OS Hiddensee; Goe-
the-OS, Hohenleipisch; OS Horka; 21. OS,
Hoyerswerda; E.-Egert-OS, Hundeshagen; Goe-
the-0OS, Ilsenburg; G.-Dimitroff-OS, Immelbom;
G.-Ewald-OS, Ivenack; A.-Becker-OS, Jatznick;
OS M. Poser, OS W. Pieck, beide Jena; OS Kal-
tennordheim; OS A. Becker, Kamsdorf; Cl.-Zet-
kin-OS, Kandelin; H.-Beimler-OS, Karbow; N.-
Kopernikus-OS, OS f. Korperbehinderte Dr.
F. Wolf, E.-Schneller-OS, A.-Matrossow-OS, E.-
Thilmann-OS, Fr.-Matschke-OS, P.-Tschaikow-
ski-OS, H.-Menzel-0S, alle Karl-Marx-Stadt; E.-
Boberg-OS, Karlsburg; OS Katzow; OS Cl. Zet-
kin, Kaulsdorf; OS Th. Rybarczyk, Kemberg, OS
Th. Neubauer, Kieselbach; OS Kirchworbis;
Kreisklub Math. Kleinmachnow; OS Th. Miin-
tzer, Klettenberg; H.-Matern-OS, Klietz; W.-See-
lenbinder-OS, Koénitz; OS Konigsmark; OS
E. Thilmann, Kéthen; OS Kiillstedt, OS Cl. Zet-
kin, Laage; OS Latdorf; Goetheschule, Lauscha,
OS E. Weinert, Legefeld, R.-Teichmiiller-OS,
Leimbach; K.-Liebknecht-OS, Dr.-S.-Allende-
0S, OS R. Luxemburg, 4. OS J. C. Fublrott, E.-
Thilmann-OS, alle Leinefelde; Haus d. Jungen
Pioniere A. Saefkow, O.-Schon-OS, beide Leip-
zig; M.-Poser-OS, Lengfeld; G.-E.-Lessing-0S,
Lengefeld; G.-Dimitroff-OS, Lenzen; E.-Thil-
mann-OS, Leutenberg; OS Leutersdorf;, W.-
Pieck-OS, Lichte; O.-Grotewohl-OS, EOS Prof.
Dr. Schneider, beide Lichtenstein; AG Math.
Lieberose; Pestalozzi-OS, Ldbau; OS W. Wall-
stab, Loderburg; W. Seelenbinder-OS, Ldossau;
Stat. Jg. Naturf. u. Techn. Liibz; Haus d. Jungen
Pioniere Th. K6mer, Goethe-OS, beide Ludwigs-
lust; Lenin-OS, Magdeburg; W.-1.-Lenin-OS,
Malchin; J.-Gagarin-OS, Meiningen; OS J. Gaga-
rin, Merkers; Fr.-Heckert-OS, Milkau; OS Mittel-
stille; E.-Steinfurth-OS, Mittenwalde; OS
H. Danz, Moser; Kinderheim Munzig; OS Nach-
terstedt; O.-Grotewoh!-OS, Naumburg; OS
H.Beimier, Naundorf; OS W.Bykowski, Neetzow;
R.-Hallmeyer-OS, Neundorf; Goetheschule, Fr.-
Schiller-OS, beide Neustadt; W.-Seelenbinder-
0S, Niederlichtenau; Dr.-Th.-Neubauer-Schule,
Niederorschel; W.-Pieck-OS, Niederwiesa; OS
Niegripp; Haus d. Jungen Pioniere H. Matern,
Nordhausen; AG Jg. Math., Nossentiner Hiitte;
0OS Obhausen; OS Oberlichtenau; OS E. Weinert,
Oberlichtenau; Humboldtschule, Oberlungwitz;
H.-Warnke-Schule, Oederan; OS Olbersdorf;
Haus d. Jungen Pioniere H. Coppi, Oranienburg;
EOS K. Marx, Oschersleben; E.-Vogel-OS, 2. 0S
Pestalozzischule, beide Oschatz; OS Osternien-
burg; OS W. Pieck, Osterwieck; Haus d. Jungen
Pioniere P.Goring, Parchim; Haus d. Jungen Pio-
niere E.Weinert, Pasewalk; OS Dr. Th. Neubauer,
Pfaffschenda; Pdd. Kreiskabinett, Plauen; OS
G. Haak, Pima; Makarenko-OS, Plessa; OS
E. Schneller, Polleben; 5. OS A. S. Makarenko,
17. OS, beide Potsdam; EOS Pritzwalk; OS Prit-
zerbe; Dr.-Th.-Neubauer-OS, Rackwitz; OS Pe-
stalozzi, Radebeul; W.-1.-Lenin-OS, Radewege;
OS RabBnitz; Fr.-Engels-OS, Rathenow; E.-Wei-
nert-0S, Reichenbach; E.-Thilmann-OS, Rein-
berg; OS H.Rau, Rheinsberg; OS U. Steinhauer,
G.-Hauptmann-OS, J.-Gagarin-OS, alle Ribnitz;
Spezialschule Fr. Engels, Riesa; J.-Gagarin-OS,
Riethnordhausen; J.-Curie-OS, Roébel; J.-Curie-
OS, Ronneburg, H.-Matern-Schule, Rochlitz;
Ziolkowski-OS, RoBdorf; Fr.-Schmenkel-OS,
Roskow; Haus d. Jungen Pioniere, 66. OS
O. Buchwitz, 34. OS M. Reichpietsch, alle Ro-
stock; OS S. Kosmodemjanskaja, Rotterode; W.-
Pieck-OS, Rotta; OS K. Niederkirchner, Saal; E.-
Weinert-OS, Saalfeld; Stat. Jg. Techn. u. Naturf.
Salzwedel;, T.-Bunke-OS, Sanitz; W.-Pieck-OS,
Stat. Jg. Naturf. u. Techn., beide Sangerhausen;
OS H. Matern, Schernberg; OS Schlagsdorf, W .-
Pieck-OS,  Schlottwitz;  G.-Hauptmann-OS,

Schleusingen; OS M. Gorki, Schkélen; 4. 0S, OS
K. Marx, J.-G.-Seume-OS, OS H. Danz, alle
Schmalkalden; Schule d. DSF, Schneidlingen;
Haus d. Jungen Pioniere, Schénebeck; OS Kuba,
Schorssow; OS Fr. Engels, Schwallungen; H.-
Beimler-OS, Schwarzenberg;, OS F. Fribel,
Schweina; Haus d. Jungen Pioniere, M.-May-OS,
beide Sebnitz; Fr.-Reuter-OS, Siedenbollentin;
OS Th. Miintzer, Silkerode; OS Sohland; OS
J. R. Becher, OS W. Pieck, OS Gliick-auf, alle
Sondershausen; OS Sponholz; K.-Marx-0S,
Spremberg; Kreisklub Jg. Math. Spremberg; Stat.
Jg. Naturf. u. Techn. Stahnsdorf, OS K. Lieb-
knecht, Stadtlengsfeld; J.-Fulik-OS, Steinbach;
OS Steinsdorf; A.-Becker-OS, Stralendorf; Pio-
nierhaus F. Weineck, Strausberg; Dr.-S.-Allende-
0OS, Stralsund; OS Strobeck; OS E. Thilmann,
Steinbach-Hallenberg; Schule d. DSF, Struppen;
12. OS Dr. R. Sorge, Suhl; H.-Beimler-OS, Tan-
tow; OS E. Schneller, Taubenheim; J.-Gagarin-
0S8, Teistungen; OS G.Eisler, K.-Niederkirchner-
08, beide Teterow; K.-Liebknecht-OS, Teuchem;
OS Fr. Mehring, Tiefenort; E.-Schneller-OS, To-
plitz; A.-Einstein-OS, Pestalozzischule, beide
Torgelow; E.-Thilmann-OS, OS W. Pieck, beide
Trusetal; Ehm-Welk-OS, Goetheschule, A.-Nitz-
08, alle Ueckermiinde; H.-Beimler-OS, Unter-
breizbach; E.-Schneller-OS, Umshausen; OS
J.G.Seume, Vacha; OS Vitzenburg; A.-Bebel-OS,
Vogelsang; OS Viernau; OS Volkershausen; R.-
Luxemburg-OS, Waldau; Goetheschule, Waren;
OS Wechmar; H.-Beimler-OS, Wefensleben; OS
WeiBenborn-L.; OS R.Luxemburg, Werbelow; J.-
Gagarin-OS, Werneuchen; OS Wemshausen; OS
Wesenberg, OS Westerengel;, OS L. Fiimberg,
Wegeleben; H.-Matern-OS, Weida; Karl-Marx-
08, Wilkau-HaBlau; OS H. Matern, Wipperdorf;
Kreisklub Jg. Math. Wittenberg; Stat. Jg. Naturf.
u. Techn., Fr.-Engels-OS, beide Wittstock; Win-
terlager d. Kreises, OS W.I. Lenin, H.-Wermer-
08, alle Worbis; OS Th. Miintzer, Wulfen; OS
E.Schultz, Wulkenzin; Stat. Jg. Naturf. u. Techn.
Zembschen; OS W. Seng, Zepernick; OS Ziesar;
OS J.H. Pestalozzi, Zschomewitz
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Die Buchstaben sind so durch die Ziffern 0
bis 9 zu ersetzen, daB eine richtig geloste
Aufgabe entsteht. Dabei bedeuten gleiche
Buchstaben gleiche Ziffern und verschie-
dene Buchstaben verschiedene Ziffern.
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20 Jahre alpha

Aufruf

Seit 20 Jahren erscheint die Mathemati-
sche Schiilerzeitschrift alpha. Herausgege-
ben von ihrem Chefredakteur OStR J. Leh-
mann (Ehrenmitglied der Mathematischen
Gesellschaft der DDR) und einem erfahre-
nen Redaktionskollegium hat diese Zeit-
schrift entscheidenden Anteil an der ma-
thematischen Bildung unserer Jugend, bei
der Forderung der Olympiaden Junger Ma-
thematiker und der Pflege des mathemati-
schen Wettbewerbs schlechthin. Ein breiter
Leser- und Autorenkreis fiihlt sich mit die-
ser Zeitschrift eng verbunden, zum al-
pha-Wettbewerb gehen jihrlich etwa
100000 Losungen bei der Redaktion ein.
Dennoch sollte jeder Mathematiker und
mathematisch interessierte Leser priifen,
ob er nicht in der Lage ist, durch eigene
Beitrige (oder Aufgabenstellungen) das
Angebot an interessanten Artikeln und
Problemen zu stirken, neue Anwendungs-
bereiche der Mathematik aufzuzeigen und
das Interessenfeld Mathematik noch viel-
seitiger dem Schiiler verstindlich darzule-
gen. Deshalb ruft der Vorstand der Mathe-
matischen Gesellschaft der DDR
(MGdDDR) alle Mitglieder dieser Gesell-
schaft, Lehrer, Hochschullehrer und in der
Industrie und Volkswirtschaft titigen Ma-
thematiker der DDR sowie alle aktiven Le-
ser der alpha auf, die erzieherische und pu-
blizistische Wirksamkeit dieser Schiiler-
zeitschrift durch eigene Beitrdge aktiv zu
fordern. Besonders gute Einsendungen (an
die alpha-Redaktion) wird die MGdDDR
Zu gegebener Zeit mit einer kleinen Aner-
kennung honorieren.
Prof. Dr. R. Klotzler
Vorsitzender der MGdDDR

Zitiert aus der alpha 1/1967

... Die Zeitschrift dient der Forderung der
mathematisch Interessierten unter Euch,
liebe Midel und Jungen, und der Entwick-
lung eines breiten Interesses fiir die bedeu-
tende und schone Wissenschaft Mathema-
tik ...
Moge die Zeitschrift alpha dem grofen
und schonen Ziel dienen, Euch zu hohen
mathematischen Leistungen zu befdhigen
und dafiir zu begeistern, Euer Wissen und
Konnen mit ganzem Herzen fiir die Sache
des Sozialismus einzusetzen.
In diesem Sinne wiinsche ich Eurer Zeit-
schrift viel Erfolg.

M. Honecker, Minister fiir Volksbildung
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Die ,Redaktion“ besteht aus einem Chefre-
dakteur und einer Redaktionsassistentin.
Wertvollste Helfer waren in diesen beiden
Jahrzehnten die Gutachter Dr. R. Hofmann,
NPT H.Kdstner und Dr. C.-P. Helmholz von
der Seklion Mathematik der Karl-Marx-
Universitit Leipzig. Mit Rat und Tat half
das Redaktionskollegium. In gemeinsamer
Arbeit entstanden 120 alpha-Hefte fiir un-
sere 54000 Leser. Personlicher Einsatz bei
der Beschaffung und a/pha-gerechten Bear-
beitung zahlreicher Beitrige und Aufga-
benzusammenstellungen garantierten ein
hohes Niveau unserer Zeitschrift.

Unser Dank gilt den zahlreichen Wissen-
schaftlern, den Lehrern, den zahlreichen
Mitstreitern aus der geselischaftlichen Pra-
xis und nicht zuletzt den Schilern. Durch
ihre Artikel halfen sie tausenden Jungen
Mathematikern, ihr Wissen und Kénnen zu
iberpriifen, zu vertiefen und zu erweitern,
gaben Impulse, sich mit spezieller, weiter-
fihrender Literatur zu beschiftigen. Ar-
beitsgemeinschaften, Kreis- und Bezirks-
klubs, Mathematische Schiilergesellschaf-
ten, Korrespondenzzirkel nutzten in ihren
Kollektiven das Material, stellten aber
gleichzeitig ihre Arbeitsergebnisse zur Ver-
figung.

Zwischen den mathematischen Schiiler-
zeitschriften der sozialistischen Bruderlan-
der bestehen seit langem enge Paten-
schaftsbeziehungen, die sich besonders
durch Austausch von Beitriigen, Literatur,
durch Aufgabenzusammenstellungen und
personlichen Aussprachen, meist im Rah-
men der Internationalen Mathematikolym-
piaden, mit dem Chefredakteur der alpha
zeigten. Mit zahlreichen weiteren Zeit-
schriften besteht ein stindiger Austausch.
Bild 1 zeigt einen Erfahrungsaustausch des

Chefredakteurs der finnischen Schiilerzeit-

schrift Functio (im Bild Mitte) mit dem der
alpha (im Bild rechts).

Ein alpha-Schwerpunkt ist die Verdffentli-
chung aller gestellten Aufgaben der Olym-
piaden Junger Mathematiker der DDR und
der Internationalen Mathematikolympiade
(IMO). Dariiber hinaus wérden die reichen
Erfahrungen besonders der sozialistischen
Léinder auf dem Gebiete der verschieden-
sten Wettbewerbe verdffentlicht. Sie wek-
ken Interesse, fordern Talente in unserem
Fachgebiet. Bild 2 zeigt einen Ausschnitt
aus der Siegerehrung in dem Auditorium
maximum der Humboldt-Universitdt an-
1aBlich der IV. DDR-Olympiade.

alpha wird in 17 Lindern der Erde abon-
niert, besonders in der Sowjetunion und in
Osterreich. Im Jahr verlassen etwa
1400 Briefe die Redaktion, sei es in
deutsch, russisch, englisch oder franzo-
sisch. Sie sind ein Spiegelbild unserer Ver-
bindung mit dem Leser. Aus dieser Korre-
spondenz “entspringen ebenso viele Im-
pulse wie anliBlich der zahireichen Leser-
konferenzen im Rahmen der Arbeitsge-
meinschaften, der Olympiadebewegung
und zahlreichen personlichen Kontakten
der Redaktionsmitglieder im In- wie im
Ausland.

In zwanzig fahren sorgiten die Druckerei
Frankenstein (Leipzig), die Staatsdruckerei
der DDR (Berlin} und seit 1976 der Gra-
phische GroBbetrieb INTERDRUCK fiir
eine jederzeit sach- und fachgerechte Her-
stellung, eine piinktliche Auslieferung der
Hefte. Unser Dank gilt auch den Angestell-
ten der Deutschen Post und dem seit zwei
Jahrzehnten unermiidlich fiir die hervorra-
gende graphische Gestaltung Verantwortli-
chen H.Tracksdorf sowie dem fiir die zahl-
reichen, oft nicht leichten technischen
Zeichnungen titigen OL G. GruB (beide
Leipzig). Bild 3 zeigt den Chefredakteur
bei einer Beratung mit zwei Ingenieuren
der Abt. Herstellung.

In unserer Republik gibt es Tausende von
Arbeitsgemeinschaften und Interessenge-
meinschaften. alpha unterstiitzt ihre Teil-
nehmer kontinuierlich in vielféltiger
Weise, sei es durch ,mathematischen
Speck®, d.h., durch altersgerechte Facharti-
kel, durch Beispiele fiir eine lebendige
auBerunterrichtliche Titigkeit. Aus zahl-
reichen Leserbriefen spricht das stete Inter-
esse fir unsere Wandzeitungsarbeit, durch
die Sprach-, Schach-, Briefmarkenecke, lu-
stige Knobeleien, Vignetten und Spiele.
Am beliebtesten dabei ist die Doppelseite:
In freien Stunden - alpha-heiter. Bild 5
zeigt die WissensstraBe Mathematik des al-
pha-Clubs der J.-Schehr-OS Leipzig auf
dem Pressefest der Leipziger Volkszeitung.

Mit dem ersten alpha-Heft (1/67) wurde
durch Initiative des Chefredakteurs der
Wettbewerb ins Leben gerufen,. Wir waren
stolz, denn mit dem Jahrgang 1967 gingen
5100 Losungen ein. Heute, zwei Jahr-
zehnte spiter, erreichen uns pro Jahr etwa
100000 Lésungen, d.h., in 20 Jahren wur-
den insgesamt 1386300 Losungen einge-
sandt, sortiert, korrigiert und Antwortkar-
ten geschrieben, eine stolze Bilanz.

Wir danken allen Wettbewerbsteilnehmern
fir ihre fleiBige und gewissenhafte, meist
ausdauernde Mitarbeit. Pro Jahr gehen
rund 4500 Urkunden und Abzeichen in
alle Teile der DDR und ins Ausland. Ver-
lage unserer Republik unterstiitzen uns
dankenswerterweise mit Buchpreisen im
Werte von 2 500 bis 3 000 Mark. Der Verlag
Volk und Wissen stellt jahrlich
24000 Mark zur 6konomischen Sicherung
dieses Wettbewerbs zur Verfiigung. Unser
Dank gilt den beiden Korrektoren J. Leh-
mann, Ch. Déhler, beide Leipzig, den flei-
Bigen Helfern, welche die Antwortkarten
schreiben, der stets emsigen Redaktionsas-
sistentin, die alles termingerecht bewiiltigt
und vor allem den beiden langjihrigen
Aufgabenexperten Dr. W. Fregin (Leipzig)
und OStR Th. Scholl (Berlin), welche mit
Herz und Sachverstand Heft um Heft lehr-
plangerecht, im Inhalt den Klassenstufen
angemessen und interessant, eine bunte Pa-
lette von Problemen zusammenstellten aus
der erfreulich hohen Zahl von Aufgaben-
vorschligen aus dér Leserschaft. Bild 4
zeigt den Chefredakteur und die Redak-
tionsassistentin. In Kleinarbeit haben sie
(innerhalb einer Sero-Stelle) die 26 332 L§-
sungen eines Heftes (6/1981) gestapelt.



Ausblick

Wer die alpha aufmerksam studiert, wird
eine stete inhaltliche Weiterentwicklung
spiiren. Seit 1975 z.B. gingen wir verstiarkt
auf naturwissenschaftliche Probleme ein,
erweiterten den Wettbewerb aus eigener
Initiative mit Physik- und Chemie-Aufga-
ben. Selbstverstindlich unterstiitzen wir
seit 1984 die Arbeit mit dem Schultaschen-
rechner.

Bald werden wir — Zug um Zug - durch
Beitrige, Informationen und Literaturhin-
weise die Wechselwirkung zwischen der
Rechentechnik und der Mathematik auf-
zeigen. Fiir 1987 liegen Aufgaben aus Na-
tur und Technik, Komplexaufgaben, Bei-
trige, welche die Wechselwirkung von
Mathematik und Praxis zeigen, historische
Abrisse vor. Im Kollektiv entstand - in
Auswertung der Beschliisse des XI. Partei-
tages der SED - ein langfristiger Plan zur
Weiterentwicklung der mathematischen
Schiilerzeitschrift alpha.

alpha, Berlin 20 (1986) 6 - 133



XXVII. Internationale
Mathematikolympiade

Warschau, 4. bis 15.Juli 1986

Aufgaben

1. Sei d eine positive ganze Zahl +2, 5, 13.
Man zeige:

In der Menge {2, 5, 13, d} gibt es zwei ver-
schiedene Elemente a, b, fir die ab -1
keine Quadratzahl ist. (BRD)

2. In der Ebene ist ein Dreieck A;4,4; und
ein Punkt P, gegeben. Wir setzen 4, = 4;_,
fir alle s = 4. Wir konstruieren die Folge
Py, P, P,, ... von Punkten, so daB P, sich
als Bild von P; bei der Drehung um A,
um 120° im Uhrzeigersinn (mathematisch
negativ) ergibt (k=0,1,2,...).

Man zeige:

Wenn Pyg = Py ist, dann ist das Dreieck
A,A,A,gleichseitig. (China)
3. Den Eckpunkten eines regelmidBigen
Fiinfecks ist je eine ganze Zahl so zugeord-
net, daB die Summe dieser fiinf Zahlen po-
sitiv ist. Sind X, Y bzw. Z drei aufeinan-
derfolgende der finf Punkte und x, y bzw.
z die ihnen'zugeordneten Zahlen, wobei
y <0 ist, so ist folgende Operation erlaubt:
Die Zahlen x, y bzw. z werden in dieser

Unsere Mannschaft der IMO 86:
Prof. Dr. Burosch, Delegationsleiter

Prof. Dr. Gronau, stellv. Delegationsleiter
Jorg Jahnel, 1.Preis 41 Punkte

Reihenfolge durch x + y, —y bzw. z + y er-

setzt.

Diese Operation wird so oft wiederholt, wie

sich ein y < 0 findet.

Man entscheide, ob man dabei stets nach

endlich vielen Schritten abbrechen muB.
(DDR)

4. Es seien 4, B zwei benachbarte Ecken
eines regelméBigen n-Ecks (n = 5) mit dem
Mittelpunkt O. Es wird ein zu OAB kon-
gruentes Dreieck XYZ zunichst mit dem
Dreieck OAB zur Deckung gebracht und
dann so bewegt, daB sich der Punkt X stets
innerhalb des n-Ecks und die Punkte Y
und Z stets auf den Seiten desselben befin-
den.
Man bestimme alle méglichen Lagen, die
X einnehmen kann, wenn Y und Z gemein-
sam den Rand des n-Ecks durchlaufen.
(Island)

5. Man bestimme alle Funktionen f, die
auf der Menge R; der nichtnegativen reel-
len Zahlen definiert sind, nur nichtnega-
tive reelle Werte annehmen und die folgen-
den drei Bedingungen erfiillen:

Stefan Giinther, 2. Preis 31 P.
M.-Torsten Tok, 2. Preis 31 P.
Ingo Warnke, 2.Preis 26 P.
Giinter Doge, 3. Preis 24 P.
Harald Heidler, 3.Preis 19 P.

Die zwei Siegermannschaften der USA und der UdSSR
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a) fx f))-f) =flx+y)
fir alle x,ye Ry
b) f(2)=0
c) f(x)*0 fir 0=x=2
(GroBbritannien)

6. In der Ebene sei eine endliche Menge
von Punkten gegeben, die beziiglich eines
festen Koordinatensystems lauter ganzzah-
lige Koordinaten haben.

Man entscheide, ob es stets moglich ist, ei-
nige dieser Punkte rot und die iibrigen die-
ser Punkte weiBl zu firben, so daB sich fiir
jede Gerade, die zu einer der Koordinaten-
achsen parallel verlduft, die Anzahl der auf
ihr gelegenen roten Punkte von der Anzahl
der auf ihr liegenden weiBen Punkte um

héchstens Eins unterscheidet. (DDR)
Inoffizielle Linderwertung —
Preisverteilung
[ @2 & @
3T g ERE
A8 £ S & =
1 USA 203 3 3 -
UdSSR 203 2 4 -
3 BRD 196 2 4 -
4 VR China 177 3 1 1
5 DDR 172 1 3 2
6 SR Rumiénien 171 2 2 1
7 VR Bulgarien 161 1 3 2
8 Ungarische VR 151 1 2 2
9 CSSR 149 - 3 3
10 SR Vietnam 146 1 2 2
11  GroBbritannien 141 - 2 3
12 Frankreich 131 1 1 2
13 Osterreich 127 - 2 2
14  Israel 19 - 2 2
15  Australien 117 - - 5
16 Kanada 112 - 2 1
17 VR Polen 93 - - 3
18 Marokko 9% - 1 2
19 Tunesien 85 - - 1
20  Jugoslawien 84 - - 2
21 Algerien 80 - - 2
22 Belgien 79 - 1 2
23 Spanien (4) 7% - 1 2
24 Brasilien 69 1 - -
25 Norwegen 68 - 1 -
26 Griechenland 63 - - 2
27 Finnland 60 - - 1
28 Kolumbien 8 - - -
29 Schweden 57 - - 1
30 Tiirkei 55 - - -
31 Mongolische VR 54 - - -
32 Zypem 53 - 1 -
33 Kuba s1 - - -
34 Italien (3) 49 - -
35 Kuweit (5) 48 - - -
36 Island (4) 37 - - -
37 Luxemburg 2) 22 - - -
18 41 48

Jede Mannschaft bestand aus 6 Schiilemn
bzw. aus der in Klammem angegebenen
Anzahl von Schiilern.
* Sowie ein Sonderpreis fur die elegante
Losung einer Aufgabe.



Schriftliche AbschluBpriifung

Fach Mathematik

Klassenstufe 10 — Schuljahr 1985/86

Pflichtaufgaben

1. In der DDR werden jihrlich erhebliche
Mittel aus dem Staatshaushalt zur Siche-
rung stabiler und niedriger Preise fiir Wa-
ren des Grundbedarfs bereitgestellt.

a) Im Jahre 1982 betrugen die Gesamtaus-
gaben des Staatshaushalts der DDR
182 Milliarden Mark. Davon wurden
11,7 Milliarden Mark zur Stiitzung von Le-
bensmittelpreisen ausgegeben. Wieviel
Prozent der Gesamtausgaben sind das?

b) Fiir das Jahr 1983 wurde der Betrag von
11,7 Miltiarden Mark um 3,4 Prozent er-
hoht. Wieviel Milliarden Mark wurden
1983 zur Stiitzung von Lebensmittelprei-
sen ausgegeben?

2. a) Losen Sie die Ungleichung
2B3x+5)>9x—-(5—-2x) (xeP)!
b) Geben Sie von den vier Zahlen

37
-3,01; 0; 3; T0
diejenigen an, die diese Ungleichung erfiil-
len! '

3. Durch die Gleichung

y=x24+2x—-125 (xeP)

ist eine Funktion gegeben.

a) Berechnen Sie die Nullstellen dieser
Funktion!

b) Der Graph dieser Funktion ist eine Para-
bel. Ihr Scheitelpunkt sei S.

Emitteln Sie rechnerisch die Koordinaten
von S!

¢) Zeichnen Sie die Parabel mindestens im
Intervall -3 < x=1!

d) Welche Zahl ist in die Gleichung y = x?
+2x + q fiir ¢ einzusetzen, damit die da-
durch gegebene Funktion genau eine Null-
stelle hat?

4, Um die Hohe CF eines Turmes zu ermit-
teln, dessen FuBpunkt F unzuginglich ist,
kann man wie folgt vorgehen:

Skizze (nicht mabBstiblich) ¢

Man steckt eine Standlinie 4B so ab, daB
A, B und F auf einer Geraden liegen, und
miB die Erhebungswinkel xBAC und
X% FBC (siehe Skizze!).

Bei einer solchen Messung ermittelte man
folgende Werte:

AB = ¢ = 650m,
ABAC = a = 35,0°,
AFBC = § = 62,0°

a) Ermitteln Sie mit Hilfe einer maBstibli-
chen Konstruktion die Turmhéhe CF = h!
(Geben Sie diese Hohe in Metern an!)

b) Berechnen Sie

— die GroBe des Winkels 5 ACB = p,

~ dije Linge der Strecke BC = g,

— die Turmhohe CF = h!

5. Gegeben ist ein spitzwinkliges Dreie_ck
ABC mit den Hohen A, = CD und h, = AE.
a) Zeichnen Sie eine entsprechende Planfi-
gur!

b) Beweisen Sie, daf die Dreiecke ABE
und DBC einander dhnlich sind!

6. a) Schreiben Sie die Zahlen 625000 und
0,074 in der Darstellung mit abgetrennten
Zehnerpotenzen (d. h. in der Form a - 10™
mitaeR;1=a<10; meG)!

b) Die Abbildung zeigt den Graph einer
Funktion mit der Gleichung y = a-sin bx
im Intervall 0 = x = 4.

Geben Sie fiir diese Funktion a und b an!

-

¢) Geben Sie denjenigen Wert von x an,
flir den der Term

_3

Ix—6
nicht definiert ist!
d) Ein Kreis hat einen Umfang von 17,0 m.
Wie groB ist sein Durchmesser?

Wahlaufgaben

Von den folgenden Aufgaben 7.1., 7.2. und
7.3. brauchen Sie nur eine zu lésen.

7.1. Gegeben ist die Funktion y=—x1—2

(xeP; x*0).

a) Ubertragen Sie die folgende Tabelle auf
Ihr Arbeitsblatt!

Berechnen Sie die fehlenden Funktions-
werte!

X

1|1
_3 _2 —_ —_ =
ol s A R KA
yI T T T T T T
b) Tragen Sie die so erhaltenen Wertepaare
in ein rechtwinkliges Koordinatensystem
ein, und zeichnen Sie den Graph dieser

Funktion!
c) Zeigen Sie,

daB das Zahlenpaar

(@ ; %) zur Funktion gehort!

d) Geben Sie einen Wert fiir x an, so daB

firr den zugehorigen y-Wert gilt: y > 4!

e) Geben Sie alle positiven Werte fiir x an,

so daB fiir die zugehorigen y-Werte gilt:
1

Y<o0"

7.2. Aus einem zylinderférmigen Rund-

stahl mit dem Durchmesser d =60 mm

und der Linge / =150 mm soll ein Werk-

stiick hergestellt werden, das aus einer

Halbkugel, einem Zylinder und einem Ke-

gel besteht (siehe Skizze!).

R S
]
|
1

- - -3 3

R g

1 !

' |

'ITJ
30 30 ;
[ _ 150 S ——

Skizze (nicht mafBstablich)
(MaBangaben in Millimeter)

Wieviel Prozent betridgt der Materialabfall,
der bei der Herstellung des Werkstiicks
entsteht?

7.3. Bei der Rekonstruktion eines Altbaus
wird das Dach erneuert.

Die rechteckige Grundfliche ABCD dieses
Daches hat die Abmessungen AB
=16,0m, BC=10,0m.

Der Dachfirst EF ist 6,0m lang und liegt
5,0 m Gber der Grundfliche. Gegeniiberlie-
gende Seitenflichen des Daches sind kon-
gruent (siche Skizze!).

Skizze (nicht maBstiblich)

a) Stellen Sie dieses Dach in senkrechter
Zweitafelprojektion im MaBstab 1:200
dar!

Bezeichnen Sie die Eckpunkte entspre-
chend der Skizze!

b) Konstruieren Sie die wahre GroBe und
Gestalt der trapezférmigen Seitenflichen
ABFE ebenfalls im MaBstab 1:200!

c) Berechnen Sie die Linge des Dachbal-
kens BF!
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Buchtips

fiir Mathematik,
Naturwissenschaften
und Technik

Kaden, Friedrich
Kleine Geschichte
der Mathematik

176 S., zahlreiche Abbildungen
Bestell-Nr. 6318540 Preis: 12,50 M

Zilch, Reinhold
Auf Mark und Pfennig

112 S., zahlreiche Abb., Pappband
Bestell-Nr. 631 860 4 Preis: 6,80 M

Fiedler, Roland
Streifziige
durch die Mathematik

224 S., zahlr. Abb., Pappband
Bestell-Nr. 631726 5

Kleffe, Hans
Menschen messen Jahr und Tag
Aus der Geschichte der Zeitmessung

und des Kalenders

77 S., zahlr. Abb., z.T. farbig
Bestell-Nr. 632 1213

Preis: 6,80 M

Preis: 8,20 M

Alle 4 Titel: Der Kinderbuchverlag Berlin

Konforowitsch, Andrej G.

Guten Tag, Herr Archimedes

168 S., mit 94 Bildern und 1 Tabelle
Bestell-Nr. 547 006 S Preis: 12,00 M
VEB Fachbuchverlag Leipzig

Grabow, Rolf

Simon Stevin

Biographien hervorragender
Naturwissenschaftler, Techniker
und Mediziner, Bd. 77

116 S. mit 32 Abb.

Bestell-Nr. 666 250 1 Preis: 6,80 M
BSB B.G.Teubner Verlagsgesellschaft
Leipzig

Purkert, W./Illgauds, H.-J.

Georg Cantor

Biographien hervorragender
Naturwissenschaftler, Techniker

und Mediziner, Bd. 79

136 S. mit 16 Abb.

Bestell-Nr. 666 252 8 Preis: 6,80 M
BSB B.G. Teubner Verlagsgesellschaft
Leipzig

Qilde, Werner

Uber Rekorde in der Technik
144 S. mit 40 Abb.
Bestell-Nr. 547 026 8

VEB Fachbuchverlag Leipzig

Preis: 5,50 M

136 - alpha, Berlin 20 (1986) 6

Lehmann, Johannes
3 plus 8 und mitgemacht
80 S., zahlr. mehrfarbige Abb.

Bestell-Nr. 707 857 7

(Fiir Klassen 1 bis 5)
Verlag Volk und Wissen
Volkseigener Verlag Berlin

Preis: 3,00 M

Quaisser, Erhard

Bewegungen in der Ebene

und im Raum

128 S. mit 99 Abb.

Bestell-Nr. 571 1949 Preis: 10,00 M
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften
Berlin

.Sprengel, H.-J./Wilhelm, O.

Funktionen

und Funktionalgleichungen

80 S. mit 23 Abb.

Bestell-Nr. 5711957 Preis: 5,00 M
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften
Berlin

Klotzek, B.

Differentialgeometrie, Band I
140 S. mit 45 Abb.

Bestell-Nr. 571050 8 Preis: 8,00 M
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften
Berlin

Quaisser, E./Sprengel, H.-J.

Extreme

130 S., 51 Abb., MSB Nr. 127

Bestell-Nr. 5714429  Preis: etwa 13,00 M
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften
Berlin

Boltjanskij, V. G./Efremovic, V. A.
Anschauliche

kombinatorische Topologie

200 S., 210 Tafeln, MSB Nr. 129
Bestell-Nr. 5715018  Preis: etwa 18,00 M
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften
Berlin

Conrad, Walter

Technische Kuriosititen

216 S., 79 einfarbige

und 62 zweifarbige Zeichnungen
Bestell-Nr. 653 8750 Preis: 20,00 M
Urania-Verlag Leipzig - Jena - Berlin

Buchreihe:
Wir wiederholen Physik

Band 1: Bewegungen

Bestell-Nr. 5470129 Preis: 6,80 M
Band 2: Krifte
Bestell-Nr. 547014 5 Preis: 6,80 M

Band 3: Flissigkeiten und Gase

Bestell-Nr. 547013 7 Preis: 6,80 M
Band 4: Wirme

Bestell-Nr. 547 136 7 Preis: 6,80 M
Band S: Elektrische Strome

Bestell-Nr. 547 137 5 Preis: 6,80 M
Band 6: Schwingungen

Bestell-Nr. 547 138 5 Preis: 6,80 M

alle 6 Titel: VEB Fachbuchverlag Leipzig

Perelman, Jakow I.

Unterhaltsame Physik

462 S. mit zahir., z. T. farbigen Bildern
Bestell-Nr. 547 028 4 Preis: 19,80 M
VEB Fachbuchverlag Leipzig

Haase, K./Lehmann, D.

Nanos Physik-Abenteuer

230 S. mit zahlr. Abb.

Bestell-Nr. 653 968 5 Preis: 12,00 M
Urania-Verlag Leipzig - Jena - Berlin

Kaden, Friedrich

Rund um die Astronomie

144 S. mit zahlr. mehrfarbigen Abb.
Bestell-Nr. 630 5459 Preis: 17,80 M
Der Kinderbuchverlag Berlin

Ein Teil der Biicher ist durch Vorbestellun-
gen bei den Verlagen vergriffen. Sie sind

~moglicherweise beim  Buchhandel z. Z.

noch vorritig. Wir weisen auf die Moglich-
keit der Ausleihe in Bibliotheken hin.

Kryptogramm

Die SU- und die USA-Delegationsleiter
stellten allen IMO-Teilnehmern der
XXVII. IMO folgende Aufgabe:

y w7

= B

Es war fir alle, die diese Aufgabe l6sten,
besonders beeindruckend, daB dieses
Kryptogramm (verschiedene Buchstaben
2 verschiedene Ziffern) eindeutig losbar ist.




aufgepaBt
nachgedacht

mitgemacht

speziell
fiir Klasse 4/6

Aufgaben fiir
Arbeitsgemeinschaften
Junger Mathematiker,
herausgegeben

im Bezirk Rostock

Ala a)ln der Tabelle findest du jeweils
drei bzw. vier Begriffe. Jedesmal ist ein un-
passender dabei. Welcher?

Hammer Nagel Zange

Linde Tulpe Rose

rot dunkel  blau

Reh Rind Gans  Hase
Dreieck Quadrat Wiirfel Trapez
Meter Kilometer Gramm Zentimeter
45 103 82 78

16 32 26 14 21

b) In der Tabelle ist jedesmal — wie in a) —
ein Begriff der nicht dazugehért. Fiir jede
der vier Gruppen gibt es aber hier zwei L5-
sungen fir das Finden dieses Fremdlings:

Ruder-
boot

Hand-
wagen

Fahrrad Auto

36 26 15 18

64 16. 25 14

Reh Fuchs Hund Fasan Dachs

424 Welches a) der Quadrate und b) der
Rechtecke gehort nicht in diese Reihe?

114"

i s

A34A a) Welche Figur fehlt logischer-
weise?

P) Welche Figuren miissen logischerweise
in die leeren Quadrate eingesetzt werden?

0
A
2

©

N w]e)
o[0]o>

b) g

A 44 FErsetze die Buchstaben durch Zah-
len!

A ist die Hilfte von C;

B ist die groBte einstellige Zahl,

B ist das Dreifache von A;

C ist die Differenz von B und A;

die Summe auf der Diagonalen DCB be-
tragt 27.

Die Summe aller Zahlen ist 35.

AS5a Welches der Wiirfelnetze gehort
zum abgebildeten Wiirfel?
a} b)
v 7 (-] x
). Epl ET
. . .- 0
- -]
A6 A a) Wer findet die meisten Dreiecke
und
b) wer die meisten Trapeze?
a) b)
474 a) Ein Rechteck hat die Seiten-

linge AB =40 cm und BC = 30 cm.

Wie lang ist die Seitenldnge eines Quadra-
tes, das denselben Umfang hat wie das
Rechteck 4BCD?

b) Ein Rechteck hat einen Umfang von
18 cm. Welche verschiedenen Rechtecke
gibt es mit diesem Umfang? Die Seitenlidn-
gen sollen dabei jedoch ganzzahlige Zenti-
meter sein.

A 84 Auseinem Stiick Draht von 1,60 m
Linge soll ein gleichschenkliges Dreieck
gebogen werden. Alle Seitenlingen sollen
Vielfache von 10 cm sein.

Welche verschiedene Méglichkeiten (ver-
schiedene Dreiecke) gibt es?

A9a Das Bild zeigt die Grundrisse von
sechs Gegenstinden. Es handelt sich um
a) einen FuBball,

b) einen leeren Blumentopf,

c) ein Zehnpfennigstiick,

d) einen Wiirfel,

e) einen Kegel,

f) eine Pyramide.

Stelle fest, um welche Bilder es sich han-

OO=RO0

A10Aa Von den 27 Schiilern einer Klasse
konnen 14 radfahren, 19 schwimmen und
9 Schiiler beides.

Wieviel Schiiler konnen weder radfahren
noch schwimmen?

4

A1l a Ulf, Ria, Beate, Astrid, Werner
und Heiko vergleichen ihr Alter:

Astrid ist dlter als Beate, aber jiinger als
Heiko. Ria wurde genau eine Woche friither
als Heiko geboren. UIf ist dlter als Astrid.
Heiko ist idlter als Ulf. Werner ist der Jiing-
ste. Schreibe die Vornamen nach dem Al-
ter auf! Beginne mit dem jingsten Kind!

A 12 a Astrid, Birbel, Cilli, Doris, Elke
und Flora bilden eine Turnriege. Sie sollen
sich nach der GroBe aufstellen. Astrid ist
groBer als Doris, aber kleiner als Elke.
Keine andere Schiilerin ist groBer oder so
groB wie Cilli. Birbel ist groBer als Elke.
Flora ist kleiner als Astrid; sie ist aber
nicht die kleinste der Turnerinnen.

Finde heraus, in welcher Reihenfolge die
Midchen stehen!

Beginne mit dem gré8ten Miadchen!

A13a Wer wurde Sieger?

Petra, Ute und Renate belegten beim
60-m-Lauf die ersten drei Pldtze. Die Sie-
gerin und Renate trainieren in derselben
Gruppe. Die Gewinnerin der Bronzeme-
daille ist Klassenkameradin von Ute, Re-
nate wurde nicht Dritte.

Welchen Platz erhilt jedes Midchen?

A 144 Wer findet alle Wimpelarten?
Aus vier Sorten Stoff (rot, gelb, blau,
schwarz) sollen zweifarbige Wimpel geniht
werden.

Wieviel verschiedene Wimpelarten kann
man herstellen?

A 154 a) Welche Zahl erhdlt man, wenn

man die Differenz des Produkts der Zahlen

3 und 4 und des Quotienten der Zahlen 48

und 6 mit der Zah! 16 addiert?

b) Was ist groBer,

— die Summe der Differenz der Zahlen 35
und 20 und der Zahlen 18 und 9 oder

— die Differenz der Summen der Zahlen
35 und 20 und der Zahlen 18 und 9?

A 16 A Wir suchen alle Zahlen fiir die
gleichzeitig gilt:

a) Die Zahlen sind zweistellig.

b) In allen Zahlen soll das Vielfache von
10 doppelt so groB sein wie das Vielfache
von 1.

¢) Die Zahlen sollen gerade sein.

A 174 Welche Zahlworter enthilt der fol-
gende Satz?

Ein Sechund reifit ganz weit sein Maul auf,
zeigt die Zdhne und sagt: ,Gute Nacht“.

4184 Zwei Radiergummis und zwei
kleine Kalender kosten zusammen 2,40 M.
Dabei ist ein Kalender genau 50 Pf teurer
als ein Radiergummi.

Wie teuer ist jeder Gegenstand?

A19a Ein Betrag von 300 M wird mit
Geldscheinen zu 20M und zu 50M be-
zghlt. Es waren zusammen genau
9 Scheine.

Wieviel Scheine von jeder Art waren es?

420a Die 16 Busse eines Verkehrsbe-
triebes haben insgesamt 512 Pliitze. Es sol-
len 160 Personen beférdert werden.
Wieviel Busse werden ben&tigt?
Dr. M. Bendler/Dr. W. Luchtmann,
IfL Jacques Duclos, Rostock
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In freien Stunden - alpha-heiter

aus: LVZ, Guckuck

Sitzordnung

Zur Silvesterfeier hatte das Ehepaar Miiller die vier
Ehepaare A, B, C und D eingeladen und sie an den
Lingsseiten des Tisches plaziert. Herr Miiller (HM)
und Frau Miiller (FM) hatten an den Stirnseiten
des Tisches Platz genommen. Fiir die Sitzordnung
der Giste galt: Eheleute saBen stets nebeneinander;
die Frau zur rechten Seite des Ehemannes. Herr A
saB neben Frau C und ihm gegeniiber saB Frau D.

Herr C saB neben Frau Miiller.
aus: Leipziger Volkszeitung

Oodn

000

Weihnachtliches Vierfarbenproblem

Die Felder in diesem Stern sind mit vier Farben
auszumalen. Benachbarte Felder diirfen aber nicht
die gleiche Farbe erhalten.

N\
%
A’A

Das Weihnachtsgeschenk

Maximilian und seine Schwester Franziska legen
ihre Ersparnisse zusammen, um flir die Mutter ein
Geschenk zu kaufen. Dabei stellen sie fest, daB ihre
Ersparnisse zusammen 72 Mark betragen und daB
Franziska 8 Mark mehr als Maximilian gespart hat.
Wieviel Mark hat jedes der beiden Geschwister ge-
spart?

aus: Rohacz, Prag

aus: Quant, Moskau
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In einem Zug

Die beiden Figuren sind in einem Zug nachzu-

zeichnen ohne eine Linie mehrfach zu zeichnen.
aus: Fiiles, Budapest

Wintersport

Zehn Dinge sind auf dem unteren Bild anders.

Schaut genau hin! Bestimmt findet ihr sie heraus.
aus: NBI, Berlin




Magisches Zahlenspiel

Erginze die beiden Sterne so, daB sich als Kon-
stante die im Zentrum jedes Sterns stehende Zahl
ergibt!

Kermeth Kelsey, London

Wunderringe

Vervollstindige die Ringe so, daB sie ineinanderge-
hingt und nicht zu trennen sind, obwohl keiner von
ihnen durch den anderen geht.

£
PE
Y S

Labyrinth

aus: urcina, Bukarest

Wer findet am schnellsten den Weg durch dieses

schone Ormament? aus: Fiiles, Budapest

Mary und Jane im Disput

Fiinf Karten liegen auf einem Tisch, wie das Bild
zeigt. Jede Karte hat auf einer Seite einen Buchsta-
ben und auf der anderen eine Grundziffer. Jane
sagt: ,Wenn sich ein Vokal auf einer Seite einer
Karte befindet, dann befindet sich auf der anderen
Seite eine gerade Zahl.“ Mary zeigt, daBl Jane nicht
recht hat, indem sie eine Karte umdreht. Welche
Karte drehte Mary um?

aus einem finnischen Mathematikwettbewerb

[Als][el4] [cle][o]p] [e]q]

SiiBe Sache

Du sollst eine Tafel Schokolade, die aus 6 mal
8 Stiicken besteht, in 48 Stiickchen teilen. Brich im-
mer entlang einer Riefe! Wieviel Briiche muBt du
mindestens machen? aus: Mathematical Spectrum, Sheffield

Kreuz und quer

Zu Silvester teilt Marie-Luise zwei Legespiele aus.
Wer ist wohl der Schnellste? Die jeweils vier Teile

sind zu einem Quadrat zusammenzulegen.
aus: Matematicko Fizi¢ki List, Beograd

So eine Bescherung

Herr Lehmann kommt mit Weihnachtsgeschenken
nach Hause. Von ihnen wurden Schattenrisse ange-
fertigt. Aber nur einer davon ist genau ilibereinstim-

mend mit dem Original. Welcher? aus: Troll, Berlin
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Edmund Halley -
der ungldubige Mathematiker

Das Wiedererscheinen des Halleyschen
Kometen Anfang 1986 und seine erstma-
lige umfangreiche Erforschung durch meh-
rere Raumsonden haben den Namen des
englischen Astronomen und Mathemati-
kers E.Halley weltweit ins Blickfeld der Of-
fentlichkeit geriickt und — wie erwartet —
auch eine gewisse philatelistische Reso-
nanz!) gefunden. Halley hatte am Ende des
17.Jh. die Bahnen der in den Jahren 1531,
1607 und 1682 beobachteten Kometen
(spiter bezog er auch noch die Kometener-
scheinungen von 1305, 1380 und 1456 ein)
mit Hilfe der von Newton geschaffenen
neuen mathematischen Hilfsmittel berech-
net, aus ihrer bemerkenswerten Ahnlich-
keit die Hypothese abgeleitet, da8 es sich
in allen Fillen um den gleichen, die Sonne
auf einer langgestreckten elliptischen Kep-
lerbahn umlaufenden kleinen Himmelskor-
per handelt, und sein Wiedererscheinen flr
1758 vorausgesagt. Als dies eintraf (der Ko-
met wurde zuerst-am 25.12.1758 von dem
sichsischen Bauern und Amateur-
astronomen Johann Georg Palizsch gese-
hen), hieB der Komet fortan Halleyscher
Komet. Nachdem Kometen jahrhunderte-
lang als Zuchtruten Gottes und Ungliicks-
bringer aberglaubisch gefiirchtet worden
waren und sogar ein Galilei die Ansicht
des Astronomen Tycho de Brahe, Kometen
seien bewegliche Himmelskorper dhnlich
den Planeten, verworfen und verspottet
hatte, ist der exakte Nachweis der Bahnei-
genschaften der Kometen und ihrer perio-
dischen Wiederkehr durch Halley ein be-
deutender Schritt auf dem Weg zu einem
materialistisch-naturwissenschaftlichen
Weltbild gewesen. Damit ist jedoch die Be-
deutung Halleys keineswegs ausgeschopft,
und wir wollen hier gerade den anderen
Seiten seiner vielseitigen wissenschaftli-
chen Titigkeit einige Bemerkungen wid-
men.

Edmund (oder Edmond) Halley wurde am
8.11. 1656 als Sohn eines wohlhabenden
Seifensieders in Haggerston nahe London
geboren. Nach einem Studium in Oxford
unternahm er 1676 eine Reise zur Insel
St. Helena im Siidatlantik, um den ersten
Fixsternkatalog der siidlichen Himmels-
halbkugel zusammenzustellen. Diese Ar-
beit wurde 1678 mit der Aufnahme in die
Royal Society, die britische Akademie der
Wissenschaften, gewiirdigt. 1698 bis 1700
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unternahm er zwei weitere Forschungsrei-
sen in den Atlantik, um die Deklination
des Magnetkompasses, d. h. seine ortsab-
hingige Abweichung von der Nordrich-
tung, systematisch zu untersuchen. Als Er-
gebnis dieser Expeditionen erschien 1701
die erste Karte der MiBweisungen im
Druck, auf der die Orte gleicher Abwei-
chung iibersichtlich durch Kurven verbun-
den waren. Ubrigens gab Halley auch die
erste Erklirung flir den Erdmagnetismus
durch die Annahme groBer Metallmassen
im Erdinnern und deutete 1718 das Nord-
licht als erdmagnetisches Phinomen. Wei-
tere Arbeiten Halleys betrafen u.a. die Ur-
sache und Richtung von Winden und
Meeresstromungen und die Herkunft des
Salzgehaltes der Weltmeere. Die bis hier
sichtbare Ausrichtung astronomischer und
geographisch-geoditisch-geophysikalischer
Forschung auf die Bediirfnisse der Schiff-
fahrt ist — besonders in England - ganz ty-
pisch fiir die Naturwissenschaft im 17. und
18. Jh. Ebenso typisch ist auch die zwi-
schenzeitliche Beschiftigung mit rein ma-
thematischen Problemen, die manchmal,
jedoch keineswegs immer von naturwissen-
schaftlich-technischen Fragen angeregt
wurden. Auch Halley publizierte Arbeiten
iiber Arithmetik, Algebra und Geometrie,
bewies z.B. 1695 elementar die Reihenent-
wicklung 3 3
m(1+x)=x—x7+"7—"7+
(x| <D,
leistete aber auch mit der Berechnung von
Tabellen der Sterblichkeitsquote (in Ab-
hingigkeit von Alter und Geschlecht)
einen wichtigen Beitrag zum sich damals
stirmisch entwickelnden Versicherungs-
und Rentenwesen. 1703 wurde er als Nach-
folger des bedeutenden Mathematikers
John Wallis auf den beriihmten Geome-
trielehrstuhl der Universitit Oxford beru-
fen. Wihrend seiner 17 Jahre in diesem
Amt ibersetzte er auch antike Mathemati-
ker aus dem Griechischen, insbesondere
1707 die sphérische Geometrie des Mene-
laos (um 100) und 1710 die Kegelschnitts-
lehre des Apollonios von Perge (um 262 bis
190 v.u.Z.). 1720 wurde er als Nachfolger
von John Flamsteed zum Royal Astrono-
mer und Direktor der Sternwarte in Green-
wich berufen (vgl. hierzu alpha Heft 2,
1985, S.40 bis 42). Zieht man noch in Be-
tracht, daB3 er von 1713 bis 1721 nebenamt-
lich Sekretir der Royal Society war, so hat
Halley fast alle damals fiir einen Mathema-
tiker und Astronomen erreichbaren héch-
sten Amter innegehabt.
Die vielleicht wichtigste Seite im Leben
und Schaffen Halleys betrifft seine Bezie-
hungen zu Newton und seinen Anteil an
der Entstehung von Newtons fundamenta-
lem Buch ,Mathematische Prinzipien der
Naturphilosophie“. Gegen Ende des 17.Jh.
lagen als bereits mathematisch formulierte
Bewegungsgesetze die Keplerschen Ge-
setze der Planetenbewegung, das Galilei-
sche Fallgesetz und das Huygenssche Pen-
delgesetz vor. Das Nachdenken iiber den
gemeinsamen Kern aller dieser Gesetze
war ein aktuelles Problem geworded, um
dessen Losung die filhrenden Gelehrten

q

der damaligen Zeit rangen. Um 1679 wuB-
ten Halley, Christopher Wren und Robert
Hooke bereits, daB die Anziehungskraft
zwischen verschiedenen Massen dem Qua-
drat ihres Abstandes umgekehrt proportio-
nal sein muB. Es fehlte ihnen jedoch der
mathematische Kalkiil, um hieraus weiter-
reichende SchluBfolgerungen zu ziehen
wie z. B. die Begriindung der Ellipsenge-
stalt der Planetenbahnen. Speziell fir die
Ldsung dieses Problems setzte der wohlha-
bende Halley 1684 sogar einen Preis aus.
Bekanntlich l6sten Newtons ,Pricipia“
(1686/87) das Problem in vorbildlicher
Weise und wurden fiir Jahrhunderte zum
MaBstab aller exakten Naturwissenschaft.
Halley, der Newton immer wieder mit Fra-
gen provoziert und zur Niederschrift seines
umfangreichen Werkes gedringt hatte,
zahlte schlieBlich sogar die Druckkosten
aus seiner eigenen Tasche. Im Vorwort der
»Pricipia“ wiirdigte Newton Halleys Ver-
dienst mit folgenden Worten:

Bei der Herausgabe dieses Werkes hat Ed-
mond Halley, dieser héchst scharfsinnige und
vielseitig gelehrte Mann, vielfache Miihe ver-
wandt. Er hat nicht nur die Korrektur und die
Holzschnitte besorgt, sondern war iiberhaupt
auch derjenige, welcher mich zur Abfassung
dieses Werkes veranlafgt hat. Da er ndmlich
von mir einen Beweis der Gestalt, welche die
Bahnen der Himmelskirper haben, verlangt
hatte; so bat er mich, ich michte denselben der
Koniglichen Gesellschaft mitteilen. Diese be-
wirkte hierauf durch ihre Aufforderung und
Oberleitung, daf ich anfing, an die Heraus-
gabe des Werkes zu denken.
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Der Sturz des mittelalterlichen Weltbildes
durch die sich mathematischer Mittel be-
dienende Naturwissenschaft stie auf erbit-
terte Feindschaft seitens kirchlicher und
anderer reaktionirer Krifte, und die be-
grifflichen Unklarheiten, die der Fluxions-
rechnung Newtons (der heutigen Differen-
tialrechnung entsprechend) anhafteten, bo-
ten einen willkommenen Angriffspunkt.
Durch scharfe Kritik an den logisch nicht
hinreichend fundierten ,verschwindenden
Zuwichsen®, ,ersten und letzten Verhilt-
nissen“ Newtons usw., die sich aber letzt-
lich positiv auf die logische Durcharbei-
tung der Infinitesimalrechnung auswirkte,
hat sich vor allem der englische Bischof
George Berkeley hervorgetan. Seine be-
rihmte Streitschrift von 1734 richtete sich
aber nicht direkt gegen den inzwischen ver-



storbenen, durch ein Staatsbegribnis ge-
ehrten und praktisch zum Nationalhelden
gewordenen, {iberdies iiberaus fromm ge-
wesenen Newton, sondern gegen seinen als
Freigeist beriichtigten Mitstreiter Halley.
Ihr Titel lautet in deutscher Ubersetzung:

Der Analytiker, oder eine Erorterung, ge-
richtet an einen ungldubigen Mathemati-
ker, worin untersucht wird, ob der Gegen-
stand, die Prinzipien und die Schlu8weisen
der modemen Analysis deutlicher begrif-
fen oder einleuchtender hergeleitet sind als
die religiésen Geheimnisse und Glaubens-

Der zu dieser Zeit bereits 78jahrige Halley,
der auf ein Lebenswerk von rund 80 wis-
senschaftlichen Publikationen zuriickblik-
ken konnte, hat sich selbst nicht mehr zu
den Vorwiirfen Berkeleys geduBert. Er
konnte darauf vertrauen, daB inzwischen
eine neue Generation von Mathematikern
und Naturwissenschaftlern herangewach-
sen war, die die Leistungsfihigkeit der von
Newton und Leibniz geschaffenen Infinite-
simalmethoden durch stete Anwendung
iiberzeugend demonstrierten. Halley starb
am 25.1. 1742 in Greenwich. p Schreiber

1) w. a. Grofbritannien 4 Werte, Nikaragua
6 Werte, SR Vietnam 3 Werte

Fiinf harte Niisse

Aufgaben der Aufnahmepriifung der Mathe-
matischen Fakultdt des Moskauer Staatlichen
Pddagogischen Instituts V. I. Lenin (schriftliche
Priifung 1983)

1. Berechne!
5. 17 59
84- (1? + ﬁ) - ISW
646,8:21

2. Lose die Ungleichung!
(%) "2 (20,257

3. Lsse die Gleichung!
sinx —cosx = —1

4. Die Grundfliche der Pyramide SABCD
sei das Quadrat ABCD, dessen Seitenlinge
sei a. Die Kante BS steht senkrecht auf der
Grundfliche und habe die Linge 2a. Be-
stimme den Umfang der Schnittfigur, die
durch die Seite AD und die Mitte der
Kante BS geht!

5. Einem Kreis mit dem Radius R sei ein
gleichschenkliges Dreieck mit einem Win-
kel von 120° umbeschrieben.

Bestimme die Linge der Dreiecksseiten!

Losungen

Losungen zur Sprachecke

A la Ein Onkel kam, um seine Nichten
zu besuchen. Vor dem Weggehen gab er
ihnen eine gewisse Anzahl Dollar mit dem
Vorschlag, daB die Alteste die Hilfte, die
Mittlere ein Viertel und die Jiingste ein
Fiinftel bekommt. Die Kinder versuchten,
das Geld zu teilen, aber es gelang ihnen
nicht wegen der Briiche. Als ihnen ihr Va-
ter einen Dollar lieh, fihrten sie die Divi-
sion nach den von ihrem Onkel genannten
Briichen durch und zahlten dann sogar
noch den einen Dollar an ihren Vater zu-
rick. Welche ,gewisse Anzahl Dollar“
witrde diesen Bedingungen entsprechen?

Liosung: Die Summe der drei Briiche

1 1 1, 19 .
—+ =+ — st —.

>t T 7t ist 20 Der Onkel gab seinen
Nichten nicht den ganzen Betrag. Er lie
—2% daran fehlen. Was er seinen Nichten
gab, waren 19 Dollar.

Die Kinder konnten das Geld nicht teilen.
Aber als der Vater ihnen 1 Dollar lieh, hat-
ten sie 20 Dollar.

Die Alteste nahm % $20=810,
die Mittlere nahm -i— $20=8%5,

die Jiingste nahm % $20=54.

10+5+4=19, so daB sie ihrem Vater
den geliehenen $ 1 zuriickgeben konnten.

A2 a Ein Fotograf verlangt 3 Fr. fiir die
Entwicklung eines SchwarzweiBfilms, dazu
0,80 Fr. fiir jeden Abzug eines Fotos im
Format 9 X 13. Ein zweiter Fotograf ent-
wickelt den Film kostenlos, aber der Abzug
eines jeden Fotos im gleichen Format ko-
stet 0,90 Fr.

Mathieu méchte einen Film mit 20 Auf-
nahmen und Amélie einen Film mit
36 Aufnahmen entwickeln lassen.

Wohin wiirdest du an ihrer Stelle gehen?
Wieviel werden sie bezahlen miissen?

Losung: Bei dem ersten Fotografen kosten
20 Aufnahmen

3Fr.+20-0,80F. =19 Fr.
und 36 Aufnahmen

3 Fr. + 360,80 Fr. = 31,80 Fr.
Bei dem zweiten Fotografen kosten 20 Auf-
nahmen

20-0,90 Fr.= 18 Fr.
und 36 Aufnahmen

36-0,90 Fr. = 32,40 Fr.

Mathieu geht zum zweiten Fotografen und
bezahlt 18 Fr., Amélie zum ersten und be-
zahlt 31,80 Fr.

Ala Lost die funf ,geographischen®
Zahlenritsel (s. Bild)!

[n jedem Ritsel entsprechen gleiche Buch-
staben gleichen Ziffern, und verschiedene
Buchstaben verschiedenen Ziffern.

Lésung: 27=128; 192=1361; 289=17%
872 =17659; 6084 = 782.

Losungen zu
In freien Stunden - alpha-heiter

Sitzordnung

firt]

Weihnachtliches Vierfarbproblem
Es werden z.B. gezeichnet: 1 und 6 gelb; 3
und 4 rot; 2 und 8 blau; 5 und 7 griin.

Das Weihnachtsgeschenk
72-8=64;64:2=32;32+8=40.
Maximilian hat 32 Mark, Inge 40 Mark

gespart.

Wintersport

Die Losung sei dem Leser selbst iiberlas-
sen.

In einem Zug

Magisches Zahlenspiel

alpha, Berlin 20 (1986) 6 - 141



Wunderringe

Mary und Jane im Disput

Wenn Jane nicht recht hat, dann gibt es
eine Karte, die auf einer Seite eine unge-
rade Zahl hat. Diese Karte kann also kei-
nen Konsonanten und keine gerade Zahl
auf einer der Seiten haben. Daher kann
Jane als einzige Karte die ,3“ genommen
haben. A ist also richtig.

SiiBe Sache
Es sind 47 Briiche zu machen.

Kreuz und quer

1

So eine Bescherung
Nur SchattenriB Nr. 2 stimmt genau mit
dem Original iiberein.

alpha-Wettbewerb

Heft 1/86 (Fortsetzung)

Ma 10/12 m 2660

19 _20-1 _ 20-1 _1

95~ 100-5 520-1) 5°

199...9 _ 200...00 -1 _2-10"-1

99...95 100...00-5 10"*1-5
n,yn+l _

=—52—1= l Briiche

5(57-27*1-1) 5

1
dieser Art ergeben gekiirzt stets 5

Ma 10/12 m 2661

Aus sinﬁ -4 folgt wg = 4:sin§.

2 wh
= sin (90°

5-cosf
sing—

halten wir 4 = 5-cos g, cosﬂ=%.

a ..a 4 4
W =—gilt— = — al =—
egen cos f . gl c 5 ,also a 3 c.

Aus wg: 5 —ﬂ):sing

folgt wy = . Durch Gleichsetzen er-

142- alpha, Berlin 20 (1986) 6

Ferner gilt a? + 92 = ¢2,

2
also (%c) + 81 =c2?, ¢ =15. Daraus folgt

a=%-15=12 und b=4+5=9.

Die Seiten des rechtwinkligen Dreiecks
ABC sind 12 cm, 9 cm und 15 cm lang.

Ma10/12m2662 Wir lbertragen die

linke Seite der Gleichung ins dekadische

Positionssystem und erhalten

x-n?+y-nl+z-n°=(n+ 1) bzw.

xn+yn+z = (n + 1) Es folgt

xn*+yn+z=n*+2n+1.

Aus dieser Beziehung 148t sich ablesen:

x=1ly=2z=1.

Also gilt: [121], = (n + D)%

Die vorgegebene Gleichung gilt nur fiir

x=1,y=2und z = 1, aber fiir jedes n > 2.

Beispiele:

(1 [121),=@¢+1y
1-42+2-4+1=25

¥) [121]s (8 +1)?

1-82+2:8+1=81

Ph6m192 In einer
936 m* durch den Kanal.

Ph7m193 Das Wasser driickt mit einer
Kraft von 15N auf die Offnung.

Ph8 w194 Es werden rund 181 kg Braun-
kohle pro Jahr verbraucht.

Ph9m195 Wird die Zeit in Sekunden
und die Fallbeschleunigung in m/s? ange-
geben, erhdlt man fur die Fallzeit etwa
5,45 Sekunden und fiir die Fallhohe etwa
146 m.

Ph10/12 w196 Bei der Spaltung von 1g
Uran werden 85520MJ an Energie frei.
Das entspricht dem Heizwert von etwa
2,85 Tonnen Steinkohle.

Ch7m 153 Das menschliche Skelett ent-
hilt 1,5 kg Phosphor und 4,0 kg Kalzium-
oxid.

Ch8m154 Die Gesamtmolzahl
Sauerstoffs betrdgt 8622,9 mol.

Stunde flieBen

des

Ch9m155 Im Gleichgewicht liegen fol-
gende Stoffmengen vor: 1,51 Schwefeldio-
xid, 78,251 Sauerstoff, 13,51 Schwefeldio-
xid. Das Gesamtvolumen im Gleichge-
wicht betriigt 93,251

Ch10/12m 156 Das
4 Doppeibindungen.

Molekiil  enthilt

Lésungen zu:
Knobeleien mit dem Taschenrechner
(Heft 5, S.106)

Ala SO ILSE HOL ESSIG; ILSE
A2A

wnnwm
— bt =
T = = T -
e —
t

A34a GLEIS, EBBE, OBOE, LEI,
OELIG, GLOSSE, ESEL, GEOLOGE,
SEEIGEL

Losungen zu ,,Knobel-Wandzeitung*
Heft 5/86, S.109

A1la Geometrische Vielfalt

VAVAVANIAV AN
@[J_LJ_L;ﬁ bH:&fi
/\ /\ _
VAVAVANIVAVAVAN \WAVAN
o L) 1 ol
A/\\A / \L<\\
e) L_li L]

A2 a Hoélzchen-Lokomotive

o 11 -
- 0 BEA B

b) 2 Hblzchen sind umzulegen:

mmm

A 3 a Schiffchen-Spiel

JAN AN
a).V__ej V77 TA

D) \_ %

Ada Holzchen-Tischlampe Die Abbil-
dungen zeigen je eine Legemoglichkeit:

\L\/
_/

A
/ \VARRVARN

a) /__\ b L\
\VARY L\
/ \ NN

c) LA d)

4

A5a Gerechte Teilung

L
LN
T

l
[ il

Aus 2 mach 1

\YaY4
Jll_ﬂ_._
l

Aba

ATa

Rechtwinklige Dreiecke
a) :

/™
//x 5}\ L/ , \\\
b) Das Tripel (3, 4, 5) ist offenbar unter den
pythagoreischen Tripeln mit positiven
Komponenten dasjenige mit der kleinsten
Komponentensumme. Also bené&tigt man
zum Auflegen der Figur mindestens
43 + 4+ 5) =48 Hélzchen.




A8 A Fiinf Vierecke
[T /725

o | b NN/

A9a Mit 12 Hélzchen

Man kann mit 12 Hélzchen hochstens

25 Quadrate auflegen (rechnet man noch

die 30 groBeren in der Figur enthaltenen

Quadrate hinzu, so sind es 55 Quadrate).

Die anderen Abbildungen zeigen Lege-
moglichkeiten flir weniger Quadrate.

I 1 I 25

e [l

1
Y

A 10a Verschiebung und Drehung

Man muB im Falle a) jeweils 7 Holzchen
und im Falle b) 6 bzw. 7 Hélzchen umie-
gen (beim regelmiBigen Sechseck liefern
Verschiebung und Drehung dasselbe Er-
gebnis).

a) L\AZQX \%;%A/
A
/

N/ \VAVA
A GO0
D) AV A

Alla Spiegelung

Hélzchenpaare bzw. Hélzchen, die beziig-
lich der Achse spiegelbildlich liegen (dick
gezeichnet) kénnen liegenbleiben.
30 Hélzchen aber besitzen kein Spiegel-
bild, miissen folglich umgelegt werden.

4 12 o Flichenberechnung
A =3+ %,/?a 4,30; 4, =%,/3_-- 2,60;

A= LT ~ 476, 4, =12; 455 =16;
As3=16; Ag=15; Ay, =%\/-3‘* 2,17,

Az =33 ~2,60; Ay =8y3 ~ 13,86
(Angaben in FE: 1 FE=1(LE)?

A 13 A Geometrische Konstruktionen
mit Hélzchen

\VAVAVARL VAN J/AVAVAN
a) /_V\
VAVAVAN

(=N

VAN

\
NN
JAVAN

A 14 4 Grundkonstruktionen
mit Hoélzchen und Lineal

a)
a Q
_Z@B_ _/I—_-\ —
P
a P
- __B_

Mit Holzchen ermittelt man dje Punkte P
und Q, die man markiert. Die Gerade PQ
(die man nach Wegnahme der Holzchen
mit dem Lineal zeichnet) schneidet die
gc_rade AB im Mittelpunkt M der Strecke
AB. Begrindung: Die Diagonalen im
Rhombus halbieren einander.

b)
]

A A

Mittels eines aufgelegten Hélzchen-Rhom-
bus bestimmt man den Punkt B. Der Strahl
AB ist die gesuchte Winkelhalbierende.
Begriindung: Die Diagonalen im Rhombus
halbieren die Innenwinkel.

Mit Hilfe von Elementardreiecken be-
stimmt man den Punkt Q. Die Gerade PQ
ist die gesuchte Senkrechte auf g. Begriin-
dung: Im gleichseitigen Dreieck gilt: Sei-
tenhalbierende = Hoéhe.

d)

Man legt auf g zwei verschiedene Punkte 4
und B fest, errichtet in ihnen die Senk-
rechte (vgl. c)) und ermittelt mit je zwei
Holzchen die Punkte 4’ und B’. Die Ge-
rade A'B’ verlauft parallel zu g.

4 154 Holzchen-Gleichungen

Vi—1v

-
+8=15

[ - C
oO+2=hH |x+vii=1v
| | 17
ot==i
Al6a Zerlegung der 18

a) 2+8+8=18,b) 6+6+6=18,
0+9+9=18,¢) 3+6+9=18,
4+6+8=18, 5+5+8=18,
d)1+8+9=18, 3+7+8=18,
4+5+9=18,¢€) 2+7+9=18,
S5+6+7=18, ) 4+7+7=18.

A 17 o Holzchen-Ungleichungen
a) 5+3>8-5 b)8-4<8+1

C —XLI

il
>

9-3>8-5 8—4<6+7
5+3>6-6 0+4<8+1
6—-3>6-6 0+4<6+7
9-3>6-6 6+4<6+7
9-3>9-6
S5+3>9-6

) 7+2>3-3
7-2>3-9
7+2>5-3
7-2>6-3

A 184 Hoélzchen-Briiche

o

X Xvi L
Losungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 2/86

Ma5m2663 Die letzte Grundziffer der
kleineren Zahl mu8 8 sein. Dann ist 8 aber
auch die mittlere Grundziffer der gréBeren
Zahl. Aus der angegebenen Summe er-
kennt man nun leicht, daB die beiden
Summanden 88 und 880 lauten miissen.

Ma 5m 2664 Die zweite Gruppe mufl um
10.00 Uhr aufbrechen, da sie in einer
Stunde die gleiche Strecke zuriicklegt, fiir
die die erste Gruppe 3 Stunden benotigt.
Beide Gruppen treffen um 11.00 Uhr
gleichzeitig in Neuendorf ein.

Ma 5m2665 a)Vom Schiiler Lutz Schulz
kOnnen wir mit absoluter Sicherheit Vor-
und Zunamen angeben.

b) Es gibt vier Schiiler, die mit Vornamen
Lutz, aber nur drei Schiiler, die mit Zuna-
men nicht Schulz heiBen.

Ma 5 m 2666

a) Der Thilmann-Pionier erzielte

35 Punkte.

b) Wir rechnen riickwirts: 100 — 10 = 90,

90:2=4545-10=135.

Ma 5 m2667 Insgesamt sind 90 Fahrgiste
in den Abteilen. Wiren in jedem Abteil
gleich viele Personen, dann wiren es je
30 Personen. Wegen 42—12 = 30 waren ur-
spriinglich im ersten Abteil 42 Personen.
Wegen 27+ 12 — 9 =30 waren urspriing-
lich im zweiten Abteil 27 Personen. Wegen
21 +9 =30 waren urspriinglich im dritten
Abteil 21 Personen.
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Ma 5m 2668 Die Zahl 180 ldBt sich nur

wie folgt in zwei Faktoren ¢ und b (mit na-

tiirlichen Zahlen a und b) zerlegen:

180=180-1=90-2=60-3
=45-4=36-5=30-6=20-9
=18-10=15-12.

Dabei ist wegen 15 — 12 = 3 nur fiir a = 15
und b = 12 auch die Bedingung (1) erfiillt.

Ma6mw2669 Vier aufeinanderfolgende
natiirliche Zahlen bestehen stets aus zwei
geraden und zwei ungeraden Zahlen. Die
Summe zweier gerader, aber auch die
Summe zweier ungerader Zahlen ist- stets
eine gerade Zahl. Deshalb ist die Summe
aus vier aufeinanderfolgenden natiirlichen
Zahlen stets eine gerade Zahl, also keine
Primzahl.

Ma6m2670 a)

2 1 4
1- S 3 150 1000 km entsprechen
4
15 des Weges.
2 6 6
GRETE 1500 km entsprechen 15 des
Weges.
1_5. 1250 km entsprechen 3 des
37T 150 P 15
Weges.

b) Die Gesamtstrecke betrug
(1500 + 1250 + 1000) km = 3750 km..

Ma 6 w2671 Der Vater ist
40 + 5 = 45 Jahre alt. Lotte ist
45:3 = 15 Jahre alt. Emil ist
15 — 4 =11 Jahre alt. Paul ist
11 — 3 =8 Jahre alt.

Ma6m2672 Da 26 Schiiler radfahren
und 12 Schiiler schwimmen kénnen und
jeder Schiiler mindestens eins von beiden
kann, gehdren der Klasse mindestens 26,
hochstens 38 Schiiler an. Da die Anzahl
der Schiiler durch 6 teilbar ist, kénnten es
30 oder 36 Schiiler sein. Von diesen beiden
Zahlen erfullt nur 30 alle Bedingungen.
Diese Klasse besuchen 30 Schiiler.

Ma6m2673 In 1%

Hiihner doppelt so viele Eier wie 1% Hiih-

ner, also 3 Eier legen. Ein Huhn wiirde in
dieser Zeit den dritten Teil, also 1 Ei legen.

Tagen wiirden 3

Also wiirden 7 Hithner in 1% Tagen 7 Eier

legen. Wegen 6 Tage gleich 4- 1%
wiirden 7 Hiihner in 6 Tagen 28 Eier legen.

Ma7m2674 Wirde man die Fenster
ohne Liden mit je einem Laden der kom-
pletten Fenster versehen, dann fehlte an je-
dem Fenster ein Laden. Also braucht man
28 neue Fensterldden.

Ma7m2675

a) Heidrun schoB 5+8+10+7+6=
36 Ringe und gewann; denn Giinther
schoB nur 3 + 5+ 6 + 7 + 9 =30 Ringe.

b) Heidrun scho8 die 10. Begriindung: Da
Giinther mit den letzten vier Schiissen die
neunfache Ringzahl des ersten Schusses er-
zielte, muB sein erster Schuf die 3 gewesen
sein, usw.

Tage,
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Ma7m2676 .

378-436 —56 _ 377-436+436 — 56
378 +436-377  377-436+ 378
_377-436 + 380

T 377-436+378°
da der Zahler groBer ist als der Nenner, ist
die Zahl groBer als 1.

Ma7m2677 Die Anzahl n der Schiiler
dieser Klasse muB ein Vielfaches von 9, 6
und 3 sein, also ein Vielfaches von 18 sein.
Wegen 20 < n < 40 gilt n = 36.

Zensur 1 2 3 4

Schiiler 4 12 14 6

Ma 8m2678 Der Mittelpunkt des gesuch-
ten Kreises liegt sowohl auf der Symme-
trieachse zu 4B als auch auf der Senkrech-
ten zu g durch B.

Ma 8 m 2679
(x+12):x=175:100; x=16
175 0. =3:2; a=2x; a=32
Wu-x— v, 8= 4X, = .

Es haben 16 Schiiler teilgenommen; die
Klasse hat 32 Schiiler.

Ma 8 m 2680

77 87 80
Wx + W(IOOO - x) —W‘ 1000;
x =700.

Es kommen nur 700 g 77prozentiger und
300 g 87prozentiger Spiritus in Frage.

Ma 8 m 2681
A+B+C+D+E+F+G=40

A+B +D+E+F+G=34
B+C+D+E+F+G=2§
B= 6

D= 3+E
F+G= 0

A=15B=6;C=6;,D=8; E=5;
F=G=0.

Genau eine Sprache lernen 27 Schiiler,
genau zwei Sprachen lermen 13 Schiiler.

Englisch

Deutsch

Franzosisch
Ma 9 m2682

a+b=a-bund a-b=%mitb*0.

(——' —1) ist das einzige Paar, das die Be-

dingungen erfiillt.

Ma9 w2683 Durch logisches SchlieBen
erhilt man die einzige mogliche Losung:
Brigitte hat den Ball; Claudia hat den Blei-
stift und Anna hat die Schere.

Ma9m2684
2! endet auf 2
2% endet auf 4
23 endet auf 8
24 endet auf 6

24m (m e N; m # 0) endet auf 6
2425 = 210 endet auf 6.

Ma9m2685 AB mit 6cm Linge zeich-
pen; Mittelsenkrechte auf AB errichten;
einbeschriebenen Kreis zeichnen.

Die Kreise um 4 und B mit r=3cm
schneiden den einbeschriebenen Kreis in
G_ und H (Berithrungspunkte der Seiten
AD und BC). Die Parallele durch F zu 4B
schneidet die Strahlen BG und AH in C
bzw.-D.

T
Ma 10/12 m 2686 Es ist
2%56 — 1 = (2128 + 1) (2128 — 1), also

keine Primzahl. Primfaktoren sind 3, 5, 17,
257, ...

Ma 10/12m 2687 a) 1 oder 2 Augen sind
nicht zu erreichen: W(1) =0; W(2) =0.

b) 3 oder 18 Augen in genau einem aller
216 Fille:

1. -1
wQ3) = 316 W(18) = 716 -
¢) 17 Augen in 3 von 216 Fillen:
1
W(17) =7

d) 16 Augen in 6 von 216 Fillen:
1
W(l6) = 36"

Ma 10/12 m 2688 * ABC beliebig zeichnen;
ﬂf AC den Punkt D beliebig festlegen; an
AC in D den Winkel xA4BC so antragen,
daB sein freier Schenkel die Seite BC in E
schneidet. Das Dreieck DEC ist zum
Dreieck ABC nach dem Hauptihnlichkeits-
satz (w, w, w) dhnlich.

<

A 3

Ma10/12m2689 4D (Linge s,) zeich-
nen; Thaleskreis iiber AD. Auf AD liegt S

mit DS = %m Um § Kreis mit r = %sc,

schneidet Thaleskreis in C. CS um % ver-
lingern bis E; Strahlen AE und CD schnei-

den einander in B.

N £/




Schachwettbewerb
1986

Emeut ruft alpha alle Schachfreunde zur
Teilnahme an einem Losungswettbewerb
aufl

Acht Schachaufgaben von unterschiedli-
cher Schwierigkeit gilt es zu 16sen. Auch
wer nur eine Aufgabe oder einige Aufga-
ben 16st, hat Gewinnchancen. Doch sollte
der Wettbewerb vorrangig jedem einzelnen
dazu dienen, Gefallen an den Knobeleien
auf dem Schachbrett zu finden und sein
Leistungsvermogen zu iiberpriifen. ”

In allen acht Aufgaben beginnt WeiB und
setzt-trotz bester Gegenwehr von Schwarz
in der geforderten Ziigezahl matt. Die je-
weilige Punktzahl, die in etwa den Schwie-
‘rigkeitsgrad wiedergibt und aus der Be-
punktung der Abspiele resultiert, ist bei
den Aufgaben mit angegeben. Als vollstin-
dig gilt die Losung, wenn alle Abspiele bis
. zum Matt angefiihrt werden.

Unter allen Teilnehmern, die zumindest
eine Aufgabe richtig geldst haben, werden
.Biicher verlost.

Die Teilnehmer, die die volle Punktzahl zu
den Aufgaben Nr.1 bis Nr. 7 erreichen, er-
halten eine Urkunde und nehmen an einer
weiteren Verlosung von Buchpreisen teil.
Fiir Teilnehmer bis zum Alter von 14 Jah-
ren reicht schon die volle Punktzahl zu den
Aufgaben Nr. 1 bis Nr. 4 aus, um in diese
Verlosung zu kommen.

Die Aufgabe Nr. 8 ist eine Zusatzaufgabe.
Sie ist fiir leistungsstirkere Schachspieler

gedacht. Diese Aufgabe bleibt zwar ohne:

Punktbewertung, jedoch ersetzt sie jede an-
dere Aufgabe im Punktwert. Unter den
Teilnehmern, die alle Aufgaben einschlieB-
lich der Zusatzaufgabe richtig gelost ha-
ben, werden zwei Biicher verlost.
Teilnahmeberechtigt sind alle alpha-Leser.
Die Einsendung der Ldsungen (jeweilige
Aufgaben-Nummer angeben) ist: bitte bis
zum 8. Miirz 1987 unter Angabe von Name,
Vorname, Alter und Adresse zu richten an

Redaktion alpha

PSF 14

Leipzig

7027

'Die Losungen sowie die Gewinner werden
voraussichtlich in alpha 4/1987 verdffent-
licht.

0 + ]
Nr.3 'Matt in drei Ziigen 3 Punkte

4 Punkte

Nr.4 Matt in drei Ziigen

L [ c d . ' '] h
Nr.5 Matt in vier Ziigen 4 Punkte

Nr.7 Mattindrei Zigen 6 Punkte

Zusatzaufgabe: Matt in vier Ziigen
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